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Naslov doktorske disertacije: Stohastiqki modeli prekoraqeƬa
visokog nivoa i problemi qekaƬa

Rezime: U analizi ekstremalnih doga�aja postoje dva osnovna
pristupa, koji polaze od razliqitih naqina izdvajaƬa ekstrema
iz datog uzorka x1, x2, . . . , xN . Jedan metod analizira maksimume
(minimume). Drugi metod se bavi veliqinama oblika y1 = x1 −
u, y2 = x2 − u, . . . , yn = xn − u, gde su y1, y2, . . . , yn qlanovi poqetnog
uzorka ve�i (maƬi) od unapred definisanog praga u.

CiƩevi ove doktorske disertacije su primena tehnika za rad
sa ekstremnim vrednostima u nekim kombinatornim problemima
i doprinos oblasti statistiqkog modelovaƬa ekstremalnih doga-
�aja. Disertacija se sastoji iz tri dela.

U prvoj glavi definixu se raspodele ekstremnih vrednosti
i generalisane Paretove raspodele. Ove dve familije raspodela
imaju kƩuqnu ulogu u dva pristupa teorije ekstremnih vrednosti.
DaƩe su date teorijske osnove oba pristupa.

Druga glava bavi se primenom ekstremalnih tehnika u kom-
binatornim problemima qekaƬa. Razmatra se problem skupƩaƬa
kupona, koji je zadat na slede�i naqin: biraju se elementi sa
vra�aƬem iz skupa Nn = {1, 2, . . . , n}, pod pretpostavkom da svaki
element ima verovatno�u 1/n da bude izabran. Veliqina od in-
teresa je vreme qekaƬa Mn dok svi elementi skupa Nn ili neke
druge xeme ne budu izabrani. U ovom radu se posebno analizi-
raju slede�a dva sluqaja:
1. Mn je vreme qekaƬa do pojave svih elemenata skupa Nn bar r
puta, gde je r dati prirodan broj;
2. Mn je vreme qekaƬa do pojave svih parova jj, j ∈ Nn.
PredstavƩeni su novi rezultati, u kojima je odre�ena asimptot-
ska raspodela vremena qekaƬa Mn do kraja eksperimenta, ako je
poznato da je izveden veliki broj izbora, a eksperiment nije zavr-
xen, tj. graniqna raspodela prekoraqeƬa visokog nivoa za ove
sluqajne veliqine. Tako�e, odgovoreno je i na slede�a pitaƬa:
koliki treba da bude visoki nivo (odre�en brojem izbora) pri
kome se dobija ta graniqna raspodela; u kojim sluqajevima gra-
niqna raspodela zavisi od visokog nivoa; da li, osim generali-
sanih Paretovih raspodela, za graniqne raspodele postoje i neke
druge mogu�nosti. Osim toga, za svaki od sluqajeva oceƬena je



brzina konvergencije ka graniqnoj raspodeli.
Tre�a glava ove disertacije posve�ena je statistiqkom za-

datku ocene parametara i kvantila generalisanih Paretovih ras-
podela. Model koji se razmatra je dvoparametarska verzija ovih
raspodela, zadata sa:

Wγ,σ(x) =
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Pri oceƬivaƬu nepoznatih parametara, u sluqaju kad je γ < 0,
qesto se pojavƩuje problem nesaglasnosti ocena sa uzorkom na
osnovu koga se vrxi oceƬivaƬe. To znaqi da postoje qlanovi
uzorka koji su ve�i od oceƬenog desnog kraja nosaqa raspodele.
U ovom radu predloжena je nova, opxta tehnika za popravku nesa-
glasnih ocena, koja, u mnogim sluqajevima, pove�ava i efikasnost
ocene. Tehnika je ovde primeƬena na ocene metodom momenata i
metodom ponderisanih momenata. Osobine popravƩenih ocena ana-
lizirane su uz pomo� kompjuterskih simulacija, a navedeni su i
primeri. PosledƬi deo ovog rada posve�en je oceƬivaƬu visokih
kvantila generalisanih Paretovih raspodela. Dati su rezultati
koji se odnose na robusnost pojedinih ocena kvantila, kao i pri-
mer Ƭihove primene u finansijama (ocena parametra vrednosti
pri riziku), sa osvrtom na neke praktiqne probleme koji se pri
tome pojavƩuju.

KƩuqne reqi: ekstremne vrednosti, generalisane Paretove ras-
podele, prekoraqeƬa visokog nivoa, problem skupƩaƬa kupona,
nesaglasnost ocena parametra sa uzorkom, metod momenata, metod
ponderisanih momenata, kvantili raspodele, vrednost pri riziku
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Doctoral Dissertation Title: Stochastic Models for Exceedances over High
Thresholds and Waiting Time Problems

Summary: Statistical methodology for dealing with extremes depend on how
extreme values are defined. One way to extract extremes from a given sample
x1, x2, ..., xN is to consider maxima (minima). The other way is to consider
values y1 = x1 − u, y2 = x2 − u, . . . , yn = xn − u, where y1, y2, . . . , yn are
sample members above (below) a given predetermined threshold u. These
two methods lead to two different approaches in extreme value theory.

This doctoral dissertation has two main goals. One of them is to apply the
techniques from extreme value framework to certain type of combinatorial
problems. The other goal is to contribute to the field of statistical modeling
of extremes. The dissertation consists of three chapters.

In the first chapter, we introduce generalized extreme value distributions
and generalized Pareto distributions (GPD). These two families play key
roles in the two approaches to modeling extremes. We set out the theoretical
background for both approaches.

In the second chapter, we apply the extremal techniques to combinato-
rial waiting time problems. Precisely, we consider Coupon collector’s pro-
blem, defined as follows: elements are sampled with replacement from the
set Nn = {1, 2, . . . , n} under assumption that each element has probability
1/n of being drawn. The subject of interest is the waiting time Mn until all
elements of Nn or some other pattern are sampled. We focus our attention
to the following two cases:
1. Mn is the waiting time until all elements of Nn are sampled at least r
times, where r is a positive integer;
2. Mn is the waiting time until all pairs of elements jj, j ∈ Nn are sampled.
We present new results related to the asymptotic behavior of the waiting
time Mn, if it is known that a large number of trials was performed and
the experiment is not over. For both cases, we determine the limiting distri-
bution of exceedances of Mn over high thresholds, and answer some related
questions: how to choose a suitable high threshold (depending on n) in order
to obtain a limiting distribution; under what conditions the limit does not
depend on the threshold; are the generalized Pareto distributions the only
possible limits. We also estimate the speed of convergence in both cases.

The third chapter of the dissertation is devoted to estimation of parame-
ters and quantiles of the generalized Pareto distributions. We restrict the



attention to the two-parameter version of GPD, defined as:
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Well known problem with this model is inconsistency with the sample
data, which is that one or more sample observations exceed the estimated
upper bound in case when γ < 0. We propose a new, general technique
to overcome the inconsistency problem and improve performance of the exi-
sting GPD estimation methods. We apply the proposed technique to method-
of-moments and method-of-probability-weighted-moments estimates, investi-
gate its performance through computer simulation and provide some real data
examples. Finally, we address the problem of estimating high GPD quantiles.
We evaluate the robustness of some estimation methods through simulation
study and present a case study from finance (value-at-risk estimation), with
special emphasis to certain difficulties related to this field of application.

Key Words: extreme values, generalized Pareto distribution, exceedances
over high threshold, coupon collector’s problem, infeasible parameter estima-
tes, method of moments, method of probability-weighted moments, quantiles
of the distribution, value-at-risk
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Uvod

Teorija ekstremnih vrednosti bavi se osobinama raspodela ek-
stremnih, odnosno, najve�ih i najmaƬih vrednosti sluqajnih ve-
liqina. Te veliqine mogu biti qlanovi sluqajnog niza, reali-
zacije sluqajnih procesa, itd. I same ekstremne vrednosti mogu
biti birane na razliqite naqine: to mogu biti maksimumi, od-
nosno minimumi nekih skupova, ali i veliqine koje su ve�e ili
maƬe od nekog unapred definisanog nivoa (praga).

Iz ova dva naqina izdvajaƬa ekstrema nastaju dva razliqita
pristupa u verovatnosnoj teoriji ekstremnih vrednosti. Teorij-
ske osnove prvog pristupa postavƩene su u radovima Fisher and
Tippett (1928) [14] i Gnedenko (1943) [16]. Drugi pristup, koji se
bazira na prekoraqeƬima visokog nivoa, formalno je zasnovan u
radovima Balkema and de Haan (1974) [2] i Pickands (1975) [35].

Ova teorija se intenzivno razvijala u posledƬih 20-30 godina,
a razlog za to su i velike mogu�nosti Ƭene primene u hidro-
logiji, meteorologiji, finansijskoj matematici, teoriji rizika,
kombinatorici i mnogim drugim oblastima.

Predmet ove doktorske disertacije su primene teorije ekstrem-
nih vrednosti, preciznije, one grane ove teorije koja se bavi pre-
koraqeƬima visokog nivoa, u nekim teorijskim problemima (kom-
binatorni problemi qekaƬa) i nekim praktiqnijim problemima
vezanim za statistiqko modelovaƬe ekstremalnih doga�aja. Di-
sertacija se sastoji iz tri dela.

U prvoj glavi dati su poznati rezultati klasiqne teorije ek-
stremnih vrednosti i one grane ove teorije koja se bavi prekora-
qeƬima visokog nivoa. Uvedene su familije raspodela ekstrem-
nih vrednosti i generalisanih Paretovih raspodela, date Ƭihove
osobine i navedene graniqne teoreme u kojima ove dve familije
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raspodela imaju kƩuqnu ulogu. Tako�e, objaxƬeno je proxire-
Ƭe teorije ekstremnih vrednosti na stacionarne sluqajne nizove.
Pri tome je korix�ena literatura [2], [11], [28], [31] i [36].

U drugoj glavi objaxƬene su verovatnosne tehnike koje se pri-
meƬuju u kombinatornim problemima. Navedeni su postoje�i re-
zultati koji se odnose na graniqnu raspodelu maksimuma nekih
sluqajnih veliqina koje se pojavƩuju u kombinatornom problemu
skupƩaƬa kupona. Oni su sadrжani u radovima Erdös and Rényi
(1961) [12], Holst (1986) [19] i Mladenović (1999, 2002, 2008) [30, 32, 33].
Izvedeni su novi rezultati vezani za graniqne raspodele preko-
raqeƬa visokog nivoa za iste sluqajne veliqine. Neki od ovih
novih rezultata su publikovani u radu [23].

Tre�a glava se odnosi na oceƬivaƬe parametara i kvantila
dvoparametarske familije generalisanih Paretovih raspodela.
Navedene su definicije i osobine razliqitih ocena. Predlo-
жen je novi metod za rexavaƬe problema nesaglasnosti pojedinih
ocena sa uzorkom na osnovu koga se vrxi oceƬivaƬe, tj. nova ocena
parametara. Navedeni su rezultati koji su dobijeni pore�eƬem
nove ocene sa postoje�im, kao i primeri. Ovaj rezultat je pri-
hva�en za publikovaƬe u [22]. PosledƬe poglavƩe posve�eno je
oceƬivaƬu kvantila generalisanih Paretovih raspodela. Dati
su novi rezultati koji se odnose na robusnost nekih ocena kvan-
tila, kao i primer Ƭihove primene u finansijama, sa osvrtom
na neke praktiqne probleme koji se tu pojavƩuju. Ovaj rezultat
objavƩen je u radu [21].
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Glava 1

Verovatnosni modeli u
teoriji ekstremnih
vrednosti

Teorija ekstremnih vrednosti, u xirem smislu, bavi se taqnim
ili pribliжnim raspodelama ekstrema u nekom skupu podataka.
Pri tome, ti ekstremi mogu biti izabrani na razliqite naqine.

Pristup preko maksimuma bavi se sluqajnim veliqinama oblika

Mn = max{X1, X2, . . . , Xn} i mn = min{X1, X2, . . . , Xn}, n ∈ N,

kao i Ƭihovim svojstvima kad n → ∞, pri qemu su X1, X2, . . . , Xn

sluqajne veliqine sa datim raspodelama verovatno�a.
Pristup preko prekoraqeƬa visokog nivoa bavi se sluqajnim ve-

liqinama oblika

Y1 = X1 − u, Y2 = X2 − u, . . . , Yn = Xn − u,

gde su X1, X2, . . . , Xn sluqajne veliqine iz datog skupa za koje se
zna da su ve�e od zadatog visokog nivoa (praga) u. Analogno, mogu
se razmatrati sluqajne veliqine maƬe od, unapred definisanog,
niskog praga.

Iz ova dva naqina posmatraƬa (izdvajaƬa) ekstremnih vred-
nosti nastaju dva razliqita verovatnosna modela, sa paralelnim
rezultatima. U poglavƩu 1.1 data je osnova prvog pristupa, a u
1.2 osnova drugog. ProxireƬe teorije ekstremnih vrednosti na
stacionarne nizove objaxƬeno je u poglavƩu 1.3.
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1.1 Ekstremne vrednosti u nizu

nezavisnih sluqajnih veliqina

sa istom raspodelom

1.1.1 Osnovni pojmovi

Ako za sluqajnu veliqinu Mn = max{X1, X2, . . . , Xn} vaжi

lim
n→∞

P

{

Mn − bn
an

≤ x

}

= G(x) (1.1)

za svaku taqku neprekidnosti x neke nedegenerisane funkcije ras-
podele G i realne brojeve an > 0 i bn, onda se kaжe da je G gra-
niqna raspodela linearno normiranog maksimuma Mn, a an i
bn su normiraju�e konstante.

U sluqaju kada su X1, X2, . . . , Xn nezavisne sluqajne veliqine sa
zajedniqkom funkcijom raspodele F vaжi

P

{

Mn − bn
an

≤ x

}

= P{X1 ≤ anx+ bn, . . . , Xn ≤ anx+ bn}

= (P{X1 ≤ anx+ bn})
n = F n(anx+ bn).

Tada se jednakost (1.1) svodi na

lim
n→∞

F n(anx+ bn) = G(x)

i kaжe se jox i da funkcija F pripada oblasti privlaqeƬa za
maksimume funkcije raspodele G (F ∈ D(G)).

Za funkcije raspodela G1 i G2 se kaжe da su istog tipa ako
postoje realni brojevi a > 0 i b, takvi da za svako x ∈ R vaжi

G2(x) = G1(ax+ b).

Nedegenerisana funkcija raspodele G je maksimum stabilna
ako za svako n ≥ 2, n ∈ N postoje konstante an > 0 i bn ∈ R, takve
da za svako x ∈ R vaжi

Gn(anx+ bn) = G(x).

U daƩem tekstu bi�e navedeni samo rezultati koji se odnose
na maksimum niza nezavisnih sluqajnih veliqina. Odgovaraju�i
rezultati za minimum dobijaju se korix�eƬem jednakosti

min{X1, X2, . . . , Xn} = −max{−X1,−X2, . . . ,−Xn}.
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1.1.2 Gumbelova, Frexeova i Vejbulova raspodela

Pri ovom pristupu, vaжnu ulogu imaju raspodele ekstremnih
vrednosti, qiji su standardni predstavnici:

• Gumbelova raspodela:

G0(x) = e−e−x

, za x ∈ R,

• Frexeova raspodela s parametrom α > 0:

G1,α(x) =

{

0, za x < 0;

e−x−α
, za x ≥ 0,

• Vejbulova raspodela s parametrom α > 0:

G2,α(x) =

{

e−(−x)α , za x < 0;

1, za x ≥ 0.

Parametar α kod Frexeove i Vejbulove raspodele se naziva
parametar oblika, a za funkcije raspodele se kaжe da su date u
α - parametrizaciji.

Ovako definisana jednoparametarska familija raspodela moжe
se dodatno obogatiti uvo�eƬem parametra razmere, σ, i (ili)
parametra poloжaja, µ. U tom sluqaju, raspodele imaju slede�i
oblik:

• Gumbelova raspodela:

G0,µ,σ(x) = e−e−
x−µ
σ , za x ∈ R,

• Frexeova raspodela:

G1,α,µ,σ(x) =

{

0, za x < µ;

e−(
x−µ
σ )

−α

, za x ≥ µ,

• Vejbulova raspodela:

G2,α,µ,σ(x) =

{

e−(−
x−µ
σ )

α

, za x < µ;

1, za x ≥ µ.
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γ-parametrizacija

Raspodele ekstremnih vrednosti, iako su na prvi pogled raz-
liqitog tipa, imaju zajedniqku osobinu

lim
α→∞

G1,α(x) = G0(x) i lim
α→∞

G2,α(x) = G0(x).

Ako se uvede smena γ = 1/α kod Frexeove raspodele i γ = −1/α
kod Vejbulove raspodele, novi model, Gγ(x), za koji vaжi

lim
γ→0

Gγ(x) = G0(x),

tj. neprekidan je po γ. Sada se sve tri funkcije raspodele ek-
stremnih vrednosti mogu prikazati kao familija raspodela koja
zavisi od istog parametra oblika, γ:

Gγ(x) =















e−e−x
, x ∈ R, γ = 0 (Gumbelova raspodela)

e−(1+γx)
−

1
γ
, x ≥ − 1

γ
, γ > 0 (Frexeova raspodela)

e−(1+γx)
−

1
γ
, x < − 1

γ
, γ < 0 (Vejbulova raspodela)

Ova parametrizaciju uveo je matematiqar fon Mizes [39].
Veza izme�u α i γ - parametrizacije data je sa

Gγ(x) =

{

G1,α,−α,α(x), za γ = 1
α
> 0;

G2,α,α,α(x), za γ = − 1
α
< 0.

Gustine raspodela ekstremnih vrednosti, datih u γ-parametri-
zaciji, su:

gγ(x) =















e−e−x
e−x, x ∈ R, γ = 0;

e−(1+γx)
−

1
γ
(1 + γx)−(1+

1

γ ), x ≥ − 1
γ
, γ > 0;

e−(1+γx)
−

1
γ
(1 + γx)−(1+

1

γ ), x < − 1
γ
, γ < 0.

Momenti raspodela ekstremnih vrednosti

Momenti Gumbelove, Frexeove i Vejbulove raspodele mogu se
izraziti u terminima Ojlerove Γ-funkcije,

Γ(t) =

∫ +∞

0

xt−1e−xdx, t > 0. (1.2)
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Ako je X sluqajna veliqina sa Gγ raspodelom, onda su matema-
tiqko oqekivaƬe i disperzija sluqajne veliqine X zadati izra-
zima

E(X) = mGγ =
Γ(1− γ)− 1

γ
, γ < 1, (1.3)

varGγ =
Γ(1− 2γ)− Γ2(1− γ)

γ2
, γ <

1

2
. (1.4)

Momenti Gumbelove raspodele se dobijaju odre�ivaƬem graniqne
vrednosti desnih strana jednakosti (1.3) i (1.4) kad γ → 0. Vaжe
jednakosti

mG0
= λ, i varG0

=
π2

6
,

gde je λ = 0.577216 . . . Ojlerova konstanta.

Maksimum stabilnost raspodela ekstremnih vrednosti

Vaжna karakteristika raspodela ekstremnih vrednosti je da
su one maksimum stabilne. Vaжe jednakosti

Gn
0 (x+ log n) = G0(x), i Gn

γ

(

nγx−
1

γ

)

= Gγ(x), γ 6= 0, (1.5)

tj. normiraju�e konstante su an = 1, bn = log n za Gumbelovu raspo-
delu, a an = nγ, bn = nγ−1

γ
za Frexeovu i Vejbulovu raspodelu, ako

su one date u γ-parametrizaciji. Moжe se pokazati da su raspo-
dele ekstremnih vrednosti jedine neprekidne funkcije raspodela
sa ovom osobinom.
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1.1.3 Teorema o ekstremalnim tipovima i oblasti

privlaqeƬa za maksimume

Najvaжniji rezultat one grane teorije ekstremnih vrednosti
koja se bavi maksimumom je teorema o ekstremalnim tipovima.
Ona daje karakterizaciju graniqne raspodele maksimuma niza ne-
zavisnih i jednako raspodeƩenih sluqajnih veliqina.

Teorema 1.1.1. [Gnedenko (1943), de Haan (1976)] Neka je (Xn), n ∈ N,
niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa zajedniqkom funkcijom raspo-
dele F i Mn = max{X1, X2, . . . , Xn}. Ako postoje normiraju�e kon-
stante an > 0 i bn ∈ R, n ∈ N, takve da

lim
n→∞

P

{

Mn − bn
an

≤ x

}

= lim
n→∞

F n(anx+ bn) = G(x),

gde je G nedegenerisana funkcija raspodele, tada je funkcija G istog
tipa kao jedna od funkcija raspodele ekstremnih vrednosti.

Izbor normiraju�ih konstanti odre�uje brzinu konvergencije
raspodele maksimuma ka graniqnoj raspodeli. Normiraju�e kon-
stante nisu jedinstveno odre�ene. Veza izme�u graniqnih ras-
podela maksimuma odre�enih razliqitim nizovima normiraju�ih
konstanti dobija se iz slede�e teoreme.

Teorema 1.1.2. [Hinqin] Neka je (Fn), n ∈ N, niz funkcija raspo-
dele za koji postoji nedegenerisana funkcija raspodele G i nizovi
konstanti an > 0 i bn ∈ R, n ∈ N, tako da vaжi

lim
n→∞

Fn(anx+ bn) = G(x). (1.6)

Neka je G∗ nedegenerisana funkcija raspodele, a αn > 0 i βn ∈ R,
n ∈ N, nizovi konstanti.
(a) Ako vaжi

lim
n→∞

Fn(αnx+ βn) = G∗(x), (1.7)

onda postoje a i b, tako da je

lim
n→∞

αn

an
= a > 0, lim

n→∞

βn − bn
an

= b ∈ R, (1.8)

G∗(x) = G(ax+ b) za sve x ∈ R. (1.9)

(b) Ako vaжi (1.8), onda vaжi (1.7) i (1.9).
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Slede�a teorema daje vezu izme�u ponaxaƬa maksimuma niza i
ponaxaƬa repa raspodele pojedinaqnog qlana niza.

Teorema 1.1.3. [Leadbetter, Lindgren, Rootzén (1983)] Neka je (Xn),
n ∈ N, niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa zajedniqkom funkci-
jom raspodele F , Mn = max{X1, X2, . . . , Xn}, (un), n ∈ N, niz realnih
brojeva i 0 ≤ τ ≤ ∞. Tada jednakost

lim
n→∞

P{Mn ≤ un} = e−τ , (1.10)

vaжi ako i samo ako je

lim
n→∞

n(1− F (un)) = τ. (1.11)

Teorema 1.1.4. [Leadbetter, Lindgren, Rootzén (1983)] Neka je (Xn),
n ∈ N, niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa zajedniqkom funkcijom
raspodele F , Mn = max{X1, X2, . . . , Xn} i 0 < τ < ∞. Tada niz (un) za
koji vaжi (1.11) postoji ako i samo ako je

lim
x→x0

F (x)− F (x− 0)

1− F (x− 0)
= 0. (1.12)

Za svaku od raspodela ekstremnih vrednosti odre�eni su po-
trebni i dovoƩni uslovi da neka funkcija raspodele F pripada
Ƭenoj oblasti privlaqeƬa za maksimume. Poznato je da je sve
funkcije iz oblasti privlaqeƬa D(G1,α) desni kraj nosaqa ras-
podele jednak +∞, za funkcije iz oblasti privlaqeƬa D(G2,α) je
desni kraj nosaqa raspodele konaqan broj, a oblasti privlaqeƬa
D(G0) pripadaju funkcije i jednog i drugog tipa. Karakteriza-
cije oblasti privlaqeƬa svake od raspodela ekstremnih vredno-
sti izraжene su u terminima Π - promenƩivih i Γ - promenƩi-
vih funkcija, a odgovaraju�e normiraju�e konstante u terminima
uopxtenog inverza funkcije 1/(1−F ), gde je F funkcija raspodele.

Definicija 1.1.1. (pravilna promenƩivost u beskonaqnosti) Mer-
Ʃiva funkcija F : (0,+∞) → (0,+∞) je pravilno promenƩiva u
beskonaqnosti, sa indeksom ρ (F ∈ ΠΠρ) ako postoji ρ ∈ R, takvo
da za svako x > 0 vaжi

lim
t→+∞

F (tx)

F (t)
= xρ.
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Definicija 1.1.2. (pravilna promenƩivost u konaqnoj taqki) Neka
je F : (0,+∞) → (0,+∞) merƩiva funkcija. Fukcija F je pravilno
promenƩiva u nuli, ako je funkcija F

(

1
x

)

pravilno promenƩiva
u beskonaqnosti. Funkcija F je pravilno promenƩiva u taqki
x0 > 0 (pri x ↑ x0) ako je funkcija F

(

x0 −
1
x

)

pravilno promenƩiva u
beskonaqnosti.

Pojam pravilne promenƩivosti uveo je Karamata u radu [26].

Definicija 1.1.3. (Π - promenƩivost) Rastu�a funkcija
F : (c,+∞) → R je Π - promenƩiva (F ∈ Π) ako postoje pomo�ne
funkcije

a : (c,+∞) → (0,+∞), b : (c,+∞) → R,

takve da za svako x > 0 vaжi

lim
t→+∞

F (tx)− b(t)

a(t)
= log x.

Definicija 1.1.4. (Γ - promenƩivost) Rastu�a funkcija
F : (c, x0) → R je Γ - promenƩiva (F ∈ Γ) ako vaжe uslovi:
(a) lim

x↑x0

F (x) = +∞;

(b) postoji funkcija g : (c, x0) → (0,+∞), takva da za svako x ∈ R

vaжi

lim
t↑x0

F (t+ xg(t))

F (t)
= ex.

Klase Γ i Π uveo je matematiqar de Han [18].

Oblast privlaqeƬa Frexeove raspodele

Slede�e dve teoreme daju karakterizaciju oblasti privlaqeƬa
Frexeove raspodele.

Teorema 1.1.5. [von Mises (1936)] Neka je F apsolutno neprekidna
funkcija raspodele sa gustinom raspodele f . Ako vaжe uslovi:
(a) f(x) > 0 za x ≥ x0;

(b) lim
t→∞

tf(t)
1−F (t)

= α > 0,

tada F ∈ D(G1,α).
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Teorema 1.1.6. [Gnedenko (1943)] Funkcija raspodele F pripada obla-
sti privlaqeƬa D(G1,α) ako i samo ako vaжe uslovi:
(a) x0 = sup{t : F (t) < 1} = +∞;
(b) 1− F ∈ ΠΠ−α.

Normiraju�e konstante su an =
(

1
1−F

)−1
(n) i bn = 0.

Primeri raspodela koje pripadaju Frexeovoj oblasti privla-
qeƬa su Frexeova, Paretova i Koxijeva raspodela.

Oblast privlaqeƬa Vejbulove raspodele

Slede�e dve teoreme daju karakterizaciju oblasti privlaqeƬa
Vejbulove raspodele.

Teorema 1.1.7. [von Mises (1936)] Neka je F apsolutno neprekidna
funkcija raspodele sa gustinom raspodele f . Ako vaжe uslovi:
(a) x0 = sup{t : F (t) < 1} < +∞;
(b) f(x) > 0 za x ∈ (a, x0);

(v) lim
t↑x0

(x0−t)f(t)
1−F (t)

= α > 0,

tada F ∈ D(G2,α).

Teorema 1.1.8. [Gnedenko (1943)] Funkcija raspodele F pripada obla-
sti privlaqeƬa D(G2,α) ako i samo ako vaжe uslovi:
(a) x0 = sup{t : F (t) < 1} < +∞;
(b) 1− F

(

x0 −
1
x

)

∈ ΠΠ−α, x → +∞.

Normiraju�e konstante su an = x0 −
(

1
1−F

)−1
(n) i bn = x0.

Primeri raspodela iz Vejbulove oblasti privlaqeƬa su Vej-
bulova i ravnomerna raspodela.

Oblast privlaqeƬa Gumbelove raspodele

Slede�e teoreme daju karakterizaciju oblasti privlaqeƬa Gum-
belove raspodele.

Teorema 1.1.9. [von Mises (1936)] Neka je F apsolutno neprekidna
funkcija raspodele i x0 = sup{t : F (t) < 1}. Ako vaжe uslovi:
(a) F ′′(x) < 0 za sve x ∈ (a, x0), x0 ≤ +∞;
(b) F ′(x) = 0 za x ≥ x0;
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(v) lim
t→x0

F ′′(t)(1−F (t))
(F ′(t))2

= −1,

tada vaжi F ∈ D(G0).

Teorema 1.1.10. [Gnedenko (1943), Mejzler (1949), de Haan (1970)] Neka
je F funkcija raspodele, x0 = sup{t : F (t) < 1} i H(x) = 1

1−F (x)
za

x < x0. Tada su ekvivalentni slede�i uslovi:
(a) F ∈ D(G0);
(b) H ∈ Γ;
(v) H−1 ∈ Π.

Teorema 1.1.11. [de Haan (1970)] F ∈ D(G0) ako i samo ako vaжi

lim
x↑x0

(1− F (x))
∫ x0

x

∫ x0

y
(1− F (t))dtdy

(
∫ x0

x
(1− F (t))dt)2

= 1,

i svi zapisani integrali su konaqni. Tada vaжi 1
1−F

∈ Γ, a pomo�na
funkcija g se moжe odrediti tako da vaжi

g(t) =

∫ x0

x

∫ x0

y
(1− F (t))dtdy

∫ x0

x
(1− F (t))dt

ili

g(t) =

∫ x0

x
(1− F (t))dt

1− F (x)
.

Normiraju�e konstante se mogu tako odabrati da vaжi

an = F (bn) i bn =

(

1

1− F

)−1

(n).

Teorema 1.1.12. [de Haan (1970)] F ∈ D(G0) ako i samo ako vaжi

lim
x↑x0

∫ x0

x
(1− F (t))αdt

(1− F (x))
∫ x0

x
(1− F (t))α−1dt

=
α− 1

α

za neko α > 1.

Primeri raspodela iz Gumbelove oblasti privlaqeƬa su Gum-
belova, normalna i eksponencijalna raspodela.
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Iz Teoreme 1.1.4 sledi da diskretna funkcija raspodele F ne
pripada nijednoj od oblasti privlaqeƬa raspodela ekstremnih
vrednosti ako vaжi da niz

F (n)− F (n− 0)

1− F (n− 0)
, n ∈ N, (1.13)

ne konvergira ka nuli kad n → ∞. Primeri takvih raspodela su
geometrijska, negativna binomna i Puasonova raspodela sa fik-
siranim parametrima.

Dokazi teorema iz ovog poglavƩa se mogu na�i u kƬizi [31].
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1.2 PrekoraqeƬa visokog nivoa

1.2.1 Raspodela prekoraqeƬa datog visokog nivoa

Neka je dat sluqajni uzorak (X1, X2, . . . , XN ), gde su X1, X2, . . . , XN

nezavisne kopije sluqajne veliqine X sa funkcijom raspodele F
i neka je odre�en visoki nivo, u. Po jednoj od definicija, ek-
stremne vrednosti u uzorku (X1, X2, . . . , XN ) su prekoraqeƬa nivoa
u, tj. qlanovi uzorka X1, X2, . . . , Xn ve�i od u. Analogno, mogu se
posmatrati iste te veliqine umaƬene za vrednost u, tj.

Y1 = X1 − u, Y2 = X2 − u, . . . , Yn = Xn − u.

Promenom nivoa (praga) u, meƬaju se broj i veliqina prekoraqeƬa
tog praga. Broj prekoraqeƬa, Nu =

∑

i≤N I{Xi > u}, je sluqajna
veliqina koja ima binomnu raspodelu sa parametrima n i p, gde
je p = 1− F (u). SredƬa vrednost broja prekoraqeƬa datog praga
u je onda E(Nu) = n(1− F (u)).

Pojmu raspodele maksimuma niza nezavisnih i jednako raspo-
deƩenih sluqajnih veliqina u ovom pristupu odgovara funkcija
raspodele prekoraqeƬa nivoa u, F [u](x), zadata sa

F [u](x) = P{X ≤ x | X > u} =
P{X ≤ x,X > u}

P{X > u}
=

F (x)− F (u)

1− F (u)
, x ≥ u,

(1.14)
ili, u malo drugaqijem obliku,

F (u)(x) = P{X ≤ x+ u | X > u} =
F (x+ u)− F (u)

1− F (u)
, x ≥ 0. (1.15)

Matematiqko oqekivaƬe veliqine prekoraqeƬa datog nivoa u,
za datu funkciju raspodele F , se naziva sredƬe prekoraqeƬe:

eF (u) = E(X − u | X > u).

Pojmovima maksimum stabilnosti i graniqne raspodele mak-
simuma sada odgovaraju pojmovi stabilnosti u odnosu na preko-
raqeƬa datog nivoa i graniqne raspodele prekoraqeƬa visokog
nivoa.

Za nedegenerisanu funkciju raspodele F se kaжe da je sta-
bilna u odnosu na prekoraqeƬa datog nivoa ako za svaki zadati
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prag u, u < ̟(F ), gde je ̟(F ) desni kraj nosaqa raspodele, postoje
normiraju�e konstante au > 0 i bu ∈ R, takve da za svako x ∈ R

vaжi
F [u](aux+ bu) = F (x).

Za funkciju raspodele F se kaжe da pripada oblasti privla-
qeƬa za prekoraqeƬa visokog nivoa nedegenerisane funkcije
raspodele G (F ∈ Dp(G)) ako postoje normiraju�e konstante au > 0
i bu ∈ R, takve da vaжi

lim
u→̟(F )

F [u](aux+ bu) = G(x).

U tom sluqaju se funkcija G naziva graniqna raspodela preko-
raqeƬa visokog nivoa za funkciju F .

X2

X3

X4

Y1

X5

Y2

X6

Y3

X7

Y4

X8

Y5

X9

Y6

X10

Y7

X11

Y8

u

Slika 1.1: PrekoraqeƬa visokog nivoa
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1.2.2 Eksponencijalna, Paretova i beta raspodela

U grani teorije ekstremnih vrednosti koja se bavi prekoraqe-
Ƭima visokog nivoa vaжnu ulogu igra familija generalisanih
Paretovih raspodela, qiji su standardni predstavnici (u α -
parametrizaciji):

• eksponencijalna raspodela:

W0(x) =

{

0, za x < 0;

1− e−x, za x ≥ 0,

• Paretova raspodela s parametrom α > 0:

W1,α(x) =

{

0, za x < 1;

1− x−α, za x ≥ 1,

• beta raspodela s parametrom α > 0:

W2,α(x) =











0, za x < −1;

1− (−x)α, za − 1 ≤ x ≤ 0;

1, za x > 0.

Kod generalisanih Paretovih raspodela se mogu uvesti parame-
tri poloжaja i razmere na isti naqin kao kod raspodela ekstrem-
nih vrednosti.

Sliqno kao u sluqaju raspodela ekstremnih vrednosti, smenom
γ = 1/α kod Paretove raspodele i γ = −1/α kod beta raspodele,
dobija se familija generalisanih Paretovih raspodela zadata u
γ-parametrizaciji:

Wγ(x) =















1− e−x, x ≥ 0, γ = 0 (eksponencijalna rasp.)

1− (1 + γx)−
1

γ , x ≥ 0, γ > 0 (Paretova rasp.)

1− (1 + γx)−
1

γ , x ∈
[

0,− 1
γ

]

, γ < 0 (beta rasp.)

Za ovaj model vaжi
lim
γ→0

Wγ(x) = W0(x),
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tj. neprekidan je po γ, a veza izme�u jedne i druge parametriza-
cije data je sa

Wγ(x) =

{

W1,α,−α,α(x), za γ = 1
α
> 0;

W2,α,α,α(x), za γ = − 1
α
< 0.

Gustine generalisanih Paretovih raspodela, datih u γ-para-
metrizaciji, su:

wγ(x) =















e−x, x ≥ 0, γ = 0;

(1 + γx)−(1+
1

γ ), x ≥ 0, γ > 0;

(1 + γx)−(1+
1

γ ), x ∈
[

0,− 1
γ

]

, γ < 0.

Veza izme�u familije raspodela ekstremnih vrednosti i fa-
milije generalisanih Paretovih raspodela je

Wγ(x) = 1 + logGγ(x), u sluqaju kad je logGγ(x) > −1.

Momenti generalisanih Paretovih raspodela

Momenti sluqajne veliqine X sa Wγ raspodelom dati su sa

E [(1 + γX)r] =
1

1− γr
, 1− γr > 0, (1.16)

odakle sledi

E(Xr) =
r!

γr+1

Γ
(

1
γ
− r
)

Γ
(

1 + 1
γ

) , γ <
1

r
. (1.17)

Matematiqko oqekivaƬe i disperzija sluqajne veliqine X do-
bijaju se iz (1.17) za r = 1 i r = 2 i zadati su izrazima

E(X) = mWγ =
1

1− γ
, γ < 1, (1.18)

varWγ =
1

(1− γ)2(1− 2γ)
, γ <

1

2
. (1.19)
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Matematiqko oqekivaƬe i disperzija sluqajne veliqine sa ekspo-
nencijalnom raspodelom se dobijaju odre�ivaƬem graniqne vred-
nosti desnih strana jednakosti (1.18) i (1.19) kad γ → 0. U ovom
sluqaju se dobijaju poznati rezultati:

mW0
= 1 i varW0

= 1.

SredƬe prekoraqeƬe za generalisane Paretove raspodele

Jedna od karakteristika familije generalisanih Paretovih
raspodela je da im je sredƬe prekoraqeƬe linearna funkcija.
Ova osobina igra vaжnu ulogu pri modelovaƬu konkretnih uzo-
raka ovim tipom raspodela, kada je potrebno odrediti vrednost
visokog nivoa iznad koga je ova aproksimacija adekvatna.

• sredƬe prekoraqeƬe u γ-parametrizaciji:

eWγ (u) =











1, γ = 0, u > 0;
1

1−γ
+ γ

1−γ
u, 0 < γ < 1, u > 0;

1
1−γ

+ γ
1−γ

u, γ < 0, 0 < u < − 1
γ
.

Stabilnost u odnosu na prekoraqeƬa visokog nivoa

Jox jedna vaжna karakteristika generalisanih Paretovih ras-
podela je da su one stabilne u odnosu na prekoraqeƬa visokog
nivoa. Vaжe jednakosti

W
(u)
0 (x) = W0(x) i W (u)

γ ((1 + γu)x) = Wγ(x), γ 6= 0, (1.20)

tj. normiraju�e konstante su au = 1, bu = 0 za eksponencijalnu
raspodelu, a au = 1 + γu, bu = 0 za Paretovu i beta raspodelu, ako
su one date u γ-parametrizaciji. Moжe se pokazati da su genera-
lisane Paretove raspodele jedine neprekidne funkcije raspodela
sa ovom osobinom.
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Slika 1.2: Gustine generalisanih Paretovih raspodela sa raz-
liqitim vrednostima parametra oblika
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Slika 1.3: SredƬe prekoraqeƬe za generalisane Paretove raspo-
dele sa razliqitim vrednostima parametra oblika
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1.2.3 Graniqne raspodele prekoraqeƬa visokog

nivoa i oblasti privlaqeƬa

Neka je X sluqajna veliqina sa funkcijom raspodele F i ̟(F )
desni kraj nosaqa te raspodele. Slede�e teoreme daju tipove gra-
niqnih raspodela prekoraqeƬa visokog nivoa za datu funkciju
raspodele F .

Teorema 1.2.1. [Balkema, de Haan (1974)] Neka je F funkcija raspo-
dele. Ako postoje normiraju�e konstante au > 0 i bu ∈ R, takve da
vaжi

lim
u→̟(F )

F [u](aux+ bu) = G(x),

za nedegenerisanu funkciju raspodele G, tada je funkcija G istog
tipa kao jedna od slede�ih funkcija raspodele:

W0(x) = 1− e−x, x ≥ 0,

W1,α(x) = 1− x−α, x ≥ 1,

Tγ(x) = 1− e−γ[1+x], x ≥ 0,

Qγ,α(x) = 1− e−γ[1+α log(1+x)], x ≥ 0,

za α, γ > 0.

Pod odre�enim uslovima, funkcija raspodele prekoraqeƬa ni-
voa u, za datu funkciju raspodele F , moжe se proizvoƩno taqno
aproksimirati jednom od generalisanih Paretovih raspodela. Tu
se kao jedna mogu�nost pojavƩuje i beta raspodela, iako ne spada
u graniqne raspodele iz prethodne teoreme.

Teorema 1.2.2. [Balkema, de Haan (1974)] Neka je F apsolutno nepre-
kidna funkcija raspodele, a γ i δ realni brojevi. Ako vaжe uslovi:
(a) f = F ′ je pozitivna, diferencijabilna funkcija na intervalu
[u0,+∞);

(b) γ ≤ d
du

(

1−F (u)
f(u)

)

≤ δ za u ≥ u0,

tada vaжi

Wγ(x) ≤ F [u](a(u)x) ≤ Wδ(x), gde je a(u) =
1− F (u)

f(u)
.
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Teorema 1.2.3. [Balkema, de Haan (1974)] Neka je F funkcija raspo-
dele. Ako vaжi

lim
u→̟(F )

F [u](aux+ bu) = G(x),

za neprekidnu funkciju raspodele G i neke normiraju�e konstante
au > 0 i bu ∈ R, tada je funkcija G istog tipa kao jedna od funkcija
raspodele Wγ, γ ∈ R.

Oblasti privlaqeƬa graniqnih raspodela prekoraqeƬa
visokog nivoa

Slede�e dve teoreme daju karakterizacije oblasti privlaqeƬa
svake od graniqnih raspodela prekoraqeƬa visokog nivoa. Poka-
zuje se da se oblasti privlaqeƬa za maksimume svake od raspodela
ekstremnih vrednosti poklapaju sa oblastima privlaqeƬa za pre-
koraqeƬa one generalisane Paretove raspodele koja ima isti pa-
rametar oblika.

Teorema 1.2.4. [Balkema, de Haan (1974)] Ako je D0 skup funkcija ras-
podele F , takvih da F (x) < 1 za svako x, onda vaжi

Dp(W0) = D(G0) ∩D0.

Teorema 1.2.5. [Balkema, de Haan (1974)] Dp(W1,α) = D(G1,α), za svako
α > 0.

Dokazi teorema iz ovog poglavƩa dati su u radu [2].
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1.3 Ekstremne vrednosti u stacionarnim

nizovima

U mnogim situacijama, naroqito u primenama, nije realno pret-
postaviti da su qlanovi posmatranog niza nezavisne sluqajne ve-
liqine. Umesto toga, uslov nezavisnosti se zameƬuje slabijim,
uslovom stacionarnosti, tj. pretpostavƩa se da se funkcija ras-
podele qlanova niza ne maƬa idu�i kroz niz. Preciznije:

Definicija 1.3.1. Sluqajan niz (Xn), n ∈ N, je strogo staciona-
ran, ako za sve prirodne brojeve n i k sluqajni vektori

(X1, X2, . . . , Xn) i (X1+k, X2+k, . . . , Xn+k)

imaju istu raspodelu.

1.3.1 Uslovi slabe zavisnosti

Uslovi slabe zavisnosti su naqin da se ”izmeri” zavisnost
qlanova posmatranog niza. Ukoliko je ta zavisnost mala ako su
qlanovi niza dovoƩno udaƩeni, mogu se koristiti iste tehnike
kao za sluqaj nezavisnosti. Postoji vixe naqina da se formulixu
uslovi slabe zavisnosti. Neki od Ƭih su:

Definicija 1.3.2. [Rosenblat (1956)] Neka je Mb
a σ-algebra generi-

sana sluqajnim veliqinama Xt, a ≤ t ≤ b. Strogo stacionaran niz
(Xn), n ∈ N, zadovoƩava uslov jake pomexanosti ako postoji niz
α(k) (koeficijent pomexanosti), takav da α(k) → 0 pri k → ∞ i
da nejednakost

sup
A∈Mt

1
,B∈M+∞

t+k

|P (AB)− P (A)P (B)| ≤ α(k),

vaжi za sve prirodne brojeve t i k.

Definicija 1.3.3. [Ibragimov (1962)] Strogo stacionaran niz
(Xn), n ∈ N, zadovoƩava uslov ravnomerne jake pomexanosti ako
postoji niz β(k) (koeficijent ravnomerne jake pomexanosti),
takav da β(k) → 0 pri k → ∞ i da nejednakost

sup
A∈Mt

1
,P (A)>0,B∈M+∞

t+k

|P (B | A)− P (B)| ≤ β(k),
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vaжi za sve prirodne brojeve t i k.

Pri radu sa ekstremnim vrednostima vaжni su doga�aji obli-
ka P{X ≤ x}, gde je X neka sluqajna veliqina. Zato se qesto
koriste uslovi slabe zavisnosti formulisani pomo�u doga�aja
ovog tipa.

Definicija 1.3.4. Strogo stacionaran niz (Xn), n ∈ N, zadovoƩava
uslov D ako za sve prirodne brojeve

1 ≤ j1 < · · · < jk < jk+1 < · · · < jk+l ≤ n,

gde je jk+1 − jk ≥ l, i svaki realan broj u vaжi nejednakost
∣

∣

∣

∣

∣

P

(

k+l
⋂

s=1

{Xjs ≤ u}

)

− P

(

k
⋂

s=1

{Xjs ≤ u}

)

P

(

k+l
⋂

s=k+1

{Xjs ≤ u}

)∣

∣

∣

∣

∣

≤ d(l),

i d(l) → 0 pri l → ∞.

Uslov D omogu�ava da se teorema o ekstremalnim tipovima,
koja vaжi za nizove nezavisnih sluqajnih veliqina prenese i na
stacionarne nizove. Me�utim, ovaj uslov se moжe i oslabiti, na
slede�i naqin.

Definicija 1.3.5. [Leadbetter (1974)] Neka je (Xn), n ∈ N, strogo
stacionaran sluqajan niz, a (un), n ∈ N, niz realnih brojeva. Uslov
D(un) je zadovoƩen ako za sve prirodne brojeve

1 ≤ j1 < · · · < jk < jk+1 < · · · < jk+l ≤ n,

gde je jk+1 − jk ≥ l, vaжi nejednakost
∣

∣

∣

∣

∣

P

(

k+l
⋂

s=1

{Xjs ≤ un}

)

− P

(

k
⋂

s=1

{Xjs ≤ un}

)

P

(

k+l
⋂

s=k+1

{Xjs ≤ un}

)∣

∣

∣

∣

∣

≤ αn,l

i αn,ln → 0 pri n → ∞ za neki niz ln = o(n).

Da bi se opisalo ponaxaƬe repa raspodele pojedinaqnog qlana
stacionarnog niza potreban je slede�i, malo jaqi, uslov.

Definicija 1.3.6. [Loynes (1965)] Neka je (Xn), n ∈ N, strogo sta-
cionaran sluqajan niz, a (un), n ∈ N, niz realnih brojeva. Uslov
D

′(un) je zadovoƩen ako je

lim
k→∞

lim sup
n→∞

n ·

[n/k]
∑

j=2

P{X1 > un, Xj > un} = 0.
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1.3.2 Ekstremalni tipovi za stacionarne nizove

Slede�a teorema daje mogu�e tipove graniqnih raspodela mak-
simuma za stacionarne sluqajne nizove.

Teorema 1.3.1. [Leadbetter (1974)] Neka je (Xn), n ∈ N, strogo sta-
cionaran sluqajan niz, an > 0 i bn ∈ R, gde je n ∈ N, nizovi kon-
stanti i G nedegenerisana funkcija raspodele, tako da za svaku
taqku neprekidnosti x funkcije G vaжi

lim
n→∞

P{Mn ≤ anx+ bn} = G(x).

Ako za svaki realan broj x i un = anx+ bn vaжi uslov D(un), onda je
G funkcija raspodele ekstremnih vrednosti.

Veza izme�u graniqne raspodele maksimuma stacionarnog niza
i asimptotskog ponaxaƬa repa raspodele pojedinaqnog qlana tog
niza data je slede�om teoremom.

Teorema 1.3.2. [Leadbetter, Lindgren, Rootzén (1983)] Neka je (Xn),
n ∈ N, strogo stacionaran sluqajan niz, Mn = max{X1, X2, . . . , Xn},
F (x) = P{X1 ≤ x}, (un), n ∈ N, niz realnih brojeva takav da vaжe
uslovi D(un) i D′(un) i 0 ≤ τ ≤ ∞. Tada jednakost

lim
n→∞

P{Mn ≤ un} = e−τ ,

vaжi ako i samo ako je

lim
n→∞

n(1− F (un)) = τ.

1.3.3 Prate�i niz nezavisnih sluqajnih veliqina

Svakom strogo stacionarnom sluqajnom nizu moжe se dodeliti
jedan niz nezavisnih sluqajnih veliqina na slede�i naqin:

Definicija 1.3.7. Neka je (Xn), n ∈ N, strogo stacionaran sluqajan
niz, i F (x) = P{Xn ≤ x} zajedniqka funkcija raspodele qlanova tog
niza. Niz (X∗

n), n ∈ N, nezavisnih sluqajnih veliqina sa zajedniqkom
funkcijom raspodele F zove se prate�i niz nezavisnih sluqajnih
veliqina.
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Slede�a teorema daje vezu izme�u graniqne raspodele mak-
simuma osnovnog niza i graniqne raspodele maksimuma odgova-
raju�eg prate�eg niza nezavisnih sluqajnih veliqina.

Teorema 1.3.3. [Leadbetter (1974)] Neka je (Xn), n ∈ N, strogo sta-
cionaran sluqajan niz, an > 0, bn ∈ R, un = anx+ bn nizovi konstanti
i Mn = max{X1, X2, . . . , Xn}. Pretpostavimo da za svaki realan broj
x vaжe uslovi D(un) i D′(un). Neka je (X∗

n), n ∈ N, prate�i niz neza-
visnih sluqajnih veliqina i M∗

n = max{X∗
1 , X

∗
2 , . . . , X

∗
n}. Tada jedna-

kost
lim
n→∞

P{Mn ≤ anx+ bn} = G(x),

vaжi za neku nedegenerisanu funkciju raspodele G i svaku taqku ne-
prekidnosti x funkcije G ako i samo ako je

lim
n→∞

P{M∗
n ≤ anx+ bn} = G(x).

Dokazi teorema iz ovog poglavƩa dati su u kƬigama [28] i [31].
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Glava 2

Kombinatorni problemi
qekaƬa

2.1 Verovatnosni metodi

u kombinatornim problemima

Mnogi kombinatorni problemi u verovatno�i mogu se najboƩe
opisati preko takozvanih modela urne (urn models). Problemi
tog tipa su aktuelni ve� nekoliko decenija, a neke od klasiqnih
referenci iz te oblasti su Feller (1971) [13] i Johnson and Kotz (1977)
[24].

Osnovna postavka problema je slede�a:
U kutiji (urni) se nalazi r razliqitih kuglica. Kuglice se iz-
vlaqe sa vra�aƬem, dok se ne ostvari neki unapred definisani
doga�aj (stopping rule).

Postoje razne varijante ovog problema, koje se razlikuju po
tome kako se definisan kraj eksperimenta i po veliqini koja se
analizira. Neka od mogu�ih pitaƬa koja se postavƩaju su:

• Koliko razliqitih kuglica �e biti izvuqeno posle n izvla-
qeƬa? Ovo je u literaturi poznato kao classical occupancy pro-

blem.

• Koliko najmaƬe izvlaqeƬa je potrebno da bi se izvuklo k
razliqitih kuglica? Ovo je u literaturi poznato kao coupon

collector’s problem.
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• Koliko najmaƬe izvlaqeƬa je potrebno da svih r kuglica bude
izvuqeno bar po m > 1 puta? Ovo je u literaturi poznato
kao dixie cup problem.

• Koliko najmaƬe izvlaqeƬa je potrebno da bilo koja kuglica
bude izvuqena m puta? Ovo je u literaturi poznato kao birth-

day problem.

Onim problemima ovog tipa koji se odnose na ostvarivaƬe svih
doga�aja E1, E2, . . . , En iz neke kolekcije moжe se pristupiti na
vixe naqina. Neke od tehnika su:

1. Vreme qekaƬa (broj izvedenih eksperimenata) Sn do ostvare-
Ƭa svih doga�aja E1, E2, . . . , En se predstavƩa u obliku
Sn = V1 + V2 + · · ·+ Vn, gde su Vi, i ∈ N, vremena qekaƬa izme�u
ostvareƬa uzastopnih doga�aja iz datog skupa. Ako je od in-
teresa graniqna raspodela sluqajne veliqine Sn, koristi se
teorija sumiraƬa sluqajnih veliqina.

2. Ako se posmatra broj doga�aja iz date kolekcije ostvarenih
u nekom intervalu, xto je isto tako jedna sluqajna veliqina,
moжe se koristiti teorija taqkastih sluqajnih procesa. Ako
se posmatrani doga�aji ostvaruju relativno retko, koristi
se metod utapaƬa u Puasonove procese.

3. Vreme qekaƬa do ostvareƬa svih doga�aja E1, E2, . . . , En se
predstavƩa u obliku Sn = max{X1, X2, . . . Xn}, gde je Xi vreme
qekaƬa do ostvareƬa doga�aja Ei. U ovom sluqaju koriste se
metode teorije ekstremnih vrednosti koje se odnose na ras-
podelu maksimuma nizova nezavisnih ili stacionarnih slu-
qajnih veliqina.

DaƩe izlagaƬe odnosi se samo na tre�i pristup.
Tako�e, u literaturi se razmatraju uopxteƬa problema urne,

kao i brojne primene. Neki od radova na tu temu su Samuel-Cahn
(1974) [38], Dawkins (1991) [6], Boneh and Papanicolau (1996) [4] i Ross
(2007) [37].

27



2.2 Problem skupƩaƬa kupona

i uopxteƬa

U ovom poglavƩu razmatra se problem skupƩaƬa kupona koji je
zadat na slede�i naqin: biraju se elementi sa vra�aƬem iz skupa
Nn = {1, 2, . . . , n}, pod pretpostavkom da svaki element ima vero-
vatno�u 1/n da bude izabran i posmatra se vreme qekaƬa Mn dok
svi elementi skupa Nn ili neke druge xeme ne budu izabrani. Ovaj
osnovni problem ima vixe varijanti i uopxteƬa.

Sluqaj 1a. U radovima Erdös, Rényi (1961) [12] i Mladenović (1999)
[30] razmatran je problem skupƩaƬa kupona u originalnoj formu-
laciji. Tu je Mn vreme qekaƬa do pojave svih elemenata iz skupa
Nn i vaжi Mn = max{Xn1, Xn2, . . . , Xnn}, gde je za svako j ∈ Nn, Xnj

vreme qekaƬa do pojave elementa j u nizu biraƬa iz Nn. Xnj je
sluqajna veliqina sa geometrijskom raspodelom s parametrom 1/n,

P{Xnj = k} =
1

n

(

1−
1

n

)k−1

, k ∈ {1, 2, . . . }. (2.1)

Graniqna raspodela maksimuma Mn, kao i brzina konvergencije,
odre�ene su u slede�oj teoremi.

Teorema 2.2.1. (a)[Erdös, Rényi (1961)] Za svaki realan broj x vaжi
jednakost

lim
n→∞

P{Mn ≤ n(x+ log n)} = exp(−e−x). (2.2)

(b)[Mladenović (1999)] Za svaki realan broj x pri n → ∞ vaжi

|P{Mn ≤ n(x+ log n)} − exp(−e−x)| = O

(

log n

n

)

. (2.3)

Jedno uopxteƬe ovog problema sastoji se u tome da se, umesto
vremena qekaƬa do pojave svih elemenata, posmatra vreme qekaƬa
do pojave svih elemenata nekog podskupa A ⊂ Nn. Ovaj problem je
rexen u radu Baum, Billingsley (1965) [3].

Sluqaj 1b. Tako�e, problem se moжe uopxtiti u drugom pravcu,
tako xto se zahteva da se svaki element skupa Nn pojavi odre�en
broj puta, tj. Mn je vreme qekaƬa do pojave svih elemenata iz
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Nn bar r puta, gde je r prirodan broj. Ova verzija problema je
rexena u radovima Holst (1986) [19] i Mladenović (2002) [32]. U ovom

sluqaju je Mn = max{Xn1, Xn2, . . . , Xnn}, gde zavisne sluqajne ve-
liqine Xn1, Xn2, . . . , Xnn imaju istu negativnu binomnu raspodelu
s parametrima r i 1/n, tj. za svaki j ∈ Nn,

P{Xnj = k} =

(

k − 1

r − 1

)(

1−
1

n

)k−r
1

nr
, k ∈ {r, r + 1, . . . }. (2.4)

U radu [32] dobijena je funkcija raspodele sluqajne veliqine Mn:

P{Mn ≤ k} =
n
∑

m=0

(−1)m
(

n

m

) r−1
∑

sm=0

· · ·
r−1
∑

s2=0

r−1
∑

s1=0

pnm(k, s1, s2, . . . , sm), (2.5)

gde je

pnm(k, s1, s2, . . . , sm) =

(

k

s1

)(

k − s1
s2

)

. . .

(

k − ss − s2 − · · · − sm−1

sm

)

×

×

(

n−m

n

)k−s1−s2−···−sm ( 1

n

)s1+s2+···+sm

. (2.6)

Jednakost (2.5) vaжi za k ≥ nr, a (2.6) za m ∈ {0, 1, . . . , n}. Graniqna

raspodela maksimuma Mn, kao i brzina konvergencije, odre�ene su
u slede�oj teoremi.

Teorema 2.2.2. Neka je

an = log n+ (r − 1) log log n− log(r − 1)!, n ≥ 1.

(a)[Holst (1986)] Graniqna raspodela sluqajne veliqine Mn data je sa

lim
n→∞

P{Mn ≤ n(x+ an)} = exp(−e−x). (2.7)

(b)[Mladenović (2002)] Za r ≥ 2, pri n → ∞ vaжi

P{Mn ≤ n(x+an)}−exp(−e−x) ∼ −(r−1)2e−x exp(−e−x)
log log n

log n
. (2.8)
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Sluqaj 2. Problem skupƩaƬa kupona se moжe uopxtiti na jox
jedan naqin. Umesto pojave pojedinaqnih elemenata skupa Nn,
moжe se zahtevati da se pojave svi parovi (trojke, qetvorke, m-
torke...) elemenata. Problem qekaƬa za parove rexen je u radu
Mladenović (2008) [33].

Neka je Mn vreme qekaƬa do pojave svih parova jj, j ∈ Nn. Neka
je (Zn), n ∈ N, niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa ravnomernom
raspodelom na skupu Nn i

Xnj = min{k : Zk−1 = Zk = j}, j ∈ Nn je fiksiran broj. (2.9)

U ovom sluqaju Mn = max{Xn1, Xn2, . . . , Xnn}.
Neka su sluqajne veliqine Ynn, Yn,n−1, . . . , Yn1 definisane na sle-

de�i naqin: Ynn je vreme qekaƬa do pojave prvog para j1j1, gde
je j1 ∈ Nn; Yn,n−1 je vreme qekaƬa do pojave drugog para j2j2, j2 ∈
Nn \ {j1}, posle pojave prvog para j1j1; i tako daƩe. Tada za svako
j ∈ Nn i za svaki prirodan broj k vaжi jednakost

P{Xn1 > k,Xn2 > k, . . . , Xnj > k} = P{Ynj > k}. (2.10)

Raspodele verovatno�a sluqajnih veliqina Ynj, j ∈ Nn, odre�ene
su u Teoremi 2 u radu Mladenović (2008). Korix�eƬem principa
ukƩuqivaƬa i iskƩuqivaƬa, dobijeno je

P{Mn ≤ k} =
n
∑

m=0

(−1)m
(

n

m

)

P{Ynm > k}, (2.11)

gde je

P{Ynm > k} =
m

n
√

(n+ 1)2 − 4m
× (2.12)

×

{(

t1(m)

n

)k
n

n− t1(m)
−

(

t2(m)

n

)k
n

n− t2(m)

}

,

t1(m) =
n− 1 +

√

(n+ 1)2 − 4m

2
, (2.13)

t2(m) =
n− 1−

√

(n+ 1)2 − 4m

2
. (2.14)

Zavisne sluqajne veliqine Xn1, Xn2, . . . , Xnn imaju istu raspodelu,
koja se dobija iz slede�e teoreme.
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Teorema 2.2.3. [Mladenović (2008)] (a) Raspodela sluqajne veliqine

Xnj data je sa

P{Xnj = k} =

[k/2]−1
∑

s=0

(

k − s− 2

s

)(

1−
1

n

)k−s−2
1

ns+2
, k ∈ {2, 3, . . . }.

(2.15)
(b) Ako je un = n2(x+ log n), onda vaжi jednakost

lim
n→∞

n(1− Fn(un)) = lim
n→∞

nP{Xnj > un} = e−x. (2.16)

Vaжi i slede�i rezultat.

Lema 2.2.1. [Mladenović (2008)] Neka su X∗
nj, j ∈ {1, 2, . . . , n} nezavisne

sluqajne veliqine sa raspodelom

P{X∗
nj = k} =

[k/2]−1
∑

s=0

(

k − s− 2

s

)(

1−
1

n

)k−s−2
1

ns+2
, k ∈ {2, 3, . . . },

(2.17)
i neka je M∗

n = max{X∗
n1, X

∗
n2, . . . , X

∗
nn}. Tada za svako realno x vaжi

jednakost:
lim
n→∞

P{M∗
n ≤ n2(x+ log n)} = exp(−e−x). (2.18)

U istom radu izvedena je graniqna raspodela k-tog maksimuma
sluqajne veliqine Mn, koja je data u slede�oj teoremi.

Teorema 2.2.4. [Mladenović (2008)] Ako je

Sn,n−k+1 = max{Xn1, Xn2, . . . , Xn,n−k+1}, k ∈ N,

onda je graniqna raspodela sluqajne veliqine Sn,n−k+1 = M
(k)
n data sa

lim
n→∞

P{M (k)
n ≤ n2(x+ log n)} = exp(−e−x)

k−1
∑

s=0

e−sx

s!
. (2.19)

Specijalno, graniqna raspodela maksimuma Mn = Snn je Gumbelova
raspodela.

Slede�a teorema daje novi rezultat vezan za brzinu konver-
gencije maksimuma Mn ka graniqnoj raspodeli.
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Teorema 2.2.5. Za svako realno x pri n → ∞ vaжi

∣

∣P{Mn ≤ n2(x+ log n)} − exp(−e−x)
∣

∣ = O

(

log n

n

)

. (2.20)

Dokaz Teoreme 2.2.5 Neka je un = n2(x + log n), [un] ceo deo tog
broja i rn = un − [un]. Tada vaжi

|P{Mn ≤ [un]} − exp(−e−x)| = |(P{Mn ≤ [un]} − P{M∗
n ≤ [un]})

+(P{M∗
n ≤ [un]} − exp(−τn)) + (exp(−τn)− exp(−e−x))|

≤ |P{Mn ≤ [un]} − P{M∗
n ≤ [un]}|+ |P{M∗

n ≤ [un]} − exp(−τn)|

+| exp(−τn)− exp(−e−x)| (2.21)

U radu [33] je dokazano da u ovom sluqaju vaжe Lidbeterovi uslovi
D(un) i D′(un) (Lema 5.9, Lema 5.10).
Iz jednakosti (2.15) sledi

Fn([un]) = P{Xnj ≤ [un]} =

[un]
∑

i=2

[ i
2
]−1
∑

s=0

(

i− s− 2

s

)(

1−
1

n

)i−s−2
1

ns+2
.

(2.22)
DaƩe, neka je τn = n(1−Fn(un)) = n(1−Fn([un])). U radu [33] dobijeno
je da vaжi

τn =
1

n

(

1−
1

n

)− 1

2
(

1 +
3

n

)− 1

2

(

q
[un]
1

1− q1
−

q
[un]
2

1− q2

)

,

q1 = 1−
1

n2
+

5

32n3
+ o

(

1

n3

)

, q2 = −
1

n
+

1

n2
−

5

32n3
+ o

(

1

n3

)

.

Iz toga sledi

τn =
1

n

(

1−
1

n

)− 1

2
(

1 +
3

n

)− 1

2
(

1−
1

n2
+

5

32n3
+ o

(

1

n3

))[un]

×

×

(

1

n2
−

5

32n3
+ o

(

1

n3

))−1

(1 + o(1))

=
1

n

(

1 +
2

n
−

3

n2

)− 1

2
(

1−
1

n2
+ o

(

1

n2

))[un]

n2(1 + o(1))

= n exp

{

[un] log

(

1−
1

n2
+ o

(

1

n2

))}

(1 + o(1))
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= n exp

{

(n2(x+ log n)− rn)

(

−
1

n2
−

1

2n4
+ o

(

1

n4

))}

(1 + o(1))

= n exp

{

−(x+ log n) +
2rn − x− log n

2n2
+ o

(

log n

n2

)}

(1 + o(1))

= e−x

{

1−
log n

2n2
+ o

(

log n

n2

)}

(1 + o(1)), kad n → ∞. (2.23)

Tako�e, kad n → ∞ vaжe nizovi relacija

P{M∗
n ≤ [un]} = (1− (1− Fn([un])))

n =

=
n
∑

m=0

(−1)m
(

n

m

)

×

× exp

{

−m

(

(x+ log n) +
2rn − x− log n

2n2
+ o

(

log n

n2

))}

(1 + o(1))

=
n
∑

m=0

(−1)m
(

n

m

)

e−mx

nm

{

1−
m log n

2n2
+ o

(

log n

n2

)}

(1 + o(1)), (2.24)

kao i

P{Mn ≤ [un]} =
n
∑

m=0

(−1)m
(

n

m

)

m

n
√

(n+ 1)2 − 4m
×

×

(

(

t1(m)

n

)[un] n

n− t1(m)
−

(

t2(m)

n

)[un] n

n− t2(m)

)

=
n
∑

m=0

(−1)m
(

n

m

)

m

n
√

(n+ 1)2 − 4m

(

t1(m)

n

)[un] n

n− t1(m)
(1 + o(1))

=
n
∑

m=0

(−1)m
(

n

m

)

×

× exp

{

(un − rn) log

(

1−
m

n2
+

m

n3
−

m+m2

n4
+ o

(

1

n4

))}

(1 + o(1))

=
n
∑

m=0

(−1)m
(

n

m

)

×

× exp

{

(un − rn)

(

−
m

n2
+

m

n3
−

2m+ 3m2

2n4
+ o

(

1

n4

))}

(1 + o(1))
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=
n
∑

m=0

(−1)m
(

n

m

)

e−mx

nm
×

× exp

{

(n2(x+ log n)− rn)

(

m

n3
−

2m+ 3m2

2n4
+ o

(

1

n4

))}

(1 + o(1))

=
n
∑

m=0

(−1)m
(

n

m

)

e−mx

nm
×

×

{

1 +
m(x+ log n)

n
−

(2m+ 3m2) log n

2n2
+ o

(

log n

n2

)}

(1 + o(1)).

(2.25)

Iz (2.24) i (2.25) sledi

|P{Mn ≤ [un]} − P{M∗
n ≤ [un]}| = O

(

log n

n

)

. (2.26)

DaƩe,

| exp(−τn)− exp(−e−x) |=

=

∣

∣

∣

∣

exp

{

−e−x

{

1−
log n

2n2
+ o

(

log n

n2

)}

(1 + o(1))

}

− exp(−e−x)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

exp(−e−x)

{

1− e−x log n

2n2
+ o

(

log n

n2

)}

(1 + o(1))− exp(−e−x)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

exp(−e−x)

{

−e−x log n

2n2
+ o

(

log n

n2

)}

(1 + o(1))

∣

∣

∣

∣

∼ exp(−e−x)e−x log n

2n2
, kad n → ∞. (2.27)

Iz Teoreme 2.11.1. u kƬizi [31] sledi:

P{M∗
n ≤ [un]} − exp(−τn) ∼

exp(−e−x)e−2x

2n
, kad n → ∞. (2.28)

Iz (2.26), (2.27), (2.28) sledi

∣

∣P{Mn ≤ [un]} − exp(−e−x)
∣

∣ = O

(

log n

n

)

.

Ovim je dokaz kompletiran. �
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2.3 Problemi qekaƬa i generalisane

Paretove raspodele

U ovom poglavƩu prikazani su novi rezultati vezani za gra-
niqnu raspodelu prekoraqeƬa visokog nivoa sluqajne veliqine
Mn iz formulacije problema skupƩaƬa kupona. Teoreme (2.3.1) i
(2.3.2) su objavƩene u radu [23].

2.3.1 Novi rezultati

Teorema 2.3.1. [Jocković, Mladenović (2011)] Neka je Mn vreme qekaƬa
do pojave svih elemenata iz Nn najmaƬe r puta, gde je r prirodan
broj. Neka je

an = log n+ (r − 1) log log n− log(r − 1)!, n ≥ 1.

(a) Za svako x > 0 i c ∈ R vaжi jednakost

lim
n→∞

P{Mn ≤ n(x+c+an) | Mn > n(c+an)} =
exp

(

−e−(x+c)
)

− exp (−e−c)

1− exp (−e−c)
.

(2.29)
(b) Neka je (cn), n ∈ N, niz realnih brojeva takav da cn → +∞ kad
n → ∞. Tada, za svako x > 0 vaжi jednakost

lim
n→∞

P{Mn ≤ n(x+ cn + an) | Mn > n(cn + an)} = 1− e−x. (2.30)

Teorema 2.3.2. [Jocković, Mladenović (2011)] Neka je Mn vreme qekaƬa
do pojave svih parova jj, j ∈ Nn.
(a) Za svako c ∈ R i x > 0 vaжi jednakost

lim
n→∞

P{Mn ≤ n2(x+ c+ log n) | Mn > n2(c+ log n)}

=
exp

(

−e−(x+c)
)

− exp (−e−c)

1− exp (−e−c)
. (2.31)

(b) Neka je (cn), n ∈ N, niz realnih brojeva takav da cn → +∞ kad
n → ∞. Tada, za svako x > 0 vaжi jednakost

lim
n→∞

P{Mn ≤ n2(x+ cn + log n) | Mn > n2(cn + log n)} = 1− e−x. (2.32)
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Brzine konvergencije ka graniqnim raspodelama odre�ene su u
slede�e dve teoreme.

Teorema 2.3.3. Neka je Mn vreme qekaƬa do pojave svih elemenata
iz Nn najmaƬe r puta, gde je r prirodan broj. Neka je

an = log n+ (r − 1) log log n− log(r − 1)!, n ≥ 1.

(a) Neka je (cn), n ∈ N, niz realnih brojeva takav da cn → +∞ i
cn = o(n) kad n → ∞ . Tada, za svako x > 0, pri n → ∞ vaжi
jednakost

P{Mn ≤ n(x+cn+an) | Mn > n(cn+an)}−(1−e−x) ∼ (e−x−1)
e−x

2ecn
. (2.33)

(b) Neka je (cn), n ∈ N, niz realnih brojeva takav da cn → +∞ i
cn = O(n) ili cn/n → ∞ kad n → ∞. Tada, za svako x > 0, pri n → ∞
vaжi jednakost

P{Mn ≤ n(x+ cn + an) | Mn > n(cn + an)}− (1− e−x) ∼ (e−x − 1)
e−x

2ecne
3cn
2n

.

(2.34)

Teorema 2.3.4. Neka je Mn vreme qekaƬa do pojave svih parova jj,
j ∈ Nn. Neka je (cn), n ∈ N, niz realnih brojeva takav da cn → +∞ kad
n → ∞. Tada, za svako x > 0, pri n → ∞ vaжi jednakost

P{Mn ≤ n2(x+cn+log n) | Mn > n2(log n+cn)}−(1−e−x) ∼ (e−x−1)
e

cn
n e−x

2ecn
.

(2.35)

Poznato je da za geometrijsku i negativnu binomnu raspodelu
ne postoji graniqna raspodela maksimuma, kao ni graniqna raspo-
dela prekoraqeƬa visokog nivoa. Ipak, u prethodno razmatranim
sluqajevima dobijene su graniqne raspodele: Gumbelova raspo-
dela kao graniqna raspodela maksimuma Mn, odnosno, eksponen-
cijalna raspodela kao graniqna raspodela prekoraqeƬa visokog
nivoa. Te qiƬenice nisu u suprotnosti, jer ovde parametri tih
raspodela nisu fiksirani, ve� zavise od broja sluqajnih veli-
qina.

Pri odre�ivaƬu graniqne raspodele prekoraqeƬa visokog ni-
voa za neku funkciju raspodele F ciƩ je odrediti najniжi mogu�i
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prag, un, pri kome se dobija ta graniqna raspodela. Onda za sve
pragove vn > un moжe da se dokaжe ista graniqna raspodela.

Graniqna raspodela koja se pojavƩuje u (2.29) i (2.31) ne pri-
pada nijednoj od tri klase generalisanih Paretovih raspodela i
zavisi od praga. Ako je prag u Teoremi 2.3.1 vixi od n(c + an)
(preciznije, ako je jednak n(cn + an), gde cn → ∞ kad n → ∞), onda
je graniqna raspodela prekoraqeƬa Mn preko ovog praga eksponen-
cijalna raspodela, koja ne zavisi od praga. Isto tv�eƬe vaжi za
prag n2(c+log n) u Teoremi 2.3.2. To znaqi da su pragovi odre�eni
u Teoremi 2.3.1 (b) i Teoremi 2.3.2 (b) najboƩi (najniжi mogu�i)
u razmatranim sluqajevima.

2.3.2 Dokazi

Dokaz Teoreme 2.3.1 (a) Iz jednakosti (2.7) sledi da za svako
x > 0 vaжi relacija

P{Mn ≤ n(x+ c+ an) | Mn > n(c+ an)}

=
P{n(c+ an) < Mn ≤ n(x+ c+ an)}

P{Mn > n(c+ an)}

=
P{Mn ≤ n(x+ c+ an)} − P{Mn ≤ n(c+ an)}

1− P{Mn ≤ n(c+ an)}

→
exp

(

−e−(x+c)
)

− exp(−e−c)

1− exp(−e−c)
, kad n → ∞.

(b) Neka je

ank(m) =

(

n

m

) r−1
∑

sm=0

· · ·

r−1
∑

s2=0

r−1
∑

s1=0

pnm(k, s1, s2, . . . , sm), (2.36)

gde je pnm zadato sa (2.6). CiƩ je odrediti asimptotsko ponaxaƬe
veliqina an,[un](1) i an,[un](2) kad n → ∞, gde je un = n(x + cn + an),
[un] je ceo deo broja un i rn = un − [un].
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Iz jednakosti (2.6) i (2.36) za m = 1 izvodi se niz relacija

an,[un](1) = n
r−1
∑

s1=0

(

[un]

s1

)(

1−
1

n

)un−rn−s1( 1

n

)s1

= n
(n log n)r−1

(r − 1)!

(

1

n

)r−1

(1 + o(1)) exp

{

(un − rn − r + 1) log

(

1−
1

n

)}

=
n(log n)r−1

(r − 1)!
exp

{

(

n(x+ log n+ (r − 1) log log n− log(r − 1)! + cn)

−rn − r + 1
)

(

−
1

n
−

1

2n2
+ o

(

1

n2

))}

(1 + o(1))

=
n(log n)r−1

(r − 1)!
·

e−x(r − 1)!

n(log n)r−1ecn
exp

{

−
log n+ cn

2n
+ o

(

log n+ cn
n

)}

(1 + o(1))

=
e−x

ecn
exp

{

−
log n+ cn

2n
+ o

(

log n+ cn
n

)}

(1 + o(1)). (2.37)

Sliqno, za m = 2 dobija se niz jednakosti

an,[un](2) =

(

n

2

) r−1
∑

s1=0

r−1
∑

s2=0

(

[un]

s1

)(

[un]− s1
s2

)(

1−
2

n

)un−rn−s1−s2 1

ns1+s2

=
n(n− 1)

2

(n log n)2r−2

((r − 1)!)2

(

1

n

)2r−2

(1 + o(1))×

× exp

{

(un − rn − 2r + 2) log

(

1−
2

n

)}

=
n(n− 1)(log n)2r−2

2((r − 1)!)2
×

× exp

{

(

n(x+ log n+ (r − 1) log log n− log(r − 1)! + cn)

−rn − 2r + 2
)

(

−
2

n
−

2

n2
+ o

(

1

n2

))}

(1 + o(1))

=
n(n− 1)(log n)2r−2

2((r − 1)!)2
e−2x((r − 1)!)2

n2(log n)2r−2e2cn
×

× exp

{

−
2(log n+ cn)

n
+ o

(

log n+ cn
n

)}

(1 + o(1))

=
e−2x

2 e2cn
exp

{

−
2(log n+ cn)

n
+ o

(

log n+ cn
n

)}

(1 + o(1)). (2.38)
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Ako je cn = o(n) kad n → ∞, onda se, korix�eƬem (2.37) i (2.38)
dobija slede�i niz asimptotskih jednakosti za an,[un](1) i an,[un](2):

an,[un](1) =
e−x

ecn
(1 + o(1)), kad n → ∞; (2.39)

an,[un](2) =
e−2x

2 e2cn
(1 + o(1)), kad n → ∞. (2.40)

U sluqajevima cn = O(n) ili cn/n → ∞ kad n → ∞, vaжi:

an,[un](1) =
e−x

ecnecn/(2n)
(1 + o(1)), kad n → ∞; (2.41)

an,[un](2) =
e−2x

2 e2cne2cn/n
(1 + o(1)), kad n → ∞. (2.42)

DaƩe, da bi se ograniqila verovatno�a P{Mn > un} koristi se
Bonferonijeva nejednakost. Vaжi

P{Mn > un} = P

(

n
⋃

j=1

{Xnj > un}

)

≤

n
∑

j=1

P{Xnj > un} = nP{Xn1 > un}

= n

r−1
∑

s1=0

pn1([un], s1) = an,[un](1), (2.43)

i

P{Mn > un} ≥

n
∑

j=1

P{Xnj > un} −

n
∑

i,j=1,i 6=j

P{Xni > un, Xnj > un}

= n

r−1
∑

s1=0

pn1([un], s1)−

(

n

2

) r−1
∑

s1=0

r−1
∑

s2=0

pn2([un], s1, s2)

= an,[un](1)− an,[un](2). (2.44)

Ako je c = o(n) kad n → ∞, onda se, korix�eƬem (2.43), (2.44),
(2.39) i (2.40), dobija

P{Mn > un} = P{Mn > n(x+ cn + an)} =
e−x

ecn
(1 + o(1)), kad n → ∞.

(2.45)
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Konaqno, korix�eƬem (2.45), dobijaju se relacije

P{Mn ≤ n(x+ an + cn) | Mn > n(an + cn)}

=
P{Mn > n(an + cn)} − P{Mn > n(x+ an + cn)}

P{Mn > n(an + cn)}

=
1

ecn
(1 + o(1))− e−x

ecn
(1 + o(1))

1
ecn

(1 + o(1))
→ 1− e−x kad n → ∞.

Ako je cn = O(n) ili cn/n → ∞ kad n → ∞, onda se, korix�eƬem
(2.41)-(2.44) dobija

P{Mn > n(x+ cn + an)} =
e−x

ecnecn/(2n)
(1 + o(1)), kad n → ∞, (2.46)

i, sliqno kao u prethodnom sluqaju, jednakost (2.30) lako sledi.
�

Dokaz Teoreme 2.3.2 (a) Dokaz sledi iz jednakosti (2.19), na
isti naqin kao u dokazu Teoreme 2.3.1 (a).

(b) Iz Bonferonijeve nejednakosti sledi da

1− nP{Yn1 > k} ≤ P{Mn ≤ k} ≤ 1− nP{Yn1 > k}+

(

n

2

)

P{Yn2 > k},

(2.47)
gde su raspodele sluqajnih veliqina Mn i Ynm date u (2.11)-(2.14).
Odatle,

nP{Yn1 > k} −

(

n

2

)

P{Yn2 > k} ≤ P{Mn > k} ≤ nP{Yn1 > k}. (2.48)

Za svako fiksirano m vaжe nizovi jednakosti:

t1(m) =
n− 1

2
+

n+ 1

2

√

1−
4m

(n+ 1)2

=
n− 1

2
+

n+ 1

2

(

1−
2m

(n+ 1)2
+ o

(

1

(n+ 1)2

))

= n−
m

n+ 1
+ o

(

1

n

)

, kad n → ∞, (2.49)
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i

t2(m) =
n− 1

2
−

n+ 1

2

√

1−
4m

(n+ 1)2

=
n− 1

2
−

n+ 1

2

(

1−
2m

(n+ 1)2
+ o

(

1

(n+ 1)2

))

= −1 +
m

n+ 1
+ o

(

1

n

)

, kad n → ∞. (2.50)

Iz (2.49) i (2.50) sledi da je qlan
(

t2(m)
n

)k
n

n−t2(m)
mnogo maƬi od

(

t1(m)
n

)k
n

n−t1(m)
i moжe biti zanemaren u asimptotskom ponaxaƬu

verovatno�e P{Ynm > k} kad n → ∞.
DaƩe, neka je un = n2(x + cn + log n) i rn = un − [un]. Treba

odrediti ponaxaƬe veliqine
(

n
m

)

P{Ynm > un} za svako fiksirano
m kad n → ∞.
Taqne su slede�e jednakosti i asimptotske relacije:

m

n
√

(n+ 1)2 − 4m
·

n

n− t1(m)

=
m

n
√

(n+ 1)2 − 4m
·

2n

n+ 1−
√

(n+ 1)2 − 4m

=
m

n(n+ 1)
√

1− 4m
(n+1)2

·
2n

(n+ 1)
(

1−
√

1− 4m
(n+1)2

)

=
2m

(n+ 1)2

{

1−
4m

(n+ 1)2

}−1/2
{

1−

(

1−
4m

(n+ 1)2

)1/2
}−1

=
2m

(n+ 1)2

{

1 +
2m

(n+ 1)2
+ o

(

1

(n+ 1)2

)}

×

×

{

1−

(

1−
2m

(n+ 1)2
+ o

(

1

(n+ 1)2

))}−1

=
2m

(n+ 1)2

{

1 +
2m

(n+ 1)2
+ o

(

1

(n+ 1)2

)}

×

×

{

2m

(n+ 1)2
+ o

(

1

(n+ 1)2

)}−1

= 1 + o(1), kad n → ∞; (2.51)
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i

{

t1(m)

n

}[un]

=

{

n− 1 +
√

(n+ 1)2 − 4m

2n

}[un]

=

{

1

2n

(

n− 1 + (n+ 1)

(

1−
4m

(n+ 1)2

)1/2
)}[un]

=

{

1

2n

(

n− 1 + (n+ 1)

(

1−
2m

(n+ 1)2
−

2m2

(n+ 1)4
+ o

(

1

(n+ 1)4

)))}[un]

=

{

1

2n

(

2n−
2m

n+ 1
−

2m2

(n+ 1)3
+ o

(

1

(n+ 1)3

))}[un]

=

{

1−
m

n(n+ 1)
−

m2

n(n+ 1)3
+ o

(

1

n4

)}[un]

=

{

1−
m

n2

(

1 +
1

n

)−1

−
m2

n4

(

1 +
1

n

)−3

+ o

(

1

n4

)

}[un]

=

{

1−
m

n2

(

1−
1

n
+

1

n2
−

1

n3
+ o

(

1

n3

))

−
m2

n4
(1 + o(1)) + o

(

1

n4

)}[un]

=

{

1−
m

n2
+

m

n3
−

m+m2

n4
+ o

(

1

n4

)}n2(x+cn+logn)−rn

= exp

{

(

n2(x+ cn + log n)− rn
)

log

(

1−
m

n2
+

m

n3
−

m+m2

n4
+ o

(

1

n4

))}

= exp

{

(

n2(x+ cn + log n)− rn
)

(

−
m

n2
+

m

n3
−

m+m2

n4
−

m2

2n4
+ o

(

1

n4

))}

= exp

{

−m(x+ cn + log n) +
m

n
(x+ cn + log n) + o

(

log n

n

)}

=
e−mxemcn/n

nmemcn
(1 + o(1)), kad n → ∞. (2.52)
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Korix�eƬem (2.12) i (2.51)-(2.52) dobija se

(

n

m

)

P{Ynm > un} =

(

n

m

)

P{Ynm > [un]}

=

(

n

m

)

m

n
√

(n+ 1)2 − 4m

(

t1(m)

n

)[un] n

n− t1(m)

=

(

n

m

)

e−mxemcn/n

nmemcn
(1 + o(1)), kad n → ∞. (2.53)

Za m = 1 i m = 2, iz (2.53) sledi da

nP{Yn1 > un} =
e−xecn/n

ecn
(1 + o(1)), (2.54)

(

n

2

)

P{Yn2 > un} =
e−2xe2cn/n

2e2cn
(1 + o(1)). (2.55)

Korix�eƬem (2.48) i (2.54)-(2.55) dobija se

P{Mn > un} = P{Mn > n2(x+ cn + log n)}

=
e−xecn/n

ecn
(1 + o(1)), kad n → ∞. (2.56)

Konaqno, korix�eƬem (2.56) izvode se slede�e relacije

P{Mn ≤ n2(x+ cn + log n) | Mn > n2(cn + log n)}

=
P{Mn > n2(cn + log n)} − P{Mn > n2(x+ cn + log n)}

P{Mn > n2(cn + log n)}

=
ecn/n

ecn
(1 + o(1))− e−xecn/n

ecn
(1 + o(1))

ecn/n

ecn
(1 + o(1))

→ 1− e−x, kad n → ∞.

Ovim je teorema dokazana. �

Dokaz Teoreme 2.3.3 (a) Ako je cn = o(n) kad n → ∞, onda iz
(2.6) i (2.36), na isti naqin kao (2.39) i (2.40), za m = 3 sledi
jednakost

an,[un](3) =
e−3x

6e3cn
(1 + o(1)), kad n → ∞. (2.57)
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Iz Bonferonijeve nejednakosti, sliqno kao (2.43) i (2.44), sledi
da

an,[un](1)− an,[un](2) + an,[un](3) ≥ P{Mn > [un]} ≥ an,[un](1)− an,[un](2).
(2.58)

Zamenom (2.39), (2.40) i (2.57) u (2.58), dobija se
(

e−x

ecn
−

e−2x

2e2cn
+

e−3x

6e3cn

)

(1 + o(1)) ≥ P{Mn > [un]}

≥

(

e−x

ecn
−

e−2x

2e2cn

)

(1 + o(1)),

odakle direktno sledi

P{Mn > [un]} =

(

e−x

ecn
−

e−2x

2e2cn
+ o

(

1

e2cn

))

(1 + o(1)), kad n → ∞.

(2.59)
Zamenom (2.59) u levu stranu jednakosti (2.33), dobija se niz re-
lacija

P{Mn ≤ n(x+ cn + an) | Mn > n(cn + an)} − (1− e−x)

= 1−
P{Mn > n(x+ cn + an)}

P{Mn > n(cn + an)}
− (1− e−x)

= −
P{Mn > n(x+ cn + an)}

P{Mn > n(cn + an)}
+ e−x

= e−x −

(

e−x

ecn
−

e−2x

2e2cn
+ o

(

1

e2cn

))

(1 + o(1))×

×

((

1

ecn
−

1

2e2cn
+ o

(

1

e2cn

))

(1 + o(1))

)−1

= e−x − e−x

(

1

ecn
−

e−x

2e2cn
+ o

(

1

e2cn

))

ecn ×

×

(

1−
1

2ecn
+ o

(

1

ecn

))−1

(1 + o(1))

= e−x − e−x 1

ecn

(

1−
e−x

2ecn
+ o

(

1

ecn

))

ecn
(

1 +
1

2ecn
+ o

(

1

ecn

))

(1 + o(1))

= e−x

(

1−

(

1−
e−x

2ecn
+

1

2ecn
+ o

(

1

ecn

)))

(1 + o(1))

∼ e−x(e−x − 1)
1

2ecn
, kad n → ∞, (2.60)
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qime je dokaz teoreme kompletiran. �

(b) Ako je cn = O(n) ili cn/n → ∞ kad n → ∞, onda iz (2.6) i
(2.36), na isti naqin kao (2.41) i (2.42), za m = 3 sledi jednakost

an,[un](3) =
e−3xe

−9cn
2n

6e3cn
(1 + o(1)), kad n → ∞. (2.61)

Zamenom (2.41), (2.42) i (2.61) u (2.58), dobija se

(

e−x

ecne
cn
2n

−
e−2x

2e2cne
2cn
n

+
e−3x

6e3cne
9cn
2n

)

(1 + o(1)) ≥ P{Mn > [un]}

≥

(

e−x

ecne
cn
2n

−
e−2x

2e2cne
2cn
n

)

(1 + o(1)), (2.62)

odakle direktno sledi

P{Mn > [un]} =

(

e−x

ecne
cn
2n

−
e−2x

2e2cne
2cn
n

+ o

(

1

e2cne
2cn
n

))

(1+o(1)), n → ∞.

(2.63)
Zamenom (2.62) u levu stranu jednakosti (2.34), dobija se niz re-
lacija

P{Mn ≤ n(x+ cn + an) | Mn > n(cn + an)} − (1− e−x)

= 1−
P{Mn > n(x+ cn + an)}

P{Mn > n(cn + an)}
− (1− e−x)

= −
P{Mn > n(x+ cn + an)}

P{Mn > n(cn + an)}
+ e−x

= e−x −

(

e−x

ecne
cn
2n

−
e−2x

2e2cne
2cn
n

+ o

(

1

e2cne
2cn
n

))

(1 + o(1))×

×

((

1

ecne
cn
2n

−
1

2e2cne
2cn
n

+ o

(

1

e2cne
2cn
n

))

(1 + o(1))

)−1

= e−x − e−x

(

1

ecne
cn
2n

−
e−x

2e2cne
2cn
n

+ o

(

1

e2cne
2cn
n

))

ecne
cn
2n ×

×

(

1−
1

2ecne
3cn
2n

+ o

(

1

ecne
3cn
2n

))−1

(1 + o(1))
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= e−x − e−x 1

ecne
cn
2n

(

1−
e−x

2ecne
3cn
2n

+ o

(

1

ecne
3cn
2n

))

ecne
cn
2n ×

×

(

1 +
1

2ecne
3cn
2n

+ o

(

1

ecne
3cn
2n

))

(1 + o(1))

= e−x

(

1−

(

1−
e−x

2ecne
3cn
2n

+
1

2ecne
3cn
2n

+ o

(

1

ecne
3cn
2n

)))

(1 + o(1))

∼ e−x(e−x − 1)
1

2ecne
3cn
2n

, kad n → ∞, (2.64)

odakle direktno sledi tvr�eƬe teoreme. �

Dokaz Teoreme 2.3.4 Za m = 3 iz (2.53) se dobija

(

n

3

)

P{Yn3 > [un]} =
e−3xe

3cn
n

6e3cn
(1 + o(1)), kad n → ∞. (2.65)

Iz Bonferonijeve nejednakosti, na isti naqin kao (2.48), sledi

nP{Yn1 > [un]} −

(

n

2

)

P{Yn2 > [un]}+

(

n

3

)

P{Yn3 > [un]} ≥ P{Mn > [un]}

≥ nP{Yn1 > [un]} −

(

n

2

)

P{Yn2 > [un]}. (2.66)

Zamenom (2.54), (2.55) i (2.65) u (2.66) dobija se

(

e−xe
cn
n

ecn
−

e−2xe
2cn
n

2e2cn
+

e−3xe
3cn
n

6e3cn

)

(1 + o(1)) ≥ P{Mn > [un]}

≥

(

e−xe
cn
n

ecn
−

e−2xe
2cn
n

2e2cn

)

(1 + o(1)), (2.67)

odakle direktno sledi

P{Mn > [un]} =

(

e−xe
cn
n

ecn
−

e−2xe
2cn
n

2e2cn
+ o

(

e
2cn
n

e2cn

))

(1+o(1)), kad n → ∞.

(2.68)
Zamenom (2.68) u levu stranu jednakosti (2.35) dobija se niz re-
lacija
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P{Mn ≤ n2(x+ cn + log n) | Mn > n2(cn + log n)} − (1− e−x)

= 1−
P{Mn > n2(x+ cn + log n)}

P{Mn > n2(cn + log n)}
− (1− e−x)

= −
P{Mn > n2(x+ cn + log n)}

P{Mn > n2(cn + log n)}
+ e−x

= e−x −

(

e−xe
cn
n

ecn
−

e−2xe
2cn
n

2e2cn
+ o

(

e
2cn
n

e2cn

))

(1 + o(1))×

×

((

e
cn
n

ecn
−

e
2cn
n

2e2cn
+ o

(

e
2cn
n

e2cn

))

(1 + o(1))

)−1

= e−x − e−x

(

e
cn
n

ecn
−

e−xe
2cn
n

2e2cn
+ o

(

e
2cn
n

e2cn

))

ecn

e
cn
n

×

×

(

1−
e

cn
n

2ecn
+ o

(

e
cn
n

ecn

))−1

(1 + o(1))

= e−x − e−x e
cn
n

ecn

(

1−
e−xe

cn
n

2ecn
+ o

(

e
cn
n

ecn

))

ecn

e
cn
n

×

×

(

1 +
e

cn
n

2ecn
+ o

(

e
cn
n

ecn

))

(1 + o(1))

= e−x

(

1−

(

1−
e−xe

cn
n

2ecn
+ o

(

e
cn
n

ecn

))(

1 +
e

cn
n

2ecn
+ o

(

e
cn
n

ecn

)))

×

×(1 + o(1))

= e−x

(

1−

(

1−
e−xe

cn
n

2ecn
+

e
cn
n

2ecn
+ o

(

e
cn
n

ecn

)))

(1 + o(1))

∼ e−x(e−x − 1)
e

cn
n

2ecn
, kad n → ∞, (2.69)

odakle direktno sledi tvr�eƬe teoreme. �
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Glava 3

OceƬivaƬe parametara
generalisanih
Paretovih raspodela

Neka je (x1, x2, . . . , xN) uzorak qiji qlanovi predstavƩaju reali-
zacije neke sluqajne veliqine X sa nepoznatom funkcijom raspo-
dele F . Da bi se funkcija raspodele prekoraqeƬa praga u, F (u),
aproksimirala nekom od generalisanih Paretovih raspodela, po-
trebno je odrediti visoki nivo u, a onda, na osnovu uzorka koji
qine prekoraqeƬa (x1−u, x2−u, . . . , xn−u), gde su x1, x2, . . . , xn qla-
novi poqetnog uzorka ve�i od u, oceniti parametre oblika i raz-
mere odgovaraju�e dvoparametarske generalisane Paretove ras-
podele.

Dvoparametarska familija generalisanih Paretovih raspodela
(u daƩem tekstu GP(γ, σ)) je zadata na slede�i naqin:

Wγ,σ(x) =















1− e−
x
σ , x ≥ 0, γ = 0;

1−
(

1 + γ
σ
x
)− 1

γ , x ≥ 0, γ > 0;

1−
(

1 + γ
σ
x
)− 1

γ , x ∈
[

0,−σ
γ

]

, γ < 0.

(3.1)

OceƬivaƬa parametara i kvantila generalisanih Paretovih
raspodela i daƩe je aktuelna tema istraжivaƬa. Neki od novijih
radova iz te oblasti su Castillo and Daoudi (2009) [8] i Mackay et al.
(2011) [29]. DetaƩan pregled postoje�ih metoda oceƬivaƬa dat je
u radu Bermudez and Kotz (2010) [7].
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U poglavƩima 3.1 i 3.2 opisane su neke od postoje�ih metoda
oceƬivaƬa parametara GP(γ, σ) raspodele. U poglavƩu 3.3 prika-
zana je nova metoda za popravku nesaglasnih ocena. PoglavƩe 3.4
bavi se upore�ivaƬem osobina razliqitih ocena kvantila Wγ,σ

raspodele i mogu�nox�u Ƭihove primene u finansijama.
Sva izraqunavaƬa i simulacije raspodela ura�eni su uz pomo�

programskog paketa MATLABr, release 2007a.

Odabir visokog nivoa

Poseban problem predstavƩa odabir visokog nivoa, iznad koga
je opravdana aproksimacija generalisanim Paretovim raspode-
lama. Postoji vixe naqina da se taj nivo odredi. Jedna od po-
znatih metoda koristi uzoraqko sredƬe prekoraqeƬe.

Uzoraqko sredƬe prekoraqeƬe je:

eN(u) =

∑

i≤N

(xi − u)I(u < xi)

∑

i≤N

I(u < xi)

i to je jedna empirijska ocena sredƬeg prekoraqeƬa za funkciju
raspodele F .

Poznato je da je za sve generalisane Paretove raspodele sred-
Ƭe prekoraqeƬe linearna funkcija, pa se zato bira se ona vred-
nost praga u, za koju vaжi da je uzoraqko sredƬe prekoraqeƬe
pribliжno linearna funkcija, poqevxi od te vrednosti u.

Ako se izabere preterano nizak prag, onda nisu ispuƬeni svi
uslovi Teoreme 1.2.3, tj. aproksimacija ovim tipom raspodela
nije odgovaju�a i dobi�e se pristrasne ocene nepoznatih parame-
tara. S druge strane, ako je odabrani prag previxe visok, iznad
praga ostaje previxe malo qlanova uzorka i dobijene ocene �e
imati veliku disperziju. Uopxte, pove�aƬem praga pove�ava se
disperzija, a smaƬuje pristrasnost ocene, i obrnuto. Ova metoda,
kao i neke druge, razmatrana je u kƬizi Reiss (1997) [36].
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3.1 Klasiqne metode oceƬivaƬa

3.1.1 Metod momenata

Pod odre�enim uslovima, neprekidne raspodele su jednoznaqno
odre�ene svojim momentima. Iz toga sledi da je poznavaƬe mome-
nata do odre�enog reda dovoƩno za odre�ivaƬe nepoznatih para-
metara raspodele.

Centralni momenti sluqajne veliqine X sa GP(γ, σ) raspode-
lom dati su sa

E(Xr) = r!
σr

γr+1

Γ
(

1
γ
− r
)

Γ
(

1 + 1
γ

) , γ <
1

r
, (3.2)

odakle sledi da su sredƬa vrednost i disperzija ove sluqajne
veliqine:

E(X) = mWγ,σ =
σ

1− γ
, γ < 1, (3.3)

varWγ,σ =
σ2

(1− γ)2(1− 2γ)
, γ <

1

2
. (3.4)

Neka je (x1, x2, . . . , xn) uzorak iz GP(γ, σ) raspodele, x uzoraqka
sredina i s2 uzoraqka disperzija. Ocene parametara (γ, σ) me-
todom momenata (MM) dobijaju se zamenom sredƬe vrednosti i
disperzije u (3.3) i (3.4) Ƭihovim uzoraqkim ekvivalentima i
rexavaƬem odgovaraju�eg sistema jednaqina. One su date sa:

γ̂ =
1

2

(

1−
x2

s2

)

i σ̂ =
1

2
x

(

x2

s2
+ 1

)

. (3.5)

Ove ocene su definisane u radu Hosking and Wallis (1987) [20].

3.1.2 Metod ponderisanih momenata

Ponderisani momenti Mp,r,s sluqajne veliqine X sa funkcijom
raspodele F dati su izrazima

Mp,r,s = E[Xp(F (X))r(1− F (X))s], p, r, s ∈ R. (3.6)
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U sluqaju GP(γ, σ) raspodele, mogu se koristiti jednostavnije re-
lacije

αs = M1,0,s = E[X(1−F (X))s] =
σ

(s+ 1)(s+ 1− γ)
, γ < 1, s = 0, 1, 2, . . .

(3.7)
iz kojih se dobija

γ = 2−
α0

α0 − 2α1

i σ =
2α0α1

α0 − 2α1

. (3.8)

Neka je x1:n ≤ x2:n ≤ · · · ≤ xn:n varijacioni niz statistika poretka
za uzorak (x1, x2, . . . , xn) iz GP(γ, σ) raspodele i neka je

ak =
1

n

n
∑

j=1

(1− pj:n)
kxj:n gde je pj:n =

j − 0.35

n
. (3.9)

Ocene parametara γ i σ metodom ponderisanih momenata (MPM)
dobijaju se zamenom α0 i α1 iz (3.8) Ƭihovim uzoraqkim ekviva-
lentima (3.9) i date su sa

γ̂ = 2−
a0

a0 − 2a1
i σ̂ =

2a0a1
a0 − 2a1

. (3.10)

Ovaj metod oceƬivaƬa uveden je u radu Greenwood et al. (1979) [17].

3.1.3 Metod maksimalne verodostojnosti

Neka je Hθ raspodela qije parametre treba oceniti, hθ odgova-
raju�a gustina raspodele i (x1, x2, . . . , xn) uzorak na osnovu koga se
vrxi oceƬivaƬe. Metoda maksimalne verodostojnosti (MMV)
sastoji se u tome da se za ocenu parametra θ uzima ona vrednost
za koju je verovatno�a realizacije uzorka (x1, x2, . . . , xn) najve�a.
Funkcija verodostojnosti bazirana na datom uzorku je

L(θ; x) =
n
∏

i=1

hθ(xi)Iθ∈D(θ),

gde je D(θ) skup dozvoƩenih vrednosti parametra θ. Treba odre-
diti θ koje maksimizira funkciju verodostojnosti, odnosno, zbog
jednostavnosti, Ƭen logaritam.
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U sluqaju GP(γ, σ) raspodele, logaritam funkcije verodostoj-
nosti je

logL(γ, σ; x) =











−n log n−
(

1
γ
+ 1
) n
∑

i=1

log
(

1 + γ
σ
xi

)

, γ 6= 0,

−n log n− 1
σ

n
∑

i=1

xi, γ = 0.

Ocene parametra γ i σ se onda dobijaju kao rexeƬa sistema jed-
naqina:

∂(logL(γ, σ; x))

∂γ
= 0,

∂(logL(γ, σ; x))

∂σ
= 0.

U opxtem sluqaju, rexeƬa ovog sistema se ne dobijaju u ek-
splicitnom obliku, ve� primenom numeriqkih metoda.

3.2 Ostale metode

3.2.1 Neke modifikacije klasiqnih metoda

PosledƬih godina pojavilo se vixe modifikacija klasiqnih
metoda za oceƬivaƬe parametara GP(γ, σ) raspodele. Neki od Ƭih
su:

1. uopxteni metod momenata: definisan u radu Ashkar and
Ouarda (1996), koristi transformisani oblik GP(γ, σ) raspo-
dele, qime se dobija specijalan sluqaj Pirsonove raspodele
tipa 3.

2. metod L-momenata: definisan u radu Hosking (1990), ume-
sto obiqnih momenata sluqajne veliqine sa GP(γ, σ) raspo-
delom koristi linearnu kombinaciju oqekivaƬa statistika
poretka, tj. linearnu kombinaciju ponderisanih momenata.
L-momenat reda r sluqajne veliqine X dat je sa

λr =
1

r

r−1
∑

i=0

(−1)i
(

r − 1

i

)

E(Xr−i:r), r ∈ N.
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Ocene nepoznatih parametara dobijaju se zamenom odre�enog
broja L-momenata Ƭihovim uzoraqkim ekvivalentima i rexa-
vaƬem dobijenog sistema jednaqina.

3. metod L-momenata vixeg reda: definisan u radu Wang (1997),
koristi uopxtenu verziju L-momenata za gorƬi deo raspo-
dele. L-momenat vixeg reda r sluqajne veliqine X dat je
sa

λη
r =

1

r

r−1
∑

i=0

(−1)i
(

r − 1

i

)

E(Xη+r−i:η+r), r, η ∈ N.

Ocene nepoznatih parametara dobijaju se isto kao u prethod-
nom sluqaju.

4. uopxteni metod ponderisanih momenata: definisan u radu
Rasmussen (2001), zasniva se na zameni bilo koje dve realne
vrednosti s1, s2 u jednakosti (3.7) i rexavaƬu dobijenog si-
stema jednaqina. Dobijene ocene su:

σ̂ = as2(s2 + 1)(s2 + 1 + γ), γ̂ =
as2(s2 + 1)2 − as1(s1 + 1)2

as2(s2 + 1)− as1(s1 + 1)
.

3.2.2 Robusne metode

PoжeƩna osobina ocena parametara neke raspodele je robus-
nost, tj. primenƩivost ocene pri malom odstupaƬu od pretpo-
stavki modela. To vaжi i pri modelovaƬu ekstremnih vrednosti
nekog uzorka.

Robusne ocene parametara oblika i razmere za Wγ,σ raspodelu
date su u radovima Peng and Welsh (2001) [34] i Juárez and Schucany
(2004) [25]. Ove metode su raqunski zahtevnije od ostalih. Re-
zultati Monte Karlo eksperimenata pokazuju da se robusne ocene
dobro ponaxaju na kontaminiranim uzorcima (onim koji ne po-
tiqu iz qistih raspodela), a da u sluqaju qistih uzoraka postoje
efikasnije ocene od Ƭih.

3.2.3 Elemental percentile method

Elemental percentile method (EPM ) je metod oceƬivaƬa para-
metara GP(γ, σ) raspodele definisan u radu Castillo and Hadi (1997)
[5]. Sastoji se iz dve faze:
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1. nalaжeƬe odre�enog broja poqetnih ocena parametara γ i σ;

2. izvo�eƬe konaqnih ocena parametara γ i σ na osnovu poqet-
nih.

1. Neka je x1:n ≤ x2:n ≤ · · · ≤ xn:n varijacioni niz statistika po-
retka za sluqajni uzorak (x1, x2, . . . , xn) iz GP(γ, σ) raspodele
i neka je

Wγ,σ(xi:n) = pi:n, Wγ,σ(xj:n) = pj:n, pi:n =
i− α

n+ β
. (3.11)

(U radu [5] se preporuquje korix�eƬe parametara α = 0 i
β = 1.)

Kad se uvede smena δ = σ/γ u jednaqini (3.11) i eliminixe γ
iz dobijenog sistema, dobija se

log(1− pi:n) log
(

1 +
xj:n

δ

)

− log(1− pj:n) log
(

1 +
xi:n

δ

)

= 0. (3.12)

Iz Teoreme 1 iz rada [5] sledi da jednaqina (3.12), koja ima
samo jednu nepoznatu, δ, ima realno rexeƬe δ(i, j), koje moжe
da se odredi metodom polovƩeƬa intervala. Zamenom δ(i, j)
u (3.11) dobijaju se ocene γ(i, j) i σ(i, j) za parametre γ i σ.

2. Kad su ocene γ(i, j) i σ(i, j) odre�ene za sve mogu�e kombina-
cije (i, j), onda se konaqne ocene parametara γ i σ dobijaju
kao

γ̂ = m {γ(1, 2), γ(1, 3), . . . , γ(n− 1, n)} ; (3.13)

σ̂ = m {σ(1, 2), σ(1, 3), . . . , σ(n− 1, n)} , (3.14)

gde je m{a1, a2, . . . , an} medijana uzorka {a1, a2, . . . , an}.

Za velike uzorke, broj svih mogu�ih parova (i, j) je veliki, kao
i broj potrebnih izraqunavaƬa. Jedan od naqina da se taj pro-
blem prevazi�e je da se, umesto svih mogu�ih parova, posmatraju
samo sluqajevi i ∈ {1, 2, . . . , n − 1} i j = n. To pojednostavƩeƬe je
primeƬeno i u ovom radu.

Elemental percentile method ima vaжnu prednost nad nekim drugim
metodama oceƬivaƬa, a to je da ocene parametara postoje za sve
mogu�e vrednosti γ i σ, bez ograniqeƬa.
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3.3 Nesaglasnost ocena parametara

sa uzorkom

Ako je γ < 0, onda je desni kraj nosaqa GP(γ, σ) raspodele jednak
−σ/γ, tj. to je konaqan broj koji zavisi od parametara oblika i
razmere. Pri oceƬivaƬu nepoznatih parametara oceƬuje se i ova
veliqina. Dexava se da su dobijene ocene nesaglasne sa uzorkom
na osnovu koga se vrxi oceƬivaƬe, tj. postoje qlanovi uzorka koji
su ve�i od ovako oceƬenog desnog kraja nosaqa raspodele. Ako je
x1:n ≤ x2:n ≤ · · · ≤ xn:n varijacioni niz statistika poretka za taj
uzorak, nesaglasnost se pojavƩuje kad je −σ/γ < xn:n.

Ovaj problem je prvi put prime�en u radu Dupuis (1996) [9], za
sluqaj metode momenata i metode ponderisanih momenata. U istom
radu odre�ene su i verovatno�e ovakvih doga�aja. U radu Castillo
and Hadi (1997) [5] predloжena je metoda oceƬivaƬa (elemental per-

centile method) kod koje se ne pojavƩuje ovaj problem. DetaƩna
studija problema ra�ena na simuliranim uzorcima iz GP(γ, σ)
raspodele prikazana je u radu Ashkar and Tatsambon (2007), [1].

Uprkos tome xto danas postoje efikasnije metode oceƬivaƬa
parametara GP(γ, σ) raspodele, popravka tradicionalnih ocena,
kao xto su ocene metodom momenata i metodom ponderisanih mo-
menata, znaqajna je zbog Ƭihove jednostavnosti i zbog toga xto
nisu raqunski zahtevne.

Posebna vrsta nesaglasnosti se pojavƩuje u sluqaju kad je do-
bijena ocena parametra oblika pozitivna, a postoji razlog da se
veruje (na primer, zakƩuqak dobijen vizuelnim metodama, neka
nova informacija koja je u me�uvremenu postala dostupna, pri-
roda samog problema. . . ) da je parametar oblika, zapravo, nega-
tivan.

Jedan mogu�i naqin da se prevazi�e problem nesaglasnosti, u
sluqaju ocena metodom momenata i metodom ponderisanih mome-
nata, dat je u radu Dupuis and Tsao (1998), [10]. Problem je re-
xen uvo�eƬem uslovnog ograniqeƬa za parametar oblika, qime se
ispravƩa nesaglasnost u sluqaju da se ona javi. One su u radu
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[10] nazvane hibridne ocene i date su sa

σh = σ̂, γh =

{

− σ̂
xn:n

, ako je xn:nγ̂ + σ̂ < 0 i γ̂ < 0;

γ̂, u drugom sluqaju,
(3.15)

gde su σ̂ i γ̂ obiqne MM ili MPM ocene.
Pomo�u serije Monte Karlo eksperimenata pokazano je da su

hibridne ocene parametra oblika, u mnogo sluqajeva, efikasnije
(maƬe pristrasne i sa maƬom sredƬekvadratnom grexkom) od ori-
ginalnih ocena. ObjaxƬeƬe te qiƬenice je da hibridna ocena ko-
risti vixe podataka o uzorku nego obiqna MM ili MPM ocena.

Tehnika za popravku nesaglasnih ocena parametara GP(γ, σ)
raspodela predloжena o ovom radu polazi od sliqne ideje, ali je
opxtija (zavisi od dva dodatna parametra), pa se moжe primeniti
i na druge metode oceƬivaƬa i druge raspodele. Tako�e, novom
metodom se mogu poboƩxati osobine ocena i parametra oblika
i parametra razmere istovremeno, xto nije sluqaj sa hibridnom
ocenom predloжenom u radu [10].

3.3.1 Predloжena korekcija

Neka je x1:n ≤ x2:n ≤ · · · ≤ xn:n varijacioni niz statistika po-
retka za uzorak iz GP(γ, σ) raspodele qije parametre treba oce-
niti. Neka su γ̂ i σ̂ ocene parametara oblika i razmere dobi-
jene nekom od metoda oceƬivaƬa, takve da postoji nesaglasnost
sa uzorkom, tj. γ̂ < 0 i xn:n > −σ̂/γ̂. CiƩ je odrediti popra-
vƩene ocene za parametre razmere i oblika, σ̃ i γ̃, takve da vaжi
−σ̃/γ̃ ≥ xn:n.
Nove ocene parametara, γ̃ i σ̃ se definixu kao

σ̃ = σ̂ + αp, γ̃ = γ̂ + (1− α)p, α ∈ R. (3.16)

Ako vaжi uslov
γ̂ + (1− α)p < 0, (3.17)

onda iz nejednakosti

σ̂ + αp

γ̂ + (1− α)p
≤ −xn:n, (3.18)
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sledi

p ≥
−xn:nγ̂ − σ̂

α + (1− α)xn:n

, ako je α + (1− α)xn:n > 0, (3.19a)

p ≤
−xn:nγ̂ − σ̂

α + (1− α)xn:n

, ako je α + (1− α)xn:n < 0. (3.19b)

Korekcija data sa

p =
−xn:nγ̂ − σ̂

α + (1− α)xn:n

(3.20)

rexava problem nesaglasnosti u oba sluqaja.
Nejednakost (3.17), gde je p zadato sa (3.20), vaжi za svako γ̂ < 0,

ako su izrazi

αγ̂ − (1− α)σ̂ i α + (1− α)xn:n (3.21)

razliqitog znaka. Zbog jednostavnosti, za parametar α se u daƩem
radu pretpostavƩa da pripada intervalu

α ∈

(

−
σ̂

| σ̂ + γ̂ |
,

σ̂

| σ̂ + γ̂ |

)

, γ̂ 6= −σ̂, (3.22)

koji sadrжi deo rexeƬa odgovaraju�eg sistema nejednaqina.
Uloga parametra α je da kontrolixe koja od ocena parametara,

(γ̂ ili σ̂, �e biti ”vixe promeƬena”. ”Prirodan” izbor za α bi
bile vrednosti iz intervala [0, 1]. Me�utim, moжe se pokazati (u
slede�em odeƩku), da neke druge vrednosti α iz intervala (3.22)
daju popravƩene ocene sa boƩim osobinama (maƬe pristrasne i sa
maƬom sredƬekvadratnom grexkom).

Tako�e, mogu�e je uvesti dodatni parametar, β, koji oznaqava
nivo korekcije, tj. kontrolixe koliko �e najve�i qlan uzorka
biti udaƩen od novooceƬenog desnog kraja nosaqa raspodele. U
tom sluqaju, popravƩene ocene zadovoƩavaju jednakost

σ̃

γ̃
=

σ̂ + αp

γ̂ + (1− α)p
= −βxn:n, gde je β ≥ 1. (3.23)

Konaqno, ocene parametra razmere i oblika su date sa

σ̃ =

{

σ̂ + αp, ako je xn:nγ̂ + σ̂ < 0 i γ̂ < 0, ili γ̂ > 0;

σ̂, u drugom sluqaju,
(3.24a)
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γ̃ =

{

γ̂ + (1− α)p, ako je xn:nγ̂ + σ̂ < 0 i γ̂ < 0, ili γ̂ > 0;

γ̂, u drugom sluqaju,

(3.24b)
gde je

p =
−βγ̂xn:n − σ̂

α + (1− α)βxn:n

i β ≥ 1. (3.25)

U sluqaju γ̂ > 0 (kad je ocena parametra oblika pozitivna, a
priroda problema nalaжe drugaqije) popravƩene ocene imaju isti
oblik. Uslov γ̂ > 0 nije obavezan. Ako se izostavi, pozitivne
ocene parametra oblika ne�e biti ispravƩene.

Neke osobine popravƩenih ocena su:

1. Ako je α = 0 parametar razmere je oceƬen originalnom (nepo-
pravƩenom) metodom, a nesaglasnost je popravƩena. Za β = 1
ovo je, zapravo, hibridna ocena predloжena u radu [10].

2. Za α = 1 parametar oblika je oceƬen originalnom (nepopra-
vƩenom) metodom, a nesaglasnost je popravƩena.

3. Za xn:nγ̂+σ̂ > 0 (sluqaj kada nema nesaglasnosti), korekcija se
ne primeƬuje. Oba parametra su oceƬena poqetnom metodom.

3.3.2 Simulacije

Da bi se odredile odgovaraju�e vrednosti α iz intervala (3.22)
za korekciju MM i MPM ocena, parametar α je definisan kao

α =

{

iσ̂, γ̂ = −σ̂;

max
{

iσ̂, j σ̂
|σ̂+γ̂|

}

, γ̂ 6= −σ̂,
(3.26)

gde je i, j ∈ {−1,−0.9,−0.8, . . . , 0.8, 0.9, 1}, i gde su γ̂, σ̂ poqetne MM
ili MPM ocene, bez korekcije. Qlan iσ̂ se dodaje da bi se spre-
qilo da α uzme jako velike vrednosti u sluqaju kad je σ̂+ γ̂ blisko
nuli. Parameter β definisan je na intervalu [1, 2].

Posle izvrxenog velikog broja Monte Karlo eksperimenata,
sa simuliranim podacima iz GP(γ, σ) raspodela sa raznim vred-
nostima parametara, prime�eno je da su za parametar α prihva-
tƩive vrednosti dobijene za i, j ≤ 0. Za ove vrednosti, osim xto se
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ispravƩa nesaglasnost, dobijaju se ocene nepoznatih parametara
koje su maƬe pristrasne i sa maƬom sredƬekvadratnom grexkom
od poqetnih. One se dobro ponaxaju qak i za jako velike i jako
male vrednosti σ̂ > 0. Preciznije:

1. ako σ̂ ↓ 0, iz (3.26) sledi α → 0;

2. ako σ̂ ↑ ∞, iz (3.26) sledi α → j < 0,

pa sledi da α uvek ostaje u prihvatƩivom intervalu.
Xto se tiqe parametra β, pokazuje se da vrednosti iz inter-

vala [1, 1.5] zadovoƩavaju�e.
U drugoj fazi eksperimenta, izvrxena je detaƩna analiza ocena

dobijenih za konkretan izbor parametara α i β. Za parametar α
je uzeto

α =

{

−0.5σ̂, γ̂ = −σ̂;

max
{

−0.5σ̂,− 0.9σ̂
|σ̂+γ̂|

}

, γ̂ 6= −σ̂,
(3.27)

xto je dobijeno sluqajnim odabirom para (i, j) iz prihvatƩivog
intervala.

Simulacije za konkretan izbor parametara α i β

Da bi se proverilo ponaxaƬe popravƩenih MM i MPM ocena,
generisano je po 1000 simuliranih uzoraka iz GP(γ, σ) raspodele
za svaku od kombinacija (n, γ, σ, β) veliqine uzorka, n ∈ {15, 50, 100},
parametara raspodele, γ ∈ {−0.2,−0.4,−0.6,−0.8,−1,−2} i
σ ∈ {0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1, 2, 5, 10, 20}, kao i parametra korekcije,
β ∈ {1, 1.01, 1.5}. Parametar α je definisan kao u (3.27).

Poqetne MM i MPM ocene upore�ene su sa popravƩenim oce-
nama u odnosu na slede�e karakteristike: pristrasnost i sredƬe-
kvadratna grexka ocena parametara oblika i razmere, pristra-
snost i sredƬekvadratna grexka ocena 99% i 99.9%-kvantila pode-
Ʃenih sa stvarnim vrednostima kvantila koji se oceƬuju (Tabela
3.1) i broj simuliranih uzoraka (od 1000 ukupno) na kojima se
pojavila nesaglasnost.

Dobijeni rezultati se mogu interpretirati na slede�i naqin:

1. Broj simuliranih uzoraka na kojima se pojavila nesagla-
snost (Tabela 3.2), slaжe se sa brojem takvih uzoraka do-
bijenih u prethodnim studijama [1, 5, 10].
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2. PopravƩene MM i MPM ocene uvek su saglasne sa uzorcima
na osnovu kojih se vrxilo oceƬivaƬe, tj. nesaglasnost je
kompletno nestala.

3. Za obe metode, MM i MPM, kod svih posmatranih uzoraka,
sredƬekvadratna grexka popravƩenih ocena parametara ob-
lika i razmere je maƬa nego kod poqetnih ocena. Tako�e,
u ve�ini sluqajeva, pristrasnost popravƩene ocene je maƬa
nego kod poqetne ocene. Jedini izuzetak su uzorci iz raspo-
dele GP(−2, σ).

4. Za obe metode, MM i MPM, sredƬekvadratna grexka ocena
99% i 99.9%-kvantila je maƬa kod popravƩenih nego kod po-
qetnih ocena. Xto se tiqe pristrasnosti ocena, u nekim
sluqajevima je blago pove�ana, u drugima smaƬena. Dakle,
popravƩene ocene kvantila su prihvatƩive isto koliko i
ocene pre korekcije.

5. Najznaqajnija razlika u ponaxaƬu popravƩenih ocena (naj-
maƬa pristrasnost i sredƬekvadratna grexka) dobijeni su
za veliqinu uzorka n = 15.

Rezultati dobijeni za σ = 1 (ovaj sluqaj je odabran zato xto je
qesto prikazan u literaturi) i β = 1.01 su prikazani u Tabelama
3.2 - 3.5. Svi ostali eksperimenti dovode do zakƩuqaka sliqnih
ve� navedenima.

Dodatno, da bi se uporedilo ponaxaƬe popravƩenih i hibrid-
nih ocena, odre�eni su koliqnici apsolutnih pristrasnosti i
koliqnici sredƬekvadratnih grexaka ocena parametara oblika,
razmere, 99% i 99.9%-kvantila. Kad je neki od ovih koliqnika
maƬi od 1 popravƩena ocena je efikasnija od hibridne, a ako je
koliqnik ve�i od 1 vaжi obrnuto. Ovi rezultati prikazani su u
Tabeli 3.6.
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Tabela 3.1: Stvarne vrednosti 99% i 99.9%-kvantila
γ 99%-kvantil 99.9%-kvantil

-0.2 3.01 3.74
-0.4 2.10 2.34
-0.6 1.56 1.64
-0.8 1.22 1.25
-1 0.99 1.00
-2 0.50 0.50

Tabela 3.2: Broj nesaglasnih simuliranih uzoraka za MM i MPM
metodu (broj uzoraka gde su dobijene pozitivne ocene parametra
oblika dat je u zagradi)

MM MPM MM MPM MM MPM
γ n 15 50 100

-0.2 87 (134) 106 (209) 34 (49) 94 (109) 45 (7) 86 (37)
-0.4 129 (44) 136 (102) 163 (1) 201 (16) 166 (0) 206 (0)
-0.6 228 (11) 240 (32) 306 (0) 325 (0) 302 (0) 322 (0)
-0.8 283 (2) 249 (16) 352 (0) 352 (0) 382 (0) 381 (0)
-1 339 (0) 291 (3) 395 (0) 377 (0) 444 (0) 437 (0)
-2 438 (0) 301 (0) 473 (0) 400 (0) 507 (0) 465 (0)
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Tabela 3.3: Pristrasnost (sredƬekvadratna grexka) pri oceƬi-
vaƬu parametara oblika i razmere, u sluqajevima kad su dobi-
jene pozitivne ocene parametra oblika. Pozitivne ocene para-
metra oblika su popravƩene. Metode: 1-MM, 2-popravƩena MM,
3-MPM, 4-popravƩena MPM

n γ 1 2 3 4

par. γ
15 -0.2 0.1(0.34) 0.14(0.27) 0.08(0.37) 0.16(0.30)

-0.4 0.09(0.40) 0.08(0.32) 0.07(0.41) 0.08(0.32)
-0.6 0.11(0.52) 0.05(0.38) 0.08(0.48) 0.04(0.37)
-0.8 0.13(0.64) 0.04(0.45) 0.08(0.56) 0.02(0.44)
-1 0.12(0.69) -0.01(0.46) 0.04(0.57) -0.03(0.46)

50 -0.2 0.02(0.15) 0.03(0.14) 0.02(0.18) 0.04(0.14)
-0.4 0.03(0.18) 0.01(0.15) 0.02(0.20) 0.01(0.17)

100 -0.2 0.02(0.11) 0.02(0.10) 0.01(0.13) 0.02(0.11)

par. σ
15 -0.2 0.11(0.44) 0.11(0.42) 0.09(0.46) 0.11(0.43)

-0.4 0.09(0.45) 0.08(0.41) 0.08(0.45) 0.07(0.41)
-0.6 0.1(0.49) 0.07(0.42) 0.07(0.45) 0.05(0.41)
-0.8 0.12(0.54) 0.07(0.44) 0.08(0.48) 0.05(0.42)
-1 0.09(0.50) 0.03(0.38) 0.05(0.42) 0.02(0.37)

50 -0.2 0.02(0.20) 0.02(0.20) 0.02(0.22) 0.02(0.21)
-0.4 0.02(0.20) 0.02(0.20) 0.02(0.22) 0.01(0.20)

100 -0.2 0.02(0.15) 0.01(0.15) 0.01(0.16) 0.01(0.15)
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Tabela 3.4: Pristrasnost (sredƬekvadratna grexka) pri oceƬi-
vaƬu parametara oblika i razmere. Pozitivne ocene parametra
oblika nisu popravƩene. Metode: 1-MM, 2-popravƩena MM, 3-
MPM, 4-popravƩena MPM

n γ 1 2 3 4

par. γ
15 -0.2 0.1(0.35) 0.09(0.32) 0.08(0.38) 0.06(0.34)

-0.4 0.1(0.43) 0.07(0.34) 0.08(0.43) 0.05(0.36)
-0.6 0.1(0.53) 0.05(0.40) 0.07(0.49) 0.02(0.41)
-0.8 0.16(0.65) 0.06(0.45) 0.1(0.56) 0.03(0.45)
-1 0.12(0.72) -0.01(0.47) 0.04(0.58) -0.03(0.47)
-2 0.46(1.97) -0.31(0.77) 0.09(1.09) -0.19(0.79)

50 -0.2 0.03(0.16) 0.02(0.15) 0.02(0.19) 0.01(0.17)
-0.4 0.02(0.17) 0.01(0.16) 0.02(0.20) 0(0.17)
-0.6 0.02(0.23) -0.01(0.18) 0.01(0.24) -0.02(0.20)
-0.8 0.03(0.28) -0.02(0.21) 0.02(0.28) -0.03(0.22)
-1 0.05(0.34) -0.02(0.25) 0.03(0.32) -0.02(0.25)
-2 0.1(0.72) -0.23(0.43) 0.02(0.57) -0.15(0.41)

100 -0.2 0.01(0.10) 0.01(0.10) 0.01(0.12) 0.01(0.11)
-0.4 0.01(0.12) 0(0.11) 0.01(0.14) 0(0.12)
-0.6 0(0.14) -0.02(0.12) 0(0.16) -0.03(0.13)
-0.8 0.01(0.19) -0.02(0.15) 0.01(0.19) -0.03(0.15)
-1 0.02(0.23) -0.03(0.17) 0.01(0.23) -0.04(0.18)
-2 0.06(0.47) -0.16(0.31) 0.02(0.39) -0.11(0.29)

par. σ
15 -0.2 0.1(0.44) 0.1(0.43) 0.09(0.46) 0.08(0.44)

-0.4 0.09(0.46) 0.08(0.42) 0.08(0.45) 0.06(0.42)
-0.6 0.09(0.49) 0.06(0.42) 0.07(0.45) 0.05(0.41)
-0.8 0.13(0.55) 0.08(0.44) 0.1(0.48) 0.06(0.42)
-1 0.09(0.52) 0.03(0.39) 0.05(0.44) 0.01(0.38)
-2 0.21(0.86) -0.12(0.36) 0.06(0.50) -0.05(0.37)

50 -0.2 0.03(0.21) 0.03(0.20) 0.02(0.22) 0.02(0.22)
-0.04 0.02(0.20) 0.02(0.19) 0.02(0.21) 0.01(0.20)
-0.6 0.02(0.22) 0.01(0.21) 0.02(0.23) 0(0.21)
-0.8 0.03(0.23) 0.01(0.21) 0.02(0.23) 0(0.21)
-1 0.04(0.25) 0.01(0.21) 0.03(0.24) 0.01(0.21)
-2 0.04(0.31) -0.09(0.19) 0.02(0.25) -0.05(0.19)

100 -0.2 0.01(0.14) 0.01(0.14) 0.01(0.15) 0.01(0.15)
-0.4 0.01(0.15) 0.01(0.14) 0.01(0.15) 0(0.15)
-0.6 0(0.14) -0.01(0.14) 0(0.15) -0.01(0.14)
-0.8 0.01(0.16) 0(0.14) 0.01(0.16) 0(0.14)
-1 0.01(0.17) 0(0.15) 0.01(0.16) -0.01(0.15)
-2 0.02(0.20) -0.06(0.14) 0.01(0.17) -0.04(0.13)
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Tabela 3.5: Pristrasnost (sredƬekvadratna grexka) pri oceƬi-
vaƬu 99% i 99.9%-kvantila. Pozitivne ocene parametra oblika
nisu popravƩene. Metode: 1-MM, 2-popravƩena MM, 3-MPM, 4-
popravƩena MPM

n γ 1 2 3 4

99% kv.
15 -0.2 -0.03(0.29) -0.03(0.29) 0.02(0.36) 0.03(0.36)

-0.4 -0.02(0.24) -0.01(0.23) 0.02(0.30) 0.03(0.29)
-0.6 0.01(0.21) 0.03(0.20) 0.04(0.26) 0.06(0.25)
-0.8 0.02(0.19) 0.04(0.17) 0.04(0.22) 0.06(0.21)
-1 0.04(0.18) 0.06(0.16) 0.06(0.20) 0.08(0.19)
-2 0.03(0.13) 0.07(0.12) 0.05(0.13) 0.07(0.12)

50 -0.2 -0.01(0.16) -0.01(0.16) 0.01(0.20) 0.02(0.19)
-0.4 -0.01(0.13) 0(0.12) 0(0.16) 0.02(0.14)
-0.6 0.01(0.11) 0.03(0.10) 0.02(0.14) 0.04(0.12)
-0.8 0.01(0.10) 0.03(0.08) 0.01(0.12) 0.04(0.10)
-1 0.01(0.09) 0.03(0.07) 0.01(0.09) 0.04(0.08)
-2 0.01(0.06) 0.03(0.05) 0.02(0.05) 0.03(0.05)

100 -0.2 -0.01(0.11) 0(0.11) 0(0.14) 0.01(0.13)
-0.4 0(0.09) 0.01(0.08) 0.01(0.11) 0.02(0.10)
-0.6 0.01(0.08) 0.02(0.07) 0.01(0.09) 0.03(0.08)
-0.8 0(0.07) 0.02(0.06) 0.01(0.08) 0.03(0.06)
-1 0.01(0.07) 0.03(0.05) 0.01(0.07) 0.03(0.06)
-2 0(0.04) 0.02(0.03) 0.01(0.03) 0.02(0.03)

99.9% kv.
15 -0.2 0.02(0.45) 0.03(0.45) 0.17(0.76) 0.18(0.76)

-0.4 0.04(0.36) 0.05(0.35) 0.13(0.56) 0.14(0.55)
-0.6 0.07(0.34) 0.09(0.33) 0.14(0.50) 0.16(0.49)
-0.8 0.06(0.27) 0.08(0.26) 0.14(0.37) 0.12(0.36)
-1 0.07(0.25) 0.10(0.24) 0.11(0.32) 0.13(0.32)
-2 0.04(0.15) 0.07(0.14) 0.06(0.15) 0.07(0.15)

50 -0.2 0.01(0.25) 0.01(0.25) 0.06(0.35) 0.07(0.34)
-0.4 0.01(0.19) 0.02(0.18) 0.04(0.26) 0.05(0.25)
-0.6 0.02(0.16) 0.04(0.15) 0.04(0.20) 0.06(0.19)
-0.8 0.02(0.13) 0.05(0.12) 0.03(0.15) 0.05(0.14)
-1 0.02(0.11) 0.05(0.09) 0.03(0.12) 0.05(0.11)
-2 0.01(0.07) 0.03(0.06) 0.02(0.05) 0.03(0.05)

100 -0.2 0(0.16) 0(0.16) 0.02(0.22) 0.03(0.22)
-0.4 0.01(0.13) 0.02(0.12) 0.02(0.17) 0.03(0.16)
-0.6 0.02(0.11) 0.03(0.10) 0.03(0.13) 0.05(0.12)
-0.8 0.01(0.09) 0.03(0.07) 0.01(0.10) 0.04(0.09)
-1 0.01(0.08) 0.03(0.06) 0.02(0.08) 0.04(0.07)
-2 0(0.04) 0.02(0.03) 0.01(0.03) 0.02(0.03)
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Tabela 3.6: Odnos apsolutnih pristrasnosti (sredƬekvadratnih
grexaka) popravƩenih i hibridnih ocena. Metode: 1-MM, 2-
MPM

n γ 1 2 1 2

par. γ par. σ
15 -0.2 0.96 (0.97) 0.92 (0.97) 0.94 (0.97) 0.88 (0.97)

-0.4 0.86 (0.94) 0.71 (0.95) 0.83 (0.94) 0.75 (0.94)
-0.6 0.57 (0.90) 0.11 (0.93) 0.66 (0.89) 0.58 (0.92)
-0.8 0.09 (0.83) 6.61 (0.91) 0.46 (0.82) 0.38 (0.89)
-1 0.41 (0.75) 13.22 (0.88) 0.21 (0.72) 0.16 (0.87)
-2 1.03 (0.42) 29.67 (0.75) 0.63 (0.39) 1.62 (0.73)

50 -0.2 0.96 (0.99) 0.77 (0.98) 0.93 (0.99) 0.72 (0.97)
-0.4 0.26 (0.97) 1.88 (0.96) 0.60 (0.96) 0.16 (0.95)
-0.6 2.51 (0.93) 1.64 (0.94) 0.09 (0.92) 0.61 (0.92)
-0.8 2.47 (0.90) 1.74 (0.92) 0.31 (0.89) 1.42 (0.90)
-1 3.21 (0.87) 1.95 (0.90) 0.57 (0.85) 2.16 (0.89)
-2 8.41 (0.66) 7.12 (0.75) 2.69 (0.61) 7.70 (0.72)

100 -0.2 0.97 (0.99) 0.83 (0.98) 0.95 (0.99) 0.82 (0.98)
-0.4 0.25 (0.97) 2.76 (0.96) 0.68 (0.96) 0.47 (0.95)
-0.6 3.14 (0.93) 1.95 (0.94) 0.29 (0.93) 0.04 (0.92)
-0.8 2.96 (0.91) 2.14 (0.92) 0.05 (0.89) 0.34 (0.90)
-1 4.00 (0.88) 2.55 (0.90) 0.28 (0.86) 0.65 (0.88)
-2 6.80 (0.73) 50.71 (0.78) 2.18 (0.69) 2.93 (0.76)

99% kv. 99.9% kv.
15 -0.2 0.99 (1.00) 0.10 (0.58) 0.11 (1.33) 1.00 (1.00)

-0.4 1.11 (1.00) 0.28 (0.66) 1.32 (1.40) 1.01 (1.00)
-0.6 1.03 (1.00) 0.48 (0.71) 4.83 (1.37) 1.01 (1.00)
-0.8 1.03 (1.00) 0.65 (0.76) 1.80 (1.31) 1.01 (1.00)
-1 1.04 (1.00) 0.78 (0.79) 1.39 (1.26) 1.02 (1.00)
-2 1.05 (1.00) 0.96 (0.84) 1.14 (1.19) 1.04 (1.00)

50 -0.2 0.99 (1.00) 0.06 (0.47) 0.06 (0.99) 1.01 (1.00)
-0.4 1.05 (1.00) 0.20 (0.58) 0.44 (1.21) 1.02 (1.00)
-0.6 1.06 (0.99) 0.41 (0.68) 4.12 (1.33) 1.03 (1.00)
-0.8 1.07 (0.99) 0.63 (0.76) 2.56 (1.28) 1.05 (1.00)
-1 1.09 (0.99) 0.80 (0.82) 1.56 (1.21) 1.07 (1.00)
-2 1.15 (1.01) 1.00 (0.83) 1.32 (1.22) 1.14 (1.01)

100 -0.2 0.97 (1.00) 0.04 (0.40) 0.03 (0.78) 1.01 (1.00)
-0.4 1.06 (0.99) 0.15 (0.52) 0.24 (1.01) 1.03 (1.00)
-0.6 1.09 (0.99) 0.36 (0.64) 1.37 (1.25) 1.07 (0.99)
-0.8 1.12 (0.99) 0.59 (0.74) 4.87 (1.29) 1.10 (0.99)
-1 1.14 (1.00) 0.79 (0.81) 1.84 (1.22) 1.12 (1.00)
-2 1.25 (1.02) 1.06 (0.82) 1.49 (1.27) 1.26 (1.02)
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Robusnost

Da bi se uporedila robusnost poqetnih i popravƩenih MM i
MPM ocena, serija Monte Karlo eksperimenata je izvedena na
slede�i naqin (po ugledu na radove [25] i [34]).

Definixu se dva tipa kontaminacije:

1. kontaminacija parametra oblika: sluqajni uzorci se gene-
rixu iz mexavine raspodela 0.9Wγ,σ + 0.1W2γ,σ;

2. kontaminacija parametra razmere: sluqajni uzorci se gene-
rixu iz mexavine raspodela 0.9Wγ,σ + 0.1Wγ,2σ.

Za svaku kombinaciju (σ, γ, n) parametara raspodele σ ∈ {0.1, 1, 10},
γ ∈ {−0.2,−0.4,−0.6,−0.8,−1,−2} i veliqine uzorka n ∈ {15, 50, 100},
generisano je po 1000 uzoraka sa kontaminacijom svakog od tipova.
Parametar α je zadat sa (3.27), a β = 1.01.

Prime�eno je da se promenom parametra σ rezultati ne meƬaju
mnogo, kao i da razlika u efikasnosti izme�u poqetnih i popra-
vƩenih ocena postaje sve maƬe znaqajna kad veliqina uzorka ra-
ste. Zbog toga su navedeni samo rezultati za sluqaj σ = 1 i n = 15
i prikazani su u Tabelama 3.7 i 3.8.

ZakƩuqci su slede�i:

1. Obe popravƩene ocene (MM i MPM) boƩe reaguju na konta-
minaciju prvog nego na kontaminaciju drugog tipa. To tako-
�e vaжi za poqetne (nepopravƩene) MM i MPM ocene.

2. PopravƩene ocene parametra oblika i parametra razmere
imaju maƬe sredƬekvadratne grexke u pore�eƬu sa ocenama
istih parametara pre korekcije (osim u sluqaju γ = −2). U
ve�ini sluqajeva popravƩene ocene su i maƬe pristrasne.

3. PopravƩene ocene kvantila imaju malo ve�u pristrasnost
nego ocene pre korekcije. S druge strane, sredƬekvadratna
grexka popravƩenih ocena kvantila je maƬa.
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Tabela 3.7: Pristrasnost (sredƬekvadratna grexka) dobijeni
za uzorke sa kontaminacijom prvog tipa. Metode: 1-MM, 2-
popravƩena MM, 3-MPM, 4-popravƩena MPM

n γ 1 2 3 4

par. γ
15 -0.2 0.11(0.34) 0.1(0.31) 0.09(0.37) 0.07(0.33)

-0.4 0.1(0.4) 0.07(0.33) 0.08(0.41) 0.05(0.35)
-0.6 0.09(0.48) 0.03(0.36) 0.07(0.46) 0.01(0.37)
-0.8 0.09(0.57) 0(0.4) 0.05(0.51) -0.03(0.4)
-1 0.1(0.69) -0.05(0.43) 0.03(0.57) -0.07(0.44)
-2 0.18(1.51) -0.49(0.74) -0.13(0.92) -0.39(0.73)

par. σ
15 -0.2 0.08(0.41) 0.08(0.39) 0.07(0.43) 0.06(0.41)

-0.4 0.06(0.42) 0.05(0.39) 0.05(0.42) 0.04(0.39)
-0.6 0.05(0.43) 0.03(0.38) 0.04(0.41) 0.01(0.37)
-0.8 0.05(0.46) 0(0.37) 0.02(0.41) -0.01(0.36)
-1 0.05(0.48) -0.02(0.35) 0.01(0.40) -0.03(0.35)
-2 0.06(0.63) -0.21(0.34) -0.05(0.41) -0.16(0.33)

99% kv.
15 -0.2 -0.06(0.29) -0.06(0.29) -0.02(0.35) -0.01(0.34)

-0.4 -0.03(0.24) -0.02(0.23) -0.01(0.29) 0.01(0.28)
-0.6 -0.02(0.21) 0.01(0.19) 0.01(0.25) 0.03(0.23)
-0.8 0(0.19) 0.03(0.17) 0.02(0.22) 0.05(0.20)
-1 0.01(0.18) 0.04(0.15) 0.03(0.20) 0.06(0.18)
-2 0.02(0.13) 0.06(0.11) 0.04(0.12) 0.06(0.11)

99.9% kv.
15 -0.2 -0.02(0.45) -0.01(0.44) 0.11(0.70) 0.12(0.69)

-0.4 0.02(0.37) 0.03(0.36) 0.1(0.54) 0.11(0.53)
-0.6 0.04(0.31) 0.06(0.30) 0.09(0.43) 0.11(0.42)
-0.8 0.04(0.27) 0.07(0.25) 0.08(0.35) 0.11(0.34)
-1 0.04(0.23) 0.08(0.22) 0.07(0.29) 0.1(0.28)
-2 0.03(0.14) 0.07(0.13) 0.05(0.14) 0.07(0.14)

67



Tabela 3.8: Pristrasnost (sredƬekvadratna grexka) dobijeni
za uzorke sa kontaminacijom drugog tipa. Metode: 1-MM, 2-
popravƩena MM, 3-MPM, 4-popravƩena MPM

n γ 1 2 3 4

par. γ
15 -0.2 0.04(0.33) 0.03(0.3) 0.02(0.37) 0.01(0.33)

-0.4 0(0.39) -0.03(0.34) -0.01(0.41) -0.04(0.36)
-0.6 -0.04(0.48) -0.09(0.39) -0.05(0.47) -0.09(0.4)
-0.8 -0.08(0.58) -0.15(0.45) -0.08(0.53) -0.16(0.45)
-1 -0.11(0.7) -0.24(0.52) -0.12(0.6) -0.24(0.52)
-2 -0.27(1.52) -0.92(1.1) -0.36(1.03) -0.87(1.08)

par. σ
15 -0.2 0.13(0.44) 0.13(0.42) 0.12(0.46) 0.11(0.44)

-0.4 0.1(0.44) 0.09(0.41) 0.1(0.45) 0.08(0.42)
-0.6 0.08(0.45) 0.06(0.40) 0.08(0.44) 0.06(0.40)
-0.8 0.06(0.46) 0.03(0.38) 0.06(0.44) 0.03(0.38)
-1 0.05(0.48) -0.01(0.36) 0.05(0.43) 0(0.36)
-2 0.01(0.62) -0.25(0.34) -0.02(0.43) -0.22(0.33)

99% kv.
15 -0.2 0.14(0.45) 0.14(0.44) 0.2(0.54) 0.2(0.54)

-0.4 0.21(0.47) 0.22(0.46) 0.24(0.52) 0.26(0.52)
-0.6 0.26(0.49) 0.28(0.49) 0.27(0.52) 0.3(0.53)
-0.8 0.3(0.51) 0.33(0.52) 0.29(0.51) 0.34(0.54)
-1 0.33(0.53) 0.38(0.55) 0.31(0.50) 0.38(0.55)
-2 0.35(0.50) 0.52(0.66) 0.31(0.44) 0.52(0.65)

99.9% kv.
15 -0.2 0.29(0.80) 0.29(0.80) 0.48(1.24) 0.49(1.24)

-0.4 0.39(0.84) 0.4(0.83) 0.49(1.12) 0.51(1.12)
-0.6 0.44(0.84) 0.46(0.84) 0.48(1.00) 0.52(1.00)
-0.8 0.45(0.81) 0.49(0.81) 0.46(0.88) 0.51(0.90)
-1 0.45(0.77) 0.51(0.78) 0.43(0.78) 0.51(0.82)
-2 0.39(0.58) 0.58(0.74) 0.34(0.51) 0.57(0.72)
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3.3.3 Primeri

PonaxaƬe popravƩenih MM i MPM ocena ilustrovano je na
dva konkretna uzorka: Bilbao waves data (analiziran je u radu [5])
i Fish river data (analiziran je u radu [1]), kod kojih se, prilikom
aproksimacije generalisanim Paretovim raspodelama, pojavila
nesaglasnost.

Za parametre γ i σ, kao i 99% i 99.9%-kvantile GP(γ, σ) raspo-
dele odre�ene su slede�e ocene: MM i MPM (pre korekcije), MM
i MPM (hibridna ocena predloжena u radu [10]), MM i MPM (sa
popravkama predloжenim u ovom radu), MMV i EPM (ocene kod
kojih se obiqno ne pojavƩuje nesaglasnost). Rezultati su dati u
Tabelama 3.10 i 3.12.

Da bi se ocenio kvalitet aproksimacije, korix�ene su slede�e
definicije grexke:

ASAE =
1

n

n
∑

i=1

|xi:n − x̂i:n|

xn:n − x1:n

, x̂i:n =
σ̂

γ̂

(

1− (1− pi:n)
γ̂
)

, pi:n =
i

n+ 1
,

i

SSQ =
n
∑

i=1

(Fγ̂,σ̂(xi:n)− F̂ (xi:n))
2,

gde je F̂ empirijska funkcija raspodele.

Bilbao waves data

Uzorak pod imenom Bilbao waves data analiziran je u radu [5], da
bi se ocenila efikasnost elemental percentile ocene. Podaci, koji su
aproksimirani GP(γ, σ) raspodelom, sastoje se od 179 opservacija
koje se odnose na periode morskih talasa (u sekundama), izmerenih
u zalivu Bilbao januara 1997. Podaci potiqu od Maritime Climate
Program of CEDEX, Spain. Sva mereƬa su ve�a od 7 sekundi, pa su
to, zapravo, prekoraqeƬa praga u = 7. Ove vrednosti, pore�ane
po veliqini i umaƬene za vrednost praga, date su u Tabeli 3.9.

Kada su za parametre odgovaraju�e raspodele odre�ene MM i
MPM ocene prime�eno je da ovaj uzorak pokazuje nesaglasnost.
Kod MM ocene, 13 qlanova uzorka je bilo ve�e od oceƬene gorƬe
granice, a kod MPM to je bilo 17 qlanova.

69



OceƬene grexke (ASAE i SSQ, Tabela 3.10) pokazuju da su ocene
predloжene u ovom radu dale boƩu aproksimaciju nego hibridne.
Na osnovu qq-dijagrama (Slika 3.1) moжe se zakƩuqiti da obe
popravƩene ocene daju boƩu aproksimaciju repa raspodele nego
ocene pre korekcije. Tako�e, Slika 3.2 i Slika 3.3 pokazuju da
su obe popravƩene ocene jednako prihvatƩive kao EPM i MMV.
Naroqito dobra saglasnost ovih metoda je prime�ena u repu ras-
podele.

Tabela 3.9: The Bilbao waves data: prekoraqeƬa praga od 7 sekundi,
pore�ana od najmaƬeg do najve�eg

0.05 0.12 0.15 0.18 0.19 0.20 0.20 0.20 0.20 0.25 0.26
0.27 0.28 0.30 0.31 0.31 0.32 0.33 0.37 0.40 0.46 0.46
0.47 0.48 0.48 0.52 0.54 0.55 0.55 0.58 0.59 0.59 0.61
0.63 0.65 0.66 0.66 0.67 0.67 0.68 0.69 0.72 0.72 0.72
0.72 0.72 0.77 0.77 0.79 0.79 0.82 0.83 0.83 0.83 0.84
0.85 0.85 0.88 0.88 0.90 0.90 0.91 0.93 0.93 0.93 0.94
0.95 0.95 0.97 0.97 0.97 0.99 1.00 1.03 1.03 1.05 1.06
1.06 1.07 1.10 1.11 1.12 1.15 1.15 1.15 1.18 1.18 1.18
1.19 1.20 1.21 1.23 1.23 1.30 1.30 1.31 1.31 1.32 1.32
1.33 1.4 1.41 1.42 1.43 1.43 1.45 1.48 1.49 1.50 1.50
1.51 1.52 1.53 1.54 1.56 1.58 1.59 1.59 1.60 1.65 1.69
1.71 1.72 1.74 1.74 1.74 1.74 1.79 1.81 1.84 1.85 1.86
1.88 1.88 1.94 1.98 1.98 1.99 2.01 2.03 2.06 2.12 2.16
2.17 2.17 2.18 2.18 2.18 2.21 2.22 2.23 2.24 2.27 2.29
2.30 2.32 2.33 2.36 2.38 2.43 2.46 2.47 2.59 2.59 2.60
2.61 2.62 2.63 2.66 2.74 2.75 2.78 2.79 2.79 2.80 2.84
2.85 2.89 2.90
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Tabela 3.10: The Bilbao waves data: parametar oblika (γ̂), razmere
(σ̂) ocene kvantila, oceƬeni desni kraj nosaqa raspodele (−σ̂/γ̂),
broj qlanova uzorka ve�ih od oceƬene gorƬe granice (d), grexke
(ASAE, SSQ)

MM MM MM MPM MPM MPM EPM MMV
(orig.) (hib.) (popr.) (orig.) (hib.) (popr.)

γ̂ -1.052 -0.949 -0.91 -1.075 -0.959 -0.918 -0.815 -0.861
σ̂ 2.748 2.748 2.667 2.78 2.78 2.688 2.399 2.501

99% 2.593 2.863 2.885 2.567 2.865 2.886 2.874 2.851
99, 9% 2.611 2.896 2.924 2.584 2.896 2.924 2.932 2.899
−σ̂/γ̂ 2.613 2.900 2.929 2.585 2.900 2.929 2.943 2.906

d 13 0 0 17 0 0 0 0

ASAE 0.036 0.043 0.039 0.037 0.045 0.041 0.026 0.03
SSQ 0.543 0.692 0.627 0.558 0.725 0.649 0.446 0.476
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Slika 3.1: qq-dijagram za uzorak Bilbao waves data: (a) pore�eƬe
originalne (o) i korigovane MM ocene (+); (b) pore�eƬe origi-
nalne (o) i korigovane MPM ocene (+)
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Slika 3.2: qq-dijagram za uzorak Bilbao waves data: (a) pore�eƬe
EPM (o) i korigovane MM ocene (+); (b) pore�eƬe EPM (o) i
korigovane MPM ocene (+)
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Slika 3.3: qq-dijagram za uzorak Bilbao waves data: (a) pore�eƬe
MMV (o) i korigovane MM ocene (+); (b) pore�eƬe MMV (o) i
korigovane MPM ocene (+)
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Fish river data

U radu [1] autori su dali primer, skup podataka koji potiqe
iz hidrologije, na kome su i MM i MPM ocena pokazale nesagla-
snost. Uzorak se sastoji od 42 opservacije (dnevni protok reke
Fish, Canada, registrovan u periodu 1981-1999.), koje su maƬe od
unapred definisanog praga.
Podaci pore�ani po veliqini, u danima, dati su u Tabeli 3.11.

Rezultati prikazani u Tabeli 3.12 pokazuju odliqnu sagla-
snost izme�u obe popravƩene ocene i MMV ocene, koja se smatra
najboƩom u sluqaju ovog uzorka (navedeno u [1]).

Tabela 3.11: The Fish river data: prekoraqeƬa pore�ana od najmaƬeg
do najve�eg

7 7 9 9 11 12 15
17 18 20 20 22 22 24
28 29 30 31 31 32 34
34 35 41 41 47 49 53
57 59 59 60 62 68 72
74 76 78 79 92 101 111

Tabela 3.12: The Fish river data: parametar oblika (γ̂), razmere
(σ̂) ocene kvantila, oceƬeni desni kraj nosaqa raspodele (−σ̂/γ̂),
broj qlanova uzorka ve�ih od oceƬene gorƬe granice (d), grexke
(ASAE, SSQ)

MM MM MM MPM MPM MPM EPM MMV
(orig.) (hib.) (popr.) (orig.) (hib.) (popr.)

γ̂ -0.705 -0.649 -0.643 -0.754 -0.668 -0.661 -0.486 -0.560
σ̂ 72.092 72.092 72.063 74.170 74.170 74.125 64.309 65.451

99% 98.294 105.423 106.301 95.313 105.884 106.773 118.146 108.041
99, 9% 101.490 109.750 110.788 97.828 109.902 110.946 127.631 114.472
−σ̂/γ̂ 102.275 111.000 112.110 98.366 111.000 112.110 132.226 116.918

d 1 0 0 3 0 0 0 0

ASAE 0.030 0.033 0.034 0.031 0.038 0.038 0.030 0.027
SSQ 0.275 0.322 0.327 0.287 0.361 0.367 0.284 0.246
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3.4 OceƬivaƬe kvantila generalisanih

Paretovih raspodela i primena

u finansijama

3.4.1 Robusnost ocena visokih kvantila

Poznato je da MM, MPM i EPM ocena, generalno, nisu robu-
sne. Me�utim, kad je u pitaƬu konkretan problem ocene visokih
kvantila raspodele (na primer, 95% kvantila i 99% kvantila koji
se qesto koriste u finansijama), moжda je mogu�e me�u ovim oce-
nama prona�i jednu ili kombinaciju vixe ocena koje daju zadovo-
Ʃavaju�e rezultate.

Da bi se proverila robusnost navedenih ocena 95% kvantila
i 99% kvantila GP(γ, σ) raspodele, po 1000 simuliranih uzoraka
(veliqine uzorka n ∈ {15, 30, 45}) je generisano iz svake od slede�ih
raspodela:

1. iz raspodele Wγ,σ;

2. iz mexavine raspodela 0.9Wγ,σ + 0.1W2γ,σ;

3. iz mexavine raspodela 0.9Wγ,σ + 0.1Wγ,2σ,

gde γ ∈ {−1,−0.8,−0.6,−0.4,−0.2, 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1}, a parametar σ
uvek ima vrednost 1. Taqne vrednosti kvantila koji se oceƬuju
date su u Tabeli 3.13, a rezultati (pristrasnost i sredƬekva-
dratna grexka ocene, podeƩeni sa taqnim vrednostima kvantila)
u Tabelama 3.14 - 3.22.

Rezultati simuliranih eksperimenata

Rezultati eksperimenata sa kontaminiranim i nekontaminira-
nim raspodelama mogu se sumirati na slede�i naqin:

1. Rezultati dobijeni za nekontaminirane raspodele (Tabele
3.14, 3.17, 3.20) saglasni su sa rezultatima dobijenim u ra-
dovima [1], [5], [20] i [29]. Pristrasnost i sredƬekvadratna
grexka ocena oba kvantila opadaju sa veliqinom uzorka. Ima
nekoliko izuzetaka za sluqajeve γ < 0, ali to moжe biti zbog
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naqina na koji su simulirani sluqajni uzorci iz GP(γ, σ)
raspodele.

2. Za sve veliqine uzorka i γ ∈ {0.4, 0.6, 0.8, 1}, sve tri ocene
mnogo boƩe reaguju na kontaminaciju drugog tipa (pristra-
snost i sredƬekvadratna grexka se ne meƬaju znaqajno), nego
na kontaminaciju prvog tipa. U ovim sluqajevima moжe se
preporuqiti MPM ocena.

3. Za sve veliqine uzorka i γ ∈ {−0.4,−0.6,−0.8,−1}, sve tri
ocene boƩe reaguju na kontaminaciju prvog tipa, nego na kon-
taminaciju drugog tipa. U ovim sluqajevima EPM ocena se
moжe preporuqiti ako postoji izvesna sigurnost oko ocene
parametra σ, tj. ne postoji kontaminacija drugog tipa. U
ostalim sluqajevima, MM i MPM ocene su boƩi izbor.

4. Za sve veliqine uzorka i γ ∈ {−0.2, 0, 0.2}, sve tri ocene do-
bro reaguju na kontaminaciju oba tipa. U ovim sluqajevima
mogu se preporuqiti MM i MPM ocena, zato xto su im i
pristrasnost i sredƬekvadratna ocena maƬe nego kod EPM
ocene.

Tabela 3.13: Stvarne vrednosti 95% i 99%-kvantila
γ 99%-kvantil 99.9%-kvantil

1 19.00 99.00
0.8 12.48 48.51
0.6 8.39 24.75
0.4 5.79 13.27
0.2 4.10 7.56
0 3.00 4.61

-0.2 2.25 3.01
-0.4 1.75 2.10
-0.6 1.39 1.56
-0.8 1.14 1.22
-1 0.95 0.99
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Tabela 3.14: Pristrasnost (sredƬekvadratna grexka) ocena 95%
i 99%-kvantila, n = 15, bez kontaminacije

γ MM MPM EPM

95% kv.
-1 -0.01 (0.12) 0.01 (0.12) 0 (0.07)

-0.8 -0.01 (0.13) 0 (0.14) 0.01 (0.1)
-0.6 -0.02 (0.15) -0.01 (0.16) 0.03 (0.14)
-0.4 -0.03 (0.18) -0.02 (0.19) 0.07 (0.21)
-0.2 -0.04 (0.22) -0.03 (0.23) 0.13 (0.34)

0 -0.06 (0.28) -0.04 (0.29) 0.25 (0.59)
0.2 -0.08 (0.36) -0.06 (0.36) 0.47 (1.17)
0.4 -0.08 (0.54) -0.09 (0.44) 0.93 (2.91)
0.6 -0.01 (1.21) -0.11 (0.57) 2.04 (10.03)
0.8 0.25 (4.04) -0.11 (1.12) 5.28 (43.89)
1 1.12 (16) 0.03 (3.9) 16.78 (216.29)

99% kv.
-1 0.03 (0.18) 0.05 (0.2) 0.03 (0.13)

-0.8 0.02 (0.19) 0.05 (0.22) 0.05 (0.19)
-0.6 0.01 (0.21) 0.04 (0.26) 0.1 (0.29)
-0.4 -0.01 (0.24) 0.03 (0.3) 0.19 (0.49)
-0.2 -0.04 (0.29) 0.01 (0.36) 0.37 (0.94)

0 -0.09 (0.36) -0.01 (0.45) 0.82 (2.18)
0.2 -0.16 (0.46) -0.05 (0.56) 2.1 (7.68)
0.4 -0.25 (0.62) -0.11 (0.68) 7.56 (52.45)
0.6 -0.31 (1.07) -0.2 (0.83) 45.76 (592.01)
0.8 -0.28 (2.6) -0.27 (1.4) 448.66 (8323.17)
1 -0.03 (7.62) -0.25 (3.64) 5608.99 (127343.78)
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Tabela 3.15: Pristrasnost (sredƬekvadratna grexka) ocena 95%
i 99%-kvantila, n = 15, kontaminacija sa W2γ,1, *: u ovim sluqa-
jevima su pristrasnost i sredƬekvadratna grexka ve�i od 106

γ MM MPM EPM

95% kv.
-1 -0.03 (0.13) -0.01 (0.13) 0 (0.08)

-0.8 -0.04 (0.14) -0.03 (0.14) 0.01 (0.1)
-0.6 -0.05 (0.16) -0.04 (0.16) 0.02 (0.15)
-0.4 -0.05 (0.18) -0.05 (0.19) 0.05 (0.22)
-0.2 -0.06 (0.22) -0.05 (0.23) 0.11 (0.34)

0 -0.06 (0.28) -0.04 (0.29) 0.25 (0.59)
0.2 -0.04 (0.41) -0.03 (0.39) 0.6 (1.71)
0.4 0.1 (1.99) 0.01 (0.71) 2.09 (17.42)
0.6 1.35 (27.59) 0.28 (6.7) 17.16 (344.15)
0.8 17.62 (456.29) 4.15 (109.76) 293.14 (7931.7)
1 275.26 (7961.39) 66.05 (1914.74) 6533.39 (194002.23)

99% kv.
-1 0.01 (0.18) 0.03 (0.2) 0.04 (0.14)

-0.8 0 (0.19) 0.02 (0.22) 0.06 (0.2)
-0.6 -0.02 (0.21) 0.01 (0.25) 0.09 (0.3)
-0.4 -0.03 (0.24) -0.01 (0.29) 0.17 (0.49)
-0.2 -0.06 (0.29) -0.02 (0.35) 0.34 (0.91)

0 -0.09 (0.36) -0.01 (0.45) 0.82 (2.18)
0.2 -0.12 (0.53) 0.01 (0.66) 3.18 (16.54)
0.4 -0.07 (2.17) 0.05 (1.38) 72.68 (1532.36)
0.6 0.83 (23.25) 0.43 (11.01) 8711.38 (254249.93)
0.8 10.83 (291.91) 5.02 (136.8) *
1 130.79 (3799.35) 61.11 (1779.95) *
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Tabela 3.16: Pristrasnost (sredƬekvadratna grexka) ocena 95%
i 99%-kvantila, n = 15, kontaminacija sa Wγ,2

γ MM MPM EPM

95% kv.
-1 0.2 (0.33) 0.19 (0.31) 0.39 (0.59)

-0.8 0.18 (0.32) 0.17 (0.3) 0.36 (0.57)
-0.6 0.15 (0.3) 0.15 (0.29) 0.34 (0.56)
-0.4 0.12 (0.29) 0.12 (0.29) 0.33 (0.58)
-0.2 0.08 (0.3) 0.1 (0.31) 0.36 (0.66)

0 0.05 (0.33) 0.07 (0.34) 0.46 (0.89)
0.2 0.02 (0.4) 0.04 (0.4) 0.69 (1.51)
0.4 0.02 (0.6) 0 (0.47) 1.18 (3.44)
0.6 0.09 (1.35) -0.03 (0.61) 2.4 (11.09)
0.8 0.37 (4.33) -0.03 (1.2) 5.95 (46.3)
1 1.31 (16.61) 0.12 (4.05) 18.37 (222.04)

99% kv.
-1 0.33 (0.53) 0.31 (0.5) 0.7 (1.14)

-0.8 0.3 (0.51) 0.29 (0.51) 0.7 (1.21)
-0.6 0.26 (0.49) 0.27 (0.52) 0.71 (1.33)
-0.4 0.21 (0.47) 0.24 (0.52) 0.77 (1.58)
-0.2 0.14 (0.45) 0.2 (0.54) 0.95 (2.13)

0 0.05 (0.45) 0.15 (0.58) 1.44 (3.69)
0.2 -0.06 (0.5) 0.08 (0.66) 2.93 (10.26)
0.4 -0.17 (0.67) -0.01 (0.75) 9.18 (58.58)
0.6 -0.24 (1.16) -0.12 (0.89) 51.42 (611.72)
0.8 -0.21 (2.77) -0.21 (1.49) 478.5 (8395.7)
1 0.06 (7.9) -0.19 (3.77) 5809.77 (127620.56)
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Tabela 3.17: Pristrasnost (sredƬekvadratna grexka) ocena 95%
i 99%-kvantila, n = 30, bez kontaminacije

γ MM MPM EPM

95% kv.
-1 0 (0.08) 0.01 (0.08) 0 (0.03)

-0.8 -0.01 (0.09) 0 (0.09) 0 (0.05)
-0.6 -0.01 (0.1) 0 (0.11) 0.01 (0.07)
-0.4 -0.01 (0.12) -0.01 (0.13) 0.03 (0.12)
-0.2 -0.02 (0.15) -0.02 (0.16) 0.06 (0.19)

0 -0.03 (0.19) -0.02 (0.2) 0.12 (0.31)
0.2 -0.05 (0.25) -0.03 (0.25) 0.22 (0.52)
0.4 -0.06 (0.35) -0.06 (0.31) 0.39 (0.96)
0.6 -0.03 (0.68) -0.1 (0.37) 0.68 (1.96)
0.8 0.13 (2.05) -0.15 (0.5) 1.22 (4.72)
1 0.63 (7.86) -0.16 (1.12) 2.28 (13.22)

99% kv.
-1 0.01 (0.12) 0.03 (0.13) 0.01 (0.04)

-0.8 0.01 (0.13) 0.02 (0.15) 0.01 (0.07)
-0.6 0.01 (0.14) 0.02 (0.17) 0.03 (0.11)
-0.4 0 (0.16) 0.01 (0.2) 0.06 (0.19)
-0.2 -0.02 (0.2) 0 (0.24) 0.14 (0.35)

0 -0.06 (0.26) -0.01 (0.31) 0.3 (0.7)
0.2 -0.12 (0.34) -0.03 (0.4) 0.64 (1.63)
0.4 -0.22 (0.44) -0.08 (0.49) 1.47 (5.19)
0.6 -0.31 (0.67) -0.18 (0.55) 3.87 (25.06)
0.8 -0.34 (1.38) -0.3 (0.66) 12.94 (156.64)
1 -0.25 (3.82) -0.41 (1.15) 57.45 (1080.44)
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Tabela 3.18: Pristrasnost (sredƬekvadratna grexka) ocena 95%
i 99%-kvantila, n = 30, kontaminacija sa W2γ,1

γ MM MPM EPM

95% kv.
-1 -0.02 (0.09) -0.02 (0.09) -0.01 (0.04)

-0.8 -0.03 (0.1) -0.03 (0.1) -0.01 (0.05)
-0.6 -0.04 (0.11) -0.03 (0.11) 0 (0.08)
-0.4 -0.04 (0.12) -0.04 (0.13) 0.01 (0.12)
-0.2 -0.04 (0.15) -0.04 (0.16) 0.04 (0.18)

0 -0.03 (0.19) -0.02 (0.2) 0.12 (0.31)
0.2 -0.01 (0.28) 0 (0.28) 0.31 (0.71)
0.4 0.09 (0.89) 0.03 (0.41) 0.8 (2.62)
0.6 0.75 (8.16) 0.1 (1.16) 2.46 (15.11)
0.8 6.43 (101.83) 0.75 (12.67) 10.21 (111.48)
1 67.15 (1399.48) 8.22 (173.51) 56.98 (913.64)

99% kv.
-1 0 (0.12) 0.01 (0.13) 0.01 (0.05)

-0.8 -0.01 (0.13) 0 (0.15) 0.01 (0.07)
-0.6 -0.02 (0.15) -0.01 (0.17) 0.03 (0.11)
-0.4 -0.03 (0.17) -0.02 (0.2) 0.06 (0.19)
-0.2 -0.04 (0.2) -0.02 (0.24) 0.12 (0.34)

0 -0.06 (0.26) -0.01 (0.31) 0.3 (0.7)
0.2 -0.07 (0.39) 0.03 (0.48) 0.98 (3.16)
0.4 -0.05 (1) 0.09 (0.77) 5.95 (55.92)
0.6 0.37 (7.01) 0.15 (1.99) 92.63 (1731.35)
0.8 3.77 (66.48) 0.86 (16.4) 2529.05 (62661.91)
1 32.16 (681.79) 7.68 (167.42) 86679.07 (2435607.8)
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Tabela 3.19: Pristrasnost (sredƬekvadratna grexka) ocena 95%
i 99%-kvantila, n = 30, kontaminacija sa Wγ,2

γ MM MPM EPM

95% kv.
-1 0.23 (0.3) 0.2 (0.27) 0.45 (0.55)

-0.8 0.21 (0.29) 0.18 (0.26) 0.4 (0.51)
-0.6 0.18 (0.27) 0.16 (0.25) 0.35 (0.47)
-0.4 0.15 (0.25) 0.14 (0.24) 0.3 (0.44)
-0.2 0.12 (0.24) 0.12 (0.25) 0.28 (0.45)

0 0.09 (0.25) 0.1 (0.27) 0.31 (0.52)
0.2 0.05 (0.29) 0.07 (0.3) 0.39 (0.72)
0.4 0.03 (0.4) 0.04 (0.35) 0.56 (1.16)
0.6 0.07 (0.76) -0.02 (0.4) 0.87 (2.22)
0.8 0.24 (2.16) -0.07 (0.52) 1.45 (5.07)
1 0.78 (8.03) -0.09 (1.16) 2.59 (13.74)

99% kv.
-1 0.33 (0.45) 0.27 (0.39) 0.71 (0.88)

-0.8 0.31 (0.44) 0.26 (0.4) 0.66 (0.86)
-0.6 0.28 (0.43) 0.25 (0.4) 0.61 (0.85)
-0.4 0.24 (0.4) 0.23 (0.41) 0.56 (0.87)
-0.2 0.18 (0.38) 0.2 (0.42) 0.56 (0.97)

0 0.1 (0.36) 0.16 (0.44) 0.68 (1.32)
0.2 0 (0.38) 0.11 (0.5) 1.03 (2.39)
0.4 -0.13 (0.46) 0.03 (0.56) 1.94 (6.32)
0.6 -0.23 (0.7) -0.09 (0.59) 4.59 (26.59)
0.8 -0.27 (1.43) -0.24 (0.69) 14.3 (156.51)
1 -0.18 (3.9) -0.35 (1.17) 60.3 (1061.51)
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Tabela 3.20: Pristrasnost (sredƬekvadratna grexka) ocena 95%
i 99%-kvantila, n = 45, bez kontaminacije

γ MM MPM EPM

95% kv.
-1 0 (0.07) 0 (0.07) 0 (0.03)

-0.8 0 (0.07) 0 (0.08) 0 (0.04)
-0.6 -0.01 (0.08) 0 (0.09) 0.01 (0.06)
-0.4 -0.01 (0.1) -0.01 (0.11) 0.02 (0.09)
-0.2 -0.01 (0.12) -0.01 (0.13) 0.05 (0.15)

0 -0.02 (0.16) -0.01 (0.16) 0.1 (0.25)
0.2 -0.04 (0.21) -0.02 (0.21) 0.18 (0.43)
0.4 -0.04 (0.3) -0.04 (0.26) 0.32 (0.77)
0.6 0 (0.6) -0.08 (0.31) 0.57 (1.46)
0.8 0.21 (1.75) -0.13 (0.38) 0.99 (2.93)
1 0.87 (6.32) -0.16 (0.67) 1.73 (6.36)

99% kv.
-1 0.01 (0.1) 0.02 (0.11) 0 (0.02)

-0.8 0.01 (0.11) 0.02 (0.12) 0.01 (0.04)
-0.6 0.01 (0.12) 0.02 (0.14) 0.02 (0.07)
-0.4 0 (0.14) 0.01 (0.17) 0.05 (0.13)
-0.2 -0.01 (0.17) 0.01 (0.21) 0.1 (0.25)

0 -0.03 (0.22) 0 (0.26) 0.23 (0.52)
0.2 -0.09 (0.3) -0.01 (0.35) 0.49 (1.17)
0.4 -0.18 (0.39) -0.04 (0.44) 1.09 (3.1)
0.6 -0.26 (0.6) -0.13 (0.5) 2.59 (10.26)
0.8 -0.27 (1.18) -0.27 (0.55) 6.84 (40.86)
1 -0.12 (3.08) -0.39 (0.76) 20.77 (185.22)
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Tabela 3.21: Pristrasnost (sredƬekvadratna grexka) ocena 95%
i 99%-kvantila, n = 45, kontaminacija sa W2γ,1

γ MM MPM EPM

95% kv.
-1 -0.02 (0.08) -0.02 (0.08) -0.01 (0.03)

-0.8 -0.03 (0.08) -0.03 (0.09) -0.01 (0.04)
-0.6 -0.03 (0.09) -0.03 (0.1) -0.01 (0.06)
-0.4 -0.04 (0.1) -0.04 (0.11) 0.01 (0.09)
-0.2 -0.03 (0.12) -0.03 (0.13) 0.03 (0.15)

0 -0.02 (0.16) -0.01 (0.16) 0.1 (0.25)
0.2 0.01 (0.25) 0.02 (0.24) 0.28 (0.63)
0.4 0.17 (1.28) 0.07 (0.38) 0.76 (2.61)
0.6 1.64 (16.86) 0.19 (1.62) 2.45 (15.51)
0.8 20.55 (270.87) 1.78 (23.17) 10.7 (106.74)
1 310.34 (4705.64) 26.45 (395.68) 61.21 (784.19)

99% kv.
-1 -0.01 (0.1) 0 (0.11) 0 (0.03)

-0.8 -0.01 (0.11) -0.01 (0.12) 0.01 (0.05)
-0.6 -0.02 (0.13) -0.02 (0.15) 0.01 (0.08)
-0.4 -0.03 (0.14) -0.02 (0.17) 0.03 (0.14)
-0.2 -0.04 (0.17) -0.02 (0.21) 0.08 (0.25)

0 -0.03 (0.22) 0 (0.26) 0.23 (0.52)
0.2 -0.02 (0.36) 0.07 (0.45) 0.81 (2.39)
0.4 0.07 (1.44) 0.16 (0.81) 4.92 (36.74)
0.6 1.16 (14.59) 0.33 (2.83) 70.33 (862.93)
0.8 13.1 (178.08) 2.25 (30.32) 1591.43 (23534.86)
1 151.66 (2308.3) 25.59 (386.32) 41657.52 (685463.25)
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Tabela 3.22: Pristrasnost (sredƬekvadratna grexka) ocena 95%
i 99%-kvantila, n = 45, kontaminacija sa Wγ,2

γ MM MPM EPM

95% kv.
-1 0.22 (0.27) 0.18 (0.23) 0.48 (0.55)

-0.8 0.21 (0.26) 0.17 (0.22) 0.42 (0.49)
-0.6 0.18 (0.24) 0.15 (0.21) 0.36 (0.44)
-0.4 0.16 (0.22) 0.14 (0.2) 0.3 (0.4)
-0.2 0.13 (0.21) 0.12 (0.2) 0.28 (0.4)

0 0.11 (0.21) 0.11 (0.22) 0.3 (0.46)
0.2 0.08 (0.25) 0.1 (0.26) 0.4 (0.7)
0.4 0.09 (0.42) 0.08 (0.31) 0.62 (1.28)
0.6 0.23 (1.15) 0.03 (0.36) 1.06 (2.66)
0.8 0.8 (4.13) -0.01 (0.53) 1.94 (6.04)
1 2.91 (16.63) 0.07 (1.49) 3.81 (14.9)

99% kv.
-1 0.31 (0.4) 0.24 (0.31) 0.73 (0.85)

-0.8 0.3 (0.39) 0.24 (0.32) 0.68 (0.81)
-0.6 0.29 (0.39) 0.23 (0.32) 0.61 (0.78)
-0.4 0.26 (0.37) 0.22 (0.33) 0.55 (0.76)
-0.2 0.21 (0.35) 0.2 (0.34) 0.54 (0.81)

0 0.16 (0.33) 0.18 (0.37) 0.63 (1.08)
0.2 0.07 (0.36) 0.17 (0.47) 1.01 (2.12)
0.4 -0.03 (0.49) 0.13 (0.59) 2.17 (6.12)
0.6 -0.06 (1) 0.03 (0.63) 5.88 (23.36)
0.8 0.12 (2.68) -0.11 (0.75) 19.81 (105.56)
1 0.88 (8.08) -0.17 (1.49) 77.98 (511.07)

84



OceƬivaƬe kvantila nepoznate raspodele

Neka je (x1, x2, . . . , xN ) uzorak qiji qlanovi predstavƩaju rea-
lizacije sluqajne veliqine X sa nepoznatom funkcijom raspodele
F . Neka je poznato da funkcija F pripada oblasti privlaqeƬa
za prekoraqeƬa visokog nivoa jedne od generalisanih Paretovih
raspodela, qiji parametri oblika i razmere su ve� oceƬeni sa γ̂
i σ̂. Iz jednakosti (1.15) sledi

F (u)(x) = 1−
1− F (x+ u)

1− F (u)
, x ≥ 0, (3.28)

pa se desni rep raspodele F moжe prikazati na slede�i naqin:

1− F (x+ u) =
(

1− F (u)(x)
)

(1− F (u)), x ≥ 0. (3.29)

gde je u zadati visoki nivo.
Neka je n broj qlanova uzorka ve�ih od u. Tada se prvi qlan na

desnoj strani jednakosti (3.29) moжe oceniti sa 1−Wγ̂,σ̂(x), drugi
qlan na desnoj strani sa n

N
, pa se zamenom u jednakost (3.29) dobija

ocena repa nepoznate raspodele F :

1− F (x+ u)ˆ=

{

n
N

(

1 + γ̂ x
σ̂

)− 1

γ̂ , γ̂ 6= 0;
n
N
e−

x
σ̂ , γ̂ = 0.

(3.30)

Ako je xp p-kvantil raspodele F , onda vaжi:

1− p =

{

n
N

(

1 + γ̂ xp−u

σ̂

)− 1

γ̂ , γ̂ 6= 0;
n
N
e−

xp−u

σ̂ , γ̂ = 0.

i, sre�ivaƬem jednakosti, dobija se ocena kvantila xp:

x̂p =

{

u+ σ̂
γ̂

(

N
n
(1− p)−γ̂ − 1

)

, γ̂ 6= 0;

u− σ̂ log
(

N
n
(1− p)

)

, γ̂ = 0.
(3.31)
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3.4.2 OceƬivaƬe parametra vrednosti pri riziku

Bankama, osiguravaju�im druxtvima i, uopxte, svim uqesni-
cima na finansijskim trжixtima je potrebno da znaju pribliжan
stepen izloжenosti riziku pri svojim akcijama. Jedan od naqina
da se to utvrdi je oceƬivaƬe parametra vrednosti pri riziku
(V aR). Parametar V aR predstavƩa maksimalni gubitak kome se
izlaжe uqesnik na finansijskom trжixtu u nekom odre�enom vre-
menskom periodu, za datu verovatno�u. Na osnovu te vrednosti,
uqesnik na finansijskom trжixtu moжe da odredi nivo kapitala
koji mu obezbe�uje poziciju u uslovima ekstremnih kretaƬa.

Neka su I0,I1,. . . ,It vrednosti pojedinaqnog finansijskog in-
strumenta (na primer, cene akcija neke kompanije ili devizni
kurs), date u diskretnim vremenskim trenucima t ∈ {0, 1, 2 . . . }.
Period je obiqno dan, nedeƩa ili mesec. Tada je prinos u peri-
odu T (promena vrednosti tog finansijskog instrumenta u odnosu
na poqetnu, u periodu T ) jednak (IT − I0)/I0.

Prinos u periodu T = 1 (dnevni, nedeƩni, meseqni) je onda

st =
It − It−1

It−1

i naziva se aritmetiqki prinos.
Ista veliqina se moжe izraziti u obliku

rt = log It − log It−1

xto se naziva logaritamski prinos.
Ove dve veliqine su bliske u sluqaju kad je It/It−1 blisko vred-

nosti 1. Veliqina rt je pogodnija za statistiqko modelovaƬe zbog
toga xto je neograniqena i zbog toga xto neke ekonomske zakoni-
tosti mogu pomo�u Ƭe jednostavnije da se prikaжu.

Ako je I0 vrednost finansijskog instrumenta u trenutku t =
0, i r1, r2, . . . , rT prinosi tokom perioda T , onda je vrednost IT u
trenutku T jednaka

IT = I0 exp
∑

t≤T

rt. (3.32)

Gubitak kome je uqesnik na trжixtu izloжen tokom perioda od
T dana (nedeƩa, meseci) je

GT =
∑

t≤T

(−rt).
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Neka je β zadata verovatno�a (obiqno 95% ili 99%). Tada je
V aR(T ; β), tj. maksimalni gubitak za vremenski horizont T i dati
nivo povereƬa β, odre�en sa

FT = P{GT ≤ V aR(T ; β)} = β

Znaqi, V aR(T ; β) je β-kvantil funkcije raspodele gubitka, FT .
Iz jednakosti (3.32) se dobija

V aR(T ; β)ˆ = −(IT − I0) = I0

(

1− exp
∑

t≤T

rt

)

= I0
(

1− exp{−F−1
T (β)}

)

≈ I0F
−1
T (β).

Ova ocena parametra V aR(T ; β) se moжe koristiti u sluqaju kad
je F−1

T (β) dovoƩno malo. DaƩe, treba na�i ocenu veliqine F−1
T (β),

na osnovu poznatih vrednosti I0,I1,. . . ,IT . Neki od naqina da se to
uradi su:

• Korix�eƬe empirijske funkcije raspodele gubitaka
Na osnovu prethodnih vrednosti finansijskog instrumenta,
odnosno prinosa i gubitaka, odredi se empirijska funkcija
raspodele gubitaka, a Ƭen β - kvantil je ocena za F−1

T (β).
Mane ovog metoda su xto nije mogu�e oceniti ekstremne kvan-
tile na osnovu uzorka i xto je ova ocena osetƩiva na pojavu
ekstremnih podataka u uzorku.

• ModelovaƬe generalisanim Paretovim raspodelama
Funkcija raspodele gubitaka se modeluje jednom od genera-
lisanih Paretovih raspodela, Wγ,µ,σ. Tada se za ocenu β -
kvantila raspodele Wγ,µ,σ moжe koristiti formula (3.31) i
dobija se

V aR(T ; β)ˆ= µ̂+
σ̂

γ̂

(

N

n
(1− β)−γ̂ − 1

)

. (3.33)
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Vikend efekat u finansijama

Vikend efekat je poznati fenomen vezan za finansijska tr-
жixta, koji se odnosi se na razliku u prinosima izme�u pone-
deƩka i ostalih dana u nedeƩi. Preciznije, cene finansijskih
instrumenata registrovane ponedeƩkom su znaqajno niжe nego one
registrovane prethodnog petka, pa mogu biti nepouzdane. Ovoj po-
javi, koja je zapaжana u dugim vremenskim periodima i na velikom
broju me�unarodnih trжixta, posve�eno je dosta radova, a neki
od najranijih su [15] i [27]. Postoji vixe tehnika za korigovaƬe
vikend efekta, a neke od Ƭih su (prema [36]):

1. raqinaƬe prinosa tokom radnih dana: u obzir se uzimaju samo
prinosi ostvareni tokom radnih dana;

2. preskakaƬe prinosa od ponedeƩka: preskaqu se dani kad cene
nisu registrovane, ukƩuquju�i i naredni ponedeƩak;

3. raspodela prinosa od ponedeƩka: prinosi od ponedeƩka su jed-
nako raspodeƩeni na subotu, nedeƩu i ponedeƩak.

Jedan od naqina da se umaƬi ovaj problem je i robusan model.

3.4.3 Primer - ocena V aR parametra

Kao primer za prethodno navedene tehnike, analizirani su
dnevni prinosi cena akcija kompanije Tigar a. d. Pirot u pe-
riodu od 31. maja 2005. do 31. decembra 2009. Podaci se sastoje
od ukupno 1157 dnevnih nivoa cena, registrovanih u toku radnih
dana i preuzeti su sa adrese www.belex.rs. CiƩ je bio oceniti
parametre V ar(1; 0.95) i V ar(1; 0.99).

Dnevne stope prinosa su dobijene kao razlika logaritmovanih
nivoa cena u dva uzastopna dana. Gubici su dobijeni mnoжeƬem
dnevnih stopa prinosa sa −1. Poqetni uzorak koji se sastoji od
dnevnih nivoa cena pokazuje linearni trend (Slika 3.4), dok je se-
rija dnevnih prinosa stacionarna (Slika 3.5). Vrednost visokog
nivoa, potrebnog radi aproksimacije generalisanim Paretovim
raspodelama, dobijena je analizom grafiqkog prikaza funkcije
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uzoraqkog sredƬeg prekoraqeƬa. Ova funkcija je pribliжno li-
nearna poqevxi od vrednosti u = 0.04 (Slika 3.6), pa je ova vred-
nost odre�ena kao visoki prag. Radi pore�eƬa, u daƩem radu ana-
lizirane su i vrednosti praga u ∈ {0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.08, 0.09}.

Ocene paramara V ar(1; 0.95) i V ar(1; 0.99) dobijene metodom ra-
qunaƬa prinosa tokom radnih dana, metodom preskakaƬa prinosa
od ponedeƩka i metodom raspodele prinosa od ponedeƩka date su
u Tabelama 3.23 - 3.25.
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Slika 3.4: Cene akcija kompanije Tigar a. d. Pirot (originalni
podaci)
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Tabela 3.23: Ocene dobijene metodom raqunaƬa prinosa tokom
radnih dana

u Nu metod γ σ V ar(1; 0.95) V ar(1; 0.99)

0.04 75 EPM -0.0984 0.0292 0.0475 0.0899
MM -0.2448 0.0328 0.0483 0.0893

MPM -0.2549 0.0331 0.0484 0.0893

0.05 53 EPM -0.1495 0.0310 0.0473 0.0922
MM -0.3615 0.0347 0.0470 0.0906

MPM -0.4831 0.0377 0.0467 0.0907

0.06 43 EPM -0.0020 0.0220 0.0535 0.0889
MM -0.1495 0.0236 0.0529 0.0882

MPM -0.2380 0.0254 0.0522 0.0887

0.07 31 EPM 0.2331 0.0137 0.0621 0.0852
MM 0.0642 0.0155 0.0605 0.0858

MPM 0.1356 0.0143 0.0615 0.0851

0.08 14 EPM -0.0431 0.0247 0.0440 0.0848
MM -0.2158 0.0256 0.0378 0.0849

MPM -0.2868 0.0271 0.0329 0.0852

0.09 11 EPM 0.3659 0.0131 0.0737 0.0895
MM 0.0841 0.0143 0.0679 0.0894

MPM 0.2108 0.0123 0.0728 0.0895
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Slika 3.5: Dnevni prinosi cena akcija kompanije Tigar a. d.
Pirot
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Slika 3.6: Tigar a. d. Pirot: uzoraqko sredƬe prekoraqeƬe
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Tabela 3.24: Ocene dobijene metodom preskakaƬa prinosa od po-
nedeƩka

u Nu metod γ σ V ar(1; 0.95) V ar(1; 0.99)

0.04 57 EPM -0.0396 0.0275 0.0457 0.0882
MM -0.1922 0.0310 0.0463 0.0876

MPM -0.1915 0.0310 0.0463 0.0876

0.05 40 EPM -0.1164 0.0309 0.0481 0.0916
MM -0.2781 0.0322 0.0452 0.0887

MPM -0.3686 0.0345 0.0448 0.0890

0.06 32 EPM 0.0824 0.0205 0.0526 0.0868
MM -0.0993 0.0227 0.0515 0.0866

MPM -0.1556 0.0239 0.0509 0.0870

0.07 23 EPM 0.2346 0.0155 0.0600 0.0857
MM 0.0536 0.0164 0.0588 0.0853

MPM 0.0676 0.0162 0.0615 0.0851

0.08 11 EPM 0.1335 0.0214 0.0521 0.0839
MM -0.0572 0.0216 0.0479 0.0839

MPM -0.0689 0.0218 0.0473 0.0839

0.09 8 EPM 0.6055 0.0116 0.0776 0.0885
MM 0.1417 0.0141 0.0682 0.0882

MPM 0.3222 0.0112 0.0751 0.0886
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Tabela 3.25: Ocene dobijene metodom raspodele prinosa od pone-
deƩka

u Nu metod γ σ V ar(1; 0.95) V ar(1; 0.99)

0.04 57 EPM -0.0396 0.0275 0.0304 0.0738
MM -0.1922 0.0310 0.0288 0.0747

MPM -0.1915 0.0310 0.0288 0.0747

0.05 40 EPM -0.1164 0.0309 0.0274 0.0766
MM -0.2781 0.0322 0.0250 0.0758

MPM -0.3686 0.0345 0.0223 0.0766

0.06 32 EPM 0.0824 0.0205 0.0417 0.0744
MM -0.0993 0.0227 0.0380 0.0750

MPM -0.1556 0.0239 0.0362 0.0755

0.07 23 EPM 0.2346 0.0155 0.0532 0.0757
MM 0.0536 0.0164 0.0501 0.0759

MPM 0.0676 0.0162 0.0506 0.0758

0.08 11 EPM 0.1335 0.0214 0.0426 0.0721
MM -0.0572 0.0216 0.0347 0.0718

MPM -0.0689 0.0218 0.0336 0.0717

0.09 8 EPM 0.6055 0.0116 0.0757 0.0836
MM 0.1417 0.0141 0.0623 0.0807

MPM 0.3222 0.0112 0.0719 0.0831

Tabela 3.26: Kvalitet aproksimacije (za prag u = 0.04)

metod koeficijent zbir kvadrata
determinacije reziduala

1.
EPM 0.9820 0.1136
MM 0.9868 0.0856

MPM 0.9869 0.0852

2.,3.
EPM 0.9851 0.0722
MM 0.9883 0.0588

MPM 0.9883 0.0588
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Pore�eƬe sa indeksima Beogradske berze

Indeksi Beogradske berze uvedeni su radi boƩeg informisaƬa
potencijalnih investitora i potrebe da se poboƩxa transparent-
nost i uporedivost podataka na trжixtu.

Da bi se uporedile ocene rizika dobijene za kompaniju Tigar
a. d. Pirot sa maksimalnim, odnosno proseqnim rizikom vezanim
za uqex�e na Beogradskoj berzi, posmatrani su slede�i indeksi:

1. BELEX15: vode�i indeks Beogradske berze, koji opisuje kre-
taƬe cena 15 najlikvidnijih srpskih akcija i raquna se u
realnom vremenu;

2. BELEXline: opxti indeks Beogradske berze, koji se raquna
na kraju radnog dana.

Istorijski podaci za oba indeksa za period od 31. maja 2005. do
31. decembra 2009. preuzeti su sa adrese www.belex.rs. Rezultati
ocene rizika dati su u Tabeli 3.27.

Poxto su ocene parametara V ar(1; 0.95) i V ar(1; 0.99) za kompa-
niju Tigar a. d. Pirot jednake, redom, 0.048 i 0.09 (odnosi se
na najve�i uzorak), moжe se zakƩuqiti da ulagaƬe u akcije ove
kompanije nosi sa sobom dva puta ve�i rizik od ulagaƬa u najli-
kvidnije akcije Beogradske berze, odnosno, tri puta ve�i rizik
od generalnog rizika za Beogradsku berzu.

Tabela 3.27: Ocene rizika za indekse Beogradske berze
indeks V ar(1; 0.95) V ar(1; 0.99)

BELEX15 0.0246 0.0484
BELEXline 0.0176 0.0304

ZakƩuqak

Rezultati dobijeni pri oceƬivaƬu rizika za Tigar a. d. Pi-
rot mogu se sumirati na slede�i naqin:

1. Ocene V ar(1; 0.95) i V ar(1; 0.99) dobijene metodom preskakaƬa
prinosa od ponedeƩka ne razlikuju se mnogo od onih dobi-
jenih raqunaƬem prinosa tokom svih radnih dana. To znaqi
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da u razmatranom primeru cene akcija registrovane ponedeƩ-
kom nisu znaqajno niжe od cena registrovanih tokom ostalih
radnih dana, tj. vikend efekat nije imao mnogo uticaja.

2. Ocene parametara V ar(1; 0.95) i V ar(1; 0.99) dobijene metodom
raspodele prinosa od ponedeƩka su znaqajno niжe od onih
dobijenih metodom preskakaƬa prinosa, iako su ocene para-
metara γ i σ iste kao u tom sluqaju. To je zbog toga xto se
meƬa veliqina uzorka u formuli (3.31).

3. Prime�eno je da se ocene parametra γ znaqajno meƬaju sa
promenom visokog praga, odnosno, veliqine uzorka na osnovu
koga se vrxi oceƬivaƬe. To vaжi za sve tri metode oceƬi-
vaƬa. Me�utim, ocene oba parametra rizika, V ar(1; 0.95) i
V ar(1; 0.99), su stabilne u svim sluqajevima, osim za u = 0.09
(xto su ocene dobijene na veoma malom uzorku). To je u
skladu sa rezultatima simulacija datim u odeƩku 3.4.1, tj.
sa qiƬenicom da za γ blisko nuli sve tri metode oceƬivaƬa
daju zadovoƩavaju�e rezultate. Tako�e, kvalitet aproksi-
macije dobijen na osnovu najve�eg uzorka (prag u = 0.04) je
zadovoƩavaju�i (Tabela 3.26). Na osnovu svega toga se moжe
zakƩuqiti da su ocene V aR parametra dobijene na ovaj naqin
pouzdane.

4. Jox jedan pokazateƩ pouzdanosti ocena V aR parametra, tj.
kvantila raspodele, je failure rate, odnosno odnos broja qla-
nova uzorka ve�ih od oceƬenog V aR parametra i veliqine
celog uzorka. Ocena parametra V aR je adekvatna ako je taj
odnos pribliжno jednak 1−β, gde je β nivo povereƬa. U ovom
sluqaju, dobijene su vrednosti: pribliжno 0.052 za V ar(1; 0.95)
ocenu i pribliжno 0.011 za V ar(1; 0.99) ocenu, xto je zadovo-
Ʃavaju�a taqnost i jox jedna potvrda adekvatnosti ocena.
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