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ПРЕДГОВОР. 

Оно што сам навео у Предговору ка првом И3-

дању мојих Предавања И3 Тригонометрије могу, у 

главноме, сада да поновим. I{њига је састављена по 
• • 

МОЈИМ усменим предавањима КОЈа сам годинама држао 

у првој години Нижег I{ypca Војне Академије. Главна 
садржина предмета истакнута је типографски крупним· 

слогом са проредом, док су допуне и разрада детаља 

штампани истим слогом, али без прореда и увлаче

њем текста у десно. Бројни примери, у колико су 

они били потребни да ученика упуте у практичну 

примену важнијих проблема, сложени су ситнијим сло

вима. Таквим је распоредом хтео писац да видно од

воји важније од мање важнога како би се добио бољи 
• 

преглед на једноме опсежном, али и врло важноме 

предмету. Одељци и поједини чланови, који се могу 

ИЗ0ставити, а да се органска веза осталога не квари, 

0значени су у Садржају звездицом. На тај начин ом 0-
ГУЋено је да се књига може употребити како у већој, 

тако и у мањој опширности. Обзири на распоред ма

тематичке наставе и њене примене у Војној Академији 

учинили су да уђу неке партије које, строго узев, не 

{:падају у Тригонометрију .. 
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. l{ao у првоме·· издању тако сам и сада ставио код 
·сваког научног термина његов немачки и француски 

израз да бих тиме олакшао разумевање страних дела.· 

Најзад, као и у осталим мојим ШКОЛCI<иМ· књигама, 
• 
Ја сам и овде на подесним местима унео кратке исто-

риске напомене и имена оних раденика на овоме пољу 

Математике који су заслужили да их се Историја 

Науке сећа. 

Београд, Августа 1924. 

ДР. ДИМИТРИЈЕ ДАНИЋ. 



УВОД 

Тригономешрија је Наука, која нас. учи како се 

из довољнога броја познатих комада једнога троугла~ 

рачунским путем, налазе његови остали комади. Она 

се дели на равну ТА сферну ТригUнометрију. Прва се 

бави разрешавањем равних, друга разрешавањем сфер

них троуrлова. Под .овима последњим разумемо фи-
• • 

гуре, КОЈе постаЈУ пресецањем три велика· круга на 
• 

ПОВрШЈУ лопте. 

Пошто се сваки полигон, повлачењем диагонала, 

односно великих кругова лопте, ако. је полигон сфе

ран, може разложити на извесан број равних или 

сферних троуглова, то је појмљиво како се разре

шавање ма какве сложене фигуре да свести на раз

решавање ових последњих. Са тога гледишта можемо 
Тетрагонометрију, Полигонометрију и овој у простору 
одговарајУЋУ Полиедрометрију сматрати као примене 

Тригонометрије, у којима се примењују њени резул

тати на рачунско разрешавање четвороугаОНl1ка, оп

штих полигона и полиедара у простору. 

Ми знамо да је један троугао потпуно одређен, 
• • 

кад су нам позната три његова комада, КОЈИ мораЈУ 

бити независни један од другог. У CacTaBi{e троугла 

Тригонометрија . 1 
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• 
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• 
могу се рачунати, осим његових страна и углова, ЈОШ 

и висине, површина и обим троугла, полупречници 

уписаних и описаног.· круга и т. д. Једно због тога 

што се сви задатци, до Ј{ојих долазимо Ј{омбиновањем 

ГОРЊ:ЈХ података на разне начине, у главноме своде 

на неКОЛИЈ{О основних задатаЈ{а (у Лланиметрији она 

позната Liетири случаја подударности), у којима се 
• 

не узимаЈУ други Ј{омади осим страна и углова, а 
• • 

друго што су поменути комади, и иначе наЈваЖНИјИ, 
••• • 

Јер наЈнепосреднИЈИ саставци l<ако КОД равних таЈ{О 

и код сферних фигура, наша циљ. ће бити да, на 

првоме месту, нађемо обрасце за разрешаВ<lње тих 

главних задатака. Обрасци, који би били подесни за 
• 

разрешавање ових задатака, очевидно, мораЈУ изра-

жавати везу, која постоји измеljу страна и углова 

једнога троугла. Да бисмо, пак, могли поставити јед

начине измеijу тих комада ми замењујемо угле извес

ним бројним количинама, које од углова тако зависе, 

да вредности једних потпуно одређују вредности ових 

других и обратно. l{оличине, које заводимо место 

углова, зову се шригономешриске или гониомешриске 

функције, а онај део Тригонометрије, који се бави 

проучавањем тих функција, без обзира на њихову 

примену, зове се Гониомешрија. 



ПРВИ ДЕО 

ГОНИОМЕТРИЈА 

1 

ОПШТИ ПОЈМОВИ. 

I . 

Дефиниције. 

1. lVIерење углова. 3амислимо једну праву Ох, 
1{оја се непрекидно и у једноме смислу, н. пр. од десна 

на лево, обрtе око једне своје тачке О. Пошав И3 

положаја Ох права поступно долази у нове положаје, 

н. пр. у правце Og, Оћ, Оу итд. и описује, на тај начин, 
све МОГУЂе угле. При томе обртању свака тачка праве 

.ох описује I{РУГ, чија периферија зависи ододстојања 

покретне тачке од сталне тачке (средишта) О. 

И3 Планиметрије знамо, да су угли, 'које права 

.ох описује при обртању око О, сразмерни луцима, 

JZoje ма која њена тачка А у истоме времену прелази. 
То значи постоји сразмера 

:;: gOx : :;: ћОх : :;: уОх : ... = 

аге АБ : аге А С : аге AN: .. . 

Одавде следује, да је један угао, н. пр. ,ј-:: ћОх два, 
"три или у опште п пута веtи од другог угла:;: gOx, 

1* 
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• 

ако је лук (arcus) АС два, три или п пута веhи од 
лука АВ. Тај резултат природно нас упуhује да угле-

о 2 

Сп. 1. 

меримо луцима изражава

јуtи, на тај начин, величину 

угла у јединици дужине. Но 

пошто дужина лука зависи 

и од полупречника круга,. 

тако да са растењем овога 

и луци сразмерно расту,l} 
• • 

то Је ПОЈМЉИВО, да се угао 

несме мерити апсолутном 

дужином одговарајУЂег лука,. 

но количником И3 тога лука 

и полупречника. Тако н. пр. ставља се 

..;.- I О -- аге А С 
г-- 1 Х ОА' 

areAN 
1: уОх = ОА ' итд. 

Према овоме има се под јединицом угла разумети" 
• 

онаЈ угао, коме одговара лук раван полупречнику. 

Ако, пак ,ставимо полупречник ОА 1, онда је не
посредно 1:g0x аге АБ, ::;:.:. ћОх - аге А С, 1:уОх -
= аге AN, итд. Узев полупреЧНI1К круга за јединицу 

изражава дакле један исти број како угле, тако и: 

луке, које ти угли захватају Meljy својим крацима_ 

1) У Ппаниметрији се покавује, да се има 

агсАВ: arcA1B1 : arcA2B2 : ••• = ОА: ОЉ: 0/\2: ... , 
• 

да Је даr{пе 

arcAB 
ОА 
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с тога се врло често (а и ми ћемо од тога правити 

употребу) речи; угао и лук узимају у истоме смислу. 
, . 

2. Продужење о мерењу углова. Пошто ме-

рење углова луцим~ нијеподесно за практичну упо

требу, јер се дужина кривих линија не може просто 
. 

.и тачно да определи, то осим поменутога начина 

мерења углова има још један ДРУГl1, можемо реhи, 
• 

вештачки начин, КОЈИ се нарочито у пракси упо-
о . 

требљава. Овај други начин мерења основан је ~a 

следеhем. Цела раван дели се из тачке О на. 360 
једнаких делова у виду исеЧака. Сваки такав исеча!< 

представља извесан угао са теменом у тачци' О. Тај 

360-ти део равни. узимамо за јединицу, којом меримо 

угле и зовемо га степеном (Grad, degre), а бележимо 
• о", 

знаком о. Ову јединицу делимо. даље на мање једи-

нице: минуте (Minuten, miпutеs) И.секунде (Sekunden, 
. . 

secondes), за које употребљавамо знаке ,. и ". 
Стављамо 

1 о = 60', l' = 60" , дакле 1 о -- 60'60" = 3600". 1) 

Тако н. пр. представља 670 14' 38,56" угао од ·67 
степени, 14 минута, 38 целих и 56 стотих секунде. 

1) За време прве француске револуције, када је извршено пре

устројство мера дужине и тежине (метарска система), заведена је и за 

угле десетна подела, по којој се прав угао делио на сто делова место 

на деведесет. Цела периферија садржавала је дакле 400 делова, које су 
Т<lко!је звали степенима. Степен је био' подељен на 100 минута, а минута 
на 1(!0 секунада. У овој системи имао би се написати угао од 390 15' 27,83" 
простије 39,1527830 = 3!:15,2783'= 391527,83". 

Поред свију њених добрих страна, с погледом на рачунање и 

начин писаља, и поред све препоруке од париске Академије Наука го

дине 1869. ова се десетна подела није могла да одржи, већ је остала она 
• 

стара подела. 
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Пример. 
-

26043' 53,47" = 26'60.60" + 43'60" + 53,47" = 96233.47" 

= 95233,47' = 16038912' 
60 ' 

= 1 БО36~9120 = 26,731520. 

у пракси подела се врши на периферији једнога 
, 

произвољним полупречникомописаног круга. Пошто 

су луци сразмерни углима, то 360-ти део пери

ферије круга даје ону· јединицу угла, која се зове 
, -.' 

степен; 60-ти део овога одговара једној минути, а' 

60-ти део лука једне минуте мери угао једне секунде. 

На тај начин, место· у јединици ДУЖl1не, ми изра

жавамо величину углова степенима, минутама и се

кундама, т. ј. У деловима периферије (пуног угла 
, 

од 3600). 
3. ПРОАужење О мерењу углова. I I{ада сравнимо 

меijусобом она.,два начина мерења углова, која смо 

изложили горе у чл. 1. и 2., налазимо, отуда што се 
периферија круга 21t дели на 3600, да 

углу од 1800 одговара дужина лука 1t -- 3,1415927, 

" ЈЈ 
900 

. " 

" " 
10 

" 

" " 
1 I 

" 

" " 
1" 

" 

" 

" 

" 

" 

" 

" 

" 

'н, 

2 = 1,5707963, 

1; ;.. 

_ .. - = 0,0174533, . 
180 

1t 
180'60 = 0,0002909, 

1t 
" 180.60.60 = 0,0000048. 

'( 
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• • 
Обратно јединица уг ла у ЛУЧНОЈ мери, т. Ј. угао, Ј{оме 

1800 
одговара ЛУЈ{ полупречнику = 1 И3НОСИ =--= 570 

'1t 

17/ .44,81" 206264,81". 

Зарад претварања углова из једне системе мерења 
• 

у другу служи ПрОПОрЦИЈа 

r.p0 : 1800 = аге r.p : Ћ, 
одаЈ{ле 

r.p0= аге r.p . 1800, 
'1t 

r.pG 
аге r.p = 1800 . Ћ, 

(1 

где је 0значено са r.p0 величина угла у степенима, а 

са аге r.p његова величина у виду дужине. лука. 
За случај, да је задати угао изражен у минутама 

или сеЈ{ундама сразмера гласи 

'.р' : 180'60' аге r.p : Ћ, 
односно 

r.p": 180'60'60" = аге '.р : Ћ, 
одакле 

rJi / = аге r.p . 180'60' 
rJi / , 

I , 
'.1,.. 

аге r.p = 180'60' . Ћ, 

" rJi 
rJi" = arer.p . 180'60'60" 
I , 

'1t arer.p = 180'60'60" . Ћ. 

Примери. 

1) Дата је дужина лука за полупречник 1 

arcrp = ] ,2835496. 

I{олики је угао, који одговара томе луку? 

0= 12835496 . 1800 = 735419740 = 730 32' 31 11" 
rp 3,14]5927 ' . ,. 

= 264751,11". 
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2) Које је лучпа мера' за угао 

р ~ 49018' 27,53" = 49,3076470? 

49,307647 ..' 
агер = 180 . 3,1415927 = 0,860581. 

Ово је дакле дужина лука, 

р, узев да је полупречник = 1. 

• 
КОЈИ одговара задатом.е углу 

4. Правоугла иоординатна система. За одређИ-
вање положаја тача!{а у равни постоји следеtа метода, 

• 

којом су се први служили францус!{и математичари 

Ферма (Pierrede Fermat" Beaumont de Lоmаgпе 1601 -
Toulouse 1655) и Декарт (Rene Descartes латинс!{и 

Renatus Cartesius, La Науе 1596 Што!{холм 1650). 
Замислимо две сталне под правим углом се!{уЋе. 

се праве линије х' х и у' у. Оне деле раван на четири 

квадранта, а то су простори са. углима хОу, уОх', 
11 х'Оу' И у'Ох. Праве х' х и 

Р.. А 1 у' У зову се координатне 
Г"-__ ~B __ ~p' осе (Coordinaten-Axen, axes 

II 

des coordonnees); права х'х 
х,--,' +-----:::+'~-_ ~X је х-оса (х-Ахе, ахе des х), 

{ј 
а права у' у у-оса (V-Axe, 

• 

ахе des у). Обе заједно, 
рз ш " . 

х- и у-оса, оораЗУЈУ тако-

звану uравоуглуl) коорди-

Сл. 2. натну систему (rechtwin-
kliges Coordinatensystem, systeme des coordonnees rec
tапgulаiгеs). Тачка О, пресек координатних оса, зове 

1) Система се зове правоугла зато што је 4: хОу, таr<Озвани коор
ДИlШЩlln угао (Coordinatemvinkel, angle des coordonnees) прав. у про
ТlIвноме случају, да ;~: хОу није = 901, Rоординатна система је косоугла 

(schiejwinklig, obIique). 
, 
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-се uочетак координата (Anjangspunkt Qd. Ursprung 
дег Coordinaten, origine des' coordonnees). '. 

Положај једне тачке у ма којем од она четири 

«вадранта, н. пр. положај :тачке Р1 ,одређен је одст,О

јањима те тачке од координатних оса, т. ј. дуж има 

ВР1 и АР1. Ове дуж и зовемо uравоуглим координа
тама (recht~vinklige Coordinaten, coordonnees rectangu
laires) дотичне тачке,. Одстојање тачке од у-осе З,овемо 
.аuсцисом (Abscisse, abscisse); одстојање тачке од х-осе 
зовемо ординатом (Ordinate, ordonnee). Апсцису једне 
тачке бележимо у опште са х, ординату са у. 3бог 

тога што је ВР1 -- ОА, АР1 ОВ ми ове дужине 

меримо на дотичним осама: апсцисе на х-оси, а орди- .. 
нате на у-оси рачунајУЂИ и једне и друге од тачке О, 

Ово је разлог зашто х-осу јQШ зовемо и аuсцисном, 

.д у-осу ординатНОJltf. осом. 

Када бисмо хтели да нађемо тачку, чије су ко

ординате х а, у Ь, ми бисмо дакле одмерили на 

.х-оси дуж а, на у-оси дуж Ь и подигли управне У 

крајњим тачкама. У пресеку тих на координатне 

.осе подигнутих управни лежала би тачка, коју тра

жимо. Но осим апсолутних вредности од а и Ь 

(одстојања тачке од· правих x~x и у' у) треба да 
• • 

знамо ЈОШ и квадрант, у КОЈем се тачка налазц. 

Тако н. пр., ако знамо да тачка лежи у четврти, 

која је у слици означена са 1, ми Ђемо дуж а (ап

-сцису) одмерити од О пошав на десно: наЧИНИЂемо 

ОА а. Дуж Ь (ординату) одмеРИЂемо од тачке О 

на . више, Т. ј, напраВИЂемоОВ Ь. Тачка Р1, са 

координатама х а, у Ь, налази се у пресеку 

нормала, Iшје треба ПОДИЂИ у тачкама А и. В на 

координатне осе. 
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. Ако, пак, квадрант, у коме тачка лежи, није по-
, 

знат, но само апсолутне вредности од а и Ь, онда. 

дотична тачка није потпуно одређена, зато што у 

свакој четврти има по· једна тачка, чија су одстојања 

од координатних оса равна а и Ь. Од тога, да ли 

Ђемо дуж а, на х-оси, мерити десно или лево од тачке 

О, т. ј. да ли Ђемо узети а ОА или а ОА / и од 
тога ХОЂемо ли дуж Ь, на у-оси, мерити на више или 

на ниже од почетка О, т. ј. ХОЂемо ли направити 

Ь ОВ или Ь -- ОВ/ зависи коју ћемо. од оне четири 
тачке Р1 , Р2 , РЗ И Р4 добити. Да бисмо уклонили ову 
неодређеност, ми узимамо код одстојања у рачун, 

осим апсолутне дужине, и њихов правац. Тако н. пр. 

измеђУ· дужи ОА и ОА /, које су по њиховој апсо-
• • • •• 

ЛУТНОЈ вредности Једнаке и представљаЈУ ОДСТОЈање 

тачака Р1 , Р2 , РЗ И Р4 од у-осе или измеђУ дуж и ОВ 
и ОВ/, које дају одстојање истих тачака од :х-осе 

постоји разлика у правцу: правац од ОА / је супротан 
ономе од ОА, као што је правац од ОВ/ супротан 

правцу од ОВ. Разлику измеђУ два супротна правца 

можемо да представимо алгебарским знацима + и ' . 
Сасвим је свеједно којем Ђемо правцу придати знак +, 
а којем знак . Али када се веЂ једанпут учини тај 
избор, онда треба остати доследан и дужи, Iюје леже~ 

у супротним правцима навек узимати са противним 

знацима. 

Обично се за положан правац х-осе узима она 

половина, која води од тачке О на десно, а за по

ложан правац у-осе њена половина од О на више. Ако 

рачунамо четврт, која је обележена положним прав

цима координатних оса као први квадрант, а остале 

. будемо бројали од десна на лево, Т. ј. У противноме 
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смислу обртања сатне }{азаљ}{е, следује, према ова}{вим 

одредбама, да је за тачке 

у квадранту Ј П ЈП JV 
апсциса х + + 
ордината у + + 

Тако н. пр. координате 
. 

ћ 
• 

х= +а, у- I Ь тачке Јесу -, , 

" ћ " 
х=-а , у= +Ь, 

" Рз " 
х=-а , у=-Ь, 

" Р4 " 
х- I а -, , у=-Ь, 

" 
А 

" х=+а, у=О, 

" 
А' 

" 
х=-а, у= О, 

" 
В 

" 
х=О, у= +Ь, 

" 
В' 

" 
х=О, у=-Ь. 

(2 

у почетку }{оордината (тачци О) јесте х О и у О. 

Одстојање једне тач}{е од почетка координата З0ве 

се uошега или radius vector (Leitstrahl, rayun vecteur) 
• 

те тачке. Потега вазда се сматра као апсолутна (по-

ложна) количина. И3 слике читамо непосредно 

г2 х2 + у2 или r + v х2 + у2. (3 

Закључак: са погодбом, да координате једне тачке 
• • 

изражаваЈУ ОДСТОЈања те тачке од две под правим 

углом сеКУЋе се праве линије, како по дужини одсто-
• • 
јања, тако и по правцу истих, можемо казати, да је 

положај тач}{е потпуно одређен њеним }{оординатама. 

Свакој тачци у равни одговара да}{ле само један спрег , . 

}{оординатних вредности, као и обратно што једноме 
• 

задатом спрегу }{оордината одговара увек само једна 
-~-" 

тач}{а у равни. 
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и да 

Да 

се 

Примери. 

• 
се КОНСТРУКЦИЈОМ одреде следеliе тачке: 

ћ са координатама Хl = 6,5, Уl =4, 
pz 

" " Х2=-3, У2= 7, 
РЗ " " хз= -7, уз=-3,5 

Р4 " " Х4=9, У4=-6 
• 

израчунаЈУ њихове потеге. 

{\ i 

За тачку P1 

" " 
Р2 

" " 
РЗ 

" " 
Р4 

, 

• 

-6t------~lp 

"",.,', 
2 . 3 .(, ·5 в 7 8 В 10 

Сл. З. 

r 
је тј = v 6,52 + 42 = 

Г2= (32+ 72 -
" -

" 
rз = ( 72 + 3,5; = 

7,632, 

7,616, 

7,826, 

" Г4= ~/ 92+62 = 10,817,· 

5. Позитивни и негативниугли. Сваки угао, био 

он ма какав, можемо замислити да лежи теменом у 
• 

у почетку, а Једним краком у положноме правцу 

х-осе једне правоугле координатне системе. Од вели

чине угла зависи у коју Ђе четврт пасти његов други 
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l{paIC .код оштрих углова пада тај "palz у први ква
дрант, код тупих углова он се налази у другом, треЂем 

• 

или четвртом квадранту, према томе да ли Је вредност 

угла измеђУ 900 и 1800, 1800 и 2700 или 2700 и 3600. 
Ради краТКОЂе у изразу ми кажемо угао је у првоме, 

другоме, треЂем или четвртом квадранту. 

Служеtи се, горе у чл. 4. датим, појмовима о 
• • 

координаТНОЈ системи можемо постаЈање углова, о 

чему смо говорили одма у почетку чл. 1., да опишемо 
на овај начин. Узев положан правац х-осе као сталан 

I<рак угла, ми замишљамо љегов други крак да се, 

пошав од Ох, непрекидно и у једноме смислу обрhе 

око почетка координата. Нама је остављено на вољу 

да изабере!'liО смисао, у коме покретан крак описује 

угле. Но с обзиром на избор, који смо учинили у 

прошломе члану односно позитивног правца х- и у-осе 

и с обзиром на бројање квадраната од десна на лево, 

сасвим је природно да останемо при погодби, коју 

смо већ учинили у чл. 1., а то је да се. обртање 

замишља од десна на лево или дакле у противноме 

смислу кретања сатне казаљке . 

.када једанпут утврдимо, да 
• 

се угли рачунаЈУ од 
• • 

десна на лево, онда Је сасвим логично, да угле, КОЈИ 

постају обртањем . у противноме смислу, сматрамо 
• • 

као противне онима, КОЈИ постаЈУ на горе означени 

начин. Очевидио је смисао обртања од лева на десно 

тако исто противан смислу обртања од десна на лево, 

яао што је правац позитивне х-осе противан правцу 

негативне половине х-осе или обратно. 

Узев, дакле, да угли расту од десна на лево сле

дује да у противноме смислу они мораЈУ опадати. 
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Тако н. пр. -1:-АОВ 'д постаје обртањем од десна 
на лево покретнога крака из положаја ОА дО поло

жаја ОВ. Замислимо сада да се крак ОВ враћа натраг 

!I у противном смислу (од лева на де

ено); . угао опада и постаје најзад 

= О, када се ОВ буде поклапало 

са ОА. Ако то обртање проДужимо 

и даље добиtемо угле, Iшји су про-

Or-:;:'-----f.=--,ac тивнога знака са углом а. У кратко: 
А 

Сл. 4. 

• 
ако претпоставимо, да. Је смисао 

обртања од десна на лево позити

ван (смисао растења), онда морамо 

њему противан смисао од лева на 

десно сматрати као негативан (смисао 

опадања). Тако н. пр., ако је по апсолутној дужини 

лук АВ' раван луку АВ има се ставити -1:- АОВ' =-

-1:- АОВ а. 
б. Опште деФиниције тригонометриских Функција. 

Узмимо (ма какав) угао АОВ· u. и спустимо ИЗ про
извољне тачке Р крака ОВ нормалу PQ на крак ОА. 
Тиме смо добили три дуж и : 1) одстојање тачке Р од 
темена О, т. ј. дуж ОР, 2) нормалу PQ и З) одсечак 
OQ, који та нормала чини на краку ОА. ДОК величина 
самих дужи ОР, PQ и OQ зависи од избора тачке 

Р, размере образоване из двеју њих зависе, пак, је-
• 

дино од угла и за исти угао имаЈУ константне вред-

ности у ма коме одстојању од темена О' узели тачку 

Р. Ове размере, којих има шест, као количници из 

два имещшана броја, изражене су неименованим бро-
• 

Јевима и зову се шригономешриске или гониомешриске 

функције (tгigопоmеtгisсhе od. goniometrische Funktio
пеп, Kreisfunktionen; fonctions сiгсulаiгеs) дотичног угла. 
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Под СИНУСОЈ'Л (sinus) угла АОВ разумемо 'размеру 
из нормале PQ и дужи ОР. То се бележи овако 

PQ 
sin АОВ =ОР. 

](ОСИНУС (cosinus) угла АОВ 
сечка OQ и дуж и ОР. То се 

• • 

Јесте количникиз од-

означава 

OQ 
cos АОВ =- ОР . 

Тангенша (tangens) угла АОВ је однос измеђУ синуса 
и косинуса тога угла или размера нормале PQ према 
одсечку OQ. У знацима 

sin АОВ PQ 
tg АОВ =cos АОВ = OQ· 

Реципрочне вредности ова три I<оличника јесу ко

шангенша (cotangens) или изврнута вредност тангенте 

1 cosAOB OQ.· 
cotg АОВ =tg АОВ =sin АОВ =PQ' 

секанша (secans) или изврнута вредност I<осинуса 

1 ОР 
sec АОВ .~ cos АОВ =PQ; 

косеканша (cosecans) или изврнута вредност синуса 

cosecAOB = 1 =ОР 
sin А О=В= PQ· 
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Е 

о( 

о А 

.В 

Сп. .5. 

и пошто ове количине, као што ВИДИМО,· зависе 
• 

на некакав начин од угла на КОЈИ се оне односе,. 

тако да свакоме углу одговарају одређене вредности 

тригонометриских функција, а и обрнуто задатим 

вредностима ових може да се нађе кореспондирајуtи . 
• • 

угао, то Је Јасно да се место углова могу да заведу 

ове количине да би се рачунски довеле у везу стране 

са угловима једне фигуре. 

Да бисмо горње дефиниције простије формули

сали, а у исто време и боље прецизирали тригоно

метриске функције у погледу њиховог ... алгебарског 
знака, узеtем.о теме О за почетак координата, крак 

ОА као позитиван правац х-осе једне правоугле 

координатне системе. Сада имамо ова краЂа означења 

OQ х, PQ =--= у, ОР = r . 

и дефиниције тригонометриских функција угла lJ.-

= 1: АОВ гласе 
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. 

. = у stn tJ. r 
r 1 rosec tJ.. -~ . • 

• 
у Stn tJ. 

х cos tJ. = --
r 

r sec tJ. = 
Х 

1 
cos tJ. (4 

tg tJ. -- У 
х 

= 
• stn tJ. 

cos tJ. 
х 

cotgtJ. = = 
у 

1 
tgtJ. 

7. ДеФиниције тригонометриских Функција ОЦЈтрих 

углова. Применимо опште дефиниције тригономе

триских функција специално на оштре угле. У томе 

случају координате тачке Р и њена потега, односно 
полупречник,образују један правоуг ли троугао у I{QMe

је полупречник r хипотенуза, апсциса х и ордината у 
катете, а овој nоследњој супротни угао а онај оштар 

угао, који 'расматрамо. Пре'ма горњим дефиницијама 
. . 

следује да је за оштар угао tJ. његов 
< . . . 

сину с раван' размери . супротне катете наспрам хи-
• 

потенузе; 

косинус размераналегле катете наспрам хипотенузе~ 
• . '. . - -

шангенша, а то Је количник И3 синуса и косинуса~ 
• 

јесте размера супротне катете наспрам налегле; 

кошангенша (или изврнута вредност тангенте) то је-
. . 

размера налегле наспрам супротне катете; 

. секанша (изврнути косинус) јесте размера хипотенузе 
наспрам налегле катете; 

. косеканша (изврнути синус) 
наспрам супротне катете. 

• 
Јесте размера хипотенузе 

8. ОДНОСИ измеЂУ тригонометриских Функција ком-
плеlYiентних углова. . И3 правоуглогатроугл'а Аве, 

• 

Тригонометрија 2 

. 
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а на' основу -у nоследњем члану ИСК(}Э<lт,кх &qt:ф;IШ!1!'JJt-
• 

-ЦИЈа, • читамо 
, 

в 

а 

. ' 

, э· С 

,Сп. 6 

а 

с 
= sin у. --- cos /?,' 

Ь 

с 

а 

Ь 
'," fg и.." , cd:g ~., 

, ' , 

, ' 

Ь 

а 
=cO'fgu.. ,tgf?-,.', 

с 
=' sec (Ј. --c@,s€{(' ~,. 

Ь 
. -. --

с =' cO'sec u. _~ s:ec@ .. , 
а 

Џошто су угли ('I.И ~ комплементни: а. + р 9(0) 
, . "" , 

13 900 ('1., то можемо горње односе, да напишемо' 

sin а. = cos (900 - ('1.), cos u. ~= sin (900 - а.), 
, 

tg а. cotg (900 ('1.), и обратно cotg а. -- tg (900' (1), 
" . - , . 

sec ('1. cosec (900 а.), cosec и. --' sec (900 (1). 

То значи да су синус, ТаЈЈгента исеканта оштрога 

угла ('1. равни I(ОСИНУСУ, котангенти односно косеканти 

Rомплементнога угла 900 ('1. и обратно. Ово је узрок 

зашто се последње три функције зову кофушщије( СО'

Functionen) првих трију. Соsiпus је скраЂеiю одсот
'plementi sinus, cotangens од compl~menti tangens, cose
cans од complementi secans.1) 

. ' 1) Ова скраЋења завео је ЕdmШld Gunter (Hel'efordshire, 1581 _ 
London 1626). в. М. Marie. Нistoire des Sciences Mathematiques etPhy-
s'ques. Тоmе 11!. pag. 184. " , 



:зато 

Примери. 

1) sin(450±~)=cos(450+~), 

tg(450 +~) = cotg(450 + ~), 
sec (4~? +~) =:= cosec (450 + ~), 

што је 450 + ~ = 900 ~ (450 ± сх.). 
2) sin 450 = cos 450, 

tg 450 = cotg 450, 
sec 450 = cosec450,· 

јер је 450 = 900 ~ 450. 

3) sin 30(1= cos 600, 
ta300 = соtgБОО и 
ь ., 

sec 300= cosec600, 
!rIошrо је 600 = 900'- 300. 

• 

cos 300 = sin 600, 
обратно cotg 300 = tg 600, 

cosec 300 = sec ба, 

4) sin 27042', 18,3б'~ ==; cos 62017'41,64", 
, " -

tg 270 42' 18,36" = cotg 620 17' 41,64" , 
sec 270 42' 18,36" =cosec 620 17' 41,64" 

, 

:и обратно, јер је 620 17' 41,64" = 900 - 27042' 18,36". 
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9. ГраФичко предстаВЈЬање тригонометрисиих Фуни-
, , 

\Ција. \ l{ОЛИЧНИЦИ,са којима смо се горе,' упознали 

,ПОД именом тригонометри

·СКИХ функција, могу да се, 

на врло прост начин, гра

.фички представе у виду ду

жио Нека је '9::: АОР , и . .за-
" 

дати угао, а њему компле

ментни угао вор 0значимо 

са р, дакле и. i-13 900. 
Опишимо иа темена (по

четка координата) О круг 

.са полупреLIНИКОМ ОА 1. 
Координате таЧI<е Р ,јесу 

N 

в 

в 1----

о 

Сл. 7. 

, . , . 

2* 
• 
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х OQ = RP и у . QP OR. На основу горњих де
финиција, а имајуhи у виду да је овде ОР 1, следује 

, , " , 

sin (Ј. = QP -- OR ,'"cos [3, 
, 

cos (Ј. OQ =Н Р °iin р. 

Подигнимо У таЧI<ама А и Б управне на ОА и ОН, 

'а то су ДИРI<е на 'I<PYf у дотичним Тачкама. Оне ће 
сеhи продужење полупречника ОР у таЧI<ама С и D~ 

И3 троугла ОА С, у коме је ОА 1, читамо 

tg (Ј. = А С = cotg[3, 
sec (Ј. ОС cosec [3, 

а из троугла ОБD, у I<OMe је ОБ = 1, следује 
, 

cotg а. = БD =-= tg [3, 

cosec (Ј. OD sec [3 • 
• 

• 

Последње четири фующије може1\iО joLЏ другојачd' 

да представимо, I<ад у тачци Р повучемо дирку на I<Pyr. 
Нека су М и N тачке пресека те дирке са х- и у-осом .. 
И3 правоуглих троуглова ОРМ и OPN, чија је I<aTeT3, 
ОР 1, добијамо . 

tg (Ј. РМ -- cotg [3, 

sec (Ј. -- OMcosec (3, 

cotg (Ј. -- PN =.= tg [3, 

cosec а. ON secp. 
• 

Примедба. Пада у очи, да геометриски значај линија, за које смо показашг 

да представљају тригонометриску тангенту и секанту једнога угла,.. 

објашњава и саме називе тих функција. О постанку речи siпш;. 

незна се ништа позитивно. Но, ПО свој прилици, БИЋе да је нај-
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вероватнија хипотеза, коју даје париски оријенталиста Мунк 
(Munk). По истој се порекло речи sinus води од санскритске речи 
zрш или џnва, коју су арапски астрономи усвојили претворивши 

је у џn6а, а после-у;,џаn6, које (на арапскоме) значи уреа и заЛnв. 
Плато од Тnsолn,(Рlаtо уоп Тјуоli od. Plato Tiburtintls у првој 
половини Х!I века), преводилац извеснога списа о кретању звезда 

. од знаменитог арапск6г астронома Мухамеда Ал6атегна (Ми
hammed Ьеп Geber назван, по месту роljења Battani, Albatani 
или' Albategnit!s, 850-928), превео је џаиб са sinus, које' на латин
скоме има исти значај, који и. реч џаиб на арапскоме. На тај 

начин је Плато од Тиволlt први завео Ti\j научни израз.!) -. , 

Тумачење, по коме је реч sint!s постала' из s. јп.~ скраЋења од 

semissis inscriptae (половина тетива), т .. ј. као израз за половину 
, . 

тетива рр (В. сл. 7), које одј'овара двоструком средишном углу 
2", сматра се само као вешта играречи, чиме је француски 

математичар Годен (Louis Godin, 1704-17IЮ) покушавао да об
јасни порекло тога научног термина.2) 

Примери .. 

Ј) Да се конструише sin, cos, tg и cotg" за угао rJ. = 520 

1 

2) I{онструисати угао 

.;zo 

-1 

Сл. 8 . 
• 

• • 
за КОЈИ Је 

• . - 1 ' • 

1) Maritz Cantor. V cirlesungen iiber Geschichte der Mathematik. Erster 
Band, pag. 632. Leipzig 1880. 

2) G е о r g S i т о п 
pag. 369. Leipzig 1823. 

к 1 й g е 1. Mathematisches Worterbuch, Vierter 7;hei,l, 
. , 
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а) sin"-= ~, Ь) cos,,-=;, .. с) tg"-=4, 
5 

d) cotg"- = з -
• 

СА..90,. 

3 

• 

и.9 с. .м. 9d.. 

4 
4 

2. 

Својства и односи измеђУ тригонометриских 
функција. .. 

.. -', 

10. Знаци тригономеТРИСКИХ.Функција У" појеАИНИМ1. 

кваАрантима. Због мањеважности функција sec и 
cosec, ми ћемо се у будуtе бавити само тригономе
триским функцијама sin, cos; tg и cotg, за које су, у 

осталом, и таблице искључиво удешене. Отуда што је: 



у 'roвaдpaHTY Ј П ЈП JV 
апсциса х + + 
ордината у + + 

23" 

(8. т:аб.9lИЦУ 2.у чл .. 4.), а на основу општих дефи
RИiЩија под 4. У чл. б. и с обзиром на то,. да ,се 
1ft{)JtlУIП;Речник r има навек сматрати као положна коли-

• 

"!IИн.а" iИ3ЈЮДИМО да Је 

уквадранту 

у " 
-- Т.]. SIПUS 
r . 
х • 

" 
СОSlПUS 

Г 

У 
tапgепs· 

х " 

х 
соtапgепs 

у 
It 

Ј . П ЈП IV 

-t- + 

+ +\ (5 

+ + 

+ + Ј 

11. Крајње вреАНОСТИ тригонометриских Функција. -
Помоiiу СЛИl{е је лако утврдити, да је за угао . 

Ми 

(Ј. од ОО 900 

х ~- г О 

у = о г 

. 

1800 2700 3600 
• 

-г ·0 г 

о -г . о . 

. закључујемь • 
отуда, да Је за 

1800 
• 

(Ј. ОО 900 . 2700 3600 
. , 

• 
о .. 1 О 1 О sm (Ј. 

cos (Ј. 1 О 1 О 1 
tg (Ј. О +00 о +00 о I 

cotg (Ј.. о 
--

о . +оо) --+- оо +00 I . 

(6 

(7 
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Узев само апсолутне вредности, ми· видимо из 

последње таблице да се синус и КОСИНУС креЂУ измеђУ 

О и 1, а тангента и котангента одо па дО оо. ИЛИ 
• 

дакле синус и косинус изражени су ваЗД<1 правим 
• 

разломцима, док тангента и котангента могу имати 

све МОГУЂе вредности. 

Напомена. Из таблице 7 читамо да тангента и 
• 

котангента имаЈУ за извесне угле по две 

бесконачно велике вредности са супротним 
знацима. То долази отуда што се до сваког 
од углова, који се налазе у горњој таблици, 
може ДОЂИ из два разна квадранта: путем 
растења и путем смањивања. Тако н. пр. до 
угла од 900 долазимо или растењем оштрих 
углова (из првога квадранта) или смањивањем 
тупих углова (из другога KBaдpaj-IТa). У првој . . . 
четврти Је тангента положна, а у ДРУГОј 

четврти она је одречна. ПОМI..1Ђу слике врло 
• 
Је лако уверити се,> да су апсолутне вредно-· 

сти ма које тригонометриске функције fЗf1. два 
угла, као што СУ. 900 а. и 900 + u. (који су 
дакле подједнако удаљени од правог· угла:), 
једнаке. 3а тангенту постоји однос tg (900+ 
+- u.) tg ~900 u.), о чему нас слика на 
први поглед уверава. Смањивањем од u. оштар 
угао 900 а. и туп угао 900 + а. све се више 
приближују правоме углу (900), апсолутне 
вредности њихове тангенте све више расту 

и постају најзад (за u. О) бескона'-lНО ве
лике са знаком + и са знаком -". 

На исти начин објашњавамо и остале дво
јаке вредности у таблици 7. Тако н. пр. јесте 
tg 2700 -~ +00, према томе да ли седо угла од 
2700 долази растењем (из треЂег квадранта) 
или опадањем (из .четвртог квадранта). У пр-



. 

воме случају имамо tg 2700-- + оо, У дру-
гоме је tg 2700 оо. " .. И. т. 'д. 

. -'. 

12. Растење и опадање тригонометриски)( Функција 

<'Са мењањем угла. И3 општих дефиниција у Ч1!. 6. 
Ј10ТПУНО је јасно да тригонометриске функције искљу-

. . . f . ,. . 

чиво зависе од дотичнога угла. Тако н. пр. сииус 

угла u. дефинисали смо као размеру управне (орди
нате) PQ наспрам дужине (полупречника) ОР. Тај 

'~оличник, као и сваки други, не зависи од апсолутне 

вредности дељеникове и делиочеве. И3 сличности тро

углова OPQ, ОР' Q', ОР" Q" следује 

. PQ P'Q" P"Q" 
ОР =. ОР' = ОР" 

• • 

и према томе синус угла u. раван Је ма коме од тих 

Ј<оличника. Пошто је дакле сасвим· свеједно у коме 
"ћемо одстојању од темена (почетка координата) узети 
-тачку Р, чије координате одреljују тригонометриске 

.функције угла u., то можемо поменуто одстојање У3~ТИ 

о 0." 

Сл. 10. 

-стално и ставити н. пр. да је полупречник ОР 1. 
:Растење и опадање тригонометриских функција зависи 
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онда. од растења и опадања· координата тачке Р. 
Сииус се управља према ординати у, косинус, према 

апсциси х, а тангента и котаигента према размер и 

координата,. 

. Из слике, или на основу таблице 7 у чл. Ј l.? 
изводимо да са расшељем угла. 

8) 

• 

у к в а Д р а н т у 

Ј п ЈП 

с и н у с 
. . , 

расте опада опада 

од О до 1 од 1 доО одОдо 1 
. 

• 

к о с ин у с 

опада опада расте 

ОД 1 до О одОдо 1 од 1 до О 

т а н г е н т а 

расте расте расте· 

одОдо+оо 0/1 О до+ оо од оо до О 

к о т а и г е н т а 

JV 

расте 

од 1 ДОО 

расте 

ОДО дО 1 

расте 

од оодоО ..... 

опада опада опада опада 

t ОД + оо до О од О до оо од + оо до О од О до ОО. 

НШlOмена. l{oHcTaTyjeMo да мењање (растење m 
опадање) тригонометриских функција бива 
неuрекидно, т. ј. тако д,а функције пролазе
кроз све МОГУЋе вредности, које леже изме~у 
њене почетне и крајие вредности. Тако н. пр. 
мењањем угла од О до 900 пролазе синус и ко
синус !{роз све вредностиизме~у О и 1, а. 
тангента и котангента узимају' све МОГУЋе: 
вредности од О па до ()(). 



1 З. ОДНОСИ изме1ју тригоном.етриских 
нога,. и истог угла. Пре свега, на 

дефиниција, (в. једн. 4 ЧЛ. 6.), јесте 

• sm а. 
tg' а. =. cos'; , 

- '.' 

1 cos а. cotg а. = =. ' . 
tga. sm а. 

Из горњег следује даRле да је 
. - . -

tga. cotg а. = 1. 
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Функција јед--
-

основу самих.. 

(~ 

, Други један врло значајан образац налазим'О, Rад. 
прве две једначине под 4 у ЧЛ. 6., а то су 

sin а. = у , cos а. = Х , 
r r 

подигнемо на I<вадрат и саберемо, и~шјуtи на уму,.. 

да је х2 + у2 =г2 (в. једн.Зчл. 4.). Добиiамо 

sin 2 а. + cos2 а. 1. (Н)-

Речима ИСI<азато гласи: збир квадраurа синусаw 

косинуса једнога и истог угла раван је јединици. Ово,.. 
очевидно, није ништа друго до 'Питагорино правило 

преведено на језик Тригонометрије. 

Помоtу горе наведених образаца у стаљу смо да.. 
изнађемо везу између ма Roje две тригономеТРИСI<е 

фУНI<ције. До истих резултата долазимо пошав од. 

самих одредаба под 4 у ЧЛ. 6. и узев у обзир да је

г2 х2 +- у2. На I<оји било од та два' начина ми до

бијамо изразе, I<оји су сложени прегледно у таблици:. 
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.r ~и. 1 sin u. . V 1 - cos2 u. =----;:,~~== == -;:===:;::0'::' === 
{1 +tg 2 u. (1 "--/- соfg2 џ • 

1 cotgu. 
cos u. ,- ~/1 sin2 u. 

{1 + tg2 u. ( 1 + cotg2 U. 

11) \ •. - .. ' . 

{1 
-

• cos2 U. 1 Sll1 и. 
tgu. == f --

. sin 2 u. cos u. cotgu. ~ 1 , 

. , 

sin2 u. {1 1 cos u. l cotgu.' • • 

{1 tg u. Sll1 u. cos 2 u. 

Од ових образаца обратимо пажњу на ова два 

lIОШТО су, од . честе употребе. 

Примери. У следеfiим примерима дата нам је једна триго

;нометриска функција извесног угла, а траже се остале функције 

.истога угла. 

, . 
1) 

• 

cos У. = 

4 
5 . 4 

tg У. = з' = -3-

5 

. 4 
SlЛУ. .5' 

, 
I З 

cotgY. =4 = 4· 
з 



2) 

3) 

• 
S1l17- = 

4) 

, , 
SlI1 'l. = . ' 

r(S 

t 
3. 

g 'l. = ---;с-
2 

, - .. 

3 

I 

, 2 
cos IJ.= З 

{s 
2 

1 . 
cotgt x = , 

jl5 

2 

2 . I 

1 +(~y (5 

l 
cotg х = -1 = 2. 

-
'<! 

cotgCl. = 3 

2. 
__ о 

(S , I 

. 1 1 3 3 
Sln х = = .. =_. 

. {l ...ј,- 32 V 1 u . cos CI. = {I + 32 = !{'::=I~O 

1 
. tgrl. = з' 

14. СВОђење тригонометриских Функција углова коЈ}1 
'Су веfiи ОД 900 на тригонометриске Функције углова 

ИСПОД 900. Да се тригонометриске функције углова 

преr·{Q 900, дакле углова другог, треЋег и четвртог 

I{вадранта, могу да сведу на тригонометриске функције 
. . . . . 

оштрих углова, т. Ј. углова првог квадранта, пока-

заhемо на следеtа два начина. 
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Први начин редукције. 

Према дефиницији тригонометриских функција (В. 

<-ЈЛ. б.), а с обзиром да се полупречник r може узети 
llРОИЗВОЉНО, н. пр. r ~- 1, следује да· је синус одреf:jен 

• 
{)рдинатом, а !<осинус апсцисом тачке КОЈа дотични 

угао каректерише. . 
Ако је угао у. другом квадранту, дакле измеf:jу 

-900 и 1800, онда се он може да llредстави у форми 

1800 u., разумевајyhи под а. HeN:ar<aB оштар угао. 

Тако је н. пр. lб70-~ 1800. 130 У I<оме је случају 

.(Ј. rзо: Упореf:jујуfiй координате тачке Р2, којој од
говара угао 1800 а., са l{оординатама .тачке Рl, којој 

!припада оштар угао а. (В. сл., 11.) констатујемо да је 
ордината тачке Р2 једнака са ординатом тачке Рl, по 

дужини И по знаку, док је апсциса тачке Р2 једнака 

..апсциси тачке Рl по дужини, али је противног знака .. 
То значи да је 

sin (1800 - а) = sin u. 
cos (1800 u.) _. - cos ci. 

iИ према томе 

tg (1800 - u.) = - tg а. 

cotg (1800 а) cotgu.. 

:Нпр. sill 1670 = sill (1800 - 130) = sill 1 ЗА 

cos 1670 = cos (1800 - 130) = - cos 130 

t 1670 . ·sin 1 670 .. _ t 130 
g соslб70 д. 

'. . cos 1670 
cotg 1670 = siп-lfЈ7о = --: cotg 130. 

АК,о се угао налази у трећем квадранту (измеf:jу 

Ј 800 и 2700), онда се он може да представи у форми 
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1800 + а И тачка Рз, која одређује тај угао има орди

науу и апсцису једнаку са ординатом и апсцисом тачке 

Рl , (угла а у првом· KBaдpaHTY),~ 'али са. супротним 
знаком. То значи да је . 

sin (1800 + а) = - sin u. 
cos (1800 + а) co~a 

tg (1800 + а) tg а 
cotg (1800 -+ а-) cotg а .. 

Нпр. sin 2180 = sin (1800 + 380) = -- sin 380 
cos 2180 = cos(1800 + 380) = - cos 380 

t 2180· sin 2Ј..80 = t 380 
g cos2180 g 

-. 

cos 2180 . 
cotg2180= sin 2180 = cotg'380

• 

Најзад углове четвртог квадранта (између 2700 
и 3600) представљамо у форми 3600 а. Примеtу

јемо да тачка Р4,· ,(ојој одговара угао 3600 а има са 
• 

Рl по дужини jeДHaKeKoopД~lНaTe само што су им 
• 

.ординате противног. ,знака' тако да Је ' 

sin (3600 а.) , • szn а 
cos (3600 а) costJ.. 

tg (3600 а) tga 
cotg (3600 а) . cotg а_. 

Ндр. .. sin З 11 О . siтz (3600 -- 490) = - siтz 490 

cos 31 1 О = cos (3600 - 490) = cos 490 
sin 3110 

tg311 0 = cos·3(JO = - tg490 

cos 311 О 
cotg 3 11 О = . --о = - cotg 490. 

sm 31 1 . 
--

()вим смо добили као први начин редуковања: 
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fквCtдранш· ·П ЈП JV 

/угао 1800 (1. 1800 ~- (1. ·3600 ос 

Ј sinus • • • sm (1. Slll и. sm (1. 

13а) 
1 co~inus cos (1. cos (1. cos (1. 

tg (1. tg а. tg (1. I tangens 
. 

l cotangms cotg (1. cotg (1. cotg ос 

П Ј 

ЈП JV 

Сл. 11. 

Други начин редукције. 

Углове у .другом квадранту можемо да llре,~ста

вим о формулом 900 + (1. (место 1800 (1.) и долазимо· 
до извесне тачке Р" чија је ордината једнака по ду-

жини И знаку са апсцисом тачке Р' у првом квадранту· 

за угао (1. (в. сл. 12.), а апсциса тачке Р" једнаlzа са 

ординатом: тачке Р', али са супротним знаком, тако да је: 
! > 

sin (900 + (1.) ... cos (1. 

. cos (900 + (1.) = - sin (1. 

и према томе 

tg (900 + (1.) = - cotg (1. 

cotg (900 + (1.) tg (Ј •• 



нпр. sin 1670 = sil1 (~OO + 770) = cos 770 
cos 1670 = cos (900 + 770) = - s in 770 

sin 1670 
tg 1670 = cos 1670 = - cotg 770 

1670 - cos 1670 - _ 770 
cotg -. 1670 - tg , 

Sll1 . 

зз 

које се слаже са горњим резултатом да је sin 1670 = sin 130, 
cos 1670 = - cos 130 итд., јер је sin ! 30 = cos 770, cos 130 = sil1 770 
итд. (В. чл. 8.). 

Угао у трећем квадранту може да се представи 

у форми 2700 а (место 1800 + а). Упореljујуhи ко-
Р' " ординате дотичне тачке са координатама тачке 

Р' изводимо да је 

а) cos а 
а) " sm (Ј. 

sin (2700-
cos (2700-

tg(2700 -

cotg" (2700 -
а) cotg а 
а) . tg а. 

Нпр. sin 2180 = sin (2700 - 520) = - cos 520 
cos 2180 = cos (2700 - 520) = - sin 520 

sin2180 - . 
tg 2180 = cos 2180 = cotg 520 

t 2180 -- cos 2] 80 - t 520 
со g - sin 2] 80 - g , 

које стоји у сагласности· са горе добивеним резултатом, јер је 

cos 520= sin 380, sin 520 = cos 380 итд. 

Најзад, ако је угао у четвртом квадранту, онда 

се он може да представи у форми 2700 + а (место 
3600 а) и сравнујуhикоординате тачке Р"!! за угао 

2700 + а са координатама тачке Р' за оштар угао rJ.. 
" " 

заКЉУЧУЈемо да Је 

Тригонометрија з 
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sin (2700 + u.) = - COS rrE 

cos (2700 --f- u.) = sin а.. 
tg (2700 + u.) = - cotga:. 

coig (2700 + и.) -- [к СЈ. • 
. 

Тако нпр. ј,е sirz З 11 0= sirz (2700 + 41 О) = - cos 41 о 

сш З 11 о = cos (2700 + 41 О) = sin 41 о 
sin311 0 

tgЗI1 0 = cos-31 10 = - cotg41 0 

311 0_cos3110 __ 410 
cotg -sin31I o -- tg . 

Ово се слаже са горе нађеним резултатом, јер је cos 410 =sirz 490, 
sin 41 0= cos 490 итд. 

Ми смо овим добили као други начин редуковања 
• 

да Је у 

квадраншу П ЈП JV 
угао 900 -ј-- а. 2700 с/.. 2700 + с/.. 

• 

lЗЬ) 
smus cos с/.. cos и. cos и. 

• • • • cosmus sm а. sm а. sm С/.. 

fangens cotg а. cotg а. cotg С/.. 

cotcngens tg· С/.. tg С/.. tg u. 

л 1 

Р' 

Q' 

JII )у 

Сл. 12. 



Вакључак. Ив свега овога утврђуј,емо за свођење 

;сгригономе:гриских'ФУНlщија углова преко 900 на три
:гономеТРИСf{е фУНf{ције углова испод 900 по првом 
'начину реДУf{овања' правило: замишљајУћи да су углови 

':у другом,. трећем и'ч,етвртом f{вадранту представљени 
у форми 1800' u., 1800 + CI • .. ' И 3600 CI. (са одгова

рајуtим таЧf{ама Р2 , Рз ИР4) фУНf{ција. остаје иста: 

,она не мења име (ако је sin остаје sin, ако је со:; 
.остаје со:; итд.), а знак се управља према квадранту 

у f{OMe се угао налази онако f{aKO је то утврђено 

табличицом 5) у чл. 10. 
По ДРУГШl'l начину реДУf{овања ми замишљамо да 

,су углови у другом, трећем и четвртом f{вадранту 

!Представљени у форми 900+ CI., 2700 u. и 2700 + u. 
,(са одговарајућим тачкама Р", Р'" и Р"II). У овоме 

се случају функција претвара у своју КОфУНf{цију (sin 
у' ce]'s, а cos у sin итд.), а знаf{ се опет одређује према 

}(вадранту у f{OMe се угао налази f{ao што је назна

'Чено у табличици 5) у чл. 10. 

НаUОЈнена. Из таблица 13а) и 1ЗЬ) читамо: 

• sin(1800 CI.) szn CI. 

cos u. cos (3600 CI.) 
• 

tg (1800 I u.) tgCl. I 

cotgCl. cotg 1800+ u.). 

Ми видимо да CBaf{oj задатој вредности си-
• • • 

нуса одговараЈУ по два угла, f{ОЈИ се ДОПУЊУЈУ 

од 1800, тако да ако је један од њих CI., онда 
је онај други 1800 CI •• ]tдноме и истом f{O
синусу одговарају угли CI. и 3600 CI., даf{ле 
два угла f{оји се допуњују до 3600. Најзад за 
,CBaf{y вредност тангенте или котангенте до-

3* 
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бијамо по два угла, I(Оји!.~е ~разликујуза 1800_ 
Познавањем вредности једне тригонометрис~е
функције одговарајуtи угао није, дакле, пот
пуно одређен, јер их има два. 

Ово нам објашњује још и следеtу окол
ност. У таблици 11 имаl'\Ю срество за изра
чунавање осталих тригонометрисках функција 
када нам је дата једна од њих. Тако н. пр. 

;' 

ако позна]емо синус ми налазимо оне остале: 

функције на овај начин 

cos а = {l - sin 2a, 

• sm а tg(J. = --;- , v 1 sin2(J. 

{l sin2a 
cotga = . . 

slГl, а 

Примеtујемо да свака, на основу ових обра
заца израчунат,а функција добија, услед дво-
• 

]акога знака корене количине, две вредности,.. 
• 

• О' ' 

од КОЈИХ ]е ]една положна, а друга одречна. 

И заиста не познавајуtи сам угао, но само 
синус његов, горњи обрасци морају за остале 
функције дати нам ьне вредности, које при-

• • • • 
падг]у свима оним углима, ЧИЈИ Је синус ]еднак, 

а то су угли (Ј. и 1800 а. Таблице lЗ) по-
• 

каЗУЈУ да за ова два угла све тригонометриске: 

функције, осим синуса, имају по две вред
ности са супротним знацима. Према овоме 'у 
прињеру 1 ЧЛ. 1 З' Ј У коме је дато 

. 4 
sm а = 5' 

има да се стави 

З 4 З 
cos се = + -5 ' tg а = -'- з ' cotg а -- + 4 -
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15. Периодност тригонометриских Функција. . Пошто 
'се IZоординате једне таЧIZе Рне мељају, IZад. дотични 
угао АОР (Ј., односно ЛУIZ АР, повеЂамо или сма
љимо за ма IZОЛЮШ (цео) број пуних углова од 360'0, 
-односно целих периферија 21., а знамо да тригоно
меТРИСIZе функције зависе од IZоордината тачке Р, то 
• • 
Је разумљиво, да ]е сасвим уопште 

Р(а. + п· 3600) F(u.) 

F (u.+ п . 2 'it) F ( u. ) , Ј 

'Где F означава ма IZojy од тригонометриских фУНIZција, 
а п произвољан цео број., Уједначини 14), ИСIZазано 

. . 

• ••• 
Је даIZле . значаЈНО. СВОЈСТВО СВИ]У . тригонометриских 
фУНIZција, услед IZojera се оне не мењају, IZад углу, 

.односно ЛУI<У, додамо или одузмемо ма колико пуних 
• 

углова од 3600, односно целих периферија ,2'it. 
ФУНIZције, које своју вредност не мењају, кад се 

• • 
променљиво], од ко]е оне зависе, ма колико пута дода 

или одузме извесна стална IZоличина, зову се uериодне 

{р erio disch , periodique). Она стална количина, IZojace 
лроменљивој може додати или одузети, а да се ф.унк

циона вредност не промени, зове се модуо или амuли

туда uериоде (PeriodicittitsmoduZ, amplitude de la periode). 
Очевидно је једна периодна функција потпуно позната, 

• 
Rада су познате њеневредности у размаку Једне периоде, 

зато што се у ИДУЂој периоди фУНIZционе вредности 
• 

по истоме реду понавља]у. . 
Према горе реченоме изилази да су све тригоно-;

метриске фУНIZције периодне. Њихова општа периода 

је 3600 или 2~. Из таблица 13) У чл. 15. видимо, 
да тангента и котангента; имају краЂУ периоду од . 

. 
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синуса, и косинуса. Док је за ове две последње функције: . 
амплитуда периоде 3600 27t" она је за прве две: 

половина тога, т. ј. 1800 7t". 

Примери. 

1) sin 16420 = sin (4.3600 + 2020) = sin 2020, 
sin 2020 = sin (1800 + 220) = - si11220. 

2) cos 7830 = cos (2.3600 -+- 630) = cos 630. 

З) tg6750 =tg(З.1800 + 1350)= tg 1350, ' 
tg 1350 = tg(1800 -450) = - tg450. 

4) cotg' 2160 = cotg (1800 -+- 360) = cotg 360. ' 

16. Многозначност циклометриских Функција. - НеКа1 
• 

су х и у две променљиве количине, КОЈе, на извесањ 

начин, зависе једна од друге. Ми кажемо, у томе: 

случају, да су количине х и у функције једна од друге., 

Ту везу, коју замишљамо између променљивих х и у,.. 

представиtемо општом (функционом) једначином 

F (х, у) О. 

Ова једначина показује нам, да свакој задатој вред-· 
• • 

ности Једне променљиве одговара Једна или више' 

вредности оне друге променљиве. !{ада бисмо хтели 

да покажемо на који се начин добијају вредности једне' 

променљиве из задатих вредности оне друге, ми бисмо 

горњу једначину а) решили по оној количини, чије' 

вредности израчунавамо. Према TQMe, коју бисмо од 

оне две количине. х или у узели за независно uромен

Љиву, једначина а) добила би један од ова два вида 

у ј (х) 
и 

х 'f (у). 

(lJ 

(С' 



I{од ЕИЏЏ:1 ,Ь) узето је х као независно променљива, 

док ту ЈЛОГУ игра ;IЮД вида с) променљива у. Све три 
фор»е? (1), Ь) :и с), представљају у ствари један и исти' 
алгеб:аРСRИ израз. Вид [Ј) зовемо скривеном или импли

ЦИU1но.м (impHcite), видове Ь) и с) ошкривеном ИШi 

ексfI.J3;U'ЦИШНО.м (e:xpticite) формом функције. 

Две функције, lйкве представљају изрази под Ь) 

и с), који се једино разликују у избору независно 

променљиве Ј{ОШI~ине, ЗОВУ се изврнуше или инверзне 

(inverse) функције. 

Тако н. пр. из 

ах2 bx2y+cy+d О 

• 
слеДУје, кад решимо по у, 

ax2 +d 
у =Ьх2 с' 

а када решимо по х добијамо изврнуту функцију· 

х= 
cy+d 
Ьу а' 

Изврнуте функције јесу 

у аХ и х !og(a)y 
итд. 

Када ово извртање функција применимо на ТРИ-о 

гонометриске функције добијамо такозване . цикло
мешриске функције (cyk!ometrische Funktionen,. fonctions 
circulaires inverses). Ако ставимо н. пр. у sin х, т. ј. 

ставимо да је у равно синусу лука Х, онда је, обратно, 

х лук (arcus), чији је синуе раван у или у знацима 
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х are sin у. Дакле тригонометриској функцији sinus 
јесте изврнута (циклометриска) функција arcus sinus.
Исто тако тригонометриској функцији cosinus јесте 

изврнута функција arcus созiпus. Итд. 

Извртањем следује из 

• • 
обратно 

• 
у -szn х да Је х are szn у, , 
у eos х, 

" " " 
х are eos у, 

у t[(X, 
" " " 

х --- are tg у, 
• 

у eotgx, 
" " " х are eotg у, 

у -see х, 
" " " х - are see у, 

у eosee х, 
" " " х are eosee у. 

Ми знамо да свакоме углу одговара _ увек само 
по једна вредност тригонометриских функција, ДОК, 

обратно, услед периодности тригонометриских функ
ција, једној истој вредности ма које ТРИI'онометриске 

-функције одговарају безбројно много углова. 
I{ада једној задатој вредности независно промен

љиве одговара само једна вредност њене функције, 

онда кажемо да је та функција једнозначна (eindeutig, 
шопоtгоре). Али ако за једну исту вредност независно 

променљиве њена функција добија две, три или више 

разних вредности, онда кажемо да је функција дво-, 

ТРО- или уопште многО31-IOчна (т ehrdelltig, polytrope). 
_ Периодност тригонометриских функција чини, да 

су њима изврнуте, такозване циклометриске функције 

многозначне. 

Отуда што је 

sin х sin (х + 2r.) sin (х -t-- 2 . 2r.) . - ... 

=sin(x-~n·2'it) у 
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• 

'Читамо да Је 

дгсsinу = х, = х + 27:, = Х + 2 . 27С, .... = х + п ·27С. 
, 

Једној задатој вредности синуса, н. пр. некој вредности 

у, одговарају безбројно много вредности лука, а то 

су луци х, х + 27:, Х + 2 . 2it, .' .. Х + П ·27:, од којих је 
најмањи х, а они остали од њега се разликују за 

. -', -

. извесан цео број периодне ампшпуде синуса,. а то 

је 21'С". Ово што смо реклиза сину'с ваши тако исто 
• 

и за косинус, пошто Је његова периодна амплитуда 

иста као и за синус. 

За тангенту и котангенту периодна амплитуда је 

равна 7:, због чега је н. пр . 

.igx tg(x+7:)--tg(х+2·1'С") .... tg(x+n·l'C") у 

.и према томе 

аге tg У = х, = х + 7:, = Х + 2 . 1'С", .... = х + п . 7С. 
17. ТјЈигонометриске Функције негативних углова. -

~Пошто се краци одречнога угла' AOS --- и. покла-
• 

\паЈУ са крацима положнога 

.угла 3600 и., ма какав био 

.угао а, оштар или туп, па 

,дакле и координате тачкеS 
• • 

имаЈУ Једну исту вредност 

,сматрали ми ту тагку као 
• 

,краЈЊУ тачку негативног лука 

,AS И. или као крајњу 
тачку позитивног лука ABS . 
= 2'it а, следује да се три-

.гонометриске фушщије одречнога 

у 

о 

Сл. 13. 

угла tJ. слажу са 
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тригонометриским функцијама угла 36ОО - а. И да је 

према томе, а на основу таблице 13а) у чл. 14. 

r sin (- а) = sin (3600 -- 1'1.) sin 1'1. 

15) 
1 cos ( 1'1.) cos (3600 а) cos а 
I tg ( 1'1.) tg (3600 а) tg а 
l cotg ( а) cotg (3600 а) = - cotg а 

Косинус одречнога угла једнак је косинусу положнога 

угла. Међутим синус, тангента и котангента одречнога. 

угла равни су одречноме синусу, тангенти и котангенти 

положнога угла. 

Примери. 

sin (- 730) = - sin 730 
= sin (3600 - 730) = sin 2870. 

cos (- 730) = cos 730. 
tg(-730) = - tg730• 

= tg(1800 -730) = tg·I070. 
cotg (- 730) = - cotg 730 = cotg 1070. 

11 

ОПШТИ ОБРАСЦИ. 

1. 

Тригонометриске функције збира и разлике 
• 

дваЈУ лукова. 

18. Синус збира и разлике двају лукова. Задатак 

је овај: дати су сину си и косинуси два угла а и pr 
Тражи се синус збира а + р и разлике С/. р. 

Претпоставимо да су угли а и р позитивни иначе: 

ма колики. 

Да бисмо добили sirt (а + [3) положиhемо угао 

? у продужењу угла а и спустиhемо из произвољне: 



43-

тачке Р крака ОР две управне: једну. управну РА
на први и другу управну РВ на други крак угла а_ 

Затим ћемо из тачке В спустити такође две управне 

и то управну ВС на крак ОА и управну BD на нор
малу РА. Имајуtи на уму да је 1: BPD а (зато-

• 

што l<раци тога угла СТОЈе управно 

на крацима угла и.) читамо из слике р 

непосредно 

sin (а + (3) = АР. = AD + DP 
ОР ОР 

=~B +DP 
ОР ОР 

о ""--=---"-А;--"'-' -7ci-----
Сл. 14. 

ОВ . sin а + ВР· cos а 
=, ОР ОР· 

• 

и пошто је 

• 

слеДУЈе 

ОВ 
- - - = cos~, 
ОР 

ВР 
ОР =sin р 

sin (а + ~) = sin а cos р + cos а sin р. 

Образац за синус разлике добиtемо, најлакшеу 
кад у овоме обрасцу за збир заменимо р са ру 

стаВИl\10 дакле 

sin (и. [3) sin а cos ( [3) + cos а sin ( р), 

• • 
КОЈе, услед тога што је 

cos ( [3) cos [3, sin ([3) sin р 

(в. једн. 15. у чл. 17.), води обрасцу 

sin (а ~) ;-- sin rJ. cos Р cos и. sin р .. 
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Овај 'образац можемо доказати и помоtу слике 
iHa врло прост начин. Унесимо угао ~ у угао а, на 

с 
, 

Сл. 15. 

начин како слика 15 ПOl{а

зу је, и извршимо исту кон-
• • 

струкцИЈУ Ј{ОЈУ и горе код 

слике 14, т. ј. спустимо из 

Р произвољне тачке Р крака 

ОР управне РА иРВ на 

А 
оба крака угла а, а из тач

ке В управне ВС и вп. 

Пошто приметимо да је 

.1::: врп . а (зато што његови краци стоје управно 

на крацима угла а) читамо И3 СЛИЈ{е 

. ( Г-i) АР Ап . Рп СВ Рп 
szn а- ј_ =ОР= ОР =ОР -ОР 

ОВ . sin а ВР· cos а 
= ОР - ОР 

• 

и услед тога што Је 

ОВ ВР 
ОР -- cos~, ОР =sin F 

.налазимо, као и горе,' 

sin (а -~) = sin а cos ~ - cos u. sin р. 

Да овај образац за синус раЗЛИЈ{е важи не само 

за р < (Ј., дакле а r > О, но и онда кад је р> а, 

т. ј. (Ј. р <О следује веЋ И3 тога, што се тај обра

зац изводи из онога за синус збира, за који не по-
• • • 

СТОЈИ никаква претпоставка КОЈИ Је ОД она два угла 

веtи, а који мањи. Но ми ·бисмо могли да докажемо 
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то и на овај начин. Пошто смо, ПОМОћУ сл. 15 дока-
зали, да је за СЈ. >~, дакле за СЈ. ~ > о 

sin (!Ј. ~) -- sin СЈ. соsrз cos !Ј. sin ~ 

претпоставимо случај, да је СЈ. <~, т. ј. СЈ. ~ < О. 
Имајуhи на уму, да је сада ~ а. > О, то је," према.

доказатом обрасцу, 

sin (~ СЈ.) sin ~ cos СЈ. cos ~ sin СЈ., 

-одакле, кад заменимо 13 са ~,a СЈ. са - СЈ., добијамО' 

горњи образац за синус разлике. 

19. Иосинус збира и разлиие два,ју лукова. 

Познати су синуси и косинуси два угла СЈ. и ~. Тражи 

-се коси иус збира СЈ. : ~ и разлике СЈ. ~. 

Најбрже ћемо ДОћИ до резултата кад у обрасцима' 
" 

7t 
за си иус збира и разлике заменимо угао СЈ. са 2 - СЈ.. 

Из обрасца за сииус збира следује на тај начин 

= sin ; - (СЈ. -~) 

• 
. '7! 7t 

= sm 2 -!Ј. COS Р + cos :2 - СЈ. sin ~ 

или 

COS (а. ~) = COS СЈ. cos ~ + sin СЈ. sin ~ . 

.из обрасца за синус разлике налазимо 

• I Н .. 

sm ---
2 

- ;3 • I Ј !.. 

=sm :2 .(a.+~) 

= sin ('!' - СЈ. cos ~ - COS _7t - СЈ. sin 13" 
~2 2 
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-или -

cos (tJ, + р) cos а COS ј3 sin (Ј, sin р, 

i<oje нам даје и последњи обрааац аа I<ОСИНУС рааЛИI<е, 
11ШД у њему заменимо р са р. 

16) 

До ових реаултата долааимо још и ПОМОћУ СЛИI<е. 

Из СЛИI<е 14 читамо 

ОА ОС АС ОС DB cos (tJ, + j3)~. - - - = = ----- -
ор _ ОР ор ор 

ов . COS (Ј, вр ·s[n и, 
= ор - ОР 

= COS а COS р - sin (Ј, sin 13. 

'СЛИI<а 15 даје нам 

,Q) ОА. ОС + СА' {ЈС + BD 
cos CtJ, - t-' = ор ор = ор ор 

ов ' COS и, + вр , sin (Ј, 
= ор ор 

= COS а COS р + sin (Ј, sin р. 

Овим смо добили формуле 

= sin а cos р + cos а sin (3 
sin С а, р) = sin а cos i3 cos и, sin р 

{ I cos Са + р) COS а COS р sin (Ј, sin р 
l cos С а [3) COS а COS 13 + sin IJ. sin р, 

I<oje важе сасвим уопште, ма I<аI<ВИ били углови IJ. И ~ . 

. Примена. ПОМОћУ горњих обраааца за синус и 

iI<ОСИНУС збира и рааЛИI<е двају ЛУI<ова лаI<О је извести 
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• 

.{)брасце за збир и разлику од више углова. Тако н. пр. 

Ј<ада ставимо У једн. 1 б) i3 + ј место ~ налазимо 
sin (и. + ~ -1- ј) sin а cos (~ + ј) + cos а sin (~ + ј) 

= sin а COS ~ COS ј sin и. sin ~ sin '( 
+ cos и. sin ~ cos ј -+ cos а cos~ sin ј, 

cos (а + ~ -1- ј) cos а cos (~+ ј) sin а sin (~+ ј) 
-- COS и. cos 13 cos JCOS и. sin 13 sin '( 
- sin и. sin 13 cos ј sin а cos ~ sin '(. 

Одавде, заменом ј са ј + О, могли би смо добити 
.sin (и. + 13 + ј -f- о) и cos (и. + ~ + ј + о) и т. д. 

20. Тангеита и котангента збира и разлмие двају 
,лукова. -- Да бисмо изразили" тангенту збира двају 

лукова помоtу тангената појединих лукова ставимо 
• 

t IJ. . --~ sin (а + ~) = sin а cos ~ + cos а sin 13 
g ( . + 13) cos (а + ~) COS а cos 13 sin u.sin 13 

11 поделимо на десној страни бројитељ 

са cos и, COS ј3, па ћемо добити 

Ј1ЛИ дакле 

sin и. + sin 13 
cos а COS 13 

tg (и, + 13) = 1 _ sin а sil1 р 
cos а cos [3 

t (и. + 13) -- tg и. + tg 13 . 
g 1 tg а tg ~ 

и именитељ 

'Одавде, када заменимо ј3 са -- 13 и будемо имали на 
• 

уму да Је 

tg (13) tg 13 
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(в. једн. 15 у ЧЛ. 17.), налазимо 

ta (и. ~) tg и. tg ~ 
~ t-' 1 + tg и. ig ~. 

На сличан начин изводимо 

_co~J ci. + ~) = cos и. cos ~ sin и. sin ~ 
cotg (и. -f- ~) = sin (и. + ~) sin и. cos ~ + cos u.sin ~,. 

одакле, кад поделимо броитељ и именитељ са sin и. sin ~,. 
• 

слеДУЈе 

= cotg и. cotg ~ 1 
cotg (и. + ~) cotg и. + cotg ~ , 

а одавде, заменом угла ~ са - ~ и с обзиром на . 
• 

то да Је 

cotg ( ~) = - cotg~, . 

_ ,Q) = cotg и. cotg ~ + 1 cotg (и. t-' cotg ~ cotg 1]. • 

Помоhу образаца 

r tg (и. + ~) tg и. + tg ~ 
1 tg и. tg ~ 

17) 

tg (и. ~) tg и. tg ~ 
-- 1 + tg и. tg ~ 

cotg (и. + ~) = cotg и.. cotg ~ 1 
cotg и.. + cotg ~ 

I I cotg (и. _~) cotg и.. cotg ~ + 1 
t . cotg ~ cotg и. 

у стању смо да нађемо тангенту и котангенту збира. 

и разлике два угла, када су нам познате тангенте и-
• 

котангенте ПОЈединих углова. 
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Примене. ,', 

,AI{O ставимо у једн.' 17) (J.'~' 450, ,а знамо да је 

tg 450 cotg 450 - 1, 

поштО је sin 450 , cos 4.50 (В. пример" 2 :т., 8;) до

БИЂемо 
, ) " " 1 -{"' tg ~ 

, ' ' 

'. ' 'cotg ~1 ,'" 'со(стр. 1 1" 
t (450 _1.-: Р.) ~--- '" 'cotg (450 Il) " :61" Т 

со g " 11" --,cotg~+l' ,',' ',-1" -cotg~l' 
" '., .' -.- - .. - ~ ,- ,,~ - --

2) Заменом угла "'~ca ~ ,-' (-, ујtЩН.' 17) "изводимо 
- . - - - . - . . 

, , 

- . , . . -

t (а + Р. '1 .,) ___tg а + tg ср + )') ,,' 
g 1" Т ј, ,1 -tg(Ј. tg (~ +)'), ' 
- .' '. - . 

- tg Р + tg, ',' 
(ст (Ј. + ' ' 

, " 5' ',,' ltg Р tg )' 
= --

1 . ' t (Ј. tg Р +tg )' 
g ,1 tg ~ tg"j 

или 

t (о: 1_ п _L_ "') __ tg (Ј. + tg ~ + tg )' tg СЈ. tg ~ tg "С 
g . 1" Р I ј 1 tg (Ј. tg Р tg Р tg "( tg )' tg (Ј. . 

cotg (СЈ. + f3 + Ој) = cotg (Ј. cotg (р + аО 1 
cotg (Ј. + cotg (~+)') 

- - - . 

cot (J.cotg ~ cotg"( ,1 , 1 
,gcotg ~ + cotg"( 

--:--
. " t' '- + cotgpcotg r >1 ,'. 
со g (Ј. ,----
, , ' " " 'cotg~+ cotg Ој , , 

или . - - - . . 

coto' «(Ј. _1 -3 _!_ ,,) __ cotg (Ј. cotg i3 cotg ј cotg (Ј. cotg Р cotg~ 
ь r I I I cotg СЈ. cotg i3 + cotg i3 cofg ј + cotg ј cotg (Ј. -

ТРИГОИОh\етрија 4 
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На сличан начин добили бисмо обрасце за 

tg(a-+~+j+a), cotg'(a+~-~'(+a) и т. д. 

2. 

Тригоно.метриске функције двоструких 

и половљених лукова. 

21. Тригонометриске Функције двоструких лукова. -
Дате су тригономеТРИСI<е фУНI<ције ма I<aI<BOr угла. 
Траже се тригономеТРИСI<е ФУНI<ције за ДВОСТРУI<И угао. 

Ставимо у горњим обрасцима 16) и 17), I<оји нам 

дају тригономеТРИСI<е фУНI<ције збира' двају углова, 

да је а ~, па ћемо добити непосредно следеtе обрасце, 

у I<ојима су ТРИГОНQмеТРИСI<е фУНI<ције ДВQСТРУI<ОГ 

угла изражен е помоtу тригономеТРИСI<ИХ фУНI<ција 

простога угла: .". 

18) 

• 

( sin 2а. ,о - 2 sin а cos и. 

. , 
Ј 
) 
I 

cos 2а cos2a sin2a 

tg 211. C~-= _ 2 tg а. 
.1 tg2u. 

'cotg2a. 1 
I cotg 2а. -- . ! 2 cotg 11. 

AI<o У оним истим једначинама 16) и 17) за тригоно
меТРИСI<е функције збира двају углова ставимо ~' ~ 2а 

и заменимо онда, на основу на1јених образаца 18), 
тригонометриске функције двоструког угла њиховим 

вредностима добиtемо обрасце 

sin 311.--= 3 sin а cos2a siпЗ 11. -- 3 sin r:J.. 4 siпЗа . 

cos 30: -.,- соsЗо: 3 sin2a cos а '- 4 соsЗu. 3 cos о: 
, 



51 

З fg и. tgЗа tg Зu. у --- ---"'-------::--,-.::~ 
1 З tg2a 

cotg За = 
З cotg u. со tgЗи. 

1 З cotg u. ' 
. , 

КОЈИ могу да послуже за израчунавање тригономе-

триских функција трострукога угла иг тригонометри

ских функција простога угла. 
, 

Тако исто могли бисмо наћИ изразе за триго-

нометриске функције четворострукога угла и т. д. 

22. Тригонометриске Функције ПОJlовљених Jlукова. -
Задатак је обратан ономе у чл. 21.: дате су тригоно-

, 

метриске функције извеснога угла, а: траже се исте 

функције за два пута мањи угао. 

Ако у једначини 10) чл. 1 З. и У другој једначини 18) 
а 

чл. 21. заменимО u. са 2' па дакле и 2rJ. са ()., доби-

ћемо те обрасце у форми 

cos2 ~ + sin2 .; 1 

. а . (). 
cos2 -':2:- - szn2 -':2:- --;: cos ()., 

које, када саберемо и одузмемо" даје 

2 cos2 ~ - 1 -f- cos и. 

2 sin2 _(). "-~-::' 1 - cos а. , 
2 . ,', 

, 

4" 
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или 

r 

, 

, СЈ. 

SllZ 2 = 

СЈ. 
cos-= 

2 

1 (1 ) 2 - cos СЈ. 

1 
2 (1+ cos и.),. 

19) ~ а одавде 

1 cos СЈ.. 1 - cos СЈ. sin u. 
---- --- -~.'._-'- = ~-

1 + cosu. . sin СЈ. 1+ cos СЈ. 

u. .' ,cotg 2 =-l .. .. 
Ј + cos u. = l-f--СЈ!.s СЈ • . -'-- ~._s_i....;n __ ,u._ 
1 cos СЈ. .• sin сЈ. . .. Ј cos и.: 

- - -,' 
. ' 

"о ~ _ ' , , . - . , - . 

Из ових образаца видимо дазд једну. истувред-
- - .. .. . . --,. .-

ност од cos u. потичу за сваку тригонометриску функ-
- . - . - . - -, . . - - -, . . , . _. -

цијУполовљенога·· угла увек две вреднЬёти, које су 
сулротнога зна,ка, Ми тумачимо то на O~qj начин. 

• - - • "о -. • '. 

Пошто нама није познат сам угао сЈ., но његов коси-

нус, а знамо да једном и истОм· косинусу . одговарају 
безбројно много углова, јер је cos СЈ. с= cos (3600 и.) 

- cos (3600 + а) . cos (3600 I 3600 -г и.) , . , , , то је 
појмљиво да обрасци 19) морају дати све оне вред-

• 

ности тригонометриских фУНlщија половљенога угла, 

које одговарају половини углова а, 3600 а, 3600 + СЈ., 
I • СЈ. 7200 т а, ' . , , ,т. ј. које припадаЈУ угловима 2' 

1800 'и. 1800 -Ј-- сЈ. 3600 + u. . . , " КОЈ' И као што 2' I 2' , 2' , , 

показују таблице 13) У чл. ] 4., заиста дају за сваку 
тригономеТРИСI<У фУНlщију по две вредности са про

ТИвним знацима. 
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• • 

" ',,23. Продужење о тригонометриским Функцијама по-

лоељеНИХJiукова.' '.,' Синус И косинус половљенога 
• 

угла можемо да изразимо ЈОШ на други начин: место 

косину'сом целога угла његовим синусом. 

На основу једначине 1 О) чл. 13. и прве једначине 

18) чл. 21.. јесте 
• . 'х+ ,и. 1 sm2 - cos 2 -- = 

2 2 

2 
. u. u. . 

sm 2 cos -2 = sm (Ј., 

одаКl1е сабирањем и одузимањем 

.. tJ.+ (Ј.2 1+' sm 2 cos 2 = Sl!l u. 

'.rJ. 'Х2 1 . 
sm - - cos -2 = - smu. 

, . 2 

или 

. u. + u. ,(1 L . sm 2 cos'2 = v· """'г Sl!l (Ј. 

sin _rJ. _ cos СЈ. --- {: 1 - sin (Ј., 
2 ' 2 . ' 

које опет, кад саберемо и одузмемо, даје 

1 "." '1 " ' . 'ј' 
sin ~ = + 2 { 1 + sin u. + 2 {: 1 -

u. ± 1 ,( 1 L' ,1 (-1 --о - I 
cos -2= :2 V -г sm u. -t- 2 V SlП'Х. Ј 

(20 

Ми ВИДИМО" одавде, да сину с 'И косинус лоловље

нога угла добивају по че-:rири вредн(-,,:ти, од којих 
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су две . и две' једнаке, али супротнога знака. Узев 
• 

да угао, од ЧИЈе се половине тражи синус и· I{ОСИ-
• • 

нус, НИЈе познат, но само његов синус слеДУЈе из 

тога што је sin 'Ј. sin (1800 (1.) sin (3600 + 11.) = 
siтz (3600 +- 1800 (1.) sin (3600 + 360 -+- (1.). ... 

, 

да обрасци 20) дају синусе и Rосинусе половине од 

углова (1., 1800 (Ј., 3600 + (Ј., 5400 (1., 7200 +. (1., 

. . . " т. ј. синусе и косинусе углова ~, 900 ~, 

1800 + (ј. 2700 (1.. 3600 + (Ј. •••• ROj' И се своде, 
2' 2' 2" 

како за једну тако и за другу функцију, на четири 
• • 

разне вредности, а то су оне, ROje одговараЈУ првима 
четири угла. 

З. 

Претвараље збира и разлике триг()нометриских 
. функција у производе. 

24. Претварање збира и разлине Авају синуса и НО
синуса у ПРОИЗВОАе. При употреби логаритама уопште 

је од врло велике праю ичне вредности своi)ење збира 

'. и разлике на производе или RОЛИЧНИRе. С тога Ђемо 
ПОI<:ушати да изнаljемо обрасце, у Rојима Ђе збир и 

разлика тригонометриских фунrщија бити изражени 

производима таI{ВИХ функција. 

Сабирањем и одузимањем образаца 

sin (и. + ~) sin u. cos ~ -f- cos (1. sin [3 

sin (и. [3) = sin u. cos ;з cos u. sin ;з 

cos (а. + ;З) cos (ј. COS Р siп u. siп;З 

COS ('Ј. . ~) cos u. cos 13 +- sin (ј. sin ~ 
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(једн .. 1 б LIЛ. 19.) добијамо· 

sin (а. -1- 15).+ sin (а р) -- 2 Si11 а cos 1) 

sin (а. ·-1·- 13)·· . sin (а.- ~) 2· cos а sin [3 

cos (и. (3) + cos (а + (3) 2 COS СЈ. cos ~~ 

cos (а. (3) cos (а + (3) 2 Si11 !1. sin р. 

Ако ставимо овде 

СЈ. -i- 13 = 7, и. - (3 = 'f, 
дакле 

(f; - ,ј, 
f3 = ' , 

2 

последњи обрасци глаСИЂе 

'rr, + ,1 (f; Ф, 1 sin 'J)....L.
1 

sin ,1 = 2 sin т cos..:...· _.~ ::--'-. , 2 2 

(f; + ф 'Ј) Ф • 
. Sll1 (f; sin Ф -- 2 cos:"",,_- . sin • , 

2 • , 2 , 
(21 

'.о 1 ,1 (f; Ф ( 
cos ,1 + cos 'Ј) 2 cos . т '- cos ' 

2 ' . 2 

(f; + ,1 (f; - Ф 
cos ,1 -. COS 'Ј) -- 2 sin • 'si11' _!. , , 2 2 

Да бисмо изразили збир или разлику једнога 
• • 

синуса и Једнога косинуса можемо ДВОЈако да посту-

пимо: или косинус да заменимо синусом компле

ментнога угла или обратно да заменимо синус ко

синусом комплементнога угла. УзеЂемо да је 

cos 'f ± sin Ф sin (900 7) ± sin Ф 
или '. -"" 

cos 'f + sin Ф --- cos'f + cos (900 ф). 



Прва замена своди задатак на један од прва два слу .... 
чаја, друга, замена на један од последња два случаја у 

једначинама 21). Применом тих образаца налазимо 
, " 

--- 2 cos (f) ф' 
450 + ' ,,---', sin 

2 

ф w 
cos (f) - sin tl; :== 2 cos 450 - -,---', -~,!- sin , " 2 _ 

"+'" ф+ф 450' '" ј 

2 

450- ~~+~ 
2 

'--;- 2 sin (f) - w (!Ј -f- W 
450 + ' 2 1 ,cos 450',: ' 2--1 . 

-,О _ _, __ _ 

Примене. ' 

1) Ако у 
будемо имали 

последњим изразима, ставимо rr = ~ и 
, . " ' 

на уму да Је 

{2 
sin 450 -- cos 450 = 2 

добиhе~оове нове обрасце 

~ {- . 
cos r.p -t- sin f = 1/2· cos (450 rr) =~ .. 2· szn (450 -f- rr) 

cosrp sin'Pv2,sin(450 rp)1!2.cos(450+rp), 

одакле опет 

, cos rr + sin rr 
. = tg ( 450 -+ ср). 

cos rr szn 'Р 

2) Делеhи две и две једначине 21) меijусобом 

налазимо , 



sin-r.e + sin Ф = tg r.e +2' "Ф 
cos w +' cos (f) , , 

cos Ф -,cos r.e [ср -f- ф 
sin(f) sin w = g 2 

, , 
• 

, ј 

cosrb COS (f) " , (f) - w 
. '..: !- = tg , i 

'sin 'Е +' sin W 2 , , 

.sin '~, -'- sin w, . rj) ----,-,' r!J 
~--:--:-~--'- == tg , , 
cos ,1; + cos (f) 2 

" , 
. 

cos ,и cos (f), '.D I tU 'Е - W 
т = tg , т т tg.' , 

, COS Ф + cos r.p 2, 2' 
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25. Претварање збира и разлике двеју тангената и 

котангената у производе. 3биру и разлици танге
ната и котангената дајемо вид производа на следеtи 

начин 

sin (f) s[n r!J 'sin ro COS ,1,; + cos '.D sin ,1; tg 'f + tg Ф = _--,':.- -1- '= т , - , , 
. COS rj) cos r!J cos (f) cos ,]) 

1 _. . 1 t 
,'0. - _ , 

_ sin ('f + ф) 
COS '.D cos W ' , . , 

- . . 

cotg r.p + cotg'~ --- cos '.р + cos у =sin У.јЈ COS'f ± cos Ф sin 'f 
sin 'f) sin W ' sin rj) sin W 

1 i ..1 

sin (Ф± '.р) = ._.-
sin r.p sin Ф . 



Одавде, кад одвојимо збир од разлике, следују 

ова четири обрасца 

22) 

( • tg tp +_ tg Ф .sin (rp +-ф) 
COS 'ј) COS ,1; 

I 
) 
) 

I I 

sin (~ ф) tg r.p tgф =-
cos (t COS w 

I . I 

sin (,1; --1-. (С) 
cotg r.p -1- cotg 'f = I I I 

sin (t sin w 
I I 

I sin (,.јЈ r.p) 
I cotg 'f cotg Ф = \ sin (t sin ,Ј.; • 

I I 

у случају да имамо збир или разлику од две раз

личне функције: једне тангенте и једне котангенте, 

поступиtемо онако· исто као у прошломе члану са 

синусом и косинусом, т. ј. ми ћемо ма коју од оне 
. ' . 

. две функције заменути I<офункцијом комплементнога 

угла и начинити. TaI<O обе фУНI<ције једноименима. 

Ставиtемо дакле 

. cotg r.p + tg Ф tg (900 r.p) + tg ф 
или 

cotg r.p 1. tg Ф -- cotgr.p + cotg (900 ф) 

и, употребом горњих образаца, добиtемо 

. cos ((1) tL) 
cotg (t + ta w -- т '-

'1 S I sin '..о cos ,1 
I I 

cotg r.p tg ф cos (r.p + ф) 
sin (t cos ,1 

I I 

Примене. 
"' , . 

1) Кад у последње две једначине ставимо r.p .-. ф 

и применимо образац 2 sin r.p cos r.p -- sin 2 r.p (в. једн. 

18 чл. 21.) добијамо 
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2 cota ф -+- tg ф -::--. -
6 • • sm2w 

• 

cotg' ф , tg'~ :с= 2 cotg 2ф 
I I _ I • 

2) Из једначина 22) следује делењем 

tg 9+ tg Ф _ ... __ cotg Ф + cotg 9 sin (9 + ф) 
t.g· ",.r tg-U; cofg-;l- cotg ф 7-- sin.tl.c, '1). 

i . • I !'\ I ,,,'Ј. i 

tg_~_ј-_tg_ф_ _ __ tg ~~. tg,1 .' 
-. . - - -cot.g· ,.!, =.с= tg 9 tg' ф. cotg ~ + cotg ,} cotg ~ - Ј 

. - -, 
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О И3РАЧУНАВАЊУ ТРИГОНОМЕТРИСКИХФУНКЦИЈА. 

] . 

Вредности ТРИГОНQметриских функција за 
извесне особене угдове. 

26. Тригонометриске Функције УГЈ\а ВА 450 ИЈ\И Ј\ука 
. 

.-. - Из равнокраког правоуглог троугла Аве, у 
4 

• 
коме Је хипотенуза. 

• 

с-= ,/ а2 +а2 == а ,/2, 

следују, непосредно, за угао од 450 или 
• 

'. \" 
лук-

4 
вред--: 

ности тригонометриских фУНlщија 

1 { 2 
sin 450 == cos450 -- ('- = 2 

. .. 2· 
. . 

(23 

tg 450 == cotg450 ' 1. 



tЮ . . 

А 

Напомена. До~ових вредности можемо доЂи и 
. . . 

ЧИСТо раLЈунскимлутем. 
--. . " '" -

, .... 1) узев на ум да је sin 450 о-
А" COS (900 .... ''450) ,'cos 450 следује tg . 

А50 .,CQ!g 450 ],а одавде,И на 
" -,/-" .- .. - -,' -- - -

а основу опште формуле 

.'- __ ," l _ . '" --"---/- tg (1.' 

sin а. = ~';:---,:=~=c=== ". __ / !)ОО : -'о: 
" " -,Ј " 

а " t"f V1+tg 2a.' 

. Сп, 16 .. , 
налазимо 

• 

'. 1 
sin 450 -~ ". о' = cos 450. 

V2 

2) употребом образаца 19) ЧЛ. 22. или 
образаца 20) ЧЛ. 23., када ставимо у истим 
(1. 900; а знамо" ДЕ!' је sin 900 "1, cos 900 'О, 
добијамо ' . 

о 1 '. '.' , . .' 1 ... ' 
sin 450,. . ... z (1 cos 900) = (-' 

~ 2 

cos 450 = 
1 1 
~2- (1 + cos 900) =. -. 

{2 
и т. Д . 

27. ТРИГОНО,метриске Функције углова ОА 300 и ОА 

600 и'лилуиова .. ~ .. и;-> -" Из равностраног троугла. 

Аве, у коме је висина' 

. , 

ћ= 



sin ЗАО :се'" cos 600 '._ 4)' 
, 2 

cos ЗаО ".- sin 600 = {з 
",2 

1 
> (24 

А В tg ЗАО cotg 600 .- ' 
'Гз . а а 

.---1:!-----Јо+--- ~ ----> 

" _,о, 

Сл. 17." " cotg З90 " tg БОО '~-{3:;1 
.' .--'-'-"'-' 

НаnоменСЈ. ~аi.IунСкиМ· путем налазимо вредности 
'триtонометрИс'ких' фунiщија за угао од ЗАО 
(па дакле и за ,комплементн и угао од 600) ре
,щавањем Kyq~e ј~Љlia'1ИlIе:1 КQјУ:ЉQ,9иј.аЈ\\О,ј1.{~да 

28. 

у обрасцу , 
. ' . _., -.' 

' " rI ,'- ", '," "', N 'З' З' '3 SlfJ." , SlJl (1 • . ,SШ , -v~', "о i \ -. -. ' ,с' v.; 

.~_. 0'"_ • 

,(В. ~Ha Iчi~ј5;ЧЈ1.,~2Ј.)стаf3~моГ/·~ЭОО,' ХтО.је .. ; -6' . ; .. , - -о ~ \ ' ' ..', " " .'. ' 

ку на Једначина ' 

1 'Зх 4х3, 

где је х -- sin ЗАО .. Да је х "- ~ заиста корен 
ове, кубне једна~ине увериtемо се када ста
вимо у њу поменуту вредност за х. 

, , 

Тригонометриске Функције· уг лова ад 180 и ОД 
• 

';t 21t 
720 или ЛУКОВClТо и 5 , - Нека јеАВ= а страна 
• • • 

Једнога правилног десетоугаоника око КОЈега Је огш-

сан круг сасрсдиштему (>11' полулречникомг. Из 

Пданиметријезнамо да је страна праВ!1лногадесето-
- '- - - '- ,. - " -. ,,' ,-, 

угаоника геометриска' срединаизмеijу полупре,чнИ!{а 
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описаног круга и раалике иа полупречникаи стране; 
• 

ПОСТОЈИ дакле сраамера 

, 
I 

I ; 
I 

, 

18~'8 , -;/<--, 
I 
I , 
I , ;' 

1 ... / .. , /, 
' ... ' I " '~~t' ! ' , " ,/1го ~ ...... 360\! ... / 

• 
А -------l)------n 

.. ---: --...... -~1-~+ 

Т: а = а: т - а, 1) 
оданле 

а2 +-ат . т2---0, 
, 

'а --.-- -1 -+ (s- . 
2 1. 

Односно двојаког анака + И -
У HaljeHOl\'le иараау за полигон
ску страну а имамо да приметимо 

Сл. 18. да, и ако су анаЛИТИЧН:I1 оправдана 

. оба знака, у овоме. чисто геоме

трискоме задатку важи само знак +, јер узев знак' 
дошли би до резултата, који садржи у себи ту 

неМОГУћНОСТ да је дужина а I;!eta од' полупречника г. 

Иа троугла Аве видимо, на први поглед, из углова, 

да мора бити а< т. Према томе треба дакле ставити 
. , 

, . 

ј;/5 - 1 
а= 2 т . 

• 

Имајуtи на уму, да је ).-- А СВ _ " 3600 36 
r-- 10- О, 

-1- САВ-- 1'-~ СВА -~ 720 и ако из С спустимо управну 
CD на стра"ну А(Ј, уе-лед чегапо~таје 1-= А еD~-1 BCD 

. а "5 ," 1 
= 180, AD -- BD -- 2 - V 4 - ТЈ читамоиа слике 

- ~.----

. 1) ДОЈ(ав. ПОВУЦIIМО АЕ тако да полови угао код А, Посматрањем 

УI-лова вакључујемо, да су троуглн АВЕ И АСЕ равнокраки, дакџе АЕ = 
СЕ = АВ т. ј. = а. Ив ТOI"а ШТО је /::., АВЕ ,~. !':i. АВС (јер Имају једнаке' 
УI'ЛОВ~) следује АС: АВ = АВ : ВЕ ,ИЛИ г: а = а: r - а q. е., сј. • 



sin 180 :.С= 

I~ --~-

720 1/5-1 cos -~ !...-. ---;-. 4 

cos 180 .. - sin 720 .... - 1-

5 1 tg 180 =...с: cotg 720-- ---г====::: 
10+2 5 

-- 2 Г 
'1-5~51) 

r ,~.......... _ ," -v 10+2·/5 -
cotg180oo- tg720=- с-' у ==(5-\-2(5.2) 

ј/5 1 .1 .. ' 
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29. Примене. ПОМОЂУ добивених вредности три

гонометриских фУНIщија за' углове од 450, 300 (600) 
и 180 (720), а употребом образаца за тригонометриске 
функције збира и разлике (једна чине 1 б чл. 19. и 

• 

једначине 17. чл. 20), образаца за тригонометриске 

функције двоструких углова (једначине 18 чл. 21.) и 
..... _--

1) tg2 180 = (~.5 1)2 = б - 2 (~ 
10+2{510+2V5 

/-

(6 - 2 (5) (10 -2 {S) _.-
(10 + 2 (5) (10 - 2 V'5) 

80 - 32 ~ 5 2 r оо 
80 = 1-5 V 5. 

tO' 180 = I( 1 - 3.. '(5-
ь Ј: ·5" 

10 -;- 2 {5- 10 .+- 2 {5 (10 -1 2 ~i5) (6 -+- 2 1/5) 
2) cotg2 180 = г.... = - ." .. 

(1/5- 1)2 6 - HI5 (6 - 2 V 5) (6 -1- 2 V 5) 

. 80 -.- 32 V_5_ = 5 -+- 2 {5, 
16 . 
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. 

најзад образаца за ТРИГОН9}11.етриске функције полов-
,. _"_о ,_. 

љених углова (једначине 19- чл." 22. и једначине20 

чл. 23.) налазимо HOB~ групе вредности тригономе

ТРИСКИХ функција. 

Тако н. пр. 

1) полазеtи од вредности 
- .-

(2 .. 
. " sin 450 ·COS 45° ==" 2 

(В. под. 2~ .УЛ. 26.) изводимо за угао 

лук ;3) 

'. - '. 
.' -

--.- . 
;-----_.-

1800 _= 22..!.О 
8 -. 2 

1 "џ . о 

COS 222 .=. sin 67 ~ = 
1 "1" г 
2(1 + C:OS 4?0) =." 2V 2+V2 

1 о 1 о 1 COS 450 г-
ig 222 --cotg67z " --- 1 '2 - 1 

а одавде опет за угао 

1 
. .--,~ -

2 

sin 450 ,; 

.г-'-------·-~-:---

". 1. f 1 - COS 22 ~ о 
2 ~ 

г • 

2 
• 



-
1 о З о 

cos 114 ~-- sin 78~ _ 

г----

, 1 ( о) 
~ 11 ~L cos 22~ I 
2 ~ I 2 ) 
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и т. д. Продужујуhи на тај начин ми 

вредности тригонометриских функција 

бисмо добили 

сасвим уопште 

1800 ~ 
за уг лове од 2m ,односно лукове 2m ' ако 0значимо 

са m ма кю{ав цео и позитиван број. 

2) из добивених вредности 
Г~ 

1 VЗ 
sin ЗАО = ~2' cos зао '----= 2 

(в. под 24 чл. 27.) налазимо за угао 1800 = 150 
4·З 

[ 1: 1 
tЛУК 22. зЈ 

sin 150 = 

cos 150 

; tg 150 

::otg 150 = 

cos 750--

sil1 750 

cotg 750--
1 

------
(. 

/ 
1 1 г-
2 (1 - cos зао) = 2 V 2 - V З 

( 

1 г 1 
2 (1 + cos зао) 2Ј! 2+VЗ 
• 

cos зао 
2 (з sin зао 

tg 750 = 1 + cos зоо _= 2 +- f~з ) 
sin зао -~ . 1 

1) Оне вредности тригонометриских функција за угао од 150 и угао 
од 750 могли бисмо добити и ПОМОЂУ образаца за тригонометриске ФУНК
ције збира и разлике, пошто је 150 = 450 - зоо = 600 - 450, 750 = 450 + зао. 

Тригонометрија 5 
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Одавде следује даље за 
1800 . о ( 

угао 8, з-::с= 7~ tлух 23·3 

r-- .-----~ 

, 1 о '1 о sm 7е; = cos 82.,,- =---= -
1 1 

/ ? (1 - cos 150) 
. ~ 

1 г . -
---- 2 1/ 2 Ј/ 2 ~f- ,/ з 

.------- ---

·7 1 о '82 1 Q COS . -2 -- SlП 2 = 
..' "1 

/ -~- (1 --ј- cos 150) 
~ 

1 / . r I --

-- 1/ 2 ~.~ I ? -- 11 З 2 JI I ' Ј' .... ј , 

. и Т. Д, Када бисмо и даље овако продужили ми бисмо 
нашли тригонометриске функције за све углове од 

1800 то 
2[П.3' односно лукове 2"', 3 . 

З) Отуда што је 

-~ • 

. "80 1/5-1 szn 1 -----
4 ' 

1 r cos 180= 4 ,; 10 : 2 {5 

• 

(В, под 25 УЛ. 28.) следује за угао 

sin 90 cos 810 --. 
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COS 9() =::: sill 81 о --- } (1 I cos 180) 

н Т. д. Одавде опет изводимо, на исти начин, вред-
1 о 

ности тригонометриских функција за угао од 4-2 и Т. Д. 
1800 ~. 

м сасвим опште за уг ле од 2ш .-5' односно лукове 2"n .. 5· .. 
Обрасци за тригонометриске функције збира и 

. . 

разлике даЈУ нам срества да израчунамо тригоно-

метриске функције углова 150 : 180 -- 330, ,150 + 90= 
= 240 450 180 270 300 180 120 180 150 = , . , , 
= 30 и т. Д., које, опет, можемо да употребимо .qa 
нове комбинације путем сабирања, одузимања полов

љења тих углова. 

КомбинујУЋИ тригонометриске фушщије углова 
1800 1800 1800 
2т , 21"-.--3 и 2"1~-5 ми· их налази~lO за све уг лове, 

. k 1800· . 
који су обухваЋени у општој форми 2-~. з . 5 ' где су k 

и т ма какви цели и позитивни бројеви. Тригонометри-
. . k. 1800 . 

ске фУНКЦИје за основну вредност углова 2П1 . 3 . 5 ,. а. то 

је за угао од 30 2 . ~~o; .5' доБИЋемо, измеђУ оста-
лих начина, и овако, кад ставимо 30 ·180 ··150 

sin 30 sin 180 cos 150 cos 180 sin 150 
. . 

= ~ [( {5 -- 1) 1/2 + {3 Ј/ 1 О + 2 vst/ 2 . ,/з:1 
5* 
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cos 30 --- cos 180 cos 150 + siп 180 sin 150 
-

Тригонометриске фушщије за угао од Ј о наtи

ћемо ПОМОћУ sin 1 о, који добијамо, кад· У општем 

обрасцу , 
sin 3 (Ј.. == 3 sin (Ј.. 4 siпЗ (Ј. 

(В. на I{рају чл. 21.) заменимо (Ј. 1 о, дакле из кубне 
• • 

Једначине 

4 sin3 1 о 3 sin 1 о + sin 30 -- о. 

Пошто будемо. нашли вредности тригонометриских 

функција за '10 лако је израчунати (помоtу образаца 
за тригонометриске функције збира) вредности тих 

срункција за сваки цео број степени. 

2. 
. . 

о израчунавању тригоиом.етриских. функција 

у опште. 

30. На110М81:/а. На основу везе, Iшја постоји 

између ТРИГОf!ометриских функција једног истог угла 

(В. таблицу 11 у чл. 13.) и услед тога што се три

гономеТРИСI<~ ФУlщције тупих и нега1;ИВНИХ углова 

могу да сведу на тригономеТРИСI<е фУНI<ције оштрих 

и позитивних УГЈюва (В. таблице 13 у чл. 14. и таб
лицу 15 у ЧЛ. 17.), израчунавање тригономеТРИСI<ИХ 

фунr.щија свију углова може да се ограничи на· непо-
• 

средно израчунавање свега Једне тригонометрише . ' , , , 

фунн:ције и то само за углове од О до 900. 
Најбоље методе за непосредно израчунавање три

гономеТРИСI{ИХ функција даје нам Виша Анализа. Ми 
• 



69 

ЂемО У следеtе!lll показати једну елементарну методу, 

Iюја је веома практична. 

31. Резултати на којима се оснива израчунавање 

тригон'ометриских Функција. Пре него што изложимо 
један веома практичан. и елементаран начинизрачу

навања тригонометриских функција потребно· је да 

изнесемо извесне резултате, на којима се оснива тај 

начин израчунавања. 

1. Став. Сваки лук у првој четврти т. ј. ОД О па 

']с .Ј- • 
до 2 ве!lи]е од свога синуса, али мањи од тангенте. 

Доказ. Нека је IJ. --- аге АР један лук у првој 

четврти описан полупречником ОА -- 1. 
Тада је PQ =-= sin (Ј., ТА tg а.. Из СЛИI{е видймо, 

на први поглед, да је аге АР > тетива АР (јер је 
тетиво АР најкраЂе растојање та

чакаА и Р), а тетиво АР> PQ, . 
даЮIе у толико више аге АР> PQ . 
или 

"> . 
И. /. sm CL. 

Даље, слика нам показује, да је () 
површина кружнога исечка ОАР . Сл. 19 . 

. 

мања од површине правоуглог троугла ОАТ; то значи 

. ОА· ОА··· 
да Је 2 аге АР< 2-' ТА,одакле, кад скратимо левО: 

ОА . . 
и десно са i- , . агс АР < Т А или 

CL < tg а.. 

ОВИ~L смо доказали горњи став, да је -
у ПРВО] 

четврти вазда 

sin а. < CL < tg а.. 
. . . 

(25 
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2. Став. У нолико се један лук мање разшшује 
• 

.SZn а 
од нуле, у ТОЛИКО Је вредност НОЈЈИ'шика -- при-

. СЈ. 

БЈЈиЖнИјаl. 

Или :опадањем луна а 
,... •• 

од 2ДО 

• 
• 

О н:оличник 
. SlП-(1. 

(вазда < 1) све се више приближује 1 и постаје нај
зад, за бескрајње мало (1., раван јединици. 

Доказ. Из горње неравности 25, над је поделимо 
• • . са sm rJ., слеДУЈе 

rJ. 1 
1 < s--:i'-n (1.-. < -co-·s-o . 

• . или ако Је изврнемо 
• 

l> sma> . - cos rJ.. rJ. . 

Ова неравност, као и она горња, из које смо 

је добили, постоји дакле за све лукове I"J. измеЂУ О 
'4~ 

И 2-' Ar<o замислимо сада да лун (Ј. све више и више 

опада, онда се десна страна последље неравности 

(:г. ј. COS а) све више приближава јединици, т. ј. све 

се више примиче левој страни исте неравности. Нај

зад за бескрајње мали ЛУКrJ. лева и деСН8страна 

постају једнаке и понлапају дакле и оно што је измеijу 

ЊИХ лежало. То значи да је за бескрајње мало I"J..ИЛИ 

26) 
• szn (Ј. 

за rJ. = О НОЛИЧНИК -- = 1 
.ГЈ. 

ИСТО тако доказује се -да је за бескрајње :\!8ЛИ 
• 

лук rJ., Т. Ј. 

27) . за u. == О и количник tg СI •. = 1 • 
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1. 3акључак. Из на послеТЈ{У реченога следује, 
да за бескрајно мале лукове синусм II-ЮГУ да се за

мене самим луцима. Са извесном приближношtiу ми 

смемо и онда да заменим.о синус његовим луком, 

акО је тај лук довољно мали. Грешка, ноју чинимо 
• • 

ТОМ приликом, Јесте у толин:о незнатнир у колино 

је мањи лун. 

Пошто је, по израчунавање тригономеТРИСЮ1Х 

функција, на. начин који намеравамо И3ЛОЖИТИ, од 
• 

врло велике важности да знамо границе у НОЈима 
• 

лежи грешка, ко]а се чини услед замене синуса 

његовим луном, то Ђемо сада приступити испи

тивању тих грешака. 

Ако у обрасцу 

. 2·и. и. 2 и. и. 
sm и. =-= sm 2 cos 2 = tg 2 cos2 2 

• 

на десно] страни заменимо 
и. u. 

tg 2 самим ЛУIШМ 2' 
• 

КОЈИ 

• • 

Је, као што смо показали, мањи од СВОЈе тангенте, 

добиtемо 

. >2 И. '1. •. 1 . '1.) 
Slll и. 2' cos2

2 или sm и. ~> и. - sm2 2Ј . 

Ова се неравност пооштрава, кад на десној страни 

. u. и. 

место sm 2 ставимо 2' 
. u. а.2 

дакле место sm2
2 узмемо 4 . 

На тај начин 

или 

• 

слеДУЈе 

I . '1.21 
sin '1. :=:> '1.[1 - 4Ј 

(28 
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одакле 

Разлика измеђУ лука и његовог синуса или, што 

је исто, (апсолутна) грешка кОју чинимо код врло 
• 

малих лукова узев место синуса сам ЛУК Јесте мања 

од четвртине куба тога лука. Релативна грешка, т. ј. 
• • 

грешка у Јединици дотичног лука Јесте 

а. sin а. ~ а.2 
~ . 

а. , 4 

2. 3а1Сључа1С. Ми знамо да се са смањивањем 

лука косинуссве више приближава јединици. Одре-
• 

димо границе у КОЈима лежи грешt<а, кад косннуе 
• • 
Једнога врло малог лука заменимо Јединицом. 

Заменимо у обрасцу 

а. а. 1 2· а. cos СЈ. := cos2 ''ј - sm2 .. , -- - sm2 -
L.. 2 2 

. а. Ј-sm-- веnом 
2 

29) 

(Ј. 

количином 2' па Ћемо добити 

а.2 
1 > cos (Ј. > 1 - -2-' 

О <~ 1 _ / а.2 , , cos а.,_, 2 . 

Апсолутна грешка, која произилази услед замене 

косинуса јединицом, мања је дакле од половине ква

драта лука. 

Но ми ћемо се још знатно више приближити 

правој вредности косинуса једнога врло малог лука, 
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• • • 

.ако таЈ косинус заменимо не Јединицом, него колн-
а2 . . . . 

чино.м 1 - 2· Грешка, коју тада чинимо, још је далеко 

а2 

мања од -2-· Ставимо у обрасцу 

. 1 2· u. cos а. -~ - sm2 --
2 

• 

на деСНОј страни место синуса његову приближну, 
• 

.али мању, вредност коју нам 

ности 28), на основу I{oje је 

даЈе десна страна нерав-

. а. > а. 11.3 
smi 2-32' 

па Ћемо добити следеtу неравност 

Iа. . а.3 7 -
COS ао < 1 2 t2 32 

или 

cos (ј. < 1 
а.2 а.4 2а.б ..1- __ 
2 I 16 322' 

• 
ХОЈа се гюоштрава, I{адпоследњи, одречан, чланпд 

о о • 

деСНОЈ страни занемаримо и напишемо Је ПрОСТИЈе 

а.2 a.<t 
cos а. < 1 - ! --о 

2 I 16 

ПреtlrШ овоме, и на основу горње неравности 29), следује 

а2 
/' /" 1 _ _ а.2· 2 + (1.1·-6-1,.- •. 1 - 2-~ cos а. ~ . (30 

Апсолутна грешка,. коју правимо, кад место коси-. 
о 

(Ј.2 
нуса' једногамалог лука узм·еi\Ю количину 1 - 2' Maњ.ll 

• 

Је дакле ОД 16· 
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32. Израчунавање ТрИГОtlометриских Функција. Да 

бисмо имали вредности тригонометриских функција за 

све МОГУЋе углове биtе довољно ако изра'~унамо непо

средно само сннус и IЮСИНУС углова од ОО па до 450.1) 
Познавајуtи синус и косинус налазимо и остале ТРИ

гонометриске фУНlЩије, јер је 

sin (Ј. CDS и. 1 tg и. == ,cotg (Ј. --. ._-- ... . , 

CDS а. Slfl и. (g '1. 

1 
sec r:J. = -----

cos (Ј. ' 

1 
CDsec а. =-= -.- .. 

Slfl ГЈ. 

За израчунавање сииус и косинуса уг лова од ОО 

па до 450 у размаку н. пр. од 1 О" до 1 О" потребн!) 
је да нађемо, са извесном приближношtу, sin 101/ 

и CDS 101/. 

Пошто је угао од 1 О" врло мали угао, може.Т\Ю, 

са великом тачношtу, заменити sin 1 О" самим луком 
од 1 О". Грешка, коју чинимо, БИЂе мања од четвр

тине. куба тога лука (В. образац 28 у чл. 31.). Изра
чунајмо ту грешку. Означимо агс 10" --- с. Према чл. 

3. јесте 
',Н.. '1 .. 

8 180 . БО . БО . 1 О --о - 64806' 

које је < 0,00005, дакле 
~3 

~ < 0,000 000 000 00004. 

Грешка се показује,· дакле, тек учетриајестоме де

сетном месту; мања је о. од половине јединице трина-
-• 

Јестога десетног места. 

1) В. 1. прю\ер у 8. чпану. 



75 

Према томе је вредност 

sin 1 ОП == 64 ~oo -- 0,000 048 481 3681 

тачна на 1 З децимала. 

За cos 101/ добиhемо врло приближну вредност 

кад ставимо • 
? --cos 1 Off --,- 1 - 2 . 

_4 

Учиљена грешка је < ;6 (в. образац 30 чл. 31.), т. ј. 

(0,00005)4 ./ 4 . < -,-lЋ <-, ТО19' дан:ле маља од половине Јединице 
. , 

осамнаЈестога десетног места. 

Према томе је вредност 

lf '7<: )2 
cos 10 П 

1 - 2 tб4800Ј = 0,99999999882477847 

• 
тачна на седамнаЈест децимала. 

Имајуhи 'вредности синуса и косинуса за угао 

од 10" лако је·· онда, помоhу образаца за тригоно

метриске функције збира, израчунати синусе и !{О

синусе углова од 1 О" + 1 О" -- 20П, 2011 -ј- 1 о:' ЗОП, 

ЗОП + 10П 

-- 40
П 

и т. д. за све углове у. размаку од 

10
П 

дО 10". Подесне обрасце дају нам једначине 16) 
чл. 19. Из ових добијамо, на врло прост начин, 

sin (а + ~) - 2 sin IJ. cos Р sin (а [3) 
, ' 

cos (а + ~) 2 cos а COS р COS (а [3), 

које, кад стаВИМQ р = 1 ОП и означимо 2 cos 1 ОП - q, 
даје обрасце, 
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аЈ 
r sin (СЈ. -+-1011) = q sin u. - sin(u. -10/1) 

1 COS(CI. -;- 1011) . q cos u. COS (fJ. 1011). 

Одавде, кад ставимо u. = 1 О!!, 20п

, З0
1

', . 
налазимо 

. 20" . 1 011 sm '''"~q sm cos 201' q cos 10!! 

• • , 

1 
sin ЗА 1I q sin 20!! sin 1 О!! . cos ЗО/! q cos 2011 . 101/ cos· 
sirz 4011 q sin ЗО 11 sin 2011 cos 4011 q cos ЗО II cos 2011 

• • • • • • • • • • • • • . • • • . • • . . . 

Зарад бржега рачунања за препоруку је ставити 

q с= 2 р. На тај начин имамо, место горњихобра-

заца под' аЈ, ове једначине 1'" , 

sin (СЈ. -1- 10/1) 2 sin u. sin (СЈ. 1011) Р sin u. 
Ь) (1 10/!) 2 cos (а. 10'/) cos а. -г -- cos а. - р cos u., 

одш<ле, кад ставимо а. == 101.1, 2011, ЗО
II

,. . . ., 

налазимо 

sin 2011 -~ 2 sin 10 п р sin 101/. 

sin За!! 2 sin20!/ - sin 1011 р sin 20'1 

sin 4011 2 sin ЗО!! sin 201/ р sin З0 11 

. . . . . . . . . . . .. . . . . . . 

cos 20/1 - 2 cos 1011 -1 Р cos 1011 

cos ЗОII 

-- 2 cos 20!! cos 1011 Р cos 20п 

cos 40/1 2 cos ЗО!! cos 20/1 Р cos ЗО'! 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

Овде је дакле р 2q . 2 2 cos 10U н RОltlП® 
. €2 

смо узели да је cos 1011 = 1 - _._, 
2. , 

• 

р Z2 0,000.000002 3504. 
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Напомена. Пошто су оне две, горе узете, основне 

вредности за sin 10" и cos 1 О" само приближне, 
то се разуме да исто важи и за све остале 

. вредности до којих долазимо употребом њих 
двеју. И пошто је се бојати да, горе изло

женим наtIИНОМ приближног рачунања, грешке 

не преijу ИЗЕесну дозвољену границу, потребно 
• 

Је од времена на време, у извесним размацима 

(н. пр. у размаку од сваки 90), I<онтролисати 
добивене вредности вредностима које мо

жемо са сваком жељеном таЧНОШћУ добити 

на непосредан начин, као што смо то пока

зали у чл. 29. 
3акључак. Таблице, у којима су за сваки угао 

(у извесним размацима) израчунате вредности гонио

метриских функција тако да и обратно за сваку задату 

вредност једне од тригонометриских функција једнога 

непознатог угла можемо наћИ и тај непознати угао, 

зову се таблице природних синуса, косинуса и т. д. 

У практичним рачунима, међутим, peije се употре

бљавају сами синуси, косинуси и т. д., већ њихови 

логаритми. Таблице, у којима су сложени логаритми 

тригонометриских функција за сваки угао, зову се 

логаритамско-тригонометриске таблице. . 
При срачунавању логаритамско-тригонометриских 

таблица довољно jt: израчунати непосредно логаритме 
• • 

само за синус и lZОСИНУС, Јер Је 

log tg и. -- log sin и. log cos tJ. 

log cotg tJ. log cos tJ. log sin и. -- log tg tJ. 
• 

log sec IJ. log cos tJ. 

log cosec и. log sin tJ.. 





ДРУГИ ДЕО 

НАУкА О ЛОГ АРИТМИМА 

1 

ТЕОРИЈА· 

1 . 

Дефиниције и опште теореме. 

33. ДеФиниције. - Једначина 

у аХ (31 

<:адржи три количине: .1:, у И а. Ако су две од њих 

познате,онда можемо треЂУ да израчунамо. Према 
• • 

томе, КОЈа Је од тих количина непозната, разреша-

вање задатка се врши на један од следеtа три начина. 

1) Ако је познато а и х, једначина 31) даје не-

посредно 

Ми кажемо: 
• 

у Је х-ти степен. од а. 

у је сшеuен (PotclZZ, puissance), а основица (Basis, 
Grundzahl, base), х сщеuени изложишељ (Potenzexpo
пепt, exposant). Радња, помоtукоје налазимо непо-

• 
знату у, зове се сшепенова,ње. 
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чине 

32) 

• 2) Ако је познато х 
31) по а, следује 

и у, онда, разрешењем Једна-· 

i 

а=I/У 

или речима 
• 

а Је х-ти корен из у. 

Овде је а корен (Wurzel, radical), у радиканд 
(Radikand), х корени Иf]ложишељ (~Vurzelexpol1el1t, l'in
dice de Ја racine, l'indice du radical). Радња,којом до
лазимо до вредности за а, зове се кореновање. 

Најзад 

3) у случају да је познато а и у једначина 31) 
разрешена по х, гласи 

33) х log(a) у 
• 

и ми Је читамо овако: 

х је логаришам (Logarithmus, Verhdltnisszahl, 10ga
rithme) броја или логаришманда (Numeras, Logarith
mand, nombre) у за основицу (Basis, Grul1dzahl, base) а. 
Радња, помоtУlшје добијамо х, зове се логаришмовање. 

Логаритам једнога броја (у) је дакле изложитељ 

(х) којим треба степеновати извесну КОЛИЧИНУ (осно

вицуа), па да се добије тај број (у)." Тако н. пр. јесте 

!ogCj) 49 = 2, 

!og(2) 32 5, 
. 

1 
log(4)~ = 

64 
3 . , 

• • 

Јер Је 72=49 
25 32 

" " 
1 

4-3 = 64 И т. д. " 

. Ако је. познат логаритам .:Х једнога броја уза 

основицу а и тражи се. број у, онда се 'то означава 
• 
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тиме што се пред вредност логаритма ставе слогови 

пат log (скраЂено из numerus logarithmi), дакле овако 

у = пит !og(a) Х, (34 
а чита се: 

у је број, чији је логаритам за основицу а раван х. 

Очевидно је последња једначина идентична са 

једначином 31). 
Приметимо најзад да, на основу саме дефиниције, 

• • 
ПОСТОЈе ове идентичне Једна чине: 

(35 

34. 3акључци. Из једначине 

• 

изводимо, непосредно, следеtе закључке. 

у претпоставци да је основица а ма какав по

ложан број различан од јединице (О < а ~ 1) 1) сле
дује да свакоме положном броју у мора одговарати 

извесна одређена вредност логаритма х (која може, 

према случају, бити положна или одречна), док, ме

ђутим, за одречне вредности у-а логаритми х немају 

стварну вредност, пошто положан број а подигнут 
• • 

на ма КОЈИ степен даЈе навек положан резултат и 

неможе, дакле, ни у коме случају бити раван одреч

номе броју у. 

Ако је основица веЂа од јединице, онда логаритми 

расту и опадају у исто време са бројем, т. ј. веЂем 

1) Зато што јединица 
зултат 1. 

ТРИГО!lОl!!еТРlIја 

• • 
подигнута на ма КОЈИ степен даЈе увек ре-

, 

6 
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броју одговара и веhи логаритам и обратно. Лога-
• • 

ритаNl 1е положан или одречан, према томе да ли је 

логаритманд веtl.И или мањи од јединице. У знацима: 

а> 1 • 

х ~> О, 
• 

у:> 1, I за Јесте ако Је / 

I а х "О у 
<..//' 1 <-......... -

36) Ј " " 
" , 

100' I :х х 
ь 

l /00" о-- :'\: . S 

Ако је, напропш, основица мања од јединице, 
. ,..,.,... 

онда логаритми опадаЈУ са растењем оро]а и ооратно. 

Логаритми су положни или одречни, према томе да 

ли је логаритманд мањи или веЂИ од јединице. У 

знацима: 

за 

37) ) 

l 

а < 1 јесте х:> О, 
ax<~O. 

'. 

ако је у.< 1, 

" "у>l 
log х =- х 

/og 0= :::Х:Ј. 

35. Теорема. 
нуле,1) логаритам 

За сваку основицу, различну од 
• • 

основице је раван Јединици. 

ДOI{аз. Отуда 
• 

што Је 

а a 1 
• 

слеДУЈе 

38) !og(a) а -' = 1. 

36. Теорема. Логаритам јединице увек 
• 
]е ра-

ван нули. 

Доказ. Ма који број (различан од нуле) подигнут 
• • 

на нулти степен даЈе Јединицу: 

аО 1, 
1) Зато што је сваки положаи степен од нуле опет нула, а одречаи 

, 
степен од нуле бесконачно веЛИI;а вредност. 



одакле 
log(a) 1 -- о. 

37. Теореме. Нека 
• 
је 

у -- а", 
, 

аХ/ у" У , 
дакле 

х !og(a) у, х' log(a) у', х" 

Из познатих нам правила 

ах 

= а Х-Х/ 
аХ' 

или сасвим уопште 

• • 
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(39 

Х" а ... , , 

log(a) у", .... 

слеДУЈе, кад узмемо код сваке Једначине, лево и десно, 
• 

логаритам за Једну исту основицу а, 

log (у. у' . у" . .. ) --log У + log у' + logy" : '" (40 

'у log -, =logy logy/ 
У 

(41 

log уР =р log У (42 

ч,- = logy 
log V' У q (43 

и сасвим уопште 

6* 
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Речима гласи: 

р 

log уо. __ р log"y. 
q 

једначина 40: логаритам једнога производа раван је 

збиру логаритама његових чинитеља; 

једначина 41: логаритам количника (разломка) раван 
је разлици из логаритма дељеника . (бројитеља) и 

логаритма делитеља (именитеља); 

једначина 42: логаритам једне степене количине нала
зимо кад помножимо логаритам основице те степене 

количине њеним изложитељем; 

једначина 43: логаритам једне корене количине доби-
• 
Јамо l{ад поделимо логаритам радиканда кореним 

изложитељем. 

Ове четири теореме јасно ПОl{азују важност лога

ритама по практично рачунање. Употребом логаритама 

ми сводимо множење и делење на сабирање и оду

зимање; степеновање и кореновање сводимо на МНО

жењеи делење, l{oje опет, l{aA понова логаритмује1'vlO r 
води сабирању, односно одузимању. I{орист логаритама 

лежи, дакле, у томе, што се све сложен е алгебарске 

радње, а то су множење, делење, степеновање и 

кореновање, могу да сведу на прве две основне оне

рације: на сабирање и одузимање. 

Наuомена. Ако ставимо да је q = а\ 

у ах, дакле х - log у, 
• 

онда Је 

yq = аХ+ k ИЩ1· Х + k =log(yq) 



85 

yq? аХ + 2k или x+2k log (yq2) 

уqЗ аХ +31< 
-" x+3k _ .log (уqз)· 

• • • • • • • . • • • . • • • 

yql1 аХ + 111< 

" x+nk- log (yq"). 

Ми видимо, да логарит~и појединих чланова 

геометриске постепености 

у, yq, yq2, уqз, ... yqn 

образују аритметичну постепено ст 

х, х + k, х + 2k, х + 3k, ... х + nk. 

То значи да, ако четири броја у', у", yl// И 
у"!l стоје у геометриској сразмери 

у':у" у'//:у"",-

онда њихови логаритми х', х", xf!/ И х"" обра-
• 

ЗУЈУ аритметичну сраамеру 

х' -'-- х fl = xf// - x" l
' • 

Због ове сраsмерности, у извесноме смислу, 

измеђУ степених количина и љихових изло

житеља ови последљи добили су назив лога

ритма (сразмерници од грчкога ),ОјШ\! однос 

и a.P~-&!10c.: -- број) . 

. Примери. 

1) 10[': (ат ЬП) = loga ffi + Zogbn = т log а +п log Ь. 

q--v а· ЬР \ (q.--) qr- . 
2) log c

f 
)=log Va·bP -lоgсr=lоgVа+ZоgЬР-Zоgсr 

loga 
= - + р log и -- r log с. 

q .. 
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З) 

з 

6 ('52 
Zog 5~ 264 

3 

6 ,ГТ52 1 ( 1 52 
= log5 т ZOgl/ 264 = log 6 - log 5 + з 1оg ~264, 

= log' (2'3) - Zog 5 -ј- -~ (log 15? - log 264) 

=lоg~+Zоg3-lоg5+ }Zog(3'5)- ~log(2'13) 

= .~ (--log2 + 5!og3 -log5 - 4log 13). 

4) ZOg(2)V 8 Ј/8 V 8V~ = ; log(2) 8 + ~ log(2) 8 + ~ !Og(2}8+TkZOg(2) 8 

= ~~ l о (2) 8 = 45 
ј 6 о"" ј 6' 

5} Zog(a2 - Ь2) = Zog[(a + Ь)(а - Ь)] = log(a -', Ь) -;- log(a - Ь). . . 

6) log (~) = 10g·J - log а = - !og а. То значи: .1огариПtш реци-
• • 

прочних количина Јесу Једнаки, али са СУПРОТНИМ знацима. 

2. 

Логаритамске системе. 

38. О избору основице логаритамске системе. Да 

бисмо се, у практичноме рачунању, могли користити 

логаритмима, чија нам употреба указује тако огромне 

олакшице (в. чл. 37.), потребно је њихово познавање 

за све целе 1) и положне 2) бројеве од 1 па ДО извесне 
-

1) Логаритам разломљених бројева добијамо као разлику из лога
ритама два цела броја (в. једн. 41 ЧЛ. 37.). 

2) Код рачунања са бројевима, били они положни или одречни, 

лежи теШКОЂа у савлађивању операција, које са ДОТИЧНIIМ бројевима треба 
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границе. Скуп логарита~ы свију целих и положних 

бројева, за једну исту основицу, зове се логаришаЛ1ска 

система (Logarithmensystem, sуstеше de lоgагithшеs), 
а збирку, у којој су, на извесан прегледан начин, 

сложени бројеви у са њиховим логаРИТМИ!v1а Х, зонеi\lO 

логариmамске mаблице (Lоgагithmепtаје!п, tables de 
10gагitl1шеs). 

Пошто горље, у чл. 37. изложене, теореме важе 
• • 

сасвим уопште за сваку основицу, ко]а Је различна 
• 

ОД нуле и ]еДИIшце, и пошто основица логаритамске 
. ., 

системе иначе НИЈе ни од каквог утицаЈа по краР-ЈИ 

резултат, то· је управо љен избор потпуно произ

вољан, са јединим, веЋ учињеним ограничењем, да 

није равна јединици 1) или нули.2) 

Немајуtи дакле, код логаритамскога рачунања, 

потребе узимати у обзир друге бројеве до само целе 

и положне (такозване природне бројеве), то остаје,. 

да био1О избегли одречне и уображеневредности 

логаритама, да за основицу учинимо избор међу по

ложним бројевима, који су већИ од 1.3) 

У Мате!"vIЮИЦИ чини се употреба од само двеју 

логаритамских система. Једоа од њих има за осно

вицу ирационални број 2,718281828459 .. " који се 

извршити, а то су поглаВIПО р;:щље множеља, делељз, степеноваља и 

кореноваља. Алгебарски зна[{ резултата врло је Л3I,0 одредити и због 

тога можемо, при вршељу напоменутих операција, сматрати С!Је бројеве· 
. , 

као апсолутне количине, т. Ј. узети их све са знако!,\ -;-. 

1) В. примедбу под 1) у чл. 34. 

2) В. примедбу под 1) У чл. 35. 

З) Ако бисмо узели оснuвицу < 1, онџ би логаРНТЮI бројева који 
су веlш од 1 били негативни (В. једи. 37 чл; 34., где стоји да је за осио
вицу а < 1 логаритам х <: О, кад је У> 1). - Степени је;ще одречне осно

вице. (а < О) јесу, опет, преча с.1учају, ПО;lОЖНiI, одреqни И:1И уображеНi!. 
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- -
означава са е и ЧИЈа ]еправа вредност представљена 

збирљивим бесконачнимредом 

е 2 + ~ + __ 1_ i __ 1 _ + I 1 - I •• у беск 
1-2 1-2"3: 1-2-3-4 •• -т 1-2-3' - -п -г . . 

Логаритми ове системе зову се Неuер-ови,1) uри

родни 2) или хиueрболичниЗ) логаритми (Neper'sche, па
tiirliche, hyperbolische Logarifhmen, logaritћmes ш~регiепs. 

Неuер-ови логаритми примењују се поглавито у 

вишим партијама Математике. 

Природан логаритам једнога броја у бележимо 

са log па! у (СI{раћење од naturales), ln у, 19 У или 

просто [у. 

Друга -система логаритама, за коју су удешене 

готово све таблице, којима се при ра9унању служимо, 

има за основицу број 10. Ови се логаритми зову 

Бриг-ови,4) обични или десешни (Brigg'sche, gemeine, 
dekadisclle Logarithmen, logarithmes vulgaires). -

1) Тако названи по шкотскоме математичару Lord ЈоћП Neper (или 
Napier, Lord of Merchiston, Merchiston 1550 - Merchiston 1617), који је 

логаритме пронашао и узео број е за осиовицу. Године 1614. издао је 

Неаер своје таблице природних логаритама синуса и та.чгенте под насловом: 

Mirifici Iogarithmorum canonis descripti о, 
allctore et inventore ЈОћапп Nepero, 

Edinburgi а. 1614_ 

2) Зато што нам се, са чисто аналитичке стране, број е по себи 

Ha~\eћe за основицу логаритамске системе, као што то показује Виша 

Анализа. 

з) Израчунавање површине хиперболичиих одсечака и исечака води 

нас таквима логаритмима. Ово су показали Nikolaus Мегсаtог (латини

. зирано Каијmапп. Holstein 16 .. - Paris 1687) и James Gregory (Aberdeen 
1638 -- EdinbttrglJ 1675) године 1668_ 

<) По енглеСl(о,~е lItaте;,штичару Непгу Briggs (Warley Wood 1556 
- Oxford 1630), који је године 1617_ у своме раду под именом Logarith
mOfltm ClJilias prima завео те логаритме израчунав их на 8 десетих места 
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Бриг-ов логаритам броја у бележи се са log vlllg у 
(скраћење од vLllgares) или просто са !og у. 

ПРИJllсдба. Наведиыо најзад да је, готово у једно време са HeIIep-овим 

и Бриг-овиы радовима, не знајуtи за њих, Швајцарац ]oost 
Biirgi (или Byrg, Lichtensteig 1552 - Kassel 1632) у својима 
Arithmetische l1nd Gcomctrisclze Progrcss Tabulen, Prag 1620 
израчунао логаритме за основицу 1,0001. 

39. Претварање логаритама једне системе у лога
ритме друге системе. Ако познајемо логаритме за 

.ма коју основицу й, онда можемо, врло лако, помоtу 

њих, да израчунамо логаритме и за сваку другу осно

вицу Ь. Нека је х логаритам броја у у системи, чија 

је основица й, z логаритам истога броја у системи Ь, т. ј. 

Х !og(a) у 

:? !Og(b) у, 

дакле 

Логаритмовањем ове једначине добијамо 

х log а = z log Ь 

loga 
z=x~-~ 

logb 

за бројеве од 1 до 1000. Године 1624. издао је Бриг опширније таблице 

под HaCIIOBOM Arithmetica Iogarithmica, у којима су обични логаритми 

бројева од 1 до 20000 и од 90000 до 1000ЈО израчунатина 14 десетнмх 
места. - Празнину, коју је БРU2 оставио у својим таблицама, попунио је 

холандски Rњижар, а у исто Bpel\le и lIlатематичар, Adriaen Vlack израчунав 
логаРИТЛ1е бројева од 20000 до 90000 на 10 десетних места, на основу 

чега је, под скромним насловом другога издаља од Arithmetlca logarithmica, 
Goudae 1628, издао потпуне таблице за све бројеве од 1 до 100 000 на 

10 десетних места, таблице, које су и ДОЦЮlје служиле l,ao основа за све 
друге логаритамске таблице. 
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или узев логаритме у системи а, где је !og ([ 1, 
• 

ПрОСТИЈе 
, 1 

z -- х . 1 (а) Ь . 
" og' 

Нашли смо дакле да је 

44) lор'(Ь) у = !og(a) 11 • . 1_~_. 
s .у !og(a) Ь 

То значи: Ь- логаритам ма, којег броја у 
• 

Јамо кад поделимо познати а- JIогаритам тога 

доби

броја 

са а- логаритмом основице Ь. Чинитељ 1 ~a) Ь' којим og 
треба множитипознате нам а- логаритме да бисмо 

добили Ь- логаритме, зове се модуо (ModulllS, шоdulе) 
Ь- системе у однос на а- систему. Претварање лога-

• 
ритама Једне системе у логаритме друге системе 

врши се кад се познати нам логаритми прве системе 

помноже модуом нове системе. 

На основу једнаLIине 44) имамо за претварање 

;:;,есетних (Бриг-ових) логаригама у природне (Неuер

ове) логаритме и обратно следеhе обрасце 

45) 

f 1 I log У 1 у. По 
< 
I 1 
'[ lу = loo-y . . 

6 loge 
Овде је 

1 
11 0= log е--- 0,434 294 481 903 ... 

модуо Бриг-ових логаритама; 

• • • 

щодуо Непер-ових логаритама. 
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40. Општа својства. Пошто је основица Бриг-

ове системе веЂа од јединице, то знамо (в.· чл. 34.) 
да логаритми расту и опадају заједно са бројем: 

веЂем броју одговара и већИ логаритам. Логаритми 

су положни за бројеве који су већИ од 1, а одречни 

за бројеве I{Оји су мањи од 1. ЛогаРИПilИ негатив

них бројева су имагинарни. 

Из таблице 
, I ЛОГАРНТАМ 

-------1 
::--.:; -~ 1 О оо 

БРОЈ 

• • 

• • 

1 О 000 ---- 104 4 
1 000 103 З 

100 102 2 
10 101 1 

1 100 О 

О 1 10-1 -~ 1 , 
0,01-~ 10 2 2 

О ОО 1 -- 1 0-3 З , 
0,0001 '10-4 4 

• • 

• • 

0= 10-· оо -= 

• 

видимо и то да су логаритми целих степена од 10 
цели бројеви. 

Логаритми свију других бројева, који нису цели 

степени од основице 1 О, јесу ирационалне количине.l) 

1) Под ирационалним ~опичинама разумемо такве l(опичине, ~oje се 
немогу да представе у свршеној фордш (по.~шfiу целих или разломљених 

• 
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. . 

Доказ. Претпоставимо да је логаритам броја у 

представљен рационално у виду 

односно проста броја р и q: 
КОЛИ'-lника из два 

'о!? у =Р-. 
q 

Одавде обратно следује 

р • 

у ~ 1 О q или уЧ = 1 ОР = 2Р • 5Р • 

Ова последња једна'-lина може, пак, једино тако да 
. ...-'. ' 

ПОСТОЈИ, ако Је оро] у састављен само из простих 

бројева 2 и 5, Т" ј. ако буде имао овај вид у 20: . 5~ , 
где су а. И ~ цели бројеви. ]една'-lина тада гласи 

• 

одакле слеДУЈе 

р u.q ~q, дакле u. ~, ~ (Ј .. 

То . значи да је горња једначина могућа само тада, 

кад је број у цео степен од 1 О (јер кад је а. ~,OHдa 

је у 20: . 50: = 1 О"'), У коме случају је log у =Р = це-
q 

ломе броју и. 3а сваку другу вредност од у једна'-:lина 
р 

у 10 Ч постаје неМОГУЂа и према томе, дакле, ло-

гаритам таквога броја у неможе бити рационалан 

рј 

бројева). Њихова rJpasa (тачна) вредност изражена је ЧеСТО једним бес

r.:оначним веРИЖНflМ разломком ИЛИ једним бесRоначним зБИРЉИВИI>l редом' 

у р.ачунима увнма:\!О прибпижну вредност таквих бројева у виду десетних 

раЗПОМaFа. ИраЦl/онални бројеви јесу н.пр. ЛудолфОlJ 6вој '" осношща е 
~ 

НеuеРОВIIХ логаритама, веhи део корених I<опнчнна, н. пр. l' 2 и т. Д. 
, 
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Отуда следује, да се логаритми бројева, који нису 

потпуни степени основице 1 О, састоје уопште из два дела: 
из једнога целог броја, такозване значице или каракте

ристике (Charakteristik, Kennziffer,caracteristique) и јед-
• 

нога чистог несвршеног десетног разломка, КОЈИ зо-

вемо додатком или },:аншисом (Mantisse) логаритма. 

41. Jlогаритми бројева > 1. 
да су логаритми бројева, који 

Пре свега знамо 

су веtи од јединице 

увек позитивни. 

l{арактеристика логаритма једнога броја веЂег оц 

јединице јесте положна и за 1 мања од броја цифара, 
• • 

КОЈе изражаваЈУ цео део У логаритманду. 

Доказ. Нека је у један број, чији се цели састоје 

из k цифара. Отуда што је 

10k > У > 10k
-

1 

k > logy > k 1, 

дакле k 1 карактеристика логаритма броја у. 
Тако н. пр. број 548,73 лежи измеђУ 102 и 103. 

Логаритам тога броја лежи, дакле, измеђУ целих 2 
и 3 (в. таблицу у чл. 40.). l{арактеРИСТИI{а логаритма 

је, према томе, равна 2, т. ј. за јединицу маља од 

броја цифара из којих се састоји цео део 548 зада
тога броја 548,73. 

Примери. 

БРОЈ • RАРАIП. ЛОГ. 

6384,96 3 
·47,324 1 
762 2 

3,4 О 
495127 5 

и т. д. l' и т. Д. 
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3акључак. Ако је логаритам једнога броја по

ложан, онда тај број мора бити :> 1. Из l{арахтери

стике закључујемо колики је број цифара из којих 

се састоје цели дотичног броја: број цифара које 

изражавају целе у логаритманду јесте за 1 веtиод 
карактеристике. Н. пр. ако је карактеристика лога

ритма- једнога броја равна 3Ј онда се цели тога броја 

састоје из четири цифре. Број логаритма са каракте

РИСТИКОlvl О има 1 цифру целих. И т. д. 

42. Jlогаритми бројева <: 1, Ми знамо да су 

логаритми бројева ыањих од 1 негативни. Такав од

речан логаритам можемо да претворимо у други лога-
• • 

ритам, ЧИЈа Је мантиса положна, а карактеристика 

одречна, кад задатоме логаритму додамо и одузмемо, 

у исто време, онај цео број који је за јединицу веьи 
• 

од карактеристике задатога логаритма, т. Ј. кад за-

дати логаритам (његову апсолутну вредност) одузмемо 

од онога целог броја, који је за 1 веьи од каракте

РИСТИlzе логаритма и тако добивеноме резултату до

дамо исти број са одречним знаком као одречну ка

рактеристику новога логаритма. Н. пр. 

- 2,8356904 (3 - 2,835 6904) 3 0,1643096 3. 

Разлику, коју добијамо, кад одузмемо један ло

гаритам од 1 О, зовемо десеШНО,lI4 ДОUУНО]11 (dekadische 
Ergtinzung, complement arithmetique) тога логаритма. 

43. Карактеристика Ј\отаритама бројеt3а < 1. 
Претпостављајytи да су логаритми бројева мањих од 

1 доведени на ВИД, у коме је мантиса положна (В. чл. 

42.), можемо да поставимо следеье правило: 
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l{арактеристика логаритма једнога броја, који је 

мањи од 1, узев тај број у форми десетног разломка, 

јесте одречна и то равна броју нула, . које претходе 
• 

наЈвишем десетном месту код логаритманда. 

1. Доказ. Означимо са у један цео број од k 

Ф О . У . 
ци ара. нда Је -10;<+Р Један десетан разломак, у коме 

пред највишем десетноме месту стоје р -+- 1 нула за
кључно са нулом пред знаком запете. Из неравности 

• 

слеДУЈе 

или 

одакле 

Имајуtи 
• ( означиi'rЮ • 

т) на y;Viy да Је мантиса Је са 
• 

логаритма положан и чист разломак, то Је, према 
• 

• 

log н;+р (р I 1), послеДЊОЈ неравности, т да-I 

. 

кле логаритам.ска карактеристика разломка нЈ+р равна 

- (р + 1), т. ј. одречна и равна броју нула} које, у 
• 

задатоме разломку, претходе на]вишем десетном месту. 

2. Доказ. Означимо, као и горе, са у један цео 

k- цифрени број, 
. у 

дакле са . 10k-'+-p десетан разломак, у 
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коме се пред највишем десетном месту налази р -+ 1 
нула закључно са нулом пред знаком запете. Према 

чл. 41. јесте 

log У (k 1) + т, 
где је т (мантиса) извесан положан и чист десетан· 

разломак .. На основу једначине 41) чл. 37. имамо да је 

log lЈ+р log у log 10НР, 

дакле 

у 
log 10k + p (k 1) + т (k· р) 

= т (р + 1) q. е. d. 

Тако н. пр. отуда што је 10-2> 0,0035 > 10-3)- __ 
дакле 2> log' 0,0035 > 3 (в. таблицу у чл. 40.) 

• • 
3aI<ЉУЧУЈемо да Је карактеристика логаритма десетног 

разломка 0,0035 равна 3. До истог резултата до-
• 

лазимо и на оваЈ начин: 

35 
log 0,0035 = log 1 О 000 = log 35 -log 1 О 000 

=1 +т 4 т 3. 

Примери. 

БРОЈ 

0,000025 
0,0004 
0,00713 
0,038 
0,41 

II{APAKT. лог. 

.-5 
-4 
-3 
-2 
-1 

и Т. д. I и т. Д. 
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НаUО.мена. Одречне карактеристике пишу се навек 

после положне мантисе, н. пр. log 0,0035 
= 0,544 0680 3 или овако 3,5440680. 

Закључак. Ако је какав логаритам одречан ИЛИ, 

што је исто, ако је љегова карактеристика одречна, 

онда је одговарајуhи број мањи од 1. На основу од

речне карактеристике можемо да закључимо са којим 

десетним местом логаритманд почиље, пошто је БРоi 
•• • 

нула, КОЈе сто]е пред на]вишем десетном месту, раван 

карактеристици логаритма. Тако н. пр. ако је каракте

ристика . једнога логаритма равна 2, онда одгова
рајуhи логаритманд почиње са другим десетним местом 

(т. ј. са стотима, дакле овако 0,0 ... ). и т. д. 

Негативан логаритам 4,3826907 има за лога-
• • 

ритманда Један десетни разломак ко]и почиње тек 

са петим десетним местом, јер је 4,382 6907 = 

=0,6173093 5. 

44. Теорема о мантиси логаритама чистих и нечи
стих Аесетних разломака. Мантиса логаритма једног 
целог броја остаје непромењена, кад на десној страни 

задатога броја додамо ма КОЛИКИ број нула. 

Доказ. Додати на десној страни једнога целог 

броја у извесан број, н. пр. k нула значи помножити 
тај број у са 10k

• Отуда што је 

log (10k
• у) k -}- log у 

видимо да се само карактеристика повеhава за k је-

диница, а 

Тако 
• 

што ]е 

мантиса се не мења. 
• 

исто Је лако уверити се, на основу тога 

у 
log10k =logy k, 

Тригонометрија 7. 
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где је k ма какав цеоиположан број, да логари'-
• 

таме ка мантиса остаЈе иста и онда кад логаритманд 

подели мо са. 10k 
• 

• 

Дакле уопште: мантиса логаритма једнога" броја 

.остаје. непромењена када тај број помножимо или 

п одели мо са ма којим целим степеном од 10. 

Или другим речима: логаритми бројева, који су 

представљени једним истим, и по истом реду текуtим, 

цифрама, па били они цели бројеви, чисти или нечисти 

(десетии) разломци имају сви једнаке мантисе. Тако 

н. пр. логаритми бројева 2350, 235, 23,5, 2,35, 0,235, 
0,0235, ... имају сви једну исту мантису 0,371 0679. 

На овоме својству Бриг-ових логаритама оснивају 

се следеtа два важна правила .. 
Прво правило. Логаритам једног нечистог десетног 

разломка налазимо, RaA определимо RараRтеристику 

према броју цифара целих (в. чл. 41.), а за мантису 

узмемо мантису логаритма онога целог броја, који 

произилази из задатог десетног раЗЛОМRа, изоставља

њем знаказапете. 

Тако н. пр. карактеристика логаритма нечистог 

десетног разломка 15,482 равна је 1, а мантиса је 

.она иста која припада логаритму целога броја 15482. 
~и можемо то и овако да представимо 

log 15,482 = log 1~6~2 = log15482 - 3 

="(4+т)-3=1 i т, 
где је т логаритамска мантиса целога броја 15482. 

Друго правило. Логаритам једнога чистог десет

ног разломка налазимо, RaA узмемо мантису логаритма 
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целога броја, који је састављен из истих цифара из 

Ј{ојих се састоји и задати разломак, а карактеристику 

.одредимо према броју нула, које претходе највишем 

.десетном месту (в. чл. 43.) . 
.. , . Н. пр. мантиса логаритма чистога десетног раз

ломка 0,0584:tщентична је са мантисом логаритма 

целога броја 584. Карактеристика логаритма је 2 . 
.ми можемо да представимо то на овај начин 

584 
log 0,0584 = log -104 = log 584 - 4 

~=(2+m)-4 m-2, 

iГдe означава т логаритамску мантису целога броја 584. 
. , 

45. Преимуl1ство Бриг-ове системе над другима 
;логаритамским сист~мама. Из оних, у последња 

четири члана, изложених својстава Бриг-ових логари

-тама можемо, лако, да· оценимо њихову практичну 
;_. . . , 

вредност. Поменута својства, која тако повољно 

одликују Бриг-ове логаритме од логаритама свију 

других система, показују јасно какав је срећан. избор 

учинио њихов проналазач узев број 10 за основицу. 
Подесност Бриг-ових логаритама по практичну 

употребу састоји се у томе што се одре1јивање лога

ритама, како чистих тако и нечистих десетних разло

мака (дакле уопште свију бројева), своди на одреi)ивање 

.логаритамске мантисе за искључиво целе бројеве, која 

{мантиса) је вазда у виду једнога чистог и положног 
десетног разломн:а. Карактеристика логаритма, која 

је, према случају, положна или одречна, одређује се, 

1<ао што смо' већ показали, на врло прост начини 

.због тога она није. ни означена у логаритамским 
7* 
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таблицама. ТаIше таблице дају нам само (положне) 
мантисе логаритама целих бројева од 1 па до извесне 
границе, према· опширности таблице. Изостављањем 

карактеристике уштеђује се простор и таблице . доби-
.. , 

ваЈУ, на та] начин, знатно у прегледности. 

4. 

Израчунаваље логаритама. 

46. О· израчунавању логаритама уопште. З<t 
израчунавање логаритама имамо разних метода. Ме

тоде, које се служе Алгебром, све су, више или мање,.. 

врло споре!). Елегантније и несравњено ({раЋе методе 

пружа нам' Виша Анализа. Од метода, којима се 
, . 

израчунавају десетни логаритми помоtуЕлементарне 

Математи({е показаtемо свега две: ону, којом је се 
. - . - , I _. _ 

служио сам Бриг, а доцније и :8лак (Аdriаеп Vlack). 
• • 

при првоме израчунавању лог~ритама и ЈОШ Једну,. 

која је од· свију елементарних метода најпрактичнија. 

Наведимо овде још и следеtе ... 
-

Пошто се логаритми разлома({а могу, на врло-
. , 

прост начин, да изнађУ из логаритама целих бр~јева,. 

то, разуме се, није ни потребно љих непосредно 

израчунавати.2) Али и израчунавање логаритама целих 

.. 1) у. потврду наведимо да је Брuг,' при израчунавању својих таблица 
за бројеве од 1 до 20000 и од 90000,.до 100000 (В. примедбу под 4 стр. 
88. и 89.). радио са осам ПОМОЂника годину дана. J(lйgel, Georg Simon ... 

-Mafhematisches W6rterbuch, Dritfer Тћеа, pag. 547. 

2) Логаритам једнога разломљеног' броја можеh\О да HaljeMo на двој шс 
начин: било као логариrам количника И3 два цела броја, дакле кад одузмемо· 

логаритамименитеља од логаритма бројитеља (в. јецн. 41 чл. 37.), било да 
претворимо задати разломљени број у десетан разломак, у коме се случају 

логаритам равломка своди на логарilтам једнога целог броја (в. правил&. 
учл.44;). 

• 
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<бројева од 1 па до извесне границе, н. пр. до' 100000, 
"своди се на непосредно израчунавање логаритама од 

само ПРОСТИХ бројева, који се у томе размаку налазе.!) 

Ми знамо да се сваки сложен број може да представи 
као производ И3 ПРОСТИХ бројева. Према томе је; 

даI<ле, логаритам једнога сложеног броја раван збиру 
. . , 

његових ПРОСТИХ чинитеља (В. једн. 40 логаоитама • 
"ЧЛ. 37.). 

Н. пр. 

log 42 log (2 . 3 . 7) log 2 + log 3 -1-- log 7 

.log 24 ·log (23 . 3) 3 log 2 + log 3 

10 
.log 5 = log 2 = 1 -log 2. 

47. Бриг-ова метода. Најбоље Ћемо објаснити 

ову 'методу на једноме примеру. Узмимо да се ХОЋе 
да израчуна log 3. Ставимо 

log 3 х, 

дакле 

Отуда што је 

Н. пр. 

3 43 
, .. log513= logl3=log43-10g8 

" " 

3 
log 513 = log 5,375 = log 5375 - 3. 

1) Тако Н. пр. У размаку од 20000 до 90000 (а ,то 'је ol;laj разьык, 
>који је Влак попунио у Брnг-овим таблицама. В. примедбу под .4 стр. 
;88. и 89.) има отприлике 6500 простих бројева. Кli1gel, О. S. Mathematisches 
?Jlбгtегыlh •. Dritter Theil, pag. 551. 
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следује да х (а то је log3) лежи измеijу О и Ј, т. ј_ 

О < х < 1 .. 
• 

Да бисмо нашли х покушајмо да узмемо за х арит-
. ' 

метичну средину из ове две краЈне вредности и ставимо· 

х=О+l =}. 
2 2" 

па ћемо добити 
! 

102 {10 3,162.2775, . 

ноје је, као што видимо, веЋе од задатога БРоiа. 3_ 

Из неравности 
! 

100 < 3 < 102 

. 

изводимо за х ове уже границе 

. 1 
О<х< 2· 

Да бисмо се још више приближили 

х-а ставиtемо 

0+ 1 
2 1 

х = ---::20:--- = 4 . 

Тиме добијамо 

• 
праВОЈ вредности' 

! 4 

104 {'-:-=-10 tf {10 {з,162 2775 = 1,7782795, 

ноје је, опет, мање од задатога броја. 3 .. 

Пошто је дакле 
! ! 

104 < 3 < 102 



и према томе 

1 1 
4 <х< 2 

узмимо, као тачнију приближну вредност, 

па iiемо·добити 

1 + 1 
423 

X=-~2-= 8' 

103 

3 8 4 г 4 4 ~ 

10!! {10 З . V 10 {fO {10 {10 = 1,7782795 

• х {l ,7782795 = 1,7782795 Х 1,333 5215 

= 2,371 3732. 

На основу тога што је 

на дакле 

узеtемо 

з 1 
-- -

108<3<102, 

3 1 
8 <х< 2 

3+1 
8 2 7 

х= 2 =16' 

х {l,ззз 5215 2,371 3732 Х 1,1541175 

=. 2,7384196. 
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Пр одужујуhи , на овај начин, ми добијамо по

ступно за х вредности, које се све више прибли

жују правој вредности log 3 и постају у толико тач
није у колико 10Х мање одступа од задатога броја 3. 

То!{ рачуна обележен је шематски у следеtем: 

7 1 _ .. -

1016« 3 < 102 

7 1 
16 <х< 2 

.7 + 1 
15 15 16 2 -

1032 2,9427272 х 
2 32 

15 1 _ .. . . 

1032<3< 102 

15 1 
32<Х< 2 

l5 -.L 1 
32 I 2 31 31 -

1064 3,0505280 х 
2 64 

15 31 --
1032 < 3 < 1064 

15 31 
32<Х<64 

15 +~l 
бl 61 32 64 10 128 .. - 2 996 1428 х --

2 128 
, 

61 31 
- -

1 О 128 < 3 < 1064 

б1 31 
128 <Х<64 

61 31 
128 + 54 123 123 - -

х 10200 3,0232126 .-

2 256 



б1 .J~ 

10128 < З < 10256 

б1 ____ 12З . 
128 < X~ 256 

61 245 

10128 < З < 10512 

·61· 245 
128 < х < 512 

61 245 
; 128 + 512 489 

.х= 2. = 1024 

. - ""'-

61 I 489. 

61 489 

10128 <3 < 101024 

б1. 489 
128 < х< 1024 

128 Ј 1024 977 
.х _. 2 = 2048 

977 48!!.. 

102048 < З < 101024 

977 . 489 
2048 < х < 1024 

977 489 
,. 2048 + 1024 ~~ 1955 

2 4096 

105 

245 

10-512 = З,009 6472 

489 

101024 = З,002 8876 

977 

102048 2,99951З2 

1955 

104096 = З,ООI 2000 
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977 1955 

102048 < 3 < 104096 
, 

977 1955 
2048 < Х < 4096 

977 + 1955 
3909 2048 4096 = 3909 

Х= 2 8192 '108192 = 3,000 3566 

977 1 3909 

977 3909 

102048 < 3 < 108192 

977' 3909 
2048 < Х < 8192 

7817 2048 т 8192 7817 
Х= 2 = 16384 1016384 = 2,999 9З4S 

7817 13909 

7817 3909 

1016384 < 3 < 108192 

7817 3909 
16384 < Х < 8192 

15635 16384 т 8192 = 15635 
х= 2 32768 

1032768 3,000 145~ 

7817 15635 

1016384 < 3 < 1032768 

781715635 
16384 < Х < 32768 

7817 15635 
31269 16384 + 32768 31269' 

'Х= 2 =65536 106.5536 3,000039& 



7817 . 31269 

101б3М < 3 < 1065536 

7817 / 31269 
1 6384 ~,x < 6553б 

7817 . 31269 
62537 16384 + 65536 62537 

х=· 2 =131072 10131072 = 2,999 91791 

62537 31269 

10131072 < 3 < 1065536 

62537 / 31269 
131072 <'---- х < 6553б 

62537 . 31269 
131072 + б553б 125075 125075 

х=-= . 2 = -262144 10262144 = 3,000 01 ЗZ: 

62537 125075 
___ о 

1 0131072 < 3 < 10262144 

62537 125075 
131072 < х < 262144 

62537 125075 
131072 + 262144 250149 250149 

х= 2 =524288 10524288 = 3,000 0007. 

Овим смо добили врло приближну вредност за 
• • 

х, Јер Је на шест десетних места тачно 

250149 
log 3 = 524288 =- 0,477 121. 

Напомена. УзимајУЋИ за х увек аритметичну сре

дину И3 два броја своди се израчунавање 

поступних вредности од 1 ОХ на извлачење: 

корена квадратног.· 
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48. Jlонг1)-оваметода.Да бисмо имали логаритме 
-свију бројева довољно је да иврачунамо логаритамске 

мантисе за све (целе и разломљене) бројеве од 1 па 
до 10, јер ми знамо да н. пр. логаритам броја 7348 
има исту мантису, коју има и логаритам броја 7,348 
(в. чл. 44.). 

Помоhу таблице 

БРОЈ ЛОГАРИТАМ БРОЈ ЛОГАРИТАМ 

10,000 ОО 1,000 ОО 1,00225 
I 

0,00098 I , 

3,16228 0,500 ОО 1,001 12 0,00049 
1,77828 0,250 ОО 1,00056 0,00024 
1,33352 0,125 ОО 1,00028 ·0,000 12 
1,15478 0,06250 1,000 14 1·0,00006 

1,07461 0,031 25 1,00007 0,00003 
1,03663 0,01562 ] ,00004 

I 
0,00002 

1,01815 0,00781 1,00002 0,00001 
1,00904 0,00391 1,00001 0,000 ОО 
1,00451 0,001 95 

"1{оју добијамо поступним извлачењем корена квадрат-
_1 г-

ног из 10, т. ј. израчунавањем вредности 102 V Н), 
10~ V~/I0, 10~- ~fJ/I=;{;:=::l~O и т. д. све док не доiэемо 

• • 
до резултата, IZО]И се, према ступњу тачности, КОЈИ 

·таблицама желимо дати, разликује за незнатно мало 
• 

од ]единице, у стању смо да одредимо логаритам 

једнога задатог броја и обратно да наiэемо .број, ш{о 
• 

Је. познат његов логаритам. 
. . . 

Тако н. пр. да бисмо нашли log 78495 ми ћемо) 
помоtу таблице, потражити мантису логаритма од 
": '. " 

1) По Енглеву Roger Long.(Norfolk .1680 - Pembroke 1770) који је 
-ту методу саопштио године 1714. 
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7,8495 и то на следеhи начин. Поделиhемо број 7,8495 
оним бf\ојем И3 таблице R:оји му је најближи по вред

НОСТИ, али мањи од њега, даR:ле са 3,16228. Добивени 
7,8495 

R:ОЛИЧНИR: 3 162 28 2,482 22 поделиhемо табличним , 
бројем ],778 28, R:оји је њему најближи, а од њега 

мањи. Са тим новим R:ОЛИЧНИR:ОМ поступиhемо на исти 

начин и све тако даље док не дођемо до једнога ко,,

личника, који се од јединице не буде разликовао за 

више, но што одређује ступањ тачности наше таблице 

3а узети пример је'поступакследеhи: 

7,8495 
3,16228 

2,48222 

2,48222 
1,77828 

1,39585 

1,39585 
1,33352 

1,04674 

1,04674 
1,03663 

1,00976 

1,00976 
1,00904 

1.00071 

1,00071 
1,00056 

1,000 16 

1,000 16 
1,000 14 

1,00002 

1,00002 
, 

1,00002 
1,000 оо .. 

На тај начин разлаже се задати број 7,8495 
чинитеље 
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'7,8495 3,16228 Х 1,77828 Х 1,333 52 Х 1,ОЗб63 

Х 1,00904 Х 1,00056 Х 1,00014 Х 1,00002, 
• 

:а пошто је логаритам производа раван збиру' лога-
• • 

~ритама ПОЈединих чинитеља, то Је, на основу горље 

-таблице, 

log7,8495 0,50000 + 0,25000 + 0,12500 + 0,01562 

+ 0,00391 + 0,00024 + 0,00006 + 0,00001 

= 0,89484 

..и према томе 

log 78495 -- 4,894 84. 

Узмимо сада обратни СЛУ9ај: дат нам је лога

-ритам једнога броја, тражи се тај број. Нека је 

.1og у 4,89484. Да бисмо нашли број у ми ћемо ман
тису задатога логаритма представити у виду збира 

на следећи на9ИН. Од мантисе 0,89484 одузећемо 

ону мантису из наше таблице, која је њој најближа, 

али мања од ње, а то је мантиса 0,500 ОО. Од раз-

.лике 0,894 84 0,500 ОО 0,39484 одузећемо понова 
ону таБЛИ9НУ мантису, .која јој је најближа, дакле 

мантису 0,250 ОО. Са добивеном разликом 0,14484 
ПОСТУПИћемо на исти на9ИН и све тако даље док не 

,добијемо разлику,' .која је, на пет десетних места 

тачно, равна нули. 3а узети пример поступак је 

.следеtи: 

0,89484 0,500 ОО 0,39484 
0,39484 0,250 ОО 0,14484 
0,14484 0,12500 0,01984 
0,01984 0,01562. 0,00422 
0,00422 0,00391 0,00031-

, 



11 1 

0,000 31 - 0,000 24 = 0,000 07 
0,00007 0,00006 0,00001 

0,00001 0,00001 0,000 ОО. 

На тај начин јесте 

lQg У 3 + 0,894 84 

= 3 + 0,500 ОО + 0,250 ОО + 0,125 ОО + 0,015 62 

+ 0,00391 + 0,000 24 + 0,000 06 + 0,000 01 

11 према томе број у раван производу бројева за по
једине логаритме, на које смо разложили задати ло

If'аритам, ДаЈте, на основу горње таблице, 

, 

у = 10000 Х 3,16228 Х 1,77828 Х 1,33352 

Х 1,03663 Х 1,00904 Х 1,00056 

Х 1,000 14 Х 1,00002 

-- 1 О 000 Х 7,8495 78495. 

II 

УПОТРЕБА ЛОГАРИТАМСКИХ ТАБЛИЦА. 

1. 
. 

О употреби логаритамских таблица уопште. 

49. Начин Jlогаритамског рачунања. - Корист ло-
• 

rаритама, по практично рачунање, саСТОЈИ се, као 

:што смо веЂ раније напоменули (в. чл. 37.), У томе 
Што се свака алгебарска радња своди на другу. од 

ље простију радњу: множење на сабирање, делење на 

одузимање, степеновање и кореновање на множење, 

односно делење, даЮIе може све да се сведена прва 

четири или управо на· прва два вида рачуна. 
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а) Поступак при логаритамском израчунав'ању ал-· 

гебарских израза, у којима се врше радње множења,. 

делења, степеновања и кореновања, јесте следеtи: 

прво се логаритмује дотични израз и пошто се (према 

правилима у чл. 37.) логаритам целога израза раз-
,- . 

ложи на логаритме ПОЈединих саставака и изврше 
. ' 

0значене радње са ПОЈединим логаритмима тражи се 

од тога резултата поново број. Тај број представља 

вредност задатога израза. 

Да бисмо израчунали Н. пр. 

6 
5 

з 
,---

ми Ђемо прво логаритмовати и добити 

6 
Zog --

5 

з . __ , 

= ~ ( Zog2+510g3 log5 410g13)' 

1 
-- 3 [5Z0g3 (Zog2+log 5+41og 13)] 1) 

(в. 3. пример у '-IЛ. 37.) и пошто нађемо у табли-
• 

цама да ]е 

log 2 0,301 0300 

Zog 5 0,698 9700 

4log 13 4,4557736, 

дакле log 2 : log 5+ 4log 13 5,455 7736 

1) Имавши на уму да је log2 -1- log 5 = log (2·5) = 1 ~lOгли бисмо-
простије да ставимо 

3 

lOg(~ ~('--'-~~=--:)-,---~ [510g3-(1 -1- 4log 13)]. 
, 
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• 
, И, пошто Је 

log3 0,477 1213, 5log 3 = 2,38506065,,' 

имамо 
, , , 

.5 Zog 3 - (log 2 I log 5 + 4log 13) =' - 3,070 1671 

и. према томе 

3 

6 
log 

5 
= - 3,070 1671 :3 === -,1,0233890, 

=0,97661102. 

Помоtу таблица налазимо 

3 г---

6 
--
5 

152 
264 = пит log (0,976 611 О , '2) = 0,094 757. 

Ь) Тамо где има више оваквих' алгебарских, И3-

раза да, се саберу или одузму треба сваки' од њих 

израчунати посебице и потоме сабрати их или оду

аети, пошто се логаритам збира и разлике неможе 

даље да разлаже. 1) , Тако н. пр. кад бисмо ,имали да 

uзрачунамо израз оваквог вида 

, 

х=аЬ + d{en / 
с g 

1) у случајевима,када се абир или разлика може да доведе на вид 
nроиавода треба то УЧИНИТИ, јер тако рачун постаје знатиокраi;и. в.,при:', 
мер 5. у чл. 37. Тако н. пр. 

, , 

место V 42,952 - 13,672 уаеЂемо V (42,95+ 1 3,67)( 42,95-13,67) = v 56,62'29,28 

" а2 + Ь2 + аЬ 
" 

, '" 

(a+b)2-аЬ ит.р,.' 

'0 удешавању израва аа~лоrаритамс!{о: рачунан.е 'ВИДИ чл.,6З' . ...;::вт." 

1;риrонометрија 8 
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ми бисмо прво израчунали вредности о појединих чла-

нова аЬ I d·( e~;, f о и зати'м, сабирањем и одузимањем, 
с g о О О. • 

изнашли вредност целога израза х. 

с) Ако међУ бројевима, које множимо, дели!\ю, 

степенујемо или коренујемо или међУ бројевима ко

јима множимо или делимо буде имало негативних . . 

количина, онда треба, на прво'меместу,. испитати од 

каквога су утицаја оне по знак целога израза: хоће 

ли исти бити положан или оДречан. Уверимо ли се 
• 

да ]е резултат положан ми. можемо све негативне 

количине узети са знаком +. Тако н. пр. при изра
чунаваљу 

од узеhемо јер· је 

(-35,847)4 ... 35,8474 ... (-··35,847)4 = + 35,8474 
- 634,53 . . 634,53· 634,53 + 634,53 

• • • • • • 

- 57,692 57,692 57,692 -f- 57,692 

и т.д. 

Покаже ли се, међУТИ!v1, да је резултат негати,-:

ван, онда ћемо израчунати апсолутну вредност ље

гову и добивени резултат помножитиса 1, т. ј. 

узети га одречно. При логаритмовању· задатога из

раза ставиtемо иза логаритма у загради знак 

(minus) . или знак п да бисмо тиме наговестили да је 
БР-ој тога· логаритма негативан. Н.· пр. да бисмо 

3 

и3рачунали+/-----278б,53 ми. ћемо, пошто већ знамо 
• 

да Је вредност тога израза одречна, израчунати 

3~_~_ 

V2786,53 и томе резултату.придати знак, јер је 
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i , ' , ' з ,-c---'-'~--
. , , . 

{" 2786,53,::;=, -:-{2786,53.' Логаритмујуt.и бележи-
,. ~-

Ђемо . 
, , • I ' 

, ' 

з 

. log:(- 2786,5-3 =, ~'log 2786,53 ( , ) или' 

1 ' '" ' 
= 3 log 2786,5.3 (п). 

" 

• • 

На сличан начин поступамо, ако је 'израз, који 

nOMot.y 'логаритама ,израчунавамо, имагинаран. Ми 
, , 

[ада издвајамо из љега чинитељ' 1 i(имаги-, 

нарнујединицу) и пошто, логаритамски изнађемо ону 

стварну вредност, ми 'понова множимо тај резултат са 
, .' . , , 

.1 1., Н. пр. да бисмо нашли {~~5-74-,-83~2-, које је 

имагинарно, ми прво одређујемо V 574,832 и тако до-
, , 

бивену стварну, вредност множиМQ. са {', ,1, . jep.j~ 
_ ~ _,) Ј. 1. .' \ 

V 574,832 1 . {С--57-4-,8-3-2. 

50. Сабирање, оДузимање, множење и делење лога
ритама. Разлажуtи логаритам јеДНdга' сЈн:::l}не'ног 

алгебарског израза на логаритме његових саставних 

делова долазимо у положај да логаритме сабирамо, 

одузимамо, множимо и' делимо. Услед тога често 
, . 

ПРЩi3илазе ,одречни логаритми и логаритми ,са ра;з

ломљеном значицом. Пошто таквих логаритама He.~,~ 
, ,. '" ,.i1 .. ,., 

У логаритамским таблицама, то Ђемо у следеiiем да. 

објаснимо, на примерима, шта у таквим приликама. 
треба да радИlvlO. ,.', . ., . 

а) Сабираље логаришама. Ми знамо 'да 'је 
, . 

Zog (аЬс· .. k) log а + log'b 4- log с + ... -t-log'k. 
8* 
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Логаритамско израчунавање једнога производа 
. . . . 

води' нас, дакле, сабирању логаритама. чинитеља, из 
• • 

КОЈИХ Је састављеl:l производ. 

Ако међу логаритмима, које сабирамо, има и 
.таквих са одречном карактеристиком, онда, по сврше~ 

}ЈОМ сабирању, треба, по ђi.OгyћCTBY, скратити одречне 

эначице са положним значицама. 

Примери. 

1) Нека је log а = 2,854 6317, log Ь = 0,693 2765 ~ 4 . . - - . . 

Тада је log (аЬ) = 2,8546317 + 0,6932765 - 4 

= 3;547 9082 - 4 = 0,547 9082 - 1 

2) Нека је log а = 1,5268541, ZOJ( Ь = 0,764'5018 - 2 

ДаЮIе log (аЬ) = 1,5268541 + 0,7645018 - 2 

= 2,291 3559- 2 = 0,291 3559. 

Ь) Одувџмање логаришама. Одузимање логз-
ритама јавља се при иарачунавању количника, јер је 

а 
log Ь = log а l()g Ь. 

Претпоставимо да је 

log а ::> log Ь, 

а 
дакле Ђ> 1. Следеtи примери показују, довољно-

, 

јасно, Ј{аЈ{О се има 'НОСТУПИТИ у свимаСЛИЧ}ЈИМ при-'-, 

ликама. 

Примери. 

1) Дато је: Zog а = Ј ,379 5432, Zog Ь = 0,582 .3714 - 3 . 
• 

. Отуда следује 

log 7; = 1,379 5432 ~ (0,582 З~ Ј 4 - 3) " 
, . ' . 
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= 1,3795432 - 0,582 3714 + 3 = 3,797 1718. 

2) Дато је: log а = 0,2417536 - 2,log Ь = 0,685 2793 - з. 
, , . - _. , 

Одавде налазимо 

lюg : = 0,241 7536 - 2 - (0,6852793-' З) 

= 0,2411536 - 2 - 0,685 2793 + З = 0,5564743.' 

Узмимо сада да је 

loga < logb, 

даЮlе ~ < 1 .. Овде, где. имамо од • • О' , 

мањег логаритма 

да одузм~мо веhи логаритам додаћемо првоме (мањем) 

логаритму онолико јединица колико је потребно па 

да резултат одузимаља постане положан и ставиhемо 

тој разлици натраг, као одречну значицу, онај број, 

I\оји смо били додали првоме логаритму. 
, 

Пример. 

Нека је loga = 2,62З1459, log'b = 3,9754261. 
. . 

Одавде следује 

юg % = 2,623 1459 - 3,9754261 

= 4,623 1459 - 3,9754261 - 2 = 0,647 7198 - 2 .. 
_о, ,-

, 

Напомена. Ако количник, који израчунавамо, пред'-

ставља' коју' од тригонометриских . функција 
извеснога угла, онда ~е'одузимањевеtег лО'
гаритм:а од мањегвршисабирањемдесе:fН'е 

. " . 
допуне другог логаритма са првим 'ДОГ(iРИТ"-

. момистављајуfiи томе 8биру, натрагБРQј 
. 10 Уiиме одречне" 8нач)ще .. 
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а _ _ 
~._= slfl'9 
Ь -

log а = 3,7402983, log Ь - 4;531 8617 

IIоступиhеl\Ю на овај начuн -_ - . ' 

log sin ? = 3,7402983 - 4,53 1 ~б 17 
'.' - , . . -' - '.. . . 

=3,7402983+(10-4,5318617)- 10 

= 3,740 2983 + 5,468 1383 -1 О = 9;208 4366 -'- -10. 

с) Мllожење логаришама.- За множење лога

израчунавању сrепе-
• 

Р;И1:амаУI<азу]е "се ПРИl1ика при 
• • 

них количина, Јер Је 

-, - -' log аР . р >log а. - -
! . Ј ",' 

--Овде имамо да' учинимо следеhе примедбе. 

Прво. Ако -множимо логаритме, који имају од-
~ .,' "о ," '-,-

речну карю<теристику, онда треба, по -- извршеноме 
множењу скратити, по могућСТВу, одречну значицу 

са положн()м значицом, која би _ се јавила услед МНО-
, 

жења положне мантисе са дотичним бројем. 

Н. пр. да бисмо иарачунали -
\ 

0,031923 
узенемо-_ ,---

log 0,03 1923 = З . log 0,03 192 = 3 . (0,5040629 - 2) 

--1,5121887'-::'" б = 0,5121887 -'- 5. ---, 
, ' , , 

, '. . " - - ' . , 

Друго.:У:' случају, где је. број,.којим множимо, 
• 

-р'азломљен,-а;логаритам, КОЈимнqжимо, има одречну 

карактеристику,' ми ћемо,да -бисмо избегли разлом-

- ,љ-:ену -зиачицу," задаТИ'логарита:м- превестИi у- негативну -' 
-форму (одузевши положну 'мантису: '-Од' одречне ка-

• 
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р ктеристике), а по извршеноме множењуса дотичним 
б ојем даЂемо добивеноме резултату понова вид ло-

, , , . 

r 'ритма са положном мантисом и одречном каракте
р стиком. 

• 

Н. пр. 

0,07525,308 . 

дрбиhеNiO кад ставимо 

lqgО,07525,З08 - 5308· logO;0752 

= 5,308 . (0,8762178 - 2) = 5.308 . (- 1,1237822) 

= - 5,9650359 = 0,0349641 - 6 .. 
. 

Меljутим ми бисмо могли и овако да поступимо: 

lfg 0,07525,308 = 5,308' log0,0752 = 5,308 . (0,8762178 -2) 

= 4,6509641 - 10,616 

= 4,650 9641 - 4,6 I 6- 6 = 0;034 9641 -:- 6 .. 

• 
• 

TpeЂ~. При множењу логаритама са разломље-
• • 

I1ИМ бројевима треба резултат заокруглити на оно-. . 

лико десетних места за колико су таблице удешене. 

(::лужеtи се седмомесним таблицама ми ћемо сваку 
. , 

JilогаритаМСRУ мантису удеситина седам десетних места, 

та ма је. имали и са више ЦИфilра. Тако у прошломе 
цримеру, где смо имали да помножимо 1,1237822 са 
5,358 узели смо, место резултата 5,9650359176, за-
'. , ", '. ' , 

округљено 5,9650359. . 
"О .'.' . 

Четврто. Ако је број, Rојим множимо ;задати ло-

rаритам, многоцифрен, тако да МНО)l<ење постаје неу-
'. ' 'о ,_ I ' , ' 

годно, онда је упутно извршити И то помоtу логари-

taMa и свести, на тај начин, множење на сабираље. 

Такои. пр. да рисмо .израчунали 

730,45698 , .' 
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узеhем.о 

log7,30.4;YS98 = 0,45698' log7,3 =0,45698 . 0,8633229 . 

• 

Али пошто је Мliожење ова два броја доста дангубно, ,~1! 
, ' , ' .' " , 

Ћемо понова логаритмовати и добиhемо 

lоg(lоg7,ЗО,45б98) = log(0,45698 . 0,8633229) 

= log0,45698 + ZogO,863 3229 

= 0,6598972 - I + 0,936 17:?2 ~ ! 

= 0,596.0704 - 1, 
одакле налазимо 

. . -. ", 

пат (оg(lоg7,зо.45б98) = lоg7,30.45б98 = 0,3945213 
• 

и наЈзад 

Пl11П lоg·7,ЗО•45б98 = 7,30,45698 = 2,4804. 

Пет.о. Ако јеизложитељ (р) степене количине, 

дакш~ број којим множимо. логаритам, негативан, а 

логаритам основице (log а), . т. ј. логаритам ,који мно

жИ'мо . поэи:тиван,' онда је и . цео . производ (р ·log а), 
а то је логаритам степене количине (log аР) одречан. 
Да бисмо, у таквоме случају, помоtу таблиЦ'анашли 

одговарајуtи . број (пит log аР} потребно је да тај од

речанлогаритам претворимо у полуодречан логари

там, т. ј. У логаритам чија је мантиса ,положна а 

карактеристика одречна (в. чл. 42.). ,Ако је, ме~утим, 
и логаритам основице негативаН,онда .је прdизвоДg 

ОДНОСНО.логаритам степене l{оличине, .позитиван и 

може, да· се непосредно тражи. у таблицама . 
. . . 
" . , 

. Примери. 

1) Израчунаfiемо 
25,864'-3 

Кад узмемо 



, 

lоg25,8б4- З = - з . [ое25,864 = - 3· 1,4126957 

= - 4,2380871 = 0,7619129- 5, 
, ' 

25,864- З= пит 'ое (0,7б1 9129 - 5) = 0,000057798 . 
• 

2) 0,71248-5~? 

Узеhемо 

[oeO,71248- 5 = - 5· {оеО,71248 =- 5· (0,8527727 -1) 

= 5 .( 1 . 0,8527727) 

)!Ј;#Iкле 

. = 5· 0,1412273 = 0,7361365, 

. . . 

0,71248 - 5 = пит lое 0,7 З6 1 З65 = 5,44674. 

d) Делење логаришама. Отуда ШТО је 
, 

.r1oga 
!ogv,a=- '

q 
• • 

) 21 

БИДИМО да се делење логаритама укаЗује при иарачу-
. 

пЗвањукорених количина. . , 
• 

Делење логаритама даје места слеДСћИМ напо-
- , ' - ''''-' 

Менама. 

Прво. Да бисмо један логаритам са одречном ка
раю.:еРИС1ЋКОМ .. поделили 'каквим целим бројем 'и онда 
"-ад .карактеРИ.стиканије дељива.дотичнимбројем,:ми 

ј\одајемо 1<ардктеристици онолико. једнницаколико је 
потребно :пада. пос:гане дељива, а. ИОТО толико једи

јјЈнца :'стављамо . и. ,цред ,маНТИСQМ 'У "ВИДУ положне 

3RаЧЈЩе. , 

Тако ·Н. цр> при израчунавању 
- " -: .. 

, 

з -o--~"", 

'
/0 "8'>9 I . ,. ,"':& ... -i, 
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- .,' 

Друго. Ако је број КQјим _ делимо раsломљен, а 
• • 

логаритам, КОЈИ делимо, има одречну карактеристику, 

онда Ћемо поступити исто онако као и код множења 

у сличној прилици (В. множење логаритама, друга на

помена), т. ј. ми Ћемо у задатоме логаритму укло

нити одречну sначицу" претворивши логаритам у не

гативну форму, извршиtемо затим делење и најзад 

добивеноме'. резултату дати понова ~ид логаритма са 

положном мантисом и одречном значицом. 
. . 

Тако н. пр. код 
. . 2,763 

, 1" -~--~--~-~ 

Ј! 0,00983· . 

поступиt.е.мо како следује: 

. 2,Јб3 '. .' 'Zog (',00983 0,9925535 - З 
log {0,ОО983 = 2,76:Г~ = 2.763 

- 2007 4465 , 
_. --~ 

'. 2763 , 
" ,- . = - 0,7229267= 0,2770733 ~ 1, 
2,763 

{О,0~098З = Jlum log (0,277 0733 - 1) = О,! 892663 . 

.. , .' ТреЋе. Извесну примедбу, коју смо веЋ учинили 

ы.од,мноЯ,<ења(в. множење логаритама, треЋа напо-
- , ' . " " 

"мена). треба,,да поновимо И.овде, ато је да при 

делењу,. логаритама Јреба,. резулт.ат . заОКРУГ:ЛИТИjiа 
" -', , ' . . 

онолико десетних:места .. ~аколико r-y таблице)1де-
шене. Служеtи се, н. пр. седмомесним' таблицама, ми, 

. . . 
• 

у таквоме случаЈУ, заокругљавамо логаритамскуман-

тису На' седам десетних места, 

• Види последња ДIЩ !џp~,Mepa . 
-. " ,~ . 
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Четврто. Пошто је деле~~ мtюгоџифрених бројева 

м~,ђусобом неугодно, ,то је, при" ,израчунавању ЈЩЛ,И,Ч
ника, , иззадатога логаритма И"ка!{вогавищецифреНQГ 

". 
9роја, за препоруку свршити тај, ЏОСflОЦОМО,ћУ лог.а-

p~TaMa и СЈ3ести, на тај начин, делење ,на ОДУЗ,имање. 

Н. пр. да бисмо израчунали 

M~ hел\О узои 

8,60745 
r/-:C42=80-5"'-::;, БС::Оg 

lo;'{~2g5,69 = IOf:;:li~ = З~~~~~~8 , , 
1-1 пошто је делење ова два вишецифреriа брОјадангу6но лога
pUTMOBa~eMO понова 

", о. ' 
, , ' 

l~llo;{4285,69J~ IOg3~~~~~508 
= log 3,6320208,-- log 8,60745 

, , 

= 0,560 1483 -.:.. 0,9348745 = 0,6252738 - 1 

на основу' чеrа налазимо 

8,607;.:c45~,~ 

!og v' 4285,69 = пит log (0,625' 2il 38 -с.. 1) = 0,421 9624 
'.' • - " .. I 

8,60745 

{4285,69 = пит log 0,421 9624 = 2,642 18, 
, " -, . ; 

Пето. При израчунавању корених количина са 

о~речним изложитељем имамо да поступимо као и 

код степеновања са одречним, изложитељем (В., МНО-." ,. - - ~ ." ".0 1'· "". ''';'._ ,,_,""":.' . ,,' '_"","'_;' " _", .• ,' 

щење логаритама, пета напомена). Ако је логаритам 
ЈIк>дкорене;'количине' (log'a)' положан," онда, је, 'Услу-, 

Чlају одречнога кореНОГИ3Jlожитеља {q), -}(ОЛИЧЮЩ 
, loga . '.. ,. '" , ",' ' ,,' :'; ',',' , .'. " ~ , ; ," , 

, 1, "q ," ато је лоrаАита~ .. t«(}PYH~ К()Jl~~ИН~.Џ9g.~Ј, " 
~еr-ативан. У таквоМ..ес~у,'·Јају,<т,р~~,да)щ:~о МОГЛИ 
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У . таблицама' наћи одговарајуtи брОј, претворити тај 

негативан '. логаритам УЛОгаритам у. ({омеје· само 

караI<теристика одречна, а мантиса пЬложна. Али ако 

је' и логаритамосновице,као и корени изложитељ, 

негативаН"онда RОЛИ\IНИК, из ЊИХ, а. то је ЛОгЗр,итам 
• • 

корене количини, остаЈе положан и може се непо-

средно тражити у таблицама. . 

Примери. 

-6 

1) ~r'-:-С1O=9=З-;;,8С;;:б = ? 

. [ок 7ЈI093,'8б = lоg~з,86 = з,0~:бl7 

= ~ 0,505 4936 = 0,493 5064 ~ 1 
-6 

1'; IО9""З,8;С;-;:;6 = nит [ок (0,4935064 -Ј)= 0,311 5341. 

2) 

-- 4 

_12237348= 0,3059337 ,,' 
4 

'r -о-=::;-;о.-=с ..' . • . • 

I 0,05974 = пит [ок 0,305 9337 = 2,02271. 

. '. . . 

Логариiам.ске . та.БЛ:и:це за 
'.' - ,-' , , 

обичве бројеве. 
_, • ' с .".. • , 

. , 

.' 51., О ~оГари11].WlСКИМ. таблицама уопште. -Под . ,. 

JlQrаритамским т,аблидама разумемо једну : на прегле-. 
- ~ - - - - -

АЗН· ,начин сложен у -збирку логаритама за сВ,е деде И 
I ' .. ' -~, ,_, ,,- , ...... 

Elолажне бројеве!) ,ОД' j~дaH . падо'извесне границе. 
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Т~I<ВИХ таблица имамо врло много. и оне· су ,веiiином, 
и' рачунате за основицу .10.1) Због тога се Бриг-ови 
л гаритми зову још и шаблични. логаришми (Tafel-'-
1 gari>hmen). 

I Нама је познато да су сви логаритми, изузев 

лфгаритме целих степена основице 10, ирационалне 
• 

1< личине.2) Према томе оне вредности логаритама, 

1< је нам дају таблице у виду свршених десетних раз": 

л M~l<a, нису апсолутно тачне; оне су само приближне. 

сим раЗЛИl<е у спољашности (у формату, читкости 
'. . 

с ога, распореду), коју опажамо I<OA разних таблица, 
• 

о е се поглавито раЗЛИКУЈУ У ступњу тачности и њи-

х?ве. опширности. Тако ·н. пр. имамо таблице у ко
јцма су логаритамске мантисе израчунате на 4; 5, б, 

I 

7~ 8 и више десетних места. Таб.тtицеса 4 десетна 
M~CTa дају мантисе логаритама за бројеве од 1 до 
1900; оне са 5 десетних места дају логаритамске ман
TiIce бројева од 1 до 1 О 000, а· оне са 7 десетних 

I 

M~CTa односе се на бројеве од 1 па до 100000, и т. д. 
, . 

• 

Од најчешtе су употребе таблице са 5, б и са 7 
д~сетних места. Првима се служимо у- рачунима из 

• 

оричног живота, док се' оне друге употребљавају у 

приликама, где се захтева велика тачност у резул

тату, као што је то код егзактних посматрања и ме

рења. Таблице са 4 десетна ·места 'служе више само 
Щl приближно срачунавање. 

Напоменимо да су са таблицама за логаритме 

оричних бројева' махом. спојене таблице за логаритме 
• • 

тригонометриских функција. Такве таблице зову се 

') В. чл. 45. 

2) В. чл. 40. 
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л6гd.рита.iJ;lско.:шригонmиеШРИCFсешаБЛЈще. Веtинаод 
ЊйХ садржи још и др'уге збиркебројева који су 'ОД 

• 

" . , ' 

, 

.мовање. 

"ПРШrtед6а. С погледоы на неllЗЩФНУ IШРИСТ,' коју нам указују 

,догаРИТМII у прџктичним ,раЧУЩIМi!, сматрамо за, умеСНОЩI, 

бар у кратким напо~(енама, упознамо почетника' са именима 
и' дели:,ш оиих 'riрвих трудбеника, који су највише стекли 

заслуге по израчунанање логаритаГIiСКИХ таблица. 

Одма после саМ!1Х проналазача Неuер-а и Би.ргn-а 1) долази 

тнuрац десетних логаритама Бри.г, који је год: 1617. издао 
'своје прве логаритамске таолице и којима су год. 1624. следо
вале друге много опширније таблице.2) 

.' Овде је место да поменемо рад БРllг~ОIЮГ l(Qлеге Edmund 
Gunter-a (Herefordshire 1581 ...:.... London 162.6), који је год. 

1620. издао .свој Сапоп triangulorum, у коме су, први пут, 
израчунати Брnг-ови логаритми синуса и тангенте' и то на 

7 десетних места. Ову збирку је Gunter прештампао доцније, 
заједно са онима првим Бриг-овим таблицама за логаритме 

,бројева од. 1 до 1000, У делу de Sectore et Radio. 

у најнепосреднијој свези са Бри.г-овим 'paДOBњ~a стоје и 

'раДОВИХОЛ1IНдеii Влака, јер их доПуЉују.з) 

Из'овога, првога, доба имамо у Немачкој два човека која 

треба поменути. 

Benjamin Ursinus или Behr (Шлезија 1587 - Франкфурт 

'На Одри 1633' ИЛН1б34), у својим великим таблицама Magnus 
.Сапоn Tria,ngulorumLogarithmicus" Соlопјае 1624, израчунар 
,- ,'. - ,,~~'," , . ' 

је природне логаритме сину са углова од 10 )ЈО 10 се!Сунада 
. ,-' , - . 

----'--

, 

1) В. примедбу под 1 на стр. 88. и uрnмед6у на сТр. 89. 

2) В. прим~дбу под 4 иастр. 88. 

з) В. примедбу под 4 на стр. 88. 



са ilогаритмJlыla тангената, као и ПРl:lродне синусе за полу

преЧ/ЈИК 10'00'0'0' 000'. У његовоме другом раду Trigonometria 
сит magno Logarithmorum Сапопе, Colol1iae 1625 показао је 

• 
иsрачунавање ТРИГО/Јометриских ЛИНИЈа И логаритама са упут-

ствима како се употребљавају. 

]ahannes Kepler(Magstatt 1571 - Regensburg 1630') у делу 
Chilias, Logarithmorum ad totidem numeros rotundos, praemissa 
denlOnstratione legitima ortus logarithmorum eorumque изиБ, 
Marpurgi 1624 дао је ПРИРОД/Је логаритме синуса. Овим табли
цама следовао је Supplerpentum ChiIiadisLogarithmorum соп
tinens praecepta de eorum изи, Marpurgi 1625. 

, , _' '1 

Од доцнијих раденика /Ја овоме пољу поменимо нарочито 
, . 

Abraham Slzatp (Little'-Horton код' ВгаdfО1d~а'1651'-'-- Littlёс 

Horton 1742), који је у својој Geometry Improved, London 1717 
иsраЧУl:lао логаритме простих бројева испод 110'0' и логаритме 

- - ,- , .' - -. ','~'-'I' 

бројева од 999981 до 1 0'0'0' 0'15 на оо десетних места тачно. 
• • 

, , , - -'" ,-, - < _., ,-, , • , • ~ • 

]ames Dadsan (? - ЛОНДО/Ј 1757) издао је год. 1742. Anti-
logarithmic Сапоп, у I<OMe су логаритми' среЪени по аритме~ 

тичноме, а бројеви, дакле, по геометрискоме реду. У поме-. . , 

нутим таблицама нал3.3"е· се . свилогаритми испод' 10'0' 0'00 са 
раSЛИ!(QМ с= 1, а одговарајУЂИ бројеви озиачени су· са 11 
цифара зајеД/ЈО са њнховим разлнюiма'иср'аsмериим деловима. 

lValfram, холандски артиљериски офиuир, израчунаО'ЈС 
природне логаритме за све просте· бројеве испод 10'о'ОО'nа 

48 десетних lI\eCTa. ' 

3а време прве француске револуције, кад је се 
• 

код СВИЈУ 
'. , - , . , . 

мера, па и I<OA углова, завела десетна подела, указала Је се 

потреба и за нове таблице тригонометриских лииија и ЊИХОВИХ 

.. ТlОгаритама. Директору комисије за I(атастар GаsраГd-СZаiг

Fгащ:аis-Магiе-Riсhе de РгаllУ (Chamelet код Лиона 1755 -
Asnieres код' Париза '1839) повереио је да . управља '\.tЗрадом 
оваквих таблица, које су по опширности И тачности надмашиле 

, - -, .' - ,- ~ . -" 

све друге радове те врсте. Тај. посао, на коме су радили 7 
.или 8 ~\атематичара и 60' до 80' ПО)\I.QЂника, свршен је у крат
коме времену од три године (1797.). Штампање ових таблица, 
које би, осим оiIширнога Увода, изне~е око 120'0' странафолио, 
отпочето је, али доцније, услед поништењапапирнога новца, 

прекинуто. Два примерка у рукопису, сваки засебно рачунат 

11 сваки по 17'свезака' фолио, . иалазе се' у париској Обсер-
• 

ваТОрИЈИ. 

Ове таблице садрже: природне синусе 
1 

за сваки 10' 0''"'0'''''0' -ТИ 
, 

део квадранта на 25' десеТ/ЈИХ места; логариtме синуса 



, • • т 

, , .. 1 
, 8а сваки 100 000 -1И 'део квадранта' на "14 десеТIIИХ места; 

ло~аритме размере сииуса наспрам његовог лука ва ћО()(} 
l' , 

првих 100 000 -тих делова RBaдpaHTa на 14 десе1ИИХ места; 

логаритме таигенте; логаритме размере ,таигенте наспрМt 

њеиог лука; лоr:аритмебројева од 1 'До 100000 иа 19 десетних 
места; логаритме бројева од 10000 до 200000 на 14 десет
мих .\\еста. 

52. Тражење логаритма. Да бисмо објаснили 

употребу логаритамских таблица узеhемо логаритам

ско-тригонометриске таблице Вегине 1), које су удешене 

на,7 десетних места и којима се више година слу

жили питомци Војне Академије., Немасумње да Ђе 

онај, који се упозна са руковањем ових таблица, умети 

,1) Vega, О. У., Logarithmlsch-trigопоmеtrisсhеsНапdЬuсh. 
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~BaI{Y минуту једнога степена и за сваку секунду једне 

инуте. 

На стр. 560. таблица за претварање лукова у 

пп.,. (часове; минуте, секунде) и то за сваки цео 

периферије, сваку (угловну) минуту једнога 

и сваку (угловну) секунду једне минуте. 

На крају кљиге је 
• 

Додатак 

коме се налази 

1. таблице за пре1'варање звезданог вре}rlefШ у 

BpeMe~ 

2. таблице за претварање средњег времена у зве-
1"1-\,-" .. 0 време. 

3'. таблице за рефракцију. 
4. константе које су важне у Теорији или су 

ете. из Природе. 

Таблице под 1 служе за изналажење логаритма 
'.v' бројева и обратно за изналажење броја кад 

е познат његОв лоtаритам. 

Ове се таблице састоје И3 два дела : стране 6. до 
185. садрже логаритме бројева од 10000' до 100'000, 
а пр'ве четири стране (т. ј. стр. 2. 5.) дају логаритме 
iбројева од 1 до 1000, који су, ма да се налазе MeiJy 
, 

!Онима у другоме делу,1) засебно сложени. 

а) Употреба првога дела (стр. 2. 5.) таблица 1 
Iразумљива је по себи. Свака страна подељеиа је на 
, 

Iступце, од којих њих пет имају натпис (и потпис) 

, 

1) Тако н. пр. логаритам броја 376, који налазимо у првоме делу 
(на стр. 3.) можемо наБИ И у другоме делу (на стр. 61.) истих таблица, 
КSило да узмемо број 3760 или број 37600. 
, ' 

Тригонометрија 9 
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N (Cl!palieHO од Numerus) , а други пет натпис (и пот
пис Log (скраЋено од Logarithmus). У ступцима под 
N стоје бројеви, а у ступцима под Log одговарајуhи 
логаритми или боље реhи њихове логаритамске ман

тисе. Зарад лакшег прегледа сваI<:И десети број (који 

има натраг О) обележен је крупније ноостаЛИ,а лога

ритми њихови стављени су измеijу две хоризонталне 

црте. Свака страна садржи, 250 бројева и, разуме 
се, томико исто логаритама: . 

налазе се бројеви На страни 

2 .. 1 250· и њихови логаритми. 

3. 
4. 
5. 

250. 500 
500 750 
750 1000 

." 
.. 

" 
" 

" " 
" " 
" " 

Овај део таблица даје нам, дакле, логаритме за 

сваки број који је састављен из највише три цифре 
• • 

и за сваl!И други КОЈИ постаЈе из таквога множењем 

са 10, 100,' . . (т. ј. додавањем нула на десној 

страни), па био он цео број или десетан разломак. 

Тако н. пр. ако ХОћемо log 47,2, а ми Ћемо потра- ' 
, 

жити за цео број 472. и пошто нађемо (на стр. 3.) 
мантису 6739420 ставиtемо log47,2 1,6739420. 

узев мантису 

за цео број 
Тако исто налаазимо: 

log 1,68 0,225 3093 168 . 
log 0,965 --- 0,9845273 - 1 965 
log 0,00802 0,904 1744 3 802 
log 6940 3,841 3595 694 

Ь) Други део (стр. 6. 185.) таблица 1 даје нам 
непосредно логаритамске мантисе за све петоцифрене 
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<б~ојеве, дакле за бројеве од 10000 па дo~100000,\ 

:атако исто И за бројеве од 1 до 10.000,. пошто се 
,од њих,. додавањем нула на десној страни, могу' на-

, 

ч~нити . петоцифрени бројеви. . 
, . 

Свака страна овога дела таблица раздуљена је 

H~ дванајест стубаца. Први стубац (с лева рачунајуhи), 
кФји има натпис и потпис N,' садржи десетине (т. ј .. 
пfве. ч.етирй; цнфре) петоцифрених бројева. Оваквих 
д~сетина има на једној CTpa1lH педесет. Свака десе

T~Ha, код које је натраг О, исписана ie потпунои то са 
;RWУПННМ цифрама, а дотична врста. одвојена је, горе и 
.Дфле, са по једном пругом, које чине да она пада БОЈъе 

! '. ." 

'у, i очи .. На овај начин подељена је страна на пет под-
. . 

j~ДHaKO ~1iliX хоризонталних поља. Од осталих де-
цтина, које натраги.м.аiУ цифре .1, 2,3" .. . 9, 
iи~писане су увек само крајње две цифре. Идуhи 

. :дфсет стубаца, са натписом (и потписом) О, 1,' 2, 3, 
-4) 5, б, 7, 8 и 9, садрже логаритамске мантисе оних 
л~тоцифрених бројева, чије су прве. четири цифре 
(десетине) са њима у истоме реду лево под N, а пета 
цl1фра у врху (као натпис), односно у дну (као пот
Ћ~C) дотичног стубца. 3бог уштеде у простору испи

'C~He су само последње четири мантисине цифре, јер 
, 

c~ прве три врло често (отприлике 20 до 230 пута) 
у~астопце понављају; прве три цифре означене су по 

ј~данпута у свакоме од оних пет хоризонталних поља 

ито у стубцу под О. Овакве три цифре односе се, 

дакле, на све оне мантисе које су у истоме реду са 

щима а важе и за следеhе редове све до идуhе тро

ц~френе . групе. 3а оне мантисе, над чијом, првом 

цlИфром стоји једна мала. црта, треба. узети идуhе, а 

;Н~ претходеhе, три цифре. , . Најзад у дванајестоме 
9* 
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стубцу, над и испод којегасроји Р. Р. (скраЂено>од-. 

partes. proportionales сразмерни делови), налазе се 

табличице, које служе за израчунавање логар»тама 

бројева који су састављени из више од пет цифара . 

. Да бисмо нашли логаритам једнога броја од пет 
цифара, н. пр. броја 42 853 ми ћемо, пре cBera, по-

тражити страну на којој, се у првоме ступцу (под N/ 
налазе прве четири цифре 4285 задатога броја. И 
пошто смо то нашли' (на стр. 71.) поtиtемо у тоЈ 
врсти (где је. број 4285)' на десно до у' стубац над и 
испод којега је пета цифра 3 задатога броја 42853. 
На томе месту налази се група 9812, пред коју кад 

ставимо њој одговарајуЬе три цифре 631, добијамо 
логаритамску мантису БЗ198l2; Према томе је дакле
log 42853 ~ 4,631 9812. 

Узмимо сада да се ХОЂе log 34837. Пошто (на 

сТр. 55.) у ступцу цод N. Ha~e~o десетине задатога 

броја, а то су његове прве четири цифре 3483 оти

ЂI1Ђемо у томе реду до у стубац над и испод којега 

стоји п\ета. цифра 7 нашег броја. На томе месту је 

група 0407, али пошто се над првом цифром (над 

1iУЛОМ) налази једна мала цртица (овако: 0407), то

значи да као прве три цифре мантисине треба узети. 

542 (а не 541) и да је, према томе, мантиса 542 0407,. 
а с тиме log 34 837 4,542 0407. . 

Тако исто налазимо: 
узев лог. мантису 

за цео број 

log 82,937' = 1;9187483 82937 
log 0,067842 = 0,831 4986 - 2 67842 
log 7860500 6,895 4502 78605·. 
log 2,976 0,4736329 39760. 
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с) У случају да се хоъе логар»таl'llједнога~броја 
• • 

. се састоји· из'Вишено пет. "цифара ПQСТУПliliеl'llО 

следеtи начин. Мизнамо, пр:есвега, ·далогцр»:-
. . 

ска мантиса јед»но зависи одф:еда по коМ,е'цо-

€ДИЈне цифре у задатоме бр()fУ следуЈу j~ДHa ~pyгoj, 
. НИ укол»ко оддесетна 3'нака » на коме се месту 

I , '. 

налази (в. чл. 44.). Према. тоМ,е мощемос~аки 
ој, који има више од пет ц»ф~ра{па бао . ОЦ .цео 

у виду десетна разломка), свести на један десета:н 
са пет цифара у цеJiИма. Тако н; 'пр.'бд 

оја 508,6379 постаје (премештањем знака запеТ6) 

рој 50863,79, који са првим има једну исту логар»
мантису. Овако доб»вени десетии разлом'ак 

Ј~ежи, увек, измеђУ два узастопна цела (петоц»френа) 

ароја, па дакле.» његов .Јюгаритам измёђУ 'два' лога-
, 

Ј~итма, која нам непо.средно. дају таблице за пето-
Јифрене бројеве. У нашем примеру је . 

50863 < 50863,79 < 50864, 
дакле 

log 50863 < log 50863,79 < tog50864 

4,7064020 <'log50863,79 < 4,706 4105, 

• , 

j~p је log 50863 4;70'64020, iog50864 4,7064105 
,(~. у таблицама на стр. 87.). 

I Да бисмо, ПОМОЂУ ова два . позната логаритма, 
'<1дкој»х је један мањи, а друг» веъи ОД.онога, ·кој» 

-1јражимо, . одредили овај последњ» послужиъемо се 

,сјтаВОм. који гласи да је мењаlБе(т. ј. растете .» опа-
, , . -
~aњe) логаритма у толиRо вишесразмерно мењању 
фастењу и опадању) броја,у i<ОJiико је промена у броју 
J'itања наспрам самог броја.. . 
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Или .' другим речима: разлика у логаритмима ДВаЈ. 

броја постаје' у толико приближније. сразмерна раас-' 

'лици дотичних бројева у колико је ова разлика мања, 
наспрам самих бројева. ' 

Неки јеа > с >Ь и претпоставимо да' су . раз--
. 

лике а -Ь и с Ь довољно мале наспрам Ь, па дакле 

и наспрам а и с, онда, према иареченоме ставу, постоји", 

у извесним границама тачности,' сразмера 

A6)log а log Ь : log с log Ь -- а Ь : с Ь 1) 

одакле 

'46а) ." log с = log' Ь + ~ - ~(log а -log Ь). 

, Применимо ово на горњипример и ставимо 

с 50863,79, а 50864, Ь:= 50863. 

Овде је дакле 

. с Ь 0,79, а Ь - 1. 

Из логаритамских таблица налазимо (на стр). 87.) 
непосредно 

loga 4,7064105 

logb 4,7064020, 
дакле 

.loga logb 0,0000085 

. и. према томе, а на' основу обрасца 46а , следује log с" 

. или 
log 50863,79· 4,7064020 + 0,79 Х·О,ООО 0085. 

= 4,706 4020+ 0,000 0067 
= 4,706 4087. 

1) В. 2. НаПОЛШIУ на Rpajy овога члана. 
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Разуме се да ћемо ДОЂИ дО истога резултата, ако 

непосредно употребимо сразмеру 46, која, у овоме 
• 

случаЈУ, гласи овако 

0,0000085 : log с log Ь = 1 : 0,79. 

Означимо log с log Ь са х, а то је поправка 

коју треба додати логаритму мањег (петоцифреног) 

броја Ь па да се добије логаритам задатог броја с. 

Последњу сразмеру могли бисмо да напишемо простије 

85:х 1:0,79, 
• • 

где Је поправка х изражена у Јединици седмога де-

сетног места. 

Табличице у дванајестоме ступцу (над и испод 

нојих стоји Р. Р.) служе за лакше и брже одређивање 
, . 

ових поправака, које ваља сабрати са логаритмима 

петоцифрених бројева па да би се добили логаритми 
, 

шесто- и седмоцифрених бројева. Тако у овоме нашем 

примеру: пошто смо нашли (на стр. 87.) логаритме 

она два петоцифрена броја, између којих лежи задати 

број, и добили' као разлину та два логаритма 85 једи
ница у седмоме десетном месту, ми се обраЂамо 

табличици (у ступцу под Р. Р.) над нојом стоји број 85. 
У тој табличици израчунато је, да кад мењање броја 

за 1 повлачи собом мењање логаритма за 85 јединица 
У седмоме десетном месту, колика је промен~ у ЛОГi::l

ритму за сваки десети део од промене 1 у броју. 

Помоtу такве табличице лано је онда (делењем са 

1 О и 1 ОО) израчунати нолина је промена логаритма 

над се број, мења за ма НОЛИКО стотих или хиљади

тих делова јединице. Тако у табличици ,под 85 нала-
, 

• 
зимо да Је. 
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за промену броја 

од 0,7 

" 0,09 

. . 

промена логаритма 

=595 =7Х" .85 , . 10 ' -

=765 , . 

85 
=9 Х 100 

и да, према томе, промен~ броја од 0,7 + 0,09 =' 6,79 
одговара у логаритму промена од 59,5 -+ 7,656'1,1'5 
• • 
Јединица у седмоме десетном месту,. ROJY Rад додамо 

логаритму броја 50863 добиј~Мо логаритам броја 

50863,79. 

1. Напомена. Место да логаритам задатога' броја 
израчунавамо из логаритма МЩf>ег броја, до
даваљем и~џ~сне Ц ЩП:Щвн:е , може~щ, на· QЩ1-

чан начин, да Halje~o тај ~огаРИТg~ ца ЛQПI.- -
ритма веt.егброја, ~aд од овога OДY9~~~O 
извесан сразмерни део. Н. пр. у горњем при-

. меру јесте РЗЗЛИRа' измеljу већега и зада
тог броја 

а с 50864 50863,79 0,2С 

Таблице нам дају 

log а log Ь 0,0000085 .. ' 

На основу горе наведеН0га ставд по-
• 

стављамо процорцИЈУ .~ 

85 : х 1 : 0,21, . 
одаRле 

х 17,85 или заОRруrд;..ено х -- 18 јединица 
. 

у седмоме десетном месту (даRле уцраво х = . 
0,0000018), Roje Rад одузмемо од log а = 
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за промену, броја '1 
) 

од 0,7 ) 

" 0,09 

промена логаритма 

85 
=59,5 7Xio'-

=7,65 
85 

-~'9Xl00 

fI да, према томе, промени броја од 0,7 + 0,{)9 =' 0,79 
)дговара у логаритму промена од 59,5 + 7,656'7,15 
• • 

!единица у седмоме десетном месту" КОЈУ кад додамо 

'1Огаритму броја 50863 добиј~мо Jiогаритам броја 

50863,79. 

1. HaUOJYleHa. Место да логаритам задатога' броја 
израчунавамо из логаРИТl.\а ма,њег броја, до
даваљем Из'~~Сliе пош:щвlЧ:, 'можеМQ, на QЩf

чан начин, да на~е~ю Т(Јј J,IогаРI1Пl~ Щ~ ЛQга- -
ритма веtегброја, кад од овога ()ДYpM~MO 
извесан сразмерни део. Н. пр. у горњем при
меру 'јесте разлика' изме~у већега и зада
тог броја 

а - с = 50864 - 50863,79 = 0,21. 

Таблице нам дају 

Zog а Zog Ь 0,000 0085. , 

На основу горе наведенога става nо-
• 

стављамо ПРОПОРЦИIУ 

85:х 1:0,21, 

одакле 

х 17,85 или заОКРУС1ђ.ено х 18 једищща 
. 

у седмоме десетном месту (дакле управо х = . 
0,0000018), које кад одузмемо од Zoga = 
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4;706 4105, добијамо, као и горе, log с = 
4,7(i}64087. 

2. Напомена. У АЛI;е6арској Анализи доказује 
• 

се да ]е 

• • • (u. 

ИЛИ, дкоставимоЬ +d а, даI<ле d а Ь, 

la [Ь-

а-Ь 1 а-Ь)2 1 а-Ь 3 Ј.· а-Ь1 4 

Ь -;2·Ь Ј --!- з:ь - 4 ;ь Ј + - . .. (~ 

а за Бриг-ове догаритме 

log а .logb - ._~ . 

а-Ь 1 а-Ь}2 1 а-Ь 3 1 а-Ь 4 . ( 

т Ь -2 Ь Ј+з' Ь -4 Ь +-"',"( 

. где је т модуо Бриг-ове системе (~. чл. З9.). 
Овде се претпоставља да је . d <.Ь или даI<ле 
а Ь < Ь. На десној страни образаца u., ~ 
и -;. имамс један такозвани беСRоначан збир
љив ред, који је у ТОЛИI<О наглије збирљив 
(т. ј. чији чланови у толико брже опадају) у 
I<ОЛИI<О је разлика аЬ мања наспрам броја Ь. 
у <;:лучају да јеаЬ веома мало наспрам Ь 
можемо у томе реду, без бојазни да ћемо 
учинити осетну грещку, да занемС!-римо c~e 

члан ове према првоме члану. На тај начин 
. добијамо из обрасца I ову простију једначину 

1 1 Ь а -Ь, 
og а ·og = т --:Ь-' 
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Тако 
довољно 

о "') 

исто, . у . претпоставци, да је с-Ь 
мало наспрам Ь, следује 

log с' log Ь = т с -ь Ь, 

која, упоређена са прошлом једначином О, даје 
пропорцију 46) ..... . i. . 

• 
. .. .~ , . . 

с ' : ' ~ , 

loga-logb:logc' logb а Ь:с Ь. 

Врло лако је уверити се да' грешка, коју 
чинимо примењујуtи ову сразмеру 46 (или 
образац 46з) на израчунавањелогаритама 
бројева који леже измеђУ два узастопна цела 
петоцифрена броја, не утиче ни на осмо 
десетно место логаритамске мантисе. Из 
обрасца r видимо да је грешка, означимо је 
са R, коју ч:инимо, узев тај образац у скра
Ђеној форми о, мања од другог члана у горњем 

• 

реду, т. Ј. 

а ово је у толико мање у колико је број lJ 
веtи. По себи се 'разуме да је сразмера 46, 
па дакле и образац 46а, на· истоме ступњу 

тачности на коме су и једначине о и о'. 

Узмимо најнеповољнији случај, а то је да 

су бројеви а и Ь, измеђУ којих лежи задати 

број с, најмањи петоцифрени бројеви и ста-

вимо а 10001, Ь 10000, тако да је задати 
број с 1 О 000 + једноме чистом десетном 

разломку. Имавши на уму да је т < 0,5 следује 

R < 0,5 .!9 001 100002 05 1 
. 2 1 О 000 = 2 х 1 ОО 000 000> 



или дакле 

R < 0,000 000 003 .. 

Примери. 

1) log 70,79428 = ? 

Потражиhемо log 70794,28, који лежи измеijу log 70795 Иi 
log 70794. 

Из таблица (на стр. 127.) налазимо 

log 70795 = 4,850 0026 

log 70794 = 4,849 9965 

log 70795 - log 70794 = 0,0000061, 

.дщ<ле 61 јединица у седмоме десетном месту .. 

Поправку . Х, коју треба додати логаритму мањег бројЗL 

па да добијемо логаритам задатога броја,. израчунаЬ.емо И3-

сраз.мере 

61 :х = 1 : 0,28, 

одакле 

х = 61 Х 28 =17,08 
100 

или заокругљено 

х = 17 јединица у седмоме десетнои месту ... 

Према томе је 

log 70794,28 = 4,8499965 + 0,0000017 = 4,849 9982 

log 70,79428 = 1,849 9982.· 

Но, место да сами израчунавамо поправку Х, 

из табличџце (Р. Р.) под 61 да је 

ии читамО" 

, дакле 

, 

за проиену у броју 

од 2 десете 

" 8 стотих 

промена у логаритиу 

= 12,2 
- = 4,88, 

за промену у броју од 0,28 промена у логаритму = 17,08 једи-
ница у седмоме десетном месту. 



2) Zog 937,05136 = ? 

Из таблица (на стр. I7з:) налаЗlfМО 

Zog 93706 = 4,971 7674 

Zog 93705 = 4,971 7628 
, 

40g 93706 - Zog 93705 = . . . . 49' • 
Јединица у 'седмом 

.дrсетном месту. 

I Поправку х добијамо или ПОМОћУ сразме'ре 
I 

I 46 : х = 1:0,136, 
-о акле 

х = 4БХ 136 = 6286 
'! 1000', 
;и~ ПОМОћУ табличице (Р. р.Уnод броје.м 46. Из њевидИt.lOlЏl' је 

, 

за 'промену у броју : fJPО мена У ,логаритму: 

од 0,1 ' 4,6 

" 
0,03 - 138 - , 

" 
0,006 = 0,276 

од 0,136 = 6,256. 

Према томе је дакле 

log 937,05136 = 2,971 7628 + 0,000 '0006 = 2,971 7634. 

3) log 38742028 = ? 

у таблицама (на чр. 63.) имамо 

log 38743 = 4,588 1932 

log 38742 = 4,5~~ 1820 

Zog 38743 ~ Zog 38742 = ... ' 112. 

Поправку х добијамо иа сразмере 
, 

1 12 : х = 1 : 0,028, 

= 112 Х 28 = з' I'Зn 
х 1000.'-
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lIЛИ из таблищще (Р. Р.) под бројем 112, која показује да 

промени. у броју: одrовара проме\;lа, у. Jlоrаритму.~ 

0,02 2,24 
·0,008 0,896 

0,028 3,13б. 

Према томе је 

log38742028 = 1,588 1820+ 0,000 0003 = 7,588 1823 . 

• 

53. ТрqЖ~tbе број~. УЗМИМО да нам је дат лога-
ритам и ми треба да нађемо број, коме тај' логарита'М 

припада. 

П()што каракrеристщщ ЛQгдритма одређује само 
место. на коме, треба ставити десетни знак, а ни уко

ЛИIfО не у:rиче на ред цифара из којих је ·дотични. 

број, Састављен} то о њој и не треба даље водити 

рачуна.3апазиi;iемо, дакде, само логаритамскумантису 
• 

и љу. ћемо, као што је и у таблицама учињено, ПQде-
• • • 

лити на две групе: Једну КОЈа се саСТОЈИ из прве три 

и другу Iщју образују последње четири цифре. 

да. бисмо нашли она два таблична логаритмау 
измеђУ којих лежи. задати логаритам и· помоtу њих 

нашли она два узацопна петоцифренаброја,. од којих 

је један мањи а други веБИ од броја који тражимо 

(замишљајуtи овај као један нечист десетан разломак 

са пет цифара у целима), ми, пре свега, тражимо 

страну (од б-те до 185-те) на којој се,· у другоме 
ступцу (са натписом О), налази прва, троцифренаr 
група мантисе. 3атим сравњујемо другу, четворо

цифрену, мантисну групу задатога логаритма са 

табличним четвороцифрени~ групама које важе као 

допуне нађеној троцифреној· групи. 
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. 
Ако задатак не захтева више но. пет цифара у 

,логаритманду, онда треба узети оних пет цифара које 
; ; : 

"'{)дговарају логаритму, који је нашем најближи, било 

,да је то онај мањи или онај веhи логаритам. 

Нека је н. пр. задати логаритам ово 

log с 1,828 9068 

· и претпоставимо да". се у. броју с не траже више 0-Д 

'три десетна места. Отуда што је значица· логаритма 

1, дакле број цифара целих у )Iогаритманду раван 2, 
• 

следује да је довољно 'да нађемо . свега пет цифара 

,ОД броја с. У ту циљ потражиhемо у ступцу са нат

!писом О прву мантисну ГР:УllУ s2i Jf rrОШlоfе пafjемо 

.(на стр. 120.) ми упоређујемо ону·· дру гу мантисну 

· групу 9068 са· табличним четвороцифреним групама, 

яоје се односе на нађену групу 828. На тај начин на
лазимо да наша група 9068 лежи измеђУ ових двеју 
9047 и 9111. Прве четири цифре 6743 логаритманда, 
које одговарају табличним групама 9047 и 9111, У 

свези са њима заједничком троцифреном групом 828, 
стоје у истоме реду са њима у (првоме) ступцу под 

АТ, а пете цифре 8 и9 у врху дотичних стубаца, у 

којима су маНТИL:не групе 9047 и· 9111. 
И заиста добијамо обратно да је 

.за број 67438 логаритамска мантиса = 0,828 9047 

" " 67439 " " 0;828 9111. 

. Ако узмемо ону исту карактеристику коју има 

{og с можемо овако да напишемо 
• 

· ! 

ЛUтf log 1,8289047 -- 67,438, јер је lоgб7,438 --1,8289047 
I • 

дumlоgl,8289111 '67,439, "" 10g67,439 1,8289111 . 
• 

• 
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. 

Из тога што задати оо логаритам лежи измеijу ова 
• • 

дв? таблична логаритма заКЉуЧујемо. да Је 

67,438 <с < 67,439. 

Но пошто је мањи логаритам, по својој вредности, 

.задатоме логаритму ближи од онога већег и пошто 

.се у броју с не траже више од три десетна места, 

треба узети с -- 67,438. 
, о· На случај да је log с 0,8289068 2 ми бисмо 
-се, не тражеhи у броју с више од три десетна места, 

задовољили са прве две цифре логаритманда. и ста:

вили бисмо с 0,067. Узев свих пет цифара: с = 
= 0,067438 имали бисмо резултат тачан на шест де
·сетних места. И т. д. 

У случају да. је за тачност резултата потребно о 

имати више од пет цифара броја с. послужиhемо се 

·ставом, који смо у сличном циљу већ употребили 

(в. једн. 46 и 46а у чл. 52.), израчунавши поправку, 

Јюју треба додати оној Од броја с мањој петоцифре~· 
:ној вредности како бисмо нашли што тачнију вред

:ност логаритманда С. 

Останимо при горњем примеру 

log с 1,828 9068. 

ПОМОЂУ таблица (стр. 120.) нашли смо да је 

1,8289047 < log с < 1,8289111, 

67,438 < с < 67,439. 

Да бисмо за с добили тачнију вредност но што 

је петоцифрени: број 67,438 примениhемо сразмеру 

46,која, кад је решимо по I:Iепознатој с, гласи 
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с =Ь --L logc logb (а- Ь).· 
Ј loga -log Ь 

Одавде, кад ставимо за log:c задату вредност 1 

= 67,439 loga 1,8289111 а 

logb 1',828'9047 Ь' =67,438; 
• 

слеДУ1е 

1,8289068-1 8289047 
с 67,438+· 1 82891 јИ, ' 1'8289047(67,439 ,61,438) , , 

21 
= 67,438 + 6ФХ 0,001= 67!,438 + 0,000328· . , 

, 

= 67,438 328· . . 

Поправку 0,000328···, означимо је са у, коју 

смо додали' маљем броју Ь и на тај начин добили 

таЧНИ:ју. вредноот за' броје, налазимо помоtу' про- , 
стог правила тројног. За разлику 1 у последњем 

(овде треЂем десетном) месту измеi)х два броја а' и 

Ь О разлика њихових, логаритама log а log Ь ИЗНОСи 
64 јединице у седмом е десетном месту; колика Mopa~ 
онда, да буде разлика у између два броја с и Ь, кад. 

је разлика њихових логаритама log с logb' 21 je~ 
диницу у седмоме десетном месту. На основу става, 

који је исказан сразмером 46, имамо 

О,ООl:у 64: 21, 
одакле 

у ~~ х 0,001 
• 

и пошто нађемо у, које је с Ь, налазимо с Ь + у. 
М 21 О . 
ножење количника 64 са ,001 показује да']е Bpe~-
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• 
ност поправкеу изражена у јединици последњег, овде 

дакле треЂега, десетног места бројаЬ, коме додајемо 
ту поправку. Сасвищ уопште: поправка је изражена 

у . јединици пете цифре логаритмандове; то значи да· 
нам она даје цифре које следују петој цифри, т. ј. 

lllесту, седму, щ:му, '" цифру у логаритманду.И за""' 

иста ми примеtујемо у. овоме примеру да, када се 

пета цифра логаритманда промени за 1 (т .. ј. место 

броја Ь 67,438 узмемо број а 67,439), логаритам 
се . мења за 64 јединице у . седмоме десетном месту. 

Меijутим. разлика измеijу задатог логаритма ·log с и 
онога, log Ь, који је одма до њега мањи изн()си само 

21 јединицу у. седмоме' десетном месту. Отуда сле

дује да је разлика измеijу броја с (који тражимо) 

и (ПОЗ6атог) броја Ь мања но измеljу (по.знатих) 

бројева а и Ь,. т. ј. маЉа ·од једне. целе јединице у 
21. . .. ' .... , 

петој цифри. На' име јесте разлИkа с Ь =-= .. Јединице 64 .. 
21 

пете цифре. Према. томе, дакле, ако количник б4 

представимоу виду десетног разломка, онда Ђе његове 

десете, стоте,' хиљадите," . дати нам lllесту, седму, 

осму, ... цифру логаритманда с. 

Израчунавање попраВi{е у . можемо себи да уште
ДИМО употребом табличица. Р. Р. у нашеt.'l примеру 

ймамо да узмемо табличицу под бројемб4, у којој 
• • 

су израчунате мантисне разлике за сваки десети део 

јединице промене броја 67438 У његовој петој цифри. 
Из мантисне промене у стању смо, обратно, да одре

димо промену у' броју изражену у десетим, СТОТИМ7 
х»љадитим,·.·· деловима јединице пете цифре лога-

• _. • • ' .' - 'О • _ _ 

ритманд()ве. Пошто смо нашли да. је разлика измеljу 
.ТригонометрЙја 10 
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адатога логаригма· и онога од љега мањ,ег таБЛИ:ЧН;Il)Г' 

огаритма равна 21 (јединицу у сед.моме 1'I\есту мантисе). 
са том разликом идемо у табличицу подброје!у\ 

Из ње видимо· да је логаритамској разљици ?1 
I< ... јближа мања вредност 19,2, којој у' броју одговар,а; 

:nnГlMeHa . од З десете у Јединици пете цифре.· Овај 

З· је, према томе, шеста цифра . у логарит

нду с. Седму цифру доБИЂемо кад, у табличици~ 

потражимо бројну промену за логаритамску ра3:JlИКУ 

] Х (21 19,2) 18. Овој вредности је најближа. 

.dtbc:t, логаритамска разлика 12,8, Iшјој одговара цифра 
ИДУЂУ, осму, цифру налазимо насличаllначин~ кап 

бразује~lO 18 12,8 -- 5,2,. помножимо.то са. 10, 
дакле 52 и за ry . логаритал1СКУ . разлику . 

.. vтражимо бројну промену, која је. .8. И· т. д. 

рви· Х осам . цифара. у логаритманду с·. јесу даюн.~ . 
438328, а с обзиром на карактеристику треба ста

с -- 67,438328. 

1. Напомена. Тражити више од ocafil цифара у 
. логаритманду нема смисла, зато што веЂ џ 
осма цифра није сасвим сигурна. 

2. Напомена. Ако је број цифара целих у лога-
. ритманду веЂИ од броја цифара Ј<оје нам 
таблице могу поуздано дати, онда треба Н'!. 
десној страни логаритманда додати потребан 
број нула. . 

Н. пр. ако је 

log с 9,828 9068, 

тако да број с мора имати десет цифара у 
целима, док нам таблице, ме~утим, дају једва 
осам цифара са СИГУРНОШЂУ, а то су цифре 
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67438328, ми додајемо 
, - , ' .. -. ,-

натраг' још д~еН,у;:r.t; 
,-,~.,. , (., 'H~"'-"-

о _ •• . 
. и стављамо 

с с= I1ШI1 log 9,828 9068 ~= 6743832800. 

Примери. 

1) lшm log3,902 1925=? 

ПОМОЂУ прве, троцифрене, мантисне групе 902 налазимо 
(на стр. 145.) оне две мантисе измеljу којих лежи задата ман-: 
-ти са, а то су ове две 

0,902 1933 (> 0,902 Ј 925) 

11 
0,902 1879 « 0,902 1925). 

Разлика љиховајесте = 54, а Р,!13ликаизмеljу задате и 

oQие маље табличне м'11Нтисе јесте = 46 (јединица у сеДМОМ,е. 
-десетнолt месту). 

. , 

Првих пет цифара броја с, а то су 79834, добијамо кад 
узмеАН) логаритманд за ,мщьу таБЛИЧl;IУ ,мантщ:уО,902 Ј 1379, а 

. 

идyliе цифре (шесту, седму и осму) ПОМОЂУ сразмере . 

54 :46 = Ј : у, 

.одакле 

46 
У ~ 54 = 0,852. 

Место тога l\lOжемо у табличици Р. Р.лодбројем 54 
.да потражимо мантисну раЗЩII<)') која је најближа разлици 

• 

46 и тој разлици 43,2 одговарајУЂИ број 8 да узмемо као 

,шесту цифру. у логаритманду с. Затим Ђемо образовати· 46 -
- 43,2 = 2,8, помножити то са 1 О, т. ј. узеЂемо 28, и тој вред
ности одредити (У табличици Р. Р.) најприближнију (али од ље 

.маљу) мантисну разлику 27,0, којој припада број 5. То је седма 
цифра у логаритманду. Осму цифру налазимо кад 28 - 27,0 = 1 
помножимо саЈО и мантисној разлици 10,8, која је тој вред

НОСТИ најближа, узмемо одговарајУЂИ број 2. . 

10* 
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Лqгаритманд с састоји се, дакле, из ових; осам цифара 

I ... r 5"~ оЈ" И С обзиром на карак;еристику 3 треба ставити 

. , 
" 

2) 

, . , . 
с = 7983,4852. 

пит log 1,4136279 =? 
, 

у другоме ступцу (који има натпис О) потражиhем.о ТРО-

групу 413 и наhиhемо (на стр. 37.) мантисе 

, 4136182 и 4136350, 

"еljу којих се налази задата.мантиса 4136479. 

Разлика измеf)у ових двеју табличних мантиса јесте = 168 .. 
измеf)у задате и оне' мањемантисе разлика је = 97. 

Првих пет цифара логаритманда с јесу 25 919 (а то је". 
" . - , 

манд за табличну' мантису4136 182): Остале цифре сле--
из сразмере 

. , 
• -о • • 1 БВ : 97 = 1 ; у, ... 

97 
. у= 168 =0,577. 

, ' 

. Ј ,-, -. , . ' ,. , - . .', -' - . 

Ми их доБИјамо' и ПОМОНУ табличице' Р. Р. подбројем. 168._ 
',-',".-:' " Ј " •. 1'-',.'· 

Ни ње ВИДИМО' да' Је 

разлици 

97 
О Х (97 - 84) = 130 
О Х (130 - 117,6) = 124 

. 
Према томе је с или 

најближамања 
разлика 

84 
. , 11 7,6 

I I 7,6 

пит log 1',4136279 =25,919577. 

3) пит !о!? 7,271 0834 '? 
, 

• • 
КОЈОЈ одговарэ_ 

број 

5, 
7, 
7 . 

. - " 

На стр. 23. налазимо троцифренугрупу 271. Пошто, су
четвороцифрене групе,. које· се '. налаз.е у исто.ме,редуса.. 

Ј, па разуме се и, OfIe' у следеtињ редовима, већеод ,наще' 
оцифренегрупе 0834, ,то !Iамв.аља ;тражити у,претхо-
. . 

РћРМ реду Mef)y груџама над чијом првом цифромстој~цртица,,;: 
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• 

mао ;знак који показујеАа и за љих вреди троцифрена 

~Z71. На тај начин добијамо ове две .мантисе· 

група 
. .. 

271 0745 и 2710978, • 

-од којих је једна ыња,' а друга већа од' задате мантИсе. 
Разлика и3.lt\еђу ових двејутабличних мантиса износи 233, 

а разлика између задате и маље мантисе јесте ~ ,89. 
Првих. пет цифара непознатога . броја с добијамо . узев 

петоцифрени лога.рi1ЈыIдд за табличну мантису 2710745. То 
. . .. о"~, . - F 

·су, дакле, цифре 18667.Идуliе цифре налазимо И3. сразмере 
'"' , , -. 

, 

. , " - • 233 : 89 = 1 : у, . 
·.одакле . . 

89 .' 
у = 233 -:-:- 0,382 

,ИЛИ помоliу табличице Р. Р. под бројем 233 .. Из ње читамо да је 

разлици 
. најбл~жа: .мања . Kojojoдгo~ap~, 

разлика број' . . 

89 69,9 3, 
1.0)< (89 - 69,9) -:- 191 
'1.QX (191- 186,4) = 46 .. ' 

186,4 .,8, 
46,6 , .... 2. 

. . 

'. 'Према томе имамо поуздано ових осам цифара 18667382. 
, ' ., -

Дакле 
с = 18667382. 

З . 

. . Логаритамске таблице за тригонометриске 
бројеве . .... '. .. '. 

с' ' • -, • • 

. '54 .. О логаритамско;,тригонометриСким. таблицама 
-' Ј1uгар:итаМСI<о-тригонqметриске таблице 

, . 

"У опште. 
-' " 

дају нам . логаритме тригономеТРИl:КИХ .' функција за 
углове у првоме I<вадранту . .1) Ломоtу таквих таблица 

, _ ., __ ,_ .с, '-'_ , ";. ' !' _, ,,'::.:,_ 

'1) Ми знамо да се тригоно~еipиске фунј(ције тупих углова могу, 
.ВРЛОЋако, да сведу на триг6iюметриске функције оштрих углова (в. чл. 14.). 

, 



--
смо у стању да и обратно из логаритма ма које 

Irnигонометриске функције, једнога угла одредимо 

угао. ј 

Употреба логаритамCI{О - тригонометриских та-' 

састоји се, дакле, у следеtем: 

1) кад је' дат један угао да се Ha~e логарита~k 

које тригонометриске функције тога угла; и 
, " -' 

2)" кад је дат логаритам једне тригонометриске 
. , 

НКЦИје каквога угла да се одреди дотични угао. 

У свези са логаритамским таблицама за обичне-
, . -, '. 

(јООЈеве могу горња питања и овако да се поставе: 

1) дат је један угао; тражи се ма која тригоно

ска функција тога угла; и 
, -. -

'2) позната је вредност ма које тригонометриске: 
{ 

једнога угла; тражи се тај угао. 

Примедба. Прве поrzушаје йзрачунавања тригономеТРИСКIiХ функција: , 
учинио је, без сумње, Хипарх (Нipparch, рођен у' Ниrzејir -" 
Nicaa - у Битинији - ВНЬупјеп), творац научне Астрономије 

, и' Тригоном.етрије, као њене ПОМОЕне науке. Хl1пар:с, чија 
астрономс!<а посматрања на острву Родос (Rhodos) ЮIИ У 
АлексаНДРllји падају између 161, и 126. пре Хр., написао је у 
12 књига Науку о тетивима у кругу израчунавши н једну 

таблицу за тетива. Овај његов рад, на пољу ТригаНОЈ\!етрије,. 

који је, по свој ПРИЈ1ИЦИ, извршен око 150. пре Хр., познајемо 
само IIЗ причања Теона (ТЬеоп) ив Александрије, који је,писао, 

око 365. после Хр. 

ПОСЈ1е Хllпарха ред је да поменеМо Менелаја (Мене

laus) из Александрије за кога знамо' да је год. 98. после Хр., 
за време ВЈ1аде Трајана, ' извршио два астрономска' посма-, 
трања у Риму. Меllелај је написао'6 књига о IIзрачунавању 

тетива, које су, као и оне Хl1парх-ове, изгубљене. Његове 3 
кљиге из Науке о Ј10пти,које нам у оригиналу (на јелинскоме) 

такОђе ннсу познате, но. само у преводима, (араПСКОl\!е и је-

, врејском) јесу нека врста Сферне Тригонометрије. 

Клаудије Пшоле.меј (Кlaudius Рtоlешаus, живиО' је у 

Але!<сандрији у првој половини 2. столеfiа, после, ХРИСТ4Б<"\: 

• 
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рОђеља) -доврши о је што су ХnUЏРХ и Мен.елај били отпочеш! 

служећИ се, вероватно, радови~ш ова.његова два велика прет

ходника. ПшолеЈ1tеј је дао Тригоньметрнјн тако савршену 
форму да је она више од хиљаду година остала ненаДћ\ашена 

и владала Науком не маље, а извесно са више успеха, но она. 

под именом птолемејеве системе позната Теорија о кретању 

. небесних тела. Његов И3 13 књига састојеЂИ се спис, астро

номске и тригонометриске садржине, носи натпис :1.0'0''')..7] (J\.)'I'''~';, 

!<ој\! је доцније, приликом превођеља с арапскО!' језика на 

лаТIIНСЮI н додаваљем грчкој. ре'Ш !,-%"a~o; арапски '!Лан аЈ, 

претворен у Иhlе. АЛ.ltшгесш (Аlшаgеst), под. којињ је опште 

познат" За нас је од интереса прва кљига Алмагеста, у којој' 

је израчуната rаблица за тетива. ПmолеАlеј дели периферију 

. круга на 360 делова н сваi(И такав. део он полови још. Преч
. НИК круга подељен је на 120 делова (по.'1упречник дакле на 60) 
и та подела продужује се по се!(сагезималној систе~ш на њаље 

јеДИНlще: на 60 првих и еО других делова, који су у латин

скоме преводу назватираrtеs шiпutае ргimае и partes miпtltае 
secundae И3 чега су остали језици lIaЧИНИЛ~1 називе минута 

и секунда. МеђУТИА\ заслуга ПшолеЛiеја не лежи у начину ове 

поделе, која је, без сумње, н пре љега постојала, но у са,\1Оме: 

израчунавању тетива. Полазна тачка У овоме израчуиавању 
то је познати Пшолсмејев став о теТИRНОМ четвороугаонику, 

који гласи да је производ И3 диагонала раван збиру произ
вода И3 две и две супротне стране, ОСИNl тога израчунаваље 

је основано на познавању извесних тетива, а то су стране у 

круг уписаних правилних троуглова, четворо-, пето-, шесто

н десетоугаоника, I<ao тетива за ЛУlюве од 1200, 900, 720, 500-
н 360. ПОМОЋу тетива двају лукова може да се и<;рачуна тетиво 
разлике и збира од та два лу!(а; из теТl1ва једнога JIYRa на
лази се тетиво половине тога лука. Тако И3 познатих тетива 

за лукове од 720 и 600 израчунава Пшоле,~lеј тетиво за ЛУК 

од 720 - 600 = 120, а одавде оuет тетива за лукове од 60, 30, 
1030', 45'. Да би добио тетиво за лук од 10 ПШОЛe;ltсј при

мељује једну методу која се одликује "еликом елеганцијом, 

и пошто је то израчунао добија тетиво за лук од 10 30' -
-10=30'. ПОМОћУ ове последње вредиости израчуната је 

таблица тетива за лукове од О до 1800 од пола до пола сте
пена.За израчунавање тетива та!<вих лукова, који леже између 

два таблична лука постоје табличице за сразмерне делове, 

П . 10 
где шолеМСЈ полази са претпоставке да су у размаку од :l 

(НЛИ 30') промене у тетнвима сразмерне променама у луцима. 

ДРУГИ један О;ЏlOмак у овој 1. КЊИПI Алмагеста бави се 
ТРИГОНО~lетријом н то нарочито Сферноњ. 
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Први радови на пољу Тригонометрије показују да је 

. ОВ:1 постала вбог њене примене у Астрономији.У томе лежи 
. . . , 

објашњење вашто је Сферна Тригонометрија далеко пре уса-

вршена но штоје Равна Тригонометрија. Тако исто и доцније 

она прваиврачунавања тригонометриских фУНlщија учињена 

су зоог астрономске потребе. 

Око половине 9. века после Хр, заменио је арапски 

астроном Албатегније тетива полутетивима под ИМ,еном џаиб, 

одакле је латински преводилац Плато од Тиволи начинно 

ре'l sinus1.) Ову значајну, И ако He<lHaTHo изгледајyliу, новинv 
Албаmегније није учинио случајно, већ.са потпуним разуме

вањем њенога значаја давајуtи у својој Астрономији. која 

садржи у исто време и Тригонометрију, разлоге томе одсту

пању од А!Јмагеста. Осим тога вредно је напоменути да је 

код Албатегнија употреба Тригонометрије на чисто алге

бар ској основи тако да је њено геометриско порекло већ 

заборављено. 

Георг од Пурбах (Georg von РитЬасЬ ,или Peurbach ро
ђен 1423. у месту РеитЬасЬ недалеко од Линца, умро 1461. У 
Бсчу) иврачунао је синусе углова од 10 до,10 минута ва полу
пречник 600000. Ове таблице ивгледа l1l! нису штампане. Спису 
de Quadrato gеошеtгiсо(штампан у Нирнбергу 1516.), у којем 
је Пурбах описао један нови. инструменат ва посматрање, 

придате су таблице' ва' одреljив<uье углова чија је тангента 
један од бројева ивмеljу О и 1200 узев полупречник = 1200, 
дакле за у глове од О до 450 ивражене у степенима, минутама 
и . секундама. 

Јохаllес Милер или Јохаllес РегИОJl1О1lтаll Uohannes мш
Јег, Regiomontanus или како је се и сам ввао Joannes de 
MonteRegio, Johannes Germanus, johannes Francus или Kunis
perger по варошици Konigsberg, Herzogthum Coburg у којој 
се родио 1436.; умро у Риму 1476.) израчунао је две синусне 
таблице: једну ва полупречник 6000 000, а другу ва полу
пречник 10000000. Углови иду од минуте до минуте. Ове 

таблице, ааједно са једним Пурбах-овим списом, издао је 

Јохаllес Шошр (ЈоЬаппеБ Schoner или Sch6ner , KarIstad 1477. 
- Нирнберг 1547.) године 1541. у Нирнбергу. Све до Регno
Д!Оllтаllа тригонометриске таблице садржавале су само синусе. 

Ретомонтаи је додао тангенте и наввао је ове таблице, вбог 

њихове корисне употребе, tabulam foecundam. У једним Регио
JllOllшаfl-ОВИМ астрОНОМСRИМ таблицама налаве се тангенте ва 

, . 

полупречНlШ 100000, али само ва целе степене. 
, 

') В. примедбу на крају чл. 9. 
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Славни реформатор' Науке о нашој сунчаној систе~ш 
'Никола Ј(оперник (Nicolaus Copernicus или Koppernigk, Тћоrn 
1473. - Frauenburg' 1543.), У тригонометрискоме делу свога 
знаменитог списа de revolutioniЬus огЫит соеlеБНиm, Нирн
берг '1543., издао је једну синусну таблицу за сваки 10' углова 
од О до 900 у полупречнику 100 000. 

Још пре ових таблица штампао је Георг ]оахи.м, наанат 

Решик (Georg ]оасЫm, RЫШсus, Фелдкирх 1514. -, ]{ашава 
1576.), у Витенбергу (Wittenberg) год. 1542. списdе lateriЬus 
·е! angulis triangulorum Jibellus, који није ништа друго до онај 
тригонометриски део горе наведеног Ј(оперниковог списа. 

Решик је, међутим, заменио Ј(оперникову таблицу својом 

синусном таблицом за сваку минуту у полупречнику 10000 000. 
Таблнцама дао је распоред ROjH оне и данас имају: са нат

писима и потписима, који се допуњују до 900. 
Године 1596. Валеншин Ото (Valentin Otho, Реmиков 

ђак и помоfiник) издао је таблице Решика, кога је смрт пре

юшула у раду, под насловом Opus Palatinum de TrianguIis. 
Оне су израчунате за синус, тангенту 11, први пут заве

дену, секанту1) за углове у размаку од 10" у полупречнику 

10000000000 (т. ј. на десет десетних места). Таблицама је 

, придата, ,осим упутства за израчунавање њихово, целокупна 
Равна и Сферна Тригонометрија. - Решик је израчунао још 

једне веЂе таблиuе, на 15 десетних места,за углове у размаку 
од 10". ]{o~, првог и последњегстепена узет је размак од 1". 
Ове таблице издао је под именом Thesaurus mathematicus 
год. 1613с свештеник Bartholomiius Pitiscus (Шлезија 1561. -
,Хајделберг ,1613.), који је" по свој прилици, први употребио 

,ял\е Тригоно.мешрија. 

Проналазак Вишега Рачуна открио је нове, несрав

љено краЋе ибрже, методе за израчунавање тригонометриских 

функција. Велике олш<шице, у томе погледу, створио је славни 

математичар Леонхард Ајлер (Leonhard Euler, Базел 1707. -
Петроград ,1783.). 

3арад лакшега множења и делења великих тригоно

l\Iетриских бројева Непер је пронашао логаритмесаопштивши 

своје откриfiе таблицама за (природне) логаритме синуса и 

'тангенте год. 1614.2) 
, Брuг, узев' за ,основицу број 10, израчунао је таблицу 

за логаритме синуса и тангенте за сваки, стоти део степена 

----~ 

'l)Y исто Bpe,'de са Решиком израчунао је у Сицилији Францеско 

.Мауролико (Francesco Маuгоliсоили латииизирано Maurolycus, 1494.-1575.) 
,та6ЛIIЦУ СеЈшната, коју је назвао tаЬulаш beneficam. 

2) В. прюйедбу под 1) на стр. 88. 
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· на 14 десетннх места и једну таблицу природиих сииуса на 

15, тангената и секаната на 10 десетних места. У намери да. 
напише Упутство за употребу његових таблица Брнz умре .~ 

Непгу Gellibrand (Лондон 1597. - Лондон 1637.) изда те 

таблице под именом Trigonometria Britannica год. lб33. 

ВЛа/С. који је, као што зна~.ю, допунио БјЈИz-ове табшще 
за логаритме обичних бројева,!) додао је овиња још 11 лога

ритње синуса, тангенте и секанте на 10 десетних А\еста за 

. сваку Ь\lшуту. Служеtш се РеШIIКОВИМ lZaHOHOM Влак је 

израдио и штампао год. lб33. своју Trigonometria artificialisr 

sive magl1US Сапоп trial1gulorum logarithmicus, etc. где се 

налазе логарип\И сину са н тзнгенте од 10 до 10 секунада на 
1 О десетних места. 

Ова два велика и ретка Влатсова дела, Arithrnetica loga
rithmica и Тrigопошеtriа artificialis, прештампао је, са изве

сним· попрашсама, изменама и допунама Вега ·(Georg Frei
herr уоп Vega, 3агорица 1756. -Nussdorf код Беча 1802.) 
у својој класичној 3бирци Thesaurus Lоgаt'ithriюruш completus< 
Lipsiae 1794. 

, У Француској, за време Велике Револуције, поводом 

завођења нове, десетне, поделе [(ружне периферије, предузме 

Барда (Jean-Charles Borda, Оах 1733. - Париз 1799.) изра
чунавање логаритамских таблица за тригон()меТРИСl(е f! за 

обичие бројеве. Пошто Барда умре, IIЈ\lЗВШII још само Увод 
да напише, то је ове таблице издао доцније Де:ламбр Uеап

Baptiste-josepI1 Delambre, Amiens 1749. - Париз 1822.) под 1I];\е
ном Tables trigonometriques decimales. А Paris, Ап IХ (1795.)., 

Сличне таблице за десетну поделу квадранта нздали су 

у Берлину год. 1799. берлински професори Хаберш (Јоhапп 

Philipp Hobert, Берлин 1759. - Берлин 1826.) I! Иделер (Ludwig· 
jdeler, Gross-Brese 1766. - Берлин 1846.). 

Оснњ ових, до сада наведених, радова треба да помес 

немо још и следеfiа издања, која важе као класична. 

Sherwin's mаthешаtiсаl tables, the third editioll, сасе
fulJy revised al1d corrected Ьу W. Gardiner. London 1742. 

Gardiner. Tables of Logarithms, for аН l1umbres ft'om 
1 to 102 100, апd for the siпеs al1d tal1gcnt, to every ten sесопds· 

· of each degree јп Ље quadrant, а1 а150 for the siпеs of the 
first 72 mil1utes to every single second, with other usefttl апd. 
necessary tables. Lопdоп. 1742 • 

. Оба ова издања, као и нови отисак ГаРДlfнер-ових таб- . 
· лица, који је приређен год. 1770. у Авињону (Avigl1on) и коме", 

1) В. примедбу под 4) на стр. 88 и 89. 
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су додати логаритми синуса и тцнгенте ва сваку секунду прва, 
• • 

четири степена, сматраЈУ се као ванредно тачна и употребљива .. 
. . 

Јоl1. Karl Sсlшlzе. Sammfung logarithmischer, trigono
metrischer, und anderer zum Gebrauch der Mathematik unent-

· behrlichen Tafeln. Berlin, 1778. 2 Bande. 3а прва два степена 
иврачунатн су логаритми синуса и тангенте ва сваку секунду.· 

Придати су Бриг-ОВII И Неuер-ови логаритми ив УраИfl-ОВОГ 

велИl(ОГ Канона. Тригонометриски бројеви и љихови логаритми 

нврачунати су ва прва и последља четири степена ва сваки' 

десет секунада, а код осталих степена ва сваку целу минуту., 

Овде је место да поменемо табличне вбирке васлужног 
. , 

Веге. Његове прве таблице, које су штампане у Бечу год. 1783." 
· садрже оно што је најважније ив ШеРВИfl-ОВИХ таблица и 

· осим тога још ва првих и последљих пет степени логаритме 
тригонометриских бројева од 10 до 10 секунада. 3а 'овим до
лазиВегюILоgагitmisсh-tгigопоmеtгisсhеs Handbuch, Leipzig' 
1793., који не садржи саме тригонометриске бројеве, но љи-о 
хове логаритме. Потпуније ивдаље ивашло је у Лајпцигу 

год. 1797. у 2 свеске. Ону љегову велику зБИРI(У поменули; 

смо неп горе . 
. Врло тачне и в'а употребу добро удешене јесу ТаЫе& 

portatives. deLogarithmes, par Fгаш;оis CaIlet .. Edition ste
reotype, а Paris, Ап lX (1795.). Код првих пет степени ивра
чунатн су логаритми синуса и тангенте ва сваку секунду, а 

· код осталих степена од; \О. до 10 секунада старе (сексагеви

малне) ,поделе на 7, десетних места. Осим тога ове таблице 

садрже Ј10гаритме синуса и тангенте ва сваку минуту нове 

(десетне IIЛИ цеитевималне) поделе на 7 десетних места. Највад 
иврачунаТlI су природии синуси ва сваки десети део степена 

десетне поделе ваједно са љиховим логаритмима; обоје на 15 
'десетних места. 

Наподtена. Ови ИСТОРИСКИ податци увети су И3 Сапtог. VOl'lesungen 
iiber Geschichte der Mathematik. Bd. 1 и II и из а. м. Klйgel. 

,Mathematisches WбrtегЬuсh. Erster Theil. Artikel: Cylclotechnie. 

. , 

55. Употреба логаритамско-тригонометриских таб

лица. Пошто смо у чл. 52. објаснили употребу 

првога дела под 1 Вегиних таблица, у коме су сло

жени логаритми обичних бројева, узмимо сада на. 

расматрање други део под П (стр. 188. 287.); где се 
налазе логаритми синуса и тангеfпеза сваку секунду 



'IIрвих пет степени, ОДНОСНО логаритми кщинуса и КО

-тангенте углова од 850 ДО 900. 

а) Отворивши. књигу имамо на левој (т. ј. парним 

,бројем нумерисаној) страни логаритме синуса, а на 

.десној (непарно нумерисаној) страни логаРЈпме тан

генте. Степени и минуте означени су горе, у врху, 
• 

,а секунде на леВОЈ ивици стране, у првоме с тупцу . 
Ови логаритми синуса и тангенте углова од О до 50 
. . 

• 
Јесу у исто време логаритми косинусаикотангенте 

>l<омплементних углова измеijу 850 и 900, чији су сте

пени и минуте забележени доле, у дну, а секунде из 
• 

.деСНОЈ ивици стране, у последњем ступцу, 

Тако н. пр. читамо 

log sin 3027' 52" /og cos 860 32'8" = 8,7812463 

. /og tg 20 19' 36" --/og.cotg 87040' 24" . 8,6088503. 
, . 

Отуда, што су синуси И КОСИНУСИ за све yr./I0IJe, 
.а тангенте за углове измеijу о. и 450, мањи од једи
нице, следује да су њихови логаритми одречни. Ови 

..одречни логаритми претворени су· у таблицама у 

rюложне логаритме, узимајУЂИ за сваки логаритам 

љегову десетну допуну (в. чл. 42.). Према томе се 

'код свакога табличног логаритма' има додати (ма и 
у мислима са~ю) одречна карактеристика "10. Тако 

• 

код горња два примера Јесте. 

log sin 30 27' 52" --/og cos 86032' 8".= 8,781 2463 _ '.10, 

= -1,2187537 
- '. 

. i 

" 

log tg 20 19' 3611 =·/og cotg 87040' 241f =8,60~ 8503 -.10 
, - . 

-- -1,391. 1497. 
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Ь) Претпоставимо да се тражи логаритам· једне

тригонометриске функције угла, који садржи и делове 

једне секунде. Пошто нам ове таблице II дају лога~ 
ритме тригономеТРИСRИХ функција само за целе ce~ 

кунде, то ћемо имати да извршимо један мали рачун 
• 

сличан ономе при израчунавању сразмерних делова. 

за логаритме бројева који се састоје из више цифара 
но· што их таблице непосредно дају. Поступак је овај:

узимамо Р<;lЗЛИКУ из она два узастопна таблична лога.,.

ритма; која припадају угловима (од целих секунада) 
између којих лежи задати угао, множимо ту логари

тамску разлику са десетним разломком у. секундама 

датога угла и додајемо или. одузимамо тај произвоД-. 

од логаритма мањега угла, према томе да ли функција,. 
• 

ЧИЈИ се логаритам тражи, расте или опада са расте-
- . ~ , 

њем угла, т. ј.према томеда ли је функција синуснаr 
тангентна· или косинусна, котангентна . 

• . . 

Примери. 

1) lоgsiп20 48'15,7Iб" .? 

Из таблица (на стр. 244.) читамо: 

log sin 2048' 16"= 8,689 5508 

log sin 20 48' 15" = 8,689 5078, 

одакле таблична разлика . 430. 

То значи: разлика у углу од 1" причињава у логаритмим<r.
синуса разлику од 430 јединица у седмоме десетном месту.

Према томе, а на основу начела исказатог у једн. 46), промени 
у углу од 0,716" одговара промена у логаритму синуса од' .. 
430 Х 0,716 = 307,88 или заокругљено од 308 једР.ница у сед
моме· десетном месту. Отуда, и имавши на уму да синус растес 

.заједно с углом, следује 

log sin 20 48' .15,7 Ј 6" =8,689 5078 + 0,000 0308 = 8,689 5386~ 
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2) ... log tg 40 31' 28,09"· . ? 

Из таблица (на сТр. 279.). налазимо: 

log tg 4031' 29" = 8,898 3734 

log tg 4031' 2811 = 8,8983467. 

Таблична разлика (Zog tg' 4031' 29" - log' tg 40 31' 28"). је 
.дакле = 267, а поправка· 267 Х 0,09 = 240,3 или заокругљено 
240 јединица у седмоме десетном месту, које, кад .додамо. лога
ритму маљег угла (јер тангента расте заједно са углом), даје. 

- ' .. 
log tg 40 31' 28,0911 = 8,898 3467 + 0,0000240 = 8,898 370'1. 

.3) . log cos890 7' 23,146" = ? 
. 

у таблицама на стр. 204.) налазимо: 

log cos 890 7' 23" = 8, 184 8325 . . . 
. log cos 8907' 24" '. 8,184 6949, 

одакле таблична разлика 1376 
• < ;;" -, ' о" 

и према томе поправка .. 1.37БХ 0,146 = 200,896 или У ОКРУ
глој цифри 201, која (пошто' косинус опада кад угао расте), 

• • 
кад Је одузмемо од логарюм.а маљег угла, даЈе 

log cos 890 7' 23, 146" = 8,184 832;; - 0,0000201 = 8,184 8124 . 
. 

4) !og cotg 870 01 5,:24" = ? 

Прво налазимо (на стр. 247.) 

!og cotg 870 О' 5" = 8,719 1943 

!og cotg 870 О' 6" =8,719 ]540. 

Таблична. разлика је 403, 

, 

, поправка 403 Х 0,24 = 96,72 или дакле 97 и пошто. KO,ta.ff-: 
• : ента опада кад угао расте, то Је 

!og cotg870 О' 5,24"= 8,7191943 - 0,0000097 = 8,719 ]846 .. 

с) При одређивању угла, за I<оји знамо логари

""м .ма .I<oje његове тригономеТРИСI<е фУНI<ције, по-
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ступамо онако исто као и при одре~ивању броја из 

љегова логаритма. Са неколико речи поступак је 

следеhи: прво се Tpa)l(e она два узастопна таблична 
логаритма изме~у којих лежи задати логаритам, ра-

• • • 
з)'ме се на ОНОЈ страни на КОЈОЈ се налазе логаРИТlVlИ 

дотичне тригонометриске фУНIщије. Затим се са раз

ЛИКОМ из та два таблична логаритма дели разлика 
из задатога и онога до њега мањег логаритма. или 

разлика из онога веЂег и задатог логаритма, према 

томе' да ли дотична . функције расте или опада са 
растењем угла, т. ј.према томе да' ли је функција 

синусна, тангентна или косинусна, Iштангентна. Тако 

,добивени количнин: из оне две логаритамсн:е разлике - , ' , 

даје. делове секунде, коЈи се додају углу мањега или 

углувеhега логаритма, према. функцији којом је угао 

-одређен, . 
. ' 

Примери. 

1) log sin (/. = 8,880 9314, 7. = ? 

у таблицама (на стр. 274.) налазимо ова два синусна 

логаритма: 8,8809170 и 8,8809446, од којих j~ један мањи, а 
" . 

други већи од задатог логаритма. Њихови углови јесу 4021' 35" 
и 4021' 36". 

Разлика из ова два таблична логаритма чини 276 једи-
• 

ница у седмоМе десетном месту и ЊОЈ одговара у углу разлика 

.ОД· Ј !г. Разшша из задатога и онога до њега мањег логаРИТМ.а 
јесте = ! 44 јединица у седмоме десетном месту. На· основу 

става исказатог у једн. 46) јесте . разлика измеljу непознатог 

нам угла (/. и угла 40 21' 35", т. ј. угла коме припада онај мањи 

144" 
таблични логаритам, равна 276 = 0,522" и према томе, а с 

<обзиром на то да синус расте заједно с углом, 
: -:, -

IX = 40 21 '35" I О 522" = 40 21/ 35 522!' . I , . " , . 
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2) log cos (f. ·8,797 6105, 7. = ? 

у таблицама (на стр. 258.) налазимо 

8,797 б263 као Zog cos 860 24' 8" 

8,797 5928 " Zog cos 860 24' 9". 
. - , 

Разлика И3 ова два таблична логаритма јесте = 335.-
. , 

Пошто косинусна функција опада· са растењем угла, . то ћемй, 
узети разлику И3 оног већег и задатог логаритма и ту ћеNЮ

разлику од ·158 поделити целом (табличном) разликом одЗ35 .. 

}{оличник . ;~~ = 0,472 даје делове секунде, које треба дода~и. 
углу већег логаритма. На тај начин добијамо 

7. = 860 24' 8,472", 
• • 

Напомена. До истога резултата долазимо кад УЗlr1.емо раз-' 

., ИКУ из задатога и онога мањег логаритма,· а то је 177,. поде
има је целом (табличном) разликом 335 . и тај количниlC 

77 О . . 
35 = ,528, као делове секунде, одузмем.о од угла маљег 1Iога-

• • 
итма, Јер Је опет . - " . 

rJ. = 86024' 9" - 0,528" = 860 24' 8,472". 

З) log tg t7.. = 8,4783985, .7., - ? 

У таблицам.а (на стр. 223.) налазе се ова дна JIогариТi'iШ: 

8,4784477 као logtg 1043'25" 

8,4783776 " log tg 1 о 43' 24". 

Таблична разлика је= 701, а разлика иззадатога й мањег 

. 209 О . 209" . О 208" . ' 
огари:гм.а Је. = . давде слеДУЈе попращ<а 701 ....:... ,,,, ,KOJ<t, • 

• 
углу мањег логаритма, даЈе 

7..- 1043'24,298". 

4) logcotgoc=8,5743257, ос=? 

И3 таблица (на стр. 231.) читамо ова два узастопна логз-
ритма котангентне фУНlщије 
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8,5743512 као 10gcotg870 51'3" 

. 8,5742950 " log cotg 87051' 4" 
. , 

измеђУ којих лежи наш задати логаритањ. Таблична ра:=mик~ 
је = 562. Поправку можењо добити на 'двојак начин: или' кад 
разлику из већег и задатога логарит!.ш или разлику из задат()г 

и маљег логаритња поделимо табличноњ разликом. у. прв{)и 
. , . 255" .. 

случају треба тај количнИ!{ 562 = 0,454, као делове секунде; 

додати углу већег лотаритма; у другоме случају треба колиЧник 
зm· '" . 
562 = 0,546, опет као делове секунде, одузети од угла маљеI:а 

логаритма. У једноме и у другоме случају следује 

r;; = 87051' 3 454" ,~, . 
. 

, :. ' 

56. ПРОАужење ПРОШЛОГ члана. а) Опис шаб-
. ' . . . 

лица ЈП (стр. 290.-559.). Ове таблице садрже' лога-' 
. . 

, 

ритме синуса, косинуса, тангенте и котангенте за 

сваку десету секунду углова од О па до 900. У прво} 
, . ' 

половини квадранта (од О до 450) степени су забеле-
жени горе, у врху стране, а минуте и секунде,озна-

. " . -
чени са ' и ", лево у првоме. и другоме ступцу и за . ,- - ., .. . 

њих вреде горњи натписи појединих стубаца. У другој 
. .' . . 

половини квадранта (т. ј. од 450 до 900) степени стоје 
, . " . , . 

доле, у дну стране, минуте и секунде, обележене зна-
. ,- .' . '. -

цима ,/ и ", налазе се десно у првоме и другоме ступцу 
и на њих се односе доњи потписи. Степени," минуте 

и секунде, читајуtи их одозго и с леве стране, допу

њују се са степенима, минутама и секундама, кад их. 
, , . ' 

читамо одоздо и с десне. стране, до 900. Ове компле-
• • , оО 

• 
ментне вредности у угловима сто]е у свези са ком-

о • • '. 

плементношtу тригонометриских функција којима је 
- , . . -

један исти стубац нат- и. потписан. Стубаца,који 
.' . - -, " 

садрже логаритме тригонометриских функција, има~ 
• 

на свако] страни, четири и они, од лева на десно 

Тригонометрија 11 
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рачунајућИ, носе НCiтписе Sin, Tang, Cotg и Cos, а у 
) t-< . -.1<". " 

исто време и потписеСоs, Cotg, Tang и Sin. Позната 
околност· да је . ма I<оја триг()нометриска фушщија, 

, '" __ - ,.- "_,',' •• ' ,\~.",_ о". 

једн<;>га угдCi равна љеној !!.ОФУI;ЏЩl;fји I;<:ом.,пд~м~нтнща 
"~ __ о ,- •• :_' "',';:, '-,,' " '.0' " .",~,~_" .' ,-"._ .~' .-" ,,-" 

УГЛ,а (в. чл. 8,.) УЗР9~ it TOM~ д.~ сва,КИ таБЈ1I4~Н~ ло[а-
рит~м има ова два 31;l!a,';Iaja: џp~,o као логан~тC;lМ TP~
'гонометриске функције која стоји као натпис дотичног 

. " '\ '; " ~ , ,-.' . 
,ступца и то за степене, минуте и секунде, I<ОЈИ су 

• 
·означени у врху стране односно на леВОЈ ивици у 

истоме реду са логаритмом' и друго као логаритам ' . 
тригономеТРИСI<е ф,У'НI<Цl1.ј,е I<ojOM је дотични стубац 

• 
потписан и на КОЈУ се односе степени у дну СТр'анеЈ 

,,'. • '"О " ,';,;_-

а минуте и секунде на д~~нqlIП~ИЦИ. и, у исТом.~ реду, 
"_ ,,' _, r --.''' , , .. .' .. , r _" -,-

, . 
са логаритмом КОЈИ· расматрамо. 

Разлике· измеђудваузастопна логаритма налазе 
се у, нароч,итиМступЦима. 'За· синуси за·' косинуе 

< ,':" <. <'_с' " 

разлике се налазе десно и стоје увек између ова два 

логаритма, на које се односе. Ови . СТУПЦИlIрсе нат-, 
пис и потпис d (differentia). Логаритми тангенте 'и 
котангенте имају зајеДНИЧI<е разлике. С тога су оне 
сложене у 'један· исти с~убац, I<оји је' нат- и потписан 
са d. c.(differentia communis), а лежи између стубаца 
за Tang и Co,tg. .,. 

Нci свакој страни, изузев за првих; пет степени, 1) 
налазесемале таблице I<oje су натписане' логари-

" -. ' . ,-",,' " 

тамским ра?ЛИI(ама и КОЈе служе зарад олаI<шице при 
,,- - , !" ~ , - " \ ,". . --.'-1 -, "_ с" ~- ~-,," - -. _ -

израчунаваљу сразмерних делова за логаритме'углова, 

чија се тачна вредџ6'ст у таблицама· неналази. " " 
,. НаПОСЈ1ет~у" на.поменимо·' јоп!' ёледеhе: 'Ми' 31ШМО 

да су синуси 11 . I<ОСИНУСИ увек <: 1 ;. а 'тако исто' и 
• • ,_о • ,_ 

, 

1) з(l првих пет степени 
, "" -:'-,,'- ',,' , 

нарочите, опширне таблице 11. 
није ~OTpeqH? зато 

: ; -', , 
што за њих има~\О 

, . . .~' . 
.• '~ ,"'-,.! ",--
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-тангенте углова испод 450. Логаритми таквих ФУНК-

;ција су, дакле, одречни и у таблицама су онизаМе-, 

љени њиховим десетним допунама. С тога треба имати 

!на, уму да свакоме табличном логаритму синуса и КО
~инуса, а и логаритмима тангенте за углове и~међу 

() и 450, nр,ипада одречна карактеристика 10, која, 
:меi]утим, у таблицама, зарад уштеде у простору, ~иј~ 
Забележена. l{од логаритама тангенте углова од 450 
.до, 900 није узета. десетна . допуна, пошто они нису· 

Јнегативни и према томе учињена напомена за њих 
, 

iHe важи. 

Ь) Тражење логаришма шригОНОЈнешриских фУНК

;ција. Поступак је у свему сличан ономе при тражењу 

лога:ритма обичних бројева. Он је YI{paTKO следеtи. 

,Ако' је задати, угао између О и 450, онда читам() сте-
- . • 

:пене на темену, минуте и секунде на леВОЈ ивици 
• • 

>стране и логаритам тражимо у ступцу, КОЈИ је нат-

l1исан знаком оне функције чији логаритам хоЂемо.' 

На случај да је угао веtи од 450, т. ј. између 450 и 
:900, онда степене тражимо у дну, минуте и секунде 

:на десној ивици стране и управљамо се према потпи

,сима појединих стубаца. Пошто нам таблице дају 

.логаритме тригонометриских функција само од десет , 

.до десет секунада, то смо принуђени да за углове, 

~који леже између два таблична угла, израчунавамо 

поправке, које се, ако функција расте заједно с углом 

{као што је код сииуса и тангенте), додају, иначе, 
.акофункција опада са растењем угла (као косинус 

и котангента)1 одузимају од логаритма мањег угла. 

Ове попраВЈ{е, за јединице, десете и стоте делове 
• 

,секунде, израчунавајУ се онако исто као и поправке 

.за логаритме многоцифрених бројева, т. ј. помоtу 
11* 
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cpa3Mep~ 46) или табличица које су за ту циљуде-: 
• 

шен е и СТОЈе на ивици дотичних страна. о 

Примери. 

1) Zog sin 27014' 35,69" = ? 

о Пошто је задати угао < 450, 'то треба степене тражити 'г 
врху, минуте и секунде на левој ивици стране и треба читати о , 
натписе. Табличниуглови, измеljу којих лежи задати угао, ТС)-

су 270 14'40" и 27014' 30':. у таблицаl\iа (на сТр. 453.) 'имам~ 

Zog sin 27014' 40" = 9,6606641 " 

log sin 270 14' 30" = 9,660 6232, 

одакле следује таблична разлика 409 јединица у седмоме десет,.
ном месту. Отуда, што је разлика измеђУ задатога"о И маљ.ег 

табличног угла = 5,69", а на основу срэзмере 46.), о имамо,; 33-

израчунавање поправке, сразмеру 

409 : х = 1 О : 5,69, 

одакле, 

" х = 409 Х 5,69 о 232,721 
о "1 О " "о • 

или у округлој цифри 

х= 233 јединица уседмоме десетном. месту. 

Пошто синус заједно са углом расте, то, је онда 

Zos sin 270 14' 35,69" = 9,660 6232 + 0,000 0233 = 9,6606465, 

Место да l\1И сами израчунавамо поправку можемо о се-

послужити таб.тiичицом под бројем 409. "Из ље читамо да'јео 

за УГЛQВНУ разлику 

од 5" 

06" " , 
009" " , 

логаритамс](а разлика 
( 

= 204,5 " 

24,54 

3,681, 

• 
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ЈЈ,акле за угловну 

._ 232,721. 
разлику од 5,69" логаритамска' разлика 

На случај да неби било табличице за разлику 409 ми . - - , ., 
'бисмо се могли послужити табличицом за какву приблцжну 

разлику, н. пр. таБЛИЧИЦОl\l за 408 или табличицом за '411. 

Служеhи се табличицом за 408 имамо 

за угловну разлику 

5" од 

009" " , 
569" . од , 

логаритамску разлику 

= 204,0 

24,48 

.3,672 

= 232,152. 
. , , 

Но пошто наша таблична разлика није 408 него 409,' то 
<овој ,поправци 232,152 треба додати још 0,569 Х (409 -'- 408) 
= 0,569, које чини да она постаје = 232,721. . 

До истога резултата доhиhемо, aI{О се послужимо табли

·<.ЈИцом 411. Из ње видимо да је 

. ' 

за угловну разлику 

од 5" 

06" " , 
0"09" " , 

од 5,69" 

логаритаиска разлика 

= 205,5 

24,66 

- 3,699 

= 233,859. 

Али имавши на уму да је наша таблична разлика ·,за 2 
'мања од разлике 411 ми ћемо од поправке 233,859 одузети 
'0,569 Х (411 - 409) = 1,138 и тиме добити њену праву вред

ност 232,721. 

Приметимо да је 

log sin 270 14' 35,69" = log cos 92045' 24,31 " . 
• 

2) log cos 38043' 21 ,75" = ? 

Одозго и с лева читајуhи налазимо (на стр. 522.) из 

'таблица 
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log COS 38043' 20" = 9,892 1992 

log COS 380 43' 30" = 9,892 1823. 

одакле таблична разлика = 169. И3 табличнце 

заl59 читамо да је 

за угловну разлику 

од Ј" 

,,0,7" 

" 0,05" 

1 75" од , 

• 

логаритамска разлика 

= 15,9 

= 11,83 

= 0,845 

= 29,575 

или заокругљено 30 јединица у седмоме десетном месту • 

. Пошто косинус опада са растењем угла, то је 

'ogCQS 38043' 2],75" = 9,892 1992 ~ 0,0000030 = 9,892 1.952.

чему је раван и logsin5]015'38,25". 

3) log tg 71 о 25' 32,06" =? 
• 

Задати угао је > 450; према томе ћемо читати степене-

у дну стране, минуте и секунде на десној ивици и управљаhема. 

се према потписима. На 401. ётрани таблица нала3ИА\О 

log tg 71 о 25' 40" = 0,473 6639 • 

logtg71 0 25' 30" = 0,4735942. 
, 

ЛогаРИТа1liска разлика је 

бијамо из сразмере 

597. Поправку х дo~ 

697 : х = 1 О : 2,05 

или помоhу табличице за 697. Из ове читамо да је 

за угловну разлику 

од 2" 

006" " , 

логаритамска разлика 

= 139,4 

4,182 

од 2,06" = ] 43,582 

• 

или заокругљено 144 јединице у седмоме десетном месту_. 
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Пошто тангента заједно с УГJIОМ расте, то је 

logtg71 0 25' 32,06" = 0,4735942 + 0,0000144 = 0,473 6086, 

а ово је TaKotje = log cotg 18034' 27,94". 

4) logcotg630 34' 50,48" =? 

Читајуhи степене одоздо, минуте и секунде на десној ивици 
, - . -

и управљајуhи се преl\\а потписима налазимо на 448. страни 

таблица 
log cotg 630 34' 50" ~9,'б96 2055 

• 

[оgсоtg630 З5/ О" =9,6961527. 
-

ТаБЈЫ~на ра:Ыйка Је дакле = 
, 

528. 
, 

Поправч х AQ-

Qи:iамо из сразмере 

528 : х = 1 О : 0,48 

W1И помоhу табличице ПОД бројем 528. И3 ње читамо· да је 

за угловну разлику 

од 0,4" 

" 0,08" 

ОД 0,48" 

логаритамска разлика 

= 21,12 

= 4,224 

=25,344 

и према томе, а с обзиром на то да котангенга опада са расте

љем угла, 

log cotg 630 34' 50,48" = 9,696 2055 - 0,000 0025 = 9,696 2030 
• 

= log tg 26025' 9,52". 

Напомена. На случај да је угао, чије тригоно
метриске функције логаритам тражимо, веЂИ 
од 900, ми сводимо 1'ригонометриску функцију 
задатога угла на исту или другу тригоно

метриску функцију једнога оштрог угла (по
МОЂУ образаца 13 у чл. 14.). Ако је тако 
добивена функција одречна, онда се код ље
нога логаритма ставља натраг знак или 

знак n (в. чл. 49~ с.). То исто вреди и онда . . 

кад Је сам угао одречан . 
• 
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Примери. 

1) sin 219045'8,46" =? . '. 

Пре свега знамо да је 

sin 219045' 8,46" 
. 

. -. ."- . = .~ sin(2190 45' 8,46" - 1800) = - sin 39045' 8,46" 

. 
илн 

= - cos (2700 с:- . .219045' 8,46") = - cos 500 14' 51 ,54". 

Из таблица III (на сТр. 528.) 'Налазимо . 

log silZ 39045/8,46" = log cos 500 14' 51,54" = 9,8058205, 

. дакле 

илн 

дакле 

• • 

log sin 2190 45' 8,46" = 9,805 8205 П' 

ПОМОћУ таблица 1 (стр. 113.) добијамо 
. . . 

2) 

silZ 219045' 8,46" = - 0,639 4704. 

cos 1460 О' 15,3" = ? 

cos 1460 О, 15,3" 

= - cos (1800 - 1460 О' 15,3") = - cos 330 59' 44,7" 

=. - sin (1460 О' 15,3" - 900) = - sin 560 О' 15,3". 

У таблнцама III (на стр. 493.) налазимо 

log cos 330 59' 44,7" log sin 560 О' 15,3" -' 9,918 5959, 

log cos 1460 О' 15,3" 9,918. 5959п 
и ПОМОћУ таблица 1 (стр. 151.) 

• 

cos 1460 0'15,3" - 0,829 0790. 
, 

З) tg(-120 4'56,7")=? 

tg (~ 1204' 56,7") - tg 1204' 56,7" 

log tg (-120 4' 567) (log tg 1204' 56,7")п 9,3305364" 

(таб. III сТр. 362.). 
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" " 

tg (- 1204' 56,7")"= - 0,2140604 

(таб. 1 стр. 28.). 

4) sin 1120 24' 37,02" - ? 

sin 1120 24' 37,02" 

= siтi (1800 - 1120 24' 37,02") sin 670 35' 22,98" 

= cos (1120 24' 37,02" - 900) cos 220 24' 37,02" 

и према томе 

log sin 1120 24' 37,02" 9,965 8964 

{таб. III стр. 424.), а одавде 

sin 112024' 37,02"0,9244777 

< таб. 1 стр. 170.). 

5) tg3040 18'9,7"=? 

tg 3040 18' 9,7" 

= - tg (3600 - 304018'9,7") "-.tg 55041' 50,3" 

=~ cotg(304Q 18'9,7" - 2700)" - cotg340 18'9,7" 

log tg 304018' 9,7"" (log tg 550 41' 50,3")n 0,166 0739n 

{таб. III стр. 495.) . 

ta 304018' 9 Т - 1,4657973 Б , 

(таб. 1 стр. 15.). 

6) cotg 2090 36' 17,26" ? 

cotg 2090 36' 17,26" 

= cotg (209036' 17,26" - 1800) cotg 29036' 17,26" 

= tg (2700 - 2090 36' 17,26") tg 600 23' 42,74" 

169 

log cotg" 209036' 17,26" 0,245 5066 

cotg 2090 36' 17,26" 1,7599753 

" (таб. ПI стр. 467.) 

(таб. 1 стр. 21.). 

е) Тражење угла из логаришма шригономешри
.еке функције. Поступа се сасвим слично као кад се 
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за један логаритам тражи одговара:јуhи број. У ступ~ 

цима, I<оји су било нат- или потписани фУНI<цијом~ 
• • 

ЧИјИ нам Је логаритам дат, траже се она два лога-

ритма између I<ојих се налази задати логаритам. Према 

томе да ли дотична тригонометриска фУНI<ција расте 

или опада са растењем угла образује се разлика 

између задатога логаритма и мањег табличног лога

ритма или раЗЛИI<а између већег табличног логаритма 

и задатога логаритма и дели се табличном разликом 

(т. ј. разликом између она два узастопна таблична 

логаритма). Тај КОЛИЧНИI<, I<оји "даје ceI<YI-ще и делове 

секунде (јер је изражен у јединици од 1 О"), сабира се 
са степенима, минутама и секундама онога угла на 

I<оји се односи мањи, односно веhи таблични лога

ритам, према томе да ли је дотична функција синусна, 

тангентна или косинусна, котанГентна. Ако смо лога

ритам тражили у ступцу,· I<оји задату фУНI<цију носи 

I<ao натпис, онда степене читамо у врху, минуте и 

секунде на левој ивици; алиаI<О смо се, при тражењу, 

управљали -према потписатим функцијама, онда сте
пене узимамо у дну стране, а минуте и секунде на 

• 

деСНОј ивици. 

Примери. 

1) Zog sin rt.. 9,5183124, rt.. - ? 

Из таблица (на стр. 405.), а у ступцу са натписом Sill, 
налазимо ова два узастопна таблична логаритма 

9,5183477 I<ao Zogsin 19015' 40" 

9,5182875 " Zogsin 19015'30" .. 

Таблична разлика је 602 јединице у седмоме десетном 
месту; њој одговара у углу разлика од 10". 
. . 
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: Пошто синусрасте заједно с углом, то Немо узети раз-
лик}' -између -задатога логаритма и мањег табличног логаритмаr .. 
а то је 249, и поделiшши је табличном разликом 602 добинемо
(у јединици од 10") поправку, коју кад додамо мањем таблич~ 
ном углу 19015'30" налазимо угао а. Ову поправку добијамоv 
управо из сразмере 46), а то је овде 

од.акле 

и према томе 

602 : 249 1 О : у, 

249 Х 10" 
==414" . у'= 602 ' 

~ l' 
• -. 

а=190 15'30" +4,14" 19015'34,14". 

2) log cos\;;. 9,6542097, 'у. --? 

Таблице (стр. 450.) дају Нса:м ова два косинусна логаритмat 

9,6542253 као (одоздо читајуни) log cos 630 11' 20" 

9,6541836 
" " " log cos 630 11' 30". 

Табличнаразлика је 417, а .разлика иамеijу венега таб-
личног и аадатога логаритма јесте 156. Поправку добијамо-

из сразмере 

417 : 156 -- 10 : у, 

одакле 

у= 156Х 10" --374" 
417 ' 

и према томе 

rJ. 63011'23,74". 

Поправку у можемо нани и помону табличице под бројем 

417. И3 ње виДимо да је нашој логаритамској разлици 156 нај
ближа мања разлика 125,1, којој одговара угловна разлика 
од 3". Остатку Јс56 - 125,1 30,9 помноженоме са 1 О, дакле 
разлици 309 најближа мања разлика је 291,9, а њој одговара 
угао од 7", дакле остатку 30,9 угао од 0,7". Образујуни раз
лику 309 - 29] ,9 ] 7,2 и множени је са 1 О добијамо за 17] 
угао. од 4", а овде, пошто смо д~a пута множили са 10, одго-

• 

• 
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.вара ТО1l\е угао од 0,04" .. Пре1l\а ТО1l\е је уг лов на поправка за 
)Iогарита1l\СКУ разлику од .156 равна 3" + 0,7" + 0,0411 .. 3;74" 

3) 

. Одоздо 

Zog tg ех = 0,051 2647" ех=? 

читајуви И1l\а1l\О у. таблица1)1а (на стр. 5З9.) ова 
... два тангентна логаРИТ1I\а . . 

0,051 2829 као log tg 480 22/30" 

0,051 2405 " . Zog tg 480 22/20". 
. . 

Таблична разлика је 424, а разлика измеђУ задатога 
.: t ' - .-

.логаРИТ1I\а и табличног 1I\ањег логаРИТ1I\а јесте 242. Па-

. nравку добија1l\О, пре1l\а томе, из сразмере 

424.:242, 'О:у, 
• 

. одакле 
у = .. ' 242 Х ] 011 ==' . 5 71 ,; 

424 " 

. . 

, 

-2. 1I\оже1l\О је добити и ПО1l\ОћУ табличице под броје1l\ 424. Из 
• • 

-те табличице видимо да је логаритамској разлици 242 нај-

ближа. 1I\ања разлика 212,0, Јюјој одговара угао од 5". Узев 
242 - 21:1 - 30 и множећИ са 1 О налазимо да" је тој· раз

лици 300 најближа мања разлика 296,8, која нам даје угао од 
4Ј,7". Најзад за (300 - 296,8) Х 10 32 имамо приближно угао 

О 01 " . .од, , 

На тај начин јесте 

ех 48022/25,71 If. 

4) Zog cotg rt. = 0,757 3049, rt. =? 

Од горе читајУћИ налазимо у таблицама (стр. 349.) котан
~eHTHe логаРИТ1I\е 

0,757 3897 као log cotg 90 55' О" 

0,7572657 
" 

Zog cotg 9055/10". 

Таблична разлика је 1240. Пошто котангента опада кад 
угао расте, то· узимамо разлику измеђУ . већег табличног Л()Ј'!а-

• 



ритма и задатога логаритма; она је 848. 3а израчунавање 

поправке имамо, дакле, сразмеру 
" " 

1240 : 848 10 :у, , 
одакле 

848 Х 1 О" " 6,84" .. 
У ==' 1240 

• 
Исту вредност даје нам и табличица под бројем 124() 

Према томе следује 

, ' 
'0 .. 

rt. 90 55' 6,84" . ' 

Напомена. На крају ЧЛ.14. приметили смо да 
познаваље само једне тригонометриске функ
ције није довољно да се тачно одреди дотичаи 
угао. Отуда што је 

sin а. -sin(1800 а.) .' 1 
cos а. cos (3600 а.) 

tg а. tg (1800 + а.) 

sin (1800 + а.) sin (3600 а.) . , 
• sma.= 

- cosa.--" cos(1800 а.) cos {1800+ а.) 
tga. tg(1800 а.)- fg(3600-a.) 

-cotga.- cotg (1800-- а.) cotg (3600- а.) 

(в. таблице 13 У чл. 14.) видимо да свакоју 
• • • 

положно] И одречно], вредности ]едне три-

гонометриске функције одговарају увек два 
угла. Кодсинусне' функције та се два угла 
допуњују до 1800 или дО ЗХ 1800, према 
томе да ли је задатавредност синуса по
ложна или одречна. Код косинуса углови се 
допуњују ДО 3600, а код тангенте и котан-
генте они се раЗЛИl<ују за 1800. ,. 
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"1 ) 

• 

Угао постаје потпуно одреijен: 

1) ако је осим једне његове тригономе
триске ФУн~iе познат квадрант у коме се 
угао налази; 

2) ако познајемовред.ности двеју ТРИ
гоном-е:триских фуtIКција: о· вреjlНОСТИ о синуса 
Ц Rосинуса, синуса и тангенте (6Д.носно НО
тангенте) или косинуса и тангенте (~CHO 
котангенте) ; 

З) ако најзад сам задатак показује који 
од она два МОГУЋа угла lреба узети. 

-

Примери. 

sin а = 0,3741525, а =? 

Из таблица 1 (на стр. 60.) налазимо 

log sin а 9,573 0486, 

",ОДаЈте, ПОhlоhу таблица III (стр. 421.), следује за угао 7. оштра 
ј;вредност 

Друга вредност је 

а2 1800- 210 58' 18,9" 1580 l' 41,1" . 
• 

На случај да је 

sin а - 0,374 ] 525, 

.дакле 

log sin а ~- 9,573 0486n 

)Иi'Yшли бисмо .аа угао ао ове две вредности о 

(/.' = 1800 + 2] 058' ] 8,9" = 201 о 58' 18,9" 

(f..1/=3600 - 21058' ]8,9"= 3380 l' 41,1". 

2) cos а - 0,694 7023, а ? 

Таблице 1 (стр. 124.) дају . 



log cos rt.. 9,841 7987 

и према томе (таб. III стр. 554.) 

оштра вредност угла rt.. 

rt..l 450 59' 47,43" 
• •• 

осим КОЈе ПОСТОЈИ ЈОШ и друга вредност 

rt..z = 3600 - 45059' 47,43" = 3140 О' 12,57!/. 

За 
cos rt.. = - 0,694 7023 

имали бисмо ове две вредности 

rt..' = 1800 - 45059' 47,43" = 1340 О' 12,57" 

rt.." = 1800 + 45059' 47,43" 225059' 47,43". 

З) tg rt.. . 0,040 5937, rt.. = ? 
• 

Пре свега налазимо (таб. 1 стр. 67.) 

log tg rt.. 8,608 4586 

.. 

115 

и одавде помоliу таблица III (стр. 303.) или још боље помоtу 

таблица II (стр. 235.) за угао rt.. оштру вредност 

rt..l 20 19' 28,46". 

Она друга вредност јесте 

rt..z 1800 + 20 19' 28,46" = 1820 19' 28,46" . 

Да је 
tg rt.. = - 0,040 5937, 

дакле 

log tg rt.. = 8,608 4586n 
имали бисмо 

rt..' = 1800 - 20 19' 28,46" = 1770 40' 31,54" 

rt.." = 3600 - 20 19' 28,46" = 3570 40' 31,54" ; 

4) . cotgrt.. = 5,782179, rt.. =? 

Из таблица 1 (на стр. 1 О 1.) добијамо 

log cotg rt.. = 0,762 0915. 
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Одавде, а помоfiу таблица III (стр. 348.), следује оштра 

вредност 

аl = 9048' 43,18", 
• 

а друга вредност Је према томе 

а2 = 1800 + 9048' 43,18" = 1890 48' 43,18". 

• 
да Је На случај 

. cotg cf. = - 5,782 179 

важиле би ове две вредности 

(/.' = 1800 - 9048' 43,1 8" = 1700 11' 16,82" 

а" = 3600 - 9048' 43,18"= 3500 1 l' 16,82". 



ТРЕЋИДЕО 

ПРИМЕНЕ ГОНИОМЕТРИСКИХ 

ФУНI\ЦИЈА 

1 
• • . - - ' I 

. . 

РА3РЕШАВАЊЕ ПРАВОУГ ЛИХ ТРОУГ ЛОВА. 

. 1. 

....... Опmта расматрања. 

". 57. Напомена. Сваки троугао има три стране 

и три угла. Ови комади, из којих је састављен један' 

троугао, зову се првенствено елементи троугла. Док 

су, међутим, стране (т. ј. њихове дужине) независне 

једна од друге,' осим IllТО'збирдвеју ОД њихмора '. 
бити веt.и од" оне треЂе, код углова то није случај,' 

јер је љихов збир навек . 1800 и, према томе, са 

два угла и треtи по себи веЂ одређен. Најзад знамо 

да . стране и углови стоје у односу да веЂО] страни 

лежи на супрот веtи угао и обратно. Ако означимо 

са а, Ь, с стране, са rJ., ~, ј углове једнога троугла, 
• 

онда мора да Је 

ь+с>а, с+а>Ь, а+Ь>с, 

rJ. + ~ + i . 1800 
Тригонометрија 12 
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(тако 
• 1800 ~ ~ 1800 да Је u. ј, 

, 

т u., 
1800 ~) 

• _, u. И у претпоставци да Је , 
а ~ Ь ~ с мора бити u.">-P">--r . ~ ~ ј. 

и обратно само тако, ако су испуњени ови 

услови, МОГУЋе је из три независна елемента одре

дити оне остале, па дакле и сам троугао. Како се 

овакви задатци конструктивно (графички) решавају 

познато нам је из Планиметрије. Срества за ра-
, 

• 
чунско решење њихово, за ма какав троугао, даЈе 

нам Равна Тригонометрија, пошто она располаже са 

нарочито за ту циљ удешеним обрасцима. Ми Ћемо" 

овде, да се ограничимо на разрешавање правоуглих 

троуглова, које се може да изврши без ПОМОЋI;I три

гонометриских теорема, искључиво на основу дефи

ниција гониометриских функција. 

Имавши на уму да је код правоуглих троуглова 
• • 
Један елеменат унапред познат, а то Је прав угао, 

" 

појмљиво је да је за одреijивање таквих троуглова 

довољно познавати само два независна комада његова. 

, 

58. Обрасци. - 3адатке, који се односе на стране 

и углове правоуглих троуглова, можемо да решимо 

ПОМОЋУ следеЋИХ образаца које добијамо непосредно из 

самих дефиниција гониометриских функција (в. чл. 8.). 



В'= (с2 Ь2 ИЛИ боље .) 

=V(c+b) (с Ь)1) 
-Ь· tga = Ь· cotg р 

. 
• 

= с . sin и. =, с . cos р 

= V (с + а) (с а) 
= а . cotg и. а . tg р 

= с· cos и. =. с· sin р 

а а 
-- ---C.~- = 

SIn u. cos'p 

Ь 

cos (Ј. 

Ь 

sin р 
, 

а sin и. -- cos ~ = 
с 

cos u. = sin р "", = Ь 
с 

t t r а g (Ј. =со gi-J =--= -
Ь 

. Ь 
tg Р = . 

а 
cotg u. = 

• 

t 
( 

Ј 

• 

ь 

Сл. 20. 

90 

179 

а. 

с 

(48 

. .1) Није тешко УВIIДИТИ да је у рачунању· са бројевима, а нарочито 

онда када су количине с и Ь многоцифрене, зиатно краЂе и лакше сра

чунати (с + Ь) (с - Ь) НО с2 - Ь2, било ПОМОЂУ логаритама нли иа обичан 
начин. 

12* 
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Напомена. Спуштањем управне· BD из темена В 
на основицу А С делимо равнокраки троугао 
АВС на два подударна 
правоугла троугла ABD о 

о • • и CBD и сводимо, на тај 
начин, разрешавање рав

нокраких троуглова на 

разрешаВqње правоуглих. 

троуглова. Из'\'\еђу елеме
ната а, Ь, (Ј. и [3 постоје 
ови односи 

. (3 ь 
cos (Ј. = szn -~ == -;о-

о 2 2а' 

2. 

3адатци. 

в 

о' 

А с 

Сл. 21. 

(49 

59. Задатак 1. Дате су катете а и Ь. Тражи 

се хипотенуза с и углови (Ј. .и ~. 

1. Решење. Најпре налазимо 

с {а2 + Ь2, 
па онда 

tg (Ј. 
а • 
-- или, szn (ј. 
Ь 

~ 900 (Ј.. 

2. Решење. Израчунајмо прво 

а 

tg rJ. = Ь' 

ОО 

• о 

а • 

с 
итд. 

па 'онда, лознавајуtи yraotJ.; дакле и sin (Ј., налазимо 
• • ~'"o • 

о , 

а 
с = -.-- итд. 

Sll1 (Ј. 



Пример. 

а = 17,0528, Ь = 12,4896. 

1. Начин. 

log а = 1,231 7957 

.lољ.л~·~2,4635914 

log Ь = 1,096 5485 

log Ь2 = 2,193 0970 

а2 = 290,7980 

Ь2 = 155,990 I 

. 

а2 + Ь2 = 446,7881 

log(a2 + Ь2) = 2,6501016 

log с = log {а2 + Ь2 = 1,3250508' 

с = 21,1374. 

loga=I,2317957 

Zog Ь =1,0965485 

log tg·Cf.. = log~ = 0,1352472 

2. Начин. 

cf.. = 530 46' 50 04" , 
~ = 900 - cf.. = 360 13'9,96". 

log а = 1,231 7957 

log Ь = 1,096 5485 

logtgrJ.·..:....'Zog ~. 0,1352472 
- -'. 

rJ. = 530 46' 50 04" , 
~ = 900 - (ј. = .3601 3' 9,96" . . , 

" . 

. . " -

.. 

. 18 t 
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loga 1,2317957 11,2317957-10' 

log sin rI. 9,9067449 - 1 О 

а 
loac·-Zog. - 1,3250508 
ь Slll (ј. 

с 21,1374. 

t60. ЗаАатак 2. Дата је једнаI<атета, НПр. а 
и хипотенуза с. Тражи се она друга катета Ь и 

уг лови а И ~. 

1. Решење. Израчунајмо прво 

• 

ь ~r(c + а) (с а); 

3атим 
• 

, tg а. а • а 
.. или sm а итд. 
Ь с 

~ 900 ао 

2. Решење. Одредимо прво· угао· а, на основу 

обрасца 
. _а sm а - -, 

с 

па онда, познавајуhи а., дакле и cos a,cotg а., 

Ь . с . cos а а . cotg а .. ИТА. 

Пример. 

а 0,9617, с 2,0435. 

Ь -? ос ? ~ ? 
• 

1. Начин. 
• , . 

с-+-а 3,0052, с - а 1,0818 
I 



log(c + а) =0,477 8734 
, , . 

log(c-a) 0,0341470 
, 

log(c + а) (с - а) -0,5120204 

logb log {(с + а) (с-а)=0,2560102 
Ь = 1,8031. 

log а = 0,9830396 - 1 = 9,9830396 - 1 О 

log Ь = 0,2560102 

а " 
log' tg rI. = log Ь = 9,727 0294 - 1 О 

rI.= 2804' 27" 

, ~= 900-,- rI.=61055'33". " , , 

2. Начин. 

, log а = 0,9830396 - 1 = 9,9830396 - 1 О 

, ,logc = 0,3103746 
~-"---

log sin rI. = log а = 9,672 6650 - 1 О 
с 

• 
rI. = 2804' 27" 

~ = 900 - rI. = 61055' 33". 

logcos 7.. =9-,9456356 - 10 

Zog с = 0,310 3746 

log Ь = log с . cos rI. = 0,2560102 

Ь -,- 1,8031. 

, .-

183 

--

Дата је хипотенуза с и један 

оштар угао, нпр. угао rJ.. Траже се остали комади 

а, Ь и ~. 
, , 
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Решење. 
• 

а - с . sm r:J. 

Ь -- с . cos r:J. 

С - 900 ",' 
'Ј ~. 

, 

Пример. 

Решење. 

е = 8,5349, tX = 490 38' 12,67". 

а=.? Ь=? ~=? 

!oge=0,9311984 

log sin tX = 9,881 9294 = 10 

Zog eos tX = 9,811 3269 - 10 

log а = Zog е . sin (/. = 0,813'1278, а ,',,6,5032. 

log Ь = Zog е· eos tX = 0,7425253, Ь = 5,5275. 

~ = 900 - tX = 40021' 47,33". 
, , ' 

iоштар угао, нпр. а и 

Дата је једна 

(Ј •• Траже се 

}{атета 

остали 

1.. с 
-V, С И ј:5. 

Решење. • 

, ' , 

Решење. . -,' 

а 
с -- -=-.

sm r:J. 

ь а· cotg а. или Ь ,c·c;os r:J. 
, 

= 900 ' ' r:J.. " 

Пример. 

а = 407,25,а = 17041'5,2". 

Ь=? с=? ~ =? 

.' , Zog а = 2,609 86 11 = "2,609861 '1 ~ 1 О 

• 
и Један 

}{омади 
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log cotg .!У. = 0,496 4163 " 
. . . 

log sill rJ. --,- 9,482 5591 - 10 

log Ь = log'a. cotg!Y. = 3,106 2774, Ь = 1277,25. 

а . 
log с = log 1 = З, 127 3020, с = 1340,6]. S1Z!Y. 

~ = 900 - !у. = 72018' 54,8"., 

п 
, 

УПОТРЕБА ГОНИОМЕТРИСКИХ ФУНН:ЦИЈА Н:ОД ЛОГА-

РИТАМСН:ОГ РАЧУНАЊА. 

1 . 

'у дешаваље израза за логаритамс:ко рачунаље. 
\ 

БЗ. О удешавању израза за логаритамско рачунање. 
Велика корист, коју нам указују логаритми. у 

.рачунању са бројевима, основана је на томе што се 

помоhу њих свака сложена радња може да сведе на 

другу, од ње простију, радњу: множење на сабирање, 
-,- ' . 

. делење на одузимање, степеновање на множење, 

яореновање на делење и најзад све на сабирање. ,И 
, ' 

одузимање (в. чл. 37.). Према томе се логаритаМСКI;I 
" . 

начин. израЧУНавања може да примени на сваки изрщ~ 
. '" , 

• • 

у коме се има да множи, дели, степеНУЈе И кореНУЈе, . 
. Али ако се у дотичноме изразу јавља и сабирање 

, , 

• • 
ИЛИ одузимање, онда се израчунаваЈУПОЈедини делови 

љегови, који су везани међусобом знацима + и,.' .' 
. I . • 

~OДBojeHO помоhу логаритама и после узима алгебарски 

~збир од тако добивених вредности (в. чл. 49. Ь.) УШИ 
- -...' . 

·се покушава да се, којим било начином, ,задат». израз 
. , . _.' " . 

, , 

.доведе на другц вид у коме се врше само ,радње 

лодесне за логаритамску употребу, а то је"~\Ножење, 
•• 
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делење, 

се могу 

степеновање и I<ореновање. -Изрази, на I<oje 
--

да примену логаритми, зову се логариша.МСl<И 

подесни за разлику од оних I<ОД I<ојих то није случај 

и за које кажемо да су логаришамски неuодесни. Нпр. 
- р 

логаритамски подесан израз јесте a
q 

{';; а логари~ 
с 

Ш_ Ь 
- . .! п _Ј Л 

тамски неподесан Је с V а -;т-- d итд. огаритамски не--

. . ... 
подеСНИЈесу сви изрази I<ОЈИ, доведени на на]ПРОСТИјУ-

форму, имају вид алгебарског збира. . 
Општа упутства за претварање логаритамски не

подесних израза на вид логаритамски подесних не по-

стоје и ми смо упуtени, више или мање, на нашу ве--
__ I 

штинуи досетљивост да пронађемо -оне _ радње које-
треба -извршити са задатим логаритаМСI<И неподесним 

изразом I<aKO би он постао логаритамски подесан; При
мер једне такве досеТI<е имали смо у чл. 58., где смо 

место а - V с2 Ь2 ставили а V (с + Ь) (с Ь). 
-Једно, доста опште, средство да се логаритамски 

неподесним изразама да логаритамски подесна форма 
основано је на заВОђењу једнога ПОЈ}f.Otшог угла. Но. 

место -да објашњавамо KaI<O се заводепомоtни углови,.. 
I<oje ћемо најбоље увидити из идуtих примера, ми 

Ђемо, овде, само извесне напомене да учинимо, I<oje 
су врло важне . за оно што следује. Пошто ћемо, у бу:.. 
ДУЂе, просте исложене I<оличине замењивати тр иг 0:"

номеТРИСI<ИМ функцијама једнога помоtнога угла, то 

треба, при избору дотичнихтригонометриских функ

ција, имати на уму (в. чл. 11. и 12.) 
1) да се вредности тангентеи I<OTaHreHTe I<pety 

од - (х) па до + оо И да,према томе, CBaI<Y I<ОЛИ~ 
• 
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чину, просту или сложену, била она положна или 
одречна, ма како мала или велика, можемо сматрати 

као tangens или cotangens или ма какав степен тан
генте и котангенте извеснога угла, који' МОжемо' да 

одредимо помоtу тригонометриских илилогаритамско

тригонометриских таблица. 

2) вредности синуса и косинуса креЂУ се од 1 
па до I 1, тако да се свака, положна или одречна, 

• • • 
количина, ЧИЈа Је вредност равна Једноме чистом раз-

. .., , 

ломку, може да представи као S1ПUS или соs1ПUS или 
• • 

ма какав степен синуса и косинуса Једнога угла, КОЈИ 

се налази помоtу тригонометриских или логаритамско-, 

тригонометриских таблица. ..' ,. 
З) изврнуте вредности сину са и косинуса (тј. косе

канта и секанта) јесу, по апсолутној вредности, увек 

веЂе од 1. Према томе може се свака количина, која . -.' . 

је апсолутно веЂа од 1, сматрати као изврнути синус 
, • 

или изврнути косинус или наЈзад као изврнута вред-
• 

ност ма КОЈега степена синуса или косинуса извеснога 

угла, који се одређује помоtутригон()метриских или 
логаритамско-tригонометриtkИХ таблица. • 

64. Доводење збира на логаритамски подесну форму_ 
Нека је 

задати •. израз у коме Р иQ . могу ,бити ма како сло
жени· И3 других nростијихк:оличина путем множења, 

делења, степеновања и кореfюВања. 

Да бисмо овоме изразуд~ши видrюдесан за при-
• 

мену логаритама. напишемо 

P+Q р 1-+~ 
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· и ставимо 

(Ј.) -Q- = tg2 '.(; 
Р I , 

· где је rp извесан ПОМОћНИ угао, који се одређује по

МОћУ ТРИГОНQмеТРИСI<ИХ·· или логаритамско-тригоно

меТРИСЮ1Х таблица, пошто је на основу а.) 

или 

· р) 

Q 
Р 

1 
log tg rp = 2 (logQ log Р). 

На основу а.) следује. 

. 1 + p
Q

. 1 + tg2 rp = 1 
cos 2 rp 

и према томе 
р 

ј) P+Q= . 
COS2 rp . 

.. Употребом. ПОМОЂногаугла rp довели смо лога-
.: ј . .. . .' 

ритамCI<И неподесан израз Р +Q на логаритамски 

Р 
подесну фОРМУСОS2 ([)' 

. I . 

јер логаритмујуt.и "'() доqијамо 
"о , '_'. • . . , 

• 

~) log (Р + Q) log Р 2 log cos rp. . .' 

Напомена. Овај начин претварања логаритамски 
неподеCl;югзбира у логаритаМСI{И подесан вид 
можемо да. применимо и тамо .где се збир 
састоји .И3 више чланова. Тако НПР'. ако' је 
дат израз 

," 

ми ћемо прво бино.МР+ Q довести на вид 
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р 
-_.-::--- а затим, на исти начин, увоtење. м cos 2w' 1Ј 

• 
другога ПОМОЋНОГ угла Ф и стављајУЂИ у . 

р . 
Р+ Q +R cos 2 (Ј) +R= R 

• 

р tg'2 t\; 
R cos2 (ЈЈ' I 

• 

1 I ~P __ 
-г R cos2 (f) 

• 

. , 
доводимо задати израз Р + Q + R на лога-

ритамски. 
cos 

Итд. 

• 

. , 

65. 3адатци. СледеЂИ задатци и примери ПО-, 

казаЂе нам употребу ПОМОЂНОГ угла при довоijењу 

једнога израза, који има вид' збира, на логаритамски 

полесну форму. 

1. Задатак. Израз 

~!a2+ Ь2 
. , . 

• 
Јесте логаритамски неподесан, јер логаритмујућИ га 

"-' , 

• 

слеДУЈе 1 '. 
log ~! а2 + Ь2 = --=-2 log (а 2 + Ь2), ," 

. - '.- . 

. ,." 

,_ Ј 

одакле видимо да Је израчунавање задатог израза, 

потребно израчуна ти. вредност од а2 I Ь2, које се ло: ,'" 
гаритмовањем не -може довести на простији вид (в. при-

мер у чл. 59.). . 

Да бисмо нашем изразу дали логаритамски по

десну форму написаћемо 

а2 1 
Ь2 . 

I =а 
Ј"а2 , . 

ь 2 

1+ а 

. - , -
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и ставићемо 

и) 
ь . 
-а tg 'Р, 

дакле 

~) log tg ч' = log Ь log а .. 

На тај начин постаје 

и према·· томе 

подесну форму. 

задати израз добија логаритамски 

• 

,) 

одакле логаритмовањем 

д) log (а2 + Ь2 log а log cos'f . . . 

Пример. 

Овде је 
а = 31 948, Ь = 7529 

и према <Х) и ~) 
7529 

tg rp ... 319,48 

log tg rp = log 7529 - log 31948 -'- 3,876 7373 - 4,504 4437 
. .' 

= 13,876 7373 - 1 О - 4,5044437 . 9,372 2936 - 1 О 

rp = 130 15' 38,2" . 

На основу ове вредности помоћнога. угла налазимо из 

таблица 
log cos rp = 9,9882631 - 10 

. 

и одавде, а с обзиром на у) и ~), 
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log {3 1 9482 -i- 75292 log = 31 948 - log со.'; 130 15' 38,2" 

= 4,504 4437 - 9,988 2631 + 1 О 

= 4,516 1806 

I( 31 9482 + 75292 = пит log 4,516 1806 = 32823,17 ... 
. , 

2. Задатак. Да бисмо општи израз 

начинили логаритамски подесним налишимо 

m 

и ставимо 

(cr 
• 

тако да Је 

1 
log tg 1f = 2 (q log Ь -р log а), (~ 

па ћемо добити 
m, ___ _ 

m ___ _ 

,1 aP+bQ = 
аР . 

2 • cos ср .. (. 

с овим смо довели задати израз на жељену 
форму, јер је 

m._.__ 1 
log V аР + bQ = т (р log а - 2log COS'f). 

Пример. 

5~ ___ _ 

{39763 + 7106;22 ? 
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НаПl1саћемо 
5 

}3976З '_ 7ТОб22 = '(3976З (С 1 ~-iТОбii)' 
• I t " 3976З 

и ставићемо 

(7.1 ) 

'{ ') 

, 

710622' . 
---=- - ta2 (') 39763 - ь т· 

На тај начин постаје 

5 5 ~===-= 
3976 З 

(3~97~6'З;--Ј---;-, -;7=1-;СС06=2=2 _ 
COS2 <р 

5 Ј 
а ' ) Ј Zog V 39763 + 710622 = ·к (3· Zog 3976 - 2· Zog cos 'јЈ). 

~') 

дакле 

ИЗ (7.). налазимо 

1 
log tg ср = 2 (2· Zog 71062 - 3· Zog 3976) 

= -~ (2 Х 4,851 6374 - 3 Х 3,5994464) 

= 9,452 4678 - 1 О, 

l' = 15049/30,311 

Zog cos ср = 9,9832\96 - 10, 

које кад ставимо у a/) даје 

• 

.,5 "'\ '; . '. 
log (39763 + 710622 . 5 [3· Zog 3976 - 2· log cos 150491 30,31/Ј 

, -'. 

и ,према томе • 
5 

= ~ [3 х' 3,599 4464 - 2'· (9,983 2196 - 10)Ј 

= 2,1663800 

(3=9=7=63=-+-:-:7=1-;;-0=62=2 = 146,6831. 

3. Задатак. Општи израз 

р sin a.-+-q cos ~ 
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наqИНИЂемо логаритамски подеСНИМRад' напишемо 

р sin и. + q cos ~ = р sin а. 

и ставимо 

одакле 

q cos ~ 
. - = tg2 ср, 

Р sm а. 
( и . 

log tg ср 1 (log q -f- log cos ~ log Р log sin иЈ· (~ 

3аВОђењем . ПОМОЂнога угла ср ПОСТi}је 

• 

р sin u. + q cos $ = р sm и. 
cos2 Ф 

•• 

log (р sin и. -1- q cos ~)-~ log Р + log sin u. . 2log cos ср. (8 

Пример. 

65,349· sin 280 19' 56,2" + 17,408· cos 730 10' 42,611 =? 

Према 0:) ставиhемо 

}7,408. cos 73010'42,6" _ 2 

65,349 . sin 280 19' 56,211 - tg rp, 

одакле 

, 

log tg rp = 1 
2 {log 17,408 + Zog cos 73010'42,6" 

- log 65,349 - log sin 280 19' 56,2" ј 

~ (1,240 7489 + (9,4614850 - 10) 

- 1,815 2389 - (9,676 3132 - 10)) 

= 9.605 3409 - 1 О 

rp = 21057'3,911 

Zog cos rp = 9,967 3155 - 10. 
ТриrОllометрија 

(а' 

(~' 

• 
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На основу ,() и 6) јесте 

65,349· Sill 280191 56,2 1f + 17,408· cos 730 Ј0 1 42,6" 

65,349 . sin 280 191 56,211 
cos2 21 О 5Т 3,911 

10 g (65,349 . sin 280 Ј 91 56,2 1f + 17,408 . cos 730 Ј 01 42,6") = 
. . 

log' 65,349 + log' sin 280 191 56,2 1f 
- 2 . log cos 21 о 571 3,9 1f = 

Ј ,815 2389 -т- (9,676 3132 - 1 О) - 2 . (9,967 3155 - 1 О) 

6') . = 1,524 2366 
и према томе 

65,349 . sin 2Ј30 19' 56,2" + 17,408 . cos 7301 О' 42,6" = 33,438. 

HaUOJ'vteHa. Ако у горњем обрасцу Р sin (1. -ј- q COS ~ 
узмемо да је ~ (1., онда добијамо израз 

Р sin а. +. q COS а.) 

који можемо још на следеtи начин довести 
на логаритамски подесну форму. 

(1.) 

Ставимо у 
• . + . L q 

Р sm (1. q COS а. = Р sm (1. -1 -- COS а. 
Р . 

q = tg r.p, 
Р 

дакле 

(~ log tg r.p log q log Р, 

па ћемо добити 

Р sin (1. + q COS а. + Р (sin а. + tg r.p COS а) 

-- Р (sin (1. COS т + sin IJ) COS а) 
COSIJ) т • 

I 

• 

и,l1И ПрО~ТИЈ~ 
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р sin а + q cos а ==Р s(,!_ «(1,+ ЧЈ) Ј (, 

cos (1) 
• 

а одавде 

log ( Р sin u. -1- qcos (1) 

.~ 'ок р Т' log sin (а -~- )9) log cos 'Р. (~ 

4. 3адатак. Нека је 
. 

cos с --о cos acosb + sin а sin Ь cos С. 

Да. бисмо израз на десној страни ове једначине . 
начинили логаритамски подесним напишимо 

и ставимо 

cos а cos Ь + sin а sin Ь cos С 

r sin а sin Ь cos С -- cos а ,COS Ь + .. -----
cos а 

.- cos а (cos Ь + sin Ь tga cos С) 

tg' а cos С tg )9 . 

На тај начин је 

cos Ь -+ siп Ь tg а cos С с.:.:= cos Ь + sin Ь tg )9 

_ cos Ь cos rp + sin Ь sin )9 ___ cos (Ь ЧЈ) 
cos rj) • cos rj) • 

и према томе 

cos (Ь Ф) cos с =-- • cos а. 
cos ({; 

• 

Пример. 

cos с = cos 102034' 811 . COS 127054' 2111 -ј 

$in 102034'811. $in 127054'2111. cos750 16'2911. 

ЈЈ* 

(а 

('( 
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Овде ,е 

tg'7 = tg1020 34' 8" . cos750 16' 29" (%1 

~= tg(1800 -770 25' 52") . COS 75016' 29" 
, 

= - tg 77024' 52" . COS 750 1 б' 29", 
дакле 

log·tgrp = (Zog tg7/ 0 25' 53" + logcos 75019' 29")п 

= (0,651 7800 + 9,405 1493 - 1 О) п = 0,056 9293 п • 

Одавде следује да је таблична (оштра) вредност угла 

=.: 48044' 40,5", а пошто је tangens rp одречно добијамо за 

угао rp ове две вредности (В. једн. 47 ЧЛ. 56.) 

rpl , 1800- 48044' 40,5" = 1310 ]5' 19,5" 

'72 = 36С О - 480 44' 40,5" = 311 015' 19,5" 

и према томе, а на основу 'У), 

1') 

• 

r =cos(127054'21"-I31015'19,5") 102034'8" 
ICOS

C cos]31 0 15'19,5" COS 

< или 
I _cos(127054'21"-311 0 15'19,5") 102034'8" l COS С - cos 131 о 15' 19,;)" COS, , 

КОЈе се, кад доведемо косинусе тупих углова на КО сину се 

оштрих углова (помоhу таблица 13 ЧЛ. 14.), СВОДИ на 
• 

_ COS 3° 20' 58,5" 77025' 52" 
COS С - cos 480 44' 40,5" COS • 

На тај начин налазимо 

log cos С 

= log COS 3020' 58,5" + log cos 770 25' 52" - log cos 480 44' 40,5" 

= 9,9992574 - 10 + 9,3376854 - 10 - 9,8191601 + 10 

= 9,5177827 - 10 
cos С = 0,329 445. 

5. Задатак. Из квадратне' једначине 

,х? + Р х q -- О, 
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• • • 
у КОЈОЈ Jeq I10ложна количина, Дакле - q _ одречно, -

• 

слеДУЈУ два стварна корена 

Р Р 2 Р р 
х-- + + =- +--2-,-4- q 22 

Ако ставимо овде 

_4q = t 2 
р2 g ср, (и. 

дакле 

2 log tg ср --- log 4 + log q 2 log Р 

= 2 log 2 -f- log q 2 log Р 
или 

log tg ср log 2 -f- ~ log q log Р (~ 
добиhемо 

х= р + р 1 
- 2 2 cos ср' 

• 

које на основу u.) по чему је 

р (- - ~~ cos /ј) 

2 
~- q. cotg /j),r- =- q . ' - sin /ј) , , 

можемо написати и овако 

Ј- cos 'f - vq 
х = - v q. sin ср + sin ср • 

с обзиром на гониометриске обрасце 

1 - cos ср = 2 sin 2 ~, 1 + cos ср = 2 cos 2 ~ , 

(В. једн. 19 ЧЛ. 22.) 
• /ј) /ј) 

sm 'f =- 2 sin 2: cos 2: (В. једн. 18 ЧЛ. 21.) 

• 



198 

• -{юрене вредности задате !<вадратне једначине могу 

, 

• 
да се представе на оваЈ, логаритаМСl{И врло _ подесан,. 
начин 

.~- ~-

. х 1 ___ - • г- . COS 'f --L tI q = -11 q (1 - cos 'Р) 
v q sin 'f I sin!.p sin !.р 

vq· 2 sin 2 ~ 
!.р ([) 

2 sin 2 cos 2 

Х1 = Vq . tg !.р • 
2 

~- ~-

Х2 = 
_ Ј- . COS ([), - _ • / q 1/ q v· ~ ~- - Ј. - (1-~ COS r.o) q sin ([) szn ([) szn ([) -- ' 

, , I 

Vq . 2 cos 2 rf 
_ 2 
'Ј) '-D 

2 sin -'-- cos ' 
2 2 

• 

Х2 =- -' (q, 
'f tg 2 

• 
слеДУЈе 

1 - ([) 
log Х1 = 2 log q -t- log tg -2-

1 ([) 1 
2 log q log tg--') . 2 11 

Пример 

Да се израчунају Ј{орени Xl и Х2 Ј{вадратне једна чине 
- -

x2+3x~5=O .. 
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• 

Ставимо у решењу 
• 

2 -- . 2 '. 2 -- 2' 9 

20 
-- = tg2 ([ј 9' т> 

1 
[о g tg q:; = "2 log 20 - log 3 

и доБИЂемо на тај начин 

ХI - ,Гs ta ср 
- f '." 2 

(5 
Х2= ----

tg q:; 
2 

log ХI = ~ log 5 + log tg ~ 

. 1 ср ) 
log Х2 = "2 log 5 -log tg 2 Јп . 

На основу ~,) добијамо .. 
. 1 . 

log tg rp = 2" >~ 1,3010300 - 0,4771213 = 0,1733937 

• 

ф 

ср = 5608' 43,7", 2 = 2804' 21,9" 

log tg ~ = 9,727 0035 - 10 

1 . 
log ХI = 2" Х 0,6989700 + 9,727 0035 -10 = 0,076 4885 

199 

(!1,./ 

(~ I 

( '! I • 2 

(д 'i 

1 \ . . 
log Х2 = -2- Х 0,6989700 - 9,727 0035 + 101 = 0,622 4815n 
'. Јп 

ХI = 1,1926 

Х2 = -4,1926. 
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66. ДОВОђење разлике на логаритамски подесну Форму. 
Претпоставимо да задати израз има вид разлике 

-
Р Q 

и према томе логаритаМGI<И неподесан. Р и. Q могу 
бити ма како сложене количине. 

Према томе да ли је Р> или < Q,l) разлю<а 

Р Q дакле положна или одречна, I<ОЛИЧНИК ~- или 

количник 
Р 
Q мањи од јединице, ]iаписаtемо 

Р Q Р 1 
Q 
Р 

ИЛИ 

Р Q Q [1 Р 

Q 
и ставиtемо 

• 
(P>Q) у првоме случају 

tll) Q sin2 r.p, 
Р 

даI<Л€ 

~1) 'о!! sin IP 
1 . . ' 
2 (log Q - log Р) 

"(1) Р Q -- Р cos2 'f 

а1 ) log(P Q) log Р -f-- 2log cos 'Р, 

а у другоме случају (Р < Q) 

1) Ако су Р и Q сложене количине, онда у веtини случај ева, није 

МОГУЋе с места оценити која је од љих веЋа а која -мања. Али пошто је 

иврачунавање логаритама од Р и Q потребно ва одреijивање помоЋнога 

угла 'f, може се из log Р и log Q лако повнати која је од тих количина 
већа, која мэња. 
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р 
- - = si11 2 (D Q l' 

1 
log sin ср = 2 (log Р log Q) 

р- Q =-= - Q cos2 r.p 

log (р Q) (log Q + 2log cos CP)n" (а2 

Ha[[oJvleHG. Понављајуhи онај у чл. 64. и овај овде 
изложени на~ин више пута ми бисмо могли 
сваки алгебарскизбир, од ма колико чланова, . 
да претворимо у форму производа и колич
Iiика и дати му, дакле, за логаритамску 
употребу подесан вид. . 

67. 3адатци. У идуtим задатцима и примерима 

учињена је примена помоhIlОга угла при претварању 

разлике на логаритамски подесан вид. 

1. Задатак. Да бисмо иаразу 

(а2 Ь2 

даЛi1 логаритамски подесну форму написаhемо 

• г -
~ а2 Ь2 оо 

ь 2 
1- --1 • 

а 

Задати израз имаhе 

је а2 > Ь2, тј. а > ь 
стварну вредност само тако 

ако 

ставити 

дакле 

• 
и у таквоме случаЈУ можемо 

ь =sinr.p, 
а 

log sin ср lo~ Ь log а. 

(и. 
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На тај начин постаје задати израз логаритаМСI{И 
• • 

подесан, Јер Је 

( Ь 2 (-~--

1/ а2 172 ==--= а / 1 -l- -- аЈ! 1 sin 2 'р 
II 

или 

, "ј) 1/ а2 Ь 2 а cos '.р, 

• • 
одаl{ле, иад логаРИТМУЈемо, слеДУЈе 

._--
(ј) . 10С; 1/ а 2 172 log а + log cos 'f 

• 

HaUO.Jl!leHa.AI{o СУ а и Ь особени бројеви, онда 
. је тако исто подесно I{ОРИСТИТИ, се обрасцем 

I 

1/ а2 Ь 2 С-'.- {(а -+- Ь) (а Ь) 

(в. пример У чл. 60.). 

Пример. 

. 

х = 1/ 185622 - 94572 = ? 
Овде је 

а = 18562, Ь = 9457 

. 9457 
'l. ) SlIUP = 18562 

:1 ') log sill ? = log 9457 -log'18562 

=~ 3,9757534 - 4,268 6248 = 9,7071286 - 10 

у = 30037' 45,511 

logCOSIjJ=9,9347416-10· 

х = 18562 . cos 300 37' 45,5 fI 

10 g х = log 18562 + log cos 30037 145,511 

= 4,2686248 + 9,9347416 - 10 = 4,203 3664 

х = ] 5972;26 .. 



203 

До истога резултата ДОlIазимо и на овај начин: 

х ~,~ 1/(П~56:ГТ 9457508562 '-9457) ~ 1'28019 ' 9105 

log х = ~ (log 28019 + log9105) =~ (4,4474526 + 3,9592800) 

= 4,203 3663 . 
х = 15972,26. 

2. Задатак. као са прошлим, тако j~eMO поступити 

и са изразом 

• 
разуме се, у претпоставци да Је његова вредност 

стварна, тј. да је аР:> ь ч . НаписаЂемо 

111 
г-----

1Il ,------

1/ аР bq = 

и стаВј1Ђемо онда 
ь ч 

-- = sin 2 ({) 
аР I , 

(и 

дакле 

1 . 
log sil1 ср = 2: (q lое Ь р 'О[,!,' а) . ([3 

На тај начин постаје 

• l1l 1ll 
с---- .-----

1/ аР Ь Ч ~~= 1/ аР cos 2 ср . 
ш 
г-- 1 . 

log 1/ аР - ь ч =т (р log а -1- 2log cos ср). (О 

Пример. 

7 

х- {81402З--2Ј764 -? 

.. 
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СтаВИЋемо 

(Z') 

дакле 

'2 .. _ 21764 
Sll1 ,rp 814023' 

1 ' 
log sil1 ср =:2 (4, !og 2176 - 3 . log 81402) 

= ~. (4 Х 3,337 6589 - 3 Х 4,91 О 6351) , 

=9,309_3651 -10 

rp = 1 1 о 45' 49,31: 

log'cos ср =9,990 781з - 10 
7 

у') Х ' (814023 . cos2 11 О 451 49,3/1 

а,) Zogx ~ (3· Zog 81402 + 2· Zog cos 11 045'49,311) 

= ~ [3Х4,9106351 +2·(9,9907813-10)]-2,1019240 

х ' .126,4515. 

З. Задатак Израз 
, 

р sin rJ. - q cos ~ 

начиниhемо логаритамски подесним кад наuишемо 

или 

. _qcos~l 
р szn u. - q cos ~ р sin rJ. 1 Р sin u.J 

Р sin u. - q cos 8 = - q cos о fl1 _. Р sin u. 
I t-' q cos ~. 

• • 
и то на Један или други начин, према томе да ЩI Је 

р sin u. > или < од q cos ~ и ставимо онда 

у првоме случају (р sin u. > q cos ~) 

Q cos о . 2 
• • t-' -- szn СР, 
р szn rJ. ,', • 
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дакле 

1 . . . 
log sin 'f =:2 (log q + log cos ~ - log Р - logo sin и) (~1 

р sin r:J. q cos ~ р sin ио cos2 'f (1'1 

log (р sin r:J. q cos ~) log Р + log sin ио -ј-- 2log cos '-?, (01 

а у другоме случају (р sin r:J. < q cos ~) 

. 
и према томе 

• 

р Sll1 r:J. = sin 2 'Ј) 
q cos ~ I 

log sin 'f ~(logoP -~ log sin r:J. -log q log cos~) (Р2 

дакле 

р sin r:J. q cos r = - q cos r cos2 'f 

Пример. 

х 810,37' sin 610 15' 3411 - 279,85 . cos 290 18' 4211 ? 

Ставиhемо 
279,85 . cos 29018'4211 _ 

sin2 ср, 81 0,37 . s in 6 1 о 1 5' 3411 

Zog sin rp 

(а' 

= ~ (log279,85 + logcos2901 8'42"-log8 10,37-logsin61 01 5'3411) (~' 
. 

= ~ [2,4469253 + 9,9405013 - 1 О - 2,9086834 - (9,942 9035 - 1 О)] 

=9,7679198-10 
'р 35052' 32,811 

log cos 'р - 9,908 6402 - 1 О 

. Х -_о- 810,37 . s il1 6 I о 15' 3411 . CQS2 350 52' 32,811 . (у' 
• 
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;)') [O,g х = log' 81 0,37 -:- log sif/ 610 15' 34" + 2' log cos 350 52' 32,811 

:с= 2,908 6834 + 9,9429035 -- 1 О -+ 2· (9,908 6402 - 1 О) 
, 

=2,6688673 
х- -466,52. 

Напомена. Ако у горњем изразу претrюставимо 

дакле 

да је ~ --- и., онда имамо израз ' 
• 

р sm и. - q cos И., 

• 
КОЈИ можемо да доведемо на логаритамски 

подесну форму још и на овај начин, кад у 

р sil1 и. - q cos и. р sin u. - q cos u.] 
р . 

ставимо 

u.) q t 
р-О g'f 

р) lvg tg 'f =Iog q -log Р 

f . 1 о sil7 И. -- {ј cos и.:=:' р 1. sin и. - sm 'f cos и. Ј 
cos ф • 

• 

== - р . (sin и. cos Ф - Sill "",ћ cos '1.) '. cos '!Ј ' , 
• 

или ПРОСТИје 

. р sin (и. - '-р) 
р Sll1 И . • - q cos (Ј. - ---_ ... - , 

Cns '!Ј 
~ , 

одакле 

log (р sin и. . q cos и) 

~) :"'.:С: log р ! log sin (и. - '-р) - log cos '-р. 

4. Задатак .. Да бисмо. израз .' 

cos С .:.=. . (OsA С(Џ В "-+- sin Аsiп В c;os с 



начинили логаритамски поцесним написаtемо 

COS С .. cos В (sill А tg В cos с cos А) 

и ставиtемо 
t(y В cos с - cota '!; ::::, ь I , 

дакле 

log cofg i' == log tg' В -t-log' cos с, 

па teMo добити 

cos С CC~::. cos В (sill А cotg 'f -- cos А) 

ссс::.: C~S _В (sin А cos r]; - cos А sin '-р) 
Sl!l ф I 

I 

или 

cos В . cos С .. - --; Sl!l (А - у), 
Sl!l ~!) 

I 

а одавде 

·207 

(и. 

log cos С --- log' cos В + log sin (А -- 'р) -log' sill If (~ 

цакле 

Пример. 

cos С = - cos 11407' 41 ,5!! . cos 830 2811 6,3!! -~ .. 

sin 11407' 41 ,5!!. sil1 83028' 16,3!! . cos 680 541 9,2!! = ? 

Овде је 

cotg l' = ,'g' 83028' 16,3!! . cos 68054' 9,2" , 

log cotf{1' . log' tg 83028/16,3" -;- log' cos 68054/9,2'1 

= 0,941 4035 + 9,556 2475 - 1 О 

= 0,497 6510 

0= 17038/15 7!! , , 
lоgsiп rp =9,4814382 -10 

А - l' = 11407/41,5" - 170381 ] 5,7" = 96029/25,8'1 

cos С = i:gs_~~? ~8' 16,3!! siп 960291258" 
. sin17038'157!! .. ,. , 

(
11 1 
'..Ј 
I 

! 
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ИЛИ, кад сведемо синус тулога yr.'Ia на синус оштрога угла на 
основу обрасца sin (1800 - i7.) = sin i7., 

С - cos 830 28' 16,3" .' 830 30' 34 2" 
cos -SinI703$'15,7"sm , 

~') log cos С 

= log cos 83о 28' 16,3" + log sin830 30'34,2" - log sin 17038'15,7" 

. = 9,055 7708 - 10 + 9,997 ~075 - 10 - 9,4814382 + 10 

= 9,5715401 :- 10 
cos С = 0,372 8551. 

5. Задатак. Из квадратне једначине 

x2 +px+q--Q 
• 

слеДУЈе 

p2_ q =_p+p 
4·22 

4q - --;_. 
2 

Р 

• • у претпоставци да су корени стварни, ТЈ· да Је 

02> 4q можемо ставити -

и) 
4q 

sin 2 ср, 
р2 . 

дакле 

2 log sin ср -- log 4 + log q 2logp 
. 

2log2 +logq . 2log Р 
или 

р) log sin 'f --log 2 + ~ log q log Р . 

На тај начин следује 

х ,-- - i + i cos If = - i (1 + cos ср), 
• 

ТЈ. ако означимо са Хl и Х2 корене 

зиром на обрасце 

вредности и 

• 
с об-



, . . 
" 

Ј ~, CQS IJ). = 2 sin 2 ЧЈ •. 1 '1 COS IJ) _::; 2:cos 2 tp Ј 
.,2' Т... 2 

.(13. j~H .. , 19 чл. 22.) 

Хl 
• 2 .~ --psm 

2 , 

Х2 pcos2 tp , 

2 
• 

, , , , ) . 

ПРИМф. 
, 

, 

, 

х 2 -7х '-9-0 . . I '-,' 

Овде је р = - 7, q = 9, дакле 
, -. , 

, 36 
sin 2 rp = --;-;С49 

log sin rp = -}(log36-; Iqg49) 

= ~ (Ј ,556 3025 - Ј ,690 1961) = 9,933 0532 - Ј О 

rp . ,"580591 50,21!, 'i = 29029' 55, ЈI! 

. log sin. ~ = 9,692 3206 -1 О, log cos ; = 9,9397026 - Ј О 

, . 

Хј = 7· sin 2 290 29' 55,1 f/ 

.. Х;! = 7· cos? ~9029' 55,1 ". 
, 

log Хј = log 7 + 2 ·log sin 29029' 55,1 ., 

= 0,8450980 т 2· (9,6923206,,-- Ј О) = 0,2297392 

log Х2 = log 7 + 2 'log cos 290,29'5q, [ ff 

= 0,845 0980 + 2· (9,939.7026 - 10) = 0,724 5032 
• 

Хl = 1,69722 
, . 

Х2 = 5,302'78 
ТрПГ"'Нђ>l6трија 

(ј 

. , 
. , 

, 
(и. 

('( I 

,. : - -: 



• 
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б. Задатак. Да се израз 
• r-------

С V а 2 + Ь 2 2 а Ь cos "( 
претвори у други вид који Ђе бити подесан . за 
логаритамско рачунање. 

НаписаЂемо 

с V (а + ЬУ 2 а Ь (1 + cos ')') 

=(а+Ь) 
1 _ 2 а Ь (1 + cos ')') 

(а+ЬУ 
или с обзиром на то што је 

1 + cos ')' 2 cos 2 
')' 
2 

(В. једн. 19 ЧЛ. 22.) 

• 

1-

и у претпоставци да задати израз има стварну вред-

. .. ·21labcos1 
I;IO.CT, ТЈ. да Је a2+b2 >2abcos,)" дакле . а+Ь <1 
С\f<!ВИЂемо 

• • • 

а) 

logsin ср 
1 . . . . ч 

р) =log 2+ 2 (log a+Zog.b) +log соS~-lоg(а+Ь), . 
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па ћемо добити 
, 

с '(а + b)cos rp (. 

log с log (а + Ь) + log cos гр. (8 
.. , 

Пример 

, с ---,- V 20672 + 31942 - 2 Х 2067 Х 3194· cos 41 о 15' 27" = ? 
о" __ 

Овде је 

. ф_2V2067Х3194'СОS20037'4з,5" (ос' 
Sll1 , - 2067 + 3194 

, =log2 + ~ (log2067 + log3194) + logcos20037'43,5"-log5261 ф' 

'~О,ЗО 10300"+ -} (3,3 153405 + 3,5043349) + 9,971,2215 - 1 О 
, , 

. . . ' 

','" ,- 3,7210683 = 9,9610209...,- 10 
" . ' 

rp = 6605/10,8" 

log cos rp = 9,607 8405 - 1 О . 

с = (2067 + 3194) 'Со.> 660 5' 10,8'1 (у' 

= 5261 . cos 66051 10,8" 

log с = log5261 + log cos 6605' 1 0,8" (~' 

= 3,721 0683 + 9,607 8405 - 10 
, ' 

= 3,3289088 

с = 2132,597. 

, 

2. 
, ' , 

Логаритми збира и' разлике. 
, .. 

б8':,lоg{1 + К). ,Претпоставимо да нам је ~aT 
логаритам јеџ.нога (непознатог) позитивног броја К 

и' мижеЛИ1\Ю ,да нађемо логаритам за јединицу већега 

броја 1 + К, а да не одреijујемоброј К. ' 
14* 
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АI<О ставиМо 

а) 

одакле 

~) 
Ј 

log tg fp = 2 log К 

доБИЂемо 
. 

'2 2 ~ '2· 

1 + К 1 + [' " = 1 +. SIn. ID _ ... .. cos IГJ -, SlП . ср . .' g' 'Р т _ Т_ 
. cos 2 Ф cos 2 Ф , 

• • • 

ТЈ· 

ј) 

~) 

1 
l+К'= cos 2 ср , 

log(1 + К) .= - 2 logcos r.p • 

Ми видимо, одавде, да се log.(1 + К) може:добити 
И3 познатога нам log К кад се на основу обрасца Ю 
израчуна ПОМОЂНИ угао ср и та његова вредност стави 

у образац д). 

Пример. 

Нека је 
log К =0,61'1 3098. 

Тражи се log(1 + К). 
на основу ~) имамо 

IН\ 1 - 0,671 3098 -о 3356549 ~,} og tg ср - . 2 -:- ' , 

одакле 

rp = 650 13' 4,6" 

/01]' cos 9 9,622 3878 - 1 О 

и према томе, а' на OCH?~Y 13), 
. , 

l1l) ····Zog(l +К)-"2 '(9,6223878-10)=0,7552244.' 
, . 

-. ., . 
• 

Напомена. -Отуда, што се употребом седмомесних 
логаритаМСI<ИХ таблица ПОМО11НИ угао "р,. у 



• • 
оваКВОЈ ПРИЛИЦИ, може наЈвише на десете де-

лове од секунде тачно да одреди произилази 

дa~y "!логаритмима, коЈИ су,израчУнаТИi. на 
основу угла ~, седмо, а понекад.~и щесто, де

сетно \lесто није поуздано. Тако код горљег 
примера јесте на седам места тачна' вредност 
резултата log (1 + К) 0,7552245, дакле за 
јединицу у седмом е десетном месту различна 
од горе нађене вредности. 

69. log СР + а): Дати су .тiогаритми од два (не
позната) позитивна броја Р и Q; ХОће се ЛQгаритам 
збира Р + Q, а да се претходно не· одређују бро

јеви Р и Q. 
Овај задатак своди се на онај У прошломе члану, 

, ,-" - -. " -
• • 
Јер отуда што Је 

Q) 
P+Q-~P 1+ Р) 

или ако ставимо 

. . 
Q К'· р-= , 

. . . 

. . 

дакле 

log К log Q log Р 
• 

слеДУЈе 

., ' . 

-Ј 

log (Р+ Q) --log P+log (1 + К). {~ 

На десној страни имамо познати log Р и имамо 
log (1 +К), које се, на показати начин, може да до
бије иа познате нам вредности аа log К. 

. . 

Пример. 

Нека је, . 
. . 

log Р = 3,295047 Ј, log Q = 2,751.81554. 

Тражи се log (Р + Q). 
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, " 

Прво 'треба. да одредимоlоg (1:fX), где' Је' К= ~ 
",:', '." .. ' -, ,,-

log К '7'Zog Q -'- log Р = 2,7518654 ~ 3,2950471 = 9,4568183 -1 О 

',' ~"21og fgo/, ' 
" . , 

дакле (В. образац ~) , 

, " l' .' . 
Zog tgr.p -:--2' (9,4568183 ""710)- 9,728 4091~ 1 О 

ф = 280 8' 59 3" I , 

. log cos rp = 9,945 3293 - 1 О 

li према томе (В. образац а) 

. 'log (1 + К) = - 2 . (9,945 3293 - 1 О) = 0,109 3414, 

!<оје, с обзиром на образац е), даје 

log (Р + Q) = 3,295 0471 + 0,1093414 = 3,4043885 

(место тачне вредности 3,4043887). 

70. log СК 1). Замислимо да, нам је познат 
логаритам једнога броја' К који је веtи од 11); же

лимо да нађемо логаритам за, јединицу мањега броја 

К " 1, без да претходно одређујемо сам број К. '" ' 

Ставимо. 

одаЮ1е' 

К= 1 2) 
cos2 tp' 

log К = - 2 log cos ч' 
• , ' 1 

log cos ч' = - 2 log К. 

1) Да ли је један непознати број К, чији нам је логаритам д~T, вени 
или мањи од 1 Д03Haj~мo И3 карактеристике логаритма (в. чл. 40. или 
Закључак на крају чл. 41. и Закључак на ј<рају чл. 43.). " 

2) В. под 3) на крају ЧlJ.< 63. 



На тај начин следује 

1 1 1 - COS 2 ч' ____ sin2 'Р ----
К-1 = 2 - = - -- --.-

cos ч' cos2 ч' cos2 'f 
И)1И 

К 1 tg2 rp 
• (, 

log (К _ 1) 2 log tg rp. (гЈ 

ПРЮ'llер. 

Нека је 
log К = 2,852 3946. 

Да бисмо нашли log(K -1) узимамо према обрасцу ~) _ 

log cos l' - - 2,852}946 - 1,426 1973 8,5738027 -1 О, 

одакле 

=87051/7,311 

log tg rp 1,425 8906 

и, на основу обрасца ~), налазимо 

log(K -1) _. 2 Х 1,4258906 2,8517812 

(место тачније вредности 2,851 7841). 

• - 1 _. 

71. log (1 К). ПознавајУЂИ логаритам једнога 
• 

(непознатог) позитивног броја К < 1 можемо да опре-
делимо логаритам од (l К), а да претходно H~. 
одредимо број К, ако ставимо 

К == sin2 ф I , 

дакле 

1 
log sin rp =. 2 log К . 

1 К cos2 rp 
" - - , 

log (l К) 2log cos Ч'. 

(а 
~, '," 

-' -

(~ 



Пример. 

Нека, је" 
!og К = 0,108 2046 - 2. 

Да бисмо нашли log (1 - К) узеhемо према обрасцу (5) ',' " 

, 'Zog sin ~ 

= { . (О, I 082046 --'-- 2) - 0,054 1023 - I ==9,054 1023 - 1 О, 

одакле 
• rp = 60 30' 13,211 

, 

!og cos ~ = 9;9971961-10 

, и, наЬСНоВУ обрасца б), доБИјамо ' 
, .. " .. 

log(J ~ К)= 2 . (9,997 1961 - 10)= 0,9943922- I , 

(тачно на сви седам десетних места). 

72. log СР 0.). На ова У последња два члана 
, ' 

(70. и 71.) изложена случаја можемо да сведемо за-
, ' , 

датак да помоhу логаритама два (непозната) пози-

тивна броја Р и Q Ha~eMO логаритам разлике Р Q, 
, 

а да претходно не oдpe~yjeMO бројеве Р и Q,' јер ако 
ЩЩIШlемо 
о'. . __ '_ 

, , . . ~-

, 
: " ' 

или 

, 

р '1 
P-Q=Q1

J Q 
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Логаритам ,раsликео.ддва броја Ри. Q, • 
ЧИЈИ су 

нам познати само логаритми, налазимо кад прет-

или log· 
.р 

. .. 

. , 

- Q 
1 --

Р 
, на основу . познатих вредности за 

додамо .log Q, односно log р. 

Пример. 
0- • -, 

Дато је 

log Р = 3,1957042, log Q = 2,7568305. 

Тражи се log - (Р - Q). 

1. Решење. 

" . - .' 

log(P - Q) = log Q +IOg(~ - 1)= 2,7568305 + !og(~ -1). 

Да бисмо нашли log( ~ - 1) ставипемо (В. чл. 70.) 

Р I 
Q cos 2 <р' 

дакле 

.- " 

Р 
Q - 1 = tg2 ry 

и добиtемо 

log cos? = - .~ (lo!]" Р - log Q) = - -} (з,1957042·- 2,1568305) 
. . . 

-,- 9,780~631 -,- 1 О . . 

. 

rp- .·52053' 25,511 

/og tgl'f::= OJZ1 1583 



[Og( ~ -1) = 210g tgrp = 0,242 Зlбб .. 

На тај начин следује . 

log (Р - Q) = 2,7568305 + 0,242 3166 = 2,999 147 Ј. 

2. Решење. 
. Q 

Р- Q=P(I-.-) . Р 

log(P- Q) = Zog Р + !Og( 1- ~} = 3,195 7042 +zog( 1- ~). 

Да бисмо нашли Zog (1 - ~) стаВИflемо (према ЧЛ. 71.) 

~ =sin 2 tp, 

• 
на основу чега Је 

1- Q =соs2 ф 
Р • 

logslntp= ~(ZОgQ-ZОgР)= ~(2,7568305-з,1957042) 

= 9,7805631 - 10 
i 

ср = 370 6' 34,5" 

logcos 'р = 9,9017214 - IO 

loglI - ~) = 2logcos 'р =0,803 4428 -1, 

дакле 

Zog (Р - Q) = 3,195 7042 + 0,8034428 - 1 = 2,999 1471 

(место тачније вредности 2,9991453). 

• 

73. Гаус-ови логаритми. У последњих пет чла-, 
нова ПОI<азато је I<aKO се логаритам једнога бинома 

оо; . 

може да одреди помоtу логаритама његових чланова. 

Зарад праI<тичне применеОВО.га израчунате су наро-
• 



чи те таблице. Ову замисао, коју је први имао Лео-
1-lели (Zecchini Leonelli, Кремона 1776. Крф 1847.), 
остварио је Гауе (CarlFriedrich Gauss, Брауншвајг 
1777. Гетинген 1855.), који је тш<ве. таблице, 

израqунате на 5 десетних места, штампао 1812. 
године и по' коме се ови логаритми З0ВУ Гауе-ови 

логаритми (Gauss-sche Logarithmen, logarithmes de 
Gauss) или аДИЦИО1-lИ и еубшраКЦИО1-lИ логаритми 

(Additions- und Subtraktions-Logarithmen, logarithmes 
d'addition et de soustractiol1). 

Распоред оваквих таблица за Гауе-ове логаритме 

јесте у главноме. следеtи. У три ступца, 0значена 

са А, S и . И, сложене су· вредности од 

1 1) 
Q' 
Р 

р Q 
log Р -log Q = Q' log 1 + Р и ·log 

1-

За сваку положну вредност од log Р log Q таб-

лице нам дају одговарајУЋе вредности од log 1 + ~ 
. 

и од log' ---=-

1 Р 
и log (Р Q), јер је 

1) у горе напоменутим Гауе-овим таблицама од год. 1812. ступци 
':. " . . . Р 

су.означени са А, В и С и садрже вредности од log Р - log Q = log Q ,. 

(. Q) (" Р) . Р . log 1 + 75 и log 1 + Q , тако је дакле С = А + В. Ако ставимо Q = tf1J.<p, 

.. Q 1 Р 1 т' 
онда је 1+ р.=. =eosee2 <p, 1+ Q = 2 =see 2 ". о аначи да sm 2 ", . eos ф , , . 
ступци А, В, С садрже двоструке логаРlIтме тангенте, косеканте и секан'се 

углова од 450 до 900. Ми видимо, отуда, да се Гауе-ове таблице МОГУ да 
• 

добију,. на врло ПРОСТ начин, помону логаритаll\СКО-ТРИГОНОМетриских 

таблица. . . 



... . .. . .. , .Q' , 

log (Р+ Q) :::=log Р +- log 1 + Р 
1 

log(P _. Q) с= log Р -с-. log-~Q=-. 
1--

р 
• 

• Ове. таблице, које се МОГУ корисно употребити 

свуда где се логаритамски има да израчуна какав 

израз који је· у виду једнога бинома, уштеђују нам 

и труд и време у н:олико се отварање табшща ОД 

три. пута своди на само једно отварање,l) и према 
• 

томе су за препоруку свима КОЈИ 
, ,-

раде. много са ло-

гаритмима, 

времену.од 

, 

пошто Је 

користи.2) 

• 
за њих и . НаЈмања уштеда . у 

ИI 

КОМПЛЕКСНЕ КОЛИЧИНЕ. 

1. 

О комплексним количинама у опште~ 

74. Напомене. Проширавање индиректних арит-
, . 

метичких операција на све МОГУће случајеве доводи 

нас природно до проширавања појма о броју,· Радња 

.... 

, 1) Да бисмо израчуна.'!и log (Р +. Q) без ПОМОFИ Гаус-овихтаблица 
И~ познатих вредности ва log Р и log Q треба да отворимо три пута лога
ритаАIске таблице: први пут да бисмо наШЈЈИ пит log Р; други пут да бисмо 
нашли пит log Q и треtи пуr да бисмо нашли log (пит log Р + пит log Q), 
Употребом Гауе-ових таблица ми их отварамо само један пут тражеtiИ 

log ( 1 + ~). или log 1 Q . 
.. 1---. .. р 

. 2} CarlFriedrich О'аиББ Werke. НеrаusgеgеЬепvоп der kбпigliс~еп 
Gesel1schaft der Wissепsсhаftеп zu Gбtliпgеп. Dritter Вапd, pag.244 .... 
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" 
ОДУ8имања води негативни.м, радња .делења· ранлом-

љеним, а радња кореновања ирационалним и имаги'

нарним ·бројевима. До ових последњих долазимо кад 
је 'јlОдкорена количина негативна, а корени изложитељ 

паран број. Изрази, који воде имагинарним количи-
2n --

нама,' то су дакле изрази вида ( а2 • 1) Хад напишемо 

r-~ 

онда добијамо у последњој подкореној I{ОЛИЧИНИ а V 1 
. 

основан тип' имагинарног броја. V 1 0значио j~ 
Гаус (Karl Friedrich Gauss, Брауншвајг 1777 Ге-

'. 

тинген 1855) са i и назвао лашералном јединицом 

(laterale Einheit), а бројеве, који И3 ње произилазе 
Н(} исти начин на који стварни бројеви И3 стваРН.е 

'. - - - . , -. -' . -. 

јединице,. назвао је' латералним бројевима. Ми их 
данас З0вемо уображеним или имагинарним бројевим~. 

} - -

Најопштији вид једне имагинарне количине пред-

ставља израз 

. . . . - . . 

• 

.а +ЈЬ., 

где су аиЬ l\Ш какви стварни бројеви, а i' ("1. 
l{оличине вида а -[- i Ь назвао је Гаус КОЛ1UлексниJrl 
бројевима. Оне имају, дакле, форму бинома у коме 

је први део а сшваран, (реалан), . а други i Ь чисто 
имагинаран. 

I{омплексни бројеви садрже' у себи Ј{аl{О реалне, 

тако и чисто уображене бројеве као специалнеформе:; 

1) Ј{вадрат . свю,ог (реалног) .броја је ЛО3ИПШ<1Н, Према томе је 

- аЗ негативilН број, ма којег знщ(а да је а. Парне бројеве белеЖIIМО 
СИМВОЈЈНО са 2 п, јер је двојина ма r<Ю(ВОГ (парног IIЛIJ неларног) броја 
уве" париз. 3начи да је 2 n+·1 и 2 n,~ 1 непарно, ма каюlO било п. 

, 
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• 

они представљају, према томе, најопштији тиri броја. 

Из а +- i Ь следује '1) на случај да је Ь -- О атварам. 

број а и 2) на случај даје €l () Чif€Тоимаtинаран 

број i Ь • 
. , 

75. Теорема. - . Комплексна количина је једино 
• 

тако равна нули, ако Је њен стварни део и њен има-

гинарни део сваки за се раван нули. 

Из 

• 

слеДУЈе 

• 

а2 + Ь2 О. 

с обзиром 
~ -',' 

на то да су ~ и Ь2 позитивнибројеви,' 
• • • .- ',~ , 

Јасно Је да последња Једначина може да ПОСТОЈИ само 
• 

аЈ<О Је 

а О и Ь О. 

3акључак. Две комплексне количине јесу једнаЈ<е 
• 

само онда аЈ<О су им. ЈеднаЈ<И Ј<ако стварни, таЈ<О и 
• 

они са 1 помножени делови. 

Из 

• 

слеДУЈе 

(а с) 1·/ (Ь d) О", 
: -. 

а одавде према ГОрЊОЈ теореми ' 

а с -- О и Ь . d; О 

ИЛИ 

= с иЬ d, 



2. 

r еометриско представљаље комплексних 
количина. 
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76. ПреАстављање комплекснйх количина помоi1у пра
воуглих КООРАината. Стварне (рационалне и ирацио
налне) бројеве представљамотачкама једне праве ли

није на којој узимамо једну тачку О као почетнуили 

нулту тачку. Ма I<oja таЧI<а на тој правој репрезен-

. ту је број, чија је апсолутна вредност дата одстојањем 
(мерено одређеном дужном јединицом) те тачке од . 
почетне таЧI<е, а чији је алгебаРСЮА 3f;ЩI< (тј. да ли 

је број. позитиван или негативан) опредељен правцем 

којим се ~peTaњeM од нулте таЧI<е долази до дотичне 

тачке. 3амишљајуhи бројну праву у хоризонталноме 

положају ми споразумно сматрамо правац десно од 

таЧI<е О I<ao позитиван, а њему супротан, даI<ле лево 
од таЧI<еО, I<ao негативан. 

Код комплеI<СНИХ количина х + i У имамо два броја 
х и у I<oj~ су независни један од другог. Стога су за 

геометриско представљање комплексних количина по

требне две димензије: једна у којој се крећу вредно

сти х-а и друга у којој се креЂУ вредности у-а. Ми 
• • 

можемо, према томе, да представимо комплексне ко-
- - ", 

личине помоhу правоугле координатне системе тач-

кама у равни TaI<O да комплексној КОЛИЧИНИ. Х + i У 
одговара таЧI<а са координатама х и у, а И обратно 

да тачки са координатама х и у одговара I<омплексан 

број х -1- i у. I 

Јасно је да овај начин геомеТРИСI<е репрезента-
. - - ~ 

ЦИЈе комплексних количина садржи и познату [гео-

метриску репрезентацију стварних бројева,' јер. кад 
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ставимо у о комплексна количина х -:- i у добија 

стварну вредност х, а тачке зак()је је у ·0 налазе 
се на х-оси. То значи да .. све оне тачке, које пред

стављају стварне бројеве, леже на х-оси или другим 
, , . 

речима х-оса је представник стварних бројева. Ако, 

пак, узмемо да' је х=--= О, онда се комплексна коли

чина х + i У своди на чисто имагинаран број ј у ими 
видимо да сви такви бројеви или боље реЂИ све тачке, 

. - . ..'... 
КОЈе они представљаЈУ, леже на у-оси, Јер Је на ЊО] 

х О. Следује' да је у-оса представник чисто.Уобра

жених бројева. Најзад сам почетак координата, за 
, . ,. 

који је х О и у =-= о представља нулу. '" '. 
77. Представљање комплексних количина ПОМОЋУПО

ларних координата. ' Тачку Р у равни можемо да 

утврдимо и на' овај начин: љеним одстојањем, ОР од 

једне сталне тачке О 11 уг лом 
који правац ор чини са, не:- . 
каквом сталном правом ох. Од-

о 
" .. I 

" р 

, . 

х О, 

Сл. 22. 

, стојање ОР , r зоl3емопошега 
или radillS vector, а -1=РОХ ч; 
поларни угао или амплишуда. 

Једно и друго (ги 'Р). сачиња~ 
вајУtlOларне 1Соординашетачке 

Р. ТаЧRа Осе зове пол, -права 

ОХ uоларна оса поларне системе." 

Вредност потеге' r узима ,се увек апсолутно ' •. (са 
знаком +)и Rpete се ад Одо: оо; поларни угаоф 

. " • 
рачуна се од десна на лево, ТЈ. у супротноме смислу 

обртања сахатне казаљке и броји се од О ,до 360'0, 
Очевидно~да ч;+-л 3600, где је п ма какаВ'цео број, 
води ИСТQј тачци, којој и угаоч;. Тако исто jeCBt:+
jt.:AHO узели , ,,' • if или 3600-- (р .. ' 
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Из правоуглог троугла OPQ читамо односе 

х ·г cos ср) • 

(50 , 
.' 

у rsin ср Ј 
, ' . , . 

и обратно 

) 

tg ср =,.~ • 

I (51 

Ми смо овим у стању да из поларних координата 

(г и ср) једне тачке израчунамо њене правоу:гле коор

динате (х и у) и обратно из цравоуглих да Ha~eMO 
. ' .. ' -' 

поларне координате. 

На 'основу образаца 50) доводимо' 
. . . -
комплексну - ,~ . . ,- , . -' ' 

• 
количину на тригонометриски вид 

x+iy r(cos cp+isin ср). (52 

у овој тз. редуцираној форми комплексне количине г 

је модуо или норма,1) ср амuлишуда или аргуменаш, 
бином cos ср + i sin ср угЛОВflИ сачинишељ. 

док комплексне количине,у зете у форми х + i У 
и интерпретоване у правоуглој системи, представљају 

тачке у равни, оне, кад се узму у редуцираној фор~и 

г (cos ср + i sin ср) и интерпретују у поларној систеМl!,' 
• 

представљаЈУ дужи по величини и правцу ЊИХОВQМ. 

Дужина је изражена модуом, а правац угловним сачи

нитељем, односно амплитудом. l{омплексна количина 

г (cos ср +- i sin ср) представља, на тај начин, дуж вели:'" 
чине г у правцу који је oдpe~eH углом ср. 3начида 

• 

• • 

1) Назив модуо за r завео је Арган (Argal1d) ГСД., 1814., а норЈиа 

је од Гаус-а (1831.). Вид r (cos? + i sin '!') назвао је Ј{ОШ~l (Ailgustil1~LOi.tiS 
Саисћу, Париз 1789 - Sceauxl857)' јЈедуцnраиом формом год."18:Н. -

ТригонометрИја 15 
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lXужима исте величине r и истога правца 'р одговара 

jeДI:Ja иста комплексна количина r (cos '{Ј +- i sil1 ср) И 

да су, према томе, дужи Оћ и Р2Р или ОР2 И Рl Р 

(в. сл 23.) представљене истом комплексном I{ОЛИ9ИНОМ.· 

]. Пример. Комплексну КОЛИЧИНУ 21,4 + 17,3. 1 довести на 
редуцирану форму. 

Овде је х = 21,4, У = 17,3, дакле 

г . (21,42+ 17,32-27,518 

tg m = ~~'~ - 173 =38057'9" т ,- 214 ' !р 
и преll\а томе 

21,4+ 17,3. 1= 27,518 (cos 38057'9// +- Isln380 57'9//). 

2. Пример. Из поларних КСЈордината г = 18,6, rp = 51 024'] 6" 
израчунати правоугле координате Х, у . 

• 

На основу формула 50) имамо 

х = 18,6 . cos 51 о 24' 1 р" = 11 ,60З 

у= 18,6. sin 51024'16// = 14,537 . 

. На тај начин јесте 

18,6 . (cos51 о 24' 16// + i sln 51 о 24' 16//) = 11 ,БОЗ + 14,537 . [. 

Примедба. Код израчунавања угла !р из координата х и у 

наилазимо на неизвесност услед тога што се тај угао Ф добија 

помо:hу тригонометриских фУНIщија. Та HeoApel)eHocT се, Mel)y-
• 

тим, уклања тиме што је, на основу алгебарских знакова од 

х и у, унапред већ познат квадрант у коме се налази угао rp. 
Тако у 1_ примеру 21,4 + 17,3 . i узели смо за rp ошrру вредност 
!р=З80 57'9" зато што тачка х=21,4, у=17,З лежи у првоме 

!<вадранту. Ми бисмо, цак, узели ону ДРУГУ МОГУЂУ вредност 

угла Ђ за коју је TaKol)e tg <р = -~~~ , а то је 38057'9// + 1800 = 

= 2 [8057' 9" да та чка лежи у треЂем квадранту, тј. да је за
дата комплексна количина - 2 [,4 ~ 17,З . i, где је ~ = - 2] ,4,· 
у:...... - 17,З. На случај да је аадата комплексна количина - 21,4 + 
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+ 17,3. i или 21 ,4 ~ 17,3 . ј, тј. да таЧI<а. лежи у другом или 
. . 173 

чеТВРТОМI<вадранту. имали бисмо tg ср = -- 214 и узели бисмо 

ср = 1800""":' 38057'9" = 14102' 51", односно ср = 3600- 38057'9" = 

= 321 02' 51" . 

3. 

Алгебарске радље са комплексним :количивама, 

78. Напомена. При завођењу нових појмова у 

Математици зависи махом од наше воље и .спора

зума на I<оји ћемо начин пренети заI<оне операција, 

I<ојима подлеже стари појмови и на нове појмове. Ову 

произвољност регулише МатемаТИI<а једним начелом, 

које је Ханкел (Hermann Hankel, Хале 1839 Шрам- . 
берг у Шварцвалду 1873) назвао принципом непро

менљивости формалних закона (Prinzip der Perma
nenz . derformalen Gesetze). Начело се састоји у томе 

. . -' 
да се сва основна правила, I<OJa важе за старе ПОЈ-

• • • 

мове, .. пренашаЈУ и на нове ПОЈмове у I<ОЛИКО се тиме 
не долази у супротност са опште важеЂИМ истинама. 

Овоме начелу има Математика. да благодари своју 

доследност и хармоничност, I<ojy опажамо изме~у ње
них разних партија: особине I<oje Математику у ве
ликој мери ОДЛИI<ују. Истина да је поменуто начело 

узето произвољно, али би Математика без њега из

губила своје најлепше особине. 

Овде нека је само напоменуто да речени принцип 
• 

може у ПУНОЈ важности да се примене и код имаги-

нарних бројева, тј. да се сва основна праВИ.(Iа, позната 

нам из Аритметике, могу да пренесу и н'а уображене 

количине, а да не дo~eMOY СУI<об са опште утвр~еflИМ' 
истинама .. 

• 

15* 
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79.Сабирање. ,Комплексне количине се саби~ 

рају ,кад се' одвојено саберу сви стварни, а тако 

,'исто и сви чисто имагинарни (са i помножени) делови 
појединих сабирака: . 

• 

(ХЈ + i УЈ) + (Х2 + i У2) + ... + (хп + i Уп) = 

ХЈ + Х2 + ... + хп + i (УЈ + У2 + ... + Уп)' 
. ' . - .. , " . 

, Нпр. 

(3 + 2 [) + (5 + 4 [) = З + 5 + i(2 + 4) = 8 + б i 
(2 +бi) +7 = 2 + 7 + бi=9+6i . 

(8 +9 [) + 4 i = 8 + i (9 + 4) = 8 + 1 З [. 

Пошто је 
• 

(Хl+ i УЈ) + (Х2 + i Ђ)-~ (х2+ i Ђ) + (х] -+ i УЈ)' 
, 

• 
видимо да комvшашивни. закон, ,КОЈИ важи. за стварне 

бројеве, постоји и за комплексне количине. ..' 
. , 

Конструктивно ,налазимо збир комплексних KO~ 

личина . Х1 + i УI И Х2 -1- i У2' којима одговарају тачке 
у , , Рl . И Р2', кад одредимо тачку Р 

, 

, , 
I 
I .' 
I 
I 

р 

са апсцисом, OQ х1 + Х2 и 

ординатом PQ. УЈ +- ћ. Није 
тешко доказати да је тачка Р, 

тј. тачка збира, четврто теме 

-1 паралелограма чија су остала 

!~~:.j:::l=J~- три темена у тачкаиа О, Рl 
O~n Х И Р2 или посматрајуt.и ком-

(.(" ~ ч 
плексне количине као дужи; 

Сл. 23. б' 
,.. 3 ир двеЈУ комплексних коли-, 

-, "" -

чин а . ,представљен. је диагоналом паралелограма чије 
су стране (по дужини и правцу) равне сабирцима. 



• 

Отуда што' је ". једна . страна троугламања од 

збира других двеју страна, а с обзиром на тада- је 
у троуглу ОРј Р . 

ОРј mod (Хј + i Ћ), Рј р ОР2 mod (Х2 +ј У2)' 

ОР mod [Хј -~ х; + i (У7 -+- У2)], 
• . слеДУЈе . 

mod(Xj-+-Х2-~ i (Ћ-~Y2)] <mod(xj-HYI) + mod(x2 +iYz). 
Речима: модуо збира двеју (или више) I<омплеН:СlIих 

количина мањи је од збира модуа појединих сабирака. 

80. Одузимање. Разлика двеју комплексних 

количина добија се кад се узму одвојено разлике из 

стварних и из чисто имагинарних делова и из та 

два резултата образује' нова комплексна количина. 

У. формули: 

. (Хј + i Уј) (Х2 + i У2) -- Хј Х2 + i (Ћ У2). 

Правило. одузимања са правилом· сабирања исказато 

је општим обрасцем 

(Хј + i Уј) + (Х2 + i У2) + ... Ј_. (Хп + i Уп) =' 

Х ј ј-- Х2 + ... + Хп + i (Ћ + yz + ... + Уп). '. (53 

Речима: алгебарски збир више комплексних количина 
• • • • 

раван· Је комплеКСНОЈ количини ЧИЈИ Је, каI<остваРЮ1, 

таI<оиуображени део раван алгебаРСI<ОМ збиру с:твар-
. . 

них, . односно . чисто уображених делова· ПQјединих 

чланова. 

Нпр~ 
. .. 

(4 + 3 ј) + (-9-10 t)-(1-2 ј)=4-9-1 + i (3-10 + 2)=-б-5i 
• 

(11 +t)~(5-бi) +(4-7 О-:,,·Џ-5+ 4+ј(l +6-7)=10.' ..... . 

(15-8 с) + (-12 + 13ј)-(3+ 41)= 15~12--З +j(~'8 ;,р:(З,-,,4У=i. 



,~. 

2:30 '...., ' 

• 

.. [рафИЧI(иможемода. конструишеМQ раз.Ј1ИКУ двеЈУ 
• 

КOlУШJlексних l\Оличина на дво]ак начин. 

1) Из 
• 

(ХЈ +-ј У1). (Х2 -+ i ћ) .. Х 1 - Х2 -f-- i (УЈ ћ)· 
• 

слеДУЈе 

(Х 1 -+ i У!) - (Х2 -f-- i ћ) + [(Х Ј - Х2) + ЦУ1 ћ)] 

или, ако зарад краЂеЈ;' бележења означимо поједине 
• • 

комплексне количине дужима КОЈе им одговараЈУ, 

можемо то и овако да обедежимо 

ОР1 - ОР2 · ОР· 
. 
и 

ОР1 ОР2+ ОР. 

То значи да је ОР1 диагонала паралелограма чије су 
стране ОР2 и ОР. Или: дуж ОР, која репрезентује 

, ., ' , 

'!I разлику из / двеју 
(' 

'-, 

комплексних коли-
• 

чина, Јесте страна 

паралелограма у -- ---
Р 

_ ... -- ... _-.... -- , -- ..... . 

/ -- /с::::.::::::::::::====-=- Ko~eM Је умањеник 
I _ ~ х ОР, диагонала, а 

/ _---------- о умалитељ ОР2 она .. --
р" .. друга страна. Гра-

Сл. 24. фичкорешење рад-

њеодузимања комплексних количина саст()ји се, дакле, 

у.томе да се Halje друга страна . једнога паралелограма. 
кад нам је позната његова диагонала и једна страна!). 

1) Као што ВИДИМО конструкција збира и разлИ!zе комплексних 
·.,КОЛji-чина основана је на истоме принципу .на кеме и слагање «ретања 

(ПОМОћУ .паралелограма). Код· сабирања су дате I<омпоненте, а тражи се 
ревултанта; .код·одувимања вамишља се· да је по·внатаревулТанта·и једна 
компонента, аХОће се она друга RОМПОlfента:. 

. - . -
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До истог резултата долазимо и на овај 

2) начин, а то сматравши разлику као алгебарсЮ1 збир 

(х! +- i УЈ) (Х2 + i Yz). (Х Ј + i УЈ) + (.. Х2 ... ј ћ) 

или краЂе 

ОР! ОР2 ОР! + ( ОР2) , 

а узмемо у обзир да дуж и ОР2 и ОР2 имају јед

наку величину а супротан правац. Диагонала ОР из 

ОР1 ХЈ +- i Уl И ОР" -. - Оћ Х2 i yz кон":" 

струисаног паралелограма ОРЈ РР' даје нам разлику 
• •• 

КОЈУ тражимо, Јер Је 

ОР ОР1+ ОР" (Х! + i У,) + ( Х2 . i ћ) . 
• 

81. Множење. - Производ двеју (или више)· ком:':' 
• • • • .. . 

плексних количина Јесте, у. опште, опет Једна ком-

плексна количина 

(Х 1 + i УЈ) (Х2 - - i ћ) Х1 Х2 Уl yz + i (Х 1 У2 + Х2 УЈ) . 
• 

Нпр. 

(3 + 2 i) (4 + 5 i) = 2 + 23 i. 

Ако узмемо комплексне количине у тригономе":" 

триској форми добиtемо овакав резултат 

Т1 (cos СР1 + i s~n Ђ)· Т2 (cos iJ2 + i sin СР2) = 
• 

т, Т2 [cos СРЈ COS СР2 sin cPl·sin СР2+ i (sinЂ COSrp2 + cos ср, sin С(2)] 

или на основу познате адиционе теореме за тригоно-

метриске функције' простије . 

Т1 (cos Ђ + i sin ср!)' Т2 (cos 'Р2 + i sin ћ) -

ТЈ Т2 [cos (Ђ + С(2) + i sin (ср, + 'Р2)]' 
Сасвим опште имамо формулу 



Г\ (CQS ~\ + isin ~1)' Г2 (COS ~2 + isin ~,J' "Тп (cos~n +isin ~п) = 
• 

54)'Г1 Г2'" ГП [COS (~1 + ~2 +.:. +~п) + isin (~1 + ~2 + ... + ~п)]. 
И3 овога обрасца читамо правило да је ПРОИ3ВОд 

• • 
двеЈУ или више I<омплеI<СНИХ I<оличина Једна I<омплеI<сна 

• • • 
I<оличина ЧИЈИ Је модуо ЈеднаI< производу модуа, а ам-. . 

плитуда једнаI<а збиру амплитуда појединих чинитеља. 

Тако нпр. јесте 

15 (cos 420 5'36" + i sin 4205' 36")·12 (cos 19047'21" + i sin 19047'21") . 

= 15·12 [cos (420 5' 36" + 19047' 21") +isin (4205' 36" + 19047'21")] 

= 180 (cos 61 052' 57" + i sin 61 о 52' 57"). 

Две I<омплеI<сне I<оличине, I<oje се ра3ЛИI<ују једино 
У. 3HaI<Y њиховог имагинарног дела, З0ВУ се спрегнуше 

- . . . 

или конјуговане I<омплеI<снеI<оличине. Тан:ве су I<O-
личине 

х+iуих-iу 

или 

г (cos ~ + i sin~) и г (CQS ~ i sin ср). 

Њихов је производ стваран и позитиван: раван ква

драту. модуа: 

(х+ју)(х iY)=X2+y2 
55) 

г (cos СР + i sin ср) ·г (CQsCP i sin ср) =. г2 • 

Конструкцију производа двеју. I<омплеI<СНИХ коли

чина оснивамо на следеhемрасматрању. Нека је ОА 1, 
Р' тачка производа I<омп'леI<СНИХ I<оличина, које су 
представљене тачкама Р1 и Р2 • На основу горњег 

• 
правила Је. 

одакле 

ОА : ОР!. ОР2: ОР. 



Осим овога је 

-1:: РОХ; 1:: Р! ОХ -~- 1:= Р2 ОХ СР! '-r- СР2' 

То значи да је 1:: РОР2 .1: Р! ОХ = СР! 'и према 
овоме су троуглови РОР2 иР! 'ОА слични. Из истих су 
разлога слични и ТРО-. У 

углови РОР1 И Р2 ОА. 
На основу тога лако. 
• 

Је конструисати тачку 

Р из задатих тачака 

А, Р! и Р2' 

, , , , , . 
I ' , ' , \ 

I ' , , , \ , \ , \ 
I \ , \ , . , 
I \ , 
\ 2 \ 

" \р, , 

" l' 
, , 

, , -, / 
, -

, -Ако, је један. чи

нитељ стваран, онда 

тачка производа има,. 

са тачкомкомплексног 
() ~ :..L-...L-..L-AJ!,.·--::B':"'/--X 

чинитеља исту или за . Сл. 25. 

1800 веЂУ амплитуду, према томе да ли је стварни 
чинитељ позитиван. или негативан. Тако нпр. тачка 

производа за Р1 и В, од којих тачка Р! представља 

један комплексан, а тачка В један стваран и пози

тиван број, нала.зи се у Q. Аналитички се то тумачи 
помоtу горњег правила 54), узевши у обзир да је 

амплитуда за позитивне стварне бројеве (тј. тачке 

на позитивној половини х-осе) равна нули, а за 
• 

негативне стварне бројеве (тачке на негативној 

половини х-осе) равна 1800 и да према томе по

зитивни стварни бројеви у тригонометриској форми 

изгледају r (cos О + i sin О), а негативни бројеви 
r (cos 1800 + i sin 1800), где r означава њихову апсо
лутну вредност. Производ једне комплексне количине 

ri (cos СР! + i sin CPl) и једног стварног броја јесте у 
• 

првоме случаЈУ 
,'- -, - '. '. 

• 



Г1( cos Ђ -I~ i sin Ђ) . г (со.) О ~I~ i sin О) .' 'Т Г1 (СО.) "Р11-" i sin СРЈ ), 
• 

а у другом случаЈУ 

Т1 (СО.) (Р1 +- i siПћ) . г (слs 1800 + i siп 1800)-

., r Г1 [cos (:Рl +. 1800) +i siп (Ђ +- 1800)]. 

Напомена: Положај тачке производа у однос на 
тачке чинитеља зависи и од дужне јединице, 
l{оје КОД збира 11 раВЛИRе није случај. Јер, 
ако променимо дужну јединицу у размери 
1 : к, потега збира и разлике промениtе се 
у истој мери I{ao и потеге сабираI{а, док се 
,потега "производа мења у' односу 1 : I{2. Код 
збира и разлике дуж и се 'мењају све у истој 
мери и облик фигуре остаје' исти. Код про
извода зависиизглед фигуре од јединице . '. . I{OjOM меримо, јер се мењањем ове дуж лро-

• • 
извода мења у Јачо] мери но дужи чинитеља. 

82.Делење. Количник из две I{омплексне ко-
, . 

ЩJI:!иве је у опште такође комплексан. Да бисмо такав 
КОЈ,lИчник довели Щt вид комплексне количине помно

. жиtемо дељеник и делитељ комплекс.ном I{ОЛИЧИНОМ 
• • • I<oJa Је са делитељем КОНЈугована: 

хЈ+јЋ (х1 +јЋ)(х2 - ј ћ) = -----~-',-,-~---
хз + i У2 ' (Х2 -f- i ћ) (Х2 i yz) 

, . 

Нпр. 

5 -+ б i (5 + б ј) (8 - 2 ј) 1 З 19 . 
8+ 2 i ---:(8 -+-'2 i) -(8 - 2 i)= 20 + 40 1. 

,Уаев 'комплексне' количине у" тригонометриско] 

форми имамо 



Гј (cos 'fj_~il.JsilZe'fj) 1"1 (COS 'Рј -1- i sin.(1 ) (CQSf.{i2:,isin,yz) __ 
{2( coi';;; + i sin 'Р2) ~ Г2 (cos "Р2 -1- i sin <Р2) (со; 'СР2' , - 'ј sin СР2) , 

Гј cos Уl COS <р2 +- sin 'Рј sin СР2 -+ i (sin срј cos СР2 "" COS~l sin СР2) 
Г2 cos2 СР2 +- sin2 СР2 ' "о'' , ,",'" 

или на основу познатих образаца из Гониометријекраhе 

1"1 (cos СР! + ~ si~ СРЈ) -- '1 -cos (СРl СР2) -t- i sin ('Рј СР2) О (56 
Г2 (COSCP2 + 1 szn '-Р2) Г2 _ 

Одавде читамо правило да је модуо количника И3 две 
О 

комплексне количине Једнак количнику из модуа, а 

лук количника раван разлици из ЛУI(а дељеникова и 

лука делитеља. 

Тако нпр. 

24 (cos 670 18' 49" + i sin 670 18' 49") , " ,!, О, " 
1) -- --- ---- -----, ---,--- = 48 (cos 17053 33 + 1 slП 17053' 33 ) 
, 5 (cos 49025' I б" + i sin 49025' 1 б") , " О 

2) 
15 (cos 380 4' 52" - i sin 3804' 52" )15 cos 17021' 8" + i sin 17021' 8" 
! 2 (cos 1702 ]'S7!=isin 17021' 8(/) = 12cos 380 4' 52" 1- i sin 380 4' 52" 

, , 

= ~ ( cos (- 20043' 44" ) + i sin (- 20043' 44" ) ] 

=, ~- (cos 200 43' 44" - i sin 20043' 44" ). 

Конструкцију количника изводимо из конструк

ције производа. Из формуле 56) следује 

Гј (cos Ђ + i sin СР1) 

-- 1"2 (cos (Р2 i- i sin СР2) . Гј r cos (СРl ' СР2) + i sin ('РI СР2)' 
Г2 L 

" .. 

Овде се има сматрати да је познат производ"" 

Г1 (cos СРЈ'+ i sin СР1) ичинитељ 1"20 (cos 'Р2+ i'sin (Р2);" 

О 



а непознат чинитељ 1'1 cos (<f1 - <Р2) +ј sin (<f1 - 'Р2)' '2_ 
То би значило На сл. 25., у којој тачка Р представља 
производ чинитеља Р1 и Р2, дакле тачка Р2 количник 

И3 Р и Р1 , да се И3 тачака Р и Р1 одреди тачка Р2' 
Ово се решава врло лако на основу онога што смо 

утврдили односно сличности извесних троуглова .... 

, 

- -- - ". 

1. Наuомена. Дељење бисмо могли да подведемо под 
. множење кад напишемо· 

'1 (cos <р1 + i sin «?I) -- .. = 
'2 (cos 'Р2 -ј- i sin <Р2) 

= Ј'Ј_ (cos <f 1 +- i sin <Р1) (cos <р2 i sin <Р2) 
Т2 

... '1 (cos <р1 +i sin <Р1)' :2 [cos (21C <f2) +-i sin (21С - <Р2)1.· 

Конструкција производа комплексних количина 

1 
T1(COS<f1+isin<f1) и [cos(27.: (Р2)+ 

Т2 

i sin (21С - <f )] даје количник Т1 (cos <Р1 + ~s~n <Р1) . 
2 Т2 (cos <р2 + 1 sm <Р2) 

2. Наuомена. Приметимо да мењањем дужне једи-
• •• 

нице положаЈ тачке количника остаЈе недарнут, 

јер у ма }{ојој размери да проДужимо или 
скратимо дужи дељени}{а и делитеља, дуж }{олич

ника остаЋе непромењена. Обли}{ фигуре се, 
међутим, мења. 

83. Степеновање. Кад у формули 54) УЛ.Вl. 
ставимо· Т1 Т2 ... = Тп , <рl <р2 ... = <рп добијамо 

та}{озвани Моавр-оtз образац. (Abraham de Moivre, 

• 



237. 

Vitry· у Шампањи 1667·· Лондон 1754) који гласи 

. [' (cos ср + isin ср)]D=. r n (cos п ср + i sin п ср). . (57 

Речима: п-ти степен једне комплексне количине јесте 

комплексна количина чија је амплитуда једнака ампли-
• • 

туди основице помножеНОЈ експонентом п, а потега 
• 

или модуо Једнак изложитељем п степенованом МQДУllУ 

основице. 
- -----

Да ово правило важи и за н.егативне експоненте. 

потврfjује се на следеiiи начин 

[r(coscp+isincp)]-n· 
1 1 

[г (cos rp +i sin rp)]n r n (cos п 'f + i sin п ЧЈ) 

=. r-n(cosncp isinncp)r-l1[cos(· ncp)+isin{ncp)]. 

84. Примена Моавр-овог обрасца на развијање сину са 
и косинуса умноженог лука у ред који тече по степенима . 
синуса и косинуса простога лука. На основу Моавр-

овог обрасца јесте 

(cos rp + i sin ср)11 cos п ср + i sin п ср, 

одакле, кад леву страну развијемо по биномноме 

правилу и одвојено сравнимо стварне и уображене 

делове на левој и десној страни, следује 

cosnr.p=·· cosl1r.p ~J cosrr-2 r.psin2 r.p-i- ~ cosl1- 4 r.psin4 r.p •.• (58 

sin п r.p = (7 Ј cosl1 
-1 r.p sin r.p [~) cosl1 

-3 r.p sin3 '!Ј + ... (59 

Наиомена. Вредно је запазити да је према Моавр
овом обрасцу 

(cos х ј i sin х)У . (cos у -+- i sin уу. 
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85. Иореновање . .. Ако у формули 57) предrю-: 
п 

Ф (-
следњег члана заменимо ср =- -п' r = Ј R добиtемо 

-п 

-.гnf Ф .. Ф) п 
VRtCOS п +lSZn пЈ. =R(соsф+isiпФ), 

одаI<ле· -

60)- ;r-R-(с-оs-Ф-+ i sin Ф) ={ R Ф + .. Ф cos l SZN ,-
п п 

• 

које, кад напишемо у форми 
-

[R ( <l + . . 'f )] 1 R-пI 1 1 +. . 1 <l COS) l SZN ct) п = _ COS ~ () l Slll· ) 
11 П 

покааује да Моавр-ов обрааац важи и за разломљене 

експоненте, дакле у опште. 

Примери . 

1) [3,5 (cos 72024/17" + i sin 72024/17")]6 = 
- " 

3,56 [cos 6 . (72024/17") + i S111 6· (72024/1711)] = 

! 838,264 (cos 4340251 4211 + [ S1n 4340 251 42 11) = 

1838,264 (cos 740251 42" + 1 s јп 740251 42"). 

- __ 2) [1,8(cos2105/ 341' -; 1sin21 05/ 34 11 )]-3 

1,8-3 [со.) (- 3)(21 о 51 34") + i siп (- 3) (21 05/3411)] = 

0,171 [cos(-63016/ 42") +isin(-630 16/42 11 )] _ 
-

О, 171(cos 630 161 4211 - 1 S111630 16/42"). 

3) [4,~(cos51029/3611 +1S[1151 029/ 36 11 )]7/4= 

4,2714 cos~ (510 291 36 1f
) + 1 S1/1: (510 291 36 1f

) = 

12,322 (cos 900 6/4811 + i sil1 9006/4811) = -

12;322 (- cos 890 531 1211 + i sil1890 531 12//). 

- . 
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8б. Норене ВР6АНОСТИ. Услед периодности.три-
гонометриских функција (за 2'/t) .Rомплексна количина 
r (cos r.p + i sinr.p) не мења своју вредност, кад њеној 
амплитуди додамо ~1a .колики _ (цео у број h ПУ!lИХ .. пе-

Оо, • 

риферија, тј. кад њену амплитуду r.p заменимо ампли-
тудом r.p + 2 '/t ћ. На основу тога, дакле, што је 

r (cos r.p+ i sin r.p) r [cos (r.p + 21t ћ) + i sin (r.p + 21t ћ)] 

може формула БО) у прошлом -члану OBal<O да се 

напише 

(БОа 

Одавде заl<ључујемо да п-ти корен из Једне коли-· 
• 

чине има увек п разних вредности, које добијамо кад 

у формули, БОз) поступно ставимо . 

-h-012З···п 1. , , , 
• 

Да п-ти 

п вредности 

корен из· Једне количине нема више од 

ПОl<азује сам образац БОа), јер из њега 
• 

видимо да Је 

итд. 

корена вредности за 

ћ--- п -
h п+1 
ћ--11-+-2 

I 

она 
• 

иста КОЈа 

11=с:с О 

ћ-- 1 
Iz 2 

и за 

Корене вредности, после п-те, понављају се, даI<ле, 

периодно. 

Да су оне п вредности, које даје формула БОз) 
кад. у њој заменимо редом h О, 1, 2, ... п 1 ј све 

различне доказаtемо на следеtи начин. 

Претпоставимо да меijУl<ореним вреДНОСТИl\\а има 

две једнаl<е и Hel<a су ћ ! И· ћ2 она два броја ИЗ, реда 
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О, 1,2, ., . п. ..1 која воде тим једнаким вредностима. 

АМПЩ1Туде ових једнаких корених вредности могу се 

разликовати само за цео број g периферија 27t, тј. 

између дотичних амплитуда треба да постоји једначина 
• 

. . ср I 2 7t h, ;о + 2 7t h2 + 2 7t g, 
П П 

Qдакле··· 

h, h2 .. п g. 

Ова једначина је међутим, апсурдна зато што су, 
према претпоставци, бројеви h, и h2 мањи од П, па . .. 

дакле и h, h2 < П, дОК је пак п g > n . . То значи да 
је учињена претпоставка, да има два једнака корена, 
погрешна: 

Овим смо доказали значајну теорему да свака 
. , 

корена количина има увек онолико (разних) вредности 
. . 

• 
колики ]е њен корени експонент. 

Примери; 

5 

1) ( ------:-:15;;-;:'83 + 12,67 i =? 

Овде је ,. = (15,832 + 12,672 = 20,27604 
• 

12,67 1267 
tg 'f . - - 15 83 = - 1583 , 

? = 1800 - 38040' 23" = 141 О 19' 37" . 

Према овоме, а на основу формуле 60 а), имамо 
5 
{---\--=5:-::, 8=3--'+:---:\-= 2С-С, 6=7:-ј 

5 
= v'20,27604 cos 1410 19' 37"+ 11' 3600 + i sin 141019' 37" + h' 3600 

5. 5 

= 1,825558 [cos (280 15' 55,4" + h' 720) + i sin (28015' 55,4" + tz . 720)], 

где треба ставити h;= 0,1,2,3,4. . 



За /1 = о следује 
5 
c--;-:o-~---;---:--::-':o::' :-:: V -15,83 + ]2,67 i 

• 
= ! ,825558 (cos 280 Ј 5' 55,4" _L i sin 280! 5' 55,4/') 

• • , 

= ) ,607R89 -i- 0,864506 ј. 

За h = I следује 
5 

V-~1-=--5,8З + ]-2,617 
= 1,825558 (cos 100015/55,4" + isin 100015'55,4") 

= 1,825558 (- cos 79044' 46" + i sin 79044' 4,6") 
• 

= -- 0,325329·+· 1,796340 i. 

За h = 2 следује 
5 
{~1:=5-, 8-""""3 --C-+~IC'o:2~, б7 i 

, 

= 1,825558 (cos 1720 15/55,4" + i sin 172015' 55,4") 

= 1,825558 (- cos 7044/4,611 + i sin 7044' 4,6") 

= - 1 ,808949 + 0,245692 i. 

За, h = 3 следује 
5 
{'-----С1=-=5--;;,8""'з'-С+-:12,б7 i 

, , 

, = 1,825558 (cos 244015' 55У' + i sin 2440 151 55,4") 

= Ј ,825558 (- cos 640 15' 55,4" - i sin 54015' 55,41/) 

= - 0,792663 - 1,644490 ј. 

За /z = 4 следује 
5 
v----I'-=5;--;,s=3-+'.,...-;-12=-,=б7::-:i 

2) 

= 1,825558 (cos З 16015' 55,411 + i sin 3160151.55,411) 

= 1,825 558 (cos 430 44' 4,611 - i sin 430 44' 4,6") 

=1,319056-1,262043 ј. 

З-=-=~ 'V 2,7635 =? 

Овде је', = 2,7635, "ЧЈ = о и према томе 

Тригонометрија 
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з ___ _ 3___ ( ОО + h . 3600 ОО + Iz. 3600) 
~! 2,7635 = ~/ 2,7635 cos 3 + i si/1 3 

= 1,403309 (COS 11 . 1200 + i si/1l1. 1200), • 

где ћемо узети 11 = О, !, 2. • • 

з 
г-~~ 

За Iz = О ињамо V 2,7635 = 1,403309. 
з . 

За Iz = 1 ињамо {2,7635 = 1,403309 (cos 1200 + i sin1200) 

= 1,403 309 ( - cos 600 + i sin 600) 
. . 

= - 0,101 654 + 1,215 300 i. 

ЗГ~~ 
За /1 = 2 ињамо ~' 2,7635 = 1,403309 (cos 2400 + i sin2400) 

3) 

= 1,403 309 (- cos 600 - i sin600) 

= - 0,701654- 1,215 300ј. 

4 

{= 37,49= ? 

Овде је г = 37,49, rp = 1800, дакле 
4 4 . . 
/ 3749 - /'3--749 ( 1800 + Iz, 3600 + .. 1800 + ћ, 3600\ 
~ - , - ~ , cos. . 4 . 1 Sl1Z 2 .' 

= 2,474451 [cos(450 + Iz .. 900) + isirz (450 + Iz, 900)1 

где иња да ставимо h = О, 1, 2, 3. 

За ћ=О 

За 11= 1 

За ћ=2 

4c ___ ~ 

следује V - 37,49 = 2,474451 (cos 450 1- i sin450) 

= 1,749701 + 1,749701 ј. 
4г._~_ 

следује V - 37,49 = 2,474451 (С05 1350 + i sill 1350) 

= 2,474451 ( - cos 450 + i sill 450) 

= - 1,749701 + 1,749701 i. 

4c._=~ 
следује V - 37,49 = 2,474451 (cos 225() + i si1l2250) 

= 2,474451 (- cos450 - i si1l450) 

= -1,749701-1,749701 ј. 



" За 11=3 следује ,(=37,49=2,474451(cos3150+1si/1"3150) 

з 

= 2,474451 (cos 450 - i s1/1450) 

= 1,749701-1,7497011. 

4) V~5-=-80=-,4=7-1 = ? 

Овде је г = 583,47, rp = 900 и онда 

3/-583 47 . _ ~-583 47 ( 900 + 1I . 3600 I • • 900 + Iz . 3600) 
~ ,1 - ~ ,cos 3 - I 1 sm 3 

з 
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= {~58З ,47 (cos (300 + h . 1200) + i sin (300 + h . 1200)], 

где треба узети редом h = О, 1, 2. 

з 

За f1 = О имамо ~(583,47 i = 8,356 150 (cos 300 + i sin 300) 

= 7,236637 + 4,178075 ј. 
з 

- - "--;-;::;-: 

За 11 = ] имамо 1/ 583,47 i = 8,356 150 (cos 1500 + i sin 1500) . . 

= 8,356 150 ( - cos 300 + i sin 300) 

= -7,236637 + 4,178075 1. 
3 

За h = 2 имамо {583,47 i = 8,356 150 (cos 2700 + i sin 2700) 

= - 8,356 ] 50 ј. 

Наuошена. Формула 60а) даје решење за би-
• 

номне Једначине 

zn+ с О, 
одакле 

n __ 

Z=V+C 
или ако број с (који може бити ма какав: 
комплексан или стваран) представимо у три
гонометриској форми. + с r (cos <р + i sin <р) 

n _______ _ 

Z =Vr (cos <р + i sin ~). 
16* 
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На исто се своди и решавање једначина 

• • 

Јер Је 

Z211+ р z!1 + q О, 

f 

Z I1=- I 2 1· 

. f р 2 

t2- -q 

z= 

п 

,~-----~~===-===-

fp 2 

t2 -q. 

Тако нпр. имамо у горња четири примера 
решења биномних једначина 

z5-(-15,83,-12,67i) О, z3-2,7635 ~O, 

Z4 + 37,49 О, zЗ 583,47 i О. 

87. ПРОАужење прошлога члана. - Пошто је према 
правилу за множење и правилу за кореновање 

rc i 21th+ . . (ЈЈ+2т:.ћ COS I , l sm -,--' --'-~-
п п 

f у l' . уН 2'Л:h 1 •• 21t111 
=tCOS п Ј 1 sm п Ј lCOS п -г 1 sm -п--Ј 

п 

Iђ rr, ~ 
= COS I .-Ј.- i sin т cos 27:/1 1,1 

п 1 П 
i sin 2 1t h 

п 

= IcOS у + i sin у (1 
l п n~ 

може формула 60а) да се напише 
n _______ _ 

ЈI r (cos r.p ! i sin ~ђ) = 

. 11 

--+-- i sin у Ј ./1. 
пЈ V 

Одавде ВИДИМО да се l<opeHe. вредности за 
• 
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л ______ _ 

Ј,/ r.(cos 'f + i sin 0/) могу добити кад се прва корена 
вреАНОСТ,. а то је она којој одговара најмања амплитуда 

ф • 
, (до КОЈе долазимо заменом h = О), ПОJliiНОЖИ редом 
п . 

п 

свима lZ вредностима {Т. 
Тако :добијамо вредности п-тога корена из каквог 

стварног и позитивног броја кад апсолутну (стварну 

и позитивну) вредност корена помножимо редом са 
п 

с-\:}има lZ вредностима (1. 
Тако исто, с обзиром на то што је 

I;С=-- -Г-(-СО-S-9 +'i sin 'f) = ;rГ--(С·-О~S-7-+--i-S-l-·П-ф-.) {-1 
п п 

= {;:- cos 'f + i sin 0/ {- 1 , 
.. п п 

<ZJI,eAyj~ да Ђемо добити све вреДНОСТ!1. п-тога корена 

из негативне количине r (cos 'f + i sin rp)!<aA прву 
вредност (ону са најмањом амплитудом) п-тогакорена 
И3 исте позитивно узете· количине r(cos rp + i sin rp) 

• 
помножимо поступно са ПОЈединим п вредностима 

п 
(--

од ~' 1. На тај начин налазимо п-ти корен из једне 
-

стварне и негативнеколичине кад апсолутну вредност 

п,------_ 

корена помножимо редом са свима п вредностима V .. '1' . 

. Ив свега овога ми· закључујемо да се кореновање 
ма l<aI<.ВИХ количина може, . на. извесан наЧИН,да под-

о • 

веде на кореновање позитивне и негативне ]еДиницеr 
п _8 --

Д3IКяе на V 1 и V 1 . 
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п 

88. (1. 
r=l, rp О 

Кад у формули 60а) чл. 86. ставимо 
добијамо образац 

, 
. 

61) 
п 

1/
-1 21th+ . . 21th =cos lsm--

п п 

п 
• v 1 узев поступно • 

КОЈИМ налазимо вредности 

h О, 1, 2, 3, ... п 1. 

Од ових п корених вредности стварне су само 

оне код којих је . имагинарни део раван нули, за које 
• 
Је дакле 

• r;r. h 
sm--=O, 

• 

ТЈ· 
21t11 ng 
п =g1t или h = 2 ' 

· ако са g означимо цео број. Но пошто је h највише 
= п - 1, број g је 

или 

или 

! g О, дакле и h = О 

g = 1, дакле п 

11 = 2' 

Ово друго' h = ~ може да буде самотада,ако је п 

· паран . број, пошто h мора да је цео број. То значи: 
, . . , 

ако је корени изложитељ п· паран број, онда у1 има 
· две стварне вредности' и ми их добијамо кад у фор-
· "". '.' .. '. "'" ... П' 
мулу 61) ставимо h .--- О и h == 2' а то су ове две 

корене вредности 
. " 
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COS О + i sin О = 1 
и 

cos ~ + i sin Ћ = - 1. 

Ако је, пак, изложитељ 11 непаран, онда постоји само 

један стваран корен: COS 0+ i sin О 1. Све остале 
, .' 

вредности су комплексне и увек су по две КОНјуговане, 

тако да ако је COS а. + i sin а. један од комплексних ко

рена, онда је и 'cos а. -- i sin а. TaKofje корена вредност. 
Доказ. Нека је ћ Ј један број И3 реда О, 1, 2, З, 

... п 1, онда је и п ћ, таКОђе један од тих бро-

јева. 3аменећ ћЈ и h --- п ћ, воде нас двема. 
• • 

спрегнутим I<ореним вредностима, Јер Је 

п 

h h .1-1 2 'it ћ, +. . 2 'it ћ, 
за = ), V = cos 1 SZN ,а 

п 11 

п 

h ћ" Ј-1 21С (п - ћ ј). • 2 ~ (п - ћ1) 
за . = п - V = cos 1 szn _--0... __ --"-

П П 

21С ЙЈ =-= cos 21С-
п 

f '. 2 Ћ ћ1, 
+ј sin 127:-

t П' 

2 1с ћ l , '.' 2 ~ ћ 1 = cos - - 1 szn . 
п п 

Примери. 

1) Ј-I 27': h , . . 2'['; h . , , . ' 1" , 
V = cos 2 --т- 1 sm 2 -.с COS 'r. h -;-- 1 SlfI '" h 

. _r __ 

h = О, V I - cos О + i sin О = I 
'-

h = 1, V ] = cos" + i sin 'r. = --,1. " ' 

.3(- 27':ћ l' .27':ћ 
2) v 1 = cos З -т 1 sm з--:--

3 .' , ' , ' 

h = о, vT' cos О + i sin О = 1 
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з . (~ '-, ' -I+l\ 3 
11= I,Ј/ 1 =cosI200 --;- isinI200=-cos600+isin600 = 2 ' 

з 1 ' . Јз /'-- .. ' . . - - 1 У .-' 
ћ = 2, ЈЈ 1 = cos 2400 + 1 sm 2400 = - cos600 - 1 sm 600 = ,- '-2---'-' 

Приметимо о да је трећа корена вредност равна квадрату 

друте, а друга равна квадрату треће вредности. 
I 

З) 
ј. 2",ћ . . 2",11 'т;;ћ "'/z' 
t 1 = cos 4 -+ 1 sm - 4' = cos 2 + i sin h 

4 

{Т =- "cosO -+ i sin О =) 

lz = Ј, 
4 , . __ f't"'" 

(~, j~ ! • • ј.. • 

~o 1 =---= cos -- ~ 1 Sln-- - 1 
о о 2 I '2 ,о 

.( 

fz = 2, {Т ' cos т: + i sill '" -1 

/1=3" 
4 (- Зт: 3т;-
V 1 оо cos 2 + i sin '2- -~ - ј. 

, ' 

п 

89. Г-l'. Наду формулу БОа) 
, ..' ,. 

ЧЛ. 86. ста-

вимо r -~ 1, 'Р = 1: добијамо образац 

(2) 
п ' , 

{1 (l'+2ћ)т:;+ ... (1+2ћ)т: 
1.; - • = cos - оо 1 sm --
Ј П П 

n,..---_ 

ИОМОћу Rojer израчунавамо вредности { 1, RaA за-
, 

менимопоcrупно h О, 1, 21' 3, .:. il ·1. 

Да бисмо добили стварну. RopeHY вредност мора 
. , -, \ 

• 

да Је 
• 

sin џ+~ h)r.· 1, 
, 

дакле 
. - ' -' 
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гдеg означ.ава један цео број. С обзиром на то ~a 
је h TaKo~e цео број и да је највише п- 1 следује 
да број g може само бити 1. За g 1 јесте 

II 1 
/z -- 2 ,а ово је само за непарно п могуhе. ВМ-

п 
(~~ 

дима да V 1 може да има само једну стварну вред-
ност и то ако је корени изложитељ п непаран. Ту 

стварну корену вредност . 

cos 7: + i sin 7: . 1 

п-l 
добијамо заменом h .=. ----::- • 

2 

Ако је п парно, онда су све корене вредности 

N.омплеl{сне. 
п П. __ 

Ј{ао код V 1, тако и овде код! 1 увек су по 
две н:омплексне. вредности спрегнуте. 

Доказ. Hel{a је п! ма који од бројева O~ 1).2, 3, 
... п 1 , онда је п 1 .....,.... htTaKoije један ОД пк 

бројева. Замене h . ћl И h п 1 ћ 1 дају АБа 

спрегнутакорена. 

за ћ.. 111 имамо 

за h п - 1 - ћ! имамо 
. - . - , 

[1 
, 

2 (11. t , 

1 
, cos -' 

п 

- hl)} '1'.:' . I . . [1 +. 2 (п - 1- ћ. I.)] 1r: -'-'--'-'--"-'-----..;., '-"-- т 1 sm' ~:~. -'-~ . ...:..' "------'-~~-
П 

- ;. - . . 

.' ,- ·п·· .. . , . . . 

• 
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. '. (1 + 2 ћ l) 7:: .. (1 + 2 ћ l ) 7:: 
~. eos -[ sm. . 

п п 

Примери. 

1) / I (Ј + 2 h)" I • • (1 + 2 h) т; 
~ - =cos -tlsm -

2 2 
, 

h О, 'V-I=соs900+fsfп9(){Ј [. 
о 

ћ-I, 

2) 

h О, 

ћ= 1, 

ћ=2, 

3) 

, ћ=О, 

ћ= 1, 

11= 2, 

ћ=3, 

V - 1 = cos 2700 -1- f sin 2700 = -ој. 

.Зr 1 (1 + 2 ћ) '" I • • (1 + 2 11) " 
V - - cos 3 i l sm о 3-

3 I.l.. . '/3 
~/ - 1 = cos 600 l' i sin 600 = I 1 r . 

2 
3;--0-

V - I = cos 1800 + i s јп 1800 = - 1. 

V - I = cos 30()О + i sin 3000 = cos 600.- i s in 600- 1-- ~ (3 о 

4/ I О+2ћ)Т;+ . . (l+2ћ)т; 
~ - = cos - 1 sm --'--:--"---

4 4 
4 1 I • 

(-1 = cos 450 + i sin 450= _;.1 .. 
11 2 

4 . 1 I • 

V -1 = cos IЗ50 +isiп 1350= - cos450+isin450= -rТl . 
.~' 2 

4 . . . '. . . '. v -1' СОS2250+isiП2250=-СОS450-iSi1l450=-;=l. 
. . . . 2 
4' . v -1 == cos 3150 + i sin 3150 = cos 450 - f sin450 = I-;-l. 

.' ~ 2 

90. Cotes-osa теорема. He~aje. с стваран и по-

. зитиван број, дакле re, tp О: На основу формуле 

60а) чn. 86. и онога што СМО 'Констатовали односно 
'Конјуг.ације' I{орених вредности .. имамо 'Као решеља би-

. .' -, -' 

номне једначине хn · е -- О 
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1) ако је п парно 

2 '/;., 
Х ==, cos : 

п 

. . 2 'ј ;.. 
lSZn-

п 

х =-= ,f,cos _4_,," + i sin _4 ""ЈI 
п п 

• • • • • • 

х ,. 

Множењем корених чинитеља, којима одговарају кон

југовани корени, добијамо једначину 

4"7: (п-2)Ћ' 
х 2 - 2" cos .... х--!- r, ... x2~. 2 rcos--- . х 

л ' п 
I г2 I . 

2) ако је п непарно 

х -- r 

х = г" cos 2 7t + i sin 2 ""Ј' . п п 

4'7:+ .. 41t 
Х = r cos I.SZn· . 

. /1 П 

• • • • • • 

. (п 1)"7: + .. (п --1) 7:1 
х -- r cos -'----~- 1 SZN Ј' 

п п 

одакле '. , 

, , 
, '- -

, . 'f? " .' "4 ~ . '. -~."', . -' (п -J)i' ....; 
{Х- - 2 r cos п: х + ':.,.. х2 -. . 2 f!iOS п; х + г- . 
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Ове формуле за разлагање х" - (а на чинитеље 
, 

NI0fY да се геометриски' протумаче. Опишимо КРУГ са 

" ' 

,,.-
" ... 

Сл. 26. 

полупречником r 
и поделимо га, 

" " . 

, , 

почевши од КОЈе 

било тачке A~ на 
• 

п 1еднаких дело-

ва. На пречнику 

АА' одмериhемо 

ОР х и спо

јиhемо тачку Р 

са тачкама В, С 

периферију круга на п једнаких 

iИ т. Д. I<oje деле 
делова. Из слике 

читамо 
, 

"РВ 2 082 +- ОР2 " 2· ОБ ·OPcosBOA 

? I ') 21t' 
= r- ! х- - 2 r х cos ' 

! П 

и на исти на'iИН 

ИЛИ 

рВ.рв ' 2 Ј 2 :, 2<;:: 
= r IX' - 2 r х cos -

п 

4Ћ" ' 
" РС' РС' ," г2 +x~- 2г xcos- итд. 

, fl' 

Производи дужи, РВ . РВ', РС· СР', . " представљају 

~акле квадратне ЧЈАнит~ље из, I(ојихје. саС1;ављено 

х1!! ' n
• AI{Q је п парно. онда имамо два линеарна и 

G'fварначишџеља х . r РА и х+г PA 1
, чији 

је'"!'ПРОИEfВОД' јер;нак' квадратно-му чинитељу х2 г2 = 
, 
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PA~PA!. Ако је, пак,n непарно, онда имамо само 
• • 

један стваран чинитељ првог степена х r . РА. 

Овај резултат је фОРМУЛI1сан Cotes-OBOM теоре
мом (Roger Cotes, ВшЬасћ [Leicester] 1682 ·Cam
bridge 1716): разлика п-тих степенадужи РО иАО 
једнака је производу дужи које су повучене из тачке 

р ка таЧlшма В, С,··· које деле RPyr на П једнаких 
делова. 

Напомена. I{од биномне једна1.lИне хП 
: с о 

имали бисмо према формули БОа) у чл. 86. 

= 
,јП -с =.1- - (1-f- 2 ћ) 'it --L' . (1-+- 2 ћ) 'r. 

Х Ј V Г cos . I lsm ' .. 

• 

п 11· 

и овде се хП + гп може да представи као 
производ стварних чинитеља другог степена 

и да се геометриски протумачи аналогно 

горе показатоме. Разлика измеijу овога и 
• • 

прошлог случаЈа ]е у томе што подела круга 
• 

на п једнаких делова овде· не почиње И3 

тачке А, него од тачке која је од ове уда-

љена за -. 
11 

4. 

Функције комплексних количина. 

91. Ексrшненциална Функција. I{ад је х стварно, 

онда се под еХ разуме стварна и позитивна вредност 

(. х)т 
од mПmоо t 1 + mЈИ тиме је. експоненциална функ-

ција е схваћена {{ао· једнозначна функција. Узмимо 

место стварног ихложитеља х l{омплен:сан изложитељ 
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х + i у. Степена IZоличина 1 + .х ~ i у}'" је у опште 
- '1 

• 
многозначна и има свега Једну вреднщт само тада 

ако је т цео број .. · У сагласности са горе за е ре
ченим ми Ђемо и сада e"+iy сматрати l{ао границу 

којој· тежи она најпросшија· вредност (а то је она 

санајмањом амплитудом) изра.за fl : х ~jyГ кад 
пустимо да т у беСIZоначност расте. 

Да бисмо нашли на I{Оји начин фУНIZција 

х+ју 111 

БЗ) e+ iy lim 1 + -'-.----0-

m=оо m. 
зависи од х 

дакле 

а) 

Ь) 

и у ставимо 

1 + х +ју 
т 

r(cos 'f + i sin 'Р), 

1 r х 
lm r cos 'f 

у = '" sin tJ) 
т I 

и на основу Л10авр-овог обрасца 

l+ x +iym т( +") = r cos т 'f 1 sm т 'f . 
т 

х +ју m 
Да бисмо добили ·Нm· 1 + треба оредити 

m=оо m. . 
lim,m и lim т '-р. Имајмо на уму да са растењем броја 
m=оо m=оо 

т у беСIZоначност угао 'f опада· У беСIZоначност тано 
да можемо одмах узети т толико велико да према 

а) 1+ ~, а то је r cos 'f буде позитивно. То значи 
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да можемо ~ ограничити на вредности између 
2 

• • 
да при израчунавању наЈПрОСТИЈе степене 

вредности аргументу основе не додајемо множине од 21t. 

2 х х2 I 2 
Из а) и Ь) слеДУј·е г2 = 1! -- 1 Т У . дакле 

Ј I т т т2 , 

(с 

а пошто је гПl апсолутан број треба и на десној 

страни од с) узети само ону стварну и позитивну 

.вредност. Ставимо у с) 
• 

d) 
2 х I х2 + у2 1 
т -г т2 . =п-' 

дакле 

• 

пређемо граници (пустимо т, 
~ 

КОЈе, кад па дакле и п 

бесконачност расте), 
• 

да у даЈе 

1 +!l
n l" Пl 

е) lim тm lim lm-
еХ , 2n 

I1Ј , 
п =СХ' п=оо 

. I l' п јер је /117~Ј: II + I1Ј = е, а на основу d) је јјт оо ::п = х. 

Из а) и Ь) изводимо 

или 

у 
• 

SlnCf т 

cosCf + х .1 
т 

n=ОО 
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1 

. [. sin ф . 1 
одакле, имавши на уму да Је -Im . = 1, ат -- 1 > 

9=0 r.p :o=OCOsr.p 
• 

слеДУЈе резултат 

lјт т r.p - - У. 
m=-Х' 

с овим под е) и ј), а на основу једначине 

e,:+iy lim f 11 Х f i Yl
m 

lim тm (cos т r.p + i sin т r.p). 
m=oot: т Ј m=:хс 

добијамо формулу која прецизира дефиницију за екс

поненциалну Фушщију са комплексним експонентом 

64) 

Напомена. Из дефиниције -64) Зai{ључујемо 
1) да основно својство експоненциалне Функ-

• • 
ЦИЈе, а то Је 

важи и за 

ставимо 

• 
комплексне изложитеље, 

• 

Јер ако 

I • 

22 = Х2 -г 1 У2' 

.дакле 

eZ, eXl(cosY1+isinJJ), eZ
' е'(СОSУ2+isinћ) 

• 

слеДУЈе 

eZ'·e Z
, е Х' + Х' (cosY1-!-isinУ1) (СОSУ2+isinћ) 

--е' Н, [cos (У1 + У2) i i sin (У! + У2)] 
=e(x,+x,J+i(Yl+Y,J = eZ, + Z,. 

-
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2) да је експоненциална функција периодна 

функција и да је модуо периоде имагина-

ран 2" ј. 
Означимо са k ма какав цео број. Тада је 

ex+iy +2kтoi. eX+i(y +2kт;) 

= еХ (eos у + i sin у) =. е Х + i y
, 

дакле 

• 

92. Логаритам. Дефиниција: под природним ло-

гаритмом комплексног броја х + i У разумемо експо
нент којим треба степеновати основу е па да бисмо 

добили х + i У као вредност експоненциалне функције. 
Пошто је у опште 

х+ју г [eos (cp+2k'Jt) +isin (cp+2k'Jt)], 

а на основу горње дефиниције природан логаритам 

броја х + i У јесте експонент и за који је 

или с обзиром на чл. 91. 

еН x-f-iy г [eos (ср +2k'Jt) +isin (cp-f-2k'Jt)] 

• 
и према томе и, ТЈ. _ 

1 (х + i у) - - 1 г + i ср -+- 2 k 1: [, 

које, услед тога што је г V х2 + у2, rp = аге tg у , 
х 

може да се напише 

1 (х + i у) ~ 1 (х 2 + у2) Ј 
Тригонометриј~ 17 
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, 

,Одавде видимо да природан логаритам броја x+iy 
има безбројно много вредности, које се разликују једна 

од друге за целе множине од 27: i. Логаритам је, 

дакле, многозначна функција. За k О добијамо нај

проешију вредност природног логаритма од х + i у, 
• 

а то ]е 

l (х + i у) - ~ Цх2 + у2) + i аге tg ~ . 

Најпростија вредност природног логаритма броја 

х -~ i У добија се кад се логаритму модуа, дода са i 

помножени најмањи лук ср - аге tg у комплексног БРОЈа. 
, х 

Напомена. И3 онога у напомени прошлог члана 
наведеног својства експоненциалне функције 

• 
слеДУЈе правило за логаритме 

l W1 + l W2 l (W1 W2), 

где, како код lw1, тако и код IW2, , треба узети 
неодређен број пута 2 7: i. 

93. Веза изме~у тригонометриских Функција и експо-
ненциалне Функције. Према дефиниционој једна-

чини 64) у чл. 91. јесте 

r eos If + i sin If е i '{' 
66) ( 

l eos If i sin r.p e- i ,{" 

одакле изводимо значајне формуле 

, ei"'+e- iy 
eos If = 2 

67) 
• • I . , el '{' e- 1 9 l. sm '.р = 2!' 
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• 
И3 КОЈИХ опет 

tg r.p = 
1 e2i ,? 1 
i е2 i<p + 1 . 

Примедба. Формуле 66) и 67) поставио је Ајлер. 

Примена. Збир косинуса и синуса лукова који теку по 
• • 

аритмеПIЧКОЈ прогреСИЈИ. 

НеI<а је 

cos а + cos (а + Ь) + cos (а + 2 Ь) + ... + cos [а + (т -- 1) ЬЈ = х 
• 

sin а + sin (а + Ь) + sin (а + 2 Ь) + ... + sin [а + (т - I)Ь] =)', 

дакле на основу бб) • 
х + iy = е ! а + ei(a + Ь) + е ! (а+2 Ь) + ... + ei[a + (т -1) Ь] 

= e1a[l ~+ eib + e2ib + ... + e(nZ-1)iЬ] 
" 1 _ qnZ 

=e ia [l_,.q+q2+ ... +qnZ-1] eza l-q 

=( + ." )1-(cosb+isinb)11l 
cos а 1 SlП а I Ь" . Ь -cos -lsm 

__ ( .+.") (1 - cos т Ь) - i Sil1 т Ь 
cos а 1 s 111 а (' Ь)' . Ь" ~ -cos -lSlJl 

или С обзиром на формуле 18 (чл. 21.) и 19 (чл. 2.2.) 

2 "2 mЬ "2"тЬ mЬ Sl11 -- - 1 SlП cos-=-

+ " ( +".) 2 2 2 
х 1 У cos а 1 Sl11 а Ь Ь Ь 

2 sin2 2 - i 2 sin 2 cos 2 

" тЬ "mЬ " тЬ 
"" Sl11 2 Sl11 2 - 1 cos 2 

-" (cos а + l sm а) ~ ~ ... -._--.. " 
"Ь "Ь " Ь 

SlП 2 " Sl11 2 - 1 cos 2 

Множењем бројитеља и именитеља . ПОСЈIедњег разломка на 

десној страни са i следује 

. 17* 
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.nzЬ mь+ .. mЬ 
Sl/1 2 cos 2 1 SlIl 2 . 

x+iy=(cosa+isina) . Ь Ь 1--'-' Ь' 
sm 2 cos 2 т 1 Sll7 2 

• 
КОЈе опет, на основу правила за множење и дељење комплексних 

количина (формула 54 у чл. 81. и формула 56 у чл. 82.), може 
да се напише . 

. т Ь 
Sl11 2 ( - + (т - 1) Ь 

х + i У -= . Ь ) cos а 2 
, . . - + (т - 1 ) Ь - I 
т lSl11 а 2' \. 

sm:2 ' 

Одавде (в. закључак у чл. 75.) следује 

• 

.. т Ь 
Sll1 2 

х=-- cos 
. Ь 

Sll7~ 
2 

. т Ь 

. 

+ (т -1)Ь а 2 

.Sll1 2 (I)Ь 
У = . b sin а + т .-; . 

sm-i 

/ 

• 

94. Примена Форм'ул'а у прошnом члану на развијање 
• 

степена сину са и косинуса у ред који тече по. синусу 

И косинусу умноженихnукова. На основу формуле 

67) у прошлом члану имамо 
2 П соs П r.p = (е i 9 + е - i 9)", (2 [)П sin" r.p (е i 9 - е - i 9)11, 

које, «ад применимо биномно правило, даје 

2n cosn с!) = 
I 

ei п 9 + '{ ei (11 - 2) 9 + ~J ei (п - 4)? + .. . 
+ е- in \' : Н e-i(~-2) \' + (~ e- i (n-4) \' + .. . 

= 2 cos п r.p + 7 cos (п 2) r.p + [~cos(n 4) r.p + ... , 



• ~ - , 

·ОДal<ле 

и аналогно 

eil1~ [71~i(11-2),?+l~Јеi(I1-4)? ... • 

i е~il1,?+[71е-i(I1-2)?+[~ e- i (П-4)ф+ ... 

дIш је п uарно, онда је • 

cos l1 'f =. 2}'-I'COS П 9 + ';) cos (п - 2) 9 + 

[~J cos (п 4) 'f + ОО, +~ .~ (68 
2 

11 
(_1)2 (п] 

sil1" 'Р = 211-1 COS П 9 -ll Ј cos (п - 2) 'f +-
11 

(пl ( (1)2"п' 
l2 Ј cos п - 4) 'f - оо • + 2 п. (69 

2. 
3а неuарно п имамо 

1 п] 
cos l1 'f 211-1 COS П 'f + 1 Ј COS (11 - 2) 'f + 
~] п l2J cos (п 4) 9+ оо • + п 1 

, 
COS ф • (68а 

2 . . .: ; '- -

( . 1) 2.. П 1 . 
sin" 'f = 211-1 SZN П ср. . 1Ј sin (п 2) 'f + 
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69а) 
~ sin(n_4)rp __ ... +(_1)Il;-I п_п 1 sinr.p. 

2 

95. Тригонометриске Функције комплексног аргу
мента. Пошто су обрасци 67) доказани за стварне 
вредности лука ср стаВИЋемо да је ср -- х + i у и узеЋемо, 
на основу поменутих једначина 67), као дефиниционе 
једначине за тригонометриске функције комплексног 

аргумента формуле 
• 

e(x+iy)i + e-.(X,-iy)i 

COS (х + i у) = 2 

e(x+iy)i _ e-(x+iy)i 

sin (х + iy) =------2-i---' 

• 
код КОЈИХ се десна страна може лако да доведе на 

вид II + i v 
еУ +е-У . .еУ -е-У 

sin (x+iy)= 2 smx + l 2 COS х 

70) 
eY+e-У ' .eY-е-У . 

cos(x+iy)= 2 COSX-l 2 smx, 

а одавде 

70а) 

Извоljење формула 70) и 70а): 

ei(x+iy) e-i(x+iy) е-У e ix . еУ e- ix 

sin (х + i у) = 2 i ' = 2 i 
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. 

е-У (cos х + isin х) еУ (cos х i sin х) = ____ о ____ __ _ 

2i 

еУ Ј е-У . . eY-е-У 

=- '; Sl!l Х - 2 . cos х 

еУ +е-У . . еУ - е-У 
= - 2 Sln Х + l 2 cos х. 

На исти начин добијамо формулу за cos (х + i у). 
Дељењем првога са другим обрасцем под 70) и 

множењем бројитеља. и именитеља конјугованим име-
• 

нитељем слеДУЈе 

tg(x+iy) = 
eY+e-У . .eY-е-У 

- 2 Sln Х + l 2 cos х Х 

-еУ+е-У .е У е-У. 
- 2 cos х + l - 2 Sln Х : 

еУ ! е-У 2 (еУ - е-У 2 

'; cos2 Х + t 2 sin2 x 
• 

еУ е-У 2 . 

----:20:-'-- Sln Х cos Х + 
е-У ) 

2 . - (cos 2 Х + sin2 х)Ј :-

е2У+ е-2у · 2 
( 2 Ј • 2 )+ (2 • 2 ) . ----4 --- cos XTSln Х 4. cos х-_ Sln Х 

. е 2У _ е-2У 

sin х cos х + i ---4.,----

e 2Y +e-2У 2 2 
4 + 4 (cos х sin2 х) 

2 sin 2 х + i (е 2У е-2У) 
= е 2У + е-2у + 2 cos 2 х . 
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96. Хиперболичне функ.ције. Ыад у једН. 70) ста .. 
вимо . Х О, а у заменимо са tp, добијамо функције 

које су у многоме сличне тригонометриским ФУНIЧЏ1-· 

јама, а зову се хиuерболичне функције. Оне су дефи

нисане следеtиlVl формулама .. 

71) 

r . h 1.. е1'-е-? 
szn ур tp = --=-ј SZN 1 '{Ј = ~----;:2 -

cos ћур tp 
• е'Р +е-'Р 

cos 1 tp \ 2 

1 t . е 2 ,:, 1 
tg ћур 'р l . g 1 'р -

е 2 'Р + 1 . 1 

Из прве две једн. 71) следу.је непосредно 

72) cos ћур 'р -1- sin ћур tp - - е + 'р • 

. . -
На основу 71) и 72) добијамо 

• 

[(cos ћур tp +- sin ћур 'Р) (cos ћур 'У+ sin ћур ~) -
• 

(cos ћур tp sin ћур tp) (cos ћур ~ I sin ћур ~)] : 2 

.- = sin ћур ср cos ћур Ф + cos ћур ср sin ћур ~ 

и аналогно образац за cos I1ур (-р + ~). Дакле 
(. sin ћур ('; + ~) sin ћур 'р cos ћур ~ + cos ћур ср sin ћур 

73)·· { 
l cos ћур (ср + ~) cos ћур ср cos ћур ~ + sin ћур 'р sin ћУЈ 

Ако узмемо :р =~, онда последње једначине дају 
формуле 

f sin ћур 2 ср = 2 sin ћур ср cos ћур ср 
74) { 

l cos ћур 2 tp COShyp2 tp + sin ћур 2 'р. 



СпециаЈ1не вредности apfYMeHTa ср за lшје ~jn ћур :р 
и cos ћур -р постају О или -- 1 наЋиtемо ПОМОЋУ 
дефиниција 71). . 

Да би био siп ћур:р О треба да је .еО? = е- о? 

или е 2 :р. 1, Д3l{ле:р О. МеђУТЊ\1 sin ћур ср 1 
води једначини еО? е-? == 2 или е 2 ? 2 е? 1. О, 

одаl{ле е о? 1 --г {:2, ср -- 1 (1 + V 2). 
3а cos ћур -р О мора да је еО? + е-1' О или 

1 . 1) [7С . 
е 2 ? 1, ср 21 ( 1) =- 2 . НаЈзад из cos ћур ср --1 

заl{ључујемо е::Ј + е-? 2 или е 2ср 2 С? + 1 О, oдa~ 
I{л е е? 1, ср· О. 

Према овоме је 
• 

siп ћур О = О 
[7: 

cos ћур 2 -о 

sln ћур 1 (1 -г (2) 1 cos ћур О --.. о. 
Да бисмо графИЧI{И пред- , 

ставили хиперболичне фУНl{ције 

ПОСЛУЖИЋемо се једном равно-_ 

I{pal{OM хиперболом, чије су по-
луосе а -- Ь ОА 1. 

]едначинатехиперболегласи 
• 

(75 

х 2 у2 1 О '--~ -....:".i---:X 
А 

(в. Анал. Геом. чл. 104. једн. 86.). 
Hel{a је површина фигуре 

ОРј АР2 О' ср. 

Из сшже видимо да је 
Сл. 27. 

1) Отуда што је -1 = е ; (2k+ 1) то заЈ<ључујемо да је најпростија вред-
,- . 

ност (k=O) 1(-l)=iт.. ., 
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" 

где кад ставимо 

х 

у 

Р1 АР2 Р1 = ху !(х+у) --ху !(х+у) 
х=1 
у=О 

(В. Инт. Рачун ул. 37. 2. пример) налазимо ср 1 (х + у) 
.. ИЛИ С обзиром на једначину хиперболе 

одакле 

(р -- ! (,11 + У 2 + у) 
ср [(х+ (х2 1), 

(1 ~- у2 + У = е'Р, 
е? е-9 

у = 2 = sin hyp ср 

e'P+e-" 
х = -----,,----.-- = cos hyp (р. 

2 
• 

Нашли смо, дакле, да .. Је 

sin hyp ср =Р1 Q 

cos hyp rp OQ 
и према томе 

tg hyp q.> А Т. 

1. Напомена. l{oHcTaTyjeMo и ову аналогију измеђУ 
хиперболичних и тригономеТРИСI<ИХ функција 
да је њихова изводна (или диференциални ко
личник) опет хиперболична функција, јер је 

d sin hypcp cos.hyp ср . d rp 

d cos hyp ср sinhyp ср . d ср 

аналогно познат~м формулама 



d siтz ср --- cos (џ . d ср 

d eos ср - sin ср . d ср 

d ср 
d tg qJ -- -- • 

cos 2 ср 

2. Напомена. Извртањем хиперболичних функција 
долазимо до инверзних фУНlщија 

ше sin ћур rp Z (р -1- V р2 + 1) 1 
are eos ћур rp 1 (р + v р2 1 ) (76 

are tg' ћур rp =! i 1 + rp 
2 1 р' 

које СУ аналогне циклометриским функцијама. 

З. Напомена. Функције are sin ћур ср, are eos ћур q>, 
аге tg ћур ср могу да се представе као алге
барски интеграли 

are sin ћур tp = 
dtp 

---

•• v tp2 + 1 

dtp 

V tp2 1 
are cos ћур tp = 

are tg ћур tp = dtp 
1 tp2 

слично циклометриским функцијама 

. (" dtp are sm (Ј) --- . 

I Ј {l tp2 

• 

dtp 

(l tp2 
arecostp =-

d(J) 
• • 

1 + 'Р2 are tg tp = 



Ј{ао доказ за прва два интеграла в. ИНТ. 
Рачун чл. 1 З. 1. пример кад ставимо р О, 
q -+~ 1, а за треhи интеграл в. чл. 8. 1. 
пример. , 

, . ,. 4. Напомена. Зарад боље ориентациј~ израчунате 
су у следеhој табличици вредности првих ' 
трију хиперболичних функција за неколико 
еквидистантних аргумената, 

sin ћур rp cos !ЈУР rp tg ћур rp 

0,0 0,0000 1,0000 0,0000 
0,1 0,1002 1,0050 0,0997 
02 , 0,2013 1,0201 0,1973 
0,3 0,3045 1,0453 0,2913 
04 , 0,4108 1,0811 0,3800 
0,5 0,5211 1,1276 0,4621 
0,6 0,6367 1,1855 0,5371 
0,7 0,7586 1,2552 0,6044, 

, 

0,8 . 0,8881 1,3374 0,6640 
• 

0,9 1,0265 I,4З31 0,7163 
1,0 1,1752 " 1,5431 0,7616 
1 ,1 1,3356 1,6685 0,8005 

, 

1,2 1,5095 1,8107 0,8337 
1,3 1,6984 1,9709 0,8617 
1,4 1,9043 2,1509 0,8854 
1,5 2,1293 2,3524 0,9052 
16' , 2,3756 2,5775 0,9216 
1,7 2,6456 2,8283 0,9354 
1,8 2,9422 3, \075 0,9468 
1,9 3,2682 3,4177 0,9563 
2,0 3,6269 3,7622 0,9640 
2,5 6,0502 6,1323 ' 0,9866 
3,0 I (),ОI79 10,0677 • 0,9951 
3,5 . ,16,5426 16,5728 0,9982 
4,0 ' 27,2899 27,3082 0,9993 
4,5 45,0030 ' 45,0141 0,9998 



ф 
. , 

5,0 
5,5 

sin l7ур ч' 

74,2032. 
122,3439 

cos IЈУР ч' 
74,2099 

122,3480 

• 

gt l7ур ч' 

0,9999 
.----' 1,0000 

269 

97. ЦИИJlометрисие Фуниције за стварне аргументе. 
Извртањем тригонометриских фуН!щија долазимо 

до циклометриских функција. l{ao што постоји веза 
измеi]у тригонометриских функција, тако, разуме се, 

постоји веза и измеi]у циклометриских функција. Ненд 

је u aresin х, дакле sin u х, eos u = V 1 х2 , tg u 

х и према TOM~ u =~ аге sin х ш'е eos V 1 х2 

( 1 х2 

х 
ате tg V 1 х 2 " На исти н~чин налазимо и за остале 

фуН!щије. Имамо 

~ х) 

аге eos х = аге sin { 1- х 2 =-~ - аге sin х=агс tg V1 -_х2 
: (77 

2 х 

. х 
а гс tg х = .аге S1l1 . f --===:=-:.-

V 1+х2 

1 7: 
аге eOS.

f 
=2 -are.eotgx.' 

V 1--+- х2 Ј 
, , ; 

Из периодности тригонометриских функција (sin 
и eos за 27:, а tg и eotg за 7С) потиче многозначност 
циклометриских фУНiщија: 

• 

П7.:+( 1 )п I ате siл х ) аге S1l1 х 
• 

аге eos х 2л7.:+ аге eos х I (78 ., 
ате tg х- n~ + аге tgx f . , . '. , . , , . 

I 
arceotg х л 1t + I ar,ecotg х • Ј 

, 
-- . 
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На основу дефиниције за тригономеТРИСl<е Ф)ЩI<-
• • 

ЦИЈе негативних ЛУl<ова слеДУЈе 

аге sin ( х) = - аге sin х 

аге eos ( х) 7с аге eos х 

аге tg ( х) = - аге tg х 
79) { 

аге eotg· (- х) = - аге eot~ х. 

Из адиционе теореме 

sin (и + v) =sin и eos v + eos и sin v 

eos(u + v) eos и e~s v + sin и sin v 

tg (и + v) tg и ± tg v 
.1+ tgu tgv 

l<aA ставимо 

(1 
-

• х2, • sm и х, даl<ле eos и и - аге Slll х, , 
• (1 у2, • • 

Slll V у, eos v v аге Slll у 
" 

следује sin (и + v) х(l у2 + у ,/1- х2, даl<ле 
. 

и + v -- аге sin х + аге sin у аге sin (х (( 1 i+yVl х2). 

Tal<o исто изводимо обрасце и за остале случајеве. 

Имамо ове формуле 

=aresin(x(l y2+YVr1 х2) 

80) {areeosx+areeosy areeos(xY+I/1~2(i yZ) 

arcsinx+areeosy аге sin(xy +(1 r~fi i) 

=агс cos (YV1 х2 + х {l il 



---
у+х 

шс tg х -+:: are cotg у = are eotg х у + 1 . 

, 

2Тl 

98. Веза измеђУ циклометриских Функција ма каквог 
• 

аргумента и логармтма. Означимо х -f-- i у z. Тада 
је према дефиницији учл. 95. 

или 

eiz -1-- e- iz 

eos z= 2 

• . e'Z _ e- 1Z 

sm.z --
2ј 

е i Z = eos z + i sin z ) 
} 

e-iz=eosz-isinz. Ј 

• 

(а 

Ставимо у претпоследњој једначини sin z u и узмимо 
од обе стране једначине природан логаритам, па Ћемо .. 
добити 

iz l(eosz+isinz), 
одакле z или 

1 ----
аге sin II = -. Z (i u + v 1 и 2 

1 
• 

'1) 7:1 
или С обзиром да је 1 i = -i ' 
• 

пошто напишемо 
, 

г:-' 

аге sin II = ~ Z ri (и -+- V и2 1 )Ј , 

. 7C+I z( 1(2 1) are sm u -- -2- Т II Т V II -- . 

I Н. 

С обзиром да је аге eos II = 2 - are sin II (В. једн. 77 
, 

1) Формула 65) у УЛ. 92. кад у њој ставимо х = О, У = 1 даје [(ао 
• 

најлростију предност 1 i= 1; . 
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у чл. 97.) јесте 

.аге eos u =--= ; - :.1 (и + (~2 -- 1) 
или 

1t 1" ( IЈ? 1) аге eos u = 2 I l 1 u TV и- -- . 

• 
Најзад кад поделимо једн. а) једну 

l+ifgz 

с другом слеДУЈе 

e2iz = 
1 i tg z 

или 'узмемо лево и десно природан логаритам и озна-

чимо fg z =и добиtемо формулу . 

.1 l+ili) 
аге fg u -=с: .. 2 i 1 1 {иЈ' . 

Добили смо, дакле ове формуле, које показују везе 

измеijу циклометриских функција ма Ка!{ВОГ аргумента· 

и логаритма 

81) 

" 1t I 1 ( 1. (2 1 Ј·· аге Sll1 u =. 2 Т"{ 1 u I V U -

аге eos u = ; + il( u + V и2 
• 1) 

• 

1 P+iu) 
аге tg II = 2 i 1 ll- i иЈ' 

Наuомена. Ми знамо да логаритам има безбројно 
• • 

много вредности КОЈе се Једна од друге раз-

ликују за целе множине од 2 1t i (в. ЧЛ. 92.). 
Према томе, а на основу једн. 81), are sin 
и аге eos имају безбројно много вредности које 
се разликују за целе множине од 2 Ћ, а аге tg 

. и аге eotg безбројно много вредности које се 
једна од друге разликују за целе множине од Ћ, 
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5. 

Употреба комплексних количина при решавању. 
кубних једначина .. 

99. HaPAah-ов образац. Пошто једначину сре-
димо и непознату у највишем степену. ослободимо • 
њеног коефицијента, тј. поделимо целу једначину тим 

коефицијентом, општа једначина трећег степена до

бија вид· 
(1 

Овде су Р, q, r, познати (стварни) 

х=у р 

бројеви. Заменом 

З 
(П 

претварамо задату једначину 1) у нову кубну једначину 
у којој нема непознате у у квадрату. То је једначина 

уЗ+ Qy+R о 

• • 
коефицијенти у КОЈОЈ су нови 

. 

Q , q 
р2 

З 

З 
р рзq + r. R 2 
З 

Замислимо непознату у разложену на два дела: 

у u+v. 

~aд идентичну једначину 

(и + v)з иЗ + v з + З и v (и + v) 
. 

с обзиром на супституцију V) напишемо 

уЗ З и v у (и.з + v з) О 

Тригонометрија 18 -

(III 

(IV 

(У 



• 
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и сравнимо С,а једначином Ш)' видимо да Ђе те две 
• 
Једначине постати. истоветне, ако ставимо 

(УI 

Одавде израчунавамо количине и и v помоhу. којих 
добијамо (према У) непознату у, а с овом (према II) 

, 

и непознату х. 

Узев из прве једн. VI) v = - з~ и замењујУЂИ у 
другу једн. VI) добијамо 

Q з 
з и =~. R или и б + R иЗ = 

одаI<ле 

иЗ R+ R 2 Q з 
2 + З ' 2 

. 

а с овим и помоhу друге једн. VI) 
, 

R+ R 2 , QјЗ 
v з 

2 + зЈ . 2 

Q з 

З ' 

! 
( 
I 

(VП 

Последња два обрасца дају за и и v по три вред
ности, I<oje добијамо I<ад стварну вредност I<убног 

3 

I<opeHa помножимо редом кореним вредностима ~, а 
-1+iVЗ -1 ivз 1) 

то су 1, u. = 2 ' u. 2 = _ 2 . HeI<a су 
з з 

и и v стварне корене вредности {иЗ и {v--з ,остале 
су и а, и u. 2, V а, v (Ј. 2. На основу тако добивених вред

ности за и и v, а према формули V), налазимо за 

1) В. ЧЛ. 87. и ЧЛ. 88. 2. пример . 



У= 

, 

275 

непознату У девет вредности. Л1еђУТИМ с обзиром на 
лрву једн. VI), по којој производ u v мора да је ства-

. . 

свега њи три одговарају поменутом услову. То су 

комбинације склопљене из спрегова u и V, u (1 и V (12, 

U 0.2 И V (1. Оне нам дају следеt.а три корена кубне 

једначине III) 

УЈ u +v 1 

(УIII 

2+ u+v .и V.fз 
Уз u (1 V (1 = - 2 1 2 V • 

Ако у формули V) ставимо за u и v њихове 
вредности, одређене једначинама' VП), добиt.емо обра

зац којим су обухваt.ена сва три корена кубне јед

начине 1II) и који је опште познат под именом 1(ар

даНОЕог обрасца. 1) 
-

з з г------;::======= 

• 

-~+ [Я)2 . fQI З 

(2Ј + tзЈ + 
R 

-2-
Я 2 · QP 
2 + зЈ (IX 

100, Дисиусија. Примеt.ујемо да се у 1(ардан-
. . R 2Q 3 

овоме обрасцу јавља квадратни корен из . 2 + З . 

10 нам даје повода да разликујемо случајеве: 

прво 

f R 21· Q з 

l2 I З >0 

1) По чувеноме полихистору из доба реформације Geronimo Cardano 
(Павија 1501 - РИМ 1576). . 

18* 
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, ;'" ._~ . 

• 

у коме-случају Кардан-ов образац даје један стваран 
-идвауображена I<OpeHa I<ao што ПОI<азују обрасци VШ). 
Друго 

. . r R 2 Q з 
1. 2 + З = о. 

R Тада је иЗ = vз = - ~2- и према -обрасцима VШ) 

ћ=-2 

ТреЂе -

З~ 

R 
2 

З~ 

Вредности за и и v постају уображене, I<ao -што се 
види из формула УН). TaI<o исто и Кардан-ов образац 
добија имагинаран вид и ако I<убна једначина мора 

да има. бар један стваран I<OpeH. 1
) Шта више њена су 

сва три I<OpeHa сада стварна што значи да Кардан-ов 
образац постаје неупотребљив у овоме случају (casus 
irredacibilis). Мора да потражимо други начин реша
вања I<убни једначина. 

1 О 1. Тригонометрисио решење . Узмимо -сада на 
• 

расматрање случаЈ 

1) ИЗ теорије алгебарских једначина знамо да једначине непарног 

степена мора да имају бар један стваран корен. _ 
-
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у коме /{ардан-ов образац постаје неупотребљив. 
Све до постављања једначина 

Зuv=-Q 1 
/ 

uЗ+vЗ R Ј 
(VI 

. ток излагања је исти као и при извођењу /{ардан-

овог обрасца. Место да ове једначине решавамо 

. обичном методом· (заменом), што би нас довело Кар
дан-овој формули, која у овоме случају води апсурдном 

резултату, ми разлажемо прву једначину VI) на нове две 

и= 

v-= 

- ~. (cos ср + i sin ср) 

- Q (cos ср' i sin 'р)l) 
З 

\ 

(Х 

заводеЂИ ПОМОЂНИ угао ср, који Ђемо добити ПОМОЂУ 

друге једначине VI) на основу које је 

_. ~ .. з cos З ср,2) 

одакле 

R • 
. , 

соsЗФ 
2 

• (XI • 
f QP 
l зЈ 

Г'--

1) Овде је, као увек, i = V - 1. Да су ове две. јеДRаЧИRе Х) екви-
валентне првој једн. VJ) лако је уверити се,. пошто мнощењем њих двеју 

меljусобом ПРО~3Иilази прва једа.- VI). 
, 

2) ОбраЗ0вање 113 и v3 из 11 И V по Моавр-овоме правилу чл, 83. 
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Да ова формула XI) даје МОГУЋе вредности за угао 
R 

- 2 .. 
з ср следује отуда ШТО је разломак ~. -;:=====, КОЈИМ Је 

r Q з 
l- 3 

И3ражен cos 3 ср стваран и < 1. Ово се ПОТВРђује претпо-
R 2 Q)З . Q з R 2 

ставком 2 + З Ј <Онаосновукојеје 3 > 2 ' 
Q з 

дакле подкорена количина - 3 > О, а осим тога 

. R< 
ЈОШ и 2 

_Q)З 

3 Ј' дакле cos 3 ср < 1. 

" 

Најзад примеtујемо да помоtу формуле XI) нала-
зимо за угао 3 ср вредности 

3 ср, 3 ср + 3600, 3 ср + 2 . 3600, 3 ср + 3 . 3600, . . . 

а за сам угао ср 

на основу чега, а према обрасцима Х), . добијамо за 
у свега ове три вредности 

У\ 2 - ~ cos ср 

XII) 

Уз 2 Q' "( +" О - З cos ср 240 ). 



, 

102. Примери. - 1. Пример. 

-
х з - IОх 2 + 37 х- 52 = о. 

Овде је р = - 1 о, q = 37, t = -~ 52. На основу замене II) 

, 10 
Х=У-ј--з 

и пошто је према обрасцима IV) 

Q=" R=_74 
2' ' 27 

задата једначина претвара се у ову 

з II _74-
У + 3 У 27 -о. 

Обрасци VII) дају 

(' 74)2 (")3 
2· 27 + 3·3 

37 + {372 + 1 13 88,961524 
--'--~'='- = 

27 27 

3- 74 _ r (', 74 )2 , ( 1 I )3 
V - 2. 27 V 2· 27 , +3' 3 

37 - {372 + 1 \з 
27 

14,961524 
27 ' 

одакле апсолутне вредности 

И= 
88,961 524 = 4,4641 U2 = 1 488034 

27 3 ' 
з 

v= -14,961524 = _ 2,464102 = _ о 821367 
27 ' 3 " ' 

а с овима и помолу образаца' VIII) 

, " 2 
УI = 0,666 бб7 = З 

279 
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1 + . {з 2 309 40 I ' ' 1 + 2 . 
У2= -3 [2', = -3 [ 

1 . v з 2' 309 4 I ' 1 l' уз = - - - [' о = - ~- - [ 
з 2 . ' З' 

Одавде следују корени задате кубне једначине 

2 10 
ХI=-+ =4 

з З 

Х2 = (- ~ + 2 i ) + 1з°= 3 + 2 i 

2. Пример. 

ХЗ - 7 х2 + 7 х + 15 = о. 

Овде је р = -7, q = 7, r = 15. 3амена II) 

, 7 . 
Х=У+з 

• 
претвара задату Једначину у нову 

з- 2"8 160_ 
У З У+ 27 -о, 

где је према обрасцима IV) 

Q=_ 28 R= 160 
3 ' 27 . 

, ' 

Пошто је (~)2 + (~)3 < О то се !{ардан-ов образац у овоме 
• примеру не може да употреби. 

Према обрасцу XI) имамо 

-160 '. 80· 
cos 3? =--7''''''';'''''' =""","= 

-{28З 
2.27 ' 

• 



. 

'log28 = 1,4471580 log 80 = 1,9030900 

log (283 = ~ .1,4471580 = 2,1707370 

283 

log cos 3 tp = 9,732 3530 (п) 

3'Р = 1800 + 570 ]9' 11,3" = 2370 ]9'11,3" 

!р} = 7906' 23,8" 

'Р2 = 1200 + 'Рl = 19906' 23,8" 

'Р3 = 2400 + tpl = 31906' 23,8". 

с овим и на основу формула ХП) налазимо 

-

• 

281 

Уl = ~ (28 cos 7906,' 23,8" 

2 

log2 = 0,301 0300 

= --;:--3 
log ( 28 = 0,723 5790 . 

log 2 (28 = 1,0246090 

log cos 790 6' 23,8" = 9,276 4207 

log2 (28 cos 7906' 23,8" - 0,3010297 

2 (28 cos 7906 i 23,8" =2 

У2 = ; (28 cos 19906' 23,8" log 2 { 28 = 1,0246090 

= - ~ {28 cos 1906' 23,8" . l?!!. cos 1906 I 23,8" =9,975391 О 
1 О log 2 (28 cos 1906' 23,8" = 1 

---=-
3 2ј;/28 cos 190 6123,8" = 10 

УЗ=; (28COS31906'23,8" log2~(28= 1,0246090 

= ; (28 cos 400 53 I 36,2" log cos 40053' 36,2" = 9,878481 О 
. 8 . log 2 (28 cos 400 53' 36,2" =0,9030900 

3 2 {28 cos 400 53' 36,2" = 8. 
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• 

. Према до6ивеним вредностима УЈ, У2, Уз налаЗ!1l\Ю корене 
• 

задате ]едначине 

2 7 
Хј ='3 + 3 = 3 

10 7 
Х2 = - 3 + 3 = -,-- 1 

8 7 . 
Хз= 3 + 3 =5 . 

• 



ЧЕТВРТИ ДЕО 

РАВНА ТРИГОНОМЕТРИЈА 

1 

ТЕОРЕМЕ И ОБРАСЦИ, 

1. 

т еореме и обрасци за стране 

троугла. 

• 
и угле Једнога 

103. Пројеициона теорема. Ма која страна у 

једноме троуглу равна је збиру два производа, која 

добијамо кад uомножимо· сваку . од осталих двеју 
. . . 

страна косинусом угла КОЈИ дотична страна чини 

с ОНОМ првом страном. 

Ову теорему изражавају обрасци: 

а Ь cos "'( + с cos ~ 

Ь с cos а + а cos 1. (82 

с . а cos ~ + ь cos а .. 

Доказ.. Спуштањем управне CD из темена С на 
супротну страну АВ и. llосматрањем тако добивених 

правоуглих троуглова АСDи BCD читамо непосредно 
из сл. 28. да ,је. 

. . 

с BD + DA· , а ~os ~,+ ь cos а. , 

, 
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А 

с 

hj , , 
, 
, , , 

с D 

Сл. 28. 

h: 
I , , 
, , -~~ 

, п ' 
L _____ . _ .. ~\~џ._ -L\ _-::---L'-~ 
D А с 

Сл, 29. 

На случај· да ј'е један: од она' два угла на страни 
АБ, нпр. угао r1. туп и да, према томе, управна CD 
несече страну АБ, него тек њено продужење, као 

што је код сл. 29., имамо 
с -- БD AD а cos ~ Ь cos (180Q а) 

= а cos ~ + ь cos а, 
'дакле исги образац- као' и горе. ' • , 

-

На потпуно исти 'начин·' изводимо и она друга 

два обрасца за стране, Ь ла., 

• 

Примедба; Горњу теорему можемо· даискажемо 
• • 

и на оваЈ начин: свака страна у Једноме 

троуглу равна је збиру пројекција осталих 
двеју страна на ту страну: с прој. а + 
прој. Ь. Овако формулисана теорема дала јој 
је име пројекционетеореме. ПРl1меtујемо ана
логију измеljу ове теореме и правила за са
бирање комплексних количина (В. чл. 79.), 
као и сличностса принципом за слагање кре

тања, сила ИТД. помоtу паралелограма. Свака 
страна у троуглу може се сматрати као ре-

. . .. . 
зултанта из· оних других двеЈУ страна. 

, ,. Поменимо да се ова теорема' може да 
. прощири и ',на полигон одма к Q.1lИК О , c:гpaH~. 

, . 
104. Синусна теорема. ~. Стране једнога троугла 

имају се као синуси супротних углова. 
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У формули: 

а : Ь : с sin и. : sin р : sin ј (83 

или 

sin lJ. sin р sin ј 
а = Ь = с • 

. 

Доказ. Из правоуглих троуглова ACD и BCD 
(в. сл. 28. и 29.) читамо 

. h Ь sin lJ. и h а sin р, 
одакле 

Ь 
. .. о 

а : szn lJ. • szn р. 

Тако исто изводимо и остале две сразмере 

Ь : с sin iЗ : sil1 ј, .с: а . sin ј : sirz и .. 
, 

Напомена. Синусна теорема може да нам послужи 
да разрешимо следеtа два основна задатка: 

1) кад нам је дата једна страна и два угла 
да израчунамо остале две стране. 

Тако нпр. из познатих комади а, lJ. и Р 
налазимо 

asin р 
Ь= 

sirz lJ. ' 

• 

с= а ~Zn_j_ 
szn lJ. 

или, пошто је ј '1800 (и. + [3), sirz ј = 
sirz (lJ. + р), 

szn lJ. 

2) кад су нам' дате две стране и једној од 
• • 

њих двеЈУ супротни, угао да одредимо и оно} 

другој страни супротнй угао, а помоtу њега 
и остале комаде. 

Узмимо нпр. за познате комаде а, Ь и и .. 
Угао р добијамо на овај начин 

, 



286 

• 

ь sin и. 
sin р= , 

а 
, 

а помоhу њега 

с= 
а sin (и. + [3) 

• • 
szn u. 

За овај задатак постоје у опште два ре
шења услед тога што се непознати угао .р 
добија с»нусном функцијом, а ми знамо да 
једноме и истом синусу одговарају два разна 

угла, јер је sin р sin (1800 13)' У извесним 
• • 

случаЈевима задатак може имати само једно . . 

решење па и НИЈедно. 

Пре свега ми видимо да је задатак МОГУЋ 
caMU онда када је Ь sin u. <; а, а неМОГУћ ако 
је· Ь sin и. > а, пошто sin р неможе да буде 
> 1. За Ь sin u. а постоји само једно ре
шење, јер је у томе случају sin р 1, Р 900, 
па дакле и 1800 р 900, 
Ако је Ь sin u. < а, задатак, дакле, МОГУЋ, 

• • • 

онда ПОСТОЈе ови подслуча]еви: 

1) а < Ь, дакле и u. < р. Угао р има тада 
две вредности: једну оштру вредност (која је, 
разуме се, > u.)и њој суплементну вредност. 
Задатак има два решења. 

2) а Ь и према томе u. р. Суплементна 
вредност угла р невреди. Задатак има само 
• • 
једно решење: Један равнокраки троугао. 

З) а > ь у коме је случајуu. > р. Пој
мљиво је да се за угао р сме узети само она 

• • 
оштра вредност, Јер је суплементна вредност 

> u.. Задатак има, дакле, и сада само једно 
решење. 

И3 свега овога видимо да горе постављени 
задатак 
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кад је а < ь sin и нема ниједно решење; 
" "а Ь sin и има само једно решење (ј е- , 

дан правоугли троугао): 
" "Ь sin а. < а < Ь има два решења; 
" " а -- Ь има само једно решење 

(један равнокраки тро-
угао); , 

" " 
а > Ь има само једно решење. 

105. Иосинусна теорема. - Квадраш једне сшране 
• 

у шроуглу раван је' збиру 1Свадраша осшалих двеЈУ 
• 

сшрана мање УДВОјено.м uроизводу из ових сшрана и 

косинуса угла који они )Ј!lеijусобом чине. 

Ова теорема представљена је обрасцима: 

а 2 --Ь 2 +с2 2bccosu. 

Ь 2 
-- с 2 + а 2 2 с а cos ~ (84 

, 

с 2 а 2 +Ь2 2abcosj. 

1. Доказ. Из сл. 28. и 29. читамо подједнако да је 

а 2 BD 2 + ћ 2 
• 

Према томе да ли је страни а супротни угао и 

оштар (као у сл. 28.)' или туп (као у сл. 29.) јесте 

BD с DA или BD c+AD. 

Но пошто је DA Ь cos и, AD Ь cos (1800 а.) 

= - Ь cos и, то је за оба случаја без разлике 

BD ' с Ь cos и. 

С овим и на основу тога што је 

h Ь sin и 
• 

добијамо сасвим у опште 

а2 (с Ь cos а.)2 + Ь 2 sin~ аЬ2 + с 2 2 Ь с cos и. 
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• 

На потпуно исти начин докаЗУЈУ се и остала два 

обрасца за стране Ь и с. 

2. Доказ. На основу синусне теореме јесте 

а sin .~ . ь sin а, 
• • 

а ИЗ ПрОЈекционе теореме слеДУЈе 

а cos ~ с Ь cos а. 

Ако ове две једначине подигнемо на квадрат па 

ихондасаберемодобиtемо образац који желимо да 

докажемо. 

Наuомена . .помоtу косинусне теореме можемо да 
. разреШИ\10 следеfiе основне задатке: 

1) кад су нам дате две стране и захваtени 
угао да нађемо треЂУ страну, а помоtу ње 
и остале комаде. 

Тако нпр. al\O су нам познате стране а и 
Ь и захваtени угао "'( налазимо треЂУ страну 

с- (а2+Ь2 2abcos"'(. 

Непознате угле а и ~ можемо да изра
чунамо . употребом синусне или пројеl\ционе 
теореме. 

2) кад су нам дате. две стране и. једној од 
љих супротни угао да одредимо треЂУ страну, 
па дакле и остале комаде. 

Узмимо да су нам познати комади а, Ь и 
а. Из прве једначине 84), кад је разрешимо 

• 
по с, слеДУЈе 

с Ь cos а + V Ь 2 cos2 а+ а2 Ь2 

или I\pate • 

с Ь cos а + (а2 Ь 2 sin 2 а. 

• 



. Ми закључујемо одавде да овај задатак има 
• 

у опште два решења, у извесним случаЈевима, 

пак, само једно или ниједно решење. Вред
ности за с ни€у стварне (задатак је неМОГУћ), 
ако је подкорена !шличина а2 Ь2 sin 2 а нега- . 
тивнз, тј. ако је а < ь sin а. Вредности за 
с јесу стварне и једнаке (задатак има само 
једно решење), ако је а Ь sin а, у коме је 
случа ју с -- Ь COS а (дакле троугао правоугао). 

Вредности за с јесу стварне и различне 
(задатак има два решења), ако је подкорена 
количина а 2 Ь2 sin 2 а позитивна, тј. ако је 
а> ь sin (Ј •• 

На случај да је а Ь јесте с -- 2 Ь cos а И 
• • 

ми имамо само Једно решење: Један равно-

краки троугао. (Види 2. задатак у Наuомени 
чл. 104.) 

З) кад су нам дате све три стране једыога 
троугла да израчунамо његове угле. 

Из једначина 84.) следују обрасци: 

Ь2 + с2 а2 1 
·cos а = 2 Ь с 

(84а 

Имавши на уму да је косинус навек мањи 
од 1 закључујемо из горњих образаца да је 
овај задатак могуЂ. само тако, ако је . 

Ь2 I с2 а2 <2Ьс, с2 +а2 Ь2 <2са, 

а2+ Ь2 с2 < 2 а Ь, 
одакле 

а + с > ь, ь + а> с, с + ь > а. 
ТРИГОНОldетрија 19 
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На случај да је нпр. Ь2 + с2 а2 ~-- О, јесте 
(Ј. 900. То значи да је дотични троугао 
правоугао. 

1 аб. Молдвајде-ови обрасци. Из синусне теореме, 
• 

а на основу ]еднога познатог . става о сразмерама, 
• 

слеДУЈе 

а : Ь + с sin (Ј. : sin ~ + sin .. 
, 

а : Ь - с sin u. :sin ~ - sin ј. 

Ако У овим двема сразмерама ставимо 

sin u. -- sin (~ + ј) 2 sin ~ t ј cos ~ -~ ј 

sin ~ + sin ј 2 sin ~ + ј cos ~ ј 
2 2 

sin ~ sin ј ·2 cos ~ + ј sin ~ ј 2 . 2 

и после по МОГУЋСТВУ их скратимо доБИЋемо 

f а : Ь + с cos р t ј : cos [3 2 ј 

а : Ь с . sin ~ t ј : sin ~ 2 ј. 

На исти начин налазимо 

.,. + (Ј. ј u. 
Ь : с + а -- cos I 2 : cos 85) 2 

1 
"+и. ј u. , 

Ь:с а sin I 2 ': sin 2 

cos u. t ~: cos(J. 2 
1) 

с: а+ Ь 
р 

Ь . u.+~ . U. [3 
с:а -- sm : sm 

2 
• 

. 2· . 
< 

• 



291 

. Ово су Молвајде-ови обрасци, тако назвати 

по немачкоме математичару Кагl Bralldall MoIIweide 
(Wоlfеl1ЫШеl 1774. Leipzig 1825.), који казују да 

се .ма која с[[[рана у шроуглу има према збиру 

(разлици) других двеју сшрана као косинус (СИНУl) 
полузбира преЈИ.а косинусу (синусу) полуразлике овима 

супрошних углова. 

Напомена. Молвајде-ови обрасци могу да послуже, 

, 

• 

место синусне теореме, да из Једне стране и 

два угла израчунамо остале две стране. 

Тако нпр. ако нам је дата страна а и угли 
~ и i израчунаhемо, помоhу првих двеју јед
начина 85), збир и разлику осталих двеју 
страна, 

О_у 

cos 1"' I 

2 
Ь+с--а Г-I+' Ь-с--

cos 1"' i 
2 

а с овим и саме стране Ь и с. 

sin ~ r 
2 

а . fЗ+,' 
sm 2 

107. Тангентна теорема. Поделимо код једн. 85) 
прву са другом, треЂУ са четвртом и пету са шестом, 

па ћемо добити обрасце 

I 
i 

I 
(86 

-+- =t '+(1.·t i . и. I 
с I а:с а g 2 . g 2 'Ј 

• • 

КОЈИ изражаваЈУ шангеншнушеорему. 

19'" 

• 
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. Речима: збир двеју страна у једноме шроуглу 
• • 

има се према ЊИХОВОЈ разлици као шангенша nолу-

збира према шангенши nолуразлике супротних углова. 

Напомена. Помоhу тангентне теореме у стању 
смо да из две стране и захваhеног угла из
рачунамо непосредно остала два угла. 

Нпр. из страна а и Ь и захваhеног угла -ј 
налазимо остала два угла, јер познавајуhи 
њихов збир 

СЈ. + .~ = 180 о '"( 

добијамо разлику њихову из првог обрасца 86) . 

t СЈ. ~ а b t CJ.+~ 
g 2 --а+Ь g 2 . 

108. Тангентни обрасци. Према tинусној и про-
• • • 
]екционо] теореми Јесте 

• • 

Ь sin СЈ. а sin ~ с sm CI. а sm '"( 
Ь cos СЈ. -- С а cos ~ с cos CI. Ь а cos ,"(, 

одакле, деобом, добијамо 

а sin ~ 

за tg CI. следеhа два израза 
• 

tg СЈ. Q , 
С а cos t-' 

а sm '"( tga =- . 
Ь а cos '"( 

Тако исто налазимо и за угле ~ и '"( по две вред
ности.Тако добивени обрасци 

I а sin 1'3 
• 

tg CI. 
asm '"( 

--

с а cos ~ Ь а cos т 

87) tg р--
Ь sin -ј Ь sin СЈ. , 
Ь cos ј с Ь cos СЈ. а 

• 

с sin ~ tg ј --- Ь 
с sm CI. 

с cos CI. а с cos р 
З0ВУ се шангеншни обрасци. 

• 



Лако је геометриски доказати ове обрасце. За
мислимо у задатоме троуглу АВС из појединих темена 

спуштене управне. на супротне С 

стране (в. сл. 30). Из право- t 
углог троугла ACF читамо i 

, , 
... . " 

, , ":.1-/ . 
, , 

, '" I ...... 

,,,. .. ,,,,, : ... ":"'" 

><' ~ ~ 

СР CF 
tg и. = AF - -С =--Р-tI ' 

• 

где Је, као што видимо из пра

BCF, 

А ,<1. . : 

С F 

воуглог !~ Сл. 30. 

CF=· а sin~, FB =а cos~, 

даl{ле 

а sin ~ tg и. = -~- - -;:;'. 
С а cos [ој 

Посматрањем правоуглих троуглова АВЕ и ВСЕ 

изводимо за tg u. другу вредност 

t . ВЕ = ВЕ ВЕ . ЕС gU'=AE Ь ЕС' =aSll1j, . а COS ј, 

дакле 
• 

t rJ. __ , .. _ а szn ј 
g . ь а cos r' 

Тако исто доказујемообрасце за tg ~ и tg l' 

Наuомена. Обрасци 87) имају исту примену као , . 

и обрасци 86), а то је да се из две стране 
и захваtеног угла (нпр. а, Ь и ј)израчунају 
остала два угла (и. и р). 

109. Обрасци за израчунавање углова ПОМОЋУ страна. 
- Ми смо, раније Bet, објаснили да се употребом коси-

• • 

нусне теореме могу да израчунаЈУ угли Једнога троугла 

!{ад су нам познате стране његове. Међутим обрасци 

, 
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84а) који нам служе за ту циљ, нису подесни за логз

ритамску употребу и ми Ђемо, због тога, потражити 

нове обрасце који Ђе томе захтеву боље Од,говарати. 

Ако у познатоме гониометриском обрасцу 

ставимо 

доБИЂемо 

u. 
cos -2 = 

(Ь + сУ а2 

4Ьс = 

или, ако назначимо 

1 
2 (1 + cos и.) 

2Ь c+b2 +c2 -а2 

4Ьс 

(а -~- Ь -i-- с)(Ь + с а) 
------ - ._---_._. -

4Ьс 

a+b-Ј-с 
збир страна а + Ь + с =- 2 s, полузбир I - s, 

2 
Ь+с а 

дакле 2 = s - а, имаЂемо краЂе 

r 

88) 

l 

u. 
cos -2 = 

s (s а) 

Ь с ' 

а на исти начин 

cos Е. = 
2 

ј cos .... = 
2 

s (s Ь) 

са 

s (s - с) 
----'-а-Ь:---'- . 
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ПолазеЋИ од гониометриског обрасца 

,-СЈ. 21(1 ) szn ;2 cos СЈ. , 

а -на основу горње вредности за cos СЈ., изводимо 

• ,-~---------

а 2 (Ь сУ 
4Ьс = 

, 

или, имавши на уму да Је 

. а+Ь с 
Ь, 2 =s-c, 

а на исти начин 

sin ~ = 

sin 1= 
2 

(s Ь) (s - с) 

Ьс ' 

(s - с) (s а) r 
са 

(s-a)(s-b) 
-"----'---0----<- • 

а Ь Ј 

-

(89 

. Деобом једначина 89) са једначинама 88) добијамо 
ове нове обрасце 
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--~.-

f t СЈ. (s Ь) (s с) 1 (s а) (s Ь) (s ( 

g- --

s (s а) 2 s а s 

r--------
Q 

90)\tg~ -
2 

(s с) (s а) -( 
. - ----- --- = 

s (s Ь) s Ь! S 

tg ј . (s а) (s Ь) 1 (s а) (s Ь) (s ( 
2 s (s с) s с s 

Најзад применом гониометриског обрасца 

. 2'СЈ. tJ. 
Sl!1 tJ. = Sl!1:2 cos 2 ' 

а на основу једначина 88) и 89), добијамо следеtе 

обрасце, који су, као и они 88), 89) и 90),· врло по
десни за логаритамску употребу: 

sin СЈ. ь2с V s (s а) (s Ь) (s с) 

91 ) iSin·~=c2aVS(S a)(s b)(s с) 

110. -- ОСНОВНИ обрасци Равне Тригонометрије. -
Ми знамо да је троугао oдpe~eH трима комадима, 

\ Me~y којима мора бити бар једна страна. Отуда за

кључујемо да изме~у шест елемената (три стране и_ 

три угла) једнога троугла морају и могу постојати 

ни више· ни мање него само три независне једначине. 
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ОВalше три једначине, ПОМОћу Rојих смо у стању да 
• 

из три задата комада Једнога троугла израчунамо и 

остала три непоЗната комада, могу се сматрати као 

основни обрасци Равне Тригонометрије, тј. I{аообрасци 
• • 

I{ОЈИ су довољни па да се Један троугаолотпуно разреши. 
, ", 

а) Као основне обрасце из I{ојих се анаЛИТИЧI{И 

могу да изведу сви остали обрасци Равне Тригоно-. . . 
• 

меТрИЈе, можемо да узмемо 

• 

sin fJ • 
Sll1 и. SZN '( 
---- -_.- --

а Ь С • (а 

и+~+, 1800, .. 

а то је синусна теорема и познато правило из Пла~ 

ниметрије да је збир углова у троуглу раван 1800. 

Дон:аз. Пројеl{ЦИОНУ теорему добијамо на следеhи 

начин. 

Отуда што је 

и = 1800 - (~+,), 
даl{ле 

sin и = sin (~ + ј) = si!z ~ COS ј + COS ~ sin ј 

и l{aA заменимо sin и, sin~, sin ј странама! а, Ь, С, 

!{оје су им сразмерне, добијамо ... 

. а =-= Ь cos ј + С COS [3, • 

а Tal{O исто и остале· две једначине 82) чл~ 103 . 
• 

Косинусну теорему можемо да изведемо на овај 

начин. На основу горњих· образаца а) јесте 
, ", ' 

COS и. COS (р + .ј) COS ~ COSj + sin ~ sin , 

= - (1··· , sin2 ~ Vl sin2 ј + sinf;sin r 
, , " 

/ 

• 



или 
.0 i 

Jcos а -sin ј3 sin у)2 = (l sin 2 ј3) (1- sin 2 у), 

ода({ле, кад заменимо (на основу образаца а) 
, 

• 

Ь sin (1. 

sin ~ =---, 
а 

. с sm а 
smy= 

а 

и по МОГУЂСТВУ сведемо, следује 

а 2 Ь 2 + с 2 2 Ь с cos а. 
Т~НШ исто доказујемо и остале две једначине 84) 

чл. 105. 
Ь) Место образаца а) могу се узети обрасци 

, 

I{Оји изражавају пројекциону теорему ({ао основни 

обрасци, а то су ови 

а Ь cos у + с cos ~ 

Ь) Ь = с cos а + а cos r 
, . 

с а cos 13 + Ь cos а. 
Помножимо ове једнаЧУ1не редом са 

о. __ 

-а, 

саберимо их затим, па ћемо добити 

а2 Ь 2 + с 2 2 Ь с cos (1., 

а на сличан начин и оне друге две којима је форму

лисана косинусна теорема. 

Синусну теорему изводимо кад И3 друге једн. Ь) 

узмемо 

= 
Ь cos а 

COS r а • 

И, ставимо ту вредност у прву једн. Ь), чиме добијамо 

а 2 Ь 2 с (а cos ~ Ь cos а), 
• 

одакле, кад заменимо овде за с његову вредност из 

треЂе једн. Ь), налазимо 

, 
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• 

или 

а 2 sin 2 [3 __ Ь 2 sin 2 а. 

Пошто су угли и. и ј3 (а разум.е се и ,) маљи 
од 1800, љихови синуси, дакле, положни, то је онда 

. . '~ 

. Ь' sm u. = _sm 1'"' 
а SlJ1 "~=: Sll1 u. ИЛИ . Ь' . " а 

• • 
Sll1 , 

= . 
с 

Тако исто доказујемо да је ово последље 

Нt,iјзад, -познато планиметриско правило: u. + [~ 
+, 1800, доказаtемо кад из једн.Ь) елиминујемо 

стране а, Ь, с. Из првих двеју једн. Ь) следује 
, 

а ". С2 (cos [-3 + cos u. cos ,), 
Sll1 '1 " 

с " 
Ь . 2 (cos и. + cos ~ cos '1), 

sm '1 

које, кад заменимо у треЂУ једн. Ь), даје 

cos 2
• и. + cos 2 ~ + COS

2 '1 + 2 cos u. cos ~ cos '1 1 

или 

(cos u. + cos f3 cos '1)2 1 cos2 ј3 COS 2 '1 + cos 2 ј1 COS 2 '1 

= sin 2 ~ sin 2 '1, • 

одакле, кад извучемо, лево и десно, корен квадратни 

и пребацимо други члан леве стране на десну страну 
. " 

]едначине, 

• 

cos u. = -" cos 13 cos '( + sin ј3 sin '( = - cos ([3 + '(). 
Одавде следује 

a+~+'I==(2n+ 1)·180°, 
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где под п разумемо ма ]{акав цео број, под 2!! + 1 
. . 

дакле један непаран број. Односно знакова на леВОЈ 

страни добивеног обрасца једино је Moryfi случај 

и. + р. + '( = (2 п + 1)· 1800, 

јер CBal<a друга комбинација, Ј{ао' нпр. и. р + '( =-= 
(2 п + 1)·1800, (Ј, + р '( (2 п --t- 1)·1800 итд., зна
чила би да је збир два угла мање TpeЂ~M углу равно 

непарноме броју пута 1800, у којем би случају морало 

бити МОГУЂе и то да је {Ј. р '( 1800, које, Mef]y
тим, као што знамо, неможе да буде. 'Најзад, да и 

, 

сам непарнЈ.1 . број 2 п + 1 није никоји други до 1 (а 
не нпр. 3,5,7,·· -) и да је, трема томе, 

и. -+-[3 + ј = 1800, 

следује отуда што је сваки од углова (ј., [3, '( поје

динце мањи од 1800. 

с) једначине 

а 2 Ь 2 + с 2 2 Ь с cos u. 

с) Ь 2 с 2 + а 2 2 с а cos р 

с 2 а 2 + Ь 2 2 а Ь cos у, 

које 'исказују ]{осинусну теорему, могу TaKof]e да се 
узму за основне обрасце и да се изњих изведу сви 

други обрасци Равне Тригонометрије. , 
Доказ. Пројекциону теорему добијамо сабира

њем ма којих двеју једн. с). Тако нпр. кад саберемо , 
последње две једначине и по МОГУЂСТВУ скратимо 

налазимо 

а Ь cos '( -f- с cos [3, 
• 

а тако исто и оне друге две аналогне ]еДl-шчине. 
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Синусну теорему изводимо 

основу прве једн. с) јесте 

на СЈiедеilИ начин. На 

да!{ле 

Ь 2 + с 2 -a~ 
С05 u. = - ----

2Ьс ' 

. 2 а 4 
- Ь 4 

- с 4 + 2 а 2 Ь 2 + 2 а 2 с2 + 2 Ь 2 с 2 

S 1JZ· И. - -_. ----------- ---
4 Ь 2 с 2 

Sill2 
U. - а 4 

- Ь 4 
- с 4 -1- 2 а 2 Ь 2 + 2 а 2 с 2 + 2 Ь 2 с2 

= 
а 2 4а 2 Ь 2 с 2 • 

Исту вредност налаЗИМО,ломоhу друге и треће 

. Sill2 '3 Sill 2 ј . 
једн. с), за I{QЛИЧНИI{е Ь 21 и --(:2 , а пошто су угли 

И., ~, ј, сви мањи од 1800, њихови синуси, да!{ле, 
• 

положни, то слеДУЈе онда 

sill u. sill ~ sill ј --= ----::-'--- == - -- .. 
а Ь·с· 

Планиметрис!{и став, да је збир углова у тро

углу раван 1800, до!{азаhемо !{ад из једнаЧljна с) елими
нујемо стране а, Ь, С. Тиме добијамо између углова 

• 

релаЦИЈУ 

С052 И. + С052 Р + C05'~ ј + 2 С05 u. С05 ~ C()S ј 1, 

ода!{ле, као и горе при извођењу овога става из 

ПРОјекционе теореме, закључујемо да мора бити 

, И. -1 8 + -, -- 1800. 
г I ј ... 

2. 

Израчунавање површине троугла. 

Ј 11. Обрасци за површину троугла. Пошто се 
стране и углови једне праволиниске фигуре у, равни 
••• • 

даЈУ наЈнепосреДНИЈе измерити, природно Је да се 
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поменути делови фигуре имају првенствено сматрати 
I{ао елементи њени. ПOIчшаhемо да Hai)CNlO .обрасце 
за. Израчунавање површине троугла на основу тих 
наЈва}f(НИјих његових саставаl{3. 

Из Планиметрије нам је познато да је површина 
ТРОУгла АВС (В. сл. 30.) 

1 1 1 
Р = 2- Ь . ВЕ = :2 с . СР = '2 а . AD, 

а ПОWТО је 

. ВЕ с sin I"J., СР а sil1 Р, AD - ь sin 1., 
то је Онда 

92) р = .. ~ ь с sin CI., = ~ с а sin 13 = ~ а Ь sin ј. 
Поврwина троугла равна је, . дакле, половини 

ПРОизвода И3 две стране и синуса захваhеног угла. 
Кад овде, у једн. 92), ставимо 

ь = L~in __ ~ с = а sin r а-- Ь sin ~a 
Sin, ' sin СЈ. ' sin f3 ' 

и С б о ЗИРом • 

на то да Је 
• 

SLn , = sirz (CI. + ~), sin CI. -- sin (~+ 'Г), 

ДОБИЋеlv10 
sin ~ =:с sin (, +СЈ.), 

. 

.93) Р == .,Е2 sin (Ј; sin ~ а2 sin ~ sin, __ Ь2 sin , sin CI. 

2 sin (CI. + ~) = 2 sin (~ + ,) 2 sin (, + CI.) , 
• 

где Је . 
ПОВРwина иаражена ПО~ОћУ једне стране и 

два УГла.' 

Најзад, ако у једн. 92) заменимо Бјп CI., sin [3, siтz 'ј 
~I~ОВИм. вредностима које нам дају обрасци 91), до
и емо формулу 
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:103 

р vs-(s а) (s Ь) (s с), 94) 
• 

КОЈа нам служи да израчунамо површину троугла 

помоtiу страна његових. 

• 

Напомена. С погледом на образац 94) 
91) могу да се напишу простије 

Једначине , 

. 2Р. Q 2Р. 2Р 
Sln ~. -- Ь-с Ј Sln t-' С а' Slfl 'ј = а Ь . 

11 
" 

ПРИМЕРИ И ПРИМЕНЕ. 

1. 

ОСНОВНИ задатци о разреmаваљу троуглова. 

112. Први задатак. Дата је једна страна и на-

легли угли, нпр, а, ~ и "'(; тражи се треtи угао r:J., 

остале две стране . Ь и с и површина Р троугла. 

Решење: 

r:J. 1800 (~ + "'() 
• 

ь =а sin ~ 
sin и. ' 

а Slfl. 
с -- .~ .. _ ... 

Slfl и. 

а2 sin ~ sin. 
P~- -. 

2.sin и. 

Стране Ь и с могли бисмо да нађемо и на овај 

начин 

ь + с = а cos ~ -"'( . cos ~ + 'ј 
2' 2 

. Q - " рО --+- 'С 
Ь - с = а sin t-' 2 ј : sin 2 . 
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Пример . 

. Дато је: 

а=347,298 111 , [~=84016'21.,4", '(=5309' 17,8". 

Тражи се: 
. rJ., Ь, С и Р. 

Рсшење; 

(Ј. = 1800 - «(~ + У) = 42034' 20,8"; 

• 

Ь = а ~in [~ 
S l!1 (Ј. 

aSl/lY 
С= ._-

• 
Sl!1 (Ј. 

log а = 2,5407023 

log sil1 [ј = 9,997 8266 

log sil1 (Ј. = 9.8302818· 
• 

log а = 2,5407023 

log sil1 У = 9,903 2311 

log sil1 (Ј. = 9,830 2818 

• 

log Ь = 2,7082471 

Ь' 510,796 Ш ; 

log С = 2,6136516 

С = 410,820 п1 ; 

p=a2sin~siny 
2sil1(J. , 

log а2 - 2 log' а' 5,081 4046 

log sil1 rj = 9,997 8266 

log sil1 У = 9,9032311 

log 2 = 0,301 0300 
. 

log siп (Ј. = 9,8302818 
.. 

log р= 4,851 1505 
. 

р = 70982,37 т2 . 

11 З. Други задатак. Дате су две стране, нпр .. 
Ь и с и захваtени угао а; траже се остала два угла 

р и '(, Tpeta страна а и површина Р троугла. 

Решење: познавајуtи збир 

~ + ",{--1800 а. 
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налазимо разлику помоhу обрасца 

• 

Р 1 Ь . =2 с sm ':1. 

Угле ~ и '( можемо и одвојено да израчунамо: 

~ Ь sin u. t с sin u. 
tg l3 --с Ь COS п.' g ј = ". Ь с COS И.' 

• 

а пошто њих нађемо одредиhемо страну 

Ь sin (Ј. с sin u. 
а = ==-= ----,--. 

sin ~ sin ј 
• 

или на оваЈ начин: 

а (Ь + с) COS ~ ! ј : cos ~2 ј 

= (Ь . с) sin ~ t ј : sin ~ 2 '( 

ПРЮ\lер. 

Дато је: 

Ь=57,О94m , с=43,91б m , 17.=6107152,68". 

Тражи ce~ 

.~, у, а и Р. 

Решење: 

ТРИГОНОJllетрија 20 
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Ь - с = 13,178 log(b - с)= 1,1198495 

logtg ~! у = 0,2287143 

log (Ь + с) = 2,004 3644 

~ + У = 900 - lI. = 59026' 3 66" 
2 2 ' 

Ь + с = 101,010 

дакле 

--

log tg ~ -; У = 9,344 1994 

~ - у = 120 27 I 24 11 " 
2 ' 

() + '/ 
fJ , = 59026 I 3,66", 

2 . 

~ = 71 о 53 ' 27,77", '( = 46058 I 39,55"; 

Ь sin lI.. 1 
а = Р = - Ь с sin lI. sin [ј 2 

Zogb= 1,7565905 

Zog sin lI. = 9,9423694 

.log sin ~ = 9,977 9372 

Zoga = 1,7210227 

а = 52,604 Ш ; 

Zog Ь = 1,7565905 

Zog с = 1,6426228 

Zogsin lI. = 9,942 3694 

Zog 2 = 0,301 0300 

Zog Р = 3,0405527 

Р = 1097,87 4m2• 

114. Треtи заАатак. Дате су стране а, Ь и с, 

траже се угли ц, р и '( и површина Р троугла. 
Решење: за израчунавање углова ПОМОЂУ страна 

имамо обрасце 84а, 88, 89, 90 и 91, а за израчуна-
г--

вање површине образац 94. 

Пример. 

Дато је: 

, а = 7135,248 т, Ь = 5269,744т , с = 409З,52бm . 

Тражи се: 
. а, ~, у" и Р . 



Решење: 

s - а = 1 114,011 

s - Ь = 2979,515 

s - с = 4155,733 

s = 8249,259 
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log(s - а) = 3,0468895 

log(s - Ь) = 3,4741456 

log(s - с) = 3,6186476 

logs=3,9164149 

. log (s - а) (s - Ь) (s:- с) = 6,223 2678 
. s 

log (s - а) (s - Ь) (s - с) = 3 III 6339. 
s . , 

~ 1 ~-~(s-b)(s-~ 
tg-= I 2 s- а s 

log (s-a)(s-b) (s-c) =31116339 
. s ' log 

log (s - а) = 3,046 8895 

IX 
logtg 2 = 0,0647444 

~=490 15' 18 З" 
2 ' 

• 

IX = 980 30' 36,6" ; 

'( _1_ (s - а) (s - Ь) (s - с) 
ig---2-s-c . s 

(s-a) (s-b) (s-c) 
s 

. (s-a) (s-b) (s-c) = 31116339 
. s . ' 

log(s-b)=3,474 1456 

log tg:~ = 9,637 4883 

l=23027'388" 
2 ' 

р, == 46055' 17 6"· t' , , 

р = ~rs (s - а) (s - Ь) (s - с) 

(
s-a) (s-b)(s-c) 

log t s =3,1116339 logs (s-a)(s-b) (s-c)=14,o560976 

log(s - с) = 3,618 6476 log р= 7,0280488 

log tg ~ = 9,492 9863 р= 10 667160т2• 

" 
-1 = 170 17' 2 9" 
2 ' 

v = 340 34' 58'" I , , . 
• 

20* 
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115. Четврти задатак. Дате су две стране, 

нпр. а и Ь и угао и. који је супротан једној од њих; 

траже се остала два угла ~ и ",(, трећа страна с и 
, 

површина Р троугла. 

Решење: 'било да прво израчунамо угао ~ на 

основу синусне теореме 

ь sin и. 
sin ~ =-~--, 

а 

било страну с на основу косинусне теореме 
, 

• • 
и Један и други начин решавања ПОЈ{аЗУЈе да задатак 

нема ниједно решење, аЈ{О је . . . . . . а < ь sin u. 
, 

има једно решење (1 правоугли L,), ако је а Ь sin и. 

има два решења, ако је. . . . . ь sin u. < а < ь 
има једно решење (1 раВНОЈ{раЈ{И L,), аЈ{О је а Ь 

има једно решење, ако је . . . . . . . а > Ь. 
Пример ,за 1. случај. 

, Дато је: 

а = 48,607 ш , Ь = 84,623 ш , rJ. = 37014' 30". 

Тражи се: 

Решење: 

~, "{, с и Р. 

• р, ь sin rJ. 
smГ'=-·-

а 

logb= 1,9274884 

log sin (/. ~ 9,781 88ЗЗ 

log Ь sin "у. = 1,7093717 

10 g а -- 1,686 6988. 
• 
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. 

Ми ВИДИМО, одавде, да је а < ь sin ':1., дакле задатаI(немогуЂ. 

Пример за 2. случај. 

Дато је: 

a=51,212 m , Ь-:-84,62З m , (f. '37014'3011, 

.тражи се: 

~, у, . с и Р . 
• 

Решење: 

• (.1, Ь sin (f. 
SLПi"'=--. а . 

log Ь = 1 ,927 4884 

logsin rx = 9,781 88ЗЗ 

logbsinrx= 1,7093717 

loga= 1,7093717. 

Пошто је а = Ь sin rx има овај задатак само једно решење 
и то у виду једног правоуглог троугла, јер је sin ~ = 1, дакле - . 

~ = 900; 

с = ь cos ':1. 

log Ь = 1,927 4884 

log cos rx = 9,9009622 

log с = 1,8284506 

. с = 67,368 m ; 

Пример за 3. случај. 

Дато је: 

у = 900 - rx = 52045 I 3011; 

1 
Р=-ас 2 , 

loga= 1,7093717 

log с = 1,8284506 

log 2 = 0,301 0300 

log Р;= 3,23б 7923 

. Р= 1 725,01 m2• 

• , , 

а = 73,659 m, Ь = 84,623 m, rx = 370 14,' 3011 • 
• 

Тражи се: 

~, у, (; и Р. 
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РеШење.: 
• (.Ј ь Sill ёI. 

Slll Р = ---С'_ 

а 

logb = 1,9274884 

logsill rJ. = 9,78Ц8833 

log Ь Sill rJ. = 1,7093717 

log.a = 1,8672258 

log Sill ~ = 9,842 1459, 

на основу чега добијамо следеhа два решења постављеног 

задатка: 

, 
• 

~1 = 4402' 52"; 

'(1 = 98042' 38"; 

а sill '(1 
С1 =~.c-'

S III ёI. 

log а = 1,8672258 

ZOgSill'(1 =9,9949617 

log Sill ёI. = 9,781 8833 

ZOgC1 = 2,0803047 

С1 = 120,311 т; 
• 

н = ~ а Ь sill '(1 

. 

log а = 1,867 2258 

, log Ь= 1,9274884 

Zog Sill "(1' '9;9949617 

, 10g 2= 0,301 0300 

Zog Р1 = 3,488 6459 

, Н = 3080,68т2. 

~2 = 1800 -~1 = 1350.57' 8", 

'(2=6048' 22"; 

а sin '(2 
С2 = --:.----'

S III ёI. 

log а = 1,867 2258 

log Sill '(2 = 9,073 7546 
. 

log Sill ёI. = 9,7818833 

log С2 = 1,1590971 

С2 = 14,424т ; 

1 ' 
Р2 = 2 а Ь sill '(2 

Zoga = 1,867 2258 

Zogb= 1,9274884 

Zog Sill '(2 = 9,073 7546 

Zog 2 = 0,301 0300 

log ћ= 2,567 4382 

Р2 = 369,35т2. 

Пример за 4. случај. 

Дато је: 

а = 84,623 т, Ь =84,62З~, rJ. = 370 14,30". . " 
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Тражи се: 

~, '(, С И Р. 

Решење: задатак има само једно решење, јер је а = Ь, 

дакле 

~ = r/. = 370 14' 30";. 

'(- 1800 - 2 r/. = 1050 3 l' ; 

С = 2 а cosr/. 
• 

log 2 = 0,301 0300 

log а = 1,867 2258 

logcos r/. = 9,9009622 

. log С - 2,069 2180 

С ~ 117,278 m ; 

Р = -~ а2 sil1'( 
2 

loga2 =2loga = 3,7344516 

log S111'( = 9,983 8755 

log 2 = 0,301 0300 

log Р = 3,417 2971 

Р = 2613,95 т2. 

Пример за 5. случај . 

. Дато је: 

а· . 1 07;394 m , ь 84,623 m , (1.=37014'30". 

Тражи се 

~, "(, С и Р. 

Решење: услед тога што је овде а> Ь, па мора да буде , 
а >~, следује да овај зацатак има само једно решење. 

• R Ь sin r/. 
Sll1 t-' = -.

а 

log Ь = 1,927 4884 

log sin r/. = 9,181 8833 

log а = 2,0309800· 

log sin ~ .9,6783917 
- i - , ·R~ 280 28' 501"· t-'- , , 

asil1"( 
с= . 

Sll1 о. 

log а = 2,030 9800 

log sin"( = 9,9597867 

log s1n r/. = 9,781 8833 

log С 0= 2,208 8834 

С = 161,765 m ; 

'( = 1800 - (СЈ. + ~) 1140 16' 39,9" ; 
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р = _1 а Ь sin '1 
2 . . 

log а = 2,0309800 

log Ь = 1,9274884 

log sin 1 = 9,959 7867 

log 2 = 0,301 0300 

log Р = 3,6172251 

Р = 4142, 14m? 

2. 

." 

Примене у Геометрији. 

116. ПОJlупречник око троугла описаног круга. 
Нека је АВС троугао око којег је описан круг са 

• 

Њ. 
• 
\ 

о'. А :,=,;,-т.--~ 

D 
ClI. 31. 

а 

дакле у опште 

--

полупреЧНИЈ{ОМ R. Повуцимо из 
темена С пречник CD . 2R И спо
јимо тачку D са теменом В. Из 

правоуглог троугла BCD, у коме 
је ~ CBD 900 (као перифериски 
угао над полукругом), ~ BDC а. 

(јер стоји над истим луком ВС 

као и ~ ВАС, читамо 

2 R sin а, R 
а 

2 sin u. ' 

• 

а Ь с 
95) R 2 sin u. 2 sin~ 2 sin ј. • 

, . 
Ако' ставимо овде за sin а, sin ~ или sin ј њихове 

вредности из образаца 91) добиhемо за полупречник 
• 

описаног круга оваЈ нови израз 

• 



ЗIЗ 

а Ь с· 
R -- ---гг========= . 

4~/s(s a)(s Ь)(с-с) 
(96 

Примедба. Из формуле 95) видимо да је за· све 
• • 

троуглове, КОЈИ су уписани у Један задати 

круг (са полупречником R), КОЛИЧНИК из једне 
• 

стране И синуса ЊОЈ супротног угла КОН-

стантан ( 2Н). 

117. Полупречник у троугао уписаног круга. Спо-
јИ\10 средиште О уписаног круга са теменима А, В, С 

задатог троугла. ДоБИЋемо ТрИ троугла АОВ, ВОС и 

СОА чије су основице стране АВ· с, ВС а, СА Ь, 

а висине све равне полупречнику r уписаног круга. 

Отуда што је 

6 АВС 6 ВОС + 6 СОА + 6 АОВ, 
дакле, ако означимо са Р површину задатога тро

угла АВС, 

. P~ r а + ~ r Ь + ~ r с = ~ r (а --+--1 Ь + с) 
• 

слеДУЈе 

или, с обзиром на обра

зац 94), Сл. 32. 

r -- I (s а) (s Ь) (s - с) 
. s • 

с 

. i 

(97 

с погледом на обрасце 90) можемо да изразимо 
• 

полупречник r и на оваЈ начин 
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. 

98) r (s-а)tg~=(S-Ь)tg~=(S-С)tg~l) 

Ми можемо полупречник r да изразимо још на 
треtи начин. Из правоуглог троугла BOD видимо 

даје OD, тј. r ОВ· sin; или пошто је, на.ОСНОВУ 
" . , 

а szn 2 
синусне теореме за л ВаС, ОВ = , ) 

u sin '1800-(3+11 

99) 

АТ ~T 

а sin 2 sin -~ . 
-=а--

sin р t 1 cos -; 

ГЈ. 
cos -

2 
• 

l 2 Ј 

" 
cos -'-

2 

• 

118. Полупречници кругова који АОАирују јеАНУ 

страну троугла и ПРОАужеЊа ОСlалих Авеју страна. 

}{ад вежемо средиште Оа круга, који додирује страну 

ВС и продужења осталих двеју страна АС и АВ, са 

сва три темена задатог троугла приметиtемо да је 

1) Ове обрасце је лако добити и помоfiу слике. Ми видимо да је 

ct r С( 
tg Z = АБ' дакле г=АБ· fg 2 · Но пошто је АБ=АF, СD=СБ, BD=BF 

и према томе АБ + BD + CD = s, АБ = s - (BD + CD) = s - а, следује 
, ех' G~' 

r = (s - а) tg 2 '. На исти начин доказује се r: = (s - Ь) tg 2= (s - с) tg ~ . 
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или, ако. 0значимо са Р површину задатог троугла 

АВС и будемо имали на 

уму да су основице тро

углова ОаАС, ОаАВ, ОаВС 
равне странама: АС Ь, 

АВ С, ВС а, а висине 
• 

, 

'·Та 
е -_o __ 0000 .... 11 

.. ~:.-.)~џa 
• • • ~ • , I 

• --r"" 
.-.. о' Јп .. ' , . _о- . ,7 .0--- D.': r'O , ' . . , , 

A .c::-o~ ______ ~~'~~ 
В р 

њихове све једнаке полу-

пречнику ГаЈ јер је ОаЕ 

= ОаР OaD -- ГаЈ Сл. 33. 

1 1 1 1 . 
Р=2 ЬГа + 2 С Га - 2 а Га = 2Га(Ь+С -а) =ra(s а), 

одакле р 
Га =---s-a 

• 

или на основу обрасца 94) 

s (s b)(s С) 
Га • 

S а 

Тако исто: 

S (s с) (s а) 
ГЬ 

Ь s 

s (s· а) (s ... Ь) 
--'---(;----''--'-----~ . 

s· С 

. (100 

С погледом на једначине 90) може се овим обрас-
цима дати овакав вид 

. (Ј. 

Га -- s· tg 2 

~ 
Гь s· tg 2 (1 О 1 . 

• 



о 

Зlб 

Ми можемо, најзад, полупречнике Та, Ть И Те да 

изразимо још на један врло прост начин. Из 60аВС, 

на основу синусне теореме и. имајуtи, при томе, у, виду 

конструкцију средишта Оа1), читамо 

" ., 
• 900 1 1 szn 

2 
cos -оо 

2 
ОаВ а а 

sin ~ +"'( и. 
cos--

2 2 

Из правоуглог троугла OaBD, у којем је OaD Та, 
• 

слеДУЈе 

дакле 

102) 

• 
р 

= ОаВ' cos 2 , 

Q " 

cos.E cos-I 
2 2 

Та=а-----О 
Ио 

cos-
2 

На исти начин: 

• 

.... ~ r' 1 ",о cos- COS-

Ть=Ь _ 2 2 
cos р 

Те=С 

. 2 

r; 
u. Ij cos- cos-
2 2 

----о 

" 1 
COS 2 

1) Према познатој конструкцији јесте';:: О аСВ=<О а СЕ= ~ (1800 -У) 
о 1 го 

=90o-~}<OaBC=';::OaBP=2(1800-~)=90o-; и на тај начин 

( 
гј У) ~+Y (Ј. <.ВО а С=1800 - 900--' ..1-900-- = ) а OBOJOe=900--

.0 2' 2. 2 20 

, 
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119. ОДНОСИ измеђУ полупречника око троугла опи-
• • caHor круга, полупречника кругова КОјИ дОдИРУЈУ стране 

троугла И површине троугла. Из образаца 94), 96), 
97) и 100) ЛаЈ.Ш је добити ове формуле: . 

р {ГГаГЬГС 

• (103 

. 

120. ОСНОВНИ обрасци за решавање општих четво-

роуглова. Четвороугли разрешавају се, обично, кад 

се, . повлачењем дијагонала или других помоtних ли-
• • 

НИЈа, разложе на троугле КОЈИ су, датим комадима, 

тригонометриски одређени. На основу тих тригоно

метриских односа, који постоје између комада тако 

добивених троуглова, израчунавају се онда, непосредно 

или посредно, непознати комади четвороугла. У слу-
• 

чаЈима, где такво разлагање на троугле не води циљу 

(због тога што добивени троугли нису тригонометриски 

одређени датим 'vомадима), принуђени смо да, заво

ђењем нових помоtних линија и количина, потра

жимо односе између тих заведених количина датих и 
• 

непознатих комада четвороугла, на OCHQBY КОЈИХ од-

носа нам је МОГУЂе да израчунамо непознате комаде. 

Овакви задатци, који се не могу да разреше простим 

разлагањем четвороугла на троугле, зову се шешра-

гономешриски задатци. . 
а) Обрасци. Нека је ABCD један произвољан 

четвороугао, а., ~, у, [; његова четири угла (ми знамо 
да је а. + ~ + у + [; З600)~ а, Ь, с, d његове стране. 
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" 

Пројектујмо ,коју о било страну на њој супротну 

" 

- , - , 

ъ 

страну, нпр. страну CD 
на страну АБ; тј.' 'спу

стимо СЕ1-АБ, D.F 1-АБ. 
Повуцимо затим DH 1-СЕ 
'и продужимо страну CD 

.. ~ ~, . 

e ... _<~--~-----"" ,,". : /(3 до њеног пресека са стр а-
А F' Е r а 'ном АБ : до тачке О. Сли-

Сл. 34. ка нам показује да је АБ, тј., 

а БЕ + ЕЕ+ РА ь cos ~ + с cos 8 + d cos ( 1
). 

Из 6 ВСО видимо да је, 8 1800 (~+ 1)' а 
на основу тога што је ~ + 1 3600 (а. + а), тако 
исто 8 а. +а 1800, дакле cos 8 cos (~ + 1) 
. cos (а + а) и према томе 

а Ь cos ~ с cos (р + "С) + d cos а. 
104) или 

а о Ь cos i3 - с cos (а + а) + d cos а . 
• 

Даље видимо из слике да о је 

СЕ--ЕН+НС или СЕ ЕН НС О. 

Ако ставимо овде СЕ Ь sin р, ЕН ' FD d sin а., 
НС С sin 8 с sin (р -tl) --, с sil1 (и. + а)добиhемо 

О ь sil1 i3 С sin (iЗ + 1) d sil1 а 
105) или 

О Ь sin' i3 + с sin (а+ (;) о d sin а. 
-

Имавши на уму да је sin (а+ р +'1 + а) оо о, 
cos (а + р+ 1 + а) 1", можемо обрасцима 104) и 
105) да, дамо следеhу запамhење подеснију форму 

о " , Ј - __ 

1) В.на крају примедбе у чл. 103. 
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а cos (и. + ~ + ј + д) 
= Ь cos ~ + d cos и с cos (~ + ј) 
= ь cos ~ + d cos и· с cos (и. + д) 

. а sin (и. + ~ + ј + о) 
= ь sin ~ d sin и с sin (~ + ј) 
= ь sin ~ - d sin и + csin (и + д), 

319 

(104а 

• 

.(105а 

КОЈе, преведено речима, гласи: 

1) У свакоме четвороуг лу јесте производ из једне 
стране и косинуса збира свију четвороугловних углова 

раван збиру два производа, које добијамо кад' сваку 
од оних двеју страна измеljу којих лежи' дотична 

, 

странапомножимо косинусом угла КОЈИ о.не чине са 
• 

овом страном, смањено са производом из ДОТИЧНОЈ 

страни супротне стране и косинуса збира два узастопна 
• •• • 

четвороугловна угла, од КОЈИХ Је Један налегао ПрВОЈ 
. 

страни. 

2) у свакоме четвороуг лу јесте производ из једне 
стране и синуса збира свију четвороугловних углова 

раван разлици из два производа, које добијамо кад 

сваку од оних. двеју страна измеђУ којих лежи поме-
• 

нута страна помножимо синусом угла КОЈИ оне чине 

са овом страном, смањено (повеtано) са производом 

из супротне стране и синуса збира два узастопна 
• •• • 

четвороугловна угла, од КОЈИХ Је Један налегао ПрВОЈ 

.страни, а јавља се код умаљеника (умалитеља) поме

нуте разлике. 

Примењујуhи на дијагоыале BD и А С КОСИНУСНУ 
теорему налазимо непосредно обрасце 

а2 + d2 2 а d cos и. Ь2 + с2 2 Ь с cos ј ) 
> (106 

а2 + Ь2 2 а Ь cos ~ . с2 + d2 2 С d cos д. Ј 

, 
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Ь) Оmuши задашци. Образац под 104a) (као и 
она остала три, l{oje добијамо кад поменути образац 
применимо на стране Ь, с и d) изражава везу која 

постоји \fзме~у све четири стране и три (или управо 

сва четири) угла једнога четвороугла. Образац под 

105а) (и она остала, њему слична, три обрасца који 

се изводе· на ПОlПУНО исти начин) показује нам однос 

изме~у три стране и три (односно сва четири) угла. 

Најзад обрасци под 106) везују· у себи све четири 

стране са' по· два супротна угла. Сви ти обрасци, 

104а), 105а) и 106) могу да нам послуже, као основни 
обрасци, при разрешавању четвороуглова; ми смо у 

стању да, ПОМОћУ њих, из пет задатих комада (међУ 

којима мор-ају бити најмање две стране) израчунамо 

остале l{омаде четвороугла. Тако нпр. 

_ 1) ако су нам дате две супротне стране аи с 

и угли ио, ~, " а налазимо остале две странеЬ и d 
ПОМОћУ образаца 105а) 

d sin (ао + ~ + у + а) = 

asinu. csin'O bsin(u.+~) О, 

Ь sin (а. + ~ +, + а) = 

asin~ csin, dsin(u.+~) О, 

одакле 

а sin ао с sin а а sin ~ с sin , 
Ь = sin (u. + ~) ,d = sin (u. -f- [3) • 

2) узмимо да су нам дате две узастопне стране, 
нпр. а и Ь и угли u., ~, УЈ о. ПОМОћУ образаца 105а} 

d sin (ио. + р + , + 'О) = 

asinu.--csino bsin(u.+~) О, 
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с sin (и, -f- [3 + ОГ + о) = 

Ь sin , . d sin о а sin (и, + [3) о 

добијамо остале две стране 

с = а sin и, - Ь sin (и. + ~) d Ь sin "ј - а sin (и. + р) 
sin о '. ,= sin ;; . 

3) нека су нам дате три стране а, Ь, с и она 
два захваћена угла р и ,. Из 104) и 105) следује 

, 

d cos fJ. а Ь cos р + с cos (р + ,) 
d sin и, Ь si!1 Р с si!1 (р + "ј), 

одакле деобом. 

Ь si!1 р С sin (р + ,) tg (1. . 

а [Ь cos р с cos (р+,)]' 
, 

ПознавајућИ три угла (1., р" налазимо и четврти 

а 3600 ((1. + р + ,), а с овим и четврту страну 

d ПОМОћУ ма којег од горњих образаца. 

с) Површина чешвороугла. Повуцимо дијагонале 

А С и BD У задатом е четворо
углу ABCD. На тај начин ра
стварамо четвороугао на четири 

троугла АВЕ, ВЕС, CED и DEA 
., . 

ко]и имаЈУ сви сво] врх у пре-

сечној тачци Е дијагонала. По-
.. 

о 

г, 

• 
'~, ' с • ,оро . " , . 

.... ' "о. 

о • 
о • --'Е" 

0-" '. Ь 
о • .- ' 

• • 
оо 

што сва четири угла код тачке а 
:" ,ј. 'lJ 

Е имају. један исти синус, то Сл. 35, 
. . 

је, на основу' образаца 92) чл. 111., површина 

л АВЕ !AE.BE,si!1E л ВЕС !ВЕ. СЕ· si!1 Е 
~ 2 '~2 ' 

~ CED = ~ СЕ· DE· si!1 Е, ~ DEA =~ DE· АЕ . sin Е 
Тригоно,,~трија 21 
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и према томе површина четвороугла ABCD, означимо 
је са Р, 

1 .. . . 
Р = 2 (АЕ . ВЕ + ВЕ . СЕ + СЕ . ПЕ + DE . АЕ) sin Е 

=~ [(АЕ + СЕ)· ВЕ + (СЕ + АЕ)· DE] sin Е 

= ~ (АЕ + СЕ) (ВЕ + DE) sin Е 
или дакле 

107) р= ~AC' BD· sin Е. 
Површина четвороугла равна је половини про-

• • • \ извода из дИЈагонала и синуса угла КОЈИ ДИЈагонале 

меljусобом заклапају . 
. С обзиром на обрасце 92) чл. 111. можемо до

бивени резултат да искажемо и на овај начин: 

Четвороугао је раван (по површини) једноме тро

углу чије су две стране и захваtени угао равни ди-
• • • 
Јагоналама и углу КОЈИ ове заклапа]у. 

Други један образац за израчунавање повр

шине четвороугла добијамо разлаЖУЂизадати четво

роугао на два троугла: ABCD D,. АВС -i- D,. ADC 
= D,. ABD + D,. BCD и примењујУЂИ на ове троугле 
обрасце 92). На тај начин налазимо да је површина 

четвороугла 
• 

108) Р ~ (а Ь sin ~ + с d sin о) = ~(a d sin rJ. + ь с sin ј). 
"1 

121. Тетивни четвороугао. а) Обрасци. Четво-
роугао око којег се може да опише круг (чија темена 

леже на периферији једнога. круга) зове се шеШИВllИ 
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четвороугао (Sehnenviereck). Из Планиметрије знамо 

да је у Ta~BOMe четвороуглу збир два супротна угла 
= 1800: 

(109 

Једначине 106) гласе, према томе, у овоме случају 

а2 i d2 2 а d cos и. Ь2 + с2 + 2 Ь с cos и. 
(110 

а2 +Ь2 2abcos~ c2+d2+2cdcos~" 
'. . 

ода~ле 

(110а 

Одавде, а помоhу образаца 19) чл. 22., изводимо 

1 
2 (1-cos а) = 

2ad+2bc а2 d2+b2+C2 

4 (а d + Ь с) 
(Ь+с)2 (a-d)2= 

4(ad+bc) 
(b+c+d a)(a+b+c-d) 

4 (а d +Ь с) , 

~oje, a~o означимо а + Ь + с + d 2 s, може да се 
.напише 

.а Ta~o исто 

sin ~= 
2 

(s a)(s d) ј ) 

d Ь = cos 2' 
а + с 

(111 

. (s a)(s Ь) = о 
а Ь + с d cos 2· 

21* 



324 

На' ИСТИ' начин изводимо 

111а) 

f u. 
CO~2= 

, .. 
3 

cos '- = 
l 2 

(s Ь) (s с) = sin 1 
ad+bc' 2 

(s с) (s d) = . 1) sm -. 
ab+cd 2 

Из добивених једначина налазимо деобом 

а. (s a)(s d) 'r . fg 2· cofo-···· - -

(s Ь) (s с) Ь2 

112} } 

'" (s a)(s Ь) а fg р cofg:z, - -

(s c)(s d) I 2 

употребом обрасца 18) 21., • • 

а чл. по ко]ем ]е 

2 . u. а. 
sm 2 cos 2' 

• a)(s b)(s c)(s d) sm u. 
• 

(113 

sin р a)(s-b)(s, с) (s d) 

• sm а. 

• sm у 

. "-sm о. 

Обрасци 111), 111а), 112) 113) служе нам да изра
чунам~ угле једнога тетивног четвороугла· кад су 
нам познате стране његове. 

За израчунавање површине тетивних четворо

углова добијамо, на основу једн. 108) ЧЛ. 120, кад у 
њој ставимо sin [3 sin а, sin u. sin у, а ово опет 

заменимо горе, под 113), нађенИ'м вредностима, ове 
обрасце . 

• 
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• . 

р ~ (а Ь + cd) sin р . ~ (а d + ь с) sin и. (114 

р {(s а) (s Ь) (s с) (s d). (115 

Ь) Теореме. На основу косинусне теореме (в. сл. 34.) 
• 
Јесте 

АС ,/а2 + Ь2 _ 2а Ь cos~, BD {(а2 + d2
_ 2 а d cos а. 

или, кад ставимо за cos ~ и cos а. њихове вр~дности 
из 110а), 

АС= 
(ac+bd)(ad+bc) = 

ab+cd ' BD 
(ac+bd) (ab+cd) 

ad+bc ' 

одакле, множењем, односно деобом, 

АС· BD = а с + ь d (116 

АС ad+b С 
BD=ab+cd' (117 

Формула 116), такозвана Пшоло.мејева шеорема, 
• 

може да се искаже на оваЈ. начин: правоугаоник }{он-
• • 

струисан из ДИЈагонала Једнога тетивног четвороугла 

раван је збиру два правоугаоника, }(оји су констру-
• 

исани из двеЈУ супротних страна. 

Формула 117), преведена речима, гласи да је 
. . 

• 
размера ДИЈагонала тетивног четвороугла равна раз-

мери два збира из производа оних страна, }{оје 'се у 
• • 

}{раЈЊИМ таЧ}{аЈ\Ш дотичних ДИЈагонала стичу. 

}{оличник из дијагонала једнога тетивног четво-
. 

роугла може да се изрази на други, }(раhи, нач.ин. 

Из ·образаца 114) следује . 
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• 

ad,+bc sin~ 
а Ь+ с d=sin а' 

• 
КОЈе·, сравњеноса теоремом 117), 

118) АС =sin ~. 
BD sin 'Ј .• 

То значи да се дијагонале тетивног четвороугла 

имају као синуси љима супротних углова!). 

с) Полуnречник оnисаног круга. Да бисмо одре

дили полупречник R око тетивног четвороугла ABCD 
. D . описаног круга спојиtемо среди-

ште О тога круга са теме нима В . 
и D и добиtемо један равнокраки 

d r(i:\~·,E .. с троугао овп у I<Оме је ОВ OD 
О,<:;а.: " ..••• 

'1 ,. "!" 

. /а .. .......... ~ ... \. ь R, -1= ВО D 2 а, као среди-
А .. , а ',' 'в шни . угао коме одговара. перифе-

Сл. 37. 

риски угао BAD а. Спустим о 

ОЕ .lBD, па Ђемо добити два пра-
• 

воугла троугла И3 КОЈИХ непосредно читамо 

BE=DE=!BD=Rsin а, 
2 

1) Овај је израз за количник из дијагонала НОВ. 3бог своје краТКОЂе 
• • 111 извеене анаЛОГИЈе са познатом СИНУСН()М теоремом лако Је запаМТНТfI га. 

• , 

• , 
• • 

Директан доказ је врло прост. На ОСНОВУ синусне 

теореме читамо 

, 

. АС . АС sin а sin? 
из 6. D да Је Ап = sinACD = sin Асп' 

, 

вп sin ct. 

» 6. Авп " " Ап ~ sinАвп , 

Сл. 3б. одшmе, имајУЂИ на уму да је <r: Асп = о:; Авп као 

нериферkсkи угли над истим.Луком Ап, следује теорема АС : вп = sin ~ :sin <>'. 

1. А. Grunert. Archiv Јег Mathematik und Physik. Zlveite Reihe. ВЈ. 17. 

• 
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одакле 

R ___ BD BD 
- 2 sin а. 2 sin '( 

или, на исти начин, 

АС АС 
R= 2 sin р' 2 sin i) . 

Ако заменимо овде за BD, односно А С, и -sin ГЈ., 

односно sin~, њихове горе назначене вредности до

БИћемо за полупречник R описаног круга 08а1 израз 

1 
R=-4 

(а ь + с d) (а с + ь d) (а d + Ь с) (119 
(s a)(s b)(s c)(s d)' 

122. Тангентни четвороуr.-ао. Подшангеншним 

чеШ80роуглом (Tangentenviereck) разумемо такав чет
вороугао чије су стране (сл. 38.) или њихова проду
жења (сл. 39.) дирке једнога нруГа. 

а) Теорема. У свакоме тангентном четвороуглу 
јесте збир двеју супротних страна раван збиру осталих 

• 
двеЈУ супротних страна. 

Доказ. Означимо стране 

АБ а, ВС Ь, CD с, DA d. 

Нена је 

АО,-АР -k, ВО--ВН 1, СН-- СЕ т, DE DF п. 

" " , 

-, 

• 

Сл. 38. 
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Из слике видимо да је 

а k + /, Ь --1 + т, с т +!1, d !1 + k, 

дакле 

а : с k + 1 + т +!1, Ь + d k! l-i- т +!1 
и према томе 

120) • 
Ь) Површина. Из сл. 38. видимо непосредно да 

• 

Је четвороугао 

ABCD l~ АОВ + ь ВОС -+ 6 COD 6 DOA 

1 . 1 . . 1 1 
= 2 а r + 2 Ь r + 2 с г+ :2 d г, 

. 

дакле, ако означимо са Р површину четвороугла, 

121 ) 

• 
где Је 1 ... 

s = :2 (а + ь + с + d). 

с) Полуuречник уuисаflог круга. Сllојимо сре

диште О уписаног круга са теменима З2датог четво
роугла ABCD (в. сл. 38.). Лако је увидити да праве 

ОА, ОВ, ОС и OD полове угле а.,.р, '( и а. Из 

правоуглих троуглова АОО и ВОО ЧlIтамо 
, 

о 
а. 1 1-' 

k - r cotg 2' = r cotg 2 ' 
• 
I 

, '. '", 

које, ЮIД саберемо и с nбзиром 
, 

на то да је k + i 
• 

= а, даЈе 
• 

• 



одакле 

f а ~. 
а = r Icofg 2 + cotg 2 ' 

а 
г=----

а.+ ~. cotg - cotg --
2 2 

Тако исто добијамо 

ь с 

-

d 
Т= -- ---~. =---~--_ ... " .... 

" "I cota ~ -+- cotg~ 
~ 2 ' 2 

~ о о а 

cotg 21 + cotg -2 cotg- +- cotg-" 2 2-

329 

(122 

Применом треЂег. обрасца под 22 у чл. 25. на 
добивене резултате 122) налазимо за полупречник r 
ове нове изразе 

п Q 
. v. . t.J 

aszn-szn-
2 2 

Q .... , 

bsin~ sill:2 
т = ------,---:;:-- - ---=--,---. а.+8 Q I -, 

Sln I sz'll [-Ј Т I 
2 2 

.,. 
."(.0 

cszn-szn-
2 2 

_ "(+0 
szn 2 

.,. 
d 

. о . а 
szn-szn~-

2 2 
-~-,--- . .,. I _ ота 

szn 2. 
(123 

123. Нружни четвороугао. - Четвороугли, чије су 
-

стране тетива у Једноме кругу а у исто BpeM~ тан-

генте на други круг, зову се КРУЖfLИ чешвороугли 

(Kreisviereck). Такви четвороугли уживају,дакле, сва 

својства тетивних и тангентних четвороуглова. Код 
• 

њих Је дакле 
. . 

- . 
а. + "( = ~ + а = 1800 1 

Ј . -.L-а + с -Ь I d. 
(124 



330 

Означимо, као и до сада, стране четвороуглове 

Сл. 40. 

. 

са а} Ь, с, Ј, угле са Гј., [3, ј, 

О, збир страна а -г Ь + с : d 
= 2 s, полупречник уписаног 

круга са т, површину са. Р. 

Имавши на уму да је код 

КРУ)f(НИХ четвороуглова 

s а + с Ь + Ј, 
дакле 

s а = с, s Ь = d, s - с а, s d Ь 

и с обзиром на, одмах у почетку овога члана, учи

њену примедбу добијамо из образаца 112) и 115) чл. 
121. и обрасца 121) чл. 122. непосредно следеtе 
• 
Једначине 

I 
f а. Ьс ., 

cofg ~ 
• 

g2 аЈ 

125) , 

I 

':Ј сЈ i) 
fg~ cofg2 аЬ 2 

126) 

127) 

124. Правилни многоугли. Многоугли, чије су 
• 

све стране Једнаке, а тако исто и угли, зову се uра-

8ИЛНИ многоугли или uравилни uолигОflИ (regelmassige 
Vielecke, polygones reguliers). 3а сваки, правилан по-
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с 

лигон могу да се КОНСТРУИШУ два (концентрична) I<pyra, 
• • 

од I<ОЈИХ Један пролази I<P03 темена, а други доди-

рује стране његове. Један је око полигона описан 

(umbeschrieben,circonscrit), други је с у полигон уписан 

(einbeschrieben, inscrit). 

Напомена. Пошто се сваки правилан полигон, спа
јањем темена са његовим средиштем (које је, 
у исто време, средиште описаног и уписаног 

круга), може да разложи на извесан број под
ударних раВНОI<раI<ИХ троуглова, а ми знамо 

" 

• 

да је раВНОI<раки троугао одређен двома I<O-
с мадима (в. Напомену на I<pajy чл. 58.), то је 
јасно да је и правилан полигон потпуно or(
ређен кад су нам позната два елемента ње
гова. Као такве (елементе који одређују један 
правилан полигон) можемо сматрати 

п, број страна; 

3600 
u. =с= , средишни угао за сваку страну; 

с п 

sn, дужину стране; 

и, обим (периметар), тј. збир страна; 

Р, ПОl5рШИНУ полигона; 

~ полупреЧНИI< уписаног I<pyra; 
R, полупреЧНИI< описаног круга. 

Осим тога 0знаЧИЂемо у БУДУЂе за задати 
круг са полупреЧНИI<ОМ r са 

Sn дужинустране полигона од п страна око 
• • 

КОЈега Је круг описан; са 

Sn дужину стране полигона од п страна у 
• • 

КОЈИ Је круг уписан; оа 

РИ и РП површине та два полигона; са 
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S2n И S2n дужине страна полигона од 2ri 
кругу 

• • 
страна, од' ко]их Је први задатоме 

• • 

уписан, а други описан· и на]зад са 

Р2п И Р2п површине тих полигона. 

а) Обрасци за правилан полигон· са уписаНИЈ\Il и 

описаним кругОЈН. 

Sn= 2 т tg 1800 = 2 R sin 1800 
п п 

1 1800 . 1800 
т =. - S cotcr - -- R cos -2 п ь 11 П 

R 
SN 

= 

2 
. 1800 

SlIZ-- F 
П 

2 · t· 1800 2 R . 1800 
u=пsп= пт g = п SlIZ--

П П 

П S Т П S 2 1·800 
Р
__ п п 

2 = 4 cotg. п 

.А 

Е 

- Sn I i'''n. I 
\ 2 I I , 'r 1 , , 

, 1 

.w.·;;,:a:tн 
\~91 , ,.., 

,,1 
* 
О 

Сл. 41. 

Докази. Обрасци за sn, т И R, из којих се одмах 

изводе они за и, добивају се непосредно из сл. 41. 
посматрањем правоуглих троуглова AOQ и БОQ у 

1 
којима је ЛQ -- БQ = 2 sN, OQ Т, ОА ОБ Я, 

AOQ OQ tJ. 1800 ·Об Р· 
р. = <:Ј. В . . 2 . . расце а налазимо 

п 

узев у обзир да се задати полигон раствара на п 

конгруентних троуглова као што је 6 АОБ, чија је 
1 • 

површи~а ='2 Sn Т. 
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. 

Ь) Обрасци за круг са уr:t.исаним и оuисаним ира-

вилним uолигоном. 

----------·fч r 

'ј- ' -

п, 

Сл. 42. 

добијамо 

• 

из правоуглог 

" 

, 1800 I 
SI1 = SN COS . 

п 

(129 
S 

Sп 
11 = --~1-=-80=O . 

• 

cos ----
п 

Доказ. ПОМОЋУ сл. 42., У 
• • • 

КОЈОЈ Је 

1 
AQ =. BQ ~ 2 s,,, 

1 . (Ј. 
6 AOQ, 2 sп = r SLП 2' 

SI1 (Ј. 
= COS - итд. 

Sn 2 

с) Обрасци за уuисане и оuисане uравилне [[0-

лигоне од којих један има два иута веЋИ број страна 

од онога другог. За два у круг са полупречником R 
• • 

уписана правилна полигона од КОЈИХ Један има п, . а 
други 2 п страна постоје QДНОСИ 

, 
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I 
$211 V 4 R2 2 

ј 
Sn S 2п R 

130) ) 

I 
Ј/ R (2R . (4R2' t S2n S2n) • 

Доказ . Према првоме обрасцу llOA 128) јесте 
• 

. 1800 . 900 900 
SN =·2 R Sl!1 4R Sl!1 cos-

п п 17 

Из овога последњег следује 

. 900 S2n 900 
Sl!1 П = 2 R' cos п = 

које, кад заменимо у образац за Sщ 
• 

даје горе под 

130) назначену вредност. 

Сл. 43. 
D 

Сл. 44. 

За два OI<O круга са полупречником r описана 
правилна полигон а од којих један има п, а други 2 п 
страна јесте према првоме обрасцу под 128) 



одаКђе 

S11 = 2 r tg Ј 800 
п 

1800 900 
S11 = S211 tg cotg' -

п п 

S S t 1800 t 900 
2п пса g П g П • 
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• 

(131 

До истог резултата долазимо посматрањем сл. 44. 

АВ· S G S u. 1800 а. 900 
У КОЈ'ОЈ' Ј'е -- п, F = - = 

2ш 2 п' 4 п' 

На основу петог обрасца под 128) јесте за круг 
са полупречником р 

површина упис. полиг. са п 
пр2 . 3600 

страна РП - 2 szn п ' 

" 
опис. ]Ј " " ]Ј 

" упис. 
" " 2 п " 

2пр2 • 3600 
. Р211 = 2 szn 2 п ' 

одакле изводимо да је РП = ';,п, тј. 
Р211 П 

(132 

То значи да је површина уписаног правилног 

полигона ,са 2 11 страна геометриска средња из по

вршине уписаног и површине описаног правилног 

полигона са n страна. 
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Тако нпр. јесте површина уписаног правилног 

(тј. равностраног) троугла ~ 1/ 3 р2, површина опи-

с'аног равностраног троугла 3 V 3 р2 И према томе 
3 ~ 

површина уписаног правилног шестоугла -'- 2 ,/з р2. 

- . Отуда што је површина уписаног правилног че

твороугла (тј. квадрата) 2 р2, површина описаног 

квадрата 4 р2 следује за површину уписаног пра-

вилног осмоугла да је 2 V 2 р2. 

125. Израчунавање круга, кружних делова, линија 

и углова који стоје у вези са кругом. Као познате 

обрасце из Планиметрије за израчунавање перифе

рије П и површине К круга наведимо да' је 

'П 2 г 11: 

133) 

, 

где Је г полупречник круга, 11: = 3,14159265 ... 
Лудолф-ов број. 

а) Обрасци 

о 

за шешиво, uолуuречник, средишни 

угао и кружни лук. Нека је, као 

што показује сл. 45., г ОА 08 
полупречник задатог круга, s А8 

једно тетиво, (Ј. <х АОБ овоме од

говарајуfiи средишни угао, агс АБ 

дотични кружни лук И најзад а ОМ 

......... _-""~ ". дужина нормале која је спуштена из 

Сл. 45. средишта О на тетиво АБ. Између 

поменутих елемената постоје следеtи односи: 



s -- 2 г sin ~ = 2 а tg ~ 
• 

s а 
г --- ---- -- ---

2 
. и. szn -

о 2 
и. 

eos-
2 

ЗЗ7 

(134 
. и. S r:J. а r:J. s 

szn 2 = 2г' eos 2 = г' tg 2 -- 2а 
• 

и.О 'i!: S и.О 

аге АБ = 2 r 'i!: 3600 = -.-и. 3600 . 
szn -2 

Доказ. Обрасце за s, г, а и и. добијамо непо

средно из сл. 45. посматрањем правоуглих троуглова 
АОМ и ВОМ. о Обрасце за аге АБ налазимо из по

знате сразмере аге АБ : 2 T'i!: и.О : 3600, где место г 

s 
стављамо његову вредност .r = . 

2 
. r:J. 

SZN 2 
• 

Напомена. При израчунавањулука А 1 А2 =В1 В2,I{О
ји лежи између два пара

лелна тетива А 1В 1 и А2В2 , 

поступили бисмо на овај 

начин: израчунали бисмо, 

на горе показати начин, 

аге А 1 В 11 а тако исто 

о аге А2Б2 и нашли бисмо 

онда 

..4, --------5-------- Ј 
" 1 / , , 
" ,,~ , , , , 

лго~:: ---- ---,,--s;z-; ...... --- :'-.::'-- <l" - ----.. " " -_ ... --- '" ~ --'"-_)Ј'.--

о 

Сл. 46. 

А аге А2В2 - аге А 1В 1 
аге А 1 о 2 = 2 . 

• 

Ь) Кружни иеечак. Из Планиметрије знамо да 
, 

се површина кружнога иееЧЩI (Kreisaussehnitt, Sektor, 
ТРИl'онометрија 22 . 
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. secteur) ОАБС, означимо је са S k, има према повр
шини целога круга као што се има средишни угао 

(f. према пуноме углу од 3600, тј. по-
• 

СТО]И сразмера 

о S k : '1ё г2 = а.0 : 3600, 

То значи да је поврщина једнога кружног исечка 
• • • 

равна површини Једнога троугла ЧИја Је основица 
• • 
Једнака дужини лука КОЈИМ, са стране кружне пери-

• 
рИЈе, исе.чак граничи, а висина равна полупречнику 

круга. 

Последњи образац можемо да напишемо још 

мало другојаЧl:lје. Означимо са аге а. ЛУК који одго

вара средишном углу а. у кругу са полупречником 

1, тако да је аге АБ : аге а. г: 1, аге АБ г· аге а., 

па Ђемо добити 

На случај 

тетиво s дато, 

г2 

S k = 2 аге (f.. 
. . 

• 
да нам Је, место полупречника Г, 

које одговара кружноме луку АБ, 
• 

s 
имамо, пошто заменимо г = --- (В. једн. 134), ове 

2 sin ~ 
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обрасце 

1t S2 а.0 S . are АВ S2 
S k = - 3600 = с = --- are а.. 

4 sin2 
; 4 ~jn ~_. 8 sin2 

; 

3а израчунавање површине кружнога исечка 

имамо, дакле, следеt.е обрасце: 

Sk ? а.О Г АВ г2 

. = 'Ј: г- 3600 = 2 аге = 2 are а. 

2 
1ts а.О S • are АБ S2 

36 0= = are а .. 
4 sin2

; . о 4 sin 1 8 sin2 
-; 

1 
(135 

е) /{ружни одеечак. Из слике видимо да је 

површина кружног одеечка (КгеisаЬsеhпШ, Segment, 
segment) Аве, означимо је са S g, равна површини 

кружног исечка ОАве мање површини равнокраког 

троугла ОАВ, тј. S g ·ОАве ОАВ, 
. О 

>одакле, I<ад ставимо. ОАве = 1t.r2 3~00 
г2 

• 
= 2 are а. (в. Једн. 135.), ~ ОАВ = 

1 ? (. 92 :2 r- szn а. В. Једн. чл. 111.) и изра-

s . 

с 

Сл. 48. 

зимо, најзад, полупреЧНИI< r тетивом (на основу једн, 
134), добијамо за израчунавање површине I<РУЖНОГ 

одсеЧI<а ове обрасце 

r· !Ј.О • 

S g = 2 2 'Ј: 3600 -- szn а. 
r 2 . 

= 2 (are а. sin а.) 

S2 
= --- (аге а. sin а.). 

8 . 2 а. szn -
2 

(136 

22* 
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НаUомена. На израчунавање кружних одсеч:ака 
своде се још и следеhи случајеви. 

1. Примена. Израчунавање кружногдела 
ABCD који је ограничен пречником CD -- 2r 

И· тетивом АВ s. На сл. 

.8-
"---.: :;:. IJ 

Е 

Сл. 49. 

49. примеhујемо да је ABCD 
1 

= 2 круга одсечку АВЕ 

Половина 

знамо да 

површине 

. 1 ? 

Је 2 r- "'. 

круга 

Повр-

шину одсечка АВЕ изнаhи
ћемо кад, помоhу обрасца 

sin-~=;r (в. једн. 134), из задатих комада 
s Ј'I r израчунамо средишни угао r;. за тетиво 

s и поступимо онда по једној од· горњих фор
мула 136). 

2. Примена. Израчунавање кружног дела 
ABCD који се налази измеlJу два паралелна 
тетива АВ и CD. . 
Ако се тетива АВ и CD налазе на једној 

истој страни средишта, као што је у сл. 50., 
. . 

онда Је површина 

ABCD одсечч АВЕ одсечку CDE. 

о • 
A.'r-----i'В 

Е 

Сл. 50. 

Е 

AI-___ ~ 

о 

C~--

F 
Сл. 51. 

Ако су, пак, тетива АВ и CD на разним. 
странама средишта круга, као што је у сл. 51.~ 

• 

онда Је површина 
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ABCD ,- површ. круга одсечку АВЕ 
- одсечку CDF. 

Поменуте одсечке израчунавамо на познати 
начин, пошто одредимо до- В 

тичне средишне угле из за

датих тетива и полупреч

ника круга или, ако су луци 

дати, из тих лукова и полу- А 
пречника. 

Тако исто бисмо по
ступили при израчунавању 

о ' 

Сл. 52. 

D 

кружног дела који лежи између два произ
вољна тетива (в. сл. 52). 

3. Примена. Израчунавање површине фигуре 
ABCD коју образују два сеКУЂа се яруга. 
Ако се кругови секу споља, као што је у 

сл. 53., онда је површина фигуре 

ABCD одсечку АВС + одсечку ABD . 
Ако се, пак, кругови секу изнутра, као у 

сл. 54., онда је поврщина од 
> 
" 

ABCD -- одсечку АВDодсечку АВс. 

Сл. 53. Сл. 54. 

дотичне кружне одсечке АВС и ABD изра
чунаhемо на познати начин из полупречника 

• 

ТЈ И 1"2 задатих кругова и за]едничког тетива 

АВ s, помоhу чега налазимо средишне угле: 
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. и\ S . U'2 S 
sm 2 2 ,\' sm 2 2 '2 . - Место тетива s 

може бити дато одстојање средишта 0\ 02 d, 
јер смо у о стању да, помоtу њега и полу
пречника '\ и '2' израчунамо тетиво s, па 

дакле и средишне угле и\ и и2 • 

3. • 

Примене у г еодезији. 

126. Напомена. При мерењу у пољу замишља 

се да су тачке, чија се растојања одређују, везане 
. " . 

међусобом правим линијама: Угли, који о такве праве 
• 

заклаПајУ, мере се такозваним угломерима: инстру-
о 

ментим~ као што су нпр. теодолит, секстант итд. 

Пошто је непосредно мерење дужина у пољу (помоtу 

ланца, пантљике, подељених прутова итд.) скопчано 
, " 

са.далеко веtим тешкоtама и изложено веtим грешкама, 

него што је то' случај код мерења углова, то се, обично, 
само једна дужина мери непосредно, пазеtи при избору 

исте на што првољније околности. Та непосредно 

измерена дужина зове се основица. Све остале дужине 

изналазе се рачуном. 

127. Израчунавање растоЈања двеју тачаиа. 
оо 1. 3адашак. Одредити расто

Сп. 55. 

јање двеју тачака А и В, од 

којих је тачка А неприступна: 

раздвојена од тачке В каквом 

бишэ препреком, нпр. реком. 

Измериtемо основицу ВС 
• = а и угле КОЈе она чини са 

правцима ВА и СА, тј. угле ~ 
• 

И -ј. Њl тзј начин имамо један троугао АВС у коме' 
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• 
нам Је позната 

• 
Једна страна и два налег ла угла и на 

основу сину<;:не теореме добијамо 

• sm, " 
с = а sin (~ + ',) . 

2~ 3адашак. Наtи 
• • 

раСТОЈање двеЈУ неприступних 

тачаК21 А и В. 

На нама приступној страни измериtемо осно.-

вицу CD -- d и угле (1., ~, " д, Е 1 )" који се налазе на 
основици. • 

Непозната дужина АВ = с јавља се у троуглу 
, 

АВ С, у коме нам је по-

знат само измерени угао 

,. Међутим ми смо у ста
њу да израчунамо стране 

В С а и А С Ь тога 

троугла и онда, помоtу 

њих и захваtеног угла " 
да нађемо страну с. 

И3 троугла всп налазимо 

" " ACD " " 

на основу чега добијамо 

-----,.В 

-

Сл. 56 . 

• 

а __ d "О" sm Е 
" sin «(1. + Е)' 

,) Ако је sемљиште равно, тј. ако се тачке А, В, С, D налаsе све , 
у једној истој равни, онда је довољно да се код тачке С измере само два 

угла, пошто је у томе случају о: = 'i + о. 



344 

128.0дреijивање положаја једне та чне. 1. Зада-
так. Дате су нам три тачке А, В, С; нека је ВС' а, 

А 
• 

АС Ь, -1: АСВ •. За четврту· 
тачку D (у истој равни са зада

тим' тачкама) знамо -1-: CAD ср, 
d ~CBD ф. Да се одреди положај 

тачке D. 
Положај тачке D утврдиtемо 

с 
углима -1::-ACD х, -1: BCD У и 
остојањем CD d.. 

Сл. 57. Из троуглова ACD и BCD чи-
• 

тамо, на основу синусне теореме, да Је . 

d = Ь· . sin rp _ d = sin Ф 
sin (ср + х)' а sin (ф + у) 

и према томе 

,Ь _. 'sinrp = а sin Ф 
sin (rp + x)sin (ф + у)' 

одаЈ{ле, с обзиром на то да је у • - х, 

или 

sin (11 + '( х) а sin Ф 
--- sin (rp + х) = {Jsin ~ 

sin (ф + .) cos х cos (ф +.) sin х __ а sin Ф 

даЈ{ле 

- -
sin r..p cos х + cos rp sin х Ь sin 'fi 

, , . 

sin (ф +.) cos (ф +.) tg х = а sin Ф 
. sin~f + cos .'fi tg х Ь sin rp' 

[Ь sil1 (ф +.) а siпф] sil1 rp 
tgx= 

Ь sin r..p cos (ф + 1) + а cos 'fi sin ф. , 

, 
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• 

Пошто је угао Х < 1800, . то је, онда, овим Х пот
пуно одређен, а са њиме и угао у '( Х, па и 

одстојање CD d и на тај начин и положај тачке D . 
• 

Наuомена. Истим начином, кан:о смо решили горњи 
задатак, могли бисмо да израчунамо (прибли
жно) одстојање једне 
планете оп наше зе

мље, сматравши на

шу земљу као лопту. 

у тачкама А и В, 
• 

КОЈе се налазе на 
• 
Једноме и истом мери-

дијану, измериhемо, 
у тренутку кад пла

нета Р буде прола-
о 

зила кроз та] мери-

с 

дијан на небу, њена Сл. 58. 

• 

зенитна одстојања, тј. -1: А' АР и -1: В' ВР. 
Познавајуhи полупречник земље АС -- ВС, 
<~ РАС 1800 -- -1~ А'АР, ~1:. РВС 1800-
1== В'ВР и -1: АСВ, који је раван разлици 
из географских ширина места А и В, очевидно 

, . 
ова] задатак постаЈе идентичан са задатком 

• 
КОЈИ смо горе решили. 

2. Задатак. Дате 

.....---...." -------",'". ..... , С //' - .... , 
I ъ \ 
I , 

А •• 1 .. 
, " I \ , 
\ 1 

су три тачке А, В, С, тако 
да су нам познати сви 

елементи из њих образо
ваног троугла АВ С. У 

, .1 : .. 

" D 

равни тога троугла има 

да се одреди четврта тачка 

D из које се стране А С и .... - - ..... 0 '" 
-- '" ,/ .... о., 

" .,/ 
~ -~ -------

Сл. 59. 

ВС виде под извесним за
датим углима. l) 

1) Онај значај!;!]] геодеТСКII задатак први је решио Willebrord Snel
lius (Leydel1 1580. - Lеуdеп 1624.) године 1617. Меtjутињ, неправедно, он , 

, 



З4б 

Дато је дакле 

ВС=а, АС=Ь, ~ACB=I' ~BDC=(J., <';::ADC=p. 

Да бисмо одредили положај тачке D БИЂе до-
• 

вољно ако израчунамо ~ САD=Ч', ~ СВD=ф, и 
одстојање CD. 

И3 fj, ACD и fj, BCD а на основу синусне тео-
• 

реме, слеДУЈе 

х) 
Ь sin ч' а sin ,ј; 

CD = sin 13 = -Sin-u.' , 

• sin ч' . а sin Ј3 
одакле . .1. Ь' sm (ј./ sm r.J. 

или на основу Једнога познатог 
, . 

става о сразмерама 

sin (Ј) sin rJ; а SilZ ;з Ь sin r.J. 
_---'-1_ , = 
sin ч' + sin Ф а SilZ 13 + Ь sin r.J. ' 

које се, опет, може да напише (В. примене под 2 У 
чл. 24.) овако 

. (Ј) ,ј; 

tg-'---'
,2 

'џ +- rJ; ta 1 I • 

Ь 2 

а SilZ Р - Ь SilZ r.J. 
= 

asin 13+ Ь sinu. . 

ПознавајУЂИ збир ч' + ф 3600 (ГЈ. + р '+ ,), 
Ч'+ф а+13+, . 2 =. 1800 - 2 (В. сл. 59., где Је У четворо-

се зове Поmе1l0mО8 вадаmак по францускоме· математичару Laurent 
Pothenot (1660.? - Paris 1732.), који га је решио много доцније (1692.). 
- Овај проблем налази прнмену и у Хидрографији при одреljивању 

острвца, стена у води или места на којем је вршено мерење дубине (сон

дирање). Исти проблем има да реши капетан лаljе КDји је, услед BemlKe 
неПQгоде, приморан да бежи на отворено море напуштајуhи место где је 

брод био усидрен, како би доцније ;1"0 1.leCTO могао опет наhи . 
• 
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углу Авсп збир углова <р + ф + а. + Р + 1. 3600), 
налазимо разлику ПQМОЂУ последњег обрасца 

, 

'f) . ф а sin Q Ь sin а. rJ; + ф t . . I = (Ј, t· I 

g 2 а sin ~ + ь sin а. g 2 ' 

па дакле· и углове 

стојање сп. 

<р и Ф одвојено, а с овима и од-

1. Нt1uометю. Зарад лакшег израчунавањаможемо 
, учинити дагорњи образац буде логаритамски 

подеСаН ако га напишемо 

1 _ ь sin а. 

tg <р - ф = а sin ~ tg 'f + ф 
2 . 1 .l Ь sin а. 2 

. 1. а sin ~. 

ставимо 

ъ sin (Ј. 
, ~ =tg (!) 
а sin ~ 

(у 

1 tg (!) . 

и применим'() познати образац ---:-- =-- = 
-1 + tg (!) 

tg (450 ш) (в. примене под 1 у чл. 20.). На 
тај начин добијамо овај подеснији израз 

<р ф 'f) +,1 
tg 2 I = tg (450 - ю) tg' 2 1. (z 

2. Наио,мена. Овај геодетски задатак може и кон
структивно, врло лако, да се реши. Над стра
ном А С, као над тетивом, описаЂемо круг у 
којем је перифериски угао над А С раван за
датоме углу ~. Тако исто и над страном ВС, 
као над. тетивом, треба Qписати круг у којем 
је перифериски угао над ВС раван задатоме 

, , 
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углу а. Тачка D, у којој се буду секла та 
• • 

два круга, Јесте тачка IШЈУ тражимо. 

Има, међутим, један случај кад тачка D по
стаје неодређена, а то је када се она два 
круга над АС и ВС поклапају, тј. кад се око 
четвороугла ABCD може да опише круг: кад 
је четвороугао ABCD један тетивни четворо
угао. У томе је случају а + ј3 + "( 1800, ~ + ~ . (!)+~ 
= 1800, дакле tg' 2 = оо. Пошто је тада 

sin? sin ф, дакле на основу обрасца х) Ь sin а 
= а sin ~ и према томе, а с обзиром на обра
зац у)' tgш 1, (1) 450, дакле tg(45° <О) 
= О тако да горњи израз под z) постаје 
неодређен, јер је 

(!) - /]; О 

tg' 2 ј = о . ~ = о . 

129. ПРОАужавање правца У пољу. Има да се 
продужи правац АВ иза некаквог предмета (зграде) 

• 

КОЈИ не дозвољава визирање преко њега. 

• 
с . 

--

р 

Ми бирамо 

на страни тач

ку Ртако да се 

И3 ње може да 

визира на обе 

стране пред-
• 

мета КОЈИ чини 
Сл. 60. препреку. По

што смо измерили дуж АВ и углове а и ~ бацамо 

И3 Р визуру У правцу PQ под каквим било углом ~. 

И3 троугла АВР израчунавамо страну АР {помоtу 
елемената АВ, (Ј., р), а ПО'dоtу ње и углова (Ј. и ~ израчу

навамо дуж РС као страну у троуглу АРс. Нашавши 
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. тако тачку С и познавајУћИ 11 угао КОД С добили смо 
тиме правац у коме лежи продужење од АВ. 

Место да узимамо угао код С ми бисмо могли 

да одредимо тачку D бацаљем визуре PR из тачке 
Р и израчунавањем стране PD у троуглу APD. Вези
вањем тачака С и D добијамо продужење од АВ. 

, 

130. Израчунавање висине предмета. ~ 1. Задатак. 
Да се одреди висина једнога вертикално г предмета 

(нпр. каквога торња, куле liTA.) АВ који се налази 
на хоризонталноме земљишту1) или земљишту на ко

јем је МОГУЋе измерити једну дуж ВС у ХОРИЗ0нтал-
• 

номе правцу ка ПОДНОЖЈУ дотичнога 

предмета. 

Измериtемо у хоризонталноме 

правцу дуж ВС а, у тачци С' 
угао ,,(, где СС' представља висину 

угломера. Из правоуглог троугла 

АВ' С' читамо 

АВ' = В' С' . tg"( = а tg "( 

с а в 

Сл. 61. 

СС' = ВВ', и, кад томе додамо висину инструмента 

добијамо висину предмета 
• 

АВ = АВ' + В'В = а tg '( + с' С. 
1) 3емљиште је хоризонтално кад његова раван стоји управно на 

правцу у којем тела слободно падају. Овај последњи, вертикални правац, 

одређује,\\о (у пракси) ПОМОЋУ Вllска (Senkblei, Вleiloth, ш. а. рlошЬ). Хори
зонталну раван добијамо ПОМОЋУ такозване лn6еле (Libelle Wasserwage, пј
уеаи); она нам даје uрnвидан. хорнзон.аш (sсhеiпЬагег Horizont, horizon 
sensibIe) места (на земљи) кроз које ту раван замншљамо. Раван, која 

• 
пролази кроз средиште земље а парал.елна Је са привидним ХОРИЗ0НТОМ 

једног места, зове се исшнн.СКIl или ирави хоризон.ат (wa!zrer Horizont, 
horizon rationnel, horizon celeste) тога м·еста. 
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2. 3адатак. Да 

А 

с , 

I 

_-Јfо~l·~/~Сk~,,~.в---- 'а с ~ D 

Сл. 62. 

се нађе висина једнога предмета 

АВ кад је подножје тога пред

мета приступна, а земљиште наг

нута (коса). 

у правцу DB према подножју 
предмета измеРИЂемо дуж и ВС 

= а, CD d, а угломером у 

таЧЈ{ама С и D угле 1 и а. 

Из 6.А CD, у Ј{ојем позна-
јемо страну CD d и сва три 

угла, добијамо, на основу синусне теореме, страну АС 

а sin а 
ь sin (1 а) . 

с овим смо у стању да израчунамо висину пред

мета АВ, Ј{ао непознату страну с у 6. АВС, у којем 
познајемо две стране а и Ь и захваЂени угао 1, нпр. 
ПОМОЂУ косинусне теореме 

с {а 2 +Ь2 2abcos 1 
или на ма Ј{оји други начин (в. чл. 113.) . 

. 

3. 3адатак. НаЂИ висину предмета АВ Ј{ад под-

с 

'.в , , , 

• • 
НОЖЈе његово НИЈе приступно, 

• 
а и земљиште НИЈе. хоризон-

тално. 

Први случај. Претпоста-
• 

вимо да се у правцу ПОДНОХ<ја 

може да мери. 

у правцу према подножју 

измеРИЂемо дуж CD . d, за
тим угле 1 и а и угао 8 који. 

правац BD чини са хоризонталним правцем B'D. . . 

• • 
Е ; 

_О .. ------- .. ---·------·--.. --·-... ·B'----··~ 

Сл. 63. 
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Из 6 А CD, а на основу синусне теореме, налазимо 

d sin о 
Ь = sin СУ о) . 

Имајуhи на уму да је угао код В' прав ( 900) 
и према томе .:;.~ АВС 900+ 8, висину С предмета 

АВ добијамо из 6 АВС, у којем познајемо једну страну 
АС Ь и сва три угла, 

Ь sin '( Ь sin , d sin , sin о . 
С=-:- ~= = sin (900 -t- 8) cos:; sin (, о) cos:; . 

Други случај. Узмимо да се у правцу према под-
• 

НОЖЈУ не може да мери. 

Обележимо двема тачкама С и D и подножјем 

В предмета АВ, чију висину тражимо, један троугао 

BCD на земљишту. Нека је 

6 В' C'D тај троугао сведен на 
хоризонаш, тј. нека је 6 В' C'D 
пројекција троугла BCD на хо-

• 
ризонталну . раван КОЈУ зами-

• 
шљамо да Је положена кроз 

тачку D. Пошто смо измерили 
основицу CD а и < ACD - " 
1: ADC д налазимо из 6 А CD, 
на основу синусне теореме, 

• . а sm, 
AD Ь= sin (у + о)' 

с 

D 

Сл. 64. 

Ако измеримо. још и вертикалне угле: 1::: ADB 
= rp и -1= BDB' -Ф и будемо имали на уму да је 

'о -f: BB'D 900, дакле -1= ABD 900 + tf добиhемо из 
D.. ABD, У које1\\ познајемо страну Ь и сва три угла, 
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. 

на основу синусне теореме, висину преДl\~ета АВ 

ь sin (Ј) Ь sin (Ј) а sin 'Г sin '1) 
с = ~_~~---;-" '--;-С- = 1 = I __ 1-;-

sin (900 + ,}) cos ,} sin ('ј + ~) cos ,у 

Напомена. На случај да тачка В лежи испод В' 
треба заменути Ф са ф, које, ме1:Јутим, ни 
уколико не мења горњи образац за израчу~ 

навање висине С, пошто је cos ( 'f) cos ф. 
Тако исто видимо да не утиче на поменути 
образац ХОће ли тачка С лежати изнад или 
испод тачке С/. То значи да добивени обра
зац важи сасвим опште: лежало земљиште, на 

• 
КОЈем меримо, изнад или испод хоризонталне 

равни, коју замишљамо кроз тачку D. На овај 
начин ми смо у стању да израчунюю висину 

• 
каквога предмета КОЈИ се налази у долини са 

• •• 
положаЈа КОЈИ Је виши и од самога предмета. 

Ако је подножје В 
Ј у хоризонталној равни, 

,о"~ 
, 
/90 , , 

L дакле '.}; О, онда обра-
зац за израчунавање 

висине добија овај про--
• 

СТИЈИ вид 

• • , sm ј sm '.р , 
с :=с- а-. ( + ")' sm '( () 

Последњи образац 

Сл. 65. 
може да се примени 

при израчунавању ви

сине каквога брда над хоризонталном равни 
земљишта на којем се ми налазимо. Пошто 
измеримо наземљишту основицу CD а, угло
мером одредимо ~ACD ј, ~ADC оивер
тикални угао :;:ADB r.p налазимо из h,ACD 

• 

AD = а szn '_{ _ 
sin ('( + о) 
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и затим из правоуглог троугла АБD висину 
брда 

• • 

АБ = AD / sin 'f = а S.Zn(I s+m ~)' 
sm '{ (ј 

Овде, као и у прошла два задатка, треба 
добивеној висини додати још висину угломера. 

1 31. Даљина ДОГ леда са У38ишених та чаиа. За-
датак је: до које се даљине 1 може да види врх В 

некога предмета АБ (светлеtе куле, брега итд.) чија 

је висина ћ. 

ИзправоуглогтроуглаОВСI 
читамо 

дакле 

г eos и. = 
г+ћ' 

г 
ГЈ. = аге eos г + h 

и према томе 

r 
1 --- г и. = г аге eos г + ћ' 
Одавде следује 

. . 

в 

о 

Сл. 66. 
( 

а то је висина на коју се треба попети (нпр. аеропла::-

нам) да би се могло видети до раздаљине 1 од тачке 
подножја А. 

ПРИJltер. - Узмимо h = 4810 т (висина Монблана), r = 
6З68150m (средњи щmупречник земље). Тада је ' 

6368150 
cos х = б 372 960 ' 

ТРИI'Оllометриј-а 23 
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'l. = 2013' 30" = 8010" 
• 

или на основу ПрОПОрЦИЈе 

648 000 : 8010 = т; : аге rJ.. 

80 1 О . т; 80 1 . т; 
аге СЈ. = 648 000 == 64 800 ' 

а тиме 

801 . т; 
1 = 6368150. 64 800~ 247,3 Кт. 

Површина земне калоте, која се види -са висине h = 481 О т 
добија се по формули 

р = 2 г т; ';/ висина калоте , . 

. гћ 
калоте. =г-геОS'l.=г(l-еоs'l.)= , 

. г + 11 
• 

и пошто Је висина 

дакле 

2 т; 1'2 h 
p--,~ 
~.- Г-Т 1I 

р= 192300Km2 • 
• 

у следеlюј табличици израчунате су раздаљине 1 и сре
дишни углови 'l. са неколике висине 11. 

h 1 u. I h 1 u. . h 1 

10m 1 111km ОО 6'01 100m.1 358km '0019,з1 1000m 1129km 1 l0 0'9 , , , , , , , 
20 " 15,9 " " 8',6 200 " 50,4 " " 27',2 2000 " 159,5 " " 26',1 
30 " 19,7 " " 10',6 300 " 61,7 " " 33',3 3000 " 195,5 " " 45',5 
40 " 22,6 " " 12',2 400 " 71,3 

" " 38',5 4000 " 225,7 " 20 1',8 

I 50 " 25,2 " " 13',6 500 " 79,9 
" " 43',1 5000" 232,4 " " 16',21 

60 " 27,6 " " 14',9 600 " 87,5 " 47',2 6000 " 276,5 " " . 

,,29',2 . 

70 " 29,8 " " 16',1 700 " 94,5 
" " 51',0 7000 " 298,5 " " 41',1 

.80 " 31,9 " " 17',2 800 " 101,0 
" " 54',5 8000" . 319,1 " " 52',2 

90 " 33,9 " " 18',3 900 " 107,1 " " 57',8 9000 " 338,9 " 30 2',9 
. 100 " 35,8 " I " 1 9',3 1000 " 112,9 

" 
10 0',9 10000 " I 356,7 " " 12',5 

, 

1·32. СВОђење углова на среДиште . }{ОД великих 
• 

геодетских радова узимаЈУ се за темена троуглова) 

обично, врло узвишене тачке, као што су нпр. врхови 
, 
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звонара, намештени знаци на бреговима итд. У таквим 

случајима није МОГУЂе поставити угломер тачно над 

теменом угла који треба измерити; ми смо ПРИНУђени 

да га пuставимо где на страни, али, по МОГУћСТВУ, 

што ближе темену дотичног угла. Тако измерени угао, 
• • • 

разуме се, НИЈе Једнак углу КОЈИ, управо, желимо· да 

добијемо, он је од љега различан за извесну малу 

вредност и да бисмо добили угао троугла потребно 
• 

Је да, над измереним углом, извршимо извесну корек-

цију. Израчунавање те поправке зове се сво1јење угла 

на среДИlllше или ценшрирање (Centriren der 'Winkel, 
reduction des angles аих centres des stations). 

Нека је АВС геодетски троугао у којем смо, због 

неприступности темена А, место угла ВАС О. изме-

рили угао BDC о. 

в 
11 

Сл. 67. Сл. 68~ 

Према положају изабране тачке D у однос на 

троугао АВС имамо измеђУ непознатих углова 0., х, 

У и измереног угла о следеtе односе 

Х+I"J. у + ~, дакле I"J. 
\ 

" о (х у) као у сл. 67. 

х+l5 I 
fJ, д+(х у) 68. У -г I"J., " " " " 

х+у+l5 о., 
" 

I"J. 15 + (х + у) 
" " " 

х -+~ у + I"J. " о , 
" 

I"J. " О (х+у) 
" " " 70. Ј 

23* 
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. Разлика х у, ОДНОСНО збир х + у, које имамо . 
" да одузмемо или да додамо измереноме углу О, па да 

бисмо нашли праву вредност угла а, то је корекција 

коју треба да израчунамо. Да бисмо могли да изра

,чунамо угле х и у, и помоhу њих корекцију х у, 

односно х + у, потребна је прво: дужина AD d која 
се, обично и најбоље, добија на начин показат у 2. 
задатку ул .. 127.; друго: угли BDC а и ADB (;; 

• • 
КОЈИ се непосредно мере угломером, пошто' Је тачка 

• .. 

Со,. 69. 

с 

с 

Сл. 70. 

D изабрана што МОГУЋе подесније за ту циљ и треЋе: , 
стране АС Ь и АВ с троугла АВс. Међутим, за 

• • • 
израчунавање кореКЦИЈе, довољно Је да познаЈемо само 

приближне вредности троуглових страна, пошто је 

грешка, која отуда Пр.оизилази (из нетачних вред

ности страна) за х у или х + у, несразмерно мала 
наспрам корекције и може да се занемари. У околно-

• • 
стима, какве ми замишљамо и у КОЈима се оваЈ за-

датак о центрирању углова примењује, троугао Аве 
• • • 

НИЈе сам и ОДВОЈен, него Је у свези са другим ТРО-

уг лима: троугао АВ С чини део једне такозване три,.. 
" 
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, 

" . 
гонометрискемреже и као такав он има ]едну страну 

заједнички са другим једним, већ разрешеним, ТРО-' 

углом.1) Познавајуhи, д~кле, једну страну троугла Аве 

довољно је да измеримо, маи приближно, два његова 

угла (постављајуtи угломер што ближе теменима ТРО-' 

угловим), па да добијемо приближне вредности оста

лих двеју страна, које су потребне, а и довољне, за 
израчунавање корекције измерених углова. Са тако 

добивеним тачнијим вредностима углова разрешиhемо 

понова троугао и добиhемо тачније вредности оних 
• 

двеЈУ израчунатих страна. 

За сваки положај тачке D (в. сл. 67.~70.) јесте 

(нё основу синусне теореме) 

sin х d . d sin Е: -:-. - -- -, дакле szn х = -
szn s С С 

, 

• 

док за угао у, међУТИМ, имамо, према случају, ове 

обрасце 

siny =d . =d sin (а + Е) 
sin (о + Е)Ь' дакле szn у Ь 

(в. сл. 67.) 
• szny 

sin (Е: о) 

(в. сл. 68.) 
• szny 

sin (а Е:) 

(в. сл. 69.) 
• 

SZN у 

sin (3600 0- Е) 

(в. сл. 70.) . 

= 

= 

= 

d 
-

Ь' " 
· dsin (Е: о) 

szny= 
Ь 

d 
-

Ь' " 
· d sin (о Е) 

sZnY= Ь 

d 
-

Ь' " 
· - d sin (а + Е) 

sZnY= Ь 

.t.i/k 1) В. чл. 133. о тригономеТРИСIЩМ' мрежама. 
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Пошто су угли х и У врло мали, то ћемо, без 

осетне грешке, смети да заменимо синусе њиховим 

, луцима 1) и да ставимо 

d sin 8 
х 

• , 
с 

У= 
d sin (о 8) d sin (8 о) 

У -
Ь 

, 
Ь 

, 

У= 
d sin (о 8) 

у 
d sin (0+::) 

ь 
, 

ь 
• 

• 

Овде су х и у изражени у ЛУЧНОЈ мери. Но пошто 

угле једнога троугла изражавамо у степенима, ми

нутама и секундама, а тако их и при мерењу са· 

инструментима (угломерима) изналазимо, то ћемо и 

lZореlZцију, па даlZле и угле х и У, 

начин да изразимо. Означимо са Х1 

тих углова у сеlZундама и имаhемо2) 

имати на исти 

и у1 вредности 

1) В. 1. Закључак у чл. 31 На основу резултата добllвених у чл. 32. 
лако је уверити се да овако учињена грешка (замењујУЂИ синус одгова

рајУЂИМ луком или лук његовим синусом) неЂе утицати на седмо десетно 

место све докле лук, односно угао, не прелази 29' = 1740". 

2) Код врло малих углова узима се за јединицу секунда. У ПО.'lYпе
риферији круга "има 180 Х 60 Х оо = 648000 секунада и према томе је 

1': • • 
648000 равно дуж ини лука КОЈИ одговара углу од Једне секунде у кругу 

са полупречником 1. Означимо дужину тога лука са "'. Нека је "- ма какав· 
ЛУI', "1 број секунада који одговара луку ". Очевидно је (В. ЧЛ. 1., 2. и 3.) 

" ' ,,= '""1 ИЛИ "1 = -. При логаритамском рачунању ми Ђемо смети да за-
r!) . 

мени мо log," са log sin (", тј.' са log sin 1", пошто је тиме учињена грешка 
тако незнатна да не утиче ни на седмо десетно место IЮТИЧНОГ логаритма. 

На тај начин добили смо ове обрасце 

. 1" r:. = 'Ч SlП , " " ---;--= 1 - sin 1" 

за израчунавање углова у лучној мери, кад их имамо у секундама и обратно 

за израчунавање углова у секундама кад,' су нам они дати у лучној lI'.ep!"J . 

• 
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У! 
d sin (о + ::) 

за положај у сл. 67. 
Ь sin 1П 

d sin (8 ") Q 

У1 б8. 
Ь sin 1П " " " " d siп 8 

Х1 с sin 1" , d sin (ђ 8) 
У1 б9. 

Ь siп 1 f! " " " " 

У1 
d sin (ђ+8) 

70. -
Ь siп 1П " " " " 

Одавде, и према горњим обрасцима под а), 
• 

слеДУЈе 

за први и четврти положај тачке D (сл. б7. и сл. 70.) 

" dsin 8 sin (о + 8) 
а=о--:----с---.-; 

sin 111 с Ь 
, 

за други и треtи положај тачке D (сл. б8. и сл. 69.) 

"+ d -sin Е siп (8 ђ) 
r:J. = О sin 111 ' с - Ь • 

133. Тригонометриске мреже. При премеравању 

веЂИХ делова земље (нпр. једне државе или појединих 

округова њених) замишља се да је цео простор по-
о • • • 

кривен Једном мрежом троуглова у КОЈОЈ су троугли 

везани меijусобом тако да увек по два од њих имају 

једну страну зајеДНИЧI{И. При склапању такве мреже 

поступа се, у главноме, на следеhи начин. Прво се, 

што је могуЂе тачније, измери једна дуж бирајуhи за 

њу што повољније место и што боље околности; Та 

непосредно, и нарочитим инструментом, такозваним 
, 

базисним апаратом, измерена дуж зове се основица 

(Gгuпdliпiе, Basis, base). Над том основицом подиже 

се један троугао, узев на, пЬвољноме месту тер,ена, 

i 

• 

• 
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као треЋе теме, извесну тачку, и измере се сва три 

угла 1) тако добивеног троугла. Познавајуhи једну 

страну и угле овога троугла ми можемо остале две 

стране да израчунамо. На тај први троугао домеЕемо 

други тако· да једну страну има заједнички с ониМ 

првим троуглом И пошто измеримо угле у новоме тро

углу изналазимо остале комаде (две стране) рачунским 

путем. Овоме другом троуглу додајемо треЕИ, па онда 
• 

томе, на исти начин, четврти троугао итд. Тако обра-
• 

зована мрежа троуглова, КОЈОМ покривамо земљиште 
• 

КОје премеравамо, зове се шригономешриска мрежа. 

Приобразовању тригонометриске мреже узи-
• 

маЈУ се, на првом месту, врло велики троугли, са 

странама дугачким по неколико миља географских; 

они сачињавају такозване шроугле првога реда. При 
• 

разрешавању ових великих троуглова нужно Је да 

се узме у рачун кривина земље и ми их зато не раз

решавамо као равне, него као сферне троуглове. 

Упутства ·за то даје. нам Сферна Тригонометрија. Она 
• 

нас учи и то до КОјИХ граница можемо мање троугле на 

ЛОПТИ (дакле и на нашој земљи) сматрати као равне 

троугле и како се с њима, при разрешавању, има посту

пити. У ову мрежу великих троуглова уноси се 

друга, треЋа мрежа итд. троуглова са странама ма

њим и мањим. То су шроугли другог, шреfiег реда итд. 

Мерења и израчунавања, која имамо да извршимо 

око покривања земљишта тригонометриском мрежом, 
• •• 

дакле цео тај рад, зовемо ШРИјангулаЦИјОМ. 

1) Са теориског гледишта било би довољно да се измере само два 
угла у троуглу, ако претпоставимо да је троугао раван (а несферан), јер 

је тиме одређен II треЂ!I угао. Међутим, због грешака које су неизбежне 
• 

код мерења н 1I0сматрања у опште, за препоруку Је да се измере, ипак, 

сва три угла 11 да се онда сваки угао, изравнавањем на 1800, поправи. 
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. 

Поједине стране троуглова тријангулацијом добро 

утврђене тригонометриске мреже дају поуздане осно

вице за сва доцнија . детаљна (ситнија) теренска пре
l\iеравања. Одређиваљем положаја (ПОМОћУ географ

ских координата) појединих тачака тригонометриске 
• 

мреже, трщангулисање земљишта служи нам за све 

оне радове који имају за циљ картографско снимање 

. дотичног земљишта. • 

134. ДеJlење Фигура. 

датог троугла АВС да се 

1. 3адатак. Од једног 
правом DE, која с једном 

ОД троуглових страна, нпр. са 

страном ВС, треба да заклапа 
• 

извесан угао ~, ОДВОЈИ троугао 

CDE задате површине р. 
Положај праве DE одре-

р 

ДИћемо . комадима CD х и лL------>Н 
СЕ у. 

Познате количине јесу: еле Сл. 71. 

менти задатог троугла АВС, површина р троугла CDE 
и угао ~, а пепuзнате количине комади х и у. 

На основу тога што је 

р ~ х у sin '( (према формули 92 у чл. 111.) 

х =sin (~+ у) (према формули 83 у 
у sm~ 

чл . 104.) 
\ 

• 

налазимо одмах 

х= 
2 Р si!Z (1 + ~ ) . . ,у = 

sm ~ sm 1 
2р sin ~ 

-"----0-. 

sin (1 + ~) sin l' 

• 
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1. Напомена. По себи се разуме да је горњи за
дата!{ МОГУЂ само онда !{ад је ј + 'f < 1800 
(в. троугао CDE) , да!{ле rp < 1800 ј и !{ад 
је р, тј. површина троугла CDE мања од до
вршине задатог троугла АВс. 

2. Напомена. А!{о би се по!{азало .да је у> АС, 
онда би то значило да права DE не сече страну 
АС, него страну АВ (в. сл. 72.) и ми бисмо 

• имали да поступимо на следеhи начин. Поло-
жај праве DE одредиhемо !{омадима BD х\ 

и ВЕ z, а ове нала-
(! зимо из једначина 

р tp II , , , 
\ 

Р 1 . со 
- р = 2 х\ Z sm г), 

х\ sin (rp 13) 
= . , 

А z sm '[; 
• 

СЛ. 72. ода!{ле 

• 

2 (Р p)sin (rp-~) 
sin ~ Sill 'f ' z 

2 (Р р) sin rp 
sll1 ~ sil1 ('f ~) • 

Овде је Р површина задатог троугла АВС, 
р површина фигуре ACDE !{оју треба, правом 
DE, одвојити од троугла АВС. . 

Та!{о исто поступили бисмо да је х> ВС, 
тј. да права DE не сече страну ВС. 

3. Напомена. А!{о је rp ~,Tj. 
троугла АВС ваља од
сеhи троугао CDE зада-
те површине р правом 

DE 11 АВ, онда имамо за 
• 

х и у ове ]едначине 

а!{о од задатога 

р 
\ , , , , 

----\~ 

1 . х а AL.-----~· -'.0 
Р = ~ х у sm -, ~ = ь 2 1, У Сл. 73. 
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(где је а ВС, Ь . А С), одакле 

х= 
2ра 

Ь sin"(' у 
2рЬ 

• • 
а szn -, 

I 

2. 3адатак. Из тачке S, која се налази на страни 
АС троугла АВС, да се повуче права SQ тако да од 
троугла АВС одвоји троугао CSQ 
дате површине р. 

С, • • 
, 'о 

Да бисмо одредили положај 

праве SQ (в. сл. 74.) довољно је 

ако израчунамо комад CQ х. 

Њега, пак, добијамо из обрасца 

/ '1 ' 
d 
: р , 

s: 

А'-------ЈВ 
1 . .' 

x=2 dxszn "(, 
• 

Сл. 74. 

одакле 

2р 
х = -::- -~ 

d sin "(. 
Овде је d CS. 

Наuомена. На случај да је х > ВС, права SQ не 
сече страну ВС, него страну АБ и у томе 

• • 

случаЈУ Је 
1 .. 

Р Р = 2 d1 Z szn а, 

одакле 

f , р 
2 СР р) 

z= d1 sinu. . 
/ (Ј 

А-==-=-'--'--,-- ."::_-=-_::"_-.~Q-~1J Овде је Р површина 
. троугла АВС,р површина 

Сл. 75. фигуре BCSQ, коју од 

.троугла АВС одсецамо правом SQ, d1 AS 
одстојање задате тачке 5 од темена А, z AQ 
комад којим одреijујемо положај праве SQ . 

• 

• 

• 
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з. Задашак. Да се из једне тачке S, која се на
лази на страни АС троугла АВС у одстојаљу d од 

темена С, повуку праве SQ, SR 
и ST које ће задати троугао АВС 
разделити на четири дела SCQ _ PI, 

" SQR Р2' SRT Рз, STA Р4, тако 
---....п 

Р. да буде 

в РI:Р2:РЗ:Р4 k:l:m:n. 

Сл. 76. Ако означимо са Р површину 

задатога троугла ABCL онда је према самоме задатку 

kP IР 

. k+l+m +n' 

Образац 92 У чл. 111.' показује да су површине 
• •• • 

два троугла КОЈИ имаЈУ Један угао Једнак сразмерне 

производима из страна које тај угао заклапају. На 

тај начин, ако 0значимо ВС' а, АС Ь, АВ с, 

CQ X1, CR Х2 , АТ Z, SC d, имамо следеtе 

сразмере 

Р: РI а Ь : d Х1 

Р: РI + р2 а Ь : d Х2 

Р: Р4 Ь С : (Ь d) z, 

које с обзиром на горље вредности за PI, Р2, Рз и 

-
а Ь РI а Ь k 

X1 = dP =(k+l.+m +n)d 

• 



365 

Ьср 
Z = -;-С(Ь- d) Р 

Ове дужи ХЈ , Х2 И Z одређују положај правих 

SQ, SR и ST и са тиме је задатак разрешен. 

Наuомена. При израчунавању дужи ХЈ , Х2 И Z треба 
имати на уму оно што смо казали у 2. Наuо
,мени првога задатка 

4. 3адатак. Да се трима правама пЈЕЈ , D2E2 и 

DзЕз , које страну ВС троугла АВС секу под извес

ним задатим уг лима 'РЈ, <fз и уз, 

раздели троугао Аве на че

тири дела CDJEJ, D 1D 2E 1E2, 

D2DзЕ2Ез, АВDзЕз чије ће по. 

вршине образовати сразмеру 

Р1 : Р2 : Рз : Р4 k : I : т : п. 

, 
, ?, С 
,-', .'t'; 
1', '" , \' 

" I I \ I 
,'-У \\, 1'" - 1., , ' 

I I "'"\' 
/ и,' " .... , \ \ 

I .)t~~ 1", \".-' 
/'~ \ ~' 

U, f 1,' 
J::r I 'Ј \ .:rз 

I I • i 
" П ~I\ , ';; г. ' \ , 
'"ЗI \1 

Ј ц. I I 

" . \ 
, 2 ' , . 

,/ ~ '13 % 

Положај правих D 1E J
, п2Е2 • E,.!-_-:~..i--=fЗ 

Р, 
и DзЕз одредиhеllЮ одсечцима ,А,'-"-------'8 

спЈ Х Ј , СЕ1 УЈ' сп2 Х2' Сл, 77. 

СЕ2 У2' СDз Хз, СЕз Уз, које оне чине на тро-
угловим странама ВС и Ас. 

Према постављеном задатку јесте 

kP IР 
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где је Р површина троугла АБе. На основу обра· 

заца 93) у чл. 111. јесте 

Х 1 2S111 , Slll 1f'1 УЈ 2Sill , Sill ('( + 1f'1) 
Рl = 2 Slll (, + Ђ) =. 2 Sill 'f\ . 

I __ Х2 2SIll , Slll '-Р2 = У2 2SIll , Sill ('ј + '-Р2) 
Р1 т Р2 i Sill (, + '-Р2) 2 Sill '-Pz . 

I + _. ХЗ 2SIll , Slll '-Рз Уз 2S [11 , Slll (у -t. '-Рз) 
Р1 т Р2 РЗ 2 Sill (, + tt'з) = 2 Slll '-Рз ' 

које, упореljено с горњим вредностима за PI, Pz, Рз, 
• • 

Даје ]едначине 

k Р Х1 2S[11 , Sill '-Р1 У1 2Sill , Sill (. + '-Р1) = k + 1 + т + 11 2 Sill (, + '-Р1) 2 Slll 'јЈ1 

(k + 1) Р Х2 2SIll , SII1 '-Р2 Yz 2SIll , Sill (, + '-Р2) 
= 

k + 1 + т + 11 2 Sill (. + tt'z) 2 Slll '-Р2 

(k + 1 + т) Р ХЗ 2Sjll , Sill '-Рз Уз 2sill • Sill (. + '-Рз) 
k+ 1 + т + 11 -- 2 Sill (. + СРз) 2 Sill '-Рз 

• 
• • 

из ко]их се, на прост начин, могу да изрг.чуна]у дуж и 

ХЈ , У1' Х2 , У2' И Хз , Уз· 

1. Напомена. При израчунавању 
yz и ХЗ , УЗ треба имати 
на уму оно што смо. 

приметили у 2 Напо-
мени првога задатка. 

• '!' С 
, /1 //1 ~ ~ '\ 

I ./ I \ 

1/// УУЈn %, \ \ 
11/ r, '1' / ,r., ; \ I I 

/~Y2;Дll . ~ ~, 
IJ ' Ј I 
J~/ _ ~ ~.1 

2 и А "!) \\ . иапомена. ко су пра- /,' Гг \ \ 

ве .D1E 1, D2E2 и DзЕ~, /.-Е2 2 ~ \ 

које раздељују задати I Рз \ 

АБ е 1--------\])' ~ 
троугао на че- .' 

p~ 
тири дела, паралелне .Al..--------'.B 
страни АБ, у којем је Сл. 78. 
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случају СРЈ = '-Р2 -- 'fз =~, онда имамо за И3-
рачунавање дуж и ХЈ , УЈ' Х2 , У2 И Хз , Уз следеtе 
• 

Једначине 

1 • 2 ХЈ У1 SZN ,(, 

1 • 

2 Х2 У2 szn ,(, 

1 • 

2 ХзУз szn ,(, РЈ +ћ+Рз= 

ХЈ 

УЈ 

Х 2 

у2 

ХЗ 

уз 

• 

а 

= Ь' 

а 

= Ь' 

а 

=Ь' 

За површине РЈ, Р2 и Рз имамо оне исте 
• 

изразе ко]е и горе . 

5. Задатак. Да бисмо један четвороугао разде

лили, под извесним условима, на два или више де

лова, ми ћемо његове две супротне стране продужити 
• 

до пресека њиховог И, на таЈ начин, задати четворо-
• 

угао, додавањем ]едног троугла, допунити до другог 

једног, већег, троугла. Према томе Ће задати четворо

угао бити раван разлици из два троугла. Пошто 

израчунамо онај додати троугао (а то је врло лако) 
• 

ми смо, онда, свели ова] задатак о раздељивању 
• 

четвороуглова на ]едан од прошлих задатака о делењу 

троуглова. 

Слично томе поступили бисмо и при делењу ма 

каквог другог полигона. 

135. Исправљање граница. Нека је А СВ граница 
• 

која раздваја два имања 1Ј и 12' нпр. два поља, две 

ливаде итд. Захтева се да се граница' А СВ исарави 

(ректификује) из једне дате тачке,. нпр. тачке А, то 

значи да се постојеtа граница замени правом линијом 

AD тако да имања своју веЛfjЧИНУ задрже. 
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HeI<a је граница А СВ утврђена. овим еле.vlснтима ~ 

ВС а, АС =-= Ь, <- АСВ ,(,.:r: CBD о. Положај 

нове границе AD одреди-

D Ђемо I<aA, из горе означе-

Сл. 79. 

них податаI<а, израчунамо 

дуж BD х. 

Нова граница AD има да 
се одреди TaI<O I<aI<o Ђе део 
(6 А СЕ), I<оји се њоме оду
зима од поља }1' а додаје 

пољу }2' бити раван делу 

(6 BED) I<оји се) тим реI<тифИI<овањем, додаје пољу. 

}1' а одузима пољу }2' Или, aI<o замислимо таЧI<У А спо
јену са таЧI<ОМ В, даI<ле образован 6 АВС, реI<ТИфИ
I<ација мора бити TaI<Ba да је површина D:. АВС по-

ВРшини6 ABD, тј. . 

~ а Ь sin ј = ~ с Х sin (р + о), 
• 

одаI<ле 

а Ь sin '( 
Х= 

с sin (р + (ј)' 
Овде су а, Ь, '( и (ј непосредно измерени, с и ? 

• 

добијамо рачуном из троугла АВС у I<ojeM • 
познаЈемо 

две стране а и Ь и захваЂени угао l' 

Напомена. AI<o је граница, I<ojy треба исправити,. 
састављена из више од два I<омада правих 

линија, онда се, према случају, има да понови 
горљи начин два или више пута. Узмимо нпр. да. 
је граница два пута преломљена линија ABCD 
и .да је треба исправити из таЧI<е А. Ми Ђемо' 
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прво. исправити разломљени део всп и3 

тачке В правом ВЕ, на 
горе показати начин, 

после чега добијамо је- -rr7y,-m 

дан пута преломљену 

границу АВЕ, са иојом 
ћемо тако исто посту
пити И3 тачке А и до
бити. исправљену гра- ;f.Ц.L.ШLl.w.LЩ~~~ 
ницу AF која замењује 
стару границу Авсп. 

111 

Сл. 80. 

УТИЦАЈ ГРЕШАКА у ПОДАТЦИМА НА РАЧУНОМ 

ДОБИ ВЕНЕ РЕ3У ЛТАТЕ. 
, 

] . 
Опmта посматраља .. 

136. О мерењу и грешкама. Ми смо у Уводу 

пеh напоменули да је главни задатак Тригонометрије 

израчунавање непознатих комада једне фигуре из по

знатихкомада. У практичним применама оваквих три

гонометриских задатака (као нпр. у Геодезији) познати 

комади фигуре добивају се мерењем. Међутим сви 

мерењем добивени податци навек су само приближни 
• • 

и не могу се, ни у КОЈем случаЈУ, сматрати као апсо-' 

лутно тачни. Узрок томе лежи у несавршености наших 
. . . 

чула, !{ОЈима опажамо, и инструментима, КОЈима се при 
• • • 

томе служимо, а после и у непознавању СВИЈУ оних 
• 

узрока КОЈИ утичу, или могу утицати, на тачност ме-

рења. Ми смо СКЛОНИ да једноме, мерењем добивеноме, 

податку поклонимо у ТОЛИКО више поверења и да му 

признамо у ТОЛИКО веhи ступањ тачности у колико 

Трнгонометрија 24 
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вишеценим.о вештину и брижљивост посматрача [{ао 
• • 

и квалитет инструмената са ко]има ]е он радио. 

Код грешака, које се чине при свакоме мерењу, 

правимо.· разлику између сталних или uравилних и 

случајних или неизбежних греШака. Сталне или пра
вилне грешке јесу оне које се, под једнаким условима, 

. . . 

јављају правилно, које зависе нпр. од извесних осо

бина инструмената (њихове несавршености), од спо
собности посматрачеве или најзад од извесних непо

знатих дејстава спољашних(физичких) околности и 
• • 

КОЈа у сличним приликама једнако и у истоме смислу 

утичу на тачност мерења. Под случајним или неиз

бежним грешка ма разумемо такве грешке које се у 
• 
једнаким приликама разно,по величини и по смислу 

• 

(правцу), јављају и које се, према томе, не м.огу' при-
• 

писа:ги једном извесном узроку. 

Случајне грешке можемор,.а паралишемо (пони

шти~'lO) кад једну исту количинуизмеримо под јед

[ia[{им ·ОКOllНостима (које у опште и према природи 

самога за:щтка могу бити од утицаја по тачност ре

зултата) . што више пута. Претпоставка даће се у 

више пута, под истим околностима, поновљеноме ме

Ј"ењу једне исте количине њена вредност наћи то

ЈlИ[{ОИСТО пута већа колико и мања од њенеправе 
• 

вредности, тако Је евидентна да се може узети [(ао 

аксиома. Са теориског тледишта је заиста· подјед

нако МОГУће да случајне грешке буду позитивне 

I{ОЛЙКО и да буду негативне!). Та претпоставка води 

нас логичноме закључку да се. од једнога брОја вред

ности, l{oje. су мерењем под истим околностима доби-
.1) При мерењу углова је ОВ9 по себи јасно. При мерељу дужина, 

меljутим, вероватније је даће грешка бити позитивна него негативна, тј. 
више је вероватно да Ће се измерена дуж наfiи већа него мања од истин-

" 
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. 
вене за извесну }шличину, њихова аритметична сре-

дина има сматрати као најпоузданија, јер најверо!Зат

нија вредност. мерене количине. Меljутим ова, овако 

добивена, вредност није слободна од сталних грешака, 
• 

ПОШТО се УТИЦај ових не може да поништи умножа-

вањем измерених вредности. Ако су узроци констант- . 
них грешака познат,и и њихов уплив на посматрану 

вредност може рачуном да се одреди, онда се може 
•• • 

узети да такве грешке и не ПОСТОЈе, јер се даЈУ кори-

говати у резултату на извесан начин. Но ако узроци 
• 

сталних грешака нису познати или су такви да се 

немогу подвргнути рачуну, онда гледамо да њихов 

уплив смањимо на други начин, а то поглавито мето

дом мерења. У таквоме случају ми мењамо (али· без 

да очигледно погоршавамо) услове и околности за 
• 

КОЈе знамо или имамо разлога да сумњамо, да про-

узрокују сталне грешке. Радеhи тако ми сводимо 
• • 

правилне грешке на случа]не, Тј. ми чинимо да пра-

вилне грешке добију карактер случајних грешака И' 
• 

да се, на таЈ начин, подесним распоредом. и методом 
• 

мерења, све грешке могу подвргнути истим начелима. 

Грана Математике, која нас учи како се из вред- . 
ности добивених из више посматрања (која су учињена 

под једнаким или различним околностима) налази нај-
• • 

,вероваТНИја вредност мерене количине, како се оцеЊУЈе 
. . . 

поузданост и ступањ тачности таквога резултата у 

исто време одреljујуfiи тачно и границе измеljу Iшјих 

се налази грешка која је при томе, може бити, учи-

њена, зове се Метода Најмањих Квадрата. 

еке вредности. Узроци овоме јесу нпр. скретање од правога правца, недо

вољно затезање ланца којим. се мери. ТеОРИСЮI, 'пак, јесу []ОЛО)Ј,~не грешке 

. и одречне грешке подједнако МОГУЋе ивероватне. 

24* 
, 
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2. 

Израчунавање грешака у резултатима из 

грешака у податци ма. 

137. Изво1јење општих образаца. По себи је јасно 
да I<ад податци нису безпогрешни немогу то бити ни 

I<оличине I<oje се И2 њих израчунавају. ОстављајУЂИ 

на страну питање I<aI<O се за I<оличин.е добивене 

посматрањем, односно мерењем, одређују. граНl1це 

измеђУ I<Qјихморају лежати греШI<е I<oje су, вероватно, 
учињене (питање I<oje се, I<ao што горе веЂ peI<OCMO, 
решава Методом Најмањих Квадрата), ми ћемо да 

проучимо начин I<aKO се одређује утицај грешаI<а I<oje 
су учиљене при мерењу података на тачно ст оних 

резултата I<оји се, раЧУНСI<ИМ путем, добивају. из тих 

податаI<а. Другим речима: ми претпостављамо да су 

нам веЋ познате границе између I<ојих се морају I<pe
тати греШI<е ИCl{уством (тј. мереЊI::М) добивених 

податаI<а и питамо се за границе између I<ојих, према 
• • 

томе, мсраЈУ лежџи греШI<е оних I<оличина КОЈе су, 

ИЗ тих података, рачуном нађене. 

Да бисмо на постављено питање могли. од гово

р:-пи нужно је да нађемо односе I<оји постоје између 

срешаI<а у податцима и грешака у резултатима; или 

говореtи јеЗИI<ОМ Алгебре: мораЋемо да потражимо 

потребан број једначина I<oje Ђе везивати. грешке 

података са греШI<ама добивених резултата. ПОМОЂУ 

таI<ВИХ једначина ми teN\O бити у стању да тачно од,: 
редимо. утицај грешака међусобом сматра.Вши грешке 

података I{aO познате, а грешке резултата као не

познате количине. Појмљиво је да начин који по-

. казује како зависе греШI{е појединих количина (које 
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су међусобом везане Ј{аЈ{ВОМ једначином) једна' од 

друге мора зависити од начина Ј{аЈ{О саме количине 

зависе једна од друге и, према томе је јасно, да јед

начине за одређивање грешаЈ{а морају оснивати се 
• • 

на Једначинама Ј{ОЈе су служиле за израчунавање ре-

зултата из посматраних Ј{оличина. 

При извођењу једначина за израчунавање грешаЈ{а 

ПОЂИЂемо од претпостаВЈ{е да су греШЈ{е које су у мерењу 
, 

учињене ТОЛИЈ{О мале према измереннм Ј{оличинама да 

се њихови производи и виши степени могу занемарити. 

I{од грешаЈ{а У угловима ми ћемо, следствено, заменити 

I{осинусгрешке јединицом, а синус грешке луком Ј{оји 

томе синус у одговара у Ј{РУГУ са полупреЧНИЈ{ОМ 1. 
(Види 1. и 2. 3акључак на Ј{рају чл. 31,). 

Применимо ово наше опште посматрање на тро-
• • 

угао, Јер Је то са тригономеТРИСI{ОГ гледиштаод 
, 

основног значаја. Нека су а, Ь, с стране, u., р, , 
угли једнога троугла. Од ових шест Ј{омада јесу три 

(међу Ј{ојима мора бити најмање једна· страна) непо

средно измерена, остала три рачуном добивена. Озна

чим о са D. а, D. Ь, D. с, 8. u., D. ~ и 6.,. грешке тих 
Ј{омада; онда Сј, даЈ{ле, њихове праве (тј. тачне), 

вредности а + D. а, ь + D. ь, . с + 6, С, а. + D. и., 
[3+ 6,~, ,+ D. ,. Ови шест грешаЈ{а морају бити везане 
трима једначинама l{аЈ{О бисмо, помоhу њих из три за

дате греШЈ{е могли израчунати остале три греШI{е. ТаЈ{ве 
• 

три ]едначине, за израчунавање грешаЈ{а, можемо до-

бити из ма Ј{оја три основна обрасца, Ј{оја служе за из-
,.., . 

рачунавање самих Ј{омада троуглових, нпр. из ооразаца 

а Ь с 

sin а. sin [3 sin , 

a+~+"(= 1800 

• 
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• • 
ИЛИ, што Је Једно исто, из 

• 
Ь sin u. а szn [:\ . 

а) Ь sin '( • 
е szn [1 

И.+~+У 1800 
, 

или најзад из ма којих других образаца Rоји се из 

наведених могу аналитичким путем да изведу.1) 

Обрасци а) важе како за тачне тако и за по-
• 

грешне вредности комада троуглових, Јер нам они 

служе за израчунавање непознатих елемената из по

. грешно измерених н:омада. Према томе посгоје, поред 
једначина а), још и ове њима ОДГО!1арајУће једначине 

(a+6a)sinC~+6~) . (b+6b)sin(u.+6 u.) 

a 1) (Ь + 6 Ь) Si11 СУ + 6 .) (е + 6 е) sin C~ + 6~) 
u. + 6 u. + ~ + 6 ~ + • + 6 I 1800. 

На основу горе учињене примедбе, да се про

изводи и виши степени грешака смеду занемарити 

и да се синус угловне грешке може заменути одго':' 

варајуhим ~YI{OM, а косинус угловне грешке ставити 

= 1, тј. да се може ставити sin 6 и. аге 6 u., 
eos 6 u. 1 итд., једначине a1) добивају вид 

, 
, 

а sin ~ + а eos ~ аге 6 ~ + sin ~ 6 а 
-- Ь Si11 и. + Ь eos u. аге 6 u. + sin u. 6 Ь 

Ь Si11 I + Ь eos I аге 6 I + sin I 6 Ь 
1 

= е sin ~ + е eos ~ аге 6 ~ .+ sin ~ 6 е 

и. + ~ + I + 6 u. + 6 ~ + 6 • 1800. 

1) В. ЧЛ. 110. 
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Из ових јеДН(lчина и оних под а) следује ОДУ

зимањем 

aeos~are l~ ~+sin ~ 6,а beostJ.are 6,и.+siп tJ. 6, Ь 
. . 

beosiare6,'(+siny6,b eeos~arel}r+sin~6,e· (Ь 

6, tJ. + 6, ~ + 6, I О. 

Ове једначине ПOl{азују везу која uостоји између 

грешака 6, а, 6, Ь, 6, с, 6, а, 6, Р . и 6, "( тщzо да. 

кад познајемо њих три, међу којима мора бити грешка 

бар једне стране, остале три можемо да израчунамо. 

Прве две једначине под Ь) можемо да доведемо 
• • • 

на други вид ко]и ]е много подесни]и за памтење. 

Из прве једначине Ь) следује 

sin ~ 6, а sin и. 6, Ь Ь eos tJ. аге 6, и. а eos ~ аге i~ ~ 

или, кад поделимо целу једначину са а Ь, 

sin ~ 6 а sin tJ. [~ Ь eos tJ. 1\. eos ~ . 
-ь- -а - а- оо ь- = а ате u tJ. - Ь шс [~ р . 

• 

Пошто је, на основу синусне теореме, 
Sl11 и. 

а 

sin ~ . = Ь равно некаквоме броју k, то. онда можемо 

• 
посл~дњу ]едначину овшzо да напишемо 

k 
6, а 6, Ь) eos и. л eos р . i' В 
а - Ь Ј а . ате u tJ. - . . Ь . ате u • 

или 

6 а· ~ Ь eos а' . 1\ о eos ~ r-. 

а Ь =. k а ате u tJ. - . k Ь ате D. р, 

а ово опет, имајуhи на уму да је k а -- sin и., k Ь ~~ si/l~, . 
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~ а ~ Ь are ~'и. are ~ р. 
--- -

а Ь tg и. tg р' 

На 

под Ь) 

• 

исти начин. изводимо·· из оне друге Једначине 

~ Ь ~ с are ~ р are ~ "( 
--- -
Ь с tg Р tg "( . 

Овима двема придружује се, I<ao последица, треЋа 
њима слична једначина 

~ с ~ а are6 ј are 6 и. = -
с а tg ј tg u. . 

·3а израчунавање грешаI<а имамо, даI<ле, следеtе 
• 

врло симетричне Једначине 

~ а ~·b .are ~ u. are~ р 
- -

а Ь tg и. tg Р 

~ Ь ~ с are ~ р шс ~ ј -
137) Ь с tg Р tg ј 

~ с ~ а шс ~ "( are ~ и. 
С а ,tg ј tg u. • 

~ и. + ~ [3 + ~ ј О, 

ОД Izојих су, разуме се, само три независне. Последњу 

једначину мог ли бисмо и OBaI<O да напишемо 

are ~ ГЈ. + are ~ р + are ~ "( - О. 
, 

1. Напомена. AI<o имамо разлога да извесне тро
углове елементе можемо сматрати I<ao пот

пуно тачне, онда треба у формулама 137) 
да ставимо да су њихове· греШI<е -- О и до
биt-tемо, TaJZO, знатно простије обрасце. TaI<aB 

• • 

случаЈ може да наступи I<ад Је за стр.ану или 
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• 
за угао троугла, КОЈИ разрешавамо, узета 

страна или угао једнога троугла, који је ра
није веЂ, било непосредним мерењем или ра
чуном, потпуно тачно идређен; или нпр. !{ад 
се унапред зна 'да је троугао, !щји разреша-

• • 
'вамо, правоугао, у КОЈем се СЛУLlаЈУ грешка 

правоtа угла ", ставља О. 

Пример. У првоме задат!<у чл. 1 ЗА. Ю\аМО 
• • • 

један правоугли троугао у КОЈем Је измерена 

страна а и угао"{,' познат прави угао код В 
(угао, 13), а рачуном се изналази страна е. 
Из треће једначине 1 З7) следуfе 

6, е 6,-.!!. аге 6, r:J. _1_ аге_6,Ј 
е а' tg r:J. Г tg , 

, . ' . .. 
КОЈе се, услед тога што Је у ОВОЈ прилици 

а. 900
"{, дакле tg а. eotg"{ и што је 

6, ~3 ,О и према томе (а на основу LleTBpTe 
једначине 1 З7) 6, r:J. 6, 'Г, своди на овај 
знатно простији образац 

, 

~ е ~ а + (tg"{ + eotg"() аге /i '( 
6, а I 2 аге 6, "{ 

= а ! sil1 2, . 

Ми видимо, одавде, да Ђе греUШ(l 6, е 
стране е (а то је израчуната висина верти
калног предмета АВ, в. сл. б 1.) бити најман:а 
кад је sil1 2 ј -- 1, тј. "{ -- 450. НајПОВОЉIIV је 
околности, за решавање поменутог задатка, 
• • • 
Јесу, дакле, оне у КОЈима Је правоугли троугао 

Аве равнокрак. Измерена ОСIIОI3ица а треба, 
даЮlе, да је што прv.ближнија висини предмета. 

2. Наuомена. Грешке, које се чине при i\lepelbY, 
могу бити l<aKO положне тако 11 одречне и 
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пошто· ми нисмо у стању· да сазнамо ништа 

сигурно, односно знака учињених.· грешака, 

упутно је, при одређивању грешака у резул
татима, израчунати њихове највеЂе вредности, 
\(оје им могу припасти. Њих ћемо добити 
н:ад· у једначинама, које будемо извели из 
основних образаца 137) за непосредно изра
чунавање непознатих грешака из. познатих, 

• • • 
узмемо на десно]. страни њиховО] ПОЈедине 

члан ове са онаквим знаком са каквим Ђе сви 
они постати положни и њихов збир, дакле, 
добити. највеЂУ вредност која је у опште 
могуЂа. .. 

. -

3. Напомена. Обрасци 137), као и сви они које 
помоtу њих добијамо, служе за израчунавање 
малих промена рачуном добивених I{омада, 

• 
КО1е су проузроковане извесним малим про-

менама датих (измерених) комада. . 
Много брже долазимо до образаца 137) 

употребом Диференциалног Рачуна .. Дифе
ренциалењем прве једначине а) добијамо 

'> 

sin ~ da + а cos ~ d ~ sin u. d Ь + ь cos u. d а, 

одакле 

. з da+d p Ь·· db+du. 1 
а sm i а . tg ~ = Sll1 а. Ь. . -tg-u.Ј 

• 

или најзад пошто је а sin ~ . Ь sin а. . . 

.. d а + d~ db + d u. . 
. а tg р Ь. tg u. 

На исти начин даје друга једначина а) 

. d Ь + d, dc + d 13 
Ь tg,·=· ctg р' 
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ТреЂа једначина а) даје непосредно 

d'1. + d ~ + d'l О. 

3. 

Четири основна случаја за троугао. 

138. Први случај. - Нека су а, ~ и '1 непосредно 
. -

измерени комади Једнога троугла, остали комади 

'1., Ь и с рачуном нађени. Из погреШal{а 6, а, 6, ~ и 
6,.. датих комада да се одреде _ погрешке6, а., 6, Ь 
и 6, с израчунатих Iшмада. 

Из четврте, прве и треЂе једн. 137 добијамо не
посредно 

.'i '1. - 6, ~ - 6, '( или arc 6, '1. - arc 6, ~ - шс 6, '1 

6, ь = ь r 6, а _ are 6, '1. + are 6, rз . 
l а tg'1. tg ~ (137а· 

/\ е f 6, а are 6, а. + are 6, '( . 
u = е l-a tg а. tg '( Ј 

Наuомеl-lа. Последња два обрасца могли бисмо да 
напишемо 

-6,b~ = ь_а _are6,'1. + are6,~ 
а tg '1.tg ~ 

6, ~ = 6, а _ are 6, '1. -t- are 6, '1 . 
е а tg'1. tg '1 

• 

у овим обрасцима за 6/- и ~ е грешке 6, Ь 
и 6, е изражене су у деловима дужи Ь и е, 
док су у горњим обрасцима поменуте грешке. 
изражене у апсолутној мери (метру итд.). · 
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, Пример: 

у једноме троуглу јеизмерено 

а = 462,7ш, [~ = 530 17' 43", '{ = 6709' 38", 

а рачуном нађено 

rJ. = 590 32' 39", Ь = 430,3ш, е = 494,7т 1) 

Претпоставимо да грешка измерене стране а није вена 

1 
од 10000 дела њене дужине, а грешке измерених углова ~ 

и '( да нису вене" од 111. Ставинемо дакле, 

~ а =0,0001, 6 ~. 6 '( = 111. 

Према првоме обрасцу 137а), а с обзиром на 2. Наао

мену у чл. 137, следује као HajBefia вредност грешке угла (f. 

6 (f. = 6 ~ + 6 '( = 211. 

3а грешке 6 ь и 6 е имамо следени рачун: 

log аге 2" = log sin 211 = 4,986 6049 - 102) 

10 g tg 590 32' 3911 = 0,230 6174 

аге 6 (f. аге 211 
log tg rJ. = log tg 590 32' 39" = 4,7559875 -1 О 

1) В. чл. 112. 

~ = 1800 - (~+ у) = 59032' 39"; 

ь а ~in'~ 
sm ~ 

log а = 2,665 2995 

log sin ~ = 9,904 0262 - 10 

log sin G. = 9,935 5175 - 10 

log Ь = 2,6338082 

Ь -4ЗО,Зm 

• 

с = _а -,-~l_n-,-Y 
sm "" 

log а = 2,665 2995 

log sin у = 9,964 5406 - 10 

log sin" = 9.9355175 - 10 

log с = 2,6943226 

е= 494,7т 

2) В. 1. Закљуцак у чл. 31. Тако нпр. грешка коју чинимо кад sin 10" 
заменимо са аге 10" утиче тек на четрнајесто десетно место (В. чл. 32). 
Разуме се да је код гор'еучињене замене аге 211 = sln2" и are 111 = sin1" 

, 
• • 

грешка' ЈОШ далеко незнаТЮIЈа. 



аге 6. <1. '0,0000057, 
tg <1. ' , 

Zogaгe \" = Zogsin Ј" = 4,6855749 - \0 
, 

Zogtg530 \7' 43" = 0,\27 5493 
• 

аге 6. ~ аге \" ' _ 
Zog tg ~ = log tg 530 Ј7' 43" = 4,558 02:Ј6 - \ О 

аге 6. [
ј

= о 000 0036 
tg~ , , 

, 
log аге \" == Zog sin \" = 4,685 5749:....... 1 о' 

log tg 670 9' 38" = 0,375 5409 

аге Q '( аге \" 
log tgy-=Zogtg6709'38,,=4,3\00340-IO 

аге 6. '( = 0,000 0020. 
, tg'( . 

Према овоме и' с оБЗИРО1l\ на 2. Напомену у чл. \ 37 . 
• 

имамо ове крајње вредности 

, 

~ ь = 0,0001 + 0,0000057 + 0,000 0036 = 0,000 \ 093 

L':o с = 0,000 l' + 0,0000057 + 0,0000020 = 0,000 1077. 
е ' 

То значи, дакле, да раЧУНО1l\ добивене стране Ь и с 
• • • 

могу, у најнеПОВОЉНИјем случајУ, З], нешто мало више од 

\ " , 

1 О ооо њихове дужине бити погрешне, а израчунати угао <1. 

највише за 2". 
у апсолутној мери јесу крајње вреДIIОСТИ грешака 6. ь 

и 6. е ове 

Н:шомена. 

1I\ада Ь, е и 7. 

L\ Ь = Ь . 0,000 \093 = 0,о47т 
6. с = с . 0,000,1077 = О,053т. 

- ' , , ~ 

Ак;'Ј бiICI\\О има:н.I да израчунамо промене i(O-
", " .'-.' ,-' 

• • 
КОЈе одгозараЈУ ,горе наЗНЈ.ченим ПРО1l\еIЫМi\ 
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I<омада а, ~ и у, онда бисмо морали узети у рачун и дотичне 

алгебарскс знакс појединих, чланова у једн. 137 а. У горњем 
примеру имали бисмо 

/' 1" 1" 2'" 1\ '1. - - - --L......:I. -- - I 

[~ Ь = 0,0001 _ 0,0000057 + 0,000 0036 = 0,000 0979 

6 с = 0,0001 _ О,ОШl0051 +0,0000020 = 0,0000963 
с 

6 ь = 0,042т, 6 с = 0,048т. 

139. Други случај., Из ,непосредно измерених 

комада Ь, с и л .. изра,чунати су остали троуглови еле

менти [3, , и а; Да" сеиа греШа!{а6 Ь,. L\ е и Ii и .. 
израчунају грешке 613, 6, и 6 а. 

С обзиром на четврту једн. 137), на основу које је 

. аге'6,=--:-(аге6rJ..+агеli~)" 
.... , 

ДРУГОЈ од поменутих Једначина можемо дати ОВај вид 

~ Ь _ ~ е (eotg f3 -'t-- eotg ,) аге 6 f3 + eotg, аге 6 rJ.. 

sin (,Q I 'у) = , ~ -: I аге 6 р + eotg, аге 6 и .. 
Sln pSln, ' 

. '.' 

или, пошто је sin ([3 -+ '0 sil1 rJ.., 
• 

6Ь 6 е sil1 rJ.. eos "" 
-ь- е sil1 [3 sin', аге 6 ~ + sin ~ аге 6 И, 

одакле 

аге 6 [3-- . .. 

sin [3 sl,"n 1 л ь ~in , Sl,'11 [3 Л е _ eos ,sin [3 л 
u - L~ -.. аге u и,. 

Ь s 111 rJ.. е s 111 rJ.. S 111 и .. 
, 

Ако на десној страни ове једначине заменимо 

sin ~ 
(на основу ~ИНУСf1~ теореме) у првоме члану: Ь 
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• • • sm и. sm '( . sm tJ. ~_ 
=. а .' у другоме члану: -'с а' а у Tp,el1eM 

, . . ь sinlJ. 
члану: slll с = а добиtемо, после учињених скра-

ћења, следећИ образац за израчунавање грешке 6 р 

sin'( sin р /\ е beosj .' 
аге 6 ~ = - 6 ь u аге 6 IJ.. 

а а а 

.. На исти начин изводимо образац за израчуна

вање грешке 6 ј . , . 

, 
, 

аге 6 '( . - ~in~ 6 с . sin ј 6 ь - с eos ;з аге 6 IJ.. 
а· а· а . 

Да бисмо нашли образац за грешку 6 а стави
tеvю у .. прву једн. 137) за аге 6 р овде нађену вред
ност и .добиtемо 

6а=6Ь + аге6и. аге 6 р 
а Ь tglJ. tgp 

. . 

6 Ь аге ;\" IJ. eotgp sin ј 'Ь eotg ~ sin р , ь eotgpeosj . 
= ь + t _. u + ,~e+ areL.\1J. glJ. а а а 

"_ ! _ eos р sin '( . ь + eos р /\ I eos IJ. + Ь eos р eos'[ Ј / 
- Ь . r; 6 u с Т· . r: Ј аге u IJ. 

а sm ~ а sm IJ. а sm'iJ 

или, кад (на основу синусне теореме) ставимо на 

. . esinp . 
деСНОј страни у првоме члану: Sll1 '1 Ь' У тре-

t 1 Ь . 
ем члану: sinlJ. =а sin р и доведемо на за]еДНИЧЮl 

именитељ, овако 

~ а = а-с eos р L:,b + eos р L:, с + b(eosu. +~ospeosj)areL:,lJ., 
а а Ь . а· '. . а Sl/l р. . 
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Ако сада на десној страни ове једначине заме

нимо у првоме члану: а с eos р bcos. (на основу 

пројекционе теореме), а у треhемчлану: eos 1]. = 
-- cos (~+.) cos ~ eos • + sin р sin. и изврши.'IЮ 
сва скраЋења. добиhемо образац· за израчунавање 

грешке 6 а 

6 а cos'( 6Ь + cos р 6 с -f- Ь sin ј агс 6. а. 
За израчунавање грешака' 6 [з,·6. и 6. а 

да~ле ове обрасце 

имамо 

sin ј л _ sin ~ л с bcos. л 
агс 6 р .- u Ь u - - агс u а 

а а а 

lЗ7Ь) ~ 'sin[3 Лс' sin. ль, ceos(3 Л· 
аге 6 '( = u - u - аге u 1]. 

а а а·. 

6 а cos ј 6 ь + cos р 6 с + ь sin '( аге /':0. 1] •• 

Наuомена. Сабирањем прва два обрасца 137Ь) 
• 

слеДУЈе 

Ь cos "( + с eos i3 . 
аге 6 i3 + агс 6 •. - - - а --- аге ј\ а, 

. 

одакле, услег тОга што је Ь eos • + с eos р а . 
(на основу пројекционе теореме), 

аге 6 р + аге6 "( аге 6 1]., 

које потврђује да су горе добивени обрасци 
тачни. 

140. Треl1и случај. Из грешака 6 а, Л Ь и 6 с 
непосредно измерених страна а, Ь, с одредити грешке 

6 а, 6 i3 и 6. рачуном добивених углова 1]., (3, •. 
Из прве две једначине 137): 
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u. а u. Ь eos rJ. eos 13' -- - ь =. аге u. rJ.- '-. '3 areLi ~ 
а szn rJ. SZN i 

, 

6 Ь u. е eos З eos о, 
._- - =. 1 аге 6 ~.- . I аге u. , 
ь е szn 13 szn Ој , 

, 

од којих ову другу, е обзиром на то што је аге ~ , 
=-аге 6 rJ. аге 6~, sin ~ eos, + eos ~ sin, = sin (ј3 + ,) 

• = SZN rJ., можемо да напишемо 

~ ь _ ~ е = eos, sin rJ. 

Ь . аге /\ rJ. + . ~. аге /\ 13 
е szn , u SZN 1-' SZN , U 

• • 

слеДУЈУ ове две Једначине 
• 

eos ~ /\ В = ~ ь ~ а + eos rJ. /\ . ~ аге u 1 Ь - . аге u rJ. 
SZN t-' а szn rJ. 

sin rJ. = ,6 ь ~ е eos , 
• {=!' аге ~ ~ ь - -. аге ~ rJ., 

SZN t-' SZN , е szn , 
• • 

одакле, кад помножимо прву Једначину са szn а., другу 

са sin, eos ~ и затим одузмемо другу од прве, про-
• 

изилази 

~ ь (sin rJ. sin ,eos ~) _ ~ а sin а. 

+ 6.Е, sin у eos р + (eos rJ. + eos 13 eos ,) aг~ ~ 'Ј. О. 
е 

, 

Заменимо овде У првоме члану sin rJ. sin (р + ОС) 
-- sin ~ eos ,+ eos ~ sin У, а У последљем члану eos а. 

= - eos (~+ ,) eos ~ eos, + sin р sin у, па Ђемо 
добити . 

~ ь sin Q eos О, _ 
Ь l" ,1 

, 

• 25 Тригонометрија 

, 

• 
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• 

[\ а sin гЈ. + 6. с sil1 '( eos ~ + sin ~ sin ј аге 6. гЈ. О, 
а . с 

• 

одакле 

6. а sil1 гЈ. 6. ь eos ј 6. с eos ~ 
аге 6. гЈ. = -

а sil1 ~ sil1 ј Ь sin ј с sin ~ 
• • 

или на]зад, кад ставимо на десно] страни у првоме 
.• о Q szn гЈ. szn IЈ . 

члану -- Ь ,а у треЋем члану с szn ~ = ь sin ј, 
а . 

f . 6. а 6. ь . eos ј 6. с . eos ~ 
аге 6. гЈ. -- Ь' - Ь о - О szn ј szn ј Ь sil1 ј 

Тако исто налазимо 

137 с) ,~ . 6. а . eos ј 6. ь 
. аге 6. [3=- + 

с sin Ио с sin и. • 
с szn и. 

6. а . eos [3 6. Ь . eos (Ј., 6. с 
I аге 6. ј = - о '"' - о \ а szn р а sin р I а sin ~ 

Место овога треЋег обрасца могли бисмо, за изра

чунавање грешке 6. ј, употребити четврту једно 137) 

аге 6. ј аге L (Ј. аге 6. ро 
Пример. 

Измерене су стране једнога троуг ла 

а=37214,6, Ь=29863,9, с=34712,7, 
• 

а израчунати угли 

о 

'у. = 69055' 5,32", ~ = 48054' 39,64", У = 61 010' 15,02"1) 

1) Во чло 114. 

s = 50 895,6 
s - а= 13681 
s - Ь = 21 031,7 
s - с = 16182,9 

• 

log 

logs = 4,7066803 
log(s - а) =4,1361178 
log (s - Ь) = 4,322 8744 
log (s - с) = 4,209 0563 

(s - а) (s - Ь) (s - с) = 3,980 6841 
s 

о 

• 
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Нека су , 

~ а = 3,2, ~ Ь = 2,4, 6. с = ?,9 

највеће . вредности за грешке измерених страна. Да се Ha~e за 
колико највише ЊОГУ бити погрешни рачуно,\[ добивени угли. 

Према обрасцима 137 с) ињамо сладећи рачун:' 

log ~ ь = 0,3802112 

logcosy = 9,6832269 - 10 

log ~b' соsу=О,Об34381 

log Q с = 0.462 3980 

10gCiJs~ ~9,817 7177 - 10 
• 

log ~ с· cosr~ = 0,2801157 

~ а' 3,2 

~ ь . cos'{ = 1,157279 
, , 

. 6. с . cos::J = 1 ,?05 968 

L\ а + D. ь . cos у + ~ с . cos:~ = 6,263 247 

logb=4,4751465 Zog(6.a+6.b· cos'r+6.c· cos~) 

log sin у = 9,9425345 - 1 О =0,7967995 

log Ь sil1 "( = 4,4176810 . . . • • • • • • =4,4176810 

/0 ~ а + 6. ь . со: у + ~ с . cos :~ = 0,379 Ј 185 _ 4 
g bsmy 

• 
и према тоие највећа вредност грешке угла 

arc 6. rx = 0,000 2394 

~: У ЛУЧНОЈ њери 

а. 1 :t ---g 2 -,s-a 
(s - а) (s - Ь) (s - с) 

s 
t _~= 1 Vr (s - а) (s - Ь) (s-c) 
g 2 s-b s 

logtg ~ =9,8445663 -10 -
"- = 690 551 5,32"; , 

оо 1 
!rr-' =-
'0'2 s-c 

'" 

log tg ~ = 9,657 8097 -10 

~ = 480 54' 39,64"; 

(s - а) (s - Ь) (s - с) 

s 

log tg~ = 9,7716278 - 10 

у = 61 о 10' 15,02'~. 
• 25* 



388 

• 

ИЛИ, пошто Је 

log 6 '1. = !og аге 6 'у. - !og sin 1" Ј) 

= 6,3791185 - 10 - (4,6855749 - 10) = Ј,693 5436, 

у секундама 

6 '1. = 49,38". 

!о!! 6а = 0,505 1500 

logeos"{ = 9,683 2269 - 10 

Zog 6 а . eos"{ = 0,188 3769 I~ а . eos '{ = 1,543039 

6Ь=2,4 

log 6 е = 0,462 3980 • 

z.og eos " = 9,535 7526 - 1 О 

log 6 е . eos '1. = 0;998 1506 - 1 6 е· eos '1. = 0,995 751 

6 а . eos '( + 6 ь + 6 е . eos '1. = 4,938790 

!oge=4,5404883 !og(6a· cos"{+ 6Ь + /':::Ј' eos,;:) 

!og sin '1. = 9,972 7595 - 10 = 0,693 6205 

10Е'е sin '1. = 4,513 2478 ... • • • • • • = 4,513 2478 
~~--~--~~--~~~--~~- .------

log L'c а· eos'{ + ~b + 6с' cos '1. = 0.180 3727-' 4. 
cszn '1. 

пре.\13 TOllie највећа вредност грешке угла ~j у лучној мери 

аге 6 ~ = 0,000 1515 
• 

ИЛИ, пошто Је 

log -'i [ј = !og аге 6 ::\ - !og sin 1" 

= 6,180 3727 - 10- (4,6855749- 10) = Ј,494 7978. 

у секундама 
, 

'-", [ј = 31,25". 

1) В. примедбу по,'], 2) у Ч:1. 132. на С,тр. 358. 



log !i а = 0,505 1500 

logeos~=9,8177177 -10 

log /'} а . eos ~ = 0,322 8677 

10 g 6 ь = 0,380 21 ] 2 

log cos 7. = 9,5357526 - 1 О 

l()g /'} Ь· cos 7. = 0,915 9638 - 1 

/'} а . eos ~ = 2,103 138 

6.. Ь . eos 7. = 0,824069 

~ е=2,9 

. 6.. а . eos ~ + 6, Ь . eos 7. -i- ~ е = 5,827 207 

loga = 4,570 7134 log(6..a· eos~+ 6,Ь . eos 7.+ 6.. е) 
Zog sin ~ = 9,877 ] 925 - 1 О = 0,7654604 

log а sin ~ = 4,447 9059 . . . • • • • • • =4,4479059 
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[ост6..а ,- eos~+ 6.Ь · eos~+ 6,е =0,317 5545-4, 
Q а Slll ~ • 

дакле, највеЂа вредност грешке за угао 
• 

у у ЛУЧНОјмери 
, 

аге 6.. у = 0,0002078 
• 

или, пошто Је 

log L '( = log аге 6, у - Zog sin 1" 

= 6,317 5545 - 10-(4,6855749 - 10) = 1,631 9796, 
• 

у угловно] мери 

6.. у = 42,85". 

НаПО,lНеliа. Ако би се· захтевале промене углова, које 

одговарају горе назначеним променама 6, а, 6.. ЬИ 6.. с, тро
угл6вих страна,онда бисмо имали = узев у рачун и алге

барске знаке појединих чланова у обрасцима 137 е) - следеtе 

вредности 

.! _ 6. а - 6. Ь . eos у - Ii е . eos ~ _ О 000 0052 
аЈС,\7.- . -, 

~ bsuz'( 
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. - [} а . eos "( + fj, ь - 6. с . eos rJ.. . 
аге fj, [~ = ._......... ....... с sin ос . - 0,000 0043 

• ј.. = - fj, а . eos ~ - fj, ь . eos '1. + 6 с = _ о 000 ОО 1 () 
mе6,( .()., , . а Sl1Z I:J • 

• 
или У УГЛаВНО] мери 

fj, ос = 1,08", D, ~ = - 0,88", 6. "( = - 0,20". 

Овоме као проба служи то да је fj, ос + fj, ~ + 6 "( = О. 

141. Четврти случај. Из грешака '.', а, fj, Ь ~ 

D,a. измерених комада а, Ь, IJ. да се одреде грешке 

fj, е, fj,~, fj, ј рачуном добивених комада е, (3, ј. 

Грешку уг ла ~ добијамо непосредно из прве јед

начине 137), кад је разрешимо по fj, ~ 

ffj,b D, 1 t ~ . are. L:J< = - а tg Q + g- аге fj, u.. t-'l ь а Ј t-' tglJ. 
• 

Грешку угла ј можемо таКОђе из прве једна-

. чине 137) да израчунамо, кад у њој заменимо аге fj, [3-
= - are fj, IJ. areD, "(. 'На тај начин добијамо 

D,a fj,b 
= (cotg' а. + eotg~) are D, IJ. + eotg ~ are D, ј ~ 

а Ь 
. sin (а. : ~) __ 

одакле, кад ставимо eotg IJ. + eotg ~ 
sin и. sin ~ 

• sm '( 
sin IJ. sin ~ , 

I\L\ а 6 Ь' 
аге u ј -- -а-'· - Ь Ј tg ~ 

• sm 'С . . . аге ;,i1J. 
sm IJ.sm ~ 

• 

.или кад 
• 

заN.енимо sl.n ј = е ( а о о у sm IJ. 'а н . СН В синусне Teo~ 

реме) 

are !i ј r ь а _ _ fj,bbJltg ~. _ с are ,~C u.. 
= l-a acos~ . 
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Међутим ми можемо простије да нађемо грешку 
• 

Ь ј На оваЈ начин 

аге 6 , = - аге 6 u. аге 6 ~, 

пошто смо, претходно, већ израчунали грешку 1":,? 
Грешку 6 е добиhемо помоhу треЋе једначине 

137), кад у њој ставимо за аге 6 ј ону вредност коју 
• 

смо горе нашли,. дакле И3 Једначине 

6 е 6 а аге 6 lJ. 

е а tglJ. 

+ r6 а 6 ы1 t ~ t е eotg, А 
l а - -ь-Ј g t" ео g, - --=--::::-0 аге u lJ. 

а eos t' 
. 

=tg~+tg,6a_tg~6b eeotg-rl 
eotg lJ. +. d Ј аге 6 lJ.. 

tg, а tgr ь . а eos t" 

Да бисмо ову једначину довели на што могуће 

простији вид ставиhемо на десној страни у првоме 

sin (~+.) sin (Ј. 
члану tg~+tgr= eos~eosr eos~eosl а у треЋем 

• 
е szп , 

члану .- = . 
а szп lJ. 

и добиhемо 

6_е = sin u. 6 а __ sin ~ eos, 6 ь 
е eos ~ eosr tgj а eos ~ sin, Ь 

eos lJ. eos ~ + eos r А 
- . р аге u lJ. 

sm (Ј. eos ~ 
• 

или, кад у последњем члану на деСНОЈ страни заменимо 

eos, eos (и. +~) . eos lJ. eos ~ + sin lJ. sin ~, 

i\ е = е sin lJ. 6 а _ е sin ~ eos, А Ь _ t А 
U U е g ~ аге u lJ. 

а sin ј eos ~ Ь sin '( eos ~ 
• 
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• • • • • 
или наЈзад, пошто Је на деСНОЈ страни е sm а а sm r 
е sin [~ Ь sin "(, простије 

/\ D, а eos 1. /\ Ь t /\ 
U е = - u е g ~ аге I~ а. eos [~ eos ~ 

За израчунавање грешака имамо дакле, у овоме 

случају, следеtе обрасце 

( /\Ь /\а tg P 
аге D, ~ = u - U tg в + р аге D, а l ь а ' tga 

аге /\ ,=fD,b D,a1tgB е areD,a 
137 d) ј U l ь а Ј · а eos ~ 

(или: аге D, r аге D, а аге D,~) 

/\ /\ а eos 'V /\ Ь t /\ 
U е = U - I U е g ~ аге U а. 

eos (~ eos ~ t 

• 



ПЕТИ ДЕО 

СФЕРНАТРИГОНОМЕТРИЈА. 

1 

ПОЈМОВИ ИЗ НАУКЕ О ЛОПТИ. 

1 . 

о ЛОПТИ. 

142. ДеФиниција лопте. Лоuта је једна повр-
• • • 

Jlllина ЧИЈе су све тачке под]еднако удаљене од ]едне 

извесне тачке: од такозваног средишта лопте. Оно 
• • 

стално одсто]ање ма ко]е тачке на· површини од сре-

дишта зове се uолуuречник, а дуж измеђУ двеју тачака 
, . . . 

на површини, кад дотичне тачке леже на ЈеДНОЈ право] . 
!која пролази кроз средиште, зове се uречник ( два 

пута полупречнику) лопте. 

. . . 

143. Равни пресеци-лоnте. Пресек лопте са 
равни јесте увек круг. Ако раван пресека пролази 

:кроз средиште, онда се .. такав пресек зове главан 

или велики круг. Сви велики кругови полове се уза

јамно и имају своје средиште у средишту лопте, а 

!љихов је полупречник једнак полупречнику лопте. Равни 
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пресеци, чија раван не пролази кроз средиште лоптеr 
јесу сuоредни или мали кругови. Њихови су лолу

пречници мањи од полупречника лопте. 

Тачке, у којима се секу два велика круга, а то' . 
• • • 

су крајље тачке Једнога пречника лопте, зову се 

суuроmне тачке (Oegenpunkte). 
Кроз две тачке, које нису супротне тачке, на 

површини лопте пролази само један велики круг. l) 

Или другим речима: један велики круг је потпуно 

одређен његовим двема тачкама, ако ове нису су

протне. 

Кроз две 

много великих 

Две тачке 

супротне 

кругова.2) 

тач1Zе пролазе 6езбројно 

• • 
на једноме великом кругу раздеЉУјУ 

• • • • 

тај круг на два комада, од КОЈИХ је Један мањи, а 

други веtи од половине великог круга. Онај мањи 

део нам 0значава сферну дуж (spharische Strecke) коју 
ограничавају ове две тачке. Сферне дужи можемо да 

, 

изразимо на два начина: угловном и дужном мером; 

угловном мером помоtу средишног угла, који одго

вара дотичној сферној дужи као извесноме делу једнога 
. 

великог круга; дужном мером, пак, у виду дужине 
• 

једнога кружног лука са познатим полупречником .. 

144. Сферни угли. Под углом, који чине две 

сеКУЂе се криве линије, разумемо угао који чине њи

хове дирке у пресечној тачци. При таквоме начину 
• 

схватања ми замишљамо да угао, КОЈИ чине две криве 

1) Очевидно, јер две тачке на површини (ако ове две тачке нису 

једна другој супротне) одреljују се средишrем лопте, као треlюм тачком, 

раван великог круга. 

2) .две супротне. тачке леже са средиштем лопте на једној правој 

линији И не одреljују, према томе, никакву раван. 
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линије, образују она два бесконачно мала Jlучна еле-
• •• 

мента тих двеЈУ кривих ЛИНИЈа КОЈИ су код саме тачке. 

пресека. Сматрајуtи ова два бескрајно мала лучна 
• 

елемента задатих ЛИНИЈа као праволиниске елементе 

и продужујуt.и их (пошто величина угла не зависи 

од дужине његових кракова) добијамо TaHrel;lTe на 
• • • 

дотичне I{риве ЛИНИЈе у ЊИХОВОЈ пресеЧНОј тачци. 

Ова општа дефиниција за угао, који заклапају две 

сеКУЂе се криве линије, разуме се, да важи и за угао' 

који чине међусобом кругови, односно кружни луци. 

Замислимо две сферне дуж и које полазе из једне' 

исте тачке на површини лопте. Да бисмо добили угао, 

који те две сферне дужи заклапају, повуt.иt.емо дирке 

на њих у њиховој заједничкој тачци. Ако кроз сваку 

од ових тангената и средиште лопте положимо раван}' 

онда Ђе се те две равни сеt.и по једноме пречнику, 

а површину лопте 110 двома великим круговима и 

образоваt.е један клин (Keil) , чији Ђе угао (FШсhеп

winkef) бити раван углу који чине оне две сферне 

дужи на површини лопте. Пресецимо ове две равни 

треЂОМ равни, која пролази кроз средиште лопте, а 
• 

стоји управно на оним двема. Та Ђе раван сеt.и по-

вршину лопте такође по једном великом кругу. Пре

сечне праве ове треЂе равни са првим двема обра

зоваt.е један средишни угао који је углу између 

. тангената које су повучене на сферне дужи и који 

Ђе бити мерен сферном дужи трећег великог Kpyrat 

која се налази између прва два. Ј:Зелика круга. Према 

овоме је разумљиво како се сферни угао, тј. угао који 

захватају две сферне дужи, може да мери сферном дужи. 

Сводеt.и, овим, сферне угле. на равне угле, тј. 
• •• • • 

на угле КОЈИ се налазе у ЈеДНОЈ равни, ПОЈМЉИВО Је: 
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.да се све оне дефиницијеиз Планиметрије, н:оје се од-
• • 

носе на Једнакост и неЈеднакост углова, на упоредне и 
, . . 

унакрсне угле, }(ао и сви они закључци, КОЈИ се отуда 

изводе, могу непосредно пренети и на сферне угле. 

ИзмеђУ осталога наведимо: 

Два упоредна угла на лопти допуњује до 1800. 
два унакрсна угла на лопти јесу једнака. 

Ако су два упоредна угла једнака, онда је сваки 

t()Д њих прав угао (900).) . 

Краци правога сферног угла стоје управно један 

на другом. Сферне дужи, }(оје су управне једна на 

.другој (зан:лапају угао од 900), З0ВУ се сферне управне. 
у једној тачци сферне дужи може се подиtи 

,само једна сферна управна. . 
И3 једне тачке на површини лопте може се спу

'стити само једна сферна управна на једну задату 
.сферну дуж. 

Збир свију сферних углова око једне таЧI(е на 
ловршини лопте јесте 3600. 

Итд. итд. 

145. ПОЛОВИ великих кругова. - Кад на раван јед-

11Ога великог круга подигнемо управну у средишту лопте, 

онда та управна продире површину лопте у двема тач

нама, које се З0ВУ полови онога великог круга. 

Сф.ерне дужи, које полазе И3 пола, .. а, ,свршавају 
. " _ . 1 ,_ " 

се ма у .', којој тачци дотичног великог круга, стоје 
• • 

управно на великоме кругу и имаЈУ све Једну исту 

.дужину четвртини великог круга. ТаЈ<Ва се сферна 

.дуж сове сферни полупречник (sphtirischer Halbmesser) 
главног круга. 

Ако, дакле, И3 ма које тачке на површини лопте, 

спишемо круг са сферним полупречником добиtемо 



• 

З9Т 

• • • 

велики l{РУГ, ЧИЈИ Је пол у тачци из I{ОЈе смо опи--

сали тај круг. Обратно: да бисмо одредили полове 

за ,извесан велики круг описаЋемо из две произвољне

тачке тога круга два лука на површини лопте са 

сферним полупречником. Где се та два лука буду 

секла лежаtе полови задатnга великог l{руга. 

Хад је пол једнога великог !{руга теме каквога 

сферног угла, онда се тај сферни угао мери ОНШvl 

!{омадом великог I{руга који се налази измеijу кра

кова дотичног сферног угла. 

146. Сфернефигуре. Део површине лопте, који 

захватају два велика полукруга, зове се сферни дво

vгао (spharisches Zweieck). Дотичие ПОЛУl{ругове зове"мо
стране, а сферне угле, које они захватају, угле сфер

ног двоугла. Сферни двоугао има, дакле, две (јед

наке) стране (--- великоме полукругу) и два (једнака) 

угла. Према томе да ли су угли сфернога двоугла 

мањи или веЋИ од 1800 сферни двоугао је мањи или 

веЋИ од половине лопте. 

Хад сферни двоугао пресечемо једним великим 

кругом, који не пролази кроз темена углова сферног 

двоугла, добијамо један сферни троугао. Сферни тро--
• • 

угао постаЈе, Д(l!{ле, пресецањем ТрИЈУ великих !{ру-

_ гова на површини лопте. Хомади великих кругова, . 
• 

КОЈИ су ограничени њиховим пресечним тачкама, зову 

се стране, а сферни угли, које ти кругови међусобом 

чинн, угли сфернога троугла. Сферни троугли имају,_ 

дакле, I{ао и равни троугли, три стране и три угла. 

Сферни троугли чије су стране и угли мањи од 

1800 јесу мањи од половине целе лопте и леже, према 
томе, на једној половини лопте. Да је то заиста тако, 

; 
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. 

увериtемо се кад себи представимо сферни троугао; 
• 

продужењем двеЈУ троуглових страна до њиховог дру-. 

тог пресека, допуњен до сферног двоугла. А IlОШТО 

је тако добивени двоугао (са углом мањим од 1800), 
према горе у почетку овога члана реченом, мањи од 

• • •• 
половине лопте, то Је онда, ЈОШ у ЈаЧОЈ мери, исти 

. . 

,случај са сферним троуглом. 

Свака фигура на повРшини лопте, која постаје 

. пресецањем више веЛИI<ИХ I<pyrOBa, зове се сферни 

полигон. Према броју страна имамо сферне четво

роугле, петоугле итд. Пошто се сваки сферни поли

тон, повлачењем диагоналних велИl{ИХ кругова, може 

да разложи на извесан број сферних троуглова (по

лигон од п страна на п 2 троугла), појмљиво је да 
управо главна задаtа .сферне Тригонометрије мора 

,бити разрешавање сферних троуг лова .. 
. Из разлога што се разрешавање сферних тро

углова са странама и углима веtим од 1800 може, 
на врло прост начин, да сведе на разрешавање сфер

них троуглова чије су стране и угли маљи од 1800, 
pacMaTpateMo, у будуtе, ИСI<ЉУЧИВО сферне троугле 

у I<ојима су стране и угли мањи од 1800. 

2. 

О рогљевима. 

147. Иако постају рогљеви. Кад се п равни 

секу по п правих линија, које се све у једну тачку 
• 

~стичу, онда оне образују један просторни 'облик, 

:Rоји зовемо' телесни рогаљ (Ecke) или просторни угао 
(kдrperlicher WinkeZ). Према броју равни, односно броју 

• • 
лrавих ЛИНИЈа по IШЈима се оне сеI<у, имамо тро-

, 
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апране телесне рогље (dreikantige Ecken, angles trie
dres), четворостране, пешосшране итд. 

Праве линије, по којима се секу поједине равни, . 
-зову се ивице (Kanten, aretes), а угли, које оне закла-· 
лају, ивични угли (angles plans). Делови равних између 
две и две ивице зову сесшране (Seiten, faces) рогљеве, 
а угли, које те равни међусобом чине, шелесни уг ли 

. {Winkel, angles diedres). Тачку, у којој се секу .стране 
и ивице, зовемо теЈие (Scheitel, sommet) или врх (Spitze) 
рогљев. 

. 

148. ОДНОС измеijу тространог телесно г рогља и 

·сферног троугла. Један тространи телесни рогаљ 
• • 

(а такав нас, овде, искључиво и интересује) има, 

дакле, три ивиuе и три стране; три ивична и три 

-телесна угла. Тространи телесни рогаљ можемо да 

добијемо кад· темена једнога сферног троугла АВС 

(в. сл. 81.) спојимо са средиштем О лопте. Ивични 

угли тако добивеног тространог рогља ОАВС једнаки 

су странама сфернога троугла: 

1:: ВОС а, 1:: СОА = Ь, 1:: АОВ = с; 

телесни угли рогљеви равни су углима сфернога 

троугла: 

~(AOB, СОА)=А, ",::(АОВ,ВОС)=В, «ВОС, СОА)= С. 

Да су ивични угли рогљеви једнаки странама 

сфернога троугла јасно је по себи, јер ми знамо да 

се угли мере луцима (в. чл. 1.), а по себи се разуме 

да луци ВС а, СА Ь, АВ - с имају своја сре

дишта у лоптином средишту О . 
• 
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Да су, међутим, телесни угли рогљеви равни, 

углима сфернога троугла разумеt.емо узевши на ум 

с 

: 1, 
• 

а : 
А ~ ---\---ёi.;: -. . . . . . . ... --.... ' ... -.. -.. о 

• \12 

в 

Сл. 82. 
• 

1. да угао 'који две 
равни (нпр. равни СОА 

и АОБ) чине јесте угао 
• • 

КОЈИ заклапз]у две пра-

ве (овде нпр. праве 2(St:1 

и 2(St: 2) које стоје управ-

но на пресеку тих равни 

(дакле на ивици ОА), а 
налазе се у дотичним 

равнима (права ?}()l;\ 

равни АОВ). 

у равни СОА, права 2(St:z У. 

2. да под углом, који чине две сеКУће се криве 

линије (нпр. КРУЖНИ ЛУЦИ АС и АБ), треба разумети 

угао I<оји чине њихове дирке (овде А Т\ и А Т2) у пре
сечној тачци (в. чл. 144.). Пошто је овда АТ\ _1 ОА,. 
а тако исто А Т2 Ј.. ОА и пошто А ТI лежи у равни 
лука АС, дакле у равни СОА, а дирка АТ2 у равни лука 
АБ, тј. у равни АОБ, следује АТ\ 11 2(St:\, АТ2 :1 2(St:2 и 
према томе ~ Т\ АТ2 %\2(St: 2, тј. А 1: (АОБ, СОА). 

Отуда, што свакоме сферном троуглу одговара 
• • 
Један тространи. телесни рогаљ,. ЧИЈИ су ивични И 

• • 
телесни угли ПОЈединце Једнаки странама, односно 

уг.'1има сфернога троугла, следује да обрасци и тео

реме, које важе за стране и угле сферних троуглова? 
• 

мораЈУ важити и за ивичне и телесне угле тространих 

рогљева и обратно. 

149. Поларни рогљеви. Управне О'А', О'Б' и 
О' С' (в. сл. 82.), спуштене из произвољне тачке О' 

на стране (равни) ОБС, ОСА и ОАБ тространог те-
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лесног рогља ОАВС, образују ивице новог 

тространог телесног рогља 

. О/ А '8/ С', који има то свој

ство да његови ИВИЧI-Ш угли 
. .. 

ДОПУЊУЈУ телесне угле задатог 

рогља до 1800, !{зо што опет 

и ивични угли задатог рогља 

допуњ у ју до 1800 телесне угле 
Сl. 8"). 

новога рогља. 

Да ивични угли нозога рогља допуњују телесне 

угле старога рогља до 1800 разумеhемо кад Y3~1eMO у 
помоfi сл. 83. l{aA из једне таЧI{е Р спустим о управне 
PQ и PR на две секУће се равни и. и р ииз тача!{а 

Q и R, у којима спуштене управне продиру дотичне 

, 

о 
• • • • • • • • • • • • 

S
'" '. '. 

р 

....... R 
'. 

.(3 

Сл. 83. 

равни, спустим о нормале QS 
. ' .. 

11 RS на пресен: MN задатих 
равни добијамо један четворо

угалник PQRS, у којем су угли 
кОД Q и код R равни 900. 
Отуда следује да је 1::: р-+ 1::: s 

1800. Угао код S мери наги6 
• 

задатих равни, он Је, дакле, 

телесни угао за те две равни; 

угао код Р јесте ивични угао 

рогља који би имао своје теме у тој тачци Р. 

Пошто рогаљ ОАБС (в. сл. 82.) стоји према 

рогљу О'А'В'С у истоме односу у кОме јеи овај по

следљи према првоме, тј. отуда што је однос измеђУ 

рогљева ОАВС и О/А/В/С потпуноузајаман (реци

прочан), јер се може замислити да рогаљ ОАВС 

постаје из рогља О'А'В'С онако исто као што је 
постао рогаљ О/А/В' С' из рогља ОАБС, појмљиво 

ТРИГОНО1tlетрија 26 
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• 

је да ивични угли задзтог рогља ОАВС морају допу

љавати до 1800 телесне угле рогља О'А'В'С'. 
Овахва два рогља, код Rојих ивични И телесни угли 

једнога допуњују телесне, односно ивичне угле другога 

до. 1800, зову се суuле.iJll.еНШ1lИ или реЧШ1РОЧНИ рогљеви. 
с 

Пошто је избор тачке О' потпуно произвољан, 

то онда можемо тач~у О' узети и у самоме темену 
О задатога рог ља. И ахо, онда, у темену О RaAa
тога рогља подигнемо управне ОА', ОВ' и ОС'. на 
његове стране ВОС, СОА и АОВ добиhемо супле

ментни рогаљ ОА'В' С'. ТШ(ВИМ двома суплементним . 
• 

рогљима одговараЈУ на ЛОПТИ два супле.\\ентна тро-

угла АВС и АВ' С', чије стране и угли стоје У истом 
односу У коме су ивични И телесни угли дотичних 

рогљева. Ако означимо са а, Ь, с стране са А, В, С 

угле сфернога троугла АВС; са а' ,Ь' ,с' стране, са 

А', В', С' угле суплементног сферног троугла А' В' С', 

онда постоје између тих комада следеhи односи: 

А + а' =--= 1800 или а' с.:-= 1800 -А 

В+ Ь'- 1800 
" 

Ь' 1800 -В 

Ј С -1- с' = 1800 с' .. _- 1800 
138) " I а -t- А' .:с:. 1800 А' = 1800 

" 

-С 

-а 

, Ь +В' = 1800 " 
В' =:= 1800 

С'--1800 t с + С' --1800 
" 

-Ь 

-с. 

• 

Из саме конструкције, на основу које добијамо 

супле~ентне сфер нс троуг ле, јасно је да су темена 

једнога троугла (темена А', В', С') полови за crpaHe 
онога другог троугла (стране ВС--а, СА Ь, АВ --с) 

и обратно. Из тога разлога З0ВУ се суплементни 

сферни троугли још И uоларни сферни троугли. 

, 
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150. Теорем\е: ТеореАЮ. !{ад су једнаке. две 

<:тране(тј. два ивична уг Л,а) једнога тространог телесног 
рогља 1), онда СУ' једнаки и (телесни) угли који су 
супротни тим странама. 

Доказ. Претпос гавимо, даЈ{ле,. да је (в. сл. 84). 

1:::: АОС .1:::: ВОС. 

Положимо Ј{РОЗ ма Ј{оју таЧЈ{У F на 
две равни управно на ивице ОА и ОВ 

DFO __ 1 ОА, ЕРО _1 ОВ. 

ивици ОС 
• 

тако да Је 

Те две равни про и ЕРО стоје управно на рогљевој . 
страни AQB и сеЈ{У се по 

правој FO,'i.oja је TaKoiJe 
1 АОВ.'" ,-

Отуда, што' је 

ОР -- О? 

1:::: пор 1:::: ЕО? 
-1:::: опр -- ):: ОЕ? 900 

/ . , 
• 

слеДУЈе 

6 ODF ~. L';.., ОЕР, 
даЈ{ле 

пР ЕР. 

На основу овога, што је 

и 

. . 
ВИДИМО даЈе 

DF--EF 

РО РО 

1:::: пор -- 1:-: ЕОР =-=900, 

6 nор =:6 ЕОР, 

Сl. 84. 

1) Рогаљ, чије су две стране jeAHill{e, 30ljeMO равнокрак. 
26* 



404 

дакле - - -. . " 

-

~:FDG=<FЕGили<(АСЈВЈАОС)~-1:(АОВ,ВОС)q.е.!d. 
--, 

1. 3акључак. Ако су jeДH~!{e све три стране {сва 
\' . " 

три ивична угла) једнога тространог телесног PQrJЬa1), 
онда су једнака и љегова сва три (телесна) угла. . 

. ,- / 

2. 3акључак. Ако су два _ И2ична угла тространог 
рогља права ( 900), онда/су и супротни телесни 

угли прави ( 900). 
2. Теоре.ма. Кад -су у. је.днОме 'тространом те-

о _ о 

лесном рогљу Једнака два телесна угла, онда су Једнаки 

и ивични угли (стране рогљеве) који су супротни 

тим углима., ': "-_'1 

1. Доказ. Претпоставимо, AaKl\Ei, да је (в. сл. 84.) , , 
. -

--1::. (АОВ, АОС) -1:: (АОВ, ВОС).'<' 
Положиfiемо КрО3 ма коју тачку F на ивици ОС 

две равни управне на ивицама ОА и ОВ: 

DFO ~ ОА, Ера ~ ОВ. 

о Ове равни DFG и ЕРО стоје управно на PQf'.lJ;:>e!?oj 
страни АОВ, а тако исто је и њихова пресечна 

права РО ~ АОВ. ..-

Отуда, што је 

РО РО 

·<пор <ВОР 900' 
• • 

-1::FDG о 1: РЕО 

(ово посо';еЈ,ње на основу учињене.·· претпоставке lf 

имавши на уму да је 1: FDG 1: (АОВ, АОС), 1:1јЕа 
= 1:= (АОВ, ВОС») следује 

• • 



, 

дакле 
• 

6 DFO ~ L'::,. ЕРО, 

DP--=- ЕР , 
2. на основу овога и тога што је с/с 

ор--ор 

);:: ODP ;.,~ ОЕР 900 
с , 

• 
слеДУЈе даље 

·60DF·~ 60ЕР 
• 

• Н према томе . . 

-1:: DOF 1:: ЕОР, тј. 5:: АОС -1:: ВОС q. е. d. 
, - 1 ' 
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2. Доказ. Замислимо задатоме рогљу, у којем су 
једнака два телесна угла, конструисан поларни рогаљ. 

у томе рогљу, према горе· у чл. 149. утврђеним 

односима између поларних рогљева, биtе једнака два 

ивична угла, а пошто овима (на основу прошле тео

реме) одговарају два једнака супротна телесна угла, 

ТО онда (опет према чл. 149) морају бити једнака 
• 

она два ивична угла КОЈа су код задатог рог ља 
• 

супротна оним двома Једнаким телесним уг лима. 

1 .. Закључак. Кад су код једног тространог те"; 
• 

лесног рогља сва три телесна угла Једнака, онда су, 
• 

тако исто, и његова сва три ивична угла Једнака, 
• 

ТЈ. његове све три стране. 

2. Закључак. Ако су два телесна угла· рогљева 

flpaBa ( 900), онда су и супротни' ивични уг ли 

прави (900). , 

З. TeopcJ'rta. У свакоме тространом телесном 

рогљу јесте збир двеју страна (тј. збир два ивична 

угла) сеtи од Tpete стране (Tpetera ИБИЧНОГ угла). 

• 

• 
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Доказ. Узмимо да је ивични угао АОВ највеhи 
• 

од сва три, ТЈ. 

'. t • ... . , 
~ .. 

О ""_-oo._ooooo_ :" './Ј 
-0'''0 O __ OO'OO_._o.oJ __ ~E_ 

~'" '. .-;-". . . --... . 
АОС<АОВ>ВОС. 

. , -'"1) , , , . , , . ,. До!{азаhемо да је при свему 

томе 
. 

Сл. 85. АОВ < АОС + BOCl). 

Спојимо ма коју тачку D на ивици ОА са ма 
којом тачком Е на ивици ОВ, тј. повуцимо DE. 
Пренесимо ивични угао АОС на раван АОВ, тј. на
чинимо да буде -1:: DOO -1:: АОС и начинимо да је 

ОР ОО. Вежимо још тачку F са тачком D и: 
тачком Е. 

Из слике читамо да је 

DF : EF>DE 
или 

DF+EF>DO+OE 
• • 

или наЈзад, пошто Је 

DF DO 

(услед подударности троуглова ODF и ODO,. јер је 

OD OD, ОР ОО, ~J..:: DOF -1:: DOO), 

ЕР>ОЕ. 

у троуглима ОЕР и ОЕО јесте дакле 

ОЕ 0- ОЕ, ОР ОО, ЕР> ОЕ , . 

и према томе • 

-1:-ЕОР> -1:: ЕОО, 
1) Ако су IIВИЧНИ угли је,Ј.наки, онда се по себи ра:зу.\\е да је збир 

двају веЋН од трећег. 
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одакле, кад ДОДсШО лево И· Десно 

;;::: DOF-- -::): DOO, 
• 

слеДУје 

.1= DOF -+ -1:.~ EOF> -1: DOO + -1= ЕОО • 
• 

ТЈ· 
АОС -1-ВОС > АОБ 

q. е. d. 

НаПОЈиеНG. Модел једнога тространог телссног 
• 

рогља можемо да наЧИНИl\\О од харТИЈе на 

врло ПРОСТ начин. Пову

цимо ИЗ тачке О четири 

зрака ОЛ, ОБ ОС и OD 
и исецимо хартију по ОА о 
и OD. Презимо, У истоме 
смислу, тако добивени ко

мад харт.ије дуж ОБ и ОС, 

тада Ђе се обртањем стране 

АОБ око ОБ, стране COD Сл. 86. 
ОКО ОС поклопити ивица OD са ИВИЦOl''I1 

, 

ОА, ако буде 

1:~ АОБ + .1= COD > 1:~ вос. 
Ово Nюжемо сматрати као ОЧVlгледан доказ 

горље TeOpe,\~e. 

4. ТеореЛla. У CBal{OMe тространом телесном 

рогљу јесте збир сва три ивична угла (тј. збир 

страна) мањи од четири права угла (3600). 
Доказ. НеI{а је ОАВС један тространи телесни 

рогаљ. Пресецимо ивице њeгo~e једном произвољном 

равни АВС. На тај начин постају (осим задатога 

рогља ОАВС) још три тространа телесна рогља 

АОБС, ВОАС СОАВ. 
, 
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Примењујуtи на љих горњу (3.) теорему следује 
• 

./Л'С ОАС i ОАВ :>ВАС 
ОВА -1-:- ОВС:> СВА 

ОСВ+ОСА>АСВ, 
• 

дакле, пошто је 

Сл. 87.· . BAC-~CBA-t-ACB· ·1800, 

ОАС + ОАВ + ОВА + ОВС + ОСВ + ОСА> 1800 
• 

или, кад на леВОЈ· страни ове неравности зю~еН!1МО 

ОАС + ОСА· 1800 АОС 

OAB-'-'гОВА 1800 АОВ 

ОВС+ОСВ 1800 ВОС 
доБИЂемо 

3·1800 (АОС+АОВ+Во'С) > 1800, 
одакле 

• 

q. е. d. 

НОUОif1elЮ. Ова теорема важи сасвим опште за 
све телесне рогљеве, ма кошЊ':о страна они 

имали. М, можемо да докажемо ову теорем.у 
на очигледан начин сличан ономе до!zазу у 

НОUОЈvleflИ за 3. теорему. 
Да бисмо могли из јед

нога I{омада хатије s (в. сл. 
88.) начини ги модел једнога 
рогља са теменом у тачци 

О морамо из "Тога . комада 
хартије исећИ ма и најмањи 
угао АОВ, услед чега збир· 

._-----, 
8 

\ 
А в 
Сл. 88. 

!1Вичних углова постаје = 3600 - <:= АОВ, 
дакле <.:: 3600. . 

• 



409 
-, -" , 

5. Теорема. У свакоме тространом телесном 

рогљу јесте збир телесних углова веfiи од Дl1а права 

угла (1800), а мањи од шест правих углова (5.400). 

Доказ. Означи мо са А, В, С телесне, са а, Ь, с 
• 

ив~чне угле једнога тространог телесног рогља, са 

A f
, В', С' телесне, са а', Ь', с' ивичне угле љему 

поларног рогља. 

На основу прошле (4.) теореме, применувши је 
• 

на поларни рогаљ, јесте 

а према обрасцима 138) у чл. 149. мора у задатоме 
• 

рогљу да је 

1800 А + 1800 В + 1800 С < 3600, 
• • 

ТЈ· 

А+В+ С> 1800. . ' " 

. дакле збир телесних углова веhи од 1800. 

Да је збир тих углова мањи од 3. 1800, тј. 5400 
УВИДИћемо, одмах, кад узмемо на ум да је сваки од 

њих мањи од 1800. Међутим то исто следује и из 
З. теореме, на врло прост начин. На основу поме

нуте теореме јесте у поларноме (као уопште у сва

коме) рогљу 

bf+C' >а', с'+а'>Ь', ai+b'>c' 

и према томе, а с обзиром на једначине 138 У чл. 149., 

1800 В + 1800 С> 1800 А 

1800 С + 1800 А > 1800 В 

1800 А + 1800 В> 1800 С, 
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одакле 

в -f- е А< 1800 

е : А в < 1800 

А +В е < 1800, 

које, кад саберемо, даје 

А -+ в + е < 5400. 

з. 

О сфернимтроуглима, . 
• 

151. ДеФиниције. Супротне тачке темена ма 

каквог сферног троугла Аве, означимо их са А ј , В, 

и еј , образују на површини лопте сферни троугао 

АЈВЈС, I{оји се, у однос на задати троугао АВС, зове 

његов унакрсни троугао (Scheiteldreicck). Разуме се 

.да је и обратно задати троугао АВС унакрсан троуглу 

АЈВЈСЈ . Из саме је дефиниције јасно да два унакрсна 

троугла имају једнаке стране и једнаке угле. Таква 

два сферна троугла нису, међутим, подударна, него 

.. _само симетрично једнака (~); они једно друго не

могу да покрију (и ако им је површина једнака), јер 

комади једнога не следују у истоме (него у супрот

номе) смислу· у којем следују одговарајуtи :<омади у 

другоме троуглу. 

Два сферна (као и ДB~paBHa) троугла јесу uо-
. " ~ 

дударна или конгруеншна (~), кад су стране и уг ли 

једнога појединце и по истоме реду (тј. у истоме 

смислу: од лева на десно или од десна на лево) јед

наки странама и уг лима онога другог троугла. По-
• • 

дударни троугли могу YBel{ да ПОКРИЈУ Једно друго и 

, 
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. 

обратно два (сферна илй равна) троугла јесу поду-
• • 

дарна, ако Једна друго могу да ПОI{рИЈУ. 

Кад су темена једног сферног троугла i10ЛОВИ 

страна другог сферног троугла, онда кажемо да је 

онај први троугао у однос на други троугао- uоларан. 

Узмимо ма какав сферни троугао АВС и одредимо 

с;транама њеГОВИ\l ВС, СА и АВ полове А', В' и С'. 

Они образују поларни троугао А' В' С'. Отуда што је' 
• 

ВА' -- СА' 900 

СВ' АВ' 900 

АС' ВС' -- 900 

(В. чл. 145.) следује 

АВ' АС' 900 

ВС' -- ВА' .::.= 900 

СА' СВ' 900 

а то значи да су Te~leHa А, В, С задатога троугла 

полови странама В' С', С' А', А' В' троугла А' В' С'. 

АкО је, дакле, троугао А' В' С' поларан троуглу АВС, 

онда је и обратно троугао АВС поларан троугао тро

углу А'В'С'. Због овога се I10лар'ни троуглизову 
. 
ЈОШ И реЦИUDОЧНИ шроугли. 

Стране и угли једнога троугла' допуљују угле 
и стране поларног троугла до 1800. АкО 0значимо 
са А, В, С, а, Ь, с угле и стране једног сферног 

троугла, са А!, В', С', а' ,Ь', с' угле и стране њему 

поларног троугла, онда између тих елемената по

стоје односи који су предс;тављени једначинама 138) 
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у ЧЛ. 

глова 

1391). У след овога својства поларних троу-
• 

зову се они ЈОШ и суuлеменшни шроугли. 

..152. Теореме. -- Према ономе што сы() утврдили 

у чл. 148., а на основу горе учл. 150. доказатих 

пет теорема за тростране телесне рогљеве, можемо,' 

без икаквих нарочитих доказа, да поставимо сле

деtи првй пет теорема за сферне троугле. 

1. ТеореlfШ. У сферном троуглу, У'којем су две 
•• • 

стране Једнаке, Јесу и уг ли, КОЈИ су супротни тим 
• 

странама, ЈеДНЮО1. 

Дакле, ако је а· - Ь, онда је и А = В. Сферни 
. , 

троугли, У КОЈима су две стране Једнаке, зову се 

равнокраки. 

1. 3акључак. Ако су у једноме сферном троуглу 
све три стране JeДl-JaKe, онда су и његова сва три 

. угла једнака, Тј. ако је а -- Ь С, онда је и А В = С. 
За сферни троугао, чије' су све три стране 

. 
наке, кажемо да Је равносшран. 

2. 3акључак. Ако су две стране у једноме сфер
НОЈ\l троуглу равне 900, онда су и њима супротни 

углй равни 900, Ако је нпр. а Ь - 900, онда је и 

А В -- 900. У томе је случају Tpeta страна једнака 
треllем углу: с С, јер је теме С пол стране с 

(в. чл. 145.). 
• 

1) Ми можемо ово да ДОl(ажемо непосреДflO на с.1едеliи на.чин. 3а-

ДОВОЉИћемо се да докажемо само први однос: А + а' = 1800. Замислиг,емо 
да су ПОlJучене сферне дужи АВ' и АС'. 3бир сва четири угла 01(0 тачке А 

И3НОСII :1БО Ј (В. на крају чл. 144.). Један од та четири угла јесте угао А; 
угли В' АС и С' АВ јесу сваки по 900. пошто су В' А и ВТ сферни полу

пречници за страну АС а С' А и С' В сферни полупречници ::;а страну АВ. 

На тај наЧIIН је четврти угао В'АС' = а' (В. чл. 145.) 11 према ТО.1lе А т 9lP 
+ 900 + а' = ЗБОЈ, ода:С1е А + а' = 18:)0 .. 

• 
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2. Теорема. У сферноме троуглу, у којем· су два 
• • • 

угла Једнака, Јесу и њима супротне стране Једнаке: 
• 

троугао Је равнокрак. 

Ако је нпр. А -- В, онда је а Ь. 

1. 3акључак. Ако су У једном сферном троуглу 
• 

сва три угла Једнака, онда су његове све три стране 

такође једнаке: . троугао је. равностран. Тј. ако је 

А В С, онда је и а Ь с. 

2. 3акључак. Ако су у сферноме троуглу два 

угла права ( . 900), онда су и овима супротне стране 
праве ( 90°), а треtи угао је раван трећој страни. 
Ако је нпр. А В -- 900, онда је а Ь --- 900, а С с. 

Ово последње· зато што је, у томе случају, теме С. 
пол за страну АВ с. 

3. Теорема. У свако'\1с сферном троуглу 

збир двеју страна веtи од треће стране: 

Ь + с> а, с + а> Ь,а + Ь > с. 

• 

Јесте 

4.' Теорема. У свакоме· сферном троуглу јесте 

збир страна мањи од четири права угла· (3600), тј . 
• 

мањи од Једнога великог круга: 

а --f- Ь + с < 3600. 
• 

(139 
. . 

5. Теорема. У свакоме сферном троуглу јесте 

збир углова веtи од два права угла (1800), а мањи 

од шест правих углова (5400): 

1800 < А + В + С < 5400. (140 

Вишак збира сва три угла преко 1800 зове се 
сферни вишак или сферни ексцес(sрhагisсhег Excess, 
exces spherique); бележиtемо га са Е, дакле 

( 141 
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Према овој 5. • 

теореslИ излази да Је 

142) 

дакле 

Е/АЕ<вЕ/с 
2·~ '2 "L~' 

• 

б. Теорема. У сфсрно:v\е троуглу одговара веће;\\ 

углу и Beta супротна страна. 
Доказ. Нека је у сфернuме тро

углу АВС 

, А >В. , , , 
;' Начиниhемо да је ~ BAD В. Онда 

I 

/ te, према 2. теореми, бити AD BD. 
I 

,,-: __ -В На основу з. теореме јесте AD+ CD 
А >АС или BD+CD>AC, тј. 

Сл. 89. а >Ь. 

7. Теорема. У сферноме троуглу одговара Behoj 
страни увек веtи сугр )ТI-IИ угао. 

Доказ. Нека је у сферноме троуглу АВС (В. сл. 89,) 

а>Ь, 
дакле • 

1800 а < 1800 .' Ь. 

То значи да је, онда, у поларноме сферноlvl 

троуглу 

и према ТО.\1е, а на основу прошле' б. теореме, 

а' < Ь' . 

1800 - а' > 1800- Ь', 
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, , 

даl{ле у з&датоме троуглу 

А> в Ч. е. d. 

8. Теоре.ма. Према томе' да ли је збир двеју 

страна у једноме сферном троуглу 

веЂИ, раван или мањи од 1800 БИЂе 

11 збир дотичним странама супротних 

углова веЂИ, раван или мањи од 1800 
и обратно: ако је збир два угла јед

нога сферног троугла веЂИ, раван или 

.мањи од 1800 јесте и збир овим углима 
супротних страна веЂи,раван или 

мањи од 1800. 
Дохаз. Допунимо задати троугао 

АВС, продуживши стране а и с ДО 

њиховог пресека у тачци B 1, дО сферног 

двоугла ВВ 1 у којем је В -- B 1• 

А 
• • • • • • • • • • , 

11 

1 f С 
• • • • · ". \ : 
• • 
\. .: • • • • 

'.. Ј* 
• • • • • • •• 0 • 
В, 

Ср. 90. 

,Ив последње две теореме знамо да је 

за 

одакле 

• о 

слеДУЈе да Је 

тако исто > А +B~ 1800 
< 

и обратно. 

9. Теоре.ма. У правоугломе сферном троуглу, у 

којем је један од хџпотенузи налеглих углова ,веЂИ, 

раван или мањи од 900, јесте и томе углу супротна 

катета веЂа, равна или мања' од ~OOO И, обратно: 
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ако је у правоугломе сферном троуглу једна катета 

већа, равна или мања О;Ј, 900, онда је и њој супротни 

угао већи, раван или мањи од 900. 

Доказ. у змимода је С 900, дакле с хипоте-

нуза у једноме правоуглом сферном троуглу. Нека је 

р,акле 

-> . А /' 900 
.~ , 

<. 
" .... , -

- ' • '--о 

А + С :-; 1800 
<~ 

и према томе, а на основу 8. теоре;\1е, 

~ 

а + с /, 180°. 
<--

"> <' ,. 
. . 

Отуда што је А ~/ 900, тј. 
<---

--.., 
А/С 

,/~ , 
~ 

па (према 6. теореми) дакле и 

> а .... с . 
< 
~ 

2а<:а+с 

• • • или, услед тога што је· а + с ~ 1800 . .. <-- у ЈОШ Јачо] мери 

'-

а ~::: 900 q. е. d. 
< • 

• 

, 
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Тако исто и обратно: 

• 

10. Теорема. Сферна дуж, која везује две тачке 

на површини лопте, краЂа је од лука ма којега малог 
• 

«руга, КОЈИ пролази кроз оне две тачке. 

Доказ. Ми знамо да кроз две тачке на површини 

лопте, означимо их са А и В, пролази само један 

велики круг (в. чл. 143.), а бесконачно много спо

редних или малих кругова. Луци свију тих кругова, 

који пролазе кроз тачке А и В, имају заједничко те

тиво АВ. Означимо са R полупречник великог круга 
(а то је полупречник лопте), са r полупречник ма 

којег споредног круга, који пролази кроз тачке А и 

В. Отуда што је r < R следује да је средишни угао 

за тетиво АВ у споредноме кругу веЂИ од средишног 

угла за тетиво АВ у великоме кругу· и ПОМОЂУ обра

заца 134) У чл. 125. изводимо закључак да је дужина 
споредног лука над тетивом АВ такође веЂа од 

• • 
дужине лука великог круга, КОЈИ Је над истим те-

тивом АБ. 

НајкраЂе растојање између двеју тачака на повр

шини лопте то је, дакле, сферна дуж која везује те тачке. 

Напомена. Велики кругови и сферне дужи имају, 
према горе реченоме,· на површини лопте 

'" . 
исти значаЈ КОЈИ ИМајУ праве ЛИНИЈе и дужи 

у равни, а то да нам дају најкраЂа расто
јања између двеју тачака. Такве линије, које 
на једној по~ршини дају најкраЂа растојања, 
зову се геодешске линије те површине. Гео
детСКе линије на сфери јесу дакле велики 

• 
кругови, док су то У равни праве ЛИНИЈе. 

т р игон ометр иј а 27 

, 
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153. Случајеви подударности. 1. е лучај . . Два 
• 

сферна троугла јесу подударна .кад су стране Јед-

нога појединце и по истоме реду једнаке странама 

другог троугла. 

Доказ. Претпоставимо да је у сферних троу

глова АВС и АД\С\ 

АВ А\В\, ВС В\С\,· АС А\С\. 

t' 
, 
I , 
I 
I , ., . 

\ 
\ 
\ 

А 
, 

В А , 'В. \ 
• 

• 

-.. . 

Сл. 91 . 

. 
• 

Конструишимо за Један од датих троуглова, нпр . 
. за троугао А\В\С\, унакрсни троугао А2В2С2 и· поло-

. . 

жимо га тако да Једна љегова страна, нпр. страна 

А2В2 падне на одговарајућу. страну АВ троугла Аве. 
Треће теме С2 тога унакрсног троугла спојиtемо, 

сферном дужи, са треtим теменом е првога троугла. 

Тим начином добиtемо два равно крака сферна тро

угла АСС2 и ВСС2 У којима је 

.~ АСС2 1= АС2С 

1: ВСС2 1= ВС2С, 
• 

. одакле, саб,ирањем, следује 
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На исти начин ДОI<азали' бисмо да. су и остала 

два угла у троуглима АВС и А2В2С2 једнаI<а. И по-
• 

што су, даI<ле, све три стране и сва три угла Једнаl{а, 

.али у противноме реду, ТО' је, према дефиницији у 

ЧЛ. 151., 

~ А2В2С2 ~ ~ АВс. 

Но пошто је TaI<O исто 

• ~ АЈ32С2 ~ ~ А1В1С 1 
• 

изилази да је 

q. е. d. 
'\.' 

2. Случај. Два' сферна . троугла јесу подударна 
• • 

Rад су угли једнога ПОЈединце и по истоме реду 
• 
Једна~иуглима онога другог троугла. 

ДОI<аз. Пошта;су у троуглима, I<оји су поларни 
• • 

задатима, стране Једнога ПОЈединце и по истоме реду 

једнаке странама оног другог троугла, . то су, ,на 

основу горе ДОI<азатог 1. случаја, та два поларна 

троугла подударна и на тај начин, онда,морају бити 

flодударни и задати троугли. 

, . З. Случај. Два сферна троугла' јесу подударна 

I<ад су две CTpaH~ и захваЂени угао једнога појединце 

и по истоме реду једнаки двема странама и захваfiе-
,~ , 

ном углу оног· другог троугла. 

ДОI<аз. Нека су АВС и А1В1С1 (в. сл. 91.) два 
сферна троугла у I<ојима је 

АСА1С1 , ВС В1С1 , -1: АСВ -1: А1С1В 1 . 

Ми можемо ова два троугла довести у такав 

110дожај да. страна А1С1 поклопи страну АС, страна 
27* 

• 
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В'С 1 ПОIШОПИ страну ВС, јер су означене стране јед
наке и заклапају једнак угао.' Пошто, на тај' н_ачин, 

темена једнога троугла поклапају одговарајУЋа темена 

другог троугла, то је јасно да се и љихове треЋе 

стране морају поклапати као најкраЋа растојаља 

(сферне дужи) између тих тачака. То qначи, дакле,.. 

да су троугли подударни. 

4. Случај. Два сферна троугла јесу подударна 
• • • • 

Ј{ад Је Једна страна и ЊОЈ налегла два угла првога 
. .. -.. ' . 

троу.гла ПО истоме реду једнаки Једно] страни и ЊОј. 

налеглим углима другог троугла. , . , 
:.' \, 

Доказ. Овај случај можемо да докажемо на сличаlf 
начин као и прошли, показавши да се два сферна 

• •• • 

троугла, КОЈИ имају једнаку једну страну и два налегла 
• • 

угла, могу да доведу у такав ПОЛО):i\ај да стране једнога 

троугла поклопе појединце cTpaI;Je другог троугла~ 

Можемо, међутим, овај случај да сведемо на прошли 

(3. случэј), узев у обзир да су троугли који су ЛО:-
• 

ларни задатим троуг лима подударни, пошто Је КОД,.. 

љих испуњен услов наведен у 3, случају: они I1Ma,jy 
једнаке две стране и захваhени угао и то по. истоме

реду. Према томе мора да су и задати троугли:поду--
. . 

дарни. Ј ,. , ~. 

5. с.7уча/ Два сферна ТРОУГЈ}а јесу -подударна: 
. . . - ,", 

}{ад имају ПОЈединце и по истоме ,реду једнаке две-
• • 

стране и· угао супротан јеДНОј. од-, тих страна и кад. 

је збир она два угла, KOjl1 .сУ,~УПРQТНИ другим Двема 
једнаким странама, веhи или мањи од 1800 . 

• 

Доказ. Нека је у сферних троуглова АВС и АВ,С1 :: 
. . . 

АВ А1В., АС А1С 1 , В· В 1 ) С -1- с, ~ 1800 •. 
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Замислимо страну А 1В1 положену на страну АВ, 
. . 

I<ojoj је она, према претпоставци, равна; тада ће И 

о -страна В1 С1 пасти на страну ВС због једнакости 

углова В 1 и В.Ако се стране А 1 С1 и АС неби по

Rлапале, узмимо да страна А 1С добије положај АС21 
~Hдa би, према претпоставци, морало да буде 

АС2 А 1 С1 АС, 

дакле (на основу 1. теор.еме чл. 152.) 
, 
о *- АС2С ~ АСС2 С. 

, , , . , , , ' , ' , , , 
I , 

, " , , 

A~----,' ___ --B Ai-. ___ ---'8' 

---,---
Сл. 92. 

Из слике видимо да је 

~ АС2С + 1: АС2В = 1800, 

2 то би значило 

оп реци 
{' 

с учињеном претпоставком: 

С+ С1 ~ 1800. 
, 

I . оо На исти начин доказује се да страна А 1 С1 не може . . . -

пасти ни изван троугла АВС, нпр. у положај АСз-

Према ,томе изилази да се троугли А 1В 1 С 1 и Аве 
• • 

мораЈУ поклапати, ТЈ. да су подударни. 

б. Случај.· Два о сферна троугла јесу подударна 

над имају појединце и по истоме реду· једнака два 

угла и страну која је с~протна jeД~OMe од она два 

, 
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• 

угла и кад је при томе збир страна, које су cy~pOTHe 
другим двома једнаким углима, веtи или мањи од 1800;, 

Доказ. Овај случај св~ди се на прошли . (5. слу- . 
чај), кад се узме у обзир да су код' троуглова',који 

су задатим ТРОУГЛИl\'\а поларни испуњени услови: на
ведени у 5. случају, тј. да имају појединце и по. ис-

• • •• • 
томе реду ]еДНS1ке . цвс стране и· угао ко]и ]е ]едно} 

од тих страна супротан и да је збир она два угла, 

који су супротни. другим двема јещшким странама, 

веtи или мањи од 1800. Из подударности поларних' 
троуглова следује подударност задатих троуглова. 

154. Подела сферних троуглова. Сферне тро-

угле можемо да поделимо на три групе: 1) на пра
воугле сферне троугле, тј. троугле у којима је један 

угао прав ( 900); 2) на сферне троугле код којих 

је једна страна 900 и 3) на опште сферне тро':' 

угле, рачунајуtи у њих све троуглекод којих су 

стране и угли различни од 900. 
Разрешавање сферних троуглова друге врсте, а 

то су троугли У којих је једна страна 900, своди 

се на разрешавање сферних троуглова прве врсте, 

тј. на разрешавање правоуглих сферних троуглова, 
• 

зато што троугли прве и друге врсте СТОЈе у односу 

суплементних троуглова. И заиста, ако је у једноме 

сферном троуглу прве врсте угао С 900, њему 

суплементни троугао припадаtе сфер.kiИМ троуглима 

друге врсте, јер је у њему страна с ' 1800 С 900. 
Ми можемо, на тај начин, из образаца, које будемо 

нашли за правоугле сферне. троугле, простом упо

требом односа који су исказати у једн. 138) чл. 149., 
непосредно да добијемо обрасце за разрешавање 

сферних троуглова у којих ~je једна страна 900. 
, 
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Теореме и обрасци за стране и уг ле једнога 

- сферног троугла. 

155. Непер-ово правило. Нека . је АВС један 

правоугао сферан троугао, у коме је угао С 900;. 
нека је ОАВС тространи телесни рогаљ, који постаје 

везивањем темена задатог А 

троугла са средиштем О D .' 
лопте. Рогљеве стране (рав- Ь 

с ни) АОС и ВОС стоје управ

но једна на другој. Спустимо' C~\lpK~=/7 
ИЗ ма које тачке D ивице ОА . 
управну DF на ивицу ОС, а 
затим из тачке F управну FБ 

'В 
Сл. 93. 

на ивицу ОВ. Онда је и DБ управна на ОВ и према 

томе -1: DEF В (В. чл. 144. и чл. 148.). 
Из 6 ODE, У коме је -5:: OED 900, -1: DOE с, 

. . 
читамо 

ОБ • , 

cos с OD' 
• 

где Је 
ОБ ор. cos а 

(као што видимо из 6 ОБF, У коме је -1: ОБF = 900, 
-1: БОF а) 

ОР OD =. ----;-
cos Ь 

(које следује из 60DF, У коме је -1= OFD = 900, 
-1::: DOF Ь), даl{ле 

cos с cos а cos Ь . (а 

• 
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Из D, DEF, У коме је -r-DFE = 900, .;-= DEF = В, 
• 

<'СлеДУје 

<.Cos В = DEFE = ОР_· sin _а. . OD· cos Ь sin а = cos ~ sin а 
OD· sin с OD·sin с sm с 

cos с . .. 
или, кад земенимо cos Ь = (из Једн. а.) cosa 

~) cos В tga cotg с. 

Из истога троугла DEF добијамо 

DF . OD· sin Ь sin Ь 
sin В =DE OD·sin с 

. , 
sm с 

одакле 

sin Ь = sin с sin В . 
• 

]едначинама 

једначине 1) 

~) и )') одговарајУ ове. две· сличне 

~' ) 

)") 

cos А =tgb cotgc 

sin а = sin с sin А. 

Ако У једначинама ~) и р') заменимо tg а и tg Ь 
вредностима, које налазимо ПОМОЂУ образаца а.), 
)') и)") 

sin Ь = sin с sin В 

cosb= cos с 
cosa 

tg Ь = tg с cos а sin В 

sin а ==' sin с sin А 
cos с 

cosa= cosb 

tg а = tg с cos b.sin А, 

1) једначине ~') и у') искааују у ствари оно исто што и једначине 

~) и у) и с тога није потребно иаводити их нарочито. Једначине ~') и у') 
• 

добивају се иа једначина ~) и у) кад се аамени катета а катетом Ь, па, 

раауме се, и обратно, катета Ь катетом а. Тако исто треба променути 

уаајамно и супротне угле А и В. Појмљиво је по себи да оно што важи 
аа једну катету и један од она два коса угла мора вредити и аа другу 

катету, односно други коси угао. Само хипотенуаа своју улогу не мења, 
•• • 
Јер Је она Једна. 

• 
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добиtемо 
cos В cos Ь sin А (8 

cos А cos а sin В. (о' 

Из слике (60БF) читамо да је 

. БF БF: DF cotgB 
sm а ОР= ОР: DF .cotg Ь 

.ши 

. sin а tg Ь cotg В. (8 

Тако 
• 

исто ]есте 

sin Ь = tg а cotg А (8' 

Најзад, ако у једначини а) ставимо за cos Ь и 

.cos а њиховевредности из образаца о) и а'): 

.добиtемо 

cos В cos А cos Ь = --,-----,-
sin А' cos а = . В' sm 

cos с cotg А cotg В. (k 

Пошто добивене обрасце а.), ~) . . . k) средимо 
!На начин: или овако: 

sin а sin с sin А cos (900 а) sin с sin А 

=tgbcotgB = cotg (900 Ь) cotg В 

sin Ь sin с sin В cos (900 Ь) sin с sin В 

=tgacotgA 

.cos с cos а cos Ь 

= cotg А cotg В 

.cosA = cos а sin В 

=tgb cotgc 

.cosB= cos Ь sin А 

=tga cotgc 

= cotg (900 а) cotg А 

cos с sin (900-а) sin (900-Ь) 
. .. \ (143 

=cotg А cotg В r 
. cos А =sin (900 - а) sin В 

= cotg (900 Ь) cotg с 

cos В =sin (900 Ь) sin А 

= cotg (900 а) cotg с Ј 

-
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можемо речима да их искажем.о. Нека су а, В, с, А, Ь, 

нерачунајуtи прав угао С, комади једнога правоуглог 

___ А . 
х2.Ь \ 

\ 
с 

сферног троугла по реду којим сле

дују један другоме. Ако наЗ0вемо она 

два комада, између којих се налази 
• 

ма КОЈИ од наведених пет комада, 

дотичноме комаду налегле комаде, а . -
остала два ОДВОЈене комаде, онда мо-

Сл. 94. жемо да поставимоследеtе правило: 

у правоугломе сферном шроуглу јесше _ косинус 
ма којег комада једнак производу сину са одвојених 

комада· или раван производу кошангенаша налеглих 

комада, узев у свакоме случају -месшокашеша њихове·· 

допуне до 9()о. . 
Помоtу овога таКОЗваног Нецер-овогправила у 

• 
стању смо да разрешимо сваки задатак !lО]И се' од-

. носи на стране и угле правоуглог сферног троугла 

(в. чл. 170. _ 175.). ,_. 
• 

156. Непер-ово правило за суплементни сферни ТрО'-
угао. Ако једначине 143) у прошломе члану,' које 
служе за разрешавање правоугл'их сферних троу
глова, применимо на· суплементни сферни троугао 
добиtемо обрасце за разрешавање сферних троу
глова у којих је једна страна, нпр. страна с - 900, 
Обрасци, до којих долазимо, кад у поменутим једна
чинама 143) учинимо замене означене у изразима1 38) 
чл. 149., гласе 

f sin А tg В cotg Ь sin С sin а 
sin В tg А cotga sin С sin Ь 

144)\ cos С = ----,-. cotg а cotg Ь cos А cos В 
cos а = - tg В cotg С cos А sin Ь 

l cos ь = - tg А cotg С = cos В sin а. 
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157. Синусна теорема. 
свакоме сфеРНОhl шроуглу 

Ова теорема гласи: У 
• 

ИМајУ се сину си сшрана 
• 

као lllШО се имаЈУ сину си љима суuроu;ших углова. 

Доказ. Спустимо из темена С сферну управну!) 

CD h на супротну страну АВ. Било да сферна 

управна сече саму страну, на коју је спуштена (као 

у сл. 95.), или продужење од те стране (као у сл. 96.) 
У једноме и У другоме случају добијамо два право

угла сферна троугла ACD и BCD из којих, на основу 
Неuер-ова правила, изводимо 

sin h sin Ь sil1 А 

sin h = sin а sin В, , ,;, 

• 

одакле слеДУЈе 

sin а : sin Ь = sin А : sin В 

ь 
, 
;h 
I 

, 
I 

, 
I 9 

, , 
11 I 

В А 
- , ----...--, 

с D с В ~ 

Сл. 95. Сл. 96. 

Тако исто, спуштањем управних из темена А и 

В на њима супротне стране ВС и АС и употребом 

Неuер-овог правила на тако добивене правоугле сферне 

троугле, налазимо ове две сразмере 

sin Ь : sin с = sin В : sin С 

sin с :,sin а =sin С: sin А, 
1) Сферна управна, спуштена И3 тачке С на лук АН, јесте комад 

великог круга који АБ сече под правим углом. Раван сферне управне 

пролази КРО3 тачку С и стоји управно 'на равни лука АБ. 
, 

• 
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I<oje можемо да спојимо у продуженој сразмери 

145) sin а : sin Ь : sin с sin А : sin В : sin С 

или 

sin А sin В sin С • 

sin а = sin. Ь = sin с ' 

I<ao формулски израз за синусну теорему. 

Напомена. Синусну теорему можемо да примеНИМQ 
• 

у ова два случаЈа: 

1) кад су нам познате две стране и једној 
од њих двеју супротни угао, нпр. а, Ь и А, 
да нађемо оној другој странн супротни угао, 
тј. В:. 

sin В s~n Ь sin А .. 
sma 

2) кад су нам позната два угла и једноме 
од њих супротна страна, нпр. А, В и а, 
да израчунамо ономе другом углу супротну 

страну, тј. Ь: 

. 

sin В . 
sin Ь = . А sm а. sm 

у једноме и у другоме случају треЋа страна 
и треhи угао остају непознати, услед тога што 
збир углова у сферним троуглима није увек 
један исти, него се креЋе између 1800 и З . 1800. 

158. Косинусна теорема. Теорема гласи: у 

свакоме сферном троуглу јесте косинус једне стране .. 
• 

раван производу косинуса осталих двеЈУ страна више. 

производу сину са истих 

нусом захва1iеног угла. 

страна помножено коси'-
• 

• 



• 

у формули: 

cos а =- cos Ь cos с + sin Ь sin с cos А ) 
I 

cos Ь cos с cos а + sin с sin а cos Б ( 

cos с = cos а cos Ь+ sin а sin Ь cos С. ј 
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(146 . 

Доказ. Спустимо из темена С сферну управну 

CD h на супротну страну АБ - с и означимо 

BD Х, AD - У (в. -сл. 95. и 96.). 
Из правоуглог троугла БСD следује, на основу 

Неuер-овог правила, 

cos а cos h cos х. 

Пошто је х -- с у (в. сл. 95.) или х = у с 

(в. сл. 96.), дакле и у једном и у другом случају 

cos х cos с cos у + sin с sin у, то је онда 

cos а cos 11 (cos С cos у + sin с sin у) 

или, услед тога што је (на основу Неuер-овог -пра-

вила за правоугли троугао ACD) 

-cos.IJ 
cos h '=-= , 

cos у 

. cos а = cos Ь cos с + sin с cos Ь tg у. 

Из правоуглог троугла ACD читамо 
• cos А cotg ь tg у, 

одакле __ _ 

tg У tgb cos А, cos Ь tg У sin bcos А, 

:које, кад заменимо у горњи нбразац за cos а, 
-
]едначину 

cos а cos Ь cos с + sin Ь sin с cos А. 
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На исти начин долазимо до једначина за cos Ь 
и cos с. 

I 

Напомена. Помоtу косинусне теореме у стању смо 
да разрешимо следеtа два основна задатка: 

1) кад су нам познате две стране, нпр. а 
и Ь . и захваtени угао С да одредимо треЂУ 

• • 
страну с, Јер Је: 

, 

cos с COS (Ј COS Ь + sin а sin Ь cos С. 

2) кад су нам познате стране једног тро
угла' да израчунамо угле његове. Решење 
задатка дају нам опет једн. 146) кад их напи
шемо у форми . 

146а) 

cos а cos Ь cos с 
cosA= sin Ь sin с 

• 

cos Ь cos с cos а cos В = ---;.:-------:.--
sznc szn а 

cos с cos а cos Ь cos С = ---::----:--с---. 
sin asin Ь 

. 

159. Иосинусна теорема за суплементни сферни тро-
угао. Кад применимо косинусну теорему на супле-

,ментни сферни троугао, другим· речима кад у .јед

начинама 146) заменимо вредности под 138) у чл 149. 
дабијамо ове нове обрасце 

cos А = - cos Bcos С + sin В sin С cos а 
147) cos В cos С cos А + sin С sin А cos Ь 

cos С cos А cos В + sin А sin В cos С, 
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а одавде 

cos А + cos В cos С 1 
cos а = sin В sin С 

cos Ь -- cos В 7- co~ С cos А I 
szn С sm А r 

cos С + cos А cos В 11 cos С = ---:-'-----;-----;--=---sin А sin В . Ј 

• 

(147а 

НаUО.мена. Ломоhу једн. 147) налазимо И3 једне 
стране, нпр. а и налеглих углова В и С 
треhи угао А, а помоhу једн. 147a) добијамо 
стране ~aд су нам дати УГЛИ. 

160. Тангентни обрасци. Спустимо И3 темена 

С сферну управна CD h на супротну страну АВ с 

и ставимо BD х, AD _. у. 

На основу llеuер-овог правила за правоугле тро

угле ACD и BCD јесте 

да~ле 

tg А = '!! h 
Sll1 V 

tg h = tg В sin х, 

tg А = tg В. sin х 
szny 

, 
:h 
I 
I 
I 

с 

Сл. 95. 

или, a~o заменимо sin у = sin (с - х) = sin с cos х 
• - cos CSll1 х, . 

tg В sin х ig В tg х 
tgA= sin с cos х cos с sin.x sin с cosc tg х· 

" 

A~o овде за tg х ставимо вредност, ~ojy налазимо И3. 
правоуглог троугла BCD, а то ј"е 
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добиt.емо 
tg х - tg а cos В, 

tga sin В 
tgA=---sin с tg а cos с cos В' 

, 

Спуштањем управне из темена В на супротну 

страну АС изводимо, на исти начин , за tg А овај 
други израз 

tga sin С 
tg А =sin Ь tga cos Ь cos С' 

l<ружним мењањем слова добијамо сличне обрасце 

. ва tg В и, tg С ... 
. 

tg а sin В tg а sin С 
--" 

sin с· tg а cos с cos В sin Ь tg а cos Ь cos С 

tg Ь sin С tg Ь sin А 
48) . ~ tg В ,. ь С' Ь . А I sm а tg cos а cos sm с tg cos с cos 

tg с sin А tg с sin В tg С = ~.,----,.----=-------c-----,.- = ~C---~-=-------= 
sin Ь tg с cos Ь cos А sin а tg с cos а cos В 

Наuомена. Ови обрасци могу да нам послуже да 
помоt.у двеју страна, нпр. а и Ь и захваt.е-· 
нога угла С нађемо непосредно остала два 
угла А и В, јер је 

tga sin С tg А = -:--::--=---~--= 
sin Ь tg а cos Ь cos С' 

tg Ь sin с· tg В = -:-----=---c-----~_=_ 
sin а tg Ь cos а cos С' 

1 б 1. Тангентни обрасци за СУПJlементни сферни· ТРО-
. угао. . Применом образаца .148) на суплементни 
сферни троугао, тј. вршењем замене које су назна-

. . 
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чене са 138). У чл. 149. У поменуте једначине 148) 
добијамо следеt.е њима одговарајУЂе обрасце 

tg А sin Ь tg А sin с 
tg а = sin С + tg А cos С cos Ь sin В + tg А cos В cos с. 

tg Ь = tg В sin с . tg В sin а ~ (149 
sin А + tg в cos А cos с sin С + tg В cos С cos а \ 

tg С sin а tg С sin Ь I 
tg с = sin В + tg С cos В cos а sin А + tg с cos А cos Ь') 

" 

Напомена. Употр"еба ових образаца је та да, кад 
• • 

нам Је позната Једна страна и два налегла 

угла, нпр. с, А и В, HaiJeMo непосредно остале 
дв.е стране а и Ь: 

tg А sin с 
tg а = sin В + tg А cos В cos с' 

tg В sin с 
tg Ь =sin А + tg В cos А cos с' 

162. Обрасци за израчунавање углова помоl1у страна . 
• 

- ПОiJимо од косинусне теореме на основу које је 

cos а -- cos Ь cos с + sin Ь Sill С cos А 
• • 

и ставимо у ТОЈ ]едначини " 

А cos А 2 cos2 -=- - 1 
- 2 

cos А = 1 - 2 sin2 ~ 
(в. једн. 19, ЧЛ. 22.), па Ђемо добити 

cos а co~ Ь cos с sin Ь sin с + 2 sin Ь sin с cos2 .~ 

=cos(b+c)+2si~ Ь sin с cos2 ~ 
Тригонол<етрија 28 
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cos а cos Ь cos с + sin Ь sin с 2 sil1 Ь sil1 С sil1 2 ~ 

(Ь ) 2 'Ь' '2А = ~os . с Sll1 Sll1 С Sll1 2' 
• 

одаI{ле' 

А 
cos 2 = cosa cos(b+c) 

2 sil1 Ь sil1 С 

. А 
Sll1 2 = 

cos (Ь c)cos а 
2 sil1 Ь sil1 С 

или, употребом образаца 21 у чл. 24., 

А 
cos-2 = 

sin ~ (а + Ь + с) sil1 ~ (Ь + с а) 
sil1 Ь sil1 С 

. А 
Sil1~(a+c b)sil1~(a+b с) 

.Sll1 2 = sil1 Ь silZ С 
• 

Ј{ОЈе, {{ад ставимо 

i-' I 2 s, 
1 
2 (а + Ь + с) s, а- Djc-

-дакле 

1 
а) 

1 - . 
2 (Ь +с s а, 2(а+с Ь) s Ь, 

добија овај вид 

А 
os 2 = 

ISil1ssil1(S а) .А 
Sll1--= 

sil1 Ь sin с' 2 
sin (s Ь) sin (s-c) 

Sill Ь sil1 С • 
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Одавде, опет, изводимо 

А 
tg 2 = 

sin (s Ь) sin (s с) 

sin s sin (s а) 

. 

1 sin (s - а) sin (s - Ь) sin (s - с) 
--'----с.:-'---'-:-. -~. --'-----'---~, 

sin (s а) szn s 

. А 2' А А 
SZN Sll1 2 cos 2 

. ь2 . ,1 sin s sin (s а) sin (s -Ь) sin (s -с). 
. Sll1 Sll1 С . 

На потпуно исти начин или· простом променом 

слова налазимо једначине за остала два угла В и С. 

• 

· А 
szn 2 = 
• 

. В 
Sll1 2 = 

· с Slll -- = 
. ') ..... 

А 
cos -= 

2 

.В 
cos 2 = 

· с cos 2 = 

sin (s Ь) sin (s с) 1 
sin Ь sin с 

(150 sin (s с) sin (5 а) 
sin с sill а I 

sin(s a)sin(s-b) 
sin а sin Ь Ј 

sin Ь sin с 
I 

'-~--I 
sin s sin (s Ь) \ 

I 
(151 

• • 
Sl!Z С szn а 

,-------

sin s sin (s с) 

sin а sin Ь Ј 

23* 
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f А 1 

I tg 2 =~. ~( ---) 
sin (s а) sin (s Ь) siп (s· с) 

· . 

Sll1 S а Sll1 S 
• 

-152) {tg В2 = _ 1 - sin (s а) siп (s Ь) siп (s с) 
sin (s Ь) • 

Sll1 S 
• 

I tg ~ 1 а) siп (s Ь) siп (s 
siп (s с) • 

SLП S t 
, 

f siп А . ь2 . vsiпssiп(s 
SllZ Sll1 С 

а) sin (s b)sin(s 

, 2. V sil1 S siп (s 153) I siп В а) sin (s b)sin(s 

I 
Sll1 С Sl!l а 

2 (, . ( t sin С а) siп (s· b)sin(s . . Ь Sl!1S Sl!l S 
Sl!l а Sll1 

163. 
углова. 

!{зо и у 

Обрасци за израчунавање страна ПОМОЋУ 
- . При извоijењу ових оБРi1заца поступићемо 
прошломе члану . .поЋићемо од једн. 147) 

-

cos А -- cos В cos С + sin В sin С cos а 

ј! замеНИЂемо у њој 

а 
cos а 2 cos2 ? - 1 

~ 

1 2 ·? а 
cos а = - SlI1- 2 ' 

а затим Ћемо извршити оне исте трансформације које 

.смо веЋ употребили у прошломе члану. ОзнаЧИЋемо-

с) 

с) 

с) 

с), 
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А+В+С 2 S, Ь(А+В+ С) S· , 
, 

дакле 

. 

~(B+C А) S А, ~(C+A В) S В, 

и добиtемо следеtе групе једначина, које су врло 
• 

подесне за логаритамско израчунавање страна Једнога 

. сферног троугла, кад су нам познати његови угли, 

а cos (S В) cos (S С) 
cos 2" sin В sin С 

с cos
2
-= 

. . а 
. Sln 2= 

. ь 
Sln -2= 

cos (S С) cos (S А) 
sin С sin А 

cos (S А) cos (S В) 

sin А sin В 

-соsSсоs(S А) - --, 

sin В sin С 

- cos S cos (S В) 

. sin Csin А 

-cos Scos (S С) 

sin А sin В 

(154 

• 

(155 

• 
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f 
tg~ cos (S А) -соsS 

cos(S A)cos(S--В)соs(S С) 
, 
, , 

Ј !Ь cosS [56) cos (S В) . ) tg 2 -

cos(S A)cos (S В) cos (S 
, 

с cosS 
cos (S С) tg-

cos(S A)cos (S В) cos(S t 2 

f sina --; в2 , С V cosScos(S,~A)cos(S . . B)cos(S 
sm sm ----,- С5 

, 
-, , 

, 

157) Sillb 'sin C2sinAV--с-оs-S-с-о-S(-S-А)соs (S B)cos(S-С), 
, 
, 

'о' 

" , " 

sm sm 
-А) cos (S- В) cos (S-C)~ , 

Напомена. До ових образаца 154), 155), 156) и 
157) могли бисмо, врло брзо, ДОЂИ на други 
начин. Пошто овај задатак, израчунавање 
страна ПОМОЂУ углова, стоји са прошлим 
задатком, израчунавањеуглова помоtу страна, 
у односу реципрочности, тј. у односу у којем 
су два суплементна сферна троугла, то 

'је најлакше добити једначине овога члана 
кад се једначине 150), 151), 152) и 153) про
шлога члана примену на супл~ментни сферни 
троугао. То значи у једначинама прошлог 
члана треба заменути 

а са 1800 А, А са 1800 а, 

Ь ,,1800 В, В" 1800 Ь, 

с " 1800 С, С" 1800. ' с, 
2 s са 3 . 1800 2 S, 

s 3 . 900 S " , 



, 

и према томе 

• А а 
. место sm 

2 
узети cos 2' 

итд. 

А • а 

" cos ? " 
sm 

2' " 
~ 

А • 

{:otg а tg . 
" " 2' 

., , 2 

sin А • 

" " 
sm а, 

" 
" 

sin (s-a) 
" 

cos (S-A), " 
• cos S . 

" 
Sll1 S 

" 
Тако исто бисмо и обратно из образаца 

овога члана добили· обрасце прошлога члана. 

.164. Гаус-ове 

обрасцима 

• 
ЈеАначине. Ако У познатим 

. А+В . А В I А. В 
sm :2 = Sll1 2 cos -2- -г cos -2- Sll1 -2-

А+В А В . А . В cos -- = cos cos -- + Sll1 -- Sll1 ---,--
2 2 2 2 2 

. А . В А 
Sll1 -2-' Sll1 2' cos 2 ул. 19.) ставимо за -(В. једн. 16, 

В 
исоs 2 њихове вредности из образаца 150) и 151) У 

чл. 162. добиtемо 

. А + В sin (s - а) + sin (s-b) 
SIn 2 = • 

Sll1 С 

sin s sin (s -с) 
sin а sin Ь ' 

које, на основу треtе једн. 151) може да се напише 

sin А t В sin (s а) 7- si~ (s Ь) .cos .... r'2 ' 
sm с 

• 

а ово опет, УПО'Iребом позна'IИХ образаца 21) у ул. 24. 

, 
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2 
.2s-a-b а-Ь 

, sm 2 cos- 2 С 
.А+В= sm 2 ------------ cos -2 

2 
. с с sm-cos-

2 2 

? 
. С а Ь 

_sm 2cos 2 • 

с 
= cos 2' 

2 
. с с 

sm 2 СО$ 2 . 

дакле 

а) 

,) 

а· .Ь 
. А +'В cos--2- С 

sm · 2 = с cos 2 . 
cos-

2 
• 

На исти начин налазимо 

. а-Ь 
-В sm - 2 С . . А = sm 2 --~\-cos2 . с sm-

2 

а+Ь cos 
А+В= 2. С cos 2 ---с- sm 2 

cos -
2 

. а+Ь 
А - В Sln 2 . С 

cos 2 = . с . sm 2 . 
sm 2 

I{ружним мељаљем слова добијамо И3 сваке од 

ових једначина још по две. Примеhујемо· да су јед

начине а) и (3), а разуме се и оне које променом 

слова И3 њих следују, реципрочне. Једначине ~) и ,) 
реципрочн'е су 'саме себи. 
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Гауе-ове једначине гласе дакле 

· А+В е а sm' eos - = eos 
2 2 

.' Ь eos С 1 
2 2 

· В+С а Ь с А sm - eos-- eos cos 2 2 2 2 
~ ., 

· С+А Ь с а В sm -- eos- eos cos 2 2 2 . 2 

· А - В . с . а -Ь С 
sm 2 sm -2 = sm· 2 cos 2 

В+С а Ь+с. А 
cos 2 cos 2 = eos 2 sm 2 

. С+А Ь с +а . В 
cos 2 cos 2 = eos 2 sm 2 

• 

А В с · а+Ь . с • eos sm - sm 2 ~ sm 2 2 2 

В С а · ь+с . А • cos sm - sm 2 sm 2 2 . . 2 
• 

С А .Ь · с+ а . В . 
fCOS sm -~ sm 2 sm 2' Ј 2 . 2 
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165. Непер-ове аналогије. Кад две и две 011 
Гауе-ових једначина 158) поделимо једну с другом 

добијамо ове нове једначине које зовемо Неuер-овим 
• . аналогИјама 

f . А В 
+ ь cos 2 с 

tg
a 

2 = tg 
А+В 2 

cos 2 

.А-В 
Slll-~-

t а Ь 2' f... с 
g 2 --. А I B~ 2 

sm т 
2 

В С 
eos 2 а 

eos 2 

с А • С А 
eos . sm· 

t с+а 
• 

2 Ь с а 2 Ь 

с+ л tg 2 tg -- · с + А tg 2 g 2 2 • 
cos 2 Sll1 2 

59)~ 
• 

а Ь· · а Ь 
cos sm 

( А + В 2 с 
tg

A В 2 С 
а +Ь cotg 2 · а + ь cotg 2' g 2 2 

eos 2 Sll1 --
2 

Ь-с · Ь с 

В+ С eos 2' А 
tg ' t 2 = . Ь + eeog 2 

cos 2 

tg B - с sm 2 - А 
2 =. Ь + е eotg 2 

Slll . 
2 

с а · с а 
С + А eos 2 В 

tg 2 .- е + а eotg 2 
eos 2 

С А sm 2 В· 
tg . 2 =. eotg 2 . 

· е +а 
sm 2 
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Напомена. Непер-ове аналогије можемо да упо
требимо: 

• 

1) кад су нам дате две стране и захваtени 
угао, нпр. а, Ь и С, да израчунамо остале 
комаде. Седма и десета једн. 159) дају нам 
уг ле А и В у виду збира и разлике: 

• 

а Ь 

А + В cos ----=2:- С 
t t g 2 = а + ь со g 2' 

cos '2 

. а -- Ь 
А В Slll 2 С 

tc; 2 =. а + Ь cotg 2' 
Sll1 2 

• 

ТреЂУ страну с налазимо помоtу четврте 
• 
Једначине 

. А+ В 
с Sl/l 2 а - Ь 

tg -2 =, • А В tg ----=2:-- • 

Sl/l 2 

2) Кад нам је дата једна страна и два налегла 
угла, нпр. с, А и В да нађемо остале комаде. 

Стране а и Ь налаЗI1МО, у виду збира и 
, . 

разлике, на основу прве и четврте Једначине 

А-В 
tg а + ь cos --=2--' -, t с 

2 = А+В g2' 
cos- 2 

. А --В 
а Ь Slll 2 С 

tg 2 =. А + В tg 2' 
Slll 2 

• 
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Угао е даје десета једначина 

• а Ь , sm .... 
е 2 А В • 

tg 2 . а + ь cotg • 

2 
sm 2 

166. ОСНОВНИ обрасци Сферне Тригонометрије. Као 
год што је раван троугао одређен трима комадима 

Tal<O и сферан троугао, само са том раЗЛИI<ОМ што 

I<ОД сферних троуглова могу задати I<омади састојати 
• 

се и из самих углова, 1<0Je I<ОД равних троуглова 

!Ie може да буде. На тај начин важи и овде оно 

што смо веЂ I<азали у чл. 110. Равне ТригонометРиiе, 
а то да између шест I<омада једнога сферног троугла') 
•• • 

мораЈУ и могу ПОСТОЈати само три независне· Једна-

чине из I<ојих се сви остали обрасци за разрешавање , 

сферних троуглова могу извести чисто аналитички. 
Као Tal<Be основне једначине можемо да узмемо сле

деЂа три обрасца 

cos а cos Ь cos с + sin Ь sin с cos А 

146) cos Ь cos с cos а + sin с sin а cos В 
• 

cos с cos а cos Ь + sin а sin Ь cos е, 

а то је I<осинусна теорема(в. једн. 146, чл. 158.). 
НеЂе бити, с тога, излишно al<O наведене обрасце· 

146) докажемо на још један, непосредан, начин. 

: Нека је Аве један сферни троугао. 8ежимо 

његова темена А, В, е са средиштем О лопте и обра-
, 

• 

1) Под комадима једнога сферног троугла разумемо овде његове 

најважније елементе, а то су стране и угли. 
, 
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зујмо, на тај начин, тростраН!I телесни рогаљ ОАВС 

у коме су ивични угли 

-r- ВОС а, 1:= СОА = Ь, 1=:: АОВ -- с. 

Повуцимо У TeMe~y А 
тангснте AD И АЕ на луке' 
АС И АВ (стране Ь и с 

задатог троугла). Онда је 

5= DAE сферноме углу А 

(в. чл. 144.). Означи мо са r 
полупреЧl-IИК лопте: r ОА 

=ОВ ос. 

Из слике читамо непосредно 

. за раван троугао ADE 

А 

в Е 

с'1. 97. 

DE
2 

AD
2 + АЕ" 2· AD· АЕ· cos А, 

• 

за раван троугао DOE 

DE
2 

= OD
2 + ОЕ2 

2· OD· ОЕ . cos а 

(на основу познате косинусне теореме за равне 

угле), дакле 
. 

AD2 + АЕ2 
- 2 . AD ·АЕ . cos А 

= OD 2 + ОЕ2 
- 2 . OD· -О-Е· cos а, 

• 
где Је, као што из слике видимо, 

• 

тро-

AD = r· tg Ь, АЕ = r· tg с, OD = со: Ь' ОЕ = c:S с 
и према томе 

r2 tg2 Ь + r2 tg2 с - 2 Р tg Ь tg с cos А 
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. ? 

или, кад леву и десну страну поделимо са "-, а по-

множимо са С05 2 Ь cos 2 с, 

5in 2 Ь С052 с + sin2 c cos2 Ь 2 siп Ь sin с cos Ь cos с cos А = 

cos2 С + С052 Ь 2 cos а cos Ь cos с, 
• 

одакле даље слеДј7Је 

2 cos а cos Ь cos с = 

(1-· 5in2b)cos2c+(1-sin2c) cos2b+2 sin Ь sinccos Ь cos cco.sA 

или 

2 cos а С05 Ь cos с = 

2 cos 2 Ь cos 2 С + 2 sin Ь sin с cos Ь cos с cos А 
• 

и наЈЗад 

cos а cos Ь cos с + sin Ь sin с cos А q. е. d. 

На исти начин изводимо и остале две једначине; 
• 

Да су . јепначине 146) потпуно довољне и да се 

из љих могу, чисто рачунским путем, изнаhи и сви 

други обрасци Сферне Тригонометрије, који служе 

за разрешавање сферних троуглова, увидиhемо на 

следеhи начин. Пре свега знамо да је сферни троугао 

потпуно OAperyeH двема странама и захваhеним углом 
(в. 3. случај подударности, чл. 153.), нпр. странама 

Ь, с и углом А. Прва једн. 146) даје нам, у томе слу

чају, треЂУ страну а и то нам је даје несумљиво (по
што је страна а изражена косинусном функцијом,. а 

знамо да је а < 1800); помоhу осталих двеју једначина 
израчунавамо тако исто несумњиво угле В и С. То 

значи, дакле, да су једначине 146) потпуно довољне 

. да се, помоhу њих, сферни троугао разреши. Да, 

поред ових једначина 146), не могу постојати никакви 

• 
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други од њих независни обрасци јасно је отуда· што 

кад бих· било таквих образаца и кад бих они за тро-
• • 

угао дали елементе различне од оних, КОЈе смо нашли 

. употребом косинусне теореме, то би, онда, значило 

да троугао није потпуно одређен задатим комадима 

(двема странама и захваtеним углом), чиме бисмо, 

пак, дошли у сукоб са једном веЂ познатом и ДOl{а

затом истином. 

Да се горљи обрасци 146) могу да узму као O(;I;IOBHe 

једначине, из којих се сви остали обрасци Сферне 

Тригонометрије дају извести, увериtемо се и на овај 

. формални начин кад се опоменемо да су ·обрасци 150), 
151), 152) и 153) У чл. 162. добивени из косинусне 

. теореме. Помоtу образац;! у чл. 162. нашли смо Гауе-ове· 
једначине 158) у чл. 164., а помоtу ових, опет, Не[[ер-ове 
аналогије 159) у чл. 165. Синусну теорему (једн. 145 
чл. 157.) могли бисмо да добијемо из једн. 153) ЧЛ. 

162. поделивши две и две од тих једначина једну 

с другом. Примена косинусне теореме и образаца који 

се непосредно из ње изводе на суплементнисферни 

троугао води нас обрасцима 147) (чл. 159.), 154), 
155), 156) и 157) (чл. 163.). Специјалисањем ових 

општих образаца. за правоугли сферни троугао (узев 

нпр. С 90°) долазимо до Неuер-овог правила: једн. 
143) у ЧЛ. 155. и једн. 144) у ЧЛ. 156. а с овим на
лазимо, на веЂ показати начин, једн. 148) чЛ. 160. и 
једн. 149) ЧЛ. 161. 

Осим ових, до сада добивених, образаца можемо 

да изведемо још и друге, нове, обрасце из косинусне 

теореме. Тако нпр. ако вредност за eos е, коју нам 
даје треЂа једначина 146) ставимо у прву ОД тих 

• 
једначина добиhемо . 
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cos а cos а cos2 Ь + sin а sin Ь cos Ь cos С + sin Ь sin с cos А 
• 

или 

cos а (1- cos 2 Ь) sin а sin Ь cos Ь cos С + sin Ь sin с cos А ~ 

одакле, кад подели мо целу једначину са sin Ь и у тако 

добивеној једначини променимо кружно сnова, нала

зимо следеtе нове обрасце 

cos· а sin Ь sin а cos Ь cos С + sin с cos А 

cos Ь sin с sin Ь cos с cos А + sin а cos В 

160) 
coscs~a s~ccosacosB+s~bcosC 

cosas~c s~acoscwsB+s~bcosA 

cosbs~a s~bcosacosC+s~ccosB 

tcos с sin ь· sin с С05 Ь cos А + Sifl а cos С, 

који изражавају везу између све три стране и дза угла. 

l{aA у овим обрасцима ставимо, на основу синусне 
теореме, редом 

. siп а Sifl С 
Sll1 С = Sifl А 

sin а sin В 
sinb= . sin А 

, 

, 

. siп Ь sin А 
sma= Sifl В 

. siп Ь sin С 
smc= sin В 

, 

, 

Sifl С Sifl В 
siп Ь = sin С 

. siп с sin А 
sma= siп С 

и после их скратимО (поделимо леву и десну страну)· 
са siп а, . siп Ь, ~jn с,' добиtемо обрасце у којима су 

везане по две стране са по два угла 



• 

cotg а sin Ь cos Ь cos С + sin С cotg А ) 

cotg Ь sin с -- cos с cos А + sin А cotg В 

cotg" с sin а cos а со;) В + sin В cotg С 

cotg а sin с = cos с cos В + sin Bcotg А r 
cotg Ь sil1 а = cos а cos С + sin С cotg В 

cotg с sin Ь cos Ь cos А + sin А cotg С.Ј 

Ако у првој једн. под 160), а то је 

cos а sin Ь == sin а cos Ь cos С -1- sin с cos А 

заменимо. 

sin а sin В 
sinb= sin А 

наЂИЂемо 

, . sin а sin С 
smc= sinA 

449 

(161 

sin а cos а sin В. ь' С ---L sin а sin С cos А 
sin А = sm а cos COS I sin А 

или 

sin а cos а sin В sin а cos Ь sin А cos С + sin а sin С cos А, 
• • 

КОЈе, кад поделимо, лево и десно, са Sll1 а и кружно 

променимо слова, даје ову нову групу образаца 

cos а sin В -- cos Ь sin А cos С + cos А sin С' 

cos Ь Sill С cos С sin В cos А + cos В sin А 
. 

cos с sin А cos а sin С cos В + cos С sin В 
( (162 

cos а sin С cos с sin А cos В + ~os. А sin В I 
cos ь sin А cos а sin В cos С + cos В sin С 

cos с sin В cos Ь sin С ,cos А + cos С sin А 
Тригонометрија 29 



45() 

У . којима је изражена веза између две стране и . сва 
три угла. 

. Помоhу ових,· на послетку. добивених, образаца 

!i\ожемо да нађемо обрасце у I{ојима се јавља само 

по једна страна са сва три угла (обрасце 147, чл. 159.). 
Ако· ставимо· из пете једн. 162) за cos Ь sin А његову 
Роредност: cos Ь sin А cos а sin В cos С + cos В sin С у 
прву од тих једначина добиtемо 

cos а sin В = 

cos а sin В cos2 С -+ cos в sin С cos С + cos А sin С, 

ОДaI{ле 

cos а sin В (1 - cos2 С) ----' cos В sin С cos С :. cos А sin С 

или 

cos а sin В sin С .' cos В cos С + cos А 
• 

и наЈзад 

fcos А -- - cos В cos С +sin В sinC cos а. 

IA тако исто 
147) 

I cos С- - cos А cos В + sin А sin В cos С. 

До сасвим нових образаца долазимо ({ад узмемо 

прве једначине из група 146) и 147), даI{ле ове две 
• 

Једначине 

cos а -- cos Ь cos с + sin Ь sin с cos А 

cos А =- - cos В cos С + sin В sin С cos а 

помножи.'vlO прву са cos А, другу са cos а и у резултату 

. '. 

'. '. 
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cos Ь cos с cosA + sin Ь sin с cos2 А = 

- cos В cos С cos а + sin В sin С cos2 а 

(који добијамо на основу начела да кад су две коли
чине равне једнОј треЂој оне и !у1еђусобом· морају 

бити равне) заменимо cos2 А 1· sin2 А, cos2 a = 
1 sin2 а. У тако добивеној једначини 

cos Ь cos с cos А + sin Ь sin с sin Ь sin с sin2 А .= 

- cos В cos С cos а + sin В sin С sin В sin С sin2 a 

скраЂује се треt.и члан на левој страни са треt.им 

чланом на десној страни, јер је (на основу синусне 

теореме) sin·b sin А . sin с sin А sin В sin а . sin Csin а 
• 

и остаЈе 

sinb sin с + cos Ь cos с cos А = sin Esin С - cos В cos С cos а. 

Тако исто налазимо: 

sincsina + cosccosa cosB=sin С sinA -cos С cosA cosb 

sinasinb + cosacosbcos С =siпАsiпВ-соsА cosB cosc. Ј 

(163 

Ове једначине 163), које доводе у везу свих шест 
елемената сфернога троугла, зову се Кањоли-ови 

обрасци тако назвати по талијанскоме астроному 

Andrea Cagnoli (3анте 1743. Верона 1816.). 

2 . 

. Обрасци за сферни ексцес и површиву сфервога 
троугла. 

. 167. Површина сфернога Двоугла. Означимо са 

р површину сфернога двоугла ABDCA са сферним 
29* 



углом А . D, а' на површини лопте 

НИRОМ Г. Имавши на уму да је по

вршинSl целе лопте 4 '1t г2 по себи 
. , . ~ - _. -." - . . 
Је јасно да' ПОСТОЈИ ПрОПОрЦИЈа 

, . - '>-

4' 2 р : •. '1t Г АО: 3600, 

одаRле 

164) р 
АО ') 
900 '1t г-

са полупреч

Е 

• , 
• • 

или, aRO сферни угао А изразимо Сл. 98. 
његовим ЛУRОМ на основу познате сразмере А О: 1800 
== аге A:'1t· 

. , . 

lб4й) 
, . 

168. Површина сфернога троуг ла. 
а на' основу обрасца 164) читамо 

ИЗСЛИRе 98" 

6 АВС + 6 BCD -... двоуглу ABDCA -- ~o '1t г2 
о ..... 

6АВС+6АСЕ= 
" 

ВСЕАВ = :ОО '1t г2 
, 

6 АВС + 6АВР --
" 

Roje, Rад саберемо и заменимо сферни троугао АВР 
сферним . троуглом CDE, Rоји му je,Rao унаRрСНИ, 
по површини једнак (В. у почетку чл. 151.), даје 

, , 
2 ·АВС + АВС + BCD + АСЕ + CDE 

.' А+В+С . 
= - --;-~:-::-;;-":_- "'" г2 -- , 900. 1. 

, 

или; пошто јёАВС -1- BCD+ АСЕ + CDE= поло-
Вини . целе лопте' 2 '1t г2, 

, 
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·одакле 
2 

Аве (А + В + С - ~800) ~;06 

или, ако означимо површину сфернога троугла Аве 

са Р, сферни ексцес А + В + С 1800 Е, 

.(165 
,. . 

. , 

или, најзад, ако сферни ексцес, на. основу. ,сразмере 

Е: 1800 агс Е: 'it, изразимо у лучној мери, 

Р=т2 агс Е. (165а 

169. Сферни ексцес. Из r горњега обрасца,за 
површину сфернога троугла, видимо да је за њено 

израчунавање потребно познавати сферни ексцес. 

у случајима, где су нам дата сва три угла сфер-
~. . 

нога троугла, познат је и сферни вишак, јер је 

Е А + В -f-- С 1800. I{ад су. нам. дата само два 

угла и једна (ма која) страна или кад су нам дате 
•• • 

две стране и ]едно] од њих две]у супротни угао, ми 

налазимо треhи угао, односно остала дв<:-угла,по

МОЂУ Нсuср-ових аналогија ~ добијама тако на. нај

Rраhи начин и, сферни ексцес. 3а остала. два, < слу-: 
. i ' 

• 
чар, пак, а то: кад су нам дате две стране и захва-

hени угао и кад су нам дате све три стране, тра':' 
жиhемо нарочите обрасце за израчунавање 'сфер-

, , . '. ' 

нога вишка. 

1. Израчунавање сфернога вишка кад су нам 

дате две стране и захваhе8И угао, нпр. а, Ь и С. 
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Поijимо од Гауе-ових једначина 

. А +В е . а Ь С 
sm 2 eos 2 = eos - 2 cos 2 

А+В е а+Ь . С 
cos 2 eos 2 = eos 2 sm 2-

С 
и помножимо прву са eos 2' другу 

. С 
са sm 2 

. 

их саберимо. Добиt.емо . 

и онда 

. А+В С А +В . С е 
sm 2 eos 2 + eos 2 sm 2 eos 2 

или 

.А+В+С· е sm eos-= 2 . 2 
• 

f а· Ь + . а. Ь . 2 С + (OS 2 eos 2 sm 2 sm 2 eos 2 

а Ь . а . ы1 . 2 С 
eos -2 eos 2 - sm 2 sm 2) sm 2 

. . А + В + С 900' 
или наЈзад, имавши на уму да Је --'-----с---"--- = 

2 
Е .А+В+С Е + 2' дакле sm 2 eos 2' а пошто на 

десној страни скратимо по МОГУЂСТВУ 

Е е а Ь+. а . Ь( 2С . 2С 
eos 2 eos 2 eos 2 eos 2 sm 2 sm 2 t eos 2 - sm 2'. 

а Ь+. а . Ь С eos 2 eos 2 sm 2 sm 2 eos , 



-
одакле 

, 

, 

а Ь+. а . Ь С 
Е cps 2 cos 2 ,sm 2 sm 2 cos 

cos 2 = 
с eos- ' 
2 

455 

• 

Помножимо сада прву· Гауе-ову јецначину са 

. С С . 
sm 2'. другу са cos 2 и одузмимо прву једначину од 

друге, па ьемо добити 

или 

·А + В С . А + В .' СI с 
eos 2 eos 2 - sm . 2 sm -21 eos 2 

= lf cos а + Ь _ eos ~_ Ь 
·22 

. с с 
sm 2 cos 2 

A-f-B+C е= .а.Ь· с eos cos - - sm 2 sm -2 sm , 
2· 2 

одакле, с обзиром на то да је 
А + В -i--.C 

eos = 
.Е 

sm 2' 

. Е 
.а.Ь· с · sm-sm--sm . 

2 2 
sm 2 = -----е--· 

eos-
2 

2 

(lббь 

Деобом обрасца lббь) са обрасцем lбба) налазимо 
следеьи израз за одређивање сфернога вишка из 

две стране и захваьенога угла 

.а.Ь· с 'Е sm -2 sm 2- sm 
tg 2 = -----:-------:--- = sin С (166 

а. Ь+. а . Ь С t а t Ь + С eos 2 eos 2 sm 2 sm 2 eos со g 2 со g 2 eos 
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Наuољшю.· За правоуг ли сферни троугао, у коме 
С 900, дакле а и Ь његове катете, имамо, 
место обрасца 166) овај простији 

Е а Ь 
tg 2 tg 2 tg 2' 167) , 

2. Изр.аqунавање сфернога вишка помоfiу страна 
сфернога троугла. 

Из прве Гаус-ове јеДlшqине, коју Ђемо написати 

у форми 
.А+В 

szn 2 

С 
cos 2 

• • 

= 

а-Ь 
cos- 2 

с 
cos 2 

• 

, 

слеДУје, на основу Једног познатог става о пропор-

ција ма 

. А+В С а Ь с 
szn 2 cos 2 cos --2 cos 2 

--
. А + В + С а Ь + с' szn 2 cos 2- cos 2 cos 2 

С . 1800 С 
одакле, кад ставимо cos 2. szn 2 и претво-· 

римо збир ове и разлике тригонометриских функција 

у производе (пом.оtу једн. 21 у чл. 24.), налазимо 

sin ~ (А -t В + С 1800) cos ~ (А + В С + 1800) 

• 
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l1ЛИ 

Узмимо сада ону другу Гауе-ову једначину 

А+В а+Ь eos eos 
2 2 
С 

• 

• е 
sm~-

2 . ещ 2 

Из ње следује 

. С А+В е . а+Ь 
sm 2 eos 2 eos 2 eos 2 

. С A-+-B~= е а+Ь' 
sm 2- + eos 2 eos -2 + eos - 2 . 

. . с 1800 С 
RO]e, кад ставимо sm 2 eos 2 и претворимо 

збирове ,и разлике тригонометриских функција у про-
, 

• 
изводе, да]е 

1 ' 1 
sin 4 (А + В + С - 1800) sin 4 (А + В - С + 1800) 

1 ' 1 
,eos 4 (А + В + С 1800) eos 4 (А + В - С + 1800) 
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• 

или 
, 

tg ~ (А + В + С - 180°) tg ~ (А + В - С + 180°) 

ПОМНОЖИМО једначине а) и ~) једну с другом, па 

ћемо добити 

1 1 . . 1 . 1 
tg 4 (а+ b+c)tg 4 (Ь +c-a)tg4 (a+c-b)tg 4 (a+b-c)~ 

одакле, кад извучемо корен квадратни из обеју страна 

једначине и ставимо, као и до сада, а + Ь + с ,2 s, 
. следује такозвани Лилие-ов образац (Simоп-Апtоiпе
Јеап Lhuilier, Женева 1750. Женева 1840.) за 

израчунавање сферног ексцеса помоt.у страна сфер
нога троугла 

• 

168) Е 
tg 4 = 

, 

, 

s s а s -Ь t s с 
tg 2 tg 2 tg 2 g 2 . 

IП 

ПРИМЕРИ И ПРИМЕНЕ. 

1. 

ОСНОВНИ задатци о разреmаваљу правоуглих: 
сферних троуг лова . 

170. Први задатак. Дата је хипотенуза с и 

једна катета, нпр.· катета а. Траже се остали ко-

мади Ь, А и В. . 
r 
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Решење. ТреЋа и пета једн. 143) ЧЛ. 155. дају' 

cos Ь = cos с, cosB=tga cotgc. 
cosa 

иомад А могли бисмо израчунати непосредно из: 

задатих комада на основе прве једн. 143) 
• 

sin А = _s~n а, 
sm с 

али, због неодређености, која се јавља при израчу-

навању лукова помоhу синусне функције, боље је 

употребити један од ова два обрасца из групе 143). 

cos А =cosasinB=tgbcotgc, tg А = tga cotg_B_ .. 
sin Ь cos с 

Пример. 

Дато је: 

с = II ОО 4' 15" , а = 41 о I б' 8" . 

Тражи се: 
Ь, А и В. 

Решење. 

cos с 
cos Ь = ~~ cos В = tg а cotg с 

cos а 
log cos с = 9,535 5240 (п) log tg а = 9,9432767 

log cos а = 9,875 9997 log cotg с = 9,562 7340 (п),. 

logcosb= 9,659 5243 (п) logcos В= 9,506 0107 (п). 

Ь = 1800 - 62049' 58,3" В = 1800 -71 о 17' 55,2" 

= 1170 10' 1,7"; = 108042' 4,8". 

t А =!~a 
g sin Ь 

logtga = 9,9432767 

logsin Ь = 9,9492331 

log tg А = 9,9940436 

А = 440 36' 25,6". 

, 

, 

• 
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Напомена. Ми бисмо могли угао А да ИЗрд.чунамо непо

средно из задатих комада а и с 

• 

. А sma sm = -. -
Sl11 С 

log sin а = 9,8192765 

log sin с = 9,9727900 

log sin А = 9,8464865 

А = 44036' 25,6", 

јер је она друга угловна вредност 1800 - А искључена на 

{)снову 7. теореме чл. 152. 

171. Други задата\{. Дате су катете а и Ь. 

Траже се остали комади с, А и В. 

Решење. Из треЂе, друге и прве једн. 143) до

бијамо 

cos с = cos а cos Ь, tga. 
tg А =sinb' 

Или, пошто израчунамо хипотенузу с, 

бисмо угле да израчунамо на овај начин о. 

'cos А tg Ь cotg с, cos В tg а cotg с. 

Пример. 

Дато је: 

а=830 1'14", Ь=7406'28". 

Тражи се: . 

, 
Решење. 

с, А и В. 

cos с = cos а cos Ь 
log cos а = 9,0846236 

log cos Ь = 9,437 4789 

logcos с = 8,5221025 

с = 880 5' 35 5"· .' о , , 

могли 

• 

• 



tfY А = tga 
с> sfп Ь 

logtga=0,9121462 
log' sfп Ь = 9,983 0751 

logtg А = 0,9290711 

А = 83017'5,4"; 

t В =.!g ь 
g sin а 

log tg Ь = 0,5455961 

log sin а = 9,996 7698 

log tg В = 0,5488263 

В = 74013' 10,8". 

4Ы 

172. Тре1iи задатак. Позната је хипотенуза с 

и један налегли угао, нпр. угао А. Да се израчу

нају остали комади а, Ь и В; 

Решење. Из треЋе и четврте једн. 143) налазимо 

tg В = coig А, 
cos с 

tg Ь -- tg с cos А. 

комад а могли бисмо добити на основу прве 
једн. 143) 

. sin а = sin с sin А, 

али, пошто је страна а изражена синусном ФУНК

цијом, боље је употребити један од ових образаца 

cos с cos А 
cos а = cos Ь sin в' tg а sin Ь tg А - tg с cos В. 

Пример. 

Дато је: 
с=71 0 14'9", А =6203'47". 

Тражи се: 
а, Ь 11 В. 

Решење. 

" . cotg А tIJB= ... _-
о cos с 

[Gg cotg А = 9,7245205 

logcosc =9,5074154 

fO,s:tgB=0,2171051 
В = 58045' 34"· , 

tg ь = tg с cos А 

log tg с = 0,468 8бб i 

logcos А = 9,6707092 

log tg Ь = 0,1395753 
Ь . 5403' 8,8"; 
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ig а = sin Ь ([{ А 

log sin Ь = 9,9082462 

log tgA = 0,275 4795 

logtg а = 0,183 7257 

а = 560 46' 23,5" . 

Наuо)аена. Страну а израчунаЋемо непосредно из задатих 
:комада с и А на начин: 

sin а =sin csin А 
log sin с = 9,976 2815 

'о,.е- sin А = 9,946 1887 . 

log sin а = 9,9224702 
• 

а = 56046' 23,5". 

Друга угловна вредност 1800 - а не може да постоји услед 
'6. теореме ЧЛ. 152. 

173. Четврти задатак. Позната је једна ({атета, 

нпр. !{атета а и налегли угао В. Да се Haf:Jy остали 

.комади Ь, с и А. 

Решење. Из прве, пете и четврте једн. 143) 
!Налазимо 

fg Ь = Sil1 а tg В, 
ta а 

tg с __Ь , cos А = cos а sin В. 
cosB 

Пример. 

Дато је: 

а= 137015'40", В=580 21'16". 

Тражи се: 
Ь, с и А. 

Решење. 

tg ь = sin а tg В 

log sin а = 9,831 6512 
log tg В = 0,21 О 2074 

log tg Ь = 0,0418586 
Ь=470 45'24,8"; 

tga 
tgc=-=

cosB 
log tg а = 9,9056865 (п) 

log cos В = 9,719 8804 

logtgc = 0,245 8061 (п) 
с = 1800 - 600 24' 43,8" 
= 1190 35' 16,2"; 

• 



cos А 'cos а sin В 

log cos а = 9,865 9647 (11) 

logsin В = 9,9300877 

log cos А = 9,796 0524 (11) 

А = 1800 - 51 о 17' 58,6" = 128042' 1,4". 
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174. Пети ,задатак. Дати су угли А и В, да 

се израчунају CTpalje а, Ь и с. 

Решење. Четврта, пета и треЂа једн. 143) дају 

cos А cosB 
cos а -се __ с= • В' cos Ь = , 

Sln sin А 
cos с' - cotg А cotg В. 

, 

Пример. 

Дато је: 

А = 6507' 18,3", В = 790 14' 35,8". 

Тражи се: 

а, Ь и С. 

Решење. 

cos А cos а = '-. --
Sli1 В 

,10/(cos А = 9,623 9637 

log sil1 В = 9,992 3009 

logcos а =9,631 6628 

а = 64038' 44,2"; 

cos В 
cos Ь = . А

Sll1 

iog cos В = 9,271 0031 

log sin А = 9,957 7048 

log cos Ь = 9.3132983 

Ь = 780 7' 39,9"; 

cos с = cotg А cotg В 

log cotg А = 9,66б 2589 

log cotg В = 9,2787021 , 

logcosc = 8,9449610 

с = 840 56' 45, 1 " . 

• 



464 • 

175. Шести задатак. Дата је једна катета и 

њој супротни угао, нпр. а и А. Треба да се изра

чунају остали комади Ь, с и В. 

Решење. Ма који од непознатих комада Ь; с или 

В узели да израчунамо,· примеtујемо да је дотиtши 

елеменат изражен синусном функцијом. Непознате 

комаде Ь, с и В добијамо из познатих комада а и А 

помоtу прве, друге и четврте једн. 143) 

. sin а cos А 
sm с = sin Ь = tg а cotg А, sin В = . sin А' cos а 

Отуда, што свакоме 
• 

синусу одговаРајУ две разне 
• 

лучне вредности, видимо да ова] задатак има у опште 

два решења. У извесним случајима, пак, задатак 
• • • 

може немати нщедно решење :или имати само ]едно. 

Пре свега задатак је неМОГУћ, ако задати елементи 

а и А не одговарају ономе што тврди 9. теорема 
ЧЛ. 152., тј. ако катета и њој супротни угао нису 

или обоје. веЂИ или равни или мањи од 900 1). 

Задатак је одређен, тј. има само једно решење 

1) кад је А < 90°, дакле А + С < 1800 и према 
томе (а на ОСНОВУ 8. теореме ЧЛ. 152.) а + с < 180°, 
а од оне две вредности које добијамо за с из обрасца 

1) Девету теорему ЧЛ. 152., да у једноме правоуглом сферном тро
углу морају катете и њима супротни угли бити обоје или веЂИ или равни 

или мањи од 900, можемо да докажемо ПОМОЂУ горњег обрасца sin В = 
cosA . . 
--о Јер, пошто Је угао В, као у опште сваки угао у сферноме троуглу, 
cos а 
мањи од 1800, дакле sin В > о, следује да cos А и cos а морају бити једнога 
истог знака, тј. или су обоје (cos А и cos а) ПОJIОЖНИ или су обоје одречни. 
Ми знамо да је косинус положан у првоме квадранту: за угле мање од 900~ 

одречан је у другоме квадранту: за угле веЂе од 900. ТО значи, онда, да 
су а и А или обоје веЂИ или мањи ИJIИ, пак, обоје равни 900. 
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• . sm а 
sm С sin А само Једна одговара томе да је а + С 
< 1800. 

2) на случај да је А > 900, дакле А + С> 180(} 
И а + С > 1800, а од нађених вредности за С само 

једна испуњава услов а + С > 1800. 
Ако је А -- 900, онда је и а = 900 и према томе 

• 

Sl'n С .sm а -- 1 с· 
sinA . ' 

= 900. Из пете једн. 143) следује 

у томе случају да је cos В ,- cos Ь, дакле В Ь. То 

значи: кад суу једноме сферном троуглу два угла 

права, па дакле и њима супротне стране - 900, онда 
је треЂа страна равна треЂем углу. У томе случају 

задатак има безбројно много решења. 

у свима осталим случајима задатак има два 

решења; добивају се два правоугла сферна троугла, 
• • 

КОЈа имаЈУ задату страну а и 

овој супротни угао А. Такав 

два троугла Аве и А 1ВС до
пуњују се до сфернога дво

угла "АВА 1 СА. Ако означимо 
са а, Ь, С, А, В, С 900 стране 

• 

.в 

А. 

Сл. 99. 

и угле једнога од та два троугла, онда су стране и 

угли онога другог троугла а, 1800 Ь, 1800 С, А, 

1800 В, С 900 . 

. Пример. 

Дато је: 

а=З90 12'27,5", А=5ЗО I9'21,4". 

Тражи се: • 

Ь, с, иВ. 

- . 1 ригоно.метриј3 30 
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Решење. 

• 

• 
. Sll1 а 

Sll1 с = . А 
Sll1 

log sin а = 9,800 8082 

log sin А = 9,904 1806 

log sin с = 9,8966276 

с=520 0'58" И с= 1800-5200'58"= 127059'2". 

Као што ВИДИМО за обаllве вредности од с јесте а + с 
<: 1800 и задатак има два решеља. 

• 

3а прву вредност с = 520 О' 58" имамо: 

Ь cos с cos = --
cosa 

log cos с = 9,789 1856 

log cos а = 9,889 2234 

log cos Ь = 9,8999622 

ь = 37024' 52,8"; 

t . в ~ cotg- А 
gcos с 

log cotg А = 9,872 0183 

log cos с = 9,789 1856 

log tg В = 0,082 8327 

. В = 50025' 52,2" . 

3а другу нредност с = 127059' 2" јесте 

Ь = 1800- 37024' 52 8" = 142035'72" .' , 
в = 1800 - 500 25' 52,2" = 1290 34 ' 7,8" . 

Добили смо, дакле, ова два правоугла сферна троугла 

као решеља постављеног задатка 

1 

п 

а=390 12'27,5", Ь=З70 24'52,8", с=520 0'58",· 

А = 53019' 21,4", В = 50025' 52,2", С = 900. 

а=390 12'27,5", Ь=1420 35'7,2", с=1270 59'2", 

А = 53019'21,4", В = 129034'7,8", С = 900. 



2. 

ОСНОВНИ задатци о разреmаваљу опmтих 
сферних троуглова. 

401 

176. Први задатак. Дате су стране а, Ь, с 

једнога сферног троугла; траже 'се његови угли 
• • 

А, В и С. 

Решење. За израчунавање углова Једнога сфер"" 

ног троугла помоhу страна имамо обрасце 150), 151), 
152) и 153 (чл. 162.). Да би овај задататак био у 

опште МОГУЂ, задати елементи, тј. стране,' морају 

испуњаватиuве услове 

. 

I а + ь + с < 3600 

(В. З. и 4. теорему у чЛ. 152.). 

Пример. -
Дато је: 

а = 98014' 27,8", Ь = 56034' 19,3", с = 75028' 46,5". 

Тражи се:. 

А, В, С и Е. 

Решење. 

s = 1 1508' 46,8" log sin s = 9,956 7568 

s - а = 16054'·19" log sin (s - а) = 9,463 5800 
• •• 

s - Ь = 58034' 27,511 log sin (s - Ь) = 9,931 1 104 

s - с =:= 39040' 0,3" log sin (s - с) = 9,8050393 
--------~-------------------------

.lD.glr~in{S- а) sin (~- Ь) sin (s - с) = 9,6214864. 
~ . SZn'S' 

30* 
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А· 1· 
logtg 2 = log. ( ) sm s-a 

-~ 

sin (s-a)sin (s-b) sin (s-c) 
• 

Sl1Z S 

= 9,621 4864 - 9,463 5800 = 0,157 9064 

А = 550 11' 38,3 1 11, 
·2 .. А = 110023' 16,6": 

• 

. В· I sin (s-a) sin (s-b) sin (s-c} 
log tg-2. = log . ( Ь) . 

Sl1Z S - . Sl1Z S 

= 9,621 4864 - 0,931 1104 = 9,690 3760 . 

в = 2606' 51,2411, 
2 

в = 520 13' 42,5"; . 

. с 1 sin (soC-..а) sin (s-b) sin (s-c) 
Iogtg-2- = log . () . 

. . Sl1Z S - С . Slll'S 

= 9,621 4864 - 9,805 0393 = 9,816 4471 

с _ 330 14' 14 07" 2 - , , с =660 28' 28, 1 ". 

Према овоме је сферни вишак 
. . . 

Е = А + В + С - 1800 = 4905'27,211. 

НепознавајУflИ . угле, ми бисмо сферни вишак могли да 

израчунамо непосредно из страна ПОМОflУ Лl1лие овог обрасца 

(једн. 168.,. чл. 169:): 

s = 57034' 23,4" 
2 . 

s - а = 8027'95" 
2 ' 

s - Ь = 290 17' 1375" 
,. 2 ' 

s -.с = /9050'0,15" 
2 . 

# . ј • 
'-

1 
Е . . . 

logtg 4 = 16g 

~ 

. 

s 
log tg :2 = 0,197 0372 

s -- а 
logta = 9 i 720365, 
. '" 2 ' 

s-b 
logtg 2 = 9,748 3692 

s-c 
logtg-

2
-=9,557 1224 

s s-a s-b s-c· . 
tu- tg tg - [а-. - = 9 337 5326, 
"'2 22 '" 2 ' 

? = 12() 16' 21,83 11 , 
4 

Е = 490 5'27,3". 



177. Други задатак. 
-сфернога троугла; да се 

'(], Ь и с. 
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Познати су угли ,А, В, С 
, . 

• 
израчунз]у стране његове 

Решење. Задатак можемо. да решимо помоtу 

{)бразаца 154), 155), 156) и 157) (чл. 163.). Да би овај 
задатак био у опште МОГУЂ, задати елементи тј. угли, 

• 
Ј\юрајУ да испуне услове 

1800 < А + В + С < 5400 1) 

(в. 5. теорему у чл. 152.). 

Пример. 

Дато је: 
, 

А=470 18'56", В= 118035', С=850 4' 18". 

Тражи се: 

а,Ь, с и Е. 

Решење. , 

Е = А + В + С - 1800 = 70058' 14". 

5= 125029'7" 

S - А = 780 1 О' Ј I /1 

S - в = 6054' 7" 

.s - с = 40024' 49" 

log cos S = 9,763 7976 (п) 

Zogcos (5 - А) = 9,3117821 

logcos (5 - В) = 9,996 8414 

log cos (5 - С) = 9,881 6039 

• 

log . . .. - cos5 = О 286 7851 
cos (5 - А) cos (8- В) cos (8- С) , . 

1) ПОШТО овај други задатак стоји с првим 'задатком у односу ре

щшрочности, тј. у односу у којем стоје два суплементна троугла, - то 

>се, према томе, и услови за МОГУћНОСТ другог задатка могу да закључе 

из услова за МОГУЋНОСТ првога задатка. И заиста из. Ь + с> а следује 
реципроцисањем (применом, на суплементни сфеРН!1 троугао) д..а мора бити 

1800-В + 1800 -С> 1800- А, одакле А + В + С < 1800 +2А или, пошто 

је А < 1800, да мора бити А -i- В + С < 5400. На исти начин изводимо· из 
услова а + Ь + с < 3600 реципрочни услов 1800 - А + 1800 - В + 1800.- С 
<3600., тј. А+В+С> 18ОО. ' 
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а -cos8 
log tg 2 = log cos (8- А). cos (8 _ А) cos (8 - В) cos (8 - С) 

. 

= 9,3) 1 7821 + 0,2867851 = 9,598 5672 

~ = 21 038' 34,72", а =430 17'94П" , , 

ь 
logtg 2= logcos(8- В) . 

-cos8 
cos (8 - А) cos(8 - В) cos (8 - С) 

= 9,9968414 + 0,2867851 = 0,283 6265 

~ = 62030' 20,08",' . 
• 

ь = 1250 О' 40,2"; 
• 

-cos8 с 
logtg 2 = logcos (8 - С) . cos (8 - А) cos (8 -B)cos(8 - С) . 

= 9,881 6039 + 0,286 7851 = 0,1 6В 3890 

~ = 55021,70", 

178. ТрећИ задатак. Дате су ~Be стране и. 
захваhени угао, нпр. а, Ь и С; да се израчунају 

троуглови елементи с, А и В. 

1. Решење. Страну с налазимо помоhу коси

нусне теореме (треЋе једн. 146 у чл. 158.), а ПО томе 
угле А и В ПОllюhу синусне теореме или боље помоhу 

Гауе-ових једначина (седмог и десетог обрасца 158, 
чл. 164.), Неuер-ових аналогија (седмог и десетог 

обрасца 159, чл. 165.),.помоЋу танrентних образаца 

'једн. 148, чл: 160.) или најзад на начин као у првоме . 
задатку, тј. употребом ма којих од образаца 150), 
151), 152) или 153) У чл. 162. 

2. Решење. Израчунаhемо прво угле А и В по

МОЋУ Неuер-ових аналогија (седмог и десетог обрасца 

159 у чл. 165.) или тангентних образаца· (једн. 148 
у чл. 160.). Страну с можемо добити било помоhу 

• 
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" 

синусне или косинусне теореме, ПОМОћУ Гауе-ових 

једначина (првог или седмог обрасца 158, чл. 164.), 
Непер-ових аналогија (првог или четвртог обрасца 

159, чл. 165.), тангентних образаца (једн. 149, чл. 

161.) или најзад на начин као у другоме задаТlЧ, 

"тј. употребом ма Rојих од образаца 154), 155), 156) 
или 157) у чл. 163. 

Пример. 

Дато је: 

а" 95036/4,3", Ь=430 15/ 27,9", 

Тражи се: 
с, А, В И Е 

Решење. 

Овде је 

а + Ь = 690 251 46 111 2 ., 

с = 650 241 18,6" . 
• 

а - ь = 260 101 Ј 8 2" . 
? ' ~ 

log sin а t Ь = 9,9713874 

а--1-Ь 
logcos :2 = 9,545 7525 

log" sin а -; Ь --:- 9,6445006 

log cos а ~ Ь = 9,953 02':30· 
""' 

с = 320 42/9 З" 
2 ' 
• 
с 

log cotg 2 = 0,192 4296. 

с ОВИМ, а ПОМОЋУ Неuер-ових аналогија (седмог и десетог 

обрасца 159 у ЧЛ. 165.) налазимо 

а-Ь 
А + В .cos 2 С 

Zogtg 2 = log а + Ь cotg 2 
cos ') 

"" 
" . 

= 9,9530230 + 0,1924296 - 9,5457525 

= 0,599 7001 • 
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А+В=75053'25 17"· 
? .... " 
~ 

. а-Ь 
А -В SlIl-- 2 . С 

louta - = [оа --. cota-
БЬ 2 Ь.а+Ь 1:>2 

s 111 ---=---. 2 

= 6445006 + О, I 924296 - 9,971 3874 

= 9,865 5428 

А 2 В = 360 16 I 8,48 " . 

• 
Сабирањем 11 одузимањем добивсних вредности за 

А-В • 

и 2 слеДУЈе 

А = 11209' 33,65", в = 39037 I 16,69".· 

. 

Страну с израчунаtелю, такође, ПОN.оhу Неuер-ових ана-. 

логија (прве једн. 159, ЧЈЈ. 165.): 

А+В 
cos 2 . Ь 

с ат 
tg·2,= А _B tg 2 

cos _.-
2 

А+В . 
log cos 2 = 9,3869959 

а+Ь 
log tg --2- = 0,425 6349 

А-В 
log cos 2 -. = 9,906 4688 

с 
log tg 2 = 9,906 1620 

. с = 38051 ' 27·59" 
2 ' 

с = 77042' 55,2". 



Најзад за сферни ексцес налазимо 

Е = А + В + С - 1800 = 370 1 Ј '8,9411. 

Непосредно из задатих КОЈ\lада а, Ь и С добиhемо 

·еfссцес ПОМОћУ обрасца 166) у чл. 169. 

Е sin С 
[о----.-
62- а Ь 

cotg 2 co!g 2 + cos С 

а . 
Jag co!g ') = 9,9574759 

L, 

ь 
!og cotg 2 = 0,401 7446 
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сферни 

• 

а Ь 
.logcotg'i cotg i = 0,359 2205 

log cos С =·9,619 3008 

cotg ј co!g ~ = 2,2867595 

cos С=0,416 1988 

а Ь 
cotg 2 cotg 2 + cos С = 2,702 9583 

Zog sin С = 9,9586946 

( а Ь\ 
log . co!g 2 co!g 2 + cos С/ = 0,431 8393 
----------------

Е = 18035' 34,4811, 
2 

Е 
log tgn = 9,526 8553 

L. 

Е = 37011' 8,9611. 

179. Четврти задатак. Дата је једна страна и 

.два налегла угла, нпр. с, А и В; да се израчунају 

остали !(омади а, Ь и С. 

1. Решење. Угао С добијамо· на основу коси

нусне теореме (треЂе једн. 147 у чл. 159.), пи онда 

,стране а и Ь помоhу синусне теореме или боље по-

• 
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МОЂУ Гауе-ових једначина (првог и седмог обрасца 

158, чл. 164.), Неuер-ових аналогија (првог и че

твртог обрасца 159, чл. 165.), тангентних образаца 

(једн. 149, чл. 161.) или најзад на начин као у пр

воме задаТI{У, тј. употребом ма којих од образаца 

150), 151), 152) или 153) У чл. 162 .. 
• 

2. Решење. Израчунајмо прво стране а и Ь по

МОЂУ Неuер-ових аналогија (првог и четвртог обрасца 

159, чл. 165.) или тангентних образаца (једн. 149, 
чл. 1 61.). Угао С можемо добити било помоtу си

нусне или I{осинусне теореме, помоtу Гауе-ових јед

начина (првог или четвртог обрасца 158, чл. 164.), 
Неuер-ових аналогија (седмог или десетог обрасца 

159, чл. 156.), тангентних образаца (једн. 148., чл. 

160.) или најзад на начин као у другоме задатку, 

тј. употребом ма којих од образаца 154), 155), 156) 
или 157) У чл. 1€>3. . 

Приметимо да овај задатак стоји са прошлим 

(3.) задатком у односу реципрочности. 

Пример. 

Дато је: • 

С= 134017' 45,6", А== 103057' 2,9", В= 129035' 18,7".' 

Тражи се: 
а, Ь, С и Е. 

Решењс. 

Овде је 

А t В = 116046' 10,8" 

logsin А t В = 9,950 7661 

. А+В . 
logcos 2 = 9,653 6031 (п), . 

А - в = _ 12049'79" 2 . , 

А--В 
log sin 2' = 9,3460976 (11) 

А-В 
logcos 2 = 9,989 0386 
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• 

с = 6708' 52,8" 
2 

. с 

log tg 2 = 0,3752749. 
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С овим, а помоhу Непер-ових аналогија (првог и че

твртог обрасца 159, ул. 165) добијамо. 

А-В 

а а+ Ь _ cos 2 ~ _ cosj=-Ј 2~49~ 7,9"L а 670 8' 5? 8'" 
t6 2 - А + В tg 2 - cos 1160 46' 10,8" t", ~, 

cos---. 2 

_ !OS 120 49'7,9~ t 6708' 528" 
-cos 63013' 49,2" g , 

а+Ь . 
log tg 2-= (9,9890386 + 0,375 2749:....- 0,653 БОЗ 1). (11) 

=0,7107104(11) 

а! Ь = 1800 _ 78059' 3,27" = 101 О О' 56,73/1; . 

. А-В 
а-Ь_ sll1- 2 ~_sil1(-1204~'7,9~J_ 608' ')8'" 

tg 2 - . A+B tg2- siI1116046'IO,8" tg 7 5~, 
Sll1 2 

sil1 12049' 7,9" 6708' 52 8" 
- sil1 630 13'49,2" tg , 

а-Ь . 
log tg 2 = (9,346 0976 + 0,375 2749 - 9,950 76Ы) (11) 

. 9,7706064 (11) 

а -;- Ь = _ 300 31' 35,14" . 

Сабирањем и одузимањем израчунатих вредности 3<11< 

а+Ь а-Ь 
- - и налазимо 

2 2 

а = 70029' 21,59", .Ь = 131032' 31,87" . 

• 
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Угао С израчунаhем.о, таКОђе, пом.оhу Непер-ових ана

. логија, нпр. помоtу седме једн. 159) 

а-Ь 

С' cos 2 А+В cos(-3003I'35,14")' 
Ifi = а + Ь cotg 2-- = cos 101 о 0'-56,73" - cotg 116046' 10,8 

cos 2 . 
• 

=cos3003I'35,14" '63013'492" 
cos 780 59' 3,27" cozg , 

log cos 300 3 l' 35,14" . 9,9352023 

logcotg630 13' 49,2" = 9,702 8371 

log cos 780 59' 3,27" = 9,281 2129 

С logtg-i = 0,356 8265 

{ = 660 15' 50,68". С= 132031'4136". . . , 

Према ГОРЉИМ вредностима јесте сферни ексцес 

Е = А + В + С - 1800 = 1860 4' 3" . 

180. Пети· задатак. Познате су нам две стране 
. " . 

и угао КОЈИ лежи. према ЈеДНОЈ од тих двеЈУ страна, 

нпр. а, Ь и А. Има да се одреде остали троуглови 

комади с, В и С. 

Решење. Угао В добијамо помоhу синусне теореме 

sin Ь. . 
sin В =-: szn А, 

szna 

угао С помоhу Непер-ових аналогија (седмог или де

сетог обрасца 159, чл. 165.), а страну· с тако исто 

(употребом првог или. четвртог обрасца 159) или, 

користеhи се већ израчунатим комадима, на ма који 

од горе изложених начина. 

• 

• 
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Отуда, што је прво израчунати КШ'tlад, угао В,. 

изражен синусно:v1 функцијом, а ми знамо да једноме 
• 

и истом синусу одговараЈУ две угловне вредности, 

које се допуњују до 1800, видимо да овај задатаI{ 

има у опште два решења. У извесним случајевима, 
• 

ПШ(, задатак може ш,шти и само Једно решење или. 
• 

шта више немати НИЈедно решење. . 

Напомена. Дй бисмо поједине СЛУLшјезе, који могу 
да наступе код овога задатка, ближе испи-· 
тали КОРИСТИћемо се 8. теоремом чл. 152., на 

• 

---... . ~ 

основу које заа+ь~ 1800 јесте А -1-В< 1800. 

· Према томе можемо да разли!{ујемо следеће 
· могуtlНОСТИ: 

• 

1 на случај' да је . а .+ Ь > 1800, дакле њ. 
А + В> 180О, а при томе 

1. ако је А > 900 јесте В' неодређено, јер 
. I 

има у опште две вредности:. 

2. ако је А .- 90° јесте В > 90°, тј. може'. 
имати само једну вредност. 

3. ако је А < 90° јесте В > 900, тј. може 
• 

имати само Једну вредност. 

II на случај да је а + ь --1800, дакле и 
А + В _.- 180°, а при томе 

1. ако је А > 90° БИће В < 900, тј. може 
• 

имати само Једну вредност. 

2. ако је А 90° БИће В .-. 90°, тј. може· 
• 

имати само једну вредност. 

3. ако је А < 90° БИће В > 90° тј. може 
· . 

имати само Једну вредност. 

Ш на случај да је а јЬ < 180°, дакле и, 
А + В < i800, а при ·'f0Me 

1. atш је А > 90° биtе В< 900, тј. може~ 
• 

да И.'vЈа само Једну вредност .. 
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2. ако је А 90° БИЂе В < 90°, тј. може 
• 

да има само Једну вредност. 

3. ако је А < 90° БИЂе В Heoдpe~eHO, јер 
;има у опште· две вредности. 

Према овоме задатак може да буде нео
дpe~eH, тј. може имати два решења само у 

• 

,ова два случаЈа 

1. кад је а + ь > 180°, 
2. " "а + ь < 180°, 

Ме~утим ми смо у стању да, у извесним 
;приликама, И овде одредимо потпуно вред

.ност угла В. Јер, ако је а + ь > 180°, А> 90°, 

.а при томе a~~ Ь, онда (на основу 7. теореме 
чл. 152.) мора бити В >А, дакле В> 90°. 
Тако исто кад је а + Ь < 180°, А < 90°, а 
;при томе а >Ь мора (услед поменуте 7. тео
реме чл. 152.) да буде В :.:::::А, дакле В < 90° . 

. У . једноме и у другоме случају задатак по
стаје потпуно oдpe~eH, јер се за угао'. в 
,Добија само по једна вредност. 

Одавде следује да горљи задатак може да 
'буде Heoдpe~eH сам,о у ова два случаја 

1. кад' је а + ь > 180°, А > 90°, а > ь и 

2. " " а + ь < 180°, А < 90°, а < Ь. . 
. у свакоме је другом случају задатак или 

oдpe~eH или немогуЂ. Но. и ово последње 
неЂе наступити ако су троуглови елементи 
добивени мерењем или се у опште односе 

на какав постојеЂИ сферни троугао. 

1. Пример. 

,Дато. је: 

а=480 9' IО",Ь=350 ,Ј7'24", А=71 0 49'5". 

'Тражи се; 

,С, В. С и Е., 

• 

. 
1 , 



Решење. 

, 

. в sil1b. А 
Sll1 = ."- S111 . 

Sll1 а 

logsinb=9,7617138 

log sin А = 9,977 7558 
, 

log sin а =;' 9,872 1134 

log sin В = 9,867 3562 

479 

В = 47027' 37,72" И В = 1800 - 470 27' 37,72" = 1 32032' 22,28". 

Од ове две вредности за угао В сме се узети само 

прва вредност 

В"""':' 47027' 3772" , , 
јер, узевши ону другу вредност, дошло би се до несугласице 

да је за а> Ь, А < В, које је противно 7. теореми чл. 152 . 
. 

ТреЋУ страну с и треhи угао С можемо израчунати 

ломоhу прве или четврте и помоhу седме или десете Не

пер-ових аналогија (једн. 159, чл. 165.) 

А + В = 590 38' 21 36" 
2. ' 

а + ь = 41 043' 17" 
2 

А - В = 120 1 О' 43 64" 2 . , 

а - Ь = 6025'53" 
2 

А+В cos ----
СЈ" Е. _ _ 2 а + ь _ cos 59038' 21,36" 10 ' 

1ь 2- A_B tg 2 -cos 120 10'4364"fg4 4317 
cos ' 2 . 

А+В . 
log cos 2 = 9,703 6718 

a-i--b 
log fg 2 = 9,950 1883 

4-В 
logcos -2= 9,9901141 

с 
log tg 2 = 9,663 7460 
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~ = 24045' 7,06", ' с = 490 30' 14,12". 

а-Ь 

С СО.'> 2 А + В _ СО.'> 60 25' 53" " О, ') • 

tg-i = a+b cotf{:2 -СОS41043'17,,соtg5903021,ј), 
cos 2 

а- Ь • ' 
Zog cos 2 = 9,997 2582 

'ZOgcotg A t в = 9,767 7313 

а+Ь ' , 
log со.'> 2 = 9,872 9657 

С 
log tg 2 = 9,8920238 

С = 37056' 58 92" С,' ' 75053' 57,84". 
2' " 

Најзад 
• 

Е = А + В + С - 1800 = 150 1 о' 40,56" . 

2. Пример. 

Дато је: 

а . 127056', Ь = 730 ! 2'., А = 1420 17'. 

'Тражи се: 

с, В, С и Е. 

Решење. 

Пошто је у овоме примеру а + Ь > 1800, А> 900, а > Ь, 
то је, према горе (у НаUОli1ени) речсноме, ово један од она 

• • 
два случар у КОјима задатак има два решења. 

. 

. в sin Ь .' А 
Sll1 =. Sll1 

Sll1 а 
• 

log siп Ь = 9,981 0569 

Zogsin А = 9,7865791 

log sin а = 9,8969265 

log sin В = 9,8707095 

, 

в = 47056' 48,21" и В = 1800 - 47056' 48,21" = 13203' 11,79". 



• 

За В = 47056' 48 2Ј" имаhl.о: .. 
. , 

• 

А t В . 950 6' 54, Ј" 

а t Ь = ЈСОО34' 

А+В 

А -;- В = 47010' 5,911 

а-;- Ь =27022' 

cos ~:--
. с 2 а + ь cos 950 6'54 Ј" . 

tg 2 = A_B tg 2 =с 47010'5'91ltg100034' 
cos ~ as, 

2 

cos 84053' 5,911 7902б' 
cos 470 10' 5,911 tg . 

log cos 840 53' 5,911. 8,950 1483 

log tg 796 26' = 0,7292214 

!о!! cos 470 1 О' 5,9" = 9,8324112 

с . 
. log tg 2 = 9,8469585 

_с = 3506' 26 7" 2 ' , . с=7ОО12'53,4". 

а-Ь 

С ,cos 2 А .-1- В ?70 22' , cos ~ О' о' N 

tg 2 = а + Ь cotg :2 = cos 1000 34' cot.s 95 6 54,1 
cos 2 

cos 27~22' t 840 53' 5 911 
cos 79026' со g , , 

!о!! cos 270 22'= 9,9484535 

!og cotg 84053' 5,9" = 8,951 8812 

log cos 790 26' = 9,263 3507 

С logtg2 = 9,636 9840. 

С = 230 26' 11 35" . 
2 " 

Тригономе1;рија 

с = 46V 52' 22711. . ., 

• • 

• 

31 
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За В= 13203' 11,79" имаi\\О: 

А -; В = Ј370 10'5.9" 

а -т Ь =100034' 
2 

А--',-В , 

А - В = 50 б' 54 1" 
2 ' 

а-Ь 
2 =27022' 

С cos 2 -ат Ь cos 1370 10'5,9" 100034 
tg 2 ~ ~ А _ В-- tg 2 -- tg' cos 506' 54, 1" 

cos 2 • 

~ cos 420 49Ј54,! " 790~6' 
cos 50 б' 54 Ј" tg L 

. , 

log cos 420 49' 54, 1" ~9,865 3136 
. 

log tg 790 26' - 0.7292214 

log cos 50 6' 54, 1 !I ~ 9,998 2б71 

С log tg-2 =0,596 2679 

~ ~ 75046' 58,43", с 151 о 33' 56,86!1 . 

a~b 

С cos 2 А + В 2702 r
, , . _cos L 137' о 1 О' 5 9" tg 2 --, ·а.Ј...ь соtg --2 =соslОООЗ4,соtg . , 

cos '.-
2 

. 
Г7022' 

= COSL. 4~oд9'541" 
cos 790 2б' cotg L" , 

, 

log cos 270 22' = 9,9484535 

log cotg 42049' 54, 1" = 0,032 9024 

log cos 790 26' - 9,2б33507 

с log tg 2 = 0,7180052 

~ = 7909' 48,04'1 с = 1580 Ј 9' 36,08". 



Добили смо, дакле, ова два сферна троугла: 

. r а -С" 127 056', 

( ~ А -1 1420 17', 

t 
I а = 127О 56', 

I! { А = 1420 I Т, 
I . 

1 

ь = 73012' . , 

В = 47056' 48 21" , , С= 460 52'22,7", 

Е=570 6'IО,91". 

. 

ь = 73012', с= 151033'5686" . , , 

в -'- 1320 31 11,79', . С = 1580 19' 36,08" , 

Е-2520 39' 47,87". 
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181. Шести задатак. Дата су два угла и страна 

.I<Oja лежи према једноме од та два угла, нпр. А, В 

и а; да. се израчунају остали I<омади fJ., с и С . 
• 

Решење. Страну Ь добијамо ПОМОЋУ синусне 

теореме 

• 
sinB . 

sin Ь = . А' szn а, szn 

страну с ПОМОЋУ Непер-ових аналогија (првог. или 

четвртог обрасца 159, чл. 165.), а угао С TaI<O исто 
(помоtу сед.'\ОГ или десетог обрасца 159) или, ако 

се будемо користили веЋ израчунатим КО-"lадима, на 
• • 

ма КОЈИ од раНИЈе показатих начина. 

у след тога што је прво одређени елеменат 

(страна с) изражен' синусном фУНI<цијом, јасно је да 

овај задаТaI{, као и онај прошли (5. задатак), има 
. 

у опште два решења; у извесним приликама он. може 
• • 

имати и само Једно решење, па и ни]едно. 

Напо1tlена. Расматрајуtи посебице случајеве када 
јеА+В> 1800,А+В' 180,А+В<18ОО 
онако· исто као и у . прошломе члану ИЈ1И 

• • • 

с погледом на то да Је оваЈ задатак, па да-

31* 

• 

• 
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• 

;- , 

• 
кле и сви услови КОЈИ за њега важе, реци-

прочан претходеtем (5.) . задаТКУ,долазимо, до 
резултата да овај задатак може. да буде не
одређен, тј. да има два решења само у ова 

• 
два случаЈа 

1. кадјеА+В>1800, а >900, А>Ви 

2. " " А + В < 1800, . а <900, А < В. 

у свакоме другом случају 
ређен или у опште немогуЂ. 

• 

задатак Је од-

1. Пример. 

Дато је: 
" 

А = 970 4' 20,9", 

Тражи се: 

Решење. 

, 

В = 7900' 314" , I а = 105042' 18,2". 

Ь, с, С и Е. 

. ь sin В . 
S/l1 = . А Sl/1 а 

Slll 

logsinB=9,9919594 

log sin а = 9,983 4765 

log si/l А .,-- 9,.9966829 

log sin Ь = 9,9787530. 

- . 

На основу овога добијамо за страну Ь ове две вредности 

Ь = 72013' 24,4" и. Ь = 1800 - 720 1 З' 24,4 = 107046' 35,6", 
. . 

ОД КОјИХ се сме узети само прва вредност 

Ь = 72013' 24,4", 

јер бисмо, узевши ону другу вредност, имзли А > В,а < Ь. 
што је противно 6. теореми чл. 152 . 

. " ,О" " 

..• ..ТрећУ . CTpaJ:IY с и треkи угао С наfшhемо, као и 'f 
Щ)~ШЛО}"lе зэдатку, ПОМОЋУ Непер-ових аналогија . 

• 



, 
• 

А-В 
• =901'5475" 

2 ' 

а;- Ь = 88057'51,3" 
~ 

а - ь = 16044'269" 
2 ' . 

.А+В 
, Sll1 2 Ь' 8802'2 1 " ' 

t ~ = --_ .... t а - = Slll б, 5 u 16044' 26 9" 
g 2 . А - В g 2 sin . 90 1'547511 te , 

• 

sm 2 ' 

log sin 880 2' 26,1511= 9,9997461 

log tg 16044' 26,9" = 9,478 2646 

{o:;sin 90 1'54,7511 = 9,195 8551 

Zog tg~ = 0,282 1 55'6 

~ = 62025' 33,711 
, 

с- ]24051'7,4" . 

485 
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. а- Ь 
Sl/1 2 С ~ o·A-В_SiпI60 44'2б,9/' 901' " 

tg-2 = . a+b cote 2 -SiI1889 57'51,з"соtg 54,75 
sm 2 

Најзад 

Zog sil1 16044' 26,9" 9,4594567 

logcotg,90 1'54,75" 0,7987264 

Zog sin 88057'51,311 9,9999291 

_С = б 1 о 6' 43,4811 
2 

С Zogtg 2 =0,2582540 

С= 122013'27". 

Е = А + В + С - 1800 = 1180 ! 8' 19,311. 

• 

• 
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2. Пример. 

Дато је: 

А =5106' 32,8", В = 11904'21,6", а = 480 2' 45,2". 

Тражи се: 

Решење. 

Ь, с, С и Е 

'Ь· sinB .. 
Sl!1 = . А- Slfl а 

Slfl 

log Sill В = 9,941 5135 

log sin а = 9,871 3864 

log Sill А = 9,891 1711 

. - _.. logsill Ь = 9,921 7288 
• 

, 

Ь = 56037' 27,5" . и Ь = 1800 - 56037' 27,5" = 123022' 32,5". 

3а прву вр.едност Ь = 56037127,5" следује: 
• 

А + в = 850 5 I 27 2" 2 ., А -;- в = _ 33058' 54,4" 

а + Ь = 520201635" 
2 ' 

а - Ь = _ 40 17121 15" 
2 . ' 

.А+В sm ,~ 

с 2... а- Ь _ SiIl8505 1 27,2" а( O~' 11 ") 
tg 2 = . A_B tg 2 -SiП(-З3058'54,4''/~ -41/2,5 

Sl/1 2 

= sin 850 5' 27,2 ~ 40 17' 2' 15" 
sin 33058' 54,4" tg , 

, 

log sin 850 5' 27,2" = 9,9984040 

log tg 40 17'21,15" = 8,8750669 
. 

log sin 330 58' 54,4" = 9,7473568 

с 
logtg

2 
=.9,1261141 • 
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i = 7036' 53,94''', с = 150 1 3' 47,9" 

.а-Ь 
С Sll1 2 А-' В . (-4017'2115'/) ", , , 

tg-2 = +' b cotg 2 = Sll1. 52020'6 З~" cotg( - 33?58'54,4П) , 

• 

. а. Sll1, Ј 
Sll1 ' \' 

2 

=sin4017'~,15" ta33058'544" 
sin 52020' 6;35" со "" , 

logsin 4017'21,15"=8,8738488 
-log cotg 330 58' 54,4" ~ 0,171 3105 

log' sin 52020' 6,35" _ 9,8985047 
, , 

, С 
10g,tgZ = 9,1466546 • 

,С = 7058' 44,96" 2 ' 
-

С= 15057'29,9". 
• 

3а другу вроДностЬ ~ 1230 2232,5!! добиl1емu: 

А -+- В = 8505' 27 2' , А '-;- В = _ 33058' 54,4'" 
2 ' 

а -+- ь _ 85042' 38 85" 
2 - " 

а - ь = _ 370 39' 53,65" 
2 ' 

. А +В 

szn ~ 

2 

", ~ sin 850 5' 27,2" t 37039' 53-65" 
sin 33058' 54,4" I! , , 

• 

!оgSЁп850 5'27,2"=9,9984040 

log tg 370 39'53,65" = 9,887 5665 ' 

logsin 33058' 54,4" = 9,747 3568 
. . , . , с 

log tg 2 = 0,1386138 

.. 
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~=53059'31,74", ' с'= 107059'3,5". 2 ., . . 

.а-Ь " .' 
с _ SLП 2 А :- В _ sin (:- 37039'53,65") _ О' " 

tg'j - . а + Ь cotg 2' -- sin 85042' 38,85" cotg( 33 58 54,4 
SLП 2 

_ sin 37039' 53,65" 33058' 54 4" 
sin 85042' 38,85" cotg .' 

• 

Zog sin 37039' 53,65" = 9,7860713 . 

log cotg 33058' 54,4" = 0,171 3! 05 

log sin 85042' 38,85" = 9,998 7819 

log:'!; = 9,958 5999 

. ' с = 42016' 23'52" '. с = 84032' 47". 2 , .. ' 

Добили смо, дзкле, 9.вадва -сферна троугла: 

r а = 480 2' 45,2" , 
1 

Ь = 56037' 27,5", с = 15013' 47,9", 

1 ~A=5106'32,8", 
I 

l 
. r а = 4802' 45,2", 

II { А = 51 06' 32,8", 
1 

t 

'В = 11904' 21 6" , , 

Е = 608' 24,3". 

Ь = 123022'325" 
. " 

В= 11904'21,6", 

Е = 74043' 41.4" . • 

С= 15057'299" , , 

с = 1070 59' 3,5" , 

с = 84032"47" , . 

• 

182. Изрази за дужину страна сферног троугла у 

дужној јединици и· површину сферног троугла у повр-
I . 

шинској јединичи. ПримеЂујемо да се у обрасцима 
Сферне Тригонометрије стране троуглове не јављају 

никад у неuосредној форми. као стране као што 

је случај у РаВlиј Тригонометрији него YBel{ у 

виду тригономеТРИСI{ИХ функција и да се, пре:Уlа 
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томе, претпоставља да су исте (тј. стране) изражене 

Ј{ао и угли: степенима, минутама и секундама. На 
• • 

овај начин полупречник лопте, на КОЈОЈ замишљамо' 

луке (тј. стране троуглове), остаје. потпуно произ

вољан. Ако се, међутим, жели да зна дужина лу

f{OBa, који образују стране сфернога троугла, онда 

се мора узети у рачун полупречник лопте. Озна

чимоса (О дужину лука који одговара углу од 1" 
. . . 

у кругу са полупречником 1, дакле о) .- 180. 60 . 60 

• 

= б48r. 000 (в .. чл. З.); онда је г (1) дужина лука једне 

·секунде у кругу са полупречником г и, према томе, 
• • 

дужина лука КОЈем одговараЈУ а секунада, означимо 
• 

• 

та] лук са аге а, 

аге а а r (1). 

Показали смо раније да је, рачунајуtи са лога

ритмима, дозвољено log (1) заменути са log' sin (1), тј. са 

log sin 1", пошто је грешка, која' се тиме чини, тако 

мала да не утиче на седмо. десетно место 1 ). Према 

томе можемо да ставимо 

. 

аге а а г sin 1 fI , 

одакле 

аге а 

а = г sin 1 п' 

Помоtу ових образаца можемо да изразимо ду

жину лукова (стране сфернога троугла) у. дужној 

јединици, нпр. у метрима, познавајуtи њихову вредност 

у секундама, као и обратно што можемо да израчу

намо колико секу нада садрже извесни луци (CTpaH~' 

1) В. ЧЛ. 32. и примедбу под 2 у' ЧЛ. 132. на сТр. 358. 

• 
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сфернога троугла). познавајуtи њихову величину у 
, 

• • 
ДУЖНО] Јединици. 

За површину сферног троугла имали смо обраЗаЦ 

Р ?Е 7t 
= г- 1800 

(в. једн. 165, ЧЛ. 168.), У Koje.'v\ се претпоставља да 

је сферни ексцес Е IIзражен у. степенима и деловима 

степена. Ако, пак, сферни еl{сцес изразимо у секун-
• 

дама, онда Је површина 

• 
где Је, према горе реченом, 180 . ба. 60 = (1) дужина 

лука једне секунде у кругу са полупреЧНИI{омl, и 

које можемо да заменимо са siп 1 ". На тај начик 

следује· образац 

који Ha.'v\. даје површину сферног 

. шинској јединици. Тако нпр. ако 

троугла у повр-
• 
J~ полупречник r 

лопте изражен у метрима површина Р биtе изра

жена ј квадратним метрима. 

Пример. 

Нека је ва један сферни троугао 

а = 950 36' 4,3 f/ Ь = 430 15' 27,9 f/ С = 770 42' 55,2 f/ 

=344164,3", =155727,9", =279775,2", 

Е=370 11'8,9"= 133868,9" 
• 

(В. пример у ЧЛ. 178.), а полупречник лопте 

r= 541 m. 
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Према горњем обрасцу Нсlлазимо ДУЖИIУ страна у метрима 

0.= 344 16 сЈ ,3 . 541 . S}111"· 

log 344 164,3 = 5,536 7460 

log 541 =2,733 1973 

Ь= 155727,9' 541· sil11" 

log 155727,9 = 5,1923664 

log5cJc1 =2,7331973 

log sil1 1" = 4,685 5749 - 1 О log sin 1" = 4,6855749 - 1 О 

loga = 2,955 5182 

а = 902,6475 т 

{o~? Ь = 2,611 1386 

Ь = 408,4497 п1 

с = 279775,2' 541 . sinl" 

{og 279775,2 = 5,446 3092 

log 541 = 2,733 ] 973 
. 

log :jin 1" = 4,685 5749 - 1 О 

logc = 2,865 58 Ј 4 

с = 733,8063 т. 

р = 54]2 . 133868,9' sil1 ]" 
• 

log 5412 = 2· lо;; 541 = 5,466 3946 

{og 133868,9 = 5.1266797 

log sill 1 ff = 4,685 5749 - 1 О 

. log Р = 5,2786492 

Р = 189 954,3 111? 

• 

ПСЈВРШ<lна ц,:ле лоше јесте: L = 4 '1. (2. Овде је 

log 4 = 0,602 06(0 

(og" = 0,497 1499 

!og г2 = 5,4663946 

10,:: L = 6,565604') 

L - 3677 939 1112. 
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3. 

Примене у Геометрији и Геодезији. 

183. Полупречнии оно троугла ОП'исаног н руга. 

Да бисмо добили сферно средиште О споредног I(руга 

, 
• 

. који пролази кроз темена сфер-

~ ног троугла АВС преПОЛОВИћемо 

Сл. 1 ОО. 

стране тога·· троугла и подићи

ћемо у тако добивеним тачкама 

L, М и N сферне управне, које 

Ђе се сеЂИ све у тачци О: среци

шту око троугла описаног круга!). 

Означимо са R сферни по-

лупречник око троугла описано!" 

'i(pyra: R = ОА -- ОВ ОС. 

Из правоуглог сферног троугла OBL, а на основу 
Неиер-овог правила, читамо . 

а 

а tg '2 
cos u. = tg 2 cotg R, одакле tg' R = cos И. 

-----
1) Да се сферне управне, подигнуте у тачкама L, М и N (срединама 

троуглових страна), секу све три у једној тачци О, која је у подједнаком 

одстојању од темена сфернога троугла, доказа!iемо на овај начин. Нека је 

{) пресечна тачка сферних управних, које су подигнуте у тачкама L и М. 
'Отуда што је 

L. OBL'-...; /'с. OCL 11 ~ ОАМ ~ 6 ОСМ 

'(јер назначени ТРОУГЛОIJИ имају једнаке две стране и захва!iени угао, али 

1,ОМади једнога троугла следују у противном смислу у Iшјем следују одго

:варају!iи комади у другоме троуглу) следује 

ОБ = ОС I! ОА = ОС, тј. 

ОА= ОВ= ОС, 

-а то значи да и треЂа сферна управна подигнута у средини N стране АВ 
пролази кроз тачку О. 
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• 

ИЛИ,. пошто Је 

дакле 

• 

'с( + р + I ~ (А + в + С) 5, 

а 
tg-

2 
tg R = cos (S А) . 

На исти начин налазимо друге две сличне' вред:-' 
ности: 

с 

• 

а tg-.· 
2 

tg R = cos (5 А) cos (5 Вј 

fg-
2 
---=---С) . (169' cos (5 

. а Ь с 
Ако, овде, заменимо tg 2' tg 2 и tg:2 вредностима. 

које нам дају једн. 156), чл. 163., добиhемо образац 

tgR= 
-cos5 

~-- :--~-- :-с--=--о'. (17(}' 
cos(S Ај cos (5 В) cos (5 Сј 

у којем је сферни полупречник ОПl1саног круга изра

жен помоhу углова сферног троугла . 
. Ми можемо ПОJIупречник R да изразимо и по-· 

МОЂУ троуглових страна. Узмимо ове две Гаус-ове: 
• 

Једначине 

а+Ь 
. А +В cos 2· . С 

cos ' 2 = с Sll1 2 

. А+В 
Sll1 2 .= 

cos ~2 

·а-Ь 
cos --:2::--

с 
cos -

2 

• 

С 
cos '2' 

• 
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С 
помно>.Ки~о прву са cos 2' 

.. С 
другу са Sl11 2 И онда их 

{:аберимо, па Ђемо добити 
• 

а+Ь а-Ь 
cos 2 +cos 2 1 

·cos 2 (А +.В - С)-
с 

. С С 
- Sl11- cos -• 2 . 2 

cos 2 

или употребом познатих гониометриских образаца, 

Rpahe 

• 
а Ь cos - cos-

(5 С) 2 2. С cos - = ----- Sl11 . 
С cos-
2 

На исти начин налазимо 

. Ь с с а cos - cos о О 

(5 А) 2 2. А s - = ----- Sl11 , 
а 

cos - cos-. 2 2 
cos (5 - В) = Ь· sin В. 

'1 ) 

cos-
2 

cos-
2 

Заменом ових добивених вредности за cos (S А), 

cos (5 - В) и cos (5 С) у горње обрасце 169) следује . 

• а • Ь • с 
Sl11 - . Sll1 о ОО Sll1-

tgR 
2 2 . 2 

Ь с. А с . а . В а Ь. 
cos 2 cos 2 sm cos 2 cos ,xsm cos 2 cos 2 Sl1l С 

Најзад, ако ставимо овде за sin А, sin В и sin С 
• 

њихове вредности из једн. 153), ЧЛ. 162. и изврши~о 
извесна проста скраЂења (на основу гониометриских 

.образаца 18, чл. 21.), ДО,биtењо израз 
• • 

• 
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2 
. а . Ь . с 

szn :2 szn -2 Sll1 :2 

• 
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tg я= ~============, v sin s sin (s-a)sin (s-b) sin (s-c) 

у I{ојем је сферни полупречнИI{ око троугла описаног 

круга изражен ПОМОћУ страна сферног троугла . 
• 

184. Полупречник у троугао уписаног круга. 

Средиште О споредног круга, који додирује све три 

. С . стране једнога сферног тро

чимо 

, . 
'-Ј I ,.' 

• I 'г' 
• • 

,.,);) .-
, - ----",,- \ --- , 

Т\ 

а. 

, , 
• 

F 

угла Аве, налази се у тачци 

где се секу велики кругови 

који полове угле сфернога 

троугла!). . 
Спустимо из. средишта О 

УЩ:lCаног Ј{руга сферне управне 
Сл. 101. на троуглове стране и озна

њихову дужину, а. то је сферни . полупречник 
уписаног круга, са r, дакле r = OD ОЕ ОР. 

1) Докаа. Нека је О пресечна тачка она два веЛlIка Ј(руга који по

лове угле А и В сфернога троугла АВС. Спустимо ИЗ тачке О сферне 

управне OD, ОЕ и ОР на све три ТјЈоуглове стране. Отуда што је 

ОАЕ и л ОВР ~, OBD -- -~. 

(В. 6. Случај у чл. 153.) следује 

ОР= ОЕ и ОР= OD, тј. 

OD=OE=OP, 

дакле тачка О, пошто је подједиако удаљена од све трн троуглове стране, 

средиште уписано г круга. 

Отуда, опет, што је 

.0 ODC~ ..... ОЕС 0- 0_' 
дакле 

< OCD= < ОСЕ, . 
вакључујемо да велик!! круг, који полови треtи угао С, TaKo~e пролаЗfЈ 

кроз тачку О. 
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Из правоуглог сферног троугла ОАР, а на основу 

Неuер-овог правила, читамо 

А ... . t А 
. sin а Ј eotg 2 tg г, одакле tg r = Sll1 а Ј g 2 

, 

А 
tg r -- sin (s - а) tg 2 . 

На ИС1И начин налазимо 

• 

. А ( 173) tgr=sm(s-a)-2=sin s 
в с b)tg2 =sin (s-e) fg 2 " 

.. А В С 

Заменимо овде tg 2' tg 2 и tg 2 њиховим вред-

ностима из једн. 152), чл. 162., па Ћемо добити образац 

174) tg г= 
sin (s а) sin (s Ь) sin (s - е) 

. . , 
sm s 

у којем је сферни полупречник круга изражен по

МОЋУ страна троугла у који је круг уписан. 

Да бисмо полупречник r изразили у углима сфер
ног троугла узеЋемо Гауе-ове једначине 

А+В eos --'0--

+ Ь 2 е eos а = ----=с- eos-
2 . С 2 

• 

sm 2-

А В eos 
. а +Ь 2 • е 

sm 2 
• С -sm 2' 

sm 
2 • 
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помножићемо прву са sin ~, другу са cos ~, па· 
ћемо их сабрати и добити 

А В . А + В 
1 cos 2 . cos 2 . . с с 

sin 2(а + ь - с) = -----.-.--:О;сОС--- ---sm 2cos 2' . 
sm 2 

• 
КОЈе се, на основу познатих гониометриских обра-

. заца, може да напише краће 

. А . В 
sm 2 sm 2 

sin (s .- с) = ----~- sin с . 
. С 

sm 2 

На потпуно исти начин налазимо 

• в • с • с • А 
sm 2 sm 2 sm--sm 

2 2 sin (s а) 
• sin (s Ь) 

А 
sm а, . 

В • • 

sm 2 sm 2 

sin Ь. 

Заменом ових вредности за sin (s - а), sin (s - Ь) 

и sin (s с) у обрасце 173) добијамо 

. В . С. . с . А . Ь . А . В . 
sm 2 sm 2 sm а sm 2 sm 2 sm. sm 2 Sl!1 2 Slll.C 

fgr- = = , (175 - А В С 
cos 2 cos 2 cos 2 

. одакле опет, кад ставимо овде за sin а, sin Ь и sin с 
њихове вредности из једн.157), чл. 163., следује 

.f cos S cos (S А) cos (S В) cos (S С) 
fgr=V , (176 

А В С . 
2 cos 2 cos 2 cos 2 

Тригонометрија 32 
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а то је образац у којем је сферни полупречник круга 
изражен, ПОМОЂУ углова сферног троугла у који је 

круг уписан. 

Наuомена. При~еЂујемо да обрасци за полупреч
ник описаног круга и обрасци за полупреч
ник уписаног круга стоје меijусобом у односу 

• 

реципрочности, тако да се Једни могу да И3-

веду из других на познати начин. Није тешко 
• 

увидити да Је узрон: томе у реципрочности са-

мих задатака. 

185. Растојање двеју тачана на земљи. Из гео-

графске ширине и дужине два места на земљи да 

, ' , ' , 
"'-. .f ' , ./-' -_. ,---t-_ , , , , , 

-f- ---1----+----1--

Сл. 102. 

динате места S2' 
SI а S2 повучени 
Тада. је 

сеизрачуна љихово сферно 
• 

раСТОЈање. 

Нека је Рп северни, Р" 
јужни пол, АБ екватор, РпАРsБ 

први (почетни) меридијан, SI и 

S2 два места на земној лопти. 

Означимо са ~1 и )'1 географске 

координате (географску ширину 

11 географску дужину) места 

SI , . са 'Р2 И Л2 географске коор
Замислимо да су за обадве тачке 

ЊИХОI3и меридијани РпSРs И P nS2Ps• 

-
~1 SIQl, 

~2 S2Q2; 

Ако тачке SI и S2 спојимо сферном дужи (тј. 

луком великог круга lzoји пролази КрО3 те две тачке) 

доБИћемо сферни троугао Pl1S 1S2 , у којем познајемо 

• 
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две стране и захваЂени угао: стране PllSI . 900 СРI, 

PnS2 -- 900 СР2 И угао SPllS2 )'2 )'1 1). Дужину 
стране SIS2, а то је сферно растојање тачака SI и 

S2' наЂИЂемо ПОМОЂУ косинусне теореме 

cos S I S2 = 

cos (90О- С(1) cos (900 - c(2)+sin (900 -СРI) sif1 (900 -СР2) cos ()'2-:-ЛI) 

= sif1 СРI sin СР2 + COS СРI COS СР2 COS ()'2 1.1) 
• • 

или на ма КОЈИ од оних начина, по КОЈима се може 

разрешити задатак у чл. 178. 
Зарад лакшег рачунања са логрритмима за пре

поруку је да се у горњем обрасцу, пошто се напише 

стави 

• 
и на таЈ начин образац доведе на логаритамски по-

десну форму 
• 

1) Ми претпостављамо, овде, да се оба места SI и S2 налазе на 
једној истој половини лопте како у однос на екватор тако и у однос на 

први меридијан. Другим речима ми замишљамо да места SI и S2 имају или 
оОбадва северне или обадва јужне ширине, а тако исто и да су обадва на 

источној или на западној хемисфери. Да бисмо обухваТИЛII све МОГУЂе слу-
• • 

чајеве треба да утврдимо да се географске ширине ('!') сматрају као по-
.ложне на северној, а као одречне на јужној половини земље. Тако исто 

-треба да правимо разлику односно знака измеljу ис!очних и западних ду

жина (А), узев једне са знаком +, а друге са знаком -. Ако 0значимо са 
"91, )'1 и '?2, Л2 апсолутне вредности географских. координата два места на 

.земљи, онда је, према реченоме, РП SI = 900 + ,!,1, Рn S2 = 900 + ,!,2, S1Pn S2 

= )'2 + )'1 И на ОСНОЕУ Ilосинусне теореме 

4:0S S1S2 = COS (900 --;:: '?1) cos (900 + '1'2) + sin (900+ '1'1) siп (900 + '1'2) COS (Л2 + )'1) . 

= sin 'f'1 sin '?2 + COS 91 COS <;'2 COS (1-2 + Лl), 

тде, као што рекосмо., треба узети Л2- Лl' ако су оба места на истој 

хемисфери (источној или ;западној), а Л2 + Лl' ако су на различним хеми
сферама (једно место .на источн.ој, а друго на западној половини). 

32* 
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COS S S = sin СРI CO~ ( СР2 ф) 
. I 2 SIn Ф 

(В. 4. задатак, ЧЛ. 65.). 

Пример. 

Да се израчуна сферно растојање између Париза(<Рl 

= 48061', Л1 = 2020') и Рима (<Р2= 410 54', Л2 = 12030'). 

• 

Решење. 

Рачун ва ПОМОћНИ угао у: 

Овде је 

cotg+ = cotg <р1 cos ()'2 - Л1)' 

А2 - ).1 = 10010' 

log cotg <р1 = 9,941 4585 

log cos (Л2 - )'1) = 9,993 1268 

log cotg~ = 9,934 5853 

t. = 49017' 55,7" . 

Израчунавање сфернсг растојања Париз-Рим: 

. ·s s sin <р1 cos (<f'2 -ф) 
cos 1 2 = . I • 

Овде је 

. . 

sm 'f 

, _. .- 70 23' 55 ~П џ (1)2- ,/ , . 
, . log sin <р1 = 9,876 7889 

. . 

"log cos (<Р2 - ф) = 9,996 3689 

log sin Ф = 9,8797384 

. log cos SlS2 = 9,993 4194 

Sl S2 = 90 56' 56,5 ". 

Ако желимо то раСl'ојање да имамо у дужној јединици • 
. нпр. у метрима, односно километрима, употребиtелю сравмеру 

40 000 000: х = 3600 : .;:. Sl $2 , 
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где је 40000000 периферија једног великог круга 1) . на земљи 

у метрима, х растојање Париз-Рим такође у/ метрима. Из 
. 

постављене сразмере налазимо 

х = 1 1.05448 т = 1105,5 km. 
/ 

• . .. , 

Наuомена. Показати начин израчунавања сферног 
растојања двеју· тачака на земној површини 
може да се примене и на одре~ивање углов-' 
ног (привидног) растојања двеју тачака на 
небу. Ако 0значимо 

висине, 
. . 

са 91 и 'Р2 деклинаЦИЈе или 

астр. ширине 

азимуте, 
" . 

" /'1 ,,1.2 ректасцеНЗИЈе или 

астр. дужине 

~Bejy тачака на' небу, онда је сферно одсто-
• • 

Јање њихово, као и горе, дато ]едначином 

COS S1S2 sin 'Рl sin 'Р2 + COS t 1 COS 'Р2 COS ()'2 )'1) 

или 

sin 'Рl cos ('f!2 ф) 
COS S1S2 sin Ф 

, 
, 

• 
где ]е 
... 

соt~ф cotg 'Р1 cos (1'2 )'1) . 

Пример. 

l{олика је угловна мера за дужину путање Једнога ме

теора, који је, кад је почео да . светли, имао висину 'Рl = 350, 
азимут 1.1 = 700, а кад је пресгао да светли имао !р2 = 260, 
1.2 = 950? . 

1) Тачније периферија једног л\еридијаНа. 



, 

• 

. 

502 

Решење. 
• 

cotg ~ = cotg 350 cos 250 

log cotg 350 = 0,1547732 
. .., 
10g cos 250 = 9,9572557 

logcotg~ = 0,112 0289 

~=37041'271' 

• 

sin350cos 17041'27" 
. cosSlS2 = sin37041 / 27" 

. log sil1 350 = 9,758 5913 

log cos 17041' 27" = 9,978 9608 

log sin370 41' 27 ", = 9,786 3257 

log cos SlS2= 9,951 2264, 

дакле у округло] Мfри: 
• , Sl S2 = 260 39'. 

• 

186. Задатак. I<:oje су крајње тачке' на· северу, 
• • 
ЈУГУ, западу и истоку из КОЈИХ се може да види ВрХ 

( 

\. 
.... -

... 
\ 
\ 
Ј 

I 

В вертикалног пред-. 

мета' АВ чија је ви
сина -- ћ: 

Нека је О среди

ште земље: Из тачке 

. В . замишљамо по

вучен . тангенциални 
конус н'а лопту, који 

• 
ову дОДИРУЈе по из-

весноме малом КРУГУ 

C!D! C2D2 • Овај круг, 

чије је сферно· сре-
". 

диште у тачци А и 

Сл. 103. који сече меридијан 

тачке Ау С! И С2 , а паралелни КРУГ тачке А yD! 
и D2, има као сферни полупречник АС! А С2 за 
чији (редишни угао t.J.. постоји образац 

(В. чл. 131.). 

• r· 
cos а=Г+ћ 

-
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Ако означимо са '-Р, ), географске Ј{оординате 

задате тачке А; са Ч!I и Ч!2 географске ширине тачака 

С1 и С2 (које имају исту дужину /, коју и тачка А); 

са )'1 и )'2 теографске дужине тачака D 1 и D2 (које 

имају исту ширину ч! I<ao и таЧI{а А), онда је, с обзиром 
да су меридијаНСI<И луци А С1 АС2 сферноме по

лупречнику (јер једно и друго представља Hajl<pata 
растојаља измеђУ тачаI<3 А и С1 ,односно А и С2), 
очевидно 

г 
Ч!I= И. или Ђ = '.р - аге cos г + ћ' 

·Г 

'.р2 '.р + аге cos г + ћ· " 

Дужине "'1 и )'2 тачаI<а. D 1• и D2 добиtемо I<ористеtи 
са решењем задаТI<а у последњем члану имавши. у 

виду да су географСI<е ширине поменутих тачаI<а 

jeAHaI<e географској ширини таЧI<е А. Из једначина 

eos и. sin2 '.р + eos2 '.р eos (), )'1) 

= sin2 '.р + eos2 '.р eos ()'2 Ј,) 
• 

слеДУЈе 

r . 2 

, Г + h szn '.р 
Л 2 --), + аге cos ? • 

eos" '{I 

187. СВОђење углова на ХОРИЗ0нат. Измерен .је 

угао који заI<лапају две праве ОА и ОБ: угао r = 
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1: АОВ и измерени су угли које чине његови краци 

ОА и ОВ са нормалом ОС: угли u. 1: ВаС и р = 
_1: АОс. Из ова три угла има да се израчуна угао 

с 

, 

r' - -1::: AiOB', тј. угао који чине 

пројекције ОА' и ОВ' правих ОА и 
ОВ на хоризонталну раван која про

лази кроз теме О. На тај начин је 

угао ј' пројекција угла ј на хори

зонталну раван. Израчунавање угла 

ј' из угла ј зовемо своljење угла на 

хоризонаш. 

Замислимо да је из темена О 
Сл. 104. 

описана лопта. Зраци ОА, ОВ, ОС, 

ОА I и ОВ' продираt.е ту лопту у тачкама А, В, С, А' 

и В'. Тачке А, В и С обрарују сферни троугао АВС, 

чије су стране ВС а, СА р, АВ ј познате, а 

. угао С 1: А'ОВ', тј. углу ј' (в. на крају чл. 145.) 
који тражимо. Ми имамо случај, који смо расматрали 

у општем задатку чл. 176. Тако нпр. помоhу обра

заца 152) чл. 162. налазимо 

. ' 
tg L = 

2 / 
, 

Sin~(p+j u.)Siп~(u.+ј--р) 
• 

Siп~(u.-t-р+ј)SiП~(u.+р ј) 

Ако се мерење врши теодолитем, онда се угао 

С 1::: А'ОВ' добија непосредно. Тако исто могу се 
измерити и угли u. ~: ВОС,р 1: АОс. Из ова три 
угла, односно из страна а, Ь и захваhеног угла С, 

доријамо угао ј ~ АОВ на начин као што смо 

показали у општем задатку чл., 178. 
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188. Jlежандр-ова теорвма. -- Сферни троугли, у 
• 

I<ОјИХ су стране врло мале наспрам полупречника· 

лопте, на којој се они. замишљају, могу без осетне 
• • 

грешке да се замене равним троуг лима, ЧИје су 

стране једнаке странама сферног троугла, а угли јед

наки углима сферног троугла, пошто се сваки од ЊИХ 

смањи за треt.ину сферногасувишка. 

Ову значајну, а по Геодезију нарочито важну, 

теорему пронашао је године 1787. познати француски· 
математичар Лежандр (Аdгiеп-'Магiе I~egendre, Париз 

1752. Париз 1833). 

3амислимо . један сферни троугао, чије су стране 

а, Ь, с врло мале наспрам полупречника одговара-·· 

јУЂе лопте. 3арад краЂег бележења идуt.ИХ образаца 

узеt.емо полупречник лопте за дужну јединицу, ста-

виtемо дакле r 1. Троуглuве стране а, Ь, с, изра

жене у овој јединици, тј. као дужине лукова, биtе 
• 

према учињеНОј претпоставци представљене 

врло малим бројевима, разуме се у виду разломака.· 

Према томе ћемо, а да се немамо бојати да ћемо 

чинити осетне грешке, смети да занемаримо све више 
• • 

степене ТИХ количина, КОЈИ, по вредности ЊИХОВО], 
• 

изчезавају према нижим степенима. 

На основу образаца 150) и 151) чл. 162. јесте 

.А 
szn =-= ·2 

sin (s - Ь) sin (s-c) 
sin Ь sin с ' 

А 
cos 2 = 

( sin s sill (s а) 
sin Ь Sill с 

у Алгебарској Анализи показује се да се синус 

ма каквог лука може да представи једним збирљивим 

бесконачним редом, да је за ма какво х 

• 
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у бескон. 

(в. Основи Инф. Рачуна. Први део. ЧЛ. 74.). 

Збир реда на десној страни јесте коначан и од-

ређен и пошто је навек sin х, служимо се њиме да 
израчунамо синус лука Х. 

Према овоме можемо горња два обрасца да на

пишемо 

.А 
szn 2 = 

~--- . 

, (s-ЬУ (s-bj5 ,- (s-сУ (s-cj5 . 
(s-b)- , +---, ... (S-С)--З---Т.-+ 5' .... 

З. 5. _ L _ _ 

• • • . ' 

А 
cos 2 = 

-

(s-аУ (s-aj5 
(s-a)---, "З"'--+--5 , - ... 

" - . . -

или, кад измножимо редове испод корених знакова 
• 

и занемаримо чланове у КОЈима се налазе количине 

Ь, С, S а, s Ь, S с у четвртом и вишем степену; 

• 
1) Овде је З! = 1 .2. З, 5! = 1 .2. З . 5 итд. п! = 1 .2. З ... п. Овакав 

производ свију целих и положних бројева од 1 па до извесног назначеног 
целог и положног броја 11 зове се П-UРОf/З80ДIIО, п-факултет или l1-фак-

• 
тори]ел. 
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i (s - Ь У + (s - с)?: 
/ 1- 6 . А 

sm 2 --

А cos--
2 

• 

(s - Ь) (s - с) 

Ьс 

s ($ а) 

Ьс 

!{ОЈе, !{ад ставимо 

можемо да напишемо 

-_._--

/ 

I .1- Ь2 + с2 
, 6 

/ S2 -/- (s аУ 
; 1 6 / 

Ь2 + с2 

1 
6 

. А 
sm 2 = 

(s b)(s с) 

Ь с . 
(s b)2_f- (s сУ 

1- 6 

А 
cos 2 = 

s (s а) 

Ь с . 
• • 

, 

ода!{ле, !{ад измножимо испод !{орених зна!{ова и 

-опет занемаримо чланове са четвртим и вишим сте
пеном, налазимо ове вредности 
• 

1 Ь 2 +с2 
- 1) Обичним начином аа дељење добијамо Ь 2 + с2 = 1 : 1 - 6 

. 1 -
6 

Ь2 + с2 (Ь2 + с2)2 (Ь 2 + с2)3 
= 1 + 6 + 62 -- + . 63 +... или, ако аанемаримо четврте' 

. -

1 Ь 2 + с2 
И више степене количина Ь и с, ~ _ Ь2 + с2 = 1 - 6 . 

6 



508 

г-------- - -------с----

.А 
.szn 2 = 

(s - Ь) (s - с) 

Ьс 
'. 

(s-b)(s-c) 
Ь с 

1 + s (s а) 
·3 

А 
cos 2 = 

s (s а) 

Ьс 

s(s - а) 

Ьс 

Непрекорачујуtи 

мо, овде, да ставимо 

г------- -

1 
(s-b)s-c) 

- 3 . 

-
границе приближности мож 

l_(s-b)(s-c) 1_(s-b)1 
6 6 

• 

• 
и да напишемо на таЈ начин 

, 

. А 
sm 2 = 

А 
cos 2 = 

-,-С s_-_b~) (,,-s~-----"-c) -1-+ s (s ба) 
Ьс 

s (s а) 

Ьс 

(s - Ь) (s - с)-
1- б . 

• 

1) Ово налазимо кад по познатој методи IIЗВРШИМО Кореновање. 

тачности добивених нредности увtрИЋемо се кад извршимо пробу, а то !{ 

леву и десну страну дотичних израза подигнемо на квадрат и онда занем 

римо на десној страни чланове ЧtТВРТОГ и више]' степеНd. 



l{омбинујуhи ове обрасце с обрасцима 

. u. (s Ь) (s с) 
sm 2 Ь с 

s (s а) 

Ьс 

(в. једн. 88 и 89 ЧЛ. 109.), који важе за раван тро-

угао, чије су стране а, Ь, с (дакле једнаке странама 

сферног троугла који расматрамо), а угли његови 
а, [3, ј, налазимо 

. А u. А . u. 
sm 2 cos -2 - cos 2 sm 2 = 

------------------ . 
(~ (s - а) (s Ь) (s с) s (s - а) + (s Ь) (s - с) 

• 
Ьс 6 

или 

1 vs(s-a)(s b)(sc) 
sin 2 (А -а)= 6 

ода!{ле, r обзиром на ступаlL тачности којег се др

ЖИМО, а :'Ја основу 1. 3акључка у ЧЛ. 31 замењу-
11 ' 

јуhи sin ~; (А а) луком 2 (Л. а) и с погледом на. 

образац 94), ЧЛ. 111. следује 

одакле 

1 р 

. 2 (А а) 6 ' 

р 

=А- з' 

а рlзуме се исто тако 
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р 

- в - з' 

р 

'(=С- з ' 

-где Р означава површину равног троугла са стра

нама а, Ь, с. Из ових образаца је јасно да су угли 

-(Ј., ~, "( мерени луцима у кругу са полупречником 1 
.и пошто је за раван троугао а. + ~ + "( 7t, то је 

{сабирајуtи последња три обрасца)' 

7t А+В+С Р 
или 

Р А + В + С 7t, 

дакле 

р ЕЈ 

.ако са Е означимо 

троугла. 

сферни ексцес задатог сферног 
• 

• 

Пошто је полупречник лопте узет за дужну 

јединицу: стављено r 1, то је површина сферног 

троугла, означимо је са· р\, према обрасцу 1658) 
чл. 168. 

р\ Е, 

које сравњено са Р, тј. површином равног троугла. 

чије су стране једнаке странама сферног. троугла, - • • 

покаЗУЈе да Је 

О. -- А 
Е 

З 

Q В 
Е 

fl З 



• Е 
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.) 

Овим је ДОЈ{азана Лежандр-ова теорема. 

511 

Из начина Ј{аЈ{О смо извели ову Лежандр-ову 
•• • 

теорему јаСНО Је да она НИЈе СТРОУО тачна, него 

сам.О приближна и да ј е њена тачно ст у ТОЛИЈ{О 

веЂа у Ј{ОЛИЈ{О су стране сферног троугла мање на-
• • 

спрам полупреч.НИЈ{а лопте, на КОЈОЈ троугао зами

шљамо. ТаЈ{О нпр. троугли на земној IJОВРШИНИ (сма

травши ову Ј{ао лопту), у Ј{ојих дужина страна не 

прелази 15. географСЈ{ИХ миља (ОТПРИЛИЈ{е 10) могу 

да се решавају по Лежандр-овој теореми, а да се 

. не морамо бојати да Ђе резултати бити осетно 

погрешни. 

4. 

Примене у Сферној Астроном.ији. . 

189. Небесна сфера. Ми замишљамо. небо као 

једну сферу, Ј{оја је са неодреijеним полупреЧНИЈ{ОМ 

описана из средишта наше земље!). СваЈ{И посматрач 
• 

на земљи види, разуме се, само Једну половину те 

сфере. I{pyr, Ј{ојим се привидно наслања видна поло
вина небесне сфере на земљу, зове се доглед или 

ХОРИЗ0наш (Horizont, Gesichtskrejs, Qrtinzkreis, horizon) 
'- ,"',' .-.' . '" - - " 

посматрачев. 
... ' , ... ~ 

ГеомеТРИСЈ{И полови хоризонта, а то су даЈ{ле 
• 

таЧЈ{е у Ј{ОЈима управна подигнута на хоризонталну 

раван у тачци где се посматрач налази продире 

небесну сферу, зову се зенит. (Zenit Scheifelpunkt, 
zепith) и надир (Nadir, Fusspunkt, nadir). Зенит је над. 

1) В. Напомену на крају овога члана . 
• 

• 
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хоризонтом, дакле видљив ; надир испод хоризонта 

и, према томе,за посматрача невидљив. 

Свака тачка хоризонта је удаљена за 900 како 
• 

од зенита тако и од надира. 

Напомена. Непосредни утисак, који добијамо. по
сматрањем неба, изазива у нама представу 
да небо има облик једнога свода 1), I{оји је 
спљоштен у вертикалноме правцу, тако да 

• • • 
нам изгледа да ]е његова на]узвишеНИја тачка 

нама најближа. . 
Под извесним претпоставкама лако је од

редити облик небесног свода. СJl1ИШ (Robert 
Smith у своме делу од год. 1728.) претпо
ставља да је небо (или боље реЂИ онај део 
неба I{оји посматрач види) један део лопте, 
тј. једна калота, чије се средиште налази вер
тикално испод· посматрача, дакле у правцу 

I{a надиру. 
Нека је ABZ вертикалан пресеI{ небесног 

свода, АБ пресек хоризонта за посматрача У' 
тачци Р; Z зенит. 
Средиште небе
сног свода за ми

шљамо у проду

жењу вертикале 

ZP, нпр. у тачци О. 
Одређивање обли
ка небесног свода 

• 

саСТОЈИ се у изна-

z 

;;:) 

А. '< , 'I"---.---,.----'.P , 
", '~ . . ...... , , , 

: ...... ,ј( " 
. '-'.Ји/Р . 
: '.Ј.: .. \! : 
~'------~-~--~~-

О 

Сл. 105 . 

лажењу угла 2~, јер познавајУЂИ тај угао добија 
• 

се, на врло прост начин, положај средишта 

О, отуда што је g~ cos 2 'р. Тиме налазимо 
1) Отуда peQ небеенn СВОД (Нimmеlsgеwбlbе, Firmament, voute du ciel). 

, 



, 
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ОР, па даI<:ле и PZ И РА у деловима полу
пречника лопте. Да би нашаО угао '.р Смит 
је измерио 1: АРС и, а то је угао под I<:O
јим се према хоризонту види тачка С; која је 

• 

привидно ПОДЈеДНaI<О удаљена од хоризонта и 

зенита, тј. од тачаI<:а А и Z. Помоtу угла и 
лако је израчунати угао ср. Из правоуглог 
троугла ОАР читамо 

ОР = ОА· cos 2 ср; 
• 

из троугла 

теореме 

ОРС слеДУЈе, на основу синусне 
• 

• 

ОР: ОС sin (1800 900 и r.p):sin (90°+ и), 
. 

одакле, пошто је ОС ОА, 

ОР ОА cos (и + ср) , 
cos и 

• • • I<:oJe, сравњено са горњим, даЈе Једначину • 

cos 2 ср cos и· cos (и + ср). 
Ова је једначина треЂег степена у односу 

• 
на cos ср и има три стварна I<:OpeHa, од I<:ОЈИХ, 

меiJутим , . само један одговара постављеноме 
задатку. Према тачним мерењима Рајман.а 
(RеimаПl1) угао r:J. BaplJpa измеiJу 220 и 300, 
I<:oje зависи од оних ОI<:ОЛНОСТИ које утичу на 
• 
Јачину светлости. 

За и 230 добија се ср 160 33' и !према 
томе за ЛУI<: AZ (место 900) угао 330 6'. AI<:O 
ставимо ОА 1 добиtемо' 

AP--sin330 6' О,546,ОР cos3306'. 0,838, 

PZ 1. ОР 0,162. 
Тригонометрија 33 
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• 

• 

, 

Одавде 
• 

слеДУЈе 

АР 
PZ = 3,37 . 

, 

с овом ОЈ{ОЛНОШЂУ стоји У непосредној вези 
позната појава (дејство таЈ{озване ваздушне 
перспективе) да сунце и месец у Ј{ОЛИКО су 
ближе ХОРИ30НТУ изгледају веЂИ и да близу 
ХОРИЗ0нта добивају елиптичаноблик. Велика 
оса њихове еЈ1ипсе паралелна је са ХОРИЗ0Н
ТОМ,а мала оса урравна према њему. Према 

• 

горе наведеним резултатима изалази да Је за 

сунце и месец у висини од 150, 300, 450, 600, 
,750, 900 над ХОРИ30НТОМ величина њиховог 
пречника 680/0, 500/0, 400/0, 340/0, 310/0, 300/0 
дужине, коју пречници тих'небеснихтела имају 
у ХОРИ30НТУ. 

За Математичну Географију, а нарочито за 
питања Ј{оја се односе на одређивање поло
жаја тачака на небу (питања Ј{оја нас овде по
главито интересују) није ни од каЈ{ве важности 
ни значаја ово одступање облика небесног 
свода од полусфере. Напротив ми Ђемо, као 
што с.мо горе веЂ напоменули, сматрати небо 

• 
Ј{ао Једну лопту са средиштем у средишту 

земље или што изилази на исто (услед беско
начне величине небесне сфере наспрам земне 
лопте) као лоп:гу која је описана И3 места на 

• 
Ј{ОЈем се налази посматрач. 

Услед тог а што је полупречиик небесне 
сфере (на којој замишљамо звезде) бесконачно 
веЛИЈ{И наспрам полупречника земне лопте или 

боље реЂИ услед врло веЛИЈ{ИХ удаљења звезда 
од наше земље (према Ј{ојима полупреЧНИЈ{ 
земље изчезава) дозвољено је замислити да 
се посматрања врше И3 средишта земље и 

према томе је дозвољено идентификовати при-
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• 

видан хоризонаш (scheinbarer Horizont, horizon 
sel1sibIe), а то је I<Pyr по I<ојем: хоризонтална 
равансече небесну сферу, саИСШИНСКИJft хо
ризоншом (wahrer Horizont; horizon rationnel), 
тј .. са КРУГОМ по· којем РIван, која је пара...: 
лелно са посматрачевомхоризонталном равни 

повучена I<рОЗ средиште земне лопте, сече . 
. н~беснусферу . 

. 

. , 

190. Појмови који се ОАносе на обртање земље оно 
љене осе. а) Grпuши појмови. Обртање. земље OI<O 
њене осе ад запада ка ИСТOI<у за време од 24 сата· 
npojeI<Tyje сена небу и показује нам се у обртању 

небесне сфере' OI<O свешске или небесне осе (Welt- od. 
Нјmmelsaxe, ахе du monde) у противноме смислу, тј .. 
.од ИСТОI.са]щ западу, а у истоме времену од 24 сата .. 
ТаЧI<е, у I<ојима,замишљамо да CBeтCI<a оса (а то је 

:продужење обртlifе осе наше земље) продире небесну . 
сферу, зов.:у-се свешски или небесни полови (Welt- od .. 
Himmelspole, poles du monde). Пол, I<оји јена север

ној половини сфере, даI<ле онај којег ми (на северној 

хе,\iисфери) видимо~ зове се северни пол (Nordpol, роЈе' 
boreal)~ а онај други, на јужној половини, јужни пол 
(Siidpol, роЈе austral). 

l{руг, по којем раван земног' еlшатора сече не

бесну сферу, зове сеСЈдешски или небесни полушар 

илиеквашор (Himmelsaquator, equateur celeste). Сви са 
- - -' - . 
• • 

светским eI<BaTOpOM ш:рзлелни кругови зову се, као и 
:код земље, uарарелни кругови (Parallelkreise, paralleles). '. 

. .' 

Меридијанима на земљи· одговарају на небу свеш-.· 

.(;ки или небесни' полудневциили меридијани (Нјm

melsineridiane, ·.meridiensceJestes), . као веЛИI<И I<РУГОRИ 
• 

RОјИ пролазе RрОЗ светше полове. 

ЗЗ* 

• 
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Ь) Излазак И залазак звезда. Појавуобртања не
б~сне сфере опажамо у обртању звезданог неба око
светске осе у времену од 24. сата. У томе обртању 
примеtујемо следеtе правилности: прво, да се звез

дано небо обрhе равномерно, тј. салодједнаком. 

брзином и друго, да све звезде' опису ју, при томе,. 

паралелне кругове. У тој системи паралелних I{РУ-

гова је светски екватор велики . круг. Тај великw 

IZpyr (тј. светски екватор) сече ХОРИЗ0нат по јед-
• •• 

наме пречнику, Ta!Z03BaHoJ ИСШОЧlю-заuаДНОј ЛИНИЈИ 

(ОsfwеsШпiе) , која на ХОРИ30НТУ одреljује две тачке: 

. исшочну шачку (Ostpunkt" Est) и заuадну шачку West-
. . 

punkt, Ouest). Меридијан (велики круг који пролази: 
• 

Кр03 северни И· ЈУЖНИ пол, зенит и надир посма-

. трачев) сече хоризонат Talzolje по једноме пречнику, .. 
• •• • 

по такозваНОЈ uолудневици или меРИД1fjаНСКОЈ ли-· 

нији1) (Mittagslinie, mеridiеппе),' која стОЈи уЪравно
на источно-западној линији и на ХОРИЗ0НТУ одређује 

. . 

северну шачку (Nordpunkt, Nord) и јужну шачку (Sud-
punki, Sud). Северна, јужна, источна и западна тачка
образују четири основне шачке (Kardinalpuтzkte, pOil1ts. 
cardil1aux) ХОРИЗ0нта. .' 

. Нека је у сл. 106. !Zpyr, који је описан И3 тачке 
О, меридијан за посматрача, којег замишљамо у тачци 

') МеридијаНCIZа линија може, врло просто, да се овако одреди. У 

ХОРИЗ0нталној равни опише се један !<руг и У његовоме средишту поставw 

се вертикално једа!1 танак штап. 3атимсезапазе оне две тачке у којима. 

(први пут пре подне, други пут после подн'е) сенка тога штапа таман до
дирује периферију' !<руга. Управна, повучена И3 среДIIШт;l круга на праву 

која спаја оне две посматране тачке, даје правац ме'ридијанеке линије. 3а
рад веЋе таЧf\Щ:ТИ могу, место једног круга, да i:e у;",му више !<онцентрич
них кругова и за сваки !,руг, одвојено, да се речена нор~\ала одреди .. Средња.. 
113' свију ТИХ нормала показује правац мерilдијанске :шније.Ова најстарија 

<lстр.ономска справа, којом су сеС.1УЖIIЛИ већ Вавиљонани, позната је под:. 

.JIl\\eHOM i!liоJt!OIШ (GI10ШОI1). . 
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О. ТаЧI<е Z и F представљају зенит и надир, права 

NS мерид.-ијанСkу линију (пресеI< меридијана са ха.-
с 

ризонтом), N северну, S јужну таЧI<У хоризонта; 

права РпРsflредставља. CBeTCI<Y, осу РП северни, Ps 
јужни пол. Паралелна тетива UV,MN, CD, ан, ST, 
ХУ (међу I<ојима је 11. преЧНИI< АБ), I<oja стоје управно 
на светској оси PnPs, као пресеци паралелннх кру

гова, гр:дстављају(у пре

секу) путање звезда, I<oje 
ове, при дневноме обртању 

небесне сфере OI<O своје осе, 
описују. Пошто је за посма

трача видна само она по

ловина небесне сфере која 
• 
Је изнад посматрачевог хо-

• • • 
ризонта, ПОЈМЉИВО Је на I<ОЈИ 

начин извесне звезде, по

v 
S" \, \ !N 
',\ ....... Ј, ' 

X~ \ ... , l' ' 
" \ ... " \ 1 ~ \ .': 

. " ... \ \ ' , 
,\ \ ".'" I \ ", 
\\}. \'" \, 
'\", . '\ " \/, 

n\ \ '\ '\ '\ /ћ 
~-s-'\\ \ r \ \ /1.) 

,,\ \ I \ ., ,/ 
,.~. \ f \ ) 
.у .... \... I \~,,"""""'.в 

Т---Р---в 

Сл: 106. 

дижуt.и се над хоризонтом испуштајуt.и се испод 

љега, у TOI<Y од 24 сата бивају видне и невидне. 

Тшш нпр. звезде, чију путању у пресеI<У предста

вља тетиво CD, јесу видне у положајима. I<оји су 
представљени тетивним I<омадомСЕ, јер су тада из

над хоризонта NS,a невидне су у положајима ко

јима одговара теТИВНИI<омад DE, пошто се оне, тада, 
налазе испод посматрачевог хоризонта. Помоt.у сл. 

-
l 06. лаI<~ појмити да има и таквих звезда I<oje се 

• • 
НИI<ад не СПУШТаЈУ испод хоризонта, ,КОЈе, . даI<ле, 
ЈНИј<ако и не залазе, I<ao што опет има и таквих· 

tlшје се не појављују над хоризонтом и, на тај на

'iИН, _ за посматрача остају навен: невидне. Такве 

звезде, чије путање (паралелни кругови) леже са-
• 

свим изнад' или сасвим испод хоризонта,I<ОЈе, да-
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кле, било да никако не залазе или никако не из-, 

лазе, зову се циркумuоларне звез~е (Zirkump~larsterne,. 
~toiles circumpolaires). Тетиво UV пр~дста~1ра џутању 

~ ~ 

звезде која никад не налази, тетиво ХУllутању зве-

зде која. се никад не појављује над хоризонтом. Уоп

ште све звезде на калоти MPnN и калоти . Tp,sS јесу 
циркумполарне; прве (северне)не залазе, друге (јужне) 

не излазе. Све остале звезде, а то су· оне у зони. 
- , - - 1 ~ 

SMNT, периодно се спуштају и дижу изнад хоризонтаr 
- . . '-

• 

Ако назовемо угаО,I{оји cbe-r:ска ИJ'IИ земна оса 

заклапа са хоризонтом, дакле 5: PnON . r.p, uоларном 

висином1) (Polh6he, еlеvаtiоп ои hauteur du pole) места 
• • . на КОЈем је посматрач, онда можемо горе наведене 

• 
катеГОрИЈе звезда да карактеришемо овако: звезде,. 

. . 

чије j~ угловно удаљење од северног пола < r.p припа-
'. . . . 

даЈУ северним, звезде, ЧИЈе је .. угловно удаљење од 

јужног пола < r.p (од ceB~pHOГ пола > 1800 ~) при
падају јужним циркумполарним звездама. Све остале 

звезде излазе и залазе периодно у току од 24 сата . 
. Путање (круг), коју једна звезде описујена небу 
,. , ' 

зовемо дневним кругом. (Tageskreis,' cercle diurne) 
звезде. Онај део тога круга, којн је изнад хоризонта,. 

у кој.ем . је, дакле,' звезда видна,2), зове се ДНt;вни лутс . -, - - . 
. (Tagbogen); други део, који је испод хорщюнта и за 

време чијег описивања звезда бива невидна, зове се 
о , • - '-, 

НОћНИ лук (Nachtbogen). За звезде, које се креЂУ у 
равни небесног екватора АЕ!, јесте дневни лук = 
,НОЂноме луку --·1800; за . звезц.е на северној хеми-

,1) Угао, који чини светски или земни екватор c(i ХОРIl80Н'ј"ом,дакле . , - - .... _,,,.'. ~_. =-
4: AOS, 80ве се екваmорска ВИСИ/Ш (Aequatorh6he). [Iоларна висина+еква-
торска висина = 900, .. 

2) Апстрахујуtи од сунчане светлости, Ј.:оја ЧИНИ да се 8ве8де дању 
. немогу видети. . .. 
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сфери дневни лу!{'је· веЂИ ОД НОЂНОГ, за звезде на 
· јужној хемисфери, обратно, јесте дневни лук мањи (јА 
ноЂнога .. Разуме· се да се ово односи на посматраче 

. . 
· северне хемисфере, нпр. за посматрачеу Европи. 3апо-
сматраче на јужнојполовини неба ;прилике су обратне . 

. Звезде, чије су'путање подјеДНа!{О удаљене од 

екватора, а налазе се на супротним странама од It>eta,. 
· имају јеДНа!{е дневне кругове, али с том . разликом 
· што је дневни лук једних раван НОћноме ЛУI{i оних 
други звезда и обратно НОЂНИ лук првих раванднев

номе ЛУI<у других.' 

Вертикална раван, која сече хоризонат по се

bepo-јужнојJiинији, а то је меридијан, полови све па

ралелне кругове (звездане путање) на два симетрична 

деЛ({. 'једна од тих пресечних таЧа!{а заузима највиши, 
{)на- друга најнижи положају односу према ХОРИЗ0НТУ .. 
'Звезде'КУЛМИllују I{ад пролазе ј{розједнуод тих 

двеју тачака њихове 'путање; налазеЂИ се у највишој 

тачци кажемо да· је звезда у! горњој, а!{0 је у нај-
~ 

мижој тачци да је у ДОЊОЈ КУЛМИllацији1) (obere und 
,а:'fЙ.е".~ Kulmination). 

Лучно . одстојање тачке изласка једназвезде 
,(ttј,-rачке у којој сезвезда издиже над ХОру130НТОМ) 

-'ОД IИсточне тачке зовемо јушарњеудаљење (Morgen
,Wl'f.f.e, аmрШudе orientale) звезде, а лучно одстојање 

'It<ачке за.лаСf<а (тј. тачке у којој звезда силази. испод 

Ж~И!30Itт;а). Оll.западне тачке З0вемо вечерње удаљење 

(A,Ы:ndN:tJeite, ttrnplitude occidentale) звезде . 
. .. У.t;ИмиМо . да kpyг, lюји је описаниз тачк{С, 

'щреДСlГаgiьa'ортогона~ну пројекцију небесне сфере. 
" - , -, ", -
f ~. ј' . 

· ';) ,RQЈДЦЦfjR'jiМlюларпх звезда јесу обе кулминације или над IIЛИ 
'~U'(;IЮД ~РИЗ0ЮГ.а:: 
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.- -. 

на раван хоризонта. Нека JeN северна, S јужна тачка 
(NS дакле меридијанска линија), О источна, W западна·· 
тачка (OW дакле источно-западна линија) хоризонта. 
Права NS представља нам пројекцију меридијана, 

права OW пројекцију прве вертикалне равни на раван 
w хоризонта .. Под uрвом вершикал-

v--T ........ Q, ном равни (erster Vertikal, premier 
vertiCal). разумемо раван која стоји 

SI----+--:c+---+------\I{ управно на меридијану, а хоризонат 

сече по источно-западној линији. Два 

са правом О W паралелна тетива 

J1Ql и J2Q2 јесу пројекције два пара- . 

.' 
Gz-:--. -L ______ 1, 

О 

лелна круга на раван хоризонта и 

предстанљају пројеlщије путања (дневних Kpyrosa) 
двеју звезда Према горе реченоме представљају дакле, 

луци 0}1 и ОЈ2 јутарња, луци WQl И WQ2 вечерња 
удаљења звезда које описују дневне кругове JIQI и . . 

Сл. 107. 

J2Q2' ИЗ слике видимо да је јутарње удаљење једне 
• • • 

звезде Једнако њеном вечерњем удаљењу, Јер Је 

аге ОЈI аге WQI' . 

Јутарња и вечерња удаљења. звезда,које излазе 
и залазе ближе тачци N, узимају се са положним зна
ком, О'них звезда, пак, које излазе и залазе ближе. 

тачци S са одречним ЗНа!{ОМ. За звезде, којеизилззе 
• 

у тачци О, а залазе у тачци W, јутарње и вечерње 
• 

удаљење Је равно нули. 

. , .' 

с) . Одное измеtJу времена и угловнемере: равно ..... 
мерно (привидно) обртање небесне сфереупуtује Ha\t . 

непосредно на. начин мерења времена. Бреме које 

протекне између две узастопне горње кулминације 

једне звезде ИЛИ; што је исто; време које је .. потребнО' 
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једној звезди 1 ) да се врати у исти положај на небу 

(нпр. време између два узастопна пролаза кроз мери

,дијан) зовемо звездани дан (Sterntag, још sidera1) . 
• 

'То време делимо" на 24 једнака дела, на сатове цли 

; часове. Час делимо на шесет минута, а минуту на 

lшесет секунада. Дакле 

1 дан 24 часа, 1 час 60 минута, 

1 минvта 
• 

60 секунада 

,'ИЛИ, У знацима 

l d =24h l h --60m l т , 60'. " , , 

Време, ,које је основано на овој јединици (звез"': 

даном дану), з'ове се звездано време (Sternzeit, temps 
, sideral). 

Отуда, што једноме дану или 24 часа одговарају 
3600 (тј. један обртај сфере), следују између времене 

л угловне мере ови едноси 

Јћ=150 l т 15' р 15'1 , , , 
(1 -

1°=4т,l' 48, 1'10,068, 

191. ПОјмови' који се ОАносе на кружење земље Око 
4сунца. а) l{ружење земље око сунца. Осим днев

нога обртања око светске осе, које имају заједнички 
, .. . 

,сва неоесна тела, сунце покаЗУЈе ЈОШ једно друго кре-

тање на небу, које је само њему својствено. То кре

тање сунца долази услед кружења наше земље око 

,сунца и огледа се у појави кретања сунца по једноме 

великом кругу, који је отприлике за 23 ~ о нагнут према 
1) Ми замишљамо овде звезде које, осим дневнога обртања око 

.светске осе, не показују никакво друго кретање, дакле звезде из кате-

горијенекреmюща (Fixsterne, etoi1es fixes). " 
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небесноме екватору. Ова привидна путања сунца:, КОЈУ 

оно описује у току једне године - 365 ~ дана, зове се 
·еклипшика l) (Ekliptik, ec1iptique), а угао (23 ~ \ који она 
чини са екватором, косина еклипшике (Schieje der 
Ekliptik). 

ЕI{ЛИПТИIШ и екватор, као два велика круга, секу 

се по једноме пречнику, чије се крајње тачке зову 

равнодневице . или еквинокциалне шачке (Aequinoctial
punkte od. Nachtgleichepllnkte, points equil1octials). l{роз 
• • 

Једну од тих тачака пролази сунце, при своме годи-

шњем кружењу, кад из јужне небесне хемисфере ступа

'у северну хемисферу; кроз ону другу тачку кад из 
. . 

северне ступа у јужну хемисферу. Прва тачка се зове· 

пролешља равнодневица или пролешља еквиноциална 

шачка (Fruhlingsaquinoctium, poil1t verl1al ои equil1oxe. 
du printemps); у њој се сунце налази 21. Марта. Она 

- .' 
• • 

друга тачка зове се Јесеља раВНОдllевица или Јесеља' 

еквинокциалнашачка (Herbstaquinoctium, equinoxe d'au
toml1e); сунце се налази у њој 23. Септембра. 

Пошто се сунце, кад је у еквинокциалним тачкама, 
• 

налази на екватору и према томе Јутарње и вечерње 

удаљење сунца О, то· је, . на основу раније реченога, 
јасно да је тада (тј. 21. Марта и 23. Септембра) дневни 
лук НОћноме луку I<pyra, који сунце тих дана опи

сује на небу (в. сл. 106.). То значи да је тада дан 

НОћИ 12 h
• 3а све време од 21. Марта па до . 

23. Септембра сунце се налази на северној половини 
неба; јутарњаи lЗечерња удаљења су положна (в. на 
крају под Ь) У чл. Ј 90.); дневни лук је већИ од НОћ-

.1) Овај назнв постао је ОД грчкеречи lХЛЕ'ф'" која значи ИЗ0станак . 
(светлости), а односи се наПРlIмеt.ену'околност дап6мрачења наступају 

само онда када се месец нала311 у равни путање сунца. 

! 
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, ' , 

, нога лука (в. сл. 106.) и према томе дан дужи од ноЂи. 
Од, 23. Септембра па до 21. Марта сунце је на 

јужној половини, небеС,не сфере; јутарња, и вечерња 

удаљења јесу одречна;, дневни ЛУI{ мањи од НОЂнога 

лука и, дакле, дан је КР9ЂИ од ноЂи., 
, 

Отуда што сунце, при своме годишњем кретању, 

мења поступно св()је место на небу, а на основу горе 

констатованог факта, да , су за све време од 21. 
Марта па до, 23. Септембра дневни луци веЂИ од 

"НОЂНИХ лукова, следуј~, да, ,ПQчевши од 21.' Марта 
, (које!' је дана дневни ЛУI< " НОЂноме луку), дне~ни 

луци расту,тј; да б,ивајувеЂИИ то све до извеснога 

датума, а после тога термина да опадају (бивају мањи) 
- - - , ' . . .-

док (23. Септ.) не постану, опет, равни НОЂноме луку. 
Из тога ЗaI{ључујемо да једнога дана (измеђУ ~1. Марта 

и 23. Септембра) дневни лук 'сунца мораДОСТИЂИ из
весну највеЂУ дужину, а НОЂНИ ,лук постати, најмањи 

и да Ђе тога датума, дакле, дан бити, најдужи, а НОЋ 

најкраЂа. Посматрања ,показују да је то случај 21. 
Јуна. Обратно: од 23. СептемБР,а па до 21. Марта 
сунце се креЂе по јУЖfIоiхемисфери' и, као што ре
космо, тада је дневни лук мањи ' од 'НОЂI-юга лука. 

: . _. ' . . . -
Даl{леиз истог Р:13лога, ,Iшји смо горе веЂ навели, 

следује да, почев од 23'. 'Септембра па до извесног 

датума, дневни лук бива све мањи док не достигне . ," . 
извесну наЈмању дужину, а затим да, опет, расте све, 

до 21. Марта I{ада се поново,' изравњава с НОЂНИМ 

луком. Искуством дознајемо да је најкраtи дан (нај

маљи дневни,:лук),Cl најдужа н6Ђ(највеЂИНОЂНИ лук) , 
21. Деl<ембра. 
'Тачке-енлиптике, у I<ојима ',се' сунце налази 2Ј. 

':'~:.'"" '-, . .. , .' . 

Јуна и 21. Декембра, зову се солсшиције и то она 
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• 
прва зове се леurња солсurИЦИЈа ИЛИ дугодневица. 

(Sommersolstitillm od. Sommersonnenwende, solstice d'ete), 
она друга зимња солсurиција ИЛИ краurкодневица (Win
tersolstitillm od; Wintersonnenwende, solstice d'hiver). Сол,.. 

w.. • • 
СТИЦИје јесу Ј{рајње та ЧЈ{е. преЧНИЈ{а, Ј{О]И је управац 

. . " 

• 
на преЧНИЈ{У по Ј{Ојем се сеЈ{У еЈ{ЛИПТИЈ{а и еЈ{ватор., а 
., .. 

ЧИЈе Ј{рајње таЧЈ{е означава]у еЈ{ВИНОЈ{ЦИје. 

Ь) 30дијак. Поред обичне поделе Ј{руга на 3600 
постоји за еЈ{ЛИПТИЈ{У, већ од најстаријих времена, 

подела на 12 равних делова од Ј{ојих, даЈ{ле, сваЈ{И 

обухвата 3001). Ти делови, таЈ{озвани знаци, почевши од 
пролетње равнодневице па редом од запада Ј{а ИСТОЈ{У 

зову се и бележе каЈ{О следује 

1) Ован (Widder, Belier) 'У' 
2)' БИЈ{ (Stier, Taureau)'rf" 
3) Близнаци (ZwiШngе, Оетеаих) ):( 
4) РаЈ{ (Krebs, Cancer)@ 
5) Лав (Lowe, иоп) Q 
6) ДеВОјЈ{а Ullng!rall, Vierge) ЧР 

"7) Веси (Wage, Balance) ULJ 

8) АЈ{реп (Skorpion, Scorpion) 11l 
9) Стрелац (Schйtze, Sagittaire) Ј 

10) Јарац (Steinbock, Capricorne)";6 
11) Водолија (Wassermann, Verseau) :<~ 

12) Рибе (Fische, Poissons) )(. 

Имена ових знаЈ{ова узета су од њима ОЈ{ОЛНИХ 
• • " звезданих ]ата и пошто су она позајмљена махом из 

• 

ЖИВОТИЊСЈ{ога царства, то ]е," отуда, и постао назив 
. " 

1) Ова подела је, без сва!{е сумње, постојала већ "800~1000 година 
пре Христова po~eњa !{од халдејс!{их и египатс!{их астронома. ВI!ДИ: Ptof. 
Dr. S. Gi.inther. Handbuch der· mathematischen Geographie. Stuttgart, 1890 
примедбу под 1) на стр. 70. и 71. . , 
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живошињст{и круг или 

zodiaque). У времену, 
зодијак 1) (Тierkreis, Zodiakus . , 
,{ада су стари Јелињани први 

, . 
пут строго научно ИЗЕРШИЛИ поделу ЗОДИјщ{а, про-

летња равнодневица је лежала у знаку Овна, јесења 

равнодневица у знаку Веси, летња солстиција (дуго

дн~вица) у знаку Рака, а зимња солстиција (кратко

дневица) у знаку Јарца. Но, услед појаве, познате под 

именом uрецесије (Prazession) звезда, тј. услед одсшу

иања еквинокцијалних шачmса (Zuriickgehen der Aequi
noctialpunkte, precessiol1 des equinoxes), које се пока

зује у враЋању ових тачака у назад за 5011 годищње2), 
• • 

30ДИјаf{ални знаци се данас не подудараЈУ више са 
• • 

звезданим јатама, од којих су добили своја имена. 

30дијакални знаци променили су своја места за једно 

цело ЗВfздано јато и то унапред. При свему томе 
• 

они (2У задржали СВОЈа стара имена. 

192. ОАређивање положаја тачаиа на небу ПОlVlоl1у 

сферних КООРАината. аЈ о сферним lсоординащама 

УОUlllше. Положај тачака на јед

ној задатој лопти (тј. на лопти 

ч-ији је полупречник познат) мо

жемо да утврдимо на следеtи на

чин. Пре свега узимамо два стална 
• • • 

велика I{pyra, од КОЈИХ Је Један 
• 

хоризонталан, нека Је то круг 

U1QU2Q', а други веРТИI{алан: круг 
V1U1 ~и2' Тачке V1 и V2 јесу полови 

првога (ХОРИЗ0нталног) круга. Да . 
бисмо одредили положај ма I<оје тачке, 

У, 

, , 
" , 
Ј , , 

, . • , . , , , , 

, , 
• • • 

/ 

V:! ' 

Сл. 108. 

, , 

нпр. тачке S, 
1)0 ~" ~" ') . д rpql{ora (,UJЩОО = животиња,с".ЮlО;7.0; 7.0% ,о; = животињски круг. 

2) У след овога преаази пролетња еквинокцијална тачка целу еклип-
ТИКУ за непуних 26000 година. ' 

• 

• 



526 

на тој сфери, ми замишљамо кроз дотичну таЧ(\уSl 

повучен вертикални круг V1S1 V2, а то је велики круг 

који. пролази кроз полове V1 и V2 И стоји, разуме се, 

управно на хоризонталноме кругу. Вертикални круг 

V1S1 V2 сеfiи Ђе овај последљи, тј. круг ИДИ2Q' у ABelf\a· . 
тачкама Q и Q', од којих Ђемо, међутим, узети у 

обзир ону КОЈа је ближа самој тачци SI; овде, дакле, .. 
узеЂемо тачку Q и измеРИЂемо на ХОРИЗ0нталноме 

кругу лук између речене тач({е Q и једне као почетак 
. на ХОРИЗ0нталноме кругу узете тачке И1 • Овај лук 

И1 Q, I{оји се З0ве сферна апсциса тачке SI и који се увек 
у једноме и . истом смислу {нпр. у смислу I{оји је у 

.сл. 108. 0значен СТјЈелицом) почиље да мери од тачке 
И1 , бројимо од О па до 3600. Осим овога лука И1Q из
меРИЂемо још. и лук који лежи између тачака Sj и 
Q, тј. лук SIQ, узевши овај са положним знаком кад 
.се тачка SI налази изнад ХОРИЗ0нталног круга,. тј. на. 

хемисфери са полом V1, а са одречним знаком !{ад се 
• 

тачка налази испод хоризонталног ({руга, ТЈ. на хеми- . 
.сфери са полом V2, као што Је случај са тачком SI. 
Лук SIQ, такозвану сферну ординашу бројимо од О па 
до 900. Сферна апсциса И1Q = II и сферна ордината 

SIQ v одређују п()тпуно положај тачке SI на лопти 

11 образују сферне координате дотичне тачке. 

Напомена. Није тешко приметити аналогију из
међу сферних координата, којима одређујемо 

• . положаЈ тачака на лопти, и правоуглих ко-
ордината у равни (в. чл. 4.). ХОРИЗ0нтални / 
кругИ1QИ2Q' игра улогу х-осе, вертикйлни 
круг V1 И\ V2И2 улогу у-осе. Тачке вертикал
них кругова, тј. кругова који пролазе ЩlО3 
полове V1 и V2, имају једнаке или за 180() 
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различне апсцисе. Тачке хоризонталних кру-' 
• • 

гова, ТЈ. Ј<ругова КОјИ су паралелни са стал-

ним хоризонталним кругом U1QU2Q', имају 
• 
Једнаке ординате. 

\ 

Примери. 

Означимо за тачку Sl сфеРllе координате 

ј)'ј Q = Vj. Из слике ВИДИ1ll0 да' СУ. • 

за тачку S2 сферне координате: U=llj, V -.. - Vj; 

" " Q' " " 
II = [ђ + 1800, V . О.; 

" " 
т " " II = О, v= VJ; 

,Ј} " ИЈ " " и=О, v=O; 
с 

И2 U = 1800, v-O; 
" ." " " 
" " VJ " " U =? 1), V= 900; 

V2 
, U =? 1), V= - 900. 

" " " " 
Ь) Сферне координате у Астрономији. У Астро

номији И Математичној Географији употребљујусе 

поглавито три системе сферних координата, .до КО-
• 
ЈИХ долазимо узевши за апсцисни или хоризонтални 

l<рУГ хоризонат посматрачев, небесни екватор или 

€клиптику. 

1. Хоризонатна система. 
Ако за апсцисни круг U1QU2Q' из беремо хори

занат, у којем је случају V1 зенит, V2 надир посма

траоца, којег замишљамо у тачци О, . онда се апсциса 
U1Q зове азимут (Azimut, azimut), ордината.S1Q ви
сина (Ноће, hauteur) звезде SI' а комплеменат висине; 
900 SIQ V1S1 зове се зенитно одсmојање 2) (Zenit-

1) Пошто се тачке V1 и V2 налаве на свима вертикалним кРУГQВИ,\lа, 
1'0 њихове апсцисе нису oApeljeHe и може им се придати свака вредност 
измеljу О .И 3600. . .' . 

2) Према овоме је висина + зенитно одстојање = 900. 

• 
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distanz, distance zenithale). I{ругови паралелни са xo~ 

ризонтом зову се алмуканшараши (Almllkantarate, 
almucantarats). То су, дакле, кругови на којима су 

тачке једнаке висине. I{ругови, по којима се мере 

ординате, . зову се вершикални или висински крvгови 
(Vertikal- oder Hohenkreise). I{pyr Vl и! V2U2, од којег 

азимуте почињемо да бројимо, јесте меридијан; и! је 

јужна, и2 северна тачка. Вертикални. круг управан 

на меридијану, а то је вертикални круг чији је азимут 

-- 900, наз·вали смо UРВОА1: вершикалном равни. 

Азимуте бројимо од јужне тачн:е 1{а западној 

тачци, тако да је азимут јужне тачке О,. западне' 

тачке 900, северне тачке 1800, а источне тачке· 

--- 2700. Знак ординате (висине) одређујемо сматравши 
видну половину сфере (полусферу над ХОРИЗ0НТОМ), 

• • -
а то Је она -КОЈа за пол има зенит, као положну 

хемисферу. 

- 2. Екватореална система. 
у овој системи узет је небесни екваторкаО' 

апсцисни '<руг U l QU2Q' и онда је. Vl северни, V2 јужни' 

небесни пол. Апсциса UlQ зове се рекшасцензиј« 

(Rectascension, gerade Aujsteigllng, ascension droite} 
или успон, ордината 8 l Q деклинација (Declination, АЬ
weichllng, dec1inaison) или скрешај звезде 81' а н:ом

племенат деклинације uоларна даљина l) (Poldistanz,
-distance polalre) звезде. I{pyroBe паралелне са еква-

• • 

тором, а то су кругови са тачкама Једнаке деклинаЦИЈе" 

назвали смо већ паралелним круговима, а кругове, 

по којима се мере деклинације (кругове са тачкама 

Једнаке или за 1800 различне рею-асцензије), зовемо

деклинационе кругове (Deklinationskreise). Деклинациони 
1) То значи да је деклинацпја + поларна даљина = 900. 
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• • 

IФУГОВИ еКВИНOIЩИЈадних тачака и СОЛСТИЦИЈа зову се 

колури (Ко!игеп, colures). 
3а почетну тачку U1 на екватору, од I<oje се 

почиљу да рачунају ректасцензије, узи~ла се тачка Овна 
('1, тј. пролетња равнодневница) и бројаље се врши 
у противном е смислу обртаља сатне казаљке или, 

што је исто, у смислу кружеља сунца. Односно знака 
ординате (деклинације) примеtујемо да се хемисфера 
са северним полом сматра као положна. 

у овој системи координата, где је екватор основни -• • • lCpyr, ПОСТОЈИ ЈОШ Један други, за врло мало различан, 
начин одређиваља положаја тачаlCа. на сфери. Орди-

• 
нате су, lCao и горе, дсклинаЦИЈе, а место ректасцен-

зија узимају се такозвани часоfЗНИ угли (Stundenwinke!, 
angle horaire) за апсцисе. Под часовним углом једне 

звезде разумемо сферни угао или лук измеђУ мери

дијана и деклинационог круга дотичне звезде. Ректа-
• 

сцензИ]е и часовни угли мере се, дакле, на истоме 

апсцисном I{Pyry (на екватору) и сва је разлика измеђУ 
њих у почетној тачци. Часовни угао меримо с обеју 

страна меридијана: источно и· западно од О па до 

180°, а изражавамо га, lCao и ректасцензију, двојако: 

у ЛУЧНОЈ мери и у времену, имавши на уму да углу 

од 15° одговара у времену 1 h (в. чл. 190 с). Тако 
нпр. ако је часовни угао једне звезде + 77° 30', онда 
. . . 7T~_ћ 
Је. од љене горље lCулминаЦИЈа прошло времена 152 = 

5ћ 1 ат. AlCO је часовни угао звезде 66°, онда то 
• 

значи да до љене горње lCулминаЦИЈе има да про-

. 66ћ . 

тече ЈОШ 15 4ћ 24т • При оваквоме мерељу сфер-

них апсциса (часовним уг лима) деклинациони кругови на"": 
зивају се часовни кругови (Stundenkreise, cercles horaires). 

Тригонометрија 34 



" Наиомена. Дана (21. Марта) кад се сунце налази 
у тачци 'у' (пролетњој равнодневници) дневни 
круг сунца је сам екватор" и дан ноtи. У 
тој тачци су ректасцензија и деклинiщија 
сунца равне нули. Пролазеtи КрО3 таЧI{У 'у' 
сунце се ПО,Ј,иже над екватором и ступа у 

северну хемисферу. Паралелни кругови, које 
сунце на небу дневно описује, бивају све 

• • 
удаљеШI]И од екватора; деклинаци]а сунца 

расте и достиже своју највеЂУ вредност 21. 
Јуна (у летњој солстицији) кад сунце ступа 
у знак Рака (0). Ректасцензија сунца у тој 

• • • • 

њено] на]ВИШОЈ тачци над екватором ]есте 

="" 900, а деклинација __ 23~ о, тј. равна косини 
еклиптике. Тога дана (21. Јуна) знамо да је 
дневни лук највеtи, ноtни лук најкраtи и 
.сунце описује на небу паралелни круг, који 
.се З0ве uоврашни круг Рака (Wendekreis des 
Krebses,tropique du Cancer). Та,-!ка, у којој 
се. сунце тада налази, аове се uоврашна шачка 

(Wel1depunkt, point solsticial). После 21. Јуна 
.дневни кругови сунца поново се приближују 

• • 

.скватору; деклинаци]а сунца опада и поста]е . 
,опет равна нули са ступањем сунца у знак 

Веси (lГLI), 23. Септембра. Сунце је у јесењој 
-равнодневници; дан је опет раван ноtи. Рек
тасцензија сунца је 1800, деклинација О. 
Пролазеtи КрО3 ову тачку (lГLI) сунце ступа 
у јужну хемисферу: силази испод екватора. 
Деклинације сунца јесу јужне (одречне). и до
-стижу 21. Децембра своју крајњу вредност од 

1 о 
232 са С"Fупањем сунца у знакlарца (;О). Тога 
дана (зимње солстиције) сунце описујена небу 

• • • 
паралелни круг, ЧИјИ ]е дневни лук од СВИЈУ 

најкраtи и З0ве се uоврашни круг јарца (Wen
dekreis des Steil1bocks, tropique du Саргicщпе). 
Тачка, у којој се тога дана сунце налази и 
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~}{oja има ректасцензију 2700, деклинацију· . 
о . 

== - 23~ , зове се повратна тачка, јер се, 
;после тога, сунце враЂа натраг екватору; 

• • • 

.деклинаЦИја опада, ректасцеНСЗИја расте и то 

,све док сунце поново не (Ao~e у тачку Г'(', где' 
је деклинација О, ректасцензија 3600, 
·односно О . 

'3. Еклиптикална система. 
3а апсцисни круг U1QU2Q'· узима се еклиптика. 

111 је северни, V2 јужни пол еклиптике. Апсциса U1Q 
..зове се асшрономска дужина (astronomische Lange, 
longitude ceIeste), ордината SlQ асшрономскаширина 
(astronomische Breite, Iatitude celeste). Мерење астро
,Јюмске дужине по еклиптици ВРШ{1 се у истоме смислу 

,и почиње од иtте тачке као и мерење ректасцензије 
• 

,по екватору, Тј. почиње од пролетње равнодневице 

.{тачкеОвна, Т) и продужује' се у смислу сунчевог кре
'--тања, а то је у прот~вноме смислу обртања сатне ка
..заљке, На тај начин припадају тачкама rr, §, Lru, f6 
..апсцисне вредности О, 900, 180u, 2700. Ординате (астро
Јюмске ширине) сматрамо као положне за тачке које се 
Еалазе на хемисфери са северним полом еклиптике, а 
.као одречне на х~мисфери са јужним полом еклиптике~ 

. 4. Општи IЈреглед свију појмова код сферних 
,Rоордината. 

Замислимо да је посматрач у тачци С; његов хори-
• 

.занат нека је представљен хоризонталним' кругом 

.NWSO, који се у сл. 109, показује у пројекцији као 
елипса. Z је зенит, F надир . 

. Узмимо да А WEO представља небесни екватор, 
[који хоризонат NWSO сече ПО источно-западној ли
ниј~ OW; "о је ИСТQчна, W западна тачка. 0значилю 
·,са· Рп северни, са P s јужни небесни ПОЛ. . 
. .• Велики KpyrZPnNFPgS, који ПРQлази КР{)3 зенит, 

• • 
JIадир, северни и ЈУЖНИ пол и СТОЈИ управно на хори-

.;зонту, З0ве се меридијан. Тај !<руг сече хоризонат 

34* 
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по меридијанској. ЛИl-ГИји NS, која стоји управно на 
источно-западној линији. крајње тачке N и S мериди- . 
•• • 
Јанске ЛИНИје зову се северна и Јужна тачка хоризонта. 

Нека велики круг Кгу'LlЛJ прецставља еклиптику_ 
Она сече екватор по пречнику, чије су крајње тачке, 
пролетња равнодневница или таЧl<а Овна (ТЈ и јесења 
равнодневница или таЧl<а Беси (Lru). Крајње таЧI<е" 
преЧНИl<а, I<оји је управан на овоме пресеl<У (гу'LЛJ). 
еКЛИПТИl<е сае!{ватором, обележене су на еl<ЛИПТИЦИ 
знацима @ и ;О; једно је летња солстиција и,ли по
вратна таЧl<а Раl<а, друго зимња солстиција . или по-
вратна таЧl<а Јарца. Северни пол еl<ЛИПТИl<е означен 
је са ПП, јужни са Hs . 

Узмимо ма где на сфери једну тачку L и пову
ЦИМО вешше кругове Z'iHF, Pnl:.DPs 11 ПпLВПs) Тада 
су сферне координате таЧl<е I 

z 
, 

\ .Ј ..... 
, , ... I 

\ /"" I 
\ 

/ , 
/ " х'" . 

, 

, , I ~_____ 
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у системи хоризонта: 

азимут = SH и . 

висина = 'f.H или 

зенитно одстојање = Z~ 900.- 'f.H; 
[-

у системи e~BaTopa: 

ре~тасцензија = т D и 

де~линација = 'f.D или 

поларна даљина = PnL = 900 - 'f.D. 
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A~o претпоставимо да је ZPnNFPsS први меридијан, 
онда можемо· узети за сферне ~оординате тач~е L 

• 

-у еистеми e~BaTopa: -
часовни угао -~ED и 

• \'D - де~линаци]у .... . 

Најзад имамо ~ao сферне ~оординате тач~е 
",',", 
/о, 

У системи е~липти~е: 

aCTpOHOMC~y дужину. ТВ И 

" 
ширину '-'В - . 

с) Трансформација сферних координата. Један од 

:врло важних задата~а у Астрономији састоји се у 

томе да се из познатих (нпр. измерених) ~оордината 

једне тач~е на небу израчунају ~оординате исте таЧI{е 

ва небу израчунају ~оординатеисте таЧRе ?а ~ojy 
. .другу систему ~оордината. OBa~BO израчунавање ~oop-

• 
.дината ]едне системе из ~оордината друге системе 

. . 

..зове се претварање или трансформација координата, 

.Д обрасци, на основу ~ојих се Ta~aB задата~ решева,.,. 
. -

..зову се трансформационе једначине. 
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. 1. Претварс.ње еклиптикалних координата У' еква
тореалне и обратно. 

Нека је (в. сл. 110.) С средиште небесне сфере' 

(место са којег посматрамо), АЕ екватор, Рп севернИ' 
пол, KL еклиптика, ПП њен северни пол, 'r тачка OBHa~ 
(пролетња равнодневница), -1: Е ~nL г косина еI{лиП.:...· 

тике .. На тај начин представља круг Рl1Д,АКЕL колур 
солстиција, круг Pn'r колур еКВИНOIщија, који (пошто' 

. . 
су управни један према другоме) чине у тачци' P~, 
прав угао. 

Узмимо да је }.:; звезда, чији положај на небу одре
ђујемо . и . повуцимо кроз њу И полове РП И ПП велике 
кругове Рп'f..D и IIП 'f..B , од којих 'први стоји управно' 

на екватору, а други управно на еклиптици. Према 

горњимдефиницијама јесу сферне координате звезде ~ 

у системи екватора: 

ректасцензија 'r D = u. и 

деклинација 'f..D = ђ; 

у системи еклиптике: 

астрономска дужина 'rB .. ), и 

А 

, 
\ 
\ 

" 

. \ 
\ \ 
\ ' \ : ь 
I • 

С. i I 
I ,'А, 

............. _ Y'I(~ 

,U.D , , , 
I 

Сл. 110. 

• 
ширина 'f..B = ~. 

/ 

Е 

Сл. 111. 

• 
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Кад расмотримо из ближе сферни троугао LРПдl 

(в. сл. 111.) приметиtемо да је у њему 

РпПп = 8 

PnL =900 а 

ппL =900 ~ 

1::: ПпРпL 1::: ПпРп l' + 1::: 'г PI1D = 900 + u. 

1::: РпПпL 1::: LПп1' 1::: ВД,1' 900 Ј,. 

Између ових пет комада (три стране и два угла) 

сфернога троугла LРпПп врло је лако поставити по

требне једначине на основу I{ојих се из три задата 
. . - . 

комада могу израчунати остала два, па, ако Је по-

требно, и шести комад: 1::: РI1LПп, такозвани [[озициони 
угао (Positions~vinkel, angle de position). Тако нпр_ 

помоtу синусне и косинусне теореме добијамо непо

средно за решавање сфернога троугла LРпПп ове 

обрасце , 

cos И. cos а = cos ~ cos Ј,I) 

sin ~. COS 8 sin а - sin 8 cos а sin u. (П 

sin а = cos 8 sin ~ + sin 8 cos ~ sin Ј,. 
, 

Помоtу ових једначина, од којих су довољне и две) 

у стању смо да потпуно решимо горе постављени 

задатак односно претварања. еклиптикалних коорди

ната у екватореалне и обратно. Тако нпр. ако смо 

измерили екватореалне координате u. и а2). добиtемо 
, 

из њих еКЛИПТIJкалне на овај начин. Из друге једн. 

1) Ову једначину можемо да добијемо и без употребе синусне тео
реме, кад повучемо сферну дуж ~"(' (в. сл. 110.). Имамо два правоугла 

сферна '1 роугла ~('('D и 1"('В у којима је сферна дуж ~"(' хипотенуза. 

По Непер-овом правилу читамо за први троугао cos ~I' = cos ~ cos а, а 
за други cos 1"(' = cos iЗ cos )" дакле cos" cos а = cos ~ cos Л. 

2) !{ОСI!Н~ еклиптике (Е) је у свакоме случају позната. 
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II израчунаtемо р, Ј{оје опет, Ј{ад заменимо у прву. 

једн. 1I, даје Ј,. Обратно, аЈ{О су нам познa:rе еклипти

Ј{алне Ј{оординате " и [3, ми ћемо из треЂе једн. II израчу-
, 

нати А, а заМеном те вредности у прву једначину наtи а. 

1. Ншюмена. 3адаТаЈ{ трансформације у посматра-

• 

• 

наме случаЈУ своди се, 'Ј{ао што видимо, на 

решавање основнога задатка Сферне Триго
нометрије да се из двеју страна и захваћеног 
угла израчуна треЂа страна и један угао до
тичног сферног троугла!). Разуме се да бисмо, 
место горњих једначина Il, које смо добили 
употребом синусне и косинусне теореме, мо
гли применути и сваки други образац за сферни 
троугао, у Ј{ојем је постављена веза измеljу 
означених пет комада. Тако нпр. могли би
смо уuотребити и Неuер-ове аналогије, само 
што би се томе начину итрачунавања могло 
пребацити завоljење позиционог угла Ј{ОД ~, 
који нас иначе не интересује. С друге стране, 
опет, може се последњим двема једначинама 

11 замерити то што су у форми непnдесној за 
непосредну употребу логаритама. Nlеljутим, 
томе ћемо ДОCl\очити, држеtи се раније већ 
датих упустава (в. 4. задатак у ЧЛ. 65.), кад 

• 
поменуте Једначине напишемо 

sin й' '. 
sin р = DСОS(8+Ф), где Је tgФ=соtgоsiп tJ.~ cos< 

sin r 
sin а =cosq;~COS(E 1])'),,, "tgW cotgpsin),.2). 

1) I{од трансформације екватореалних координата у еКШilllикалие 

мамо познате две стране Е 11 900 - а и захваЋени угао 900+ "'; тражи. се 

реЋа страна 900 - [, и угао 900- Ј"~ I{од трансформације еl<лиmИI{ЗЛНИх. 

оордината у екватореалне познате су стране Е и 900 -'~ и захваЋeшD Yl"a~ 
ОО - ј,; тражи се треЋа страна 900 - " и угао 900 + а. 

2) Није тешко увеРИТЈ1 се да је Ч' - ф -..:.. Е •. 
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На тај начин. имамо за претварање еква
тореалнихкоордината у еклиптикалне ове 

трансформационе једначине 

sin а .'. 
sin ~=соsфСОS(8 +ф), где,]е tgФ cotgosinu. 

"-, cos u. COS (ј cos ј, =--= - --сс--, 
cos~ 

а за претварање еклиптикалних 

алне координате . 

• 

• 

у елваторе-

sin 0=· с~~~.СОS(8-qr), где је tgФ'=соtg~sin), 

cos)., cos ~ 

(П 

{ (Д 
I cos а. -- - ,,' 

COS о Ј 

:2. Наuомеllа. Рачун око трансформације ROOP-
• • 

дината поста]е знатно прости]и, ако место 

звезде (~), узмемо сун-
це (0). У томе случају ~n , 
имамо један правоугли i ",-- -', I. 
сферни троугао rr 0 D, .-.-c.;,"\:f~···.;.: " . . ,,,,,... /,,'" \: .. ," ... ~ 

у ко]ем ]е хипотенуза А ':._,.~:_ .... ~::: __ .. 0 .:' 

. 'f 0 Ј"~ катете rr D / ,/С!\ 8 

~CJ. и0D = о, а један од " , 
оштрих углова косина : 
. еклиптике: -9: 0 rr D : 
= 8. Једначине за раз- ps 

. решавање овога тро- Сл. 112. 

угла можемо добити И3 горњих ОПШТI1Х 
једначина II кад у њима ставимо~. О или, 
ПОМОћу познатс)г Неueр-овог правила. Оне 
гласе: 

• 

• 
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f cos л. cos u. cos а 

t sin u. cotg 8lg а 
Ш) . 

) . 

. " • • , 
·sm о sm.8 sm f.. 

l tg u. 'cos 8 tg 1,. 

2. Претварање екватореалних координата 'f хо-

рИЗ'Qнатне и обратно. 

Да бисмо што простије решили овај аадатаI<,.. 

претпоставиt.емо да су еI<ватрреалне апсцисе' мерене

од меридијана (а не од пролетње таЧI<е), тј. ми ћемо" 
• 

место реI<тасцеНЗИЈе узети часовни угао звезде. 

• 

Замислимо да I<pyr ZPnNASE представља мери

Сл. 113. 

дијан, Z зенит, N северну" 

S јужну тачку хоризонта 
NHS. HeI<a је ADE eI<BaTOp, 
су' пролетња таЧI<а, Рll северни 
небесни пол. Према овоме је 

Е горња, А доња I<улмина

циона таЧI<а eI<BaTopa. 
Положај звезде ~ одреди-, 

t.е!~ю кад из ~ повучемо сфер-

не управне ~H и ~D на веЛИI<е I<pyrOBe. NHS (хори
зонат) и ADE (eI<BaTop). На тај начин добијамо за 

звезду ~сферне I<оординате 

у системи eI<BaTopa: 
ректасцензијј "(' D u. или 

часовни угао ED = s и 

деклинацију ~D = а; 

у системи хоризонта: 

азимут SH w и 
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висину"LН . ћ. 

ZE = rr . . Назначимо поларну висину 

У сферноме троуглу 

јесте (в. сл. 114.) 
ZРпL (зенит - пол - звезда). 

. РпZ 90° rr 
РпL 90° (Ј 

. 

LZ 90° h 

-Ј: P llZL 180° -Ј: HZS 1800 w 

-Ј: ZРпL. . ате ED s. 

Трансформација се, дакле, и овде састоји у томе

да се из две стране и захваt.еног угла израчуна-

трећа страна и један од она ., 
!iO~ 'Ј' ~ 

гла: било да се из страна 90° а 

и 90° rr изахваt.еног угла s (тј. . . . 

из екватореалних координата (Ј, S 
• 

и у свакоме случаЈУ познате по-

ларне висине ср) израчунају 90° h 
и 180° w (дакле хоризонатне 

I{оординате h и w) или обратно Сл. 114. 

из страна 90° rr и 90° h и захваЂенога угла 180°. w 
(другим речима из хоризонатних координата ћ, w' и 
познате поларне висине rr) да се израчунају 90° а-

и S (тј. екватореалне координате (Ј и s). . 

Угао код L (-Ј: ZLPn v), такозвана вариациј{[ 

(Variation) врло ретко се употребљује . 
. 

. ·Од свију образаца, који могу да се поставе за. 

нащ:р,ене комаде сфернога троугла ZРпL, навешt.емср 

само ове 
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ЈУ) 

~ cos h sin w = cos а sin s 

, sin h = sin 'f sil1 а + cos 'f cos а cos s 

( sil1 а = sin 'f sil1 h - cos 'f cos h cos ~V , 
Roje изводимо помоtу синусне и косинусне теореме.· 

Наuомена. Односно рачунања са обрасцима ЈУ 
упуtујемо на 1. Наuомену, коју смо учинили 

• • 
код прошлог случаја: ПРИЛИlzом ДИСКУСИЈе 

једн. II за претвараље еклиптикалних ко ор
динатата у екватореалне И обратно. 

d) ПРИiиери за uрешварање lСООРДl1наша. 

1. Звезда Кастор (Castor, 'у. Gеmiпоrош) имала је 1885. 
rод. ове еI<ватореалне I(оординате 

rI. = 7ћ 27т 1 5,48s = 1 1 1 048' 52.2", ;) = 3208' 22,3" . 

l{осина еклиптике била је тада ~ = 23027' 12,8". 

• 

Да се иврачунају еклиптикалне координате l и ~. 

Према трансформационим једначинама Па јесте 

tg ф = cotg () sin 'у. 

logcotgo = 0,2018602 

log sin 'у. = 9,967 7313 

log tgФ = 0,1695915 

. <]Ј = 550 54' 46,9" 

~ + ф = 79021' 59,7". 

. sin о 
slП~= соs(~+Ф) 

соsФ , 
) cos 'у. cos () 

cos ,=--
cos l~ 

log sin () = 9,725 8976 

log cos (~+ Ф) = 9,266 0543 

logcos Ф = 9,748 5374 

log cos 'у. = 9,5700790 (11) 

logcos () = 9,927 7578 

Zog cos ~ = 9,993 2340 
. ? 

log sin ~ = 9,243 4145 log cos), = .9,504 6028 (п) 

~ = 1 ОО 5' 15"; }= 1800-71021' 41,2" = ј 08038' 18,8'!. 
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2. Звезда Менкар (Мепkаг, 'l. Сећ) имала је 1870. год. 
, 

еkЛИПТИКЈЈIне I(оординате 
• 

ј, = 42028' 13,5", ~ = -ј 12035' 9,3" , 

а косина еклиптике је била е = 23027' 20". 

, 

Да се израчунају екваторелне координате i и 6. 
Према трансформа:ционим једначинама lIь јесте 

tg \\. = cotf{~ -,Ёп), 

log cotg ~ = 0,651 1727 (11) 

log sin л = 9,8294386 
, 

log tg Ч' = 0,4806113 (/1) 
• Ч' = 1800 -71042'9,9" = 108017/501" 

, , 

, 
• (Ј 

. ~ Sll1 е ( \1") Slf1 0= \'0 СО.) е - ' 
cos л СО.) [:' 

СО.) 1 

log sin ~ = 9,3382639 (11) 

log cos (е - Ч) = 8,9537976 

log СО.) Ч' = 9,4968561 (11) 
---

log -'ЁI1 6 = 8,795 2054 

6- 3034'399'" - " 

СО.) СЈ, = ~ 
cos о 

log СО.) ј, = 9,867 8362 

log cos ~ = 9,9894367 

log cos 6 = 9,999 1527 

log cos CI. = 9,858 1202 

'l. = 43050' 15" = 2Ь 55 m29 S • 

3) 10. Маја 1880. год. G ( сунце) имало ј е 

аСТРОНОМСI<у дужину ~\ = 5009' 52". 

l{осина еклиптике била је е = 23027' 18,82". 

Да се израчунају екватореалне координате 'l. и 1, које је 
сунце имало тога дана. 

Помоhу четврте и прве једн. Ш налазимо 

tgCJ.= cos е tgл 

log СО.) е = 9,962 5452 

log tgл = 0,078 7192 

loitg(/.. = 0,0412644 

ос = 47043' 4,4" = 311 10111 52,295 ; 

• 

~ СО.) л 
coso =--

СО.) (/.. 

log СО.) ), = 9,8065777 

logcos r/. = 9,827 8741 

log СО.) 6 = 9,9787036 

0= 17047' 48,7". 

• 

• 
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4) 28. Августа 1880. год. 0 (сунце) имало је 
• , 

ректасцензију с/. = 1011 29111 15,695 = 1570 18' 55,35". 

ј{осина еклиптике је била Е = 230 27'18,20". 

Да се израчуна деклинација ;) и астрономска дужина л 
,сунца тога дана. 

Друга и четврта једн. JI[ дају 

tg;) = sin С/. tgz 
, tg С/. 

tgл-
cos z 

log sin С/. = 9,586 2029 

log tg Е = 9,637 3696 

log tg rI. = 9,621 1698 (11) 

log cos Е = 9,962 5457 
• 

logtg;) = 9,223 5725 lоgtgл= 9,658 6241 

;) = ,9029' 57,6"; л = 1800 - 24029' 45,7" = 155030' 14,3 ". 

5) 7. Октобра 1880. год. сунце је имало 

деклинацију ;) = - 5045' 20,7". 

t1{осина еклиптике је била Е = 23027' 17,92". 

Да се израчуна ректасцензија' rI. И астрономска дужина . 
. :л сунца за назначени дан. 

Употребом друге и треЋе једн. III добијамо 

. tg;) ., sil1 '& 
Sll1 rI. = - Sll1 л=-,-~ 

tgE sin Е 

log tg;) = 9,0034437 (11) log sil1 ;) = 9,001 2486 (11) 

log tg Е =9,637 3680 log sil1 Е = 9,599 9140 

log sin r!. = 9,3660757 (11) log sil1)' = 9,4013346 (п) 

-JI. = 1800 + 13026' 0,08" = 1930 26' 0,08" ), = 1800 . ~ 140 35' 37,06" 

= 12Ь 53111 44,01 s : = 194035' 37,06". 

Ј9З.Однос . измеђУ нулминаци.оне -вис~не звезде (и 

~YHцa) и посматрачеве поларне висине. Y·TpeHYT~Y 
. . 

Ј{ад једна звезда ~улминује, тј. ~aд пролази КРО3 мери-
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.дијан онога места на I{ojeM посматрамо, јесте њен 

'Часовни угао s О (в. сл. 113), даI{ле COS s 1 и на 
·основу друге једн. IV ЧЛ. 192. 

sin ћо sin ср sin а + cos ср cos а -- cos (ср а), 

.одаI{ле 

или 

(V 

где ћо означава I{улминациону висину звезде. 
• -

с овим смо у стању да израчунамо висину I{УЛ-

минације једне звезде (или сунца) I{ад познајемо де-
• 

Ј{линаЦИЈУ звезде и поларну висину посматрачева места. 

А TaI{O исто можемо из висине I{улминационе тачке 
• • 
Једне звезде и њене деклинаЦИЈе да израчунамо по-

• 

ларну висину места на I{oJeM посматрамо. 

- - ,-

НаUО.;иена. До истога резултата под V долазимо 
• • 

узев на ум да Је у мерИДИЈану азимут звезд:е 

w_oO (в. сл. 113.), даклесоsw 1 и на тај 
начин, а на основу треЂе једн. IV, 

sin а sin ср sin ћо cos ср cos ћо cos ( r,p + ћо) 

или 

cos (900 а) = cos (I 800 ~, 

одакле, I<ao и горе, висина звездине кулми-
• 

наЦИЈе 

• 

3а најДУЖИ дан јесте а = 
Ha}I<PаЂи " ' _ __. 

+8 
И 

оо 8,_ 
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194. Израчунавање дужине дневних луиова за звезде 
и сунце, Кад у једн. IV ЧЛ. 192. ставимо h О и 

означимо одговарајуhи часовни угао са So добијамо 

обрасце 

sin w =cos о sin So 

sin ср sin о + cos rp cos о cos So О 

. " szn о == - cos rp cos W, 

• •• 
КОЈИ се односе на тренутак у КОЈем се звезда Јавља 

• 
над хоризонтом или у КОЈем се она. спушта испод. 

• • • • 
хоризонта, . јер је· у једноме и у другоме случају ви-

сина звезде h О. Средњи од горња три обрасца 

даје нам часовни угао тих момената (тј. изласка и 

заласка звезде), а то је половина дневнога лука. Tai 
образац гласи. 

УЈ) cos So = - tg rp tg О. 

Ово што вреди за звеЗде,. разуме се, да вреди

и за сунце. Израчунати дневни лук сунца значи из

рачунати дужину дана, па, дакле, и дужину ноhи. Нај

дужи или најкраhи дан једнога места, чија је поларна 

висина rp, добиhемо, кад у једн. VI за деклинацију 

сунца ставимо њену највеЋУ вредност о 81) (тј. НО

сини еклиптике), односно њену најмању вредност 0= 
- 8, дакле помоhу образаца 

1) Косина еI(ЛИПТИЈ(е се мења. Она је, доста тачно, за годину 1850 + t 
изражена обрасцем 

Е = 23027/29,6" - 0,48". t. 

По ЛагранJkу косина еКf\ИПТИl(е Ђе ДОСТИЋИ своју најмању вредност од 

220541 години 6000. Највену нредност од 2305З1 имала је годнне 2000. пре 
Христова рођења. Види: Dr. R. Wolf. Handbuch der Astronomie ihrer Ое
schichte und Littеrаtш. Ziiгiсh 1890. Erster Band, pag. 421 et 424. 
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cos So tg ср tg 8) 
, 

COS So tg ср tg 8. ) 
• 

1. НШЮЈиена. Образац V/I добиtемо и посматрањем 
сл. 115., где је ZPllNASE меридијан, NS хо
ризонат, Z зенит места на f<ojeM посматрамо. 
Нека је Pn северни пол, АЕ eI<BaTOp небесни, 
UV паралелан круг ло I<ojeM се креЋе извесна 
звезда. Тачка~, као таЧI<а пресеI<а путање 
звездине са хоризонтом посматрачевим, пред

ставља, према диспозицији сл. 115., таЧI<У за-
ласка, у којој је висина звезде h О. 

Из правоуглог сфер-
ног троугла Pn'f.S, у z 

• • 

КОЈем Је 
• 

страна Pn~ PnD 'i.D 

= 900 8, 

страна PnS PnE + ES 

=900+900-

= 1800 Чi, Сл. 115. 

сферни угао ~SPn 900, сферни угао' '2PnS 
=часовноме углу so, читамо, на основу Неnер-
овог правила, . 
cosSo cotg(900

. 8)tg(1800 ЧЈ) tgatgrp. 

2. Напомена. ОбразацVI ПОI<азује да дужина дана 
(односно НОЂИ) независи само од деI<линације 
сунца (тј. од годишњег времена), него и од 
поларне висине. (географске ширине) места 
на којем ово посматрамо. РаЗЛИI<а изме~у 
дужине дана и дужине НОћи јесте у ТОЛИI<О 
веЂа у колико је и поларна висина веЋа. 
Помоtу сл. 116. врло је лаI<О ово разумети. 

AI<O повеtамо географску ширину, тј. aI<o 
Тригонометрија 35 
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место хоризонта NS узмемо ХОРИЗ0нат N1S1, 
• 

дневни луци сунца за оваЈ нови хоризонат 

биfiе за време северних деклинација веhи, а 
• • . за време ЈУЖНИХ деклинаЦИЈа мањи ОД днев-

. них лукова за првашњи 
хоризонат . NS. На ме-· 

Sгстима,. чији хоризонат 
/~~ \8, N2S2 чини са екватором 

. N\-z~ ~,L..c-j:s АЕ угао раван КОСИНИ 
Ј еклиптике (23 ~ \ сунце 

/~ на дан летње солстиције 
НИЮ:1КО и не залази, а на 

• 

Сл. 116. 
дан зимње· СОЛСТИЦИЈе, 

тако исто опет, никако 

не излази: у првоме је случају дневни лук 

сунца 24Ь (ноhни лук . О),у другоме дневни 
ЛУl( О (ноhни лук 2411). 3а таква места 
(чија је, дакле, поларна вис'ина или географска 

о 10 
ширина 90 8 . бб2" ) повратан круг Рака 
лежи над хоризонтом, додирујуhи се с њиме 
у. северној тачци N2 хоризонта; повратан круг 

Јарца лежи испод хоризонта, додирујуhи га 
у његовој јужној тачци SZ. На местима са још. 

1 о 
веЋОМ поларном висином (тј. већОМ од бб2 ) 
сунце, за Bpel\ie своје северне деклинације, 
описује, кроз неколико дана узастопце, дневне 

• • 

кругове КОЈИ су сви изнад хоризонта;. тада 

сунце за све то време никако не залази. 3а 
. . .. -

време СВОЈе Јужне деклинаЦИЈе· сунџе, кроз 
• 

неколико дана узастопце, ОПИСУЈе дневне кру-

г()ве испод хоризонта и за све то време, 

дакле, траје ноЂ. На самоме полу (тј. за r.p 900) 
хоризонат се поклапа са екватором И према 

• • 
томе су дневни кругови, КОЈе сунце ОПИСУје, 

паралелни са хоризонтом. Отуда следује да 
на полу сунце· никако не .залази за еве време 
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северних деI<линација, а тако исто, опет, да 
се не појављује над хоризонтом за све време 
јужних деI<линација. На обрту, даI<ле, траје 

. _ дан 6 месеци, а ТQ.[IИI<О исто и ноЂ. 

3. Наuомена. Употребом -обрасца VЈдобијамо за 
• 

дневне ЛУI<е вредности I<o]e се осетно разли-

I<yjy од љихове праве вредности l). Ово долази 
услед uреламања светлости (astronomische 
Strahlenbrechung, rеfrасtiоп astronomique) на 
што се, при извођељу формуле VJ, нисмо 
обзирали. Дејство преламаља светлости ПОI<а
зу је се у томе што се све звезде (па разуме 
се и сунце и месец) виде за извесно време 
пре њиховог излаСI<а, а, отприлике за толико 

исто, и после њиховог заШЈ.СЮ1: Утицајем 
преламања светлости можемо да видимо звезде 

(месец и сунце) _ за извесно време ДОI< су оне· 
испод хоризонта, њююве висине, даI<ле, нега

тивне. Ово продужавање дневнога ЛУI<а, прела
мањем светлости зависи 071. атмосфеРСI<ИХ при-

· ЛИI<а и за наше средње географСI<е ширине 
износи приближно 35', TaI<O да ми видимо 
једну везду и онда AOI< је она 35' испод хо-

· ризонта, љена висина, даRле, 35' . На тај 
начин_ видни ЛУI< звезде постаје веЂИ од онога 
Rоји налазимо из· обрасца VJ. 
С обзиром на преJIамање светлости доби

Ђемо знатно тачнију вредност (означимо је 
· са cr)за половину дневнога ЛУI<а, aI<o се по
служимо обрасцима 

1) В. примере који следују_ 

35* 

г 
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УП) 

f 

l 

. (] 
sщ-= 
. 2 

. 

. sin ~(900+3<P' +ЧЈ-8)sin ~(900+ 35' - 'f + 8) 

cos ЧЈ cos 8 

(] 

. cos
2 

= 

Sin~(2700+35"+ЧЈ +a)Sin~ (- 900_ 35' +ЧЈ + 8) 

cos ЧЈ cos 8 
. 

• 

4. Напомена. Осим преламања светлости утиче на 
видни:;; лук звезде и променљивост њене де

клинз,ције у току дана. Ова променљивост де-
• 

клинаЦИје чини да лук од изласка звезде до 
- , \оо. • 

њене кулминаЦИЈе нИ]е т?чно једнак луку од 

кулминације до Qаласка звезде. У ефемерида
ма!) се обично означава деклинација небесних 
тела за подне онога места за које су ефеме
риде израчунате. Код сунца се, дакле, односи .. 
деклинацИ]а на тренутак кад оно пролази кро3. 

меридијан дотичног места: Берлина, Париза,. 
Гринича итд. Да бисмо добили д€клинацију 
за излазак и залазак једне звезде, треба да 
израчунамо изцесну поправку, коју одузимамо,. 

. односно додајемо таБЛИЧНОј деклинацији. Ову 
• 

кореКЦИЈУ израчу:навамо. с претпоставком да 

се у току од 24 сата деклинација равномерно 
1) Ефемериде (Ephe'meridell) или астрономски календари јесу збирке

у којима су сре~ени податци који се односе на положај е сунца, месеца .. 
планета и неких важнијих звезда (некретница) на небу и љихово кретање 

ва време једне године. Ови податци добивају се посматрањем и рачуном,. 
. , 

који се на њима оснива. Од најчешt.е употребе и најпознатије ефемериде: 

јесу берлинске (Berliner Astronomisches Jahl'buch), паРИСI(е (Col1naissance: 
des ТеmРБ) и гриничке (Nautical Аlmаl1ас) .. 

• 
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мења. Промене у деклинацији за?време јед
нога дана врло су мале. Тако нпр. у идуhем 
(1.) примеру за ]упитер јесте промена декли
нације за време једнога дана (од 8. до 9. 
Јуна) З' 50". 

Примери. 

1) Географска ширина Берлина јесте 

q; - 520 30' 16,7". 

За берлинско (средње) подне,тј. у 12h
, Јуна 1881. год. планета 

~ (Јупитер) имаlIа је деклинацију 

~ = 14056' 7,9". 

Да се ',израчуна дневни лук Јупитеров за тај дан. 

Према обрасцу УI овога члана јесте 

cos So = - tg'P tg ~ 

log tg 'р = 0,115 0923 
'с 

log tg ~= 9,426 0939 

log cos So = 9,541 1862 (п) 

часовни угао изласка или заласка 

So = 1800 - 690 39' 15,1 " = 11 ОО 20' 44,9" , 

. а дневни лук 

2 So = 2200 41} 29,811 = 14h 42т 468. 

. , 

Напомена. Берлинске ефемериде за 1881. год. дају за 

дневни лук Јупитеров 8. Јуна 1881. год. у округлој цифри вред

ност )4h 50т. Узрок овој разлици (која И3НОСИ отприлике 7т) 
.) -~ 

. измеђУ наше и праве вредности за Јупитеров сдневни лук лежи 
, 

у преламању светлости, о чему ми нисмо водили рачуна. 

С обзиром на преламање светлости имамо за горњи при

мер следеfiи рачун. 

, 



• 

• 

550 

re;;= 52030' 16,7" 
~--'!':1 ,-

logcosrp = 9,7844012 
. 

0=14056' 7,9" Zog cos о = 9,985 0745 
-' .. 

logcos rp cos о = 9,769 4757 

1 . 
logsin 2 (900 +35' +rp - о) = 9,953 9415 

~(900+ 35' -rp+o)=26030'25,6" 2 . 
1 . . 

log sin 2 (980 +35' - rp + о) = 9,649 6355 
, 

" 

cr 
loasin2-= 
б, 2 

1 . 1 " 
' .. sin-(900 +35' +rp-o)sin-(90o+ 35'- rp+o) 

. 02 . 2 . = 9,834 1 О 1 3 
cos rp cos ~ 

cr . 
log sin 2 = 9,9170501: 

дакле дневни полулук 
• • 

cr = 111024'26,3" = 7h 25m 38s 1) . 

. 

. 

~ = 55042' 1 3 1 
1 '. .' 

2) За средње подне у Берлину f 1. Јануара 1898. год јесте 
за планету d' (Марс) деклинација 

, 

0= '--:23026' 47;0". 

Географска ширина Берлина јесте 
. . 

rp = 52030' 16,7" . 

. Према обрасцу VI овога члана следује 
. , 

cos So = tg 52030' 16,7" tg230 26' 47" 

log tg 52030' 16,7" = 0,115 0923 
• • 

logtg230 26' 47" = 9,6371897 
• 

• 

'. . log cos So --: 9,752 2820 

1).У, берлиис[(Им ефемеридама (Berlil1er Astrol1omisches jahrbuch) 

0значено је cr = 7h 25m
• 
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и према томе дневни полулук 

So = 550 З4' З5,8" = Зh '42m 18s • 

> 

HaUOM~Ha. Употребом образаца VП, тј. с обзиром на 
• 

преламаље светлости, налазимо за (ј тqЧНИЈУ вредност на 

следеtи начин 

'Р = 520 ЗО' 16,7" 

()= - 23026' 47 О" . , 

logcos'P = 9,7844012 

logcos () = 9,962"5742 

logcos 'Р cos D = 9,746 9754 

~ (900 + 35' + 'Р + б) > 83016'1,85" logsin ~ (900 + 35' + 'Р- б) = 9,996 9946 

~(900+ З5' -,- 'Р + б) =7018'58, 15" IOg'sin~(900 + 35' - 'р + б) = 9,1049793 

. (ј Siп~(900+35'+'Р-D)Siп~(900+35'-'Р+б) > > 

logsin2
2 

= log . \). = 9,3549985 
> > COS 'р cos о > 

• 

(ј 

log sin 2 = 9,677 4992 

(ј = 28025' О 4411 
2 > " 

дакле дневни полулук 

(ј = 56050' 0,9" = 3Ь 47т 208 1). 

3) У париским ефемеридама читамо да је за средње 
16. Априла 1898. год деклинација сунца 

б = 1 ОО ] З' 41 7" 
, > • 

Географска ширина Париза јесте 

'Р = 480 50' 11,2". 

На ОСНОВУ обрасца VI имамо 

1) У берлинским ефемеридама стоји (Ј = зh 47т . 

• 

• 

подне 
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cos So = - tg480 50' 11 ,2" tg 100 I 3' 41,1" 

log tg 48050' 11,2" = 0,058 3341 

logtg 10013' 41,1" = 9,2563261 

log cos So = 9,3146608 (п) 

So = 1800 -180 5' 23,6" = 10 1 054' 36,4" = 6Ь 41m38" . 

Према овоме би тога дана у Паризу б~о 

излазак ~paђaњe) сунца у 5Ь 12Ш , 

залазак (седање) сунца у 6Ь 48m , дакле.· 

дужина дана (дневни лук сунца) 1 3ћ 35m • 

НаuоМена. ДоБИЋемо знатно тачније вредности, ако, за 

израчунавање дневног лука, употребимо један од образаца VП.· 

Рачун је следеЋи:· 

ср = 48050' 11,2" 

0= 100 13' 41,1" 

log cos ср = 9,818 36е 

log cos о = 9,993 04: 

log cos ср cos о = 9,811 40ј 

~ (-900 + 35'+ ср-о)=640 35' 44,15", !ogsin ~ (900 + 35' +ср- 0):- 9,955 83: 

}(900+ 35' -1'+0)=25059' 15,25", !OgSin}C90o+ 35' - ср + о) = 9,641 641 

. sin~ (900 + 35' + ср- O)Sin~ (90 + 35' - ср + о) 
logsin2

2
G 

= log 0= 9,18601' cos ср cos 
- а· -
log sin 2 = 9,893 03 

G =51024'5~ 
2 

Дневни полу лук: G = 1020.49' 55,2"= 6ћ 51 ш 20" и према томе 



излазак сунца у 5h 9т , 

залазак сунца у 6h 51 т, а 

дужина дана 13h 4зm 1). 

·4) Да се израчуна најдужи дан за Београд. 

Узмимо да је за Београд 

ср = 44048', 

а за косину еклиптике вредност 

е: = 23027'. 
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Ми знамо да је 

и према томе теорно 

• • 
најдужег дана .деклинаЦИја сунца ;» -. 

• 
за наЈДУЖИ дан 

COS So = - tg<p tge: 
. 

(В. ПрВУ једн. Vla овога члана), где је 

Zogtgcp = 9,9969680 

Zog tg е: = 9,637 2646 

Zog cos So = 9,6342326 (п) 

So = 1800 - 64029' 4" = 115030' 56" 

2 So = 2310 l' 5211 _ 15h 24m 88, 

Наuомена. С обзиром на. преламање светлости израчу

наћемо трајање најдужег дана помоhу једног од образаца 

VII како следује. 

ср = 44048' 

;» = 230 27' 

Zog COS ср = 9,8509957 

Zog cos ;) = 9,9625624 

Zog cos ср cos ;) = 9,813 5581 

1) У париским ефемеридама (Connaissance des Temps) стоји Lever 
(излазак) 5h 10т, Соuсhеr(залазак) 6h 51т . 

• 



• 

. , 

• 
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; (900 + 35' + rp - ~) = 550 58' 

l(900' + 35' - rp + о) = 34037' 

1. "-
log sin 2 (900+ 35' + rp - о) =9,91841 

2 . IOgSin~ (900+ 35' -rp+~)= 9,754 4 

. 

G Sin~ (900+ 35' + rp-~) sin ~ (900 + 35' - rp + о) 
log sin2 2 = log cos rp COS ~ . - 9,8592 

• 
G 

logsin 2 = 9,9296 

G =580 15'2: 
2 

Дакле дневни полу лук: G = 1160 30' 45,84" = 711 46т 3" и 

према томе· 

излазак сунца у 4Ь 14Ш , 

залазак сунца. у 7Ь 46Ш, а . 

најдужи дан = 15Ь 32Ш• 

5) Под којом географском ширином леже места на ко

јима најдужи дан траје 20Ь ? 

Дневни лук сунца је тога дана на таквим местима 

2 So = 20· 150 = 3000, дневни полулук So = 1500, 

а деклинација сунца ~. 23027'. 

Неводеt.и рачуна о преламању светлости, 
првоме обрасцу Уl а ова једначина 

одакле 

cos 1500 = - tg rp tg 230 2Р, 

cos 300 
tg rp = tg 230 27' 

Према томе имамо 

log cos 300 = 9,937 5306 

log tg 230 17' = 9,637 2646 

log tg rp = 0,300 2660 . 

rp :;= 630 230 40,6" . 

• 
ПОСТОЈИ . према 

• 



• 

6) Под којом географском ширини м сунце 
незалази; најдужи дан, дакле, траје 24h ? 

Из часовног угла (даевног полулука) 

So = 12h = 1800 
• 

и деl{линаЦИЈе сунца 

0=23027' 
• 

слеДУЈе 

COS 1800 = -- tg rp tg 23027', 
одакле 

ig rp = cotg 23027' 

rp = 66033'. 

• 

наЈдужег дана 

Разуме се да и овде није узета у рачун рефракција светлости. 

. . 

195. Трајање изласка и заласка сунца и месеца. -
Небесна тела која имају мерљиву величину (приме

тан пречник), као што су сунце и месец, не излаз~ 

аи не залазе тренутно. I{од таквих тела траје И3-

весно време док се она потпуно дигну над ХОРИЗ0НТОМ 

и док се спусте испод ХОРИЗ0нта . 

... 0значимо. са ~, средиште сунца или месеца у 
• 

• 

почетку изласка, ТЈ. у тренутку када се то тело 

ПОЧИlLеда јавља на ХОРИЗ0НТУ НН,. Са L2 0значи...; 

Ђемо средиште посматраног тела на крају изласка,. 
• • 

ТЈ. У тренутку када Је се оно потпуно дигло над 

ХОРИЗ0НТОМ. У првоме положају (~,), сунчев, односно 

месечев котур додирује НН, одоздо, у другоме по

ложају (~2) додирује га одоqrо. 0значимо још саР,,

северни пол, са Z зенит и конструишимо сферн~ 

троугле ~rPnZ и ~2PnZ, Стране првога троугла 
\~ PZ . .... , п Јесу 

• 
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:а стране другог троугла 'f2PnZ ово 

PnZ 900 'f, Pn'f2 . 900 а, Z'f2 900 -- р. 

Овде је 'f поларна висина места на којем посма

ipaMo, а деклинација небесног тела, које посматрамо, 

д р сферни полупречник тога тела. 

!Ю 8 

эо е 

Познавајуhи стране го

ре поменутих сферних 
, 

троуглова, можемо да И3-

рачунамо 1: 'fPnZ -- Sl И 

1: 'f2PnZ S2' од којих 
први представља (нега-

тиван) часовни угаозвез

~~---н, де у почетку изласка,' а 
други, опет, представља 

• . часовни, угао на краЈУ 

. Сл. 117. изласка. Трајање (време) 

изласка очевидно је сразмерно углу "i. 1Pn'f2, који је 

раван разлици 1: 'f 1P l1Z 1: 'f2PnZ Sl S2' Према 
• • 

овоме се своди наш задатак на онај основни случај 

разрешавања . сферних троуглова, у којем су познате 
.стране троуглове, а траже се његови угли (В. чл. 176.). 
Применом косинусне теореме на сферне троугле 'fPnZ 
.и 'f2PnZ налазимо 

• 

VIII) 

sin р + sin 'f sin а 
COSS1 = -

COS 'f cos а 
• , 

sin р sin 'f sin а 
·cos S2 = cos'f COS а ' 

д применом једн. 150) и 151) чл. 162. добијамо сле
деЋе логаритамски подесне обрасце 

, 

, 



. Sl 
Stn-= 

2 

S cos-1= 
2 

. S2 
Stn-== 

2 

• 

s cos 2 :::' = 
2 

• 
• 

sin 1(90 + р - rp + (ј) sin 1 (900 +Р+ЧЈ-а) 
cos rp cos а 

sin 1(2700+p-rp-а)Sin ~ (900- p-rp-a) 

cos rp cos а 
---~-------------------------------

sin 1(900~ р - rp + a)sin 1 (900- Р + ЧЈ-а) 
cos'f cos а 

• 

sin 1(2700-р-'f-а)Siљ1 (900+ p-~-()), 
cos rp cos () 'Ј ' 

55Т 

(ЈХ 

Нацомена. Обраtамо пажњу на аналогију измеђУ' 

'ових образаца IX и образаца VП у чл. 194~ 

У 3POI< томе јелаI<О наtи. 

Примери. 

Ј) l{олико је трајао излазак (и залазак) сунца у Гри

вичу 24. Марта 1898. год? 

Тога дана био је полупречник сунца 1) 
, ' 

0- Ј'б' 3 4511 , - , , 
деклинациј~ сунца 

~ = 1 о 32' 35,811 . 

Поларна висина или географска ширина Гринича јесте 

rp = 5Ј о 28' 38, Ј" • • 

1) Привидни полупречник сунца није увек једнак; његовасе вели-, 
чина мења у току године. Као средња вредност сунчевог пречника, од којео 

. . ' 1 о 
се оне остале врло мало раЗЛИКУЈУ, може се усети 2= 30'. 

• 

• 



• 

, 
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Рачун по обрасцу УIII: 

--

logcos'P = 9,7943662 

log cos а = 9,9998.425 

log cos 'р cos о' 9,7942087 

log sin Ф = 9,893 41 

logsin ;) = 8,4302 

log sin 'р sin 0=8,3236 

log sin р = 7,6693972 -Sffl 'р sin а = 0,021 О 
' __ , Ј 

sinp= . , ........ , .... =0,0046 

sin р + sin 'р sin а = 0;025 7 

log (sin р + sin 'р sin а) = 8,41 06338 

log cos 'р cos 3 = 9,7942087 

sin ? - sin 'р sin 3 = - 0,01 

log(sin р ~ sin ?sin 3) = 8,2149 

log cos 'р cos а = 9,794 2' 

log cos S1 = 8,6164251 (п) 

S1 = 1800 - 87037' 49,51" 

= 92022' 10,49" 

logcos S2 = 8,4206 

S2 = 1800 - 880 29' 

= 91 о 30' 33,79", 

дакле трајање изласка (односно заласка) сунца 

t = 920 22' 10,49" - 91 о 30' 33,79" = 51' 36,7" 

= 206,48 = 3т 26,4" . 
• 

Рачун по обрасцу IX: 

~ (900 + р - 'р + а) = 200 1 (ј' 0,57" 
, 

; (900 + Р + 'р - а) = 7006'2,87" 

logcos 'р = 9,7' 

[о'! cos 0=9,9' 

log cos 'р cos а ==== 9,7' 
1 ' 

log sin 2 (900 + Р - 'р + а) = 9,5 

iog sin ; (900 --t- Р + 'р - а) = 9,9 

Siri~ (900 + Р - 'р + а) sin ~ (900 + р + 'р - а) 
log sin2 ~ = log cos 'р cos а . = 9,7 
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log sin S~ = 9,8582824 

S1 = 4БО 11' 5 2511 2 ' . , S1 = 92022' 10,5"; . 

; (900 - р - tp + й) = 19053'57,1211 

; (900 - р + ЧЈ:- й) = б90 49' 59,4211 

log sin ~(900 - р - tp + й) = 9,531 94б7 
1 . 

log sin 2 (900 - р + tp - й) = 9,972 5235 

log cos rp cos о = 9,/94 2087 

sin; (900 -р - rp + O)sin; (900- р+ rp - о) 
log sin2 s22 

= log' . = 9,71 О 2б 15 
cos rp cos о 

log sil1 ~ = 9,855 1307 . 

~ = 45045' 16,8811 S2 = 91 о 30' 33,7б" 

Према томе је излазак (и залазак) сунца трајао тога дана 

t= 92022' 10,5011 - 91030' 33,7б" = 51' 36,7411 

= 20б,48 = 3 П1 2б,48 • 

2) Да се израчуна трајање изласка и залаСl<а сунца у 

Београду за време еКВИНОIщија (21. Марта и 23. Септембра), 

у равнодневницама је деклинација сунца 

о ==:: о; 
поларна висина (географска ширина) Београда 

rp = 44048'. 

3а полупречник сунца узеliемо у ОI<руглој цифри 

Р = 1 б'. 

Обрасци УIII за овај случај (о = О) гласе 
• 

SlП Р 
COSS1 =- cos rp , 

• 
SlП о 

COS S2 = 1. 
COS rp 

, 
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Овде је 

• 

log sin р = 7;6678445 

log cos qJ = 9,8509957 

log COS S2 = 7,816 8488 

.. S2 = 89037' 27,06" 

S1 = 1800 -s2 

и према томе траЈање изласка, односно заласка сунца за време , 
еквинокција у Београду 

t=S1-S2= 1800 -2s2 = 45'5,88" 

= 180,45 = 3m О,Ф. 

3) На земноме екватору сви паралелни кругови (а то су 

дневни кругови I<oje звезде описују), па и небесни екватор, 

секу ХОРИЗ0нат под правим углом и према томе налазимо тра-
• 
Јање изласка, односно заласка сунца на екватору из сразмере 

360'60': 32' = 24'60m : t, 
одакле 

Толико исто, отприлике, траје и излазак, односно залазак 

месеца, пошто је његов сферни пречник приближно једнак сфер

номе пречнику сунца. 

196. Сутон. Услед одбијања сунчане светлости 

од горњих атмосферских слојева небо је за извесно 

време пре изласка, а тако исто и после заласка сунца 

обасуто светлошhу. То видело, које траје неко време, 

док је сунце још испод ХОРИЗ0нта (висина сунца, 

дакле, негативна), З0ве се сутон (Dammerung, crepus
cule). Утицајем ове појаве, као и преламањем светло
СТИ,дужина дана постаје већа (а НОћ, дакле, Rpaha) 



• 

5бf 

од његове теорне дужине, коју добијамо у дневноме 

луку из обрасца У! у чл. 194. 

Искуство нас учи да је, уопште, сутон најкраtи 
i • • 

У тропима и да траЈе у толико дуже у колико Је 

веће удаљење од екватора. Не упуштајуtи се у ближе 

објашњење ове појаье, напоменуtемо,· овде, да се 

прави разлика измеђУ аСШРОНОМСЈСог и граf]аНСЈСог 

сушона. Астрономски сутон почиње (пред излазак), 

односно престаје (после заласка), кад је сунце от-

. прилике 180 испод ХОРИЗ0нта и карактерисан је мо

ментом у којем звезде почињу да нестају (пре рађања 

сунца), односно кад . почињу да· се јављају (после 

седања сунца). Грађански сутон траје за време док 
! о . 

сунце није више од 62 испод ХОРИЗ0нта, а узима се 

као оно време пре и после заласка сунца, у којем 

је видело још довољно за вршење обичних радова, као 

нпр. да се, без вештачкоt осветлења, може да чита . 
.покушаtемо да одговоримо на питање: КОllИКО 

• 
траЈе сутон на извесноме меСТУI узев да он ПОЧl1ње, 

односно престаје кад сунце има негативну висину ћ 1О• 

Нека је у сл. 118. НН! ХОРИЗ0нат, Z зенит места. 
на којем посматрамо (са поларном висином <р); АЕ 

екватор, РП северни пол, MN паралелни круг, који 

сунце извесног дана описује; 2: положај сунца ис

под ХОРИЗ0нта у тренутку када почиње јутарњи су

тон1). Нека је R тачка изласка (рађања) сунца. По

вуtиtемо висни КРУГ Z2:, који сече ХОРИЗ0нат у тачци 
т и повуtиtемо деклинационе кругове рпи И РП V. 
Тада је 

ZPn ~- 900 <р, Z2: =. 900 + ћ!О, 2:V= RU = о, 

1) Вечерњи сутон траје ТОЛИКО исто КОЛИКО и јутарњи. 

Тригонометрија 36 
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дакле 

Иа сферног троугла ZPnL" У којем су стране 

ZPn -- 900 'f, ZL, 900 + ћО 1 , РП L, 900 --+- д, 

А 

Н 

ражава 

сутона. 

162. на 
~ 

1 Z 909.. 

f!Oc~/ 

А 
_. 

р I.ia 

Сл. 118. 

налааимо, на поана"'" 

ти начин, сфеРl:lИ 
угао ZPn L, -- s, а то 
• 

Је часовни угао сун-
• 

ца аа положај L" од 
• 

КОЈег I{ап одуамемо 

-1= ZPn R -- SO, тј. ча

совниугао таЧl{е сун

чевог рађања (а то 

је дневни ПОЛУЛУК) 

добијамо . 1: RPn L, 
• = 'с: угао КОЈИ иа-

трајање јутарњег (а, раауме се, и вечерњег). 
Применом обраааца 150), 151) и 152) У чл. 
сферни троугао ZPn L, добијамо 

r sin1 (900 + ћ 1 - 'f + о) sin 1 (900+ ћ 1 + 'f - д) 
cos 'f cos о 

I 
Х) 

s 
cos-

2
= 

sin ~ (2700 +h1 ---'f ,,-a)sin ~ (900 -111 - 'f -д) 
,-,-,-,.-- , 

- ~ - ~ ,. - . 
", ' . cos 'f cos д . 

. . 

'1.1" ........ ··1···· 
/ SZn2(900+hl-'f+а)SZn2(900+hl+'f-а).· 

I 

sin }(2700+hC'f~a) sin ~ (900-hС'f-а) 
• 
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, . ' 

и пошто, на . раНИЈе показати начин, израчунамо 

дневни полулук So сунца налааймо трајање (јутарњег 

или вечерњег) сутона у угловној мери 

=S so, • • 

а у јединици времена (у часовима) {{ад поделимо са 
, , 

15 (в. једн. 1 у чл. 190. с). 
• 

• 

• 

1. Наuомена. Примеt.ујемо да је са математичног 
• 

гледишта оваЈ задатак о израчунавању сутона 

потпуно аналоган горњем расматрању о тра

јању изласка и зэласка сунца (» месеца), као 
и ономе о преламању светлости. То нам по
казује и сама слично ст дотичних образаца 
VП, IХ и Х. . .. , 

2. Наuомена. На оним местима на земљи, чија је 
, географска ширина таква да суИЈ::(е у извесном 

времену у години (или шта више и преко целе 
,године) не силази ниже од 18° испод хори
зонта, !3лада: неuрекидан сутон? Тамо вечерњи . 

• • 
сутон прелази у Јутарњи сутон и каже се да 

су на таквим местима беле или. светле ноhи. 
Имавши на уму, да је у OBaf{BOMe случају ча
СОВНИ угао S тачке L:, тј.-1: ZPnL:. 180°, даf{ле 
s 2 = 90°, лако је, на основу горњег обрасца 

. ! . ' .:: S . . . . .' 

~" 

за tc; 2' израчунати ~OДKojOM географском 

ширином, односно у којем времену у години 
наступа непрекидан сутон. До истог резул...: 
тата долазимо применом косинусне теореме 

на сферни троугао ZPnL: 

COS (900 +'ћ1) sin ср sin а +COS ср cos а cos s, 
Rад овде ставимо ћ 1 = 18°, S . 180°, дакле 
помоt.у обрасца 

36* 



, 

• 

'-

5б4 

XI) 

cos 1080 = sin r.p sin а - cos r.p cos а, 
• 

одаl<ле • 

cos 1080 = - cos (r.p + а) 
1800 1080 10 + о 

(' 
. ! 

\ 720 10 + о. 
Примери. 

1. l{олико траје астрономски сутон у Београдуl5. Јануара? 

Деклинација сунца је (у округлој цифри) тога дана 

0=2104', 

географска ширина Београда 

!р = 44048'. 
, 

За ,израчунавање лука s употребиtемо треtи' образаu 
под Х. 

.< 

, ; (900 + hl ..:.. !р + о) : 420 8' log sin ~ (900 + 111 - !р + о) = 9,821 

l (900 + ћl + !р - о) = 650 52' 
2 

• 

• 

1 ' 
log sin 2 (900 + ћl + !р - о) = 9,96( 

log sin ~ (90 + ћl -!р + o)sin ~ (900 + ћl + !р - о) = 9,781 

1 ' 
~ (2700 + ћl - !р - о) = 1110 4' 
2 

, , . 
1 ' 
2 (900 - ћl - !р - о) = 30 4' 

,log sin ~ (2700 +- ћl - !р - о) = 9,96! 

1 
logsin 2 (90

0 -ћl -!р-о) =8,721 

log sin ~ (2700 + ћI-!р -о) sin ,~ (900 - ћI -!р - о) = 8,691 
. , 

2 S _ sin ~ (900 + ћI - !р +0) sin ; (900 + ћI + !р - д) _ , 
logtg 2 -log '1 ' ", '/' "'1' ' - -1,08, 

sin~(2700 + ћI-!р - o)sin ~(900 -111 -!р - о) 
2 2" 

• 
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. s . 
log tg 2 = 0,544 3077 

~= 7403'466" 2 ' , 
• 

s = 1480 7' 33". 

Дневни лук сунца израчунаhемо помоhу првога обрасца VП. 

log cos rp = 9,8509957 

logcos о = 9,9699574 

log cos cpcos о = 9,820 9531 

~ (900+35' + ЧЈ-о)=570 9'30" zogSin~ (900+ 35' + rp -0)= 9,924 3684 

~ (900+ 35'-ср +0)=33025'30" Zogsin ~ (900 + 35' - rp + 0)= 9,7410294 

• 
r. sin~ (900+ 35' + rp -O)sin~ (900 + 35' - ср + о) . 

Zog sin2 ; = log cos rp cos о = 9,844 4447 . 

• G 
log Slll 2 = 9,922 2223 

G 
- = 56043' 24" 
2 . ' G = 1 1 30 26' 48". 

• 

Према овоме је трајање сутона у угловној мери 

't" = S - G = 34040' 45", 
• 

а у времену изражено Јесте 

't" = 2Ь 18m 43s• 

Напомена. Служеhи се обрасцем VJ, при израчунавању 

дневног полулука, не водеhи, дакле, рачуна о преламању свет

лости, налазимо за дневни лук сунца So = 112029' 23" . и према 
томе 't" = 35038' 1 О" = 2Ь 22m 33s. 

2) С обзиром на то да је 0=2з1; најВећа деклинација, 
коју сунце може имати, следује из. обрасца ХЈ да непрекидан 

. 1· 
сутон почиње тек са географском ширином rp = 720 - 23 ; 

• 
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. = 481;. На .местима са географском ширином од 48~Ol) непре
КИДНИ суто'н траје само на дан летље дугодневнице, тј. 21. Јуна. 

3) Колика требl да је деклинација сунца, па да у Пе 

трограду сутон целу ноп траје? 

3а Петроград је 

'р = 59056' 3011 

. И . на основу. обрасца ХI следује 

о = 720 - 59056' 3011 = 1203' 3011 , 

а ову деклинацију сунце има око 21. Априла2). 

197. Приближно израчунавање деклинациј е сунца. 

Ми смо раније веЋ напоменули да се деI<линација 

сунца непрестано (па и у TOI<Y 1еднога дана) мења. 

А 
----~Ћ.---hD~Е 

'у' 

к 

АСТРОНОМСI<И . I<алендари 
( ефемериде) дају нам AeI<-

• 
линацИЈУ сунца за сваI<И 

дан и то за подне дотич- . 
ног места (Париза, Гри-

Сл. 119. нича, Берлина итд.). Ме- . 
ђутим ми можемо и сами да израчунамо приближно 

деклинацију сунца за I<оји било дан. 

HeI<a је АБ eI<BaTOp, KL еI<ЛИПТИI<а, 'r пролетња 
тачка, -1: L 'rБ 8 I<осина еI<ЛИПТИI<е. 

Сунце описује периферију (3600) еI<ЛИПТИI<е за 

365~ дана и прелази, даI<ле, дневно путању, I<oje је 
• 

у угловно] мери 
3600 14400 

365~ 1461 
За п 

1) Ово је отприлике географска ширина Париза ('? = 480 50' 11,211). 

2) в. идуliи члан 180. 
. 

. 3) Ово је само приближно, пошто се сунце (односно наша зеl\\ља) не 
креliе потпуно равномерно (тј. са подједнаКОl\\ БР3ИНОl\\). Услед тога је, ра

зуме се, и цео овај рачун само приближно тачан. 
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дана је сунчева путања П • 0,9860. ДеI<линација сунца 
у тачца 'r јесте -- О, а у положају 0 HeI<a је (ј = 
0D. Из правоуглог сферног троугла 'r0D (прав угао 
је I<ОД D), у I<OMe је 'r0 п . 0,9860, ~0'r D 8, 

читамо 

sin (ј = sin 8 sin(n ·0,9860). (ХII 

Помоhу овога обрасца ХII, у Iшјем п означава 

број дана I<оји су протеI<ЛИ од пролетње равнодне

вице (тј. од 21. Марта), у стању смо да за сваки дан 
(за свако п) израчунамо приближно деклинацију сунца, 

као што можемо и обратно да израчунамо дан (тј. 

број п) којег декли~ација сунца има извесну вред

ност (ј. 

198. Јединице за време. -- Равномерно обртање 
•• • 

наше земље око СВОЈе осе, I<oJe се нама покаЗУЈе У 

привидноме обртању небесне сфере шш једне зами

шљене праве (светске осе), упуhује нас сасвим при-
• 

родно на начин како да меримо време и даЈе нам 

непосредно и јединицу, I<OjOM да га меримо. Сматравши 
за знак једнога потпуног обрта небесне сфере (или 

управо једнога обрта наше земље) око своје осе 

повратак неI<ретница 1) у своје положаје, које су оне 

пре тога у извесноме тренутку заузимале, ми узимамо 

тај размак времена као од природе дату јединицу и 

зовемо трајање TaI<BOf једног обрта звездани дан 

(Sfernfag, још sideral). Обично се звездани дан дефи
нише I<ao ~ремеизмеђУ два узастопна пролаза једне 

• 
некретнице кроз горњу или доњу кулминаЦИЈУ, дакле 

кроз меридијан. Како се ова основна јединица, I<t)jy 

1) I<oje осим поменутог, свима небесним телима заједничког обртања 
не показују никакво друго кретање . 

• 
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• 

смо назвали звезданим даном, дели на маље Јединице, 
• 

на часове, минуте и. секунде и на КОЈИ се начин ове 

јединице времена доводе. у везу са угловном, мером 

показали смо већ у чл. 190. с. 

Према горљој дефиницији имамо под звезданим 

временом (Sternzeit, temps sideral) да разумамо време 
ј{оје је мерено на основу дневнога обртаља некрет

иица. Ако пролетљу тачку Т узмемо за почетну тачну, 

од чијег проласка ј{РОЗ меридијан. почиљемо да ра

чунамо време, онда се, у ствари, под звезданим вре

меном има да разуме часовни угао пролетље тачке, 

разуме се,. изражен у времену. На тај начин часов-
• • • 

ник, КОЈИ је удешен за звездано време, у тренутку 
• • 

проласка кроз мерИДИЈан тачака, ЧИЈе су ректасцен-

зије 900 и 2700, показиваtе 6\ односно 1811; 

ПОШЈО Се ректасцензије почиљу да броје од про

летље тачке Т, лако је уверити се да између часовног 
• • • 

угла, рекrасцеНЗИЈе и звезданог времена ПОСТОјИ ова] 

прости однос 

ШI) часовни угао + ректасцензији = звезданом времену 

(В. сл. 109., где је ED + (Y'D ЕТ" ED часовни 

угао, Т D ректасцензија, ЕТ звездано време.) 

Посматраљем обртаља небесне сфере с погледом 
--. . 

на периодно понављаље једнаких положаја· сунца 

на небу, долазимо до времене јединице ј{оја се зове 

прави или исшински сунчйни дан (wahrer· Sonnentag, 
јоиг solaire, јоиг vrai). Прави сунчани дан то је вре

мени интер вал између два узастопна проласка сунчевог 
• 

средишта кроз мерИДИЈан, а под правим или исшин-

ским сунчаним временом (wahre Sonnenzeit, temps 

• 
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solaire, temps vrai) разумемо часовни угао сунчевог 

средишта!). 

Сунчани дани нису, као звезда~и дани, сви 

'једнаки. Узрок овој неједнакости сунчаних дана лежи 
• • 
Једно у томе што привидно kpetaI-Ч.е, сунца . НИје рав-

номерно (зими је брже~ лети спорије), а поглавито 

у томе што небесна обртна оса не стоји управно на 

сунчевој путањи' (еклиптици), услед чега у једнаким 
• • 

временима пролазе I<P03 мерИДИЈан неЈеднаки луци 

еКЛИПТИl<е., Ова неједнаl<ОСТ сунчаних дана, чини их 

неподесне за праl<ТИЧНУ употребу. С тога је (од сраз

мерно скорашњег датума) опште примљен други начин 

за рачунање времена. Место ИСТИНСI<ОГ сунца замишља 

'се друго (уображено) сунце, I<oje се по, el<BaTOpy 
равномерно I<pete. Време, које пролази између две 

узастопне I<улминаqије тога уображеног сунца, У3И-
• 

мамо за, Јединицу и З0вемо то средњи сунчани дан 

,(mittlerer Sonnentag, још solaire тоуеп); часовни угао 
тога замишљеног сунца за извесан моменат З0ве се 

.средње сунчано време (mittlere Sonnenzeif, temps тоуеп). 
Дужина средњег сунчаног дана је, дакле, стална, I<ao 
што је дужина звезданог дана. Услед кретања сунца 

у супротноме смислу дневнога обртања Hel'5ecHe сфере 
средњи сунчани дан није раван звезданоме дану. Један 

средњи сунчани дан има у звезданом времену 24Ь зm 56,58, 
• 

а један зве~дани дан изражен у средњемсунчаном 

времену јесте' 2Зh 56m 4,098. 
Разуме се да је и ИСТИНСI<О сунчано време различно 

од средњег сунчаног времена. Разлика између та два 
• 

времена, узета за извесан моменат, З0ве се једначина 

1) Посматрано средиште сунца треба, р;;?-уме се, кориговати од 

I10ц,реШII:е коју проузрокује преламање' светлости. 

, 

, 
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времена (ZeitgZeichung, equation du temps) .. Она 
четири пута у години равна нули; два пута има по

зитиван, а цва пута негативан максимум (највеЂУ 
вредност). Ове особене вредности једначине ! времена 

распоређене су преко године на сhедеhи начин 

12. Фебр. 

+ 14tnЗР 

15. Априла 

О 

31. Авг. 

о 

14. Маја 

- Зtn 53S 

13. Нов. 

14. Јуна 

О 
• 

24. Дек. 

О. 

Примедба. Време, које ПОI!азују наши часовници, или је звездано· 

или средње сунчано време. Вавиљоњани, Грци, Римљани,. 

као уопште сви културни народи у староме и у средњем 

веку, рачунали су по истинском сунчаном времену, дељеЂИ 

одвојено дан (време од изласка. до заласка сунца) и НОЂ 

(време оц заласка до изласка сунца) на по дванајест часова .. 
Услед мењања дужине дана и дужине НОЂИ мењала је се, на 

тај начин, и дужина час ова преко године. У лето су дневни 

часови били цужи од НОЂНИХ, а зими обратно: НОЂНИ часови 

су били дуж и од днеВНIIХ. Једино за време еквинокција 

били су дневни и НОЂНИ чаСОВII јеl1наки. Тако нпр. на местима. 

под 480 географске ширине" на којима за време солстиција. 

дан траје 16, а НОЂ 8 сахати (данашњих) и обратно дан 8, а 
НОЂ 16 сахати, дељеtи дан, а тако исто и НОЂ, на дванајест' 

• 
једнаких делова, бивало је да је за време дуг()дневица један 

16h 1 
дневни час био = 12 = 1 З часа данашњег (тј. 80 минута сред-· 

8 h 2 
њег сунчаног времена), а ноtни час био = 12= 3 часа да-

нашњег (40 минута средњег сунчаног времена). 3а време 
. . 

краткодневице, обратно, трајао је 
2 1 

дневни час 3' НОЂНИ 1з 
часа средњег сунчаног .времена. Овај начин рачунања је по

стојао до у најновије доба. У Женеви почело је се рачунати. 

по средњем сунчаном времену од године 1780; Париз је'; 

примио· данашњи начин рачунања времена тек 1816. год.; 

Берлин шест година раније. У некада слободној варошљ 
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Нирнбергу рачунали су још од 15. века по истинскоме и по 

средњем cYH'IaHoM времену, називајуhи ИСТИНСКО време велико' 
време (grosse Zeit), средње време мало врелte (kleine Zeit).1'1 

199. Конструнција сунчанииа. Под сунчани1СОМ 

(Sonnenuhr, cadran, solaire), уопште, разумемо једну 

направу, ПОМОЂУ које добијамо истинско сунчано време 

из положаја сенке коју једна утврђена праволиниска 

казаљка (Stylus, style) баца на неку површину. Су н-
• • 

чаник се саСТОЈИ, дакле, И3 два дела: Једне казаљке, 

која баца сенку И површине за коју је, под извесним 

углом, притврђена казаљка и на коју она своју сенку 

баца. На овој rювршини, конструисане су линије, та

козване чаСОВfle линије (Stundenlinien, lignes horaires), 
• • 

ЧИЈе подударање са сенком казаљке покаЗУЈе дневни час. 

Да би сунчаник могао, преко целе године, да по

казује време, треба да је испуњен тај једини услов 
• 

да Је сунчаникова казаљка паралелна са светском осом. 

Ми Ђемо, овде, претпоставити (а то махом и 

јесте случај) да је површина, на којој су повучене 

часовне линије, једна раван. Нека је LMOW часовни
кова раван, Тј. раван на којој треба конструисати 

часовне линије, узета у таквоме положају како Ђе 

се са хоризонтом Н1Н2НЗН4 сеЂИ по источно-западној 
линији OW и на тај начин пресечна права поменутих 
равни стојати управно на меридијанској линији SN. 
Означимо са UV казаљку сунчаника, !шја, пошто 
• 

Је у правцу светске осе, продужена пролази кроз 

светски пол Рю а хоризонт продире у тачци R, 
где са хоризонталном ,равни чини угао ЧЈ гео-, 

1 • • 

гра<рСКОЈ ширини онога места на КОЈем сунчаник по-

1) ВИДИ: Prof. Dr. S .. Giinther. Handbuch der mathematischen Оео

graphie. Stuttgart. 1890. Нота на стр. 171. и 172. 
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дижемо. Нека је rJ. угао који заклапа часовникова ра

ван са ХОРИЗ0НТом. И3 слике видимо да је -1== VUT 
= rJ. + r.p (као спољашни угао за L:,. RUT). 0зна
чимо са 01 место сунца за време кулминације (тј. 

у подне), са 02 ма какав други положај сунца. 
Тада је аге 01 02 S часовни угао сунца за поло~ 

жај 02' Часовна линија, која одговара сунчаноме 

o s 

• 

H~ ... w Н. ,.--· .. ·~-·--r----- - _О -- ._ •• -- .---.------:.;.--. ____ -ј а . .' . , . , 
• 

• 

SR 
ч' " . 

""I=-----IN 

Н, о H~ , 

Сл. 120. ' 

месту 0" а то. је линија UQ1" пада у правац UТ, 
пошто се у томе моменту сунце налази у меридијану, 

• 
а пресек равни мерИДИЈана са сунчаниковом равни 

јесте поменута права UТ. Сунчаном месту 02 одго
вараЋе друга нека часовна линија, нпр. часовна ли

нија UQ2' која с оном првом заклапа -1== QIUQ2 t. -
Овај угао t, на сунчаниковој површини, који одговара 

• • 
часовноме углу s сунца, даЈе нам меру за време КОЈе 
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је протекло од кулминације сунца, тј. од подне, односно> 
• • 

време. КОЈе има да протекне до кулминаЦИЈе сунца. 

Наш задатак (мерење ИСТИНСКОГ сунчаног времена 

ПОМОћУ положаја сенке UQ2' коју казаљка UV баца 
на сунчаникову раван LMOW) БИће решен ако на

ђемо образац за израчунавање угла t И3 S, ср И СЈ. • 

. Замислимо И3 тачке. U описану лопту са полу

пречником 1. Тространи телесни рогаљ UVQl Q2 обра
зује на тој лопти правоугли сферни троугао ABC~ 

• • 

у КОЈем Је 

.Ј:: С 90°, .Ј:: А s, 

страна ВС t, страна АС u. + ср. 
На основу Неuер-овог правила" следује 

одакле 

cos[900 (u.+cp)] cotgscotg(900 t), 

. . . 

. . tg t sin (и. + ср) tg s. 

• 

(XIV 

Помоtу овога обрасца је лако Ј{онструисати ча-
• 

совне ЛИНИЈе. 

Понајвише се употребљују следеtе три врсте 

сунчаника: 

1) Еквашореални сунчаник (Aequatorialuhr, cadran 
equatorial), КОД којег је сахатна површина у поло-

• 
жаЈУ екватора, дакле 

u. + ср 90°. 

Образац XIV своди се на овај простији 

t s.· 

Угли t, које чине часовне линије међусобом, сраз
мерни су разлици њима.одг.оварајуtих часовних углова 

• 
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• • • 

или ПрОСТИЈе: угли, КОЈе ОПИСУЈе сенка казаљкина, сраз-

мерни су протеклом времену. Конструкција оваквих 

(екватореалних) сунчаника врло је проста. Око тачке 

и (подножја казаљке) опише се I<Pyr и његова пери
ферија се подели на 24 равних делова. 

2) ХОРИЗ0ншаЛflИ сунчаник (Horizontaluhr, cadran 
tlOrizontal), чија је површина . сахатна паралелна са 

хоризонтом, дакле 

u. -- О, 

у коме случају образац XIV гласи 

.XIVb) tg t sin 'Р tg s. 

3а. одређивање угла t помоtу rp и s може да 

Е нам послужи следеtа врло про

ста конструкција. Начинимо АВ 

= sin rp (за Београд би било 

sin tJ 0,7046), вс 1. Пре

несимо код А часовни угао s. 
_A~r;';;,;--~---:-, ---'-~":::"t Ако спојимо затим добивену 

Сл. 12[. тачку D са тачком С имаtемо 

1(ОД С тражени угао t, о чему је, из саме СЛИКt::, 

лако уверити се. 

З) Вершикални сунчаник (Veltikaluhr, cadran ver
~tical). Његова површина налази се у положају првог 

вертикалног круга (стоји управно на меридијану и на 

хоризонту). 

у овоме је случају 

и према томе 

)OVc) 

u. 900 
• 

образац XIV. добија вид 

.. tg t ;=. cos 'f tg s. ' 

• 
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Овуједначину је тако исто лако конструкцијом 

разрешити као и ону прошлу XIVb • Сва је разлика 
у томе што у овОме случају, треба начинити АБ = 
cos 1f (за Београд је cos 1f 0,7096). 

Овакви сунчаници се могу видити поглавито на 

црквама, код којих су зидови веЋ иначе оријенти':' 

саии према основним тачкама хоризонта. 

200. Гаус-ова метода за ОАре~ивање географске 

ширина места на земљи. ,Нека је НН1 хоризонат, Z 
зенит посматрачев, P n се

верни пол, SI и S2 две по-
• 

сматране звезде, ЧИЈе смо 

висине (одстојања од хори

зонта) SI Т1 . ' h 1 и S2T2 . , 
ћ2 или њихова зенитна 

" 

z 

одстојања ZSI =-.= 900 ћ 1 И Н 
ZS2 900 ћ2 измерили и -----;f,-"""":"-"'~=---:-----
чије ректасцеНiзлје 0:1' и 0:2 Сл. 122. 

И деклинације а 1 и а2 познајемо. Замислимо да су тачке 
SI ИS2 луцимавеликих кругова везане са тачкама 
РП И Z. у сферноме троуглу PnS1S2 ' дате су нам две 
'стране и захваЋени угао: стране: PnS1 '900 а 1 и 

PnS2 900 ' а2 и угао S1PnS2 0:1 0:2; можемо, дакле, 
да израчунамо остале комаде : ~ PnS1S2 аl, .~ PnS2S1 
= а2 И страну S1S2 а. ПознавајУЋИ, на, тај' начин, 
у сферноме троуглу ZS1S2 све три стране: ZSI 900 
- ћ 1 , ZS2 900 ћ2, S1S2 a у стању смо да 'изра-
чунамо ,~ZSIS2 ~,a с овим, опет,' да, разрешимо 
сферни троугао SIPnZ, познавајуtи његове две стране 
и захваЋени угао: стране ZSI'900 ' ћ 1 ИРПSl = 
900 а 1 и ~PnS1Z ~ аl' У томе троуглу SIPnZ 
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налази се страна Pl1Z 900 - чi, а то је екваторска 
• • 

висина посматрачева, КОЈа ]е, као што знамо, равна 

комплементу љегове поларневисине или географске 

ширине ЧЈ. 

Ова метода може да послужи да, осим поларне 
• 

висине, одредимо и време, ]ер· се, разрешаваљем 

сфернога троугла SIPnZ, добија и -1= ZPnS1, а то је 
часовни угао. 

IV 

УТИЦАЈ ГРЕШАКА У ПОДАТЦИМА НА РАЧУНОМ 

ДОБИВЕНЕ РЕЗУЛТАТЕ. 

1 . 

Израчунаваље грешака у резултатима из 

грешака у податцима. 

201. ИЗВОђење општих образаца. . Исти задатак, 

који смо у Равној Тригонометрији у одељку Ш ПРОУ'"" 

чаваЛИ за -ранне троугле, имаliемо саца да ftOнствимо . 
за сферне троугле. Разуме се, да све оне напомене, 

које смо учинили том ПРИЛИКОМ, важе и у овоме 

слуqају. Наша је циљ, дакле, као и пре, да Ha~eMO·· 

једначине, помоliу којих ћемо бити у стаљу, да из 

(познатих) грешака задатих (тј. мерељем добивених)· . . 

I{омада једногасф'ерног троугла израчунамо (непо-

знате) грешке које отуда потичу у комадима које 

рачуном изналазимо. Или што је једно исто: имаliемо 

да испитамо-како се из врло малих промена извес

них комада једнога сферног троугла могу да Ha~y 

одговара]УЋе промене осталих комада, које д-обијамо 
рачуном из оних задатих комада. 
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. . . 
I{ao и пре (у Равној Тригонометрији) тако су 

нам и сада потребне три једначине, помоtу којих 

ћемо из rpernaKa трију комада моtи да израчунамо 

грешке остала три комада. Начин извођења је у свему 

сличан ономе начину којим смо се, у поменутој при

лици, веЂ послужили. 

Поtиtемо од основних једначина 146), чл. 158. 

eos а eos Ь eos е + sin Ь sin е eos А I 
eosb = (а 

, 
eos е = eos а eos Ь + sin а sin Ь eos С I 

из којих се, као што знамо (в. чл. 166.), могу да 

изведу сви остали обрасци Сферне Тригонометрије. 

Ако означимо са D.a, D.b,D.e, D.A, D.B, D. С, гре-
. шке (или промене) елемената а, Ь, е, А, В, С сфер"" 

нога троугла, онда имамо на основу једн. а) да је 

eos (а +6 а) = 
eos (Ь+6Ь) eos (е+6е) +sin(b+6b) sin (е+.6е) eos (А+6А) 

eos (Ь +6Ь) = 
.. I~ 

eos (е+6е) eos (а +6a)+sin(e+.6e) sin (а+.6.а) eos (В+.6В) I 

eos (е +.6 е) --

cos (а -L.6a) eos (b+,",-,b)+sin (a-J!6a)sin(b+6b)eos (С+.6С), 

одакле, кад развијемо косинусе и синусе збира и 

при томе се будемо држали начела, по којем се за 

врло мале луке синуе може заменути самим луком, 

косинус ставити 1, а производи и виши степени 

тих· малих- количина (грешака односно промена D.a, 
D.b, ... D.A,· .. ) могу занемарити, и пошто од тако 

Тригонометрија 37 
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добивених једначина одузмемо посебице једн. а) 

налазиМо 

sin a~\a=cos Ь sin c~c+cos с sin b~\'b+sin Ь sin с sin AL\A 

-cos bsin с cos A~,b-sin Ь cos с cosA~c 

sin b!':o.b=cos с sin a,'\a+cos а sin с !':о. С + sin с sin а sin в !':о. В 

-cos с sin а cos В ~c-sin с cos а cos B~,a 

sin с ~\c-cosa sin b!':o.b+-cos Ь sin al'oa+sin а sin Ь sin С !':о. С 

- cos а sin Ь cos С ,_\Д - sin а cos Ь cos С :\ Ь 1) 
или 

sin а !':о. а = (cos с sin Ь -sin с cos Ь cos А)!':о.Ь +-

(cos Ь sin c~sin Ь cos с cos A)6c+sin Ь sin с sin А6А 

sin bl'ob=(cos а sin c-sin а cos с cos В) 6С+ • 

. (cos С sin a-sin с cos а cos В) !':о. а -: sin с sin а sin В !\, В 

sin с 6С= (cos Ь sin а -sin Ь cos а cos С) 6а + 

(cos а sin b-sin а cos bcos C)6b+sin а sin Ь sin С6с. 

С обзиром на једначине 160) у ЧЛ. 166., могу 

последљи обрасци да се напишу 

sin a6a=sina cos С l'ob+sin а cos В ~c+sin Ь sin с sinA!':o.A 

sin Ь!':о. Ь = sin Ь cos А !':о. С + sin Ь cos С !'ia +- sin с sin а sin В L В 

sin с !':о. c=sin с cos В !':о. а + sin с cos А!':о.Ь +- sin а sin Ь sin С !':о. С 

или, ако их поделимо појединце са sin а, sinb, sin с . . 
и узмемо у рачун да је у последњем члану на десној 

, ' , 

страни, на основу синусне теореме, 

1) Пошто су код сферних троуглова стране и угли изражени у истој 
јединици (било да су изражени у лучној или У угловној мери) дозвољено је, 

услед тога, замену ти аге 6 а, агсЛ А, . .. ; .. изразима !':о. а, \~ А,· . . . 

• 
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, , sin с sin А ". с sin а sin В ,'. А' sin Ь sin С 
-'--C.~- = szn, . Ь = szn , ". ' =sin В,' szn а , ' , szn ' " ,szn с 

... 
до6иhемо једначине у по MorytCTBY, сведеној форми 

• 

,D, а [:os С D, Ь + cos В D, с + sln Ь sin С D, А " 

,!ib cos А D, с + cos С D, а + sin с sin Л D, В (177 
, , 

D, с cos В D, а + cos А D, Ь + sin а sin В D, С. 

Добивени обрасци 177) показују на који начин 

Rоличине D, а, D, Ь, D, с, D, А, D, В, D, С (а то су грешке, , 
<>дносно промене троуглових елемената) једна од друге 

• 
.зависе и како, се И3 њих ТрИЈУ могу остале три да 

• 
израчуна]у. 

Применом образаца 177) на суплементни сферни" 
троугао налазимо следеhе једначине 

D, А cos с D, В cos Ь D, С + sin В sin с D, а 

D, В cos а D, С cos с D, А + sin С sin а D, Ь (178 

D, С cos Ь D, А cos а D, В + sin А sin Ь D, С. I 

Нови један вид једначина за израчунавање', гре-
• • • • 

шака, вид КО]И је потпуно сличан ]едначинама КОЈе 

смо имали у чл. 137. Равне Тригонометрије, доби

Ђемо, кад ПОђемо од образаца за синусну теорему 

(једн. 145, чл. 157.) 

sin а sin В sin Ь sin А 
\' > 

sin Ь sin С sin с sin В 

sin с sin А sin а sin С. 

,Пошто, у овим једначинама, заменимо а, Ь, с, 
, . " 

А, В, С вредностима а + D, а, Ь + D, ь, ,С + D, С, 
, 

37* 

• 
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А + D. А, В + 6 $, С -f-- 6 С,развијемо с.инусе збира!} 
и од тако добивених образаца одузмемо задате јед

начине налазимо следеtе обрасце 

-

, 

COS а sin В 6 а + sin а cos В {ј, В = 

COS Ь sin А 6 Ь. + sin Ь cos А D. А 

cos Ь sin С 6 Ь + sin Ь cos С D. С = 

cos С sin В {ј, С + sin С cos В D. В 

cos С sin А {ј, С + sin С cos А D. А = 

cos а sin С {ј, а + sin а cos С {ј, С, - , 

које, кад поделимо појединце са sin Ь sin А, sin С sin В.r> 
sin а sin С, 

c?s а s~n В {ј, а + s~n а c~s ~D. В = {ј, ь 6 А 
szn Ь szn А szn Ь szn А tgb + tgA 

c?s ь s~n С D. Ь + s~тz Ь c~s С {ј, С __ {ј, С + {ј, в 
slncslnB SlncmnB· ~c ~B 

C?S С s~n А. D. С + s~n С c~s А D. А {ј, а {ј, С 
szn aszn С sm а SZN С =tga + tgC' 

• 
и услед тога што Је 

sin В 1 siтz а 1 sin С 1 
sin Ь sin А = sin а' sfn ь sin А =sin в' siтz С sin В =s ---:j~n-"'7ь Џ-

sin Ь sin А 1 • szn С 1 
sin С siтz В sin С' sin а sin С sin с' siтz а sin С sin А 

-
(на основу синусне теореме), може, простије да сес 

напише 

,1) Са погодбом да синус греш!(е заменимо греш!(оЛl, а !(осинус: 

јединиuом, тј. да ставимо sin ci а =,6 а, cos ci а = 1 итд. и да производе: 
И3 'греша!(а занемаримо . 

• 
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, ' L':,.'a ј'ј,Ь ' .~A ј'ј,В 
-

," ,tga ' .(gb tgA tgB 
ј'ј,Ь ј'ј,с ј'ј,В ј'ј,С 

(179 tgb tgc tgB tgC 
, ј'ј,с [\а ј'ј,С ј'ј, А 1) 

" ! • 

fg,c tga tgC tgA 

1. Наuомена. Ако се по неки од измерених или 
уопште познатих комада троуглових могу сма

тратикао апсолутно тачни, онда треба у 
, , ГОРЊИМ једначинама 177), 178) и 179) за изра

чунавање грешака ставити да су грешке до-:

тичних комада равне нули. Тако нпр. ако се 
зна да је ј једноме сферном ТрОУГllУ један 
угао прав, нпр. С 900, онда треба ставити 
ј'ј, С " или ако је страна а 900 ваља ста-
вити ј'ј, а О итд. 

2. Наuомена. Много брже долазимо до формула 
179) ПОМОЋУ Диференциалног Рачуна (в. 3. 
Наuомену у чл. 137.). Диференциалењем обра-

• 
сца за синусну теорему 

• 
слеДУЈе 

или 

Ј, 

sin а sin В 'sin Ь sin А 

cos а sin В da + sin а cos BdB _ 

= cos Ь sin Adb + sin Ь cos AdA 

da dB 
sin а sin В +-tga tgB 

. Ь . А db + dA 
, = szn ,szn t Ь t А ' ,g g 

, 
, 
, 

1) Сравни са једн. 137) у ЧЛ. 137. 

I 
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одаџле по .скраЋену лево и десно 

da dB db dA 
tga + tgB tgb + tgA 

итд. 

2. 

Шест основних случајева за општи сферни 

троугао. 

202. Први случај. Нека су стране а, Ь, с не-

посредно измерене) угли А, В, С иа њих рачуном 

добивени. Да се из грешака ћа, Lb, Lic одреде 

грешке LA, LB, LC. 
Из горњих образаца 177) добијамо непосредно 

LA L-,a cos С Lb cosll Lc . 
sin Ь sin С 

! 6Ь cos А Lc cos С 6а 
~ LB = ----s-:in-c-sz-=-.n-A-=------

L-,C= 6с -cos В La cosA I~b. 
t sin а sin В 

203. Други случај. Измерени су угли А, В, С 
а стране а, Ь, с рачуном добивене. Треба, дакле, из гре-' 

шака LA 6В и L-,C израчунати грешке 6а; 6Ь и 6с. 
Из горњих једначина 178) налазимо непосредно 

ове об~dсце . 

f L-,а=6А+соSС6В+соsЬ6С 
sin В sin с 

L В + cos а 6 С + Cl1'S С L А 
6Ь= sin С sin а 

6 с = 6 С + cos ь L А + cas а L в. 
l sin А sin Ь 
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Напомена. У след тога што овај случај стоји са 

• 

• 
првим случаЈем у односу реципрочности, мо-· 

гли бисмо једн. 178а) добити непосредно И3 
једн. 177а), пошто (према обрасцима 138 у чл. 
149.) заменимо sin а са sin А (и обратно sin А 
са sin а), cos а са cos А (и обратносоsА са 
-cosa), ~a са ~A (и обратно ~A са 
-~a) итд . 

204. Треtи случај. Дате су две стране ·и за-

хваhени угао, нпр. а, Ь, С; израчунати су остали 

комади А, В, с. Да се И3 грешака ~ а, ~ Ь, ~ С 

одреде грешке ~ А, ~ В, ~ с. 

ТреЂа једначина 177) даје непосредно грешку ~ с 

~ с cos В ~ а + cos А ~ Ь + silZa sin В ~ С. 

Остале две грешке ~ А и ~ В добиhемо на сле-

деhи начин. Напишимо прве две једна'lине 177) у виду 

cos В ~ с + sin Ь sin С ~ А -- ~ а cos С ~ Ь 

cos А ~ с + sin с sin А D, В ~ Ь cos С ~ а, 

заменимо овде за ~ с горњу вредност И3 прве 

начине 177) и средимо то, па ћемо добити 

sin2 В ~ а (cos С + cos А cos В) ~ Ь = 

sin Ь sin С ~ А + sin а sin В cos В ј"-, С 

sin2 А ~b (cos С + cos А cos В) ~ Ь = 

sin с sin А ~ В + sin а sin В cos А /~ С, 
• 

КОЈе, кад заменимо 

• 

Јед-

cos С + cosA cosB sinA sinB cos с (једн. 147 у чл. 159.) 

sin Ь sin С sin с sin В, sin а sin В sin Ь sin А 

(једн. 145 у чл. 157.) и после тога скратимо прву 

једначину са sin В, другу са sin А, даје 
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sin В 6 а cos с sin А6 Ь sin с 6 А+ sin а cos В 6 С 

sin А 6 Ь cos с sin В 6 а sin с 6 В + sin Ь cos А 6 С, 

одакле 

• 

Ово, са горњом једначином 

Q с cos В Q а + cos А Q ь + sin а sin В Q С, 
јесу обрасци за израчунаВЋње грешака 6А, 6В, fl с. 

205. Четврти СJlучај. Измерена је једна страна 

и два налегла угла, нпр. с, А, В, остали· су комади 

а, Ь, С израчунати. Да се из грешака Q с, Q А, Q в 
одреде грешке Q а, Q Ь, Q С. 

Пошто је овај случај реципрочан ономе прошлом 

. (треЋем) случају,' то tэемо, најкраliим путем, доt.и до 

. једначина за израчунавање грешака, кад горе, у треЋем 
задатку, добивене једначине применимо на суплементни 

сферни троугао, тј. кад у њима заменимо sin а са 

sin А и обратно sin А са sin а; . cos а са cos Аи 
обратно cos А са cos а, Q а са Q А и обратно 
Q А са Q а итд. На тај начин долазимо непо

средно до образаца 

r 1\' sinb I\А+ t С' I\B+sinAcosb QC 
[~,a . С и со g sm а и . С sm . sm 

. 

178ь) I\Ь sina I\В+ t С . Ь I\А+' sinBcosaQc 
и = . Си cog sm и ~ . С Sln . . Sln 

l Q С= - cos Ь Q А cos а Q в + sin А sin Ь Q С . 
• 
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Наuомена. Ове обрасце могли бисмо добити и 
непосредно, пошав од образаца 178) и посту
пајуhи с њима на исти начин као у последњем 
члану (треЂем случају). 

206. Пети. случај. Измерене су две стране и 

угао који лежи према једној од њих, нпр. а, Ь, А. 

Остали комади С, В, С нађени су рачуном. Да се из 

rрешака L~a, ,6Ь, ,6А одреде грешке i~iCJ ,6В, ,6С. 

Грешку ,6С добијамо непосредно из прве једн. 177) 

/'сд cos С,6Ь sin Ь sin С,6А 
.6 С = ------. c-o-s-B=------' 

I 

грешку 6В из прве једн. 179) • 

,6А ьа ,6Ь 
. 6 В tg А tg а + tg ь tg В .. 

Грешку ,6 С добиhемо кад у треЂУ једначину .177) 
заменимо за ,6С горе означену вредност. ТреЂа је- . 
дначина 177) постаје тиме 

• 

,6 а cos С ,6 Ь sin Ь sin С 6 А 
cos В = 

cos В ,6 а + cos А ,6Ь + sin а sin В 6 С 
• 

или кад Је средимо 

sin 2 В 6 а (cos С + cos А cos В) 1} Ь 

-sin Ь sin С,6А sin а sin В cos В,6 С О, 

• 
одаКt!е, имавши на уму да Је 

cos С + cos А cos В= sin А sin В cos С (једн. 147 у чл. 159.) 
• 

sin Ь sin С sin С sin В (једн. 145 у ЧЛ. 157), 
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siПВ6а-siп А cos c6b-sin c6A-siп а cos В6С=0> 
• 

tgB6a СОSСSiпА,лЬ sinc,6A 
6С= - , - . 

sin а sin а cos В ~ isin а cos В 

3а израчунавање грешака имамо, дакле, следеЂе' 
• 

три ]едначине 

!::с а cos С !::с Ь sin Ь sin С !::с А 
6 С = --------::::------,-

cos В 

177с) Ј 6В= 
6А 6а 6Ь t В 
tgA-' tga + tgb g 

• 

tg В _silZ А cos с . sin с _ ,лА. 
1,6C=. 6а. в!::СЬ- в"'--' 
~ sm а sm а cos sm а cos " 

207. Шести случај. Дата су два угла и страна 

која је супротна једноме од њих, нпр. А, в, а. Остали 

елементи Ь, с, С добивени су рачуном. Да се из гре

шака 6А, 6В, 6а одреде грешке 6Ь, 6С, 6 С. 

Пошто овај задатак стоји са последњим (петим} 

задатком у односу реципрочности, то Ђемо, најлакше, 

ДОЂИ до једначина за израчунавање грешака кад је

дначине за прошли (пети) случај применимо на, су

плементни сферни троуг,!-о. На тај начин добијамо 

ове обрасце 

-6А cos с ~\B +sin В sin с _ја 
6С= cos Ь -

6а !::СА 6В 
tg а tg А + tg В tg Ь 

6 С = _ tg Ь 6А _ s~n а cos С I В + . sin С !\а 
sin А sm А cos ь6 , , sm А cos Ь- . 

• 
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Напомена. Прву и другу од ових једначина добијамо 
непосредно И3 прве једн. 178) и прве једн. 159). 
ТреЂУ бисмо добили на исти начин као и у про

шлом случају: замењујуtи у треЂУ једн. 178) веЂ. 
добивену вредност за ~C. 

, 

---~.~---
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