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1 Uvod

Sa pojmovima najve�eg zajedniqkog delioca i najma�eg zajedniqkog
sadr�aoca se uqenici upoznaju na samom poqetku svog xkolova�a. Iz-
uqava�e i korix�e�e najve�eg zajedniqkog delioca i najma�eg zajedni-
qkog sadr�aoca se, na razliqitim nivoima, nastav	a tokom cele osnovne
i sred�e xkole. Pri tome se korix�e�e ovih pojmova sa brojeva prenosi
i da	e, na polinome. Mo�e se slobodno re�i da ovi pojmovi spadaju u
najznaqajnije algebarske pojmove koji se provlaqe kroz celo xkolova�e
i veoma mnogo koriste.

2 De	ivost

De	ivost brojeva je prva tema iz oblasti algebre sa kojom se uqenici
susre�u u petom razredu osnovne xkole. Kao i sa bilo kojom drugom, i
na poqetku ove teme je bitno motivisati uqenike na rad i stica�e novih
zna�a. Uqenicima je od izuzetnog znaqaja da dobro savladaju de	ivost
brojeva, odre�iva�e najve�eg zajedniqkog delioca i najma�eg zajedni-
qkog sadr�aoca jer bez toga kasnije ne�e mo�i da skra�uju, upore�uju,
sabiraju i oduzimaju razlomke. Me�utim, uqenicima nije dovo	na mo-
tivacija to xto im je jedna tema neophodna da bi savladali slede�u, pa
bi ih trebalo zainteresovati za de	ivost i uopxte osobine brojeva u
vezi sa de	e�em uoqava�em nekih pravilnosti koje va�e.

U u
benicima za 5. razred osnovne xkole upoznava�e uqenika sa
de	ivox�u prirodnog broja prirodnim brojem zapoqi�e motivacionim
primerima.

Primer 1. Gospo�a Dragica po�elela je da devet gerbera rasporedi u
vaze, tako da u svakoj od vaza bude jednak broj cvetova.

Najpre je pokuxala da ih rasporedi u dve vaze, xto joj nije uspelo.
Jedan cvet je ostao neraspore�en.

Uspela je da rasporedi devet cvetova u tri vaze, u svakoj po tri
cveta.

Ovaj primer je preuzet iz [2].

Ci	 ovakvog primera je da deca pomo�u jednostavne situacije iz re-
alnog �ivota koja im je u primeru predstav	ena do�u do zak	uqka da
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broj 9 nije de	iv brojem 2 (te 9 cvetova nije mogu�e rasporediti u 2
vaze tako da u svakoj od �ih bude jednak broj cvetova), a tako�e i da je
broj 9 de	iv brojem 3 ( pa je mogu�e 9 cvetova rasporediti u 3 vaze, tako
da u svakoj od �ih ide isti broj cvetova).

Nakon motivacionog primera, sledi definisa�e relacije de	ivosti
i uvo�e�e simbola |.

Definicija 1. Broj m ∈ N0 de	iv je prirodnim brojem n ∈ N ako po-
stoji broj k ∈ N0 za koji va�i da je m = k · n.

To oznaqavamo sa n|m i qitamo "broj n deli broj m".

Posebnu pa��u bi trebalo posvetiti zapisu n|m i razjasniti polo-
�aj brojeva n i m, jer uqenici veoma qesto grexkom zamene mesta ovim
brojevima, ili pak umesto da qitaju "n deli m"grexkom ka�u "n je de-
	ivo sa m".

Definicija 2. Ako je broj m ∈ N0 de	iv brojem n ∈ N tada ka�emo
da je n delilac broja m , a m nazivamo sadr�aocem broja n.

Iz prethodne definicije se lako mo�e zak	uqiti da ako je m = 0,
onda je za bilo koje n ∈ N i k = 0 ispu�eno m = n · k, tj. da svaki
prirodan broj deli nulu.

n ∈ N : n|0

Sliqno, mo�e se zak	uqiti da nula ne deli nijedan prirodan brojm ∈
N, jer za svako k ∈ N0 va�i da je m 6= k · 0.

Za proizvo	an broj m ∈ N0 za k = m va�i jednakost m = m · 1, pa se
na osnovu toga mo�e zak	uqiti da broj 1 deli svaki prirodan broj.

m ∈ N0 : 1|m

3



Primer 2. Poxto je 3 · 25 = 75, tada je 75 : 25 = 3, pa se mo�e zak	u-
qiti da je broj 75 de	iv brojem 25.

Dakle, 25|75.

Sliqno, mo�e se izvesti i zak	uqak da 3|75. Trebalo bi naglasiti
da su brojevi 3 i 25 delioci broja 75, a da je broj 75 sadr�alac brojeva
3 i 25.

Iz prethodnog primera zak	uqujemo da va�i slede�e:

Definicija 3. Svaki prirodan broj m ∈ N de	iv je svojim qiniocima,
tj. ako va�i da je m = n · k sledi da n|m i k|m.

Uqenici su nakon ovoga upoznati sa qi�enicom da broj mo�e imati
vixe razliqitih delilaca, kao i vixe razliqitih sadr�alaca. To daje
dovo	no osnove da se uvede definicija skupa delilaca nekog broja, kao
i skupa �egovih sadr�alaca.

Definicija 4. Skup delilaca nekog broja m oznaqava se sa Dm:

Dm = {x|x ∈ N i x|m}

Skup sadr�alaca nekog broja m oznaqava se sa Sm:

Sm = {x|x ∈ N i m|x}

Primer 3. Odrediti delioce broja 10.

Sliqan primer se mo�e na�i u [5].

Za rexava�e ovog primera potrebno je da uqenici iz toga xto je
10 = 2 · 5 zak	uqe da 2|10 i 5|10, tj. da su brojevi 2 i 5 delioci broja
10. Iz toga xto znamo da je 10 = 1 · 10, sledi da 1|10 i 10|10. Mo�emo
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zak	uqiti da, pored toga xto je jedinica delilac bilo kog prirodnog
broja, i taj broj je sam sebi delilac.

Dakle, skup delilaca broja 10 je skup D10 = {1, 2, 5, 10}.

Primer 4. Na�i sve delioce brojeva prve desetice.

broj delioci
1 1
2 1,2
3 1,3
4 1,2,4
5 1,5
6 1,2,3,6
7 1,7
8 1,2,4,8
9 1,3,9
10 1,2,5,10

Mo�e se primetiti da brojevi 2, 3, 5 i 7 imaju samo po dva delioca,
i to su sam taj broj i jedinica.

Ovaj primer mo�e poslu�iti i kao motivacija za diskusiju sa uqe-
nicima o broju elemenata skupa svih delioca nekog prirodnog broja.

3 Prosti i slo�eni brojevi

Svaki element skupa prirodnih brojeva tj. skupa N ima barem jedan
delilac. To je broj 1 jer:

∀n ∈ N : 1|n

Svi prirodni brojevi osim broja 1, tj. svi brojevi iz skupa N\{1} imaju
najma�e dva delioca, jer su svi de	ivi brojem 1 i samim sobom.

∀n ∈ N\{1} : 1|n i n|n
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n = n · 1

Me�utim skup N sadr�i i brojeve koji imaju vixe od dva delioca,
npr.

120 = 1 · 2 · 3 · 4 · 5

Uqenici su sada upoznati sa time da neki skupovi delilaca imaju
po dva elementa, a neki i vixe od dva. Na taj naqin i uvodimo proste i
slo�ene brojeve.

Definicija 5. Prirodne brojeve koji imaju taqno dva delioca, tj.
de	ivi su samim sobom i brojem 1, nazivamo prostim brojevima.

Definicija 6. Prirodni brojevi koji imaju vixe od dva delioca na-
zivaju se slo�eni.

Vode�i se prethodnim definicijama, mo�e se zak	uqiti da je broj 2
jedini paran prost broj, jer su svi ostali pored broja 1 i samim sobom,
de	ivi i brojem 2, pa su samim tim slo�eni.

Broj 1 nije ni prost ni slo�en.

Broj 0 smatramo slo�enim brojem, jer je de	iv bilo kojim prirod-
nim brojem.

Primer 5. Postoji mnogo pokuxaja da se odredi izraz po kome bi mo-
gao da se odredi svaki prost broj. Na primer, ako se u izrazu n · n +
n + 11 zamene brojevi n ∈ {0, 1, 2, 3, . . . , 9}, dobi�e se prost brojevi
11, 13, 17, 23, 31, 41, 53, 67, 83, 101. Ako se zameni n = 10 dobi�e se broj
121 koji nije prost jer je de	iv sa 11. Dakle, prethodni izraz daje pro-
ste brojevesamo za n ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}.

Prethodni primer je preuzet iz [2].
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4 Rastav	a�e na qinioce

Teorema 1. Svaki slo�en broj ima najma�e jedan prost qinilac.

Dokaz. Neka je a slo�en broj. On je prema definiciji slo�enih brojeva
de	iv nekim brojem b, takvim da je 0 < b < a. Ukoliko je broj b prost,
tada a ima jedan prost delilac. Ako je pak b slo�en, onda on po defi-
niciji slo�enih brojeva mora biti de	iv nekim brojem c, takvim da je
0 < c < b. Ako je c prost, onda je on prost qinilac broja a, ako nije,
onda ponav	amo prethodni postupak. Navarno, taj proces mora imati
kraja, jer broj a mora imati konaqan broj qinilaca, pa se mora do�i i
do prostog qinioca broja a.

Teorema 2. Svaki slo�en broj mo�e se zapisati u obliku proizvoda
prostih qinilaca.

Taj proces se naziva "rastav	a�e broja na proste qinioce".

Dokaz. Neka je a slo�en broj. Prema teoremi 1, on ima jedan prost qi-
nilac. Neka je to broj p1. Dakle,

a = p1 · b

Ako je b prost broj, onda je a zapisan u obliku proizvoda prostih
brojeva. Ako je b slo�en, onda je:

b = p2 · c,

a = p1 · p2 · c

Ako je c prost, onda je a zapisan kao proizvod prostih brojeva. Ako je
pak slo�en, onda se proces ponav	a sve dok se a ne zapixe u obliku
proizvoda prostih qinilaca. Taj proces se nakon konaqnog broja koraka
mora zavrxiti jer se a mora zapisati pomo�u konaqnog broja qinilaca.
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U u
benicima za peti razred osnovne xkole, ova tema je obra�ena
uglavnom kroz primere, jer je praksa pokazala da uqenici na taj naqin
lakxe i br�e savladaju gradivo.

Primer 6. Koliko prostih delilaca imaju brojevi 4 i 10? A broj 30?

Broj 4 = 2 · 2, dakle broj 4 ima jedan prost delilac.
Sliqno 10 = 2 · 5, pa broj 10 ima dva delioca.
Broj 30 = 2 · 3 · 5, tj. ima tri prosta delioca i to su brojevi 2, 3 i 5.

Ci	 ovakvih primera je da uqenici dobiju priliku da steknu uvid
u to da rastaviti neki slo�en broj na proste qinioce znaqi da bi ga
trebalo napisati u obliku proizvoda prostih qinilaca.

U [5] proces rastav	a�a na qinioce je objax�en na tri naqina.

Primer 7. Rastaviti na qinioce broj 48.

Prvi naqin:

48 = 2 · 24

= 2 · 2 · 12

= 2 · 2 · 2 · 6

= 2 · 2 · 2 · 2 · 3

= 24 · 3

Rastav	a�e broja na qinioce je najjednostavnije ispitiva�em koji je
�egov najma�i delilac iz skupa prostih brojeva.

Kako je broj 48 de	iv brojem 2, sledi da je 48 = 2 · 24.

Poxto je broj 24 qinilac broja 48, koji je slo�en i tako�e se mo�e
rastaviti na proste qinioce, prethodni postupak se ponav	a za rasta-
v	a�e broja 24 na proste qinioce.
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Drugi naqin:

Ovaj naqin prikazuje da se broj 48 mo�e napisati kao proizvod bro-
jeva 2 i 24, te da se da	e broj 24 rastav	a na proste qinioce, tj. da se
mo�e zapisati kao proizvod brojeva 2 i 12. Broj 12 je proizvod brojeva
2 i 6, a broj 6 se mo�e napisati kao proizvod brojeva 2 i 3, pri qemu su
oba qinioca prosti brojevi.

Dakle, 48 = 2 · 2 · 2 · 2 · 3.

Tre�i naqin:

48 2
24 2
12 2
6 2
3 3
1

Broj 48 se prvo deli sa 2, koliqnik je broj 24 i on se zapisuje ispod
broja 48.

Broj 24 je tako�e de	iv sa 2, koliqnik je broj 12 i zapisuje se ispod
24.

12 je de	ivo sa 2, pa koliqnik, broj 6 pixe se ispod 12.
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6 je tako�e de	ivo sa 2, pa koliqnik 3 zapisuje se ispod broja 6.

I na kraju, broj 3 je de	iv sa 3, a koliqnik je broj 1.

Sa desne strane crte su prosti qinioci broja 48, tj. 48 = 2 ·2 ·2 ·2 ·3.

Uqenicima je najlakxe i najbr�e da do�u do rexe�a koriste�i tre�i
naqin, pa uglavnom samo taj postupak i koriste. Trebalo bi samo na-
glasiti da bi pri korix�e�u ovog naqina trebalo deliti samo prostim
brojevima i da se obiqno kre�e od najma�eg, tj. broja 2. Postupak se po-
nav	a dokle god je koliqnik de	iv sa 2. Zatim se proverava de	ivost sa
3, pa sa 5, i tako redom. Dakle, deli se samo sa brojevima koji su prosti.

Primer 8. Rastaviti na qinioce brojeve 315, 196 i 243:

315 3
105 3
35 5
7 7
1

Dakle, 315 = 32 · 5 · 7.

196 2
98 2
49 7
7 7
1

Sledi da je 196 = 22 · 72.

243 3
81 3
27 3
9 3
3 3
1

Mo�e se zak	uqiti da je 243 = 35.
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Primer 9. Odredi sve brojeve ma�e od 1500 kod kojih se u rastav	a�u
na proste qinioce broj 2 pojav	uje taqno qetiri puta, a broj 3 taqno
dva puta.

U ovom primeru se tra�e brojevi koji su umno�ak broja 24 · 32 sa
prostim brojem ve�im od 3. To su 720 = 24 · 32 · 5 i 1008 = 24 · 32 · 7.

Prilikom obrade ove teme sa uqenicima, trebalo bi odraditi xto
vixe primera, kao i razliqitih naqina, kako bi uqenici u xto ve�oj
meri usvojili zna�e na koje �e se u toku da	eg matematiqkog izuqava�a
veoma qesto pozivati.

5 Zajedniqki delilac. Najve�i zajedni-

qki delilac

U ve�ini u
benika za peti razred, uqenici se u priqu o najve�em
zajedniqkod deliocu uvode kroz interesantne primere koji su povezani
sa svakodnevnim �ivotom.

Primer 10. Markov deda na selu ima 8 belih i 12 crnih zeqeva. Marko
treba da mu pomogne da ih rasporedi u kaveze, tako da u svakom kavezu
bude jednak broj zeqeva iste boje. Koliko je kaveza Marku i �egovom
dedi za to potrebno?

Ovaj primer je preuzet iz [5].

Bele zeqeve mogu rasporediti u 1, 2, 4 ili 8 kaveza tako da u sva-
kom od �ih bude jednak broj belih zeqeva. To su u stvari delioci broja 8.

D8 = {1, 2, 4, 8}

Crne zeqeve mogu rasporediti u 1, 2, 3, 4, 6 ili 12 kaveza. To su
deioci broja 12.

D12 = {1, 2, 3, 4, 6, 12}
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Kako u svakom kavezu mora biti jednak broj zeqeva iste boje, Marko
i �egov deda mogu zak	uqiti da se svi zeqevi mogu rasporediti u 1, 2
ili 4 kaveza. Brojevi 1, 2 i 4 su delioci i broja 8 i broja 12, pa su to
zajedniqki delioci brojeva 8 i 12.

Od svih zajedniqkih delioca brojeva 8 i 12, broj 4 je najve�i, pa je
to �ihov najve�i zajedniqki delilac.

Definicija 7. Broj kojim se mogu podeliti dva ili vixe prirodnih
brojeva naziva se zajedniqki delilac tih brojeva.

Skup zajedniqkih delilaca prirodnih brojeva a i b oznaqava se sa
Da,b.

Definicija 8. Najve�i od zajedniqkih delilaca naziva se najve�i za-
jedniqki delilac.

U razliqitim u
benicima za peti razred, se najve�i zajedniqki de-
lilac razliqito obele�ava. U [5] i [8], najve�i zajedniqki delilac pri-
rodnih brojeva a i b se oznaqava sa D(a, b), dok se u ostalim u
benicima
oznaqava sa NZD(a, b).

Deci je uglavnom lakxe da prihvate da se najve�i zajedniqki deli-
lac prirodnih brojeva a i b oznaqava sa NZD(a, b), jer taj zapis povezuju
sa:

N - najve�i
Z- zajedniqki
D- delilac

Uqenicima se pru�a vixe naqina za odre�iva�e najve�eg zajedniqkog
delioca za dva broja, pa se kroz izradu primera dolazi do najbr�eg i
najefikasnijeg naqina.

Primer 11. Odrediti najve�i zajedniqki delilac brojeva 10 i 15.
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D10 = {1, 2, 5, 10}

D15 = {1, 3, 5, 15}

D10,15 = {1, 5}

Najve�i zajedniqki delilac brojeva 10 i 15 je NZD(10, 15) = 5.

Za odre�iva�e najve�eg zajedniqkog delioca u ovom primeru, bilo je
potrebno prvo odrediti skupove delilaca oba broja za koja se najve�i
zajedniqki delilac tra�i, zatim skup zajedniqkih delilaca za ta dva
broja, i na kraju iz tog skupa treba izdvojiti najve�i.

Naravno, ovakve primere je mogu�e uraditi i na drugaqiji naqin,
pomo�u rastav	a�a brojeva na proste qinioce.

Definicija 9. Najve�i zajedniqki delilac je proizvod prostih qini-
laca koji su zajedniqki u rastav	a�u svih brojeva qiji najve�i zajed-
niqki delilac odre�ujemo.

Primer 12. Odrediti najve�i zajedniqki delilac brojeva 300 i 840.

Ako je potrebno odrediti najve�i zajedniqki delilac brojeva 300 i
840, prvo se ti brojevi rastav	aju na proste qinioce.

300 2
150 2
75 3
25 5
5 5
1

Dakle, 300 = 2 · 2 · 3 · 5 · 5.

840 2
420 2
210 2
105 3
35 5
7 7
1

Dakle, 840 = 2 · 2 · 2 · 3 · 5 · 7.
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Kako je najve�i zajedniqki delilac jednak proizvodu zajedniqkih
prostih delilaca brojeva 300 i 840, a to su brojevi 2, 2, 3 i 5, to je
NZD(300, 840) = 2 · 2 · 3 · 5.

Skra�eno se to mo�e zapisati i na drugaqiji naqin:

300, 840 2
150, 420 2
75, 210 3
25, 70 5
5, 14

Dakle, NZD(300, 840) = 2 · 2 · 3 · 5 = 60.

Uqenicima je lakxe odre�iva�e najve�eg zajedniqkog delioca pomo�u
rastav	a�a brojeva na qinioce jer je zapis kra�i i br�e dolaze do re-
xe�a.

Potrebno je posebno naglasiti da se postupak izraqunava�a najve�eg
zajedniqkog delioca zavrxava kada se u istom redu dobiju uzajamno pro-
sti brojevi.

Definicija 10. Prirodni brojevi a i b su uzajamno prosti ako im je
jedini zajedniqki delilac broj 1.

Primer 13. Odrediti najve�i zajedniqki delilac brojeva 7 i 15.

Kako brojevi 7 i 15 osim broja 1 nemaju drugih zajedniqkih deli-
laca, tj. ne postoji broj razliqit od 1 kojim se mogu podeliti 7 i 15,
zak	uqujemo da je NZD(7, 15) = 1.

Dakle, brojevi 7 i 15 su uzajamno prosti.

Definicija 11. Ako su prirodni brojevi a i b uzajamno prosti, tada
je �ihov najve�i zajedniqki delilac broj 1, tj. NZD(a, b) = 1.

Primer 14. Odrediti najve�i zajedniqki delilac brojeva 10 i 70.

14



10, 70 2
5, 35 5
1, 7

Dakle, NZD(10, 70) = 2 · 5 = 10.

Primer 15. Odrediti najve�i zajedniqki delilac brojeva 15 i 45.

15, 45 3
5, 15 5
1, 3

Dakle, NZD(15, 45) = 3 · 5 = 15.

Uqenici bi treblo da primete da se u primerima poput prethodna
dva, tra�i NZD brojeva od kojih je jedan de	iv drugim.

Definicija 12. Ako a|b, tada je NZD(a, b) = a.

Primer 16. Odrediti najve�i zajedniqki delilac brojeva 15, 50 i 75.

Kako je u ovom primeru potrebno odrediti najve�i zajedniqki deli-
lac za tri broja, potrebno je na�i zajedniqke proste delioce sva tri
broja.

15, 50, 75 5
3, 10 15

Poxto su brojevi 3, 10 i 15 uzajamno prosti, nemaju drugih zajed-
niqkih delilaca osim broja 1, postupak tra�e�a zajedniqkih prostih
delilaca se tu zavrxava, pa je NZD(15, 50, 75) = 5.

Primer 17. Odrediti najve�i zajedniqki delilac brojeva 48, 72 i 96.

Sliqno kao u prethodnom primeru, i u ovom je potrebno prvo na�i
sve zajedniqke proste delioce.
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48, 72, 96 2
24, 36, 48 2
12, 18, 24 2
6, 9, 12 3
2, 3, 6

Dakle, NZD(48, 72, 96) = 2 · 2 · 2 · 3 = 24.

6 Rexava�e problemskih zadataka pomo�u

odre�iva�a najma�eg zajedniqkog deli-

oca

Prilikom obrade ove teme, uqenicima je potrebno skrenuti pa��u
i na xiroku primenu najve�eg zajedniqkog delioca pri rexava�u nekih
problemskih zadataka i mnogih konkretnih problema.

Primer 18. Dve vre�e jabuka, jednu od 36kg sorte delixes i drugu od
42kg sorte jonatan, trebalo bi prepakovati u ma�e, jednake vre�e tako
da u svakoj budu jabuke iste sorte. Izraqunaj najve�u koliqinu jabuka
koju treba staviti u svaku ma�u vre�u.

Ovaj primer je preuzet iz [7].

Kako bi se jabuke raspodelile u ma�i vre�e tako da u svakoj bude
najve�a mogu�a i jednaka koliqina jabuka iste sorte, trebalo bi odre-
diti najve�i broj kojim mo�emo podeliti koliqine jabuka obe sorte.
Dakle, trebalo bi odrediti nixta drugo do NZD(36, 42).

36, 42 2
18, 21 3
6, 7

Mo�e se zak	uqiti da je NZD(36, 42) = 2 · 3 = 6.

Zak	uqak je da se u svaku ma�u vre�u mo�e staviti po 6kg jabuka.

16



36kg jabuka sorte delixes trebalo bi podeliti u 6 ma�ih vre�a po
6kg, a 42kg jabuka sorte jonatan bi trebalo podeliti u 7 ma�ih vre�a
od po 6kg.

Primer 19. Dva kanapa, du�ine 75cm i 105cm, trebalo bi ise�i na
xto ve�e delove jednakih du�ina. Kolika �e biti du�ina svakog dela
i koliko takvih delova �e se dobiti od oba kanapa?

Ovaj primer je preuzet iz [5].

Kako je potrebno i jedan i drugi kanap podeliti na jednake delove,
potrebno je na�i broj koji deli i 75 i 105, tj, zajedniqki delilac brojeva
75 i 105. S obzirom na to da bi delovi kanapa trebalo da budu xto ve�i,
�ihova du�ina je jednaka najve�em zajedniqkom deliocu brojeva 75 i 105.

75, 105 3
25, 35 5
5, 7

Kako je najve�i zajedniqki delilac brojeva 75 i 105 jednakNZD(74, 105) =
3 · 5 = 15, mo�e se izvesti zak	uqak da �e du�ina svakog novodobijenog
dela biti 15cm.

Od prvog kanapa �e se dobiti 75 : 15 = 5 delova, a od drugog kanapa
105 : 15 = 7 delova.

Dakle, ukupno �e se dobiti 12 delova kanapa.

Primer 20. 180 uqenika jedne i 252 uqenika druge xkole trebalo bi
podeliti u ekipe za sportska takmiqe�a, tako da u svakoj od ekipa
bude jednak broj uqenika iz prve i jednak broj uqenika iz druge xkole.
Koliko je najvixe takvih ekipa mogu�e formirati i po koliko uqenika
iz svake xkole �e biti u jednoj ekipi?

Ovaj primer je preuzet iz [2].

Kako je uqenike iz obe xkole potrebno podeliti u ekipe tako da u
svakoj ekipi bude jednak broj uqenika iz prve i druge xkole, potrebno
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je na�i broj kojim mo�em podeliti broj uqenika iz prve i broj uqenika
iz druge xkole, tj. 180 i 252. A poxto je potrebno odrediti najve�i
broj takvih ekipa, tra�eni broj je najve�i zajedniqki delilac brojeva
180 i 252.

180, 252 2
90, 126 2
45, 63 3
15, 21 3
5, 7

Dakle, NZD(180, 252) = 2 · 2 · 3 · 3 = 36.

Dakle, uqenike mo�emo podeliti u 36 ekipa.

U svakoj ekipi �e iz prve xkole uqestvovati po 180 : 36 = 5 uqenika,
a iz druge xkole po 252 : 36 = 7 uqenika.

Primer 21. Terasa je dugaqka 270cm a xiroka 210cm. Ako je �elimo
poploqati ploqicama kvardatnog oblika xto ve�ih dimenzija, kolika
�e biti du�ina svake ploqice?

Ako se terasa poploqava ploqicama kvardatnog oblika, onda i �ena
du�ina i �ena xirina moraju biti de	ive brojem ploqica po du�ini
odnosno xirini. Dakle, potrebno je na�i zajedniqki delilac brojeva
270 i 210. Kako se u zadatku tra�i jox i da su ploqice xto ve�e, to
znaqi, da je potrebno na�i najve�i zajedniqki delilac brojeva 270 i 210.

270, 210 2
135, 105 3
45, 35 5
9, 7

Mo�e se izraqunati da je NZD(270, 210) = 2 · 3 · 5 = 30.

Dakle, ivica ploqice �e biti 30cm.

Po du�ini terase �e stati 270 : 30 = 9 ploqica, a po xirini
210 : 30 = 7 ploqica.
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Primer 22. Dve zgrade visine 24m i 32m bi trebalo da imaju spra-
tove jednake visine. Koje visine spratova su mogu�e? Koje od �ih su
smislene za boravak 	udi?

Kako bi obe zgrade trebalo da imaju spratove iste visine, to znaqi
da ta visina mo�e biti samo broj kojim je mogu�e podeliti visine obe
zgrade. To znaqi da bi trebalo odrediti zajedniqki delilac brojeva 24
i 32.

Skup delilaca broja 24 je D24 = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}.

Skup delilaca broja 32 je D32 = {1, 2, 4, 8, 16, 32}.

Dakle, skup zajedniqkih delilaca je skup D24,32 = {1, 2, 4, 8}.

Iz toga sledi da spratovi obe zgrade u teoriji mogu biti visine 1m,
2m, 4m ili 8m. Me�utim, smisleno je da visina sprata zgrade, koja je
name�ena za boravak 	udi, bude 2m.

Primer 23. Luka ima 20 crvenih, 30 �utih i 45 plavih klikera.
Koliko se najvixe prijate	a mo�e igrati klikerima, a da svi igru
zapoqnu s jednakim brojem crvenih, jednakim brojem �utih i jednakih
brojem plavih klikera? Koliko �e kojih klikera dobiti svako od �ih?

Kako prijate	i me�u sobom moraju na jednake delove podeliti i 20
crvenih, i 30 �utih, kao i 45 plavih klikera, to znaqi da broj prija-
te	a mora biti takav, da se tim brojem mo�e podeliti 20 crvenih, 30
�utih, odnosno 45 plavih klikera. A kako se u zadatku tra�i najve�i
mogu�i broj prijate	a koji mogu podeliti klikere, nije dovo	no na�i
samo zajedniqki delilac brojeva 20, 30 i 45, ve� je potrebno na�i najve�i
zajedniqki delilac za te brojeve.

20, 30, 45 5
4, 6, 9

Kako su brojevi 4, 6 i 9 uzajamno prosti, zaustav	amo se u procesu
tra�e�a najve�eg zajedniqkog delioca, i zak	uquje se da jeNZD(20, 30, 45) =
5.
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Dakle, najvixe 5 prijate	a mo�e me�u sobom podeliti 20 crvenih,
30�utih i 45 plavih klikera na jednake delove i zapoqeti igru sa �ima.

To znaqi da �e svaki od �ih dobiti po 20 : 5 = 4 crvena klikera,
30 : 5 = 6 �utih i 45 : 5 = 9 plavih klikera.

Od velike koristi mo�e biti ukoliko uqenicima predoqimo znaqaj
i korist nala�e�a najma�eg zajedniqkog delioca kod skra�iva�a raz-
lomaka, mno�e�a i de	e�a razlomaka.

7 Zajedniqki sadr�alac. Najma�i zajed-

niqki sadr�alac

Bez poznava�a najma�eg zajedniqkog sadr�alaca nemogu�e je upore�ivati
razlomke, sabirati i oduzimati razlomke razliqitih imenilaca i tako
da	e, tako da je od izuzetnog znaqaja da svi uqenici savladaju postupak
nala�e�a najma�eg zajedniqkog sadr�aoca. Kako �e to tek koristiti u
budu�im matematiqkim temama petog razreda, pa i vixih razreda, ne-
ophodno je insistirati na trajnosti usvojenih zna�a.

Sliqno kao kod najve�eg zajedniqkod delioca, potreban je motivaci-
oni primer, kojim bi se uqenici uveli u priqu o najma�em zajedniqkom
sadr�aocu i uvideli potrebu za uvo�e�em novog matematiqkog pojma.

Primer 24. Majini rodite	i, rade u avio kompaniji. Majin tata je
pilot i leti na relaciji Beograd- London, a Majina mama je stjuar-
desa i leti na relaciji Beograd- Pariz. Ako je Majin tata u Beogradu
svaki tre�i dan, a �ena mama svaki qetvrti dan, kada �e Majini ro-
dite	i istovremeno biti u Beogradu?

Ovaj primer je preuzet iz [5].

Kako je Majin tata u Beogradu svaki tre�i dan, to znaqi da �e u
Beogradu biti posle 3, 6, 9, 12, 15, 18, ... dana.

Mo�e se primetiti da su ovi brojevi sadr�aoci broja 3.

S3 = {3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, · · · }
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Majina mama je u Beogradu svaki qetvrti dan, xto znaqi da �e u
Beogradu biti posle 4, 8, 12, 16, 20, 24, ... dana.

Ovi brojevi su sadr�aoci broja 4.

S4 = {4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, · · · }

Posmatraju�i ova dva skupa, mo�e se izvu�i zk	uqak da �e Majini
rodite	i istovremeno biti u Beogradu posle 12, 24, 36, ... dana, jer su
to zajedniqki sadr�aoci brojeva 3 i 4.

S3 ∩ S4 = S3,4 = {12, 24, 36, · · · }

Definicija 13. Broj koji je de	iv sa dva ili vixe prirodnih brojeva
naziva se zajedniqki sadr�alac tih brojeva.

Definicija 14. Skup svih zajedniqkih sadr�alaca dva broja a i b
predstav	a presek skupova sadr�alaca jednog broja i sadr�alaca dru-
gog broja i oznaqavamo ga sa Sa,b.

Potrebno je primetiti da skup sadr�alaca nekog broja a nije ko-
naqan, tj. da su to svi prirodni brojevi oblika a · k, k ∈ N. Sliqno
skup sadr�alaca broja b nije konaqan i �emu pripadaju brojevi oblika
b · k, k ∈ N. Sledi da ni skup zajedniqkih sadr�alaca ne mo�e biti
konaqan, ali iz �ega mo�emo izdvojiti najma�i element. To �e biti
najma�i zajedniqki sdr�alac brojeva a i b.

Definicija 15. Najma�i od zajedniqkih sadr�alaca prirodnih bro-
jeva a i b nazivamo najma�i zajedniqki sadr�alac brojeva a i b.

Kao i oznake za najve�i zajedniqki delilac, tako se i oznake za naj-
ma�i zajedniqki sadr�alac razlikuju od u
benika do u
benika. U [5]
i [8] najma�i zajedniqki sadr�alac se obele�ava sa S(a, b), dok se u
ostalim u
benicima oznaqava sa NZS(a, b).

Uqenicima je uglavnom jasnije ako najma�i zajedniqki sadr�alac
dva broja a i b obele�avaju sa NZS(a, b) jer taj zapis povezuju sa poqet-
nim slovima reqi:
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N - najma�i
Z- zajedniqki
S- sadr�alac

Postoji vixe naqina za nala�e�e najma�eg zajedniqkog sadr�alaca.
Korisno je uqenicima izlo�iti i objasniti svaki od �ih, kako bi i
sami mogli da uvide koji je naqin najefikasniji i �ima najlakxi.

Primer 25. Odrediti najma�i zajedniqki sadr�alac brojeva 9 i 12.

Prvi naqin:

Skup sadr�alaca broja 9 je:

S9 = {9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81 · · · }
Sliqno, mo�e se odrediti skup sadr�alaca broja 12:

S12 = {12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, · · · }
Posmatraju�i ova dva skupa, dolazi se do zak	uqka da je skup zajed-

niqkih sadr�alaca:

S9,12 = S9 ∩ S12 = {36, 72, · · · }
Kako je najma�i element ovog skupa broj 36, zak	uqak je da je:

NZS(9, 12) = 36

Ovaj naqin odre�iva�a najma�eg zajedniqkog sadr�alaca oduzima
popriliqno dosta vremena, naroqito dok se ispisuju elementi skupa sa-
dr�alaca za oba broja, i nakon toga tra�e oni koji su zajedniqki za oba
skupa.

Drugi naqin:

Ovaj naqin nala�e�a zajedniqkog sadr�aoca podrazumeva da prvo
uporedimo brojeve 9 i 12. Kako je broj 12 ve�i, nalazi se skup �egovih
sadr�alaca:

S12 = {12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, · · · },
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a zatim se proverava koji od elemenata tog skupa je sadr�alac i broja 9.

12 nije de	ivo sa 9, pa 12 nije sadr�alac broja 9.

Ni 24 nije de	ivo sa 9, tako da ni 24 nije sadr�alac broja 9.

Kako je 36 : 9 = 4, zak	uquje se da je broj 36 najma�i zajedniqki
sadr�alac brojeva 9 i 12.

Dakle, NZS(9, 12) = 36.

Ovaj naqin nala�e�a najma�eg zajedniqkog sadr�alaca oduzima na-
roqito dosta vremena dok se svaki redom element skupa sadr�alaca
broja 12 proveri da li je ujedno i sadr�alac broja 9.

Tre�i naqin:

Hajde da prvo brojeve 9 i 12 rastavimo na qinioce:

9 3
3 3
1

Dakle, 9 = 3 · 3.

12 2
6 2
3 3
1

Dakle, 12 = 2 · 2 · 3.

Najma�i zajedniqki sadr�alac rojeva 9 i 12 mo�e se dobiti kao pro-
izvod svih prostih qinilaca koji se jav	aju u rastav	a�u broja 9 i u
rastav	a�u broja 12.

Dakle, NZS(9, 12) = 2 · 2 · 3 · 3 = 36.

Kod ovog naqina tra�e�a najma�eg zajedniqkog sadr�alaca, uqeni-
cima bi trebalo posebnu pa��u skrenuti na to da smo kod odre�iva�a
najve�eg zajedniqkog delioca mno�ili one proste qinioce koji se po-
jav	uju i u jednom i u drugom broju, dok kod odre�iva�a najma�eg za-
jedniqkog sadr�alaca mno�imo proste qinioce koji se pojav	uju bar u
jednom broju.
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Qetvrti naqin:

Najma�i zajedniqki sadr�alac brojeva 9 i 12 se mo�e na�i i ako
oba broja istovremeno rastav	amo na qinioce, s tim xto delimo brojem
koji deli bar jedan od �ih.

Ako su oba broja de	iva nekim prostim qiniocem, onda oba broja i
delimo �ime.

Ako je samo jedan broj de	iv nekim prostim qiniocem, onda samo taj
i delimo, a drugi samo prepisujemo.

Ovaj postupak se nastav	a dok sve ne rastavimo na proste qinioce.

9, 12 2
9, 6 2
9, 3 3
3, 1 3
1, 1

Dakle, NZS(9, 12) = 2 · 2 · 3 · 3.

Treba posebno naglasiti da se postupak tra�e�a najma�eg zajedni-
qkog sadr�aoca zavrxava kada u istom redu dobijemo sve 1, xto znaqi
da smo sve brojeve rastavili na proste qinioce.

Ovaj naqin je verovatno najbr�i i najefikasniji za odre�iva�e naj-
ma�eg zajedniqkog sadr�aoca, a verovatno ga uqenici najvixe i prime-
�uju u praksi.

Definicija 16. Kada dva broja istovremeno rastavimo na proste qi-
nioce, �ihov nam=jma�i zajedniqki sadr�alac jednak je proizvodu svih
prostih qinilaca koji su u rastav	a�u uqestvovali.

Primer 26. Odrediti najma�i zajedniqki sadr�alac brojeva 4 i 15.

4, 15 2
2, 15 2
1, 15 3
1, 5 5
1, 1
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Na osnovu gore izvedenog rastav	a�a na proste qinioce, sledi da je:

NZS(4, 15) = 2 · 2 · 3 · 5 = 4 · 15 = 60

Mo�e se primetiti je da su brojevi 4 i 15 uzajamno prosti, tj. ne-
maju drugih zajedniqkih delilaca osim broja 1, a da je �ihov najma�i
zajedniqki sadr�alac zapravo proizvod 4 i 15.

Definicija 17. Najma�i zajedniqki sadr�alac uzajamno prostih bro-
jeva a i b je �ihov proizvod.

NZS(a, b) = a · b

Primer 27. Odrediti najma�i zajedniqki sadr�alac brojeva 3 i 18.

3, 18 2
3, 9 3
1, 3 3
1, 1

Dakle, NZS(3, 18) = 2 · 3 · 5 = 18.

Primetimo da je broj 18 de	iv brojem 3, pa je 18 ujedno i sadr�alac
broja 3. Sledi da je broj 18 i najma�i zajedniqki sadr�alac.

Definicija 18. Ako je jedan broj sadr�alac drugog broja, onda je �i-
hov najma�i zajedniqki sadr�alac sam taj broj.

a|b =⇒ NZS(a, b) = b

Uqenike je potrebno podsetiti da za dva uzajamno prosta broja a i b
va�i da je �ihov najve�i zajedniqki delilac jednak broju 1.

Tada im je lako da izvedu zak	uqak da za dva prosta broja a i b za
koje je NZD(a, b) = 1, sledi da je NZS(a, b) = a · b. Trivijalno je da na
osnovu toga va�i slede�a jednakost:

NZD(a, b) ·NZS(a, b) = a · b
Me�utim, ova jednakost va�i za bilo koja dva broja, ne samo za uza-

jamno proste brojeve.
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Teorema 3. Proizvod najve�eg zajedniqkog delioca i najma�eg zajedni-
qkog sadr�aoca bilo koja dva broja a i b jednak je proizvodu tih brojeva:

NZD(a, b) ·NZS(a, b) = a · b

Dokaz. Kako NZD(a, b)|a i NZD(a, b)|b, sledi da postoje m,n ∈ N takvi
da je a = m ·NZD(a, b) i b = n ·NZD(a, b), pri qemu su m i n uzajamno
prosti brojevi.

Pri tom va�i da je NZS(a, b) = m · NZD(a, b) · n, jer su m i n uza-
jamno prosti.

Dakle, imamo da je:

NZD(a, b) ·NZS(a, b) = NZD(a, b) ·m ·NZD(a, b) · n = a · b

Primer 28. Odrediti najma�i zajedniqki sadr�alac brojeva 4, 15 i
60.

4, 15, 60 2
2, 15, 30 2
1, 15, 15 3
1, 5, 5 5
1, 1, 1

Dakle, NZD(4, 15, 60) = 2 · 2 · 3 · 3 · 5 = 60.

Kako je broj 60 de	iv i brojem 4 i brojem 15, mogao je i odmah da se
izvede zak	uqak da je broj 60 sadr�alac brojeva 4 i 15, pa je ujedno i
najma�i zajedniqki sadr�alac.

Primer 29. Odrediti najma�i zajedniqki sadr�alac brojeva 8, 10 i
20.

8, 10, 20 2
4, 5, 10 2
2, 5, 5 2
1, 5, 5 5
1, 1, 1
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Postupak tra�e�a najma�eg zajedniqkog sadr�aoca zavrxava se kada
se u istom redu dobiju sve 1, jer to znaqi da smo sve brojeve rastavili
na proste qinioce.

Na osnovu rastav	a�a brojeva na qinioce, zak	uqak je da jeNZS(10, 12, 20) =
2 · 2 · 2 · 5 = 40.

8 Rexava�e problemskih zadataka pomo�u

odre�iva�a najma�eg zajedniqkog sadr�a-

oca

Kod odre�iva�a najma�eg zajedniqkog sadr�aoca ne treba tra�iti
od uqenika da nauqe samo po xablonu da na�u najma�i zajedniqki sa-
dr�alac za dva ili vixe brojeva, trebalo bi pokazati primenu najma�eg
zajedniqkog sadr�aoca pri rexava�u mnogih drugih problema.

Primer 30. Du� puta , s jedne strane zasa�eni su jablanovi na rasto-
ja�u od 45m, a s druge strane jasenovi na rastoja�u od 60m. Ako je prvi
jablan taqno naspram prvog jasena, nakon koliko metara �e zasa�eni ja-
blan ponovo biti taqno naspram jasena?

Ovaj primer je preuzet iz [5].

Rastoja�e izme�u prvih zasa�enih stabala i stabala koji �e ponovo
biti jedno naspram drugog jednako je najma�em zajedniqkom sadr�aocu
brojeva 45 i 60.

45, 60 2
45, 30 2
45, 15 3
15, 5 3
5, 5 5
1, 1

Na osnovu rastav	a�a brojeva na proste qinioce, sledi da jeNZS(45, 60) =
2 · 2 · 3 · 3 · 5 = 180.
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Dakle, nakon 180m �e zasa�eni jablan ponovo biti taqno naspram
jasena.

Primer 31. Dve neonske reklame na restoranu uk	uquju se istovre-
meno. Jedna trepne na svakoh 9 sekundi, a druga na svakih 15. Koliko
�e sekundi pro�i dok obe reklame ne trepnu istovremeno?

Ovaj primer je preuzet iz [7].

S obzirom na to da prva reklama trepne na svakih 9 sekundi, a druga
na svakih 12 sekundi, da bi izraqunali za koliko sekundi �e obe reklame
istovremeno trepnuti, potebno je na�i broj koji je de	iv i brojem 9 i
brojem 12. Kako trebamo izraqunati za koliko sekundi �e obe reklame
prvi put istovremeno trepnuti, potrebno je na�i najma�i zajedniqki
sadr�alac za brojeve 9 i 15.

9, 15 3
3, 5 3
1, 5 5
1, 1

Najma�i zajedniqki sadr�alac brojeva 9 i 15 jeNZS(9, 15) = 3·3·5 =
45. Dakle, reklame �e slede�i put istovremeno trepnuti nakon 45 se-
kundi.

Primer 32. Kod starog qasovniqara jedan sat zvoni na svakih 36 mi-
nuta, a drugi na svakih 48 minuta. Oni su upravo zazvonili u isto
vreme. Nakon koliko vremena �e ponovo zazvoniti istovremeno?

Sliqno kao u prethodnom primeru, potrebno je na�i najma�i zajed-
niqki sadr�alac brojeva 36 i 48.

36, 48 2
18, 24 2
9, 12 2
9, 6 2
9, 3 3
3, 1 3
1, 1
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Kako je NZS(36, 48) = 24 · 32 = 144. Dakle, satovi �e ponovo isto-
vremeno zazvoniti nakon 144 minuta.

Primer 33. Ana dolazi u bibioteku svakih 7 dana, a Dajana svakih 10
dana. Ako su se danas srele i posva�ale, posle koliko dana �e se ponovo
sresti u biblioteci i dobiti priliku da se pomire?

7, 10 2
7, 5 5
7, 1 7
1, 1

Najma�i zajedniqki sadr�alac brojeva 13 i 20 je NZS(13, 20) =
2 · 5 · 7 = 70. Dakle, Ana i Dajana �e se ponovo sresti u biblioteci
nakon 70 dana.

Primer 34. Tri brata pose�uju svoje rodite	e. Prvi brat ih pose�uje
svakih xest dana, drugi kod rodite	a dolazi svaki osmi dan, a tre�i
brat svaki deveti dan. Danas su ih posetili svi zajedno. Za koliko
dana �e se ponovo okupiti svi zajedno kod rodite	a?

6, 8, 9 2
3, 4, 9 2
3, 2, 9 2
3, 1, 9 3
1, 1, 3 3
1, 1, 1

Kako bismo izraqunali posle koliko dana �e se sva tri brata ponovo
okupiti kod svojih rodite	a, potrebno je na�i najma�i zajedniqki sa-
dr�alac brojeva 6, 8 i 9, s obzirom da ih prvi brat pose�uje svakih xest
dana, drugi svakih osam dana, a tre�i svakih devet dana.

Kako je NZS(6, 8, 9) = 23 · 32 = 8 · 9 = 72, sledi da �e sva tri brata
ponovo zajedno posetiti rodite	e nakon 72 dana.
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9 Euklidov algoritam za odre�iva�e najve�eg

zajedniqkog delioca dva broja

Nastavnim programom je predvi�eno da se priqa o najve�em zajed-
niqkom deliocu i najma�em zajedniqkom sadr�aocu nastavi u prvom
razredu sred�e xkole u okviru elementarne teorije brojeva, kada se
izme�u ostalog ponav	a i gradivo osnovne xkole u vezi prirodnih i
celih brojeva.

Primer 35. Odrediti najma�i zajedniqki sadr�alac i najve�i zajed-
niqki delilac za brojeve 165, 220, 234 i 1014.

Ovaj primer je preuzet iz [11].

Prvo �emo na�i najma�i zajedniqki sadr�alac za ova qetiri broja.

165, 220, 234, 1014 2
165, 110, 117, 507 2
165, 55, 117, 507 3
55, 55, 39, 169 3
55, 55, 13, 169 5
11, 11, 13, 169 11
1, 1, 13, 169 13
1, 1, 1, 13 13
1, 1, 1 1

NZS(165, 220, 234, 1014) = 22 · 32 · 5 · 11 · 132 = 334620.
NZD(165, 220, 234, 1014) = 1 jer su brojevi 165, 220, 234 i 1014 uzajamno
prosti, tj. nemaju drugog zajedniqkog delioca osim broja 1, s obzirom

na to da je:

165 = 3 · 5 · 11

220 = 2 · 2 · 5 · 11

234 = 2 · 3 · 3 · 13

1014 = 2 · 3 · 13 · 13
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Primer 36. Izraqunati NZS(24, NZD(90, 126)).

Ovaj primer je preuzet iz [11].

Da bi se odredio tra�eni najma�i zajedniqki sadr�alac, potrebno
je prvo na�i NZD(90, 126).

90, 126 2
45, 63 3
15, 21 3
5, 7

Postupak tra�e�a najve�eg zajedniqkog delioca zavrxavamo kada u is-
tom redu dobijemo dva uzajamno prosta broja, a 5 i 7 to jesu.

Dakle, NZD(90, 126) = 2 · 32 = 18.

Zadatak se sada svodi na tra�e�e NZS(24, 18).

24, 18 2
12, 9 2
6, 9 2
3, 9 3
1, 3 3
1, 1

Dakle, tra�eni najma�i zajedniqki sadr�alac je NZS(24, 18) =
23 · 32 = 72.

Uqenici prve godine sred�e xkole se upoznaju sa jox jednim, i to
priliqno efikasnim, naqinom nala�e�a najve�eg zajedniqkog delioca,
a to je Eklidov algoritam.

Nastavnim programom za prvu godinu sred�e xkole je pridvi�ena
obrada Euklidovog algoritma na qasovima dodatne nastave. Euklidov
algoritam je veoma efikasan za odre�iva�e najve�eg zajedniqkog deli-
oca, naroqito ukoliko se od uqenika tra�i da na�u najve�i zajedniqki
delilac za dva velika broj, kod kojih proces rastav	a�a na proste qi-
nioce mo�e biti veoma komplikovan.

31



Euklidov algoritam za odre�iva�e najve�eg zajedniqkog delioca dva
prirodna broja je prvi put opisan u Euklidovim "Elementima", anti-
qkom delu o matematici koje je nastalo oko 300. godine pre nove ere,
iako se veruje da je algoritam bio poznat i 200 godina ranije. U 7.
k�izi "Elemenata"je iskazan za prirodne brojeve, a u 10. k�izi je data
�egova primena na du�i.

Euklidov algoritam je prvi netrivijalni algoritam koji je pre�i-
veo do danas. Vrlo je efikasan za raquna�e najve�eg zajedniqkog deli-
oca dva prirodna broja koji ne zahteva �ihovo prethodno rastav	a�e na
qinioce. Trebalo bi napomenuti da je rastav	a�e na qinioce velikih
prirodnih brojeva jedan od texkih matematiqkih problema.

Korektnost Euklidovog algoritma se zasniva na qi�enici da se
najve�i zajedniqki delilac dva prirodna broja ne�e promeniti ako se od
ve�eg oduzme ma�i, a zatim se odredi najve�i zajedniqki delilac ma�eg
od dva posmatrana broja i dobijene razlike. Ponav	a�em ovog postupka
se dobijaju sve ma�i i ma�i brojevi. Kako skup prirodnih brojeva ima
najma�i element, to se i postupak zavrxava u konaqno mnogo koraka.

Da bi se iskazala i dokazala teorema koja govori o Euklidovo algo-
ritmu, potrebno je prvo spomenuti i dokazati par drugih teorema. Prva
govori o jednoj osobini de	ivosti, a to je da ukoliko celi broj deli dva
cela broja, onda deli i �ihovu linearnu kombinaciju.

Teorema 4. Neka su a, b i c celi brojevi. Ako c|a i c|b, onda za svaka
dva cela broja m i n va�i da c|(m · a+ n · b).

Dokaz. Kako c|a to znaqi da postoji neko p takvo da va�i a = p · c. Sli-
qno, ako c|b, onda postoji neko q takvo da je b = q · c. Tada sledi da je:

m · a+ n · b = m · (p · c) + n · (q · c)
m · a+ n · b = m · p · c+ n · q · c
m · a+ n · b = c · (m · p+ n · q)

Na osnovu ovoga se mo�e izvesti zak	uqak da c|(m · a+ n · b).

Teorema je dokazana za dva cela broja, a �ena generalizacija je tri-
vijalna.
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Teorema 5. Za proizvo	an prirodan broj b i celi broj a postoje jedin-
stveni celi brojevi q i r, takvi da je a = b ·q+r, pri qemu je 0 ≤ r < b.
Broj q nazivamo koliqnikom, a broj r ostatkom pri de	e�u.

Dokaz. Prvo �emo dokazati egzistenciju:

Posmatrajmo skup {a− b ·m}, pri qemu je m neki ceo broj. Najma�i
nenegativni qlan tog skupa �emo oznaqiti sa r. Tada, po definiciji,
moralo bi da va�i 0 ≤ r < b, i postoji ceo broj q, takav da va�i
a− b · q = r, tj. a = b · q + r.

Slede�e dokazujemo jedinstvenost:

Pretpostavimo da postoji jox jedan par q1 i r1, takvi da je a =
b · q1 + r1, 0 ≤ r1 < b. Prvo �emo pokazati da va�i r1 = r.

Pretpostavimo suprotno, tj. da je npr. r < r1. Tada je 0 ≤ r1− r < b.
S druge strane je r1 − r = b · (q1 − q). Kako b deli q1 − q, onda mora da
deli i r1 − r, xto je nemogu�e.

Sledi da je pretpostavka bila pogrexna, tj. da je r1 = r, pa samim
tim mora va�iti i q1 = q.

Teorema 6 (Euklidov algoritam). Neka su a i b prirodni brojevi.
Pretpostavimo da je uzastopnom primenom teoreme 5 dobijen niz jed-
nakosti:

a = b · q1 + r1, 0 ≤ r1 < b

b = r1 · q2 + r2, 0 ≤ r2 < r1

r1 = r2 · q3 + r3, 0 ≤ r3 < r2

· · ·

rj−2 = rj−1 · qj + rj, 0 ≤ rj < rj−1

rj−1 = rj · qj+1.

Tada je NZD(a, b) = rj, tj. posled�em ostatku razliqitom od 0.
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Dokaz. Prema teoremi 4 sledi:

NZD(a, b) = NZD(a− b · q1, b)

= NZD(r1, b) = NZD(r1, b− r1 · q2)

= NZD(r1, r2) = NZD(r1 − r2 · q3, r2)

= NZD(r3, r2).

Nastav	aju�i ovaj proces dobija se:

NZD(a, b) = NZD(rj−1, rj) = NZD(rj, 0) = rj.

Indukcijom se dokazuje da je svako rj linearna kombinacija od a i b.

To je oqigledno da va�i za r1 i r2, pa pretpostavimo da va�i za ri−1

i ri−2. Me�utim kako je ri linearna kombinacija od ri−1 i ri−2, to po
pretpostavci indukcije dobijamo da je ri linearna kombinacija od a i
b.

Uqenici u sred�oj xkoli uglavnom savladavaju samo proceduru izvo�e�a
Euklidovog algoritma, i ne rexavaju problemske zadatke koji bi zahte-
vali primenu Euklidovog algoritma. To uqenicima daje za pravo da
ovaj algoritam pamte i izvode uglavnom mehaniqki.

Primer 37. Odrediti �ave�i zajedniqki delilac brojeva 319 i 224.

319 = 224 · 1 + 95
224 = 95 · 2 + 34
95 = 34 · 2 + 27
34 = 27 · 1 + 7
27 = 7 · 3 + 6
7 = 6 · 1 + 1
6 = 1 · 6

Dakle, NZD(319, 224) = 1.

Primer 38. Odrediti �ave�i zajedniqki delilac brojeva 660 i 468.
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660 = 468 · 1 + 192
468 = 192 · 2 + 84
192 = 84 · 2 + 24
84 = 24 · 3 + 12
24 = 12 · 2

Dakle, NZD(660, 468) = 12.

Kako bi uqenici usvojili Euklidov algoritam s razumeva�em po-
trebno je da razumeju princip koji je u osnovi ovog algoritma. Tako�e,
trebalo bi ih osposobiti da prepoznaju situciju u kojoj mogu da primene
Euklidov algoritam.

Na primer, ukoliko je potrebno na�i najve�i zajedniqki delilac dva
broja za koja je proces rastav	a�a na proste qinioce komplikovan ili
oduzima dosta vremena, efikasnije je primeniti Euklidov algoritam.

Primer 39. Odrediti najve�i zajedniqki delilac brojeva 8398 i 3718.

Kako je proces rastav	a�a brojeva 8398 i 3718 na proste qinioce te-
�ak, tj. oduzima dosta vremena, u ovom sluqaju je korisnije i efikasnije
koristiti Euklidov algoritam za odre�iva�e najve�eg zajedniqkog de-
lioca za ova dva broja.

8398 = 3718 · 2 + 962
3718 = 962 · 3 + 832
962 = 832 · 1 + 130
832 = 130 · 6 + 52
130 = 52 · 2 + 26
52 = 26 · 2

Dakle, NZD(8398, 3718) = 26.

Osim za nala�e�e najve�eg zajedniqkog delioca dva broja, koje je
komplikovano rastaviti na proste qinioce, Euklidov algoritam se mo�e
koristiti i prilikom rexava�a nekih problemskih zadataka. Npr.
mo�e se staviti u kontekst geometrije.
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Primer 40. Prona�i najdu�u du� koja se celi broj puta sadr�i u
du�ima du�ine 76cm i 20cm.

Prvo pokuxavamo du� du�ine 76cm da izmerimo pomo�u du�i qija
je du�ina 20cm, tj. pokuxavamo du�u du� da izmerimo kra�om.

76 = 20 · 3 + 16

Zatim, du� du�ine 20cm merimo pomo�u du�i qija je du�ina 16cm,
xto je inaqe ostatak pri prethodnom mere�u.

20 = 16 · 1 + 4

Potom, du� du�ine 16cm merimo pomo�u du�i qija je du�ina 4cm, xto
je inaqe ostatak pri prethodnom mere�u.

16 = 4 · 4

Kao rezultat dobijamo da je du� du�ine 4cm najdu�a du� koja je
sadr�ana celi broj puta u du�ima qije su du�ine 76cm i 20cm.

10 Polinomi

Korix�e�e pojmova najma�eg zajedniqkog sad�aoca i najve�eg zajed-
niqkog delioca se sa brojeva prenosi i da	e, na polinome. Uqenici prve
godine sred�e xkole se bli�e upoznaju sa polinomima i operacijama sa
�ima, me�u ostalim i sa de	e�em polinoma i rastav	a�em polinoma
na qinioce.

Da bi mogli da operixemo sa �ima, prvo je neopodno uvesti pojam
polinoma.

Definicija 19. Neka su a0, a1, a2, ..., an dati realni brojevi. Pre-
slikava�e P kojim se realan broj x preslikava u realan broj:

an · xn + an−1 · xn−1 + an−2 · xn−2 + · · ·+ a0

naziva se realan polinom.
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Definicija 20. Ako je an 6= 0 broj n naziva se stepen polinoma P i
ka�e se da je polinom P n-tog stepena po x.

Stepen polinoma P se oznaqava sa st(P ).

Definicija 21. P (x) = an · xn + an−1 · xn−1 + an−2 · xn−2 + · · · + a0 gde
je x promen	iva, a a0, a1, a2, ..., an date konstante i n prirodan broj
ili 0, nazivamo kanonskim oblikom polinoma.

Definicija 22. Dva polinoma P i Q su jednaka ako imaju identiqne
kanonske oblike, tj. ako imaju jednake stepene i sve odgovaraju�e koe-
ficijente:

P (x) = an · xn + an−1 · xn−1 + an−2 · xn−2 + · · ·+ a0

P (x) = bn · xn + bn−1 · xn−1 + bn−2 · xn−2 + · · ·+ b0

i

an = bn, an−1 = bn−1, · · · , a1 = b1, a0 = b0

11 Rastav	a�e polinoma na qinioce

Kao i kod nala�e�a najma�eg zajedniqkog sadr�aoca i najve�eg za-
jedniqkog delioca dva ili vixe brojeva, tako i prilikom odre�iva�a
najma�eg zajedniqkog sadr�aoca i najve�eg zajedniqkog delioca dva ili
vixe polinoma, prvo je potrebno savladati rastav	a�e polinoma na qi-
nioce.

U opxtem sluqaju, rastaviti polinom na qinioce znaqi napisati ga
u obliku proizvoda dva ili vixe polinoma ma�eg stepena. Uqenici se
upoznaju sa nekoliko metoda kojima se rastv	aju polinomi.

Uqenici sred�e xkole su upoznati sa transformacijama celih al-
gebarskih izraza, tako da za rastav	a�e polinoma na qinioce prvo po-
kuxavaju da primene distributivni zakon, razliku kvadrata, zbir i
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razliku kubova, kvadrat i kub binoma.

Za izraze A, B, C i D va�i:

A · (B ± C) = A ·B ± A · C − distributivni zakon

A2 −B2 = (A−B) · (A+B)− razlika kvadrata

A3 ±B3 = (A±B) · (A2 ± A ·B +B2)− zbir i razlika kubova

(A±B)2 = A2 ± 2 · A ·B +B2 − kvadrat binoma

(A±B)3 = A3 ± 3 · A2 ·B + 3 · A ·B2 ± 3 ·B3 − kub binoma

Sve ove formule se lako izvode i dokazuju, ali zbog efikasnosti i
brzine rexava�a zadataka, uqenici ih uglavnom uqe napamet, zato je
bitno insistirati na razumeva�u datih formula i naqina izvo�e�a
istih, jer �e u tom sluqaju zna�e uqenika biti dugotrajnije.

Primer 41. Rastaviti na qinioce polinom 9x2 − 36

Da bi se ovaj polinom rastavio na qinioce, potrebno je primetiti
da je 9 kvadrat broja 3, a 36 kvadrat broja 6, te da se za rastav	a�e
polinoma mo�e primeniti formula za razliku kvadrata:

9x2 − 36 = 32x2 − 62 = (3x)2 − 62 = (3x− 6) · (3x+ 6)

Primer 42. Rastaviti na qinioce polinom (x− 5)2 − 4
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U ovom primeru je potrebno primtiti da je 4 kvadrat broja 2, pa se
mo�e primeniti formula za razliku kvadrata:

(x− 5)2 − 4 = (x− 5)2 − 22 = (x− 5− 2) · (x− 5 + 2) = (x− 7) · (x− 3)

Primer 43. Rastaviti na qinioce polinom 8x3 − 27y3

Kako je 8 kub broja 2, broj 27 kub broja 3, za rastav	a�e datog poli-
noma na qinioce mo�e se primeniti formula za razliku kubova:

8x3 − 27y3 = 23x3 − 33y3 = (2x)3 − (3y)3 = (2x− 3y) · (4x2 + 6xy + 9y2)

Primer 44. Rastaviti na qinioce polinom 27
64

+ x3

Poxto je 27
64

= 3
4

3
, za rastav	a�e ovog polinoma mo�emo primeniti

formulu za zbir kubova:

27

64
+ x3 = (

3

4
)
3

+ x3 = (
3

4
+ x) · (9

4
− 3

4
x+ x2)

Primer 45. Rastaviti na qinioce polinom 9a2 + 6a+ 1

Za rastav	a�e ovog polinoma, trebalo bi primetiti da je dati po-
linom kvadrat binoma:

9a2 + 6a+ 1 = (3a)2 + 2 · 3a+ 1 = (3a+ 1)2

Primer 46. Rastaviti na qinioce polinom y2 − 1
2
y + 1

16
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Kako je 1
16
kvadrat broja 1

4
, dati polinom se mo�e napisati kao kva-

drat binoma:

y2 − 1

2
y +

1

16
= y2 − 2 · 1

4
y + (

1

4
)
2

= (y − 1

4
)
2

Korisno je sa uqenicima uraditi xto ve�i broj ovakvih i sliqnih pri-
mera, kako bi uqenici usvojili razne metode za rastav	a�e polinoma
na qinioce i sam proces uve�bali xto bo	e.

Uqenici se upoznaju i sa jednom novom teoremom koju mogu koristiti
za rastav	a�e polinoma.

Teorema 7 (Bezuova teorema). Ostatak de	e�a polinoma P (x) sa x−a,
gde je a konstanta, je P (a).

Dokaz. U opxtem sluqaju, kada bi se prilikom de	e�a polinoma P (x)
nekim polinomom Q(x) dobio koliqnik G(x) i ostatak R(x), mo�emo za-
pisati to na slede�i naqin:

P (x) = G(x) ·Q(x) +R(x)

U posebnom sluqaju, kada polinom P (x) delimo binomom (x−a), tj. kada
je G(x) = (x− a), to zapisujemo na slede�i naqin:

P (x) = (x− a) ·Q(x) +R(x)

Ukoliko za vrednost nepoznate x izaberemo bax a, dobijamo:

P (a) = (a− a) ·Q(a) +R(a)

P (a) = R(a)

a poxto je R(x) konstanta, samim tim �e biti da je R(a) = R(x), pa
sledi da je:

P (a) = R(x)

Posledica ove teoreme je da ako je P (a) = 0, onda je polinom P (x)
de	iv sa x− a.
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Primer 47. Rastaviti na qinioce polinom P (x) = x3+9x2+23x+15.

Potrebno je primetiti da je P (−1) = 0. Odatle se zak	uquje da je
polinom P (x) de	iv sa (x+ 1).

(x3 +9x2 +23x + 15) : (x+ 1) = x2 + 8x+ 15
−x3 −x2

8x2 +23x + 15
−8x2 −8x

15x + 15
−15x− 15

0

Dakle, polinom P (x) se mo�e zapisati kao proizvod dva polinoma:

P (x) = x3 + 9x2 + 23x+ 15 = (x+ 1) · (x2 + 8x+ 15)

Kako se polinom Q(x) = x2+8x+15 tako�e mo�e rastaviti na qinioce,
a Q(−3) = 0, to znaqi da je Q(x) de	ivo sa (x+ 3):

(x2 +8x+15) : (x+ 3) = x+ 5
−x2 −3x

5x +15
−5x −15

0

Dakle, Q(x) = x2 + 8x+ 15 = (x+ 3) · (x+ 5).

Sledi da je polinom P (x) = (x+ 1) · (x+ 3) · (x+ 5).

Sa rastav	a�em polinoma je zavrxeno kada se on napixe u obliku
proizvoda polinoma ni�ih stepena, koji se da	e ne mogu rastav	ati na
qinioce.

Primer 48. Rastaviti na qinioce polinom P (x) = x3− 6x2 + 11x− 6
ako se zna da je P (1) = 0.

Ovaj primer je preuzet iz [11].
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Ako zna da je P (1) = 0 to znaqi da je polinom P (x) de	iv sa (x− 1):

(x3 −6x2 +11x− 6) : (x− 1) = x2 − 5x+ 6
−x3 +x2

5x2 +11x− 6
−5x2 −5x

6x− 6
−6x + 6

0

Polinom Q(x) = x2 − 5x + 6 mo�emo da	e rastaviti na qinioce, jer je
Q(3) = 0, pa je polinom Q(x) de	iv sa (x− 3):

(x2 −5x+6) : (x− 3) = x− 2
−x2 +3x
−2x +6
+2x −6

0

Polinom P (x) je sada rastav	en na qinioce:

P (x) = (x+ 3) · (x− 3) · (x− 2)

Primer 49. Dat je polinom P (x) = ax3 + 3ax2 + 3x. Odredi vrednost
parametra a tako da polinom P (x) bude de	iv sa x+ 2.

Sliqni primeri se mogu na�i u [10].

Da bi se odredio parametar a potrebno je iskoristiti posledicu Bez-
uove teoreme i zak	uqiti da ako je polinom P (x) de	iv sa x− 2 onda je
P (−2) = 0.

P (−2) = a · (−2)3 + 3a · (−2)2 + 3 · (−2) = −8a+ 12a− 6 = 4a− 6

Kako je P (−2) = 0, sledi da je 4a− 6 = 0, tj. a = 3
2
.
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12 Najve�i zajedniqki delilac polinoma

Definicija 23. Polinom D(x) je najve�i zajedniqki delilac poli-
noma P (x) i Q(x):

D(x) = NZD(P (x), Q(x))

ako su oba polinoma, i P (x) i Q(x), de	ivi sa D(x) i va�i da:

∀R(x) : (R(x)|P (x) ∧R(x)|Q(x)) =⇒ R(x)|D(x)

Na osnovu toga xto R(x)|D(x), sledi da stepen polinoma D(x) nije
ma�i od stepena polinoma R(x), pa je zato D(x) polinom najve�eg ste-
pena koji deli polinome P (x) i Q(x).

Primer 50. Odrediti najve�i zajedniqki delilac polinoma:

P (x) = (x2 − 3) · (x− 1) · (x+ 2)

i

Q(x) = (x+ 3) · (x− 1) · (x+ 2)

Polinom P (x) se mo�e rastaviti na qinioce x2 − 3, x− 1 i x + 2, a
polinom Q(x) je proizvod qinilaca x+ 3, x− 1 i x+ 2.

Kako se mo�e primetiti, zajedniqki delioci ova dva polinoma su
x − 1 i x + 2, pa je najve�i zajedniqki delilac jednak �ihovom proi-
zvodu (x− 1) · (x+ 2).

NZD(P (x), Q(x)) = (x− 1) · (x+ 2)
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Primer 51. Odrediti najve�i zajedniqki delilac polinoma:

P (x) = (x− 3)3 · (x+ 2) · (x2 + x+ 1)

i

Q(x) = (x− 3)2 · (x2 + x+ 1)3

U ovom primeru bi trebalo skrenuti pa��u uqenicima na to da ako
je polinom P (x) de	iv sa (x−3)3 a polinom Q(x) de	iv sa (x−3)2, onda
su oba polinoma de	iva sa (x− 3)2.

Tako�e, ako je P (x) de	ivo sa x2+x+1, Q(x) de	ivo sa (x2+x+1)3,
to znaqi da su oba polinoma de	iva sa x2 + x+ 1.

Dakle, NZD(P (x), Q(x)) = (x− 3)3 · (x2 + x+ 1).

Primer 52. Odrediti najve�i zajedniqki delilac polinoma:

P (a) = a2 − b2

Q(a) = a2 − 2ab+ b2

R(a) = a2 − 3ab+ 2b2

Kako se dati polinomi mogu rastaviti na qinioce i zapisati na
slede�i naqin:

P (a) = a2 − b2 = (a− b) · (a+ b)

Q(a) = a2 − 2ab+ b2 = (a− b)2

R(a) = a2 − 3ab+ 2b2 = (a− b) · (a− 2b)

zak	uquje se da je zajedniqki delilac samo a−b, pa je to ujedno i najve�i
zajedniqki delilac.

NZD(a2 − b2, a2 − 2ab+ b2, a2 − 3ab+ 2b2) = a− b
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U ovom i sliqnim primerima od uqenika se prvo zahteva da rastave po-
linome na qinioce, a potom odrede �ihov najve�i zajedniqki delilac.

Primer 53. Odrediti najve�i zajedniqki delilac polinoma 3a + 9 i
3a− 6.

Prvo je potrebno rastaviti ova dva polinoma na qinioce.

3a+ 9 = 3 · (a+ 3)

3a− 6 = 3 · (a− 2)

Na osnovu rastav	a�a na qinioce, vidi se da je zajedniqki delilac
samo broj 3, pa je to i najve�i zajedniqki delilac.

NZD(3a+ 9, 3a− 6) = 3

Primetimo da je najve�i zajedniqki delilac za ova dva polinoma
konstanta. Takvi polinomi su uzajamno prosti.

Definicija 24. Polinomi su uzajamno prosti ako je najve�i zajedni-
qki delilac tih polinoma jednak konstanti.

13 Najma�i zajedniqki sadr�alac poli-

noma

Definicija 25. Polinom S(x) je najma�i zajedniqki sadr�alac po-
linoma P (x) i Q(x):

S(x) = NZS(P (x), Q(x))

ako je S(x) de	iv sa oba polinoma, i P (x) i Q(x), i va�i da:

∀R(x) : (R(x)|P (x) ∨R(x)|Q(x)) =⇒ R(x)|S(x)
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Najma�i zajedniqki sadr�alac polinoma P (x) i Q(x) je polinom
koji ima najni�i stepen me�u polinomima koji su de	ivi i polinomom
P (x) i polinomom Q(x).

Najma�i zajedniqki sadr�alac polinoma P (x) i Q(x) oznaqava se sa
NZS(P (x), Q(x)).

U zbirkama za sred�u xkolu najqex�i zadaci su oni u kojima se od
uqenika tra�i da odrede najma�i zajedniqki sadr�alac dva ili vixe
polinoma.

Primer 54. Odrediti najma�i zajedniqki sadr�alac polinoma 2a+2b
i 3a− 3b.

Kako bi mogli da odrede najma�i zajedniqki sar�alac dva ili vixe
polinoma, neophodno je da uqenici znaju da rastave te polinome na qi-
nioce.

Ovde vidimo primenu rastav	a�a polinoma na qinice i koliko je
va�no da uqenici na vreme to razumeju i nauqe da prime�uju.

Kako se polinomi 2a+2b i 3a− 3b mogu rastaviti na slede�i naqin:

2a+ 2b = 2 · (a+ b)

3a− 3b = 3 · (a− b)

najma�i zajedniqki sadr�alac ovih polinoma je:

NZS(2a+ 2b, 3a− 3b) = 2 · 3 · (a+ b) · (a− b)

Najma�i zajedniqki sadr�alac je proizvod svih qinilaca koji dele
bar jedan od datih polinoma.

Dakle, NZS(2a+ 2b, 3a− 3b) = 6(a+ b)(a− b).

To je polinom najma�eg stepena koji je de	iv i polinomom 2a+ 2b i
polinomom 3a− 3a.
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Primer 55. Odrediti najma�i zajedniqki sadr�alac polinoma:

P (x) = x4 − x2

Q(x) = x3 + 2x2 + x

R(x) = x2 − 1

Prvo se dati polinomi rastav	aju na qinioce:

P (x) = x2 · (x2 − 1) = x2 · (x− 1) · (x+ 1)

Q(x) = x · (x2 + 2x+ 1) = x · (x+ 2)2

R(x) = (x− 1) · (x+ 1)

Da bi uqenici rastavili date polinome na qinioce potrebno je da
znaju da primene distributivni zakon i formule za kvadrat binoma i
razliku kvadrata.

Kada se polinomi P (x), Q(x) i R(x) rastave na qinioce koji se da	e
ne mogu rastav	ati, zak	uquje se da je:

NZS(P (x), Q(x), R(x)) = x2 · (x− 1) · (x+ 1) · (x+ 2)2

Primer 56. Odredi najma�i zajedniqki sadr�alac polinoma:
4x2 − 8x3 + 4x2 i 3x3 + 6x2 + 3x.

Kao u prethodnim primerima, prvo je potrebno rastaviti date poli-
nome na qinioce:

4x2 − 8x3 + 4x2 = 4x2 · (x2 − 2x+ 1) = 4x2 · (x− 1)2

3x3 + 6x2 + 3x = 3x · (x2 + 2x+ 1) = 3x · (x+ 1)2

Za rastav	e�e polinoma u ovom primeru, neophodno je da uqenici
umeju da prepoznaju i primene formulu za kvadrat binoma.

Kako je polinom 4x2−8x3+4x2 de	iv sa x2, a polinom 3x3+6x2+3x
de	iv sa x, to �e najma�i zajedniqki sadr�alac ova dva polinoma biti
de	iv sa x2 jer je ve�eg stepena nego x.

NZS(4x2 − 8x3 + 4x2, 3x3 + 6x2 + 3x) = 3 · 4 · x2 · (x− 1)2 · (x+ 1)2

NZS(4x2 − 8x3 + 4x2, 3x3 + 6x2 + 3x) = 12 · x2 · (x− 1)2 · (x+ 1)2
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Primer 57. Odrediti najma�i zajedniqki sadr�alac polinoma:

P (x) = x2 + 2x+ 1

i
Q(x) = x2 − 2x+ 1

Za rastav	a�e datih polinoma na qinioce potrebno je primetiti da
su polinomi P (x) i Q(x) kvadrati binoma:

P (x) = x2 + 2x+ 1 = (x+ 1)2

Q(x) = x2 − 2x+ 1 = (x− 1)2

Kako je zajedniqki delilac ova dva polinoma broj 1, sledi da su po-
linomi P (x) i Q(x) uzajamno prosti.

Najma�i zajedniqki sadr�alac polinoma P (x) i Q(x) jednak je pro-
izvodu ova dva polinoma:

NZS(P (x), Q(x)) = (x+ 1)2 · (x− 1)2

Definicija 26. Najma�i zajedniqki sadr�alac polinoma P (x) i Q(x)
koji su uzajamno prosti, jednak je proizvodu tih polinoma.

NZD(P (x), Q(x)) = const =⇒ NZS(P (x), Q(x)) = P (x) ·Q(x)

14 Euklidov algoritam za odre�iva�e najve�eg

zajedniqkog delioca dva polinoma

Neka su P i S dva polinoma razliqita od nultog.

Niz jednakosti:

P = S ·Q1 +R1, 0 < st(R1) < st(S)

S = R1 ·Q2 +R2, 0 < st(R2) < st(R1)

R1 = R2 ·Q3 +R3, 0 < st(R3) < st(R2)

· · ·

Rn−2 = Rn−1 ·Qn +Rn, 0 < st(Rn) < st(Rn−1)

Rn−1 = Rn ·Qn−1
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nazivamo Euklidovim algoritmom za dva polinoma P i S.

Kao i za cele brojeve, i za polinome va�i teorema analogna teoremi
za brojeve.

Teorema 8. Za svaka dva realna polinoma P i S, pri qemu S nije nula
polinom, postoji jedinstven Euklidov algoritam, pri qemu je:

NZD(P, S) = Rn,

gde je Rn posled�i ostatak u Euklidovom algoritmu koji je razliqit
od nula polinoma.

Po programu sred�ih xkola, Euklidov algoritam nije name�en ob-
radi na redovnim qasovima, ve�je name�en dodatnoj nastavi. U skladu
sa tim, u zbirkama za sred�u xkolu nema zadataka u kojima se insistira
na upotrebi Euklidovog algoritma.

Uqenici se na qasovima dodatne nastave upoznaju sa primenom Eu-
klidovog algoritma za odre�iva�e najve�eg zajedniqkog delioca dva po-
linoma kroz primere.

Primer 58. Koriste�i Euklidov algoritam, odredi najve�i zajedni-
qki delilac polinoma:

P (x) = x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 1

i
S(x) = x4 + x3 + 2x2 + x+ 1

Prvo je potrebno podeliti polinom P polinomom S.

(x4 +2x3 +3x2 +2x+1) : (x4 + x3 + 2x2 + x+ 1) = 1
−x4 −x3 −2x2 −x−1

x3 +x2 +x

Dakle, koliqnik je Q1 = 1, a ostatak R1 = x3 + x2 + x.
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Da	e, se polinom S deli ostatkom R1.

(x4 +x3 +2x2 +x+1) : (x3 + x2 + x) = x
−x4 −x3 −x2

x2 +x+1

Nakon de	e�a ova dva polinoma, dobija se koliqnik Q2 = x i osta-
tak R2 = x2 + x+ 1.

U slede�em koraku se deli polinom R1 polinomom R2.

(x3 +x2 +x) : (x2 + x+ 1) = x
−x3 −x2 −x

0

De	e�em ova dva polinoma dobija se koliqnik Q3 = x i ostatak je
jednak 0.

Dakle, Euklidov algoritam za polinome P i Q izra�en je slede�im
jednakostima.

x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 1 = (x4 + x3 + 2x2 + x+ 1) · 1 + (x3 + x2 + x)

x4 + x3 + 2x2 + x+ 1 = (x3 + x2 + x) · x+ (x2 + x+ 1)

x3 + x2 + x = (x2 + x+ 1) · x
Sledi da je NZD(P,Q) = x2 + x+ 1.

U ovom primeru vredi primetiti da se polinom P predstav	a kao
proizvod qinioca na slede�i naqin:

P = (x2 + x+ 1)2

a polinom Q:

Q = (x2 + x+ 1) · (x2 + 1)

xto nije bax lako dobiti klasiqnim rastav	a�em polinoma na qini-
oce.

Zak	uqak je da je u nekim primerima lakxe i efikasnije primeniti
Euklidov algoritam za odre�iva�e najve�eg zajedniqkog delioca.

50



15 Zak	uqak

Uqenici se sa najma�im zajedniqkim sadr�aocem i najve�im zajed-
niqkim deliocem prvi put sre�u u petom razredu osnovne xkole. Tada
uqe metode za odre�iva�e najma�eg zajedniqkog sadr�aoca i najve�eg
zajedniqkog delioca dva ili vixe prirodnih brojeva. Od velikog im je
znaqaja da sa razumeva�em usvoje gradivo ove oblasti, kako bi kasnije
mogli da operixu sa razlomcima razliqitih imenilaca. Odre�iva�e
najma�eg zajedniqkog sadr�aoca i najve�eg zajedniqkog delioca uqeni-
cima u velikoj meri mo�e koristiti i prilikom rexava�a raznih pro-
blemskih zadataka.

Na redovnoj nastavi u petom razredu se ne obra�uje Euklidov algori-
tam za odre�iva�e najve�eg zajedniqkog delioca, ali na dodatnoj nastavi
starijih razreda uqenici se mogu upoznati i sa ovom veoma efikasnom
metodom za odre�iva�e najve�eg zajedniqkog delioca.

U prvoj godini sred�e xkole, uqenici se bli�e upoznaju sa poli-
nomima i rastav	a�em istih na qinioce. U okviru te teme se dotiqu
i odre�iva�a najve�eg zajedniqkog delioca i najma�eg zajedniqkog sa-
dr�aoca dva ili vixe polinoma. Nexto bli�e se time mogu baviti na
qasovima dodatne nastave gde izme�u ostalog uqe da primene Euklidov
algoritam za odre�iva�e najve�eg zajedniqkog delioca dva polinoma.

Savladava�e odre�iva�a najve�eg zajedniqkog delioca i najma�eg
zajedniqkog sadr�aoca dva ili vixe polinoma je uqenicima neophodno
da bi kasnije mogli nauqeno da primene prilikom obrade operacija sa
racionalnim algebarskim izrazima.
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