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Operator superpozicije uveo je V.V. Nemicki (1934 g.) u
kontekstu redavanja nekih nelinearnih integralnih jednadina -
i do danas jé bio predmet izudavanja mnogih matematicara, me-
dju kojima je &itav niz poznatih imena - od K. Karateodorija,
M.M. Vajnberga, A. Hammerstejna do - M.A. Krasnoseljskog, L.A.
TiadiZenskog, P.P. Zabrejka, J.B. Rutickog i dr.

Kod operatora uopdte, pa i kod operatora superpozicije, nje-
gova bitna svojstva su u tesnoj sprezi sa prostorima u kojim
oni deluju. MoZe se, bez sumnje, konstatovati da Jje operator
superpozicije detaljno izuden u Lebegovim prostorima funkcija
- Lp i tu postoji, relativno obimna literatura (©], [24], [25],
[27] i tamo citirana). Kao 3to se moZe videti, izuceni su us-
lovi delovanja, neprekidnosti, ogranicenosti, ravnomerne nep-
rekidnosti, kompaktnosti, diferencijabilnosti u tacki i na pr-~
ostoru, analiticnosti i dr. Operator superpozicije 1 odgovara-
juée nelinearne integralne jednaCine izuCavani su i u drugim
prostorima funkcija (Helderovim, IipSicovim, Orlidevim i tkz.
idealnim prostorima merljivih funkcija) - medjutim, ima pros-
tora gde se o operatoru superpozicije gotovo nisSta ne zna.

Lako se uodava, da su po pravilu rezultati o operatoru su-
perpozicije u Lebegovim prostorima. Ib(C2W“) imali jaku pret-
postavku o neprekidnosti mere m na £). Jo$ viSe, ako izos-
tane takva pretpostavka - rezultati vide ne vazZe. Dakle o op-
eratoru superpozicije u &itavoj klasi prostora, sa p-stepe-
nom integrabilnih funkcija na €2 - skupu proizvoljne mere, sko-
ro da nista ne znamo. |

Cilj ove disertacije je, u prvom redu razmatranje operato-




ra superpozicije u Bansghovim prostorima nizova 1 odgovaraju-
&ih nelinearnih beskonacnih sistema, a potom uopStavanjem -
preneti rezultate na prostore Lb(flvu) - funkcl1lja na skupu

(), proizvoljne mere e Time se, pored prakticnosti, prev-
daju upotrebljene oznake funkcija - za oznadavanje nizova (
(koji su, jasno - funkcije). PosSto radova, koji bi se bavi-
1i upravo operatorom superpozicije u prostorima nizova, ko-
liko je moguée videti, skoro da nema (tu se jedino mogu na-
vesti [20] i [33] ) - nadamo se da disertacija ¢ini izvestan
pomak.

Rad je izloZen u dve glave. U prvoj, koja Je podeljena na
devet poglavlja, dobijeni su sledeéi rezultati:

- potrebni i dovoljni uslovi delovanja operatora superpo-
zicije iz Jjednog prostora nizova u drugi;

- potrebni i dovoljni uslovi neprekidnosti operatora super-
poziclje;

-~ potrebni i dovoljni uslovi ogranicenostl operatora super-
pozicije;

- potrebni i dovoljni uslovi ravnomerne neprekidnostij

— uslovi kompaktnosti i kondenziranja operatora SUperpozi-
cije; |

- uslovi diferencijabilnosti i analitiénosti operatora su-
perpozicije u prostorima nizova.

U poslednjem poglavlju prve glave, data su neka ucpstenja.

Druga glava sadrZzi pet poglavlja u kojima je dat niz teo-
rema o uslovima egzistencije i jedinstvenosti resenja besko-
nadnih nelinearnih sistema Jjednad¢ina, sa operatorom superpo-
ziclje u ulozi nelinearnog dela tih sistema; s tim u vezi, ko-
riste se rezultati dobijeni u prvoj glavi. Iz obilja moguéno-
sti odludili smo se samo za nekoliko rezultata vezanlh za sop-
stvene vrednosti i talke bifurkacije beskonadnih nelinearnih
sustema, koji se poznatim postupcima ( 4], [27]), lako preno-
se i na odgovarajuée nelinearne integralne jednadine ops$tijih
prostora.




Deo rezultata disertacije objavljen je u ﬁﬂi, a deo po-
glavlja Ll.2. 1 1II.3. - saopsSten je na VIII Kongresu MFA
—~ Jugoslavije, septembra 1985 g.

Ha ogromnoj pomoéi, ne samo pri izboru teme i radu na diser-
taciji, autor duguje duboku zahvalnost svome mentoru Prof. Dr
Pjotru P, Zabrejku, sa Beloruskog DrZavnog Univerziteta - ,V.
1. Lenjin" u Minsku, gde je autor boravio i radio na ovoj te-
zl u toku zimskog'semestra _1984/85 godine.
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Uv od. Tunkcije f£:8) X R —~R , gle je {2 neki pod-

v . . 1r v . v

skup konato dimenzionalnog realnog prostora R™ - konacCne 1113
¢ - konacne mere}/l i x:8) -—R , svojim superpozicljama na

orirodan nadin generisu nelinearan operator
Fx(s) = Ff(s,x(s)) /1/

poznat u literaturi pod imenom O p € I 4 t o s upezroyppo-
z i ¢ i j e. Podetak izudavanja operatora superpozicije vezan
je za ime poznatog sovjetsxog matematidara V.V. Hemickog (1934)
(nexi autori, operator /I/ - zovu operatorom Nemickog ). Izu-
cavanje operatora superpozicije Je poceto u sklopu relavanja
nekih nelinearnih integralnih Jjednacina ([3{]), a prilog tom
proudavanju dao je 1 K. Karateodori. Operator superpoziclje

je kasnije proucavan 1 samosatalno u razliditim prostorima fu-
nkeija i pri raznim pretpostavkama za funkeciju f(s,u) - koja
ga generiée} iledjutim, za operator /T/ u prostorima Lp - sa
p- stepenom integrabilnih ( u Lebegovom smislu ) funkcija, do-
minira pretpostavka da funkcija £f(s,u) - zadovoljava Karateo-
dorijeve uslove ( f(s,+) - merljiva i ‘f(s,u) —~ neprekidna po

u za skoro svako s). MoZe se reci da Je operator /I/ wu pro-
storima I. ©prilicéno izucen 1 tu postojl relativno obimna 1li-
teratura, npr. (24 - 26],[9],[5 - 4] . Osnovne rezultate (o ne-
prekidnosti i delovanju), dobill su nezavisno M.A. KrasnoselJ-




ski (v. npr [?5]) i @ilJil. Tagnberg ([9]). Uslove diferencija-
bilnosti, takodje Vajnberg, a analiticka svojstiva 1 uslove
delovanja operatora /1I/ - kao ,poboljsSanog'" operatora, tj.
operatora koji kompaktne skuvove preslikava u apsolutno ogra-
nidene ([29], v. takodje [5]) - L.F. Zabrejko i E.T. Pustilj-

1

nik. Uslove pod koiima je operator suverpozicije kondenziraju-
&i proudili su 3.1. Sadovski i njegovi ulenici ([34], videti
i [6]).

Xao sve operatore, operator superpozicije bitrno karakteri-
e prostor u kome on deluje, pored toga u definicijl operato-
ra superpozicije, kao ¢lan supervozicije udestvuje 1 funkeclja
f(s,u) , te je prirodno Zto pretpostavke naloZene funkcliji f
takodje odredjuju ponaSanje operatora. S tim u vezi, treba re-
i da je operator /I/ izulavan, ne samo u Lebegovim prosto-
rima - veé i u mnogim drugim prostorima funkcija ( Helderovin,
Orlidevim, prostoru LipSicovih funkcija, idealnim prostorima -
koji u sebi kao podklasu sadrie i L, i mnoge druge poznate pPr-
ostore itd.). U do sada poznatim.rezﬁltatima — Operator super-
pozicije, po prirodi prostora u kojima Jje istrazivan, po pravi-
lu je imso generator-funkclju f(s,u), sa uslovima Karateodo-
rija, o demu smo veé govorili. Uoéljivo Jje, takodje, da ti re-
zultati imaju i pretvostavku da je L2 - skup konacne ili & -
konaéne n epr ek idne mere . Jo3 vige, ako mera M
ima a t o m e, specijalno ako je e diskretnsa ne-
ra na $2 - tada rezultati ne vaze. o |

Sludaj operatora superpozicije na prostorima sa diskretnom
merom, na vrvi pogled izgleda jednostavniji, medjutim do sada
nisu bili poznati dak ni uslovi delovanja operatora superpozil-

cije iz prostora 1_ u prostor 1 (koji nisu niéta drugo do -

1Y

prostori Lp 1 Lq - kadz se za uzme skup prirodnih broj-
eva IIL, a za./u(D) - broj elemenata skupa D 1z PaD ).




" L.0. T e k & s voJjstva ocoperatora

superpozicile

iieka je f(s,u) realna funkcija argumenta s € II 1 u €

o

R. Tade suverpozicije f(s,x(s)) , definiiu pomocu
Fx(s) = f(s,%z(s)) (T.o.1l)

nelinearan operator superpozicije na prostorima realnin funk-
clja prlrodnog srgumenta. Dakle, pretpostavljamo da Je funkci-
ja f(s,u) - koja generige operator (I.0.l) definisana za sva-
ko s eIf i u eR, mada se, ofito moglo pretpostaviti da Je
f(s,u) definisana za svako s €Il 1 u e U(s) R , gde sk-
up U(s) - zavisi od s . =to se tide uslova koje postavlja-
mo funkciji f(s,u), za razliku od sludaja operatora superpozl-
cije u Lebegovim prostorina Lp -~ to je dovoljno. Istina, la-
o je videti da f£(s,u) - implicitno zadovoljava uslov o nje-
noj merljivosti po prvom argumentu. Izborom skupa prirodnih br-
ojeva za domen funkcija x(s) - Jasno odrifemo  se i Jjedne od
bitnih pretpostavkl svih do sada poznatih rezultata o operato-
ru /I/ u prostorima Lp - naime mera s, na (2 =1IT nije ne-
prekidna. Primetimo, da se mera A - naziva nenrekidnomn, ako

za svaki merljiv skup DC:fl, postogjl skup chiiD , takav da
je 2/u(Dl) = /1(D).

Mosadem funkcije x(s), kao i obidno, nazivamo skup suppx(s)=
={sell: x(s) # o }. Funkcije sa disjunktnim nosac¢ima - krat-
o éemo zvati disjunktne funkcije. Operator (I.o. 1) dima svoj-
stvo .delimi&ne aditivnosti", drugim recima 2za disjunktne fun-

kcije xl(s),xg(s),...,xn(s), vaZi jednakost

F(xl + ees + xn) = Fxy + +oe + Fx - (n-1)F6, (I.0.2)




cde je 6(s) - funkecija identicki jednaka nulil. Cesto Jje zgo-
dno pretpostaviti da Je

f(s,0) = O ( s €Ll ), (I.0.3)

posle Seea se, odito (I.0.2) pojednostavljuje. Fodto se uvek

umesto operatora F mozZe uzetbi Fox

pretstavlja operator superpozicije, generisan funkecijom

LY

F(KO + x) - Fx _, koji

f(s,xo(s)+x(s)) - f(s,xo(s)) .

oja zadovoljava (I.0.3), to se ovaj uslov ne moze smatrati
nikakvim suZavanjem opstosti. |
Tz (I.0.2) direktno slede neka Jjednostavna svojStva ope-—
ratora superpozicije /I/ , odnosno (I.o.l). FHaime, ako F
preslikava neku kuglu prostora :X u prostor Y - tada ([25])
on preslikava svaku funkeciju iz X u funkciju prostora ¥
X0 je F neprekidan u svim talkama neke kugle prostora X -
tada je on neprekidan u svim tadkama prostora XL i na kraju,
isto svojstvo va?i i za ogranilenost operatora F. Primetimo,
da kod nelinearnih operatora svoJstva nevrekidnosti 1 ogranice-—

nosti, nisu ekvivalentna.--

Kako Jje to uobidajeno, sa Ip (l4p<= ) oznalavamo Banahov
prostor funkecija x: I - R (dakle, realnih nizova), za koje
ima smisla i konacCna Jje norma

o) 1/p
il = > |x(s)|p ) , (T.o.4)
s=1
a sa 1, prostor ogranicenih 1 13, - prostor nuli konvergen-

tnih nizova,sSa normom:




1o

%l = S u D ‘K(S) . (I.0.5)
se il
Operator mnozZenja karakteristicénom funkcljom ‘kJ - sku-
pa DCII, oznalifermo sa Pp , & sa >, — skup sv1h funkcija
iz 1 (l=p=sow) 1ili 19, za koje je |x(s)]| £, se I 1

P
r>o0. Lako je videti da Je > zatvoren i konveksan skup. U

prostorima Ie 1 123— E:: se poklapa sa kuglama poluprecni-
ka r , koje éemo, Dbez obzira u kom se prostoru nalaze oznaca-
vati sa B(x , o) = {x : |lx-x Jlr i.

Sledeca 1ema daje potrebne i dovoljne uslove pripadnostil
nekog elementa skupu » , 1 njen cemo rezultat koristiti u
dnkazima nekih rezultata ove glave.

L ena l. Funkcija xealp pripada skupu » , , ako i sa-

mo ako se ona noZe pretstaviti u obliku
~ - 4 4+ e e e + X : I-O-G

gde su X (j=1 2,...,m) - disjunktne funkcije iz kugle polum
prednika r Dprostora Ip . Pri tome, ako x pripada >,
da za funkciju x postoje dekompozicilje (L.0.6) u kojima Jje

< 2P1fﬂynxug + 1 . (L.0.7)

Dok az : Ofevidno je funkcija X , 2& koju postogi de-
kxompozicija (I.o0.6), iz skupa Y , Jjer medjusobna disjunkt-
nost sabiraka u (I.0.6) =za svako sell - povladi da je naj-
vide jedan razlicit od nule.

Obrnuto,ako xe 3. , tada se lako moZe nacl dis junktno
razbijanje (konadno) {Nl, 2{...,Nm]- skupa IT, takvo da je
Py, X, €T, (5=1,...,m). Stavljajuci Xj = Pox - dobijamo
deﬁgmp021013u (L.0.6). Pri tome, bez gubitka dp3tosti, moZe




se smatratli da Je za sveko, osim mozda jednog J, ispunjeno
“xj"p > p/2 . Zaista, ako Jje naprimer “Xj’up < r/2 i uxj,mp<
<r/2, tada se elementi X5 i Xy U (I.0.5) mogu zameni-
ti elementom Kj’ + xjxf , X0ji Je disjunktan sa ostalim i1 va-

zi ij, + Xj"“p £ r.lia taj nadin iz (I.0.6), dobijamo

cime Jje lema dokazana.

"Skup » . moZemo okarakterisati i pomoéu sledeleg funkci-
onalas

m
H(x) = in f{z 1P K”p : 1 Pp 1sc||p =1, jzl,...,m} (I.0.8)
J=1 J J

gde se infimum uzima preko svih disjunktnih particija {D11D2=
...,Dm} skupa I . Jasno je da funkcional (Z.0.8) uzima sa-
mo nenegativne vrednosti na 1_, gde je i vrednost H(x) = -
moguéa. Za dato r >0 oznalimo > _ (o,r) - skup svih x€ Ip ,
takvih da je H(x/r) <oo. Nije teSko zapaziti da vaZi jedna-

kost: S =3 (o,T). -

Procena funkcionala (I.0.8) u konkretnim prostorima ni-
. . . O . . .
je jednostavna, nc za prostore Ien 1 1Ig , skoro je ocevidno

da vazi

=l s xlo€ 1
< .
o0 s 1l o> 1

H(x)

§
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t.I. Us 1l ov 1l d el ovanga operatora

superpozici e 1z I u 1

Cvde éemo dati potrebne i dovoljne uslove delovanja opera-
tora superpozicije (I.o0.l) iz prostora Ip u prostor Iq ,

naime tacna je.

Te or ema I.l.l. fleka je 1 £ p,a<o . Tada su slede-

ta tvrdjenja ekvivalentna:
a) Cperator F deluje 1z Ip u Iq :

b) Postoji funkcija a(s)ELIq i konstante J&>o0, nell,

b >0 - za koJe Je

/
‘ f(s,u)l < a(s) + blulP : (s *n, julz d); (I.1.1)

¢) Za svako €& >o postoje - funkelja a&(s)éslq i kgons-
tante 56310, n&EJE;, bg > o , za koje Je Ha&(s)ﬂq £ & i

o /
lf(s,u)l £ aé(s) + belulp : (s > g |g|£'56).(1.l.2)

D 5 k a z : Tvrdjenja da iz b) sledi a) 1 iz c¢) sledi
b) su odevidna. Pokazimo da 1z a) sledi c). Pri tome, kao
5to smo videli, moZemo pretpostaviti da je ispunjen uslov (I.0.3%
Dakle, neka je svojstvo a) - tadno. Pokazimo prvo, da za
bilo kxoje € >0 postoje takvi 5&3~0 i ngeldl, da ne jedna-
kost |lxlj, € 3¢ povlali nejednakost _HFPn&x"q < &, gde je P =

_ e R
P{n+l,n+2,...} . Zaista, u suprotnom za neko €&>o0 1 bilc kK

je prirodno n - moZemo naCli niz xne:lp , takav da iz "xn“p =3
-T1 ) .
< 27, sledi “Fann“q_>'&' Kako je

1

i F(P - 7P = |rp .
i R LGN g LA
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to za bilokoje n - postoji n’>n, takvo da je F(P_ -t ) xnllq>
>€. Sada po indukciji konstruiSemo niz prirodnih brejeva n
'za koji je ny; =1 i ny 4 = (nk)' ; (k¥=1,2,... ). Jo$ vise,

tada su tadéne sledeée nejednakosti

| o
H(Pnk- Pnk+l)xnk”p < 27, HF(Pnk— Pnk+l)xnkuq > &,

Stavimo

tada 1z

o0 1/p 0 Mol 1/p o)
7 P - ~ D < -k
(S?) " = 2 (5 g, 1) 7 e FaE

s=nk+l' k
zakljucdujemo da X pripada Ip. Sa druge strane, relaclja

(illf(s,fc(s))lq) (Z: Ek+l|f<8ax k(snlq)l/qé(i ca)”"
5= | ' |

k=1

pokazuje da FX ne pripada Iq , Sto protivureci pretpostavci

da je a) tacno.

Za unapred zadato &€ >o , definisalemo funkciju

/ -p/ p/q
p/a P q&lul }

fe(s,u) =m a xﬂ{o,lf(s,u)l- 2 (.1.3)

i za svaku funkeciju x(s) iz Ip, koja zadovoljava uslov
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/a /
D(x) =*{s:~n5 £ (s,x(s))] > 2p ; 56{) 6|x(s)|p q}' (I.1.4)

L)

i na kraju X = PD(K)
la osnovu leme 1, funkciju X moZemo predstaviti u obliku
”A"p +1 - medjusobno disjunktnih sabiraka Z1

najvige 2P 5&
12 I 5 (3=1,40.,m). Imajuéi u vi-

ZogeeesZp o SA svoastvom
du i uslov (I.0.3), dobijamo:

N ENCIRICN LD B EACR IO bb PP IACERCHILE

S>Ng S>Ng J--ls;»n(5

M
5 ST |£(s,z. (N - 2F 3 Pt Iz (s)|P <
J=1 S>Dg J S g

cmed - 2P 3PENRE < €,

o@akle Je "F6 nex“(1 < £ . ﬁakle, iz nejednakosti
IX(.S)l ¢ 3., (s>ng) (I.1.5)

sledi nejednakost

5= 12 (s,x(s)) [T € €. (1.16)
S)Ile
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Iz relacija (I.1.5) i (I.1.6) , sledi

2 lag()]? < 6,

s>n
&

gde Je
«
o, ako je s £ n, ;
ae(s) #
s up |[f.(s,u)|, ako je s>n
|u|£6&| & ’ 3 &
~

a iz (I.1.3) i (I.l.4) - sledi da je

| p/ -p/ p/
aé(s) = fé(s,u) > [f(s,u)| - 2 : %) q6]11[ q,

za |ul| £ 5& i s>ng . Ako u gornjoj ne jednakosti stavimo

p/q _ -p/a _ _ .
bg = 2 Bé & , dobijamo uslov (I.l.2) , ¢ime je teore-

ma u potpunosti dokazana.

I.2. Us lov i ogranicenosti

operatora superpozicilje

Operator superpozicije (I.o.l), koji deluje 1z IP u Iq,
pri uslovima teoreme I.l.l. nije dak ni lokalno ogranicen, a
da on ne mora biti ni ograniden na svim ogranicenim skupovima'
prostora Ip, pokazuju jednostavni primeri, koje Cemo mi usko-
ro dati. Medjutim, ako su ispunjene odgovarajuée pretpostavke,
tada se mogu formulisati uslovi lokalne ogranicenosti operato-
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ra superpozicije (I.o0.l). Haime, vazi

Te oremnma I.2.1. HNeka je 1 € p,q<e 1 neka operat-
or superpozicije (I.o.l), koji je generisan funkcijom' f(s,u),
deluje 1z Ip u Iq . Tada je operator F lokalno ogranicen
ako i samo ako je svaka funkcija f£(s,u) (s€lIl ) - ogranicena,

D o k¥ a z: Pokazimo prvo, da je uslov dovoljan. Neka su fu-
nkcije f(s,u) (sell ) - ogranidene (tj. svaka od njih je og-
ranidena na svim ogranidenim skupovima realne prave) i neka je
X, € Ip. Neka su dalje, 8 i -n - brojevi za koje, pri odgovara-
juéim a(s)eLI i b >0 - vazi (I.1.1). Stavimo Q@ = 3/2 1
pokazimo da Je operator F ograniéen na B(x ,1?) Neka Jje, u
tom cilju fAeIl, takav da je: f>n 1 |[X (S)I‘f? za s >1.

Stavimo,

m(s) = s u | £(s,u)]. (I.2.1)
um (8319

Tada, pri |fx-x_j, £ ¢ za s>1, vaze nejednakosti |x(s)| ¢
i obzirom na (T.2.1) i (I.1.1), imamo

s=n+1

oo 1/q 1/
[Pl = ;lf(s,x(s))lq Z;mq(s) 3 2‘123 aq(s)+2qbq5p) J

Kako konstanta na desnoj strani poslednje nejednakosti ne zavi-
si od x, ogranidenost operatora F na datog kugli Jje pokaza-
na.

Da bi pokazali da Jje uslov teoreme potreban, dovoljno Jje
primetiti da za svako selIl - funkcija f(s,u) pretstavlja
superpoziciju triju funkcija: potapanja u u-ufxﬁﬂ. realne ose-*
u I operatora F 1i surjekcije y = y(s) prostora Iq i re-
lne prave R. Kako su prva i treéa funkcija ogranicdene, to 1z
lokalne ogranidenosti operatora F sledi lokalna ogranicenost
funkcije f(s,u). Ostaje da primetimo, da su svojstva lokalne
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ogranidenosti i ogranicdenosti (tJj. ogranifenosti na svakom og-
ranidenom skupu) - kod skalarnih funkcija skalarne promenljive

- ekvivalentna 1 teorema Jje dockazana.

Funkcija f(s,u) = u° - generise operétor superpozilclje
Fx(s) = [x(s)]s i prema teoremi I.l.l. - on ocito deluje iz
Ip u iq , medjutim on nije ograniden ni na jednoj kugli rad-
ijusa veceg od jedinice. U sledeo] teoremi nalazimo potrebne

i dovoljne uslove ogranidenosti operatora (I.o.l).

Teorema Le2.2, Neka je 1 <€ p,gq< . Operator su-

perpozicije F Jje ogranicen operator iz Ip u Iq, ako 1
samo ako za bilokoje 1 >0, vazi nejednakost

/
lf(s,u)‘ é'ar(s) + brlu\p 1 (ju] € ) (I.2.2)

gde je ar(s)elq i b, = o. Pri tome vaze nejednakosti:

/
/uF(I‘) f\JF(r) £ IIFgllq. + (1+ 2p q)/uF(r) (o<r<oo) (I.2.3)

gde je /uF(r) —~ funkcija rasta operatora F:

. Fx (I.2.4)
S (r) 2 ";épr FE=]l,

a funkcija 'ik(r) —~ definisana pomocu:

/
“)FCI') = 1nf {llallq + brp q= (a,b) eT(f)} (I.2.5)

ede je T(f) - skup svih parova (a,b), za koje vazl (I.2.2).

Dok az: Pretpostavimo da funkecija £ - koja generise
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operator supervozicije (I.0.l), zadovoljava uslov (I.2.2) i
neka Jje uxup < r ; tada je

o0 o0 p/q7 q
S’Z:ilf(s,:c(s))lq ésgl:ar(s) + br|:>e:(s)| ] ,

cdnosno

~ p/ - p/
I7=]l, £ 2,y + bl C e laz(sdllg + bpx " (1.2.6)

Iz (I.2.6) sledi ogranidenost operatora F na B(o,r)
i leva nejednakost u (I.2.3).

Uslov (I.2.2) - je potreban. Neka je operator F ograni-
Sen na 3(o,r), drugim recima iz ﬂxup <r sledi "Fxﬂq < I, £

EISIF'F HFxHq = /uF(r). Uvodimo pomoénu funkciju
1x||_ £

p/a -p/q p/a
fr(s,u) = m a x-{o,lf(s,u)l—lf(s,o)l— 2 T /uFCr)hu } (T.2.7)

i stavljamo X PD(X)X , gde Je

| /a -p/ /
D(x) - {SE]H[: ‘f(six(s))l EIf(S,O)‘-&- 2p qr i q/-uF(r)lx(S)l'P q} .

Koristeéi lemu 1, imamo

ilfr(S,}:(S))lq = i ]i‘r'(s,ft(s)ﬂq <
s=1 s=1

m <

< ~ If(Sng(S))lq—?;l lf(S,O)lq -— 2PI‘_§L1%(I‘) glxa(s),p <

=1 s




T I
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P (2pr"PH§"c[]fJ + l)/LlF(I‘) 2pr_1}u%(r)n:f<‘;[{ /LF(I')

dakle
“Frxllq é’/uF(r) (1x(s)| < r, xelp ).

Ako stavimo ér(s) = s up If (s,u)l iz poslednje nejedna-
jui< r r
kostl, dobijamo

53 8.(0)% = 32 (s up £ (s, x()) )% £ ud(e)

s=1 s=1 |x(s)l<r *

drugim redima, Har(s)ﬂq é’/uF(r). Olevidno je fr(s,u) £ ﬁr(s)

za jul €r , pa ako uvedemo oznake a, (s) = a (s) + |f(s,o)|

p/q -p/q
i b,=2 /uﬁ(r) - iz (I.2.7) dobijamo nejednakost

(I.2.2), ¢ime je neophodnost uslova dokazana.

Iz (I.2.5) i ogranicenosti funkcije ér(s), dobijamo

P/q —P/ /4
*ﬁ%(r) = Hér(s)"q + "Fﬁﬂq + T /uF(r T ‘.é

o/

£ lmell, + (2 o+ 1)pug(e)

c¢ime Je teorema dokazana.
Teoremu I.2.2. mogli smo dokazati i na slede¢i nacin: pr- '
vo pokazati jednostavnije tvrdjenje teoreme za p=g=l, a zat-

im uz pomoéu homeomorfizma prostora Ip i Iq - koji se rea-
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lizuje, npr. pomocu

p/q - |
T, x(s) = |x(s)] sign {x(s)}, (1.2.8)

3

lako pokazati opdti sludaj. To je mogule, jer operator super-
pozicije Ty qF T ; - pretstavlja kompoziciju operatora koji

. W _ 2 ’. . » -
ogranicene skupove 12z Ip u Il, 1z Il. u Il i iz Il u Iq
preslikavaju u ogranicene skupove.

Na kraju oveg poglavlja, primetimo dau neprek1d -
n om sludaju (kada kaZemo - neprekidan sludaj mislimo po pra-
vilu, na operator /I/ u prostorima Lp(flaﬁl),*gde je mera ne-
prekidna; s tim u vezi - za nas slucaj koristiéemo sintagmu -
diskretan sludaj"), uz pretpostavku (I.o.3) (v. [3]), autori
su pokazali da vaZzi |

I.3. Us 1l ov i neprekidnosti 1
ravanomerrne neprekidnosti

operatora superpozicilge

Neka su funkcije f(s,u) (sell ), koje generisu operator
superpozicije (I.o.l), neprekidne (po u€R ) i neka X € Ip.'
Neka je, dalje, & proizvoljan pozitivan broj 1 3¢ » ne'- bro-
jevi za koje, pri odgovarajucim ae(s)éilq (Ha&”q €€ ) 1 b0
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— vazi nejednakost (I.l.2). Stavimo 27 = dg 1 neka 1 bu-
de prlrodan broj za koji vazi: Aa = ng 1 ||P X || £ min {71,

l q P . w
(b bg &) } Tada, ako Je II:{-:{O]IP <M i s>4 - vazi | (s)|

< Sé : pa zbog (I.1.2), imamo

| p/q
|£(s,x (D) = ag(s) + bglx (s)l

(1.3.1)

/
£(s,x(s)) | € a.(s) + b I*c(s)lP :

Iz nejednakosti

1/q
IP-Tx Ml (S_ > 1£(s,x(s)- £(s,x (s))lq) +Epg =l + 1F2ax 0,

i relacija (I.%.1l), sledi da Je
1/q
J2x - gl «-f(z 1£(s,x(8)) - £(s,% (s))|°)

| | p/q p/q
+ 2"ac"q + bé(hPﬁx(s)"p + "Pax (s)" ) '

5 /4 g/
é(szz:%[f(s,x(s)) - f(s,xo(s))l'g) + 3E + bé[(bglé ) el

PoSto smo pretpostavili da su funkcije f(s,u) (s€ll ) -
neprekidne, moZzemo izabrati ¢ >0 takvo da je Q £¢l:i za
[l x=x " g, prvi sabirak na desnoj strani poslednje nejednak-
osti nece biti veéi od €. Pri tome, bez umanjenja opstosti,
mozemo racunati da poslednji sabirak na desnoj strani iste .




22

nejednakosti - neée biti veli od 26;‘Dakle, za “K—XO"P < Q
vazil ”FK ~ Fxonq £ 6&€, drugim redima operator superpozicije
F je neprekidan u tacki xoealn, éime- smo dokazali prvi deo
sledeée teoreme: i

Te orema I.3.1. lleka operator superpozicije (Z.0.1)
- ko0ji je generisan funkcijom f(s,u) - deluje iz Ip u Iq
(1 £ p,q<o°). Tada je operator F neprekidan, ako 1 samo ako

je svaka funkcija f(s,u) (s€Il ) neprekidna.

Drugi deo ove teoreme (o neophodnosti uslova;)),-dokazuje
se analogno inetom dokazu teoreme I1.2.l. - jer Je ocito da su
funkcije: u H-uAIE}'(potapanje R u ,ID ) 1 surjekcija ¥ w
» v(s), prostora Iq i R - neprekidne. Primetimo ovde da je
rezultat ove teoreme, za slucaj p=g=l, dokazan u [20].

Jednostavni primeri pokazuju da neprekidni operator super-

pozicije (Z.o.l) .iz IP u Iq -~ nije obavezno (na ogranice-

nim skupovima) i ravnomerno neprekidan. liaprimer, funkcija
f(s,u) = usin (J'su) generiSe neprekidan operator superpozi-
cije T, koji deluje iz - IP u 1 (v. teoreme I.l.1 i I.3.1)

b
~ ali on nije ravnomerno neprekidan. Zalsta, neka je

2 + (1/2n) , za s=n
un(s) =
0 , Za S#n
(2 - (1/2n) , 2a S=n
v (8) =1
0 , za S&F n .
L

Tada je |lugll, € 5/2 1 |vpll, <572, a [lu, = vyl = 1/n ,
med jutim, kako je HFun - Fvnﬂp = 4 — operator nije ravnomer-—
no neprekidan na kugli B(0,5/2).

l) Dovoljni uslovi su ustanovljeni ranije, V. [?5].
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Teorema I.3.2. Meka je 1 € p,qg<<0 . Operatpr super-
pozicije (I.o.l), generisan funkcijom f(s,u) - ravnomerno Jje:
neprekidan- operator 1z Ip u Iq , ako i samo ako za bilokoje
r, 3 >0 1i svako & >o0, vazi nejednakost

p/q p/q
- If(s,u) - f(slv)l < a,. B(S) + b, alul + C_ 5|Vl +
Y Y ?

p/q
+d, slu - v (Jul,lvl €r, lu-v] = 3 ) (I.3.2)

p/q
gde je |[a. Sl * (br-5 +C, 5)1? < &, dr,5 > o. Pri tome
vaze nejednékosti: , |
(p+a)/q
(Dy(r,3) I (x,3) ¢ (1 +2 )@ (£,3)  (0=8,r<®) (I.3.3)

gde je Qi%&rja) - modul neprekidnosti operatora (I.o.l) :

UOFCr,5) = S up l7x - Fy”q, (I.3.4)
"X"p ’ Ilyllp <r, “_X_y “P"E':8

a ij(r,B) - funkcija definisana pomocu:

p/q p/q}

JTp(x,8) = in g {llaly + (o +c)x +dd (I.3.5)

ecde se infimum uzima po svim (a,b,c,d), za koje vazi (I.%.2).

Dok az:Ako je ispunjen uslov (I.3.2), tada za Hx"p .
Hy"p < r, x - Y“p < 3, va¥e nejednakosti:




2k

) | - . P/q
|£(s,x(s)) - f(s,y(s)| £ ar,ﬁ(s) + br,5|x(s)\ +

p/q | ~_.p/d
+ cr,aly(s)l + drﬁa\x(s) —:y(S)l ;

s€TL , odakle lako sledi da je lFx - Fyuq < I, (r,8).

za svako
(I.%3.2) - dovoljan. Jos vise ,

Ovim smo pokazali da Je uslov

uzimajuéi supremum na levoj strani, dobijamo i prvu nejedna-

kost iz (I.3.%3).

Pretpostavimo sada, da je operator
i uvedimo sledeéu funkciju:

(I.o.l) ravnomerno ne-

prekidan na kugli qup £r

| gr,ﬁ(s;u) -

. p/q_-P/q p/q
= S uPp m a X {o,lf(s,u+t)—f(s,u)‘—2 3 Cﬂ@(r,ﬁ)t[ }
1t] 23, —r-u€t<r-u

i oznake

p/q_-p/

| q p/q
D(t) -_-{sem:1f(s,x(s)+t(s)>-f(s,x(s))la >3 wy(r,d)|t(s)] ]

2

£ . Na osnovu leme 1, imamo:

il\ & S(Sﬁx(s))lq = Z:wl | &, 5(s,x% (s <
S= ? = ?

p s11 o0 q— e . m— . )
:%_(5|f(s,xj(s)+tj(s))—f(s,xj(s))l 2P3 %F(r’a)glltj(s)l )_
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£ 2p5+—Dan§(r,5)‘||t'|]g + w(r 3) - 2P6‘pu)%(r,6)[|t'ng :

Odakle zakljudujemo da Jje operatcr, generisan funkcijom

g, B(S,u) (oznadimo ga sa G) — ogranicen na skupu B(o,r)c:Ip
?

i stavimo 11 s up|s (s,u)| = a_ x(s) - iz definicije fu-
nkecije gr-E(s,u), sledi
b

| P/q -P/q p/q
araa(s) E gria(s,uj?Ejf(s,u+t)—f(s,u)l F(r NIt .

Primenimo 1i sada teoremu I.2.2. tJ. ogranic¢enost operatora

G, koji je generisan funkcijom g, 6(s,u), povlaci da Je
¥

p/q / p/a P
Er,5(sfu) < ar,a(s) + 2 p (r o) ul (Jul€z )

&to, zajedno sa prethodno dokazanom nejednadinom, daje (I.3.2)
u kojoJ Jje

p/q —p/q p/q -p/q
Cr 30 br,5 =2 T (r,5) i dr,5'= 2 0 F(r,a)

Nije tesko videti da Je

oy (), € @Dg(x,d) (I.3.6)

odskle zajedno sa (I.3.5) - dobijamo desnu nejednakost 1z
(I.3.3), Cime Je teorema u potpunosti dokazana.
Pre nego Sto damo jednu posledicu teoreme I.%2.,2. - treba

&
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primetiti da, zbog ravnomerne neprekidnosti_oﬁeratora F, ko-

ji je generisan funkcijom f(s,u) 1 ocene (I.3.6) 1z upravo

dokazane teoreme, za svako €>o - 1lmamo ocenu Har E(S)”q_ +
0/q ’

+ (br,E + cr,E)r < £ ,

Hameée se logidno pitanje - pod kojim uslovima operator su-
perpozicije (I.o.l) zadovoljava Lip8icov uslov na skupu -
.B(o,r)CZIp. U sludaju da je p=a 1 bez pomoli teoreme I.5.Z.
-~ jasno Jje da operator superpozicije F, generisan funkcijom
f(s,u), zadovoljava LipS8icov uslov na kugll B(o,r) (sa konst-
antom k(r)), ako i samo ako vazi:

| |f(s,u) - f(s,v)l < k(rdiu - vl (tul,Ivi€ v ).(I.3.7)

Lemal2.{v.e T, 19 1 [46]) Ifeka su c{i/e. i a, takvi da
je o<9(</:5 . Tada vazi nejednakost:

juﬂ

0o lés{ ) y
(HZ:‘,l 2 (;43 |y

Iz lemne 2, sledi da je (I.3.7) - potrban (u slucaju P = Q)
odnosno dovoljan (za p £ q ) - uslov da operator (I.0.1l) za-
dovoljava Lipsicov uslov. Medjﬁtim, sve ovo i vife od toga mo-
Zemo, primenom teoreme T.3.2. -~ dobijamo slededim tvrdjenjem:

Operator superpozicije (I.0.1l), generisan funkcijom f(s,u)
- zadovoljava LipSicov uslov na kugli B(o,r)C:Ip, ako 1 samo
ako vazi relacilija

IMp(z,3) = 0(3d) (0o €< ). (1.3.8)

Zbog nejednakosti (I.3.3) - dovoljnost uslova (T.%3.8) Je
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odevidna. Zaista, neka je (I.3.8) ispunjeno, tj. neka Jje

I (2, 3)
1in = ( o<l <=0),
d— O 3 r T

Tada za svako &€>o0 iz (I.3.3), dobijamo
I7x - Fyll, €<p(,8) £ I (2,8) € M (hx-yll, + &),

dakle F - zadovoljava Lipsicov uslov.
Ako F zadovoljava LipSicov uslov na B(o,r), tada zbog te-
oreme I.3.2. - odnosno nejednakosti (I.3.3) 1 gore ukazane oc-

p/q
ene “ar,ﬁ(s)"q + (br,ﬁ + crka)r < & , stavljajuéi u (I.3.5)

d = doé , lmamo

D/ p/
Jip(x,3) = int{llall, + (o or o ead )

IN

/
int{esas 5 Jeus, (139

-1
gde je M = (kdo)(k+l) [l + do(kdo)—k], a k = (p-~q)/q. Jasno
je da iz (I.3%.9) sledi (I.3.8), &ime je ispravmost gornjeg
tvrdjenja dokazana.

| BBHABY EATAXTTVILN Y IAVHONOL PAJA
JA MATEUATRYY, i XAHuAY H ACTPOROMHIY
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L., U s 1 ov i k ompaktnosti 1
kondenzilran]a ocoperatora
superpozilciliJe

U [16 Jje detaljno izudeno svojstve apsolutne ogranicenos-
ti. skupova u proizvoljnim idealnim prostorima, medjutim kao
Sto smo u uvodu rekli ima razloga, da se posebno pozabavimo
prostorima u kojima 1zostaje pretpostavka o neprekidnosti me-
re. Jasno,mi éemo se ovde zadrZati na opStim uslovima apsolut-
ne ogranicenosti skupova u Iq prostorima i s tim u vezi, na
uslovima potpune neprekidnosti (kompaktnosti) operatora super-
pozicije (T.o0.l).

Skup MC:Iq — naziva se apsolutno ogranidenim, ako Jje ( [18])

1im sup lPx(s)]. = o.
n ——oce XE&Iil n q

(Operator P je - operator mnoZzenja karakteristicnom fun-
kcijom skupa {n+l,n+2,... }, v. str. lo ). Odmah uocavemo da
su pojmovi apsolutne ogranidenosti skupa 1 njegove predkompak-
tnosti u nafem sludaju, ekvivalentni. Prema tome, apsolutno
ograniden operator, tj. operator koji ogranic¢ene skupove pre-
slikava u apsolutno ogranidene, nije nista drugo - vel potpu-
no neprekidan operator (Jjasno, Iq je Banahov prostor). Opste
uslove predkompaktnosti skupova u Iq prostorima, formulisaCe-
mo i dokazati u analogu poznatoj Valle-Pussenovo] teoremi, ko-

ja se odnosi na neprekidan sludaj (v. [16]).

Lema 3. Neka je 1 £ g<=° 1 uo(s) ~ proizvoljna pozitiv-
na funkcija 1z Iq. Skup Mc:Iq apsolutno ogranicéen, ako 1 sa-
mo ako postoji, monotono rastuéa na (o,°@) - funkcija P(u),

za koju Je

1 im u”lcb(u) =00 i

U - oo




S‘C%Iﬁlldo(u (S)lx(S)l)uo(s}llq"“- (T.4.1)

D o k a z: lieka je skup I-ICIq apsolutno ogranicen., Stavi-
Mo

1/
Y(n) = s EIP (2 IX(S)Iq) :

S >Il

Tada je 1 im Y(n) = o. Neka je {n, } - podniz prirodnih

10 Rt

)
brojeva o=no<nl< ...<nk<: eee 5 takav da red Z: -\I'/(nk) - ko-

nvergira. Oznadimo sa {Ek} - monotono rastuéi, sa gornje st-
rane neograniden niz brojeva, za koji vazi uslov

1{\1/(111 ' oo

1{:
1 neka Je k{) - bilokoja monotono rastuéa funkcija za koju Je
P(n,) = 3, (k=1,2,... ). Ofevidno je da funkcija PO(u) =

= u\-F(u) ( o<u<ee ) - zadovoljava uslove leme. leka je, dalje

Sk={se]IﬂI¥n u(s)z.]x(s)] u(s),u(s)‘?O},,

za k = 1,2,... « Za proizvoljno x €M, imamo

T . - n
= | x(s)l 9 l/qd = | % ()l 9 l/ci___
(g'lqo;uo(s) ) uO(S)‘ ) ) Z(segkcp_uo(s)d Uy (s) | )




£
i
=
i
o S
e
N
Pl
n
S
Hd
S
I......J
-
Il

0 1/q oo
< 5 1[sup(§ |x(s)|q> J—z 5k\~|/(nk_l) £ o0,
k=1 |

x M s>1:1k 1

Ovim smo pokazali (I.4.1), odnosno neophodnost uslova. Us-
lov je dovoljan. Neka je &>o0. Za u2>>x ( o< A<oo), vazi
nejednakost u £ §P(u) 1 ako Je u, € Iq' ( uo(s) >0), imamo:

| | 1/4
1/ ) q
S |x(s)|q> q .5( |x(s)| u(s) )

s>n 1x(s |>?\uo(s) uo(s)

/
(S lx(s)iq)l S o<

k(s €2 (s)

@pmen J o EpieRE] wor )

S > I S

1/
é'?\( ]uo(s)|q> q+ m€ £ &(XN+m),

S >

gde je sa m - oznacena leva strana u (I.4.1). Iz poslednjeg

niza nejednakosti, lako zakljucujemo da Je

= Q e

1im s u p(z |1{(s)|q )l/q

n-+-o xei S>n
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Dakle, skup 11 Jje apsolutno ogranidéen, Cime je lema u vot-
punosti dokazana.

Iz leme %3 1 teoreme 1.2.2. — sledi

T e orema L.4.1l. ileka je 1 £ p,gq<ece 1 operator super-

pozicije (I.o0.l) generisan funkcijom f(s,u) - preslikava Ip

u Iq.' Tada je on potpuno neprekidan, ako i samo ako za bilo -
Xxoje T >0 — postoji monotono rastuéa, na (o,e0), funkcija R

o , -1 . o
- za koju je 1l im u @r(u)=oo i

n - oo

/a

| -p/a
C*%(u;l(s)lf(s,u)|)uo(s) < ar(s) + b_luf (Jul4r) (I.4.2)

. : -
gde Jje ar(s)elq i b, > o.

Dokaz: Uslov je dovoljan. lleka je za sveko T >0, obe-
zbed jena egzistencija funkclje Cﬁ%(u), sa gore ukazanim SVOJj-
stvima i neka vasi (I.4.2). Pretpostavimo jo3 da x pripada
ogranidenom skupu MCB(o,r). Tada je |x(s)] €r (seIl) 1
iz (I.4.2), lako sledi (v. teoremu I.2.2. ) s

- . L | 0/q
nctg(u;l(s)lf(s,x(sjﬂ)uo(s)"q < "ar“q + b,r (u,(s)>o0)

odnosno uslov (I.4.1) - leme 3, gde prirodno, umesto M sto-
ii F(), tj. supremum se mora uzeti po sSVim Fx€ F(M), gde Je
F - operator (I.oc.l). Imajuéi u vidu da je Iq Banzhov pros-
tor iz leme 3 - sledi kompaktnost skupa F(il).

Uslov je potreban. Ako Jje operator F kompaktan, tada iz
leme % - sledi egzistencija funkcije (*%(u) - sa potrebnim nam

osobinama 1. uslovom:
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S u D lll"d@(u;l(ﬁ)lf{s,x{S))])uo(s)”q <o,

odakle zakljudujemo da je operator (oznadimo ga sa C*D ), ko-
ji je generisan funkcijom C*7(u_l(s)lf(s u)l)u (s) - ograni-
den. Nejednakost (I.4. 2) - sledi iz teoreme I. 2.2. ~ Cime Je

teorema dokazana.

U nastavku ovog poglavlja, razmotriiemo neke cinjenice u
vezi sa uslovima pod kojima je operator superpozicije (I.o0.1)
kondenziraju¢i i vezano s time , formulisati i dokazati dve
teoreme. Prvo treba re¢i, da ¢emo u Ip prostorima, za meru
nekompaktnosti uzeti Hausdorfovu meru nekompaktnosti. Hausdor-
fova mera nekompaktnosti X (M) - &ija se vrednost, na ograni-
Senom skupu [l, definife kao infimum pozitivnih brojeva ¢, za
koje skup I ima konadnu E&-mreZu - kao sto je poznato (nor.
[34]) u prostorima Ip, definife se formulon

’X(Il) =1 1m S uup ”P ..r{"p . (Io4-5)

n »o0 <€

Potsetimo, da za operator F, kojl deluje iz Ip u prost-
or Iq - kaemo da je (k,X) -ograniden ili Yrkondenzujuli ,
ako za bilokoji skup MCB(}CO,I')CIP , vazil

X(EM) < kX(M) . (I.4.4)

Lema 4. Neka operatori ¥ 1 G, koji su generisani fun-

keijama f(s,u) i g(s,u) redom, deluju iz Ip u Iq (1L <

< p,q<° ). lleka je, dalje za svako x.elp, ispunjeno

£2s,x(e)| € aloxGN ], (1.4.5)
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Tada Je

Y(FD < X(GiD) . (L.4.6)

D ok a z : Stevenovanjem nejednakosti (I.4.5) sa q i
suniranjem istih, dokaz postaje olevidan.

Teoremna I.4.2., Heka je 1 € p,g<eo i neka operator su-

perpozicije ¥, koji je generisan funkcijom f(s,u) - deluje

iz Ip u Iq. Tada je operator F, Y-kondenzujuéi, tj. vaZi

Y(Fil) < k() X(i1) ( I-ICB(XO,I*)CIP Y (I.4.7)

gde je X, proizvoljna tacka, a

(p-a)/q p/q
k(r) = r inf b&:lf(s,u)lé aé(S)+b5Ul| ,juls€ o, S:@l}.

Dok az.: Pre svega, velidina k(r) Jje korektna, Jjer op-

erator F deluje 17 Ip u Iq - pa funkcija f(s,u), koja

ca generife, zadovoljava uslove teoreme I.1.1. . leka je'fi(s,u)=

= ae(s) + b5|ulp/q 1 Fl ~ operator generisan ovom funkcijom.
Jasno je da, pri izradunavanju velicine ?KE&(M)), funkcija
ae(s) ne igra bitnu ulogu, pa je za er-ICB(xO,r)CIp (x G.IP

povlaci :cp/qe Iq):

1/ (p-a)/q
X(Fl(M)) =1im sup b&(z Ix(s)]p ) q£ DT . X(i).

N-»o0 x e M S>n

Kako poslednja relacija vaZi za svako bg 12 (I.1.1), to iz
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lemne 4, direktno sledi (I.4.7) - ¢ime je teorema dokazana.
FPodto u prakticénoj primeni svojstva kondenziranja operat-
ora, osnovnu ulogu igra koeficijent kondenziranja, to Cemo se

zadrZzati na njemu. Stavimo

H(r,d) = S up X(r(i) (I.4.8)
HcB(o,r) ,X(H)=3d |

cde je r poluprednik kugle B, X -Hausdorfova mera nekompak-
tnosti. Funkciju H(r,5),'nazvaéemo - funkcija kondenziranja
operatora superpozicije F. Njeno detaljnije izucavanje, koli-
ko mozemo videtil, nijé nimalo jednostavno, pa ovde ¢emo datil
samo jednu njenu majorizaciju, ko ja se kod linearnih operato-

ra pojednostavljuje, prelazeéi u jednakost,.

Te or ema L.4.3. leka je 1 £ p,g<e 1 neka operator

superpozicije F, generisan funkcijom f(s,u), deluje iz ip

u Iq . Tada vazi nejednakost

| p/q ~
H(r,5) £ o inf U(f;r,0) , (L.4.9)

gde je W(f;r,d) - skup konstanti b > o, za koje pri odgova-

rajuéim - a(s)el ¢c >0 i nelM, vazi nejednakost

q ?

p/ p/
If(s,u)-—f(s,v)lé a(s) + biul q+ c v : (lgl,lvlézr,lu—v1£5).

Dokagz : Neka je - M proizvoljan skup iz kugle B(o,r),
3>X(M) i beVW(f;r,3). Oznacdimo sa {xj(s):j=l,2,...,m}—
konadnu O-mrezu skupa M. Neka je xe€M 1 le-xa.llpéa ; ta-
da za dovoljno veliko k, imamo |

i Fx“q < “PkFXj“q + “Pk(Fx_— ij)“q <
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| n/a p/q
< "Pkij“q + “Pka“q + b“PkX”p + G“Fkx-” <

J P

p/q p/a
€max (“PkFXj“q + ”Pka“q + o"kaj"D ) + bd .
; T

odakle, dobijamo (I.4.9). Teorema je dokazana.

Koristedi (I.4.8), koeficijent kondenzacije operatora su-
perpozicije (I.0.l), moZeno definisati pomoclu

k(r) = s up 5_1H(r,5), (I.4.10)
0<3 <1 .'
a2 iz teoreme T.4.3. - sledi ocena
(p=q)/a

x(r) € suv inf 0O (£;r,0) , (I.4.11)
0 < =r | |

koja, u krajnjem sludaju kod linearnih operatora, prelazi u
Jjednakost.

1/2
Ovde éemo joi, dati jedan primer. Neka je £f(s,u) =u /s.

Zbog oligledne nejednakosti

- 1/2 |
(1/s)u < l/(2b282) + (b2/2)u .

gde je bs>o i teoreme I.l.l. - operator superpozicije F -

generisan ovom funkcijom, deluje u IP. Kako je i1 n f (b2/2)=
- o, iz (I.4.7) - nalazimo da Je X(F(M) = o ( za bilckoji

ogranideni skup iz IP), dakle F Jje kompaktan operator.
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I.5.0perator superpozicije sa

b

vrednostima u prostorima Ia)i 13}

Da 1i dobijeni rezultati u prethodnim pbglavljima ostaju u
vaznosti, ako se operator superpozicije (I.o.l) - posmatra u
okvirima prostora I 1 133 (u standardnijim oznakama m i
co), tj. kada bar jedan od parametara p 1li g uzlma besko-
nadnu vrednost.Nije te3ko videti da formulisani i dokazanl re-
zultati 1z prethodnih poglavlja - ne vaze. Stoga temo se u Ov-
om i narednom poglavlju zadrzati na operatoru (I.0.1) u ovim
prostorima. Po3to, za nasa razmatranja, odito nije bitno to
Sto nizovi 1z Iz)— xonvergiraju nuli. (mogu bilokom drugom br-
oju konvergirati), svi rezultati se direktno prenose 1 na op-
erator superpozicije u prostorima c¢ (konvergentnih nizova) te
ovaj neéemo posebno posmatratl.

Mi éemo Se sada opredeliti za samo nekoliko rezultata, ana-
loga iznetim u IT.l. -~ I.4. - sto ne znaéi da se i ostall ne
mogu dobiti - naprotiv!

Te orema L.5.1. Heka je 1 £ p<ee . Tada operator su-

perpozicije (I.o.l), generisan funkcijom f(s,u), deluje iz
O _ . 1 v .
Ip u ICD (u ICD) ako i samo ako, vazl

1im |f(s,w)| <w® ( 1im f(s,u) =o0 ). (.5.1)

S+, U=0 S~ , U=~O

Pri tome on je neprekidan, tada i samo tada, kada su fun-
keije f(s,u), ravnomerno po sS€IL - neprekidne po U (fun-
~ kcije f(s,u) - neprekidne po u). Pored toga, vaze relacije

g () - sup |£(s,0)]  (1.5.2)

jul<r

(v. (I.2.4));
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ci%(f,S) = S U D | £(s,u - £(s,v) |, (I.5.3)

jul, |v1 £, lu-v | €3

(v. (I.3.4));

H(r,d) = 1 im S up [f(s,u)—f(s,v)l (I.5.4)
s -® |u], Ivi4r,Ju-vi£9d |

(v, (I.4.9)).

Doka 2z : Relacije (I.5.2) - (I.5.4), su oCevidne. U do-
kazu prvog dela teoreme, ogranicilemo se na sluca] F:IP *'Ia)
— jer je dokaz potpuno isti 1 u slu¢aju da F: 1 -I§).
| Uslov je dovoljan. ieka Je xﬁalp, proizvoljno i neka vaZi
prvi deo uslova (I.5.1). Tada postoji n €Il 1 3 >0, tako
da za |x(s)] <9 i s>ng - vazi |f(s,x(s))}| £ B (i Je po-
zitivna konstanta), drugim redima, niz (Fx(s)) - je, zbog Te-
lacije (I.0.1l), ogranilen; dakle Fxel .

lleophodnost uslova (I.5.1) - pokazaCemo kontrapozicijom.

eka je, zato 1 i m]|f(s,u)] = @, odnosno - za svako 3 >0
S+® ,U>O - |

i svako nelIl , postoji :{n(s) —~ tako da vazi
lxn(s) | « 327", povladi If(s,xn(s))|>n, S >n .

Stavimo X(s) = %l}xl(s) + Puﬂxz(s) + ... , gde su operato-
i P{i} ~ definisani na str. lo. O&ito je :‘%elp i, “ﬁ[lpc Jd.
Jo& viSe, sledeé¢i rezon kao u dokazu teoreme I.1.1l. — nalazimo
da Je

f(s,x(s)) = Ptu;f(s,xl(s)) + * ° "

odakle sledi s up lf(s,%(s))l"—- s up P{n}f(s,xn(s)) > n;
S s
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Sime smo pokazali da F?celcg.

lieka je sada operator superpoziclje (I.0.1) - iz ID u
10:- , neprekidan u tacki X € Ip. Tade za svako ¢ » o0, pasto—
ji 3 >0, tako da iz lx—=x_lJ ¢ 3 sledi [Fx-Fx |l = €. Lieka

Je soejﬂi, prolzvoljno; tada iz '|K ~ xo(so)l < 3, sledi
| £(s_,2(s)) - £(s,x, (s 0| ¢ NEl - Fx gl p = €

gde Jje

Z(s)

]!
o

Dakle, funkcija f(so,x(so)) - je neprekidna u tackil X, i
iz njene proizvoljnosti i ocCevidne nezavisnosti 0 od sell
sledi prvi deo tvrdjenja — O neprekidnostl operatora superpo-
zicije F: Ip *-IGJ. Obrnuto, ako su funkcije f(s,u) — nepre-
kidne po u (ravnomerno po s€IL), tada iz

“Fx - Fxo“a) =£1;%é}lf(S’X(S)) - f(s,xo(S))|;

sledi neprekidnost operatora F (u tacki XOEEIP), cime je te-

orema dokazana.

U dokazu gornje. teoreme, uloga prostora — U kome Je domen
operatora superpozicilje (I.0.1) - odito nije presudna, pa se
rezultat slobodno moZ%e preneti i na operator koji deluje iz
19 u 1_ ( odnosno 12 ); potrebni i dovoljni uslovi toga de-
lovanja su u relacijama (I.5.1).

- S —— A - .




59

I.c. Operator superpozicilJe

n a prostorimnma 1 i 1°
D ® w

lla kraju prethodnog poglavlja, zspoCell smo neSto sto Cemo
ovde malo detaljnije analizirati. Haime, c¢ilj ovog paragrala
je - izuditi neke analoge tvrdjenja iznetih u dosadasnjim raz-
matranjima, talnije slucaj delovanja operatora superpozicije

@ ao

(I.0.1l) iz prostora I i 1% u nekxi od prostora Iq (gge
je q - konadno), IGD 111 13). |

Te orema T.6.1. Coerator superpozicije (I.0.1) - ge-

nerisan funkcijom f(s,u), deluje iz lz) u Iq (1 £ qem ),

O . . . : .
odnosno u 17 1li u 1 ako i samo ako, za neko nell 1

m,
J >0, vaZi

| £(s,wW)| £ a(s) (lul €38 , s=n ), (I.6.1)

gde je a(s) - funkcija 1z Iq , odnosno 1% 13} ili Ia:' U
sludaju da vrednosti operatora leze u Iq ili Ig}— on Jje ne-
prekidan, tada i samo tada, kada su funkcije f(s,u) (se€ll)
neprekidne po u ; a u sludaju da vrednosti leZze u Iaa_ on je
neprekidan, ako i samo ako su funkecilje f{s,u), ravnomerno po

s € T, neprekidne po U.

Dok a z : Deo tvrdjenja teoreme, koji se odnosi na potr-
ebne i dovoljne uslove neprekidnosti - dokazuje se potpuno is-
to kao u teoremi I.S5.l. i zato &emo se zadrZati samo na dokazu
prvog dela teoreme uz ogranidenja da to c¢inimo samo za sluéaj
kada je kodomen operatora (I.0.1l) u Iq (L £ g<<®).

Pretpostavimo da operator superpozicilje (I.0.1) deluje
iz Ig} u Iq. Tada za svako &>o postoji J(E)>o i n(E)
iz IL, tako da iz |x|_, = 3(&), sledi “FPn(é)x"q < & , gde
su poeratori P_ - definisani na lo. strani. Zaista, u protiv-
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nom - postojalo bi & »o0, takvo da zd svako nelil i J>o0 ,
: r R . O - ] . - é "-'n —
nozemo naci niz x € I, takav da iz '"‘{n"o:} g2 —, sle

] ' P >&. Kako ]
di da Jge uh n‘cn"q Lako Je

1im lzee. -2zl = |[re x|

01 == O l i m n-q 1°q ,

to za svako n, postoji n’e Il - da iz nS>n - imamo
"F(Pn - Py )x || > &. Konstrujisimo podniz prirodnih brojeva

{n, } , takav da je ng =l ,e.. y Dpy S = ()7, (k=1,2,.00 )
i da vaze relaclje: '

“(Pnk— Pnk+l)xnk“a} 352, e, -2, x I, > ¢

odakle zakljucujemo da :‘l‘ceIlC: 133 . Jos vise,

IN
O

A W
“x“co - lgL u(Pnk_ Pnk+l)xnk“03

Med jutim, 1z

' k 1
(}%lf(s,ﬁ(s))lq )l/q :(% : |f(s,x (S))lq) Ha
5= k=1
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| | 1/q
posto je poslednja suma vela od (Z g™ ) , zakljudujemo da
k=1

% ne pripada prostoru Iq.

Za Tunkciju f(s,u),koja generise operator superpozicilje
. O v “ .
iz ICD u - 10 —- odito vazi f(s,0) = h(s) 1 hEE:Iq ; posmatra-

mo sledeéu funkciju:
fh(s,u) = m a x_{o, |£(s,0)]| - |h(s)l}. (L.6.2)

Sa D(x) - oznadimo skup svih s>n(&), takvih da Jje |n(s)| <
< |f(s,x(s))] 1 x7 = PD( )X Tada za Xéil (Jx(s)] £ 3(&),

s>n(&) ), imamo:
‘ 1/q 1/q
£, g < 4 = £ y 2 f( ))q £
(SE:&)l H(S #())] ) (s:m 6)1 h(s < () )
| 1/4q ® 1/q
z f(s,x (sP|? )+ h(s)|® <& + {nf .
(S;m NECEYE ) (S;ll (s)]2 ) Inll,

Frema tome, za “x(s)ua)é'ﬁ(c), sledi

(S%c) | £,(s,x(s))]% )Uqé & + Inll,

odakle sledi da Jje 1 (s)ezl . gde je ae(s) = o0, za S %
< n(€) 1 ae(s) = s u p I£y, (s u)\ s>n(&).
luj£3(&)

Iz definicije funkeija aé(s) i fh(s,u), sledi

ag(s) ® f,(s,u) > It(s,u)] - |n(s)|, lul £ 3(€),
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i stavimo 1i a(s) = 36(5) + h(g) u poslednjoj relaciji, do-
bijamo relaciju (ZX.6.1). Posto je obrnuto tvrdjenje, direkt-
na posledica Cinjenice da a(s)éilq - teorema Jje u poipunosti 1

dokazana. ]

Te or ena L.6.2. Cperator superpozicije (I.0.1), gene-

risan funkcijom f(s,u) - deluje iz I__ u Iq (L £qg<w®), 0d-

0 » - - o ’
nosno u IGD ili IG) - 2ko 1 samo ako, vazl

If(s,u)| < ar(s)_, (jul€ T, 0O<T <®) (I.6.3)

| . . . . O  sas .
gde Je - ar(s) funkcija iz Iq, I, ili 1_, zavisno od to-

gza u kome od njih lezi kodomen cperatora (I,o.1l). U tom slu-

daju operator Je ogranicden, tada i samo tada - kad va?i rela-
cija (I.6:3).

Dokaz : Jasno je da se dokaz prvog dela teoreme I1.6.1.
mo¥e bez bitnih izmena i ovde preneti, pa odmah prelazimo na
deo teoreme, koji se odnosi na uslove ogranidenosti operatora
F: ICD-"'Iq . 5

Uslov je potreban. deka Je operator F ogranicen na skupu
B(o,r)<l_, tJ. za x € B(o,r) , sledi IIFxllq < M £/L1F(r);
funkcija rasta operatora - /uF(r), definisana je pomocu (L.2.4).

Razmotrimo funkciju: |

g ~-s/
lf(s,u)l - |£(s,0)l —/.1F(r) 2 > ? se€D(x)
fr(s,u) ={ (I.6.4)
o . se€IT \D(x)
"
-S./

Il

gde je D(x) {s :|f(s,x(s))|2[f(s,o)| + /uF(r)EE } i

neka bude X = PD(x)xi. S1idno, kao kod dokaza teoreme l.2.c.
dobijamo, da Je:
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8] - ]_/q
(5 ttoscon® )% syt

odakle vidimo da je 1 operator soperpoziclje, generisan funk-
cijom (I.6.4), ogranicen na kugli B(o,m)CI_ . Jos vise, st-
avimo 1i gr(s) = s up Ifr(s,u)l (o< < ) — 1z gornje neje-
dnakosti,'dobiéemo|u|£r da Er(s)GEI. i iz ar(s) > fr(s,u)
relacijom (I.6.4), lako dolazimo do q(I.6.5).

Da je uslov (I.6.3) dovoljan, sledi iz odigledne nejedna-
kosti “FX“q < Har(s)"q , Gime smo teoremu dokazalil.

I.7. Uslov i diferencijbilnosti
operatora superpozicilJe

U ovonm voglavlju éemo dati zapazanja u vezi sa glatkosti op-
eratora superpozicije (I.o.l).

7a funkciju a(s) - kaZemo da je multiplikator iz Ip u
Iq , ako je a(s)h(s)eiq , za svako h(sﬁelp . Kao 3to Je po-
znato, skup svih multiplikatora Iq/Ip ~ iz prostora Ip u

prostor 1 Sa normom
q'l

i all = sup lanl (£.7.1)
I/ 1o Ini <1 d

1
je Banahov prostor. Neka je 1 € p,q< ®@.Tada za P>q, iz )

® oF pa/(p-q) ) (p=-a)/pPro_ a/P
d ¢ h P
>la(adn()] % <( 2 a(s)| (S§| ()17 )

Ly v, bo] , T. 11.




a ako je p £ q ,(koristeé¢i lemu & - laXo se pokazuje ):

»
>~ Ja(a)n(=)|® = (s ur a(s)1)? (£ InCe)I® )+
5= : S = |

sekl

- nalazimo, da Je

Iq/lp =4 B (1.7.2)

Frimetimo, da se (I.7.2), razlikuje od sSVOg analoga u nep-

rekidnom slucaju, naime u Lb'_ je:

f

boa/o-q) @ 2 7 4
L /L
q/

O ) P < a .

Dozvolimo sada, da je operator superpozicije (T.o0.1l), ko-
ji je generisan funkcijom f(s,u) - definisan na nekoj kugli
B(xo,r), sa. vrednostima u Iq . Ako postoji neprekidan linear-

ni operator iz Ip u Iq, tako da Jje (linearni operator, ozna-

Simo sa G):

F(xO +h) - Fx, = Gh + w(xo,h) (“h“p < 1) (I.7.%)
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cde Jje w(xo,h) = o(]nll),

ﬁlﬂlfé e (e h)ll/llhll = 0, (I.7.3a)

~ kaZzemo da Je operator F, difereﬁcijabilan ( u Freseovom smi-
slu) u tadki x eIp, v. npr. [39] , [30],[25]. U tom slucaju
operator G, zovemo izvod operatora TF u tacki x_ i oznacava-
mo ga sa F’ (xo).

Pretpostavimo sada, da je operator (T.o0.l) diferencijabi-
lan u tadki x el;. Rasudjivanjem kao i u neprekidnom slucaju
([?5]), nije tedko pokazati, da postoji

f(s,xo(s)+u)— f(s,xo(s))
fé(s,xo(s)) =1 im (I.7.4)

u

i vazi relacija:
F'(x )h(s) = £](s,x,(s) ) h(s), (1.7.5)

koja, izmedju ostalog, pokazuje da fé(s,xé(s)%elq/ib. Izraz
F’ (x Yn(s) - zove se Fredeov diferencijal operatora F u ta—
cki X PoSo se dokaz poslednjih tvrdjenja, bitno ne razliku-
ju od nlhovlh neprekidnih analoga, mi Cemo ovde samo skicirati
dokaz. Dakle, stavimo 1i u (I.7.3) h = ua€,, gde Je 'M%(t)"
= 1 (tj. niz koji, osim jedne jedinice, ima sve nule) - iz svo-
jstva (I.7.3a), sledi da je funkcija f&(s,xé(s)) = F(x,) 2t
oblika (I.7.4). Jo3 vidZe, (I.7.5) - vazi za karakteristicnu
funkciju bilokog konadnog skupa DCIL (tJ, niza koji na rednim
mestima po &lanovima skupa D ima jedinice, a na ostalim nule).

Uzmemo li za u - racionalne, skup nizova za koje vaze gornje
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relacije je gust u 1, pa iz neprakidnosti overatora F;
sledi (I.7.5). Jasno, fé(s,xo(s))EEIq/Ip - jer u protivnom
operator F’(xo) - ne bi delovao iz Ip “
Uslovi (I.7.4)- (I.7.5), predstavljaju potrebne uslove di-
ferencijabilnosti operatora superpozicije (I.o.1) u talki X

ua I .
G

- medjutim moZe se pokazati da to jo$ uvek ne predstavlja i
dovoljne uslove. U sledeéoj teoremi, formulisalemoc dovoljne us-
love diferencijabilnosti operatora (I.o.l), u tacki xoezlp.

Teorema I.7.1. (v.[lo]) Heka su ispunjeni uslovi

(I.7.4)-(I.7.5), gde je f(s,u) - funkcija koja generise opera-
tor superpozicije (I.o.l), koji deluje iz 1_ u Iq (1 <o,

%
g< @) 1 xoe;IP. Tada, ako operator G - generisan funkcijom

f(s,xo(s)+u) -~ f(s,xo(s))

= - f&(s,xo(s)), u# o

g(s,u) =4 | - (I.7.6)

- deluje iz prostora IP u prostor Iq/IP , Ooperator superpo-
zicije (I.o0.l), je diferencijabilan u tacki XOEEIP. Pri tome
je

F'(}co)h(s) = fa(s,xo(s))h(s), (h(s)e Ip).

Doka z : Obzirom na, gore pokazane, relacije (I.7.%4) -
(I.7.5), dokaz teoreme se svodi na dokaz, relacije

HW(S,h(s))" |
Ih(sIl, =0 (h(S)fEIp)- (1.7.7)

1 1 m
hil »
I Ilp 0
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—

Iz (I.7.3) je Jjasno, da Je
w(s,n) = f(s,xo(s)+u) — f(s,xo(s)) - f;(s,xo(s))u (1.7.8)

a iz (I.7.6), sledi da je w(s,h(s)) = sg(s,w)h(s). Iz defi-
nicije prostora Iq/Ip i pretpostavke teoreme, da operator
G, koji je generisan funkcijom g(s,u) - deluje iz Ip u Iq/Ip

- imamo

“w(s,h(s))uq
llh(s)llp

¢ len(s)| : - (1.7.9)
1 /1
q P

Fo&to je funkcija g(s,u) - neprekidna u null (v. (I.7.6)),
to primenom teorema I.3.1l. ( u slucaju P>4q ), odnosno I.5.1.
(za p £ q ), zakljudujemo da je operator G, neprekidan u nu-
1i; prema tome desna strana u (f.7.9), tezi nuli, kada “h(s)ﬂpa-
- 0, Cime je teorema dokazana.

Primetimo, da u oba sludaja (p>q 1 P £ g ), vrednosti op-

eratora G 1z gornje teoreme, leze u I?DC.‘. Iq/Ip .

Teorema I.2.2. — omoguéava nam da formulifemo potrebne 1 do-
voljne uslove diferencijabilnosti operatora superpozicije I,
cenerisanog pomoéu (I.o.l), u zadatoj tacki XOE:IP . U tu sv-
rhu, dovoljno je razmotriti operator superpozicije W - gene-
risan funkcijom w(s,u), koja je definisana pomocu (£.7.8);

zalsta

Teorema L.7.2. Neka operator superpozicije (I.o.l),

generisan funkcijom f£(s,u) - deluje iz 1, u Iq (1 € p,a<

<® ). Da bi operator F bio diferencijabilan u tackl x, -

potrebno je i dovoljno, da vazi

Pylr) = olr) (0o 4T <® ) (I.7.10)
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- gde Je “Qw(r), funkcija definisana ponodu  (L.2.5).

Dokaz: Iz teoreme I.2.2. i relacije  (I.2.3), sledi
ekvivalentnost usiova (I.7.lo) i

/uw(r) = o(r) (o-cr<cb).' | (Il.'?.ll)

™

Neka je operator F diferencijabilan u tacki X Tada iz

(I.7.3 - 3a), nalazimo da Je

Wh .
1im u (S)“q = 0 ("h(S)"p

Inl - 1,
P |

IN
H
~—t

odakle, lako sledi (I.7.11).
Obrnuto je posledica sledeéih nejednakosti:

"wh(s)”q € mye) € Yz, (bl £r)

i 8injenice da iz . r -~o0, sledil Hh(s)ﬂp - 0. Teorema Jje doka-

Z3Ild e

Pretpostaviéemo sada, da je operator (I.o.l), definisan na
svim elementima Ip - prostora, koji lefe van kugle B(o,r) -

i da postoji linearni operator G, sa svojstvom:

“Fx - Gx |
q (I.7.12)

I
O
]

Ixl,~o =l

Kao Sto je, npr. u [25], ovakav operator G se naziva as-
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imptotski izvod (ili izvod u beskonaénosti), operatora F ;
operator superpozicije F, u tom slucaju - kazemo da Je asimp-
totski diferencijabilan i njegov izvod u beskonalnosti, naj-
Sedde oznalavamo sa F'(m).

Operator superpozicije /I/, u slucaju da deluje 1z Lp u
Lq (peca), je ([?5], Tema 17.6 (V)) asimptotski diferencijabi-
lan i F’ (o) = 0. Za operator (I.o.l), olito takva tvrdnja
ne stoji. Medjutim, ako je za operator (I.0.1l), koji je gene-
risan funkcijom f(s,u), a deluje iz 1I_ u Iq (1 £ qg<p<t®)

D
~ ispunjen, npr. uslov:

| £(s,u) - al(s)u | < aé(s) + ar(s)lulr ( o¢er <l )

gde funkcije at(s)elq/lg(oitél)u operator je asimptotskl di-

ferencijabilan i vazi
F'(w)h(s) = a,;(s)h(s) , h(s)elp)-

Stvarno, iz gore ukazanog uslova, lako dolazimo do

“ Fx - al(s)x“q < “aouq + “%“Iq/l-g “X“g ’

- ' v ¢t 2 1); odakle J
gde Je Iq/Ip Ipq/(p-tq) , (o€t £1); 0 e je

Fx —
1im L algs>x“q
EI T Y

Na kraju ovog poglavlja, zapaZamo jos da se moze istraziti




i neprekidna diferencijabilnost operatora superpozicije 1 sa
tim povezano, prouditi skup tadazka u kojima Je operator (I.o0.1)
diferencijabilan. Ovde ukazujemo samo na-jednu ¢injenicu, ko-
ja sledi iz veé dokazenih tvrdjenja ovog poglavlja. NHaime, ope-
rator supernozicije (I.0.1) - generisan funkcijom f(s,u), ko-
ji deluje 1z In U IG ~ je neprekidno diferencijabilan u tom
i samo tom sludaju, kada postoji, meprekidan po wu, parcijalni
izvod f’u(s,u) - koji generile operator superpozicije 1z IP

u prostor multiplikatora Iq/ln ; pri tome Je

P (x)h(s) = fl';(s,x(s)) h(s) (h(s)elp ).

I.8.Izvodi vises reda 1 ana-
1itid&nost operatora supeTpPOoa?3 icije

Sa Bk -~ oznaéiéemo k-stepeni operator, tj. operator defi-
nisan i linearan na direktnoj sumi Ig = Ip @ IP & cee @ Ip ,
sa svojstvom invarijantnosti na permutacije argumenata. Drugim,
redima on je neprekidan i ima svoJstvo k~homogenosti (Bk(lh) =
= 2B h; k=1,2,...,0).

Izvode vifega reda, nelinearnog operatora superpozicije F,
definisaéemo pomoéu Tejlorove formule. Neka gje operator F ,
u okolini (proizvoljnoj) lix - Xo“p £ r , tadke xoeilp —~ mog-

uée pretstaviti u obliku:

1 cee 4 L
F(x, + h) - Fx, = Byh + 5 Boh + + 5 Boh + wy () (I.8.1)

gde su B (k=1,...,n) k-stepeni operatori, a ostatak wn(h),




51

zadovoljava uslov:

w_ (n)|
11im " — lq
Infiy~o Inly

= 0. | (1.8.2)

Reéiéemo, u tom sludaju — da operator F kao operator 1z
T u Iq — ima u tacki X q izvode (u Fredeovom smislu) do re-

S
da n. Pri tome, izvod k-toga teda, definise se pomocu

F(k)(xo)h - Bh (hel).

Neka je operator superpozicije F, generisan funkeclgjom f(s,u)
- takav da deluje iz Ip u Iq (1 £ p,a<®) i u tacki x, ima
izvode do reda k. Tada, kao i u sludaju egzistencije DPIvog 1z-

voda, bez veéih potesSkota pokazuje se da su izvodi, oblika
F(k)(xo)h = ak(s)(h(s))k . (I.8.3)
gde su funkcilje ak(s), definisane pomocu

k-1 ,
ak(S)=k! lim f(SgXO(S)+u)—f(S,X0(SIL-a1(s)u--.._ak_l(s)u /(k=-1)!
- u-+0 u

(I.8.4)

i Jjasno, akcs)elpq/(p—kq) (ako Je p >kq), odnosno ak(s) -
pripadaju I _ , u suprotnom. Iz relacije (I.8.1), nalazimo,

da funkcija

k a.(s)

w( s ,h)= £(s,xe(s)+h y~-£(5,x5(8) - 2:;1 i! hi, (I.8.5)
. i
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- ina sledeéa svojstva: a) gene}iée opérator superpoziclje 1z

Ip u I i b) zadovoljava uslov (I.8.2), tj. w(s,h) =0(Hh”§).
[foZe se pokazati, da uslovi (I.8.3-4), jo3 nisu dovoljnil

da operator superpozicije (I.0.1) - ima izvode do reda k.
rosmatraéemo sledecu funkciju

. o
f(s,xo($)+h) - f(S,Xb(S))-_EZ:hlai(S)/i!

=1 o,
- a, (s)/k!
o K kS
g(s,h)=j | | (I.8.6)
s , h = 0

.

i pretpostavimo li da ona generisSe operator superpozicije 1z

L, v oo (pkq)

(I.8.3-4), imamo dovoljne uslove da onerator (I.0.1) ima iz-

p>kq ), odnosno I (v € kq) - zajedno sa

vode do reda k, u tadki Xy

Zaista, iz neprekidnosti funkcije g(s,h) u nuli (na osno-
vu teoreme I.3.1. — sledi neprekidnost operatora G (koji Je
generisan funkcijom g(s,h)) (naravno, u slucaju da je Pp=kq,
njegova neprekidnost sledi iz teoreme I.5.l. ) u isto] tackl.
Dalje, iz (I.8.5) i (I.8. 6), sledi w(s,h) = g(s, h)h - a

iz

“w(s,i)"q
uhup

< llon |l Kk, het
| Iq/Ip -

i neprekidnosti operatora G - uslov (1.8.2), dakle operator
F 1ima izvode u tacki ~xo do k-tog reda, koJjl su dati pomo-
édu (I.8.3).

Pod uslovom da je pomoéu (I.8.5), data funkcija koja gene-
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rise ogranicen operator 1z Ip u I0 (lako Je videti da je
dovoljno da ona zadovoljava (I.2.2)), funkcija_'ih(r) (v. re-
laciju (I.2.5)) - nosi u sebi informaciju o potrebnim i dovo-
1jnim uslovima postojanja izvoda visSega reda, operatora super-
"pozicije F. itaime, ima mesto |

Te orena I.8.1. Ileka je operator superpozicije I ,

generisan funkcijom £(s,u) i neka deluje 1z Ip u Iq (1<
€ p,q<® ). Da bi operator F blo k-puta diferencijabilan u

tacki X potrebno je i dovoljno, da vazi
“Qh(r) = o(xr) ( o<cr <®) - (I.8.7)

- W operator generisan funkcijom (I.8.5), koja zadovoljava
uslov (I.2.2).

D ok agz : Analogno teoremi 1.7.2.
ilelinearni operator F , koji deluje u Banahovim prostorima

naziva se analitickim u tacki X ako se njegov prirastaj u

O!
Xy ~ moze predstaviti u obliku

a9
F(x_ +h) -Fx_ = >.Bn", (I.8.8)
Q Q n=1 1}

- gde je , za male h, red na desnoj strani konvergentan; ovde
su Bn ‘n—stepeni operatori, kao sto su definisani na pocetku
poglavlja. Red (I.8.8) uniformno konvergira u unutrasSnjosti
kugle B(xo,ru), gde je prema Ko3i-Adamarovo formuli:

1/n -1 _ _
r, = [l 1m "Bn" ‘ i, apsolutno konvergira u. zvezdastog

N0
l/n] -1

oblasti S(xo,ra(-)), gde je ra(h) f[:lniq? "Bnh"
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Specijalno, red (I.8.8) apsolutno koﬁvergira unutar kug-
le j(f I ) - gde je T, = i f-{r (n) : hll€1 3, a radi-
jusi unlformne i apsolutne konvergencije reda (I1.8.8), zado-

voljavaju nejednakosti: o::ru_é r, £ ® § V. DDT. [39]

Prvo &to éemo razmotriti, u vezl sa uslovinma analltlcnosti
operatora superpozicije (I.o.l) - jeste analog, nedavno dobi-
jenog rezultata za operator superpozicije u idealnim prostori-

ma (v. T.2. u [5]). Haime, ima mesta

T e orema L.8.2. lieka operator superpozicije F - gen-
erisan funkcijom f(s,u) - deluje 1z IP u I (L € p,aco)
i neka je analitidki u tacki x_ e;I . Neka je, dalae r, — Ta-

dijus apsolutne konvergenci je odgovaraauceg reda (I.8.8) 1
E::(xo,r) ~ skup definisan pomoéu funkcionala (I.0.8) (v.str.

11 ). Tada je:

(a) Operator F analitidki u svako] tadki skupa Z(xo,ra),

(b) funkcija f(s,u), za svako sedil, angliticka u XO(S),

§t0 znaci vazi:
| @ "
£(s,x (s)+u) - £(s,x,(s)) = 2 ap(s)ur, (1.8.9)

- gde poslednji red konvergira Zza lul<5(s)ra ; 5(8)

finisano pomocu:

3(s) = sup{|x(s)] :lIxly =1 v,

( u smislu K-prostora (v. npr. [21])).

Pri tome je:
Bnhn(s) = an(s)hn(s) (n=1,2,.0e Je

Dok a z : Bez gubitka op3tosti, mozZemo uzeti da Je X, ~

G
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i £(s,0) = 0 ,za svako se€IL Prema (I.7.4) i (I.7.5) -

na osnovu diferencijabilnosti operatora F wu nulu, imamo

a,(s) = 1uiom f(Su*uD i B;h(s) = a,(s)h(s) ,

- gde Je Bl prvi operator u (I.8.8) 1 on se poklépa sa F’ (o).
9ada beskonadna diferencijabilnost funkcije f(s;u) u nuli,

povladi po indukciji, postojangje funkcija

f(S1u)—al(s)u—..._an_l(s)un—l
an(S) = 1 1 m .
u-»0 1

9 (Il':-"l,e,-.. )

i valjanost relacije Bnhn(s) = an(s)hn(s) , n=1,2,... « FoO
pretpostavei, radijus xonvergencije reda na desnoj strani u

(I.8.8) - odnosno, obzirom na to da je X, =0 — U
= n
F(h) = Ejian(S)h (s) ,
n= |

jeste r_. Odavde sledi, da za neko he€ Ip , ||h||P4 r_ , red

PjB

J/b = 2 an(s)hn(s) (I.8.10)

xoji je (zbog formalnog stavljanja u=h(s) ) specijalan sluéaj

reda

® n
(s, _ (s) u (1.8.11)
w(s,u) nz=:; an |
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g

- konvergira apsolutno u Iq . To znaci, da red

B8

- n=1

ﬁ* = > an(s) h(s) ™

konvergira u I - za svako seIl, Dakle, red (I.8.l0) apso—‘
lutno konverglra za svaeko seIl. |
Posto je Ip' (1 € p<mw ), separsbilan prostor, mozemo 1iz-
abrati gust skup -{hl,hz,...:} u otvorenoj jedinidénoj kugli
prostora -ID - i jasno |
3(s) = s u p{:lh (s)]| : j=1,2,... *}.

Stavimo 1i hj(s)ra_ u red (I.8.11) - dobiéemo, brojni
red koji apsolutno konvergira za svako selil . Prema Abelo-
voj teoremi (npr. [39]), radijus konvergencije reda (1.8.11)
ne moZe biti manji od 5(s)ra . Na kraju, granica w=w(s,u)
data pomoéu (I.8.11) - je neprekidna funkcija od u 2za sva-
ko self, a operator superpozicije kojl ona generise -~ pokla-
pa sSe sa operatorom F(x + h)- Fx . Dakle, neprekidne funkcije
w(s,u) i f£f(s, X, (s)+u) - £(s,x (s)) - zg svako selIl i |ulc
-<5(s)ra - poklapaau se, odakle sledi (I.8.9). PoSto je ope-
rator superpozicije na > (xo,r ), zbog oligledne disjunktno-
sti funkcija iz njega, a funkcija zadovoljava (I.0c.3) = Cak
aditivan, to je ispunjeno i (a) = &ime je teorema u potpunosti
dokazana.

Sada éemo malo uopititi definisani pojam multiplikatora, ko-
ji smo dali na poletku poglavlja L.7. Naime, sa I /I , N=l,40.
os. = oznalidemo (istu smo veC koristili u ovom poglavlau )
prostor svih realnih funkcija xnall , za koje xh" e I Za sva-

ko help -~ g3 normom {(v. (T.7.1)):
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“xulé/I; = s U p{:"xhnﬂq : Il <1 {.

Slidno sludaju datom o prethodnom poglavlju, potrbno je raz-
1ikovati: p/a>n i ©v/q € n. Lako je videti, da Je Iq/IE -
Banahov prostor i da vazi )

('

Ipq/(p—nq) , ako je p/a>n

Iq/Ig = 4 ~ | - (I.8.12)

1 , ako je p/g £ n .

Prvo to zapaZamo, releno u terminima 1% ([5]), jeste da-
ako je p/q>n (za svako n) - prostori Ip i _Iq , Su nede-
generisani (tj. prostor Iq/Ig - netrivijalan Jje za svako n)
- 3to se pak, za L@ ne moze reéi (v. str. 44 ).

Fretpostavimo sad da funkeija f(s,u), koja generiSe opera-
tor superpozicije F img u tacki xo(s) razvoj (I.8.9); na
osnovu prethodne teoreme i gornje relacije (I.8.12), bez ve-

&ih potedkoéa se moZe pokazati, da vazl

T e or em a L.8.5. Operator superpozicije F - ceneri-
san funkcijom £(s,u), koji deluje iz Ip u -Iq (1 £ p,g<
<® ) - je analiticki u tacki x,e€ Ip , ako i samo ako an(s)
pripadaju prostoru 1 /Ig (n = 1,2,4.. J; 1 ako red (.8.9)
konvergira za Iulqaa%s), tada Je

n-—-ow

' o 1" ]'1
o< =11 1m |la n < a .
“ { n /1, |

Na kraju ovog poglavlja, primetimo da Je U [5] ( Teor. 1.)
dokazano— da ako Je operator superpozicije analiticki, tada
je funkcija koja taj operator cenerie, kao operator Superpo-
zicije izmedju dva idealna prostora ([16]) - polinom. Nismo
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ubedjeni da je i u diskretnom sludaju klasa analditickih ope-
ratora superpozicije tako ekstremno usxa, ali nazalost dcka-

za (za sada)- nemano.

1.9. ek a uopstenja

Pokazademo sada, kako se dobijeni rezultati iz'poglavlja
(I.1. - I.8.) mogu uopstiti na proizvoljan diskretni slucad,
odnosno iskoristiti, za slucdaj delovanja operatora superpozil-
ciie /I/ u Lebegovim prostorima Lp(()vﬂl) ~ sa D-stepenom
integrabilnih./u-merljivih funkecija, definisanih na skupu {2-
konafne ili  S-~konalne mere Al. |

Skup $2, kao 3to je poznato (Lebegova teorema o razlaga-
nju), na jedinstven nadin moremo razlozZiti na dva disjunktna
podskupa Qc 1. Qd , tako da Je restrikcija mere /1 na
skupovima 12 flc ~ neprekidna (tJ. svakli skup DC.'.f).c - DPOZ1-
tivne i konadne mere, mozemo razbiti na dva podskupa koji su
disjunktni i jednake mere), a suzenje mere A na podskupove
1z fzd - je diskretna mera (tJ. .Cld* je prebrojiva unija at-
oma mere /u). Time Jje, svakl skup D iz &-algebre E::(gl),
merljivih podskupova skupa - unija disjunktnih skupova
IDC=IDﬂQC i Dy = DNCY, , na prvom je mera A neprekidna
a na drugom - diskretina.

Sada je uocljivo da se rezultati koje smo dobili u poglav-
1jima IL.1l. - I.8. mogu uopstiti na operator superpozicije /1I/
- koj1i deluje‘iz jednog Lebegovog prostora Lp(f)hﬂl) u dru-
g1 Lq(f)nﬂl)= gde Jje A proizvoljna konacna ili S-konadna
mera na skupu (2. U sludaju da Jje mera na () diskretna - to
sledi iz linearne izometrije prostora Lp(fl) i, Iﬁ (l€p < ® ).
Izometrija se realizuje unutradnjom superpozicijom na sledeci

nacin:
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Skup'évih atoma mere M je prebrojiv. Leka je h Dbijekeija
tog skupa i skupa prircdnih brojeva II . itieru na II - oznacdi-
no sa m ( m(D) - predstavlja broj elemenata skupa D). Dakle,
"l({s}) - Je nekxi atom mere am na ), sell . Unija svih ta-
kvih inverznih slika sa svim svoJjim podskupovima, ocito Je Jje-
dna &-algebra skupova, na kojoj su stavljajuci -m(h"l({s})
= n({s}) - definisane dve mere m i . JoS3 viSe, one su uza-
jamno apsolutno neprekidne (dakle, iz m(D) = o sledi /u(D)—
= o i obrnuto ), pa prema Radon-iiikodimovoj teoremi (npr.[2l]).
funkecija QAl/dm ‘privada prostoru L (m) = 1, , imajuéi u
vidu da u Lp ~ ne razlikujemo ?unk013e Jednake SeSe (”skoro
svuda" u odnosu na tamodnju meru). Prema tome preslikavanje

g X }—-x(d/u/dm)l/P ~ Je linearna izometrija prostora L (),

i Ip.-

Ako'je, medjutim mera na ) - proizvoljna (nije Cisto ato-
mska, odnosno diskretna), tada obzirom na gore ukazano Lebeg-
ovo razlaganje objedinjujué¢i odgovarajuce rezultate dobljene
uz pretpostavku o neprekidnosti mere na S0 ([25], [27], 3], [}]
[9], [31] i dr. ) - koji se odnose na operator superpozicije
/I/ i rezultate iznete u ovoj disertaciji, dobijaju se uslovi:
delovanja, neprekidnosti, ogranicenosti, diferencijabilnosti,
xompaktnosti i dr. - za operator superpozicije koji deluje 17
proizvoljnog Lebegovog prostora Lp u prostor Lq.

Rezultati se mogu poopstiti i na operatore saperpozicije
kOJl deluju iz jednog u drugi Orlicev koordinantni prostor ko-
ji sa svoje strane ptetstavljaju uvopstenje Banahovih prostora
nizova (v. npr. [27], [12], [35]). Po standardnim Semama takvog
uopstavanja ([27]), sve dobijene rezultate prenosimo na Crli-
Seve koordinantne prostore, a mi éemo ovde to prenoSenje ilu-
strovati, sledec¢im tvrdjenjem:

T e orenma I.9.1. Heka su IM 1 IN Orlicdevi koordi-

nantni prostori definisani konveksnim funkcijama M(u) 1 T(u)
- med jusobno dopunjavajucim u smislu Junga [27]. Tada operator
superpozicije F, koji je generisan funkcijom f(s,u) (sell,
ueR ) - deluje iz Iy u 1, , ako i samo ako postoje, funk-




6o

cija a(s)éZIp (1 £ pecwo ) i konstante | /3 b>o i &>o,
tako da Je |

(T.9.1) | H [o(_f(s,u)] < a(s) + bi-i(ﬁlul) (lul ¢ & , se€Iil ).

Dokaz: Dovoljnost uslova je skoro olevidna (v. 2o] ,
Teor. 5b.).
Uslov je potreban. lleka operator superpozicije deluje iz I

u _“LN , tada operator superpozicije G, generisan funkcijom

2(5,v) = N[a(f(s,/% v )]

deluje 1z Ip u "Ip , pPa iz teoreme IX.,1.l. (za g=p), imamo

IT [df(s,;- I"I"l(lvl))J < a(s) + bivl ,

- gde je b>o i a(s)elp . Stavimo 1i u poslednjoj relaciji
v = P-‘I(/g,lul) ~ dobiéemo (I.9.1), Cime je teorema dokazana.

Na kraju, nije teSko videti da se naSi rezultatli mogu uop-
$titi i na proizvoljne Orlideve prostore funkcija.

ws At or PAAA
R A K ".'?I';'i!‘?l‘-?iﬂl-]i ?;?ﬁ“fﬂ
11 MATTIATAELY, FANUKY W MZTPBHBMHJY
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p ruga glava

RESKONAGHNI HELIWEARDNI
STSTEMI

Uv o d: U ovoj glavi éemo, primenom izmedju ostalih i do-

bijerih rezultata u prvoj glavi ove disertacije, izucavati pro-—
blem resSivosti diskretnog analoga poznate Hamers$tejnove neline-

arne integralne Jjednacine

x(t) = g) k(s,t)f(s,x(s))ds + e(t), /11/
2

ogde Jje €)'~ ogranicen zatvoren skup konadnodimenzionalnog pro-
stora, x(t) (t€5§1) —- nepoznata funkcija sa vrediostima u ko-
nadnodimenzionalnom prostoru R™, k(s,t) (s,te §2) - matrica-
~jezgro 1 f(s,u) - funkcija koja generise odgovafajuéi opera-
tor superpozicije /I/. Mi ¢emo ovde razanotriti neka od standa-
rdnih pitanja ( egzistenciju i jedinstvenost redenja, sopstve-
ne vrednosti, tafke bifurkacije i dr.) beskonadnih nelinearnih

sistema, koji su analog jednacine /I1/.

Prve vafnije rezultate o redivesti jednacina tipa /TIL/,
dobio je A. Hammerstejn (V. npr. [25] ) varijacionim metodom,
kasnije su razvijajuéi taj metod, teoreme O egzistencijli do-
bili M. Golomb ( [11]), M.M. Vajnberg ([8]) i dr. Rezultate u
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vezi sa sopstvenin f&ﬁkcijemé jednacine /II/ - dobili su L.A.
Ljusternik, H.A., Krasnoseljski (v.[24 - 25]), H.H. Vajnberg -

([8] ) i mnogi dr. Osnovne rezultate u vezl- sa tacxama bifurka-
cije nelinearnih integralnih jednaCina ustanovio je M.A. Kra-
snoseljski ( 4], [25], [27]).

Mo¥e se rTeéi da su beskonadni sistemi tipa Hamerstejnove
nelinearne jednadine /IL/, relativno malo izucavanl i tu je
literature malo, no svakako ovde treba pomenutu [}5]. Bez su-
mnje tak vom stanju je doprinela dinjenica, da se malo znalo
o operatoru superpoziclije u prostorima nizova.

Po pravilu su rezultati o refivosti nelinearnih integralnih
jednadina tipa /IIL/, dobijeni varijacionim ([&) i topoloskim
metodom ( [24]) - koji Je, razvijanjem‘teorije rotacijé vektor-
skih polja ([26]), presudno usavrsio I[.A, Krasnoseljski sa sv-
0jim saradnicima. -

Veé u prvim radovima, koji tretiraju probleme nelinearne in-
tegralne Hammerstejnove jednacine /I/, uodeno je da za doblja-
nje uslova njene resivostil nuzna je 1 presudna korelacija - ka-
raktera matrice—jezgra k(s,t) 1 osobina funkcije f(s, u), ko-
ja generise odgovarajuci operator superpozicije; koliko se mo-
e videti, najbolje Jje tu korelaciju opisati u terminima delo-
vanja razliditih operatora (povezanih sa /I/ ) u nekim povolj-
no izabranim pomoénim prostorima. Koristeéi u tu svrhu skalu -
Lebegovih prostora, Orlidevih ili pak proizvoljnih 1dealn1h pr-
ostora ( 25}, L7 - 19]), citirani autori su dali niz originaln-
ih rezultata u ovo]j problematici, pa rezultati koje éemo izne-
ti na na sledeéim stranicama ove disertacije uglavnom pretsta—i
vljaju uodenu analogiju, vazecClh rezultata u prostorima Lp - t
a sludeéi kao primena rezultata prve glave ovog rada imaju u

sebi i dozu originalnoga.




7.1, Be s ktonacne m o b r lce i 1 ine -
a rn i onvnerator?l U prostorina
e alnin n i1z 0V a
eiri efolestiltiii vroblsnl 1 ne 5240 oni, nemelu pitanje re-
“ivossi netinh nelinearnih poskonacnih sisterna jednacina, ©0Se-
bno dislkretnosg analoga poznabe Lammerstejnove nelinearne invte-
cpalne jednaZlne (/Z/), pa Ce kxao neposrcdnra primena vel dobl-
jenih rezuliaca - rredmet naseg ra azmotraniz, biti upravo, DCS-
conefni nelincarni sistemi
s
=(t) = E::k(s,t)fis,:{s)) + g(t) TT.1l.1)
s=1

- %koji predstavija diskretni analog jednacine /i/. srounentl

s 1 1 - su iz skupa prirodnih brojeva 1%, f(s,u) - funkeci-

pES

ja koja gencrise operator (L.o.1), k(s,t) - matrica-jezero I
+(t),z(t) - realne funkclje prirodnog arsumenta. Jasno Jje da
refivost besikonadnog slstena (if.1l.1) bitno zavisi od uslova
nalo¥enih matricl k(s,t) (s,t€Il ) 1 funkeiji f£(s,u) - koja
cenerise operator superpozicije. Lama je ovde neophodno utvr-
4iti dovoljne uslove za matricu- jezgro w(s,t) - da ona defi-
nife: 1. deprekidan linearan operator 12 Ip u Iq (14p,q%®)
i 5. Fotpuno neprekidan operator jzmedju istih prostora.
roznato Je (npr.[21]) da linearnom operatoru i, koji del-
uje iz In 4 1 (1%p,q<® ) - na jedinstven naéin odgovara be-
skonadna matrica kis, t) (s,teil ). Takve operatore nazivano
matriénim operatorima i u ovom poglavlju dajemo nekoliko, za
nas vasnih &injenica, sledeéi pri tome 271, o] i [25].
Pretpostavimo da Jje operator K - definisan pomocu

atrice k(s,t), na sledeCl nadin:




®
() = > k(s,t)x(s) (IT.1.2)

» v/ —_T W » W -
- =de je ﬂkS,t) (z'teim.) - beskonsdna simetridna matrica (t3.

) = =(%t,8); s,tell ). U daljen Je matrica (s,%)

[
LY
o

nretpostavel simetriéna, ako ni to otvoreno 1 ne budeno nagla-
5i1i. Tinearni opcrator K, definisan pomoéu (IT.1.2) u sup-
ernoziciji sa nelincarnim operatoronm o -— definisanim pomocu
(T.0.1) - u oznaci XF , nazivamo diskreini Hammerstejnov ope
rator. rretpostavljatemo po pravilu - da sirebricna natrica
w(5,t) (3,t€I1 ) definife samoadjungovani operator ¥ u Hil- |

-

bertovon prostoru T sa standardnin skealernim proizvodom, TO

Ty,
znadi da je (¥x,7) = (x,Ky)l (n,JGEI )
o

[

ekn za svako seIL, matrica-jezgro k(s,t), kao funkcija

od +t€IXI - vripads prostoru I (14r<om ) i stavimo: ‘

g(s) = Hk(s,t)“r . TT,1.3)

Cdredino dovoljine uslove da funkcija Q(s)éaiq (l£g=®m ). iLeka
je, prvo r konadno (kao 1 obicno, ogranidenje ove vrste zna-
" . N . O :

(i da je 1, razliito od r, i T Y. Tada (npr.[21]) fu-

nlkcija Qﬁ(s)elg, za 1€q<@, ako je:

|

/ .
L(}_, |1~L(a,t)l )q I‘< ® , r"l + q_l 1 (IT.1.4)
s=1lt= |

i Qf(s)elm (odnosno IZ)), ako je:

o5 r
S U P Zlk(s,t)l < .
sell tT=1




51iéno, kao u [25] , nejednaiost (IZ.1.4), vaii eko Je:

2 v
: i Sat)l < @,
5,L=1
- zde Jje w o= max {r,a}.

lelza je T - beskonadno; tada za konacno g, g(s)el -, ako

VaLsls

|-+

ﬁ(s)elm (odnosno Ig} ), ako je

s s up |k(s,t)| <.
e

u D
€Tl tell

i Y

Ytavime 1i u gornjim relacijama unesto I - p(p-1
-~ gde je 1 £ p £ ®; tada dovoljni uslovi neprekidnostl mat-

ridnog linsarnoz operatora (IT.1.2), slede iz sledele teoreme:

Te or en a Li.l.1. ILeka @(t) =llk(s,t)“p- - privada

Io (1 ¢ p €® ); tada operator K - definisan relacijom (II.1.2)
—Ldeluje 1z Ip: u Iﬂ .. Fri tome Je

.

<l -, = hzCedll,  (II.1.5)

- F g ""l
- gde je ¥ = pl(p-1) .
Dok az : Iz uslova teoreme i Helderove ne jednalkosti E?ﬂ)




cH

— 1rano

I\

k(s,t)”x(s)[ <

o @
S k(s,t)x(s)| ¢
g=1 s=1

| ()]

IN

o e l/p op; 7]’ l/L
(55 s ) (g =@ )
5=

cdnosnro, iz poslednjih nejednakostl
|x(e) | = B N=ly

odakle i (II.l.5). Teorema Jje dokazana.

Interesuju nas sada dovoljni uslovi za potrpunu neprekidnost
linearnog metridnog operatora (I1.1.2), dakle pod kojim uslo-
vima operator (IL.1l.2) - ozranidene skupove Jjednog prostora
nizova preslikava u kompaktne skupove drugog takvog prostora;
ovde'je od vposebnog interesa situacija kada operatdr deluje 1z
Ip’ u 1 - sgde su o i v kao u gore datog teoreni 1IT.1l.l.

Loznato je (v. npr.[2]), da je dovoljan uslov potpune nepre-
widnosti operatora (II.l.2) - koji deluje iz Ip u Iq,tia

vazl:

@ max {a,p/{p-1)3
> ' 1 x(s,t)] . < @ . (II.1.6)
s,t=1

Pretpostavimo sada, da simetridna matrica k(s,t) (s,t€3L )
- definife samoadjungovani operator (II.1.2), koji deluje 1




oY/

Hilbertovom prostoru 1, .Dakle, za svako J,hel, Je (YZ,h)=
(A, Kh); jod vise (npr. [1] ), sveki samoadjungovani operator

roji je vmotpuno neprekidan, moYemo predstaviti u obliku:

@
o 1 ;o M
ko= 3 2y (4, eli))eli) , (IT.1.7)
=1
ode su %i (1=1,2, ¢4 ) — sonstvene vrednosti operatora K,
o(i) - odgovarajuée sopstvene funlkcije, pri deru je za 1,J=

=1,2,... = (e(1),e(J)) = 5ij , gde Je d;s = 1 = 533 , Eij:o'

Primetimo, da se uslovi potpune neprekidnosti Hammerstej-
novog diskretnog operatora K&, gde je X definisan pomocu
(IT.1.2), a operator F - (I,o0.l) - mogu lako dobiti kombina-
cijom uslova (II.1.5) 1 odgovarajuc1h uslova za operator Su-
perpozicije & - dobijeﬂih u prvo]j glavi. i{laprimer, onerator
E Je potpuno neprekldan alto je opnerator (I.0.1) ogrenicen,
a overator K definisan matricom x(s,t) - koja zadovoljava
uslov (II.1.6).

Sledeéi [22] , formulisaéemo i.pokazatl TXz. uslove tipa
Yantorovida o neprekidnosti operatora K , definisanog pomnolu
(IT.1.2), naime vazil:

"eor emna If.1.2. Operator K, definisen pomoéu rela-

- —tn

cije (II.1.2) - je neprekidan linearni operator iz 1 u Iq

b

ako su ispunjeni sledecCil usliovi:

1/7 |
(a) (Z: | (s, £) T ) < Cq (o2¢r <® )

L

za svako se€ll ;

< (o-cd¢:a>)

S )1/6 )

aD
() (zllk(s,wl
S..—..




N
CS

~ za svaoko tGtE€LL

| (c) q*v,a>6, r=p(06)/a,p,a>11
Y = p(p-1)"t,

Fri tome Je:

ako u [40],(*1‘eor. 11, st.22), stavimo

I-u-lrl

A=A, Ay S pa/(p-a), 23 = p’ = p/(p-1) - iz poslednje ne-

jednakosti, dobijamo:

)l/q (a7p)/q C(q-é)/q

ke(s)| < (:i:l | %(s,t)| tj]:’s’:(’c)]p

[}

- odakle posle stepenovanja sa g =1 i sumiranja, PO sell -
sledi (II.1.8). Teorema je dokazana.

| . '?‘I 1-':’[-_3}‘
R TPRR ORI i W )

B odl omd o~ A M AN <\

Bpoj: N N ——

AaTym: 1 —
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II.2,. Rascepljenje matr i¢dnih

operatora

Dualni prostor brostora Ip (prostor svih ogranic¢enih li-

pnesrnih funkcionala sa prostora ip ), kao 3to je dobro pozna-

1

to - je izometricki izomorfan sa prostoron Iq , gde je d

e

- p/(p-1). Posmatrajmo sledece prostore: Ip/(p—l)’ 12 i Ip

- gde je ©» = 2. Lako je videti da vazi

o o-1) < 12C 1 (IT.2.1)

Pretpostavime, sada da neki linearni operator 4 - deluje
iz 1 u 1 .3 pazmotrimo pod kojim se uslovima opera-
n/(p-1) ! J pera

tor 4L TOZEe Tr a s c e P it 1 v supervoziciju oblika:
-gl— = .ﬁ.lx{ig . . (IIIEIE)

cde je__ﬁz - linearni overator 1z 1. u 12, a By - linear-
ni operator iz I, u 1 .

R 2 p/(p-1) _

7a overator 4, kKoJl deluje u neliom Hilbertovon rrostoru H,

1m0 i obidno kaZemo da Je pozitivan, alo je (ih,h) = o , za
svako h iz domena operavora . ileka je 4 — pozlitivan samo-
ad jungovan operator kkoji delugje u 12. Tz soeitralne teorije

O

iinearnih operatora, proizilazi vestojange ©

vadratnog kKorena operatora A (v. nﬁr.[ﬁ?]), oii sa svoje £79
4
(]

rane predstavlja samoad jungovani onerator,

h ( heiz). (I1.2.%)




Jog vise, ako je operator A potpuno neprekidan, tada Je
(v. npr.[1]) Al/z, takodje potpuno nevrekidan operator. Ras-
cepljenje operatora A - oblika (II.2.3) bi ée iskoriséeno
pri razmatranju egzistencije reSenja beskonadnog nelinearnog

sistema (II.1l.1), koje ¢emo ucinitil u narednon poglavlju.

[Teka su sada ek(s) (k=1,2,... ) - normirane sopstvene fun-

keije matrice-jezgra, koja definise sanoad jungovanl potpuno

neprekidani operator u prostoru 12 , bomocu (IT.1.2) i ne-

ka su 2, (k=1,2,... ) — odgovarajue sopstvene vrednosti:

k(s,t) = C.i: 'Akel'{(s) ek(t.) (s,telIl ) .
k=1 |

1/2

Tada se operator K , moZe predstaviti u obliku (v. (II.1.7)

1/2 2
K- <g(s) = D 2 (ek,ﬁ)ek(s) (seTIL ) (II.2.4)
| k=1 |

- gde je matrica k(s,t) (s,5€IL ) - simetriéna pozitivno de-

ripnisana i zadovoljava uslov: (v. (II.1.6))

< .
> lk(s,t)|° <« ®.
s,t=1 |

Prirodno uopStenje Jjednakostl (1II.2.3%), predstavlja:

-~ gde je A : 1 -~ 1 (_p_l + qnl =1 ), B 1 BY - adjungo-
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vani operatari koji deluju iz 1 u ln i iz Iq u 12 -
redon. Adjungovanost operatora B 1 Bﬂ, ovde oznacava ([24])

da Je:
(2n,8) = (n,B'9) (hel,, #el ).

Pokazademo da se matridni operatori, razume Se€, pod odgova-
rajuéim pretpostavkama nogu predstaviti u obliku (IT.2.5).
leka je operator (IT.1.2) definisan simetridnom pozitivno
definisanom matricom k(s,t) (s,te€lL ), koja zadovoljava re-
laciju (II.1.6) (gq=2) - 1

aD
S k(s 0l <o, | (1I.2.6)
s,t=1
- -1 -1 |
7 et — é — £ é : o a -
cde je = 2<p<p, (Pg- +a =1,0a,€a=2, % 1.—10-

\

Tada primenomn ne jednakosti 1z [&O]—T. 308 -~ %09 -3lo, dobija-
mo da operator Kl/2 (definisan Je na 12) neprekidno deluje

. - . . . -1 -1

iz I, wu Ip - za bilo koje p15(2,p0), gde je P, * 4y =

- 1. Pri ovde ulinjenim analizama, koristeci metod iz [24],

nije tedko pokazatl sledeéi rezultat:

" e or enm a LI.2.1. Ako pozitivno definisana simetricna
matrica k(s,t) (s,t€Il ), koja zadovoljava (II1.2.6) - defi-
ni%e operator (II.1l.2); tada operator X ((I1.1.2)), posmat-
ran na Iq - dozvoljava rascepljenje leiki (IIiZ.B), gde je
B - neprekidan operator iz 12 u IP (p- +q =13 2F¢
-~

q <4, Y. )

1) Ako matrica k(s,t) (s,tell), potpuno neprekidan opera-
tor (umesto neprekidan) K - rezultat ostaje u vaznostl 1
operator B Je potpuno neprekidan.(v.[QQ],T.4.4.)
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II.3. Egzistencija i Jed instvenost

redenja beskonadmnilh sistemnma

leka je dat beskonadni nelinearni sisten jednac¢ina oblika
(I1.1.1), tj. diskretna nelinearna HammerStejnova jednacina:

£(6) = 32 k(s,0)E(s,x(s) . (I1.3.1)
s=1 |

gde Jje x(s,t) (s,teIl ) - beskonadna simetridna matrica, ko-
ja zadovoljava uslov (I1.1.6), dakle definiSe potpuno nepre-

kidan operator K : Ip q-Iq (12p < q2® ). lleka je dalje, ¥ -

operator superpozicije (I.0.1l), generisan funkcijom f(s,u) -
koji deluje 1z Iq u Ip. Pri ovim pretpostavkama, znaci ope-—
rator XPF deluje u prostoru Iq.. |

Postavlja se pitanje resivosti jednadine (II.3.1) u ne-
koj kugli B(o,r)czlq , Ha podetku éemo razmotriti specijalan
sludaj i odmah pokazati da Je skup reSenja ove jednaline (ra-
zume se pod odredjenim pretpostavkama) ~ neprazan. Dakle neka
ograniceni operator superpozicije F, svojom funkeci jom 'ﬁ%(r)
~ definisanom pomocu .(I.2.5),'zadovoljava uslov: |

V(@) £ xR | (11.3.2)

na kugli B(o,r), gde Je

0O <T 4.(bO"Kﬂ)q/(p-Q) (II;B.2a)
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- a by je nenegativan broj za koji vazi (I.2.2) (str. 17.).
Tvrdimo da jednad¢ina (II.3.1) ima bar jedno reSenje u kug-
11 B(o,r)czlq, radijusa r - koji zadovoljava (II.3.2a). Za-
ista, iz teoreme I.4.2. sledl 1, X )~ogranifenost operatora
¥ - tj. on je kondenzirajuél operator sa koeficijenfom konden—
siranja k(r) <1l (v. (I.4.11) i (II.3.2a). Iz uslova (IT.3.2)

— imamo:
r s K GE) ¥ I ug(e) > KE IRy = Bl s, xe3(o,r)

drugim redima, operator KF - preslikava kuglu B(o,r) u nju
samu. Dokaz tﬁrdjenja te biti zavrZen ako se jos pozovemo na
teoremu L.5.%-3 1z [58]. | |
Ujmonografijama.[24] 1 ]?6], izlo%ena je teorija izucCavanja
resivosti nekih integralnih jednacina, pomoéu varijacionih 1
topoloskih metoda, koje nam daju ideju da na pitanje egzisten-
cije red3enja jednacine (II.3.1) pokuSamo istim metodama - da-
£i odgovor. Jasno, ovde <emo za nafe potrebe neke od tih sjaj-
no izgradjenih metoda samo dotaéi. Sada éemo gore pokazano tv-
rdjenje o postojanju resenja jednadine (II.3.1), uz neznatnu
korekciju pretpostavki, dokazati-topoloékim metodom (kojli se
oslanja na teoriju rotacije vektorskog polja [26]). Naime, ako
na sferi -S(o,r) = {x s Ixh o= r} ograniceni operator' ® zado-

voljava uslov:

/ |
Y.(r) £ rp q(HK") | (IT.%.2b)

q/(p-q}

cde je r<min{l, (b IKD , a b, - kaou (II.3.2a);

tada beskonadni nelinearni sistem (II.3.1) ima bar jedno re-=
Senje u kugli B(o,r). Stvarno, za lxl=1 iz (IT.3.2b) i te-
orenme 112-2- - Sledi
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/ /
Jez < el .c“ Ixhug(z) £ IK) V() < 2 el 2 e

~ odakle je x - KIx £ —ax , a>o0. ) Dakle neprekidno vektor-
sko polje ¢ = I - KF ima pozitivnu orijentaciju u svakoj ta-
ki sfere S(o,r) ([26]) Posmatrajmo sada, U I , operator
Gx = 0, zZa SV&KO xel . Posto neprekidno vektorsko polge P =
- I - G, nema nula na S(o,r) - to prema teoremi 3.1 iz [26]
- rotacija vektorskog polja ¥ Jjednaka Je jedinici. Vektors-
ka polja ¢ 1 ‘¥ su ocCito homotopna (homotopija Jje npr. de-
finisana sa H(t,x) : [o,1] X B(o,r) -«--Iq gde je H(t,x) =

- (1-t)KFx + tGx ), pa zbog teoreme 4.1 .1z 26] - sledi da je
rotacija 3V[I—G B(o, r)] ay[I-K? B(o, r)] = 1., Pozovemo 1li se
sada na poznatu Brauerovu teoremu O nepokretnoj tadki (v. npr.
[38]), dobiéemo da jednadina X - KFx , xel - koja predsta-
vlja operatorsku formu beskonadnog nelinearnog sistema (IZ.3.1)

~ ima bar Jjedno resSenje u B(o,r)czlq.

Koristeéi takz. varijacionl metod, izulavan od strane mno-
gih poznatih matematidara (npr. M.Golombd —[}I], M.M.Vajnberg -
(8], M.A.Krasnoseljski ~-[24],...), do kraja ovog poglavlja,
dadéemo nekoliko rezultata u vezi sa egzistencijom reSenja bes-

konac¢nog nelinearnog sistema. Dakle, neka je dat sistem:

<(£) = %ik(s,wf(s,x(s)) . e(h) (TT.3.3)
>

- gde je, kao 1 pre k(s,t) (s,tell ), simetricna beskonadéna
matrica koja definise samoad jungovani operator u I - i Jed-
Nnovremeno neprekldan linearnl operator koji deluje 1z I ,
p (p= P(P-l) . a p neki broj iz [1,o] ). Pri tome, uslo—
ve koje treba da ispuni matrica-jezgro izneli smo u poglaviju
IT7.1. i II.2. Za funkciju £(s, u), pretpostavlijamo da generi-

1y u suprotnom, (1+a)lxll=IxPxiaxi - kontradikeija!l
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e potpuno neprekidan operator supervozicije (I.o0.1l), koji
deluje 1z Ip u Ip:; uslovi slede iz teorema I.1.1 i I.4.1
- kXoje smo dokazali u prvoj glavi. lia kraju, pretpostavicemo
da funkcija g(t)612 .

Neka je K = UL - polarna dekompozicija operatora K u su-
perpoziciju unitarnog operatora U : 12_-12 i pozitivno de-

finisanog operatora L : I Oznadimo sa ©C -~ kvadratni

5 4-12 .
xoren operatora L. leka je H(K) - kodomen operatora C.
Razmotriéemo prvo, slucaj kada je opefator K pozitivno de-
finisan; u tom je sludaju U =1 i L = K. Tada, kao sto smo
pokazali u poglavlju IT.2. - operator C deluje 1z 12 u ID
i istovremeno, dopusSta prodirenje u neprekidan operator c ko3l
deluje iz Ipf u 12. Ao je geH(K), resivost sistema (II.%3.%)
u  H(X), ofevidno moZemo svesti na resivost u 1,, operators-

ke jednacine:
h =C*Ch + k ; (I1.3.4)

ovde Jje Ck = g.
Posmatrajmo sad na 12, sledeéi funkcional:

G(n) - %&g(s,cms», (11.3.5)
S=
gde Je
1
d(syu) = (£(s,t)dt . , (II.3.6)
T 0

Relacijama (II.%.5-6.), definisan je poznati Golombov funk-
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cional i kao 3to je to pokazano u.[?qj, operator Krasnoseljs-
kog C*C - je gradijent funkcionala (IL.3.5) (4], lema
I.5.1.). -

Rasudjivanjem kao u [?4](vg takodje [}7}), zakljucujemno
da, h vredstavlja resenje jednacine (IT.3.%4), ako Jje ono
kritidna talka funkcionala

o(h) = (h,h)/2 - G(h) - (k,h) , (I1.%.7)

dok je za egzistenciju kriticne tacke (tacke minimuma) ovoga
funkcionala - u kugli Hh"2 £ r - dovoljno da vaZzi

6(h) + (k,h) £12°/2 (Il =7 ), (II.3.8)
sko jod funkcija @(s,u) - zadovoljava ne jednakost:
2@(s,u) < q(s)u2 + b(s) , (I1.3%.9)

gde je q(s)el_ 1 b(s)el, . Provera tvrdjenja (II.3.8)
potpuno je 1sta kao u neprekidnom slucaju (v.[é@]; str. 305).
Ovim smo dokazali da vazi:

Te or ema Il.3.1. Neka je pozitivno definisan operat-
or K, a funkcija @(s,u) - zadovoljava usiov (II.3.9), gde
je za p £ 2 - q(s)(—:l{]D (osim toga - [all, llK\lg___gél ), od-
nosno q{s)€l 5)~L. (i vise - “q“r_(r—2)__l “K“rfr < 1),

p(p-
ako je p>»2 i r - neki broj 1z [2,p]. Neka, dalje, vazi
jedan od uslova:
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(a) Operator K : Ip, -Ip , je potpuno neprekidan;

(b) Operator P o ID +-IP,, je potpuno neprekidan;

e

(¢) Cperator F : I, -Ipz, je ogranicen i bilo da je p>~2
ili p <2 - aq(s)ell ;

(d) p = @.

Tada za bilo koju funkciju g iz H(K), jednadina (II.3.3)
ima bar jedno reSenje u H(K).

Primetimo, da se jednadina (II.3.3) moZe napisatl u ob-
liku: ‘

il

(1) x = Ki'x + h’, ( :ce.Ip, Ch’'= g, h'elp )

_ odakle se ekvivalentnost reSenja jednadine (II.3.3) 1 Je-
dnadine (II.3.4) - jasnije uofava. Naime, svakom resenju je-
dnadine (1), odnosno (II.3.3) - odgovara reSenje Gd""FyG.I2
- jednadine (II.3.4) i obrnuto: svakom redenju jednadine
(IT.%.4) (u oznaci helg) ~ odgovara resenje Chélp jedna-
gine (II.3.3). Jasno je, da je to posledica cinjenilce da se
operator K, pri udinjenim pretpostavkama (v. (II.2.3)), mo—
ze rascepiti na trojci prostora Ip:, 1,14 Ip (v. (II.2.1)).

Te or ema IL.3.2, Heka funkcija f(s,u), koja generi-

Se operator superpozicije F, zadovoljava uslov:
(u - v)(£ls,u) - £(s,v)) ga(s)(u - v)z, (IZ.3%.10)

gde Je q(s)elm. Neka'operatori K i F zadovoljavaju us-




s,

love prethodne teoreme i neka je gsz(K). Tada Jje resenje Jje-
dnadine (II.3.3) - jedinstveno.

Dok az . ileka su Xy = Chl 1 ¥, = Chg, dva reéenja
jednacdine (II.5.5); tada ako je Iy ¥'h2, iz (II.%.4) - im-
ano .

2 _ K *
|h, - n,ll5 = (6" FChy -~ C"FChy, by ~ D

A
e
li

= (FCh, - FCh, , Ch; - Ch,) =

1 2 ? 1

EEf(s,Cths)) - f(s,Chz(s))] (Ch,(s) - Ch2(s)) e
S (s)(Ch, (s) -Ch (s))% < llgll . [c(n mE £l JKllih, -h 2
¢ 22 a(8)(Chy(s) = Chyls))m= all , Jothy =05 £llall Jicilihg -hs I3,

~ %to protivuredi pretpostavel (teor. II.3.l.) o velicini -
"q"a}"Kll. Teorema Jje dokazana.

Razmotriéemo sad sludaj kada Jje operator K u 12 - kva~
zi-pozitivno definisan, tj. kada operator X ima konacan br-
oj negativnih sopstvenih vrednosti: ]J 2,...,QEL. Neka su

e,(s),e (s),...,e (s) - odgovarajuée sopstvene funkcije (koje
odgovaraau tim sopstvenim vrednostima). lieka je F ortogonal-
ni projektor na lineal L(el,ez,...,e ). Pri ovim uslovima po-
smatramo linearni matriéni operator X - definisan matricom

1;(5,1:) = k(s,t) - 2 ﬁ; kje-(S)e-(t)
- RO

ede je matrica k(s,t) (s,t€ XL ) - definisana;str. 70. Sad
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u gore ukazanoj polarnoj dekompoziciji, uzimamo U = I - 2P,°
zde je P ortogonalni projektor na podprostor konacne di-
menzijé. Operator C , takodje, deluje iz 12 u IP i ima pro-
$irenje u obliku neprekidnog operatora 1z IP, u 12. Po ana-
logiji na jednadinu (II.3.4), treba razmatratl jednadinu

'h =2Ph + C'FCh + k ,  (II.3.11)
~ a umesto funkcionala (II.3.7) - funkcional:
S(h) = (n,n)/2 - (Ph,h) - G(h) - (s,n).  (IT1.3.12)
Tejednakost (II.3%.8) - nuzno je zamenitl, nejednakoscéu:
(Ph,h) + G(h) + (g,h) £ 2/5 (fnl=rz ). (1T.5.13)

Neka je jo3, o€(K) - najmanja (po apsolutnoj vrednosti) ne-

gativna sopstvena vrednost operatora K,tJ.

»%(K) = -—sup (Knhh) .
he L, jhi<1

Gore udinjenim analizama, grubim crtama je pokazana

Teor ema IT.3.3. Neka je operator K kvazi-pozitiv-
no definisan, a funkcija ®#(s,u) (v. (I1.3.6)) - zadovoljava:

2@8(s,u) £ qu© + b(s) ,
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gde je gq - bro] koji isvunjava zahtev qa(K) <-1, a b(s)

funkcija iz Il. Iieka je ispunjen jedan od uslova:

(a) Operator K

kri

(b) Operator

(c) p = @.

Tads za bilo koje
dno redenje u H(X)

operator superpoziclje

p I

e e H(K), jednadina

: Im’H-ID - je potpuno neprekidan;

: I a?IDf— je potpuno neprekidan;

(IT.%3.3) ima bar Jje-

i ako funkcija f(s,u) - koja generise

(I.0.1), zadovoljava nejednakost:

('Ll - V) [f(S,u) "' f(.S,V)j £ q (U-"' V)21

reSenje Jje Jjedinstveno.
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IT,4, S opstven

nog Haner

vrednostili diskret-

¢ (O

tejnovog oOperatora

Za funkciju gEEID (g # o), koristimo, kao do sada, naziv
sopstvena funkcija operatora & : IP a-l , ako postoji broj
A, takav da Je Ag = Ag. U tom slucaju, brOj A - nazivamo so-
pstvena vrednost operatora 4, koja odgovara sopstveno]j funk-

¢ciji g. Ako za broj A, ne postoji g # o, sa svojstvom &g

= Ag - ka¥emo da je A rezolventna vrednost operatora A. In-
verznu vrednost sopstvene vrednosti operatora A, zvacemo Ka-
rakteristidna vrednost operatora -A. Skup svih sopstvenih vr-
ednosti nelinearnog operatora A, a po analogiji na linearne
operatore, nazivamo spektar operatora A.

Ovde éemo posmatrati Jjednacine

C.bi‘,k(s,,t)f.'(s,,'x(s)) = Ax(t) , (IT.4.1)
s=1 ,

ede matrica k(s,t) (s,teB ) i funkcija f(s,u) - imaju sv-
ojstva izneta u definiciji beskonadénog nelinearnog sistema- 1z
(IT.3.3) (v. str. 74.). Sistem (Ii.4.l) mozemo napisati u op-
eratorskoj formi KFx = Ax.

Dosta je pitanja na koja, poznavanjemn sopstvenih funkc1ga
HamersStejnovog operatora K¥, mozemo relativno brzo dati od-
govor (medju njimalsu, svakagko, pitanja egzistencije tacaka
bifurkacije, struktura spektra, struktura skupa sopstvenih fu-
nkcija operatora i dr.), ali mi Cemo se ovde sSamo dotaéi pit-
anja strukture spektra.i u narednom poglavlju - tacaka bifur-
kacije beskonadnih nelinearnih sistema. |

Poznato je, da linearni potpuno neprekidni operator ima
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diskretan spektar 1 nulu kao tadku nagomilavanja skupa sops-
+venih vrednosti. Kod nelinearnih operatora, spektar, takodje
noYe biti diskretan, medjutim, moZe se ipak smatrati da Je, u,
opStem sludaju njihov spektar .vell" - 3to ée votvrditi 1 te-
orema koju ¢emo dole formulisati.

Ovde Je neophodna primédba. Naime, govoreéi o sopstvenim
vrednostima operatora KF - govorimo o sopstvenim vrednosti-
ma beskonacnog nelinearnog sistema (II.3.%). Ta ¢éinjenica sl-
edi iz pretpostavke o potpunoj neprekidnosti operatora K (ko-
ju smo vel uc1n111) i uslova koje ispunjava nelinearni opera-
tor superpozicije F (koje éemo dati nesto kasnije) - te po-
snate Fretholmove alternative.

7a sada pretpostavljamo da je, sto se tide funkcije f£(s,u)
koja generiSe operator superpozicije F, Jjedino f(s,0)=0 za
svako seli,

Teoremama o egzistenciji reSenja sistema (II.4.1) - poka~
zali smo da je spektar operatora KF - neprazan. Topoloskim
metodama (rotacija vektorskih polja), potpuno isto kao u nepre-
kidnom sludaju ([24] , teor. II.4.8.), pokazuje se da vazi:

Te or emalIl.4.1. Heka Je g, - sopstvena funkcija ne-

linearnog potpuno neprekidnog operatora KF, koji je nepreki-
dnq diferencijabilan u okolini tacke Bo°

Neka je, dalje, A5 sopstvena vrednost koaa_odgovara SOp-
stvenoj funkciji 559 razlidita od nule i rezolventna je vred-
nost Frefeovog izvoda operatora KF, u tacki g,.

Tada, spektar operatora KF sadrzi nekl interval (-,
A, +& ), pri tome postoji okolina tatke g, - takva da svakom
:k iz intervala (2.- €, £) odgovara jedinstvena funkcija

g iz te okoline, koja sa svoje strane neprekidno zavisi od A,

Jasno, ostalo je nekoliko napomena o funkcijl £(s,u), ko-
ja generisSe operator superpozicije F - koji sa operatorom
K (kompozicijom) — &ini operator KF. No, pre toga nesto o
diferencijabilnosti operatora KF.

Neka je K 1linearni neprekidan operator 1z Ir u Iq i
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neka funkcija f(s,u) - generise operatortsuperpozicije F,
koji deluje iz Ip u Ir . Sada operator KF deluje 1z IP

u Iq i predstavlaa dlskretnl nelinearni Hamerstejnov opera-
tor. Ako je overator superpozicije F - diferencijabilan u ne-
koj tafki x_ e;I , tada, kao 3to smo videll poglavlju I.7.

njegov izvod Dredstavlaa linearni operator, takodje, iz 1

p
u Ir i zbog (I.7.5), linearni operator
o |
Bh(t) E Z]:_k(s,t)fli(s,xo(s)) h(s) (IT.4.2)
S= -

- deluje iz Ip u Iq — neprekidno. Jod viSe, 1z ocevidne ne-
jednakosti:

lxw(x, + n) - K:Fxo - Bul < Ixfllz(x, +n) =P - Blx ) hly

nalazimo da Jje operator KB - diferencijabilan u tacki X 1z
1p i linearni operator B , predstavlja njegov izvod.

Na taj nadin iz svakog kriterijuma diferencijabilnosti (u
Frefeovom smisliu), operatora superpozicilje (I.0.1) - lako mo-
zemo dobiti odgovaraauce uslove dlferen013ab11nost1 operatora
KF, tj. diskretnog nelinearnog Hamerite jnovog operatora defi-
nisanog desnom stranom relaclje (I1.3.1).

;s+~-. TOTARISELIIN YIIYRTION 2A%a
SA bar JIATLSY, NIKARGY ¥ ADTRONOMUJY

_:MEJ:EQHGTEIAA

Epoj:
Jatywm:
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4
II.5. Tad ke bifurkacije beskona ¢ -

n i h nelinearnih s isgstena

Neka je dat beskonadni nelinearni sistem

%ik(s,t)f(s,X(S)) = Ax(t) , (II.5.1)
5= :

'gde beskonadna matrica k(s,t) (s,tell ) - ispunjava sve us-
love, da operator K , koji ona definise - bude:. samoadjungo-
van, pozitivno definisan (pogl. II.2.) operator koji se moze
predstaviti u obliku K = ¢ (pogl. II.2. - (II.2.5)); samo-
adsungovani operatori C i €7 - deluju iz 1, w 1,1 iz
Iq u 12 - redom ( K : Iq +—Ip ; p-l + q-l = 1).
Pretpostavke koje treba naloziti funkcijl f(s,u), detalj-
nije éemo izneti ne3to kasnije, 21i za sada: funkcija £(s,u)
- generiSe operator superpozicije (L.o.1) i f(s,0) = o0 , za
svako se€TL . Sistem (II.5.1), napisaéemo u operatorsko] for-

mi:

KFx =?\x ( }ce-lp , F : Ip —---Iq Yo (IT.5.2)

Broj g - naziva se tadka bifurkacije Jjednacine (I1.5.2)
- ako za svako €&>o postoji takvo A, da je |A—)\0I<& i
jednadina (11'5'2) ima u kugli B(o0,&) - bar jedno resenje
razlidito od nula. Broj A, > naziva se asimptotska talka bi-
furkacije ([?4]), jednacine (II.5.2) sko za svako. E>o0 -
mozemo naéi takvo A, da Je I?L- 7\03|<& i jednadina, vagn kug-
le ﬂx“4:6"1- ima bar Jjedno resSenje.
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Pretpostavke koje treba da ispuni operatcr K, (i sa rjim
u vezi matrica k(s,t) ), veé smo izneli; sad o dodatnim us-
jovima za funkciju f(s,u) i s tim u vezi operatoru F. Na-

ime, pretpostavimo da vazi:
f(s,u) = ao(s)u+ W(s,u)ll, (II.5.3)

ede je aoerlq/lp.(v. (I.7.2)), a funkcija w(s,u) - generise
" operator superpozicije 1z IP u Iq/Ip . |

Pri ovim pretpostavkama operator F , koJi Je generisan fu-
nkeijom f(s,u), deluje iz Ip u Iq , a operator KF - u pr-
ostoru Ipu.Specijalno, ako je operator superpozicije F - di-
ferencijabilan na B(o,r)c:l“p , tada (v. pogl. I.7.), oligle-

dno vari (II.5.3%). Sada smo u situaciji, da operator (II.4.2)

suopStimo" - uvodjenjem sledeéeg
es
B x(t) = 2 k(s,t)a_ (s)x(s) - (I1.5.4)
s=1 |

~ njegovog analoga. _

Pod istim pretpostavkama posmatramo i operator Krasnoselj-
skog C'FC ; sa njim u vezi i funkcional (II.3.5-6), gde Ce-
mo pretpostaviti da operator generisan funkcijom @(s,u) de-

luje iz Ip u Il.

Lema5. (V. tvedjenje 4. Efﬂ). Neka je ispunjen Jjedan

od uslova:

(a) Operator X Jje pobtpuno neprekidan;

(b) Operator generisan funkcijom w(s,u) iz (II.5.3)

je neprekidan u nuli.
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Tada je operato: C*aOCj( a, - Je operator mnoZenja funk-
cijom ao(s) iz (II.5.3) ) - Fredeov izvod operatora C’FEC
u nuli. |

Na osnovu ucéinjenih analiza 1 pretpostavki koje ispunja-
vaju funkcije k(s,t) (s,teIL ) i f(s,u), steleni su svi ar-
gumenti, da vazi sledeta teorema - koja se pokazuje kao 1 an-
alog u neprekidnom sludaju (T.VI.2.2. —1?4]),pa.je mi samo fo-
rmuliSemo: |

T &-0oY:ema IL.5.1. Ako Je operator K - pozitivno defini-
san, tj. sve sopstvene vrednosti matrice k(s,t) (s,t€I ) su
pozitivne; i neka vaZi jedan od uslova:

(a) Operator K je potpuno neprekidan;

(b) Operator generisan funkcijom @(s,u) (v. (II.3.6)) -
je ograniden, a operator generisan funkcijom w(s,u) (II.5.3)
~ neprekidan u nulil;
Tada svaka nenulta sopstvena vrednost 2Aj, operatora B (vi-

di (II.5.4)) - je tacka bifurkacije beskonacnog nelinearnog
sistema (II.5.1).

Jasno je da rezultat ostaje u vaZnosti, ako se pozitivna
definisanost operatora zameni - kvazi-pozitivnom i tehniku to-
ga prelaza, dali smo u poglavlju l1ll.5.

Slidéno se mogu razmotriti i asimptotske tacke bifurkaci je,
uz koriséenje iznetog - o asimptotskoj diferencijabilnosti op-
eratora superpozicije (I.o.l).

Razmatranja izneta u ovoj glavi standardnim Semama ([27])
- koristeéi uop&tene rezultate, iznete u prvoj glavi, na pro-
store Orlida, bez veéih potesSkola mozemo uopstiti na beskona-
éne nelinearne sisteme u Orlidevim prostorima nizova i funkeci-
Jja.
WLk a2 ¥ aeTInr PAJ0A
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OF OIIEPATOPE CYNEPNO3MULIUA B BAHAXOBIIX [TPOCTPAHCTBAX
[TIOCIELOBATEIBHOCTEN

- JloxkTOpCKag puccepranua -

Denmarndy <@exuu
PE3IWNME:

OnepaTop CyINeplo3nuun /1/{ cM. cTp. ©)) BfﬂpocfpaHCTBaX-ij
-~ UHTETDUPYEMHX € D-i cTemesbio PyHKHME Ha uayueH CpPaBHU—
TeNbHO LHeTaNbHO /CM., Hampumep [24-25]/. [nsd HEro MONyUeHH He-
O06XOnMHEe M HOCTOTOUHHE YCHIOBHUA neficTBuA U3 OLHOTO Je0eroro
IpOCTpaHCTBa B ADYyroe, BHACHEHH yCIOBUA €TO HEeIPePHBHOCTH, or-
pPAENYEHHOCTHU K 26COJNINTHOW OrpaHUYEeHHOCTH, YCIOBUA nuddepeHL -
DYEMOCTY B OTHENBHHX TOUKAX ¥ HA BCEM npocTpaHCcTBe, YCNOBURA
CHANMTAYHOCTN ¥ Op. OOHAKO, BCe 3TU PE3YNBTATH IONyuEeHH B Np-
eNIIONIOXEHUM, UTO Mepa i H& () gpnsercs HempepHBHOH / Ge3 ar-
oMOB / ¥ OKA3HNBAWTCA HEBEDHHMM [PY HANMUMM ATOMOB, B HACTHOC=
TH eciau Mepa IOMCKpeTHa. B HacToAmed padoTe MONYUEHU:

— HeOTXONHMHE ¥ LOCTATOYHNE yCjoBMA AelicTBUA omnepaTopa cjy=
nepnosuuuuy /I/ u3 OZHOro NMPOCTPAHCTERA nocnenoBaTENbLHOCTEN IP
g npyroe * /I £ p,q< ®/ 5 ycnosus ero HeMmpepHBHOCTH, OTpa-—
aneHOCTH,qadcoanHou orpaHuuensocTn, nudepeHuupyemMocTy, aH-
aIMTUYHOCTKE B O0AHAXOBUX POCTPAHCTBAX ToCnbenoBaTeIbHOCTEH’ .

B xayecTBe NMpUMepa NPUIIOXEeHNUH NMONYUeHHHX TeopeM - yCTAHOB—
JleH DAL TeopeM O PA3PeNMMOCTM OECKaHEeUHOTO HenyuHellHOTQ CUCTEe-
Ma ypAaBHEHMHU THNA FaMmepuTenHa.

lonydeHHHe PEe3YNALTATH JIETKO MOXHO TEPEHOCTH .HA cnyuait ome-
paTopos cyneprosuunu /I1.0. I/5 (cM. § I1.9.)~- meicTBylmAX W13 ol—
HOTO L . B LOpyTroe I@_, B cjiyuae NPOU3BONILHOM Meph. 3T¥M O00bL-
qeHAETCA MCNONb3OBaHHEe-B pafoTe INfA nocnenOBaTeanocwem - dy-
HKUUOHATBHEX OGosHauenuit. B §I.9. Toxe yKasaHo Kak OHA /TIOny-
yeHue peaynbTaTn/ MEpPEHOCATCH U HA ONEpaTOpH, feitcTByROmmue u3
onHoro mpoctpadcrea Opnnua B Ipyroe.
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