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YBon

Ha pasBoj maremaTuke cy yTHIAJKA PeaiHH IIPo0JIeMH Koje je OmIo IIoTpeOHO
pemuTH. JegaH o4 OCHOBHHX IIpobJsieMa OMO je M M3payyHABambe IIOBPIIHHE U
3ampemune. [loBprrmHa mpaBoyraoHmKa ce JIAKO M3padyyHaBa Kao MPOU3BOJ IYKHUHA
eroBuUX crpanmia. lloBpmrmHy Tpoyriia u IrapajeorpaMa MOKeMO pPadyHaTh
TpaHchopMaImjoM JaTuX QUrypa JI0 OPaBOyraoOHWKA. YOIIIITEeHO, IIOBPIIMTAHA

MHOTI'OyTJIa Ce MOKe u3padyyHaTHu I10J1eJIOM (bl/II‘ype Ha TpOyTJioBe.

IIpobrem HacTaje Koa moTpede 3a mM3padyyHaBarbeM IIOBPIIHHE (PUType OUBUUEHE
KpUBOM JHHHjOM. Apxmmern je jomr y TpeheM BeKy KOPHUCTHO TAKO3BAHY METOMIY
UCIpIJbUBamba wuiau exkcxaycruje. OH je pauyyHAoO HMOBPIIMHY Kpyra OIucyjyhu My u
yIucyjyhm My OpaBuUjHEe MHOIOYIJIOBE UYKMe Je HCIPIJBMBAO IIOBPIIHHY KpPyTra
noBpiimHaMa wMHoroyryoBa. lloBehaBajyhu 06poj crpanmiia morao je ma pauyHa
IIOBPIIIMHY Kpyra ca morpeduHom TavHorrhy. Maremarudapu cy BEKOBHMA pelaBaJin

0Baj IIpobJIeM 1 HAJIA3WJIN 34 CBAKH IIOCe0AaH IIpuMep Ipuaaroheny gpopmysy.

[IpoGsiem je pemren Tex y 17. BeKy OTKpHBAIL-E€M je[He OIIIIITe MeTode U TO He
reoMmeTpujcku, Beh anasutuuku. [lojam mHTErpasa je jemas o1 HaJBAKHU)UX II0JMOBA
y MaTeMaTU4KO] aHAJH3W. Y IaHAIEbeM CMHCIIy jaBHO ce y pamoBuma HbyrtHa u
Jlajouwuiia, anu je tex ca KommjeBuMm pamoBmMa 0 TPaHHYHHM BPeTHOCTHMA OMJIO
Moryhe mepMHHCATH WHTErpasl Kao TPAHWUYHY BPEIHOCT WHTETPAJHUX CyMa

J1ajGHuIL yBOIH 03HAKY | , CTHIIM30BAHO CJIOBO S KA0 ACOIMjAIlH]y Ha CyMy.

byt u Jlajorwutr cy suanum ca mojam Op3uHe, cuiie, yOp3arha, aJju Cy 3HaJIH 3a CaMO
TPU JUMeH3Hje. Y IeBEeTHAEeCTOM BEKY JI0JIa3H Ce JI0 IIPEeIH3HOr Je(PUHUCAEhA II0jMa
BexkTopa. Camom oTKpmhy BekTopa IIpeTxoje TpHU IOKyIIaja pasBujarba Teopuje (1)
OTKpHhe M TeoOMeTPHjCKO IIpeJicTaB/hbaihe KOMILIEKCHHX OpojeBa (2) JlajomuiioBo

HCTpaskuBame Teopuje mosoxkaja u (3) EbyrHoBa mmeja o mapaJsiesorpamy cujia WIA
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OpamHa. Tex ma/bUM HAIIPETKOM HAayKe, IIpe cBera (PU3WKe J0Ja3UMO [0 IIojMa

BEKTOPCKUX (PyHKIIH]ja, JaBJba ce IIoTpeda 3a Ja/buM pa3BojeM TeopHje BeKTopa.

Y oBom paxy OaBumhemo ce PumanoBMM wHHTErpajioM BeKTOPCKUX (PYHKI[H]ja.
Vrkaszahemo Ha ocobume, craBoBe m TeopemMe Koje ce IpeHoce ca
JeTHOOMMEH3NOHATHIX Ha BEKTOPCKO BpeIHOCHe (pyHKIMje, yKasaheMo Ha cTaBoBe
KOJU ce y3 Mamby MOMAU(PHUKAIIN]Y IIPEHOCe HAa OMNIINTH CJIydya] KAo M Ha IIOyYHe
mpuMepe (QyHKIHMja Koje Y3UMajy BPETHOCT y OeCKOHAYHO JINMEH3WOHAJHUM
ImpocropuMa. Y OIIIITEeM CJIy4ajy ce He MOKEeMO OCJIalbaTHh Ha IIoOpemak, Tj. HeMaMo
KOHIleITe Jomer u ropmer JlapOyoBor wmuterpasia. Jlakmge 3a yBoheme I1ojma
KOHBepreHiyje PuMaHoBHX cymMa, a THMe H II0OjJMA HMHTErpadMIHOCTH HEOIIXOIHO

MOpaMoO UMAaTH METPHUKY, a 3aIIpaBo HOPMY Ha HAIlleM BEKTOPCKOM ITPOCTOPY.

Cawm pap je mojiesbeH y et JesioBa. Kako mpeTrmocTaB/haMo J1a Cy YHTAOILy HO3HATH
OCHOBHHM T0jMoBH obOpahenm wu y Awmanm3ml, Kao IITO Cy II0jJaM HHU34,
KOHBEpIreHIlrje...y IIPBOM JIeJIy heMo JaTu KpaTak mperJie] OCHOBHUX I10JMOBA IIOMIYT
BEKTOPCKOI' IIPOCTOpPA, METPUYKOr IIPoCcTOpa, Hopme u baHaxoBor mpoctopa,
HaBenrthemo mpuMmepe bBanaxoBux mpocropa. ¥ pApyrom [eily YBOJHUMO II0jaM
PumanoBor wmHTerpasa M HABOJAWMMO OCITAJIATOPHU KPUTEPHUJYM HMHTETPAOMIHOCTH
KOJH ce 4ecTo He obpaljyje Ha mouyeTHHMM KypceBHUMa aHAJIM3e M HABOAUMO OCOOHMHE
uHTerpasa. Y Tpehem nmesy caskero M3HOCMMO TeOpH)y O HWHTETrpallyju peaTHUX
dyHaRIIM]a © ymopehjyjemo KpuTepmjyMe WHTErpaOMIHOCTH PEAJTHUX U BEKTOPCKO
BpeIHOCHUX (QPYHKIM)a. UeTBPTH €0 CaIp:KU TEeOpH]y O HHTErpalfdju BeKTOPCKO
BpPEIHOCHUX (PYHKIIM]a, yKa3yje ce Ha pas3jhKe y HWHTEerpaOMJIHOCTH pPeasHuX u
BEKTOPCKO BPETHOCHUX (PYHKIIM]ja, KA0 U 3aHUMJbUBe KoHTpampumepe. Iletu meo

IIoBe3yje UHTEerpas 1 u3Boa PyHKImje, nokasyje ce byru-Jlajoamuiiosa dpopmyia.
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1.0cHOBHU TOjMOBH

Bexropcku mpoctop

Jedburuimja 1.1.CtpykTrypa V=(V,+,-,F ), opu demMy je V CKym 4duje eJieMeHTe
30BEMO BEKTOpHMA, + OWHapHA ollepalimja y CKymy V IIpu deMy je (V,+)A6eJIOBa

rpymna, F CKyIl ydje ejileMeHTe HAa3WBAMO CKaJapuMa U KOJU MMa CTPYKTYpPY MI0Jba

(F ,+,D). Heka je naspe gedumHHMCAHO IIpeciuKaBame, KOje Ha3UBAMO MHOMKEHHe

BEeKTOpa crajiapoM, FxV —V, Koje CBAKOM BEKTOPY X€V TIpUAPYKYje BEKTOp

ax €V Taxko ma Baxke aKCHOMU:

1. a(px)=(af)x.Va,feF VxeV
a(x+y)=ax+ay,‘v’aeF,Vx,er

(a+ﬂ)x=ax+ﬂx,Va,,BeF,er

- W

Ix=x,1e F,VxeV.

V ce 30Be BEKTOPCKM MIPOCTOpP HAJ mojbeM F m o3HadaBa ce ca V. 3a Hac cy of

WHTEepeca CIy4yajeBU Kaja je moJbe ckajsapa [ uau [ .
MeTpuykH IIpOCTOP

Hedurnnuja 1.2. Merpuaku mpocrop je map (M,d) rae je M ckym, a d je MeTpuxana

M , To ject dyurIMjad : M x M —[1 " TakBa ga

1. d(x,y)=0 axowumcamo ako x=y

2. d(x, y) = d(y, x)
3. d(x,2)<d(x,y) +d(y,z) (HejegHAKOCT TPOYIJIA).

Oyuriuja d ce Takohe HasuBa PYHKIIUJOM pas3aabUHE WJIN IPOCTO Pa3Ia/bUuHOM.
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Hedbuanuyja 1.3. Hus {x,}” vy merpuuxom mpocropy (X,d)je Kommujes akro 3a ceaxo

n

&>0mocroju n, € NTakas na je d(x,,x,)<&3a cBe m,n>n,.

Jedwunuimja 1.4. MeTpuuyKu IpPOCTOp C€ HA3WBA KOMILJIETHHM YKOJIUMKO y EbEMY

cBaku KomrjeB Hu3 KoHBeprupa.
Knacuuan pesynarar je ga csaxu Komrmjes Hu3 peasiHux OpojeBa KOHBEPrupa.

Hedbwunumnmja 1.5. Kamemo ma je dyurimja f:[— X Jluommi HenmpexkumHa HA

rHTepBauy I [l ako mocroju koHcTaHTa L >0 TakBa 1a je Hf(xl)—f(xz)

SL|xl—x2|.

Jedbwunumja 1.6. Kammemo ma je dyurmmja f:/—>X, rome je X MeTpUIKH
IIPOCTOP, paBHOMEPHO ( YHH(MOPMHO ) HEeIIpeKHUIHA aKo ce 3a cBako & >(0mMoske Hahm

6 >0 Tako Ia 3a cBaKe JIBe Tayke X, U X, U3 CKyla / Koje Cy Ha pacrojamy MarmeM

on Ssamm d(f(x)-f(x,))<e.
Hopma 1 HopMupaHHU TIPOCTOP

Jedwunummja 1.7. Heka je X BexTOopckum mpocTop Ham mosbeM K, rome K o3HauaBa

mosbe | wiu mosbe [1 . OyHKImja ||||X — [0,00)ROja HMAa 0COOHHE

1. |x=0ex=0

2. |ax||=calfx

,VxeX,VaekK

3. ||x+y||£||x||+||y ,Vx,ye X

Ha3umBa Ceé HOPMOM Ha X, a IIpoCTOopP X Saje,I[HO ca JgaToM HOPMOM Ha3HBa Ce

HOPMUPAHU BEKTOPCKHU IIPOCTOp MM Kpahe HOpMUPAHU IIPOCTOP.

Jedbmuummja 1.8. KoMmiieran HopMupaHu BEKTOPCKHU IIPOCTOP HasmuBa ce banmaxoBum

IIPOCTOPOM.
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Hexu mpumepu HopMmu 1 BamaxoBux mmpoctopa

IMpumep 1.1.Younmo ckyn [ “u HOpMe:

1

pJp;lSp<oo

b, =[Sk

J=1

], = sup

xj
1<j<k

Osu npocropu cy Banaxosu. Cruaso nmamo u 3a [ -,

Ipumep 1.2.Vounmo ckym cBux Henpekuauux ¢yuruuja C|a,b]Ha unrepsany [a,b]

u Hopmy | f|= sup‘f(t)‘ = max f(t)‘ . OBaj mpocrop je Takohe Banaxos.
ast<b

ast<bh

Hoxas — ¥Yamumo na je f, Hexku RommujeB Hu3 u3 C[a,b], omabepumo ¢ >0, Tama 3a

HEKO 71, BAYKH ‘f(t)—f (t)‘<g,m,n>n0,te[a,b].

Cremu na je 3a cBako ! €[a,b|uus f, () Konmjes aua y [ wmu [, ma oH KOHBeprupa
ra Opojy f(¢)= lim f, (¢).OBaxo je nedunncano npeciurasame f i f(1)kome he Hus
f womBeprupaTu. ['paHMYHMM TIPEIA30M KaJ n — o 100UjaMo ‘ INGEY (t)‘ <eg,
m>n,,te [a,b]Roja je HempeKHIHA, jep paBHOMepHA KOHBEpreHIIMja dYyBa

HEeIIpeKnIHOCT.O

[Tpumep 1.3. [,1< p < oo caHOPMOM ||x||p =7 "ox=(x,x,,..)el’, p=1.

00
2
n
n=1

[Ipumep 1.4. Crym orpaHrYeHNX HH30Ba M HyJia HA30Ba €A CYIPeMyM HOpMAaMa.

r={x=(&),

[, =sup|é,|<+eo}
nxl

¢, :{x el°°|x :(fﬂ )Zl hg'}f = 0}.
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Co je BEeKTopcKU IommpocTop on [”, Haciehjyje Hopmy ( m1a TUMe U MEeTPHUKY ) u3 [”.

Kaxo je c,3aTBopen y BaraxoBom mpoctopy /”, oH je u cam baraxoB mpocTop.

I[Tpumep 1.5. Hera je Swuempasan ckym. Ckymn CcBUX OrpaHHYeHUX QYHKIIH)A
B(S)={f:S—>D ‘EIMeD :‘f(x)‘SM,xeS} HOpMa ||f||w=sup‘f(x)‘the jeman
xeS§

Banoxos mpocTop.
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2.0cHOBHA CBOjCTBA MHTETpaJia

2.1.Jlepuuuiimja PumanoBor nurerpasia. JImHeapHocT nHTErpasia

Jedbuuummja 2.1. Ilogena cermenTta [a,b] je KoHavaH HM3 Tadyaka X,,X,..,X , U3

027122V Y

[a,b] Takras na je a=x, <x <..<x,=b.

=127

Cermenrtn A,:[x. x.], 1<i<m,cy momeoHHM cermMeHTH Te Iomesie P. 3a mHUXOBE

AYHKHHE YBOOAMO O3HAKY

Ax, =x —x_ 1<i<n.

[Tapamerap momesie P je

A(P)=maxAx,.

1<i<n

Cky1 cBUX mofes1a cerMmeHTa [a,b] o3HavaBaMo ca P nim P.

Crym cBux Iogesa cerMeHTa [a,b] MOSKEMO YPeOuTH pejamujoM <. AKO je cBaka
II0JIe0OHA Ta4yKa IIojese P MCTOBpEeMeHO U II0Jle0Ha TadyKa mojesie P, mpyruMm peunma
P ce nobuja u3 P momaBarbeM IIOJIEOHUX Tadaka, Tanma mmmemo P < Ppehwu hemo na

je mogeisia P ¢uHMja of mofeste P, 0oMHOCHO jAa je moxesna P rpybipa on monese P.

Hedunupmja 2.2. [Tap (P,¢)je momena cermenra [a,b] ca nsaGpaHuM TadKama ako je
P:a=x,<x <..<x,=b monmena cermeHTa [a,b] ,a & =((§1,§2,...,§H)ypeheHa n—TOPKa

Tauaka Taxksa 1aje & e[x_,x], 1<i<n.

Crym cBUX 1o/Iesia ca u3abpaHuM TauyKaMa CerMeHTa [a,b] o3uauaBamo ca I [ap) nam

I1.

10



Pumanos HHTErpaJI BEKTOPCKO BPEAHOCHHUX d)VHRI.II/Iia

Hedbwunumnmja 2.3. Heka je f :[a,b]—)X dyuKIHmja ca BpemHoctuMa y bBanoxoBom

mpocropy X . Tama 3a cBaky momesy ca m3abpaHUM TadykaMa YBOJIHUMO OJroBapajyhy

PumanoBy cymy o (f,P,&) = Z f(&)Ax.

OBze oxcTyIamMo oJ JIOroBopa Ja IIPOM3BOJ CKaJiapa A 1M BekTopa v muimremo Av, Beh

oBe nuireMo caecHa vA. IIpumernmo ma 0'( f,P,& ) eX.
Axo ] € X ncunymana ycJoB
(Ve>0)(36>0):(P.¢)e P, m A(P)<5=|o(f.P.¢)-1|<e

OH/IA IIUIIIEMO ;}glgoa(f, P,cf) =1

Tana jel jenHo3uauso oapelerno u 3oBemo ra PumamoBum mHTErpaaoM QyHKIHjE f
b
Ha cermMeHTy [a,b]u o3HagaBamo caJ. f(x)dx, a sa dyHruujy kaxemo na je Puman

WHTerpabuIHa HA WHTEPBAJLY [a,b], a mb Ha3WBaMO PECHEKTUBHO JIOEbOM U TOPH-OM

TPaHUIIOM WHTeTpasa, a PYHKIN)y f HA3UBAMO HOJUHTETPATHOM (PYHKITHA)OM.

Crkyn cBux Puman mHTerpalOMIHHX (QPYHKIM]a HA CETMEHTY [a,b] 03HAYaBaMO ca

R([a,b],X) i ca R[a,b] aroje X =01,

b
Hamomena 2.1. Jla ou I f (x)dx = ] HeOIXOJAaH U JOBOJHAH YCJIOB je Ja 3a CBAKU HI3

(P",f")no,ueﬂa ca wm3abpaHmM TaykamMa Takas Ja jelim/I(P”):0Ba>RH

n—oo

1ima(f,P”,§”)=I.I[pyrHM peqHMafeR([a,b],X)aRo ¥ caMo aKo limo—(f,P",g”)

n—»o n—»00

mocToju Kazj rof jelim A (P) =0.

11
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Teopema 2.1. ( JIumeaproct unTerpasa ) Heka cy dpyukrimmje f,g:[a,b] — X Puman

nnrerpabume. Tana cy u f +g,Af Puman urrerpabuze (4 <0 ) pasms:
()02 ¢ (5) ] = b oo

(Z)j:/lf(x)dx - zj £ ().

Toxas: Hexa je 1, :j F(x)ds u 1, :j o ()

O'(f+g,P,§)=O'(f,P,§)+O'(g,P,§).

Banajmo ¢ >0, Tana nocroje o, >0u o, >0Tako ga BaKu

lo(£.P.&) 1H<— P)<$,

(g,P,f)—[gH<% A(P)<3,.

Hexa je 6 =min(6,,8,). Axo je A(P)< 6 onza je

“O'(f+g,P,§)—(If +1g)” <|o(f.P.&)~1,|+|o(g.P.E) -1 | <e.

b
OBuM je 1okasaHo Ja je R([a,b],X) BEKTOPCKH IIPOCTOD, a I :R([a,b],X) —>X
JINHEAPHO IIPEeCINKABabe.
HajjensocTaBHM)H IpuMep je HHTErpas KOHCTAaHTHE PYHKIIH]e.

Jlokas je IIPOTOTHII OHUX J0OKAa3a KOJU Ce HeIOCPEeIHO IIpeHOce Ha BEeKTOpPCKe

ciIydajese.

Hexa jec e Xonpa je 3a f(x)=c(a<x<b)

o(f.P.&) Zf ,.:cZ”:Axl.:c(b—a)

12
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b
ma cJjenu chx = (b - a)c.

Axo je f :[a,b] — X jemHaKa HyJIA OCUM y KOHAYHO MHOTO Tadyaka oHmaa je f Puman
b
MHTerpabuIHa U J.f(x)dx:O. HammMe Heka je f jeqHaxa HyJIH Ha [a,b]\{tl,tl el )

3a C =max

1<j<k

f(tj )H “MaMo Ja je Ho-(f,P,f)H <2kCA(P), a To je JOBOJBHO.O

Kao mociiequily IpeTxogHOT ©MaMo TBpheme:

Axo cy f,g:[a,b]>Xu Heka ce pasmmKyjy y KOHAYHO MHOIO Ta4akKa OHJA

feR([a,b],X)aRRO geR([a,b],X) oHIa m3 ropmer U (1) MpUMeHEHOr Ha CJydYa]
b b

pasimKe CJIem/I_[f (x)dx:_[ g(x)dx. Moxe ce pehm nga cy KOHAYHH CKYIIOBH

3aHeMapJbMBU |y cMuCIy uHTerpamuje. Moske ce roBoputH o0 Puman
uHTerpabmiaHocT ¥ PuMaHoBOM HHTerpalsly ¢QyHKIMje Koja je 3agara Ha

KOMILJIEMEHTY KOHAYHOT IIOJICKYIIa CerMeHTa [a,b).

2.2 . KomrjeB kpurepujym Puman naTerpaduiIHoCcTH

Cras 2.1.(Komwujer kpurepujym ) Oyurmmja f:[a,b] > X je Puman unrerpatuina

AaKO K CaMO aKO HUCIIyHaBa yCJIOB

(Ve>0)(35>0):V(P.EVA(P) <8V (P"ENA(P) <5 =|o(f.PLE) - (f.P"E") <& (C).

b
Jokas — Heka je f ER([a,b],X),OSHa‘II/IMO _[f(x)dx ca I, 3amajmo ¢ >0. Ilo

neduHUIIK 2.3. ocToju d > 0 TAKBO 114 je “a(f,P,f)—]H <§Ran roz je A(P)<§.

13
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Hemocpemaocienn Ha(f,P‘,f') —a(f,P",(f")H < Ha(f, P',§')—IH+H[—G(f, P",§")” < & aKoje

A(B)<6 A(P')<8,A(P")<4.

O6puyTo, Heka Basku Kommjer kpurepujym.3a mato o >0 Heka je

A, ={a(f,P,§)‘/1(P)<5} U HeKa je

o, =diamA; =  sup Ha(f,P',f')—a(f,P",f")H.

A(P")<5,4(P")<

N3 ycmosa (C) cmemu ma je}ij& @; =0. Ilocmarpajmo HuU3 ckymoBa F| =A_lom/1 JHHE

n

omagajyhu mwm3 F DF,DF,D..Hempa3HUX 3aTBOPEeHUX IOACKyIIoBa DbaHaxoBor

mpocropa X u limdiamF, =0. W3 xommierHocTumpocropa X mmamo (| F, #0,

n—w n=1

IITABUIIIE Ta] IIPECceK caap:ku jeaHy Tauky [ € X ( oBIe ce I03WBaMoOHa TeOpPEMY

1.14.13 [4]).

b
Jlorkaskumo ma je Izj_f(x)dx. Hawume, 3a mato ¢ >0 3s6orlimdiamF =0 cienu ma

n—>»0

nocroju n € N :diamF, <& 30or Alan(:JIe,tu/I aa je “a(f,P,f)—IH<5Ra;[ rog je

n

A(P)< l, IIITO je JIOBOJHHO.
n

Hocnemuma 2.1 Axo je f:[a,b] > X Puman unrerpabumnsa oxna je f orpaHndyeHa Ha
[a,b].

Joxas: IlpermocraBumo fa je pyHKIM]a HeorpaHUYeHA Ha JAaTOM CEerMeHTY, Tajga 3a

IIPOM3BOJbHY IIO/IEJIy IIOCTOJH CeTMeHT A Ha KoMe je dyHKIuja HeorpanmdeHa. Ha
OCTaauM IIOIGOHUM CerMeHTHMa (UKCHpaMo II0 JeJHy Tadky & €A, MOK H3

cerMeHTa A, BapupaMo IIpoMeHJbUBY Taukyn. Taza je

14
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O'(f,P,§)=f(77)Ax,. +Zf(§/.)Ax‘/. dbyHKIIIja 0 7KOja HHUje OTpaHHYeHa IO 77 €A, Te

J#i

dyHKIM]a He MOKe OMTH MHTErpaOKUIHA.O

Craenehwu cras je ocHOBHA MHTerpaJIHa HejeIHaKOCT.
CraB 2.2. Heka je f € R([a,b],X)I/I Heka je Hf(x)” <C 3a a<x<b.Tagaje

b

J‘f(x)dx

a

(3)

SC(b—a).

Jlorkas — 3a cBaky mojesy ca n3adpaHum TaqRaMa(P, & ) Baskmhe

RO

< Z":CAx,. =C(b-a), npenackom Ha mamec (A(P)—0)
nmobmjamo (3).0

[Tpumep 2.1.- JlupuxseoBa pyHKIImja ;((x) neduHICaHA je

Z(X)Z{Lxem

0,x el

je orpaHnyeHa Ha [J , IpeKUIHA Y CBAKO] TAYKH U HHje PuMaH mHTerpabmnIHa HU Ha

jemsom cermeHty [a,b].

Jokas— Yamumo mpomnsBobHE OpojeBe au b u Heka Je a<b. Heka je P mpomnsBospHA

mojgesia cerMeHTa [a,b]. VYamumo nBa cKyma HMCTAaKHYTHX Tadaka 52(51,@’---’5")14
E'=(&E, ..., ") meTakHyTHX Tauaka, Tako na je & €[x_,x |paumonanaH 6poj, a

&' e[x,_,,x, |upanuonanan 6poj.

Canma mmamo o (y,P,&)= Zn:le,. =b—a, ca Apyre cTpaHe a(;(,P,f')=Zn:0Ax. =0.
P

i
i=1

15
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Onagre cienu 1a ~}gnoa( 2. P,&)me mocroju, na Jupuxiseosa dbyHknmja Huje Puman

MHTeTrpabMIHa Ha JaTOM CeTMEHTY.O

Hera cy P u P, nBe mpou3BoJbHE I10JIeJIe CerMeHTa [a,b].HoanHe Tadke nonesa P u
P, dopmupajy momeny P kojy 3oBeMo yHHjoM mopgena Pu P u mumemo P=PUP..
Tako dopmupana monmena P je 3ajeqHuuko npodumeme monena Pu P, Osaj

IIOCTYIIaK heMo KOPUCTUTH y JOKa3y TBpherba.

Crap 2.3. @yurnmja  f:[a,b] > Xje Puman wunrerpabuiza axo u caMo aKo

HCIyEbaBa cirenehu ycyios
(Ve>0)(35>0):(PLE)(P".E")ell, P'< P"=|o(f.P.E) o (f.P".E")|<e.
Jorkas—"=" ciaequ u3 Komujesor kpurepujyma

"<" Bagajmo & >0wu omabepumo O >0 wu3 garor ycaoa. Heka je
A(B)<6,A(B)<6,P=PUP,A(P)<6.

Tana 3a gare mogese ca usabpanum taukama: (P,¢), (P, \u (B,£") Bakn

lo(£.B.&) =0 (£.2.8")=|o(f.B.E) =0 (f.P.&)+o(fP.&)—0(f.P.E")| <
<|o(f.B.&)-o(f.P.&)|+|o(f.P.&)-0(f.P.E")| <260

2.3.laTerpabuaHoCT HEIPEeKUIHUX 1 MOHOTOHHUX (PYHKITH]a

HNuTerpabuiiHocT HEIPEKUIHUX M MOHOTOHUX (PYHKIM)a paljeHo je y kypcy AHasuse
1, anu Tagma cy pasMmaTrpaHe camo (pyHKIIHje ca KOJOMEHOM Y CKYIly peaIHuX Opojesa,
KaKO He MOKeMO TOBOPUTH O MOHOTOHOCTH BEKTOPCKHUX (PYHKITM]Aa YBOJIMMO II0jaM

ocriianuje mare PyHKIH)e.
OH ce Moske YCIIeIIHO KOPUCTUTH U Y CTAHIAPIHOM CJIy4ajy PeaHuX (PyHKIIH]ja.

16
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Hedmnuunmja 2.4. 3a dyarmujy f:S—> X,rme je S ckyma X bBamaxos mpocrop

neduHHUIIIEMO OCIIMJIAIIN]Y JaTe (PyHKIIM)e:

e = s | (5)- ().

X1,xX €S

Ocmunaiu)y ¢yHKIme heMo MCKOPHCHUTH 3a yBOhjeme ycIioBa HHTErpaOMJIHOCTH
BeKTOPCKUX (pyHKImja. Hamomennmo ma ce y JauTepaTypy 4eCcTO KOPHCTH M O3HAKA

var.

Cras 2. 4. Heka orpannyena yHKImja f : [a,b] — X ucnymasna ciiemehu yciaos
(VE>0)(E|5>0):/1(P)<5:>i0fcfiAxf<g (os)
=1

Tana je dyuxriuja f Puman naTerpadbmina Ha [a,b].

Ckyn cBuUX orpaHudyeHuX QyHKIHja [ :[a,b]—)X Koje wucuymana)y (os) yCJIOB

osmauaBamo ca R, ([a.b],X).
Ogaj craB TBpau 1a je R ([a,b],X) cR ([a,b],X).

JHoxas— Hexka je £>0. Bupamo 6 >0wu3 (os) ycnoBa. Hera cy Pu P momeie, TakBe
na je P upodumeme momeme Bui(R)<dS. Heka cy A =[x_,x]1<i<n mnomeonn

CerMeHTH I1ogeJie 1)1 , HEKa ce I10JeJIOM P2 CBaKH CeIMEeHT IIoJeJie P1 JeJIN II0JJ€OHHM

TagKamax, = x,, <..<x,, =X, jopmupamnoneone cermenre Ax,  =x, —x, ,1<j<k.

n n_ ki n

Tazaje o(f.2.4)-0(£-R &)= 3 (6 =33 7 (6w, = 23 [ 1(8)-7(5) s

i=1 i=l =1 =1 j=1

i

n k n
< Zoicfo[j:Zogcfo,.<g.D
i 1 ' i=1 '

=1 j=

Onartne cioenu Ha(f,Pl,fl)—O'(f,prz)

17
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Ba orpanmdeny qyurumjy f:[a,b]—> Xu mary momemy P cermenTa [a,b]yBommmo
O03HAKY 0SC f P ZOSC fAx,.

OcnoBHa TeopeMa 0 PuMaH mHTerpaObMIHOCTA HEIPeKUIHUX (PYHKI[M]a Baskuhe U y
KOHTeKCTy BamaxoBux mpocropa.

Teopema 2.2. Heka je X Bamaxos mpoctop. Tama je cBaka HempeKugHa (pyHKITHja

f [a,b] — X Puman naTerpabniaHa.

Jokas— Jlokaszahemo 1a cBaka wHempekugHa QYHKIH]A f :[a,b]—)X HUCITyEbaBa

ocumimatopan kKpurepujym. Herxa je &£>0. Kaxo je ¢yurmmja paBHOMEpPHO

HenmpexuaHA mocTOjH 6 >0:|x, —x|<5= Hf(xl)—f(x2) (P)<d=oscf<e 3a

CBaKO I = Y oscfAx. <g(b—a)ll
D oscfAx, <&(b-a)
Caza MokeMo J1a 3aIIulleMo:

C([a.b].X)<= R, ([a.b].X) = R ([a.,b], X).

Kacumje hemo JeTaJbHU)e HUCITUTUBATU a Baizi BaKM  JeTHAKOCT

R ([a,b],X) = R([a,b],X), c TuM na Beh cayma moskemo HamoMmenyTH na Beh 3a ciryuaj
X =0 umamo ga je C([a,b],D );tRm([a,b],D )Tj. na mocroje (QyHKIHje Koje

WCIIYE-ABAaJy OCIUJIATOPHU KPUTEPHUjYM, a HHUCY HEIIPEeKHUIHE.

Herka je f :[a,b]—)D pacryha dQyukima. 3a IIpouM3BOJPHY IIOHey P m“MaMo
osel(1,P) =3[/ (6) 1 (5.0 < S0/ ()1 (e, ) B(P) =L (0)- 7 ()] a7

[locequiia rophe HejeTHAKOCTH je cjiemeha TeopeMa.

Teopema 2.3. CBaka MoHOTOHA QyHKIH]A | : [a,b] —[J je Puman unrerpabuina.
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2.4. AnuTUBHOCT MHTETrpasa

Cras 2.5. Heka je dyurima f :[a,b] — X Puman unrerpabunua. Ouga je f Puman

MHTerpabuIHa Ha CBAKOM cerMeHTty [c,d|c[a,b].

Hoxas: Hera cy (P',¢')u (P",£") nBe pasmmunTe mofese ca n3abpaHUM TaukaMa Ha
[c,d]. Homynumo ux Ha meru Haums mo momena (P& ")u (B".&")cermenra [a,b].
Tanma u3 Komrmjesor kpurepujyma mMamo

(Ve>0)(36>0):V(R.ENA(P) <8V (R"ENA(P) <5 = |o(f.B\E) - (f.B"E")|<e

13 0BOTA CJIETH

(Ve>0)(35>0):V(PLE)A(P) <8,V (P"ENA(P") <5 = |o(f.P.E)-a(f.P".E")|<e.
Crae 2.6.Heka je a<c<bu Hera je f:[a,b]—> X Puman unrerpabunsa ua [a,clu
[c,b]. Tama je f Puman mHTerpabuiHa Ha IeJIOM CerMeHTY [a,b]u Bam:

jf(x)dx = jf(x)dx+jjf(x)dx.

a

I[OR&L’»— Us I/IHTera6I/IJIHOCTI/I Ha JaTuM IIogCerMEeHTHMa CJeAu OI'paHHuYeHOCT

dyHKIM]e HA 11eJI0M CerMeHTY U JI00ujaMo Hf(x)” <C,a<x<b.

Bagajmo ¢ >0, u3 KommjeBor kpurepujyma 3a oba momcermeHrta nobmjamo o, >0u

6, >0. Naabepumo & 3a Koje je 6 <0, §<5,u 4Co <e.

Hexa cy (P,&) u (B,¢) nBe mogene ca uzabpaHuM Tadkama cerMeHra [a,b]rakxse na

Cy UM IIapaMeTpu Mamu o O . Ako je ¢ Mmel)y momeommm taukama wu3 P, oHzga je

P=P'm P=P', aro Huje P'ce nobuja n3 P nomaBareM HOBe IOJEOHe Ta4dKe Cy A,

a &' u3 & nomaBameM nBe HoBe Tauke. [locrynak momoBumo 3a Pu & . Cama mmamo
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lo(f.Pué)-o(f. 8" <26
lo(f.P.&)=o(f.P.&) <2Cs
lo(f.PLe =0 (f.B.8)| < 2Cs.

f
f

Us HaBeJIEeHUX Heje,HHaROCTI/I 1 yCJIOBa CJiean

lo(f.P.&)-c(f.B.8)|<3e
W3 maBemenor cienan Pumas nHTErpaOUIHOCT HA 11eJI0M MHTEePBAJLY.O

Hedbwunumnmja 2.5. Kaxxemo nma je f:[— XJjoramuo Puman wnHTerpabmiaHa Ha

UHTepBaJy [ IIPOM3BOJPHOI THIIA aKo je PuMaH wuHTerpaOmIHA Ha Ha CBAKOM

IocerMesTy oy [ .
OgBaj mojam je 0J1 BeJIMKe BasKHOCTH 3a yBOjeHe HeCcBO)CTBeHOT MHTerpaJa.

Hexraje f:1—> X,3a a<b, a,b el nedunurremo:

jf(x)dx = —j.f(x)dx.

b a

Taxohe nedmuuiremo 3a 1a ael:

a

Jf(x)dx:O.

a

Bes 003upa Ha pacmopen a, b u cu3 maror u3 [ Baxkmhe:

ij(x)dx+;|jf(x)dx+;ff(x)dx:()_

Joraa: Jlokas hemo m3BecTu 3a jemaH pacropel, a <b<c, 3a ocTaje paciopene ce

pPagu aHaJIOT'HO.

jf(x)dx+;‘jf(x)dx+jf(x)dx: jf(x)dx+;rf(x)dx—jf(x)dx: ‘If(x)dx—j:f(x)dx:OD
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NuaykimjoM ce JaKo J0Ka3yje 1a BaKHU:

Z ]i .f(x)dXZ]ﬁf(x)dx,xi el

2.5.Hekwu noBospHU yesioBu Puman nuTerpabuisHocTr

Cras 2.6. Heka je pyurmmja f:1 — X gorkasao Puman mHTerpabuiHa Ha HHTEPBAJY

X

jf(t)dt

RY))

I cll mueka je x, /. Tana je byrrmmja F(x)
HeIIpeKuaHa Hal, mTaBuile oHa je JIMIIIMI[ HempeKnaIHA Ha CBAKOM IOACEIMEHTY
mHTepBaaa /.

Jorkas — JloBosbHO je mokasatu mocyienme TBpheme. Hera je J momcerment om 1.

Tana je dpyakmmja f orpammdeHa Ha J : Hf(x)” <C 3acako xeJ.Cnenn

| (x)~F ()] =

<C.|x,—x/| 3acBe x,x, €J.0
il 1 122

Tf(z)dt

Cras 2.7. Heka je dynrumja [ :[a,b] > X orpanudena u Puman unrerpabunza Ha

[a,p] 3a cBaro a < B <b.Tanaje fPuman unrerpabuina Ha [a,b].

oxas—Hexa je Hf(x)H<C3a a<x<b. Oysrmmja F(x):jf(t)dtje Jlummmr

HempexusHa Ha [a, b) ca woHcramtom C, ma 3aro mocrojmlimF (x)=Iu Baxm
HI —F(x)” <C(b-x). 3a mnpomsBosbHO ¢>0 yamemo fe(ab)rako na Baxu
C(b-p)<e. Cama mocroju & >0 Tarko na je “a(f,P,gf)—F(,B)H < £3a cBaKy HOIeNy

cerMeHTa [a,b] ca n3abpaHUM TayKaMa YUjU je mapaMeTrap Iojese Mambu o1 O .
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Heka je (P,f)eH[ﬂyh],/i(P)<§, U Heka je Iomesia (P',g“') nobujeHa U3 (P,gf)
To7aBam-eM Tadke [ W 3aMeHOM ojiroBapajyhe Tauke & ca JBe Tauke ako momesa P
Beh He canpmu f. OBuM je mogesna P pasmomena jga mogeny Fcermenra [a,f|u P,

cermenta [ 4,b]u mmamo

o(f:P.¢")=a(f.R.5)+a(/.R.E,)-
M3 OCTABILEHUX YCIIOBA TMAMO 1A je
lo(f.P.8)|<C(b-p)<e.

Ca gpyre cTpaHe BasKu:

“G(f,Pl,é:l)—F(ﬂ)H< &
lo(f.P.&)-o(f.P.&"|<2CA(P)
|F(8)-1|<e.

V13 HaBeeHNX HejeTHAKOCTH J00MjaMo HO‘( f.P&E) -1 H <3¢+2CS, a To je MOBOJHHO.O

Amnasiorso TBpljerme M aK0 MMaMoO OrpaHHYeHOCT Ha [a,b] u uHTerpabmmHOCT Ha

[a,b] 3a a<a<b. V3 HaBeneHOr U AAUTUBHOCTHA BAKH:

[Tocnemuia 2.2. Heka je dyurimmja f:/ — X orpannyeHa u HeKa je 3a a<c<b u

CBAKO JIOBOJBHO Maio ¢ >0 Puman unrerpabuina Ha [a,c—¢| u [c+¢,b]. Tana je f

Puman maTerpabuiina Ha [a,b] .

OBa mocienuita ce JIAKO YOIIIITaBa ¥ J0KAa3dyje HMHAYKIIMJOM 34 KOHAYHO MHOIO

TaYAKaA  C,C,,...C,u3 [a,b]. Cama MOmKeMO yOIIITHTH OCHOBHY TeOpeMY O

MHTEeTPaOMIHOCTH HEIPeKHUIHUX (PYHKIMja U J0Ja3UMO J0 CTaBa KOJU BasKU U 34

BEKTOPCKe (pyHKIIH]e:
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Cras 2.8. Caka orpanundeHa gyHKmuja f:/ — X Koja ©Ma KOHAYHO MHOTO Tadyaka

npexnaa je Puman maTerpabmiIHa.
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3.Uurerpanuja peaaaux PpyHKIIja

3.1.JlapOyoBe cyme

HNaxo je oo moryassbe mocBeheHo peanHum QyHKIjama Koje ce obpabhyjy y
OCHOBHOM KypcyAHanmse 1, oBae hemo y [oKasuMa KOPHCTUTH OCIIAJIATOPHH
KputepujyMm.yY neduHHCcAKY W gajbeM Huajgaramy o JlapOyoBuM cymama ydecTByje
mopedak, ma je mojam JlapOyoBmx cymMa KapakKTepHUCTHYaH 34 CJIyda) peaHuX

dyurmnmja. Beay uamel)y moperka u ocrimnaiimje gaje popmysia (4), BUIU HIKE.

Hedunnnuja 3.1. Hexa je f:[a,b] > orpanuduena u mexa je Pia=x,<x <..<x,=b:

nosesia cermeHra [a,b]. Osuaunmo
m, =irA1ff, M, =sup f 1<i<n.Tana je noma JlapbyoBa cyma:
i A

n

s(f,P)= ZmAx

aropmsa JlapGyosa cyma:

S(f,P)= ZMAx

Ba cBary mogeny (P,¢)ca n3abpaHuM TaYKaMa BasKu:
a)s(f.P)<o(f,P.§)<S(f.P),0) info(f.P.5)=s(f.P)n sgpa(f,P,g) =S(f.P).

Hoxas— a) 3a gary mogeny (P,&)ca n3abpaHIM TauKaMa BasKH

m, < f(&)<M,, 1<i<n.MHoxemeM caAx, u cabuparmeM qobuja ce
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6) VYammmo &£>0. JorkaskrMo mga IIOCTOjM  IIOZeJia (P,(f)TaKBa ma  je

o(f.P.&)<s(f,P)+¢e. Karo je m, = inf ]f(x) nocrojahe Taura ¢ €|[x_,,x |TaKBa na

X€| Xj_| X

,1<i<n. Mnaoxkemem ca Axu cabupameMm 1obmja ce

je f(é)<m"+bfa
o(f.P.&)<s(f.P)+e.
Comano ce moxasyje o(f,P,&)>S(f,P)—¢.0

W3 morxasanmx Hejemuakoctu u KoimjeBor kpurepujyma 100MjaMoO yCJIOB HEOIIXOOAH

3a Puman wmHTerpaOmHOCT peasHe QYHKIHje Ha [a,b], a To je nda je

;}i{’i‘o osc(f,P) =0.
Hagenenwn yciioB je u JoBoJ/baH Ha 0CHOBY (0s) ycyioBa u ciaenehe jemmaxoct:
(4)S(f,P)—s(f,P) = ;:ogcfol. = osc(f,P).

Teopema 3.1. Orpanmuena QyHkIHIja [ :[a,b]—)[l je Puman mHTerpabmiaHa axko u
caMo aKo je

l%}igggg osc(f, P) =0.

b

Tanaje lim s(f,P)=[/(x)x= lim S(f.P)

a

Y komenrapy y3 Teopemy 2.2. je pedueHo nga he ce KacHHje HUCIIUTATU A JIM BaKU

jemmaxroct R, =R.OBuwm je qoxasamo fga 3a ciydaj X =0 Bamu R [a,b]=R[a,b].
Cras 3.1. Axo cy f,g:[a,b] > je Puman unrerpabuse, ouna je u fg:[a,b] >[I

Puman narerpabmina.
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Jloras— Kako cy dyHKIIMje f U gorpaHudeHe mocToje KoHcTauTe K W L TakBe Ja je
‘f(x)‘ SKn‘g(x)‘ <Lza a<x<b.Heka je mata momena P, Tajga 3a CBAaKHU IIOJEOHU

CeTMEeHT A, BasKU
oAscfg SKOfcg+L0§cf , Taje
osc( fg,P)< Kosc(g,P)+Losc(f,P), THMe je HA OCHOBY TOPE>€ TEOPEMe CTAB JOKA3AH. O

Cras 3.2. Axo cy f,g:[a,b]—>U je Puman unrerpaGuine, ouna cy max(f,g)=/fVg,

min( f,g)= f A g Puman unrerpabuse.

Jlokas— Bes ymamema ommrocTH yamumo na je M >MF, omma mmamo na je
Ive _Aqf Vg s o
M) =M,am *2m.
Tana je M —m/"* <M/ —m’
Cana numamo osc(f v g)< max(oscf,oscg) . Karo je max(a,b)<a+b;a,b>0, cienn
A Ay A

osc(fv g, P)<osc(f,P)+osc(g,P). Ha ocHOBY IIpeTXo/IHe TeOpeMe CTaB je JOKA3AH.O

Jloras 3a f A gce paam aHaJIOTHO.

3.2. Murerparuja u mopegax

Cras 3.3. Hexa je f:[a,b]— (] Puman unrerpabumua. Tama je u ‘f(x)

,a<x<b

Puman naTerpabuiina u BaKu

Lbf(x)dx

(5) < ZHf(x)‘dx
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Jlokaz—Kako Basku mga je Hu|—|v”£|u—v

,u,v e[l mmamo 0fc|f|S0fcf, ma je

osc(|f

KpUTepujyMma.

,P) <osc(f,P). Puman wuHTerpaGuiHOCT ClIeAM U3  OCI[HJIATOPHOT

OcHoBHA MHTerpaJiHa HejeJHOKOCT ce Jo0mja IIpeacKoM Ha JIMMeC yV HejeTHAKOCTH

o (f.P.&) <o(|f].P.&)0

Hamomena: OBaj craB Tpeba ymopenuru ca craBom 4.3. Bumehemo ma monm maBecHum

YCJIOBUMA MMAaMO CJIMYHO TBplere, caMo je allCoJIyTHa BPEIHOCT 3aMeHeHa HOPMOM.

Cras 3.4. Hexra cy f,g:[a,b] > Puman unTerpabusna. Axo 3a cBako x €[a,b|Basku

f(x) < g(x)rana umamo ;ff(x)dx < jg(x)dx.

Horas— Hexka je nara nmonena (P,¢). Kako je f(x)<g(x) umamo g(x)-f(x)=0, Te

BaKH o-(g—f,P,gg):i(g(x)—f(x))Axi >0.

i=1
b

[Tpesackom HaA l%}ijggo ,uo6HjaMoI(g(x)—f(x))dx2 0 j. J.g(x)dxzj.f(x)dx .0

a

Axo je f:[a,b] >0 Puman nnTerpabunna Ha [a, b ] u m < f (x) < M 3a cBako xe[a,b]
OHJIA je

b

m(b—a)< [ f(x)dx<M(b-a).

Axo je f:[a,b]—0 Puman unrerpabunna Ha[a,b] u f(x)>0 3a cBaro x €[a,b]onna

je j.f(x)deO.
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Cras 3.5. Heka je [ eCla,b],f(x)>0 3acBaro xe[a,b] u f(x,)>03a Hexo x, €[a,b]

b
oHJA je jf(x)dx > 0.

Tpeba wmamomeHyTH 1a ce IIPETIIOCTABKA HENPEeKUIHOCTH (PYHKIIMje Ha JaTOM
CeTMEHTY MOKe 3aMeHUTH CJIA0WJUM YyCJIOBOM HHTETPaOWJIHOCTA y3 YCJOB Ja je

(byHEKIIIja HeIpeKnIHA Y TAYKA X,.

b
Jlema 3.1. Hera je feR[a,b],jf(x)dx=01/1 f(x)>0 3a cBako xe[a,b]onma 3a cBako
& >0 mocroju mogcermenT [c,d |rakas na je f(x)<e&3acBaro x€[c,d].

Horas— 3a nato ¢ usabepumo nogeny P rakxsy na je S(f,P)<e(b—a), Tana 3a Gap

jenso A, Baxku M, < gl

Cras 3.6. Heka je f:[a,b]—> [ Puman unrerpabunsa u f(x)>0 3a cBako xe|[a,b]

b
OHIIA je jf(x)dx >0.

b d
Jloras—IIpermocraBuMo cympoTHO, Tj. Oa je Jf(x)dx=0 , OHIa Je If(x)dx=03a

CBAKM IIOJICETMEHT [c,d] on [a,b]. Kopucrehu mnperxonHo HaBefeHy JieMy U

IIPETIIOCTABKY (hOPMHPAaMO HU3 yMeTHyTHxX cermeHara J,on [a,b] TaraB na je
1 . . ° ..

f(x)<— ma J,. Jobujamo na je f(x)=0 mHa ckymy ()J, Koju je HempasaH IO
n n=1

KanTopoBoM cTaBy 0 yMETHYTHM CeIrMEHTHMA, IIITO IIPEICTaB/ba KOHTPATUKIINAJY .0
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3.3.1IpBa Teopema o cpearb0] BPeIHOCTH

Cra 3.7. Hera je  feR[ab],m=inf f(x),M =sup f(x),a<x<b, oHma mocroju

u €[m,M]rakso ga jej’.f(x)dx =u(b-a).

Axo je f e C[a,b]onna nocroju & €(a,b)rakso na je

[ (s = £ (£)(b=a).

Joras—Ilpsu meo TBphema je Tociiemuiia paHWje  JOKasaHe  IIpoIleHe

m(b—a)S;i‘f(x)deM(b—a).

Hpyru neo tphema—Kako je f mempermmua, mmamo M = f(x,),m=f(x,)3a Heke

x,,x, €|a,b|. ITo Teopemu o meljyBpennocruma nocroju & €(x,,x,): f(&)=p.0
1 2

Teopema 3.2. Hexka je f,geR[a,b],mzi[nbf]f,Mzsupf u Heka je g(x)20,a<x<b.

[a.6]
Tana mocroju p u3 [m, M |raxso na je
b

!:f(x)g(x)dx = ,ujg(x)dx.

V3 momaTHy mpeTmocTaBKy Ja je (pyHKI[Hja HeIIpeKUuIHA TMaMO

b b

l‘f(x)g(x)dx=f(§)!g(x)dx 3a Heko & €|a,b].
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4. DyHKIIHje ca BpeadHOCTHMA y ‘U HHTErpaOUJIHOCT CJIOKEHEe

dbysrnuje

Bunehemo na ce mpakTuyHO CBH pe3yJITaTH KOJH Baske 3a HHTETrpaIlid)y peaIHuX

dyHKIIIja IpeHOCe Ha cayuaj [ “ BpemHOoCHUX QyHKIIM]A.

4.1.laTerpabuIHOCT BEKTOPCKO BPEIHOCHUX (PYHKITH)A

HNuTerpabuiHOCT BEKTOPCKH BpeIHOCHE (PYyHKIIMje 3aBHCHNe 0 WHTEerpadMIHOCTH

dbyarnuja f,1<i<kxoje je nedpuHUITY.

Cra 4 .1 Hekaje f=(f,../[,):[a,b]>0", dbynrnmja fje uHTerpabuiaHa axo u

caMo aKo cy cBe yHKIH]e [, :[a,b] —[, 1< j<k, uarerpabumixe u Tazaa je

(6)j f(x)dxz@ 5 (x)dx,...,j: . (x)dxj.
Hoxas—3a caxo (P,&) e []Baxu

o(f.P.&)=(c (/. P.&),...o( [, P.E)).

b
Axo moctoju J.f(x)dx =[= (Il,.‘.,lk)e [ *orga Puman nHTerpadbuaHocT QyHKIHT)a f,m

b

ropiba opmyJia 3a If(x)dx ciene U3 ‘G(qup,f)—[j‘ £HG(f,P,§)—IH.

a

b
O6puyro Heka cy f,:[a,b] >0 Puman unrerpaGmnue n Heka je I, :J.fj(x)dx 3a

1<j<k.
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Hexra je I = (11,...,1 f ) Puman uaTerpabuiHoCcT pyHKIHjEe f caequ u3

lo(£,P,&)~ 1] <k* max o

1< j<k

o(f.P.&)~1,

Kommnexcua dyuxrimja f(x)=u(x)+iv(x)rme cy u u v peanse dpyurnuje je Puman

I/IHTeI‘pa6I/IJIHa aKO M CaMO arKo Cy u m v Puman I/IHTeI‘pa6I/IJIHe n Taagza BaXHu

b b b
jf(x)dx=ju(x)dx+i_[v(x)dx. OBo je crmenumjanHu ciaydaj k=2paHHuje pasMaTpaHUX,

a a a

crrerimjasaHo gopmyte (6).

Cras 4.2. Orpanmduena dyuxrimja f :[a,b] > *je Puman unrerpabuina ako u camo

aKo HCIymana (0S) yCJIOB.

Joxas—@uxcupajmo nogeonu cermeHT A . Hejemmaxoctn

£ ()= £ ()= = sup]( ()= () £ ()= £, ()

ogcfj Sogcf: sup

x'\x"eA;

S, (&)= (x")

k
Jj=1

_ sgp(z

7ajy cyMupameM IIo i Heje,D;HaROCTOSC(f/,P) <osc(f,P)< iosc(fj,P) )
=

Ha ocuoBy cTaBa 4.1.cienu TBphemme. O

OBum je mokasamo Ja 3a dimX <o (X =0") Basu R, =R (cmydaj 3a n=Inpurasan

je Kpo3 Teopemy 3.1.). Hapemum cras je Tpeba ymopeamTu ca cTaBoM 3.3.KOJU Ce
OJHOCH Ha peajHe (QyHKImje. Y craBy O peaJlHUM QYHKIXjaMa yYMeCTO OBJe

HaBeleHe HOpME mMaMO alICOJIYTHY BPEOHOCT.

Crae 4.3. Ao je [:[a,b]—>0"je Puman mHTerpabusina oHna je u Hf(x) ,a<x<h

Puman I/IHTera6I/IJIHa " BaXH

j f(x)dx

Si”f(x)“dx.
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Joxa3 — PuMaH mHTerpabMIHOCT cilenu U3 OASCH f (x)”ﬁogc f(x), a HejeqHarocT u3

lo(7.P.8)| <o (|7

,P,f).u

Hamomenumo na ropma HejeTHAKOCT Baskyd W 3a f eR([a,b],X ),aJIH y3 OOOATHU

yCJIOB 114 je” f (x)” Puman wmaTerpabumiima Ha gaToM HHTEpPBAJy, a TO HHje yBeEK

HUCIIYE-EHO Y CJIy4da]y Hpou3BoJbHOr Bamaxosor mpocropa. Takas ciyva) mpukasaH je
y OBOM IIOTJIaB/bY y mpumepy 4.3. MoskeMo OpUMETUTH y H3Jaramy O pPeaHuM
dyHKIIM]aMa y cTaBy 3.2.MMaMO CJIWYHO CBOJCTBO, CAMO IIITO YMECTO HOPMeE MMaMO

aTICcoJIyTHY BPEJTHOCT.

3a nmame wuanarambe HaBernhemo ngeduHUIM)y ckyma JleberoBe Mepe HyJsia u
HEKOJIMKO CTaBoBa 0e3 JI0Ka3a, cMaTpajyhm 1a je TO YMTAoIly IIO3HATO M3 KypceBa

aHaJiu3e.

Jedunnimja 4.1. Ckyn 4Acl je ( Jleberose ) mepe Hysa ako 3a cBako &> (0mocroju

Hy3 ( KOHaYaH UK OeCKOHAYAH ) MHTEePBAJIa Ij, Tako Ja Baxku A4 C Ulj u Z‘I}.‘ <ég,
J J

TJIe CMO ca ‘1 /.‘ O3HAYMJIU yKWHY UHTepBasa /. Y ToM ciiydajy MuIemo m(A) =0.
Y ropmoj medbuHUIE)N HUje OUTHO J1a JIU Cy WHTEPBaJIX [, OTBOPEHHU UJIU 3aTBOPEHH,
Tako Ja hemo paauTy ca OTBOPEHUM aKO ce JApyraduje He HaTJIacH.

Cras 4.4. CBakm IIOJCKYII CKyIla Mepe HyJa je u caM Mepe HyJia. [IpedpojuBa mim

KOHAYHAa YHU)A CKYIIOBA Mepe HyJIa je UCTO CKyH Mepe HyJia. Moskemo 3amucaTu:

m(A)zO,BCA:m(B):O,
m(4,)=0(n=12..)=m(U. 4,)=0.

ITocnemuiia 4.1. CBaky KoHAYAH HUJIX IIPeOPOJUB IIOACKYII 01 [ je Mepe HyJia.

Cras 4.5. AKo je a <b oHIA CETMEHT [a,b] HUJje CKYII Mepe HyJia.
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AKo je ckyn cBux X € ATaKBUX Ja CBOJCTBO P (x) He BajKU y TAYKHU X CKYI Mepe HyJIa,

OHJIA KasKeMo Jia CBOjcTBO P(x)Bau cropo cByzna Ha crymy Ac(].

Jedmunimja 4'2'Qﬂx(g):(ms,%fn[a,b] fJe pacryha mod >0wu 3aro mocroju I()igr()lgz)f.,x(é')u

o3HauaBamo ra ca osc(f,x).

Jlako je mokasatm je (QYHKIMja HEIPEeKHuIHA y TAYKH X aKO M caMO aKo je

osc(f,x)=0.
Jlema 4.1.3a cBako &>0cryn V ={x e[a,b]‘osc(f,x) <¢}je orBopeH y [a,b].
Hoxas —Hera je x, e[a,b]:0sc(f,x,) <&,limp,  (5)<e.

Iocroju 6,>0:¢, (8,)<e, osc  f<eg

(%0 =0 %0+ )N[a.6]

Hexa je|x—x,|<3,,x €[a,b], e je osc(f,x)<e Harme (x,—8,x,+5)N[a,b] =V Te jeckyn

V oTBOpEH.

Teopemad.l.OrpannderHa ¢QyHKIMT)a f:[a,b]—)X,rzLe je X Bamaxos 1pocTop,

ucIymaBa (08 ) YCJIOB aKO ¥ caMO aKo je HellPeKHIHA CKOPO CBY/Ia Ha[a,b].

Jaxse, mo:xemo pehu 1a f e R, ([a,b],X ) aKo U caMo ako je pyHKIHja f orpaHIYeHa

T CKOPO CBYJIa HEIIPeKHTHA.
. 1
Jlokas — Yamumo na je E, = {x e[a,b]losc(f,x)> ;} Osaxo oapehenu ckymosu cy, 1o

agemMu 4.1. KOMIIaKTHH U E:LnJEk je CKym CBUX Tayaka mOpekuga (QpyHKIme f.
k=1

IIpermocraBuMo ga Basky OCIIMJIATOPHHU ycJioB U pukcupajmo k €[l . Cama mmamo, 3a

cBaky mogesy P
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osc(f,P) = ZOZscfoi Z%Z'Axi

I7ie y HOC/IeEb0] CyMH ' CyMUPAMO II0 CBEM i 3a KOje YHyTpalIEmhocT Ai campsim 6ap
jenHy Tauky u3 E, . Jlakie ykynHa qy:xnHA MHTepBasaa A Koju HOKpuBajy E,je Mama
win jenHara k-osc( f,P). Kako je A}gno osc(f,P)=0 cienu na je E, CKyI Mepe HyJia, Te
je m crynm E Mepe HyJa.

O6puyro, Hera jem(E)=0, ma je u m(E,)=0,Vkel. Qurcupajmo kel u &>0.

IToxpujmo E, ca KOHAYHO MHOI'O OTBOPEHUX HMHTepBaJa YKYIIHE JyKUHEe Marbe O &.

Hexka je A jeman on komIIeMeHTapHHX cermMeHaTra. Tama 3a cBako x € AIIOCTOjH
) . . 1
OTBOpPEH MHTEepBaJI/ KOJU CaIp:KH X TaKaB Jia je ociuiaimja Ha [ ﬂ[a,b]MaH,a or, -

Cama J1ako MOKeMO IIOeJIUTH cerMeHT A Tako ma ociuiaimja PyHKIFje Ha CBAKOM
1 . .
II0JICOHOM CErMEeHTy Oyae Marba O - Vaumajyhu cBe Te mobujeHe II0IeoHE TadvKe
( sa cBakKM KOMILIeMEHTapHH cermeHT A ) mobmjamo 1momesy P 3ako]y BasKH:
N 1 . . .
ZOSCAfo,- = Z +Z < gV+;(b—a) rme je V ocumianuja gare (QyHKIHje Ha
CerMEeHTY [a,b]. OBuM je mokasaHo ga 3a cBako & >(01ocToju modesaa P Taksa 1a je

osc(f,P)<¢. Mozxe ce lokasat Ja je T JJOBOJEHO 3a (0s).

[Tocmemuiia 4.2. Orpanndvena gpyHKIHjA | : [a,b] — [ "je Puman uHTErpabmuiaHa axko u

caMo aKo je CKOPO CBy/1a HeIIpeKuIHA.

4.2 . PumaH HHTErpaOMJIHOCT CJI0KeHe PYHKILHI]e

CraB 4.6. Hera je f:[a,b]—)XorpaHI/Iqua dyurmmja, Taga je ( os ) ycJoB

exksuBasieHTaH Du Bois-Reymond-oBom ycioBy:
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(Ve>0)(Vn>0)(36>0)A(P)<5=> Ax,<e (DBR)

rIe Z Hje 0 CBUM I 3a Koje je ozvcf >7.
- :

Jloxas— Hexka je M :sup“f(x)u. 3a garo 17>0u &>06upamo >0 us DBR ycoga.

[a:]

Tana 3a cBaky mozesry P TakBy Ja je /I(P) < 0 ©MaMo
osc(P,f) =Z]71Axl. oichrZAxi OAS,.Cf'

Kako umamo na je osc f <2M upBy cymy moskemo orpanumuntu ca 2Me¢. Ipyra cyma
nge II0 OHUM [ 3a Koje Je oscA f<n , ma je Z'Ax,. ogscf<77(b—a). Jaxme

osc(P, f)<2Me+n(b—a) akoje A(P)<4.

3a 00pHYTY MMILIMKAIIN]Y YOUHTH A BaKK Zogc fAx, > Zogvc fAx, > 772 Ax,. [axme
=t no 7

MMaMO Ja IocToju o >0Tako 1a je osc(f,P)<775 KaJ KOJI 3a JaTy Iojeiay P Bamu

A(P)< &, artomaje nY Ax, <osc(f,P)<ne m narie Y Ax, <ell
n n

Cras 4 .7. Hera cy X u y BamaxoBu nmpoctupu u Heka je f€R ([a,b],X), ¥ HEeKa je

X, = f([a,b]) u HeKa je ¢: X, — Y paBHOMEpPHO HeIpeKuIHA U OTPAHUICHA.

Tana je ¢ofeRm([a,b],Y).

Joras—Dyukimja @o fje  orpammyeHa. 3amgajMo n>0.U3 paBHOMepHe

HEIPeKuJTHOCTH 3HaMo ma 1moctoju o >(0TakBo ma 3a cBe x,x, € X, Baxn
|, —x2||Sa:>”¢(xl)—¢75(x2 )HS?}. Karxo f mcoymasa( DBR )ycrios, 6upamo & >0 Koje

onroBapa ¢ m o u Taza goomjamo ga ¢o f ncaymasa ( DBR )ycios.o
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Hocmenuma 4.1. Axo je feR[a,b], m<f(x)<M3za a<x<b u axo je ¢eC[m,M]|

oHza je ¢o f € R[a,b].

CnenpjanHo u3 naTerpabuanoctr f :[a,b] > R cienn urTerpabumnoct |f|” 3a cBako

p>0. Axo je f:[a,b)]—>R Puman marerpabumna u |f|>53a a<x<b, onna je u

Puman narerpabuiiua.

1
/(x)

4.3.Kourpanpumepu
Hagemnrhemo Heke 3aHuMIbMBE IpUMepe U HEOUEKUBAHE CUTYAIIH]e.

ITpumep 4.1. Iloxasahemo mpuMepoMm [a KOMIO3HUIIHja IBEe MHTErpaOKIIHe (PYHKIIM]e
He Mopa Owmtm wmHTerpabmina dyarimumja. OBo He 3axTeBa HM3JIa3aK Yy BEKTOPCKE

IIPOCTOpE.

. 1 .
Heduuumumo  PumanoBy — dymrumjy  f:0 —[0,1JoBako  f(x)=— axo je
n

x=" mel,nel ,(m,n)=1m f(x)=0ako je x npanuoxHamas 6poj.
n

Tana je lim f (x) =0 3a cBako x, €[l ma je f HempeKHITHA y CBAKO] UPAIIMOHAJIHO] ,
X=X
IIpeKuHa y cBako) parmoHasriHo] tadyku. Dymuriumja je Puman mHTerpabmiHa Ha

b
cBaKOM cermeHry [a,b], kaxo je m, = 0umamo 1a je .[f(x)dx =0.

Herka je ¢(x)=13a cBako x#0m ¢(0)=0. Oma ¢yHruEja je orpaHudYeHa,
MHTerpabuIHA HA CBAKOM CEIMEHTY W MMajeaHy Tauky nperumaa. Kommosurmja ¢@o f
nBe Puman mHTerpaduite QpyHKIMje Ha [O, 1] HUje MHTerpaOMIHa, Ta KOMIIO3UIIH)a

je JupuxmeoBa dpyurimja. Bumgu npumep 2.1.
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I[Ipumep 4.2. Ilokaszahemo mpumepom ma QyHKIIMja MoKe OUTH HWHTErpadMJIHA, a
IIpeKuJHA Yy CBAKO] Ta4vyK{d, THMe IIOKa3yjeMo Ja y ciay4daj)y OecKOHaYHO
JTUMEH3UOHAJIHUX IIPOCTOpa He MOKEMO y KOMEHTapy Teopeme 2.2. IHCATH 3HAK
JeTHAKOCTH.

Hera je X BamaxoB mpocrop cBux orpanmdeHux ¢yHrmmja Ha [0,1]ca cympemym
sopmom. [edunmmumo dyurnmjy ¢, Ha [0,1],

0,0<r<x
Lx<t<l1.

cox(f)Z{

I[e(bI/IHI/ImI/IMOf:[O, 1] —Xu f (x)=¢,.Tagaje f Puman naTerpabmina u Basku

f(x)x=y,p(1)=1,0<t<1.

[ S——

OyHkIMja [ je IpeKuIHa Y CBAKO) TAYKHU CeI‘MeHTa[O, I]H osc f =1, Te pyHKIIH)a Te

/f He HcnymaBa OCIIUJIATOPHH YCJIIOB.

[Tpumep 4.3. Mako 0mcMO WHTYUTUBHO OYEKHWBAJIMU Ja je HOpMAa HHTErpabuiIHe

dyHkMje nHTerpabuiaHa (yHKUIEja, To He Mopa na Oyxe, Tj. ako je f(x),a<x<b

,a < x < buHTerpadmiIHa.

MHTerpabuIHa, TO He 3HAUM /1A je H f(x)

Heka je X = ¢, TIpocTop CBUX HHM30Ba KOjU KOHBEPTHPAjy Ka HYJU ca CyIpeMyM
sopmom. Heka je {r, r, ..} ckyn cBux paumoHanHux 6pojeBa mu3 cermenra [0,1],

12 720

sammcan 6e3 moHaBRama, ¢, =(0,0,...,1,0,...) jeIMHNYHN BEKTOP U HeKa je

e, x=r
n n

f:[0,1] > ¢, samana ca f(x)z{o x¢[0 l]ﬂD
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1
Tana je feR [a b],c, I/I jf x)dx=0. Kaxo je “f(x)H:ZD (x),0<x<1(g je osnakra
0

Jlupuxieose QyuKIHje) dyHrnmja Huje PuMman wHTerpabmiaHa Ha [0,1]( BUIHU

mpumep 2.1.).

lenepasHo Baskuhe C([a,b],X) cR, ([a,b],X) c R([a,b],X). MoskeMo 3aK/bYUYUTH 114

je ocrmiatopHu KpurepujyM exkBuBasienTaHn DBR kpurepujymy m yceioBy ma je
dyHKIIMja CcKOpo cByZa HempekumHa. 3a npoctope dimX <ocomMamo da je

R, ([a,b],X ):R([a,b],X )1/1 nakse gpyHKIHWja je PuMan mHTerpabmiIHa ako W caMo aKo

je orpaHUYeHa ¥ CKOPO CByJa HEIpeKuIHA.

38



Pumanos HHTErpaJI BEKTOPCKO BPEAHOCHHUX d)VHRI.II/Iia

5.MuTerpan u ussosq

5.1.1Tojam u3Boma
Ilox n3BomoM BekTOpCKe (pyHKIM)e 'y Tauku xheMmo mmoapasyMeBaTH

F(x+h)—F(x) .

(7)F'(x)=lim

h—0

3a m3BOJ BEKTOPCKO BpegHOCHe (PYHKIM)e Baske yoOMUuajeHa IpaBHJIa 3a U3BO 30mpa
¥ M3BOJ IIPOM3BOJA KOHCTAHTe U (pyHKIM)e ( JuHeapHOCT u3Boaa ). Basu u ciaeneha

Teopema.

Teopema 5.1. Axo je f:[a,b]—> X Hempexunna Ha [a,b], nudepenimjabunHa Ha

(a,b)u M =sup

a<x<b

f'(x)” < o0 0HAA je Hf(b)—f(a)” <M(b-a).
Hocnemuma 5.1.Axo je f'(x)=03a a<x<bowuna je pyuriumja f koncranranaa,b].

5.2.lbyTHu-JIajoaumosa dpopmya

Vamumo 1a je feR([a,b],X) U f1a je F(x)=j[f(t)dt,a£x£b.

ITonmcernmo ce.

Cras 5.1. Oyuknuja F je Jlunmnmi Henrpeku HAa:

| (x)~F (x)] < sup

a<t<h

f(t)”)|x2 _X1|-
Ogo tBpheme je Beh mokasano y craBoBuma 2.2. u 2.6.

Cras 5.2. Hera je / memperunua c mecHa y raukmnx, <b. Tama Bamu F', (x,)= f(x,).
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Vs IIPETIIOCTABKY HEIIPEKUIHOCTHU C JIeBa Y Ta4YKHU X, > d MOKEMO HaBeCTH U aHaJIOTHO

TBpheme 3a J1eBU U3BOL.

Xo+h

F(x,+h)=F(x,) :% [ 17 ()= (x)|d| < sup

h

5

AORFACH)

_f(XO)

X0 <t<xg+h

Jlorxas —Mmamo H

a mocJeqmy u3pas Tesku Hyaw kax h— 0,4 >0.Amasmorao ce mokasyje TBpheme 3a

JIEBU M3BOJ.0O
W3 oBor crasa cienu cieneha dpymmamenTanaHa Teopema.

Teopema 5.1. Heka je f:[a,b] > X menpexunua, X Bamaxos mpocrop, Taga / uma

IpUMUTHBHY GyHKUIUjy Ha [a,b]: F(x)= j‘f(t)dt sazmoBosbaBa F'(x)= f(x),a<x<b.

X

CBaka mpuMuUTHBHA (pyHKIIHja 3a [ je 00JIUKa F(x) = If(t)dt +¢, c € X je KOHCTaHTA.

a

HamomeHnumMo jga ymecTo cerMeHTa [a,b|Mo:keMO MMATH HHTepPBAJ IIPOU3BOJHHOT
THIIA, CAMO Taga YMeCTO j MMAaMO j, npu demy je x, pEKCMpaHa Tavyka JaTOT
a Xo

WHTepBaJja.

Hedwmuunmja 5.1. Hera je X Bamaxos mpoctop, [cll,f:I — X.Kammemo ma je
F:I — X K-mpumurueua ( K ox peun xonavau miu Komu ) 3a dyurimjy f ako je F
HeIpeKuJIHa Ha HHTpBaJy [ WM ako IIocToju KoHauaH cKyn A cC /TtakasB ma je F

nudepennujabunna Ha [\Au naje F'(x)= f(x)3a cBako xel\4..

Cneneha Teopema yomirraBa IpeTxoaHy.

Teopema 5.2. Axo je f:I— X jmokanHO orpaHmYyeHa W MMa CAMO KOHAYHO MHOIO
Tavyaka mpekuaa Ha uHatepBasay [ ), ogna f wma K-mpumutueny dyHKIH)y Ha [,

jeqHa o IpUMHUTHBHHX 110 Koy je
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(8) F(x) = If(t)dt,x el
Osze je uemy je x, € I purcupano. F(x)je K-mpumutusna dysrumja 3a [ ako u camo
axo je obmmka F(x)+c,ceX.

Teopema 5.3. (Fbytu-Jlajouauiiosa dpopmyiia) Heka je X Bamaxos mpoctop, pyHKITH]a

f v —>X0rpaHquHa " Ma CaMO KOHaYHO MHOI'O Ta4YaKa IIPpeKnuaa, OoHaa je

O [ f(x)ix=F(b)-F (a),

rae je je F omno koja K-npumuruBHa yurimja 3a f .

Hoxasz — Hera je (p(t):ff(x)dx—F(t), ounma je ¢'(f)=00cHM y KOHAYHO MHOIO

Tayaka, Ha OCHOBY ITocjieauile 5.1. mmamo Ja je PyHKIMja KOHCTAHTHA, 3aIIpaBo 14 je

¢(a)=p(b)us yera cienu (9).
Paamorpumo moroBo kiacuyaH ciryuaj X =01 .

Axo je F:[a,b]— [ Henperugua Ha [a,b|u aKo MMa OrpaHMYeH IIPBU H3BOZ HA

OTBOPEHOM MHTEPBAJTY (a,b) OHJIa 3a CBAKY II0JieJIy P maTor cerMeHaTa BasKu:

s(f,P)<F(b)-F(a)<S(f,P).

3amcra, Ha ocuHoBy JlarpamskoBe TeopeMe MMaMo 114 je
F (x/, ) -F (xH) =f (@)(xj — xH) >m, (x_]. —xH) , @ 3aTUM CyMHPAEHEM II10 ] I00|jamMo

F(b)-F (a) >s(f,P). Hokaa npyror mesa HejeJHAKOCTH Ce PaJd AHAJIOIHO.

W3 opetmioctaBku He ciaenu fa je pyHKnIuja PuMman nurerpabuina Ha [a,b] , aJT1 0BO

noraayje caemehe:
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Teopema 5.4. Axo je f:[a,b] > R Puman unTerpabumnsa Ha [a,b]u ako dyHKImja HMa

npuMuTHBHY GyHKUE]y F:[a,b]— [ oHza Bamm:
b

J‘f(x)dXZF(b)—F(a).

a
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