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Uvod

Morsova teorija je jedan od standardnih alata teorije kritiqnih taqaka.

�eno beskonaqno dimenziono uopxte�e, Florova teorija danas je gotovo neizo-

stavni deo simpletkiqke topologije. Ci	 ovog rada je da kroz primere funkci-

onala energije i funkcionala dejstva pokuxamo da predstavimo primenu ovih

teorija i u nekoj meri objasnimo gde se one razilaze.

U prvoj glavi je naprav	en pregled klasiqnih tvr�e�a teorije kritiqnih

taqaka, pre svega, Morsove i teorije �usternik - Xnire	mana. Tako�e, dat

je osvrt na probleme koji nastaju pri pokuxaju uopxtava�a ovih teorija na

beskonaqnodimenzione prostore, kao i naqini na koji se oni u nekim situaci-

jama mogu prevazi�i.

U drugoj glavi se bavimo izuqava�em funkcionala energije u konkretnom

problemu vezanom za pita�e egzistencije zatvorenih geodezijskih linija na

kompaktnoj mnogostrukosti. U ovoj glavi izlo�ena je primena klasiqne teorije

Morsa na funkcional energije i diskutovano je o nekim uopxte�ima i rezu-

ltatima koje ona daje u studiji geodezijskih linija i prostora slobodnih

pet	i.

U tre�oj glavi posmatramo funkcional dejstva u �egovom prirodnom ambi-

jentu, Hamiltonovoj dinamici. Kroz motiv tra�e�a broja periodiqnih rexe-

�a Hamiltonovog sistema, izneli smo opstrukcije za direktnu primenu Morso-

ve teorije u ovom sluqaju, kao i naqin kako se dati problemi mogu prevazi�i

kroz konstrukciju, opxtije, Florove teorije.

Dodatak slu�i kao uvod u simplektiqku topologiju. U ovom delu smo

izneli neke klasiqne definicije i tvr�e�a iz ove oblasti, koja su nam potrebna

za pra�e�e ostatka materijala.

�elim da se zahvalim svom mentoru, profesoru Darku Milinkovi�u, na

mnogim sugestijama, uputstvima i savetima koje mi je davao tokom izrade ovog

rada. On je svojim zna�em, iskustvom i entuzijazmom veoma doprineo izradi

ove teze i �enom kraj�em izgledu. Tako�e �elim da se zahvalim profesorki

Jeleni Kati� na diskusijama koje smo vodili i savetima vezanim za pisa�e

samog rada. Zahva	ujem se i qlanu komisije dr Mi	anu Kne�evi�u na suge-

stijama.
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1 Elementarna teorija kritiqnih taqaka

Ci	 teorije kritiqnih taqaka je da kritiqne taqke nekog funkcionala,

sagleda pomo�u topoloxkih metoda i dovede u vezu sa topologijom mnogostru-

kosti na kojoj je zadan. Mo� i lepota ove teorije upravo se ogledaju u toj vezi

izme�u topoloxkih i analitiqkih pojmova. Prve rezultate u ovoj oblasti

razvili su u prvoj polovini dvadestog veka, nezavisno, �usternik i Xnire-

	man, i Marston Mors i u nastavku ove glave da�emo pregled �ihovih rezu-

ltata. Tako�e, da�emo i pregled �ihovih uopxte�a na sluqaj beskonaqno dime-

nzionih mnogostrukosti, koje su razvili Pale i Smejl 60-ih godina proxlog

veka.

1.1 Morsova teorija

Definicija 1.1. Glatku mnogostrukost zovemo zatvorenom ukoliko je kompa-

ktna i bez granice.

Neka je data glatka funkcija f : M → R, na zatvorenoj mnogostrukosti M .

Definicija 1.2. Taqku p ∈ M nazivamo kritiqnom ako je ona nula pres-

likava�a df : TM → R, tj. ako va�i df(p) = 0. Vrednost f(p) ∈ R nazivamo

kritiqnom vrednox�u funkcije f .

Skup svih kritiqnih taqaka funkcije f oznaqava�emo sa Crit(f). Za dato

a ∈ R oznaqava�emo:

M≤a = {p ∈M : f(p) ≤ a}

M<a = {p ∈M : f(p) < a}

Ma = {p ∈M : f(p) = a}.

Jedno od k	uqnih tvr�e�a koje nam daje topoloxku opstrukciju za posto-

ja�e kritiqne taqke funkcije f je slede�e:

Lema 1.1. (O deformaciji) Ako ne postoji kritiqna taqka funkcije f u

oblasti {p ∈M : a ≤ f(p) ≤ b}, tada je M≤a wM≤b.

Dokaz ovog tvr�e�a da�emo malo kasnije u opxtijoj situaciji, za sluqaj

beskonaqno dimenzione mnogostrukosti.

Dakle, vidimo da nam svaka promena homotopskog tipa nivoa M≤a ⊆ M≤b

garantuje postoja�e neke kritiqne taqke p, za koju va�i a ≤ f(p) ≤ b. Me�utim,

mo�e se desiti da postoji vixe kritiqnih taqaka na istom nivou M c, c ∈ R,
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pa nam prethodna lema ne daje kvalitativnu informaciju o broju kritiqnih

taqaka funkcije f .

U Morsovoj teoriji ovaj nedostatak se rexava posmatra�em problema za

,,generiqke" funkcije na M , nakon qega uopxtavamo na sve sluqajeve nekim

graniqnim procesom. Koje su to ,,generiqke" funkcije?

Posmatrajmo kritiqnu taqku p funkcije f na M . Tada u okolini taqke p

imamo dobro definisanu bilinearnu formu Hp(f) : TpM × TpM → R, zadatu
sa:

Hp(f)(Xp, Yp) = Xp(Y f),

Iz qi�enice da je p ∈ Crit(f) sledi

Xp(Y f)− Yp(Xf) = [X, Y ]p(f) = df(p)([X, Y ]p) = 0,

pa je Xp(Y f) = Yp(Xf) i oba izraza zavise samo od vrednosti Xp i Yp, a ne i

od vrednosti vektorskih po	a X i Y van taqke p. Ako su x1, x2, ..., xn lokalne

koordinate na M u okolini taqke p, tada bilinearnu formu Hp(f) mo�emo

videti i kao matricu drugih izvoda,

Hp(f) =
∂2f

∂xi∂xj
(p)

i nazivamo je jox i Hesijanom funkcije f .

Hesijan svakako zavisi od lokalnih koordinata, ali �egov rang i broj nega-

tivnih sopstvenih vrednosti ne zavise od izbora karte u okolini kritiqne

taqke, pa su korektno definisani slede�i pojmovi:

- degenerisanost taqke p: ν(p) = dimM − rankHpf

- indeks taqke p: λ(p) = broj negativnih sopstvenih vrednosti od Hpf .

Definicija 1.3. Kritiqna taqka p je nedegenerisana ako je ν(p) = 0.

Definicija 1.4. Funkcija f je Morsova ili nedegenerisana ako su joj sve

kritiqne taqke nedegenerisane.

Morsove funkcije su generiqke u smislu da se u proizvo	noj okolini svake

funkcije mo�e na�i Morsova funkcija. O osobinama Morsovih funkcija vixe

se mo�e na�i u [10].

Svakoj Morsovoj funkciji f mo�emo pridru�iti polinom

Mf (t) =
∑

p∈Crit(f)

tλ(p).
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Primetimo da je suma u gor�em izrazu konaqna, jer nam nedegenerisanost

funkcije povlaqi diskretnost skupa �enih kritiqnih taqaka, pa �e na zatvo-

renoj mnogostrukosti postojati najvixe konaqno mnogo qlanova u sumi. Dati

polinom nazivamo jox i Morsov polinom funkcije f . Kakvu vezu nam on daje

sa topologijom mnogostrukosti M nam govori slede�e teorema.

Teorema 1.1. (Morsove nejednakosti) Za svaku Morsovu funkciju f postoji

polinom Q(f) = q0 + q1t+ ... sa nenegativnim koeficijentima takav da

Mf (t)− PM(t) = (1 + t)Q(t),

gde je PM(t) =
∑
k∈Z

tkdimHk(M ;Z).

Polinom PM nazivamo jox i Poenkareov polinom. Qesto umesto gor�eg

izraza pixemo iMf (t) ≥ PM(t). Oqigledno nam ova nejednakost povlaqi i to

da polinom Mf (t) majorira PM(t) koeficijent po koeficijent, odakle sledi

da funkcija f ima najma�e PM(1) kritiqnih taqaka. Zapravo imamo i vixe,

imamo do�u granicu za broj kritiqnih taqaka odre�enog indeksa, qime je i

opravdan naziv teoreme. Kao jedna demonstracija primene teoreme mo�e da

nam poslu�i slede�i primer.

Primer 1.1. Posmatrajmo jediniqnu sferu S2n+1, zadatu sa
n∑
i=0

|zi|2 = 1 u

Cn+1 i na �oj zadatu funkciju f(z) =
n∑
i=0

λi|zi|2, gde je λ0 < λ1 < ... < λn niz

razliqitih realnih brojeva.

Kako je f invarijantno u odnosu na S1 dejstvo, sledi da je f dobro zadata

funkcija na projektivnom prostoru CP n. Kritiqne taqke ove funkcije �e

odgovarati koordinatnim osama (ovo se mo�e videti primenom Lagran�evih

mno�ioca), a poka�e se da �e sopstvene vrednosti Hesijana od f du� i-te ose

biti bax

λ0 − λi, λ1 − λi, ..., λn − λi,

bez i-tog qlana. Nad po	em realnih brojeva �ihova vixestrukost bi�e 2, pa je

indeks i-te kritiqne taqke jednak 2i. Dakle,

Mf (t) = 1 + t2 + ...+ t2n.

Sada, iz prethodne teoreme, kako poliniomMf nema uzastopnih qlanova, za-

k	uqujemo da je Mf (t) = PM(t), qime smo izraqunali i celu kohomologiju
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prostora CP n.

Postoji vixe razliqitih naqina da se doka�u Morsove nejednakosti. Spo-

menu�emo dva razliqita pristupa ovom problemu, koja nam uzgred i daju vrlo

jasnu sliku o ovom problemu.

Prvi pristup - lep	e�e �elija: Posmatrajmo Morsovu funkciju f na zatvorenoj

mnogostrukosti M i �enu kritiqnu taqku p. Za sada pretpostavi�emo da je

to jedina kritiqna taqka na nivou M f(p). Iz Morsove leme (videti npr. [10])

znamo da postoji karta u okolini taqke p takva da u �enim koordinatama

(x1, x2, ..., xn) ima oblik

f(x) = f(p)− x2
1 − x2

2 − ...− x2
λ(p) + x2

λ(p)+1 + ...+ x2
n,

gde je λ(p) indeks taqke p.

Koriste�i se lokalnim zapisom funkcije f mo�e se dokazati slede�a teo-

rema.

Teorema 1.2. Neka je f : M → R glatka funkcija i neka je p �ena kritiqna

taqka indeksa λ. Neka su a i b realni brojevi takvi da je a < f(p) < b i

da funkcija f nema drugih kritiqnih taqaka, razliqitih od p, unutar skupa

f−1[a, b]. Tada nivo M b ima isti homotopski tip kao nivo Ma sa nalep	enom

λ - �elijom.

Dokaz (skica): Neka je f(p) = c. Po lemi o deformaciji, dovo	no je da

doka�emo da jeM≤c+ε wM≤c−ε∪eλ, za dovo	no malo ε > 0. Izaberimo Morsovu

kartu u okolini taqke p : f(x, y) = c − |x|2 + |y|2, (x, y) ∈ Rλ × Rn−λ. Dodamo

λ-�eliju kao na do�oj slici (oznaqeno sa core).
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Zapravo ,,jezgru" (core) na slici odgovara skup:

{(x, 0) : f(x, 0) = c− |x|2 ≥ c− ε} =

= {(x, 0) : |x|2 ≤ ε},

xto je upravo jedna λ-�elija. Sada lako vidimo da je M≤c+ε deformacioni

retrakt od M≤c−ε ∪ eλ tako xto sve projektujemo kao na slede�oj slici.

Deta	an dokaz ovog tvr�e�a mo�e se na�i u [31].

Napomena: Analogan dokaz prolazi i kada imamo vixe kritiqnih taqaka na

istom nivou. Tada ,,lepimo" onoliko �elija koliko imamo kritiqnih taqaka.

Posledica 1.1. Neka je M zatvorena mnogostrukost i neka je f : M → R
Morsova funkcija. Tada M ima strukturu CW -kompleksa, sa po jednom λ-

�elijom za svaku kritiqnu taqku indeksa λ funkcije f .

Posmatrajmo kako nam se me�aju polinomiMf i PM prolaskom kroz kritiqnu

taqku p, indeksa λ. Oqigledno se Morsov polinom promeni samo tako xto mu

se doda qlan tλ , dok se Poenkareov polinom mo�e promeniti na slede�a dva

naqina:

(1) dodaje mu se qlan tλ

(2) dodaje mu se qlan −tλ−1.

Kada ovo znamo, lako se mo�e zak	uqiti da je razlika koja se pravi izme�u ova

dva polinoma, dodava�em nove λ-�elije jednaka 0 ili tλ−1(t+1). Sada Morsove

nejednakosti direktno slede iz ove opaske.

K	uqan korak u ovom dokazu Morsovih nejednakosti je uoqiti kako se me�a

Poenkareov polinom dodava�em nove �elije, xto je posledica standardnih
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topoloxkih argumenata. Naime, ako dodamo λ-�eliju eλ, �ena granica ∂eλ je

sfera Sλ−1, koja predstav	a jedan cikl u M≤c−ε. Taj cikl mo�e biti granica

nekog lanca iz M≤c+ε ili ne. U prvom sluqaju �elija eλ nam kreira novu

netrivijalnu homoloxku klasu uM≤c+ε, xto odgovara promeni (1) u Poenkare-

ovom polinomu, dok u drugom sluqaju �elija eλ ima netrivijalnu granicu Sλ−1

u M≤c−ε, xto odgovara promeni (2) u Poenkareovom polinomu.

Drugi pristup - dinamiqki sistemi: Posmatrajmo slede�u jednaqinu

dϕt
dt

(p) = −∇f(ϕt(p)), ϕ0(p) = p.

Neka je x ∈M \ Crit(f). Orbita taqke x je put u M , qije je zatvore�e segment

koji spaja dve kritiqne taqke. Primenom Morsove leme, mo�e se dokazati da

skup svih orbita (rexe�a gor�e jednaqine) koje ,,poqi�u" u kritiqnoj taqki

p, ima strukturu �elijeW u(p) dimenzije λ(p), kao i da skup svih orbita koje se

zavrxavaju u taqki p,W s(p) ima strukturu �elije, kodimenzije λ(p). Xtavixe,

ove dve �elije se seku transverzalno (za dokaze ovih tvr�e�a videti [2]). Na

ovaj naqin smo dobili dva razbija�a mnogostrukosti M na takozvane nesta-

bilne i stabilne �elije:

M =
⋃

p∈Crit(f)

W u(p), dimW u(p) = λ(p),

M =
⋃

p∈Crit(f)

W s(p), dimW s(p) = dimM − λ(p).

Ova dekompozicija je ekvivalentna �elijskoj dekompoziciji koju dobijamo

lep	e�em �elija prolaskom kroz kritiqnu taqku. Problem je xto ona ne zadaje

uvek strukturu CW -kompleksa (npr. funkcija visine na torusu, videti [10]).

Smejl je otkrio neophodan uslov da bi to va�ilo, takozvani Mors - Smejlov

uslov transverzalnosti koji glasi:

W u(p) t W s(q),

za svake dve kritiqne taqke p i q i tada funkciju f nazivamoMors - Smejlovom.

Ovaj uslov mo�e se obezbediti sa skoro svaku Rimanovu metriku na M (dokaz

ovog tvr�e�a i deta	nije o Mors-Smejlovom uslovu i �egovim posledicama

mo�e se prona�i u [28]). Iz datog uslova transverzalnosti imamo:

dim(W u(p) t W s(q)) = dimW u(p) + dimW s(q)− dimM = λ(p)− λ(q),
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odakle vidimo da se orbite gradijentnog toka kre�u od kritiqnih taqaka sa

ve�im indeksom ka kritiqnim taqkama sa ma�im indeksom.

Oznaqimo sa M (k) k-skelet mnogostrukosti M , zadat opisanom CW deko-

mpozicijom. Iz dugog taqnog niza trojke za M (k−2) ⊆ M (k−1) ⊆ M (k) mo�emo

zak	uqiti:

βk(M
(k),M (k−2)) ≤ βk(M

(k),M (k−1)) + βk(M
(k−1),M (k−2)),

a odatle da	e indukcijom da va�i:

βk(M) ≤
dimM∑
i=0

βk(M
(i−1),M (i)),

gde je βk(M) = dimHk(M) k-ti Betijev broj mnogostrukostiM , odnosno βk(M,N) =

dimHk(M,N) k-ti Betijev broj para (M,N), gde je N podmnogostrukost od M .

Kako je:

dimHk(M
(l),M (l−1)) =

broj l-�elija, za l = k

0, inaqe
,

sledi βk(M) ≤ Ck, gde je Ck broj k-�elija (xto je jednako broju kritiqnih

taqaka indeksa k), qime smo dokazali Morsove nejednakosti.

Prethodni pristup preko dinamiqkih sistema je pogodan iz razloga xto

daje izvesno uopxte�e Morsovih nejednakosti na proizvo	ne tokove, tj. na

tokove koji zadovo	avaju Mors - Smejlov uslov. Tako�e, malom modifikaci-

jom prethodne diskusije mo�e se dobiti i �usternik - Xnire	manova ocena

za broj kritiqnih taqaka neke funkcije f na mnogostrukosti M , kojoj �emo

posvetiti slede�i paragraf.

1.2 �usternik - Xnire	manova teorija

Neka je f : M → R glatka funkcija, gde je M zatvorena mnogostrukost. U

prethodnom poglav	u dali smo jednu ocenu za broj kritiqnih taqaka funkcije

f - Morsove nejednakosti. U ovom delu ci	 �e nam biti da prika�emo jox

jedan pristup ovom problemu i damo jox jednu do�u ocenu za broj kritiqnih

taqaka, koja �e zavisiti od topologije mnogostrukosti M .

Iz uslova zatvorenosti, mo�emo dati trivijalnu do�u ocenu. Naime, kako

je M kompaktna, bi�e kompaktan i skup f(M), pa �e sve taqke koje se slikaju u

maksimum i minimum biti kritiqne taqke funkcije f . Dakle, broj kritiqnih
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taqaka nije ma�i od 2. Na primer u sluqaju funkcije visine na sferi, ova

ocena je i najbo	a mogu�a, me�utim, u brojnim situacijama mo�emo dati jox

jaqu ocenu. Za to �e nam trebati slede�i pojam.

Definicija 1.5. �usternik - Xnire	manova kategorija Cat(S) podskupa

S mnogostrukosti M , je najma�i prirodan broj n takav da postoji otvoreno

pokriva�e, U1, U2, ..., Un, skupa S, gde su skupovi Ui takvi da se mogu kontrak-

tovati u taqku u M .

Napomena: Otvoreni skupovi Ui u prethodnoj definiciji ne moraju biti

povezani, dok god je mnogostrukost M (putno) povezana. Tada svaku kompo-

nentu povezanosti datog skupa kontraktujemo ponaosob u taqku, a onda svaku

taqku spojimo putem sa istaknutom taqkom mnogostrukosti M .

Primer 1.2. Cat(Sn) = 2.

Neka su p, q ∈ Sn razliqite taqke. Skupovi Sn \ p i Sn \ q su otvoreni,

kontraktibilni skupovi, koji pokrivaju Sn. Dakle, Cat(Sn) ≤ 2. Kako sfera

nije kontraktibilan skup, va�i Cat(Sn) = 2.

Primer 1.3. Za Rimanovu povrx Σg, roda g 6= 0, va�i da je Cat(Σg) = 3.

Teorema 1.3. (�usternik - Xnire	man) Glatka funkcija f : M → R na

kompaktnoj mnogostrukosti M ima najma�e Cat(M) kritiqnih taqaka.

Za dokaz ove teoreme bi�e nam potrebna slede�a lema:

Lema 1.2. Za proizvo	an skup A ⊆ M postoji otvoren skup U ⊇ A takav da

je Cat(A) = Cat(U).

Dokaz: Neka je Cat(A) = k. Tada postoje otvoreni, kontraktibilni skupovi

U1, U2, ..., Uk koji pokrivaju A. Ukoliko je Cat(U1 ∪ U2 ∪ ... ∪ Uk) = k onda je za

U = U1∪U2∪ ...∪Uk ispu�eno tvr�e�e. Pretpostavimo zato da za svako ovakvo
pokriva�e: U1, U2, ..., Uk va�i Cat(U1 ∪ U2 ∪ ... ∪ Uk) < k. Tada je i Cat(A) < k

xto je nemogu�e.

Dokaz teoreme: Neka je ϕt : M →M rexe�e negativne gradijentne jednaqine

dϕt
dt

(p) = −∇f(ϕt(p)), ϕ0(p) = p.

Neka su x1, ..., xk kritiqne taqke funkcije f . Tada, ve� pomenuti, skupovi

W s(xj) = {y ∈M : lim
t→+∞

ϕt(y) = xj}, j = 1, 2, ..., k
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su kontraktibilni i pokrivajuM . Iz prethodne leme, postoje �ihove otvorene

okoline koje obezbe�uju otvoreno pokriva�e kontraktibilnim skupovima mno-

gostrukosti M .

Primer 1.4. Funkcija f : T2 = R2/Z2 → R,

f(x, y) = sin(πx) · sin(πy) · sin(πx+ πy)

ima taqno 3 kritiqne taqke.

Dokaz: Koliqniqko preslikava�e T2 → R2/Z2 je lokalni difeomorfizam, pa

je dovo	no na�i kritiqne taqke funkcije f na R2 i videti koliko klasa na

torusu one odre�uju. Stacionarne taqke ove funkcije zadovo	avaju uslove:

∂f

∂x
(x, y) = π sin(πy) · (cos(πx) sin(πx+ πy) + sin(πx) cos(πx+ πy)) = 0,

∂f

∂y
(x, y) = π sin(πx) · (cos(πy) sin(πx+ πy) + sin(πy) cos(πx+ πy)) = 0.

Rexava�em ovog sistema dobija se da su jedine kritiqne taqke u [0, 1)× [0, 1):

(0, 0) ,

(
1

3
,
1

3

)
i

(
2

3
,
2

3

)
,

pa vidimo da se u sluqaju torusa ocena iz gor�e teoreme dosti�e.

Primetimo da je Hesijan funkcije f u taqki (0, 0) degenerisan, pa funkcija

f nije Morsova, xto mo�emo zak	uqiti i iz toga xto svaka Morsova funkcija

na torusu T2 ima bar qetiri kritiqne taqke.

�usternik -Xnire	manovu teoremu mo�emo formulisati i u nexto opxti-

joj situaciji.

Definicija 1.6. Tokom na mnogostrukosti M nazivamo familiju nepreki-

dnih preslikava�a ϕ : R×M →M : (t, x) 7→ ϕt(x) koja zadovo	ava:

ϕt(ϕs(x)) = ϕt+s(x)

ϕ0(x) = x

za svako s, t ∈ R.

Definicija 1.7. Taqka x ∈ M je fiksna taqka toka ϕ : R ×M → M ako

va�i ϕt(x) = x, za svako t ∈ R.
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Primer 1.5. Rexe�a gradijentne jednaqine funkcije f : M → R qine jedan

tok na M , a kritiqne taqke funkcije f su fiksne taqke tog toka. Speci-

jalno, svaki gradijentni tok na zatvorenoj mnogostrukosti M ima bar Cat(M)

fiksnih taqaka.

Definicija 1.8. Tok ϕ : R × M → M nazivamo skoro - gradijentni ako

postoji neprekidna funkcija V : M → R takva da va�i:

t > s⇒ V (ϕt(x)) < V (ϕs(x)),

za svako s, t ∈ R i svako x ∈M .

Funkciju V : M → R nazivamo jox i funkcijom �apunova.

Teorema 1.4. (�usternik - Xnire	man) Svaki skoro - gradijentni tok

na kompaktnoj mnogostrukosti M ima najma�e Cat(M) fiksnih taqaka.

Dokaz je identiqan dokazu za gradijenti tok. Za deta	e pogledati [29].

Navedimo neka osnovna svojstva funkcije Cat.

Stav 1.1. Neka je X zadati prostor i neka je A ⊆ X. Tada va�i:

(1) Cat(A) = 0⇐⇒ A = ∅.
(2) Cat(A) = 1⇐⇒ A je kontraktibilan.

(3) Cat(A) = Cat(A).

(4) A ⊆ B ⇒ Cat(A) ≤ Cat(B)

(5) Cat(A ∪B) ≤ Cat(A) + Cat(B)

(6) Ako je h : X → X homeomorfizam onda je Cat(A) = Cat(h(A)).

Videli smo da nam �usternik - Xnire	manova kategorija Cat(M) daje do�u

granicu za broj kritiqnih taqaka neke funkcije na zadatoj mnogostrukosti

M . Me�utim, qesto je texko izraqunati po definiciji Cat(M). Uvedimo

zato jox jedan pojam koji �e nam omogu�iti da ocenimo odozdo �usternik -

Xnire	manovu kategoriju.

Definicija 1.9. Kohomoloxka du�ina cl(M ; Λ) mnogostrukosti M u odnosu

na komutativan prsten Λ je najve�i prirodan broj k za koji postoji k koho-

moloxkih klasa stepena bar 1 qiji je proizvod netrivijalan.

Stav 1.2. Za proizvo	an komutativni prsten Λ i mnogostrukost M va�i

Cat(M) > cl(M ; Λ).
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Dokaz: Neka je Cat(M) = k. Tada postoje otvoreni, kontraktibilni skupovi

U1, U2, ..., Uk koji pokrivajuM . Dovo	no je dokazati da je proizvod proizvo	nih

k kohomoloxkih klasa αi ∈ H∗, deg αi > 0 trivijalan.

· · · −→ Hdeg αi(M,Ui)
q∗i−−→ Hdeg αi(M)

j∗i−−→ Hdeg αi(Ui) −→ · · ·

Pri qemu su j∗i : Ui → M i q∗i : M ↪→ (M,Ui) inkluzije. Poxto je Ui

kontraktibilan u M , homomorfizam j∗i je 0 u dimenzijama ve�im od 0. Sledi,

j∗i (αi) = 0, pa iz taqnosti postoji α̂i ∈ Hdeg αi(M,Ui) takvo da je q
∗
i (α̂i) = αi.

Sada tvr�e�e sledi iz topoloxke qi�enice da

H i(X,A)×Hj(X,B)
^−−→ H i+j(X,A ∪B),

za otvorene podskupove A i B zadatog prostora X (videti [32]).

U naxem sluqaju,

α̂1 ∈ H∗(M,U1),

α̂1 ^ α̂2 ∈ H∗(M,U1 ∪ U2),

· · ·

α̂1 ^ α̂2 ^ · · ·^ α̂k ∈ H∗(M,U1 ∪ U2 ∪ ... ∪ Uk).

Kako je U1 ∪ U2 ∪ ... ∪ Uk = M , to je α̂1 ^ α̂2 ^ · · ·^ α̂k = 0, pa je i

α1 ^ α2 ^ · · ·^ αk = q∗1(α̂1) ^ q∗2(α̂2) ^ ... ^ q∗k(α̂k)

= q∗(α1 ^ α2 ^ ... ^ αk)

= 0,

gde smo sa q oznaqili inkluziju q : M → (M,U1 ∪ U2 ∪ ... ∪ Uk).

Primer 1.6. Cat(Tn) = n+ 1

Dokaz: Kako postoji n elemenata iz H1(Tn;Z) ∼= Zn, qiji je proizvod netrivi-
jalan (videti [32]) to je po prethodnom stavu Cat(Tn) ≥ n+ 1.

Obrnuto, mo�e se konstruisati pokriva�e n-torusa sa n + 1 otvorenih,

kontraktibilnih skupova. Naime, oznaqimo sa

p : Rn → Tn, (t1, t2, ..., tn) 7→ (e2πit1 , e2πit2 , ..., e2πitn),
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standardno natkriva�e n-torusa i neka su a0, a1, ..., an razliqiti realni bro-

jevi iz intervala [0, 1), tj. takvi da su zk = ake
2πitk ∈ S1 razliqiti. Posma-

trajmo skupove Wk = {(t1, t2, ..., tn) : ak < ti < ak + 1, i = 1, 2, ..., n} ⊆ Rn,

k = 0, 1, 2, ..., n i neka su skupovi Uk slike skupova Wk pri natkriva�u p. Po

konstrukciji skupova Uk vidi se da su oni kontraktibilni i otvoreni. Treba

jos dokazati da ovi skupovi qine jedno pokriva�e od Tn.
Taqka (t1, t2, ..., tn) ∈ Tn �e pripadati skupu Tn \ Uk ako joj je bar jedna

koordinata jednaka zk. Presek svih skupova Tn \Uk sastoja�e se od svih taqaka
(t1, t2, ..., tn) ∈ Tn, takvih da za svako 0 ≤ k ≤ n, postoji koordinata tj takva

da je zk = tj. Kako ima n + 1 vrednosti zk i kako su one razliqite, a samo n

koordinata ti, ovo je nemogu�e. Zato je
n⋂
k=0

(Tn \ Uk) = ∅, pa je
n⋃
k=0

Uk = Tn.

Primer 1.7. Posmatrajmo proizvo	nu simplektiqku mnogostrukost (M,ω) i

neka je dimM = 2n. Kako je uslov nedegenerisanosti simplektiqke forme ω

ekvivalentan uslovu da je ω∧n 6= 0 (videti Dodatak A), sledi da je cl(M) ≥ n.

Samim tim, iz �usternik - Xnire	manove teoreme mo�emo zak	uqiti da

svaka glatka funkcija na M ima bar n+ 1 kritiqnu taqku.

Na kraju, navedimo bez dokaza, jox jednu ocenu �usternik - Xnire	manove

kategorije.

Teorema 1.5. Za kompaktnu mnogostrukost M va�i Cat(M) ≤ dimM + 1.

Primer 1.8. Na osnovu prethodne teoreme Cat(RP n) ≤ n + 1. Neka je α ∈
H1(RP n,Z2) fundamentalna klasa. Tada je αn ∈ Hn(RP n,Z2) ∼= Z2 generator

(videti [30]). Sledi, cl(RP n,Z2) = n, pa na osnovu prethodnog stava sledi

Cat(RP n) = n+ 1.

1.3 Teorija kritiqnih taqaka na beskonaqnodimenzionim

prostorima

U prethodna dva paragrafa opisali smo osnovne principe teorije kriti-

qnih taqaka posmatraju�i realne funkcije zadate na zatvorenoj mnogostru-

kosti. Pita�e koje se logiqno name�e je da li se i kako date teorije mogu

uopxtiti na sluqaj beskonaqno dimenzionih prostora?

Teoriju Morsa mo�emo shvatiti kao izvesno uopxte�e Vajerxtrasove teo-

reme, koja ka�e da realna neprekidna funkcija na kompaktnom skupu dosti�e

maksimum i minimum. Kao i u mnogim dokazima egzistencije, i ovde, kompa-

ktnost igra presudnu ulogu. Poznati su primeri ograniqenih funkcija koje
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ne dosti�u maksimum i minimum (npr. f : R→ R, f(x) = x
1+|x|) ili funkcija

zadatih na ograniqenom skupu koje ne dosti�u svoj maksimum ili minimum

(npr. f : (−1, 1)→ R, f(x) = x√
1−x2 ). Koncept kompaktnosti se mo�e korektno

uopxtiti na veliku grupu beskonaqno dimenzionih prostora, ali cena toga

je da najqex�e ograniqeni i zatvoreni skupovi nisu kompaktni (specijalno,

sfere nisu kompaktni skupovi). Dakle, vidimo da je uslov kompaktnosti vrlo

rigorozan zahtev na beskonaqno dimenzionim prostorima. Jedan od naqina da

prevazi�emo ovaj problem je da proxirimo topologiju prostora, ali time i

sma�ujemo skupove neprekidnih (samim tim i glatkih) funkcija. I u ovom

sluqaju, kao i u mnogim drugim situacijama u matematici, potreban nam je

delikatan balans koji bi nam garantovao znaqajne rezultate. I da	e �e nam

ambijent biti mnogostrukost, tj. �eno beskonaqno dimenziono uopxte�e. Neka

je X Banahov (Hilbertov) prostor i neka jeM Hausdorfov topoloxki prostor

koji zadovo	ava drugu aksiomu prebrojivosti.

Definicija 1.10. Karta na M je par (U,ϕ), gde je U ⊆ M i ϕ : U → U
′

bijekcija na otvoren skup Banahovog prostora X. Atlas na M je pokriva�e

skupa M kartama (Uj, ϕj) takvim da preslikava�e ϕj ◦ ϕ−1
k : ϕk(Uk ∩ Uj) →

ϕj(Uk∩Uj) klase C∞ za svaki par indeksa k, j za koji je skup (Uk∩Uj) neprazan.
Skup M snabdeven ovakvom strukturom naziva se Banahovom mnogostrukox�u.

Analogno se definixe i pojam Hilbertove mnogostrukosti.

Neka je data Hilbertova mnogostrukost M (konaqno ili beskonaqno di-

menziona) i neka je data glatka funkcija f : M → R. Da bi nadoknadili

nedostatak kompaktnosti R. S. Pale i S. Smejl su 1964. godine, u svom radu

([23]), uveli specijalan uslov kompaktnosti strogo vezan za funkciju f koju

posmatramo, takozvani Uslov (C) (ili jox Pale - Smejlov uslov ili PS uslov).

Nada	e, pretpostavi�emo da va�e slede�a tri uslova:

(A) (Kompletnost) M je kompletna Rimanova mnogostrukost.

(B) (Ograniqenost odozdo) Funkcija f je ograniqena odozdo na M . Oz-

naqi�emo sa B najve�u do�u granicu funkcije f , pa je naxa pretpostavka da

je B > −∞.

(C) (Uslov C) Za svaki niz {xn}n∈N iz M za koji je |f(xn)| ograniqeno i za
koji ||df(xn)|| → 0, sledi da {xn}n∈N ima konvergentan podniz xnk

→ p.

(Specijalno, iz neprekidnosti va�i da je ||df(p)|| = 0, tj. p je kritiqna taqka

funkcije f)

Primetimo da ukoliko je mnogostrukost M kompaktna da su nam uslovi

(A), (B) i (C) trivijalno zadovo	eni, pa nam date pretpostavke uopxtavaju

raniju teoriju. U nastavku �emo dati pregled osnovnih tvr�e�a teorije kriti-
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qnih taqaka uz navedene pretpostavke. Specijalno, dokaza�emo uopxte�e teo-

reme o deformaciji, kao centralne teoreme ove teorije.

Oznake: Nada	e �emo skup kritiqnih taqaka funkcije f oznaqavati sa C, a

skup kritiqnih taqaka na ,,nivou c" sa Cc, tj. Cc = {x ∈ Crit(f) | f(x) = c}.

Lema 1.3. Restrikcija f na C je svojstveno preslikava�e. Specijalno, za

svako c ∈ R, skup Cc je kompaktan.

Dokaz: Moramo pokazati da je f−1([a, b])∩C kompaktan skup, tj. ako je {xn} niz
kritiqnih taqaka, takav da a ≤ f(xn) ≤ b, tada {xn} ima konvergentan podniz,
ali kako ‖ ∇f(xn) ‖= 0 ovo neposredno sledi iz uslova (C).

Kako su svojstvena preslikava�a i zatvorena imamo:

Posledica 1.2. Skup f(C) kritiqnih vrednosti f je zatvoren podskup od

R.

Oznaqimo sa ϕt maksimalni tok generisan vektorskim po	em −∇f . Za

svako x ∈ M , ϕt(x) je definisano na nekom intervalu α(x) < t < β(x) i

t 7→ ϕt(x) je maksimalno rexe�e negativne gradijentne jednaqine koje prolazi

kroz x. Prema tome d
dt
ϕt(x) = −∇f(ϕt(x)), odakle sledi da je d

dt
f(ϕt(x)) =

−∇f(f(ϕt(x))) = −‖∇f(ϕt(x))‖2, pa je f(ϕt(x)) monotono opadaju�e po t. Kako

je f ograniqeno odozdo sa B sledi da f(ϕt(x)) konvergira, kad t→ β(x) (uoqimo

da nam ovde k	uqnu ulogu igra uslov (B), koji nam garantuje da �e se niz

f(ϕt(x)) ,,ukoqiti" u konaqnoj vrednosti).

Sada �emo dokazati va�nu qi�enicu da je ϕt ,,pozitivna polu-grupa". Ta-

qnije da za svako x ∈ M va�i da je β(x) = ∞, tj. da je ϕt(x) definisano za

svako t > 0. Za dokaz ovog tvr�e�a �e nam trebati slede�ih nekoliko tehniqkih

deta	a.

Lema 1.4. C1 kriva σ : (a, b)→M konaqne du�ine, ima relativno kompaktnu

sliku.

Dokaz: Kako je M kompletan, dovo	no je pokazati da je slika od σ totalno

ograniqena. Kako je
∫ b
a
‖σ′(t)‖dt < ∞, za dato ε > 0 postoji t0 = a < t1 < ... <

tn < tn+1 = b tako da
∫ ti+1

ti
‖σ′(t)‖dt < ε. Tada po definiciji rastoja�a na M ,

jasno je da je xi = σ(ti) ε-gust u slici od σ.

Stav 1.3. Neka je X glatko vektorsko po	e na M i neka je σ : (a, b) → M

maksimalno rexe�e jednaqine zadate vektorskim po	em X. Ako je b < +∞
tada je

∫ b
0
‖X(σ(t))‖dt = +∞.

Dokaz: Kako je σ maksimalno rexe�e, ako je b < +∞ tada σ(t) nema taqku

nagomilava�a kada t → +∞, pa prema prethodnoj lemi, σ : [0, b) → M mora
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imati konaqnu du�inu. Kako je σ
′
(t) = X(σ(t)), sledi

∫ b
0
‖X(σ(t))‖dt = +∞.

Posledica 1.3. Glatko vektorsko po	e X na M ograniqne du�ine, generixe

jednoparametarsku grupu difeomorfizama na M .

Dokaz: Pretpostavimo da je ‖X‖ ≤ K ≤ ∞. Ako je b <∞ tada
∫ b

0
‖X(σ(t))‖dt ≤

bK ≤ ∞, xto je u kontradikciji sa prethodnom posledicom. Analogno se

poka�e da sluqaj a > −∞ tako�e nije mogu�.

Teorema 1.6. Tok {ϕt} generisan sa −∇f je pozitivna polu-grupa, tj. za svako
t > 0, ϕt je definisano za svako x ∈M . Xtavixe, za proizvo	no x ∈M , ϕt(x)

konvergira ka kritiqnoj taqki funkcije f , kad t→∞.

Dokaz: Neka je g(t) = f(ϕt(x)). Primetimo da je B ≤ g(T ) = g(0) +
∫ T

0
g
′
(t)dt =

g(0) −
∫ T

0
‖∇f(ϕt(x))‖2dt. Kako ovo va�i za svako T < β(x), prema Koxi -

Xvarcovoj nejednakosti va�i

∫ β(x)

0

‖∇f(ϕt(x))‖dt ≤
√
β(x)

(∫ β(x)

0

‖∇f(ϕt(x))‖2dt

) 1
2

,

xto je ma�e ili jednako od
√
β(x)(g(0)−B)

1
2 , i stoga �e biti konaqno ako je β(x)

konaqno. Iz prethodne primedbe sledi da β(x) mora biti beskonaqan, stoga niz

‖∇f(ϕt(x))‖ mora da konvergira ka 0, kad t → ∞, inaqe bi
∫∞

0
‖∇f(ϕt(x))‖2dt

bilo beskonaqno, a znamo da je ma�e od g(0) − B. Konaqno, kako je f(ϕt(x))

ograniqeno, sada sledi iz uslova (C) da ϕt(x) konvergira ka kritiqnoj taqki

funkcije f , kad t→∞.

Analogno se dokazuje, da kad t→ α(x) tada f(ϕt(x))→ +∞, ili u suprotnom

α(x) mora biti −∞ i ϕt(x) konvergira ka kritiqnoj taqki funkcije f kad

t→ −∞.

Posledica 1.4. Ako x iz M nije kritiqna taqka funkcije f tada postoji

kritiqna taqka p od f tako da f(p) < f(x).

Dokaz. Izaberimo bilo koju kritiqnu taqku funkcije f , tako da ϕt(x) konver-

gira ka �oj kad t→∞.

Napomena: U ve�ini dokaza koristili smo se trikom da konstruixemo niz

koji zadovo	ava Uslov (C), i onda nam je Uslov (C) garantovao konvergen-

ciju tog niza, tj. postoja�e kritiqne taqke funkcije f . I upravo se snaga

PS uslova ogleda u tome xto nam on garantuje egzistenciju kritiqnih taqaka

odgovaraju�e funkcije.
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Dakle, do sada smo videli ulogu svakog od uslova (A), (B) i (C) i kako

nam oni nadomex�uju nedostak kompaktnosti, koji je bio k	uqan za postoja�e

gradijentnog toka, a samim tim i pristupa teoriji kritiqnih taqaka iz ugla

dinamiqkih sistema. Da	e �emo iskoristiti tok ϕt, generisan pomo�u −∇f ,
da deformixemo podskupove mnogostrukosti M , i vidimo kako ovo vodi ka

opxtem metodu za locira�e kritiqnih taqaka - minimaks principu.

Lema 1.5. Ako je O otvorena okolina skupa Cc, tada postoji ε > 0 tako da na

skupu f−1(c− ε, c+ ε)\O va�i ‖∇f‖ ≥ δ, za neko δ > 0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada, za svaki pozitivan prirodan broj n

mo�emo izabrati xn iz f−1(c − 1
n
, c + 1

n
)\O tako da ‖∇f(xn)‖ < 1

n
. Prema

Uslovu (C) podniz niza {xn} konvergira ka kritiqnoj taqki p funkcije f i

va�i f(p) = c, pa je p ∈ Cc i podniz mora upasti unutar okoline O skupa Cc,

xto je kontradikcija sa pretpostavkom.

Kako je Cc kompaktan sledi:

Lema 1.6. Bilo koja okolina skupa Cc sadr�i podokolinu oblika Nδ(Cc) =

{x ∈M : ρ(x,Cc) < δ} za δ dovo	no malo.

Sada, neka je U proizvo	na okolina, skupa Cc, uM , i izaberimo δ1 > 0 tako

da je Nδ1(Cc) ⊆ U . Kako je ‖∇f(p)‖ = 0 na Cc, tako�e mo�emo pretpostaviti da

je ‖∇f(p)‖ ≤ 1 za p ∈ Nδ1(Cc).

Ako je ε dovo	no malo, onda prema lemi 1.5, za bilo koje δ2 > 0 mo�emo

izabrati µ > 0 tako da ‖∇f(p)‖ ≥ µ za p ∈ f−1([c− ε, c+ ε]) i ρ(p, Cc) ≥ δ2 (tj.

p /∈ Nδ2(Cc)). Ustvari, mo�emo pretpostaviti da je δ2 < δ1, tako da Nδ2(Cc) ⊆
Nδ1(Cc) ⊆ U .

Sada imamo dovo	no qi�enica da doka�emo opxtiju verziju teoreme o de-

formaciji iz paragrafa 1.1.

Teorema 1.7. (Teorema o deformaciji) Neka je U neka okolina skupa Cc

iz M . Tada, za ε > 0 dovo	no malo ϕ1(M≤c+ε \ U) ⊆M≤c−ε.

Dokaz: Neka ε = min(1
2
µ2, 1

2
µ2(δ1−δ2)), gde su δ1, δ2 i µ izabrani kao gore. Neka je

p ∈ f−1([c−ε, c+ε])\U . Moramo pokazati da je f(ϕ1(p)) ≤ c−ε, i kako je f(ϕt(p))

monotono opadaju�e mo�emo pretpostaviti da f(ϕt(p)) ∈ f−1([c − ε, c + ε]) za

0 ≤ t < 1. Dakle, prema definiciji δ2, tako�e mo�emo pretpostaviti da ako

je ρ(ϕt(p), Cc) ≥ δ2, tada je ‖∇f(ϕt(p))‖ ≥ µ.

Kako je ϕ0(p) = p i d
dt
f(ϕt(p)) = −‖∇f(ϕt(p))‖2 imamo:

f(ϕ1(p)) +

∫ 1

0

−‖∇f(ϕt(p))‖2dt
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≤ c+ ε−
∫ 1

0

‖∇f(ϕt(p))‖2dt,

pa je dovo	no pokazati da∫ 1

0

‖∇f(ϕt(p))‖2dt ≥ 2ε = min(µ2, µ2(δ1 − δ2)).

Ostatak dokaza �emo podeliti na dva sluqaja.

Sluqaj 1. ρ(ϕt(t), Cc) > δ2 za sve t ∈ [0, 1].

Tada ‖∇f(ϕt(p))‖ ≥ µ za 0 ≤ t ≤ 1 i stoga∫ 1

0
‖∇f(ϕt(p))‖2dt ≥ µ2 ≥ min(µ2, µ2(δ1 − δ2)).

Sluqaj 2. ρ(ϕt(t), Cc) ≤ δ2 za neko t ∈ [0, 1].

Neka je t2 prvo takvo t. Kako p /∈ U , tim pre p /∈ Nδ1(Cc), tj. ρ(ϕ0(p), Cc) ≥ δ1.

Oznaqimo ovu vredost t sa t1, tako da 0 < t1 < t2 < 1, i u intervalu [t1, t2] imamo

δ1 ≥ ρ(ϕt(p), Cc) ≥ δ2. Primetimo da ρ(ϕt1(p), Cc) ≥ δ1, dok je ρ(ϕt2(p), Cc) ≤ δ2 i

stoga, po nejednakosti trougla, ρ(ϕt1(p), ϕt2(p)) ≥ δ1− δ2. Sledi da svaka kriva

koja spaja ϕt1(p) sa ϕt2(p) ima du�inu ve�u ili jednaku δ1−δ2, specijalno imamo

da ovo va�i za t 7→ ϕt(p), t1 ≤ t ≤ t2. Kako je
d
dt
ϕt(p) = −∇f(ϕt(p)), va�i:∫ t2

t1

‖∇f(ϕt(p))‖dt ≥ δ1 − δ2.

Prema odabiru δ1, ‖∇f(ϕt(p))‖ ≤ 1 za t ∈ [t1, t2], kako je ρ(ϕt(p), Cc) ≤ δ1 za

svako t. Prema tome,

t2 − t1 =

∫ t2

t1

1dt ≥
∫ t2

t1

‖∇f(ϕt(p))‖dt ≥ δ1 − δ2.

Sa druge strane, prema odabiru δ2, za t ∈ [t1, t2] tako�e imamo ‖∇f(ϕt(p))‖ ≥ µ,

jer je ρ(ϕt(p), Cc) ≥ δ2 za t ∈ [t1, t2]. Dakle

∫ 1

0

‖∇f(ϕt(p))‖2dt ≤
∫ t2

t1

‖∇f(ϕt(p))‖2dt

≤
∫ t2

t1

µ2dt = µ2(t2 − t1)

≤µ2(δ1 − δ2)

≤min(µ2, µ2(δ1 − δ2)).

Posledica 1.5. Ako je c regularna vrednost funkcije f tada, za neko ε > 0,
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ϕ1(M≤c+ε) ⊆M≤c−ε.

Dokaz: Kako je Cc = ∅, dovo	no je uzeti U = ∅.

Definicija 1.11. Neka je data familija F , nepraznih podskupova mnogostru-
kosti M . Definixemo minimaks vrednost funkcije f u odnosu na familiju

F na slede�i naqin:

minimax(f,F) = inf
F∈F

sup
x∈F

f(x).

Kako mo�emo razumeti minimax(f,F)? Supremum funkcije f na nekom

skupu F je najma�a vrednost c ∈ R takva da je F ⊆ M≤c. Kada ovako posma-

tramo, minimax(f,F) je zapravo najma�a vrednost c ∈ R takva da za svako

ε > 0 mo�emo na�i F ∈ F takvo da je F ⊆M≤c+ε.

Definicija 1.12. Za familiju F ka�emo da je pozitivno invarijantna u

ondosu na tok ϕt, t ∈ R, ako za svako F ∈ F i za svako t > 0, va�i da je

ϕt(F ) ∈ F .

Doka�imo slede�e opxte tvr�e�e.

Teorema 1.8. (Minimaks princip): Neka funkcija f ∈ C1(M,R) i fami-

lija podskupova F zadovo	avaju slede�e uslove:

(i) f zadovo	ava PS uslov

(ii) tok ϕt vektorskog po	a −∇f je definisan za svako t ∈ R
(iii) familija F je pozitivno invarijantna u ondosu na tok ϕt

(iv) −∞ < c = minimax(f,F) < +∞.
Tada je c ∈ R kritiqna vrednost funkcije f , tj. postoji taqka p ∈ Crit(f),

takva da je f(p) = c.

Dokaz: Uoqimo da smo ve� dokazali da ako su ispu�eni uslovi (A), (B) i (C)

za funkciju f i mnogostrukost M , da su tada ispu�eni uslovi (i) i (ii) iz

teoreme.

Dokaza�emo da za svako ε > 0 postoji x ∈M tako da:

c− ε ≤ f(x) ≤ c+ ε i ||∇f(x)|| > ε.

Tada uzima�em za εn = 1
n
, nalazimo niz xn koji zadovo	ava PS uslov, odakle �e

slediti da je postoji �egov podniz koji konvergira ka kritiqnoj taqki p ∈M ,

f(p) = c.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji ε > 0 takvo da je ||∇f(x)|| ≥ ε kad

god je c− ε ≤ f(x) ≤ c+ ε. Po definiciji minimaks vrednosti, postoji F ∈ F
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takvo da sup
x∈F

f(x) ≤ c+ ε.

Neka je x ∈ F . Tada je f(x) ≤ c + ε i tvrdimo da �e f(ϕt∗) ≤ c − ε za

t∗ = 2
ε
. Ako je f(ϕt) ≤ c − ε za neko 0 ≤ t ≤ t∗, onda tvr�e�e trivijalno

va�i, jer funkcija opada du� gradijentog toka. Pretpostavimo zato da je

f(ϕt) > c− ε za sve 0 ≤ t ≤ t∗. Tada iz pretpostavke da je ||∇f(x)|| ≥ ε, imamo

||∇f(ϕt(x))|| ≥ ε, za 0 ≤ t∗ ≤ t, pa je f(ϕt(x)) ≤ f(x) − ε2. Da	e, imamo da je

f(ϕ∗t (x)) ≤ c+ ε− ε2t∗ = c− ε. Ako uzmemo da je F ∗ = ϕt∗(F ), dokazali smo:

sup
x∈F ∗

f(x) ≤ c− ε.

Kako je familija F pozitivno invarijantna u odnosu na tok ϕt, znamo da je

F ∗ ∈ F , qime dobijamo kontradikciju.
Naravno, familija F invarijantna u odnosu na homotopiju, bi�e pozitivno

invarijantna i u odnosu na tok generisan sa −∇f . Navedimo nekoliko bitnih
primera:

• Ako je α neka homotopska klasa preslikava�a iz nekog kompaktnog pro-

stora X u M , za familiju mo�emo uzeti F = {im(f)|f ∈ α}.
• Ako je α homoloxka klasa mnogostrukostiM , tada za familiju F mo�emo

uzeti skup svih kompaktnih podskupova F od M takvih da se α nalazi u slici

preslikava�a i∗ : H∗(F )→ H∗(M) (indukovanog inkluzijom F ↪→M).

•Ako je α neka kohomoloxka mnogostrukostiM , tada za familiju F mo�emo

uzeti skup svih kompaktnih podskupova F odM takvih da je nosaq od α unutar

F (tj. α se anulira na M \ F ).
Postoje razne primene minimaks principa. Jedna od �ih je takozvana

,,Mountain pass” teorema, koja ima razne primene u teoriji parcijalnih i

diferencijalnih jednaqina.

Definicija 1.13. Neka je M povezana mnogostrukost. Podskup R ⊆ M

zovemo planininom u odnosu na preslikava�e f , ako M \ R ima dve kompo-

nente povezanosti i na svakoj od tih komponenti funkcija f dosti�e vrednost

striktno ma�u od inf
x∈R

f(x).

Teorema 1.9. (,,Mountain pass”): Ako je M povezana mnogostrukost i ako

je R planina u odnosu na f , onda funkcija f dosti�e kritiqnu vrednost c ≥
inf
x∈R

f(x).

Dokaz: Neka je α = inf
x∈R

f(x) i neka su M0 i M1 komponente povezanosti od

M \ R. Definiximo M i
α = {x ∈ M i | f(x) < α}, za i ∈ {1, 2} i uoqimo da su

skupovi M i
α neprazni. Tako�e, kako je M povezana, postoji put γ : [0, 1] → M ,
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takav da γ(0) ∈ M0 i γ(1) ∈ M1. Oznaqimo sa Γ skup svih ovakvih puteva

i uoqimo familiju F = {im(γ)|γ ∈ Γ}, koja je oqigledno neprazna. Kako se

γ(0) i γ(1) nalaze u razliqitim komponentama povezanosti od M \ R, postoji
t0 ∈ [0, 1], takvo da je f(γ(t0)) ≥ α, pa je i minimax(f,F) ≥ α.

Sada je, po minimaks principu, dovo	no dokazati da ako je γ ∈ Γ i t > 0

da je tada ϕt ◦ γ ∈ Γ , gde je ϕt tok generisan sa −∇f , a za to nam je dovo	no

pokazati da ako je x ∈ M i
α da je onda i ϕt(x) tako�e pripada M i

α. Kako je

f(ϕ0(x)) = f(x) < α i kako je f(ϕt(x)) opadaju�e po t, sledi da je f(ϕt(x)) < α,

tj. f(ϕt(x)) ∈ M \ R, pa x i ϕt(x) moraju biti u istoj komponenti za svako

t > 0.

Da�emo jox jednu primenu minimaks principa, vezanu za �usternik -

Xnire	manovu kategoriju. Za kratko �emo pretpostaviti da je mnogostrukost

M kompaktna. Za m ≤ Cat(M) definiximo Fm kao kolekciju svih kompa-

ktnih skupova F od M takvih da Cat(F ) ≥ m. Uoqimo da je M ∈ Fm, pa je
familija Fm neprazna. Definiximo jox

cm(f) = inf{a ∈ R | cat(M≤a) ≤ m}.

Stav 1.4. Za svako m ∈ {0, 1, ..., cat(M)}, cm(f) je kritiqna vrednost funkcije

f : M → R.

Dokaz: Kako je familija Fm homotopski invarijantna, tvr�e�e direktno sledi

iz minimaks principa.

Jasno je da je Fm+1 ⊆ Fm, pa samim ti va�i i cm(f) ≤ cm+1(f). U nekim

sluqajevima se jednakost i dosti�e (npr. za konstantnu funkciju f). Slede�a

teorema nam govori da se ovo kompenzuje time xto �e nam pojaviti vixe kriti-

qnih taqaka na istom nivou.

Teorema 1.10. (�usternik - Xnire	mana o vixestrukosti): Ako je

cn+1(f) = cn+2(f) = ... = cn+k(f) = c, tada postoji najma�e k kritiqnih taqaka

na nivou c. Sledi, ako je 1 ≤ m ≤ Cat(M) tada funkcija f ima najma�e m

kritiqnih taqaka na M≤cm(f). Specijalno, svaka glatka funkcija f : M → R
ima najma�e Cat(M) kritiqnih taqaka.

Dokaz: Pretpostavimo da postoji najvixe r kritiqnih taqaka x1, x2, ..., xr,

funkcije f na nivou c. Neka su Oi okoline taqaka xi qija su zatvore�a dis-

junktna unija zatvorenih diskova (specijalno, kontraktibilna). Za O = O1 ∪
O2 ∪ ... ∪ Or, va�i da je Cat(O) ≤ r i po teoremi o deformaciji za neko ε > 0

skup M≤c+ε �e mo�i da se deformixe na skup M≤c−ε. Kako je c− ε < c = cn+1,

Cat(M≤c+ε \ O) < n + 1, pa je i Cat(M≤c−ε) ≤ n. Da	e, iz subaditivnosti i
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monotonosti �usternik - Snire	manove kategorije sledi:

Cat(M≤c+ε) ≤ Cat(M≤c+ε \O) + Cat(O) ≤ n+ r,

pa imamo

c < c+ ε < inf {a ∈ R | Cat(M≤a > n+ r + 1)} = cn+r+1(f).

Sa druge strane, c = cn+k(f), pa je n+ r + 1 > n+ k, tj. r ≥ k.

1.4 Minimaks teorija za strogo beskonaqne funkcionale

Uoqimo da smo u prethodnom paragrafu svuda pretpostav	ali da je funkcija

f ograniqena odozdo (uslov (B)) i videli smo da je taj uslov igrao bitnu ulogu

u razvija�u naxe teorije. Naravno. postav	a se pita�e da li mo�emo da

izostavimo ovaj uslov i razvijemo teoriju za funkcije koje nisu ograniqene

ni odozdo ni odozgo (ovakve funkcije - funkcionale nazivamo jox i strogo

beskonaqnim). Pod odre�enim uslovima, odgovor je potvrdan, me�utim, ovaj

sluqaj je teorijski slo�eniji i zahteva suptilnije topoloxke i analitiqke

metode. Za sada �emo dati samo dati ideju kako se ovaj problem mo�e pre-

vazi�i, a deta	nije �emo objasniti specijalnu situaciju za sluqaj funkcionala

dejstva , za koji �e se ispostaviti da je strogo beskonaqan (tre�a glava). Za

deta	e i dokaze vezane za minimaks teoriju strogo beskonaqnih funkcionala

pogledati [35].

Za poqetak uvedimo opxtu definiciju minimaks teorije. Posmatrajmo

Hilbertovu mnogostrukost M i proizvo	an funkcional Φ na �oj.

Definicija 1.14. Minimaks teorija za funkcional Φ ∈ C1(M,R) je ure�ena

trojka t(Φ) = (D,S, c), takva da:

(D) D je familija homeomorfizama σ : M → M , takva da za svako d ∈ R,
koje nije kritiqna vrednost od Φ, postoji ε > 0 i σ ∈ D tako da je σ(Φ≤d+ε) ⊆
Φ≤d−ε.

(S) S je familija podskupova mnogostrukosti M takva da je D(S) ⊆ S, tj.

σ(ξ) ∈ S, za svako σ ∈ D i svako ξ ∈ S.
(c) c = sup

ξ∈S
inf
x∈ξ

Φ(x).

Naravno, u opxtoj situaciji nije poznato da li postoji minimaks teorija

za dati funkcional Φ. Ukoliko postoji, direktna posledica definicije je

slede�e tvr�e�e, koje smo dokazali u sluqaju funkcionala koji su ograniqeni

odozdo, a dokaz je analogan.
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Teorema 1.11. (Minimaks princip): Neka je Φ ∈ C1(M,R) i neka je t(Φ) =

(D,S, c) minimaks teorija za Φ. Tada je c kritiqna vrednost funkcionala Φ.

Dakle, da bismo naxli kritiqnu taqku funkcionala Φ dovo	no je da konstru-

ixemo minimaks teoriju za �ega.

Prvo, razmotrimo egzistenciju familije D.

Definicija 1.15. Funkcional Φ ∈ C1(M,R) zadovo	ava slabi Pale - Sme-

jlov uslov ako va�i:

(WPS) Ako za neki niz {xn}n∈N ⊆M va�i da Φ′(xn)→ 0 i Φ(xn)→ d ∈ R,
tada je d kritiqna vrednost funkcionala Φ.

Vidimo da je (WPS) jedna varijanta (PS) uslova i kao xto mu ime ka�e,

sledi da (PS) uslov implicira (WPS) (obrnuto ne va�i, kontraprimer je

funkcija f(x) = sinx i d = 1).

Uslov (WPS) nam garantuje postoja�e familije D. Xtavixe, familija D

se mo�e izabrati tako da su preslikava�a σ ∈ D homotopna identitetu kroz

homotopiju η : M × [0, 1]→ R koja zadovo	ava slede�e uslove:

(i) za svako t ∈ [0, 1], preslikava�e ηt = η(t, ·) : M →M je homeomorfizam

(ii) preslikava�e t 7→ Φ(ηt(x)) je nerastu�e po t, za svako x ∈M .

Slede�e, razmotrimo egzistenciju familije S.

Pretpostavimo da postoji familija D koja zadovo	ava dodatna svojstva

koja smo naveli i dodatno jox zadovo	ava uslov D ◦ D ⊆ D, tj. za svaka dva

preslikava�a σ, σ1 ∈ D va�i σ ◦σ1 ∈ D. Pretpostavimo da postoje podskupovi
ξ i ξ∗ od M koji zadovo	avaju

inf
x∈ξ

Φ(x) > −∞, sup
x∈ξ∗

Φ(x) < +∞ i σ(ξ) ∩ ξ∗ 6= ∅, za svako σ ∈ D.

U ovom sluqaju mo�emo definisati S = {σ(ξ)|σ ∈ D} i c = sup
ξ∈S

inf
x∈ξ

Φ(x).

Uoqimo da je D(S) ⊆ S, zbog uslova D ◦ D ⊆ D. Bitna stvar u gor�im

pretpostavkama je uslov da σ(ξ) ∩ ξ∗ 6= ∅ za svako σ ∈ D. U praksi, da bismo

uspeli da doka�emo ovo svojstvo, vrlo je bitno da familija D zadovo	ava

navedene dodatne uslove, pa se da	e topoloxkim argumentima (teorija ste-

pena) dokazuje nepraznost preseka. Upravo ovde nastaje potexko�a u razvi-

ja�u minimaks teorije za strogo beskonaqne funkcionale, jer su skupovi ξ

i ξ∗ najqex�e beskonaqno dimenzioni, pa ih standardni topoloxki alati

poput homologije ne razaznaju (sliqno kao xto je beskonaqno dimenziona sfera

kontraktibilna). Tako�e, neretko su i indeksi kritiqnih taqaka ovakvih
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funkcionala beskonaqni, pa nam ni aparat standarde Morsove teorije ne daje

kvalitativne rezultate u vezi sa topologijom mnogostrukosti.

Kao xto je ve� napomenuto, u ovom radu se ne�emo baviti opxtom teori-

jom kritiqnih taqaka za beskonaqne funkcionale, ve� �emo kroz konkretne

primere, funkcionala energije (koji je ograniqen odozdo) i funkcionala de-

jstva (koji je strogo beskonaqan u opxtem sluqaju), videti razlike izme�u pri-

stupa Morsove i minimaks teorije za ove dve vrste funkcionala. Za opxtije

rezultate upu�ujemo qitaoca na [35], [34], [33].
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2 Funkcional energije

Pita�e postoja�a zatvorenih geodezijskih linija na Rimanovoj mnogostru-

kosti je bilo po	e intenzivnog istra�iva�a jox od nastaja�a diferencijalne

geometrije. Najjednostavniji sluqaj je sluqaj mnogostrukosti koja nije prosto

povezana, i tada u svakoj netrivijalnoj homotopskoj klasi pet	i mo�emo na�i

zatvorenu geodezijsku liniju. Delikatnije pita�e je pita�e postoja�a netriv-

ijalne zatvorene geodezijske linije na prosto povezanoj mnogostrukosti. Odgo-

vor u ovom sluqaju mo�emo dobiti primenom Morsove i �usternik - Xnire-

	manove teorije i ovde �e nam funkcional energije igrati va�nu ulogu, jer

su �egove kritiqne taqke, kao xto �emo videti, upravo geodezijske linije.

U ovoj glavi definisa�emo Hilbertovu mnogostrukost ΛM , svih H1 pre-

slikava�a iz S1 u kompaktnu Rimanovu mnogostrukost M i dokaza�emo da je

na �oj dobro definisan funkcional energije koji je diferencijabilan i koji

jox pri tome zadovo	ava i Pale - Smejlov Uslov (C). To �e nam omogu�iti da

primenimo uopxte�e Morsove teorije, o kome je bilo reqi u prethodnoj glavi.

2.1 Geodezijske linije i funkcional energije

Neka je data Rimanova mnogostrukostM . Oznaqimo sa χ(M) := Γ(TM) prostor

glatkih vektorskih po	a naM . Za datu Rimanovu metriku g = 〈·, ·〉 naM , Levi

- Qivitina koneksija ∇ : χ(M)× χ(M)→ χ(M) je jedinstvena koneksija koja

zadovo	ava slede�a dva uslova:

∇XY −∇YX = [X, Y ] (∇ je bez torzije),

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) (∇ je kompatibilna sa g),

za sve X, Y, Z ∈ χ(M).

Vrednost ∇XY u taqki p ∈ M , zavisi samo od Xp i od vrednosti vektorskog

po	a Y du� neke krive tangentne na Xp. Specijalno, za datu krivu γ : [0, 1]→
R, izraz ∇γ̇ γ̇ (oznaqavamo ga jox i sa D

∂t
γ̇ ili ∇tγ̇) definixe jedno vektorsko

po	e du� krive γ.

Definicija 2.1. Kriva γ : [0, 1]→ R je geodezijska ako va�i ∇tγ̇ = 0.

Iz identiteta d
dt

1
2
|γ̇|2 = 〈∇tγ̇, γ̇〉 vidimo da geodezijske linije imaju konsta-

ntnu brzinu |γ̇|. Tako�e, dve geodezijske linije imaju istu sliku ako i samo

ako je jedna dobijena afinom reparametrizacijom druge.

Jednaqina D
∂t
γ̇ = 0 je diferencijalna jednaqina drugog reda, pa iz teoreme o

jedinstvenosti i egzistenciji rexe�a, zajedno sa glatkom zavisnox�u rexe�a
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u odnosu na poqetne uslove, imamo dobro definisano eksponencijalno presli-

kava�e

expp : U ⊆ TpM →M, za svako p ∈M,

gde je U neka okolina od 0 ∈ TpM . Po definiciji, kriva t 7→ expp(tX) je

jedinstvena geodezijska linija koja prolazi kroz taqku p u trenutku t = 0

brzinom X. Eksponencijalno preslikava�e je i lokalni difeomorfizam u

okolini taqke p, jer je d expp(0) = Id, odakle sledi da na toj okolini mo�emo

spojiti geodezijskom linijom taqku p sa bilo kojom drugom. Xtavixe, va�i

da za svaku taqku p ∈M postoji �ena konveksna okolina U , tj. okolina u kojoj

svake dve taqke mo�emo spojiti geodezijskom linijom sadr�anom u �oj.

Spomenu�emo jox jedan va�an pojam u Rimanovoj geometriji.

Definicija 2.2. Rimanov tenzor krivine je preslikava�e R : TpM×TpM →
End(TpM) definisano sa

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z, za sve X, Y, Z ∈ TpM.

Rimanov tenzor krivine je jedna od fundamentalnih invarijanti Rimanove

metrike. Napomenimo jox samo da on uzima vrednosti u prostoru anti-simetri-

qnih endomorfizama od TpM . Za deta	e iz Rimanove geometrije pogledati [45].

Neka su p, q ∈M . Posmatrajmo prostor glatkih krivih koje spajaju taqke p

i q.

P(p, q) = {γ ∈ C∞([0, 1],M) | γ(0) = p, γ(1) = q}.

Prostor P(p, q) definixe jednu Frexeovu mnogostrukost (mnogostrukost mod-

elovana na Frexeovom prostoru) i �en tangentni prostor u taqki γ je

TγP(p, q) = {ξ ∈ Γ(γ∗TM) | ξ(0) = ξ(1) = 0}.

Taqnije, ξ ∈ TγP(p, q) definixe krivu

cξ : U(0) ⊆ R→ P(p, q), cξ(s)(t) := expγ(t)(sξ(t)),

koja zadovo	ava cξ(0) = γ i d
dt s=0 cξ(s)(t) = ξ(t), t ∈ [0, 1].

Definicija 2.3. Funkcional energije je preslikava�e E : P(p, q) → R
definisano sa

E(γ) =

∫ 1

0

|γ̇(t)|2 dt.

26



Slede�a teorema nam dovodi u vezu geodezijske linije i funkcional en-

ergije.

Teorema 2.1. Kritiqne taqke funkcionala energije E su geodezijske linije.

Dokaz: Neka je γ : [0, 1] → M kriva koja spaja taqke p i q iz M . Neka je

γs : (−ε, ε)→ P(p, q) varijacija krive γ takva da je d
ds s=0γs = ξ ∈ TγP(p, q).

Tada je dE(γ)(ξ) = d
ds s=0E(γs). Da	e, imamo:

d
ds s=0E(γs) = 2

∫ 1

0
〈D
∂s

∂γs
∂t
, ∂γs
∂s
〉 s=0 dt = 2

∫ 1

0
〈D
∂t
∂γs
∂s
, ∂γs
∂s
〉 s=0 dt =

= 2
∫ 1

0
d
dt
〈∂γs
∂s
, ∂γs
∂t
〉 s=0 dt− 2

∫ 1

0
〈∂γs
∂s
, D
∂t
∂γs
∂t
〉 s=0 dt.

Iz �utn - Lajbnicove formule sledi da je prvi integral jednak nuli (jer su

krajevi p i q fiksirani). Dakle, γ je kritiqna taqka funkcionala energije

ako i samo ako je i drugi integral jednak nuli, tj. ako va�i:

D

∂t

∂γ

∂t
= 0,

tj. ako je γ geodezijska.

Dakle, iz prethodne teoreme vidimo da je pita�e egzistencije netrivijal-

nih zatvorenih geodezijskih ekvivalentno postoja�u netrivijalnih kritiqnih

taqaka funkcionala energije, tj. onih kritiqnih taqaka γ za koje je E(γ) > 0.

Da bismo mogli da primenimo metode Morsove i �usternik - Xnire	-

manove teorije za funkcional energije, neophodno nam je da ga posmatramo na

Hilbertovoj mnogostrukosti, xto prostor glatkih pet	i C∞(S1,M) nije. Kon-

strukcija pogodnog ambijenta i uopxte�e definicije funkcionala energije na

�emu bi�e nam tema slede�eg paragrafa.

Napomena: (Veza izme�u funkcionala du�ine i funkcionala energije )

Jox jedan funkcional koji igra va�nu ulogu u Rimanovoj geometriji je

funkcional du�ine

L : P(p, q)→ R, L(γ) =

∫ 1

0

|γ̇(t)|dt.

Kritiqne taqke funkcionala L su u uskoj vezi sa geodezijskim linijama. Ta-

qnije, va�i da je kriva γ : [0, 1]→ R geodezijska ako i samo ako je ona kritiqna

taqka funkcionala du�ine i pri tom je parametrizovana du�inom luka (tj.

ima konstantnu brzinu). Razlog zbog koga funkcional du�ine nije pogodan

za studiju geodezijskih linija primenom varijacionog raquna je taj xto je

27



invarijantan u odnosu na reparametrizaciju. Oznaqimo sa

G = {r : [0, 1]→ [0, 1] | r(0) = 0, r(1) = 1, r′(t) > 0, za t ∈ [0, 1]}

grupu svih reparametrizacija koje quvaju orijentaciju. Tada G dejstvuje slo-

bodno na skup puteva P(p, q) i funkcional du�ine je invarijantan u odnosu

na ovo dejstvo, tj. va�i L(γ) = L(σ · γ), za svako γ ∈ P(p, q) i svako σ ∈ G, pa
kritiqne taqke funkcionala L dolaze u beskonaqno dimenzionim familijama.

Naime, ako je γ ∈ Crit(L) onda je i γ ◦ σ ∈ Crit(L), za svako σ ∈ G.
Postoji par naqina da se prevazi�e ovaj problem. Posmatrajmo opxtu

situaciju, neka je zadata mnogostrukost M i funkcional f na �oj, koji je

invarijantan u odnosu na grupu G. Tada kritiqne taqke funkcionala f dolaze
u ,,G -familijama". Da bismo mogli da koristimo metode Morsove teorije,

neophodno je da je zadovo	en uslov (C), xto povlaqi da je svaki kritiqni

nivo kompaktan (lema 1.3), a najqex�e grupa G to nije (kao u primeru za

funkcional du�ine i grupu glatkih reparametrizacija). Logiqan pokuxaj

bi bio da posmatramo restrikciju funkcionala f na orbite dejstva grupe

G, tj. restrikciju funkcije f na prostor M/G. Me�utim, prostor M/G ne

mora biti mnogostrukost. Drugi naqin je da posmatramo funkcional f samo

na nekom skupu Σ koji seqe sve orbite dejstva taqno jednom. Specijalno, u

primeru funkcionala du�ine, mo�emo uzeti da je Σ skup svih puteva koji

su parametrizovani du�inom luka. Me�utim, kritiqne taqke funkcionala

energije �e upravo pripadati ovom skupu, pa je prirodnije koristi �ega za

locira�e geodezijskih linija. Tako�e, primetimo da �e funkcional du�ine

L biti diferencijabilan samo u taqkama γ ∈ P(p, q), za koje je γ̇ 6= 0, xto je

jox jedan nedostatak funkcionala du�ine u odnosu na funkcional energije

za potrebe teorije kritiqnih taqaka i varijacionog raquna.

2.2 Mnogostrukost ΛM = H1(S1,M)

U prethodnom paragrafu definisali smo prostor C∞ pet	i (puteva) i

videli smo xta je �egov tangenti prostor. Kao xto smo ve� primetili, ovaj

skup nije Hilbertova mnogostrukost, pa umesto �ega moramo posmatrati neki

xiri prostor preslikava�a koji �e imati ovu strukturu. Ideja je da sa pro-

stora C∞(S1,M) pre�emo na prostor H1(S1,M) i na �emu definixemo difere-

ncijalnu strukturu. Ideja konstrukcije je da ovom skupu prvo zadamo tange-

ntne prostore u svakoj taqki, po ugledu na tangentne prostore skupa C∞(S1,M),

a zatim konstruixemo karte kao sliku pri eksponencijalnom preslikava�u,
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odgovaraju�eg otvorenog skupa tangentnog prostora. Ostatak ovog paragrafa

posveti�emo deta	ima ove konstrukcije.

Neka je data zatvorena Rimanova mnogostrukost M i neka je g Rimanova

metrika na �oj (nekad �emo je oznaqavati i sa 〈·, ·〉).

Napomena: Ve�ina konstrukcija �e va�iti i za nekompaktne mnogostrukosti,

ali zbog da	e diskusije mi �emo se zadr�ati na kompaktnom sluqaju.

Koristi�emo slede�e standardne oznake:

C0(S1,M) := skup svih C0 preslikava�a iz S1 u M

C∞(S1,M) := skup svih C∞ preslikava�a iz S1 u M

H1(S1,M) := skup svih H1 preslikava�a iz S1 u M .

Definicija 2.4. Preslikava�e γ : S1 → M je klase H1 ako je apsolutno

neprekidno i ako mu je izvod kvadratno integrabilan u odnosu na zadatu Ri-

manovu metriku na M , tj. ∫
S1
〈γ̇(t), γ̇(t)〉γ(t) dt <∞.

Za date skupove preslikava�a imamo slede�u relaciju:

C∞(S1,M) ⊆ H1(S1,M) ⊆ C0(S1,M).

Vidimo da je skupH1(S1,M) jedno proxire�e skupa glatkih funkcija C∞(S1,M)

i da svaki element prostora H1(S1,M) ima predstavnika u C0(S1,M), pa je

opravdano priqati o pojmu pet	i u �emu (jer ne�e biti prekida). Dokaza�emo

da prostor H1(S1,M) ima strukturu Hilbertove mnogostrukosti.

Posmatrajmo rasloje�e γ∗TM nad S1, indukovano preslikava�em γ ∈ C∞(S1,M)

i oznaqimo sa Hr(γ∗TM) skup svih seqe�a klase Hr datog rasloje�a.

Prostor H0(γ∗TM) je jedan Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

definisanim na slede�i naqin

〈ξ, ξ〉0 :=

∫
S1
〈ξ(t), ξ(t)〉t dt, za svako ξ ∈ H0(γ∗TM),

kao i H1(γ∗TM) skalarnim proizvodom

〈ξ, ξ〉1 := 〈ξ, ξ〉0 + 〈∇1ξ,∇1ξ〉0, za svako ξ ∈ H1(γ∗TM)

gde je ∇1 = γ∗∇ kovarijantni izvod (koneksija) na H1(γ∗TM) indukovan stan-
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dardnom Levi - Qivitinom koneksijom na rasloje�u TM . U da	em tekstu �emo

sve koneksije oznaqavati sa∇ (osim kad je potrebno naglasiti razliku). Norme

indukovane skalarnim proizvodom na Hr oznaqava�emo sa || · ||r.
Na skupu svih neprekidnih seqe�a rasloje�a C0(γ∗TM), imamo strukturu

normiranog vektorskog prostora sa standardnom normom

||ξ||∞ := sup
t
|ξ(t)|, za ξ ∈ C0(γ∗TM).

Slede�i stav je verzija Sobo	ev	evih teorema o ulaga�u.

Stav 2.1. Inkluzije

H1(γ∗TM) ↪→ C0(γ∗TM) ↪→ H0(γ∗TM)

su neprekidne. Xtavixe, va�i :

(i) ako je ξ ∈ C0, tada ||ξ||0 ≤ ||ξ||∞

(ii) ako je ξ ∈ H1, tada ||ξ||2∞ ≤ 2||ξ||21.

Slede�e standardno tvr�e�e pomo�i �e nam da konstruixemo karte na pros-

toru H1(S1,M).

Lema 2.1. Neka je M kompaktna Rimanova mnogostrukost. Za ε > 0 oznaqimo

sa Oε = {ξ ∈ TM | |ξ| < ε} okolinu nultog - seqe�a rasloje�a π : TM → M .

Tada postoji ε > 0 takvo da je preslikava�e

(π, exp) : Oε →M ×M

ξ 7→ (π(ξ), exp(ξ))

difeomorfizam na otovorenu okolinu dijagonale M ×M .

Za skup O ⊆ TM kao iz prethodne leme i preslikava�e γ : S1 → M klase

C∞ oznaqimo:

Oγ := γ∗O ⊆ γ∗TM,

pa �e nam Oγ biti jedna otvorena okolina nultog seqe�a rasloje�a γ∗TM .

Definiximo jox preslikava�e

expγ : H1(Oγ)→ H1(S1,M)

ξ = ξ(t) 7→ expγ(t)(ξ(γ(t))).

Stav 2.2. Dato preslikava�e je injektivno i
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Im expγ = {α ∈ H1(S1,M) | α(t) ∈ exp(Oγ ∩ Tγ(t)M)}.

Oznaqimo sa Uγ := expγ(H
1(S1,M)).

Lema 2.2. Neka su α1, α2 ∈ C∞(S1,M). Tada je

exp−1
α2
◦ expα1

: exp−1
α1

(Uα1 ∩ Uα2)→ exp−1
α2

(Uα1 ∩ Uα2)

difeomorfizam.

Sada mo�emo da definixemo strukturu mnogostrukosti na prostoruH1(S1,M).

Teorema 2.2. H1(S1,M) je Hilbertova mnogostrukost. Diferencijalna stru-

ktura je zadata atlasom (exp−1
γ ,Uγ), za γ ∈ C∞(S1,M).

Tangentno rasloje�e mnogostrukosti ΛM : Posmatrajmo rasloje�e

π : E → H1(S1,M), E =
⋃

γ∈H1(S1,M)

H1(γ∗TM),

gde je fibra nad γ ∈ H1(S1,M) skup svih vektorskih po	a du� krive γ i

trivijalizacija data sa:

∇2 : expγ(Uγ)×H1(S1,M)→ E ,

gde je ∇2 expγ ξ · η izvod po drugoj promen	ivoj ξ ∈ Uγ, preslikava�a exp,

u pravcu vektora η ∈ H1(S1,M). Specijalno, kako je TγΛM ∼= H1(γ∗TM),

rasloje�e (π,E,H1(S1,M)) �e biti izomorfno sa tangentnim rasloje�em τΛM :

TΛM → ΛM .

- Rimanova struktura na ΛM : Rimanovu metriku g̃ mo�emo zadati tako da se,

za γ ∈ ΛM , na tangentnom prostoru TγΛM ∼= H1(γ∗TM) metrika g̃ poklapa sa

metrikom indukovanom skalarnim proizvodom 〈·, ·〉1. U da	em tekstu ne�emo

praviti razliku izme�u ove dve metrike.

- Koneksija na TΛM : Koneksija ∇ na rasloje�u TM indukuje koneksiju ∇̃ na

TγΛM . Taqnije ∇̃ je odre�ena na slede�i naqin:

∇̃YX(γ)(t) := ∇Y (γ(t))X(γ(t)),

za γ ∈ ΛM , γ : [0, 1] 3 t 7→ γ(t) ∈ M, i vektorska po	a X, Y ∈ TγΛM . Gore

navedeno preslikava�e expγ : H1(Oγ)→ H1(S1,M) �e upravo odgovarati ekspo-

nencijalnom preslikava�u za ovu koneksiju (koja je simetriqna, ali se ne pok-
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lapa sa Levi - Qivitinom koneksijom na ΛM , videti [37]). Nada	e �emo i

koneksiju ∇̃ oznaqavati sa ∇, podrazumevaju�i na koju koneksiju mislimo.

Za kraj, navedimo jedno bitno svojstvo prostora ΛM .

Teorema 2.3. (Pale): Inkluzija

H1(S1,M) ↪→ C0(S1,M)

je homotopska ekvivalencija.

Deta	nije o konstrukciji diferencijalne strukture na prostoruH1(S1,M),

kao i dokazi gore navedenih tvr�e�a, mogu se na�i u [37].

Sada mo�emo proxiriti definiciju funkcionala energije na prostor ΛM .

Definicija 2.5. Funkcional energije je preslikava�e E : ΛM → R dato sa:

E(γ) := 〈γ̇, γ̇〉0.

Stav 2.3. Funkcional energije E je glatko preslikava�e.

Dokaz: Dovo	no je dokazati da je preslikava�em σ : γ 7→ γ̇, γ ∈ ΛM zadato

glatko seqe�e tangentnog rasloje�a TΛM . Kako je glatkost lokalno svojstvo,

dovo	no je dokazati glatkost u kartama.

Neka je γ ∈ ΛM . Tada postoje c ∈ Oγ i ξ ∈ H1(Oγ), takvi da je karta

u okolini taqke γ data sa (expc(Uc), exp−1
c ) i γ = expc ξ. Neka je ∇1 expc ξ

izvod krive expc ξ po prvoj promen	ivoj c i analogno ∇2 expc ξ izvod po drugoj

promen	ivoj ξ. Tada je

d

dt
expc ξ = ∇1 expc ξ · ċ+∇2 expc ξ · ∇tξ.

Imaju�i u vidu i lokalnu trivijalizaciju ∇2 expc ξ , seqe�e σ ima lokalnu

reprezentaciju:

σloc : H1(Uγ) ⊆ H1(γ∗TM)→ H1(γ∗TM)

σloc = (∇2 expc ξ)
−1 ◦ σ ◦ expc,

sledi

σloc = ∇tξ + (∇2 expc ξ)
−1(∇1 expc ξ · ċ),
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odakle vidimo da je σloc glatko preslikava�e. Dakle, σ je glatko seqe�e tange-

ntnog rasloje�a, pa je funkcional energije glatko preslikava�e, kao kompo-

zicija glatkih.

Izvod funkcionala E je preslikava�e

dE(γ) : TγΛM → R,

pa pomo�u Rimanove metrike na ΛM mo�emo definisati gradijent funkci-

onala energije na kao jedinstveno vektorsko po	e na ΛM koje zadovo	ava:

〈∇E(γ), ξ〉1 = dE(γ)ξ,

za svako ξ ∈ TγΛM .

Teorema 2.4. Taqka γ ∈ ΛM je geodezijska linija ako i samo ako je kritiqna

taqka funkcionala energije.

Dokaz: Ako je γ kritiqna taqka funkcionala energije. Tada je dE(γ)ξ = 0, za

svako ξ ∈ TγΛM , tj.

dE(γ)ξ = 〈γ̇,∇ξ〉0 = −
〈
D

dt
γ̇, ξ

〉
0

.

Dakle, D
dt
γ̇ = 0, tj. γ je kritiqna taqka funkcionala energije ako i samo ako

je γ slabo rexe�e jednaqine D
dt
γ̇ = 0, pa po teoremi o eliptiqkoj regularnosti

(videti [29]) imamo da je γ glatka kriva, tj. γ je geodezijska.

2.3 PS - uslov za funkcional energije

Iz definicije funkcionala energije vidimo da za svako γ ∈ ΛM va�i da je

E(γ) ≥ 0, tj. funkcional energije zadovo	ava uslov (B) iz paragrafa 1.3.

U nastavku �emo izneti niz tvr�e�a koja �e nam omogu�iti primenu Morsove

teorije na funkcional E i mnogostrukost ΛM . Specijalno, dokaza�emo da

ovako definisan funkcional energije na ΛM zadovo	ava Pale - Smejlov uslov

(C) i da je pri tome mnogostrukost ΛM kompletna (uslov (A)) u odnosu na

metriku indukovanu Rimanovom strukturom.

Oznaqimo sa dM i dΛ metrike na M i ΛM redom, indukovane Rimanovim

strukturama na �ima i oznaqimo sa d∞ uniformnu metriku na C0(S1,M).
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Stav 2.4. Neka je γ ∈ ΛM . Tada

d2
M(γ(t0), γ(t1)) ≤ |t1 − t0| · 2E(γ),

za svako t0, t1 ∈ S1.

Dokaz: d2
M(γ(t0), γ(t1)) ≤ (

∫ t1
t0
| ˙γ(t)|dt)2 ≤ |

∫ t1
t0

12dt| ·
∫ t1
t0
|γ̇(t)|2dt.

Stav 2.5. Neka su γ, γ1 ∈ ΛM . Tada

d2
∞(γ, γ1) ≤ 2d2

Λ(γ, γ1),

|
√

2E(γ)−
√

2E(γ1)| ≤ dΛ(γ, γ1).

Dokaz: Videti [37].

Slede�a va�na lema, koja je specijalna posledica Sobo	ev	evih teorema o

utapa�u, garantova�e nam kompletnost mnogostrukosti ΛM .

Lema 2.3. Inkluzija

ΛM = H1(S1,M) ↪→ C0(S1,M)

je neprekidna i kompaktna, tj. slika svakog ograniqenog podskupa iz ΛM je

relativno kompaktna u C0(S1,M).

Dokaz: Znamo da je data inkluzija neprekidna, pa treba dokazati jox samo

kompaktnost, koja �e slediti iz Arcela - Askolijeve teoreme ako doka�emo

slede�e dve stvari za ograniqen i povezan skup K ⊆ ΛM :

(i) inkluzija K ↪→ ΛM je ekvineprekidna

(ii) za t0 ∈ S1, skup K(t0) = {γ(t0)|γ ∈ K} je relativno kompaktan u M .

Sada, tvr�e�e (i) sledi iz prethodnog stava, dok tvr�e�e (ii) sledi iz kompak-

tnosti mnogostrukosti M .

Teorema 2.5. ΛM je kompletan metriqki prostor u odnosu na metriku dΛ.

Dokaz: Neka je {γn}n∈N Koxijev niz u ΛM . Inkluzija u prostor C0(S1,M) nam

garantuje da �e tada postojati konvergentan podniz ovog niza, koji �e te�iti

ka nekoj taqki γ0 ∈ C0(S1,M). Kako se γ0 mo�e aproksimirati nekom glatkom

funkcijom γ, mo�emo pretpostaviti, bez uma�e�a opxtosti, da svi elementi

{γn}n∈N pripadaju karti Uγ. Oznaqimo ξ = exp−1
γ . Kako je niz ξ Koxijev u
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metrici dΛ bi�e i u metrici 〈·, ·〉1, pa kako je prostor H1(γ∗TM) kompletan

ovaj niz �e konvergirati, a tim �e konvergirati i niz {γn}n∈N.

Teorema 2.6. Funkcional energije E zadovo	ava PS uslov na ΛM . Taqnije,

ako za niz {γn}n∈N iz ΛM va�i:

(i) niz E(γn) je ograniqen

(ii) niz ||∇E(γn)||1 te�i nuli,
tada niz {γn}n∈N ima konvergentan podniz u ΛM .

Dokaz (skica): Iz stava 2.4 imamo da je niz funkcija γn ekvineprekidan, a kako

je i skup {γn(t0)} relativno kompaktan, iz Arcela - Askolijeve teoreme sledi
da niz {γn}n∈N ima konvergentan podniz u C0(S1,M). Kao u prethodnoj teoremi,

mo�emo pretpostaviti da su svi elementi tog konvergentnog podniza (oznaqimo

ga i da	e sa γn) glatke funkcije i da konvergiraju ka glatkoj funkciji γ u

C0(S1,M) kao i da sve pripadaju karti Uγ. Tada je {γn}n∈N jedan Koxijev niz

u (C0(S1,M), d∞) . Neka su ξn = exp−1
γ (γn) elementi iz Hilbertovog prostora

H1(Oγ) koji predstav	aju funkcije γn u ΛM . Dovo	no je dokazati da elementi

ξn ∈ H1(Oγ) qine Koxijev niz u metrici dΛ, specijalno, dovo	no je da predsta-

v	aju Koxijev niz u metrici indukovanoj skalarnim prozvodom 〈·, ·〉1. Dakle,
treba dokazati da ||ξn − ξm||1 = ||ξn − ξm||0 + ||∇ξn −∇ξm||0 −→ 0.

Prvi qlan te�i nuli jer ||ξn− ξm||0 ≤ ||ξn− ξm||∞ −→ 0, dok ocenu za drugi

qlan dobijamo pomo�u stava 2.5. Deta	i dokaza mogu se na�i u [37], [33].

Dakle, dokazali smo da nam mnogostrukost ΛM i funkcional energije E

zadovo	avaju uslove (A), (B) i (C), pa va�e sva tvr�e�a koja smo dokazali u

prvoj glavi (videti paragraf 1.3).

Teorema 2.7. Posmatrajmo negativni gradijentni tok dϕt

dt
= −∇E(ϕt) funkcionala

energije. Tada va�i:

(i) CritE ∩ ΛM≤a je kompaktno za svako a ≥ 0

(ii) tok ϕt je definisan za svako t ≥ 0

(iii) za dati interval [a, b] koji ne sadr�i kritiqne taqke, postoji t0 ≥ 0

takvo da ϕt(ΛM
≤b) ⊆ ΛM≤a, za svako t ≥ t0

(iv) Λ0 ≡ M ⊆ ΛM ε je stroga deformaciona retrakcija du� toka ϕt za

dovo	no malo ε > 0.

2.4 Egzistencija zatvorenih geodezijskih linija

U ovom paragrafu dokaza�emo da na svakoj zatvorenoj mnogostrukosti M pos-

toji zatvorena geodezijska linija. K	uqan aparat koji �emo koristiti u dokaz-
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ima bi�e minimaks princip (pogledati 1.3).

Videli smo da se pita�e egzistencije zatvorene netrivijalne geodezijske

linije na mnogostrukosti M svodi na egzistenciju kritiqne taqke γ ∈ ΛM

funkcionala energije za koju va�i E(γ) > 0. Najjednostavniji primer gde

mo�emo da garantujemo postoja�e ovakve kritiqne taqke bi�e u sluqaju kada

nam mnogostrukost M nije prosto povezana i ovaj rezultat je poznat jox i kao

Kartanova teorema.

Teorema 2.8. (Kartan): Neka je M zatvorena mnogostrukost takva da π1(M)

nije trivijalna. Tada postoji zatvorena geodezijska linija u svakoj netrivi-

jalnoj homotopskoj klasi mnogostrukosti M .

Dokaz: Posmatrajmo negativni gradijentni tok funkcionala energije

dϕt
dt

= −∇E(ϕt).

Fiksirajmo neku netrivijalnu homotopsku klasu α. Uoqimo da nam homotopske

klase mnogostrukostiM odgovaraju komponentama povezanosti mnogostrukosti

ΛM i oznaqimo sa Λα komponentu povezanosti od ΛM koja odgovara klasi α.

Tada je komponenta Λα invarijantna u ondosu na tok ϕt, pa �e po minimaks

principu vrednost

mα = inf{E(γ) | γ ∈ Λα}

biti kritiqna vrednost funkcionala energije, tj. postoja�e γ0 ∈ Λα, takva da

je E(γ0) = mα. Ukoliko bi mα = 0, iz nejednakosti L(γ0) ≤
√
E(γ0) bi sledilo

da je γ0 kontraktibilna pet	a, xto je nemogu�e po odabiru klase α. Dakle,

E(γ0) = mα > 0, pa je γ0 tra�ena zatvorena netrivijalna geodezijska linija u

komponenti povezanosti Λα.

Napomena: Pozitivnost vrednosti mα je bila k	uqna u prethodnom dokazu, a

ona je bila posledica netrivijalnosti klase α. Stoga sluqaj prosto povezane

mnogostrukosti zahteva drugaqiji dokaz, jer bi iz prethodne diskusije mogli

da zak	uqimo samo postoja�e trivijalnih geodezijskih linija, tj. konstantnih

puteva.

Pre�imo sada na sluqaj kada je π1(M) = 0. Posmatrajmo fibraciju e :

ΛM −→ M datu sa ΛM 3 γ 7→ γ(0) = γ(1) ∈ M , gde je fibra nad taqkom

p ∈ M zapravo prostor svih pet	i ΩpM , koje poqi�u i zavrxavaju se u p.

Va�i slede�e tvr�e�e:
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Lema 2.4. Dugi taqan niz fibracije e : ΛM −→M se cepa

· · · −→ πk(ΩM) −→ πk(ΛM) −→ πk(M) −→ πk−1(ΩM) −→ · · ·

Specijalno, za k ≥ 1 va�i

πk(ΛM) ∼= πk(M)⊕ πk+1(M).

Dokaz: Uoqimo preslikava�e i : M ↪→ ΛM koje taqku p ∈M slika u konstantnu

pet	u γ ∈ ΛM , γ(t) = p, za t ∈ [0, 1]. Tada je i ◦ e = idM i va�i i∗ ◦ e∗ = idπk(M),

za svako k ∈ N0, pa se dugi taqan niz fibracije ΩM → ΛM → M raspada na

kratke taqne nizove

0 −→ πk(ΩM) −→ πk(ΛM) −→ πk(M) −→ 0.

Dakle, postoji izomorfizam

πk(ΛM) ∼= πk(ΩM)⊕ πk(M).

Da	e, iz kanonske fibracije ΩM → PM →M (gde je PM prostor puteva uM

koji poqi�u u taqki p), kako je prostor PM kontraktibilan, iz dugog taqnog

niza za ovu fibraciju imamo

πk(ΩM) ∼= πk+1(M), za svako k ∈ N0,

odakle konaqno sledi πk(ΛM) ∼= πk(M)⊕ πk+1(M).

Teorema 2.9. (�usternik - Fet): Na svakoj prosto povezanoj zatvorenoj

mnogostrukosti M postoji zatvorena netrivijalna geodezijska linija.

Dokaz: Iz Hurevi�eve teoreme i Poenkareove dualnosti sledi da ne mogu sve

homotopske grupe mnogostrukosti M biti trivijalne, pa mo�emo da izaberemo

najma�e k ∈ N takvo da je πk+1(M) ∼= Hk+1(M,Z) 6= 0. Posmatrajmo famil-

iju podskupova F koju qine slike preslikava�a f : Sk → ΛM iz netrivi-

jalne homotopske klase iz πk(ΛM). Dokaza�emo da je minimaks vrednost cF ove

familije (koja je pozitivno invarijantna u odnosu na negativni gradijentni

tok funkcionala energije) strogo ve�a od nule. U suprotnom, postojalo bi

preslikava�e f takvo da f(Sk) ⊆ ΛM≤ε za svako ε > 0, a kako je ΛM0 ≡ M

deformacioni retrakt od ΛM≤ε za ε > 0 dovo	no malo, sledilo bi da pres-
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likava�e f indukuje netrivijalnu klasu u πk(M), xto je kontradikcija sa

odabirom k. Ovime je dokaz zavrxen, jer iz minimaks principa znamo da je cF

kritiqna vrednost strogo ve�a od nule, pa �e postojati netrivijalna zatvorena

geodezijska na M .

Ideja u prethodnim dokazima mo�e se dinamiqki videti i na slede�i naqin.

U teoremi 2.8 smo krenuli od proizvo	ne taqke iz netrivijalne klase Λα,

spuxtali je du� gradijentnog toka i ispostavilo se da je ona konvergirala ka

minimumu energije u klasi α. Taj minimum je upravo odgovarao netrivijalnoj

geodezijskoj liniji. Sliqno, u dokazu teoreme 2.9 smo krenuli od odgovaraju�e

netrivijalne klase u ΛM i pustili je da se kre�e du� gradijentnog toka, dok

se na kraju nije ,,zaglavila" u nekoj kritiqnoj taqki, xto mora da se desi, jer

bi u suprotnom data klasa doxla od neke homoloxke klase iz M , koje su dosta

,,siromaxnije" u odnosu na homoloxke klase iz ΛM .

Prethodni dokazi nam nisu davali deta	niju informaciju o broju zatvo-

renih geodezijskih. Jedina informacija iz koje mo�emo da damo neku ocenu za

broj zatvorenih geodezijskih je qi�enica da se u svakoj netrivijalnoj homoto-

pskoj klasi nalazi bar jedna zatvorena geodezijska linija. Me�utim, slike

ovih geodezijskih linija ne moraju biti razliqite kao skupovi, pa mo�e ispa-

sti da ovim metodom neke geodezijske brojimo vixe puta. Bo	i pristup ovom

problemu je konstruisati zatvorene geodezijske linije koriste�i homoloxke, a

ne homotopske klase, kao u dokazima koje smo do sada izlo�ili. Jedan rezultat

koji koristi ovaj pristup je slede�i (videti [37]).

Teorema 2.10. (�usternik - Xnire	man): Na sferi S2 sa proizvo	nom

Rimanovom metrikom postoje najma�e tri razliqite proste zatvorene netriv-

ijalne geodezijske linije.

Definicija 2.6. Prostom geodezijskom linijom, nazivamo geodezijsku krivu

koja svoju sliku opixe samo jedanput.

Ovde ne�emo dati dokaz ove teoreme, ve� �emo samo objasniti metod podre-

�enih klasa koji su uveli �usternik i Xnire	man, a koji su suxtinski kori-

stili u dokazu prethodne teoreme. Koncept podre�enih klasa nam omogu�ava da

detektujemo razliqite minimaks vrednosti koriste�i proizvod u kohomologiji

date mnogostrukosti.

Neka je M Hilbertova mnogostrukost i f : M → R funkcija klase C2,

koja je ograniqena odozdo i koja zadovo	ava Pale - Smejlov uslov (C) na

mnogostrukosti M . Oznaqimo inkluziju nivoa M≤a u mnogostrukost M sa

ja : M≤a ↪→M .
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Definicija 2.7. Spektralna vrednost funkcije f u odnosu na datu klasu

α ∈ H∗(M) \ {0} je vrednost

c(α, f) := inf {a ∈ R | j∗aα 6= 0}.

Teorema 2.11. (�usternik - Xnire	man): Neka funkcija f : M → R
zadovo	ava gore navedena svojstva i neka su date klase α, β ∈ H∗(M) \ {0} za
koje va�i

α = β ∪ γ,

za neko γ ∈ H∗(M), deg γ ≥ 1. Tada je c(β, f) ≤ c(α, f) i nejednakost je stroga

ako funkcija f ima izolovane kritiqne taqke.

Dokaz: Nejednakost c(β, f) ≤ c(α, f) trivijalno sledi iz definicije, jer ako je

α netrivijalna klasa u M≤a, onda je to i klasa β.

Pretpostavimo sada da funkcija f ima izolovane kritiqne taqke. Tada

su i kritiqne vrednosti izolovane i na svakom kritiqnom nivou ima najvixe

konaqno mnogo kritiqnih taqaka. Neka je ε > 0 takvo da je c = c(α, f) je-

dina kritiqna vrednost u intervalu [c − ε, c + ε]. Doka�imo da je klasa β

netrivijalna u M≤c−ε.

Pretpostavimo suprotno, tj. da je β trivijalna klasa u M≤c−ε. Tada klasa

β ima predstavnika u H∗(M,M≤c−ε). Oznaqimo sa W uniju svih nestabilnih

mnogostrukosti kritiqnih taqaka pi na nivou f−1(c). Tada je W konaqna

unija kontraktibilnih skupova (nestabilne mnogostrukosti �e biti diskovi

u sluqaju Morsove funkcije, ali �e svakako biti kontraktibilni skupovi i

u opxtem sluqaju). Kako je deg γ ≥ 1, imamo da je γ = 0 u H∗(W ), pa ima

predstavnika u H∗(M,W ), odakle sledi da α = β ∪ γ ima predstavnika u

H∗(M,M≤c−ε ∪W ). Kako je M≤c−ε ∪W deformacioni retrakt od M≤c+ε sledi

da je α = 0 u H∗(M≤c+ε) xto je kontradikcija.

Za kraj spomenu�emo rezultat Gromola i Mejera (videti [37]), koji garantu-

je beskonaqno mnogo razliqitih geodezijskih linija za proizvo	nu Rimanovu

metriku.

Definicija 2.8. Indeks geodezijske linije γ, λ(γ) definixemo kao dimenz-

iju negativnog potprostora Hesijana d2E raqunatom datoj taqki.

Degenerisanost geodezijske linije γ, ν(γ) definixemo kao dimenziju jezgra

Hesijana d2E raqunatom datoj taqki.
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Teorema 2.12. (Gromol - Mejer): Neka je M prosto povezana zatvorena

mnogostrukost. Ako je niz Betijevih brojeva {bk(ΛM,Fp)}k∈N neograniqen za

neki prost broj p, tada za svaku Rimanovu metriku na M postoji beskonaqno

mnogo razliqitih prostih zatvorenih geodezijskih linija.

Glavni problem u dokazu ove teoreme je oceniti kako iteracije γn : S1 →M ,

γn(t) = γ(nt), date geodezijske linije γ, doprinose homologiji prostora ΛM .

K	uqnu ulogu u dokazu Gromola i Mejera imale su tzv. Botove iteracione

formule za indeks i degenerisanost geodezijskih linija.

Lema 2.5. (Iteracija indeksa): Ili je λ(γn) = 0 za sve n ≥ 1 ili postoje

ε > 0 i C > 0 takvi da za sve n, k ≥ 1 va�i

λ(γn+k)− λ(γn) ≥ εk − C.

Lema 2.6. (Iteracija degenerisanosti): Ili je ν(γn) = 0 za sve n ≥ 1 ili

postoji konaqno mnogo iteracija γn1 , γn2 , ..., γns , geodezijske linije γ, takvih da

za sve n ≥ 1 postoje i i k takvi da je n = kni i ν(γn) = ν(γni
). Specijalno, niz

ν(γn) uzima samo konaqno mnogo vrednosti.

Deta	nije o Botovim iteracionim formulama i dokazu Gromol - Mejerove

teoreme mo�e se na�i u [37], [22] i [38].

Indeksu i degenerisanosti geodezijskih linija vixe pa��e �emo posvetiti

u slede�em paragrafu.

2.5 Morsova teorija za funkcional energije

U ovom paragrafu objasni�emo neke osnove Morsove teorije u konkretnom pri-

meru funkcionala energije E definisanog na prostoru slobodnih pet	i ΛM .

U prethodnom paragrafu videli smo jednu baziqnu primenu ove teorije za

dokaziva�e egzistencije zatvorenih geodezijskih linija, gde smo u suxtini

samo koristili qi�enicu da (glatki) funkcional E dosti�e minimum na

kompaktnom skupu. U paragrafu 2.3. smo dokazali da par (ΛM,E) zadovo	ava

uslove (A), (B) i (C) xto nam daje dobru postavku za primenu Morsove teorije

u ovom konkretnom sluqaju.

Da bismo izraqunali indeks kritiqne taqke funkcionala energije bi�e nam

potrebno da znamo drugi izvod - Hesijan funkcionala energije. Za kratko,

posmatra�emo funkcional E na prostoru H1 puteva (ne pet	i) P(p, q), koji

poqi�u u nekoj taqki p i zavrxavaju se u taqki q, gde su p, q ∈M .
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Teorema 2.13. (Druga varijacija energije): Hesijan funkcionala E u

taqki γ ∈ CritE je dat slede�om formulom:

d2E(γ)(ξ, η) = −2

∫ 1

0

〈ξ,D2
t η +R(γ̇, η)γ̇〉dt.

Dokaz: Posmatrajmo varijaciju puta γ,

γu,s : (−ε, ε)× (−ε, ε)→ P(p, q),

takvu da je γs,u u=0,s=0(t) = γ(t), ∂γu,s
∂s
| u=0,s=0(t) = ξ(t), ∂γu,s

∂u u=0,s=0(t) = η(t).

Tada je

d2E(γ)(ξ, η) =
∂2E

∂u∂s
| u=0,s=0.

Iz teoreme 2.1 imamo da je ∂E(γu,s)

∂s s=0 = −2
∫ 1

0
〈∂γs,u

∂s
, D
∂t

∂γs,u
∂t
〉 s=0 dt, pa je

∂2E

∂u∂s
u=0,s=0 = −2

∫ 1

0

(〈
D

∂u

∂γs,u
∂s

,
D

∂t

∂γs,u
∂t

〉
+

〈
∂γs,u
∂s

,
D

∂u

D

∂t

∂γs,u
∂t

〉)
s=0,u=0 dt.

Prvi integral je jednak nuli, jer je γ0,0 = γ geodezijska linija, pa va�i da je
D
∂t

∂γs,u
∂t s=0,u=0 = 0. Koriste�i izraz

D

∂u

D

∂t

∂γs,u
∂t
− D

∂t

D

∂u

∂γs,u
∂t

= R(
∂γs,u
∂t

,
∂γs,u
∂u

)
∂γs,u
∂t

,

dobijamo da je

∂2E

∂u∂s
u=0,s=0 = −2

∫ 1

0

〈∂γs,u
∂s

,
D

∂t

D

∂u

∂γs,u
∂t

+R(
∂γs,u
∂t

,
∂γs,u
∂u

)
∂γs,u
∂t
〉 s=0,u=0 dt.

Da	e koriste�i jednakost D
∂t

∂γs,u
∂u

= D
∂u

∂γs,u
∂t

i zamenom vrednosti s = 0 i u = 0,

dobijamo izraz za Hesijan funkcionala energije.

Definicija 2.9. Rexe�e η ∈ TγΛM jednaqine

D2

dt2
η +R(η, γ̇)γ̇ = 0,

nazivamo Jakobijevim vektorskim po	em. Datu jednaqinu nazivamo jox i Jako-

bijevom jednaqinom.

Jakobijeva jednaqina je jedna linearna, diferencijalna jednaqina drugog

reda, pa je svako Jakobijevo vektorsko po	e J jedinstveno odre�eno poqetnim
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uslovima J(0), DJ
dt

(0) ∈ Tγ(0)M .

Definicija 2.10. Za taqke p = γ(t0) i γ(0) ka�emo da su konjugovane du� γ

ako postoji nenula Jakobijevo po	e J du� krive γ koje se anulira u taqkama

t = a i t = b. Vixestrukost konjugovane taqke je dimenzija prostora ovakvih

Jakobijevih po	a.

Primer 2.1. Za datu geodezijsku liniju γ, J1(t) = γ̇(t) i J2(t) = tγ̇(t) su

Jakobijeva po	a du� krive γ. Za prvo va�i DJ1
dt
≡ 0 i J1(t) 6= 0 za svako

t ∈ [0, 1], dok za drugo va�i DJ2
dt

(0) = γ̇(0) i J2(t) = 0 samo za t = 0. Dakle,

vixestrukost konjugovane taqke na mnogostrukosti ne mo�e da bude ve�e od

n − 1, jer na �oj ne mo�e da bude vixe od n linearno nezavisnih Jakobijevih

po	a koja se anuliraju u dve taqke (sledi iz jedinstvenosti rexe�a Jakobijeve

jednaqine), jer se J2 anulira samo u jednoj taqki.

Va�nost Jakobijevih po	a ogleda se u slede�em tvr�e�u.

Teorema 2.14. Vektorsko po	eX ∈ TγP(p, q) pripada jezgru Hesijana funkci-

onala energije d2E ako i samo ako je X Jakobijevo po	e du� krive γ. Speci-

jalno, forma d2E je degenerisana ako i samo su taqke p i q konjugovane i

dimenzija jezgra Hesijana funkcionala E (degenerisanost kritiqne taqke γ)

jednaka je vixestrukosti taqke q kao konjugovane taqke taqki p.

Dokaz: Sledi direktno iz formule druge varijacije energije.

Iz prethodnog tvr�e�a vidimo da dimenzija jezgra Hesijana d2E (ili de-

generisanost ν(γ), kako smo zvali u prvoj glavi) uvek konaqna. Videli smo

da va�i 0 ≤ ν(γ) ≤ n − 1, a da je ovo i najbo	a ocena koju mo�emo da damo

garantuju nam slede�i primeri.

Primer 2.2. Neka je M ravna mnogostrukost, tj. neka joj je krivina svuda

jednaka nuli. Tada se Jakobijeva jednaqina svodi na D2J
dt2

= 0. Posmatrajmo

ovu jednaqinu u lokalnim ortonormiranim koordinatama X1, X2, ..., Xn, gde su

data vektorska po	a paralelna du� γ. Tada je J(t) =
n∑
i=1

fi(t)Xi(t), a Jakobijeva

jednaqina se svodi na sistem jednaqina d2fi
dt2

= 0, pa odavde vidimo da Jakobijevo

po	e du� γ ne mo�e imati vixe od jedne nule, jer su rexe�a ove jednaqine

linearne funkcije. Dakle, ne postoje konjugovane taqke du� γ, pa je samim

tim i Hesijan d2E(γ) nedegenerisan, tj. ν(γ) = 0.

Primer 2.3. Neka su p i q antipodalne taqke na sferi Sn i neka je γ veliki
krug koji ih spaja. Tada su p i q konjugovane sa vixestrukox�u n− 1.
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Da bismo dokazali ovo tvr�e�e bi�e nam potrebna slede�a lema koja nam u

potpunosti karakterixe Jakobijeva po	a.

Lema 2.7. Svako Jakobijevo po	e du� geodezijske linije γ ∈ P(p, q) koje ima

poqetne uslove

J(0) = 0,
DJ

dt
(0) = Yp ∈ TpM

je po	e varijacije geodezijskih linija i obrnuto, tj. svako po	e varijacije

geodezijskih linija je jedno Jakobijevo vektorsko po	e.

Dokaz: Jakobijevo po	e J mo�e se videti kao varijacija geodezijskih na slede�i

naqin

J(t) = (D expp)tγ′(0)tYp.

Obrnuto, neka je

u(s, t) = expp(tXp(s)),

varijacija geodezijskih linija, gde je Xp(s) put u TpM takav da je Xp(0) = γ̇,

lako se poka�e da je sa J(t) = ∂
∂s
u(s, t)s=0 dato Jakobijevo vektorsko po	e, koje

zadovo	ava poqetne uslove J(0) = 0 i DJ
dt

(0) = X ′p(0).

Posledica 2.1. Neka je γ(t) = expp(tXp) data geodezijska linija. Tada je

taqka q = γ(t0) konjugovana taqki p = γ(0) ako i samo je t0Xp kritiqna taqka

preslikava�a expp.

Dakle, kako je eksponencijalno preslikava�e lokalni difeomorfizam, za

svaku taqku sa geodezijske linije γ postoja�e okolina u kojoj ta taqka nema �oj

konjugovanih, tj. konjugovane taqke su izolovane.

Vratimo se na prethodni primer sa sferom i antipodalnim taqkama na �oj.

Rotiraju�i sferu, tako da taqke p i q ostanu fiksne, dobijamo po	e varijacije

geodezijskih linija, koje �e po prethodnoj lemi biti Jakobijevo po	e koje se

anulira u taqkama p i q. Rotiraju�i u n − 1 razliqitih smerova (dok god

su p i q fiksne) dobijamo n − 1 linearno nezavisnih Jakobijevih po	a koja

se anuliraju u taqkama p i q, pa je vixestrukost konjugovanih taqaka p i q

jednaka n− 1.

Ranije smo definisali indeks geodezijske linije. Qemu je on jednak govori

nam slede�a poznata teorema.

Teorema 2.15. (Morsova o indeksu): Indeks geodezijske linije γ ∈ P(p, q)

je jednak broju taqaka γ(t), za 0 < t < 1, koje su konjugovane sa taqkom p = γ(0),

gde se svaka taqka raquna sa �enom vixestrukox�u.
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Dokazu teoreme mo�emo pristupiti na vixe naqina. Jedan naqin je da

posmatramo osobine funkcionala d2E i da onda zak	uqimo vixe o �egovom

spektru i sopstvenim vrednostima (videti [37]). Drugi naqin, koji �emo ovde

izlo�iti, je vixe geometrijski i daje jasniju sliku o samom problemu. Naime,

umesto da gledamo ceo tangentni prostor u nekoj taqki γ ∈ P(p, q), restriko-

va�emo funkcional na ma�i, konaqno dimenzioni potprostor, za koji �e se

ispostaviti da sadr�i sve nama potrebne informacije. Ovaj pristup je qest

u teoriji kritiqnih taqaka na beskonaqno dimenzionim prostorima, gde poku-

xavamo da problem sa beskonaqno dimenzionog prostora svedemo na neki prob-

lem na jednostavnijem (kompaktnom ili konaqno dimenzionom) potprostoru

bez gubitka kvalitativnih informacija. U naxem konkretnom primeru razd-

voji�emo tangentni prostor TγP(p, q) na dva me�usobno ortogonalna potpros-

tora, takvih da je na jednom od �ih Hesijan funkcionala energije pozitivno

definitan.

Svaka taqka γ(t) je sadr�ana u nekom otovorenom skupu U (konveksna okolina),

takvom da se svake dve taqke iz U mogu spojiti jedinstvenom geodezijskom lin-

ijom. Odaberimo podelu 0 = t0 < t1 < ... < tk = 1 takvu da svaki segment

γ([ti−1, ti]) le�i u nekoj konveksnoj okolini.

Posmatrajmo prostor TγP(t0, t1, ..., tk) koji se sastoji od svih vektorskih

po	a X du� krive γ takvih da:

(i) X|[ti−1,ti] je Jakobijevo po	e du� γ|[ti−1,ti], za svako 0 ≤ i ≤ k,

(i) X(0) = X(1) = 0.

Oqigledno je TγP(t0, t1, ..., tk) jedan konaqno dimenzioni vektorski prostor,

koji se sastoji od izlom	enih Jakobijevih po	a du� γ.

Neka je T ′ ⊆ TγP(p, q) vektorski prostor koji sadr�i sva vektorska po	a

X du� krive γ takva da X(t0) = X(t1) = ... = X(tk) = 0.

Lema 2.8. Tangentni prostor TγP(p, q) se razbija na direktnu sumu prostora

TγP(t0, t1, ..., tk) i T ′. Tako�e, ova dva prostora su me�usobno ortogonalna u

odnosu na formu d2E i restrikcija ove forme na prostor T ′ je pozitivno

definitna.

Dokaz: Posmatrajmo proizvo	an vektor X ∈ TγP(p, q). Neka je X1 jedinstveno

Jakobijevo po	e takvo da je X1(ti) = X(ti), za svako 0 ≤ i ≤ k (Lema 2.5).

Uoqimo da tada X ′ = X−X1 pripada prostoru T
′, pa prostori TγP(t0, t1, ..., tk)

i T ′ generixu ceo tangentni postor u taqki γ i imaju trivijalan presek, xto

sledi iz odabira podele.

Iz formule druge varijacije energije dobijamo da ako jeX1 ∈ TγP(t0, t1, ..., tk)
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i X ′ ∈ T ′ onda va�i
d2E(γ)(X1, X

′) = 0.

Posmatrajmo X ′ ∈ T ′ i neka je us, za s ∈ (−ε, ε), varijacija krive γ takva da

je ∂u
∂s

(0, t) = γ(t). Kako je X ′ iz T ′ mo�emo pretpostaviti da taqke γ(ti) ostaju

fiksne pri varijaciji u. Tada va�i:

d2E(γ)(X ′, X ′) =
d2E ◦ u
dt2

s=0.

Za svako s ∈ (−ε, ε), u(s) je jedna deo-po-deo kriva koja spaja taqku γ(0) sa γ(t1)

pa da	e sa γ(t2) i tako do γ(tk), pa kako je γ geodezijska koja spaja iste taqke

va�i:

E(u(s)) ≥ E(γ),

pa mora da va�i da je d2E(γ)(X ′, X ′) ≥ 0. Ako bi d2E(γ)(X ′, X ′) = 0, iz

teoreme 2.13 bi sledilo da je X ′ Jakobijevo po	e, pa bi pripadalo preseku

T ′ ∩ TγP(t0, t1, ..., tk), tj. X
′ = 0, qime smo dokazali da je restrikcija Hesijana

na prostor T ′ pozitivno definitna.

Posledica 2.2. Indeks (degenerisanost) Hesijana d2E u geodezijskoj lin-

iji γ jednaka je indeksu (degenerisanosti) ove forme restrikovanoj na pros-

tor TγP(t0, t1, ..., tk) izlom	enih Jakobijevih po	a. Specijalno, indeks svake

kritiqne taqke je konaqan.

Dokaz teoreme: Oznaqimo sa γt restrikciju krive γ na interval [0, t] i oz-

naqimo sa λ(t) indeks Hesijana d2Et koji odgovara geodezijskoj liniji γt. Dakle,

λ(1) je indeks koji mi pokuxavamo da izraqunamo. Dokaz �emo podeliti u neko-

liko koraka.

(i) funkcija λ(t) je monotona i λ(t) = 0 za t dovo	no malo

dokaz: Posmatrajmo neko vektorsko po	e X du� γt koje pripada negativnom

potprostoru od d2Et. Tada se to vektorsko po	e mo�e produ�iti do vektorskog

po	a X1 du� krive γt1 za t1 ≥ t, tako xto ga dodefinixemo nulom na inter-

valu [t, t1]. Nije texko uveriti se da �e tako proxireno vektrosko po	e X1

pripadati negativnom potprostoru od d2Et1 .

Ako je t dovo	no malo, onda je γt minimalna geodezijska, stoga je λ(t) = 0.

(ii) Za dovo	no malo ε > 0 va�i λ(t− ε) = λ(t).

dokaz: Bez uma�e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da je podela izabrana

tako da je ti < t < ti+1, za neko 0 ≤ i < k. Tada je 0 = t0 < t1 < ... < ti < t

podela intervala [0, t] i indeks λ(t) je jednak indeksu formeHt koja predstav	a

restrikciju forme d2Et na prostor izlom	enih Jakobijevih po	a na intervalu
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[0, t] sa gor�om podelom. Kako je svako Jakobijevo po	e jedinstveno odre�eno

sa vrednostima u taqkama γ(tj), ovaj vektorski prostor je izomorfan sa

Σ = Tγ(t1)M ⊕ Tγ(t2)M ⊕ ...⊕ Tγ(ti)M,

pa ne zavisi od t. Dakle, vrednost forme Ht na prostoru Σ �e se neprekidno

me�ati u zavisnosti od parametra t.

Neka je forma Ht negativno definitna na nekom potprostoru Σ0 ⊆ Σ i

neka joj je indeks jednak λ(t). Tada za t′ dovo	no blisko t, �e i forma Ht′ biti

negativno definitna na Σ0, tj. λ(t′) ≥ λ(t), a kako znamo da je λ(t) monotona,

za t′ = t− ε va�i�e λ(t− ε) = λ(t).

(iii) Neka je degenerisanost Hesijana d2Et jednaka ν. Tada za dovo	no malo

ε > 0 va�i λ(t+ ε) = λ(t) + ν.

dokaz: U dokazu prethodne taqke videli smo da forma Ht neprekidno

zavisi od t, ako je ona pozitivno definitna na potprostoru Σ1 ⊆ Σ, onda �e

za t′ koje je dovo	no blisko t va�iti da je i forma Ht′ pozitivno definitna

na prostoru Σ1. Kako je dimΣ = ni, sledi da je dimΣ1 = ni− λ(t)− ν, pa va�i
λ(t′) ≤ dimΣ− dimΣ1 = λ(t) + ν.

Doka�imo i drugu nejednakost. Neka je X1, X2, ..., Xλ(t) baza negativnog pot-

prostora forme d2Et i neka su J1, J2, ..., Jν deo-po-deo Jakobijeva po	a du� γt

baza jezgra iste forme. Izaberimo vektorska po	a Y1, Y2, ..., Yν du� krive γt+ε,

koja se anuliraju u kraj�im taqkama ove krive, takva da je matrica(〈
DJi
dt

(t), Xj(t)

〉)
1≤i,j≤ν

identiqka ν × ν matrica.
Produ�imo vektorska po	a Xi do vektorskih po	a du� krive γt+ε, tako

xto im na intervalu [t, t + ε] dodelimo vrednost nula. Iz druge varijacione

formule energije sledi da je

d2Et+ε(Ji, Xj) = 0

d2Et+ε(Ji, Yk) = δik.

Neka je c ∈ R dovo	no malo, tada vektorska po	a

X1, X2, ..., Xλ, c
−1Y1, ..., c

−1Yν

razapi�u vektorski prostor dimenzije λ+ν, na kojem je forma d2Et+ε negativno

definitna. Ova qi�enica sledi iz zapisa matrice d2Et+ε u ovoj bazi
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[
((d2Et)(Xi, Xj))1≤i,j≤λ(t) cA

cAT −4I + c2B

]
gde su A i B konstantne matrice, pa ako je c dovo	no malo gor�a matrica je

negativno definitna, odakle sledi i nejednakost λ(t′) ≥ λ(t) + ν.

Sada dokaz teoreme direktno sledi iz tvr�e�a (i), (ii) i (iii).

K	uqna posledica Morsove teoreme o indeksu je ta da sve kritiqne taqke

funckionala energije imaju konaqne indekse, a teorema nam daje jox i infor-

maciju koliko oni iznose, xto funkcional energije i prostor puteva qini

idealnim ambijentom za primenu Morsove teorije. Primenom ove teorije mogu

se dobiti informacije o topologiji prostora puteva (za prostor pet	i je

potrebna nexto delikatnija teorija, o qemu �e biti reqi u da	em tekstu).

Jedan od rezultata koji je direktna posledica Morsove teoreme o indeksu je

slede�a teorema (videti [31]).

Teorema 2.16. (Fundamentalna teorema Morsove teorije): Neka je M

kompletna Rimanova mnogostrukost i neka su p, q ∈M taqke koje nisu konjugo-

vane du� nijedne geodezijske linije. Tada prostor puteva koji spaja ove taqke

P(p, q) ima strukturu CW−kompleksa koji sadr�i po jednu �eliju dimenzije

λ, za svaku geodezijsku liniju indeksa λ koja spaja p i q.

Primer 2.4. Prostor puteva na Sn: Neka su p i q dve nekonjugovane taqke

na sferi Sn i neka su p′ i q′ �ihove antipodalne taqke. Tada postoji prebro-
jivo mnogo geodezijskih linija γ0, γ1, ... koje spajaju taqke p i q, gde smo sa γ0

oznaqili kra�i luk velikog kruga koji spaja p iq, sa γ1 geodezijsku pqp
′pq, sa

γ2 geodezijsku liniju pqp
′pqp′pq itd. (kriva γk �e k puta pro�i kroz taqku p

′).

Kako je jedina taqka konjugovana sa p taqka p′ i to sa vixestrukox�u n− 1, to

�e va�iti

λ(γk) = k(n− 1),

pa je prostor puteva koji spajaju p i q na sferi jedan CW−kompleks sa po

jednom �elijom u dimenzijama 0, (n− 1), 2(n− 1), ... .

Do sada smo videli neke primene Morsove teorije na funkcional energije

definisan na prostoru puteva i videli smo u kojim situacijama je funkcional

energije Morsova funkcija. Me�utim, ako posmatramo isti funkcional na

prostoru pet	i ovo nikada ne�e biti sluqaj. Razlog le�i u qi�enici da je

u tom sluqaju funkcional energije invarijantan u odnosu na dejstvo grupe S1,
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pa �egove kritiqne taqke dolaze u najma�e 1-dimenzionim familijama, kao i

to da konstantne pet	e qine celu mnogostrukost M , pa stoga kritiqne taqke

funkcionala energije u ovom sluqaju ne mogu biti izolovane, a samim tim i

funkcional energije ne mo�e biti Morsova funkcija. Uoqimo da �e teorema

o indeksu va�iti i u ovom sluqaju, kao i da nijedan od ovih problema ne

nastaje u sluqaju prostora puteva koji spajaju dve razliqite taqke. Me�utim,

na funkcional energije na prostoru pet	i se mo�e uspexno primeniti jedno

od uopxte�a Morsove teorije, tzv. Mors - Botova teorija.

Definicija 2.11. Neka jeM Rimanova mnogostrukost. Funkcija f ∈ C∞(M,R)

je Mors - Botova ako su zadovo	ena slede�a dva uslova:

(i) Crit(f) je disjunktna unija zatvorenih i povezanih podmnogostrukosti

mnogostrukosti M ,

(ii) Za svako p ∈ Crit(f) va�i da je TpCrit(f) = kerHf (p), gde se za TpCrit(f)

podrazumeva tangentni prostor odgovaraju�e komponente povezanosti od Crit(f).

Definicija 2.12. Mors - Botov indeks kritiqne podmnogostrukosti C ⊆
Crit(f) je dimenzija negativnog potprostora Hesijana Hf raqunatog u bilo

kojoj kritiqnoj taqki p ∈ C.

Mors - Botove funkcije su uopxte�a Morsovih funkcija, jer su kritiqne

taqke Morsovih funkcija izolozvane i nedegenerisane, pa samim tim zado-

vo	avaju uslove iz prethodne definicije, jer je tada skup kritiqnih taqaka

disjunktna unija 0-dimenzionih mnogostrukosti, a Hesijan ima trivijalno je-

zgro.

Postoji vixe pristupa Mors - Botovoj teoriji. Jedan od �ih da datu Mors

- Botovu funkciju perturbujemo do neke Morsove funkcije (za koje znamo da su

svuda guste u skupu glatkih funkcija) koja zadovo	ava Mors - Smejlov uslov

i primenimo ve� poznate rezultate. Deta	nije o Mors - Botovoj teoriji i

raznim pristupima ovom problemu mo�e se na�i u [39].

U sluqaju funkcionala energije E : ΛM → R, ispostav	a se da je kritiqna
mnogostrukost koja se sastoji od konstantnih pet	i uvek nedegenerisana u

Mors - Botovom smislu. Xtavixe, za generiqki izbor metrike mo�e se posti�i

da su i ostale kritiqne podmnogostrukosti (tj. kru�nice S1 koje dolaze

kao reparametrizacije geodezijskih linija) nedegenerisane u Mors - Botovom

smislu. Sliqno, kao u Morsovom sluqaju, ima�emo da funkcional E zadovo-

	ava sve va�ne osobine.

Teorema 2.17. Neka jeM zatvorena Rimanova mnogostrukost takva da je funkci-

onal energije E Mors - Botova funkcija na ΛM . Tada va�i:
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(i) Kritiqne vrednosti funkcionala E su izolovane i na svakom kritiqnom

nivou postoji konaqno mnogo komponenti povezanosti od CritE.

(ii) Indeks i degenerisanost svake od komponenti povezanosti od CritE je

konaqan.

(iii) Ako interval [a, b] ne sadr�i nijednu kritiqnu vrednost funkcionala

E tada je ΛM≤b difeomorfno sa ΛM≤a.

(iv) Neka je a < c < b i pretpostavimo da je c jedina kritiqna vrednost u

intervalu [a, b]. Neka su N1, N2, ..., Nr komponente povezanosti od Crit(E) na

nivou c i oznaqimo sa λ1, λ2, ..., λr �ihove indekse.

• Tada je na svakoj podmnogostrukosti Ni, 1 ≤ i ≤ r, dobro definisano

rasloje�e ν−Ni ranga λi sa fibrom jednakom negativnom potprostoru forme

d2E|Ni
.

• Podnivo ΛM≤b je homeomorfan uniji podnivoa ΛM≤a i disk rasloje�a

Dν−Ni.

Iz prethodne teoreme mo�emo zak	uqiti da je funkcional E : ΛM →
R prilago�en za primenu Mors - Botove teorije. Primene ovog pristupa su

brojne, kao na primer raquna�e homologije prostora ΛM . Za vixe deta	a

upu�ujemo na [37], [38], [22].
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3 Funkcional dejstva

3.1 Hamiltonovi sistemi

Neka je (M,ω) zatvorena simplektiqka mnogostrukost i neka je na �oj data

funkcija H : M → R. Funkciju H nazivamo jox i Hamiltonovom funkcijom

ili Hamiltonijanom.

Kako je simplektiqka forma nedegenerisana, svakom HamiltonijanuH mo�emo

pridru�iti jedinstveno vektorsko po	e XH koje zadovo	ava

iXH
ω = dH.

Definicija 3.1. Vektorsko po	e XH nazivamo Hamiltonovim vektorskim

po	em pridru�enim Hamiltonijanu H.

Definicija 3.2. Tok ϕt : M → M, t ∈ R, generisan Hamiltonovim vek-

torskim po	em
dϕt
dt

(p) = XH(ϕt(p)), ϕ0(p) = p,

nazivamoHamiltonovim tokom, a difeomorfizme ϕt, t ∈ R nazivamoHamiltonovim

difeomorfizmima.

Posmatrajmo Hamiltonovo vektorsko po	e u lokalnim, Darbuovim koordi-

natama (x1, x2, .., xn, y1, y2, ..., yn), u kojima forma ω ima oblik ω = dx1 ∧ dyi +

· · · + dxn ∧ dyn, dobijamo koordinate simplektiqkog gradijenta (radi kra�eg

zapisa uvedimo oznake ∂H
∂x

= ( ∂H
∂x1
, ..., ∂H

∂xn
) i ∂H

∂y
= ( ∂H

∂y1
, ..., ∂H

∂yn
))

XH = (−∂H
∂y

,
∂H

∂x
),

a samim tim i jednaqine �emu pridru�enog Hamiltonovog toka

dx

dt
= −∂H

∂y
dy

dt
=
∂H

∂x
.

Ove jednaqine se zovu Hamiltonove jednaqine i naxiroko su poznate u teori-

jskoj mehanici.

Primetimo da su koordinate simplektiqkog gradijenta sliqne koordinatama

obiqnog gradijenta u Euklidskim koordinatama ∇H = (∂H
∂x
, ∂H
∂y

). Preciznije,
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va�i slede�i stav:

Stav 3.1. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost sa kompleksnom struk-

turom J koja je saglasna sa ω, tj va�i da je g = w(·, J ·) Rimanova metrika na
M. Tada za proizvo	an Hamiltonijan H va�i

XH = J∇H, (3.1)

pri qemu je gradijent∇H definisan preko g. Specijalno, ovo va�i u simplek-

tiqkom vektorskom prostoru R2n, sa standardnom kompleksnom strukturom J

i Euklidskom metrikom.

Dokaz: Sledi direktno iz definicije (simplektiqkog) gradijenta i uslova

saglasnosti.

Navedene Hamiltonijane u simplektiqkoj geometriji nazivamo autonom-

nim Hamiltonijanima. Osim takvih, od suxtinskog znaqaja su i tzv ne-

autonomni Hamiltonijani, tj funkcije H : R ×M → R, gde R-koordinata
predstav	a vreme. Tada je za restrikciju Hamiltonijana Ht u vremenskom

trenutku t dobro definisano vektorsko po	e XHt , koje zavisi od vremena. Da

bi ovo po	e imalo dobro definisan tok, prema teoriji obiqnih diferenci-

jalnih jednaqina, dovo	no je uzeti da Hamiltonijan H ima kompaktan nosaq,

pa �emo to pretpostav	ati u narednom tekstu, sem ako se naglasi drugaqije.

Navedimo sada neka va�na svojstva Hamiltonovih tokova.

Stav 3.2. Hamiltonov tok generixe jednoparametarsku grupu simplektomor-

fizama na (M,ω).

Dokaz: Iz Kartanove formule imamo

LXH
ω = diXH

ω + iXH
dω = 0,

jer je iXH
ω = dH i jer je ω zatvorena forma, odakle sledi tvr�e�e.

Stav 3.3. Hamiltonijan je konstantan du� toka koji generixe.

Dokaz: Kako je
d

dt
H ◦ ϕt = dH(XH) = ω(XH , XH) = 0,

sledi da je H ◦ ϕt = const.
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3.2 Hamiltonovi i geodezijski tokovi

Posmatrajmo tangentno rasloje�e π : TM → M mnogostrukosti M i pretpo-

stavimo da imamo zadatu koneksiju na TM i �ome definisano horizontalno

podiza�e h : TM → TTM. Neka je Xp ∈ TpM . Tada je u tangentnom prostoru

TXpTM definisan jedinstveni vektor

GXp = hp(Xp).

Definicija 3.3. Vektorsko po	e

G : TM → TTM, GXp = hp(Xp)

naziva se geodezijskim vektorskim po	em na TM . �egove integralne krive,

tj. rexe�a diferencijalne jednaqine

c : (−δ, δ)→ TM,
dc

dt
= G(c(t)),

nazivaju se geodezijskim tokom.

Krive geodezijskog toka c su krive na TM , a �ihove projekcije π ◦ c na M
su geodezijske linije.

U nastavku ovog paragrafa vide�emo kako se geodezijski tokovi mogu videti

kao specijalan primer Hamiltonovih tokova.

Za poqetak konstruisa�emo koneksiju na rasloje�u TTM .

Posmatrajmo vertikalnu distribuciju V nad TM , tj. rasloje�e qija je

fibra nad u ∈ TpM data sa

Vu = ker(dπ̃u),

gde je π̃ : TTM → TM.

Znamo da je zadava�e koneksije ekvivalentno zadava�u horizontalne dis-

tribucije H na TTM , takve da je

Hu ⊕ Vu = TTM.

Odabra�emo horizontalnu distribuciju H tako da nam ona bude ortogonalna

na vertikalnu distribuciju V u svakoj taqki, u odnosu na neku metriku (koju

�emo kasnije definisati).

Pretpostavimo da je na M zadata Rimanova metrika. Neka je ξ ∈ TuTM i

neka je kriva z : (−ε, ε) → TM takva da je z(0) = u i ż(0) = ξ. Tada kriva z
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jedinstveno odre�uje krivu α = π ◦ z na M i vektorsko po	e Z du� krive α ,

za koje va�i

z(t) = (α(t), Z(t)).

Definiximo preslikava�e K : TTM → TM tako da

Ku(ξ) = (∇α̇Z)(0).

Sada horizontalnu distribuciju mo�emo zadati tako da je H(u) := kerKu.

Drugi naqin da se definixe koneksija na TTM je pomo�u horizontalnog

podiza�a

hu : TpM → TuTM,

koje je definisano na slede�i naqin. Za dato Xp ∈ TpM , neka je α : (−ε, ε) →
M kriva takva da je α(0) = p i dα

dt
(0) = Xp. Oznaqimo sa Z(t) paralelni

transport vektora Xp du� krive α i neka je σ : (−ε, ε) → TM kriva data sa

σ(t) = (α(t), Z(t)). Definixemo

hu(Xp) = σ̇(0).

Iz definicije paralelnog transporta direktno sledi da je Ku(hu(Xp)) = 0,

za svako Xp ∈ TpM . Va�i slede�e tvr�e�e.

Lema 3.1. Horizontalno podiza�e hu zadovo	ava slede�a svojstva

(i) hu je linearno

(ii) ker(Ku) = Im(hu)

(iii) dπu ◦ hu = IdTpM

(iv) preslikava�a dπu|Hu : Hu → TpM i Ku|Vu : Vu → TpM su linearni

izomorfizmi.

Iz prethodne leme zak	uqujemo da je TuTM = Hu⊕Vu i da je preslikava�e
ju : TuTM → TpM × TpM dato sa

ju(ξ) = (dπu(ξ), Ku(ξ)),

linearni izomorfizam.

Napomena: U da	em tekstu �emo za ju(ξ) podrazumevati oznaku ξ = (ξh, ξv),

gde su ξh = dπu(ξ) i ξv = Ku(ξ), horizontalna i vertikalna komponenta vektora

ξ ∈ TuTM .

Pomo�u dekompozicije TuTM = Hu ⊕ Vu mo�emo definisati Rimanovu

metriku g̃ (oznaqava�emo je jox i sa 〈·, ·〉) na TM tako da su prostori Hu i
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Vu ortogonalni u svakoj taqki u ∈ TM .

Definicija 3.4. Metrika g̃ naziva se Sasakijevom metrikom na TM i va�i

〈ξ, η〉u = 〈dπu(ξ), dπu(η)〉π(u) + 〈Ku(ξ), Ku(η)〉π(u).

Uoqimo da je sada geodezijsko vektorsko po	e G : TM → TTM zadato sa

G(u) =
∂

∂t

∣∣∣
t=0
ϕt(u) =

∂

∂t

∣∣∣
t=0

(γu(t), γ̇u(t)),

gde je γu jedinstvena geodezijska linija koja zadovo	ava poqetne uslove γu(0) =

p i γ̇u(0) = Xp. Zaista, kako je sa t 7→ γ̇u(t) dato paralelno pomera�e vektora

Xp du� γu, sledi da je G(u) = hu(Xp), pa je G jedno geodezijsko vektorsko po	e.

Na TuTM = Hu ⊕ Vu imamo definisanu i skoro kompleksnu strukturu Ju :

TuTM → TuTM , takvu da je

Ju(ξh, ξv) = (−ξv, ξh).

Definicija 3.5. Na TM mo�emo definisati simplektiqku formu Ω pomo�u

Sasakijeve metrike i skoro kompleksne strukture Ju na slede�i naqin

Ωu(ξ, η) = 〈Juξ, η〉 = 〈dπu(ξ), Ku(η)〉 − 〈Ku(ξ), dπu(η)〉.

Teorema 3.1. Neka je G geodezijsko po	e kao u gor�oj diskusiji iH : TM → R
Hamiltonijan zadat sa H(ξ) = 1

2
〈ξ, ξ〉. Tada je Hamiltonovo vektorsko po	e

XH jednako geodezijskom vektorskom po	u G, tj. va�i dH = iGΩ. Specijalno,

geodezijski tokovi quvaju formu Ω.

Dokaz: Neka je ξ ∈ TuTM i z : (−ε, ε) → TM kriva takva da je z(0) = u i

ż(0) = ξ i oznaqimo z(t) = (α(t), Z(t)) kao na poqetku paragrafa. Tada je

dHu(ξ) =
∂

∂t

∣∣∣
t=0
H(z(t)) =

∂

∂t

∣∣∣
t=0

1

2
〈Z(t), Z(t)〉α(t) = 〈(∇α̇Z)(0), Z(0)〉 = 〈Ku(ξ), v〉.

Sa druge strane imamo

Ωu(G(u), ξ) = 〈dπu(G(u)), Ku(ξ)〉 = 〈dπu(hu(v)), Ku(ξ)〉 = 〈v,Ku(ξ)〉,

qime smo dokazali tvr�e�e.
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Iz prethodne teoreme vidimo da Hamiltonove tokove mo�emo shvatiti kao

izvesno uopxte�e geodezijskih linija. Uz motivaciju vezanu za problem egzi-

stencije i broja zatvorenih geodezijskih iz prethodne glave, name�e se analogno

pita�e za egzistenciju i broj periodiqnih Hamiltonovih orbita. Deta	nije

o ovom problemu i rexe�u u nekim sluqajevima bavi�emo se u nastavku teksta.

3.3 Arnoldova hipoteza

Xezdesetih godina proxlog veka V. I. Arnold je postavio nekoliko hipoteza

u simplektiqkoj topologiji. Ovaj paragraf posveti�emo jednoj od �ih, koja

se tiqe broja fiksnih taqaka simplektiqkih preslikava�a, tj. koja govori o

najma�em broju periodiqnih orbita vremenski zavisnog Hamiltonovog vekto-

rskog po	a na zatvorenoj simplektiqkoj mnogostrukosti.

Rexe�a Arnoldove hipoteze dala su mnoxtvo novih ideja i tehnika na

po	u varijacionog raquna. Jedna od �ih je i konstrukcija beskonaqno di-

menzionog uopxte�a Morsove homologije, koju je u svojim radovima 80-ih go-

dina proxlog veka izneo Anderas Flor, pomo�u koje je dokazao jedan sluqaj

Arnoldove hipoteze.

Osvrnimo se na istorijski znaqaj i nastanak Arnoldove hipoteze. Poenkare

je 1912. godine formulisao tvr�e�e, koje je kasnije dokazao Birhof.

Teorema 3.2. (Poenkare - Birhof): Svaki homeomorfizam prstena S1×[a, b]

koji quva povrxinu i orijentaciju, a graniqne kru�nice rotira u suprotnom

smeru, ima najma�e dve fiksne taqke.

V. Arnold je uvideo da se Poenkare - Birhofov rezultat mo�e dokazati

primenom ocena �usternik - Xnire	mana i Morsa za broj kritiqnih taqaka

glatke funkcije na dvodimenzionom torusu T2 = R2/Z2 (videti [7]), dobijenim

lep	e�em dva identiqna prstena du� �ihovih granica. Me�utim, na torusu

T2 postoje difeomorfizmi koji quvaju povrxinu, a nemaju fiksnih taqaka,

kao na primer rotacije. Da bi izbegao ovaj problem, Arnold je posmatrao

difeomorfizme ψ : (x, y) 7→ (X, Y ) na T2 koji zadovo	avaju slede�e uslove:

(i) ψ se nalazi u komponenti putne povezanosti preslikava�a Id, u

prostoru svih simplektomorfizama na torusu T2

(ii) ψ quva povrxinu

(iii) ψ quva centar mase

Specijalno, ovakvi difeomorfizmi su na R2 zadati kao ψ : (x, y) 7→ (X, Y ):

X = x+ p(x, y), Y = y + q(x, y),
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gde su p i q periodiqne funkcije (videti [7]). Tada je uslov (iii) ekvivalnetan

uslovu ∫
T2

p = 0 =

∫
T2

q.

Definicija 3.6. Fiksna taqka p difeomorfizma ψ je nedegenerisana ako 1

nije sopstvena vrednost preslikava�a dψ(p) : TpM → TpM .

Stav 3.4. Difeomorfizam ψ na T2 koji zadovo	ava svojstva (i) − (iii) ima

najma�e tri fiksne taqke, pod uslovom da se nalazi dovo	no blizu (C1 - blizu)

identiqkog preslikava�a. Ako su sve fiksne taqke nedegenerisane, tada ψ ima

bar qetiri fiksne taqke.

Dokaz: Za preslikava�a ψ : (x, y) 7→ (X, Y ) koja su dovo	no blizu identitetu,

iz teoreme o implicitnoj funkciji sledi da postoji funkcija F : R2 → R
takva da je

X = x+ ∂F
∂Y

(x, Y )

y = Y + ∂F
∂x

(x, Y ).

Kako ψ quva centar mase, sledi da je F periodiqno preslikava�e na R2 ,

pa samim tim je i dobro definistano na T2. Iz gor�ih jednakosti zak	uqu-

jemo da su fiksne taqke difeomorfizma ψ u jedan - jedan korespodenciji sa

kritiqnim taqkama preslikava�a F na T2, pa tvr�e�e sledi iz �usternik -

Xnire	manove teoreme i Morsove ocene za broj nedegenerisanih kritiqnih

taqaka.

Napomena: Ispostav	a se da su za difeomorfizam ψ na T2 uslovi (i)− (iii)

ekvivalentni uslovu da ψ pripada toku vremenski zavisnog Hamiltonovog ve-

ktorskog po	a XH na T2 (videti [40]). Tako�e, tada nam �usternik - Xnire-

	manova teorija garantuje najma�e tri, a Morsova teorija najma�e qetiri

fiksne taqke xto je paralelno stavu 3.4.

Sada se prirodno name�e slede�a hipoteza.

Arnoldova hipoteza: Svaki Hamiltonov difeomorfizam ψ na kompaktnoj

simplektiqkoj mnogostrukosti (M,ω) ima najma�e fiksnih taqaka koliko i

funkcija F ∈ C1(M,R) kritiqnih taqaka.

Specijalno, pomo�u �usternik Xnire	manove i Morsove teorije mo�emo

reformulisati Arnoldovu hipotezu u nexto slabiji oblik:

# { fiksne taqke od ψ} ≥ cl(M) + 1
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i, ukoliko su sve fiksne taqke od ψ nedegenerisane:

# { fiksne taqke od ψ} ≥
dimM∑
i=0

βk(M).

Hipotezu mo�emo reformulisati i na jeziku dinamiqkih sistema na slede�i

naqin.

Neka je dat neautonomni Hamiltonijan H : R ×M → R, takav da je H(t +

1, x) = H(t, x). Hamiltonov difeomorfizam ψ definixemo kao rexe�e Hamiltonove

jednaqine
dϕt
dt

(x) = XHt(ϕt(x))

u trenutku 1, tj. ψ = ϕ1. Specijalno, taqka p ∈ M �e biti fiksna taqka

Hamiltonovog difeomorfizma ψ ako i samo ako je p = x(0) poqetni uslov 1-

periodiqnog rexe�a Hamiltonove jednaqine x(t). Umesto da tra�imo fiksne

taqke preslikava�a ψ, mo�emo tra�iti 1-periodiqna rexe�a Hamiltonovog

vektorskog po	a XHt , pa Arnoldovu hipotezu mo�emo shvatiti i kao tra�e�e

do�e granice za broj 1-periodiqnih Hamiltonovih orbita.

Uoqimo da �e ukoliko je Hamiltonijan H dovo	no mali, sva �egova 1-

periodiqna rexe�a biti i kontraktibilna. Ovo sledi iz formule za du�inu

pet	e

L(x) =

∫ 1

0

|ẋ(t)|dt =

∫ 1

0

|XH(x(t))|dt,

za neku unapred odabranu Rimanovu metriku na M . Dakle, da bismo dokazali

Arnoldovu hipotezu dovo	no je da doka�emo da va�i

# { kontraktibilne 1-periodiqne pet	e } ≥ cl(M) + 1
(
≥

dimM∑
i=0

βk(M)
)
,

s obzirom da u nekim sluqajevima nekontraktibilna 1-periodiqna rexe�a

ne�e ni postojati. Primetimo da je ovo u strogoj suprotnosti sa problemom

zatvorenih geodezijskih linija u Rimanovoj geometriji, gde smo u svakoj homo-

topskoj klasi mogli na�i zatvorenu geodezijsku liniju.

Za kraj ovog paragrafa, posmatrajmo specijalan sluqaj autonomnog Hamilto-

nijana H(t, x) = H(x) koji je pri tome C2-mali. Tada �e svako 1-periodiqno

rexe�e biti sadr�ano u Darbuovoj karti, pa �e morati biti i konstantno,

tj. x(t) = x(0) (videti [29]). Specijalno, 1-periodiqna rexe�a su zapravo

kritiqne taqke funkcije H : M → R, pa kao posledicu Morsove i �usternik

- Xnire	manove teorije vidimo da Arnoldova hipoteza u ovom sluqaju ima

pozitivan odgovor .
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U nastavku ove glave vide�emo kakve veze ima funkcional dejstva sa Arno-

ldovom hipotezom i pokuxa�emo da objasnimo pristupe i probleme koji nastaju

u dokazima ove hipoteze u nekim sluqajevima.

3.4 Hamiltonove orbite kao kritiqne taqke funkcionala

dejstva

Posmatrajmo simplektiqku mnogostrukost (M,ω), takvu da je π2(M) = 0. Ozna-

qimo sa P(M) skup svih kontraktibilnih 1-periodiqih pet	i na M .

Definicija 3.7. Za dati HamiltonijanH : S1×M → R definixemo funkci-

onal dejstva AH : P(M)→ R na slede�i naqin

AH(z) = −
∫
D

u∗ω −
∫ 1

0

H(t, z(t))dt, z : S1 →M,

gde je u : D = {z ∈ C | |z| ≤ 1} → M glatko preslikava�e takvo da je

u(e2πit) = z(t).

Uoqimo da je zbog uslova π2(M) = 0 funkcional dejstva dobro definisan,

jer tada vrednost
∫
D
u∗ω ne zavisi od izbora proxire�a u : D → M (koje

svakako postoji, jer posmatramo samo kontraktibilne pet	e).

Vezu funkcionala dejstva AH i periodiqnih Hamiltonovih orbita daje

nam slede�e tvr�e�e.

Stav 3.5. Kritiqne taqke funkcionala dejstva AH su 1-periodiqne orbite

Hamiltonovog vektorskog po	a XH .

Dokaz: Neka je z : S1 →M pet	a i neka je data �ena varijacija zs ∈ P(M), s ∈
(−ε, ε), takva da u0 = z i ∂u

∂s
(0, t) = ξ ∈ TzP(M). Tada je

dAh(ξ) =
∂

∂s

∣∣∣
s=0
AH(zs) = ∂s

(
−
∫
D

u∗ω −
∫ 1

0

H(t, z(t))dt
)

=−
∫
D

∂su
∗
sω
∣∣∣
s=0
−
∫ 1

0

∂sH(t, zs(t))dt
∣∣∣
s=0

.

∂sH(t, zs(t))dt
∣∣∣
s=0

= dHt(z0(t))(∂szs)
∣∣∣
s=0

) = ω(XHt(z(t)), ξ(t)),

∂su
∗
s = u∗s

(
d(iY ω) + iY dω

)
= du∗s(iY ω),

gde je Y vektorsko po	e definisano sa

Y (ur(p)) =
∂

∂s

∣∣∣
s=r
us(p).
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Sledi,

dAH(z)(ξ) = −
∫
D

du∗0(iY ω)−
∫ 1

0

ω(XHt(z(t)), ξ(t))dt,

pa nakon primene Stoksove teoreme na prvi integral dobijamo

dAH(z)(ξ) =

∫ 1

0

ω(ż(t), Y (z(t)))dt−
∫ 1

0

ω(ż(t), ξ(t))dt,

a kako uvek mo�emo odabrati familiju us tako da je Y (z(t)) = ξ(t) sledi

dAH(z)(ξ) =

∫ 1

0

ω(ż(t)−XHt , ξ(t))dt.

Sledi da je z ∈ P kritiqna taqka funkcionala dejstva ako i samo ako va�i

da je ∫ 1

0

ω(ż(t)−XHt , ξ(t))dt = 0, za svako ξ ∈ TzP(M),

xto je mogu�e jedino u sluqaju kad je ż(t) = XHt(z(t)), pa su kritiqne taqke

funkcionala AH 1-periodiqne kontraktibilne Hamiltonove orbite.

Posmatrajmo kako izgleda funkcional dejstva na prostoru (R2n, ω0), gde je

ω0 = −dλ0 (λ0 =
n∑
i=1

yidxi) standardna simplektiqka forma na prostoru R2n.

Posmatrajmo zapis u koordinatama, z(t) = (x(t), y(t)), gde su x(t), y(t) ∈ Rn.

Tada je

AH(z) = −
∫
S1
z∗λ0 −

∫ 1

0

H(t, z(t))dt.

Primenom parcijalne integracije dobijamo∫
S1
z∗λ0 =

∫ 1

0

y(t)x′(t)dt =
1

2

∫ 1

0

y(t)x′(t)dt−1

2

∫ 1

0

y′(t)x(t)dt = −1

2

∫ 1

0

J0z
′(t)z(t)dt,

pa je

AH(z) =
1

2

∫ 1

0

J0z
′(t)z(t)dt+

∫ 1

0

H(t, z(t))dt.

Ispostav	a se da je ovako definisan funkcional dejstva strogo beskonaqan.

Izaberimo pet	u

xk(t) = e2πkJ0tv = (cos 2πkt)v + (sin 2πkt)Jv,

gde je |v| = 1 i k ∈ Z. Tada je AH(xk) = kπ, pa vidimo da funkcional AH
ne�e biti ograniqen ni odozdo ni odozgo. Vidimo da je ovo u suprotnosti sa
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primerom primene varijacionog raquna na funkcional energije koji je bio

ograniqen odozdo i kao takav pogodan za primenu Morsove i �usternik -

Xnire	manove teorije, za razliku od funkcionala dejstva. Tako�e, funkci-

onal energije je imao i svojstvo da su mu sve kritiqne taqke imale konaqne

indekse (xto nam je davalo mogu�nost da detektujemo sve kritiqne taqke, uoqa-

va�em promena u Morsovom polinomu, a samim tim i u Morsovim nejedna-

kostima, videti glavu 2), kao i svojstvo da mu je gradijentni tok definisian

na pozitivnom delu realne ose. Nasuprot funkcionalu energije, pri pokuxaju

direktne primene Morsove teorije na funckional dejstva nailazimo na dva

suxtinska problema:

− indeksi i koindeksi kritiqnih taqaka funkcionala AH su beskonaqni,

− gradijentni tok funkcionala dejstva, u opxtem sluqaju, nije dobro

definisan, tj. jednaqina

ż(t) = −∇AH(z(t)),

nije dobro postav	en Koxijev problem na prostoru P(M).

Uverimo se u ova dva tvr�e�a kroz konkretne primere.

Iz prethodnog stav imamo da je izvod funkcionala AH u pravcu vektorskog

po	a ξ ∈ TzP(R2n) dat sa

dAH(z)(ξ) =

∫
(J0z

′(t)z(t) +∇Ht(z(t))) · ξ(t)dt.

Sliqno se mo�e izraqunati da je forma drugog izvoda funkcionala AH , u
kritiqnoj taqki z ∈ P(R2n), simetriqna bilinerna forma data sa

d2AH(z)(ξ, η) =

∫ 1

0

J0ξ
′(t) · η(t)dt+

∫ 1

0

∇2Ht(z(t))ξ(t) · η(t)dt,

za ξ, η ∈ TzP(R2n).

Zame�uju�i ξk ∈ R2n, ξk = ηk = e2πkJ0tv, v ∈ R2n, |v| = 1, u izraz za drugi

izvod funkcionala dejstva, dobijamo da je∫ 1

0

J0ξ
′
k(t) · ηk(t)dt = −2πk, k ∈ Z,

odakle vidimo da su negativni i pozitivni potprostori forme d2AH beskonaqno

dimenzioni, a samim tim �e i indeksi i koindeksi kritiqnih taqaka funkci-

onala dejstva AH biti beskonaqni.

U prvoj glavi smo pokazali kako se Morsova teorija mo�e uopxtiti na
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Hilbertove prostore, me�utim ona detektuje samo kritiqne taqke konaqnog

indeksa. Videli smo da je svaki prolazak kroz kritiqnu taqku indeksa λ ekvi-

valentan lep	e�u jedne λ-�elije. Ukoliko je taj indeks beskonaqan, onda �elija

koju lepimo mora biti beskonaqno dimenziona, ali kako se svaka beskonaqno di-

menziona �elija (disk) mo�e neprekidno deformisati na svoju granicu (videti

[42]), lep	e�e beskonaqno dimenzione �elije ne�e me�ati topologiju podnivoa

na koji se lepi. Specijalno, ne�emo dobiti nikakvu promenu Morsovog poli-

noma, pa nam Morsova teorija prime�ena na storo beskonaqne funkcionale

ne daje kvalitativne rezultate, s obzirom da ne detektuje kritiqne taqke

beskonaqnog indeksa. Me�utim, postoje situacije kada se Morsova teorija mo�e

uopxtiti i za strogo beskonaqan funkcional f qiji je domen neki Hilbertov

prostor E.

U mnogim situacijama, iako beskonaqno dimenzioni, negativni potprostor

forme d2f(x) (x je neka kritiqna taqka) ima konaqan relativan indeks u odnosu

na neki potprostor Hilbertovog prostora E. Preciznije, postoji ortogonalno

razbija�e prostora E = E+⊕E− takvo da je za svaku kritiqnu taqku x , poziti-
van potprostor V +

x proporcionalan prostoru E+, dok je negativni potprostor

V −x proporcionalan prostoru E−. Preciznije, za dva zatvorena potprostora

V,W ⊆ E ka�emo da su proporcionalna ako je operator PV − PW kompaktan,

gde su PV : E = V ⊕V ⊥ → V i PW : E = W ⊕W⊥ → W ortogonalne projekcije.

U ovom sluqaju mo�emo definisati relativan Morsov indeks kritiqne taqke

x kao relativnu dimenziju prostora V −x (ili drugaqije E+ dimenziju u oznaci

E+ − dim) na slede�i naqin

E+ − dimV −x = dimV −x ∩ E+ − dimV +
x ∩ E−,

a ovaj broj �e, kao posledica proporcionalnosti, biti konaqan. Korix�e�em

relativnog Morsovog indeksa (E+ Morsovog indeksa) mo�e se konstruisati

odgovaraju�a uopxtena kohomoloxka teorija, E+-kohomologija, koja �e zadovol-

javati Ajlenberg - Stinrodove aksiome, osim aksiome dimenzije i koja �e dete-

ktovati beskonaqno dimenzione �elije. Deta	nije o ovom pristupu i konstru-

kciji ove kohomoloxke teorije mo�e se na�i u [41].

Vratimo se sada problemu vezanom za gradijentni tok funkcionala dejstva.

Da bismo uopxte posmatrali gradijent funkcionala dejstva i �egov tok,

moramo da zadamo Rimanovu metriku na prostoru P(M). Posmatrajmo skoro

kompleksnu strukturu J kompatibilnu sa simplektiqkom formom na prostoru
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P(M) i definiximo Rimanovu metriku na slede�i naqin:

〈ξ, η〉 =

∫ 1

0

ωz(t)(ξ(t), Jη(t))dt,

za ξ, η ∈ TzP(M).

Lema 3.2. Gradijent funkcionala dejstva∇AH(z) ∈ TzP(M), u odnosu na gore

zadatu Rimanovu metriku je

∇AH(z)(t) = Jt(z(t)) · ż(t)−∇Ht(z(t)).

Dokaz: Na osnovu definicije gradijenta znamo da va�i

〈∇AH(z), ξ〉 = dAH(z)(ξ), za svako ξ ∈ TzP(M).

Raspisiva�em gor�eg izraza dobijamo:∫ 1

0

〈∇AH(z)(t), ξ(t)〉dt =

∫ 1

0

ω(ż(t)−XHt , ξ(t))dt,

pa iz definicije metrike dobijamo ekvivalentan izraz∫ 1

0

ω
(
ż(t)−XHt(z(t)) + Jt∇AH(z)(t), ξ

)
dt = 0.

Kako posled�a jednakost va�i za svako ξ ∈ TzP(M), sledi

ż(t)−XHt(z(t)) + Jt∇AH(z)(t) = 0,

pa kako je J2
t = − Id i XHt = Jt∇Ht, dobijamo tra�eni izraz za gradijent

funkcionala dejstva.

Dakle, jednoparametarska familija pet	i u : s 7→ us ∈ P(M) je rexe�e

gradijentne jednaqine funkcionala dejstva akko va�i:

∂u

∂s
+ Jt(u)

∂u

∂t
−∇Ht(u) = 0.

Napomena: U sluqaju da Jt ne zavisi od t i da je Ht ≡ 0, ova jednaqina je

jednaqina J-holomorfnih krivih. S druge strane, u sluqaju da Ht i u ne

zavise od t, jednaqina definixe gradijentni tok funkcije H = Ht.
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Poka�imo u konkretnom primeru da gor�a jednaqina ne definixe tok na

prostoru pet	i.

Primer 3.1. ([25]) Neka je M = C i Jt skoro kompleksna koja se poklapa sa

standardnom kompleksnom strukturom na C (uoqimo da tada Jt ne zavisi od t)

i jox pretpostavimo da je H ≡ 0. Sada nam je tok u : R × S1 → C jedinstveno

odre�en Koxijevim problemom

∂su = −i∂tu, u(0, t) = z(t).

Posmatrajmo Furijeov razvoj od u(s, t) u odnosu na promen	ivu t,

u(s, t) =
∑
k∈Z

ak(s)e
2πikt

i pretpostavimo da za Furijeove koeficijente poqetne taqke u(0, t) = z(t) va�i

b1e
−2π|k|ε ≤ |ak(0)| ≤ b2e

−2π|k|ε,

za neke konstante b2 > b1 > 0 i ε > 0. Gor�e ograniqe�e za Furijeove koefici-

jente nam garantuje da �e poqetni uslov z(t) biti glatka funkcija. Preciznije,

va�i slede�e tvr�e�e:

Lema 3.3. Neka je (an)n∈N ∈ l2 i neka je bn = nan. Ako je tako�e (bn)n∈N ∈
l2, tada red f(t) =

∑
n∈Z

ane
2πint uniformno konvergira. Xtavixe, ako red

g(t) =
∑
n∈Z

bne
2πint tako�e uniformno konvergira, tada je f diferencijabilna

funkcija i va�i f ′(t) = g(t).

Dokaz: Ako je (bn)n∈N ∈ l2, iz Koxi-Xvarcove nejednakosti imamo:

∑
n∈Z

|an| =
∑
n∈Z

∣∣ 1
n
bn
∣∣ ≤ (∑

n∈Z

1

n2

) 1
2
(∑
n∈Z

b2
n

) 1
2 < +∞.

Tada red f(t) =
∑
n∈Z

ane
2πint konvergira u normi, pa sledi da konvergira i

uniformno. Ako red g(t) =
∑
n∈Z

bne
2πint tako�e uniformno konvergira, tada

je opravdano diferencira�e qlan-po-qlan, odakle direktno sledi drugi deo

tvr�e�a.

Da	e, gradijentna jednaqina nam se svodi na sistem diferencijalnih je-

63



dnaqina ȧk = 2πkak, qija su rexe�a ak(s) = e2πksak(0), pa imamo

|ak(s)| ≥ b1e
2π(−|k|ε+ks),

pa vidimo da za s > ε, Furijeovi koeficijenti ak(s) te�e beskonaqnosti, kada

k → +∞. Specijalno, tok ne�e biti definisan u trenutku s = ε. Kako ε > 0

mo�emo da izaberemo proizvo	no malo, zak	uqujemo da gradijentna jednaqina

funkcionala dejstva, u ovom sluqaju ne definixe tok na prostoru pet	i.

Dakle, videli smo koji problemi mogu nastati pri pokuxaju da se direktno

primene tehnike Morsova teorije i varijacionog raquna u konkretnom primeru

strogo beskonaqnog funkcionala dejstva. U nekim situacijama, mo�emo se

sna�i tako xto �emo nax problem sa beskonaqno dimenzionog prostora svesti

na problem u konaqno dimenzionom ambijentu.

Primer za to je prostor R2n sa standardnom simplektiqkom formom ω0.

Odgovaraju�i Hilbertov prostor, koji je pogodan za analizu ovog problema,

mo�emo naslutiti posmatra�em prvog sabirka u zapisu funkcionala dejstva

u koordinatama, tj. gledaju�i kvadratnu formu

z 7−→
∫ 1

0

J0z
′(t) · z(t)dt.

Razvijaju�i pet	u z u �en Furijeov red, z(t) =
∑
k∈Z

zke
2πikt, gde je zk ∈ R2n, ova

forma postaje

z 7−→ −2π
∑
k∈Z

k|zk|2,

pa vidimo da �e ona biti neprekidna na prostoru Sobo	eva

H
1
2 (S1,R2n) := {z =

∑
k∈Z

zke
2πikt | zk ∈ R2n,

∑
k∈Z

k|zk|2 < +∞},

dok to ne�e va�iti na prostorima ma�e regularnosti, tj. na prostorima Hs,

gde je s < 1
2
.

U narednom paragrafu diskutova�emo vixe o ovoj postavci i videti kako

se tehnike teorije kritiqnih taqaka sa kojima smo se do sada upoznali, mogu

direktno primeniti na funkcional dejstva na prostoru (R2n, ω0).

3.5 Sluqaj torusa (T2n, ω0)

Ci	 ovog poglav	a bi�e da prika�emo ideju dokaza Arnoldove hipoteze za

sluqaj torusa T2n sa standardnom simplektiqkom sturkturom nasle�enom iz
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R2n. Kao xto smo ve� diskutovali u ranijim paragrafima, dovo	no je da damo

do�u ocenu za broj kontraktibilnih 1-periodiqnih rexe�a Hamiltonove je-

dnaqine. Ta rexe�a �e upravo biti kritiqne taqke funkcionala dejstva, pa

�emo dokazu pristupiti pomo�u teorije kritiqnih taqaka. Odgovaraju�i ambi-

jent za primenu ove teorije je, kao xto smo ve� napomenuli, prostor Sobo	eva

H
1
2 (S1,R2n), i funkcional dejstva na ovom prostoru �e zadovo	avati odre�ena

svojstva koja �e nam omogu�iti da primenimo ve� poznate rezultate iz glave 1

(videti paragraf 1.4).

Posmatrajmo prostor (T2n, ω0), gde je T2n = R2n/Z2n i gde je forma ω0 re-

strikcija standardne simplektiqke forme ω0 = −dλ0 na R2n. Neka je dat neau-

tonomni Hamiltonijan H : R× R2n → R, (t, x) 7→ H(t, x) koji je periodiqan po

obe promen	ive, tj. va�i

H(t+ 1, x) = H(t, x) = H(t, x+ j), za sve j ∈ R2n.

Tada je Hamiltonovo vektorsko po	e dato sa XH = J∇H, a �emu pridru�en
Hamiltonov sistem je tada

ẋ = J∇H(t, x), x ∈ R2n.

Periodiqno rexe�e gor�eg sistema t 7→ x(t) = x(t + 1) ∈ R2n predstav	a

periodiqno rexe�e istog sistema na T2n, dok rexe�a oblika x(t) = jt + ξ(t),

gde je j 6= 0 ∈ Z2n i ξ(t) = ξ(t + 1) predstav	aju rexe�a na T2n koja nisu

kontraktibilna. Dokaza�emo da va�i slede�e tvr�e�e.

Teorema 3.3. (Konli, Cender): Svako glatko i periodiqno Hamiltonovo

vektorsko po	e na (T2n, ω0) ima najma�e 2n+1 kontraktibilnih 1-periodiqnih

orbita (najma�e 22n ako su sve nedegenerisane).

Napomena: Uoqimo da u teoremi nisu uvedene nikakve dodatne pretpostavke

vezane za sam Hamiltonijan.

Analitiqka postavka: Da bismo koristili izlo�enu minimaks teoriju iz

paragrafa 1.4, potrebno je funkcional AH sa prostora glatkih pet	i Ω =

C∞(S1,R2n) proxiriti na Hilbertov prostor, na kome �e nam onda minimaks

lema dati periodiqno rexe�e, za koje onda treba dokazati da pripada prvo-

bitnom prostoru (glatkih pet	i). Svi dokazi i tehniqki deta	i vezani za

proxire�e funkcionala dejstva na Hilbertov prostor H
1
2 se mogu na�i u [29],

pa ih ne�emo sve navoditi.
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Najpre, svaka periodiqna pet	a iz C∞(S1,R2n) se mo�e predstaviti Furi-

jeovim redom

x(t) =
∑
k∈Z

e2kπJtxk, xk ∈ R2n. (3.2)

koji konvergira zajedno sa svojim izvodima u supremum normi. Oznaqimo sa

a(x) =

∫ 1

0

1

2
< −Jẋ, x > dt.

i

b(x) =

∫ 1

0

H(x(t), t)dt.

prvi i drugi deo funkcionala dejstva, AH(x) = a(x)−b(x). Kada se ubaci (3.2)

u a(x), imaju�i u vidu da je∫ 1

0

< ej2πJtxj, e
k2πJtxk > dt = δjk < xj, xk >,

dobijamo

a(x) = π
∑
j∈Z

j < xj, xj >

= π
∑
j>0

|j| < xj, xj > −π
∑
j<0

|j| < xj, xj > .
(3.3)

Definicija 3.8. Prostor Hs := Hs(S1,R2n) je za s ≥ 0 definisan sa

Hs(S1,R2n) =
{
x ∈ L2(S1,R2n) |

∑
j∈Z

|j|2s|xj|2 <∞
}
,

gde je

x(t) =
∑
k∈Z

e2jπJtxj, xj ∈ R2n

Furijeova transformacija od x koja konvergira u L2 := L2(S1,R2n).

ProstoriHs su Hilbertovi prostori sa skalarnim proizvodom i pridru�enom

normom Sobo	eva datom sa

< x, y >s=< x0, y0 > +2π
∑
k∈Z

|k|2s < xk, yk >

||x||2s =< x, x >s,

za sve x, y ∈ Hs Primetimo da je H0 = L2, kao i da je norma ||x||0 ekvivalentna
L2-normi. Nama je od posebnog znaqaja prostor H1/2 koji je tra�eni Hilbertov
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prostor na koji proxirujemo nax funkcional AH . Zato �emo oznaqavati sa

E := H1/2

< ·, · >=< ·, · > 1
2
i ||·|| = ||·|| 1

2
.

Prostor E se ortogonalno razdvaja na

E = E− ⊕ E0 ⊕ E+

tri prostora koji imaju samo Furijeove koeficijente za j < 0, j = 0 i j > 0,

redom. �ima odgovaraju ortogonalne projekcije P−, P 0 i P+. Dakle, svako

x ∈ E ima jedinstvenu dekompoziciju x = x− + x0 + x+. Prema (3.3) va�i

a(x) = 1
2
||x+||2 − 1

2
||x−||2, za sve x ∈ Ω, te se ovaj deo funkcionala prirodno

proxiruje na E, tako da dobijamo funkcional a : E → R, qiji je gradijent

∇a(x) = (P+ − P−)(x) = x+ − x−, (3.4)

u svakoj taqki x ∈ E. Da	e, primetimo neka bitna svojstva prostora Hs koja �e

nam kasnije biti od koristi. Pritom �emo koristiti neka standardna tvr�e�a

iz funkcionalne analize, za dokaze istih videti [?]. Jasno je da se prostori

sma�uju

H t ⊂ Hs ⊂ H0,

za t ≥ s ≥ 0, dok norme rastu

||x||t ≥ ||x||s ≥ ||x||0, za x ∈ H t.

Specijalno, inkluzije I : H t → Hs, za t ≥ s su neprekidne.

Stav 3.6. Pretpostavimo t > s ≥ 0. Tada je inkluzija I : H t → Hs kompaktni

operator.

Prostor Ω = C∞(S1,R2n) je gust u Hs, za svako s ≥ 0. Me�utim, nisu svi

elementi iz H
1
2 u klasama neprekidnih funkcija. Me�utim, va�i slede�i

stav.

Stav 3.7. Pretpostavimo da je s > 1
2
. Ako je x ∈ Hs, tada je x ∈ C := C(S1,R2n).

Xtavixe, postoji konstanta c = cs takva da je

sup
0≤ t≤1

≤ c||x||s, x ∈ Hs.
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Prema stavu 3.6 inkluzija j : H1/2 → L2 je kompaktan operator. Samim

tim, i �egov adjungovani operator j∗ : L2 → H1/2, definisan uobiqajeno sa

< j(x), y >L2=< x, j∗(y) >, (3.5)

je kompaktan.

Do sada smo videli neka va�na svojstva prostora Sobo	eva Hs koja �e nam

biti potrebna za da	i rad. Da bismo uspeli uspexno da proxirimo defini-

ciju funkcionala dejstva na ovaj xiri prostor, zbog nekompaktnosti prostora

R2n, bi�e nam potrebna pretpostavka da se HamiltonijanH u beskonaqnosti (tj.

van dovo	no velikog kompakta) ponaxa kao kvadratna funkcija. Dokaza�emo

niz svojstava koja �e nam garantovati dobru definisanost proxire�a funkcionala

dejstva na Hilbertov prostor H
1
2 .

Stav 3.8. Postoji konstanta M takva da va�i |H(z)| ≤ Mz2, |∇H(z)| ≤ M |z|
i |Hzz(z)| ≤M, za sve z ∈ R2n.

Dokaz: Postoja�e konstante M �e slediti direktno iz pretpostavke da je

Hamiltonijan H kvadratan u beskonaqnosti.

Na osnovu prvog svojstva prethodnog stava, funkcional b(x(t)) =
∫ 1

0
H(x(t))dt

je definisan za svako x ∈ L2, a samim tim i za svako x ∈ E ⊂ L2. Dakle, uspeli

smo da proxirimo funkcional AH na E,

AH(x) =
1

2
||x+||2 − 1

2
||x−||2 −

∫ 1

0

H(x(t))dt, x ∈ E,

te ga nada	e razmatramo (zajedno sa a i b) na tom prostoru. Doka�imo da je

AH ∈ C1(E,R).

Oznaqimo sa b̂ proxire�e b na L2. Dakle, va�i b(x) = b̂(j(x)), x ∈ E, gde je
j : E → L2 inkluzija. Va�i da je funkcional b̂ diferencijabilan.

Uvedimo jednu va�nu klasu preslikava�a izme�u Banahovih, pa specijalno

i Hilbertovih prostora, sa kojima radimo.

Definicija 3.9. Preslikava�e K : X → Y izme�u Banahovih prostora

zovemo kompaktnim ako ograniqene skupove slika u relativno kompaktne.

Lema 3.4. Preslikava�e b : E → R je diferencijabilno. �egov gradijent

∇b : E → E je neprekidan i kompaktan. Xtavixe, va�i

‖∇b(x)−∇b(y)‖ ≤M ‖x− y‖ .
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Dokaz: Sliqno svojstvima stava 3.8, mo�e se dokazati da postojiM > 0 tako da

je |∇H(x)−∇H(y)| ≤M |x−y|, za sve x, y ∈ R2n. Samim tim dobijamo da je x→
∇H(x) globalno Lipxicovo sa konstantom M na L2 i stoga slika ograniqene

u ograniqene skupove. Prvi deo tvr�e�a sledi iz uvedenih pretpostavki za

Hamiltonijan i qi�enice da je j∗ kompaktno. Da	e, imamo

‖∇b(x)−∇b(y)‖ 1
2

= ‖j∗(∇H(x)−∇H(y))‖ 1
2

≤ ‖∇H(x)−∇H(y)‖L2 ≤M ‖x− y‖L2 ≤M ‖x− y‖ 1
2
,
(3.6)

odakle dobijamo i drugi deo tvr�e�a.

Dakle, dobili smo proxireni funkcional AH : E → R, koji je uz to i

C1−diferencijabilan i gradijent mu je dat sa

∇AH(x) = x+ − x− −∇b(x).

Slede�a lema, koja sledi iz stava 3.7, nam garantuje glatkost tra�enog rexe�a

koje dobijamo iz minimaks teorije.

Lema 3.5. (Lema regularnosti) Pretpostavimo da je x ∈ E kritiqna taqka

funkcionala AH , tj ∇AH(x) = 0. Tada je ona u Ω, tj glatka pet	a. Dodatno,

ona zadovo	ava Hamiltonovu jednaqinu

ẋ(t) = J∇H(x(t)), 0 ≤ t ≤ 1,

te je 1-periodiqna Hamiltonova orbita.

Slede�e bitno tvr�e�e, omogu�i �e nam primenu tehnika teorije kritiqnih

taqaka i varijacionog raquna na funkcional dejstva.

Lema 3.6. (PS uslov za AH) Svaki niz xj ∈ E koji zadovo	ava ∇AH(xj)→ 0

sadr�i konvergentan podniz. Specijalno, AH zadovo	ava PS uslov.

Dokaz: Videti [29].

Napomena: PS uslov ne�e va�iti u prostorima ve�e regularnosti (videti

[41]), dok u prostorima ma�e regularnosti funkcional dejstva ne�e biti nepre-

kidan, pa vidimo da je prostor Sobo	eva H
1
2 optimalan izbor za primenu

teorije kritiqnih taqaka za funkcional dejstva.

Slede�e tvr�e�e garantova�e nam da �e gradijenti tok funkcionala dejstva

biti definisan na celoj realnoj pravoj.
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Teorema 3.4. Neka je vektorsko po	e X Lipxicovo na celom Rn. Tada je

�egov tok definisan na celom R.

Dokaz: Posmatrajmo datu diferencijalnu jednaqinu

dψt
dt

(x) = X(ψt(x)), ψ0 = Id .

Kako je vektorsko po	e i lokalno Lipxicovo, sledi da ce gor�a jednaqina

imati lokalno rexe�e u okolini taqke x, definisano na nekom intervalu

(α, β). Tada va�i

|ψt(x)− ψ0(x)| ≤
∫ t

0

X(ψs(x))ds ≤
∫ t

0

(|X(ψs(x))−X(ψ0(x))|+ |X(ψ0(x))|)ds,

za svako 0 ≤ t ≤ β. Pretpostavim suprotno da je β < +∞. Prvi sabirak u

gor�em izrazu se mo�e ograniqiti pomo�u (globalne) Lipxicove konstante L,

pa va�i

|ψt(x)− ψ0(x)| ≤ β|X(ψ0(x))|+ L

∫ t

0

|ψs(x)− ψ0(x)|ds,

xto po Gronvelovoj nejednakosti implicira da je |ψt(x)−ψ0(x)| ≤ β|X(ψ0(x))|eLt,
odakle sledi da rexe�e ψt(x), 0 ≤ t ≤ β pripada kompaktu {y ∈ Rn | |y −
ψ0(x)| ≤ β|X(ψ0(x))|eLβ}, odakle bi sledilo da se rexe�e mo�e produ�iti na
interval (α, β]. Dakle, β ne mo�e biti konaqan broj. Sliqan argument se mo�e

primeniti da se doka�e da ni α ne mo�e biti konaqna vrednost.

Gradijentna jednaqina ẋ = −∇AH(x), je prema lemi 3.4 globalno Lipxic-

neprekidna, stoga iz prethodne teoreme znamo da definixe jedinstveni glob-

alni tok

ψ : R× E → E, (t, x)→ ψt(x) = x · t

koji pri tome jox ima svojstvo da slika ograniqene skupove u ograniqene.

Tok ψt = x · t tako�e ima svojstvo kompaktnosti koje �e biti od presudne

va�nosti topoloxkom nastavku dokaza.

Lema 3.7. Tok ẋ = −∇AH(x) ima reprezentaciju

x · t = etx− + x0 + e−tx+ +K(t, x), (3.7)

gde je K : R× E → E neprekidno kompaktno preslikava�e.
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Dokaz. Imaju�i 3.7 u vidu, definiximo preslikava�e K sa

K(t, x) := −
∫ 1

0

(et−sP− + P 0 + e−t+sP+)∇b(x · s)ds.

Doka�imo da ono ima navedena svojstva. Neka je y(t) desna strana jednaqine

3.7. Lako zak	uqujemo da va�i

ẏ(t) = (P− − P+)y(t)−∇b(x · t).

Obzirom da je y(0) = x, funkcija ξ(t) = y(t)− x · t rexava linearnu jednaqinu

ξ̇(t) = (P− − P+)ξ(t), sa poqetnim uslovomξ(0) = 0.

Prema jedinstvenosti Koxijevog rexe�a va�i ξ = 0, te je y(t) = x · t, xto je
tra�eno. Ostaje da se doka�e kompaktnost K. Kako je ∇b(x) = j∗∇b̂(j(x)) =

j∗∇H(x), mo�emo napisati

K(t, x) = j∗
{
−
∫ 1

0

(et−sP− + P 0 + e−t+sP+)∇H(j(x · s))ds
}
.

Ako oznaqimo preslikava�e unutar zagrada kao k(t, x), tada je k : R× E → L2

neprekidno preslikava�e i slika ograniqene skupove u ograniqene, a j∗ je

kompaktan operator, pa je K(t, x) kao kompozicija ova dva kompaktno pres-

likava�e.

Sada kada imamo korektnu definiciju funkcionala dejstva i kada imamo

potrebna svojstva �egovog gradijentnog toka, mo�emo pre�i na dokaz Arnoldove

hipoteze.

Skica dokaza Arnoldove hipoteze za (T2n, ω0): Kontraktibilna pet	a na torusu

T2n je projekcija glatke pet	e x : S1 → R2n, koja je data svojim Furijeovim

razvojem

x(t) =
∑
k∈Z

xke
2πkJt, xk ∈ R2n.

Dve ovakve pet	e x i y na R2n indukuju istu pet	u na T2n ako i samo ako va�i

da je x(t)− y(t) = j ∈ Z2n, za svako t ∈ R. Taqnije ako i samo ako va�i xk = yk,

za svako k ∈ Z i x0 − y0 = j. Specijalno, prostor kontraktibilnih pet	i na

T2n mo�emo identifikovati sa prostorom

T2n × E∞,
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gde je E∞ = {x ∈ C{∞(S1,R2n)
∣∣ ∫ 1

0
x(t)dt = 0}. Ovaj prostor se dobija kao koliq-

niqki prostor prostora R2n × E∞ ∼= C∞(S1,R2n) pri dejstvu Z2n. Koriste�i

analitiqku postavku od malopre, ovaj prostor mo�emo proxiriti do Sobol-

jev	evog prostora

E = {x ∈ H
1
2 (S1,R2n)

∣∣ ∫ 1

0

x(t)dt = 0},

koji ima ortogonalno razbija�e E = E− ⊕ E+ koje odgovara dekompoziciji

x(t) =
∑
k 6=0

xke
2πkJt =

∑
k<0

xke
2πkJt +

∑
k>0

xke
2πkJt = x− + x+.

Oznaqimo skup pet	i na prostoru R2n sa Ω̃ = R2n×E i prostor pet	i na torusu

T2n sa Ω = T2n×E. Tada funkcional dejstva mo�emo videti kao preslikava�e
AH = ϕ : Ω̃→ R definisano sa

ϕ(x) = a(x)− b(x), x ∈ Ω̃,

gde

a(x) = −1

2
||x−||2 +

1

2
||x+||2

odgovara simplektiqkom delu funkcionala dejstva i gde je

b(x) =

∫ 1

0

H(t, x(t))dt

deo koji zavisi od Hamiltonijana.

Oqigledno je funkcional ϕ invarijantan u odnosu na Z2n-dejstvo, pa je stoga

dobro definisan i na prostoru Ω = T2n × E.
Kao xto smo ve� pokazali, kritiqna taqka x funkcionala ϕ �e biti glatke

pet	e, pa su kritiqne taqke od ϕ upravo tra�ene 1-periodiqne kontraktibilne

pet	e. Gradijent funkcionala dejstva na prostoru H
1
2 bi�e dat sa

∇ϕ = −x− + x+ − b′(x),

gde je b′ gradijent funkcije b na prostoru H
1
2 . Posmatrajmo gradijentnu jed-

naqinu funkcionala dejstva

d

ds
x = −∇ϕ(x), x ∈ Ω̃.

Rexe�a x(s) = x · s ove diferencijalne jednaqine �e biti definisana za svako
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s ∈ R, kao xto smo ranije dokazali.
Definiximo ograniqene orbite gradijentog toka funkcionala dejstva kao

orbite x · s koje zadovo	avaju uslov

sup
s∈R
|ϕ(x · s)| < +∞.

Za ograniqene orbite (uoqimo da nam u ovaj skup spadaju i kritiqne taqke,

koje su konstantna rexe�a) ima�emo da za svako T > 0 va�i

ϕ(x · T )− ϕ(x · (−T )) = −
∫ T

−T
|∇ϕ(x · s)|2ds.

Kako je s 7→ ϕ(x · s) monotono opadaju�e po s, sledi da postoji limes gor�eg

izraza kada T → +∞, pa va�i∫ ∞
−∞
|∇ϕ(x · s)|2ds < +∞.

Dakle, kako gor�i integral konvergira, sledi da mora postojati niz sn → +∞
takav da ∇ϕ(x · sn) → 0 i ϕ(x · sn) → d ∈ R. Kako funkcional ϕ zadovo	ava

PS-uslov postoja�e konvergentan podniz x ·sn u Ω̃, koji �e konvergirati upravo

ka nekoj kritiqnoj taqki y funkcionala dejstva ϕ. Xtavixe, kako je skup

kritiqnih taqaka Cr(ϕ) kompaktan (videti 1.3) va�i�e

x · s→ Cr(ϕ), kad s→ ±∞,

za svaku ograniqenu orbitu x · s. Dakle, svaka ograniqena orbita �e izvirati
i zavrxavati se u nekoj kritiqnoj taqki.

Primer 3.2. Posmatrajmo sluqaj kad je H ≡ 0. Tada tok funkcionala ϕ na

T2n × E zavisi isk	uqivo od simplektiqke strukture i eksplicitno je zadat

sa

x · s = esx− + x0 + e−sx+, za x = x− + x0 + x+ ∈ Ω̃.

Ograniqene orbite se tada poklapaju sa skupom kritiqnih taqaka x0 ∈ T2n,

koje su zapravo konstantne orbite.
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Opxti sluqaj je samo kompaktna perturbacija sluqaja kada je H ≡ 0.

Skup ograniqenih orbita je dosta mali, jer je ve�ina rexe�a neograniqena

u oba smera. Ovo je tako�e jox jedan kontrast u odnosu na sluqaj funkcionala

energije iz glave 2, koji je bio ograniqen odozdo, pa su mu i orbite bile

ograniqene bar sa jedne strane.

Sada dolazimo do k	uqne ideje u dokazu Arnoldove hipoteze u naxem konkre-

tnom sluqaju torusa T2n. Da	a strategija je da se posmatra struktura skupa
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X∞ svih ograniqenih orbita gradijentnog toka funkcionala dejstva, za koji �e

se ispostaviti da sadr�i sve potrebne informacije vezane za problem traze�a

1-periodiqnih kontraktibilnih orbita. Specijalno, va�i�e slede�e osobine.

Posmatrajmo preslikava�e

ρ : C∞(R,T2n × E)→ T2n,

koje taqki u ∈ C∞(R,T2n × E) dode	uje sred�u vrednost pet	e u(0) ∈ Ω, tj.

ρ(u) =

∫ 1

0

u(0)(t)dt ∈ T2n.

Teorema 3.5. SkupX∞ je kompaktan skup, sa topologijom nasle�enom iz C∞(R,T2n×
E), koji sadr�i topologiju prostora T2n. Taqnije, preslikava�e

(ρ|X∞)∗ : H̃∗(T2n)→ H̃∗(X∞)

je injektivno, gde je H̃∗ Aleksander-Spenierova kohomologija.

Napomena: U ovom radu ne�emo izlo�iti dokaz ove teoreme (koji je kraj�e

tehniqki), a on se mo�e na�i u [29]. Za deta	e o Aleksander-Spenierovoj

kohomologiji videti tako�e [29] i [44].

Na skupu X∞ je definisan skoro-gradijentni tok pomo�u dejstva grupe R
translacijom. Posmatrajmo ovo dejstvo, definisano na slede�i naqin

R×X∞ → X∞, (τ, u) 7→ τ ∗ u
(τ ∗ u)(s) = u(s+ τ).

Tok koji ono generixe �e biti skoro-gradijentni tok. �egova funkcija

�apunova (videti paragraf 1.2) je

V : X∞ → R, V (u) = ϕ
(
u(0)

)
.

Zaista, ako je τ > σ imamo:

V (τ ∗ u)− V (σ ∗ u) =ϕ
(
u(τ)

)
−
(
u(σ)

)
=

∫ τ

σ

d

dt
ϕ
(
u(t)

)
dt

=−
∫ τ

σ

||∇ϕ
(
u(t)

)
||2dt.
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Vidimo da je τ 7→ V (τ ∗ u) monotono opadaju�a funkcija, dok nam teorema o

jedinstvenosti rexe�a diferencijalne jednaqine garantuje da �e fiksne taqke

funkcije V biti bax konstantne orbite, pa je funkcija V zaista funkcija

�apunova datog toka.

Konaqno, dokaz teoreme 3.3 sledi iz �usternik-Xnire	manove teoreme

prime�ene na dati skoro-gradijentni na prostoru ograniqenih orbita X∞.

Varijacione metode koje smo koristili u ovom paragrafu ne�e mo�i da se

uopxte na prozivo	nu zatvorenu simplektiqku mnogostrukost. Specifiqnost

prostora T2n nam je dozvolila da redukujemo problem na konaqno dimenzioni

prostor T2n×RN , za dovo	no veliko N , pa smo mogli da primenimo rezultate

koji va�e u konaqno dimenzionom sluqaju. Slede�i paragraf posveti�emo

problemima koji se jav	aju u pokuxajima dokaza Arnoldove hipoteze u opxtem

sluqaju.

3.6 Florova homologija

U ovom paragrafu izne�emo ideju Florovog dokaza Arnoldove hipoteze za nede-

generisan sluqaj, gde pretpostav	amo da su sve 1-periodiqne orbite Hamilto-

novog sistema na asferiqnoj simplektiqkoj mnogostrukosti (M,ω) nedegene-

risane. Naime, Flor je u svojoj seriji radova 80-ih godina proxlog veka, obje-

dinio Gromov	evu tehniku pseudo-holomorfnih krivih ([17]) i metode varija-

cionog raquna koji su koristili Konli i Cender za dokaz Arnoldove hipoteze

za sluqaj torusa i konstruisao jedno uopxte�e Morsove homologije, koje se

danas naziva Florova homologiju.

Za poqetak, fiksirajmo skoro-kompleksnu strukturu J kompatibilnu sa

simplektiqkom formom ω i neka je 〈·, ·〉 = ω(·, J ·) odgovaraju�a Rimanova

metrika na M . Kao xto smo videli, uslov asferiqnosti mnogostrukosti

M nam garantuje da je funkcional dejstva AH dobro definisan na prostoru

P(M), 1-periodiqnih kontraktibilnih pet	i, kao i da je �egov izvod dat

izrazom

dAH(z)(ξ) =

∫ 1

0

ω(ż(t)−XHt , ξ(t))dt.

Kritiqne taqke funkcionalaAH su upravo 1-periodiqne kontraktibilne Hami-

ltonove orbite. Iz pretpostavke da su kritiqne taqke funkcionala AH nede-

generisane, sledi�e da su one i izolovane, pa �e ih na kompaktnoj mnogostrukosti

biti konaqno mnogo. Florova ideja je bila da posmatra L2 gradijent funkci-
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onala dejstva. Preciznije, gradijent u ondosu na metriku

〈ξ, η〉L2 =

∫ 1

0

〈ξ(t), η(t)〉dt,

gde su ξ, η ∈ TzP(M), za neku pet	u z ∈ P(M), i kao xto smo pokazali u

paragrafu 3.4 taj gradijent (funkcionala dejstva) je dat izrazom

gradL2AH(z)(t) = J(z(t)) · z′(t) +∇Ht(z(t)).

Tako�e, u paragrafu 3.4 smo videli da gradL2AH ne definixe gradijentni tok

na prostoru P(M) (xtavixe vidimo da nije dobro definisan za pet	e z koje

nisu diferencijabilne). Drugim reqima, jednaqina

d

ds
u = −gradL2AH(u), u : R→ P(M),

nije dobro postav	en Koxijev problem. Me�utim, data jednaqina se mo�e

posmatrati i kao parcijalna diferencijalna jednaqina:

u+ J(u)∂tu+∇Ht(u) = 0, u : R× S1 →M, (3.8)

gde je (s, t) ∈ R× S1. Ova jednaqina je poznata jox i kao Florova jednaqina.

Analogno kao u dokazu Konlija i Cendera za sluqaj torusa, Flor je uoqio da

nije potreban globalno definisan gradijentni tok, ve� je dovo	no da se lepo

ponaxa prostor gradijentnih tokova koji spajaju dve kritiqne taqke. U naxem

sluqaju to su rexe�a Florove jednaqine u(s, t) takva da u(s, ·) konvergira ka
periodiqnim Hamiltonovim orbitama, kad s→ ±∞.

Dokaz Arnoldove hipoteze se svodi na konstrukciju homologije qiji �e gene-

ratori biti 1-periodiqe kontraktibilne Hamiltonove orbite. Za konstru-

kciju Florove homologije, neophodno je pro�i kroz nekoliko faza:

(i) dokazati da za generiqki izbor skoro-kompleksne strukture J , rexe�a

koja spajaju dve periodiqne Hamiltonove orbite qine konaqno dimenzionu mno-

gostrukost,

(ii) kompaktifikacija tako zadate mnogostrukosti,

(iii) pomo�u (i) i (ii) definisati graniqni operator na slobodnom modulu

koji generixu periodiqne Hamiltonove orbite, pogodno indeksirane.

Prokomentariximo svaku od navedenih faza konstrukcije. Za deta	e upu�u-

jemo qitaoca na [3], [8].

Objekti od krucijalne va�nosti na da	e �e nam biti rexena Florove jedna-
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qine koja spajaju periodiqne Hamiltonove orbite. Florova jednaqina je ust-

vari perturbacija Koxi - Rimanove jednaqine

∂su+ J(u)∂tu = 0.

Definicija 3.10. Rexe�a Koxi - Rimanove jednaqine nazivaju se holo-

morfne krive.

Holomorfne krive zadovo	avaju uslov∫
S2
u∗ω =

1

2

∫
S2
|∇u|2,

pa pretpostavka da je π2(M) = 0 isk	uquje postoja�e nekonstantnih holo-

morfnih krivih na M (videti [3]).

Kao i u sluqaju torusa, ne�e nam sva rexe�a Florove jednaqine biti rele-

vantna, ve� �emo se ograniqiti samo na ograniqene orbite.

Definicija 3.11. Neka je u = u(s, t) rexe�e Florove jednaqine. Energija

rexe�a u je

E(u) =
1

2

∫ 1

0

∫ +∞

−∞

(∣∣∣∣∣∣∂u
∂t

∣∣∣∣∣∣2 +
∣∣∣∣∣∣∂u
∂s
−XH(u)

∣∣∣∣∣∣2) dtds.
Rexe�a koja �e ulaziti u konstrukciju Florove homologije su ona i samo

ona koja imaju konaqnu energiju. O tome nam govori slede�a teorema (videti

[8]).

Teorema 3.6. Neka je u rexe�e Florove jednaqine. Tada su slede�i uslovi

ekvivalenti.

(i) E(u) < +∞.

(ii) Postoje Hamiltonove 1-periodiqne orbite x i y takve da

lim
t→−∞

u(t, s) = x(s), lim
t→+∞

u(t, s) = y(s),

kao i lim
t→±∞

∂u

∂t
= 0, pri qemu su svi limesi ravnomerni po s.
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(iii) Postoje konsante δ > 0 i c > 0 takve da je∣∣∣∣∣∣∂u
∂t

(t, s)
∣∣∣∣∣∣ ≤ ce−δ|s|,

za sve s i t.

Za ovakva rexe�a ka�emo da spajaju pet	e x i y. Ispostavi se da za rexe�e

Florove jednaqine u (koje jox nazivamo perturbovano holomofnim cilindrom)

koje spaja orbite x i y va�i E(u) = AH(x) − AH(y) (za dokaz videti [3]).

Kako je energija uvek pozitivna iz ove qi�enice sledi da funkcional dejstva

opada du� holomorfnih cilindara. Sada za Hamiltonove pet	e x i y mo�emo

definisati prostorM(x, y) holomorfnih cilindara koji ih spajaju kao

M(x, y) = {u : R× S1 →M | (3.8), E(u) < +∞, u(−∞, ·) = x, u(+∞, ·) = y}.

Da bismo videli da je ovaj prostor mnogostrukost i da bismo izvrxili

�egovu kompaktifikaciju (dodava�em izlom	enih holomorfnih cilindara)

koristimo se Fredholmovom teorijom i teoremama o parametarskoj transve-

rzalnosti. K	uqa stvar je da poka�emo da se ovaj prostor dobija kao inve-

rzna slika regularne vrednosti nekog Fredholmovog preslikava�a. Za deta	e

upu�ujemo na [8].

Pita�e kompaktnosti u Florovoj teoriji je netrivijalno i za kontrolu

kompaktnosti koristimo Gromov	evu teoremu o kompaktnosti (videti [17],

[8], [3]) koju je Gromov dokazao (pored mnogih drugih stvari) u svom radu

([17]) iz 1985. godine. Naime, konvergencija holomorfnih krivih mo�e dosta

nepravilno da se ponaxa, tj. mo�e do�i do takozvane pojave mehurova. Me�u-

tim, ispostav	a se da �e nam uslov π2(M) = 0 garantovati da do ove pojave

ne�e do�i. Stoga, skrenu�emo pa��u da je ovaj uslov k	uqan i zbog ovog ra-

zloga, a ne samo zbog dobre definisanosti funkcionala dejstva. Pre nego xto

definixemo Florov kompleks, napomenimo da indeksira�e kritiqnih taqaka

funkcionala dejstva vrximo pomo�u Konli - Cenderovog indeksa za pet	e µCZ

(videti [8]), koji igra ulogu Morsovog indeksa u ovom sluqaju.

Sada smo spremni da definixemo Florovu homologiju. Neka je CFk(H, J)

Z2 vektorski prostor generisan sa kritiqnim taqkama funkcionala dejstva

koje imaju Konli-Cenderov indeks jednak k. Graniqni operator definixemo

na slede�i naqin

∂x =
∑

µCZ(y)=µCZ(x)−1

n(x, y)y,
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gde je n(x, y) broj taqaka mnogostrukosti M̃(x, y) =M(x, y)/R, za koju se ispo-
stav	a da je kompaktna 0-dimenziona mnogostrukost. Florovu homologiju sada

definixemo kao homologiju lanqastog kompleksa CF∗(H, J) i oznaqavamo je

HF∗(H, J).

Iz konstrukcije vidimo da je broj kritiqnih taqaka funkcionala dejstva

ne ma�i od sume dimenzija Florovih homoloxkih grupa, tj. va�i:

#{1-periodiqne kontraktibilne Hamiltonove orbite} ≥
∑

dimHFk(H, J),

odakle sledi dokaz Arnoldove hipoteze, jer je za autonomni Hamiltonijan H,

koji je pri tome i Mors-Smejlova funkcija, i (autonomnu) skoro-kompleksnu

strukturu J , Florova homologija izomorfna singularnoj homologiji.

Deta	nije o konstrukciji Florove homologije, dokazima i diskusijama na

koje se nismo osvrnuli u ovom radu upu�ujemo qitaoca na [8].
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A Osnovi simplektiqke geometrije

Simplektiqka geometrija se bavi glatkim mnogostrukostima sa dodatnom, sim-

plektiqkom strukturom koja je zadata antisimetriqnom nedegenerisanom 2-

formom. Kao takva ona je pandan Rimanovoj geometriji, u kojoj je dodatna

struktura data simetriqnom (pozitivno definitnom) formom. Me�utim, si-

metriqne i antisimetriqne forme proizvode razliqite geometrije prostora.

Tako je Rimanova puna lokalnih invarijanti, dok simplektiqka geometrija

obiluje globalnim invarijantama, a lokalnih invarijanti nema. U ovom poglav	u

navodimo osnovna tvr�e�a i definicije simplektiqke geometrije.

Definicija A.1. Simplektiqki vektorski prostor (V,w) je konaqno di-

menzionalni realni vektorski prostor V snabdeven bilinearnom formom w

koja je antisimetriqna i nedegerisana, tj. va�i

w(u, v) = −w(v, u), u, v ∈ V

i za svako u iz V postoji v tako da je w(u, v) 6= 0.

Neka je sada M glatka mnogostrukost. Simplektiqka forma na �oj je uop-

xte�e prethodne definicije.

Definicija A.2. Nedegenerisana, zatvorena, diferencijalna 2-forma ω na

M se naziva simplektiqkom formom na M. Mnogostrukost M sa simplek-

tiqkom formom ω se naziva simplektiqka mnogostrukost (M,ω).

Primetimo da je tangentni prostor na ovakvoj mnogostrukosti simplek-

tiqki. Postoja�e antisimetriqne nedegenerisane 2-forme na vektorskom pros-

toru je mogu�e samo ako je taj prostor parne dimenzije (ovo je stvar linearne

algebre i lako se dokazuje), te samim tim va�i

Stav A.1. Svaki simplektiqki vektorski prostor, a samim tim i svaka sim-

plektiqka mnogostrukost je parne dimenzije.

Primer A.1. Standardni primer simplektiqke mnogostrukosti je vektorski

prostor R2n zajedno sa formom w0 zadatom sa

w0(u, v) = 〈Ju, v〉, u, v ∈ R2n

gde je 〈·, ·〉 standardni skalarni proizvod u R2n, a 2n×2n matrica J definisana

sa
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J =

[
0 En

−En 0

]
,

pri qemu je En jediniqna matrica dimenzije n× n. Kako je det 6= 0 i JT = −J
forma w0 je nedegenerisana i antisimetriqna, dakle simplektiqka.

U ovom primeru tako�e zak	uqujemo da va�i J2 = −E, kao i w0(u, Jv) =

〈u, v〉. Imaju�i ovo u vidu navedimo jox jednu definiciju

Definicija A.3. Kompleksna struktura na vektorskom prostoru V je lin-

earni automorfizam J na �emu takav da va�i J2 = −E.

Vidimo da i kompleksna struktura zahteva parnu dimenziju vektorskog

prostora na kome je zadata. Xtavixe, ona ga qini kompleksnim vektorskim

prostorom, definixu�i mno�e�e skalarom sa

(α + iβ)v = αv + βJv, α, β ∈ R, v ∈ V.

U primeru gore, kompleksna struktura J na R2n daje upravo mno�e�e sa

i koje postoji u R2n ∼= Cn. Ova definicija se prirodno uopxtava na mno-

gostrukosti:

Definicija A.4. Skoro kompleksna struktura na mnogostrukosti je glatka

familija kompleksnih stuktura na �enim tanglentnim prostorima. Ovakva

mnogostrukost se naziva skoro kompleksnom.

Definicija A.5. Ka�emo da je skoro kompleksna struktura J na simplek-

tiqkoj mnogostrukosti (M,w) saglasna sa simplektiqkom formom w ako je

w(·, J ·) Rimanova metrika na M .

Iz prethodnog zak	uqujemo da su w0 i J saglasne na R2n. Ovo je samo jedan

primer opxtije teoreme:

Teorema A.1. Svaka simplektiqka mnogostrukost (M,w) poseduje skoro kom-

pleksnu strukturu J koja je saglasna sa �enom formom. Xtavixe, skup takvih

skoro kompleksnih struktura je kontraktibilna beskonaqnodimenziona mno-

gostrukost.

Dokaz: Pogledati [20]

Kao xto smo pre napomenuli, simplektiqka geometrija nema lokalne invar-

ijante. Drugim reqima, svake dve simplektiqke mnogostrukosti iste dimenz-
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ije su lokalno izomorfne, pa samim tim izomorfne otvorenom podskupu stan-

dardne simplektiqke mnogostrukosti (R2n, w0). Definiximo najpre izomor-

fizam u ovoj kategoriji.

Definicija A.6. Neka su (M,ω) i (N,Ω) simplektiqke mnogostrukosti. Difeo-

morfizam φ : M→N se naziva simplektomorfizam ako quva simplektiqku

formu, tj φ∗Ω = ω. Ako je φ ulaga�e, onda se ono zove simplektiqko ulaga�e

ako quva simplektiqku formu.

Formuliximo sada teoremu koja opravdava prethodno napisano:

Teorema A.2. (Darbu): Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost dimenz-

ije 2n. Tada oko proizvo	ne taqke p ∈M postoji okolina U i karta φ : (U, ω)→
(R2n, w0) koja je simplektomorfizam na sliku.

Dokaz: Videti [29].

Lokalne koordinate koje dobijamo iz prethodne teoreme se nazivaju Dar-

buove koordinate. U ovim koordinatama simplektiqka forma w se zapisuje sa

w = dx1∧dyi+· · ·+dxn∧dyn, jer je to zapis forme w0, kada su (x1, ..., xn, yn, ..., yn)

koordinate na R2n.

Doka�imo sada specijalan sluqaj prethodne teoreme koja je simplektiqki

analogon Gram-Xmitovog postupka:

Definicija A.7. Neka je V simplektiqki vektorski prostor, i W �egov

potprostor. Simplektiqki ortogonal od W je potprostor

W⊥ω = {v ∈ V | ω(v, w) = 0, za sve w ∈ W}.

Lema A.1. (Darbuova baza) Neka je V simplektiqki vektorski prostor,

dimenzije 2n, sa formom w. Tada postoji baza (x1, x2, .., xn, y1, y2, ..., yn) takva

da je w definisana sa:

ω(xi, yj) = −ω(yj, xi) = δij

ω(xi, xj) = ω(yi, yj) = 0,

gde je δij Kronekerov simbol.
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Dokaz: Tvr�e�e se dokazuje indukcijom. Neka je v proizvo	an ne-nula vektor

iz V . Tada postoji vektor w takav da je ω(v, w) 6= 0 jer je forma ω nede-

generisana. Skalira�em vektora w mo�e se posti�i da je ω(v, w) = 1. Tada je

prostor

W =< v,w >

simplektiqki potprostor, i va�i V = W⊕W⊥. Zaista, ako bi postojao vektor

z ∈ W ⊕W⊥ω , tada bi postojali α i β takvi da je z = αv + βw, i pritom bi

va�ilo

ω(z, v) = ω(z, w) = 0,

xto uz antisimetriqnost forme ω i uslov ω(v, w) 6= 0 daje α = β = 0. Dakle

suma W +W⊥ je direktna. Sa druge strane, va�i (i nije texko dokazati) kao

u sluqaju skalarnog proizvoda, da je

dimW + dimW⊥w = 2n, (A.1)

za svaki potprostor W. Samim tim prethodna direktna suma razapi�e ceo

prostor. Time imamo da je i W⊥ simplektiqki vektorski prostor, sa re-

strikcijom w na �emu, i mo�emo primeniti induktivni korak na �ega. Time

dobijamo bazu (x1, x2, .., xn−1, y1, y2, ..., yn−1) za koju va�i uslov tvr�e�a, kojoj

dodamo vektore xn = v i yn = w, i time dobijamo tra�enu bazu.

Bazu simplektiqkog vektorskog prostora konstruisanu u prethodnoj lemi,

analogno koordinatama iz teoreme A.2, zovemo Darbuovom bazom.

Stav A.2. Neka je M mnogostrukost. Tada ja 2-forma ω na M nedegenerisana

akko je ω∧n 6= 0.

Dokaz: Kako su oba svojstva iz tvr�e�a definisana na tangentnom prostoru

u taqki, svodimo tvr�e�e na vektorski prostor sa 2-formom (V,w). Neka

je w nedegenerisana. Tada je ona simplektiqka, pa postoji Darbuova baza,

u kojoj se forma w zapisuje sa ω = dx1 ∧ dyi + · · · + dxn ∧ dyn, xto daje

ω∧n = n!(dx1 ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dyn) 6= 0. Suprotno, ako je forma ω degener-

isana, onda postoji vektor X takav da je ω(X, ·) = 0. Dopunimo ovaj vektor

proizvo	no do baze (X, Y1, . . . , Y2n−1). Va�i ω∧n(X, Y1, . . . , Y2n−1) = 0, jer se pri

raquna�u ω∧n svuda pojav	uju sabirci sa qiniocima ω(X, Yi) koji su jednaki

nuli. Pritom, ako je forma dimenzije prostora na kome je definisana jednaka

nuli na nekoj bazi, onda je ona nula-forma, tj ω∧n = 0.
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Posledica A.1. Na svakoj simplektiqkoj mnogostrukosti imamo kanonski za-

datu formu orijentacije Ω = ωn/n!.

Kao jox jednu razliku Rimanove i simplektiqke geometrije navedimo i to

da Rimanova struktura postoji na svakoj mnogostrukosti, dok je simplektiqka

izrazito selektivna - ve� smo videli da je prva opstrukcija dimenzija mno-

gostrukosti koja mora da bude parna. Jox jedna opstrukcija za postoja�e sim-

plektiqke strukture na zatvorenoj mnogostrukostiM dimenzije 2n je trivijal-

nost neke od parnih De-Ramovih kohomologija, H2i
dR(M) = 0, za neko 0 ≤ i ≤ n

(pogledati [1]).

Primer A.2. (Simplektiqke sfere) Prema prethodnom, jedina sfera Sn,
koja eventualno dopuxa simplektiqku strukturu je S2, jer takva mora biti

parnodimenziona i da va�i H2
dR(M) 6= 0, te je to jedino mogu�e za n = 2.

Sa druge strane, sfera S2, ima formu orijentacije ω koja je nasle�ena iz

R3 kao ω = in(dx∧ dy ∧ dz), gde je n vektorsko po	e normala na sferi. Forma

orijentacije za dvodimenzione mnogostrukosti je simpletiqka forma, jer je

zatvorena zbog dimenzije, a nedegenerisana iz stava A.2. Iz istog razloga su

sve orijentisane povrxi simplektiqke.

Primer A.3. (Kotangentno rasloje�e) Ranije smo naglasili da, za raz-

liku od Rimanove, ne dopuxta svaka mnogostrukost simplektiqku strukturu.

Me�utim, nad svakoj mnogostrukosti M se nalazi prirodni simplektiqki ob-

jekat. Naime, kotangentno rasloje�e

T ∗M =
⋃
p∈M

T ∗pM

koje je prirodno rasloje�e nad M je simplektiqka mnogostrukost. Neka je

π : T ∗M →M projekcija kontangentnog rasloje�a. Tada je sa

λ(p) = π∗π(p)(p)

definisana Liuvilova forma λ ∈ Ω1(T ∗M). Uoqimo kartu U na M, lokalne

koordinate (q1, ..., qn) u toj karti, i kovektore (p1, ..., pn) koji su dualni ovim

koordinatama u smislu pi(
∂
∂qj

) = δij. Tada se iz definicije Liuvilove forme

mo�e pokazati da je �en zapis na U u ovim koordinatama

λ = p1dq1 + ...+ pndqn.
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Tada forma ω = −dλ u istim koordinatama ima zapis

λ = dq1 ∧ dp1 + ...+ dqn ∧ dpn,

xto je zapis standardne simplektiqke forme ω0 na R2n, pa je prema tome forma

ω simplektiqka. Zapravo, vidimo da su ovo Darbuove koordinate okoline U

na T ∗M. Odavde sledi da je ω kanonski zadata simplektiqka forma, a T ∗M

simplektiqka mnogostrukost. Neka je 0M : M → T ∗M nulto seqe�e rasloje�a

π. Tada va�i slede�i stav.

Stav A.3. Forma ω na T ∗M se anulira na 0M(M).

Dokaz: Sledi trivijalno iz koordinatnog zapisa ω. Naime, na 0M(M) su ko-

ordinate pi sve odreda jednake nuli, te je i λ = 0 na 0M(M), pa samim tim i

ω.
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