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Predgovor

Ci	 ove teze je da predstavi Maslov	ev indeks i da prezentuje odre�ene teme

u kojima Maslov	ev indeks igra bitnu ulogu. Konkretno, u sluqaju Florove

teorije.

U prvoj glavi su predstav	eni osnovni pojmovi simplektiqke topologije

neophodni za razumeva�e nastavka rada, pogotovo za razumeva�e qetvrte glave.

U drugoj glavi predstav	en je Maslov	ev indeks aksiomatski. Predstav-

	en je naqin na koji su Robin i Salamon u svom radu [2] definisali indeks

ne bi li prevazixli odre�ene opstrukcije u Arnoldovoj definiciji Maslov-

	evog indeksa. Tako�e, uveden je specijalan sluqaj Maslov	evog indeksa koji

igra bitnu ulogu u konstrukciji Florove homologije.

U tre�oj glavi su dokazana uopxte�a operatora koji se jav	a u Morsovoj

teoriji. Potom je aksiomatski uveden spektralni tok. Za kraj su date dve

primene rezultata dobijenih u prva tri ode	ka. Prva primena se odnosi na

operator koji se jav	a pri definisa�u Jakobijevih po	a, a druga se odnosi na

Koxi-Rimanov operator koji se jav	a u Florovoj teoriji.

U posled�oj, qetvrtoj, glavi dat je vrlo kratak pregled Florove teorije.

Posebna pa��a je data uslovu monotonosti kao uslovu na osnovu kog je mogu�e

posmatrati Florovu homologiju za periodiqne orbite i za Lagran�eve preseke.

�elim da se zahvalim svom mentoru, profesoru Darku Milinkovi�u, na

mnogim sugestijama, uputstvima i savetima koje mi je davao tokom izrade ovog

rada. On je svojim zalaga�em, zna�em i inicijativom uticao na moj razvoj kao

matematiqara, kao i na naqin na koji danas pristupam matematici. Tako�e

se zahva	ujem i qlanovima komisije, dr Jeleni Kati� i profesoru Miloxu

Arsenovi�u, na vrlo korisnim sugestijama prilikom qita�a ovog rada.



Sadr�aj

1 Osnovi simplektiqke geometrije 1

2 Maslov	ev indeks 7

2.1 Lagran�ev Grasmanijan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2 Maslov	ev indeks Lagran�evog Grasmanijana . . . . . . . . . . . 10

2.3 Robinova i Salamonova definicija Maslov	evog indeksa . . . . 14

2.4 Maslov	ev indeks na Sp(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3 Spektralni tok i Maslov	ev indeks 28

3.1 Konaqnodimenzioni sluqaj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.2 Beskonaqnodimenzioni sluqaj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.3 Spektralni tok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.4 Teorema o Morsovom indeksu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.5 Koxi-Rimanov operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4 Monotone Lagran�eve podmnogostrukosti 60

4.1 Florova teorija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.2 Uslov monotonosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

A Hilbertovi prostori 74

A.1 Neograniqeni linearni operatori . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

B Fredholmova teorija 78



1 Osnovi simplektiqke geometrije

Definicija 1.1. Simplektiqki vektorski prostor je par (V, ω) koji se

sastoji od konaqno dimenzionalnog realnog vektorskog prostora V i bilin-

earne forme ω : V × V → R tako da su zadovo	eni slede�i uslovi:

(anti-simetriqnost) Za sve v, w ∈ V

ω(v, w) = −ω(w, v).

(nedegenerisanost) Za svako v ∈ V

ω(v, w) = 0 ∀w ∈ V ⇒ v = 0.

Napomena 1.1. Forma ω se zove simplektiqka forma. Svi simplektiqki

vektorski prostori su parne dimenzije. Xtavixe, ako je ω simplektiqka

forma prostora V , to je ωn 6= 0 forma zapremine.

Prirodno pita�e je xta su automorfizmi u simplektiqkoj kategoriji. Oqigledno

�emo obratiti pa��u na morfizme koji quvaju simplektiqku strukturu pros-

tora:

Definicija 1.2. Neka je (V, ω) simplektiqki vektorski prostor i L ∈ End(V ).

Tada L zovemo linearnim simplektomorfizmom akko je

L∗ω = ω.

Kao i u sluqaju Rimanovih mnogostrukosti, uopxtimo pojam simplektiqkog

vektorskog prostora na simplektiqku mnogostrukost, zahtevaju�i da tangentni

prostor u svakoj taqki takve mnogostrukosti ima simplektiqku strukturu.

Formalizujemo to razmix	a�e na slede�i naqin:

Definicija 1.3. Simplektiqka mnogostrukost (M,ω) je mnogostrukost

gde je ω ∈ Ω2(M) zatvorena nedegenerisana forma.

Primetimo da ω mo�e biti taqna, tj. ω = dα. U tom sluqaju M zovemo taqna

simplektiqka mnogostrukost.

1



Sliqno, uopxtavamo pojam linearnog simplektomorfizma simplektiqkog vek-

torskog prostora na pojam simplektomorfizma mnogostrukosti zahtevaju�i da

je izvod tog difeomorfizma simplektormofizam tangentnih prostora u odgo-

varaju�im taqkama:

Definicija 1.4. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost i ϕ ∈ Diff(M).

Tada je ϕ simplektomorfizam akko

ϕ∗ω = ω.

Napomena 1.2. Svi simplektomorfizmi (M,ω) obrazuju grupu u odnosu na

kompoziciju kao operaciju. Tu grupu �emo oznaqavati sa

Symp(M,ω)

ili Symp(M), kada je simplektiqka forma poznata iz konteksta.

Znamo da R2n ima simplektiqku strukturu zadanu sa ω0 =
n∑
i=1

dqi ∧ dpi.

Formu ω0 zovemo standardna simplektiqka forma.

Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost. Tada je ωn 6= 0, pa je ωn forma

zapremineM . Xtavixe, primetimo da je svaka orijentabilna povrx simplek-

tiqka mnogostrukost sa formom zapremine kao simplektiqkom formom.

Primer 1.1. Zatvorene simplektiqke mnogostrukosti (M,ω) imaju globalne

topoloxke restrikcije:

H2k
dR(M) 6= 0

za 0 ≤ k ≤ n. Dakle, na primer, samo sfera S2 ima simplektiqku strukturu.

Dakle, postoje globalne topoloxke opstrukcije za postoja�e simplektiqke

strukture na nekoj mnogostrukosti. Naredna teorema nam zapravo ukazuje na

bitnu razliku Rimanove i simplektiqke geometrije: da je lokalno svaka sim-

plektiqka mnogostrukost ista, tj. simplektomorfna je Euklidskom prostoru

sa standardnom simplektiqkom strukturom. Dakle, ne postoje lokalne invari-

jante u simplektiqkoj geometriji. Ovo je u kontrastu sa Rimanovom geometri-

jom.
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Teorema 1.1. (Darbu) Svaka taqka p simplektiqke mnogostrukosti (M,ω)

ima kartu (U, φ) tako da

ω|U = φ∗ω0,

gde je ω0 standardna simplektiqka forma.

Primer 1.2. U prethodnim primerima smo videli da ne postoji simplek-

tiqka struktura na svakoj mnogostrukosti. Me�utim, ono xto je zanim	ivo

kod simplektiqke geometrije je to da svakoj mnogostrukost mo�emo kanonski

da dodelimo taqnu simplektiqku strukturu na �enom kotangentnom rasloje�u.

Neka je (M, g) proizvo	na Rimanova mnogostrukost i neka je π : T ∗M →M

kanonska projekcija kotangentnog rasloje�a. Kanonska 1-forma λ ∈ Ω1(T ∗M)

definisana kao

λp = ππ(p)
∗(p)

je Liuvilova forma. Primetimo da se u definiciji Liuvilove forme p

interpretira na dva naqina: kao taqka kotangentnog rasloje�a i kao 1-forma

na M . Konkretno,

λp(Xp) = p(π∗(p)(Xp))

gde Xp ∈ Tp(T ∗M). Tada je simplektiqka forma na T ∗M data sa ω = −dλ.
Tako�e, posmatraju�i nulto seqe�e kotangentnog rasloje�a (xto je isto kao

i kanonsko ulaga�e M), dobijamo λ|M = 0 = ω|M . Ovo je bitan primer La-

gran�eve podmnogostrukosti, pojma koji �emo uskoro definisati.

Linearnost simplektiqke forme nam omogu�ava da definixemo simplektiqki

komplement potprostora simplektiqkog prostora.

Definicija 1.5. Neka je W ⊂ V linearan potprostor simplektiqkog pros-

tora (V, ω). Tada je simplektiqki komplement od W saglasan sa formom ω

definisan kao

W ω := {v ∈ V | ω(u, v) = 0 za sve u ∈ W}

.

U kontrastu sa ortogonalnim komplementom odre�enim skalarnim proizvodom,

W ∩W ω ne mora biti trivijalno. Ovaj fenomen u simplektiqkoj geometriji

daje slede�u definiciju:

Definicija 1.6. Neka je W ⊂ V linearan potprostor simplektiqkog pros-

tora (V, ω) i W ω simplektiqki komplement saglasan sa ω. Tada definixemo
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• W je izotropan ⇐⇒ W ⊆ W ω

• W je koizotropan ⇐⇒ W ⊇ W ω

• W je Lagran�ev ⇐⇒ W = W ω, tj. W je i izotropan i koizotropan

Jox jednom uopxtavamo ove pojmove u sluqaju simplektiqke mnogostrukosti:

Definicija 1.7. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost iN �ena podmno-

gostrukost. Tada definixemo

• N je izotropna ⇐⇒ TxN ⊆ TxM je izotropan potprostor, za svako x ∈ N

• N je koizotropna ⇐⇒ TxN ⊆ TxM je koizotropan potprostor, za svako

x ∈ N

• N je Lagran�eva ⇐⇒ TxN ⊆ TxM je Lagran�ev potprostor, za svako

x ∈ N

Napomena 1.3. Ekvivalentna definicija Lagran�eve podmnogostrukosti L

simplektiqke mnogostrukosti (M,ω) je: L je Lagran�eva akko je ı∗ω = 0, gde

je ı : L ↪→M ulaga�e, i dimL = 1
2
dimM .

Primer 1.3. Svaka kriva γ u (R2, ω0) je Lagran�eva. Uslov dimenzije oqigledno

va�i, ali tako�e va�i i uslov o anulira�u forme. Neka je i ulaga�e krive γ

u R2. Tada je i∗ω0 ∈ Ω2(γ) = 0 poxto je kriva jednodimenzionalna.

U nastavku teze uveliko �emo se fokusirati na Lagran�eve podmnogostrukosti,

pogotovo zbog qi�enice da one igraju centralnu ulogu u simplektiqkoj ge-

ometriji. Konkretno, Lagran�eve podmnogostrukosti su posebno bitne jer

uopxtavaju simplektomorfizme.

Lema 1.2. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost. Tada je M × M

tako�e simplektiqka mnogostrukost sa simplektiqkom formom

Ω := π∗1ω − π∗2ω.

Tada je ϕ : M →M simplektomorfizam ako i samo ako je �egov grafik

Γ(ϕ) = {(x, ϕ(x)) ∈M ×M |x ∈M}

Lagran�eva podmnogostrukost u (M ×M,Ω).
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Dokaz. Kako je T (M ×M) = TM ⊕TM , nedegenerisanost Ω sledi direktno iz

nedegenerisanosti ω. Tako�e, dΩ = π∗1dω − π∗2dω = 0. Sada, neka je

j = (id, ϕ) : M →M ×M , j(x) = (x, ϕ(x))

inkluzija qija je slika oqigledno Γ(ϕ). Kako je

j∗Ω = (id∗, ϕ∗)(π∗1ω − π∗2ω) = ω − ϕ∗ω,

to je j∗Ω = 0 ako i samo ako ϕ je simplektomorfizam.

Bitan pojam strukture koja tako�e uvek postoji na simplektiqkoj mno-

gostrukosti je pojam skoro kompleksne strukture. Naime, znamo da u R2n

postoji standardna simplektiqka forma ω0, za koju va�i

ω0(u, v) = 〈J0u, v〉

za sve u, v ∈ R2n, a gde je J0 matrica definisana sa

J0 =

[
0 En

−En 0

]
.

Primetimo da je JT0 = −J0 i da je J2
0 = − Id. Xtavixe, va�i i

ω0(u, J0v) = 〈u, v〉.

Definicija 1.8. Kompleksna struktura na vektorskom prostoru V je lin-

earni automorfizam J na �emu za koji va�i J2 = − Id.

Primetimo da je naziv kompleksna struktura sa pravom takav. Naime,

definicija J zadaje neophodnost parnosti dimenzije prostora V , a qak xta

vixe, i zadaje kompleksnu strukturu sa kojom smo se do sada susretali. Ovako

zadano J je nixta drugo nego mno�e�e sa i.

Definicija 1.9. Skoro kompleksna struktura na mnogostrukosti je glatka

familija kompleksnih struktura na �enim tangentnim prostorima. Ovakva

mnogostrukost se naziva skoro kompleksnom.

Definicija 1.10. Ka�emo da je skoro kompleksna struktura J na simplek-

tiqkoj mnogostrukost (M,ω) saglasna sa simplektiqkom formom ω ako je

ω(·, J ·) Rimanova metrika na M .
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Svaka kompleksna mnogostrukost je skoro kompleksna. Me�utim, va�i i

jaqe tvr�e�e vezano za simplektiqku strukturu:

Teorema 1.1. Svaka simpplektiqka mnogostrukost (M,ω) poseduje skoro kom-

pleksnu strukturu J saglasnu sa simplektiqkom formom. Xtavixe, skup

takvih kompleksnih struktura je kontraktibilna beskonaqnodimenziona mno-

gostrukost.

Qi�enica o kontraktibilnost je netrivijalna stvar.
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2 Maslov	ev indeks

U ovom ode	ku predstavi�emo naqin na koji je Arnold uveo Maslov	ev indeks,

iz ugla algebarske topologije i iz geometrijskog ugla. Potom �emo predstaviti

Salamonovu i Robinovu aksiomatsku definiciju Maslov	evog indeksa koja

prevazilazi odre�ene opstrukcije u Arnoldovoj definiciji.

Maslov	ev indeks ima bitnu ulogu u konstrukciji Florove homologije.

Konkretno, koristi se za graduaciju Florovog lanca. Konli-Cenderov indeks

predstav	a specijalan sluqaj Maslov	evog indeksa (nada	e smatramo da gov-

orimo o Maslov	evom indeksu u smislu Salamonove i Robinove definicije)

korix�en u Hamiltonovoj Florovoj homologiji, dok se opxti Maslov	ev in-

deks koristi za Lagran�evu Florovu homologiju. O deta	ima uloge Maslovl-

jevog indeksa u Florovoj homologiji �e biti req u ode	ku 4.

Ovaj ode	ak obuhvata deta	e formalnog zasniva�a Maslov	evog indeksa.

2.1 Lagran�ev Grasmanijan

Uvex�emo Lagran�ev Grasmanijan L(n) kao mnogostrukost za koju �emo defin-

isati Maslov	ev indeks kao klasu prve kohomologije.

Definicija 2.1. Lagran�ev Grasmanijan je skup svih (neorijentisanih)

Lagran�evih potprostora R2n.

Sada je ci	 pokazati da ovako definisan skup ima glatku strukturu, ne bi li

pojam kohomologije na tom skupu imao smisla. Znamo da je R2n simplektiqki

vektorski prostor sa standardnom simplektiqkom formom

ω0 =
n∑
i=1

dqi ∧ dpi.

Postoji skoro kompleksna struktura

J : R2n → R2n, J(q, p) = (−p, q)
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koja je ω0-kompatibilna sa standardnim Euklidskim proizvodom

‖x‖2 =
n∑
i=1

(q2
i + p2

i ).

Automorfizmi R2n koji quvaju ove tri strukture su Sp(n), GL(n,C) i O(2n),

redom. Stavixe, automorfizmi koji quvaju dve od navedene tri stukture

quva�e i tre�u.

Lema 2.1. Automorfizmi iz prethodne napomene su

O(2n) ∩GL(n,C) = GL(n,C) ∩ Sp(n) = Sp(n) ∩O(2n) = U(n)

Ci	 je dokazati da je L(n) glatka mnogostrukost. U dokaziva�u te qi�enice

neophodno je obratiti pa��u na karakterizaciju Lagran�evih potprostora

R2n. Slede�a lema daje takvu karakterizaciju:

Lema 2.2. Neka su X i Y realne n× n matrice. Definiximo Λ ⊂ R2n kao

Λ = rangeZ , gde je Z =

[
X

Y

]
.

Tada je Λ ∈ L(n) ako i samo ako je matrica Z ranga n i

XTY = Y TX.

Specijalno, grafik Λ = {(x,Ax)|x ∈ R2n} matrice A ∈ Rn2
je Lagran�ev

potprostor ako i samo ako je A simetriqna matrica.

Dokaz. Svaki vektor u Λ ima oblik v = (Xu, Y u). Dakle, za svaka dva vek-

tora iz Λ imamo ω0(v, v′) = uT (XTY − Y TX)u′. Ovo zapa�a�e nam daje prvu

ekvivalenciju. Druga ekvivalencija sledi iz prve, za specijalan sluqaj kada

je X = E i Y = A.

Kao xto mo�emo da primetimo, svaki Lagran�ev potprostor je odre�en matri-

com Z iz prethodne leme, qiji je rang jednak n. Takvu matricu Z �emo zvati

Lagran�ev ram. Xtavixe, kolone matrice Z formiraju ortonormiranu bazu

Λ ako i samo ako je U = X+ iY unitarna matrica. Matricu Z koja zadovo	ava

upravo naveden uslov �emo zvati unitarni Lagran�ev ram. Primetimo da
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iz leme 2.2 sledi da je svaka unitarna matrica ujedno i simplektomorfizam.

Kako simplektomorfizmi quvaju simplektiqku formu, to �e Lagran�evi pot-

prostori i�i u Lagran�eve potprostore pri simplektiqkim automorfizmima.

Imaju�i u vidu prethodna zapa�a�a i definiciju L(n), postav	a se pita�e da

li je mogu�e videti svaki Lagran�ev potprostor kao sliku nekog fiksiranog

Lagran�evog potprostora za neki simplektomorfizam. Odgovor je potvrdan i

naredna lema dokazuje ovu tvrd�u:

Lema 2.3. Fiksirajmo slede�i Lagran�ev potprostor

Λhor = {z = (x, y) ∈ R2n|y = 0}.

Tada

(i) Ako Λ ∈ L(n) i Φ ∈ Sp(n), tada ΦΛ ∈ L(n).

(ii) Za svaka dva Lagran�eva potprostora Λ, Λ′ ∈ L(n) postoji simplekto-

morfizam Φ ∈ Sp(n) takav da Λ′ = ΦΛ.

(iii) Postoji prirodan izomorfizam L(n) = U(n)/O(n)

Dokaz. Neka je Λ = rangeZ , gde je Z unitaran ram kao u lemi 2.2. Tada je

matrica

Φ =

[
X −Y
Y X

]
u Sp(n) ∩ O(2n) i ΦΛhor = Λ. Dakle, svaki Lagran�ev potprostor je sim-

plektomorfna slika Λhor. Sada (ii) sledi komponova�em ovih preslikava�a.

Posled�a stavka sledi iz qi�enice da je U = X + iY ∈ U(n), odre�en uni-

tarnim Lagran�evim ramom, jedinstveno odre�en sa Λ do na ortogonalnu trans-

formaciju baze qiji je linearni omotaq upravo Λ.

Dakle, iz prethodne leme sledi da U(n) dejstvuje tranzitivno na L(n) sa sta-

cionarnom grupom izomorfnom sa O(n). Kako je ovde req o glatkom dejstvu

Lijevih grupa, sledi da je L(n) glatka mnogostrukost. Xtavixe, kako je U(n)

kompaktno, to �e i L(n) biti kompaktna mnogostrukost.
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2.2 Maslov	ev indeks Lagran�evog Grasmanijana

U ovoj sekciji predstavi�emo Arnoldovu definiciju Maslov	evog indeksa,

kako algebarsko topoloxku, tako i geometrijsku. Naravno, ispostavi�e se da

su ove definicije ekvivalentne.

Kako smo u prethodnoj sekciji dokazali da je Lagran�ev Grasmanijan glatka

mnogostrukost, sada mo�emo korektno da uvedemo Maslov	ev indeks Lagran�e-

vog Grasmanijana, kako algebarsko topoloxki, tako i geometrijski. Ci	 je

da poka�emo da je π1(L(n)) ∼= Z. Za poqetak, primetimo da lema 2.2 zadaje

rasloje�e

O(n)→ U(n)→ L(n).

Tako�e, determinanta kao homomorfizam indukuje slede�e rasloje�e

SU(n)→ U(n)
det−→ S1.

Znamo da taqke mnogostrukosti L(n) mo�emo da identifikujemo sa unitarnim

matricama, do na ortogonalni izomorfizam baze te taqke. Kako su vrednosti

determinante na skupu ortogonalnih matrica jedino ±1, i uzimaju�i u obzir

prethodni komentar, slede�e preslikava�e je korektno definisano:

Det2 : L(n)→ S1, Det2(A ·O(n)) = det2(A).

Oznaqimo SL(n) skup svih Lagran�evih potprostora Λ takvih da je Det2Λ = 1.

Kako U(n) dejstvuje tranzitivno na Λ(n), tada SU(n) dejstvuje tranzitivno

na SL(n), a stacionarna grupa je SU(n) ∩ O(n) = SO(n). Sledi, SL(n) =

SU(n)/SO(n) i imamo slede�e indukovano rasloje�e

SO(n)→ SU(n)→ SL(n).

Kombinuju�i sva ova rasloje�a dobijamo slede�i dijagram
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SO(n) O(n) S0

SU(n) U(n) S1

SL(n) L(n) S1

det

det

z2

Det2

Iz slede�ih dugih taqnih nizova fibracija

. . . −→ π1(SU(n)) −→ π1(SL(n)) −→ π0(SO(n)) −→ . . .

i

. . . −→ π2(S1) −→ π1(SL(n)) −→ π1(L(n)) −→ π1(S1) −→ π0(SL(n)) −→ . . .

i qi�enica da su svi prostori ovde putno-povezani i π1(SU(n)) ∼= 0 (jer jer

req o Xtifelovim mnogostrukostima nad C), imamo da je

π1(L(n)) ∼= π1(S1) ∼= Z,

gde [Det2] indukuje izomorfizam. Iz Hurevi�evog izomorfizma sledi da je

H1(L(n)) ∼= Z. Kako je L(n) kompaktan i �egova prva kohomoloxka grupa

slobodna, imamo da je

Lema 2.4. H1(L(n),Z) ∼= H1(L(n),Z) ∼= Z.

[Det2] �e tako�e indukovati izomorfizam u kohomologiji [Det2]∗ : H1(S1) →
H1(L(n)). To jest, generator �e se slikati u generator. Pritom znamo da je

deg generator prve kohomoloxke grupe S1.

Definicija 2.2. Maslov	ev indeks Lagran�evog Grasmanijana L(n) je

µ = [Det2]∗deg.

Maslov	ev indeks krive γ zapravo predstav	a stepen preslikava�a slede�e

kompozicije:

S1 γ−→ L(n)
Det2−−→ S1.

Primer 2.1. Fiksirajmo Lagran�ev potprostor λ = A ·O(n) i posmatrajmo

automorfizme eiϕ ∈ U(n). Tada su odgovaraju�i Lagran�evi prostori eiϕλ gde
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ϕ ∈ [0, π]. Ova familija Lagran�evih potprostora je zapravo zatvorena kriva

γ : S1 → L(n) jer je eiπE = −E = E. Ako izraqunamo det(eiπE) = einϕ, dobijemo

da je

Det2(eiϕλ) = Det2(eiϕEA ·O(n)) = det2(eiϕEA) = e2inϕdet2(A) = e2inϕDet2(λ).

Dakle, Maslov	ev indeks krive γ je n.

Sada �elimo da uopxtimo Maslov	ev indeks, tj. da vidimo da li mo�emo

da ga analogno definixemo na Lagran�evim podmnogostrukostima simplek-

tiqkih mnogostrukosti. Za poqetak, neka je L Lagran�eva podmnogostrukost

R2n. Posmatrajmo preslikava�e:

τ : L→ L(n), p 7→ TpL.

Ovo preslikava�e indukuje klasu u H1(L,Z):

Definicija 2.3. DefinixemoMaslov	ev indeks Lagran�eve podmno-

gostrukosti L kao

µL := τ ∗µ ∈ H1(L,Z).

U ovom sluqaju, Maslov	ev indeks L zatvorene krive γ : S1 → L je defin-

isan kao broj rotacija kvadrata determinante zatvorene pet	e Lagran�evih

tangentnih prostora podmnogostrukosti L, tj. stepen preslikava�a slede�e

kompozicije

S1 γ−→ L
τ−→ L(n)

Det2−−→ S1.

Primetimo da je ovo definicija u duhu algebarske topologije. Me�utim,

Arnold je tako�e dao i geometrijsku interpretaciju Maslov	evog indeksa u

svom radu [1].

Pretpostavimo da je L u ,,opxtoj poziciji" (videti [1]).Cikl Σ (indukovan

generalnom pozicijom) je skup svih singularnih taqaka projekcije na prvih n

koordinata. Neka je γ kriva transverzalna na Σ tako da kraj�e taqke krive

γ ne pripadaju Σ. Σ predstav	a skup svih singularnih taqaka projekcije

podmnogostrukosti L (ulo�ene u R2n) na prvih n koordinata. Definiximo

tadaMaslov	ev indeks krive γ kao �en indeks preseka sa Σ, i oznaqimo taj

indeks preseka sa ind.

Setimo se da je za teoriju preseka neophodna orijentacija; kriva γ je oqigle-

dno orijentisana, ali nas interesuje orijentacija hiperpovrxi Σ. Ispostav	a
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se da je Σ dvostrana, dakle orijentabilna, te je indeks preseka ind definisan

za Σ korektno definisana prva kohomoloxka klasa od L.

Definicija 2.4. Podmnogostrukost N (mnogostrukosti M ) kodimenzije 1 je

dvostrana ako je kompaktna i ako ima trivijalno normalno rasloje�e (ili

ekvivalentno ako je normalno rasloje�e orijentabilno).

Oznaqavaju�i tada broj taqaka preseka koje idu�i du� krive γ prelaze sa

negativne na pozitivnu stranu cikla Σ sa ν+ i analogno ν−, imamo da je

ind(γ) = ν+ − ν−.

Poenta ove konstrukcije je zapravo pokazati da L(n) na neki naqin ovde

predstav	a klasificiraju�i prostor na osnovu kog definixemo Maslov	ev

indeks. Ako zadamo dve definicije na L(n), dokazuju�i da su ekvivalentne, i

pokazuju�i da se obe definicije lako prevode prethodno konstruisanim pres-

likava�ima na definicije za opxte Lagran�eve podmnogostrukosti, dobijamo

da su upravo navedene definicije Maslov	evog indeksa za Lagran�evu podmno-

gostrukost zaista ekvivalentne.

Motivisani time, definixemo pojam Maslov	evog cikla i u L(n), u ci	u

imitira�a upravo date geometrijske interpretacije Maslov	evog indeksa bazi-

ranog na teoriji preseka. Neka je V = 0 × Rn fiksirani Lagran�ev potpros-

tor. Tada sa Λk oznaqavamo skup svih Lagran�evih potprostora koji imaju k-

dimenzionalan presek sa V . DefinixemoMaslov	ev cikl Λ kao zatvore�e

Λ1 u L(n). Tada je ovako definisan Maslov	ev cikl podmnogostrukost od L(n),

kodimenzije 1. Xtavixe,

Teorema 2.5. Λ je dvostran.

Definiximo sada Maslov	ev indeks krive u L(n) kao indeks preseka

Maslov	evog cikla i dotiqne krive. Ova definicija je korektna jer smo up-

ravo pomenuli da je Maslov	ev cikl Λ dvostran. Oznaqimo ovako definisan

Maslov	ev indeks sa Ind.

Direktan raqun daje Ind = µ. Arnold je u [1] dokazao da je

τ ∗Ind = ind

xto daje

µL = τ ∗µ = τ ∗Ind = ind.
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Drugim reqima, ove dve definicije Maslov	evog indeksa Lagran�eve podmno-

gostrukosti su ekvivalentne.

2.3 Robinova i Salamonova definicija Maslov	evog in-

deksa

U ovoj sekciji �emo uvesti Maslov	ev indeks aksiomatski, na naqin na koji

su to uradili Robin i Salamon. Potom �emo predstaviti Maslov	ev in-

deks na Sp(n) qija je prva fundamentalna grupa jednaka Z (imaju�i u vidu

da smo ranije pokazali da je Maslov	ev indeks izomorfizam na π1(L(n))).

Na kraju �emo uvesti Konli-Cenderov indeks, kao specijalan sluqaj konstru-

isanog Maslov	evog indeksa, i koji igra bitnu ulogu u Florovoj homologiji o

kojoj �e biti req u glavi 4.

Kao xto smo ranije videli, Arnold je definisao Maslov	ev indeks za krive

qije kraj�e taqke ne pripadaju Maslov	evom ciklu. U definiciji koju su

Robin i Salamon dali Maslov	ev indeks je definisan za svaki neprekidan

put, bez restrikcija za kraj�e taqke. Tako�e, tako definisan Maslov	ev in-

deks �e uzimati vrednosti u Z + 1
2
Z2, xto uopxtava Arnoldovu definiciju

Maslov	evog indeksa jer u �oj Maslov	ev indeks uzima samo celobrojne vred-

nosti. Me�utim, Robinova i Salamonova definicija �e zavisiti od izbora

fiksnog Lagran�evog potprostora koji �e indukovati Maslov	ev cikl na isti

naqin kao xto je to bio sluqaj u Arnoldovoj definiciji.

Da bismo aksiomatski uveli Maslov	ev indeks, neophodno je prvo definisati

kanonski izomorfizam

TΛL(n)→ S2(Λ) : (Λ, Λ̂) 7→ Q = Q(Λ, Λ̂)

izme�u tangentnog prostora u taqki Λ i prostora svih kvadratnih formi na

�emu shva�enom kao Lagran�ev potprostor. Dajmo naredne dve definicije:

Definicija 2.5. Neka je Λ ∈ L(n) i Λ̂ ∈ TΛL(n). Neka je γ : (−δ, δ) → L(n)

jedinstveno Koxijevo rexe�e sa poqetnim uslovima γ(0) = Λ i γ′(0) = Λ̂. Tada

je γ(t) = θ(t)γ(0) za neku krivu θ : (−δ, δ) → Sp(n), takvu da θ(0) = Id. Sada

14



definixemo pridru�enu formu qΛ,Λ̂ sa

qΛ,Λ̂ := ω(v, θ̇(0)v), za sve v ∈ Λ.

Definicija 2.6. Neka je Λ ∈ L(n) i Λ̂ ∈ TΛL(n) i γ : (−δ, δ) → L(n) jedin-

stveno Koxijevo rexe�e sa poqetnim uslovima γ(0) = Λ i γ′(0) = Λ̂. Neka je

W ∈ L(n) Lagran�ev komplement za Λ. Za v ∈ Λ i dovo	no malo t definix-

hemo w(t) ∈ W tako da zadovo	ava uslov v + w(t) ∈ γ(t). Tada definixemo

pridru�enu formu QΛ,Λ̂ sa

QΛ,Λ̂(v) :=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

ω(v, w(t)).

Dakle, obe definicije nam svakom tangentnom vektoru Λ̂ ∈ TΛL(n) u taqki

Λ pridru�uju kvadratnu formu na tangentnom prostoru TΛL(n). Me�utim,

problem sa drugom definicijom je izbor komplementa. Tako�e, pita�e koje se

name�e je da li su ove dve definicije esencijalno iste. Naredna teorema daje

odgovor na ova pita�a.

Teorema 2.1. Neka su QΛ,Λ̂ i qΛ,Λ̂ prethodno uvede kvadratne forme. Tada

(1) Definicija QΛ,Λ̂ je nezavisna od izbora W .

(2) Definicije QΛ,Λ̂ i qΛ,Λ̂ su ekvivalentne.

(3) Ako je Z(t) = (X(t), Y (t)) za Λ, tada je

Q(v) = 〈X(0)u, Ẏ (0)u〉 − 〈Y (0)u, Ẋ(0)u〉

(4) Forma qΛ,Λ̂ je prirodna u smislu

qΦΛ,ΦΛ̂ ◦ Φ = qΛ,Λ̂, za sve simplektiqke matrice Φ

(5) Forma QΛ,Λ̂ je prirodna u smislu

QΦΛ,ΦΛ̂ ◦ Φ = QΛ,Λ̂, za sve simplektiqke matrice Φ

Dokaz. Prvo, izaberimo koordinate tako da Λ = γ(0) = Rn × 0. Tada je svaki

Lagran�ev komplement od γ(0) grafik simetriqne matrice B ∈ Rn2
(presek
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mora biti trivijalan i iz leme 2.2, komplement mora biti grafik simetriqne

matrice), tj.

W = {(By, y)| y ∈ Rn}.

Neka je v = (x, 0) ∈ Λ. Tada w(t) = (By(t), y(t)) ∈ W , pa je v + w(t) = (x +

By(t), y(t)) = (x,A(t)x) ∈ γ(t) za neko x ∈ Rn. Sledi y(t) = A(t)(x + By(y)) i

y(0) = 0. Na kraju, raqun daje

QΛ,Λ̂(v) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

ω(v, w(t)) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

ω((x, 0), (By(t), y(t))) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

〈x, y(t)〉

= 〈x, ẏ(0)〉 = 〈x, Ȧ(0)(x+By(t)) + A(0)(x+Bẏ(0))〉 = 〈x, Ȧ(0)〉.

Dakle, forma je zaista nezavisna od izbora W .

Sada, neka je θ : (−δ, δ) → Sp(n) kriva koja zadovo	ava γ(t) = θ(t)Λ, tj.

grafik A(t) = θ(t)(Rn × 0). Tada je

θ(t) =

(
E 0

A(t) E

)

Kako je A(t) simetriqna, θ(t) je zaista simplektiqka matrica. Sada za sve

v = (x, 0) ∈ Λ va�i

QΛ,Λ̂(v) = 〈x, Ȧ(0)x〉 = ω((x, 0), (Ȧ(0)x) = ω(v, θ̇(0)v) = qΛ,Λ̂(v).

Xto se posled�e dve stavke tiqe, trivijalno va�e poxto linearni sim-

plektomorfizmi quvaju simplektiqku formu.

Naredni korak u eksplicitnom definisa�u Maslov	evog indeksa je koristiti

prethodno uspostav	en izomorfizam. Definisane forme �e biti deo eksplic-

itne formule Maslov	evog indeksa, bi�e definisane u taqkama Maslov	evog

cikla, ali �e shodno tome i zavisiti od nivoa Maslov	evog cikla kom pri-

padaju. Ovo je k	uqna razlika izme�u Maslov	evog indeksa definisanog od

strane Arnolda i ovog kojeg �emo uskoro definisati.

Fiksirajmo neki Lagran�ev potprostor V koji �e indukovati Maslov	ev cikl.

Izbor V zadaje dekompoziciju Lagran�evog Grasmanijana

L(n) =
n⋃
k=0

Σk(V )
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gde je Σk(V ) podmnogostrukost svih Lagran�evih potprostora koji imaju k-

dimenzionalan presek sa V . Xtavixe, Arnold je dokazao (pogledati [1]) da

je Σk podmnogostrukost kodimenzije
k(k+1)

2
. Maslov	ev cikl indukovan pot-

prostorom V je algebarski varijetet

Σ(V ) = Σ1(V ) =
n⋃
k−1

Σk(V ).

Tangentni prostor podmnogostrukosti Σk(V ) u taqki Λ ∈ Σk(V ) je dat kao

TΛΣk(V ) =
{

Λ̂ ∈ TΛL(n) : Q(Λ, Λ̂)|Λ∩V = 0
}
.

Dakle, svakom tangentnom vektoru tangentnog prostora u nekoj taqki smo

dodelili kvadratnu formu. Kako je ci	 da imitiramo teoriju preseka koju je

Arnold koristio u svojoj definiciji Maslov	evog indeksa, sasvim je logiqno

da definixemo Maslov	ev indeks za glatke krive (koje imaju definisane tan-

gentne vektore). Dakle,

Definicija 2.7. Neka je γ(t) : [a, b] → L(n) glatka kriva. Prelaz krive γ

je t ∈ [a, b] za koje γ(t) ima netrivijalan presek sa V , tj. γ(t) ∈ Σ(V ). Tada za

svaki prelaz t definixemo formu prelaska

Γ(γ, V, t) = Qγ(t),γ̇(t)|γ(t)∩V .

Ukoliko t nije prelaz, definixemo Γ(γ, V, t) = 0.

Napomena 2.1. Kako je Σ(V ) kompaktan kao zatvoren skup kompaktne mno-

gostrukosti L(n), znamo da je skup prelaza tako�e kompaktan. Xtavixe, kako

je forma prelaska definisana osla�aju�i se na pridru�enu formu defin-

isanu ranije, imamo da je forma prelaska tako�e prirodna u smislu dejstva

simplektiqke matrice:

Γ(Φγ,ΦV, t) ◦ Φ = Γ(γ, V, t),

za svaku matricu Φ. U dokazu teoreme 2.1 videli smo da za V = Rn × 0 i

γ(t) = Gr(A(t)), gde je A(t) put simplektiqkih matrica, pridru�ena forma

ima oblik

Γ(γ, V, t)(v) = 〈x, Ȧ(t)x〉

za svako v = (x, 0) tako da x ∈ kerA(t). Ovo ume da bude korisno kada raqu-

namo Maslov	ev indeks krive, upravo iz razloga xto �e se sama formula za
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Maslov	ev indeks osla�ati na formu prelaska. Da	e, γ je tangentna na Σk(V )

u prelazu t ako i samo ako je γ(t) ∈ Σk(V ) i Γ(γ, V, t) = 0. Ovo posled�e sledi

iz definicije forme prelaska i karakterizacije tangentnog prostora podmno-

gostrukosti Σk(V ).

Gleda�emo posebnu vrstu prelaza:

Definicija 2.8. Prelaz t ∈ [a, b] krive γ je regularan ako je forma prelaska

Γ(γ, V, t) nesingularna. Kriva koja ima samo regularne prelaze je regularna

kriva. Prelaz je prost ako je regularan i ako je γ(t) ∈ Σ1(V ).

Primetimo da kriva ima samo proste prelaze ako i samo ako je transverzalna

na svako Σk(V ). Ova zapa�a�e sledi iz qi�enice da je forma prelaska nesin-

gularna i kodimenzije Σk(V ).

Definicija 2.9. Znak kvadratne nedegenerisane forme q : V × V → R
qija je matriqna reprezentacija S je

sign(q) := (] pozitivne sop. vred. S)− (] negativne sop. vred. S).

Sada napokon mo�emo definisati Maslov	ev indeks:

Definicija 2.10. Neka je γ : [a, b] → L(n) regularna kriva i V fiksiran

Lagran�ev potprostor. Definixemo Maslov	ev indeks krive γ kao

µ(γ, V ) =
1

2
signΓ(γ, V, a) +

∑
a<t<b

signΓ(γ, V, t) +
1

2
signΓ(γ, V, b)

gde su t prelazi.

Napomena 2.2. Primetimo da u datoj definiciji ne postoje opstrukcije za

a i b (za razliku od Arnoldove definicije koja nije dozvo	avala da krajevi

pripadaju Maslov	evom ciklu). Dakle, ova definicija uopxtava Arnoldovu.

Xtavixe, ukoliko posmatramo pet	e, direktno iz formule se mo�e videti da

je vrednost Maslov	evog indeksa pet	e ceo broj.

Tako�e, iz teorije transverzalnosti znamo da postoji samo konaqan broj prelaza,

te je suma u definiciji konaqna.

Primer 2.2. Dajmo sada jedan konkretan primer u kom �emo videti kako se

raquna Maslov	ev indeks zadane krive, a koji koristi upravo datu defini-
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ciju. Zapravo �e se ispostaviti da je Maslov	ev indeks krive jednak Ma-

slov	evom indeksu iste krive, izraqunat pomo�u Arnoldove definicije ([1],

strana 2), za n = 1.

Imaju�i na umu da je R2 ∼= C, fiksirajmo V = {(x, y) ∈ R2|y = 0}. Defin-

iximo krivu

γ : [0, π]→ L(1), γ(t) = eitV.

Ova kriva nam zapravo govori da je req o jednodimenzionim Lagran�e-

vim potprostorima, te mo�emo direktno videti da su jedini prelazi krive γ

taqke 0 i 1 (xto je isto kao i u sluqaju primera 2.1, gde je γ(π) = −V = V ).

Uzimaju�i u obzir prvu definiciju ovog ode	ka, jasno je da je θ0(t) = eit i

θπ(t) = −eit (prisetimo se da se prva definicija osla�a na qi�enicu da pos-
toji parametrizacija krive pomo�u simplektiqkih matrica, ali samo lokalno,

dok ne mora da postoji takva parametrizacija globalno; dakle, ovaj primer

je konkretan primer kada ne postoji globalna parametrizacija u duhu prve

definicije). Sada posmatramo pridru�ene forme

qγ(0),γ̇(0)(z) = ω(z, θ̇0(0)z) = ω(z, iz) = x2 = |z|2, za sve z ∈ V,

qγ(π),γ̇(π)(z) = ω(z, θ̇π(π)z) = ω(z, iz) = x2 = |z|2, za sve z ∈ V.

Dakle, u oba sluqaja, znakovi formi su jednaki signqγ(0),γ̇(0) = signqγ(π),γ̇(π) =

1. Sledi, Maslov	ev indeks krive γ je jednak µ(γ, V ) = 1
2

+ 1
2

= 1.

Znamo da lokalno, uz dobar odabir koordinata, svaki put u L(n) se mo�e videti

kao put simplektiqkih matrica. Ta tvrd�a ukazuje na vrlo bitan momenat u

analizi Maslov	evog indeksa konkretnih puteva, jer analiza qesto zavisi od

posmatra�a prelaza lokalno. Xtavixe, primetimo da iz prve definicije

direktno sledi da se Maslov	ev indeks ponaxa vrlo lepo sa nadoveziva�em,

tj.

µ(γ ∗ γ′, V ) = µ(γ, V ) + µ(γ′, V ).

Uzimaju�i u obzir prethodnih par komentara, postav	a se prirodno pita�e

xta je Maslov	ev indeks puta grafika simetriqnih matrica.

Lema 2.6. (Lokalizacija) Neka je γ : [a, b] → Ln i neka V ∈ L(n). Pret-

postavimo da je γ(t) = Gr(A(t)), gde je A(t) glatka kriva u prostoru simet-

riqnih matrica, definisana za t ∈ [a, b]. Tada je Maslov	ev indeks krive γ za
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fiksiran Lagran�ev potprostor V dat spektralnim tokom

µ(γ, V ) =
1

2
signA(b)− 1

2
signA(a).

Dokaz. Kako je Maslov	ev indeks prirodan u smislu dejstva simplektiqkih

matrica (jer je formula definisana pomo�u forme Γ koja je prirodna u istom

smislu), bez uma�e�a opxtosti je dovo	no posmatrati samo sluqaj V = Rn×0.

Primetimo da u formulaciji teoreme nixta nije rexeno o prelazima krive γ,

tj. postoji konaqan broj prelaza koji mogu da se nalaze bilo gde na [a, b]. Neka

je t0 prelaz tako da je A(t0) ranga n− k. Mo�emo da pretpostavimo da je A(t0)

dijagonalna. Da	e, kako je γ dato putem simetriqnih matrica, za t blizu t0

imamo

A(t) =

(
u(t) v(t)

vT (t) w(t)

)
,

tako da

• u(t) ∈ Matk(R) je simetriqna i u(t0) = 0,

• w(t) ∈ Matn−k(R) je simetriqna i w(t0) je nedegenerisana i dijagonalna

(te i invertibilna),

• v(t) je k × (n− k) matrica i v(t0) = 0.

Mo�emo da faktorixemo A(t) = P (t)D(t)P T (t), gde je

P (t) =

(
1 v(t)w−1(t)

0 1

)
, D(t) =

(
u(t)− v(t)w−1(t)vT (t) 0

0 w(t)

)

Iz Tejlorovog razvoja za t blizu t0 imamo

D(t) =

(
(t− t0)u̇(t0) 0

0 w(t0) + (t− t0)ẇ(t0)

)
+O((t− t0)2).
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�elimo da vidimo u kom Σk(V ) taqka γ(t0) le�i:

γ(t0) ∩ V = Gr(A(t0)) ∩ Rn × 0

=

{((
x

y

)
, A(t0)

(
x

y

))∣∣∣∣∣x ∈ Rk, y ∈ Rn−k

}
∩ (Rn × 0)

=

{((
x

y

)
,

(
0 0

0 w(t0)

)(
x

y

))∣∣∣∣∣x ∈ Rk, y ∈ Rn−k

}
∩ (Rn × 0)

=

{((
x

y

)
,

(
0

w(t0)y

))∣∣∣∣∣x ∈ Rk, y ∈ Rn−k

}
∩ (Rn × 0)

=

{((
x

y

)
,

(
0

0

))∣∣∣∣∣x ∈ Rk

}
∼= Rk.

Dakle, svaki vektor u γ(t0) ∩ V je oblika v = (x, 0), gdde x ∈ Rk i tada

Qγ(t0),γ̇(t0) = ω((x, 0), Ȧ(t0)(x, 0)). Sada sledi da

signQγ(t0,γ̇(t0)|γ(t0)∩V = sign Ȧ(t0)|Rk = sign u̇(t0)

Za t > t0 i t dovo	no blizu t0 imamo

signA(t) = signD(t) = sign((t− t0)u̇(t0)) + sign(w(t0) + (t− t0)ẇ(t0))

= sign u̇(t0) + signw(t0) = signQγ(t0,γ̇(t0)|γ(t0∩V + signA(t0)

= signΓ(γ, V, t0) + signA(t0).

Sliqno, za t < t0 i t dovo	no blizu t0 imamo

signA(t0) = −signΓ(γ, V, t0) + signA(t0).

Posmatraju�i sve prethodno dobijeno, imamo da

signA(t0 + ε)− signA(t0 − ε) = 2Γ(γ, V, t0), za dovo	no malo ε > 0.

Primetimo da za susedne prelaze t0 < t1 i ε > 0 dovo	no malo, va�i

signA(t0 + ε) = signA(t1 − ε).
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Konaqno,

µ(γ, V ) =
1

2
signΓ(γ, V, a) +

∑
a<t0<b

signΓ(γ, V, t0) +
1

2
signΓ(γ, V, b)

=
1

2
signA(a+ ε)− 1

2
signA(a) +

∑
a<t0<b

(
1

2
signA(t0 + ε)− 1

2
signA(t0 − ε)

)
+

1

2
signA(b)− 1

2
signA(b− ε)

=− 1

2
signA(a) +

1

2
signA(b).

Primetimo da smo do sada uvek govorili i radili sa glatkim krivama u L(n).

Me�utim, naredne leme nam omogu�avaju da definiciju Maslov	evog indeksa

proxirimo na xiru klasu (neprekidnih) puteva u L(n).

Lema 2.7. Pretpostavimo da krive γ0, γ1 : [a, b] → L(n) takve da γ0(a) =

γ1(a), γ0(b) = γ1(b) imaju samo regularne prelaze. Ako su γ0 i γ1 homotopne

relativno kraj�e taqke, tada one imaju isti Maslov	ev indeks.

Lema 2.8. Svaki neprekidan put Lagran�evih potprostora γ : [a, b]→ L(n)

je homotopan relativno kraj�e taqke krivoj u L(n) koja ima samo regularne

prelaze.

Obratimo pa��u na slede�a svojstva Maslov	evog indeksa definisanog za

krive u L(n).

Teorema 2.9. Naredna svojstva nazivamo aksiomama Maslov	evog indeksa:

(Prirodnost) Za svaki Φ ∈ Sp(n)

µ(Φγ,ΦV ) = µ(γ, V ).

(Nadoveziva�e) Za a < c < b

µ(γ, V ) = µ(γ|[a,c]) + µ(γ|[c,b]).

(Proizvod) Ako je n′+n′′ = n, identifikujemo L(n′)×L(n′′) kao podmno-
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gostrukost L(n) na oqigledan naqin. Tada je

µ(γ′ ⊕ γ′′, V ′ ⊕ V ′′) = µ(γ′, V ′) + µ(γ′′, V ′′).

(Homotopija) Dva puta γ0, γ1 : [a, b]→ L(n), za koje va�i γ0(a) = γ1(a)

i γ0(b) = γ1(b), su homotopna relativno kraj�e taqke ako i samo ako

imaju isti Maslov	ev indeks.

(Anulira�e) Svaki put γ : [a, b]→ Σk(V ) ima Maslov	ev indeks µ(γ, V ) =

0.

Dokaz. Dokaz se mo�e na�i u [2]. Aksioma homotopije je jedina neoqigledna.

Napomena 2.3. Lema 2.8 implicira da je mogu�e proxiriti definiciju Maslo-

v	evog indeksa na sve neprekidne puteve u L(n). Konkretno, proizvo	nom putu

dodelimo Maslov	ev indeks jednak Maslov	evom indeksu regularne krive ko-

joj je put homotopan relativno kraj�e taqke. Kako je Maslov	ev indeks invar-

ijantan u odnosu na hopomotopije relativno kraj�e taqke (teorema 2.9), sledi

dobra definisanost Maslov	evog indeksa za neprekidne puteve u L(n).

Ovako definisan Maslov	ev indeksa na xirem skupu puteva se mo�e okarak-

terisati istim aksiomama, tj. svojstvima, navedenim u teoremi 2.9.

Posledica 2.1. Maslov	ev indeks je monomorfizam

π1(L(n))→ Z, α 7→ µ(α, V ) za neki fiksiran V ∈ L(n).

Dokaz. Aksioma homotopije iz teoreme 2.9 nam daje dobru definisanost na

π1(L(n)), a kako govorimo o pet	ama, znamo da je tada Maslov	ev indeks

funkcija sa kodomenom u Z. Aksioma nadoveziva�a implicira da je req o

homomorfizmu. Aksioma homotopije (obrnuta implikacija) direktno impli-

cira da je Maslov	ev indeks injektivno preslikava�e.

Xtavixe, Maslov	ev indeks je izomorfizam. Potrebno je jox samo dokazati

da je na. Specijalno, dovo	no je dokazati da postoji put koji se slika u gen-

erator od Z, tj. qiji je Maslov	ev indeks jednak 1. Konstruisa�emo takav

put.

Neka je γ : [0, π]→ L(n) put Lagran�evih potprostora definisan

γ(t) = eit(R× 0)⊕ (R× 0)⊕ . . .⊕ (R× 0),
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gde je Λ = (R×0)⊕(R×0)⊕. . .⊕(R×0) Lagran�ev potprostor u R2n. Prisetimo

se da ne postoje restrikcije za izbor fiksiranog Lagran�evog potprostora u

definiciji Maslov	evog indeksa. Sada, osla�aju�i se na aksiome Maslov	e-

vog indeksa, raqunamo

µ(γ,Λ) =µ((eit(R× 0))⊕ (R× 0)⊕ . . .⊕ (R× 0),Λ)

=µ(eit(R× 0),R× 0) + µ(constR×0,R× 0) + . . . µ(constR×0,R× 0)

=µ(eit(R× 0),R× 0) = 1.

gde posled�a jednakost sledi iz primera 2.2.

Ovime smo dokazali slede�u teoremu.

Teorema 2.10. Maslov	ev indeks je izomorfizam

µ : π1(L(n))→ Z.

2.4 Maslov	ev indeks na Sp(n)

Kako je π1(Sp(n)) ∼= π1(U(n)) ∼= Z i znaju�i da je Maslov	ev indeks izomor-

fizam, mo�emo se zapitati da li je mogu�e definisati Mas	ov	ev indeks za

puteve u Sp(n) tako da zadovo	avaju svojstva analogna svojstvima uvedenim od

strane Robina i Salamona za L(n). Da bismo pokazali da je odgovor potvrdan,

prvo �emo uvesti pojam Maslov	evog indeksa za par Lagran�evih puteva, ili

relativan Maslov	ev indeks.

Definicija 2.11. Neka su γ i γ′ par krivih γ, γ′ : [a, b]→ L(n). Definixemo

relativnu formu prelaska Γ(γ, γ′, t) na γ ∩ γ′ kao

Γ(γ, γ′, t) = Γ(γ, γ′(t), t)− Γ(γ′, γ(t), t).

Prelaz t je regularan ako je Γ(γ, γ′, t) nedegenerisana forma.

Definicija 2.12. Za par Lagran�evih krivih γ, γ′ koje imaju samo regu-

larne prelaske u duhu definicije 2.11, definiximo relativan Maslov	ev

indeks kao

µ(γ, γ′) =
1

2
signΓ(γ, γ′, a) +

∑
a<t<b

signΓ(γ, γ′, t) +
1

2
signΓ(γ, γ′, b).
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Primetimo da prethodna definicija uopxtava definiciju Maslov	evog in-

deksa za puteve u L(n), uzimaju�i γ′(t) ≡ V . Da	e, naredne teoreme pokazuju

da se relativan Maslov	ev indeks ponaxa kao obiqan Maslov	ev indeks za

Lagran�eve puteve, nezavisno od izbora krivih γ i γ′.

Teorema 2.2. Relativan Maslov	ev indeks je prirodan u smislu

µ(Φγ,Φγ′) = µ(γ, γ′)

za svaki put simplektiqkih matrica Φ : [a, b]→ Sp(n).

Teorema 2.3. Razmotrimo simplektiqki prostor (R2n × R2n, (−ω)× ω). Tada

je

µ(Φγ, γ′) = µ(Gr(Φ), γ × γ′).

Specijalno, kada je Φ(t) ≡ 1, imamo

µ(γ, γ′) = µ(∆, γ × γ′),

gde je ∆ ⊂ R2n × R2n dijagonala.

Dokaz. Dokaz [2].

Fokusirajmo se sada na Sp(n). Simplektiqke matrice imaju slede�u blok

dekompoziciju

Φ =

(
A B

C D

)
, Φ−1 =

(
DT −BT

−CT AT

)
. (2.1)

Preslikava�e

Φ 7→ Φ(0× Rn)

indukuje rasloje�e

St(n)→ Sp(n)→ L(n).

St(n) predstav	a fibru, te je stacionarna podgrupa svih simetriqnih ma-

trica Φ data uslovom Φ(0 × Rn) = 0 × Rn. Ekvivalentno, St(n) sadr�i sve

simplektiqke matrice za koje je B = 0 u blok dekompoziciji navedenoj gore.

Definiximo sada Maslov	ev indeks za puteve simplektiqkih matrica:

Definicija 2.13. Za put simplektiqkih matrica Φ : [a, b] → Sp(n) i fik-

siran Lagran�ev potprostor V = 0 × Rn definixemo Maslov	ev indeks
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kao

µ(Φ) = µ(ΦV, V ).

Sada se opet pitamo da li je mogu�e dati geometrijsku interpretaciju

Maslov	evog indeksa u sluqaju simplektiqkih matrica. Da bismo to uradili,

prva stvar koju �elimo da xvatimo je xta je analog Maslov	evom ciklu u

Sp(n). Dakle, ako �elimo da odredimo k-ti nivo Maslov	evog cikla, posma-

tramo

Spk(n) = {Φ ∈ Sp(n)|dim(ΦV ∩ V ) = k} .

Primetimo da je tada k-ti nivo zapravo inverzna slika od Σk(V ) pri fi-

braciji Sp(n) → L(n). Dakle, Φ ∈ Spk(n) ako i samo ako rankB = n − k i

Φ ∈ Sp0(n) ako i samo ako detB 6= 0 u blok dekompoziciji. Spk(n) je podmno-

gostrukost od Sp(n) kodimenzije k(k+1)
2

.

Maslov	ev indeks za puteve simplektiqkih matrica se mo�e analogno videti

kao indeks preseka puta Φ i Maslov	evog cikla definisanog

Sp1(n) = Sp(n)/Sp0(n) =
n⋃
k=1

Spk(n).

Ovaj Maslov	ev indeks za kodomen ima Z + 1
2
Z2. Indeks puta je jednak celom

broju ako i samo ako kraj�e taqke puta le�e u Sp0(n). Kada priqamo o prelaz-

ima, regularnim prelazima i ostalim pojmovima o kojima je bila req, mis-

limo na odgovaraju�e pojmove posmatrane za krivu ΦV u L(n) za odgovaraju�i

Maslov	ev cikl Σ(V ).

Da	e, kako posled�ih n kolona matrice Φ formira Lagran�ev potprostor

ΦV , forma prelaska Γ(Φ, t) : kerB(t)→ R je data sa

Γ(Φ, t)(y) = −〈D(t)y, Ḃ(t)y〉,

gde su D(t) i B(t) blokovi iz dekompozicije (2.1).

Teorema 2.4. Maslov	ev indeks za puteve simplektiqkih matrica se mo�e

karakterizovati slede�im aksiomama:

(Homotopija) Dva puta koja poqi�u u Φ0 i zavrxavaju u Φ1 su homotopna

relativno kraj�e taqke ako i samo ako imaju isti Maslov	ev indeks.

(Anulira�e) Za svako k svaki put u Spk(n) ima Maslov	ev indeks jednak

nuli.
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(Nadoveziva�e) Ako Φ : [a, b]→ Sp(n) i a < c < b, tada

µ(Φ) = µ(Φ|[a,c]) + µ(Φ|[c,b]).

(Proizvod) Ako n′+n′′ = n, identifikujemo Sp(n′)×Sp(n′′) kao podgrupu

Sp(n) na oqigledan naqin. Tada je

µ(Φ′ ⊕ Φ′′) = µ(Φ′) + µ(Φ′′).

(Normalizacija) Za simplektiqki blok

Φ(t) =

(
1 B(t)

0 1

)

definisan na intervalu [a, b], Maslov	ev indeks je dat

µ(Φ) =
1

2
signB(a)− 1

2
signB(b).

Dokaz. [2].

Napomena 2.4. Posmatrajmo simplektiqki vektorski prostor (R2n×R2n, ω̄ =

(−ω)× (ω)). Za Φ : [a, b]→ Sp(n) koje zadovo	ava Φ(a) = Id i det(Id−Φ(b)) 6= 0,

indeks

µCZ(Φ) = µ(Gr (Φ),∆)

zovemo Konli-Cenderov indeks. Ovaj indeks je ceo broj i zadovo	ava

(−1)µ(Φ)−n = sign det(Id−Φ(b)).

U ode	ku 3.5 vide�mo kako Fredholmov indeks Koxi-Rimanovog operatora

koji se jav	a u Florovoj teoriji mo�e da se izrazi pomo�u Konli-Cenderovog

indeksa.
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3 Spektralni tok i Maslov	ev indeks

Ci	 ovog ode	ka je da aksiomatski zasnuje spektralni tok i poka�e da je

Fredholmov indeks odre�enog Fredholmovog operatora definisanog pod odred-

jenim uslovima, specijalan sluqaj spektralnog toka. Na poqetku �emo dati

motivaciju iz Morsove teorije, posmatraju�i konaqnodimenzioni sluqaj. Po-

tom uopxtavamo zapa�a�a na beskonaqnodimenzioni sluqaj. Za kraj �emo

videti kako spektralni tok i Maslov	ev indeks interaguju u sluqaju teoreme

o Morsovom indeksu i u sluqaju Koxi-Rimanovog operatora koji se pojav	uje

u Florovoj teoriji.

3.1 Konaqnodimenzioni sluqaj

U Morsovoj teoriji (pogledati [14]) linearizacija du� negativne gradijentne

trajektorije koja povezuje kritiqne taqke p i q zadaje Fredholmov operator

(DAξ)(t) = ξ̇(t)− A(t)ξ(t),

gde je A(t) put simetriqnih matrica koje konvergiraju u normi operatora ka

nedegenerisanim matricama Hesspf i Hessqf . Fredholmovost ovog operatora

se koristi kao k	uqno svojstvo u ispitiva�u topologije modulskog prostora

gradijentnih trajektorija koje povezuju kritiqne taqke p i q. Za da	e deta	e

pogledati [14].

Ci	 ove sekcije je da doka�e Fredholmovost istog preslikava�a, ali uz slabije

pretpostavke. Za poqetak, posmatra�emo linearizaciju du� puta koji ne mora

biti gradijentna trajektorija, a koji povezuje dve hiperboliqke kritiqne taqke.

Tako�e, matrice A(t) ne moraju biti simetriqne, ali limesi

A± = lim
t→±∞

A(t)

postoje i hiperboliqki su.

Teorema 3.1. Pretpostavimo da je A : R → Rn2
neprekidno preslikava�e i

da prethodno navedene matrice A± postoje i da su hiperboliqke. Tada je

(DAξ)(t) = ξ̇(t)− A(t)ξ(t)
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DA : W 1,2(R,Rn)→ L2(R,Rn)

Fredholmov operator qiji je indeks jednak

indexDA = dimEu(A−)− dimEu(A+).

Dokaz. Da bismo dokazali da je DA Fredholmov operator, neophodno je da

poka�emo slede�e:

1) da je ograniqen linearan operator

2) da ima konaqno dimenzionalno jezgro

3) da ima konaqno dimenzionalno kojezgro

4) da ima zatvorenu sliku

Lema B.3 nam omogu�ava da poka�emo 2) i 3). Ova lema se qesto koristi

kada je potrebno dokazati Fredholmovost nekog operatora. Ne bismo li se

pozvali na lemu, pokaza�emo slede�u nejednakost

‖ξ‖W 1,2(R) ≤ c(‖ξ‖L2(I) + ‖DAξ‖L2(R)) (3.1)

za dovo	no veliko I = [−T, T ]. Prvo, imamo da direktno va�i

‖ξ‖W 1,2(R) ≤ c(‖ξ‖L2(R) + ‖DAξ‖L2(R))

jer je ξ̇ = DAξ + Aξ i zbog qi�enice da je A(t) linearan (dakle neprekidan,

dakle ograniqen) operator na konaqnodimenzionom prostoru.

Kako operatori A(t) konvergiraju u topologiji norme ka hiperboliqkim op-

eratorima, iz asimptotskog ponaxa�a familije operatora mo�emo da oqeku-

jemo bo	e ocene za DA. Motivisani time, posmatra�emo specijalan sluqaj

A(t) ≡ A−. Ispostavi�e se da je DA u tom sluqaju bijekcija. Kako je A− hiper-

boliqka, znamo da mo�emo da izvrximo razbija�e Rn = E− ⊕ E+, gde je E−

direktna suma sopstvenih potprostora koji odgovaraju sopstvenim vrednostima

operatora A−, a imaju negativnu realnu komponentu. Analogno definixemo

E+ koji odgovara sopstvenim vrednostima sa pozitivnim realnim delom. Bez

gubitka opxtosti, mo�emo da reximo problem za Rn = E−.

Za η ∈ L2(R,Rn) jedinstveno rexe�e jednaqine DAξ = η za ξ ∈ L2(R,Rn) je

dato sa

ξ(t) =

∫ t

−∞
eA

−(t−s)η(s)ds = Φ ∗ η(t),
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gde je

Φ(t) =

eA
−t , for t ≥ 0

0 , for t < 0
.

Zaista,

d

dt
ξ =

d

dt

(
eA

−t

∫ t

−∞
e−A

−sη(s)ds

)
= A−ξ + eA

−te−A
−tη(t) = A−ξ + η(t)

Proverimo da je ovako definisano definisano ξ zaista u W 1,2(R,Rn). Prvo,

‖ξ(t)‖2
L2 =‖Φ ∗ η(t)‖2

L2 =

∫ ∞
−∞

∣∣∣ ∫ ∞
−∞

Φ(t− s)η(s)ds
∣∣∣2dt

≤
∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞
|Φ(t− s)|

1
2 |Φ(t− s)|

1
2 |η(s)|ds

)2

dt

≤
∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞
|Φ(t− s)|dt ·

∫ ∞
−∞
|Φ(t− s)| · |η(s)|2dt

)
ds

=‖Φ‖L1 ·
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|Φ(t− s)| · |η(s)|2dsdt

=‖Φ‖2
L1 · ‖η‖2

L2

Dakle, ξ ∈ L2(R,Rn). Kako je ξ̇ = A−ξ + η, imamo

‖ξ̇‖L2 ≤ ‖A−ξ‖L2 + ‖η‖L2 ≤ (‖A−‖ · ‖Φ‖L1 + 1)‖η‖L2 .

Dokazali smo ξ ∈ W 1,2(R,Rn), pa je DA− na. Xtavixe, dobili smo nejednakost

‖ξ‖W 1,2 ≤ c · ‖DA−ξ‖L2 . (3.2)

Kako je A− hiperboliqki operator, jezgro DA− mora biti trivijalno jer svaka

funkcija iz jezgra mora biti eksponencijalna, pa ne bi bila u L2, osim ako

nije trivijalna.

Za kraj, nejednakost dokazujemo lep	e�em intervala na kojima imamo potrebne

ocene. Kako su A± limit matrice, imamo da (bez gub	e�a opxtosti) za pro-

izvo	no malo ε postoji T > 0 tako da ‖A(t)− A−‖ ≤ ε za t < −T + 1. Za ξ = 0

kad t ≥ −T + 1 imamo slede�u procenu

‖ξ‖W 1,2 ≤c · ‖DA−ξ‖L2 = c · ‖(∂t − A−)ξ‖L2

≤c · (‖(∂t − A(t))ξ‖L2 + ‖(A(t)− A−)ξ‖L2)

≤c · (‖DAξ‖L2 + ε‖ξ‖L2)
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Analogno, imamo istu procenu za A+ i ξ = 0 kad t ≤ T − 1.

U opxtem sluqaju, koristimo kat-of funkciju KT ∈ C∞(R, [0, 1]) takvu da

KT (t) = 1 kad |t| ≤ T − 1 i KT (t) = 0 kad |t| > T . Direktno sledi da je

‖(1−KT )ξ‖W 1,2 ≤ const · ‖DA((1−KT )ξ)‖L2

i

‖KT ξ‖W 1,2 ≡‖KT ξ‖L2 + ‖∂t (KT ξ) ‖L2

≤‖KT ξ‖L2 + ‖DA (KT ξ) ‖L2 + (sup
R
‖A(t)‖) · ‖KT ξ‖L2

≤const · (‖KT ξ‖L2 + ‖DA (KT ξ) ‖L2).

Konaqno,

‖ξ‖W 1,2 ≤‖(1−KT )ξ‖W 1,2 + ‖KT ξ‖W 1,2

≤const · (‖KT ξ‖L2 + ‖DA (KT ξ) ‖L2 + ‖DA ((1−KT )ξ) ‖L2)

≤const · (‖ξ‖L2[−T,T ] + ‖DAξ‖L2)

Restrikcija W 1,2(R,Rn)→ L2([−T, T ],Rn) je kompaktna zbog Sobo	ev	eve teo-

reme o utapa�u (restrikciju komponujemo sa kompaktnim utapa�em prostora

Sobo	eva u L2). Kako je DA je ograniqen operator i kako smo dokazali ne-

jednakost (3.1), iz leme B.3 imamo da DA ima konaqno dimenzionalno jezgro i

zatvorenu sliku.

Ostalo je da doka�emo da je kojezgro konaqnodimenziono. Iz dodatka A

znamo da u sluqaju Hilbertovih prostora (aW 1,2(R,Rn) i L1,2(R,Rn) to sigurno

jesu) imamo (imDA)⊥ ∼= kerDA
∗, gde je DA

∗ adjungovani operator operatora A.

Xtavixe, kada je operator zatvoren (a dokazali smo da DA jeste), postoji

izomorfizam (imDA)⊥ ∼= cokerDA. Ovo je odliqan naqin posmatra�a kojezgra,

ali, na�alost, neophodno je znati DA
∗ eksplicitno. Ovo je u opxtem sluqaju

popriliqno texko (qak i u Morsovoj teoriji gde su matrice A(t) simetriqne (a

samim tim i samo-adjungovane), xto u ovoj teoremi nije ni sluqaj!). Me�utim,

mo�emo da definixemo formalni adjungovani operator DA
• (vidi dodatak A

za definiciju) koji rexava problem (pogledati dve leme koje poqi�u odmah po

zavrxetku dokaza teoreme).

Primetimo da cokerDA
∼= kerDA

•. Ako bi DA
• imao konaqnodimenziono jez-

gro, zavrxili bismo dokaziva�e Fredholmovosti operatora DA. Ovo zaista
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i jeste sluqaj. Jednostavno primetimo da iz leme 3.2 direktno sledi da DA
•

ima konaqnodimenziono jezgro osla�aju�i se na deo dokaza koji smo do sada

uradili za DA. Primetimo da DA
• mo�e da se posmatra i kao −D−AT , i da

familija operatora AT (t) zadovo	ava pretpostavke teoreme 3.1.

Xto se raquna�a indeksa tiqe, pogledati ostatak dokaza u [3]. Me�utim,

postoji i lakxi naqin raquna�a indeksa ne osla�aju�i se na asimptotsku

analizu stabilnih i nestabilnih potprostora. Setimo se da se Fredhol-

movost operatora ne me�a ukoliko familiju operatora A(t) homotopijom blizu

beskonaqnosti poistovetimo sa konstantnim matricama A±. Ovo je mogu�e jer

imamo konvergenciju u operatorskoj normi. Ta homotopija mo�e da se okarak-

terixe kao perturbacija familije u beskonaqnosti. Ovo razmix	a�e �e biti

formalizovano u sekciji o beskonaqnodimenzionom sluqaju.

Lema 3.2. DA
• je definisan na W 1,2(R,Rn) i

DA
• = −∂t − AT .

Dokaz. Za sve ξ, η ∈ C∞0 (R,Rn) imamo da je∫ ∞
−∞
〈ξ,DA

•η〉dt =

∫ ∞
−∞
〈DAξ, η〉dt =

∫ ∞
−∞
〈ξ̇ − Aξ, η〉dt (ξ, η kompaktan supp)

=−
∫ ∞
−∞
〈ξ, η̇〉dt−

∫ ∞
−∞
〈Aξ, η〉dt

(
(xAGy)T = yTGATxT

)
=

∫ ∞
−∞
〈ξ,−∂tη〉dt−

∫ ∞
−∞
〈ξ, ATη〉dt

=

∫ ∞
−∞
〈ξ, (−∂t − AT )η〉dt

Kako su funkcije C∞0 (R,Rn) guste i u W 1,2(R,Rn) i L2(R,Rn), to formalni

adjungovani operator mo�emo da produ�imo na W 1,2(R,Rn).

Lema 3.3. cokerDA
∼= kerDA

•

Dokaz. Znamo da je cokerDA
∼= (imDA)⊥ ∼= kerDA

∗ ⊂ W 1,2(R,Rn). Tada, ako je

η ∈ (imDA)⊥, imamo

0 = 〈DAξ, η〉L2 = 〈ξ,DA
•η〉L2
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za sve ξ ∈ W 1,2(R,Rn) (u prethodnoj lemi smo dokazali da je formalni ad-

jungovani operator definisan na W 1,2(R,Rn)). Dakle, η ∈ kerDA
•.

Obrnutno, ako je η ∈ kerDA
•, tada iz iste jednakosti sledi da η ∈ (imDA)⊥.

Napomena 3.1. Primetimo da se prethodna teorema mo�e interpretirati

nezavisno od geometrijskog konteksta Morsove teorije. Ovo �e nas motivisati

da uvedemo spektralni tok aksiomatski.

Napomena 3.2. Pretpostavimo da su A± simetriqne, kao u sluqaju Morsove

teorije. Tada su sve sopstvene vrednosti realne (jer su simetriqne matrice

samo-adjungovane). Tada imamo

sign(A±) :=(] pozitivne sop. vred. od S)− (] negativne sop. vred. od S)

=2(] pozitivne sop. vred. od of S)− n

Sada nam prethodna teorema daje

indexDA =dimEu(A−)− dimEu(A+)

=(] pozitivne sop. vred. od A−)− (] pozitivne sop. vred. od A+)

=
1

2
signA− − 1

2
signA+.

3.2 Beskonaqnodimenzioni sluqaj

U ovom ode	ku dokazano je uopxte�e teoreme iz prethodnog ode	ka. Da	e,

dokazano je da odre�ene perturbacije Fredholmovog operatora ne utiqu na �e-

govo svojstvo Fredholmovosti, niti na �egov indeks.

Ci	 je uopxtiti prethodnu teoremu sa analognim operatorom, ali za beskonaqn-

odimenzioni sluqaj. Neka su W i H realni separabilni Hilbertovi prostori

takvi da

W ⊂ H = H∗ ⊂ W ∗.

Pretpostav	amo da je inkluzija kompaktna i da ima gustu sliku. Nada	e

identifikujemo H sa svojim dualnim prostorom. Ne�emo koristiti skalarni
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proizvod naW , ve� samo normu. Stoga, razlikova�emoW od svog dualnog pros-

tora W ∗. Tako�e, skalarni proizvod na H �emo oznaqavati sa 〈ξ, η〉H kada su

i ξ i η u H. 〈ξ, η〉W,W ∗ �e oznaqavati spariva�e ξ ∈ W i η ∈ W ∗.

Namera nam je da doka�emo teoremu koja �e mo�i da se primeni na prostore

W = W 1,2 i L = L2.

Fiksirajmo familiju ograniqenih operatora

A(t) : W → H

indeksiranih sa t ∈ R. Za datu glatku krivu ξ : R → W , definixemo DA :

R→ H kao

(DAξ)(t) = ξ̇(t)− A(t)ξ(t). (3.3)

Kako nam je ci	 da uopxtimo teoremu za konaqodimenzioni sluqaj, name�emo

slede�e uslove:

(A-1) Preslikava�e A : R→ L(W,H) je BC1. To znaqi da je neprekidno

diferencijabilno u slaboj operatorskoj topologiji i da postoje konstanta

c0 > 0 takva da

‖A(t)ξ‖H + ‖Ȧ(t)ξ‖H ≤ c0‖ξ‖W

za svako t ∈ R i svako ξ ∈ W .

(A-2) Operatori A(t) su samoadjungovani. To znaqi da je za svako t

operator A(t), posmatran kao neograniqen operator na H sa domenom

domA(t) = W , samoadjungovan i da postoji konstanta c1 koja zadovo	ava

nejednakost

‖ξ‖2
W ≤ c1

(
‖A(t)ξ‖2

H + ‖ξ‖2
H

)
za svako t ∈ R i svako ξ ∈ W .

(A-3) Postoje invertibilni operatori A± ∈ L(W,H) takvi da

lim
t→±∞

‖A(t)− A±‖L(W,H) = 0.

Napomena 3.3. Iz nejednakosti uslova (A-1) imamo da ξ ∈ L2(R,W ) direktno

implicira da Ȧξ ∈ L2(R, H).
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Napomena 3.4. Samoadjungovani operator naH sa gustim domenomW je zatvo-

ren ako i samo ako jeW Hilbertov sa normom grafika. Te sledi da nejednakost

uslova (A-2) zaista va�i.

Inkluzija je kompaktna ako i samo ako je rezolventski operator (λ Id−A)−1

kompaktan za svaki element iz komplementa spektra operatora A. U tom

sluqaju, spektar operatora A je diskretan i sastoji se samo od realnih sop-

stvenih vrednosti konaqne vixestrukosti (ovo �e se pokazati bitnim pri ak-

siomatizaciji i eksplicitnoj konstrukciji spektralnog toka).

Za deta	e o neograniqenim operatorima na Hilbertovim prostorima videti

A.1.

Napomena 3.5. Kada posmatramo zatvoren simetriqan operator A kao ograni-

qen operator, tada je �egov adjungovani operator definisan i ograniqen.

Oznaqi�emo adjungovani operator tako�e sa A (jer je A simetriqan). Tada

je

A ∈ L(W,H) ∩ L(H,W ∗). (3.4)

Sledi, ako je A samoadjungovan (xto znaqi da se domeni A i �egovog ad-

jungovanog poklapaju), tada Aξ ∈ H povlaqi ξ ∈ W (nezavisno od toga da

li shvatamo A oznaqava A ili �egov adjungovani operator).

Definixemo Hilbertove prostore H i W kao

H =L2(R, H)

W =L2(R,W ) ∩W 1,2(R, H)

sa normama

‖ξ‖2
H =

∫ ∞
−∞
‖ξ‖2

Hdt

‖ξ‖2
W =

∫ ∞
−∞

(
‖ξ‖2

W + ‖ξ̇‖2
H

)
dt

Napomena 3.6. Primetimo da sada govorimo o integrabilnim funkcijama sa

opxtim Banahovim prostorom kao kodomenom.

Inkluzija W ↪→ H je ograniqen linearni operator (‖ξ‖H ≤ ‖ξ‖W va�i jer

je W ↪→ H kompaktna inkluzija, te je ‖ξ‖H ≤ ‖ξ‖W ) sa gustom slikom (jer je

C∞0 (R,W ) gust u oba prostora). Nax ci	 je da doka�emo da je ovako konstru-

isan operator DA Fredholmov pod navedenim pretpostavkama.
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Teorema 3.1. Pretpostavimo da je za svako t, A(t) neograniqnen, samoad-

jungovan operator na Hilbertovom prostoru H, sa nezavisnim po parametru

domenom W = dom(A(t)). Pretpostavimo vixe, da je W Hilbertov prostor

sam po sebi, da je inkluzija W ↪→ H kompaktna i da je norma prostora W ek-

vivalentna normi grafika operatora A(t) za svako t. Pretpostavimo jox da je

preslikava�e R → L(W,H) : t 7→ A(t) neprekidno diferencijabilno u odnosu

na slabu operatorsku topologiju. Pretpostavimo konaqno da A(t) konvergira

u normi operatora ka invertibilnim operatorima A± ∈ L(W,H) kad t te�i

±∞. Tada je operator

DA : W 1,2(R, H) ∩ L2(R,W )→ L2(R, H)

(DAξ)(t) := ξ̇(t)− A(t)ξ(t)

je Fredholmov i �egov indeks je dat spektralnim tokom familije operatora

A(t).

Primetimo da su uslovi (A-1), (A-2) i (A-3) uslovi pomenuti u teoremi. Da

bismo dokazali Fredholmovost operatora DA, neophodno je dokazati slede�e

1) da je ograniqen linearan operator

2) da ima konaqnodimenziono jezgro

3) da ima konaqnodimenziono kojezgro

4) da ima zatvorenu sliku

Lema 3.4. DA je ograniqen linearan operator.

Dokaz. Uslov (A-1) nam daje ograniqenost operatora ξ 7→ DAξ. Zaista, za
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svako ξ ∈ C∞0 (R,W ) je

‖DAξ‖2
H =

∫ ∞
−∞
‖(DAξ)(t)‖2

Hdt =

∫ ∞
−∞
‖ξ̇(t)− A(t)ξ(t)‖2

Hdt

=

∫ ∞
−∞
〈ξ̇(t)− A(t)ξ(t), ξ̇(t)− A(t)ξ(t)〉Hdt

=‖ξ̇‖2
H +

∫ ∞
−∞
〈Aξ,Aξ〉Hdt− 2

∫ ∞
−∞
〈ξ̇, Aξ〉Hdt

(∗)
=‖ξ̇‖2

H +

∫ ∞
−∞
‖Aξ‖2

Hdt+

∫ ∞
−∞
〈ξ, Ȧξ〉Hdt

≤
∫ ∞
−∞
‖ξ̇‖2

Hdt+

∫ ∞
−∞

c2
0‖ξ‖2

Wdt+

√∫ ∞
−∞
‖ξ‖2

Hdt ·

√∫ ∞
−∞
‖Ȧξ‖2

Hdt

≤
∫ ∞
−∞

(
‖ξ̇‖2

H + c2
0‖ξ‖2

W

)
dt+

√∫ ∞
−∞
‖ξ‖2

Hdt ·

√∫ ∞
−∞

c2
0‖ξ‖2

Hdt

=

∫ ∞
−∞

(
‖ξ̇‖2

H + c2
0‖ξ‖2

W + c0‖ξ‖2
H

)
dt

≤
∫ ∞
−∞

(
‖ξ̇‖2

H + c2
0‖ξ‖2

W + c0‖ξ‖2
W

)
dt ≤ const · ‖ξ‖2

W

Direktan raqun dokazuje jednakost (∗):

2

∫ ∞
−∞
〈ξ̇, Aξ〉Hdt =2

(
〈ξ, Aξ〉H

∣∣∣∞
−∞
−
∫ ∞
−∞
〈ξ, Ȧξ + Aξ̇〉H

)
(ξ ∈ C∞0 (R,W ))

=− 2

(∫ ∞
−∞
〈ξ, Ȧξ〉Hdt+

∫ ∞
−∞
〈ξ, Aξ̇〉Hdt

)
(A samoadjungovan)

=− 2

(∫ ∞
−∞
〈ξ, Ȧξ〉Hdt+

∫ ∞
−∞
〈Aξ, ξ̇〉Hdt

)
sledi

4

∫ ∞
−∞
〈ξ̇, Aξ〉Hdt = −2

∫ ∞
−∞
〈ξ, Ȧξ〉Hdt.

Kako je C∞0 (R,W ) gust skup, proxirimo DA na W i pritom se norma DA ne

promeni.

Lema B.3 �e nam jox jednom dati 2) i 4), ali je prvo neophodno definisati

operatore koji �e uqestvovati u lemi. Zato, za svako T > 0 definiximo

Hilbertove prostore W(T ) i H(T ) kao

H =L2([−T, T ], H)

W =L2([−T, T ],W ) ∩W 1,2([−T, T ], H)
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sa gore navedenim normama. Poxto �elimo da iskoristimo lemu, neohpodno je

da imamo kompaktan operator. Uopxtavaju�i konaqnodimenzioni sluqaj (gde

smo koristili teoremu Sobo	eva o utapa�u za konaqnodimenzione vektorske

funkcije), dokazujemo slede�e:

Lema 3.5. Za svako T > 0 inkluzija W(T ) ↪→ H(T ) je kompaktan operator.

Dokaz. Dokaz �e se osla�ati na dve korisne qi�enice vezane za kompaktne

operatore. Prvo, na qi�enicu da je skup kompaktnih operatora izme�u dva

Banahova prostora zatvoren u odnosu na topologiju indukovanu operatorskom

normom. Drugo, da kompozicija kompaktnim operatorom prevodi jaku konver-

genciju operatora u konvergenciju u normi operatora.

Izaberimo potpun sistem H = Link≥1ek i oznaqimo sa πn : H → Rn ortogonalnu

projekciju na potprostor odre�en sa prvih n elemenata potpunog sistema. Kako

je

∥∥∥(π∗nπn − 1)x
∥∥∥
H

=
∥∥∥(π∗nπn − 1)

∞∑
k=1

〈x, ek〉Hek
∥∥∥
H

=
∥∥∥π∗n (〈x, e1〉H , 〈x, e2〉H , . . . , 〈x, en〉H)−

∞∑
k=1

〈x, ek〉Hek
∥∥∥
H

=

∥∥∥∥∥
(

n∑
k=1

〈x, ek〉Hek

)
−
∞∑
k=1

〈x, ek〉Hek

∥∥∥∥∥
H

=
∥∥∥ ∞∑
k=n+1

〈x, ek〉Hek
∥∥∥
H

n→∞−−−→ 0

imamo da π∗nπn jako konvergira ka identitetu na H, a kako je inkluzijaW → H

kompaktna (videti dodatak A), niz operatora

π∗nπn|W : W → H

konvergira ka inkluziji u normi operatora na L(W,H). Posmatrajmo slede�u

dekompoziciju operatora W(T ) ↪→ H(T ):

W(T )→ W 1,2([−T, T ],Rn)→ C([−T, T ],Rn)→ H(T ).

U ovom nizu, prvi operator je indukovan sa πn, a drugi je kompaktan na osnovu

Arcela-Askoli teoreme i qi�enice da se teorema Sobo	eva o utapa�u prenosi

sa skalarno-vrednosnih funkcija jedne promen	ive na vektorski-vrednosne
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funkcije. Tre�i, i posled�i, operator je indukovan sa π∗n. Sada je

‖ξ − π∗nπnξ‖H(T ) ≤ ‖1− π∗nπn‖L(W,H)‖ξ‖W(T ).

Sledi, inkluzijaW(T ) ↪→ H(T ) je kompaktna kao limes kompaktnih operatora

u odnosu na topologiju indukovanu normom operatora.

Doka�imo sada slede�u nejednakost koja �e nam, zajedno sa prethodnom

lemom, dati 2) i 4) pozivaju�i se na lemu B.3.

Lema 3.6. Postoje konstante c > 0 i T > 0 takve da

‖ξ‖W ≤ c(‖ξ‖H(T )) + ‖DAξ‖H) (3.5)

za svako ξ ∈ W.

Dokaz. Ovaj dokaz je analogan dokazu nejednakosti u konaqnodimenzionom sluqaju.

Doka�imo prvo da nejednakost va�i za T =∞. Za svako ξ ∈ C∞0 (R,W )

‖DAξ‖2
H =‖ξ̇ − Aξ‖2

H = ‖ξ̇‖2
H + ‖Aξ‖2

H − 2

∫ ∞
−∞
〈ξ̇, Aξ〉Hdt

(∗)
=‖ξ̇‖2

H + ‖Aξ‖2
H +

∫ ∞
−∞
〈ξ, Ȧξ〉Hdt

≥‖ξ̇‖2
H + ‖Aξ‖2

H − c0‖ξ‖H‖ξ‖L2(R,W ) (A-1)+ (Koxi-Xvarc)

≥‖ξ̇‖2
H +

1

c1

‖ξ‖2
L2(R,W ) − ‖ξ‖2

H − c0‖ξ‖H‖ξ‖L2(R,W ) (A-2)

≥‖ξ̇‖2
H +

1

2c1

‖ξ‖2
L2(R,W ) −

(
1 +

c0c1

2

)
‖ξ‖2

H (A-2)

≥ 1

2c1

‖ξ‖2
W − c‖ξ‖2

H.

Tada,

‖ξ‖2
W ≤ 2c1(c‖ξ‖2

H + ‖DAξ‖2
H) ≤ C(‖ξ‖2

H + ‖DAξ‖2
H) ≤ C(‖ξ‖H + ‖DAξ‖H)2.

Kako je C∞0 (R,W ) gust u W , tada nejednakost va�i za svako ξ ∈ W .

Familija operatora konvergira u topologiji operatorske norme ka operatorima

A±. Ovo asimptotsko ponaxa�e nam daje dobre procene za DA dovo	no daleko

od t = 0. Tada, kao u konaqnodimenzionom sluqaju, posmatramo specijalan
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sluqaj familije operatora A(t) ≡ A0, gde je A0 invertibilan. Tada DA0 zado-

vo	ava

‖ξ‖W ≤ c‖DA0ξ‖H. (3.6)

Za ostatak dokaza, koji je analogan dokazu za konaqnodimenzioni sluqaj,

pogledati [3].

Napomena 3.7. Primetimo da jox uvek nismo dokazali da je indeks DA jednak

spektralnom toku familije operatora A(t). To �e biti dokazano kada uvedemo

spektralni tok aksiomatski.

Ostalo je jox samo da doka�emo da DA ima konaqnodimenziono kojezgro.

Ideja �e biti ista kao i u konaqnodimenzionom sluqaju, tj. posmatra�emo for-

malni adjungovani operator. Me�utim, ukoliko obratimo pa��u na formalni

adjungovani operator u konaqnodimenzionom sluqaju, mo�emo da primetimo

da je bilo relativno lako odrediti ga zahva	uju�i matriqnoj reprezentaciji

skalarnog proizvoda u konaqnodimenzionom vektorskom prostoru. U beskonaq-

nom sluqaju to ne�e biti mogu�e.

Dokaza�emo jaqe tvr�e�e koje �emo zvati eliptiqkom regularnox�u.

Ali, pre svega, pretpostavimo da je A samoadjungovan i da su ξ, η ∈ H takvi da

〈Aφ, ξ〉H = 〈φ, η〉H (3.7)

va�i za svako φ ∈ W . Kako je A samoadjungovan, va�i 〈φ,Aξ〉 = 〈Aφ, ξ〉.
Dakle, 〈φ,Aξ〉 = 〈φ, η〉 za svako φ ∈ W . Sledi, Aξ = η ∈ H, pa je ξ ∈ W .

Drugim reqima, svako slabo rexe�e ξ ∈ H problema Aξ = η za η ∈ H

je jako rexe�e. Primetimo da je napomena ovog tipa vrlo qesta u teoriji

parcijalnih diferencijalnih jednaqina. Primetimo tako�e da smo mogli da

do�emo do ovog zak	uqka jer je A samoadjungovan. Primetimo dodatno da se

prvi vektor leve strane jednaqine (3.7) mo�e interpretirati kao adjungovan

operator. Na ovaj naqin smo definisali fenomen slabog rexe�a ka jakom

rexe�u, osla�aju�i se na adjungovanost. Me�utim, DA nije samoadjungovan, te

je neophodno osloniti se na formalan adjungovani operator operatora DA, sa

namerom da definixemo pojam slabog rexe�a. Vo�eni motivacijom iz konaqno

dimenzionalnog sluqaja, posmatramo slede�u formulu

〈φ̇+ Aφ, ξ〉H + 〈φ,DAξ〉H = 0,
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za svako φ, ξ ∈ W , koja bi implicirala da je −D−A formalni adjungovan

operator operatora DA. Ovo je konzistentno sa konaqnodimenzionim sluqajem,

imaju�i u vidu da je A samoadjungovan (te bi u konaqnodimenzionom sluqaju

operator A bio jednak AT ). Ci	 je dokazati da ova formula va�i za svako

ξ ∈ W .

Teorema 3.7. (Eliptiqka regularnost) Pretpostavimo da ξ, η ∈ H zado-

vo	avaju jednaqinu

〈φ̇+ Aφ, ξ〉H + 〈φ, η〉H = 0 (3.8)

za svako φ ∈ C∞0 (R,W ). Tada ξ ∈ W i DAξ = η.

Dokaz. Prvo �emo dokazati teoremu u specijalnom sluqaju. Pretpostavimo da

ξ i η imaju kompaktne nosaqe na intervalu I tako da je A(t) : W → H bijekcija

za koju va�i nejednakost

‖A(t)−1‖L(W,H) ≤ c

za sve t ∈ I. Doka�imo ovo u qetiri koraka.

1. korak: ξ ∈ W 1,2(R,W ∗) and

ξ̇(t) = A(t)ξ(t) + η(t) (3.9)

gde A(t) ∈ L(H,W ∗) (pogledati (3.4)).

Primetimo da (3.9) implicira DAξ = η. Ovo je oqigledno ono xto �elimo

da poka�emo, ali nam nedostaje ξ ∈ W jer je W ⊂ W ∗.

Dokaz 1. koraka: Za φ ∈ C∞0 (R,W ) (�eleli bismo da se oslonimo na (3.8);

obratiti pa��u na kodomen φ i za koju vrednosnu funkciju ξ �elimo da

doka�emo prvi korak)∫ ∞
−∞
〈φ̇(t), ξ(t)〉Hdt

(3.8)
= −

∫ ∞
−∞
〈A(t)φ(t), ξ(t)〉Hdt−

∫ ∞
−∞
〈φ(t), η(t)〉W,W ∗dt

=−
∫ ∞
−∞
〈φ(t), A(t)ξ(t)〉W,W ∗dt−

∫ ∞
−∞
〈φ(t), η(t)〉W,W ∗dt (A samoadjungovan)

=−
∫ ∞
−∞
〈φ(t), A(t)ξ(t) + η(t)〉W,W ∗dt

=

∫ ∞
−∞

〈
φ̇(t),

∫ t

−∞
(A(s)ξ(s) + η(s)) ds

〉
W,W ∗

dt ( parc. int.)

Kako su izvodi funkcije φ ∈ C∞0 (R,W ) gusti u L2(R,W ), dokazali smo prvi

korak.
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Oznaqimo sa ρ : R → R glatku kat-of funkciju takvu da je ρ(t) = 0 za

|t| ≥ 1, ρ(t) ≥ 0 i
∫
ρ = 1. Za malo δ > 0 definixemo ρδ(t) := δρ(δ−1t).

2. korak: Za dovo	no malo δ > 0 va�i ξδ = ρδ ∗ ξ ∈ W .

Ci	 je da poka�emo da je ξ konstruisano u prvom koraku zapravo ele-

ment prostora W . To �emo posti�i aproksimacijom konvolucijama sa kat-of

funkcijama.

Dokaz 2. koraka: Mno�e�em (3.9) sa A−1 i i primenom konvolucije sa ρδ

dobijamo

ξδ =ρδ ∗ (A−1ξ̇ − A−1η)

=ρδ ∗ (A−1ξ̇)− ρδ(A−1η) (ρ ∗ (uv̇) = ρ̇ ∗ (uv)− ρ ∗ (u̇v))

=ρ̇δ ∗ (A−1ξ) + ρδ ∗ (A−1ȦA−1ξ)− ρδ(A−1η)

=ρ̇δ ∗ (A−1ξ) + ρδ ∗ (A−1ζ)

gde ζ = ȦA−1ξ − η ∈ H.

3. korak: Postoji konstanta c > 0 takva da va�i ‖DAξδ‖H ≤ c za dovo	no

malo δ.

Dokaz 3. koraka: Direktan raqun daje

DAξδ =ξ̇δ − A−1ξδ (ξ̇δ = ρ̇δ ∗ ξ)

=ρ̇δ ∗ ξ − A(ρ̇δ ∗ (A−1ξ) + ρδ ∗ (A−1ζ))

=A(A−1ρ̇δ ∗ ξ − ρ̇δ ∗ (A−1ξ)) + ρδ ∗ (A−1ζ).

Kako je ζ ∈ H, to je drugi sabirak sa desne strane ograniqen u H, uniformno
po δ. Odredimo procenu za prvi sabirak:

‖A−1ρ̇δ ∗ ξ(t)− ρ̇δ ∗ (A−1ξ)(t)‖W =

∥∥∥∥∥
∫ t+δ

t−δ

1

δ
ρ̇

(
t− s
δ

)
A−1(t)− A−1(s)

δ
ξ(s)ds

∥∥∥∥∥
W

≤c
∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∣1δ ρ̇
(
t− s
δ

) ∣∣∣∣∣‖ξ(s)‖H , ds
gde je konstanta c uniformno ograniqena za A−1 na I (ovo je mogu�e zbog pret-

postavke (A-1) i kompaktnosti I). Sada iz Jangove nejednakosti sledi

‖A−1ρ̇δ ∗ ξ(t)− ρ̇δ ∗ (A−1ξ)(t)‖L2(R,W ) ≤ c‖ξ(s)‖H‖ρ̇‖L1(R).
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Ovim je dokaz tre�eg koraka zavrxen.

4. korak: ξ ∈ W and DAξ = η.

Dokaz 4. koraka: Iz drugog koraka i leme 3.6 imamo da je ‖ξδ‖W ≤ c za neku

konstantu nezavisnu od δ. Kako je svaki slabo konvergentan red ograniqen,

tada mo�emo da izaberemo niz δn → 0 takav da ξδn konvergira slabo ka nekom

ξ0 iz W , ali taj niz konvergira ka istoj vrednosti i u H (H ⊂ W ∗). Me�utim,

ξδn = ρδn ∗ ξ konvergira jako ka ξ u H, pa je ξ = ξ0 ∈ W .

Dakle, dokazali smo teoremu u specijalnom sluqaju. Kako je C0(R,W )

gust u W i L, to i u opxtem sluqaju funkcije ξ i η imaju konaqan nosaq

(W 1,2
0 = W 1,2). Primetimo da A(t) u opxtem sluqaju ne mora da bude bijek-

tivna. Ali, iz napomene 3.4 znamo da A(t) ima diskretan spektar, za svako t.

Kako je invertibilnost otvoreno svojstvo u odnosu na topologiju indukovanu

normom operatora, mo�emo da izaberemo otvorene intervale Ij i odgovaraju�e

konstante λj takve da je λj Id−A(t) : W → H bijektivno preslikava�e za koje

va�i nejednakost

‖(λj Id−A(t))−1‖L(W,H ≤ cj.

Osla�aju�i se na linearnost operatora DA, problem bijektivnosti operatora

A mo�emo da prevazi�emo particijom jedinice. Ci	 je da sumiramo lokalna

rexe�a (imaju�i i da	e na umu linearnost operatora DA). Suma mora biti

konaqna u opxtem sluqaju. Me�utim, kako ξ i η imaju kompaktne nosaqe, to iz

kompaktnosti nosaqa sledi postoja�e konaqnog pokriva�a {Ij}.
Odaberimo sada particiju jedinice βj podre�enu konstruisanom konaqnom

pokriva�u {Ij} . Tada je ξj = βjξ slabo rexe�e

ξ̇j − Ajξj = ηj

gde

Aj = A− λj Id, ηj = βjη + (β̇j + λjβj)ξ.

Sada iz specijalnog sluqaja sledi da ξj ∈ W , pa je ξ =
∑
j

ξj ∈ W .

Napomena 3.8. Primetimo da nismo koristili (A-3) u prethodnom dokazu.

Dakle, eliptiqka regularnost va�i i u sluqaju kada matrice A± ne postoje.
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Pokazali smo eksplicitno xta je formalni adjungovan operator operatora

DA. Iz eliptiqke regularnosti sledi slede�ih par rezultata.

Teorema 3.2. Operator DA je Fredholmov.

Dokaz. Iz teoreme 3.7 imamo da je formalni adjungovani operator operatora

DA zapravo DA
• = −D−A. Kako familija operatora −A tako�e zadovo	ava

pretpostavke teoreme 3.1, sledi da je jezgro formalnog adjungovanog opera-

tora tako�e konaqnodimenziono. Dakle, kojezgro DA je konaqnodimenziono.

Zak	uqujemo da je tada DA Fredholmov.

Teorema 3.8. Pretpostavimo da je A : R → L(W,H) klase Ck−1 tako da je
dkA
dtk

slabo neprekidan i da su djA
dtj

ravnomerno ograniqeni za 0 ≤ j ≤ k. Ako je

ξ ∈ W i

DAξ = η ∈ W k,2(R, H)

tada je

ξ ∈ W k,2(R,W ) ∩W k+1,2(R, H).

Dokaz. Indukcijom. Dokaz pogledati u [3].

Teorema 3.9. Ako je A(t) bijektivan operator za svako t, tada Fredholmov

indeks DA jednak 0.

Sada �emo se fokusirati na perturbacioni aspekt. ,,Perturbacije ni�eg reda"

operatora A stvaraju Fredholmove operatore, odnosno posmatra�emo pertur-

baciju ξ 7→ Cξ indukovanu operatorima C(t) : W → H. Pretpostav	amo da

je C : R → L(W,H) neprekidno (u odnosu na topologiju indukovanu normom

operatora L(W,H)) tako da je C(t) kompaktan operator za svako t i da je

lim
t→±∞

‖C(t)‖L(W,H) = 0.

Poznata qi�enica je da kompaktne perturbacije ne utiqu na svojstvo Fredhol-

movosti, niti sam Fredholmov indeks (videti B.3). Dakle, ci	 je pokazati

slede�e:

Lema 3.10. Operator

W → H : ξ 7→ Cξ

je kompaktan.
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Dokaz. Ako doka�emo da je C kompaktan kad god ima kompaktan nosaq, to �emo

aproksimacijom kat-of funkcijama u opxtem sluqaju C predstaviti kao limes

operatora sa kompaktnim nosaqem (za koje va�i tvr�e�e) u odnosu na opera-

torsku normu.

Dakle, neka je C prethodno definisan operator sa kompaktnim nosaqem

I. Odaberimo ortonormiran potpun sistem H = Link≥1ek i oznaqimo sa πn :

H → Rn ortogonalnu projekciju na prvih n koordinata. Iz leme 3.5 znamo da

niz π∗nπn konvergira jako ka identitetu na H, pa komponuju�i sa kompaktnim

operatorom C(t), dobijamo da

Cn(t) = π∗nπnC(t)

konvergira ka C(t) ∈ L(W,H) u operatorskoj normi. Xtavixe, konvergencija

je uniformna po t jer je C : R→ L(W,H) neprekidna u operatorskoj normi.

Operator mno�e�a indukovan operatorom Cn = π∗nπnC se mo�e dekompono-

vati na slede�i naqin

W → W 1,2(I,Rn)→ L2(I,Rn)→ H,

gde je prvi operator indukovan operatorom πnC, drugi je kompaktan po Sobo	e-

vu, a posled�i je indukovan sa π∗n. Sledi, Cn je kompaktan. Kako Cn :W → H
konvergira ka C : W → H u normi operatora, sledi da je C kompaktan.

Konaqno u opxtem sluqaju, kao xto smo naveli na poqetku dokaza, aproksimi-

rajmo u odnosu na normu operatora operator C mno�e�i ga kat-of funkci-

jama.

Posledica 3.1. Operator DA+C :W → H definisan sa

DA+Cξ = ξ̇ − Aξ − Cξ

je Fredholmov. Xtavixe,

indexDA+C = indexDA

.

Napomena 3.9. Ako jeB : R→ L(H,H) jako neprekidno (u odnosu na topologiju

indukovanu jakom konvergencijom operatora) i konvergira ka 0 u topologiji

norme operatora kad t → ±∞, tada familija operatora C(t) = B(t)|W zado-
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vo	ava pretpostavke za perturbaciju. Zaista, kako je inkluzija i : W ↪→ H

kompaktna, to je i kompozicija B(t) ◦ i = B(t)|W kompaktna za svako t ∈ R.
Kako kompozicija kompaktnim operatorom pretvara jaku konvergenciju u kon-

vergenciju u operatorskoj normi, to je C(t) neprekidno u odnosu na operatorsku

normu. Konvergencija ka 0 u operatorskoj normi je trivijalna.

3.3 Spektralni tok

U ovom ode	ku uvodimo sprektralni tok aksiomatski. Dokazujemo da Fred-

holmov indeks zadovo	ava ove aksiome. Dokazujemo preostalu tvrd�u teoreme

3.1 koja se tiqe indeksa Fredholmovog operatora definisanog u prethodnom

ode	ku.

Koristimo istu notaciju kao u prethodnom ode	ku.

Definicija 3.1. Za A : R → L(W,H) i t ∈ R definixemo operator

prelaska kao

Γ(A, t) := PȦ(t)P |kerA(t)

gde P : H → H predstav	a ortogonalnu projekciju na jezgro operatora A(t).

Definixemo prelaz familije A kao broj t ∈ R za koji A(t) nije injektivan.

Napomena 3.10. Operator prelaska u t je jednak 0 ako t nije prelaz, jer je

u tom sluqaju A(t) injektivno, te je jezgro trivijalno. Pretpostav	amo da je

skup prelaza kompaktan.

Definicija 3.2. Prelaz t je regularan ako je operator prelaska Γ(A, t)

nedegenerisan. Prelaz t je prost ako je regularan i ako je dimkerA(t) = 1.

Ako je t0 prost prelaz, tada lokalno postoje jedinstvena realno vrednosna C
1

funkcija λ = λ(t) za koju va�i da su λ(t) sopstvene vrednosti A(t), za svako t

dovo	no blizu t0, i λ(t0) = 0.

Definicija 3.3. Takvu funkciju λ(t) zovemo funkcija prelaska sop-

stvenih vrednosti.

Primetimo da je za prost prelaz t0 operator prelaska Γ(A, t0) dat mno�e�em

λ̇(t0) (jer je jezgro jednodimenziono), pa je λ̇(t0) 6= 0.
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Kako nam je ci	 da doka�emo qi�enicu vezanu za Fredholmov indeks iz teo-

reme (3.3), to motivixe slede�u formulaciju teoreme:

Teorema 3.3. Pretpostavimo da A zadovo	ava (A-1), (A-2), (A-3) i da ima

samo regularne prelaze. Neka je DA definisan kao u (3.3). Tada je skup prelaza

konaqan i

indexDA = −
∑
t

signΓ(A, t) (3.10)

gde suma ide po svim prelazima t i sign oznaqava znak definisan u ode	ku 2.3.

Dakle, za krivu koja ima samo proste prelaze va�i slede�a formula

indexDA = −
∑
t

sign λ̇(t) (3.11)

Napomena 3.11. Trivijalno je da direktna suma dve krive sa samo regularnim

prelazima ima samo regularne prelaze. Ovo nije taqno za krive sa prostim

prelazima (na primer, posmatrati A⊕A). Me�utim, ispostav	a se je svojstvo

da kriva ima samo proste prelaze generiqko.

Ci	 ovog ode	ka je da uvede spektralni tok. Za poqetak, moramo da defin-

ixemo koje familije operatora �emo uzimati u obzir. Specijalno, �elimo da

familija operatora koja se pojav	uje u 3.1 pripada skupu familija za koje je

definisan spektralni tok; preciznije, �elimo da dotiqne familije zadovo-

	avaju (A-1), (A-2), (A-3).

Oznaqimo Banahov prostor ograniqenih simetriqnih operatora koji slikaju

W u H sa

Lsym(W,H) = {A ∈ L(W,H) : A∗|W = A}

i neka je S(W,H) ⊂ Lsym(W,H) otvoren podskup kojeg qine operatori sa

nepraznom rezolventom, odnosno, operator

λ Id−A : W → H

bijektivan za bar jedan realan broj λ. Ovo odgovara uslovu (A-2) kada se

A posmatra kao neograniqen operator (videti napomenu 3.4). Primetimo da

pretpostav	amo da je inkluzijaW u H kompaktna sa gustom slikom. Xtavixe,

pojam simetriqnosti operatora je k	uqan jer su tada sve sopstvene vrednosti

realne, te �e teorema (3.11) imati smisla.

Oznaqimo sada sa B = B(R,W,H) Banahov prostor svih neprekidnih (u

operatorskoj normi) preslikava�a A : R → Lsym(W,H) (izme�u dva Banahova
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prostora) koja imaju graniqne vrednosti

A± = lim
t→±∞

A(t)

u operatorskoj normi. Prisetimo se da graniqne vrednosti mogu postojati i u

slaboj topologiji, ne obavezno u topologiji indukovanoj operatorskom normom.

Ovo odgovara (A-3), ali nam nedostaje invertibilnost.

Oznaqimo sa B1 = B1(R,W,H) ⊂ B Banahov prostor onih familija A ∈ B
koje su neprekidno diferencijabilne u normi operatora i zadovo	avaju nejed-

nakost

‖A‖B1 = sup
t∈R

(
‖A(t)‖+ ‖Ȧ(t)‖

)
<∞.

Ovo odgovara (A-1), samo je razlika u tome xto je uslov (A-1) slabiji jer

garantuje C1 regularnost u slaboj topologiji, dok su familije iz B C1 u normi

operatora.

Na kraju, definiximo otvoren podskup

A = A(R,W,H) ⊂ B(R,W,H)

koji sadr�i one A ∈ B za koje su graniqne vrednosti A± : W → H bijektivni

operatori (ovaj uslov za A je otvoreno svojstvo; sada imamo (A-3)) i A(t) ∈
S(W,H) za svako t ∈ R (sada imamo (A-2)). Tada je skup

A1 = A1(R,W,H) = A ∩ B1

otvoreni (nasle�ena topologija) u B1. Oqigledno, A1 sadr�i sva preslikava�a

A : R → L(W,H) koja zadovo	avaju sva tri uslova i, dodatno, su neprekidno

diferencijabilna u operatorskoj normi. Pa iz teoreme 3.1 sledi da je DA

Fredholmov za svako A ∈ A1. Na ovaj naqin smo konstruisali skup familija

operatora za koje �elimo da definixemo spektralni tok.

Definicija 3.4. Za date Ai ∈ A(R,Wi, Hi), i = 1, 2, definixemo direktnu

sumu

A1 ⊕ A2 ∈ A(R,W1 ⊕W2, H1 ⊕H2)

na oqigledan naqin, za svaku taqku t ∈ R.

Definicija 3.5. Za date A,Al, Ar ∈ A(R,W,H) ka�emo da je A nadovezi-
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va�e familija Al i Ar ako je

A(t) =

Al(t) za t ≤ 0

Ar(t) za t ≥ 0

i Al(t) = A(0) = Ar(−t) za sve t > 0. U tom sluqaju pixemo

A = Al#Ar.

Konaqno, karakterizujemo spektralni tok:

Teorema 3.4. Postoje jedinstvena preslikava�a µ : A(R,W,H) → Z, jedno za
svaku kompaktnu gustu inkluziju Hilbertovih prostora W ↪→ H, koja zado-

vo	avaju slede�a svojstva:

(Homotopija) µ je konstantno na povezanim komponentama A(R,W,H).

(Konstanta) Ako je A konstantno, tada je µ(A) = 0.

(Direktna suma) µ(A1 ⊕ A2) = µ(A1) + µ(A2).

(Nadoveziva�e) Ako je A = Al#Ar, tada je µ(A) = µ(Al#Ar) = µ(Al) +

µ(Ar).

(Normalizacija) Za W = H = R i A(t) = arctan(t), va�i µ(A)=1.

Broj µ(A) zovemo spektralni tok familije A. Navedena svojstva zovemo ak-

siome.

Napomena 3.12. Neka je A ∈ A(R,W,H). Neka je ε > 0 dovo	no malo (uskoro

�emo videti zaxto). Ako A0, A1 ∈ A1(R,W,H) zadovo	avaju

sup
t∈R
‖A(t)− Aj(t)‖L(W,H) ≤ ε

tada put Aτ = (1−τ)A0+τA1 le�i u A1(R,W,H) za svako 0 ≤ τ ≤ 1. Doka�imo

ovo. Setimo se da je A1 = A ∩ B1. Prvo, skup svih neprekidno diferencija-

bilnih preslikava�a izme�u dva Banahova prostora je zatvoren u odnosu na
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operaciju. Da	e, iz

‖Aτ‖B1 = sup
t∈R

(
‖Aτ (t)‖+ ‖Ȧτ (t)‖

)
= sup

t∈R

(
‖(1− τ)A0(t) + τA1(t)‖+ ‖(1− τ)Ȧ0(t) + τȦ1(t)‖

)
≤ sup

t∈R

(
‖A0(t)‖+ ‖A1(t)‖+ ‖Ȧ0(t)‖+ ‖Ȧ1(t)‖

)
≤ sup

t∈R

(
‖A0(t)‖+ ‖Ȧ0(t)‖

)
+ sup

t∈R

(
‖A1(t)‖+ ‖Ȧ1(t)‖

)
<∞

sledi da Aτ ∈ B1 za svako τ .

Drugo, iz Nojmanovih redova znamo da je skup invertibilnih operatora

otvoren u Banahovom prostoru ograniqenih (neprekidnih) operatora u topolo-

giji indukovanoj normom operatora. Poxto su A0 i A1 bijektivni graniqni

operatori, i poxto je

‖A±τ − A±0 ‖L(W,H) =‖τ(A±0 − A±1 )‖L(W,H) ≤ ‖τ(A±0 − A± + A± − A±1 )‖L(W,H)

≤‖A±0 − A±‖L(W,H) + ‖A± − A±1 ‖L(W,H)

≤ sup
t∈R
‖A(t)− A1(t)‖L(W,H) + sup

t∈R
‖A(t)− A0(t)‖L(W,H) ≤ 2ε

mo�emo da vidimo da za ε dovo	no malo A±τ �e ostati invertibilno za svako

τ . Kako je skup simetriqnih operatora (videti definiciju skupa B) zatvoren
u odnosu na operacije, sledi da Aτ ∈ A za svako τ , te je Aτ ∈ A1 = A ∩ B1.

Primetimo da je ovde req o C1 homotopiji.

Sada, ako su A0, A1 ∈ A1(R,W,H) homotopne neprekidnom (u normi oper-

atora) homotopijom u A(R,W,H), tada su one homotopne i C1-homotopijom u

A1(R,W,H). Zaista, nejednakost u definiciji skupa B je suvixna ukoliko

posmatramo C1 preslikava�a u A. Ovo opa�a�e sledi direkntno iz asimptot-
skog ponaxa�a familija iz A. Kako su C1 funkcije guste u neprekidnim,

to je skup A1 gust u A. Dakle, svaka homotopija u A se mo�e aproksimirati

nadoveziva�em homotopija u A1 koje su konstruisane u prethodnom pasusu.

Konaqno, svaka homotopska invarijanta na A1(R,W,H) se mo�e jedinstveno

proxiriti na homotopsku invarijantu na A(R,W,H).

Napomena 3.13. Razlog postoja�a prethodne napomene je evidentan u pret-

postavkama teoreme 3.4. Primetimo da je karakterizacija spektralnog toka u

teoremi 3.4 data na A, xto je xira klasa familija od familija koje pripadaju
A1, iako je za potrebe primene na teoremu 3.1 dovo	no posmatrati spektralni
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tok na A1. Me�utim, definisa�emo svakako spektralni tok na A1 kao homo-

topno invarijantno preslikava�e, pa na osnovu prethodne napomene znamo da

mo�emo tako definisan spektralni tok jedinstveno da proxirimo na A.
Primetimo tako�e da je ovo analogno naqinu na koji su Robin i Salamon

definisali Maslov	ev indeks. Naime, Maslov	ev indeks je prvo definisan

za krive (glatkost), te je potom dokazano da se tako definisan indeks mo�e

proxiriti na xiru klasu neprekidnih puteva. Takav �e sluqaj biti i kod

spektralnog toka, poxto jeA1 = A∩B1, gde je po definiciji B1 uslov glatkosti

familije, odnosno toka.

Zapiximo skup S = S(W,H) kao beskonaqnu disjunktnu uniju

S(W,H) =
∞⋃
k=0

Sk(W,H)

gde Sk = Sk(W,H) predstav	a skup operatora Sk sa k-dimenzionalnim jez-

grom. Unija je beskonaqna jer posmatramo beskonaqno dimenzionalan Hilber-

tov prostor W . Ispostav	a se da je Sk podmnogostrukost od S kodimenzije
k(k+1)

2
. Tangentan prostor Sk u taqki L ∈ Sk je zadat sa

TLSk =
{
L̂ ∈ Lsym(W,H) : PL̂P = 0

}
gde P : H → H predstav	a ortogonalnu projekciju na jezgro od L. Drugim

reqima, kriva A ∈ A je tangentna na Sk u t = 0 ako i samo ako A(0) ∈ Sk i ako

je operator prelaska Γ(A, 0) = 0. Sledi, svaka kriva u Sk ima spektralni tok

jednak nuli.

Primetimo da smo govorili o tangentnom prostoru u taqki krive qiji je

kodomen Banahov prostor. Setimo se da je Lsym otvoren u prostoru ograniqenih

linearnih operatora izme�u Banahovih prostora u topologiji indukovanoj op-

eratorskom normom, pa tada Lsym ima strukturu Banahove mnogostrukosti.

Tada je S otvoren u Lsym, pa S tako�e ima strukturu Banahove mnogostrukosti

(sa nasle�enom topologijom iz Lsym).
S1 je kodimenzije 1. Tada kriva ima samo proste prelaze (jednodimenziona

jezgra) ako i samo ako je transverzalna na svako Sk za svako k. Kako su Sk kodi-
menzija strogo ve�ih od 1, tada iz teorije transverzalnosti sledi da generiqka

kriva sa samo prostim prelazima ne�e imati zajedniqkih taqaka sa Sk, za k ≥ 2.

Dokaz. (teoreme 3.4)

Teoremu �emo dokazati u dva koraka. Prvi �e se ogledati u eksplicitnom
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definisa�u spektralnog toka na A1, pri qemu �emo se osla�ati na prethodno

uvedene pojmove, dokazuju�i da takva definicija zadovo	ava aksiome. Tada

na osnovu prethodne napomene znamo da mo�emo jedinstveno da proxirimo

definiciju spektralnog toka na A. Drugi korak �e biti dokaz jedinstvenosti.
Za A ∈ A1(R,W,H) definiximo µ(A) kao indeks preseka krive A i cikla

S1 (sa orijentacijom, sa obziromom na to da koristimo teoriju preseka) kao

u [13]. Da bi ovakva definicija bila korektna, neophodno je dokazati da je

skup krivih transverzalnih na sve Sk otvoren i gust u A1 i da je skup homo-

topija transverzalnih na sve Sk gust. Sve ove standardne argumente teorije

transverzalnosti pokrivene su teorijom transverzalnosti koje je Robin razvio

u [7].

Ukoliko je sada A ∈ A1(R,W,H) transverzalna na svako Sk (odnosno dis-

junktna sa svakim nivoom sem sa S1) tada je indeks preseka A i S1 (odnosno

spektralni tok A) dat sa

µ(A) =
∑
t

sign λ̇(t)

gde je desna strana ista kao u (3.11). Ovo sledi direktno iz definicije opera-

tora prelaska, konkretno u sluqaju prostih prelaza. Kako smo spektralni tok

definisali kao indeks preseka, a uzimaju�i u obzir prethodnu priqu o teoriji

transverzalnosti koju je razvio Robin, znamo da spektralni tok zadovo	ava

aksiomu homotopije.

Za potrebe dokaziva�a karakterizacije potrebna nam je teorema 4.5. iz

[3]. Neka je µ(A) spektralni tok definisan kao u prethodnom pasusu. Neka

je µ̃ : A(R,W,H) → Z neko preslikava�e koje zadovo	ava aksiome. Ci	 je

dokazati da je µ = µ̃.

Primetimo da je svaka kriva u prostoru matricaA(R,Rn,Rn) (zbog defini-

cije A), homotopna krivoj dijagonalnih matrica. Tada iz aksioma homotopije,
direktne sume i normalizacije sledi da je

µ(B) =
1

2
signB+ − 1

2
signB−. (3.12)

Neka je A ∈ A(R,W,H) proizvo	na kriva i B ∈ A(R,Rn,Rn) tako da je

A ⊕ B homotopna konstantnoj familiji (videti teoremu 4.5 u [3]). Tada je

µ(B) = µ̃(B) i iz aksioma homotopije i konstatnosti imamo da µ(A ⊕ B) =

µ̃(A⊕B) = 0. Sada iz aksiome direktne sume sledi da je µ(A) = µ̃(A). Dakle,

µ = µ̃.
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Napomena 3.14. Ako obratimo pa��u na qi�enicu da smo definisali spek-

tralni tok kao indeks preseka sa hiperpovrxi u Banahovom prostoru, mo�emo,

uslovno, da interpretiramo spektralni tok kao Maslov	v indeks za puteve si-

metriqnih operatora na beskonaqnodimenzionom Hilbertovom prostoru.

Napomena 3.15. Pogledajmo (3.12). Tada je napomena 3.12 specijalan sluqaj

spektralnog toka za konaqnu dimenziju. Xtavixe, konzistentno je sa lemom

2.6.

Primetimo da nigde nismo koristili aksiomu nadoveziva�a u dokazu jedin-

stvenosti. Dakle, aksioma nadoveziva�a sledi iz ostalih aksioma.

Lema 3.11. Aksioma nadoveziva�a sledi iz aksioma homotopije, direktne

sume i konstantnosti.

Sada smo zavrxili sa karakterizacijom spektralnog toka. Glavna moti-

vacija za karakterizaciju je bila odre�iva�e indeksa Fredholmovog operatora

iz teoreme 3.1. Ci	 je dokazati da je spektralni tok jednak Fredholmovom

ideksu tog operatora. Slede�a lema va�i:

Lema 3.12. Pretpostavimo da A : R → L(W,H) zadovo	ava (A-1), (A-2),

(A-3) i da ima samo regularne prelaze. Tada je broj prelaza konaqan i spek-

tralni tok A je jednak

µ(A) =
∑
k

signΓ(A, t).

Dokaz. Za dokaz pogledati [3].

Ova lema i jednaqina u dokazu karakterizacije spektralnog toka nas navode

da se zapitamo da li minus Fredholmov indeks zadovo	ava aksiome. Is-

postav	a se da zaista zadovo	ava. Me�utim, primetimo da nam teorema 3.1 daje

Fredholmovost operatora pod pretpostavkama (A-1), (A-2), (A-3), te mo�emo

da priqamo o minus Fredholmovom indeksu jednakom spektralnom toku samo

na A1, dok karakterizacija, a samim tim i jedinstvenost, va�e za A. Ali to

ne�e predstav	ati problem zbog qi�enice da postoje jedinstvena proxire�a

homotopno invarijantnih preslikava�a sa A1 na A.

Teorema 3.5. Minus Fredholmov indeks zadovo	ava aksiome teoreme 3.4:

A1(R,W,H)→ Z : A 7→ −indexDA.
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Dokaz. Aksioma homotopije sledi iz svojstva Fredhlomovosti. Aksioma di-

rektnog zbira je oqigledna. Aksioma konstantnosti sledi iz 3.9. Aksioma

normalizacije sledi iz 3.1. Naveli smo da aksioma nadoveziva�a sledi iz

ostalih aksioma. Dakle, −indexDA = µ(A). Me�utim, (A-1), (A-2), (A-3) ne

karakterizuje A1. Navedeni uslovi tvrde da je A zapravo C1 u slaboj opera-

torskoj topologiji. Ali, mi mo�emo da aproksimiramo krivu koja zadovo	ava

ova tri uslova krivama u A1, osla�aju�i se na aksiomu homotopije i svojstvo

Fredholmovosti koje ima istu formulaciju. Kombinuju�i ovaj rezultat sa 3.12

dobijamo 3.3.

Ovom teoremom je zavrxen dokaz teoreme 3.1.

3.4 Teorema o Morsovom indeksu

Predstavi�emo primenu prethodno dokazanih teorema za diferencijalni op-

erator koji se jav	a u diferencijalnog geometriji. Konkretno, u Jakobijevoj

jednaqini.

Jakobijevo vektorsko po	e J opisuje ponaxa�e geodezijskih linija u besko-

naqno maloj okolini date geodezijske γ. To vektorsko po	e je dobijeno difer-

encira�em glatke familije geodezijskih γs takvih da γ0 = γ:

J(t) =
∂γs(t)

∂s

∣∣∣
s=0

.

Xtavixe, vektorsko po	e du� geodezijske krive γ na Rimanovoj mnogostrukosti

(M, g) se zove Jakobijevo po	e ako zadovo	ava narednu jednaqinu koju zovemo

Jakobijeva jednaqina:

D2

dt2
J(t) +R (J(t), γ̇(t)) γ̇(t) = 0,

gde D predstav	a kovarijantan izvod saglasan sa Levi-Qevita koneksijom i R

predstav	a krivinu mnogostrukosti. Jakobijeva jednaqina je oqigledno obiqna

diferencijalna jednaqina drugog reda.

U odgovaraju�im koordinatama, Jakobijeva jednaqina ima oblik

Au = −d
2u

ds2
−Q(s)u = 0. (3.13)
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Neka je (bez uma�e�a opxtosti) s ∈ [0, 1], i pritom je u(s) ∈ Rn poxto govorimo

o vektorskim po	ima na konaqno dimenzionalnim mnogostrukostima, i Q(s)

simetriqna matrica koja predstav	a krivinu R.

Definicija 3.6. Taqku s0 ∈ (0, 1] zovemo konjugovana taqka jednaqine A

ako postoji netrivijalno rexe�e (3.13) koje zadovo	ava uslov u(0) = u(s0) = 0.

Dimenziju vektorskog prostora svih takvih rexe�a zovemo vixestrukost

konjugovane taqke. Oznaqimo sa ν(A) broj konjugovanih taqaka A brojenih sa

vixestrukox�u.

Neka je Φ(s) ∈ Rn2
fundamentalno rexe�e (3.13):

d2Φ

ds2
+QΦ = 0, Φ(0) = 0,

dΦ

ds
(0) = 1,

za s ∈ [0, 1]. Tada je

Λ(s) = range

(
Φ(s)

Φ̇(s)

)
Lagran�ev potprostor za svako s. Ovo va�i jer su i Φ i Φ̇ simetriqne ma-

trice (xto se mo�e zak	uqiti direktno iz jednaqine fundamentalnog rexe�a,

imaju�i na umu da je Q tako�e simetriqna). Tada va�i slede�a teorema:

Teorema 3.6. Pretpostavimo da detΦ(1) 6= 0. Tada je broj ν(A) konjugovanih

taqaka povezan sa Maslov	evim indeksom puta Λ na slede�i naqin

µ(Λ, V ) = −ν(A)− n

2

gde je V = {0} × Rn.

Nax ci	 je da primenimo prethodno navedene teoreme na specijalan suqaj

operatora koji nastaje posmatraju�i Jakobijevu jednaqinu. Ne bismo li to

uradili, definiximo prostore na kojima �emo analizirati navedeni opera-

tor:

H = L2([0, 1],Rn), W = W 2,2([0, 1],Rn) ∩W 1,2([0, 1],Rn).

Biramo W 2,2 zbog drugog izvoda koji se nalazi u definiciji A. Xtavixe,

posmatra�emo diferencijalni operator

A(t) = − d2

ds2
−Q(s, t).

Pretpostav	amo da je Q klase C1 na zatvorenoj traci [0, 1]×R i da je nezavisan
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od t za |t| ≥ T . Pretpostavimo jox da 1 nije taqka konjugovanosti nijednog od

operatora A± (xto implicira da su ti operatori invertibilni). Tada je

Teorema 3.7. Spektralni tok familije operatora A(t) je dat sa

µ(A) = ν(A−)− ν(A+).

Dokaz. [3].

Posledica 3.2. (Teorema o Morsovom indeksu) Pretpostavimo da je op-

erator A : W → H definisan jednaqinom (3.13) invertibilan. Tada je �egov

Morsov indeks (broj negativnih sopstvenih vrednosti brojenih sa vixestrukox-

�u) jednak broju ν(A) konjugovanih taqaka.

Dokaz. Posmatrajmo familiju operatora

A(t) = A− b(t) = − d2

ds2
−Q(s)− b(t)

gde je b : R→ R glatka funkcija takva da je b(t) = b− < λ1 za t ≤ −1 i b(t) = 0

za t > 1.

Iz pretpostavki je oqigledno da je Q(s) + b(t) klase C1 i da je nezavisno od

t za |t| ≥ 1. Xtavixe, A je simetriqan ograniqen operator, te je �egov spektar

ograniqen i realan.

1 ne mo�e da bude taqka konjugovasti nijednog od operatora A±. Da bismo

to dokazali, primetimo prvo da je A+ = A(t) = A− b(t) = A, za t > 1 poxto je

b(t) = 0 za t ≥ 1. Kako je A invertibilan po pretpostavci, to je �egovo jezgro

trivijalno, pa ne postoje netrivijalna rexe�a jednaqine Au = 0 na [0, 1].

A− je invertibilan zbog definicije funkcije b(t), tj. jer je b(t) = b−1 < λ1,

gde je λ1 najma�a sopstvena vrednost (ovaj komentar je korektan jer su sve

sopstvene vrednosti realne zbog simetriqnosti A). Kako je A− = A − b−, 1

nije taqka konjugovanosti jer da jeste, to bi impiciralo da je b− sopstvena

vrednost A, xto nije mogu�e zbog definicije b−. Primetimo da A− ima samo

pozitivne sopstvene vrednosti.

Sada mo�emo da primenimo prethodnu teoremu na A(t) da bismo dobili da

je

µ(A(t)) = ν(A−)− ν(A+) = ν(A− b−)− ν(A).

Ako bi s0 bila konjugovana taqka A−b− i u netrivijalno rexe�e [0, s0], to bi

impliciralo da je b− sopstvena vrednost A. To nije mogu�e. Sledi, ne postoje

konjugovane taqke A− b−, odnosno ν(A− b−) = 0. Dakle, µ(A(t)) = −ν(A).
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Izraqunajmo sada spektralni tok A(t) = A − b(t) po definiciji. Naime,

ranije smo zak	uqili da A(t) nije injektivno za neko t ∈ R ako i samo ako

je b(t) sopstvena vrednost operatora A. Dakle, za potrebe raquna spektralnog

toka, dovo	no je obratiti paz�u na prelaze koji su vrednosti t takve da je b(t)

sopstvena vrednost operatora A. Tada je operator prelaska u t0 dat sa

Γ(A(t), t0) = P ˙A(t)P |kerA(t0) = P ˙(A− b(t))P |kerA(t0) = −P ḃ(t)P |kerA(t0) = −ḃ(t) Id,

odnosno forma prelaska je data mno�e�em skalarom ḃ(t). Kako je po defini-

ciji b(t) rastu�a funkcija, to je svaki prelaz regularan i −b(t) je negativan
broj. Kako familija A(t) oqigledno zadovo	ava pretpostavke (A-1), (A-2),

(A-3), to iz leme 3.12 sledi da je spektralni tok A(t) dat sa

µ(A(t)) =
∑
b(t)

signΓ(A(t), t) =
∑
b(t)

sign(−ḃ(t) Id) = −
∑
b(t)

dimEb(t) = −indA,

gde suma ide po svim prelazima (koji istovremeno odgovaraju sopstvenim vred-

nostima operatora A), a Eb(t) predstav	a sopstveni prostor koji odgovara sop-

stvenoj vrednosti b(t).

Konaqno, imamo ν(A) = indA.

3.5 Koxi-Rimanov operator

U ovom ode	ku �emo navesti posledicu koju prethodno razvijena teorija daje

u sluqaju Koxi-Rimanovog operatora. Poseban znaqaj ovog ode	ka, kao i mo-

tivacija, predstav	eni su u ode	ku 4.1.

Neka je J0 standardna skoro-kompleksna struktura na R2n ∼= Cn. Posmatra-

jmo perturbovani Koxi-Rimanov operator

∂̄S,Λζ =
dζ

dt
− J0

dζ

ds
+ Sζ. (3.14)

gde je ζ : [0, 1]× R→ R2n koje zadovo	ava graniqne uslove

(ζ(0, t), ζ(1, t)) ∈ Λ(t),
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gde je Λ(t) put u L(2n) i S(s, t) ∈ R2n×2n familija matrica. Postav	amo

slede�e uslove koji �e nam omogu�iti da primenimo teoremu 3.1:

(CR− 1) Preslikava�e Λ : R→ L(2n) je klase C1. Lagran�ev Grasman-

ijan L(2n) se odnosi na simplektiqki prostor (R2n × R2n, (−ω0) × ω0).

Neka postoje Lagran�evi potprostori Λ± i konstanta T > 0 takva da je

Λ(t) = Λ+ za t ≥ T i Λ(t) = Λ− za t ≤ −T .

(CR− 2) Funkcija S : [0, 1]× R→ R2n×2n je neprekidna. Xtavixe, neka

postoje simetriqne matrice S± : [0, 1]→ R2n×2n takve da

lim
t→±∞

sup
0≤s≤1

‖S(s, t)− S±(s)‖ = 0.

(CR− 3) Neka su Φ± : [0, 1]→ Sp(n) definisani kao

dΦ±

ds
+ J0S

±Φ± = 0, Φ±(0, t) = Id .

Tada je grafik Φ±(1) transverzalan na Λ±.

Mo�emo da primetimo da Koxi-Rimanov operator ima oblikDA = d
dt
−A(t),

me�utim problem je u tome xto ne postoji domen A(t) : W (t) → H nezavisan

od parametra t, dok je u teoremi 3.1 to jedan od uslova. Ovaj problem se mo�e

prevazi�i promenom koordinata. Primetimo da uslov (CR− 1) tvrdi da op-

eratori A(t) imaju fiksan domen za sve t ≥ |T |. Iz Lagran�ovih graniqnih

uslova i simetriqnosti S± daje da su graniqni operatori A± samoadjungovani.

Uslov (CR− 3) daje invertibilnost istih.

Posmatrajmo sada prostore

L2 = L2([0, 1]× R,R2n)

W 1,2 =
{
ζ ∈ W 1,2([0, 1]× R,R2n) | (ζ(0, t), ζ(1, t)) ∈ Λ(t)

}
U sluqaju Λ(t) ≡ Λ konstantnih graniqnih uslova, ovo su upravo prostori

H = L1,2 i W = W 1,2
Λ .

S obzirom na ovakvu konstrukciju prostora, za Koxi-Rimanov operator

va�i slede�e tvr�e�e:

Teorema 3.8. Posmatrajmo operator ∂̄S,Λ : W 1,2
Λ → L2 za koji va�e pret-

postavke (CR− 1), (CR− 2) i (CR− 3). Tada je operator ∂̄S,Λ Fredholmov

i indeks tog operatora je dat sa
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index ∂̄S,Λ = µ(Gr(Φ−),Λ−)− µ(Gr(Φ+),Λ+)− µ(∆,Λ)

Dokaz. [3].
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4 Monotone Lagran�eve podmnogostrukosti

4.1 Florova teorija

Uz simplektiqku strukturu na mnogostrukosti dolazi prirodna vrsta dinamike

koju �emo zvati Hamiltonovom dinamikom. Naime, nedegenerisanost simplek-

tiqke forme uspostav	a bijekciju

ı : TM → T ∗M , X 7→ ı(X)ω = Xyω.

Dakle, ukoliko posmatramo glatku funkciju H : M → R, znamo da postoji
glatko vektorsko po	e XH tako da

ı(XH)ω = dH.

Ukoliko sada imamo glatku funkciju H : M × I → R, gde je I = [0, 1], to za

svako t ∈ I imamo zadano glatko vektorsko po	e XHt tako da va�i

ı(XHt)ω = dHt.

Definicija 4.1. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost. Glatku funk-

cijuH : M×I → R nazivamoHamiltonijanom ukoliko postoji kompaktK ⊂
M takav da supp(Ht) ⊂ K za svako t ∈ I (u sluqaju zatvorene mnogostrukosti

ovo je prazan uslov). Jednaqinu

ı(XHt)ω = dHt

nazivamoHamiltonovom jednaqinom, a generisano vektorsko po	eXHt defi-

nisano Hamiltonovom jednaqinom nazivamoHamiltonovim vektorskim po-

	em, a tok Hamiltonovog vektorskog po	a Hamiltonovim tokom dat jed-

naqinom
d

dt
φt = XHt ◦ φt, φ0 = id.

Kako je XHt = 0 van K, to XHt definixe familiju difeomorfizama φt, gde

je φ0 = id. Difeomorfizme ϕt, t ∈ I, nazivamo Hamiltonovim difeomor-

fizmima.

Hamiltonovi difeomorfizmi su posebno interesantni jer su istovremeno

i simplektomorfizmi. Hamiltonovi difeomorfizmi tako�e qine normalnu
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podgrupu grupe simplektomorfizama. Ovu podgrupu �emo nada	e oznaqavati

sa Ham(M), podrazumevaju�i da je simplektiqka forma poznata iz konteksta.

Xtavixe, za razliku od Rimanove geometrije gde je grupa izometrija mno-

gostrukosti dimenzije ve�e od 1 zapravo trivijalna za generiqki izbor metrike,

u simplektiqkoj geometriji je oqigledno grupa simplektomorfizama velika s

obzirom na to da oqigledno sadr�i Hamiltonove difeomorfizme.

Nada	e pretpostav	amo da je H0 = H1, tj. u opxtem sluqaju mo�emo da

posmatramo 1-periodiqan Hamiltonijan Ht = Ht+1. Tada su fiksne taqke

Hamiltonovog difeomorfizma φ1 u 1-1 korespodenciji sa 1-periodiqnim rex-

e�ima
d

dt
φt = XHt ◦ φt, φ0 = id

i skup takvih rexe�a �emo oznaqavati sa

P(H) =

{
φ : R/Z→M :

d

dt
γ(t) = XHt (γ(t))

}
.

Definicija 4.2. Periodiqno rexe�e γ ∈ P(H) je nedegenerisano ukoliko

je ispu�en uslov

det (Id−dφ1(γ(0))) 6= 0.

Hamiltonijan je nedegenerisan ako su sva �egova periodiqna rexe�a nede-

generisana.

Arnoldova hipoteza (slabiji sluqaj iste) ka�e da je u nedegenerisanom

sluqaju broj 1-periodiqnih rexe�a ograniqen odozdo sumom Betijevih brojeva

simplektiqke mnogostrukosti M :

Teorema 4.1. (Arnold) Neka je (M,ω) kompaktna simplektiqka mnogostru-

kost i neka je Ht = Ht+1 gladak 1-periodiqan Hamiltonijan koji je pritom i

nedegenerisan. Tada je

]P(H) ≥
2n∑
i=0

dimHi(M,Q),

gde Hi(M,Q) predstav	a singularnu homologiju sa racionalnim koeficijen-

tima.

Andreas Flor je razvio teoriju koja je po �emu dobila naziv, a koja je za

ci	 imala da doka�e Arnoldovu hipotezu. U nastavku �emo dati vrlo kratak
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pregled Florove teorije, tj. Florove homologije.

Florova namera je bila da napravi beskonaqnodimenzionu Morsovu teoriju

za neku funkciju koja �e za kritiqne taqke imati upravo 1-periodiqne Hamiltonove

pet	e u M . Motivisan time, na prostoru kontraktibilnih pet	i LM sim-

plektiqke mnogostrukosti M definisao je slede�i funkcional koji zovemo

funkcionalom dejstva:

AH(γ) = −
∫
D2

u∗ω −
∫ 1

0

Ht(γ(t))dt,

gde je u : D2 →M proizvo	no preslikava�e diska za koje va�i uslov u|∂D2 = γ.

Ne bi li funkcional bio dobro definisan, dovo	no je da pretpostavimo da

je π2(M) = 0. Uz tu pretpostavku i imaju�i u vidu zatvorenost simplektiqke

forme, integral

∫
D2

u∗ω ne�e zavisi od izbora preslikava�a u. Varijacijom

dobijamo da je

dAH(γ)(ξ) = −
∫ 1

0

ω(ξ, γ̇ −XH(γ))dt,

pa uzimaju�i u obzir nedegenerisanost simplektiqke forme i proizvo	nost

varijacije, prime�ujemo da su kritiqne taqke funkcionala dejstva upravo i

jedino 1-periodiqne Hamiltonove pet	e.

Kao xto smo pomi�ali, Florova ideja je bila da gradi Morsovu homologiju

za funkcional dejstva. Pre svega, prostor svih kontraktibilnih pet	i sim-

plektiqke mnogostrukosti M je beskonaqnodimenzion. Dakle, ukoliko bismo

u duhu Morsove homologije posmatrali funkcional dejstva, posmatrali bismo

negativne gradijentne trajektorije u LM

du

ds
= −∇AH(u(s)),

gde je u(s) : R → LM glatka jednoparametarska familija pet	i. Me�utim,

gradijent je indukovan metrikom, xto povlaqi da je neophodno zadati metriku

na LM . Kako je M simplektiqka, to mo�emo da posmatramo 1-periodiqnu

familiju skoro kompleksnih struktura Jt = Jt+1 ∈ J (M,ω) koje zadaju odgo-

varaju�u familiju saglasnih metrika 〈·, ·〉t = gt(·, ·) = ω(·, Jt·). Sada mo�emo

da zadamo metriku na LM na slede�i naqin:

〈ξ, η〉 =

∫ 1

0

〈ξ(t), η(t)〉t,
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za proizvo	ne tangentne vektore ξ, η ∈ TγLM = C∞(R/Z, γ∗TM) u tangentnom

prostoru taqke (tj. pet	e) γ.

Gradijentna jednaqina je oqigledno diferencijalna jednaqina u beskonaqno

dimenzionalnom prostoru. Florova ideja je bila da zapravo gradijentnu jed-

naqinu svede na parcijalnu diferencijalnu jednaqinu u konaqno dimenzion-

alnom prostoru. Naime, kako je gradijent definisan kao

dAH(u)(ξ) = gt(ξ,∇tAH)

sledi da je

∇tAH(u) = Jt

(
du

dt
−∇tH(u(t))

)
,

gde je gradijent od Ht dobijen saglasno sa metrikom gt naM . Sada �e negativna

gradijentna trajektorija u(s) : R → LM , ukoliko je zapravo posmatramo kao

preslikava�e u(s, t) : R × S1 → M , zadovo	avati parcijalnu diferencijalnu

jednaqinu
du

ds
+ Jt

du

dt
−∇tHt(u) = 0 (4.1)

koju zovemo perturbovanom Koxi-Rimanovom jednaqinom iliFlorovom

jednaqinom, dok �emo rexe�e jednaqine zvati perturbovanim holomor-

fnim preslikava�em. Ekvivalentno, jednaqina (4.1) je jednaka

du

ds
+ Jt

du

dt
− JtXH(u) = 0.

Konstrukcija Florove homologije se zasniva na analizi jednaqine (4.1),

koju kao u Morsovom sluqaju, mo�emo posmatrati kao seqe�e dobro izabranih

Banahovih mnogostrukosti. Dobar izbor tih prostora �e zajedno sa Fredholmo-

vox�u seqe�a zadatog jednaqinom (4.1) (o qemu je bila req u 3.5) davati glatku

strukturu na modulskom prostoru dode	enom kritiqnim taqkama funkcionala

dejstva, tj. 1-periodiqnim Hamiltonovim pet	ama. Kako �e linearizacija

Florove jednaqine biti operator (3.14), to �e dimenzija modulskog prostora

biti data indeksom tog operatora.

Poxto �elimo da definixemo homologiju u duhu Morsove homologije, posta-

v	a se pita�e da li �e uvek postojati perturbovana holomorfna preslikava�a

koja �e povezivati dve pet	e. Tako�e se postav	a pita�e kako izvrxiti grad-

uaciju. U Morsovom sluqaju za konaqnodimenzione mnogostrukosti gradicija

je vrxena po Morsovom indeksu kritiqne taqke. I na kraju, postav	a se pi-

ta�e topologije modulskog prostoraM(x−, x+), obzirom da su u konaqnodimen-
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zionom sluqaju Morsove homologije modulski prostori bili u izvesnom smislu

kompaktni.

Prvo pita�e ima potvrdan odgovor, uz odgovaraju�e pretpostavke. Pre

svega, definiximo energiju perturbovanog cilindra u u LM sa

E(u) =
1

2

∫ 1

0

∫ ∞
∞

(∣∣∣du
ds

∣∣∣2 +
∣∣∣du
dt
−Xt(u)

∣∣∣2) dsdt.
Direktan raqun pokazuje da je

E(u) = AH(x+)−AH(x−),

gde je u perturbovani holomorfni cilindar koji povezuje Hamiltonove pet	e

x±. Ovo je konzistentno za Morsovom teorijom. Xtavixe, ispostav	a se da

je uslov konaqnosti energije perturbovanog cilindra ekvivalentan tome da on

spaja Hamiltonove pet	e:

Teorema 4.2. Neka je u : R × S1 → R rexe�e (4.1). Tada su slede�a tvr�e�a

ekvivalentna:

(1) E(u) <∞

(2) Postoje 1-periodiqne pet	e x± ∈ P(H) takve da

lim
s→±∞

u(s, t) = x±(t)

i lim
s→±∞

du

ds
= 0, i ove konvergencije su uniformne po t.

(3) Postoje konstante δ > 0 i c > 0 takve da∣∣∣du
ds

(s, t)
∣∣∣ ≤ ce−δ|c|

za sve s ∈ R i t ∈ S1.

Dokaz. [4].

Xto se graduacije tiqe, mogu�e je dodeliti svakoj Hamiltonovoj pet	i

Konli-Cenderov indeks. O deta	ima ove konstrukcije pogledati Odeninu kn-
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jigu. Tada definixemo homoloxki operator ∂ na slede�i naqin

∂x+ =
∑
x−

µCZ(x+)−µCZ(x−)=1

n(x+, x−)x− (4.2)

gde je n(x+, x−) broj perturbovanih cilindara u, koja povezuju Hamiltonove

pet	e u prethodno navedenom smislu. Da bi operator bio korektno defin-

isan, neophodno je da broj perturbovanih cilindara koji povezuju Hamiltonove

pet	e, qija je razlika Konli-Cenderovih indeksa jednaka 1, bude konaqan. Ovo

zaista i jeste jeste sluqaj, kao i u sluqaju Morsove homologije.

Kompaktnost je u Florovom sluqaju suptilno pita�e. Naime, Gromov je

u svom revolucionarnom radu iz 1985. godine uveo pojam pseudohomolorfnih

preslikava�a, na kojima je Flor bazirao svoju teoriju:

Definicija 4.3. Preslikava�e f : M → N skoro kompleksnih mnogostruko-

sti (M,JM) i (N, JN) zovemo pseudo-holomorfnim ili kra�e holomorfnim

ukoliko va�i

df ◦ JN = JM ◦ df.

Specijalno, ukoliko je Σ Rimanova povrx sa globalnim koordinatama (s, t),

t = is, uslov holomorfnosti preslikava�a je ekvivalentan jednaqini

du

ds
+ J

du

dt
= 0

koju nazivamo Koxi-Rimanovom jednaqinom. Ovakva homolorfna preslika-

va�a u : Σ→M nazivamo holomorfnim krivama, poxto su Rimanove povr-

xi dimenzije 1 nad C. Ukoliko obratimo pa��u na jednaqinu (4.1), u sluqaju
kad jeHt ≡ 0 i Jt ≡ J , Florova jednaqina je zapravo Koxi-Rimanova jednaqina.

Definicija 4.4. Neka je u : Σ → M holomorfna kriva. Energiju krive u

definixemo kao

E(u) =

∫
Σ

u∗ω.

Teorema 4.3. Neka je u : Σ → M holomorfna kriva na simplektiqkoj mno-

gostrukosti (M,ω), J skoro kompleksna struktura na M saglasna sa ω i g
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Rimanova metrika na Σ. Tada va�i

E(u) =

∫
Σ

u∗ω =
1

2

∫
Σ

‖du‖2dσ,

gde je dσ forma zapremine na Σ jednaka 1 na ortonormiranoj bazi, a ‖du‖
Hilbert-Xmitova norma operatora du.

Dakle, sve holomorfne krive imaju pozitivnu energiju. Primetimo pritom

da je leva strane jednakosti topoloxki, a desna strana analitiqki objekat.

Dakle, topologija mnogostrukosti M mo�e da utiqe na kompaktnost datih

preslikava�a, odnosno kompaknost prostora holomorfnih krivih. Ovo je od

izuzetne va�nosti za Florovu teoriju jer kompaktnost modulskog prostora

dimenzije 0 omogu�ava konstrukciju homologije. U Morsovoj teoriji je kompa-

knost modulskog prostora dimenzije 0 igrala k	uqnu ulogu u stvara�u Morsove

homologije, ali u Morsovom sluqaju je bilo lako do�i do tog zak	uqka jer nam

je Sobo	ev	a teorema o utapa�u dala informaciju o tome da su trajektorije

bile neprekidne, te smo mogli da koristimo Arcela-Askoli teoremu. Me�u-

tim, kompaknost prostora holomorfnih krivih je suptilnije pita�e, ali je od

k	uqne va�nosti za konstrukciju Florove homologije. Ispostav	a se da uko-

liko dobro iskontrolixemo energiju prostora holomorfnih krivih, mo�emo

da dobijemo kompaknost modulskog prostora dimenzije 0. Naredna teorema nam

opisuje koje sve opstrukcije za tu vrstu kompaktnosti mo�emo da imamo u

sluqaju holomorfnih preslikava�a:

Definicija 4.5. Singularna holomorfna kriva je formalna konaqna

suma

u+
∑
k

mkvk

gde su mk prirodni brojevi, a

u : Σ→M, vk : CP 1 →M

holomorfne krive.

Teorema 4.4. (Gromov	eva teorema o kompaktnosti) Neka je

un : Σ→M
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niz holomorfnih preslikava�a takvih da je

un∗[Σ] = A ∈ H2(M,Z).

Tada postoji singularna kriva u∞ = u0 +
∑

kmkvk takva da za neki podniz

niza un (oznaqen opet sa un) va�i:

(1) Van konaqnog skupa taqaka {z1, . . . , zm} ⊂ Σ

lim
n→∞

un = u∞

u C1 topologiji.

(2) u0∗[Σ] +
∑

kmkvk[CP 1] = A.

(3) E(u∞) = E(u0) +
∑

kmkE(vk) = lim
n→∞

E(un).

(4) Skupovi Im(un) konvergiraju ka Im(u∞) u Hausdorfovoj topologiji.

(5) Im(u∞) je povezan i kroz svaku od taqaka zk prolazi sfera vk.

Holomorfne sfere vk zovemo mehurovima, a odgovaraju�u konvergenciju

konvergencija do na mehurove. Pojavu mehurova �emo posmatrati kao

opstrukciju za kompaknost. Mehurovi ne moraju prolaziti ni kroz jednu

od taqaka zk (mogu da se pojav	uju na drugim mehurovima), te ne moraju da

dodiruju klasu u∞(Σ).

Teorema kompaktnosti va�i i za Rimanove povrxi sa granicom. Mo�emo

teoremu formulisati i za niz preslikava�a un : (Σ, ∂Σ)→ (M,L), gde je L La-

gran�eva podmnogostrukost. Razlika u odnosu na sluqaj povrxi bez granice

je to xto se mehurovi mogu pojaviti i u formi holomorfnih preslikava�a

wk : (D2, ∂D2)→ (M,L) diska. Ovo opa�a�e je bitno za konsturkciju Florove

teorije za Lagran�eve preseke.

Vratimo se sada na konstrukciju Florove homologije za dati Hamiltoni-

jan. Definisali smo graniqni operator (4.2).Uslov π2(M) = 0 je inicijalo bio

tehniqke prirode, ali se ispostav	a da je od suxtinske va�nosti jer tad uslov

implicira da su J-holomorfne sfere zapravo konstantne. Direktan raqun nam

daje ovu qi�enicu. Dakle, ispostav	a se da imamo kompaknost u modulskom

prostoru koja nam je neophodna. Ako sada za generatore Florovih lanqastih
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kompleksa CF∗(H) izaberemo periodiqne Hamiltonove orbite, mo�emo da kon-

struixemo homolofiju koju zovemoHamiltonova Florova homologija. Is-

postav	a se da je ovako konstruisana homologija izomorfna singularnoj za

zatvorenu mnogostrukost, te iz te qi�enice sledi Arnoldova hipoteza.

Florova homologija mo�e da se uopxti (videti [17]). Naime, neka su L0 i

L1 dve Lagran�eve podmnogostrukosti koje su transverzalne. Tada je problem

konstrukcije Florove homologije u ovakvoj postavci zapravo problem rexa-

va�a slede�e jednaqine:

du
ds

+ Jt
du
dt

= 0

u(s, 0) ∈ L0

u(s, 1) ∈ L1

u(−∞, t) = x+

u(∞, t) = x−, gde x+, x− ∈ L0 ∩ L1

(4.3)

Konstrukciju Florove homologije za Lagran�eve preseke vrximo na isti

naqin kao i konstrukciju Hamiltonove Florove homologije. Problemi o ko-

jima je bila req u Hamiltonovoj Florovoj homologiji �e se pojav	ivati i

u sluqaju Lagran�eve Florove homologije. Generatori lanqastih kompleksa

�e biti preseqne taqke Lagran�evih podmnogostrukosti, a graniqni opera-

tor �e biti definisan broja�em holomorfnih diskova, odnosno rexe�a jed-

naqine (4.3). Setimo se samo da pored mehurova, mo�e do�i i do pojave holo-

morfnih diskova, koji �e tako�e predstav	ati opstrukciju za kompaktnost.

Ovako definisana homologija se zove Lagran�eva Florova homologija

ili Florova homologija za Lagran�eve preseke.

4.2 Uslov monotonosti

U ovom ode	ku �emo predstaviti posebnu klasu simplektiqkih mnogostrukosti

i Lagran�evih podmnogostrukosti, za koje �emo mo�i da dobro zasnujemo Hamil-

tonovu Florovu homologiju i Lagran�evu Florovu homologiju.

Kako je prostor skoro kompleksnih struktura J (M,ω) kontraktibilan i

neprazan, to je prva Qernova klasa c1 = c1(TM, J) ∈ H2(M,Z) nezavisna od
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izbora skoro kompleksne strukture.

Definicija 4.6. Simplektiqka mnogostrukost (M,ω) je monotona ako pos-

toji pozitivna konstanta τ ∈ R takva da jednakost∫
S2
v∗c1 = τ

∫
S2
v∗ω

va�i za sve v : S2 →M .

Prisetimo se da i da	e pretpostav	amo da je M kompaktna mnogostrukost

(jer nam je ci	 Arnoldova hipoteza).

Definicija 4.7. Neka je (M,ω) kompaktna simplektiqka mnogostrukost. Tada

definixemo minimalan Qernov broj mnogostrukosti M kao ceo broj

N = inf

{
k > 0

∣∣∣ ∃v : S2 →M ,

∫
S2
v∗c1 = k

}
.

Ako je

∫
S2
v∗c1 = 0 za svako v : S2 → M , ka�emo da je N = ∞ minimalan

Qernov broj. Ako je N 6=∞, tada je 〈c1, π2(M)〉 = NZ.

Nada	e pretpostav	amo da jeM monotona i da smo normalizovali simplek-

tiqku formu tako da

∫
S2
v∗ω ∈ Z, za svako glatko preslikava�e v : S2 →M .

Sada mo�emo konstruisati Hamiltonovu Florovu homologiju za isti funk-

cional energije na prostoru kontraktibilnih orbita za monotonu simplek-

tiqku mnogostrukost, koja ne zadovo	ava uslov π2(M) = 0. Me�utim, kao xto

smo ranije pomi�ali, pretpostavka π2(M) = 0 nije samo tehniqki uslov, ve� je

suxtinski jer spreqava pojavu mehurova, te ne postoje opstrukcije za kompak-

tnost modulskog prostora. Me�utim, taj uslov je bio i tehniqke prirode jer

nam je omogu�avao da korektno definixemo funkcional dejstva. Funkcional

dejstva u monotonom sluqaju je ipak mogu�e korektno definisati kao

AH(γ) = −
∫
D2

u∗ω −
∫ 1

0

Ht(γ(t))dt.

Tada je funkcional dejstva definisan kao preslikava�e AH : LM → R/Z,
gde je u : D2 → M proizvo	no preslikava�e za koje va�i u|∂D2 = γ. Takvo

preslikava�e uvek postoji jer je γ kontraktibilna orbita, te je jedno takvo

preslikava�e dato homotopijom. Uslov monotonosti nam daje da

∫
S2
v∗ω ∈ Z, za

sva preslikava�a v : S2 → M , te je samim tim vrednost funkcionala dejstva
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za datu kontraktibilnu orbitu definisana do na ceo broj. To opravdava izbor

kodomena AH : LM → R/Z. Izvod ovako definisanog funkcionala dejstva �e

imati isti oblik kao izvod funkcionala energije o kom smo ranije diskuto-

vali, te �e konstrukcija Florove homologije i�i skoro analogno.

Gradijentne trajektorije �e biti zadane Florovom jednaqinom (4.1), i va�i-

�e teorema 4.2. Za generiqki Hamiltonijan, kao i u sluqaju π2(M) = 0, modul-

ski prostori

M(x−, x+) =M(x−, x+;H, J)

�e biti konaqnodimenzioni. Xtavixe, modulski prostori dimenzije 1, odnosno

skup neparametrizovanih krivih koje spajaju Hamiltonove orbite qiji se in-

deksi u graduaciji (koja je opet naprav	ena na osnovu Konli-Cenderovog in-

deksa; videti [4]) �e biti konaqni u smislu kardinalnosti. To �e nam dati ko-

rektnost definicije graniqnog operatora. Uslov monotonosti �e dati neophodnu

kompaktnost modulskog prostora, odnosno ne�e dolaziti do pojave mehurova.

Uslov monotonosti se mo�e pojaviti i u sluqaju konstrukcije Lagran�eve

Florove homologije. Imitiraju�i definiciju monotone simplektiqke mno-

gostrukosti, �elimo da definixemo pojam monotone Lagran�eve podmnogostru-

kosti. Za poqetak, definiximo energiju diska E : π2(M,L)→ R sa granicom

na Lagran�evoj podmnogostrukosti L kao

E(β) =

∫
D2

ϕ∗ω,

gde je β ∈ π2(M,L) klasa reprezentovana preslikava�em ϕ : (D2, ∂D2)→ (M,L).

Tako�e, mo�emo da definixemo i Maslov	ev indeks µ : π2(M,L) → Z
na slede�i naqin. Neka je β = [ϕ] ∈ π2(M,L). Posmatrajmo vektorsko raslo-

je�e indukovano pul-bekom tangentnog rasloje�a, ϕ∗TM → D2, zajedno sa pul-

bekom simplektiqke forme ϕ∗ω koja �e ostati simplektiqka forma. Kako je

D2 kontraktibilan, to je navedeno rasloje�e trivijalno i jedinstveno do na

izomorfizam rasloje�a: ϕ∗TM ' D2× (Cn, ω), pri qemu trivijalizacija quva

simplektiqku formu. Kako S1 = ∂D2 pripada Lagran�evoj podmnogostrukosti

L, to mo�emo da posmatramo restrikciju trivijalizacije na S1, koja nam in-

dukuje familiju n-dimenzionalnih potprostora Tϕ(t)L ⊂ Tϕ(t)M ' (Cn, ω).

Kako je L Lagran�eva podmnogostrukost, to je Tϕ(t)L ∈ L(n), pa t 7→ Tϕ(t)L

predstav	a put u L(n). Tada µ(β) definixemo kao Maslov	ev indeks upravo

konstruisanog puta u L(n). Definicija je korektna jer homotopna preslika-
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va�a β = [ϕ] = [ϕ′] indukuju izomorfna rasloje�a.

Pretpostavke za ovako konstruisan Maslov	ev indeks na π2(M,L) �e nam

biti k	uqan argument u kontrolisa�u kompaktnosti modulskog prostora, tj.

u kontrolisa�u pojave pseudoholomorfnih diskova. Naime, ispostav	a se da

modulski prostor svih pseudoholomorfnih diskova ϕ : (D2, ∂D2)→ (M,L) koji

poga�aju klasu β ima dimenziju n + µ(β) − 2 (ovo je netrivijalna qi�enica).

Holomorfni diskovi indukuju istu klasu u modulskom prostoru ukoliko su

isti kao preslikava�a do na Mebijusovu transformaciju diska.

Definicija 4.8. Lagran�eva podmnogostrukost L je monotona ako postoji

pozitivna konstanta τ nezavisna od β ∈ π2(M,L) za koju va�i

µ(β) = τE(β).

Definicija 4.9. Minimalan Maslov	ev broj Lagran�eve podmnogostru-

kosti L je ceo broj

N = min {µ(β)| β ∈ π2(M,L), µ(β) > 0} .

Monotone Lagran�eve podmnogostrukosti postoje samo u monotonim sim-

plektiqkim mnogostrukostima. Tako�e, neka je na M ×M data simplektiqka

struktura π∗1ω − π∗2ω. Tada je M monotona simplektiqka mnogostrukost ako

i samo ako je dijagonala ∆M monotona Lagran�eva podmnogostrukost mno-

gostrukosti M ×M .

Primer 4.1. Dajemo jox jedan primer monotone Lagran�eve podmnogostrukoalnsti.

Znamo da je sfera S2 simplektiqka. Kako je dvodimenzionalna, svaka prosta

pet	a je ujedno i Lagran�eva podmnogostrukost. Dakle, Lagran�evih podmno-

gostrukosti ima neprebrojivo. Konkrento, svaki krug ,,paralelan" ekvatoru

je Lagran�ev. Me�utim, postoji samo jedna monotona Lagran�eva podmno-

gostrukost me�u �ima na S2 i to �e upravo biti ekvator.

Naime, neka je data neka prosta pet	a γ u S2, koja deli sferu na dve dis-

junktne oblasti A i B za koje je oqigledno ∂A = ∂B = γ. Tada je π2(M,L) ∼= Z2;

generatori su nixta drugo nego dva diska (A i B) na koje γ deli S2. Tada su

Maslov	evi indeksi oba generatora jednaki 2 (jer se direktno vidi da A i

B mo�emo da posmatramo kao najobiqnije jediniqne diskove u C, a γ kao je-

diniqnu sferu). Dakle, ako su α i β generatori π2(M,L), to je µ(α) = µ(β) = 2.

Specijalno, energije oba generatora su nixta drugo nego �ihove povrxine.
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Sada iz uslova monotonosti imamo

τE(α) = µ(α) = 2 = µ(β) = τE(β),

odnosno povrxine oblasti A i B moraju biti jednake. Od svih paralela, to je

mogu�e samo ukoliko je γ ekvator.

Minimalan Maslov	ev broj ekvatora je 2.

Florovu homologiju za Lagran�eve preseke je mogu�e konstruisati u sluqaju

monotonih Lagran�evih podmnogostrukosti. Naime, O je okazao slede�e:

Teorema 4.5. Neka su L1 i L2 monotone Lagran�eve podmnogostrukosti sa min-

imalnim Maslov	evim brojevima N1 i N2 redom. Pretpostavimo da je N1, N1 ≥
3. Pretpostavimo da su ili slike H1(L1;Z), H1(L2;Z) u H1(M ;Z) konaqne ili

da su L1 i L2 homotopne u M . Tada postoji ZN (gde je N = NZD (N1, N2))

graduisana Florova homologija sa Z2 koeficijentima koja zadovo	ava uslove

(1) Ako su L1 i L2 transverzalni, tada je∑
k

rankHF k(L1, L2) ≥ ](L1 ∩ L2)

i ∑
k

(−1)krankHF k(L1, L2) = L1 · L2.

](L1 ∩ L2) predstav	a kardinalnost skupa, a L1 · L2 indeks preseka.

(2) Za Hamiltonov difeomorfizam φ : M →M (u smislu definicije date u

sekciji o Florovoj teoriji) va�i

HF (φ(L1), φ(L2)) ∼= HF (L1, L2).

Skrenimo pa��u na to kako uslovi za Maslov	ev indeks kontrolixu kom-

paktnost modulskog prostora. O je pokazao da se stvara�e pseudoholomorfnih

diskova dexava u modulskom prostoru dimenzije 1 samo ukoliko postoje nekon-

stantni holomorfni diskovi qiji je Maslov	ev indeks ≤ 2.

Dakle, iz monotonosti L sledi da ne postoje nekonstantni holomorfni

diskovi Maslov	evog indeksa≤ 0. Zaista, holomorfni diskovi qiji je Maslov-

	ev indeks ≤ 0 bi zbog monotonosti (τ > 0) zadovo	avali∫
D2

ϕ∗ω ≤ 0,
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te oni moraju biti konstantni jer su energije holomorfnih krivih uvek pozi-

tivne. Uzimaju�i u obzir ovaj komentar i O-ov rezultat, jasno je da ne�e do�i

do pojave mehurova ukoliko tra�imo da uslov o minimalnom Maslov	evom

indeksu bude ispu�en.
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A Hilbertovi prostori

Definicija A.1. Neka je H C-vektorski prostor. Skalarni proizvod na H

je preslikava�e 〈·, ·〉 : H ×H → C koje zadovo	ava slede�e uslove:

1. 〈u, v〉 = 〈v, u〉, za sveu, v ∈ H

2. 〈au+ bv, w〉 = a〈u,w〉+ b〈v, w〉, za sve a, b ∈ C i u, v, w ∈ H

3. 〈u, u〉 ≥ 0, za sve u 6= 0 (jednakost va�i samo za u = 0)

Naredne teoreme va�e i u sluqaju kada je H R-vektorski prostor. Skalarni

izvod indukuje normu zadatu sa ‖x‖ =
√
〈x, x〉 na H.

Definicija A.2. Neka je H C-vektorski prostor sa definisanim sklaarnim

proizvodom i neka je data norma indukovana skalarnim proizvodom. H je

Hilbertov prostor ako je kompletan u odnosu na metriku indukovanu nor-

mom.

Teorema A.1. Neka je dat Hilbertov prostor H. Tada va�i slede�a nejed-

nakost koja se zove nejednakost Koxi-Xvarc

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖

Definicija A.3. Neka su X i Y kompleksni Hibertovi prostori i neka je

L ∈ LC(X, Y ) ograniqen C-linearan operator, gde L ∈ LC(X, Y ) oznaqava sve

C-linearne operatore. Tada je adjungovani operator A∗ : Y → X operatora

A jedinstven operator za koji va�i

〈A∗x, y〉X = 〈y, Ax〉Y

za sve x ∈ X i y ∈ Y .

Navedimo neka svojstva ograniqenih operatora na Hilbertovim prostorima:

Teorema A.2. Neka su X, Y i Z kompleksni Hilbertovi prostori i neka su

dati operatori A ∈ LC(X, Y ) i B ∈ LC(Y, Z). Tada va�i:

(1) A∗ ∈ LC(X, Y ) i ‖A∗‖ = ‖A‖.

(2) (AB)∗ = B∗A∗ i (λ Id)∗ = λ̄ Id, za sve λ ∈ C.
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(3) A∗∗ = A.

(4) ker(A∗) = im(A)⊥.

(5) Ako A ima zatvorenu sliku, tada i A∗ ima zatvorenu sliku.

(6) Ako A ima zatvorenu sliku, odnosno ukoliko je im(A) zatvoren skup, tada

je coker(A) ∼= (im(A))⊥.

(7) Ako je A Fredholmov, tada je i A∗ Fredholmov i index(A∗) = −index(A).

Definicija A.4. Operator L ∈ LC(X,X) zovemo samoadjungovanim ako je

A = A∗.

Definicija A.5. Neka su data vektorska rasloje�a X → M i Y → M sa

metrikama, gde je M Rimanova mnogostrukost. Ako je L : C∞(X) → C∞(Y )

linearno preslikava�e seqe�a, tada je formalni adjungovani operator

(ukoliko postoji) preslikava�e L• : C∞(Y )→ C∞(X) koje zadovo	ava∫
M

〈Lx, y〉Y volM =

∫
M

〈x, L•y〉XvolM

za sve x ∈ C∞c (X) i y ∈ C∞c (Y ). volM oznaqava formu zapremine na M .

A.1 Neograniqeni linearni operatori

Definicija A.6. Neka su X i Y realni (ili kompleksni) Banahovi pros-

tori. Neograniqen (kompleksno) linearan operator iz X u Y je par

(A, dom(A)), gde je dom(A) ⊂ X (kompleksan) potprostor i

A : dom(A)→ Y

je (kompleksno) linearno preslikava�e. Neograniqen operator A : dom(A) →
Y je gusto definisan ako je �egov domen gust potprostor od X. Neograniqen

operator je zatvoren ako je �egov grafik, definisan sa

graph(A) := {(x,Ax)|x ∈ dom(A)}

zatvoren linearan prostor prostora X × Y u odnosu na topologiju proizvoda.
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Definicija A.7. Norma grafika neograniqenog operatora A je norma na

dom(A) zadata sa

‖x‖A := ‖x‖X + ‖Ax‖Y .

Norma grafika omogu�ava da neograniqen operator posmatramo i kao ograniqen

operator u odnosu na normu grafika.

Lema A.1. Neograniqen operator je zatvoren ako i samo ako �egov domen Ba-

nahov prostor u odnosu na normu grafika.

Neki primeri neograniqenih operatora su

• Posmatrajmo X = C([0, 1]) prostor svih neprekidnih funkcija sa supre-

mum normom. Tada je operator

Af := f ′, dom(A) = C1([0, 1]),

oqigledno neograniqen operator na C([0, 1]), sa gustim domenom i zatvorenim

grafikom.

• Mo�emo da uopxtimo prethodni primer posmatraju�i prostorX = Lp(R,C),

za fiksirano 1 ≤ p ≤ ∞. Definiximo neograniqen operator

Af :=
df

dt
, dom(A) := W 1,p(R,C),

koji ima zatvoren grafik za svako p, ali ima gust domen za 1 ≤ p <∞.

• Fiksirajmo n ∈ N i 1 < p <∞. Tada je Laplasov operator

∆ :=
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

: W 2,p(Rn)→ Lp(Rn)

neograniqen operator sa gustim domenom.

Definicija A.8. Neograniqen operator A : dom(A)→ X kompleksnog Bana-

hovog prostora sa domenom dom(A) ⊂ X ima kompaktnu rezolventu ako je

ρ(A) 6= 0 i ako je rezolventski operator Rλ(A) = (λ Id−A)−1 ∈ LC(X) kompak-

tan za sve λ ∈ ρ(A).

Teorema A.3. Neka je X kompleksan Banahov prostor i neka je A : dom(A)→
X neograniqen kompleksno linearan operator na X sa kompaktnom rezolven-

tom. Tada je

σ(A) = Pσ(A)
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diskretan podskup od C. σ(A) oznaqava spektar, a Pσ(A) taqkasti spektar.

Tako�e, potprostor

Eλ :=
∞⋃
k=1

ker(λ Id−A)k

je konaqnodimenzion za sve λ ∈ Pσ(A).

Definicija A.9. Neka su X i Y kompleksni Hilbertovi prostori i neka je

A : dom(A)→ Y, dom(A) ⊂ X

gusto definisan neograniqen operator. Adjungovani operator

A∗ : dom(A∗)→ X, dom(A∗) ⊂ Y

je definisan na slede�i naqin. Domen adjungovanog operatora je skup svih

y ∈ Y za koje postoji konstanta c ≥ 0 takva da je

|〈y, Ax〉| ≤ c‖x‖X

za sve x ∈ dom(A). Sada, za svako y ∈ dom(A∗), element A∗y ∈ X je jedinstven

element prostora X za koji va�i

〈A∗y, x〉 = 〈y, Ax〉

za sve x ∈ dom(A).

Tada je grafik adjungovanog operatora karakterizovan uslovom

y ∈ dom(A∗) i x = A∗y ⇐⇒ 〈A∗y, x〉 = 〈y, Ax〉 za sve x ∈ dom(A).

Operator A je samoadjungovan ako je X = Y i A = A∗.
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B Fredholmova teorija

Definicija B.1. Neka je V F-vektorski prostor (F = R,C). Norma na V je

preslikava�e || · || : V → R koje zadovo	ava slede�e uslove:

1. ‖v‖ > 0 ako v 6= 0

2. ‖αv‖ = |α| · ‖v‖, za svako α ∈ F

3. ‖αv + w‖ ≤ ‖αv‖+ ‖αw‖, za sve v, w ∈ V

Norma ‖ · ‖ indukuje metriku na vektorskom prostoru sa d‖·‖(v, w) = ‖v − w‖.

Definicija B.2. Normiran prostor (V, ‖ · ‖) je Banahov ako je metrika d‖·‖
indukovana normom kompletna.

Definicija B.3. Neka su (X, ‖ ·‖X) i (Y, ‖ ·‖Y ) normirani F-vektorski pros-
tori. Operator L je F-linearno preslikava�e L : X → Y . Norma operatora L

je

‖L‖ := sup
x 6=0

‖Lx‖Y
‖x‖X

.

Operator je ograniqen ako je ‖L‖ <∞.

Lema B.1. Linearan operator je ograniqen ako i samo ako je neprekidan.

Neka su X i Y normirani prostori. Tada skup svih ograniqenih operatora ta

dva prostora ima strukturu normiranog vektorskog prostora. Norma je data

normom operatora. Ovaj prostor oznaqavamo sa L(X, Y ).

Nada	e, kad budemo govorili o vektorskim prostorima, podrazumeva�emo da

su normirani, te ne�emo uvek eksplicitno navoditi normu, ve� samo prostor.

Tako�e, podrazumevamo da kada ka�emo za nexto da je operator, da je req o

linearnom operatoru vektorskih prostora.

Lema B.2. Neka su X i Y Banahovi prostori. Tada je prostor ograniqenih

operatora L(X, Y ) Banahov prostor. Tada L(X, Y ) oznaqavamo sa B(X, Y ).

Definicija B.4. Ograniqen operator K : X → Y koji slika ograniqene

skupove u skupove qija su zatvore�a kompaktna zovemo kompaktnim opera-

torom.

Kompaktni operatori imaju bitna svojstva:
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Teorema B.1. Neka su X, Y i Z Banahovi prostori.

(1) Neka su A : X → Y i B : Y → Z ograniqeni operatori i neka je bar jedan

od A i B kompaktan. Tada je BA : X → Z je kompaktan operator.

(2) Neka je Kn : X → Y niz kompaktnih operatora koji konvergira ka oper-

atoru K : X → Y u operatorskoj normi. Tada je K kompaktan.

Lema B.3. (Apstraktna lema o zatvorenoj slici) Pretpostavimo

da su X, Y i Z Banahovi prostori, da je D : X → Y ograniqen linearan

operator, i da je K : X → Z kompaktan linearan operator. Pretpostavimo

jox da va�i nejednakost

‖x‖X ≤ c (‖Dx‖Y + ‖Kx‖Z)

za svako x ∈ X. Tada D ima zatvorenu sliku i konaqnodimenziono jezgro.

Definicija B.5. Ograniqen operator L : X → Y Banahovih prostora je

Fredholmov operator ako su kerL i cokerL konaqnodimenzioni. Fredhol-

mov indeks Fredholmovog operatora je

indexL := dim kerL− dim cokerL.

Navedimo neka bitna svojstva Fredholmovih operatora.

Teorema B.2. Kompozicija Fredholmovih operatora je Fredholmov operator

i indeks kompozicije je jednak zbiru Fredholmovih indeksa operatora.

Teorema B.3. Neka su X i Y Banahovi prostori i neka je L : X → Y Fred-

holmov operator.

(1) Ako jeK : X → Y kompaktan operator, tada je L+K Fredholmov operator

i index(L) = index(L+K).

(2) Postoji konstanta ε > 0 takva da va�i slede�e: Ako je D : X → Y

ograniqen operator takav da je ‖D‖ < ε, tada je L+D Fredholmov opera-

tor i index(L) = index(L+D).

Dakle, kompaktne perturbacije ili neke male perturbacije Fredholmovog

operatora ne me�aju svojstvo Fredholmovosti. Tako�e, navedimo da je slika

domena Fredholmovog operatora uvek zatvorena.
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