Marematndku (pakyareT
YHuBep3uretr y Beorpaay

MacJioB/b€B UHAEKC 1 MOHOTOHe Jlarpankese
IMOMHOTOCTPYKOCTH

Huvmrpuje Hunvmaosurh

MenTop: IIpod. Hapko Muimukosuh

Beorpay, 2016.



IIpearosop

IInsb oBe Te3e je ma npejacTaBu MacjoB/beB WHIEKC U Jia TIpe3eHTyje ojgpelhene Teme
y Kojuma Mac/ioBsbeB nHjekc urpa outny yjaory. Koukperno, y ciydajy ®iopose

Teopuje.

Y 1pBOj rIaBU Cy NPEJACTAB/HEHH OCHOBHU TOJMOBH CUMILIEKTUYKE TOIOJIOTH]E

HEOIIXOJHHU 3a Pa3yMeBalbe HaCTaBKa pada, IIOOTOBO 3a pa3yMeBalbe 9YeTBpPTE IJIaBe.

Y apyroj riaBu npejcraB/bed je MacioBipeB mHaAeKC akcuomarTcku. llpeacran-
JbeH je HauumH Ha Koju ¢y Pobun u Camamon y cBoM pauy [2] nedunucann wHmIekc
He On 1 npeBasunLin ojapelene oncrpykinuje vy ApHoanoBoj medununuju Macaos-
JbeBOI uHjeKca. Takohe, yBejeH je crenujaigan ciaydaj Mac/ioB/beBOT HHIEKCA KOJU

urpa ourny yJsory y koucrpyknuju @iopose xomosioruje.

Y 1pehoj raBu cy J0Ka3aHa YOIIITema olleparopa Koju ce jaBba y Mopcosoj
teopuju. IloToM je aKCHOMATCKH yBEI€H CHEeKTPAJHH TOK. 3a Kpaj Cy JaTe IBe
npuMeHe pe3yJTara JI00MjeHuX y IpBa TpH olesbKa. lIpBa mpumena ce oaHocu Ha
oIlepaTop KOju ce jaB/ba IpHu jJedunucamy JakodujeBux 1mosba, a JApyra ce OJHOCH Ha

Kommu-Pumanos oneparop koju ce jasba y PuiopoBoj Teopuju.

Y mocnenmoj, 9eTBPTOj, TJIaBU JaT je BpJo Kparak mpersen PiopoBe Teopwje.
[Tocebna maxKma je JarTa yC/J0By MOHOTOHOCTH Ka0 YCJOBY HA OCHOBY KOr je Moryhe

nocmarparu PJopoBy XOMOJIOTH]y 3a liepuojiuyine opoure u 3a Jlarpanzxese 1peceke.

Kenmum ja ce 3axBajnM CBOM MeHTOPY, npodecopy lapky Munnakopuhy, Ha
MHOTHM CYT€CTHjaMa, YIIyTCTBAMA U CaBeTUMa KOje MU je JlaBa0 TOKOM HM3Pajie OBOT
pama. OH je cBOjUM 3ajarameM, 3HAKBEM H HHUIIMJATHBOM YTUIIA0 HA MOj Pa3BOj Kao
MaTeMaTH4yapa, Ka0 M Ha HAYWH HA KOjU JaHAC IpHUcTynaMm MareMartuiu. Taxobe
ce 3axBajbyjeM W 4iaHoBuMa komucuje, jp Jesenn Karuh u npodecopy Muniomnry

ApcenoBuhiy, Ha Bp/IO KOPHCHUM CyTrecTHjaMa MPUIAKOM YUTAHa OBOI Paa.
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1 OcHOBU CUMILIEKTUYKE Ir€eOMeTpHje

Hedunuaunuja 1.1. CuMniaeKTru4Ikn BeKTOPCKU mpoctop je nap (V,w) koju ce
CaCTOj! OJ] KOHAYHO JUMEH3NOHAJTHOT PEAJHOT BEKTOPCKOT mpocTtopa V u OWInH-

eapte dpopme w : V x V — R Tako 1a cy 3aJ0Bo/beHU caejiehn yCJIOBH:

(arTH-CcuMerpuyuHOCT) 3a cBe v, W € V

w(v,w) = —w(w,v).

(menerenepucanocr) 3a cBako v € V

wv,w)=0 YweV =v=0.

Hamomena 1.1. @opma w ce 30Be cuMmjIieKTUYKa popma. CBH CHMIIEKTHIKH
BEKTOPCKHU MPOCTOpH cy mapHe aumensuje. lllrtaBuie, ako je w cHMIIEKTHIKA

dopma mpocropa V, To je w" # 0 bopma 3ampemune.

[Ipupogao uTame je mra cy ayToMopghu3Mu y CUMILIEKTHIKOj KaTeropuju. OuurieHo
heMo oOpaTuTn Maxkmwy Ha MOpdU3Me KOjU UyBajy CUMILIEKTHUKY CTPYKTYPY MPOC-

TOpa:

Hedununuja 1.2. Heka je (V, w) cumiuiekruaku Bekropeku npocrop u L € End(V).

Tama L 30BeMO JIMHEAPDHUM CHUMILIEKTOMOP(MU3IMOM aKKoO je

L'w = w.

Kao n y cayvajy PumaHOBUX MHOTOCTPYKOCTH, YOIIITHMO IIOjaM CUMILTEKTHYIKOT
BEKTOPCKOI' ITPOCTOPA HA CUMILIEKTHYKY MHOTOCTPYKOCT, 3aXTeBajyhu Jla TAHT€HTHH
OPOCTOP Y CBAKO] TAYKW TaKBe MHOTOCTPYKOCTH HUMa CHUMILIEKTHYKY CTPYKTYDY.

Popman3yjeMo TO pa3MUlLbaibe Ha ciegehn HaunH:

Hedbununnmja 1.3. CuMmieKTuaka MHOTOCTPYKOCT (M, w) je MHOrOCTPYKOCT

rae je w € Q*(M) sarBopena megerenepucana Qpopma.

[Ipumerumo jga w Mozke 6utu Tavna, Tj. w = da. Y ToM ciay4dajy M 3o0BemMo Taudna

CUMILIEKTHYKa MHOI'OCTPYKOCT.



CimaHO, yorImraBaMo mojaM JTUHEAPHOT CHMILIEKTOMOP(U3Ma CHUMILIEKTHIKOT BEK-
TOPCKOT IPOCTOpa Ha IMOjaM CHMILIEKTOMOP(MH3Ma MHOTOCTPYKOCTH 3axTeBajyhu ma
je u3BoJ1 Tor JaudeoMopdu3Ma CUMILIEKTOPMOMH3aM TAaHI€HTHHX IPOCTOPA y OJI0-

BapajyhuM tauxama:

Hedunnnuja 1.4. Heka je (M, w) cummiekTuaka MHOTOCTpYKocT U @ € Dif f(M).

Tajga je ¢ cumiuiekToMopdu3am aKKo

Yrw = w.

Hamnomena 1.2. Csu cumiiektomopdmsmu (M, w) obpasyjy Tpymy y OZHOCY Ha

KOMIIO3UIH]Y Kao onepanujy. Ty rpyny hemo o3nadaBaru ca
Symp(M, w)

win Symp(M), kajga je cuMmiurekTudka dhopma MO3HATA U3 KOHTEKCTA.

n
Bnamo ga R?*" pMa CHMIUIEKTHYKY CTPYKTYPY 3alaHy ca Wy = Zd%‘ A dp;.
i=1

PopMy wy 30BeMO CTaHJAPAHA CUMILIEKTHYKA (popMa.

Heka je (M,w) cummtektuaka muorocrpykoct. Tama je w™ # 0, ma je w™ dbopma
zanpemune M. ITlTaBurie, npuMeTrMO J1a je CBaKa OPHjeHTAOMTHA TIOBPIIT CUMILICK-

TUYKa MHOIOCTPYKOCT €a (DOPMOM 3allpeMUHE Ka0 CUMILICKTHYKOM (hOPMOM.

ITpumep 1.1. 3arBopene cuMiLieKTHIKe MHOTOCTpYKOcTH (M, w) umajy riobaiHe

TOTIOJIOIITKE PECTPUKITH]e:

HIR(M) #0

3a 0 < k < n. Jakse, na npumep, camo cdepa S? UMa CHMILIEKTHYKY CTPYKTYPY.

JlaxJe, mocroje 1y1006a/IHe TOIOJIONIKE OICTPYKIIHje 3a IMOCTOjalbe CUMILIEKTUUIKE
CTPYKType Ha HEKOj MHOTOCTpyKocTH. HapegHa TeopeMa HaM 3alpaBo YKa3yje Ha
ouTHy pas3nuky PumanoBe M CHUMILTIEKTHYKE TeOMETpHUje: Jia je JOKAJHO CBAKAa CHM-
NJIeKTHYKAa MHOTOCTPYKOCT MCTa, Tj. cUMILIeKToMopdHa je Eykamackom mpocTopy
ca CTaHIap IHOM CUMILJIEKTUYKOM CTPYKTypoM. Jlakje, He mocToje JoKaHe HHBAPH-
janTe y cumiiekTudkoj reomerpuju. OBO je y KOHTpacTy ca PumanoBom reomerpu-

JOM.



Teopema 1.1. (dap06y) Csakxa mauka p cumnaexmuure muozocmpyrocmu (M, w)

uma wapmy (U, ¢) mako da

W’U = 925*0007

2de je wy cmandapora cCuMnieRmuKa Gopma.

Ilpumep 1.2. V¥V nperxoJHuM HpUMEPUMa CMO BUJE/JH & HE MOCTOjU CUMILICK-
THUYKA CTPYKTypa Ha CBAKOj MHOIOCTPYKOCTH. MehyTum, oHO IITO je 3aHUMJBUBO
KO/ CUMILIEKTHYKe TeOMeTpPHje je TO Ja CBAKOj] MHOTOCTPYKOCT MOYKEMO KaHOHCKH
Ja TOJeJNMO TAYHY CHMILIEKTHIKY CTPYKTYPY Ha FheHOM KOTAHTE€HTHOM Pacojemy.

Heka je (M, g) npousso/bra PumanoBa MHOTOCTPYKOCT 1 HeKa je 7 : T*M — M
KAHOHCKA MPOjeKInja KOTAHIeHTHOT pacjojera. Kanoncka 1-bopma A € QY (T*M)

JneduHICAHA Kao

Ap = Trp) " (P)

je JImyBmnosa dopma. Illpumernmo na ce y pedunuruju Jluysuiose dhopme p
UHTEPIPETHPA HA JIBA HAUYMHA: KA0 TaUKa KOTAHTEHTHOT pacjojema u Kao 1-dopma

Ha M. KoHKpeTHO,
Ap(Xp) = p(ma(p) (X))

rae X, € T,(T*M). Tana je cummaektudka dopma na T*M nata ca w = —dA.
Takobe, nocmarpajyhu HysITO cedere KOTAHIEHTHOT Pacjiojerba (IITo je HCTO Kao
M KaHOHCKO yiarame M), mobujamo Ay = 0 = w|y. Oso je Guran npumep Jla-

IpaHzKeBe IOJIMHOIOCTPYKOCTH, I0jMa KOju heMo ycKopo jeduHucar.

JInneapuoct cuminiekTudke popme HaMm oMmoryhasa Jia JiePUuHUIIEMO CUMILJIEK TUIKI

KOMILJIEMEHT IIOTIIPOCTOPpa CUMIIJIEKTHYIKOI ITPOCTOPAa.

Hedunumnuja 1.5. Heka je W C V jmmHeapaH mOTHPOCTOP CHUMILIEKTHYKOL MPOC-
topa (V,w). Tama je cuvmaekruaku Kommaement ox W carmacan ca GbopmMoM w

neduHHCAH KAO

We:={veV| w(uv)=03acseuecV}

Y KOHTPACTY ca OPTOrOHAJHUM KOMILIEMEHTOM oJpeheHuM CKaJJapHUM ITPOU3BOIOM,

W N W* ue mopa 6utu TpuBujanno. OBaj ¢heHOMEH Yy CHMILIEKTHYIKO] T€OMETPUjU
naje caejehy nedunuiiujy:
Hedunanmnuja 1.6. Heka je W C V jmHeapaH DOTIPOCTOP CHUMILIEKTHIKOL MPOC-

topa (V,w) u W* cuMIIeKTHIKE KOMILIEMEHT carjacal ca w. Taga jgeduHuimemo
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o W je uzorponan <— W C W«
e IV je komzorponan <— W O W¥
o W je JlarpamxkeB <— W = W% 1j. W je u u3oTponan nu KOU30TpOIIaH

JOIIT jeZTHOM YOHIITaBaMoO OBe TIOJMOBE Y CJIyUajy CUMILIEKTUYKE MHOTOCTPYKOCTH:

Hedunnunuja 1.7. Heka je (M, w) cuMIieKTHIKa MHOTOCTPYKOCT U N HheHa MOJAMHO-

rocrpykoct. Taja jedunuiiemo
e N jeuzorponna <= T,N C T,M je nzorpomnaH nmoTupocTop, 3a cBako r € N

e N je komsorponna <= T, N C T,M je Kou3oTponaH IOTIPOCTOP, 38 CBAKO
reN

e N je Jlarpamxepa <= T,N C T,M je Jlarpankes noTnpocTop, 3a CBAKO
reN

Hanomena 1.3. ExsuBasientna jedununuja Jlarpanzxkese noiMHOrocrpykoctu L
cuMIUTeKTHYKe MHOTOCTpyKOocTH (M, w) je: L je Jlarpamkesa akko je 1*w = 0, rue

jerv: L — M ynarame, u dimlL = %dimM.

IIpumep 1.3. Cpaxa xpusa vy (R? wp) je Jlarpanzkesa. Yc/10B JuMeH3Hje OUULICIHO
Bakd, ajiu Takohe Baxkm u ycjioB o0 anyiupamy dopme. Heka je ¢ ysrarame Kpuse y

y R2. Taza je i*wg € Q(7y) = 0 nowmro je Kpuba jeHOIMMEH3MOHAJIHA.

Y mactaBky Te3e yBeJnKo hemo ce (pokycuparu Ha Jlarpanzkese moMHOTOCTPYKOCTH,
OI'0TOBO 300I YWH-EHUIE jla OHE UIPajy NMEHTPAJIHY YyJOI'Y Y CHMILIEKTUIKO] Ie-
omerpuju. Komnkperno, Jlarpam:xKkepe MOIMHOTOCTPYKOCTH Cy IOCEOHO OUTHE jep

YONIITaBa]y CHMILTIEKTOMODP(MU3ME.

JIlema 1.2. Heka je (M,w) cumnaexmuura mmozocmpykocm. Tada je M x M

maxohe CUMNAEKMUYKA MHO20CTPYKOC, CG CUMNACKIMUYKOM HOPMOM
Q= mw— mw.
Tada je ¢ : M — M cumnaexmomophusam aro u camo aKo je 1e206 2papuk
I(p) = {(z,p(z)) € M x M [z € M}

Jlazpanorcesa nodmmozocmpyrocm y (M x M, Q).



Jlokas. Kako je T(M x M) =TM & T M, uenerenepucanoct {2 e TUPEKTHO U3

HeslereHepucanocTn w. Takobe, dQ2 = mjdw — m3dw = 0. Caga, Heka je
j=(id, o) : M — M x M, j(x) = (z,¢(z))
WHKIy3Hja duja je camka ounriaento ['(¢). Kako je
JHQ = (id", ") (mw — mw) = w — "W,
1o je 72 = 0 aKo U caMo aKO ¢ je CUMILIEKTOMOPMU3aM. O

Buran nojam cTpykType Koja Takohe yBeK TOCTOjU HA CHMILIEKTUYKO] MHO-
TOCTPYKOCTH je IojaM CKOPO KOMILIeKCHe cTpyKType. Hamme, smamo ga y R??

HOCTOjU CTAHAP/IHA CUMILIEKTHYIKA (hOpMa Wy, 38 KOJY BaXKH
WO(ua U) = <J0u7 U>
3a cBe u,v € R*™, a rue je Jy Marpuia jedunucata ca

0 E,

Jn =
T _E, 0

[Ipuverumo na je J& = —Jo u na je J@ = —Id. Illtasume, Baxku u
wo(u, Jov) = {(u, v).

Hedunrunmnuja 1.8. KoMniaekcHa cTpyKTypa Ha BeKTOPCKOM IpocTopy V' je JiuH-

eapan ayTomopdusam J Ha meMy 33 Koju Baxkn J2 = — Id.

[IpumeTnMo fa je Ha3HB KOMILIEKCHa CTPYKTypa ca IpaBoM Taka. Hamwme,
gedwHnnmja J 3a/aje HEONXOMHOCT MAPHOCTH JIUMEH3Hje MmpocTopa V, a Jak mra
BHIIIE, U 33/1aje KOMIJIEKCHY CTPYKTYPY €a KOjOM CMO ce J0 caja cycperaan. OBako

33/1aHO J je HUINTa JPYro HEro MHOXKeme Ca i.

Hedbunumuja 1.9. Ckopo KOMIIJIEKCHA CTPYKTYPAa Ha MHOTOCTPYKOCTH j€ T/IATKA
damMunmja KOMILIEKCHUX CTPYKTYpa Ha HEHUM TAHTeHTHUM mpocTopuMa. (OBakBa

MHOI'OCTPYKOCT €€ Ha3lMBa CKOPO KOMIIJIEKCHOM.

Hedbunaumnuja 1.10. Kaxkemo 1a je CKOpO KOMILIEKCHA CTPYKTYPa J HA CHMILIEK-
THYKO] MHOTOCTpyKocT (M, w) carslacHa ca CHUMIUIEKTHIKOM (HOPMOM W ako je

w(-, J-) Pumanosa merpuka ma M.



CBaka KOMILJIEKCHA MHOTOCTPYKOCT je CKOpO KomiutekcHa. Mehyrum, Baxu n

jade TBpheme Be3aHO 3a CUMILIEKTHIKY CTPYKTYDY:

Teopema 1.1. Cpaka cuMniuIeKTHIKa MEHOTOCTPYKOCT (M, w) nocemyje CKOpo KOM-
IJIEKCHY CTPYKTYpY J carnacHy ca cuMILieKTuakoM ¢dopmoM. [llraBuime, ckym

TaKBHX KOMILIEKCHUX CTPYKTYpa je KOHTpaKTI/I6I/IHHa 6eCKOHa‘IHO,ILI/IMeHSI/IOHa MHO-

TOCTPYKOCT.

YumeHnnia 0 KOHTPAKTUOUIHOCT je HeTPUBHjAJIHA CTBAp.



2 MacJ/oB/b€B NHIEKC

Y oBOM 071e/bKY TIpecTaBrnheMo HaUMH HA KOju je ApHoJi yBeo Mac/i0B/beB WHIIEKC,
U3 yTrJ1a aaredapcke TOMOJIOTHje U U3 reoMeTpujckor yria. [lorom hemo mpeacraButu
CanamonoBy u PobuHOBY akcmomarcky Jedununujy MacaoBmpeBOr HHIEKCA KOja

npeBa3miasu ofapeheHe oncTpykimje y ApHOII0BO] HeUHATIH]H.

MacJioB/beB UHIEKC UMa OUTHY VJIOrY V KOHCTPYKIUju DIopoBe XOMOJIOTH]E.
Konkperno, kopuctu ce 3a rpajayanujy @uoposor janna. Kownu-Ilengepos nnjexc
IpesicTaB/ba CHerujasal ciydaj MacjoB/beBor nujekca (Hajabe cMaTpaMo Jia roB-
opuMo 0 MacyioB/beBoM uHjiekey v emuciay CanamonoBe n Pobutose fedunuiuje)
kopurniihern y XaMuaToHoBo] PJIOPOBO] XOMOJIOTHjH, JIOK ce ottt MacaoB/peB mH-
nekc kopuctu 3a Jlarpamxkesy @ioposy xomosorujy. O meraspuma yaore Macaosii-

jeBor unaexca y @aopoBoj XOMOJIOTHjU he OUTH ped v 0/1e/bKY 4.

OBaj omepak obOyxBarta meTabe (POPMATHOT 3aCHUBaa Maca0B/beBOI HHIEKCA.

2.1 Jlarpanxkes I'pacmanujan

Verrthemo Jlarpauzkes ['pacmannjan £(n) Ka0 MHOrOCTPYKOCT 3a Kojy hemo jgedun-

ncatm Mac/ToB/beB NHIEKC Kao KJIacy MpBe KOXOMOJIOTH]E.

Hedbunnnnuja 2.1. Jlarpanxkes I'pacmanujan je ckyn cBux (HEOPUjeHTHCAHUX )

JlarpamzkeBux mornpocropa R?™,

CaJia je uJ/b MOKA3aTH Ja OBAKO JePpUHUCAH CKYI UMa IVIATKY CTPYKTYpPY, He OU JIu
mojaM KOXOMOJIOTHje Ha TOM CKYIY MMao CMUCIA. 3HaMo a2 je R?" cnMmaeKTHakn

BEKTOPCKH IIPOCTOP €& CTAHIAPIHOM CUMILJIEKTHIKOM (HOPMOM

Wo = Zn: dg; N dp;.

=1

[TocToju cKOPO KOMILJIEKCHA CTPYKTYPa

J:R*™ = R*, J(q,p) = (—p,q)



KOja je wo-KoMnaTubuaHa ca craHaapAHuM EyKInjacKuM 1mpou3BoI0oM

l]* = (a7 + p).-

i=1

Ayromopduzmu R?™ koju uysajy ose Tpu crpykrype cy Sp(n), GL(n,C) u O(2n),
peaom. CraBuiie, ayroMopdusMu KOju 4dyBajy JiBe OJ HABEJIEHE TPU CTYKType

gyBahe u Tpehy.

Jlema 2.1. Aymomopdusmu u3 npemrodre HANOMEHE CY

O(2n) N GL(n,C) = GL(n,C) N Sp(n) = Sp(n) N O(2n) = U(n)

Ilusb je nokasaru na je L£(n) raaTka MHOTOCTPYKOCT. VY JOKA3WBaHy Te UHEH-EHUIIE
HEOIXOAHO je O0paTHTH HaKiby Ha KapakTepusanu)y JlarpaH:KeBux IIOTIIPOCTOPA

R?", Cruegeha seMa naje TakKBY KapaKTepU3alyjy:

Jlema 2.2. Hexa cy X u'Y peaane n x n mampuye. Jedurnuvwumo A C R*™ xao

ol

Tada je A € L(n) ako u camo axo je mampuya Z panza n u

A =rangeZ , 2de je Z =

X'y =YTX.

Cneyujanno, epagur A = {(z, Az)|lz € R*} mampuue A € R™ je Jlazpanowces

NOMNPOCMOP AKO U CaMo aKo je A cumempuyna Mampuya.

Jlokas. Cpaku BekTop y A uma obauk v = (Xu,Yu). [lakme, 3a cBaka aBa Bek-
topa m3 A umamo wy(v,v’) = vl (XTY — YT X)u/. Oso zanaxkame Ham jaje TIpBy
eKBUBaJIeHIU]y. /Ipyra ekBuBa/eHIHja caend W3 IPBe, 3a CIelHjaJaH Caydaj Kajaa
eX=EunY = A 0

Kao mTo MoxkeMo 1a IpuMeTHMO, CBaKH JlarpanzkeB noTupocTop je oapehen maTpu-
IIOM Z W3 TPEeTXO/He JieMe, 9iji je paHrT jeaHak n. TakBy marpuiy Z hemo 3Baru
Jlarpau>kes pam. [llrasuiie, Kojione Marpuiie 4 hopMUpajy OPTOHOPMUpaHy 0a3y
A ako u camo ako je U = X +1Y yuurapuna matpunia. Matpuily Z Koja 3aJi0BOJbaBa

yIIpaBo HaBejeH ycaoB hemo 3BaTu yuurapuu Jlarpanxkes pam. IIpumernmo 1a



u3 jeme 2.2 cjeJid Jla je cBakKa yHUTapHAa MATPUIA YjeJHO U CUMILIEKTOMOPMU3aM.
Kaxko cummiekTomopdusmu 1yBajy CUMILIEKTHUKY GopMmy, To he Jlarpankesu mot-
npocropu uhu y Jlarpanzkese MOTIPOCTOPE MPU CUMILIEKTUIKUAM ayTOMOPMU3IMUAMA.
Umajyhu y Buay nperxo/aa 3anaxkama u gedunuiujy L£(n), 1ocraB/ba ce IuTambe J1a
Jm je Moryhe BUIeTH cBakd Jlarpam:keB MOTIIPOCTOP KAO CJUKY HEKOT (DUKCHPAHOT
JlarpaHzkeBoT TOTIPOCTOPA 3a HEKHN cuMILieKToMopduzaM. OAroBop je MOTBP/IaH U

HapeaHa JieMa J0Ka3yje OBY TBPJIHY:

Jlema 2.3. Quxcupajmo caedehu Jlaeparoces nomnpocmop
Ahor = {Z = (ZU,y) € R2n|y - O}

Tada
(i) Axo A € L(n) u ® € Sp(n), mada PA € L(n).

(ii) 3a csaka dea Jlaepanscesa nomnpocmopa A, N € L(n) nocmoju cumnaexmo-

moppusam © € Sp(n) makas da A" = PA.
(iii) Ilocmoju npupodan usomopgpuszam L(n) = U(n)/O(n)

Jlokas. Heka je A = rangeZ , rue je Z yuurapan pam kao y jemun 2.2. Taga je
MaTpHIIA

X -Y
Y X

y Sp(n) N O(2n) u PAp,, = A. Jlaxie, cBaku Jlarpanxkes morupocTop je CuM-
wiekToMopdua cauka Ao Cama (i1) caeam KOMIOHOBAILEM OBHUX MPECTHKABAIDA.
[Mocaemma craBka ciaean u3 unmenune jga je U = X 4+ 1Y € U(n), onpehen yHu-
rapHuM JlarpaH:keBUM paMoM, jeIMHCTBeHO oapeher ca A 10 Ha OPTOrOHAIHY TPAHC-

dopmanmjy 6a3ze duju je TUHEAPDHW OMOTAY yupaso A. O

Jakae, u3 nperxoaue Jjeme caenn jga U(n) mejerByje Tpansutusao Ha L£(n) ca cra-
MUOHAPHOM TpymnoM m3omopduoMm ca O(n). Kako je oBme ped o IIaTkoM ejcTBY
JlujeBux rpyma, ciaeau ga je £(n) rrarka muorocrpykoct. Illtasurre, kako je U(n)

KOMIIAKTHO, TO he u £(n) OGUTH KOMIAKTHA MHOTOCTPYKOCT.



2.2 MacaosipreB unaekc Jlarpan>kesor I'pacmanujana

Y oBoj cexkiuju npegacraBuhemo ApHoAoBY AeduHUIU]Y Mac/oB/BEBOI UHIEKCA,
KaKoO ajrebapcKo TOIOJIONIKY, TaKo U reoMeTpujcky. Hapasao, mcmoctapulie ce ma

cy oBe nedUHAIN]je eKBUBAJIEHTHE.

Kako cMmo y mpeTxoHOj ceknuju JoKazaan Ja je Jlarpamxkes ['pacmanmjan riiaTka
MHOTOCTPYKOCT, caJla MOYKeMO KOPEeKTHO J1a yBeneMo MacioBibeB nHIeKc Jlarpanzxe-
Bor ['pacMaHmjaHa, Kako ajaredapcKo TOIOJIONIKH, TakKo U reomerpujcku. [lub je
Ja mokazkeMo 1a je m(L£(n)) = Z. 3a mouerak, MPpUMETHMO 1a JeMa 2.2 3ajaje

pacyojeme

O(n) — U(n) — L(n).
Taxkobhe, merepmunanTa Kao xoMoMopdusaM UHAYKYje ciejiehe paciojeme

det 1

SU(n) —» U(n) — S".

3HaMo Jia Tauke MHOrOCTpykoctd L£(n) MoKeMO j1a uaeHTHMUKYjeMO ca YHUTAPHUM
MaTpuIiamMa, /o Ha OPTOroHaJHH n3oMopduszam base Te Tauke. Kako cy BpeaHOCTH
JIeTepMIHAHTE Ha CKYIy OPTOrOHAJIHHX MaTpuna jenwHo +1, m y3umajyhu y o63up

IIPETXO/IHU KOMEHTAp, cJiejelie Ipec/imkaBambe je KOpeKTHO JeduHucaHo:
Det?: L(n) — S, Det*(A-O(n)) = det*(A).

Osznauumo SL(n) ckyn cux Jlarpanzkepux nornpocropa A Takpux ja je Det?A = 1.
Kako U(n) nejcrByje Tpansutusro Ha A(n), taza SU(n) mejcrByje TpaH3uTHBHO
va SL(n), a cramumonapua rpyua je SU(n) N O(n) = SO(n). Cueau, SL(n) =

SU(n)/SO(n) u umamo cienehe MHIYKOBAHO PACIOjerhe
SO(n) — SU(n) — SL(n).

Kom6unyjyhu cBa oBa pacjojema godbujamo ciaegehn aujarpam

10



SO(n) —— O(n) —4L 0

SU(n) — U(n) - 51

22

SL(n) — L(n) -2 g1
W3 cnepehnx ayrux TauHuX HU30Ba pubparmja

. — m(SU(n)) — m(SL(N)) — m(SO(n)) — ...

o (S — m(SL(n)) — T (L(n)) — 1(SY) — 1o(SL(N)) —> ...

W YUIBEHUIA 1A Cy CBH OPOCTOpH oBJe myTHo-moBe3ann u 1 (SU(n)) = 0 (jep jep

ped o Illtudenopum muorocrpykocruma Haj C), nmamo j1a je
m(L(n)) = m(S') 2 Z,

rae [Det?] unnykyje msomopduszam. U3z Xypesuhepor uzomopdusma ciequ na je
Hi(L(n)) = Z. Kako je L£(n) KOMIAKTaH H FHEroBa NMpBa KOXOMOJOIIKA TIPyIa

c/1000/1Ha, UMaMO /1, je

Jema 2.4. H'(L(n),Z) = Hy(L(n),Z) = Z.

[Det?] hie Taxohe mnmykoBatu usomopdusam y koxomosornju [Det?]* : H'(S') —
HY(L(n)). To jecr, reneparop e ce ciuxarn y reneparop. IIpurom 3HamMoO ja je

deg renepaTop npBe KoXoMoJiolKe rpyie St

Hedununuja 2.2. MacisosspeB nngekc Jlarpanzxesor ['pacmanujana L(n) je

p = [Det?]*deg.

MacsioB/beB HUHAEKC KpuBe 7y 3allpaBO IIPDEACTaB/ba CTEIIEH IIDECIUKaBarba Cﬂeﬂehe

KOMITIO3UIIH]€:
Det?

St 5 L£(n) == S

IIpumep 2.1. Purcupajmo Jlarpanxkes normpoctop A = A - O(n) u mocmaTpajmo

ayromopdusme e € U(n). Taga cy oarosapajyhu Jlarpamkesn mpoctopu ¢ rie
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¢ € [0,7]. Opa damuminja JlarpanzKkeBuX HOTIPOCTOPA je 3alPABO 3aTBOPEHA KPHUBA
v:SY— L(n) jep je ¢"E = —E = E. Axo uspauynamo det(e"™E) = €™, nobujemo
aa je

Det*(e"") = Det?(¢?EA - O(n)) = det?(e?EA) = e*™?det*(A) = e*™ Det*(\).
akse, Mac/ioB/beB WH/IEKC KpPHUBE 7Y je N.

Caza KeJIMMO J1a YOI TUMO MacaoB/beB HHIAEKC, Tj. Ja BHIUMO T3 JIH MOYKEMO
JIa Ta aHaJorHo jedunumeMo Ha JlarpaH:KeBUM ITOIMHOTOCTPYKOCTHMA CHMILIEK-
TUIKAX MHOTOCTPYKOCTH. 3a mouerak, Heka je L Jlarpam:keBa IOIMHOTOCTPYKOCT

R2", TTocMaTpajMo IIpecInKaBarbe:
7:L— L(n), p—T,L.

Oso npecimkapame uniaykyje kiaacy y HY(L,Z):

Hedbununuja 2.3. /ledunuimemo MacaoBmpeB nngekc Jlarpan>kese moaMHO-
rocTpykoctu L kao
pi=7ue€ HY(L,7Z).

VY oBoMm ciay4ajy, Macaosbes nnjgeke L 3arsopene kpuse v @ ST — L je nedun-
ncaH Kao Opoj poTaluja KBaJpaTa JeTepMUHAHTe 3aTBOPeHe IeT/he JlarpaH:keBux
TAHTEHTHUX MTPOCTOPa TOJAMHOTOCTPYKOCTH L, Tj. CTeleH mpecjaukaBama ciiejaehe

KOMIIO3UIIH]e
2
S' % L5 Lin) 25 st

[Ipumerumo ga je oo gecdunuigja y jayxy aJjrebapcke rtomosoruje. Mehyrum,
Apnosy je Takohe mao m reomerpujcky wHTEpnperanuj)y Mac/oB/beBOT WHJIEKCA Y
cBoM panuy [1].

[Ipermocrasumo 1a je Ly ,ommrroj nosunuju” (Bugern [1]).Huki 3 (ungykosan
IeHEePAJHOM IO3UIUJOM) je CKYI CBHX CUHTYJIAPHHX TadakKa MPOjeKIldje Ha MPBUX N
KooparHaTa. Heka je v KpuBa TpaHCBep3aaHa HA X TAKO Ja KPajlke TadKe KPHUBE
Y He TpHUMAJAjy . 2 Mpe/cTaB/ha CKYN CBUX CHHTYJIAPHUX TavdaKa ITPOjeKITnje
noamuorocTpykoct L (yiaoxkene y R?") ma npsux n koopiuHata. ledbunuimmmo
Taga MacJoB/beB HHIAEKC KPHUBE 7Y KA0 HeH HH/EKC IpeceKa ca X, H 03HAYNMO Taj
HHJIEKC Ipeceka ca ind.

CetmMo ce J1a je 3a TeOPH]Y IPeceKa HEeOIMXOHA OPHjeHTallnja; KPUBA 7Y je OUnrJIe-

JIHO OPUjeHTHUCAHA, &JIM HAC HHTEPecyje OpujeHTalmja xuneprospinu Y. Vcnocrasiba
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ce Jia je X JIBOCTpaHa, JakKJ/je opujeHTabuaHa, Te je WHAeKC mpeceka ind jpeduHucan

3a Y KOpeKTHO JedUHHCAHA IpBa KOXOMOJIOIIKA KJjaca o1 L.

Hedunrunuja 2.4. Tlonmuorocrpykoct N (MHoroctpykoctu M ) komumensuje 1 je
JBOCTPAHA aKO je KOMIAKTHA M aKO WMa TPUBHJATHO HOPMATHO Pacjojerbe (Wim

eKBUBAJIEHTHO aKO je HOPMAJTHO PACIOjerhe OPUjeHTABIITHO).

Osnauasajyhu Tana 6poj Tadaka npeceka Koje miayhu gayz Kpuse 7y npesase ca

HeraTHBHE HA [O3MUTUBHY CTPAHY NIHUKJA Y €A V4 U AHAJIOTHO V_, IMaMo Jia je
ind(y) =vy —v_.

[Toenta oBe KOHCTpYKIHje je 3ampaBo mokasardu na L(n) HAa HEKW HAYAH OBJE
npejicraB/ba Kiaacudunupajyhu npocrop Ha ocHoBy Kor jedunuinieMo MacioB/beB
uneke. Ako 3azamo e gedununuje va L£(n), gokasyjyhu na cy exkBupajienrhe, u
nokasyjyhu sa ce obe pedpuHuNIKje JaKO IPEBOJIE MPETXOIHO KOHCTPYHCAHUM IIPec-
JINKaBaIbuMa Ha JeduHUIE]je 3a ominTe Jlarpankese m0JIMHOTOCTPYKOCTH, JI0OHjaMO
J1a cy yrpapo HapejeHe gedunnnuje MacaoBpeBor nHjiekca 3a Jlarpan:keBy moaMHO-
TOCTPYKOCT 3aMCTa €KBUBAJICHTHE.

Morusucanu Tume, nedburumemMo mnojamM MacaoB/beBor mukaa u'y L(n), y muby
NMUTHPAHA YIPABO JaTe TeOMeTpHjcKe nHTeprpeTauje MacaoB/peBor nuaekca 6a3u-
panor Ha Teopuju npeceka. Heka je V = 0 X R" dbukcupanu Jlarpanzkes norupoc-
top. Tama ca Ay o3madaBaMo CKyI ¢BUX JlarpamzkeBux MOTIPOCTOPA KOju UMajy k-
JuMen3noHa1al pecek ca V. edwnumremo MacaoBibeB UK A Kao 3aTBOpeme
A1y L(n). Tana je oako gedbunucan MacjioBibeB UK, nojaMuorocrpykoct o L(n),

koguMensuje 1. IlTapumre,

Teopema 2.5. A je deocmpan.

Hedunummmo caga MacioBbeB MHIEKC KpuBe y L(n) Ko WHIEKC Tpeceka
MacnoBmeBor nukiia u gorudne kpue. OBa jgeduHUNN]A je KOPEKTHA jep CMO yII-
paBo moMeHysH 1a je MaciaosbeB nuka A gsocrpan. O3HaUYMMO OBaKO JepUHUCAH
MacosibeB umaekc ca Ind.

Jupekran pauyn naje Ind = p. Apuonp je y [1] nokazao na je
7" Ind = ind

To Jaje

pr =7 pu=T1"Ind = ind.
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Jpyrum peunma, ose jise Jjieununuje MacjioBbeBor nnjexca Jlarpanzkese moaMHO-

I'OCTPYKOCTHU CY €KBHUBaJICHTHE.

2.3 Pobunosa n Camamonosa jgeduHunuja MacjgoB/beBor nuH-

JeKca

Y oB0oj cexknuju hemo ypectu Mac/ioB/beB MHJIEKC aKCHOMATCKKM, HA HAYUH Ha KOJU
cy Tto ypamuin Pobun m Canamon. Ilorom hemo mpencrasutu MacioBbeB wH-
naekc Ha Sp(n) uuja je npsa dyHmaMeHTagHA rpyna jenHaka Z (mmajyhm y Buay
Ja cMo panuje mokasanm Ja je Macsosibes unjekc umzomopduszam ua m(L(n))).
Ha xkpajy hemo yBectn Konnu-LlenaepoB uHaeke, Kao crenujajal caydaj KOHCTPY-
ucanor Mac/ioB/beBOI UH/IEKCA, U KOju Urpa ouTHy ysory y OaopoBoj XOMOJIOTHJU O

K0joj he 6uTu peu y rinasu 4.

Kao mro cmo panunje Bumenn, ApHosn je nedunncao MacaoB/beB HHIEKC 38 KPUBE
4quje Kpajihe Tayke He npunajajy Mac/ioBmbeBoM HHUKIY. Y JAepUHUNUH KOJy Cy
Pobun u Canmamon ganm MacaoB/beB MHIEKC je mepWHUCAH 338 CBAKU HEMPEKUIAH
nyT, 6e3 pecTpHuKIFja 3a Kpajibe Tauke. Takobhe, Tako pedunucan Mac/oB/beB WH-
Jieke he ysumaru BpegaHoctu y 7 + %Zg, mTo yommTaBa ApHOIIOBY AeduHAIH]Y
MacsoB/peBor nHjieKca jep y H0j Mac/ji0B/beB HHEKC y3uMa CaMo 1eJI00pojHe BpeI-
noctu. Mehyrum, Pobunosa u Cajnamonosa nedunuiuja he 3apucuTu o1 u3bopa
dukcror Jlarpanzkepor moTnpocTopa koju he wraykoBatu Mac/oB/beB UK/ HA UCTH

HAYWH Kao0 IMITO je TO Ouo caydaj y ApHOII0BO] e uHUIIH]H.

Jla 6ucmo akcuoMaTcKu yBesim Mac/ioB/beB HHIEKC, HEOIIXO/THO je IPBO JjiebunucaTu

KaHOHCKHU M30MOpdu3am
TAL(n) = S*(A) : (A, A) = Q = Q(A,A)

n3Mel)y TAaHTeHTHOT MPOCTOpa y Tadkd A W mpocTopa CBUX KBaAPATHUX (DOPMH Ha

mweMmy cxBahenoMm kao Jlarpanzkes mormpoctop. JlajMo Hapeane aBe medpuHUnImje:

Hedunnmmja 2.5. Heka je A € L£(n) u A € TyL(n). Hexa je v : (—6,8) — L(n)
jemurcrBeHo Kommjero pemierse ca mogernum yeaosuma y(0) = A u+/(0) = A. Tana
je v(t) = 6(t)v(0) 3a meky kpuny 6 : (—0,9) — Sp(n), Taksy na 6(0) = Id. Cana
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JepuHUIIeMO IPUJPYKeHy popMmy ¢, 3 ca

Ay = w(v,6(0)v), 3a cBe v € A.

Hedunnmmja 2.6. Heka je A € L(n) u A € TAL(n) n 7 : (=8,6) — L(n) jexun-
creeno Kommmjeso pererse ca moderauMm yeaosuma ¥(0) = A u 7/(0) = A. Heka je
W € L(n) Jlarpanxkes kommiement 3a A. 3a v € A u noBospbHO Maso ¢ medunum-
xemo w(t) € W rako ma 3amoBosbasa ycioB v + w(t) € y(t). Tama nedununiemo

npuapyxeny opmy @, i ca

Jlakse, obe meduwHHUIKje HAM CBAKOM TAHTEHTHOM BEKTOPY = TAL(n) y Taukn
A npuapyxyjy kBagparny dpopmy ma tanrenTaoMm mpoctopy TprL(n). Mehyrum,
npobJieM ca JpyromM JiebuHUNIIjOM je u300p KoMILjieMeHTa. Takohe, muTame Koje ce
namehe je ja Jjim cy oBe jiBe jedunuimje ecennujaino ucre. Hapegna reopema jaje

OJIrOBOP Ha OBa IIUTalba.

Teopema 2.1. Hexka cy (), 3 ¥ g, 3 IPeTXojlHo yBeJe KBaJparne dopme. Tana
(1) Hedununmja @, 1 je Hesasucua ox uzdopa W.
(2) Hedununmje @, z # ¢, 3 CY eKBUBAJICHTHE.

(3) Ako je Z(t) = (X (t),Y(t)) 3a A, Tana je
Q(v) = (X(0)u, Y(0)u) — (Y (0)u, X (0)u)
(4) Dopma qx R je IpHpOIHA y CMUCTY
dpp o © P = qp &> 38 CBE CUMIVIEKTHYKE MATDHIE P
(5) Popma (), 3 je npupoxna y cmucty

Q@A,@K od = QA,T\: 3a CBe CUMILIEKTHYKe MaTpuime P

oxa3. Ilpso, m3abepumo xoopauuare Tako 1a A = v(0) = R x 0. Tazga je cBakm
v J

Jlarpamxkes kommiemenT of (0) rpadbuk cumerpudne marpuie B € R™ (mpecex
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MOpa OuTu TpuBHjaJIaH U U3 jieme 2.2, KOMILIEMEHT Mopa OuTH rpadpuk cuMerpuyHe
MAaTPUIE), Tj.
W ={(By,y)| y € R"}.

Heka je v = (x,0) € A. Taga w(t) = (By(t),y(t)) € W, na je v + w(t) = (v +
By(t),y(t)) = (z, A(t)x) € y(t) 3a neko x € R™. Caemn y(t) = A(t)(x + By(y)) n
y(0) = 0. Ha kpajy, pauyn maje

d

d
QA,T\(“) Tt

v, w(t) =

w((,0), (By(t), y(1)) = -

dt
t=0 t=0 t=0

= (2,9(0)) = (x, A(0)(z + By(t)) + A(0)(z + By(0))) = (z, A(0)).

JaxkJie, popMma je 3amcra HezaBucHa o1 uzdopa W.
Cana, meka je 6 : (—0,0) — Sp(n) kpuBa Koja 3amoBobasa Y(t) = O(t)A, Tj.
rpabuk A(t) = 0(t)(R" x 0). Tazna je

E 0
o) = (A(t) E)

Kaxko je A(t) cumerpuuna, 6(t) je 3amcra cumiviektndka marpuna. Caja 3a cBe

v = (z,0) € A Baxnu

Qui(v) = (2, A(0)z) = w((x,0), (A(0)x) = w(v, H(0)v) = ¢, 5(v).

[TITo ce nocsemme aBe CTaBKE THYE, TPUBUjATHO BazKe MOIITO JIMTHEAPHH CHM-

IJIEKTOMOP(U3MH 4yBajy CUMILIEKTUYKY (POpMY. 0

Hapennn kopak y ekcrinmuTHOM JeduHICamy Mac/0B/beBOT HHIEKCA jé KOPUCTUTHI
HPETXO/IHO yCIocTaB/beH u3omopdusam. ledpunucane popme he 6utu j1€0 €KCIIIHUIL-
uthe dhopmyae MacioBbeBor nnjaekca, buhe nedunucane y taukama MacioB/beBor
IUKJIA, aJi he CXOJHO TOME W 3aBUCHUTH OJi HUBOA Mac/IOB/beBOI MUK/ KOM IpH-
nanajy. OBo je kpyuna pasznuka uamely MacsospeBor nnmekca maepuHUCAHOT O

cTpaie ApHOJIZA U OBOT Kojer fieMo yCKOpo JebrHICATH.

Pukcupajmo nekn Jlarpamzxkes nornpoctop V koju he nnjgykoaTu MacioB/beB IMUKII.

N360p V 3amaje mekommosunujy Jlarpanzxesor ['pacmanujana

L(n) = J=u(V)
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rie je (V) nmoammHOrocTpykoct cBux JlarpaH:KeBux MHOTIPOCTOpA KOju umajy k-
JquMensnoHanan npecek ca V. Ilrasume, Aprosn je qokaszao (nmortemaru [1]) na

(k+1)

. .k
je X MOJAMHOTOCTPYKOCT KOJUMeH3uje ———. MacioB/beB MUKJI HHIyKOBAH MOT-

npocropom V' je ajnrebapcku BapujeTer
2(V) =5:(V) = [J (V).
k—1

Tanrentnu mpocTop moaMHOTOCTPYKOCTH YLk (V) y Tauku A € i (V) je mar kao
TaZk(V) = {K € ThL(n) : QA N)|any = 0} .

JlakJte, CBAKOM TAHTEHTHOM BEKTODPY TAHTEHTHOT MPOCTOPA Y HEKOj TAYKU CMO
JoJenuan KBajapatny ¢gpopmy. Kako je musp ga UMATHPAMO TEOPHU)Y IIpeceKa Kojy je
Apnost Kopuctno y ¢Bojoj aedununmju MacioB/beBor nHIEKCA, CACBUM je JIOTUYIHO
Ja nedunumemo MacioB/beB HHJIEKC 3a IIaTKe KpuBe (Koje uMmajy jAedunucane Tas-

reaTHe BekTope). Jlakie,

Hedbunununuja 2.7. Heka je y(t) : [a,b] — L(n) rnarka xpusa. IIpesas kpuse 7y
je t € [a,b] 3a koje y(t) nma merpusmjasan upecek ca V', 1j. v(t) € X(V). Tana 3a

cBaku npesas t gedpunuiieMo popMy mpesackKa

(7, Vit) = Qv 5 lhvwnv-

Ykouko ¢ Huje npenas, gedunuiemo I'(y, V,t) = 0.

Hamomena 2.1. Kako je X(V) koMmmnakran Kao 3aTBOPEH CKyl KOMIAKTHE MHO-
rocrpykoctu L£(n), 3HaMo f1a je cKyn npenasa takohe kommakTan. [llTasumie, kako
je dopma mnpesacka JeduHucaHa Ocjiamajyhu ce Ha mpuapyzxeny dpopMmy jedun-
HCaHy paHuje, uMaMo ja je popma Ipesacka Takohe mpuUpogHa y CMUCTY J1€jCTBa

CHMILIEKTHYKE MATPHIE:
[(®y,®V,t) 0o ® =T(v,V, 1),

3a cBaky marpuiy P. V mokasy Teopeme 2.1 Bumenum cmo jga 3a Vo= R" x 0 u
~v(t) = Gr(A(t)), tae je A(t) nyT cUMIUIEKTHYKUX MaTPUIA, TPHAPYKeHa dhopma
uMa o0JuK

(v, Vit)(v) = (&, A(t)z)

3a cBako v = (x,0) Tako ga x € kerA(t). OBo yme na Oyae KOPHCHO Kaja pady-

Hamo Mac/ioB/beB HHIEKC KpPUBE, YIPABO U3 pasjora ImTo he ce cama ¢popMmysa 3a
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MacioB/beB HHJIEKC ocaamaTy Ha GopMy npenacka. [Jasbe, 7 je TanrenTHa Ha L (V)
y mpesiasy t ako u camo ako je y(t) € X (V) u I'(y,V,t) = 0. OBo mocienme cienn
u3 jiebununuje Gpopme mpesacka U KapakTepu3alnje TAHPeHTHOT TPOCTOPA TOIMHO-

rocrpykoctu L (V).

[nepahemo mocebny BpcTy mpesasa:

Hedununuja 2.8. Ipenas ¢ € [a, b] kpuse 7 je perysapa ako je popma mpesacka
[(v,V,t) necuurynapua. Kpupa Koja mMa camo peryjapre mpesase je peryjiapHa

kpuBa. [Ipesa3 je mpocT ako je perynapan u ako je y(t) € L1(V).

[MpumeTnmo na KpuBa MMa CaMO MPOCTe Ipesia3e ako U caMo ako je TpaHCBep3aJHa
Ha cBako 2 (V). OBa 3amazxame cJIeIn U3 YUHeHnTE 1a je (hopMa Mpeaacka HeCHH-

ryirapaa u xkomumensuje L (V).

Hedunrnmnuja 2.9. 3Hak kBajgpaTHe HegereHepucane ¢opme ¢ : V x V — R

4hja je MaTpUUHA perpe3eHTannja S je

sign(q) := (# mosuruBHe con. Bpen. S) — (§ HeraTusHe coIl. Bpei. S).

Cajta Hanmokon Mozkemo jgedunucarn MacjaoB/beB HHIEKC:

Hedununuja 2.10. Heka je v : [a,b] — L(n) perynapua xpusa u V dbukcupan

Jlarpamzkes nornpocrtop. /ledunuimremo Mac/ioB/beB HHIEKC KPUBE Y Kao

1 1
”(77 V) = §Slgn1—‘(7a ‘/a CL) + Z Signr(’ya VYa t) + §Slgnr(77 V7 b)

a<t<b

rIe cy t mpeJsasm.

Hamomena 2.2. IIpumerumo ja y jaroj jgeduHUNEjU HE HOCTOje OICTPYKIUje 3a
a u b (3a pasiauky ox ApHosjose jedbuHUIje KOja HUje JT03BO/baBAIA JIa KPAjeBH
npunanajy MaciosbeBom nukiy). lakse, opa mpedbuHunmja yormrasa ApHOIIOBY.
[MIraBuiire, yKOJIMKO ITOCMATPaMO HET/he, JUPEKTHO U3 POpMYyJie Ce MOXKe BUJIETH J1a
je BpemHocT MacoB/beBOI HHIEKCA TEeT/he 11e0 OPOj.

Taxkobhe, u3 Teopuje TpaHCBEP3ATHOCTH 3HAMO JIa IIOCTOjH CAMO KOHa4YaH OPOj IpeJia3a,

Te je cyMa y JeUHUIN]T KOHAYHA.

Ilpumep 2.2. /lajmo cajxa jegan KOHKpeTaH IIpUMep Y KOM NeMo BHIETH KaKO ce

pauyna Mac/ioB/beB HHJIEKC 3a/laHe KPUBe, a KOJU KOPUCTH yIPaBO JaTy JiepUHU-
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nujy. 3ampaBo he ce umcmocraButu ga je MacyioB/beB uHiekc kpuse jegnak Ma-
CJIOBJHEBOM MHJIEKCY UCTe KpHBe, u3padyHar nomohy Apnosmose medbununuje ([1],
crpana 2),3an = 1.

Nmajyhu na ymy ga je R? = C, duxcupajmo V = {(x,y) € Ry = 0}. edun-
UIIAMO KPUBY

v [0, 7] = L£(1), ~(t) =€V

OBa KpuBa HaM 3allpaBO TOBOPH Ja je ped O jeJHOIUMEH3HOHUM Jlarpamxke-
BHUM IIOTIPOCTOPUMA, T€ MOYXKEMO JIMPEKTHO BUJIETHU & Cy jeJIUHH IPeIa3u KPUBE Y
rauke 0 u 1 (mrro je mcro Kao u y cayuajy npumepa 2.1, tie je y(m) = =V = V).
Vsumajyhu y o63up npsy geduunnumjy oBor ogesbka, jacuo je ga je Og(t) = e u
0,(t) = —e" (upucernmo ce 1a ce mpBa JeUHANM]ja OCAAbA HA IHIHECHUILY JIa MOC-
TOjU MapaMeTpu3aliija KpruBe NTOMONY CUMILIEKTHIKUX MATPUIIA, &JTH CAMO JIOKAJTHO,
JIOK He MOpa Jia MOCTOjU TaKBa MMapaMeTpH3allfja TIodaaHo; JaKje, 0Baj IpUMep
je KOHKpeTaH IpHUMep Kaja He MOCTOjH IvobasHa IIapaMeTpH3aluja y JIyXy I[pBe

aedburnmmje). Cana mocMarpaMo npuapyzxkeHe dbopme
44(0),4(0)(2) = w(z,éo(O)z) = w(z,iz) =2* = |z|?, 3acBe 2 €V

Gy i) (2) = w(z,0:(m)2) = w(z,iz) = 2 = |2|*, 3a cre 2 € V.

Hakie, y 0ba cay4daja, 3HaKOBH (DOPMH CY jeJIHAKH SIZN Gy (0),4(0) = SIEN Gy (x) 4 (x) =

1. Caean, MacioBbeB nHaeke Kpuse v je jeanax pu(y, V) = % + % =1.

3HaMO J1a JIOKATHO, Y3 100ap 01abup KOOpINHATA, CBAKH yT y L£(n) ce MOZXKe BUJIETH
Kao MyT CUMILIEKTHIKAX MaTpHIla. la TBpAma yKas3yje Ha BP0 OMTaH MOMEHAT y
aHan3u MacjI0B/beBOI HHIEKCA KOHKPETHHX MYTEBa, jep aHaIu3a 4eCTO 3aBUCH O/
nocMaTpama Ipesasa Jiokajano. lllrasuime, npuMmeTuMo ja U3 mpBe JiedUHUAIM]E
JIUPEKTHO cJaeau ja ce Mac/oB/beB MHIEKC TOHAIA BPJIO JIETO €3 HAJIOBE3UBATHEM,
Tj.
p(y =\ V) = p(y, V) + u(y, V).

V3umajyhu y 003up uperxojHux map KOMEHTapa, OCTaB/ba C€ HPUPOJHO HUTAHE

mra je MacoB/beB HHIEKC IMyTa I'papuKa CUMETPUIHUX MATPHILA.

Jlema 2.6. (Jlokaausdayugja) Hexa je v : [a,b] — L, u nexka V € L(n). Ipem-
nocmasumo da je y(t) = Gr(A(t)), ade je A(t) enamka xpusa y npocmopy cumem-

PUNHUT Mampuya, dedunucana 3a t € [a,b]. Tada je Macaosmes undekc kpuee 7y 3a
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durcupar Jlazpansces nomnpocmop V' dam cnexmpaarum moxom

1 1
pu(y, V) = §signA(b) - EsignA(a).

/loxaz. Kako je MacjoB/beB UHJIEKC NMPUPOJAH Y CMUCIY JI€JCTBA CUMILIEKTHIKHAX
matpura (jep je dopmyaa gedunncana nomohy dopme I' Koja je TpUpOAHA Y HCTOM
cMECTY ), 6e3 yMamerha OIIITOCTH je TOBOJFHO MocMaTpaT caMo ciaydaj Vo = R™ x 0.
[Tpumerumo na y popmyianuju TeopeMe HUIITA HUjE PEIIEHO O TPea3nuMa KPUuBe 7,
Tj. MOCTOjU KOHAYaH OpOj mpesiasa KOju MOy Jia ce Hajdase 6uiio rie Ha [a, b]. Heka
je to mpenas Tako na je A(tg) panra n — k. Mozkemo ja npermoctaBumo ja je A(to)
nujaronanHa. Jlasbe, Kako je vy AaTo myTeM CHMETPUYHUX MaTpuna, 3a t oausy to

nMaMO

TAaKO JIa
e u(t) € Mari(R) je cumerpuuna u u(ty) = 0,

e w(t) € Mar,_,(R) je cumerpuuna u w(ty) je HejereHepucana u JUjaroHaHA

(Te m mHBepPTUOWIIHA),
e v(t) je k x (n — k) marpuma u v(tg) = 0.

Mozkemo sa daxropumemo A(t) = P(t)D(t)PT(t), rue je

P(t) = (é U(t)uil(t)), D(t) = (“(t)—v(t)wl(t)vT(t) 0 )

N3 Tejioposor pas3Boja 3a t 6u3y ty ©MaMo

D(t) = (“ ~ fo)lto) 0 ) L0t — 1)),

0 w(te) + (t — to)i(to)
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ZKennmo ma sugumo y kom 2 (V') mauka y(tg) exu:

(t) NV = Gr(A(ty)) NR™ x 0

L) ()
(5 ut) C)
w(go)y»
8)) S ]Rk’} ~ RF,

Jaxne, ceaxu Bextop y (o) NV je obmmka v = (x,0), tme * € R* u Tama
Qn(t0)(t0) = w((2,0), A(to)(z,0)). Caua caenn ja

mGRk,yERn_k} N (R" x 0)

reRF y e R”‘k} N (R™ x 0)

< B

Il
—N—
N

xERk,yGR”_k} N (R™ x 0)

Il
—N—
< 8

sign Q1o i(to) [y (to)v = sign A(t0>|Rk = sign (o)

Ba t >ty ut 10BO/BHO OJM3Y ty HMAMO

sign A(t) = sign D(t) = sign ((t — to)u(to)) + sign (w(te) + (t — to)w(to))
= sign(to) + signw(to) = sign Q~(to,5(to) | (tonv + sign A(to)
= sign['(, V, to) + sign A(to).

Cauuno, 3a t < ty u t J0BOJbHO OJM3Y to ©UMaMO
sign A(tg) = —signI'(v, V, to) + sign A(to).
ITocmaTpajyhu cBe nperxoano J00MjeHO, UMaMO J1a
sign A(tg + ) — sign A(to — €) = 2I'(v, V. ty), 3a moBo/bHO Maso € > 0.
ITpumerumo sa 3a cyceqne npenase to < t; u € > 0 JOBOJ/HHO MaJIO, BayKU

sign A(tyg + ¢) = sign A(t; — ¢).
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Konauno,

1 1
p(r,V) =5signl(y,Via) + ) signl(y, V. to) + 5signl(, V,b)

a<to<b

1. 1. 1. I
:581gnA(a +¢€)— §s1gnA(a) + Z <§s1gnA(t0 +e)— 551gnA(t0 - 5))

a<to<b

1 1
+ §signA(b) — ésignA(b —¢)

1 1
=— ésignA(a) + §signA(b).

]

[TpumeTuMO J1a CMO JI0 €ajia YBEK TOBOPUJIM U PAJIUJIU ca IIaTKuM Kpuama y L(n).
Mebhyrum, napeane jieme nam omoryhasajy na jgedpunurujy MacaoB/beBor nnjiekca

IPONTUPUMO Ha THUPY Kaacy (Hempeknanux) myresa y L(n).

Jlema 2.7. IIpemnocmasumo da kpuse Yo, Y1 : |a,b] — L(n) maxse da vo(a) =
m(a), (b)) = 11(b) umajy camo peeyaapne npeaase. Axo cy Yo U Y1 TOMOMONHE

PEAGTUBHO Kpajrbe mavke, mada one umajy ucmu Macaoswes undexc.

JIema 2.8. Csaxu nenpexudan nym Jlaepanscesur nomnpocmopa vy - la,b] — L(n)
je Tomomonan pesamueho kpajre mauke kpucoj y L(n) xoja uma camo pezyaapre

npeaase.

Ob6parumo mazkmy Ha ciaeneha cBojcrBa MacoB/beBOT MHIEKCA JeMUHUCAHOD 3a

kpuse y L(n).
Teopema 2.9. Hapedna ceojemea nasusamo akcuomama Macrosnesoe undexca:

(IIpupodrocm) 3a ceaxu © € Sp(n)
(P, @V) = p(v, V).
(Hadosesusarse) 3a a < c <b
w7, V) = 1(Vae) + 1(Vlen)-

(IIpouseod) Axo je n'+n" = n, udenmugduryjemo L(n') x L(n") xao nodmmo-
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eocmpykocm L(n) na owuesedan nawun. Tada je
/,L(fy/ @ ,7//7 V/ @ V//) — M(7/7 v/) + ILL('}//, VN).

(Xomomonuga) /Iea nyma vy, 71 : [a,b] — L(n), 3a xoje sasrcu yo(a) = v (a)
u Y(b) = m(b), cy zomomonna pesamnueho Kpajre Mavke ako U CAMO GKO

umajy uemu Macaoswes undexc.

(Anyauparse) Coaru nym v : [a,b] — Xp(V) uma Macaoswes undeke (v, V) =
0.

Jlokas. okas ce moxke Halm y [2]. Akcnoma xoMoTomuje je jesnHa HEOUHTIIeIHA.

Hanowmena 2.3. Jlema 2.8 nmmmunupa f1a je Mmoryhe npommuputu nedburnnmjy Maciro-
BJ/BEBOI MHJIEKCA Ha cBe HenpekuHe nmyrese y L(n). KoHKpeTHO, IPOU3BOJBHOM YTy
JoxenuMo Mac/IoB/beB WHIEKC jeTHaK MacmoB/BeBOM WHIEKCY peryIapHe KpuBe KO-
jOj je IyT XOMOTONaH peJaTUBHO Kpajie Tauke. Kako je Mac/ioB/beB HHIEKC NHBAP-
WjaHTaH y OJHOCY Ha XOMOMOTOINHje PeJTaTHBHO Kpajibe Tadke (Teopema 2.9), ciequ
J06pa sepunucanoctT MacjioB/beBOr HHJIEKCA 3a HenpekuHe nyrese y L(n).

OBako nedurucan MacaoB/peB HHAEKCA Ha IMHPEM CKYITY IIyTeBa ce MOZKe OKapaK-

TeprucaTh UCTUM aKCHOMaMa, Tj. CBOjCTBUMA, HaBeJIeHUM y Teopemn 2.9.

Ilocnenuma 2.1. Mac/IoB/beB HHIEKC je MOHOMOPMHU3aM
m(L(n)) = Z, a— pu(a, V) 3a neku dukcupan V € L(n).

Joxas. Axcrmoma xomoromuje m3 TeopeMe 2.9 HaM maje mobpy medpHHHCAHOCT HA
m(L(n)), a KAaKO TOBOPUMO O IHeT/haMa, 3HAMO Ja je Taja MacjoB/beB HHIEKC
dyukuja ca komoMeHoM y Z. Axcmoma HaJI0BE3WBAMba WUMILIAIUDA 13 je Ped O
xoMomopdusmy. Akcuoma xomoronuje (0OpHyTa UMIUIMKAIUjA) AUPEKTHO UMILIH-

nupa j1a je Macaos/beB HHIEKC WHJeKTUBHO MPECINKABAHeE. ]

[MIraBuire, MacsioB/beB unjiekc je uzomopduszam. I[lorpedbHo je joir camo jloKka3arn
na je Ha. CoernujasHo, TOBOJHHO je JOKA3aTH /Ia MOCTOJU MYT KOJU Ce CJANKA Y TeH-
epatop of Z, tj. uuju je MacjioBmes unjiekc jejuak 1. Koncrpyucahemo takas
ImyT.

Heka je 7 : [0, 7] — L£(n) nyT Jlarpanxkepux nornpocropa jJedbuHucan

Yt) =e"Rx0)D(Rx0)®...® (R x0),
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e je A = (Rx0)B(Rx0)®. . .4 (Rx0) Jlarpanxes nornpocrop y R?". Tlpucerumo
ce Ja He MOCTOoje pecTpHKImje 3a u3bop dbukcupanor Jlarpam:keBor moTupocTopa y
nedbununuju MacsiosmeBor nnjekca. Cajia, ocinamajyhu ce Ha akcuoMe MacJioBibe-

BOT WHJIEKCA, PAYYHAMO

(v, A) =p((e"(R x 0)) & (Rx0)@®...® (R x0),A)
=pu(e"(R x 0),R x 0) + p(constryo, R x 0) + ... p(constryo, R x 0)
=u(e"(R x 0),R x 0) = 1.

rie TmocaeIba jeTHAKOCT cIeIn U3 npuMepa 2.2.

OBume cMo nmokazasu cienehy Teopemy.

Teopema 2.10. Macaosmwes undekc je usomopdhudam

p:m(L(n)) = Z.

2.4 MacJsoB/peB nHIAEKC Ha Sp(n)

Kako je m(Sp(n)) = m(U(n)) = Z u 3uajyhu na je MacaoB/beB HHIEKC H30MOP-
duzaM, MOKEMO ce 3allUTaTu Ja Jiu je Moryhe nedunucaru Mac/bOB/beB HHJIEKC 3a
nyTeBe y Sp(n) Tako Jia 3a10B0/baBajy CBOjCTBA AHAJOIHA CBOJCTBHMA YBEJICHUM O]
crpane Poouna nu Canamona 3a £(n). da 6ucmo mokasamu jia je oIroBop TMOTBP/IaH,
npBo hemo yBecTu nojam MacioB/beBOr HHIEKCA 3a 1ap JlarpamkeBux IIyTeBa, UId

penatuBan MacJjoB/be€B MHAEKC.

Hedbunnnuja 2.11. Heka cy v u v/ map kpusux v, : [a,b] — L(n). dedunuiiemo
peaatuBHy dopmy npesacka ['(v,7,t) vHa v N4 kao

(v, t) =T(y, 7/ (1),t) =T (v, (1), 1)

[Tpenas t je perynapan axo je ['(v,7/,t) nemerenepucana dbopma.
Hedununuja 2.12. 3a map Jlarpan:keBux KpuBux <, Koje UMajy camo pery-
JlapHe npenacke y ayxy gedununuje 2.11, nedbuaunumo pesaruBan MacaoBibeB

HHOIEKC Kao

1 1
wy,) = gsignl'(v,7', a) + > signT(v,7',t) + 5signl'(7,7,0).

a<t<b
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[Ipumerumo na nperxonHa dedHHUIUja yorinTaBa AeduHuujy MacJIoB/beBOr WH-
Jekca 3a myrese y L(n), ysumajyhu +/(t) = V. lame, HapeiHe Teopeme MOKa3yjy
Ja ce pejaruBaH Mac/iOB/beB MHJIEKC ITOHAIA Kao odu4uaH MacjaoB/heB MHIEKC 3a

JlarpamzkeBe myTese, HE3ABHCHO O H300pa KPUBHUX 7y U 7.

Teopema 2.2. PenaruBan MacioB/heB WHIAEKC je TPUPOIAH Y CMUCTY

w( @y, ') = p(v,7")

3a CBaKMW MyT cuMIUIeKTHIKuX Marpuna @ : [a,b] — Sp(n).

Teopema 2.3. Pazmorpumo cummnektnakn npoctop (R* x R?" (—w) x w). Tazxa
je
p(®y,7) = pTp(®), v x 7).

Crerujasno, Kaga je ®(t) = 1, umamo

(v, ") = Ay x o),

rae je A C R?" x R?" nnjaronada.

Jlokas. Hokas [2].

Dokycupajmo ce caga na Sp(n). CuMiiekTHdke MaTpuie uMajy ciaemehy 610k

A B ., (D" -BT
(18 e () o

® > B(0 x R")

JIEKOMIIO3UIIH]Y

IIpeciukaBame

HHIYKYje pacojeme
St(n) — Sp(n) — L(n).

St(n) mpeacrasba Gbubpy, Te je cTamOHAPHA MOATPYMA CBUX CHMETPHIHUX Ma-
rpuna ¢ gara ycaosom P(0 x R™) = 0 x R™. ExBuanentno, St(n) caapxku cse
CUMILTEKTHYKEe MaTpuiie 3a Koje je B = ( y 6JI0K TeKOMIO3UIUjH HaBeJeHO] Tope.

Jedunumnmmo caja MacaoB/beB HHIEKC 3a IIYTeBe CUMIIEKTUYKHX MaTPHUILA:

Hedbunrunuja 2.13. 3a nyr cummiekrudakux Marpuna O : [a,b] — Sp(n) u duk-

cupan Jlarpam:xkes normpoctop V = 0 X R” aedunuimemo MaciaoBibeB MHIEKC
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Kao

w(®) = p(@V, V).

Cagna ce omer mmTamMo Ja JU je MOryhie JaTW reoMeTPHUjCKy WHTEPIPETAIN]Y
MacJioB/beBOT MHIEKCA Y CYyYajy CUMILIEKTHYKUX MaTpuna. /la oucmo o ypaauiu,
IpBa CTBAp KOjJy »KeJNMO Jia IIBATUMO je IITa je aHaJor MacsoB/peBOM NUKIY Y
Sp(n). [Jakie, ako KequMo Ja OApeauMo k-TH HEBO Mac/IOB/bEBOT MHKJIA, TTOCMAa-
TpaMo

Spi(n) ={® € Sp(n)|dim(dV NV) =k}.

[Tpumernmo na je Tajga k-TH HHUBO 3ampaBo WHBep3Ha canka ox (V) npn bu-
opanuju Sp(n) — L(n). Haxne, & € Spr(n) ako u camo ako rankB = n — k u
® € Spo(n) ako u camo ako detB # 0 y GJOK JeKOMIO3HIHjH. Spy(n) je moaMHO-

rocTpykoct oj, Sp(n) KoauMensuje (Hl)

MacaoB/beB HHAEKC 3a [IyTeBe CUMIIJICKTUYIKHUX MaTpHlla €€ MOZK€ aHaJIOI'HO BUACTH

Kao uHJeKC mnpeceka nyra ¢ u MacaoBiseBor 1mukJia jeduHucanor
Sp1(n) = Sp(n)/Spy(n U Sp(n

Osaj MacJioB/beB WHJIEKC 3a KOJOMeH uMma Z + %ZQ. Nupekce myrta je jejiHaK MEJIOM
Opojy aKko u caMo ako Kpajee Tadke myra Jexe y Spy(n). Kaga npraamo o mpesas-
UMa, peryJapHHM Ipeja3uMa ¥ OCTAJIUM II0JMOBHMAa O KOjUMa je OWIa ped, MHC-
auMo Ha ofaroeapajylie mojmose mocmarpane 3a kpuBy PV y L(n) 3a oarosapajyhu
Macsiosbes muksa (V).

Jlabe, Kako mocaeamux n KoaoHa Marpuiie ¢ dpopmupa JlarpankesB moTIpocTop

OV, dopma npenacka I'(P,t) : kerB(t) — R je mara ca
L(®,4)(y) = —(D(t)y, B(t)y),

rie ¢y D(t) u B(t) 6iaokoBu u3 gekommnosunuje (2.1).
Teopema 2.4. Mac/iIOB/bEB WHJIEKC 33 MYyTE€BE CUMILIEKTHYKUX MATPHUIIA CE MOYKE

KapakTepusoBaTn cienehnv akcnomamar

(Xomoronwuja) IBa nyra koja nouniy y $g u 3agpmanajy y ¢; cy xomoromnua

peJIATUBHO Kpajibe TauKe aKo W caMO aKo mMajy uctu MacaoB/beB WHIEKC.

(Amynupame) 3a cBako k cBaku myT y Spy.(n) uma MacioB/beB HHIEKC jeIHAK

HYJIH.
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(HamosesuBame) Ako @ : [a,b] — Sp(n) u a < ¢ < b, Tana
,u((I)) - M((I)“a,c]) + :u(q)hc,b})

(ITIpoussox) Ako n'+n” = n, unenrudukyjemo Sp(n’) x Sp(n”) kao noarpyy

Sp(n) na ounrsenan naunu. Tama je
(@ @ D) = (@) + p(@").

(Hopmasimzanuja) 3a CHMIVIEKTUYKY GJIOK

o(t) = ((1) Bit))

nedbuHHCAH HA WHTEPBATY [a, b], MacaoB/beB HHIEKC je nar

1 1
w(®) = §signB(a) - §signB(b).

Jlokas. [2].

Hanomena 2.4. ITocMaTpajMo cuMILIEKTHUKH BeKTopcku poctop (R?" x R @ =
(—w) x (w)). 3a @ : [a,b] — Sp(n) koje 3anoBoBaBa P(a) = Id u det(Id —P(b)) # 0,
UHJIEKC

poz(®) = pu(Tp (P),A)

3oBeMo Konun-IlenaepoB unaexkc. OBaj unjekc je meo 6poj u 3a10Bo/baBa
(=1)H®=" — sign det(Id —®(b)).

Y onepky 3.5 Buiuehmo kako PpenxosmoB uujaekce Komu-PumanoBor omeparopa
Koju ce jaB/ba y PiopoBoj Teopuju MozxKe Ja ce uspasu nomohy Kowmnn-lIlenmeposor

HHIIEKCA.
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3 Cuhekrpajgnu ToK n MacJjoB/beB MHIEKC

IInsp oBOr Ofie/bKA je Ja aKCMOMATCKH 3aCHYje CIeKTPAJHN TOK W IOKayKe Ja je
DpeaxoMoB uHIEKC oapeheror P peaxoaMoBor onepaTopa AeUHUCAHOT MO OIpeI-
jJeHHM YCJIOBHMA, CIIeIHjajJaH CJydaj cIeKTpaJHor Toka. Ha moderky hemo mgarum
MoTuBanujy n3 Mopcose Teopuje, nocMmarpajyhu KoHadHOIUMEH3MOHN ciry4daj. [lo-
TOM YOULIITABaMO 3allakatba Ha OECKOHAYHOJMMEH3MOHHU CJydaj. 3a Kpaj hemo
BUJIETH KaKO CIEeKTPAJHH TOK U MacaoB/beB WHIEKC WHTEPAryjy vy cJaydajy Teopeme
o Mopcosom unjiekcy u y ciaydajy Komu-PumanoBor oneparopa Koju ce mojaB/byje

y PJiopoBoj Teopuju.

3.1 KoHavyHOOAMMEH3MOHM CJIy4aj

Y Mopcosoj Teopuju (morsienaru [14]) muHeapusaiuja ay»K HeraTHBHE IDa/ljeHTHE

TpajeKTopHuje Koja MoBe3yje KPpUTUUIHe TadkKe p U ¢ 3ajaje OpeaxoaMoB omepaTop

(Da)(t) = &(t) — AB)E(),

rae je A(t) myT cHMeTPHYHUX MATPHUIA KOje KOHBEPIHpajy ¥ HOPMHU OMEepaTopa Ka
HegerenepucanuM Marpunama Hess,f u Hess,f. ®peaxoaMoBOCT OBOI omepaTopa
ce KOPHUCTH KAa0 KJBYYHO CBOJCTBO Y UCHUTHBAIGY TOIMOJOTHje MOJIYJICKOT TPOCTOPA
IPa/INjeHTHUX TPajeKTOPHUja Koje MOBe3Y]y KPUTHUHE TaUKe P U . 3a Jajbe JeTasbe

norsiegaru [14].

[Insb oBe ceknuje je j1a jokazke PpejrxoIMOBOCT UCTOL IIPEC/IMKaBatba, aJiu y3 cjaaduje
HpeTIoCcTaBKe. 3a MoveTak, mocMarpahieMo JIMHeapu3aIujy AyK IIyTa KOju HEe MOpa
OuTH rpainjeHTHa TPajeKTOPH]ja, a KOju MoBe3yje JBe XuiepboandKe KPUTHIHE TaTKe.

Taxobe, marpune A(t) He Mopajy OUTH CUMETPHUYHE, ATl JUMECH

AT = lim A()

t—+o0

OCTOje M XUNepOOJIMYKHU CY.

Teopema 3.1. ITpemnocmasumo da je A : R = R™ nenpexudno npecaurasare u

da npemxodno nasedene mampuye AT nocmoje u da cy xunepboruuxe. Tada je

(Da8)(t) = £(t) — A(t)E(t)
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D4 : WH(R,R") — L*(R,R")

Dpedxroamos onepamop “wuju je uroexc jeOHax
index Dy = dim E“(A~) — dim E“(A™).

Jloxasz. Jla 6ucmo mokazanu jga je Dy PpeaxosmMoB omneparop, HEOIXOIHO je /1a

nokazkemo cienehe:
1) 1a je orpaHWYeH JIMHEAPAH ONEPATOD
2) 1a WMa KOHAYHO JMMEH3MOHAJHO je3rPOo
3) Ma mMa KOHAYHO JUMEH3MOHATHO KOje3rpo
4) 1a UMa 3aTBOPEHY CJIHUKY

Jlema B.3 nam omoryhasa jga nokazxemo 2) u 3). Oba Jjiema ce 4€CTO KOPUCTH
KaJia je morpebno gokazatu PpeprxoMOBOCT HEKOr omeparTopa. He O6ucmo jm ce

no3BaJiu Ha Jemy, nokazahemo cjenehy HejeanakocT

1€llwre@) < c(ll€llz2y + DA€l 2 w)) (3.1)

3a 70BoJbHO Besuko I = [T, T|. TIpBo, uMaMo 1a TUPEKTHO BazKH

1€llwrew) < c(llEllz2@) + 1D A&l 2w))

jep je € = D& + A€ u 360r unmennue 1a je A(t) nuHeapaH (JaKie HelpeKmIaH,
JIAKJIe OPPAHUYeH) OMepaTop Ha KOHAYHOIUMEH3HOHOM MPOCTOPY.

Kako omeparopu A(t) KoHBeprupajy y TOMOJOTHjH HOPME KA XUMEePOOTHIKHM OTI-
epaTopuMa, U3 aCHMITOTCKOI IOHAIIamba (paMU/Inje ormeparopa MOKEMO JIa 09eKy-
jemo 6ospe omene 3a D,. MoruBucanm tume, mocmarpaheMo crenujajgaH Cydaj
A(t) = A~. Ucnocrasuhe ce ga je D4y Tom ciyuajy bujeknuja. Kako je A~ xunep-
foJMYKa, 3HAMO Ja MOXKEeMO Ja U3BpmuMO pasbujame R" = E~ @ ET, rune je £~
JUPEKTHA CyMa COTCTBEHUX MMOTIPOCTOPA KOJU OAT0BAPajy COMCTBEHNM BPEITHOCTIMA
omeparopa A7, a uMajy HeraTHBHY peajiHy KOMIIOHEHTY. AHAJIOrHo aeduHUITIEMO
ET Koju oarosapa CONCTBEHHM BPEIHOCTHMA Ca MO3UTUBHUM pPEATHHM JeJ0M. Bes
rybuTKa OIIITOCTH, MOYXKEMO Jia pemuMo npobsem 3a R” = .

B3a n € L*(R,R") jenuncreeno pemieme jepnauune Da& = n 3a £ € L*(R,R") je

1aTo ca

() = / AN (5)ds = @ % (1),

—0o0
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e je
eAt ,for t >0
0 , for t <0

Bancra,

% = % (eAt/ e_Asn(s)ds) = A"+ et e i) = AE+ ()

—0o0

IIposepumo jia je obaxo medunucano gedunucano & saucra y WH2(R, R"). IIpso,

6Ol =1e < aelie = [ | [ ot - omis)as @
<[ ([ o apiea—apmeis) @
<[ ([ o= sy [ jo = s nge)iar) as
—||<1>||L1// Ot — )| - [n(s)|>dsdt

=[®[%: - [InllZ2

Hakae, & € L2(R,R"). Kako je £ = A~¢ + 1, nvMamo

I€llze < A€z + lnllze < (LAT] - @)z + Dl ze.

Joxazamm cymo £ € WL2(R,R"), na je D4~ na. Illtapumie, 1o6uau cMo HejeHAKOCT

[€llwr2 < ¢ [[Da-€llz2. (3-2)

Kaxko je A~ xumepboaudku omeparop, je3rpo D 4— Mopa OMTH TPHBHjATHO jep CBaKa
dbyHKIMja U3 jesrpa Mopa OWTH eKCIIOHeHIMjajiHa, Ta He 6u omaa y L2, ocuM ako
HUje TPUBHjAJHA.
3a Kpaj, HejeTHAKOCT JOKa3yjeMo JIell/beheM HHTepPBaIa Ha KOjuMa NMaMo MOTpedHe
omene. Kaxo cy AT juvut marpure, nmamo ja (6e3 TyO/bemba ONIITOCTH) 3a Mpo-
13BOJHHO Masio € moctoju T' > 0 rako ga ||A(t) — A7|| <eszat< -T+1. 3a=0
kan t > —1 + 1 umamo caenehy nporeny

[€llwre <c-[[Da-€ll2 = ¢ [|(0; — A7)E]| 2
<c- (1(8 — A(t))€] 12 + [[(A(t) — A7)E|12)
<c- (|1Da&llr2 +<ll€llz2)
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Amanorno, umamo ucry nponeny 3a AT m E =0xant < T — 1.

VY ommrem ciydajy, Kopuctumo Kar-od dbyuknujy Kp € C*(R,[0,1]) TakBy 1a
Kr(t)=1xkan |t| <T —1un Kp(t) =0 kazx [t| > T. /lupekTHO caenn Ja je

I(1 = Kr)éllwre < const - | Da((1 = K7)€)]| 2

u
[ Kr€|lwre =([Kr€llee + ([0 (Kr) || 2
<[[Krl[rz + [[Da (K7€) |22 + (Sﬁp [A@I]) - [ K7€ 2
<const - (| Kr¢||r2 + [[Da (K7€) || 2)-
Konauno,

€llwre <[[(1 = Kp)&l|wre + || Kpg][we
<const - (||[Kr€||r2 + |Da (K1) |12 + [[Da (1 = K7)€) || 22)
<const - (||€||p2j—r,1) + [[Da€l|22)

Pecrpukmuja Wh2(R, R") — L*([-T,T],R") je xomnaktaa 360r Co60/beBBEBE TEO-
peme 0O yTamamy (peCTPHKIIN]Y KOMIIOHYjeMO ¢a KOMIAKTHHM YTAlambeM MPOCTOPa
CoGosmesa y L?). Kaxko je D4 je orpaHmven omeparop U Kako CMO JIOKa3aJu He-
jenuakocr (3.1), uz seme B.3 umamo ja D4 uMa KOHAYHO JUMEH3UOHAJHO je3rDO 1

3aTBOPEHY CJIHUKY.

Ocrayo je jga mOKakKeMo J1a je KOje3rpo KOHaYHOAuMeH3noHo. I3 momarka A
3HAMO Ja y caydajy Xunbeprosux nmpoctopa (a WH2(R, R™) u LY?(R, R™) To curypmo
jecy) mmamo (imD )t & kerD 4", rae je Ds* agjynrosanu omnepaTop omepaTtopa A.
[MraBuie, kaga je omeparop 3aTBOpeH (a Jokazanum cMo Jga Dy jecre), mocroju
uzomopduzaM (imD )t = cokerD 4. OBo je oymyan HaYMH HOCMATPam-a Kojesrpa,
A/, HazKaJI0CT, HeomxoaHo je 3Hatu D 4" ekcmaumurao. OBO je y ONIINTEM CIydajy
MONPHJINYHO TemKo (YaK u'y Mopcosoj reopuju rie cy marpure A(t) cumerpudne (a
CaMUM THM U CAMO-aJ[jYHTOBaHe), MITO ¥ OBOj TeopeMu Huje Hu caydaj!). Meljyruwm,
MozkeMo Jia Jedunumemo dopMmanny ajajyarosanu onepatrop D4* (Buau gomartak A
3a neduHUIN]Y) KOju peraBa npobaeM (MOrJefaTn jJBe JeMe Koje MOIHbY OIMax Mo
3aBPIIETKY J0Ka3a Teopeme).

[Ipumerumo ma cokerDy = kerD 4°. Axko 6u D 4° uMao KOHATHOIUMEH3HOHO je3-

rpo, 3aBpiman oucmo gokasuBame Ppemaxonmoboctu oneparopa Dy. OBo 3anmcra
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U jecre cjaydaj. JeaHOCTaBHO IIPUMETUMO Ja U3 JeMe 3.2 JupeKTHO cjaean jga Dy°
UMa KOHAYHOJAMMEH3HOHO je3rpo ocjamajyhium ce Ha J1e0 JI0Ka3a KOjH CMO JIO CaJIa
ypagwia 3a D 4. Ilpumerumo na D4* Mozke jga ce mocMarpa u Kao —D_ 47, 1 j1a

dbamunnja oneparopa A’ (t) zamoBo/baBa npernocraske Teopeme 3.1.

[IIto ce pauyHama HHIEKCA THYE, TOMJIENIATH OcTaTak jokasa y [3]. Melyruwm,
MOCTOJM W JIAKIIA HAUYWH padyHama WHIEKCA He ocaamajyhm ce Ha aCHMITOTCKY
aHaJM3y crabmiHuX u Hectabmianumx normpocropa. Cerumo ce ga ce DPpeaxosi-
MOBOCT OTI€pATOPa He Metha YKOIUKO hamusujy onepatopa A(t) xomoronujom 6au3y
GEeCKOHAYHOCTH MOMCTOBETHMO ca KOHCTaHTHHM MarpunaMa AT, Oso je moryhe jep
HMaMO KOHBEPTEHIIH]y y OlepaTopCcKoj HopMHU. Ta XOMOTOIHja MOXKE [1a Ce OKapaK-
Tepuile kKao neprypbamuja dpamuanje y 6eckonaunoctu. OBO pa3zMulLbaibe ie ouTn

dopmanmmz0BaHO y ceKIuju 0 OeCKOHAYHOIMMEH3NOHOM CITyJajy.

]

Jlema 3.2. D4° je depunucan na WH(R,R") u
Dy* =—0,— AT,

Jlokas. 3a cee £, € Cg°(R,R™) umamo j1a je

/°° (&, Da’n)dt :/00 (D&, m)dt = /OO (€ — Ag,n)dt (£, KOMIDaKTaH supp)

oo —00 — 00

_ / Z <Z —o)di — /OO Z (€, ATn)dt
— [ "6 o= Anypa

Kako cy dyukmuje C5°(R,R"™) rycre u y WH(R,R") u L?(R,R"), To dopmannn
aJljyHIOBaHU ONEepPaTOp MOYKeMo Ja npojyzkumo na W3R, R™).
L]

JIema 3.3. cokerD 4 = kerD 4*

Jokas. 3namo aa je cokerDy = (imDy)t = kerD,* € WH(R,R"). Taza, ako je
n € (imD4)*t, naamo
0= (Da&,n)r2 = (§, Da’n)r2
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3a cee & € WH(R,R") (y uperxoinoj jemMu cMo JoKazaiu Ja je popMajinu aji-
jyHroBanm oneparop gedgpunucan ma W13 (R,R")). Hakue, n € kerD,°.
)t

]

O6pHyTHO, ako je 1 € kerD 4°, Tasa u3 ucre jeguakoctu ciaenn a7 € (imD 4

Hanomena 3.1. [lpumerumo jga ce nperxojHa TeopeMa MOYKe HHTEPIPeTHPaTH
HE3aBHUCHO 071 reomMeTpujckor kourekcra Mopcose teopuje. OBo he Hac moruBucarTu

Ja yBeIeMO CIEKTPaJIHU TOK aKCHOMaTCKH.

Hanomena 3.2. Tlpernocrasumo ja cy AT cumerpuune, kao y cayuajy Mopcose
reopuje. Tama cy CBe CONCTBEHE BPETHOCTH peasHe (jep €y CUMEeTpUYHe MATPHIE

camo-ajijyarosane). Taga uMamo

sign(A*) :=(# mosuTuBHe com. Bpem. on S) — (f HerarusHe com. Bpea. of S)

=2(f mosuTEBHE com. Bped. ox ob S) —n
Cajia HaM LpeTxojHa TeopeMa Jaje

index Dy =dim E*(A™) — dim E*(A™)
=(# nosurusne con. Bpej. ox A”) — (# nosurusme com. Bpex. og AT)

1 1
:§Sign A" — Esign AT

3.2 DbeckoHAaYHOAMMEH3UOHU CJIy'a]

Y 0BOM 0jIeJbKY JIOKA3aHO je YOIIITEHme TeopemMe W3 MPETXOIHOT ojesbka. Jlasbe,
JI0Ka3aHo je ja ojapehene neprypodanuje OpexoMOBOT OlepaTopa He YTU4Y Ha Hbe-

roBO CBOjCTBO PpeaxoIMOBOCTH, HUTH HA FHET0B WHJIEKC.

[Musb je yormTuTu NpeTxo Hy TeOpeMy Ca aHaJIOTHIM ONMEPATOPOM, aJin 38 OECKOHAYTH-
onuMen3uonu caydaj. Heka cy W u H peannu cenapabuian Xu16epToBH IPOCTOPH
TaKBH JIa

WcH=H"CcW*.

[IpernocraB/baMo Jla je WHKJIy3Wja KOMIAKTHA W Jja UMa TycTty ciauky. Hamasbe

naentudukyjemo H ca csojum gyannum npocropom. Hehemo kopucturn ckanapuu
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npoussog Ha W, Beh camo mopmy. Crora, pazmmkoBahemo W o cBor mgyasiHor mpoc-
topa W*. Takobe, ckamapuu npoussog na H hemo o3nauaBatu ca (£,1)y Kama cy

uluny H. (£, n)ww- ie o3nauaBaru cnapusame £ € W un € W+

Hamepa nam je 1a jokazkemo TeopeMy Koja he Mohu j1a ce mpuMeHH Ha IPOCTOPe
W=w4t?n L = L2

PukcupajMo hbamMuinjy orpaHmIeHuX OMepaTopa
At): W - H

nugekcupannx ca t € R. 3a mary rmarky kpusy & : R — W, nedbunumemo Dy :
R — H xkao

(DA&)(t) = £(t) — A(t)E(L). (3.3)

Kako naMm je nmm/b Ja yOHIITEMO TEOpeMy 3a KOHAYOAUMEH3WOHH CJIy4aj, HameheMo

caenehe yeose:

(A-1) TIpecimkasame A : R — L(W, H) je BC'. To 3Ha4n na je HEMpeKuHO
JudepennujabuIno y ¢aaboj onepaTopCcKoj TOMOJIOTUjH U JIa IIOCTOje KOHCTAHTA,

cop > 0 TakBa ja

IA@EN e + I Al < coll€llw

3a cBako t € R u cako £ € W.

(A-2) Omeparopu A(t) cy camoanjynropann. To 3maum na je 3a cBako t
oueparop A(t), mocmarpan Kao HeorpaHuveH oneparop Ha H ca pomenom
dom A(t) = W, camoajyHroBaH ¥ Ja MOCTOjU KOHCTAHTA €1 KOja 3aJI0BOJbaBA

HejeTHaKOCT

€1y < ex (I1A@)ENE + 11811%)

3a ceako t € R u cako £ € W.

(A-3) Tlocroje uneeprubuanu oneparopu A* € L(W, H) taksu ja

. IVt _
dim [ A(t) ~ A* corm =0

Hanowmena 3.3. U3 nejeanaxocru yciosa (A-1) umamvo ga & € L2(R, W) nupekrHo
mvLmpa 13 A € L2 (R, H).
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Hanomena 3.4. Camoazajynrosanu oneparop Ha H ca rycrum gomenom W je 3arso-
peH ako u caMo ako je W Xunbepros ca HopMoM rpaduka. Te cienu ga HejeJHAKOCT
ycnoBa (A-2) 3amcra BayKu.

Mnk.y3uja je KOMIaKTHA aKO U CaMo aKo je pesossentcku omeparop (AId —A)~!
KOMITAKTAaH 33 CBAaKHU eJIeMEeHT M3 KOMILIEMEeHTa CIeKTpa omeparopa A. Y ToMm
cIydajy, cIeKTap omeparopa A je IHCKpeTaH W CaCTOJH Ce CaMO O PEAJHHX COII-
CTBEHWUX BPEJHOCTH KOHa4He BUIecTpyKocTH (0BO he ce mokazatu GUTHUM NMpH ax-
CHOMATHU3AIM]U U eKCIUTMIUTHO] KOHCTPYKIMjU CIIEKTPAJHOI TOKA).

3a jieTa/be 0 HeOTPAHUYEHUM OIlePATOPUMA Ha, XUJI0EPTOBUM IIPOCTOPUMA, BUIETH

Al

Hamomena 3.5. Kana mocmarpamMo 3aTBOpeH CHMeTpHYaH omepaTop A Kao orpaHu-
YeH OIepaTop, Taja je HeroB aJijyHrOBaHH OIepaTop JAepUHUCAH W OIpaHUYEH.
Osnaunhemo anjynrosanu omeparop takohe ca A (jep je A cumerpuuan). Tana
je

Ae LW, H)NL(H,W™). (3.4)
Crenu, ako je A camoajjyHroBan (IITO 3HAYHM JIa ce JIOMEHH A ¥ HeroBor aj-

jyarosanor moknamajy), taga A € H nosnaum & € W (mesaBucHO oj Tora na

am cxpatamMo A o3HauaBa A WM FHErOB a/[jyHIOBAHU OIMEPATOD).

Hedunuiemo Xuibeprose npocrope H u ¥V Kao

H =L*(R,H)
W =L*R,W)NW"(R, H)

ca HopMaMa

\maz/ €t

—00

el = [ (el + i) a
Hamomena 3.6. [Ipumernmo j1a cajia TOBOPUMO O MHTErpaduaHuM (pyHKIMjaMa ca

onmTuM BaHaxoBum IPOCTOPOM KaO KOJOMEHOM.

Unknysuja W — H je orpammuen juueapuu omeparop (||¢]|x < ||€|w Baxu jep
je W — H wommakTHa uHKIy3Hja, Te je ||€||g < ||€]lw) ca rycrom caukom (jep je
C° (R, W) rycr y 06a mpoctopa). Hamr musb je ja 10KazKeMo J1a je 0BaKO KOHCTDY-

ncan oneparop D, PpeaxoaMOB I10JI HABEJIEHUM IIPETIIOCTaBKaMA.
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Teopema 3.1. IlpernocraBumo na je 3a cBako t, A(t) HeorpaHudHeH, camoaji-
jyHrosan omeparop Ha XHJIOepTOBOM IpocTopy H, ca He3aBUCHHUM II0 TapaMeTpy
gomenom W = dom (A(t)). IlpermocraBumo Buie, ga je W Xuabepros mpocTop
caMm 1o cebu, na je mukiaysuja W — H komnakTha u ja je nHopma mpocropa W ek-
BUBATEHTHA HOpMHE rpaduka omeparopa A(t) 3a cBako t. IlpernocraBumo jour ga je
npecaukaBambe R — L(W, H) : t — A(t) Henpexugao nudepeHnjabuIHo y OTHOCY
Ha c1aby omepaTopcky Tonosorujy. IIpermocraBumo KoradHo na A(t) KoHBeprupa
y HOPMH ollepaTropa Ka mupepTubminum oneparopuma AT € L(W, H) kax t Texxn

+oo. Tama je omepartop

Dy:WH(R, H)NL*(R,W) — L*(R, H)
(DA&)(t) = &(t) — A(E()
je OpeaxoaMOB U IHErOB MHAEKC je JIaT CIIEKTPAJIHUM TOKOM (paMUIKje olepaTopa
A(t).
[Tpumernmo na cy yceaosu (A-1), (A-2) u (A-3) ycioBu nomenyTu y teopemu. la
oucmo okazaian OpeaxoaMoBocT oreparopa [y, HEOXOIHO je JoKa3aTu ciejehe
1) Ja je orpaHWYeH JIMHEAPAH OMePATOD
2) 1a ¥Ma KOHAYHOJAUMEH3HOHO je3rpo
3) Ja mMa KOHAYHOAMMEH3HOHO KOje3rpo
4) na mMa 3aTBODEHY CJIHKY
Jlema 3.4. D, je oepanuver AuHeapar onepamop.

Jlokas. Yeaos (A-1) mam jgaje orpanmdenoct omeparopa & — D€ 3amcta, 3a
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cBaxo £ € CP(R, W) je

IDagl = [ IDa OBt = [ 1 - A0 Bas
= [0 - awew.é0) - A

o0

“Ié+ [ tag Agmar—2 [ € Ag)nat

—00

DN+ [ A+ [ Ag
< / V€l + / céusuivdw\/ / ngifdv\/ / |Ag |2t
< / (uéuzwéusu%v)dw\/ / ngadv\/ / 3|t

= [ (1605, + el + <ol )

— 00

< [ (0€IB + eIy + collliy ) i < const - eIy

JlnpekTaH pavyH joKasyje jeqHakocT (k):

2/00 (€, AE) prdt =2 (<€,A§>H)io _/

o0 —0o0

=2 (/oo (&, AE) ydt + /OO <§,A£>Hdt) (A camoanjyHrosa)

[e. o]

—_9 (/_Z(g, A€) ydt + /_Z<Ag,g‘>Hdt)

1A= —2 [~ € g

[e.9]

o0

(6, Ac + A5>H) (€ € C(R,W))

cJien

Kaxko je C§°(R, W) rycr ckym, mpomupumo D4 #a VW u nputom ce Hopma Dy He

IPOMEHH. ]

Jlema B.3 he nam jour jeguom paru 2) u 4), ajiu je HpBO HEOLXOHO JeduHucaATH
ollepaTope Koju he ydecTBOBaTH y JieMH. 3aTo, 3a cBako 1T > (0 meduHUITEMO

Xunbeprose npocrope W(T') u H(T) xao

H=L*([-T,T],H)
W =L*([-T,T], W) N W"([-T,T], H)
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ca rope HaBeJieHUM HOpMaMa. LIoITo KeJauMo j1a HCKOPUCTUMO JIEMY, HEOXIIOIHO je
JIa IMaMO KOMIAKTAH Oleparop. YormraBajyhiun KOHAUHOIUMEH3HOHN cayvaj (Tie
cMo Kopuctuian TeopeMy CobospeBa 0 yTamamy 3a KOHAYHOJIMMEH3WOHE BEKTOPCKE

dbyukmmje), okaszyjemo ciesehe:
JIema 3.5. 3a ceaxo T > 0 unkaysuja W(T) — H(T) je xomnaxman onepamop.

Zloxas. Jloka3 he ce ocinamaTu Ha JIBe KOPHCHE UYNHHEHNIE Be3aHe 33 KOMIAKTHE
omeparope. IIpBo, Ha ynmbeHHILY /14 je CKylI KOMIIAKTHUX oneparopa usMely asa
Banaxopa mpocTopa 3aTBOpPEH Y OIHOCY Ha TOIOJOIH]Yy HHIYKOBAHY OII€PATOPCKOM
HOpMOM. /lpyro, 1a KOMIIO3HUIHja KOMIAKTHIM OII€pATOPOM HPEBOIM jaKy KOHBEp-

TEHTIHjy OTMepaToOpa Y KOHBEPTEHIIN]y Y HOPMH OIlepaTopa.

M3abepumo nornyn cucreMm H = Lings>;e; u o3Ha4nMo ca 7, : H — R" oproronanny

MPOjEKIINjy Ha TOTIPOCTOP ojipeher ca npBUX N eJeMeHaTa MOTIIYHOT cucreMa. Kako

je
o
H(ﬂ':lﬂ'n — 1):1:HH =||(m}mp — Z X, e HekHH
k=1
oo
=||m: ((x,e1)m, (x,e2)m, ..., (T, en)m Z x, ey HekH
k=1 H
oo
= <$7€k>H€k - Z<$,€k>H€k
k=1 H

n—o0

<l’,6k>H€kH — 0

NERINGE

k=n+1

IMaMoO J1a T, T, JAKO KOHBEPTHUpA Ka NIeHTUTeTY Ha [, a Kaxo je nakmaysuja W — H

KOMIIAKTHA (BuzeTn jogarak A), Hu3 oneparopa
Tomnlw : W — H

KOHBEprupa Ka WHK/Iy3uju y Hopmu oneparopa na L(W, H). Tlocmarpajmo ciemnehy

ngekommosuiujy oneparopa W(T) < H(T):
W(T) — WH([=T,T],R") — C([-T,T],R") — H(T).

Y 0BOM HU3Y, IPBHU ONEpATOP je UWHIAYKOBAH Ca T, & JAPYTH je KOMIAKTaH Ha OCHOBY
Aprnena-Ackou Teopeme n dnmeHne aa ce reopema CobospeBa 0 yTalamy IPEeHOCH

ca CKaJlapHO-BpeJHOCHUX (DYHKIHja jegHe MPOMEH/bUBE HAa BEKTOPCKHU-BPEIHOCHE
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dbyunknuje. Tpehu, n nocienmu, oneparop je unjykosan ca m,. Caua je

1€ = mrnmnéllnery < 11— 7wl cowm 1€l

Caemu, nakiysuja W(T') — H(T') je kKommakTHa Kao JIUMEC KOMIAKTHUX OTePaTopa
Y OIHOCY Ha TOHOJIOTH]Y HHIYKOBAHY HOPMOM OIEpPATOPA.

]

Jokaxkumo camga caenehy HejeTHAKOCT Koja he Ham, 3ajeqHO ca MPETXOTHOM

JaeMoM, garu 2) u 4) nosusajyhu ce Ha jgemy B.3.

Jlema 3.6. Illocmoje xoncmanme ¢ >0 u T > 0 maxse da

I1€llw < e(l€llury) + 1D all) (3-5)

3a ceako & € W.

Jlokxas. OBaj moka3 je aHaJIOraH J0Ka3y HEjeTHAKOCTU Y KOHAUYHOIUMEHIUOHOM CIYYajy .

JokazKuMo TIpBO Jia HejeqHakocT Baxku 3a T = oo. 3a ceako & € C§°(R, W)

IDAEIZ, =l€ — A2, = 1% + IACIE, — 2 / (€, AL it

()¢ = e

€2, + (A€, + / (€, A¢)

> €13, + I1AEIZ — collélalléll ey (A-1) + (Komm-Tisapu)
. 1

>||¢]15, + C_1H5H%2(R,W) — [1€113, = coll€llalI€] 22wy (A-2)
. 1 CoC

>NEl, + o ey — (14757 el (A-2)
1

> €13, — 2.

>l — el

Tana,

€15y < 2e1(elléllz, + 1Dagll3) < CUIENG + 1D agllz) < CUIEN + 1Dagll)*.

Kaxko je Cg°(R, W) ryct y W, Tajia Heje JHAKOCT BazKu 3a cBako & € W.
Damunja onepaTopa KOHBEPIHPA Y TOTOIOTHjI OIEPATOPCKE HOPME Ka OTIePATOPHMA,

A%, OBo acuMIITOTCKO HOHALIAe HAM Jaje Jo0pe 1polene 3a D4 JI0BOJbHO J1AJEeKO

on t = 0. Tama, Ka0 y KOHAYHOJINMEH3MOHOM CJIy4ajy, IMOCMaTpaMO CIelujajaH
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caydaj damunnje oneparopa A(t) = Ag, tae je Ag maseprubmiaan. Tana Dy, 3am0-
BO/bABA

1€llw < el Dagglln- (3.6)

3a ocraTak J0Kas3a, KOjU je aHAJOraH JOKa3y 3a KOHAYHOJIMMEH3HOHU CJIy4aj,
noriefaTe [3].

]

Hamomena 3.7. [Ipumernmo ja jorn yBeK HUCMO JIOKa3aJu Jia je uHjaekc Dy jeqHak
creKTpagHoM Toky dbammanje omepatopa A(t). To he 6utn gokazano kama yBemsemMo

CIIEKTpaJ/JJHU TOK aKCHOMATCKH.

OcraJgio je jomr camo ja goKaxkemo ja [, nMa KOHAYHOJMMMEH3HOHO KOje3rpo.
Wneja he 6utu ucTa Kao Uy KOHAYHOAUMEH3HOHOM CJIV4ajy, Tj. mocMmarpahemo dhop-
MaJIHU aJjyHrosanu omneparop. MehyTum, ykogmko oOpaTumMo maxkmy Ha (popMaTHu
AJ[JYHTOBAHU ONEPATOP Yy KOHAYHOIAMMEH3MOHOM CJIyda]y, MOYKEMO Ja MPUMETHMO
JIa je OMJI0 PeJaTUBHO JIAKO OJPEIUTH Ta 3aXBasbyjyhu MaTpUUIHO] pelpe3eHTaInju
CKAJIAPHOT MPOU3BO/Ia Y KOHAYHOJNMEH3MOHOM BEKTOPCKOM MPOCTOPY. ¥ OeCKOHAU-
HOM cJiy4ajy 1o Hehe 6utm moryhe.

Joxazahemo jade TBpheme Koje hemo 3BaTH eunTUYKOoM peryaapuoirhy.

Autn, mpe cBera, mpeTIOCTaBAMO Ja je A camoajyHroBaH u ma cy £, € H taksu na

(A, &) i = (b, u (3.7)

BaxKu 3a cBako ¢ € W. Kako je A camoanjyurosan, Baxu (¢, AL) = (Ao, E).
Hakme, (¢, AE) = (¢,n) 3a cBako ¢ € W. Cnemn, A, = n € H, ma je £ € W.
Jpyrum peunma, cBako cjabo pemiewe ¢ € H npobsiema A( = n3an € H
je jako pemieme. I[IpuMerumo jga je HallOMeHa OBOI THUIIA BPJIO YeCTa Y TEOPUJU
naprujaanux jgudepennujagsnnx jeanadnna. [Ipumernmo Takohe ga cMO MOTJIH Jia
nohbemMo 10 0BOr 3ak/bydka jep je A camoanmjyrropan. Ilpmmernmo mgomaTHo jga ce
IPBU BEKTOD JieBe cTpaHe jeqHaunte (3.7) MOKe WHTEPIPETHPATH KO aJjyHIOBaH
omeparop. Ha oBaj mHauumn cmo jedunucanun deHomen caabor periema Ka jJaKOM
periemy, ocamajyhu ce Ha ajjynrosanoct. Mehyrum, D4 HUje camMoa/ljyHTOBaH, T€
je HEeoIIXOIHO OCJIOHUTH ce Ha (hopMajaH aJjyHIOBAaHHU omepaTop omeparopa D4, ca
HaMepoM Ja JlepUHUIIEMO TI0jaM cJrabor periera. Bohenun moruBamujoM U3 KOHAYHO

JIMMEH3UOHAJHOT CJIydaja, nmocMarpamo ciaejaehy dopmyay
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3a cBako ¢,& € W, Koja Om mMmmmmupaaa ga je —D_, dopmanann anjyHroBaH
oreparop oneparopa D 4. OBO je KOH3UCTEHTHO ca KOHAYHOIUMEH3HOHHUM CJIydajeM,
nvajyhn y Buay ma je A camoasjyrroBan (Te 64 y KOHAYHOIMMEH3HOHOM CJIYUajy
oneparop A 6uo jemnak AT). Tlusb je nokasaru na osa poOpMyJa BasKd 3a CBAKO

Eew.

Teopema 3.7. (Esmnruuka peryinapsoct) [Ipemnocmasumo da &, € H 3ado-

6805841 jedHaMUMY

(6 + A, E)p + (b, 1)u =0 (3.8)
3a cearo ¢ € C°(R,W). Tada & € W u D& = .

Zokas. 1lpBo hemo oka3aTu TeopeMy y cHelujaJHoM caydajy. IIpernocraBumo aa
& w1 WMajy KoMIakTHe Hocave Ha nHTepBasy I Tako ga je A(t) : W — H 6ujeknuja
34 KOjy Ba)kW HEjeTHAKOCT

AW M cowom) < ¢

3a cBe t € 1. JIokaxKuMO OBO y 4eTUPU KOPaKa.
1. kopak: £ € WHA(R, W*) and

E(t) = A(E(E) + (1) (3.9)

ede A(t) € LIH, W*) (noenedamu (3.4)).

[Tpumernmo ga (3.9) ummtunupa D& = n. OBO je OYUIVIEHO OHO IITO YKEJHUMO
Jla MoKaykeMo, aJim HaMm HejocTaje & € W jep je W C W™,

Hokas 1. kopaka: 3a ¢ € C°(R, W) (:kemenn 6ucmo na ce ocsoHuMO Ha (3.8);

00paTUTHU TaxKby Ha KOJOMEH ¢ M 3a KOjy BpeJHOocHY (hDYHKIH]Yy & KeJTuMO Jia

JOKa’KeMO MPBU KOPAK )

[ téterewpmar 2~ [ cawotn), sonadt— [ (o)
__ / Z<¢(t),A(t)§(t)>W,W*dt_ / :@b(t),n(t))ij*dt (A canoanjynrosa
—— [ 100 A0 + w0 -
= [ (. [ awe caeyas) ar oo )

Kako cy uzsonu bynxuuje ¢ € C°(R, W) rycru y L*(R, W), nokazamu ¢cMo npsu

KOpaK.
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Osnaunmo ca p : R — R nrarky kar-od dynknujy taksy aa je p(t) = 0 3a
[t| > 1, p(t) > 0u [ p=1. 3amano 6 > 0 gedunuutemo ps(t) :== dp(d~'t).

2. kopak: 3a JA0BO/bHO Majio 0 > 0 Baxkn {5 = ps x & € W.

[ump je na mokaxkemo na je & KOHCTPYHCAHO y TIPBOM KOPAKy 3aIlpaBO ejie-
MenT mpocropa V. To hemo nocruhu anpokcumaliimjoM KOHBOJIyIHjamMa ca Kar-od

dyHKIHjama.
Jloxas 2. xopaka: Muoxkemem (3.9) ca A™' u u npumMeHoM KOHBOJIyIHje ca ps

J1001jamo

i)

—ps * (A7

=ps * (A1) — ps(A™"n) (p* (u0) = p* (uv) — p* (ww))
(
(

—ps % (A71E) + ps # (ATTAATIE) — ps(A™"n)
=ps * (A7€) + ps + (A7)

rae ( = AA ¢ —neH.

3. kopak: Iloctoju xomcranTa ¢ > 0 TakBa fa Baxu || Da&s|ly < ¢ 3a 10BOBHO

MAJIo 0.

Hoxkasz 3. kopaka: /lupekTan padyH jaje

Dags =85 — A7'& (& = ps =€)
=ps * & — A(ps * (A7'E) + ps x (A71())
=A(AT g5+ & — s (AT1E)) + ps + (ATQ).

Kaxko je ( € H, To je apyru cabupax ca JecHe cTpaHe orpanuded y H, yHE(DOPMHO

o 0. OnpenrmMo IpoIeHy 3a IPBH CabUpak:

t+6 s —1(4) — A-1(g
4725 % 6(8) = s (A7) D)l = H/ i (57) U e

</°°1, t—s
=] 157\

rjie je KoucranTa ¢ yaudgopmuo orpannuena 3a A~ ma I (oo je moryhe 360r nper-

) ‘ng(s)HH,ds

nocraske (A-1) u komuakrnocru I). Caga u3 Janrose HejeHAKOCTH C/IeAn
1A= 55 % &(t) = ps + (A7) (Ol 2wy < cll&(s)llaellpll ey
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Osum je moka3 Tpeher Kopaka 3aBpimeH.
4. kopak: £ € W ann Dy& = ).

Hoxas 4. xopaka: 13 apyror kopaka u jeme 3.6 umamo 1a je ||&s])y < ¢ 3a meky

KOHCTaHTY He3aBUCHY o1 0. Kako je cBakm c1ab0 KOHBEPreHTaH peJll OrpaHuYeH,
TaJ[a MOXKeMO n1a n3abepemo nu3 o, — 0 TakaB jga &5 KoHBeprupa ciabo Ka HEKOM
& 13 W, anm Taj Hu3 Kouseprupa Ka ucroj speanocru u'y H (H C W*). Melyrum,

&5, = ps, * € KouBeprupa jako ka £ y H, ma je £ =& € W.

Haxjie, jgokasaiu cMo Teopemy y cuenujasaom ciaydajy. Kako je Co(R, W)
ryer y W u L, To u y onmreM caydajy yHKIHje £ W 1) ©Majy KOHAYaH HOCAY
(Wy? = Wh?). Hpumernvo ga A(t) y ommreM ciydajy He Mopa jaa Oyze Gujex-
tusHa. Aun, n3 Hanmomene 3.4 3Hamo na A(t) WMa AUCKpeTaH CeKTap, 3a CBaKO I.
Kako je muBepTHOMIHOCT OTBOPEHO CBOJCTBO Y OJHOCY HA TOIOJOTH]Y HHIYKOBAHY
HOPMOM OllepaTopa, MOZKeMO Jia u3abepeMo oTBOpeHe uHTepBase I; u oarosapajyhe
KOHCTaHTe \; Taxkse 1a je \;Id —A(t) : W — H OujeKTHBHO Ipec/KaBaibe 3a Koje
BaXKW HEjeTHAKOCT

[ Id=A®) e < ¢

Ocuamajyhu ce na JimHeapHocT oreparopa D 4, mpobjieM OHjeKTHBHOCTH OIlepaTopa
A MoxKeMO 1a mpeBasuljeMo maprunmjoM jenpmauie. Lumb je ma cymmpamo JOKaJHA
peresa (nmajyhn u name Ha ymy jguaeaproct omeparopa D,). Cyma mopa 6utu
KOHAYHA Y ommTeM ciay4ajy. MehyTuMm, kako £ u 7 nMajy KOMIaKTHE HOCade, TO U3
KOMIIAKTHOCTH HOCA4a CJIEJH [OCTOjae KOHATHOT HOKpuBama {/;}.

Onabepnmo cajia maprunujy jequnuine 3; noapeheny KoHCTPyHCaHOM KOHATHOM

nokpusawy {I;} . Taga je §; = 3;€ cnabo pemterme

& — A& =mj

rie
Aj=A—=NId, =B+ (B + NB)E.

Caza u3 cnemujagHor cIydaja caenn ga & € VW, na je § = Zf’j eW.
J

Hanomena 3.8. Tlpumernmo ga aucvo kopuctusn (A-3) y OPeTXOJHOM J0Ka3y.

Jlak/ie, e IMITHYKA PeTyTapHOCT BaxKN U ¥ cIydajy Kajaa Marpuie AT me mocroje.
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[Tokazam MO eKCIJIUIUTHO 1ITa je pOpMaHu aJjyHroBaH OlepaTop onepaTopa

D y. U3 emunTrdke peryjapHOCTH CJaeu ciaedehux map pesyJarara.

Teopema 3.2. Oneparop D4 je @penxonmos.

Jloxasz. 13 Teopeme 3.7 numamo ga je popMaIHi aj1jyHIOBAaHU OI€pATOD OllepaTopa
D, zanpaso Dy* = —D_ 4. Kako damuiuja oneparopa —A rtakohje 3a10B0o/baBa
npernocTaBke Teopeme 3.1, ciaeau na je je3rpo popMasIHOT aJIjyHI'OBAHOI OIepa-
TOpa Takohe KoHayHogmMen3uoHo. Jlakse, koje3srpo D, je KOHaYHOIAMMEH3UOHO.

Bakspyuyjemo ma je taga D, Ppeaxoamos. O

Teopema 3.8. Ilpemnocmasumo da je A : R — L(W, H) xaace C*~1 maxo da je

(ZCT? caabo nenperudan u da cy ‘ng pasromeprno oepanuvenu 3a 0 < j < k. Axo je
EeWu

Da&=ne W (R, H)
mada je

£ e WE(R, W) nWHA(R, H).

Jlokas. Nunykmmjom. Tokas morsemarn y [3].
L]

Teopema 3.9. Axo je A(t) bujexmuean onepamop 3a ceéako t, mada Ppedrormos

undexc Dy jednax 0.

Casa hemo ce bokycuparn Ha mepTypOannoHn acnekT. ,Ileprypbarmje HuzKer peaa”
omeparopa A creapajy ®penxosiMoBe oneparope, OJHOCHO mocMarpaheMo nepryp-
bamnjy & — C¢& unnykosamy omeparopuma C(t) : W — H. llpermocraBmamo ma
je C : R — L(W, H) wenpexuuao (y OJHOCY Ha TOMOJOIH]Yy WHIYKOBaHY HOPMOM

oueparopa L(W, H)) tako na je C(t) KoMIakTan omeparop 3a CBaKo t u Jia je

tim_[1C(0)]zqr.an = 0.

t—+o0

[Tosnara aumenua je ga KOMIAaKTHE neprypoaliije He yTudy Ha ¢BojcTBO Ppexoi-
MoBocTH, HUTH caM Ppeaxonmos uHzeke (Bugerun B.3). lakie, b je moKa3aTw

cienehe:

Jlema 3.10. Onepamop
W—=H:E— CE

je KOMNAKMan.
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Joxas. Axko mokazkemo ga je C' KOMIIaKTaH KaJi TOJ HMa KOMIAKTAaH HOCA4, TO hemo
arpokcuManujom kar-od byHKIujama y ommreM caydajy C' mpeIcTaBuTH Kao JTUMeC
orepaTopa ca KOMIAKTHHM HocadeM (3a Koje BaxKu TBpheme) y OfHOCY Ha omepa-

TOPCKY HOPMY.

Hakie, mHeka je C mperxXonHO JeduHHCAH OMEpaTop ca KOMIAKTHUM HOCAYeM
I. Opabepumo oproHopMmmpaH HoTHyH cucteM H = Lingsie; u o3Ha9UMO ca 7, :
H — R" oproronaJjiny 1pojekiijy Ha npBux n koopjunara. U3 jeme 3.5 3namo Jjia
HU3 77, KOHBePTUpa jaKo Ka WIeHTHTeTY Ha H, ma KOMIoHyjyhn ca KOMOAKTHAM

oneparopom C(t), mobujamo na
Cn(t) = mm,C(t)

kouseprupa ka C(t) € L(W, H) y oneparopckoj vopmu. I1Itasuiine, KoHBepreHiyja
je yaudopmna o t jep je C': R — L(W, H) HenpekuHa y OnepaTopcKoj HOPMHU.
OmnepaTop MHOXKema WHIYKOBaH onepatopoMm C,, = mim,C' ce MOXKe JTeKOMIIOHO-

BaTH Ha cjaexelinm HaYWH
W — WY, R") — L*(I,R") — H,

IJI€ je IPBU OLEepaTop UHIYKOBaH omeparopoM m,C', apyru je KomnakTad mo Cobosbe-
By, & nocJjemu je uniaykosan ca m,. Ciuenu, C), je komnakran. Kako C, : W — H
koupeprupa ka C' : W — H y Hopmu omeparopa, ciaead na je C' KoMIakTaH.
Konauno y ommrrem caydajy, Kao IITO CMO HaBeId HA MOYETKY J0Ka3a, allPOKCHMU-
pajMo y omHOCYy Ha HOpMYy omeparopa omeparop C MuHO:Kehm ra Kar-od HyHKIH-

jama. L]

IMocaeauua 3.1. Oneparop D¢ : W — H nedunucan ca
Dayof =& — AL = C¢
je ®penxonmos. IlltaBurme,

index D¢ = index Dy

Hanomena 3.9. Axoje B: R — L(H, H) jako nenpeku o (y 0JHOCY Ha TONOJIOTUjY
MH/YKOBaHY jAKOM KOHBEDPIeHIIHjOM OlepaTropa) W KOHBeprupa kKa () y TOHOJOrHju

HOpMe oreparopa KaJ t — +oo, Taga dbavuinja oneparopa C(t) = B(t)|w 3amo-
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BOJbABa, IIPETIOCTABKE 34 MmepTypdannjy. 3amcra, Kako je mHKaysuja ¢ : W — H
KOMIIAKTHA, TO je W kommo3sunuja B(t) o i = B(t)|y xommaktHa 3a cBako t € R.
Kako koMmosunuja KOMIAKTHAM OIepaTOPOM TIPeTBapa jaKy KOHBEPreHIHjy V KOH-
BEPIeHINjY ¥ OnepaTopckoj HopMu, 10 je C'(t) HEPEKUIHO y OJHOCY Ha OMEPATOPCKY

HopMmy. KonBeprernmnuja ka 0 y onepaTopckoj HOPMU je TPUBUjaJHA.

3.3 CunekTpajHU TOK

Y 0BOM 0/Ie/bKY YBOJIMMO CIPEKTPaJHU TOK akcumomarcku. Jlokasyjemo jga Ppej-
X0JIMOB HHJIEKC 33/10BO/baBa OBe akcnome. Jlokasyjemo nmpeocrasy TBP/iby Teopeme
3.1 koja ce Tude mHAeKca PpeaxXoaIMOBOT onepaTopa AeUHUCAHOT Y MPETXOTHOM

OJIEJbKY.

Kopucernmo ucty HOTAIuU)y Kao y NpeTXoqHOM OJeJbKY.

Hedbunuaunmja 3.1. 3a A : R - L(W,H) ut € R aedunnimemo omeparop

nmpeJjackKa Kao

T(A,t) := PA(t)Pluep atn
rie P : H — H upeicraB/ba OPTOTOHATHY TPOjeKINjy Ha je3rpo omepatopa A(t).

Hedununemo npesas davuiuje A kao 6poj t € R 3a koju A(t) HUje WHjeKTUBAH.

Hamomena 3.10. Onepatop mnpenacka y t je jeqnak (0 ako t Huje mpemas, jep je
y ToMm caydajy A(t) wHjeKTHBHO, Te je jearpo TpuBHjasHO. [IpermocTaBbamMo ja je

CKYT TIpejia3a KOMITaKTaH.

Hedbunnuuja 3.2. I[Ipenas ¢t je perynapan ako je omeparop mpesacka ['(A,t)
HesiereHepucan. [Ipenas t je mpoct ako je perynapan u ako je dimker A(t) = 1.

AKo je tg IpocT mpesas, Taja JOKaJHO MOCTOje jeJMHCTBeHa peaJHo BpegnocHa C1
dbyukmuja A = A(t) 3a Kojy Baxku ja cy A(t) concrsene Bpegnoctu A(t), 3a cBako t

JOBOJBHO Ostn3y to, u A(tg) = 0.

Hedbununmja 3.3. Taksy dbyukuujy A() 30Bemo pyHKIMja mpesiacka cor-

CTBEHUX BPEIAHOCTMH.

[TpumeTnmo fa je 3a mpocT mpesas ty omepaTop mpeaacka ['(A,ty) 1aT MHOKemeM

A(to) (jep je jesrpo jemmommmensnomno), ma je A(ty) # 0.
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Kako nHaMm je musb J1a JIOKazKeMO YuibeHuIly Be3any 3a Ppesixo/iMOB UHIEKC U3 TEO-

peme (3.3), o motuuie caenehy dopmynanujy reopeme:

Teopema 3.3. IIpernocrasumvo ga A 3anososbaba (A-1), (A-2), (A-3) u 1a nma
camo perysaphe npenasze. Heka je Dy nedunucan kao y (3.3). Tazga je ckyn npesasa

KOHAa4YaH 11

index Dy = —ZsignF(A,t) (3.10)

t
rjie CyMa uJje 1o CBUM IpeJjia3uMa t 1 sign o3HauaBa 3HaK Je(UHUCAH Y OJIe/bKY 2.3.

JlakJje, 3a KpUBY KOja UMa caMo IIPOCTe Ipeja3e Baxu ciejieha dpopmya

indexDy = — ) signA(t) (3.11)
t

Hanomena 3.11. Tpusujajno je jia AupekTHa CyMa JiBe KPUBE Ca CaMO peryJiapHuM
npejasuMa UMa caMo peryiapHe mpeiasze. (OBO HHUje TAYHO 3a KPUBE Ca TPOCTHM
npenazuma (Ha ipumep, mocmarpatn A @ A). Mehytnwm, ncrnocrabiba ce je ¢BOjcTBO

Ada KpUBa HMa CaMO IIPpOCTE IIpeJjia3e 'eHepUuIKoO.

um oBOr oflesbKa je /1a yBeJle CIeKTPAaJHU TOK. 3a MoYeTak, MOpaMo Ja jeduH-
umeMo Koje amuminje oneparopa hemo ysumaru y o63up. Crenujaano, KeJauMo 1a
damunuja oneparopa Koja ce mojarbyje y 3.1 nmpumnaga ckymy dgpamMuianja 3a Koje je
nedWHNCAH CIEKTPAJTHU TOK; MpeNu3Huje, KeIUMO 1a JOTHYHe (DaMUInje 3a10BO0-
manajy (A-1), (A-2), (A-3).

OsnaunMo BanaxoB mpocTop OrpaHUYeHUX CUMETPUIHAX OLEPATOPA KOJH CJAUKA]Y
W'y H ca

Lom(W, H)={Aec LW, H): A|w = A}

u mexka je SW,H) C Lgym(W, H) 0TBOPeH HOJACKYI KOjer UHHE OIEPAaTOpH ca

HEMPa3HOM PE30JBEHTOM, OJHOCHO, OIIePATOD
Ald-A:W — H

OujekTuBaH 3a Gap jegan peasan Opoj A. Oo omrosapa yciaoBy (A-2) kama ce
A mocmarpa Kao Heorpanuden oneparop (Bugeru namomeny 3.4). Ilpumernmo na
npeTnocTaB/baMo Ja je makay3uja Wy H kommnakTHa ca ryctom caukoMm. [llTasute,
1ojaM CHMETPUYHOCTH ONepaTopa je KJbydaH jep Cy Tajia CBe CONCTBEHE BPEIHOCTH
peasre, Te hie reopema (3.11) umaru cmucia.

Osunaunmo caga ca B = B(R, W, H) BanaxoB npoctop ¢BUX HempeKugHuX (y

omepaTopckoj HopMu) npeciankasama A : R — L, (W, H) (u3meby nBa Bamaxosa
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IPOCTOPA) KOja UMajy TPaHUIHE BPETHOCTH

AT = lim A(t)
t—+o0

y orneparopckoj Hopmu. [Ipucernmo ce j1a rpaHutdHe BPEIHOCTH MOT'Y IIOCTOjaTH H Y
c71a00j TOIOJIOTHjU, He 00ABE3HO Y TOMOJOTHU)U NHIYKOBAHO] ONEepaTOPCKOM HOPMOM.
Ogo oxarosapa (A-3), aiiu HaM HeJOCTaje WHBEPTUOIIHOCT.

Osznauumo ca B' = BY(R, W, H) C B Bauaxor npocrop onux davuiuja A € B
KOje Cy HeIpeKuIHO audepeHnnjaduiIne y HOpMH ollepaTopa U 3a10B0baBajy Heje -
HAKOCT

4l = sup (4@ + IA@]) < oo.

Oso oarosapa (A-1), camo je pazmuka y Tome mtTo je yciao (A-1) cnabuju jep
rapantyje C'! perynaproctT y ci1a6oj Tonoaoruju, 1ok cy dhavuauje uz B C! y nopmu
oreparTopa.

Ha xpajy, gedunuimmmo 0TBOpEH MOJACKYII
A= AR, W, H) C B(R, W, H)

Koju caip:xu one A € B 3a koje cy rpannyne pegnoctn AT : W — H 6ujexTunnu
oneparopu (oBaj ycios 3a A je orBopeno cBojcrBo; caga umamo (A-3)) u A(t) €

S(W, H) 3a cBako t € R (caza mmamo (A-2)). Taxa je ckyn
Al = AR, W, H) = AN B!

otBopenn (Hacsehena Tonosnornja) y B, Ouurneano, A' caap:ku cBa IpecmKapama
A: R — L(W, H) koja 3a10B0/baBajy ¢Ba TPU YCJIOBA U, JOJATHO, CY HEHPEKHHO
audepennujabuiana y oneparopckoj Hopmu. Ila m3 Teopeme 3.1 ciaeam ga je Dy
®peaxoamos 3a ceako A € A'. Ha oBaj HaulH ¢MO KOHCTPYHCAIU CKYI (paMUIH]a

OIIepaToOpa 3a KOje YKeJUMO Ja JeUHUIIEMO CIeKTPAJHI TOK.
Hedbununmja 3.4. 3a gare A; € AR, W,;, H,;), i = 1,2, nedpunuiiemo qJupexkTHy

cymy
Al D AQ S A(R, Wl s> W2>H1 D H2)

Ha OYWIJIeJ]aH HA4YMH, 32 CBaKy Tadky ¢ € R.

Hedbununmja 3.5. 3a nare A, A;, A, € AR, W, H) kaxemo ja je A HamoBe3u-
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Bame pamuanja A; u A, ako je

A(t) 3at<0
A(t) 3at>0

A(t) =

n A(t) = A(0) = A, (—t) 3a cBe t > 0. ¥V TOM ciydajy mUIIEMO

A= A#A,.

Konauno, kapakTepusyjemMo ClieKTPaJHH TOK:

Teopema 3.4. Ilocroje jenuucrsena npeciaukasamwa (i : AR, W, H) — Z, jenso 3a
CBaKy KOMIIAKTHY I'yCTy WHKJ/Y3Ujy Xmjideprosux mnpocropa W — H, koja 3ai0-

BoJbaBajy cJjiejieha cpojcrna:
(Xomoronmuja) i je KoHCTaHTHO Ha moBe3aHuM KommoHeHTama A(R, W, H).
(KoucranTa) Axko je A koncranTHo, Taja je u(A) = 0.
(AupexrtHa cyma) p(A; @ Az) = (A1) + p(As).

(HamosesuBame) Axo je A = A#A,, tana je u(A) = u(A#A,) = u(4;) +
1(Ar).

(Hopmanuzaummja) 3a W = H = R u A(t) = arctan(t), Baxu p(A)l.
Bpoj p(A) 30Bemo cnekTpanun tok dbavuanje A. HaBenena cBojcTBa 30BeMO ax-

cuoMme.

Hanomena 3.12. Hexka je A € A(R, W, H). Heka je € > 0 q0Bo/bHO MaJso (yCKOPO
hiemo BuzeTn 3amTo). Axo Ay, A; € AY(R, W, H) 3anoBo/basajy

sup [|A(t) — A; ()|l cowmy < €
teR
raga iyt A, = (1—7)Ag+7A; exxu y AYR, W, H) 3a ceako 0 < 7 < 1. JToka:Kumo

oso. Cernmmo ce na je A' = AN B. IIpBo, cKyll ¢BUX HenpPeKuIHO nudepeHinja-

OMIHUX INpec/ImKaBamba u3Mely nBa banaxopa mpocTopa je 3aTBOpPeH V OJHOCY Ha,
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ounepanujy. /lape, u3

A1) + 1A

(
up (J[(1 =) Ao(t) + A0 + /(1 =) Ao(t) + i ()]
(

[A-lls = sup

<prAo|HWAﬂHHﬂMdMH%MNMD

<sup ([[Ao(0)ll + o)) +sup (14 ()] +14n(0)]) < oo

caemn na A, € B 3a cBako T.

Hpyro, u3 HojmanoBux pejgoBa 3HaAMO Jia je CKYI HHBEPTUOHIHUX OIEpaTopa
0TBOpeH y BaHaxoBoM MpOCTOPY OrpaHuYeHux (HEMpPeKHIHUX ) OlepaTopa y TOMOJI0-
I'Uju WHIYKOBaHO] HOpMOM omeparopa. l[lomro cy Ay u A; OujekTuBHU rpaHwYHE

OTIepaTOPH, U TOIITO je

1A = AG |l cowmy =N7(AT = ANl cowmy < IT(AF — AT + A* — AD) || coway
<|[AF — A* ||l cow,m) + I|1AT — AT || 2w
<sup ||A(t) — A1 (t)|| cow,m) + sup [[A(t) — Ao(t)|| ow i) < 2e
teR teR

MOZKeMO J1a BHJMMO J1a 3a € J0BOo/bHO Majio AT he ocrarn muBepTnOMIHO 32 CBAKO
7. Kako je ckyn cuMeTpudHEX orepaTtopa (Buieru JeduHUNN]Y cKya ) 3aTBOpeH
y ofmocy Ha omepamuje, caemn na A, € A 3a csako T, Te je A, € Al = AN B
[TpuveTnmo aa je osre pea o C! xomoronmju.

Cana, axko cy Ag, A; € AR, W, H) xoMoTOTIHE HempeKuaHoM (y HOPME OIep-
aropa) xomotomujom y A(R, W, H), Taga cy ome xomoronne u C'-xoMOTOMHjOM y
AYR, W, H). 3aucra, uejesnakocr y jgegununuju ckyna B je cyBulHa yKOJIUKO
nocmarpamo C! npeciukasama y A. OBo onazkame cleJu JUPeKHTHO U3 ACHMIITOT-
ckor nmoHamama gamvmuja u3 A. Kaxo cy C! dynkunmgje rycre y HelpeKHIHUM,
to je ckym A' ryer y A. Jakse, ceaka xomoTonuja y A ce MoyKe alpOKCHMHUPATH
HaI0Be3uBameM xomoromuja y Al Koje ¢y Koncrpyncane y nperxoaHoM macycy.

Konauno, ceaka xomoToncka unsapujanta na A' (R, W, H) ce Moxe jeTMHCTBEHO

NPOIUPHTH Ha XOMOTONCKY nHBapujanty Ha A(R, W, H).

Hanmomena 3.13. Pa3zjor mocrtojama MpeTXO/lHe HAIIOMeHe je eBUJeHTaH y IpeT-
noctaBkama Teopeme 3.4. [Ipumerumo ja je kapakTepusaluja CleKTPAJHOT TOKA Y
teopemn 3.4 nata Ha A, mTo je mupa Kiraca bamuanja on haMuInja Koje mpunaiajy

Al nako je 3a nmorpebe npumene Ha Teopemy 3.1 J0BOJBHO HOCMATpaTH CHEKTPAJHH
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tok na A'. Mehyrnm, nedunucahemo csaxaxo cnexrpaann Tox Ha Al xao xomo-
TOMHO MHBAPUJAHTHO TPECIUKaBahe, TTa HA OCHOBY IPETXOJHE HAIIOMEeHe 3HAMO J1a
MOZKEMO TaKO JiepUHUCAH CIIEKTPAJIHU TOK jeMHCTBEHO Jla HPOIIUpUMO Ha A.
[Mpumernmo Takohe 1a je 0BO aHAJIOrHO Ha4uMHY HA KOju cy Pobun m Casamon
nedbunucanun Macaombe ungekc. Hamve, MacioBbeB nHIEKC je TPBO JeUHUCAH
3a KpuBe (IJATKOCT), Te je MOTOM JIOKA3AHO Ja ¢e TaKo JeUHUCAH WHIEKC MOKe
HOPOIIUPUTH HA IMUPY KJAACY HENPeKUJAHUX myTeBa. Takas he ciaydaj 6utum m KOJ
creKkTpa/Hor Toka, nomto je A = ANBL, rue je no nedununujun B! yeios riarkocTu

dbamMuImje, OJTHOCHO TOKA.

Banumumo ckyn S = S(W, H) ka0 6eCKOHAUHY JIMCJYHKTHY YHU]Y

sav. i) = | s:ow, m)

k=0

e Sy = Si(W, H) upejcrasba ckyn oneparopa Sy ca k-JIUMEH3UOHAJHUM j€3-
rpoM. YHHja je OeCKOHAYHA jep IMocMaTpaMo OeCKOHAYHO JUMEH3MOHAJIAH XHUI0ep-
toB mpoctop W. HcnocraBmpa ce na je S IMOAMHOTOCTPYKOCT O S KOAUMEH3Hje
k(k+1)

—%—. Tanrenrtan npocrop Sy y Tauku L € S, je zazar ca

TS, = {Z € Loym(W, H) : PLP = 0}

rie P : H — H upencraB/ba OPTOrOHAJHY IPOjeKIujy Ha je3rpo ox L. [Ipyrum
peunma, kpuBa A € A je tanrentna Ha S; y t = 0 ako u camo ako A(0) € Sy u axko
je omeparop mpeaacka ['(A,0) = 0. Cieau, cBaka KpuBa y Sy UMa CIHEKTPAJHE TOK
jeTHAK HYJIN.

[Ipumerumo Jjila CMO rOBOPUJIM O TAHI'€HTHOM IIPOCTOPY y TadyKW KPUBE 4YUjU je
kogoMeH Banaxos npoctop. Cernmo ce 1a je Ly, OTBOPeH y IPOCTOPY OrPaHUIeHHX
JuHeapHWX oneparopa m3mel)y Banaxopux mpocTopa y TOMOJOTHjH WHIYKOBAHO] OTI-
epaTopCcKOM HOpPMOM, ma Tana Ly, HMa CTPYKTypy DaHaxoBe MHOTOCTPYKOCTH.
Tana je S orsopen y Ly, 1a S Takohe uma cTpyKTypy Banaxose MHOrOCTPyKOCTI
(ca macelenom romomorujom u3 Ly, ).

S je koqumensuje 1. Taga kpuBa nma camo mpocte npesase (jeHOINMEH3NOHA
jesrpa) ako u camo ako je TpaHCBep3aJIHa Ha cBako Sy 3a cBako k. Kako cy Sy, Koun-
MeH3Hja cTporo Behiux of 1, Ta/1a u3 Teopuje TPAHCBEP3ATHOCTH CJIEIU J1a TeHEePHIKA

KPHUBA €A CAMO MPOCTUM TIpeta3nMa Hehe nMaTn 3aje THnIKuX Tadaka ca S, 3a k > 2.

Jlokas. (Teopeme 3.4)

Teopemy hemo jokazaru y jiBa Kopaka. [IpBu he ce oryieiaru y eKCIMImuTHOM
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nedunICaIby CleKTpaaHor Toka Ha A, mpu gemy hemo ce ocaamaTi Ha IPeTXOIHO
yBejJleHe MTOjMOBe, ToKa3yjyhu 1a TakBa JedHHUIMja 3aJ10BO/baBa akcuome. Taza
Ha OCHOBY IIPETXOJHE HAIIOMEHe 3HAMO JIa MOKEMO jeJTMHCTBEHO Ja IIPOIIHPUMO
nedununujy cnekrpasaor toka Ha A. /Ipyru kopak he 6urn 10Ka3 je IMHCTBEHOCTH.

Ba A e AYR, W, H) neounnmmmo p(A) Kao UHIEKC Mpeceka Kpube A 1 IuK/Ia
S; (ca opujenTanujom, ca 063UPOMOM Ha TO Jia KOPHCTHMO TEOPH]y Ipeceka) Kao
y [13]. [la 6um oBakBa medununuja OGrra KOPEKTHA, HEOMXOTHO je J0Ka3aTh Ja je
CKyl KPUBHX TpaHCBep3a/HHUX Ha cBe Sy orsopen u rycr y Al u na je ckyn xomo-
TONHja TPAHCBEP3AJIHEX Ha cBe Sy rycr. CBe oBe cTaHIapIHe apryMeHTe TeOpHje
TPAHCBEP3AJTHOCTH TTOKPUBEHE Cy TEOPUjOM TPAHCBEP3AJHOCTH Koje je PobuH pa3Bmno
y [7].

Vkomuko je caga A € AY(R, W, H) Tpancsep3aina Ha cBako Sy (0IHOCHO THC-
jYHKTHa ca cBaKHM HUBOOM ceM ca Sp) Taja je uHjiekc npeceka A u Sy (ogHOCHO

crekTpasHu Tok A) nar ca

u(A) = 3 signA(t)

t

rje je jecHa crpana ucta Kao y (3.11). OBo ciean qupekTHO U3 geduHUIAje onepa-
TOpa Mpegacka, KOHKPETHO Y CIydajy HPOCTHX mpea3a. Kako cMo crieKTpaaHl TOK
JmeduHECAT KA0 HHIEKC ITpeceka, a y3uMajyhiu y o63up mpeTxoHy Ipudy O TEOPUjI
TPAHCBEP3AJHOCTH KOjy je pa3suo PoOWH, 3HAMO Ja CHEKTPAJHU TOK 3aJ10BO/bABA
AKCHOMY XOMOTOIIH]€.

3a morpebe Jl0Ka3uBamba KapakTepusalgje rmorpebna Ham je Teopema 4.5. u3
[3]. Heka je pu(A) cnekrpannu ToK neduHHCaH Kao y mperxogHom nacycy. Heka
je i AR, W, H) — Z Heko upeciukaBambe Koje 3aj0BojbaBa akcuome. Llupb je
JIOKA3aTH 114 je [ = [I.

[Tpumernnmo J1a je caka Kpuba y pocropy marpuna A(R, R™ R™) (36or gedunn-
nuje A), XOMOTOIHA KPUBOj JAMjarOHAJHIX MaTpHUIA. Taja u3 akCHOMa XOMOTOIIHje,

JUPEKTHE CyMe W HOpMaJu3aluje cJIead 1a je

u(B) = %signB+ — %signB. (3.12)

Heka je A € A(R, W, H) npoussosbha kpusa u B € A(R,R" R") tako na je

A @ B xomotonHa KoHCcTaHTHO] damuanju (Bumern Teopemy 4.5 y [3]). Tana je

pu(B) = p(B) n u3 akcHOMa XOMOTONHje U KOHCTATHOCTH uMmaMo jga (A & B) =

(A @ B) =0. Canga u3 akcuome aupekTre cyme cirean 1a je u(A) = u(A). Hakie,
p= [

[
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Hanomena 3.14. Ao 00parnMo IaxKiby HA YHE-EHUILY Ja CMO JeDUHUCAIH CIIEK-
TPaAJIHA TOK Kao MHIEKC IIPeceKa ca XUIePIOBPIIN Yy BaHaxoBoM IpocToOpy, MOKEMO,
YCJIOBHO, JTa HHTEPIPETHPAMO CIIEKTPAJIHU TOK Kao Mac/IoB/bB HHIEKC 3a IIyTEBE CH-

METPUYHUX OllepaTopa Ha GECKOHAYHOIUMEH3UOHOM XUJI0EPTOBOM IPOCTOPY.

Hanomena 3.15. Iloregajmo (3.12). Tazna je mamomena 3.12 crmenujaian ciiydaj

CHEKTPAJIHOI TOKA 3a KOHAa4YHy aumen3ujy. I[llTaBuiiie, KOH3UCTEHTHO je ca JIEeMOM
2.6.

[TpumeTnmo j1a HUTIE HUCMO KOPUCTU/IA AKCUOMY HaJIOBE3UBAIHA Y J0KA3Y je IH-

CTBCHOCTH. ﬂaKJIe, AaKCHOMa Had0Be3uBalba CJeJu U3 OCTAJIUX aKCHOMaA.

Jlema 3.11. Axcuoma nadosezusarva cAedu U3 AKCUOMA TOMOMONUJE, OUPEKIMHE

CYME U KOHCTNAHIMHOCTIU.

Caza cMO 3aBPIMNINA Ca KapaKTePU3aIlMjoM CIIEKTPAIHOT TOKA. [JaBHA MOTH-
Ballnja 3a Kapakrepusaiujy je ouia oapehusame unjiexca OpexomMoBOT OnepaTopa
u3 teopeme 3.1. ub je mokasaTu ja je CIeKTpaJHU TOK jeqHaK PpenaxoaIMoBOM

ujiekcy tor omeparopa. Cieneha Jjiema BaxKu:

JIema 3.12. Ilpemnocmasumo da A : R — L(W, H) 3adosonasa (A-1), (A-2),
(A-3) u da uma camo pezyrapre npesase. Tada je 6poj npesasda Konawan u cnek-

mpaaru mok A je jednar

p(A) = signT'(A,1).

k

Jloxas. 3a noka3 norsmenarn [3].

OBa JieMa U jeIHAUMHA Y JI0Ka3y KapaKTepu3allhje CIIeKTPAIHOT TOKA HAC HABOJIE
Jla ce 3anmTaMo Ja Jim mMunyc Ppeaxo/MOB HHIEKC 3a0BOJbaBa akcuome. Ic-
MOCTaB/ha Ce J1a 3aucTa 3a710Bosbaa. Mehyrum, npumerumo 1a HaMm Teopema 3.1 gaje
Dpex0IMOBOCT onepaTopa moj npernocraskama (A-1), (A-2), (A-3), Te Moxkemo
Jia mpudamMo o MEHHYC PpeIxoMOBOM HHJIEKCY jeTHAKOM CIEKTPAJIHOM TOKY CaMO
na Al, 1ok KapakTepusamnmja, a caMUM THM U jeWHCTBEHOCT, Baxke 3a A. Amum To
nehe npejcraB/baru podeM 3000 YUIbEHUIE J1a IOCTOje jeIMHCTBEHA LPOIINPEHha

XOMOTOIIHO WHBapHjaHTHHUX NpeciuKabamba ca Al na A.

Teopema 3.5. Munyc ®@pexoIMOB HH/IEKC 3a/0BO/baBa akCuOMe Teopeme 3.4:

AR, W, H) = Z: A —indexDy.
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Jokas. Axcmoma xomoronuje ciaean u3 cBojcrBa DpenxjiomoBocT. AKCHOMa, JTH-
pekTHOr 30mpa je ounriegna. Akcrmoma KOHCTAaHTHOCTH ciaenw u3 3.9. Akcmoma
HOopMasm3anuje cjaean u3 3.1. Haenam cmo jga akcmoMa HaIOBe3WBarba CIETN U3
ocranux akcnoma. Jlakie, —index Dy = p(A). Mehyrum, (A-1), (A-2), (A-3) ne
kapaxkrtepusyje A'. Hapenenu ycirosu tpae nma je A zanpaso C! y cinaboj onepa-
TOPCKOj TOMOJOTHjH. AJIM, MH MOKEMO J1a AIIPOKCHUMHUPAMO KPUBY KOja 3a10BO/baBa
oBa TpH ycaoBa Kpubama y Al ociamajyhin ce Ha akCHOMY XOMOTOIHje W CBOjCTBO
Dpe1x0/IMOBOCTH KOje uMa ucty dpopmyaanujy. Komounyjyhu osaj pesyiarar ca 3.12

nobujamo 3.3. [

OBoMm TeopeMoM je 3aBpliieH J0Ka3 Teopeme 3.1.

3.4 Teopema o MopcoBoM MHAEKCY

[IpepcraBuheMo mpuMeHy MPeTXOIHO JOKA3aHUX TeopeMa 3a JudpepeHIuja Il Oll-
epaTop Koju ce japjba y jaudepeHnujaanor reomerpuju. Konkperuno, y Jakobujepoj

jeTHATMHNA.

JakobujeBo BEeKTOPCKO 1oJbe J OIHCYyje MOHAIambhe Te0Ie3NjCKUX JUHIja y OecKo-
HAYHO MaJI0j OKOJIMHE jiaTe reoje3ujcke v. To BeKTOpcKo nosbe je jodbujeno gudep-

eHITUpameM IVIaTKe (paMuInje reo/Ie3ujcKux Yy TAKBUX 1A Yo = 7:

_ 0,(t)

88 s:0.

J(t)

[MITaButre, BEKTOPCKO MOJbe IV:K Teo/Ie3njcKe KpuBe ¥ Ha PUManoBoj MHOTOCTPYKOCTH
(M, g) ce 30Be JakoBHUjeBO MOJbE AKO 3a/I0BOJbABA HAPEJIHY jeTHAYUHY KOjy 30BEMO

Jakobujera jemHaumHa:

2

%J (t) + R(J(t),4(1)) 4(t) =0,

rie D mpe/icTaB/ba KOBapUjaHTaH U3BOJI caryiacaH ca Jlesn-YeBura KoHeKkcujoM u R
Npe/ICTaB/ha KPUBUHY MHOTOCTPYKOCTH. JakoOujeBa je/IHauuHa je OYuraeHo OOudHa
JudepeHnyjaana jeIJHaInHa JIPYTror pejia.

Y oarosapajyhum KoopamHatama, JakobujeBa jemHaUNHA UMa OOJUK
Au=——— — Q(s)u = 0. (3.13)
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Heka je (6e3 ymamema ommrroctu) s € [0, 1], u npurom je u(s) € R™ morro roBopumo
0 BEKTOPCKUM MOJPUMA HA KOHAYHO JUMEH3MOHAJHUM MHOIOCTpYKoCTHMa, H Q(S)

CUMEeTPHUYHA MATpUIla Koja IIpejcTaB/ba KpuBuny R.

Hedbunuaunuja 3.6. Tauky so € (0, 1] 30Bemo KoHjyroBana radka jennadnie A
AKO TIOCTOjH HeTPUBHjAJTHO perense (3.13) Koje 3amoBosmasa yeaos u(0) = u(sg) = 0.
JIuMeH31]y BEKTOPCKOT MPOCTOPA CBUX TAKBUX PEINEHha 30BEMO BHUIIIECTPYKOCT
KoHjyropate Tauke. Osnauumo ca v(A) 6poj Koujyrosanux rauaka A Gpojenux ca

BHIIIECTPYKOIINY.
Hexa je ®(s) € R™ (byngaMenranino pemerme (3.13):

2P )
+Qr=0 a(0)=0 o

ds?
A(s) = range (ii;)

JlarpamzkeB moTHpocTOp 3a cBako s. OBo Baxu jep cy u & u ¢ cumerpudne ma-

0) =1,

3a s € [0,1]. Tana je

TpuIie (IMTO ce MOYKe 3aK/by YUTH AUPEKTHO U3 jeJHAdNHEe QYHIAMEHTATHOT Dellerha,

umajyhu na ymy ga je Q rakohe cumerpuuna). Taga axu ciegeha reopema:

Teopema 3.6. ITpernocrasuvo ga det®(1) # 0. Tama je 6poj v(A) KoHjyroBaHux

Tavaka moee3aH ca MacsioB/peBum mHIeKcoM nmyta A Ha ciaenehn HaunH
n
PN V) = —u(d) - &

rae je V= {0} x R™.

Hamr musb je ma mpuMeHUMO MPeTXOIHO HaBeJeHe TeopeMe Ha CIeNHjajJaH cydaj
omeparopa Koju Hactaje mocmarpajyhu JakobujeBy jenmauumny. He OGucmo jm To
ypaguman, AepUHHUIIIMO IPOCTOPe Ha KojuMa heMo aHAJIU3UPATH HABEIEHU OIepa-
TOp:

H = L*([0,1],R™), W = W?*([0,1],R") n W"2([0, 1], R™).

Bupamo W22 36or apyror mssoja Koju ce Hagasu y gedumunuju A. Illrasume,
nocmarpahemo audepeHnujaanu onepaTop
d2
At) = T2 (s,1).

I[Ipernocrasbamo fa je Q knace C! ma 3aTrsopenoj Tpamu [0, 1] X R u 12 je nesapucan
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on t 3a |t| > T. IpernocraBumo jorr ga 1 HEje Tadyka KOHjyrOBAHOCTH HHjEIHOT O]

oneparopa A* (mTo mMmnmupa ga cy TH oneparopu unpepTuObmiHK). Tama je

Teopema 3.7. Cunekrpannn Tok damminje oneparopa A(t) je aar ca
H(A) = v(A7) = p(A7).

Jlokas. [3].

ITocaequna 3.2. (Teopema o MopcoBom unzekcy) [IpermocraBumo Ja je or-
eparop A : W — H nedwnucan jegnaqawnom (3.13) uaseprnbuiaan. Tamga je meros
Mopcos nzekce (6poj HeraTHBHUX COLCTBEHUX BPEJIHOCTH OPOjEHUX Ca BUIIECTPYKOITI-

fiy) jennak 6pojy v(A) KOHjyroBaHUX Tadaka.
Zokas. Tlocmarpajmo bamuinjy omeparopa

2
Alt) =A—-0b(t) = —% — Q(s) — b(t)

rie je b: R — R rmarka dynknuja raksa ga je b(t) = b~ < Ay 3at < —1ub(t)=0

3at > 1.

U3 mpernocrasku je ounrtenno aa je Q(s) + b(t) xknace C' m 1a je He3aBUCHO OJ1
t 3a |t| > 1. [llraBurie, A je cumerprudaH OrpaHUYeH ONEPATOD, Te je HeroB CleKTap
OTPAHUYEH U PEAJIAH.

1 He MoxKe 1a 6yIde TadKa KOHjyTrOBacTH HEjenHor ol omeparopa A*. Jla 6uemo
TO JOKa3a I, npumernMo npso ga je AT = A(t) = A —b(t) = A, 3a t > 1 nomro je
b(t) =03at > 1. Kako je A uaBepTHOMIAH IO HPETIIOCTABIM, TO jé HErOBO je3rPo
TPUBHJATHO, TIa HE TOCTOje HeTPUBHjATHA pelera jeqnaunte Au = 0 na [0, 1].

A~ je unpeprubuian 36or jgedununuje bynxuuje b(t), Tj. jep je b(t) = b=t < Ay,
rge je A\ HajMama CONCTBEHA BPEJIHOCT (OBaj KOMEHTAap je KODEeKTaH jep Cy CBe
COTICTBEHe BpenHocTH peanHe 360r cumerpuunoctn A). Kako je A~ = A —b7, 1
HHje TavyKa KOHjYIOBAHOCTH jep Ja jecTe, TO OM UMIMIIUPAJIO Ja je b~ colcTBeHA
Bpeanoct A, mro Huje moryhe 36or medpunumumje b~. Ipumernmo na A~ uma camo
IIO3UTUBHE COILICTBEHE BpPpEAHOCTHU.

Casia MOZKeMO J1a TPUMEHUMO TPETXOIHY Teopemy Ha A(t) ma 6ucmo nobuim ia
je

w(At) =v(A7) —v(A") =v(A—-b") —v(A).

Ako 6u sp Ousta KoHjyroBana Tauka A—b~ u u HeTpuBHjaTHO peretse [0, o), To 61

UMILTHIMPATIo 1a je b~ comcrsena Bpexnoct A. To uuje moryhe. Crenu, He mocToje

komjyrosame tauke A — b, ognocuo v(A —b~) = 0. Hakne, p(A(t)) = —v(A).
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Uspauynajmo caga cnekrpannu 10K A(t) = A — b(t) no nedununuju. Hamme,
panuje cMo 3akpyanin ga A(t) uHuje mHjekTHBHO 3a HeKO t € R ako u camo ako
je b(t) comcreena BpeanocT omeparopa A. Jlakie, 3a morpebe padyHa CHEKTPATHOT
TOKa, IOBOJ/LHO je 00paTUTH Ma3iy Ha IIpesade KOju Cy BpeTHOCTH ¢ TakBe 1a je b(t)

comcTBeHa BpegHocT omeparopa A. Tama je omeparop mpenacka y to maT ca

D(A(D), t0) = PA(t)Plirao) = P(A — b)) Plicsatu) = ~Pb(t) Pliceaq) = —b(t) 1

OJIHOCHO (bopMa IpesacKka je JaTa MHOMKEIheM CKaIapoM b(t) Kako je mo medpunn-
uuju b(t) pacryha dbyukmuja, To je cBaku npenas3 peryiapad u —b(t) je HeraTuBaH
6poj. Kako damuanja A(t) ounrmenno 3amoBosbaba mnpermnocraBke (A-1), (A-2),

(A-3), To u3 seme 3.12 caenu ga je cnekrpasnu Tok A(t) mar ca
p(A() = signT(A(t),t) = > sign(—b(t)Id) = — > _ dimEy) = —ind4,
b(t) b(t) b(t)

e cyMa /e [0 CBEM IIpeaasuMa (KOJu HCTOBPEMEHO OJr0OBAPa]y COIICTBEHUM BDE/I-
HocTrMa omepartopa A), a Eyy) npeicTaBba COMCTBEHH TPOCTOP KOji OAroBapa Cor-
CTBEHO] BpeaHOCTH b(1).

Komauno, mmamo v(A) = ind A. O

3.5 Komm-PumanoB omeparop

Y oBoMm 0j1e/bKy heMO HaBecTH MOCJeMILy KOjy HPETXO/HO pa3BujeHa Teopuja jaje
y cay4ajy Komu-Pumanosor oneparopa. Iloceban 3uadaj oBor oje/bKa, Ka0 H MO-

TUBAIja, TPEJICTaB/beHn Cy ¥ ofesbKy 4.1.

Heka je Jy cTangapiHa cKOpo-KOMILIeKCHa cTpYKTypa Ha R?® =2 C". [Tocmarpa-

jMo neprypboBanu Komu-Pumanos oneparop

_ d d
dsaC = d—i - Jod—g +SC (3.14)

rae je ¢ : [0,1] x R — R?" koje 3a10B0/baBa IPAaHAYHE YCIOBE

(€(0,),¢(1,1)) € A(t),
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rie je A(t) myr y L£(2n) u S(s,t) € R*?" pamunuja marpuna. I[locrasmbamo

cnenehe ycmose koju hie Ham omoryhuTn Ja mpuMeHUMO Teopemy 3.1:

(CR — 1) TIpecaukasame A : R — £(2n) je kaace C1. Jlarpanzxes I'pacman-
ujan L£(2n) ce ognocu Ha cuMmmeKTHakn npoctop (R?™ x R (—wp) X wp).
Hexka mocToje Jlarpamxesn normpoctopu AT u koucranta T > 0 Taksa 1a je
At)=ATzat>TulAt)=A"3at < -T.

(CR — 2) ®ynknuja S : [0,1] x R — R**2" je nenpexunna. [[Irasuiie, neka
nocroje cumerpudne mMarpune SE : [0, 1] — R?"*2" Takpe na

lim sup [|S(s,t) — SE(s)| = 0.

t—+oo 0<s<1

(CR — 3) Hexa cy ®* : [0,1] — Sp(n) sedunucanu kao

dd*
T+ hSTOT =0, ®F(0,1) = 1d.

Taza je rpacdux ®*(1) rpancsepsanan na AL,

Mozxkemo ga npumernmo j1a Komu-Pumanos oneparop nma 00suk Dy = % —A(t),
Melytum mpobiieM je y Tome mito He noctoju gomen A(t) 1 W(t) — H mesapucan
on mapameTpa t, 0K je y Teopemu 3.1 To jeman ox ycaoa. OBaj mpoOaeM ce MoxKe
npesasuhin mpomeHom KoopuHarta. [Ipmverumo ga yeiaos (CR — 1) tBpau ga on-
epatopu A(t) umajy duxcan gomen 3a cse t > |T|. U3 JlarpamkoBux rpaHumaHux
yca0Ba 1 cuMerpuaHocTn ST 1aje ga ¢y rpanmann oneparopu AT camoazjyHrosamm.
Yeaos (CR — 3) aaje nHBepTHOMIHOCT HCTHX.

[TocmaTpajmo cajsta mpocTope

L? = L*([0,1] x R, R*")
W= {Ce WH([0,1] x R,R™) | (¢(0,1),¢(1,1)) € A(t)}

Y ciayuajy A(t) = A KOHCTAHTHUX I'DAHUYHUX YCJIOBA, OBO Cy YIPABO IPOCTOPU
H=L2uW=W,>
C 0063upom Ha OBaKBY KOHCTPYKIHjy mpoctopa, 3a Komm-Pumanos omepatop

Baxku cjejiehe TBpheme:

Teopema 3.8. Ilocmarpajmo omneparop 557/\ : Wi’Q — L? 3a xoju BazKke mpeT-
nocraske (CR —1),(CR —2) u (CR — 3). Tama je omepatop Jss Ppemxommosn

U WHJIEKC TOT olleparopa je jaT ca
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oxas. [3].

index dgz = u(Gr(®™), A7) — u(Gr(®™), AT) — u(A, A)
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4 MonoToHe JlarpaH>keBe MOJIMHOIOCTPYKOCTH

4.1 ®iaopoBa Teopuja

V3 CUMILIEKTHYKY CTPYKTYPY HA MHOTOCTPYKOCTH JI0JIa31 IIPUPO/IHA BPCTA JUHAMHUKE
Kojy hemo 3BaTn XaMUJITOHOBOM IMHAMHKOM. Hamme, HelereHepuCaHOCT CHMILICK-

TH4IKe (PopMe YCIIOCTaB/ba OUjeKITH]y
1:TM —-T"M, X i(X)w=X_w.

Jlakse, yKoiuKo mocMarpamo riaarky dpyuknujy H : M — R, 3HaMo ja nocroju

IJIATKO BEKTOPCKO 1MoJbe X iy TaKO A
1(Xpy)w = dH.

Ykoauko caga umamo riaatky byukmujy H : M x I — R, rme je I = [0, 1], o 3a

CBaKo t € I nMaMo 3a/I1aHO TVIATKO BEKTOPCKO NoJbe Xy, TaKO Ja BaxKH
1( Xy, )w = dH,.

Hedbununnuja 4.1. Heka je (M,w) cuMmiekTuaka MHOTOCTPYKOCT. [U1aTKy DyHK-
nujy H : M x 1 — R razmBamMo XaMuJITOHNJjAHOM YKOJHKO MOCTOjH KOMIAKT K C
M rakas na supp(H;) C K 3a cako t € I (y caydajy 3aTBopeHe MHOTOCTDYKOCTH

0BO je mpa3saH ycsioB). JeaHadnny
1( Xy, )w = dH,

HA3MBaMO XaMUJITOHOBOM jeJHAYNHOM, & I'€HEePUCAHO BEKTOPCKO 10Jbe X gy, nedu-
HACAHO XaMHJITOHOBOM je/ITHAYMHOM Ha3WBaMO XaMUJITOHOBUM BEKTOPCKUM I10-
Jb€M, & TOK XaMHUJITOHOBOI BEKTOPCKOT II0/ba XaMMJITOHOBUM TOKOM /AT je]I-

HAYMHOM d
%gbt =Xy, 0¢, o =1id.

Kako je Xy, = 0 Ban K, To Xy, nedunnme damunanjy nudeomopduszama ¢, rie
je ¢ = 1d. Hudeomopdusme ¢, t € I, HazuBamo XaMuATOHOBUM AundeoMop-

dbuzmuma.

XaMuIToHOBH JIu(peoMOpPU3IMU CY MOCEOHO UHTEPECAHTHH jep Cy UCTOBPEMEHO

U cUMILIeKTOMOphu3Mu. XaMUATOHOBU JudeoMopdu3Mu Takohe duHe HOPMAaJIHYy
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noArpymy rpyme cuMminiekromopduszama. OBy moarpyiy hemo Hama/be O3HAYaBATH
ca Ham(M ), mogpasymesajyhn na je cummiektndka ¢hopMa mo3HaTa u3 KOHTEKCTA.

[HITaBumre, 3a pa3auky ox PumaHoBe reomerpuje rje je Tpyla H30MeTpHrja MHO-
rocrpykoctu quMmensuje sehe oy 1 3anpaBo TpuBHjaHa 38 TeHEPUYKU U300D METPUKE,
Y CUMILTEKTUYKO] TEOMETPHJHU je OUUTJIETHO IPYTIa CUMILIEKTOMOP(MU3aMa BEJUKA C

0031pOM Ha TO JIa OYUIJIEHO CAAP:KH XaMUJITOHOBe audeoMopdusMe.

Hapaspe upernocrasbamo jga je Hy = Hy, 1j. y oumreMm cjydajy MOzKeMO Jia
nocMarpamo l-nepuoguyan Xammiaronujan H;, = H;,,. Tama cy dbukche tauke
Xammironoror gudeomopdusma ¢ y 1-1 KopecnojieHnuju ca 1-mepuoJuaHuM perri-

embnuMa d
Egbt = Xy, 00, ¢o=1id

1 CKYII TaKBHX pelIciba hemo o3mauasaTu ca

P = {0 R/Z > M S0 = Xu ()}

Hedbununuja 4.2. [lepuoguano peieme 7 € P(H) je HelereHEPUCAHO YKOJIIKO

je MCIYHEeH YCJIOB

det (1d —dgy (4(0))) # 0.

XaMWITOHUjaH je HEJEr€eHEePHCAH aKo Cy CBa IeroBa HEPUOJIMYHA Pelllemha Hejle-

reHepucaHa.

ApnosioBa xunoresa (caabuju ciaydaj ucre) Kazxe Ja je y HeJereHePHCAHOM
caydajy 6poj 1-mepHoIuUHUX Pelllerba OrpaHuydeH 0103710 cyMoM bBernjesux OpojeBa
CUMILTEKTHYKe MHOTOCTpyKocTn M:

Teopema 4.1. (Apuoszn) Heka je (M,w) KOMIAKTHA CUMIIEKTHYKA MHOIOCTDY-
KOCT  Heka je Hy = H;, 1 rmagak l-mepmogndan XaMHUJITOHHJAH KOjU je MPHTOM

Hejierenepucan. Taja je
2n
1P(H) >y dimH,;(M,Q),
i=0

rae H;(M,Q) upeacrap/ba CHHIYIAPHY XOMOJIOTH]Y €A PANHOHATHAM Koedhuujen-

THUMaA.

Anapeac @Jiop je pa3sBuo TeOpHjy Koja je Mo meMy I00mIa Ha3uB, a Koja je 3a

1Jb UMAJIa J1a J0Kake APHOJIIOBY XUITOTE3y. Y HACTABKY NeMo JaTh BPJIO KpaTak
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nperJies; @aopose Teopuje, Tj. PopoBe XxoMoJoruje.

diopoBa HaMepa je OmJra J1a HaIIpaBu OeCKOHAYHOAUMEH3HOHy MopcoBy Teopujy
3a HeKy PyHKIH]jy KOja he 3a KpUTHYIHE TadKe HMATH yupaso l-nepuoanane XaMuITOHOBE
netsbe v M. MoruBrucaH THMe, Ha TPOCTOPY KOHTPAKTHOMIHUX mnerbu LM cum-
IJIeKTH4IKe MHOTOocTpyKocTH M nedunucao je ciaenehn yHKIHOHAT KOjH 30BEMO

dbyHKIIMOHANIOM JiejcTBA:

An) == [ v | (4 (1)),

ryie je u : D? — M npou3BoJbHO TIpecnKaBambe JUCKa 3a Koje BayKU YCJIOB U|gp2 = 7.
He 6u n1u dpyuknmonan 6uo 100po jeduHucaH, JOBOJHHO je Jia IIPeTIOCTaBUMO J1a

je mo(M) = 0. ¥Y3 Ty mpeTnocTaBKy n uMajyhin y BEIY 3aTBOPEHOCT CHMILICKTHIKE

dopme, uHTErpaAT u*w mehe 3aBucu ox m3bopa Hpec/uKaBamba Uu. Bapujarnujom
D2
JobujamMo Ja je

dAm(7)(€) = — / (€5 — Xn (7).

na yumajyhu y o03up HeJereHepucaHoCT CUMILIEKTUYKe (popMe U IPOU3BOJHHOCT
Bapujaluje, npuMehyjeMo jga cy KpuTudHe Tadke (PYyHKIMOHAJIA JIEjCTBA YIIPABO U

jenuuo 1-nepuoanare XaMHUITOHOBE IMET/bE.

Kao mro cmo nmomumasu, @ioposa uueja je ouia jga rpaaum MopcoBy XOMOJIOTH]Y
3a GYHKIHUOHAJ nejcTBa. [Ipe cBera, mpocTop CBUX KOHTPAKTUOWIHHUX MET/BUA CUM-
IJIEKTHIKe MHOrocTpykoctu M je GeckonaunomuMen3noH. Jlakje, yKOJIUKO OMCMO
y nyxy MopcoBe xoMos1oruje mocMaTpain hyHKIIHOHA 1ejCTBa, TOCMATPATIH OUCMO

HeraTUBHE T'pa/injeHTHe TpajekTtopuje y LM

du
o= —V Ay (u(s)),

rae je u(s) : R — LM runarka jegnonapamerapcka dbavuinja netsbu. Melyrnwm,
I'PaJUjeHT je MHIYKOBAH METPUKOM, IITO MOBJIAYH JIa jé HEONXOAHO 331aTH METPUKY
Ha LM. Kako je M cuMmmiekTHdka, TO MOXKEMO 3 MOCMATpaMo l-TIepuoandHy
dbamuaujy ckopo KoMIuteKcHuX crpykrypa J; = Jip1 € J(M,w) Koje 3amajy oiro-
Bapajyhy dammmjy carmacaux merpuka (-, ) = g:(+, ) = w(-, J;-). Cana moxkemo

Ja 3ajaMo Merpuky Ha LM Ha ciaenehn Havwms:

(€)= / (@)
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3a npomsBosbie Tanrentne Bekrope &, € T,LM = C*°(R/Z,v*T'M) y Tanrenrnom
IPOCTOPY Tavuke (Tj. MeTsbe) 7.

['pajujentHa jefHAYMHA je OUHUTJIEIHO AU epeHIjaaHa jeJHadnHa y 6eCKOHAYHO
JUMeH3noHaHOM npoctopy. Piioposa ujeja je Ouia ja 3ammpaBo IpajgujeHTHY jeji-
HAYMHY CBeJie HAa Napruujajny audepeHnujaany jeTHAYNHY Y KOHAYHO JUMEH3HOH-

aytHoM rpocropy. Hamme, Kako je rpajujeHT gedUHUCAH KO

dAx(u)(€) = 9:(&, ViAn)

clen 1a je
Vildy(u) = J; (E - VtH(u(t))) )

re je rpaaujenT ox H; mobujen carmacuo ca merpukoMm g, Ha M. Cana he Herarubha
rpaaujenTHa Tpajekropuja u(s) : R — LM, yKolIuKo je 3ampaBo MOCMATPAMO Kao
npecaukaBambe u(s,t) : R x S' — M, zamosospaBaT napuujaany audepeHnmjaany
jeTHAYNHY
d_u + Jtd—u —VHi(u) =0 (4.1)
ds dt
K0jy 30BeMo meptypboBanom Kommm-PumanoBom jegHaunuaoM uin ®aopoBoM
jenHauymHOM, M0K heMoO pereme jeqHadnHe 3BaTH MEPTYyPOOBAHUM XOJIOMOP-

dbuuM npeciaukaBameM. Expupasientno, jeqnadnna (4.1) je jeqnaka

du du

Koncrpyknuja ®iopoBe XOMOJIOTHje Ce 3aCHWBA Ha aHaIu3u jenHaunue (4.1),
KOjy Kao y MopcoBoM ciiydajy, MOKeMO IMTOCMaTpaTH Kao cederhe A00po n3abpaHux
BanaxoBux Mmuorocrpykoctu. Jlobap uzbop Tux npocropa he 3ajeano ca Ppeaxosrmo-
Borhy cedersa 3a1aTor jeanaqunnom (4.1) (o gemy je 6uiaa peu y 3.5) JaBaTu raaTky
CTPYKTYPY HA MOJLYJICKOM IIPOCTOPY J0J€/beHOM KPUTUYHUM TauKama (PyHKIUOHAJIA
JejcTBa, Tj. l-mepuogmdHuM XaMUJITOHOBHM meT/baMa. Kako he juneapusanmja
®ropose jemnaunue Gutu oneparop (3.14), To he aumeHsmja MOLYICKOr MPOCTOpA

OuTH J1aTa WHEKCOM TOI' OllepaTopa.

[Tomrro xkestumo Ja JepUHUIIIEMO XOMOJIOTH]Y v AyXy MopcoBe XoMOoJIoTHje, IOCTa,
BJ/ba C€ MUTAIbE JIa JIU he yBeK MOCTojaTu neprypboBaHa X0 10MopdHA IIPECTHKABAIHA
Koja he moBe3mBaTu jBe meT/be. Taxkohe ce mocTaB/ba MUTATHE KAKO U3BPITUTH TPAI-
yanujy. ¥ MopcoBoMm cirydajy 3a KOHAYHOJMMEH3HOHE MHOTOCTPYKOCTH T'DAJIUIIN])a
je Bpmena o MopcoBom uHjeKcy Kputudae Tadke. U wa Kpajy, mocraBsba ce M-

TAbE TOIOJOTH]e MOYJICKOT pocTopa M (27, ™), 063upom 1a Cy y KOHAUHOMMEH-
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3UO0HOM cjry4ajy MopcoBe XOMOJI0THje MOJLYJICKU IPOCTOPU OUJIN Yy U3BECHOM CMUCILY

KOMIIaKTHH.

[IpBo murame mMma NOTBPAAH OJArOBOP, y3 oiroapajyhe mpermnocraske. Ilpe

cBera, JeUHUIIIMO eHePTrujy neprypooBanor muaunapa vy LM ca

s =5 (I3

JlupekTan padyH moka3syje ma je

2 d 2
+ d—? - Xt(u)( ) dsdt.

E(u) = Ap(z") — Au(z7),

r7ie je u mepTypOboBaHU XOJIOMOPMHU MUIWMHIAD KOjU TOBe3yje XaMIJITOHOBE MeT/he

™. OBo je xomsucTenTHO 3a MopcoBoM TeopmjoMm. lllTaBuime, HCIOCTaB/ba, ce 112

je YCJIOB KOHAYHOCTH €Hepruje nepTypOOBaHOT IUJINH/IPA eKBUBAJEHTAH TOME J1a OH

criaja XaMUJITOHOBE IET/be:

Teopema 4.2. Heka je u : R x S' — R pememe (4.1). Taga cy caegeha tephema

C€KBHUBAaJICHTHA!
(1) E(u) < o0
(2) Tocroje 1-nepuognune nermwe v+ € P(H) taxse na

lim wu(s,t) = z%(t)

s—+oo

n lim — =0, u oBe KouBepreuiuje cy yuudopmue 1o t.
s—too S

(3) Iloctoje koncrante 6 > 0 u ¢ > 0 TakBe Ja

d
d—Z(s, t)‘ < ce 0l

saceescERuteS.

Jlokas. [4].

[MITo ce rpaayamnuje tude, mMoryhe je aoae/quTH CBaKOj XaMUJITOHOBO] HET/bH

Konnu-Ilennepos unaekc. O jgeraspuMa oBe KOHCTPYKIUje norieaatn OjeHuHy KH-
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jury. Taga nedunumemo xomoomku oneparop 0 Ha cjienehn HauYnH

ozt = Z n(xt, 7 )x” (4.2)

noz (@) —poz(@™)=1

riae je n(z™,x7) 6poj nepTypboBaHUX MUIMHIAPA U, KOja TMOBE3Yjy XaMHJITOHOBE
neT/be y MpeTxojHo HawejeHoMm cmuciay. Jla 6u oneparop 6uo KOpekTHO gedun-
HCaH, HEONIXOIHO je Ja Opoj mepTypOOBaHUX MUIHHIAPA KOJU TOBE3Y]y XaMHJITOHOBE
nerJbe, unja je paziauka Kommu-llenepoBux unjekca jeanaka 1, oyiae konadan. OBo

3aMCTa U jecTe jecTe ciaydaj, Kao U y ciaydajy Mopcose xomoJioruje.

KomnaktaocT je y PaopoBoM ciaydajy CynTUIHO nmuTame. Hawmme, ['pomos je
y CBOM PeBOJIyIIMOHApHOM pajy u3 1985. roamHe yBeo 1mojam IceyaoXoMoa0pdHUX

npec/jmKaBama, Ha KojuMma je PJiop 6azupao cBOjy TEOPHjy:

Hedbunumnuja 4.3. [IpeciukaBame f: M — N CKOpO KOMILIEKCHUX MHOIOCTPYKO-
cru (M, Jyr) u (N, Jy) 30Bemo miceymo-xoaoMopdHUM win Kpahe Xo1oMophHIM
VKOJIUKO BaxKH

dfOJN:JMOdf.

Crierujaino, yKOIHKO je 3 PuvanoBa moBpii ca riobaaHuM KoopanHatama (S, t),

t = is, yCJI0B XOJIOMOPQHOCTH MPeCcInKaBamba je eKBUBAJEHTaH jeTHAYNHN

du du
g%y
as

kojy HazmBamo Komu-PumanoBom jernaunaoM. OBakBa XOMOJIOPdHA MpecanKa-
Bama u : > — M HazuBamo xoJaoMOp@HNM KpUBaAMa, MMOMTo ¢y PuManose mosp-
i gumensuje 1 aag C. Ykoamko obparuMo naxmy Ha jeanaquny (4.1), y caydajy

kanaje H, = 0wu J; = J, @aoposa jeqHaunHa je 3arpaBo Komu-PuManoBa jeiHaUMHA.

Hedbunumuja 4.4. Heka je u : ¥ — M xomomopdua KpuBa. EHeprujy kpuse u

Bu) = /E v,

Teopema 4.3. Heka je u : X — M xonomopdHa KpuBa HA CUMILJIEKTUYKO] MHO-

neduHUIIIEMO KA0

rocrpykoctu (M, w), J CKOPO KOMILTIEKCHA CTPYKTypa Ha M carmacHa ca w u g
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PumanoBa merpuka na 2. Tajga Baxu

1
E(u) :/u*w:—/ | dul|*de,
s 2 /s

rae je do dbopma 3ampeMuHe Ha Y jeqHaKa 1 HA OpTOHOPMEHpaHO] Oasm, a ||dul|

Xunbepr-IlImuroBa HOpMa oneparopa du.

Jlaxse, cBe XomoMopdHe KpUBe UMajy MO3UTUBHY eHeprHjy. IIpumernmo nputom
JIa je JeBa cTpaHe jeJHAKOCTH TOIOJIOIIKH, & JIeCHA CTpaHa aHAJHTHUKH 00jeKarT.
Jakse, Tomojoruja MHOTOCTpyKOocTH M MOXKe Jjla yThde Ha KOMIAKTHOCT AATHX
HPEeC/IMKABaha, OJHOCHO KOMIAKHOCT IIpocTopa xosiomopduux kpusux. OBO je of
n3yseTHe BaxKHOCTH 3a PJI0poBY Teopujy jep KOMIIAKTHOCT MOJYJICKOT ITPOCTOPa
gumensuje 0 omoryhasa KOHCTPYKIHjy xomosioruje. Y MopcoBoj Teopuju je Komma-
KHOCT MOJLYJICKOT IIpocTOpa juMmen3uje ) urpaja K/by4dHy yjaory y crBapamy Mopcose
xXoMoJtoruje, ann y MopcoBoM ciaydajy je 6miio Jiako gohu 0 TOr 3aK/bydKa jep HaM
je CobospeBipa Teopema O yTamamwy jAaja nHMOPMAIHjy O TOMe Ja Cy TPajeKTopHje
Oute HempekwuHe, T€ CMO MOIIH Ja Kopuctumo Aprena-Ackosm teopemy. Meby-
TUM, KOMIIAKHOCT MTPOCTOPA XOJIOMOPMHUX KPUBUX je CYNTUIHU]e MUTATHE, AJIH j& O
KJBYUHE BayKHOCTH 3a KOHCTPYKIH]y Paopose xomosoruje. Vcemoctaspa ce J1a YKO-
JILKO JTOOPO MCKOHTPOJIUIIEMO €HEPrujy MpOoCTOpa XOJOMOPMHUX KPUBUX, MOYKEMO
J1a j100MjeMo KOMIIAaKHOCT MOJLyJICKOr 1poctopa jgumMensuje 0. Hapejana reopema nam
ommucyje Koje CcBe OICTPYKIMje 3a Ty BPCTY KOMIAKTHOCTH MOXKEMO J1a UMaMo y

Cy9ajy XOJOMOPGHUX ITPECTUKABAA!

Hedbunanmnuja 4.5. CunrynapHa xojsomopdHa KpuBa je (popMaaHa KOHATHA

U+ E MUy
k

cyma

rje ¢y my UpupogHu 6pojesu, a
w:Y— M, wv,:CP'—-M

XOJIOMOPgHE KPUBE.

Teopema 4.4. (I'pomoBbeBa Teopema 0 komnakTHocTH) Heka je

Uy 20— M
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HU3 X0JOMOPGMHUX IIPEcINKaBama TAaKBUX 14 je
uni[S] = A € Hy(M, 7).

Taza mocroju cHHTylapHA KPHBA Use = U + Y, MiU; TAKBA 13 33 HEKH IIOIHN3

HU3A U, (O3HAYEH OMeT Ca U,) BayKH:

(1) Ban xomaunor ckymna Tadaka {21,...,Z,} C X

lim u,, = U
n—oo

y C! Tononoruju.
(2) woZ] + >, myur[CPY] = A.

(3) Elus) = E(ug) + >, mipE(v,) = lim E(uy,).

n—oo

(4) Ckynosu Im(u,,) kouBeprupajy ka Im(us,) v XaycaopdoBoj Tomonoruju.

(5) Im(us) je mOBe3aH W KPO3 CBAKY OJ] TauaKa zj Mposa3u cdepa vy.

Xoaomopdue cdepe v, 30BeMO MEXYPOBHMA, a 0JAropapajyily KOHBEpPreHIIH]y
KOHBEPreHiimja g0 Ha mexypoBe. [lojaBy mexyposa hemMo mocmarparu Kao
OTICTPYKIIA]y 3a KOMIAKHOCT. MexypoBu He MOpajy NpoJia3uTh HU KPO3 jeTHy
o/l Tauaka zp (MOTY Jia ce T0jaB/byjy Ha JIPYTUM MEXYPOBHMA), Te HE MOpajy Ja
JOAUPYJY KIACY Uso (D).

Teopema KOMIakTHOCTH Baxku u 3a Pumanose moBpiiu ca rpanurnom. Moxkemo
reopeMy (hOPMYJIMCATH U 33 HU3 HPECUKABABA Uy, © (X5, 0%) — (M, L), vue je L Jla-
IrpaHzKeBa IOJMHOIOCTPYKocT. Paszimka y ogHocy Ha CIydaj HOBPIIK 6e3 IpaHulle
je TO MTO ce MeXypoBU MOTY TOjaBUTH U y (POPMH XOJOMODPGHUX MPECTHKABAHA
wy, : (D?,0D?) — (M, L) nucka. OBo onazkame je 6uTHO 3a KoncTypkiujy Pjiopose

Teopuje 3a Jlarpan:keBe mpeceke.

Bparumo ce cana Ha xoHcTpykimjy PiopoBe XOMOJOTHje 3a JaTu XaMUJITOHU-
jaun. Hdedunucanu cmo rpannanu ornepatop (4.2).Venos mo(M) = 0 je ununujano 6uo
TeXHUYKE IIPUPO/JIe, AU Ce UCIOCTAB/bA JIa je OJ CYIITHHCKE BaXKHOCTH jep TaJl YCJIOB
UMILTUIUPA Jia ¢y J-xonomopdue cdepe 3ampaBo KoncranTae. /lupekran padyn Ham
naje oBy ummbeHuiy. Jlakie, mcmocraBiba ce Ja HMAMO KOMIAKHOCT Y MOIYJICKOM

IpPOCTOPY KOja HaM je HeomxoaHa. AKo caja 3a rereparope PIopoBHX JaHIACTUX
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komitexca C'F(H) uzabepemo nepuoguate XaMuJITOHOBE 0pOUTE, MOKEMO /13 KOH-
cTpyuIIeMo xomMo10hujy Kojy 3oBemMo Xamuaronosa ®@iaoposa xomosioruja. Vc-
IOCTaB/ba Ce JIa je OBAaKO KOHCTPYHCAHA XOMOJIOIHja M30MOPQHA CHHIYJIApHO] 3a

3aTBOPEHY MHOTIOCTPYKOCT, T€ U3 Te€ UYHFH-eHHUIe caean ApPHOII0BA XUIIOTE3a.

dopoBa XoMOJIOTHja MOXKe na ce yomrmrd (Buzgern [17]). Hamwme, nexa cy Lo u
Ly nBe JlarpanzkeBe MOJMHOTOCTPYKOCTH KOje Cy TpaHcBep3aJHe. Taja je nmpodsem
koHCTpyKIuje PJiopoBe XOMOJIOIMje Y OBAKBO] IOCTABIM 3allpaBo 1podbseM peria-

Bamba ciejehie jeaHadunne:

u(s, 1) € Ly (4.3)

L u oo, t) =x", rne z, 27 € Lo N Ly

KorcTpykmujy PJiopoBe xoMmoJsioruje 3a Jlarpanzkese mpeceke BPIIAMO Ha UCTH
HAYMH Kao U KOHCTpyKuujy Xamuiaronose Pyopose xomosioruje. IIpobiemu o xo-
juma je omaa ped y XammiaToHooj PyopoBoj xomosoruju he ce mojaB/bUBATH U
y caydajy Jlarpanzkese ®iopoBe xoMosoruje. l'eHepaTopu JaHYACTUX KOMILIEKCA
he 6uTn npeceune tauke JlarpaH:KeBUX IMMOJIMHOTOCTPYKOCTH, a TPDAHWUYIHU OIlepa-
Top he Outu jedunucan 6pojameM XOJOMOP(PHUX JIMCKOBA, OJHOCHO PEIIeHha je I-
naunte (4.3). Cerumo ce caMo Ja mOpej MexypoBa, Mozke JTofiu U JI0 mojaBe X0J1o-
MOp¢HUX JIUCKOBa, KOju he Takohe mnpejcraB/baTu ONCTPYKIIN]Y 38 KOMITAKTHOCT.
Opako meduHncana xXoMoJjormja ce 3ose JlarpamxkeBa PJiopoBa XOMOJIOTHja

uin PoposBa xomoJgoruja 3a JlarpamrkeBe mpeceke.

4.2 VYcJj0B MOHOTOHOCTU

Y oBOM 0J1e/bKY heMO TTpeICTaBUTH TOCEOHY KJIACy CUMILICKTHIKUX MHOTOCTPYKOCTH
n JlarpankeBux MOIMHOTOCTPYKOCTH, 3a Koje hemo mohu ga 1006po 3acHyjemo XaMui-

ToHOBY DuiopoBy xomouiorujy u JlarpanzkeBy ®opoBy XOMOJOTH]Y.

Kako je npocrop ckopo komiuiekcHux crpykrypa J(M,w) KoHTpakTubuIan u

Hempasan, To je npsa Yepnosa knaca ¢; = c1(TM,J) € H?(M,7Z) nezapucHa o
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n3060pa CKOPO KOMILJIEKCHE CTPYKTYPE.

Hedbunnnuja 4.6. CumimrekTudaka MHOrocTpyKocT (M, w) je MOHOTOHA aKO MOC-

TOju MO3UTHBHA KOHCTaHTa 7 € R TakBa ja je JHAKOCT
vier =7 | vw
S2 2

[IpuceTnmo ce ga m Jabe TpeTIOCTaB/HaMO J1a je M KoOMIaKTHa MHOTOCTPYKOCT

BaykKu 3a cBe v : S? — M.

(jep HaMm je musb ApHOJIIOBA XUIIOTE3A).

Hedununmja 4.7. Heka je (M, w) KOMIIAKTHA CUMILIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT. Taja

Jedunumnremo MuauMagal depuos 6poj muorocrpykoctu M Kao 1meo 6poj

N:inf{k:>0’3v282—>]\/[, v*clzk‘}.
SQ

Axko je / v'c; = 0 3a cBako v : S? — M, Kaxxemo ga je N = oo MHHHMAJIAH
SQ
Yepuos 6poj. Axo je N # oo, taga je (¢, m2(M)) = NZ.

Hanasme mpernoctaBmpaMo f1a je M MOHOTOHA U J]Ja CMO HOPMAJIA30BAJIH CUMILIEK-

TU4IKY HOpPMYy TakKo Jia v*w € Z, 33 ¢BaKO TJIATKO MpecanKkapame v : S? — M.
S2

Cana MOYKeMO KOHCTPpYHCATH XaMIUITOHOBY DIOPOBY XOMOJIOTH]Y 38 HCTH (DYHK-
[MOHAJ eHepruje Ha MPOCTOPY KOHTPAKTUOMJIHUX OpOUTA 3a MOHOTOHY CHMILIEK-
THIKY MHOTOCTPYKOCT, KOja He 3310BoJbaBa yeiaoB mo(M) = 0. Mehyruwm, kao mrro
CMO paHuje MOMHEATH, HpeTnocTaBka me (M) = 0 Huje camo TeXHUYIKH ycaoB, Beh je
CYIITUHCKU jep CIpedaBa M0jaBy MeXypoBa, Te He MOCTOje ONCTPYKINje 3a KOMIAK-
THOCT MOJLyJICKOT 1mpocTopa. Mehyrum, Taj ycios je 6M0 M TeXHUYKE HIPUPOJIE jep
HaM je oMoryhapao jia KOpeKTHO JeduHumeMo (pyHKIHOHAT j1ejcTBa. PYyHKIIMOHAT

JiejcTBa Yy MOHOTOHOM CJIy4ajy je umak moryhe KopekTHO JedUHUCATH Kao

Aue) == [ v [ o)

Tana je dynkumonan nejerBa gedunncan kao npecankasambe Ay @ LM — R/Z,
rie je u : D? — M 1upou3BO/LHO NpecnKaBambe 3a Koje BaKh ulgpe = 7. Takso

IpecanKaBame YBeK IOCTOJH jep je Y KOHTPaKTHOMIHA OopOHUTa, Te je jeTHO TaKBO

IpecuKaBame JaTO XOMOTOMMjOM. YCJ0B MOHOTOHOCTH HaM Jiaje Jia v'w € 7Z, 3a
SQ
CBa IIpeciuKaBamba v @ S? — M, Te je caMuM THM BpegHOCT (PyHKIHOHAJR J€jCTBA
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3a JaTy KOHTPAKTHUOWIHY opouTy gaeduHucana 1o Ha 1eo 6poj. To omnpasasa u3dop
kogomena Ay : LM — R/Z. UsBon oBako nedbununcanor GyHKIHOHATA JejcTBa fie
IMaTH HCTH OOJIMK Kao M3BOJ, (DYHKIMOHAJIA €HEpruje 0 KOM CMO PaHHje JHCKYTO-

BaJiu, Te he koucrpykiuja Paopose xomosioruje nhu CKOpoO aHaIOTHO.

[pagujentre Tpajekropuje fie 6uru 3a1ane Qroposom jennadurom (4.1), u Bazku-
hie Teopema 4.2. 3a reHepudku XaMUJITOHHUjaH, Kao U y caydajy mo(M) = 0, Moxys-

CKH [IPOCTOPU

he 6utu KoHauHoguMen3uonu. LllTaBuIne, MOIYJICKE IPOCTOPU TUMeEH3H]je 1, OTHOCHO
CKYyIl HellapaMeTPHU30BaHUX KPUBHUX KOje Cllajajy XaMHJITOHOBe OpOUTe YUju ce WH-
Jekcn y Tpagyanuju (Koja je omer mampapibeHa Ha ocHoBy Kowuman-Ilenmeposor ns-
nekca; sujern [4]) hie Gutn konaunu y cMucty Kapauaaasocta. To he Ham gatu Ko-
PEKTHOCT JIe(pUHUINIA]e TPAHUYHOT OIIEPaTOPa. YCJI0B MOHOTOHOCTH he JIaTH HEeOIXOTHY

KOMITAKTHOCT MOJYJICKOT MPOCTOPa, OJHOCHO Hehe TOoTa3nuTH 70 TojaBe MeXypoBa.

YcJI0B MOHOTOHOCTH Ce MOZKe TIOJaBUTH U Y CJIydajy KOHCTpYKIHje Jlarpanzkese
diopose xomosoruje. Umurupajyhu nedunuimjy MoOHOTOHE CUMILIEKTUYKE MHO-
rOCTPYKOCTH, 2KEJIMMO J1a JeDUHHUIIIEMO 110jaM MOHOTOHE Jlarpanzkese moJMHOTOCTPY-
KocTh. 3a moverak, meduHuImnMo eneprujy aucka & : mo(M, L) — R ca rpamumom

Ha Jlarpan:keBoj momMHOTOCTPYKOCTH L Kao

E(B) = /DZ P w,

ryie je 3 € mo(M, L) xi1aca penipesenTosana npeciukasamem ¢ : (D% 0D?) — (M, L).

Takobe, moxkemo na nedunnimemo n MacaoBibeB unaekc [ : mo(M,L) — Z
Ha ciefehiv naunn. Hexka je 8 = [p] € mo(M, L). TlocMarpajMo BEKTOPCKO PaCIo-
jeme MHIYKOBAHO MyI-6eKOM TaHTeHTHOT paciojemma, ¢ T M — D? zajeano ca my-
bekoMm cuMmIieKTHYIKe opMe ¢*w Koja he ocraru cumiuiektuuka ¢dopma. Kako je
D? KoHTpaKTHOWIAH, TO je HaBeJeHO pacjojerhe TPHBUjATHO W jeJMHCTBEHO JIO0 Ha
uzomMopduszaM paciaojema: @ TM ~D? x (C",w), upu YeMy TpUBHjaIM3alHja dyBa
cummtekTnaky dpopmy. Kaxo St = 0D? npunana JlarpanzkeBoj IOIMHOTOCTPYKOCTH
L, T0o MOKEMO 713 II0CMaTpaMO PeCTPUKIN]y TpubHjaamsanuje Ha S', koja nam un-
aykyje damunjy n-pumenzuonannux nornpocropa Tyl C TypyM ~ (C* w).
Kako je L Jlarpamxesa mogmuorocrpykoct, 1o je Ty L € L(n), na t — TyuL
npencrapba myT y L£(n). Taga p(f) nedunumemo kao MacaoB/beB HHIEKC yIPABO

KoHcTpyucanor nyta y L£(n). lebununuja je KOpeKTHA jep XOMOTOMHA TPECTUKA-
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Bama = [¢| = [¢'] nuaayKyjy uzomopdua paciojema.

[TpermocTraske 3a oBako Koncrpyucan MacaosibeB unaekc nHa mo(M, L) hie mam
OUTH KJ/bydaH apryMeHT y KOHTPOJIHCAKY KOMIIAKTHOCTH MOJYJICKOI IPOCTOPA, Tj.
y KOHTDOJIUCAY T0jaBe MCeyA0X0I0MOpdHUX auckoBa. Hawmme, ucmocransba ce ma
MOJIYJICKH TTPOCTOP CBUX TICEYA0X0J0MOpdHUX aucKoba ¢ : (D? 0D?) — (M, L) xoju
norabajy xmacy § uma aumensujy n + p(5) — 2 (0Bo je HeTpUBHjaJHA THIHEHUIA).
Xo0MOPQHN JUCKOBH WHAYKYjY UCTY KJAACYy Y MOIYJICKOM IIPOCTOPY YKOJIHKO CY

UCTHU Kao lLpecjrKaBaiba g0 Ha MebujycoBy rTpancdopmanujy JIMcKa.

Hedbunumuja 4.8. Jlarpanxkena moaMHOrocTpykocT L je MOHOTOHA aKO MOCTOjU

IO3UTHBHA KOHCTAHTa T He3aBUCHA 071 [ € my(M, L) 3a Kojy BaxKu

p(B) = TE(B).

Hedunrunmnuja 4.9. Muaumaaan MaciaoBsbeB 6poj JlarpankeBe moIMHOIOCTPY-

Koctu L je 1eo 6poj

N =min {u(B)| B € ma(M, L), u(3) > 0}.

Monorone Jlarpankese MOAMHOTOCTPYKOCTH IMOCTOj€ CAMO Y MOHOTOHUM CHM-
IJIEKTUYKUM MHOrocrpykocruma. Taxobe, Heka je na M X M jara cuMIIeKTHYKA
CTPYKTypa miw — mow. Tana je M MOHOTOHA CHUMILIEKTHYKA MHOI'OCTPYKOCT aKO
u camo ako je amjaronana Aj; mMoHOTOHA JlarpanzkeBa MOJIMHOTOCTPYKOCT MHO-

rocrpykoctu M x M.

IIpumep 4.1. Jlajemo jorur jegan npumep MOHOTOHE Jlarpanzkese NOAMHOTOCTPYKOAJJIHCTH.
3namo Ja je cdepa S? cummiaekTnuka. Kako je IBoJMMeH3MOHAJHA, cBaKa IIPOCTA
netsba je yjeano u Jlarpanzkesa moaMHOTOCTpYyKOCT. [lakme, JlarpanzkeBux moIMHO-
rocTpykoctu nma uHernpebpojuBo. KOHKPEHTO, CBaKM KPyT ,apaienan’ eKBaToOpy

je JlarpamxkeB. MehyTum, mocToju camo jenna MoHOTOHA JlarpanzkeBa MOJIMHO-
rocrpykocT Mehy muma Ha S? u To he ynpaBo GUTH eKBaTop.

Hamme, HeKa je maTa HeKa IPOCTa TeT/ba v ¥ S?, kKoja mesan cdepy Ha JIBe IHC-
jyukrhe obsactu A u B 3a koje je ounriaeano OA = OB = «y. Tana je mo(M, L) = 72,
TeHEpATOPH Cy HUIITA Ipyro Hero asa mucka (A m B) mHa koje v memm S, Tama cy
MacnoB/beBn nHjekcn oba reHepartopa jemHakn 2 (jep ce mupekTHO Buan ga A u
B moxkemo ja mocmarpamo kao HajoOmuHmje jenmaudane auckose y C, a v kao je-
quanany cdepy). dakie, ako ¢y « u 8 reneparopu mo (M, L), 10 je p(a) = p(8) = 2.

Cuernjasno, enepruje oba remeparopa Cy HHINTA JIPYTO HEro HUXOBE IOBPIIHHE.
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Caﬂa u3 ycjioBa MOHOTOHOCTH HUMaMO

omHOCHO noBpminHe obnactu A m B mopajy 6utn jegnake. O cBUX mapaJsena, TO je
Moryhe caMo YKOJIHKO je 7y eKBaTop.

Munumasian MacjioB/beB 6poj ekBaTopa je 2.

dopoBy XOMOJIOTHjY 3a Jlarpamn:kese nmpeceke je Moryhe KOHCTpYUCATH Y CIIydajy

MoHOTOHUX .Jlarpam:keBux nojmuorocrpykoctu. Hamme, O je okazao ciemehe:

Teopewma 4.5. Heka cy Ly u Ly monorone Jlarpanzkese nmoJgMHOTOCTPYKOCTH Ca MUH-
uMaanuM MacosibeBuM OpojeBuma Ny u Ny pegom. [Ipermocrasumo ga je Ny, Ny >
3. llpermocrasumo fa cy win cauke Hy(Ly;Z), Hi(Lo; Z) y Hi(M;Z) xonadne win
na ¢y Ly u Ly xomoronue y M. Tama nocroju Zy (rae je N = H3JI (Ny, Na))

rpagyucana ®opoBa xomMoI0rnja ca Zo KOeMpUIMjeHTUMA KOja 3310B0/HAaBA YCIOBE

(1) Axo cy Ly u Ly TpancBep3ajHu, Taja je

> rankHF*(Ly, Ly) > #(Ly N Ly)
k

> (=1)frankHF*(Ly, Ly) = Ly - Lo.
k

8(L1 N Lg) mpespcTaBba KapANHAJIHOCT CKyTa, a L - Ly WHIEKC mpeceka.

(2) 3a Xamuaronos audeomopduzam ¢ : M — M (y cmucay aedunnnuje nare y

cexnuju 0 OIOPOBOj TEOPUjU) BAIKE

HE(¢(L1), ¢(La)) = HF(Ly, L)

CerHI/IMO IHa2Kiby Ha TO KaKO YCJIOBHU 34 MaCﬂOBJLeB UHACKC KOHTPOJIUIILY KOM-
HAKTHOCT MOJIYJICKOT mpocTopa. O je moKa3ao jia ce cTBapambe MceyI0X0a0MOpdHUX
JUCKOBA JIeTTaBa ¥ MOIYJICKOM TTPOCTOPY JAuMeH3uje 1 camMo YKOJIMKO MOCTOje HEKOH-
CTAHTHU XOJIOMOpdHE ucKoBH dnju je MacjioBbeB unjgerc < 2.

Jlaxje, m3 MOHOTOHOCTH [ cjeau ja He IMOCTOje HEKOHCTAaHTHH XOJOMOP(HHU
jnuckoBr MacossbeBor unjekca < 0. 3aucra, XoJJoMOpdHH TUCKOBH Yuju je Macios-

sbeB uHAeke < 0 6m 360r MoroToHOCTH (T > 0) 3a/10BO/HABAITH

/ *'w <0,
]D)2
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T€ OHU MOPajy OUTU KOHCTAHTHU jep Cy eHepruje X0JoMOP(MHUX KPUBHUX YBEK HO3M-
TuBHe. Y3umajyhu y 063up oBaj komenTap u O-0B pe3yaTar, jacHo je na Hehe mohm
JI0 T0jaBe MeXypoBa YKOJIUKO TPAaKUMO Jla YCJIOB O MHHUMAJIHOM MacaoB/beBoM

UHJIEKCY Oy/ie UCIYIbeH.
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A XwuabeproBu nmpocropu

Hedbunumuja A.1. Heka je H C-ekropcku npocrop. Ckanapuu npousBox HA H

je npecaukaBame (-, ) : H x H — C xoje 3am0Bo/baBa ciaenehe ycaose:

1. (u,v) = (v,u), 3acpeu,v € H
2. (au+ bv,w) = a(u,w) + b{v,w), 3zacee a,b€C n u,v,w € H

3. (u,u) >0, 3acee u#0 (jerHakoct Baxkn camo 3a u = 0)

Hapeane Teopeme Bazke u y ciaydajy Kajga je H R-Bekropcku npocrop. CkanapHu

H3BOJ HHAYKYje HOpMY 3azary ca ||z|| = /(z,z) na H.

Hedbunumuja A.2. Heka je H C-BekTopcku mpocTop ca e WHUCAHUM CKIaaPHIM
HPOU3BOJIOM U HEKa je jiara HOpMa HWH/YKOBaHA CKaJapHUM Hpou3BojoM. H je
XuabepToB mMPOCTOP AKO je KOMILIETaH Y OJHOCY HAa MEeTPUKY WHIYKOBAHY HOD-

MOM.

Teopema A.l. Heka je mar Xmibepros mpocrop H. Tama Baxku cieneha mejej-

HAKOCT Koja ce 30Be HejegHakocT Kommu-ITIBapir

[{z, )] < ll]] - |yl

Hedbunumuja A.3. Heka cy X n Y kommiekcan XubepToBrW MPOCTOPH W HEKA je
L € LEX,Y) orpannuen C-nmuneapan omneparop, rae L € LE(X,Y) osnauasa cre
C-nmmreapne omeparope. Taza je anjyuroBaum omeparop A* : Y — X omeparopa

A jeIMHCTBEH OIlepaTop 3a KOjU BayKu

<A*$a y>X = <y7 A:E)Y
aceer e Xnyey.

HaBenmMmo HeKka cBOjcTBa OrpaHHYEHHX OIepaTopa Ha XMJIOEPTOBUM MPOCTOPUMA

Teopema A.2. Heka cy X,Y u Z komiuiekcan Xuja0eproBu IPOCTOPH U HEKA CYy
natu oneparopu A € LX) Y) u B € LYY, Z). Tana paxu:

(1) A* € LY5X,Y) m | A*]| = ||A].
(2) (AB)* = B*A* u (A\1d)* = \1d, 3a cse A € C.
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(3) A = A.
(4) ker(A*) =im(A)*L.
(5) Axo A uma 3aTBOpeHy CJIHUKY, Taja U A* MMa 3aTBOPEHY CJIHKY.

(6) Axo A mma 3aTBOpEHY CJHUKY, OJHOCHO YKOJIHKO je im(A) 3aTBOpeH cKyTI, Taja
je coker(A) = (im(A))*.

(7) Ako je A D®peaxonmos, Taga je u A* @penxoamos u index(A*) = —index(A).

Jedununuja A.4. Oneparop L € LE(X, X) 30BemM0 caMOajyHTOBaHUM aKo je
A= A"

Hedbunanmmja A.5. Heka cy mara BekTopcka paciojema X — M uY — M ca
merpukama, rie je M Pumanoa muorocrpykocr. Ako je L : C®(X) — C>®(Y)
JIMHEAPHO TpPeCIUKaBambe cedera, Taja je (POPMAJTHU aJjyHTOBAHU OIEPATOP

(ykosuko mocroju) mpecaukasame L® @ C°(Y) — C*°(X) koje 3a10B0paBa

/(Lm,y)w;olM:/ (x, L*y) xvoly,
M

M

3acBe r € CX(X)uy e CX(Y). voly o3nauasa dopmy 3anpevune Ha M.

A.1 HeorpanndyeHu JiMHeapHU OIl€PATOPU

Hedbunnnuja A.6. Heka cy X u Y peannu (mwim koMmiuiekcuu) BanaxoBu mpoc-
topu. Heorpanmden (kommiekcHoO) jmHeapaH omeparop u3 X y Y je map

(A, dom(A)), rae je dom(A) C X (KOMIUIEKCAH) TOTIPOCTOP U
A:dom(A) =Y

je (KOMILIeKCHO) JInHeapHo TpecinkaBame. Heorpauuden omeparop A : dom(A) —
Y je rycro meduHmCaH aKo je Ieros JIOMeH ryct normpoctop oj X. Heorpanmdyen

oTIepaTop je 3aTBOPEH ako je meros rpaduk, neduHncan ca
graph(A) := {(x, Ax)|z € dom(A)}

3aTBOPEH JIMHEApaH npocTop nmpocropa X X Y y OJHOCY HA TOMOJOTU]Y MPOU3BOJIA.
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Hedbunaumnuja A.7. Hopma rpadpuka neorpanundenor omeparopa A je Hopma Ha

dom(A) 3anara ca

2]l = llzllx + [[Az]ly.

Hopwma rpaduka omoryhasa jga HeorpaHndeH onepaTop mocMaTpaMo u Kao OrpaHnIeH

olepaTop y OJHOCY HA HOpMY rpaduka.

Jlema A.1. Heoeparuuen onepamop je 3ameopen ako u camo ako we206 domen Ba-

HAT08 NPOCNOP Y 00HOCY HG HOPMY 2PapuKa.

Hexun npuMepn HeOrpaHWYIEHUX OMEPATOPA Cy

e ITocmarpajmo X = C([0, 1]) mpocrop ¢BuX HempekuAHUX (DYHKIHUja ca CyIpe-

MyM HOpMOM. Tasa je omepaTop
Af =, dom(4) = C([0,1]),

ounrieIHo Heorpauwden omneparop Ha C([0, 1]), ca rycTiM 10MEHOM 1 3aTBOPEHUM

rpauKoM.

e Mozkemo na yommrumo nperxoanu npumep nocmarpajyhu npocrop X = LP(R, C),

3a dpukcupano 1 < p < oo. JleduHumuMO HeOTrpaHHIEH OIEPATOP

df

Af = =
f e

dom(A) := W'P(R,C),

KOjU MMa 3aTBOpPEH rpapuk 3a CBAKO p, ald UMa TI'ycT JioMeH 3a 1 < p < 00.

e Pukcupajmon € Nu 1 < p < oco. Tazna je Jlamracos oneparop

N9 p2emn P(R™
A 3 WHRY) = L(R")

i=1
HEeOIPaHUYeH OllepaTop C€a I'YyCTUM JOMEHOM.

Hedunnunnmja A.8. Heorpannuen oneparop A : dom(A) — X rommtekcuor Bama-
xoBor mpocropa ca gomernoMm dom(A) C X mMa KOMIAKTHY PE30JIBEHTY aKo je
p(A) # 0 u ako je pesosmsentcku oneparop Ry(A) = (AId—A)~! € LX) komnak-
TaH 3a cBe A € p(A).

Teopema A.3. Heka je X kommiaekcan Banaxos mpocrop n Heka je A : dom(A) —
X HeorpaHmyeH KOMILICKCHO JHHeapaH oneparop Ha X ¢a KOMOAKTHOM DPe30JIBeH-
tom. Taga je

o(A) = Po(A)
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muckperan nogckyn ox C. o(A) ozmauasa crekrap, a Po(A) taukacru crekrap.

Taxkobe, mormpocTop

Ey = | ker(AId —A)*

k=1

je KOHATHOMUMEH3HOH 3a cBe \ € Po(A).

Hedbunumuja A.9. Heka cy X u Y xommiekcan XuabepToBu NpoCTOPU U HEKA j€
A:dom(A) =Y, dom(A) C X
rycro jeduHUCAH HEOrPAHUYEH oreparop. AJAjyHTOBaHU OIEPATOP
A* :dom(A*) — X, dom(A*) CY

je nedunucan wa ciaeaehm maymn. JloMeH aJijyHroBaHOT OnepaTopa je CKYI CBUX

y € Y 3a koje nocroju koucranrta ¢ > 0 Taksa ja je
[{y, Az)| < cf|z|[x

3a cBe ¢ € dom(A). Cazna, 3a cBako y € dom(A*), enrement A*y € X je jequncrsen

eJeMeHT mpocTopa X 3a KOJU BayKH

(A*y, z) = (y, Az)

3a cBe x € dom(A).

Taya je rpacduk aJIjyHroBaHor orneparopa KapakKTepu30BaH YCJI0BOM
y€dom(A*) uwx=A"Y <— (A'y,x) = (y,Azx) 3a cBe = € dom(A).

Omnepatop A je camoaajyuroBau ako je X =Y u A = A*.
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b ®peaxoamoBa Teopmuja

Hedunuaunuja B.1. Heka je V F-gexropcku npocrop (F = R, C). Hopma na V je

npecaukaBame || - || 1 V — R koje 3amoBo/pasa ciesehe yeaose:
1. |jv]]| >0 ako v#0
2. [Jav]| = |af - [Jv]|, sacsako o €F

3. |lov +w| < |lav]| + |Jow]||, 3acBe v,w eV

Hopwma || - || mraykyje Merpuky Ha BeKTOPCKOM 1poctopy ca dj.(v,w) = [[v — w||.

Hedununuja B.2. Hopmupan npocrop (V.|| - ||) je Baraxos axo je MeTpuka dj.|

WHIYKOBaHa HOPMOM KOMIIJIETHA.

Hedbununmja B.3. Heka cy (X, || || x) u (Y,||-|ly) nopmupanu F-BekTopcku mpoc-
topu. Oneparop L je F-nuneapno npeciukapame L : X — Y. Hopwma oneparopa L
je
Lx Y
1] o= sup L2zl
a0 |lzllx

Onepatop je orpanm4en axo je || L] < oo.

Jlema B.1. Jluneapan onepamop je o2paruven ako % camo ako je HENPeKuda.

Heka cy X u Y nopmupanu npocropu. Tajia cKyn cBUX OrpaHHYEHUX OTEPaTopa Ta
JIBa MPOCTOPA UM CTPYKTYPY HOPMHUPAHOT BEKTOPCKOr mpocropa. Hopma je mara
HopMoM ormepartopa. OBaj mpoctop o3nadasamo ca L(X,Y).

Hanaswe, ka1 6yj1eMO TOBOPHJIM O BEKTOPCKHUM IIPOCTOPUMA, Iojipa3yMeBaheMo jia
Cy HOpPMHUpPaHU, Te HeheMO yBeK eKCILIUINTHO HABOIUTH HOPMY, Beh caMo mpocTop.
Taxobhe, mogpasymeBamMo J1a Kaja KarxKeMO 3a HEIITO JIa je omepaTop, Ja je ped O

JINHEAPHOM OIepaToOpPy BEKTOPCKHUX MPOCTOPA.

Jlema B.2. Hexa cy X u Y Banaxosu npocmopu. Tada je npocmop oeparudenus

onepamopa L(X,Y) Banazxos npocmop. Tada L(X,Y) osnauasamo ca B(X,Y).

Hedbunanmnuja B.4. Orpanunden oneparop K : X — Y Koju cjmKa orpaHHdeHe
CKYTIOBE y CKYIIOBE UHja Cy 3aTBOPEHha KOMIIAKTHA 30BEMO KOMIIAKTHUM OIlepa-

TOPOM.

KoMmmnakTau oneparopu umajy 6uTHa CBOjCTBA:
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Teopema B.1. Heka cy X,Y u Z BanaxoBu npoctopu.

(1) Hekacy A: X — Y u B:Y — Z orpanndenu onepatopu u Heka je 6ap jejan

on A u B xomnaxran. Taga je BA: X — Z je koMunakTan oneparop.

(2) Heka je K, : X — Y HIH3 KOMIAKTHHX OlepaTopa KOji KOHBEPIHpa Ka orep-

atopy K : X — Y y onepatopckoj Hopmu. Tama je K KOMIOaKTaH.

Jlema B.3. (Ancmpaxmnua aema o 3ameopenoj cauyu) IIpemnocmasumo
da cy X, Y u Z Banazxosu npocmopu, da je D : X — Y oepanuven sumneapar
onepamop, u da je K : X — Z xomnaxman suneapar onepamop. llpemnocmasumo

jowr da eascu HejedHarocm
z]lx < c([[Dxlly + || Kx]z)

3a ceako x € X. Tada D uma 3ameopeny cAuky u KOHAYHOOUMEHIUOHO Je32]PO.

Hedbunanmnuja B.5. Orpannden omeparop L : X — Y BamaxoBux mpoctopa je
®peaxosMoB omepaTop ako cy ker u coker konaunoguMeHn3nonu. Ppeaxosi-

MOB mHAeKC PpeixoMOoBOr onieparopa je

indexL := dim ker — dim cokerL.

Hapemumo Heka 6utHa cBojcTBa PpeaxoaMOBHX OllepaTopa.

Teopema B.2. Komnosuruja @pejgxonmoBux orneparopa je PpeaxoiMoB ornepaTop

U WHJEKC KOMIo3uiuje je jeanak 306upy OpeaxosMoBUX WHICKCA OMEPaTOPa.

Teopema B.3. Heka cy X u Y Banaxosu npocropu n wHeka je L : X — Y Dpen-

XOJIMOB OIIEPATOP.

(1) Axoje K : X — Y xommakran oneparop, Taja je L+ K ®peaxoamos onepaTop
u index(L) = index(L + K).

(2) Tlocroju komcranra € > 0 TakBa ma Baxu crenehe: Axo je D : X — YV
orpaHmveH oneparop Takas ja je ||D|| < e, taga je L+ D ®@peaxonMos omepa-
top u index(L) = index(L + D).

Jlaxje, koMIakTHe neprypbalje mim Heke MaJie mneprypbamuje OpeaxoaMoBor
olreparopa He Memajy cBojcTBo PpejaxosimoBocTu. Takohe, HaBeauMo Ja je cJImka

nomeHa PpeaxoIMOBOT ONEPAaTOpa yBEK 3aTBOPEHA.
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