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1 Uvod

Centralna grani¢na teorema je jedan od najosnovnijih i najbitnijih rezultata
u teoriji verovatnoca i statistici. U svojoj najjednostavnijoj formi centralna
grani¢na teorema tvrdi da za niz nezavisnih i jednako raspodeljenih sluc¢ajnih
veli¢ina (X,,) sa disperzijom 1 i matematickim oc¢ekivanjem 0 vazi

% 2 N(0,1) (1.1)
gde je S, = Y _p_; Xs. Kasniji rezultati su se bavili oslabljivanjem uslova
pod kojima rezultat teoreme ostaje da vazi. Tako postoje varijacije centralne
grani¢ne teoreme gde se nuZno ne podrazumeva nezavisnost niza (X,,) kao i
poznata Lindeberg!-Felerova? teorema koja ne ukljuc¢uje jednakost raspodela
slucajnih veli¢ina (X,,). Prvi rezultati o skoro sigurnoj centralnoj grani¢noj
teoremi pojavili su se tek krajem osamdesetih godina proslog veka u radovima
[1] i [2]. Taj prvi i najjednostavniji oblik skoro sigurne grani¢ne teoreme za
prethodno definisan niz slu¢anih veli¢ina (X,,) tvrdi da za svako x € R vazi

, 1 L1, (S
lim e > 1 {ﬁ < ac} = d(z) (s.5.) (1.2)

k=1

Nakon ovog pojavilo se nekoliko ekvivaletnih rezultata koji umesto parci-
jalnih suma S,, koriste neke druge statistike. Jedan od primera je slucaj
maksimalne statistike poretka. Naime, neka je (X,,) niz nezavisnih i jednako
raspodeljenih slucajnih veli¢ina i neka je M, = max;<, X;. Ako za neke
realne nizove (ay) i (by,) vazi

My — ax Doa (1.3)
bk

gde je G neka nedegenerisana funkcija raspodele onda za svako x € R vazi

N
. 1 1 Mk_ak:
1 - —F- = .S. 1.4
D I et BT ISR

Primetimo da su relacije (1.1) i (1.2) u istom odnosu kao i relacije (1.3) i
(1.4) te u odredenom smislu postoji analogija izmedu ova dva rezultata. Na
osnovu toga, proizaslo je pitanje koji sve tipovi ’slabih’ grani¢nih teorema
kao 8to su (1.1) i (1.3) imaju svoju skoro sigurnu verziju. Jedan od prvih

!Jar Waldemar Lindeberg (1876-1932), finski matematicar
William Feller (1906-1970), hrvatsko-americki matematicar
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univerzalnih rezultata koji je pokazao da pod odredenim tehnickim uslovima
svaka slaba grani¢na teorema ima svoju skoro sigurnu verziju dokazan je u
[1].

Ovaj rad je podeljen u nekoliko celina. U poglavlju nakon ovog bice
prikazani pojmovi i definicije kao i neka pomoéna tvrdenja i leme koje ¢emo
koristiti dalje kroz rad. U tre¢em poglavlju bi¢e dokazane osnovna cen-
tralna grani¢na teorema kao i Lindeberg-Felerova teorema kojom se oslabljuje
uslov jednake raspodeljenosti niza (X,). U ¢&etvrtom delu bi¢e dokazano
tvrdenje (1.2) kao jedan od prvih rezultata vezanih za skoro sigurnu cen-
tralnu grani¢nu teoremu. U petom delu bi¢e prikazana grupa univerzalnih
skoro sigurnih grani¢nih teorema koje pokrivaju veliku klasu slabih grani¢nih
teorema. Nakon toga u Sestom delu bi¢e nekoliko re¢i o tezinskim koefici-
jentima koji se javljaju u pomenutim teoremama. Na kraju, u poslednjem
delu bi¢e prikazana primena univerzalnih teorema datih u poglavlju 5 kroz
nekoliko primera.
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2 Osnovni pojmovi

U ovom delu bié¢e prikazani osnovni pojmovi, definicije i teoreme koje ¢e
biti koris¢ene u radu.
2.1 Slucajna veli¢ina, merljiva funkcija

Sa €2 ¢emo oznaciti prostor ishoda nekog eksperimenta. Podskupove pros-
tora ishoda {2 nazivamo dogadajima a klasu svih dogadaja oznacavamo sa
A. Za klasu svih dogadaja A pretpostavljamo da sadrzi skup Q (siguran
dogadaj) 1 prazan skup ) i da je zatvorena na primenu skupovnih operacija.

Definicija 1 Klasa A podskupova prostora ishoda €0 koja ima sledeca svo-
jstva:

1. Qe A,
2. Ac A= Ac A,

3. (VneN) A, e A= fjAneA,

n=1

zove se o-algebra dogadaja. Elementi o-algebre zovu se slucajni dogadaji ili
samo dogadagi. Uredeni par (2, A) zove se merljiv prostor.

Definicija 2 Funkcija P : A — R je verovatnoca (verovatnosna mera) na
merljivom prostoru (£, A), ako ima sledeca svojstva:

1. P(Q) =1,
2. (VA e A) P(A) >0,

3. Ako su Ay, As, As, ... dogadaji iz A, takvi da za razlicite i i j vaZi
AN A; =0, onda vazZi jednakost

() - S

Definicija 3 Uredena trojka (2, A, P), gde je
o Q - prostor ishoda slucajnog eksperimenta,
o A - o-algebra podskupova skupa €,

o P - werovatnoca definisana na merljivom prostoru (2, A),
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zove se prostor verovatnoca ili verovatosni model razmatranog slucajnog eksper-
imenta.

Definicija 4 Neka su (X,%) i (Y, 0) merljivi prostori. Funkcija f: X —Y
je merljiva (u odnosu na o-algebre 3 i © ) ako inverzna slika svakog elementa
o-algebre © pripada o-algebri 32, drugim recima ako vazi

(VEcO) fYE)={rcX|f(x)e E}eX.

Definicija 5 Neka je dat prostor verovatnoca (2, A, P), i neka je (R,B)
merljiv prostor cije su komponente skup realnih brojeva i Borelova o-algebra
podskupova skupa realnih brojeva. Funkcija X : Q@ — R zove se slucajna
velicina ako je merljiva u odnosu na o-algebre A i B, tj. ako vazi

(VBeB) X '(B)={weQX(w)eB}cA

Definicija 6 Za slucajnu velicinu X definisanu na prostoru verovatnoca (£2, A, P)
kaZemo da je degenerisana ako postoji a € R tako da vazi

Plw e QX (w)=a} =1

drugim recima ako slucajna velicina X uzima jednu fiksiranu vrednost sa
verovatnocom 1.

2.2 Konvergencije nizova slucajnih veli¢ina

U slede¢im definicijama pretpostavicemo da su slucajne veli¢ine X, X7, X5, ...
definisane na prostoru verovatnoca (€2, .4, P) kao i da su F, Fy, Fy, Fj, ... nji-
hove odgovarajuce funkcije raspodele.

Definicija 7 Niz slucajnih velicina (X,,) konvergira u raspodeli (ili slabo kon-
vergira) ka slucajnoj velicini X ako vazi:

lim F,(x) = F(z), Vze(Cp

n—o0
gde Cp oznacava skup tacaka neprekidnosti funkcije raspodele F(x).

3 , 5 L D
Konvergencija u raspodeli oznacava se na sledeéi nacin: X, — X.

Sledec¢a definicija je ekvivalent prethodnoj i nju ¢emo koristiti u dokazu
jedne od narednih teorema.
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Definicija 8 Niz slucajnih velicina (X,,) konvergira u raspodeli ka slucajnoj
velicini X ako za svaku neprekidnu i ogranicenu funkciju f : R — R wvazi:

lim E(f(Xn)) = E(f(X)).

n—oo
Definicija 9 Niz slucajnih velicina (X,,) konvergira u verovatnoc¢i ka sluca-
gnoj velicini X ako vazi:

(Ve >0) lim P{|X,—X|>¢e}=0
n—oo

. .. . L P
Konvergencija u verovatnoéi oznacava se na sledeci nacin: X,, — X.
Definicija 10 Niz slucajnih veli¢ina (X,,) skoro sigurno konvergira ka sluca-
gnoj velicint X ako vazi:

P{nh_{{.loXn =X}=1

. .. v s v S.S.
Skoro sigurna konvergencija oznacava se na sledeé¢i nacin: X, — X.

Definicija 11 Niz slucajnih velicina (X,,) konvergira u srednjem reda p ka
slucagnog velicini X ako vazi:

lim E(|X, — X[P) =0

n—oo
g . 3 L e
Konvergencija u srednjem reda p oznacava se na sledeé¢i nacin: X, — X.
Kada je p=2 tada govorimo o srednje kvadratnoj konvergenciji.

Sledeca grupa teorema prikazuje odnos izmedu prethodno definisanih kon-
vergencija slucajnih veli¢ina kao i neke uslove pod kojima vazi skoro sigurna
konvergencija.

Teorema 1 Niz slucajnih velicina (X,,) skoro sigurno konvergira ka slucajnoj
velicint X ako 1 samo ako za svako € > 0 vaZi:

lim P{sup|X}; — X| >¢e} =0.

n—o0 k>
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Dokaz direktno sledi 1z niza sledecih ekvivalencija:

P{w: nll_>r1010 Xp(w)=X(w)} =1

<:>P{ﬂ U Nfw: [Xk(w) = X (w)| gg}} =1
<:>P{U () Ufw: [Xi(w) = X(w)| >a}} =0

m=1n=1k=n

— (Ym > 1)P{ﬂ e s 1Xa(w) — X()| > %}} i
}

<:>P{U N U 1Xu(w) — X(@)] > %}} ~0

n=1k=n

n—oo

< (Vm >1) lim P{U{w | Xk (w) — X(w)] > }20

< (Vm >1) lim P{w:sup\Xk(w)—X(w)|> } =0

n—oo k>n

n—0o0 k>n

1
< (Ve > 0) lim P {w s sup | Xg(w) — X(w)] > 5} = 0.

Teorema 2 Ako za svako € > 0 vazi

> P{X - X| > e} < o,
k=1

onda niz slucajnih velicina (X,,) skoro sigurno konvergira ka slucajnoj velicini

X.
Dokaz sledi iz prethodne teoreme 1 sledeceg niza relacija

P{w : sup | Xg(w) — X(w)| > €}

—P (U{w X () — X (w)] > 5})

Z P{w : | Xp(w) — X (w)| > €}
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Teorema 3 Iz X, =% X sledi X,, 5 X.
Dokaz: Ocigledno vazi sledeéa implikacija

(Ve > 0) lim P{w :sup|Xi(w) — X(w)| >} =0
n—oo kzn
= (Ve > 0) lim P{w:|X,(w) — X(w)| >e} =0
n—oo
odakle na osnovu teoreme 1 i definicije 9 direktno sledi tvrdenge.

Teorema 4 Iz X, 'y X sledi X, LSS
Dokaz pogledati u [4].

Teorema 5 Iz X, Ly X sledi X, 2ox.

Dokaz: Neka je f : R — R proizvoljna neprekidna i ogranicena funkcija
tako da vazi sup,eg f(x) = M < 0o i neka je € > 0 proizvoljan realan broj.
Mozemo izabrati A > 0 tako da vazi P{|X| > A} < 5. Kako je neprekidna
funkcija na zatvorenom intervalu i ravnomerno neprekidna to za |xz| < A
mozemo izabrati 0 > 0, 6 = 0(A,¢€), tako da ¢im je ispunjeno |z —y| < § vazZi
f(z) = fly)] < 5. Iz X, Ly X sledi da postoji broj ng tako da za n > ng
vazi nejednakost P{| X, — X| > 0} < ;57. Za tako izabrane brojeve A,d,ng i
zan > ng vaz:

[Ef(Xn) = Ef(X)| = [E(f(Xn) = f(X))] < E|f(Xn) = [(X)]

= [ 1) = PP = i+ Bt 1
gde su I, I, I3 redom integrali po skupovima:
{1 Xn = X| <6, |X] < A} {] X, — X[ <6, [X] > A} {| X, — X| > 6}
Na osnovu gore postavljenih nejednakosti dobijamo sledece:

IEf(X,) — Ef(X)] < Z +2MP{|X| > A} + 2MP{|X,, — X| > 8}

<€+8—|—€—6
4 4 2

Kako je € izabrano proizvolyno sledi da

lim Ef(X,) = Ef(X)

n—o0

Sto je i trebalo pokazati.
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2.3 Cebisevljeva nejednakost

Dokazimo sada i Sirom poznatu éebiéevljevu?’ nejednakost koju ¢emo ko-
ristiti u dokazu teoreme 15.

Teorema 6 Neka slucajna velicina X ima konacno matematicko ocekivanje

w i konacnu disperziju o® # 0. Tada za svaki pozitivan broj M vaZi
o2
P{IX —pl 2 M} < 55

Dokaz sledi 1z sledeceg niza nejednakosti

P{X —p[ =2 M} = E(I{|X — p| = M})

({5 =)

X —pu 2
< F
1 9 o?
=P - =

2.4 Karakteristi¢cna funkcija i njene osobine

Definicija 12 Karakteristicna funkcija slucajne veli¢ine X, odnosno njene
funkcije raspodele F(x), je funkcija ¢x : R — C definisana na sledeéi nacin:

+oo
ox(t) = Be™ = / "X dF ()

—00

Teorema 7 Za karakteristicnu funkciju p(t) = Ee™ neke slucajne velicine
X wvazi sledece:

a) [p(t)] < p(0) =1
b) p(—t) = o(t)
¢) paxis(t) = px(at)e

ith

d) ¢(t) je ravnomerno neprekidna na R

3Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894), ruski matematicar
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Dokaz:
a) lp(t)| = [Be"¥| < Ele"| =1 = ¢(0)
b) p(—t) = Eel"0X = Ee=X = Fcos(tX) — iEsin(tX) = ¢(t)
) Guxsalt) = BeeXD — Betbeie)X _ o (qr)eit

d) Neka sut i h proizvoljni realni brojevi, tada vazi:

o400 = o) = | [ (et — eyar(a

+o0 +oo
g/‘ wm.wm—muﬁuy:/ e _ 1P (x).

[e.9] —00

Kako vazi [e"® — 1| < 2, [T dF(z) = 1 i limy_0|e™ — 1| = 0, na
osnovu teoreme o dominantnoj konvergenciji sledi:

+o0

lim e —1|dF () = 0

h—=0 J_ o

odakle se direktno dobija da je funkcija ¢(t) ravnomerno neprekidna.

Teorema 8 Neka su X1, Xo, ..., X, nezavisne slucajne velicine t ©x,, ©x,, - - -, X,
njihove odgovarajuce karakteristicne funkcije, tada vazi:

Oy 4 Xt ot X (1) = 0x, () px, () - 0x, (1)

Dokaz: Kako je matematicko ocekivanje proizvoda nezavisnih slucajnih velicina
jednako proizvodu ocekivangja tih slucajnih velicina, dobijamo da vaZi:

S0X1+X2+-~~+Xn (t) — Eeit(X1+X2+-..+Xn) — E' (H GZth>

k=1
n

=[[ B =[] ex.(®)
k=1 k

=1
Sto je i trebalo pokazati.
Teorema 9 Neka je X slucajna veli¢ina sa karakteristicnom funkcijom p(t)

i funkcijom raspodele F(z). Ako za neki prirodan broj n vazi E|X|" < +o0,
onda za svako k < n postoji izvod ) (t) i pri tom vaZe sledece jednakosti:
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+o00o
W (t) = / (iz)*e™dF(z), za k=0,1,...,n (2.1)
(k)
Ext =% .k(()), a k=1,2,....n (2.2)
i
o(t) = o EX"+o(t"), t—0 (2.3)
k=0

Dokaz pogledati u [4].

Prema definiciji karakteristicne funkcije jasno je da funkcija raspodele
verovatnoce na jedinstven nac¢in odreduje karaktaristi¢nu funkciju. Od znacaja
je pitanje da li i karakteristi¢na funkcija na jedinstven nac¢in odreduje funkciju
raspodele, tj. da li iz jednakosti karakteristi¢nih funkcija dveju sluc¢ajnih
veli¢ina sledi da one imaju jednaku raspodelu. Odgovor na ovo pitanje je
potvrdan i prikazan je u slede¢im teoremama.

Teorema 10 Neka su a i b, gde je a < b, tacke neprekidnosti funkcije
raspodele F' i ¢ odgovarajuca karakteristicna funkcija. Tada vazZi jednakost:

1 T _—ita _ ,—ith
F(b) — F(a) = lim —/ C syt

Dokaz pogledati u [4].

Kako relacija iz prethodne teoreme vazi za sve tacke neprekidnosti funkcije
raspodele F', pustivsi da a — —oo dobijamo da za svaku tacku neprekidnosti
b funkcije F', limes u prethodnoj teoremi je jednozna¢no odreden sa F'(b) te
prethodna jednakost na jedinstven nacin odreduje funkciju raspodele. Otuda
vazi sledec¢a teorema koja je u teoriji verovatnoca poznata i pod nazivom teo-
rema jedinstvenosti.

Teorema 11 Ako neke dve funkcije raspodele imaju istu karakteristicnu funkciju
onda su te dve funkcije raspodele identicne.

Rezultat sledece teoreme ¢e se koristiti u dokazu veé¢ pomenute Lindeberg-
Felerove teoreme.

Teorema 12 Neka je X slucajna velicina definisana na prostoru verovat-
noca (2, A, P) i neka su F(x) i p(t) njena odgovarajuca funkcija raspodele i
karakteristicna funkcija. Tada za svaki realni broj a > 0 vazi nejednakost
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—1

/ S(t)dt

P{X <2a} — P{X < —-2a} > a — 1.

Dokaz pogledati u [4].

2.5 Primeri karakteristi¢nih funkcija

U ovom odeljku prikaza¢emo nekoliko primera karakteristi¢nih funkcija.
Za nas ¢e najviSe znacaja imati karakteristi¢na funkcija normalne raspodele.

Primer 1 Neka slucajna velicina X ima Puasonovu raspodelu sa parametrom
A. Karakteristicna funkcija ove slucajne velicine je:

+oo

it
o(t) = FeitX — Z eztke Z )‘@ — e At _ A1)

k=0

Primer 2 Neka je X slucajna veli¢ina koja ima Ul[—a, a] raspodelu za neko
a>0. Zat=0vaZi p(t) =1 dok za t # 0 imamo:

o(t) = /a Git”idx _ /“ costxdx _ 1sintx e
2a . 2a 2a t

—a a r=——a

sin at

at

Primer 3 Neka slucajna velicina X tma standardnu normalnu raspodelu
N(0,1), njena karakteristicna funkcija ima sledeci oblik:

1 e ztr——

Diferenciranjem prethodne jednakosti po t dobijamo (ovo je dozvoljeno uraditi
jer integral u prethodnoj jednakosti ravnomerno konvergira po t):

+oo
1t:c —dx
90 \/ 27 /

Parcijalnom integracijom dalje dobijamo:

O I

7 .
- eztxef%

V2r

= —tp(t).

T=-400

+o0
oo \/ 2T /

'Lta: —dx
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Dakle karakteristicna funkcija o(t) zadovoljava diferencijalnu jednacinu ¢ (t) =

—tp(t) sa pocetnim uslovom ¢(0) = 1. Opste resenje prethodne diferencijalne
2

jednacine je p(t) = C’e_%, gde se iz pocetnog uslova dobija da je C'=1. Na-
jzad, karakteristicna funkcija slucajne velicine sa standardnom normalnom
raspodelom je:

+2

p(t) =e 7.

Na osnovu prethodno pokazanog i osobina karakteristicne funkcije sledi da je

karakteristicna funkcija slucajne velicine koja ima N (m,o?) raspodelu data
sa:

p(t) = e'm 2
2.6 Sumacioni metodi
Svaki niz nenegativnih realnih brojeva D = (di,ds,...) za koji vazi
> d, = oo definiSe linearni sumacioni metod na sledeéi nac¢in. Neka

je dat niz realnih brojeva (x,) i neka je

1 n n
07(?) = D del'k gdeje D, = de.
" k=1 k=1

)

Kazemo da je (z,) D-sumabilan ka x € R ako olP) = 2 kad n — cc.

Definicija 13 Za sumacione metode D i D* kaZemo da su ekvivalentni ako
za svaki realan niz (x,) vazi da je (x,) D-sumabilan ka x ako i samo ako je
D*-sumabilan ka x.

Definicija 14 Za sumacioni metod D* kaZemo da je jaci od sumacionog
metoda D ako za svaki niz (z,) vazi da ako je (x,) D-sumabilan onda je i
D*-sumabilan i to ka istoj vrednosti.

Definicija 15 Ako je sumacioni metod D* jaci od sumacionog metoda D i
ako postoji niz (x,) koji je D*-sumabilan a nije D-sumabilan onda kaZemo
da je sumacioni metod D* strogo jaci od sumacionog metoda D.

Moze se pokazati da pod malim tehnickim uslovima vazi sledeéa tvrdnja
(pogledati [5]). Ako za dva sumaciona metoda D i D* sa odgovarajué¢im
parcijalnim sumama D,, i D} vazi D} = O(D,,) onda je sumacioni metod D*
jaci od sumacionog metoda D. Takode, ako vazi DY < Di < DF zan > ny i
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neke brojeve 0 < a <  tada su sumacioni metodi D* i D ekvivalentni. Na
kraju, ako vazi D = O(D)) za svako v > 0 tada je sumacioni metod D*
strogo jaci od sumacionog metoda D.

Na primer, logaritamski sumacioni metod definisan sa d;, = 1/k je jaci
od obi¢nog sumacionog metoda (aritmeticke sredine) definisanog sa dy = 1.
Takode svi sumacioni metodi definisani sa d = (logk)*/k, za o > —1 su
ekvivalentni logaritamskom sumacionom metodu (|[5]).
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3 Centralna grani¢na teorema

Centralna grani¢na teorema daje grani¢nu raspodelu niza parcijalnih suma
Sp = p_, X gde je (X,,) dati niz slu¢ajnih veli¢ina. Pri pogodno izabranim
normiraju¢im konstantama prethodno pomenuti niz parcijalnih suma ima
normalnu raspodelu kada n — oco. Najjednostavniji oblik centralne grani¢ne
teoreme odnosi se na niz nezavisnih i jednako rasporedenih sluc¢ajnih veli¢ina
sa kona¢nom disperzijom (teorema 13). Uopsteniji oblik dopusta nejednakost
raspodela sluc¢ajnih veli¢ina uz uslov da nijedna slucajna veli¢ina nema dom-
inantan uticaj u konac¢nom zbiru. Ova tvrdnja je data Lindeberg-Felerovom
teoremom.

Teorema 13 Neka je (X,,) niz nezavisnih i jednako raspodeljenih slucajnih
veli¢ina, sa matematickim ocekivanjem EX, = m i konacnom disperzijom
DX, =0*>0. Ako je S, =Y _, X, tada prin — co vazi:

Sn—ESn:S —nm p

= = N(0,1 3.1

DS, o\/n (0. 1). (3:1)

Dokaz: Neka je p(t) karakteristicna funkcija slucagne velicine X1—m, a p,(t)
Sn—nm

karakteristicna funkcija slucajne velicine ey Kako za slucajnu velicinu

X1 —m vazi E|X; —m|* < 400 to na osnovu trece stavke (2.3) iz teoreme 9
vazi sledece

p(t)y=1- 7 +o(t?), t—0,
a kako je Sn=rm R = = X’“ = to dobijamo

IR S

Kako slucagna velicina sa N(0,1) raspodelom ima karakteristicnu funkciju

+2
o(t) = e~z (pogledati primer 3), to na osnovu teoreme 11 direktno sledi
dokaz teoreme.

Prirodno pitanje koje se postavlja je da li se prilicno jaki uslovi koje
ova teorema zahteva mogu nekako oslabiti tako da rezultat ostaje na snazi.
Odgovor na ovo pitanje je potvrdan. Jednakost raspodela se pod odredenim
uslovima moze izostaviti i to ilustruje Lindeberg-Felerova teorema koja ¢e
biti data u nastavku. Takode, i uslov nezavisnosti se u odredenom smislu




Centralna grani¢na teorema 17

i pod odredenim uslovima moze izostaviti ali se time u ovom radu neé¢emo
baviti.

Generalizacija centralne grani¢ne teoreme bice data za takozvanu shemu
serija sluc¢ajnih veli¢ina. S tim u vezi definiSemo slede¢e pojmove. Neka je
data shema serija sluc¢ajnih veli¢ina

Xlla X127 X1k17
X21a X227 X2k:27

(3.2)
an; XnQ; Xnkna

takva da vaze sledeéi uslovi:

n—oo

a

b

)
) za svako n slucajne veli¢ine X,,1, X,2, ..., Xyk, Su nezavisne
c) EX,; =0 zasvako nisvako j € {1,2,... k,}

d) DX,1 + DX,o+ - DX, = 1 za svako n.

Za prethodno postavljenu shemu serija sluc¢ajnih veli¢ina defini§imo sledece
uslove

o Centralna grani¢na teorema

kn
ST X HN@O,1), n— oo (3.3)

Jj=1
o Uslov ravnomerne asimptotske zanemarljivosti

(Ve >0) lim max P{|X,;|>¢}=0 (3.4)

n—oo 1<j<ky,

o Lindebergov uslov (F,; je funkcija raspodele slu¢ajne veli¢ine X,,;)

kn
(Ve >0) lim Z/||> 2?dF,;(r) =0 (3.5)

n—o0 4
Jj=1

Pre nego sto formulisemo i dokazemo Lindeberg-Felerovu teoremu, dokazimo
prvo nekoliko pomo¢nih tvrdenja.
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Lema 1 Za svako x € R i svako n € Ny vazi:

' |x|n+1 2‘1.’71
— 1 < nun , .
(n+1)!" nl

Dokaz: Najpre indukcijom po n dokaZimo jednakost:

(% - (Z‘x)k in+1 ¢ n i
e =>" AR (z — t)"e™dt. (3.6)

n!
k=0

Za n = 0 jednostavnom proverom dobijamo da vaZi jednakost. Ako pret-
postavimo da jednakost (3.6) vaZi za n, parcijalnom integracijom integrala
jednakosti (3.6) dobijamo

x ] n+1 . x )
/ (x —t)"e"dt = - / (z —t)"Tedt. (3.7)
0 0

n+1 n+1

Zamenom (3.7) u (3.6) dobijamo da jednakost (3.6) vaZi i za n+ 1. Pogleda-
gmo sada kako jednakost (3.7) izgleda ako umesto n stavimo n — 1

=t leitar = i/x —t)"e’dt. 3.8
/O<x>e e [ (39

Mnozenjem jednakosti (3.8) sa 1), dobijamo

n+l o ' in z , i)™
! / (x —t)"e"dt = ! / (z —t)" teldt — (iz)"
0 0

n! (n—1)! n!

/[:TL

te se izraz € moZe zapisati 1 u obliku

n

= Z TR / m(x — )" e — 1)dt. (3.9)

Procenama integrala koji se pojavljuju u jednakostima (3.6) i (3.9) direktno
dolazimo do dokaza leme.

Lema 2 Neka su zy, 29, ..., 2p, W1, W, . .., w, kompleksni brojevi takvi da je
modul svakog od njih mangi ili jednak 1. Tada je

n n n
sz—Hwk S E \zk—wkl.
k=1 k=1 k=1




Centralna grani¢na teorema 19

Dokaz: Primetimo da vaZi nejednakost:
(z1 — wl)sz + wy <sz — Hwk>
k=2 k=2 k=2
1= [[z I
k=2 = k=2
[ H w

k=2

n n

[T+ [T

k=1 k=1

< |z —wi| + Jwi |

< |z —wy| +

)

odakle se indukcijom dobija dokaz leme.

Tada vazi nejednakost

N

Lema 3 Heka je x realan broj i neka je |x| <
e — 1 — x| < 2%

Dokaz: Koristeéi Tejlorov razvoj funkcije e* =3 7, % koji vazi mna celom
skupu R dobijamo

ST R e AT < [
e —1—af= > <> =)
k=2 k=2 k=2
X 00 1 k—2
2
< — —_ —
2

Lema 4 Neka je z kompleksan broj i neka je |z| < % Tada postoji komplek-
san broj w takav da vazi |w| <1 iln(1+ 2) — 2z = w|z|>.

Dokaz: Polazeci od Tejlorovog razvoja funkcije In(1 + z) = > 72 1 Loret
koji vazi za —1 < z < 1 i koristeci ¢injenicu da je |z| < 3, dobijamo

0 k 1 k 0 ‘Z|k
In(1 — —
n(1+2)— 2| = |3 P < S B
k=2 k=2
o] _ 00 k—2
22|z|“ 5 () )
= <— — =
|Z| —~ k —_— 2 ps 2 |Z| Y

odakle turdenje leme direktno sleds.

Lema 5 Neka je data shema serija (3.2) i neka je o, karakteristicna funkcija
slucajne velicine X,,. Uslov (8.4) ravnomerne asimptotske zanemarljivosti
vazi ako i samo ako je

(Vt € R) lim max [p,,(t) — 1] = 0. (3.10)

n—oo 1<j<kyp
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Prvo éemo dokazati direktan smer. Pretpostavimo dakle da vaZi uslov
ravnomerne asimptotske zanemarljivosti (3.4). Vazi sledece

o, (8 1|—\/ (¢ = NaF, ()| < [ 16— 1 @)

—/l<|m 1dF, (z) + /| % — 1|dF,,(2)
z|<e x|>€e

<ltl | |xldF, () + / 2dF, ()
|z|<e |z|>e

<elt| + 2P{|X,,| > ¢}

Sada dobijamo

—1l < . i
max fon, () —1f <eft| +2- max P{|X,,|> e},

— < - Ii . .
Nim max foon, (1) — 1] < ff] + 2 lim max P{|X,| > ¢}

Kako prethodna ne]ednakost vazi za svako pozitivno € to pri e — 0 dobijamo
traZenu nejednakost.

Sada dokazujemo obrnut smer te pretpostavijamo da vazi uslov (3.10). Na
osnovu teoreme 12 dobijamo

Odakle direktno dobijamo

<< .
nax. P{|X,,| > €} 5 max A@ 11— on, (t)|dt

<§/ max |1 — @, (t)|dt =0, kad n—0
|

T2 Jy<2 1<0<kn
cime je dokaz leme zavrsen.
Teorema 14 (Lindeberg - Feler) Ako za shemu serija (3.2) vaze uslovi a) -

d) onda Lindebergov uslov (3.5) vazZi ako i samo ako vaZi centralna granicna
teorema (3.3) i uslov asimptotske zanemarljivosti (3.4).
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Prvo ¢emo dokazati direktan smer, tj. da iz Lindebergovog uslova (3.5)
sledi uslov ravnomerne asimptotske zanemarljivosti (3.4) i centralna granicna
teorema (3.3). Vazi sledece

kn kn
max P{|X,| >¢} < ZP{|Xn| > e} = Z/ dF,;(x)
j=1 j=1"

1<j<kn of>e

kn

<5y [ ar)
odakle prelaskom na limes kad n — oo dobijamo da iz Lindebergovog uslova
(3.5) sledi uslov ravnomerne asimptotske zanemarljivosti (3.4). Oznacimo
sada @y,;(t) i aij karakteristicnu funkciju © disperziju slucajne velicine X,;.
Hocemo da dokaZemo da iz Lindebergovog uslova (3.5) sledi da za ¥t € R
vazi

kn p

lim [T en(t) =e>

j=1

to je ekvivalent centralnoj granicnoj teoremi (3.8). Kako je EX,; = 0, to

t202 .,

2
L+ p,;(t), pa dalje dobijamo

na osnovu (2.8) vaZi oni(t) =1 — —

t20—£' 400 4 2521‘2

En kn oo /o 222
pri= Y pny(t) = Z/ (em —1—itz + T) dF,;(x),
j=1 =177

En 252
n < nt —1 =
lonl <D feni(t) = 14—
7j=1
kn  pqoo| 222
< Z/ et — 1 —itx + — | (@)
2,.2

dF,;(x).

itx .
e —1—1ite + —
2

7j=1
kn

> ([.+].)
j=1 |z|<e |z|>e
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Koristeci lemu 1 za n = 2 dobijamo

3 kn kn

pn] < — /||< 2P dF,;(x +t22 22dF,;(x)

|z|>e
|1t|5 < 2 2
82(7"] t1 Z anj

|z|>e

Dalje na osnovu Lindebergovog uslova i ¢injenice da je t fiksiran realan broj
dobijamo sledecu nejednakost

kn
lim E
n—oo

Jj=1

Kako € moZe biti proizvoljan pozitivan broj, puStajuéi da € — 0 dobyyamo
sledecu jednakost

t202.
SDnj(t) -1+ Tm

et
< 27t
- 6

2 2
Spnj(t) = =0.

kn
lim E
n—oo

=1

Na osnovu prethodne jednakosti koristeéi lemu 2 dobijamo

t)—ﬁ (1— tQj”)

j=1

kn

<>

j=1

2 .2

Pn(t) — 14 —0. (3.11)

Dalje vazi

o2, = DX,; = (/ / ) ?dF,; < &° +/ 2*dF,;
|z|<e |z|>e |z|>e

Pa jos jednom koristeéi Lindebergov uslov dobijamo:

lim max o2, = 0. (3.12)

n—oo 1<5<ky, n

Sada koristeci lemu 2, lemu 3, relaciju (3.12) i uslov d) koji ispunjava shema
serija (3.2) dobijamo

kn t2 72LJ kn t2 2]
[Len (-5 )‘H(1‘7)|

j=1 j=1
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<Z e:cp( o 2)—1

Iz prethodne relacije i relacije (3.11) dobzyamo:

[T#n®) Hexp( fon ) +o(l) =e = +0(1),

cime je dokaz prvog dela teoreme zavrsen.

2 In
Zam—ﬂ) n — oo.

Sada dokazujemo obrnut smer, t). da ako vaZi centralna granicna teorema
(3.3) i uslov ravnomerne asimptotske zanemarljivosti (3.4) sledi da vazi i
Lindebergov uslov (3.5). Uslov (3.3) ekvivalentan je sa

kn
+2

(¥t €R)  lim ngpnj(t) —e 7, (3.13)
j:

dok je uslov (3.4) na osnovu leme 5 ekvivalentan uslovu

(Vt € R) lim max |p,;(t) — 1] =0. (3.14)

n—o0 1<j<ky

Na osnovu jednakosti (3.14) sledi sa za svako fiksirano t iz R postoji prirodan
broj ng = no(t), takav da za svako n > ny vazi nejednakost

[\DI»—t

<
max fon;(t) — 1] <

Na osnovu leme 4 kada je n > ng sledi

I (t) = @nj(t) = 1+ cajlin (1) — 1%,
gde je |c,;| < 1. Dalje vazi

kn kn

Zln Pnj(t) = Z(@m )+ ch3|90nj -1 (3.15)

j=1 j=1

Odredimo granicne vrednosti suma koje se javljaju u prethodnoj jednakosti
kada n — oco. Iz jednakosti (3.13) sledi

: - t?
JE&Z;IWW@) =-5
j:
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Oznacimo M, = WX |¢o,;(t) — 1[. Tada je

kn kn
Z |nj(t) — 1|2 < an | (1)
j=1 j=1

kn

S| [ - nan )

—00

- M,

j=1

kn

— an
“+oo

< M,|9|— Z/ 22dF,;(z)

< M, t?

/+ (itx + ﬁﬁ)anj( )

—0, n— o0

Dakle, na osnovu jednakosti (3.15) i prethodno izracunatih granicnih vred-
nosti dveju suma koje se u mjoj javijaju dobijamo

kn t2
Jim 2 (oni®) =1 = =5
J

odakle poredeci samo realne delove dolazimo do relacije

Fn 400 t2
Z/ (1 —costx)dF, (x) = 3 +o(1), n— oo.
j=1 =00
Neka je € > 0. Na osnovu prethodne jednakosti dobijamo
2
- — Z/ (1 — costx)dF,;(x)
2 j=1 |z|<e
kn
— Z/ (1 — costx)dF,;(z)| + o(1)
j=1 |z|>e

<23 P{IXy] 2 ¢} +of)

J=1

n 0_T2L‘ 2
§QZ€—;+O(1):§+O(1), n — co.
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Dalje, uzimajuci u obzir da za svako x vazi 0 < 1 — cosx < % i uslov d)

sheme serija (3.2) dobijamo
k
2 o t2 2
/ —dF,(x)
|z|<e

kn
o130 [ amw-1- 23 [ 5
j=1 -T‘SE Jj=1
9 kn
<1-— = / (1 — costx)dF,;(x)
j=1 |z|<e
2 (12 &
=53 Z/ (1 — costx)dF,;(x)
=1 |z|<e
2 2 4
< t_2_g+0(1) = §+o(1).

1z prethodnog niza nejednakosti dobijamo

k
n 4
0 < lim 1—§ 2dF,; < —.
= ( /;U|§5x j<x>> ~et?

n—oo
j=1

Kako prethodna nejednakost vazi za proizvoljan broj t, sledi da vaZi

kn
lim Z/M 22dF,;(z) = 1,

n—o0
j=1

Sto je zbog uslova c) i d) sheme serija (3.2) ekvivalentno sa Linderbegovim

uslovom (3.5). Ovim je dokaz teoreme zavrsen.
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4 Skoro sigurna centralna grani¢na teorema

U prethodnom delu prikazali smo slabu centralnu grani¢nu teoremu (ter-
min slabu ovde upotrebljavamo jer se radi o konvergenciji u raspodeli), kao i
slucaj u kojem se moze izostaviti uslov jednakosti raspodela sluc¢ajnih veli¢ina
Xi,Xs,... a da pri tom i dalje vazi relacija (3.1). Postavlja se pitanje
da li je moguce ostvariti slican rezultat za skoro svaku realizaciju sluca-
jnih veli¢ina X3, X5,.... S tim u vezi posmatrajmo niz slu¢ajnih veli¢ina
I{S,/v/n < z}, gde S, kao i do sada predstavlja n-tu parcijalnu sumu niza
X1, Xa, ... nezavisnih i jednako raspodeljenih sluc¢ajnih veli¢ina za koji vazi
EX; =01 DX; =1. Ocigledno prethodno definisani niz sluc¢ajnih veli¢ina ne
konvergira ni za jedno x € R. S tim u vezi na pomenuti niz slu¢ajnih velic¢ina
primeni¢emo neki od sumacionih metoda. Medutim u [2| je pokazano da

lim. % SO I{S./vn < 3} = B(x) (5.5.)

ne vazi ni za jedno x € R. Drugim re¢ima na niz 1{S,/\/n < z} se ne moze
primeniti jaki zakon velikih brojeva jer postoji jaka zavisnost medu sluc¢ajnim
velicinama S,,. Otuda sledi da aritmeticka sredina nije odgovarajuc¢i metod
te se mora pribeéi nekom jacem sumacionom metodu. Slede¢a teorema pred-
stavlja jedan od osnovnih rezultata iz teorije o skoro sigurnim centralnim
grani¢nim teoremama.

Teorema 15 Neka je X, Xo, ... niz nezavisnih i jednako raspodeljenih sluca-
gnih velicina i neka vazi EX, = 0, DX; = 114 E|X,]? < oco. Ako sa ®(z)
oznacimo funkciju raspodele slucajne velicine sa standardnom normalnom
raspodelom i S,, n-tu parcijalnu sumu niza slucajnih velicina X,, onda vazi

N

3 %1{5_2 <2} =) (ss) (A1)

k=1

_ 1
weeR) s

Pre nego $to predemo na dokaz teoreme, defini§imo prvo integralnu karak-
teristi¢nu funkciju.

Definicija 16 Integralna karakteristicna funkcija g : R — R slucajne velicine
X sa funkcijom raspodele F 1 odgovarajucom karakteristicnom funkcijom o

data je sa '
u +oo eur _ 1
glu)= [ t)dt = ——dF(x).
0 —00 (24

Za tako definisanu integralnu karakteristi¢cnu funkciju vazi sledec¢a lema.
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Lema 6 Neka su X, Xy, Xs,... slucajne velicine © neka su g,91,92,... 1
F. 'y, F,, ... njihove odgovarajuce integralne karakteristicne funkcije odnosno

funkcije raspodele. Ako g,(u) — g(u) za svako u € Q onda vazi X, NS¢
Dokaz leme se nalazi u [2]

Dokazimo sada teoremu 15. Uvedimo prvo sledece pojmove

itS
Yk(t> =evk )
al Ly,
- — EY,.(t
Wit logN Z k k(t).

_ /0 W (t)dt

Za fiksirano u posmatrajmo sledeci izraz

E[Va(u / / EWx(0)Wa(s )dtds</ / | EW (6T (o) dtds

Posmatragmo sada podintegralnu funkciju

EWy (t)Wi(s) ()Y (s) — EY(t) EYon(s))

Svaku ekvivalentnu statistiku koja ce se ubuduce pojavijivati u dokazu 1 koja
umesto od niza slucajnih velicina datog u iskazu teoreme zavisi od niza sluca-
gnih velicina sa normalnom N(0,1) raspodelom oznaciéemo sa * u ekspo-
nentu. Kako slucajna velicina S} /\/E ima N (0, 1) raspodelu to vaZi

EY(t)=FEe vk =e” (4.2)
Izjednacavanjem realnog i imaginarnog dela u prethodnoj nejednakosti dobi-
jamo da vazi 1

QK
’LSSk R

EY}(s)=FEe vk =¢ 2 (4.3)

M

Takode, jednostavnim racunom za m < n dobijamo da vazi (pogledati [2])

EYn* (t)Yni(S> — e—(t2+s2)/2+\/§st (44)
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Sada, na osnovu jednakosti (4.2), (4.3) i (4.4) dobijamo sledece

|EWN( )W*( <6 t2+5 )/24+st mln{7 E} e_(t2+82)/2
mn

logN
(457 N ool / N t
2 ViRl 3T et 1
il nzlzlnm 2l
t+s
< ¢ 2
= log? N ZZnm

(t2+8

- log2 N 2 ; Z %e
—(t24s2)2 N o
S log? N Z Z |St|\/;

s m/n 1’

N n
2|st| 1 1
log® N 2} NS mz: vm
5|st|
log N

za dovoljno veliko N. Pri tom, u prethodnom nizu nejednakosti pm’memli
s$mMo Lagmnéovu teoremu na funkciju €* kao i cinjenice da vazi ZN ~
logN i) | \F ~ 2y/n. Dalje, koristeci uslov E|X;]? < oo (pogledam [2])

dobijamo
|EY,(6)Ym(s) — EY (1)Y(s)| < Ci/m/n
|EY,(t)EY,,(s) — EY*(t)EY (s)| < Cyn/m/n

za m < n pa na osnovu toga sledi

W (TG <

za dovoljno veliko N. Konstanta Cs zavisi od s i t. Dalje sledi
ElVw()f? < C/log N

gde C' zavisi od u.
Razmotrimo sada podniz (Ny,), Ny, = [€¥°]. Na osnovu teoreme 6 sledi da
za proizvolno € > 0

1
220(—) k — oo

P{IVi(u)] 2 2} < O E

k
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Iz prethodne nejednakosti sledi
ZP{WM )| > e} < o0
pa kako je € proizvoljno izabrano na osnovu teoreme 2 sledi da
Vi, (u) =2 0. (4.5)

Ako je Ny < N < Nyi1 onda vaZi

|V (u)log N — Vv, (u )logNk|

uNk

n=1

-yl / Yi(t) — EYi(t)|dt

n= Nk
N1 N1 N
2 1 1 Nt
T P SN )~ 2ul
n=Ny n=1 n=1
elk+1)?
~ 2ulog ~ 2ulog e** Tt = O(k).

Kada obe strane prethodne nejednakosti podelimo sa log Ny dobijamo

Vv (u) = Vi, (u)| = O(1/k).
Iz relacija (4.5) i (4.6) dobijamo da vaZi

/ - BV = [ 32 L0 — Vi)

(4.6)

(4.7)

Kako je u u relaciji (4.7) proizvoljno to ée ona vaZiti za svako racionalno u.
Pri tom prethodna relacija ne vazi na nekom skupu M mere (verovatnoce)

nula. Ekvivalentan zapis relacije (4.7) je

/0 logNZ dt—>/ et

Zaw ¢ M fiksirano oznacimo

)= loglN ; %J{S’z/(%“) <z},

FN(.CC

(4.8)

Sada na osnovu leme 6 i (4.8) vazi Fy(x) — ®(x) Sto je i trebalo pokazati.
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5 Univerzalan rezultat

U prethodnom poglavlju dati su rezultati koji se isklju¢ivo odnose na
centralnu grani¢nu teoremu. Medutim, postoje rezultati analogni (4.1) koji
se odnose na druge verzije grani¢nih teorema. Naime, Farhner i Stadtmiiller
(pogledati [6]) pokazali su da slican rezultat vazi i za ekstremne statistike
poretka, tj. dokazali su da vazi sledeca teorema.

Teorema 16 Neka je X1, Xs, ... niz nezavisnih i jednako raspodeljenih sluca-
gnih velic¢ina, neka je M, = maxg<, Xi i neka za neke realne nizove (ay) i
(bk), bk 75 0 vazi
M. —
kb—ak ENe (5.1)
k

gde je G neka nedegerisana funkcija raspodele, onda vazi

] N | M—a
. k k

Teorema 16 je potpuna analogija teoreme 15 za slucaj ekstremnih statistika
poretka. S tim u vezi postavilo se pitanje za koje sve slabe grani¢ne teoreme
za niz nezavisnih sluc¢ajnih veli¢ina postoji odgovarajuca ’skoro sigurna’ verz-
ija. U nastavku ovog poglavlja bi¢e predstavljen zanimljiv rezultat koji govori
o tome da svaka slaba grani¢na teorema uz neke dodatne tehnicke uslove ima
i svoju ’skoro sigurnu’ varijantu [1]. U cilju formulacije ove tvrdnje uvedimo
nekoliko pomo¢nih pojmova.
Najuopstenija forma slabe grani¢ne teoreme za dati niz slucajnih veli¢ina
(Xa) je

f(X1, X, ) DG, (5.3)

gde su fr : R*® — R merljive funkcije a GG funkcija raspodele. Primeri slabih
grani¢nih teorema su

a) folwy, @) = (214 +a) /VE
b) fu(wi, @a,. .. ) = ap(max< 7; — by)
¢) fulwr,@a,...) = VEsup, [k~ 3, I(w; < t) — F(t)]
d) fr(@, 29, .. ) = an(Q i H{m1 + - + 25 = 0} — by)

U vecini slucajeva funkcije fj zavise samo od kona¢no mnogo promenljivih
te se najopstiji oblik slabe grani¢ne teoreme (5.3) svodi na

(X1, X, X)) 2 G




Univerzalan rezultat 31

za neki niz (ng) prirodnih brojeva. Za pocetak bavicemo se sluc¢ajem kada
je ni = k. Primetimo da svaka od gore pomenutih slabih grani¢nih teorema
ispunjava ovaj uslov. Funkcije f u koje figurisu u slaboj grani¢noj teoremi

fie(X1, Xo, .0, Xi) 2q (5.4)

moraju biti merljive. Medutim to nije jedini kriterujum koje moraju da zado-
volje. Na primer, ako su funkcije f; definisane na sledeci na¢in fi(Xy, ..., Xy)
X7 + X, za svako k > 1 i ako funkcija raspodele GG predstavlja konvoluciju
slucéajnih velicina X; i X, onda je jasno da izraz (5.4) vazi, ali se u tom
slucaju ne moze govoriti ni o kakvoj grani¢noj teoremi jer funkcije f; za-
vise samo od prva dva ¢lana niza sluc¢ajnih veli¢ina (X,,). Istinska grani¢na
teorema mora ukljucivati beskona¢no mnogo slucajnih veli¢ina X; i mora
imati svojstvo da za svako k > 1 uticaj prvih Xy, Xs,..., X, slucajnih
veliina postaje zanemarljiv na fj(X,...,X;) kako [ — oco. Drugim rec¢ima
menjanjem kona¢no mnogo veli¢ina X; ne¢emo uticati na ispunjenost izraza
(5.4). Formulisimo sada prethodno opisan uslov. Pretpostavimo da za svako
[ > k > 1 postoji merljiva funkcija fi; : RI"% — R tako da vaZi

E<|fl(X1, e ,Xl) — ka(XkJrl? . ,Xl)‘ A 1) S Ck/Cl (55>

za neki neopadajuéi niz realnih brojeva (c) takav da ¢, — oo. Notacija
A u prethodnoj relaciji ozna¢ana minimum dva argumenta: min{a,b} =
a A b. Uticaj brzine rasta niza (¢,) na to koliko pocetnih ¢lanova niza
(X,) nema znacajnog uticaja na fj(Xi, Xo,..., X)) ilustrovaéemo sledeé¢im
primerima. Neka je ¢ = k%, za neko a > 0. Jednakost (5.5) govori da je
fi(X1, Xo, ..., X)) blisko u verovatnoéi fr;(Xyi1,...,X;) ako je k/l malo,
npr. manje od . Drugim rec¢ima f;(Xy, ..., X)) se menja malo u verovatnoci
kada se promene vrednosti prvih le promenljivih koje u figurisu u funkciji f;.
Moze se lako pokazati da sve gore navedene slabe grani¢ne teoreme ispun-
javaju ovaj uslov §to ¢emo i videti u poslednjem poglavlju. Ako postavimo
da je ¢, = (logk)® za neko o > 0 onda ¢e desna strana nejednakosti (5.5)
biti manja od ¢ ako vazi k < [°. Drugim re¢ima izraz (5.5) znac¢i da prvih [°
promenjlivih neznatno uti¢e na fi(Xy, ..., X;). Primetimo da je [* manje od
le te je uticaj inicijalnih ¢lanova niza na f; postaje veéi nego u prvom slucaju.
Kada niz (¢) jos sporije raste broj inicijalnih ¢lanova niza koje zanemarljivo
uticu na fj(X,..., X)) postaje sve manji.

Pogledajmo sada prvu od ukupno cetiri univerzalne teoreme koje ¢e biti
prikazane u ovom radu koja pod odredenim uslovima svakoj slaboj grani¢noj
teoremi dodeljuje odgovarajuéu skoro sigurnu verziju.




Univerzalan rezultat 32

Teorema 17 Neka je (X,,) niz nezavisnih slucajnih veli¢ina za koji vazi slaba
granicna teorema

fk(X17X277Xk) 2>G (56)

gde su fr : R¥ — R (k = 1,2,...) merljive funkcije i G neka funkcija
raspodele. Pretpostavimo 1 da za svako 1 < k < [ postoji merljiva funkcija
fra e R=* - R tako da

C
E(fu(X1, X, .., X)) — fra(Xig1, Tugzs - - X)) A1) < AC—’; (5.7)

gde je A > 0 konstanta a (c,) neopadajuci niz pozitivnih realnih brojeva takav
da vaZi ¢, — oo i 2= = O(1). Neka je

dy = log (C’;—Zl) . D, =Y 4y (5.8)
k=1

tada za svako v € Cq vazi

N—oo DN

lim —— > A I{fe(X1, Xa, .. Xp) <} =G(z) (s.5.) (5.9)

gde Cg oznacava skup tacaka neprekidnosti funkcije raspodele G. Rezultat
vazi © ako niz (dy) zamenimo nekim drugim nizom (d}) takvim da 0 < dj, < dj,
i ) pey dy = +00.

Drugim recima, teorema 17 tvrdi da ako slaba grani¢na teorema (5.6) ispun-
java uslov (5.7) onda ona ima skoro sigurnu verziju ¢iji tezinski koeficijenti
zavise od niza (c¢g). U slucaju kada je ¢ = k* gde je a > 0, tada iz uslova
(5.8) sledi da

1
dy, ~ constE
pa se (5.9) svodi na

N

> %]{fk(Xl,Xg, LX) <zt =G(z) (s.5.)

k=1

li L
im

N—oo log N
U ovom sluc¢aju skoro sigurna verzija slabe grani¢ne teoreme ukljucuje tzv.
logaritamsko usrednjavanje (logaritamski sumacioni metod). Ovaj slucaj
pokriva veliku klasu slabih grani¢nih teorema a neke od njih ¢ée biti detaljnije

analizirane u odeljku 7. Ako je ¢, = (logk)® gde je a > 0, tada iz uslova
(5.8) sledi da

1
dy, ~ t
i~ CONS Flog
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pa se (5.9) svodi na

1

N
1
li I X1, Xo,.... X)) < = .S.
ngéologlog]\fkglklogk {fe(X1, Xo, .., Xp) <2} =G(2) (s.5.)

Ovakvo log log usrednjavanje se koristi u skoro sigurnoj verziji Darling-Erdos-
ove grani¢ne teoreme (pogledati [1]).

Jasno je da kako funkcionali f; u odgovarajucoj slaboj grani¢noj teoremi
(5.6) vise zavise od inicijalnih argumenata (tj. niz (c;) sporije tezi beskon-
acnosti) to odgovarajuéi tezinski koeficijenti u skoro sigurnoj verziji moraju
biti manji, te se na osnovu osobina sumacionih metoda koristi ja¢i sumacioni
metod u skoro sigurnoj verziji grani¢ne teoreme (5.9).

[ako prethodna teorema obuhvata veliku klasu grani¢nih teorema uslov
(5.7) se moze znacajno oslabiti. Sledeca teorema ilustruje optimalne uslove
pod kojima iz slabe grani¢ne teoreme (5.6) sledi skoro sigurna konvergencija
(5.9). Pre toga definigimo funkciju log, na sledeé¢i nac¢in

{log r, zax>1
log, z = L
0, inace

Teorema 18 Neka je (X,,) niz nezavisnih slucagnih velicina i f, : R¥ —
R (k= 1,2,...) merljive funkcije. Pretpostavimo i da za svako 1 < k <l
postogi merljiva funkcija f; : R=% — R takva da

E(lfo(X1, . X)) = fios(Xigr, -, X)) A1) < A(log. log+(cc—]i)) (1+9) (5.10)

gde su A > 0 ie > 0 konstante a (c,) neopadajuci niz pozitivnih realnih
Cn+l

brojeva takav da vazi ¢, — oo 1 = O(1). Neka je

dy, = log ( ’;H) de

tada za svaku funkciju raspodele G sledece relacije su ekvivalentne

(¥reCs) lm DLN del{fk(Xl, LX) <2 =G) (ss) (5.11)

N

(Vz € Cg)  lim Z WP{fe(X1,..., X)) <2} = G(2) (5.12)

Rezultat vazZi i ako niz (dy) zamenimo nekim drugim nizom (d;) takvim da

0<d; <dyiY2, df =~+00
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Primetimo da je uslov (5.7) iz prve teoreme u ovom poglavlju ovde znaca-
jno oslabljen. Takode moze se pokazati da za ¢ = 0 teorema ne vazi (kon-
traprimer za to pogledati u [7]). Iz ove teoreme se takode mozZe videti da
ne samo $to iz slabe konvergencije (5.6) sledi skoro sigurna konvergencija
(5.11), ve¢ je skoro sigurna konvergencija (5.11) ekvivalentna "usrednjenoj’
slaboj konvergenciji, tj. uslovu (5.12). Sledec¢a teorema daje odgovor na
pitanje kako bi trebalo izabrati tezinske koeficijente d; kada se uzimaju u
obzir funkcionali fi (X7, Xs, ..., Xx) samo za neki podniz (ny) niza prirodnih
brojeva.

Teorema 19 Neka je (X,,) niz nezavisnih slucagnih velicina i f, : R¥ —
R (k= 1,2,...) merljive funkcije. Pretpostavimo i da za svako 1 < k <l
postogi merljiva funkcija f; : R=% — R takva da

l
E(|fe(X1s o Xi) = fra(Xpgr, -, Xi) | A1) < A(log, 10g+(E))_(1+€)

gde su A >0 ie > 0 konstante. Neka je (ny) rastuci niz prirodnih brojeva
takav da vazi 2 = O(1). Neka je

ng

dkzlog(”’““), D, = d

n
k =1

tada su za svaku funkciju raspodele G sledece relacije ekvivalentne

N
(¥reCe) Jm DLN ;dkl{fnk(Xl, Xu) <z} =Glr) (s.5)

(5.13)

N
. 1
(Vz € Ca)  lim B ;dkP{fnk(Xl, LX) <z}=G(z)  (5.14)

Rezultat vazi i ako niz (dy) zamenimo nekim drugim nizom (dj) takvim da
0<dp <dyi S, di = +o.

Poslednja u nizu univerzalnih grani¢nih teorema bice uopstenje prethodne
tri teoreme i odnosi se na grani¢ne teoreme tipa

fk(X17X27 .. 7Xnk)

za neki rastuéi niz (ny) prirodnih brojeva.
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Teorema 20 Neka je Xy, Xo, ... niz nezavisnih slucajnih velic¢ina, (ny) ras-
tuéi niz prirodnih brojeva i neka su f : R™ — R merljive funkcije. Pret-
postavimo da za svako 1 < k <1 postoji merljiva funkcija fr; : R"™"™ — R
takva da

C —(1+¢
E(fi(X1 o X)) = feg(Xngys - X )| A L) < A(log, 10g+(i)) (+e

gde su A > 0 ie > 0 konstante a (c,) neopadajuci niz pozitivnih realnih
brojeva takav da vazi ¢, — oo i = = O(1). Neka je

Cn

dy, = log (C’Z—:l) . D=3 4,
k=1

tada za svaku funkciju raspodele G sledece relacije su ekvivalentne
1N
(Ve € Cg) lim — 5 A {fr(X1,.... Xy,) <z} =G(x) (s.s.) (5.15)
N—o0 DN —1

N
(Vre€Co) lm DLN ; AP (X1, X,) < 2} = G(x) (5.16)

Rezultat vazZi i ako niz (dy) zamenimo nekim drugim nizom (d;) takvim da
0<di<dyi)y . di=+oc.

Napomenimo jos$ da postoje varijacije prethodne teoreme gde funkcionali
fr ne zavise od niza (X,) nezavisnih slu¢ajnih veli¢ina ve¢ od slucajnog
procesa {X (¢),t > 0} sa neprekidnim vremenom i nezavisnim prirastajima.
Detaljni iskazi ovih teorema se mogu naéi u [1].
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6 O tezinskim koeficijentima

U veéini skoro sigurnih grani¢nih teorema koje se mogu naéi u literaturi
koristi se logaritamsko usrednjavanje dp = 1/k. Uostalom, jedan od prvih
rezultata vezanih za skoro sigurnu centralnu grani¢nu teoremu (teorema 15)
koristi upravo ove koeficijente. Medutim, na osnovu prethodnih teorema i os-
obina sumacionih metoda vidimo da je logaritamsko usrednjavanje d, = 1/k
samo jedno iz velike klase sumacionih metoda koji se takode mogu koristiti.
Na primer, za niz nezavisnih i jednako raspodeljenih slu¢ajnih veli¢ina (X,,)
sa ocekivanjem FX; = 01 disperzijom DX; = 1 izraz

lim. DLN ;dk] {% < x} — b)) (s.5) (6.1)

vazi za sve tezinske koeficijente 0 < dy < 1/k za koje vazi Y .- dp = 0.
Jednostavno je primetiti da izraz (6.1) vazi i za

dp = (logk)*/k  (a > —1) (6.2)

jer su zapravo logaritamski sumacioni metod dy = 1/k i metod (6.2) prema
osobinama sumacionih metoda ekvivalentni. Takode u [1]| je pokazano da
izraz (6.1) vazi i za

dp = e8P/ (6.3)

gde za o vazi 0 < o < . Sumacioni metod (6.3) se po jacini nalazi tatno
izmedu logaritamskog sumacionog metoda dy = 1/k i aritmeticke sredine
d;, = 1. Pritom, za razli¢ite vrednosti parametra o metodi definisani pomocu
(6.3) generisu medusobno neekvivalentne sumacione metode. Dakle, ne samo
da za odredeni sumacioni metod postoji Citava klasa ekvivalentnih metoda
veé je pokazano da (6.1) vazi za Citavu klasu medusobno neekvivalentnih
metoda. Ve¢ smo pomenuli da je u [2] pokazano da (6.1) ne vazi za dy = 1.
Ocito §to su vedi tezinski koeficijenti (di) to je rezultat (6.1) optimalniji,
te je od znacaja odrediti tezinske koeficijente za koje se postize optimalan
rezultat. Za a = 0 (6.3) se svodi na logaritamski sumacioni metod dok
za o = 1 ista relacija se svodi na aritmeticku sredinu. Drugim recima ovo
znaCi da mozemo i¢i bar do "polovine puta" od logaritamskog sumacionog
metoda do obi¢nog. Slican rezultat moze se primeniti i na univerzalni rezultat
predstavljen teoremom 17 [5]. U slucaju obi¢ne centralne grani¢ne teoreme
(pogledati [5]) odredeni su optimalni tezinski koeficijenti do na nepoznatu
konstantu. Pokazano ja da ako niz (dj) ispunjava uslov

=0 (egogr) (64)
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onda za « > 3 vazi skoro sigurna grani¢na teorema (6.1) dok za o < 1 ne
vazi. To znaci da se optimalan rezultat za skoro sigurnu centralnu grani¢nu
teoremu (6.1) dobija za

Dy = exp(log N/(loglog N)*) (6.5)

i neko nepoznato 1 < a < 3. Primetimo da se za a = 0 dobija aritmeticka
sredina te se u nekom smislu mozZe reé¢i da je optimalan sumacioni metod
dosta blizi obi¢nom nego logaritamskom sumacionom metodu.

Sli¢no prethodnom i tezinski koeficijenti u teoremama 17 - 20 su daleko
od optimalnih. Na primer, na osnovu osobina sumacionih metoda sledi da
teoreme 17 - 20 vaze i za

d, = log (C’;—Zl) (loger)®, (> —1).

Takode, ako je desna strana jednakosti (5.10) ogranicena sa A(c¢;/c,)™" za
neko v > 0 onda se moze pokazati da se mogu koristiti i sledeéi koeficijenti

dr, = log(cks1/cr)exp((loger)®), 0<a <

N —

S druge strane teorema ne vazi za
dy = log(cxr1/c)cy, a>0.

Medutim, ponovo optimalan sumacioni metod ostaje nepoznat.
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7 Primeri

7.1 Parcijalne sume
Neka je Xi, Xs,... niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih i neka je sa S5,

oznacena n-ta parcijalna suma tog niza S, = ZXk. Pretpostavimo da
k=1

(Sp—an) /by Ly G gde je G neka funkcija raspodele a (an) i (b,) realni nizovi

za koje vazi b, 1 00, byy1/b, = O(1). Pretpostavimo jos i da vazi sledeca

nejednakost

Sn_ n
E<10g+log+ 2 ¢

za neke konstante > 01 K > 0. Ako postavimo ¢, = by, i

l
fl(l‘l,...,fl) = (le —al> /bl,

Jeg(@rgr, .-, 2) = ( Z x; — (g — %)) /bz

i=k+1

146
) <K (n=12...) (7.1)

onda ¢e uslovi teoreme 18 biti ispunjeni. Da bismo to pokazali definiSimo
prvo pomoc¢nu funkciju

g(z) =1+ (log, log, z)'*.

Tada za funkciju x/g(x) vazi da

o je neprekidna za x > 0,
o postoji zp > 0 tako da je x/g(z) rastuca za x > x,

o lim z/g(x) = +oo0.

T—r+00
Na osnovu prethodnog sledi da postoji broj ag > 0 takav daza 0 <z <y i

y > ag vazi z/g(x) < y/g(y) odnosno z/y < g(x)/g(y). Neka je A = b;/by.
Ako je A > ag tada na osnovu (7.1) dobijamo
na})

E(|filX1,.. ., X1) = frog(Xig1, -, X)) A D)
Sk — Q
Sk—ak

RESRd

1 Sk—ak ) 1 <
< E AN] < FE
= 9( TV

Sk — ay
by

(7.2)
g(N) by, )

—(149)
< K, (logJr log /\)_(Hé) =K, (logJr log | b_l) 7
k
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gde je K; = K;(K) konstanta. Ako je 1 < b;/b; < ay onda postoji dovoljno
veliki broj K5 tako da vazi

b, —(1+9)
1 <K, (logJr log., b_> : (7.3)
k

Neka je A = max{K;, Ky}, tada na osnovu (7.2) i (7.3) za svako 1 < k < [
vazi

b\ (1)
B(f(X1,. . X)) = fua(Xnsr, - )| A1) < A (1og+ log., é) (7.4)

odakle sledi da jesu ispunjeni uslovi teoreme 18 za ¢ = bg. Ako pret-
postavimo dodatno da vazi i
bi/be > CU/R)Y (1< k<) (7.5)

za neke konstante C' > 01 vy > 0, onda desnu stranu nejednakosti (7.4)
moZemo zameniti sa A(log, log, (I/k))~1+9) i tada vaZe uslovi teoreme 18 za
¢ = k. U tom slucaju za tezinske koeficijente vazi dy ~ c%, gde je ¢ neka
konstanta. Otuda dobijamo

Teorema 21 Neka su X, Xy, ... nezavisne slucajne promenljive, S, njihova
n-ta parcijalna suma i neka je (S, — ay) by D, G, gde je G neka funkcija
raspodele, a (ay) t (b,) realni nizovi za koje vazZi b, 1 00, byi1/b, = O(1).
Ako nejednakost (7.1) vazi za neke konstante 6 > 0 1 K > 0, tada vaZi

(Vz € Cg) DLN S a1 {Skb—k a _ x} ~G) (ss)  (7.6)

gde su dy 1 Dy definisani na sledeéi nacin

b n
dy = log (%) . Da=) dy
k=1

Ako niz (b,) zadovoljava i uslov (7.5) onda (7.6) vazi za d = 1/k i Dy =
log N.

7.2 Maksimalna statistika poretka

Neka je X1, X5, ... niz nezavisnih i jednako raspodeljenih sluc¢ajnih veli¢ina
i neka su (a,) i (b,) realni nizovi. Ako postavimo ¢ = k i

filzy,..., ) = q (maxxi — bl> ,

i<l
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Jei(Trgr, - 1) = @ ( max I; — bz)

kt+1<i<l
onda ¢e uslovi teoreme 17 biti ispunjeni. Pre nego $to dokazemo prethodnu
tvrdnju, dokazimo prvo sledece tvrdenje.

Lema 7 Za svaku funkciju raspodele F' i svaku neopadajucu funkciju 1 :
[0,1] = R wvaZi sledec¢a nejednakost

[ uranire < [ oo

Dokaz: Neka je F~(t) = sup{x : F(z) < t} i U slucajna velicina koja
ima uniformnu raspodelu na intervalu [0,1]. Tada za svako t € (0,1) vazi
F(F~Y(t)) <t 1 slucagna velicina Y = F~Y(U) ima funkciju raspodele F, pa
vazi

+o0

U(F(2))dF () = BY(F(Y)) = EY(F(F(U)))

h < By(U / o

Vratimo se sada na uslove teoreme 17 i posmatrajmo razliku funkcionala

fi(Xy, o0, X)) = fra(Xgga, .o, X0).

Primetimo da je prethodni izraz razli¢it od nule samo u sluc¢aju kada vazi

max X; > max X;. (7.7)

1<i<k k- 1<i<l

Odredimo sada verovatno¢u dogadaja (7.7). Neka je F' funkcija raspodele
sluc¢ajne promeljive X a H; i Hy funkcije raspodela slucajnih veli¢ina koje
se javljaju u izrazu (7.7) tim redom. Tada je Hi(x) = (F(x))* i Hy(z) =
(F(x))'=* pa koristeéi lemu 7 vazi

+00
P <max X; > max Xi> = Hy(x)dH,y(z)

1<i<k k+1<i<l o

+o00
_ /_ Fa) kP (2)F1dF (z)

1
< / kt'™dt = k/I. (7.8)
0
Na osnovu toga dobijamo da je

BUf(X1, ., X)) — foa(Xasrs oo XD A L) < K/ (7.9)

stoga vazi sledeca teorema
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Teorema 22 Neka je X, Xo, ... niz nezavisnih i jednako raspodeljenih sluca-
gnih velicina 1 neka je My, = max X;. Ako za neke nizove realnih brojeva (ay,)

i (by) 1 neku funkciju raspodele G vai
D
CLk(Mk — bk) = G

onda za svako x € Cg vazi

N

1 Z %]{ak(Mk —by) <zx}=G(x) (s.5.).

Novao log N —

Primetimo da je uslov jednake raspodeljenosti slucajnih veli¢ina koriséen
samo u dobijanju nejednakosti (7.8). Takode, primetimo da se desna strana
nejednakosti (7.8) moze zameniti sa C'(k/l) za neku konstantu C' a da uslovi
teoreme 17 i dalje ostanu ispunjeni. Ispostavlja se da tako dobijena nejed-
nakost vazi ako je za svako [ > 1 i svaku permutaciju {iy,4s,...,7} skupa
{1,2,...,1}

P(X;, > max{X,, ..., X;}) <C/I. (7.10)

Jedna od moguénosti za koju je prethodni uslov ispunjen je da su sluc¢ajne
veli¢ine X7, Xs,... neprekidne i da postoji funkcija raspodele F' i pozitivne
konstante v; < 11 v tako da za svako ¢ > 1 vazi

(VtER) (1l — F(t)) < P(X; > t) < (1 — F(t)) (7.11)

Zaista, ako oznacimo sa F; oznac¢imo funkciju raspodele veli¢ine X, koriste¢i
lemu 7 i izraz (7.11) dobijemo da za verovatnocu u (7.10) vazi

P(Xi1 > max{Xiw S 7Xiz}) = /_+oo(1 - Fll(‘r))d (H ET<1‘)>

+00 ! oo [ !
<, / (1—F(l’))d<Hﬂr($)>=% / (Hmm) 0F ()
< / (1 P ) < s / (1= (1 - u)du
<Zpt_qoyl
84!

Pogledajmo sada jo$ jedan primer gde uslov (7.9) nije ispunjen ali i dalje
vaze uslovi teoreme 17. U ovom slucaju slucajna velicina Xj ima funkciju
raspodele F'(z)®*~%-1 gde je F(z) neka fiksirana funkcija radpodele i (cy)
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rastuci niz realnih brojeva gde je ¢co = 0ic¢; > 1. U ovom sluc¢aju funkcije
raspodela Hq(z) 1 Hy(x) slucajnih veli¢ina max{ Xy, ..., Xj} imax{ Xy 1,..., X;}
su redom F(z)% i F'(x)%~ %, odakle sledi da za verovatnoc¢u u relaciji (7.8)
vazi

—+00 “+oo

Hy(2)dH, (z) = / F2) e F(2)— dF (2) < cx /e,

—00 — 00

gde smo za dobijanje poslednje nejednakosti ponovo koristili lemu 7. Na
osnovu prethodnog vazi sledec¢a teorema koja predstavlja proSirenje teoreme
22.

Teorema 23 Neka su X1, Xo, ... nezavisne slucajne velicine i neka je raspodela
slucajne velicine Xy data sa F(x)*~ %=1 gde je (cx) rastuci niz realnih bro-
jeva tako da vaZi ¢ = 0,¢p > 1, ¢, = 00 i cyi1/cn = O(1). Neka je
My, = max{Xy,..., Xy} i pretpostavimo da vazi

ak(Mk — bk) 2) G

za neke realne nizove (a,) @ (by) @ neku funkciju raspodele G. Neka je

dk = log(ckﬂ/ck) 1 Dn = Z dk
k=1

onda za svako x € Cg vaZi

lim L Z dpl{ap(My — b) <z} = G(z) (s.s.)

N—o00 DN

7.3 Empirijska funkcija raspodele

Neka je Xi, Xs,... niz nezavisnih i jednako raspodeljenih sluc¢ajnih veli¢ina
sa zajednic¢kom neprekidnom funkcijom raspodele F. Empirijsku funkciju
raspodele F), za uzorak (Xi, Xo, ..., X,) iz raspodele F' definiSemo na sledeci
nacin

Fu(z) = %ZI{)@ <)

Uslovi teoreme 17 su ispunjeni za ¢ = k i

l

fi(wn, o m) = —sup |3 (X0 < 2} — F()

zeR i—1
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l
1
Fea(@rr, o m) = —=sup | > (IH{X; <2} = F(x))].
[ oer i=k+1
Ako oznacéimo i
T, = sup | (I{Xi < 2} - F<x>>‘
zeR i—1

dobijamo slede¢u nejednakost

E|lf(X1, ..., X) = frsXis1, -, X)) < BTV < CVE]l

gde je C neka konstanta. Poslednja nejednakost sledi iz ¢injenice da je
E|T:/Vk| ograniceno. Takode poznata teorema Kolmogorova tvrdi da

folXe, .. X)) 2 G,

gde je G funkcija raspodele definisana sa

—+00
G(z) =) (—1)e ™
Na osnovu teoreme 17 sledi
Teorema 24 Neka je X, Xo, ... niz nezavisnih i jednako raspodeljenih sluca-

gnih velicina sa funkcijom raspodele F' i neka je F, odgovarajuca empirijska
funkcija raspodele. Ako je

D,, = sup |F,(z) — F(z)]

TSN

Kolmogorovljeva statistika tada za svako x € R vazi

N +00
1L o
]\;gréoﬁ kg 1 EI{\/ED}c <k} = | g (—1) e (s.s.)
= J=—0

7.4 Vremena povratka

Neka su 0 = 79 < 74 < ... uzastopni trenuci povratka u pocetni polozaj
dvodimenzione slucajne Setnje i neka je X,, = 7, — 7,01 (n = 1,2,...).
Jasno je da je (X,) niz nezavisnih i jednako raspodeljenih slu¢ajnih veli¢ina.
Takode, pokazano je da za slucajnu veli¢inu X vazi

P{X, >t} ~ @, t— o0 (7.12)
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Ako postavimo M), = max;<; X; na osnovu (7.12) sledi da
1 D
gde za H vazi

H(z) = (7.13)

e/t za x>0
0 zax <0

Sada za ¢, = k i

1
filzy, ... 2) = 7 log rrilgalxxi, fra(@psa, ..., xp) = 7 logkirllegxzcgl x;  (7.14)
mozemo na niz (X,,) primeniti teoremu 17. Primetimo da se uslov (7.14)
moze proveriti na isti nacin kao u primeru maksimalne statistike poretka.
Dakle, dobijamo da za svako x € R vazi

1
I
nI—{{olo log N

i}%f {%log M, < w} = H(z) (s.s.)

Kako vazi My < 1, < kM, to sledi da

1 — log M,
o8 Th k"g E 50 (s.8)

Na osnovu prethodnog sledi sledeca teorema

Teorema 25 Neka su( =1y < 11 < ... uzastopni trenuci povratka u pocetnsi
poloZaj dvodimenzione slucajne Setnje. Tada za svako x € R vazi

1
lim

N
1 1
— — < —
A e N kEZI /{;I { ? log 7, < 91:} H(z) (s.s.)

gde je H funkcija raspodele definisana sa (7.13).

Primetimo sada da su jedine osobine prethodno definisanog niza (X,,) koje
smo koristili uslov (7.12) i to §to je (X,,) niz pozitivnih slu¢ajnih veli¢ina. To
znaci da za svaki niz nezavisnih i jednako raspodeljenih pozitivnih sluc¢ajnih
veli¢ina (X,,) za koji je ispunjen uslov (7.12) za svako x € R vazi

N
) 1 1 1
J\Pg;o oz NV E EI{ElogSk < ZL‘} =H(z) (s.s.)

k=1

gde je Sy = Zle Xy
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Reé¢ zahvalnice

Posebnu zahvalnost dugujem kolegi i prijatelju Bogdanu Olui¢u koji je
svojim zalaganjem doprineo da neki delovi ovog rada budu jasnije i detaljnije
opisani.
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