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"Od postanka fizike, razmatra�e simetrije dalo nam je izuzetno mo�an
i koristan alat u naxem nastoja�u da razumemo prirodu. Postepeno to
razmatra�e postalo je okosnica teorijske formulacije fiziqkih za-
kona."

Cung -Dao Li 1

1 Tsung-Dao Lee (1923 - ), ameriqki fiziqar kineskog porekla.
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Poglav	e 1

Uvod

1.1 Simetrija

Kroz istoriju jav	aju se razliqite definicije reqi simetrija. U staro-
grqkom jeziku συµµξτρiα oznaqava "dogovor o dimenzijama". U 16. veku
u Francuskoj req" symmetrie" definisala se kao "odnos delova, pro-
porcija", a 1590. za objax�e�e simetrije jav	a se izraz "harmonijsko
ure�e�e delova".

Posmatraju�i svet oko nas, svuda mo�emo primetiti simetriju. S
jedne strane to je ose�aj sklada i proporcionalnosti, a sa druge strane
dobro definisan koncept ravnote�e kod razliqitih prirodnih nauka i
umetnosti.

U geometriji simetrija se definixe kao preslikava�e figure u
odnosu na pravu, taqku ili ravan, ili kao osobina figure da ima osu,
centar ili ravan simetrije. U fizici simetrija fiziqkog sistema je
skup transformacija u odnosu na koje fiziqki sistem ostaje neprome-
�en, tj. invarijantan. U hemiji molekuli se klasifikuju prema �ihovoj
simetriji.

Ka�emo da je raspodela neprekidne sluqajne promen	ive X simet-
riqna oko neke taqke a ako za sve realne brojeve δ va�i:

f(a− δ) = f(a+ δ),

gde je f funkcija gustine raspodele.
Kod simetriqnih raspodela, medijana i uzoraqka sredina �e biti

jednake taqki oko koje se simetrija posmatra, a ukoliko je raspodela
unimodalna ili ima neparan broj moda onda je i jedna od moda jednaka
medijani i uzoraqkoj sredini. Tako�e �e va�iti da su svi centralni
momenti neparnog stepena kao i koeficijent asimetrije jednaki nuli.
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Uvod 2

Ispitiva�e simetriqnosti je znaqajno kao preduslov u nekim
testovima, kao xto je Vilkoksonov test znakova1 ili kod uparenih
podataka gde se nedostatak efekta kod tretmana svodi na ispitiva�e
simetrije. Tako�e kod robusnih metoda znaqajno je znati da li je model
simetriqan ili ne, jer ovi metodi ne daju dobre rezultate kod asimet-
riqnih modela.

Simetriqnost raspodele mo�emo ispitati na razliqite naqine, tako
xto �emo npr. nacrtati grafik ili uporediti medijanu, uzoraqku sred-
inu i modu. Ako bismo posmatrali uzorak velikog obima mogli bismo
iz grafika ili pore�e�em medijane i uzoraqke sredine da donesemo za-
k	uqak o simetriqnosti raspodele, dok kod uzoraka malog obima, ne
mo�emo lako doneti zak	uqke o simetriqnosti . Zato moramo na neki
drugi naqin ispitati simetriju raspodele, a jedan od naqina je testi-
ra�e statistiqkih hipoteza o simetriji. Neki od znaqajnih testova kod
statistiqkih hipoteza o simetriji zasnivaju se na empirijskoj funkciji
raspodele.

1.2 Empirijska funkcija raspodele

Empirijska funkcija raspodele Fn(x) je funkcija raspodele koju
formiramo na osnovu uzorka. Ona predstav	a relativnu frekvenciju
doga�aja (X ≤ x) u nizu od n posmatra�a X1, X2, . . . Xn nad obele�jem
X, pa se mo�e definisati na slede�i naqin:

Definicija 1.2.1 Neka je (X1, X2, . . . , Xn) prost sluqajan uzorak

obima n za posmatrano obele�je X. Funkciju

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

IXi<x,

gde je

IXi<x =

{
1, xi < x,

0, xi ≥ x,

nazivamo empirijska funkcija raspodele.

Ako elemente (X1, X2, . . . , Xn) sluqajnog uzorka pore�amo u varijacioni
niz X(1), X(2) . . .X(n), tada empirijsku funkciju raspodele mo�emo
definisati i kao:

1 Frank Wilcoxon (1892 - 1965), ameriqki hemiqar i statistiqar.
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Uvod 3

Fn(x) =


0, x < X(1),
k
n
, X(k) ≤ x < X(k+1), k = 1, 2 . . .

1, x ≥ X(n),

ukoliko nikoja dva elementa uzorka nisu ista. Takva empirijska
funkcija je stepenasta funkcija sa skokovima 1

n
u svakoj taqki niza xk.

Ako postoje elementi niza koji su jednaki onda �e skokovi u taqkama xk
biti veliqine nk

n
gde je nk broj vrednosti xk u uzorku.

Posmatraju�i izraz

nFn(x) =
n∑
i=1

IXi<x,

vidimo da je on jednak sumi nezavisnih i jednako raspode	enih sluqa-
jnih promen	ivih sa Bernulijevom raspodelom, tako da ima binomnu
B(n, F (x)) raspodelu.

Odatle sledi da je:

P
{
Fn(x) =

k

n

}
=

(
n

k

)
[F (x)]k[1− F (x)]n−k, k = 0, 1, . . . , n,

a isto tako va�i:

E[Fn(x)] = F (x),

D[Fn(x)] =
[F (x)[1− F (x)]

n
,

cov[Fn(xi),Fn(xj)] =
[F (xi)[1− F (xj)]

n
, xi > xj.

Grafici empirijskih funkcija raspodele standardne normalne

raspodele za uzorke obima 10, 20, 50 i 100 predstav	eni su na slici
1.1.
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Uvod 4

Slika 1.1: Empirijska funkcija raspodele standardne normalne raspodele
za uzorke obima 10, 20, 50 i 100

Vidimo sa grafika da s pove�a�em obima uzorka empirijska
funkcija raspodele sve vixe "liqi" na teorijsku funkciju raspodele.
Pomo�u empirijske funkcije raspodele mo�emo da procenimo teorijsku
funkciju raspodele. To nam govori i "centralna teorema matematiqke
statistike", Glivenko i Kantelijeva teorema:

Teorema 1.1 (Glivenko i Kanteli) Ako je F (x) teorijska funkcija

raspodele obele�ja X, a Fn(x) empirijska funkcija raspodele dobijena

na osnovu prostog sluqajnog uzorka obima n, tada , uniformno po x,
funkcija Fn(x) te�i ka F (x) sa verovatno�om 1 tj. va�i:

P [sup
x∈R
|Fn(x)− F (x)| −−−→

n→∞
0] = 1.

Ova teorema nam pokazuje da za dovo	no veliko n, empirijska
funkcija raspodele te�i teorijskoj funkciji raspodele.

Ako posmatramo statistiku Dn = supx∈R |Fn(x) − F (x)| za �u va�i
slede�a teorema:

Teorema 1.2 Ako je funkcija raspodele F posmatranog obele�ja

neprekidna i ako je:

Dn = sup
x∈R
|Fn(x)− F (x)|,

4



Uvod 5

onda za svaki realan broj λ va�i:

P (
√
nDn < λ) −−−→

n→∞
1 + 2

∞∑
k=1

(−1)ke−2k2λ2.

Empirijska funkcija raspodele koristi se u raznim neparam-
etarskim testovima u formira�u test statistika kao xto su Kol-
mogorov	eva 2 i Smirnova 3, Kramerova4 i Fon Mizesova 5, a tako�e
�emo je koristiti u formira�u test statistika u naxim testovima
simetrije. Vixe o empirijskoj funkciji raspodele mo�e se proqitati
u [5], [7] u [10].

1.3 Monte Karlo metode

Monte Karlo metode predstav	aju metode kojima se generixu sluqa-
jni objekati ili procesi. Generisani objekti mogu nastati "prirodno",
putem modelira�a prirodnog sistema kao xto je kompleksna mre�a
puteva, transport neutrona ili kreta�e berze u odre�enom vremen-
skom periodu. U mnogim sluqajevima, sluqajni objekti u Monte Karlo
tehnikama uvedeni su "vextaqkim " putem u ci	u rexava�a qisto de-
terministiqkih problema. U oba sluqaja, bilo da su objekti generisani
modelira�em prirodnog sistema ili "vextaqkim " putem ideja je da se
eksperiment ponovi veliki broj puta da bismo dobili veliki broj kvan-
titativnih podataka.

Prilikom modelira�a stohastiqkih procesa u Monte Karlo meto-
dama koriste se sluqajni ili pseudosluqajni brojevi. Pod stohastiqkim
procesom podrazumevamo niz sta�a qiji je razvoj odre�en sluqajnim do-
ga�ajima. Pseudosluqajni brojevi su oni koji su generisani determin-
istiqkim algoritmima i koji imitiraju osobine prirodno sluqajnih
brojeva. S razvojom kompjutera pseudosluqajni brojevi su dobili i ve�u
znaqajnost.

Postupcima u Monte Karlo metodama dolazimo do pribli�nog rex-
e�a problema koriste�i uzorke, sluqajne i pseudosluqajne brojeve. U
Monte Karlo simulacijama problem se simulira veliki broj puta.
Svaka simulacija problema je jednako verovatna, a rezultati simulacije
predstav	aju realizaciju problema.

2Andrei Nikolaeviq Kolmogorov (1903 - 1987), ruski matematiqar.
3Nikolai Vasileviq Smirnov (1900 - 1966), sovijetski matematiqar.
4 Harald Cramer (1893 - 1985), xvedski matematiqar, aktuar i statistiqar.
5 Richard Edler von Mises (1883 - 1953), austrijski nauqnik i matematiqar.
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Uvod 6

Kao osnovna primena metoda Monte Karlo mo�e se navesti pro-
cena vrednosti integrala kod funkcija kod kojih se integral ne mo�e
izraqunati ili se texko izraqunava. Kako se verovatno�a izraqunava
integracijom, jedna od primena metoda Monte Karlo je i izraqunava�e
verovatno�a odre�enog ixoda pomo�u pseudosluqajnih brojeva.

Monte Karlo metode imaju xiroke primene u simulira�u modela
npr: simulacija najbo	eg puta za vozila, sposobnost sistema da izdr�i
odre�eno optere�e�e, obezbe�iva�e optimalnog rasporeda i kontrole
industrijskih sistema. Zatim u modelira�u prirodnih procesa kao
xto su transport neutrona ili simulira�e hemijskog kreta�a. U fi-
nansijama se koristi u analizi rizika, a u statistici za formira�e
verovatnosnih modela.

Vixe o Monte Karlo metodi mo�e se proqitati u [4] i [3].
Prilikom testira�a simetrije, Monte Karlo metode koristimo kod

odre�iva�a empirijskog praga znaqajnosti i empirijske mo�i testa, tj.
izraqunava�a verovatno�e za koju odbacujemo nultu hipotezu. Postupak
nala�e�a empirijske mo�i testa je objax�en u poglav	u 3.

U poglav	u Testovi simetrije definisane su test statistike koje
�emo koristiti u testira�u simetrije.

Posled�i deo rada je posve�en analizi rezultata koji su dobijeni
testira�em mo�i testa.
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Poglav	e 2

Testovi simetrije

2.1 Testira�e statistiqkih hipoteza

Qesto u praksi �elimo da do�emo do nekih zak	uqaka o populaciji na
osnovu uzorka te populacije. Zato je korisno izvesti neke pretpostavke
o populaciji i takve pretpostavke se nazivaju statistiqke hipoteze.
Statistiqka hipoteza je svaka pretpostavka o karakterizaciji obele�ja
populacije koja se mo�e statistiqki proveriti.

Kod hipoteza razlikujemo nultu hipotezu, u oznaci H0, kao pret-
postavku o osobini obele�ja koju �elimo da proverimo i alternativnu
hipotezu, u oznaci H1, koja predstav	a neku pretpostavku koja osporava
nultu hipotezu. Da bi testira�e imalo smisla nulta hipoteza se mora
definisati na takav naqin da se mo�e opovrgnuti.

Na osnovu uzorka raqunamo vrednosti uzoraqke statistike tj. test
statistike koju smo izabrali za proveru hipoteze (test statistiku �emo
oznaqiti sa T ). Skup svih vrednosti test statistike za koju odbacujemo
nultu hipotezu je kritiqna oblast testa, u oznaci W .

Kritiqna oblast testa vezana je za nultu hipotezu i za nivo ili
prag znaqajnosti za koji vrximo testira�e. Prag znaqajnosti pred-
stav	a verovatno�u grexke koju dozvo	avamo prilikom testira�a kada
je nulta hipoteza ispravna, tj. grexku da odbacimo nultu hipotezu kao
netaqnu, ukoliko je ona taqna. Ona se tako�e naziva grexka prve vrste.
Nivo znaqajnosti oznaqava se sa α. On se obiqno unapred odre�uje.
Verovatno�a grexke prve vrste je:

α = PH0(T ∈ W ).

Jasno je da je s ma�om grexkom ma�a i verovatno�a da nulta hipoteza
bude nepravedno odbaqena. S druge strane, verovatno�a da test statis-
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Testovi simetrije 8

tika pripada kritiqnoj oblasti, ukoliko je ispravna alternativna
hipoteza, naziva se mo� testa. Mo� testa predstav	a verovatno�u
da odbacimo nultu hipotezu ukoliko je ona netaqna. Komplementarna
verovatno�a mo�i testa jeste verovatno�a grexke druge vrste, u oznaci
β, koja predstav	a verovatno�u da se prihvati netaqna nulta hipoteza.
Ona se raquna kao:

β = PH1(T /∈ W ),

a mo� testa je onda:
1− β = PH1(T ∈ W ).

Ukoliko je texko ili nemogu�e da se izraqunaju teorijskim putem,
prag znaqajnosti i mo� testa se mogu proceniti na osnovu uzorka ko-
rix�e�em Monte Karlo metoda. Tako proce�eni prag znaqajnosti se
naziva empirijski prag znaqajnosti, a mo� testa empirijska mo� testa.

Statistiqke hipoteze mogu biti parametarske i neparametarske.
Kod parametarskih hipoteza pretpostav	amo da populacija ima zadatu
raspodelu, najqex�e je to normalna raspodela i onda testiramo parame-
tre kojima je ta raspodela opisana.

Kod neparametarskih testova pre testira�a nemamo pretpostavke o
raspodeli populacije i oni se ponekad nazivaju testovi slobodni od
raspodele. Prednost neparametarskih testove je xto je potrebno ma�e
pretpostavki nego za parametarske testove, ali zbog toga imaju slabiju
mo� od parametarskih testova.

Testovi simetrije kojima se mi bavimo su neparametarski testovi.
Oni ne zavise od raspodele obele�ja.

Glavni ci	 ovog rada jeste odrediti mo� testova za razliqite alter-
native i zak	uqiti koji je test pogodniji u sluqaju kojih alternativa.

Vixe o testira�u hipoteza se mo�e saznati u [5], [4], [2] i [10].

2.2 Test statistike

U ovom delu �emo se upoznati sa test statistikama i testovima koje
�emo koristiti u testira�u simetriqnosti raspodele.

1. Test znakova

Najstarija i verovatno najpoznatija test statistika u testovima
simetrije je test statistika En koja se koristi u testu znakova.

En =

∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

[
Ixi>0 −

1

2

]∣∣∣∣.
8



Testovi simetrije 9

Indikator onih elemenata uzorka koji su ve�i od nule ima�e vred-
nost 1 a onih elemenata koji nisu ve�i od nule vrednost 0. Vred-
nost izraza [IXi>0− 1

2
] �e onda biti 1

2
ili −1

2
. Ukoliko je raspodela

simetriqna oko nule, trebalo bi biti pribli�no isti broj eleme-
nata uzorka levo i desno od nule tj. pribli�no isti broj 1

2
i −1

2

u sumi
∑n

i=1[IXi>0 − 1
2
].

Ako ovu test statistiku izrazimo preko empirijske funkcije
raspodele ona se definixe sa:

En =

∣∣∣∣12 − Fn(0)
∣∣∣∣.

Histogram test statistike En iz testa znakova, za uzorke obima
20, 50 i 100 dat je na slici 2.1:

Slika 2.1: Histogram test statistike En za uzorke obima 20, 50 i 100

2. Test Kolmogorova i Smirnova

Test statistiku In je uveo Smirnov (1947) v.[9]. Ona odgovara
Kolmogorov	evoj test statistici iz Kolmogorov	evog testa o ho-
mogenosti i definisana je sa:

In = sup
x∈R
|4Fn(x)|,

gde je 4Fn(x) = |1− Fn(x)− Fn(−x)|.
Raqunamo je tako xto na�emo empirijsku funkciju raspodele za
uzorak obima n, i zatim vrednost razlike |1 − Fn(x) − Fn(−x)|

9



Testovi simetrije 10

za svaki element uzorka. Dobijamo n takvih vrednosti i maksi-
malna od �ih bi�e vrednost test statistike In. Kod simetriq-
nih raspodela zbir vrednosti funkcije raspodele u simetriqnim
taqkama bi trebalo da bude jednak jedinici, tako da bi najve�i broj
vrednosti test statististike |4Fn(x)| trebalo da bude raspore�en
oko nule. Histogram Kolmogorov	eve test statistike, za uzorke
obima 20, 50 i 100 je dat sa:

Slika 2.2: Histogram test statistike In za uzorke obima 20, 50 i 100

3. Votsonov i Darlingov test

Ova test statistika Hn je analogna Votsonovoj1 i Darlingovoj2

test statistici koja se koristi u testovima saglasnosti raspodele.
Prvi put je pomenuta od strane Abakumova3 v.[1]:

Hn = sup
x∈R

∣∣∣∣4Fn(x)− ∫ ∞
−∞
4Fn(y)dFn(y)

∣∣∣∣.
Posmatramo izraz 1 − Fn(x) − Fn(−x) koji �emo oznaqiti sa
4Fn(x). Ukoliko 4Fn(x) posmatramo kao funkciju od x onda
4Fn(x) −

∫∞
−∞4Fn(y)dFn(y) predstav	a matematiqko oqekiva�e

funkcije 4F (x), pa je vrednost naxe test statistike maksimum
odstupa�a funkcije 4Fn(x) od �ene oqekivane vrednosti.

Histogram test statistike Votsonovog i Darlingovog testa za
uzorke obima 20, 50 i 100 prikazan je na slici 2.3:

1 Geoffrey Watson (1921 - 1998), australijski statistiqar.
2 Donald Allan Darling (1915 - 2014), ameriqki statistiqar.
3Abbakumov Vadim Leonardoviq, ruski matematiqar.
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Testovi simetrije 11

Slika 2.3: Histogram test statistike Hn za uzorke obima 20, 50 i 100

4. Test Qencova

Test statistika Rn
2 pripada ω2 tipu statistika i prvo je pred-

lo�ena od strane Qencova 4(1958) v.[13]:

Rn
2 =

∫ ∞
−∞

(4Fn(x))2dFn(x).

Ova test statistika predstav	a oqekiva�e kvadrata vrednosti
4Fn(x) = 1− Fn(x)− Fn(−x).
Na slici 2.4 je dat histogram test statistike tipa ω2, za uzorke
obima 20, 50 i 100:

Slika 2.4: Histogram test statistike Rn
2 za uzorke obima 20, 50 i 100

4Nikolai Nikolaeviq Qencov (1930 - 1992), ruski matematiqar.
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5. Hilov i Raov test

Kao analogija Hn test statistici, Hil i Rao
5(1977) v.[12] su pred-

lo�ili statistiku Nn:

Nn
2 =

∫ ∞
−∞

[4Fn(x)−
∫ ∞
−∞
4Fn(y)dFn(y)]2dFn(x).

Ova test statistika predstav	a disperziju veliqine 4Fn(x) =
1−Fn(x)−Fn(−x) tj. meru rasprostra�enosti vrednosti sluqajne
promen	ive oko �enog matematiqkog oqekiva�a koji predstav	a
sred�u vrednost funkcije 4(Fn(x)). Ako je koncentracija vred-
nosti oko sredine velika, disperzija �e biti mala i obrnuto ako
se vrednosti sluqajne promen	ive znaqajno rasipaju oko sredine,
disperzija je velika.

Prikazana preko histograma, test statistika Nn Hilovog i Raovog
testa za uzorke obima 20, 50 i 100 izgleda ovako:

Slika 2.5: Histogram test statistike Nn za uzorke obima 20, 50 i 100

Slede�a dva testa MO Kolmogorov	ev test i MO integralni test,
su predlo�eni od strane srpskih matematiqara Bojane Miloxevi� i
Marka Obradovi�a. Oni se zasnivaju na teoremi o karakterizaciji koja
nam govori da su statistike poretkaX(k;m) iX(m−k+1;m) kod neprekidnih
sluqajnih promen	ivihX1, . . . , Xm sa zajedniqkom funkcijom raspodele
F (x), gde je k ≤ m

2
, jednako raspode	ene ukoliko je X1 simetriqna oko

nule v.[6].

5 Calyampudi Radhakrishna Rao (1920 - ), ameriqki matematiqar i statistiqar
indijskog porekla.
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Testovi simetrije 13

6. MO Kolmogorov	ev test

Jox jedna test statistika Kolmogorov	evog tipa je data sa:

Kk
n = sup

x∈R
|(H(k)

n (t)−G(k)
n (t))|,

gde

H(k)
n (t) =

1(
n
k

)∑
I2k

I
{
|X(k),Xi1 ,...Xi2k

| < t
}
,

G(k)
n (t) =

1(
n
k

)∑
I2k

I
{
|X(k+1),Xi1 ,...Xi2k

| < t
}
,

predstav	aju U empirijsku funkciju raspodele vezanu za karak-
terizaciju. X(k),Xi1 ,...Xi2k

oznaqava k-ti qlan varijacionog niza
X1, X2, . . . , Xm, a Im = {(i1, . . . , im) : 1 ≤ i1 < . . . < im ≤ n}, v.[6].
Test koji odgovara ovoj statistici zva�emo MO Kolmogorov	ev
test, a histogram test statistike za k = 1 i uzorke obima 20, 50 i
100 je prikazan na slede�oj slici:

Slika 2.6: Histogram test statistike K1
n za uzorke obima 20, 50 i 100

7. MO integralni test

Test statistika Mo integralnog testa je Jkn :

Jkn =

∫ ∞
0

(H(k)
n (t)−G(k)

n (t))dQn(t),

gde je Qn empirijska funkcija raspodela za uzorak
|X1|, |X2|, . . . |Xn|, a kao kod prethodne statistike:

13



Testovi simetrije 14

H(k)
n (t) =

1(
n
k

)∑
I2k

I
{
|X(k),Xi1 ,...Xi2k

| < t
}
,

G(k)
n (t) =

1(
n
k

)∑
I2k

I
{
|X(k+1),Xi1 ,...Xi2k

| < t
}
,

predstav	aju U empirijsku funkciju raspodele koja je vezana za
karakterizaciju. X(k),Xi1 ,...Xi2k

oznaqava k-ti qlan varijacionog
niza X1, X2, . . . , Xm, a Im = {(i1, . . . , im) : 1 ≤ i1 < . . . < im ≤ n},
v.[6].

Histogram test statistike MO integralnog testa, za k = 1 i uzorke
obima 20, 50 i 100 je data na slici ??:

Slika 2.7: Histogram test statistike J1
n za uzorke obima 20, 50 i 100

Svi navedeni testovi su testovi "slobodni od raspodele", tj.
raspodela test statistika pod nultom hipotezom simetrije je uvek ista
bez obzira o kojoj je simetriqnoj raspodeli req.

Testovi simetrije koji odgovaraju pomenutim test statistikama bi�e
redom: test znakova (za test statistiku En), test Kolmogorova (odgovara
mu test statistika In), Votsonov i Darlingov test (za test statistiku
Hn), ω

2 test (odgovara test statistici Rn), Rao i Hil test (za test
statistiku Nn), MO Kolmogorov	ev test (odgovara mu test statistika
Kk
n) i MO integralni test (za test statistiku Jkn ).

14



Poglav	e 3

Empirijsko ispitiva�e

kvaliteta testova simetrije

3.1 Definisa�e statistiqkih hipoteza

Prvo �emo definisati nultu i alternativnu hipotezu, zadati prag
znaqajnosti, a zatim na osnovu tog praga i nulte hipoteze odrediti
granicu kritiqne oblasti.

Posmatrajmo uzorak obima n iz neprekidne raspodele qija je
funkcija raspodele F (x). Ci	 nam je da testiramo hipotezu da je
funkcija raspodele simetriqna oko nule tj. nulta hipoteza je pret-
postavka da je funkcija simetriqna oko nule:

H0 : 1− F (x)− F (−x) = 0,

a alternativna hipoteza je pretpostavka da funkcija nije simet-
riqna oko nule.

H1 : 1− F (x)− F (−x) 6= 0.

Testira�e nulte hipoteze, tj. simetriqnosti oko nule predstav	a
jedan od qestih problema neparametarske statistike, jer se simetriq-
nost jav	a kao preduslov za da	u primenu nekih testova.

S obzirom da su ovo neparametarski testovi koristi�emo Monte
Karlo metode da bismo naxli granice kritiqne oblasti za test statis-
tike. Poxto su testovi slobodni od raspodele, graniqna vrednost
kritiqne oblasti je jednaka za sve raspodele koje su simetriqne oko nule,
zato xto se granica kritiqne oblasti nalazi kao kvantil raspodele test
statistike koji odgovara odre�enom pragu znaqajnosti.

15



Empirijsko ispitiva�e kvaliteta testova simetrije 16

Postupak nala�e�a granica kritiqne oblasti je slede�i:

1. Izaberemo funkciju raspodele koja je simetriqna oko nule.

2. Izvuqemo prost sluqajan uzorak obima n iz te simetriqne
raspodele.

3. Izraqunamo vrednost test statistike.

4. Ponovimo korak 2. i korak 3. 100000 puta, da bismo dobili 100000
vrednosti test statistike.

5. Zadamo prag znaqajnosti α.

6. Izraqunamo kvantil (1− α) reda.

7. Vrednost kvantila koji dobijemo je granica naxe kritiqne
oblasti.

Sve ovo �emo uraditi za uzorke obima 20, 50 i 100.
Za raquna�e graniqne vrednosti kritiqne oblasti koristili smo

programski jezik R. Izabrali smo uniformnu raspodelu U(−1, 1) kao
simetriqnu raspodelu oko nule za koju raqunamo granicu kritiqne
oblasti. Kod u programskom jeziku R mo�e se pogledati u poglav	u
Dodaci 2.

U tabeli 3.1 prikazane su granice kritiqne oblasti naxih test
statistika. Sve test statistike osim Jkn imaju jednostranu kritiqnu
oblast, dok test statistika MO integralnog testa ima dvostranu
kritiqnu oblast i za test statistiku Jkn u tabeli 3.1 prikazane su do�e
i gor�e granice dvostrane kritiqne oblasti.

α 0.01 0.05 0.1
n 20 50 100 20 50 100 20 50 100

Test znakova 0.30 0.18 0.13 0.20 0.14 0.10 0.20 0.12 0.08
Kolmogorov 0.55 0.38 0.27 0.45 0.30 0.21 0.40 0.26 0.18

Votson i Darling 0.33 0.23 0.17 0.27 0.18 0.13 0.24 0.16 0.12
ω2 test 0.13 0.05 0.03 0.09 0.03 0.02 0.06 0.02 0.01
Rao Hil 0.04 0.01 0.01 0.02 0.01 0.01 0.02 0.01 0.00

MO Kolmogorov 0.50 0.33 0.24 0.43 0.28 0.20 0.39 0.25 0.17
MO integralni -0.23 -0.16 -0.11 -0.19 -0.13 -0.09 -0.16 -0.11 -0.07

0.26 0.16 0.11 0.20 0.13 0.09 0.17 0.11 0.07

Tabela 3.1: Granice kritiqne oblasti testova
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3.2 Mo� testa

Kada smo naxli granicu kritiqne oblasti za test statistike mi imamo
kritiqnu oblast svake od test statistika. Poznava�e kritiqne oblasti
odre�ene test statistike je neophodno da bismo odredili mo� testa te
statistike za odre�ene alternative.

Mo� testa se mo�e odrediti teorijskim putem, ukoliko poznajemo
raspodelu test statistike ili empirijski ako je raspodela test statis-
tike slo�ena ili nije poznata. Teorijsku mo� testa nalazimo tako xto
teorijski izraqunamo verovatno�u da test statistika pripada kritiq-
noj oblasti, tj. izraqunamo PH1(T ∈ W ) gde je T test statistika, a W
kritiqna oblast.

Empirijsku mo� testa raqunamo na osnovu uzorka i za konkretne
raspodele, koriste�i Monte Karlo metode, a postupak je slede�i:

1. Izaberemo konkretnu raspodelu za koju �elimo da testiramo si-
metriqnost.

2. Izvuqemo prost sluqajan uzorak obima n.

3. Izraqunamo vrednost test statistike za taj uzorak.

4. Ponovimo korak 2. i korak 3. 100000 puta i dobijemo 100000 vred-
nosti test statistike.

5. Za zadati prag znaqajnosti α odredimo koliko od tih 100000
vrednosti pripada kritiqnoj oblasti, tj. koliko �ih je ve�e od
graniqne vrednosti kritiqne oblasti za zadati prag znaqajnosti.

6. Procenat onih vrednosti test statistika koji pripadaju kritiq-
noj oblasti predstav	a empirijsku mo� testa za tu konkretnu al-
ternativu tj. raspodelu.

Mo� testa zavisi�e od obima uzorka, praga znaqajnosti i naravno al-
ternative tj. raspodele za koju raqunamo mo�. Pove�a�em obima uzorka
pove�ava se i mo� testa. Ako pove�amo prag znaqajnosti pove�a�e se i
mo� testa, zato xto je grexka koju dozvo	avamo prilikom testira�a
ve�a.
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3.3 Empirijski prag znaqajnosti

Prilikom testira�a prvo xto moramo da utvrdimo jeste da li su naxi
testovi simetrije dobri i da li smo na dobar naqin odredili granice
kritiqne oblasti.

To odre�ujemo tako xto izraqunamo empirijski prag znaqajnosti za
neke raspodele koje su simetriqne oko nule. Ukoliko je empirijski
prag znaqajnosti jednak zadatom pragu znaqajnosti, mo�emo re�i da je
kritiqna oblast zaista dobro odre�ena, a samim tim su dobri i testovi
simetrije i trebalo bi da daju korektne rezultate.

Postupak nala�e�a empirijskog praga znaqajnosti je isti kao postu-
pak za nala�e�e empirijske mo�i testa, samo xto �emo za alternativne
hipoteze izabrati raspodele koje su simetriqne oko nule.

Obim uzoraka koje posmatramo su 20, 50 i 100, a pragovi znaqajnosti
α su 0.01, 0.05 i 0.1.

Ovako izgledaju grafici tih raspodela:

Slika 3.1: Gustina funkcije raspodele i funkcija raspodele sluqajne
promen	ive sa N(0, 0.1) raspodelom

Slika 3.2: Gustina funkcije raspodele i funkcija raspodele sluqajne
promen	ive sa C(0, 1) raspodelom

18
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Slika 3.3: Gustina funkcije raspodele i funkcija raspodele sluqajne
promen	ive sa B(2, 2) raspodelom

Rezultati koje smo dobili za empirijski prag znaqajnosti su:

Normalna raspodela
α 0.01 0.05 0.1
n 20 50 100 20 50 100 20 50 100

Test znakova 0.00 0.01 0.01 0.04 0.03 0.03 0.04 0.07 0.09
Kolmogorov 0.01 0.01 0.01 0.05 0.05 0.06 0.07 0.09 0.12

Votson i Darling 0.01 0.01 0.01 0.05 0.05 0.05 0.09 0.10 0.10
ω2 test 0.01 0.01 0.01 0.05 0.05 0.05 0.10 0.10 0.10
Rao Hil 0.01 0.01 0.01 0.05 0.05 0.04 0.09 0.09 0.13

MO Kolmogorov 0.00 0.01 0.01 0.07 0.05 0.05 0.08 0.10 0.10
MO integralni 0.01 0.01 0.01 0.05 0.05 0.05 0.10 0.10 0.11

Koxijeva raspodela
α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.00 0.01 0.01 0.04 0.03 0.04 0.04 0.07 0.09
Kolmogorov 0.01 0.01 0.01 0.05 0.05 0.06 0.07 0.09 0.12

Votson i Darling 0.01 0.01 0.01 0.05 0.05 0.05 0.09 0.10 0.10
ω2 test 0.01 0.01 0.01 0.05 0.05 0.05 0.10 0.10 0.10
Rao Hil 0.01 0.01 0.01 0.05 0.05 0.04 0.10 0.10 0.13

MO Kolmogorov 0.00 0.01 0.01 0.07 0.04 0.05 0.09 0.10 0.10
MO integralni 0.01 0.01 0.01 0.05 0.05 0.05 0.10 0.10 0.10

Beta raspodela
α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.00 0.01 0.01 0.04 0.03 0.03 0.04 0.07 0.09
Kolmogorov 0.01 0.01 0.01 0.05 0.05 0.06 0.07 0.09 0.12

Votson i Darling 0.01 0.01 0.01 0.05 0.05 0.05 0.09 0.10 0.10
ω2 test 0.01 0.01 0.01 0.05 0.05 0.05 0.10 0.10 0.10
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Rao Hil 0.01 0.01 0.01 0.05 0.05 0.04 0.09 0.09 0.13
MO Kolmogorov 0.00 0.01 0.01 0.07 0.05 0.05 0.09 0.10 0.10
MO integralni 0.01 0.01 0.01 0.06 0.05 0.05 0.10 0.10 0.10

Tabela 3.2: Empirijski prag znaqajnosti

Za sve testove i raspodele empirijski prag znaqajnosti je ma�i ili
pribli�an teorijskom pragu znaqajnosti. Kod testa znakova i MO Kol-
mogorov	evog testa empirijska mo� testa za uzorak obima 20, i prag
znaqajnosti 0.01 je 0, xto nije neobiqno s obzirom da raqunamo 99%
kvantil na uzorku malog obima.

Mo�emo zak	uqiti da su naxi testovi korektni i primen	ivi za
odre�ene obime uzoraka i zadate pragove znaqajnosti i da smo korektno
odabrali granice kritiqne oblasti.
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Poglav	e 4

Mo� testova simetrije i

�ihovo upore�iva�e

Naxe testove �emo testirati u odnosu na razliqite alternative. Jedna
vrsta alternativa �e biti npr. normalna ili Koxijeva raspodela koje
su pomerene za male vrednosti u desno. Ove raspodele su same po sebi
simetriqne, ali ne u nuli i izabrali smo ih da bismo otkrili u kojoj
meri naxi testovi reaguju na raspodele koje su simetriqne u blizini
nule. One se nazivaju i alternative polo�aja.

Kao potpunu suprotnost alternativa polo�aja testira�emo
raspodele koje nisu simetriqne, kao npr. eksponencijalna raspodela,
translirane tako da im je medijana nula. Kod ovih raspodela oqekujemo
da testovi imaju znaqajnu mo�.

Na kraju testiramo asimetriqne raspodele kao hi-kvadrat raspodelu
ili gama raspodelu tako�e translirane za medijanu i asimetriqne
raspodele Fernandeza i Stila. Ove raspodele su asimetriqne oko nule
u jednu ili drugu stranu i �elimo da odredimo kakve rezultate daju
naxi testovi kod raspodela sa ovakvom osobinom.

Ci	 testira�a je odrediti koji test je najmo�niji za koju alter-
nativu i da li postoje neki testovi koji imaju veliku mo� kod svih
alternativa.

4.1 Empirijska mo� testa

Poxto smo odredili kritiqnu oblast za test statistike mo�emo odred-
iti empirijku mo� testa prema ranije opisanom postupku u delu 3.2.
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4.1.1 Alternative polo�aja

Alternative polo�aja dobijamo kada raspodele koje su simetriqne oko
nule pomerimo za male vrednosti od nule.

Posmatra�emo normalnu i logistiqku raspodelu koje su simetriqne
oko nule, zatim beta raspodelu koju smo prvo translirali tako da joj
je medijana nula, pa zatim pomerili od nule i na kraju Koxijevu i
Studentovu raspodelu. Beta raspodela je simetriqna ali ne oko nule i
zato je transliramo.

I da	e posmatramo uzorke obima 20, 50 i 100 i pragove znaqajnosti
0.01, 0.05, 0.1.

Rezultati naxeg testira�a su slede�i:

Slika 4.1: Normalna N(0, 0.1)
raspodela

Kod N(0, 0.1) raspodele
pomerene u desno za 0.02 na-
jbo	u mo� za uzorke obima 100 i
sve pragove znaqajnosti pokazuje
MO integralni test (0.63, 0.51 i
0.28 za pragove znaqajnosti redom
0.1,0.05 i 0.01), zatim ω2 test i
Komogorov	ev test, dok ostali
testovi imaju malo ma�u mo� od
ovih testova. Najma�u mo� �e imati Raov i Hilov test i test znakova
(0.44, 0.24 i 0.12 za redom pragove znaqajnosti 0.1,0.05 i 0.01). Ovo �e
tako�e va�iti i za uzorke obima 50 i prag znaqajnosti 0.1.

Za uzorke obima 50 i prag znaqajnosti 0.05 i 0.01, najma�u mo� testa
0.12 i 0.05 ima MO Kolmogorov	ev test, a zatim test znakova i Raov i
Hilov test. Najve�u mo� i da	e pokazuje MO integralni test, 0.11 za
prag znaqajnosti 0.01 i 0.28 za prag znaqajnosti 0.05 a sliqne rezultate
daje i ω2 test.

Kod uzoraka obima 20 najbo	e reaguje MO integralni test qija je mo�
0.22, 0.13 i 0.04 za pragove znaqajnosti 0.1, 0.05 i 0.01. Test sa najma�om
mo�i bi�e MO Kolmogorov	ev test za sve pragove znaqajnosti.

Kada pomerimo N(0, 0.1) raspodelu za 0.05, kod uzoraka obima 100
i prag znaqajnosti 0.1 svi testovi imaju skoro jednaku mo�. Za prag
znaqajnosti 0.05 i 0.01 malo ma�u mo� �e imati test znakova i Raov i
Hilov test (0.94 i 0.87 za pragove 0.05 i 0.01) u odnosu na ostale testove.

Za uzorke obima 50, najve�u mo� ima MO integralni test (0.97, 0.93
i 0.79 za pragove znaqajnosti redom 0.1, 0.05, i 0.01) a zatim ω2 test, dok
najma�u mo� imaju Raov i Hilov test (0.81, 0.72 i 0.49 za pragove 0.1,
0.05 i 0.01) i test znakova. Test Votsona i Darlinga i test Kolmogorova
su testovi koji imaju sliqne mo�i, koje su po vrednosti izme�u najma�e
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i najve�e mo�i testa.
Kod uzoraka obima 20 test sa najbo	om mo�i je i da	e MO integralni

test (0.68, 0.54 i 0.29 za pragove 0.1,0.05 i 0.01). Posle �ega najmo�niji
testovi su test Votsona i Darlinga i ω2 test koji imaju pribli�ne
mo�i testa. Najma�u mo� �e imati MO Kolmogorov	ev test.

Normalna raspodela N(0, 0.1)
pomeraj= 0.02

α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.01 0.05 0.12 0.09 0.15 0.29 0.09 0.23 0.44
Kolmogorov 0.02 0.06 0.16 0.08 0.20 0.41 0.12 0.29 0.55

Votson i Darling 0.03 0.07 0.16 0.10 0.20 0.37 0.17 0.30 0.49
ω2 test 0.02 0.09 0.20 0.09 0.22 0.42 0.16 0.33 0.56
Rao Hil 0.02 0.06 0.12 0.09 0.16 0.24 0.15 0.24 0.45

MO Kolmogorov 0.00 0.05 0.13 0.05 0.12 0.34 0.07 0.23 0.48
MO integralni 0.04 0.11 0.28 0.13 0.28 0.51 0.22 0.40 0.64

pomeraj= 0.05
α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.09 0.51 0.88 0.38 0.73 0.96 0.38 0.82 0.99
Kolmogorov 0.16 0.59 0.95 0.40 0.84 0.99 0.47 0.90 1.00

Votson i Darling 0.20 0.66 0.97 0.44 0.85 0.99 0.55 0.91 1.00
ω2 test 0.20 0.72 0.98 0.43 0.89 1.00 0.58 0.94 1.00
Rao Hil 0.14 0.49 0.87 0.34 0.72 0.94 0.46 0.81 0.99

MO Kolmogorov 0.00 0.56 0.94 0.26 0.76 0.99 0.36 0.87 0.99
MO integralni 0.29 0.79 0.99 0.54 0.93 1.00 0.68 0.97 1.00

Tabela 4.1: Normalna raspodela N(0, 0.1)

Slika 4.2: Logistiqka LG(0, 1)
raspodela

Kod logistiqke raspodele
LG(0, 1) pomerene za 0.5, za uzorke
obima 100 jednako dobru mo�
pokazuju MO integralni test
(0.87, 0.79 i 0.59 za pragove znaqa-
jnosti 0.1, 0.05 i 0.01), ω2 test
i Kolmogorov	ev test koji ima
ma�u mo� za prag znaqajnosti
0.01. Najma�u mo� ima MO
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Kolmogorov	ev test 0.74 i 0.34 za pragove znaqajnosti 0.1 i 0.01 i Raov
i Hilov test 0.60 za prag znaqajnosti 0.05.

Kod uzoraka obima 50 i 20 najmo�niji test je MO integralni test,
zatim ω2 test, dok je test sa najma�om mo�i MO Kolmogorov	ev test,
zatim test znakova za prag znaqajnosti 0.1, dok za prag znaqajnosti 0.05
i 0.01 test znakova ima pribli�ne mo�i kao Raov i Hilov test.

Kod pomera�a logistiqke LG(0, 1) raspodele za 0.7 test koji ima
najve�u mo� za sve uzorke i sve pragove znaqajnosti je MO integralni
test. Test ω2 ima jednaku mo� kao i MO integralni test za uzorke obima
50 i 100, dok za uzorke obima 20 ima malo ma�u mo� od MO integralnog
testa ali sliqnu mo� kao Votsonov i Darlingov test.

Najma�u mo� ima�e MO Kolmogorov	ev test, a za uzorke obima 20
ima skoro duplo ma�u mo� od drugih testova.

Logistiqka raspodela LG(0, 1)
pomeraj= 0.5

α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.03 0.16 0.40 0.17 0.35 0.64 0.17 0.46 0.78
Kolmogorov 0.05 0.18 0.48 0.16 0.42 0.76 0.22 0.53 0.86

Votson i Darling 0.06 0.20 0.49 0.19 0.43 0.73 0.28 0.56 0.83
ω2 test 0.06 0.24 0.56 0.17 0.46 0.78 0.27 0.59 0.87
Rao Hil 0.05 0.17 0.42 0.17 0.37 0.60 0.25 0.48 0.80

MO Kolmogorov 0.00 0.12 0.34 0.08 0.25 0.62 0.12 0.39 0.74
MO integralni 0.08 0.26 0.59 0.22 0.49 0.79 0.33 0.61 0.87

pomeraj= 0.7
α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.06 0.38 0.76 0.31 0.61 0.91 0.30 0.72 0.96
Kolmogorov 0.11 0.42 0.84 0.30 0.71 0.96 0.38 0.80 0.98

Votson i Darling 0.13 0.46 0.86 0.34 0.72 0.96 0.44 0.81 0.98
ω2 0.13 0.52 0.89 0.31 0.75 0.97 0.45 0.84 0.99

Rao Hil 0.11 0.39 0.77 0.29 0.63 0.89 0.40 0.73 0.97
MO Kolmogorov 0.00 0.31 0.72 0.15 0.52 0.90 0.22 0.67 0.95
MO integralni 0.17 0.54 0.89 0.38 0.77 0.97 0.50 0.85 0.99

Tabela 4.2: Logistiqka raspodela LG(0, 1)

Beta B2(2, 2) raspodela je simetriqna ali nije simetriqna oko nule.
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Slika 4.3: Beta B2(2, 2) raspodela

Prvo smo translirali raspodelu
tako da joj medijana bude nula, a
zatim pomerili raspodelu za 0.05
i 0.07.

Kod pomeraja 0.05 MO inte-
gralni test ima najve�u mo� za
uzorke svih obima i za sve pragove
znaqajnosti. Sliqne mo�i, ve�e od
ostalih testova, ima�e MO Kolmogorov	ev test, ω2 test i Votsonov i
Darlingov test za uzorke obima 50 dok �e za uzorke obima 100 MO Kol-
mogorov	ev test i ω2 test imati malo ve�u mo�. Najma�u mo� za uzorke
obima 50 i 100 ima Raov i Hilov test.

Za uzorke obima 20, ako izuzmemo MO integralni test, za prag znaqa-
jnosti 0.01 i 0.05 svi testovi imaju pribli�no jednaku mo� testa, dok
za prag znaqajnosti 0.1 najma�u mo� imaju MO Kolmogorov	ev test i
test znakova.

Kod pomeraja 0.1 najmo�niji test je i da	e MO integralni test.
Ostali testovi imaju sliqne mo�i testa za uzorke obima 100, osim testa
znakova koji ima malo ma�u mo� i Raovog i Hilovog testa koji ima
znatno ma�u mo� od mo�i ostalih testova.

Za uzorke obima 50 MO Kolmogorov	ev test i ω2 test su testovi sa
sliqnim mo�ima (0.84, 0.74 i 0.51 za pragove znaqajnosti redom 0.1, 0.05
i 0.01). Najma�u mo� ima Raov i Hilov test (0.52, 0.41 i 0.21 za pragove
0.1, 0.05 i 0.01), zatim test znakova. Ostali testovi se nalaze izme�u
ovih vrednosti mo�i testa.

Beta raspodela B2(2, 2)
pomeraj= 0.05

α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.01 0.05 0.11 0.09 0.14 0.28 0.09 0.22 0.43
Kolmogorov 0.02 0.05 0.14 0.09 0.19 0.40 0.12 0.27 0.55

Votson i Darling 0.02 0.06 0.17 0.10 0.20 0.37 0.16 0.29 0.49
ω2 test 0.02 0.08 0.22 0.09 0.23 0.44 0.17 0.34 0.59
Rao Hil 0.02 0.03 0.07 0.08 0.11 0.15 0.14 0.18 0.34

MO Kolmogorov 0.00 0.07 0.21 0.07 0.18 0.47 0.09 0.30 0.60
MO integralni 0.05 0.16 0.39 0.15 0.36 0.62 0.25 0.48 0.73

pomeraj= 0.1
α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
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Test znakova 0.05 0.29 0.61 0.25 0.50 0.82 0.25 0.61 0.91
Kolmogorov 0.08 0.33 0.74 0.25 0.63 0.94 0.32 0.74 0.98

Votson i Darling 0.11 0.46 0.86 0.30 0.70 0.96 0.40 0.79 0.98
ω2 test 0.12 0.51 0.89 0.29 0.74 0.97 0.42 0.84 0.99
Rao Hil 0.06 0.21 0.46 0.19 0.41 0.65 0.27 0.52 0.85

MO Kolmogorov 0.00 0.53 0.92 0.25 0.74 0.99 0.30 0.85 1.00
MO integralni 0.23 0.72 0.98 0.48 0.89 1.00 0.61 0.94 1.00

Tabela 4.3: Beta raspodela B2(2, 2)

Kod Koxijeve C(0, 1) raspodele pomerene za 0.3,

Slika 4.4: Koxijeva C(0, 1) raspodela

najbo	u mo� testa ima Raov i
Hilov test (0.70, 0.49 i 0.32 za
pragove 0.1, 0.05 i 0.1 i uzorak
obima 100). Slede�i najmo�niji
testovi su Kolmogorov	ev test
i test Votsona i Darlinga, gde
Kolmogrovljev test ima ve�u mo�
za uzorke obima 100, a Votsonov
i Darlingov test daje bo	e rezul-
tate za uzorke obima 20 i 50.

Najma�u mo� imaju MO Kolmogorov	ev test i MO integralni test.
Ako Koxijevu raspodelu pomerimo za 0.7 dobi�emo sliqne rezultate.

Testovi sa najma�om mo�i �e biti MO Kolmogorov	ev test i MO inte-
gralni test za sve pragove znaqajnosti i uzorke svih obima.

Najmo�niji test je Raov i Hilov test, zatim Votsonov i Darlingov
test, a ostali testovi, ne raqunaju�i testove sa najma�om mo�i, daju
pribli�no jednake rezultate.

Kod uzoraka obima 20, posle integralnog testa najve�u mo� imaju ω2

test i Votsonov i Darlingov test.
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Koxijeva raspodela C(0, 1)
pomeraj= 0.3

α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.01 0.08 0.19 0.12 0.21 0.40 0.12 0.30 0.57
Kolmogorov 0.03 0.08 0.22 0.10 0.23 0.48 0.14 0.33 0.62

Votson i Darling 0.04 0.09 0.22 0.13 0.26 0.46 0.21 0.38 0.60
ω2 0.02 0.08 0.18 0.08 0.21 0.39 0.16 0.31 0.53

Rao Hil 0.04 0.13 0.32 0.14 0.30 0.49 0.22 0.40 0.70
MO Kolmogorov 0.00 0.02 0.03 0.05 0.06 0.13 0.07 0.13 0.23
MO integralni 0.03 0.05 0.10 0.09 0.15 0.25 0.16 0.23 0.35

pomeraj= 0.7
α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.10 0.54 0.90 0.39 0.75 0.97 0.39 0.84 0.99
Kolmogorov 0.15 0.55 0.93 0.35 0.79 0.99 0.44 0.87 1.00

Votson i Darling 0.19 0.57 0.92 0.43 0.82 0.98 0.55 0.90 0.99
ω2 test 0.13 0.51 0.88 0.30 0.74 0.97 0.44 0.84 1.00
Rao Hil 0.22 0.71 0.97 0.47 0.87 0.99 0.59 0.92 1.00

MO Kolmogorov 0.00 0.10 0.35 0.07 0.25 0.64 0.14 0.40 0.77
MO integralni 0.10 0.26 0.55 0.23 0.48 0.76 0.33 0.59 0.85

Tabela 4.4: Koxijeva raspodela C(0, 1)

Slika 4.5: Studentova t(2) raspodela

Kod Studentove t(2) raspodele
i pomeraja za 0.3 pribli�no jed-
nake mo�i testa ima�e Raov i
Hilov test, test Votsona i Dar-
linga, test Kolmogorova i ω2 test.

Najma�u mo� ima MO Kol-
mogorov	ev test, a zatim test
znakova i MO integralni test
koji imaju skoro jednake mo�i.

Ako pomerimo Studentovu t(2) raspodelu za 0.5 najma�u mo� testa
ima MO Kolmogorov	ev test. Za uzorke obima 100 i 50 MO integralni
test i test znakova ima�e ma�u mo� od ostalih testova, qije su mo�i
me�usobno pribli�no jednake.

Kod uzoraka obima 20 svi testovi imaju sliqnu mo� testa, osim MO
Kolmogorov	evog testa i testa znakova za prag znaqajnosti 0.1 i 0.01.
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Studentova raspodela t(2)
pomeraj= 0.3

α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.02 0.10 0.26 0.13 0.25 0.49 0.13 0.36 0.65
Kolmogorov 0.03 0.11 0.31 0.12 0.30 0.60 0.17 0.40 0.72

Votson i Darling 0.04 0.12 0.30 0.15 0.32 0.55 0.23 0.44 0.68
ω2 test 0.03 0.13 0.32 0.11 0.30 0.56 0.20 0.42 0.69
Rao Hil 0.04 0.15 0.36 0.15 0.32 0.53 0.24 0.43 0.74

MO Kolmogorov 0.00 0.04 0.12 0.05 0.11 0.31 0.08 0.21 0.43
MO integralni 0.04 0.10 0.26 0.13 0.26 0.46 0.21 0.36 0.59

pomeraj= 0.5
α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.06 0.37 0.75 0.30 0.60 0.90 0.30 0.71 0.96
Kolmogorov 0.10 0.39 0.81 0.28 0.68 0.95 0.36 0.77 0.98

Votson i Darling 0.12 0.41 0.80 0.32 0.69 0.94 0.43 0.79 0.97
ω2 test 0.11 0.43 0.82 0.27 0.68 0.94 0.40 0.78 0.97
Rao Hil 0.13 0.47 0.84 0.33 0.70 0.93 0.44 0.79 0.98

MO Kolmogorov 0.00 0.14 0.45 0.09 0.31 0.72 0.16 0.47 0.82
MO integralni 0.12 0.32 0.67 0.27 0.57 0.85 0.38 0.68 0.91

Tabela 4.5: Studentova raspodela t(2)

4.1.2 Nesimetriqne alternative

Kod nesimetriqnih alternativa, jedna vrsta raspodela su raspodele koje
liqe na eksponencijalnu raspodelu.

Druga vrsta raspodela su raspodele koje su asimetriqne na jednu ili
drugu stranu, kao xto su gama raspodela, hi-kvadrat raspodela sa pet
stepeni slobode i Fernandezove i Stilove raspodele. Prvo transliramo
tako da medijana bude nula, sve raspodele koje nisu u blizini nule.
Raspodele koje nisu u blizini nule prvo �emo translirati za medijanu
tako da medijana bude nula.

Prvo posmatramo raspodele koje liqe na eksponencijalne.
Ovo su rezultati koje smo dobili testira�em:
Posmatramo eksponencijalnu ε(3) raspodelu pomerenu za medijanu.

Najbo	u mo� testa pokazuje MO Kolmogorov	ev test, za sve uzorke
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i pragove znaqajnosti, osim za uzorak obima 20 i prag znaqajnosti
0.01. Kod uzoraka obima 100 i prag znaqajnosti 0.1 veliku mo�

Slika 4.6: Eksponencijalna ε(3)
raspodela

imaju test Votsona i Darlinga i
Kolmogorov	ev test kao i Raov i
Hilov test. Za prag znaqajnosti
0.01 najve�u mo�, posle MO Kol-
mogorov	evog testa, ima MO inte-
gralni test koji daje dobre rezul-
tate i kod uzoraka obima 50 i 20
za sve pragove znaqajnosti i on
je najmo�niji test posle MO Kol-
mogorov	evog testa.

Najma�u mo� �e imati test znakova, qija je mo� pribli�no jednaka
zadatom pragu znaqajnosti. Raov i Hilov test je test sa malom mo�i u
odnosu na ostale testove.

Eksponencijalna raspodela ε(3)
n 20 50 100 20 50 100 20 50 100

Test znakova 0.00 0.01 0.01 0.04 0.03 0.04 0.04 0.07 0.09
Kolmogorov 0.01 0.02 0.24 0.05 0.23 0.76 0.08 0.35 0.96

Votson i Darling 0.03 0.11 0.47 0.14 0.42 0.88 0.24 0.64 0.97
ω2 test 0.01 0.05 0.15 0.06 0.18 0.46 0.14 0.32 0.74
Rao Hil 0.03 0.14 0.45 0.13 0.37 0.71 0.23 0.54 0.94

MO Kolmogorov 0.00 0.66 1.00 0.27 0.86 1.00 0.28 0.93 1.00
MO integralni 0.06 0.28 0.63 0.21 0.52 0.82 0.33 0.64 0.89

Tabela 4.6: Eksponencijalna raspodela ε(3)

Slika 4.7: VejbulovaW1(0.8) raspodela

Kod Vejbulove raspodele
W1(0.8) translirane tako da
je medijana nula, najve�u mo�
ima MO Kolmogorov	ev test,
koji jedino ne pokazuje dobre
rezultate za uzorke obima 20 i
prag znaqajnosti 0.01. Najma�u
mo� za sve pragove znaqajnosti
i sve posmatrane uzorke ima test
znakova qija je mo�, kao i kod eksponencijalne raspodele, jednaka
zadatom pragu znaqajnosti.
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Posle ovog testa, kod uzoraka obima 100 test sa najbo	om mo�i je
test Votsona i Darlinga za pragove znaqajnosti 0.05 i 0.01, dok za prag
znaqajnosti 0.1 svi testovi, osim testa znakova, imaju veliku mo�. Za
prag znaqajnosti 0.05, dovo	no veliku mo� imaju Kolmogorov	ev i Raov
i Hilov test, dok za prag znaqajnosti 0.01 znatnu mo� pokazuje MO
integralni test. Najma�u mo� testa, posle testa znakova, ima ω2 test.

Kod uzoraka obima 50, posmatrano bez MO Kolmogorov	evog testa,
za prag znaqajnosti 0.1 najve�u mo� ima test Votsona i Darlinga, a
zatim Raov i Hilov test i MO integralni test. Za prag znaqajnosti
0.05 najmo�niji su MO integralni test i test Votsona i Darlinga, dok
je za prag znaqajnosti 0.01 test sa najve�om mo�i MO integralni test.
Najma�u mo�, ne raqunaju�i test znakova, ima ω2 test za pragove znaqa-
jnosti 0.1 i 0.05 i Kolmogorov	ev test za prag znaqajnosti 0.01.

Ako posmatramo uzorke obima 20, najve�u mo� ima MO integralni
test. Najma�u mo� pokazuje test Kolmogorova, a zatim ω2 test.

Vejbulova raspodela W1(0.8)
α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.00 0.01 0.01 0.04 0.03 0.04 0.04 0.06 0.09
Kolmogorov 0.01 0.06 0.63 0.07 0.46 0.96 0.11 0.61 1.00

Votson i Darling 0.04 0.19 0.82 0.19 0.64 0.99 0.30 0.85 1.00
ω2 test 0.02 0.08 0.31 0.08 0.28 0.74 0.17 0.48 0.94
Rao Hil 0.04 0.23 0.74 0.17 0.57 0.93 0.31 0.75 1.00

MO Kolmogorov 0.00 0.87 1.00 0.42 0.96 1.00 0.43 0.98 1.00
MO integralni 0.10 0.42 0.81 0.29 0.67 0.92 0.42 0.77 0.96

Tabela 4.7: Vejbulova raspodela W1(0.8)

Slika 4.8: Gama G2(2, 1) raspodela

Posmatramo gama G2(2, 1)
rapodelu transliranu tako da
je medijana nula. Najmo�niji
test, osim za uzorke obima 20 i
prag znaqajnosti 0.01, je MO Kol-
mogorov	ev test, i on ima znatno
ve�u mo� od ostalih testova za
uzorke obima 50 i 100. Najma�u
mo� ima test znakova.
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Ako izuzmemo ova dva testa, me�u ostalim testovima, najve�u mo�
pokazuje MO integralni test, a zatim Raov i Hilov test i Votsonv i
Darlingov test koji imaju me�usobno jednake mo�i.

Najma�u mo� imaju test Kolmogorova i ω2 test. ω2 test ima ma�u
mo� za uzorke obima 100 i prag znaqajnosti 0.1 i 0.05, dok test Kol-
mogorova ima ma�u mo� za uzorke obima 50 i pragove znaqajnosti 0.1 i
0.05.

Gama raspodela G2(2, 1)
α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.00 0.01 0.01 0.04 0.03 0.04 0.04 0.07 0.09
Kolmogorov 0.01 0.01 0.02 0.05 0.07 0.19 0.07 0.13 0.46

Votson i Darling 0.02 0.05 0.13 0.10 0.20 0.40 0.17 0.34 0.60
ω2 test 0.01 0.02 0.05 0.05 0.09 0.17 0.11 0.18 0.34
Rao Hil 0.02 0.06 0.16 0.09 0.19 0.32 0.16 0.29 0.60

MO Kolmogorov 0.00 0.66 1.00 0.28 0.86 1.00 0.28 0.92 1.00
MO integralni 0.06 0.27 0.62 0.22 0.52 0.81 0.34 0.63 0.89

Tabela 4.8: Gama raspodela G2(2, 1)

Slika 4.9: Hi-kvadrat χ2(5) raspodela

Kod raspodele χ2(5), transli-
rane za medijanu tako da je medi-
jana nula, test sa najve�om mo�i,
osim za uzorak obima 20 i prag
znaqajnosti 0.01, je MO Kol-
mogorov	ev test. Posle �ega na-
jve�u mo� kod uzoraka obima 100
i prag znaqajnosti 0.1 i 0.05 ima
test Votsona i Darlinga, dok kod
ostalih uzoraka, posebno za pragove znaqajnosti 0.01 i 0.05, najve�u mo�
ima MO integralni test.

Test sa najma�om mo�i je test znakova, qija mo� kod svih uzoraka
ne pralazi zadati prag znaqajnosti. Slede�i test sa najma�om mo�i,
za uzorke obima 50 i 100 i prag znaqajnosti 0.1 i 0.05 je ω2 test, dok
test Kolmogorova ima ma�u mo� kod uzoraka obima 20 za iste pragove
znaqajnosti.

Raov i Hilov test i test Votsona i Darlinga imaju iste mo�i za
uzorke obima 20 i sve pragove znaqajnosti, i za uzorke obima 50 i 100
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za pragove znaqajnosti 0.05 i 0.1.

Hi-kvadrat raspodela χ2(5)
α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.00 0.01 0.01 0.04 0.03 0.04 0.04 0.07 0.09
Kolmogorov 0.01 0.02 0.24 0.05 0.23 0.76 0.08 0.35 0.96

Votson i Darling 0.03 0.11 0.47 0.14 0.42 0.88 0.23 0.64 0.97
ω2 test 0.01 0.05 0.15 0.06 0.18 0.46 0.14 0.33 0.74
Rao Hil 0.03 0.14 0.45 0.13 0.37 0.71 0.23 0.54 0.94

MO Kolmogorov 0.00 0.65 1.00 0.28 0.85 1.00 0.29 0.92 1.00
MO integralni 0.06 0.27 0.63 0.22 0.52 0.82 0.34 0.64 0.89

Tabela 4.9: Hi-kvadrat raspodela χ2(5)

Slede�e raspodele koje �emo posmatrati su raspodele trans-
formisane pomo�u Fernandezove i Stilove transformacije u asimet-
riqne raspodele v.[11]. Ukoliko je f(x) gustina funkcije raspodele koja
je smetriqna oko nule, tada je gustina funkcije raspodele nastala Fer-
nandezovom i Stilovom transformacijom data sa:

g(x; θ) =


2

1+θ+ 1
1+θ

f
(

x
1+θ

)
, x < 0, θ > 0,

2
1+θ+ 1

1+θ

f((1 + θ)x), x ≥ 0, θ > 0,

gde je θ koeficijent asimetrije. Simetriqne funkcije raspodele koje
transformixemo Fernandezovom i Stilovom transformacijom su Stu-
dentova t(1) raspodela i normalna N(0, 1) raspodela.

Prvo posmatramo Fernandezovu i Stilovu transformaciju
Studentove t(1) raspodele sa koeficijentom asimetrije 0.8.

Slika 4.10: Fernandezova i Stilova
transformacija Studentove raspodele
FSt(1; 0.8)

Kod uzoraka obima 100 najmo�niji
test je ω2 test (0.86, 0.77 i 0.55
za pragove znaqajnosti redom
0.1, 0.05 i 0.01) i jednako mo�ni
testovi su MO integralni test
i test Kolmogorova, s tim xto
test Kolmogorova ima malo ma�u
mo� za prag znaqajnosti 0.01.
Najma�u mo� 0.70, 0.30 ima test
znakova
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za prag znaqajnosti 0.1 i 0.01, dok za prag znaqajnosti 0.05 test
sa najma�om mo�i je Raov i Hilov test 0.52.

Kod uzoraka obima 50 najve�u mo� ima ω2 test za sve pragove znaqa-
jnosti (0.63, 0.50 i 0.27 za pragove redom 0.1, 0.05 i 0.01),zatim za pragove
znaqajnosti 0.1 i 0.01 MO Kolmogorov	ev i MO integralni test imaju
neznatno ma�u mo� od ω2 test, dok za prag 0.05 MO Kolmogorovljev,
MO integralni i test Kolmogorova imaju istu mo�. Najma�u mo� testa
ima test znakova (0.39, 0.28 i 0.12 za pragove redom 0.1, 0.05 i 0.01).

Za uzorke obima 20 i prag znaqajnosti 0.1 i 0.01 najbo	e rezultate
pokazuje ω2 test dok za prag znaqajnosti 0.05 najve�u mo� ima MO Kol-
mogorov	ev test. Najma�u mo� ima test znakova.

Fernandezova i Stilova transformacija Studentove t(1) raspodele
sa koeficijentom asimetrije 0.8 FSt(1; 0.8)

α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.02 0.12 0.30 0.15 0.28 0.54 0.15 0.39 0.70
Kolmogorov 0.08 0.17 0.43 0.23 0.44 0.73 0.26 0.54 0.84

Votson i Darling 0.05 0.16 0.43 0.17 0.38 0.67 0.25 0.50 0.77
ω2 test 0.10 0.27 0.55 0.25 0.50 0.77 0.37 0.63 0.86
Rao Hil 0.04 0.14 0.34 0.15 0.32 0.52 0.23 0.43 0.74

MO Kolmogorov 0.00 0.23 0.46 0.31 0.44 0.72 0.36 0.59 0.82
MO integralni 0.08 0.20 0.53 0.22 0.44 0.73 0.32 0.57 0.84

Slede�a raspodela koju posmatramo je Fernandezova i Stilova trans-
formacija Studentove t(1) raspodele sa koeficijentom asimetrije 1.2.

Slika 4.11: Fernandezova i Stilova
transformacija Studentove raspodele
FSt(1; 1.2)

Najve�u mo� testa za sve
uzorke i pragove znaqajnosti ima
MO integralni test, a jednako do-
bru mo� ima i ω2 test. Najma�u
mo� ima test znakova i MO Kol-
mogorov	ev test.

Ostali testovi imaju me�u-
sobno sliqne mo�i testa bli�e
testovima sa velikom mo�i testa.
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Fernandezova i Stilova transformacija Studentove t(1) raspodele
sa koeficijentom asimetrije 1.2 FSt(1; 1.2)

α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.01 0.07 0.18 0.11 0.20 0.38 0.11 0.29 0.54
Kolmogorov 0.03 0.08 0.24 0.10 0.25 0.52 0.15 0.35 0.66

Votson i Darling 0.03 0.10 0.25 0.13 0.27 0.49 0.20 0.38 0.61
ω2 test 0.03 0.12 0.30 0.11 0.29 0.54 0.19 0.41 0.67
Rao Hil 0.03 0.09 0.21 0.11 0.22 0.36 0.18 0.32 0.59

MO Kolmogorov 0.00 0.07 0.19 0.06 0.16 0.41 0.09 0.27 0.55
MO integralni 0.05 0.15 0.35 0.15 0.34 0.58 0.24 0.45 0.70

Sada posmatramo Fernandezovu i Stilovu transformaciju nor-
malne N(0, 1) raspodele sa koeficijentom asimetrije 0.8.

Slika 4.12: Fernandezova i Stilova
transformacija normalne raspodele
FSN(0, 1; 0.8)

Kod ove raspodele za uzorke obima
100 i 50 veliku mo� ima MO
Kolmogorov	ev test (0.97, 0.94 i
0.80 kod uzoraka obima 100 i 0.82,
0.70 i 0.45 kod uzoraka obima 50
za pragove znaqajnosti redom 0.1,
0.05 i 0.01) i MO integralni test.
Slede�i test sa najve�om mo�i je
ω2 test, qija je mo� bliska mo�ima
sa predhodna dva testa za prag
znaqajnosti 0.1, dok za pragove 0.05 i 0.01 ima ma�u mo�. Test koji
ima najma�u mo� je Raov i Hilov test (0.63, 0.38 i 0.22 kod uzoraka
obima 100 i 0.34, 0.23 i 0.09 za uzorke obima 50 za pragove redom 0.1,
0.05 i 0.01).

Za uzorke obima 20 MO Kolmogorov	ev test ima najve�u mo� za
pragove znaqajnosti 0.1 i 0.05, dok su za prag znaqajnosti 0.01 najmo�niji
testovi, sa me�usobno jednakim mo�ima MO integralni test i ω2 test,
koji imaju i znatnu mo� za pragove 0.05 i 0.1. Test sa najma�om mo�i je
test znakova .
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Fernandezova i Stilova transformacija normalne N(0, 1) raspodele
sa koeficijentom asimetrije 0.8 FSN(0, 1; 0.8)

α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.02 0.12 0.31 0.15 0.29 0.54 0.15 0.39 0.70
Kolmogorov 0.08 0.19 0.47 0.24 0.47 0.78 0.28 0.58 0.89

Votson i Darling 0.06 0.21 0.55 0.18 0.44 0.76 0.27 0.56 0.85
ω2 test 0.12 0.34 0.67 0.29 0.59 0.86 0.42 0.71 0.92
Rao Hil 0.03 0.09 0.22 0.12 0.23 0.38 0.19 0.34 0.63

MO Kolmogorov 0.00 0.45 0.80 0.44 0.70 0.94 0.48 0.82 0.97
MO integralni 0.11 0.37 0.81 0.29 0.65 0.92 0.41 0.76 0.96

Slika 4.13: Fernandezova i Stilova
transformacija normalne raspodele
FSN(0, 1; 1.2)

Posmatramo Fernandezovu
i Stilovu transformaciju
normalne N(0, 1) raspodele sa
koeficijentom asimetrije 1.2.
Najmo�niji test za sve uzorke i
sve pragove znaqajnosti je MO
integralni test.

Osim MO integralnog testa za
uzorke obima 50 i 100 veliku mo�
imaju i MO Kolmogorov	ev test i
ω2 test, dok najma�u mo� za ove uzorke ima Raov i Hilov test.

Za uzorak obima 20 test znakova, MO Kolmogorov	ev test, Raov i
Hilov test i test Kolmogorova imaju najma�e i me�usobno pribli�no
jednake mo�i testa, dok ω2 test i test Votsona i Darlinga imaju malo
ve�u mo�.

Fernandezova i Stilova transformacija normalne N(0, 1) raspodele
sa koeficijentom asimetrije 1.2 FSN(0, 1; 1.2)

α 0.01 0.05 0.1

n 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Test znakova 0.01 0.07 0.18 0.11 0.19 0.38 0.11 0.29 0.54
Kolmogorov 0.03 0.09 0.25 0.11 0.27 0.55 0.15 0.38 0.71

Votson i Darling 0.04 0.12 0.33 0.13 0.30 0.56 0.20 0.41 0.68
ω2 test 0.04 0.15 0.39 0.12 0.35 0.63 0.21 0.47 0.76
Rao Hil 0.02 0.06 0.12 0.09 0.16 0.24 0.15 0.25 0.47

MO Kolmogorov 0.00 0.15 0.42 0.09 0.30 0.69 0.12 0.45 0.80
MO integralni 0.07 0.27 0.61 0.22 0.51 0.81 0.33 0.63 0.88
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4.2 Teorijska mo� testa

Kao xto smo ranije napomenuli, mo� za neke testove, kao npr. test
znakova mo�emo odrediti i teorijskim putem. Teorijski mo� testa za
test znakova raqunamo kao verovatno�u :

PH1{En ∈ W} = P

{∣∣∣∣12 − Fn(0)
∣∣∣∣ ≥ t

}
Kada sredimo izraz dobijamo:

P

{∣∣∣∣12 − Fn(0)
∣∣∣∣ ≥ t

}
= 1− P

{∣∣∣∣12 − Fn(0)
∣∣∣∣ < t

}
= 1− P

{
− t < 1

2
− Fn(0) < t

}
= 1− P

{
1

2
− t < Fn(0) <

1

2
+ t

}
= 1− P

{
n(

1

2
− t) < nFn(0) < n(

1

2
+ t)

}
= 1−

[
FY

(
n
(1
2
+ t
))
− FY

(
n
(1
2
− t
))]

(4.1)

Gde je Y = nFn(0) sluqajna promen	iva sa binomnom B(n, F (0)) raspode-
lom, FY (y) = P (Y < y) �ena funkcija raspodele, a F (0) funkcija
raspodele alternativne raspodele.

Vrednost t kao granicu kritiqne oblasti dobijene teorijskim putem
raqunamo na slede�i naqin:

t =
F−1Y (1− α

2
)

n
− 1

2
,

gde je F−1Y (1− α
2
) kvantil reda 1− α

2
, dok je α zadati prag znaqajnosti.

Granice kritiqne oblasti dobijene teorijskim i empirijskim putem
prikazane su u tabeli 4.14 i mo�emo primetiti da su jednake.

Granica kritiqne oblasti
α Teorijska Empirijska
0.01 0.30 0.18 0.13 0.30 0.18 0.13
0.05 0.20 0.14 0.10 0.20 0.14 0.10
0.10 0.20 0.12 0.08 0.20 0.12 0.08

Tabela 4.14: Teorijska i empirijska granica kritiqne oblasti
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U tabeli 4.15 su prikazane su teorijske i empirijske mo�i testa za
neke alternative i prag znaqajnosti 0.05 kod testa znakova. Tabele za
sve alternative i pragove znaqajnosti mogu se na�i u Dodatku 1.

Teorijska i empirijska mo� testa znakova za prag znaqajnosti 0.05
Teorijska Empirijska

raspodela pomeraj mo� mo�
n 20 50 100 20 50 100

N(0, 0.1) 0.02 0.10 0.16 0.30 0.09 0.15 0.29
LG(0.1) 0.5 0.18 0.35 0.64 0.17 0.35 0.64
B2(2, 2) 0.05 0.10 0.14 0.27 0.09 0.14 0.28
C(0, 1) 0.7 0.40 0.76 0.97 0.39 0.75 0.97
t(2) 0.3 0.14 0.25 0.49 0.13 0.25 0.49
ε(3) 0 0.08 0.05 0.05 0.04 0.03 0.04

G2(2, 1) 0 0.08 0.05 0.05 0.04 0.03 0.04
FSt(1; 0.8) 0 0.28 0.39 0.62 0.15 0.28 0.54

FSN(0, 1; 1.2) 0 0.12 0.20 0.38 0.11 0.19 0.38

Tabela 4.15: Teorijska i empirijska mo� testa znakova za prag znaqajnosti
0.05

Mo�e se primetiti da teorijska mo� testa odgovara dobijenoj em-
pirijskoj mo�i testa kod skoro svih alternativa. Jednakost mo�i koje
su dobijene empirijskim i teorijskim putem je jox jedna potvrda, pored
empirijskog praga znaqajnosti, da je testira�e korektno i da su dobi-
jeni rezultati va	ani.

4.3 Asimptotska efikasnost testova

Jox jedan naqin upore�iva�a testova jeste asimptotska efikasnost
testova, qije su vrednosti za alternative polo�aja date u tabeli 4.16.

testovi Normalna Logistiqka Koxijeva
simetrije raspodela raspodela raspodela

Test znakova 0.637 0.751 0.814
Kolmogorov 0.637 0.751 0.814
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Votson i Darling 0.955 1.000 0.608
ω2 test 0.907 0.988 0.750
Rao Hil 0.486 0.658 1.000

MO Kolmogorov 0.764 0.750 0.376
MO integralni 0.977 0.937 0.358

Tabela 4.16: Asimptotska efikasnost testova za alternative polo�aja

Vrednosti asimptotske efikasnosti testova simetrije iz tabele 4.16 su
preuzeti iz [8] i [6].

Mo�emo primetiti da testovi koji imaju veliku asimptotsku
efikasnost imaju i veliku mo� testa i obrnuto, testovi sa najma�om
efikasnox�u su testovi sa najma�im mo�ima.

Kod normalne raspodele najve�u asimptotsku efikasnost ima MO
integralni test, zatim Votsonov i Darlingov test pa ω2 test, a to su i
testovi sa najve�im mo�ima. Najma�u efikasnost pokazuje Raov i Hilov
test i kod normalne raspodele to je test sa najma�om mo�i.
Test sa najve�om asimptotskom efikasnox�u kod logistiqke raspodele
je test Votsona i Darlinga, a zatim ω2 test pa MO integralni test.
Ovo su i tri najmo�nija testa kod logistiqke raspodele. Test koji ima
najma�u asimptotsku efikasnost je Raov i Hilov test, a to je ujedno i
najslabiji test xto se tiqe mo�i testa.
Kod Koxijeve raspodele Raov i Hilov test �e imati najve�u asimptot-
sku efikasnost, a i najve�u mo�. Posle �ega najefikasniji su Kol-
mogorov	ev test, koji je najmo�niji posle Raovog i Hilovog testa, i
test znakova, koji ima sred�u vrednost mo�i testa. Testovi koji imaju
najma�u efikasnost kod Koxijeve raspodele bi�e MO integralni test
i MO Kolmogorov	ev test, a to su i testovi sa najma�om mo�i.
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Zak	uqak

Na osnovu testiranih alternativa mo�emo izvesti zak	uqke o samim
testovima.

Test znakova je test koji ne daje dobre rezultate kod asimetriqnih
raspodela kojima je medijana jednaka nuli. Mo� testa koji se dobije za
takve alternative je bliska zadatom pragu znaqajnosti. S obzirom da
test znakova meri simetriqnost upore�uju�i broj vrednosti test statis-
tike koje se nalaze sa leve i desne strane nule, ne iznena�uju dobijeni
rezultati jer kod raspodela qija je medijana jednaka nuli postoji isti
broj vrednosti sa obe strane nule. Kod alternativa polo�aja ovaj test
je u nekoj sredini xto se tiqe mo�i testa, dok je kod asimetriqnih
raspodela koje su nastale Fernandezovom i Stilovom transformacijom
test znakova me�u testovima sa najma�om mo�i, npr. kod Fernandezove
i Stilove transformacije Studentove t(1) raspodele sa koeficijentom
asimetrije 1.2.

Test Kolmogorova se kod ve�ine alternativa ne istiqe ni kao test
sa najve�om ni test sa najma�om mo�i.

Votsonov i Darlingov test je test koji za neke alternative ima neku
sred�u vrednost mo�i testa kao kod normalne N(0, 0.1) raspodele sa
pomerajem 0.02 i logistiqke raspodele L(0, 1) sa pomerajem 0.7. Za druge
alternative ovaj test je me�u testovima sa velikom mo�i, kao kod Stu-
dentove t(2) raspodele sa pomerajem 0.3 i Koxijeve C(0, 1) raspodele sa
istim pomerajem.

ω2 test pokazuje razliqite rezultate za razliqite alternative.
Kod asimetriqnih raspodela nastalih Fernandezovom i Stilovom
transformacijom nekih simetriqnih raspodela on je me�u mo�nijim
testovima, npr. kod Fernandezove i Stilove transformacije Studen-
tove t(1) sa koeficijentom asimetrije 0.8, dok kod drugih asimetriqnih
raspodela je me�u testovima sa najma�om mo�i, kao kodG(2, 1) raspodele.

Raov i Hilov test tako�e pokazuje raznovrsne rezultate. Kod
raspodela Fernandeza i Stila on je me�u testovima sa najma�om mo�i,
npr. kod Fernandezovih i Stilovih transformacija normalne N(0, 1)
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raspodele sa koeficijentom asimetrije 0.8. Kod ostalih asimetriqnih
raspodela ima sred�u vrednost mo�i, dok kod nekih raspodela simetriq-
nih oko nule je test sa najve�om mo�i, npr. t(2) raspodela sa pomerajem
0.5.

MO Kolmogorov	ev test pokazuje odliqne rezultate kod testirane
eksponencijalne, hi-kvadrat, Vejbulove i gama raspodele i ima znatno
ve�u mo� od ostalih testova, xto se posebno mo�e primetiti kod G(2, 1)
i χ2(5) raspodele. On je tako�e me�u mo�nijim testovima kod Fernande-
zovih i Stilovih asimetriqnih raspodela. Kod alternativa polo�aja
ovaj test ima ma�u mo� u odnosu na ostale testove, kao kod Koxijeve
C(0, 1) raspodele. Kod uzoraka obima 20 i prag znaqajnosti 0.01 ovaj
test ne daje ispravne rezultate.

MO integralni test je me�u mo�nijim testovima kod Fernandezovih
i Stilovih raspodela i kod drugih asimetriqnih raspodela, npr. kod
G(2, 1) raspodele. Kod alternativa polo�aja ovo je tako�e jedan od
testova sa najve�om mo�i, npr. kod B(2, 2) raspodele sa pomerajem 0.05,
osim kod Koxijeve C(0, 1) raspodele gde pripada testovima koji imaju
najma�u mo�.

Kada sagledamo sve testove i sve alternative najstabilniji test je
test Votsona i Darlinga koji je me�u najmo�nijim testovima ili ima
veliku mo� testa kod svih alternativa.
Jox jedan test koji daje dobre rezultate kod svih ispitanih alternativa
je MO integralni test.

S obzirom na stabilnost ovih testova kod razliqitih alternativa,
najbo	e je izabrati neki od ova dva testa za testira�e hipoteze o si-
metriqnosti raspodele oko nule.
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Dodatak 1

Tabele teorijske i empirijske mo�i testa za test znakova.

Teorijska i empirijska mo� testa znakova za prag znaqajnosti 0.01
Teorijska Empirijska

raspodela pomeraj mo� mo�
n 20 50 100 20 50 100

N(0, 0.1) 0.02 0.01 0.05 0.13 0.01 0.05 0.12
N(0, 0.1) 0.05 0.09 0.52 0.89 0.09 0.51 0.88
LG(0.1) 0.5 0.03 0.16 0.40 0.03 0.16 0.40
LG(0.1) 0.7 0.06 0.38 0.76 0.06 0.38 0.76
B2(2, 2) 0.05 0.01 0.05 0.11 0.01 0.05 0.11
B2(2, 2) 0.07 0.02 0.11 0.27 0.02 0.11 0.26
C(0, 1) 0.3 0.01 0.08 0.20 0.01 0.08 0.19
C(0, 1) 0.7 0.10 0.53 0.90 0.10 0.54 0.90
t(2) 0.3 0.02 0.10 0.26 0.02 0.10 0.26
t(2) 0.5 0.06 0.37 0.75 0.06 0.37 0.75
ε(3) 0 0.01 0.01 0.01 0.00 0.01 0.01

W1(0.8) 0 0.01 0.01 0.01 0.00 0.01 0.01
G2(2, 1) 0 0.01 0.01 0.01 0.00 0.01 0.01
χ2(5) 0 0.01 0.01 0.01 0.00 0.01 0.01

FSt(1; 0.8) 0 0.06 0.19 0.38 0.02 0.12 0.30
FSt(1; 1.2) 0 0.01 0.07 0.18 0.01 0.07 0.18

FSN(0, 1; 0.8) 0 0.06 0.19 0.38 0.02 0.12 0.31
FSN(0, 1; 1.2) 0 0.01 0.07 0.18 0.01 0.07 0.18

Tabela 4.17: Teorijska i empirijska mo� testa znakova za prag znaqajnosti
0.01
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Teorijska i empirijska mo� testa znakova za prag znaqajnosti 0.05
Teorijska Empirijska

raspodela pomeraj mo� mo�
n 20 50 100 20 50 100

N(0, 0.1) 0.02 0.10 0.16 0.30 0.09 0.15 0.29
N(0, 0.1) 0.05 0.38 0.74 0.97 0.38 0.73 0.96
LG(0.1) 0.5 0.18 0.35 0.64 0.17 0.35 0.64
LG(0.1) 0.7 0.30 0.61 0.91 0.31 0.61 0.91
B2(2, 2) 0.05 0.10 0.14 0.27 0.09 0.14 0.28
B2(2, 2) 0.07 0.14 0.26 0.50 0.13 0.26 0.49
C(0, 1) 0.3 0.12 0.21 0.40 0.12 0.21 0.40
C(0, 1) 0.7 0.40 0.76 0.97 0.39 0.75 0.97
t(2) 0.3 0.14 0.25 0.49 0.13 0.25 0.49
t(2) 0.5 0.30 0.60 0.90 0.30 0.60 0.90
ε(3) 0 0.08 0.05 0.05 0.04 0.03 0.04

W1(0.8) 0 0.08 0.05 0.05 0.04 0.03 0.04
G2(2, 1) 0 0.08 0.05 0.05 0.04 0.03 0.04
χ2(5) 0 0.08 0.05 0.05 0.04 0.03 0.04

FSt(1; 0.8) 0 0.28 0.39 0.62 0.15 0.28 0.54
FSt(1; 1.2) 0 0.12 0.20 0.38 0.11 0.20 0.38

FSN(0, 1; 0.8) 0 0.28 0.39 0.62 0.15 0.29 0.54
FSN(0, 1; 1.2) 0 0.12 0.20 0.38 0.11 0.19 0.38

Tabela 4.18: Teorijska i empirijska mo� testa znakova za prag znaqajnosti
0.05
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Teorijska i empirijska mo� testa znakova za prag znaqajnosti 0.1
Teorijska Empirijska

raspodela pomeraj mo� mo�
n 20 50 100 20 50 100

N(0, 0.1) 0.02 0.10 0.24 0.46 0.09 0.23 0.44
N(0, 0.1) 0.05 0.38 0.83 0.99 0.38 0.82 0.99
LG(0.1) 0.5 0.18 0.46 0.78 0.17 0.46 0.78
LG(0.1) 0.7 0.30 0.72 0.96 0.30 0.72 0.96
B2(2, 2) 0.05 0.10 0.22 0.42 0.09 0.22 0.43
B2(2, 2) 0.07 0.14 0.36 0.66 0.13 0.36 0.65
C(0, 1) 0.3 0.12 0.30 0.57 0.12 0.30 0.57
C(0, 1) 0.7 0.40 0.84 0.99 0.39 0.84 0.99
t(2) 0.3 0.14 0.36 0.65 0.13 0.36 0.65
t(2) 0.5 0.30 0.71 0.96 0.30 0.71 0.96
ε(3) 0 0.08 0.09 0.11 0.04 0.07 0.09

W1(0.8) 0 0.08 0.09 0.11 0.04 0.06 0.09
G2(2, 1) 0 0.08 0.09 0.11 0.04 0.07 0.09
χ2(5) 0 0.08 0.09 0.11 0.04 0.07 0.09

FSt(1; 0.8) 0 0.28 0.50 0.76 0.15 0.39 0.70
FSt(1; 1.2) 0 0.12 0.29 0.54 0.11 0.29 0.54

FSN(0, 1; 0.8) 0 0.28 0.50 0.76 0.15 0.39 0.70
FSN(0, 1; 1.2) 0 0.12 0.29 0.54 0.11 0.29 0.54

Tabela 4.19: Teorijska i empirijska mo� testa znakova za prag znaqajnosti
0.1

43



Dodatak 2

Kod u programskom jeziku R

Ovo je kod iz programskog jezika R za nala�e�e granice kritiqne
oblasti za test znakova, Kolmogorov	ev test, test Votsona i Darlinga,
ω2 test i Rao i Hilov test.

Nala�e�e granice kritiqne oblasti

# N < −100000

redS< −5

n20< −20

n50< −50

n100< −100

# Kolmogorovljev test

T20< −c()

T50< −c()

T100< −c()

# test znakova

AE20< −c()

AE50< −c()

AE100< −c()

# test Votsona i darlinga

H20< −c()

H50< −c()

H100< −c()

# omega test

R20< −c()

R50< −c()

R100< −c()

# Raov i Hilov test

N20< −c()
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N50< −c()

N100< −c()

# broj cifara na koji zaokruzujemo d< −3

#parametri uniformne raspodele a< −-1

b< −1

for (i in 1:N){
z20< −round(runif(n20,a,b),d)

fn20< −ecdf(z20)(z20)

fns20< −ecdf(z20)(-z20)

o20< −sum(1-fn20-fns20)/n20

T20[ i ]< −max(abs(1-fn20-fns20))

AE20[ i ]< −abs((sum(z20>0)-n20∗0.5)/n20)

H20[ i ]< −max(abs(1-fn20-fns20-o20))

R20[ i ]< −(sum((1-fn20-fns20)ˆ 2))/n20

N20[ i ]< −sum(abs(1-fn20-fns20-o20)ˆ2)/n20 }
for (i in 1:N){
z50< −round(runif(n50, a,b),d)

fn50< −ecdf(z50)(z50)

fns50< −ecdf(z50)(-z50)

o50< −sum(1-fn50-fns50)/n50

T50[ i ]< −max(abs(1-fn50-fns50))

AE50[ i ]< −abs((sum(z50>0)-n50∗0.5)/n50)

H50[ i ]< −max(abs(1-fn50-fns50-o50))

R50[ i ]< −(sum((1-fn50-fns50)ˆ2))/n50

N50[ i ]< −sum(abs(1-fn50-fns50-o50)ˆ2)/n50 }
for (i in 1:N) {
z100< −round(runif(n100, a,b),d)

fn100< −ecdf(z100)(z100)

fns100< −ecdf(z100)(-z100)

o100< −sum(1-fn100-fns100)/n100

T100[ i ]< −max(abs(1-fn100-fns100))

AE100[ i ]< −abs((sum(z100>0)-n100∗0.5)/n100)

H100[ i ]< −max(abs(1-fn100-fns100-o100))

R100[ i ]< −(sum((1-fn100-fns100)ˆ2))/n100

N100[ i ]< −sum(abs(1-fn100-fns100-o100)ˆ2)/n100 }
S20< −matrix(c(AE20,T20,H20,R20,N20),nrow=redS, byrow=T)

S50< −matrix(c(AE50,T50,H50,R50,N50),nrow=redS, byrow=T)

S100< −matrix(c(AE100,T100,H100,H100,N100),nrow=redS, byrow=T)

brTest< −5

# kvantil reda 0.9

# jednostrana kriticna oblast za prag znacajnosti 0.
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q90S20< −c()

q90S50< −c()

q90S100< −c()

for (j in 1:brTest){
q90S20[ j ]< −quantile(S20[j, ],0.9)

q90S50[ j ]< −quantile(S50[j, ],0.9)

q90S100[ j ]< −quantile(S100[j, ],0.9) }
# kvantil reda 0.95

# jednostrana kriticna oblast za prag znacajnosti 0.05

# deo dvostrane kriticne oblasti za prag znacajnosti 0.1

q95S20< −c()

q95S50< −c()

q95S100< −c()

for (j in 1:brTest){
q95S20[ j ]< −quantile(S20[j, ],0.95)

q95S50[ j ]< −quantile(S50[j, ],0.95)

q95S100[ j ]< −quantile(S100[j, ],0.95)}
# kvantil reda 0.99

# jednostrana kriticna oblast za prag znaajnosti 0.01

q99S20< −c()

q99S50< −c()

q99S100< −c()

for (j in 1:brTest){
q99S20[ j ]< −quantile(S20[j, ],0.99)

q99S50[ j ]< −quantile(S50[j, ],0.99)

q99S100[ j ]< −quantile(S100[j, ],0.99)}
redQ< −3

kolQ< −5

ImeReda< −c(”20”,”50”,”100”)

ImeKolone< −c(”En”,”In”,”Hn”,”Rn”,”Nn”)

q99S< −round(matrix(c(q99S20,q99S50,q99S100),nrow=redQ,byrow=T),3)

rownames(q99S)< −ImeReda

colnames(q99S)< −ImeKolone

q95S< −round(matrix(c(q95S20,q95S50,q95S100),nrow=redQ,byrow=T),3)

rownames(q95S)< −ImeReda

colnames(q95S)< −ImeKolone

q90S< −round(matrix(c(q90S20,q90S50,q90S100),nrow=redQ,byrow=T),3)

rownames(q90S)< −ImeReda

colnames(q90S)< −ImeKolone

print(”Tabela za kvantil reda 0.99 ”)

print(t( q99S))
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print(”Tabela za kvantil reda 0.95 ”)

print(t(q95S))

print(”Tabela za kvantil reda 0.90 ”)

print( t(q90S))

q< −cbind(t(q99S),t(q95S),t(q90S))

Nala�e�e granica kritiqne oblasti za MO KOlmogorov	ev test i
MO integralni test.

# Nalazenje granica kriticne oblasti za MO Kolmogorovljev test i MO integralni test.
nasaSimetrijaK< −function(x,n,k){
x=sort(x)
y< −abs(x)
T2< −0
t2< −c()
T3< −0
t3< −c()
for(j in k:(n-k)){
T2=T2+(n-n∗ecdf(y)(y[ j ]))∗choose(n-j,k)∗choose(j-1,k-1)
T3=T3+(n-n∗ecdf(y)(y[ j ]))∗choose(n-j,k-1)∗choose(j-1,k)
t2=c(t2,rep(y[ j ],choose(n-j,k)∗choose(j-1,k-1)))
t3=c(t3,rep(y[ j ],choose(n-j,k-1)∗choose(j-1,k))) }
T=(T2-T3)/(n∗choose(n,2∗k))
t=ks.test(t2,t3)statistic
return(c(T, t))}
tablicaH0=function(N,n, a, b, k){
T=c()
t=c()
for(i in1 : N){
x=runif(n, a, b)
pp=nasaSimetrijaK(x, n, k)
T=c(T, pp[1])
t=c(t, pp[2])
}
return(list(JJ=T,KK=t))
}
T120< −tablicaH0(100000,20,-1,1,1)
J120< −T120[1]
K120< −T120[2]
J120< −as.numeric(unlist(J120))
K120< −as.numeric(unlist(K120))

T150< −tablicaH0(100000,50,-1,1,1)
J150< −T150[1]
K150< −T150[2]
J150< −as.numeric(unlist(J150))
K150< −as.numeric(unlist(K150))
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T1100< −tablicaH0(100000,100,-1,1,1)
J1100< −T1100[1]
K1100< −T1100[2]
J1100< −as.numeric(unlist(J1100))
K1100< −as.numeric(unlist(K1100))
redS< −2
brTest< −2
S20< −matrix(c(J120,K120),nrow=redS, byrow=T)
S50< −matrix(c(J150,K150),nrow=redS, byrow=T)
S100< −matrix(c(J1100,K1100),nrow=redS, byrow=T)

# kvantil reda 0.005
q005S20< −c()
q005S50< −c()
q005S100< −c()
for (j in 1:brTest){
q005S20[ j ]< −quantile(S20[j, ],0.005)
q005S50[ j ]< −quantile(S50[j, ],0.005)
q005S100[ j ]< −quantile(S100[j, ],0.005)}
# kvantil reda 0.995
q995S20< −c()
q995S50< −c()
q995S100< −c()
for (j in 1:brTest){
q995S20[ j ]< −quantile(S20[j, ],0.995)
q995S50[ j ]< −quantile(S50[j, ],0.995)
q995S100[ j ]< −quantile(S100[j, ],0.995) }
# kvantil reda 0.025
q025S20< −c()
q025S50< −c()
q025S100< −c()
for (j in 1:brTest){
q025S20[ j ]< −quantile(S20[j, ],0.025)
q025S50[ j ]< −quantile(S50[j, ],0.025)
q025S100[ j ]< −quantile(S100[j, ],0.025) }
# kvantil reda 0.975
q975S20< −c()
q975S50< −c()
q975S100< −c()
for (j in 1:brTest){
q975S20[ j ]< −quantile(S20[j, ],0.975)
q975S50[ j ]< −quantile(S50[j, ],0.975)
q975S100[ j ]< −quantile(S100[j, ],0.975)
}
# kvantil reda 0.05
q05S20< −c()
q05S50< −c()
q05S100< −c()
for (j in 1:brTest){
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q05S20[ j ]< −quantile(S20[j, ],0.05)
q05S50[ j ]< −quantile(S50[j, ],0.05)
q05S100[ j ]< −quantile(S100[j, ],0.05) }
# kvantil reda 0.90
q90S20< −c()
q90S50< −c()
q90S100< −c()
for (j in 1:brTest) {
q90S20[ j ]< −quantile(S20[j, ],0.9)
q90S50[ j ]< −quantile(S50[j, ],0.9)
q90S100[ j ]< −quantile(S100[j, ],0.9) }
# kvantil reda 0.95
q95S20< −c()
q95S50< −c()
q95S100< −c()
for (j in 1:brTest){
q95S20[ j ]< −quantile(S20[j, ],0.95)
q95S50[ j ]< −quantile(S50[j, ],0.95)
q95S100[ j ]< −quantile(S100[j, ],0.95) }
# kvantil reda 0.99
q99S20< −c()
q99S50< −c()
q99S100< −c()
for (j in 1:brTest) {
q99S20[ j ]< −quantile(S20[j, ],0.99)
q99S50[ j ]< −quantile(S50[j, ],0.99)
q99S100[ j ]< −quantile(S100[j, ],0.99)}
redQ< −3
kolQ< −2
ImeReda< −c(”20”,”50”,”100”)
ImeKolone< −c(”J1n”,”K1n”)
q005S< −round(matrix(c(q005S20,q005S50,q005S100),nrow=redQ,byrow=T),3)
rownames(q005S)< −ImeReda
colnames(q005S)< −ImeKolone
q995S< −round(matrix(c(q995S20,q995S50,q995S100),nrow=redQ,byrow=T),3)
rownames(q995S)< −ImeReda
colnames(q995S)< −ImeKolone
q025S< −round(matrix(c(q025S20,q025S50,q025S100),nrow=redQ,byrow=T),3)
rownames(q025S)< −ImeReda
colnames(q025S)< −ImeKolone
q975S< −round(matrix(c(q975S20,q975S50,q975S100),nrow=redQ,byrow=T),3)
rownames(q975S)< −ImeReda
colnames(q975S)< −ImeKolone
q05S< −round(matrix(c(q05S20,q05S50,q05S100),nrow=redQ,byrow=T),3)
rownames(q05S)< −ImeReda
colnames(q05S)< −ImeKolone
q99S< −round(matrix(c(q99S20,q99S50,q99S100),nrow=redQ,byrow=T),3)
rownames(q99S)< −ImeReda
colnames(q99S)< −ImeKolone
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q95S< −round(matrix(c(q95S20,q95S50,q95S100),nrow=redQ,byrow=T),3)
rownames(q95S)< −ImeReda
colnames(q95S)< −ImeKolone
q90S< −round(matrix(c(q90S20,q90S50,q90S100),nrow=redQ,byrow=T),3)
rownames(q90S)< −ImeReda
colnames(q90S)< −ImeKolone

q< −cbind(t(q99S),t(q95S),t(q90S))

q1< −cbind (t(q005S),t(q995S),t(q025S),t(q975S),t(q05S),t(q95S))

Nala�e�e empirijske mo�i testa

lat N< −100000
n20< −20
n50< −50
n100< −100
T20< −c()
T50< −c()
T100< −c()
AE20< −c()
AE50< −c()
AE100< −c()
H20< −c()
H50< −c()
H100< −c()
R20< −c()
R50< −c()
R100< −c()
N20< −c()
N50< −c()
N100< −c()
# broj cifara na koji zaokruzujemo d< −3
m< −0
s< −1
L< −list()
r< −c(0.5,0.7)
nj< −length(r)
for(j in 1:nj){
for (i in 1:N){
z20< −round(rlogis(n20, m,s),d)+r[ j ]
fn20< −ecdf(z20)(z20)
fns20< −ecdf(z20)(-z20)
o20< −sum(1-fn20-fns20)/n20
T20[ i ]< −max(abs(1-fn20-fns20))
AE20[ i ]< −abs((sum(z20>0)-n20∗0.5)/n20)
H20[ i ]< −max(abs(1-fn20-fns20-o20))
R20[ i ]< −(sum((1-fn20-fns20)ˆ2))/n20
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N20[ i ]< −sum(abs(1-fn20-fns20-o20)ˆ2)/n20 }

for (i in 1:N){
z50< −round(rlogis(n50, m,s),d)+r[ j ]
fn50< −ecdf(z50)(z50)
fns50< −ecdf(z50)(-z50)
o50< −sum(1-fn50-fns50)/n50
T50[ i ]< −max(abs(1-fn50-fns50))
AE50[ i ]< −abs((sum(z50>0)-n50∗0.5)/n50)
H50[ i ]< −max(abs(1-fn50-fns50-o50))
R50[ i ]< −(sum((1-fn50-fns50)ˆ2))/n50
N50[ i ]< −sum(abs(1-fn50-fns50-o50)ˆ2)/n50}

for (i in 1:N) {
z100< −round(rlogis(n100, m,s),d)+r[ j ]
fn100< −ecdf(z100)(z100)
fns100< −ecdf(z100)(-z100)
o100< −sum(1-fn100-fns100)/n100
T100[ i ]< −max(abs(1-fn100-fns100))
AE100[ i ]< −abs((sum(z100>0)-n100∗0.5)/n100)
H100[ i ]< −max(abs(1-fn100-fns100-o100))
R100[ i ]< −(sum((1-fn100-fns100)ˆ2))/n100
N100[ i ]< −sum(abs(1-fn100-fns100-o100)ˆ2)/n100}
nasaSimetrijaK< −function(x,n,k){
x=sort(x)
y< −abs(x)
T2< −0
t2< −c()
T3< −0
t3< −c()
for(j in k:(n-k)){
T2=T2+(n-n∗ecdf(y)(y[ j ]))∗choose(n-j,k)∗choose(j-1,k-1)
T3=T3+(n-n∗ecdf(y)(y[ j ]))∗choose(n-j,k-1)∗choose(j-1,k)
t2=c(t2,rep(y[ j ],choose(n-j,k)∗choose(j-1,k-1)))
t3=c(t3,rep(y[ j ],choose(n-j,k-1)∗choose(j-1,k)))}
T=(T2-T3)/(n∗choose(n,2∗k))
t=ks.test(t2,t3)statistic
return(c(T, t))}

tablicaH1logis< −function(N,n,a,b,k,pom){
J=c()
K=c()
for(i in 1:N){
x=rlogis(n,a,b)+pom
p=nasaSimetrijaK(x,n,k)
J=c(J,p[1])
K=c(K,p[2])}
return(list(JJ=J,KK=K))}
T120< −tablicaH1logis(10000,20,0,1,1,0.7)
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J120< −T120[1]
K120< −T120[2]
J120< −as.numeric(unlist(J120))
K120< −as.numeric(unlist(K120))
T150< −tablicaH1logis(10000,50,0,1,1,0.7)
J150< −T150[1]
K150< −T150[2]
J150< −as.numeric(unlist(J150))
K150< −as.numeric(unlist(K150))
T1100< −tablicaH1logis(10000,100,0,1,1,0.7)
J1100< −T1100[1]
K1100< −T1100[2]
J1100< −as.numeric(unlist(J1100))
K1100< −as.numeric(unlist(K1100))
CAE99< −c(0.300,0.180,0.130)
CT99< −c( 0.550,0.380,0.270)
CH99< −c(0.330,0.226,0.165)
CR99< −c(0.133,0.054,0.028)
CN99< −c(0.035,0.014,0.007)
CAE95< −c(0.200,0.140,0.100)
CT95< −c( 0.450,0.300,0.210)
CH95< −c(0.267,0.181,0.133)
CR95< −c(0.085,0.033,0.017)
CN95< −c(0.022,0.009,0.005)
CAE90< −c(0.200,0.120,0.080)
CT90< −c( 0.400,0.260,0.180)
CH90< −c(0.238,0.160,0.117)
CR90< −c(0.061,0.024,0.012)
CN90< −c(0.017,0.007,0.003)
CJ1005< −c(-0.227 ,-0.164, -0.113 )
CJ1995< −c(0.256 ,0.162, 0.113)
CJ1025< −c( -0.185 ,-0.125, -0.089)
CJ1975< −c(0.204, 0.125, 0.088)
CJ105< −c(-0.160, -0.107, -0.073)
CJ195< −c(0.174 ,0.107 ,0.074)
CK199< −c( 0.495 ,0.330 ,0.239)
CK195< −c( 0.433 ,0.282 ,0.195)
CK190< −c(0.389 ,0.247 ,0.174)
MAE99< −c(sum(AE20>CAE99[1]),sum(AE50>CAE99[2]),sum(AE100>CAE99[3]))/N
MT99< −c(sum(T20>CT99[1]),sum(T50>CT99[2]),sum(T100>CT99[3]))/N
MH99< −c(sum(H20>CH99[1]),sum(H50>CH99[2]),sum(H100>CH99[3]))/N
MR99< −c(sum(R20>CR99[1]),sum(R50>CR99[2]),sum(R100>CR99[3]))/N
MN99< −c(sum(N20>CN99[1]),sum(N50>CN99[2]),sum(N100>CN99[3]))/N
MK199< −c(sum(K120>CK199[1]),sum(K150>CK199[2]),sum(K1100>CK199[3]))/N
MJ199< −c(sum(J120>CJ1995[1]),sum(J150>CJ1995[2]),sum(J1100>CJ1995[3]))/N
+c(sum(J120¡CJ1005[1]),sum(J150¡CJ1005[2]),sum(J1100¡CJ1005[3]))/N

M99< −rbind(MAE99,MT99,MH99,MR99,MN99,MK199,MJ199)
rownames(M99)< −c(”En”,”In”,”Hn”,”Rn”,”Nn”,”Kn”,”Jn”)
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colnames(M99)< −c(”20”,”50”,”100”)
print(”Moc testa za prag znacajnosti 0.01 ”)
print(M99)

MAE95< −c(sum(AE20>CAE95[1]),sum(AE50>CAE95[2]),sum(AE100>CAE95[3]))/N
MT95< −c(sum(T20>CT95[1]),sum(T50>CT95[2]),sum(T100>CT95[3]))/N
MH95< −c(sum(H20>CH95[1]),sum(H50>CH95[2]),sum(H100>CH95[3]))/N
MR95< −c(sum(R20>CR95[1]),sum(R50>CR95[2]),sum(R100>CR95[3]))/N
MN95< −c(sum(N20>CN95[1]),sum(N50>CN95[2]),sum(N100>CN95[3]))/N
MK195< −c(sum(K120>CK195[1]),sum(K150>CK195[2]),sum(K1100>CK195[3]))/N
MJ195< −c(sum(J120>CJ1975[1]),sum(J150>CJ1975[2]),sum(J1100>CJ1975[3]))/N
+c(sum(J120¡CJ1025[1]),sum(J150¡CJ1025[2]),sum(J1100¡CJ1025[3]))/N
M95< −rbind(MAE95,MT95,MH95,MR95,MN95,,MK195,MJ195)
rownames(M95)< −c(”En”,”In”,”Hn”,”Rn”,”Nn”,”Kn”,”Jn”)
colnames(M95)< −c(”20”,”50”,”100”)
print(”Moc testa za prag znacajnosti 0.01 ”)
print(M95)

MAE90< −c(sum(AE20>CAE90[1]),sum(AE50>CAE90[2]),sum(AE100>CAE90[3]))/N
MT90< −c(sum(T20>CT90[1]),sum(T50>CT90[2]),sum(T100>CT90[3]))/N
MH90< −c(sum(H20>CH90[1]),sum(H50>CH90[2]),sum(H100>CH90[3]))/N
MR90< −c(sum(R20>CR90[1]),sum(R50>CR90[2]),sum(R100>CR90[3]))/N
MN90< −c(sum(N20>CN90[1]),sum(N50>CN90[2]),sum(N100>CN90[3]))/N
MK190< −c(sum(K120>CK190[1]),sum(K150>CK190[2]),sum(K1100>CK190[3]))/N
MJ190< −c(sum(J120>CJ195[1]),sum(J150>CJ195[2]),sum(J1100>CJ195[3]))/N
+c(sum(J120¡CJ105[1]),sum(J150¡CJ105[2]),sum(J1100¡CJ105[3]))/N

M90< −rbind(MAE90,MT90,MH90,MR90,MN90,MK190,MJ190)

rownames(M90)< −c(”En”,”In”,”Hn”,”Rn”,”Nn”,”Kn”,”Jn”)

colnames(M90)< −c(”20”,”50”,”100”)

print(”Moc testa za prag znacajnosti 0.01 ”)

print(M90)

M< −cbind(M99,M95,M90)

L[[ j ]]< −M

j< −j+1 }
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