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PREDGOVOR

The Kiss Precise
by Frederick Soddy1

For pairs of lips to kiss maybe
Involves no trigonometry.
This not so when four circles kiss
Each one the other three.
To bring this off the four must be
As three in one or one in three.
If one in three, beyond a doubt
Each gets three kisses from without.
If three in one, then is that one
Thrice kissed internally.

Four circles to the kissing come.
The smaller are the benter.
The bend is just the inverse of
The distance from the center.
Though their intrigue left Euclid dumb
There’s now no need for rule of thumb.
Since zero bend’s a dead straight line
And concave bends have minus sign,
The sum of the squares of all four bends
Is half the square of their sum.
...

Od Apolonijevog2 vremena (tre�i vek pre nove ere) pa do danas
Apolonijeve konfiguracije privlaqe veliku pa�ǌu matematiqara, ali i
obiqnih ǉudi, naroqito umetnika. O tome svedoqi i ovaj odlomak iz
pesme ,,Precizni poǉubac“ nobelovca Sodija (koja, na�alost, jox uvek nije
prepevana na srpski jezik).

U teoriji brojeva se izuqavaju krivine krugova u Apolonijevoj
konfiguraciji, sa posebnim akcentom na celobrojnim krivinama.
Potreban i dovoǉan uslov da sve krivine u jednoj Apolonijevoj
konfiguraciji budu celobrojne je, ispostavi�e se, da poqetna qetiri
kruga koji generixu qitavu konfiguraciju imaju celobrojne krivine.

1Frederick Soddy (1877. – 1956.), engleski hemiqar i pesnik
2Aπoλλωνιoς o Περγαιoς (262. p.n.e. – 190. p.n.e.), grqki matematiqar i astronom
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Postoji puno razliqitih problema vezanih za krivine u Apolonijevoj
konfiguraciji, poznatih pod zajedniqkim imenom aritmetika celobrojnih
Apolonijevih konfiguracija krugova. Za ovu priliku smo izabrali jedan
od ǌih. Definixemo funkcije NP(T ) – broj krugova u Apolonijevoj
konfiguraciji P krivine maǌe od T , NP2 (T ) – broj parova tangentnih
krugova u P krivine maǌe od T , πP(T ) – broj krugova u P qije su krivine
prosti brojevi maǌi od T i πP2 (T ) – broj parova tangentnih krugova u P
qije su krivine prosti brojevi maǌi od T . Osnovni ciǉ ovog rada bi�e
prouqavaǌe asimptotskog ponaxaǌa ovih funkcija kad T → +∞.

Formulacija ovog problema (kao i bilo kog drugog iz teorije brojeva)
je elementarna i razumǉiva svima. Me�utim, rexeǌe je daleko od
elementarnog. Rexavaǌe jednog ovakvog problema zahteva kombinovaǌe
tehnika iz skoro svih oblasti matematike.

Apolonijeve konfiguracije �emo posmatrati kao orbite dejstva
Apolonijeve grupe na hiperboliqki prostor. Apolonijeva grupa je
diskretna podgrupa grupe izometrija hiperboliqkog prostora. Izuqavaǌe
dejstva diskretne podgrupe izometrija na hiperboliqki prostor zauzima
va�no mesto u modernoj teoriji brojeva. Na primeru Apolonijeve grupe
�emo prikazati neke tehnike i rezultate koji va�e i opxtije, za dejstvo
diskretne podgrupe izometrija. Istim metodama se prouqavaju i razni
drugi problemi, koji naizgled nemaju nikakve veze sa Apolonijevim
konfiguracijama, kao xto su npr. neprekidni razlomci ili Pitagorine3

trojke (detaǉnije u [16], [17]).

Rad je podeǉen na osam glava:

Prva glava je uvodnog tipa. U ǌoj su izlo�eni osnovni pojmovi i
veze izme�u ǌih. Pored toga, navedeno je i par zanimǉivosti vezanih za
Apolonijeve konfiguracije.

Druga glava prikazuje Apolonijevu grupu kao diskretnu podgrupu
grupe izometrija hiperboliqkog prostora. Tu su izlo�ene razliqite
realizacije Apolonijeve grupe i grupe izometrija, kao i izomorfizmi
izme�u tih realizacija.

U tre�oj glavi su izlo�ena osnovna (geometrijska) svojstva
Apolonijeve grupe koja �e biti znaqajna u daǉoj priqi.

U qetvrtoj glavi uvodimo funkcije NP(T ), NP2 (T ), πP(T ) i πP2 (T ) i
zapoqiǌemo izuqavaǌe ǌihovog asimptotskog ponaxaǌa.

U petoj i xestoj glavi je izlo�en alat neophodan za procenu
prethodnih funkcija.

3Πυθαγoρας o Σαµιoς (oko 570. p.n.e. – oko 500. p.n.e.), grqki matematiqar, filozof i muziqar
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Sedma glava je suxtinski nastavak qetvrte. U ǌoj, pomo�u alata iz
prethodne dve glave, dolazimo do ocene za NP i NP2 .

Posledǌa, osma glava se bavi prostim brojevima u Apolonijevoj
konfiguraciji. U ǌoj, pomo�u rexeta dolazimo do gorǌe granice za πP

i πP2 . Zanimǉivo je da �emo dobiti procene analogne procenama broja
prostih brojeva i prostih brojeva blizanaca maǌih od T .

�eleo bih da se zahvalim svom mentoru, dr Goranu �ankovi�u,
na predlo�enoj temi, pomo�i prilikom izrade ovog rada i izuzetno
korisnim primedbama i sugestijama. Tako�e, zahvaǉujem se na pomo�i
i ostalim qlanovima komisije, dr Miroslavi Anti� i prof. dr Miloxu
Arsenovi�u.



GLAVA 1

GEOMETRIJA APOLONIJEVIH
KONFIGURACIJA KRUGOVA

N a stolu le�e tri novqi�a koji se me�usobno dodiruju. Postavǉa
se pitaǌe da li mo�emo postaviti jox jedan (mali) novqi� tako da

dodiruje sva tri? I da li mo�emo odrediti ǌegov polupreqnik ako znamo
polupreqnike ova tri novqi�a?

Slika 1: Tri navqi�a koji se dodiruju

Ovim problemom se
prvi bavio Apolonije iz
Pergama, poznatiji pod
nadimkom Veliki geometar.
Originalna formulacija
je glasila ovako: u ravni
su data tri kruga, treba
konstruisati krug koji ih
dodiruje. Ovde dopuxtamo
i tzv. graniqne sluqajeve
kruga: taqku (kada je
r = 0) i pravu (r = ∞).
U delu ,,O tangentnosti“
(grq. Eπαϕαι) Apolonije
je pokazao da ovaj problem
ima taqno dva rexeǌa i dao
postupak za konstrukciju tih krugova.

7
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1.1 Apolonijeva teorema

A polonijev problem �emo posmatrati u proxirenoj kompleksnoj ravni
C = C∪{∞}. Nadaǉe �emo se ograniqiti samo na krugove pozitivnog

polupreqnika, tj. krugove i prave. U C prave mo�emo videti kao krugove
koji prolaze kroz taqku ∞.

Koristi�emo grupu Mebijusovih4 transformacija ravni C

Möb(C) =

{
x 7−→ ax+ b

cx+ d

∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0

}
,

kao i proxirenu Mebijusovu grupu Möb∗(C) = 〈Möb(C)∪{x 7→ x}〉. Elemente
Möb∗(C) �emo zvati uopxtene Mebijusove transformacije. Uopxtene
Mebijusove transformacije slikaju krugove u krugove. Pomo�u ǌih �emo
izvesti (moderan) dokaz Apolonijeve teoreme.

Teorema 1. (Apolonije) Data su tri me�usobno tangentna kruga
C1, C2 i C3. Postoje taqno dva kruga tangentna na sva tri.

Dokaz. Neka je P zajedniqka taqka krugova C1 i C2. Postoji uopxtena
Mebijusova transformacija g koja slika taqku P u ∞. Geometrijski
gledano, to je inverzija u odnosu na krug sa centrom u P ako je P ∈ C,
ili identitet ako je P =∞.

Slika 2: Grafiqki prikaz dokaza Apolonijeve teoreme

Poxto je g(P ) = ∞, g(C1) i g(C2) �e biti prave, a g(C3) krug.
Oqigledno je da postoje taqno dva kruga D1 i D2 koji dodiruju g(C1), g(C2),
i g(C3). Zato su ǌihove inverzne slike g−1(D1) i g−1(D2) jedina dva rexeǌa
Apolonijevog problema.

4August Ferdinand Möbius (1790. – 1868.), nemaqki matematiqar
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1.2 Konstrukcija Apolonijeve konfiguracije

N eka su data qetiri me�usobno tangentna kruga u ravni. Ova
konstrukcija je poznata pod nazivom Dekartova5 konfiguracija krugova.

Slika 3: Sve mogu�e Dekartove konfiguracije

Prema Apoloniju za svaka tri kruga mo�emo konstruisati jox
jedan koji ih dodiruje i koji je razliqit od qetvrtog kruga iz poqetne
konfiguracije. Zanimǉivo je da svaki krug zajedno sa tri kruga od
kojih je dobijen qini novu Dekartovu konfiguraciju, tako da mo�emo da
primenimo prethodni postupak na ovu qetvorku krugova. Ponavǉaju�i
ovaj postupak beskonaqno mnogo puta dobijamo Apolonijevu konfiguraciju
krugova (Apolonijevo pakovaǌe).

Slika 4: Krugovi u 0., 1. i 2. generaciji

5Rene Descartes (1596. – 1650.), francuski matematiqar i filozof
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Slika 5: Krugovi u 0. i 1. generaciji u sluqaju kada su dva kruga prave

1.3 Dualni krugovi i skrivene inverzije

N eka je C = (C1, C2, C3, C4) jedna Dekartova konfiguracija, i neka je
Č4 krug tangentan na C1, C2 i C3, razliqit od C4. Obele�imo sa Aij

preseqnu taqku krugova Ci i Cj. Za krug C̃4 koji sadr�i taqke A12, A13 i
A23 ka�emo da je dualni krug kruga C4. I analogno se definixu dualni
krugovi C̃1, C̃2 i C̃3.

Definicija 2. Konfiguraciju C̃ = (C̃1, C̃2, C̃3, C̃4) zovemo dualna
Dekartova konfiguracija konfiguracije C.

Qetvorka C̃ je zaista Dekartova konfiguracija jer je C̃i ∩ C̃j = {Apq}
gde je {p, q} = {1, 2, 3, 4} − {i, j}. Zanimǉive su inverzije u odnosu dualne
krugove C̃i (pod inverzijom u odnosu na pravu podrazumevamo simetriju).

Teorema 3. Inverzija si u odnosu na dualni krug C̃i slika Ci u Či i
obrnuto.

Dokaz. Npr. neka je i = 4. Koristi�emo inverziju g iz dokaza
Apolonijeve teoreme. Slike g(C1) i g(C2) su paralelne prave, a g(C3) i
g(C4) krugovi izme�u ǌih. Zatim, g(C̃4) je prava (kroz g(A12), g(A13) i g(A23))
i, oqigledno, simetrija f u odnosu na tu pravu slika g(C4) u g(Č4). Zato
g−1fg slika C4 u Č4, a g−1fg je zapravo inverzija u odnosu na g−1(g(C̃4)) = C̃4.

Posledica 4. Inverzija si u odnosu na dualni krug C̃4 slika
konfiguraciju (C1, C2, C3, C4) u (C1, C2, C3, Č4).

Dodatno, s4(Čj) �e biti dualni krug kruga s4(Cj). Naravno, isto va�i
i za sve ostale inverzije si. U nultoj generaciji smo imali konfiguraciju
C, u prvoj dobijamo si(C) za 1 6 i 6 4. U drugoj generaciji �emo nove
konfiguracije dobijati kao slike si(C) pri inverziji u odnosu na dualni
krug si(Čj). Kako je inverzija u odnosu na si(Čj) jednaka kompoziciji sisjs

−1
i ,

nova konfiguracija �e biti sisjs
−1
i si(C) = sisj(C). I sliqno, sve Dekartove

konfiguracije se dobijaju iz poqetne (konaqnom) primenom transformacija
si ∈Möb∗(C).
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Slika 6: Dualna konfiguracija i inverzija u odnosu na dualni krug

Definicija 5. Grupu a := 〈s1, s2, s3, s4〉 6Möb∗(C) zovemo (geometrijska)
Apolonijeva grupa.

Skup svih Dekartovih konfiguracija �e biti {s(C) | s ∈ a}.

Primetimo da se inverzijom u odnosu na odgovaraju�i dualni krug
prva konfiguracija sa slike 3 slika u drugu, i obrnuto. Zato se od ǌih
dobijaju iste Apolonijeve konfiguracije.

Postoje dve suxtinski razliqite konfiguracije. Jedna se dobija iz
prve (druge) konfiguracije sa slike 3 – ona ima jedan veliki krug unutar
kog se nalaze ostali. Druga se dobija iz qetvrte konfiguracije – to su dve
paralelne prave izme�u kojih se nalaze ostali krugovi. Osnovna razlika
je xto je jedna konfiguracija ograniqena, a druga nije. Taqnije, postoji
jox jedna mogu�nost (tre�a sa slike 3) ali ona nema lepa svojstva poput
ove dve te je ne�emo ni razmatrati.

1.4 Celobrojne krivine i Dekartova kvadratna
forma

K rivina kruga C polupreqnika r je κ(C) = ±1
r
. Na poqetku smo

se ograniqili samo na krugove pozitivnog polupreqnika kako bi
krivine bile konaqne. Drugi razlog je geometrijski – da smo dozvolili
i taqke, u Dekartovoj konfiguraciji bismo imali tri, a ne qetiri kruga.
Koristi�emo oznake κi za κ(Ci) i κ̌i za κ(Či).

Jedna kru�na linija je granica dva kruga u Ĉ. Krivina
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unutraxǌosti se uzima sa znakom +, a krivina spoǉaxǌosti (tj. kruga
koji sadr�i taqku ∞) sa znakom −. Kako bismo imali jednoznaqnost
kod Apolonijeve konfiguracije zahteva�emo da su svi krugovi koji u ǌoj
uqestvuju me�usobno disjunktni. Primetimo da zbog zahteva disjunktnosti
najvixe jedan krug mo�e sadr�ati ∞, tj. Apolonijeva konfiguracija
sadr�i najvixe jedan krug negativne krivine.

Prouqimo prve dve od mogu�e qetiri konfiguracije. Treba�e nam
slede�e formule:

Lema 6. Dat je krug E polupreqnika k. Ako je g inverzija u odnosu na krug
E:

(1) Krug C polupreqnika r takav da su centri E i C na rastojaǌu d > r + k
se slika u krug polupreqnika R = k2r

d2−r2 .

(2) Prava l koja se nalazi na rastojaǌu b > 0 od centra kruga E se slika u
krug polupreqnika R = k2

2b
.

Dokaz. (1) Neka je x rastojaǌe izme�u centara krugova E i g(C).
Primenimo formule inverzije na taqke P i Q (sa slike 7), imamo

(d− r)(k − x−R) = k2, (d+ r)(k − x+R) = k2,

k − x−R =
k2

d− r
, k − x+R =

k2

d+ r
,

R =
1

2

(
k2

d+ r
− k2

d− r

)
=

k2r

d2 − r2
.

(2) Primenimo formule inverzije na taqku P (sa slike 7), znamo da se
taqka ∞ slika u centar kruga E, imamo

b · 2R = k2, R =
k2

2b
.

Slika 7: Slike kruga C i prave l pri inverziji g
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Teorema 7. (Dekart) Neka je (C1, C1, C3, C4) Dekartova konfiguracija.
Za odgovaraju�e krivine va�i

Q(κ1, κ2, κ3, κ4) = 0,

gde je Q tzv. Dekartova kvadratna forma

Q(x1, x2, x3, x4) = 2(x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4)− (x1 + x2 + x3 + x4)2.

Slika 8: Inverzija g preslikava
Dekartovu konfiguraciju

Dokaz. Koristimo ve�
poznati trik, uze�emo taqku
ξ = (x0, y0) ∈ C1 ∩ C2 i krug
E sa centrom u ξ dovoǉno
velikog polupreqnika k (da
svi Ci budu u unutraxǌosti
E). Inverzijom g u odnosu na
krug E �emo preslikati ovu
konfiguraciju. Uz eventualnu
homotetiju, translaciju i
rotaciju (i u domenu i u
kodomenu) mo�emo posti�i
situaciju kao na slici 8.
Translacija i rotacija quvaju
du�ine, dok ih homotetija
skalira. Veze iz prethodne
leme su invarijantne u
odnosu na pomenute tri
transformacije tako da ih
mo�emo zanemariti. Iz
prethodne leme (primeǌene
na g−1) sledi

r(C1) =
k2

2|y0 + 1|
,

r(C2) =
k2

2|y0 − 1|
,

r(C3) =
k2 · 1

(x0 − 1)2 + y2
0 − 12

=
k2

x2
0 − 2x0 + y2

0

,

r(C4) =
k2

x2
0 + 2x0 + y2

0

.

Geometrijski gledano, C1 i C2 se slikaju u prave y = 1 i y = −1 koje
le�e van kruga E. Dodatno krug E se nalazi izme�u tih pravih. Zbog
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ξ = (x0, y0) ∈ E imamo −1 < y0 < 1 odakle sledi da je |y0 + 1| = y0 + 1 i
|y0 − 1| = −y0 + 1. Kako je κi = 1

r(Ci)
imamo:

Q(κ1, κ2, κ3, κ4) =
1

k4
[2(4(y0 + 1)2 + 4(−y0 + 1)2 + (x2

0− 2x0 + y2
0)2 + (x2

0 + 2x0 + y2
0)2)−

−(2(y0 + 1) + 2(−y0 + 1) + (x2
0 − 2x0 + y2

0) + (x2
0 + 2x0 + y2

0))2] =

=
1

k4
[(4x4

0 + 4y4
0 + 8x2

0y
2
0 + 16x2

0 + 16y2
0 + 16)− (2x2

0 + 2y2
0 + 4)2] = 0.

Isti zakǉuqak va�i i u qetvrtom sluqaju sa slike 3. Iz κ1 = κ2 = 0
i κ3 = κ4 sledi Q(0, 0, κ3, κ3) = 2(κ2

3 + κ2
3) − (κ3 + κ3)2 = 4κ2

3 − 4κ2
3 = 0. Tre�i

sluqaj – kada je taqno jedan krug prava je specifiqan. Prethodno ne�e
va�iti (problem je xto ova konfiguracija nije ograniqena) i taj sluqaj
ne�emo razmatrati.

Va�i i obrnut smer u Dekartovoj teoremi: za svaku qetvorku κ koja
ponixtava Dekartovu formu (i koja se qesto naziva Dekartova qetvorka)
postoji Dekartova konfiguracija. Lako se konstruixu tri kruga koji
se dodiruju i imaju krivine κ1, κ2 i κ3, a qetvrti krivine κ4 je mogu�e
konstruisati zato xto je u pitaǌu Dekartova qetvorka.

Kada imamo zadatu neku Dekartovu qetvorku (κ1, κ1, κ3, κ4) krivina iz
Dekartove forme mo�emo odrediti npr. krivinu κ̌4 kruga Č4. Ona je nula
polinoma (po x)

Q(κ1, κ2, κ3, x) = x2 − 2(κ1 + κ2 + κ3)x+ (κ2
1 + κ2

2 + κ2
3 − 2κ1κ2 − 2κ1κ3 − 2κ2κ3)

razliqita od κ4. Odavde se κ̌4 mo�e odrediti kao koren kvadratne
jednaqine, ili jox lakxe iz Vijetovih6 pravila: κ4 + κ̌4 = 2(κ1 + κ2 + κ3),
tj. κ̌4 = 2κ1 + 2κ2 + 2κ3 − κ4.

Posledica 8. Ako krugovi u poqetnoj Dekartovoj konfiguraciji imaju
celobrojne krivine, onda i svi krugovi koji se javǉaju u odgovaraju�oj
Apolonijevoj konfiguraciji imaju celobrojne krivine.

Definicija 9. Celobrojna Apolonijeva konfiguracija je Apolonijeva
konfiguracija u kojoj svi krugovi imaju celobrojne krivine.

Celobrojna Apolonijeva konfiguracija se grafiqki predstavǉa
tako xto se unutar svakog kruga upixe ǌegova krivina. Ukoliko se
drugaqije ne naglasi nadaǉe �emo podrazumevati da je svaka Apolonijeva
konfiguracija celobrojna.

6François Viète (1540. – 1603.), francuski matematiqar
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Slika 9: Apolonijeve konfiguracije krugova za poqetne Dekartove qetvorke
(−1, 2, 2, 3), (−11, 21, 24, 28) i (0, 0, 1, 1), redom

1.5 Orbita dejstva Apolonijeve grupe

P risetimo se konstrukcije Apolonijevog pakovaǌa. Geometrijski
gledano Apolonijevu konfiguraciju qine svi krugovi koji se mogu

dobiti od poqetna qetiri inverzijama u odnosu na dualne krugove.

Pogledajmo kako to utiqe na krivine. Ukoliko se krivina κ̌4 dobija
iz Dekartove qetvorke (κ1, κ2, κ3, κ4), pokazali smo da va�i κ̌4 = 2κ1 + 2κ2 +
2κ3 − κ4, ili u matriqnom obliku:

(
κ1 κ2 κ3 κ̌4

)
=
(
κ1 κ2 κ3 κ4

)
1 0 0 2
0 1 0 2
0 0 1 2
0 0 0 −1


I sliqno se dobijaju krivine κ̌1, κ̌2 i κ̌3. Dakle, inverzijama odgovaraju
matriqna mno�eǌa zdesna slede�im matricama:

A1 =


−1 0 0 0
2 1 0 0
2 0 1 0
2 0 0 1

 , A2 =


1 2 0 0
0 −1 0 0
0 2 1 0
0 2 0 1

 ,
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A3 =


1 0 2 0
0 1 2 0
0 0 −1 0
0 0 2 1

 , A4 =


1 0 0 2
0 1 0 2
0 0 1 2
0 0 0 −1

 .

Definicija 10. Grupu A := 〈A1, A2, A3, A4〉 zovemo (matriqna)
Apolonijeva grupa.

Naravno, ova grupa A je izomorfna sa onom geometrijskom a, odakle
sledi A2

i = E za sve i. Oqigledno je detAi = −1 za sve i, xto daǉe povlaqi
A 6 GL4(Z).

Ako je (κ1, κ2, κ3, κ4) poqetna Dekartova qetvorka, sve Dekartove
qetvorke se dobijaju matriqnim mno�eǌem ove qetvorke elementima
Apolonijeve grupe A. Dakle, skup tih qetvorki je (κ1, κ2, κ3, κ4)A. Drugim
reqima, skup Dekartovih qetvorki se mo�e videti kao orbita elementa
(κ1, κ2, κ3, κ4) pri dejstvu Apolonijeve A grupe na skup Z4.

1.6 Korene qetvorke i teorija redukcije

J edna Apolonijeva konfiguracija krugova P sadr�i beskonaqno mnogo
Dekartovih. Dodatno, koju god od ǌih da smo uzeli kao poqetnu dobili

bismo istu konfiguraciju P. Isto va�i i za odgovaraju�e Dekartove
qetvorke. Prirodno je postaviti pitaǌe kako izabrati jednu od ǌih? I
kako posti�i da taj izbor bude jedinstven?

Definicija 11. Dekartovu qetvorku κ = (κ1, κ2, κ3, κ4) zovemo korena
ako je κ1 6 0 6 κ2 6 κ3 6 κ4 i κ1 + κ2 + κ3 > κ4.

Pojasnimo malo prethodnu definiciju. Uslov κ1 6 0 ≤ κ2 ≤ κ3 ≤ κ4

nam pored ure�eǌa garantuje i da je prvi krug negativne krivine, tj. da
je to spoǉaxǌi krug ili prava. Zbog κ̌4 = 2(κ1 + κ2 + κ3)− κ4, drugi uslov
je ekvivalentan sa κ̌4 > κ4.

Neka je L(κ) = κ1 + κ2 + κ3 + κ4. Primetimo da je L(κ) > 0, a razlog
je geometrijski: najvixe jedna krivina je negativnog polupreqnika, a
odgovaraju�i krug ima najve�i polupreqnik, odnosno najmaǌu krivinu
(po apsolutnoj vrednosti). Primetimo da je κ4 6 κ̌4 ekvivalentno sa
L(κ) 6 L(κA4).

Redukcioni algoritam: Data je Dekartova qetvorka κ.

(1) Ako je L(κAi) 6 L(κ) za neko 1 6 i 6 4 zamenimo κ sa κAi i ponovimo
ovaj korak.
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(2) Ako nijedno Ai ne smaǌuje L(κ) uredimo (κ1, κ2, κ3, κ4) rastu�e.

Lema 12. Redukcioni algoritam uvek smaǌuje najve�i broj iz qetvorke κ.
Specijalno, algoritam se zaustavǉa ako nai�e na korenu qetvorku.

Dokaz. Neka je npr. κ1 6 κ2 6 κ3 6 κ4. Znamo da je L(κA4) = κ1 + κ2 +
κ3 + κ̌4 = κ1 + κ2 + κ3 + (2κ1 + 2κ2 + 2κ3 − κ4) = 3L(κ) − 4κ4. I sliqno je
L(κAi) = 3L(κ)− 4κi.

Zato ako za neko 1 6 i 6 4 va�i L(κ) > L(κAi), onda je i L(κ) > L(κA4).
Jox treba pokazati da iz L(κ) > L(κA4) sledi L(κ) 6 L(κAi) za 1 6 i 6 3.
L(κ) > L(κA4) povlaqi κ1 + κ2 + κ3 < κ4. Sledi κ1 + κ2 + κ4 > 2κ1 + 2κ2 +
κ3 > κ3, odnosno L(κ) < L(κA3). I analogno se izvodi zakǉuqak u ostalim
sluqajevima.

Lema 13. Neka je 0 < κ1 6 κ2 6 κ3 6 κ4, tada je κ̌4 < κ3.

Dokaz. Krivine κ4 i κ̌4 su koreni kvadratne jednaqine Q(κ1, κ2, κ3, x) = 0.
Zato je {κ4, κ̌4} = {κ1 + κ2 + κ3 ± 2∆} gde je ∆ =

√
κ1κ2 + κ1κ3 + κ2κ3.

Primetimo da je

2∆ = 2
√
κ1κ2 + κ1κ3 + κ2κ3 > 2

√
κ1κ3 + κ2κ3 =

√
2(κ1 + κ2)(κ3 + κ3) >

>
√

2(κ1 + κ2)2 >
√

(κ1 + κ2)2 = |κ1 + κ2| = κ1 + κ2.

Sledi, κ1 + κ2 + κ3 − 2∆ < κ3 6 κ4, pa je κ̌4 = κ1 + κ2 + κ3 − 2∆ < κ3.

Posledica 14. Za korenu qetvorku κ, L(κ) je minimalno tj. va�i
L(κ) < L(κσ), za sve σ ∈ A− {1Z4}.

Dokaz. Treba pokazati L(κ) < L(κσ) za svako σ = AinAin−1 . . . Ai1 ∈ A.
Radi�emo indukcijom po broju n, a lema 13 nam daje bazu.

Neka tvr�eǌe va�i za σ′ = Ain−1Ain−2 . . . Ai1, treba pokazati i za
σ = σ′Ain. Mo�emo pretpostaviti da κσ′ nije korena qetvorka jer bi u
suprotnom bilo κσ′ = κσ. Razlikova�emo dva sluqaja:

Ako (κσ′)in nije najve�i broj u κσ′, prema lemi 13 je L(κσ′) 6 L(κσ),
odakle sledi L(κ) < L(κσ′) 6 L(κσ).

Ako je (κσ′)in najve�i broj u κσ′, neka je npr. (κσ′)1 6 (κσ′)2 6 (κσ′)3 6
(κσ′)4 = (κσ′)in. Primetimo da je L(κσ′) 6 L(κσ) (sledi iz qiǌenice da κσ′

nije korena qetvorka u sluqaju da je (κσ′) > 0 ili iz prethodne leme ako
je (κσ′) > 0). I opet je L(κ) < L(κσ′) 6 L(κσ).

Teorema 15. Neka je κ proizvoǉna Dekartova qetvorka.

(1) Redukcioni algoritam primeǌen na κ se zavrxava u konaqno mnogo koraka.



Dragan �oki�: Aritmetika celobrojnih Apolonijevih konfiguracija krugova 18

(2) Redukcioni algoritam daje korenu qetvorku.

(3) Svaka Apolonijeva konfiguracija ima jedinstvenu korenu qetvorku.

Dokaz. (1) Svakom primenom prvog koraka smaǌuje se ceo broj L(κ) (i ta
razlika je celobrojna). Sa druge strane znamo da je L(κ) > 0. Zato �e
se algoritam zavrxiti u najvixe L(κ) koraka (misli se na ovo poqetno
κ).

(2) Treba proveriti κ1 6 0 i κ1 + κ2 + κ3 > κ4 (ili ekvivalentno κ4 6 κ̌4).
Drugo sledi iz L(κ) 6 L(κA4) = L(κ̌). Ako pretpostavimo suprotno da je
κ1 > 0, iz prethodne leme sledi da je κ̌4 < κ3 6 κ4 xto je u kontradikciji
sa prethodnim.

(3) Egistencija sledi iz 2. Pretpostavimo suprotno, da postoje razliqite
korene qetvorke κ i λ. Tada postoji neko σ ∈ A takvo da je λ = σκ.
Prema prethodnoj posledici je L(κ) < L(κσ) = L(λ) i L(λ) < L(λσ−1) =
L(κ), xto nije mogu�e. Zato je korena qetvorka jedinstvena.

Korena qetvorka je jedinstvena, ali se mo�e dogoditi da ima vixe
Dekartovih konfiguracija kojima odgovara ta qetvorka. Npr. na slici
9 postoji beskonaqno mnogo Dekartovih konfiguracija koje odgovaraju
qetvorci (0, 0, 1, 1) i koje se ponavǉaju periodiqno.

Dekartove qetvorke sa uzajamno prostim koordinatama zovemo
primitivnim. Korena qetvorka κ je primitivna akko su sve Dekartove
qetvorke u toj konfiguraciji primitivne jer se sve qetvorke dobijaju iz
korene dejstvom Apolonijeve grupe koje quva najve�i zajedniqki delilac.

Proizvoǉna korena qetvorka se mo�e dobiti iz primitivne korene
qetvorke homotetijom ravni sa celobrojnim koeficijentom. Zato �emo
nadaǉe (gde god to olakxava posao) podrazumevati da je svaka korena
qetvorka primitivna.

Specijalno, u sluqaju ograniqene konfiguracije, to znaqi da je
korena qetvorka bax jednaka (0, 0, 1, 1). U ovom sluqaju situaciju mo�emo
dodatno pojednostaviti pretpostavkom da je Dekartova konfiguracija iz
koje se dobija Apolonijeva konfiguracija P sastavǉena od pravih x2 = ±1
i krugova polupreqnika 1 sa centrom u (±1, 0). Ovu konfiguracijom
�emo oznaqavati sa P0. Svaka druga Apolonijeva konfiguracija sa
korenom qetvorkom (0, 0, 1, 1) se dobija iz P0 translacijom i rotacijom koje
zanemarujemo jer ne meǌaju krivine.
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1.7 Ostaci Dekartovih qetvorki

K orenu qetvorku smo izabrali tako da ima najmaǌe mogu�e koordinate.
Geometrijski, to znaqi da krivine qetiri najve�a kruga qine korenu

qetvorku. Sa druge strane, krugovi koji se dobijaju u narednim
generacijama ima�e sve maǌe i maǌe krivine. Vide�emo kasnije i
formalni dokaz ove potpuno oqekivane osobine.

Oznaqimo sa K = K(P) ⊆ Z skup krivina svih krugova koji se javǉaju u
konfiguraciji P. Prema prethodnom, idu�i ka vixim generacijama, skup
K se popuǌava od maǌih ka ve�im krivinama. Prirodno je oqekivati da
se u tom procesu neke krivine ponove, kao i da se neki brojevi ,,preskoqe“.

Iako verovatno skup K nije jednak celom Z, zanimǉivo je da �e K
sadr�ati predstavnike svih ostataka po modulu m, za neke cele brojeve
m. Da bismo pokazali ovo tvr�eǌe treba�e nam par pomo�nih lema.

Lema 16. Za sve n ∈ N va�i

(A1A2)n =


−2n+ 1 −2n 0 0

2n 2n+ 1 0 0
4n2 − 2n 4n2 + 2n 1 0
4n2 − 2n 4n2 + 2n 0 1

 .

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom, za n = 1 imamo

A1A2 =


−1 0 0 0
2 1 0 0
2 0 1 0
2 0 0 1




1 2 0 0
0 −1 0 0
0 2 1 0
0 2 0 1

 =


−1 −2 0 0
2 3 0 0
2 6 1 0
2 6 0 1

 .

Prelazimo na indukcijski korak. Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za
n, proverimo za n+ 1:

(A1A2)n+1 = (A1A2)nA1A2 =


−2n+ 1 −2n 0 0

2n 2n+ 1 0 0
4n2 − 2n 4n2 + 2n 1 0
4n2 − 2n 4n2 + 2n 0 1



−1 −2 0 0
2 3 0 0
2 6 1 0
2 6 0 1

 =

=


−2(n+ 1) + 1 −2(n+ 1) 0 0

2(n+ 1) 2(n+ 1) + 1 0 0
4(n+ 1)2 − 2(n+ 1) 4(n+ 1)2 + 2(n+ 1) 1 0
4(n+ 1)2 − 2(n+ 1) 4(n+ 1)2 + 2(n+ 1) 0 1

 .
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Naravno, prethodna lema va�i i u sluqaju bilo koja druga dva
generatora uz odgovaraju�e permutovaǌe kolona.

Za prost broj p, sa Fp oznaqavamo konaqno poǉe sa p elemenata
(izomorfno sa Z/pZ).

Lema 17. Za svaki prost broj p > 5 i svaki prirodan broj n postoji
ostatak a ∈ Fpn − {0, pn − 1} takav da su i a i a+ 1 kvadrati u Fpn.

Dokaz. Skup Fpn −{0} ima pn− 1 elemenata, od qega pn−1
2

kvadrata. Me�u
kvadratima su svakako 1 i 4. Ukoliko je bar jedan od ostataka 2 ili 3
kvadrat u Fpn, tvr�eǌe trivijalno va�i.

Ako ni 2, ni 3 nisu kvadrati izme�u 5 i pn − 1 ima pn − 5 ostataka,
od qega pn−1

2
− 2 = pn−5

2
kvadrata. Pretpostavimo suprotno, da ne postoje

dva uzastopna kvadrata. Sledi, kvadrati izme�u 5 i pn − 1 su svi parni
brojevi.

To daǉe polvaqi pn 6 9, jer bi u suprotnom 9 bio kvadrat u Fpn.
Sledi, p = 7 i n = 1. Tada su 1 i 2 ≡7 32 kvadrati u F7, xto je u suprotnosti
sa naxom pretpostavkom.

Lema 18. Neka je P Apolonijeva konfiguracija sa korenom qetvorkom ξ
i neka je m prirodan broj takav da je NZD(m, 6) = 1. Tada postoji krivina
κ = (κ1, κ2, κ3, κ4) ∈ ξA za koju je NZD(κ1 + κ2,m) = 1.

Dokaz. Pored ξ, orbita ξA mora sadr�ati i

ξ(A1A2)n = (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)


−2n+ 1 −2n 0 0

2n 2n+ 1 0 0
4n2 − 2n 4n2 + 2n 1 0
4n2 − 2n 4n2 + 2n 0 1

 =

=
(
(−2n+ 1)ξ1 + 2nξ2 + (4n2 − 2n)(ξ3 + ξ4),

−2nξ1 + (2n+ 1)ξ2 + (4n2 + 2n)(ξ3 + ξ4), ξ3, ξ4

)
,

za sve n ∈ N. Definiximo funkciju q : N −→ Z kao zbir prve dve
koordinate Dekartove qetvorke ξ(A1A2)n:

q(n) := 4n(ξ2 − ξ1) + ξ1 + ξ2 + 8n2(ξ3 + ξ4).

Treba pokazati da funkcija q uzima bar jednu vrednost uzajamno prostu
sa m. Neka je m =

∏
p

pnp faktorizacija broja m na stepene prostih brojeva.

Poka�imo najpre da za svaki prost delilac p postoji r = rp ∈ N takvo
da su p i q(r) uzajamno prosti. Pretpostavimo suprotno, tada p mora
deliti q(r), za sve r ∈ N. Specijalno,
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q(1) = −3ξ1 + 4ξ3 + 8(ξ3 + ξ4) ≡p 0,

q(2) = −7ξ1 + 9ξ2 + 32(ξ3 + ξ4) ≡p 0.

q(3) = −11ξ1 + 13ξ2 + 72(ξ3 + ξ4) ≡p 0.

Ove kongruencije mo�emo videti kao sistem linearnih jednaqina po
promenǉivim ξ1, ξ2 i ξ3 + ξ4 nad poǉem Fp. Determinanta tog sistema

je jednaka

∣∣∣∣∣∣
−3 4 8
−7 9 32
−11 13 72

∣∣∣∣∣∣ = −24 6≡p 0. Kramerovo7 pravilo ka�e da ovaj

sistem ima jedinstveno rexeǌe, a kako je sistem homogen to rexeǌe mora
biti trivijalno. To znaqi da su brojevi ξ1, ξ2 i ξ3 + ξ4 deǉivi sa p. Sa
druge strane, iz

0 = Q(ξ) ≡p 2(ξ2
3 + ξ2

4)− (ξ3 + ξ4)2 = (ξ3 − ξ4)2

sledi da je i razlika ξ3−ξ4 deǉiva sa p. To daǉe znaqi da su sve koordiante
ξ deǉive sa p, xto nije mogu�e budu�i da pretpostavǉamo da je korena
qetvorka primitivna.

Dakle, za svaki prost broj p|m postoji rp takvo da je q(r) 6≡p 0.
Primetimo da je q(rp + kp) ≡p q(rp), za sve k ∈ Z (za koje je q definisano).
Prema kineskoj teoremi postoji r ∈ N takvo da je r ≡p rp, za sve proste p|m.
Tada je q(r) ≡p q(rp) 6≡p 0, xto znaqi da je broj q(r) uzajamno prost sa m.

Teorema 19. Neka je P proizvoǉna Apolonijeva konfiguracija, m
prirodan broj uzajamno prost sa 30 i l ∈ Fm proizvoǉan ostatak. Tada
postoji krivina κ ∈ K(P) takva da je κ ≡m l.

Dokaz. Oznaqimo sa V skup svih vrsta matrica Apolonijeve grupe.
Prema lemi 16 Apolonijeva grupa sadr�i matricu

(A1A2)n1(A3A4)n2 =

=


−2n1 + 1 −2n1 0 0

2n1 2n1 + 1 0 0
4n2

1 − 2n1 4n2
1 + 2n1 1 0

4n2
1 − 2n1 4n2

1 + 2n1 0 1




1 0 4n2
2 − 2n2 4n2

2 + 2n2

0 1 4n2
2 − 2n2 4n2

2 + 2n2

0 0 −2n2 + 1 −2n2

0 0 2n2 2n2 + 1

 =

=


∗ ∗ ∗ (−4n1 + 1)(4n2

2 + 2n2)
∗ ∗ ∗ (4n1 + 1)(4n2

2 + 2n2)
∗ ∗ ∗ 8n2

1(4n2
2 + 2n2)− 2n2

∗ ∗ ∗ 8n2
1(4n2

2 + 2n2) + 2n2 + 1

 .

Zato skup V sadr�i vrstu

v :=


(−4n1 + 1)(4n2

2 + 2n2)
(4n1 + 1)(4n2

2 + 2n2)
8n2

1(4n2
2 + 2n2)− 2n2

8n2
1(4n2

2 + 2n2) + 2n2 + 1

 .

7Gabriel Cramer (1704. – 1752.), xvajcarski matematiqar
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Zbir posledǌe dve koordinate v je

16n2
1(4n2

2 + 2n2) + 1 = (2n1)2(16n2
2 + 8n2 + 1− 1) + 1 =

= (2n1)2
(
(4n2 + 1)2 − 1

)
+ 1 = (2n1(4n2 + 1))2 − (2n1)2 + 1.

Brojeve n1 i n2 �emo izabrati tako da prethodni zbir bude deǉiv sa m.

Neka je m =
∏
p

pnp faktorizacija broja m na stepene prostih brojeva.

Prema lemi 17 postoje brojevi ap ∈ Fpnp − {0, pnp − 1} takvi da je ap ≡pnp u2
p

i ap + 1 ≡pnp r2
p, za neke up, rp ∈ Fpnp − {0}. Prema kineskoj teoremi postoje

ostaci u, r ∈ F×m takvi da je u ≡pnp up i r ≡pnp rp, za sve proste brojeve
p|m. (Sa R× oznaqavamo skup invertibilnih elemenata prstena R.) Iz
r2 − u2 ≡pnp r2

p − u2
p ≡pnp ap + 1 − ap = 1, za sve p, i kineske teoreme sledi

r2 − u2 ≡m 1.

Izaberimo n1 := 2−r i n2 := 4−(r−u − 1), gde ·− oznaqava inverz u F×m.
Elementi 2 i 4 su invertibilni jer je m uzajamno prost sa 30, pa samim tim
i sa 2 i 4, a r je invertibilan prema konstrukciji. Tada je zbir posledǌe
dve koordinate v deǉiv sa m. Sledi, skup Vm := {um ∈ Fm | (∃u ∈ V)u ≡m um}
sadr�i vm = (a, b, c,−c)T , za neke a, b, c ∈ Fm. Zato Vm mora sadr�ati i

(A3A4)nvm =


1 0 4n2 − 2n 4n2 + 2n
0 1 4n2 − 2n 4n2 + 2n
0 0 −2n+ 1 −2n
0 0 2n 2n+ 1




a
b
c
−c

 =


a− 4nc
b− 4nc

c
−c

 .

Prema lemi 18 postoji qetvorka κ = (κ1, κ2, κ3, κ4) ∈ ξA takva da je
NZD(κ1 + κ2,m) = 1. Sledi, skup Km := {um ∈ Fm | (∃u ∈ K)u ≡m um} ⊆ Fm
sadr�i

κ


a− 4nc
b− 4nc

c
−c

 = aκ1 + bκ2 + cκ3 − cκ4 − 4nc(κ1 + κ2).

Primetimo da je NZD(4n(κ1 + κ2),m) = 1, jer je NZD(4,m) = 1 po
pretpostavci, a NZD(κ1 + κ2,m) = 1 prema lemi 18. Zato 4nc(κ1 + κ2) (pa
samim tim i aκ1 + bκ2 + cκ3 − cκ4 − 4nc(κ1 + κ2)) uzima sve vrednosti Fm kad
n prolazi Fm. Sledi, Km = Fm.

1.8 Veza sa Lorencovim qetvorkama

U teoriji relativnosti se koristi qetvorodimenzioni prostor
Minkovskog8. Prve tri koordinate y1, y2, i y3 su prostorne, a qetvrta

8Hermann Minkowski (1864. – 1909.), poǉsko – litvanski matematiqar i fiziqar
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koordinata y4 opisuje vreme. Imamo Lorencovu9 kvadratnu formu

L(y1, y2, y3, y4) = y2
1 + y2

2 + y2
3 − y2

4.

Ako je L(y1, y2, y3, y4) = 0 ka�emo da je (y1, y2, y3, y4) Lorencova qetvorka. One
imaju zanimǉivu fiziqku interpretaciju. Izborom odgovaraju�ih mernih
jedinica mo�emo posti�i da se svetlost kre�e jediniqnom brzinom. Tada
svetlost za vreme y4 pre�e put y4 =

√
y2

1 + y2
2 + y2

3, xto je zapravo rastojaǌe
od koordinatnog poqetka do taqke (y1, y2, y3). Ako se za y4 uzme vreme od
nastanka univerzuma, sfera y2

1 + y2
2 + y2

3 = y2
4 �e biti granica vidǉivog

univerzuma.

Zanimǉivo je da se Lorencova forma mo�e povezati sa Dekartovom

Q(x1, x2, x3, x4) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4− 2x1x2− 2x1x3− 2x1x4− 2x2x3− 2x2x4− 2x3x4.

ǋihove pridru�ene matrice su redom:

ML =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 i MQ =


1 −1 −1 −1
−1 1 −1 −1
−1 −1 1 −1
−1 −1 −1 1

 .

Direktnim raqunom se nalazi da je MQ = 1
2
ΦMLΦ gde je

Φ =


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 .

Teorema 20. Preslikavaǌe (y1, y2, y3, y4) = 1
2
(x1, x2, x3, x4)Φ je bijekcija

izme�u realnih Dekartovih qetvorki i realnih Lorencivih qetvorki.
Dodatno, ǌegova restrikcija je bijekcija izme�u celobrojnih Dekartovih i
celobrojnih Lorencovih qetvorki.

Dokaz. Neka je (x1, x2, x3, x4) realna Dekartova qetvorka, tada je

L(y1, y2, y3, y4) = (y1, y2, y3, y4)ML(y1, y2, y3, y4)T =

=

(
1

2
(x1, x2, x3, x4)Φ

)
ML

(
1

2
(x1, x2, x3, x4)Φ

)T
=

=
1

4
(x1, x2, x3, x4)ΦMLΦT (x1, x2, x3, x4)T =

=
1

2
(x1, x2, x3, x4)MQ(x1, x2, x3, x4)T =

9Hendrik Antoon Lorentz (1853. – 1928.), holandski fiziqar
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=
1

2
Q(x1, x2, x3, x4) =

1

2
· 0 = 0.

Sledi, (y1, y2, y3, y4) je realna Lorencova qetvorka. I analogno se pomo�u
veze ML = 2Φ−1MQΦ−1 pokazuje da je za svaku Lorencovu qetvorku
(y1, y2, y3, y4), qetvorka 2(y1, y2, y3, y4)Φ−1 Dekartova.

Va�i
(y1, y2, y3, y4) =

1

2
(x1, x2, x3, x4)Φ =

=
1

2
(x1 + x2 + x3 + x4, x1 + x2 − x3 − x4, x1 − x2 + x3 − x4, x1 − x2 − x3 + x4).

Pritom je

x1±x2±x3±x4 ≡2 x1 +x2 +x3 +x4 ≡2 (x1 +x2 +x3 +x4)2 = 2(x2
1 +x2

2 +x2
3 +x2

4) ≡2 0,

odakle sledi da je qetvorka (y1, y2, y3, y4) celobrojna.

Primetimo da je Φ2 = 4E, odakle sledi

(x1, x2, x3, x4) =
1

2
(y1, y2, y3, y4)Φ =

=
1

2
(y1 + y2 + y3 + y4, y1 + y2 − y3 − y4, y1 − y2 + y3 − y4, y1 − y2 − y3 + y4).

Pritom je

y1 ± y2 ± y3 ± y4 ≡2 y1 + y2 + y3 − y4 ≡2 y
2
1 + y2

2 + y2
3 − y2

4 = 0,

odakle sledi da je qetvorka (x1, x2, x3, x4) celobrojna.



GLAVA 2

RAZLIQITE REALIZACIJE
APOLONIJEVE GRUPE I ǋENE

AMBIJENTNE GRUPE

D o sada smo zakǉuqili da se Apolonijeva grupa mo�e videti kao
podgrupa Möb∗(C) ili GL4(Z) 6 GL4(R). Naravno, Apolonijevu grupu

mo�emo videti i kao podgrupu grupe Möb∗(C), koju qine oni elementi
koji fiksiraju zadatu Apolonijevu konfiguraciju. U ovoj glavi �emo
primetiti da se Apolonijeva grupa mo�e videti i kao podgrupa grupe
Isom(H3) izometrija hiperboliqkog poluprostora. Zatim �emo pokazati
da to nije sluqajnost, ve� da su grupe Möb∗(C) i Isom(H3) izomorfne, kao
i da je GL4(R) nexto ve�a, ali da sadr�i izomorfnu kopiju prethodnih
grupa. Dodatno, vide�emo i neke nove realizacije Apolonijeve grupe i
odgovaraju�e ambijentne grupe.

2.1 Granica hiperboliqkog poluprostora

P osmatra�emo trodimenzioni hiperboliqki poluprostor

H3 = {(x1, x2, y) | x1, x2, y ∈ R, y > 0} ∼= {(x, y) | x ∈ C, y > 0}

25
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u kome va�e aksiome geometrije Lobaqevskog10. Granica tog prostora je
ravan C.

Apolonijeva grupa je generisana inverzijama si u odnosu na dualne
krugove C̃i. Ove krugove mo�emo videti kao granice polusfera iz H3 sa
centrima u C. Ukoliko se dogodi da je neki od dualnih krugova prava
ǌega mo�emo videti kao granicu poluravni ortogonalne na C. U svakom
sluqaju C̃i su granice hiperboliqkih ravni u H3.

Dakle, u H3 = H3 ∪ C dualne krugove mo�emo proxiriti do
(hiperboliqkih) ravni, a inverzije u odnosu na krugove do simetrija u
odnosu na te ravni. Polusfere koje se dobijaju produ�eǌem dualnih
krugova �emo zvati dualne polusfere i obele�avati sa S̃i, 1 6 i 6 4.
Inverzije u odnosu na te sfere (koje su zapravo produ�eǌa si) �emo
oznaqavati sa Si.

Slika 10: Dualni krugovi C̃i se proxiruju do ravni prostora H3

Zato Apolonijevu grupu mo�emo (do na izomorfizam) videti kao
podgrupu grupe Isom(H3) izometrija hiperboliqkog poluprostora. Dakle,
postoje tri izomorfne Apolonijeve grupe koje su podgrupe grupa GL4(Z),
Möb∗(C) i Isom(H3). Ne�emo ih razlikovati, sve tri �emo obele�avati
sa A, a iz konteksta �e biti jasno o kojoj grupi se radi. Generatore ove
grupe �emo oznaqavati se Ai kada mislimo na invertibilne 4× 4 matrice,
sa si kada mislimo na uopxtene Mebijusove transformacije (inverzije ili
simetrije) ili sa Si ako mislimo na izometrije (simetrije) H3.

Osnovna ideja je izuqiti ovu grupu jer pomo�u ǌe i korene qetvorke
mo�emo odrediti koji se sve brojevi javǉaju kao krivine, koliko su gusto
raspore�eni, koliko me�u ǌima ima prostih, koliko ima prostih brojeva
blizanaca...

10Nikola� Ivanoviq Lobaqevski� (1793. – 1856.), ruski matematiqar
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2.2 Projektvina specijalna grupa

U oqimo podgrupe Möb(C) i C = {1C, c} grupe Möb∗(C), gde je c : x 7→ x

kompleksno konjugovaǌe. Primetimo da je c−1◦
(
a b
c d

)
◦c(x) =

(
ax+b
cx+d

)
=

ax+b
cx+d

=

(
a b

c d

)
(x), xto povlaqi Möb(C) �Möb∗(C) . Dodatno, Möb(C)∩C =

{1C} i Möb∗(C) = Möb(C)C, odakle sledi da se Möb∗(C) mo�e razlo�iti kao
poludirektni proizvod Möb(C) o C ∼= Möb(C) o F2.

Mebijusove tranformacije se mogu videti kao dejstvo matriqne grupe
GL2(C) (ili SL2(C)) na skup C. Centar Z(GL2(C)) grupe GL2(C) je jednak
{aE | a ∈ C− {0}}. Inkluzija ⊇ je oqigledna, a ⊆ sledi iz uslova da

elementi centra komutiraju sa
(

0 1
0 0

)
i
(

0 0
1 0

)
. Koliqniqku grupu

GL2(C)/Z(GL2(C)) zovemo projektivna specijalna grupa reda 2 nad poǉem C
i obele�avamo je sa PSL2(C).

Lema 21. Grupe Möb(C) i PSL2(C) su izomorfne.

Dokaz. Uoqimo preslikavaǌe

Φ : GL2(C) −→Möb(C), Φ

(
a b
c d

)
(z) =

az + b

cz + d
.

Primetimo da je

Φ

(
a b
c d

)
◦ Φ

(
a′ b′

c′ d′

)
(z) = Φ

(
a b
c d

)(
a′z + b′

c′z + d′

)
=

=
aa
′z+b′

c′z+d′
+ b

ca
′z+b′

c′z+d′
+ d

=
(aa′ + bc′)z + (ab′ + bd′)

(ca′ + dc′)z + (cb′ + dd′)
=

= Φ

(
aa′ + bc′ ab′ + bd′

ca′ + dc′ cb′ + dd′

)
(z) = Φ

((
a b
c d

)(
a′ b′

c′ d′

))
(z).

Poxto je Φ homomorfizam, prva teorema o izomorfizmima daje

GL2(R)/Ker Φ ∼= Im Φ. Oqigledno je Φ ,,na“. Odredimo sve matrice
(
a b
c d

)
koje se slikaju u identitet. Treba da va�i cz2 + (d − a)z − b = 0 za sve
z ∈ C, xto je ekvivalentno sa b = c = 0 i d = a. Dakle, Möb(C) ∼=
GL2(C)/Z(GL2(C)) = PSL2(C).

Grupu GL2(C) mo�emo posmatrati utopǉenu u vektorski prostor svih

matrica Mn(C) sa definisanim skalarnim proizvodom 〈A,B〉 = Tr
(
AB

T
)
.
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Ovaj skalarni proizvod indukuje metriqku topologiju na GL2(C), koja
daje koliqniqku topologiju na PSL2(C). Pomo�u izomorfizma iz leme 21
mo�emo definisati topologiju i na Möb(C).

Mogli smo umesto GL2(C) uzeti i SL2(C) i ǌen centar Z(SL2(C)) =
{±E}. Naime, primetimo da je SL2(C) 6 GL2(C), Z(GL2(C)) C GL2(C),
SL2(C) · Z(GL2(C)) = GL2(C), kao i Z(GL2(C)) ∩ SL2(C) = Z(SL2(C)). Iz
druge teoreme o izomorfizmima za grupe sledi

PSL2(C) = GL2(C)/Z(GL2(C)) = (SL2(C) · Z(GL2(C)))/Z(GL2(C)) ∼=

∼= SL2(C)/(Z(GL2(C)) ∩ SL2(C)) = SL2(C)/Z(SL2(C)).

U ovom sluqaju bismo na Möb(C) imali pored topologije i normu∥∥∥∥( a b
c d

)∥∥∥∥ =
√
|a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2. Razlika je xto ovde ne identifikujemo

skalarne matrice (koje bi uticale na ovu normu).

Grupu Möb∗(C) mo�emo videti kao Möb(C) o F2. Dodatno, svaki
element Möb∗(C) se na jedistven naqin mo�e predstaviti kao mh, gde
je m ∈ Möb(C) i h ∈ {1C, c}. Pretpostavimo da je mh = m′h′, tada je
mm′−1 = h′h−1. Sledi da je h′h−1 direktna izometrija, xto je mogu�e jedino
ako su obe direktne ili obe indirektne. Grupa {1C, c} sadr�i po jednu
direktnu i jednu indirektnu izometriju, pa je prethodno ekvivalentno
sa h = h′. Sledi, m = m′ pa su skupovi Möb∗(C) i Möb(C) × F2 u
bijekciji (koja nije izomorfizam). Zato mo�emo smatrati da Möb∗(C) ima
Tihonovǉevu11 topologiju direktnog proizvoda (pri qemu na dvoqlanom
skupu podrazumevamo diskretnu topologiju). Nas �e posebno interesovati
diskretne podgrupe (u ovoj topologiji) grupe Möb∗(C).

2.3 Produ�eǌe uopxtenih Mebijusovih
tranformacija do izometrija hiperboliqkog

poluprostora

V e� smo primetili da se elementi Apolonijeve grupe (kompozicije
inverzija u odnosu na dualne krugove) mogu produ�iti do izometrija

hiperboliqkog poluprostora. Sada �emo videti da isto svojstvo imaju
sve uopxtene Mebijusove transformacije.

Sa Isom+(H3) oznaqavamo podgrupu direktnih izometrija
hiperboliqkog poluprostora.

11Andre� Nikolaeviq Tihonov (1906. – 1993.), ruski matematiqar i fiziqar
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Teorema 22. Restrikcija
∣∣
C : Isom+(H3) −→ Möb(C) je izomorfizam

grupa. ǋen inverz slika Mebijusovu transformaciju f : x 7→ ax+b
cx+d

u

f̃ : (x, y) 7→
(

(ax+ b)(cx+ d) + acy2

|cx+ d|2 + |c|2y2
,

y

|cx+ d|2 + |c|2y2

)
.

Dokaz. Svaka direktna izometrija H3 je kompozicija parnog broja
inverzija u odnosu na sfere sa centrom na granici. Zato �e
ǌena restrikcija na granicu biti kompozicija parnog broja inverzija
tj. Mebijusova transformacija ravni C. Sledi, restrikcija

∣∣
C :

Isom+(H3) −→ Möb(C) je dobro definisana, a bi�e i homomorfizam grupa
jer se sla�e sa kompozicijom.

Da bi restrikcija bila izomorfizam dovoǉno je jox pokazati da ima
inverz. Grupa Möb(C) je generisana translacijama τλ : x 7→ x + λ, λ ∈ C,
kompozicijama homotetija i rotacija (oko nule) χλ : x 7→ λx, λ ∈ C\{0}
i kompozicijom inverzije (u odnosu na jediniqni krug) i refleksije ψ :
x 7→ 1

x
= x
|x|2 . One se mogu produ�iti do translacija τ̃λ : (x, y) 7→ (x + λ, y),

λ ∈ C, kompozicija homotetija i rotacija (oko y–ose) χ̃λ : (x, y) 7→ (λx, |λ|y),
λ ∈ C\{0} i kompozicije inverzije (u odnosu na jediqnu sferu) i refleksije

ψ̃ : (x, y) 7→
(

x
|x|2+y2

, y
|x|2+y2

)
(xto �e ujedno biti i generatori Isom+(H3)).

Neka je f : x 7→ ax+b
cx+d

proizvoǉna Mebijusova transformacija. U
sluqaju da je c = 0, f(x) = a

d
x+ b

d
= τa

d
◦ χ b

d
(x) se mo�e produ�iti do

τ̃a
d
◦ χ̃ b

d
(x, y) =

(
a

d
x+

b

d
,
∣∣∣a
d

∣∣∣ y) =

(
(ax+ b)d

|d|2
,
y

|d|2

)
jer je ad = 1. U sluqaju da je c 6= 0, f(x) = ax+b

cx+d
=

a
c

(cx+d)+(b−ad
c

)

cx+d
= a

c
+(

− 1
c2

)
1

x+ d
c

= τa
c
◦ χ− 1

c2
◦ ψ ◦ τ d

c
(x) se mo�e produ�iti do

τ̃a
c
◦ χ̃− 1

c2
◦ ψ̃ ◦ τ̃ d

c
(x, y) =

((
− 1

c2

)
x+ d

c∣∣x+ d
c

∣∣2 + y2
+
a

c
,

∣∣∣∣− 1

c2

∣∣∣∣ y∣∣x+ d
c

∣∣2 + y2

)
=

=

(
−1
c
(cx+ d) + a

c
(|cx+ d|2 + |c|2y2)

|cx+ d|2 + |c|2y2
,

y

|cx+ d|2 + |c|2y2

)
=

=

(
−ad−bc

c
(cx+ d) + (ax+ ad

c
)(cx+ d) + acy2)

|cx+ d|2 + |c|2y2
,

y

|cx+ d|2 + |c|2y2

)
=

=

(
(ax+ b)(cx+ d) + acy2

|cx+ d|2 + |c|2y2
,

y

|cx+ d|2 + |c|2y2

)
.

Oqigledno je ·̃ inverz elementa
∣∣
C u grupi CC

, gde AB oznaqava skup
svih preslikavaǌa iz B u A.
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Posledica 23. Postoji izomorfizam Möb∗(C) ∼= Isom(H3).

Dokaz. Sledi iz Möb∗(C) ∼= Möb(C) o F2
∼= Isom+(H3) o F2

∼= Isom(H3).

Netrivijalni element u F2 u oba sluqaja predstavǉa kompeksno
konjugovaǌe. Kao i u teoremi 22 konjugovaǌe u C mo�emo videti kao
restrikciju konjugovaǌa u x-ravni u H3.

Izomorfizam iz prethodne posledice definixe topologiju i na
Isom(H3).

2.4 Klasifikacija Mebijusovih transformacija

F iksne taqke Mebijusove transformacije x 7→ ax+b
cx+d

(u C) su rexeǌa
jednaqine cx2 + (d − a)x − b = 0. Zato netrivijalne Mebijusove

transformacije imaju bar jednu i ne vixe od dve fiksne taqke.

Ukoliko (netrivijalnu) Mebijusovu transformaciju f posmatramo
kao matricu, mo�emo je svesti na ǌenu �ordanovu12 normalnu formu.
Dakle, postoje invertibilna matrica P i �ordanova matrica J 6= ±E,
takve da je f = PJP−1.

To znaqi da je Mebijusova transformacija f konjugat Mebijusove
transformacije J. Ovde implicitno podrazumevamo prelazak na klase
matrica u PSL2(C). Matrica J je dimenizije 2×2, a kada pre�emo na klase
mo�emo podrazumevati i da je J ∈ PSL2(C). Razlikujemo dva sluqaja:

(1) Ako je J dijagonalna, zbog det J = 1, ona mora biti oblika
(
a 0
0 1

a

)
, a 6=

0. Ili kao Mebijusova transformacija J : x 7→ a2x. Zbog pretpostavke
f 6≡ 1C, mora biti a 6= ±1.

(2) Ako J nije dijagonalna ona ima 1 iznad dijagonale i iste koeficijente

na dijagonali. Odatle i iz det J = 1 sledi J =

(
±1 1
0 ±1

)
∼(

1 ±1
0 1

)
. Ili kao Mebijusova transformacija J : x 7→ x± 1.

Konjugovaǌe quva broj fiksnih taqaka, pa �e f imati isti broj
fiksnih taqaka kao i J. Xto se tiqe J, situacija je jasna. Ako je J = a2x,
(kompozicija homotetije i rotacije), ona ima dve fiksne taqke: 0 i ∞.

12Marie Ennemond Camile Jordan (1838. – 1922.), francuski matematiqar
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A ako je translacija ona ima jedinstvenu fiksnu taqku ∞. Ukoliko je
J = a2x, ona ima koncentriqne invarijantne krugove akko je rotacija akko
je |a2| = 1 akko je |a| = 1. Naravno, tada iste osobine ima i f .

Definicija 24. Ka�emo da je netrivijalna Mebijusova
transformacija f

(1) paraboliqka ukoliko ima jedinstvenu fiksnu taqku u C.

(2) eliptiqka ukoliko ima dve fiksne taqke u C i koncentriqne
invarijantne krugove.

(3) loksodromiqka ukoliko ima dve fiksne taqke u C, ali nema koncentriqne
invarijantne krugove.

Prethodna diskusija nam omogu�ava da klasifikujemo Mebuijusove
transformacije. Problem je xto taj postupak zahteva dosta posla. Zato
nam treba neki direktniji kriterijum.

Sve �ordanove matrice su oblika J =

(
a b
0 1

a

)
, za a 6= 0 i b ∈ {0, 1}.

Iz prethodne diskusije sledi da je a = ±1 akko b 6= 0. To znaqi da J
mo�emo klasifikovati samo pomo�u koeficijanta a. Primetimo da je
Tr f = Tr(PJP−1) = Tr(JP−1P ) = Tr J = a + 1

a
. Napomiǌeno da je trag

Mebijusove transformacije odre�en do na znak, pa je mo�da pravilnije
re�i Tr f = ±

(
a+ 1

a

)
.

Tvr�eǌe 25. Netrivijalna Mebijusova transformacija je

(1) paraboliqka ako je Tr f = ±2.

(2) eliptiqka ako je Tr f ∈ (−2, 2).

(3) loksodromiqka ako Tr f /∈ [−2, 2].

Dokaz. (1) Iz Tr f = ±
(
a+ 1

a

)
sledi (a− 1)2 = a(±Tr f − 2). Zato je Tr f =

±2 ekvivalentno sa a = 1.

(2) Ako je taqka eliptiqka onda je |a| = 1 i a 6= ±1. Tada je Tr f =
±
(
a+ 1

a

)
= ±(a + a) = ±2 Re a ∈ (−2, 2). Obrnuto, neka je Tr f ∈ (−2, 2).

Kako je Tr = ±
(
a+ 1

a

)
realan, mora biti 1

a
= a. Tada je |a| = 1, pa je

transformacija f eliptiqka.

(3) Sledi iz (1) i (2).
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Definicija 26. Neka je f paraboliqka (eliptiqka, loksodromiqka)
izometrija i x ∈ C ǌena fiksna taqka. Tada ka�emo da je x paraboliqka
(eliptiqka, loksodromiqka) fiksna taqka.

Za nas su posebno znaqajne paraboliqke fiksne taqke. One su
konjugovane taqki ∞. Pogledajmo xta je stabilizator te taqke u nekoj
podgrupi H 6 PSL2(C). Jednakost ∞ = a∞+b

c∞+d
je ekvivalentna sa c = 0

(xto povlaqi a, d 6= 0 i d = 1
a
). Stabilizator H∞ se sastoji od linearnih

preslikavaǌa, pa je torziono slobodna Abelova13 grupa. Zato ima smisla
priqati o ǌegovom rangu. Isto va�i i za sve konjugate, tj. paraboliqke
fiksne taqke x. Rang stabilizatora Hx zovemo rang paraboliqke fiksne
taqke x. Naravno, rang zavisi od izbora podgrupe H. Iz prethodnog
sledi da je rang paraboliqke fiksne taqke najvixe 2.

2.5 Ivasavina dekompozicija i homogene
koordinate

H o�emo da uradimo dekompoziciju PSL2(C) ∼= SL2(C)/{±E}. Naravno,
bi�e lakxe uraditi prvo dekompoziciju SL2(C), a zatim prelaskom

na klase dobiti i dekompoziciju PSL2(C).

Posmatra�emo SL2(C) i ǌene podgrupe

N :=

{
nx :=

(
1 x
0 1

) ∣∣∣∣ x ∈ C
}
,

A :=

{
ay :=

( √
y 0

0 1√
y

) ∣∣∣∣ y > 0

}
,

K := SU2(C) =
{
k ∈ SL2(C)

∣∣∣ kkT = E
}
,

M :=

{
mθ :=

(
ei
θ
2 0

0 e−i
θ
2

) ∣∣∣∣∣ θ ∈ R

}
.

Dakle, N je grupa translacija, A grupa homotetija, a M grupa rotacija

oko y–ose. Specijalna unitarna grupa SU2(C) sadr�i matrice k =

(
a b
c d

)
qije su vrste normirani i me�usobno ortogonalni vektori. Odatle i iz
uslova det k = 1 sledi (a, b) = (d,−c) i |c|2 + |d|2 = 1. Naravno, va�i M ⊆ K.

13Niels Henrik Abel (1802. – 1829.), norvexki matematiqar
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Teorema 27. (Ivasava14) Svaka matrica X ∈ SL2(C) se mo�e na
jedinstven naqin predstaviti kao X = nxayk, gde su nx ∈ N , ay ∈ A i k ∈ K.
Dakle, SL2(C) = NAK.

Dokaz. Neka je X =

(
α β
γ δ

)
∈ SL2(C) proizvoǉna matrica. Pokuxajmo

da odredimo nx, ay i k. Primetimo da translacija ne meǌa drugu vrstu
tj. γ i δ ne zavise od x. Treba da va�i(

∗ ∗
γ δ

)
=

( √
y ∗

0 1√
y

)(
∗ ∗
c d

)
=

(
∗ ∗
c√
y

d√
y

)
.

To daǉe povlaqi y = |c|2+|d|2
|γ|2+|δ|2 = 1

|γ|2+|δ|2 i c = γ
√
y i d = δ

√
y. Ovim smo

odredili matrice ay i k, ostaje jox da odredimo nx:(
α β
γ δ

)
=

(
1 x
0 1

)( √
y 0

0 1√
y

)(
d −c
c d

)
=

(
d
√
y + cx√

y
−c√y + dx√

y
c√
y

d√
y

)
.

Odavde eksplicitno mo�e da se izrazi x. Doduxe, x treba da zadovoǉi
dve linearne jednaqine ali su one linearno zavisne zbog detX = 1.

Dakle, postoji ovakva dekompozicija i jedinstvena je budu�i da smo
u svakom koraku imali jedinstvenost. Sledi, SL2(C) ⊆ NAK, a obrnuta
inkluzija va�i trivijalno.

Dodatno, {±E} 6 N,A,K. Zato PSL2(C) mo�emo razlo�iti kao
proizvod klasa (projektivizacija) N/{±E}, A/{±E} i K/{±E}. Radi
pojednostavǉivaǌa, nadaǉe �emo te klase identifikovati sa N , A i K.

Grupu PSL2(C) smo identifikovali sa Mebijusovim
transformacijama koje se produ�uju do direktnih izometrija
hiperboliqkog prostora H3. Formule iz teoreme 22 zadaju dejstvo
grupe PSL2(C) na skup H3.

Tangentni prostor u svakoj taqki H3 je izomorfan sa R3, pa
je tangentno raslojeǌe TH3 izomorfno sa H3 × R3. Ukoliko se
ograniqimo samo na jediniqne tangentne vektore dobijamo T 1H3 := H3 × S3.
Jediniqno tangentno raslojeǌe T 1(H)3 nije vektorski prostor, ali jeste
mnogostrukost. Kao u H3, i u R3 �emo prve dve realne koordinate
identifikovati sa jednom kompleksnom. Dejstvo PSL2(C) na H3 se prirodno
produ�uje do dejstva na T 1H3.

Lema 28. Prilikom dejstva PSL2(C) na H3, stabilizator PSL2(C)(0,1)

je jednak K, a prilikom dejstva PSL2(C) na T 1H3, stabilizator
PSL2(C)((0,1),(0,1)) je jednak M .

14Kenkichi Iwasawa (1917. – 1998.), japanski matematiqar
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Dokaz. Tra�imo sve matrice X =

(
a b
c d

)
∈ PSL2(C) za koje je

(0, 1) = X̃ · (0, 1) =

(
bd+ ac

|d|2 + |c|2
,

1

|d|2 + |c|2

)
.

Dakle, X ∈ PSL2(C)(0,1) akko |d|2 + |c|2 = 1, bd+ac = 0 i ad−bc = 1 akko X ∈ K.

Pogledajmo kako matrica g = nak ∈ PSL2(C) dejstvuje na par taqka
– tangentni vektor ((0, 1), (0, 1)) ∈ T 1H3. Prema prethodnom, ortogonalna
transformacija k meǌa samo tangentni vektor, a translacija n i
homototetija a meǌaju samo taqku. Zato se stabilizator PSL2(C)((0,1),(0,1))

sastoji od matrica iz K koje fiksiraju tangentni vektor (0, 1) (u taqki
(0, 1)).

Vektor (0, 1) je tangentan na krivu (0, et) (definisanu u okolini nekoj
nule) u taqki (0, 1). Ona se sa k ∈ K slika u

k̃ ·
(
0, et

)
=

(
a b

−b a

)
·
(
0, et

)
=

(
ab(1− e2t)

|a|2 + |b|2e2t
,

et

|a|2 + |b|2e2t

)
.

ǋen tangentni vektor u taqki (0, 1) je

d

dt

∣∣∣∣
t=0

k̃ ·
(
0, et

)
=

(
−2ab (|a|2 + |b|2)

(|a|2 + |b|2)2 ,
|a|2 − |b|2

(|a|2 + |b|2)2

)
=
(
−2ab, |a|2 − |b|2

)
.

Ovaj vektor treba da bude jednak (0, 1), xto je mogu�e jedino kada je b = 0
xto povlaqi |a| = 1, tj. k ∈ M . Obrnuto, jasno je da rotacije oko y–ose
fiksiraju par ((0, 1), (0, 1)).

Teorema 29. Postoje izomorfizmi H3 ∼= PSL2(C)/K i T 1H3 ∼=
PSL2(C)/M .

Dokaz. S obzirom na to kako se Mebijusove transfromacije produ�uju
do izometrija hiperboliqkog prostora H3 (teorema 22), bi�e

nxay(0, 1) = nx(0, y) = (x, y), za sve x ∈ C i y > 0.

Odavde i iz prethodne leme mo�emo izvesti prirodnu identifikaciju H3 ∼=
NA ∼= PSL2(C)/K.

Da bi postojao drugi izomorfizam dovoǉno je pokazati da za svaki
jediniqni tangentni vektor V = (X, Y ) u taqki (0, 1) postoji matrica k = kV
koja slika (0, 1) u V . Pretpostavimo prvo da je X ∈ R. Kako je i Y ∈ R i
va�i X2 + Y 2 = 1 mo�emo smatrati da je X = sin θ i Y = cos θ. Vektor (0, 1)
je tangentan na krivu (0, et) u (0, 1). U dokazu prethodne leme smo videli

da se ova kriva matricom
(

cos
(
− θ

2

)
sin
(
− θ

2

)
− sin

(
− θ

2

)
cos
(
− θ

2

) ) ∈ K slika u krivu koja

ima tangentni vektor(
−2 cos

(
−θ

2

)
sin

(
−θ

2

)
, cos2

(
−θ

2

)
− sin2

(
−θ

2

))
= (sin θ, cos θ) = (X, Y ).
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Opxti sluqaj se svodi na prethodni jer je (X, Y ) =
(
X
|X| |X|, Y

)
= mω(|X|, Y ),

gde je ω argument kompleksnog broja X
|X| (odnosno X).

Zato za svaku taqku ((x, y), V ) ∈ T 1H3 va�i

nxaykV ((0, 1), (0, 1)) = nxay((0, 1), V ) = ((x, y), V ),

pa tra�eni izomorfizam sledi iz PSL2(C)((0,1),(0,1)) = M .

Dakle, i koliqniqka grupa PSL2(C)/K je jedan model geometrije
Lobaqevskog, a prethodne koordinate su poznate pod nazivom homogene.
Grupa NA je zapravo grupa svih gorǌetrougaonih matrica iz PSL2(C).
Grupe N i A komutiraju ali ne komutiraju qlan po qlan ve� je aynx = nxyay,
za sve nx ∈ N i ay ∈ A.

2.6 Uopxtene krivine i Vilkerova kvadratna
forma

Definicija 30. Neka je C krug krivine κ sa centrom u taqki (x, y).
Uopxtena krivina kruga C u oznaci k(C) je qetvorka (κ, κ̄, κx, κy), gde je κ̄
krivina kruga C̄ koji se dobija kao slika C pri inverziji u odnosu na jediniqni
krug D(0, 1). U sluqaju da je krug C u stvari prava mx + ny = l, m2 + n2 = 1,
uopxtena krivina se definixe kao k(C) = (0, 2l,m, n).

Kako je polupreqnik kruga C jednak 1
κ
prema lemi 6 polupreqnik C̄ je

1
κ

x2+y2− 1
κ2

= κ
κ2(x2+y2)−1

. Sledi, κ̄ = κ(x2 + y2)− 1
κ
.

Vektor normale prave mx + ny = l je jediniqni vektor (m,n) a ǌeno
rastojaǌe od koordinatnog poqetka iznosi l. Zato je mo�emo videti kao
graniqnu vrednost krugova polupreqnika λ − l sa centrom u (λm, λn), kad

λ→∞. Uopxtene krivine ovih krugova su
(

1
λ−l ,

λ2m2+λ2n2

λ−l − (λ− l), λm
λ−l ,

λn
λ−l

)
=(

1
λ−l ,

2λl−l2
λ−l ,

λm
λ−l ,

λn
λ−l

)
. Zato smo u definiciji uzeli graniqnu vrednost ovih

uopxtenih krivina kad λ → ∞. Zato, sve xto poka�emo za uopxtene
krivine krugova va�i�e i za ǌihove graniqne vrednosti – uopxtene
krivine pravih.

Definicija 31. Vilkerova15 kvadratna forma je W (x) = xMWx
T , gde je

15John Wilker (1943. – 1995.), ameriqki matematiqar
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MW =


0 −2 0 0
−2 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , M−1
W =


0 −1

2
0 0

−1
2

0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Lema 32. (1) Za x ∈ R4 va�i xM−1
W xT = 1 akko je x uopxtena krivina

nekog kruga.

(2) Za krugove C1 i C2 va�i k(C1)M−1
W k(C2)T = −1 akko su tangentni.

Dokaz. Za poqetak �emo sraqunati

k(C1)M−1
W k(C2)T =

(
κ1 κ̄1 κ1x1 κ1y1

)
0 −1

2
0 0

−1
2

0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




κ2

κ̄2

κ2x2

κ2y2

 =

=
(
κ1 κ̄1 κ1x1 κ1y1

)
0 −1

2
κ2 0 0

−1
2
κ̄2 0 0 0

0 0 κ2x2 0
0 0 0 κ2y2

 =

= −1

2
κ1κ̄2 −

1

2
κ̄1κ2 + κ1κ2x1x2 + κ1κ2y1y2.

(1) Ako uzmemo C1 = C2 = C prethodna jednakost se transformixe u

k(C)M−1
W k(C)T = −κκ̄+ κ2x2 + κ2y2 = −κ

(
κ(x2 + y2)− 1

κ

)
+ κ2x2 + κ2y2 = 1.

Obrnuto, xM−1
W xT = −x1x2 + x2

3 + x2
4 = 1 povlaqi x2 =

x23+x24−1

x1
. To znaqi

da je x uopxtena krivina kruga krivine x1 sa centrom u
(
x3
x1
, x4
x1

)
.

(2) Pod pretpostavkom da su C1 i C2 tangentni bi�e

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 =

(
1

κ1

+
1

κ2

)2

=
(κ1 + κ2)2

κ2
1κ

2
2

,

te je
k(C1)M−1

W k(C2)T =

= −1

2
κ1

(
κ2(x2

2 + y2
2)− 1

κ2

)
− 1

2

(
κ1(x2

1 + y2
1)− 1

κ1

)
κ2 + κ1κ2x1x2 + κ1κ2y1y2 =

= −1

2
κ1κ2

(
x2

1 + x2
2 − 2x1x2 + y2

1 + y2
2 − 2y1y2

)
+

1

2

(
κ1

κ2

+
κ2

κ1

)
=
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= −1

2

(κ1 + κ2)2 − κ2
1 − κ2

2

κ1κ2

= −1

Obrnuto, iz k(C1)M−1
W k(C2)T = −1 sledi (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 = (κ1+κ2)2

κ21κ
2
2

,
xto znaqi da su krugovi C1 i C2 tangentni.

Neka je C = (C1, C2, C3, C4) proizvoǉna Dekartova konfiguracija (iz
koje se dobija Apolonijeva konfiguracija). Pridru�ena matrica P = PC
konfiguracije C je matrica koja sadr�i uopxtene krivine tj.

P :=


k(C1)
k(C2)
k(C3)
k(C4)

 =


κ1 κ1 κ1x1 κ1y1

κ2 κ2 κ2x2 κ2y2

κ3 κ3 κ3x3 κ3y3

κ4 κ4 κ4x4 κ4y4

 .

Prema prethodnoj lemi je PM−1
W P T = MQ. Poxto je MQ invertibilno

tj. detMQ 6= 0, iz Bine16–Koxijeve17 teoreme mo�emo zakǉuqiti da je
detP 6= 0 tj. da P ima inverz. Ukoliko ovu jednakost invertujemo,
pomno�imo sleva sa P T i zdesna sa P dobi�emo MW = P TM−1

Q P . Lako se
mo�e proveriti da je matricaMQ involutivna odakle slediMW = P TMQP ,
kao i MQ = P−TMWP

−1.

Prethodna lema daje i obrnuto tvr�eǌe: iz PM−1
W P T = MQ (ili

bilo koje ekvivalentne relacije) sledi da su kolone matrice P uopxtene
krivine krugova koji qine Dekartovu konfiguraciju, tj. matrica P je
pridru�ena nekoj konfiguraciji.

2.7 Grupa OQ(R)

Definicija 33. Neka je F proizvoǉna n–arna forma nad prstenom R.
Koristi�emo oznaku OF (R) = {M ∈ GLn(R) | (∀x ∈ Rn)F (Mx) = F (x)}.

Ukoliko je MF matrica forme F , uslov F (Mx) = F (x) se
transformixe u xTMTMFMx = xTMFx za sve x ∈ Rn. Ovo posledǌe je
ekvivalentno sa MTMFM = MF .

Specijalno, za Dekartovu kvadratnu formu Q imamo grupu OQ(R) =
{M ∈ GL4(R) | (∀x ∈ R4)Q(Mx) = Q(x)}. Za proizvoǉnu taqku x =
(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 jedna nula polinoma (po t) Q(t, x2, x3, x4) − Q(x) je x1.

16Jacques Philippe Marie Binet (1786. – 1856.), francuski matematiqar, fiziqar i astronom
17Augustin Louis Cauchy (1789. – 1857.), francuski matematiqar



Dragan �oki�: Aritmetika celobrojnih Apolonijevih konfiguracija krugova 38

Prema Vijetovim pravilima, druga �e biti 2x2 + 2x3 + 2x4 − x1. Sledi,
Q(A1x) = Q(x), te je A1 ∈ OQ(R). I sliqno se proverava da i preostali
generatori Apolonijeve grupe A pripadaju OQ(R), odakle sledi da je
A 6 OQ(R).

Teorema 34. Grupe OQ(R) i OW (R) su izomorfne.

Dokaz. Tvrdimo da je Φ : OQ(R) −→ OW (R), Φ(M) = P−1MP izomorfizam
grupa. Za proizvoǉne M ∈ OQ(R) i x ∈ R4 va�i

W (Φ(M)x) = W (P−1MPx) = (P−1MPx)TMW (P−1MPx) =

= xTP TMTP−TMWP
−1MPx = xTP TMTMQMPx = (MPx)TMQ(MPx) =

= Q(MPx) = Q(Px) = (Px)TMQ(Px) = xTP TMQPx = xTMWx = W (x).

Dakle, Φ(M) ∈ OW (R), te je Φ dobro definisano. Oqigledno je da je Φ
homomorfizam i da ima inverz M 7→ P−TMP−1, odakle sledi da su grupe
OQ(R) i OW (R) izomorfne.

Iz dokaza Apolonojeve teorme se vidi da se svaka Apolonijeva
konfiguracija mo�e preslikati u neograniqenu. Dodatnom homotetijom
i translacijom mo�e se preslikati i u P0. Dakle, svaka Apolonijeva
konfiguracija se mo�e preslikati u jednu fiksiranu konfiguraciju
uopxtenom Mebijusovom transformacijom, xto znaqi da za svake dve
Apolonijeve konfiguracije postoji uopxtena Mebijusova transfromacija
koja slika jednu u drugu. Dodatno, ova transformacija je jedinstvena jer
je odre�ena slikama qetiri razliqite dodirne taqke. (Smatramo da su
Dekartove konfiguracije ure�ene.)

Teorema 35. Grupe Möb∗(C) i OW (R) su izomorfne.

Dokaz. Ideja je da definixemo homomorfizam Π : Möb∗(C) −→ OW (R)
koji �e slikati Mebijusovu transformaciju f u matricu M za koju va�i
k(f(C)) = k(C)M za svaki krug C. Jasno je da �e Π biti homomorfizam
ukoliko poka�emo da je dobro definisano, tj. da za svako f postoji ovakva
(konstantna) matrica M . Dovoǉno je pokazati ovo za generatore grupe
Möb∗(C): τλ, χλ, ψ i g : z 7→ z.

Translacija τλ za vektor λ = λ1 + iλ2 dejstvuje na uopxtenu krivinu
k(C) sa

(κ, κ, κx, κy) 7→
(
κ, κ

(
(x+ λ1)2 + (y + λ2)2

)
− 1

κ
, κ(x+ λ1), κ(y + λ2)

)
=

= (κ, κ+ 2λ1κx+ 2λ2κy + |λ|κ, κx+ λ1κ, κy + λ2κ).
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Drugim reqima, k(τλ(C)) = k(C)Mτλ, gde je

Mτλ =


1 |λ| λ1 λ2

0 1 0 0
0 2λ1 1 0
0 2λ2 0 1

 .

Sada treba proveriti da je Π(τλ) = Mτλ ∈ OW (R). Za proizvoǉno x =
(x1, x2, x3, x4)T ∈ R4 imamo

W (Mτλx) = W
(
(x1 + |λ|x2 + λ1x3 + λ2x4, x2, 2λ1x2 + x3, 2λ2x2 + x4)T

)
=

= −4(x1 + |λ|x2 + λ1x3 + λ2x4)x2 + (2λ1x2 + x3)2 + (2λ2x2 + x4)2 =

= −4x1x2 + x2
3 + x2

4 = W (x1, x2, x3, x4).

Analogno (i raqunski malo jednostavnije) se pokazuje da isto va�i
i za ostale generatore grupe Möb∗(C). Sledi, Π je dobro definisan
homomorfizam grupa.

Neka je f ∈ Ker Π proizvoǉno. Kako se slika u jediniqnu matricu, f
mora fiksirati uopxtene krivine k(C) za sve mogu�e krugove C, pa samim
tim i ǌihove centre. Sledi, f ≡ 1C (jer fiksira qetiri razliqite taqke),
tj. Π je injektivno.

Prema napomeni pre ove teoreme za svake dve Dekartove
konfiguracije postoji jedinstvena Mebijusova transformacija koja
slika jednu u drugu. Drugim reqima, grupa Möb∗(C) dejstvuje slobodno
i tranzitivno na skup svih ure�enih Dekartovih konfiguracija
D. Zato monomorfizam Π indukuje slobodno i tranzitivno dejstvo
Π(Möb∗(C)) 6 OW (R) na skup {PC | C ∈ D} desnim mno�eǌem.

Pretpostavimo suprotno, postoji neko M ∈ OW (R) − Π(Möb∗(C)).
Neka je C bilo koja Dekartova konfiguracija i PC ǌena pridru�ena
matrica. Tada je i PCM pridru�ena matrica jer je (PCM)TMQ(PCM) =
MTP T

CMQPCM = CTMWC = MW . Zbog tranzitivnosti dejstva Π(Möb∗(C)) na
skup svih pridru�enih matrica mora postojati f ∈Möb∗(C) za koje PCM =
PCΠ(f). Me�utim, dejstvo Π(Möb∗(C)) desnim mno�eǌem je slobodno.
Sledi, M = Π(f) xto je u kontradikciji sa pretpostavkom M /∈ Π(Möb∗(C)).

Kompozicija Ψ′ = Φ−1 ◦ Π : Möb∗(C) −→ OQ(R) je izomorfizam.
Dakle, sve grupe Möb∗(C), Isom(H3), PSL2(C), OW (R) i OQ(R) su me�usobno
izomorfne. Izomorfizam Φ = ΦC (pa samim tim i Ψ′ = Ψ′C) nije jedinstven
jer zavisi od izbora matrice P = PC tj. Dekartove konfiguracije C.

Ostaje jox da proverimo da li se inverzije si koje generixu
geometrijsku Apolonijevu grupu slikaju u matrice Ai koje generixu



Dragan �oki�: Aritmetika celobrojnih Apolonijevih konfiguracija krugova 40

matriqnu Apolonijevu grupu. Naravno, jox kada smo poqeli priqu o
si-ovima, izabrali smo jednu poqetnu Dekartovu konfiguraciju, tako da
i ne qudi prethodna vixeznaqnost.

Ukoliko k(si(Cj)) = k(Cj)Π(si), 1 6 j 6 4, uzmemo za vrste matrice
dobi�emo Psi(C) = PCΠ(si) = PC(Φ ◦ Ψ′)(si) = PCP

−1
C Ψ′(si)PC = Ψ′(si)PC.

Prve kolone ovih matrica (nakon transponovaǌa) daju jednakost κ(si(C)) =
κ(C)Ψ′(si)

T . Sa druge strane, matrice Ai smo izabrali tako da va�i
κ(si(C)) = κ(C)Ai. Iz κ(C)Ai = κ(C)Ψ′(si)

T i qiǌenice da je dejstvo
Ψ′(Möb∗(C)) na skup svih Dekartovih qetvorki slobodno sledi da je Ai =
Ψ′(si)

T . Ovim smo pokazali slede�u teoremu:

Teorema 36. Postoji izomorfizam grupa Möb∗(C) i OQ(R) koji slika
inverzije si u odnosu na krugove dualne Dekartove konfiguracije u matrice
Ai.



GLAVA 3

GEOMETRIJSKA SVOJSTVA
APOLONIJEVE GRUPE

3.1 Isprekidano dejstvo i Poenkareova teorema

Definicija 37. Ka�emo da grupa Γ dejstvuje isprekidano na
topoloxki prostor X ako ni za jedno x ∈ X orbita Γx nema taqaka
nagomilavaǌa u X.

Lema 38. Pretpostavimo da podgrupa Γ 6 Möb∗(C) ∼= Isom(H3) dejstvuje
isprekidano na H3. Tada postoji taqka x ∈ H3 takva da je γ(x) 6= x, za sve
γ ∈ Γ− {1H3}.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da za svaku taqku postoji izometrija
iz Γ − {1H3} koja je fiksira. Tada za proizvoǉan niz taqaka xn → x
u H3 postoji niz izometrija γn ∈ Γ − {1H3} takvih da je γn(xn) = xn.
Dodatno, mo�emo obezbediti da su sve γn me�usobno razliqite. Vektorski
potprostor fiksnih taqaka Fn izometrije γn je dimenzije najvixe 2 za svako
n. Zato taqke xn mo�emo birati tako da ne upadaju F1∪· · ·∪Fn−1. Primetimo
da je

δ(x, γn(x)) 6 δ(x, γn(xn)) + δ(γn(xn), γn(x)) = 2δ(x, xn)→ 0,

gde δ predstavǉa hiperboliqko rastojaǌe invarijantno na dejstvo Γ 6
Isom(H3). Dakle, x je graniqna taqka orbite Γx xto je u kontradikciji sa
qiǌenicom da grupa Γ dejstvuje isprekidano.

41
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Teorema 39. (Poenkare) Svaka podgrupa Γ 6 Möb∗(C) ∼= Isom(H3)
koja dejstvuje isprekidano na hiperboliqki poluprostor H3 je diskretna.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da Γ nije diskretna, tj. da postoji niz
razliqitih izometrija γ′n → γ u Γ. Tada Γ sadr�i i niz γn = γ−1γ′n → 1H3.
Prema prethodnoj lemi postoji taqka x ∈ H3 takva da je γn(x) 6= x za sve
n ∈ N. Iz γn(x) → 1H3(x) = x sledi da je x graniqna taqka orbite Γx xto
je u kontradikciji sa qiǌenicom da grupa Γ dejstvuje isprekidano.

3.2 Rezidualni skup Apolonijeve konfiguracije

K oristi�emo oznaku D(x, ε) (D(x, ε)) za sferu (loptu) polupreqnika ε >
0 sa centrom u taqki x.

Slika 11: Rezidualni skup
Apolonijeve konfiguracije

Rezidualni skup Apolonijeve
konfiguracije P (u oznaci ResP) je⋃
C∈P

C (zatvoreǌe u C). Geometrijski, ovaj

skup mo�emo videti i kao komplement
unije unutraxǌosti krugova iz P.

Obele�imo sa Λ(A) skup svih
graniqnih taqaka (u H3) orbite Ax, kad x
prolazi H3. Naravno, ovde A posmatramo
kao podgrupu Isom(H3). Slede�a lema daje
jox jednu zanimǉivu interpretaciju.

Lema 40. Λ(A) = ResP.

Dokaz. Neka je x ∈ ResP proizvoǉna
taqka. Tada, za svako ε > 0 lopta D(x, ε) u R3 ima neprazan presek
sa beskonaqno mnogo krugova iz

⋃
C∈P

C =
⋃

16i64
s∈A

s(Ci), gde je (C1, C2, C3, C4)

proizvoǉna Dekartova konfiguracija. Sledi, za neko 1 6 i 6 4 lopta
D(x, ε) ima neprazan presek sa beskonaqno mnogo krugova iz Pi =

⋃
s∈A

s(Ci).

Va�i i vixe, postoji 1 6 i 6 4 takvo da za svako ε > 0 lopta D(x, ε) seqe
beskonaqno mnogo krugova iz Pi. (U suprotnom bi postojali brojevi εi > 0
takvi da lopte D(x, εi) seku samo konaqan broj krugova iz Pi. Zato bi za
ε = min

16i64
lopta D(x, ε) sekla samo konaqan broj krugova iz P.) Me�u ovim

krugovima mo�e biti samo konaqno mnogo ǌih polupreqnika ve�eg od ε.
Ovo je intuitivno jasno, a strog dokaz �emo videti u narednoj glavi. Zato
lopta D(x, 3ε) sadr�i beskonaqno mnogo krugova iz

⋃
s∈A

s(Ci). Za proizvoǉnu
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taqku x′ ∈ Ci, beskonaqno mnogo taqaka s(x′) �e biti u okolini D(x, 3ε) taqke
x. Zato je x ∈ Λ(A), odnosno ResP ⊂ Λ(A).

Da bismo pokazali obrnutu inkluziju, pretpostavimo suprotno, da
postoji x ∈ Λ(A)−ResP. Pretpostavimo prvo da je taqka x u spoǉaxǌosti
svih dualnih polusfera S̃i, 1 6 i 6 4. Podrazumevamo da je izbor
unutraxǌosti i spoǉaxǌosti isti kao i u ravni, tj. takav da su
unutraxǌosti polusfera disjunktne. Tada postoji okolina U taqke x
koja je u spoǉaxǌosti svih polusfera. Neka je S = Sin . . .Si1 ∈ A −
{1H3} proizvoǉna redukovana req. Tada je Si1(U) u unutraxǌosti S̃i1,
pa samim tim i u spoǉaxǌosti S̃i2. To daǉe znaqi da je Si2Si1(U) u
unutraxǌosti S̃i2. Ponavǉaǌem ovog postupka mo�emo zakǉuqiti da je
S(U) u unutraxǌosti S̃in. Zato je U ∩ S(U) = ∅ za sve S ∈ A − {1H3}. Sa
druge strane, iz x ∈ Λ(A) sledi da okolina U sadr�i beskonaqno mnogo
taqaka iste orbite. Kontradikcija.

Ako bi taqka x bila u unutraxǌosti neke polusfere S̃i0, tada bi slika
taqke x pri inverziji u odnosu na S̃i0 bila u spoǉaxǌosti svih polusfera
i u Λ(A) xto nije mogu�e. Ostaje jox sluqaj kada x pripada taqno jednoj
polusferi Si0 (i nije na rubu te polusfere). On se svodi na prethodni tako
xto se x preslika inverzijom u odnosu na bilo koju polusferu razliqitu
od Si0.

Dakle, skup taqaka nagomilavaǌa Λ(A) u H3 jednak ResP ⊆ ∂H3.
Drugim reqima, u H3 nema taqaka nagomilavaǌa pa Apolonijeva grupa
A dejstvuje isprekidano. Prema Poenkareovoj teoremi A je diskretna
podgrupa grupe Möb∗(C) ∼= Isom(H3).

3.3 Hausdorfova dimenzija rezidualnog skupa

Z a uniju otvorenih skupova B =
⋃
i

Bi definixemo Ns(B) :=
∑
i

diam(Bi)
s,

gde je diam(A) dijametar skupa A. Neka je F ⊆ Rn i s > 0. Broj

lim
ε→0+

(
inf

{
Ns(B)

∣∣∣∣∣ B =
⋃
i

Bi je (otvoreno) pokrivaǌe F, (∀i) diam(Bi) < ε

})
�emo zvati s–dimenziona Hausdorfova18 mera i obele�avati sa Hs(F ).

Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo smatrati da je diam(Bi) < ε 6 1 za
svako i. Zato je Hs(F ) opadaju�a funkcija po s koja uzima vrednosti iz
[0,+∞].

18Felix Hausdorff (1868. – 1942.), nemaqki matematiqar
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Definicija 41. Hausdorfova dimenzija skupa F ⊂ Rn (u oznaci
dimH(F )) je broj inf{s > 0 | Hs(F ) = 0}.

Primetimo da smo umesto svih pokrivaǌa mogli da uzmemo samo
pokrivaǌa diskovima. Ova, na prvi pogled slabija, definicija je
ekvivalentna naxoj jer svaki skup dijametra r upada u disk polupreqnika
r, tj. dijametra 2r.

Nas �e zanimati Hausdorfova dimenzija rezidualnog skupa.
Rezidualni skup ograniqene konfiguracije je kompaktan, pa mo�emo
smatrati da je svako ǌegovo pokrivaǌe konaqno.

Teorema 42. Neka je δ = δ(P) := dimHResP. Va�i 1 < δ 6 2.

Dokaz. Poka�imo najpre da je δ 6 2 za ograniqenu konfiguraciju P.
Neka je C = D(z, r) ∈ P proizvoǉan krug. On je sadr�an u prstenu PC =
D(z, r+ ε

8r
)−D(z, r− ε

8r
). Krug C se mo�e pokriti krugovima Bi polupreqnika

ε
8r

qiji centri pripadaju C, tako da se nikoja tri kruga ne preklapaju.
Tada je

∑
i

diam(Bi)
2 =

1

π

∑
i

P (Bi) 6
2

π
P

(⋃
i

Bi

)
6

2

π
P (PC) =

=
2

π

((
r +

ε

8r

)2

−
(
r − ε

8r

)2
)
π =

2

π
· 4r ε

8r
π = ε.

Neka je prilikom konstrukcije Apolonijeve konfiguracije u n–tom
koraku dodato k(n) novih krugova. Prema prethodnom, svaki od ǌih se
mo�e pokriti nekim B′ =

⋃
i

Bi tako da va�i N2(B′) = ε
2n+1k(n)

. Unija B svih

tih pokrivaǌa je pokrivaǌe konfiguracije P za koju je

N2(B) =
+∞∑
n=0

k(n)
ε

2n+1k(n)
= ε.

U sluqaju neograniqene konfiguracije ovo va�i za jedan
(proizvoǉni) segment (analogno i jox lakxe se du� smexta u
pravougaonik). Dakle, za jedan segmet postoji pokrivaǌe B0 takvo
da je N2(B0) 6 ε

2
. Segmenti koji su od ǌega udaǉeni n segmenata mogu se

pokriti sa B
(1)
n i B

(2)
n tako da je N2

(
B

(i)
n

)
6 ε

2n+2 . Zato se P mo�e pokriti
sa

B = B0 ∪
+∞⋃
n=1

(
B(1)
n ∪B(2)

n

)
, N2(B) =

ε

4
+

+∞∑
n=1

( ε

2n+2
+

ε

2n+2

)
= ε.

Sledi, H2(P) = 0, pa je δ 6 2.
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Sliqnu ideju �emo iskoristiti i da poka�emo da je δ > 1, odnosno da
je H1(P) > 0. Neka je C = D(X, r) ∈ P proizvoǉan krug i A i B dijametralno
suprotne taqke na tom krugu. Dovoǉno je pokazati da je za proizvoǉno
pokrivaǌe B broj N(B) ve�i od neke fiksirane vrednosti. Luk ÃB (bilo
koji) je pokriven nekim B′ =

⋃
i

Bi ⊂ B. AB se mo�e izdeliti na delove tako

da svaki deo li = X̆i, Yi upada u Bi i svaka prava XiYi upada u Bi (i samim
tim je kra�a od diam(Bi)). Sa druge strane

⋃
i

XiYi spaja A i B, pa mora

biti du�a od polupreqnika r. Zakǉuqujemo da je N(B) > N(B′) > r odakle
sledi H1(P) > lim

ε→0+
r = r i δ > 1.

Lema 43. Hausdorfova dimenzija rezidualnog skupa δ ne zavisi od
Apolonijeve konfiguracije P.

Dokaz. Neka su P1 i P2 dve proizvoǉne Apolonijeve konfiguracije.
Razmotrimo prvo sluqaj kada se P1 slika u P2 Mebijusovom
transformacijom f : x 7→ ax+b

cx+d
. Ako ResP1 ne sadr�i taqku −d

c
,

restrikcija f na C − D
(
−d
c
, ε
)
(za dovoǉno malo ε > 0) je ograniqeno

preslikavaǌe. Mebijusova transformacija f je otvoreno preslikavaǌe
jer je invertibilna. Zato svako pokrivaǌe B1 skupa ResP1 indukuje jedno
pokrivaǌe B2 skupa ResP2 pri qemu za svako s > 0 va�i Ns(B2) 6 k(s)Ns(B1)
za neku konstantu k(s) > 0. Sledi, δ(P1) 6 δ(P2). Ukoliko ResP1 sadr�i
−d
c
mo�emo tu konfiguraciju translirati do neke konfiguracije P ′1 koja

ne sadr�i ovu taqku. Tada je δ(P2) 6 δ(P ′1) = δ(P1). Iz istog razloga je i
δ(P1) 6 δ(P2), tj. va�i jednakost.

Jox treba proveriti tvr�eǌe u sluqaju da se P1 slika u P2

uopxtenom Mebijusovom transformacijom x 7→ f (x), gde je f Mebijusova
transformacija iz prethodnog pasusa. Tada je δ(P2) = δ

(
f
(
P1

))
= δ

(
P1

)
=

δ(P1), jer konjugovaǌe quva dijametre, pa samim tim i Hausdorfovu
dimenziju.

Prethodna ocena za δ �e nam biti sasvim dovoǉna, iako postoje i
neke znatno preciznije. Taqna vrednost δ za sada nije poznata, a najboǉa
aproksimacija (na qak xest sigurnih cifara) je δ ≈ 1, 305688 i mo�e se
na�i u [22].

3.4 Fundametalna oblast Apolonijeve grupe

D iskretne podgrupe izometrija se mogu lepo vizuelizovati pomo�u
svog fundamentalnog domena. Neka je Γ diskretna podgrupa grupe

izometrija topoloxkog prostora X. Izometrije se mogu videti i kao
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dejstvo grupe Γ na skup X. Re�i �emo da su taqke x, y ∈ X ekvivalentne (u
oznaci x ≡ y (mod Γ)) ako je y ∈ Γ(x).

Definicija 44. Skup F ⊆ X je fundamentalna oblast diskretne
podgrupe Γ 6 Isom(X) ako va�i:

(1) F je oblast (tj. otvoren i povezan skup) u X.

(2) Razliqite taqke u F nisu ekvivalentne.

(3) Svaka orbita (klasa ekvivalencije) ima bar po jednog predstavnika u F .

Dejstvo Γ indukuje i koliqniqki skup Γ\X koji podse�a na
fundamentalnu oblast F . Suxtinska razlika izme�u ovih skupova su
taqke (klase) na rubu ∂F . Naime, F najqex�e sadr�i vixe od jednog
predstavnika takve klase, dok F nema ni jednog.

Prisetimo se Apolonijeve grupe. Ona dejstvuje na H3 invezijama Si u
odnosu na dualne polusfere S̃i. Podrazumevamo da je izbor unutraxǌosti
i spoǉaxǌosti isti kao u ravni, tj. odre�en uslovom da su ove polusfere
disjunktne. Sa intS (extS) �emo oznaqavati unutraxǌost (spoǉaxǌost)
(u H3) skupa S.

Teorema 45. Fundamentalna oblast Apolonijeve grupe je F =
4⋂
i=1

ext S̃i.

Slika 12: Fundamentalna oblast Apolonijeve grupe
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Dokaz. Oqigledno je F oblast u H3. Proverimo da li va�i drugo
svojstvo. Pretpostavimo suprotno, da postoje neke dve ekvivalentne taqke
x, y ∈ F . Tada postoji i redukovana req S = Sin . . .Si1 ∈ A koja slika x u
y. Iz x ∈ ext S̃i1 sledi Si1(x) ∈ int S̃i1 ⊆ ext S̃i2. U n–tom koraku dobijamo
y = S(x) ∈ int S̃in ⊆ F{ xto je u suprotnosti sa pretpostavkom y ∈ F . Neka
je Sx proizvoǉna orbita. Ako je x ∈ F dokaz je zavrxen. Inaqe, budu�i da
su unutraxǌosti polusfera disjunktne, x mora pripadati unutraxǌosti
taqno jedne polusfere S̃i0. Tada je Si0x ∈ ext S̃i0 ⊆ F .

U dokazu leme 40, taqnije inkluzije Λ(A) ⊆ ResP, smo bax i
koristili da je fundamentalna oblast presek spoǉaxǌosti i da samim
tim ne mo�e sadr�ati taqke nagomilavaǌa orbite.

Primetimo da fundamentalna oblast zavisi od izbora poqetne
Dekartove konfiguracije. To znaqi da postoji beskonaqno mnogo
fundamentalnih oblasti, pri qemu ih transformacije Apolonijeve grupe
permutuju. Nadaǉe �emo podrazumevati da je izbor kao u drugom ili
qetvrtom sluqaju sa slike 3. Tada �e se dobiti fundamentalna oblast koja
sadr�i taqku∞ (kao na slici 12) za ograniqenu konfiguraciju. U sluqaju
neograniqene konfiguracije dobija se fundamentalna oblast ograniqena
sa dve paralelne ravni normalne na granicu i dve sfere.

Kako god birali fundamentalnu oblast ona �e biti poliedar u
hiperboliqkom prostoru. Mo�e se izabrati i tako da bude konaqan
poliedar. Me�utim, nama �e biti lakxe da radimo sa gore navedenim
poliedrima.

3.5 Lijeva algebra projektivne specijalne grupe
i grupe uopxtenih Mebijusovih transformacija

N eka je ±
(
a b
c d

)
∈ PSL2(C) proizvoǉna klasa i X =

(
a b
c d

)
∈

PSL2(C) ǌen proizvoǉni predstavnik. Zbog detX = 1 bar jedan
koeficijent X mora biti razliqit od nule, npr a. Tada je preslikavaǌe

ϕ : (x, y, z) 7→
(
x y
z 1+yz

x

)
homeomorfizam neke okoline (a, b, c) u C3 ∼= R6 i

odgovaraju�e okoline matrice X, tj. parametrizacija, a ϕ−1 je karta koja
sadr�i taqku X. Dakle, projektivna specijalna grupa je mnogostrukost
kompleksne dimenzije 3, odnosno realne dimenzije 6. Dodatno, operacija
grupe je neprekidna, te je PSL2(C) jedna Lijeva19 grupa.

19Xarius Sophus Lie (1842. – 1899.), norvexki matematiqar
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Grupa Möb∗(C) se mo�e razlo�iti na PSL2(C) o F2, pri qemu skup F2

ima diskretnu topologiju. Sledi, grupa Möb∗(C) je lokalno homeomorfna
sa PSL2(C). Zato je i Möb∗(C) mnogostrukost i Lijeva grupa (jer je
operacija neprekidna) dimenije 6.

Definicija 46. Lijeva algebra Lijeve grupe G dimenije n (u oznaci
g(G)) je tangentni prostor u neutralu E

TEG := {γ′(0) | γ : (−ε, ε) −→ G glatko, γ(0) = E} = dΦ(T(0,0,...,0)Rn),

gde je Φ karta koja sadr�i E.

Lijeva algebra g(PSL2(C)) (g(Möb∗(C))) je vektorski prostor nad R
dimenzije 6. Iako imamo i mno�eǌe skalarom iz C, ova Lijeva algebra
nije vektorski prostor nad C.

Lema 47. Neka je γ : (−ε, ε) −→ PSL2(C) glatko preslikavaǌe za koje je
γ(0) = E. Tada je Tr γ′(0) = 0.

Dokaz. Obele�imo sa X[i, j] minor koji se dobija kada iz matrice X
izbacimo i–tu vrstu i j–tu kolonu. Primetimo da je

d

dt

∣∣∣∣
t=0

det γ(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

n∑
j=1

(−1)1+jγ(t)1j det(γ(t)[1, j]) =

=
n∑
j=1

(−1)1+j

(
γ′(0)1j det(γ(t)[1, j]) + γ(0)1j

d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(γ(t)[1, j])

)
=

= γ′(0) +
d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(γ(t)[1, 1]) = · · · =
n∑
i=1

γ′(0)ii = Tr γ′(0).

Sa druge strane γ(t) ∈ PSL2(C), xto znaqi da je det γ(t) = 1 za sve t ∈ (−ε, ε),
tj. d

dt

∣∣
t=0

det γ(t) = 0.

Posledica 48. Lijeva algebra g(PSL2(C)) je {M ∈M2(C) | TrM = 0}.

Dokaz. Prethodna lema daje g(PSL2(C)) 6 {M ∈ M2(C) | TrM = 0}. Kako
su g(PSL2(C)) i {M ∈ M2(C) | TrM = 0} vektorski prostori (nad R), oba
dimenzije 6, va�i�e i jednakost.

Posledica 49. Lijeva algebra g(Möb(C)) je {M ∈M2(C) | TrM = 0}.



GLAVA 4

PREBROJAVAǋE ORBITA U
APOLONIJEVOJ
KONFIGURACIJI

4.1 Broj prostih brojeva i prostih brojeva
blizanaca

Q uvena teorema o prostim brojevima ka�e da je π(T ) ∼ T
log T

, kad
T → +∞, gde π(T ) oznaqava broj prostih brojeva maǌih od T . Nexto

slabija (ali za nas znaqajnija) verzija ove teoreme je Qebixovǉeva20

teorema.

Teorema 50. (Qebixov) Postoje pozitivne konstante C1 i C2

takve da je

C1
T

log T
6 π(T ) 6 C2

T

log T
,

za sve T � 1.

Ure�eni par prostih brojeva (p, p + 2) zovemo par prostih brojeva
blizanaca. Sa π2(T ) oznaqavamo broj parova (p, p + 2) prostih brojeva

20Pafnuti� L~voviq Qebyxëv (1821. – 1894.), ruski matematiqar i fiziqar
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blizanaca za koje je p+2 < T . Asimptotsko ponaxaǌe ove funkcije jox uvek
nije ispitano. Postoji hipoteza o ovoj asimptotici koju �emo izlo�iti
heuristiqki.

Prema teoremi o prostim brojevima, u intervalu [1, n] ima pribli�no
n

logn
prostih brojeva. Sledi, verovatno�a da je broj n prost je 1

logn
.

Neka je p prost broj, pitamo se kolika je verovatno�a da i broj
p + 2 bude prost. Kada bi doga�aji {p je prost} i {p + 2 je prost} bili
nezavisni, onda bi verovatno�a da je p+2 prost bila jednaka 1

log p
. Tada bi

verovatno�a da par (n, n + 2) qine prosti brojevi blizanci bila 1
log2 n

. U
intervalu [1, n] bi bilo pribli�no 1

log2 n
, pa treba oqekivati π2(T ) ∼ T

log2 T
.

Naravno, ova dva doga�aja nisu nezavisni. Zato se prethodna procena
mno�i korektivnom konstantom. Broj n > 1 je prost akko nije deǉiv
nijednim prostim brojem p < n. Verovatno�a da broj nije deǉiv sa p
(tj. da mu je klasa kongruencije po modulu p razliqita od nule) je p−1

p
.

Sledi, verovatno�a da nijedan od dva sluqajno izabrana broja nije deǉiv

sa p iznosi
(
p−1
p

)2

. Sliqno, verovatno�a da ni n ni n + 2 nisu deǉivi sa

p iznosi ν(p)
p
, gde ν(p) =

{
1, n = 1
p− 2, inaqe

oznaqava broj klasa kongruencije

razliqitih od 0 i p − 2 po modulu p. Zato je prirodno pretpostaviti da
korektivna konstanta iznosi

C :=
∏
p prost

ν(p)
p(

p−1
p

)2 =
∏
p prost

pν(p)

(p− 1)2
= 2

∏
p prost
p>3

p(p− 2)

(p− 1)2
= 2

∏
p prost
p>3

(
1− 1

(p− 1)2

)
.

Prethodni proizvod konvergira jer je

∏
p prost
p>3

(
1− 1

(p− 1)2

)
= e

∑
p prost
p>3

log
(

1− 1
(p−1)2

)
6 e

−
∑

p prost
p>3

1
(p−1)2

< 1.

Ovim smo doxli do hipoteze o prostim brojevima blizancima: π2(T ) ∼
C T

log2 T
. Do sada je pokazano da ovaj red veliqine predstavǉa gorǌu granicu

za π2.

Teorema 51. Va�i ocena π2(T )� T
log2 T

, kad T → +∞.

Detaǉnije informacije o ovim funkcijama mogu se na�i u [4].
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4.2 Broj krugova u Apolonijevoj konfiguraciji

P osle priqe o prostim brojevima i prostim brojevima blizancima (u
N), pitamo se da li postoje analogni koncepti na skupu krivina jedne

Apolonijeve konfiguracije. Za poqetak, jasno je da skup krivina najqex�e
ne sadr�i sve prirodne brojeve. Zatim, mogu�e je da postoji vixe krugova
u jednoj konfiguraciji koji imaju iste krivine. Zato ni brojaǌe svih
krivina nije tako jednostavno kao brojaǌe svih prirodnih brojeva.

Postoje dve suxtinski razliqite Dekartove konfiguracije –
ograniqena i neograniqena. Dodatno, kod neograniqene se krugovi
periodiqno ponavǉaju, xto nije sluqaj sa ograniqenom. Zato �emo kod
ograniqene konfiguracije brojati sve krugove, a kod neograniqene samo
krugove na jednom segmentu (izme�u dve paralelne prave i dva susedna
najve�a kruga).

Ovakvo prebrojavaǌe �e dovesti do toga da je sluqaj neograniqene
konfiguracije znatno komplikovaniji od ograniqene, xto je u suprotnosti
sa nekom intuicijom da je lakxe ispitati neograniqenu konfiguraciju.

Krugove qije su krivine prosti brojevi zovemo prosti krugovi. Par
tangentnih prostih krugova zovemo par prostih krugova blizanaca.

Definicija 52. Neka je P Apolonijeva konfiguracija.

(1) Sa NP(T ) oznaqavamo broj krugova u konfiguraciji P krivine maǌe od T .

(2) Sa NP2 (T ) oznaqavamo broj parova tangentnih krugova u konfiguraciji P
krivine maǌe od T .

(3) Sa πP(T ) oznaqavamo broj prostih krugova u konfiguraciji P krivine maǌe
od T .

(4) Sa πP2 (T ) oznaqavamo broj parova prostih krugova blizanaca u
konfiguraciji P krivine maǌe od T .

Ponekad se u prethodnoj definiciji stavǉa uslov da je apsolutna
vrednost krivine maǌa od T i/ili da je prost broj. Tako�e, umesto uslova
maǌi T , ponekad se uzima maǌi i jednak T . Ovo mo�e promeniti vrednosti
ovih funkcija eventualno za jedan, tako da nam taj detaǉ nije previxe
bitan.

Ukoliko se Apolonijeva konfiguracija P ′ dobija iz Apolonijeve
konfiguracije P (euklidskom21) izometrijom ravni prethodne qetiri

21
Eυκλειδης o Aλεξανδρεια (oko 325. p.n.e. – oko 265. p.n.e.), antiqki matematiqar
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funkcije ovih konfiguracija �e biti jednake. Zato, u daǉoj priqi, ne�emo
razlikovati konfiguracije P i P ′.

Obele�imo sa P (P) povrxinu spoǉaxǌeg kruga za ograniqenu
konfiguraciju, odnosno povrxinu jednog segmenta za neograniqenu. Krug
krivine maǌe od T , ima polupreqnik ve�i od 1

T
, pa samim tim i povrxinu

ve�u od π
T 2 . Zato va�i trivijalna ocena

NP(T ) <
P (P)

π
T 2

=
P (P)

π
T 2

iz koje sledi da je broj NP(T ) konaqan za svaki konaqan broj T .

Kako je πP(T ) 6 NP(T ), NP2 (T ) 6 NP(T )2 i πP2 (T ) 6 πP(T )2, i ostale
veliqine iz prethodne definicije �e biti konaqne za konaqno T . Nas �e
zanimati ǌihovo asimptotsko ponaxaǌe.

Lema 53. Neka je P Apolonijeva konfiguracija sa korenom qetvorkom ξ.
Oznaqimo sa κ(n) = ξA, gde je A = Ai1Ai2 . . . Ain redukovana req sastavǉena od
generatora Apolonijeve grupe A. Tada je nova koordinata (tj. ona koja se ne
javǉa u κ(n−1) = ξAi1 . . . Ain−1) ujedno i najve�a koordinata u κ(n).

Dokaz. Tvr�eǌe dokazujemo indukcijom po du�ini redukovane reqi n.
Za n = 1 sledi iz qiǌenice da je ξ korena qetvorka.

Neka tvr�eǌe va�i za n − 1, treba proveriti za n. Neka je κ(n−1) =
(κ

(n−1)
1 , κ

(n−1)
2 , κ

(n−1)
3 , κ

(n−1)
4 ) pri qemu je npr. κ(n−1)

4 najve�a koordinata. Prema
indukcijskoj pretpostavci je κ(n−1)

4 posledǌa dobijena vrednost. Kako je A
redukovana req mora biti Ain 6= Ain−1. Zato Ain meǌa jednu od prve tri
koordinate npr. κ(n−1)

3 . Tada je nova koordinata u κ(n) jednaka

κ
(n)
3 = 2(κ

(n−1)
1 + κ

(n−1)
2 + κ

(n−1)
4 )− κ(n−1)

3 =

= 2(κ
(n−1)
1 + κ

(n−1)
2 ) + κ

(n−1)
4 + (κ

(n−1)
4 − κ(n−1)

3 ) > κ
(n−1)
4 > κ

(n−1)
i = κ

(n)
i ,

za i ∈ {1, 2, 4}, jer je κ(n−1)
1 + κ

(n−1)
2 > 0 i κ

(n−1)
4 > κ

(n−1)
3 .

Tvr�eǌe 54. Neka je P Apolonijeva konfiguracija sa korenom
qetvorkom ξ ∈ Z4 i T � 1. Tada va�i

(1) NP(T ) =

{
#Aξ#{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T}+ 3, ako je P ograniqena
#{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T}+ 3, ako je P neograniqena ,

(2) NP2 (T ) = 3NP(T )− 6,

(3) NP2 (T ) =

{
3#Aξ#{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T}+ 3, ako je P ograniqena
3#{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T}+ 3, ako je P neograniqena ,
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gde je ‖ · ‖∞ supremum (maksimum) norma na Z4: ‖(x1, x2, x3, x4)‖∞ = max
16i64

|xi|.

Dokaz. Uslov T � 1 je potreban samo da obezbedi da su sve qetiri
vrednosti iz korene qetvorke ξ maǌe od T . Dakle, mo�e se malo i oslabiti,
ali to nije previxe bitno.

(1) Doka�imo prvo NP(T ) = #{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T}+3 u specijalnom sluqaju
kada je konfiguracija P ograniqena a stabilizator trivijalan (Aξ =
{1Z4}). Za proizvoǉnu Dekartovu qetvorku κ = ξA, A ∈ A imamo da je
Aκ = A−1AξA = {1Z4}. Primetimo da je #Aκ jednaka broju Dekartovih
konfiguracija u P qije su krivine κ. Dakle, u ovom sluqaju nema
Dekartovih konfiguracija sa istim krivinama. Po pretpostavci
qetiri broja iz korene qetvorke su maǌa od T . Sve ostale Dekartove
qetvorke koje odgovaraju istoj Apolonijevoj konfiguraciji su oblika
ξA za neku redukovanu req A = Ai1 . . . Ain ∈ A. Prema prethonoj lemi
nova vrednost u ξA (tj. ona koja se ne javǉa u ξAi1 . . . Ain−1) je ujedno i
najve�a vrednost u ξA. Drugim reqima, treba brojati one Dekartove
konfiguracije κ qija je najve�a koordinata ‖κ‖∞ maǌa od T . Zato je

NP(T ) = 4+#{κ = ξA | A ∈ A−{1Z4}, ‖κ‖∞ < T} = #{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T}+3.

U sluqaju da stabilizator nije trivijalan za korenu qetvorku
(brojeva) ξ postoji #Aξ Dekartovih konfiguracija (krugova) u P.
Prema prethodnom, za svaku od tih konfiguracija postoji po γ + 3
kruga krivine maǌe od T koji formiraju γ Dekartovih konfiguracija,
gde je γ = #{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T}. Sledi, u P ima #Aξγ Dekartovih
konfiguracija kod kojih su sve krivine maǌe od T , te je NP(T ) =
#Aξγ + 3.

Neka je sada konfiguracija P neograniqena. ǋena korena qetvorka je
ξ = (0, 0, c, c) za neko c > 0, a stabilizator Aξ = 〈A3, A4〉. Elementi
stabilizatora Aξ (posmatrani kao Mebijusove transformacije)
slikaju krugove jednog segmenta u (identiqne) krugove drugog segmenta,
tj. Aξ predstavǉa skup permutacija segmenata. Poxto brojimo samo
krugove na jednom segmentu, va�i�e isti zakǉuqak kao u sluqaju
ograniqene konfiguracije sa trivijalnim stabilizatorom.

(2) Iz konstrukcije Apolonijeve konfiguracije se vidi da me�u krugovima
konstruisanim u istoj generaciji nema me�usobno tangentnih (izuzev
qetiri kruga iz nulte generacije). U nultoj generaciji je svaki par
krugova me�usobno tangentan, znaqi ima

(
4
2

)
= 6 parova. Dakle, dva

tangentna kruga su sigurno iz razliqitih generacija. Zato, da se ne bi
ponavǉali prilikom brojaǌa, za svaki krug (krivine maǌe od T ) �emo
brojati koliko ima krugova (krivine maǌe od T ) koji su konstruisani
pre ǌega i koji su tangentni sa ǌim. Prema konstrukciji, krug C
krivine κ < T konstriusan u n–toj generaciji je tangentan na taqno



Dragan �oki�: Aritmetika celobrojnih Apolonijevih konfiguracija krugova 54

tri kruga koji su konstruisani pre ǌega. Dodatno, sa ǌima qini
Dekartovu konfiguraciju. Kako je C posledǌi konstruisan, prema
prethodnoj lemi, ova tri kruga imaju krivine maǌe ili jednake κ < T ,
pa za krug C imamo taqno tri para. Zato je ukupan broj parova jednak

NP2 (T ) = 3(NP(T )− 4) + 6 = 3NP(T )− 6.

(3) Sledi iz (1) i (2).

Kao xto smo ve� rekli podrazumevamo da je korena qetvorka ξ
primitivna. Proizvoǉna korena qetvorka ξ′ se mo�e predstaviti kao
ξ′ = yξ, gde je y := NZD(ξ′1, ξ

′
2, ξ
′
3, ξ
′
4) ∈ N i ξ := 1

y
ξ′ primitivna korena

qetvorka. Homotetija ay pove�ava polupreqnike y puta, pa samim tim i
smaǌuje krivine y puta. Sledi, NP

′
(T ) = NP(yT ) i NP

′
2 (T ) = NP2 (yT ), gde je

P (P ′) Apolonijeva konfiguracija sa korenom qetvorkom ξ (ξ′).

Tvr�eǌe 55. Neka je P Apolonijeva konfiguracija sa korenom
qetvorkom ξ ∈ Z4 i T � 1. Tada va�i

(1) πP(T )�
4∑
i=1

#{κ = (κ1, κ2, κ3, κ4) ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T, κi je prost},

(2) πP2 (T )�
∑

16i,j64
i6=j

#{κ = (κ1, κ2, κ3, κ4) ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T, κi i κj su prosti}.

Dokaz. (1) Neka je γ :=

{
#Aξ, ako je P ograniqena
1, ako je P neograniqena

� 1, jer je

stabilizator Aξ konaqan. Sliqno kao u prethodnoj teoremi se pokazuje
da je

πP(T ) 6 γ#{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T, ‖κ‖∞ je prost}+ 3.

Ovde stoji znak nejednakosti zbog toga xto je mogu�e da neki od brojeva
iz korene qetvorke nije prost. Odavde sledi asimptotska ocena

πP(T )� #{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T, ‖κ‖∞ je prost} 6

6
4∑
i=1

#{κ = (κ1, κ2, κ3, κ4) ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T, κi je prost}.

(2) Sliqno,

πP2 (T ) 6 γ#{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T, ‖κ‖∞ i jox jedno κi su prosti}+ 5�

� #{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T, ‖κ‖∞ i jox jedno κi su prosti} 6

6
4∑
i=1

#{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T, ‖κ‖∞ i κi su prosti} 6
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6
4∑
i=1

∑
16j64
j 6=i

#{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T, κi i κj su prosti}.

Napomenimo da priqa o asimptotskom ponaxaǌu πP i πP2 ima smisla
samo pod pretpostavkom da je korena qetvorka primitivna. U suprotnom
je korena qetvorka ξ′ konfiguracije P jednaka yξ, gde je y prirodan broj
ve�i od 1 i ξ korena qetvorka. Tada su funkcije πP i πP2 konaqne, npr.

πP(T ) =

{
2, P neograniqena, y prost, y < T
0, inaqe

.

Specijalno, ovo znaqi da ne postoje doǌe granice (sem nule, naravno)
funkcija πP i πP2 . Zanimǉivo je da �emo dobiti gorǌe granice ovih
funkcija sliqne ocenama za π (u Qebixovǉevoj teoremi) i π2 (u teoremi
51).

4.3 Motivacija: rexetka u euklidskom prostoru

I deja za ocenu broja NP(T ) dolazi iz jednog jednostavnog brojaǌa
taqaka rexetke u euklidskom prostoru R3. Grupa (Z3,+), koja je

diskretna podgrupa Isom(R3), dejstvuje na ovaj skup translacijama. ǋena
fundamentalna oblast je npr. kocka F = (−1

2
, 1

2
)3. Prisetimo se kako se

mo�e oceniti broj taqaka rexetke Z3 u lopti DT = D(0, T ). Za svaku taqku
γ ∈ DT , kocka γ + F upada u loptu DT+1. Obrnuto, γ + F ⊆ DT povlaqi
γ ∈ DT . Zato je

V (DT−1)

V (F)
6 #{γ ∈ Z3 | γ + F ⊆ DT} 6 #Z3 ∩ DT 6

6 #{γ ∈ Z3 | γ + F ⊆ DT+1} 6
V (DT+1)

V (F)
.

Znamo da je V (DT−1) = V (DT )−V (DT−DT−1) > V (DT )−V (PT ) i V (DT+1) =
V (DT ) + V (DT+1 − DT ) 6 V (DT ) + V (PT ), gde je PT = DT+1 − DT−1 jediniqna
okolina ∂DT = D(0, T ). Sledi,

#Z3 ∩ DT =
V (DT )

V (F)
+O(V (PT )), T → +∞.

Poxto je V (DT ) = 4π
3
T 3, V (F) = 1 i V (PT ) = 4π

3
(T +1)3− 4π

3
(T −1)3 = 4π

3
(6T 2 +2)

prethodna ocena postaje #Z3 ∩ DT = 4π
3
T 3 +O(T 2).
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Pokuxa�emo da ovu ideju iskoristimo i za asimptotiku NP(T ).
Zameni�emo skup R3 sa H3, a rexetku Z3 orbitom Apolonijeve grupe i
proveriti xta od prethodnog va�i u tom sluqaju. Nailazimo na slede�e
probleme/razlike:

(1) Radi sigurnosti treba krugove DT−1 i DT+1 zameniti sa DT−d i DT+d,
gde je d dijametar fundamentalne oblasti F (ili bilo koji broj ve�i
od ǌega).

(2) U hiperboliqkom prostoru se zapremina raquna malo drugaqije tako
da vixe ne mora biti V (DT+d) ∼ V (DT−d), kad T −→ +∞.

(3) Koristili smo da je zapremina lopte DT mnogo ve�a od zapremine
DT+d − DT i DT − DT−d, ili ekvivalentno, od povrxine sfere (ruba
lopte). Ovo ne va�i u hiperboliqkom prostoru.

(4) Fundamentalna oblast Apolonijeve grupe je popriliqno velika, qak je
i beskonaqne zapremine.

(5) Ovde smo izometrije euklidskog prostora (celobrojne translacije)
identifikovali sa taqkama Z3 ⊆ R3. Sliqno, (hiperboliqke)
izometrije iz Apolonijeve grupe mo�emo identifikovati sa taqkama
H3. Zato �e nam biti od koristi homogene koordinate.

4.4 Leva Harova mera i norma Soboǉeva na
koliqniqkom skupu

N adaǉe �emo, radi pojednostavǉivaǌa zapisa, sa G oznaqavati grupu
Möb∗(C) (i sve ostale grupe koje su joj izomorfne). Naravno, G je

mnogo vixe od grupe, ona ima normu, topologiju...

Metrika na hiperboliqkom poluprostoru H3 (tzv. Poenkareova22

metrika) je zadata sa g(x,y)(X, Y ) = 1
y2
〈X, Y 〉, X, Y ∈ TM . Baza tangentnog

prostora TH3 je B :=
{

∂
∂xi

∣∣∣ 1 6 i 6 3
}

(pri qemu podrazumevamo da je

x3 = y). Za bazne vektore va�i g
(

∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
=

δij
y2
, gde je δij Kronekerov23

simbol. Gramova24 determinanta u odnosu na ovu bazu je

22Jules Henri Poincaré (1854. – 1912.), francuski matematiqar i fiziqar
23Leopold Kronecker (1823. – 1891.), nemaqki matematiqar
24Jørgen Pedersen Gram (1850. – 1916.), danski matematiqar i ekonomista
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Γ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g
(

∂
∂x1
, ∂
∂x1

)
g
(

∂
∂x1
, ∂
∂x2

)
g
(

∂
∂x1
, ∂
∂y

)
g
(

∂
∂x2
, ∂
∂x1

)
g
(

∂
∂x2
, ∂
∂x2

)
g
(

∂
∂x2
, ∂
∂y

)
g
(
∂
∂y
, ∂
∂x1

)
g
(
∂
∂y
, ∂
∂x2

)
g
(
∂
∂y
, ∂
∂y

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1
y2

0 0

0 1
y2

0

0 0 1
y2

∣∣∣∣∣∣ =
1

y6
.

Sledi, zapreminska forma je ω =
√
|Γ|dx1 ∧ dx2 ∧ dy = 1

y3
dx1 ∧ dx2 ∧ dy. Zato

je na H3 prirodno posmatrati meru dµ(x1, x2, y) := dx1dx2dy
y3

.

Lema 56. Mera µ je G–invarijantna.

Dokaz. U dokazu teoreme 22 smo videli da je grupa G ∼= Isom(H3)
generisana translacijama τ̃λ : (x, y) 7→ (x + λ, y), λ ∈ C, kompozicijama
homotetija i rotacija χ̃λ : (x, y) 7→ (λx, |λ|y), λ ∈ C\{0}, kompozicijom

inverzije i refleksije ψ̃ : (x, y) 7→
(

x
|x|2+y2

, y
|x|2+y2

)
i refleksijom c̃ : (x, y) 7→

(x, y). Zato je dovoǉno proveriti da je mera µ ivarijantna na pomenute
qetiri transformacije:

dµ (τ̃λ(x, y)) = dµ(x+ λ, y) =
d(x1 + λ1)d(x2 + λ2)dy

y3
=

=
1

y3

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

∂
∂x1

(x1 + λ1) ∂
∂x2

(x1 + λ1) ∂
∂y

(x1 + λ1)
∂
∂x1

(x2 + λ2) ∂
∂x2

(x2 + λ2) ∂
∂y

(x2 + λ2)
∂
∂x1

(y) ∂
∂x2

(y) ∂
∂y

(y)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ dx1dx2dy =

=
1

y3

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ dx1dx2dy =

dx1dx2dy

y3
= dµ(x, y),

dµ (χ̃λ(x, y)) = dµ(λ1x1 − λ2x2, λ2x1 + λ2x2, |λ|y) =

=
d(λ1x1 − λ2x2)d(λ2x1 + λ1x2)d(|λ|y)

(|λ|y)3
=

=
1

|λ|2y3

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
λ1 −λ2 0
λ2 λ1 0
0 0 |λ|

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ dx1dx2dy =

=
|(λ2

1 + λ2
2) |λ|| dx1dx2dy

|λ|3y3
= dµ(x, y),

dµ
(
ψ̃(x, y)

)
= dµ

(
x

|x|2 + y2
,

y

|x|2 + y2

)
=

=
d
(

x1
x21+x22+y2

)
d
(

−x2
x21+x22+y2

)
d
(

y
x21+x22+y2

)
(

y
x21+x22+y2

)3 =
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=

(
x2

1 + x2
2 + y2

y

)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x21+x22+y2

(x21+x22+y2)
2

−2x1x2

(x21+x22+y2)
2

−2x1y

(x21+x22+y2)
2

2x1x2

(x21+x22+y2)
2

−x21+x22−y2

(x21+x22+y2)
2

2x2y

(x21+x22+y2)
2

−2x1y

(x21+x22+y2)
2

−2x2y

(x21+x22+y2)
2

x21+x22−y2

(x21+x22+y2)
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dx1dx2dy =

=
1

((x2
1 + x2

2 + y2) y)
3

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
−x2

1 + x2
2 + y2 −2x1x2 −2x1y

2x1x2 −x2
1 + x2

2 − y2 2x2y
−2x1y −2x2y x2

1 + x2
2 − y2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ dx1dx2dy =

=
1

((x2
1 + x2

2 + y2) y)
3

∣∣∣∣(−x2
1 + x2

2 + y2
) ∣∣∣∣ −x2

1 + x2
2 − y2 2x2y

−2x2y x2
1 + x2

2 − y2

∣∣∣∣−
−2x1x2

∣∣∣∣ −2x1x2 −2x1y
−2x2y x2

1 + x2
2 − y2

∣∣∣∣+ (−2x1y)

∣∣∣∣ −2x1x2 −2x1y
−x2

1 + x2
2 − y2 2x2y

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ dx1dx2dy =

=
1

((x2
1 + x2

2 + y2) y)
3

∣∣∣(−x2
1 + x2

2 + y2
) ((

x2
2 − y2

)2 − x4
1 + 4x2

2y
2
)
−

+4x2
1x

2
2

(
x2

1 + x2
2 − y2 + 2y2

)
+ 4x2

1y
2
(
2x2

2 + x2
1 − x2

2 + y2
)∣∣ dx1dx2dy =

=
1

((x2
1 + x2

2 + y2) y)
3

∣∣∣(x2
1 + x2

2 + y2
) ((
−x2

1 + x2
2 + y2

)2
+ 4x2

1

(
x2

2 + y2
))∣∣∣ dx1dx2dy =

=
1

(x2
1 + x2

2 + y2)
2
y3

∣∣∣(x2
1 + x2

2 + y2
)2
∣∣∣ dx1dx2dy = dµ(x, y)

dµ (c̃(x, y)) = dµ (x, y) =
dx1d(−x2)dy

y3
=

1

y3

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ dx1d2dy = dµ(x, y).

�elimo da definixemo levu Harovu25 meru na grupi G. Prema
Ivasavinoj dekompoziciji, ona se mo�e razlo�iti kao G = NAKC, gde
je C cikliqna grupa generisana konjugovaǌem c. Podgrupa C je dvoqlana,
pa G mo�emo videti kao disjunktnu uniju dve kopije NAK. Zato je dovoǉno
definisati meru na NAK. Na ǌenoj podgrupi gorǌetrougaonih matrica
NA ∼= H3 mera se definixe na prirodan naqin: dnxday = 1

y3
dxdy. Ova mera

je G–invarijantna, pa samim tim i leva Harova. Neka je dk bilo koja
verovatnosna leva Harova mera na podgrupi K, tada je sa

dµ(nxaykc) :=
1

y3
dnxdaydk =

1

y3
dxdydk

definisana leva Harova mera na grupi G.

25Alfréd Haar (1885. – 1933.), ma�arski matematiqar
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Kako je prethodna mera leva Harova, ona definixe i jednu levu
Harovu meru na koliqniqkom skupu A\G. Tradicionalno, i ǌu �emo
obele�avati sa µ, a iz konteksta �e biti jasno o kojoj meri je req.

Grupa G se mo�e videti kao disjunktna unija grupe direktnih
izometrija NAK i skupa indirektnih NAKc. Poxto Apolonijeva grupa
sadr�i indirektne izometrije (inverzije), svaka klasa u A\G �e imati
bar po jednog predstavnika koji je direktna izometrija. Zato �emo
nadaǉe, gde god to olakxava posao, zanemarivati konjugovaǌe i grupu G
poistove�ivati sa Möb(C) ∼= PSL2(C).

Skup A\H3 mo�emo interpretirati na dva naqina: kao podskup
koliqniqkog skupa A\G ili kao prostor orbita pri dejstvu Apolonijeve
grupe na skup H3. Samim tim ovaj skup ima i dve mere: meru nasle�enu iz
A\G i koliqniqku meru koju indukuje mera na H3. Prema konstrukciji je
jasno da se radi o istoj meri (koju po potrebi mo�emo interpretirati na
dva naqina).

Sa L2(X) �emo oznaqavati vektorski prostor realnih funkcija
(definisanih na X) kvadratno integrabilnih po Lebegu26 sa skalarnim
proizvodom 〈f, g〉L2(X) =

∫
X

fgdµ.

Specijalno, za X = A\G, s obzirom na naqin na koji smo definisali
meru, integral po A\H3 mo�emo poistovetiti sa integralom po nekoj
fiksiranoj fundamentalnoj oblasti Apolonijeve grupe (npr. po onoj iz
teoreme 45). Pored norme koja dolazi iz skalarnog proizvoda 〈·, ·〉L2(A\G)

koristi�emo i normu Soboǉeva27.

Definicija 57. Neka je n ∈ N i neka je

X1 :=

(
0 1
0 0

)
, X2 :=

(
0 i
0 0

)
, X3 :=

(
0 0
1 0

)
, X4 :=

(
0 0
i 0

)
,

X5 :=

(
1 0
0 −1

)
, X6 :=

(
i 0
0 −i

)
baza Lijeve algebre g(Möb∗(C)). Norma Soboǉeva reda n funkcije f ∈ L2(A\G)∩
C∞(A\G) je

Sn(f) := max
06m6n
16ij66

‖Xi1 . . . Xim(f)‖L2(A\G).

Napomenimo da se u prethodnoj definiciji ponekad umesto maksimuma
uzima suma. Ovaj detaǉ nije previxe bitan budu�i da su u pitaǌu
ekvivalentne norme (daju istu topologiju).

26Henri Léon Lebesgue (1875. – 1941.), francuski matematiqar
27Serge� L~voviq Sobolev (1908. – 1989.), ruski matematiqar
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4.5 Asimptotsko ponaxaǌe funkcije NP

J edan od osnovnih ciǉeva ovog rada je ispitivaǌe asimptotskog
ponaxaǌa funkcije NP . Najpraktiqnija realizacija grupe G je

OQ(R) 6 GL4(R) (teorema 36). Neka je BT := {x ∈ R4 | ‖x‖∞ < T} lopta
u R4 u odnosu na maksimum normu tj. kocka.

Neka je P ograniqena Apolonijeva konfiguracija sa korenom
qetvorkom ξ. Prema tvr�eǌu 54, funkcija NP(T ) je do na aditivnu
konstantu jednaka #Aξ#BT . Ovde #Aξ oznaqava koliko ima kopija
Dekartove konfiguracije sa istom Dekartovom qetvorkom brojeva ξ. Taj
broj mo�emo eliminisati tako xto umesto Dekartovih qetvorki koje
upadaju u BT brojimo odgovaraju�e Dekartove konfiguracije:

NP(T ) =
∑
A∈A

χBT (ξA) + 3

gde je χ karakteristiqna funkcija.

Sliqnu formulu mo�emo primeniti i u sluqaju neograniqene
Apolonijeve konfiguracije P. Jedina razlika je xto sada ne brojimo
sve krugove, ve� samo one na jednom segmentu. Segmenti se periodiqno
ponavǉaju i dobijaju se iz jednog (poqetnog) segmenta translacijama
Apolonijeve grupe. Zato je broj krugova jednak

NP(T ) =
∑

A∈(A∩N)\A

χBT (ξA) + 3.

Kako bismo imali istu formulu u oba sluqaja, i kod ograniqene
konfiguracije �emo grupu A zameniti koliqnikom (A ∩ N)\A jer je u tom
sluqaju presek A ∩N trivijalan. Grupa translacija N je Abelova. Zato
je svaka ǌena podgrupa, pa i A ∩ N , normalna. To daǉe povlaqi da je
koliqniqki skup (A ∩N)\N zapravo grupa.

Jedan od kǉuqnih objekata u naxoj priqi je brojaqka funkcija

FT (g) :=
∑

A∈(A∩N)\A

χBT (ξAg).

Jasno je da je NP(T ) = FT (E) + 3, gde je E neutral grupe G, tj.
jediniqna matrica. Primetimo da je funkcija FT invarijantna na dejstvo
Apolonijeve grupe (mno�eǌem sleva), pa mo�emo smatrati da FT : A\G −→
N ∪ {0}.
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Brojaqka funkcija FT uzima samo celobrojne vrednosti, tj. ima
prekide. Samim tim, ona nije previxe pogodna za izuqavaǌe. Zato
�emo najpre uraditi ǌeno ,,zagla�ivaǌe“. Drugim reqima, zameni�emo
FT nekom glatkom funkcijom i proceniti ǌeno asimptotsko ponaxaǌe.

Grupu G mo�emo videti kao skup linearnih preslikavaǌa normiranog
vektorskog prostora Z4 (sa maksimum normom). Zato na grupi G imamo i
normu [[A]] := max

x∈Z
‖xA‖∞
‖x‖∞ . Neka je 0 < ε < 1 proizvoǉno i

Uε := {g ∈ G | [[g − E]] < ε, [[g−1 − E]] < ε}

okolina neutrala u G. Skup Uε je otvoren kao presek dva otvorena
skupa (zadata kao inverzne slike otvorenog skupa (−∞, ε) pri neprekidnim
preslikavaǌima).

Kako Apolonijeva grupa A sadr�i samo matrice sa celobrojnim
koeficijentima, ona mora biti diskretna podgrupa grupe G i u topologiji
indukovanoj ovom normom. Zato je, za dovoǉno malo ε, restrikcija
projekcije G −→ A\G na Uε monomorfizam, tj. izomorfizam sa slikom.
Drugim reqima, okolina Uε neutrala E u G je izomorfna sa odgovaraju�om
okolinom neutrala A u A\G.

Neka je φε ∈ C∞c (G) nenegativna funkcija qiji je nosaq sadr�an u Uε
takva da je

∫
G

φεdµ = 1. Mo�emo je spustiti i na koliqniqki prostor A\G
usredǌavaǌem

Φε(Ag) :=
∑
A∈A

φε(Ag).

Pomo�u Φε ∈ C∞c (A\G) �emo uraditi ,,zagla�ivaǌe“ brojaqke
funkcije FT . Za to �e nam trebati jedna pomo�na tehniqka lema.

Lema 58. Va�e inkluzije

(1) BTUε ⊆ B(1+ε)T ,

(2) B(1−ε)T ⊆
⋂
u∈Uε

BTu,

za sve 0 < ε� 1 i T � 0.

Dokaz. (1) Neka su x ∈ BT i u ∈ Uε proizvoǉni. Tada je

‖xu‖∞ 6 ‖x‖∞[[u]] < T [[u− E + E]] 6 T ([[u− E]] + [[E]]) < T (ε+ 1).

Sledi, xu ∈ B(1+ε)T , pa samim tim i BTUε ⊆ B(1+ε)T .
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(2) Druga inkluzija je ekvivalentna sa B(1−ε)T ⊆ BTu za sve u ∈ Uε. Kako je
u ∈ Uε akko u−1 ∈ Uε, sledi

B(1−ε)T = B(1−ε)Tu
−1u ⊆ B(1−ε)TUεu ⊆ B(1+ε)(1−ε)Tu = B(1−ε2)Tu ⊆ BTu.

Tvr�eǌe 59. Za sve 0 < ε� 1 i T � 0 va�i

〈F(1−ε)T ,Φε〉L2(A\G) 6 FT (E) 6 〈F(1+ε)T ,Φε〉L2(A\G).

Dokaz. Funkcija F(1−ε)T je A–invarijantna, te je

〈F(1−ε)T ,Φε〉L2(A\G) =

∫
Ag∈A\G

F(1−ε)T (g)Φε(Ag)dµg =

∫
Ag∈A\G

∑
A∈A

F(1−ε)T (g)φε(Ag)dµg.

Primetimo da Ag /∈ Uε za sve A ∈ A sem eventualno jednog. Izborom
odgovaraju�eg predstavnika g klase Ag mo�emo smatrati da Ag /∈ Uε za
sve A ∈ A− {E}. Prethodna jednakost se svodi na

〈F(1−ε)T ,Φε〉L2(A\G) =

∫
Uε

F(1−ε)T (g)φε(g)dµg =

∫
Uε

∑
A∈(A∩N)\A

χB(1−ε)T (ξAg)φε(g)dµg.

Iz uslova g ∈ Uε i ξAg ∈ B(1−ε)T ⊆
⋂
u∈Uε

BTu ⊆ BTg sledi ξA ∈ BT . Zato je

χB(1−ε)T (ξAg) 6 χBT (ξA) za sve g ∈ Uε.

〈F(1−ε)T ,Φε〉L2(A\G) 6
∫
Uε

∑
A∈(A∩N)\A

χBT (ξA)φε(g)dµg =

∫
Uε

FT (E)φε(g)dµg =

= FT (E)

∫
Uε

φε(g)dµg = FT (E)

∫
G

φε(g)dµg = FT (E).

I sliqno se pokazuje druga nejednakost pomo�u druge inkluzije iz
prethodne leme.

U prethodnom tvr�eǌu smo imali integraciju po A\G i sumu
(integraciju) po (A ∩ N)\A. Bi�e lakxe da ova dva integrala spojimo
u jedan integral po (A ∩ N)\G. Naravno, i na (A ∩ N)\G podrazumevamo
koliqniqku meru kao na A\G. I A ∩N sadr�i indirektnu izometriju, pa
sve klase sadr�e parne izometrije.

Pokaza�emo da 〈F(1±ε)T ,Φε〉L2(A\G) imaju istu asimptotsku ocenu (kad
T →∞). Prema lemi o dva policajca to �e ujedno biti i ocena za FT (E),
a samim tim i za NP(T ).
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Definicija 60. (1) Neka je Ψ ∈ L2(A\G). Sa ΨN ∈ C(A\G) oznaqavamo
ǌenu normalizaciju du� N , tj.

ΨN(g) :=

∫
(A∩N)\N

Ψ(ng)dn.

(2) Neka je Ψ ∈ L2(A\G) i k ∈ K. Sa Ψk ∈ C(A\G) oznaqavamo

Ψk(g) :=

∫
M

Ψ(gmk)dm.

Prethodne dve transformacije ne komutiraju. Kada napixemo ΨN
k ,

podrazumeva�emo da se prvo primeǌuje ·k, pa onda ·N .

Koliqniqki skup M\K nasle�uje (verovatnosnu) meru iz K.

Lema 61. Za sve Ψ ∈ C∞c (A\G) i sve T > 0 va�i

〈FT ,Ψ〉L2(A\G) =

∫
M\K

+∞∫
‖ξk‖∞
T

ΨN
k (ay)

1

y3
dydk.

Dokaz.

〈FT ,Ψ〉L2(A\G) =

∫
A\G

FT (g)Ψ(g)dµg =

∫
A\G

∑
A∈(A∩N)\A

χBT (ξAg)Ψ(g)dµg =

=

∫
(A∩N)\G

χBT (ξg)Ψ(g)dµ(g).

U poslednoj jednakosti smo izvrxili smenu g 7→ Ag i koristili
A–invarijantnost funkcije Ψ i mere µ. Prema Ivasavinoj dekompoziciji
matrica g ∈ (A ∩ N)\G se mo�e predstaviti kao nxaymk, gde su nx ∈
(A ∩ N)\N , ay ∈ A, m ∈ M i k ∈ M\K. Translacija i rotacija ne meǌaju
krivine, dok homotetija ay pove�ava polupreqnik y puta, tj. smaǌuje
krivinu y puta. Zato je χBT (ξg) = 1 ekvivalentno sa T > ‖ξnxaymk‖∞ =
‖ξayk‖∞ = ‖( 1

y
ξ)k‖∞ = ‖ 1

y
(ξk)‖∞ = 1

y
‖ξk‖∞. Sledi,

〈FT ,Ψ〉 =

∫
M\K

∫
M

+∞∫
‖ξk‖∞
T

∫
nx∈(A∩N)\N

Ψ(nxaymk)
1

y3
dxdydmdk =

=

∫
M\K

+∞∫
‖ξk‖∞
T

 ∫
nx∈(A∩N)\N

∫
M

Ψ(nxaymk)dmdx

 1

y3
dydk =
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=

∫
M\K

+∞∫
‖ξk‖∞
T

 ∫
nx∈(A∩N)\N

Ψk(nxay)dx

 1

y3
dydk =

∫
M\K

+∞∫
‖ξk‖∞
T

ΨN
k (ay)

1

y3
dydk.

Prema Ivasavinoj dekompoziciji koliqnik M\K predstavǉa
tangentni prostor T 1

(0,1)H3 u taqki (0, 1), tako da je oblast integracije
kod spoǉaxǌeg integrala bax ovaj tangentni prostor. (Doduxe, kod
Ivasavine dekompozicije smo imali K/M . Razlog je xto za operaciju RX

mno�eǌa zdesna matricom X va�i RAB = RB ◦ RA. Zato imamo razliqit
zapis u zavisnosti od toga da li operaciju grupe G interpretiramo kao
kao kompoziciju ili kao matriqno mno�eǌe.)

Hteli smo da ocenimo skalarni proizvod 〈F(1±ε)T ,Φε〉 =∫
M\K

+∞∫
‖ξk‖∞
(1±ε)T

(Φε)
N
k (ay)

1
y3
dydk kad T →∞. Jedini singularitet integrala

+∞∫
0

(Φε)
N
k (ay)

1

y3
dy =

+∞∫
0

∫
nx∈(A∩N)\N

∫
M

Φε(nxaymk)
1

y3
dmdxdy

je y = 0 jer je funkcija Φ neprekidna i sa kompaktnim nosaqem. Dakle,
treba�e nam samo asimptotska ocena normalizacije (Φε)

N
k (ay) kad y → 0+.

4.6 Procena ,,zagla�ene“ funkcije

P roblem procene NP(T ) smo sveli na oceǌivaǌe normalizacije ΨN
k ∈

C∞c (A\G) za sve k ∈ K. Ili ekvivalentno, treba oceniti familiju
funkcija iz K u C∞c (A\G), tj. funkciju ΨN ∈ C∞c (A\G)K. Normalizacija
ΨN je bila definisana kao integral

ΨN(ay) =

∫
nx∈(A∩N)\N

Ψ(nxay)dx.

Zato �emo najpre ispitati osobine funkcije Ψ ∈ C∞c (A\G). Konkretno,
proceni�emo koliko Ψ(nxhay) odstupa od Ψ(nxay) za h iz neke okoline
neutrala.

Neka je N− :=

{
n−x :=

(
1 0
x 1

) ∣∣∣∣ x ∈ C
}

podgrupa strogo

doǌetrougaonih matrica iz G. Mno�eǌe

M : N × A×N− ×M −→ G, (n, a, n−,m) 7→ nan−m
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je difeomorfizam (sa slikom) u nekoj okolini neutrala.

Poxto (u normalizaciji) imamo mno�eǌe sleva sa nx i potom
integral po nx ∈ (A∩N)\N , bi�e dovoǉno da uzmemo h ∈ N\G. Za dovoǉne
male 0 < ε < ε0 < 1 okolina neutrala (u N\G) Wε := (Uε∩A)(Uε0∩N−)(Uε0∩M)
je difeomorfna sa (Uε ∩ A)× (Uε0 ∩N−)× (Uε0 ∩M).

Teorema 62. Za svako Ψ ∈ C∞c (A\G)K postoji Ψ̂ ∈ C∞c (A\G)K takvo da

(1) za svako malo ε > 0 i svako h ∈ Uε va�i |Ψ(g) − Ψ(gh)| 6 εΨ̂(g), za sve
g ∈ A\G.

(2) za sve n ∈ N va�i Sn
(

Ψ̂
)
� S5(Ψ).

Dokaz. (1) Neka je {Xi | 1 6 i 6 6} baza Lijeve algebre g(G) i neka je
Lg mono�eǌe sleva sa g. Tada d(Lg)E : g(G) −→ TgG daje bazu {(Xi)g =

d(Lg)EXi} tangentnog prostora u taqki g. Broj CΨ := sup
g∈supp Ψ

6∑
i=1

‖(Xi)g(Ψ)‖

�e biti konaqan zbog pretpostavke o kompaktnosti nosaqa funkcije Ψ.
Funkcija Ψ je klase C∞, pa je |Ψ(g) − Ψ(gh)| 6 max

h′∈Uε
‖Ψ′(gh′)‖ ‖g − gh‖ 6

cε‖Ψ′(g)‖, za neku konstantu c > 0. Izvod Ψ′(g) pripada TgG, pa mora
biti linearna kombinacija (Xi)g–ova. Zato je (uz eventualno pove�aǌe
konstante c) |Ψ(g)−Ψ(gh)| 6 cεCΨ.

Najprirodnije bi bilo uzeti Ψ̂ = cCΨ. Me�utim, ova funkcija nema
kompaktan nosaq. Fiksirajmo ε0 > 0. Doda�emo neku funkciju f0 koja
ima vrednost f0(gh) = 1 za sve gh ∈ supp Ψ, tj. g ∈ supp Ψh−1 ⊆ supp ΨU−1

ε0
.

Dakle, f0 ∈ C∞c (A\G)K �e biti funkcija koja ima vrednost 1 na
supp ΨU−1

ε0
K (dodajemo i K jer u definiciji Ψ postoji i mno�eǌe sa

k ∈ K zdesna) i 0 na A\G−supp ΨU−1
2ε0
K. Funkcija Ψ̂ := cCΨf0 zadovoǉava

uslov (1) iz teoreme za sve 0 < ε < ε0.

(2) Zbog homogenosti norme Soboǉeva ima�emo Sn
(

Ψ̂
)

= cCΨSn(f0) � CΨ,

jer konstanta cSn(f0) ne zavisi od funkcije Ψ. Poxto Ψ ima kompaktan

nosaq postoja�e konstanta K > 0 takva da je CΨ 6 K
6∑
i=1

‖Xi(Ψ)‖. Sledi,

Sn
(

Ψ̂
)
�

6∑
i=1

‖Xi(Ψ)‖, a ovo posledǌe je tzv. 1–norma funkcije Ψ na

mnogostrukosti G dimenzije 6. Prema teoremi Soboǉeva o utapaǌu,
ona je maǌa od KS[ 62 ]+1+1(Ψ), za neku konstantu K > 0. Sledi, Sn

(
Ψ̂
)
�

S5(Ψ).
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Prisetimo se da je funkcija Ψ iz leme 61 bila zdesna
M–invarijantna.

Posledica 63. Neka je Ψ ∈ C∞c (A\G)K zdesna M–invarijantna. Za sve
0 < y < 1 i sve male ε > 0 va�i

|Ψ(nay)−Ψ(nhay)| 6 (ε+ y)Ψ̂(nay),

za sve h ∈ Wε.

Dokaz. Za h = an−xm ∈ Wε i ay ∈ A imamo

hay = (an−xm)ay = an−x aym = aayn
−
xym = ayan

−
xym = ah′.

Poxto je funkcija Ψ zdesna M–invarijantna mo�emo smatrati da je h′ =

an−xy ∈ (Uε ∩A)(Uyε0 ∩N−). Rastojaǌe d(h′, E) 6
√
ε2 + (yε0)2 6

√
ε2 + y2 6 ε+ y

povlaqi h′ ∈ Uε+y. Sledi,

|Ψ(nay)−Ψ(nhay)| = |Ψ(nay)−Ψ(nayh
′)| 6 (ε+ y)Ψ̂(nay).

4.7 Ocena normalizacije

N eka je Ψ ∈ C∞c (A\G)K i η ∈ Cc((A ∩ N)\N) nenegativna funkcija.
Definixemo funkciju Iη(Ψ) sa

Iη(Ψ)(ay) :=

∫
nx∈(A∩N)\N

Ψ(nxay)η(nx)dx.

Ako bi postojala funkcija η ∈ Cc((A∩N)\N) takva da je η = 1 na skupu

{[n] ∈ (A ∩N)\N | (∃a ∈ A)[n]a ∈ supp Ψ} =

= {[n] ∈ (A ∩N)\N | [n]A ∩ supp Ψ 6= ∅} =

= {[n] ∈ (A ∩N)\N | A\AnA ∩ supp Ψ 6= ∅}
normalizacija bi mogla da se izrazi kao

ΨN(ay) =

∫
nx∈(A∩N)\N

Ψ(nxay)dx =

∫
nx∈(A∩N)\N

Ψ(nxay)η(nx)dx = Iη(Ψ)(ay).

Pomo�u posledice 63 mo�emo proceniti odstupaǌe Iη(Ψ)(hay) od
Iη(Ψ)(ay) za h ∈ Wε. Samim tim imamo ocenu ΨN(ay) = Iη(Ψ)(ay) qiji je
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glavni qlan Iη(Ψ)(hay). Nezgoda sa ovom procenom je xto zavisi od h. To
�emo pokuxati da eliminixemo integracijom po h.

Poxto je mno�eǌe N × AN−M −→ G difeomorfizam u okolini
neutrala, postoja�e mera µ̌ na AN−M (u okolini neutrala) takva da
je dn ⊗ dµ̌(an−m) = dµ(nan−m). Neka je rε glatka nenegativna funkcija
definisana na N\G qiji je nosaq sadr�an u Wε i za koju je

∫
N\G

rεdν = 1

i rε(an
−m)� 1√

ε
, za sve an−m ∈ AN−M . Sa ρη,ε �emo oznaqiti funkciju

ρη,ε(g) :=

{
η(n)rε(an

−m), g = nan−m ∈ supp η(Wε ∩ AN−M)
0, inaqe

.

Korist�emo oznaku af za funkciju x 7→ f(xa).

Teorema 64. Neka je Ψ ∈ C∞c (A\G)K zdesna M–invarijantna. Za sve
0 < y < 1 i sve male ε > 0 va�i∣∣Iη(Ψ)(ay)− 〈ayΨ, ρη,ε〉L2(A\G)

∣∣ 6 (ε+ y)Iη

(
Ψ̂
)

(ay).

Dokaz. Znamo da je∣∣∣∣∣∣∣Ψ(nay)−
∫

N\G

Ψ(nhay)rε(h)dµ̌(h)

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
∫

N\G

(Ψ(nay)−Ψ(nayh
′))rε(h)dµ̌(h)

∣∣∣∣∣∣∣ 6
6
∫

N\G

|Ψ(nay)−Ψ(nayh
′)|rε(h)dµ̌(h) 6

6
∫

N\G

(ε+ y)Ψ̂(nay)rε(h)dµ̌(h) = (ε+ y)Ψ̂(nay),

∣∣∣∣∣∣∣
∫

(A∩N)\N

Ψ(nay)η(n)dn−
∫

(A∩N)\N

∫
N\G

Ψ(nhay)rε(h)dµ̌(h)η(n)dn

∣∣∣∣∣∣∣ 6

6
∫

(A∩N)\N

∣∣∣∣∣∣∣Ψ(nay)−
∫

N\G

Ψ(nhay)rε(h)dµ̌(h)

∣∣∣∣∣∣∣ η(n)dn 6

6 (ε+ y)

∫
(A∩N)\N

Ψ̂(nay)η(n)dn.
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Uvedimo smenu g = nh ∈ A\G u drugi integral:∫
(A∩N)\N

∫
N\G

Ψ(nhay)rε(h)dµ̌(h)η(n)dn =

∫
A\G

Ψ(gay)ρη,ε(g)dµ(g) =

=

∫
A\G

ayΨ(g)ρη,ε(g)dµ(g) = 〈ayΨ, ρη,ε〉L2(A\G).

Sledi,
∣∣Iη(Ψ)(ay)− 〈ayΨ, ρη,ε〉L2(A\G)

∣∣ 6 (ε+ y)Iη

(
Ψ̂
)

(ay).

Drugim reqima,

ΨN(ay) = Iη(Ψ)(ay) = 〈ayΨ, ρη,ε〉L2(A\G) +O
(

(ε+ y)Iη

(
Ψ̂
)

(ay)
)
.

Definiximo rekurzivno niz funkcija Ψn sa Ψ0 := Ψ i Ψn := Ψ̂n−1, za
sve n ∈ N. Kada n puta primenimo prethodnu teoremu dobijamo

ΨN(ay) = 〈ayΨ, ρη,ε〉L2(A\G)+
n−1∑
k=1

O
(
(ε+ y)k〈ayΨk, ρη,ε〉L2(A\G)

)
+O((ε+y)nIη(Ψn)(ay)).

Uz oznake iz dokaza teoreme 62 imamo

ΨN
n (ay) =

∫
nx∈(A∩N)\N

Ψ̂n−1(nxay)η(nx)dx =

∫
nx∈(A∩N)\N

cCΨn−1f0(nxay)η(nx)dx =

= cCΨn−1

∫
nx∈(A∩N)\N

η(nx)dx � CΨn−1 � S5(Ψn−1)� S5(Ψn−2)� · · · � S5(Ψ).

Nas zanima asimptotika kad y → 0+, zato �emo smatrati da je 0 < y <
ε. Tada je

Iη(Ψ)(ay) = 〈ayΨ, ρη,ε〉L2(A\G) +
n−1∑
k=1

O
(
εk〈ayΨk, ρη,ε〉L2(A\G)

)
+O (εnS5(Ψ)) .

Sada treba proceniti skalarni proizvod 〈ayΨ, ρη,ε〉L2(A\G). Ova
procena nije nimalo trivijalna. Za ǌu �e nam trebati jako komplikovan
alat iz razliqitih oblasti matematike koji je izlo�en u naredne dve
glave.
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4.8 Postojaǌe funkcije η

C elokupnu priqu o oceni normalizacije smo bazirali na postojaǌu
funkcije η ∈ Cc((A∩N)\N) koja ima vrednost 1 na skupu N(supp Ψ) gde

je
N(J) := {[n] ∈ (A ∩N)\N | A\AnA ∩ J 6= ∅}.

Da bi postojala ovakva funkcija η dovoǉno je pokazati da je skup N(J)
ograniqen u A\G (u koliqniqkoj topologiji). Poza�emo jox jaqe tvr�eǌe:
skup N(J) je ograniqen za svaki kompaktan podskup J b (A ∩N)\N ⊆ A\G.

Grupa Mebijusovih transformacija (kao i sve ǌene podgrupe)
dejstvuje na H3, ali i na ǌegovu granicu C. Nas �e zanimati dejstvo
A∩N na C (koje je dobro definisano budu�i da transformacije iz A∩N
fiksiraju ∞). Translacije grupe A ∩ N su istovremeno i izometrije
euklidskog prostora C, pa ima smisla govoriti o ǌenoj fundamentalnoj
oblasti FN . U sluqaju ograniqene konfiguracije presek A ∩ N je
trivijalan, pa �e fundamentalna oblast biti celo C. Ako je Apolonijeva
konfiguracija neograniqena, A ∩ N �e biti cikliqna grupa (generisana
kompozicijom dve simetrije). Zato je fundamentalna oblast FN ,,traka“
izme�u dve paralelne prave. U tom sluqaju je fundamentalna oblast F
smextena izme�u dve paralelne ravni ortogonalne na granicu C. Radi
pojednostavǉivaǌa �emo podrazumevati da je FN bax projekcija F na
granicu.

Lema 65. Postoje fundametalna oblast F ⊆ H3 Apolonijeve grupe A,
fundamentalna oblast FN ⊆ C grupe A ∩N i broj r > 0 za koje je

{(x, y) ∈ H3 | x ∈ FN , |x|2 + y2 > r} ⊆ F .

Dokaz. U sluqaju da je Apolonijeva konfiguracija ograniqena, FN je
celo C, a F mo�emo izabrati kao na slici 12. Tada samo treba uzeti r
dovoǉno veliko da lopta D((0, 0), r) obuhvati sve qetiri sfere sa slike 12.

Sliqna ideja prolazi i za neograniqenu Apolonijevu konfiguraciju.
Samo treba uzeti za F poliedar qije su dve strane paralelne ravni, a za
FN ǌegovu projekciju na granicu.

Teorema 66. Skup N(J) je ograniqen za kompaktan podskup J b (A ∩
N)\N .

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da skup N(J) nije ograniqen u A\G.
Tada nije ograniqena ni ǌegova inverzna slika (pri projekciji) u G. Zato
postoji niz ni →∞ u N takav da je A\AnA∩J 6= ∅ tj. postoje nizovi α′i, α′′i ∈
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A, ai ∈ A i ji ∈ J takvi da je α′iniai = α′′i ji, za sve i. Poxto translacije quvaju
normu, bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da je ni ∈ FN za sve
i. Neka je αi := α′′−1

i αi.

Skup J je kompaktan, pa niz ji ima podniz koji konvergira ka nekom
elementu j ∈ J. I taj podniz �emo isto oznaqiti sa ji. Za taqku j(0, 1)
postoji transformacija α ∈ A takva da je αj(0, 1) ∈ F . Tada niz αji(0, 1)→
αj(0, 1). Ukoliko αj(0, 1) pripada otvorenom skupu F , svi elementi niza
αji(0, 1) poqev od nekog moraju biti u F . U suprotnom se taqka αj(0, 1)
nalazi na nekoj od strana poliedra F , odnosno na nekoj od sfera. Neka je
S ∈ A inverzija u odnosu na tu sferu. Tada unija F ′ := F ∪ SF sadr�i
sve taqke αji(0, 1) poqev od nekog i.

Norma taqke niai(0, 1) te�i beskonaqnosti, a prva (kompleksna)
koordinata ove taqke je upravo ni ∈ FN . Tada, prema prethodnoj lemi,
niai(0, 1) ∈ F ⊆ F ′ za sve i poqev od nekog. Sledi,

αji(0, 1) = ααiniai(0, 1) ∈ F ′ ∩ ααiF ′,

za sve i poqev od nekog. Kako je F ′ unija najvixe dve kopije F , sledi da je
skup {ααi | i ∈ N} konaqan. Naravno, tada je i {αi | i ∈ N} konaqan skup.

Skup J ′ :=
⋃
i∈N

α−1
i J je kompaktan kao konaqna unija kompaktnih skupova.

Zato niz niai = α−1
i ji ∈ J ′ ima konvergentan podniz koji �emo isto oznaqiti

sa niai. Tada je niz normi

‖niai‖ =

∥∥∥∥( 1 xi
0 1

)( √
yi 0

0 1√
yi

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
( √

yi
xi√
yi

0 1√
yi

)∥∥∥∥∥ =

√
yi +

x2
i + 1

yi

ograniqen. Oba sabirka su pozitivna, pa oba moraju biti i ograniqena.
Iz ograniqenosti drugog i qiǌenice da xi → ∞ (jer ni → ∞) sledi da
yi →∞. Kontradikcija.

Posledica 67. Neka je J b (A ∩ N)\N . Postoji funkcija η ∈ Cc((A ∩
N)\N) koja ima vrednost 1 na skupu N(J).



GLAVA 5

OSNOVNA SOPSTVENA
FUNKCIJA LAPLAS–

BELTRAMIJEVOG OPERATORA

5.1 Rastojaǌe u hiperboliqkom prostoru

I z Poenkareove metrike g(x,y)(X, Y ) = 1
y2
〈X, Y 〉, X, Y ∈ TM sledi da

je rastojaǌe (definisano kao minimum po geodezijskim linijama) na
Rimanovoj28 mnogostrukosti H3 jednako

δ((x1, y1), (x2, y2)) =
‖(x1, y1)− (x2, y2)‖

4y1y2

,

za sve (x1, y1), (x2, y2) ∈ H3 ∼= C × (0,+∞), gde je ‖ · ‖ euklidska norma iz
R3 ∼= C× R. Primetimo da je

δ((x1, y1), (x2, y2)) =
|x1 − x2|2 + (y1 − y2)2

4y1y2

=
|x1 − x2|2 + y2

1 + y2
2

4y1y2

− 1

2
.

,,Pravo“ rastojaǌe δ nije bax najpraktiqnije. Zato se qex�e koristi

d((x1, y1), (x2, y2)) := log
‖(x1, y1)− (x2,−y2)‖+ ‖(x1, y1)− (x2, y2)‖
‖(x1, y1)− (x2,−y2)‖ − ‖(x1, y1)− (x2, y2)‖

.

28Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826. – 1866.), nemaqki matematiqar i fiziqar
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Veza d i δ je slede�a:

Lema 68. Za sve z1, z2 ∈ H3 va�i

cosh d(z1, z2) = 2δ(z1, z2) + 1.

Dokaz. Ovo tvr�eǌe se proverava direktnim raqunom:

cosh d((x1, y1), (x2, y2)) =
ed((x1,y1),(x2,y2)) + e−d((x1,y1),(x2,y2))

2
=

=
1

2

(
‖(x1, y1)− (x2,−y2)‖+ ‖(x1, y1)− (x2, y2)‖
‖(x1, y1)− (x2,−y2)‖ − ‖(x1, y1)− (x2, y2)‖

+

+
‖(x1, y1)− (x2,−y2)‖ − ‖(x1, y1)− (x2, y2)‖
‖(x1, y1)− (x2,−y2)‖+ ‖(x1, y1)− (x2, y2)‖

)
=

= (‖(x1,y1)−(x2,−y2)‖+‖(x1,y1)−(x2,y2)‖)2+(‖(x1,y1)−(x2,−y2)‖−‖(x1,y1)−(x2,y2)‖)2
2(‖(x1,y1)−(x2,−y2)‖2−‖(x1,y1)−(x2,y2)‖2)

=

=
2(‖(x1, y1)− (x2,−y2)‖2 + ‖(x1, y1)− (x2, y2)‖2)

2((y1 + y2)2 − (y1 − y2)2)
=

=
2(‖x1 − x2‖2 + y2

1 + y2
2)

4y1y2

= 2δ((x1, y1), (x2, y2)) + 1.

5.2 Kritiqni eksponent Apolonijeve grupe

K ao xto smo ve� videli, prirodan izbor ,,koordinatnog poqetka“ u
H3 je taqka O = (0, 1). Mera na H3

koja detektuje O je δO, gde je δz
Dirakova29 mera skoncentrisana u taqki z.

Pomo�u ove mere �emo konstruisati meru koja A–invarijantna na H3

i koja detektuje orbitu AO. Prirodan naqin da se to uradi je
∑
A∈A

δAO,

ali ova mera nije konaqna jer je Apolonijeva grupa beskonaqna. Zato
definixemo familiju verovatnosnih A–invarijantnih mera:

νs :=
1∑

A∈A
e−sd(O,AO)

∑
A∈A

e−sd(O,AO)δAO.

Da bi ova mera bila dobro definisana potrebno je i dovoǉno da
suma

∑
A∈A

e−sd(O,Ao) =
∑
A∈A

(
e−d(o,Ao)

)s
konvergira. Hiperboliqko rastojaǌe

29Paul Adrien Maurice Dirac (1902. – 1984.), xvajcarski matematiqar i fiziqar
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dve razliqite taqke je uvek pozitivno, pa je e−d(O,Ao) 6 1, pri qemu
jednakost va�i akko je A ≡ 1. A ≡ 1. To znaqi da je prethodna suma
opadaju�a funkcija po s. Sledi, postoji neka konstanta σ = σ(P) takva
da prethodna suma konvergira za s > σ i divergira za s < σ. Zbog ovog
svojstva, konstantu σ �emo zvati kritiqni eksponent Apolonijeve grupe.
Ovde Apolonijevu grupu vidimo kao podgrupu uopxtenih Mebijusovih
transformacija generisanu inverzijama u odnosu na dualne krugove. Zato
ovako definisano σ zavisi od Apolonijeve konfiguracije P (tj. od
me�usobnog polo�aja qetiri dualna kruga i koordinatnog poqetka).

Lema 69. Neka je z ∈ H3 proizvoǉno i σ kritiqni eksponent Apolonijeve
grupe. Tada red

∑
A∈A

e−sd(z,Az) konvergira za s > σ i divergira za s < σ.

Dokaz. Nejednakosti trougla za (hiperboliqke) trouglove (O, AO, z) i
(O, z, Az) daju d(o, z) + d(o, Ao) > d(z, Ao) i d(O, z) + d(O, AO) > d(z, AO) i
d(z, AO) > d(z, Az)− d(AO, Az) = d(z, Az)− d(O, z). Sledi,

e−d(O,z)
∑
A∈A

e−sd(O,AO) 6 ed(O,z)
∑
A∈A

e−sd(z,Az),

tj.
∑
A∈A

e−sd(z,Az) divergira za s > σ. Analogno se pokazuje i drugi deo

tvr�eǌa.

Prethodna lema ka�e da broj σ ne zavisi od izbora koordinatnog
poqetka. Zato, bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo smatrati da orbita
{AO | A ∈ A} ima taqku nagomilavaǌa (u ResP).

Za proizvoǉne dve Apolonijeve konfiguracije postoji uopxtena
Mebijusova transformacija koja slika jednu konfiguraciju u drugu.
Odatle i iz prethodne leme sledi da konstanta σ ne zavisi od
konfiguracije P.

Pokaza�emo da je σ = δ, tj. da je mera ν(s) dobro definisana za sve
s > δ. Za to �e nam trebati par pomo�nih pojmova i tvr�eǌa.

Skup ResP je kompaktan akko je konfiguracija P ograniqena. U
sluqaju neograniqene konfiguracije oznaqi�emo sa R̃esP zatvoreǌe jednog
segmenta.

Lema 70. Neka je P neograniqena konfiguracija. Tada je dimH R̃esP = δ.

Dokaz. Iz R̃esP ⊆ ResP sledi dimH R̃esP 6 δ. Da bi va�ila obrnuta
nejednakost dovoǉno je pokazati da HsR̃esP = 0 povlaqi Hs ResP = 0.
Suxtinski, ovo smo ve� videli u dokazu teoreme 42.
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Skup R̃esP je kompaktan. Zato mo�emo smatrati da je δ Hausdorfova
dimenzija kompaktnog skupa. Radi pojednostavǉivaǌa notacije, i daǉe
nam δ biti Hausdorfova dimenzija ResP, s tim da �emo podrazumevati da
je ovaj skup kompaktan.

Definicija 71. Neka je D(z, r) disk u ∂H3 i B(z, r) konus sa vrhom u O i
osnovom D(z, r). Skup B(z, r)∩{(w) ∈ H3 | d(w,O) > − log r} zovemo Gromovǉev30

disk sa centrom u z polupreqnika r i oznaqavamo sa β(z, r).

Za male vrednosti r, broj − log r je veliki, tako da β(z, r) predstavǉa
,,okolinu“ diska D(z, r) unutar konusa B(z, r).

Lema 72. Neka je s > σ. Postoji konstanta C > 0 takva da je νs(β(z, r)) 6
Crs, za sve z ∈ ResP i sve r > 0.

Dokaz. Neka je t := − log r i neka je gtO taqka sa (hiperboliqke) prave
kroz O i x na rastojaǌu t od O. Tada je d(gtO,O) 6 d(w,O) za sve w ∈ β(z, r).
Sledi, u trouglu (O, gtO, w) je ^gtO > ^w i π < ^O+^w+^gtO 6 2^gtO+^O,
tj. ^gtO > π−^O

2
. Ugao ^O je maǌi od ugla pri vrhu konusa (koji ne zavisi

od w i koji je mali za malo r). Zato je

d(O, w) > d(O, gtO) + d(gtO, w)− k = t+ d(gtO, w)− k,

za neku kostantu k (koja zavisi od t, ali ne i od w). Sledi,∑
A∈A

AO∈β(z,r)

e−sd(O,AO) 6 eske−st
∑
A∈A

AO∈β(z,r)

e−sd(O,gtO).

Taqka gtO /∈ ResP ne mo�e biti taqka nagomilavaǌa orbite AO, pa postoji
taqka A0O te orbite koja je najbli�a gtO. Iz nejednakosti trougla:
d(gtO, AO) > d(AO, A0O)− d(A0O, gtO) sledi∑

A∈A
AO∈β(z,r)

e−sd(O,AO) 6 eskesd(A0O,gtO)e−st
∑
A∈A

AO∈β(z,r)

e−sd(AO,A0O) =

= eskesd(A0O,gtO)e−st
∑
A∈A

AO∈β(z,r)

e−sd(O,AO) 6

6 eskesd(A0O,gtO)e−st
∑
A∈A

e−sd(O,AO).

Kada r → 0+ imamo da t → +∞ i gtO → x ∈ ResP. Zato d(A0O, gtO) → 0,
tj. esd(A0O,gtO) → 1. Specijalno, esd(A0O,gtO) je ograniqeno (kao funkcija po
t). Sledi, postoji konstanta C takva da je∑

A∈A
AO∈β(z,r)

e−sd(O,AO) 6 Ce−st
∑
A∈A

e−sd(O,AO) = Crs
∑
A∈A

e−sd(O,AO).

30Mihail Leonidoviq Gromov (1943. – ), ruski matematiqar
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Drugim reqima, νs(β(z, t)) > Crs. Problem je jedino xto konstanta C = C(z)
zavisi od taqke z. Ali skup ResP je kompaktan pa mo�emo uzeti konstantu
C := max

z∈ResP
C(z).

Teorema 73. Kritiqni eksponent Apolonijeve grupe σ jednak je
Hausdorfovoj dimenziji rezidualnog skupa δ.

Dokaz. Pokaza�emo samo nejednakost σ > δ. Dokaz obrnute nejednakosti
je tehniqki znatno komplikovaniji. Mo�e se na�i u [30].

Neka je s > σ proizvoǉno. Ho�emo da poka�emo da je s > δ =
dimHResP, ili ekvivalentno Hs ResP = 0. Odatle �e slediti σ > δ.
Pretpostavimo suprotno, tada za svako ε > 0 postoji pokrivaǌe {Uj | j ∈ J}
takvo da za dijametre rj = diamUj va�i

∑
j∈J

rj < ε0. Zbog kompaktnosti

mo�emo smatrati da je ovo pokrivaǌe konaqno. Zato postoji ε0 > 0 takvo
da i ResP× [0, ε0] upada u ovo pokrivaǌe. Izaberimo po jednu taqku zj ∈ Uj.
Tada skup Uj upada u disk polupreqnika rj sa centrom u zj, pa samim tim
upada i u skup β(zj, rj). Sledi, {β(zj, rj) | j ∈ J} pokriva ResP × [0, ε0].
Prema prethodnoj lemi je

ε >
∑
j∈J

rsj >
∑
j∈J

µ(β(zj, rj))

C
>
νs(ResP × [0, ε])

C
.

Sledi, νs(ResP × [0, ε]) mora biti nula jer je maǌa do Cε, za sve ε > 0.
Sa druge strane, orbita AO ima taqku nagomilavaǌa u ResP, pa skup
ResP × [0, ε] mora sadr�ati bar jednu taqku te orbite. Zato je ResP × [0, ε]
skup strogo pozitivne mere. Kontradikcija.

Posledica 74. Mera νs je dobro definisana za sve s > δ.

5.3 Peterson–Salivenova mera

Definicija 75. Slabi limes familije mera νs kad s → δ+ zovemo
Peterson31–Salivenova32 mera i obele�avamo sa ν.

Iz posledice 74 sledi da je prethodna definicija je dobra. Kako
su sve mere νs verovatnosne i A–invarijantne, jasno je da �e i
Peterson–Salivenova mera biti takva. Sve mere νs su bile skoncentrisane
na H3. Zato Peterson–Salivenova mera (definisana kao slabi limes) mora

31Samuel James Patterson (1948. – ), irski matematiqar
32Dennis Parnell Sullivan (1941. – ), ameriqki matematiqar
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biti skoncentrisana u H3 ∪ Λ(A), pri qemu je Λ(A) = ResP prema teoremi
40.

Proizvoǉno γ ∈ A indukuje meru γ∗ν(V ) = ν(γ(V )). Kako je γ∗δx = δγ−1x

imamo
γ∗νs =

1∑
A∈A

e−sd(O,AO)

∑
A∈A

e−sd(O,AO)γ∗δAO =

=
1∑

A∈A
e−sd(O,AO)

∑
A∈A

e−sd(O,AO)δγ−1AO =

=
1∑

A∈A
e−sd(O,AO)

∑
A∈A

e−sd(O,γAO)δAO,

gde smo u posledǌoj sumi uveli smenu A→ γA. Sledi,

d(γ∗νs)z =
1∑

A∈A
e−sd(O,AO)

∑
A∈A

e−sd(O,γAO)dδAOz.

Pritom, qlan e−sd(O,γAO) u sumi postoji akko je AO = z. U tom sluqaju je

d(O, γAO) = d(O, AO) + (d(O, γAO)− d(O, AO)) =

= d(O, AO) + (d(γ−1O, z)− d(O, z)).

Zato je Radon33–Nikodimov34 izvod jednak d(γ∗νs)
dνs

(x) = e−sβx(γ−1O,O), gde je
βz(z1, z2) = d(z1, z)− d(z2, z). Prelaskom na slabi limes kad s→ δ+ dobijamo
Radon–Nikodimov izvod d(γ∗ν)

dν
(x) = e−δβx(γ−1O,O).

Produ�i�emo βz(z1, z2) po neprekidnosti za z ∈ C ⊆ ∂H3. Specijalno,
za u ∈ C imamo

e−δβu((x,y),O) = e
−δ lim

t→0+
(d((x,y),(u,t))−d(O,(u,t)))

=

= lim
t→0+

( ‖O−(u,−t)‖+‖O−(u,t)‖
‖O−(u,−t)‖−‖O−(u,t)‖

‖(x,y)−(u,−t)‖+‖(x,y)−(u,t)‖
‖(x,y)−(u,−t)‖−‖(x,y)−(u,t)‖

)δ

=

= lim
t→0+

 (‖O−(u,−t)‖+‖O−(u,t)‖)2
‖O−(u,−t)‖2−‖O−(u,t)‖2

(‖(x,y)−(u,−t)‖+‖(x,y)−(u,t)‖)2
‖(x,y)−(u,−t)‖2−‖(x,y)−(u,t)‖2

δ

=

=

(
2‖O − (u, 0)‖

2‖(x, y)− (u, 0)‖

)2δ

lim
t→0+

(
‖(x, y)− (u,−t)‖2 − ‖(x, y)− (u, t)‖2

‖O − (u,−t)‖2 − ‖O − (u, t)‖2

)δ
=

=

(
|u|2 + 1

|x− u|2 + y2

)δ
lim
t→0+

(
4yt

4t

)δ
=

(
(|u|2 + 1)y

|x− u|2 + y2

)δ
.

33Johann Karl August Radon (1887. – 1956.), qexki matematiqar
34Otto Marcin Nikodym (1887. – 1974.), poǉski matematiqar
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5.4 Laplas–Beltramijev operator

L aplas35–Beltramijev36 operator ∆ (za funkcije koje slikaju Rimanovu
mnogostrukost M u R) se definixe kao divergencija gradijenta.

Specijalno, za M = H3, imamo Poenkareovu metriku g(x,y)(X, Y ) =
1
y2
〈X, Y 〉, X, Y ∈ TM i bazu B :=

{
∂
∂xi

∣∣∣ 1 6 i 6 3
}

tangentnog prostora

TH3, (pri qemu podrazumevamo da je x3 = y). Pokazali smo da za bazne

vektore va�i g
(

∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
=

δij
y2
, kao i da je zapreminska forma data sa

ω = 1
y3
dx1 ∧ dx2 ∧ dy.

Gradijent funkcije f je vektorsko poǉe ∇f takvo da va�i g(∇f,X) =
Xf , za sve X ∈ TH3, ili ekvivalentno, za X iz pomenute baze. Neka su
(α1, α2, α3) koordinate vektora ∇f u bazi B. Tada je

∂f

∂xi
= g

(
∇f, ∂

∂xi

)
= g

(
3∑
j=1

αj
∂

∂xi
,
∂

∂xi

)
=

=
3∑
j=1

αjg

(
∂

∂xi
,
∂

∂xi

)
=

1

y2

3∑
j=1

δijαj =
αi
y2
.

Sledi, αi = y2 ∂f
∂xi

i ∇f = y2
3∑
i=1

∂f
∂xi

∂
∂xi

.

Divergencija vektorskog poǉa F je funkcija ∇◦F takva da je d (ιFω) =
(∇ ◦ F )ω, za sve X ∈ TM , ili ekvivalentno X ∈ B, gde je ιFω (X1, X2) =
(F,X1, X2) kontrakcija forme ω vektorskim poǉem F . Neka su (β1, β2, β3)
koordinate vektorskog poǉa F u bazi B. Tada je

ιFω

(
∂

∂x1

,
∂

∂x2

)
= ω

(
F,

∂

∂x1

,
∂

∂x2

)
=

=
√
|Γ|dx1 ∧ dx2 ∧ dy

(
3∑
i=1

βi
∂

∂xi
,
∂

∂x1

,
∂

∂x2

)
=

=
√
|Γ|

3∑
i=1

βidx1 ∧ dx2 ∧ dy
(
∂

∂xi
,
∂

∂x1

,
∂

∂x2

)
=

=
√
|Γ|

3∑
i=1

βidx1 ∧ dx2 ∧ dy
(

∂

∂x1

,
∂

∂x2

,
∂

∂xi

)
=

35Pierre–Simon Marquis de Laplace (1749. – 1827.), francuski matematiqar i astronom
36Eugenio Beltrami (1835. – 1900.), italijanski matematiqar
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=
√
|Γ|β3dx1 ∧ dx2 ∧ dy

(
∂

∂x1

,
∂

∂x2

,
∂

∂y

)
=
√
|Γ|β3.

Analogno se (zbog antikomutativnosti) dobija ιFω
(

∂
∂x1
, ∂
∂y

)
= −

√
|Γ|β2 i

ιFω
(

∂
∂x2
, ∂
∂y

)
=
√
|Γ|β1. Sledi,

ιFω =
√
|Γ|β3dx1 ∧ dx2 −

√
|Γ|β2dx1 ∧ dy +

√
|Γ|β1dx2 ∧ dy.

Diferenciraǌem prethodne forme dolazimo do

d (ιFω) =
3∑
i=1

∂

∂xi

(√
|Γ|β3

)
dxi ∧ dx1 ∧ dx2−

−
3∑
i=1

∂

∂xi

(√
|Γ|β2

)
dxi ∧ dx1 ∧ dy +

3∑
i=1

∂

∂xi

(√
|Γ|β1

)
dxi ∧ dx2 ∧ dy =

=
∂

∂y

(√
|Γ|β3

)
dy ∧ dx1 ∧ dx2 −

∂

∂x2

(√
|Γ|β2

)
dx2 ∧ dx1 ∧ dy+

+
∂

∂x1

(√
|Γ|β1

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dy =

3∑
i=1

∂

∂xi

(√
|Γ|βi

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dy =

=
1√
|Γ|

3∑
i=1

∂

∂xi

(√
|Γ|βi

)
ω = y3

3∑
i=1

∂

∂xi

(
βi
y3

)
ω.

Odatle i iz definicije divergencije vektorskog poǉa sledi da je ∇ ◦ F =

y3
∑3

i=1
∂
∂xi

(
βi
y3

)
= y3

∑3
i=1

∂
∂xi

(
dxiF
y3

)
.

Specijalno, videli smo da su koordinate vektorskog poǉa ∇f jednake
y2 ∂f

∂xi
. Zato je Laplas–Beltramijev operator u hiperboliqkom prostoru H3

jednak

∆f = ∇ ◦∇f = ∇ ◦

(
y2

3∑
i=1

∂f

∂xi

∂

∂xi

)
=

= y3

3∑
i=1

∂

∂xi

(
1

y3
y2 ∂f

∂xi

)
= y3

3∑
i=1

∂

∂xi

(
1

y

∂f

∂xi

)
=

= y3

(
1

y

∂2f

∂x2
1

+
1

y

∂2f

∂x2
2

+
1

y

∂2f

∂y2
− 1

y2

∂f

∂y

)
=

=

(
y2

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂y2

)
− y ∂

∂y

)
f.

Smatra�emo da je domen Laplas–Beltramijevog operatora L2 (A\H3).
Napomiǌemo da smo se ovim ograniqili samo na A–invarijantne funkcije.
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Teorema 76. Sve sopstvene vrednosti Laplas–Beltramijevog
operatora su realne i maǌe ili jednake δ(δ − 2). Spektar
Laplas–Beltramijevog operatora je diskretan na [−1, δ(δ − 2)]. Postoji
jedinstvena sopstvena funkcija φ0 Laplas–Beltramijevog operatora za
sopstvenu vrednost δ(δ − 2) za koju je ‖φ0‖L2(A\H3) = 1 i data je formulom

φ0(x, y) =

∫
C

e−δβu((x,y),O)dνu.

Dokaz ove teoreme se mo�e na�i u originalnim radovima Petersona
[25] i Salivena [30].

Funkciju φ0 iz prethodne teoreme zovemo osnovna sopstvena funkcija
Laplas–Beltramijevog operatora ∆. Ova funkcija je nenegativna kao
integral takve funkcije. Peterson–Salivenova mera (na C = ∂H3) je
skoncentrisana na ResP, pa se za oblast integracije umesto C mo�e uzeti
i ResP. Prema napomeni na kraju prethodnog poglavǉa, funkcija φ0 se
mo�e izraziti kao

φ0(x, y) =

∫
ResP

(
(|u|2 + 1)y

|x− u|2 + y2

)δ
dνu.

Zanimǉive su vrednosti funkcije φ0 u taqkama (x, y) = AO orbite AO:

φ0(AO) =

∫
ResP

e−δβu(AO,O)dνu =

∫
ResP

d(A−1
∗ ν)u = A−1

∗ ν(ResP) = ν(A−1 ResP).

Naravno, skup ResP smo opet mogli da zamenimo celom ravni C.

S obzirom na identifikaciju C ∼= NA mo�emo smatrati da je φ0

definisana na NA 6 G. Dodatno, mo�emo produ�iti φ0 na ceo skup
G ∼= NAK zahtevom da je φ0 K–invarijantna funkcija (tj. da je φ0(nak) =
φ0(na), za proizvoǉno nak ∈ G). Kako je mera na K verovatnosna va�i�e i
‖φ0‖L(A\G) = 1. Nama �e biti najznaqajnije vrednosti φ0 du� y–ose A.

Iz 1 < δ 6 2 sledi da je sopstvena vrednost δ(δ − 2) negativna.
Prethodna teorema ka�e da su tada i sve ostale sopstvene vrednosti
negativne.

Motivisani prethodnom teoremom, pre�i �emo sa sopstvenih
vrednosti λ na promenǉive s = s(λ), koje predstavǉaju rexeǌa kvadratne
jednaqine s(s− 2) = λ.

Lema 77. Neka je λ 6 δ(δ − 2) i s ∈ C rexeǌe jednaqine s(s− 2) = λ. Tada
je s ∈ [2− δ, δ] ∪ (1 + Ri).
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Dokaz. Iz s2− 2s−λ = 0 sledi s = 2±
√

4+4λ
2

= 1±
√

1 + λ. U sluqaju λ < −1

koren je imaginaran pa je s ∈ 1 + Ri. A u sluqaju λ > −1, koren
√

1 + λ je
realan i maǌi ili jednak 1, pa je s ∈ [0, 2]. Dodatno, funkcija λ(s) = s(s−2)
je opadaju�a na [0, 1) i rastu�a na (1, 2]. Sledi, s ∈ [2− δ, δ] ∪ (1 + Ri).

Kako s i 2 − s daju isto λ, domen za s mo�emo dodatno suziti na
[1, δ] ∪ (1 + R+i).

5.5 Natkrivaǌa rezidualnog skupa

R ezudualni skup ResP Apolonijeve konfiguracije P smo definisali
kao zatvoreǌe (u C) unije svih krugova iz P. Kompleksnu ravan C

poistove�ujemo sa grupom translacija N , pa ResP−{∞} mo�emo videti kao
podskup N . Kako je skup ResP − {∞} invarijantan na dejstvo Apolonijeve
grupe A, slede�i skup je dobro definisan

ResNP := {[nx] ∈ (A ∩N)\N | x ∈ ResP − {∞}}.

U sluqaju ograniqene konfiguracije presek A ∩ N je trivijalan, pa je
ResNP zapravo isto xto i ResP − {∞}. A u sluqaju da je konfiguracija
neograniqena, ResNP je jedan segment te konfiguracije.

Skup ResNA je zatvoren u koliqniqkoj topologiji na (A ∩ N)\N kao
slika zatvorenog skupa ResP − {∞} u C u topologiji nasle�enoj iz C.

Taqka ∞ pripada ResP akko je konfiguracija ResP neograniqena.
U tom sluqaju je ∞ paraboliqka fiksna taqka qiji je stabilizator u
Apolonijevoj grupi jednak A ∩ N . Dakle, A∞ = A ∩ N je cikliqna grupa
generisana translacijom za jedan segment. Zato je ∞ paraboliqka fiksna
taqka ranga 1.

Grupu N smo poistovetili sa ravni C. Zato N mo�emo videti kao
realni vektorski prostor dimenzije 2. Bazu v = {v1, v2} ovog prostora
mo�emo izabrati tako da nv1 bude generator stabilizatora A∞ = A∩N , a v2

bilo koji vektor ortogonalan na v1. Sa x1 (x2) �emo oznaqiti koeficijent
vektora x uz prvi (drugi) bazni vektor.

Definicija 78. Ka�emo da otvoren podskup B ⊆ (A∩N)\N natkriva
ResNP ako je:

(1) ε0(B) := inf
u∈ResNP
x/∈B

‖x− u‖ > 0, za ograniqenu Apolonijevu konfiguraciju P,

(2) ε0(B) := inf
u∈ResNP
x/∈B

|x2−u2| > 0, za neograniqenu Apolonijevu konfiguraciju P.
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Dakle, u sluqaju ograniqene konfiguracije zahtevamo da zatvoreni
skupovi ResNP i (A∩N)\N −B budu disjunktni. A u sluqaju neograniqene
konfiguracije isto zahtevamo samo od ǌihovih projekcija na osu normalnu
na pravac translacije jer sa prelaskom na klase prve koordinate vixe nisu
dobro definisane.

5.6 Ocena normalizacije osnovne sopstvene
funkcije

S obzirom na naqin na koji smo grupu N poistovetili sa ravni
C, koliqniqka grupa (A ∩ N)\N �e biti prostor orbita (A ∩ N)\C

pri dejstvu translacija Apolonijeve grupe na ravan C. Neka je FN
fundamentalna oblast u C za (A ∩ N)\N iz leme 65. Zatvoreǌe FN
sadr�i bar po jednog predstavnika svake klase, pri qemu u F ne postoje
ekvivalentne taqke. Skup F −F = ∂F je mere nula, a mera na koliqniqkoj
grupi (A∩N)\N je definisana isto kao i mera na FN (koja je restrikcija
mere iz C). Zato integraciju po (A∩N)\N mo�emo zameniti integracijom
po FN . Drugim reqima, normalizacija je usredǌavaǌe du� fundamentalne
oblasti.

Teorema 79. Neka je P ograniqena Apolonijeva konfiguracija ili P0.

(1) Va�i φN0 (ay) � y2−δ, za sve 0 < y � 1.

(2) Neka je B natkrivaǌe skupa ResN P. Tada je

φN0 (ay) =

∫
nx∈B

φ(nxay)dx+O
(
yδ
)
,

za sve y > 0.

Dokaz. Sa { �emo oznaqavati skupovni komplement u FN . Za podskup
Q ⊆ FN imamo∫
Q

φ0(nxay)dx =

∫
Q

∫
ResP

(
(|u|2 + 1) y

|x− u|2 + y2

)δ
dνudx =

∫
ResP

∫
Q

(
(|u|2 + 1) y

|x− u|2 + y2

)δ
dxdνu.

Podintegralna funkcija je pozitivna, pa prema Fubinijevoj37 teoremi
smemo da promenimo poredak integracije. Posledǌi integal se smenom

37Guido Fubini (1879. – 1943.), italijanski matematiqar
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x→ x+ u svodi na:∫
ResP

∫
Q−u

(
(|u|2 + 1) y

|x|2 + y2

)δ
dxdνu =

∫
ResP

(
|u|2 + 1

)δ ∫
Q−u

(
y

|x|2 + y2

)δ
dxdνu.

Vaǉa napomenuti da u prethodnom integralu − ne oznaqava skupovni
komplement nego operaciju oduzimaǌa (na C).

Prvi sluqaj: ograniqena konfiguracija.

(1) Norma je ograniqena na ResP, pa je∫
ResP

(
|u|2 + 1

)δ
dνu �

∫
ResP

dνu = ν(ResP) 6 1 <∞

jer je ν verovatnosna mera. U ovom sluqaju je FN = C. Stavimo Q = C
u prethodni integral, dobijamo

φN0 (ay) =

∫
FN

φ(nxay)dx �
∫
C

(
y

|x|2 + y2

)δ
dx.

U posledǌi integral uvodimo smenu w = x
y
. Tada je dx = dx1dx2 =

d(yw1)d(yw2) = y2dw. Nakon toga �emo pre�i na polarne koordinate,
dobijamo

φN0 (ay) � y2−δ
∫
C

(
1

|w|2 + 1

)δ
dw = y2−δ

+∞∫
0

2π∫
0

r

(r2 + 1)δ
dθdr =

= 2πy2−δ
(

1

2
· 1

1− δ
(
r2 + 1

)1−δ
)∣∣∣∣+∞

r=0

=
π

δ − 1
y2−δ,

(1)

jer je δ > 0. Dakle, u ovom sluqaju va�i φN0 (ay) � y2−δ, xto je jox jaqe
tvr�eǌe od (1).

(2) Neka je ε0(B) := inf
u∈ResNP
x/∈B

‖x − u‖ > 0. Kao xto smo ve� primetili,

u sluqaju ograniqene konfiguracije, translacije x i u mo�emo
poistovetiti sa odgovaraju�im taqkama u C. Dodatno, norma razlike
translacija �e biti bax apsolutna vrednost razlike taqaka (iako
norma translacije ne mora biti jednaka apsolutnoj vrednosti taqke).
Za Q = B{ imamo

φN0 (ay)−
∫
B

φ0(nxay)dx =

∫
B{

φ0(nxay)dx =

∫
ResP

∫
B{

(
(|u|2 + 1) y

|x− u|2 + y2

)δ
dxdνu.
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U posledǌi integral uvodimo smenu x′ = x−u. Iz x /∈ B i u ∈ ResN P =
ResP sledi |x′| > ε0. Imamo

φN0 (ay)−
∫
B

φ0(nxay)dx�
∫

ResP

(
|u|2 + 1

)δ
dνu

∫
|x′|>ε0

(
y

|x′|2 + y2

)δ
dx′ �

�
∫

|x′|>ε0

(
y

|x′|2 + y2

)δ
dx′.

Ovaj integral se smenom w = x′

y
i prelaskom na polarne koordinate

svodi na

y2−δ
∫

|w|> ε0
y

(
1

|w|2 + 1

)δ
dw = y2−δ

+∞∫
ε0
y

2π∫
0

r

(r2 + 1)δ
dθdr =

= 2πy2−δ
(

1

2
· 1

1− δ
(
r2 + 1

)1−δ
)∣∣∣∣+∞

r=
ε0
y

=
π

δ − 1
y2−δ

(
ε2

0

y2
+ 1

)1−δ

=

=
π

δ − 1
yδ
(
ε2

0 + y2
)1−δ � yδ

Drugi sluqaj: P = P0.

(1) Cikliqna grupa A∩N je generisana translacijama n2, a fundamentalna
oblast je FN = (−1, 1)×R. Rezidualni skup ResP je sadr�an u R×[−1, 1].
Kako je dν = o na C− ResP, za Q = FN imamo

φN0 (ay) =

∫
R×[−1,1]

(
|u|2 + 1

)δ ∫
[−1,1]×R−u

(
y

|x|2 + y2

)δ
dxdνu.

Ako zamenimo poredak integracije, oblasti integracije postaju x ∈
R2 ∼= C i u ∈ (R× [−1, 1])∩ ([−1− x1, 1− x1]×R) = [−1− x1, 1− x1]× [−1, 1].
Sledi,

φN0 (ay) =

∫
C

(
y

|x|2 + y2

)δ ∫
[−1−x1,1−x1]×[−1,1]

(
|u|2 + 1

)δ
dνudx.

Za (1) je dovoǉno da poka�emo da je

I := inf
x1∈R

∫
[−1−x1,1−x1]×[−1,1]

(
|u|2 + 1

)δ
dνu > 0
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i
S := inf

x1∈R

∫
[−1−x1,1−x1]×[−1,1]

(
|u|2 + 1

)δ
dνu <∞

jer �e odatle slediti

φN0 (ay) �
∫
C

(
y

|x|2 + y2

)δ
dx =

π

δ − 1
y2−δ � y2−δ.

Xto se tiqe infimuma znamo da je

I > inf
x1∈R

∫
[−1−x1,1−x1]×[−1,1]

dνu = inf
x1∈R

ν([−1− x1, 1− x1]× [−1, 1]) = ν
(
[−1, 1]2

)
.

Tvrdimo ν ([−1, 1]2) > 0. Pretpostavimo suprotno, da je ovaj skup mere
nula. Dualna konfiguracija je sastavǉena od dve polusfere S1 i S2 i
dve poluravni. Neka su S1 i S2 inverzije u odnosu na te polusfere
i S3 i S4 simetrije u odnosu na te poluravni. Konstruisa�emo niz
An ∈ A rekurzivno sa A1 = Si, gde i ∈ {1, 2} biramo tako da o ∈ extSi,
i An = SiAn−1, gde i ∈ {1, 2} biramo tako da An i An−1 budu razliqite.
Svi qlanovi niza Ano (sem eventualno nekoliko poqetnih) pripadaju
kompaktnom skupu intS1 ∪ intS2. Napomiǌemo da je ovo zatvoreǌe u H3, a
kompaktnost se odnosi na euklidsku topologiju nasle�enu iz R3. Zbog
kompaktnosti, eventualnim prelaskom na podniz, mo�emo smatrati da
Ano konvergira ka nekoj taqki p ∈ Λ(A) = ResP. Bez umaǌeǌa opxtosti
mo�emo smatrati da je p ∈ [−1, 1]2 (jer je (S3S4)kp ∈ [−1, 1]2 za neko
k ∈ N). Neka sn ↘ δ, prema definiciji slabog limesa je

ν({p}) = lim
n→∞

ν(sn)({AnO}) = lim
n→∞

e−snd(O,AnO)∑
A∈A

e−snd(O,AO)
>

>
1∑

A∈A
e−s1d(O,AO)

lim
n→∞

e−snd(O,AnO) =
e−δd(O,p)∑

A∈A
e−s1d(O,AO)

> 0.

Sa druge strane skup {p} je mere nula kao podskup skupa ResP mere
nula. Kontradikcija.

Da bismo ocenili supremum uvex�emo smenu v = u + k = nk(u) ∈ C,
k ∈ Z. Tada je

dνu = dν(n−1
k v) = d(nk∗ν)v = e−δβv(nko,o)dνv =

= e−δβv((k,1),o)dνv =

(
|v|2 + 1

|k − v|2 + 1

)δ
,∫

[−1−x1,1−x1]×[−1,1]

(
|u|2 + 1

)δ
dνu =
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=

∫
[k−1−x1,k+1−x1]×[−1,1]

(
|v − k|2 + 1

)δ ( |v|2 + 1

|k − v|2 + 1

)δ
dνu =

=

∫
[k−1−x1,k+1−x1]×[−1,1]

(
|v|2 + 1

)δ
dνu.

Za svako x1 ∈ R postoji k = k(x) ∈ Z takvo da je x ∈ [k, k + 1). Tada je
[k − 1− x1, k + 1− x1] ⊆ [−2, 1]. Sledi,

S 6
∫

[−2,1]×[−1,1]

(22 + 1)δdνv = 5δν([−2, 1]× [−1, 1]) 6 5δ.

(2) Neka je ε0(B) := inf
u∈ResNP
x/∈B

|x2 − u2| > 0 i Q = B{ − u (pri qemu ResN P

identifikujemo sa ResP ∩ FN). Tada je

φN0 (ay)−
∫

nx∈B

φ0(nxay)dx =

∫
ResP

(
|u|2 + 1

)δ ∫
B{−u

(
y

|x|2 + y2

)δ
dxdνu.

Za u ∈ ResP postoji k ∈ 2Z takvo da je u+k ∈ ResN P. Tada iz x+u ∈ B{

sledi |x2| = |(x + u)2 − (u + k)2| > ε0. Odatle i iz B{ ⊆ ResP ∩ FN ⊆
(−1, 1)× [−1, 1] sledi{

(x, u) ∈ C× ResP
∣∣∣ x ∈ B{ − u

}
⊆

⊆ {((x1, x2), (u1, u2)) | |u2| 6 1, −1− u1 < x1 < 1− u1, |x2| > ε0}.
Uslov −1−u1 < x1 < 1−u1 mo�emo zameniti uslovom −1−x1 < u1 < 1−x1.
Zato je integral na desnoj strani maǌi od∫

|x2|>ε0

(
y

|x|2 + y2

)δ ∫
[−1−x1,1−x1]×[−1,1]

(
|u|2 + 1

)δ
dνudx 6

6 S

∫
|x2|>ε0

(
y

|x|2 + y2

)δ
dx 6 Syδ

∫
|x2|>ε0

+∞∫
−∞

(
1

x2
1 + x2

2

)δ
dx1dx2 =

= 2Syδ
+∞∫
ε0

+∞∫
−∞

(
1

x2
1 + x2

2

)δ
dx1dx2 = 2Syδ

+∞∫
−∞

dt

(t2 + 1)δ

+∞∫
ε0

dx2

x2δ−1
2

.

U posledǌem koraku smo uveli smenu t = x1
x2
. Jox treba pokazati da su

ovi integrali konaqni:

+∞∫
ε0

dx2

x2δ−1
2

=
x2−2δ

2

2− 2δ

∣∣∣∣+∞
x2=ε0

=
ε2−2δ

0

2δ − 2
,
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+∞∫
−∞

dt

(t2 + 1)δ
= 2

+∞∫
0

dt

(t2 + 1)δ
=

=

 s = 1
t2+1

, t =
√

1−s
s

ds = − 2t
(t2+1)2

, dt = − ds

s2·2
√

1−s
s

= − ds

2s
3
2
√

1−s

 =

= 2

0∫
1

sδ
(
− ds

2s
3
2

√
1− s

)
=

1∫
0

sδ−
3
2 (1− s)−

1
2ds =

= B

(
δ − 1

2
,
1

2

)
=

Γ
(
δ − 1

2

)
Γ
(

1
2

)
Γ
(
δ − 1

2
+ 1

2

) =
√
π

Γ
(
δ − 1

2

)
Γ(δ)

.

Posledica 80. Postoje konstante cφ0 > 0 i dφ0 > 0 takve da je

φN0 (ay) = cφ0y
2−δ + dφ0y

δ,

za sve y > 0. Dodatno, za ograniqenu konfiguraciju je dφ0 = 0.

Dokaz. Iz ∆φ0 = δ(δ−2)φ0 sledi da je φN0 rexeǌe obiqne diferencijalne
jednaqine y2f ′′(y)− yf ′(y) = δ(δ − 2)f(y). Iz

y2 ∂
2

∂y2

(
yδ
)
− y ∂

∂y

(
yδ
)

= y2δ(δ − 1)yδ−2 − yδyδ−1 = δ(δ − 2)yδ,

y2 ∂
2

∂y2

(
y2−δ)− y ∂

∂y

(
y2−δ) = y2(2− δ)(1− δ)y−δ − y(2− δ)y1−δ = δ(δ − 2)y2−δ

sledi da su funkcije yδ i y2−δ rexeǌa te iste jednaqine. Vektorski prostor
rexeǌa ove jednaqine je dvodimenzionalan, a funkcije yδ i y2−δ su linearno
nezavisne jer je ǌihova determinanta Vronskog38

W (yδ, y2−δ) =

∣∣∣∣ yδ y2−δ

δyδ−1 (2− δ)y1−δ

∣∣∣∣ = (1− δ)y − δy = (1− 2δ)y

razliqita od nule za pozitivno y. Sledi, ove dve funkcije qine bazu
vektorskog prostora rexeǌa, pa postoje konstante cφ0 i dφ0 takve da
je φN0 (ay) = cφ0y

2−δ + dφ0y
δ. Normalizacija φN0 je nenegativna funkcija

(kao integral nenegativne funkcije φ0), pa obe konstante moraju biti
nenegativne. Dodatno, zbog asimptotskog ponaxaǌa (prvi deo prethodne
teoreme) mora biti cφ0 > 0.

Iz (1) sledi dφ0 = 0 za ograniqenu konfiguraciju.

38Józef Maria Hoene Wroński (1776. – 1853.), poǉski matematiqar, filozof i pravnik



GLAVA 6

SFERNE FUNKCIJE I
SPEKTRALNI RAZMAK

U qetvrtoj glavi nam je bila potrebna procena skalarnog proizvoda
〈ayψ, χ〉L2(A\G) funkcija ψ ∈ L2(A\G)K i χ ∈ C∞c (A\G), za male vrednosti

y. U ovoj glavi dajemo tu procenu pomo�u rezultata iz prethodne glave i
jox par stvari koje �emo izvesti u ovoj glavi.

6.1 Kazimirov operator

D omen Laplas–Beltramijevog operatora je L2(A\H3). Funkcije
definisane na A\H3 ∼= A\NA se mogu produ�iti do zdesna

K–invarijantnih funkcija na A\G. Kako je mera na podgrupi K
verovatnosna, prethodno produ�eǌe daje inkluziju L2(A\H3) ⊆ L2(A\G),
pri qemu se norme ‖ · ‖L2(A\H3) i ‖ · ‖L2(A\G) poklapaju.

Trebalo bi nam produ�eǌe Laplas–Beltramijevog operatora na
qitav vektorski prostor L2(A\G). Naravno, zbog parcijalnih nema smisla
produ�eǌe koje bi imalo isti ili sliqan oblik kao ∆. Zato �emo uvesti
jedan potpuno novi operator na L2(A\G) i pokazati da se poklapa sa ∆ na
L2(A\H3).

Seqeǌe po Apolonijevoj grupi nixta suxtinski ne meǌa, prethodna

87
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priqa va�i i za H3 i G.

Kada smo uveli normu Soboǉeva (definicija 57), opredelili smo se
za jednu fiksiranu bazu

X1 =

(
0 1
0 0

)
, X2 =

(
0 i
0 0

)
, X3 =

(
0 0
1 0

)
, X4 =

(
0 0
i 0

)
,

X5 =

(
1 0
0 −1

)
, X6 =

(
i 0
0 −i

)
Lijeve algebre g(G).

Definicija 81. Neka je {Xi} baza Lijeve algebre g(G) i {X∗i } ǌena
dualna baza u odnosu na bilinearnu formu (Y, Z) 7→ Re(Tr(Y Z)). Kazimirov39

operator je diferencijalni operator C = 1
2

6∑
j=1

XjX
∗
j .

Direktnim raqunom dolazimo do dualne baze:{
X∗1 = X3, X

∗
2 = −X4, X

∗
3 = X1, X

∗
4 = −X2, X

∗
5 =

1

2
X5, X

∗
6 = −1

2
X6

}
.

Sledi, Kazimirov operator je eksplicitno zadat sa

C =
1

2

(
X1X3 −X2X4 +X3X1 −X4X2 +

1

2
X2

5 −
1

2
X2

6

)
.

Ispostavi�e se da se na zdesna K–invarijantnim funkcijama Kazimirov
operator poklapa sa Laplas–Beltramijevim operatorom. Zdesna
K–invarijantne funkcije poistove�ujemo sa funkcijama definisanim na
G/K ∼= NA ∼= H3.

Teorema 82. Za funkcije f : H3 → C va�i Cf = ∆f .

Dokaz. Vektor X1 je tangentni na krivu etX1 =

(
1 t
0 1

)
= nt. Sledi,

X1f(x, y) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(nt(x, y)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x+ t, y) =

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(x+ t)
∂

∂x1

f(x, y) =
∂

∂x1

f(x, y).

Sliqno se pokazuje i X2 = ∂
∂x2

. Zatim imamo

X3f(x, y) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
etX3(x, y)

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f

((
1 0
t 1

)
(x, y)

)
=

39Hendrik Brugt Gerhard Casimir (1909. – 2000.), holandski matematiqar i fiziqar
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=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f

(
x(tx+ 1) + ty2

|tx+ 1|2 + t2y2
,

y

|tx+ 1|2 + t2y2

)
=

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f

(
t (|x|2 + y2) + x1

t2 (|x|2 + y2) + 2tx1 + 1
+ i

x2

t2 (|x|2 + y2) + 2tx1 + 1
,

y

t2 (|x|2 + y2) + 2tx1 + 1

)
=

=
(
x2

2 − x2
1 + y2

) ∂

∂x1

f(x, y)− 2x1x2
∂

∂x2

f(x, y)− 2x1y
∂

∂y
f(x, y),

X4f(x, y) = . . . = −2x1x2
∂

∂x1

f(x, y) +
(
x2

2 − x2
1 − y2

) ∂

∂x2

f(x, y) + 2x2y
∂

∂y
f(x, y),

X5f(x, y) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
etX5(x, y)

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f (ae2t(x, y)) =

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
e2tx, e2ty

)
= 2x1

∂

∂x1

f(x, y) + 2x2
∂

∂x2

f(x, y) + 2y
∂

∂y
f(x, y),

X6f(x, y) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
etX6(x, y)

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f (m2t(x, y)) =

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(cos(2t)x1 − sin(2t)x2 + i(sin(2t)x1 + cos(2t)x2), y) =

= −2x2
∂

∂x1

f(x, y) + 2x1
∂

∂x2

f(x, y).

Sada Kazimirov operator postaje

C =
1

2

((
2
(
x2

2 − x2
1 + y2

)
+ 2x2

1 − 2x2
2

) ∂2

∂x2
1

+
(
−2
(
x2

2 − x2
1 − y2

)
+ 2x2

2 − 2x2
1

) ∂2

∂x2
2

+

+2y2 ∂
2

∂y2
+ (−4x1x2 + 4x1x2 + 2x1x2 − 2x1x2)

∂

∂x1

∂

∂x2

+ (−4x1y + 4x1y)
∂

∂x1

∂

∂y
+

+(−4x2y + 4x2y)
∂

∂x2

∂

∂y
+ (−2x1 − 2x1 + 2x1 + 2x1)

∂

∂x1

+

+(−2x2 − 2x2 + 2x2 + 2x2)
∂

∂x2

+ (−2y + 2y − 2y)
∂

∂y

)
=

= y2

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂y2

)
− y ∂

∂y
= ∆.

Naravno, sve xto smo rekli za H3 va�i i za A\H3, jer funkcije
A\H3 → C mo�emo videti kao A–invarijantne funkcije H3 → C.
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6.2 Kartanova dekompozicija

P omo�u Ivasavine dekompozicije doxli smo do pravougaonih
koordinata u hiperboliqkom prostoru. Sada �elimo da uvedemo i

polarne koordinate. Neka je A+ = {ay ∈ A | y > 1}. Matrica ω =(
0 1
−1 0

)
∈ K meǌa koordinate na dijagonali kod dijagonalnih matrica.

Zato je A = A+ t {E} t ωA+.

Teorema 83. (Kartan40) Za svaku matricu g ∈ G − K postoje
matrice k, k′ ∈ K i a ∈ A takve da je g = kak′. Drugim reqima, G = KAKtK.

Dokaz. Prvo, matricu g mo�emo pomno�iti sleva matricom k1 ∈ K tako
da dobijemo simetriqnu matricu g1 = k1g. Na osnovu spektralne teoreme
za simetriqne matrice g1 se mo�e predstaviti kao k′−1ak′, gde je k′ ∈ K i
a dijagonalna matrica. Dodatno, det a = 1 odakle sledi da je a ∈ A.

Ako je a ∈ A+, imamo g = kak′, gde je k = k−1
1 k′−1 ∈ K. Ako je a = E

tvr�eǌe va�i trivijalno. U sluqaju da je a ∈ ωA imamo dekompoziciju
g = (kω)(ωa)k′.

Na osnovu Ivasavine i Kartanove dekompozicije mo�emo zakǉuqiti
da je H3 ∼= NA ∼= NAK/K = (KAK t K)/K ∼= KA t {E}. Zanimǉiva je
geometrijska interpretacija ove qiǌenice.

Matrica E predstavǉa taqku o = (0, 1). Taqku (x, y) ∈ H3\{o} smo
poistovetili sa matricom nxay = kay′, y′ > 1. Matrica k ∈ K fiksira o.
Sledi,

d((x, y), o) = d(nxayo, o) = d(kay′o, o) = d(kay′o, ko) = d(ay′o, o) = d((0, y′), o) =

= log
‖(0, y′)− (0,−1)‖+ ‖(0, y′)− (0, 1)‖
‖(0, y′)− (0,−1)‖ − ‖(0, y′)− (0, 1)‖

= log
y′ + 1 + y′ − 1

y′ + 1− (y′ − 1)
= log y′.

Ovo znaqi da se taqka (x, y) nalazi na hiperboliqkoj sferi sa centrom u
o polupreqnika r := log y′ > 0. Odatle sledi da je r (pa samim tim i y′)
jedinstveno.

Kako matrica k fiksira o, logiqno je da ona predstavǉa uglove
u polarnim koordinatama. U sluqaju poluravni H2 ovo svojstvo se
geometrijski lepo vidi, a detaǉnije o tome se mo�e prona�i u [13]. U
H3 bi K moglo da se parametrizuje sa dva ugla, ali se tu raqun znatno
komplikuje.

40Élie Joseph Cartan (1869. – 1951.), francuski matematiqar
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6.3 Sferni Kazimirov operator

� elimo da odredimo sopstvenu funkciju Laplas–Beltramijevog
operatora koja zavisi samo od polupreqnika (u polarnim

koordinatama). Prema Kartanovoj dekompoziciji ovaj uslov je
ekvivalentan sa sleva K–invarijantnox�u.

Definicija 84. Ka�emo da je funkcija f : H3 −→ R sferna ako je sleva
K–invarijantna.

Ili ekvivalentno, funkcija f : G −→ R je sferna ako je (i sleva i
zdesna) K–invarijantna.

Kazimirov (Laplas–Beltramijev) operator na sfernim funkcijama
ima znatno jednostavniji oblik. Da bismo to videli pre�i �emo na drugu
bazu Lijeve algebre g(G):

Y1 := X1 +X3 =

(
0 1
1 0

)
, Y2 := X1 −X3 =

(
0 1
−1 0

)
,

Y3 := X2 +X4 =

(
0 i
i 0

)
, Y4 := X2 −X4 =

(
0 i
−i 0

)
,

Y5 := X5 =

(
1 0
0 −1

)
, Y6 := X6 =

(
i 0
0 −i

)
.

U ovoj bazi Kazimirov operator ima oblika C = 1
4

6∑
j=1

(−1)jY 2
j .

Ovu bazu smo izabrali jer je

etY2 =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
, etY3 =

(
cos t i sin t
i sin t cos t

)
, etY6 =

(
eit 0
0 e−it

)
= m2t ∈ K.

Sledi, na sfernim funkcijama je Yj ≡ 0, za j ∈ {2, 3, 6}, a Kazimirov
operator je C = 1

4
(Y 2

1 − Y 2
4 + Y 2

5 ).

Ostaje jox da odredimo dejstvo Y1, Y4 i Y5 na sfernim funkcijama
f(x, y) = f(nxay) = f(kae−r) = F (r). Oqigledno je

Y5F (r) = Y5f (ae−r) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f
(
etY5ae−r

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f (ae2tae−r) =

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f (ae2t+r) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (2t+ r) = 2F ′(r).
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Neka je r > 0 proizvoǉno i

Y2,r := Adae−r = ae−rY2a
−1
e−r =

(
0 e−r

−er 0

)
.

Vekotri Y2 i Y2,r qine bazu potprostora
{(

0 a
b 0

) ∣∣∣∣ a, b ∈ R
}

6 g(G). Zato

se Y1 mo�e predstaviti kao αY2 +βY2,r za neke konstante α = α(r) i β = β(r).
Ove konstante mo�emo odrediti kao rexeǌe sistema:

α + βe−r = 1
α + βer = −1

}
.

Prema Kramerovom pravilu je α = er+e−r

er−e−r = ctgh r i β = −2
er−e−r = − 1

sinh r
.

Dakle,

Y 2
1 F =

(
α2Y 2

2 + αβY2Y2,r + αβY2,rY2 + β2Y 2
2,r

)
F =

(
αβY2Y2,r + β2Y 2

2,r

)
F,

jer je Y2 ≡ 0 na sfernim funkcijama. Primetimo da je

Y 2
2,rF (r) = Y 2

2,rf (ae−r) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

d

ds

∣∣∣∣
s=0

f
(
etY2,resY2,rae−r

)
=

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

d

ds

∣∣∣∣
s=0

f
(
eae−r tY2a

−1

e−r eae−r sY2a
−1

e−rae−r

)
=

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

d

ds

∣∣∣∣
s=0

f
(
ae−re

tY2a−1
e−rae−re

sY2a−1
e−rae−r

)
=

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

d

ds

∣∣∣∣
s=0

f
(
ae−re

tY2esY2
)

=

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

d

ds

∣∣∣∣
s=0

f (ae−r) = 0.

Ovde smo koristili K–invarijantnost funkcije F i oqigledan matriqni
identitet eABA

−1
= AeBA−1.

Sledi,

Y 2
1 F = αβY2Y2,rF = αβ ([Y2, Y2,r]− Y2,rY2)F = αβ [Y2, Y2,r]F =

= αβ

(
−er + e−r 0

0 −e−r + er

)
F = αβ

(
−er + e−r

)
Y5F =

= ctgh r

(
− 1

sinh r

)
(−2 sinh r) · 2F ′ = 4 ctgh rF ′(r).

Analogno se pokazuje i da je Y 2
4 = −4 ctgh r d

dr
na sfernim funkcijama.

Dakle, Kazimirov operator za sferne funkcije ima oblik

C =
d2

dr2
+ 2 ctgh r

d

dr
.
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6.4 Sferne sopstvene funkcije

S ferne sopstvene funkcije Laplas–Beltramijevog (Kazimirovog)
operatora su, dakle, rexeǌa obiqne diferencijalne jednaqine drugog

reda
F ′′(r) + 2 ctgh rF ′(r)− λF (r) = 0. (2)

Mno�eǌem sa sinh r dolazimo do jednaqine

sinh rF ′′(r) + s cosh rF ′(r)− λ sinh rF (r) = 0,

odnosno,
(sinh rF (r))′′ − (1 + λ) sinh rF (r) = 0

koja ne sadr�i prvi izvod i koju mo�emo eksplicitno da reximo.

Smenom g(r) = sinh rF (r) ova jednaqina se svodi na homogenu linearnu
diferencijalnu jednaqinu drugog reda sa konstantnim koeficijentima:
g′′ − (1 + λ)g = 0. Za broj 1 + λ znamo jedino da je realan i maǌi ili
jednak 1 + δ(δ− 2) = (δ− 1)2. Zato �e prethodna jednaqina imati razliqita
rexeǌa u zavisnosti od toga da li je λ maǌe, ve�e ili jednako −1.

Za λ = s(s− 2) prethodna jednaqina postaje

g′′ − (s− 1)2g = 0. (3)

Prisetimo se da je λ 6 δ(δ− 2) ekvivalentno sa s ∈ [2− δ, δ]∪ (1 +Ri). Domen
za s smo naknadno smaǌili na [1, δ]∪ (1+R+i) kako bismo imali jednoznaqnu
korespodenciju izme�u s i λ.

U sluqaju da je s ∈ (1, δ], rexeǌe jednaqine (3) je gs(r) = αe(s−1)r +
βe−(s−1)r. Sledi, rexeǌe jednaqine (2) je

Fs(r) =
αe(s−1)r + βe−(s−1)r

sinh r
=
α + β

2

cosh((s− 1)r)

sinh r
+
α− β

2

sinh((s− 1)r)

sinh r
.

Da bismo imali jedinstveno rexeǌe nametnu�emo (prirodan) uslov
lim
r→0+

Fs(r) = 1. Poxto cosh((s−1)r)
sinh r

divergira (kad r → 0+), jedina mogu�nost

je β = −α, tj. Fs(r) = α sinh((s−1)r)
sinh r

. Iz lim
r→0+

Fs(r) = α(s− 1), sledi α = 1
s−1

.

U sluqaju da je s = 1 + ti, t ∈ R+, jednaqina g′′ + t2g = 0 ima rexeǌe
gs(r) = α cos(tr) + β sin(tr). Sledi, rexeǌe jednaqine (2) je

Fs(r) = α
cos(tr)

sinh r
+ β

sin(tr)

sinh r
.
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Opet name�emo (prirodan) uslov lim
r→0+

Fs(r) = 1 da bismo imali

jedinstveno rexeǌe. Poxto cos(tr)
sinh r

divergira (kad r → 0+), jedina
mogu�nost je α = 0, tj. Fs(r) = β sin(tr)

sinh r
. Iz lim

r→0+
Fs(r) = lim

r→0+
β sin(tr)
−i sin(ir)

= β 1
−i

t
i

=

βt, sledi β = 1
t
.

Preostaje jox sluqaj s = 1. Tada je rexeǌe jednaqine g′′ = 0 polinom
prvog stepena, pa je rexeǌe jednaqine (2) dato sa F1(r) = αr+β

sinh r
. Ukoliko

nametnemo uslov lim
r→0+

F1(r) = 1 dobijamo jedinstveno rexeǌe F1(r) = r
sinh r

.

Ovim smo pokazali slede�u teoremu:

Teorema 85. Neka je s ∈ [1, δ] ∪ (1 + R+i). Postoji jedinstena sferna
funkcija Fs : H3 ∼= NA −→ R koja zadovoǉava uslove:

∆Fs = s(s− 2)Fs i lim
r→0+

Fs(r) = 1

i data je formulom

Fs(r) =


1
s−1

sinh((s−1)r)
sinh r

, s ∈ (1, δ]
1
t

sin(tr)
sinh r

, s = 1 + ti, t ∈ R+

r
sinh r

, s = 1

.

Vratimo se sada na poqetnu sfernu funkciju f : K\G/K → C.
Kako se radi o sfernoj funkciji dovoǉno je znati ǌene vrednosti du�

y–ose. Prema definiciji funkcije Fs va�i fs(ay) = fs

(
a
e
− log 1

y

)
= Fs

(
log 1

y

)
.

Pritom, log 1
y
→ 0+ akko y → 1 akko ay → E.

Uskoro �emo videti da funkcija
〈
ayφs, φs

〉
L2(A\G)

zadovoǉava uslove ove
teoreme. Treba�e nam ǌeno ponaxaǌe kad y → 0+.

Posledica 86. Neka je s ∈ [1, δ] ∪ (1 + R+i). Postoji jedinstena sferna
funkcija fs : H3 ∼= NA −→ R koja zadovoǉava uslove:

∆fs = s(s− 2)fs i lim
ay→E

fs(ay) = 1

i data je formulom

fs(ay) =


1
s−1

y2−s−ys
1−y2 , s ∈ (1, δ]

1
t

sin(t log y)
sinh log y

, s = 1 + ti, t ∈ R+

log y
sinh log y

, s = 1

.

Dokaz. Prema prethodnoj teoremi, za s ∈ (1, δ] va�i

fs(ay) =
1

s− 1

sinh
(

(s− 1) log 1
y

)
sinh log 1

y

=
1

s− 1

e−(s−1) log y−e(s−1) log y

2
e− log y−elog y

2

=
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=
1

s− 1

y−(s−1) − ys−1

1
y
− y

=
1

s− 1

y2−s − ys

1− y2
.

Druge dve jednakosti se dobijaju skra�ivaǌem minusa u brojiocu i
imeniocu.

Posledica 87. Za funkciju fs iz prethodne teoreme va�i ocena

fs(ay)�


y2−s

s−1
, s ∈ (1, δ]

y
Im s

, s ∈ 1 + R+i
y log y, s = 1

za sve 0 < y � 1.

Dokaz. Za s ∈ (1, δ] imamo ocenu

fs(ay) =
1

s− 1

y2−s − ys

1− y2
=

y2−s

s− 1

1− y2s−2

1− y2
� y2−s

s− 1
,

jer je 2s − 2 > 0, odakle sledi da prethodni koliqnik te�i 1 kad y → 0+,
pa je samim tim ograniqen za male vrednosti y.

Neka je sada s = 1 + ti, t ∈ R+. Kako je sinus ograniqen bi�e

fs(ay) =
1

t

sin(t log y)

sinh log y
� 1

t

1

sinh log y
=

1

t

1
elog y−e− log y

2

=
1

t

2

y − 1
y

� y

t

1

y2 − 1
� y

t
.

I sliqno, f1(ay) = log y
sinh log y

� y log y.

6.5 Spektralni razmak

N eka je δ′ := max
s∈(1,δ)

s(s−2)∈Spec(A\H3)

s. Ovaj maksimum postoji jer je spektar

Laplas–Beltramijevog operatora u tom delu diskretan. Dakle, δ′

biramo tako da δ′(δ′ − 2) bude najmaǌa sopstvena vrednost ve�a od δ(δ − 2).
Razliku δ − δ′ zovemo spektralni razmak.

U qetvrtoj glavi nam je bila potrebna procena skalarnog proizvoda
〈ayψ, χ〉L2(A\G) funkcija ψ ∈ L2(A\G)K i χ ∈ C∞c (A\G), za male vrednosti y.

Osnovna sopstvena funkcija φ0 je jedina sopstvena funkcija ∆
na L2(A\H3) jediniqne norme, pa �e biti i jedina sopstvena zdesna
K–invarijantna funkcija C na L2(A\G) jediniqne norme (jer je mera na K
verovatnosna). Vektorski prostor L2(A\G) se mo�e razlo�iti na L φ0⊕φ⊥0 ,
gde ⊥ oznaqava ortogonalnu dopunu u L2(A\G). Sopstveni potprostor koji
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odgovara sopstvenoj vrednosti δ(δ − 2) je jednodimenzionalan (jer bi u
suprotnom bilo vixe normiranih sopstvenih funkcija), pa ortogonalna
dopuna ne mo�e sadr�ati sopstvene funkcije koje odgovaraju δ(δ − 2). To
znaqi da je najmaǌa sopstvena vrednost za ∆ u φ⊥0 jednaka δ′(δ′ − 2).

Naxa funkcija ψ se mo�e predstaviti kao 〈ψ, φ0〉L2(A\G) φ0 + ψ⊥, za
neki vektor ψ⊥ ∈ φ⊥0 . Skalarni proizvod na

〈
ayφs, φs

〉
L2(A\G)

se poklapa sa

skalarnim proizvodom na
〈
ayφs, φs

〉
L2(A\H3)

jer je mera na K verovatnosna.
Sledi,

〈ayψ, χ〉L2(A\G) = 〈ψ, φ0〉L2(A\G)

〈
ayφ0, χ

〉
L2(A\G)

+
〈
ayψ

⊥, χ
〉
L2(A\G)

.

Glavni qlan naxe procene bi�e 〈ψ, φ0〉
〈
ayφ0, χ

〉
, a sada �emo proceniti i

grexku
〈
ayψ

⊥, χ
〉
.

Kada bi vektorski potprostor φ⊥0 bio razapet sa konaqno mnogo
sopstvenih funkcija φsi (za sopstvene vrednosti si) operatora ∆ mogli
bismo da ka�emo da je ∣∣∣〈ayψ⊥, χ〉L2(A\G)

∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
〈

n∑
i=1

〈
ψ⊥, φsi

〉
L2(A\G) ay

φsi , 〈χ, φ0〉L2(A\G) φ0 +
n∑
i=1

〈χ, φsi〉L2(A\G) φsi

〉
L2(A\G)

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

〈
ψ⊥, φsi

〉
L2(A\G)

〈χ, φsi〉L2(A\G)

〈
ayφsi , φsi

〉
L2(A\G)

∣∣∣∣∣ 6
6 max

16i6n

∣∣∣〈ayφsi , φsi〉L2(A\G)

∣∣∣ n∑
i=1

∣∣∣〈ψ⊥, φsi〉L2(A\G)
〈χ, φsi〉L2(A\G)

∣∣∣ 6
6 max

16i6n

∣∣∣〈ayφsi , φsi〉L2(A\G)

∣∣∣
√√√√ n∑

i=1

〈ψ⊥, φsi〉
2
L2(A\G)

√√√√ n∑
i=1

〈χ, φsi〉
2
L2(A\G) 6

6 max
16i6n

∣∣∣〈ayφsi , φsi〉L2(A\G)

∣∣∣ ∥∥ψ⊥∥∥L2(A\G)
‖χ‖L2(A\G) ,

jer je ‖χ‖ =

√
〈χ, φ0〉2 +

n∑
i=1

〈χ, φsi〉
2, a pre toga je iskorx�ena nejednakost

Koxi–Xvarca41.

Naravno, situacija je znatno komplikovanija. Prvo, spektar
Laplas–Beltramijvog operatora nije konaqan, qak nije ni diskretan.
Drugo, operator ∆ je definisan samo na L2(A\NA), pa se samo funkcije
zdesna K–invarijantne mogu ovako predstaviti. Zato je i uveden
Kazimirov operator kao produ�eǌe ∆ na L2(A\G).

41Karl Hermann Amandus Schwarz (1843. – 1921.), nemaqki matematiqar
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Ipak, mo�e se izvesti sliqna procena:〈
ayψ

⊥, χ
〉
L2(A\G)

� sup
s∈[1,δ′]

s(s−2)∈Spec(A\H3)

∣∣∣〈ayφsi , φsi〉L2(A\G)

∣∣∣S2

(
ψ⊥
)
S2 (χ) .

Ova procena sledi iz teorije reprezentacija grupe G, jer je
(
π, φ⊥0

)
jedna

reprezentacija grupe G, gde je dejstvo π zadato sa π(nak)(f) = af , za
sve f ∈ φ⊥0 . Kompletna teorija reprezentacija grupe G se mo�e na�i u
[34], a sam dokaz ove teoreme je izlo�en u [20], propozicija 5.3. (u jox
opxtijem obliku za proizvoǉnu diskretnu podgrupu Γ grupe G i ψ⊥ ∈
(C∞(Γ\G) ∩ L2(Γ\G))

K, a dobijena je i jox jaqa ocena od ove). Napomiǌemo
da se supremum uzima samo po realnim s.

Lema 88. Neka je s ∈ [1, δ] ∪ (1 + R+i) i φs ∈ L2(A\H3) sopstvena funkcija
operatora ∆ za sopstvenu vrednost s(s− 2) jediniqne L2(A\H3)–norme. Tada
je sferna funkcija fs : H3 −→ R, fs(ay) :=

〈
ayφs, φs

〉
L2(A\H3)

jednaka sfernoj
funkciji iz posledice 86. Samim tim, za fs va�i procena iz posledice 87.

Dokaz. Funkcija fs je definisana samo na podgrupi A i zadovoǉava uslov

fs

(
a 1
y

)
=

〈
a 1
y

φs, φs

〉
L2(A\H3)

=
〈
φs,ay φs

〉
L2(A\H3)

= fs(ay), jer je mera na A\H3

leva Harova. Zato fs se mo�e dodefinisati do sferne funkcije.

Dovoǉno je proveriti da funkcija fs zadovoǉava uslove posledice
87:

s(s− 2)fs(ay) =

∫
nx0ay0∈A\NA

(
ays(s− 2)φs

)
(nx0ay0)φs(nx0ay0)dnx0day0 =

=

∫
nx0ay0∈A\NA

(
ay∆φs

)
(nx0ay0)φs(nx0ay0)dnx0day0 =

=

∫
nx0ay0∈A\NA

(
(y0y)2

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂y2

)
− y0y

∂

∂y

)
φs(nx0ay0y)φs(nx0ay0)dnx0day0 =

=

∫
nx0ay0∈A\NA

(
(y0y)2 ∂

2

∂y2
− y0y

∂

∂y

)
φs(nx0ay0y)φs(nx0ay0)dnx0day0 .

Primetimo da je y d
dy
φs(nx0ay0y) = y ∂

∂y
φs(nx0ay0y)

d
dy

(y0y) = y0y
∂
∂y
φs(nx0ay0y) i

y2 d2

dy2
φs(nx0ay0y) = . . . = (y0y)2 ∂2

∂y2
φs(nx0ay0y). Sledi,

s(s− 2)fs(ay) =

∫
nx0ay0∈A\NA

(
y2 d

2

dy2
− y d

dy

)
φs(nx0ay0y)φs(nx0ay0)dnx0day0 =
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=

(
y2 d

2

dy2
− y d

dy

) ∫
nx0ay0∈A\NA

(
ayφs

)
(nx0ay0)φs(nx0ay0)dnx0day0 =

= ∆
〈
ayφs, φs

〉
L2(A\H3)

= ∆fs(ay).

Drugi uslov sledi iz

lim
ay→E

fs(ay) =

〈
lim
ay→E

ayφs, φs

〉
L2(A\H3)

= 〈φs, φs〉L2(A\H3) = ‖φs‖L2(A\H3) = 1.

Kako je najmaǌa sopstvena vrednost Laplas–Beltramijevog operatora
jednaka δ′(δ′ − 2) zakǉuqujemo da su sve realne vrednosti s u (1, δ′). Iz
prethodne leme sledi

〈
ayφs, φs

〉
L2(A\G)

�
{

y2−s

s−1
, s ∈ (1, δ′]

y log y, s = 1
� y2−δ′ ,

za sve sopstvene funkcije φs i sve 0 < y � 1, jer je spektar
Laplas–Beltramijevog operatora diskretan na [−1, δ′(δ′ − 2)], pa postoji
maksimum 1

s−1
po s.

Logiqno je da projekcija ψ⊥ vektora ψ na potprostor φ⊥0 ima maǌu
normu od samog vektora ψ. Ili strogo formalno govore�i,

S2

(
ψ⊥
)

= S2

(
ψ − 〈ψ, φ0〉L2(A\G)φ0

)
6

6 S2(ψ) + 〈ψ, φ0〉L2(A\G)S2 (φ0) 6

6 S2(ψ) + ‖ψ‖L2(A\G)‖φ0‖L2(A\G)S2 (φ0) 6

6
(
1 + ‖φ0‖L2(A\G)S2 (φ0)

)
S2(ψ)� S2(ψ).

Ovim smo dokazali slede�u teoremu:

Teorema 89. Neka je ψ ∈ C∞c (A\G)K i χ ∈ C∞c (A\G). Tada je

〈ayψ, χ〉L2(A\G) = 〈ayψ, φ0〉L2(A\G)〈ayφ0, χ〉L2(A\G) +O
(
y2−δ′S2 (ψ)S2 (χ)

)
,

za sve 0 < y � 1.



GLAVA 7

PREBROJAVAǋE ORBITA U
APOLONIJEVOJ

KONFIGURACIJI (NASTAVAK)

O snovni ciǉ qetvrte glave bio je da se oceni asimptotsko ponaxaǌe
funkcije NP(T ). Taj problem smo sveli na ocenu normalizacije

funkcije Ψ ∈ C∞c (A\G)K. Pomo�u rezultata iz prethodne dve glave najpre
�emo oceniti Ψ, a zatim �emo hodom unazad kroz qetvrtu glavu do�i i do
ocene za NP .

U qetvrtoj glavi smo stali kod procene za Ψ ∈ C∞c (A\G)K:

Iη(Ψ)(ay) = 〈ayΨ, ρη,ε〉L2(A\G) +
n−1∑
k=1

O
(
εk〈ayΨk, ρη,ε〉L2(A\G)

)
+O (εnS5(Ψ)) ,

za sve 0 < y < ε� 1, gde je n ∈ N proizvoǉno. Pomo�u teoreme 89 mo�emo
oceniti qlanove u sumi. Za 1 6 k 6 n− 1 imamo:

〈ayΨk, ρη,ε〉L2(A\G) = 〈Ψk, φ0〉L2(A\G)〈ayφ0, ρη,ε〉L2(A\G) +O
(
y2−δ′S2 (ρη,ε)S2 (Ψk)

)
.

Pritom je
〈Ψk, φ0〉L2(A\G)〈ayφ0, ρη,ε〉L2(A\G) =

= O
(
〈ayφ0, ρη,ε〉L2(A\G)‖Ψk‖L2(A\G)‖φ0‖L2(A\G)

)
=

= O
(
〈ayφ0, ρη,ε〉L2(A\G)‖Ψk‖L2(A\G)

)
=

99
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= O
(
〈ayφ0, ρη,ε〉L2(A\G)S1 (Ψk)

)
=

= O
(
〈ayφ0, ρη,ε〉L2(A\G)S5(Ψ)

)
.

Iz rε(an−m) � 1√
ε
sledi ρη,ε(n, an

−m) � 1√
ε
. Prema definiciji skupa

Wε imamo da je ayn
−m ∈ Wε akko je a y

2ε
n−m ∈ W 1

2
. Zato prilikom svakog

diferenciraǌa iskaqe koeficijent 1
2ε
. Sledi, S2 (ρη,ε) = O

(
ε−

5
2

)
.

I sliqno iz teoreme 89 sledi

〈ayΨ, ρη,ε〉L2(A\G) = 〈Ψ, φ0〉L2(A\G)〈ayφ0, ρη,ε〉L2(A\G) +O
(
y2−δ′S2 (ρη,ε)S2(Ψ)

)
=

= 〈Ψ, φ0〉L2(A\G)〈ayφ0, ρη,ε〉L2(A\G) +O
(
y2−δ′ε−

5
2S2(Ψ)

)
.

Sve ovo zajedno daje ocenu

Iη(Ψ)(ay) = 〈Ψ, φ0〉L2(A\G)〈ayφ0, ρη,ε〉L2(A\G) +O
(
y2−δ′ε−

5
2S2(Ψ)

)
+

+
n−1∑
k=1

O
(
εk〈ayφ0, ρη,ε〉L2(A\G)S5(Ψ)

)
+

n−1∑
k=1

O
(
εky2−δ′ε−

5
2S2 (Ψk)

)
+O (εnS5(Ψ)) =

= 〈Ψ, φ0〉L2(A\G)〈ayφ0, ρη,ε〉L2(A\G) +O
(
y2−δ′S2 (Ψk) ε

− 5
2

)
+

+O
(
〈ayφ0, ρη,ε〉L2(A\G)S5(Ψ)ε

)
+O (S5(Ψ)εn) =

= 〈ayφ0, ρη,ε〉L2(A\G)

(
〈Ψ, φ0〉L2(A\G) +O(εS5(Ψ))

)
+O

(
y2−δ′ε−

5
2S5(Ψ)

)
+O (εnS5(Ψ)) .

Neka je ε0 > 0 proizvoǉno. Posledica 67 je tvrdila da postoji
funkcija η koja je jednaka 1 na proizvoǉnom kompaktnom skupu. Tada smo
zahtevali da η ima vrednost 1 na nosaqu supp Ψ. Prema konstrukciji ResNP
je zatvoren i ograniqen, pa samim tim i kompaktan skup. Zato supp Ψ smemo
da zamenimo ε0–okolinom

B := {x ∈ (A ∩N)\N | (∃y ∈ supp Ψ ∪ ResNP) |x− y| 6 ε0} b (A ∩N)\N

skupa supp Ψ∪ResNP. Tada je
◦
B jedno natkrivaǌe skupa ResNP. Iz teoreme

79 sledi

φN0 (ay) =

∫
nx∈B

φ0(nxay)dx+O
(
yδ
)

=

∫
nx∈B

φ0(nxay)η(nx)dx+O
(
yδ
)

=

∫
nx∈(A∩N)\N

φ0(nxay)η(nx)dx+O
(
yδ
)

= Iη(φ0)(ay) +O
(
yδ
)
.



Dragan �oki�: Aritmetika celobrojnih Apolonijevih konfiguracija krugova 101

Lema 90. Za sve 0 < ε� ε0 i sve 0 < y < 1 va�i

〈ayφ0, ρη,ε〉L2(A\G) = cφ0y
2−δ +O(y2−δε) +O

(
yδ
)
.

Dokaz. Prema konstrukciji ρη,ε je supp ρη,ε ⊆ supp ηWε ⊆ supp η((A∩N)\N).
Proizvoǉan element g ∈ supp ρη,ε se na jedinstven naqin mo�e predstaviti
kao g = nh, gde je n ∈ supp η ⊆ (A ∩N)\N i h = ay0n

−
xm ∈ Wε. Sledi,

〈ayφ0, ρη,ε〉L2(A\G) =

∫
A\G

φ0(gay)ρη,ε(g)dµg =

∫
Wε

rε(h)

 ∫
(A∩N)\N

φ0(nhay)η(n)dn

 dµ̌h.

Ocenimo najpre unutraxǌi integral. Bilo bi dobro da ta ocena ne
zavisi od h jer znamo da je

∫
Wε

rε(h)dµ̌h = 1. Zato �e to biti ujedno i ocena

za 〈ayφ0, ρη,ε〉L2(A\G).

Znamo da je

nhay = nay0n
−
xmay = nay0n

−
x aym = nay0ayn

−
xym = nayy0n

−
xym.

Pritom je n−xy ∈ Uε jer je ‖n−xy − E‖ = |xy| < ε0y.

Mno�eǌe A×N ×K −→ G je difeomorfizam u ε0y–okolini neutrala,
pa samim tim i Lipxicovo42 preslikavaǌe po prve dve promenǉive u toj
okolini. Neka je l ve�a od Lipxicovih konstanti za ovo preslikavaǌe.
Tada postoje matrice ay1 ∈ A ∩ Ulε0y, nx1 ∈ N ∩ Ulε0y i k1 ∈ K takve da je
n−xy = ay1nx1k1. Sledi,

nhay = nayy0ay1nx1k1m = nayy0y1nx1k1m = nnx1yy0y1ayy0y1k1m.

Sopstvena funkcija φ0 je K–invarijantna, te je φ0(nhay) = φ0(nnx1yy0y1ayy0y1).
Kako je mera dn N–invarijantna u unutraxǌi integral mo�emo uvesti
smenu n 7→ nn−1

x1yy0y1
= nn−x1yy0y1. Dobijamo∫

(A∩N)\N

φ0(nhay)η(n)dn =

∫
(A∩N)\N

φ0(nayy0y1)η(nn−x1yy0y1)dn =

=

∫
(A∩N)\N

φ0(nayy0y1)(η(n)− (η(n)− η(nn−x1yy0y1)))dn.

Primetimo da je

‖n−x1yy0y1 − E‖ = | − x1yy0y1| < (lε0)2εy3 � εy3 < ε.

42Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832. – 1903.), nemaqki matematiqar
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Funkcija η je Lipxicova jer ima kompaktan nosaq. Zato je η(n) −
η(nn−x1yy0y1) = O(ε). Sledi,∫

(A∩N)\N

φ0(nhay)η(n)dn =

∫
(A∩N)\N

φ0(nayy0y1)(η(n) +O(ε))dn =

= Iη(φ0)(ayy0y1) +O
(
εφN0 (ayy0y1)

)
= φN0 (ayy0y1) +O

(
(yy0y1)δ

)
+O

(
εφN0 (ayy0y1)

)
=

= φN0 (ayy0y1)(1 +O(ε)) +O
(
(yy0y1)δ

)
=

=
(
cφ0(yy0y1)2−δ + dφ0(yy0y1)δ

)
(1 +O(ε)) +O

(
(yy0y1)δ

)
prema posledici 80. Kako je δ > 1 i yy0y1 ∈ (0, 1) ima�emo (yy0y1)δ �
(yy0y1)2−δ. Zato se prethodna procena svodi na

cφ0(yy0y1)2−δ(1+O(1))(1+O(ε))+O
(
(yy0y1)δ

)
= cφ0(yy0y1)2−δ(1+O(ε))+O

(
(yy0y1)δ

)
.

Iz ay1 ∈ Ulε0y sledi |y1 − 1| 6 ‖ay1 − E‖ < lε0y, pa je |y1| ograniqeno.
Odatle i iz ay0 ∈ Uε sledi

|y0y1 − 1| = |y0y1 − y1 + y1 − 1| 6 |y0y1 − y1|+ |y1 − 1| =

= (|y1|+ 1) |y0 − 1| � |y0 − 1| 6 ‖ay0 − E‖ < ε.

To nas daǉe dovodi do

y0y1 = 1+(y0y1−1) = 1+O(ε) i (y0y1)2−δ = (1+O(ε))2−δ = 1+O((2−δ)ε) = 1+O(ε).

Sledi,

〈ayφ0, ρη,ε〉L2(A\G) =

∫
(A∩N)\N

φ0(nhay)η(n)dn =

= cφ0y
2−δ(1 +O(ε))2 +O

(
yδ(1 +O(ε))

)
= cφ0y

2−δ +O(y2−δε) +O
(
yδ
)
.

Iz ove leme sledi

Iη(Ψ)(ay) =
(
cφ0y

2−δ +O
(
y2−δε

)
+O

(
yδ
)) (
〈Ψ, φ0〉L2(A\G) +O(εS5(Ψ))

)
+

+O
(
y2−δ′ε−

5
2S5(Ψ)

)
+O (εnS5(Ψ)) =

= cφ0〈Ψ, φ0〉L2(A\G)y
2−δ+O

(
y2−δεS5(Ψ)

)
+O

(
yδ
)
+O

(
y2−δ′ε−

5
2S5(Ψ)

)
+O (εnS5(Ψ)) ,

jer je O
(
φN0 (ay) ε

)
= O

(
y2−δε

)
i 〈Ψ, φ0〉L2(A\G) 6 ‖Ψ‖L2(A\G)‖φ0‖L2(A\G) =

‖φ0‖L2(A\G) 6 S1(Ψ) 6 S5(Ψ).

Jedini uslov za broj ε bio je y < ε � 1. Sada �emo izabrati ε tako
da sabirci koji predstavǉaju grexke y2−δε i y2−δ′ε−

5
2 budu jednaki. Izbor
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ε := y
2
7

(δ−δ′) je korektan jer je 2
7
(δ − δ′) 6 2

7
δ 6 4

7
< 1 xto povlaqi y < ε za

male y.

Tvrdimo da �e grexka

O
(
y2−δεS5(Ψ)

)
= O

(
y2−δ′ε−

5
2S5(Ψ)

)
= O

(
y2−δ+ 2

7
(δ−δ′)S5(Ψ)

)
= O

(
ε

7(2−δ)
2(δ−δ′)+1S5(Ψ)

)
,,progutati“ preostale dve grexke. Broj n ∈ N je tako�e bio proizvoǉan.

Zato �emo uzeti dovoǉno veliko n tako da je εn � ε
7(2−δ)
2(δ−δ′)+1, npr. n :=[

7(2−δ)
2(δ−δ′)

]
+ 2. Da bi grexka O

(
y2−δ+ 2

7
(δ−δ′)S5(Ψ)

)
,,progutala“ O

(
yδS5(Ψ)

)
potrebno je i dovoǉno da je 2−δ+ 2

7
(δ−δ′) 6 δ ili ekvivalentno 12δ+2δ′ > 14.

Posledǌe sledi iz δ, δ′ > 1.

Prema konstrukciji je Iη(Ψ)(ay) = ΨN(ay). Ovim smo dokazali slede�u
teoremu:

Teorema 91. Neka je Ψ ∈ C∞c (A\G)K. Tada je

ΨN(ay) = cφ0〈Ψ, φ0〉L2(A\G)y
2−δ
(

1 +O
(
y

2
7

(δ−δ′)S5(Ψ)
))

,

za sve male y > 0.

Naglaxavamo da ova teorema daje ocenu koja ne zavisi od k ∈ K
iako normalizacija ΨN

k funkcija zavisi od parametra k. (Parametar k
u indeksu smo izostavǉali samo radi pojednostavǉivaǌa notacije.)

Posledica 92. Neka je ξ ∈ Z4 korena qetvorka i Ψ ∈ C∞c (A\G)K. Tada
je

〈FT ,Ψ〉L2(A\G) =
cφ0

δ‖ξ‖δ∞
〈Ψ, φ0〉L2(A\G)T

δ
(

1 +O
(
T

2
7

(δ′−δ)S5(Ψ)
))

,

kad T → +∞.

Dokaz. Iz prethodne teoreme i teoreme 61 sledi

〈FT ,Ψ〉L2(A\G) =

∫
M\K

+∞∫
‖ξk‖∞
T

ΨN
k (ay)

1

y3
dydk =

=

∫
M\K

+∞∫
‖ξk‖∞
T

cφ0〈Ψ, φ0〉L2(A\G)y
−1−δ

(
1 +O

(
y

2
7

(δ−δ′)S5(Ψ)
))

dydk =

=

∫
M\K

1

−δ
cφ0〈Ψ, φ0〉L2(A\G)y

−δ
(

1 +O
(
y

2
7

(δ−δ′)S5(Ψ)
))∣∣∣∣+∞

y= ‖ξk‖∞
T

dk =
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=

∫
M\K

cφ0
δ
〈Ψ, φ0〉L2(A\G)

(
T

‖ξk‖∞

)δ(
1 +O

((
‖ξk‖∞
T

) 2
7

(δ−δ′)

S5(Ψ)

))
dk.

Matrica k pripada K = SU2(C) pa pored hiperboliqkog quva i euklidsko
rastojaǌe u C. Zato k quva polupreqnike, pa samim tim i krivine krugova.
Sledi, k quva Dekartove qetvorke, pa specijalno i korenu qetvorku ξ.
Pomo�u jednakosti ‖ξk‖∞ = ‖ξ‖∞ � 1 prethodni integral se svodi na

cφ0
δ
〈Ψ, φ0〉L2(A\G)

(
T

‖ξ‖∞

)δ
µ(M\K)

(
1 +O

(
T

2
7

(δ′−δ)S5(Ψ)
))

.

Qinilac µ(M\K) nestaje jer je mera µ (na M\K) verovatnosna.

Priqu o skalarnom proizvodu smo pokrenuli motivisani tvr�eǌem 59
koje je zahtevalo ocenu 〈F(1±ε)T ,Φε〉L2(A\G). Sada smo konaqno u mogu�nosti
da ocenimo taj skalarni proizvod:

〈F(1±ε)T ,Φε〉L2(A\G) =

=
cφ0

δ‖ξ‖δ∞
〈Φε, φ0〉L2(A\G)((1± ε)T )δ

(
1 +O

(
((1± ε)T )

2
7

(δ′−δ)S5(Φε)
))

=

=
cφ0

δ‖ξ‖δ∞
〈Φε, φ0〉L2(A\G)T

δ(1 +O(ε))
(

1 +O
(
T

2
7

(δ′−δ)S5(Φε)
))

.

Norma Soboǉeva jezgra S5(Φε) = S5(φε) se mo�e proceniti kao O (ε−q),
za neko (dovoǉno veliko) q > 0.

Ostaje jox da se oceni 〈Φε, φ0〉L2(A\G). Znamo da je supp Φε ⊆ Uε i∫
G

Φεdµ = 1. Prirodno je oqekivati da 〈Φε, φ0〉L2(A\G) → φ0(e), kad ε → 0+,

procenimo razliku:

∣∣〈Φε, φ0〉L2(A\G) − φ0(e)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

L2(A\G)

Φε(g)φ0(g)dg − φ0(e)

∫
L2(A\G)

Φε(g)dg

∣∣∣∣∣∣∣ 6
6

∫
L2(A\G)

|(φ0(g)− φ0(e))Φε(g)| dg =

∫
Uε

|φ0(g)− φ0(e)|Φε(g)dg.

Osnovna sopstvena funkcija φ0 je dvaput diferencijabilna, pa je
specijalno i Lipxicova. Sledi,∣∣〈Φε, φ0〉L2(A\G) − φ0(e)

∣∣� ε

∫
Uε

Φε(g)dg = ε.

Sve zajedno daje procenu

〈F(1±ε)T ,Φε〉L2(A\G) =
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=
cφ0

δ‖ξ‖δ∞
T δ(1 +O(ε)) (φ0(e) +O(ε))

(
1 +O

(
T

2
7

(δ′−δ)ε−q
))

=

=
cφ0

δ‖ξ‖δ∞
T δ
(
φ0(e) +O(ε) +O

(
T

2
7

(δ′−δ)ε−q
))

=

=
cφ0φ0(e)

δ‖ξ‖δ∞
T δ
(

1 +O(ε) +O
(
T

2
7

(δ′−δ)ε−q
))

,

pri qemu je malo ε > 0 i daǉe proizvoǉno. Izabra�emo ε tako grexke

O(ε) i O
(
T

2
7

(δ′−δ)ε−q
)
budu iste. Izbor ε := T

2(δ′−δ)
7(q+1) je dobar jer je eksponent

negativan (zbog δ′ < δ) pa ε → 0+ kad T → +∞. Ovim grexka postaje

O
(
T−ε

′)
, pri qemu je broj ε′ := −

(
2
7
(δ′ − δ)− q 2(δ′−δ)

7(q+1)

)
= 2(δ−δ′)

7(q+1)
pozitivan.

Sledi,

〈F(1±ε)T ,Φε〉L2(A\G) =
cφ0φ0(e)

δ‖ξ‖δ∞
T δ
(

1 +O
(
T−ε

′
))

.

Iz prethodne priqe i tvr�eǌa 59 sledi:

Teorema 93. Neka je P Apolonijeva konfiguracija sa korenom qetvorkom
ξ. Postoji ε > 0 takvo da je

NP(T ) =
cφ0φ0(e)

δ‖ξ‖δ∞
T δ
(
1 +O

(
T−ε

))
,

kad T → +∞.

Teoremu 93 smo dokazali pod pretpostavkom da je Apolonijeva
konfiguracija P ograniqena ili jednaka P0. Pretpostavku da je korena
qetvorka primitivna koristili smo suxtinski samo u teoremi 79 i
samo u sluqaju neograniqene konfiguracije. Neka je sada P proizvoǉna
neograniqena Apolonijeva konfiguracija sa korenom qetvorkom ξ. Postoji
Mebijusova transformacija g = naym ∈ G takva da je P = P0g. Tada je
ξ = yξ0, gde je ξ0 = (1, 1, 0, 0) korena qetvorka konfiguracije P0, i

NP(T ) = NP0(yT ) =
cφ0φ0(e)

δ‖yξ‖δ∞
(yT )δ

(
1 +O

(
(yT )−ε

))
=
cφ0φ0(e)

δ‖ξ‖δ∞
T δ
(
1 +O

(
T−ε

))
.

Dakle, teorema 93 va�i za proizvoǉnu Apolonijevu konfiguraciju.

Posledica 94. Neka je P Apolonijeva konfiguracija sa korenom
qetvorkom ξ. Postoji ε > 0 takvo da je

NP2 (T ) =
3cφ0φ0(e)

δ‖ξ‖δ∞
T δ
(
1 +O

(
T−ε

))
,

kad T → +∞.

Dokaz. Sledi iz tvr�eǌa 54 i teoreme 93.

Ove dve ocene se qesto sre�u i u nexto slabijem obliku:

Posledica 95. lim
T→+∞

logNP (T )
log T

= lim
T→+∞

logNP2 (T )

log T
= δ.



GLAVA 8

PROSTI KRUGOVI I PROSTI
KRUGOVI BLIZANCI

U prethodnoj glavi smo videli da je NP(T ) ∼ NP2 (T ) ∼ cT δ, gde je c
konstanta iz teoreme 93. Odatle trivijalno dobijamo gorǌe granice

πP(T ) � T δ i πP2 (T ) � T δ. Naravno, ovo nije najboǉa mogu�a procena.
Intuitivno, me�u krivinama ima vixe slo�enih nego prostih brojeva,
pa treba oqekivati da πP i πP2 imaju maǌi asimptotski red od NP i
NP2 . U ovoj glavi �emo izvesti preciznije procene korix�eǌem rexeta
za ,,prosejavaǌe“ prostih brojeva.

8.1 Selbergovo rexeto

K ao xto smo ve� rekli, motivacija za ocenu funkcija πP i πP2 dolazi iz
procene ǌihovih analogona nad Z. Osnovni alat za dokaz teoreme 51 je

Selbergovo43 rexeto ([4], teorema 2.14.). Pored toga, Selbergovo rexeto
se koristi i za mnoge druge probleme vezane za proste brojeve, npr. za
asimptotiku Ojlerove44 funkcije ϕ ili funkcije koja broji proste brojeve
u aritmetiqkoj progresiji.

43Atle Selberg (1917. – 2007.), norvexki matematiqar
44Leonhard Euler (1707. – 1783.), xvajcarski matematiqar, astronom, logiqar i in�eǌer

106
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Zato je prirodno koristiti Selbergovo rexeto i za procenu
naxih funkcija πP i πP2 . Ovde izla�emo jedan specijalan sluqaj
Selbergovog rexeta, dovoǉan za pomenute procene. Koristi�emo slede�e
multiplikativne funkcije

1(n) = 1, δ(n) =

{
1, n = 1
0, inaqe

, µ(n) =

{
(−1)ω(n), n beskvadratan
0, inaqe

,

gde ω(n) oznaqava broj prostih delioca broja n. Funkciju δ zovemo
detektor jedinice, a funkciju µ Mebijusova funkcija. Pored ovih funkcija
treba�e nam i Dirihleova45 konvolucija multiplikativnih funkcija (f ∗
g)(n) :=

∑
d|n
f(d)g

(
n
d

)
.

Teorema 96. (Selberg) Neka je an niz nenegativnih realnih brojeva,
X pozitivan realan broj, P proizvod razliqitih prostih brojeva i g
multiplikativna funkcija na skupu S := {d ∈ N |P ≡d 0} takvi da je∑

n∈N
d|n

an � X g(d),

za sve prirodne brojeve d|P . Tada je∑
NZD(n,P )=1

an �
X∑

d|P
h(d)

,

gde je h multiplikativna funkcija na S zadata na prostim brojevima p ∈ S
sa h(p) = g(p)

1−g(p) .

Dokaz. Neka je ρn niz realnih brojeva, takav je ρ1 = 1 i ρn = 0, za
n - P . Ostale ρn–ove (kojih je samo konaqno mnogo) �emo izabrati naknadno.

Primetimo je

( ∑
d|NZD(n,P )

ρd

)2

> 0, pri qemu prethodni kvadrat ima vrednost

1 kada su brojevi n i P uzajamno prosti. Sledi,

∑
NZD(n,P )=1

an 6
∑
n∈N

an

 ∑
d|NZD(n,P )

ρd

2

=
∑
n∈N

an
∑

d1,d2|NZD(n,P )

ρd1ρd2 =

=
∑
d1,d2|P

ρd1ρd2
∑
n∈N

d1,d2|n

an =
∑
d1,d2|P

ρd1ρd2
∑
n∈N

NZS(d1,d2)|n

an �

�
∑
d1,d2|P

ρd1ρd2X g(NZS(d1, d2)) = X
∑
d1,d2|P

ρd1ρd2g(NZS(d1, d2)).

45Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805. – 1859.), francusko – nemaqki matematiqar
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Sad treba proceniti ovu sumu. Uvex�emo smenu a = NZS(d1, d2), b = d1
a
i

c = d2
a
. Uslov d1, d2|P , tj. NZS(d1, d2)|P je ekvivalentan sa abc|P . Prethodna

suma se svodi na ∑
abc|P

ρabρacg(abc) =
∑
abc|P

ρabρacg(a)g(b)g(c)

Kako su b i c uzajamno prosti, uslov abc|P je ekvivalentan sa ab, ac|P i mo�e
se izostaviti jer je u suprotnom ρabρac = 0. Zato je naxa suma jednaka∑

a,b,c∈N
NZD(b,c)=1

ρabρacg(a)g(b)g(c) =

=
∞∑
a=1

g(a)
∑

NZD(b,c)=1

ρabρacg(b)g(c) =

=
∞∑
a=1

g(a)
∞∑

b,c=1

ρabρacg(b)g(c)δ(NZD(b, c)) =

=
∞∑
a=1

g(a)
∞∑

b,c=1

ρabρacg(b)g(c)(µ ∗ 1)(NZD(b, c)) =

=
∞∑
a=1

g(a)
∞∑

b,c=1

ρabρacg(b)g(c)
∑

k|NZD(b,c)

µ(k) =

=
∞∑
a=1

g(a)
∞∑

b,c=1

ρabρacg(b)g(c)
∑
k|b,c

µ(k) =

=
∞∑
a=1

g(a)
∞∑
k=1

µ(k)
∞∑

m,n=1

ρakmρakng(km)g(kn) =

=
∞∑
a=1

g(a)
∞∑
k=1

µ(k)

(
∞∑
n=1

ρakng(kn)

)2

=

=
∞∑
a=1

1

g(a)

∞∑
k=1

µ(k)

(
∞∑
n=1

ρakng(a)g(kn)

)2

=

=
∞∑
a=1

1

g(a)

∞∑
k=1

µ(k)

(
∞∑
n=1

ρakng(akn)

)2

.

jer je ρakn 6= 0 samo ako su a i kn uzajamno prosti i dele P , a funkcija g je
multiplikativna na skupu S. Smenom d = ak prethodna suma se svodi na

∞∑
d=1

∑
a|d

1

g(a)
µ

(
d

a

)( ∞∑
n=1

ρdng(dn)

)2

=
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=
∞∑
d=1

(
1

g
∗ µ
)

(d)

∑
n
d|n

ρng(n)

2

=

=
∑
d|P

(
1

g
∗ µ
)

(d)

∑
n
d|n

ρng(n)

2

,

jer d - P povlaqi n - P pa su svi sabirci u drugoj sumi nule. Funkcija g
je multiplikativna na skupu S pa su takve i funkcije 1

g
i 1

g
∗ µ. Zato je

dovoǉno odrediti samo vrednosti 1
g
∗ µ na prostim brojevima. One iznose(

1

g
∗ µ
)

(p) =
∑
d|p

µ
(
p
d

)
g(d)

=
µ(p)

g(1)
+
µ(1)

g(p)
=

1

g(p)
− 1 =

1− g(p)

g(p)
=

1

h(p)
.

Sledi, 1
g
∗ µ = 1

h
na celom skupu S. Zato naxa suma postoje

∑
d|P

1

h(d)

∑
n∈N
d|n

ρng(n)


2

=

=
∑
d|P

1

h(d)
(µ(d))2

∑
n∈N
d|n

ρng(n)


2

=

=
∑
d|P

1

h(d)

µ(d)
∑
n∈N
d|n

ρng(n)


2

,

jer je (µ(d))2 = 1 za beskvadratan broj d|P .

Slede�i ciǉ nam je da minimalizujemo sumu
∑
d|P

(λ(d))2

h(d)
, gde je λ(d) =:

µ(d)
∑
n∈N
d|n

ρng(n). Veza λ(d) i ρd je slede�a. Neka je F (d) :=

{
λ(d)
µ(d)

, d|P
0, inaqe

.

Primetimo da u oba sluqaja va�i F (d) =
∑
n∈N
d|n

ρng(n) =
∑
n∈N
d|n

ρng(n)1
(
n
d

)
.

Mebijusova formula inverzije daje

ρdg(d) =
∑
n∈N
d|n

F (n)µ
(n
d

)
=
∑
n|P
d|n

λ(n)

µ(n)
µ
(n
d

)
.

Za n|P iz µ(d)µ
(
n
d

)
= µ

(
dn
d

)
= µ(n) sledi 1

µ(n)
µ
(
n
d

)
= 1

µ(d)
= µ(d). Zato je

ρd =
1

g(d)

∑
n|P
d|n

λ(n)µ(d) =
µ(d)

g(d)

∑
n|P
d|n

λ(n).
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Specijalno,

1 = ρ1 =
µ(1)

g(1)

∑
n|P
1|n

λ(n) =
∑
n|P

λ(n).

Osnovna ideja je bila da se minimalizuje suma
∑
d|P

(λ(d))2

h(d)
. Koxijeva

nejednakost daje

∑
d|P

(λ(d))2

h(d)

∑
d|P

h(d) =
∑
d|P

(
λ(d)√
h(d)

)2∑
d|P

(√
h(d)

)2

>

>

∑
d|P

λ(d)√
h(d)

√
h(d)

2

=

∑
d|P

λ(d)

2

= 12 = 1.

Zato je naxa suma
∑
d|P

(λ(d))2

h(d)
sigurno ve�a ili jednaka 1∑

d|P
h(d)

. Jednakost u

Koxijevoj nejednakosti se dosti�e kada su sabirci proporcionalni. Zato
treba izabrati ρd–ove tako da bude λ(d)√

h(d)
= c
√
h(d) tj. λ(d) = ch(d), za neku

konstantu c. Ili ekvivalentno ρd = cµ(d)
g(d)

∑
n|P
d|n

h(n). Kako je jedini uslov za

ρd–ove bio ρ1 = 1, ovakav izbor je mogu� za c := 1∑
n|P

h(n)
. Ovim smo dobili

gorǌu granicu
∑

NZD(n,P )=1

an � X∑
d|P

h(d)
.

8.2 Broj prostih krugova i prostih krugova
blizanaca

N eka je P Apolonijeva konfiguracija sa korenom qetvorkom ξ ∈ Z4.
Smatra�emo da je korena qetvorka ξ primitivna. Jedan razlog je

xto u suprotnom znamo taqnu vrednost funkcija πP i πP2 , pa nam procena
i nije potrebna. Drugi razlog je xto �emo koristiti neke stvari iz
prethodne glave koje smo dokazali pod ovom pretpostavkom (samo u sluqaju
neograniqene konfiguracije).

Pokazali smo (tvr�eǌe 55)

πP(T )�
4∑
i=1

#{κ = (κ1, κ2, κ3, κ4) ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T, κi je prost},
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πP2 (T )�
∑

16i,j64
i6=j

#{κ = (κ1, κ2, κ3, κ4) ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T, κi i κj su prosti},

kad T → +∞. Kao xto smo ve� rekli u qetvrtoj glavi, kǉuqna razlika u
odnosu na broj NP je xto ovde ne brojimo krugove krivine maǌe od T , ve�
brojeve koji mogu da se jave kao krivine. To smo smeli da uradimo jer je
stabilizator Aξ konaqan.

Primetimo da je dovoǉno proceniti po jedan sabirak (npr. prvi) u
(konaqnoj) sumi. Tada se ostali sabirci oceǌuju analogno, pa �e procena
prvog sabirka biti ujedno i procena qitave sume.

Neka je P = P (T ) proizvod svih razliqitih prostih brojeva maǌih
od T . Tada je broj κ1 6 ‖κ‖∞ < T prost akko je uzajamno prost sa P . Sledi,

πP(T )� #{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T, NZD(κ1, P ) = 1} =

=
∑

A∈Aξ\A
NZD((ξA)1,P )=1

χBT (ξA) =
∑

A∈Aξ\A
NZD(f1(ξA),P )=1

χBT (ξA),

πP2 (T )� #{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T, NZD(κ1, P ) = 1, NZD(κ1, P ) = 1} =

#{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T, NZD(κ1κ2, P ) = 1} =

=
∑

A∈Aξ\A
NZD((ξA)1(ξA)2,P )=1

χBT (ξA) =
∑

A∈Aξ\A
NZD(f2(ξA),P )=1

χBT (ξA),

gde su f1(x1, x2, x3, x4) = x1 i f2(x1, x2, x3, x4) = x1x2.

Ovim smo problem sveli na oceǌivaǌe F ′T (E), gde je F ′T (g) =∑
A∈Aξ\A

NZD(f(ξA),P )=1

χBT (ξAg), za f ∈ {f1, f2} (ili opxtije za f ∈ Z[x1, x2, x3, x4]).

Brojaqka funkcija F ′T podse�a na FT (E) i mo�e se oceniti (odozgo) na
isti naqin kao FT u tvr�eǌu 54. Jedina razlika je xto funkcija F ′T nije
A–invarijantna pa ne mo�emo koristiti usredǌeno jezgro Φε na A\G ve�
obiqno jezgro φε na G. Dobili bismo

F ′T (E) 6 〈F ′(1+ε)T , φε〉L2(G) =

=

∫
G

F ′(1+ε)T (E)φε(g)dµg =

=

∫
G

∑
A∈Aξ\A

NZD(f(ξA),P )=1

χB(1+ε)T
(ξAg)φε(g)dµg =

=
∑

A∈Aξ\A
NZD(f(ξA),P )=1

∫
G

χB(1+ε)T
(ξAg)φε(g)dµg =



Dragan �oki�: Aritmetika celobrojnih Apolonijevih konfiguracija krugova 112

=
∑

NZD(n,P )=1

an((1 + ε)T ),

za male ε > 0, gde je an(T ) :=
∑

A∈Aξ\A
f(ξA)=n

∫
G

χBT (ξAg)φε(g)dµg.

Posledǌu sumu �emo proceniti pomo�u Selbergovog rexeta. Za
primenu Selbergove teoreme nam je prvo potrebna procena kongruentnih
suma. Da bismo razumeli ove sume uvodimo kongruentne podgrupe
Apolonijeve grupe.

8.3 Glavne kongruentne podgrupe Apolonijeve
grupe

N a samom kraju druge glave smo konstatovali da je Möb∗(C) ∼=
OQ(R), gde je Q Dekartova kvadratna forma. Dodatno, prilikom

te realizacije grupe Möb∗(C) generatori Apolonijeve grupe su imali
celobrojne koeficijente. Zato je A 6 OQ(Z), pa slede�a definicija ima
smisla.

Definicija 97. (1) Neka je d beskvadratan prirodan broj. Podgrupu
A(d) := {A ∈ A | A ≡d E} 6 A zovemo glavna kongruentna podgrupa
Apolonijeve grupe stepena d.

(2) Neka je d beskvadratan broj i ξ ∈ Z4 Dekartova qetvorka. Podgrupu
Aξ(d) := {A ∈ A | ξA ≡d ξ} 6 A zovemo glavna kongruentna podgrupa
Apolonijeve grupe stepena d koja stabilizuje ξ.

Ovde se, naravno, misli na kongruencije po svim koordinatama u
GL4(Z), odnosno Z4. Trivijalno je A(1) = Aξ(1) = A, za sve ξ. Imamo
lance podgrupa A(d),Aξ 6 Aξ(d) 6 A, pri qemu su indeksi [Aξ(d) : A(d)],
[A : Aξ(d)] i [A : A(d)] konaqni (i maǌi ili jednaki d4, d4, d16, redom).

Neka je A1 ∈ A, d ∈ N beskvadratan i Γ 6 A. Definixemo funkcije
(na Γ\G):

F Γ
T (g) :=

∑
A∈Γξ\Γ

χBT (ξAg) i ΦΓ
ε,A1

(g) :=
∑
A∈Γ

φε(A
−1
1 Ag).

Stabilizator Aξ(d)ξ elementa ξ u grupi Aξ(d) je jednak stabilizatoru Aξ
za svako d. Zato je FA(d)

T (g) :=
∑

A∈Aξ\A(d)

χBT (ξAg).
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Lema 98. Neka je d ∈ N beskvadratan i 0 < ε� 1. Va�i

∞∑
n=1

an(T ) =
〈
FAT ,Φ

A
ε,E

〉
L2(A\G)

i
∑
n∈N
d|n

an(T ) =
∑

A1∈Aξ(d)\A
d|f(ξA1)

〈
F
Aξ(d)
T ,Φ

Aξ(d)
ε,A1

〉
L2(Aξ(d)\G)

.

Dokaz. Kako je (ξA)1 > 0 (sem u sluqaju kada je krug prava, a takvih ima
najvixe 2, xto je zanemarǉivo) imamo

∞∑
n=1

an(T ) =
∞∑
n=1

∑
A∈Aξ\A
f(ξA)=n

∫
G

χBT (ξAg)φε(g)dµg =

=
∑

A∈Aξ\A

∫
G

χBT (ξAg)φε(g)dµg =

=

∫
G

∑
A∈Aξ\A

χBT (ξAg)φε(g)dµg =

=

∫
G

FAT (g)φε(g)dµg =

=

∫
A\G

∑
A∈A

FAT (Ag)φε(Ag)dµg =

=

∫
A\G

FAT (g)
∑
A∈A

φε(Ag)dµg =

=

∫
A\G

FAT (g)ΦAε,E(g)dµg =
〈
FAT ,Φ

A
ε,E

〉
L2(A\G)

.

Neka je sada d ∈ N, imamo∑
n∈N
d|n

an(T ) =
∑
n∈N
d|n

∑
A∈Aξ\A
f(ξA)=n

∫
G

χBT (ξAg)φε(g)dµg =
∑

A∈Aξ\A
d|f(ξA)

∫
G

χBT (ξAg)φε(g)dµg.

Kako je Aξ 6 Aξ(d) 6 A svaki element Aξ\A se mo�e razlo�iti kao AA1,
gde je A ∈ Aξ\Aξ(d) i A1 ∈ Aξ(d)\A. Iz ξA ≡d ξ sledi ξA1A ≡d ξA1 i
f(ξA1A) ≡d f(ξA1). Time se prethodni izraz svodi na∑

A1∈Aξ(d)\A
d|f(ξA1)

∑
A∈Aξ\Aξ(d)

∫
G

χBT (ξAA1g)φε(g)dµg.



Dragan �oki�: Aritmetika celobrojnih Apolonijevih konfiguracija krugova 114

Unutraxǌa suma je jednaka∑
A∈Aξ\Aξ(d)

∫
G

χBT (ξAA1g)φε(g)dµg =

=
∑

A∈Aξ\Aξ(d)

∫
G

χBT (ξAg)φε(A
−1
1 g)dµg =

=

∫
G

∑
A∈Aξ\Aξ(d)

χBT (ξAg)φε(A
−1
1 g)dµg =

=

∫
G

F
Aξ(d)
T (g)φε(A

−1
1 g)dµg =

=

∫
Aξ(d)\G

∑
A∈Aξ(d)

F
Aξ(d)
T (Ag)φε(A

−1
1 Ag)dµg =

=

∫
Aξ(d)\G

F
Aξ(d)
T (g)

∑
A∈Aξ(d)

φε(A
−1
1 Ag)dµg =

=

∫
Aξ(d)\G

F
Aξ(d)
T (g)Φ

Aξ(d)
ε,A1

(g)dµg =

=
〈
F
Aξ(d)
T ,Φ

Aξ(d)
ε,A1

〉
L2(Aξ(d)\G)

.

Ve� smo primetili da je A(d) 6 Aξ(d) 6 A pri qemu su indeksi
[Aξ(d) : A(d)], [A : Aξ(d)] i [A : A(d)] konaqni. Rekli smo da funkcije
definisane na Γ\H3 poistove�ujemo sa Γ–periodiqnim funkcijama
definisanim na H3. Neka je f ∈ L2(A\H3) proizvoǉno. Iz ‖f‖L2(Aξ(d)\H3) =√

[A : Aξ(d)]‖f‖L2(A\H3) < ∞ sledi f ∈ L2(Aξ(d)\H3). Dakle, L2(A\H3) 6
L2(Aξ(d)\H3), a analogno se pokazuje i L2(Aξ(d)\H3) 6 L2(A(d)\H3).

Sledi, Spec(A\H3) ⊆ Spec(Aξ(d)\H3) ⊆ SpecL2(A(d)\H3). Sliqno kao u
sluqaju Spec(A\H3) se pokazuje da je δ(δ−2) najve�i element Spec(Aξ\H3), kao
i da ovaj spektar ima isti spektralni razmak δ−δ′. Na osnovu prethodnih
inkluzija zakǉuqujemo da ove dve osobine ima i Spec(Aξ(d)\H3), za sve
beskvadratne d i sve Dekartove qetvorke ξ.

Zato posledica 92 va�i i kada grupu A zamenimo grupom Aξ(d),
a funkciju φ0 odgovaraju�om osnovnom sopstvenom funkcijom φ

Aξ(d)
0 .

Prema definiciji φ
Aξ(d)
0 je jedinstvena sopstvena funkcija operatora ∆
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na L2(Aξ(d)\H3) jediniqne L2(Aξ(d)\H3)–norme. Funkcija 1√
[A:Aξ(d)]

φ0 ∈

L2(A\H3) 6 L2(Aξ(d)\H3) je sopstvena za ∆ i ǌena norma je∥∥∥∥∥ 1√
[A : Aξ(d)]

φ0

∥∥∥∥∥
L2(Aξ(d)\H3)

=
1√

[A : Aξ(d)]
‖φ0‖L2(Aξ(d)\H3) =

=
1√

[A : Aξ(d)]

√
[A : Aξ(d)] ‖φ0‖L2(A\H3) = 1.

Zbog jedinstvenosti mora biti φ
Aξ(d)
0 ≡ 1√

[A:Aξ(d)]
φ0. Specijalno, to znaqi

da je c
φ
Aξ(d)
0

=
cφ0√

[A:Aξ(d)]
.

Neka je ε′ := 2(δ−δ′)
7(q+1)

i ε := T
2(δ′−δ)
7(q+1) = T−ε

′
kao u dokazu teoreme 93.

Posledica 92 daje (isto kao u dokazu teoreme 93)

〈
F
Aξ(d)

(1±ε)T ,Φε,A1

〉
L2(Aξ(d)\G)

=
c
φ
Aξ(d)
0

φ
Aξ(d)
0 (e)

δ‖ξ‖δ∞
T δ
(

1 +O
(
T−ε

′
))
�

�
c
φ
Aξ(d)
0

φ
Aξ(d)
0 (e)

δ‖ξ‖δ∞
T δ =

cφ0φ0(e)

[A : Aξ(d)]δ‖ξ‖δ∞
T δ � T δ

[A : Aξ(d)]
.

Vratimo se na poqetak priqe. Za ocenu πP(T ) i πP2 (T ) nam je trebala

ocena sume
∑

NZD(n,P )=1

an, gde je an := an((1 + ε)T ) = an

(
T + T

2δ′+5δ
7(q+1)

)
.

Teorema 99. Neka je d beskvadratan prirodan broj i ξ korena qetvorka.
Tada je ∑

n∈N
d|n

an �
T δ

[A : Aξ(d)]
#{A ∈ Aξ(d)\A | d|f(ξA)},

kad T → +∞.

Dokaz. Iz leme 98 i gorǌe ocene skalarnog proizvoda (koja ne zavisi
od A1) sledi:∑

n∈N
d|n

an �
T δ

[A : Aξ(d)]

∑
A1∈Aξ(d)\A
d|f(ξA1)

1 =
T δ

[A : Aξ(d)]
#{A ∈ Aξ(d)\A | d|f(ξA)}.
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8.4 Primena Selbergovog rexeta

T eorema 99 omogu�ava primenu Selbergovog rexeta. Neka je T
proizvoǉan (veliki) broj. Imamo (bax kao u postavci Selbergovog

rexeta) niz nenegativnih realnih brojeva an = an((1 + ε)T ) =

an

(
T + T

2δ′+5δ
7(q+1)

)
, pozitivan realan broj X (T ) = T δ i proizvod razliqitih

prostih brojeva P = P (T ). Teorema 99 daje ocenu
∑
n∈N
d|n

an � X g(d), gde je

g(d) =
#{A∈Aξ(d)\A | f(ξA)≡d0}

[A:Aξ(d)]
.

Selbergovo rexeto daje gorǌu ocenu∑
NZD(n,P )=1

an((1 + ε)T )� X (T )∑
d|P (T )

h(d)
, (4)

pri qemu konstanta mo�e zavisiti od parametra T . Iz dokaza Selbergove
teoreme je jasno da je konstanta iz prethodne procene zapravo konstanta iz
procene

∑
n∈N
d|n

an koju daje teorema 99 i koja ne zavisi od T . Sledi, konstanta

u proceni (4) ne zavisi od T .

Jedini uslov koji nedostaje za primenu Selbergovog rexeta je
multiplikativnost funkcije g(d) =

#{A∈Aξ(d)\A | f(ξA)≡d0}
#{A∈Aξ(d)\A} na skupu S = {d ∈

N | P ≡d 0}. Za poqetak, jasno je da je g(1) = 1. Neka je d > 1.

I u imeniocu i u brojiocu imamo brojaǌe po A ∈ Aξ(d)\A. S obziroom
na definiciju Aξ(d), ovo je isto kao da brojimo klase kongruencija po
modulu d u orbiti ξA. Oznaqimo sa Vd := {κ ∈ F4

d − {(0, 0, 0, 0)} | Q(κ) = 0}
i ιd : Aξ(d)\A −→ Vd koja matrici A dodeǉuje klasu kongruencije [ξA] . U
opxtem sluqaju ova inkluzija nije surjektivna. Npr. za d = 2, sva qetiri
generatora Apolonijve grupe A se slikaju u [ξ], pa je slika ι (Aξ(d)\A)
jednoqlana.

Skup Vd je neprazan i konaqan pa na ǌemu postoji verovatno�a Pd u
kojoj su svi ishodi jednako verovatni. Kada bi doga�aji Ad := {κ ∈ Im ιd}
i Bd := {f(κ) = 0} bili nezavisni mogli bismo da ka�emo da je

g(d) =
#{A ∈ Aξ(d)\A | f(ξA) ≡d 0}

#{A ∈ Aξ(d)\A}
=

#{κ ∈ Im ιd | f(κ) = 0}
#{κ ∈ Im ιd}

=

=

#{κ∈Im ιd | f(κ)=0}
#Vd

#{κ∈Im ιd}
#Vd

=
Pd(AdBd)

Pd(Ad)
= Pd(Bd) =

#{κ ∈ Vd | f(κ) = 0}
#Vd

.
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Na�alost, doga�aji Ad i Bd u opxtem sluqaju nisu nezavisni. Npr. videli
smo da je doga�aj B2 siguran kada je broj f(ξ) paran, a nemogu� inaqe.
Ipak, ovo nije tako qest sluqaj. U [20] je dokazano da postoji konaqan skup
prostih brojeva S ′ (koji oqigledno sadr�i 2) takav da prethodna jednakost
va�i za sve beskvadratne d koji nemaju qinilac u S ′.

Zato �emo iz P odstraniti sve qinioce koji su u S, neka je P ′ =
∏
p|P

p prost
p/∈S

p.

Kako P ′|P imamo da je

πP(T )� #{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T, NZD(κ1, P ) = 1} 6

6 #{κ ∈ ξA | ‖κ‖∞ < T, NZD(κ1, P
′) = 1}.

Sledi, ukoliko ocenimo prethodnu funkciju za P ′, ista ocena �e va�iti
i za P . Sa druge strane, sve xto smo rekli za P , va�i i za P ′. Zato, bez
umaǌeǌa opxtosti, mo�emo smatrati da P nema qinilac u S ′ (tj. S∩S ′ = ∅)
i da va�i g(d) = #{κ∈Vd | f(κ)=0}

#Vd
, za sve d ∈ S.

Poka�emo multiplikativnost funkcije g na celom Z, umesto na
ǌegovom podskupu S. Dovoǉno je pokazati da su i imenilac i brojilac
multiplikativni. Neka je V ′d := {κ ∈ Vd | f(κ) = 0}.

Lema 100. Neka su d1 i d2 uzajamno prosti brojevi razliqiti od 1. Tada
su skupovi Vd1d2 i Vd1 × Vd2 (V ′d1d2 i V ′d1 × V

′
d2
) u bijekciji.

Dokaz. Ovo je klasiqan trik sa kineskom teoremom. Neka su a i b rexeǌa
sistema kongruencija

a ≡d1 (1, 1, 1, 1), a ≡d2 (0, 0, 0, 0), b ≡d1 (0, 0, 0, 0), b ≡d2 (1, 1, 1, 1),

i Φ(x, y) = ax+ by bijekcija izme�u Fd1 × Fd2 i Fd1d2.

Specijalno, ako su x ∈ Vd1 i y ∈ Vd2, ima�emo

Q(ax+ by) ≡d1 Q(x) ≡d1 0 i Q(ax+ by) ≡d2 Q(y) ≡d2 0.

Prema kineskoj teoremi d|Q(ax+by), pa je restrikcija Φ
∣∣
Vd1×Vd2

: Vd1×Vd2 −→
Vd1d2 dobro definisana i injektivna. Neka je z ∈ Vd1d2 proizvoǉno i
(x, y) := (ρ(z, d1), ρ(z, d2)), gde ρ(z, d) oznaqava ostatak pri deǉeǌu broja z
sa d. Tada je Q(x) ≡d1 Q(z) ≡d1 0 i Q(y) ≡d2 0, tj. (x, y) ∈ Vd1 × Vd2. Kako
je Φ

∣∣
Vd1×Vd2

(x, y) = z, zakǉuqujemo da je restrikcija Φ
∣∣
Vd1×Vd2

surjektivna.
Sledi, postoji bijekcija izme�u Vd1 × Vd2 i Vd1d2. Sliqno se pokazuje da
postoji i druga bijekcija.

Iz ove leme da je g(d1d2) =
#V ′d1d2
#Vd1d2

=
#Vd1 ·#V

′
d2

#Vd1 ·#Vd2
= g(d1)g(d2). Odatle i iz

g(1) = 1 sledi da je funkcija g multiplikativna.
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8.5 Procena funkcija πP i πP2 i analogija sa
funkcijama π i π2

P omo�u Selbergovog rexeta smo doxli do procena

πP(T )� T δ∑
d|P

h1(d)
i πP2 (T )� T δ∑

d|P
h2(d)

,

pri qemu je funkcija hi multiplikativna i zadata na prostim brojevima
sa hi(p) = gi(p)

1−gi(p) , gde je gi(d) = #{κ∈Vd | fi(κ)=0}
#Vd

.

Preostaje jox da procenimo sumu hi–ova. Ispitajmo najpre ponaxaǌe
gi–ova na prostim brojevima.

Neka je p prost broj i Np(F ) broj nula kvadratne forme F nad poǉem
Fp. Tada je #Vp = Np(Q)− 1, jer smo iz Vd izbacili qetvorku (0, 0, 0, 0) koja
je koren Dekartove kvadratne forme. Sliqno, #{κ ∈ Vp | f1(κ) = 0} je jednak
broju netrivijalnih nula Dekartove forme qija je prva koordinata nula.
Ili ekvivalentno, broju netrivijalnih nula kvadratne forme

Q′(x2, x3, x4) := 2
4∑
j=2

x2
j −

(
4∑
j=2

xj

)2

nad poǉem Fp.

Sledi, g1(p) = Np(Q′)−1

Np(Q)−1
. Primetimo da je

#{κ ∈ Vp | f2(κ) = 0} =

= #{κ ∈ F4
p | Q(κ) = 0, f2(κ) = 0} − 1 =

= #
{
κ ∈ F4

p | Q(κ) = 0, κ1 = 0 ∨ κ2 = 0
}
− 1 =

= #
{
κ ∈ F4

p | Q(κ) = 0, κ1 = 0
}

+ #
{
κ ∈ F4

p | Q(κ) = 0, κ2 = 0
}
−

−#
{
κ ∈ F4

p | Q(κ) = 0, κ1 = κ2 = 0
}
− 1 =

= 2#
{
κ ∈ F4

p | Q(κ) = 0, κ1 = 0
}
−#

{
κ ∈ F4

p | Q(κ) = 0, κ1 = κ2 = 0
}
− 1 =

= 2Np(Q
′)−Np(Q

′′)− 1,

gde je Q′′(x3, x4) := 2
4∑
j=3

x2
j −

(
4∑
j=3

xj

)2

= x2
3 + x2

4 − 2x3x4 = (x3 − x4)2. Kako je

Q′′(x3, x4) = 0 akko je x3 = x4, mo�emo zakǉuqiti da je Np(Q
′′) = p, a samim

tim i g2(p) = 2Np(Q′)−p−1

Np(Q)−1
.

Ovim smo poqetni problem sveli na ocenu Np(F ), gde je F kvadratna
forma.
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Teorema 101. Neka je F (x1, . . . , xn) = a1x
2
1 + . . . + anx

2
n kvadratna forma

takva da p - aj, 1 6 j 6 n. Tada je Np(F ) = pn−1 +O
(
p
n
2

)
, za sve proste brojeve

p.

Dokaz. Neka je ζ ∈ C proizvoǉan primitivan p–ti koren jedinice. Tada
je

∑
y∈Fp

ζy = 0. Za proizvoǉan broj x ∈ Fp, ζx je (neki drugi) p–ti koren

jedinice ako je x 6= 0 ili 1 ako je x = 0. Sledi,∑
y∈Fp

ζxy =

{
p, x = 0
0, inaqe

.

Drugim reqima, ova suma detektuje nulu. Zato, ukoliko x zamenimo sa
F (x1, . . . , xn) dobijamo

Np(F ) =
1

p

∑
x1,...,xn∈Fp

∑
y∈Fp

ζF (x1,...,xn)y.

U sluqaju y = 0 imamo pn sabiraka koji su jednaki 1. Neka je F×p :=
Fp − {0} podgrupa jedinica. Sledi,

Np(F ) = pn−1 +
1

p

∑
x1,...,xn∈Fp

∑
y∈F×p

ζF (x1,...,xn)y =

= pn−1 +
1

p

∑
y∈F×p

∑
x1,...,xn∈Fp

ζ(a1x21+...+anx2n)y =

= pn−1 +
1

p

∑
y∈F×p

n∏
j=1

∑
xj∈Fp

ζajx
2
jy =

= pn−1 +
1

p

∑
y∈F×p

n∏
j=1

Sajy,

gde je Sa :=
∑
x∈Fp

ζax
2
, za a ∈ F×p . Upravo �e pn−1 biti glavni qlan procene

Np(F ), ocenimo grexku.

Jednaqina x2 ≡p z ima 1 +
(
z
p

)
rexeǌa (po x), gde je

(
z
p

)
Le�androv46

simbol. Zato je

Sa =
∑
z∈Fp

(
1 +

(
z

p

))
ζaz =

∑
z∈Fp

ζaz +
∑
z∈Fp

(
z

p

)
ζaz =

∑
z∈Fp

(
z

p

)
ζaz.

46Adrien Marie Legendre (1752. – 1833.), francuski matematiqar
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Dirihleovi karakteri fa(z) = ζ−az qine ortonormiran sistem vektora
u odnosu na skalarni proizvod 〈f, g〉 := 1

p

∑
z∈Fp

f(z)g(z). Vektorski prostor

Dirihleovih karaktera nad poǉem Fp je dimenzije p (jer je svaki karakter
odre�en slikom generatora), pa karakteri fa, a ∈ Fp, qine ortonormiranu
bazu ovog prostora. Le�androv simbol je jedan Dirihleov karakter, pa
se mo�e zapisati kao linearna kombinacija baznih vektora

(
·
p

)
=
∑
a∈Fp

αafa.

Koeficijenti αb se mogu izraziti kao
〈(
·
p

)
, fa

〉
= 1

p

∑
z∈Fp

(
z
p

)
ζaz = 1

p
Sa.

Trivijalno je

α0 =
1

p
S0 =

1

p

∑
z∈Fp

(
z

p

)
=

∑
z∈Fp

(
1 +

(
z
p

))
− p

p
=
p− p
p

= 0,

jer posledǌa suma predstavǉa ukupan broj rexeǌa jednaqina x2 ≡p z, kad
z prolazi Fp. Mno�eǌe sa c ∈ F×p je permutacija grupe Fp. Zato je(

cz

p

)
=

(
c

p

)(
z

p

)
=

(
c

p

)∑
a

αafa(z) =

(
c

p

)∑
a

αacfac(z) =
∑
a

(
c

p

)
αacfa(cz).

Sledi,
(
c
p

)
αac = αa. Iz

(
c
p

)
= ±1 sledi |αac| = |αa|, za sve c 6= 0. Neka je

a ∈ F×p proizvoǉan fiksiran element. Prema prethodnoj priqi je∥∥∥∥( ·p
)∥∥∥∥ =

√∑
b∈Fp

|αb|2 =
√

(p− 1)|αa|2 =
√
p− 1|αa|.

Sa druge strane imamo∥∥∥∥( ·p
)∥∥∥∥ =

√√√√1

p

∑
z∈Fp

(
z

p

)2

=

√√√√1

p

∑
z∈F×p

1 =

√
p− 1

p
.

Sledi, |αa| = 1√
p
i |Sa| = p|αa| =

√
p. Zato grexku mo�emo da procenimo sa∣∣∣∣∣∣1p

∑
y∈F×p

n∏
j=1

∑
xj∈Fp

ζajx
2
jy

∣∣∣∣∣∣ =
1

p

∣∣∣∣∣∣
∑
y∈F×p

n∏
j=1

Sajy

∣∣∣∣∣∣ 6
6

1

p

∑
y∈F×p

n∏
j=1

|Sajy| =
1

p

∑
y∈F×p

n∏
j=1

√
p =

=
1

p
(p− 1)(

√
p)n 6 p

n
2 .
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Posledica 102. Va�e procene

g1(p) = p−1 +O
(
p−

3
2

)
i g2(p) = 2p−1 +O

(
p−

3
2

)
,

za sve proste brojeve p.

Dokaz. Pokaza�emo prvu procenu, analogno se pokazuje i druga. Iz
prethodne teoreme sledi

g1(p) =
p2 +O

(
p

3
2

)
− 1

p3 +O (p2)− 1
=
p2 +O

(
p

3
2

)
p3 +O (p2)

=

=
p−1 +O

(
p−

3
2

)
1 +O (p−1)

=
(
p−1 +O

(
p−

3
2

)) (
1 +O

(
p−1
))

=

= p−1 +O
(
p−

3
2

)
+O

(
p−2
)

+O
(
p−

5
2

)
= p−1 +O

(
p−

3
2

)
.

Posledica 103. Va�e procene

h1(d) � 1

ϕ(d)
i h2(d) � τ2(d)

d

∏
p|d

p prost

1

1− 2
p

,

za sve beskvadratne brojeve d, gde je ϕ Ojlerova funkcija, a τ2(d) broj mogu�ih
predstavǉaǌa d preko proizvoda dva prirodna broja.

Dokaz. Iz prethodne posledice sledi

1

h1(p)
=

1− g1(p)

g1(p)
=

1

g1(p)
− 1 =

1

p−1 +O
(
p−

3
2

) − 1 =
p

1 +O
(
p−

1
2

) − 1 =

= p
(

1 +O
(
p−

1
2

))
− 1 = p− 1 +O (

√
p) � p− 1 = ϕ(p),

za sve proste brojeve p. Ojlerova funkcija ϕ je multiplikativna, pa �e i
funkcija 1

ϕ
biti takva. Zato prethodna procena va�i za sve beskvadratne

brojeve.

Sliqno se pokazuje i h2(p) � 1
p
2
−1

= 2
p

1
1− 2

p

= τ2(p)
p

1
1− 2

p

, za sve proste

brojeve p. Tra�ena ocena sledi iz qiǌenice da je funkcija d 7→ τ2(d)
d

je
multiplikativna (kao koliqnik dve multiplikativne funkcije).

Sada imamo sve xto je potrebno da ocenimo broj prostih krugova i
broj prostih krugova blizanaca.
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Teorema 104. Za sve Apolonijeve konfiguracije P va�i

πP(T )� T δ

log T
i πP2 (T )� T δ

log2 T
,

kad T → +∞.

Dokaz. Kao xto smo ve� rekli ideja je da iskoristimo Selbergovo
rexeto. Ocenimo najpre odozdo sumu

∑
d|P

h1(d) =
∑
d|P

1

ϕ(d)
=
∑
d|P

1

d
∏
p|d

p prost

(
1− 1

p

) =
∑
d|P

1

d

∏
p|d

p prost

∞∑
n=0

1

pn
>
∑
d6T

1

d
,

jer se svaki broj maǌi od T mo�e predstaviti kao proizvod stepena
qinilaca broja P (prostih brojeva maǌih ili jednakih T ). Posledǌa
suma je tzv. [T ]–ti harmonijski broj (gde [·] oznaqava ceo deo broja) i mo�e
se proceniti sa ∑

d6T

1

d
∼ log T + γ +O

(
1

T

)
� log T,

kad T → +∞, gde je γ Ojlerova konstanta. Iz Selbergove teoreme i
prethodne diskusije sledi

πP(T )� T δ∑
d|P

h1(d)
� T δ

log T
.

Sliqno se izvodi i druga procena. Najpre ocenimo odozdo sumu∑
d|P

h2(d) =
∑
d|P

τ2(d)

d

∏
p|d

p prost

1

1− 2
p

=

=
∑
d|P

τ2(d)

d

∏
p|d

p prost

∞∑
n=0

(
2

p

)n
>

>
∑
d|P

τ2(d)

d

∏
p|d

p prost

∞∑
n=0

n+ 1

pn
=

=
∑
d|P

τ2(d)

d

∏
p|d

p prost

∞∑
n=0

τ2 (pn)

pn
>

>
∑
d6T

τ2(d)

d
>

∑
d1,d26

√
T

1

d1d2

=
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=

∑
d6
√
T

1

d

2

� log2
√
T =

(
1

2
log T

)2

� log2 T.

Iz Selbergove teoreme sledi

πP2 (T )� T δ∑
d|P

h2(d)
� T δ

log2 T
.

Procene iz prethodne teoreme trivijalno va�e i u sluqaju da korena
qetvorka konfiguracije P nije primitivna, jer je u tom sluqaju πP(T ) 6 2
i πP2 (T ) 6 1. Dakle, prethodna teorema va�i za proizvoǉnu Apolonijevu
konfiguraciju.

Na prvi pogled, ocene funkcija πP i πP2 se razlikuju od ocena za π
(iz Qebixovǉeve teoreme) i π2 (iz teoreme 51). Ali kad pogledamo malo
pa�ǉivije, uoqi�emo analogiju.

Broj N(T ) prirodnih brojeva maǌih ili jednakih T je trivijalno
[T ] ∼ T , kad T → +∞. Zato gorǌu granicu iz Qebixovǉeve teoreme
mo�emo interpretirati i kao π(T ) � T

log T
∼ N(T )

logN(T )
. Sa druge strane,

za Apolonijeve konfiguracije va�i NP � T δ i πP(T ) � T δ

log T
� δNP (T )

logNP (T )
�

NP (T )
logNP (T )

, kad T → +∞.

I sliqno, imamo analogiju izme�u π2(T )� N2(T )

log2N2(T )
i πP2 (T )� NP2 (T )

log2NP2 (T )
,

kad T → +∞, gde N2(T ) ∼ T predstavǉa broj parova oblika (n, n + 2) u N
qije su obe koordinate maǌe od T .

Doǌa granica funkcija πP i πP2 mo�e biti jedino nula, jer smo
videli da postoje Apolonijeve konfiguracije (qija korena qetvoka nije
primitivna) kod kojih su ove funkcije ograniqene konstantom.

Prirodno je postaviti pitaǌe da li postoji doǌa granica
ovih funkcija pod pretpostavkom da je korena qetvorka Apolonijeve
konfiguracije primitivna. Postoji hipoteza (koja se izme�u ostalog
zasniva i na analogiji sa π i π2) da je πP(T ) � T δ

log T
i πP2 (T ) � T δ

log2 T
, kad T →

+∞ za Apolonijeve konfiguracije sa primitivnom korenom qetvorkom.
Specijalno, to bi znaqilo da je naxa ocena taqnog asimptotskog reda.

Najboǉa (do sada) poznata doǌa ocena za πP je πP(T )� T

log
3
2 T

i mo�e se

na�i u [28]. Naravno, ova ocena je znatno slabija od hipoteze. Ipak, ona
je jako bitna jer garantuje postojaǌe beskonaqno mnogo prostih krugova u
svakoj Apolonijevoj konfiguraciji.
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