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1 VYson

IInodaHTOBE jefHAUMHE Cy O]l JABHMHA OKYyTIHpAaJie MaKIBY U Oy auie
pPamo3HAJOCT KOA MHOTUX MaTeMaTtudapa. IloueB on jemHocTaBHUX
npobJieMa Koje Cy MOCTaB/bAJN aHTUUYKU MaTeMaTUYapPU A0Ja3UMO Ia-
HAC 10 BEJIUKUX MAaTEMATUYKUX PE3yaTara 1 obJIacTu KOje Cy ce Pa3Bu-
Je panIu pemaBama pa3Hux modaHTOBUX jemHauYmMHA, OX KOJUX je Ha-
juosnatuja Beauxa ®epmaosa Teopema. Kao mrTo MokeMO ma mpume-
TUMO U Iiejia 0DJIACT HOCU WMME MO jeITHOM aHTWYKOM MaTeMaTudapy,
Huogpanmy, Tako ma je Beh TO MOBOJHO nOa 3aKBYUYUMO O Kala je
oBa 0O0JIACT aKTyeJHa y MaTeMaTunu. Y CBOJUM YYBEHUM KILUTaAMAa
LS2Apummemura” ocraBuo je Besmku Opoj jemHaumHa Koje Tpeba ma ce
pelre y CKyIy NeJuX WKW paluoOHAJHUX OpojeBa, 300r uvera m 1mesa
006JIaCT HOCU MME 10 HeMy.

Konuko cy Bakne lluodanToBe jennaunHe 3a MaTeMaTUKY, TOBOPU
u TO Oa je jeman on uyBeHux 23 npobisema roje /lasud Xuabepm napoau
Ha Mebynapomaom kourpecy maremarudapa y Ilapuzy 1900. ronume
Kao npobieme koju O6m Tpebaso ma OKynmpajy MaTeMATWYKU CBET Yy
HapeIHOM BeKy Oamn mpobiieM eKCIUIMTHOr pemaBama lmodanToBux
jemnaunna. KourperHo, oBaj mpobiseMm je Xuabepmoas decemu npobaem
U TJIACHU:

»3A TATY JIMO®AHTOBY JEAHAYUHY CA PAIIMOHAJIHUM KOE®UIIU-
JEHTUMA ¥ BUJIO KOJUM BPOJEM HEIO3HATUX, OJPEIUTU HA KOJU
HAYWH ¥V KOHAYHOM BPOJY KOPAKA (CABPEMEHUM PEYHUKOM, AJITO-
PUTAM) MOYKEMO OOPEIWTU JA JIU TA JEJHAUYWUHA UMA PEIIEHA Y
CKVIIY PAIIMOHAJIHUX BPOJEBA.”

Ha ocroBy XunbepToBux cTaBoBa Aeiayje ma je XuiabepT BEpOBaoO
[a TPayKEHU aJropuTaM nocToju. Kao m y ¢cBuUM ocTaauM ciaydajeBuMa,
ouo je yoebhen ma cBakum MaTeMaTUYKU TPOOJIEM MOPA UMATH Oy YUBO
pereme.

Koukperno, npoyuaBajyhu oBaj mpobiem, maTeMaTudyapu Cy Bpe-
MEHOM CB€ BUIIIE€ BEpOBaAJIMN Oa WIIaK HE HOCTOjI/I TPpaKEeH1 aJropuTaM.
Tpeba y3eru y 063up ma je XuabepT 0OBO IMUTAMmE MOCTABUO U IIpe
pasBoja mamemamuyke A02uKe W CBAKAKO Ipe uyBeHe [edenose meo-
peme 0 HENOMNYHOCMU Mmamemamuykoz cucmema. HaxkoH pasBoja oBe
Teopuje, 3aje ITHUYKUM pagom, mareMatudapu Mapmun /fejeuc, Xuarapu



Hamwam, [Iysuja Poburcon n Jypuj Mamujewesuy cy majau OAroBOp Ha
XunbepToBO MUTAKE, KOJU j€ HETATUBAH.

Teopema 1. PEIIUBOCT /IMO®AHTOBUX JEJHAYUHA JE HEO/JIYUUB
[IPOBJIEM.

Iakne, He Moxke ce HaAhm anropuraM KOjUM MOKEMO DELIUTU CBAaKY
IlnodaHTOBY jeAHAUMHY, YaK je HBUXOB PEe3yJTaT U NPENU3HUjU Ol OBE
HaBeneHne teopeme. Hawmme, oM cy mokazasiu a MOCTOjU €KCIIAIIUTAH
nonuaoM F(zg, 1, ...,2,) TAKaB Ia He IOCTOjU aJropuTaM Koju Ou 3a
ouso kKoje a € Z Kao maTu mMoJaTak OJIPeauo Na JU IMOCTOje MeJo0pojHa
pemena jennauune F(a,zq,...,z,) = 0!

Y mpakcu, Hajuemhe HUje TEMKO OAPeIUTH cBa pemema luodan-
TOBE jemHAUWHE, HAJTEKU €O MOCJA je MNOKA3UBAHKE Na HEeMa OCTAJUX
pemema. Taj meo je n KbyUYaH y TEKCTY TeOpeEMe KOja Kaske Ia He IOC-
TOjU aJITOPUTAM KOJUM MOKeMO pemmnTy [luodaHTOBY jemHaUYWHY 10
kpaja’. 3arTo, MareMaTuvapu MOKyImaBajy na nponaby pa3ne Haunne
KaKo OU HaIlIX pelleie U, OUEeKNBaHO, IpobaJu cy na ynorpebe pasue
rpaHe MaTeMaTUKe y pemaBamy OBOT mpobiieMa, O KOjUX CYy Ce HEKe
HajBUIIE ¥ Pa3BUile YIPaBoO 3axBasbyjyhu lnodanToBUM je tHaUNHAMA.

TnoaHTOBE jemHAUYMHE Ce MOT'Yy pPemIaBaTH y3 IoMoh MHOTUX 0OJja-
CTU MaTeMaTuKe M yIpaBO je TO Ouiia Jemora oBe Oo0JacTU Koja Me
je MoTumBHcasa na omabepem oBakBy Temy 3a mactep. Ocrartak oBe
rJaBe UMa HAMEHY [a MPE3eHTYyje IpuMepe KaKo ce pa3He MaTeMaTUdKe
obnacTu Kopucte y pemaBamny InopaHTOBUX jemHaUMHA W Ja IPYEUA
MOTUBAI]Y KAKO 3a KOHKPETHO OHO IITO je MpeaMeT OBOI MacTep pa-
Ia, TaKO U 3a IEJIOKYMHY 00JacT.

IIpenopyuena smureparypa: Muoru tekcroBu Mwuxaena IllTona, kao
mro cy [PIIKI1-II], [PIIK2-II], [55], [60], rekct Camupa Cukcera ca
koHpepenuuje y Oxpuny [45] nu Bjopua Ilynena [38], cy ommuyrm kao
MOTHBAIMOHNA TEKCTOBU O JlMOohaHTOBUM jeqHaUMHAMA, CAAPKE PA3HE
npUMepe U MPE3eHTAIN]y UCTOPUJCKAX U MOCANAIILUX BaKHUX Pe3yJl-
Tara y OBOj objacTu.



1.1 Opabpanu nupumepn InodpanToBux jemaaumHa

Y HapemHOM TEKCTy Ce HaJja3u KpaTak npersen onpebenux [luo-
(GaHTOBUX jenHAUMHA Ca JIUTEPATYyPOM OJakjIe WX mpoumraTru. 1o cy
IpUMePHU KOjU UIYCTPY]Yy KAKO Cce pa3He MaTeMaTUYKe 00JaCTU MpuMe-
BYyjy v pemasamy unodanroBux npobiaema (InopanToBux jemnaunua
u JluodpaHTOBUX ampoKcuUManuja). 3a BUIIE UHTEPECAHTHUX MpPUMEpPa
noryieaT KBUTY BejeMajcropa oBe obsactu [32].

Ilo3raTa amermoTa M MPAIMOHAJIHOCT

Iobpo je mosuaro ma cy Crapu ['pru mHa mouerky cmarpaad na
cy OpojeBu camo (mo3uTMBHUT) panMoOHAJHUA OpojeBu. Y TO Bpeme je
OO IMOKAHTHO OTKpMhe na aujaroHasia KBaapaTa CTpaHule 1 Huje
©6poj, Tj. HUje paunmoHaJsiaH Opoj. JemHa on mpuYa KOja Ce MOMUE
jecte na je jeman Ilutaropun yueHuk yOujeH 3aTO MITO je U3HEO TBPABY
0 TOM OTKpumhy.

[IpenackoM Ha MaTeMATUKY, MOCTaBJba CE MUTAHE OA JU MOCTOje
IPUPOIHU OPOjeBU P M ¢ TAKBU 13 § =2, 1j. p* =2¢*>. OBe mBe jen-
Ha4yrHe Cy €eKBUBAJIEHTHE, 3aTO IITO Ce€ Paau O IPUPOIHUM OpOjeBUMA,
aly pPa3iuKyjy ce y YMHBEHWNM na je oBa Apyra jenHaunHa lnodan-
TOBa, NOK mnpBa TO HuUje. bap y m3BopHOM 00smky, 3a lmodanrtoBe
jemHaunHe CMaTpaMoO jeqHaUYWHE KOje Ce CacToje O PAlWOHAJHUX WU
eJimx OpojeBa U rae ce Tpake TaKBa pellema.

MebyTum, oBa umodantoBa jennaumna uuje dmodanrosa jennaun-
Ha HajjeQHOCTaBHUjer Tula, TO cy jauHeapHe IlmodanToBe jemHaunne,
KOj€ ce PYTUHCKU pellaBajy, ajy Ce pelaBa JaKO, MOKEMO Oa IpPeT-
IOCTAaBUMO Ma Cy P U ¢ y3ajaMHO TPOCTU M OHIOA NOKAKEMO na CYy
IEeJbUBU Ca 2, MITO je KOHTPaIUKINja, Tj. jefHAUMHA HeMa pellemna.

OBo je caMo mouyeTak, KaCHUje Ce MOKe MOKA3aTU UPAIMOHAIHOCT
MHOrUX OpojeBa, /n, Tae je n mpupogan 6poj KOju HUje KBAaIpaT, T,
e, ... lloka3m ma m m e caapke y cedu Mamemamuyiry aHaAu3Y, IITO
je Beh jemam mpummep Kako o0JacTU MOpajy Oa ce yApy:Ke ma OuCMO
NOOMIN HEKU PEe3yJITAT.

MebyTtuMm, cama wmpamroHAJHOCT HEMa HEIITO MyHO Be3e ca [lmo-
(aHTOBUM jemHAUYMHAMA, TAKO A& heMO ce KOHIEHTPUCATU Ha HEIITO
IITO MMa Be3e, a TO je uMa JU MOJMHOMHA jeTHAUMHA 110 T PalUOHAJ-



HO pelreme, ako Cy KOe(pUIMjeHTU palruoOHAJIHU OpOojeBuU
a, " + ...+ a1x +ag = 0.

Kana noMHOXUMO jenHAUMHY CBUM MMEHHUOIMIMAa Pa3jIoMaka Koedu-
nujeHara, f00ujeMo je THAUMHY UCTOT OBAKBOI TUMA, CAMO Ca IeJI00POo-
JHUM KoeduiujeHTIMa. lana 3a pememe T = §, ca y3ajaMHO TPOCTUM
neauM 6pojeBUMAa p U ¢ Bazku ma p | ag u ¢ | a, (0BO je moCe6HO 3roaHO
kKax je a, = 1). OBako mobmjamMo camMO KOHAYHO MHOTO PAIMOHAJ-
HUX KAHIUIATA 38 pelIeme, Ia aKO CBU OTMIAIHY, OBA jeIHAYNHA HEMA
panmoHaJHUX pemewma. Ha mpuMmep, HA OBaj] HAUWH Ce MOKEe HOKA3a-

tu na je sin 20° upanmonasan 6poj. CBe oBo ce moxke Hahim y kwusn [3].

IIuTraropuse Tpojke - Teopuja OpojeBa, ajaredopa, reoMmerpuja, aj-
rebapcka reomerpuja

OBo je jom jemad mo3HAT UCTOPUjCKU MPUMED, AU j€é MHTEPECAH-
TaH jep ce MOKe PelmuTU Ha Bulle HauumHa. Tpaske ce meau OpojeBu
(MM panMoOHATIHM) KOJU MOTY OUTH CTPAHUIE MTPABOYTJIOr TPOYTJIA.
JlpyruM peurMa, pemaBaMoO jefHaunHy o2 + y? = z? y CKyIy IeJmux
(unm panuoHaHUX GpOjeBa).

Bpio jemnocraBHO ce permema U3BOLE ajiredapcKku camMo y3 momMoh
IPOMOopIKja, NOK CIWYHA uAeja y3 Kopuiheme Teopuje OpojeBa Takoa-
je mponasu, To ce Moske Hahu y MHOrMM K®murama, Hup. y [3].

Cnenehwm HauwmH je Jenmy ¥ BUIE NMOYYaH, a 30B€ CE€ DAIMOHAJIHA
napamerpusanuja kpyra, u Mmoske ce nahwu y [52]. Ilomeaumo cse ca z
TaKo Ja JOOMjeMO paIMOHAJIHO pememe jemHaunue x2 +1y?> = 1. OBo je
KPYT y paBHU, U Tpeba OApeauTU HeroBe PAIMOHAJHE TAUKE.

To moCTI:REMO TAKO MTO PUKCUPAMO jeIHY PAIMOHAIHY Tauky (00u-
yHO ce y3uma (—1,0)) u Byuemo nmHMje panmoHasnHor Harmba. Kana
MIOByYEeMO CBe MOryhie OBakBe JIMHUjE, ONpEeInNeMO U CBE PAIMOHAIHE
tauke kpyra. OBO je mpumep rme zeomempuje ajdud U AYyX aszedpe Mo-
Mazke pemaBamy /InopaHTOBUX jenHaUnHA.

Ha kpajy, MoEeMO mocMaTpaTu jemHaunny x° + y?> = 2% manm Ou-
J0 KOojuM mosbeM K Kao jemaH aJrebapCKy MPOjeKTUBHU BapujeTeT.
Tanma MoskeMo mposeputu na je [s,t] — [s* — t%,2st, s* + t?] uzomop-
¢uszam mpojextusHe mpase P!(K) m oBor BapujeTeTa, ca WHBEP3HUM
[z,y,2] — [z + 2,y], a KA0 WTO BUAUMO OBAKO Ce 3amUCTa OMUCYjy CBa



panuonaJiine u neiaobpojue Iluraropmuae tpojre. OBo ce moske Hahu y
[51].

IlmodanToBe anporcumaruje

Kao mro je mo3naro, y cTBApHOM CBETY Cy HaM morpebme ,,mobope”
AIpPOKCUMAIAje MATEMAaTUYKUX BPETHOCTU KOje HE MOKEMO MPENu3HO
na ompenumo. MebyTuMm, TO je mocao HyMepuUUKe MaTeMaTUKe, a He
Treopuje OpojeBa (MAKO p-alaCcKa aHAJM3a UMa BaskKHE TeopeMe Koje
Cy y AyXy HyMepUUYKe MaTeMaTHKe), TAKO Ja OBIe 3Hademe ,noope”
alpoOKCUMAaIje HUje caMo ma je Opoj mTo Oamkn O0Pojy KOju »KeJTUMO
1a anpOKCUMUPAMO.

Y Teopuju OpojeBa HAC MHTEPECY]y OCOOMHE MPAIMOHAJIHUX OPO-
jeBa m aJjrebapCKuX, OMHOCHO TPAaHCIEHIEHTHUX OpojeBa. IIporen-
juBaheMo OpojeBe y3 momoh pamnumonasHUX OpojeBa. Mepa ,jauwmne”
aIpOKCHUMAIlje je CTeleH WMEHUOIa, Tj. 3a peajlaH Opoj o HAC WH-

Tepecyjy HejeTHAKOCTU ‘a — %) < q%, e je ¢ KOHCTaHTa KOJy y IpaKcu
caMy TPaKMMO - HAMEMITaMO y 3aBUCHOCTH OJ (¥, Ca yKeJbOM I CTEIeH
t Ha mecHOj cTpanu Oynme mTo Behwm.

Moskemo nma kakeMo, na 3a pas3iauky on lmodaHTOBUX jemnHAUN-
HA Tle PEeIlaBaMo jefHAUMHE y CKyIy leaux (parnuoHaaHux) Opojesa,
tako ce /lmopanToBe ampokcumanuje O6aBe pemaBameM HejeTHAKOCTU
y meauM (paruoHaJHUM) OpojeBuMa.

I[IpBo ce y3 momoh IlupumxesoBor mpuHIUIA IOKa3yje Aa MOCTOje

2« Ly 1o 3a
q q

UpaIMOHAJIHE (v OBAKBUX ITapOBa MMa OECKOHAYHO MHOTO.
Ilame ce 1aKo U3BOAU KPUTEPHUjYM Kala je OpPOj o palnmoHaJIaH UIn
HE: ( je paIluoHaJIaH aKO M CaMO aKO IOCToju KoHcTaHTa ¢ > 0 (koja

3aBUCH OJ[ () TAKO Ia 3a CBE § # o BaKU ‘oz— g’ > 2.

oBor TBphema MOKEMO na MOKa:KeMO na je, Ha mpuMep, ciaenehu 6poj
VpalnuroHaJaH

y3ajaMHO TPOCTU 1€ OPOjeBU P U ¢ TAKO Oa | —

Y3 nomoh

Ilasme, mocTOju HAUMH KAKO [a OAPEIMMO Ma CY HEKU OPOjeBU TPaH-

cuengenTH. AkKO je o asrebapcku O6poj cremeHa d, MOKe Ce IOKa3a-

TU Ja MOCTOjU KOHCTAHTA ¢ KOja 3aBUCH OJ (v TaKBa Ja ‘oz -2 > g

q q
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OMaKJie Cy jeAWHO TPAHCIEHAEHTHW OPOjeBU OHU KOjU MOy 1a UMa-
jy mpousBosmHO n00Opy anmpokcuManujy (mro Behw cremen), a y3 mo-
Mmoh oBor TBpbhema MOkeMO Ha yTBPAWMO A& je TPAHCIEHIECHTAH, HA

npumep, caenehu 6poj
=1
a= Z 107"

n=1

[TocToju jom jemna Teopema KOja KapaKTEpUIIe TPAHCIECHIEHTHOCT
- JlunpeaMaHOBa TeopeMa Koja Kajke da akKo MOCTOoje ajaredbapcku Opo-
jeru ag, ... , a,, Cq, ... , C,, TakBu na je Gap jemadm onx OBUX OpojeBa
C; # 0, Koju 3a00BOJBABAjY jeIHAUUHY

Cie* +Che™ + ...+ Che® =0

Tana je «p TpPaHCeHOeHTaH Opoj. Y3 momoh oBe Teopeme ce JakKo
IOKa3yje ma je m TpaHCIeHAeHTaH Opoj.

Bpatumo ce Ha mocsenmy HaAmUCAaHy HEjeTHAKOCT, Y KOjOj KEeJIUMO
na cmamuMo crerner d (y3 ucre ycaose). Maremaruyapu cy ycmeau
[a CIyCTe Taj CTEeIeH, IPBO Ha §+ 1, a ogma n Ha O(\/E), 01 KOjuX je
Haj6osba 6uita v2d. HajBehiu pesyirar 0BOr UCTpasKUBAA j€ YCIIe IO
Kajna je MaTremarndap PoT He caMO CIyCTHO CTEleH TAaKO na He 3aBUCU
on d Beh u ma Hajobomsum moryhu. Ta Teopema he ce mahu kacuuje y
HAaj3HAYAJHUJUM pPe3yJITaTUMa OBUX OOJACTH.

3a Kpaj, Kao MOKa3aTesb KOJMKO Cy OBU IPOOJIEeMU TEIIKY, HAITOMEHI-
MO fa ce 3a OpojeBe mte U T-¢ U AaJbe HE 3HA HU Ja JU Cy ajaredbapcku,
a Jak ce W He 3Ha Aa Jau cy u mpanuonaiaunu yommre! Beoma ropucHu
anapat 3a Jlmodpanrose anpokcuManuje cy cienehn TumoBu pasioma-
ka Papejes nuz n sepuxncnu pazsomyu. HaBenene crBapu ce mory Hahu

y [1], [3], [5].
IlenoBa jemmauwna, nomoh /ImodpaHTOBMX amporcmManuja

[lenoBa jemmaunHa je jemHaumna obiauka z2 — dy? = 1, roe je d
OeckBaapaTHU NPUPOIAH OPOj M Tpaske ce IesoOpojHa pemema. Jemn-
Ha OJ MO3HATUX IpuUdYa Koje ce Be3yjy 3a [lenoBy jemnauumny je murame
KOJIMKO MUHUMAJHO Tpeba BOjCKa na mMa BOjHUKA (Bume onx 1) Tako ma
ce Moske mopebaTu y kBagparHy ¢opmanujy, aaum Takobhe ma ce Mozke
nopebaru y 61 kBaapatHy GopMaImjy Tako Aa IPpeoCTaHe TAYHO jeTaH



Bojuuk. OBO je HapaBHO MUCTO KAO Ma TPAKUMO MUHUMAJIHO HETPUB-
njamHo pememe llemose jemmaumme 22 — 61y? = 1. Bpao je Temxo
Hahu TO pememe, jep Ccy y ONuUTamy Beaukum OpojeBu x = 1766319049
u y = 226153980, mTo Cy HamIW WHAWjCKX MaTeMaTudapwu, OIaKJe je
MUHUMAaJIAH Opoj BOjHUMKa - & Behm om Opoja CTaHOBHWKA OMIIO KOje
np:kase (6ap MO 3BAHUYHUM MOIALMMA).

Meby mamum 6pojesuma (mo 128), jemuuo 3a d = 109 je Behe mun-
UMAaJIHO Pellelme, MTO ce Moyke BuneTu Ha Bukunenuju. Tarkobe, jenna
Ol 3aHUMJbVBUX CTBAPU BE3aHUX 32 OBY jeIHAUWHY jeCcTe U HEMITO IITO
HUje TaKO PETKO Y MaTEMATUIA, BEJIMKA OPOj MaTeMaTrndapa CyMmba 1a
je Ilen yommre nMao 6mII0 KaKaB JOUPUHOC PElIaBaikhy OBE jeTHAUUnHE,
Ia YakK U Ja Ce YOIIITe HOM U DaBUO.

Y3 momoh [Juoganmosuxr anpokxcumayuje ce MOKasyje na IOCTOjU
HETPUBUjAJHO pemiene [lenose jequaunue (pasnuunto on (£1,0)). Ta-
Ia ce OHO 3amucyje y obmuky 1 + y1v/d, a CBaKO IPYro pememe ce
nobuja u3 je IHAKOCTU Ty, —i—yn\/a = (11 —|—y1\/c_l)”. Jlako ce Buau ma oBU
OpojeBu jecy pelnema jeHAUYNWHE, a Y3 MTOMON BemTor Gaparama ca He-
jemHakoCcTMMa U y3 Ho3HaTe pe3ynrare [ImodgaHTOBUX aIpOKCUMAIN]a
ce NOKa3yje na Cy jenuHa.

[TocToju m opyru HAYWH, BUIIE 2€0MeMPUjCky KOju oapebhyje perien-
ja IlemoBe jemnavwmHe M TUYM HA T€OMETPUjCKU MeTo Ko [Imraropunux
Tpojku (mrTo He wu3HeHabyje, jep cy y muramy jemHAUMWHE CTEIEHA
2). Osa kpuBa je xumepbosia, T€ yOUdMMO CaMO HEO Ca MO3UTUBHUM
x. 3HaMO Ia jemHAUMHA MMa TpUBHUjaJHO pememne (1,0) 1 MUHUMAIHO
(x1,11). "Keaumo ma ompeauMo panMOHAIHY JUHEAPHY TPaHCHOpMA-
mujy (Tj. Tpanchopmammjy obmuka (x,y) — (ar + by, pr + ry), rme cy
a,b,p,r € Z) roja ciauka napaboiay y cebe, a (1,0) y (z1,y1). 13 osor
MOCJIEeQIHET yCJIOBa 3aK/BYUyjeMO a4 = Ty, P = Y1, HOK U3 TOra IITO C€
napaboia ciaumka y cebe ce opna mobuja b = dy, u r = xry, ITO HAM Ja-
je ucre perypeHTHe GopMyie Kao u creneHoBame. OBO MpecinKaBame
je OMjeKTUBHO, OMaKJIe ce MOTYy M3BECTHU IeJIoOpojHa pemema [lemose
jenmnauwuse, jep he ce nmesoOpojHa pemema CIUKATU Y HEKA APYTa MeI0-
OpojHa pemrema.

Kao mTo cMo Bumenu, HEKAM je TEIIKO OOPEIUTU MUHUMAJIJHO PeIe-
we [lenoBe jenmnauuwne, a ceM MeTOHA KOJU CYy 3HAJYW WHIWjCKA MaTEM-
aTMdapu, MOCTOjU M METON y3 NMOMON BEPWKHUX paljioMaka, ITO je
onucano y [5]. O IlenosuM jennaumuama, Kao u o jenHaunnama Ilesosor
tuna ce Moxke Hahwu jomr marepujana y [3], [32].
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Teopuja ckynoBa u /lmodpanToBe je mHaUMHE - METOJA MUHUMAJIHOT
pemema

Nako meopuja ckynosa m meopuja modeaa nMajy BeOMa BEJUKU YTU-
naj manac Ha /lmodaHTOBe jemHaumHe, TO je CYBUIIE HaIpegHa Ma-
Tepuja 3a OBaj MacTep pal, TaKo Oa OBAE HABOAMWMO CaMO jeTHY Ha-
jOCHOBHUJY uIAEjy, Tj KOpuUmheme CBOjCTBA Ja CBAKU MOJCKYI CKYIa
IPUPOITHUX OpojeBa MMa MUNUMAAHY EAEMENIN.

[Topen HEKMX YBOOHUX jeTHAYMHA KOj€ CE€ MOTY PEIUTU OBOM METO-
JIOM, KaO Ha IPpUMEpP x? + y2 = 322 um 2% + y2 + 22 = 2zyz y CKyILy
nesimx OpojeBa, BEPOBATHO HAjIO3HATUjU npuMepe je ciayudaj n = 4 Be-
muke Pepmaose Teopeme, Tj. mokas ma jemmaumsa 7t + y? = 2% mema
HETPUBUjAJTHUX IeJOOPOjHUX pelnema. ¥y CTBapu, JOKa3 Ce CBOIU HA
TO ma ce JMOoKaske ma jemHaumHa z* + y* = 2?2 Hema pemema y CKyIy
IPUPOTHUX OpojeBa U y moKa3y ce koputu onuc [luraropmaux Tpojru.
OBo ce moske mahwn y pasaum kmurama, sa npumep y [3], [32], [5].

Asnredpa nomaxke y pemasany JlnogdaHTOBUX jemmauywHa

Jeman on maumHa y3 momoh kojux cmo onpemunau [luraropune Tpo-
jre je pacraBmame 72 = 22 —y? = (z — y)(z + y) ¥ y3 IPETIOCTaBKY
O TOME ma Cy Yy U Z y3ajaMHO HPOCTU CMO MAONULIN MO 3aKHYydKaA KO-
ju ommcyje cBa pemema. MHOre jenHauyrHe ce MOTY PENIMTU HA OBAj
HaunH, Ha npuMep, 7° + y° = 1729, 22 + 2Y = 2?2 y nenmmuM 6GpojeBuMa.

MebyTtuMm, Hekan je Hemoryhe pacTaBUTH MOYETHY jeTHAUWHY, HA
npumep, 2 + 2 = 3. MebyTuM, HEKan 1 KaJa MOKEMO Oa PacTaBUMO
uspase, kao y 2 +1 =193, 1j. 22 = (y — 1)(y* + y + 1) He MOsKeMO TaKO
M3 PemrMO jeJHAYNHY, jep UMaMoO He3roJaH ciaydaj y? +y+1=3m? n
y—1=3n% Cmumano je u ca 2> — 1 = y3, jep mopen caugror mpobaema
13 IPEeTXOJHE jeHAYWHEe, HU APYTO PacTaBhalbe HAM He IMOMayke, jep
(x —1)(z + 1) = y> moke na ma cayudajee x — 1 =2m*ur+1=4nn
OOPHYTO, KOjU HUCY JIaKU.

N3 oBux pasmora, ogna3uMo u3 Z y Behu npcTeH riae MOKeMO pac-
TABUTU jenHAUNHYy Ha moronHuje ¢paxrope. Ty ce Bumum momoh anezebpe
IPEKO pawupema npcmena. Pamu nnycrpanuje, jemsaunny o2 + 2 = 3
pacrasmamo Ha (z + iv/2)(z —iv/2) = y°, a cama OBy jeaHAYMHY BUIIE
HE peITaBaMo y IeJuM OpojeBuMa, Hero y mpcreny Z[iv/2].
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['pemka K0jy MOKEeMO ma HAIPaBUMO jeCcTe Ia BEPYjeEMO Ia je IPCTeH
Z[iv/2] uctu ka0 u Z, 6ap y CMHCIY apuTMeTHKe. Y TOM IPCTCHY
uMamo cpehe, jep he om 3amcra mMaTu jako CJIWYHA CBOjCTBa KaO
npcresn Z, mehytum, Hehe To ma Basku 3a CBa palmupema MpPCTeHa Z,
3aTo HaM Tpeba aarebpa na HaM MOMOTHE Y aHAJU3UPAkHy TUX MPCTe-
Ha.

JemHa on HAjIO3HATHjUX jeTHAUYMHA KOja Ce pellaBa OBOM METOI0M
je ciyuaj n = 3 Benure ®epmaose Teopeme. Jemmaumna 13 +1° = 23 ce
Moske 3amucatu kao (r + y)(wz + w?y)(w?z +wy) = 23, rae je w npum-
utuBaH Tpehwm xKopen u3 jemuuuie. Jlakie, pemaBa ce jegHAYUHA Y
npcreny Z[w|, Koju je eyKIUACKU, U MOKA3yje ce Ia Ty HeMa HEeTPUBU-
janmHMX pemema, a ce moka3 moxke Hahwm y [32] wim y [3], nok ce mHOra
CBOjCTBa pammpema NpcTeHa (BUXOBe 0COOMHE, TeopeMe Koje Baske,
npumepu) Z mory Hahu y [1].

I'eomeTpuja nomaske y pemaBamy JlumodpanToBux jempauwmHa

Kao mrTo cmo Bumenu, Iluraropune Tpojke ce MOTYy ONUCATH Te-
omeTpujckn. Taj MeTonm Moke na ONWIIe pelema MHOTUX jemHadyuHa
cremena 2 mo x, y u z, mro ce moxke Hahwm y [3]. Mebyrum, reomerpu-
jCKM MeTOH IpPOJIa3|u U 3a HEKe KPUBE CTEIeHa TPU, KOHKPETHO 3a €JINUII-
TUUKe KpuBe, Tj. (yrIaBHOM) 3a jeqHaunHe obiuka y> = 3 +ax®+br+c.

AKo 3HaMO OBe panMOHAJHE Tadyke Ha OBOj KPUBO], JACHO je ma MX
He MOKeMO cabpaTm Ha yobOuuajeH HAYWH, a Oa J00MjeMO HOBO Pell-
elme jemHauMHE. 3aTO YBOAMMO cabupame y3 moMon zeomempujcroez
npasuaa. Ilahemo ommc cabupama 3a ODJIUK jeqHAUMHE KOjU je HaBe-
[eH u3HAM, & U uHadve ce cabupame M3BOAW HA jaKO CIUYAH HAYWH.
[ToBnaunMmo nuwHWMjy KpO3 Te mOBe Tauke W mpecenamo tpehw myT ca
kpuBoM. OHza y3uMaMo Tauky CyIPOTHY HOj ¥y OIZHOCY Ha z-ocy (Koja
jé MCTO Ha KPUBOj, jep OBa MPOMEHA CaMO MeHa 3HAK Y KOODAUHATH).

N oBme mma maso momohu anzebpe Kama TMOKa3yjeMo mOa je OBO
cabupame n00po mepumuHucano. VcmocraBma ce na Ha OBaj HAYUH
palMroOHAJIHA PelleHha YMHE KOMYTATUBHY rpymny. Mory ce eKCInaummuTHO
OIpEeIUTU jeIHAUYMHE OBOT cabupama, a MOKe U y3 moMoh jemHe Teo-
peme u3 aazebapcke zeomempuje (ako 3a Tpu kpuBe Tpelier cremena
(rybure) C, C, Cy Baskn na C' mponas3u Kpo3 8 npeceunux tauvara C
u Oy, Tana C mposasu u Kpo3 meBery npeceuny taury C; u Cy) ma
ce IPOBEpPU aCOIMjaTUBHOT OBOT cabupama, MOIITO CE OCTaJa CBOjCTa
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JIaKO IIpOBepaBajy.

Baskan pesynrar jecte ma je Ta rpylna KOHAYHO reHepucaHa. Bap-
njaHTta oBe Teopeme camo 3a mnome Q ce moxe mahwm y [52], kao u
IpUMEPHU, CINKE U O0jalllkbemha OBAKBOI peNlaBama €JIUINTUIYKUX KPUB-
UX, NIOK je 3a M3ydJyaBame EJUNTUYKUX KPUBUX HaL OPOJjHUM MTOBUMA
no3Hara sureparypa [51]. Y 0Boj kmusu ce moxke Hahu jom mocra
MaTeMaTUKe Koje je moTpebHO 3a ompebhuBame palMOHAJIHUX TadvaKa
UM TaYaka ca KOOpAUMHATAMA Y HEKOM OPOjHOM MOJbY HA €JUNTUYKAM
KpuBaMa, U Te Ce MOKe BUIETU ajJredapcka 1mo3aanHa TeOMeTPrjCKOT
cabupama Tayaka Ha KPUBOj. JOII yBeK HUje IMO3HAT aJTOPUTAM KO-
juUM ce MOry OAPEIUTU CBE PAIMOHAJIHE TavKe OUJIO KOje eJUITUYKE
KpuBe (BUILE O TOME Ce MOKe BUIETU KaCHUje, KO KPUBUX poaa g = 1),
a 1 3000 OrpaHMYEHOCTU BPEMEHa U MPOCTOpa heMo MPecKOUYUTH Ha-
YrHE Ha KOje ce MOyKe mohu mo pemema. HaBoammo nBe jemne mpuMeHe
eqUNTUYKNX KpuBux Ha Benuky PepmaoBy Teopemy (uma u jom wuH-
TEePECAHTHUX TPUMEpa, a 0BO ce Moske npouahium y [35]).

(1) Cnyuaj n=3: 23 +¢* = 23.

OBO MOkeMO ma BUAMMO Kao MPOjeKTUBHY KpUBY poxa 1, Koja uma
6ap jemmy pammonasny tauky (mup. (0,1,1)), Tako ma je oBo jemHa
emunTuyka kpusa. [Ipomenom koopauHata (y myxy mocrynka us [52]),
r=x+y+z,y=—-xr—y-+2z, z=1y-+ 2z, KOja je onpaBraHa, g0oOujamMo
jemnaunny 622z + 122yz — vy + 3y?2 — 3yz2 + 22 = 0. IlpuMeTumo 18 HOBO
z He Moyke Outu (0, ma MOKEMO MPETHOCTABUTHU Aa je z = |, OJHOCHO
nobujaMo adUHy eTUNTUYKY KPUBY (3aMEHOM T U ¥)

6y 4+ 122y = 2® — 32?4+ 3z — 1.

Y

+c) IMaMO TMO3HATUjU OGJIIK

BamenoMm (7,%) vy (g,
y? 4+ 122y = 2 — 1822 + 108z — 216.

[ToznaTum MmeTonama nau kopumhemem nporpama SAGE nonaszumo 1o
TOra na Cy jelrHe paluoHaJHe Tadyke Ha 0BOj kpuBoj (6,0), (6, —72) u
OeckoHauHa Tauvka. DecKkoHauHA Tauyka HaM He Jaje PalUOHAJHO Pell-
eme MoJa3He jeqHAYMHE, jep CMO perym na oBme z # (), a 3aMeHOM OBa
OoBa pemema Hasan mobujamo y = 0, omHocHO + = (0, IMTO Cy TPUBU-
janna pemema. Ilaknae, jemHaumHa z° + y® = 23 UMa caMo TpUBUjaJHA
pemema (Heku o 6pojesa x, Yy, 2 je Hya).
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(2) Cnyuaj n=4: 2* +y* =24
Hoxazahemo ma jemmauwmna z* + y* = 2? Hema HeTpuBUjaIHUX pemI-

ema. llomemumo ca y*, omakie CMEHOM U = % uv = z,% nobujamo

jemraumay vt + 1 = v? y Q. YMecTo OBe jemHAUMHE IOCMATPAMO CK-
BuBajeHTaH cucteM t = u? u t2 +1 = v? y Q. Kama HOMHOKMMO OBe
IBe jenHauMHe NOOMjaMO eqUNTUYKY KpuBy 2+t = s? (rge je s = uv).
Kao u y mperxomHOM ciayd4ajy, MOKEMO PEIIATU OBY jeTHAUNHY WU
kopuctutu nporpam SAGE. lobujamo ma oBa jeqHauynHa WMa TAYHO
2 pamuoHaJiHa pemnrema, OECKOHAYHO KOje HaM He NOIPUHOCHU PelleHny
Hame jenuauuse u (t,s) = (0,0), a omasne je u =0, na u x = 0, wro je
TPUBHUjAJIHO peEIIEHE.

Hanmomena. Enuntuuke kpuBe nMajy 1 BayKHY yJIOTY y O0oKa3zy Benuxke
depmaose Teopeme u y octanmm ciaydajeBuMa, MTO NeMO BUIETU Ma-
JIO KacHUje.

Ananusa n pemaBame J/luopaHnToBUX jemHauwmHA, p-anCcKu OpojeBU

Kana mokasyjemo na jemmaumne 2+ 32° + 1 = 3y?, 23 +9° + 23 = 4,
27 4+ 2016 = y® Hemajy pemema, OHIa TO PAAUMO IO MOLYTY 3, 9,
27, pemoM, ajiu HEe MOKEMO Ia UX PENIMMO IO MOAYJIY MAamer CTEIeHa
Tpojke onx HaBeneHor. buio 6u 3romuHo na HabheMO HEKM yHUBEP3aJHU
MeTO KOju O MOKyNMO CBe OBAKBE TEXHWKE OIjeIHOM. 3aTO YBOIAMO
opojeBe obsmka ag + a1p + ... + a,p" + ..., 0 < a; < p—1. OBaj pen
OYUIJIeIHO He KOHBeprupa y R, ma yBoamuMo apyradujy MeTpury (U TO
TaKBY Jla UMaMO KOPUCTHU y Teopuju OpojeBa) y kojoj je sehu cremen p
y CTBApu Mamu OpPOj, TAKO Ja Yy HOBOM CJIydajy MMaMO KOHBEPIE€HIIN]Y.

Taxko mHacraje Z, - npcmen p-adckur yeaur bpojesa, Mana OOWIHO
npBo KoHcTpyumemo Q, - nowe p-adckuxr bpojesa, Koje je KOJIMIHUKO
moJbe P-aICKUX IMeJaux OpojeBa, a UCIOCTaB/ba Ce 1a Ce P-aIdCKu OPojeBu
3anucyjy kao JlopaHOBM pemoBW IO p ca KOHAYHUM IOJOBUMA, Tj. 14
ce cyMa Ipoay:KaBa KOHAYHO HA HETATUBHE CTEIEHE pP.

[Tomro ce moma Q, pammpema moma (Q, Baxk; na axo jeqHaAUUHA
HEMa pelllema y HEKOM O TUX moJva, ouna Hema Hu 'y Q. To je jemanm
Ol HAUMHA Ta KOPUCTUMO OBe HOBe OpojeBe. Ha mpumep, jennauuna
322 + 2y* — 2% = 0 mema HerpuBHjaJHa pemema y Qs, mox y? = 220 — 4
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HeMma pemema y Qy, omakie mpBa jenHauynHAa WMa CaMO TPUBUjAJTHO
pememe v QQ, mok mx apyra mema yommre. [locToju mocTymak KOjuM
MOKEMO Ja IPOBEPUMO 2 JIU jeIHAUYMHA UMa pellewma y nojsuMma Q,,
koju hemo ommcatu y Tpehoj riaBu, MHOK TakaB MOCTYIAK HE MOCTOjU
3a Q, omakie BUAMMO jeHY OBUX DP-aICKUX HOJbA.

Hema morpebe oBae Buiie TpOIMUTU TIPOCTOP O OBOME, 300T TOra IITO
he y Ttpehoj rmaBu 6utu mocrta peuu o p-anckuM OpojeBUMAa, ajaud Ca
jako kpatkum yBomoMm. Jlureparypa 3a p-aiacke Opojese: [25], [29],
[2], [44], [57], [41], [53].

JImneapHa anredpa y pemaBamy Hekux JlmodpanToBux mpobsiema

[TozmaTt; cy maremaTtuyru mpobiieMu y KOjUMa Ce€ TpaKu na ce
npupoaaH Opoj MpeacTaBu Kao 30Up HEKOJIUKO KBaApaTa Ieaux Opo-
jeBa, Koju cy Oumnm HapouwmTo momyiapuu y 18. Bery. HaBemumo mx
HEKOJIUKO.

(1) Koju ce npupoaau 6pojeBu MOTy IpeacTaBUTU Kao 30Up ABA KBaIpa-
Ta negux oOpojesa?

(2) Koju ce mpuponau 6pojeBu MOTY NpeacTaBUTHA Kao 30Up TPU KBa,Apa-
Ta 1ejaux opojesa’

(3) Koju ce mpuponuu 6GpojeBu MOry IPEACTABATU KAO 30Up UeTUpPU
KBaapaTa Ieaux opojena’

(4) Koju ce mpuponau 6pojeBu MOTy peaCcTaBUTH Kao 30Up Tpy Tpoyra-
ona 6poja’?

(5) Ila mu MO¥KEMO PEmUTH jeIHAYUHY y KOjoj 36up 5 u BuIile KBaapa-
Ta, MOMOKEHUX KoedpulujeHTmMa Tpeba na Oymne jemnak 0 y ckymy
pammonasHux 6pojena’

OmMax BUAMMO Oa Ce YeTBPTU 3aJaTaK Pa3ukyje, MehyTum Huje TO
Dalr TOJUKO TAYHO y mTa heMo ce yOp30 yBEPUTH, & CAMO HAIIOMEHUMO
na cy Tpoyraonu OpojeBu 306mpoBu OpojeBa om 1 mo n, Tj. OpojeBu
obsuKa @

Samamu (1) u (3) cy mosHatu on DABHUHA W MMAajy pPellema KO-
ja KOpuCTe caMoO eJileMeHTapHy Teopujy OpojeBa. HapaBuo, mory ce
pemuTy ¥ Ha Apyru HauuH, HAa npumep 6poj (1) y3 momoh Iaycosux
neaux 6pojesa Zl[i]. Asnu To HaMm HUje Ox MHTepeca OBJe, ma hemo ce
¢doKycuparTu Ha ImpeocTaja TPU IpodiaeMa.

[TojmoBu kBampaTHUX (OpPMU, HUXOBUX MaTpUIA, IPOMeHe Oaze u
cBobhema HA KAHOHCKU OOJIVK T /i€ MMaMO caMO 30Up KBAAPATHUX UITAHO-
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Ba M HEMAMO MENIOBUTE Cy MOjMOBU aukeapHe anzeope. Mebhyrum, Ber-
TO DapaTame KBaJpaTHUM (popMaMa y3 IOMON p-ancke aHaIN3€e TOHOCU
BeOMa BayKaH pe3ynaTaTr - Xaceos npuHuun.

Kaskemo ma ce a MO:ke IpeICTaBUTU KBAAPATHOM GOpMOM [y HEKOM
OJbY aKO MOCTOje CKaJiapu u3 TOT MoJha KOju Kama ce ybare y f majy
a, kama je a # 0, mok 3a a = (0 3axTeBamo ma He Oyny cBu crasgapu 0.
XaceoB NpUHIUI HAM TBPAM Aa 33 KBAJAPTHY (OPMY Ca DPAIMOHAIHUM
koepunujenTuma Basku qa je 0 npencrasmusa Tom popmom y Q (mpen-
craBmame y Q 30BeMO 17106aJIHO) AKO U CAMO aKO je NMpenCTaBbUBa Y
cBakoM kKoMmmterupany Q, tj. y cBum Q, u R (mpeancraBmama y oBuM
MOJPUIMA 30BEMO JIOKAJIHA).

Jemna on popmyisranuja oBor TBphema je ma Iunodanrosa jennaun-
Ha OPYror cTemeHa mMa pemema vy Q ako m camo ako mma perema y
ceum Q, m R. Mopamo npusnaTy ma oBaj pe3yaTaT Aelyje MarudHoO.
Y Mopy mpuMeHa KOoje MMa OBa] Pe3yJITaT, CHeNUjaJHO U3ABajaMO U
IpUMEHe Ha HaIllle 3aIaTKe.

(2) Jlagkmm meo oBOr TEIIKOT 3aJaTKa je yoduTu na ce OpojeBu 0O-
mukra n = 4%(8b 4 7) He Mory 3ammcaTy Kao 36up Tpu KBagpaTa. lexu
neo 3aJaTKa je na MOKayKeMO la CBU OCTaJu OpojeBM MOTY mda ce 3a-
nuiry Kao 30up Tpu kBagpara. I[Ipumernmo na Basku n = 4%(8b+7) ako
u caMo ako je —n kBaapar y momy Qs. Y3 momoh 3Hama o KBaapaTHUM
dpopMama HaJI p-aqCKAM IOJbUMa M3BOAMMO PE3yJTaT Ja Ce N MOKe 3a-
mucatu y (Q kao 30up Tpu KBagpaTa ako U CaMO aKO —n HUje KBaApaT
y Qa.

N3 cBera nperxogHor mo6mjamMo MpeoCcTaln Ae0 TeopeMe O TpeacTaBIbu-
BOCTU Kao 30up Tpu kBaapara, amu y Q. 3aro mam tpeba u pesyi-
TaT Koju HaMm m3 mnpenctaBmuBotu y (Q maje mperncraBmuBocT y 7,
koju je meno Jlesennopma u Kaceaca. CBe 0BO 3ajemHo HaMm maje
Tpa:KeHU OJArOBOP, a OBaj 3aJaTak ce HeKal Has3mBa Teopema [ayca,
a meran Jlazparnacosa meopema o mpu xkeadpama. Obojuna cy y mepu-
ony 1796. — 1801. pemuna oBaj nmpobiem, npu uyemy je ['ayc uszBeo u
HEIITO ONMITHUjU Pe3yJITaT.

(3) Uz (2) BuauMo na je MOBOJLHO Oa MOKAKEMO Ha ce 6pojeBu 0O0-
muka n = 4%(8b 4+ 7) Mory mpencTaBUTH Kao 30Up UETUPHU KBaApAaTa.
A, Tana n—1 Huje 6poj Tor obJaMKa, OmaKJIe 3HAMO 1a 1 — 1 MOKEMO
a TpeacTaBUMO Kao 30Mp TpU KBaapaTa M Kama gomamo 1 = 12 mo-
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bujemo mpencraBbame n y obauky yetupu kBaapara. CBe mpupomHe

OpojeBe MOXKEMO Ha MPEeNCTABMMO Kao 30Up yeTupu KBaJpaTa.
n(n+1 1

(4) Kmyuno je ma yoummo nin+1) =3 (2n+1)? — 1) u na mpume-

TUMO A ce CBaku Opoj obOsuka 8k + 3 3amucyje Kao 30Up TpU HemapHa

KBaApaTa, OJaKjIe N00MjaMO TPpaKeHU Pe3yJyTaT. 3aTo U 0Baj mpobiieM
nMa Be3e ca MpejcTaBbameM Opoja Mpeko 30upoBa KBaapaTa.

(5) Amammzom kBagpaTHuX ¢opmu Hax mossuMa Q, mosmasuMo mo 3a-
K/JbYUKa Ta, aKO Cce KBaapaTHa (popma MOke CBecTu Ha 30up Oap mer
kBaapara (myTa HEKM KOepUIUjeHT), MOCTOjU mpeacraBipbame 0 ToM
KBaJgpaTHOM (¢opMoM (HapaBHO, rme mHucy camo 0 yGauene). [lakie,
npencrasipbame ) oBom ¢popmoM y (Q eKBUBaAJIEHTHO je ca IpencTaBII-
jamem 0 Tom ¢popmom y R. Ilakie, jennaunsa

2 2
ax] + ...apx, =0,

rae je n > 5 uma pemema y Q ako u camo ako mx mma y R! Mopa ce
NpU3HATHY Ia je OBO jaKO 3aHMMJLUB PE3yJITarT.

OsBu 3amamu npare Knury [44], anu 3a HEKe IeJI0BE OBOT TEKCTA CY
nobpa nureparypa u [32] u [41].

Pamanynian - HarresioBa je mmaumnaa

Onnmuna wiycTpamuja Tora KOJWKO je MaTeMaTUKe MOTPeOHO na
ou ce pemmie Heke lnodaHTOBe jenHauuHe je jenHauuHa x2 + 7 = 2™,
OsBa, Hau3rien jeqHOCTABHA jeTHAYNHA WMMa jaKO KOMIIMKOBAHO, aJu
3aTO W NPEJENo pememe. 3aHWMJBMBO je mcTtalum na oBa jeaHAYMHA
nMa 4YakK b pasziMuYuTUxXx pemema mo m: 3, 4, 5, 7, 15.

Y BeHOM pelaBamy, HOTPEOHO je ma KOPUCTUMO U a.a2ebpy, jep
IpeJla3vMo y palpene IpcTeHa Z - Z(H%ﬁ) (jep Ty Mo:keMO ma pac-
TaBUMO 2 + 7), KOjU je eYKJIUICKA TPCTEH U GHAAU3Y jep KOPUCTU-
MO p-anCKe MeTone u TO Oam mpaBe aHasuTuuke. (CBe OBO ce MOKe
wahu y [2]. Takobe, Ha cauuyan HAYUH Ce MOMKE PEIIUTU U jeIHAUYUHA
3% = 2y% + 1.
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1.2 Banau pesysaratu mo maHac

CBakoj KpUBOj MOKEMO MPUIAPYKUTU BaKHY T€OMETPUjCKO-TOIMOJIO-
Ky WHBApUjaHTy - pod kpuse. AKO KPUBY 3aMUCIUMO KAO MPOjEK-
TUBHY KOMIIJIEKCHY KDPHWBY, IIa je OHOa IJIeZaMO Kao DPEeaJiHy IOBPII,
cBaka kpuBa he mMaru konauaH 6poj ,pyna”’ (Hmp. cdepa Hema pyre,
TOpyC UMa jenHy pyiy) u Taj Opoj pyna ce masusa pon kpuse. [locto-
ju paHTAaCcTUYHA TeopeMa Koja MOyke pehwm mHpopmanujy o KOHAYHOCTHU
Opoja pamuoHaJHUX pemema InodaHTOBe jeqHaUMHE y 3aBUHOCTHU OJI
poaa Koju mMa KpuBa Kojy hopmupa Ta jemnaunnaa! IIpermocrasuhemo
HEKe yCJIOBE O TO] jeTHAUYUHWU.

Heka je C raaTka, IpojeKTUBHA, alCOyTHO HECBOI/bUBA KpuUBa (3a-
MUCJUMO CaMO 18 HeMaMO MOT'YNHOCT HEKe jacHO youJsbuBe DeCKOHAUHe
bamMunuje pemema y OPOJjHOM MOJBY, Tj. KOHAUYHOM pamupeny mosba Q,
TO MpeACTaBbajy OBU ycioBu) mnedpunucana Han Q (kpusy, Tj. jennau-
VHY KOjy pemaBaMoO Ie(GUHUIIEMO Ca PAIMOHAJHUM KOEPUIjEeHTUMA ).
Heka je kpusa C poma g u yBeaumo o3uaky C(Q) 3a ckyn parmumonas-
Hux Tavaka Ha C.

Teopema 2. HEKA 3A TVIATKY KPUBY C' BAYKE CBU YCJIOBU HABPO-
JAHU U3HAL,.

(1) Ako JE g = 0, TAIA JE C(Q) = 0 nam JE C M30MOP®HO HAJ
Q CA TPOJEKTHUBHOM TIPABOM P!. CHENMIAJIHO, TAJ UBOMOPOU3AM
VH/IYKYJE BUJEKIIUIY QU {oc0} — C(Q).

(2) AKO JE g =1, TAZA JE C(Q) = () mim nocTosun TAYKA Py € C(Q).
Y 0BOM CJ1v4AlY, (C, Py) CE HABUBA HA3BUBA EJIUITUYKA KPUBA HAJL
Q u ckvn C(Q) UMA CTPYKTYPY KOHAYHO TI'EHEPUCAHE KOMVYTA-
TUBHE TPYIIE ¥ KOJOJ JE Py HEVTPAJIL.

(3) AkO JE g > 2, TAJA JE C(Q) KOHAYAH CKVIIL.

YEkparko hemMo IpOKOMEHTAPUCATH CBAKUA O CIAydYajeBa.
Cayuaj g = 0:
Kpuse pona 0 ce mory aduno sumetu kao f(z,y) = 0, rae je deg(f) <

2. Axo je deg(f) = 1, omna je rpuBujamuo omucaru C(Q), momro ce
nobuje nuaeapHa JlmopantoBa jenHaumHa. 3aHUMJLUBUjU CIy4daj je

deg(f) = 2.
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[TocToje kpuBe pona 0 KOje cCTBAPHO HEMAjy PaIMOHAJHUX TadaKa,
Ha mpumep r2 + y? = 3, mTo ce jako um 6p30 mposepu. OBakBe KpuBe
HAM HUCY MHTEpDeCaHTHe, Tako ma npenocrasumo na je C(Q) # (), Tj.
nocroju By € C(Q).

Moske HaM HaCTU Ha HaMeT jeJHAUYMHa U3 NpBOT IpuMmepa 2 = 2y°,
caMmo cana y pamuonaianuM 6pojesuma. Hapasuo, oHa omet uma jeauHO
pememe (z,y) = (0,0), mTo ce He ciake ca MPETXOAHOM TeopeMoM. To
je TmOoeHTa yCJaOBa alCOJNyTHE HECBOIJLMBOCTH, j€ep Ce OBa jeIHAUNHA
pacrasma y Q(v2) ma (v — v2y)(z +v2y) = 0. 3aro npernocTasmamo
a HeMaMO TaKBY BPCTY mpobiema.

Cana mpoBiavemeM paIlMOHAJHUX JUHUja Kpo3 Py ouekyjemo jor
jeman npecek ca kpuBoM (jep Ou TpebaJio ga ce mpaBa U KpUBa CTeEIe-
Ha 2 CEeKy TA4yHO IBa IyTa), & Tauyka [peceka Ne MMaTu DaluOHAJHE
koopauHaTte, no BujeroBum dopmynama. Tako ycmocraBibamo Oujek-
mujy udMehy panuoHaIHUX TPABUX U MPEOCTAIUX PANMOHAIHAX TaUa-
ka. OTOpuamke OBO je OMUC KAKO MapaMeTpU3yjeMO CBe PalloHATHE
Tauyke Ha OBAKBUM KpuBaMa (IpUMEHmYjeMO KMCTU HOCTYNaK Kao KO
onuca cBux IluraropuHux Tpojru).

Takobe, 3a oBakBe KpuBe BayKu jeqHa BeoMa MOhHa TeopeMa, Koja
He BasKM 3a KpuBe Beher pona.

Teopema 3. (Xaceos npunyun) HEKA JE C' TJIATKA KPUBA POJA 0.
TazA JE C(Q) # 0 Ako u cAMO AKO C(Q,) # 0 u C(R) # 0.

Ipyrum peummMa, HOBOJHHO j€ UCIUTATU 1A JIU jeTHAUYUHA UMa PEell-
ema y CBUM KoMmIiuterupamuma nosa Q. O oBome he jom Gutum peun y
tpehoj rnasu.

Cayuaj g = 1:

Omer nmpermocTaBUMO Oa MMaMO Dap jeaHy paluOHAJHY TadKy MaKO
1 OBJle CBAKAKO IOCTOje KPUBE KOje HEMA]y palrOHAJJHUX TadyaKa, Kao
na mpumep 3z° + 4y> = 5 (moraz ce moske mahu y [17] u Huje nak)
u 2y? =1 — 172*. OBu mpumepnu cy MHTepecaHTHZA 360T TOra IITO 34
BUX HEe Basku XaceoB NPUHIUI, Tj, Yy 00a ciaydaja MOCTOje pelema
y 6uno koM oxm mosmsa Q, m R, anm He mocToje pamuoHaIHA peIIEH-
ja. Moke ce mokazaTm na IpuU UCIYHEHUM CBUM TPAKEHUM YCIOBUMA
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[0 cajna, MOCTOju m3oMopdusam Koju ciauka kpuBy (' Ha KpuBy 00-
mka y? = x° + ax + b, mpu yemy cy a,b € Q 3a xoje 4a® + 27b% # 0
(Hekax MoOpaMoO na meUHUIIEMO HpeciInKaBame Kopucrehu koeduuu-
jerre u3 Q). OBO je mo3HATH OGJMK €TUITUYKAX KPUBUX KOJjU Ce HA3M-
Ba (ynpowhena) Bajepuwmpacosa jeonauuna. Cayuaj (2) Teopeme 2 je
Mopoen-Bejrosa meopema, kKojy je mokazao Mopmea 1922. romume, a
Beja yommruo racuuje na AGesose Bapujerere u OpojHa mosma (akKo je
A Ab6enos Bapujerer u K 6pojHo mosse, Tana je rpyna A(K) csux K-
pamuronagEnx Tadaka AGesmoBor Bapujerera A KOHAUHO TeHepucaHa),
na mo obojunm HOCU mMe. Y OBOM CJIyYajy 3HAMO CTPYKTYPY rpyne
CBUX PAIUOHAJIHUX Delenha,

cCQ=zZoT,

npu demy 7' npencrtaBiba ciI06omHU me0 (MOArpyIy Koja ce cacTo-
ju om cBUX ejemMeHara OECKOHAYHOr pella U HEYTPAJA) U I PAHT Te
eJIUNTUYKE KPUBE, KOjU je MO0 TeopeMu KOHAJaH, AaKjae MPUPOIaH OPOj
ninu HyJia, a T je Top3noHa moAarpyna (CKyIl CBUX eJeMeHaTa KOHAUHOT
pena).

[TocToju anropuram 3a onpebuBame TOP3MOHE MOATPYIIE ETUTTUYUKE
kpuse Han Q koju maje Hayen-Jlamzosa meopema. 3a eTUNTUUKY KPUBY
obmka y? = x° + ax + b, voe cy a,b € Z Hanen-Jlar3oBa Teopema
KasKe M1a TauvKe KOHAUYHOT pela mMajy HeJoOpojHre KOOpAuHATE U Jaje
orpanuueme 3a y - uian je y = 0 wnum y? | 4a®+270?. Tlocroju u Masyposa
meopema Koja Iaje OorpaHUYere 3a peloBe ejleMeHaTa Ca KOHAYHUM
penoM (1 masbe mocMaTpaMo caMo eauntudke kpuse Han Q) u Taj 6poj
Moske Outu u3Meby 1 m 10 unu 12, kao u MmoryhHOCTH 33 OOJUK Lese
TOp3UOHE MOArpyIe, Koja he yBek 6utu jemHocraBHa rpymna (HajBuile
pena 12).

['nmaBuu mpoOsieM mpu Tpaskemy CTPYKType I'PyIe KOjy popMupajy
pamroHaJIHE TaYyKe Ha EJIMNTUYKO] KPUBO] je ma ce oapenu CI000IHU
oeo W OO OHaHAC HUje IMO3HAT aJropuTaM KOjU daje OATOBOP Ha OBO
OuTame.

3aro ce mocmarpa Tejm-Ilapapesuy 2pyna npuapyxeHa TOj €JINI-
TUYKO] KPUBOj, KOja ,MEpU KOJIMKO j€ OACTYHame O XacCEOBOT ITPUH-
numna’. Y HEKUM ciydajeBuMa je Moryhe oapeauTu OBY T'PYILY, aju U
naJbe TO HUje PelieH MpobaeM y OMIITEM CIydYajy.

Tarkobe, emunTuukoj KpmBOj ce momemyje BmeHa L-¢pynkuyuja, Ko-
ja canp:EMm apuUTMETUYKe WHPOpMAaIuje Be3aHe 3a Ty KpuBy. YyBeHa
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BLupy-Ceunepmon-Zlajep runomesza TBpAU Aa je PAHT 7' €IUITAYKE KPUBE
jemHak peny HyJe meHe L-(pyHEMUje y Tauxkm 1.

Axko OucMoO 3HaAMUM Oa je Ta XUIMoTe3a TadvHa, OHJa OMCMO MOTJIM I3
n3pauynamo n Tejr-IlladapeBuy rpymy enmnrtmyke KpuBe, KaO U CJIO-
O0oHU e0 TpyIle IeHUX pPalroHaJHUX Tavyaka. MehyTum, nokasuBame
Te XWUIIOTE3€ je jeJaH CTPAIIHO TeXaK IpOoOJieM.

3a Kpaj, HaBeIMMO U jOII MO3HATY JU2eA08Y Meopemy Koja Kaxke ma
je 6poj menoOPOjHMX Tadyaka Ha TJIATKO) €JIWUITUYKO] KPWBO] He(uH-
ucanoj van Q, komauan.

Cayuaj g > 2:

Y cBOM pamy THAe je MOKa3a0 TeopeMy Jna je I'pyla paluoHAaJ-
HUX Tavyaka Ha T[JIATKO] eJUNTUYKO] KpuBoj Ham (Q KoHauyHO TeHep-
ucana, Mopmesa je mOCTaBUO XUIIOTE3Y Ma je CKYI PAIMOHAJHUX Tada-
Ka Ha KpuBaMa poJa 2 U BUIIE yBEeK KOHauaH. MaremaTtudapu cy
nIpoydyaBaJy OBaj MpoOJIeM, YaK W HAIIPABUJIU HEKU PE3yJITAT Y3 JO-
[aTHe IIPEeTIOCTaBKe, Kao, Ha npumep, dam [llabomu, a I'epd Parmunec
je 1983. komauHO mokazao oBy Teopemy (Tj. meo (3) u3 rope HaBe-
nene teopeme). Kacuuje je u Bojma mao Apyru mOKa3 OBe TeopeMme,
kopuimhemeM J[nopaHTOBUX ampoKCUMAI]ja.

OsBne ce nob6po miIycTpyje BaKHOCT yCIOBA IIATKOCTH, AKO MOCMAa-
Tpamo Ha mpumep jemaaunny iy’ = r?°%. Opa kpusa je poma 1008, amn
OHa Ne(UHWUTUBHO MMa OECKOHAYHO PAIMOHAJHUX pPellena, jacHO ce
Bumu na pamunuja {(¢,1'°%) | t € Q} npencrasma pemema jexHauMHE.
[Ipobmem je y Tome mro oBa kpuBa Huje ruaarka y tadku (0,0).

Jemuna pasnuka mameDy IpojeKTVMBHE KpuBe U auHE KPUBE je y
HEKOJIMKO (KOHAUHO) Tauvaka y OECKOHAUHOCTH, 3a KOje je JIaKo mIa
IPOBEPUMO [a JU Cy PalMOHAJHE, Ta je OHJA TJIaBHU OeO IMOCJa Oa
OIPenVMO paIUOHAJIHE TauvKe a@UHOT Iejia KPUBE.

To 3maum ma Tpeba ma mcnuramMo kKoje cy on tadaka m3 Q x Q
Ha kpuBoj. OBaj ckyn je mpebpojuB, ma MOKEMO, Yy TPUHIULIY, Ia
U3JIUCTAMO MapOBe palMOHAJHUX OpojeBa W Ma MpoBepaBaMoO KOjU O
BUX CYy Ha KpUBOj. Yak MOKEMO M OpiKe, TAKO MITO MU3JIUCTAMO CAMO
panuoHasHe OpojeBe Kao KaHIUIATE 3a T ¥ PENOM Oa IpOoBepaBaMo
nocroju i y € Q Ha KpuBOj 3a cBako KoHKpeTHO x. llomTo 3HAMO ma
jemHaYMHA MMa CaMO KOHAYHO MHOTO PAllMOHAJHUX Pelemha, y HEKOM
TpeHyTKy Ou Tpebaso ma mpoHabhemo cBa pemema.
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Takobe, pasymHo je ma ouekyjeMo ma cy OpOjUoInd U UMEHUOIN T U
Yy ,HEKOM HODMAJHOM OZHOCY”’ ca Koe(QUIHUjeHTHMA jenHadnHe (Tj.
na mucy ,muOro Behu” on wux). Ilocrtoje pesynraty koju umay oBUM
TBPAHaMa y IPUJIOT U HABOAMMO MX MAaJIO KACHUjE.

W rama Ham ocTane ma UCIUTaMO KOHaUYaH OpoOj ciaydyajeBa, y Behunu
ciaydajeBa je TO orpoMan 6poj 6pojeBa koju Tpeba mcuuTaTU, TAKO IA
je To Hem3BoaspMBO. HapaBHO, Ta pauyHama ce U3BOJe MOMONy pauy-
Hapa, ajy HA TO HUje NOBOJBHO 6P30 (CiiokeHOCT mpobieMma je cyBuile
BEJIMKA).

Crora, moHaB/baMO OIIET, MAKO MX HUj€ JIAKO OAPENUTU, HajTEXRU
[e0 TOcia je ma MOKa:KeMO Oa CMO HAIlJIX CBa pellema. KRao mTo
3HAMO, He MIOCTOjU AJTOPUTAM 3a TO M 3aTO IOCTOje Pa3H! MOKYyIIaju
[a ce TO u3Bene, a HEKU O HUX Cy HaBeleHuW y ciaemeheMm meny oBe
raaBe.

Hexo moxke ma ce 3amura mga am je y3ajyIHO OBO IITO PaIUMO, jep
noctoju caeneha xumoresa:

0% KPUBUX POJA 2 UMA PAIIMOHAJIHE TAYKE.

Jloruuno je ma ouekyjeMo ma 3a KpuBe BeNr poma mpeTxomaHu pe3yJi-
TAT BAKU U 14 Ce ,,pe3yJaTaT IOCTWKe u Op:ke”, mro he objacHuUTH
Besnuku Dapzasun pesyarat y [7]:

KA,ZI;A g — o0, I'VCTHUHA XUIIEPEJUIITHNYKUX KPUBHUX KOJE HE-
MAJY PAIIMOHAJIHE TAYKE TEXXUW 100%, TAYHUJE JOHA T'PAHHUIIA 3A
I'YCTUHY CE U3PAYKABA CA 1—0(279), ONAKJIE JE TA KOHBEPTEHIIMJA
JAKO BP3A.

Hanomennmo na ce mon mojMoM IyCcTUHE MHTYUBHO MUCJIV HA KOJIWY-
HUK Opoja KPUBUX KOje€ MMajy pallnoHaJHEe Tadyke ca YKYIHUM OpojeMm
ncnuTaHux kpusBux. HapaBHO, oBako nepuHMCAHA I'YCTUHA MMa OOJMK
OECKOHAYHO MONEJ/HEHO ca OECKOHAUHO, 3aTO IYyHITaMO JuMec Kana N
Tekr OECKOHAYHO, a KPUBE KOje UCIUTYjeMO Cy OHe KOje mMajy Koepu-
[jeHTe MO AICOJYTHOj BPEAHOCTU Mame on N. 3a MOomy UIU TOPHY
TYCTUHY, OIYMITAMO TOBKYU, OAHOCHO TOPHU JIMMEC.

NuTepecanTHo je onpenuTu U KOJUKU MPOIEHAT KPUBUX OMCTYIA
on XaceoBor npuanuna. Ha npumep, 3a pon 2, mpoleHaT KPUBUX KOje
nmajy pemema y cBuM Q, u R je oro 84% — 85%, mro je pesyarar y
[40]. To je m mporeHaT KpUBUX 3a KOje He BaKM XaCeOB MPUHIUII aKO
ce ucnocraBu ga je xumnoresa na 0% KpuBUX poma 2 mMa palOHAJHE
tauke TayHa. Y To ce Bumm kao nocienuna y BapraBunoMm pamy:

KAgA g — 0o, I'YCTUHA XUIIEPEJMIITUYKUX KPUBUX 3A KOJE HE
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BAXKI XACEOB INPUHIUI TEXKU 100%.

HaBomumo ma (ouekuBanO), 3uresoBa TeopeMa BakU Uy OBOM,
omImTeM CiIy4dajy, a moka3 Moskemo Hahwu y [28]:

HEKA JE F € Z[r,y] TAKAB JIA PEWIEWA F(x,y) = 0 HE MOIY
A BYAY PAIIMOHAJIHO TTAPAMETPU30BAHA (TJ. HE MOXKEMO HARHU
wJACHY” BECKOHAYHY ®AMWUJINIY PEIIEWKA). TADA F(x,y) = 0 UMA
CAMO KOHAYHO MHOI'O PEIIEHA ¥V IIEJIUM BPOJEBUMA.

Ca mpyre cTrpaHe, OCTOje U KpUBe Ca ,,10CTA~ PAIMOHAJIHAX Tada-
ka. MokeMo ma youmMo KpuUBY poJa ¢

v* =x(x—1)(z —2)...(x — 29)(z — 29 — 1).

Ona uma 6ap 2g+2 ounrsnennux panmuonanuux tadaka: (0,0), (1,0),
(2,0), ... , (2g+1,0). Kama g — 0o, Taga u 6poj paIMOHAJHUX TAUYaKa
Ha OBUM KpuBaMa Texu OexkcoHauyHo. HapaBuo, oBO Hema Oamn cMuc-
Ja, 3aHUMJbUBHje je na 3a (UKCUPaH POJ KPUBE IJIefaMO KOJUKO Ce
MaKCUMaJHO MOyke Hahm Tauvaka Ha ®0j. [locTtoje Herke BapujanTe
Lowmbujepu-Jlaneose runomese Koje 6u majie TOPwHY TPAHUIY. 3aTO je
U jeIHO OJl OTBOPEHUX MUTaHKha OAPEAUTH KPUBY yHampen GUKCUPAHOT
pona ca mTo BehmuMm OpojeMm pammonaidnux tadyaka. Peropna m3 2014.
3a KpUBY poJa 2 je KpuBa Koja uMma 0ap 642 pamuoHaJsiHe Tayke U KOja
nMa 3a KoepunumjeHTe OpojeBe Koju mMajy oko 10 mudapa. Jenmaunaa
Te KPUBE je

y? = 823428002°% — 4701351602° + 5248568121+
423960404662 + 56720796922 — 9859056402 + 247747600.

Canma HaBommMO HeEke HajBaskuje pedynarare y obmactu unodan-
TOBUX ANPOKCUMAaIINja.

Kpehewmo ca ¢penomenannom treopemoMm Kaayca Poma, koju je Hanpa-
BUO JIpacTUYaH Hanpenak y ImodaHToBUM amporcuMaIyjama:
3A CBAKU AJITEBAPCKU WPAIIMOHAJIHU BPOJ v U 3A BUJIO KOJE € > 0,
I[IOCTOJN KOHCTAHTA ¢ > 0 (KOJA 3ABUCHU O ox 1 E) TAKBA JA 3A CBE
CBEJEHE PA3JIOMKE § BAXKU




OBa Teopema je 3HaUajHa U3 Bulle pasJiora. 1IpBo, Hajbomu cTenen
¢ mo Tana je 6mo O(v/d), rme je d cremen amreGapckor 6poja a, a HAKOH
Te TeopeMe, CIYIITEHa je IpaHulla a0 Opoja KOju He 3aBUCU BUIIE O
«a. Ilpyro, Gome om oBora m HEe MOJKE, jep Kao IITO CMO BUIEIU Y
onesbky o InopaHTOBMM ampoKcHUMalujaMa, IOCTOjU OECKOHAYHO CBe-

IEHUX Pa3I0OMaKa § 3a Koje

1
a-Bl«—.

q| ¢

[Ipobaem y PotoBoj Teopemm je Taj mTO ce Ta KOHCTAHTA C HE
MOke m3pauyHaTtu. Mmak, u mopen TOr HemocTaTKa, PoTroBa Teopema
“Ma MHOTe IpUMEHe, a cala HaBOAUMO jelHY O HUX.

Jennauuna =" —ay” = k, rne cy k € Z, a,n € N, n > 3 "Henapamn,
unycrpyje jenny npuMmeny Porose Teopeme Ha [ImodanToBe je qHAUMHE.
Iokazahemo ma je Opoj mea00pOjHUX pelleHmha OBE je THAUMHE KOHAUAH.
Crayyaj rKaza je a TOTIYH N-TU CTENEH je JaKIMU ¥ O0Ka3 ClIelIu W13
YUHEHUIIE A je Tana ay” MOTIYH N-TU CTEIEH U ILm (x+1)"—2" = +00.
Kana a Huje mornyH creneH, oHaa J€BY CTPaHY jg,ZLPOIanI/IHe pacTtaBibaMo
Ha cienehw HaYUH

(z — Vay)(x — & Vay)...(x — & ay) = k,

rae je &, n-Tu npuMuUTUBHU KOpeH u3 1. [lememem ca y" mmamo

o) o) o)

X .
[Tpumernmo na 3a Gpojese — — & {/a, 1 < j < n — 1, Basku ma cy
Yy

pa3irKa palnuoOHAJHOT Opoja M KOMIIEKCHOT Opoja, KOju HUje peasiaH,
TAKO Jla je OBaj m3pa3 OrpaHUYEH OM03100 HE3aBUCHO OM Pa3JIOMKA 5
(Hmp. AICIOTYHOM BpemHOWNY MMArCMHAPHOL [AeJia TOI KOMIIEKCHOT
6poja). OmaBme mobujamo na je

xr C

Yo yal<

Y Y
3a Heky koHcTaHTy (' KOja He 3aBUCHU OO T 4 Y. JemaH OnI HAUYWHA 14
npountaMo PoTOBY Teopemy jecTe ma mOCTOjU CaMO KOHAYHO MHOIO
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CBeIEeHUX pa3jioMaka 3a Koje OBO Basku, jep n > 3. Mebytum csa-
KA CBEIEHU PAa3JIOMaK MOKE HATU HAjBUIIE JeTHO PENleH-€ jeqHAYnHE,
Tako na je Opoj pemema HaBemeHe jeaHaunHe kKoHauan. OBy Teopemy
mMoskemo Hahwu y [1] wam va npumep y [28] nun [51].

3a Kpaj OBOr mejia, HABOAUMO YyBEHU IOIPUHOC MaTeMaTudapa
Anana Bejrepa y InodanroBum anpokcuMaiujama. bBejrep je Hammcao
KIUTY Y KOjO] ce Hasaze werosu pesynrartu - [6]. Hasomumo jenny on
Haj3HAUAJHUJUX Teopema u3 Kmure [6].

HEKA ¢V aq, as, ... , o, AJTEBAPCKUA BPOJEBU. TAIA MOCTOJU
KOHCTAHTA ¢ (KOJA 3ABHCU O] OBUX AJITEBAPCKNX BPOJEBA), KOJA
CE MOYKE E®EKTHUBHO M3PAYYHATH, TAKO JIA 3A CBE IIEJIE BPOJEBE
bi, by, ... , b, 1 B KOJU JE BERU OJI] MAKCUMYMYMA b;~OBA BAYKU

bi by bn _
ooy o)t =1

nJin

labtal? alr — 1| > B~

[Tocnemuna BejkepoBux pesynrara je u 3uresoBa TeopeMa O KOHAU-
HOCTU OpOja 1eJIoOPOjHUX pellermha jeJHaunHa, Kaaa jeHaunaa GopMu-
pa kpuBy pomna 6ap 1 mam Q. To Huje jemuna mpemHOCT, MOTYNHOCT
na ce eheKTUBHO M3paUuyHa KOHCTAHTA CBOIU PEIIaBame jeTHAUNHE HA
HEKU KOHAYaH MpoOJeM.

Ha mpuwmep, 3a jemaauumny

y\ (=@
2)  \5)’
npuMeHOM DbejkepoBUX pe3yiaTaTa MOKEMO OrPaHUYUTU

10600

7] < 101"

Cama je cTBapHO OCTaJIO UCIUTATHU ,,AMO”’ TOJUKO KOHAYHO CJIydaje-
Ba, mehyrtum u 1O je mpeBume! Heke momepue meTome cy cMmamuie
TO orpammueme, npso Ha 109" a omma m ma 108, mro je um nma-
Jbe orpoMaH Opoj u Tpeba HaAM UMTaBa BEYHOCT Ha IPOBEPUMO CBE Te
ciayJajese.
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1.3 Mopnepue merone 3a pemasame JInopanToBux jemHpaumHa

OsBne heMmo caMO YKpATKO HABECTU TEXHUKE KOje C€ MAaHAC KOPUCTE 3a
pemaBame InopaHTOBUX jenHaudmHa.

(1) Jlokamue meTone

Kao mro cmo Buzmenu, ako je C(Q,) = 0§ nmu C(R) = 0, tana je n
C(Q) = 0. HapaBHO, OBO HUje YeCTO CJydYaj, ajdu MOKE Na MOMOTHE
1 3aTO TO TMPBO mpoBepaBamo. ¥ 3 momoh Xace-Bejarose npouene uc-
oCTaBJba ce Ia OoBae Tpeba ma MPOBEPpUMO CaMO KOHAuYaH Opoj ciayda-
jeBa, Tj. R 1 camo 3a jom KOHaAYHO IPOCTUX OpOjeBa p HUXOBA P-aICKA
nossa. O oBome he Outu peun y Tpehoj raasu, Te cama caMoO HABOIU-
MO OBa IpUMeEpa:
(la) C:y* = —25 — 2% — 2016 - rana je jacuo C(R) =0, nma u C(Q) = 0.
(16) C : y* = 2'' — 2 — 1 (wmm mame Tpusujanan npumep C : y? =
—a% — 32° + 42t + 223 + 42% — 3x — 1) - Tanma ce mposepom yTBpbhyje na
je C(F11) =0, omarze je C(Qq1) =0, ma u C(Q) = 0.

OsBo ce cBe Hamasn y [59].

(2) Coycr

OBaj MeTom ce Ha eHIJIECKOM je3UKY 30Be descent M MAaJIO T'a je TEIIKO
IPEBECTHU MOTOTOBO IITO Ce yIoTpeb/haBa y Pa3IUINTUM KOHTEKCTUMA.
Osne hemo objacauTu; mTa TO 3HauUM cuycT. Mneja je ma mpobiem pe-
maBamha HEeKe ,KOMIUIMKOBaHUje” jenHavyuHe CBemeMO Ha MpobjaeM pe-
maBama HeKe ,jenHocraBHuje” jemmauwHe. HaBoammo jeman jemHocTa-
BaH IIPUMED.

Pemasamo y? = (—22 —x+1)(z*+ 2 + 22 + 2 +2) y ckyny panuonad-
HIX O6pojeBa. Pauymamewm pesyarasTe mommHoMa —22 — 2 + 1 m a* +
22 + 22 4+ x + 2 K eIeMeHTApHOM IPOBEPUMO JOJA3UMO 10 3aKJbyJKa
na ,HajBehwm 3ajemHuuky meauiialr’ (OBO je Toa HaBOTHUIIUMA jep Cy
y IATaBy paluoHaJJHU OpOjeBuU, ajiv riegaMo caMo OecKBaapaTHEe me-
JI0BE, TTa MOYKEMO TaKO & ocTaBuMO) he ma mesau 19, omakie 3amarak
CBOOVMO Ha OBa MCTOBPeMeHa mpobiaeMa

—2? — x4+ 1=dd,
st 2?42 = adb?,
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3a Heke a,b € Q u d meo 6poj roju menm 19.

Onnmax BuamMo ma Mopa outu d > (0, nHAYe Apyra jeaHadyrHa HEMa,
pemema. llakmae d =1 unu je d = 19. Canma mocmarpameM Opyre jenHa-
yubae y F3 caenu x = 1 y mosmy F3, anu tana mobujamMo KOHTPAIAKIN]Y
y F3 y npBoj jemnaunau. Onmasne je C(Q3) = (), mro nosraun C'(Q) = 0.

Osa TakTura Ham Behu mpobiieM CBOAM HA MamU T OHIA JAKIIe
M3BJAYUMO 3aKJbydyke IMoMoNy Kojux pemaBaMo jemHauuHy. Takobe,
kao u y (1), rekcr je mpeyser u3 [59].

(3) Kosmuauuke Metone (Mim omia3ak-HAIOJE)

W oBe meTOmIE j€e M3y3€THO TEIIKO IPEBECTU Ca €HIJIECKOT je3uKa, jep
X HEKO HasuBa quotients, a Heko going-down. W meja je ma mocmarpamo
mexkoHcTanTHEe MOopdusme f: C' — D wan Q us C HaA HEKY APYTY KPUBY
D. Tanma je f(C(Q)) € D(Q) u ako smamo D(Q) koje je m roHAUHO,
moskemo oxpenutu u C(Q). HaBommmo cruite HEKOIMKO mpuMepa:
(3a) IMocmarpajmo jemmaumny C : y?> = 132° + 1. Ona ce mMopdusmom
fi(z,y) = (5, %) cmuka va kpusy D : y* = 23+13. Moxe ce nokazatu
na je D(Q) = {oc}, omarne je C(Q) C f~'({oo}), ma 3arkmyuyjemo na
je C(Q) = 0.
(36) Hera je C : y?> = 1125 — 19. Mowxe ce 6p30 mpoBepuTHu 1a je
C' NOKaJIHO pemuBa, OJakJe He mobujaMo HUKaKaB 3akbydak. Jlame,
nokymasamo ca Mopdusmuma f : C — D, rue f(z,y) = (112%,11y) n
D:y*=23-112-19ug:C — E, rneg(m,y):(’x—?,f—:iy) uE:y* =
23+ 11-19%2. Mmamo mBa MOpOdU3Ma U3 HAIle KPUBE HA B eJIUITUUKE
KpuBe, 3a Koje MoxkeMo mokasatu na je D(Q) = E(Q) ¥ Z, upu uemy
MOZKEMO €KCILIUIUTHO [a U3padyHaMo reaeparope oBux kpusux. Onmga
u3 C(Q) C f1(D(Q)) uC(Q) C g (E(Q)) u unmenune na ce UHBEp3HEe
CAUMEKe He MOKJIamnajy mo Mouyay 7, ciemu na mopa outu C(Q) = (.
(38) Moskemo morazatu u nma kpusa C : y* = (22 + 2+ 1)(2? + 7) mema
PALMOHAJHAX pellemha, IPUMEHOM OBE METOME 3ajeIHO Ca CIIYCTOM.
(3r) Cnemeha rpusa mam je Beh mosnara u3 mocanammer Tekcra C' :
2t — 17 = 2y, 3a By 3HaAMO Ja je pemuBa JOKATHO, a y IOKa3y Ia
HEMa PAIMOHAJHUX pellema, ynorpebhaBaMoO UCTE ABE METONE Kao U
y IPETXOMHOM IIPUMEPY, C TUM IITO je OBaj MpUMEP 3aHUMJIbUBUjU, jeP

1+17
2

paauMo CIyCT Y IPCTEHY Z , ITO je IPCTEH Ca je IMHCTBEHOM
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(haKTOpU3aIL]OM.
OsBu npumepu ce Hanase y[45].

(4) Meroxn IITa6oru-Kosemana

OBaj meTon je ryiaBHUA MpeaMeT MacTep pala, TaKo aa he O meMmy
OUTM peur TOKOM IIEJIOT PaJa.

(5) Mopnen-Bejmoso pemero

OsBaj MeTonm nmpencraB/ba HEKY BapujanTy yormremna [[laboru-Koie-
MAHOBOI METOMa U YKPaTKO he OuTu M3JI0:KEH y jeTHOM MIPUMepPy
ceamoj raaBu. 3a pasiuky on Illaboru-KomemanoBor merona rme KO-
PUCTUMO CcaMO jeJaH MPOCT OpOj p, OBIE UX KOPUCTUMO AAJEKO BUIIE
1 3aTO je CKOPO HeMoryhe mpuMeHUTH OBaj MeTOod Oe3 pauyHapa.

Kopucte ce uctu objektu kao u rkon Illaboru-KomemanoBor mero-
Ia, a TO je mocMarTpame WHjeKTUBHOI mpeciaukaBama i : C — J(C),
nepurucanor ca i(P) = [P — By, 3a 6uno kojy tauky Py ca kpuse, a
J(C) je Jarobujan kpuse C (man omrosapajyhum momem). Takobe,
METOJ Ce UCTO DaBuW OrpaHMvYaBameM Opoja palrMOHAJHUX TavaKka Koje
ce 10 HEKOM MOIYJY PEnyKyjy Ha MCTe OHe Tauyke Kao u Beh mo3nare
rauke kpuBe. VM neja je mokaszaru ma ce Ta rpaHUIa MOKJIANa ca OpojeMm
Beh ompebenux tauaxka.

MebyTtuwMm, rpanuna ce qobuja Ha HEMTO APYTaYvWju HAYUH y OTHO-
cy va [Mlaboru-KonremanoB MeTom, ma 3aTO OBaj METOM HUj€ ITUPEKTHO
IHETrOBO YOIIITEHhe, ajJud MMPEAHOCT je Aa MOTY 1a ce KOMOUWHY]Y 3ajemHo
u na ce mobujajy BeoMa KOPUCHE IPOIEHE YKYIHOT Opoja PAIMOHATHUX
pelmema, mocedbHo y caydajy Kala je pod KpuBe g = 2, a PaHT HEHOT
Jakobujana r = 1.

3a Mopmgen-Bejnoso pemero Tpaskumo ,Maau” noxckyn W C J(Q)
u monrpyny L < J(Q) ,Benuror” ummekca, Takse na

ic@Q)c |JD+L)=w+L

Dew

Kpehemo on L = J(Q) u W = {0} u MHAYKTUBHO KOHCTDYHUIIEMO HU3
noarpyna koradaor nunekca L; < J(Q) m xomaunux monckymosa W; C
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J(Q) rakBux na
Lo>L1 > Ly > ..., {(C(Q)) C Wi+ L.
To pamumo kopumhemeM KOMyTaTUBHOD Aujarpama

C(Q) —— Wi+ L; C J(Q)

lred lred

6(IFP) S 7(Fp)

Tanma MokeMO cTaBUTHU Oa je

Younmo cryn
i1 = Wi+ (Li/Lisa),

IpU YeMy Y OBOM KOJUYHUKY MUCJIUMO Ha IIPEACTAaBHUKE KoceTa. Tama
hie 6utu i(C(Q)) C W/, + Lij1, ma MOKeMO MOKa3aTH A3 je

Wigr ={w € VVz‘,-H | red(W) € i(C(Fp))}

CKym ca TpaskeHuM cBojcTBoM. Illta mam je morpebHO ma OGucmo yc-
MENTHO TPUMEHUJIN OBaj METOI!

[IpBo, morpebuo wam je ma [L; : L;11] Oyme mro Mame, KAKO 6GUCMO
Morau 0e3 HeKMX HepeImMBUX Ipobiema ma oapenumo ckyn Wi ., xoju
Huje myHo Behu on W;, omakme 6u jpako Tpebaso ma modujemo Wi y.
BepoBaTHo hemo Bume myrta ma padynamo rpymne L; u ckymoBe Wi,
jep, Kao IITO CMO HajaBWJ/JIM Ha MOYETKY, NUJb HaM je ma mobhemo mo
noarpymne Jakobujana mro Beher mamerca.

Ilpyro, 6utHo je na 6pojesu N, = #.J(F,), koje nobujamo 3a pazmu-
ynuTe n30ope mpocTux OpojeBa p MMajy MTO BUIIE 3ajeTHUYKUX (Dak-
topa. Tana mHQOpMaNUje KOje CAaKyIUMO MOTY na JNOHecy MelycoOHy
KOHTpaauknujy. Ha mpumep, ako 3a p = 5, 3Hamo na je N5 = 12 u na

pen cauke parmonasue tauke y J(F5) moxe Outu 2 u 4, nok 3a p =7
6yne N; = 16 u na pen cauke paruonasue taure y J(F;) moxe 6Gutu 8
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u 11, ornanajy moryhuoctu y kojuma je 2 pen cauke y J(Fs) u 11 y
J(F7). OBakBuM mocTymkoM, y3umajyhu Behin 6poj mpocrux 6pojesa,
ombaiyjemo MHOre Moryhuoctu. Maycrpamuja npuMeHe OBOT MeTOIa
(1 HauYMHA pa3MUILLAKhA KOJU je OBJe HABENEH) je IPUMED pellaBama
jemHavmHe

P =2a% — 322 — 22 + 1

y CcemMoj TiaaBu. AKO HIPUMEHUMO METOJ YCIEIHO, oObuuyno hemo mo-
6urtu na je Wy = i(A), 3a neku Benuku 6poj k, nok je A ckynm mosHaTmx
PaIOHAJIHUX TavaKa.

W neje n TexHUKE KOje ce KOPUCTE Kala Ce pelaBajy jeaHauyuHe y3
nomoh Mopunen-Bejmosor pemera ce mory mahu y panosuma [12] u
[13] y rojuma ce mcnuryjy Kpuse OOIMKA

y? = for® + f52° + fax' + f32° + for® + fix + fo,

upu yemy cy fo, fi, ... , f¢ Magu neau O6pojeBu, Tj. 3a CBe HUX BaAKU

|fil <3.
(6) Opnmna3ak-Harope

OBo je OyKBaJHM IPEBOJ Ca €HIJIECKOT je3MKa Ol Ha3WBa §oing-up,
nneja je obpuyra ox muaeje (3), Tako ma OBIE MOCMATPAMO HEpaMU-
¢uroBane mopousme f : D — C mang Q m y mporecy pemaBama KO-
PUCTUMO CBOJCTBO 14 IOCTOJU M3PAadyH/BMBO KOHAUHO PAIINPEHE I0Jba
K/Q y xojem Bazku [~ 1(C(Q)) C D(K). Ilame ce pemaBame CBOIA HA
onpebusame D(K). ITosuaro je ma, ako je C kpuBa poma 6ap 2, Taksa
Mopa ma 6yne u D, onakne he D(K) Ourtu KOHAYAH CKyN. 3a malbe
nHpopmaimje sugetu [38].

(7) Hemjanenko-MamuHOB MeTOL

OBaj meTonm ce mpuMemyje PeTKO, jep BeoMa YeCTO KPUBE He MC-
nymaBajy ycioBe 3a npumeny. Mebyrum kana ce npumemyje, naje
eprKacHy OlLleHy 3a OpOjuolle M UMEHMOIE PAIIMOHAJIHAX Pelleha jeTHa-
uymne. Vneja je ma ce youn neku AGesioB Bapujerer A, umja CTPYKTypa
rpyre MHAYKYje U CTPYKTYpy Ipyle Ha ckymy mop¢uszama X — A Han
Q. AGenoB BapujeTeT TPAKUMO TAKO Ia PAHD OBe I'pyle Moppudama
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6yne Behu on panra A(Q), Tj. ma moxkemo ma Habhemo Buie He3aBUC-
HuXx Mop¢uzama X — A mero mesaBucHux tadaka y A(Q). Kana je
UCTIYHE€H 0Baj YCJIOB, OBaj METO Aaje jaKo AoOpe pe3yirare, ajlu jaKo
TEIIKO Ce UCIy’maBa. Bume napopmanuja ce mosxe Hahwm y [38] u [58].

(8) Enunruuknu [TTaGorn

Emnnrrukn [Mladotu je momudpuranmja [laborujeBor meTona Tak-
Ba Ja jeTHAUYWHU KOjy pemaBaMo Mpuapy:kyjemo onpebene emuntudyke
kpuBe. llpemnoct y ommocy uHa crammapmau lllabortujeB meron je To
IITO je JIAKIIEe CIPOBECTU PAYYH HA €JIUNTUYKAM KpUBaMa Hero Ha Jako-
oujanuma. MebyTtuMm, Te emunTuUuke KpuBe Koje mocMarpamMo Hehe
outu nedpunucane Han Q, Beh man OpojruM mossmMma, mTO moBehaBa
CIOKEHOCT pauyHa. HaBoammo snuTeparypy mAa/be M3ydaBame OBOT
merona - [38] u [31].

(9) MoaynapaocT

Monynapue popme cy jako mohian oOjekaT ca BEJIUKUM Pe3yJITaTU-
Ma y Teopuju OpojeBa. JemHa on mpuMeHa MOIAyJIapHUX (OPMU je U
Ha /lmogpanTOoBe jemnaumHe U TO HU Mam€ HU BUIIE - Ha nOoka3 Benuke
PepmaoBe Teopeme. HapaBHO, mMmaTemMaTuka Koja je y HO33IUHU TOT
IOKa3a je cyBuine 030MJpHA 32 0Baj MacTep Pal U OBJIEe HABOAMMO CaAMO
cruny nokasa. IIpe mokaza mpeckadyeMo neuHWINje OCHOBHUX IOjMO-
Ba 32 MOZyJapHe (GopMe, Kao IITO je MeWcura Mooyrapre hopme UIn
Xexeos onepamop. 3a Hame norpebe, nosa fopma (Ha €HITIECKOM new-
form) je momynapHa ¢GopMa Koja je COICTBEHU BEKTOD 3a CBe XEKeoBe
omepaTope y UCTO BpeMe. Kao U CBaKu COICTBEHU BEKTODP, MOKe OUTHU
HOpMAaJIM30BaHa, Tj. cremnenu pen he moueru ca ¢ (ymecro cq). Iocma-
rpahemo monmynmapre popme Texkmue 2. Taxobe, Outan HaM je U HUBO
HOBe (hopme, KOoju hemo caMo onucHO nepuaucatu, to je N, ako je N
HajMalbU OIprUponaH Opoj, TakaB Ia je IejCTBO Te HOBe (pOpMe MHBAP-
MjaHTHO y OJHOCY Ha HejCTBO KOHrpyeuTtHe moarpyne [g(N) (marpune
n3 SL(2,7Z), rakBe na N menu IOWHU JIEBU €JIEMEHT) HA DOPHY IIOJYPa-
BaH 2z > 0. IlocToju camMO KOHAYHO MHOTO HOBUX (OPMU (PUKCUPAHOT
HuBoa N, 3ampaBo MMa W jenHa BaykHa TeOopeMa Be3aHa 3a TO, KOja
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KayKe 1a He IMOCTOoje HOBe ¢opMe HUBOA

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12, 13, 16, 18, 22, 25, 28, 60.

Iaxse, HOBa (opma je g-pa3soj (¢ = e*™)

f=q+) cud",
n=2

IIPU YEeMY Ce MCIOCTaBJbA Ma Cy KOe(PUI]EeHTH ¢, PEATHU U aJredapCcKu
van Q. HlraBume, cBu Ccy eIeMEHTU jeJHOT TOTAJHO PEAJHOT OPOjHOT
no/ma K. Toraano peasHo O6pojHO mOJme je OpojHO mMose K TakBO ma
3a CBakO meroBo yramame y i : K — C Baxkum na je i(K) C R. 3a
cBa yramama o : K — R Basu |o(¢)| < 2V/1, 3a npocte I. Kamemo na
je HOBa (opmMa payuoOHaAHG aKO CY O] CBM KOE(DUIM)EHTW paIroHaJI-
au. [lomgcermmo ce (mam moskemo Bumetu y [51]) ma je xomdyxmop
enuntuuke kpuse (#Han Q) 6poj Koju KapakTepuile KakBa je penyKiuuja
eJUNTUYKE KpuBe 1mo npoctuM MomyiauMma. Crneneha teopema je Beoma
Ba)KHA U M3Y3€THO TeIKka. [a TeopeMa je MOCIenmU KOPAK Yy TOKA3y
Benure ®epmaose Teopeme. ['maBaM meo oBe Teopeme je mokazao EH-
npy Bajic, maTemaTuuap kKoju je u 3aBpiuo noka3 Beauke Pepmaose
Teopeme.

Teopema momysapaocTu. CBakoj paloOHAJIHOj HOBOj GpopMu [ HUBOA
N mpuapysxumo eIunTudky KpuBy Fy koEaykTOopa N, TakBy Ja 3a CBe
npocre 6pojese [ 1 N Baxu ¢; = q;(Ey), rae je q(Ey) =+ 1—#E¢(F), a
¢ -t KoepuLUjeHT y Pa3Bojy MoIysapHe (popMe. 3a CBAKU IPUPOJAH
o6poj N, mpunpyxuBame [ — Ly je Oujexnmja m3meby pammonaHUX
HOBUX (opMm HmBoa N U Kjlaca M30T€HUja €JUNTUYKUX KPUBUX KOH-
nykropa N.

Heka je p mpoct 6poj, f = ¢+ Y . ,cnq", HOBa popma HuBoa N,
K = Q(eg,c3,...) m Ok upcren neaux 6pojuor moma K. Heka je F
erunTUYKa KpuBa KoHAykTopa N. Kaskemo ma emunrtuuka kpusa F
Hacmaje Mo0yao p u3 Hoge fopme aKO MOCTOjU HEKU IPOCT upead P | p
y Ok, TakaB ma 3a cBe mpocTe OpojeBe | BayKu:
(1) Aro It pNN', ouna a;(E) = ¢ (mod P);
(2) Ako l{pN' u l || N, rama | + 1 = +¢; (mod PB).
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OBo numemo E ~,, f. Axo je [ pamnumonaiaza HOBa (pOpMa, OHIA OHA
OAroBapa TA4YHO jeIHOj €JUITUYKOj KpuBoj E' m To numemo E ~, E' u
kaskeMo na E wacmaje moodyao p 00 E.

Hexka cy kommykropu 3a F u E', penom N u N’ 1 mpermocTaBumMo

E ~, E'. Tana, 3a cBe mpocre OpojeBe | BaxKu:
(1) Ako [t NN, onpa ;(E) = ;(E') (mod p);
(2) Ako [t N' mu || N, ouma | + 1= +q(E') (mod p).

Tpeba vam jom jemra Teopema. Y OKBUPY IPUIPEME 3a Ty TeOpe-
My, HeKa je F jemna emuntudka kpuBa Han Q, Koja je y MUHMMAJIHOM
MOEJy, Ca MUHUMAJHOM TUCKpUMUHAHTOM A = A,,;,, N kouaykrop E
u p npoct 0poj. Hepurummmo 6poj N, Ha cirenehu maums

N
K )
q
q||Nplordg(A)

HaBoammo mojemHocTaB/beH Ciydaj TEOpEME.

PubGeroBa Teopema o cmamemy HuoBa. Heka je p > 5 mpoct 6poj.
Heka je E emuntuura kpusBa Han Q, xkoja mema p-uzorenuja. Tana
nocroju HoBa popma f, HUBoa N,, 3a kojy E ~, f.

Hanomennmo na Teopema He rapaHTtyje na he HOBa ¢opma Outm
panuoHasHa. Y Bubhamo na HaMm Tpeba 1 HeKa TeopeMma Koja Ham 00e30e-
byje kama eaunrtuura kpuBa HeMa p-m3orenuje. Haomumo tpu Teo-
peMe.

Teopema. (Masyp 1) Heka je E/Q enuntuura KpuBa u p IpocT OpOj
KOju 3a10BOJbaBa Oap jemaH oI yCJOBa:

(1) p> 163;

(2) p>5u #E(Q)[2] =4 u rougyrrop kpusBe E je GeckBanparas.

Tana F/ Hema p-m3oreHUja.

Teopema. (Masyp 2) Hera je E/Q enuntuurka KpuBa u p IpocT GpOj
KOju 3a10BOJbaBa Oap jemaH oI yCJOBa:

(1) p> 17 u j(E) ¢ Z[3];

(2) p>11 u E je monycrabuiaHa eJIUNTUYKA KPUBA;

(3) p>bu#FE(Q)2] =4 u E je nonycrabuinna eIunTUYKa KPUBA.

Tana E vema p-u3oreHuja.

Teopema Hera je E/Q enuntuuka kpusa ca kougykropom N. Ako je
ordy N € {3,5,7}, rana E Hema M30reHuja HemapHOD CTEIEHA.
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Konauno nonaszmMo no mpumeHe monynapHux ¢opmu Ha Jluodan-
TOBE jeTHAYUHE.

Bemmuka ®epmaoBa Teopema Jemnauuna " + y" = 2", roe je n € N,
n > 2 uMa caMoO TPUBUjaJHA IeJ00pOjHA pellema.

Ioka3 (mpenm3Huje ckuna nokasa). Bumenu cmo Beh na jenmauumna
HeMa pemema 3a n =3 u n = 4. /loBoBHO je ma mokakeMo na OBa je-
HauMHa HeMa HEeTPUBUjaJHUX peliema 3a mpocte 6pojese p > 5. Ilper-
mocTaBuMO cynTpoTHO. Moskemo ma mpetmnoctaBuMo af + b + P = 0,
a,b,c € Z mn abc # 0. bBe3 rybmema ONIMTOCTU, MOKEMO HAMECTUTHU
(a,b,c) =1, 2 | bu a”? = —1 (mod 4). OBoM pememny OPUAPYKY]EMO
oaroBapajyhy ®@pajosy xpuey

E:y*=x(x —d®)(z + V7).
OBo je emunrTuyka KpUBa YMja je TUCKPUMUHAHTA
A = 16a*b* (a” + b°)* = 16a* b .

OBaj Momen HUje MUHUMAJIAH, ajId MOKeMO mpuMeHuTu TejToB aaro-

aPh?P P
puram ma oucmo mobusu A, = o5 1 KOHAYKTOD T€ EJUITUYKE
kpuse N = ][] [, upm uemy mpousBox ume MO MPOCTUM OpojeBmMa |

llabc
KOjU nmeie Hp|031/IBO,IL abc. 3akmyuyjemo na je N OeckBagpaTaH, MPeT-
MOCTaBKY p > b UMaMO, a OBa €JUNTUYKA KPUBA UMa IIYHY PalUOHAIHY
Top3ujy pema 2, mopen Geckonauue tauke, To cy Tauke (0,0), (a”,0),
(=bP,0) - makxe yrymuao 4. ITo Masyposoj Teopemu 1, oBa eaunTuyka
kpuBa HeMma p-uzorenuja. Cana je mcuymen ycioB PuberoBe Teopeme.
ITpema Tome, moctoju HOBa ¢opma f, HUBOa [N,, TakBa na L ~, f.
Tpeba na m3pauynamo 6poj N,. Kako je N GeckBanparan, To je ¢ | N
exksuBaJienTHO ca ¢ || N. Takobe, momro N wmma mpocrte darrope on
a, b u c, a Ay, UMa ucTe npocTte GaxKTope, IPU YEeMy CBAKU IPOCT
6poj, cem 2 (360r memema ca 2%), memu A,,;, ca CTENEHOM NELUBUM Ca
p, y mepununuju 6poja N,, y pa3noMKy he ce HOKpATUTU CBU IPOCTU
O6pojeBu y mpom3Bomy, ceM Opoja 2, koju he ce nahu y Opojuory, aau
He n y uMmeHmony, na je N, = 2. Ilakne, PuberoBa Teopema kake na
je HOBa (hopma f HmMBOaA 2, MehyTmM Teopema KOjy CMO HaBeIM KarKe

34



na He moctoju HOBa (popma HuBoa 2. RKOHTPAJIIMKIINJA!
Osaj tekct nparu nureparypy y [47], [35].

Y3 momoh MomynmapHUX (GOpPMEM Ce MOTY PEIIUTU U jOII HEKe Ipyre
jemaaumue, Ha npumep 2¢ = 3Y + 5° y ckymy OpuUpOIHUX OpojeBa UiIn
2 4% = 2%, 3a neue, y3ajaMHO mpocTe 6pojeBe x, Yy M z U p > 7 IPOCT
Opoj.

1.4 IIlaGorujes m KosemaHOB MeTOn YKPATKO U CTPYKTYpPa OBOT

MacTep paga

Mo na u HajBehu pesynrar y ucropuju npoydyasama unopanToBux
jemnaunna jecte PasTuHrCcoBa TEopeMa, Koja kiacudukyje 6poj perm-
ema y 3aBUCHOCTU OJ1 POJa KPUBE KOja je ne(UHUCaHA jeJHAUNHOM KOJy
pemaBamo. MebyTum, moka3 TeopeMme He Aaje MOCTYIAK KAKO Ce MOKe
pemuTu jenHaumna! Vako je mosHaTo ma y BEJUKOM OpOjy cirydyajeBa
IuodanToBa jemHauymHa MMa CaMO KOHAYHO MHOTO DEIIeHha U JaJjbe He
3HAMO YHUBEP3AJHU AJTOPUTAM KOju OU je permmro. 3aTo je KOPUCHO
OrpaHUYUTU OPOj pemema.

[Ipe wero mTo je PasTuHrc OKa3a0 CBOjy uyBeHy Teopemy, llladboTu
je MOoKa3a0 KOHAYHOCT Opoja palMOHAJHUX Tavyaka Ha ,,JIem0j’ KPUBO]
poma Oap 2, aju y3 HEKe ycjoBe. Kao mTO cMO BUOEIU y TeOpe-
Mu 2 (3), Pantunrcosa Teopema Hema yciaoBe (ceMm ma KpuBa Oye
Jena” ), omakie je TO jauum pes3yiaTrar mocie kojer mexayje na lllaboru-
jeBa Teopema ryou cmucao. Mnaxk, kacauje je Pobept Koneman namao
HauuH Kako na ymorpedbu [IlaboTtujeB mMeTom Tako ma OrpaHudvum OPO]
pemena Inopanrose jennaunne (y3 HEKe yCJIOBe) ONO3TO0, MTO je GUO
Henocrarak [IlaborujeBe Teopeme, koja (y3 ycuoBe) TBpau na je Gpoj
panMOHATHIX Tadyaka Ha KpuBOj (kpuBa je medurucana lumodaHTOBOM
jeIHAUMHOM KOjy pelraBaMo) KOHAUaH, 6e3 MpPOIeHe.

KRana npumemyjemo Illaboru-KosemanoB meron, :kesba HAM je Oa
HabheMO IOBOJBHO jaKO TOpH€ OTpaHnYelme OPOja PAIMOHAIHUX TadyaKa
Koje Ou ce mokJgomuao ca Opojem Beh mHalheHUX panmoHAJHUX Tadaka.
Tanma 6u mocTynak pemaBama T€ jeAHAYUHE OMO TOTOB.

OueknBaHO, HM OBaj METOI HUje MOBOJLHO mObOap maa MOKpHje 3a1I0-
BosaBajyhm Opoj ciaydajeBa m 3aTO ce W JaHAC IpOydaBa, ONAKIIE
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IOCTOje HeKa moboJbliama Te TeopeMe, U KOMOUHYje ca HEeKUM APYTUM
MeTOoaVMa, Kao mTo je, Ha mpumep, Mopunen-BejmoBo pemero, unme
MOTY ma ce mobujy 60Jbe ropme rpaHule.

OBaj MeTonm 3axTeBa MO3HABamE ANrebAPCKUX KPUBUX U HHUXOBUX
cBOjcTaBa, ueMy je mocBehema apyra riiaBa, p-aICKUX OpojeBa u p-
aJCcKe aHaJju3e, mro ce obpabyje y tpehoj raasu, Jakobujana kpuse,
KOJU je OmMCaH y 4YeTBPTOj riaBu um KosemaHoBe mHTErpaluje, Koja
je KpaTko ImpencTaBJ/beHa y IETOj IiIaBU. KacHuje ce y mectoj riabu
HaJla3e IJaBHE TeOpeMe ca NOKa3MMa, NOK Ce Y CeOMO]j TJIaBU HAJla3e
npumepu npuMmene Illaboru-KonxemanoBor merona Ha pemasame luo-
(haHTOBUX jeTHAYNHA.

Kwure (1j. muxoBo ma:kpuso yurame) (28], [8] u [30] mory muOrO
nomohu y mporecy CTUllama JTOBOJLHOT 3HAHA MAaTEMATUUKOT amapaTa
KOju je moTpebaH ma Ou ce KpeHyJIo y 030M/bHO UCTpakuBame [lmo-
¢aHTOBUX TpOLIEMA.

3a Kpaj, skejgeo OUX Ma UCTAKHEM BEJUKY 3aXBaJHOCT MEHTOPY U
MoM mpodecopy Teopuje Opojesa, np l'opamy ‘bamkoBuhy, ma nmpen-
JIOTY TeMe, 3Hamy Teopuje OpojeBa Koje Me je Haydro, MOTy hHOCTHUMA
y KOje Me je yIyTuo, Ha MHOTOOpOjuM caBeTuMa W KUCIpaBKaMma, Kao
1 HA TOMONM OKO MHOTUX TEXHUYKUX CTBAPU KOje Cy IpaTujie M3pamy
OBOT MacTep pana.

Takobe, xemeo 6ux ma MCKaKeM U 3aXBAJHOCT IIpodecopuMa, Ju-
ja je obnacTt mcrpakMBama YCKO Be3aHa 3a [lmodanTtoBe mpobiieme,
KOje caM yIIO3HAO Ha KOH(epeHIUjaMa M IIKoJaMa nocBeheHuM O0BOj
obnacTu.

I would like to express my great appreciation to Professor Jennifer Bal-
akrishnan, Professor Marc Hindry, Professor Samir Siksek, Professor Michael
Stoll, and my older colleagues PhD Laura Capuano and PhD Francesco
Veneziano for helping me in writting this master thesis by discussion with
me about the topic and by recommendation of references for Diophantine
Equations.
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2 Asarebapcke KpuBe

2.1 YBommo o anrebapckuMm KpuBama

IIpenopyuyena smureparypa: 3a Jen u Jaral yBOI y3 HOCTa IpUMepa
n 3amaraka [42], [22], [20], mok 3a 030WIbHUjEe IPOYyUABAKE j€ CHIVK-
gonenuja [27], a 3a OHe KOje 3aHMMa apUTMETUUYKA CTPaHa, Op3 mIpe-
raen tBphema je y [51] (koja 3a mokase ycmepasa Ha [27]), a npersen
CIMYaH TOME Ce M OBJe HaJIa3W. 3a MOojelIuHe IeJOBE, MOKEe OUTHU IO0-
6pa aureparypa u [21], jep mma Heroauko ypabeHux mpumepa, oz
KOjUX CYy HEKU W OBJZE Tpey3eTu. Y OBOM MEJy ce Hajla3e TBphema Oe3
IOKa3a, caMoO Ca KOMEHTapuMa.

[Iojam kpuBe ce Be3dyje 3a KPpUBY JIMHUjY Ha MAIUPy WUIA Ha Tabiau,
OOHOCHO y paBHHM. 10 je jemHa om TPUPOAHUX WHTYUIM]a KOj€ UOBEK
uMa, aju Aa OM ce KpUBE MaTeMaTUYKU OpoydaBaJie, MOTPEOHO je
[a ce Taj mojaM Npenu3HO AeduHUire. 3a MoYeTak NeMo na BUIUMO
KaKO MOTY ZIa ce Ne(UHUITY arHAa U IPOjeKTUBHA KPUBa, Y3 HEKOJIUKO
npumMmepa. llomTo keauMo na onuieMo ajredapcKy KPUBY, OUYEKY]eMO
na HaM je moTpebHa HeKa jenHadnHa, KOjy hemo ma mocMaTpaMo Ham
nmosmem K.

Aduna anzebapcra pasarcka kpusa je CKyn tadaka (aj,az) y adu-
oM npoctopy A%(K) 3a koje je F(ay,az) = 0, 32 HEKU HEeHyJa MOJUHOM
F(z,y) € K[z,y]. Onmax npumehyjeMo na ce CKyn Tayaka He Pa3iuKy-
je, ako ce mocMaTpajy MOJIMHOMU KOjU Ce PA3IUKY]y (MHOMKEHEM) IO
Ha KOHCTAQHTY MJIN aKO IIOJMHOM F Ma WJIN HEMa BUHIICCTPYKE (i)aK—
Tope y pakropm3anuju. Vnak, KOHCTaHTa HAM He MeHa HUIITa OWUTHO,
Te Ha By Hehemo obpaharu maskmy, HOok hemo BumeTu KacHuje ma je
KOPUCHO Ia JOIyCTUMO BUIIECTPYKe (haKTOpe.

Tpebaso 6u ma mo cama 3HAMO HEKe OCHOBHE m3Mel)y KpUBUX pa3-
JINKE Kala KPpUBE ,E[eq)I/IHI/IIHeMO IIOJIMHOMIMMa Pa3JIMYUTUX CTEIICHa, pe-
noMm 1, 2, 3, 4, crenenom BehuMm on 4, Te KpUBe ce HA3UBA]y ApyTraduje:
npasa, Kowuka (Kpye, eaunca, runepboaa, napadboaa), Kybura (eaunmuura
Kpuea), K8apmura, TUNepeAunmuyka xpuead... Bunehiemo kacuuje KakBy
OMTHY pa3/MKy MOy Ia MOocenyjy KpuBe Oe(pUHUCAHE MOIMHOMUMA pa-
3JINYNTOI CTEIICHA.

Ha camuanm HaumH MOKEMO Oa yBEIEMO U aA2ebapCKy NpojexmueHy
paMeacky Kpusy Kao CKyT Tavaka [ag, ai, as] € P?(K) npojekTuBHOT TPOC-
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Topa 3a koje je F(ag, ai,as) = 0, 3a Heku xomoren nonuuom F € Kz, vy, z].
KRao m rkon admHMX KpMBWX, KOHCTAHTa HUje BaKHA, & HO3BOJbaBAMO
BUIIeCTpyKe paxTope nonunoMma F'. Paznuka nameby apuHUX 1 npojek-
TUBHUX KPUBUX j€ ,caMO’ y TauykaMa y OECKOHAUYHOCTU, aJI T€ TaUKe
UCIPaBJbajy MHOTE aHOMAaJIMje Koje MOTY Ha Ce HOTOJe.

Hajno3zunaruje tBpbheme koje oBo obOjammaBa je Be3dyoBa Teope-
ma: Hexa cy C; - F =0 u Cy : G = 0 npojexmuene xkpuee xoje Hemajy
sajednuure xomnonenme (mj. F u G nemajy zajednuvke Komnonenme,).
Taoa ce one cexy (pawynajyhu euwecmpyrocmu) y mavwno deg F - deg G
mavaxa! JacHo je ma oBo He Mopa ma Baxku y aduHOM mpoctopy. la
OrcMO paguan y DOBOJLHOj OMIIOCTH, 3aap:kalieMo ce y mpojeKTUBHOM
IPOCTOPY U Ia Ce He OrpaHnYaBaMo Ha paBaH, nahemo onmTy geduHn-
nujy aJnaredbapcke kpue. [lomTo HeMa MOBOJBHO BPpEMEHA U MPOCTOPA,
MOYKEMO CaMO YKPATKO Ha Ce MOJCETUMO HEKUX YBOJIHUX IOjMOBA Yy aJi-
rebapckoj reomMeTpuju, Ha HepopMaIaH HAUMH.

Aunzebapcku ckynosu cy CKYIOBKA Tadaka Hyjda oapebheHux mosm-
HOMa. AJarebapCkKu CKyI je Hece800nu8 aKO Ce He MOKEe HAINCATU
Ka0 YHUja OBa CTPOro Mama aJyrebapcka ckyma. Adunu eapujemem
je HecBomspMBU anredapckm ckyn. VlcmocraBiba ce na ce CKYI IOJIN-
HOMa MOK€ 3aMEHUTU KIOeaJIOM TI'€HEPUCAHUM TUM CKYIOM, TAKO Oa
anrebapcke CKyNOBe BUIVMMO KaO HyJe IMOJMHOMAa KOJU YWHE WIea
y npcreny nosuHOoMa. Jlasme, anredbapcky CKyHl je HECBOIJHUB aKO U
caMO ako je mmeatl o4 KOT HacTaje MPOCT y MPCTEHY mojauHoMma. I3
IPETXOMHOT 3aK/bYyYyjeMo na je apuHU BapujeTeT u aaredapcku CKyI
HyJIa IPOCTOT maeaja y IPCTEHY MOJMHOMA.

IlomTo adgumHM TpPOCTOP HE MOKPUBA HAILY UHTYUIW]Y, KOPUCTUMO U
IPOjEKTUBHU NMPOCTOP, TJ€ PAAUMO Ca XOMOTeHUM moaumHoMuMa. Tama
npoJEKMUBHY 8apujemem MOKEeMO BUACTU KaO CKYI HyJa IIOJUHOMA XO-
MOTEHOT uaeasa (reHeprUCcaHOr XOMOTEHUM MOJUMHOMUMA ) KOJU je TIPOCT
y oarorapajyheMm mpcTeHy MOJUHOMA.

Cakom Bapujerery V Koju je CKymn HyJa mOJuMHOMA maeaJsa I mpu-
IpysKyjeMo koopdunamuu npemen pywkuuje ca K[V| = K[X|/I, rne
K[X] mpencraBiba TPCTEH MOJMHOMA NMPOCTOPA Y KOM sKUBUMO (HUje
HY’KHO CaMO IO jeIHOj TPOMeHsrBOj). MoruBanmja 3a 0BO je ma cy
calla cBe (YHKIMje OBOI IPCTEHa 3aUCTa pPa3jIMYUTEe Ha BapUjeTeTy.
Ilomro je I mpocTt mmean, NpCTeH (YHKOUja je NOMEH LeJUuX, Ia ce
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OX Bera MO/Ke HAIPaBUTU KOMUIHUUIKO Home - K(V), dynkyujcro nowe
sapujemema V. Exemente noma K (V) Buammo kao panmoHaIHa TpeC-

mukraBama u3 V' y K, Tj. Ka0 KOJIUIHUKE o TAe ¢y F,G € K[X] (ako ce

paau O MPOjeKTUBHOM MPOCTOPY, OHAA cy F u (G XOMOTEHU MOJIUHOMU
VICTOT CTENEHA).

HapasuO, 0BakBO mpeciankaBame He MOpa OUTY Ae(UHICAHO Y CBAKO)]
rauku P € V, moxke ce necuru na 6yne G(P) = 0. Hekan je To moryhe
OTKJIOHUTHU (Ty KOPUCTUMO UHICHTUDUKAIN]Y TOJIUHOMA UMja je pas3iu-
ka y I), a mekan Huje. Ako je moryhe na me@uHUIIEMO MPECIVKABAHE
y Taukn P € V| tana ce mpeciukasame pezyaapro (unu defunucaro) y
tauku P. Ako je mpeciukaBame Ne(PUHUCAHO y CBakKoj Tauku P, oHzxa
KayKeMO 4 je IPECIIMKABAIE Pe2YaapHo.

Y KOODPAWHATHOM IPCTEHY (PYHKIMja yodaBaMO UIEaJl

Mp ={F € K[V] | F(P) =0},

oBaj umeas je makcumasnuu y K[V]. Takobe, y ¢yHrumjckom mosmy
yodaBaMoO TPCTEH

Ovp =16 K(V)| 6= 5 F,G € KV],G(P) £ 0},

KOJU ce Ha3WBa A0KaAHU npcmen eapujemema V y P. Ilpyrum peun-
Ma, TO je MPCTeH CBUX Ae(PMHUCAHUX PAIVOHAJIHUX (YHKOUja y TAYKU
P € V. Jlokanuu je 3aro mto je y memy mp = {¢p € Oyp | ¢(P) = 0}
jemuHr MakcuMaJiaH uaeada. 10 ce Jako MOoKa3yje, jep CBAKU €JEeMEHT
¢ € Oy p\mp je mpecnuraBame nepurrcaHo (perymnapuo) y P 3a koje
Basku O(P) = % # (0, omakje je u HEeroBO MHBEP3HO MPECIUKABAHE
¢~' =% je nepumucano (perymapuo) y P, omakne ¢~' € Oy p, onakne
cremu na je ¢ € Oy p, a OBO je KapaKTepu3alyja JOKAJHAX MPCTEeHa Ca
BUXOBUM je,ZII/IHCTBeHI/IM MaKCUMaJIHUM M IOCAJIHOM (BI/I,ZIeTI/I, Ha IIpuMep

[4])-

Nako cmo y mpBoj raaBu Beh Bumenu jeman mpuMep pPaldoOHAJTHOT
IpecIrKaBama 1 Mop¢pusMa, Tek hemo ux opae nepuaucaru. Payuornan-
HO mpecaurasamwe udMmely Bapujerera Vi u Vo C P" je mpecaukaBame
obnuka ¢ = [¢o, ..., dn|, TOE CY G0y ... , ¢ € K(V)). Hapasuo, oo
npeciukaBame Tpeba ma mMma cMucia, Tj. ma 3a cse P € V) 3a koje
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cy ¢o, ... , O mepurucanu Baxku na je ¢(P) = [po(P),...., on(P)] € Va.
[Ipumehyjemo ma ce He 3axTeBa ma MpecauKaBama @y, ... , ¢Op OyOYy
nepuaucana y cBakoj tauku P € V). Hekanma ce To MOke OTKJIOHUTH,
a HeKaIa U He.

Y TpOjeKTWBHUM MPOCTOPUMA MOCTOJU OYEKMBAH HAYUUH Ia PEITUMO
npobiem Jome Ae@UHUCAHOCTU. PannmoHaJ HO NPEeCciIuKaBamhe

¢ = [¢07"'7¢n] : VY1 — VYQ

je odefunucano (unu pezynapno) y tauku P € V; ako mocToju mpec-
muraBame g € K(V)) 3a koje Baxkum ma cy ¢oo, ... , o, DepuHrcaHa
y P m Oap jemma jemma on mux y taukm P Huje myna. Tana je
O(P) = [9do(P), ..., g¢u(P)].

BunuMmo na je oBaj HauMH 3ancTa JOOPO e (pUHUCAHO IPECINKABAEE
y Tauykn P Koje je y IPOjeKTUBHOM IPOCTOPY jeqHAKO MoJia3HoM. Bumom
ce Ja MOKEMO na y3MeMO pa3jiuduTe (yHKIUje ¢ 3a Pa3IndUTe TadKe
P, me mopa jemna ¢yHEOMja OMTHM NOBOJSHA 3a CBE TauyKe KO KOJUX
nMma npobiemM. AkO mpobieM Ae@UHUCAHOCTU MOKEMO & PEIIUMO Yy
CBaKOj TAYKU, Tj. aKO je MPECIMKABabhe ¢ PEryJapHO Y CBAKOj TAYKU,
OHZIa ce Ha3uBa Mmopfuszam. Huje cBako panmoHaIHO IpECINKaBaHe U
MOpQu3aM.

Lumensuja sapujemema ce nepUHUIIE KAO TPAHCIEHAEHTHU CTEIEH
pammpema [K(V) : K], mro 6u uHTYUTUBHO Tpebaso na BAIUMO KAO
6poj mapamerapa KOju OmHUCYyje Bapujerer (jep OHe IpeocTaJie OHIA
MOYKEMO [1a M3PA3UMO MOJIUHOMCKU IIPEKO OBUX MO3HATUX Iapamerapa)
7 TO HaM Jlaje pa3yMHY NPEACTaBY ANMEH3U]eE.

Hepununnmja 1. Aszebapcka kpusa je TPOJEKTUBHU BapUjeTET TUMEH3-
uje 1.

Beh moske ma mam Oyme jacHO 3aIIToO je OBaAKO Oe(pUHUCAHA AJre-
6apcka KpuBa, Ha IpuUMep, ako y3meMo ckyn F(x,y) = 0 y paBuu, 1o je
apurHa anrebapcka KpuUBa, ajad yjeIHO MOKEMO IOJUMHOMCKN 2 U3Pa3u-
MO ¥y IPEKO T y Moy K Ham KOjuM rjenamMo U 3aTO HO0OUjaMO AUMEH3U]Y
1, jep je © meonpebena, ma u TpancuenaeaTHo van K. Ha name hemo
asrebapCcKy KPpUBY 3BaTU je THOCTABHO KPUBA U IMpeTmocTaB/haheMo ma
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je KpuBa 3amarta jeqHOM jenHAYMHOM (a(UHO WM MPOjEKTUBHO).

KpuBe koje mmajy mwmibke MM cCaMOIPECEKe Ce IIOHAIIajy IOCTa
Apyradmje y OQHOCY Ha OCTalle, a XU OOMYHO KaJa IPTAMO KPUBY, IIP-
TaMoO je ,HOpMaJiHy  , TJIaTKy, 3aTO heMO yTJIaBHOM MPOYyYaBATU CAMO
TaKBE KPUBE, jep KO HUX Bajke OUYEKMBaHU 3akpydrnu. Herko ko 3Ha
CTYKTYPY PAIMOHAJHUX TadyaKa EJUITUYKUX KpuBUX Beh 3HA jenman
IpUMeED BEJIMKE PA3JUKe y CIyYajy Kala je KpUBa IJIaTKa U CUHTYJIAP-
Ha (morsemartu [51]).

Hepumaumuja 2. Kpusa C' : F' =0 je zaamxa y mawku P € C' ako 6ap
HEKU MapIjajHu U3BOMA nmosmHoMma F'y Tauku P HeMa BPemTHOCT HYJIA.
KpuBa je esamxa ako je riaarka y cBakoj cBojoj taukm P € C. Y
CYIPOTHOM C€ HA3UBa CUHZYAAPHA.

IIpumep 1. Heka je (aduna) xpusa nara jemmauunom C : y? = f(x),
npu yemy je f € Klz]. Tama je C rmarka ako m camo ako f He-
Ma BUIIECTPYKUX HyJsa y K. JacHo ce BuIu na jeauHe Tadyke KOje
Mory Outm cuHrysaphe cy tauke obmuka P, = (a,0), npu yemy je «
BUIIECTPYKA HyJIa MOJUHOMA f.

['nmatke kpuBe umajy muore nemne ocobuue. Iloummemo ca jemHom
KOja je HeTpWBUjaJHa, aJii KOja MMa MHOTE 3TOMHE ITOCJIEINIIE.

Tepbeme 1. Hexka je P € C raarka tauka xpuBe C. Tana je Ocp
IpPCTEH AUCKPETHE BaJyaluje.

Jlureparypa rme cy Jeno o0jallmbeHu NPCTEHU AUCKPETHE BaJy-
anuje je [24] wmm [4]. Ioka3 osor TBpbhema majemo y cmenujasHOM
ciaydajy Kala je KpUBa XUIEPEJUNTUYKA y ey HAMEHEHOM 3a TO.
[Toncehama pamou, KOMyTATUBHUA TOMEH Ieaux R je npcmen duckpemme
8aAyayuje ako IMOCTOJU AWCKPETHa BaJlyalldja v Ha HEMY 3a KOJy je
R*={re R|v(r) =0} nuunean {r € R|v(r) >0} je rnasau. Auckpem-
Ha saayayuja Ha R je npeciuraBame v : R — Ny U {oco} koje je ,ua” n
3amoBoJbaBa cieneha csojctBa (3a cBe r u r’ u3 npcrena R):

(1) v(r) =00 <= r=0;
(2) v(rr) = o(r) +v(r');
(3) v(r +7") > min{v(r),v(r)}.
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Cnenujaano, kana je kpuBa C' riaartka, oHga je y cBakoj tauku P € C
Oc,p IPCTEH NUCKPETHE BaJlyallydje.

Iedununmja 3. Y cBakoj raarkoj rauku P € C' MOKeMO yBeCTH IPUPO,I-
HY (HOpMaAu308aNHY) 8aAYaAYUJY, KOja Ce HEKal Ha3uBa U P-aduyuna ean-

yayuja

OI'dp : OQP — N() U {OO},

ordp(¢) = sup{d € Ny | ¢ € m%}.

Kopumhemewm na je ordp(£) = ordp(F)—ordp(G) nponysxasamo Ba-
yamujy ordp Ha K(C') n mobujamMo mpeciankaBame

ordp : K(C) — Z U {o0}.

Pasrnomepruszamop 3a C y P je 6uino xoja dyurmuja t € K(C) 3a xojy
je ordp(t) = 1, Tj. 6uno KOju TeHEpATOD UIeasa Mp.

Jepuuannuja 4. Heka je P rnarka tauka Ha kpusoj C' u ¢ € K(C).
Peo gynruuje ¢ y P je ordp(¢). Aro je ordp(¢) > 0, onma kaxxemo na je
P nyaa dpymrmmje ¢, a axo je ordp(¢) < 0, omma raskemo ma je P noa
pyurmuje ¢. Axro je ordp(¢) > 0, ornma je ¢ pezyaapro (dedunucarno) y
rauku P u moskemo mzpauyHatu Bpeasoct ¢(P). Y cymporom, ¢ uma
nosx y P u rana craBmamo ¢(P) = 0o.

IIpumep 2. IIpojexTusHa mpasa P! ce ommucyje ca mBe KOOpIAUHATE.
[TomTo HEMaMO ycJoBa 3a KoopmuHate r u y, ouna je K[P'] = Klz,y],
omaocuo K (P') = K(z,y), anu ue neso, seh, paau nobpe neduruUCaAHOC-
T, KOJIWYHUIM XOMOTEHUX MOJMHOMA MCTOr CTemeHa. AKOo riemamo
camo aduuu neo, anasorso je K[A'] = K[z] u K(A') = K(z).

360r ycaoBa na y MPOjeKTMBHOM IPOCTOPY MOPaAMO MMATU KOJIUY-
HUKE XOMOTEHUX TOJUHOMA MCTOT CTENMEHA, HAKOH NeJLema CBEra ca Y
moskeMo mHAeHTupuroBatu npocrope K(P') = K(A') = K(z). Heran
hemo kKopucTuTy 0By naeHTUUKAIM]Y, a HeKax He. OapenmMo paBHOM-
€pHU3ATOP NMPOU3BOJLHE TAUKe MPOjEKTUBHE Tpase [a,b).
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Tpeba HaMm MOJMHOM KOjU je Y TOj TAYKMU HyJIa TAYHO jeTHOT pela,
Ia je HajjeIHOCTaBHUjE y3eTu b””;“y, 3a [a,b] # [1,0], mok 3a [1,0] ys3-
mvamo . AKo riemamMo aguHe KOOPAWHATE, Ty MOPAaMO Pa3MKOBATH
ciaydaj KaJ je Tauka KOHAYHa - 3a Tauky a € Al paBHOMepru3aTOp je
x — a, OOK je 3a ODECKOHAUHY TAUYKy OO PABHOMEDHU3ATOD %

Caenehu npumep HaBoauMmo 6e3 moKa3a, MOKA3 OBE UWHECHUIE YOII-
mTe HUje JIAaK M BeoMa je HallOpaH U HaJa3W Ce KaCHUje Yy TEKCTY ca
UaejoM ma MIYCTPYje KOJTUKO je TENKO AOKA3aTH HEIITO IITO je BeoMa
OUYEKUBAHO.

IIpumep 3. Ilocmarpajmo kpusy C : y*> = f(r) man aareGapckum

3aTBOpemeM nosdba K - K kKama mosuHOM [ HeMa BUIIECTPYKE KOPEHE.
Heka je o € K myna momuroMma f, Tana je P, = (a,0) riaTka Tadka Ha
kpuBoj C. Capna 3HaMO aa mocToju paBHOMepHmM3aTop 3a C'y TauakaMma
P,, To he dutu ¢pysrnmja y € mp,.

Jacuo je ma je y(P,) = 0, a He oderyjeMO ma MOCTOju (YHKIU]ja
KOja je Mamer pena, jeIHOCTABHO HE MOKEMO BUAETU HUIITA ITO OU
y3 momoh jemHaumHe KpuBe MOTJIO na uMa Mamu pen. Mosxkemo na
OpUMEeTUMO U ha 3a ¢GyHruujy = — « Baxu (r — «)(FP,) = 0, mehyrum
OHA HUje PaBHOMEPHU3ATODP, 3alpPaBO U3 jeJHAUWHE KPUBE HAJIA3UMO

y2

@)

r—

(x —a) =

u P, je Hyna pena 2, jep IO IPETHOCTABIU j€ & JeTHOCTPYKU KOPEH
noausoMa f, a y P, y? uMma mBocTtpyky Hyay. Ca Apyre cTpaHe, ako
y3MeMO IPOM3BOJLHY Tauky kpuse Png = (a, ) € C rakBy nma je [ # 0,
Taaa He MPOJIa3y MPETXOMHU apTyMEHT U caja he r —« OUTu paBHOM-
eprm3aTop y Taukm FP,3. Kao m manonpe, He nokasyjemMo 0BO, aIm mMa
CMUCJIa J1a TTOBEPY]EMO Y TO.

3a Kpaj, mOmTO KPpUBE IMOCMATPAMO Kao MPOjeKTUBHE 00jekTe, Tpe-
Oa obpaTuTé makmy Ha cjaydvajeBe y OECKOHAUYHOCTU. YodyaBaMoO Ia
nMaMO OBa CJIydYaja.

[IpBu cayuaj je ako je cremen mosmHoMa [ mapan Opoj, permumo 29—+
2, 3a HeKO g € Ny, Tama UMaMo IBe Tayke y OECKOHAYHOCTH, KOje hemo
O3HAYUTHU Ca 004 U OO0 _g (aRo 3HaMO na je Bomehm koedumnujenT [ jenHax
1, ouma camo ca ooy u oo_). Pyurnuja % he Outu paBHOMEpPHU3ATOP
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y TEM TaudkaMma, nma hemo mmaté orde. () = —1, 1j. = uma nos pena 1
y GecronauyHuM Taukama U orde, (y) = —g— 1, omakie y nma jour Behim
IOJI Y OBUM TadYKaMa.

Y mapyrom ciydajy, Kala je cTelneH mojJuHoMma [ HemapaH Opoj, He-
MaMoO nBe ,cynpotHe’ OeckoHauHocTu, Beh camo jemmy, oco. Cama je
orde(z) = —2, mok je orde(y) = —2¢g — 1. Ilomro ca jemue crpane
nMaMo (pYHKOUM]Y KOja MMa Hajjahm mapan cremen 2, a ca gIpyre cTpaHe
HemapaH CTENeH, W CBaKW MOpenak je meo Opoj, He u3HeHabhyje HacC
HU OBaj pe3yarar. 300r OBUX MO3HATUX BPETHOCTU, BUAUMO A 32
PABHOMEPHM3ATOD y OBOj DECKOHAUHOCTU OO MOMKEMO y3€TH x_;

Kako je ¢ € K(C) KOIUUHUK ABa MOJMHOMA, OUEKUBAH je u ciaenehn
pe3yarar.

Tepbeme 2. Heka je C raartka kpusa u ¢ € K(C), npu uemy ¢ # 0
(rme je 0 koHcranTHa Hysna ¢yHkmuja). Tana ¢ rMa KOHAYHO MHOTO
HyJIa U MOJIOBA.

Tepbeme 3. Heka je K anrebapcku 3aTBOopeHo mosse u C' riaTra Kpu-
Ba Han K. Tanma je 3a carko ¢ # 0 € K(C) 6poj Hysma um mososa
(pauynaTtux ca BumecTpykomhy) jemHak. AKO ¢ HeMa IOJIOBa yOII-
mTe, OHIA je ¢ KOHCTAHTHA (DYHKIHja.

ITa ©ucmo crernu ocehaj O (YHKIMjCKMM MIOJBUMA, HABOIUMO jOII
jemHo TBpbheme Koje JuYM Ha OHO IITO heMO KaCHUje KOPUCTUTH.

TBpbeme 4. IIpernocraBumo na je K nepgerrno nome. Heka je P € C
raatka tauka u t € K(C) paBHOMepHM3aTOp 3a Ty Tadky. Tazna je
K (C) rorauno cenapaOuiHO pamupeme nosba K (1).

KonaunocT oBoOr pamupema MOXKEMO 1a BUIAMO 300T TOra ITO CYy
n K(C) n meroso nornome K (t) rpancuenngenror crenesa 1 van K. 3a
IOKa3 Jla je OBO pallnpeme U cenapaduiaHo, MOTJIeNaTH, Ha IPUMED,
[51]. Cunenehie TBpbheme ce moxke Gp30 mokazaTy KopuihemeMm CBO-
jCcTBa ma je mp MPCTEH AUCKPETHE BaJyallije 3a CBe rjaaTke Tauke P
kpuse C.

Tepbeme 5. Heka je ¢ : €' — V panuoHaJHO TpecJuKaBame, Mpu
uyemy je V C P" Bapujerer u Heka je P € C rmarka taura. Tana je
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¢ perynapuo y P. Cnemnujamnso, ako je C riaaTtka, Tana je ¢ MoppusaM.

Cneneha Teopema menyje meBepoBaTHO Ha nupBu norien! Kao mro
Cce M MOKE MPETHOCTABUTHU, BEOMa je KOPUCHA WM MMa NOCTa MPUMEHA.

Teopema 4. Hexka je ¢ : () — (5 mopdumzam riaTkux KpuBux. Tana
jé ¢ KOHCTAHTHO UJU ,HA .

3a kpaj oBor HaBohema TeopeMa, HABOAMMO jOII jeTHO BaKHO TBP-
beme, Koje je OuTHO M3 pasziora mga OUCMO MOrJIM Ha (HOPMaJU3yjeMo
HeKe 0DjeKTe Koje ouekyjeMo ma he ce Oamr Tako moHamaTru. ¥ Op3o0
hemo nma Bummmo Taj mpoIec y3 HEKOJIMKO IPUMEPa, jep je OBO 3a IMPBO
uyntame Majo 30ywmyjyhe. IIpe Tora, Tpeba Ham m HOBaA meduHULN]A.

Hedbwmuumnuja 5. Heka je ¢ : ¢4 — (5 HEKOHCTAHTHO PAIMOHAJIHO
npeciuKaBame TIATKUX KpuBuxX Hal nomeM K. OBO mpeciaukaBam.e UH-
IyKyje WHjeKTUBHO npeciaukasame ¢* : K(Cy) — K(C)) medpurucano

ca ¢*(f) = fo¢.

Hajuemhe ce mpusumkoM oOBOr mpecivKaBama HU HE KOPUCTE 3a-
rpage, Tj. mumme ce ¢*f ymecro ¢*(f). Ilomro je f pammonamHo
npeciukaBame u3 Cy y K, MOKEMO y3eTU KOMIO3UIU]y PAIUOHAIIHOT
HEKOHCTAHTHOT IpeciuKaBama ¢ kKoje npecaukaBa C; y Cy m f koje
he cnure y Cy mame mocimatu y K u OBOM KOMIIO3UIjOM 3aUCTa HO-
bujaMo paruoHaJHO npecaukaBame u3 C7 y K. Ilo KoHcTpykmuju ce
BUIM & je OBAKBO IPECIVKABAN€ WHjeKTUBHO (jep je ¢ ,Ha”, momro
HUje KOHCTAHTHO).

Teopema 5. Heka cy C; u (5 rimaTke KpuBe mocMaTpaHe HaI mobeM K
1 ¢ HEKOHCTAHTHO PAIMOHAJIHO NpeciaunkaBame msmeby mwux. Tama je
K(C}) ronauno pamupeme nomsa ¢*(K(Cy)).

OBa Teopema je 3HauajHa, jep HaM oMoryhaBa na neduHUIIEMO CTe-
[IeH PAIMOHAJHUX IpeciankaBama udMebhy kpusux. Ciene nse medunu-
nurje Koje Cy BeoMa BasKHE 3a IaJbl Pal.

Hedmuumnmja 6. Hera je ¢ : ¢4 — (5 pamuoHaAJIHO TPECIUKABAHKE
u3meby kpuBux Ham mosmeM K. AKO je ¢ KOHCTAHTHO, OHIA je CMeEneH
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Tor npeciaukaBama 0. MHaue, kakeMO Ina je IpeCIVMKaBaAWmE ¢ KOHAYHO
U cmenen TOT IpeciuKaBama Ae(GUHUIIEMO Kao

deg ¢ = [K(Ch) : ¢"K(Ch)].

Kaskemo ma je ¢ cenapabusmno, necenapabusho, wucmo Hecenapaabuno
ako je rakso pammpemne noma K (Cp)/¢*(Cy) u o3auaBaMo cenapabui-
HU 1 HeCellapaONJIHYU CTEelleH IpeciInkaBama ¢ ca deg, ¢ u deg; ¢, penom.

Ilepmunnuja cremeHa je MaJio KOMILUIMKOBaHa, Tpeba na mMaMoO Ha
yMy Oa OBaKBa Je(UHUIM]a IIOJp:KaBa HaMa IIO3HATO CBOJCTBO CTEIEHA
IOJIMHOMA, TIPECIVKABalke je cTeneHa d ako je CKOPO CBYIa MPECIUKa-
Bame ,d-Ha-1". lMako je OBO KOPUCHO YHAMTUTU, Yy KOHAYHO] Kapak-
TEPUCTUIIA YMe UNAK Aa Oym1e HeTadHO.

IIpumep 4. Heka je K mosmse kapakTepucture koja Huje 2. Tama mop-
puzam ¢ : A! — Al zanmar ca ¢(r) = 22, je jacHo ckopo cByma ,2-
Ha-1”, Te oueryjemo ma je meros crenen 2. Onpemumo ¢*K(A'). TIpe
cgera, 3Hamo na je K(A') = K(x). Onna ¢* nejcTByje Ha (yHKIHjY,
TaKO IITO jOj YMECTO apryMeHTa ¥ ybamu apryMmest x2. Jlakie, MOTy
ce mobUTM cBe pamMoHAJHE ¢GyHENUje on r? m HumTa Bume. Ilpema
TOMe, CTelleH MpeciukaBama ¢ je cremen pammpema [K(z) @ K(z?)],
KOju je jacHo 2.

Amasorso 6u 6mI0 ma CMO HOCMAaTpaJu IpeciuKaBame ¢ : P1 —
P!, 3anato ca ¢[zr,y] = [z%,vy*. Homro je K(P') ce cactoju om kommu-
HUKA XOMOTEHUX IIOJMHOMA [0 & 1 Y neoboMm cBera ca y (Tj. oaroapa-
jyhum crenmenom), nobujamo na cy ¢pyuknuje uz K (P') mory npecrasu-
™1 Kao ¢pysrmuje u3 K(A') u ma je mpecnukasame ¢ y oBom ciyuajy,
Kaga ce riaeqa ahuHu 006Uk T — 72, TaKo Ja ce 0BO CBOMM HA MPETXO/I-
HU CJIy4Ya)].

IIpumep 5. Heka je K = F, u younmo ®pobeHnjycoBo npecanKaBame
m, : AY(K) — AY(K). Cmmuno xao y mperxomsoMm mpumepy, deg, =
[K(z) : K(2P)] = p m 38aMO0 U BuIme, ma je OBO UMCTO HecemapabWIHO
pammpeme. laxne degm, = deg; m, = p, deg,m, = 1. MebyTum, rao
mro 3Hamo, PpobeHucyjoBo mpeciaukaBame je ,1-17, mpema Tome y
OBOM CJIy4Yajy Ce MHTyIMIja O OpOojy Tavaka KOje Ce CIUKAjy y HUCTY

Ta4YKy M CTCIEHY IIpECINKaBalha HE ITOKRJIAIlA.
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ITpumep 6. OBaj nmpumep je yommTeme IPETXOMAHA ABA IPUMEPa, TO
je 3a reHepaJIHU CJIydYaj MOJMHOMCKOT IIpecluKaBama a(pUHUX IPaBUX.
Heka je ¢ : A' — A' nepunucano ca ¢(z) = a(x), 3a HeKu MONTUHOM
a € Kz]. Tana deg ¢ = dega(x), npu uemy je dega(xr) o3HaKa 3a CTEICH
MOJIMHOMA.

Heka je t = a(z). Cana kao uy npeTxoqaum ciaydajesuma ¢* K (Al) =
K(t) € K(z) n tpeba ma ompeauMoO CTEIEeH OBOI pamwupema. Ha-
jyoumuBnju nonnsoM Han K (t) koju x morumrasa je a(T)—t € K(t)[T].
OsBaj nmomuuoMm je crenena dega(zr). Ocraje jom na mokazkemo ma je
HECBOJLUB.

Kako je t rpancuennenran nan K, to je K[t| npcren ca jenuucTBen-
oM (paKTOpM3aIMjOM U MOKEMO IPUMEeHUTH ['aycoBy seMy Koja HaM
Kaske Jla je HOBOJBHO HIa nokaskeMo HecBommwuBoct Han K[t|[T] = K|t, T).
Hanumuwmo a(7T) — t kao npousson nsa nouauuoma u3 K[t,T]. Heka je
a(T) —t = g(t,T)h(t,T). Momro je a(T) —t auneapan no ¢ jeman on
noJMHOMa g U h MOpa OUTK JuHeapaH 1o t, a APyrn KOHCTaHTaH. Ha
npumep, ¢(t,T) = g1 (T)t 4+ g2(T) un h(t,T) = hy(T). Kana 3ameHumMo 0BO
y jemHaduHy, mo0ujamMo

a(T) =t = g2(T) i (T) + g1 (T) ha (T2

Cana je ¢1(T)h1(T) = —1, omakne je h; koHCTaHTaH mOJUHOM U 1O T,
na je h(t,T) roucranrtan nosuaomM. OBO ympaBo 3HAYM A je IOJU-
voM a(T) — t mecsommus Han K([t,T], a caMuM TUM ¥ HAJ TPAKEHUM
upcrenoMm K (t)[T], omakiue je zaucra [K(z): K(t)] = dega(x).

[TocebHuo je 3romHo ako 3HAMO Jla je CTEIEH MPeCcauKaBama uMebhy
IJIaTKUX KPUBUX 1, jep Tama mMaMO KOPHUCTAH 3aKJbYyYaK.

Tepbeme 6. Heka je ¢ : '} — (5 panuoHaiaHo npeciankaBame ndMmehy
IVIATKUX KpuBUX creneHa 1. Tana je ¢ uzomopdusam.

IIpumep 7. Cerumo ce mpumepa m3 upse riase: lluraropume Tpo-
jre man momem K (kroje ¢popmupajy ruaarky npojektuBHy kpuBy C :
X% +Y? = Z?) cy usomopdHe IpojekTuBHOj mpaBoj (mrTo je Tarobe
riaTka TpojeKTUBHa KpuBa). Mopduszam koju caumka ¢ : C — P!
mepurumenmo ca ¢ : [X,Y, Z] — [X + Z,Y]. Ilornenajmo kako nejcrByje
¢* : K(P') — K(C). Caure ¢* cy mpeciukaBama OOJIUKA gg%%,
rae cy P,Q € K[z,y] 6uno KOju XOMOI€H! IOJWHOMU KCTOI CTEICHA.
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PX)Y) X PXY) v

Cnenujaano, mocMmarpajyhu oxy) = v I oixy) = X0 3aKJbyUyjeMO
na %,XLJFZ € ¢*K(P'). Mebyrum, momro Ty Baku Z> = X? + Y?
Taaa Xl-i/-Z = YZ(QZ__;{Q) = 22 € ¢*K(PY), omarne je 3,2 € ¢*K(P'), a

kako cy 1o remepatopu K(C) = K[X,Y,Z]/(X?+Y?—Z?%), tume je
¢*K(P') = K(C), onakiue je ¢ crenena 1, a mo nperxomaom TBphemy u
“30MODpdu3aM.

Hedomuumnmja 7. Heka je ¢ : ¢4 — (5 HEKOHCTAHTHO PAIMOHAJIHO
npeciaukaBame namehy raarkux kKpuBux Han nomsem K u P € (Y npous-
BOJbHA Tauka. Hnoexc pamugurayuje npecaurkasawa ¢ y P ce o3nauasa
ca ey(P) n medumume ce Kao

eg(P) = ordp(¢typ)),

rzae je tgpy € K(Cs) paBHOMepHU3aTOp y Tauku ¢(P). Kamemo na je ¢
pamufpurosarno y tauku P ako je es(P) > 1, a ma je mepamupurosaro
ako je es(P) =1, nox je ¢ mepamupurosaro ako je HepaMUPUKOBAHO y
cBakoj tauku kpuse (.

Ommax npumehiyjemo ma mepuHUNMja UMIIAIUTHO TOAPA3yMeBa Ia
je es(P) > 1. To ce mpoBepaBa TakO IITO 3AIMIIEMO IPECIUKABAHKE
u3 nepurunuje P — ¢*typy(P) = typ)(¢(P)) = 0, maknae mpeciukaBame
ce CTBApPHO aHyJaupa y Tauyku P M y 3aBUCHOCTU OJ TOTa KOJUKOL je
pena Ta Hysna, mobujamo mHIAEKC pamuduranuje (koju je Gap 1). U3
caeneher tBphema MOKEMO HACIYTUTU A4 je MpeciuKaBame mamebhy
KpPUBUX cTemneHa d ako je OHO CKOpo cByaa d mpema 1.

Tepbeme 7. Heka je ¢ : (| — (', HEKOHCTAHTHO PAaIMOHAJHO TPEC-
TuKaBame m3Mehy ruaTkux kpuBux u () € Cy Tpom3BObHA TavKa. lana

Y eo(P) = deg(9).

Peop=1(Q)

IIpumep 8. Youummo mpeciukaBame ¢ : P! — P! naro ca ¢([z,y]) =
[23(z — y)?,v°]. Kao u y HekoMm oJ mpeTxXomHuX mpumepa, HIp. 6poj 4,
YyMECTO Ia ImocMaTpaMo (YHKIM)CKa I0Jba IPOjeKTUBHE IIpaBe, MOKEMO
na npebemo Ha (yHKNUjCKa IoJ/ba aduHEe IpaBe, Te Caga UMaMoO ¢ :
Al — Al ¢(z) = 23(z — 1)%, ¢(c0) = co. Canma no npumepy 6poj 6,
3aKJbyUyjeMO Ma je OBO MPECIVKABame CTENeHa o.
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Ocraje jom ma ompemumo mHzaekce pamupuranuje. [locebno hemo
AUCKyTOBaTU auHE Taduke, a mocebHo ODeckoHauny tauky. OBo je nmpu-
KA 1A EKCIUIMIWTHO BUAMMO KAKO MOMKEe Oa Ce padyyHa WHIEKC paM-
npuKanuje, IOmMTo je TeUHUIMja Ha IPBU MOTJIE] jaKO HE3TOIHA.

[IpBu cayuaj: Heka je a € Al apuma tauka. Tama je paBHOM-
epHU3aTOp y TOj Tauku T — a. IHame je ¢(a) = a*(a — 1)?, omaxme
je pasHOMepHU3aTOp 32 ¢(a) jemmak y — a(a — 1)%. Tlo mepunumuju
UHIEeKCa paMudukanyje, Tpedba OApeauTH KOJNMKA je HyJla a QYHKIUje
(y —a’*(a—1)%) o (z*(x — 1)), 1j. Apyrum peunma Tpeba OIPeIUTH KO-
nukn crenen T —a genu nomuaoM p(z) = 23(r—1)? —a*(a—1)?. Csakrako
je oBaj MOJMHOM MEJBUB Ca T — @, & 3a BUIIECTPYKE KOPEHE, Y3UMaMO
uzson p'(r) = 2?(x — 1)(5z — 3).

OpnaBne BuauMo 1a cy jequuae moryhe Bumectpyke uyie p(x): z = 0,
r=1, = g Y3umajyhu apyru u3Bon, BuauMo na he jemuno z = 0
na Oyme meroBa HyJia O MOHYbheHux, koja mehe Outu u mysa Tpeher
n3Bona. OmaBne M3BOAMMO yKyIaH 3aKJ/bydak, jeIUHE PaMU(YUKOBaHE
auHe Tayke IMpeciamraBama ¢ cy: x = 0, ca MHAEKCOM paMuUUKALN]je

e¢>(0> =3, z=1, €¢(1> =2, z= %7 645(%) = 2.

Ipyru cyuaj: meka je [1,0] Geckomauyna Tauka, y OBOM CJyda]y

MOpaMO JOa KOPUCTUMO NpOojekTuBHU 00amk. OHa ce ciauka y camy

: Ly ]
cebe. Pasnomepuuzarop y Toj Tauku je £. Canma Tpeba mposepu

5
Y
T KOJMKO C€ aHyaupa ¥ y ————.
w3 —y)

v W
Pa—ygP  0-D7

x

Hapasuo, oBo je cama smako

IIpEemaxroBaTU

Onasne BummMoO ma je pen ¥ y oBoMm m3pasy 5, jep ce 1 —2 me pauyna y
pen. akmne, oBa Tauka je paMU(PUKOBAHA U TO UHIEKCA PaMU(UKAI]je

5.

Cana, Ha IpUMep, MOKEMO TPOBEpUTH (GOPMYIY 3a Tauky 0 1 00.
¢71(0) ={0,1} m e4(0) + e4(1) =3+ 2 =5 = deg ¢;
¢ 1 (00) = 00 m ey(00) =5 = deg ¢.

IIpumep 9. ITocmarpajmo crapy kpuBy C : y?> = f(x), rme je f €
K[z] monuHOM KOju HeMa BUIIECTPYKE KOPEHEe. Y OUMMO MPECIUKABAE
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(maro y adurom obauky) ¢ : C — Al medunucano ca ¢ : (z,y) — x.

[Ipunpyskeno npecaukasame je ¢* : K(A!') = K(z) — K(C) uuja
cy cauka cse ¢ynkrimmje no x y nomy K(C). Te dyHrmmje HECY 1eio
K(C), jep ¢dyurmmja y, Tj. HeHA IPOjEKIHja, He MOKE Ja Ce U3Pa3u IO
x (momro 6u Tama monumHOM f OMO KBaApPAT, & TO CMO HPETIOCTABUIN
nIa HUje), MoK ce GyHKmuja y> m3pazaba MO T, TAKO CMO Ae(QUHUCAIA
jemnaunHy. 3aTO Cy KOHCTaHTHa | ¢yHKNUja u y ¢yHKIUja 6aza 3a
K(C)(=romuunuuro nome K[z,y]/ (y?> — f(x))) man ¢*K(z), onakue je
OBO palnmmpemke CTeleHa 2, Ia je CAMUM TUM U MPECIUKABAIE ¢ CTEIICHA
2.

Cana hemo TectupaTtu Be3dy u3 nperxonHor tBpbhema. Iluckyrto-
BaheMmo cayuajeBe ma au je o HyJia TOJWMHOMA [ WM HUje WUIU je
OeCKOHAYHO.

Heka je 3a mouerak f(«a) # 0. Tana je

¢~ = {Pas = (0, Vf(@)), Pae = (o, =/ f(a))}

CKyHn on nBe pa3nuuure taudke. llomTo je degop = 2, dopmyna mHam
onMax maje ma je ¢ HepamupumroBaHo y taukama P, u P, . Ospo
MOYKEMO IPOBEPUTHU UM IIO0 Ne(pUHUNMjU, TOBOJHLHO je 3a JeIHY On HUX.
es(Pay) = ordp,, (¢"(z — @), jep je x — a € K(z) = K(A') paBHOM-
epuusarop 3a a = ¢(FP,y). Cana, no meduHUNUjU, KEIUMO Oa OAPE-
“MO Topemak Hyse KojuM P,, amymupa ¢*(r — «): ¢"(z — a)(Pa.y) =
(x —a)o ¢(Pay) = (r — a)(a). Y mpeTxomHOM mpuMepy CMO ITOKA3aJIu
[a je y OBOM CJIy4ajy T —« U paBHOMEPHU3ATOp Tauke P, Ha KPUBO]
C, omakie je oBaj MHIEKC 3auUCTa jemHak 1.

Heka je f(a) = 0. Tana je ¢! = {P, = (a,0)}. ITomTo oBakBe Bpe-
HOCTHU MMajy CaMoO jenHy WHBEP3HY Tadky Ha kpuBoj C', dopMmynaa Ham
naje ma je ¢ pammpuroBaHa y Tauxkama [, jep mobujamo ey(P,) = 2.
N y oBo ce moskeMo yBeputu e4(F,) = ordp, (¢*(x — «)), omakie omer
TpaxkuMo pen myie P, — ¢*(r —«a)(P,) = (x —a)(a) = 2, jep oBo 3HaAMO
u3 npumepa 6poj 3.

Ocraje jom OGeckOHAUHM CiydYaj, jep WMAKO 3amucyjemMo aduHO Ia

Oou O6uno jemHocraBHUje, HE Tpeba ma 3abopaBUMO Ha KUBUMO Yy TIPO-
b
jektuBHOM mpoctopy. Octaje HaM jom jemHa OeCKOHAUYHA TadKa OO.
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Kao 1 y mperxomHoM mpuMepy, UMaMo OBa Ciydaja, Y 3aBUCHOCTU OJ
MapHOCTU CTEIMeHa MOoJuMHOMA f.

Axko je deg(f) =29+ 2, 3a g € Ny, rana umamo ase GECKOHAYHOCTU
Ha KpuBoj ', 00y u 00_; 1 006e ce camkajy y oo. Kao y mpBom ciyuajy,
3aKJLYyUyjeMo [a Cy OHe HepaMU(PUKOBAHE, a HOBOJLHO je Ia Ce YBEPUMO
[1a TO BasKM 33 jeHY O IbUX, IMITO MOKEMO OP30 [a YUMHUMO: €4(00s) =
ordoos(qﬁ*%), jep je % PABHOMEPHM3ATOD 32 OECKOHAUHY TAUKY, & IIOIITO
je TO yjemHo m paBHOMEPHU3ATOP 3a 00, Ha kKpuBoj (', oHma je 00, —
¢*1(00s) = 1(00) myma pena 1.

Axko je deg(f) = 29+ 1, 3a g € Ny, Taga umamo jenny OeckoHau-
HocT Ha KpuBoj C, KOjy CMO MCTO O3HAUMUJIM Ca OO U OHA MOpa OuTu
paMupUKOBaHa, jep Baku €,00 = 2. [lupexkTHO ce yBepaBaMO y OBO,
mmajyhu Ha ymy ords (%) = 2 ma kpusoj C'y oBoM cayxajy: eg(co) =
ordeg (¢*2); 00 = ¢*1(00) = 1(00) - a oBO je Hyma pena aBa, mocMaTpa-
jvhm oo € C'. Y oBOM mpuMepy mMaMoO 3JI0yNOTPeOy HOTAIMje, TOIITO
ce IBe pa3uyuTe CTBApU O3HAYABA]y UCTO, aju TO He Ou Tpebasio ma
Ooyme 30ymyjyhe, uak u mcra o3Haka Tpeba ma moap:ku Taj ocehaj ma
MMaMO CaMoO jeHy OECKOHAYHOCT y OBOM CJIydYajy.

ITpumep 10. Heka je rnarka xkpusa C C P? 3anata jemmaunnom F = 0,
rae je F' = F(x,y,z) € K|x,y, z] xomoren nosunom crenena d. IIper-
nocrasumo na [0,0,1] ¢ C, 1j. ma momurom F canp:xm umam 2%

OBo MOskeMO mOCTUNU HO3BOJLEHOM IPOMEHOM KOODAMHATA - AKO HE
nocToju Heku on %, y?, oHZA 3aMEHHMO Ty KOOPAMHATY Ca 2, a MHaUe
MOKEMO TPUMEHUTU JUHEAPHY MPOMEHY KoopauHara y — y + £z, npu
uemy je £ € K, TakBo ma £ = —1, mWTO IOCTOjU jep HPEIOCTABJILAMO
na je K anrebapckm 3arBopeno. Tanma moxxemMo mobpo nedmHUCATI
npecaukasame ¢ : C — P ca ¢lx,vy, 2] = [r,y]. OBo npecnukasame je

crenena d. To mpoBepaBaMoO Ha CJIMYAH HAYMH Kao 1 OO cama. Bumumo

na je ¢*K(PY) = {ggizg}, rae cy P u () XOMOTreHU HOJIUMHOMU IO T U
d

y ucror crenena. Ilomemumo jemmauuny F(z,y,z) = 0 ca x%, onakae
onpebyjemo monuuom cremena d ca xoepunmjertuma y ¢*K(P') xoju
MOHUINTABA .

Cauuno, ka0 u y npumepy O0poj 6 mobujamo ma je Taj MOJTUHOM

necsoquus Han ¢* K (P!), onakne mobujamo ma je

0 K@) 6" K(PY)] = d,
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a TOmTO je Z reHepaTop Koju HaM ¢aim na mobujemo K(C) us ¢*K(P),
omarae je [K(C) : ¢*K(P')] = d, mTo je u Tpebaso na mokamemo. Y
OBOM IIPUMEPY j€ TEIIKO M3PpaduyHaTU UHAEKCE paMU(PUKAILje.

2.2 KOHKpeTHO 0 XMHIepeJUNTUUYKAM KpUBaMa

IIpenopyuena mureparypa: OBaj Tekct ce y HajBelio] Mepu moORJIamIa
ca TexcToM y [H3].

3a mpoydaBame XUIEPEJUNTUYKUX KPUBUX je 3TONHMUja MAaJOo W3-
MeleHa IPOjeKTUBHA paBaH, Y KOjoj KoopauHare Hehe OUTU CKPO3 XO-

Morene, a To je 30or Tora mTo he oBe kKpuBe OuTu Beher poma on
1.

Heomaumuja 8. Heka je g € Ny. Omencumwena npojexkmusna pasar
P2 = IP’%LgHJ) je ckym Tadaka m3 K° mocedeH mO pejalyjy €KBUBAJICH-
muje ~, rae je penanuja ~ nepunucana ca (r,y,z) ~ (z',y,2') ako n
caMo ako mocToju HeKo A € K* takso ma je (2/,y,2") = Az, Ny, \z2).
[Tumewmo [x,y, 2] 3a Tauke (KIace eKBUBAJIEHIMj€) OTEKUIEHE MPOjeK-
tusre papau. Ckyn K-panmonannux tauaka P? ce ozmauasa ca P?(K).

Koopournamnu npcmen nan K je npcren Klx,y,z], anu takas na je
HeonpebhenuMm = u z momemena texuna (crenen) 1, mok je meompebhenoj
y momesbeHa tesknHa (cremed) g+ 1. IomuuoMm F € Klx,y, z] je xomozen
cTeneHa d aKO CBU H€TOBU UJAHOBU CTeNeHa d Yy OBOM HOBOM CMUCIY,
Tj. KO Cce IIOJTMHOM CACTOjU O KOHAYHOT 36upa MOHOMA cx'ly’2z%, mpnu
uemy 11+ (g + 1)22 + ig =d.

[Ipumerumo na ce 3a g = 0 mobuje oOWYHA TMPOjEeKTUBHA pABAH U
a CYy XOMOT€HU IIOJIMHOMU IO OBOj Ne(pUHUNNjU yoOUdajeHr XOMOT€HU
nonuHoMu. Takobe, ouekyjeMoO jomr Heke CJIMYHE OCOOWHE KOje mMa
npojekTuBHa paBaH. Ha mpumep, Tauke Kom Kojux je z # (0 MOkeMO
cMmaTpaTu Taukama adune pasau A?(K) u To Tako mTO cy OUjeKTUBHA
npecIukaBama gaTa ca: [z,y,z] — (%, %), ommocuo (z,y) — [,y 2].

Ha canuan maumn ce MOsKe ycmocTaBuTy Oujexnuja naMelhy Tauvaka
P%(K) 3a xoje je z # 0 u A*(K). Osa mBa moackyna P?*(K) ce masusajy
cmandapony adunu deaoeu P*(K). MebyTum, oHU He HOKpHBajy Ie€O
P%(K)! Aumu, nokpuhe ckopo cBe Tauke, 3aIpaBo, CaMO jeJHA TAUKa
[0,1,0] ocraje menokpusena, mehyrum oBa Tauka ce nehe manaszuru Ha
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XUTMEPEJTUNTUYKAM KPUBaMa KOje IMOCMAaTpaMo, TaAKO Aa TO He Tpeba ma
Hac 6pune. Cana hemo nedpuHMCATU XUIEPETUNTUYKE KPUBE.

Hednuaunmja 9. Heka je g € N\{1}. Xunepeaunmuura xpusa poda g
HaI nosbeM K Koje HHuje KapaKTEePUCTUKE 2 je MOABAPUjeTeT Pg 3a4aT
jemnmauunoM obauka y? = F(x,2), rne je F € K[, z] GeckBanpaTau
XOMOT€H TOJUHOM (y HOPMAJHOM CMUCIy) cremeHa 2¢g + 2. Ako je C
KpUBa, Tala je CKyI HBeHuX K -payuonasnur mavaxa

C(K) = {[z0, 90, 20] € PL(K) | g5 = F (w0, 20)}-

Ranma je K = Q, 3a Q-panuonajiHe Tauyke KayKEMO CAMO PAYUOHAAHE
mavke.

Buaumo na je monmHOM KOju medpuHUIIe XunepeaunTudky kpusy C':
y>*—F(z,2) XOMOTeH y OBOM HOBOM CMUCIy, T€ [la Cy 10Opo JeduHUCAHE
meHe tauke: AKO ¢y [To, Yo, 20| 1 [T1,Y1,21] pasauuuTu mpecTaBHUNU
ucre Tauke y P2, Tama je [r1,y1,21] = [Azo, A yo, A2o] 3a mero A € K,
omakie je

yi — F(xy,21) = )\2g+2(y8 — F(20, 20)),

ma je
y% — F(r1,2) =0 — yg — F(z0,20) = 0.

V3 nperxogHOr morJas/ba BAAUMO M 3alITO j€ ONpaBIaHO OBY KPUBY
Ha3uBaTyu KpuBoM pona ¢g. Omvax mpumehyjemo ma mpo6Gaemaruuna
rauka [0,1,0] 3amcra #e mpumana xunepeaunnrudkoj kpusoj C. 3ato
MOYKEMO TOAEJIUTA KPUBY Ha IABA apuHA Hea.

Hepwmaunuja 10. [Ipecenu kpuse C' ca aprHUNM HeI0OBUMA }P)?] ce Ha3U-
Bajy cmandaponu adunu denoeu xpuse C.

A¢unru menoBu kpuBe C' cy aduHe paBHE KpUBE, 3a1aTe jeIHAUU-
mama y*> = F(x,1) u y*> = F(1,2). Osmaunmo f(z) = F(z,1). Ha name
hemo kopucTuTn jemaoctasHy o3Haky y°> = f(x) 3a kpusy C, a mako
je oBo a¢dumHa jemHaumHa, HeheMo 3abopaBUTH na IOCMaTPaMO KPUBY
C' rao npojexkrusny kpuny. [lomunom F(z,z) je 6eckBanparaH, npeMa
ToMe, He [eu Ta 22, oJakjie Mopa OuUTH fa je 6ap jemaH on Koehuu-
jemara y3 22912 u 229tz pazmumuuT on HyJe, OMaKIe 3aKbYdyjeMo Ia je
deg f = 2g+2 unu deg f = 29+ 1. Bunumo na u nomazehwu on monumaOMA
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f(x) moxkeMo perkoncTpyucartu nonuaoMm F(x,z), monaBameM cTemneHa z
TAKO Oa HOOMjeMO XOMOTEH MOJUHOM CTeleHa 2¢g + 2.

Heka je F(x,2) = fog22?9™? + fogp122 2 4+ .+ fraz®0h + fiz20+2
MOJUHOM KOjuM AeduHumemo xunepenuntuuky kpusy C : y* = F(z,z2).
Tanma Tauke [xg, Yo, 20] € C(K) 3a roje je zp # 0 Mory ma ce mpecrase
y 0bnury [z1,y1,1], npu uemy omma Bazku y? = f(r;). Onasne BumMO
na cBe oBakBe Tauke Ha KpuBoj C' omroBapajy Hekoj K-panumoHaJHO]
Tauyku Ha KpuBoj y? = f(r) Koja MpemcTaBba KPUBY y CTAHAADIHOM
a(UHOM OeJly OTeXUI-€He IIPOjeKTUBHE PaBHU. 3aTo NheMo 3a OBaKBY
Tauky nucaTtu camo (xy, ).

Nako mpeocrase Tauke MOKEMO MJOOUTU MPETACKOM Y APYTU CTAH-
napaau aduau neo (rzme je xg # 0), umak oBe Tauke, 3a Koje je 2o = 0
1 MOKeMO ma m3abepeMo MPOM3BOJLHO T, rae Oupamo ri; = 1, Ha3uBa-
MO maukama y beckonaunocmu kpuge C'. OBUM MOCTIYKOM, jeTHAUNHA
ce cBOIM Ha Y° = fag+2, THe HacTaje HEKOJIUKO ciaydajeBa. Hajmaxmmn
ciydaj je xama je fagro = 0 m cama mopa Outm y = 0, omakie 3a-
KJbYyYyjeEMO Ia aKO Cce jelHAUYnHa y a@WHOM AeJy CBOOU HA jeTHAUYUHY
HEMAPHOT CTeleHa, KPUBA MMa TAYHO jeqHYy TauKy Yy OECKOHAUHOCTU -
[1,0,0]. Axo je fag42 # 0, Tj. aro ce aduHa jenHAUMHA CBONU HA jel-
HAUYMHY MapHOT CTeleHa, UMaMo nBa moaciydaja. [IpBu cayuaj je ma
je fog+2 EBaOpaT y mosy K m Tamza mMaMo ABE Tadyke y OECKOHAYHOCTHU
- [1,+£s,0], roe je s € K tagBo ma (£5)? = foy12. OBe Taure o3HAUABAMO
ca 004s. AKO fou40 HEje KBazpaT y mosy K, OHZA y OBOM Ciydajy He
IIOCTOje Tauke y OECKOHAUYHOCTHU, aJii he MOCTOjaTH HaJ PallipemeM

noma K cremena 2 - K(y/fag+2)-

ITpumep 11. Adune jennaunte XUNEPETUITUUKAX KPUBUX ce Beh Bume
n3 pepunnnuje. OBae HABOAUMO HEKe MPUMEPE, & Y CBUM IPUMEPUMA
je K =Q:

1) C:y* =2°+ 1. Y oBom ciayuajy je g = 2, IPOjeKTUBHU OOJIUEK
jemmaumme je y? = 2°z + 2% m oBa KpmBa MMa caMo jemHY OGECKOHAUHY
raurky oo = [1,0,0]. Jlako ce youaBajy joum Tpu paunroHaJHE apuHe
rauke (0,1), (0,—1) u (—1,0). Y crBapu, Basxku

O(Q) = {(07 1)v (0’ _1)7 <_170)a OO}

Racuuje y pany hemo mokaszatu OBy UWUHEHUILY.
2) C:y*=x(x—1)(x—2)(x—5)(x—6). ¥ namem Tercry hemo nokazaru
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na oBa jemHaumHa uMa TadvyHo 10 panuoHAIHUX pelemna.

3) C:y?=x(x—3)(z—4)(x—6)(x—7). ¥ mamem Texcry hemo morazaru
a OBa jeqHAUYMHA UMa TAYHO 6 paIMOHAJJHUX pPelena.

4) C: y* = 25+ 825 +2221 + 2203+ 522+ 62+ 1. EBo u jenne kpube mapHOT
apuHor creneHa. OHa MMa ABe pallMOHAJIHE Tauyke y OECKOHAYHOCTH,
jep je Bomehm roepunujent 1 kBangpar y Q. U oBy jemmaumny hewmo
pemmnTy KacHUje y pamiy.

¥YBOAMMO joIn nBa OUTHA MPECINKABakha XUMEPEIUNTUIUKIX KPUBUX,
U HABOOUMO Ca MOKA30M [ABe BaskHe Teopeme. Bumehemo na moraswu,
MAaKO Pa3auuuTUX TBphHema, KOPUcTe CiInJHE UIeje.

Hedwmuunuja 11. Xunepeaunmuuka uneoayyuja L =  kpuse C' je mpec-
JIUKABam-e KOje Tauke KPUBe [Xo, Yo, 20] € C mpecaukasa y [xg, —Yo, 20]-

Bumumo ma je ¢« : €' — (' HerpuBHjajaH ayToMOp@uU3aM KpPUBE
C. PukcHe Tauyke OBOI MPECAUKABAIKA Cy TAaYKe KOI KOjux je yg = 0,
Tj. Tauke obaura [zg,0,2], Ipu yemy cy Tama [vg,z] € P! xopenn
xoMmoreHor noiuaoMa F(x, z). OBakBe Tauke HAC MOTHBUILY Ia ITOCMA-
TPaMO M APYTO INPECINKABAIE.

Hedbuaumuja 12. Xunepeaunmuyuko KoAUYHUNKO NPECAUKABATHE T = T
C — P! je npecinukaBame Koje Tauke KpuBe [To, Yo, 20| € C npeciukasa
) Y

y [z, 20]-

[Ipecaukasame 7 : C — P! je nobpo mepunncano, jep mpobieM-
atuuna tauka [0,1,0] me mpunana kpusoj C'. OBo mpeciukraBame je
CKOPO CcByza ,2-Ha-1", cem y Taykama KoOje Cy HyJIe XOMOTEHOT IMOJU-
HoMa, F'(x,z). To cy ¢urcHe Tauke mpecivKaBama ( U HA3UBAJy Ce
mavke pamudurayuje npeciukasana .

Teopema 6. Heka je C : y? = F(r,2) xunepeJuntudka KpuBa HaJ MOJ-
jem K u meka je P = [xg, Yo, 20] € C(K) Tauka na m0j. Tana je moraaau
npcreH O¢ p je IPCTEH MTUCKPETHE BaJIylHje Uuje je IoJbe pa3IoMaka

K(C).
Iloka3. IIpe camor mora3a, HABOAWMMO jemaH MO3HAT MPUMEp MPCTEHA

IUCKPETHE BaJlyallije, TO je IPCTEH (OPMaJIHUX CTEICHUX PenoBa Hal
6uio xkojuMm mosseM K, koju ce ozHauaBa ca K|[t]]. HberoBu ememenTtn
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+o00o
Ccy (OpMaJIHU CTENEeHU PenoBU Zant", rue cy koedpunujenTtu a, € K.

n=0
Peu ¢opmanam oBme o3HauaBa ma cabupamMo W MHOKUMO pPeENOBE HA

yobuuajenu HaYwWH, O0e3 Bohema pauyHa O KOHBEepreHnuju. PyTuHcku
ce mposepasa na je K[[t]] npcren muckperHe Basyanuje ako yBemeMO
BaJIyalujy v Ha caemehwm HauwmH

+oo
v Zant” = min{n >0 | a,, # 0}.

n=0

[Ipy TOj mpoBepy KOPUCTUMO UMH€HUIY Oa& j€ CTEIEeHW Pel WHBEPT-
nOUIaH aKO U CaMO aKO My je KOHCTaHTaH uiaH ag 7# 0 (y ToM cayuajy
MOKEMO JIaKO YOUUTHM Ja CYy KOe(pUIUjeHTU H-€IOBOI MHBEP3HOI CTe-
IIEHOT' pena KOJMYHUK IOJWHOMA IO KOe(UIMjeHTMMa CTEeIeHOT pena
ca agp, ITO OCTaje y WOy, a ako je ay = 0 He IOCTOju MHBEP3HU CTe-
nenu pen). Cana kpehemo ca mokaszom teopeme.

Moskemo ma mpermocTaBuMo zg = 1, Tj. na je rauka P = (x¢,yo) oeo
crapnapaHe aduHe paBHU (ciayuaj ro = 1 HOKa3yjeMO HA MOTILYHO UCTU
HauuH) 1 nocMarpamo C' kao aduuy kpuBy. Pasnukyjemo nsa ciaydaja.

Heka je mpso 1y, # 0. Komcrpyucahemo K-muHeapHU XOMOMOD-
¢uzam npcrena o : K[C] — K[[t]]. Kako je K[C] = K[z,y]/ (y* — f(2)),
MOBOJLHO j€ MPECIUKATU T U Y, CAMO MOPaMO Ia BOAMMO padyHa Ia
tana 6ymne f(a(z)) = a(y)?. Hocnahiemo x y 2o+t 1 y y cTenmenu pen
ca KOHCTAHTHUM YJIAaHOM ¥y Tako na ucmynumo ycuaos f(a(z)) = a(y)?.
EBo 3amTo TO MOxkeMO ma ypamumo. Tpeba mposeputu ma au je
flxo+1t) = (yo + art + ast? + ...)%, 3a Heke ay, as, ... exemenTe noma K.
[TonmuaOM je OeckoHAYHO TJIaTKA (YHKOMja, ITa MOKEMO Ia Pa3BUjeMO
f(zo +t) y Tejmopos pen (rkoju he y oBoMm ciayuajy 6GUTH U KOHAUAH,
anu To Huje BaskHOo). Tana

f’l(l‘g)t

5 Fo =y bttt =

fxo +1t) = f(xo) + f'(xo)t +

= (yo —|— alt —|— ath + )2

3a Heke by, by, ... exemenrte moJsa K, HOK TpasKUMO ai, Gz, ... Ramga
pacnumemMo kKoegpunujenre y3 t" mobujamo yciaoB 2ypd, = ..., TJO€ je Ha
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IECHO] CTpaHW m3pa3 Ol MO3HATUX OpojeBa um momTo je yy # 0, pe-
noMm onpebyjemo 6pojese a,. llakae, koHcTpyucaau cmo K-nuHeapHU
xomomopdusam npcrena Klz,y| y K|[t]], vy uujem jesrpy je mommurOM
y* — f(z). 3aro, oBaj XoMOMOp(U3aAM MHIYKYyje TPa:KeHU XOMOMOP-

pusan o : K[C] = Kz, y] (y* = f(z)) — K[[]].

Heka je ¢ € K[C] npousBomHua ¢pyukimmja. [lo medpmuaunmju K[C| ce
MoOke mpencraButu y obunury ¢ = fi(z) + fo(x)y, voe fi, fo € K[z] (jep
jey? = f(z) ma C). Cama je ¢(P) = fi(zo)+ f2(z0)yo. Ca mpyre cTpame,

a(¢) = a(fi(z) + fa(z)y) = a(fi(z)) + a(f2(x))a(y) =

= fila(z)) + fola(z))a(y) =
= fi(zo+t)+fa(zo+t)(yotas(t)) = fi(xo)+ai(t)+(fa(zo)+az(t))(yotas(t)) =
= fi(zo) + fa(zo)yo + a(t) = ¢(P) + a(t),

rae cy a(t), ai(t), as(t), as(t) Hexku cremenu penoBu no t y K roju He-
Majy KoHcTaHTaH wiad. OmaBne 3ak/bydyjeMoO na je KOHCTAHTAH YJIaH
crenenor pena «(¢) yupaso ¢(P). Kako 3mamo ma je cremenu pen
VHBEPTUOMIIAH aKO M CAMO AKO MY je KOHCTAHTAH WiaH PAa3JIMYUT OJ
HyJe, TO Cy ciauke o(¢) mHBepTUOUIHE 3a CBe ¢ TakBe na je ¢(P) # 0,
OJAKJIe MOKEMO na mpomupuMo xomomopduszam « : K[C| — K{[t]] na
a: Ocp — K|[t]]. 3uamo na je K|[[t]] npcTer nuckperHe Balxyamnuje, ca
BaJIyallrjoM v, OOK TO Tpeba ma moka:keMo 3a npcred O¢ p U IPUPOIHO
je me¢muucaru Banyanujy Ha Ocp ca vp = vo . Ila bucmo mokasa-
mu na je O¢ p OIPCTEH OUCKPETHe Bajyamuje, Tpeda ma JOKaKEeMO TPHU
cTBapu:

1) vp je Bamyanuja:

a) vp(¢) =00 <= voa(p) =0 <= «a(¢) =0 <= ¢ =0, jep je a
,1-17 mo roucTpykruuju. OBae cBaka HyJa WMa 3HAUYEH€ HYJE Y CBOM
IPOCTOPY, IPBa HyJa je 3aucTa HyJa, APYyra je HyJa CTENeHU PeH, a
tpehe je myna ¢ynrmuja y Oc p.

6) UP(¢1¢2) = UO@(¢1¢2) = U(Oé(¢1)04(¢2) = v(a(cﬁﬁ)v(a(@)) = UP(¢1)UP(¢2)§
B) vp(d1+¢2) = voa(dr1+¢2) = v(a(d1)+a(¢z)) = min{v(a(er)), v(a(de))} =
min{vp(é1),vp(¢2)}

2) Ako je 3a mero ¢ € Ocp v(¢) =0, Tana je ¢~ € Oc p.
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OBo cuemu ommax, jep v(¢) = 0 3HAUM Oa je KOHCTAHTAH YJIAH CTe-
neHor pena a(¢) pa3auuur ox Hyse, a To je yupaso ¢(P) # 0, omakie
¢_1 € Oap.

3) N nean {¢ c OQP | U(QZ5) > 0} = {¢ S OC:P | gb(P) = O} = mp je
rJaBHU, Tj. TeHepucaH jemnuum esementoM. Jlokaszahemo na je mp
TeHEePUCAH Ca T — Tg.

[TorpebHO U KOBOLHO je ma JokaxkeMo na 3a h € K|z, y| koje riemamo
no monyay y*>— f(z) 3a koje je h(P) = 0 Basku na h € (r—1x0)-Oc,p. Kakro
MOKeMO cBe creneHe y Belie on mBa ga cMamuMo kopucrtehu monuHOM
no x, mpermocraBibaMo na je h(z,y) = hi(z) + he(x)y, rme cy hy, hy €
K[z]. Themy mpuapysumo mommuoMm h(z,y) = hi(z) — he(2)y. Axo je
h(P) = 0 Takobe, Tama mmamo mBe jemmaxoctm: hi(zg) + ha(zo)yo =
0 u hi(xg) — ho(zo)yo = 0. Tlomro je yo # 0, omaBme cuemu na je
hi(xg) = ha(zg) = 0, omaocHO ma = — xo | hi(z) m & — xy | he(z), a
omaBme M T — Xy | h, mro u keaumo ma mokazkemo. Ha masme mper-
nocrasmamo h(P) # 0. IlomuoxmMo mu h u h mobujamo moamHOM
h3(z) — hi(z)y* = hi(z) — hi(z)f(x). Ybamumo z = zp u y = yp y OBaj
u3pa3 u qodbujamo

0 = (ha (o) + ha(xo)yo) (7 (wo) — ha(xe)yo)) = hi(zo) — hi(wo) f(x0).

Oso 3naun n1a je rg wHysa nonunoma (mo x!) hi(x)—hi(z)f(z), omakae
T — To OeJU Taj TOJUHOM. 3AMUNIAMO jeTHAKOCT

(z = z0)P(x) = hi(z) — hy(x) f(z) =

= (h1(z) + ho(z)y) (hi(x) — hao(z)y) = h(z,y)h(z,y).

J— _71 .
[Tomtro h(P) # 0, omatne h € O¢ p, Ta jeqHAKOCT M3HAI MOKEMO

IOMOXUTH ca h , OfJaKjIe Io6mjamo
—1
h(z,y) = (x — 2z0) P(x)h (z,y),

npu Jemy je P(x)ﬁ_l(x,y) € O¢ p, omakie no0OnjaMo OHO HITO je Tpeba-

J0 mokaszaTu. Kako yciioB ¢ € mp 3HAUM 1A Ce ¢ MOKE 3alucCaTyd Kao
KOJIMYHUK TIOJIMHOMA %, npu yemy h(P) =0 u g(P) # 0, 3armyuyje-

MO na ¢ € (v — xg) - O¢ p, WTO 3aBpIIABA TOKA3.
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Ocraje jom cayuaj yo = 0. Omer Tpasknmo K-auHEaApHU XOMOMOP-
¢uzam upcrena K[C] — K][[t]], anmu hemo ra canma mamno npyrauumje
KOHCTpyucaTu. sRKeJauMo ma T ome y CTEeNeHW pen ca CaMO MapHUM
YJAaHOBUMA UM KOHCTAHTHUM UJIAHOM o, a ma y momaJsemo y t. Ome
Tpeba ma mpoBepuMo Aa Ju he 6uty ucnymeno t2 = f(xg+ ast? + agtt +
...), 3a HEKe ag, a4, ... exemenrte mossa K. Tejmoposa popmyia HaM
naje f(xg+a) = f(xg)a+ ..., jep f(xo) =0 u momro f HeMa HBOCTPYKE
nyine, f'(xg) # 0. [Ipumenom Ha a = ast® + ast* + ... nobujamo

"

t? = f'(zo)(agt?® + agt* +...) + @(@t? +agtt + )2+ )2
onakse hiemo npu nocmarpamy t2n nobutu jennauuny obauka f(zg)ag, =
..., TMIe je ca mecHe cTpaHe m3pa3 Mo mo3HaTuM OpojeBumMa. OBUM IOCT-
IIYKOM HAaJIa3UMO CBE (g, U 3aBPIIaBaMO KOHCTPYKIN]Y XOMOMOP(U3MA
a: Klz,y] — K][[t]], a onna aHasorso kao y IpBOM CIydYajy IPOMIMIPY-
jemo Ha a: Ocp — KJ[[t]].

[Ipu Tome, jemuHO MWTO Ce pa3juMKYyje je IpoBepa Ma je KOHCTAaHTaH
wiaH cauke @) oner ¢(P), 3a ¢ € K[C] u To ce mpoBepasa Ha ciaenehn
HaunH. Heka je ¢ = fi(z) + fo(2)y, 3a wvere fi, fo € Klz]. Canma je
&(P) = fi(xg). Ca mpyre crpase je a(y) =t, na

(@) = a(fi(z) + for)y) =
= fila(z)) + fola(@))t = fi(zo +a(t)) + b(t) = fi(xo) + c(t),

rae cy a(t), b(t) u c(t) crenenu pemosu mo t y K koju HeMajy KOH-
CTAHTAH YJaH, IPU YeMy Huje Hu O6uiao norpebe ma pauyHamo fo(a(zx))
jep ce To omMax MHO:XKU ca t. Banyamujy nepuHHMIIEMO HA MCTU HAYWH
Ka0 y IPEeTXOTHOM CJIy4Yajy Up = U O (* ¥ MCTO Ce IpPOBeEpaBa CBe M3
IPETXOMHOI CIydYaja CeM TOTa Ma je Mp IVIaBHU UIeall.

Iokaszahemo ma je mp remepucan ca y. Ouer je MOBOJLHO TOKA3aTH
na ako 3a noaunoMm h € Klx,y], no momyny y* — f(x) Bamu h(P) = 0,
na rana y ,ueau’ h. Ilomusom f(x) je memus ca x — xg, jep je xo
merosa Hyua, omakie f(x) = (r — xo)fi(x), 3a vero f; € Klz|. Kama to
3aMEHMMO Yy jelHauuHy Kpube mobujamo y? = (v — zq)f1(zo).

[Tomro je f GeckBamparan mosuHOM, TO je fi(xg) # 0, a camum
Tum u fi(P) # 0, omakmne f;' € Ocp. Hawme, © — 9 = y - p(,y),
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3a Hero p(z,y) € Oc¢p. Ha name, pymrnmjy h Moxemo 3amucaTtu y
obmury h(z,y) = hi(z) + he(z)y, 3a meke hy,hy € K[z]. Ycnos ma je
h(P) = h(xg,0) = 0 je exkBuBamenrtan ca hi(zg) = 0, a oBO 3HAUM 1A
je h(x) memuso ca x — xo. ITomro 3HAMO na je z — xy ,,aemuBO” ca v,
3aBpIIaBaMO TOKAa3

W, y) = ha(z) + ha(2)y = (2 = z0)ha(w) + ha(x)y = y(p(2, y)hs(x) + ha(2)),

jep je p(z,y)hs(x) + hao(x) € Oc p. OBuM Cy MCIUTAHN CBU CIydYajeBU U
IpOBepeHe CBe MOryhHOCTH, Te je 0BO Kpaj mesor noka3a ma je Ocp
IPCTEH OUCKPETHE BaJyalluje.

Ocraje jom ma moka:xkeMo na je KOAWUHMUYKO Hosbe O¢ p Ham meiro
K(C). Jacuo je ma je cangpskano y memy. Ca npyre crpase, IOLITO
3a rereparope K (C) Baxknu z,y € Ocp (3a ciyuaj zp = 1, aHAIOIHO ce
pamu 3a xo = 1), nobujamo u OOPHYTY MHKIIY3U]y.

KomenrTap: /3 nmokasza Teopeme ce BuUOM pe3yarar mpumepa 0poj 3,
Ka0 U TO KOJUKO je MOTPEeOHO YIOKUTU TPyda y OBaj mAoka3. ¥y O3HaKa-
Ma u3 npumepa, ako je P = (a, ), raga 3a § # 0, paBHOMepHU3ATOD 34
P je x—a, mok 3a f = 0 y3umamo y. Y aduHUM O3HAKAMA, I'Ie KOPUCTU-
MO KOOpJIUWHATHE QYHKINje T U Y, PABHOMEDPHN3ATOP ODECKOHAUHE TauyKe
je 1, kama je y mmramy jenmaumHa TapHOT CTEIEHA, NOK 33 HEHapaH

)

. . g
CTEIleH jeHAUYMHE MOKEMO Y3eTU (PyHKIU]Y % niu #

3a kpaj oBor mema, HaBoauMo TBpheme kKoje hemo kopuctutm y
caenehem mornaBmy, ajau ga OM OHO MOCTAJIO TAYHO, MOPAMO OTUNU Yy
magio Behe mome. Yumecto K pamnhemo y K, anre6apckoM 3aTBOPEmY
noJsma K.

Teopema 7. Hera je C : y> = f(r) 3amara aQuUHOM jeqHAUUHOM U
¢ € K(C)*. Tana ¢ uma jennak 6poj HyJa U MOJOBA, PAYyHATUX Ca
oarosapajyhom Bumectpykomhy.

JIlokaz. 3a moderak, moacetumo ce aa je K(C) KOIMIHWYKO TOsme
npcrena K[z,y]/ (y? — f(z)), omakne ce craka ¢pyusnumja ¢ € K (C) moxe
sammcaTy kao ¢ = hy(x) + ho(z)y, 3a mere hy, hy € K(z). 3a ¢ymrymujy
¢, ozHaunMo ca Ny 6poj meHux Hyna u ca P, 6poj BeHNX I0JIOBa, CBe
ca Bumectpykomhy. Tpeba ma mokaxemo na je Ny — Py = 0.
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dyurnujn ¢, npuapyxyjemMo u ase ¢yuknuje. IIpBa ¢ymrmumja je
¢ = ¢ o, Toe je ¢ apuHA XUMEPETUNTUYKA UHBOJYIMja, KOja CIUKA
(z,y) v (r,—y). Canma je mo roHCTpyKumju jacHO ma je Nyy = N,
u P-y = P;. Ilpyra ¢ysrmuja kojy youdaBamo je ® = ¢ - *¢. Ilo
pepununmju, pysrnuje ® je No = 2N, u Py = 2P, onakne je No — Pp =
0 ako u camo ako je Ny — P, = 0, ma je 10BOJHO NOKa3aTu TBpDeme 3a
¢yurnujy P.

Kako je ¢ = hy(z) + he(z)y, 3akmyuyjemo na je t*¢ = hy(x) — ho(x)y,
OJakJe je

® = hi(2)* = ho(2)’y* = hi(2)® — ha(2)* f(2) € K(x).

Haxne, ¢ je dpyHKIMja caMo O T 1 KaJa TPaKUMO HYJIE U IIOJOBE, TPe-
Oa ma je BpaTuUMO y IPOjEeKTUBHU OOJIUK, & TO NeMo ypaauTu Tako IITO
hemo nmpeo ¢ HanucaTy kA0 KOIUYHUK ABA MOJUHOMA IO T, & OHAA XO-
MOTEHU30BATHU U3pa3e ca HeoapeheHoM z U TO TaKO na nobujeMo ma cy
006a XOMOTreHa MOJUHOMA MCTOT CTEIEeHa, jep Ha OBaj HAUMH J00ujamo
no6po mebunucany (yHEIAjy Ha Pl

Kanma ckpatmMo ucre ¢axkTope, MTO MOKEMO jep *KUBUMO y aJire-

bapckoM 3aTBOpewy K, ocTaje HAM Ia je IPOjeKTUBHU OOJIUK (DYHKIMje

_ F(z2)
¢ = G(z,z)

d. Tanma cy cBe myne ¢pyurnuje ¢ y crBapu Hysne noauaoma F(zx, z), ko-
jux mMa, pavyHajyhu BUmecTpyKocT d u cBU 1oJyioBU Qpyuknuje ¢ myme
nomuaoma G(z,z), kKojux takobe mma d, pauyHajyhiu BUIIECTPYKOCT.
OBuMm cMmo mokazanu na TBpbheme Bakm 3a ¢ymrmujy P, mro Ham je
MOBOJBPHO Ia MOKaKeMO na TBpheme Baku 1 3a IPOM3BOJBHY (YHKIIU]Y
Q.

IIpenopyuena smmreparypa no Kpaja npyre rJuaBe: Tekct koju ce
OBl HAJa3M je KOMOMHAIIMja BUIIE MaTePUjasia Om KOjUX je CBAKU CeM
[51] morogan 3a mpBo unrame, a to cy [23], [22], [20], [53], [21].

, rne F'm G Hemajy 3aje JHUUKUX (aKTOpa M UCTOT Cy CTEIeHa

2.3 Iususopmu

Y oBoM morsaBmy hemo mpommputy mosbe K OO0 HEeroBor ajre-
Gapckor saTBopema K u mocmarpahemo kpuse man K. Hexka je C
raaTea KpuBa gedumHMcaHa HaL K, Tj. MOJMHOM KOju je medumHHUIIE je
n3 Klz,y] mmu Klz,y,z|, y 3aBUCHOCTH O] TOra Ha JU je a(UHU WIu
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IPOjEeKTUBHM CJIydYaj, ajyd Ca YOUeHHM CBUM Taukama y K. JuBuzop
je sromaH objekaT, 3aTO MITO y UCTO BPEMe HaJia3u CBE HyJe U II0JOBe
¢YHEOMje U TO ca HBUXOBOM BUIIECTPYKOIINY, jep Ce MCIOCTaBba 14
HE3aBUCHO TPaKeme HyJa U II0JOBa MM caMo Opojame HyJa U IOJIOBa
HUCY TOBOJLHO jake mHpopManuje, Beh ma ux tpeba rpynucaTtu 3ajemn-
HO.

Hedpuaunmja 13. Jueuszop va xpusoj C je popmasHa Z-IuHEAPHA KOM-
bunamnuja koHauyno tadaka ca kpuBe (. Ilakme, cBaku muBuszop D ce
IpeacTaBiba y OOJIUKY KOHAUHOT 30upa

rae Ccy CBU np € 7 u camMo BUX KOHAYHO MHOro Huje Hymnaa. Cryn
cBux mmBuU30pa ce o3Haudasa ca Div(C). Cmenen nusBusopa D je 36up
HBeroBux koedunujenara, tj. deglD = Z np. Ilocebno ce m3mBa-
PeC(K)

jajy IMBU30PU KOJjU je CTEIeH HyJia, CKYyIl CBUX OBAKBUX AWBU30pa Ce
HA3UBA, KAKO My U UMe KasKe, Ckyn Jusu3opa Cmenena Hyia U O3HAYABA
ce ca Div’(C). Axo 3a csako P € C(K) Basxu np > 0, mususop ce
HA3UBA NO3umueaH uiu efexmusan. Hocaw dueusopa D je ckyn Tadaka
P € C(K) 3a xoje je np # 0, Tj. Ckym Tauaka Koje ce CTBAPHO IIO-
jaBmyjy y 3amucy musBuzopa D u o3mauasa ce supp(d).

N3 medunnnmje BMAMMO na je CKyI CBUX IWBU30PA jeqHA KOMYTa-
TUBHA Ipyna, na je mo medmHUnMju 3a msBa musuzopa deg(D;y + D) =
deg Dy + deg Dy, omakyie cKyn AMBM30pa CTENeHA HyJda GopMupa jem-
HY Beropy noarpymny. Ha ckyny auBuszopa MOKeMO na YBeIeMO jenHy
pejanujy mapuujasHOr nmopeTtka rae he outu Dy < Dy ako 1 camMo ako
je Dy — Dy mo3utuBaH OUBU30P.

Heournmmja 14. Csakoj ¢yurmuju f € K(C)* MO&EMO IPUADPYHATH
IUBU30D, Jdusuzop Pynryuje f ca

div(f)= > ordp(f)P.

PcC(K)
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Cpaka ¢ymrnuja f € K(C)* uMa koHauyan OpoOj HyJa ¥ IOJIOBA,
onakie je muBu3op ¢yHEIUje f 3amcta mobpo mepumuucan. OBo mo-
NMe/bUBam-e MOMKEMO MBATUTH W Kao mpecaukabame div : K(C)* —
Div(C). Kaxo je ordp(f-g) = ordp(f)+ordp(g), onna je oBo mpecauxa-
Bame U XOMOMOP(U3aM KOMYTATUBHUX T'pyna. [IomTo 3HaMo 1a cBaka
dpynrmja f € K(C)* uma jenmax 6poj Hysa U IIOJIOBA, 3aK/bYdyjeMo
na je deg(div(f)) = 0, ommocro ma div(K (C)*) je moarpyma omx Div®(C).
U3 nedurunuje suaumo u na je div(f™!) = —div(f). Jom moxemo na
IPUMETUMO 1 7a je 3a mpoussosne f, f' € K(C)

div(f + f) > Z min{ordp(f),ordp(f')}P.
PeC(K)

Z'y2

oy HR P! npunpy:xyjemo

IIpmep 12. Panmonanuoj ¢ysrmuju f =
musmzop div(f) = [0,1] + 2[1,0] — 3[1, 1].

IIpumep 13. Hera je C : y*> = f(r) raaTtka kpusa Han K, eIunTudka
WU XUMEPEJUNTHUYKA. sReIuMo 1a oapeanMo IUBU30Pe KOOP AMHATHUX
¢yHEIUMja * 1 y. 3060rT pazauduTor O6poja Tavyaka y OECKOHAUYHOCTH, Yy
3aBUCHOCTU OJ Tora na Jju je deg f mapaH wiu HemapaH, Pas3JuKyjeMo
OBa CIydYaja.

Ako je deg f = 2¢g + 1, Tama u3 npumepa 6poj 3 (0OOHOCHO Teopeme
6poj 6) mHamazuMo

div(z) = (0, v/ f(0)) + (0, =1/ f(0)) — 200;
div(y) = Z (a,0) — (29 + 1)o0.

a:f(a)=0

Axo je deg f = 2g + 2, Tama y K mocToju s TakBo ma je fagio = 82,
na u3 npumepa 6poj 3 (omHOCHO Teopeme 6poj 6) HaIA3ZUMO

div(x) = (0, V/F(0)) + (0, —/F(0)) — 00, — 00_s;

div(y) = > (a,0) = (g+1)oo, — (9 + 1)oo_,.
i (@)=0
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ITpumep 14. OBaj npumep je MaJIO KOHKPETHUjU MPETXOIHU MIPUMED,
moxyme y mpojextuBHOM 3ammucy. Hexa je C : y?z = 23 + 22?2 mpojex-
TUBHU 3aIIUC TJIaTKe eJunTudke kpuse y° = r° + z. Oapemmmo div(?).
PauynameM y mpojeKTMBHMM KOOpAMHATAMa BUIUMO na ako je y = 0
umamo z(x? + 2?) = 0, mTo mam maje Tpu npojektusHe Tauke [0,0,1],
[i,0,1], [—4,0,1], rme je, HapaBHO i 03HaKa 3a OpOj uuju je kBagpar —1.
Osne Beh BumuMmo morpeby ma mpomupumo mnosse K Ha HEeroBo aJre-
Gapcko 3aTBOpeme K, Ge3 Tora He GUCMO MOIJIM 1A BUANMO CBE HYJE
¢yHKIUja, a OHZa HEMAaMO TOBOJLHO MH(pOpMAaIMja 3a Aajbe M3ydaBame
KpUBUX!

Ca gpyre crpame, ako je z = (0, U3 jemgHaumHe BUIAMO 13 MOPa
but u r = 0, mwrTo HaM ngaje camo jemHy mnpojexkruBHy Tadry [0, 1,0].
OBo ce cnaske ca HammM apUHIM pa3MaTpamuMa, IpBe Tpu HabpojaHe
Tauke cy adune, jep z # 0, u Ty apmHO Y, MITO je TPOjEKTUBHO 3aMUCAHO
yupaso ¢yrkmja £ nma mye pena 1. Tauxka [0, 1,0] npecrasma jeman-
cTBeHy OECKOHAUHY TauyKy, 3a KOjy 3HaMO Ia a(uHO Yy MMa IOJ pena 3
(a TO MO¥KEMO U Ia BUIUMO 300T TOTA MITO je CTENEH MJIAaBHOT AUBU30PA
HyJa, a 3HAMO Ia MMaMo Tpu Hyxe pena 1). Ilakie,

div (£) = [0,0.1] +[i.0,1] + [,0,1] = 3[0, 1,0}
Ha z uma myay pena 3y tauku oo = [0, 1,0] Moram cMo na BUAMMO U
13 MTPOjEeKTUBHOT 3aIMKCa, KOPUINTNemeM jeTHaunHe, OCOOUHE BaJIyaluje
U mo3HAaBama TOra Ja T The ce aHaixypa uMma Hyay pega 1. Iocrxo ce
Y He MOHWIITAaBa y TOj Tauku, uMaMo orde(y?z) = ordy(z). 3a mecmy
crpany jemnaunmne uMmaMo orde(z3) = 3 m ordy(z2%) = 1 + 2ord(z)
Haxne, ordy(z® + 12?) > 1, omarne je orde(z) > 1. Canma He Moxe
outu ord,(z) > 3, jep Ou Tama 3a mecHy cTpany Bamkuiao ord.(z® +
rz?) = min{ord(z?), ord (22%)} = 3 < ordw(z), a Takobhe me Moske HE
6utu ord.(z) < 3, jep Oum Tama mecHa crpana umasa Behu mopenak
orde, (73 4+ x2?) > min{ord, (73), ordo (z2?)} = 3. IHakrne, ord(z) = 3.

Bakao! OBakBO IPOjEKTUBHO 3aKJbyUUBAHE MOKEMO M4 IPUMEH Y jeMO
CaMO y CIy4Yajy eJUNTUYKNX KPUBUX, jJep Y CIyUda]y XUIEePEeJTUTTUIKNX
KPUBUX IIOCMATPaMO OTEKUILEHY MPOjeKTUBHY DaBaH, a HE OOUYHY U
OHJIa, XOMOTE€HU3aIjy BPIIUMO Apyrauuje!

Hedbuannuja 15. dusuzop D € Div(C) je zaasnu arxo je obuura D =
div(f), 3a mexo f € K(C)*. IlBa muBu30pa Cy AUHEAPHO €KBUBAAECHMHA
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AKO Ce Pa3yuKyjy 3a raaBHu quBu3op (Tj. nwumemo Dy ~ Dy ako u
camo ako je D — Dy rumaBum musuzop). [uxapoea epyna xpuse C je
kKoamuHnyka rpyna Div(C) moceueHa ca rpymnoM TIIaBHUX JUBUA30DA,
Kojy osmauaBamo ca Pic(C). ITlomro 3HaMO ma Cy TrJaBHU IUBU30PU
cremeHa HyJsa, MOxkeMo na medpuaumemo u Iluxaposy epyny cmenewa
nyaa Koja ce mobuje xana ce rpyma Div'(C) mocede mo rpynm riraBHEX
IMBU30PA, KOjy o3HauaBamo ca Pic’(C).

IIpumep 15. [IpumeTnMo na je HA €IUNTUYKOj KPUBO] U3 MPETXOMTHOT
npumepa C : y*z = 23 + zz musuzop D = 2[0,0,1] — 2[0,1,0] raasuw.
Beh cMo Bumenm y mpeTxomHOM mpuMepy Oa z UMa HYIY pena 3 y
rauku [0,1,0]. Aau, y D ce oBa Tauyka mojaBibyje Ca BUIIECTPYKOII-
hy nBa, omakiyie MOpaMO na CKJIOHMMO jeqHY OBAKBY Tauky. Jlorumuan
IIOKyIIaj je na mpobaMo ca (pYHKIMJOM T KOja Ce MCTO aHyJIupa Ty U
3HamMo ma je pema 1. Ilpyra tauka rme ce x amynaupa jecre [0,0,1].
To je apuna Tauykra 3a KOjy 3HAMO na, IOHITO Ce M Y y HO] aHyJINUPA,
na je y pema 1, a x pema 2, bam kao mTo Ham u Tpeba. IIpema Tome
div(2) = 2[0,0,1]-2[0,1,0], a ¢ysrmmja £ je crararo ¢pyurnumja u3z K(C).

IIpumep 16. Mako Huje cBaku muBu3op creneHa () yjeqHO W TIIaBHU
(Ha mprMep, MOMKe ce MOKa3aTH Ia Ha eJUITUYKOj KPUBO] 3a IBE pa-
3nuyure Tauke P u ) Baxku na musuzop D = P — () Huje ri1aBHM), HA
npojexTuBHOj mpasoj P! jecTe cBakM IMBMU30D CTEIeHa HyJa TJIABHM.
Heka je D = anP muBu3op crenena 0. Cmaka Tauxa P € P! ce
3amucyje y obaury [ap, fp]. 3aTo Bumumo ma je musuzop D y crBapu
AUBU30D (PyHKIUje
[T Bra—ary)™.
P:np#0
Koja je mobpo mepunucana Ha P! Gam 360r yciaoBa ga je an = 0.
[Ipema ToMe, 3akmyuyjemo ma moarpyma Div'(P') rpyme Div(P!) ce
cacToju ympaBo OJ IVIABHWUX AMBU30pa, a momro je Div(P!)/Div?(P!) =
7, 3akmyayjemo ma je Pic(P') 2 Z u Pic’(P!) je TpuBujanna rpyma.
Jepuaunmuja 16. IlejctBo ['amyaoBe rpymne QF/K Ha auBu30p D =
Z npP nepuanmemo Ha OuMIVICNAH HAYMH, 3a 0 € Uk
PcC(K)

D? = in”.

PcC(K)
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Husuzop D € Div(C) je degunucan nad K nnu K-payuonanrar axo je
¢urcupar nejcrBoM ['amyaoBe rpymne QF/K, Tj. akxo Baxku D7 = D,
3a cse 0 € G/ Cxyn osaksux mueusopa osnadasaMo ca Divg(C).
Amanorso ce medumumy u cxynosu DivY (C), Pick(C), Pic%(C).

IIpumep 17. Hera je C : y* = f(x) raatka kpuBa mHan K. Tana je
3a cBako 79 € K, masusop D,, = (zo,%) + (70, —0), rae cy +yo € K
kopenu 6poja f(zg), K-pamumonanan. Aro cy Ly, € K, onma cy obGe
Tavke y D puUKCUpaHe IPU OejCTBY CBAKOT 0 € QK/K, IOOK y CyIPOTHOM,
unu ux o obe PUKCUpa WM aJbe jeqHy Y APYTY.

ITakne, npumehyjemo na muBU30p MO:ke OUTH (UKCUPAH 1€jCTBOM
CBaKOr 0 € U g, & fa My Taduke HUCY (QUKCUpaHe, NOBOJLHO je Ha ce
npetyMm0ajy Tako Aa yBEeK OCTaHe UCTU 30up Tadvaka, Tj. UCTU AUBU30P.
Tarkobe, momro je [N'amyaoBa rpyma m3y3eTHO KOMIIMKOBaH O0jeKaT,
BUIMMO M2 je MOBOJRHO MOa y3MEeMO pallupeme moba K Koje caap:iu
CcBe Tauvke M3 Hocadva auBui3opa [ m mocmarpamo [lamyaoBy rpymy
merosor 'amyaosor 3arBopema Han K (ona he Onru ronauna).

ITpumep 18. CBu guBuszopu obsnuka D,, 13 IPpETXOTHOT IpUMEpPa CY
JVMHEAPHO EKBUBAJIEHTHU. YoduMo Zg,z, € K. Tanma ¢ysrmuje z —
xg,x — x5 € K(C) umajy mcrtu mos y GeckonauHocTH (mOJ pena 2y
jemHoj OEeCKOHAUYHOCT y HEmapHOM CJIydajy W ABa IoJia pena 1 y aBe
H6eCKOHAUHOCTH y MapHOM cayuajy). 3aro he ce uapopmanmje o OBUM
MIOJIOBUMA YV BUXOBUM AUBU30PUMA MOKPATUTU, OHAKIE OCTAje

. T — Tg

div (x Y > = (w0, %0) + (w0, —¥0) — (20, ¥5) + (20, =Yo) = Day — Day -
0

[Homto ce Dy, u D,y pasnuryjy 3a mususzop ¢yuknuje uz K(C), omu cy

JVHEAPHO EKBUBAJECHTHMU.

Tepbeme 8. Hexa je f € K(C)*. Tana je eKBUBAJIEHTHO:
(1) div(f) = 0;
(2) f je KOHCTaHTHA HEHyJa (YHKIMja;

(3) div(f) =0.
Hoxa3s. Jacuo je ma (2) mosnauu u (1) un (3). Hera je div(f) > 0 nan

div(f) = 0. OBo 3Haum na ¢yHrmuja f Hema IOJIOBe, Ha IO TBpDhemy
O6poj 3 je oHA KOHCTAHTHA.
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Tepbeme 9. Hera cy f,g € K(C)*. Tana je div(f) = div(g) axo u camo
ako nocroju ¢ € K takBo ma je g = cf.

Joxka3z. Ycnos div(f) = div(g) je exBuBajecHTaH Ca div(g) =0, a mo

IPEeTXO0THOM TBphemy TO je eKBUBAJIEHTHO Ca TUM Ja je 5

¢ yHKIUjA.

KOHCTaHTHa

3a Kpaj OBOr M3jarama HABOIMMO HEKa CBOjCTBA pejanuje ~ Koja
ce BeoMa ]JeJHOCTaBHO JOKa3y]y.

Tepbeme 10. (1) Penamuja ~ je pesanuja eKBUBAJECHIU]E HA CKYILY
Div(C).

(2) 3a D € Div(C) Bamu D ~ 0 ako u camo axo mocroju f € K(C)
takBo ma D = div(f).

(3) Axo 3a D, D’ € Div(C) Baxu D ~ D', rana deg(D) = deg(D’).

(4) Axro 3a Dy, Dy, D}, D) € Div(C) Baskn Dy ~ D} u Dy ~ D), Tana
D, + Dy ~ D} + Dj.

2.4 TlIpocrop mudepeHnujajia

3a 3HavajHUje pe3yiaTaTe HaM je morpebaH mTo Behm maremarmd-
KM amapar. 3a cala CMO KOPUCTUIU caMo ajredbapcke m aarebapcko-
reoMeTpujcke mMerome. Y OBOM MeJy YBOAMMO AaHAJUTUUYKE ODjeKTe
- mudepeHnMpame u audepeHnyjasHe ¢opme Ha kpuBoj. Hapasho,
IIOMITO HAC 3aHMMa apUTMeTHKa, HeheMo mMaTu yciaoBe ma KOPUCTUMO
auMece W yBOIUMO mudepeHnurjaie Kao (GpopMmaiau 00jeraT (CIudHO
Kao U KOJ (OPMAJHUX CTEIEHWX penoBa, IJe He IPOoBepaBaMO KOH-
BEPreHIujy), aji TaKo Ja CauyyBaMO OHA OCHOBHA CBOjCTBA KOja CMO
Hayumian Ha aHaiau3u. Heka je y oBom mormaBmy K m mepdekTHO
mosse. OBa mpermocTaBka momMaxky y oapebuBamy cemapabuiHOCTH
(pammpema (QyHKIUjCKUX MOJba WIM TpecankaBama usMebhy KpuBmx).
[ToBezanoct mupepennujana ca cenapabunnomhy suje n3nenabyjyha,
jep Kama mpoBepaBaMoO [a JU je HEKU €JEeMEHT PAINpPema MMOJba Cel-
apabuiaH HaI MabUM IOJHEM, TPOBEPABAMO I JIU HErOB MUHUMAJHUA
IIOJIMHOM y3ajaMHO IPOCT ca cBojuM m3BonoM. lloummemo ca mojmom
mudepeHnupama.

Hebunumnuja 17. Hera je C kpuBa vHanm momeMm K. Jufpepenyupamwe
Ha K(C) je K-nunmeapuo npeciukaBame o : K(C) — K(C) roje 3amo-
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BosbaBa Jlajouunoso mpasuno, Tj. O(f1fs) = fid(f2) + f20(f1), 3a cBe
fi, fo € K(C).

Tepbeme 11. Heka je § : K(C) — K(C) npousBobHO nudepeHnrpaH-
je. Tama 0 3amoBosbaBa ciemeha cBojcTBa:

(1) 3a cBako c € K je d(c) =0.

2) 3a cBako x € K(C) u n € N paxu 6(2") = na" 16(x).

3) Ako je char K = p, rana je 6(aP) =0, 3a cBako x € K(C).

4) 3a 6uno xoje h € K(C) §(f) =h-6(f) je rakobhe mupepennupame.
)

yd(x) — zd(y)

(
(
(
(5) 3a cBe z,y € K(C) je 5(§ =
(6

Y2
) 3a cBe z,y € K(C) u 3a npoussosman nonuaoMm F(u,v) € K[u,v]
Bazku O(F(x,y)) = 2—55( )+ %—F& ).

Iokaz. (1) 36or K-auHeapHOCTH, HIOBOJLHO je mokaszatu na je d(1) =0,
mro mobujemo kama y Jlajouumoso mpasuiao ybamumo f; = fo = 1.

(2) OBo ce nako M3BOMM MHAYKIUjOM, ybauuBameM fi = 2" u fo =2y
Jlaj6uunoso npasuio, a (3) caemu u3 (2).

(4) Jacuo ce Bumm ma ¢ 3am0BObABA CBE MTO TPebA.

5) 0(x) = ( %) = g(5( ) + 0 (—), a Kaja omaBle U3PadyHaMO

SRS
~—

nobujamMo TpaskeHy (GpopMyIry.

(
J
(6) Heka je F(u,v) = chlu v'. Tana je

S(F(x,y)) = culka*y'o(x) + 1ty o(y)) =

OF OF
_ k=1l hyl=
= E (kg )+ E (lewa*y' =)o (y) = &%5( ) + 83/5( y)-

Ha masme, Gupamo 6uio kojy ¢yuruujy = € K(C) xoja 3amoBosbaBa
na je pammpewe K(C)/K(x) konauno m cemapabuano. Ha mpumep,
TakBe (YHKIUje CY PABHOMEPHM3ATOPU y Npom3BoJrHOj Tauku P € C.

of

na To mudepeHnupame npomupumo Ha neso K(C). 36or koHayHOC-
tu pamupema K(C)/K(z), cBaka ¢pyurkuuja f € K(C) nmonumrasa He-
ku nomuaoM F € K(x)[T], omabepumo na F Oyne Gam MUHUMAIHNA
nonmuaoM 3a f. Tana je F € K[z,T|, no I'aycoBoj nemu. Ilomro je

Ha K(x) mmamo nepunucano mupepentupame 0(f) = Keanmo
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F
pamupene K(C)/K(x) u cenapabuino, ouga je 9T # 0 (ka0 ¢pyHKIUIjA

Ha (). Ycnos na f nonumrasa oBaj monuaoM je F(x, f) = 0. Cana mo
cBojcTBy (6) mperxomuor TBphema, MOKEMO OBO HamacTu AuepeHIu-
pameM § OmaKJe Cleau

or oF
0=0(F(z, f)) = 5-0(z) + 550(f).
: oF .
OBae je 6uno 6utHO Ha Oyme 3T # 0 1 caja 13 OBe jeTHAKOCTU MOAKEMO
M3pa3uTu
or
o(f) _ _ Oz
)~ Ok
oT
)
Konumunuk 3(0) OPEeACTaBIba TPAKEHO MPOMUPEHne MUPEPEHIUPAHA 110

x Ha nenoM K(C'), Te HAC 0BO MOoTHBHIIE Ia yBeneMmo ciaenehy mnedunu-
nujy.

Hedbuanmmja 18. Heka je C kpusa man K, r € K(C) TakBo na je
K(C)/K(x) konauno cenapabuino pamupeme u y € K(C) npousBosbHa
¢yuruuja. Heka je F(z,T) moaunom takas na je F(x,y) = 0. Hedun-
UTIEMO

OF
9y _ oz
or 3_F7

oT

opu yeMy IECHY CTpaHy u3padyHaBamo y (T,y).

OsBa medunuImja 3aBucu o1 moanHOMA F' 11 01 IpeACTaBHUKA (YHKIM-
jeyy K(C), a na 6bucmo mokasaiau 1a je KOH3UCTEHTHA, MOPAMO 14
MOKa;KeMO Jla KPajlby Pe3yJsTaT He 3aBUCHU O CBera Tora. 3a Apy-
ru nosuaoMm I’ koju mcro 3amososmasa F'(x,y) = 0 mupeperHuupamem
mnobujemMo ma cy omrosapajyhm KOJWYHULOM jeqHakyu kao u kon . Csa-
Ky npenctaBHuk z ¢yukimumje y y K(C) 3amoBosmaBa MCTU MUHUMAJIHU
MOJIMHOM Kao0 U ¥, Ma IO NPEeTXOIHOM, JOOMjaMO MCTU KOJUYHUK Kao U
3a y. llarne, Baxku cienehe tBpheme.
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Tepbemwe 12. Heka cy F, F’ nonunomu taksu na je F(z,y) = F'(z,y) =

OF  OF'
. dr _ Ox . :
0. Tana je (9_F =95 Axo je z HeKM APYTU UpEnCTABHUK (QyHKUOUIjE Y
aT aaT p 9
y K(C), rana je 8_i = 8—; Ilakne, uspas 8_Z je mobpo meduHICAH.

Ocraje jom na mpoBepuUMO Ja je OBAKO Me(PUHUCAHO MPECIUKABAHKE
mupepernmmpame Ha K(C). To 3axTeBa jom TEXHUUYKAX OeTasba, KOje
oBze mpeckaueMo, Beh HaBomumo camo TBpheme. Y TBphemy ce mom-
Ui-€e U KaKo audepeHnupaMo HOBY GYHKIU]Y IO Y, rae Tpeba na mMaMo
Ha yMy Ja je TO Iu(epeHIupame IO & U GOPMYILy

OH(y) O0H  O0H 0y

g or  oT o
Tepbeme 13. Hexka je C kpusa man K, © € K(C') rakso na je K(C)/K(z)
KOHAUHO cemnapabuiiHo pamupeme. Tana je npecaukasame § : K(C) —

0
K(C) nedunucano ca i(y) = 8_y’ rae je y € K(C) npousBomHa (yHKIN-
x
ja mudepennmpame, Tj. K-nmHeapHO je m 3amoBoJsbaBa JlajOHMIIOBO
IPABUIIO.
Hase, ako je f = H(y) € K(C), rne je H € K(z)[T], vera npyra
dyurmuja u3z K(C), rana je

OF

_OH  0H 3,
6(f) = e a—T@,
oT

rme je mecHa crpana m3pauyHara y (z,y), a F' kao u3 medpuuunumje 4.

3a kpaj, Hera je u y € K(C) Takso ma je K(C)/K(y) rakobe cen-
apabuiaHO 1 KOHAaUHO. Tana 3a oarosapajyha mupepeHuupama Basku
JIaHYaCTO IPaBUJIO, Tj.

of _9fdy
oy  Oyox’
OmaBme je u, CIenujatrHo,
dy 1
dy

70



t
Heka je t € K(C). Tana je B # (0 aKko M caMo akKo je m ¢ TaKBO na je
x

K(C)/K(t) rorauHo cemapabuIIHO PAMINPEHE.

ITpumep 19. ITocmarpajymo emuntuuky kpuBy C @y = 23+ 2 + 1 nan
Q (mepderrnuM mosmem). PyHKIU]ja T je PABHOMEDHU3ATODP y TaUKU
(0,1), omariue je K(C)/K(x) konauno u cenapabuino. sKemnmo mpso

Ja U3padyyHaMoO ¢y II0 OBOj HOBO] Ae(UHUIMjU. 3aTO, IPBO TPAKUMO

ox

(MuHUMATHYN) TOJMHOM Koju moHumrTaBa y Han K(x). To je u Bume
Hero jacHO - F =9y? — 2% — 2 — 1. Cana je

oF
oy oy 3 +1
g__a_F_ 2y
oT

. . _ _y )
Onpennmo can nupepennujane pyurimmja [ =y u g = 2. Ilpuwme
TuMO na Beh 3HaAMO (OopMyIy 3a padyHame, OJaKjIe OIMAaxX MMaMO

3x4+1 2P +32° 4+ 5 +3r+4+2

) =

(zy) =y +a % 2 2y
5(g):_£+13x2+1:—2y2—|—3x3—|—x:x3—x—2

x 2?2 r 2y 222y 222y

[Tomro cmo nmepuMCcanu ,qudepeHnINpame Mo T, caga CMO Y MO-
ryhuoctu na ysenemo mojam mudepennujana (popmanuu, ve 3ab0pas-
nmvo!). Kopucrtuhemo mosmary osmaky dr, a eBo u meduHULUje, KOja
he ma ucnymaBa CBOjCcTBa KOja CMO [0 Cala YTBPAWUIM 3a OU(EPEHIIN-
pame.

Heonaunmuja 19. Heka je C kpuBa man K. Ckyn cBux dufepenyu-
jana, y oznanu §2(C) je ronmmurumuru Monyn cuaobomuor K (C')-momyia
kKoju rerepuiny cumbonu dz, 3a ¢ € K(C), no cnenehum penamujama.
Y cBuM pesammjama mnpermocraBmamo na je x € K(C) takso ma je
(C)/K (r) korauHO cenapabuHO palIMpPeme.

) dx # 0.

) 3a hl, hy € K(C) Bask hidxr + hodxr = (hl + hg)d$

)

3) Baye K(C) je dy:%dz.

K
(1
(2
(
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N3 nepuuuMnuje Buammo na cy OUdepeHnujan KJace eKBUBAJICHIN]e
y ONHOCY Ha HaBeneHe pesanuje Mebhy dopmamnuMm cumbosimMa 00au-

m
Ka Zhidwi, rne cy hj,x; € K(C), 3ai=1,2,...,m u z; Cy TakBu Ia je
i=1
K(C)/K(x;) xonauno cenapabuiaHo pamupeme. Bumumo na ce mudep-
EHIMjaJl TIOHAIA Y CKJIALY C& OHUM IITO CMO HAYUYUJIU U3 aHAJU3E, aJii
a ce YjemHO ciiaske U Ca OBUM IITO CMO YOUMJIM & BaskU 3a mudep-
eHnupame neduaucano Ha osaj nauun. Cuemehe tepbheme maBomu oc-
HOBHEe OCOOUMHe mudepeHnumjaja, Koje ce MOr'y PYTHUHCKU JIOKA3aTU U
JUYe Ha OHE TOpe 3a MMEepeHImMpame, na Hema noTpebe ma mx OBle
NOKAa3yjeMo.

Tepbeme 14. Heka je C kpuBa man K. Ako ce He Kaske npyrauwuje,
npernocrasiba ce ga cy ¢,y € K(C) raksu na cy K(C)/K(z), omHocHO
K(C)/K(y) konauna cenapabuiHa paIIupeba.

(1) dz =0, ako K(C)/K(x) HUje KOHAYHO WM CenapabuIHO PaIIuperhe.
Crnenujanno u dc =0, 3a ¢ € K, Tj. KOHCTaHTHY (YHKIN]Y.

(2) dz +y) = dx +dy.

) d(cx) = cdx, 3a c € K.

) d(xy) = zdy + ydz.

) 3a cBako n € Z je d(z") = na" 'du.
)

(3
(4
(5
(

y\  ydr —xdy
6) d (E) N y? '
0
(7) Axo je f € K(C) npousBosmHo, Tana je d(f(x)) = 6—£d$.
(8) Axo je F(x,y) pauronasHa GpyHKIUja [0 T U Y, TALa je
OF OF
d(F(z,y)) = o0t g dy

IIpumep 20. Kao mrro 3namo, K (P') mosxkemo unentudurosatu ca K (Al)
K(z). Onga cy cse pynrmuje f € K(P') y cteapu obauka f(z), onakmie

no npasuiy (7) nperxomuor tBphema d(f(z)) = a—daj,, cBaru qudep-
T

eHnujas je obauka ¢ysruuja uz K(C) myra dz.

ITpmep 21. Moskemo na ce 3amuTaMo Kana cy mupepenuujanu hidrg
u hodxs ekBuBaseHTHU (hy, ho, 1,29 € K(C), K(C)/K(x1) u K(C)/K(x2)
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KOHAYHA cenapabuiHa pamupema). 3aTO je 3rOAHO [a HAIUIIEMO
mudepennujan dr; y obnuky ¢yurnuja nyta dre. To je, mo mepuHMIN-

. T
ju, dry = a—dm. 306or suaeapHocTU, hidry u hodry Cy €KBUBAJEHTHU
T2
. 0z,
aKo M caMO aKo je hla— — hy | dxy ekBuBamuTan 0. Ilomro dzs # 0,
X2
. T . .
Tana je hla— — hy =0, a jacHo je ma Baku u o0puyTO. [lakne, hidxr;
Z2
u hodxy Cy €KBUBAJIEHTHU aKO U CaMO aKo je
8$1
hy = hi—.
8272

Cana cmemu jemHa BeoMa BasKHA TeOpeMa KOja BayKU 3a IPOCTOP
oudepeHnujaia.

Teopema 8. IIpocrop mudepennujamaa (C) je jeAHOTUMEH3UOHU BEK-
ropcku npocrop Han momeMm K(C). Ipyrumm peunmma Q(C) # {0} u
3a cBako x € K(C), rakso na je K(C)/K(x) koHauno u cenapabuiiHO
pammpeme u 3a cBako w € Q(C), mocroju meka ¢yurumja h € K(C)
TakBa na je w = hdx.

Iloka3. V3 nepurunuje nudepeHnujaga 3HaMo na cy 36mposu nudep-

eHIIjajla U MHOMKEHme (YHKIUjOM udepeHnujata oneT AudepeHIn-

jamu, omakie je (C) Bekropcku npoctop man K (C). Hera je w € Q(C)

npom3BoJbaH audepennujaa. Tana oH mMa CBOI IpeACTaBHUKA OOJIMKA
ox

w = g hidx;. Tana je dr; = a—ida:, omakie je
x
i=1

m
Oz .
npeMa TOMe HAIIA CMO (yHKIUjy h = Zhi—x € K(C) 3a xojy je

Ox
i=1
w = hdx. 3a xpaj, jom camo Tpeba ma Hamomernemo na Q(C) # {0},
aJii TO je jacHO jep, Ha mpuMmep, dr # 0.
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Kao mocnenuny oBe teopeme mmamo cienehe tBpheme, uuju ce
[OKa3 OAMaX BUIU M3 MPETXOMHOr TekcTa. Hakon oBor tBpbhema hemo
Mohm nma nmaMo jenHy KOPUCHY Ie(UHUI]Y.

Tepbeme 15. Heka je C' kpuBa Hanm nomem K.

(1) Hera je z € K(C). Tana je dx 6a3a 3a Q(C) mvan K(C) ako u camo
ako je K(C)/K(x) ronauHo cenapabuiIHO palupemne.

(2) Hera cy wq,wy € Q(C), npu uemy wy # 0. Tama mocroju jenus-
creena ¢yurnuja f € K(C) takBa ma je wy = fws. Y oBoM cayuajy f

03HaA4YaBaMO Ca z—;

(3) Heka je P € C(K) npoussomua Tauka u t € K(C) paBEOMepHU3a-
Top 3a Taury P. Tanma sa csako w € Q(C) nocroju jemuncTBeHA
dyuruuja g € K(C) raksa na je w = gdt.

IHeouraummja 20. Heka je C kpusa van K, P € C(K) npou3sBo/pHa Tau-
Ka ca paBHOMEPHHW3aTopoM 3a Ty Tauky t € K(C). Tama ped madep-
eanujana w # 0 y taukn P nepunumemo kao Bpenaoct ordp(w) =
ordp(%). dudepennujan w ce Ha3UBa pezyiapar (AIE TOAOMOPPHar) aKo
je ordp(w) > 0, 3a caky Tauky P € C(K). Axro Baxu ordp(w) < 0, 3a
cBaky Tauxy P € C(K), onna ce mudepeHmujaa Ha3uBa HeaHyAupajyhu
(nmu wenonuwmasajyhu). Hudeperuujanry w MOKEMO ma NPUAPYKUMO
dueuszop dudepenyujara w (M dususop npudpymxcer oufeperyujory w)

ca
div(w) = Z ordp(w)P.
PeC(K)

Mopamo na mpoBepuMO na je oBa neprHUIUja TOOPO HepUHUCAHA.
[TocToje nBe cTBapu KOje MOpPaMO Ia IPOBEPUMO, IPBO Ja Pen (yHKIN-
je y 6mio K0joj Tauku He 3aBUCU O U3bopa yHU(GpOpMU3aTOpa, a APYyro
na je OIMBW30D IPUAPY:KEH mudepeHnujaly noOpo meduHMCAH, Tj. Oa
he caMO y KOHAXITHO MHOT'O TavyakKa UMATU PEX Pa3auduT on Hyste. U3
TUX pa3Jjora, HaBoauMO cienehe TBpheme.

Tepbeme 16. Hera je C' xpusa nax nomem K, w € Q(C), w # 0.

(1) Heka je f € K(C) perynapua y P, a t € K(C) paBHOMEpHU3ATOD
) d

y P. Tana je n au perynapua y P.

(2) Heka cy t,t' € K(C) paBrOMepHU3aTopu 3a tauky P € C. Tana je

Ordp(%) = Ordp(%>.
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(3) 3a cBe, cem moxna kornauHo Muoro P € C axn ordp(w) = 0.

JHoxka3. (1) 3a moyerak NpUMETUMO IITA j€ pre ITo cBojcTBY mUdep-

, of _df _of
ennujasa df = Edt, omaKie je prialeTe 3a mTa Tpeba ma JOKaKeMO

na je perynapuo y P. llomro je f perymapua y P, [ = tFg, roe je
ke Nyuge K(C) raksa na je ordp(g) = 0. Ilo Jlajouunosom npasuiy
oudepeHnupama je
otk o)
T I phrg+ 2
ot ot

3a k > 0 je meBum unan perynapan y P, a 3a k = 0 "He mocroju, ma
je MOBOJHHO MOKa3aT! na je 8_§ perymapan y P. 3amumummo g = Fl
2

KaO KOJIWYHUK nBa nosmHoMa, tana Pi(P) # 0, Py(P) # 0. Tama, no
IIO3HATOM NIPABUILY MMAaMO

oP, 0P,
a9 _ o Do

ot P

Nmenunan ce He anynupa y P, a 6pojunan ce cacToju ol MOJIUHOMA U
M3BOIa TOJWHOMA 1O ¢ KOjU HUKAKO HE MOTY CTBOpUTHU moa y P, mpema

af

TOME, MOKA3aJI1 CMO PEryJapHOCT U — WU ——

ot~ ot

(2) Hexka je w = fdt = f'dl’, 3a mexe f, f' € K(C). Kaxo cy t,t' paBHOM-
epHusaropu 3a P, ouu cy u perynapuu y P, na no mexy (1) 3mamo ma
cy % u % y ucto Bpeme perymaapuu y P. OBo je jemuno moryhe ako
je y mcTo Bpeme ordp(% = ordp(%/ = 0. Tama je ordp(%) =0, Tj.
ordp(f) = ordp(f’), a oBo ympaso smaum ma je ordp(3) = ordp(g;).

(3) Omabepmmo mexo z € K(C) Tako ma je K(C)/K(z) xomauno u
cenapabuino pamwupeme. (OBO ympaBo 3HAUM [Oa je MPECIUKABAHE
r: C — P! cemapabunno. Tana ce oHO paMuduKyje y HajBUIIE KOHAU-
HO MHOrO Tavaka (moraenatu y caenehem mornassmy, mociae XypBumose
dpopmyne). 3amamumo w = fdr, 3a jemuucreeno f € K(C). Ckyn taua-
ka P 3a koje Ba:km Heku on cuaenehux ycmosa: f(P) =0, f(P) = oo,
z(P) = 00 wiam y KojuMa je T paMU(UKOBAHO je KOHAYAH. 3aTO, IO-
BOJLHO je ma MOKaskeMo na je 3a mpeoctate tauke P, ordp(w) = 0 cem
MOKIa 3a BUX KOHAUYHO MHOTO. Kako mocmarpamo tauke Py KOju-

Ma je BPeAHOCT KOHAYHa U y KOjuUMa je x HepaMU(PUKOBaHA, OJATIE je
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x — x(P) pasaomepuuszarop y tauku P. Ilomto je dx(P) = 0, jep je
x(P) roucranra, na je dr = d(x — x(P)) Tamga mo JeUHUNIjU MOKEMO
Ia pavyHaMO

ordp(w) = ordp(fd(x — x(P))) = ordp(f) =0,

3a CBe, ceM 3a KOHAYHO MHOro Taudaka P, jep cBaka (yHKOuja mMa
KOHAYHO MHOT'O HyJa U IIOJIOBA.

Caenmeha mBa TBphema ce KopucTe y mOKaly XypBHUIOBE TeOopeMe,
KO]y HaBOOUMO y cjemeheM TOrjaaBiby, ajld KAKO W XYyPBUIIOBY TEO-
pemy octraBbaMo 0e3 mokasa, Tako hemo u oBa TBphewma. I[lpu uemy
ApPyro TBpheme MMa U CBOjy BasKHY CBPXY YV M3ydaBamy E€IUITUUKUX
KPUBUX, MOCEOHO HAJ KOHAYHUM mossuMa. Jlokasu, oBa mBa TpBhema,
ka0 u XypBUIIOBE TeOPEME ce, Ha mpuMep, Hagaze y [H1].

Tepbeme 17. Heka je C kpuBa man momem K, char K = p, x,f €
K(C), npu yemy je x taksa ma je x(P) = 0 u K(C)/K(z) xomauno n
cenapabuiHo pamwupeme. Vimamo gsa ciydaja.

Axko je p =0 nnu p{ordp(z), Tana ordp(fdr) = ordp(f) + ordp(z) — 1.
Ako je p> 0 u p|ordp(x), Tana ordp(fdzr) > ordp(f) + ordp(z).

Hedmuumnmja 21. Heka je ¢ : () — (3 HEKOHCTAHTHO PAIMOHAJIHO
npeciaukaBame m3Meby raaTkux KpuBux Han mossem K. Ilpuapy:keno
npecmukaBame ¢* @ K(Cy) — K(C)) MBOyKyje U TPecIrKaBame N3Me -
jy muxoBux aupepenunujasna ¢* : Q(Cy) — Q(Cy) nedpunucano ca

m

o) <Z fid$i> = (¢ f)d(¢ ).

i=1

Tepbeme 18. Heka je ¢ : (| — (5 HEKOHCTAHTHO PAIMOHAJHO TPEC-
nukaBame m3Mehy riaTtkux KpuBux Had nmokeM K. Tanma je ¢ cemapa-
OusHO ako M caMo je mpeciaumkaBame ¢ @ Q(Cy) — Q(Cy) ,,1-17 (7).
HEHyJIa).

Cama yBOOMMO jeIaH CHENUjaJIHU AUBU30P, KOJU UMa KIbYUHY YIOTY
y teopemu Pumana-Poxa, koja cremu y cienehem nornasiby.

76



Hepunaunuja 22. Kanowcku dueuszop je OMIO KOju AUBU30D OOIMKA
div(w), w € Q(C). Crkyn cBuxX OBakBUX JUBU30Da (HEKU ayTOpU HA3U-
Bajy cauky oBor ckyna y Pic(C)) ce HasuBa kanomcka xaaca oususopa
na kpusoj C.

Younmmo gBa mudeperunjana wi,wy € (C). 3mamo ma mocroju
¢yurmuja f € K(C), rakBa ma je w; = fw,. Tanma je (Bumm ce us
nepuHInTje)

div(wy) = div(fwy) = div(f) + div(ws).

N3meby ocrasor, 3akpydyjeMo, na CBU KAHOHCKU AUBU30PU UMA]y
UCTU CTENEH W NPUIanajy WCTO] KIACHU JUHeapHE €KBUBAJEHIUjE IU-
Buzopa. Ilpema tome, y rpymnu Pic(C) mocroju tauno jemaH HUXOB
IpPEACTABHUK, Tj. CBU C€ CIWKA]y y UCTU €JIEMEHT. 3a Kpaj OBOT Ieia
TEKCTa, UAY TPU IPUMepa.

ITpumep 22. OapemuMo KaHOHCKY kjaacy mususopa Ha P Omgpemumo
npso div(dz), ann noxcerumo ce na kopuctumo apuuu 3anuc! Tana je
3a konaune (aune) tauke a € A, pasmomepruszatop r —a. Tana je
dx = d(z —a), a mo nedpmuannMju 3a onpebhuBame pena y OBUM Tauvkama,
mumemo dr = 1-d(x — a), ogakiue je ord,(dzr) = ord,(1) = 0.

Ocraje maMm jom OeCckKOHAUYHA TadyKa, Yy KOjOj je pABHOMEPHU3ATOP
%. Tanma ropucrehn nmosnare ocobmHe mupepeHnUjaga OUIMEMO dT =
—22d(1), omakne je ords(dr) = orde(—2?) = —2. IHaxxe, div(dz) =
—200. Cana snamo u na je deg(div(w)) = —2, 3a caku w € Q(P).

3mamo u Bume, nomTo ce csaku w € Q(P!) zamucyje y obauky
w = fdr, roe je f € K(P'), a Beh cmo panuje mokasanu ma cy CBU
IUBU30pU cTemeHa Hyaa Ha P! yjemHo m riaBHHU, 3aK/bydyjeMo Ia je
CBAaKU OUBU30D CTemeHa —2 W KAHOHCKU auBu3op. (OBO cmenujasiHo
spaun ga Ha P! Hema perynaapHuxX mudepeHIUjasa, jep TakBU Audep-
E€HIIjaJ MMajy HEHeraTUBaH CTEIEH.

IIpumep 23. Heka je C : y? = f(x) equnTuyka WM XUIEPETUTTAYKA

rinatka KpuBa. llocTtxo riemamo Tauke Han mosbeM K, MOKeMO Ia
IIPETIOCTABUMO 1a je Bomehu koepunujent 1 1 na je jeqnaumba obImka

v = (z—)...(2 — ap),

rae cy cBU oy pasznuuutu. sReaumo na oxpemumo div(dr). Y Taukama
(o, 8) rme y = B # 0 31aMO na je T — (v PABHOMEPHU3ATOD, Ma OIMaX
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BuIMMO 1a je dr = 1-d(x—a), omrocHo ord, gy(dr) = 0. 3aTo cy unTEpe-
CAaHTHE caMO Tadke Koje cy Hyle monumHoMa f(r) m HGecroHadyHOCT(M).
HananmauMmo jenmpauwny ca mudepeHnmjaiomM, Ipu veMy, HapaBHO, HA
necHoj crpany kopuctumo d(x — oy) = d.

2udy = [(z — ag)...(x — ) + oo + (2 — ). (. — ap_q)|d

Opasnme ce Buau na y rtaukama (ag,0), ©oe 3HAMO Ia je Y PaBHOM-
€pPHU3ATOP, MOXKEMO IPEICTABUTI

2y
(x—ag).(r—ap)+ ..+ (. —aq)...(x — )

diC = dya

OJakJe je
2y
Ao, o(dz) = ord,, —1,
0rd(a.0)(dz) = ord (a0 ((x—042)...(93—Ozn)+...+(a:—a1)...(x—an))

jep ce uMmeHwmiaIn He aHyJaupa y TOj Tauku (cBu cabupuu cy 0, cem
jeIHOT, OHOT KOjeM HemocTaje «y). 3a DEeCKOHAUHOCT, MOPaMO Pa3-
JIMKOBATU OBa CJIydYaja.

Jlakmu caydaj je ako je n = 2g + 2, mapuo. Tana je % paBHOM-
epHU3aTOp y OECKOHAUYHOCTUMA, OJAKJIE je, 300r dr = —xzd(%),

ords, (dz) = ords_(dz) = —2.

Y oBoM ciayuajy je

2g+2
div(da) = ) (o, 0) — 200, — 200_.
k=1
Hemnapan ciyuaj, n = 2g + 1, je mocrta KOMIJIMKOBaHUjU, jep je Ta-
aa % paBHOMepHU3aTOp Vv OeckonaunocTtu co. [losmaBajyhu ocobume
oudepeHnujaia, 3HaMo

p (mg) ga9ydx — a9dy
y y? '
Takobe, moskemo na m3paszumo dy mpeko dr (M3HAL CMO YTBPAUIA

g
Be3y), OJAKJIEe MOMKEMO Ia NOBemeMo y Be3y dr u d(%) Hakon mro
ce 3aMeHU U cpeau, no0ujamo

2y3

dr = 29297 1y? — 29[(x — ag)...(x — Qggy1) + .. + (@ — 1) (@ — a29)]d (?) '
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EBO MaJIo ¥ aHaJIM3e, IOCMATPAjMO IOHAIIAHKE UMEHIONA y OeCKOHAU-
HocTu. 30o0r jemmaumue kpusBe C 3HaMo nxa je y?> mcto kKao m w29+t
naxie 2gr91y? mam maje 2gx®9. Uspas

(x —ag)...(v — aggy1) + ... + (2 —aq)...(x — gy)

je kao (2g+1)x%, onarne je —a9[(x —az)...(x —aggi1) + ...+ (x —aq)...(z —
og)] ka0 —(29 + 1)2%. Kama yrepammo majsehin unas y umeHnomy, TO
je —239 u y pauyHamy pena y GECKOHAUHOCTU OH Aaje MHGOPMAIM]Y.
Haxrae ordy(dxr) = 3(—2g9 — 1) — 3g(—2) = —3. Y oBoMm ciayuajy je

2g+1

div(de) = )~ (ax,0) — 300.

k=1

Caumuno onpebyjemo u div(dy). 3a aduue Taure («, ) umamo nsa
ciaydaja, mpBu Kama je [ = 0, Tama 3HaMo ma je [ = y, Kama je y
PaBHOMEPHU3ATOP, a y TUM Taukama je ord(, o)(dy) =0, u kaxa [ # 0,
Kala je paBHOMEPHM3AaTOp & — v, a momTo je d(x — ) = dr, mOBOBHO
je ma mabemo Besy dy u dx. by 3mamo u3 jemmauune 2ydy = f'(x)dx,
omakiae je dy = %;)dx. [TomTo ce y OBMM TadkaMa j HE aHYJIUPA,
MOKEMO €BEHTYAJIHO MMATHU HyJy M TO Ce JelIaBa y Tadkama (I,y) 3a
koje je f'(x) =0 (Tama je f(x) #0, 1j y # 0, ma je oBo y pexny). Ocraje
jomr ucimraTu OECKOHAYHOCT, MITO ONET BOAU YV ABa CJAydYaja.

Axo je n = 2¢g + 2 mapan, Tama je % paBHOMEpHMU3ATOp y 0be
DEeCKOHAYHOCTHU, OaKJIe

/ 2 £
PR LAY
2y 2y T
na je orde, (dy) = (=2) — (2g+1) —(—g—1) = =2 —g. ¥Y oBom cayuajy

je

div(dy) = > (o, 8) = (g +2)oo_ — (g +2)o0,.
@i/ (@)=0

Axo je n = 2g + 1 memapan, uMaMO PaBHOMEPHU3ATOP R jen-
HOj Oeckonaunoctu oo. Ilo omome mTo Beh 3HAMO, Kama M3padyHaAMO,

nobujamo
dy = v f' (@) J ("
29297 y? —a9f'(x) \y )
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Kana cpemumo mvenmian, omeT mobujamo na je Hajsehwm wmam —z39,
na MOsKeMO Ja m3padyHaMmo orde (dy) = —2(2g + 1) +2g(—2) — 3¢g(—2) =
—2g — 2. Y oBoM ciayuajy je

div(dy) = Y (o, 8) — (29 + 2)o0.
a:f'(a)=0
ITpumep 24. Majo KOHKpeTHUje Y OMHOCY Ha IMIPETXO0AHN TpuMep (3a1p-
’KABAMO O3HAKE U 3aKJbYUYKE), YOUUMO EeJIUITUYKY KPUBY
C:y*=(z— o)z —ag)(z — az).

[Io oHOME mTO CMO M3padyyHAJIU MAJONPE, & U MO TPUMEPY TIae CMO
padyyHaJIu OVWBU30D KOOPAWHATHE (QyHKIUje Yy 3HAMO

div(dz) = (a1,0) + (a2, 0) + (a3,0) — 300 = div(y).

div (@> =0,
Y

na je nqudepeHnuja df Y UCTO BpEMe U peryjapaH U HeaHyJIupa]jyhnu.

Onasre je

2.5 Popg xpuse

Pon xpuBe - reomeTrpujcKku

IIpenopyuena smreparypa: OBne, ka0 UM y IPENIOKEHO] JIUTEpPa-
TypHu, HM3jarame je HeGOpMaJHO U CIYKH CaMO Oa CTEKHEMO OOJbY
BU3yaJU3alNljy W CIUKY jeIHOT BasKHOT mojMa. JloOpu MoTUBAIMOHU
TEKCTOBU U CIMKEe Ha OBy TeMmy ce mory mahwm y [23], [22].

[TounuMo ca jemHUM BeOoMa MO3HATUM PE3yJTATOM U3 TOMIOJIOTHje:
Ceakxa Komnaxmmna, 24amKa, nNo8e3aHa NospuL je romeomopdra chepu ca
KonauruMm Opojem ,pyuwku”, mj. uau je cepa, uAu je mopyc ca n pyna,
20e je n € N. Bunmehemo ma anrebapcke KpuBe mMMajy jeAHy BayKHY
TOTIOJIONIKY WHBapUjanTty. Kama BUAUMO jemIHAUUHY KPUBE, MU j€ IIP-
TaMo y paBHU. Jlakie, MU KpUBY BUAMMO KaO a(UHU PeajHu ODjeKarT.
MebyTtum, oBaj morsen u majhe He Oaje MOBOJLHO momaTaka, a m3 Beh
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IIO3HTUX pasjora, yMecTo a(uHe KpuBe, mocMarpaheMo npojeKTuBHY
KpuBy (IpOjeKTUBU3ANMja HAM OBIE Yy CTBAPU CIYKA Ja KOMIAKTU-
puryjemo caury), anu Han C (morpebHO HaM je anrebapCKu 3aTBOPEHO
nmoJsbe ma Omcmo m3bersim mpobieMe Kala MOJMHOM HeMa CBEe KOPEHE Y
nosy). Y oBoM cayuajy hemo mohwm ma ,mamerHum rienamem” BUIU-
Mo na je cBaka kpuBa y P?(C) mma o6auk jemme om oBUX chepa ca
pyd4kaMa, Tj. TOpyca ca HEKOJMKO pyma. Tama pod xkpuse meduHuUIIe-
MO Ka0 OpOj TUX pyma Ha TOPYCY.

[IpBu mpumep he Outu jeman BeoMma mo3HAT mpuMep - npasa. [lom-
TO TJaemaMO KOMIIJIEKCHY IIPOjeKTUBHY IIpaBy, TO je objekaT Koju ce
cactoju onq C m jemne OeckoHauHe Tayke KOjOM KOMIIAKTUMUKYjeMO
KOMIIJIEKCHY paBaH, a oBako mobujamo chepy. Ilomro chepa y ce-
Ou He canp:Ku pyIme, POI MPOjeKTUBHE mpase, Tj. npase je 0.

Ilpyru mpumep Cy rJaTKe KOHMKE y PaBHU: eJjuIce, mapaboJe u
xunepbose. Y mux hemo Takobe mohn na sumumo kao chepe y P?(C).
Ha mpumep, adurnu kpyT 22+1y? = 1 ce IPOjeKTUBHO TpecTaB/ba Kao 12+
y? = 22, mTO Cce, KA0 MTO CMO HAIOMEHYJIW y HPBOj TJIaBU M30MOP(HHO
npojexkTuBHOj npasBu, a Hax C cmo Masonpe yBumeau na je To cdepa.

Ilakne u kouuke mmajy poxn 0.

Cnenehu mpumep cy eIUOTUUYKE KpPHUBE, Tj. Kpuse obimka y° =
23 + ax® + bz + c.

3a mouerak yBeIMO jenaH nojamm. Pewemxka y pasuu je je ckyn {O+
mu—+nu | m,n € Z}, rae cy u ¥ v HEKU JIMHEAPHO HE3ABUCHU BEKTOPU TE
paBau, a O OuI0 KOja Tauyka Te paBHU. Kama mpraMo CIWKY, CTBAPHO
IpTaMO T€ BEKTOpeE, MaKJie He y3UMaMO CaMO HBUXOBE KPajikhe TaudKe.
Hajmosmatuja pemeTtka je 1nesobpojHA pEIIeTKa, & MMe PEeIIeTKa Ce u
BUIU U3 H-€HOT M3rJena.

Moske ce mokasatu (ma mpumep, y [51]), ma je eauntuuka Kpusa
Han C anamuruukn nzomopdua romumunuikom npocropy C/R, rae je R
Heka pemerka. OBO 3HAYN Ja NIECHTUPUKYjEeMO ABa KOMIJIIEKCHA Opoja,
aKO je BUXOBa pa3inKa y TO] pemeTku. Buammo ma mpocTop Koju ce
nobuje oBaKO M3TJIeAa Kao IapaJjejorpaM 4Yuje Cy UBUIE UCTO WIEH-
TuduroBane (Kalga U3 jeqHe TAUKe UBUIE MOBYYEMO YK MAPAJIEIHY
OpyTOj MBUIM U MPEceYeMo je ca H0j mapaJtieJHOM WBUIIOM, HO0UjaMo
TauKy KOja je UICHTU(PUKOBAHA ca IpeTXoqHoM). VI3 ronosoruje 3uamo
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Ia je Taj IpOCTOP TOPYC, KOJU UMa jJeAHY PYUYKY, OJaKJe 3aKbydy)eMo
Ia je eIunTUIKa KpuBa poaa 1.

OBO cMO MOrau ma M3BemeMO UM Ha JAPYIW HAUWH, MOCMATPaHheM
KOMILJICKCHOT KopeHa. 3a caky = € C, Takso ma x° + az® + bx + ¢ #
0, moctoju Tauwso 2 y € C rarBa ma y? = 2° + azx? + bx + ¢, TOK y
caydajy a2 4+ ax? + bx + ¢ = 0 je jemuno Takso y = 0. OBo memyje ma
eJUNTUYKY KPUBY MOKEMO NOOWUTH TAKO IITO IOBE KONIMje KOMIIJIEKCHE
paBHU 3aJE€MUMO Yy TPU TAUKe.

MebyTtum, TO HUje mcOpaBHO, 300r OCOOWMHE KOMIIJIEKCHOT KOPEHAa
(koju KOpucTMMO Kanma nobujamo y mperko x). Cermmo ce ma je 3a
neUuHUCAHE KOMIIJIEKCHOT KOPEHa OUI0 MOTPEeOHO Oa MCeYeMO jemHy
nosynpaBy u3 0 y KOMIJIEKCHO] pPaBHU, Ja OUCMO CIPEYUIN 13 MOKEMO
na obubemo ety oko 0, jep cMO TUMe MPOMEHUIU yrao 3a 27, HOK je
KOPEH MPOMEHMO yrao caMoO 3a T, IIa je OBO HEKOH3UCTEHTHO. Tako u
OBJle TPUJIMKOM JIeIlJbeha He CMEMO [a JO3BOJUMO Ia HaM UCTa I'paHa
KOpPEHa OCTaHe caMa Ha UCTOj CTPAHU TAYaKa MO KOjuMa JEIUMO.

Heka cy myne mommaoMa 2° + ax® + bx + ¢ o1, 9 u x35. OHe cy HaMm
npobJsieMaTUYHE TadvKe, Ka0 U Tadva 00, jep CEeTUMO CE€ Oa CMO y IPO-
jEKTUBHOM KOMILJIEKCHOM ITPOCTOPY, TJIe Ta TaUyKa IMOCTOjU U CETUMO Ce
na je PY(C) = S?. 3ato, ma 6ucMo 106po AedUHUCAIN KOPEH KOjU HaM
naje y, MopaMo ncehu nuraMje HA chepu Koje crajajy xr; U Tz, OJHOCHO
r3 m o0 Ha obe cepe. [IpumeTnMo na ce Ty ucedny MOTY TPOIIUTHU IO
Kpyra Ha cpepu, oJakie JenaemeM (U TO M0 CyIPOTHO OPUjeHTUCAHUM
Kpy:KHUIIAMa TUX U36aueHnux KPyroBa) TUX IBEjy UCEeUeHUX cpepa mo-
6ujamo Topyc. Oakas moctynak ce moske nahu y [51], [23], [42], [22].

Cnnyna ciuka Kao y MPEeTXOMHOM CJIydajy Ce MOKEe HAIPABUTHU 34
ousno kojy kpuBy obsuka y® = f(x), deg f = 29 + 1, onakie MoEeMO
[NOOUTHM Na CJIWKY TOPyCa ca ¢ PYyYKM, OJHOCHO TaKBa KPUBa je poIa
g. Momudpuranuja y cayyajy deg f = 2g + 2 je Ta OeckoHaAYHA TayKa
y OBOM CJIy4ajy He ImpaBu IpoOJeM, TakKO nOa ce moBe3dyje g + 1 map
KOMIIJIEKCHUX HyJa, onakje Tpeba ma mobujeMo UCTY CJIUKY Kao U Y
MPETXOMHOM CJIy4dajy, OQHOCHO U OBEe KpuUBE Cy Pola ¢.

Pon kxpuBe - anredbapcku
Y OBOM HeJy »KeJIUMO Oa €KCIUIMIIMTHO M3PadyHaMo pod ajredbapcke
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kpuBe (', 3a KOjU CMO CTEKJIU WHTYUTUBHY CJUKYy MaJjomnpe. 3a TO
he mam OuT; morpebaH jomr jemaH HOBU OOjeKaT KOjU MPUIAPYKY]EMO
cBakoM muBu3opy D Ha rmatkoj kpmBoj C Hanm momem K.

Hepununmuja 23. Heka je D € Div(C). IIpocrop L(D), koju ce u
HazuBa Puman-Poxoe npocmop dueuzopa D je

L(D) = {f € K(C)" | div(f) > ~D} U {0}.

Komenrap. 3a nouerak, Heka je D = nP, rae jen € N. Ycuos div(f) >
—D = —nP 3uHaum ma f MoOke ma MMa TMOJ jeOuHO y Tadku P u TO
HajBUIIEe pena n. 3a HyjJde GyHKOUje f HeMaMO HUKAKBY WH(GOPMAIH]Y.
Cauuno, ako je D mosutuBaH muBu3op, Tj. D = ni P, + ..ny P, roe cy
ni, ... , Ny Ipupogau 6pojeBu, taxa ycuaos div(f) > —D naje ma f mHema
mosoBa BaH Tavaka P, ... , Py, a y TuM TauykaMa MMa TOJI HAjBUIIE
pema ni, ... , ng. Ocraje jom ako muBu30p D caap:Ku U Tadke Ca
HETATUBHUM KOE(PUIjEeHTOM: HEKa je Ha mpuMep —m() meo AMBU30pa
D. Tana, usmeby ocrasor, ycaos div(f) > —D ycaosmasa na f mopa
uMaTu Hysny y (Q m To 6ap pena m. OBO Bajkmu 3a CBe Tayke KoOje ce y
nuBu30py D jaBibajy ca HEraTUBHUM KOE(PUIMjeHTOM (MMa UX KOHAUHO
MHOT0).

IIpumep 25. [Tocmarpajmo Ha mpojexTuBHOj npaBoj P! musmszop D =

[1,0] +[0,1]. Tana je ¢pyurmmja

p= =00 ¢ i),

3a CcBaKW mpupomaH Opoj k. 3aucra, yciaos ma f € L(kD) camo 3Haum
na f mema mout Ban tavaka [1,0] u [0, 1], npy uemy T mosmoBu Mory 6uTH
Hajume pena k. ®Pymrnmja f mMma mos y ThMm aBema Tadykama pena 1,
mpeMa TOMe, UCIyHhaBa yCJIOB Ja Ce HAJAa3W Y CBUM OBUM IPOCTOPUMA.

Axo mocmarpamo
1 xy

foo@=—y+y)
oBa (YHKIja Ce He HAJA3W HU y jeTHOM OJ OBUM mpoctopa. Mako ona
nma Hyse y taykama [1,0] u [0,1], ona nnak uma mos y taukama [1,1]
u [—1,1], a To HUje mo3BOMEHO 3a (yHEIUMje u3 mpoctopa L(kD).
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Y canenehem tBphemy HaBOAMMO OCHOBHE ocobuue mpoctopa L(D),
3a D € Div(C).

Tepbewe 19. (1) Cryn L(D) je BEeKTOpCKM NPOCTOP HaM mosbeM K.
Herosy mumensujy osmauaBamo ca [(D).

(2) Aro je D < D', rana L(D) C L(D').

(3) L(0) je ckynm cBux KOHCTaHTHUX (yHEMMja y K, makme [(0) = 1.

(4) Ako je deg(D) < 0, rana je L(D) = {0}, na [(D) = 0.

(5) 3a P € C mnpoussomny rtaury Baxku (D + P) < (D) + 1, Tj.
dimg(L(D + P)/L(D)) < 1.

(6) Aro je D < D', rana dimg(L(D')/L(D)) < deg(D' — D).

(7) L(D) je roHaUHO- AMMEH3UOHN BEKTOPCKU HPOCTOP, Tj. Opoj (D)
je yBek ronauan. Ako je deg(D) > 0, rana [(D) < deg(D) + 1.

(8) Ako je D ~ D', rana L(D) = L(D'), na je u (D) = (D).

Joxka3z. (1) Muoskeme HeHyIa KOHCTAHTOM HE MeHa, JUBU30D, a IO H03-
HATO] OCOOMHM 3a AMBU30D 30mpa (QyHKOMja 3akbydyjeMo na m 30up
ocraje y L(D), ako cy Ty mouerHe ¢yuruuje, nakie L(D) jecre Be-
TOPCKU TIPOCTOP.

(2) Axo je div(f) > —D, Taga je u div(f) > —D’, ma L(D) C L(D').

(3) Axo f € L(0), rana f Hema mosoBa, makie [ je KOHCTAHTHA.

(4) Hera f # 0 € L(D). Taga, 36or div(f) > D je 0 = degdiv(f) >
deg(—D) = —deg(D), omarne je deg(D) > 0. 3aro upocrtop L(D), 3a
deg D < 0 HEe MOske na canp:Ku HU jeHY OBAKBY (DYHKIIA]Y.

(5) Heka ce y muBuzopy D rauka P € C mojaBmyje np myra. Youu-
MO paBHOMepHH3aTOop y Tauku P, Heka je 1o ¢ymEmuja t € Ocp.
Cana je mobpo medpuuumcano mpeciuraBame ¢ : L(D + P) — K ca
o(f) = ("L f)(P). Oso je zaro mro f € L(D + P) uma moxn pena
HajBUIe np + 1, ma cBe Te eBeHTyaJsHe moJoBe HeyTpaJsume t"PT, Tlo
neGUHUNMU OBOT NpecJuKaBama Ce BUIM & j€ OHO JMHEeapHOo. Jes-
rpo OBOr mpeciukaBama yuHe ¢pyurnuje u3 L(D + P) Koje Hemajy mosa
pena np + 1 y P, nakne cse ¢yuruuje u3 L(D + P) uuju je mon y P
HajBume np. OBo ympaso 3uaun ma je ker(¢) = L(D). ITo Teopemu o
nzomopousmy L(D+ P)/L(D) = ¢(L(P+D)) C K, na je L(D+ P)/L(D)
HajBUIIE j€THOANMEH3WOHN IPOCTOP, MTO je W TPebaso MOKA3aTH.

(6) Hera je D'=D + P, + ... + P, rme Tauke Pj, ... , P, Mory 6utu u
ucre. Oznaunmo D; = D+ Py +...+ P, 3al=0,1,....k. Illpumenom nena
nox (5) k myra va Dy u D) (3a 1 =0,1,....k — 1), 3akmyuyjemo na
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je dimp(L(Di41)/L(D;)) < 1, a kana HAZOBEXKEMO 3aK/bydUKe, NOOUjaMo
dimg(L(D")/L(D)) < k = deg(D" — D).

(7) Aro je D < 0, ouga je L(D) = {0} cBakako KOHAYHO- AUMEH3UOHU
BEKTOPCKM npocTop. Axko je deg(D) > 0, npumennnmo (6) 3a D—(deg D+
1)P (P je 6uno kKoja Tavka, jeUMHO je OUTHO Ia HAMECTUMO Na CTEIeH
nuBu3opa Oyme meratuBan) u D, tana L(D — (deg D + 1)P) = {0}, na
dimg(L(D)) < deg(D — (D — (deg D + 1)P)) = deg D + 1.

(8) Heka je D' = D +div(g), 3a mexo g € K(C). Tana je mobpo medun-
ncaHo npecaukasame ¢ : L(D') — L(D) 3anmaro ca ¥(f) = fg, jep ako
div(f) > —=D’, rana div(fg) = div(f)+div(g) > —D’'+div(g) = —D. Oso
IIpECIVKABalk€ je jaCcHO JMHEApHO U Oujernuja, ma je maomMopduzam
BekTOpCKUX npocropa L(D) u L(D').

Tepbemwe 20. 3a nusuzop D Basku [(D) > 0 ako u camo ako je D juH-
€apHO EKBUBAJICHTAH HEKOM IIO3UTUBHOM IUBU30PY.

Ilokasz. Axo je D —div(f) = D', 3a mexe f € K(C) u D' Div(C), rama
je mo mperxonsom tBphewy (D) = [(D') > 1(0) = 1. O6puyro, ako
je (D) > 0, mocroju f # 0 € K(C) Taksa ma div(f) > —D. Tana je
D +div(f) > 0, a To 3raun ma je D + div(f) mosurmBaH IuBU30D KOjuU
je JIuHeapHO eKBUBaJIeHTaH ca [.

Hame cinenme, 6e3 mokas3a, TPU TEOPEME O BEJIMKE BasKHOCTHU!

Teopema 9. (Pumanosa Teopema) IlocToju neo 6poj g Takas ma 3a cBe
musuzope D € Div(C) Baxu

[(D) >degD +1—g.

Teopema 10. (Teopema Pumana-Poxa) Heka je K¢ kKaHOHCKM quUBH30D
ma kpuBoj C. Tama mocroju meo Opoj g, TakaB Oa 3a CBAKU AUBU3OP

D € Div(C) Baxn

(D)= I(Kg — D) =deg D — g + 1.
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Heowmaunuja 24. Hajmamu 6poj g n3 Pumanose Teopeme, OJHOCHO
6poj g u3 Teopeme Pumana-Poxa ce masusa pod xpuse C.

Ta msa Gpoja he ce noknonuru (mehemo mokasusatm, amu Mopajy
[la ce MOKJIone ma O6u qeUHUIM]a MMAIa CMICIA), U 38 OpOj g Basku na
je g > 0. To ce ommax Buau 3 tora mwro je [(D) < deg D+1. HaBommmo
HEKe JaraHe, ajau OuTHe mocienuiie teopeMe Pumana-Poxa.

Tepbeme 21. Heka cy o3Hake ucte Kao 1 10 cana.

(1) I(Kc) = g.

(2) deg Ko =29 — 2.

(3) Aro degD > 2g — 2, rana [(D) =degD — g+ 1.

(4) Axo deg D > 2g, rana (D — P) =1(D) —1, 3a cee P € C.

Hoxka3. (1) CraBumo D = 0 y jemmakoct Puman-Poxa u mobujamo
1-U(K¢) =1-g, omaraue je [(K¢) = g.

(2) CraBumo cana D = K¢ y jemnakoct Pumana-Poxa. Mmamo g—1 =
deg Ko — g+ 1, a oBo Tauno maje deg K¢ = 2g — 2.

(3) Ako je degD > 2g — 2, rana deg(Ke — D) < 0, na (K¢ — D) = 0.
Kana oBo mecrane u3 jennauune, nobujaMo tpaskeny jemsakoct [(D) =
degD — g+ 1.

(4) Axo je degD > 2g, tana je degD,deg(D — P) > 2g — 2, ma u3 (3

I(D)=degD—g+1ul(D—P)=deg(D—P)—g+1=(degD—g+1)—1=
(D) —1.

IIpumep 26. Onummumo npocrop L(K¢), 3a HEKM KAHOHCKU IUBU30D
Ko = div(w), w € Q(C). Baxn exkBuBaneHnuja ga je ¢pysrmumja f €
L(K¢) ako u camo ako div(f) > —div(w), a 0BO je €KBUBAJIEHTHO Ca TUM
na je div(fw) > 0, omHocuo nma je fw perynapan mudepenmumjan. Kako
ce caku mudpepenmujan u3 (C) npencraBiba Ha jeUHCTBEH HAYUH Y
obmuky fw, 3a Hery ¢yuruujy f, oBo momemuBame [ — fw, Tj. mpec-
nukaBamwe naMmeby L(K¢) m ckyma XonoMop@HUX qudepeHnujaza Ha
C je K(C)-nmuHeapHo 1 GUjeKTUBHO, JAKIE yCIOCTABJIbA M30MOD(hUI3aM
usmeby omrosapajyhux Berropckmx mpocrtopa. OBuM 3arbydyjeMo
na je m (mpema mocsemuiu teopeme Pumana-Poxa) mpocrop xouso-
Mop¢hHUX mudepennujana kpuse C' numensuje g, pona kpuse C.

ITpumep 27. Iloka3aau cMoO na Ha NpOjeKTUBHOj npaBoj P! mema per-
yJlapHUX IuepeHnurjasa, Ia IO IPEeTXOAHOM IPpUMepPy 3aK/bydyjeMo
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na je [(K¢) = 0, omakise je pon mpojektrusHe mpase ¢ = (0. Y oBOM
caydJajy, MokeMo jemHakoct Pumana-Poxa mpounrartu kao

(D) — (=200 — D) =deg D + 1.
Crnemnujanno, ako je 3a muBu3op Basku deg D > —2, Ttana je

(D) =degD + 1.

IIpumep 28. [locmaTpajMo eIUNTUYKY KPUBY
C:y*=(rv— o)z — )z — as)

Ham nmoskeM K, rae cy qp pa3iumuuTd. 3a By 3HAMO Oa je div(df =0,
a OBO je jemaH O NMpeNCTABHUKA KAHOHCKUX IUBU30PAa, T€ y TEOpeMU
u nocienunama Pumana-Poxa moskemo craButu Ko = 0. Croemnujastso
I(K¢) = 1(0) = 1 = g, narue enunrtuuka kpusa je poma 1! Tana rao
MOCJIe Uy UMaMO U

(D) =degD,

3a muBuzope D cremena Gap 1. Heka je P € (', mpou3BoJ/bHA Tau-
ka. Tama je [(P) = 1, a KakO OBaj OIPOCTOP CAIAP:KU CBE KOHCTAHTHE
¢yuruuje (OHE HeMajy MOJOBE HUTJE, a HEMAMO YCJOB 3a HyJe), Koje
yrHe MPOCTOp auMeH3uje 1, 3akmyuyjemo ma je L(P) = (1). Ioxce-
TUMO Ce Jla T y 00 MMa IOJI pena 2, a y pena 3, JOK HEMA]y OCTAJIMUX
IIOJIOBA.

Cama MoxkeMO ma pa3MorpuMo npoctope L(koo), 3a mase npuponHe
6pojese k. 3uamo [(koo) = k, Tako ga 3HAMO AWMEH3UjEe TPAKEHUX
npocropa. Beh cmo ogpenunu (P = 00) L(co) = (1). 3a L(200), 3HAMO
[a je IBOAVMMEH3VWOHU IPOCTOP KOjU CaApKM KOHCTAHTHE (YHKIVje U
GyHKRUU]y T, TMHEAPHO HE3aBUCHY OX BuX, na je L(200) = (1,z). IIpoc-
Top L(300) campsku mopen KOHCTAHTHUX U QYHKIUje T U QYHKIU]Y Y, a
OHE Cy CBe JIMHeapHO He3aBUCHE HA KpuBOj C' (MMaMO jeIHAUMHY TEK 3a
y?), ma je L(300) = (1,z,y). Cauuno ce mobuja L(4o0) = (1,z,y,2%) u
L(500) = (1, z,y,2% xy). Ocmorpumo can npoctop L(600). On canpsxn
7 pazmmuauTux GyHEOUja: 1, z, y, 22, vy, 2° u y>.

[lomTo ce cBe oHe HaJsa3e y IPOCTOPY AMMeH3Uje 6, MOpa IOCTOjaTu
auHeapHa Be3a usMmebhy mexkux onx mux! Hapasuo, To Huje usnenabeme,

87



nomTo je jemraumHa Kpuse y° = (v — a1)(z — as)(r — a3), a Kaga oBO
TPYIUAIIEMO IO HAOpOjaHuM QyHKIUjama, nqobujamo K-imHEapHY Be3y
u3meby Herkux om TMX (QyHKIM]A.

IIpumep 29. [locToju HAUMH Oa OKApPAKTEPUIIEMO CBE KAHOHCKE TUBU-
30pe. 3HAMO Ha CBaKMd KaHOHCKU muBu30p K¢ 3amoBosasa deg Ko =
29 — 2 u I(K¢) = g Baxku u obpuyTo, aro 3a muBuzop D Basku
degD =29 —2, [(D) = g, oHza je OH KAHOHCKU IUBU30D!

Y6armumo npso D y jemnakoct Pumana-Poxa, onakne je g — (K¢ —
D)=29g—-2-g+1, 1j. I(Kc— D) =1. Cana ybamumo Ko — D
y jemnakoct Pumana-Poxa, omakne je 1 — g = deg(Ke — D) — g + 1,
na je deg(Kge — D) = 0. U3 ycaosa (Ko — D) = 1 3armyuyjemMo na
nocroju ¢pymrmmja f € K(C) taksa ma je div(f) > D — Ko. Aumm,
kako je deg(div(f)) = 0 u deg(D — K¢) = 0, MOpa BaKATU jeTHAKOCT
div(f) = D—K¢. Cana je D = div(f) + K¢ = div(f) + div(w) = div(fw),
3a HEKM audepeHujat w, a Tana je fw omer audepeHnrjast, mTo yIpaBo
3Hauu na je D KaHOHCKU IUBU30P.

Ako je g > 0, Tana je [(D) > 0, na 3namo ma je D oHza JMHEAPHO
E€KBUBAJIEHTAH HEKOM IO3UTUBHOM IUBU30DPY, OMJAKJIE MOKEMO O 3a-
KJBYUUMO na 3a ¢ > () MOCTOju MO3UTUBAH KAHOHCKUA AUBU30p. 3a g =0
3HAMO /& OBAKO HEIITO He Mopa na Basku (mpumep: P).

IIpumep 30. Heka je : y?> = f(r) xunepenuntuuka kpusa (Tj. HeH

aduHU neo), npu vyemy je f memapsor cremena. OHa MMa je AMHCTBEHY
6ecrkonauHocT 0o. sKemmmo ma ommmemo npocrope L(koo), roe je k €
Np.

Ilakne, TpakmMo (YHKIHUje Koje Cy peryJjapHe y CBUM a(pUHUM
TaykKaMma 3a moderak. AKO y3MeMO OUJIO KOjy HEMOJIUHOMCKY PAIlMOHAII-
HY (YHKIU]y U3 7(0), oHa he MMaTU HEKOHCTAHTAH MMEHUJIAI, KOju
he ce curypHo amyiaupartu y HEKO] Tauku (Zg,Yo), jep OBO CBe IOCMa-
TpaMo Ham ajarebdbapcku 3aTBopeHuM nosseMm K. [lonuHOM y mMmeHUMOIY
nMa 0ap jenHy Heompebeny on x u y, nma Kama UKCHUPAMO OHY IOPYTY
Heonpebheny, mobujamMo TOJIUHOM IO TPBOj HeoapeheHoj Koju nma Hy Iy
y K. IIpema ToMe, OCTajy jeIMHO IIOJIUHOMCKE ¢yHKIUje, Tj. eleMeH-
T apUHOr KOOpAMHATHOr npcreHa K |x,y| (mpu yemy 0BO ceuemo 1o
peramjn y° — f(x)).

360r Tora, y? MO¥KEMO IPEICTABUTHU KaO IIOJIUHOM IO T, IIa je IO-
BOJ/LHO Oa mocMaTpamo ¢pymrmuje 1, z, 2%, ... , vy, zy, 2%y, ... Men-
Jy OoBUM (yHEKHMjaMa HeMa JIUHeapHO 3aBUCHUX, TaKO Ha OHe YUHEe
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6a3y manm momeMm K. Takxobe, y mpumepy 6poj 3 cMo Bumenu ma je
ordy () = =2 m ordy (y) = —2¢g—1. Canma nako padyyHaMoO pegoBe HOJIO-
Ba Habpojanux ¢ysrnuja: ords (") = —2n m ord.(z"y) = —2n —2g — 1.

Cana naxo mosxemo mahu 6a3e npocropa L(koo). Beh snamo L(0) =
(1). Mebyrum, ucro hie na Basku u 3a L(00), jep KoopauHaTHE (yHKIU-
je mMajy mois y oo 6ap 2, mox pamuoHaJHe (DYHKIUje MMA]y IOJI HeT e
y a¢puaom nmemy. Iakme, L(co) = (1). Ha mame HEero Bpeme MO:ke-
MO ybamuBaTH cTeneHe (QYHKIUje T, KOja ¥MMa IIOJ pela OBa, IpeMa
TOME nBa y3acTomHa Opoja k he maBaTy mcTU TPOCTOP MOKJE TOI HE
npebemo g: L(200) = L(300) = (1,x), L(4o0) = L(boo) = (1,z,2?%), ...
, L(2noo) = (1,z,...,2"), kan ron n < g u L((2n + 1)oo) = (1,z,...,2")
Kamg rog n < ¢g. ¥ HEKOM TPeHyTKy moJsa3umo mo k = 2g + 1, rme ce
npBuy myT nojasibyje u y: L((2g+1)oo) = (1,2, ...,29,y), L((29 +2)o0) =
(1,2,...,29, 29" y). Canma je jacHo kako ce rpame osu Behu mpoc-
topu, L(2noco) = (L,z,....29, ..., 2"y, 2y,...., 2" 9 ly), kanm ron n > g u
L((2n+1)o0c) = (1,x,..., 29, ....,2" y, 2y, ..., x" 9 1y, 2" 9y), kag rom n > g.
Cana MOkeMO na 3aKkbYydYuMO BpenHocTu 6pojesa [(noo). Pesyararu:

{0}, n <0
<1,a:, ...,x[%],y,xy, ...,x[nT_l]_gy> , 29+1<n

0, n <0
l(noo) = ¢ [5] + 1, 0<n<2g (2)
n—g+1, 2g9g+1<n
[Ipumerumo na 3a n > 2g+ 1 Basku [(noo) =n—g+1, nok 3a n = 2
jellnoo) =g+1l=n—g+1luszan=29—11Ilno)=g9g=n—g+
mTO je y CKIamy ca mocjaenurnoMm teopeme Pumana-Poxa ma je [(D) =
deg D — g+ 1, 3a deg D > 2g — 2.

— Q

ITpumep 31. Ha nauun Kao y IpeTxoqHOM MPUMEDPY HE MOKEMO UCIU-
ratu npocrope L(koog) m L(koo_s), kanma je deg(f) = 2¢ + 2 napan, a
k € Nyg. Mebyrtum, OHO mIITO MOKEMO Ha YypaIuMO jecTe ma UCINUTAMO
upoctope L(k(oos+00_5)). OBaj 3amaTak je BeoMa CInUaH Kao 3a1aTaK
13 IPETXOIHOT NMPUMePa, OJaKJIe HA UCTU HAUUH 3aKbYUyjeMoO Ia OBU

IPOCTOPU MOTY na canp:ke camo ¢yrkmmje 1, xz, 2, ... , y, zy, ... Ha
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UCTU HAYUH KAa0 Yy IPETXOAHOM mpumepy u oapebyjemo oBe mpoctope,
a OBZle majeMO caMO KOHAYaH Pe3yJTaT:

{0}, n <0
L(n(oos +00_s)) = ¢ (1,x,...,2"), 0<n<gyg (3)
<17x’ "'7xn7y’ my’ "'7xn7g71y> ) g + 1 S n
0, n <0
[(n(ocos +00_5)) =< n+1, 0<n<gyg (4)

2n—g+1, g+1<n

[Tomro je deg(n(ocos+00_s)) = 2n, MoskeMO 3a n > g (0BO je ekBUBa-
aeHTHO ca deg D > 2g — 2) ma TpOBEPUMO TAYHOCT IMOCJIEANIE TEOPEMe
Pumana-Poxa. 3a n > g+ 1 je oBO ounrenHo, NOK 3a n = ¢ UMaMO
g+1=29—g+1, mro je takobhe TayHo.

Teopema 11. (Xypsumosa teopema) Hexka je ¢ : C; — Cy HeKOHCTAHT-
HO cemnapabuiiHO IPEeCINKaBaKhe IIATKUX KPUBUX, POOA ¢ U (o, PEIOM.
Tana Bakm HEjeTHAKOCT

29 — 2 > (deg ¢)(2g2 — 2) + Y _ (e(P) — 1).

Y OBOj HEjeTHAKOCTU j€THAKOCT BayKM aKO U CAMO aKO je UCIYHhEH jeTaH
on caeneha mBa ycioBa:
(1) char(K) = 0; (2) char(K) = p, anu ptey(P), au 3a jenno P € C.

Bunumo ma y 30up Ha mECHO] CTpaHU yJla3e caMO paMU(UKOBaHE
Tayke 1 Kamaa OyneMo NPUMEHUBaJU XYPBUIOBY TEOPEMY, caMO hemo
o0paTuTy na:KBy Ha BUX. VMa cMuciaa MOCTAaBUTU MUTAHE 3aIITO je
Taj 30Up KOHAYAH W 3aTO HABOIAMUMO jOIN jemHo TBpbheme, Oe3 mokasa,
KOje HaM Jaje OArOoBOP Ha TO NMUTAE.

Tepbeme 22. Heka je ¢ : (| — (', HEKOHCTAHTHO cemapabuITHO Tpec-
JIUKABaWm-E€ TJIATKAX KPUBUX. 3a CKOPO cBe Tauke () € Cy (ceMm MOxkIa
3a BUX KOHAYHO MHOTO) Bawku #¢ ' (Q) = deg (o).
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Osnaka #¢(Q) je yobuuajena osnaka 3a 6poj Tauaka ckyna ¢ (Q).
Y XypBUIIOBOj T€OpEMHU 3aXTE€BaMO [a MpeCIUKaBame Oyne cemapa-
6unno, onakie je deg(p) = deg,(¢). Kako 3mamo dpopmyiry

> es(P) =dego,

Pep=1(Q)

3a cropo cBe () € C; he ce Ha sneBoj crpann Hahu Tauno deg ¢ ravaka,
olakye cBe OHe Mopajy Owmrtm HepamuduroBane. (CaMO 3a KOHAYHO
rauaka () € (o 1 nmpeMa TOMe 3a KOHaYHO Tavaka P € () he Bamkuru
es(P) > 1. Ilakne, 30up Ha NECHO] CTPAHU je KOHAUAH.

IIpumep 32. fRenmmMmo KOHAYHO nOa ce YBEPUMO A XUMNEPETUNTUYIKA
KpUBa, 3aJaTa jeHAYMHOM y CTaHgapIHoM aduuoMm mery y* = f(x),
deg(f) € {29 + 1,29 + 2} je poma g, Kao WTO CMO BUAEJIU Ca CJIUKE y
2.2. Ropuctmhemo npecaukaBame 3 npuMepa 9 m momaTke Koje cMO
tamo otkpuau. Iakae, ¢ : C — P! 3amajemo ca ¢(x,y) = .

[Tomro cMo 3axTeBanu na 3a noswe K Basku char(K) # 2, npecauka-
Bame je cemapaduiiHO U CBU UHAEKCU PaMUPUKAIje OBOT MPECIUKA-
Bama cy 1 mmm 2 y XypBHUIIOBO] TEOpEMU BaKM jeJTHAKOCT. JOII 3HAMO
na je degp =2 u g(P') = 0. Kama oBo 3aMeHUMO y 3aK/bydak Teopeme,
nodujaMo jeTHAKOCT

29(C) —2=2(0-2)+ Y (es(P) —1).

pPeC

Kao u cBaku iyt mo cama, MopaMo Oa pa3juKyjeMo IBa caydaja.

Heka je mpso deg(f) =2¢g+ 1. Mmamo jeany GeCKOHAUYHOCT 00, KOja
je pamuduroBaHa, Tj. €,(00) =2 m umamo jom 2¢ + 1 paMuUKOBAHUX
Tavyaka, TO Cy OHE KOje calp:ke HyJe MoJuHoMma f, Tj. Tauyke OOJUKA
(a,0). Y cBaroj on Tux tauaka BaxkU e,((a,0)) = 2. Cse ocrane Tauke
cy HepaMupuKoBaHe, mma He yaaze y 30up. Cama kama OBO BpaTuMmo y
jeIHAKOCT, HOJIA3UMO N0 TPAKEHOT 3aKJLYUKa

29(C)=—-2+29g+1+1,

oxnocuo ¢(C) = g.
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Heka je deg(f) = 2g+2. Cana nmamo nBe 6ECKOHAYHOCTHU KOje HUCY
paMu(pUKOBaHe, TAKO Jla jeJIUHO UMaMoO 2¢ + 2 paMU(PUKOBAHUX a()UHUX
ravaka obnmka («,0) m cBaka O& BWUX je MHAEKCA paMuduraimje 2.
OsBaj cayuaj HAM joIn Opske maje jemTHaKoCT

29(C)=—-2+2g+2,

1j. g(C) = g my oBoM cayuajy. EBo jom jeqHor ompasnama 3amTo CMO
cMenm onMax y Ae@UHUII]U XUIEePEeJUNTUYKEe KPUBE Ja HAIUIIEMO 1a
je pona g. IlpumeTruMo m ma HUTAE HUCMO KOPUCTUJU Oa je g > 2, OBaj
IOOKa3 MOTIYHO paiv U 3a ¢ = 1, mMTO maje jomr jemaH MOKa3aTesb Oa
jennaumna obnuka y? = f(x), rme je f Tpeher wau yeTBpTOr CTemeHa
dbopMupa KpuBy pona 1, OIHOCHO Dall eJUNTUYUKY KPUBY.

3a Kpaj oBe rjaBe HaBOIMMO jeIHY TeOopeMy Koja he HaMm OuTu Ko-
pucHa KacHUje. 3HaMO Aa je xumepeaunTtuuka kpusa C : y? = f(x),
npu uemy deg f € {29 + 1,29 + 2} pona g. Tana je I(K¢) = g. Onasne
3HAMO [1a je IPOCTOp PeryJapHux mudepeHnujaia ouMeHsuje g. leo-
peMa kKoja ciaenm HaM maje 6a3y TOT BEKTOPCKOT MPOCTOpPA.

Teopema 12. Heka je C : y? = f(r) xunepenunTuyka KpuBa poma ¢
van nomeM K. Tanma je ckym

1 g9-1
—dx, £d:c, - a dx
2y 2y 2y

6a3a BEKTOPCKOT NPOCTOPA PErayapHuXx audepeHnujajga Ha I0JbeM
K. Ilpyrum peumMa, cBaku peryiapan mudepennujana xHa kpusBoj C ce

p(x)dx
2y

3amucyje Ha je IMHCTBEH HAYUUH Y OOJIUKY , 32 HEKU IIOJIMHOM D

cTeneHa HajBuie g — 1.

Hoxka3. Oznaummo ca D, muBu3op y Oeckornaunoctu ¢yurmuje . To
3Haum na je D,, = 200 y HemapHOM CJIydYajy, OOHOCHO D, = 004 +
00_g y mapHOM ciay4ajy. Os3saummo m wy = ‘21—2. [Tomro cmo Beh
onpemnunu div(dr) m div(y), rama yBpCTUMO Te BPEIHOCTA 3HAMO U
div(wy) = div(dx) — div(y) = (9 — 1)D. CBarm mudepeHumjas Morxe-
MO & 3amMIieMo y obJuKy w = ¢wy, 3a Hero ¢ € K(C), a mo oHOMe

IITO CMO paHMje yTBPAWIW, OBa] MU(epeHOMrjas je peryiapaH ako U
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camo ako ¢ € L((9 — 1)Ds). Mebyrtum, u oe mpocrope cmo Beh

omrcamm, a y oba cayuaja je L((g — 1)Ds) = (L,x,...,297"). Kako

Ccy OBe (QYHKNNje JUHeapHO He3aBUCHEe, NMa UX ¢, a CaJ CMO yTBPAWIN
1 x r9~1

na ce —d. CBe HaJjla3e y IPOCTOPY peryjaapHux audep-

20 2y T 2y
CHIMjaJa, KOJU je NUMEH3Uje ¢, 3aK/bydyjeMo na oHe popmupajy Oasbl

TOor mpocTopa Hanm K.
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3 p-anckm OpojeBU M B>MXOBE MPUMEHE

3.1 YBomy p-ancke 6pojese

IIpenopyuena siureparypa: Jluteparypa 3a p-ancke 6pojeBe je HAIU-
POKO pacmpocTpameHa, 3a IeTa/bHO U3ydaBame Cy MO3HATEe Kimure [25]
u [29], mok cy Beoma 3romHu u Heku Kpalin mMarepujanu, Kao mMTO Cy
(2], [44], [57], [41], [53]. OBme camoO KpaTKO HABOAWMO OCHOBHA CBO-
jcTBa p-aACKUX BaJiyalldja W KOHCTPYKIHU]Y p-alckux OpojeBa. [lorkase
HaBeIEHUX TBphema HehemMo HaBOIUTHU, a MOTY ce Hahu y mpe3eHTO-
BaHO] JTUTEPATYPU.

[MTogceTumo ce ma je ancoaymma epednocm Ha TOBY K mpeciaura-
Bame

|‘ZK—>R20

ca caemehuM cBOjCcTBUMA

(1) |z| =0 ako u camo ako z = 0;

(2) |zyl = |z|lyl], 3a cBe z,y € K;

(3) |z +y| < l|z|+ |y|, 3a cBe z,y € K.

Ha momy Q ocum cranmapaHe amcoJiyTHE BPEAHOCTU, ITOCTOjE€ U P-
adcke ancoaymme 8pedHoOCMU, KOje O3HAYABAMO Ca |- |,, 38 CBAKU MPOCT
6poj p u mepunumy ce Ha ciaenehwm Haums. CBaku panuoHAJIaH OPO]

a
m-_

7 npu uemy m € Z, a,b € Z,

x # 0 ce MO¥Ke 3anucaT y OOJIUKY T = P
(a,b) =1, ptab. Tana

|x|p =p "

ok crassmamo |0[, = 0.

ITpumep 33. OBakBe ancosyTHE BpeIHOCTU ce OpP30 pauyHajy, 3a 360 =

1
23.32.5 je [360], = 3 1360|3 = 9 13605 = £ AOK 3a OCTaze TpOCTe
opojese p je |360|, = 1. Cuanuno
8| 1 28] _ (28] _1 |28 _,
99), 4" [99], 7 99|, 7" |99{,,

Tpeba npoBepuTu 1a 0Bako meGUHUCAHE ATICOJIYyTHE BPETHOCTU 3a-
ucrta 1o m jecy. To je pyTuHCKM mocao, ajm OOJIA3UMO IO HeEdera
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3aHUMJLUBOT. Y TpoBepu pyTuHCKU yTBphyjemo ma cojcrsa (1) u (2)
Baxke, IOK 3a cBojcTBO (3) Baskum m Buine! Hamme, Baku
(37) |z + ylp < max{|z[p, |ylp}, 32 cBe z,y € Q.

OBakBe AalCOJNyTHE BPEIHOCTU CE 30BY HEAPLUMEOICKE ANCOAYMHE
epedrnocmu. Pasror je jacaH, y muMa He Baku ApPXUMEIOBO CBOjCTBO,
Ha mpuMmep, 3a a = 1 u M = 2 mehe mocrojatu n € N, TakBo na je
|nal, > M! U ose mejemmarocTm Bumumo na |nal, = |n|, < 1, 3a cBe
n € N.

IIpumep 34. U3 nepununmje anconayTHe BpeIHOCTH |-| ce JaKO U3BOIE
CBOjCTBa Ja je

=1, [ =1=1 | — ] = |z,

kao u na |z"| = 1 noBnaum na je |z| = 1, omakie cienu na 3a amncoryT-
Hy BPEIHOCT HAa KOHAYHOM IOJbY Baxku ma je |z| =1, 3a cBe x # 0.

Jenno HeoOWYHO CBOjCTBO OBE p-alCKe AalCOJyTHE BPETHOCTU j€
caenehe, ako |z|, # |y|,, Tana

|z + y|p = max{|x|p, |y|p}'

Kama mmamo amncomyTHy BpemHocT |- | Ha mosmy K, Tama MokeMO
na mepumHMmemo m MeTpury Ha K ca d(x,y) = |r — y|, a mupekTHO ce
MOKe TPOBEPUTH [a je OBAKO 3amucra mepuHucana MeTpura. llocebHO
je 3aHMMJbMBA OBa p-aICKa METPUKA, jep Ty BasKe OBE MHTEPECAHTHE
CTBapMU.

(1) Ceaxu mpoyzao je jednarxoxpar, mj. 3a 6uao xoja mpu x,y,z € Q, bap
dsa bpoja uz ckyna {d(x,y),d(y, z),d(z,z)} cy jeonara!
(2) Csaxa mawka omeopene aonme je wew yermap!

Cetumo ce na je jenna on nepuHUIMja DA Cy IOBE METPUKE Ha WC-
TOM TPOCTOPY €KBUBAAEHMHKE AKO UHIYKY]y UCTY TONOJOTHUjy (Tj. ako
je OTBOpEH CKyI y HPBOj METPUIM, OTBOPEH U Yy APYrOj U OOPHYTO).
Crora, KakeMo na Cy W ABE€ HOPME Ha UCTOM IPOCTOPY EKBUBAAEHMHE
aKO Cy MeTpUKe KOoje me(@UHUIIeMO MOMONYy HBUX €KBUBAJIEHTHE.

sRemumo nma mpuzoBemo y momoh amanm3y, a 3a aHaaudy Cy HaM
mOTpeOHN METPUYKN TPOCTOPU KOje cMo Hanpasuau. Hema morpebe ma
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OJIBOjEHO MOCMATPaMO IMPOCTOPE Ca E€KBUBAJEHTHUM MeTpurama. Ila
au mocTtoje jom Heke arcoisytHe Bpemuoctu Ha Q7 Ilocroje,anu one
cy exeusaseHmme Hexoj 00 HaBeOEHUT, Ca U3YIEMKOM MPUBUJAAHE ANCO-
aymmue epednocmu, 3a kojy je |x| =1, 3a cee x € Q*! OBo TBpheme ce
HazuBa Tteopema Octposckor. Jlakie, mMpoOHAIIIX CMO CBE€ alCOJJyTHE
BPEIHOCTU KOje Cy HAM O MHTepeca Kala JKeJIUMO 13 PaIUMO aHAJ-
n3y y momy Q, , meby rojuma je tauno jemma aprumedcka (rae BasKu
ApxumenoBa akcuoma), TO je CTaHIapIHA ANCOJNYTHA BPEIHOCT, NOK
Cy CBe p-aJCKe HeapXUMeICKe.

Axko kenuMo na ce GABUMO aHAJM3OM Y METPUUYKOM MPOCTOPY, Ke-
auMo na KommjeBu HM30BU KOHBEPTUPA]Y, Tj. [a j€é METPUYKU IIPOCTOP
romnaeman. Kao mro 3mamo u3 peasne ananuse, Q uuje kommieran y
OJIHOCY Ha CTaHAAPOHY AICOJNYTHY BPEIHOCT, & HETOBO KOMIIETUDAhA
je yopaso mosme R. Ocraje na mpoBepumo na je Q kommieTran y omgHO-
cy Ha p-ancke amcoJsyTHe Bpemnoctu. W Ty je omrosop me. Jlahemo
IpUMep 3a Ciaydaj p = 3, OJaKje Ce JaKO MOKe M3BECTHU INOKa3 3a OC-
TaJje mpocrte Opojese p.

Omabepumo 6poj 7, TO je meo Opoj, KOju HUje MOTIYH KBaapar,
ajll KOjU je KBaAPATHW OCTATAaK MOIYJO 3 M HUje nebuB ca 3. Hwus
KOHCTPYWIIEMO WHIYKTUBHO, IPBU YJIaH Ty OMpaMo Tako na je s = 7
(mod 3), a ako 3HaMo 6poj ,_1, Taza je x, umeo Opoj ca ciaemehum
CBOjCTBUMA

Tp = 2Tp_1  (mod 3"), 22 =7 (mod 3"M1).

Beh ca 3mamem ememeHTapHe Teopuje OpojeBa 3HAMO 1a OBaKaB HU3
MIOCTOjU, a HaBEAWMO OBIE NMPBUX HEKOJUKO uygaHoBa - 1, 4, 13, 13,
175, ... Tana Baku

|xm - xn‘3 S max{|xm - xm—1|37 ceey |xn+1 - xn|3} S

< max{3™™, 3 ™t 31 =3 h

omakie je oaj mum3 Komuje. Takobe

|$721 - 7|3 S 3_n_17
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OJlaKJIe, AKO OBaj HM3 KOHBEPIUpPA, HETOB JUMeC MOpa outé /7, a To
je Opoj koju Huje pamumonaJtian. lIpema Tome, oBo je mpumep Kormu-
jeBOT HU3a KOjU HE KOHBEPrupa.

Crora, mposa3mMo MOOPO MO3HATU MPOIEC KOMIIJIETUPAHa HEKOT
METPUUYKOI MPOCTOPA, IMTO OBAE IPECKaYeMoO, ONAaKIe, KPEHYBIIU O
(Q,| - |p), momasumo mo mosma Q,, ca cBojoM amcoiyTHOM Bpensomhy,
KOjy MCTO O3HAYaBaAMO Ca |- |, M OHA je HPOMUPEHE DP-ALCKE AICO-
aytae Bpennoctu Ha Q. Ilpomwmpena amcomyTHa BpegHOCT je U maJjbe
HeapXuMeNCKa Cca UCTUM CBOjCTBMMAa Kao W OO cala. Yak je U CKym
MOTYyNUX amcoJyTHUX BPEeTHOCTU UCTU Kao 1 Ham Q, Tj.

{lzlp | v € @} ={lalp | 2 € Q} ={p™ | m € Z} U{0}.

Tarkobe, mo3maTo je ma y mporecy KOMIUIETUPAMmha MOYETHO I0JhE
ocraje TycTo y HoBOomobmjeHoM, Tako na je Q rycro y Q,.

M3 HeapxmMenCcKor cBOjCTBA |- |, cienn na je
Ly ={z € Q| |z| <1}
IPCTEH, TAYHUje, TO je IPCTeH p-adckur yeauxr b6pojesa. Cauywo,
M, =pZ, ={z € Q, | |z| <1}

je mmean y npcreny Z,, TO je jeIMHCTBEH MaKCHMAJHHU MAEaJ y TOM
IPCTEHY, OJAKJe 3aKbydyjeMo Ha je 7Z, JOKaJHU NIpPCTeH. AKO Hac
3aHUMa KOjU PAIMOHAJHU OpOjeBU CY y OBOM IPCTEHY, JIAKO Ce BUIU

QQZPZZ(M:{%G(@“?“)}-

IIpcren Z, ce Mo:e Jemo ommcaTH, 3aXBaJbyjyNum ToMe na WHKIY3-
uja Z — 7, nMa TyCTy CIWKY, Tj. 3a CBako = € Z, u n € N, mocrojun
a€Z,0<a<p'—1 (u 1o jenuucTBEHO!), TAKBO 1A

lz—al, <p™.

Kao mocnenumy oBora, 3a cBako x € Z, mocToju jemuHCTBeH Kommu-
jeB HU3 ,, € 7 KOju KOHBeprupa kKa r ca ciegehum cBOjcTBUMA
(1) 0<a, <p"—1;
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(2) 3a cBako n € N Basku o, = a,,_; (mod p"1).

OnmaBne 3akbydyjemMo ma ce CBaKU p-aCKU Meo OPOj & je IMHCTBEHO
3anucyje y caemehm oOmuKy

9]

n

T = E anp
n=0

npu yemy 3a cBe n Baku 0 < a, < p. Ca apyre crpase, oBaj 3amuc
MOsKeMO BUIETU U Kao ypebhenu ckym O6pojeBa

(bo, bl, bg, ey bn) bn = bn,1 (HlOd pn)

OsBako mobujamo p-ancke nesie OpojeBe Kao MHBEP3HU JUMEC IIPCTe-
Ha Z/p"7Z m xoMoMOppuzama

Z/p"7 — Z/p"'Z, z (mod p")+ z (mod p" ).

Jomr ce nokasyje na je Q, =Z, L—J , IITO 3HAYM Ha 3a CBako x € Q,
3 m
nocToju m € Z TakBo ma p'r € Qp, OJaKJie C€ T MOYKE€ pa3BUTU Kao

o0

T = Z a,p".

n=-—m

Bumumo amanorujy ca mo3HaTuM pas3BOjuUMa, p-alCKU 1eau Opoje-
BU ce pasBujajy y TejaopoB pen mo p, a p-aAcKu OpOjeBU YOIIITEHO
ce pasBujajy y (rkomauan) Jlopamos pen. Hapasmo, jacuo je ma oBu
penoBM KOHBEPTUPA]Y.

[IIto ce Tuye TomosomEKUX cBojcTraBa, y Q, je cBaka 3aTOBpeHa
JIOTITa KOja HE CaAp:KM CaMO JeIHy TadvKy yjemaHO W OTBOPEHa JIONTa U
06pHYTO (360T IUCKPETHOCTU CKyIla BPEAHOCTU KOje MOKE na y3Me al-
COJIyTHA BPENHOCT), oxakie cienu ga je (Q, mOTIyHO HEmOBe3aH IPOC-
TOp, Tj. KOMIOHEHTa IIOBE3aHOCTU cBake Tadke r € (Q, je camMo Tauxa.
[Tomro je jacHO ma MOxeMO pa3gBOjUTH pasiaumunte Tadke y Q,, To je
n Xaycnop$os IpocTop. 3HaMO U TO Ja je IPCTEH Z, KOMIAKTaH, IOK
je momwe Q, TOKAIHO KOMIIAKTHO.
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Nnaxk :xemuMo na pamumMo u aiaredpy MOpen aHaiau3e, a Ty HaM
cMmera mTo mosse (Q, Huje anrebapckm 3aTBopeHo. To ce mMoke JTako
npoBepuTu, 3a oapebheru mpoct O6poj p y3MuMO OMIO KOju KBaIpPATHU
HEOCTATAK (4 110 MOAYJLY p 1 Taga 6poj v/a He noctoju y Q,, Tj. moauHOM
z? — a Hema kopena y momy Q,. V3 amrebpe 3HAMO Ia 3a CBAKO MOJ-
je K mocroju (jequHCTBEHO MO HA M30MOpP(U3aM) HErOBO aurebapcko
zaTBOpeme K. OpaTie u HOCTOjU HOJbE (QTP. MebyTtumMm, onet ce jaBiba
cTapa HeBOJba, OBO moJbe HUje rkommiaeTrHo! Ha cpehy, kommmerupame
OBOT ToJba, Koje HaszuBaMmo C, ocrtaje n anrebapcku 3aTBOPEHO, IpeMa
TOME, OBO je MUHMMAJIHO pammpeme nosa (Q, Koje je y ncTo Bpeme u
anrebapCcKu 3aTBOPEHO M KOMILJIETHO. 3aTO OBAE KOPUCTUMO O3HAKY
C,, mo amanoruju ca C, a He Beh kox @p. W amcoayrHa BpemHOCT
|- |, ce Ha cramnapnan Hauns npomupyje ca Q, va C,. IlonoBumo jorm
jemHoM, oBO ce cBe Moxke Hahwm y [25] u [29].

3.2 Baskua cBojcTBa P-anckmx OpojeBa

Hakon yBoma, y KojeM HUCMO Oalr BUaeJ T€OPUjy OpojeBa, KOHAU-
HO MOJIa3UMO 1O CBOjCTBa P-aJCKUX OpojeBa 300T KOjUX CY OHU TAKO
3HavajHu. ToMme HajBUIIE MOMPUHOCU HEBEPOBATHO KOPUCHA XEHCEJIO-
Ba JsieMa (0Baj MareMaTudap je MHAYE W TBOPAIl p-alCKUX Opojesa)
U M3 MOWTOBAK MIpPeMa TeOPEeMU U HEHUM MHOTOOPOjHUM IpUMEHaAMa
HaBemheMo MHOTE Bep3uje MaKo Ou OmIIO MaTeMATUYKU KOPEKTHO Ia
IIKPTO CcaMO HamoMeHeMO Hajommutuju obsmk. I[louehemo ca jemuum
IPUMEPOM.

IIpumep 35. Kao mTo cMo Harsacuam npu Kpajy OPOIIJIOT M3Jarama,
AKO je a KBAAPATHU HEOCTATAK IO MOIYJy P U Tana Opoj v/a He mocToju
y Qp, 1j. mommuOM 2% — 0 Hema kopeHa y momy Q,. Ako je 2? = a, Tana
je |z|, <1, jep je |al, <1, na je x € Z,, Tj.

o0

xr = Z a,p".

n=0
Ako npuxBatumo (a jecre) na MHOMKAMO OpOjeBe OHAKO KAKO OUCMO
OYEeKMBAaJM, Tana KBaJpuUpameM no0ujaMo

00 2

a= Zanp" =a? (mod p),

n=0
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a OBO OHZA Jaje Ha je a KBaJApaTHU OCTAaTaK MOIAYJIO p, HITO je KOH-
TPaanKI]a.

Ca mpyre crpane, ako je p # 2, a KBaApaTHU OCTATAK MOIYJIO P
u p { a, Taga 3amcra MOCTOJjU T € Z, TakKBO Ia 2?2 = a. Moxkemo

WHIYKTUBHO Ja HOOMjeMO Koe(uIiujeHTe a, Yy pa3Bojy

o0

x = Z a,p".

n=0

Bupawmo ag u3 ckyna {1,2,...,p—1} Takso na a3 = a (mod p). Ilame,
Mopa ouTtu
2apa1 +p1 =0 (mod p),

rae p; O3HavaBa MPEHOC, a MOIMTO dg # 0, MOKEMO OOPEIUTU U a1 U TO
jemuuctBeno. Hacrasmajyhu osaj mponec (yBek hiemo y3 HOBU unan
nMatu 2a0a,), onpebyjemo jenuHCTBEHO @), A MOOUjaAMO TPAKEHO X.
dopmanuzanujy oBor mpumepa BUAUMO Yy cienehoj Teopemu.

Teopema 13. Hera je
f(@) = ap + a1 + az2® + ... + a, 2" € Zy[z].
ITpernocraBuMo na mocToju ag € Z, TakaB na

flap) =0 (mod p), f'(ag) 20 (mod p).

Ospme je f' ¢popmamau m3pon mosmuoma f. Tama mocroju jemus-
CTBEHO a € Z;, TaKBO Ia

f(a) =0, a=ay (mod p).

IIpumep 36. Cana MoxeMO 1 (OPMATHO NOKA3ATU APYTU €0 IPeT-
XOJHOT TIpUMepa, omTo jeqnaunna f(r) = r?—a uMa pemema ay MOILy-
10 py Z, na camuM TuM u 'y Z, un upu tome je f'(ag) = 2a9 # 0 (mod p),
OBO pellelme ce jeUHCTBEHO MouAEe y pememe v € Z,. Ilpumerumo
Ia jeqHauYnHA

ZL'2

a (mod p)
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vMa nBa pemema y ckymy {1,2,...,p— 1}, omakie 360r je IMHCTBEHOCTU
NOAM3ama, MOCTOJA TAYHO IBa DEMema jemHauuse r° = a y Z,, Kao
IITO je U OYEKUBAHO.

OmaBne MokeMO ma 3akpyunmMo ma ciemehm OGpojeBu mocToje y
omrosapajyhum npcrernMa (Mako je HepOpMAJAH 3alKC, MOMTO KO-
PEH HUuje jeqHO3HAYHA (YHKIUja, 3HA Ce Ha IITA Ce MUCJIN)

V=2€Zs, —1€Zs, V2€Z; 2016 € Z.

MebyTum, oBa TeopeMa MMa MaJiO OrpaHUYEHOCTH y mpuMmenu. He
MOKEMO HUMITA 33 3aKJbYYIMMO O P-TUM KOpeHnMa y nosmy Q,, Ha mpumep
(o6uunnm) kopernuma y Q.. Hamomenumo ma je yciaos Teopeme 3amcra
buTaH, MopaMO ma OyIneMo Ma:KBUBU, jep HAM OBa TeopeMma He naje
nocrojame V3 y Qs, jep TO Hu He mocToju. 3a OUIO KOje peleme
jemnaunne 2 = 3 (mod 3) Basku 2z = 3 = 0 (mod 3), mTo 3HAUM na He
CMeMO TPUMEHUTU TEOPEMY.

OBaj moctymak je n mobap ma ce mokaxke ma V3 ¢ Qs, uax /3 ¢ Zs.
3amcra, mpBa mappa pasBoja mMopa 6poja r = /3 Gutu 0, amu oHIA
3|z, ma9|2?=3, mro je KORTpaAUKNUja.

Crnemu HOBa Bep3uja TeopeMme.

Teopema 14. Hexka je f(z) € Z,[x]. Hera mocroju ay € Z,, Tako na
BayKU

[f(ao)l, < 1f(ao)l-

Tana mocToju jeIMHCTBEHO a € Z,, TaKO Ja BaKU
fla)=0 |a — aol, < [f'(ao0)lp-

[Ipenuzuuje, Tana Baku u

f(ao)

; (2 f/ a = f/ aog)ip-
an) | (2) 1/'(a)lp = [ (ao)l,
Komenrap. JacHo ce Buam Ja je OBa Bep3uja TeOPEME YOIIITEHE
nperxonue, ako je f(ag) = 0 u pt f'(ag), Tama je ycioB ucuymes, a
3aK/bydaK Clenn u3 |a — apl, < 1, mro 3naum na p | a — ap.

(1) la—aol, =

IMpumep 37. Cana MoskeMO ma MCIUTAMO U KOjU HEMApPHU Ieju Opo-
jeBu a cy kBaaparu y Q. CBarako je ma To He mMory OuTwu OHU a Z# 1
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(mod 8), jep TO He BakuM HU y Z, Ia MOKEMO MOCMATPATUA CaMO IPBE
Tpu nuppe pasBoja ruae modmjamMo KoHTpamuknyjy. IIperxonna teope-
Ma HaM unak naje ma 6pojesu a = 1 (mod 8) 3aumcra jecy kBazpatu y
Q.. Axo mocmarpamo mosunoMm f(z) = 22 —a, Tama f(1) =1 —a je
nmewuBo ca 8, nok je f'(1) =2, na je

f W2 < F @)l

oMaKje, MO MPETXOMHOM 3aKJbYUyjeMO Ia MOCTOJU HEKO & € Zs, TAKBO
na z?2 = a. OBe pesyaraTe MOxKEMO CHOjUTH y cienehin 3akibydak.
Heka je a = p" -u € Q,, npu uemy u € Zy, n € Z. Tana je a moTmyn
kBagpar y Q, ako u camo ako 2 | n 1 ako 3a HemapHe p, PEeLyKIUja U
Moxyno p je kBaxpatr y IF,, mok 3a p =2 je ycaoB u =1 (mod 8).

Bawxu u cimmuna BapI/Ij aHTa TeopeMe 3a IIOJMHOME BUIIE IIPOMEHJ/LMBUX.

Teopema 15. Hexra je F(xy,...,x,) € Zy[x1, ..., x,]. Hera mocroju unnerc
1 <i<nwuraura (ai,...,a,) € Z, TakBa na je

2

OF
|F (a1, ...,an)|p < ‘—(al, ceey )

8$i

p

Tana F nma kopen y Z,.

IIpumep 38. IlocmaTpajmo jemmaunnay 22?2 = 1 — 31y*. Tanma ona uma
pemema y Qo, jep mma pememe no moayay 32, yamumo (x,y) = (1,1).
BamTo Tiaenamo mMomya 327 Axo ozmaummo F(z,y) = 222 — 1 + 31y?,
BUIUMO 18 j€

oF oF 1
x 9 dy 4
OsBo ce kBampupa y Teopemu, ma Ham Tpeba mpemnusHoct Beha on
24 a majmMama TakBa ce mobuja KaJa HOCMAaTpPaMo IO MOIyry 2°.

3a Kpaj, IOCTOjU U MOJMHOMCKA Bep3uja XeHCeJOoBe JeMe U TO je
MOCJIENHa KOjy HABOIUMO.

Teopema 16. Heka je f(x) € Z,[z]. IIpeTrnocraBuMo ma mocroje moau-
HOMU ¢1(2), hi(x) € Zy[z] TarBu na
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(1) g1(x) je mMoHMUaH;

(2) g1(z) m hy(z) cy y3ajamMHO IPOCTH MOAYJIO P, Tj. BUXOBE PELYKIU]je
reaepumy FF,[x];

(3) f(x) = gi(z)hi(z) (mod p) (koepunumjent mo rKoeduMIjeHT).

Tana mocroje nonusomu ¢(x), h(x) € Zy|x] raxsu na

(1) g(z) je mounuam;

(2) 9(x) = g1(x) (mod p) u h(x) = hu(x) (mod p);

(3) f(z) = g(x)h(x).

N3meby ocramor, kopumhemeMm XeHCEJIOBUX JieMa ce ToKa3lyje uy-
BeHa TeopeMa Xace-MMUHKOBCKOT ITO3HATA KAO A0KAANO-2A00GAHU NPUH-
uun. Hempueujarno pewemwe y OBOM CIyUajy je peleme PasinuuTo O
OHOT KOje YWHEe CBe HYJIE.

Teopema 17. Heka je F(xy,..,x,) € Q[xy, ..., z,] kBanpaTHa dopma, Tj.
XOMOI€H IIOJMHOM CTemeHa 2. JemmaumHa

F(.’L"l, ,.fl?n) =0

nMa HeTpUBUjaJHA pemema y (Q ako m caMo akO MMa HETPUBUjAJHA
pemema y csuMm Q, n R.

Y3 momoh KOHTrpyeHnuja u XeHCeJOBe JieMe ce JaKo MpoBepaBa aa
mu he kBagparraa popma umaTu pemema y Q,, 10k ce 3a R To pyTunCcEn
npoBepu. VMHTepecaHTHUjU Cy ciydajeBu Beher cremneHa.

ITpumep 39. Jenan on HajuyBeHUjUX IpUMepa je jemHaunua 35 +4y° +

523 = 0 Koja mma HeTpuBHjaJHa pemema y cBuM Q, n y R, ammu mema

HeTpuBujasHa pememna y Q, To je Ceamepos npumep, a OH je Ty TBPI-

By mokazao y [43]. Osaj mpumep ce moske Hahwu u y wmanky [17].
Jom jeman mpuMmep je jemmauuHa

(22 = 2)(2* = 17)(2* — 34) =0

Koja nma pememna y cBuM Q, u y R (ounrnenso!), a vema y Q (ounrmnen-
uo!). Cpemmu dparrop ce annyupa y Qy, Mok ce mpBU GakTop anyaupa
y Qi7. 3a ocrane mpocre p 3aKbyUYaK CIEAN U3 YUHEHUIE 14 Cy y3a-
jaMHO mpocTu ca OpojeBuma 2, 17 u 34, a oBa Tpu 6poja HE MOTY OUTH
MCTOBPEMEHO KBaJAPaTHU HEOCTalll IO MOAYJLY P.
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3.3 3ammmisuBu P-anckm pesyaraTé 3a OpOj Tauaka HA KpUBama

Cana hemo ce mocBeTuTu yBOLY y NPE3EHTALU]Y YJIOTE P-aACKUX
opojeBa y lnopanToBUM jenHaumHaMa. Rao mTo cMO HaBesmW y IPBOj
riaaBu, npensocT Q, y omrocy Ha QQ je y Tome mTo je moryhe MHOrO
Jakmie pemTu jenHadnne. Ha npumep, y3 HEKe MaJjie yCI0Be, TOBOJLHO
je IpoBEepUTH Ma jeAHAUYWHA UMa pellema Mo MOAYJAY p, da O mMmaJsia
pememe y Q,, IOk TO cBakako He Baxku 3a (Q. Ycropo cTtmkeMo u 10
Tora.

Ieduanmuja 25. [TocmaTpajmo xunepenuntuuky kpusy C' : y? = F(z, 2),
Han Q,, amu Tako ma [’ mma xoepunujenre y Z,. Tanma moxemo pe-
AYKOBATU CBE KOePUIMjeHTe MOJMHOMa F' 0 MOAYJy p U TUMe HOOUTU
nommaoM F (7, 2), ca xoepumujertuma y F,. OBaj mosmaOM ce HasmBa
pedyruyuja noauroma F no modyay p. Axo je F GeckBampaTan, OHIA
kasxemo na C uma 0obpy pedyxuujy. Kpusa y?> = F(z,2) je rmatka ako
7 caMo ako je moauHOM [ GeckBagpaTtaH (BUAETH HOUYeTak meina 2.2).
To je u passor 3a Ha3uB HOOpa penyKnuja, KpUBa UMa, JTO00OPY PemayK-
1jy ako ce peaykyje y ruatky kpuBy. Axo je jomr u C' nedpurucana
van Q, npu wemy F € Z[z, 2], rana raskemo na C' uma 006py pedykyujy
Yy p wa 006Dy peoyryujy no Mooyasy p ako mMa, HOOPY PEAYKIU]Y Kamga
je mocmarpamo kao kpuBy Hanm Q,. Y cympronoM, kaxkemo ga C mma
aowy pedykyujy (y p, ako je raemamo max Q).

[Ipucernmo ce na, 3a moaunoM f(x) Basku na uMa 6ap jenaH BUIle-
CTPYKM KODEH aKO M CaMO akKo je meroBa muckpuMuaanTta disc(f) = 0.
A aro meXOMOreHu3yjeMO OBY HAILY jeTHAYNHY, Tj. HOCMATPaMO a(uHI
obmuk y? = f(r), Tama 3mAMO ma je OHa HeCUHTyJapHa (Tj. TIATKA) aKoO
n camo ako disc(f) # 0. Cama mpumeHOM OBOr MCTOr TBpbhema, camo
Ha mosbeM [y, Ham KOjuM penyKIuja mMa KOoepUImjeHTe, JOIa3MMO 10
3akmyura ga f uma no6py penykuujy (y p) ako u camo ako p t disc(f).

[Ipema ToMe, 3a moueTHy jemnauuny, y> = F(z, z), mposepa je ucra,
camo mro y3umamo disc(F') kao muckpuMuHaHTy Ounapue popme F u
nposepaBamo na ju p | disc(F). Ako je moueTHa KpuBa riaTKa, Tj.
disc(F') # 0, n ako F € Z[z, 2], rana he 6uru disc(F) € Z\{0}, onakme
BUAMMO Ja CaMO KOHauaH 6poj nmpoctux 6pojesa moxke meautu disc(F),
MITO 3HAUM Oa TriaaTka kpusa C' MMa JOIY PEeAyKIUjy CaMoO 3a KOHAUHO
MHOI'O IIPOCTUX OpojeBa p.
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Axo xpusa C, pona g, san Q, (unmu Q) nma no6py penyruujy (y p),
Tala je meHa pPeayKIuja, Kojy o3HauaBaMo ca C OIleT XUIepeIUITIIKA,
kpuBa pona ¢g. OBako o3HayaBaMO KpUBY NOOUjeHY pPenyKIUjOM, YaK
1 aKoO je TO JIoIa pPenyKIunja.

Csaky Taury P = |20, Yo, 20] € C(Q,) moskemo penyroBaru. Moxemo
CKaJIIPaTH KOOPAWHATE, TAKO Ia o, 2y € Z,. OHma Mopa outu u ¥y, €
Z,, mTO ce BUAM M3 jeqHaumHe kKpuBe. Taxobe, u3 jenmaumse Kpuse,
BUIUMO U TO A& aKO Cy X U 2y 00a mespbuBa ca p, n1a TO MOpa OuUTu u
1 OHJA MOAeJUMO cBe ca p. OBUM MOCTYIKOM CE€ MOKEMO MOCTAPATU Aa
Z0, Y0, 20 € Zy, 1 Oa p He genam oba on xp u 2. OHma je P= (%o, Yo, Zo] €
G(IFP nobpo neprHMCAHA TadKa, jep HUCY y KUCTO BpeMme Tj = 2y = 0.
Crora, umaMo n0O6pPO HePUHUCAHO PEIYKMUBHO NPECAUKABAME

pp: C(Q,) — C(F,), P~ P.

Cnenehe tBpheme je BeOMa KOPUCHO y aHAJIU3U P-AACKUX TAYAKA
Ha KpuBaMa U MOKa3yje jemny on Mohm XeHcesoBe TeopeMme.

Tepbeme 23. Heka je C : y?> = F(x,2) riaTka XunepegunTudka KpUBa
man Q,, Taksa na F € Z,[r,z]. Heka mena penyrmmja C : y? = F(z,2)
wan F, cagpsxu rmarky tadky (), tama mocroju tauka P € C(Q,) unja
je penykmuja P = Q).

Iloxa3. /lora3yjemo oBo TBpbheme 3a Ouio kKojy auHY KpUBY, a jac-
HO je ma MOKeMO TJefaTu caMo aduHe IejoBe, KaKO OMCMO TOKa3aau
TBpheme 3a mpojekTuBHe KpuBe. be3 ryOmema ONIMITOCTU, MOKEMO
npernocraButu na je tadka @ = (0,0), mTo mMOCTUWKEMO TO3BOJHEHOM
IPOMEHOM KOoOpauHaTa - TpaHcaanujom. Takobe, jemam om mapiijadi-
HUX m3Boma y () He cMe Outwm Hyma, 300T rIarkocTu, ma u TO Oe3
ryb/ema ommrocTu (MHAYe 3aMEHUMO KOODIWHATE), MOMKEMO IIPeT-

HOCTABUTHU J1a je mapiujajHu u3som mo y. Ilakie, Heka p | (9_(0’ 0). On-
Y
a, MHOKEH,EM CBEra Ca p-aJICKUM WHBEPTUOMJIHUM €JIEMEHTOM, MOKe-

MO 4YakK IPETIOCTABUTHU Ha je 8_(0’0) = 1. Tana je
Yy

g(y) = £(0,y) = pag +y + asy® + ... + any”,
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IpU YeMy ag, Az, ..., Ay € Ly, OTAKIE PEIYKINja IOJIUHOMA ¢ IO MOLYILY P
uMa mpocT kopeH y = (. [Ipumenom XeHcenoBe jeMe, 3aKbYUIYjEMO Oa
[OCTOjU KOPEH MOJNMHOMA ¢ Yo € pZ,. Tana ce tauka P = (0,yy) € C(Q,)
penykyje Ha Taury (). OBUM je mOKa3 3aBPIICH.

Cnenehy teopemy maBommumo Ge3 mokasza. [losnaruja (u npsa Bep3-
nja) je XaceoBa TeopeMma, KOja BaKU 3a €IUNOTUYKE Kpuse (Tama je
g =1), a yonmruo je Bejn racHuje Ha KprBe NPOU3BOJLHOI POA.

Teopema 18. (Xace - Bejimosa Teopema) Hera je C ruaTka, amcoayTHO
HECBOJbMBA IIPOjEKTUBHA KPUBa, POAa ¢, HAJ KOHAYHUM IojseM F,, ca
q enemenara. lTana

[#C(Fy) —q— 1] < 29\/q.
Kao mocanenuny, umamo caemehe tBpheme.

Tepbeme 24. Heka je C : y? = F(r,2) xunepeIunTuyka KpuBa, poaa
g u Heka je p > 4g*> — 2 mpoct 6poj 3a koju C mMa HOOPY pemyKIHjy.
Tana je C(Q,) # 0.

Ioxka3. Kpusa C, pexykmuja C 1mo MOZyNy p je M3 ycIoBa XuIepe-
JUNTUAIKA KPUBA POIA ¢, TJIATKA, AllCOJIYTHO HECBOAJHUBA U MIPOjEKTUB-
ma. Ilpso morasyjemo ma je C(F,) # 0. Tlo Xace-Bejnosoj Teopemu,
#C(F,) > p+1—2g,/p. IloBomHo je na mokaxkemo na je p+1—2g./p > 0,
3a p > 4¢g°> —2. IIpebGanuBameM 2¢g,/p Ha OPYTy CTpaHy U KBaAPUPameM
nmobujamo p* + 2p + 1 > 4¢*p, a oBO je TauyHO 300T HU3a HEjeTHAKOCTU
PP+2p+1>p*+2p=pp+2) > 4¢°p. Cana 3aMO ma TOCTOjU TauKa
Q € C(F,). Cama mo tepbemy 23, noctoju Tauka P € C(Q,), xoja ce
PEeoyKIMjoM MOLYJIO p cauka y @, omakie 3akpyuayjemo C(Q,) # 0.

BaskHo je mamoMmeHyTu Oa je yCJOB na KpWBa UMa AOOPY Penyk-
nujy Momaysio p 3amcta ouran. EBo u mpumepa 3amro. Heka je f €
Z[r] MOHMYAH TOJWHOM, CTEIeHa 2¢ + 2, 4yuja PenyKIuja MOLYJIO D je
HecBOMULMB mosmHOM. Ilocmatpajmo kpuy C : y? = pf(x)?. Tana
3a cBaku ¢ € Z, Baxwu p 1 f(§) (unaye 6u penyrmmja f mo mMomymiy p
uMaJja HyJy - MPBU 4iaH pa3Boja &, a OHAa Taj MOJUHOM HEe OU OMO
HecBombuB). Tanma ord,(pf(§)) =1, ma taj 6poj He MOxe OUTU MOTIYH
kBagpar y Q,, makiae y oBoM ciyuajy HeMma pemema. Ako & € Q,\Z,,
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rana he 6utm ord,(f(€)) = —k(2g+2), jep he unam 2% na nomuampa
(ocrahe Taj crener y mmenuorny). Omner je ord,(pf(§)) menapar 6poj,
TaKO na HU y OBOM ciayuajy pf(§) HUje mOTHYH KBaIpaT M HeMa pell-

ema. Crora, C(Q,) = 0.

[Tpucerumo ce ga axo je C(Q,) = 0 wm C(R) = 0, Tana je n
C(Q) = 0. IIposepa ,JyoranHux’ Tavaka MOKE HATHA Aa HE MOCTOje
palyoHaJIHEe Tauke Ha HEKOj KPMBOj, ako Habhemo Heko ox moma Q, nim
R TtaxkBO ma KpuBa HeMa Tadaka y TOM moJssy. IIperxomuo tBpheme je
3HaYajHO 300r Tora INTO HAM Kaske ma Tpeba ma MpPOBEPUMO ,,caMO’
KOHAYHO MHOI'O OBAKBUX II0Jba, jep kpuBa C MOKe Ha MMa JIONIy pe-
AYKIUjy caMO 3a KOHAYHO MHOTO IPOCTUX OpojeBa p. 3aTO HABOIUMO
jenHy nedUHUIN]Y U KOPUCHY TeopeMy HaKOH He.

Hedbuannuja 26. Kpusa C nan Q uma aokaate maure ceyoa axo C(R) #
0 u C(Q,) # 0, 3a cBe mpocre Gpojese p.

Teopema 19. Heka je C' xunepenuntuuka kpuBa pona ¢ Ham Q, mara
jemnauunom y? = F(z,z), roe je F € Z[z,z]. Tana moxeMo mpoBepu-
TH y KOHAYHO MHOTO Kopaka ga jgu C' uMa JIOKaJHe Tadke CBYIa WU HE.

IToka3. V3 nmpeTxomHOr TEKCTa, 3HAMO [a je HOBOJLHO la IMPOBEPUMO
caMO KOHAYHO MHOro mpocTtux OpojeBa p. IIpBo ompebyjemo U(]Fp).
Axo je a(IFp) = (), omMax 3HAMO Oa je OArOBOP HAa IUTAHE oZpUYaH
(jep ce cBara tauka m3 Q, ce penykyje ma taury y F,). Axo C(F,)
canp:KK DIATKy Tauky, Ttaza sHamo xa je C(Q,) # 0, mo tepbemy 23.
Ocraje jomr ma mpoBepuMO CIIydaj Kaaa 3a HEKO ) UMAaMO TAUKe Y G(Fp)
KOje HUCY TJaTKe.

A ¢purom mpomeHOM KOOpAMHATA (TPAHCIAIM]OM) MOKEMO O& MPEeT-
nocraBumo ma tTauka Q = (0,7), Tauka Ha apurOM neny kpuse y> = f(z)
muje riaarka. Jlokaszahemo tBpheme 23a p # 2 (3a p =2 mora3s ume cauny-
HO ca Bumie mocua). Tama 36or Gi = 0, cnenu na je B = 0, takobe
f Mopa mmartum 6ap OBOCTPYKRY Hynyy 3a ¢ = 0. [lakie, jemHauwmHa je
obuKa

y? = pag + parx + agx® + ... + agg 07 (= f(2)),
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npu yeMy a; € Z, 0 < j <29+ 2, 1 azgo2 Moke outu 0, yKOJIMKO je peu
O HEIIapHOM CTEIIEHY.

Axo p 1 ag, Tana je jacHo ma je ord,(f(£)) = 1, 3a cBe £ € pZ,, a
oHza ce OBa Tauka (y CTBApU I-KOODAMHATA) He IMOAMKE y Delleme y
Q,, jep 6u oHa MOpaJa KUBU Yy pZy, jep je BeHa PeIyKIHja MOIYJO P
jemaaka 0.

Axo p | ag, Tj. a9 = paj y Z,, Tana MemaMo f ca

f(px) +2

fi(z) = 2 = af + a1 7 + apx® + pazxr® + ... +p29a29+2x29 )

Jlame, pemaBame HACTaB/HAMO TAKO IITO TPAKUMO { € Z,, TAKBO
na je f(€) kBanmpar y Z,. arue, npebaunin cMo mpobieM Ha APYTY
kpusy C) : y*> = fi(z), uzomopduy nouernoj. Cama HacTaBHAMO TPO-
[eC U UCIOCTaBJ/ba Ce Aa he ce MpoIec y HEKOM TPEHYTKY 3ayCTaBUTU
(MOke ce MaKILUBUM MOCTYIKOM IOKA3aTU A aKO Ce MPOIEC He 3ayC-
TaB/ba, Tama [ MMa ABOCTPYKU KOPEH, IITO 3HAUM 4 KPUBA HUjE TJIaT-
Ka, [ITO je KOHTPAAUIja), MTO 3HAUM 4 MOMKEMO & OAPEIUMO Ia JIU
ce Tauka () moamwxe y pememe y Q, miu He.

3.4 Amnanm3a P-aiCKUX CTEIEHUX penoBa

3a mouyeTak, Kao IITO CMO PAIUIU U y PeaHOj aHAJU3U, Ipe pe-
[OBa, UCIUTYJEMO CBOjCTBA HM30Ba. Y CTBapu, OBIe HaM Tpeba camo
JeITHO CBOjCTBO, KOj€ HE BayKM Y PEAJIHO] aHAJU3U, T€ je OBO jOII jemaH
noKa3aTess IPEeAHOCTU p-aacke ananuse. Heka |-| o3nauasa amcomxyTHy
BPEIHOCT Ha oAroBapajyhem mosmy.

Tepbewme 25. Hus (a,) € Q, (unu (a,) € C,) je Komwujes, nakie xos-
BEPreHTaH, aKoO M CaMO akKo je

lim |a,41 — a,| = 0.
n—oo

Iloxka3. Cwmep ca jeBa Ha OEeCHO Ba:KM yBEK U TO je jACHO IO Hejen-
HAKOCTU TPOYTJIa

lani1 — an| < |apsr — lim a,| + | im a, — a,|.
n—o0 n—oo
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Cymruna je y cMepy 3[1eCHa Ha J€BO, jep Ty KOPUCTUMO HEeaPXUME I-
CKO CBOjCTBO, 3a M > N BaKU

|am - CLn| = ‘am —Qp-1 t Op1 — Q2+ ... +Apy1 — an| <

S maX{‘am - am—l’; |a'm—l - am—2|7 ) ‘an—i-l - an‘}a

a OBa BPENHOCT je MOBOJLHO MaJia 3a OOBOJLHO BEJMKE N U3 IPEeT-
nocTtaBke TBpbhema.

Camna vaBoaumo cienehe BasKHO TBpheme KOje omeT KOPUCTU CIEeln-
(UUIHOCT HeapXUMeICKe METPUKE.

Tepbeme 26. Hera je vus (a,) € Q, (nnu (a,) € C,) Komwujes, 1j. ron-
BeprenraH, tTakas ga A = lim, ,, a, # 0. Tana je uu3 |a,| koHCTAHTAH
IIOUEB O] HEKOT Ny U IPU TOMe BaskU |a,| = |A|, 3a n > ng.

Jloka3. 3a mouerak MOKa;KMMO Oa MOCTOju HEKO ng € N u ¢ > 0, TakBO
na je |a,| > ¢, 3a cBe n > nyg. Yoummo 6uno koju 6poj 0 < e < |A| n
Taga mo JeuHUNUAjU JauMmeca noctoju ng € Ny Ttakso ma |A — a,| < €,
3a cBe n > ng. IIpumenom (0OuuHe) Heje IHAKOCTU TPOyTJa HOOUjaMo
|A| = |a,| < |A—a,| <&, 3a n>ng, omrocHo A —e < |ay,|, 3a cBe N > Ny,
mTO je m Tpebaso MoKa3aTwu.

Ca mpyre cTrpase, 3a m3abpaHO ¢ MAJOIpPE Ba:KU Oa IIOCTOjU HEKO
mo € N, TakBo ma 3a cBe n,m > mgy Baxku |a, — ap,| < ¢, jep je HU3
Komujes. Tana je 3a cBe TakBe m u n |a, — ay| < max{|a,|, |am|}, npn
yemy Tpeba ma TIPUMETHMO Oa je TO CTpOora HejeaHaKOCT, Koja ce
HEapXMMEICKO] METPUIM MOKe NECUTH jeJUHO Kanxa |a,| = |a,|. lak-
Je, MOYeB O HEKOI My BaKU na je HU3 |a,| KOHCcTaHTaH, HEKa je Ta
BpenHocT L.

Cana mymrameM anMeca Ha HejeqHaxkoctu |A| — |a,| < |A —a,| n
la,| — |A| <A —ay|, mobujamo |A| — L <0 wu L—|A| <0, ogakne mopa
6utu u L = |A|, mwro 3aBpmasa noka3 oBor TBphema.

Kao mupexkrny mociemuny mperxonsa asa TBphema, mmamo oxro-

Bapajyhe tBpbeme 3a penose y Q, (ommocuo C,).
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o
Tepbeme 27. Pen Zan KOHBepTruUpa ako m camMo ako lim a, = 0. Y
1 n—oo

TOM CJIy4Yajy

o0
Z a,| < max|ay,|.
neN
n=1

Ioxka3s. [IpBu meo je jacan u3 mouyeTHOr TBphewma, NOK APYTU AEO UMAK
3axTeBa nposepy. Ako lim a, = 0, Taga cy 3a OUIIO KOje € CBU YIaHOBU
n—oo

HU3a, IOYEB OX HEKOT Ny Mamu onx mera. CraBumo € = |ap|, onakie je

ma§<|an| = max{|ai|, |as|, ...|an, |}, makme mocroju unmekc N takas ma je
ne
max la,| = lan|. Ca mnpyre crpane, u3 nperxonnor tBphema, 3HaMO 12
ne

HU3 MapIUjaJHUX CyMa OBOT pena, MOYeB O HEKOT 1My MOpa UMaTu
UCTY AaICOJIyTHY BPEIHOCT, OJAKJIe Ty BPETHOCT MMa U 30Up IMeJor
pena, Tj.

00 mo
D_an| =2 an
n=1 n=1
Tana je
mo
Zan < maX{|a1|7 |CL2|, ety |a’mo|} < |aN|7

n=1

OoaKJe CJlean TparKEHa Heje,Z[HaKOCT.

HaBoanmo cama HEKOIWKO mpuMepa Oa YBUIAUMO Pa3juKy uaMeby
KOHBepreHIuje HM3oBa u pegosa y R uy Q,.

IIpumep 40. Hus a,, = n! xouBeprupa y caxkoMm QQ, u TO KOHBepru-
pa ka 0, mTo ce jacHO BuauM u3 GOPMYyJe 3a CTEmeH p Koju meiu n!,
ook y R ouurmenno He Baku, jep oBaj HuU3 Texxkum +oo. Takobe, penm
(o9}

E n! kouBeprupa y csuMm Q,, noxk y R Hema cmmcia ga Tako HEMITO

n=1
IIOMUCJIIMO.

IIpumep 41. Hus a,, = p" xorBeprupa ka 0 y Q,, mox y R oBaj HU3 Tewxn
+o0o. OBaj HU3 He KOHBeprupa Hu y jenHoMm apyroMm Q,, ¢ # p. Maxo
OBa UYNIHLEHUITA ,Z[eJije o4yurJeaHo, Uilak MOpaMO HEOITO [Oa HallnIMeMO
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na OMCMO je MOKa3aJIu.

Ty hemo ce momohu esnemenTaproM Teopujom OpojeBa. Hera je t
nopenak 6poja p Mo MOmyy g u Heka ¢“ || pt —1. Tama ¢ | p* — 1 ako
u caMo ako t-¢¥ | k. OmaBme MOkeMO & 3aKBbYUMMO Oa HU3 P HUje
Kommjes y Qg, jep 3a m > n Baxn

m—n __ 1’
)

lp" = p" = [p"|lp"" = 1] = |p

a na 6u Taj HU3 6uo KRomujes, mopa p™ "—1 6uTU AEHUBO Ca TPOU3BOJLHO
BEJIMKUM CTEIIEHOM ¢, MeDhyTuM Kao IITO CMO BUAEIU, TaAa Ce U M U N
MOpajy pa3JyIMKOBATU 3a BeJIUKN OpOj, Ia je TO HEM3BOIJLUBO.

Cernmo ce 30upa reomerpujcke nporpecuje (kana KouBeprupa) 1+

1
rH+ a2+ = . Tako he ce u oBme mcmoctaBuUTH Zp" = —.
11—z — 1—p
Ilokas mme MCTO KA0 M OCTAJIMM CJIyYajeBUMa
o I N A T e
> p = = )
— 1—p l—p 1-p| [1-p|

IIpumep 42. Hu3 a,, = — je mpuMep KOHBEPIE€HTHOT pela, YUjU PEI
- n
Z a, #He kouBeprupa y R. Kao mrTo BuauMo TakaB ciiydyaj HE MO:Ke Ia

n=1
Hactymu y Q,. Hus a,, mehyrum, se xomBeprupa y Q,, 3a 6uno xoju

npoct Opoj p. Jeman om pasjora m3 KOjUX TO MOKEMO Oa 3aKJbYYUMO
je 1 Taj ma moCcToje UJIaHOBU KOjU KOHCTAHTHO yBeharajy amcoJsryTHY
BPENHOCT, jep |ay| = p", a KOHBEPreHTaH HU3, KAO IITO CMO BUIEJIU
MOpa UMATU KOHCTATHY aIlICOJIYTHY BPEAHOCT MOUYEB OJl HEKOT €JIeMEHTA
nau KoHBeprupa ka 0, mTO OBlEe HUje CIydaj, jep HamucaHe aIlCcoJIyTHE
Bpennoctu He Texxe (. Ilakie, nmaMo m HU3 KOju KOHBeprupa y R, koju
He koHBeprupa Hu y jemaom QQ,. Ako skeammo na mobumjeMo Takas pef,
NOBOJLHO j€ Ja y3MeMO Hu3 b, = —.
n
n!

()l + 1

Q,, jep je Opojumam oBOr pa3JIOMEa IEJ/BMB Ca IPOM3BOJLHO BEJIMKUM

IIpumep 43. Hu3s a, = je Hu3 Koju kKoHBeprupa ka 0 y cBuM
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CTENEeHOM D, 334 TOBOJLHO BEJIMKO N, JMOK MMEHUJIAI] CUTYPHO HE MOKe
OUTH nespUB ca p, TOUEB O HEKOT UJaHa, MoK je jacHo na u y R oBaj Hu3
o

kouBeprupa ka 0. CiuuHo je um ca pemoBuMa Z G, KOJU KOHBEPTUPA]Y
=1

y CBUM HABEICHUM IOJLMIMA. "

ITpumep 44. 3a kpaj oBOr HM3a HIpUMEpPa, HABEIUMO MPUMEDP HU3A
y Q, (cama je p ¢urcupano) kKoju KoHBeprupa, aau He Ka 0. Youn-
Mo a, = (1+ p)?". Tlpumenumo nmomohuo TBpbheme u3 mpumepa 41 -
pllp+1—1, omarme p"*' | (p+1)P" — 1, mro 3maum na je |a,—1| < p !
(3ampaBO BasKM jeIHAKOCT), OIAKJIE Ciaemu lim, .. a, = 1.

HaBennmo Ge3 mokasa (a Jako ce MOKA3yjy, CTAHIADIHUM METO-
mama) nBa TBphema Koja Baske y peaJiHOj aHAIU3M, Ia Ce MPEHOCe
OBJIE.

Tepbeme 28. Hera je (a,) € Q, (wmu (a,) € C,). Tana ancomxyrHa

oo

KOHBEPTEeHIMja MOBJIAYN OOUYHY KOHBEPIEHIU]jYy, Tj. aKO E |a,| KoH-

n=1

Beprupa (y R), Tana u pen Zan y Q, (omrocuo C,).

n=1

Tepbeme 29. Hera a;; € Q, (a;; € C,) cy rakBu ga 3a cBako € > 0
nocroju ng € N Takas na

max(i, j) > ny = |a;;| <e.

Tana MokeMO 3aMeHUTU MOPenaK cabupama, Tj.

o0 oo oo o0

> (S ) =3 (X))

i=1 \j=1 j=1 \i=1
nakjge, oba pena KOHBEPTUpA]y U 30Up UM je UCTH.

[Ipena3zumo Ha p-ancke cremeHe pemoBe. HapaBuo, TO cy penoBu

00IUEKa
oo

fz) = Z anx"

n=1
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upu yeMmy a, € Q, (unu a,, € C,) u onu koHBeprupajy 3a cee x € Q, (z €

C,) 3a roje je lim |a,z"| = 0. OmaBoe GpP30 MOKEMO na yBUAVUMO Ia
n—oo

Ba;KU MCTO Kao 1 y IO cala MO3HATUM CJIydajeBUMa, Oa je NOoAYnpeuHuK

KoHBepzenyuje cmenenoz peoa

1
R=———.
lim sup {/|a,|
Tepbemwme 30. Heka je f(x) = Zanx” crenenn pen y Q, (mmm C,),
n=1

UMjU je MOJIYNPEeYHUK KOoHBepreuunuje (koju moske outu u 0 1 00)

1
R=——f—.
lim sup {/|a,|

(1) Axko R =0, raga f(z) korBeprupa camo 3a x = 0.

(2) Axko R = oo, tana f(x) kouBeprupa 3a cse z € Q, (umu x € C,)

(3) Ako 0 < R < o0, Tana f(x) korBeprupa 3a cBe || < R n nuBeprupa

3a cBe |z| > R.

(4) 3a |z| = R, f(x) koHBeprupa ako M CaMo ako nh_)r{.lo la,|R" = 0.
[IpumeTnMoO jomn jenmHy pas3juKy y OMHOCY Ha aHAJM3Yy Ha KOjy CMO

HABUKJIN. Y PEAJIHOj MM KOMIUIEKCHO] AHAJIM3YU CTEIIEHU PeJ| HA TDaHU-

1 KPyra KOHBEPreHNrje He MOpa Aa CTAJIHO KOHBEPIUpa WU Oa CTAJ-

HO muBeprupa, MehyTum oBme je ympaso TO ciyuaj, Uau KOHBEPTUpPa

3a CBe Te TauKe, WU JUBEPrUpa CBYJA HA TDAHUIM.

ITpumep 45. 3a crenenu pen f(x) = Zanx” € Zy|[z]] Baskn ma xowu-
n=1

Beprupa Ha pZ,. OBo ce omMax Buau, u3 yciuosa je |z| <1 u |a,| <1,
omakie je lim, . |a,z"| = 0.

ITpumep 46. Crenenu pen Zp”x" “Ma MOJYIPEYHUK KOHBEPTEHIU]e

n=1
p, OJAaKJe 3HAMO & KOHBeprupa 3a |z| < p u museprupa 3a |xr| > p.
Iuseprupa u 3a |r| = p, jep je Tama ancoJyTHA BPEIHOCT OIIITEr

ujaHa pena 1.
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o0 n
T 1
Crauuno, cremnenu pen E — HOJIYIPEYHUK KOHBEPreHIuje 5 U KOH-

n=1

Beprupa ako U caMo ako |r| < —.
p

IIpumep 47. Cehamo ce nmosumaTux passoja y peasnnoj anamau3su log(l+

[e o] o0 n

" x
T) = E (—=1)""— u exp(x) = E — . U oBxe momenMo na medurMIEMO
n=1 n n=0 n: .
MCTO, NOKJE TOI OBU PENOBM KOHBEPTUpAjy, Hakjie Tpeba OIpemuTH

MIOJIyTPEYHNKE KOHBEPIEeHIje 3a HaBeAeHe pa3Boje.

[IpBo ompebyjemo 3a morapurtam - Tpeba M3padyHATH

. ]_ . ordp n
limsup {/|—| =limsupp » =1,
n
. ord, n .
jep HU3 Tesku 0, 300r unmenune aa je ord,n < log,n. Camo Tpe-
L 1
6a mpoBepuTH ITa ce Aemasa 3a || =1, a Taga |[(—1) 1= > 1,

ma pex AuBeprupa. 3ak/bydak je da CTeIeHW Pa3BOj JorapurMa KOH-
Beprupa 3a |r| < 1, Te je 3a TakBe x Ta QyHKUUja TOOPO mepUHUCAHA.
Axo pamumo man Q,, tana je log : 1+ pZ, — Q,.

Canma hemo na ypaamMo UCTU TOCAO 38 €KCIOHEHIUjATHY (YHKINI]Y.
Y R mobpo 3HaAMO ma OBaj CTEmeHW pen KOHBeprupa 3a cBe x, 30or n!
y UMEHMOIly, MehyTuM oBme HaM TO MaJo oTekaBa mocao. O3HAUYUMO

00 n [Ing”] n
k k
p LP =1 LP
Ca jemne cTpamne je

> n n n
k=1 p(l—-)

p

IOK ca JIpyre CTpaHe
ZOO n n Zoo n
P P r— PP P
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1
n(1-———
< p[logp n] >

= — log, n.
p—1 g
[Tomenumo ca n 0be Heje AHAKOCTU U IMMYCTUMO Ja N TeXU ODECKOHAY-
HO, OJAKJIE 10 TEOPEMU BA MOJUIAjIa U JOMOBY 100ujaMo
Sh 1

lim — = ——.
n—oo M p—l

Cana je mako ogpeauTu MOJYIPEYHUK KOHBEPTEHIIU]je

1 1 1
= = - Sn —_= p p—1 .
limsupp»

1
CamyeyM padyHOM ce IpoBepaBa na 3a |z| = p »~1 pen musBeprupa

OIaKJe CTeleHM peJ eKCIOHeHIUjaJHe (yHKINje KOHBEpTUpa caMo 3a
1 . .
|z| < p~ 71, wrTO je 3HAUAjHA PA3NMKA y OJHOCY HA OHO CA UMM CMO

ce mo cana cperanau. [Ipumerumo nga u exp(x) KOHBEPrUpa HA MaHmhEeM
ckymy uero log(1l + x)!

CeTumo ce M MO3HATUX UIEHTUTETA KOjU Baske 3a OBe (yHKIU]je
log((1+z)(1 +vy)) =log(l + x) + log(1 + ¥),

exp(z +y) = exp(z) exp(y),
log(exp(x)) =1+ x.

W oBme Baske OBU MAEHTUTETU HA MOMEHUMA TA€ CY AePUHUCAHU.
To ce mcmocraBma u3 caemeher pasnora, OBU MUAEHTUTET BasKe HA
R mro 3HaumM Kamga pas3BUjeMO y CTEHeHU penx obe cTpaHe jeaHaKOCTU
MOpaMo na mobujeMO UIEHTUYKU ucTe cremeHe pemoBe! 3arto camo
Tpeba TpOBEPUTH Kada Cy HAM P-aACKUM MOJbUMA Me(PUHUCAHU UICH-
TUTETHU, & TO ce OP30 MpoBepaBa na Cy Yy CBa TPU UIEHTUTETA HOMEHU
Ha JIEBO] W NECHO] CTpaHu uCTH, y mupsBoM |zr| < 1, |y| < 1, y apyrom
lz| < p_ril, ly| < p_p%, y tpehem |z| < p_p%l. MebyTum, ako skeamumo
OOpPHYTY jeIHAKOCT KOja KajKe a Cy JIOTapUTaMCKa U €eKCIIOHEHIIN]aJIHa
¢ yHKIja WHBEP3HE, Tj.

exp(log(l +z)) =1+ =z,
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WIaK HUje MOBOJLHO Ha mocMarpamo |r| < 1, jep meBa cTpana He Mopa

na oyme medpunucana. McmocraBiba ce ma je MOBOJLHO OHAKBE T 3a KOje
_ 1

je mepumHMCAHA E€KCIIOHEHIMjaJHA (YHKUUja, Tj. |r| < p »-1.

IIpumep 48. Jenna 3aHMMJ/bUBA MPUMEHA OBUX CTEIMEHUX PENOBa je Ha

3aJaTak U3 eJeMeHTapHe Teopuje Opojea. Caemu TeKCT 3amaTKa.

Hexka je M 6uno xkoju npuponan 6poj. lokazaTu ma mocToju mpupo-
naH Opoj n TakaB Aa je Opojuiall CBEIEHOT Pa3JOMKAa
22 2m

24+ 4.+
+ et

nemus ca 2M,

Bumumo na oBaj 6poj mocta momceha Ha pa3Boj jgoraputma. U3
dbopMmyie 3a oBakBe OpojeBe je jacHO ma Tpeba ma ydammuMo r = —2,
MITO 3HAYM Ja HaM ToJse y KojeM je | — 2| < 1. To mapasuo Basku y Qo,
a ¥ JOTUYHO je Ja MOoCMaTpaMO TO TOJbe, jep TPaKMMO OEeJbUBOCT Ca
npou3BomHO BesmknM 2M | ommocHO ma 6poj Gyde mMTO MamM Y OBOM
nosmy. Ilo cBojcrBy morapurma 2log(—1) = logl = 0, Tj. log(—1) = 0.
Ilakie pen

log(1+(-2)) = >~

kouBeprupa ka 0 y Qy, a oBO cmemnujaJsHo 3HAYM Oa HEKA HEroBa Map-
mUjadHa cyMa Mopa 0uTu HopMme Mame on 2~ 1j. ma je Gpojumam
nmeswuB ca 2M | mTo je u Tpebayo MOKa3aTH.

ITpmep 49. CanyHOo KAa0 U IpeTXonHe (YHKIUje, MOKEMO PA3BUTU U

o0
(1+2)*= Z (a) z".
n=1 n
I[TocmaTrpahemo camo cnyuaj kanma o € Z,. Iorxazahemo na osaj

pen KoHBeprupa 3a |z| < 1, mTo je KOHAYHO HEKU OYEKMBAH PEe3yJITaT,
aJi MOpaMo na OyaeMoO MasKJbUBU, Y HEKUM CJIIyYajeBUMa je TMOJIyIIpeyd-
HUK KOHBepTeHIuje u Behu, a y HeKuM He, npu yeMy Hehemo TO oBIe
muckyToBaTu. JloBomHO je ma mokaskeMo na je

(a) _afa—1)..(a-n+1)

n o € Zy.
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[TocmaTpajMo mosuHOM

Plz) = z(z—1)..(r —n+ 1)‘

n!

[TonuuoM je HenpekuaHa GyHKIHja (IOMITO UMaMO P-a,ICKy METPUKY,
MOKEMO Ia TOBOPMMO O HENpPeKUTHUM (yHKIUjama). 3HAMO Ia je 3a
a € Z, P(a) € Z. Tarobe, 3uamo u na je 3arBopeme (y OIHOCY HA p-
alCKy METPUKY) CKyla Z CKyI Z,, OJakje HeIPeKuIHa (QYHKIMja MOpa
CIMKATHU 3aTOBPEH:-€ NOMEHa Yy 3aTBOPeme ciuke, Tj. P : Z, — Zy,,
IITO CMO U yKEJIEJU 18 TOKaKEMO.

IIpumep 50. Hekama mopamo OUTHM HaKBUBU Ca P-aACKAM CTEIEH-
UM peloBMMa, jep MOry Oa KoHBeprupajy apyraumje y R m Q,. Ha

N

. 7\? 4
npuMep, nobhumo onx jemmakoctu | 1+ 9 =3 Pamuhemo y momy

1
Q. Tana 3 €Zrm 5‘ < 1, omakiie MOkeMO ma MPUMEHUMO TPETXOTHU

IpUMep U Oa Pa3BUjeMO KOPEH Y CTENeHU pPe
4 7\ = 1\ T\"
o (14L) =1 2)(2) e1+7Z,.
5= (145) = () () v

i1l

Anu,

Z 1 -
3 3

a Mo IPeTXOomaHOM Ou TpebaJjo ma Oyme

=1,

4 1| < 1!
3 !

I'ne je rpemka? VcmocraBia ce ma mako oBaj pen KoHBeprupa y R
u y Q7, To He mopa 6utu uctu 6poj! Y R, oBaj pen jacHO KOHBeprupa

Ka 3 Mmebhytum y Q7, oBaj pen KoHBeprupa Ka APYyroM KOPEHY jemHa-
16 4
ypHe 12 — 9= 0 - xa —3 Pasmor ce Bumu u3 mpeTxomgHOT TEKCTa, TO

: : o 4
je KOpeH OBe jenHaumue, Koju je y 1+ 7Z7, 3a 3 CMO BUAENU Oa TO HE
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4
Bayku, NOK 3a —3 3a1CTa BaKU

21 =
3

‘ ; ‘ '7' :
Hakon oBux 3aHMUMJbUBUX IpUMeEpa, KOju MTO3MUBajy Ha ompe3, Bpahamo

ce HeueMy mTO HaM Tpeba y mokasy ruasae (Komemawnose) Teopewme.

sKennvo na amamusupamo Opoj Hyna cremeHux pemoBa y Q,. Ilpm

HEKUM mocebHuM ycioBuMa (koju he 3a mame morpebe GuTu MUCILYH-
jenm), mmamo caenehy teopemy.

Teopema 20. Heka je [(t) € Q[[t]] crenenu pen, Takas ma meros ¢Gpop-
mausien u3Bon w(t) € Z[[t]], Tj. nma mma koepuunjenre y Z,. Heka je
cmuka w(t) y Fy[[t]] obmaka w(t) = up™ + ..., 3a mexo u € Fy. Tana I(t)
KOHBeprupa Ha pZ,. Axo p > m+ 2, rana [(t) uma HajBume m + 1 HyI1y
y pL.

Jloka3 Teopeme. OBo je npucrtyn u3 geknuja npodecopa [lrona [53].
3aHMMJBUB je U3 Pa3Jiiora IMITO MO0Ka3yjeMO joll HeKa KOPUCHA TBPpDhema
ycnyT. Kpenumo on mpBor TBphema.

Tepbeme 31. Heka je 0 # [(t Z a,t" € Q[[t]], rakas na lim a, =0y

p-anckoj merpunu. Heka je vy = mln{ord (a,) | n € No} m N = max{n €
Ny | ord,(a,) = vo}. Tanma mocroju KoHCTAHTA C G Q;, MOHUYHY TOTUHOM

q € Z,[t], crenena N u crenenu pen h(t Zb t" € 1+ ptZ,y[[t]], ca
n=0

lim b, =0 y p-amckoj MeTpunu, TaKO A BaKU

n—oo

[(t) = cq(t)h(t).

Jloka3. Pamu jemHOCTaBHOCTH, MOYKEMO Ma CKaJUPaAMO CTEIEHU pe

ca ay' m ma mpermoctaBuMo ma je vg = 0 m ay = 1. Tama je I(t) €

Zy[[t]]. Ycnos li_>rn a, = 0 KOPUCTUMO Ha 3aKBYUMMO N je CIUKA [, (t)
n o0

crenenor pena [(t) penykmujom y Z/p"Z[[t]] momuuom, jep he, moues
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Ol HEKOTI' WIaHa CBU KOe(QUIUjeHT! a, outu nesusu ca p”. Taxobe,

Taj yCJIOB HaM ayTOMATCKU Jaje KOHBEPIeHIUjy OBOT pela Ha Zj.
NUneja Ham je ma KOHCTPYUIIEMO HU30BE:

(1) xoucranTu ¢, € (Z/p"Z)*;

(2) MoHMUHMX HOJNMHOMA ¢, (t) € Z/p™Z[t], crenena N,

(3) mommuOMA h,,(t) € Z/p™Z[t], npu yemy hp,(t) =1 (mod pt),

KOJjU 33J10BOJLABA]Y

I (t) = Con@n () i (1)

U Tako ma ce TPOJKa (Crmit, Gmi1(t), Amy1(t)) pemyrmujom mo Mmomyy p™
penykyje Ha TPOJKY (Cm, G (t), hm(t)).

Tana, Mo 1OOGPO MO3HATOM MOCTYIIKY KOHCTPYKIMj€ p-aICKUX Opoje-
Ba, UHBEP3HUM JIMIMECOM, NOJA3UMO OO jeIUHCTBEHE KOHCTAHTE ¢ € Z*,
q(t) € Z,[t], mornuan nonuuoom crenera N u h(t) € 1+ ptZ,[[t]], raxsn
[a ce PeayKIUjoM o Moayry p™ mobujajy 6amt (Cp, m(t), hy(t)) u Baxkn

[(t) = cq(t)h(t).

OBaj mocTymak, OUYEKMBAHO, CIIPOBOANMO MaTEMATUYKOM WHIYKIA-
jom. 3a 6a3zy wmmmgyknuje, Tj. m = 1, yamumo ¢ = 1, ¢ (t) = l1(¢)
u hi(t) = 1. Jemmno mro Tpeba mpoBeputu je ma nu ¢ (t) 3amo-
BOJhABA yCJIOBE, a TO JecTe M3 pazJjora ImTo je ay = 1 m CcBU KO-
epunmjenTu mociae N-TOr MecTa Cy OEJBUBU cCa P, IO YCIOBY TBPI-
jema, ma je [(t) momumuan momumHoM N-tor cremena. IlpermocraBu-
MO Ja CMO KOHCTPYUCATHA (Cpy, @m(t), hin(t)), 3a meko m € N u sxe-
JTUMO J1a KOHCTPYUIIEMO (Crni1, Gmt1(t), himy1(t)). Yoummo mpousBosmHO
nomu3ame (Cpat, Gmat(t), hma1(t)) ypeberne tpojre (¢, @m(t), hn(t)) mo
monyny Z/p™Z (tj. pemykmuja mpBe TpoOjke Mo MOIyJdy p™ maje
APYTY TPOjKY), anu Aa je (ni1(t) Monmuan cremena N u hp, (1) = 1
(mod pt). 3a Tpasene (Cpi1, Gmi1(t), hmyi(t)) Baskm ma ce om yodenux
(Cms1y Gmr1(t), hime1(t)) HE pasnuryjy mo Mmomymy p™, Tj. MOpa na BaKU

Cmt1 = Cmg1 T D77,

dm+1 = ij-l—l +pm’i(t)7
hipy1 = iLm—f—l +pm77(t)v

npu 4yemy je v € Z/pZ, k(t) € Z/pZ[t] je momrHOM CTEmeHa Mamer On
N (jep je Beh (41 Moumuan cremena N, ma ma TO HE yIPO3UMO) U
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n(t) € Z/pZlt], npu uemy n(0) = 0, ma 6u crobomaH UYIaH MOJUHOMA
hm+1(t) ocrao 1. Tarobe je

lm+1<t> - Em+1gm+1 (t>hm+1 <t> = pmd(t>7

3a Heku nosuHoM d(t) € Z/pZlt].
Cana je skemenu ycaos (mo moayy p™ ™) 1, 11(t) = cma1@mat (E) A (1)
CKUBABEJIAHTAH Ca

b 1(t) = (Cma1 + 2" Y) (@1 + P E(E)) (A1 + "' 1(2))-

Nmajyhu Ha yMy g2 ce paau 0o Moxyay p™tl, oBo je ekBuBaIeHTHO
ca

b1 (8) = 1 Gons1 (Do 1 (040" (G 11 (D) o1 (8)+5(0) 1 B 11 ()47 181 (1))

Hame je (mo momymy p™*1)

PA(t) = Y1 (Dhonsr (1) + K011 () + 0 Ems1dmia (8) = 0,
OIHOCHO Y Z/pZ
d(t) = VG +1 (D hum 1 (8) + K81 b 41 () + 1(8)Emy1Gm 1 (F).

[TomTo ce pemykyje Mo MOIYJTTy p, Taza ce ¢my1(t) peayryje y qi(t) =
[i(t), émy1 ce penykryje v ¢ = 1 1 hypyi(t) ce penyryje y hi(t) = 1.
Jennauuna mocraje

d(t) = vh(t) + w(t) + L(@)n(t) = (v + () (t) + K1)

[Ipumerumo ga je degr(t) < N = degli(t), omakiae oBa jemHaum-
HA TPEACTABJbA E€YKIUACKO HEJLeHEe y MPCTEHY MOJUHOMA HAM IIOJHEM
F, = Z/pZ. Ilpu Tome, M1 3HAMO EKCIIMIUTHO mojuHOMe d(t) u [i(t),
OJaKJIE UX MOMKEMO CYKJIUICKYU MOACIUTH U NOOUTY jeIUMHCTBEH KOJIAY-
HUK Y + 7(t) u ocrarak k(t). Jomr, 36or ycaosa n(0) = 0, mobujamo
jeMMHCTBEHOCT TpaskeHUX v u 7)(t), OJaKIe CMO U HBUX EKCIUIMIUATHO
OIPEIUIN U CAMUM TUM CMO KOHCTPYHUCAIN TPOJKY (Crmt1s i1 (1), Amy1(t))
KOja 3aI0BOJbaBa CBe TpaskeHe yciaoBe. OBuM je mOKa3 WHIKYLMIjOM,
Kao u 1eJjsor TBpbhema, roToB.

Kao mocamenuny osor tBphema, umamo cienehe kopucuo TBpheme.
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Tepbeme 32. Heka je, kao y nperxonnom tBphemy, 0 # [(t) = Z a,t" €
n=0
Q[[t]] cremenn pen Takap ma lim a, =0 y p-aACKOj METPULX ¥ O3HAUM-
n—oo
Mo vy = min{ord,(a,) | n € No} u N = max{n € Ny | ord,(a,) = vo}.
Tana je O6poj myna crenenor pena l(t) y Z, najsume N.

Hoxaz. Ilo mperxomuom TBpDemy, 3akmyuyjemo na noctoje ¢ € Qj,
MOHWYHU IOJUHOM ¢ € Zy[t], cremena N u cremenu pen h(t) € 1+
ptZyl[t]], Tako ma Bawm [(t) = cq(t)h(t). Bumumo ma h(t) mema Hyna y
Z,, jep pt 1. Taro ma cse myie [(t) cy yjemro u myse monuaoMa ¢(t),
KOjU UX mMa HajBuine N, jep je TOr CTeleHa W HaJ MPCTEHOM je KOju
je IOMEeH IenX.

Kowmenrap. AKo 3HAMO KakKO ce p-alcKa Basyanuja nponysxkasa ca Q,
Ha Q,, onma moxemo pehu ma 3a cBe ropere o € Q, Baknu v,(a) > 0.
To nmako 3ak/bydyjeMo U3 TOra MTO je o KOPeH MOHUYHOT TOJUHOMA Ca
Koe(puIjeHTUMa HEeHeTaTVBHE BaJlyaluje, Ia O y CYIPOTHOM CIIyda-
jy v,(q(a)) = Nuy(a) < 0, mo yarpamMerpudkoj HejeIHAKOCTH, LITO je
KOHTPaIUKIIN]a.

[Ipenazmmo Ha nOKa3 TeopeMe.

3aBpmerak goka3za. Hanwummmo

(t) =lo+ It + o+ L™ + ..

w(t) = wo + wit + ... + wpt" + ...,

rana je w, = (n+ 1)l,41. Ilo ycnoBy reopeme je ord,(w,) > 0. U3
Oe(pUHUI)e BUANMO Ia je

ord,(n + 1) <log,(n+1) < Clogn,

3a Hery koncranty C' > 0 u cBe n € N. Omasze je ord(l,) > —C'logn.
Tana, 3a 6uno xoje 7 € pZ,, tana ord,(r) > 1, ma ord,(l,7") > n —
C'logn, mro TeXRM +00 Kam N — 00, ONAKIE y pP-adCKOj TOMOJOTHUjU

lim [,7" = 0 a oBO ympaBo 3Haum na pen KOHBeprupa. Twume je mpBuU
n—oo

neo TBphema mora3aH.
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3a npyru meo TBpbhema, mocMarpajMo CTEmeHu pen
U(t) =1(pt) =lo+ plit + ... + p"lt" + ...

HoxkasxkuMmo ma je 3a oBaj pex, N u3 IpeTxomgHOr TBphema Mame O
m + 2. IIpBo ucnurajmo 3a m + 1:

ord,(p" M i1) =m + 1+ ordy(Lys1) = m + 1+ ord, (w,,) — ord,(m + 1) =

=m+1—ord,(m+1) <m+1,

jep je ord,(w,,) = 0, momro ce w,, PEAYKIMjOM IO MOLYIY p CIUKA Y
0, mo ycaoBy Teopeme. Cama, HEeKa je n > m, ma

ord,(p" 1) = n+ 1+ ord,(w,) — ord,(n + 1) > n + 1 — ord,(n + 1).

Kennmo (u nosossrO je) ma morakemo n + 1 —ord,(n+1) >m+ 1,
onrocHO n —ord,(n+1) > m. Axo je ord,(n+1) =0, tBpbheme je jacuo
36or n > m. Wnaue, mera je ord,(n + 1) = e, 3a merko e € N. Tana
je p* < n+1, ma je moBosbHOIA OOKaskeMo na je m+ 1+ e < p®. OBo
TBpbheme pPYyTUHCKHU OKAa3yjeMO MHIAYKIN]OM, T e je 6a3uu caydaj e = 1
yIpaBO IPETIOCTaBKa TBphewma p > m + 2, a Jajbe NHAYKTUBHU KOPaK
cJielV TPUBUjAJHO, IOMITO JeBa CTpaHa pacTe 3a 1, a IecHa pacTe p
myTa.

Hakne, curypuo je ord,(p"i,11) < ord,(p™l,), 3a cBe n > m + 1,
na oBakBUM OpojeBu He Mory Ourtu mHnekc (HajBeher) yasana ca Haj-
MamOoM p-anckoMm Bpenmomhy. 3aro je N < m + 1. Canma npumeHOM
nperxonuor TBphema 3akmyuyjemo ma ly(t) uma majsume m + 1 HyIy
y Z,, a uz nepunurnuje l1(t) = [(pt), T0 je exBUBaJIEHTHO ca TUM naa [
vMa HajBume m + 1 Byny y pZ,, mTO je 1 TpebaJlo NOKa3aTH.

Hanmomena. Jloka3 ce MOke CIPOBECTM MaTEMaTWYKOM WHIYKIVjOM

y3 moMoh Mmo3HaTUX CBOjCTaBa p-aldCKUX cTemeHux pemoBa. Jloka3 ce
moske Hahu y [2] u [25].
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4 JakoOujaH KpuBe

4.1 YBon u cBojcTBa JakobujaHa KpuBe

IIpenopyuena sureparypa: Osaj rekct y Hajsehoj mepu nparu [53],
JIOK Cce IPUCTYI caumdaH oBoMme Moxke Hahwm u y [21], [37]. 3a 036nmHI-
je mpoyuaBame Jakobujana cy kopucHe kwmure [14], [34], [33].

Heka je C raaTra, IpojeKTUBHA UM AICOJYTHO HECBOIJLUBA KPUBA,
poza g. Iomcerumo ce ma je Iluxaposa rpymna cremema 0 Pic’(C) man
nmomem K (y osmamu Pic) (C)) je, kao mro m ouekyjemo, rpyma Koja
ce cacToju u3 enemenara rpyne Pic’(C) xoju cy duxcupanu mejcTBoM
lNanyaose rpyme QK/K. Ta rpyma mma jemHo Jermo CBOjCTBO, a TO je
[a Ce MOyKe OIUCATU Kao CIENUjaJiHa BPCTa ajredbapCKUX BapujeTeTa
Koju ce Ha3uBajy AbenoBu Bapujereru, koje o3Hadaamo ca J(K), a
300r uaeHTU(UKAIM]€e TUIIEMO

J(K) = Pick (C),

npu yemy J(K) masuBamo Jakobujanmom xpuse C Han momem K. Ako
ce 3Ha HaJ KOjUM TOJHEeM MUCIUMO, OHAa hemo JakoOujaH Oo3HAUYABATHU
caMmo kpatko ca J. MebhyTum, Taj HUBO 3Hama ajaredbapcke reoMeTpuje
je CyBuUIle BUCOK 3a TPEHyTHe moTpebe m MoryhnHocTu, omakiae hemo
ce oBme JakobujaHoM KpuBe GaBUTU CAMO KAaO TPYIOM AUBU30PA, IMITO
he 3a caga n 6uTU HOBOJHHO.

ITpumep 51. Ako je kpusBa pona g = 0, Tana je men Jakobujan Tpus-
njasaH, Tj. camo jenna taudka, Tj. J = {0}. To caemu u3 unmenune na
je xpuBa poaa 0 mzomopodua ca P!, a ma P! cBaku muBusop cremena 0 je
yjemHo u TaaBHU, HO npuMepy 6poj 16, omaxme je Pic’(C) Tpusujamna
rpymna.

IIpumep 52. Ako je kpuBa poma g = 1 m uma K-panumoHaJHy TauKy,
Tj. aKO je OHA eJWNTUYKA KpuBa, Taza 3Hamo (mma y [51]) ma je
Pic’(C) = O, ma y oBoM ciIydYajy MOMKEMO MACHTU(GUKOBATU JaKoOu-
jaH ca caMOM KPUBOM.

V3 npeTrxomHEMX mprMepa BUAVMO Oa Cy HAj3aHUMJLUBUJU CIIYYajeBU
Kala je ponm g > 2.
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Ako je Py € C(K), tama mocroju BasKHO mpeciukasBame i : C' —
J xoje mame Tauke P € C(K) y wracy mususopa P — Py y Pic’(C),
Kojy o3Hayasamo [P — Fy|. OBo mpecnukaBame he Gutu mMopduszam
anrebapckux Bapujerera, a 3a ¢ > ( mMa jom jenHo BeoMa KOPHCHO
CBOjCTBO - UHjEeKTUBHO je!

Saucra, ako [P — Py] = [Q — Qo], Tana [P — Q] = 0, Tj. mocroju
dymrmaja f € K(C) koja mMa camo jemHy HYJIy W caMo jeJaH TOJI.
Y [20] je mokaszamo tBpbheme na je ykymam 6poj Hyna ¢ysruuje f,
pauyHajyhu BumecTpykocT jemmak cremeny pammpema [K(C) : K(f)],
a Kako [ mMa caMmo jemHy HyJy BUIIECTPYKOCTHA 1, OJaBAE 3aKJILYUy-
jemo ma je K(C) = K(f), Tj. caka ¢ymrnumja n3 K(C) ce mobuja kao
pamonasna ¢yrkmuja no f. Cana yoummo ¢ymrmujy ¢ : C — P
nepuHUCAHY Ha ciemehu HAYUH

)] X #£Q
P(X) = { . (5)
[1,0], X =Q.
OnBojeno meduuumemo ¢ 3a (), jep f mma mon y (), ajau TO je wmc-
Tor myxa kao ma cmo Hamucamu [f(Q),1]. Crora, 3a mpou3BOJbHY
j Me?(ﬂ»i)' " £ € K(C) j
panuoHaJHY (YHKIW]Y G(X,Y) je e 3a KOje
- (5) )~ PO P01
G G(o(X))  Glf(X). 1)

F u G cy npou3BO/LHU XOMOIE€HU MOJUHOMU UCTOT CTEIMEHA, OHaK-
Jle Ha OBaj HAUMH MOKEMO NOOWTU CBaKy DPAIVOHAJIHY (QYHKIU]Y IIO
f MO3BOJBEHY y IPOjeKTMBHUM IIPOCTOPUMA, ITO 3Hauw maa je K(C) =
¢*(K(PY)), omakme je ¢ mpeciukaBame cTenesa 1, a mo tBpbemy 6 je
TOo U m3omoppuzam, ogakiae je C mzomopdua P!, mro s3mauu na je C
pona 0, a OBO je KOHTPAIUKIIN]A.

OmaBme MOKeMO 3aKBYUUTH Oa aKO FKEJIUMO Aa OIAPEIUMO CKYI
C(K), moxemo nma oxpemumo ckyu J(K)Ni(C), onariae hemo caznarn
C(K). IIpemmoct je mro yBobemem Jakobujana mobujaMo mOTATHY
CTPYKTYDPY u HOBe mHbpopManuje. Ha nmpumep, ako ce ucnocrasu na je
J(K) = {0}, rana onmax 3armyuyjemo na je C(K) = {P}.

3a JakoOujame Baykum mcTa TeopeMa Kao 3a €JUNTUYKE KPUBE, KOjy
vaszuBamo Mopuen-Bejmosa teopema. Hasemhemo je 6e3 mokasa.

BaKIN
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Teopema 21. Heka je K Gpojuo mome u J(K) Jakobujau kpuse C.
Tana je rpyna J(K) KOHAUHO reHepuUCaHA.

OsBo HaM nmaje wHbOpPMAIH]Y Oa je
J(K) = Zr EB J(k)tor57

3a HEKO r € Ny, Koje ce HasuBa pane Jakobujara, a TOHEKAT Ce HA3UBA U
Mopoen-Bejnros pane. Kao u Kox eIUNTUYKAX KPUBUX, JAKIIE je Oape -
UTU TOP3UOHU NEO, MOK CE 3a PAHT MOKE yCIEeTU CaMO Y NOje MHAYHUM
cayuajeBuMa. VM memo ka TomMe ma mctpaskmmo JaxkobujaH Kpuse.

Tepbeme 33. Hera je C raarka, IpOjeKTUBHA, AllCOJYTHO HECBOIJLU-
Ba KpHUBa pona ¢ ca (purcupaHoM K-paImoOHATIHOM TadykoM Fj

inC(K). Tanma a csako @ € J(K), nocroju jemmHCTBeHN €(hEKTUBHU IV
Br30D Hajmamer crenena Dy € Divg(C), takas na () = [Dg—(deg Do) Py).
Tana Baxu deg Dy < g.

Ioka3z. Hexka je D € Div’(C) muBusop kxoju npeactasimba @, Tj. 3a KOju
je @ = [D]. Mocmarpajmo npocrope L, = L(D+nP,), 3an € Z, n > —1.
[To mepuuuuuju oBux mpocropa je Ly = {0}, jep je deg(d — FPy) = —1
(tBpbemwe 19 (4)) u Ly C Ly C ... C L, C .... Ilpumenom tBphHema
19 (5), zakmyuyjemo ma je dim L, ; —dimL, € {0,1}. Ba n = g je
dmL,=9g—g+1+1(K¢c— D —nPF) > 1, no reopemu Pumana-Poxa.
W3 mperxomHux yYMmeHUIA cjaeau na moctoju HajMame 0 < n < g
rakBo na dim L, = 1. Tana nocroju ¢pyuruuja f € L, raksa ma div(f) >
—D —nFy, 1j. div(f) = Dg — D — nPy, 3a Heku epeKTUBAH IUBU30D
Dg. Cse mpyre ¢ymrmmje y L, ce mobujajy m3 f MHOXEKEHEM HEKOM
KOHCTAHTOM, INTO 3Haum Oa D¢ He 3aBucu on mszbopa f. Canma je

Q = [D] = [D + div(f)] = [Dg — nPy].

Husnzop Dy je jemuHcTBeH Mehy nMBU30pUMa CTEIEHA N Ca TPaKEH-
UM CBOjCTBUMA, ITO ce Buau u3 unmenune dim L, = 1. Aro 6u nmocrto-
jao Dy musuzop cremena m < n ca TPaKEHUM CBOjCTBUMa, OHJAA O 13
[D] = [Dg —m Py cnemuno na je Dy — D —mPy rnaBau muBU30p, a Taa
nocroju f € K(C) raxso ma div(f) = Dj, — D — mP,, na je dim L, > 1,
jep f € Ly,.
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Ocraje jom na moka:xkeMo na je oBaj au3uBop K-paunuronanan (mpume-
TUMO Zia TO jOII yBEK HUCMO nokasauu). Heka je o € O% K » TPOU3BOJLHO.
Tana (kopumhemem @ € J(K) u P € C(K)) nobujamo

[0(Dg) —nby| = [0(Dg —nFy)] = 0[Dg — nFy] = [Dg — nky.

Opnasne ciemu na je u 0(Dg) QUBU30D Ca TPAKEHUM CBOjCTBUMA, &
IOIITO je TaKaB AUBU30D jeamHcTBeH, oHAa je o(Dg) = Dg. OBo Baskn
3a CBe 0 € QF/K, omakne je Dg € Divg(C).

[Toctoju mocebHa Kjaaca AMBU30pa ca KOjoM NeMo ce oBme 4ecTo
cycperaru.

HNebuaunuja 27. Heka je C : y? = f(z) xunepesunTudka Kpusa Hemap-
sHor crenena uHan K. Ilusuzop D € Div(C) je y onwmem noaoxcajy
ako je D edexktuBan, oo ¢ supp(D) u me mocroju P € C rtaksa na
D > P+ (P).

[IpumeTuMo na mepuHUIMja AUBU30PA Y ONIITEM MOJIOXKA]Y KarKe ma
Cy MY CBU KOe(UIMjE€HTU IO3UTUBHMU, Aa HE CAAPKU OO0 Y CBOM 3allUCY,
na cBakKy Tauky pamuduranuje (o, 0) canpsku ca koedunujertom 0 miau
1, mok He campsku y mcTo Bpeme tauke (To,Yyo) U (o, —Yo), 3a yo # 0.
Ha mperxonuo tBpheme ce maBomesyje ciaenehe.

Tepbeme 34. Heka je C : y? = f(x) rnaTka XunepeiunTudka KpUBA,
HemapHOT creneHa, pona ¢ Han K. Tanma 3a cBaky taury P € J(K)
nocroju jemuucrBenu muuzop D € Divg(C) y ommrem monoxkajy u
crenena d = deg(D) < g, rakaB na je P =[D —d - ].

Iloxa3s. VI3 nperxomHor TBphema ciaenu na MOCTOjU je IMHCTBEHU e(ek-
TUBHM AWBU30p D MuHMMAaJHOr cTeneHa d < g takas ga P = [D — doo].
Tpeba na morasxkemo ma je D y omnmreM mojoxkajy u mga, ako je D’
HEKV OUBU30D Yy ONINTEM IOJO:kKa]y, cremeHa d < ¢g TakaB ma P =
(D' — d'oo],rana je D' jemnako D na 6ucMO 3aBpIIAIMA AOKA3 TEOPEME.

[IpernocraBumo ma D Huje y ommrTeM Mmojoxkajy. Tama mory ma
HacTyne ciaenehe nBe moryhHocTH.
(1) Heka je D > D,,, 3a HEKO Ty. 3HaMoO nxa je D,, JIWHEAPDHO €KBU-
BasieHTaH ca D, = 200 (jep je BUXOBa pa3jiMKa IUBU30D (yHKIU]je
T — 1), ma je

P =[D—doo] =[D—(d—2)oo—200] = [D—(d—2)00—200+ (Do — Dy, )| =
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= [(D = Dyy) = (d = 2)o0],

mMTO je y KOHTpamukiuju ca MuHumasaomhy d (jep je D — D, edpexk-
TUBAH AVUBU30D).
(2) Heka je D > oo. Tana

P = [D = doo] = [(D — o0) = (d — 1)o],
IITO je ONeT KOHTPAIUKIIA]a.

Iokazanm cmo na je D y onmreM MOJIOXKAjy, OCTaje joIl ma IMOKarKe-
MO apyru gpeo. IIpermocrasumo ma moctoju D', nuBu30p y OmIITEM
nonoxkajy, crenena d < g taka ma [D' — d'oo] = [D — doo|. Opnarae
cy musuzopu D' — D u (d' — d)oo nuHEApDHO €KBUBAJEHTHU, & CAMUM
TuM cy ¥ JguHeapHo ekBuBasienTHu D'+ (D), jep cy D + «(D) n 2doo
eKBUBAJCHTHN auBu30pu. To 3Haum na mocroju f € K(C) Taxso ma
div(f) = D'+ (D) — (d + d')oo, mTo MO¥KEMO Ja NPOUYUTAMO O MOCTOjU
dyuruuja f € L((d+ d')oo) Takso na je D'+ (D) nuBu3op meHUX HyJa
(tj. f mma Hyse camo y Tauykama Koje ce mojaBmyjy y D'+ (D) u To
Harr Te BUMIECTPYKOCTH KOjoM ce mojaBmyjy y D'+ «(D)). 3uamo na
je d+d < 2g, ma u3 npumepa 6poj 30 caemu nma je L((d + d')oo) C
(1,x,...,29). Hakne, f je mosmHOM 1O T, a Tala je MUBU30D HEHUX
HyJa JnHeapHa KoMOuHanuja nusmsopa obawmka D,,. Karko cy u D' un
((D) nuBM30pUM y omIITEM MOJOXKA]y, He MOske ma Oyme D' > D, H#n
u(D) > D,, uu 3a jemno D,, koje ce mojaBmyje y 30Upy 3a AUBU30D
HyJna QyHKHje [, IITO 3HAYM na Ce CBakW Takas [),, pa3aBaja Ha YiaH
koju je y D' u roju je y (D). 3aro je D' = 1(«(D)) = D, mro cMo u
JKeJIeIN 18 TIOKAKEMO.

Y caydajy XWUNEpeIunTUYKe KPUBE HEMapHOT CTENeHA, MOCTOjU €K-
CILTUIIUTAH TTOCTYIMaK MOMONY KOjer MOKeMO OnmcaTy onepanujy cabu-
pama y menoM Jakobujany. HaBomumo tBpheme m Teopemy uumju cy
MOKA3¥W IMPETERKHO PAYYHCKUA U OBZIE UX HE HABOIUMO, a MOTY ce Hahu

y [53].

Tepbeme 35. Heka je (' rmaTka XumepesunTuyka KPUBaA, HEMAPHOT
crenena Hanx nosmeM K u D € Divg(C) muBuzop y ommreM mOJIoXKa]y
Ha C. Tana mocroje jemuHcTBenu nonauuoMu a,b € K|x] TakBu na

(1) a je moruuan crenena d = deg D;
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(2) deg(®) < d;
(3) f=0* (mod a);
(4) ako je P = (xg,y0) vy apuaoMm meay xpuse C, Tana BaKku

P e supp(D) <= a(xg) = 0,b(z0) = o,

npu ueMmy je ordp(D) jemHak BUIIECTPYKOCTU KOPEHA T( MOJUHOMA G.

Basku u 06pHyTO, cBaku oBakas nap (a,b) onpebyje jenan nuBu3op
D y ommTeM mOJIOXKa]y.

OsBa penpesenramuja D npeko napa nonuaoma (a, b) ce Hazusa Mam-
dopdosa penpesenmayuja oususopa D. Ilap (1,0) mpencraBma HyIy
(meyrpanuu enement) y Jakobujamy. Y3 meny momoh pauyHamo Ha
Jakobujany. Cnenehwm anropuram je mpBu onmcao Mmaremarudap Kan-
TOD.

Teopema 22. Heka je C : y> = f(z) riaTka XuUmepeaunTUYKa KPUBA,
HEIAPpHOT CTeleHa u poaa g Hanx nomeM K. Heka cy rauke Py, Py, € J(K)
npencraBibeHe noauHomMmMa (ai, by), (ag,by), Tj. Heka je TO BUXOBA
Mamdpopnosa penpesenranuja. Oso 3maum na (a;,b;) mpecraBma qu-
Bu3op D; 3a koju je P, = [D; — (deg D;)oc], 3a i = 1,2. Tanga pauyHamo
MamdpopnoBy penpesernranujy tauke P + P, Ha cienehu HavuH:

(1) Pauyname 36upa:

(1.1) Ompemumvo d =H3(aq, az, by + bs).
a10a9
dz
(1.3) Hera je b jemuucTBeHMN OMMHOM cTeneHa Mamer ox deg(a), Takas
na

(1.2) O3zraunmo a =

b=b (mod%), b=by (mod %), ,f=b" (mod a).

(2) Penyrmmja (aro je muBu3op cremena Beher oxm g, cmamyjemMo my
CTeIeH):

Hoxie ron Basku deg(a) > ¢g:

(2.1) Hamumumo f — b? = Aac, 3a mexko A € K* u ¢ € K[z]|, moHnuan
MOJIMHOM.

(2.2) Bamenumo a u c. [Ipumernmo na je deg(c) < deg(a).

(2.3) 3amenumo b ca ocrarkom —b (mod a), mpu yemy je OBO HOBO a,

128



Tj. ¢ u3 (2.1).

Tana je (a,b) Mamdopnosa penpesenramuja musuzopa D TakBor na
P+ Py, =[D — (deg D)oo] m deg D < g.

IIpumep 53. I[locmaTpajMo XumepeaunTUUKy KpuBy y? = x° + 1 Han
Q. Jemma onm tauaka Jakobujana je @ = [(—1,0) — oo]. Ogpemumo 20Q)
npumenoM Kantoposor aaropurma. Y oBoMm cayuajy je D = (—1,0)
IUBU30D y OIIITEM MOJIOKajy cTeneHa 1. TpaskuMo MOJIUMHOM ¢ CTemeHa
1, unja je myna z = —1, omakie je a(z) = x + 1. Ilomunom b je crenena
0, makise roucrtantad nonuaoM u b(0) = 0, mro 3uaun na je b(x) = 0.
Ncnymenn cy cBum ycioBu TpaskeHm 3a MampopnoBy penpeseHTanyjy.
3a pauymHame 3abopaBmaMo o3Hake a U b u ai(r) = ax(z) = x4+ 1 n
bi(z) = be(z) = 0.

Omnpebyjemo momuumome d =H3(z + 1,z + 1,0) = 2+ 1, u a =
(x+1)-(z+1)
(z+1)
neHa mMamer on 0 = deg(a) Takas na

b=1 (mod 1), V¥=2"+1 (mod 1),

= 1. Canma tpaxkumo (jeAMHCTBEHU) MOIUHOM b cTe-

a jacHo ce Buau ma je To moauHoM b(x) = 0 (TO je jeauHU TOJUHOM
koju mma cremeH mMawmu ox 0). Hob6umjamo (a,b) = (1,0), a oo je
pemnpeseHTanuja HyJse, oxakie ciaenu na je 2Q =0y J(Q).

Ipyra tauka Kojy Mo:kemo na yoummo je P =[(0,1) — oc|. Tana je
penpesenranuja ose tauke (r,1). M3pauynajmo 2P.

x
= 22. Cana

Hobujamo nomurome d =H3(z,z,2) =1 u a = a:12

TpaskuMo b cremena mamer on 2 = deg(a) TakaB ma
b=1 (mod z), V=2"+1=1 (mod z?).

M3 npsor ycnosa ma je b obauka b(x) = 1+ [z, a u3z apyror 3a-
kpyuyjemo na je f = 0, omakiue je b(x) = 1. IHobujamo penpeseHranujy
(z2,1) a To je pempesmeramuja Tauke 2P = [2(0,1) — 200]. Pauymamo
3P.

Monaurom d =H3II(z,2?,2) = 1, 10K je TOJUHOM a = T

Tl 3. 3a

MOJMUHOM b cTemeHa Mamer O 3 BasKe YCJIOBU

b=1 (modxz), b=1 (modz?), W =2°+1=1 (modz?).
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Omnasne je omer b(x) = 1, Tako ma je penpesenranuja 3P mara ca
(3,1). MebyTum, monuaom x> uma Behiu cTenen, o H03BOJLEHOT, a TO
je 2, 30or Tora pagmMoO penyKIujy.

P+ 1-1=2"=1 2% 2%

onakie je c¢(x) = x*, a To je HOBO a, na je a(z) = z%. Hoso b mobujamo
TaKo IITO padyyHAMO OCTaTak OpH Aekhemy —1 ca z?, amm oBo Hema
norpebe na pamumo, b(z) = —1. Ilpasa penpesenrtanuja tauke 3P je
(z?,—1), a oBo je raura 3P = [2(0,—1) — 200]. Ilame, pauynamo 4P,
cabupamo (r,1) u (2%, —1).
T -2’

2
b KOju TpaKMMO je KOHCTAHTAH IOJIMHOM KOjU 33J0BOJbABA YCJIOBE

= z. IlomuaOoM

Kao u no cana, d =H3Il(z,z%0) = z, na je a =

b=1 (mod1l), b=-1 (modz), b*=2"+1=1 (mod2x).

Jacuo je ma je b(x) = —1, a penpesenramuja 4P je nara ca (x,—1),
omuocuo 4P = [(0,—1) — oc]. Cabepumo P u 4P na oapemumo 5P.

Cana je d =H3(z,x,0) =z, a a = a 21:
x

b =0, ma ce 5P npencrasma mapom (1,0), tj. 5P je meyrpaa y J(Q).

= 1. OmaBme mopa Outu

Y oBOM mpuMepy CcMO y JakoOujaHy HAIIIX TAYKY pela 2 U TadKy
pena 5. OBo pesynratu cy u odyekumBanu, ako npumerumo 2((—1,0) —
o0) = div(z + 1) u 5((0,1) — c0) = div(y — 1), a Ha mecHOj cTpaHW y
NpPEeTXOMHE NBE jeIHAKOCTU Cy TJIABHU AMBU30PU. Buaumo u jom ma je
#J(Q) > 10, yak u na je #J(Q) memwuso ca 10.

IIpumep 54. Heka je C : y?> = f(r) raaTka XumepenunTUYKa KpU-
Ba, HEMAPHOI cTeleHa U pona 2 Han nomeM K. Tamna, kopumhemem
MamdopnoBe penmpeseHTanMje, MOKEMO E€KCIIMIUTHO, HA jeIUHCTBEH
HAUMH ONUCATH Kiaacy oumno kor () € J(K) (makme, K-pamuoHagzHOr
muBu3opa). Onuc hemo BpmwuTu npema nonmuuomuma a(z) € K|x], koju
cy y oujexknuju ca K-panmonasuuMm auBuzopuma y Jarkobujamy. Ce-
tumo ce ma je deg(a) < 2, ma mmamo caenehie moryhuocTu, npu yemy
UCKJBYUYjEMO CBE OMIMje Y KOojuMa NOOUujeHrN AUBU30PU HUCY Yy OMIITEM
oJI03ajy.

(1) Ako je a(x) = x —xg nam a(r) = 1, y nuramy je tauka @ = [P — o0,
rme je ro r-KoopauHaTa Tavke P y mpBOM cjayd4ajy, AOK je P = ooy
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OPYTOM CIIy4ajy.

(2) Ako je a(z) = (x —xp)?, Tama je Q = [2P —200], rze je, kao u y (1),
To T-KOOpauHaTa Tadke P.

(3) Axo je a(z) = (x — xo)(x — xy), Tana je @ = [P+ P’ — 200], 3a Tauke
P u P’ uuje cy z-KOOpIUHATE DEIOM Ty, L.

(4) Axo je a(r) kBazpaTHN HOJMHOM KOjU HeMa KopeHe y K, Tana mMa
kKopeHe y pammupewy L/K cremena 2, rana cy xopeuu a(x) {P,o(P)},
npu ydeMmy je [NamyaoBa rpyma Tor pammpema Gk = (0). Omma je
Q = [P+ o(P) — 200], npu uemy je 0oBO K-panmoHaJaH OUBU30D, jep
o(Q) =[o(P) + P — 200].

N3 xoucrpyknuje Jakobujana mo kojoj je Jakobujan AGenos Bap-
ujerer koju 3amosomana J(K) = Pic%(C), koja je dymkTopujamHa, ce
MOKe m3BecTu cileneha mocienuna, aju je OBIe He NOKa3yjeMo.

Teopema 23. Hera je C' riarka, amncoJsiyTHO HECBOIJbUBA, XUIEPEIIUTI-
truka kpuBa Han Q, yuju je Jakobujaun J u Hera je p mpoct 6poj mobpe
penykmuje kpuse C. Ozmaummo Jaxobujan kpuse C ca J. Tama mocro-
ju penyrrusHO npeciukaBawme J(Q) — J(F,) roje je xomomop¢puzam
rpyna.

Ako ¢urcupamo Py € C(Q) u mpecaurasamwe i : C(Q) — J(Q),
i: P+ [P—P)], Tama nocroju npecaurasame i : C — J, i : P [P—D]
TakBO na cienehwm mujarpam KOMyTupa.

C(Q) —— J(Q)
C(F,) —— J(F,)

OBa teopema je Tauna u kana ce (Q 3amenu ca QQ,, Tako ga nocroju
penykmuja monyio p u Ha J(Q,). Jesrpo Tor npecinkaBama ce, OueKu-
BaHO, 30Be jeszpo pedykyuje n o3HauaBa ce J(Q,);. Axo je p > 2, mTo
jé CBaKaKO HUCHYHEHO 3a XUWIEePEJUNTUYKE KPpUBe, jep 3a p = 2 mMmajy
momy pemyknujy, Moxke ce mokazatu na je J(Qp) = ZJ (xao rpyme),
oJakjge OaMaxX BUAUMO 114 je jeIMHU eJIEMEHT KOHAUHOI pena y je3rpy
penyknuje mysa. Onapme MOKeMO na M3BeneMo cienehu 3akibydax.
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Teopema 24. Hera je (' riarka, amncoJyiyTHO HECBOIJbUBA, XUIEPETIUTI-
tuuka KpuBa Han Q, uwmju je Jakobujam J m Heka je p mpocT OpPOj
nobpe penykmuje kpuse C. Tana je pecrpurimja Ha J(Q)iors PELYE-
TusHOT mpecaukasama J(Q) — J(F,) unjexrusna.

Jlokas. Hera je P € ker(J(Q)iors — J(F,). Tama je P € ker(J(Q,) —
J(F,), omarne je P € J(Q,)1. Y 0BOj rpymm je caMoO HyJa €JIE€MEHT
KOHAYHOT pena, a momTo je P KoHayHOr pena, ona je P = 0.

MoskeMo ma mpuUMETMMO Oa W OBa TeOpeMa OCTaje TavHa KaJdaa 3a-
Mernmo Q ca Q,, Tj. na je MHJEKTMBHO U IPECIMKABAbE J(Q,) —
J(F,). MoskeMmo ma mpeTmocTaBHMMO IITA je NPUMEHA IPETXOLHE TeO-
pemMe, TO je padyHame TOP3UOHE MoArpymne Jaxkobujana. 3a xumepe-
JUNTUYKE KPUBE poda 2, Taj mocao oJjakmasa cienehe tBpheme.

Tepbeme 36. Hera je y? = f(x) raaTka XunepeunTUyIKa KpUBa Poaa
g =2 u p npoct 6poj, p > 3. Tana Baku

#C(Fy2) + #C(F,)”
2

#jan) = — P

Iloka3. Ilokaskumo TBpbheme caMo y cjaydyajy HEmapHOr CTeleHa, jep
Tala mMaMo nHdopManyje u3 npuMmepa 6poj 54. Emnemenrte Jaxkobujana
J(F,) cmo ommcanu y mpumepy 6poj 54, Tpeba ma ux mpebpojumo.
Nmamo jemny Oeckonauny Tauky my I, n y Fp2. Taure y I, mone-
JINMO Ha, (ml,o)v (mkaO) u Ha (wllvyll)v (x/h_y/l)a e (flf;,y;), (IE,—y;),
IpU YeMy ce Yy, ... Yy, pasanuurtu ox Hyie. Hexa je F2 = F)(t). Tana je
3a npeocranaux p—k—2l z-koopauHaTa f() KBaIPATHU HEOCTATAK MO -
yno p (nHaue 6m mana taury y F,), ma cy to taure y Fp\F,: (2, ty)),
(9, —tyy)s (%/o/—k—zntyg—k—zz)a (mg—k—zb —ty;’_k_m) Hera cy mpe-
ocrase tauke y F,2 ma muctu (ou, 1), (@1, B1), - , (@, By), (@, B,), npn
ueMy OBJe 7 Npenacrassba l'amyaoB koHjyrar 7 3a pamupeme [ /F,.
Bpojumo cana cse enemente J(IF,).
(1) Nmamo jenan meyrpas (3a GeckoHauny Ttaury) u k + 2] nuBusopa
npBor obsmka u3 mpuMmepa 0poj 54.
(2) OBme 6pojumo muBu3ope apyror u Tpehier ob6auka y mpumepy 6poj
54. Cama Beh mopamo ma OymeMo NasKJ/bUBU, jep HE noja3e y o03up
cBe kombunamuje. Ha mpumep, e moskemo mmartu [2(z1,0) — 200], jep
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2(x1,0) HUje TUBU3Op y ONIITEM MOJOMXKA]y, & U KJIaCA HABEIEHOT IU-
BM30DAa je TPUBUjAJHA. 3aTO UMaMO (2> mapoBa y KojuMa Oupamo

pazmuunre (x;,0) u (z;,0), 2kl moryhroctu 3a omabup jemmor (z;,0)

2

moryhmocTu na mzabepemo ma pasmuuuta (r;,y;) u (2},y;), Tpu demy
oxbaryjemo | KoMOMHAI]a ca UCTUM T}, a CyIPOTHUM Y,.
(3) Ocraje jom ma mpoBepUMO MOCJHEAHN OOIUK IUBU30PA U3 IpUMeEpa
6poj 54, Tj. kombunamuje Tauara koje cy y F,2/F,. Mopamo y3umarn
KOHyTOBaHe IMapoBe, aju He MO:KeMO y3eTu mapose obuuka (zf, +y!),
jéEp U OHM HE UMHEe AWBU3O0P Yy OIIITEM MOJOXajy. ¥ OBOM CIydYajy
“MaMO HOBUX U Tavaka.

21
u jemmor (x7,y%) m 2l moryhmoctu na msabepemo 2(xi,y;) u ( ) —1

Kana cBe oBo cabepemo,

_ 2
#J(Fp):1+k+2l+(§)+2kl+21+<;) —l+v=

E2+ k

=14v+20+ 2kl + 20>+

Ca npyre cTpame, #C(Fpe)=1+k+2(p—k)+20=1+2p+2v—k
n #C(F,) =1+ k + 2, onakne 3aMeHOM y

#C(F,2) + C(F,)? - 1+2p+20—k+(1+k+20)2—2p
2 B 2 B

k2 + k
=14v+20+ 2kl + 20>+ i

nobujaMo TpasKeHY jemIHAKOCT.

IIpumep 55. IlocMarpajMo IOHOBO XumepeaunTuuky kpusy C : y? =
2° 4+ 1. Ompemamo #.J(F3). Tauke y C(F3) mako onpebyjemo, TO Cy
{(0,41),(~1,0), 00}, makme mma ux 4. 3a oapebusame Tauara y C(Fy)
npommpuMo F3 eleMeHTOM t TAakBUM Oa je t2 = —1, OHZa TPaEUMO
tauke obnuka (a + bt,c + dt), 3a a,b,c,d € F3. W3 jennaumne kpuse
nobujamo

& —d? —cdt = a® — a®b* — ab* + (b° — a*b* — a*b)t,
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oJaKjIe UMaMo naBe jegHaumHe ¢ —d? = a® —a’b? —ab* u —cd = b° —a?b® —
a'b, a y Fs ce oBe jemmaumne cBome Ha ¢ —d?> = a+ab® u —cd = b+ a®b.
Mopamo ma AVUCKyTyjeMO ciydajeBe.
(1) Ako je b=10, tana je c =0 unm d = 0. Ako je d =0, onzma cy Tauke
y 3, omake umamo 3 taure (6e3 00). Axro je d # 0, ma ¢ =0, rana je
—d? = a, omakyne uMMao jom 2 Tauke, jep d = 1, a = —1.
(2) Ako je b # 0, Tama b(a®>+ 1) # 0, na cd # 0, omakue je ¢ —d*> = 0,
na je 2a =0, 7j. a =0. pyra jemgaaumna nocraje —cd = b, mro uma 4
TavKe, jep ¢ u d MOTY y3eTu BPEeIHOCT =+1.

Kana momamo u Geckomauy Tauky, mobujamo ma je #C(Fg) = 10.

[pumernom tephema 36, morazmmo 1o #.J(Fs) = —3 =10, omaxk-

ae je #J(Q)iors < 10. Y mpumepy 53 cmo 3akmyunau ga je #J(Q)iors >

10, ma mopa 6uty #J(Q)tors = 10. Jom 3uamo u J(Q) = Z/10Z.

IIpumep 56. Hexa je C : y?> = 2° — 2 + 1. Y mpoctum GpojeBuMa
3 u 5 kpuBa C mMma moOpy penykuujy, jep je meHa AUCKPUMUHAHTA
2869 = 19 - 151. Kao y mpeTxomHOM HpUMEPY, MOKEMO M3padyHATU
#J(F3) =29 u #J(F5) = 71. TlomTo cy 0BO y3ajaMHO TIPOCTH GPOjeBH,
a J(Q)iors C€ MBEKTUBHO CanKa y 0be rpyle, HeH pex Mopa meantu 1,
Tj. TO je TpuBujanHa rpyna J(Q)is = {0}.

3a JakoOujane Basku CIMYHA TEOpeMa KAO U 3a €JUINTUYKE KPUBE.
Hasomumo je Ges mokasa. Ilpe mckasa, momcerumo ce ma 3a AGeaoBy
rpyny G, o3uaka G[n] o3HauaBa HOArPYIY CBUX eJeMEHATA T TAKBUX
na je nr =0

Teopema 25. Heka je ' rnatka kpuBa pona g Han nomem K u n € N.
Axo je char K = 0 umm (n,char K) = 1, Tama je #J(K)[n] = n*. Axo
je char K = p, 3a mexm mpoct 6poj p, tamxa je J(K)[p] = p°, 3a Hero
0<e<yqg.

[IpernocraBumo na cMo Hamu TOp3uoHy moarpyny J(K)ios Jako-
bujana. sReaumo ma my ompemmmo panr r. Jlocetumo ce ma mocma-

Tpamo
J(K)[2J(K) 2 J(K )tors /20 (K )tors © (Z/22)" = J(K)[2] ® (Z/22)",

jep jemunu enemerTy J (K )iors KOJU IPEKUBIHABAJY Y KOIUUHUYKO] TPYIIN
J (K )tors/2J (K )ors Cy enemenTtu pena 2. Omnasme Hacayhyjemo umejy
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mra OMCMO MOTJIM Aa PaauMo ma OucMo ompemuau panr Jarobujana.
Ako ompemnvo J(K)/2J(K) n J(K)[2], ouma cmo ompemunu u 1, y3-
nvajyhu mumuesuje van Fy y jemnakoctu m3Han. 3aTo HAM je IPBU
3amartak na oxpemumo J(K)[2], onna n ga ommmewmo J(K)/2J(K).

Tepbeme 37. Heka je C : y? = f(r) riaTka XumepesunTUUKa KPU-
Ba HeEMapHOIr cTemeHa pora ¢, Ham nmosmeMm K. Heka je f = cfifo...fn
¢axTopumzanuja moJmHOMa [ Ha HECBOJJLUBE (akTOpe Ham mojseM K,
npu deMmy cy moamuHoMmm f;, 1 < j < n mommunm u ¢ € K*. Tana
rauke P; € J(K) ca MamdpopnoBom pemnpeserramnujoM (f;,0) rerepurry
J(K)[2], ca jemuuoM suHeapHOM penaunujoMm MeDy muMa, Koja riacu
P + ..+ P, =0. Cunenujanso, dimg,(J(K)[2]) =n — 1.

Hoxa3. Tauka P € J(K) je pena 2 ako u camo ako je P = —P. Oso
3Haum na MamdopaoBe pemnpesenranuje tadaka P u —FP Mopajy na
6yny ucre. Jacho je na, ako je (a(x),b(z)) Mamdpopnosa penpesenraru-
ja Tauke P, tana je (a(x),—b(z)) Mamdpopnosa penpesenranuja tavuke
—P (cabepumo ux mo Kanroposom asropurmy u nobuhemo (1,0) mro
npezncrasiba HeyTpad). lakie, rauka P je pema 2 ako M caMoO akKo 3a
weny MamdopnoBy penpesenranujy (a,b) Baxu b = 0.

Axo je b = 0, Ttana mo medpurUIMju MambpopmoBe penpeseHTAIm]e
a | f, a momro je a € Kz], orma a Mopa 6uTu IpO3MBOL HEKUX fj,
A TaKO Ma CTENEeH MOJUHOMa a Oyme Mamuy miau jemHak ox g. OBo
nokasyje ma rauke P; remepumy J(K)[2], jep onabpara Tauka P je oH-
na 36up Tavaka P Koje oarosapajy moamHOMUMA f; KOJU Ce IOjaBbyjy
y ¢paxropusanuju noamaoMma a. MebyTum, 3HAMO u Buine, 3HAMO 1a je
#J(K)[2) = 27!, a To caemu u3 uyMmEHUNE AA je TPOU3BOI TOJUHO-
Ma f; CTemeHa Mamer WM jeHAKOD ¢ aKO M CaMO aKO je IPOU3BOJ
KOMIIJIEMEHTAPHUX IOJUHOMa cTemneHa crporo seher oxm g (3ajemuo y
OpOM3BOLY Hajy moiuHOM crenena 2¢g + 1). Ilpema Tome ox 2" mon-
ckymoBa ckyna nonuaoma {fi, fa, ..., fn} TAUHO MONA O HUX penpe3eH-
tyjy tauky y J(K)[2]. Hakxne, dimp,(J(K)[2]) = n — 1, mTo 3HAUKM na
IOCTOjU TaYHO jeIHa JMHeapHa Besa MeDy Tauxama Fj.

n
Axo cabepemo Zdiv(fj) nobujaMo IUBU30P KOJU CE€ CACTOJU O
j=1
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cBux Hysa noiusoMa f (y K, anu je K-panuonanan). Cerumo ce za je
div(y) muBu3op y umju 36up ynasze Hyle HOInHOMA f ca KOe(UIjeHTOM
1 u 0o ca roedurujertom —2g — 1. OpaBne ciaenu ma Mopa OuTH

SB=31 Y (0 —deg(flocl =[ Y (2.0) = 29+ 1)oc] =

J=1 z:f;(x)=0 @:f(x)=0

= [div(y)] = 0,

TO je Kpaj JoKa3a.

4.2 2-CeamMepoBe rpyne

Jeman on crammapIHUX HadyWHA KOjuM oapebhyjemo pamr r Jako-
6ujana J(Q) merke xpuse C je y3 momoh 2-Ceameposuz zpyna. Pamn
jennoctasrocTu, npernoctasumo na je C : y? = f(r) rinaTka xunepe-
JUNTUYKA KPUBa, HemapHOT cremeHa 2g + 1, Tj. poma ¢g. Heka je f
MOHUYAH TOJUHOM. Y BOAUMO KoJudHudkyu npcred A = Q/ (f) u nume-
Mo 6 3a ciury x y A, tana je A= Q|[f]. Ako je f mecBommus, Tanga je A
jemHo 6pOjHO ToJbe, MOK je y OMIITeM CiIydajy A IUpeKTan MpO3UBOT
OpojHUX TOJba. Y BEAMMO WCTE O3HAKE U 3a ajrebapCKo 3aTBOpeHme
A = Q[z]/{f) = Q[f]. Tpammmo npeciukaBame Koje he ma ciamka nu-
Busope y A*.

3a muBu3op D y ommTeM MOJOKajy, KOju mpencraBmamo y Mawm-
dopaosoj penpesenranuju ca (a,b). IIpernmocraBumo 3a mouerar na je
(a, f) = 1 y npcreny momuuoma u nedunummmmo 6(D) = (—1)4e@q(g) €
A*. 3a muBuzope D,,, upu uemy f(xg) # 0, (koju, moaceTuMo ce, HUCY
y ommTeM moJsoxajy), nedpunumenmo 0(D,) = (6 — z9)?. Cana momemo
IPOLYKUTU OBY AE(PUHUIU]Y OO XOMOMOP(PU3Ma, 3a PalUOHAJIHE NUBU-
sope D =Y npP (3a P # (0,0)) ae¢umnmmo §(D) = [ [(x(P)-6)",

P

P
a oBaj mpousBod he outu y A*, jep je muBu3op pammonatan. lomajmo

jom u 6(0c0) = 1. AkO 03HAUMMO CKyI PANMOHAJHUX AUBU30DA y UUjeM
HOCAauy HUCY Taudke obuwmka (z;,0) ca Div@(C’)7 3aKBbYUyjeMO Hda CMO
[OOMIM XOMOMOD (hpr3am

§ : Divg(C) — A"
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Ako je D—deg(D)oo = div(¢) rmaBau nuBr30p, Taxa, MOLUITO ¢ HEMA
IPYTUX TOJOBA CeM y GECKOHAYHOCTH, MOYKEMO M@ MPETIOCTABUMO Ia
je ¢ = hi(z) + yho(x). Onma je y MampopnoBoj penpeseHranuju 0Bor
masuszopa a = A\(h?— fh3). TlogceTumo ce na cy a U f MOHUYHU MOJUHO-
Mu, a f HemapHor cremneHa, ma Hehe nohu mo ckpahuBama HajBeher Ko-
epurjenTa y hi—fhi. To smauu na y cayuajy na je deg(fh3) > deg(hy),
ITO je eKBUBAJEHTHO ca TuM na je deg(a) Hemapan, —\ kBaznpar y A,
a y CympOTHOM ciy4ajy, Tj. kana je deg(a) mapan, je A kBaxpar y A.
OBo Moxemo cymmparu y To na je (—1)%e@)\ xpanpar y A. Ilpume-
Mo ga je (D) = (—1)38@q(0) = (—1)%8@(\h(0)2 — Af(0)hy(0)?) =
(—1)3s@\p,(0)%, jep je f(f) = 0. Kaxo cMo Majompe yTBpIMIA Oa
je (—=1)%8@ ypex kBampar y A, MO¥EMO Oa 3aKLYUUMO Oa MOCTOjU
VHIYKOBAHO IPECIVKaBame (y MCTOj O3HAIM)

§ : Divg(C)/(Divg(C) N Princg(C)) — A*/(A*)?,
rae Princg(C) o3mauaBa CKyn panvOHAJHUX [JIABHUX IUBU30DA.

Moske ce mokaszaru na ce 3a npousBosby Taury y J(Q) moxke mahn
BbEeH IPEeICTAaBHUK Mehy muBuzopuma y Div(é;(C), Kao U Aa ce mne(uHu-
nuja TpecJuKaBama 0 MOsKe MPOUIUPUTU U y Ciaydvajy kKamga a u f
HUCY y3ajaMHO NMPOCTU, OJaKJe NOoOUjaMO HpeciaukaBame (Koje omer
obesesxaBaMo ca o)

51 J(Q) — A*/(A)2.

OBakO KOHCTPYUCAHO IPECINKABAKE UMa jaKO BayKHO CBOjCTBO. Buau-
Mo nma cy enementu 2J(Q) y jesrpy xomomopdusma 4§, jep 0(2P) =
(6(P))?. KopucHO je TO mTO Cy TO CBU €JEMEHTH je3rpa o.

Teopema 26. Jearpo xomomopdusma § : J(Q) — A*/(A*)? je 2J(Q).
Joxka3s. Iloraenatu y [53].

Capna mo TeopeMy 0 M30MOPPU3MY 3a IPYIE 3aKbYUIYjeMO

J(Q)/2J(Q) =4(J(Q)).
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Cerumo ce na vam ¢aau onuc rpyme J(Q)/2J(Q) na Gucmo oanpenuan
paur J(Q). ¥Y3 momoh mpecnukaBama 0 CMO Ce NPUOIKAIN HAIIEM
iy, jep je cama norpebuo na oxpemumo §(J(Q)). IIpe mero mro jom
neTaJbHUje ONMUIIEMO Taj CKYI, MOACETUMO ce jenHe neduuunuje. Hexa
je K mome u A xoHauHo-muMeHsuona K-anarebpa. Tama je m, : x — ax
K-nuneapuo mpeciukaBame, 3a cBako a € A. Jlepurummmo wopmy
eJIeMeHTa a4 Ca

Ny/k(a) = det(my).

Hopwma je My ITUnINKaTUBHO MpPECIUKaBalbe U 3a CBAaKO a € A 3HaMO 1a
je Na/k(a) € K, onakne crenu na nocroju u xomoMopduszam A*/(A*)? —

Tspbeme 38. IIpu o3HaKama 13 OBOT IOIrJIaB/ba, CIUKA XOMOMOD(GU3MA
§ je momcrym jesrpa xomomop¢uama Ny x @ (A*)/(A*)? — (K*)/(K*)2.

Hoxas. Ilornemaru y [53].

Osraunmo jesrpa xomomopusama Ny, : (A*)/(A*)? — (K*)/(K*)?
3a pasaunuuTa nosa K Ha ciaemehu Hauwms - ako je K = QQ, onma kopuc-
TuMO o3HaKy H, a ako je K = Q,, ogna kopuctumo o3Hary H,. OBo
nocjenme IPOay:KaBaMo 1 Ha p = 0o. Mukanysuja Q <> Q, unnykyje xo-
Momop¢usam p, : H — H,. OsmaummMo oxrosapajylie mpecivkaBame
J(Q,) — H, ca 0, (kana y KOHCTPYKIUjX y OBOM IOIJIABJbY 3aMEHIMO
Q ca Q). Taga mmaMo KOMYTATUBHU IUjarpam

J(Q) —>— H

I

J(Q,) — H,

Hepumaunuja 28. IIpu Beh yBenenum o3naxkama, nepunauimemo 2-Ceameposy
2pyny Kao

Sel?(J(Q)) = {a € H | (¥p)py(a) € im(3,)}.
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Cneneha teopema mam rosBopu na ce 2-CenmepoBa rpymna MOKe
M3paYyHATH, & HEH NO0KA3 je KOHCTYKPUBAH Yy CMUCIY Oa naje YIyIT-
BO KaKO Jla je M3padyHaMmo.

Teopema 27. Heka je C : y> = f(z) rnaTka XumepeiunTUUKa KpU-
Ba Hemapuor cremena, mag Q. Tamxa je 6(J(Q)) C Sel®(J(Q)) u 2-
CenmepoBa Ipyna je KOHAYHA U MO:Ke Ce M3padyHATHU.

Hoxa3. Iloranenaru y [53].

4.3 TIlpumepu panroa JakoOujaHa HEeKUX KPUBUX

IIpumep 57. Y [53] je moraszaHO ma 3a XUIEPEIUITUYKY KPUBY
C:y*=ux(x—1)(z—2)(z —5)(x —6)

BaiKN

J(Q) = Z o (2/)27)*.

ITpumep 58. Cnmyno Kao y TPETXOMHOM CIydYajy Ce€ MOKEe MOKa3aTu
na je 3a kpuBy C :y? =x(x —3)(x — 4)(z — 6)(xz — T7)

J(Q) = (z/22)"

IIpumep 59. Y [53] ce moke nahu jom jenan npumep pauyHama Jako-
oujana kpuse. 3a kpuBy C :y? = 2% +1 cMo mo cama OokKa3aId 1a je
J(Q)tors = Z/10Z. Wcumocrasma ce ma je panr Jakobujana oBe Kpuse
0, omakie je n

J(Q) = Z,/10Z.

[TpumeTuMo ma cMO y mpuMmepy O0poj 55 ommcam CKOpO CBE eJIeMEHTe
J(Q), a u oHe KOje HUCMO, MOXKEMO JIAKO Ja M3padyHaMo 3Hajyhu na
rauka [(—1,0) — oo] uma pen 2, a [(0,1) — co] uma pex 5. OnaBume 3a-
kmyuyjemo na C(Q) ce cacroju u3 majsume 10 Tavaka, a JUPEKTHOM
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nposepoM Tora Koje tauke J(Q) cy canke Ipu MHjEKTUBHOM HPECIUKA-
Bawy i : C(Q) — J(Q) mobujamo

C(Q) = {(O’ :|:1), (_1> 0)7 OO}

IIpumep 60. Y pany [18] je mpukazano Kako 3a HEKy KPUBY poaa 2
TEeXHUKOM CIIyCTa y3 MOMON M30TEeHUje KPUBE HA HEKY APYTY KPUBY PO-
na 2 Moxke ma ce mapadyna panr Jakobujana J(Q) re kpuse. Konkper-
HO, HABOJe ce nBa pesyiarara, 3a ciaenehe nse kpuse je panr J(Q)
jemHar 1.

Cr:y? =z(x® —1)(z + %)(ﬁ — 4z —1)
Cyy® =a(2* —1)(z — %)(:z:2 — 18z +1)

IIpumep 61. 3a kpusy C : y? = 2% + 825 + 2221 + 2223 + 522 + 6 + 1, y
[19] je mokazamo ma je

J(Q) = Z- ooy —oo_].
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9 Konemanosa uaTerpamnuja

5.1 YBobheme u cBojctBa KoslemanoBor maTErpasa

Maremarnuap Pobepr Kosmeman je y cBom panmy [16] yBeo muTe-
rpaJi y p-aJICKUM IIPOCTOPpUMAa. 300r MOTIYHE HEIIOBE3AHOCTU P-aICKUX
mpocTpa, yBoheme unTerpaJsia je jako Teskak 3aJaTak, jep yOIIITaBamhe
n3BOJA (YHKIMje Ha p-alqCKe mpocTope mMma jemad npobiem. Moskemo
na nepuHUIEMO na je ¢yHKmuja [ mudepeHnujabuiaHa y TAYKU @ aKO
IIOCTOjU JIMMeEC U3pas3a

f(z) — f(a)

r—a
kaga |x —al, Texxkn 0. Anu Tana ce ucnocrasipa na ¢pyurnuja f: C, —
C, koja je cByma mudepeHnujabuiIHa MOpa Ia MMa U3BOJ UIEHTUUKHI
jenHak Hyau, mako [ He MOpa OuTU JIOKaJIHO KOHCTaHTHA. OBO ce MOKe
mahu y [29]. Crora, MOokeMO OUEKMBATU MOHAIMIAKE (YHKIN]A U UHTE-
rpaJja Ha Koje HucMmo HaBukiau. MeDhyrtum, Komeman nnak koncTpywure
UHTErpaJl KOju MMa OCOOMHE KOje O4YeKyjeMo. JoIn jemaH Marepujatt
KOjU je jaKO KOPUCTaH 3a YIO3HAaBame ca KRojieMaHOBUM MHTETPaJIOM

je [57].

Cama KOHCTPYKIMja 3aXTeBa JOOPO MO3HABAKE PUTUIHE AHATUTUUIKE
p-aICKe reoMeTpuje, U U3 TOT PAa3jora, oBJe IPecKauyeMO KOHCTPYKI-
jy 1 omMax HaBOAMMO TEOPEMY Ca IJIaBHUM CBOjcTBUMa KosremanoBOr
WHTerpaJa, Koja hemo kopuctutu y pemaBawy JluodanToBux jen-
HaynHa. [Ipe mero mro KpeHeMo, MOpaMO Aa TPU3HAMO Oa je IMOT-
IIYHO HEOYEKMBAHO Oa WHTErpaJ Moske momohm y oapebuBamy cBuUX
pAIMOHAJIHUX TavyaKa HEKe Kpuse!

Teopema 28. Heka je C' ancoisryTHO HECBOIJLUBA, TJIATKA, IPOjEeKTUBHA
kpuBa Han Q,, rae je p mpoct 6poj 3a koju C uma J0O6Py penyKunujy.

Konemanos mnaTerpas
Q

[ucT,

P

rae cy P,Q € C(Q,) mpoussomne Tauke u w € (25*(Q,) 6uno xoju per-
yiapaH aupepennujana uma cieneha cBojcTsa:
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(1) Unrerpaxn je Q,-mumeapan mo w.

(2) Axo ce P u QQ penykyjy mo moxyry p y ucty tauxy P € C(F,), Ta-
a MOYKEMO Ja M3padyHaMo mHTerpad Ha ciaenehwu maumn. OmxpenuMo
paBHOMepHU3AaTOp ¢ y Tauku P KOju ce peaykyje y paBHOMEpHU3A-
Top vy P ¥ OPeacTaBUMO w KAaO CTEICHU pPef 1O t KOji MHTErPAJIIMO
(opMaIHO YIAH-TIO-YJIAaH, ONAaKJIe NOoOMjaMO cTelmeHV pexn | TakaB na
dl(t) = w(t)dt n 1(0) = 0. Bpemaoct mHTErpamga nobujeMo TAKO ILITO
mzpauynamo [(t(Q)) (I(t(Q)) je crenenu pen, koju hie ma KoHBEpPrUpA).
P

CroenujamHo, / w=0.
P

(3) 3a mpoussomue P, P',Q,Q" € C(Q,) Basm

Q Q' Q' Q
/w+/w:/w+/w.
P P P P

D

n
Y3 momoh oBor TBphema MmoxkeMo na nepuHUIIEMO /w 3a D = E (Qj—
Jj=1

IEE

Pj

P) € Div(@,) ca

D

(4) Axo je D riaBHM OMBU30D, OHZA je /w =0.

(5) Wurerpaux ce cnaxe ca mejcrsom I'anyaose rpyne Gg o , Tj. 3a
IIPOU3BOJLHO T € g@/@p BayKU

Q v Q°
/w = /w".
P Po
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(6) Hera je 0 # w € Q5*(Q,) u purcupajmo Py € C(Q,). Tama je crym

npu yemy o3Hara P = Py 3Ha4u na ce P u By penykuujoM mo MOIyILy
p caukajy y ucry rtaury y C(F,), komauas.

YmMmecro nmoka3a, komeHrap. Csojcrso 6poj (1), Tj. aumHeapHoCT je
HEIITO HAJOCHOBHUjE IITO OYEKYyjeMO OJ WHTerpaJjia, KaO0 M CBOjCTBO
6poj (2) Koje UMUTpa OCHOBHY TeOpeMy Mu(epeHInjalTHOT PAYyHA, TOK
je 1 cBojcTBO (3) HEMTO HAJUPUPOIHE 38 UHTErPAJ, TO j€ AJUTUBHOCT
no rpanunama. ¥Ysumajyhwu y (3) P/ = @ mobujamMo crapmapiHy anv-
TUBHOCT

Q Q' Q'
/w+/w:/w.
P Q P

JacHo je u3 ¢popmyue (3) 3amro je 1o6pO medUHUCAH MHTErPAJ 3a
muBm30p crenena 0, jep HUje BaKHO KOjuM peaoMm hemo na cabepemo
n omy3umamo tayke y D. 3a cBojcrBo (4) ce moxke pehu nma je Gap
MaJIO HEOUYEKUBAHO, jep YCJOB na je [) riaBHU AUBU3OP j€ MOTIIyHO
anrebapCcku, MOK je MHTErpajl CBAKAKO aHAJIUTUYKUA O0jekar. AJu OBO
CBOjCTBO je jaKO KOPUCHO U BeoMa Op30 hemo BumeTn meroBy mIpuMeny.
CsojcrBo (5) je memTo mTo keaumo ca anrebapcke crpane. CBOjcTBO
6poj (6) je kmyuno y mokasy lllaBorujeBe Teopeme.

Hamomenumo camo ma ycaoB ma C' mma mobpy penykiujy 3a Taj
npocT OpOj p HUje CYMITUHCKU, jeauHa HeroBa yJora je aa I0ojemHOC-
TaBu neo (2) mperxomHe TeopeMme.

OsBa Teopema mMMa BayKHY MOCJEAUITY KOjy cama HaBomumo. Hawmwme,
HUj€e HaM OJ MHTEepeca caMo Ia MOCMaTPaMO OBaj MHTErPAJ ca TauyKaMa
Ha KpUBOj, MHOro Behly mHpopMarmjy nodbujaMo Kaga IPOMUPUMO WH-
Terpaa Ha JakoOujan. 3060r Tora yBOIUMO ,OuianHeapHo” (aIUTUBHO
0 IpBOj KOMIOHeHTH, & Q,-TuHeapHO IO APYroj) HPUAPYKUBAMLE HA
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cnenehu magun.

Tepbeme 39. Heka je C ancosyTHO HECBOILUBA, IIATKA, IPOjEeKTUBHA
kpuBa Hax (Q,, rme je p mpoct Opoj 3a koju C uma n006py peaykuujy,
Py e C(Q,) ni:C — J uHjeKTUBHO ImpecInKaBame KpusBe y Jarobujan
nomohy F,. Iloctoju mpeciaukaBame

J(@p) x Q265(Qy) — Q@ (Q,w) = (Q,w),

koje je ammrusHo mo () = [D] € J(Q,) u Q,-nmureapro mo w, koje je

saxano o )
(D)) = [ e

Crenujanso, tana je, no nedpuuunuju, 3a P € C(Q,)

(P = [ o

Py

Iloka3. 3 nperxomue TeopeMe, 3HAMO Ma j€ MPECIUKABAHE

Dive (Qp) x Q6% (Qp) — Qy;
D
(D,w) — / w

n00po nepuHUCAHO, aIATUBHO IO JeBOM aprymMeHTy u Q,-nmHeapno

D
no mecHoM apryMmenty. IlomTo je / w = 0 3a cBaKu rJIaBHU AUBU30P

(McTO M3 WpeTXOaHEe TeopeMe), OBO NpeCciIuKaBame UHAYKYje U T00pO
Oe(pUHUCAHO IIPECINKaBaHe

J(@Q) x (@) — @,

jep cama oBaj wHTerpas mehe 3aBUCUTHU OJ MpECTaBHUKA KJIace NUBU-
3opa y Jakobujany.

Tpeba jom ma ce ocirobommmo anredbapckor 3arBopema Q,. Ty
KOPUCTUMO [a Ce MHTEerpaJi cjiaske ca mejctBoM ['amyaose rpyme. Aro
. reg .
je [D] € J(Qp) mw € Q:*(Q,), Tama je 3a cBaro o € Gy, /g,

() = [
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D
na je / w € Q,, jep je ¢duxcupano nejcrsom I'asnyaose rpyme g@/@p-

OBo 3aBpmraBa IOKa3 [a MOCTOjU TPAKEHO MPECIUKaBamhe HaBeIeHUX
ocobuHA.

Cama HABOOWMMO jOII jeoHO, MAKO JIaAKO, KOpUCHO TBpheme. Jlem-
ora oBor TBpbhema je y ToMe na jemHo anarebGapckKo CBOJCTBO (Tadka
P je xomausor pena y rpynu J(Q,)) MokeMo na oTkpujeMo y3 moMoh
AHAJUTUYKOr O0jexTa (MHTErpaJa).

Tepbeme 40. Hera je P € J(Q,) taura romaunor pema. Tanma je
(P,w) =0, 3a cBe perynapue mupepeHnujaie w.
Iloka3. Ako je nP =0, rana je

(P,w) = % (nP,w) = % (0,0) = 0.

KomenTap. Moke ce mokazaTu mga y TPETXOTHOM TBPpDHemy BaKU U
06puyTO, ako je (P,w) =0, 3a cBe perynaphe nudepeniujaie w, Tana
je P rauka romaunor pena. Jlomaruo, kopumhemem cBojcrsa (6) Teo-
peMe 28 MOKEMO Ha JOKa:KeMO la aKO je w peryjapaH audepeHIn)alt
3a roju je (P,w) =0, 3a cee P € J(Q,), rana je w=0.

5.2 IIpumepu pauyHama KosemanoBux mHTErpasia
IIpumep 62. Heka je

C :y? = 2% + 825 + 2221 + 2223 + 522 + 62 + 1.

Bumuvo ma cy (0,1) u (—3,1) paunonamgsHe Tauyke Ha TOj KPUBO],
TOK CY a n rar perynapHu qupepeHnunjatu Ha BbOJ, jep je pona g = 2
(Teopema 12), omakie nMa CMUCIa Ja PAUyHAMO WHTErpaJie

(=3,1)

/ dx /<—3»1> xdx
y’ (0,1) y

(0,1)
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Pauynamo maTerpase y Q3, a ropma Tauka ce peaykyje y IOmY
0 MOIYJy 3, OJaKje MOKEMO KOPUCTUTU MPABUIO 33 U3PAUYHABAE
UHTEerpaJjia HaBeAeHo y TeopeMu 28. MoikeMo pauyHaTU MHTETPAJI IO
x, jep je x pasHoMepHm3aTop y Tauku (0, 1), ma KPEHUMO ca PAYYHOM.

(=3,1) (=3,1)
d
/ - / (2% + 82° + 222" + 222° + 52% + 6z + 1) " 2dx
Y
(0,1) (0,1)
OBy KOpeHy QYHKIU)Y IO T MOKEMO PAa3BUTHU y CTEIEHU PEI U MOII-

TO padyHaMO CaMO IO X, MOKeMO 3a00PaBUTHU Y KOOPAMHATE Tadyaka y
rpaHUIlaMa y WHTEerpaJy, ma HAaCTaBhaMO PadyH.

(=3,1)

-3
/ (2% + 82° + 222 + 2223 + 522 + 62 + 1) 2dx =

(0.1)
i 322 112 3
- /(1—3x+11x2—56x3—|—0(:c4))dm = |z — % + ; - 14x4—|—0(x5)] ) -

0
0
L9 11 (=27
:—3—329+ (3 )—14~81+O(35):
27 27 69
:—3—?—99—2~81+O(35) = —21—7+0(35) = —?+0(35) =

= —69- 122 + O(3%) = 87 + O(3),

npu dyeMy cMO MHOmIU ca 122, jep je 2-122 =1 (mod 3°). Vspauy-

HAJI CMO
1)

(-3
dx
/ — =87+ 0(3%).
Y
(0,1

[Ipumernmo ma mMoxkeMo na OUpaMoO KOJIUKY heMO TpEenu3HOCT 1a
“MaMO IPU pavyHARY UHTEPAJa, OBIE CMO O04abpaJin 1a padyyHaMo 10
3°. Bumehemo kacruje Eama Oymemo oxpebwBaim panroHAIHE Tadke
Ha OBOj KpWBOj y 7.4 3amToO je TO IOBOJLHO.
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Ocraje ma uzpadyyHaMo U APYTU UHTETPAJI.

(=3,1) -3
d
xy_x = /(:U — 322 + 112°* — 562" + O(2°))dr =
(0,1) 0

2 112* -3 9 11-81
:{I__x% - (:ﬁ)](o =427+ +O(3) =

2 4 2 4
63 2-81
= ? + T + 0(35) =72+ O<35)

3uamo na 3a Jakobujam kpuse C Baxku na je J(C) = Z[ooy — oo_],
Buzeau cMo To y upumepy 61. Takobe, 6p3o ce pauyna (Ha mpumep,
IpOrpaM TO MOXKE ha ypalu 3a Hac) Ha je

9focs —o0_] = [(=3,1) — (0,1)].

OmaBne ompebyjemo mHTErpas on OECKOHAYHO HO OECKOHAYHO IIO
aIUTUBHOCTU OBOI' MHTerpaJja (reopema 28).

ot -3,1)
dx 1 da: 1 29
Cog [ Lo - T o)
co— (0,1)
00 p 1(—)
rax rax
oz “ = (712+0(3%) =8+ 0(3).
o5 | B gm0 —s 4 o)
00— (0,1)
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6 TI'slaBHE TeopeMme

Komauno cmo ce cycpeau ca CBUM MOTPEOHUM TPEI3HAHLUMA U CPE -
cTBUMa 3a (OpMyJIHUCAlkHE U NOKA3WBAILE IBE IJIABHE TEOPEME y OBOM
pany. Ilpso caemu [llaboTujeBa Teopema, a oOHIa 3a HOM U Rosemano-
Ba TeopeMa.

6.1 Illa6orujeBa TeopeMa

OBy Teopemy je [Ilabotu mokasao mpe #Hero mro je PasTuHrC Hoka-
3a0 UyBEHY TeOopeMmy na je OpOj palMoHAJHMUX TadaKa Ha AICOJYTHO
HECBOJbUBOj TJIATKOj IPOjEKTUBHO] KPUBO] poaa 6ap 2 je KOHAYAH, Tj.
ok je jom yBek MopmaemnoBa xumore3a Ouiaa xumore3a. Hakon Pas-
TUHTCOBOT JIOKa3a O ce YMHUJIIO J1a je TeopeMa U3ryoumiaa CMUCAO, Me -
jyTuM, mzpeje Koje ce Ty Kpujy kopuctu Romeman na nokaske epuracHU-
jy Teopemy. Tarobe, mpumernhemo ma y moka3y OBe TeOpeme KOPUC-
Mo KosieMaHOB MHTErpaJ KOju je Tek KacHuje Kojeman yBeo, Tako
na je opurmHasgau l[laboTujeB moka3 OMO WMIAK HEMITO APYTAYUjU O
OBOT KOJU C€ OBJI€ HAJIA3MU.

Teopema 29. Heka je C' ancosryTHO HECBOULUBA, TJIATKA, IPOjEeKTUBHA
kpuBa pona g man Q, ca Jakobujamom J. Axko je paur r JakoOujana
J(Q) kpuse C crtporo mamu on g, tana je C'(Q) je konauan, tj. ma C
ce HaJIa3U CaMO KOHAYHO MHOTO PAIMOHAJIHUX TAJaKA.

Iloka3. IIpu ycaoBy Teopeme mopa outu g > 0. IIpernmocraBumo na je
C(Q) # 0 (y cynporrOM je Teopema jacHo Baskm). Ako je g = 1, Tana
jer =0, tj. u cam Jakobujan J(Q) ce cacroju m3 KOHAUHO Tayaka.
3uaMo ma mnocroju ,1-1"7 mpecaurame i : C(Q) — J(Q), omarue je
C(Q) ronauan cryn. Ha name je g > 2.

Onmabepumo npoct 6poj p 3a koju C' uma nobpy penykuujy. O3HaUIMO
V ={we Q¥ (@Q)I(VP € J(Q)) (P,w) = 0}.

3HaMO n1a 3a cBaky Tauky P komauHor pena y Jakobujamy je mcunymeH
oBaj yciaoB u3 pepuHunuje V 3a cBe popMe, TaKO Ja je U3 aIUTUBHOC-
TV WHTerpaja yclaoB AepumHUIMje CKyna V eKBUBAJEHTAH Cca TUM Ia
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je (Pj,w) =0, 3a 6a3y P, P2, ... , P, cnobonuor mena JakoOujaHa,
a M3 JMHEAPHOCTU MHTErpajia MMaMO 7 JUHEAPHUX YCJIOBa, ONAKJIE je
dimV > g —r > 0, jep 3HaMO Ha je IPOCTOpP peryJapHuXx audepeH-
nujasHux GopMm auMensuje g nmo teopemu 12. [lakmie, mocToju HEKO

0#weV.

OpnabGepumo Py € C(Q), raury momohy koje hemo nma mepusMIeMO
P

i:C — J. Tana je i(P) € J(Q), ma je 0 = (i(P),w) = / w (oBoO
P
cMo Bumesau y mpomuioj riasu), 3a cse P € C(Q). Ilo TeOTDeMI/I 28

13 MpeTXOIHe IJiaBe, 3HaMO 1a je Opoj OBaKBMX Tadyaka P KoHayaH y
cBakoj kiacu ocraraka y C'(Q,) (y cMuciy na ce peLyKuujoM MO MOIY-
my p cBoze Ha ucty Tauky y C(F,)). 3akmyuak Teopeme cajia ciemd u3
Tora ma je 6poj moryhmx wmaca ocrataka ma kpusoj #C(F,) konauan
6poj (jep mMaMO KOHAYHO MOryNHOCTM 3a MOTEHIMjaJHE TadKe) IIa
KaKO y CBAKO] KJaCK MMa KOHAYHO MHOTO PAIMOHAJHUX Tayaka U YKy-
maH Opoj panuoHaJaHuX Tadaka Ha C' je KOHayaH.

6.2 KosemaHOBO mojauame

Caenu teopema kKojy hiemo npuMmemuBaTu (MM HEKE H€HE TIOjadYaHe
obauke) Ha jemHaunHe y cienelioj riiaBy, MOIMTO NPETXOAHA TEOpPEMa
HaM He Jaje HMKAKBO yIIyTCTBO KaKO OMCMO pemusnu HekKy [lmodaHTOBY
jeTHauYuHY.

Teopema 30. Heka je C' ancosnyTHO HECBOIbUBA, TJIATKA, IPOjEeKTUBHA
kpuBa Han Q, pona g u ca Jakobujamom J, panra r. IIpemocraBumo ma
je r < g. Heka je p > 2g nmpoct 6poj 3a koju C' uma mo0py pemayKIujy.
Tana

#C(Q) < #C(F,) + 29 — 2.

Joxka3s. IIpernocraBumo na nocroju rauka Py € C(Q), unaue je Teope-
ma Beh Tauna. Kao y mokasy IllaborujeBe Teopeme, mOCTOju HEHYJIa
P

mupepernujan w € Q55(Q,), rakas na /w =0, 3a cBe P € C(Q).

Py
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[Hocmarpajmo taury Q = Py € C(F,) u momro je To riaTtka Tay-
Ka, jep KpuBa MMa J00pPY PEayKIMjy MOIYJIO P, MOKEMO je oauhu 1o

rauke ) € C(Q,).

Hame, moxxemo na omabepemo pasHoMeprusarop t € Q,(C)" y @,
TakaB [a Ce PEAyKIMjOM MOMIYJIO p CIAMKA y PaBHOMEpPHU3aTop €
F,(C)* y taurum . Obo hemo TpOBEpUTM caMO 3a XUIEPETUITUIKE
KpUBe, KpUBE Koje cy on Hajsehier unrepeca y oBoMm macrtep pamay. He-
ka je O :y?> = f(x). Tama mmamo meny pexysnujy C : y?> = f(z) ca
TadroM (Tg, 7o) € C(F,), xoja ce mommxe y Tadry (zo,y) € C(Q,).

Axo je 7o # 0, Tama je cBakako u ¥y # 0, ma MOKEMO y3eTu PaBHOM-
e€PHU3ATOD T —T( 3a TauKy (), KOjU Ce CIUKa y PABHOMEDHU3ATOD T —Tg
y Taurkn Q. Axo je 7 = 0, Tama MoxeMo y3eTu 1 Yy = 0. 3amcra,
CIVYHUM TOCTYIKOM Kao y IOKa3zy TBpbhema 23 mosasmMmo 10 TOTA.

_ oy?
[Tomro je (Tg,0) rnarka tauka kpuse C, u J

dy
of o
—(70,0) # 0, omakzne je Ty mpocra HyIa noauaoma f(x), omakie ce mo

ox

XeHcesnoBoj semu mommke mo HeKor ro € Q,, ma je (z0,0) € C(Q,)
nomu3ame tauke (Tg,0). Cana 3a paBHOMepHHM3aTOpe y 00e Tauke
MokeMO y3etu (QyHEIUjY y. OBuM je TBpDeme moraszaHo.

(Zo,0) = 0, mopa Gutu

Moskemo ma craampaMo aupepeHnujal w TaKOo Oa HeroBa Peryk-
nuja w Oyne neduwHUCAH W HEHYJA, jep je W audepeHnujat 3a KPUBY
HaJ KOHAYHUM IOJbeM, KOja mMa KoHadyaH Opoj Tadaka. Tama je W €
Qgg(Fp), Tj. TO je perymapan mudepeHnmjat, a onma no TBphemy 21
suaMo ga je deg(div(w)) = 2g — 2.

lame, KakO 3HAMO J1a je TPpOCTOp AU(PepeHnrjaa jeIHO IMMEH3UOHN
HAJ IPOCTOPOM (yHKIMja HaX KpuBoM, nmocroju ¢ynrmuja f € Q,(C)
TakBa na w = fdt. Mebhyrum, momro 3HaMO ma je w peryJjapaH IABU-
30p, Tazxa f He Moxke mmaru noiuose, 1j. f € Q,[C], a Traga u3 goxaza
TeopeMe 6 ciaemnu ma ce f MOsKe NPEINCTABUTU KAaO CTENEHU Pen Mo .
Hakie w = w(t)dt, roe je w(t) € Qp[[t]], Taj crenernn pen. Cernmo ce
a CMO CKaJIMPAJU W TAKO Ia HeroBa peiaykiuja W Oymae meduHucas u
perynapaH gudepeHnujall, oTyga CBU KOCYUIMjEeHTU Y CTEICHOM Peny
3a w(t) Mopajy 3ampaBo buru y Z,. Jlomaszumo 1o 3akpbydra w = w(t)dt,
3a w(t) € Zy[[t]].
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Tana je W = W(t)dt. [lo mepuHUIMjU PABHOMEPHU3ATOPA 34 TAUKY
Q je

—orda

(@) = (g + wmE+ ),

npu yemy up € FJ, jep Ou y cynmpoTHOM 1 Taj WIaH HECTAO y PeAYKIVjU
MOIYJIO p, Ha n3adpaHW paBHOMEPHU3ATOD He O OMO paBHOMEpPHHU3A-
TOP.
P
[To ocobunu KosnemanoBor umuTerpaja m3 teopeme 28 je /w =
I0)
[(t(P)), rme je | € Qp[[t]] crenern pen umju je popmanuu ussoxn w(t)
n [(0) =0, 3a cBe P € C(Q,), rakBe ma P = Q.
Cana mosxkeMo na npumenuMo teopemy 20 Ha crenenu pen [(t), jep cy
VCIYH-€HI CBU YCJIOBU - TO je cremenu pen y Q,, umju je ¢popmari-
HU 13BOX w(t) cremeHn pen ca KoepUUUjeHTUMA y Z,, Ydja CIUKA IPU
pPenyKIunju MOIYJIO p je obJImKa

w<%> _ uO%ordﬁ(U) + ul%ordﬁ(w)—i-l

T
npu yemy up € Fy u p > 29 = 29 — 2+ 2 > ordg(w) + 2. Oso nocaenme
BaxKM 300T TOra IITO je w peryijapaH AudepeHnujal, Ia HeMa II0JI0Ba
n y crenex div(w) camo yiaze penoBU HBUXOBUX HYyJa, & CTENEH OBOT
IUMBU30Da je, KAo MTO 3HaMO, bam 2g — 2. 3akmydak je na pen [(t)
mva Hajsume ordg(wW) + 1 myny y pZ,. MebyTtwm, To je mosomHO ma
3aKBYUNMO na je Opoj Tux Hysla yjemnHo m Opoj tagaka P € C(Q,)
P
3a Koje je /w = 0. Tpeba onpasmaru na t(P) € pZ,. To cnemu u3
Po
ynmeHnIe ga ce P penykyje y MCTy Tauky Kao m () MOmyJo p, a t
je paBHOMepHM3aTOp y () KOju Ce penykyje y paBHOMEpHHU3ATOp v ()
vMomyo p, Tj. t(Q) = 0y F,, omarmne t(Q) € pZ,, ma caMuM TUM H
t(P) € pZ,, jep je t pammonasHa ¢yHKIUja, a P u () ce HOKIamajy
MOIYJIO P.
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P
Kako 3mamo ma 3a cse tauke P € C(Q) Baknm /w =0, 1o je
Py

#C(Q) < # PGC(Qp)|/w:0 |

Py

a MO TPEeTXOTHO MOKA3aHOM je

# PEC(Qp)\/w:() Z ordQ )+ 1).

QeC(Fy

3a Kpaj je DJOBOJLHO Ma YOUMMO Ia je

Z (ordg(@) +1) = Z (ordm w) Z = deg(div(w)) + #C(F,).

QeC(Fp) @Eé(FP) QeC(F

[Tomro je deg(div(w)) = 2g — 2, moBe3UBamEM MOCIIEAHBUX HEKOJIUKO
JVHUja NOOMjaMO TPaKEeHU 3aKJbYyYaK

#C(Q) < #6(]Fp) +2g — 2.

Ila/be HaBOIMMO HEKOJIMKO CPOIHUX Bep3uja oBoj TeopeMu. Kpehemo
ca pe3yJiTaTuMa U3 OPUTMHAIHOT KOoJIeMaHoBOT paaa U 3aBPIIABAMO Ca
YONIITEHUMa OBe TeopeMme Koje je mokazao Mwuxaen Illton y cBojum
pamgoBuUMa.

6.3 Komemanos pan ,Edexrusau IlaboTn”

Osae ce 6aBuMo mperienqoM KomeMaHOBUX OPUTUHAJIHUX PE3YJITATa
u3 pana [15] y kojeMm je o mpBu mokaszao Teopemy. Kao mro Buanmo,
TEOpeMy He MOKEMO MPUMEHUTU aKO KOPUCTUMO IpocTe OpojeBe 2 u
3, 3aTO MMa OJBOjeHa TeopeMa KOja MOKE Ha HMOCIYKU Y TOM CIIydajy.
[Ipe Tora, ¢popmynucahemo ommrujy TeopeMmy Kojy je mokazao Kose-
MaH, a BuiehieMo ma TOK MOKa3a MpaTy IPOIEC NOKA3MBama TeOPeMe,
caMO IITO je OBZle Taj MpOIleC MCHUCAH AOCTa JeTHOCTABHUJUM peU-
HUKOM.
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Hexka je p ¢urcupan npoct 6poj. Yoummo K KOMIJIETHO IOTIOJbE
C, (momcerumo ce, C, je kommerupame anredbapckor 3arsopema Q,) u
A AGenos Bapujerer Han K numvensuje g (3a Hame norpebe he K Gurtu
6am Q,, a A he urparu ynory Jakobujana KpuBe, KOjU je, KO IITO
suamo AGesoB Bapujerer). Y CBOM pamy y KOjeM yBOIU WHTErDaIy-
jy [16], 3a cBaku perynapan mupepenuujain w, Koseman mokasyje na
IIOCTOjY JIOKAJIHO AHAJUTUYKU XOMOMOpdU3aM \,, TakaB ma d\, = w.

Sanoarpyny G on A(K), mepurumemo ckyn Vg Ka0 CKyII CBUX pery-
napHuX audepenimjata w 3a koje je A,(x) =0, 3a cee x € G (oBaj cryn
ce y IOKa3y TeopeMme MpUuKasyje Kao CKym V peryjapHux audepeHiu-
janma w raksBux ma (P,w) =0, 3a cee P € J(Q)). Tana je Vi mornpocrop
U IIPM TOME C€ MCIIOCTaBJba Ia ako je L KOHAYHO reHeprCcaHa IMOArpyIa
on A(K), paura r, tana je muMmensuja V7, 6ap g —r, IITO je MO3UTUBHO
kana je r < g—1. Y moka3y TeopeMe, OBO je aHAJIOI OHOTA Ja IMOCTOjU
HeHyJa peryinapaH mupepennujan w y V. Tana mmamo tBpbheme koje
ce uU3BOAU U3 CBOjcTaBa KosiemaHoBe mHTErparmyje.

Tepbeme 41. Hera je K rommiersHo nornoske on C,, ca nuckperHOM
Basyanujom. Heka je j: (C,cy) — (A,0) mopduzam san K xpuse C ca
YOUYEHOM TaYKOM (o Ha BH0j y ADesoB BapujeTer, Tako na u 0ba mMmajy
no6py penyruujy. Heka je G momrpyna om A(K). Tana ce j(C(K))NG
ce canpsku y ckyny csux = € C(K), TakBux na

T

/w:O,

co
3a cBe w € j*Vi5, roe * oHayaBa IMyJa-OeK (OPMU.

Hexka je K 6pojuo nosmwe, C' kpuBa medpunucana vang K m y3MuMo 1a
je L = J(C) - Jakobujan kpuse C uman momem K. Heka je v : K —»
C, mecto m3nanm mpocrtor 6poja p y koM C mMa noOpy pemyKnujy u

K, xomnnerupame K y ommocy Ha v. Tanma mpuMeHOM IPETXOTHOT
TBpbhema MOKEMO na 3aKJbYyYUMO

W(CK)) C fo € C(KL) | (o € Vi) Aol) = 0},
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x
rae je j: C — J(C) nosnatu mopduzam u A\, (z) = / w.
v(co)

Nneja IllaboTujeBor moka3a je 6uaa y TOMe IITO je AeCHA CTPaHA
VHKJYy3H1je KOHA4YaH CKyI, IITO je cilydaj ako je V) MO3UTHMBHE Iu-
MeH31je, a TO Ce CUI'YyPHO nemaBa kazxa je panr v(L) majsume g — 1.
MebyTtum, [IlaboTujeB moka3 ce Ty 3aBpmuo, O0e3 KOHKPETHE TIPOIICHE,
a Komeman y3 momoh amaJju3e p-alCKUX CTEIEHUX PEIOBa MOCTABJbA

KOHKPDETHO OTpaHWYeme. Y BOIMMO HOBE O3HAaKe - 3a MO3WTUBAH pe-
aJilaH Opoj S, O3HAUUMO

Bls] ={z € C, | [z], < s},

nasse, ordg f je cremen HajMamer cremeHa t (makie, KOju He WUIe y3
rkoedunujent 0) y cremenom peny f(t), Ok, Kao u IO cala, HAIBIAUECHE
IpencTaB/ba PECTPUKIIA]Y MOILYILY p W jomlI 3a § < 1 yBeamMoO O3HAKY

n k
n(k:,s):max{nGN| > }

‘n|p N ‘k|p

Teopema Koja 6poju HyJIe p-aACKOr CTemeHor bpoja Hacraje u3 ciaeneher
TBpbhema.

Tepbeme 42. Heka je f(t) € C,[[t]], rakaB ma f'(t) € Ry[[t]], rme je
f'(t) dopmammm msson cremenor pema f(t), a R, npcrern mesmmx mosma
C,. Aro je ordg f' =k —1 < 0o, Tama f(t) uma majume n(k,s) Hyna y
Bls].

Bumumo na tpeba na 3mamo ma m3padyramo 6pojese obmauka n(k, s),

a oaroBop Ha To HaM maje ciaenehe TBpbeme. Hehemo ra morazuBartu,
aqu heMo m3pauyyHaTU HeKe KOHKPETHE BPEIHOCTU KACHUjE.

Tepbeme 43. Heka je s = ord, k. Tana

k, (Vr>s){_k}>r_8
_ P D"

n(k, lpl,) = t LA (6)
Y () e €
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onaszumo mo mocaenmer TBphema Koje HAM je moTpebHO 3a moKa3
teopeme. Hera je cama K komauno pammpeme Q,, nanekca paMudu-
KUIlanje e, ca NPCTEHOM IeauX R ¥ KOJIUYHUIEUM HosbeM [Fy.

Tepbeme 44. Heka je C rnatka kpuBa Hamq R u HEeKa je w peryJiapan
mupepennujan kpuBe C man R, takaB ma w # 0. Heka je A TakBa ma
je d\ = w, kao u panuje. Tana je 6poj myna cremenor pena Ay C(K)
HaJBUIIIE

1
> n(ordg@+ 1, [pl;).
QeC(Fy)

Kao mocmenuny oBux HaBeneHUX TBpDHema, MOKEMO MOKA3ATU MOCIE -
Be TBpheme Koje HaM (au 3a OKa3 YnTaBe TeOpeME.

Tepbeme 45. Heka je e = 1 u vg(w) < p—2, 3a ce Q € C(F,) (oBo je
UCIyH:E€HO aKo je g > 2p). Tama je 6poj myna A wa C(K) majsume

q—1+29(y/q+1).

OsBaj 6poj ce mobuja Tako mMTO KOpUCTUMO Xace-BejmoBy Teopemy
(|I#C([Fy) —q — 1| < 2¢,/q, unave ce y mOKa3y, y IPOIEHU HA IECHO]
crparu Gam mobuja #C(F,) + 2¢g — 2, ka0 mMTO ¥ riIacu y TEOpPEMHU.
TaunocT Teopeme je mocienuna CBUX HpeTXomHux TBphema u Koie-
MaH je TO ¢popMyIrcao Ha cilenehw HauwH.

Teopema 31. Hexra je C' rmaTka kpuBa pona ¢, Hag OpojHUM mosbeM K,
npu yemy je panr JakoOujana te kpuse r < ¢g. [IpermocraBumo ma je p
HepaMu(uKoBaHU npocT uneaa y K y kojem C' uma nobpy penykriujy,
IpU YeMy je KapaAKTEePUCTUKA KOJTUIHUYKOT 1OJha 38 P cTporo Beha on
2g. Tana

#C(K) < Np+29(v/Np+1) — 1,

npu yemy je Np o3HaKa 3a HOpMY UOeasa p.
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Cama ce Bpahamo cayuajeBuMa p = 2 m p = 3, KOjU Ce€ HUKAKO
HEe MOTY TOjaBUTHU Yy IIPUMEHU TEOpEMeE, jep IMocMaTpaMO KpPUBE POIa
g > 2. Ty umamo cunenehy Teopemy, K0joj hemo mokazaTu IpBU €O
V3 BEpPOBakhe HEKUX YUHCHUIA.

Teopema 32. IIpenocrasumo na je C' kpuBa pona 2 man Q, uuju Jako-
Obujan uMa paHr HajBure 1.
(1) Aro C uma mobpy penmykmujy 3a mpocte OpojeBe 2 m 3, Tana

£0(Q) < 12
(2) Axo C uma nobpy penykuujy 3a p = 3 U UMa UYETUPU DALVOHAJHE
rauke pamupuranuje, tana #C(Q) < 6.

Ioka3. IIpernmocraBumo ma C' uma mobpy penyknujy mo MOIyay 2.
Heka je w perynapan gudepeHnujasa dymja peayKnuja W IO MOAYIY 2.
Tanma, 1o TpeTxonHOM, MOPaMO Ja HOKAKEMO

> nfordgw +1,[2]2) < 12,
QeC(F2)

Cerumo ce ma je deg(div(w)) =2 =2-2—2, jep je kpusa C pona
g = 2, omagrye je Z ordgw < 2, a cammm M u ordgw < 2, 3a
QeC(F2)

cee Q € C(Fy). Ilakme, mory na ce mojase Tpu Bpemsoctu n(1,[2[s),
n(2,]2]2) n n(3,[2]2). Onpemumo nx o mePUHUNM)U.
1 1 1
n(1,]2]2) = max < {n | = ZL:_}7

Tj. Tpaskmumo Hajsehe n 3a Koje je 2 > 2"|n|,. 3ammmmmo n = 2¥m, rae
je m memapan 6poj, Tana je yCIoB eKBuBajeHTaH ca 1 > 28m—k > 28 k.
MebyTmm, xako je k+ 1 < 2F, 3a k > 2, To mopa 6utu k € {0,1}. Axo
je k=0, mobujamo 1 > m, tj. n=1,aarko jek=1,ogmau3z 1 >2m—1
jem =1, tj. n = 2, ma je oBo u Hajsehu Opoj ca OBUM CBOjCTBOM.
Hakne n(1,|2|z) = 2. ITomro je




ouma je ayromarcku n(2,|2]s) = 2. 3a ompebusame n(3,|2],) Tpeba ma
nabemo majsehu n rakas ma 8 > 2"|n|y. McTum 3anucom kao mo cana,
n = 2"m, momasumo mo Tora ma 3 > 2% — k, omrocuo k < 2. IIpoepom
Tpu caydaja, mobujamo ma je HajBehm Opoj koju ce yraama n = 4,
omakie je n(3,[2]2) = 4. Cama Bumumo ma tpeba ma JOKAKEMO

24H{Q € C(Fy) | ordg(w) < 1} 4+ 4#{Q € C(Fs) | ordg(w) = 2} < 12.

3uamo ga 6poj Tauaka Ha KpuBoj C' v momy Fy He Moske 6uru Behn
on 6, mehyTuMm, ucnocTasmba ce qa ako noctoju Tauka Q € C(F,), Tax-
Ba na je ordg(W) = 2, oA WX Ha KPUBOJ C Mmowxe Gutu HajBume 5.
[Tomro Moske ma Oyme HajBUINE jemHa Tauyka ca TUM CBOjCBOM, y 00a
cayuaja mobujamo ma taj 30up He Mmoke ma npebe 6-2=4-2+1-4 =12,
IITO je 1 TpebaJtio MoKa3aTu.

Ilpyru meo ce morasyje Ha cawdaH HauwH, nMmajyhwm y Bumy na C
“Ma panuoHaJHe Tadyke paMU(UKaIuje.

6.4 Yonmrema Kosemanose Teopeme

Y oBOM mesy HaBOOIMMO 0e3 MOKa3a JnBa MoOoJInama RomemanoBe
TeopeMe, Koje je y cBojuM panoBuma nokazao Mwuxaen IItoa.

Teopema 33. Heka je C' ancosyTHO HECBOUbUBA, TJIATKA, MIPOjEeKTUBHA
kpuBa Han Q, poma g u ca Jakobujamom J, pamra r. IlpemocraBumo
na je r < g. Hera je p > 2r 4+ 2 npoct 6poj 3a koju C' uma nobpy
penyknmjy. Tana B

4C(Q) < #T(F,) + 2r.

Joxa3s. Ilormenatu y [56].

Teopema 34. Heka je C' xunepesuntuuka kpua Han (Q, poma g ca
Jakobujanom J. Hera je panr r Jakobujana J(Q 3amoBomasa r < g—3.
Tana

#CO(Q) <8(r+4)(g—1) +max{1,4r} - g.

Hoxa3. Ilormenatu y [61].
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7 PemaBame Hekux J/InodaHTOBUX jemHAUMHA

[Ipe mero mro KkpeHeMoO y pemaBame Hekux JmodaHTOBUX jenHadun-
Ha, HABEIVMMO YOIIITEHO IITa HAM je MOTPeOHO Oa PEeNmMO HEKY jel-
Hauynny y3 nomoh Illaboru-KomemanoBor meronma. Heka je C' kpuBa
KOjOj TpPaskKMMO pamnuoHajHe Tauke (Tj. KOjy mOOUjeMO U3 jenHauyuHe
KOjy pelaBaMo), I leH PAHT U § HEH POLI.

3a mouerak, Tpeba ma OApeaMMO T'PYIHY CTPYKTYpy JakoOujana
J(Q), rme mopa ma ce ucnyru r < g — 1, a 1 BpPJO je HOMKEHHO na
suamo reueparope J(Q). Hasmwe, srequmo Hexku npoct 6poj p y kojem C
rMa DOOpY PemayKIurjy, TAaKaB a y CBAKOj KJIaCU OCTATaKa MOIYJO P Ha
kpusoj C, mro cy krace tavaka u3 C(F,), mocToju panmonasna Tauka
KOja ce penykyje y Ty KJacy W Ipu TOMEe na ce OpOj palroHaJIHUX
Tavyaka KOje CMO HAaIlJIX MOKJAalla ca OIMEeHOM KOjy Ho0ujeMo mocMaTpa-
jyhu KomemanoB unTerpad.

7.1 Jemmaumnma y> = x(x — 1)(z — 2)(z — 5)(z — 6)

OBo je majunosuaruju npumep npumene Illaboru-KonmemanoBor meto-
na, jep KaKko HeKU MaTeMaTuyapu Koju ce baBe oBoMm obisamhy TBpae,
oBo je mpsa [lmodpanHTOBa jenHauMHA KOja je Y HOTIYHOCTU PeIIeHa
kopumhemem [Mlaboru-KonemanoBor meroma. 3amaTtak je pemuTu y
CKYIy PalMOHAJHUX OpOjeBa jenHauyuHy

y* = x(x —1)(z — 2)(x — 5)(x — 6).

[Tocmarpamo xunepenunTuuky kpuBy C 3aIaTy OBOM jeQHAUYNHOM U
Beh 3mamO mocta mHpOpPManuMja O HOJ.

(1) Kpusa C je poma g = 2.

(2) C mma nobpy penykuujy 3a p =7, jep 7 He meiau pa3iuKy pa3iiv-
YATUX HyJa OBOT IOJUHOMA IO T, OJAKJIe HE NeJU HEroBY IUCKPUHU-
MaHTY, IITO YyIPAaBO 3HAYM 14 je p = 7 IpoCcT 6poj mobpe penyKnumje 3a
C.

(3) ¥ mpumepy 57 cmo Bumenau ga 3a JakoOujaH OBe KpUBE BaKy
J(Q) =X Z® (Z)27)*, onakne je paur menor Jakobujana r = 1.

[Tpumerumo ma cy ucnymenu yciaoBu 3a npuMeny [Hlaboru-Koaema-
HOBe TeopeMe, jep p=7>4=2gur =1< 2 = g, ogarie MOKEMO 1Ia
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3aKJBY YUMO B
#C(Q) < #C(F7) +4—2.

Ocraje jomr ma ompenumo OPOj Tavyaka Ha KPUBU PEIYKOBAHO] IO MOI-
yJIy 7, IOITO je HemapHOT CTelleHa, MMaMO jenHy OeCKOHAUYHY TauKy,
a ocraze cy y ckyny {(0,0),(1,0),(2,0),(5,0),(6,0),(3,£1)}, jep jemumo

3a x = 4 He mobujamo pelense, MOMTO 6 = —1 (mod 7) muje kBagpar
no monymiy 7. Hawrne, #C(F;) = 8, omakie je
4C(Q) < 10.

Ca mpyre crpane, Ha 0BOj kpuBoj C' 3amcra nmocroju 10 panmoHaJIHUX
Tayaka U TO Cy TauvyKe U3 CKyIa

{00, (0,0),(1,0),(2,0),(5,0),(6,0), (3,£6),(10,£120)}.
OpnaBne 3akmpyuyjemo na je bam #C(Q) =10 u
C(Q) = {0, (0,0),(1,0),(2,0), (5,0), (6,0), (3, £6), (10, +120)}.

OsBa jemmauynHa HUje TAKO PETKa y JIUTEPaTypu, MOKe ce nmponahwn,
Ha mpumep, y [31], [53], [41].

7.2 Jemmaumna y> = z(z — 3)(x — 4)(x — 6)(x — 7)

pyru nmpumep je camyaH TPBOM IO IOCTABIM, a M00Opa je miryc-
Tpanuja mra Tpeba ypamutu Kanga He nposadu aupektHo lIladortu-
KosmemanoBa Teopema. 3amaTak je PemuT y CKYILy PAIMOHAJIHUX OPO-
jeBa jemHAYUHY

y* =z(r —3)(x —4)(x —6)(x — 7).

Omner nocmarpamo kpuBy C mepumHHCAHY OBOM jenHauYwHOM. Tana:
(1) C je poma g = 2.

(2) C mma mobpy penykuujy 3a p = 5, jep, Kao U y IPETXOIHOM
npuMepy, OAMaxX BUAMMO A& Pa3juka OMIO KOja MOBA Pa3JIUYUUTa KO-
peHa OBOI' MOJMHOMA O T HUje MeJbuBa ca d.

(3) 3a Jakobujan ose kpuse Baxku J(Q) X (Z/27Z)*, mTo MoskeMO BUIE-
TV y npumepy Opoj 58 u omakie je panr Tor Jakobujama r = (.
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Ucnymenu cy cBu ycnoBu 3a npumeny lllaboru-Komemanose Teo-
peme, jepp=5>4=2gur =0<2=g. Jom Tpeba ma omxpeauMo
#C(F5). Bummo na ce y MOJMHOMY IO T TOjaBJbyje CBAKMA OCTATAK MO
MOIYJy D, OaKJe je jacHO

C<F5) - {007 (07 0)? (17 0)7 (27 O)? (37 0)7 (47 O)}u

u #C(F5) = 6, mTo HaM maje ropmy HPONEHY 3a 6p0j palMOHAJIHUX
pemena

#C(Q)<6+4—-2=38.

MebyTtuMm, kama KpeHeMO na TpaKUMO pellema, JaKO HaJa3uMo
6 pemema {o0,(0,0),(3,0),(4,0),(6,0),(7,0)} u mHe ycmeBamo na HanI-
jemo jom mBa pemema! IlocraBma ce nmurame ma Ju je TPaHUIEA Y
[MMaboru-KonemanoBoj TeopemMu MOBOJbHA & PEIIMMO OBY jeTHAUUHY.
Ucnocrasma ce na HEje, MTO BUANMO IPUMEHOM jeIHE O TOOOJBIIAHNX
Bep3uja, Tj. Teopeme 33, UMjU Cy YCIOBU TaKOhHe WUCHYEHEHU, jep
r=0<2=gup=>5>2=2r+2, onariue je

#C(Q) <640 =6.

[Tomro cmo m mamm Beh 6 paluoHaJHUX Tadyaka Ha KPWUBOj, OmaTiie

suamo #C(Q) =6 u
C(Q) = {00,(0,0),(3,0),(4,0),(6,0),(7,0)}.
OsBa jennaumna ce moxke Hahwm y [41].

7.3 Jemmaumma o6muxka Y2 = x(r* —1)(x — %)(562 + ax + b)

[IpernocraBumo na sxeaumo na pemwmmo ImodaHTOBY jenHadmny

y? = z(2® — 1)(z — %)(9:2 +ax +b),

npu yemy a,b,\ € Z, 3 ||\, sameko r e Nu 31b(1 —a+b)(1+a+0b).
OBu ycJioBU TapaHTyjy Aa KpUBa

C:y*=a(x®>—1)(x — %)(:c2 + az +b)
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uMa noOpy peaykmujy momyao 3. Tama je C kpuBa poma 2. Tarobe,
BUIUMO Ja KPUBa MMa YETUPU TaUYKe paMuUEANUje, TO Cy TadKe U3
ckymna {(0,0),(1,0),(—1,0), (A, 0)}, omakme MOKeMO na NPUMEHUMO TEO-
peMmy 32 Koja HaM faje onaMax Ha je OpPOj PAIMOHAJIHUX TavyaKa Ha OBOj
kpuBoj HajBurmie 6. Hamau cmo Beh yeTtupu panmonasime Tavke, a mpe-
ocTaJie mBe Cy y OECKOHAYHOCTH, jeP je MOJUHOM IO ¥ TapHOT CTEeMeHa,
Boneher koepunujenra jeman (wro je kBazpar). Oxpemuau cMo CBe
paluroHaJHE TayKe

C(Q) = {OO-H o0, (07 O)’ (ila O)v ()‘7 0)}

JIBa mpumepa OBaKBUX jeIHAYUHA CY

y* =2 —1) <x+ %) (2% — 4z — 1),

npu yeMy cMo y npumepy 0poj 60 Bumenm nma je JakobujaH oBe KpuBe
wman Q panra 1,

W = 2@ — 1) (x— %) (2% — dz — 1),

3a kojy je takobe J(Q) pamra 1, mTo cMO HABEAU y UCTOM IIPUMEDY.
Ilakne, cBa panuoHanHa pemema npse jennauuse cy {0, +1, —%}, JIOK
Cy CBa paluoHaJIHA pemema apyre jemnauune {0, 1, %}

7.4 Jemmaumna y° = 25 4 82 + 222 4 2223 + 522 + 62 + 1

OsBaj mpumep je BeOMa KOPUCTAH jep KOHKPETHO MMUTHUPA IMIPOIe-
nypy lladoru-KonemanoBor merona. Hehemo ra pemuru camom npu-
MEHOM TeOpeMe, jep caMa TeopeMa HUje NJOBOJbHA 33 KOHAYAH 3aKJ/bYyYaK
1 cTora hemMo PyYHO MOHOBUTHU AICTPAKTU MOCTYMAaK U3 AOKA3a TEO-
peme, omakie Ou OBaj MpUMEP MOrao Oa MOHECEe TUTYJIY HAajUuIyCcTpa-
TUBHUjer IpuMepa. 3anarak je pemuTtn y ckyny Q jenmauuny

y? = 25 4+ 825 + 222" + 222 + 5a® + 62 + 1.

Hexka je C : y? = 28 + 82° + 222* + 2223 + 522 + 62 + 1. Tama Gp3o
n3BOMUMO ciaenehe 3akibydke.
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(1) Kpusa je poma g = 2.

(2) ITuckpumuHaHTa OBOT HOJMHOMa To T je 15159296 = 2'%. 3701,
OJaKJIe OBa KpuBa MMa H0OpY PEAYKIHjy MOIYJIO CBAKU IIPOCT OPO]
p ¢ {2,3701}.

(3) ¥ mpumepy 61 cmo Bumenu na je Jakobujan kpuse C
J(C) = Zlooy — oco_].

Omasne nmamo nadopmanujy na je J(C) panra r =1, anu u gomartHo,
3HAMO H-eroB remeparop. To he OuTym BeoMa Ba;KHO y pellaBamy OBE
jenHaYnHe.

Pyuno nanasumo caeneha pemema (0,1), (0,—-1), (=3,1), (=3,—-1) n
HapaBHO IBa OECKOHAYHA pecexma. Y KymHO cMo ux Hamau 6. sReanmo
[a IPUMEHUMO TeOpeMy Ha OBy jemHAUMHY. YciaoBr=1>1=2—-1=
g — 1 je ucnymen. Hajmamu mpocT 6poj KOju MOKEMO y3eTH je p = b,
jep HaM Tpeba ycyoB ma je p > 2g = 4. 3a p =5 umamo

6<F5) = {(07 il)? (17 0)7 (27 il)v ooi},
1j. #C(F5) = 7. IlpuMeHOM TeopeMme, MOKEMO 12 3aKJbYUIMO

#O(Q)<T7+4-2=9,

a TO HaM HUje MOBOJHHO. 1peba HaM HEKO jade MpoIlemUuBame Opoja
Tavyaka. 3aTo, Umak mocmrpajmo p = 3. Jecre 3 < 4, anu mehemo ce
AUPEKTHO mo3BaTu Ha Teopemy. Pamumo man momem Q3. Tanma je

C(Fs) = {(0,+1), 004 }.

Kpusa je poma g =2 (kao u meHe penykuuje), oJakie je CKyI per-
yAapHUX AU(ePeHujasa BeKTOPCKA TPOCTOp auMensuje 2 (y CKIamLy

dr xdx
ca TteopemoMm 12) m Ga3a TOr HPOCTOPA je CKyIl {—,—} Ke-
y oy

mumo na Habemo Henysa mupepennujan w takaB ga je (P w) = 0, 3a
cee P € J(C). Osme kopuctuMo TO na 3Hamo reseparopa 3a J(C),

r  xdx
Tpeba ompemnuTy KOHCTAHTY k, TakBY Oa 3a w = k— + —— BaKu
Y )

(w, [004 —00_]) = 0. Vzpauynanau cMO y meToj riaBu

(Zloor — 1) =5 + 03
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<%, oo, — oo]> — 8+ 0(3%).

Crora, y3mMumo

_ —8+0(3)  —244+0(3") N A
k= B 03 29+ 003 = (=24) - 14+ O(3*) = 69 + O(3%),

jep cy oBe mocienme omepamuje pabere mo moxymny 81 = 3* u 297! = 14

(mod 81). Ilame 3HAMO na OMIIO KOja paAlMOHAJHA Tauvyka MOpa Oa Ce

penykyje v Heky ox tauaka y C(F3), a 3a cBaky o1 Tauaka Ha PeIyKO-

BaHOj KPWBOj OCTOjU paIlMOHAJHA TaYKa KOja ce peaykyje y my. Heka

je P pammonajJHa Tayka KOja ce penyKyje y UCTY TavKy KaoO W HEKa O
P

nmo3HaTux tavaka Fy. Tama mopa Outum /w = 0! OBo kKOpuUCTUMO HA

Py
OrpaHUYMMO OPOj PAIMOHAJIHUX TadaKa y CBAKO] KJIACHU IO MOIYIY 3.

Kpenumo on wmace (0,1). Heka je P = (t,s) = (0,1) (mod 3). Cana
padyHamMo

(t,s) (t,s) t

/w:/w:/(k+$)(1—3x+11x2—56x3+,_,):

Y
(0,1) (0,1) 0

t
1-3k, 11-3k
:/k+(1—3k)x+(11k—3):c2+...:kt+ Ky ’ £+ O(th).
0

2 3

Y pauyny cMo oBHe ctaJuu, Burehemo yckopo 3amro. [Ipumernmo na
t =0 (mod 3), omarie je t = 3z, 3a HeKO 2z € Zz. Vmamo

(t,3)
/ W= 3(69+O(34))z+§(1—207—|—O(35))22+9(—3+11-69+O(34))z3+0(34) =
(0,1)
= (3223 4+ 0(3%)2 + (=3%-103 + O(3"))z* + (3* - 252 + O(3%))2* + O(3*) =
=(32-234+0(3%)z + (=3*- 103 + O(37))2* + (3° + O(3%))2* + O(3").
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o
Moskemo ma mpuMeHUMO TBpheme 32 Ha OBaj CTENEHU pen E anz"

n=1
(jep he zamcra koepunujentu a, mna tesxke 0 y p-aiCKOj TOMOJOTUjH,

jep je t = 3z, a cremenu t, OHIOCHO 3z CaMO PacTy), TJe BUIUMO 14
je min{ords(a,) | n € N} = 2, jep cy mpsa msa koedunujenra pena
JeJbUBa TAYHO ca 32, NOK CY CBM ocTalu mesmuBu 6ap ca 3%, Onmasme
je HajBehm mHOerc TaxkBor koedunujenta N = 2, omakiie OBaj CTENEHU
pen mMa HajBulle ABe HyJse y Z,. Caxa BUAUMO 3aIlITO je y IPUMEPY
62 6uno moBosbHO ma ce 3aycraBumo kon O(3°) y padyHamy WHTE-
rpaja. 3akbydyjeMo na y OBOj KJIaCU MOIYJIO 3 MOCTOjU HAjBUIIE 2
panuoHaJiHe Tauke Ha KpuBoj C, a MU CMO WX U HAIJIA - Y MUATAHY CY
(0,1) u (—=3,1)! OBo je roHKpeTH3anMja NOKa3a ryiaBHe Teopeme!

Ypamumo cama uctu mocrymak 3a gpyry kaacy (0,—1). Mebyruwm,
HeMa moTpebe ma ce MyduMo, jep BUANMO Oa HEMa PA3JUKE y OIHOCY
Ha nperxomuu ciaydaj. O modeTka ce rybu Apyra KOMIIOHEHTA, jep
Tako m3pavyHaBamMo RosiemanoB mHTerpadsi. /lobOujaMo MOTIIyHO uCTHU
CTENMEeHU pel Kao MAJONpE, Ca MCTUM 3aKJbYUYKOM Ma TOCTOj€ HAjBUIIe
IBe Tauke Koje ce penykyjy Ha my u 1o ¢y (0,—1) m (=3,1).

[Tomro je penyknuja mobpa, jeauHe Tayke KOje C€ PEAYKIMjOM CIUKA]Y
y OecKOHAUHEe Tauke Cy ympaBo ODeckoHaune Tauvke. OBUM CMO yCIeIu
na 0oJ/be orpaHMYMMO OpOj palmoHaJHUX Tadaka Ha Kpusoj C. Y3
IIOCTENEHO pavyHame OBUX MHTErpaJia JOOMIN CMO OTDaHUYEHE

#C(Q)<2+4+2+1+1=6,

a 6 Tavyaka CMO M HAIIIMW, ONAKJIE je

C(@) = {(O, 1)? (07 _1)7 (_37 1)7 <_37 _1)7 OO+, OO—}'

Komenrap. MoikeMo ma mpuMeTHMO da CMO Y OBOM HOOKA3y WUMUTU-
panu moka3 KomemanoBe Teopeme 3a p = 3, OAHOCHO na CMO OIPAaB-
naJi MpuUMeHy TeopeMe 3a p = 3, Koja je Ouja HeompaBIaHa U3 YCJI0BA
p > 4, a IpoIEeHa KOjy CMO HOOMJIM ce CTBAPHO MOKJAIa ca 04adbupoM
p =3, jep je tama C(F3)+29g —2=4+4—2=6.

OsBa jemnaunna ce moske mahwu y [45] uy [31].
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7.5 Mopuen-Bejnoso pemeto - 3> = 229 — 322 — 2z + 1

ITorazahemo nma cy cBa panmoHaJIHA Dellena HaABENEeHE je THAUUHE Y

CKyILy
A={(0,1),(0,-1),(=2,11), (=2, —11)}.

Hexka je C : y?> = 22° — 322 — 22 + 1, tama je C riaaTka KpuBa, KOjOj
3Hamo 4 panmonajHe Tayke. V3Bommmo 3akibydke.
(1) C je poma g = 2.
(2) IuckpummuanTa moauroMa 1o x je 41879552 = 2. 112 . 132 mro
suaun qa C' uma nobpy peaykiujy 3a cse npocte 6pojese p ¢ {2,11,13}.
(3) Moske ce mokasaru na je Jakobujan Kpuse

J(@Q) = Z[(=2, -11) — (0, 1)],

Suamo na je paur J(Q) jemmak r = 1, omakie je UCIYHEH yCJIOB
r < g—1. Mebyrum, nupekTHa ynorpebda TeopeMe HaM He Jaje penene,
rpaHuile Koje MoxkeMo na nobujemo he 6uru Behe onm 4 (umajmo Ha
YyMy Oa CUTYPHO y 30upy mMamo 2, ma Ju Oon 2g — 2 Wium On 2r, a
Beh mocrojeha 4 pamuonajna penema he TaTu U pa3IudUTa PENIeHa
MOIYJO p, 3a cBe mpocte p > 2). Yar HMje NOBOJLHA HU IIPUMEHA
TeopeMe 3a p = 3, jep Tama moOWjeMO MPOIEeHY na uMa HajBume 6
ravara! To je 30or uumenure na je

C(FS) = {(07 1)? (07 _1>a (17 1)7 (17 _1)}'
[IpoBepuMO 1 pydvHO Ha HAM caM MOIYJ 3 HE MOKE NaTU JOBOJbHY WH-
dopmanujy.
(—2,—11)
TpawmMmo perynapaH gudepeHnujal w 3a KOJjU je / w = 0. Ho-
(0,1)
BOJBLHO j€ TO Ja IPOBEPUMO, 300T JUHEAPHOCTU UHTETPAJIa U YUHCHUIIE
na je [(—2,—11) — (0,1)] remeparop Jakobujana xpuse C'. Moxkemo na
M3pavYyHaAMO Ja je TPaykeHU OudepeHIrja
dr  xdx
w = (66 + O(3%))— + —.
Y Y
Omsmaunmo k = 66 + O(3°).
3a CBaKy RJIaCy IO MOIYJIy 3, MOCTOju Beh jemna panuoHaJHA Tad-
Ka KOja ce peaykyje y my. AKO JKeJrmMO OBAKO Ha MOKAKEMO Oa CYy
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TO CBe Tayke, MOPpaMO Oa JOKaKeMO Ia Y CBAKO] KJIaCHU 3alCTa IOCTO-
ju HajBUINE jeAHA palMOHAJHA Tadvka. 10 mpoBepaBaMoO pauyHajyhwn
UHTErpaJl y cBakoj kiacu. Mmak memamo 4 cayuaja, seh camo 2, mo-
To ce caydajesu (0,1) u (0, —1), omrocuo (1,1) u (1, —1) ncro ncuuryjy.

Heka je P = (0,1). Hera je Q = (t,s) pamumonaiHa Ttadyka Koja ce
penykyje Ha P monymno 3. Tama mopa Outu

(t,9) t

Q
O—/w— / k+xdx—/(k+x)(1+:c+3x2+0(:c3))dx—
P ©

Y
71) 0

t

_ / (k+- (k4 D2+ (3k+1)22+0(%)) = [lm G +21)”’2 4 (3’“;)1)”33 4 0(&)}
bt 4 (k+1)t N (3k+1)¢? Lo,

2 3
SuaMo na ce t penykyje y 0, mro 3Haum na je t = 3z, z € Z,, onarie
oBaj cTemenu pen je obmmka (kama 3amenmmo k = 66 + O(3°))

(32-224+0(3%)2 + (67-271 - 32+ O(37)2% + (199 - 3> + O(3"))2* + O(3Y),

ma IpuMeHOM TBphema 3a Opoj HyJaa cTemeHor pena, 1odujaMo aa moc-
TOjU HajBUIIE 3 palMOHAJHE Tauke Koje ce penykyjy Ha (0,1). To unak
HUje MTOBOJLHO MOoOPOo, momTo Tpeba ma mobujemMo caMo jeqHy TauKy KO-
ja ce penykyje.

Ncnurajmo mra 6u ce mecuiio ako morjenamo ciaenehu cremeH Tpo-
jre - 9, mera je () = (f,s) panmoHaJHa Tayka Koja ce peaykyje Ha P
monyiso 9. Ileo mocTymak ce moHaBJ/ba, CeM MOCIEOIHET KOPAaKa, Kaga
yMecTo t = 3z, MOkeMO ma crtaBuMo t = 9z, omakie mobujamo cienehu
CTEIEeHU pen

(3322 4+ 0(3)z + (67-271 -3+ O(3)2% + (199 - 3° + O(3'))2* + O(3%).

Y OBOM CTemeHOM peny je IPBU KOe(pUIMjeHT TeJbUB TadHO ca 3°, IOK
cy cBU Apyru mesuBu 6ap ca 3%, omakme je 6poj N u3 TBpbhema 32
jemanak 1, mTo 3HAYM oA IMMOCTOjU CaMO jenHA TadvKa Koja ce MOmyJso 9
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penykyje y (0,1). Ilormyso uctu 3akmyuak umamo u 3a P = (0, —1).

Heka je cama P = (—2,—11) u Q = (t,s) pauuoHaJHa Tayka Koja ce
penykyje Ha P monyno 3. Yl najse pauyHaAMO UCTU MHTErPaJ, CaAMO Ca
IPOMEHEHUM TPAaHUIaAMa

(t.5)

k
/ +xdx.
Yy

(—2,—11)

Asu mopamo 6wty naskmuBu! PyHKNIUjA T HUje pABHOMEPHU3ATOP 34
raury (—2,—11), Beh je To ¢pyurnmja u = = + 2! Crora, mopamo cBe
U3pa3uTU Mpeko u. JacHo je ma je du = dx. IIlpomenuhe ce u rpanune,
a MOIITO Apyra KOOpAWHATA HeMma yTuraja, nmahemo marterpan ox 0
no t+ 2. Ilame MmopaMoO TPOMEHUTH

y? = 22% — 322 — 20+ 1 = 121 — 374u + 477u* — 320u® + 1200 — 24u® + 2u°.

1
Taxobe ce u pa3Boj 3a — Mema
Y

1 17u 195u?

11 121 T 1331

N =

(121—374u+477u®—320u +120u* —24u° +2u°) ~ +0(u?).

TpaskeHu UHTETPAJ IOCTaje

(t,s) . t+2 . 17
+z ., R 2 B
/ y dx—/(k+1+u)(11+121+0(u ))du =
(—2,—11) 0
" k+1 17k+28
. + + 9 .
—/( ST u+ O(u ))du—
0
Ck+1 17k + 28 ) (t+2)*
—T(t+2)+w(t+2) + O( 3 ).

Samenom t + 2 = 3z, z € Z3 (jep ce t penykyje y 1 = —2 monyino 3),
noOujaMo CTENeHUu pen

3(k+ 1)Z L 9(17k + 28)Z2

2
11 242 +0(3).
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Canma moxkeMo ma npuMeHuMo TBpheme 32 ma 3akmyuumo na je N = 1.

To wmpme jemmocrasHo, jep 36or tora mro 3 | k, ciemn ma 3 1 k + 1,

3(k+1
“a?’”%

OmnaBme oBaj cremeHu pen MOKe na uMa HajBume jenny Hyiy. OBum
CMO 3aKJ/BYUYMJIN Ja Y OBOM CJIYyYajy 3aucTa HeMa IPYTUX PAIUMOHAJI-
HUX pemema. Vicro je u 3a (—2,11). IIperxomse 3akmbydke CBOIUMO y
caenehy uumeHUIy.

, DOK Cy CBUW OCTaJU KOe(QUIUjEeHTU NELUBU ca Oap 32.

Ako osnaunnmo B, (P)={Q € C(Q3) | @ = P (mod m)}, rana Bugu-
MO J]a CBE DAIMOHAJIHE TaJKe y

By(0,1) U By(0, —1) U By(—2, 11) U By(—2, —11)

npunaznajy A = {(0,1),(0,-1),(-2,11),(—2,—11)}. Naro 6ucmo morau
[a MOMUCJIMMO Ha je OBO Kpaj mokasa, uuje! Pasmor 36or kojer muje
MOBOJPHO Ja MPOBEPUMO IO MOIYJIY 9 cy IOpyre kjace KOje MOTy Ia
HACTaHy, KOje HUCMO y3eau y pasmarpatme. (Crora, ma 6ucMo 3aBp-
MW JOKa3, MOPAMO WIaK Aa MOKAaKeMO A HeMa BUIIE PAIMOHATHUX
pemema y

Bs(0,1) U B3(0,—1) U B3(—2,11) U B3(—2, —11).

Osme ma cueny Hactyna Mopdea-Bejroso pewemo. Y MecTo jemaHOT
npocror p (y oBoMm ciayuajy p = 3), nocmarpaliemo jom MHOre mpocre
OpojeBe p ma O6mcMO M3BYKIU Buile mHPopMmanuja. HapaBao, m masne
Cy MO3BOJbEHM caMoO mpoctu OpojeBu y kojuma C mma mobpy pemyk-
nujy. Madpopmanuje hemo m3Bnauntu m3 cieneher KOMyTaTUBHOL IU-
jarpama. OmnaGepumo Py = (0,1) m momcernmo ce ma mmamo ciaenehe
UHjEeKTUBHO MPECINKABAHE

i C —s J, i(Q) =[Q — Py,

Kao U Oa je

Tana je
i(0,1)=0, (0,—-1)=-2D, i(-2,11)=-3D, ,i(—2,—11)=D.

Tana nmMmaMoO KOMYyTaTUBHU AWjarpam
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CQ) —— JQ) +— Z

|re Jred lmd

C( p) —z> J(Fp) <T Z/NpZ

Ha osom mujarpawmy je N, pex ciuxe D y J(F,), nok je n(m) = mD.
Kopuct kojy m3BmaumMo m3 pas3HUX OPOCTUX OpojeBa p je ciaeneha.
Axko je Q € C(Q), tana i(Q) = nD, 3a Hekn npuponas 6poj n. 3aHrMa
HaC KakBO TO n Moxke oOutu. Kopuctuhemo mpocrte p nma u3BydeMo
nadpopmanuje o n (mod N,). OzHaunmo

W, = {m € Z/N,Z | m- D € i(C(F,)}.

HKemumo na ompemumo C(Q), makae To He 3Hamo. Jaxkobujam J(Q)
nornyHo 3uamMo. Kama omabepemo mpocT Opoj p, Tamga MOXKEMO 1aa
onpennmo C(F,) (ummm xommjyrepcku nporpam). Mcro je m 3a J(F),),
kao 1 3a cabupame y J(F,), omakiae moxemo ma ompemmmo u W,. 3a
KOHKPETHO (), KOMyTATUBHU IUjarpaM U3TJena OBaKO

7
<—
Q ——=nD¢——n

lred lTEd lred

Q —— nD <— n (mod N,)

Omnasne je nD € i(C(F,), tj. n (mod N,) € W,. Uneja je na y3zu-
MameM pa3Hux p, gobmjamo N, KOju HHUCY y3ajaMHO IPOCTH, jep Ta-
na ynopebuBameMm cBuUX MOTyhux ocraraka, MOKEeMO M30aIUTU MHOTE
KJIaCe OCTaTaKa, & CAMUM TUM U CMABUTU U300P KaHAMIATA 34 N, MITO
HaM je W IuJb, jep :KeJMMO na OorpaHudYmMMo Opoj pemewma. Hapasno,
oBaj pauyH he ymMecTo HAC M3BPIIABATUA KOMIIjYTEPCKU Mporpam. ¥ 3-
nmvajyhu y 063up mpocre Gpojese p € {3,5,7} mobujamo Tabemry

p| N, W,

3113 {0,1,10,11}

5121 {0,1,18,19}

7|65 | {0,1,13,19,27, 36,44, 50,62, 63}
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Hakon wmsaucraBama tabese, Tpeba ma m3bamyjemo OpojeBe Ko-
ju majy KOHTPaIWKIU]y, Ha IpuMep, yoummo 3a p = 7 O6poj 19 €
Wy, rama je n = 19 (mod 65). Onzpa je n = 6 (mod 13), aau oBo je
Hemoryhe, jep u3 p = 3 BUOUMO na octaTtak n Moamyio 13 mopa butu y
crymy {0,1,10,11}. Ha ciuuan mHaume MoskeMO ombamuTu jou caMo 44
(mod 65). Bpoj 21 3a p =5 HaMm He maje HUKAKBY KOHTPAIUKIU]Y HU 34
p =3 u; 3a p = 7. 3aro HaMm Tpeba jom mpocTux OpojeBa. Y ToMme je u
TajHa ycIexa OBOT MeTOJa, HAKOH NOBOJbHE IpeTpare, ogdanuhemMo Be-
nuKy Opoj MOTYyNHOCTU M CBeCcTU 3aJaTakK Ha MaJu OPOj cirydajeBa Koje
MOsKeMO HeKako Jakmre na pemmMmo. lomajyhwu p = 17 u p = 19, npaBu-
MO HOBY Tabejy, mpu yeMy IpenpTaBaMO BPETHOCTU 3a KOje 3HAMO Oa
no0OmjaMO KOHTPAIUKIIN]Y.

p | Np W,

3| 13 {0,1,10,11}

5 | 21 {0,1,18,19}

7 | 65 {0,1,13, 19,27, 36, 44, 50, 62, 63}

17 | 39 {0,1, 36,37}

19 | 234 | {0,1,42,67,72,82,100, 132,150, 160, 165, 190, 231, 232}

Osnme cmo Beh mmasu Bume cpehe, jep 39 | 234, a To hemo mohu
[a MCKOPUCTUMO J[a IperpTaMo BeJuku Opoj BpemHoctu. bpojeBu u3
ckymna {42,67,72,82,100, 132,150, 160, 165, 190} me majy ocraTke u3 ckyma
{0,1,36,37} momyno 39, ma cBu Tu OGpPOjeBU BOIE y KOHTPAAUKIN]Y.
Ilobujamo HOBY MH(pOPMAIH]Y.

Ako je Q € C(Q), rana i(Q) = nD, 3a n = —3,—-2,0,1 (mod 234).
Heka je n = v (mod 234). Ilpucerumo ce

i(0,1) =0, i(0,—1)=—-2D, i(=2,11)=—-3D, ,i(—-2,—11)=D

n o3HaunMoO ca R tauky 3a kojy je i(R) = vD. Tana je n = 234ny + v,
3a HEKO Ng € 7, ma MOKeMO HaIUCaATU

Axo je Q € C(Q), Tama mocToju R € A, TakBo na

[Q — R] € Z - (234D).
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Ha oBoM mecty hemo nckopuctuty nomoh m3 p-aIgcKux (UITpAIU-
ja, TauyHuje, moBepoBahemMo y jemrno TBpheme koje Kaske ma 234D =0
(mod 3%), a onatne na mopa 6utu Q = R (mod 3%). OBo omna 3aspma-
Ba JIOKa3, Jep OonaBle cienud Oa

Q € Byr(0,1) U By7 (0, —1) U Bay(—2, 11) U Bor (=2, —11) C
C By(0,1) U By(0, —1) U Bs(—2,11) U Bs(—2, —11),

mTo ympaBo 3maum ga () € A. Hakom cBera oBora, KOHAYHO CMO
JOOKa3aJi 1a je

O(@) = {(07 1>’ (07 _1>’ (_27 11)7 <_2v _11>}'

OsBa jemnaumua ce moxke Hahwn y [45].

7.6 IIperaen jempauumHa Koje ce mory perutu IIlacoru-Konema-

HOBMM M€TOIOM M H>€TOBMM MOIMIPUKaIujaMa

[TocToju mHOrO HaunHa na ce nckopuctu [Hladborn-Konxemanos meTon
y pemaBawmy nopanroBux jemnaumna. Mako 300r Te pa3HOBPCHOCTU
HUje OO0 BpeMeHa [a ce y OBOM paay IPUKaKe jOIl BUIIE jeTHaunHa,
TO HUje Pa3Jor Ja ce OHe He HaBemy, Ca YIYTCTBOM 3a JUTEPaTypy,
OllaKkjJe Ce CBU 3aWMHTEPECOBAHU MOr'Yy 00Jbe MHPOPMUCATU O JaJLUM
unejamMa 1 MoryhHOoCTMMa y OBOj objacTu.

Kpenumo on jemmaumne kojy je jom maBHO moctaBumo lumodasT y
cBOjoj uyBenoj ,Apurmerunu”’. To je 3amarak 6poj 17 y mecrToj KH-
juzu. OnpenuTu panvoHATaHA PEIIeHa jeTHAYNHE

y2 = 2® 4 ot + 2%
Nsbanyjyhu rauky (0,0) ca kpuse nepuHMCAHE OBOM jeqHAYUNHOM
(rkoja je u cumryaapsal), nobujamMo HOBY jemHauumny (Tj. KpUBY)
C:y*=a%+2%+1,

KOJjy je Yy CBOjOj HOKTPOCKO] Te3u pemwuo Maremarudap Berepen. Illabo-
Tr-KojleMaHOB MeTOon ce He MOKe AUPEKTHO NPUMEHUTH, & OH je Y3
MoOu(UKAI]e U IPUIPYRKUBAH€ OBOj jeTHAUNHU JIBE €JINNITUYKE KPUBE,

V=441, V=3 +22+1
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MOKa3a0 Ia MOCTOJU TAYHO 8 pPalMOHAJHUX pellemha OBe jeTHAUNHE U

TO Cy
9

C(Q) = {(0.%1), (5, +5), o0

[Tocrynmak pemaBama OBe jenHaduse ce Hajaasun y [62].

[Ipena3zumo Ha jegHauMHE MaJO Apyradvmjer oOJUKaA
Pyl =2z"

Ha majbe e ce TPasKUuTU NpumMumuena pewena o (x,y, z), Tj. pelema
TakBa ma Cy T, y 1 2 y3ajamuo npoctu. OBO je mpuiuka ma ce yBepu-
Mo na ce [ITaboru-KonemaHOB MeTOL MOke MPUMEHNUTH U HA jeTHAYNHE
npyrauujer obnuka on y? = f(r). Nnak, Mopa ce IpU3HATH 1a ce jell-
Ha4rHe MPBOTr OOJIMKA YTJIABHOM CBOJE Ha jeIHAYUHE APYror OOIuKa,
rae ce ouma npumenyje Illaborm-KonemanoB meron, Bpiio decTo y
capaamy Ca JOII HEKUM METOIOM.

Kpehemo on 3ajemunukux pesynarara Camupa Curceka nu Muxaemna
[Itona. IIpBu ox pesynrara je HaJaKeme MPUMUTUBHUX PEIIeHa je -

Ha4dlHEe

2?24y = 21

Jemnauuna ce pemaBa Tako mTO ce kKpehe on jenHauumne
7= y3 + 25,

[IpyuMmuTuBHA periema OBe jeqHaUUHE je MOTYyhe mapamMeTpu3oBaTH, Tj.
IOCTOj€e y3ajaMHO IPOCTHU NeJu OpojeBU § U t TAKBU 14 je UCIYH-EHa
jemna on cuaenehwux moryhuocTn (mpm yemy y u 2z MOUY nOa 3aMeHe
MeCTa, ako je MoTpebHO)

x = 4(s? — 2st + 12)(s* + 253 + 657t — 4st® + 4t?),

y = s(s + 2t)(s* — 2st + 4t?),
z = —4t(s — t)(s* + st + 17,
npu uemy 2{su 3ts—t,

r=3(s—t)(s +t)(s* + 25t + 657% 4 2st> + 1),
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y = st — 453t — 65%? — 4st> + 4,
z = 2(s* +25°t + 25t + 1),
npu yeMmy 2{s—tu 3{s—t,

r = 6st(3s* 4+ t4),
y = —3s* + 657 + 17,
z = 3s" + 6522 — t*,

opu yemy 24s—t u 31t.

Hokaz oBor tBphema ce moxe mahwu y [32]. Canma ce pemasame
jemHaunHe CBOIU HA pelmaBame 6 je qHavnHa

uw = f(S,t),

npu yemy je f(s,t) jeman ox oBux 6 mosmHOMa moMohy KOjux ce m3pa-
JKaBajy ¥y W Z, a Ha Te IMOjeIMHAYHE CIIydajeBe Ce MOKe TPUMEHUTU
[MMaboru-KomemanoB MeTom, TaKO fa ce KaO KPajibu pe3ysTaT moouja
[a Cy CBa NPUMUTBHA PeleHa MOYeTHE jeqHAUYMHE TPUBUjAHA PEeIll-
ewma (x1,-1,0), (£1,0,1), (0,1,1), (0,—1,—1) 1 jeaHo HeTPUBUjaIHO
pememe (£3,21). Osa jennauuna je pemena y [50].

WceTm ayTopu mMmajy jomr HEKOJMKO 3a)€eTHUYKUX 3allaKeHUX pe3yJI-
tara. Ha npumep, pemasajyhu jennauumy

2 +yt+ 27 =0,

KOja MMa CaMO TPUBMjaJHA pellema, OHM y CBOM pamny [49] morasy-
jy KOJIMKO je MareMaTuke NOTPeOHO 3a pemiaBame OBe jeTHAYWHE, a
[MMaborn-KonemanoB MeTOI KOPUCTE y jeTHOM O CAyUYajeBa KOJU UCIIU-
Tyjy. CAnyHO Kao M y TPETXOMIHO] jeqHAUMHU, IPBO IMOCMaTpPajy jem-
HAUMHY OOJIUKAa

a®+ b+ =0,

omakie mobujajy dvak 49 pa3zauumTtux ciaydajeBa, a AaJbe UCIUTY]Y
Kaga he To pememe mTo ce moduje 3a a OUTU MOTIYH KBAAPAT.
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JlucTy 3aBpmaBaMoO jeIHUM 3aHUMJLUBUM PE3yJITATOM, KOJjU KaKe
na jearHa apuTMETHWYKa MPOTpecuja y3ajaMHO HPOCTUX OpojeBa 00-
JIKQ

(a®, b, 2, d°)
jecTe caMO OHa KOjy 4YWHE CBE€ JeOUHUIE, a MOKa3 OBE UULEHUIE Ce
moke Hahwm y [48].

Y um3yserHo GoraroMm pany [39], U3I0KEHO je pelnaBame jeqHaYnHe

2?4yt =T
KOja MMa 3aHUMJPUBO BEJUKUA OPOj MPUMUTUBHUX [EJIOOPOJHUX perre-
Bma, yak 16, a To cy

(£1,-1,0), (+1,0,1), =+(0,1,1) (£3,-2,1) (£71,-17,2)
(£2213459, 1414, 65),  (£15312283,9262,113),  (£21063928, —76271,17).

Y pany [46], koju ce GaBu mpoueHama kako 6um ce I[IlaBorujeBa
TeopeMa mpeHeJa y OpojHa moJba je MOKA3aHO Mna jeTHAUYNHA

2?4y = 210

uMa ciemeha IPUTUBHA IEJO0POjHA pelIema
(£3,—-2,41), (£1,0,£1), (£1,-1,0), (0,1,+£1).

Jennaumna obimka
R
rme je p mpoct Opoj je pemena 3a 7 < p < 19 Ge3ycmoBHO, a 3a
23 < p < 53 mpernocraBiyhu TavyHocT yonwmene Pumarnose xunomese.
Y HaBeneHUM CJIyYajeBUMa jeIHAUMHA UMa CaMO TPUBUjaJJHA TPUMU-
TUBHA 1eJ00pOjHA pelema, Tj. pelema KOoa Kojux je xyz = 0, a mora3
osor tBphema ce namazm y [54].
OsBne je 3aHMMJBUBO HATIOMEHYTU 1A j€THAUNHA Ca CINIHO-OOPHYTUM
CTEneHNMAa
o oy =2

ce pemaBa Ha NOTIYHO APYrauvWj® HAYWH, MOIYJIapPHUM MeTOIaMa,
TaKO A& je OBO JOII jeJaH IIPHMeEp Ja Ce YBEPUMO Y JIENOTY U Pa3HOo-
BPCHOCT MaTeMaTHWKe KOjy HaMm npyskajy duodanrose jemnaunme!
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Jomr HaBomMMO pesyiarare MareMarudyapa bpyuHa, KOju KOPUCTU pas3He
momuduranuje [laboTujeBor MeTona y pemaBamy jeTHAUNHA.
Y pany [11] mora3syje ma cy cBa IPUMUTHUBHA HEJI0OPOjHA PeIIeHa
jemHavmnHe
3+ y9 =z

Cy Yy CRyLy
(z,y,2) € {(1,1,0),(0,1,41), (1,0 + 1), (2,1,43), (=7, 2, £13)}.

[Iponec pemasama je no canga Beh mosuar, y [32] mocroju mapame-
TpU3aIja IPUMUTUBHUX IIEJIOOPOJHUM pellema jeTHaunHe

a® + b =,

npy dyemy ce a u b m3paskasajy ca 6 moryhwux (o6a mo 3) xomorenmx
IOIMHOMA 1O [BE IPOMEHJbUBE §,¢ € Z[3, 5|, TakBux ga He 2 mau 3 He
nesie uctospemero s u t. Ilobujajy ce 6 jemnaunna obauka y> = f(s,t),
011 KOjux je 3a maBe norpebHa Momuduranuja [IlaborujeBor meTona, MoK
ce mpeocTaJia YeTUpH ciaydaja Mory pemutu 6e3 ynorpebe [Ilaboru-
jeBor merona. llasxkmuBuM mcnurtuBameM HoOUjajy ce rope HaBeIeHa
pememna.

Camyaum mMetomama, y pangy [10], Hamasu cBa IPUMUTUBHA IEJIO-

OpojHa pemnema jeTHaunHa,

xQ:l:y4:Z5

u 3a jemnaunny z°+y! = 2° cy To camo Tpusmujanna pemema (ryz = 0),
IOK je JUCTa pelema 3aHUMJBUBUja 38 APYTY je JHAYUHY U TO €

(z,y,2) € {(£1,0,1), (0, £1, 1), (£7, +3, —2), (£122, £11, 3)}.

[Tocnenmy mHEroB pesyiarar KOju HABOJUMO ce HaJas3u y paxy [9] y
KOjeM peIllaBa jeIHaAUNHY

8 3 2
x®+y =z,

rie ce mopen TPUBUJAJHUX U OYUTJVIENHUX pelleHha HAIJIO U jeJHO Be-
JIUKO pelleHe

(z,y,2) € {(£1,0,+1), (0,1, £1), (£1,2, £3), (43, 96222, +30042907)}.

175



KomenTap. Hamomenumo 3a Kpaj ma OBO HUCY CBe jeIHAUUHE KOje
cy pemere [IlaboTtu-KomemMaHOBUM METONIOM U HErOBUM MOIU(PUKAI-
jama m ma ux uMa jom Beaumkn Opoj. wum je yBumerm HA KOje jour
jenHayWHE Ceé 0Baj M OCTAJU METOAU MOTY 3ajeIHO TIPUMEHUTU U KOM-
brHOBaTH na O6mcMo pemmiam mTo Behy knacy modanTtoBux jemnaun-
Ha.
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