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1 Uvod

Diofantove jednaqine su od davnina okupirale pa�ǌu i budile
radoznalost kod mnogih matematiqara. Poqev od jednostavnih
problema koje su postavǉali antiqki matematiqari dolazimo da-
nas do velikih matematiqkih rezultata i oblasti koje su se razvi-
le radi rexavaǌa raznih Diofantovih jednaqina, od kojih je na-
jpoznatija Velika Fermaova Teorema. Kao xto mo�emo da prime-
timo i cela oblast nosi ime po jednom antiqkom matematiqaru,
Diofantu, tako da je ve� to dovoǉno da zakǉuqimo od kada je
ova oblast aktuelna u matematici. U svojim quvenim kǌigama
,,Aritmetika” ostavio je veliki broj jednaqina koje treba da se
rexe u skupu celih ili racionalnih brojeva, zbog qega i cela
oblast nosi ime po ǌemu.

Koliko su va�ne Diofantove jednaqine za matematiku, govori
i to da je jedan od quvenih 23 problema koje David Hilbert navodi
na Me�unarodnom kongresu matematiqara u Parizu 1900. godine
kao probleme koji bi trebalo da okupiraju matematiqki svet u
narednom veku bax problem ekslicitnog rexavaǌa Diofantovih
jednaqina. Konkretno, ovaj problem je Hilbertov deseti problem
i glasi:

,,Za datu Diofantovu jednaqinu sa racionalnim koefici-
jentima i bilo kojim brojem nepoznatih, odrediti na koji
naqin u konaqnom broju koraka (savremenim reqnikom, algo-
ritam) mo�emo odrediti da li ta jednaqina ima rexe�a u
skupu racionalnih brojeva."

Na osnovu Hilbertovih stavova deluje da je Hilbert verovao
da tra�eni algoritam postoji. Kao i u svim ostalim sluqajevima,
bio je ube�en da svaki matematiqki problem mora imati odluqivo
rexeǌe.

Konkretno, prouqavaju�i ovaj problem, matematiqari su vre-
menom sve vixe verovali da ipak ne postoji tra�eni algoritam.
Treba uzeti u obzir da je Hilbert ovo pitaǌe postavio i pre
razvoja matematiqke logike i svakako pre quvene Gedelove teo-
reme o nepotpunosti matematiqkog sistema. Nakon razvoja ove
teorije, zajedniqkim radom, matematiqari Martin Dejvis, Hilari

4



Patnam, �ulija Robinson i Jurij Matijaxeviq su dali odgovor na
Hilbertovo pitaǌe, koji je negativan.

Teorema 1. Rexivost Diofantovih jednaqina je neodluqiv
problem.

Dakle, ne mo�e se na�i algoritam kojim mo�emo rexiti svaku
Diofantovu jednaqinu, qak je ǌihov rezultat i precizniji od ove
navedene teoreme. Naime, oni su dokazali da postoji eksplicitan
polinom F (x0, x1, ..., xn) takav da ne postoji algoritam koji bi za
bilo koje a ∈ Z kao dati podatak odredio da li postoje celobrojna
rexeǌa jednaqine F (a, x1, ..., xn) = 0!

U praksi, najqex�e nije texko odrediti sva rexeǌa Diofan-
tove jednaqine, najte�i deo posla je dokazivaǌe da nema ostalih
rexeǌa. Taj deo je i kǉuqan u tekstu teoreme koja ka�e da ne pos-
toji algoritam kojim mo�emo rexiti Diofantovu jednaqinu ,,do
kraja”. Zato, matematiqari pokuxavaju da prona�u razne naqine
kako bi naxli rexeǌe i, oqekivano, probali su da upotrebe razne
grane matematike u rexavaǌu ovog problema, od kojih su se neke
najvixe i razvile upravo zahvaǉuju�i Diofantovim jednaqinama.

Diofantove jednaqine se mogu rexavati uz pomo� mnogih obla-
sti matematike i upravo je to bila lepota ove oblasti koja me
je motivisala da odaberem ovakvu temu za master. Ostatak ove
glave ima namenu da prezentuje primere kako se razne matematiqke
oblasti koriste u rexavaǌu Diofantovih jednaqina i da pru�i
motivaciju kako za konkretno ono xto je predmet ovog master ra-
da, tako i za celokupnu oblast.

Preporuqena literatura: Mnogi tekstovi Mihaela Xtola, kao
xto su [RPK1-X], [RPK2-X], [55], [60], tekst Samira Sikseka sa
konferencije u Ohridu [45] i Bjorna Punena [38], su odliqni kao
motivacioni tekstovi o Diofantovim jednaqinama, sadr�e razne
primere i prezentaciju istorijskih i dosadaxǌih va�nih rezul-
tata u ovoj oblasti.
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1.1 Odabrani primeri Diofantovih jednaqina

U narednom tekstu se nalazi kratak pregled odre�enih Dio-
fantovih jednaqina sa literaturom odakle ih proqitati. To su
primeri koji ilustruju kako se razne matematiqke oblasti prime-
ǌuju u rexavaǌu Diofantovih problema (Diofantovih jednaqina
i Diofantovih aproksimacija). Za vixe interesantnih primera
pogledati kǌigu velemajstora ove oblasti [32].

Poznata anegdota i iracionalnost

Dobro je poznato da su Stari Grci na poqetku smatrali da
su brojevi samo (pozitivni?) racionalni brojevi. U to vreme je
bilo xokantno otkri�e da dijagonala kvadrata stranice 1 nije
broj, tj. nije racionalan broj. Jedna od priqa koja se pomiǌe
jeste da je jedan Pitagorin uqenik ubijen zato xto je izneo tvrdǌu
o tom otkri�u.

Prelaskom na matematiku, postavǉa se pitaǌe da li postoje
prirodni brojevi p i q takvi da p

q
=
√

2, tj. p2 = 2q2. Ove dve jed-
naqine su ekvivalentne, zato xto se radi o prirodnim brojevima,
ali razlikuju se u qiǌenici da je ova druga jednaqina Diofan-
tova, dok prva to nije. Bar u izvornom obliku, za Diofantove
jednaqine smatramo jednaqine koje se sastoje od racionalnih ili
celih brojeva i gde se tra�e takva rexeǌa.

Me�utim, ova Diofantova jednaqina nije Diofantova jednaqi-
na najjednostavnijeg tipa, to su linearne Diofantove jednaqine,
koje se rutinski rexavaju, ali se rexava lako, mo�emo da pret-
postavimo da su p i q uzajamno prosti i onda doka�emo da su
deǉivi sa 2, xto je kontradikcija, tj. jednaqina nema rexeǌa.

Ovo je samo poqetak, kasnije se mo�e pokazati iracionalnost
mnogih brojeva,

√
n, gde je n prirodan broj koji nije kvadrat, π,

e, ... Dokazi da π i e sadr�e u sebi matematiqku analizu, xto
je ve� jedan primer kako oblasti moraju da se udru�e da bismo
dobili neki rezultat.

Me�utim, sama iracionalnost nema nexto puno veze sa Dio-
fantovim jednaqinama, tako da �emo se koncentrisati na nexto
xto ima veze, a to je ima li polinomna jednaqina po x racional-
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no rexeǌe, ako su koeficijenti racionalni brojevi

anx
n + ...+ a1x+ a0 = 0.

Kada pomno�imo jednaqinu svim imeniocima razlomaka koefi-
cijenata, dobijemo jednaqinu istog ovakvog tipa, samo sa celobro-
jnim koeficijentima. Tada za rexeǌe x = p

q
, sa uzajamno prostim

celim brojevima p i q va�i da p | a0 i q | an (ovo je posebno zgodno
kad je an = 1). Ovako dobijamo samo konaqno mnogo racional-
nih kandidata za rexeǌe, pa ako svi otpadnu, ova jednaqina nema
racionalnih rexeǌa. Na primer, na ovaj naqin se mo�e dokaza-
ti da je sin 20◦ iracionalan broj. Sve ovo se mo�e na�i u kǌizi [3].

Pitagorine trojke - teorija brojeva, algebra, geometrija, al-
gebarska geometrija

Ovo je jox jedan poznat istorijski primer, ali je interesan-
tan jer se mo�e rexiti na vixe naqina. Tra�e se celi brojevi
(ili racionalni) koji mogu biti stranice pravouglog trougla.
Drugim reqima, rexavamo jednaqinu x2 + y2 = z2 u skupu celih
(ili racionalnih brojeva).

Vrlo jednostavno se rexeǌa izvode algebarski samo uz pomo�
proporcija, dok sliqna ideja uz korix�eǌe teorije brojeva takod-
je prolazi, to se mo�e na�i u mnogim kǌigama, npr. u [3].

Slede�i naqin je lepxi i vixe pouqan, a zove se racionalna
parametrizacija kruga, i mo�e se na�i u [52]. Podelimo sve sa z
tako da dobijemo racionalno rexeǌe jednaqine x2 + y2 = 1. Ovo je
krug u ravni, i treba odrediti ǌegove racionalne taqke.

To posti�emo tako xto fiksiramo jednu racionalnu taqku (obi-
qno se uzima (−1, 0)) i vuqemo linije racionalnog nagiba. Kada
povuqemo sve mogu�e ovakve linije, odredi�emo i sve racionalne
taqke kruga. Ovo je primer gde geometrija ali i duh algebre po-
ma�e rexavaǌu Diofantovih jednaqina.

Na kraju, mo�emo posmatrati jednaqinu x2 + y2 = z2 nad bi-
lo kojim poǉem K kao jedan algebarski projektivni varijetet.
Tada mo�emo proveriti da je [s, t] 7→ [s2 − t2, 2st, s2 + t2] izomor-
fizam projektivne prave P1(K) i ovog varijeteta, sa inverznim
[x, y, z] 7→ [x + z, y], a kao xto vidimo ovako se zaista opisuju sva

7



racionalne i celobrojne Pitagorine trojke. Ovo se mo�e na�i u
[51].

Diofantove aproksimacije

Kao xto je poznato, u stvarnom svetu su nam potrebne ,,dobre”
aproksimacije matematiqkih vrednosti koje ne mo�emo precizno
da odredimo. Me�utim, to je posao numeriqke matematike, a ne
teorije brojeva (iako p-adska analiza ima va�ne teoreme koje
su u duhu numeriqke matematike), tako da ovde znaqeǌe ,,dobre”
aproksimacije nije samo da je broj xto bli�i broju koji �elimo
da aproksimiramo.

U teoriji brojeva nas interesuju osobine iracionalnih bro-
jeva i algebarskih, odnosno transcendentnih brojeva. Procen-
jiva�emo brojeve uz pomo� racionalnih brojeva. Mera ,,jaqine”
aproksimacije je stepen imenioca, tj. za realan broj α nas in-
teresuju nejednakosti

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ < c
qt
, gde je c konstanta koju u praksi

sami tra�imo - namextamo u zavisnosti od α, sa �eǉom da stepen
t na desnoj strani bude xto ve�i.

Mo�emo da ka�emo, da za razliku od Diofantovih jednaqi-
na gde rexavamo jednaqine u skupu celih (racionalnih) brojeva,
tako se Diofantove aproksimacije bave rexavaǌem nejednakosti
u celim (racionalnim) brojevima.

Prvo se uz pomo� Dirihelovog principa dokazuje da postoje
uzajamno prosti celi brojevi p i q tako da

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ < 1
q2
, i to za

iracionalne α ovakvih parova ima beskonaqno mnogo.
Daǉe se lako izvodi kriterijum kada je broj α racionalan ili

ne: α je racionalan ako i samo ako postoji konstanta c > 0 (koja

zavisi od α) tako da za sve p
q
6= α va�i

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ > c
q
. Uz pomo�

ovog tvr�eǌa mo�emo da poka�emo da je, na primer, slede�i broj
iracionalan

α =
∞∑
n=0

(−1)n

2n2 .

Daǉe, postoji naqin kako da odredimo da su neki brojevi tran-
scendentni. Ako je α algebarski broj stepena d, mo�e se pokaza-
ti da postoji konstanta c koja zavisi od α takva da

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ > c
qd
,
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odakle su jedino transcendentni brojevi oni koji mogu da ima-
ju proizvoǉno dobru aproksimaciju (xto ve�i stepen), a uz po-
mo� ovog tvr�eǌa mo�emo da utvrdimo da je transcendentan, na
primer, slede�i broj

α =
∞∑
n=1

1

10n!
.

Postoji jox jedna teorema koja karakterixe transcendentnost
- Lindenmanova teorema koja ka�e da ako postoje algebarski bro-
jevi α2, ... , αn, C1, ... , Cn, takvi da je bar jedan od ovih brojeva
Ci 6= 0, koji zadovoǉavaju jednaqinu

C1e
α1 + C2e

α2 + ...+ Cne
αn = 0

tada je α1 transendentan broj. Uz pomo� ove teoreme se lako
dokazuje da je π transcendentan broj.

Vratimo se na posledǌu napisanu nejednakost, u kojoj �elimo
da smaǌimo stepen d (uz iste uslove). Matematiqari su uspeli
da spuste taj stepen, prvo na d

2
+ 1, a onda i na O(

√
d), od kojih je

najboǉa bila
√

2d. Najve�i rezultat ovog istra�ivaǌa je usledio
kada je matematiqar Rot ne samo spustio stepen tako da ne zavisi
od d ve� i na najboǉi mogu�i. Ta teorema �e se na�i kasnije u
najznaqajnijim rezultatima ovih oblasti.

Za kraj, kao pokazateǉ koliko su ovi problemi texki, napomeni-
mo da se za brojeve π±e i π ·e i daǉe ne zna ni da li su algebarski,
a qak se i ne zna da li su i iracionalni uopxte! Veoma korisni
aparat za Diofantove aproksimacije su slede�i tipovi razloma-
ka Farejev niz i veri�ni razlomci. Navedene stvari se mogu na�i
u [1], [3], [5].

Pelova jednaqina, pomo� Diofantovih aproksimacija

Pelova jednaqina je jednaqina oblika x2 − dy2 = 1, gde je d
beskvadratni prirodan broj i tra�e se celobrojna rexeǌa. Jed-
na od poznatih priqa koje se vezuju za Pelovu jednaqinu je pitaǌe
koliko minimalno treba vojska da ima vojnika (vixe od 1) tako da
se mo�e pore�ati u kvadratnu formaciju, ali tako�e da se mo�e
pore�ati u 61 kvadratnu formaciju tako da preostane taqno jedan
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vojnik. Ovo je naravno isto kao da tra�imo minimalno netriv-
ijalno rexeǌe Pelove jednaqine x2 − 61y2 = 1. Vrlo je texko
na�i to rexeǌe, jer su u pitaǌu veliki brojevi x = 1766319049
i y = 226153980, xto su naxli indijski matematiqari, odakle je
minimalan broj vojnika - x ve�i od broja stanovnika bilo koje
dr�ave (bar po zvaniqnim podacima).

Me�u maǌim brojevima (do 128), jedino za d = 109 je ve�e min-
imalno rexeǌe, xto se mo�e videti na Vikipediji. Tako�e, jedna
od zanimǉivih stvari vezanih za ovu jednaqinu jeste i nexto xto
nije tako retko u matematici, veliki broj matematiqara sumǌa da
je Pel uopxte imao bilo kakav doprinos rexavaǌu ove jednaqine,
pa qak i da se uopxte ǌom i bavio.

Uz pomo� Diofantovih aproksimacija se dokazuje da postoji
netrivijalno rexeǌe Pelove jednaqine (razliqito od (±1, 0)). Ta-
da se ono zapisuje u obliku x1 + y1

√
d, a svako drugo rexeǌe se

dobija iz jednakosti xn + yn
√
d = (x1 + y1

√
d)n. Lako se vidi da ovi

brojevi jesu rexeǌa jednaqine, a uz pomo� vextog barataǌa sa ne-
jednakostima i uz poznate rezultate Diofantovih aproksimacija
se dokazuje da su jedina.

Postoji i drugi naqin, vixe geometrijski koji odre�uje rexen-
ja Pelove jednaqine i liqi na geometrijski metod kod Pitagorinih
trojki (xto ne iznena�uje, jer su u pitaǌu jednaqine stepena
2). Ova kriva je hiperbola, te uoqimo samo deo sa pozitivnim
x. Znamo da jednaqina ima trivijalno rexeǌe (1, 0) i minimalno
(x1, y1). �elimo da odredimo racionalnu linearnu transforma-
ciju (tj. transformaciju oblika (x, y) 7→ (ax + by, px + ry), gde su
a, b, p, r ∈ Z) koja slika parabolu u sebe, a (1, 0) u (x1, y1). Iz ovog
posledǌeg uslova zakǉuqujemo a = x1, p = y1, dok iz toga xto se
parabola slika u sebe se onda dobija b = dy1 i r = x1, xto nam da-
je iste rekurentne formule kao i stepenovaǌe. Ovo preslikavaǌe
je bijektivno, odakle se mogu izvesti celobrojna rexeǌa Pelove
jednaqine, jer �e se celobrojna rexeǌa slikati u neka druga celo-
brojna rexeǌa.

Kao xto smo videli, nekad je texko odrediti minimalno rexe-
ǌe Pelove jednaqine, a sem metoda koji su znali indijski matem-
atiqari, postoji i metod uz pomo� veri�nih ralomaka, xto je
opisano u [5]. O Pelovim jednaqinama, kao i o jednaqinama Pelovog
tipa se mo�e na�i jox materijala u [3], [32].
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Teorija skupova i Diofantove jednaqine - metoda minimalnog
rexeǌa

Iako teorija skupova i teorija modela imaju veoma veliki uti-
caj danas na Diofantove jednaqine, to je suvixe napredna ma-
terija za ovaj master rad, tako da ovde navodimo samo jednu na-
josnovniju ideju, tj korix�eǌe svojstva da svaki podskup skupa
prirodnih brojeva ima minimalni element.

Pored nekih uvodnih jednaqina koje se mogu rexiti ovom meto-
dom, kao na primer x2 + y2 = 3z2 ili x2 + y2 + z2 = 2xyz u skupu
celih brojeva, verovatno najpoznatiji primere je sluqaj n = 4 Ve-
like Fermaove Teoreme, tj. dokaz da jednaqina x4 + y4 = z4 nema
netrivijalnih celobrojnih rexeǌa. U stvari, dokaz se svodi na
to da se doka�e da jednaqina x4 + y4 = z2 nema rexeǌa u skupu
prirodnih brojeva i u dokazu se koriti opis Pitagorinih trojki.
Ovo se mo�e na�i u raznim kǌigama, na primer u [3], [32], [5].

Algebra poma�e u rexavaǌu Diofantovih jednaqina

Jedan od naqina uz pomo� kojih smo odredili Pitagorine tro-
jke je rastavǉaǌe x2 = z2 − y2 = (z − y)(z + y) i uz pretpostavku
o tome da su y i z uzajamno prosti smo doxli do zakǉuqka ko-
ji opisuje sva rexeǌa. Mnoge jednaqine se mogu rexiti na ovaj
naqin, na primer, x3 + y3 = 1729, x2 + 2y = z2 u celim brojevima.

Me�utim, nekad je nemogu�e rastaviti poqetnu jednaqinu, na
primer, x2 + 2 = y3. Me�utim, nekad i kada mo�emo da rastavimo
izraze, kao u x2 + 1 = y3, tj. x2 = (y − 1)(y2 + y + 1) ne mo�emo lako
da reximo jednaqinu, jer imamo nezgodan sluqaj y2 + y + 1 = 3m2 i
y− 1 = 3n2. Sliqno je i sa x2− 1 = y3, jer pored sliqnog problema
iz prethodne jednaqine, ni drugo rastavǉaǌe nam ne poma�e, jer
(x− 1)(x + 1) = y3 mo�e da da sluqajeve x− 1 = 2m3 i x + 1 = 4n3 i
obrnuto, koji nisu laki.

Iz ovih razloga, odlazimo iz Z u ve�i prsten gde mo�emo ras-
taviti jednaqinu na pogodnije faktore. Tu se vidi pomo� algebre
preko raxireǌa prstena. Radi ilustracije, jednaqinu x2 + 2 = y3

rastavǉamo na (x + i
√

2)(x − i
√

2) = y3, a sada ovu jednaqinu vixe
ne rexavamo u celim brojevima, nego u prstenu Z[i

√
2].

11



Grexka koju mo�emo da napravimo jeste da verujemo da je prsten
Z[i
√

2] isti kao i Z, bar u smislu aritmetike. U tom prstenu
imamo sre�e, jer �e on zaista imati jako sliqna svojstva kao
prsten Z, me�utim, ne�e to da va�i za sva raxireǌa prstena Z,
zato nam treba algebra da nam pomogne u analiziraǌu tih prste-
na.

Jedna od najpoznatijih jednaqina koja se rexava ovom metodom
je sluqaj n = 3 Velike Fermaove teoreme. Jednaqina x3 +y3 = z3 se
mo�e zapisati kao (x + y)(wx + w2y)(w2x + wy) = z3, gde je w prim-
itivan tre�i koren iz jedinice. Dakle, rexava se jednaqina u
prstenu Z[w], koji je euklidski, i pokazuje se da tu nema netrivi-
jalnih rexeǌa, a se dokaz mo�e na�i u [32] ili u [3], dok se mnoga
svojstva raxireǌa prstena (ǌihove osobine, teoreme koje va�e,
primeri) Z mogu na�i u [1].

Geometrija poma�e u rexavaǌu Diofantovih jednaqina

Kao xto smo videli, Pitagorine trojke se mogu opisati ge-
ometrijski. Taj metod mo�e da opixe rexeǌa mnogih jednaqina
stepena 2 po x, y i z, xto se mo�e na�i u [3]. Me�utim, geometri-
jski metod prolazi i za neke krive stepena tri, konkretno za elip-
tiqke krive, tj. (uglavnom) za jednaqine oblika y2 = x3+ax2+bx+c.

Ako znamo dve racionalne taqke na ovoj krivoj, jasno je da ih
ne mo�emo sabrati na uobiqajen naqin, a da dobijemo novo rex-
eǌe jednaqine. Zato uvodimo sabiraǌe uz pomo� geometrijskog
pravila. Da�emo opis sabiraǌa za oblik jednaqine koji je nave-
den iznad, a i inaqe se sabiraǌe izvodi na jako sliqan naqin.
Povlaqimo liniju kroz te dve taqke i presecamo tre�i put sa
krivom. Onda uzimamo taqku suprotnu ǌoj u odnosu na x-osu (koja
je isto na krivoj, jer ova promena samo meǌa znak y koordinati).

I ovde ima malo pomo�i algebre kada pokazujemo da je ovo
sabiraǌe dobro definisano. Ispostavǉa se da na ovaj naqin
racionalna rexeǌa qine komutativnu grupu. Mogu se eksplicitno
odrediti jednaqine ovog sabiraǌa, a mo�e i uz pomo� jedne teo-
reme iz algebarske geometrije (ako za tri krive tre�eg stepena
(kubike) C, C1, C2 va�i da C prolazi kroz 8 preseqnih taqaka C1

i C2, tada C prolazi i kroz devetu preseqnu taqku C1 i C2) da
se proveri asocijativnot ovog sabiraǌa, poxto se ostala svojsta
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lako proveravaju.
Va�an rezultat jeste da je ta grupa konaqno generisana. Var-

ijanta ove teoreme samo za poǉe Q se mo�e na�i u [52], kao i
primeri, slike i objaxǌeǌa ovakvog rexavaǌa eliptiqkih kriv-
ih, dok je za izuqavaǌe eliptiqkih krivih nad brojnim poǉima
poznata literatura [51]. U ovoj kǌizi se mo�e na�i jox dosta
matematike koje je potrebno za odre�ivaǌe racionalnih taqaka
ili taqaka sa koordinatama u nekom brojnom poǉu na eliptiqkim
krivama, i gde se mo�e videti algebarska pozadina geometrijskog
sabiraǌa taqaka na krivoj. Jox uvek nije poznat algoritam ko-
jim se mogu odrediti sve racionalne taqke bilo koje eliptiqke
krive (vixe o tome se mo�e videti kasnije, kod krivih roda g = 1),
a i zbog ograniqenosti vremena i prostora �emo preskoqiti na-
qine na koje se mo�e do�i do rexeǌa. Navodimo dve lepe primene
eliptiqkih krivih na Veliku Fermaovu Teoremu (ima i jox in-
teresantnih primera, a ovo se mo�e prona�i u [35]).

(1) Sluqaj n = 3: x3 + y3 = z3.
Ovo mo�emo da vidimo kao projektivnu krivu roda 1, koja ima

bar jednu racionalnu taqku (npr. (0, 1, 1)), tako da je ovo jedna
eliptiqka kriva. Promenom koordinata (u duhu postupka iz [52]),
x = x + y + z, y = −x− y + z, z = y + z, koja je opravdana, dobijamo
jednaqinu 6x2z+12xyz−y3 +3y2z−3yz2 +z3 = 0. Primetimo da novo
z ne mo�e biti 0, pa mo�emo pretpostaviti da je z = 1, odnosno
dobijamo afinu eliptiqku krivu (zamenom x i y)

6y2 + 12xy = x3 − 3x2 + 3x− 1.

Zamenom (x, y) u (x
6
, y

36
) imamo poznatiji oblik

y2 + 12xy = x3 − 18x2 + 108x− 216.

Poznatim metodama ili korix�eǌem programa SAGE dolazimo do
toga da su jedine racionalne taqke na ovoj krivoj (6, 0), (6,−72) i
beskonaqna taqka. Beskonaqna taqka nam ne daje racionalno rex-
eǌe polazne jednaqine, jer smo rekli da ovde z 6= 0, a zamenom ova
dva rexeǌa nazad dobijamo y = 0, odnosno x = 0, xto su trivi-
jalna rexeǌa. Dakle, jednaqina x3 + y3 = z3 ima samo trivijalna
rexeǌa (neki od brojeva x, y, z je nula).
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(2) Sluqaj n = 4: x4 + y4 = z4

Dokaza�emo da jednaqina x4 + y4 = z2 nema netrivijalnih rex-
eǌa. Podelimo sa y4, odakle smenom u = x

y
i v = z

y2
dobijamo

jednaqinu u4 + 1 = v2 u Q. Umesto ove jednaqine posmatramo ek-
vivalentan sistem t = u2 i t2 + 1 = v2 u Q. Kada pomno�imo ove
dve jednaqine dobijamo eliptiqku krivu t3 + t = s2 (gde je s = uv).
Kao i u prethodnom sluqaju, mo�emo rexiti ovu jednaqinu ili
koristiti program SAGE. Dobijamo da ova jednaqina ima taqno
2 racionalna rexeǌa, beskonaqno koje nam ne doprinosi rexeǌu
naxe jednaqine i (t, s) = (0, 0), a odavde je u = 0, pa i x = 0, xto je
trivijalno rexeǌe.

Napomena. Eliptiqke krive imaju i va�nu ulogu u dokazu Velike
Fermaove Teoreme i u ostalim sluqajevima, xto �emo videti ma-
lo kasnije.

Analiza i rexavaǌe Diofantovih jednaqina, p-adski brojevi

Kada dokazujemo da jednaqine x2 + 3x3 + 1 = 3y2, x3 + y3 + z3 = 4,
27x + 2016 = y3 nemaju rexeǌa, onda to radimo po modulu 3, 9,
27, redom, ali ne mo�emo da ih reximo po modulu maǌeg stepena
trojke od navedenog. Bilo bi zgodno da na�emo neki univerzalni
metod koji bi pokupio sve ovakve tehnike odjednom. Zato uvodimo
brojeve oblika a0 + a1p + ... + anp

n + ..., 0 ≤ ai ≤ p − 1. Ovaj red
oqigledno ne konvergira u R, pa uvodimo drugaqiju metriku (i to
takvu da imamo koristi u teoriji brojeva) u kojoj je ve�i stepen p
u stvari maǌi broj, tako da u novom sluqaju imamo konvergenciju.

Tako nastaje Zp - prsten p-adskih celih brojeva, mada obiqno
prvo konstruixemo Qp - poǉe p-adskih brojeva, koje je koliqniko
poǉe p-adskih celih brojeva, a ispostavǉa se da se p-adski brojevi
zapisuju kao Loranovi redovi po p sa konaqnim polovima, tj. da
se suma produ�ava konaqno na negativne stepene p.

Poxto se poǉa Qp raxireǌa poǉa Q, va�i da ako jednaqina
nema rexeǌa u nekom od tih poǉa, onda nema ni u Q. To je jedan
od naqina da koristimo ove nove brojeve. Na primer, jednaqina
3x2 + 2y2 − z2 = 0 nema netrivijalna rexeǌa u Q3, dok y2 = 2x6 − 4
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nema rexeǌa u Q2, odakle prva jednaqina ima samo trivijalno
rexeǌe u Q, dok ih druga nema uopxte. Postoji postupak kojim
mo�emo da proverimo da li jednaqina ima rexeǌa u poǉima Qp,
koji �emo opisati u tre�oj glavi, dok takav postupak ne postoji
za Q, odakle vidimo jednu ovih p-adskih poǉa.
Nema potrebe ovde vixe troxiti prostor o ovome, zbog toga xto
�e u tre�oj glavi biti dosta reqi o p-adskim brojevima, ali sa
jako kratkim uvodom. Literatura za p-adske brojeve: [25], [29],
[2], [44], [57], [41], [53].

Linearna algebra u rexavaǌu nekih Diofantovih problema

Poznati su matematiqki problemi u kojima se tra�i da se
prirodan broj predstavi kao zbir nekoliko kvadrata celih bro-
jeva, koji su bili naroqito popularni u 18. veku. Navedimo ih
nekoliko.
(1) Koji se prirodni brojevi mogu predstaviti kao zbir dva kvadra-
ta celih brojeva?
(2) Koji se prirodni brojevi mogu predstaviti kao zbir tri kvadra-
ta celih brojeva?
(3) Koji se prirodni brojevi mogu predstaviti kao zbir qetiri
kvadrata celih brojeva?
(4) Koji se prirodni brojevi mogu predstaviti kao zbir tri trouga-
ona broja?
(5) Da li mo�emo rexiti jednaqinu u kojoj zbir 5 i vixe kvadra-
ta, pomo�enih koeficijentima treba da bude jednak 0 u skupu
racionalnih brojeva?

Odmah vidimo da se qetvrti zadatak razlikuje, me�utim nije to
bax toliko taqno u xta �emo se ubrzo uveriti, a samo napomenimo
da su trougaoni brojevi zbirovi brojeva od 1 do n, tj. brojevi
oblika n(n+1)

2
.

Zadaci (1) i (3) su poznati od davnina i imaju rexeǌa ko-
ja koriste samo elementarnu teoriju brojeva. Naravno, mogu se
rexiti i na drugi naqin, na primer broj (1) uz pomo� Gausovih
celih brojeva Z[i]. Ali to nam nije od interesa ovde, pa �emo se
fokusirati na preostala tri problema.

Pojmovi kvadratnih formi, ǌihovih matrica, promene baze i
svo�eǌa na kanonski oblik gde imamo samo zbir kvadratnih qlano-
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va i nemamo mexovite su pojmovi linearne algebre. Me�utim, vex-
to barataǌe kvadratnim formama uz pomo� p-adske analize donosi
veoma va�an rezultat - Haseov princip.

Ka�emo da se a mo�e predstaviti kvadratnom formom f u nekom
poǉu ako postoje skalari iz tog poǉa koji kada se ubace u f daju
a, kada je a 6= 0, dok za a = 0 zahtevamo da ne budu svi skalari 0.
Haseov princip nam tvrdi da za kvadrtnu formu sa racionalnim
koeficijentima va�i da je 0 predstavǉiva tom formom u Q (pred-
stavǉaǌe u Q zovemo globalno) ako i samo ako je predstavǉiva u
svakom kompletiraǌu Q, tj. u svim Qp i R (predstavǉaǌa u ovim
poǉima zovemo lokalna).

Jedna od formulacija ovog tvr�eǌa je da Diofantova jednaqi-
na drugog stepena ima rexeǌa u Q ako i samo ako ima rexeǌa u
svim Qp i R. Moramo priznati da ovaj rezultat deluje magiqno.
U moru primena koje ima ovaj rezultat, specijalno izdvajamo i
primene na naxe zadatke.

(2) Lakxi deo ovog texkog zadatka je uoqiti da se brojevi ob-
lika n = 4a(8b+ 7) ne mogu zapisati kao zbir tri kvadrata. Te�i
deo zadatka je da doka�emo da svi ostali brojevi mogu da se za-
pixu kao zbir tri kvadrata. Primetimo da va�i n = 4a(8b+7) ako
i samo ako je −n kvadrat u poǉu Q2. Uz pomo� znaǌa o kvadratnim
formama nad p-adskim poǉima izvodimo rezultat da se n mo�e za-
pisati u Q kao zbir tri kvadrata ako i samo ako −n nije kvadrat
u Q2.
Iz svega prethodnog dobijamo preostali deo teoreme o predstavǉi-
vosti kao zbir tri kvadrata, ali u Q. Zato nam treba i rezul-
tat koji nam iz predstavǉivoti u Q daje predstavǉivost u Z,
koji je delo Devenporta i Kaselsa. Sve ovo zajedno nam daje
tra�eni odgovor, a ovaj zadatak se nekad naziva teorema Gausa,
a nekad Lagran�ova teorema o tri kvadrata. Obojica su u peri-
odu 1796. − 1801. rexila ovaj problem, pri qemu je Gaus izveo i
nexto opxtiji rezultat.

(3) Iz (2) vidimo da je dovoǉno da doka�emo da se brojevi ob-
lika n = 4a(8b + 7) mogu predstaviti kao zbir qetiri kvadrata.
Ali, tada n−1 nije broj tog oblika, odakle znamo da n−1 mo�emo
da predstavimo kao zbir tri kvadrata i kada dodamo 1 = 12 do-
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bijemo predstavǉaǌe n u obliku qetiri kvadrata. Sve prirodne
brojeve mo�emo da predstavimo kao zbir qetiri kvadrata.

(4) Kǉuqno je da uoqimo
n(n+ 1)

2
=

1

8
((2n+ 1)2 − 1) i da prime-

timo da se svaki broj oblika 8k+ 3 zapisuje kao zbir tri neparna
kvadrata, odakle dobijamo tra�eni rezultat. Zato i ovaj problem
ima veze sa predstavǉaǌem broja preko zbirova kvadrata.

(5) Analizom kvadratnih formi nad poǉima Qp dolazimo do za-
kǉuqka da, ako se kvadratna forma mo�e svesti na zbir bar pet
kvadrata (puta neki koeficijent), postoji predstavǉaǌe 0 tom
kvadratnom formom (naravno, gde nisu samo 0 ubaqene). Dakle,
predstavǉaǌe 0 ovom formom u Q ekvivalentno je sa predstavl-
jaǌem 0 tom formom u R. Dakle, jednaqina

a1x
2
1 + ...anx

2
n = 0,

gde je n ≥ 5 ima rexeǌa u Q ako i samo ako ih ima u R! Mora se
priznati da je ovo jako zanimǉiv rezultat.

Ovi zadaci prate kǌigu [44], ali za neke delove ovog teksta su
dobra literatura i [32] i [41].

Ramanu
an - Na
elova jednaqina

Odliqna ilustracija toga koliko je matematike potrebno da
bi se rexile neke Diofantove jednaqine je jednaqina x2 + 7 = 2m.
Ova, naizgled jednostavna jednaqina ima jako komplikovano, ali
zato i prelepo rexeǌe. Zanimǉivo je ista�i da ova jednaqina
ima qak 5 razliqitih rexeǌa po m: 3, 4, 5, 7, 15.

U ǌenom rexavaǌu, potrebno je da koristimo i algebru, jer
prelazimo u raxireǌe prstena Z - Z(1+i

√
7

2
) (jer tu mo�emo da ras-

tavimo x2 + 7), koji je euklidski prsten i analizu jer koristi-
mo p-adske metode i to bax prave analitiqke. Sve ovo se mo�e
na�i u [2]. Tako�e, na sliqan naqin se mo�e rexiti i jednaqina
3x = 2y2 + 1.
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1.2 Va�ni rezultati do danas

Svakoj krivoj mo�emo pridru�iti va�nu geometrijsko-topolo-
xku invarijantu - rod krive. Ako krivu zamislimo kao projek-
tivnu kompleksnu krivu, pa je onda gledamo kao realnu povrx,
svaka kriva �e imati konaqan broj ,,rupa” (npr. sfera nema rupe,
torus ima jednu rupu) i taj broj rupa se naziva rod krive. Posto-
ji fantastiqna teorema koja mo�e re�i informaciju o konaqnosti
broja racionalnih rexeǌa Diofantove jednaqine u zavinosti od
roda koji ima kriva koju formira ta jednaqina! Pretpostavi�emo
neke uslove o toj jednaqini.

Neka je C glatka, projektivna, apsolutno nesvodǉiva kriva (za-
mislimo samo da nemamo mogu�nost neke jasno uoqǉive beskonaqne
familije rexeǌa u brojnom poǉu, tj. konaqnom raxireǌu poǉa Q,
to predstavǉaju ovi uslovi) definisana nad Q (krivu, tj. jednaq-
inu koju rexavamo definixemo sa racionalnim koeficijentima).
Neka je kriva C roda g i uvedimo oznaku C(Q) za skup racional-
nih taqaka na C.

Teorema 2. Neka za glatku krivu C va�e svi uslovi nabro-
jani iznad.
(1) Ako je g = 0, tada je C(Q) = ∅ ili je C izomorfno nad
Q sa projektivnom pravom P1. Specijalno, taj izomorfizam
indukuje bijekciju Q ∪ {∞} → C(Q).
(2) Ako je g = 1, tada je C(Q) = ∅ ili postoji taqka P0 ∈ C(Q).
U ovom sluqaju, (C,P0) se naziva naziva eliptiqka kriva nad
Q i skup C(Q) ima strukturu konaqno generisane komuta-
tivne grupe u kojoj je P0 neutral.
(3) Ako je g ≥ 2, tada je C(Q) konaqan skup.

Ukratko �emo prokomentarisati svaki od sluqajeva.

Sluqaj g = 0:

Krive roda 0 se mogu afino videti kao f(x, y) = 0, gde je deg(f) ≤
2. Ako je deg(f) = 1, onda je trivijalno opisati C(Q), poxto se
dobije linearna Diofantova jednaqina. Zanimǉiviji sluqaj je
deg(f) = 2.
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Postoje krive roda 0 koje stvarno nemaju racionalnih taqaka,
na primer x2 + y2 = 3, xto se lako i brzo proveri. Ovakve krive
nam nisu interesantne, tako da prepostavimo da je C(Q) 6= ∅, tj.
postoji P0 ∈ C(Q).

Mo�e nam pasti na pamet jednaqina iz prvog primera x2 = 2y2,
samo sada u racionalnim brojevima. Naravno, ona opet ima jedino
rexeǌe (x, y) = (0, 0), xto se ne sla�e sa prethodnom teoremom. To
je poenta uslova apsolutne nesvodǉivosti, jer se ova jednaqina
rastavǉa u Q(

√
2) na (x−

√
2y)(x+

√
2y) = 0. Zato pretpostavǉamo

da nemamo takvu vrstu problema.
Sada provlaqeǌem racionalnih linija kroz P0 oqekujemo jox

jedan presek sa krivom (jer bi trebalo da se prava i kriva stepe-
na 2 seku taqno dva puta), a taqka preseka �e imati racionalne
koordinate, po Vijetovim formulama. Tako uspostavǉamo bijek-
ciju izme�u racionalnih pravih i preostalih racionalnih taqa-
ka. Otprilike ovo je opis kako parametrizujemo sve racionalne
taqke na ovakvim krivama (primeǌujemo isti postupak kao kod
opisa svih Pitagorinih trojki).

Tako�e, za ovakve krive va�i jedna veoma mo�na teorema, koja
ne va�i za krive ve�eg roda.

Teorema 3. (Haseov princip) Neka je C glatka kriva roda 0.
Tada je C(Q) 6= ∅ ako i samo ako C(Qp) 6= ∅ i C(R) 6= ∅.

Drugim reqima, dovoǉno je ispitati da li jednaqina ima rex-
eǌa u svim kompletiraǌima poǉa Q. O ovome �e jox biti reqi u
tre�oj glavi.

Sluqaj g = 1:

Opet pretpostavimo da imamo bar jednu racionalnu taqku iako
i ovde svakako postoje krive koje nemaju racionalnih taqaka, kao
na primer 3x3 + 4y3 = 5 (dokaz se mo�e na�i u [17] i nije lak)
i 2y2 = 1 − 17x4. Ovi primeri su interesantni zbog toga xto za
ǌih ne va�i Haseov princip, tj, u oba sluqaja postoje rexeǌa
u bilo kom od poǉa Qp i R, ali ne postoje racionalna rexen-
ja. Mo�e se pokazati da pri ispuǌenim svim tra�enim uslovima
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do sada, postoji izomorfizam koji slika krivu C na krivu ob-
lika y2 = x3 + ax + b, pri qemu su a, b ∈ Q za koje 4a3 + 27b2 6= 0
(nekad moramo da definixemo preslikavaǌe koriste�i koefici-
jente iz Q). Ovo je poznati oblik eliptiqkih krivih koji se nazi-
va (uprox�ena) Vajerxtrasova jednaqina. Sluqaj (2) teoreme 2 je
Mordel-Vejlova teorema, koju je dokazao Mordel 1922. godine, a
Vejl uopxtio kasnije na Abelove varijetete i brojna poǉa (ako je
A Abelov varijetet i K brojno poǉe, tada je grupa A(K) svih K-
racionalnih taqaka Abelovog varijeteta A konaqno generisana),
pa po obojici nosi ime. U ovom sluqaju znamo strukturu grupe
svih racionalnih rexeǌa,

C(Q) ∼= Zr ⊕ T,

pri qemu Zr predstavǉa slobodni deo (podgrupu koja se sasto-
ji od svih elemenata beskonaqnog reda i neutrala) i r rang te
eliptiqke krive, koji je po teoremi konaqan, dakle prirodan broj
ili nula, a T je torziona podgrupa (skup svih elemenata konaqnog
reda).

Postoji algoritam za odre�ivaǌe torzione podgrupe eliptiqke
krive nad Q koji daje Na
el-Latzova teorema. Za eliptiqku krivu
oblika y2 = x3 + ax + b, gde su a, b ∈ Z Na
el-Latzova teorema
ka�e da taqke konaqnog reda imaju celobrojnie koordinate i daje
ograniqeǌe za y - ili je y = 0 ili y2 | 4a3+27b2. Postoji i Mazurova
teorema koja daje ograniqeǌe za redove elemenata sa konaqnim
redom (i daǉe posmatramo samo eliptiqke krive nad Q) i taj broj
mo�e biti izme�u 1 i 10 ili 12, kao i mogu�nosti za oblik cele
torzione podgrupe, koja �e uvek biti jednostavna grupa (najvixe
reda 12).

Glavni problem pri tra�eǌu strukture grupe koju formiraju
racionalne taqke na eliptiqkoj krivoj je da se odredi slobodni
deo i do danas nije poznat algoritam koji daje odgovor na ovo
pitaǌe.

Zato se posmatra Tejt-Xafareviq grupa pridru�ena toj elip-
tiqkoj krivoj, koja ,,meri koliko je odstupaǌe od Haseovog prin-
cipa”. U nekim sluqajevima je mogu�e odrediti ovu grupu, ali i
daǉe to nije rexen problem u opxtem sluqaju.

Tako�e, eliptiqkoj krivoj se dodeǉuje ǌena L-funkcija, ko-
ja sadr�i aritmetiqke informacije vezane za tu krivu. Quvena
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Birq-Svinerton-Dajer hipoteza tvrdi da je rang r eliptiqke krive
jednak redu nule ǌene L-funkcije u taqki 1.

Ako bismo znali da je ta hipoteza taqna, onda bismo mogli da
izraqunamo i Tejt-Xafareviq grupu eliptiqke krive, kao i slo-
bodni deo grupe ǌenih racionalnih taqaka. Me�utim, dokazivaǌe
te hipoteze je jedan straxno te�ak problem.

Za kraj, navedimo i jox poznatu Zigelovu teoremu koja ka�e da
je broj celobrojnih taqaka na glatkoj eliptiqkoj krivoj defin-
isanoj nad Q, konaqan.

Sluqaj g ≥ 2:

U svom radu gde je dokazao teoremu da je grupa racional-
nih taqaka na glatkoj eliptiqkoj krivoj nad Q konaqno gener-
isana, Mordel je postavio hipotezu da je skup racionalnih taqa-
ka na krivama roda 2 i vixe uvek konaqan. Matematiqari su
prouqavali ovaj problem, qak i napravili neki rezultat uz do-
datne pretpostavke, kao, na primer, bax Xaboti, a Gerd Faltings
je 1983. konaqno dokazao ovu teoremu (tj. deo (3) iz gore nave-
dene teoreme). Kasnije je i Vojta dao drugi dokaz ove teoreme,
korix�eǌem Diofantovih aproksimacija.

Ovde se dobro ilustruje va�nost uslova glatkosti, ako posma-
tramo na primer jednaqinu y2 = x2016. Ova kriva je roda 1008, ali
ona definitivno ima beskonaqno racionalnih rexeǌa, jasno se
vidi da familija {(t, t1008) | t ∈ Q} predstavǉa rexeǌa jednaqine.
Problem je u tome xto ova kriva nije glatka u taqki (0, 0).

Jedina razlika izme�u projektivne krive i afine krive je u
nekoliko (konaqno) taqaka u beskonaqnosti, za koje je lako da
proverimo da li su racionalne, pa je onda glavni deo posla da
odredimo racionalne taqke afinog dela krive.

To znaqi da treba da ispitamo koje su od taqaka iz Q × Q
na krivoj. Ovaj skup je prebrojiv, pa mo�emo, u principu, da
izlistamo parove racionalnih brojeva i da proveravamo koji od
ǌih su na krivoj. Qak mo�emo i br�e, tako xto izlistamo samo
racionalne brojeve kao kandidate za x i redom da proveravamo
postoji li y ∈ Q na krivoj za svako konkretno x. Poxto znamo da
jednaqina ima samo konaqno mnogo racionalnih rexeǌa, u nekom
trenutku bi trebalo da prona�emo sva rexeǌa.
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Tako�e, razumno je da oqekujemo da su brojioci i imenioci x i
y u ,,nekom normalnom odnosu” sa koeficnijentima jednaqine (tj.
da nisu ,,mnogo ve�i” od ǌih). Postoje rezultati koji idu ovim
tvrdǌama u prilog i navodimo ih malo kasnije.

I kada nam ostane da ispitamo konaqan broj sluqajeva, u ve�ini
sluqajeva je to ogroman broj brojeva koji treba ispitati, tako da
je to neizvodǉivo. Naravno, ta raqunaǌa se izvode pomo�u raqu-
nara, ali ni to nije dovoǉno brzo (slo�enost problema je suvixe
velika).

Stoga, ponavǉamo opet, iako ih nije lako odrediti, najte�i
deo posla je da doka�emo da smo naxli sva rexeǌa. Kao xto
znamo, ne postoji algoritam za to i zato postoje razni pokuxaji
da se to izvede, a neki od ǌih su navedeni u slede�em delu ove
glave.

Neko mo�e da se zapita da li je uzaludno ovo xto radimo, jer
postoji slede�a hipoteza:

0% krivih roda 2 ima racionalne taqke.
Logiqno je da oqekujemo da za krive ve�g roda prethodni rezul-

tat va�i i da se ,,rezultat dosti�e i br�e”, xto �e objasniti
veliki Bargavin rezultat u [7]:

Kada g → ∞, gustina hipereliptiqkih krivih koje ne-
maju racionalne taqke te�i 100%, taqnije do�a granica za
gustinu se izra�ava sa 1− o(2−g), odakle je ta konvergencija
jako brza.

Napomenimo da se pod pojmom gustine intuivno misli na koliq-
nik broja krivih koje imaju racionalne taqke sa ukupnim brojem
ispitanih krivih. Naravno, ovako definisana gustina ima oblik
beskonaqno podeǉeno sa beskonaqno, zato puxtamo limes kada N
te�i beskonaqno, a krive koje ispitujemo su one koje imaju koefi-
cijente po apsolutnoj vrednosti maǌe od N . Za doǌu ili gorǌu
gustinu, puxtamo doǌi, odnosno gorǌi limes.

Interesantno je odrediti i koliki procenat krivih odstupa
od Haseovog principa. Na primer, za rod 2, procenat krivih koje
imaju rexeǌa u svim Qp i R je oko 84% − 85%, xto je rezultat u
[40]. To je i procenat krivih za koje ne va�i Haseov princip ako
se ispostavi da je hipoteza da 0% krivih roda 2 ima racionalne
taqke taqna. I to se vidi kao posledica u Bargavinom radu:

Kada g → ∞, gustina hipereliptiqkih krivih za koje ne
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va�i Haseov princip te�i 100%.
Navodimo da (oqekivano), Zigelova teorema va�i i u ovom,

opxtem sluqaju, a dokaz mo�emo na�i u [28]:
Neka je F ∈ Z[x, y] takav da rexe�a F (x, y) = 0 ne mogu

da budu racionalno parametrizovana (tj. ne mo�emo na�i
,,jasnu" beskonaqnu familiju rexe�a). Tada F (x, y) = 0 ima
samo konaqno mnogo rexe�a u celim brojevima.

Sa druge strane, postoje i krive sa ,,dosta” racionalnih taqa-
ka. Mo�emo da uoqimo krivu roda g

y2 = x(x− 1)(x− 2)...(x− 2g)(x− 2g − 1).

Ona ima bar 2g+2 oqiglednih racionalnih taqaka: (0, 0), (1, 0),
(2, 0), ... , (2g + 1, 0). Kada g →∞, tada i broj racionalnih taqaka
na ovim krivama te�i beksonaqno. Naravno, ovo nema bax smis-
la, zanimǉivije je da za fiksiran rod krive gledamo koliko se
maksimalno mo�e na�i taqaka na ǌoj. Postoje neke varijante
Bombijeri-Langove hipoteze koje bi dale gorǌu granicu. Zato je
i jedno od otvorenih pitaǌa odrediti krivu unapred fiksiranog
roda sa xto ve�im brojem racionalnih taqaka. Rekord iz 2014.
za krivu roda 2 je kriva koja ima bar 642 racionalne taqke i koja
ima za koeficijente brojeve koji imaju oko 10 cifara. Jednaqina
te krive je

y2 = 82342800x6 − 470135160x5 + 52485681x4+

+2396040466x3 + 567207969x2 − 985905640x+ 247747600.

Sada navodimo neke najva�ije rezultate u oblasti Diofan-
tovih aproksimacija.

Kre�emo sa fenomenalnom teoremom Klausa Rota, koji je napra-
vio drastiqan napredak u Diofantovim aproksimacijama:
Za svaki algebarski iracionalni broj α i za bilo koje ε > 0,
postoji konstanta c > 0 (koja zavisi od α i ε) takva da za sve
svedene razlomke p

q
va�i∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ > c

q2+ε
.
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Ova teorema je znaqajna iz vixe razloga. Prvo, najboǉi stepen
q do tada je bio O(

√
d), gde je d stepen algebarskog broja α, a nakon

te teoreme, spuxtena je granica do broja koji ne zavisi vixe od
α. Drugo, boǉe od ovoga i ne mo�e, jer kao xto smo videli u
odeǉku o Diofantovim aproksimacijama, postoji beskonaqno sve-
denih razlomaka p

q
za koje ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

q2
.

Problem u Rotovoj teoremi je taj xto se ta konstanta c ne
mo�e izraqunati. Ipak, i pored tog nedostatka, Rotova teorema
ima mnoge primene, a sada navodimo jednu od ǌih.

Jednaqina xn − ayn = k, gde su k ∈ Z, a, n ∈ N, n ≥ 3 neparan,
ilustruje jednu primenu Rotove teoreme na Diofantove jednaqine.
Dokaza�emo da je broj celobrojnih rexeǌa ove jednaqine konaqan.
Sluqaj kada je a potpun n-ti stepen je lakxi i dokaz sledi iz
qiǌenice da je tada ayn potpun n-ti stepen i lim

x→∞
(x+1)n−xn = +∞.

Kada a nije potpun stepen, onda levu stranu jednaqine rastavǉamo
na slede�i naqin

(x− n
√
ay)(x− ξn n

√
ay)...(x− ξn−1

n
n
√
ay) = k,

gde je ξn n-ti primitivni koren iz 1. Deǉeǌem sa yn imamo(
x

y
− n
√
a

)(
x

y
− ξn n

√
a

)
...

(
x

y
− ξn−1

n
n
√
a

)
=

k

yn
.

Primetimo da za brojeve
x

y
− ξjn

n
√
a, 1 ≤ j ≤ n − 1, va�i da su

razlika racionalnog broja i kompleksnog broja, koji nije realan,
tako da je ovaj izraz ograniqen odozdo nezavisno od razlomka x

y

(npr. apslotunom vrednox�u imaginarnog dela tog kompleksnog
broja). Odavde dobijamo da je∣∣∣∣xy − n

√
a

∣∣∣∣ ≤ C

yn
,

za neku konstantu C koja ne zavisi od x i y. Jedan od naqina da
proqitamo Rotovu teoremu jeste da postoji samo konaqno mnogo
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svedenih razlomaka za koje ovo va�i, jer n ≥ 3. Me�utim sva-
ki svedeni razlomak mo�e dati najvixe jedno rexeǌe jednaqine,
tako da je broj rexeǌa navedene jednaqine konaqan. Ovu teoremu
mo�emo na�i u [1] ili na primer u [28] ili [51].

Za kraj ovog dela, navodimo quveni doprinos matematiqara
Alana Bejkera u Diofantovim aproksimacijama. Bejker je napisao
kǌigu u kojoj se nalaze ǌegovi rezultati - [6]. Navodimo jednu od
najznaqajnijih teorema iz kǌige [6].

Neka su α1, α2, ... , αn algebarski brojevi. Tada postoji
konstanta c (koja zavisi od ovih algebarskih brojeva), koja
se mo�e efektivno izraqunati, tako da za sve cele brojeve
b1, b2, ... , bn i B koji je ve�i od maksimumuma bi-ova va�i

αb11 α
b2
2 ...α

bn
n = 1

ili
|αb11 α

b2
2 ...α

bn
n − 1| ≥ B−c.

Posledica Bejkerovih rezultata je i Zigelova teorema o konaq-
nosti broja celobrojnih rexeǌa jednaqina, kada jednaqina formi-
ra krivu roda bar 1 nad Q. To nije jedina prednost, mogu�nost
da se efektivno izraquna konstanta svodi rexavaǌe jednaqine na
neki konaqan problem.

Na primer, za jednaqinu(
y

2

)
=

(
x

5

)
,

primenom Bejkerovih rezultata mo�emo ograniqiti

|x| < 101010
10600

.

Sada je stvarno ostalo ispitati ,,samo” toliko konaqno sluqaje-
va, me�utim i to je previxe! Neke moderne metode su smaǌile
to ograniqeǌe, prvo na 1010600, a onda i na 101800, xto je i da-
ǉe ogroman broj i treba nam qitava veqnost da proverimo sve te
sluqajeve.
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1.3 Moderne metode za rexavaǌe Diofantovih jednaqina

Ovde �emo samo ukratko navesti tehnike koje se danas koriste za
rexavaǌe Diofantovih jednaqina.

(1) Lokalne metode

Kao xto smo videli, ako je C(Qp) = ∅ ili C(R) = ∅, tada je i
C(Q) = ∅. Naravno, ovo nije qesto sluqaj, ali mo�e da pomogne
i zato to prvo proveravamo. Uz pomo� Hase-Vejlove procene is-
postavǉa se da ovde treba da proverimo samo konaqan broj sluqa-
jeva, tj. R i samo za jox konaqno prostih brojeva p ǌihova p-adska
poǉa. O ovome �e biti reqi u tre�oj glavi, te sada samo navodi-
mo dva primera:
(1a) C : y2 = −x6 − x2 − 2016 - tada je jasno C(R) = ∅, pa i C(Q) = ∅.
(1b) C : y2 = x11 − x − 1 (ili maǌe trivijalan primer C : y2 =
−x6 − 3x5 + 4x4 + 2x3 + 4x2 − 3x− 1) - tada se proverom utvr�uje da
je C(F11) = ∅, odakle je C(Q11) = ∅, pa i C(Q) = ∅.

Ovo se sve nalazi u [59].

(2) Spust

Ovaj metod se na engleskom jeziku zove descent i malo ga je texko
prevesti pogotovo xto se upotrebǉava u razliqitim kontekstima.
Ovde �emo objasniti xta to znaqi spust. Ideja je da problem re-
xavaǌa neke ,,komplikovanije” jednaqine svedemo na problem re-
xavaǌa neke ,,jednostavnije” jednaqine. Navodimo jedan jednosta-
van primer.

Rexavamo y2 = (−x2−x+1)(x4 +x3 +x2 +x+2) u skupu racional-
nih brojeva. Raqunaǌem rezultante polinoma −x2 − x + 1 i x4 +
x3 + x2 + x+ 2 ili elementarnom proverimo dolazimo do zakǉuqka
da ,,najve�i zajedniqki delilac” (ovo je pod navodnicima jer su
u pitaǌu racionalni brojevi, ali gledamo samo beskvadratne de-
love, pa mo�emo tako da ostavimo) �e da deli 19, odakle zadatak
svodimo na dva istovremena problema

−x2 − x+ 1 = da2,

x4 + x3 + x2 + x+ 2 = db2,

26



za neke a, b ∈ Q i d ceo broj koji deli 19.
Odmah vidimo da mora biti d > 0, inaqe druga jednaqina nema

rexeǌa. Dakle d = 1 ili je d = 19. Sada posmatraǌem druge jedna-
qine u F3 sledi x = 1 u poǉu F3, ali tada dobijamo kontradikciju
u F3 u prvoj jednaqini. Odavde je C(Q3) = ∅, xto povlaqi C(Q) = ∅.

Ova taktika nam ve�i problem svodi na maǌi gde onda lakxe
izvlaqimo zakǉuqke pomo�u kojih rexavamo jednaqinu. Tako�e,
kao i u (1), tekst je preuzet iz [59].

(3) Koliqniqke metode (ili odlazak-nadole)

I ove metode je izuzetno texko prevesti sa engleskog jezika, jer
ih neko naziva quotients, a neko going-down. Ideja je da posmatramo
nekonstantne morfizme f : C −→ D nad Q iz C na neku drugu krivu
D. Tada je f(C(Q)) ⊂ D(Q) i ako znamo D(Q) koje je i konaqno,
mo�emo odrediti i C(Q). Navodimo skice nekoliko primera:
(3a) Posmatrajmo jednaqinu C : y2 = 13x6 + 1. Ona se morfizmom
f : (x, y) 7→ (−1

x2
, y
x3

) slika na krivu D : y2 = x3+13. Mo�e se pokazati
da je D(Q) = {∞}, odakle je C(Q) ⊂ f−1({∞}), pa zakǉuqujemo da
je C(Q) = ∅.
(3b) Neka je C : y2 = 11x6 − 19. Mo�e se brzo proveriti da je
C lokalno rexiva, odakle ne dobijamo nikakav zakǉuqak. Daǉe,
pokuxavamo sa morfizmima f : C −→ D, gde f(x, y) = (11x2, 11y) i
D : y2 = x3 − 112 · 19 i g : C −→ E, gde g(x, y) = (−19

x2
, 19y
x3

) i E : y2 =
x3 + 11 · 192. Imamo dva morfizma iz naxe krive na dve eliptiqke
krive, za koje mo�emo dokazati da je D(Q) ∼= E(Q) ∼= Z, pri qemu
mo�emo eksplicitno da izraqunamo generatore ovih krivih. Onda
iz C(Q) ⊂ f−1(D(Q)) i C(Q) ⊂ g−1(E(Q)) i qiǌenice da se inverzne
slike ne poklapaju po modulu 7, sledi da mora biti C(Q) = ∅.
(3v) Mo�emo dokazati i da kriva C : y2 = (x2 + x + 1)(x4 + 7) nema
racionalnih rexeǌa, primenom ove metode zajedno sa spustom.
(3g) Slede�a kriva nam je ve� poznata iz dosadaxǌeg teksta C :
x4 − 17 = 2y2. Za ǌu znamo da je rexiva lokalno, a u dokazu da
nema racionalnih rexeǌa, upotrebǉavamo iste dve metode kao i
u prethodnom primeru, s tim xto je ovaj primer zanimǉiviji, jer

radimo spust u prstenu Z

[
1 +
√

17

2

]
, xto je prsten sa jedinstvenom
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faktorizacijom.
Ovi primeri se nalaze u[45].

(4) Metod Xaboti-Kolemana

Ovaj metod je glavni predmet master rada, tako da �e o ǌemu
biti reqi tokom celog rada.

(5) Mordel-Vejlovo rexeto

Ovaj metod predstavǉa neku varijantu uopxteǌaXaboti-Kole-
manovog metoda i ukratko �e biti izlo�en u jednom primeru u
sedmoj glavi. Za razliku od Xaboti-Kolemanovog metoda gde ko-
ristimo samo jedan prost broj p, ovde ih koristimo daleko vixe
i zato je skoro nemogu�e primeniti ovaj metod bez raqunara.

Koriste se isti objekti kao i kod Xaboti-Kolemanovog meto-
da, a to je posmatraǌe injektivnog preslikavaǌa i : C −→ J(C),
definisanog sa i(P ) = [P − P0], za bilo koju taqku P0 sa krive, a
J(C) je Jakobijan krive C (nad odgovaraju�im poǉem). Tako�e,
metod se isto bavi ograniqavaǌem broja racionalnih taqaka koje
se po nekom modulu redukuju na iste one taqke kao i ve� poznate
taqke krive. Ideja je dokazati da se ta granica poklapa sa brojem
ve� odre�enih taqaka.

Me�utim, granica se dobija na nexto drugaqiji naqin u odno-
su na Xaboti-Kolemanov metod, pa zato ovaj metod nije direktno
ǌegovo uopxteǌe, ali prednost je da mogu da se kombinuju zajedno
i da se dobijaju veoma korisne procene ukupnog broja racionalnih
rexeǌa, posebno u sluqaju kada je rod krive g = 2, a rang ǌenog
Jakobijana r = 1.

Za Mordel-Vejlovo rexeto tra�imo ,,mali” podskup W ⊂ J(Q)
i podgrupu L ≤ J(Q) ,,velikog” indeksa, takve da

i(C(Q)) ⊂
⋃
D∈W

(D + L) = W + L.

Kre�emo od L = J(Q) i W = {0} i induktivno konstruixemo niz
podgrupa konaqnog indeksa Li ≤ J(Q) i konaqnih podskupova Wi ⊂
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J(Q) takvih da

L0 ≥ L1 ≥ L2 ≥ ..., i(C(Q)) ⊂ Wi + Li.

To radimo korix�eǌem komutativnog dijagrama

C(Q) Wi + Li ⊂ J(Q)

C(Fp) J(Fp)

i

red red

i

Tada mo�emo staviti da je

Li+1 = ker(Li −→ J(Q) −→ J(Fp)) ≤ Li.

Uoqimo skup
W ′
i+1 = Wi + (Li/Li+1),

pri qemu u ovom koliqniku mislimo na predstavnike koseta. Tada
�e biti i(C(Q)) ⊂ W ′

i+1 + Li+1, pa mo�emo pokazati da je

Wi+1 = {w ∈ W ′
i+1 | red(W ) ∈ i(C(Fp))}

skup sa tra�enim svojstvom. Xta nam je potrebno da bismo us-
pexno primenili ovaj metod?

Prvo, potrebno nam je da [Li : Li+1] bude xto maǌe, kako bismo
mogli bez nekih nerexivih problema da odredimo skup W ′

i+1, koji
nije puno ve�i od Wi, odakle bi lako trebalo da dobijemo Wi+1.
Verovatno �emo vixe puta da raqunamo grupe Li i skupove Wi,
jer, kao xto smo najavili na poqetku, ciǉ nam je da do�emo do
podgrupe Jakobijana xto ve�eg indeksa.

Drugo, bitno je da brojevi Np = #J(Fp), koje dobijamo za razli-
qite izbore prostih brojeva p imaju xto vixe zajedniqkih fak-
tora. Tada informacije koje sakupimo mogu da donesu me�usobnu
kontradikciju. Na primer, ako za p = 5, znamo da je N5 = 12 i da
red slike racionalne taqke u J(F5) mo�e biti 2 i 4, dok za p = 7
bude N7 = 16 i da red slike racionalne taqke u J(F7) mo�e biti 8
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i 11, otpadaju mogu�nosti u kojima je 2 red slike u J(F5) i 11 u
J(F7). Ovakvim postupkom, uzimaju�i ve�i broj prostih brojeva,
odbacujemo mnoge mogu�nosti. Ilustracija primene ovog metoda
(i naqina razmixǉaǌa koji je ovde naveden) je primer rexavaǌa
jednaqine

y2 = 2x6 − 3x2 − 2x+ 1

u sedmoj glavi. Ako primenimo metod uspexno, obiqno �emo do-
biti da je Wk = i(A), za neki veliki broj k, dok je A skup poznatih
racionalnih taqaka.

Ideje i tehnike koje se koriste kada se rexavaju jednaqine uz
pomo� Mordel-Vejlovog rexeta se mogu na�i u radovima [12] i
[13] u kojima se ispituju krive oblika

y2 = f6x
6 + f5x

5 + f4x
4 + f3x

3 + f2x
2 + f1x+ f0,

pri qemu su f0, f1, ... , f6 mali celi brojevi, tj. za sve ǌih va�i
|fi| ≤ 3.

(6) Odlazak-nagore

Ovo je bukvalni prevod sa engleskog jezika od naziva going-up,
ideja je obrnuta od ideje (3), tako da ovde posmatramo nerami-
fikovane morfizme f : D −→ C nad Q i u procesu rexavaǌa ko-
ristimo svojstvo da postoji izraqunǉivo konaqno raxireǌe poǉa
K/Q u kojem va�i f−1(C(Q)) ⊂ D(K). Daǉe se rexavaǌe svodi na
odre�ivaǌe D(K). Poznato je da, ako je C kriva roda bar 2, takva
mora da bude i D, odakle �e D(K) biti konaqan skup. Za daǉe
informacije videti [38].

(7) Demjanenko-Maǌinov metod

Ovaj metod se primeǌuje retko, jer veoma qesto krive ne is-
puǌavaju uslove za primenu. Me�utim kada se primeǌuje, daje
efikasnu ocenu za brojioce i imenioce racionalnih rexeǌa jedna-
qine. Ideja je da se uoqi neki Abelov varijetet A, qija struktura
grupe indukuje i strukturu grupe na skupu morfizama X −→ A nad
Q. Abelov varijetet tra�imo tako da rang ove grupe morfizama
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bude ve�i od ranga A(Q), tj. da mo�emo da na�emo vixe nezavis-
nih morfizama X −→ A nego nezavisnih taqaka u A(Q). Kada je
ispuǌen ovaj uslov, ovaj metod daje jako dobre rezultate, ali jako
texko se ispuǌava. Vixe informacija se mo�e na�i u [38] i [58].

(8) Eliptiqki Xaboti

Eliptiqki Xaboti je modifikacija Xabotijevog metoda tak-
va da jednaqini koju rexavamo pridru�ujemo odre�ene eliptiqke
krive. Prednost u odnosu na standardni Xabotijev metod je to
xto je lakxe sprovesti raqun na eliptiqkim krivama nego na Jako-
bijanima. Me�utim, te eliptiqke krive koje posmatramo ne�e
biti definisane nad Q, ve� nad brojnim poǉima, xto pove�ava
slo�enost raquna. Navodimo literaturu daǉe izuqavaǌe ovog
metoda - [38] i [31].

(9) Modularnost

Modularne forme su jako mo�an objekat sa velikim rezultati-
ma u teoriji brojeva. Jedna od primena modularnih formi je i
na Diofantove jednaqine i to ni maǌe ni vixe - na dokaz Velike
Fermaove Teoreme. Naravno, matematika koja je u pozadini tog
dokaza je suvixe ozbiǉna za ovaj master rad i ovde navodimo samo
skicu dokaza. Pre dokaza preskaqemo definicije osnovnih pojmo-
va za modularne forme, kao xto je te�ina modularne forme ili
Hekeov operator. Za naxe potrebe, nova forma (na engleskom new-
form) je modularna forma koja je sopstveni vektor za sve Hekeove
operatore u isto vreme. Kao i svaki sopstveni vektor, mo�e biti
normalizovana, tj. stepeni red �e poqeti sa q (umesto cq). Posma-
tra�emo modularne forme te�ine 2. Tako�e, bitan nam je i nivo
nove forme, koji �emo samo opisno definisati, to je N , ako je N
najmaǌi prirodan broj, takav da je dejstvo te nove forme invar-
ijantno u odnosu na dejstvo kongruentne podgrupe Γ0(N) (matrice
iz SL(2,Z), takve da N deli doǌi levi element) na gorǌu polura-
van =z > 0. Postoji samo konaqno mnogo novih formi fiksiranog
nivoa N , zapravo ima i jedna va�na teorema vezana za to, koja
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ka�e da ne postoje nove forme nivoa

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 16, 18, 22, 25, 28, 60.

Dakle, nova forma je q-razvoj (q = e2iπz)

f = q +
∞∑
n=2

cnq
n,

pri qemu se ispostavǉa da su koeficijenti cn realni i algebarski
nad Q. Xtavixe, svi su elementi jednog totalno realnog brojnog
poǉa K. Totalno realno brojno poǉe je brojno poǉe K takvo da
za svako ǌegovo utapaǌe u i : K −→ C va�i da je i(K) ⊂ R. Za
sva utapaǌa σ : K −→ R va�i |σ(cl)| ≤ 2

√
l, za proste l. Ka�emo da

je nova forma racionalna ako su joj svi koeficijenti racional-
ni. Podsetimo se (ili mo�emo videti u [51]) da je konduktor
eliptiqke krive (nad Q) broj koji karakterixe kakva je redukcija
eliptiqke krive po prostim modulima. Slede�a teorema je veoma
va�na i izuzetno texka. Ta teorema je posledǌi korak u dokazu
Velike Fermaove Teoreme. Glavni deo ove teoreme je dokazao En-
dru Vajls, matematiqar koji je i zavrxio dokaz Velike Fermaove
Teoreme.

Teorema modularnosti. Svakoj racionalnoj novoj formi f nivoa
N pridru�imo eliptiqku krivu Ef konduktora N , takvu da za sve
proste brojeve l - N va�i cl = al(Ef ), gde je al(Ef ) = l+1−#Ef (Fl), a
cl l-ti koeficijent u razvoju modularne forme. Za svaki prirodan
broj N , pridru�ivaǌe f 7→ Ef je bijekcija izme�u racionalnih
novih formi nivoa N i klasa izogenija eliptiqkih krivih kon-
duktora N .

Neka je p prost broj, f = q +
∑∞

n=2 cnq
n, nova forma nivoa N ′,

K = Q(c2, c3, ...) i OK prsten celih brojnog poǉa K. Neka je E
eliptiqka kriva konduktora N . Ka�emo da eliptiqka kriva E
nastaje modulo p iz nove forme ako postoji neki prost ideal P | p
u OK, takav da za sve proste brojeve l va�i:
(1) Ako l - pNN ′, onda al(E) ≡ cl (mod P);
(2) Ako l - pN ′ i l || N , tada l + 1 ≡ ±cl (mod P).
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Ovo pixemo E ∼p f . Ako je f racionalna nova forma, onda ona
odgovara taqno jednoj eliptiqkoj krivoj E ′ i to pixemo E ∼p E ′ i
ka�emo da E nastaje modulo p od E ′.

Neka su konduktori za E i E ′, redom N i N ′ i pretpostavimo
E ∼p E ′. Tada, za sve proste brojeve l va�i:
(1) Ako l - NN ′, onda al(E) ≡ al(E

′) (mod p);
(2) Ako l - N ′ i l || N , onda l + 1 ≡ ±al(E ′) (mod p).

Treba nam jox jedna teorema. U okviru pripreme za tu teore-
mu, neka je E jedna eliptiqka kriva nad Q, koja je u minimalnom
modelu, sa minimalnom diskriminantom ∆ = ∆min, N konduktor E
i p prost broj. Definiximo broj Np na slede�i naqin

Np =
N∏

q||N,p|ordq(∆)

q
.

Navodimo pojednostavǉen sluqaj teoreme.
Ribetova teorema o smaǌeǌu niova. Neka je p ≥ 5 prost broj.
Neka je E eliptiqka kriva nad Q, koja nema p-izogenija. Tada
postoji nova forma f , nivoa Np, za koju E ∼p f .

Napomenimo da teorema ne garantuje da �e nova forma biti
racionalna. Uvi�amo da nam treba i neka teorema koja nam obezbe-
�uje kada eliptiqka kriva nema p-izogenije. Navodimo tri teo-
reme.
Teorema. (Mazur 1) Neka je E/Q eliptiqka kriva i p prost broj
koji zadovoǉava bar jedan od uslova:
(1) p > 163;
(2) p ≥ 5 i #E(Q)[2] = 4 i konduktor krive E je beskvadratan.

Tada E nema p-izogenija.
Teorema. (Mazur 2) Neka je E/Q eliptiqka kriva i p prost broj
koji zadovoǉava bar jedan od uslova:
(1) p ≥ 17 i j(E) /∈ Z[1

2
];

(2) p ≥ 11 i E je polustabilna eliptiqka kriva;
(3) p ≥ 5 i #E(Q)[2] = 4 i E je polustabilna eliptiqka kriva.

Tada E nema p-izogenija.
Teorema Neka je E/Q eliptiqka kriva sa konduktorom N . Ako je
ord2N ∈ {3, 5, 7}, tada E nema izogenija neparnog stepena.
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Konaqno dolazimo do primene modularnih formi na Diofan-
tove jednaqine.

Velika Fermaova Teorema Jednaqina xn + yn = zn, gde je n ∈ N,
n > 2 ima samo trivijalna celobrojna rexeǌa.

Dokaz (preciznije skica dokaza). Videli smo ve� da jednaqina
nema rexeǌa za n = 3 i n = 4. Dovoǉno je da doka�emo da ova jed-
naqina nema netrivijalnih rexeǌa za proste brojeve p ≥ 5. Pret-
postavimo suptrotno. Mo�emo da pretpostavimo ap + bp + cp = 0,
a, b, c ∈ Z i abc 6= 0. Bez gubǉeǌa opxtosti, mo�emo namestiti
(a, b, c) = 1, 2 | b i ap ≡ −1 (mod 4). Ovom rexeǌu pridru�ujemo
odgovaraju�u Frajovu krivu

E : y2 = x(x− ap)(x+ bp).

Ovo je eliptiqka kriva qija je diskriminanta

∆ = 16a2pb2p(ap + bp)2 = 16a2pb2pc2p.

Ovaj model nije minimalan, ali mo�emo primeniti Tejtov algo-

ritam da bismo dobili ∆min =
a2pb2pc2p

28
i konduktor te eliptiqke

krive N =
∏
l|abc

l, pri qemu proizvod ide po prostim brojevima l

koji dele prozivod abc. Zakǉuqujemo da je N beskvadratan, pret-
postavku p ≥ 5 imamo, a ova eliptiqka kriva ima punu racionalnu
torziju reda 2, pored beskonaqne taqke, to su taqke (0, 0), (ap, 0),
(−bp, 0) - dakle ukupno 4. Po Mazurovoj teoremi 1, ova eliptiqka
kriva nema p-izogenija. Sada je ispuǌen uslov Ribetove teoreme.
Prema tome, postoji nova forma f , nivoa Np, takva da E ∼p f .
Treba da izraqunamo broj Np. Kako je N beskvadratan, to je q | N
ekvivalentno sa q || N . Tako�e, poxto N ima proste faktore od
a, b i c, a ∆min ima iste proste faktore, pri qemu svaki prost
broj, sem 2 (zbog deǉeǌa sa 28), deli ∆min sa stepenom deǉivim sa
p, u definiciji broja Np, u razlomku �e se pokratiti svi prosti
brojevi u proizvodu, sem broja 2, koji �e se na�i u brojiocu, ali
ne i u imeniocu, pa je Np = 2. Dakle, Ribetova teorema ka�e da
je nova forma f nivoa 2, me�utim teorema koju smo naveli ka�e
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da ne postoji nova forma nivoa 2. KONTRADIKCIJA!

Ovaj tekst prati literaturu u [47], [35].

Uz pomo� modularnih formi se mogu rexiti i jox neke druge
jednaqine, na primer 2x = 3y + 5z u skupu prirodnih brojeva ili
x2p+y2p = z5, za cele, uzajamno proste brojeve x, y i z i p ≥ 7 prost
broj.

1.4 Xabotijev i Kolemanov metod ukratko i struktura ovog
master rada

Mo�da i najve�i rezultat u istoriji prouqavaǌa Diofantovih
jednaqina jeste Faltingsova teorema, koja klasifikuje broj rex-
eǌa u zavisnosti od roda krive koja je definisana jednaqinom koju
rexavamo. Me�utim, dokaz teoreme ne daje postupak kako se mo�e
rexiti jednaqina! Iako je poznato da u velikom broju sluqajeva
Diofantova jednaqina ima samo konaqno mnogo rexeǌa i daǉe ne
znamo univerzalni algoritam koji bi je rexio. Zato je korisno
ograniqiti broj rexeǌa.

Pre nego xto je Faltings dokazao svoju quvenu teoremu, Xaboti
je dokazao konaqnost broja racionalnih taqaka na ,,lepoj” krivoj
roda bar 2, ali uz neke uslove. Kao xto smo videli u teore-
mi 2 (3), Faltingsova teorema nema uslove (sem da kriva bude
,,lepa”), odakle je to jaqi rezultat posle kojeg deluje da Xaboti-
jeva teorema gubi smisao. Ipak, kasnije je Robert Koleman naxao
naqin kako da upotrebi Xabotijev metod tako da ograniqi broj
rexeǌa Diofantove jednaqine (uz neke uslove) odozgo, xto je bio
nedostatak Xabotijeve teoreme, koja (uz uslove) tvrdi da je broj
racionalnih taqaka na krivoj (kriva je definisana Diofantovom
jednaqinom koju rexavamo) konaqan, bez procene.

Kada primeǌujemo Xaboti-Kolemanov metod, �eǉa nam je da
na�emo dovoǉno jako gorǌe ograniqeǌe broja racionalnih taqaka
koje bi se poklopilo sa brojem ve� na�enih racionalnih taqaka.
Tada bi postupak rexavaǌa te jednaqine bio gotov.

Oqekivano, ni ovaj metod nije dovoǉno dobar da pokrije zado-
voǉavaju�i broj sluqajeva i zato se i danas prouqava, odakle
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postoje neka poboǉxaǌa te teoreme, i kombinuje sa nekim drugim
metodima, kao xto je, na primer, Mordel-Vejlovo rexeto, qime
mogu da se dobiju boǉe gorǌe granice.

Ovaj metod zahteva poznavaǌe algebarskih krivih i ǌihovih
svojstava, qemu je posve�ena druga glava, p-adskih brojeva i p-
adske analize, xto se obra�uje u tre�oj glavi, Jakobijana krive,
koji je opisan u qetvrtoj glavi i Kolemanove integracije, koja
je kratko predstavǉena u petoj glavi. Kasnije se u xestoj glavi
nalaze glavne teoreme sa dokazima, dok se u sedmoj glavi nalaze
primeri primene Xaboti-Kolemanovog metoda na rexavaǌe Dio-
fantovih jednaqina.

Kǌige (tj. ǌihovo pa�ǉivo qitaǌe) [28], [8] i [30] mogu mnogo
pomo�i u procesu sticaǌa dovoǉnog znaǌa matematiqkog aparata
koji je potreban da bi se krenulo u ozbiǉno istra�ivaǌe Dio-
fantovih problema.

Za kraj, �eleo bih da istaknem veliku zahvalnost mentoru i
mom profesoru teorije brojeva, dr Goranu �ankovi�u, na pred-
logu teme, znaǌu teorije brojeva koje me je nauqio, mogu�nostima
u koje me je uputio, na mnogobrojim savetima i ispravkama, kao
i na pomo�i oko mnogih tehniqkih stvari koje su pratile izradu
ovog master rada.

Tako�e, �eleo bih da iska�em i zahvalnost profesorima, qi-
ja je oblast istra�ivaǌa usko vezana za Diofantove probleme,
koje sam upoznao na konferencijama i xkolama posve�enim ovoj
oblasti.

I would like to express my great appreciation to Professor Jennifer Bal-
akrishnan, Professor Marc Hindry, Professor Samir Siksek, Professor Michael
Stoll, and my older colleagues PhD Laura Capuano and PhD Francesco
Veneziano for helping me in writting this master thesis by discussion with
me about the topic and by recommendation of references for Diophantine
Equations.
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2 Algebarske krive

2.1 Uvodno o algebarskim krivama

Preporuqena literatura: Za lep i lagan uvod uz dosta primera
i zadataka [42], [22], [20], dok za ozbiǉnije prouqavaǌe je encik-
lopedija [27], a za one koje zanima aritmetiqka strana, brz pre-
gled tvr�eǌa je u [51] (koja za dokaze usmerava na [27]), a pregled
sliqan tome se i ovde nalazi. Za pojedine delove, mo�e biti do-
bra literatura i [21], jer ima nekoliko ura�enih primera, od
kojih su neki i ovde preuzeti. U ovom delu se nalaze tvr�eǌa bez
dokaza, samo sa komentarima.

Pojam krive se vezuje za krivu liniju na papiru ili na tabli,
odnosno u ravni. To je jedna od prirodnih intuicija koje qovek
ima, ali da bi se krive matematiqki prouqavale, potrebno je
da se taj pojam precizno definixe. Za poqetak �emo da vidimo
kako mogu da se definixu afina i projektivna kriva, uz nekoliko
primera. Poxto �elimo da opixemo algebarsku krivu, oqekujemo
da nam je potrebna neka jednaqina, koju �emo da posmatramo nad
poǉem K.

Afina algebarska ravanska kriva je skup taqaka (a1, a2) u afi-
nom prostoru A2(K) za koje je F (a1, a2) = 0, za neki nenula polinom
F (x, y) ∈ K[x, y]. Odmah prime�ujemo da se skup taqaka ne razliku-
je, ako se posmatraju polinomi koji se razlikuju (mno�eǌem) do
na konstantu ili ako polinom F ima ili nema vixestruke fak-
tore u faktorizaciji. Ipak, konstanta nam ne meǌa nixta bitno,
te na ǌu ne�emo obra�ati pa�ǌu, dok �emo videti kasnije da je
korisno da dopustimo vixestruke faktore.

Trebalo bi da do sada znamo neke osnovne izme�u krivih raz-
like kada krive definixemo polinomima razliqitih stepena, re-
dom 1, 2, 3, 4, stepenom ve�im od 4, te krive se nazivaju drugaqije:
prava, konika (krug, elipsa, hiperbola, parabola), kubika (eliptiqka
kriva), kvartika, hipereliptiqka kriva... Vide�emo kasnije kakvu
bitnu razliku mogu da poseduju krive definisane polinomima ra-
zliqitog stepena.

Na sliqan naqin mo�emo da uvedemo i algebarsku projektivnu
ranvasku krivu kao skup taqaka [a0, a1, a2] ∈ P2(K) projektivnog pros-
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tora za koje je F (a0, a1, a2) = 0, za neki homogen polinom F ∈ K[x, y, z].
Kao i kod afinih krivih, konstanta nije va�na, a dozvoǉavamo
vixestruke faktore polinoma F . Razlika izme�u afinih i projek-
tivnih krivih je ,,samo” u taqkama u beskonaqnosti, ali te taqke
ispravǉaju mnoge anomalije koje mogu da se dogode.

Najpoznatije tvr�eǌe koje ovo objaxǌava je Bezuova teore-
ma: Neka su C1 : F = 0 i C2 : G = 0 projektivne krive koje nemaju
zajedniqke komponente (tj. F i G nemaju zajedniqke komponente).
Tada se one seku (raqunaju�i vixestrukosti) u taqno degF · degG
taqaka! Jasno je da ovo ne mora da va�i u afinom prostoru. Da
bismo radili u dovoǉnoj opxosti, zadr�a�emo se u projektivnom
prostoru i da se ne ograniqavamo na ravan, da�emo opxtu defini-
ciju algebarske krive. Poxto nema dovoǉno vremena i prostora,
mo�emo samo ukratko da se podsetimo nekih uvodnih pojmova u al-
gebarskoj geometriji, na neformalan naqin.

Algebarski skupovi su skupovi taqaka nula odre�enih poli-
noma. Algebarski skup je nesvodǉiv ako se ne mo�e napisati
kao unija dva strogo maǌa algebarska skupa. Afini varijetet
je nesvodǉivi algebarski skup. Ispostavǉa se da se skup poli-
noma mo�e zameniti idealom generisanim tim skupom, tako da
algebarske skupove vidimo kao nule polinoma koji qine ideal
u prstenu polinoma. Daǉe, algebarski skup je nesvodǉiv ako i
samo ako je ideal od kog nastaje prost u prstenu polinoma. Iz
prethodnog zakǉuqujemo da je afini varijetet i algebarski skup
nula prostog ideala u prstenu polinoma.

Poxto afini prostor ne pokriva naxu intuiciju, koristimo i
projektivni prostor, gde radimo sa homogenim polinomima. Tada
projektivni varijetet mo�emo videti kao skup nula polinoma ho-
mogenog ideala (generisanog homogenim polinomima) koji je prost
u odgovaraju�em prstenu polinoma.

Svakom varijetetu V koji je skup nula polinoma ideala I pri-
dru�ujemo koordinatni prsten funkcija sa K[V ] = K[X]/I, gde
K[X] predstavǉa prsten polinoma prostora u kom �ivimo (nije
nu�no samo po jednoj promenǉivoj). Motivacija za ovo je da su
sada sve funkcije ovog prstena zaista razliqite na varijetetu.
Poxto je I prost ideal, prsten funkcija je domen celih, pa se
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od ǌega mo�e napraviti koliqniqko poǉe - K(V ), funkcijsko poǉe
varijeteta V . Elemente poǉa K(V ) vidimo kao racionalna pres-

likavaǌa iz V u K, tj. kao koliqnike
F

G
, gde su F,G ∈ K[X] (ako se

radi o projektivnom prostoru, onda su F i G homogeni polinomi
istog stepena).

Naravno, ovakvo preslikavaǌe ne mora biti definisano u svakoj
taqki P ∈ V , mo�e se desiti da bude G(P ) = 0. Nekad je to mogu�e
otkloniti (tu koristimo indentifikaciju polinoma qija je razli-
ka u I), a nekad nije. Ako je mogu�e da definixemo preslikavaǌe
u taqki P ∈ V , tada se preslikavaǌe regularno (ili definisano) u
taqki P . Ako je preslikavaǌe definisano u svakoj taqki P , onda
ka�emo da je preslikavaǌe regularno.

U koordinatnom prstenu funkcija uoqavamo ideal

MP = {F ∈ K[V ] | F (P ) = 0},

ovaj ideal je maksimalni u K[V ]. Tako�e, u funkcijskom poǉu
uoqavamo prsten

OV,P = {φ ∈ K(V ) | φ =
F

G
,F,G ∈ K[V ], G(P ) 6= 0},

koji se naziva lokalni prsten varijeteta V u P . Drugim reqi-
ma, to je prsten svih definisanih racionalnih funkcija u taqki
P ∈ V . Lokalni je zato xto je u ǌemu mP = {φ ∈ OV,P | φ(P ) = 0}
jedini maksimalan ideal. To se lako dokazuje, jer svaki element
φ ∈ OV,P\mP je preslikavaǌe definisano (regularno) u P za koje
va�i φ(P ) = F (P )

G(P )
6= 0, odakle je i ǌegovo inverzno preslikavaǌe

φ−1 = G
F
je definisano (regularno) u P , odakle φ−1 ∈ OV,P , odakle

sledi da je φ ∈ O∗V,P , a ovo je karakterizacija lokalnih prstena sa
ǌihovim jedinstvenim maksimalnim idealnom (videti, na primer
[4]).

Iako smo u prvoj glavi ve� videli jedan primer racionalnog
preslikavaǌa i morfizma, tek �emo ih ovde definisati. Racional-
no preslikavaǌe izme�u varijeteta V1 i V2 ⊆ Pn je preslikavaǌe
oblika φ = [φ0, ..., φn], gde su φ0, ... , φn ∈ K(V1). Naravno, ovo
preslikavaǌe treba da ima smisla, tj. da za sve P ∈ V1 za koje
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su φ0, ... , φn definisani va�i da je φ(P ) = [φ0(P ), ...., φn(P )] ∈ V2.
Prime�ujemo da se ne zahteva da preslikavaǌa φ0, ... , φn budu
definisana u svakoj taqki P ∈ V1. Nekada se to mo�e otkloniti,
a nekada i ne.

U projektivnim prostorima postoji oqekivan naqin da reximo
problem loxe definisanosti. Racionalno preslikavaǌe

φ = [φ0, ..., φn] : V1 −→ V2

je definisano (ili regularno) u taqki P ∈ V1 ako postoji pres-
likavaǌe g ∈ K(V1) za koje va�i da su gφ0, ... , gφn definisana
u P i bar jedna jedna od ǌih u taqki P nije nula. Tada je
φ(P ) = [gφ0(P ), ..., gφn(P )].

Vidimo da je ovaj naqin zaista dobro definisano preslikavaǌe
u taqki P koje je u projektivnom prostoru jednako polaznom. Vidi
se da mo�emo da uzmemo razliqite funkcije g za razliqite taqke
P , ne mora jedna funkcija biti dovoǉna za sve taqke kod kojih
ima problem. Ako problem definisanosti mo�emo da reximo u
svakoj taqki, tj. ako je preslikavaǌe φ regularno u svakoj taqki,
onda se naziva morfizam. Nije svako racionalno preslikavaǌe i
morfizam.

Dimenzija varijeteta se definixe kao transcendentni stepen
raxireǌa [K(V ) : K], xto bi intuitivno trebalo da vidimo kao
broj parametara koji opisuje varijetet (jer one preostale onda
mo�emo da izrazimo polinomski preko ovih poznatih parametara)
i to nam daje razumnu predstavu dimenzije.

Definicija 1. Algebarska kriva je projektivni varijetet dimenz-
ije 1.

Ve� mo�e da nam bude jasno zaxto je ovako definisana alge-
barska kriva, na primer, ako uzmemo skup F (x, y) = 0 u ravni, to je
afina algebarska kriva, ali ujedno mo�emo polinomski da izrazi-
mo y preko x u poǉu K nad kojim gledamo i zato dobijamo dimenziju
1, jer je x neodre�ena, pa i transcendentno nad K. Na daǉe �emo
algebarsku krivu zvati jednostavno kriva i pretpostavǉa�emo da
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je kriva zadata jednom jednaqinom (afino ili projektivno).

Krive koje imaju xiǉke ili samopreseke se ponaxaju dosta
drugaqije u odnosu na ostale, a i obiqno kada crtamo krivu, cr-
tamo je ,,normalnu”, glatku, zato �emo uglavnom prouqavati samo
takve krive, jer kod ǌih va�e oqekivani zakǉuqci. Neko ko zna
stukturu racionalnih taqaka eliptiqkih krivih ve� zna jedan
primer velike razlike u sluqaju kada je kriva glatka i singular-
na (pogledati [51]).

Definicija 2. Kriva C : F = 0 je glatka u taqki P ∈ C ako bar
neki parcijalni izvod polinoma F u taqki P nema vrednost nula.
Kriva je glatka ako je glatka u svakoj svojoj taqki P ∈ C. U
suprotnom se naziva singularna.

Primer 1. Neka je (afina) kriva data jednaqinom C : y2 = f(x),
pri qemu je f ∈ K[x]. Tada je C glatka ako i samo ako f ne-
ma vixestrukih nula u K. Jasno se vidi da jedine taqke koje
mogu biti singularne su taqke oblika Pα = (α, 0), pri qemu je α
vixestruka nula polinoma f .

Glatke krive imaju mnoge lepe osobine. Poqiǌemo sa jednom
koja je netrivijalna, ali koja ima mnoge zgodne posledice.

Tvr�eǌe 1. Neka je P ∈ C glatka taqka krive C. Tada je OC,P
prsten diskretne valuacije.

Literatura gde su lepo objaxǌeni prsteni diskretne valu-
acije je [24] ili [4]. Dokaz ovog tvr�eǌa dajemo u specijalnom
sluqaju kada je kriva hipereliptiqka u delu nameǌenom za to.
Podse�aǌa radi, komutativni domen celih R je prsten diskretne
valuacije ako postoji diskretna valuacija v na ǌemu za koju je
R∗ = {r ∈ R | v(r) = 0} i ideal {r ∈ R | v(r) > 0} je glavni. Diskret-
na valuacija na R je preslikavaǌe v : R −→ N0 ∪ {∞} koje je ,,na” i
zadovoǉava slede�a svojstva (za sve r i r′ iz prstena R):
(1) v(r) =∞ ⇐⇒ r = 0;
(2) v(rr′) = v(r) + v(r′);
(3) v(r + r′) ≥ min{v(r), v(r′)}.
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Specijalno, kada je kriva C glatka, onda je u svakoj taqki P ∈ C
OC,P prsten diskretne valuacije.

Definicija 3. U svakoj glatkoj taqki P ∈ C mo�emo uvesti prirod-
nu (normalizovanu) valuaciju, koja se nekad naziva i P -adiqna val-
uacija

ordP : OC,P −→ N0 ∪ {∞},

ordP (φ) = sup{d ∈ N0 | φ ∈ md
P}.

Korix�eǌem da je ordP (F
G

) = ordP (F )−ordP (G) produ�avamo val-
uaciju ordP na K(C) i dobijamo preslikavaǌe

ordP : K(C) −→ Z ∪ {∞}.

Ravnomernizator za C u P je bilo koja funkcija t ∈ K(C) za koju
je ordP (t) = 1, tj. bilo koji generator ideala mP .

Definicija 4. Neka je P glatka taqka na krivoj C i φ ∈ K(C).
Red funkcije φ u P je ordP (φ). Ako je ordP (φ) > 0, onda ka�emo da je
P nula funkcije φ, a ako je ordP (φ) < 0, onda ka�emo da je P pol
funkcije φ. Ako je ordP (φ) ≥ 0, onda je φ regularno (definisano) u
taqki P i mo�emo izraqunati vrednost φ(P ). U suprotom, φ ima
pol u P i tada stavǉamo φ(P ) =∞.

Primer 2. Projektivna prava P1 se opisuje sa dve koordinate.
Poxto nemamo uslova za koordinate x i y, onda je K[P1] = K[x, y],
odnosno K(P1) = K(x, y), ali ne celo, ve�, radi dobre definisanos-
ti, koliqnici homogenih polinoma istog stepena. Ako gledamo
samo afini deo, analogno je K[A1] = K[x] i K(A1) = K(x).

Zbog uslova da u projektivnom prostoru moramo imati koliq-
nike homogenih polinoma istog stepena, nakon deǉeǌa svega sa y
mo�emo indentifikovati prostore K(P1) = K(A1) = K(x). Nekad
�emo koristiti ovu identifikaciju, a nekad ne. Odredimo ravnom-
ernizator proizvoǉne taqke projektivne prave [a, b].
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Treba nam polinom koji je u toj taqki nula taqno jednog reda,
pa je najjednostavnije uzeti bx−ay

y
, za [a, b] 6= [1, 0], dok za [1, 0] uz-

imamo y
x
. Ako gledamo afine koordinate, tu moramo razlikovati

sluqaj kad je taqka konaqna - za taqku a ∈ A1 ravnomernizator je
x− a, dok je za beskonaqnu taqku ∞ ravnomernizator 1

x
.

Slede�i primer navodimo bez dokaza, dokaz ove qiǌenice uop-
xte nije lak i veoma je naporan i nalazi se kasnije u tekstu sa
idejom da ilustruje koliko je texko dokazati nexto xto je veoma
oqekivano.

Primer 3. Posmatrajmo krivu C : y2 = f(x) nad algebarskim
zatvoreǌem poǉa K - K kada polinom f nema vixestruke korene.
Neka je α ∈ K nula polinoma f , tada je Pα = (α, 0) glatka taqka na
krivoj C. Sada znamo da postoji ravnomernizator za C u taqakama
Pα, to �e biti funkcija y ∈ mPα.

Jasno je da je y(Pα) = 0, a ne oqekujemo da postoji funkcija
koja je maǌeg reda, jednostavno ne mo�emo videti nixta xto bi
uz pomo� jednaqine krive moglo da ima maǌi red. Mo�emo da
primetimo i da za funkciju x − α va�i (x − α)(Pα) = 0, me�utim
ona nije ravnomernizator, zapravo iz jednaqine krive nalazimo

(x− α) =
y2

f(x)

x− α

,

i Pα je nula reda 2, jer po pretpostavci je α jednostruki koren
polinoma f , a u Pα y2 ima dvostruku nulu. Sa druge strane, ako
uzmemo proizvoǉnu taqku krive Pαβ = (α, β) ∈ C takvu da je β 6= 0,
tada ne prolazi prethodni argument i sada �e x−α biti ravnom-
ernizator u taqki Pαβ. Kao i malopre, ne dokazujemo ovo, ali ima
smisla da poverujemo u to.

Za kraj, poxto krive posmatramo kao projektivne objekte, tre-
ba obratiti pa�ǌu na sluqajeve u beskonaqnosti. Uoqavamo da
imamo dva sluqaja.

Prvi sluqaj je ako je stepen polinoma f paran broj, recimo 2g+
2, za neko g ∈ N0, tada imamo dve taqke u beskonaqnosti, koje �emo
oznaqiti sa∞s i∞−s (ako znamo da je vode�i koeficijent f jednak
1, onda samo sa ∞+ i ∞−). Funkcija 1

x
�e biti ravnomernizator
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u tim taqkama, pa �emo imati ord∞±s(x) = −1, tj. x ima pol reda 1
u beskonaqnim taqkama i ord∞±s(y) = −g−1, odakle y ima jox ve�i
pol u ovim taqkama.

U drugom sluqaju, kada je stepen polinoma f neparan broj, ne-
mamo dve ,,suprotne” beskonaqnosti, ve� samo jednu, ∞. Sada je
ord∞(x) = −2, dok je ord∞(y) = −2g − 1. Poxto sa jedne strane
imamo funkciju koja ima najja�i paran stepen 2, a sa druge strane
neparan stepen, i svaki poredak je ceo broj, ne iznena�uje nas
ni ovaj rezultat. Zbog ovih poznatih vrednosti, vidimo da za
ravnomernizator u ovoj beskonaqnosti ∞ mo�emo uzeti xg

y
.

Kako je φ ∈ K(C) koliqnik dva polinoma, oqekivan je i slede�i
rezultat.

Tvr�eǌe 2. Neka je C glatka kriva i φ ∈ K(C), pri qemu φ 6= 0
(gde je 0 konstantna nula funkcija). Tada φ ima konaqno mnogo
nula i polova.

Tvr�eǌe 3. Neka je K algebarski zatvoreno poǉe i C glatka kri-
va nad K. Tada je za svako φ 6= 0 ∈ K(C) broj nula i polova
(raqunatih sa vixestrukox�u) jednak. Ako φ nema polova uop-
xte, onda je φ konstantna funkcija.

Da bismo stekli ose�aj o funkcijskim poǉima, navodimo jox
jedno tvr�eǌe koje liqi na ono xto �emo kasnije koristiti.

Tvr�eǌe 4. Pretpostavimo da je K perfektno poǉe. Neka je P ∈ C
glatka taqka i t ∈ K(C) ravnomernizator za tu taqku. Tada je
K(C) konaqno separabilno raxireǌe poǉa K(t).

Konaqnost ovog raxireǌa mo�emo da vidimo zbog toga xto su
i K(C) i ǌegovo potpoǉe K(t) transcendentog stepena 1 nad K. Za
dokaz da je ovo raxireǌe i separabilno, pogledati, na primer,
[51]. Slede�e tvr�eǌe se mo�e brzo dokazati korix�eǌem svo-
jstva da je mP prsten diskretne valuacije za sve glatke taqke P
krive C.

Tvr�eǌe 5. Neka je φ : C −→ V racionalno preslikavaǌe, pri
qemu je V ⊆ Pn varijetet i neka je P ∈ C glatka taqka. Tada je
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φ regularno u P . Specijalno, ako je C glatka, tada je φ morfizam.

Slede�a teorema deluje neverovatno na prvi pogled! Kao xto
se i mo�e pretpostaviti, veoma je korisna i ima dosta primena.

Teorema 4. Neka je φ : C1 −→ C2 morfizam glatkih krivih. Tada
je φ konstantno ili ,,na”.

Za kraj ovog navo�eǌa teorema, navodimo jox jedno va�no tvr-
�eǌe, koje je bitno iz razloga da bismo mogli da formalizujemo
neke objekte koje oqekujemo da �e se bax tako ponaxati. Ubrzo
�emo da vidimo taj proces uz nekoliko primera, jer je ovo za prvo
qitaǌe malo zbuǌuju�e. Pre toga, treba nam i nova definicija.

Definicija 5. Neka je φ : C1 −→ C2 nekonstantno racionalno
preslikavaǌe glatkih krivih nad poǉem K. Ovo preslikavaǌe in-
dukuje injektivno preslikavaǌe φ∗ : K(C2) −→ K(C1) definisano
sa φ∗(f) = f ◦ φ.

Najqex�e se prilikom ovog preslikavaǌa ni ne koriste za-
grade, tj. pixe se φ∗f umesto φ∗(f). Poxto je f racionalno
preslikavaǌe iz C2 u K, mo�emo uzeti kompoziciju racionalnog
nekonstantnog preslikavaǌa φ koje preslikava C1 u C2 i f koje
�e slike u C2 daǉe poslati u K i ovom kompozicijom zaista do-
bijamo racionalno preslikavaǌe iz C1 u K. Po konstrukciji se
vidi da je ovakvo preslikavaǌe injektivno (jer je φ ,,na”, poxto
nije konstantno).

Teorema 5. Neka su C1 i C2 glatke krive posmatrane nad poǉem K
i φ nekonstantno racionalno preslikavaǌe izme�u ǌih. Tada je
K(C1) konaqno raxireǌe poǉa φ∗(K(C2)).

Ova teorema je znaqajna, jer nam omogu�ava da definixemo ste-
pen racionalnih preslikavaǌa izme�u krivih. Slede dve defini-
cije koje su veoma va�ne za daǉi rad.

Definicija 6. Neka je φ : C1 −→ C2 racionalno preslikavaǌe
izme�u krivih nad poǉem K. Ako je φ konstantno, onda je stepen
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tog preslikavaǌa 0. Inaqe, ka�emo da je preslikavaǌe φ konaqno
i stepen tog preslikavaǌa definixemo kao

deg φ = [K(C1) : φ∗K(C2)].

Ka�emo da je φ separabilno, neseparabilno, qisto neseparaabino
ako je takvo raxireǌe poǉa K(C1)/φ∗(C2) i oznaqavamo separabil-
ni i neseparabilni stepen preslikavaǌa φ sa degs φ i degi φ, redom.

Definicija stepena je malo komplikovana, treba da imamo na
umu da ovakva definicija podr�ava nama poznato svojstvo stepena
polinoma, preslikavaǌe je stepena d ako je skoro svuda preslika-
vaǌe ,,d-na-1”. Iako je ovo korisno upamtiti, u konaqnoj karak-
teristici ume ipak da bude netaqno.

Primer 4. Neka je K poǉe karakteristike koja nije 2. Tada mor-
fizam φ : A1 −→ A1, zadat sa φ(x) = x2, je jasno skoro svuda ,,2-
na-1”, te oqekujemo da je ǌegov stepen 2. Odredimo φ∗K(A1). Pre
svega, znamo da je K(A1) = K(x). Onda φ∗ dejstvuje na funkciju,
tako xto joj umesto argumenta x ubaci argument x2. Dakle, mogu
se dobiti sve racionalne funkcije od x2 i nixta vixe. Prema
tome, stepen preslikavaǌa φ je stepen raxireǌa [K(x) : K(x2)],
koji je jasno 2.

Analogno bi bilo da smo posmatrali preslikavaǌe φ : P1 −→
P1, zadato sa φ[x, y] = [x2, y2]. Poxto je K(P1) se sastoji od koliq-
nika homogenih polinoma po x i y deobom svega sa y (tj. odgovara-
ju�im stepenom), dobijamo da su funkcije iz K(P1) mogu prestavi-
ti kao funkcije iz K(A1) i da je preslikavaǌe φ u ovom sluqaju,
kada se gleda afini oblik x 7→ x2, tako da se ovo svodi na prethod-
ni sluqaj.

Primer 5. Neka je K = Fp i uoqimo Frobenijusovo preslikavaǌe
πp : A1(K) −→ A1(K). Sliqno kao u prethodnom primeru, deg πp =
[K(x) : K(xp)] = p i znamo i vixe, da je ovo qisto neseparabilno
raxireǌe. Dakle deg πp = degi πp = p, degs πp = 1. Me�utim, kao
xto znamo, Frobenisujovo preslikavaǌe je ,,1-1”, prema tome u
ovom sluqaju se intucija o broju taqaka koje se slikaju u istu
taqku i stepenu preslikavaǌa ne poklapa.
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Primer 6. Ovaj primer je uopxteǌe prethodna dva primera, to
je za generalni sluqaj polinomskog preslikavaǌa afinih pravih.
Neka je φ : A1 −→ A1 definisano sa φ(x) = a(x), za neki polinom
a ∈ K[x]. Tada deg φ = deg a(x), pri qemu je deg a(x) oznaka za stepen
polinoma.

Neka je t = a(x). Sada kao i u prethodnim sluqajevima φ∗K(A1) =
K(t) ⊆ K(x) i treba da odredimo stepen ovog raxireǌa. Na-
juoqǉiviji polinom nad K(t) koji x ponixtava je a(T )− t ∈ K(t)[T ].
Ovaj polinom je stepena deg a(x). Ostaje jox da doka�emo da je
nesvodǉiv.

Kako je t transcendentan nad K, to je K[t] prsten sa jedinstven-
om faktorizacijom i mo�emo primeniti Gausovu lemu koja nam
ka�e da je dovoǉno da doka�emo nesvodǉivost nad K[t][T ] = K[t, T ].
Napiximo a(T ) − t kao proizvod dva polinoma iz K[t, T ]. Neka je
a(T ) − t = g(t, T )h(t, T ). Poxto je a(T ) − t linearan po t jedan od
polinoma g i h mora biti linearan po t, a drugi konstantan. Na
primer, g(t, T ) = g1(T )t+ g2(T ) i h(t, T ) = h1(T ). Kada zamenimo ovo
u jednaqinu, dobijamo

a(T )− t = g2(T )h1(T ) + g1(T )h1(T )t.

Sada je g1(T )h1(T ) = −1, odakle je h1 konstantan polinom i po T ,
pa je h(t, T ) konstantan polinom. Ovo upravo znaqi da je poli-
nom a(T ) − t nesvodǉiv nad K[t, T ], a samim tim i nad tra�enim
prstenom K(t)[T ], odakle je zaista [K(x) : K(t)] = deg a(x).

Posebno je zgodno ako znamo da je stepen preslikavaǌa izme�u
glatkih krivih 1, jer tada imamo koristan zakǉuqak.

Tvr�eǌe 6. Neka je φ : C1 −→ C2 racionalno preslikavaǌe izme�u
glatkih krivih stepena 1. Tada je φ izomorfizam.

Primer 7. Setimo se primera iz prve glave: Pitagorine tro-
jke nad poǉem K (koje formiraju glatku projektivnu krivu C :
X2 + Y 2 = Z2) su izomorfne projektivnoj pravoj (xto je tako�e
glatka projektivna kriva). Morfizam koji slika φ : C −→ P1

definixemo sa φ : [X, Y, Z] 7→ [X + Z, Y ]. Pogledajmo kako dejstvuje
φ∗ : K(P1) −→ K(C). Slike φ∗ su preslikavaǌa oblika P (X+Z,Y )

Q(X+Z,Y )
,

gde su P,Q ∈ K[x, y] bilo koji homogeni polinomi istog stepena.
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Specijalno, posmatraju�i P (X,Y )
Q(X,Y )

= X
Y

i P (X,Y )
Q(X,Y )

= Y
X
, zakǉuqujemo

da X+Z
Y
, Y
X+Z

∈ φ∗K(P1). Me�utim, poxto tu va�i Z2 = X2 + Y 2,
tada Y

X+Z
= Y (Z−X)

Z2−X2 = Z−X
Y
∈ φ∗K(P1), odakle je X

Y
, Z
Y
∈ φ∗K(P1), a

kako su to generatori K(C) = K[X, Y, Z]/ 〈X2 + Y 2 − Z2〉, time je
φ∗K(P1) = K(C), odakle je φ stepena 1, a po prethodnom tvr�eǌu i
izomorfizam.

Definicija 7. Neka je φ : C1 −→ C2 nekonstantno racionalno
preslikavaǌe izme�u glatkih krivih nad poǉem K i P ∈ C1 proiz-
voǉna taqka. Indeks ramifikacije preslikavaǌa φ u P se oznaqava
sa eφ(P ) i definixe se kao

eφ(P ) = ordP (φ∗tφ(P )),

gde je tφ(P ) ∈ K(C2) ravnomernizator u taqki φ(P ). Ka�emo da je φ
ramifikovano u taqki P ako je eφ(P ) > 1, a da je neramifikovano
ako je eφ(P ) = 1, dok je φ neramifikovano ako je neramifikovano u
svakoj taqki krive C1.

Odmah prime�ujemo da definicija implicitno podrazumeva da
je eφ(P ) ≥ 1. To se proverava tako xto zapixemo preslikavaǌe
iz definicije P 7→ φ∗tφ(P )(P ) = tφ(P )(φ(P )) = 0, dakle preslikavaǌe
se stvarno anulira u taqki P i u zavisnosti od toga kolikog je
reda ta nula, dobijamo indeks ramifikacije (koji je bar 1). Iz
slede�eg tvr�eǌa mo�emo naslutiti da je preslikavaǌe izme�u
krivih stepena d ako je ono skoro svuda d prema 1.

Tvr�eǌe 7. Neka je φ : C1 −→ C2 nekonstantno racionalno pres-
likavaǌe izme�u glatkih krivih i Q ∈ C2 proizvoǉna taqka. Tada∑

P∈φ−1(Q)

eφ(P ) = deg(φ).

Primer 8. Uoqimo preslikavaǌe φ : P1 −→ P1 dato sa φ([x, y]) =
[x3(x− y)2, y5]. Kao i u nekom od prethodnih primera, npr. broj 4,
umesto da posmatramo funkcijska poǉa projektivne prave, mo�emo
da pre�emo na funkcijska poǉa afine prave, gde sada imamo φ :
A1 −→ A1, φ(x) = x3(x − 1)2, φ(∞) = ∞. Sada po primeru broj 6,
zakǉuqujemo da je ovo preslikavaǌe stepena 5.
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Ostaje jox da odredimo indekse ramifikacije. Posebno �emo
diskutovati afine taqke, a posebno beskonaqnu taqku. Ovo je pri-
lika da eksplicitno vidimo kako mo�e da se raquna indeks ram-
ifikacije, poxto je definicija na prvi pogled jako nezgodna.

Prvi sluqaj: neka je a ∈ A1 afina taqka. Tada je ravnom-
ernizator u toj taqki x − a. Daǉe je φ(a) = a3(a − 1)2, odakle
je ravnomernizator za φ(a) jednak y − a3(a − 1)2. Po definiciji
indeksa ramifikacije, treba odrediti kolika je nula a funkcije
(y − a3(a− 1)2) ◦ (x3(x− 1)2), tj. drugim reqima treba odrediti ko-
liki stepen x−a deli polinom p(x) = x3(x−1)2−a3(a−1)2. Svakako
je ovaj polinom deǉiv sa x − a, a za vixestruke korene, uzimamo
izvod p′(x) = x2(x− 1)(5x− 3).

Odavde vidimo da su jedine mogu�e vixestruke nule p(x): x = 0,
x = 1, x = 3

5
. Uzimaju�i drugi izvod, vidimo da �e jedino x = 0

da bude ǌegova nula od ponu�enih, koja ne�e biti i nula tre�eg
izvoda. Odavde izvodimo ukupan zakǉuqak, jedine ramifikovane
afine taqke preslikavaǌa φ su: x = 0, sa indeksom ramifikacije
eφ(0) = 3, x = 1, eφ(1) = 2, x = 3

5
, eφ(3

5
) = 2.

Drugi suqaj: neka je [1, 0] beskonaqna taqka, u ovom sluqaju
moramo da koristimo projektivni oblik. Ona se slika u samu
sebe. Ravnomernizator u toj taqki je y

x
. Sada treba proveri-

ti koliko se anulira y
x
u

y5

x3(x− y)2
. Naravno, ovo je sada lako

prepakovati
y5

x3(x− y)2
=

( y
x
)5

(1− y
x
)2
.

Odavde vidimo da je red y
x
u ovom izrazu 5, jer se 1− y

x
ne raquna u

red. Dakle, ova taqka je ramifikovana i to indeksa ramifikacije
5.

Sada, na primer, mo�emo proveriti formulu za taqku 0 i ∞.
φ−1(0) = {0, 1} i eφ(0) + eφ(1) = 3 + 2 = 5 = deg φ;
φ−1(∞) =∞ i eφ(∞) = 5 = deg φ.

Primer 9. Posmatrajmo staru krivu C : y2 = f(x), gde je f ∈
K[x] polinom koji nema vixestruke korene. Uoqimo preslikavaǌe
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(dato u afinom obliku) φ : C −→ A1 definisano sa φ : (x, y) 7→ x.
Pridru�eno preslikavaǌe je φ∗ : K(A1) = K(x) −→ K(C) qija

su slika sve funkcije po x u poǉu K(C). Te funkcije nisu celo
K(C), jer funkcija y, tj. ǌena projekcija, ne mo�e da se izrazi po
x (poxto bi tada polinom f bio kvadrat, a to smo pretpostavili
da nije), dok se funkcija y2 izra�ava po x, tako smo definisali
jednaqinu. Zato su konstantna 1 funkcija i y funkcija baza za
K(C)(=koliqniqko poǉe K[x, y]/ 〈y2 − f(x)〉) nad φ∗K(x), odakle je
ovo raxireǌe stepena 2, pa je samim tim i preslikavaǌe φ stepena
2.

Sada �emo testirati vezu iz prethodnog tvr�eǌa. Diskuto-
va�emo sluqajeve da li je α nula polinoma f ili nije ili je
beskonaqno.

Neka je za poqetak f(α) 6= 0. Tada je

φ−1 = {Pα+ = (α,
√
f(α)), Pα− = (α,−

√
f(α))}

skup od dve razliqite taqke. Poxto je deg φ = 2, formula nam
odmah daje da je φ neramifikovano u taqkama Pα+ i Pα−. Ovo
mo�emo proveriti i po definiciji, dovoǉno je za jednu od ǌih.
eφ(Pα+) = ordPα+(φ∗(x − α)), jer je x − α ∈ K(x) = K(A1) ravnom-
ernizator za α = φ(Pα+). Sada, po definiciji, �elimo da odred-
imo poredak nule kojim Pα+ anulira φ∗(x − α): φ∗(x − α)(Pα+) =
(x − α) ◦ φ(Pα+) = (x − α)(α). U prethodnom primeru smo pokazali
da je u ovom sluqaju x− α i ravnomernizator taqke Pα+ na krivoj
C, odakle je ovaj indeks zaista jednak 1.

Neka je f(α) = 0. Tada je φ−1 = {Pα = (α, 0)}. Poxto ovakve vred-
nosti imaju samo jednu inverznu taqku na krivoj C, formula nam
daje da je φ ramifikovana u taqkama Pα, jer dobijamo eφ(Pα) = 2.
I u ovo se mo�emo uveriti eφ(Pα) = ordPα(φ∗(x − α)), odakle opet
tra�imo red nule Pα 7→ φ∗(x−α)(Pα) = (x−α)(α) = 2, jer ovo znamo
iz primera broj 3.

Ostaje jox beskonaqni sluqaj, jer iako zapisujemo afino da
bi bilo jednostavnije, ne treba da zaboravimo da �ivimo u pro-
jektivnom prostoru. Ostaje nam jox jedna beskonaqna taqka ∞.
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Kao i u prethodnom primeru, imamo dva sluqaja, u zavisnosti od
parnosti stepena polinoma f .

Ako je deg(f) = 2g + 2, za g ∈ N0, tada imamo dve beskonaqnosti
na krivoj C, ∞s i ∞−s i obe se slikaju u ∞. Kao u prvom sluqaju,
zakǉuqujemo da su one neramifikovane, a dovoǉno je da se uverimo
da to va�i za jednu od ǌih, xto mo�emo brzo da uqinimo: eφ(∞s) =
ord∞s(φ

∗ 1
x
), jer je 1

x
ravnomernizator za beskonaqnu taqku, a poxto

je to ujedno i ravnomernizator za ∞s na krivoj C, onda je ∞s 7→
φ∗ 1

x
(∞s) = 1

x
(∞) nula reda 1.

Ako je deg(f) = 2g + 1, za g ∈ N0, tada imamo jednu beskonaq-
nost na krivoj C, koju smo isto oznaqili sa ∞ i ona mora biti
ramifikovana, jer va�i eφ∞ = 2. Direktno se uveravamo u ovo,
imaju�i na umu ord∞( 1

x
) = 2 na krivoj C u ovom sluhaju: eφ(∞) =

ord∞(φ∗ 1
x
); ∞ 7→ φ∗ 1

x
(∞) = 1

x
(∞) - a ovo je nula reda dva, posmatra-

ju�i ∞ ∈ C. U ovom primeru imamo zloupotrebu notacije, poxto
se dve raziqite stvari oznaqavaju isto, ali to ne bi trebalo da
bude zbuǌuju�e, qak i ista oznaka treba da podr�i taj ose�aj da
imamo samo jednu beskonaqnost u ovom sluqaju.

Primer 10. Neka je glatka kriva C ⊆ P2 zadata jednaqinom F = 0,
gde je F = F (x, y, z) ∈ K[x, y, z] homogen polinom stepena d. Pret-
postavimo da [0, 0, 1] /∈ C, tj. da polinom F sadr�i qlan zd.

Ovo mo�emo posti�i dozvoǉenom promenom koordinata - ako ne
postoji neki od xd, yd, onda zamenimo tu koordinatu sa z, a inaqe
mo�emo primeniti linearnu promenu koordinata y 7→ y + ξz, pri
qemu je ξ ∈ K, takvo da ξd = −1, xto postoji jer prepostavǉamo
da je K algebarski zatvoreno. Tada mo�emo dobro definisati
preslikavaǌe φ : C −→ P1 sa φ[x, y, z] = [x, y]. Ovo preslikavaǌe je
stepena d. To proveravamo na sliqan naqin kao i do sada. Vidimo
da je φ∗K(P1) =

{
P (x,y)
Q(x,y)

}
, gde su P i Q homogeni polinomi po x i

y istog stepena. Podelimo jednaqinu F (x, y, z) = 0 sa xd, odakle
odre�ujemo polinom stepena d sa koeficijentima u φ∗K(P1) koji
ponixtava z

x
.

Sliqno, kao i u primeru broj 6 dobijamo da je taj polinom
nesvodǉiv nad φ∗K(P1), odakle dobijamo da je

[φ∗K(P1)(
z

x
) : φ∗K(P1)] = d,
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a poxto je z
x
generator koji nam fali da dobijemo K(C) iz φ∗K(P1),

odatle je [K(C) : φ∗K(P1)] = d, xto je i trebalo da poka�emo. U
ovom primeru je texko izraqunati indekse ramifikacije.

2.2 Konkretno o hipereliptiqkim krivama

Preporuqena literatura: Ovaj tekst se u najve�oj meri poklapa
sa tekstom u [53].

Za prouqavaǌe hipereliptiqkih krivih je zgodnija malo iz-
meǌena projektivna ravan, u kojoj koordinate ne�e biti skroz ho-
mogene, a to je zbog toga xto �e ove krive biti ve�eg roda od
1.

Definicija 8. Neka je g ∈ N0. Ote�iǌena projektivna ravan
P2
g = P2

(1,g+1,1) je skup taqaka iz K3 poseqen po relaciji ekvivalen-
cije ∼, gde je relacija ∼ definisana sa (x, y, z) ∼ (x′, y′, z′) ako i
samo ako postoji neko λ ∈ K∗ takvo da je (x′, y′, z′) = (λx, λg+1y, λz).
Pixemo [x, y, z] za taqke (klase ekvivalencije) ote�iǌene projek-
tivne ravni. Skup K-racionalnih taqaka P2 se oznaqava sa P2(K).

Koordinatni prsten nad K je prsten K[x, y, z], ali takav da je
neodre�enim x i z dodeǉena te�ina (stepen) 1, dok je neodre�enoj
y dodeǉena te�ina (stepen) g+ 1. Polinom F ∈ K[x, y, z] je homogen
stepena d ako svi ǌegovi qlanovi stepena d u ovom novom smislu,
tj. ako se polinom sastoji od konaqnog zbira monoma cxi1yi2zi3, pri
qemu i1 + (g + 1)i2 + i3 = d.

Primetimo da se za g = 0 dobije obiqna projektivna ravan i
da su homogeni polinomi po ovoj definiciji uobiqajeni homogeni
polinomi. Tako�e, oqekujemo jox neke sliqne osobine koje ima
projektivna ravan. Na primer, taqke kod kojih je z 6= 0 mo�emo
smatrati taqkama afine ravni A2(K) i to tako xto su bijektivna
preslikavaǌa data sa: [x, y, z] 7→ (x

z
, y
zg+1 ), odnosno (x, y) 7→ [x, y, z].

Na sliqan naqin se mo�e uspostaviti bijekcija izme�u taqaka
P2(K) za koje je x 6= 0 i A2(K). Ova dva podskupa P2(K) se nazivaju
standardni afini delovi P2(K). Me�utim, oni ne pokrivaju ceo
P2(K)! Ali, pokri�e skoro sve taqke, zapravo, samo jedna taqka
[0, 1, 0] ostaje nepokrivena, me�utim ova taqka se ne�e nalaziti na
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hipereliptiqkim krivama koje posmatramo, tako da to ne treba da
nas brine. Sada �emo definisati hipereliptiqke krive.

Definicija 9. Neka je g ∈ N\{1}. Hipereliptiqka kriva roda g
nad poǉem K koje nije karakteristike 2 je podvarijetet P2

g zadat
jednaqinom oblika y2 = F (x, z), gde je F ∈ K[x, z] beskvadratni
homogen polinom (u normalnom smislu) stepena 2g + 2. Ako je C
kriva, tada je skup ǌenih K-racionalnih taqaka

C(K) = {[x0, y0, z0] ∈ P2
g(K) | y2

0 = F (x0, z0)}.

Kada je K = Q, za Q-racionalne taqke ka�emo samo racionalne
taqke.

Vidimo da je polinom koji definixe hipereliptiqku krivu C :
y2−F (x, z) homogen u ovom novom smislu, te da su dobro definisane
ǌene taqke: Ako su [x0, y0, z0] i [x1, y1, z1] razliqiti prestavnici
iste taqke u P2

g, tada je [x1, y1, z1] = [λx0, λ
g+1y0, λz0] za neko λ ∈ K∗,

odakle je
y2

1 − F (x1, z1) = λ2g+2(y2
0 − F (x0, z0)),

pa je
y2

1 − F (x1, z1) = 0 ⇐⇒ y2
0 − F (x0, z0) = 0.

Iz prethodnog poglavǉa vidimo i zaxto je opravdano ovu krivu
nazivati krivom roda g. Odmah prime�ujemo da problematiqna
taqka [0, 1, 0] zaista ne pripada hipereliptiqkoj krivoj C. Zato
mo�emo podeliti krivu na dva afina dela.

Definicija 10. Preseci krive C sa afiniim delovima P2
g se nazi-

vaju standardni afini delovi krive C.

Afini delovi krive C su afine ravne krive, zadate jednaqi-
nama y2 = F (x, 1) i y2 = F (1, z). Oznaqimo f(x) = F (x, 1). Na daǉe
�emo koristiti jednostavnu oznaku y2 = f(x) za krivu C, a iako
je ovo afina jednaqina, ne�emo zaboraviti da posmatramo krivu
C kao projektivnu krivu. Polinom F (x, z) je beskvadratan, prema
tome, ne deli ga z2, odakle mora biti da je bar jedan od koefici-
jenata uz x2g+2 i x2g+1z razliqit od nule, odakle zakǉuqujemo da je
deg f = 2g+2 ili deg f = 2g+1. Vidimo da i polaze�i od polinoma
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f(x) mo�emo rekonstruisati polinom F (x, z), dodavaǌem stepena z
tako da dobijemo homogen polinom stepena 2g + 2.

Neka je F (x, z) = f2g+2x
2g+2 + f2g+1x

2g+1z + ... + f1xz
2g+1 + f0z

2g+2

polinom kojim definixemo hipereliptiqku krivu C : y2 = F (x, z).
Tada taqke [x0, y0, z0] ∈ C(K) za koje je z0 6= 0 mogu da se prestave
u obliku [x1, y1, 1], pri qemu onda va�i y2

1 = f(x1). Odavde vidimo
da sve ovakve taqke na krivoj C odgovaraju nekoj K-racionalnoj
taqki na krivoj y2 = f(x) koja predstavǉa krivu u standardnom
afinom delu ote�iǌene projektivne ravni. Zato �emo za ovakvu
taqku pisati samo (x1, y1).

Iako preostale taqke mo�emo dobiti prelaskom u drugi stan-
dardni afini deo (gde je x0 6= 0), ipak ove taqke, za koje je z0 = 0
i mo�emo da izaberemo proizvoǉno x, gde biramo x1 = 1, naziva-
mo taqkama u beskonaqnosti krive C. Ovim postpukom, jednaqina
se svodi na y2 = f2g+2, gde nastaje nekoliko sluqajeva. Najlakxi
sluqaj je kada je f2g+2 = 0 i sada mora biti y = 0, odakle za-
kǉuqujemo da ako se jednaqina u afinom delu svodi na jednaqinu
neparnog stepena, kriva ima taqno jednu taqku u beskonaqnosti -
[1, 0, 0]. Ako je f2g+2 6= 0, tj. ako se afina jednaqina svodi na jed-
naqinu parnog stepena, imamo dva podsluqaja. Prvi sluqaj je da
je f2g+2 kvadrat u poǉu K i tada imamo dve taqke u beskonaqnosti
- [1,±s, 0], gde je s ∈ K takvo da (±s)2 = f2g+2. Ove taqke oznaqavamo
sa ∞±s. Ako f2g+2 nije kvadrat u poǉu K, onda u ovom sluqaju ne
postoje taqke u beskonaqnosti, ali �e postojati nad raxireǌem
poǉa K stepena 2 - K(

√
f2g+2).

Primer 11. Afine jednaqine hipereliptiqkih krivih se ve� vide
iz definicije. Ovde navodimo neke primere, a u svim primerima
je K = Q:
1) C : y2 = x5 + 1. U ovom sluqaju je g = 2, projektivni oblik
jednaqine je y2 = x5z + z6 i ova kriva ima samo jednu beskonaqnu
taqku ∞ = [1, 0, 0]. Lako se uoqavaju jox tri racionalne afine
taqke (0, 1), (0,−1) i (−1, 0). U stvari, va�i

C(Q) = {(0, 1), (0,−1), (−1, 0),∞}.

Kasnije u radu �emo dokazati ovu qiǌenicu.
2) C : y2 = x(x−1)(x−2)(x−5)(x−6). U daǉem tekstu �emo dokazati
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da ova jednaqina ima taqno 10 racionalnih rexeǌa.
3) C : y2 = x(x−3)(x−4)(x−6)(x−7). U daǉem tekstu �emo dokazati
da ova jednaqina ima taqno 6 racionalnih rexeǌa.
4) C : y2 = x6+8x5+22x4+22x3+5x2+6x+1. Evo i jedne krive parnog
afinog stepena. Ona ima dve racionalne taqke u beskonaqnosti,
jer je vode�i koeficijent 1 kvadrat u Q. I ovu jednaqinu �emo
rexiti kasnije u radu.

Uvodimo jox dva bitna preslikavaǌa hipereliptiqkih krivih,
i navodimo sa dokazom dve va�ne teoreme. Vide�emo da dokazi,
iako razliqitih tvr�eǌa, koriste sliqne ideje.

Definicija 11. Hipereliptiqka involucija ιC = ι krive C je pres-
likavaǌe koje taqke krive [x0, y0, z0] ∈ C preslikava u [x0,−y0, z0].

Vidimo da je ι : C −→ C netrivijalan automorfizam krive
C. Fiksne taqke ovog preslikavaǌa su taqke kod kojih je y0 = 0,
tj. taqke oblika [x0, 0, z0], pri qemu su tada [x0, z0] ∈ P1 koreni
homogenog polinoma F (x, z). Ovakve taqke nas motivixu da posma-
tramo i drugo preslikavaǌe.

Definicija 12. Hipereliptiqko koliqniqko preslikavaǌe π = πC :
C −→ P1 je preslikavaǌe koje taqke krive [x0, y0, z0] ∈ C preslikava
u [x0, z0].

Preslikavaǌe π : C −→ P1 je dobro definisano, jer problem-
atiqna taqka [0, 1, 0] ne pripada krivoj C. Ovo preslikavaǌe je
skoro svuda ,,2-na-1”, sem u taqkama koje su nule homogenog poli-
noma F (x, z). To su fiksne taqke preslikavaǌa ι i nazivaju se
taqke ramifikacije preslikavaǌa π.

Teorema 6. Neka je C : y2 = F (x, z) hipereliptiqka kriva nad pol-
jem K i neka je P = [x0, y0, z0] ∈ C(K) taqka na ǌoj. Tada je lokalni
prsten OC,P je prsten diskretne valucije qije je poǉe razlomaka
K(C).

Dokaz. Pre samog dokaza, navodimo jedan poznat primer prstena
diskretne valuacije, to je prsten formalnih stepenih redova nad
bilo kojim poǉem K, koji se oznaqava sa K[[t]]. ǋegovi elementi
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su formalni stepeni redovi
+∞∑
n=0

ant
n, gde su koeficijenti an ∈ K.

Req formalni ovde oznaqava da sabiramo i mno�imo redove na
uobiqajeni naqin, bez vo�eǌa raquna o konvergenciji. Rutinski
se proverava da je K[[t]] prsten diskretne valuacije ako uvedemo
valuaciju v na slede�i naqin

v

(
+∞∑
n=0

ant
n

)
= min{n ≥ 0 | an 6= 0}.

Pri toj proveri koristimo qiǌenicu da je stepeni red invert-
ibilan ako i samo ako mu je konstantan qlan a0 6= 0 (u tom sluqaju
mo�emo lako uoqiti da su koeficijenti ǌegovog inverznog ste-
penog reda koliqnik polinoma po koeficijentima stepenog reda
sa a0, xto ostaje u poǉu, a ako je a0 = 0 ne postoji inverzni ste-
peni red). Sada kre�emo sa dokazom teoreme.

Mo�emo da pretpostavimo z0 = 1, tj. da je taqka P = (x0, y0) deo
standardne afine ravni (sluqaj x0 = 1 dokazujemo na potpuno isti
naqin) i posmatramo C kao afinu krivu. Razlikujemo dva sluqaja.

Neka je prvo y0 6= 0. Konstruisa�emo K-linearni homomor-
fizam prstena α : K[C] −→ K[[t]]. Kako je K[C] = K[x, y]/ 〈y2 − f(x)〉,
dovoǉno je preslikati x i y, samo moramo da vodimo raquna da
tada bude f(α(x)) = α(y)2. Posla�emo x u x0 + t i y u stepeni red
sa konstantnim qlanom y0 tako da ispunimo uslov f(α(x)) = α(y)2.
Evo zaxto to mo�emo da uradimo. Treba proveriti da li je
f(x0 + t) = (y0 + a1t+ a2t

2 + ...)2, za neke a1, a2, ... elemente poǉa K.
Polinom je beskonaqno glatka funkcija, pa mo�emo da razvijemo
f(x0 + t) u Tejlorov red (koji �e u ovom sluqaju biti i konaqan,
ali to nije va�no). Tada

f(x0 + t) = f(x0) + f ′(x0)t+
f ′′(x0)t

2
+ ... = y2

0 + b1t+ b2t
2 + ... =

= (y0 + a1t+ a2t
2 + ...)2

za neke b1, b2, ... elemente poǉa K, dok tra�imo a1, a2, ... Kada
raspixemo koeficijente uz tn dobijamo uslov 2y0an = ..., gde je na
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desnoj strani izraz od poznatih brojeva i poxto je y0 6= 0, re-
dom odre�ujemo brojeve an. Dakle, konstruisali smo K-linearni
homomorfizam prstena K[x, y] u K[[t]], u qijem jezgru je polinom
y2 − f(x). Zato, ovaj homomorfizam indukuje tra�eni homomor-
fizam α : K[C] = K[x, y] 〈y2 − f(x)〉 −→ K[[t]].

Neka je φ ∈ K[C] proizvoǉna funkcija. Po definiciji K[C] se
mo�e predstaviti u obliku φ = f1(x) + f2(x)y, gde f1, f2 ∈ K[x] (jer
je y2 = f(x) na C). Sada je φ(P ) = f1(x0)+f2(x0)y0. Sa druge strane,

α(φ) = α(f1(x) + f2(x)y) = α(f1(x)) + α(f2(x))α(y) =

= f1(α(x)) + f2(α(x))α(y) =

= f1(x0+t)+f2(x0+t)(y0+a3(t)) = f1(x0)+a1(t)+(f2(x0)+a2(t))(y0+a3(t)) =

= f1(x0) + f2(x0)y0 + a(t) = φ(P ) + a(t),

gde su a(t), a1(t), a2(t), a3(t) neki stepeni redovi po t u K koji ne-
maju konstantan qlan. Odavde zakǉuqujemo da je konstantan qlan
stepenog reda α(φ) upravo φ(P ). Kako znamo da je stepeni red
invertibilan ako i samo ako mu je konstantan qlan razliqit od
nule, to su slike α(φ) invertibilne za sve φ takve da je φ(P ) 6= 0,
odakle mo�emo da proxirimo homomorfizam α : K[C] −→ K[[t]] na
α : OC,P −→ K[[t]]. Znamo da je K[[t]] prsten diskretne valuacije, sa
valuacijom v, dok to treba da doka�emo za prsten OC,P i prirodno
je definisati valuaciju na OC,P sa vP = v ◦ α. Da bismo dokaza-
li da je OC,P prsten diskretne valuacije, treba da doka�emo tri
stvari:

1) vP je valuacija:
a) vP (φ) = ∞ ⇐⇒ v ◦ α(φ) = 0 ⇐⇒ α(φ) = 0 ⇐⇒ φ = 0, jer je α
,,1-1” po konstrukciji. Ovde svaka nula ima znaqeǌe nule u svom
prostoru, prva nula je zaista nula, druga je nula stepeni red, a
tre�e je nula funkcija u OC,P .
b) vP (φ1φ2) = v◦α(φ1φ2) = v(α(φ1)α(φ2)) = v(α(φ1))v(α(φ2)) = vP (φ1)vP (φ2);
v) vP (φ1+φ2) = v◦α(φ1+φ2) = v(α(φ1)+α(φ2)) ≥ min{v(α(φ1)), v(α(φ2))} =
min{vP (φ1), vP (φ2)}.

2) Ako je za neko φ ∈ OC,P v(φ) = 0, tada je φ−1 ∈ OC,P .
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Ovo sledi odmah, jer v(φ) = 0 znaqi da je konstantan qlan ste-
penog reda α(φ) razliqit od nule, a to je upravo φ(P ) 6= 0, odakle
φ−1 ∈ OC,P .

3) Ideal {φ ∈ OC,P | v(φ) > 0} = {φ ∈ OC,P | φ(P ) = 0} = mP je
glavni, tj. generisan jednim elementom. Dokaza�emo da je mP

generisan sa x− x0.
Potrebno i dovoǉno je da doka�emo da za h ∈ K[x, y] koje gledamo

po modulu y2−f(x) za koje je h(P ) = 0 va�i da h ∈ (x−x0)·OC,P . Kako
mo�emo sve stepene y ve�e od dva da smaǌimo koriste�i polinom
po x, pretpostavǉamo da je h(x, y) = h1(x) + h2(x)y, gde su h1, h2 ∈
K[x]. ǋemu pridru�imo polinom h(x, y) = h1(x) − h2(x)y. Ako je
h(P ) = 0 tako�e, tada imamo dve jednakosti: h1(x0) + h2(x0)y0 =
0 i h1(x0) − h2(x0)y0 = 0. Poxto je y0 6= 0, odavde sledi da je
h1(x0) = h2(x0) = 0, odnosno da x − x0 | h1(x) i x − x0 | h2(x), a
odavde i x − x0 | h, xto i �elimo da poka�emo. Na daǉe pret-
postavǉamo h(P ) 6= 0. Pomno�imo li h i h dobijamo polinom
h2

1(x) − h2
2(x)y2 = h2

1(x) − h2
2(x)f(x). Ubacimo x = x0 i y = y0 u ovaj

izraz i dobijamo

0 = (h1(x0) + h2(x0)y0)((h1(x0)− h2(x0)y0)) = h2
1(x0)− h2

2(x0)f(x0).

Ovo znaqi da je x0 nula polinoma (po x!) h2
1(x)−h2

2(x)f(x), odakle
x− x0 deli taj polinom. Zapiximo jednakost

(x− x0)P (x) = h2
1(x)− h2

2(x)f(x) =

= (h1(x) + h2(x)y)(h1(x)− h2(x)y) = h(x, y)h(x, y).

Poxto h(P ) 6= 0, odatle h
−1 ∈ OC,P , pa jednakost iznad mo�emo

pomo�iti sa h
−1
, odakle dobijamo

h(x, y) = (x− x0)P (x)h
−1

(x, y),

pri qemu je P (x)h
−1

(x, y) ∈ OC,P , odakle dobijamo ono xto je treba-
lo dokazati. Kako uslov φ ∈ mP znaqi da se φ mo�e zapisati kao
koliqnik polinoma h(x,y)

g(x,y)
, pri qemu h(P ) = 0 i g(P ) 6= 0, zakǉuquje-

mo da φ ∈ (x− x0) · OC,P , xto zavrxava dokaz.
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Ostaje jox sluqaj y0 = 0. Opet tra�imo K-linearni homomor-
fizam prstena K[C] −→ K[[t]], ali �emo ga sada malo drugaqije
konstruisati. �elimo da x ode u stepeni red sa samo parnim
qlanovima i konstantnim qlanom x0, a da y poxaǉemo u t. Ovde
treba da proverimo da li �e biti ispuǌeno t2 = f(x0 +a2t

2 +a4t
4 +

...), za neke a2, a4, ... elemente poǉa K. Tejlorova formula nam
daje f(x0 + a) = f(x0)′a+ ..., jer f(x0) = 0 i poxto f nema dvostruke
nule, f ′(x0) 6= 0. Primenom na a = a2t

2 + a4t
4 + ... dobijamo

t2 = f ′(x0)(a2t
2 + a4t

4 + ...) +
f ′′(x0)

2
(a2t

2 + a4t
4 + ...)2 + ...)2

odakle �emo pri posmatraǌu t2n dobiti jednaqinu oblika f ′(x0)a2n =
..., gde je sa desne strane izraz po poznatim brojevima. Ovim post-
pukom nalazimo sve a2n i zavrxavamo konstrukciju homomorfizma
α : K[x, y] −→ K[[t]], a onda analogno kao u prvom sluqaju proxiru-
jemo na α : OC,P −→ K[[t]].

Pri tome, jedino xto se razlikuje je provera da je konstantan
qlan slike α(φ) opet φ(P ), za φ ∈ K[C] i to se proverava na slede�i
naqin. Neka je φ = f1(x) + f2(x)y, za neke f1, f2 ∈ K[x]. Sada je
φ(P ) = f1(x0). Sa druge strane je α(y) = t, pa

α(φ) = α(f1(x) + f2(x)y) =

= f1(α(x)) + f2(α(x))t = f1(x0 + a(t)) + b(t) = f1(x0) + c(t),

gde su a(t), b(t) i c(t) stepeni redovi po t u K koji nemaju kon-
stantan qlan, pri qemu nije ni bilo potrebe da raqunamo f2(α(x))
jer se to odmah mno�i sa t. Valuaciju definixemo na isti naqin
kao u prethodnom sluqaju vP = v ◦ α i isto se proverava sve iz
prethodnog sluqaja sem toga da je mP glavni ideal.

Dokaza�emo da je mP generisan sa y. Opet je dovoǉno dokazati
da ako za polinom h ∈ K[x, y], po modulu y2 − f(x) va�i h(P ) = 0,
da tada y ,,deli” h. Polinom f(x) je deǉiv sa x − x0, jer je x0

ǌegova nula, odakle f(x) = (x− x0)f1(x), za neko f1 ∈ K[x]. Kada to
zamenimo u jednaqinu krive dobijamo y2 = (x− x0)f1(x0).

Poxto je f beskvadratan polinom, to je f1(x0) 6= 0, a samim
tim i f1(P ) 6= 0, odakle f−1

1 ∈ OC,P . Dakle, x − x0 = y · p(x, y),
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za neko p(x, y) ∈ OC,P . Na daǉe, funkciju h mo�emo zapisati u
obliku h(x, y) = h1(x) + h2(x)y, za neke h1, h2 ∈ K[x]. Uslov da je
h(P ) = h(x0, 0) = 0 je ekvivalentan sa h1(x0) = 0, a ovo znaqi da
je h(x) deǉivo sa x − x0. Poxto znamo da je x − x0 ,,deǉivo” sa y,
zavrxavamo dokaz

h(x, y) = h1(x) + h2(x)y = (x− x0)h3(x) + h2(x)y = y(p(x, y)h3(x) + h2(x)),

jer je p(x, y)h3(x) + h2(x) ∈ OC,P . Ovim su ispitani svi sluqajevi i
proverene sve mogu�nosti, te je ovo kraj celog dokaza da je OC,P
prsten diskretne valuacije.

Ostaje jox da doka�emo da je koliqniqko poǉe OC,P bax celo
K(C). Jasno je da je sadr�ano u ǌemu. Sa druge strane, poxto
za generatore K(C) va�i x, y ∈ OC,P (za sluqaj z0 = 1, analogno se
radi za x0 = 1), dobijamo i obrnutu inkluziju.

Komentar: Iz dokaza teoreme se vidi rezultat primera broj 3,
kao i to koliko je potrebno ulo�iti truda u ovaj dokaz. U oznaka-
ma iz primera, ako je P = (α, β), tada za β 6= 0, ravnomernizator za
P je x−α, dok za β = 0 uzimamo y. U afinim oznakama, gde koristi-
mo koordinatne funkcije x i y, ravnomernizator beskonaqne taqke
je 1

x
, kada je u pitaǌu jednaqina parnog stepena, dok za neparan

stepen jednaqine mo�emo uzeti funkciju xg

y
ili y

xg+1 .

Za kraj ovog dela, navodimo tvr�eǌe koje �emo koristiti u
slede�em poglavǉu, ali da bi ono postalo taqno, moramo oti�i u
malo ve�e poǉe. Umesto K radi�emo u K, algebarskom zatvoreǌu
poǉa K.

Teorema 7. Neka je C : y2 = f(x) zadata afinom jednaqinom i
φ ∈ K(C)∗. Tada φ ima jednak broj nula i polova, raqunatih sa
odgovaraju�om vixestrukox�u.

Dokaz. Za poqetak, podsetimo se da je K(C) koliqniqko poǉe
prstena K[x, y]/ 〈y2 − f(x)〉, odakle se svaka funkcija φ ∈ K(C) mo�e
zapisati kao φ = h1(x) + h2(x)y, za neke h1, h2 ∈ K(x). Za funkuciju
φ, oznaqimo sa Nφ broj ǌenih nula i sa Pφ broj ǌenih polova, sve
sa vixestrukox�u. Treba da doka�emo da je Nφ − Pφ = 0.
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Funkciji φ, pridru�ujemo i dve funkcije. Prva funkcija je
ι∗φ = φ ◦ ι, gde je ι afina hipereliptiqka involucija, koja slika
(x, y) u (x,−y). Sada je po konstrukciji jasno da je Nι∗φ = Nφ

i Pι∗φ = Pφ. Druga funkcija koju uoqavamo je Φ = φ · ι∗φ. Po
definiciji, funkcije Φ je NΦ = 2Nφ i PΦ = 2Pφ, odakle je NΦ−PΦ =
0 ako i samo ako je Nφ−Pφ = 0, pa je dovoǉno dokazati tvr�eǌe za
funkciju Φ.

Kako je φ = h1(x) + h2(x)y, zakǉuqujemo da je ι∗φ = h1(x)− h2(x)y,
odakle je

Φ = h1(x)2 − h2(x)2y2 = h1(x)2 − h2(x)2f(x) ∈ K(x).

Dakle, Φ je funkcija samo po x i kada tra�imo nule i polove, tre-
ba da je vratimo u projektivni oblik, a to �emo uraditi tako xto
�emo prvo Φ napisati kao koliqnik dva polinoma po x, a onda ho-
mogenizovati izraze sa neodre�enom z i to tako da dobijemo da su
oba homogena polinoma istog stepena, jer na ovaj naqin dobijamo
dobro definisanu funkciju na P1.

Kada skratimo iste faktore, xto mo�emo jer �ivimo u alge-
barskom zatvoreǌu K, ostaje nam da je projektivni oblik funkcije
Φ = F (x,z)

G(x,z)
, gde F i G nemaju zajedniqkih faktora i istog su stepena

d. Tada su sve nule funkcije Φ u stvari nule polinoma F (x, z), ko-
jih ima, raqunaju�i vixestrukost d i svi polovi funkcije Φ nule
polinoma G(x, z), kojih tako�e ima d, raqunaju�i vixestrukost.
Ovim smo pokazali da tvr�eǌe va�i za funkciju Φ, xto nam je
dovoǉno da doka�emo da tvr�eǌe va�i i za proizvoǉnu funkciju
φ.
Preporuqena literatura do kraja druge glave: Tekst koji se
ovde nalazi je kombinacija vixe materijala od kojih je svaki sem
[51] pogodan za prvo qitaǌe, a to su [23], [22], [20], [53], [21].

2.3 Divizori

U ovom poglavǉu �emo proxiriti poǉe K do ǌegovog alge-
barskog zatvoreǌa K i posmatra�emo krive nad K. Neka je C
glatka kriva definisana nad K, tj. polinom koji je definixe je
iz K[x, y] ili K[x, y, z], u zavisnosti od toga da li je afini ili
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projektivni sluqaj, ali sa uoqenim svim taqkama u K. Divizor
je zgodan objekat, zato xto u isto vreme nalazi sve nule i polove
funkcije i to sa ǌihovom vixestrukox�u, jer se ispostavǉa da
nezavisno tra�eǌe nula i polova ili samo brojaǌe nula i polova
nisu dovoǉno jake informacije, ve� da ih treba grupisati zajed-
no.

Definicija 13. Divizor na krivoj C je formalna Z-linearna kom-
binacija konaqno taqaka sa krive C. Dakle, svaki divizor D se
predstavǉa u obliku konaqnog zbira

D =
∑

P∈C(K)

nPP,

gde su svi nP ∈ Z i samo ǌih konaqno mnogo nije nula. Skup
svih divizora se oznaqava sa Div(C). Stepen divizora D je zbir
ǌegovih koeficijenata, tj. degD =

∑
P∈C(K)

nP . Posebno se izdva-

jaju divizori koji je stepen nula, skup svih ovakvih divizora se
naziva, kako mu i ime ka�e, skup divizora stepena nula i oznaqava
se sa Div0(C). Ako za svako P ∈ C(K) va�i nP ≥ 0, divizor se
naziva pozitivan ili efektivan. Nosaq divizora D je skup taqaka
P ∈ C(K) za koje je nP 6= 0, tj. skup taqaka koje se stvarno po-
javǉuju u zapisu divizora D i oznaqava se supp(d).

Iz definicije vidimo da je skup svih divizora jedna komuta-
tivna grupa, da je po definiciji za dva divizora deg(D1 + D2) =
degD1 + degD2, odakle skup divizora stepena nula formira jed-
nu ǌegovu podgrupu. Na skupu divizora mo�emo da uvedemo jednu
relaciju parcijalnog poretka gde �e biti D1 ≤ D2 ako i samo ako
je D2 −D1 pozitivan divizor.

Definicija 14. Svakoj funkciji f ∈ K(C)∗ mo�emo pridru�iti
divizor, divizor funkcije f sa

div(f) =
∑

P∈C(K)

ordP (f)P.
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Svaka funkcija f ∈ K(C)∗ ima konaqan broj nula i polova,
odakle je divizor funkcije f zaista dobro definisan. Ovo do-
deǉivaǌe mo�emo xvatiti i kao preslikavaǌe div : K(C)∗ −→
Div(C). Kako je ordP (f · g) = ordP (f) + ordP (g), onda je ovo preslika-
vaǌe i homomorfizam komutativnih grupa. Poxto znamo da svaka
funkcija f ∈ K(C)∗ ima jednak broj nula i polova, zakǉuqujemo
da je deg(div(f)) = 0, odnosno da div(K(C)∗) je podgrupa od Div0(C).
Iz definicije vidimo i da je div(f−1) = − div(f). Jox mo�emo da
primetimo i da je za proizvoǉne f, f ′ ∈ K(C)

div(f + f ′) ≥
∑

P∈C(K)

min{ordP (f), ordP (f ′)}P.

Primer 12. Racionalnoj funkciji f = xy2

(x−y)3
na P1 pridru�ujemo

divizor div(f) = [0, 1] + 2[1, 0]− 3[1, 1].

Primer 13. Neka je C : y2 = f(x) glatka kriva nad K, eliptiqka
ili hipereliptiqka. �elimo da odredimo divizore koordinatnih
funkcija x i y. Zbog razliqitog broja taqaka u beskonaqnosti, u
zavisnosti od toga da li je deg f paran ili neparan, razlikujemo
dva sluqaja.

Ako je deg f = 2g + 1, tada iz primera broj 3 (odnosno teoreme
broj 6) nalazimo

div(x) = (0,
√
f(0)) + (0,−

√
f(0))− 2∞;

div(y) =
∑

α:f(α)=0

(α, 0)− (2g + 1)∞.

Ako je deg f = 2g + 2, tada u K postoji s takvo da je f2g+2 = s2,
pa iz primera broj 3 (odnosno teoreme broj 6) nalazimo

div(x) = (0,
√
f(0)) + (0,−

√
f(0))−∞s −∞−s;

div(y) =
∑

α:f(α)=0

(α, 0)− (g + 1)∞s − (g + 1)∞−s.
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Primer 14. Ovaj primer je malo konkretniji prethodni primer,
doduxe u projektivnom zapisu. Neka je C : y2z = x3 + xz2 projek-
tivni zapis glatke eliptiqke krive y2 = x3 + x. Odredimo div(y

z
).

Raqunaǌem u projektivnim koordinatama vidimo da ako je y = 0
imamo x(x2 + z2) = 0, xto nam daje tri projektivne taqke [0, 0, 1],
[i, 0, 1], [−i, 0, 1], gde je, naravno i oznaka za broj qiji je kvadrat −1.
Ovde ve� vidimo potrebu da proxirimo poǉe K na ǌegovo alge-
barsko zatvoreǌe K, bez toga ne bismo mogli da vidimo sve nule
funkcija, a onda nemamo dovoǉno informacija za daǉe izuqavaǌe
krivih!

Sa druge strane, ako je z = 0, iz jednaqine vidimo da mora
biti i x = 0, xto nam daje samo jednu projektivnu taqku [0, 1, 0].
Ovo se sla�e sa naxim afinim razmatraǌima, prve tri nabrojane
taqke su afine, jer z 6= 0, i tu afino y, xto je projektivno zapisano
upravo funkcija y

z
ima nule reda 1. Taqka [0, 1, 0] prestavǉa jedin-

stvenu beskonaqnu taqku, za koju znamo da afino y ima pol reda 3
(a to mo�emo i da vidimo zbog toga xto je stepen glavnog divizora
nula, a znamo da imamo tri nule reda 1). Dakle,

div
(y
z

)
= [0, 0, 1] + [i, 0, 1] + [−i, 0, 1]− 3[0, 1, 0].

Da z ima nulu reda 3 u taqki ∞ = [0, 1, 0] mogli smo da vidimo i
iz projektivnog zapisa, korix�eǌem jednaqine, osobine valuacije
i poznavaǌa toga da x gde se analura ima nulu reda 1. Postho se
y ne ponixtava u toj taqki, imamo ord∞(y2z) = ord∞(z). Za desnu
stranu jednaqine imamo ord∞(x3) = 3 i ord∞(xz2) = 1 + 2 ord(z)
Dakle, ord∞(x3 + xz2) ≥ 1, odakle je ord∞(z) ≥ 1. Sada ne mo�e
biti ord∞(z) > 3, jer bi tada za desnu stranu va�ilo ord∞(x3 +
xz2) = min{ord∞(x3), ord∞(xz2)} = 3 < ord∞(z), a tako�e ne mo�e ni
biti ord∞(z) < 3, jer bi tada desna strana imala ve�i poredak
ord∞(x3 + xz2) ≥ min{ord∞(x3), ord∞(xz2)} = 3. Dakle, ord∞(z) = 3.

Va�no! Ovakvo projektivno zakǉuqivaǌe mo�emo da primeǌujemo
samo u sluqaju eliptiqkih krivih, jer u sluqaju hipereliptiqkih
krivih posmatramo ote�iǌenu projektivnu ravan, a ne obiqnu i
onda homogenizaciju vrximo drugaqije!

Definicija 15. Divizor D ∈ Div(C) je glavni ako je oblika D =
div(f), za neko f ∈ K(C)∗. Dva divizora su linearno ekvivalentna
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ako se razlikuju za glavni divizor (tj. pixemo D1 ∼ D2 ako i
samo ako je D1 − D2 glavni divizor). Pikarova grupa krive C je
koliqniqka grupa Div(C) poseqena sa grupom glavnih divizora,
koju oznaqavamo sa Pic(C). Poxto znamo da su glavni divizori
stepena nula, mo�emo da definixemo i Pikarovu grupu stepena
nula koja se dobije kada se grupa Div0(C) poseqe po grupi glavnih
divizora, koju oznaqavamo sa Pic0(C).

Primer 15. Primetimo da je na eliptiqkoj krivoj iz prethodnog
primera C : y2z = x3 + xz divizor D = 2[0, 0, 1] − 2[0, 1, 0] glavni.
Ve� smo videli u prethodnom primeru da z ima nulu reda 3 u
taqki [0, 1, 0]. Ali, u D se ova taqka pojavǉuje sa vixestrukox-
�u dva, odakle moramo da sklonimo jednu ovakvu taqku. Logiqan
pokuxaj je da probamo sa funkcijom x koja se isto anulira tu i
znamo da je reda 1. Druga taqka gde se x anulira jeste [0, 0, 1].
To je afina taqka za koju znamo da, poxto se i y u ǌoj anulira,
da je y reda 1, a x reda 2, bax kao xto nam i treba. Prema tome
div(x

z
) = 2[0, 0, 1]−2[0, 1, 0], a funkcija x

z
je svakako funkcija iz K(C).

Primer 16. Iako nije svaki divizor stepena 0 ujedno i glavni
(na primer, mo�e se pokazati da na eliptiqkoj krivoj za dve ra-
zliqite taqke P i Q va�i da divizor D = P − Q nije glavni), na
projektivnoj pravoj P1 jeste svaki divizor stepena nula glavni.
Neka je D =

∑
nPP divizor stepena 0. Svaka taqka P ∈ P1 se

zapisuje u obliku [αP , βP ]. Zato vidimo da je divizor D u stvari
divizor funkcije ∏

P :nP 6=0

(βPx− αPy)nP ,

koja je dobro definisana na P1 bax zbog uslova da je
∑

nP = 0.

Prema tome, zakǉuqujemo da podgrupa Div0(P1) grupe Div(P1) se
sastoji upravo od glavnih divizora, a poxto je Div(P1)/Div0(P1) ∼=
Z, zakǉuqujemo da je Pic(P1) ∼= Z i Pic0(P1) je trivijalna grupa.

Definicija 16. Dejstvo Galuaove grupe GK/K na divizor D =∑
P∈C(K)

nPP definixemo na oqigledan naqin, za σ ∈ GK/K

Dσ =
∑

P∈C(K)

nPP
σ.
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Divizor D ∈ Div(C) je definisan nad K ili K-racionalan ako je
fiksiran dejstvom Galuaove grupe GK/K, tj. ako va�i Dσ = D,
za sve σ ∈ GK/K. Skup ovakvih divizora oznaqavamo sa DivK(C).
Analogno se definixu i skupovi Div0

K(C), PicK(C), Pic0
K(C).

Primer 17. Neka je C : y2 = f(x) glatka kriva nad K. Tada je
za svako x0 ∈ K, divizor Dx0 = (x0, y0) + (x0,−y0), gde su ±y0 ∈ K
koreni broja f(x0), K-racionalan. Ako su ±y0 ∈ K, onda su obe
taqke u D fiksirane pri dejstvu svakog σ ∈ GK/K, dok u suprotnom,
ili ih σ obe fiksira ili xaǉe jednu u drugu.

Dakle, prime�ujemo da divizor mo�e biti fiksiran dejstvom
svakog σ ∈ GK/K, a da mu taqke nisu fiksirane, dovoǉno je da se
pretumbaju tako da uvek ostane isti zbir taqaka, tj. isti divizor.
Tako�e, poxto je Galuaova grupa izuzetno komplikovan objekat,
vidimo da je dovoǉno da uzmemo raxireǌe poǉa K koje sadr�i
sve taqke iz nosaqa divizora D i posmatramo Galuaovu grupu
ǌegovog Galuaovog zatvoreǌa nad K (ona �e biti konaqna).

Primer 18. Svi divizori oblika Dx0 iz prethodnog primera su
linearno ekvivalentni. Uoqimo x0, x

′
0 ∈ K. Tada funkcije x −

x0, x − x′0 ∈ K(C) imaju isti pol u beskonaqnosti (pol reda 2 u
jednoj beskonaqnost u neparnom sluqaju i dva pola reda 1 u dve
beskonaqnosti u parnom sluqaju). Zato �e se informacije o ovim
polovima u ǌihovim divizorima pokratiti, odakle ostaje

div

(
x− x0

x− x′0

)
= (x0, y0) + (x0,−y0)− (x′0, y

′
0) + (x′0,−y′0) = Dx0 −Dx′0

.

Poxto se Dx0 i Dx′0
razlikuju za divizor funkcije iz K(C), oni su

linearno ekvivalentni.

Tvr�eǌe 8. Neka je f ∈ K(C)∗. Tada je ekvivalentno:
(1) div(f) ≥ 0;
(2) f je konstantna nenula funkcija;
(3) div(f) = 0.

Dokaz. Jasno je da (2) povlaqi i (1) i (3). Neka je div(f) ≥ 0 ili
div(f) = 0. Ovo znaqi da funkcija f nema polove, pa po tvr�eǌu
broj 3 je ona konstantna.
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Tvr�eǌe 9. Neka su f, g ∈ K(C)∗. Tada je div(f) = div(g) ako i samo
ako postoji c ∈ K takvo da je g = cf .

Dokaz. Uslov div(f) = div(g) je ekvivalentan sa div(f
g
) = 0, a po

prethodnom tvr�eǌu to je ekvivalentno sa tim da je f
g
konstantna

funkcija.

Za kraj ovog izlagaǌa navodimo neka svojstva relacije ∼ koja
se veoma jednostavno dokazuju.

Tvr�eǌe 10. (1) Relacija ∼ je relacija ekvivalencije na skupu
Div(C).
(2) Za D ∈ Div(C) va�i D ∼ 0 ako i samo ako postoji f ∈ K(C)
takvo da D = div(f).
(3) Ako za D,D′ ∈ Div(C) va�i D ∼ D′, tada deg(D) = deg(D′).
(4) Ako za D1, D2, D

′
1, D

′
2 ∈ Div(C) va�i D1 ∼ D′1 i D2 ∼ D′2, tada

D1 +D2 ∼ D′1 +D′2.

2.4 Prostor diferencijala

Za znaqajnije rezultate nam je potreban xto ve�i matematiq-
ki aparat. Za sada smo koristili samo algebarske i algebarsko-
geometrijske metode. U ovom delu uvodimo analitiqke objekte
- diferenciraǌe i diferencijalne forme na krivoj. Naravno,
poxto nas zanima aritmetika, ne�emo imati uslove da koristimo
limese i uvodimo diferencijale kao formalni objekat (sliqno
kao i kod formalnih stepenih redova, gde ne proveravamo kon-
vergenciju), ali tako da saquvamo ona osnovna svojstva koja smo
nauqili na analizi. Neka je u ovom poglavǉu K i perfektno
poǉe. Ova pretpostavka poma�u u odre�ivaǌu separabilnosti
(raxireǌa funkcijskih poǉa ili preslikavaǌa izme�u krivih).
Povezanost diferencijala sa separabilnox�u nije iznena�uju�a,
jer kada proveravamo da li je neki element raxireǌa poǉa sep-
arabilan nad maǌim poǉem, proveravamo da li ǌegov minimalni
polinom uzajamno prost sa svojim izvodom. Poqiǌemo sa pojmom
diferenciraǌa.

Definicija 17. Neka je C kriva nad poǉem K. Diferenciraǌe
na K(C) je K-linearno preslikavaǌe δ : K(C) −→ K(C) koje zado-
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voǉava Lajbnicovo pravilo, tj. δ(f1f2) = f1δ(f2) + f2δ(f1), za sve
f1, f2 ∈ K(C).

Tvr�eǌe 11. Neka je δ : K(C) −→ K(C) proizvoǉno diferenciran-
je. Tada δ zadovoǉava slede�a svojstva:
(1) Za svako c ∈ K je δ(c) = 0.
(2) Za svako x ∈ K(C) i n ∈ N va�i δ(xn) = nxn−1δ(x).
(3) Ako je charK = p, tada je δ(xp) = 0, za svako x ∈ K(C).
(4) Za bilo koje h ∈ K(C) δ′(f) = h · δ(f) je tako�e diferenciraǌe.

(5) Za sve x, y ∈ K(C) je δ
(
x

y

)
=
yδ(x)− xδ(y)

y2
.

(6) Za sve x, y ∈ K(C) i za proizvoǉan polinom F (u, v) ∈ K[u, v]

va�i δ(F (x, y)) =
∂F

∂x
δ(x) +

∂F

∂y
δ(y).

Dokaz. (1) Zbog K-linearnosti, dovoǉno je dokazati da je δ(1) = 0,
xto dobijemo kada u Lajbnicovo pravilo ubacimo f1 = f2 = 1.
(2) Ovo se lako izvodi indukcijom, ubacivaǌem f1 = xn i f2 = x u
Lajbnicovo pravilo, a (3) sledi iz (2).
(4) Jasno se vidi da δ′ zadovoǉava sve xto treba.

(5) δ(x) = δ
(
x · y

x

)
=

y

x
δ(x) + xδ

(y
x

)
, a kada odavde izraqunamo

δ
(y
x

)
dobijamo tra�enu formulu.

(6) Neka je F (u, v) =
∑

cklu
kvl. Tada je

δ(F (x, y)) =
∑

ckl(kx
k−1ylδ(x) + lxkyl−1δ(y)) =

=
∑

(kcklx
k−1yl)δ(x) +

∑
(lcklx

kyl−1)δ(y) =
∂F

∂x
δ(x) +

∂F

∂y
δ(y).

Na daǉe, biramo bilo koju funkciju x ∈ K(C) koja zadovoǉava
da je raxireǌe K(C)/K(x) konaqno i separabilno. Na primer,
takve funkcije su ravnomernizatori u proizvoǉnoj taqki P ∈ C.

Na K(x) imamo definisano diferenciraǌe δ(f) =
∂f

∂x
. �elimo

da to diferenciraǌe proxirimo na celo K(C). Zbog konaqnos-
ti raxireǌa K(C)/K(x), svaka funkcija f ∈ K(C) ponixtava ne-
ki polinom F ∈ K(x)[T ], odaberimo da F bude bax minimalni
polinom za f . Tada je F ∈ K[x, T ], po Gausovoj lemi. Poxto je
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raxireǌe K(C)/K(x) i separabilno, onda je
∂F

∂T
6= 0 (kao funkcija

na C). Uslov da f ponixtava ovaj polinom je F (x, f) = 0. Sada po
svojstvu (6) prethodnog tvr�eǌa, mo�emo ovo napasti diferenci-
raǌem δ odakle sledi

0 = δ(F (x, f)) =
∂F

∂x
δ(x) +

∂F

∂T
δ(f).

Ovde je bilo bitno da bude
∂F

∂T
6= 0 i sada iz ove jednakosti mo�emo

izraziti

δ(f)

δ(x)
= −

∂F

∂x
∂F

∂T

.

Koliqnik
δ(f)

δ(x)
predstavǉa tra�eno proxireǌe diferenciraǌa po

x na celom K(C), te nas ovo motivixe da uvedemo slede�u defini-
ciju.

Definicija 18. Neka je C kriva nad K, x ∈ K(C) takvo da je
K(C)/K(x) konaqno separabilno raxireǌe i y ∈ K(C) proizvoǉna
funkcija. Neka je F (x, T ) polinom takav da je F (x, y) = 0. Defin-
ixemo

∂y

∂x
= −

∂F

∂x
∂F

∂T

,

pri qemu desnu stranu izraqunavamo u (x, y).

Ova definicija zavisi od polinoma F i od predstavnika funkci-
je y u K(C), a da bismo pokazali da je konzistentna, moramo da
poka�emo da krajǌi rezultat ne zavisi od svega toga. Za dru-
gi polinom F ′ koji isto zadovoǉava F ′(x, y) = 0 diferenciraǌem
dobijemo da su odgovaraju�i koliqnici jednaki kao i kod F . Sva-
ki predstavnik z funkcije y u K(C) zadovoǉava isti minimalni
polinom kao i y, pa po prethodnom, dobijamo isti koliqnik kao i
za y. Dakle, va�i slede�e tvr�eǌe.
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Tvr�eǌe 12. Neka su F, F ′ polinomi takvi da je F (x, y) = F ′(x, y) =

0. Tada je

∂F

∂x
∂F

∂T

=

∂F ′

∂x
∂F ′

∂T

. Ako je z neki drugi predstavnik funkcije y

u K(C), tada je
∂y

∂x
=
∂z

∂x
. Dakle, izraz

∂y

∂x
je dobro definisan.

Ostaje jox da proverimo da je ovako definisano preslikavaǌe
diferenciraǌe na K(C). To zahteva jox tehniqkih detaǉa, koje
ovde preskaqemo, ve� navodimo samo tvr�eǌe. U tvr�eǌu se pom-
iǌe i kako diferenciramo novu funkciju po y, gde treba da imamo
na umu da je to diferenciraǌe po x i formulu

∂H(y)

∂x
=
∂H

∂x
+
∂H

∂T

∂y

∂x
.

Tvr�eǌe 13. Neka je C kriva nad K, x ∈ K(C) takvo da je K(C)/K(x)
konaqno separabilno raxireǌe. Tada je preslikavaǌe δ : K(C) −→
K(C) definisano sa δ(y) =

∂y

∂x
, gde je y ∈ K(C) proizvoǉna funkci-

ja diferenciraǌe, tj. K-linearno je i zadovoǉava Lajbnicovo
pravilo.

Daǉe, ako je f = H(y) ∈ K(C), gde je H ∈ K(x)[T ], neka druga
funkcija iz K(C), tada je

δ(f) =
∂H

∂x
− ∂H

∂T

∂F

∂x
∂F

∂T

,

gde je desna strana izraqunata u (x, y), a F kao iz definicije
∂y

∂x
.

Za kraj, neka je i y ∈ K(C) takvo da je K(C)/K(y) tako�e sep-
arabilno i konaqno. Tada za odgovaraju�a diferenciraǌa va�i
lanqasto pravilo, tj.

∂f

∂y
=
∂f

∂y

∂y

∂x
.

Odavde je i, specijalno,

∂y

∂x
=

1

∂x

∂y

6= 0.
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Neka je t ∈ K(C). Tada je
∂t

∂x
6= 0 ako i samo ako je i t takvo da je

K(C)/K(t) konaqno separabilno raxireǌe.

Primer 19. Posmatrajmo eliptiqku krivu C : y2 = x3 + x + 1 nad
Q (perfektnim poǉem). Funkcija x je ravnomernizator u taqki
(0, 1), odakle je K(C)/K(x) konaqno i separabilno. �elimo prvo

da izraqunamo
∂y

∂x
po ovoj novoj definiciji. Zato, prvo tra�imo

(minimalni) polinom koji ponixtava y nad K(x). To je i vixe
nego jasno - F = y2 − x3 − x− 1. Sada je

∂y

∂x
= −

∂F

∂x
∂F

∂T

=
3x2 + 1

2y
.

Odredimo sad diferencijale funkcija f = xy i g = y
x
. Prime-

timo da ve� znamo formulu za raqunaǌe, odakle odmah imamo

δ(xy) = y + x
3x2 + 1

2y
=

2y2 + 3x3 + x

2y
=

5x3 + 3x+ 2

2y
;

δ(
y

x
) = − y

x2
+

1

x

3x2 + 1

2y
=
−2y2 + 3x3 + x

2x2y
=
x3 − x− 2

2x2y
.

Poxto smo definisali ,,diferenciraǌe po x”, sada smo u mo-
gu�nosti da uvedemo pojam diferencijala (formalni, ne zaborav-
imo!). Koristi�emo poznatu oznaku dx, a evo i definicije, koja
�e da ispuǌava svojstva koja smo do sada utvrdili za diferenci-
raǌe.

Definicija 19. Neka je C kriva nad K. Skup svih diferenci-
jala, u oznaci Ω(C) je koliqniqki modul slobodnog K(C)-modula
koji generixu simboli dx, za x ∈ K(C), po slede�im relacijama.
U svim relacijama pretpostavǉamo da je x ∈ K(C) takvo da je
K(C)/K(x) konaqno separabino raxireǌe.
(1) dx 6= 0.
(2) Za h1, h2 ∈ K(C) va�i h1dx+ h2dx = (h1 + h2)dx.

(3) Za y ∈ K(C) je dy =
∂y

∂x
dx.
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Iz definicije vidimo da su diferencijali klase ekvivalencije
u odnosu na navedene relacije me�u formalnim simbolima obli-

ka
m∑
i=1

hidxi, gde su hi, xi ∈ K(C), za i = 1, 2, ...,m i xi su takvi da je

K(C)/K(xi) konaqno separabilno raxireǌe. Vidimo da se difer-
encijal ponaxa u skladu sa onim xto smo nauqili iz analize, ali
da se ujedno sla�e i sa ovim xto smo uoqili da va�i za difer-
enciraǌe definisano na ovaj naqin. Slede�e tvr�eǌe navodi os-
novne osobine diferencijala, koje se mogu rutinski dokazati i
liqe na one gore za diferenciraǌe, pa nema potrebe da ih ovde
dokazujemo.

Tvr�eǌe 14. Neka je C kriva nad K. Ako se ne ka�e drugaqije,
pretpostavǉa se da su x, y ∈ K(C) takvi da su K(C)/K(x), odnosno
K(C)/K(y) konaqna separabilna raxireǌa.
(1) dx = 0, ako K(C)/K(x) nije konaqno ili separabilno raxireǌe.
Specijalno i dc = 0, za c ∈ K, tj. konstantnu funkciju.
(2) d(x+ y) = dx+ dy.
(3) d(cx) = cdx, za c ∈ K.
(4) d(xy) = xdy + ydx.
(5) Za svako n ∈ Z je d(xn) = nxn−1dx.

(6) d
(y
x

)
=
ydx− xdy

y2
.

(7) Ako je f ∈ K(C) proizvoǉno, tada je d(f(x)) =
∂f

∂x
dx.

(8) Ako je F (x, y) racionalna funkcija po x i y, tada je

d(F (x, y)) =
∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy.

Primer 20. Kao xto znamo, K(P1) mo�emo identifikovati sa K(A1) =
K(x). Onda su sve funkcije f ∈ K(P1) u stvari oblika f(x), odakle

po pravilu (7) prethodnog tvr�eǌa d(f(x)) =
∂f

∂x
dx,, svaki difer-

encijal je oblika funkcija iz K(C) puta dx.

Primer 21. Mo�emo da se zapitamo kada su diferencijali h1dx1

i h2dx2 ekvivalentni (h1, h2, x1, x2 ∈ K(C), K(C)/K(x1) i K(C)/K(x2)
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konaqna separabilna raxireǌa). Zato je zgodno da napixemo
diferencijal dx1 u obliku funkcija puta dx2. To je, po definici-

ji, dx1 =
∂x1

∂x2

dx2. Zbog linearnosti, h1dx1 i h2dx2 su ekvivalentni

ako i samo ako je
(
h1
∂x1

∂x2

− h2

)
dx2 ekvivalntan 0. Poxto dx2 6= 0,

tada je h1
∂x1

∂x2

− h2 = 0, a jasno je da va�i i obrnuto. Dakle, h1dx1

i h2dx2 su ekvivalentni ako i samo ako je

h2 = h1
∂x1

∂x2

.

Sada sledi jedna veoma va�na teorema koja va�i za prostor
diferencijala.

Teorema 8. Prostor diferencijala Ω(C) je jednodimenzioni vek-
torski prostor nad poǉem K(C). Drugim reqima Ω(C) 6= {0} i
za svako x ∈ K(C), takvo da je K(C)/K(x) konaqno i separabilno
raxireǌe i za svako w ∈ Ω(C), postoji neka funkcija h ∈ K(C)
takva da je w = hdx.

Dokaz. Iz definicije diferencijala znamo da su zbirovi difer-
encijala i mno�eǌe funkcijom diferencijala opet diferenci-
jali, odakle je Ω(C) vektorski prostor nad K(C). Neka je w ∈ Ω(C)
proizvoǉan diferencijal. Tada on ima svog predstavnika oblika

w =
m∑
i=1

hidxi. Tada je dxi =
∂xi
∂x

dx, odakle je

w =
m∑
i=1

hi
∂xi
∂x

dx =

(
m∑
i=1

hi
∂xi
∂x

)
dx,

prema tome naxli smo funkciju h =
m∑
i=1

hi
∂xi
∂x
∈ K(C) za koju je

w = hdx. Za kraj, jox samo treba da napomenemo da Ω(C) 6= {0},
ali to je jasno jer, na primer, dx 6= 0.
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Kao posledicu ove teoreme imamo slede�e tvr�eǌe, qiji se
dokaz odmah vidi iz prethodnog teksta. Nakon ovog tvr�eǌa �emo
mo�i da damo jednu korisnu definiciju.

Tvr�eǌe 15. Neka je C kriva nad poǉem K.
(1) Neka je x ∈ K(C). Tada je dx baza za Ω(C) nad K(C) ako i samo
ako je K(C)/K(x) konaqno separabilno raxireǌe.
(2) Neka su w1, w2 ∈ Ω(C), pri qemu w2 6= 0. Tada postoji jedin-
stvena funkcija f ∈ K(C) takva da je w1 = fw2. U ovom sluqaju f
oznaqavamo sa w1

w2
.

(3) Neka je P ∈ C(K) proizvoǉna taqka i t ∈ K(C) ravnomerniza-
tor za taqku P . Tada za svako w ∈ Ω(C) postoji jedinstvena
funkcija g ∈ K(C) takva da je w = gdt.

Definicija 20. Neka je C kriva nad K, P ∈ C(K) proizvoǉna taq-
ka sa ravnomernizatorom za tu taqku t ∈ K(C). Tada red difer-
encijala w 6= 0 u taqki P definixemo kao vrednost ordP (w) =
ordP (w

dt
). Diferencijal w se naziva regularan (ili holomorfan) ako

je ordP (w) ≥ 0, za svaku taqku P ∈ C(K). Ako va�i ordP (w) ≤ 0, za
svaku taqku P ∈ C(K), onda se diferencijal naziva neanuliraju�i
(ili neponixtavaju�i). Diferencijalu w mo�emo da pridru�imo
divizor diferencijala w (ili divizor pridru�en diferencijalu w)
sa

div(w) =
∑

P∈C(K)

ordP (w)P.

Moramo da proverimo da je ova definicija dobro definisana.
Postoje dve stvari koje moramo da proverimo, prvo da red funkci-
je u bilo kojoj taqki ne zavisi od izbora uniformizatora, a drugo
da je divizor pridru�en diferencijalu dobro definisan, tj. da
�e samo u konahcno mnogo taqaka imati red razliqit od nule. Iz
tih razloga, navodimo slede�e tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 16. Neka je C kriva nad poǉem K, w ∈ Ω(C), w 6= 0.
(1) Neka je f ∈ K(C) regularna u P , a t ∈ K(C) ravnomernizator

u P . Tada je i
df

dt
regularna u P .

(2) Neka su t, t′ ∈ K(C) ravnomernizatori za taqku P ∈ C. Tada je
ordP (w

dt
) = ordP ( w

dt′
).
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(3) Za sve, sem mo�da konaqno mnogo P ∈ C va�i ordP (w) = 0.

Dokaz. (1) Za poqetak primetimo xta je
df

dt
. Po svojstvu difer-

encijala df =
∂f

∂t
dt, odakle je

df

dt
=
∂f

∂t
, za xta treba da doka�emo

da je regularno u P . Poxto je f regularna u P , f = tkg, gde je
k ∈ N0 i g ∈ K(C) takva da je ordP (g) = 0. Po Lajbnicovom pravilu
diferenciraǌa je

∂tkg

∂t
= ktk−1g +

∂g

∂t
.

Za k > 0 je levi qlan regularan u P , a za k = 0 ne postoji, pa

je dovoǉno dokazati da je
∂g

∂t
regularan u P . Zapiximo g =

P1

P2

kao koliqnik dva polinoma, tada P1(P ) 6= 0, P2(P ) 6= 0. Tada, po
poznatom pravilu imamo

∂g

∂t
=
P2
∂P1

∂t
− P1

∂P2

∂t
P 2

2

.

Imenilac se ne anulira u P , a brojilac se sastoji od polinoma i
izvoda polinoma po t koji nikako ne mogu stvoriti pol u P , prema

tome, dokazali smo regularnost i
∂g

∂t
i
∂f

∂t
.

(2) Neka je w = fdt = f ′dt′, za neke f, f ′ ∈ K(C). Kako su t, t′ ravnom-
ernizatori za P , oni su i regularni u P , pa po delu (1) znamo da
su dt

dt′
i dt′

dt
u isto vreme regularni u P . Ovo je jedino mogu�e ako

je u isto vreme ordP ( dt
dt′

= ordP (dt
′

dt
= 0. Tada je ordP ( f

f ′
) = 0, tj.

ordP (f) = ordP (f ′), a ovo upravo znaqi da je ordP (w
dt

) = ordP ( w
dt′

).
(3) Odaberimo neko x ∈ K(C) tako da je K(C)/K(x) konaqno i
separabilno raxireǌe. Ovo upravo znaqi da je preslikavaǌe
x : C −→ P1 separabilno. Tada se ono ramifikuje u najvixe konaq-
no mnogo taqaka (pogledati u slede�em poglavǉu, posle Hurvicove
formule). Zapiximo w = fdx, za jedinstveno f ∈ K(C). Skup taqa-
ka P za koje va�i neki od slede�ih uslova: f(P ) = 0, f(P ) = ∞,
x(P ) = ∞ ili u kojima je x ramifikovano je konaqan. Zato, do-
voǉno je da doka�emo da je za preostale taqke P , ordP (w) = 0 sem
mo�da za ǌih konaqno mnogo. Kako posmatramo taqke P u koji-
ma je vrednost konaqna i u kojima je x neramifikovana, odatle je
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x − x(P ) ravnomernizator u taqki P . Poxto je dx(P ) = 0, jer je
x(P ) konstanta, pa je dx = d(x − x(P )) tada po definiciji mo�emo
da raqunamo

ordP (w) = ordP (fd(x− x(P ))) = ordP (f) = 0,

za sve, sem za konaqno mnogo taqaka P , jer svaka funkcija ima
konaqno mnogo nula i polova.

Slede�a dva tvr�eǌa se koriste u dokazu Hurvicove teoreme,
koju navodimo u slede�em poglavǉu, ali kako i Hurvicovu teo-
remu ostavǉamo bez dokaza, tako �emo i ova tvr�eǌa. Pri qemu
drugo tvr�eǌe ima i svoju va�nu svrhu u izuqavaǌu eliptiqkih
krivih, posebno nad konaqnim poǉima. Dokazi, ova dva trv�eǌa,
kao i Hurvicove teoreme se, na primer, nalaze u [51].

Tvr�eǌe 17. Neka je C kriva nad poǉem K, charK = p, x, f ∈
K(C), pri qemu je x takva da je x(P ) = 0 i K(C)/K(x) konaqno i
separabilno raxireǌe. Imamo dva sluqaja.
Ako je p = 0 ili p - ordP (x), tada ordP (fdx) = ordP (f) + ordP (x)− 1.
Ako je p > 0 i p | ordP (x), tada ordP (fdx) ≥ ordP (f) + ordP (x).

Definicija 21. Neka je φ : C1 −→ C2 nekonstantno racionalno
preslikavaǌe izme�u glatkih krivih nad poǉem K. Pridru�eno
preslikavaǌe φ∗ : K(C2) −→ K(C1) indukuje i preslikavaǌe izmed-
ju ǌihovih diferencijala φ∗ : Ω(C2) −→ Ω(C1) definisano sa

φ∗

(
m∑
i=1

fidxi

)
=

m∑
i=1

(φ∗fi)d(φ∗xi).

Tvr�eǌe 18. Neka je φ : C1 −→ C2 nekonstantno racionalno pres-
likavaǌe izme�u glatkih krivih nad poǉem K. Tada je φ separa-
bilno ako i samo je preslikavaǌe φ∗ : Ω(C2) −→ Ω(C1) ,,1-1” (tj.
nenula).

Sada uvodimo jedan specijalni divizor, koji ima kǉuqnu ulogu
u teoremi Rimana-Roha, koja sledi u slede�em poglavǉu.
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Definicija 22. Kanonski divizor je bilo koji divizor oblika
div(w), w ∈ Ω(C). Skup svih ovakvih divizora (neki autori nazi-
vaju sliku ovog skupa u Pic(C)) se naziva kanonska klasa divizora
na krivoj C.

Uoqimo dva diferencijala w1, w2 ∈ Ω(C). Znamo da postoji
funkcija f ∈ K(C), takva da je w1 = fw2. Tada je (vidi se iz
definicije)

div(w1) = div(fw2) = div(f) + div(w2).

Izme�u ostalog, zakǉuqujemo, da svi kanonski divizori imaju
isti stepen i pripadaju istoj klasi linearne ekvivalencije di-
vizora. Prema tome, u grupi Pic(C) postoji taqno jedan ǌihov
predstavnik, tj. svi se slikaju u isti element. Za kraj ovog dela
teksta, idu tri primera.

Primer 22. Odredimo kanonsku klasu divizora na P1. Odredimo
prvo div(dx), ali podsetimo se da koristimo afini zapis! Tada je
za konaqne (afine) taqke a ∈ A1, ravnomernizator x − a. Tada je
dx = d(x−a), a po definiciji za odre�ivaǌe reda u ovim taqkama,
pixemo dx = 1 · d(x− a), odakle je orda(dx) = orda(1) = 0.

Ostaje nam jox beskonaqna taqka, u kojoj je ravnomernizator
1
x
. Tada koriste�i poznate osobine diferencijala pixemo dx =
−x2d( 1

x
), odakle je ord∞(dx) = ord∞(−x2) = −2. Dakle, div(dx) =

−2∞. Sada znamo i da je deg(div(w)) = −2, za svaki w ∈ Ω(P1).
Znamo i vixe, poxto se svaki w ∈ Ω(P1) zapisuje u obliku

w = fdx, gde je f ∈ K(P1), a ve� smo ranije pokazali da su svi
divizori stepena nula na P1 ujedno i glavni, zakǉuqujemo da je
svaki divizor stepena −2 i kanonski divizor. Ovo specijalno
znaqi da na P1 nema regularnih diferencijala, jer takvi difer-
encijali imaju nenegativan stepen.

Primer 23. Neka je C : y2 = f(x) eliptiqka ili hipereliptiqka
glatka kriva. Postho gledamo taqke nad poǉem K, mo�emo da
pretpostavimo da je vode�i koeficijent 1 i da je jednaqina oblika

y2 = (x− α1)...(x− αn),

gde su svi αk razliqiti. �elimo da odredimo div(dx). U taqkama
(α, β) gde y = β 6= 0 znamo da je x − α ravnomernizator, pa odmah
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vidimo da je dx = 1·d(x−α), odnosno ord(α,β)(dx) = 0. Zato su intere-
santne samo taqke koje su nule polinoma f(x) i beskonaqnost(i).
Napadnimo jednaqinu sa diferencijalom, pri qemu, naravno, na
desnoj stranu koristimo d(x− αk) = dx.

2ydy = [(x− α2)...(x− αn) + ...+ (x− α1)...(x− αn−1)]dx

Odavde se vidi da u taqkama (αk, 0), gde znamo da je y ravnom-
ernizator, mo�emo predstaviti

dx =
2y

(x− α2)...(x− αn) + ...+ (x− α1)...(x− αn)
dy,

odakle je

ord(αk,0)(dx) = ord(αk,0)

(
2y

(x− α2)...(x− αn) + ...+ (x− α1)...(x− αn)

)
= 1,

jer se imenilac ne anulira u toj taqki (svi sabirci su 0, sem
jednog, onog kojem nedostaje αk). Za beskonaqnost, moramo raz-
likovati dva sluqaja.

Lakxi sluqaj je ako je n = 2g + 2, parno. Tada je 1
x
ravnom-

ernizator u beskonaqnostima, odakle je, zbog dx = −x2d( 1
x
),

ord∞+(dx) = ord∞−(dx) = −2.

U ovom sluqaju je

div(dx) =

2g+2∑
k=1

(αk, 0)− 2∞+ − 2∞−.

Neparan sluqaj, n = 2g + 1, je dosta komplikovaniji, jer je ta-
da xg

y
ravnomernizator u beskonaqnosti ∞. Poznavaju�i osobine

diferencijala, znamo

d

(
xg

y

)
=
gxg−1ydx− xgdy

y2
.

Tako�e, mo�emo da izrazimo dy preko dx (iznad smo utvrdili
vezu), odakle mo�emo da dovedemo u vezu dx i d(x

g

y
). Nakon xto

se zameni i sredi, dobijamo

dx =
2y3

2gxg−1y2 − xg[(x− α2)...(x− α2g+1) + ...+ (x− α1)...(x− α2g)]
d

(
xg

y

)
.
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Evo malo i analize, posmatrajmo ponaxaǌe imenioca u beskonaq-
nosti. Zbog jednaqine krive C znamo da je y2 isto kao i x2g+1,
dakle 2gxg−1y2 nam daje 2gx3g. Izraz

(x− α2)...(x− α2g+1) + ...+ (x− α1)...(x− α2g)

je kao (2g+1)x2g, odakle je −xg[(x−α2)...(x−α2g+1)+ ...+(x−α1)...(x−
α2g)] kao −(2g + 1)x3g. Kada utvrdimo najve�i qlan u imeniocu, to
je −x3g i u raqunaǌu reda u beskonaqnosti on daje informaciju.
Dakle ord∞(dx) = 3(−2g − 1)− 3g(−2) = −3. U ovom sluqaju je

div(dx) =

2g+1∑
k=1

(αk, 0)− 3∞.

Sliqno odre�ujemo i div(dy). Za afine taqke (α, β) imamo dva
sluqaja, prvi kada je β = 0, tada znamo da je β = y, kada je y
ravnomernizator, a u tim taqkama je ord(αk,0)(dy) = 0, i kada β 6= 0,
kada je ravnomernizator x − α, a poxto je d(x − α) = dx, dovoǉno
je da na�emo vezu dy i dx. ǋu znamo iz jednaqine 2ydy = f ′(x)dx,
odakle je dy = f ′(x)

2y
dx. Poxto se u ovim taqkama y ne anulira,

mo�emo eventualno imati nulu i to se dexava u taqkama (x, y) za
koje je f ′(x) = 0 (tada je f(x) 6= 0, tj y 6= 0, pa je ovo u redu). Ostaje
jox ispitati beskonaqnost, xto opet vodi u dva sluqaja.

Ako je n = 2g + 2 paran, tada je 1
x
ravnomernizator u obe

beskonaqnosti, odakle

dy =
f ′(x)

2y
dx = −x

2f ′(x)

2y
d

(
1

x

)
,

pa je ord∞±(dy) = (−2)− (2g+ 1)− (−g− 1) = −2− g. U ovom sluqaju
je

div(dy) =
∑

α:f ′(α)=0

(α, β)− (g + 2)∞− − (g + 2)∞+.

Ako je n = 2g + 1 neparan, imamo ravnomernizator xg

y
u jed-

noj beskonaqnosti ∞. Po onome xto ve� znamo, kada izraqunamo,
dobijamo

dy =
y2f ′(x)

2gxg−1y2 − xgf ′(x)
d

(
xg

y

)
.
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Kada sredimo imenilac, opet dobijamo da je najve�i qlan −x3g,
pa mo�emo da izraqunamo ord∞(dy) = −2(2g + 1) + 2g(−2)− 3g(−2) =
−2g − 2. U ovom sluqaju je

div(dy) =
∑

α:f ′(α)=0

(α, β)− (2g + 2)∞.

Primer 24. Malo konkretnije u odnosu na prethodni primer (zadr-
�avamo oznake i zakǉuqke), uoqimo eliptiqku krivu

C : y2 = (x− α1)(x− α2)(x− α3).

Po onome xto smo izraqunali malopre, a i po primeru gde smo
raqunali divizor koordinatne funkcije y znamo

div(dx) = (α1, 0) + (α2, 0) + (α3, 0)− 3∞ = div(y).

Odavde je

div

(
dx

y

)
= 0,

pa je diferencijal dx
y
u isto vreme i regularan i neanuliraju�i.

2.5 Rod krive

Rod krive - geometrijski

Preporuqena literatura: Ovde, kao i u predlo�enoj litera-
turi, izlagaǌe je neformalno i slu�i samo da steknemo boǉu
vizualizaciju i sliku jednog va�nog pojma. Dobri motivacioni
tekstovi i slike na ovu temu se mogu na�i u [23], [22].

Poqnimo sa jednim veoma poznatim rezultatom iz topologije:
Svaka kompaktna, glatka, povezana povrx je homeomorfna sferi sa
konaqnim brojem ,,ruqki”, tj. ili je sfera, ili je torus sa n rupa,
gde je n ∈ N. Vide�emo da algebarske krive imaju jednu va�nu
topoloxku invarijantu. Kada vidimo jednaqinu krive, mi je cr-
tamo u ravni. Dakle, mi krivu vidimo kao afini realni objekat.
Me�utim, ovaj pogled i daǉe ne daje dovoǉno podataka, a iz ve�
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pozntih razloga, umesto afine krive, posmatra�emo projektivnu
krivu (projektivizacija nam ovde u stvari slu�i da kompakti-
fikujemo sliku), ali nad C (potrebno nam je algebarski zatvoreno
poǉe da bismo izbegli probleme kada polinom nema sve korene u
poǉu). U ovom sluqaju �emo mo�i da ,,pametnim gledaǌem” vidi-
mo da je svaka kriva u P2(C) ima oblik jedne od ovih sfera sa
ruqkama, tj. torusa sa nekoliko rupa. Tada rod krive definixe-
mo kao broj tih rupa na torusu.

Prvi primer �e biti jedan veoma poznat primer - prava. Pox-
to gledamo kompleksnu projektivnu pravu, to je objekat koji se
sastoji od C i jedne beskonaqne taqke kojom kompaktifikujemo
kompleksnu ravan, a ovako dobijamo sferu. Poxto sfera u se-
bi ne sadr�i rupe, rod projektivne prave, tj. prave je 0.

Drugi primer su glatke konike u ravni: elipse, parabole i
hiperbole. I ǌih �emo tako�e mo�i da vidimo kao sfere u P2(C).
Na primer, afini krug x2+y2 = 1 se projektivno prestavǉa kao x2+
y2 = z2, xto se, kao xto smo napomenuli u prvoj glavi izomorfno
projektivnoj pravi, a nad C smo malopre uvideli da je to sfera.
Dakle i konike imaju rod 0.

Slede�i primer su eliptiqke krive, tj. krive oblika y2 =
x3 + ax2 + bx+ c.

Za poqetak uvedmo jedan pojamm.Rexetka u ravni je je skup {O+
mv+nu | m,n ∈ Z}, gde su u i v neki linearno nezavisni vektori te
ravni, a O bilo koja taqka te ravni. Kada crtamo sliku, stvarno
crtamo te vektore, dakle ne uzimamo samo ǌihove krajǌe taqke.
Najpoznatija rexetka je celobrojna rexetka, a ime rexetka se i
vidi iz ǌenog izgleda.

Mo�e se pokazati (na primer, u [51]), da je eliptiqka kriva
nad C analitiqki izomorfna koliqnickom prostoru C/R, gde je R
neka rexetka. Ovo znaqi da identifikujemo dva kompleksna broja,
ako je ǌihova razlika u toj rexetki. Vidimo da prostor koji se
dobije ovako izgleda kao paralelogram qije su ivice isto iden-
tifikovane (kada iz jedne taqke ivice povuqemo du� paralelnu
drugoj ivici i preseqemo je sa ǌoj paralelnom ivicom, dobijamo
taqku koja je identifikovana sa prethodnom). Iz topologije znamo
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da je taj prostor torus, koji ima jednu ruqku, odakle zakǉuqujemo
da je eliptiqka kriva roda 1.

Ovo smo mogli da izvedemo i na drugi naqin, posmatraǌem
kompleksnog korena. Za svaku x ∈ C, takvo da x3 + ax2 + bx + c 6=
0, postoji taqno 2 y ∈ C takva da y2 = x3 + ax2 + bx + c, dok u
sluqaju x3 + ax2 + bx + c = 0 je jedino takvo y = 0. Ovo deluje da
eliptiqku krivu mo�emo dobiti tako xto dve kopije kompleksne
ravni zalepimo u tri taqke.

Me�utim, to nije ispravno, zbog osobine kompleksnog korena
(koji koristimo kada dobijamo y preko x). Setimo se da je za
definisaǌe kompleksnog korena bilo potrebno da iseqemo jednu
polupravu iz 0 u kompleksnoj ravni, da bismo spreqili da mo�emo
da obi�emo petǉu oko 0, jer smo time promenili ugao za 2π, dok je
koren promenio ugao samo za π, pa je ovo nekonzistentno. Tako i
ovde prilikom lepǉeǌa ne smemo da dozvolimo da nam ista grana
korena ostane sama na istoj strani taqaka po kojima lepimo.

Neka su nule polinoma x3 + ax2 + bx + c x1, x2 i x3. One su nam
problematiqne taqke, kao i taqa ∞, jer setimo se da smo u pro-
jektivnom kompleksnom prostoru, gde ta taqka postoji i setimo se
da je P1(C) ∼= S2. Zato, da bismo dobro definisali koren koji nam
daje y, moramo ise�i linije na sferi koje spajaju x1 i x2, odnosno
x3 i ∞ na obe sfere. Primetimo da se ti iseqci mogu proxiti do
kruga na sferi, odakle lepleǌem (i to po suprotno orijentisanim
kru�nicama tih izbaqenih krugova) tih dveju iseqenih sfera do-
bijamo torus. Ovakav postupak se mo�e na�i u [51], [23], [42], [22].

Sliqna slika kao u prethodnom sluqaju se mo�e napraviti za
bilo koju krivu oblika y2 = f(x), deg f = 2g + 1, odakle mo�emo
dobiti da sliku torusa sa g ruqki, odnosno takva kriva je roda
g. Modifikacija u sluqaju deg f = 2g + 2 je ta beskonaqna taqka
u ovom sluqaju ne pravi problem, tako da se povezuje g + 1 par
kompleksnih nula, odakle treba da dobijemo istu sliku kao i u
prethodnom sluqaju, odnosno i ove krive su roda g.

Rod krive - algebarski

U ovom delu �elimo da eksplicitno izraqunamo rod algebarske
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krive C, za koji smo stekli intuitivnu sliku malopre. Za to
�e nam biti potreban jox jedan novi objekat koji pridru�ujemo
svakom divizoru D na glatkoj krivoj C nad poǉem K.

Definicija 23. Neka je D ∈ Div(C). Prostor L(D), koji se i
naziva Riman-Rohov prostor divizora D je

L(D) = {f ∈ K(C)∗ | div(f) ≥ −D} ∪ {0}.

Komentar. Za poqetak, neka je D = nP , gde je n ∈ N. Uslov div(f) ≥
−D = −nP znaqi da f mo�e da ima pol jedino u taqki P i to
najvixe reda n. Za nule funkcije f nemamo nikakvu informaciju.
Sliqno, ako je D pozitivan divizor, tj. D = n1P1 + ...nkPk, gde su
n1, ... , nk prirodni brojevi, tada uslov div(f) ≥ −D daje da f nema
polova van taqaka P1, ... , Pk, a u tim taqkama ima pol najvixe
reda n1, ... , nk. Ostaje jox ako divizor D sadr�i i taqke sa
negativnim koeficijentom: neka je na primer −mQ deo divizora
D. Tada, izme�u ostalog, uslov div(f) ≥ −D uslovǉava da f mora
imati nulu u Q i to bar reda m. Ovo va�i za sve taqke koje se u
divizoru D javǉaju sa negativnim koeficijentom (ima ih konaqno
mnogo).

Primer 25. Posmatrajmo na projektivnoj pravoj P1 divizor D =
[1, 0] + [0, 1]. Tada je funkcija

f =
(x− y)(x+ y)

xy
∈ L(kD),

za svaki prirodan broj k. Zaista, uslov da f ∈ L(kD) samo znaqi
da f nema pol van taqaka [1, 0] i [0, 1], pri qemu ti polovi mogu biti
najvixe reda k. Funkcija f ima pol u tim dvema taqkama reda 1,
prema tome, ispuǌava uslov da se nalazi u svim ovim prostorima.
Ako posmatramo

1

f
=

xy

(x− y)(x+ y)
,

ova funkcija se ne nalazi ni u jednom od ovim prostora. Iako ona
ima nule u taqkama [1, 0] i [0, 1], ona ipak ima pol u taqkama [1, 1]
i [−1, 1], a to nije dozvoǉeno za funkcije iz prostora L(kD).
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U slede�em tvr�eǌu navodimo osnovne osobine prostora L(D),
za D ∈ Div(C).

Tvr�eǌe 19. (1) Skup L(D) je vektorski prostor nad poǉem K.
ǋegovu dimenziju oznaqavamo sa l(D).
(2) Ako je D ≤ D′, tada L(D) ⊆ L(D′).
(3) L(0) je skup svih konstantnih funkcija u K, dakle l(0) = 1.
(4) Ako je deg(D) < 0, tada je L(D) = {0}, pa l(D) = 0.
(5) Za P ∈ C proizvoǉnu taqku va�i l(D + P ) ≤ l(D) + 1, tj.
dimK(L(D + P )/L(D)) ≤ 1.
(6) Ako je D ≤ D′, tada dimK(L(D′)/L(D)) ≤ deg(D′ −D).
(7) L(D) je konaqno-dimenzioni vektorski prostor, tj. broj l(D)
je uvek konaqan. Ako je deg(D) ≥ 0, tada l(D) ≤ deg(D) + 1.
(8) Ako je D ∼ D′, tada L(D) ∼= L(D′), pa je i l(D) = l(D′).

Dokaz. (1) Mno�eǌe nenula konstantom ne meǌa divizor, a po poz-
natoj osobini za divizor zbira funkcija zakǉuqujemo da i zbir
ostaje u L(D), ako su tu poqetne funkcije, dakle L(D) jeste ve-
torski prostor.
(2) Ako je div(f) ≥ −D, tada je i div(f) ≥ −D′, pa L(D) ⊆ L(D′).
(3) Ako f ∈ L(0), tada f nema polova, dakle f je konstantna.
(4) Neka f 6= 0 ∈ L(D). Tada, zbog div(f) ≥ D je 0 = deg div(f) ≥
deg(−D) = − deg(D), odakle je deg(D) ≥ 0. Zato prostor L(D), za
degD < 0 ne mo�e da sadr�i ni jednu ovakvu funkciju.
(5) Neka se u divizoru D taqka P ∈ C pojavǉuje nP puta. Uoqi-
mo ravnomernizator u taqki P , neka je to funkcija t ∈ OC,P .
Sada je dobro definisano preslikavaǌe φ : L(D + P ) −→ K sa
φ(f) = (tnP+1f)(P ). Ovo je zato xto f ∈ L(D + P ) ima pol reda
najvixe nP + 1, pa sve te eventualne polove neutralixe tnP+1. Po
definiciji ovog preslikavaǌa se vidi da je ono linearno. Jez-
gro ovog preslikavaǌa qine funkcije iz L(D + P ) koje nemaju pol
reda nP + 1 u P , dakle sve funkcije iz L(D + P ) qiji je pol u P
najvixe nP . Ovo upravo znaqi da je ker(φ) = L(D). Po teoremi o
izomorfizmu L(D+P )/L(D) ∼= φ(L(P +D)) ⊆ K, pa je L(D+P )/L(D)
najvixe jednodimenzioni prostor, xto je i trebalo dokazati.
(6) Neka je D′ = D + P1 + ...+ Pk, gde taqke P1, ... , Pk mogu biti i
iste. Oznaqimo Dl = D+P1 + ...+Pl, za l = 0, 1, ..., k. Primenom dela
pod (5) k puta na Dl+1 i Dl (za l = 0, 1, ..., k − 1), zakǉuqujemo da
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je dimK(L(Dl+1)/L(Dl)) ≤ 1, a kada nadove�emo zakǉuqke, dobijamo
dimK(L(D′)/L(D)) ≤ k = deg(D′ −D).
(7) Ako je D < 0, onda je L(D) = {0} svakako konaqno-dimenzioni
vektorski prostor. Ako je deg(D) ≥ 0, primenimo (6) za D−(degD+
1)P (P je bilo koja taqka, jedino je bitno da namestimo da stepen
divizora bude negativan) i D, tada L(D − (degD + 1)P ) = {0}, pa
dimK(L(D)) ≤ deg(D − (D − (degD + 1)P )) = degD + 1.
(8) Neka je D′ = D+ div(g), za neko g ∈ K(C). Tada je dobro defin-
isano preslikavaǌe ψ : L(D′) −→ L(D) zadato sa ψ(f) = fg, jer ako
div(f) ≥ −D′, tada div(fg) = div(f) + div(g) ≥ −D′+ div(g) = −D. Ovo
preslikavaǌe je jasno linearno i bijekcija, pa je izomorfizam
vektorskih prostora L(D) i L(D′).

Tvr�eǌe 20. Za divizor D va�i l(D) > 0 ako i samo ako je D lin-
earno ekvivalentan nekom pozitivnom divizoru.

Dokaz. Ako je D − div(f) = D′, za neke f ∈ K(C) i D′Div(C), tada
je po prethodnom tvr�eǌu l(D) = l(D′) ≥ l(0) = 1. Obrnuto, ako
je l(D) > 0, postoji f 6= 0 ∈ K(C) takva da div(f) ≥ −D. Tada je
D + div(f) ≥ 0, a to znaqi da je D + div(f) pozitivan divizor koji
je linearno ekvivalentan sa D.

Daǉe slede, bez dokaza, tri teoreme od velike va�nosti!

Teorema 9. (Rimanova teorema) Postoji ceo broj g takav da za sve
divizore D ∈ Div(C) va�i

l(D) ≥ degD + 1− g.

Teorema 10. (Teorema Rimana-Roha) Neka je KC kanonski divizor
na krivoj C. Tada postoji ceo broj g, takav da za svaki divizor
D ∈ Div(C) va�i

l(D)− l(KC −D) = degD − g + 1.
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Definicija 24. Najmaǌi broj g iz Rimanove teoreme, odnosno
broj g iz teoreme Rimana-Roha se naziva rod krive C.

Ta dva broja �e se poklopiti (ne�emo dokazivati, ali moraju
da se poklope da bi definicija imala smisla), i za broj g va�i da
je g ≥ 0. To se odmah vidi iz toga xto je l(D) ≤ degD+1. Navodimo
neke lagane, ali bitne posledice teoreme Rimana-Roha.

Tvr�eǌe 21. Neka su oznake iste kao i do sada.
(1) l(KC) = g.
(2) degKC = 2g − 2.
(3) Ako degD > 2g − 2, tada l(D) = degD − g + 1.
(4) Ako degD ≥ 2g, tada l(D − P ) = l(D)− 1, za sve P ∈ C.

Dokaz. (1) Stavimo D = 0 u jednakost Riman-Roha i dobijamo
1− l(KC) = 1− g, odakle je l(KC) = g.
(2) Stavimo sada D = KC u jednakost Rimana-Roha. Imamo g−1 =
degKC − g + 1, a ovo taqno daje degKC = 2g − 2.
(3) Ako je degD > 2g − 2, tada deg(KC − D) < 0, pa l(KC − D) = 0.
Kada ovo nestane iz jednaqine, dobijamo tra�enu jednakost l(D) =
degD − g + 1.
(4) Ako je degD ≥ 2g, tada je degD, deg(D − P ) > 2g − 2, pa iz (3)
l(D) = degD−g+1 i l(D−P ) = deg(D−P )−g+1 = (degD−g+1)−1 =
l(D)− 1.

Primer 26. Opiximo prostor L(KC), za neki kanonski divizor
KC = div(w), w ∈ Ω(C). Va�i ekvivalencija da je funkcija f ∈
L(KC) ako i samo ako div(f) ≥ − div(w), a ovo je ekvivalentno sa tim
da je div(fw) ≥ 0, odnosno da je fw regularan diferencijal. Kako
se svaki diferencijal iz Ω(C) predstavǉa na jedinstven naqin u
obliku fw, za neku funkciju f , ovo dodeǉivaǌe f 7→ fw, tj. pres-
likavaǌe izme�u L(KC) i skupa holomorfnih diferencijala na
C je K(C)-linearno i bijektivno, dakle uspostavǉa izomorfizam
izme�u odgovaraju�ih vektorskih prostora. Ovim zakǉuqujemo
da je i (prema posledici teoreme Rimana-Roha) prostor holo-
morfnih diferencijala krive C dimenzije g, roda krive C.

Primer 27. Pokazali smo da na projektivnoj pravoj P1 nema reg-
ularnih diferencijala, pa po prethodnom primeru zakǉuqujemo
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da je l(KC) = 0, odakle je rod projektivne prave g = 0. U ovom
sluqaju, mo�emo jednakost Rimana-Roha proqitati kao

l(D)− l(−2∞−D) = degD + 1.

Specijalno, ako je za divizor va�i degD > −2, tada je

l(D) = degD + 1.

Primer 28. Posmatrajmo eliptiqku krivu

C : y2 = (x− α1)(x− α2)(x− α3)

nad poǉem K, gde su αk razliqiti. Za ǌu znamo da je div(dx
y

= 0,
a ovo je jedan od predstavnika kanonskih divizora, te u teoremi
i posledicama Rimana-Roha mo�emo staviti KC = 0. Specijalno
l(KC) = l(0) = 1 = g, dakle eliptiqka kriva je roda 1! Tada kao
posledicu imamo i

l(D) = degD,

za divizore D stepena bar 1. Neka je P ∈ C, proizvoǉna taq-
ka. Tada je l(P ) = 1, a kako ovaj prostor sadr�i sve konstantne
funkcije (one nemaju polove nigde, a nemamo uslov za nule), koje
qine prostor dimenzije 1, zakǉuqujemo da je L(P ) = 〈1〉. Podse-
timo se da x u ∞ ima pol reda 2, a y reda 3, dok nemaju ostalih
polova.

Sada mo�emo da razmotrimo prostore L(k∞), za male prirodne
brojeve k. Znamo l(k∞) = k, tako da znamo dimenzije tra�enih
prostora. Ve� smo odredili (P =∞) L(∞) = 〈1〉. Za L(2∞), znamo
da je dvodimenzioni prostor koji sadr�i konstantne funkcije i
funkciju x, linearno nezavisnu od ǌih, pa je L(2∞) = 〈1, x〉. Pros-
tor L(3∞) sadr�i pored konstantnih i funkcije x i funkciju y, a
one su sve linearno nezavisne na krivoj C (imamo jednaqinu tek za
y2), pa je L(3∞) = 〈1, x, y〉. Sliqno se dobija L(4∞) = 〈1, x, y, x2〉 i
L(5∞) = 〈1, x, y, x2, xy〉. Osmotrimo sad prostor L(6∞). On sadr�i
7 razliqitih funkcija: 1, x, y, x2, xy, x3 i y2.

Poxto se sve one nalaze u prostoru dimenzije 6, mora postojati
linearna veza izme�u nekih od ǌih! Naravno, to nije iznena�eǌe,
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poxto je jednaqina krive y2 = (x − α1)(x − α2)(x − α3), a kada ovo
grupixemo po nabrojanim funkcijama, dobijamo K-linearnu vezu
izme�u nekih od tih funkcija.

Primer 29. Postoji naqin da okarakterixemo sve kanonske divi-
zore. Znamo da svaki kanonski divizor KC zadovoǉava degKC =
2g − 2 i l(KC) = g. Va�i i obrnuto, ako za divizor D va�i
degD = 2g − 2, l(D) = g, onda je on kanonski divizor!

Ubacimo prvo D u jednakost Rimana-Roha, odakle je g− l(KC −
D) = 2g − 2 − g + 1, tj. l(KC − D) = 1. Sada ubacimo KC − D
u jednakost Rimana-Roha, odakle je 1 − g = deg(KC − D) − g + 1,
pa je deg(KC − D) = 0. Iz uslova l(KC − D) = 1 zakǉuqujemo da
postoji funkcija f ∈ K(C) takva da je div(f) ≥ D − KC. Ali,
kako je deg(div(f)) = 0 i deg(D − KC) = 0, mora va�iti jednakost
div(f) = D−KC. Sada je D = div(f) +KC = div(f) + div(w) = div(fw),
za neki diferenijal w, a tada je fw opet diferencijal, xto upravo
znaqi da je D kanonski divizor.

Ako je g > 0, tada je l(D) > 0, pa znamo da je D onda linearno
ekvivalentan nekom pozitivnom divizoru, odakle mo�emo da za-
kǉuqimo da za g > 0 postoji pozitivan kanonski divizor. Za g = 0
znamo da ovako nexto ne mora da va�i (primer: P1).

Primer 30. Neka je : y2 = f(x) hipereliptiqka kriva (tj. ǌen
afini deo), pri qemu je f neparnog stepena. Ona ima jedinstvenu
beskonaqnost ∞. �elimo da opixemo prostore L(k∞), gde je k ∈
N0.

Dakle, tra�imo funkcije koje su regularne u svim afinim
taqkama za poqetak. Ako uzmemo bilo koju nepolinomsku racional-
nu funkciju iz K(C), ona �e imati nekonstantan imenilac, koji
�e se sigurno anulirati u nekoj taqki (x0, y0), jer ovo sve posma-
tramo nad algebarski zatvorenim poǉem K. Polinom u imeniocu
ima bar jednu neodre�enu od x i y, pa kada fiksiramo onu drugu
neodre�enu, dobijamo polinom po prvoj neodre�enoj koji ima nulu
u K. Prema tome, ostaju jedino polinomske funkcije, tj. elemen-
ti afinog koordinatnog prstena K[x, y] (pri qemu ovo seqemo po
relaciji y2 − f(x)).

Zbog toga, y2 mo�emo predstaviti kao polinom po x, pa je do-
voǉno da posmatramo funkcije 1, x, x2, ... , y, xy, x2y, ... Med-
ju ovim funkcijama nema linearno zavisnih, tako da one qine
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bazu nad poǉem K. Tako�e, u primeru broj 3 smo videli da je
ord∞(x) = −2 i ord∞(y) = −2g−1. Sada lako raqunamo redove polo-
va nabrojanih funkcija: ord∞(xn) = −2n i ord∞(xny) = −2n− 2g− 1.

Sada lako mo�emo na�i baze prostora L(k∞). Ve� znamo L(0) =
〈1〉. Me�utim, isto �e da va�i i za L(∞), jer koordinatne funkci-
je imaju pol u ∞ bar 2, dok racionalne funkcije imaju pol negde
u afinom delu. Dakle, L(∞) = 〈1〉. Na daǉe neko vreme mo�e-
mo ubacivati stepene funkcije x, koja ima pol reda dva, prema
tome dva uzastopna broja k �e davati isti prostor dokle god ne
pre�emo g: L(2∞) = L(3∞) = 〈1, x〉, L(4∞) = L(5∞) = 〈1, x, x2〉, ...
, L(2n∞) = 〈1, x, ..., xn〉, kad god n ≤ g i L((2n + 1)∞) = 〈1, x, ..., xn〉
kad god n < g. U nekom trenutku dolazimo do k = 2g + 1, gde se
prvi put pojavǉuje i y: L((2g+ 1)∞) = 〈1, x, ..., xg, y〉, L((2g+ 2)∞) =
〈1, x, ..., xg, xg+1, y〉. Sada je jasno kako se grade ovi ve�i pros-
tori, L(2n∞) = 〈1, x, ..., xg, ..., xn, y, xy, ..., xn−g−1y〉, kad god n > g i
L((2n+ 1)∞) = 〈1, x, ..., xg, ..., xn, y, xy, ..., xn−g−1y, xn−gy〉, kad god n ≥ g.
Sada mo�emo da zakǉuqimo vrednosti brojeva l(n∞). Rezultati:

L(n∞) =


{0}, n < 0〈
1, x, ..., x[n

2
]
〉
, 0 ≤ n ≤ 2g〈

1, x, ..., x[n
2

], y, xy, ..., x[n−1
2

]−gy
〉
, 2g + 1 ≤ n

(1)

l(n∞) =


0, n < 0

[n
2
] + 1, 0 ≤ n ≤ 2g

n− g + 1, 2g + 1 ≤ n

(2)

Primetimo da za n ≥ 2g+ 1 va�i l(n∞) = n− g+ 1, dok za n = 2g
je l(n∞) = g + 1 = n − g + 1 i za n = 2g − 1 l(n∞) = g = n − g + 1
xto je u skladu sa posledicom teoreme Rimana-Roha da je l(D) =
degD − g + 1, za degD > 2g − 2.

Primer 31. Na naqin kao u prethodnom primeru ne mo�emo ispi-
tati prostore L(k∞s) i L(k∞−s), kada je deg(f) = 2g + 2 paran, a
k ∈ N0. Me�utim, ono xto mo�emo da uradimo jeste da ispitamo
prostore L(k(∞s+∞−s)). Ovaj zadatak je veoma sliqan kao zadatak
iz prethodnog primera, odakle na isti naqin zakǉuqujemo da ovi
prostori mogu da sadr�e samo funkcije 1, x, x2, ... , y, xy, ... Na
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isti naqin kao u prethodnom primeru i odre�ujemo ove prostore,
a ovde dajemo samo konaqan rezultat:

L(n(∞s +∞−s)) =


{0}, n < 0

〈1, x, ..., xn〉 , 0 ≤ n ≤ g

〈1, x, ..., xn, y, xy, ..., xn−g−1y〉 , g + 1 ≤ n

(3)

l(n(∞s +∞−s)) =


0, n < 0

n+ 1, 0 ≤ n ≤ g

2n− g + 1, g + 1 ≤ n

(4)

Poxto je deg(n(∞s +∞−s)) = 2n, mo�emo za n ≥ g (ovo je ekviva-
lentno sa degD > 2g− 2) da proverimo taqnost posledice teoreme
Rimana-Roha. Za n ≥ g + 1 je ovo oqigedno, dok za n = g imamo
g + 1 = 2g − g + 1, xto je tako�e taqno.

Teorema 11. (Hurvicova teorema) Neka je φ : C1 −→ C2 nekonstant-
no separabilno preslikavaǌe glatkih krivih, roda g1 i g2, redom.
Tada va�i nejednakost

2g1 − 2 ≥ (deg φ)(2g2 − 2) +
∑
P∈C1

(eφ(P )− 1).

U ovoj nejednakosti jednakost va�i ako i samo ako je ispuǌen jedan
od slede�a dva uslova:
(1) char(K) = 0; (2) char(K) = p, ali p - eφ(P ), ni za jedno P ∈ C1.

Vidimo da u zbir na desnoj strani ulaze samo ramifikovane
taqke i kada budemo primeǌivali Hurvicovu teoremu, samo �emo
obratiti pa�ǌu na ǌih. Ima smisla postaviti pitaǌe zaxto je
taj zbir konaqan i zato navodimo jox jedno tvr�eǌe, bez dokaza,
koje nam daje odgovor na to pitaǌe.

Tvr�eǌe 22. Neka je φ : C1 −→ C2 nekonstantno separabilno pres-
likavaǌe glatkih krivih. Za skoro sve taqke Q ∈ C2 (sem mo�da
za ǌih konaqno mnogo) va�i #φ−1(Q) = degs(φ).
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Oznaka #φ−1(Q) je uobiqajena oznaka za broj taqaka skupa φ−1(Q).
U Hurvicovoj teoremi zahtevamo da preslikavaǌe bude separa-
bilno, odakle je deg(φ) = degs(φ). Kako znamo formulu∑

P∈φ−1(Q)

eφ(P ) = deg φ,

za skoro sve Q ∈ C2 �e se na levoj strani na�i taqno deg φ taqaka,
odakle sve one moraju biti neramifikovane. Samo za konaqno
taqaka Q ∈ C2 i prema tome za konaqno taqaka P ∈ C1 �e va�iti
eφ(P ) > 1. Dakle, zbir na desnoj strani je konaqan.

Primer 32. �elimo konaqno da se uverimo da hipereliptiqka
kriva, zadata jednaqinom u standardnom afinom delu y2 = f(x),
deg(f) ∈ {2g + 1, 2g + 2} je roda g, kao xto smo videli sa slike u
2.2. Koristi�emo preslikavaǌe iz primera 9 i podatke koje smo
tamo otkrili. Dakle, φ : C −→ P1 zadajemo sa φ(x, y) = x.

Poxto smo zahtevali da za poǉe K va�i char(K) 6= 2, preslika-
vaǌe je separabilno i svi indeksi ramifikacije ovog preslika-
vaǌa su 1 ili 2 u Hurvicovoj teoremi va�i jednakost. Jox znamo
da je deg φ = 2 i g(P1) = 0. Kada ovo zamenimo u zakǉuqak teoreme,
dobijamo jednakost

2g(C)− 2 = 2(0− 2) +
∑
P∈C

(eφ(P )− 1).

Kao i svaki put do sada, moramo da razlikujemo dva sluqaja.

Neka je prvo deg(f) = 2g+ 1. Imamo jednu beskonaqnost ∞, koja
je ramifikovana, tj. eφ(∞) = 2 i imamo jox 2g + 1 ramifikovanih
taqaka, to su one koje sadr�e nule polinoma f , tj. taqke oblika
(α, 0). U svakoj od tih taqaka va�i eφ((α, 0)) = 2. Sve ostale taqke
su neramifikovane, pa ne ulaze u zbir. Sada kada ovo vratimo u
jednakost, dolazimo do tra�enog zakǉuqka

2g(C) = −2 + 2g + 1 + 1,

odnosno g(C) = g.
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Neka je deg(f) = 2g+2. Sada imamo dve beskonaqnosti koje nisu
ramifikovane, tako da jedino imamo 2g+ 2 ramifikovanih afinih
taqaka oblika (α, 0) i svaka od ǌih je indeksa ramifikacije 2.
Ovaj sluqaj nam jox br�e daje jednakost

2g(C) = −2 + 2g + 2,

tj. g(C) = g i u ovom sluqaju. Evo jox jednog opravdaǌa zaxto smo
smeli odmah u definiciji hipereliptiqke krive da napixemo da
je roda g. Primetimo i da nigde nismo koristili da je g ≥ 2, ovaj
dokaz potpuno radi i za g = 1, xto daje jox jedan pokazateǉ da
jednaqina oblika y2 = f(x), gde je f tre�eg ili qetvrtog stepena
formira krivu roda 1, odnosno bax eliptiqku krivu.

Za kraj ove glave navodimo jednu teoremu koja �e nam biti ko-
risna kasnije. Znamo da je hipereliptiqka kriva C : y2 = f(x),
pri qemu deg f ∈ {2g + 1, 2g + 2} roda g. Tada je l(KC) = g. Odavde
znamo da je prostor regularnih diferencijala dimenzije g. Teo-
rema koja sledi nam daje bazu tog vektorskog prostora.

Teorema 12. Neka je C : y2 = f(x) hipereliptiqka kriva roda g
nad poǉem K. Tada je skup{

1

2y
dx,

x

2y
dx, ...,

xg−1

2y
dx

}
baza vektorskog prostora regluarnih diferencijala nad poǉem
K. Drugim reqima, svaki regularan diferencijal na krivoj C se

zapisuje na jedinstven naqin u obliku
p(x)dx

2y
, za neki polinom p

stepena najvixe g − 1.

Dokaz. Oznaqimo sa D∞ divizor u beskonaqnosti funkcije x. To
znaqi da je D∞ = 2∞ u neparnom sluqaju, odnosno D∞ = ∞s +
∞−s u parnom sluqaju. Oznaqimo i w0 = dx

2y
. Poxto smo ve�

odredili div(dx) i div(y), kada uvrstimo te vrednosti znamo i
div(w0) = div(dx) − div(y) = (g − 1)D∞. Svaki diferencijal mo�e-
mo da zapixemo u obliku w = φw0, za neko φ ∈ K(C), a po onome
xto smo ranije utvrdili, ovaj diferencijal je regularan ako i
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samo ako φ ∈ L((g − 1)D∞). Me�utim, i ove prostore smo ve�
opisali, a u oba sluqaja je L((g − 1)D∞) = 〈1, x, ..., xg−1〉. Kako
su ove funkcije linearno nezavisne, ima ih g, a sad smo utvrdili

da se
1

2y
dx,

x

2y
dx, ...,

xg−1

2y
sve nalaze u prostoru regularnih difer-

encijala, koji je dimenzije g, zakǉuqujemo da one formiraju bazy
tog prostora nad K.
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3 p-adski brojevi i ǌihove primene

3.1 Uvod u p-adske brojeve

Preporuqena literatura: Literatura za p-adske brojeve je naxi-
roko rasprostraǌena, za detaǉno izuqavaǌe su poznate kǌige [25]
i [29], dok su veoma zgodni i neki kra�i materijali, kao xto su
[2], [44], [57], [41], [53]. Ovde samo kratko navodimo osnovna svo-
jstva p-adskih valuacija i konstrukciju p-adskih brojeva. Dokaze
navedenih tvr�eǌa ne�emo navoditi, a mogu se na�i u prezento-
vanoj literaturi.

Podsetimo se da je apsolutna vrednost na poǉu K preslika-
vaǌe

| | : K −→ R≥0

sa slede�im svojstvima
(1) |x| = 0 ako i samo ako x = 0;
(2) |xy| = |x||y|, za sve x, y ∈ K;
(3) |x+ y| ≤ |x|+ |y|, za sve x, y ∈ K.

Na poǉu Q osim standardne apsolutne vrednosti, postoje i p-
adske apsolutne vrednosti, koje oznaqavamo sa | · |p, za svaki prost
broj p i definixu se na slede�i naqin. Svaki racionalan broj
x 6= 0 se mo�e zapisati u obliku x = pm · a

b
, pri qemu m ∈ Z, a, b ∈ Z,

(a, b) = 1, p - ab. Tada
|x|p = p−m,

dok stavǉamo |0|p = 0.

Primer 33. Ovakve apsolutne vrednosti se brzo raqunaju, za 360 =

23 · 32 · 5 je |360|2 =
1

8
, |360|3 =

1

9
, |360|5 =

1

5
, dok za ostale proste

brojeve p je |360|p = 1. Sliqno∣∣∣∣28

99

∣∣∣∣
2

=
1

4
,

∣∣∣∣28

99

∣∣∣∣
3

= 9,

∣∣∣∣28

99

∣∣∣∣
7

=
1

7
,

∣∣∣∣28

99

∣∣∣∣
11

= 11.

Treba proveriti da ovako definisane apsolutne vrednosti za-
ista to i jesu. To je rutinski posao, ali dolazimo do neqega

94



zanimǉivog. U proveri rutinski utvr�ujemo da svojstva (1) i (2)
va�e, dok za svojstvo (3) va�i i vixe! Naime, va�i
(3’) |x+ y|p ≤ max{|x|p, |y|p}, za sve x, y ∈ Q.

Ovakve apsolutne vrednosti se zovu nearhimedske apsolutne
vrednosti. Razlog je jasan, u ǌima ne va�i Arhimedovo svojstvo,
na primer, za a = 1 i M = 2 ne�e postojati n ∈ N, takvo da je
|na|p > M ! I ove nejednakosti vidimo da |na|p = |n|p ≤ 1, za sve
n ∈ N.

Primer 34. Iz definicije apsolutne vrednosti | · | se lako izvode
svojstva da je

|1| = 1, | − 1| = 1, | − x| = |x|,

kao i da |xn| = 1 povlaqi da je |x| = 1, odakle sledi da za apsolut-
nu vrednost na konaqnom poǉu va�i da je |x| = 1, za sve x 6= 0.

Jedno neobiqno svojstvo ove p-adske apsolutne vrednosti je
slede�e, ako |x|p 6= |y|p, tada

|x+ y|p = max{|x|p, |y|p}.

Kada imamo apsolutnu vrednost | · | na poǉu K, tada mo�emo
da definixemo i metriku na K sa d(x, y) = |x − y|, a direktno se
mo�e proveriti da je ovako zaista definisana metrika. Posebno
je zanimǉiva ova p-adska metrika, jer tu va�e dve interesantne
stvari.
(1) Svaki trougao je jednakokrak, tj. za bilo koja tri x, y, z ∈ Q, bar
dva broja iz skupa {d(x, y), d(y, z), d(z, x)} su jednaka!
(2) Svaka taqka otvorene lopte je ǌen centar!

Setimo se da je jedna od definicija da su dve metrike na is-
tom prostoru ekvivalentne ako indukuju istu topologiju (tj. ako
je otvoren skup u prvoj metrici, otvoren i u drugoj i obrnuto).
Stoga, ka�emo da su i dve norme na istom prostoru ekvivalentne
ako su metrike koje definixemo pomo�u ǌih ekvivalentne.

�elimo da prizovemo u pomo� analizu, a za analizu su nam
potrebni metriqki prostori koje smo napravili. Nema potrebe da
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odvojeno posmatramo prostore sa ekvivalentnim metrikama. Da
li postoje jox neke apsolutne vrednosti na Q? Postoje,ali one
su ekvivalentne nekoj od navedenih, sa izuzetkom trivijalne apso-
lutne vrednosti, za koju je |x| = 1, za sve x ∈ Q∗! Ovo tvr�eǌe se
naziva teorema Ostrovskog. Dakle, pronaxli smo sve apsolutne
vrednosti koje su nam od interesa kada �elimo da radimo anal-
izu u poǉu Q, , me�u kojima je taqno jedna arhimedska (gde va�i
Arhimedova aksioma), to je standardna apsolutna vrednost, dok
su sve p-adske nearhimedske.

Ako �elimo da se bavimo analizom u metriqkom prostoru, �e-
limo da Koxijevi nizovi konvergiraju, tj. da je metriqki prostor
kompletan. Kao xto znamo iz realne analize, Q nije kompletan u
odnosu na standardnu apsolutnu vrednost, a ǌegovo kompletiraǌa
je upravo poǉe R. Ostaje da proverimo da je Q kompletan u odno-
su na p-adske apsolutne vrednosti. I tu je odgovor ne. Da�emo
primer za sluqaj p = 3, odakle se lako mo�e izvesti dokaz za os-
tale proste brojeve p.

Odaberimo broj 7, to je ceo broj, koji nije potpun kvadrat,
ali koji je kvadratni ostatak modulo 3 i nije deǉiv sa 3. Niz
konstruixemo induktivno, prvi qlan x0 biramo tako da je x2

0 ≡ 7
(mod 3), a ako znamo broj xn−1, tada je xn ceo broj sa slede�im
svojstvima

xn ≡ xn−1 (mod 3n), x2
n ≡ 7 (mod 3n+1).

Ve� sa znaǌem elementarne teorije brojeva znamo da ovakav niz
postoji, a navedimo ovde prvih nekoliko qlanova - 1, 4, 13, 13,
175, ... Tada va�i

|xm − xn|3 ≤ max{|xm − xm−1|3, ..., |xn+1 − xn|3} ≤

≤ max{3−m, 3−m+1, ..., 3−n−1} = 3−n−1,

odakle je ovaj niz Koxijev. Tako�e

|x2
n − 7|3 ≤ 3−n−1,
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odakle, ako ovaj niz konvergira, ǌegov limes mora biti
√

7, a to
je broj koji nije racionalan. Prema tome, ovo je primer Koxi-
jevog niza koji ne konvergira.

Stoga, prolazimo dobro poznati proces kompletiraǌa nekog
metriqkog prostora, xto ovde preskaqemo, odakle, krenuvxi od
(Q, | · |p), dolazimo do poǉa Qp, sa svojom apsolutnom vrednox�u,
koju isto oznaqavamo sa | · |p i ona je proxireǌe p-adske apso-
lutne vrednosti na Q. Proxirena apsolutna vrednost je i daǉe
nearhimedska sa istim svojstvima kao i do sada. Qak je i skup
mogu�ih apsolutnih vrednosti isti kao i nad Q, tj.

{|x|p | x ∈ Qp} = {|x|p | x ∈ Q} = {pm | m ∈ Z} ∪ {0}.

Tako�e, poznato je da u procesu kompletiraǌa poqetno poǉe
ostaje gusto u novodobijenom, tako da je Q gusto u Qp.

Iz nearhimedskog svojstva | · |p sledi da je

Zp = {x ∈ Qp | |x| ≤ 1}

prsten, taqnije, to je prsten p-adskih celih brojeva. Sliqno,

Mp = pZp = {x ∈ Qp | |x| < 1}

je ideal u prstenu Zp, to je jedinstven maksimalni ideal u tom
prstenu, odakle zakǉuqujemo da je Zp lokalni prsten. Ako nas
zanima koji racionalni brojevi su u ovom prstenu, lako se vidi

Q ∩ Zp = Z(p) =
{a
b
∈ Q | p - b

}
.

Prsten Zp se mo�e lepo opisati, zahvaǉuju�i tome da inkluz-
ija Z −→ Zp ima gustu sliku, tj. za svako x ∈ Zp i n ∈ N, postoji
α ∈ Z, 0 ≤ α ≤ pn − 1 (i to jedinstveno!), takvo da

|x− α|p ≤ p−n.

Kao posledicu ovoga, za svako x ∈ Zp postoji jedinstven Koxi-
jev niz αn ∈ Z koji konvergira ka x sa slede�im svojstvima
(1) 0 ≤ αn ≤ pn − 1;
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(2) Za svako n ∈ N va�i αn ≡ αn−1 (mod pn−1).

Odavde zakǉuqujemo da se svaki p-adski ceo broj x jedinstveno
zapisuje u slede�m obliku

x =
∞∑
n=0

anp
n,

pri qemu za sve n va�i 0 ≤ an ≤ p. Sa druge strane, ovaj zapis
mo�emo videti i kao ure�eni skup brojeva

(b0, b1, b2, ..., bn....) bn ≡ bn−1 (mod pn).

Ovako dobijamo p-adske cele brojeve kao inverzni limes prste-
na Z/pnZ i homomorfizama

Z/pnZ −→ Z/pn−1Z, x (mod pn) 7→ x (mod pn−1).

Jox se dokazuje da je Qp = Zp
[

1

p

]
, xto znaqi da za svako x ∈ Qp,

postoji m ∈ Z takvo da pmx ∈ Qp, odakle se x mo�e razviti kao

x =
∞∑

n=−m

anp
n.

Vidimo analogiju sa poznatim razvojima, p-adski celi broje-
vi se razvijaju u Tejlorov red po p, a p-adski brojevi uopxteno
se razvijaju u (konaqan) Loranov red. Naravno, jasno je da ovi
redovi konvergiraju.

Xto se tiqe topoloxkih svojstava, u Qp je svaka zatovrena
lopta koja ne sadr�i samo jednu taqku ujedno i otvorena lopta i
obrnuto (zbog diskretnosti skupa vrednosti koje mo�e da uzme ap-
solutna vrednost), odakle sledi da je Qp potpuno nepovezan pros-
tor, tj. komponenta povezanosti svake taqke x ∈ Qp je samo taqka.
Poxto je jasno da mo�emo razdvojiti razliqite taqke u Qp, to je
i Hausdorfov prostor. Znamo i to da je prsten Zp kompaktan, dok
je poǉe Qp lokalno kompaktno.
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Ipak �elimo da radimo i algebru pored analize, a tu nam
smeta xto poǉe Qp nije algebarski zatvoreno. To se mo�e lako
proveriti, za odre�eni prost broj p uzmimo bilo koji kvadratni
neostatak a po modulu p i tada broj

√
a ne postoji u Qp, tj. polinom

x2 − a nema korena u poǉu Qp. Iz algebre znamo da za svako pol-
je K postoji (jedinstveno do na izomorfizam) ǌegovo algebarsko
zatvoreǌe K. Odatle i postoji poǉe Qp. Me�utim, opet se javǉa
stara nevoǉa, ovo poǉe nije kompletno! Na sre�u, kompletiraǌe
ovog poǉa, koje nazivamo Cp ostaje i algebarski zatvoreno, prema
tome, ovo je minimalno raxireǌe poǉa Qp koje je u isto vreme i
algebarski zatvoreno i kompletno. Zato ovde koristimo oznaku
Cp, po analogiji sa C, a ne ve� kod Qp. I apsolutna vrednost
| · |p se na standardan naqin proxiruje sa Qp na Cp. Ponovimo jox
jednom, ovo se sve mo�e na�i u [25] i [29].

3.2 Va�na svojstva p-adskih brojeva

Nakon uvoda, u kojem nismo bax videli teoriju brojeva, konaq-
no dolazimo do svojstva p-adskih brojeva zbog kojih su oni tako
znaqajni. Tome najvixe doprinosi neverovatno korisna Henselo-
va lema (ovaj matematiqar je inaqe i tvorac p-adskih brojeva)
i iz poxtovaǌ prema teoremi i ǌenim mnogobrojnim primenama
navex�emo mnoge verzije iako bi bilo matematiqki korektno da
xkrto samo napomenemo najopxitiji oblik. Poqe�emo sa jednim
primerom.

Primer 35. Kao xto smo naglasili pri kraju proxlog izlagaǌa,
ako je a kvadratni neostatak po modulu p i tada broj

√
a ne postoji

u Qp, tj. polinom x2−a nema korena u poǉu Qp. Ako je x2 = a, tada
je |x|p ≤ 1, jer je |a|p ≤ 1, pa je x ∈ Zp, tj.

x =
∞∑
n=0

anp
n.

Ako prihvatimo (a jeste) da mno�imo brojeve onako kako bismo
oqekivali, tada kvadriraǌem dobijamo

a =

(
∞∑
n=0

anp
n

)2

≡ a2
0 (mod p),
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a ovo onda daje da je a kvadratni ostatak modulo p, xto je kon-
tradikcija.

Sa druge strane, ako je p 6= 2, a kvadratni ostatak modulo p
i p - a, tada zaista postoji x ∈ Zp takvo da x2 = a. Mo�emo
induktivno da dobijemo koeficijente an u razvoju

x =
∞∑
n=0

anp
n.

Biramo a0 iz skupa {1, 2, ..., p−1} takvo da a2
0 ≡ a (mod p). Daǉe,

mora biti
2a0a1 + p1 ≡ 0 (mod p),

gde p1 oznaqava prenos, a poxto a0 6= 0, mo�emo odrediti i a1 i to
jedinstveno. Nastavǉaju�i ovaj proces (uvek �emo uz novi qlan
imati 2a0an), odre�ujemo jedinstveno an, pa dobijamo tra�eno x.
Formalizaciju ovog primera vidimo u slede�oj teoremi.

Teorema 13. Neka je

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n ∈ Zp[x].

Pretpostavimo da postoji a0 ∈ Zp takav da

f(a0) ≡ 0 (mod p), f ′(a0) 6≡ 0 (mod p).

Ovde je f ′ formalni izvod polinoma f . Tada postoji jedin-
stveno a ∈ Zp takvo da

f(a) = 0, a ≡ a0 (mod p).

Primer 36. Sada mo�emo i formalno dokazati drugi deo pret-
hodnog primera, poxto jednaqina f(x) = x2−a ima rexeǌa a0 modu-
lo p u Z, pa samim tim i u Zp i pri tome je f ′(a0) = 2a0 6≡ 0 (mod p),
ovo rexeǌe se jedinstveno podi�e u rexeǌe x ∈ Zp. Primetimo
da jednaqina

x2 ≡ a (mod p)
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ima dva rexeǌa u skupu {1, 2, ..., p− 1}, odakle zbog jedinstvenosti
podizaǌa, postoji taqno dva rexeǌa jednaqine x2 = a u Zp, kao
xto je i oqekivano.

Odavde mo�emo da zakǉuqimo da slede�i brojevi postoje u
odgovaraju�im prstenima (iako je neformalan zapis, poxto ko-
ren nije jednoznaqna funkcija, zna se na xta se misli)

√
−2 ∈ Z3,

√
−1 ∈ Z5,

√
2 ∈ Z7,

√
2016 ∈ Z11.

Me�utim, ova teorema ima malo ograniqenosti u primeni. Ne
mo�emo nixta za zakǉuqimo o p-tim korenima u poǉu Qp, na primer
(obiqnim) korenima u Q2. Napomenimo da je uslov teoreme zaista
bitan, moramo da budemo pa�ǉivi, jer nam ova teorema ne daje
postojaǌe

√
3 u Q3, jer to ni ne postoji. Za bilo koje rexeǌe

jednaqine x2 ≡ 3 (mod 3) va�i 2x ≡ 3 ≡ 0 (mod 3), xto znaqi da ne
smemo primeniti teoremu.

Ovaj postupak je i dobar da se doka�e da
√

3 /∈ Q3, qak
√

3 /∈ Z3.
Zaista, prva cifra razvoja mora broja x =

√
3 biti 0, ali onda

3 | x, pa 9 | x2 = 3, xto je kontradikcija.
Sledi nova verzija teoreme.

Teorema 14. Neka je f(x) ∈ Zp[x]. Neka postoji a0 ∈ Zp, tako da
va�i

|f(a0)|p < |f ′(a0)|2p.

Tada postoji jedinstveno a ∈ Zp, tako da va�i

f(a) = 0 |a− a0|p < |f ′(a0)|p.

Preciznije, tada va�i i

(1) |a− a0|p =

∣∣∣∣ f(a0)

f ′(a0)

∣∣∣∣
p

; (2) |f ′(a)|p = |f ′(a0)|p.

Komentar. Jasno se vidi da je ova verzija teoreme uopxteǌe
prethodne, ako je f(a0) = 0 i p - f ′(a0), tada je uslov ispuǌen, a
zakǉuqak sledi iz |a− a0|p < 1, xto znaqi da p | a− a0.

Primer 37. Sada mo�emo da ispitamo i koji neparni celi bro-
jevi a su kvadrati u Q2. Svakako je da to ne mogu biti oni a 6≡ 1
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(mod 8), jer to ne va�i ni u Z, pa mo�emo posmatrati samo prve
tri cifre razvoja gde dobijamo kontradikciju. Prethodna teore-
ma nam ipak daje da brojevi a ≡ 1 (mod 8) zaista jesu kvadrati u
Q2. Ako posmatramo polinom f(x) = x2 − a, tada f(1) = 1 − a je
deǉivo sa 8, dok je f ′(1) = 2, pa je

|f(1)|2 < |f ′(1)|2,

odakle, po prethodnom zakǉuqujemo da postoji neko x ∈ Z2, takvo
da x2 = a. Ove rezultate mo�emo spojiti u slede�i zakǉuqak.

Neka je a = pn · u ∈ Qp, pri qemu u ∈ Z∗p, n ∈ Z. Tada je a potpun
kvadrat u Qp ako i samo ako 2 | n i ako za neparne p, redukcija u
modulo p je kvadrat u Fp, dok za p = 2 je uslov u ≡ 1 (mod 8).

Va�i i sliqna varijanta teoreme za polinome vixe promenǉivih.

Teorema 15. Neka je F (x1, ..., xn) ∈ Zp[x1, ..., xn]. Neka postoji indeks
1 ≤ i ≤ n i taqka (a1, ..., an) ∈ Znp takva da je

|F (a1, ..., an)|p <
∣∣∣∣∂F∂xi (a1, ..., an)

∣∣∣∣2
p

.

Tada F ima koren u Znp .

Primer 38. Posmatrajmo jednaqinu 2x2 = 1 − 31y4. Tada ona ima
rexeǌa u Q2, jer ima rexeǌe po modulu 32, uzmimo (x, y) = (1, 1).
Zaxto gledamo modul 32? Ako oznaqimo F (x, y) = 2x2 − 1 + 31y4,
vidimo da je ∣∣∣∣∂F∂x (1, 1)

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∂F∂y (1, 1)

∣∣∣∣ = |4|2 =
1

4
.

Ovo se kvadrira u teoremi, pa nam treba preciznost ve�a od
24, a najmaǌa takva se dobija kada posmatramo po modulu 25.

Za kraj, postoji i polinomska verzija Henselove leme i to je
posledǌa koju navodimo.

Teorema 16. Neka je f(x) ∈ Zp[x]. Pretpostavimo da postoje poli-
nomi g1(x), h1(x) ∈ Zp[x] takvi da
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(1) g1(x) je moniqan;
(2) g1(x) i h1(x) su uzajamno prosti modulo p, tj. ǌihove redukcije
generixu Fp[x];
(3) f(x) ≡ g1(x)h1(x) (mod p) (koeficijent po koeficijent).
Tada postoje polinomi g(x), h(x) ∈ Zp[x] takvi da
(1) g(x) je moniqan;
(2) g(x) ≡ g1(x) (mod p) i h(x) ≡ h1(x) (mod p);
(3) f(x) = g(x)h(x).

Izme�u ostalog, korix�eǌem Henselovih lema se dokazuje qu-
vena teorema Hase-Minkovskog poznata kao lokalno-globalni prin-
cip. Netrivijalno rexeǌe u ovom sluqaju je rexeǌe razliqito od
onog koje qine sve nule.

Teorema 17. Neka je F (x1, .., xn) ∈ Q[x1, ..., xn] kvadratna forma, tj.
homogen polinom stepena 2. Jednaqina

F (x1, ..., xn) = 0

ima netrivijalna rexeǌa u Q ako i samo ako ima netrivijalna
rexeǌa u svim Qp i R.

Uz pomo� kongruencija i Henselove leme se lako proverava da
li �e kvadratna forma imati rexeǌa u Qp, dok se za R to rutinski
proveri. Interesantniji su sluqajevi ve�eg stepena.

Primer 39. Jedan od najquvenijih primera je jednaqina 3x3 +4y3 +
5z3 = 0 koja ima netrivijalna rexeǌa u svim Qp i u R, ali nema
netrivijalna rexeǌa u Q, to je Selmerov primer, a on je tu tvrd-
ǌu dokazao u [43]. Ovaj primer se mo�e na�i i u qlanku [17].

Jox jedan primer je jednaqina

(x2 − 2)(x2 − 17)(x2 − 34) = 0

koja ima rexeǌa u svim Qp i u R (oqigledno!), a nema u Q (oqigled-
no!). Sredǌi faktor se anluira u Q2, dok se prvi faktor anulira
u Q17. Za ostale proste p zakǉuqak sledi iz qiǌenice da su uza-
jamno prosti sa brojevima 2, 17 i 34, a ova tri broja ne mogu biti
istovremeno kvadratni neostaci po modulu p.
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3.3 Zanimǉivi p-adski rezultati za broj taqaka na krivama

Sada �emo se posvetiti uvodu u prezentaciju uloge p-adskih
brojeva u Diofantovim jednaqinama. Kao xto smo naveli u prvoj
glavi, prednost Qp u odnosu na Q je u tome xto je mogu�e mnogo
lakxe rexiti jednaqine. Na primer, uz neke male uslove, dovoǉno
je proveriti da jednaqina ima rexeǌa po modulu p, da bi imala
rexeǌe u Qp, dok to svakako ne va�i za Q. Uskoro sti�emo i do
toga.

Definicija 25. Posmatrajmo hipereliptiqku krivu C : y2 = F (x, z),
nad Qp, ali tako da F ima koeficijente u Zp. Tada mo�emo re-
dukovati sve koeficijente polinoma F po modulu p i time dobiti
polinom F (x, z), sa koeficijentima u Fp. Ovaj polinom se naziva
redukcija polinoma F po modulu p. Ako je F beskvadratan, onda
ka�emo da C ima dobru redukciju. Kriva y2 = F (x, z) je glatka ako
i samo ako je polinom F beskvadratan (videti poqetak dela 2.2).
To je i razlog za naziv dobra redukcija, kriva ima dobru reduk-
ciju ako se redukuje u glatku krivu. Ako je jox i C definisana
nad Q, pri qemu F ∈ Z[x, z], tada ka�emo da C ima dobru redukciju
u p ili dobru redukciju po modulu p ako ima dobru redukciju kada
je posmatramo kao krivu nad Qp. U suprtonom, ka�emo da C ima
loxu redukciju (u p, ako je gledamo nad Q).

Prisetimo se da, za polinom f(x) va�i da ima bar jedan vixe-
struki koren ako i samo ako je ǌegova diskriminanta disc(f) = 0.
A ako dehomogenizujemo ovu naxu jednaqinu, tj. posmatramo afini
oblik y2 = f(x), tada znamo da je ona nesingularna (tj. glatka) ako
i samo ako disc(f) 6= 0. Sada primenom ovog istog tvr�eǌa, samo
nad poǉem Fp, nad kojim redukcija ima koeficijente, dolazimo do
zakǉuqka da f ima dobru redukciju (u p) ako i samo ako p - disc(f).

Prema tome, za poqetnu jednaqinu, y2 = F (x, z), provera je ista,
samo xto uzimamo disc(F ) kao diskriminantu binarne forme F i
proveravamo da li p | disc(F ). Ako je poqetna kriva glatka, tj.
disc(F ) 6= 0, i ako F ∈ Z[x, z], tada �e biti disc(F ) ∈ Z\{0}, odakle
vidimo da samo konaqan broj prostih brojeva mo�e deliti disc(F ),
xto znaqi da glatka kriva C ima loxu redukciju samo za konaqno
mnogo prostih brojeva p.
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Ako kriva C, roda g, nad Qp (ili Q) ima dobru redukciju (u p),
tada je ǌena redukcija, koju oznaqavamo sa C opet hipereliptiqka
kriva roda g. Ovako oznaqavamo krivu dobijenu redukcijom, qak
i ako je to loxa redukcija.

Svaku taqku P = [x0, y0, z0] ∈ C(Qp) mo�emo redukovati. Mo�emo
skalirati koordinate, tako da x0, z0 ∈ Zp. Onda mora biti i y0 ∈
Zp, xto se vidi iz jednaqine krive. Tako�e, iz jednaqine krive,
vidimo i to da ako su x0 i z0 oba deǉiva sa p, da to mora biti i y0

i onda podelimo sve sa p. Ovim postupkom se mo�emo postarati da
x0, y0, z0 ∈ Zp i da p ne deli oba od x0 i z0. Onda je P = [x0, y0, z0] ∈
C(Fp dobro definisana taqka, jer nisu u isto vreme x0 = z0 = 0.
Stoga, imamo dobro definisano reduktivno preslikavaǌe

ρp : C(Qp) −→ C(Fp), P 7→ P .

Slede�e tvr�eǌe je veoma korisno u analizi p-adskih taqaka
na krivama i pokazuje jednu od mo�i Henselove teoreme.

Tvr�eǌe 23. Neka je C : y2 = F (x, z) glatka hipereliptiqka kriva
nad Qp, takva da F ∈ Zp[x, z]. Neka ǌena redukcija C : y2 = F (x, z)
nad Fp sadr�i glatku taqku Q, tada postoji taqka P ∈ C(Qp) qija
je redukcija P = Q.

Dokaz. Dokazujemo ovo tvr�eǌe za bilo koju afinu krivu, a jas-
no je da mo�emo gledati samo afine delove, kako bismo dokazali
tvr�eǌe za projektivne krive. Bez gubǉeǌa opxtosti, mo�emo
pretpostaviti da je taqka Q = (0, 0), xto posti�emo dozvoǉenom
promenom koordinata - translacijom. Tako�e, jedan od parcijal-
nih izvoda u Q ne sme biti nula, zbog glatkosti, pa i to bez
gubǉeǌa opxtosti (inaqe zamenimo koordinate), mo�emo pret-

postaviti da je parcijalni izvod po y. Dakle, neka p | ∂f
∂y

(0, 0). On-

da, mno�eǌem svega sa p-adskim invertibilnim elementom, mo�e-

mo qak pretpostaviti da je
∂f

∂y
(0, 0) = 1. Tada je

g(y) = f(0, y) = pa0 + y + a2y
2 + ...+ any

n,
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pri qemu a0, a2, ..., an ∈ Zp, odakle redukcija polinoma g po modulu p
ima prost koren y = 0. Primenom Henselove leme, zakǉuqujemo da
postoji koren polinoma g y0 ∈ pZp. Tada se taqka P = (0, y0) ∈ C(Qp)
redukuje na taqku Q. Ovim je dokaz zavrxen.

Slede�u teoremu navodimo bez dokaza. Poznatija (i prva verz-
ija) je Haseova teorema, koja va�i za eliptiqke krive (tada je
g = 1), a uopxtio je Vejl kasnije na krive proizvoǉnog roda.

Teorema 18. (Hase - Vejlova teorema) Neka je C glatka, apsolutno
nesvodǉiva projektivna kriva, roda g, nad konaqnim poǉem Fq, sa
q elemenata. Tada

|#C(Fq)− q − 1| ≤ 2g
√
q.

Kao posledicu, imamo slede�e tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 24. Neka je C : y2 = F (x, z) hipereliptiqka kriva, roda
g i neka je p > 4g2 − 2 prost broj za koji C ima dobru redukciju.
Tada je C(Qp) 6= ∅.

Dokaz. Kriva C, redukcija C po modulu p je iz uslova hipere-
lipticka kriva roda g, glatka, apsolutno nesvodǉiva i projektiv-
na. Prvo dokazujemo da je C(Fp) 6= ∅. Po Hase-Vejlovoj teoremi,
#C(Fp) ≥ p+1−2g

√
p. Dovoǉno je da doka�emo da je p+1−2g

√
p > 0,

za p > 4g2−2. Prebacivaǌem 2g
√
p na drugu stranu i kvadriraǌem

dobijamo p2 + 2p + 1 > 4g2p, a ovo je taqno zbog niza nejednakosti
p2 + 2p + 1 > p2 + 2p = p(p + 2) > 4g2p. Sada znamo da postoji taqka
Q ∈ C(Fp). Sada po tvr�eǌu 23, postoji taqka P ∈ C(Qp), koja se
redukcijom modulo p slika u Q, odakle zakǉuqujemo C(Qp) 6= ∅.

Va�no je napomenuti da je uslov da kriva ima dobru reduk-
ciju modulo p zaista bitan. Evo i primera zaxto. Neka je f ∈
Z[x] moniqan polinom, stepena 2g + 2, qija redukcija modulo p je
nesvodǉiv polinom. Posmatrajmo krivu C : y2 = pf(x)2. Tada
za svaki ξ ∈ Zp va�i p - f(ξ) (inaqe bi redukcija f po modulu p
imala nulu - prvi qlan razvoja ξ, a onda taj polinom ne bi bio
nesvodǉiv). Tada ordp(pf(ξ)) = 1, pa taj broj ne mo�e biti potpun
kvadrat u Qp, dakle u ovom sluqaju nema rexeǌa. Ako ξ ∈ Qp\Zp,
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tada �e biti ordp(f(ξ)) = −k(2g+ 2), jer �e qlan x2g+2 da dominira
(osta�e taj stepen u imeniocu). Opet je ordp(pf(ξ)) neparan broj,
tako da ni u ovom sluqaju pf(ξ) nije potpun kvadrat i nema rex-
eǌa. Stoga, C(Qp) = ∅.

Prisetimo se da ako je C(Qp) = ∅ ili C(R) = ∅, tada je i
C(Q) = ∅. Provera ,,lokalnih” taqaka mo�e dati da ne postoje
racionalne taqke na nekoj krivoj, ako na�emo neko od poǉa Qp ili
R takvo da kriva nema taqaka u tom poǉu. Prethodno tvr�eǌe je
znaqajno zbog toga xto nam ka�e da treba da proverimo ,,samo”
konaqno mnogo ovakvih poǉa, jer kriva C mo�e da ima loxu re-
dukciju samo za konaqno mnogo prostih brojeva p. Zato navodimo
jednu definiciju i korisnu teoremu nakon ǌe.

Definicija 26. Kriva C nad Q ima lokalne taqke svuda ako C(R) 6=
∅ i C(Qp) 6= ∅, za sve proste brojeve p.

Teorema 19. Neka je C hipereliptiqka kriva roda g nad Q, data
jednaqinom y2 = F (x, z), gde je F ∈ Z[x, z]. Tada mo�emo proveri-
ti u konaqno mnogo koraka da li C ima lokalne taqke svuda ili ne.

Dokaz. Iz prethodnog teksta, znamo da je dovoǉno da proverimo
samo konaqno mnogo prostih brojeva p. Prvo odre�ujemo C(Fp).
Ako je C(Fp) = ∅, odmah znamo da je odgovor na pitaǌe odriqan
(jer se svaka taqka iz Qp se redukuje na taqku u Fp). Ako C(Fp)
sadr�i glatku taqku, tada znamo da je C(Qp) 6= ∅, po tvr�eǌu 23.
Ostaje jox da proverimo sluqaj kada za neko p imamo taqke u C(Fp)
koje nisu glatke.

Afinom promenom koordinata (translacijom) mo�emo da pret-
postavimo da taqka Q = (0, η), taqka na afinom delu krive y2 = f(x)
nije glatka. Dokaza�emo tvr�eǌe za p 6= 2 (za p = 2 dokaz ide sliq-

no sa vixe posla). Tada zbog
∂y2

∂y
= 0, sledi da je η = 0, tako�e

f mora imati bar dvostruku nulu za x = 0. Dakle, jednaqina je
oblika

y2 = pa0 + pa1x+ a2x
2 + ...+ a2g+2x

2g+2(= f(x)),
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pri qemu aj ∈ Z, 0 ≤ j ≤ 2g+ 2, i a2g+2 mo�e biti 0, ukoliko je req
o neparnom stepenu.

Ako p - a0, tada je jasno da je ordp(f(ξ)) = 1, za sve ξ ∈ pZp, a
onda se ova taqka (u stvari x-koordinata) ne podi�e u rexeǌe u
Qp, jer bi ona morala �ivi u pZp, jer je ǌena redukcija modulo p
jednaka 0.

Ako p | a0, tj. a0 = pa′0 u Zp, tada meǌamo f sa

f1(x) =
f(px)

p2
= a′0 + a1x+ a2x

2 + pa3x
3 + ...+ p2ga2g+2x

2g+2.

Daǉe, rexavaǌe nastavǉamo tako xto tra�imo ξ ∈ Zp, takvo
da je f(ξ) kvadrat u Zp. Dakle, prebacili smo problem na drugu
krivu C1 : y2 = f1(x), izomorfnu poqetnoj. Sada nastavǉamo pro-
ces i ispostavǉa se da �e se proces u nekom trenutku zaustaviti
(mo�e se pa�ǉivim postupkom pokazati da ako se proces ne zaus-
tavǉa, tada f ima dvostruki koren, xto znaqi da kriva nije glat-
ka, xto je kontradicija), xto znaqi da mo�emo da odredimo da li
se taqka Q podi�e u rexeǌe u Qp ili ne.

3.4 Analiza p-adskih stepenih redova

Za poqetak, kao xto smo radili i u realnoj analizi, pre re-
dova, ispitujemo svojstva nizova. U stvari, ovde nam treba samo
jedno svojstvo, koje ne va�i u realnoj analizi, te je ovo jox jedan
pokazateǉ prednosti p-adske analize. Neka | · | oznaqava apsolutnu
vrednost na odgovaraju�em poǉu.

Tvr�eǌe 25. Niz (an) ∈ Qp (ili (an) ∈ Cp) je Koxijev, dakle kon-
vergentan, ako i samo ako je

lim
n→∞

|an+1 − an| = 0.

Dokaz. Smer sa leva na desno va�i uvek i to je jasno po nejed-
nakosti trougla

|an+1 − an| ≤ |an+1 − lim
n→∞

an|+ | lim
n→∞

an − an|.
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Suxtina je u smeru zdesna na levo, jer tu koristimo nearhimed-
sko svojstvo, za m > n va�i

|am − an| = |am − am−1 + am−1 − am−2 + ...+ an+1 − an| ≤

≤ max{|am − am−1|, |am−1 − am−2|, ..., |an+1 − an|},
a ova vrednost je dovoǉno mala za dovoǉno velike n iz pret-
postavke tvr�eǌa.

Sada navodimo slede�e va�no tvr�eǌe koje opet koristi speci-
fiqnost nearhimedske metrike.

Tvr�eǌe 26. Neka je niz (an) ∈ Qp (ili (an) ∈ Cp) Koxijev, tj. kon-
vergentan, takav da A = limn→∞ an 6= 0. Tada je niz |an| konstantan
poqev od nekog n0 i pri tome va�i |an| = |A|, za n > n0.

Dokaz. Za poqetak doka�imo da postoji neko n0 ∈ N i c > 0, takvo
da je |an| > c, za sve n > n0. Uoqimo bilo koji broj 0 < ε < |A| i
tada po definiciji limesa postoji n0 ∈ N0 takvo da |A − an| < ε,
za sve n > n0. Primenom (obiqne) nejednakosti trougla dobijamo
|A| − |an| ≤ |A− an| < ε, za n > n0, odnosno A− ε < |an|, za sve n > n0,
xto je i trebalo dokazati.

Sa druge strane, za izabrano c malopre va�i da postoji neko
m0 ∈ N, takvo da za sve n,m > m0 va�i |an − am| < c, jer je niz
Koxijev. Tada je za sve takve m i n |an − am| < max{|an|, |am|}, pri
qemu treba da primetimo da je to stroga nejednakost, koja se u
nearhimedskoj metrici mo�e desiti jedino kada |an| = |am|. Dak-
le, poqev od nekog n0 va�i da je niz |an| konstantan, neka je ta
vrednost L.

Sada puxtaǌem limesa na nejednakosti |A| − |an| ≤ |A − an| i
|an| − |A| ≤ |A− an|, dobijamo |A| − L ≤ 0 i L− |A| ≤ 0, odakle mora
biti i L = |A|, xto zavrxava dokaz ovog tvr�eǌa.

Kao direktnu posledicu prethodna dva tvr�eǌa, imamo odgo-
varaju�e tvr�eǌe za redove u Qp (odnosno Cp).
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Tvr�eǌe 27. Red
∞∑
n=1

an konvergira ako i samo ako lim
n→∞

an = 0. U

tom sluqaju ∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

an

∣∣∣∣∣ ≤ max
n∈N
|an|.

Dokaz. Prvi deo je jasan iz poqetnog tvr�eǌa, dok drugi deo ipak
zahteva proveru. Ako lim

n→∞
an = 0, tada su za bilo koje ε svi qlanovi

niza, poqev od nekog n0 maǌi od ǌega. Stavimo ε = |a1|, odakle je
max
n∈N
|an| = max{|a1|, |a2|, ...|an0|}, dakle postoji indeks N takav da je

max
n∈N
|an| = |aN |. Sa druge strane, iz prethodnog tvr�eǌa, znamo da

niz parcijalnih suma ovog reda, poqev od nekog m0 mora imati
istu apsolutnu vrednost, odakle tu vrednost ima i zbir celog
reda, tj. ∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

an

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m0∑
n=1

an

∣∣∣∣∣ .
Tada je ∣∣∣∣∣

m0∑
n=1

an

∣∣∣∣∣ ≤ max{|a1|, |a2|, ..., |am0 |} ≤ |aN |,

odakle sledi tra�ena nejednakost.

Navodimo sada nekoliko primera da uvidimo razliku izme�u
konvergencije nizova i redova u R i u Qp.

Primer 40. Niz an = n! konvergira u svakom Qp i to konvergi-
ra ka 0, xto se jasno vidi iz formule za stepen p koji deli n!,
dok u R oqigledno ne va�i, jer ovaj niz te�i +∞. Tako�e, red
∞∑
n=1

n! konvergira u svim Qp, dok u R nema smisla da tako nexto

pomislimo.

Primer 41. Niz an = pn konvergira ka 0 u Qp, dok u R ovaj niz te�i
+∞. Ovaj niz ne konvergira ni u jednom drugom Qq, q 6= p. Iako
ova qiǌenica deluje oqigledno, ipak moramo nexto da napixemo
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da bismo je dokazali.

Tu �emo se pomo�i elementarnom teorijom brojeva. Neka je t
poredak broja p po modulu q i neka qu || pt−1. Tada qu+v | pk−1 ako
i samo ako t · qv | k. Odavde mo�emo da zakǉuqimo da niz pn nije
Koxijev u Qq, jer za m > n va�i

|pm − pn| = |pn||pm−n − 1| = |pm−n − 1|,

a da bi taj niz bio Koxijev, mora pm−n−1 biti deǉivo sa proizvoǉno
velikim stepenom q, me�utim kao xto smo videli, tada se i m i n
moraju razlikovati za veliki broj, pa je to neizvodǉivo.

Setimo se zbira geometrijske progresije (kada konvergira) 1+

x + x2 + ... =
1

1− x
. Tako �e se i ovde ispostaviti

∞∑
n=1

pn =
1

1− p
.

Dokaz ide isto kao i ostalim sluqajevima∣∣∣∣∣
n∑
k=1

pk − 1

1− p

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1− pn+1

1− p
− 1

1− p

∣∣∣∣ =
|pn+1|
|1− p|

→ 0.

Primer 42. Niz an =
1

n
je primer konvergentnog reda, qiji red

∞∑
n=1

an ne konvergira u R. Kao xto vidimo takav sluqaj ne mo�e da

nastupi u Qp. Niz an, me�utim, ne konvergira u Qp, za bilo koji
prost broj p. Jedan od razloga iz kojih to mo�emo da zakǉuqimo
je i taj da postoje qlanovi koji konstantno uve�acaju apsolutnu
vrednost, jer |apn| = pn, a konvergentan niz, kao xto smo videli
mora imati konstatnu apsolutnu vrednost poqev od nekog elementa
ili konvergira ka 0, xto ovde nije sluqaj, jer napisane apsolutne
vrednosti ne te�e 0. Dakle, imamo i niz koji konvergira u R, koji
ne konvergira ni u jednom Qp. Ako �elimo da dobijemo takav red,

dovoǉno je da uzmemo niz bn =
1

n2
.

Primer 43. Niz an =
n!

(n!)! + 1
je niz koji konvergira ka 0 u svim

Qp, jer je brojilac ovog razlomka deǉiv sa proizvoǉno velikim
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stepenom p, za dovoǉno veliko n, dok imenilac sigurno ne mo�e
biti deǉiv sa p, poqev od nekog qlana, dok je jasno da i u R ovaj niz

konvergira ka 0. Sliqno je i sa redovima
∞∑
n=1

an koji konvergiraju

u svim navedenim poǉima.

Primer 44. Za kraj ovog niza primera, navedimo primer niza
u Qp (sada je p fiksirano) koji konvergira, ali ne ka 0. Uoqi-
mo an = (1 + p)p

n
. Primenimo pomo�no tvr�eǌe iz primera 41 -

p || p+1−1, odakle pn+1 | (p+1)p
n−1, xto znaqi da je |an−1| ≤ p−n−1

(zapravo va�i jednakost), odakle sledi limn→∞ an = 1.

Navedimo bez dokaza (a lako se dokazuju, standardnim meto-
dama) dva tvr�eǌa koja va�e u realnoj analizi, pa se prenose
ovde.

Tvr�eǌe 28. Neka je (an) ∈ Qp (ili (an) ∈ Cp). Tada apsolutna

konvergencija povlaqi obiqnu konvergenciju, tj. ako
∞∑
n=1

|an| kon-

vergira (u R), tada i red
∞∑
n=1

an u Qp (odnosno Cp).

Tvr�eǌe 29. Neka aij ∈ Qp (aij ∈ Cp) su takvi da za svako ε > 0
postoji n0 ∈ N takav da

max(i, j) > n0 =⇒ |aij| < ε.

Tada mo�emo zameniti poredak sabiraǌa, tj.

∞∑
i=1

(
∞∑
j=1

aij

)
=
∞∑
j=1

(
∞∑
i=1

aij

)
,

dakle, oba reda konvergiraju i zbir im je isti.

Prelazimo na p-adske stepene redove. Naravno, to su redovi
oblika

f(x) =
∞∑
n=1

anx
n
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pri qemu an ∈ Qp (ili an ∈ Cp) i oni konvergiraju za sve x ∈ Qp (x ∈
Cp) za koje je lim

n→∞
|anxn| = 0. Odavde brzo mo�emo da uvidimo da

va�i isto kao i u do sada poznatim sluqajevima, da je polupreqnik
konvergencije stepenog reda

R =
1

lim sup n
√
|an|

.

Tvr�eǌe 30. Neka je f(x) =
∞∑
n=1

anx
n stepeni red u Qp (ili Cp),

qiji je polupreqnik konvergencije (koji mo�e biti i 0 i ∞)

R =
1

lim sup n
√
|an|

.

(1) Ako R = 0, tada f(x) konvergira samo za x = 0.
(2) Ako R =∞, tada f(x) konvergira za sve x ∈ Qp (ili x ∈ Cp)
(3) Ako 0 < R <∞, tada f(x) konvergira za sve |x| < R i divergira
za sve |x| > R.
(4) Za |x| = R, f(x) konvergira ako i samo ako lim

n→∞
|an|Rn = 0.

Primetimo jox jednu razliku u odnosu na analizu na koju smo
navikli. U realnoj ili kompleksnoj analizi stepeni red na grani-
ci kruga konvergencije ne mora da stalno konvergira ili da stal-
no divergira, me�utim ovde je upravo to sluqaj, ili konvergira
za sve te taqke, ili divergira svuda na granici.

Primer 45. Za stepeni red f(x) =
∞∑
n=1

anx
n ∈ Zp[[x]] va�i da kon-

vergira na pZp. Ovo se odmah vidi, iz uslova je |x| < 1 i |an| ≤ 1,
odakle je limn→∞ |anxn| = 0.

Primer 46. Stepeni red
∞∑
n=1

pnxn ima polupreqnik konvergencije

p, odakle znamo da konvergira za |x| < p i divergira za |x| > p.
Divergira i za |x| = p, jer je tada apsolutna vrednost opxteg
qlana reda 1.
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Sliqno, stepeni red
∞∑
n=1

xn

pn
polupreqnik konvergencije

1

p
i kon-

vergira ako i samo ako |x| < 1

p
.

Primer 47. Se�amo se poznatih razvoja u realnoj analizi log(1 +

x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
i exp(x) =

∞∑
n=0

xn

n!
. I ovde mo�emo da definixemo

isto, dokle god ovi redovi konvergiraju, dakle treba odrediti
polupreqnike konvergencije za navedene razvoje.

Prvo odre�ujemo za logaritam - treba izraqunati

lim sup n

√∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣ = lim sup p

ordp n

n = 1,

jer niz
ordp n

n
te�i 0, zbog qiǌenice da je ordp n ≤ logp n. Samo tre-

ba proveriti xta se dexava za |x| = 1, a tada
∣∣∣∣(−1)n

xn

x

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣ ≥ 1,

pa red divergira. Zakǉuqak je da stepeni razvoj logaritma kon-
vergira za |x| < 1, te je za takve x ta funkcija dobro definisana.
Ako radimo nad Qp, tada je log : 1 + pZp −→ Qp.

Sada �emo da uradimo isti posao za eksponencijalnu funkciju.
U R dobro znamo da ovaj stepeni red konvergira za sve x, zbog n!
u imeniocu, me�utim ovde nam to malo ote�ava posao. Oznaqimo

Sn =
∞∑
k=1

[
n

pk

]
=

[logp n]∑
k=1

[
n

pk

]
.

Sa jedne strane je

Sn ≤
∞∑
k=1

n

pk
=

n

p(1− 1

p
)

=
n

p− 1
,

dok sa druge strane

Sn =
∞∑
k=1

(
n

pk
−
{
n

pk

})
≥

∞∑
k=1

n

pk
− logp n =
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=

n

(
1− 1

p[logp n]

)
p− 1

− logp n.

Podelimo sa n obe nejednakosti i pustimo da n te�i beskonaq-
no, odakle po teoremi dva policajca i lopovu dobijamo

lim
n→∞

Sn
n

=
1

p− 1
.

Sada je lako odrediti polupreqnik konvergencije

R =
1

lim sup n

√∣∣∣∣ 1

n!

∣∣∣∣
=

1

lim sup p
Sn
n

= p−
1
p−1 .

Sliqnim raqunom se proverava da za |x| = p−
1
p−1 red divergira

odakle stepeni red eksponencijalne funkcije konvergira samo za
|x| < p−

1
p−1 , xto je znaqajna razlika u odnosu na ono sa qim smo

se do sada sretali. Primetimo da i exp(x) konvergira na maǌem
skupu nego log(1 + x)!

Setimo se i poznatih identiteta koji va�e za ove funkcije

log((1 + x)(1 + y)) = log(1 + x) + log(1 + y),

exp(x+ y) = exp(x) exp(y),

log(exp(x)) = 1 + x.

I ovde va�e ovi identiteti na domenima gde su definisani.
To se ispostavǉa iz slede�eg razloga, ovi identitet va�e nad
R xto znaqi kada razvijemo u stepeni red obe strane jednakosti
moramo da dobijemo identiqki iste stepene redove! Zato samo
treba proveriti kada su nad p-adskim poǉima definisani iden-
titeti, a to se brzo proverava da su u sva tri identiteta domeni
na levoj i desnoj strani isti, u prvom |x| < 1, |y| < 1, u drugom
|x| < p−

1
p−1 , |y| < p−

1
p−1 , u tre�em |x| < p−

1
p−1 . Me�utim, ako �elimo

obrnutu jednakost koja ka�e da su logaritamska i eksponencijalna
funkcija inverzne, tj.

exp(log(1 + x)) = 1 + x,
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ipak nije dovoǉno da posmatramo |x| < 1, jer leva strana ne mora
da bude definisana. Ispostavǉa se da je dovoǉno onakve x za koje
je definisana eksponencijalna funkcija, tj. |x| < p−

1
p−1 .

Primer 48. Jedna zanimǉiva primena ovih stepenih redova je na
zadatak iz elementarne teorije brojeva. Sledi tekst zadatka.

Neka jeM bilo koji prirodan broj. Dokazati da postoji priro-
dan broj n takav da je brojilac svedenog razlomka

2 +
22

2
+ ...+

2n

n

deǉiv sa 2M .

Vidimo da ovaj broj dosta podse�a na razvoj logaritma. Iz
formule za ovakve brojeve je jasno da treba da ubacimo x = −2,
xto znaqi da nam poǉe u kojem je | − 2| < 1. To naravno va�i u Q2,
a i logiqno je da posmatramo to poǉe, jer tra�imo deǉivost sa
proizvoǉno velikim 2M , odnosno da broj bude xto maǌi u ovom
poǉu. Po svojstvu logaritma 2 log(−1) = log 1 = 0, tj. log(−1) = 0.
Dakle red

log(1 + (−2)) =
∞∑
n=1

−2n

n

konvergira ka 0 u Q2, a ovo specijalno znaqi da neka ǌegova par-
cijalna suma mora biti norme maǌe od 2−M , tj. da je brojilac
deǉiv sa 2M , xto je i trebalo dokazati.

Primer 49. Sliqno kao i prethodne funkcije, mo�emo razviti i

(1 + x)α =
∞∑
n=1

(
α

n

)
xn.

Posmatra�emo samo sluqaj kada α ∈ Zp. Dokaza�emo da ovaj
red konvergira za |x| < 1, xto je konaqno neki oqekivan rezultat,
ali moramo da budemo pa�ǉivi, u nekim sluqajevima je polupreq-
nik konvergencije i ve�i, a u nekim ne, pri qemu ne�emo to ovde
diskutovati. Dovoǉno je da doka�emo da je(

α

n

)
=
α(α− 1)...(α− n+ 1)

n!
∈ Zp.
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Posmatrajmo polinom

P (x) =
x(x− 1)...(x− n+ 1)

n!
.

Polinom je neprekidna funkcija (poxto imamo p-adsku metriku,
mo�emo da govorimo o neprekidnim funkcijama). Znamo da je za
α ∈ Z, P (α) ∈ Z. Tako�e, znamo i da je zatvoreǌe (u odnosu na p-
adsku metriku) skupa Z skup Zp, odakle neprekidna funkcija mora
slikati zatovreǌe domena u zatvoreǌe slike, tj. P : Zp −→ Zp,
xto smo i �eleli da poka�emo.

Primer 50. Nekada moramo biti pa�ǉivi sa p-adskim stepen-
im redovima, jer mogu da konvergiraju drugaqije u R i Qp. Na

primer, po�imo od jednakosti
(

1 +
7

9

) 1
2

=
4

3
. Radi�emo u poǉu

Q7. Tada
1

2
∈ Z7 i

∣∣∣∣79
∣∣∣∣ < 1, odakle mo�emo da primenimo prethodni

primer i da razvijemo koren u stepeni red

4

3
=

(
1 +

7

9

) 1
2

= 1 +
∞∑
n=1

(
1
2

n

)(
7

9

)n
∈ 1 + 7Z7.

Ali, ∣∣∣∣43 − 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣13
∣∣∣∣ = 1,

a po prethodnom bi trebalo da bude∣∣∣∣43 − 1

∣∣∣∣ < 1!

Gde je grexka? Ispostavǉa se da iako ovaj red konvergira u R
i u Q7, to ne mora biti isti broj! U R, ovaj red jasno konvergira

ka
4

3
, me�utim u Q7, ovaj red konvergira ka drugom korenu jedna-

qine x2 − 16

9
= 0 - ka −4

3
. Razlog se vidi iz prethodnog teksta, to

je koren ove jednaqine, koji je u 1 + 7Z7, za
4

3
smo videli da to ne
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va�i, dok za −4

3
zaista va�i∣∣∣∣−4

3
− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣73
∣∣∣∣ =

1

7
.

Nakon ovih zanimǉivih primera, koji pozivaju na oprez, vra�amo
se neqemu xto nam treba u dokazu glavne (Kolemanove) teoreme.
�elimo da analiziramo broj nula stepenih redova u Qp. Pri
nekim posebnim uslovima (koji �e za naxe potrebe biti ispun-
jeni), imamo slede�u teoremu.

Teorema 20. Neka je l(t) ∈ Q[[t]] stepeni red, takav da ǌegov for-
malni izvod w(t) ∈ Z[[t]], tj. da ima koeficijente u Zp. Neka je
slika w(t) u Fp[[t]] oblika w(t) = upm + ..., za neko u ∈ F∗p. Tada l(t)
konvergira na pZp. Ako p > m+ 2, tada l(t) ima najvixe m+ 1 nulu
u pZ.

Dokaz teoreme. Ovo je pristup iz lekcija profesora Xtola [53].
Zanimǉiv je iz razloga xto dokazujemo jox neka korisna tvr�eǌa
usput. Krenimo od prvog tvr�eǌa.

Tvr�eǌe 31. Neka je 0 6= l(t) =
∞∑
n=0

ant
n ∈ Q[[t]], takav da lim

n→∞
an = 0 u

p-adskoj metrici. Neka je v0 = min{ordp(an) | n ∈ N0} i N = max{n ∈
N0 | ordp(an) = v0}. Tada postoji konstanta c ∈ Q∗p, moniqni polinom

q ∈ Zp[t], stepena N i stepeni red h(t) =
∞∑
n=0

bnt
n ∈ 1 + ptZp[[t]], sa

lim
n→∞

bn = 0 u p-adskoj metrici, tako da va�i

l(t) = cq(t)h(t).

Dokaz. Radi jednostavnosti, mo�emo da skaliramo stepeni red
sa a−1

N i da pretpostavimo da je v0 = 0 i aN = 1. Tada je l(t) ∈
Zp[[t]]. Uslov lim

n→∞
an = 0 koristimo da zakǉuqimo da je slika lm(t)

stepenog reda l(t) redukcijom u Z/pmZ[[t]] polinom, jer �e, poqev
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od nekog qlana svi koeficijenti an biti deǉivi sa pm. Tako�e,
taj uslov nam automatski daje konvergenciju ovog reda na Zp.

Ideja nam je da konstruixemo nizove:
(1) konstanti cm ∈ (Z/pmZ)∗;
(2) moniqnih polinoma qm(t) ∈ Z/pmZ[t], stepena N ;
(3) polinoma hm(t) ∈ Z/pmZ[t], pri qemu hm(t) ≡ 1 (mod pt),
koji zadovoǉavaju

lm(t) = cmqm(t)hm(t)

i tako da se trojka (cm+1, qm+1(t), hm+1(t)) redukcijom po modulu pm

redukuje na trojku (cm, qm(t), hm(t)).
Tada, po dobro poznatom postupku konstrukcije p-adskih broje-

va, inverznim limesom, dolazimo do jedinstvene konstante c ∈ Z∗,
q(t) ∈ Zp[t], moniqan polinoom stepena N i h(t) ∈ 1 + ptZp[[t]], takvi
da se redukcijom po modulu pm dobijaju bax (cm, qm(t), hm(t)) i va�i

l(t) = cq(t)h(t).

Ovaj postupak, oqekivano, sprovodimo matematiqkom indukci-
jom. Za bazu indukcije, tj. m = 1, uzmimo c1 = 1, q1(t) = l1(t)
i h1(t) = 1. Jedino xto treba proveriti je da li q1(t) zado-
voǉava uslove, a to jeste iz razloga xto je aN = 1 i svi ko-
eficijenti posle N-tog mesta su deǉivi sa p, po uslovu tvrd-
jeǌa, pa je l1(t) moniqan polinom N-tog stepena. Pretpostavi-
mo da smo konstruisali (cm, qm(t), hm(t)), za neko m ∈ N i �e-
limo da konstruixemo (cm+1, qm+1(t), hm+1(t)). Uoqimo proizvoǉno
podizaǌe (c̃m+1, q̃m+1(t), h̃m+1(t)) ure�ene trojke (cm, qm(t), hm(t)) po
modulu Z/pm+1Z (tj. redukcija prve trojke po modulu pm daje
drugu trojku), ali da je q̃m+1(t) moniqan stepena N i h̃m+1(t) ≡ 1
(mod pt). Za tra�ene (cm+1, qm+1(t), hm+1(t)) va�i da se od uoqenih
(c̃m+1, q̃m+1(t), h̃m+1(t)) ne razlikuju po modulu pm, tj. mora da va�i

cm+1 = c̃m+1 + pmγ,

qm+1 = q̃m+1 + pmκ(t),

hm+1 = h̃m+1 + pmη(t),

pri qemu je γ ∈ Z/pZ, κ(t) ∈ Z/pZ[t] je polinom stepena maǌeg od
N (jer je ve� q̃m+1 moniqan stepena N , pa da to ne ugrozimo) i
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η(t) ∈ Z/pZ[t], pri qemu η(0) = 0, da bi slobodan qlan polinoma
hm+1(t) ostao 1. Tako�e je

lm+1(t)− c̃m+1q̃m+1(t)h̃m+1(t) = pmd(t),

za neki polinom d(t) ∈ Z/pZ[t].
Sada je �eǉeni uslov (po modulu pm+1) lm+1(t) = cm+1qm+1(t)hm+1(t)

ekivavelantan sa

lm+1(t) = (c̃m+1 + pmγ)(q̃m+1 + pmκ(t))(h̃m+1 + pmη(t)).

Imaju�i na umu da se radi po modulu pm+1, ovo je ekvivalentno
sa

lm+1(t) = c̃m+1q̃m+1(t)h̃m+1(t)+pm(γq̃m+1(t)h̃m+1(t)+κ(t)c̃m+1h̃m+1(t)+η(t)c̃m+1q̃m+1(t)).

Daǉe je (po modulu pm+1)

pm(d(t)− γq̃m+1(t)h̃m+1(t) + κ(t)c̃m+1h̃m+1(t) + η(t)c̃m+1q̃m+1(t)) = 0,

odnosno u Z/pZ

d(t) = γq̃m+1(t)h̃m+1(t) + κ(t)c̃m+1h̃m+1(t) + η(t)c̃m+1q̃m+1(t).

Poxto se redukuje po modulu p, tada se q̃m+1(t) redukuje u q1(t) =
l1(t), c̃m+1 se redukuje u c1 = 1 i h̃m+1(t) se redukuje u h1(t) = 1.
Jednaqina postaje

d(t) = γl1(t) + κ(t) + l1(t)η(t) = (γ + η(t))l1(t) + κ(t).

Primetimo da je deg κ(t) < N = deg l1(t), odakle ova jednaqi-
na predstavǉa euklidsko deǉeǌe u prstenu polinoma nad poǉem
Fp = Z/pZ. Pri tome, mi znamo eksplicitno polinome d(t) i l1(t),
odakle ih mo�emo euklidski podeliti i dobiti jedinstven koliq-
nik γ + η(t) i ostatak κ(t). Jox, zbog uslova η(0) = 0, dobijamo
jedinstvenost tra�enih γ i η(t), odakle smo i ǌih eksplicitno
odredili i samim tim smo konstruisali trojku (cm+1, qm+1(t), hm+1(t))
koja zadovoǉava sve tra�ene uslove. Ovim je dokaz indkucijom,
kao i celog tvr�eǌa, gotov.

Kao posledicu ovog tvr�eǌa, imamo slede�e korisno tvr�eǌe.
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Tvr�eǌe 32. Neka je, kao u prethodnom tvr�eǌu, 0 6= l(t) =
∞∑
n=0

ant
n ∈

Q[[t]] stepeni red takav da lim
n→∞

an = 0 u p-adskoj metrici i oznaqi-

mo v0 = min{ordp(an) | n ∈ N0} i N = max{n ∈ N0 | ordp(an) = v0}.
Tada je broj nula stepenog reda l(t) u Zp najvixe N .

Dokaz. Po prethodnom tvr�eǌu, zakǉuqujemo da postoje c ∈ Q∗p,
moniqni polinom q ∈ Zp[t], stepena N i stepeni red h(t) ∈ 1 +
ptZp[[t]], tako da va�i l(t) = cq(t)h(t). Vidimo da h(t) nema nula u
Zp, jer p - 1. Tako da sve nule l(t) su ujedno i nule polinoma q(t),
koji ih ima najvixe N , jer je tog stepena i nad prstenom je koji
je domen celih.

Komentar. Ako znamo kako se p-adska valuacija produ�ava sa Qp

na Qp, onda mo�emo re�i da za sve korene α ∈ Qp va�i vp(α) ≥ 0.
To lako zakǉuqujemo iz toga xto je α koren moniqnog polinoma sa
koeficijentima nenegativne valuacije, pa bi u suprotnom sluqa-
ju vp(q(α)) = Nvp(α) < 0, po ultrametriqkoj nejednakosti, xto je
kontradikcija.

Prelazimo na dokaz teoreme.

Zavrxetak dokaza. Napiximo

l(t) = l0 + l1t+ ...+ lnt
n + ...

i
w(t) = w0 + w1t+ ...+ wnt

n + ...,

tada je wn = (n + 1)ln+1. Po uslovu teoreme je ordp(wn) ≥ 0. Iz
definicije vidimo da je

ordp(n+ 1) ≤ logp(n+ 1) ≤ C log n,

za neku konstantu C > 0 i sve n ∈ N. Odavde je ord(ln) ≥ −C log n.
Tada, za bilo koje τ ∈ pZp, tada ordp(τ) ≥ 1, pa ordp(lnτ

n) ≥ n −
C log n, xto te�i +∞ kad n → ∞, odakle u p-adskoj topologiji
lim
n→∞

lnτ
n = 0 a ovo upravo znaqi da red konvergira. Time je prvi

deo tvr�eǌa dokazan.
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Za drugi deo tvr�eǌa, posmatrajmo stepeni red

l′(t) = l(pt) = l0 + pl1t+ ...+ pnlnt
n + ...

Doka�imo da je za ovaj red, N iz prethodnog tvr�eǌa maǌe od
m+ 2. Prvo ispitajmo za m+ 1:

ordp(p
m+1lm+1) = m+ 1 + ordp(lm+1) = m+ 1 + ordp(wm)− ordp(m+ 1) =

= m+ 1− ordp(m+ 1) ≤ m+ 1,

jer je ordp(wm) = 0, poxto se wm redukcijom po modulu p slika u
0, po uslovu teoreme. Sada, neka je n > m, pa

ordp(p
n+1ln+1) = n+ 1 + ordp(wn)− ordp(n+ 1) ≥ n+ 1− ordp(n+ 1).

�elimo (i dovoǉno je) da doka�emo n+ 1− ordp(n+ 1) > m+ 1,
odnosno n− ordp(n+ 1) > m. Ako je ordp(n+ 1) = 0, tvr�eǌe je jasno
zbog n > m. Inaqe, neka je ordp(n + 1) = e, za neko e ∈ N. Tada
je pe ≤ n + 1, pa je dovoǉnoda doka�emo da je m + 1 + e < pe. Ovo
tvr�eǌe rutinski dokazujemo indukcijom, gde je bazni sluqaj e = 1
upravo pretpostavka tvr�eǌa p > m+ 2, a daǉe induktivni korak
sledi trivijalno, poxto leva strana raste za 1, a desna raste p
puta.

Dakle, sigurno je ordp(p
m+1lm+1) < ordp(p

nln), za sve n > m + 1,
pa ovakvi brojevi ne mogu biti indeks (najve�eg) qalana sa naj-
maǌom p-adskom vrednox�u. Zato je N ≤ m + 1. Sada primenom
prethodnog tvr�eǌa zakǉuqujemo da l1(t) ima najvixe m + 1 nulu
u Zp, a iz definicije l1(t) = l(pt), to je ekvivalentno sa tim da l
ima najvixe m+ 1 nulu u pZp, xto je i trebalo dokazati.

Napomena. Dokaz se mo�e sprovesti matematiqkom indukcijom
uz pomo� poznatih svojstava p-adskih stepenih redova. Dokaz se
mo�e na�i u [2] i [25].
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4 Jakobijan krive

4.1 Uvod i svojstva Jakobijana krive

Preporuqena literatura: Ovaj tekst u najve�oj meri prati [53],
dok se pristup sliqan ovome mo�e na�i i u [21], [37]. Za ozbiǉni-
je prouqavaǌe Jakobijana su korisne kǌige [14], [34], [33].

Neka je C glatka, projektivna i apsolutno nesvodǉiva kriva,
roda g. Podsetimo se da je Pikarova grupa stepena 0 Pic0(C) nad
poǉem K (u oznaci Pic0

K(C)) je, kao xto i oqekujemo, grupa koja
se sastoji iz elemenata grupe Pic0(C) koji su fiksirani dejstvom
Galuaove grupe GK/K. Ta grupa ima jedno lepo svojstvo, a to je
da se mo�e opisati kao specijalna vrsta algebarskih varijeteta
koji se nazivaju Abelovi varijeteti, koje oznaqavamo sa J(K), a
zbog identifikacije pixemo

J(K) = Pic0
K(C),

pri qemu J(K) nazivamo Jakobijanom krive C nad poǉem K. Ako
se zna nad kojim poǉem mislimo, onda �emo Jakobijan oznaqavati
samo kratko sa J. Me�utim, taj nivo znaǌa algebarske geometrije
je suvixe visok za trenutne potrebe i mogu�nosti, odakle �emo
se ovde Jakobijanom krive baviti samo kao grupom divizora, xto
�e za sada i biti dovoǉno.

Primer 51. Ako je kriva roda g = 0, tada je ǌen Jakobijan triv-
ijalan, tj. samo jedna taqka, tj. J = {0}. To sledi iz qiǌenice da
je kriva roda 0 izomorfna sa P1, a na P1 svaki divizor stepena 0 je
ujedno i glavni, po primeru broj 16, odakle je Pic0(C) trivijalna
grupa.

Primer 52. Ako je kriva roda g = 1 i ima K-racionalnu taqku,
tj. ako je ona eliptiqka kriva, tada znamo (ima u [51]) da je
Pic0(C) ∼= C, pa u ovom sluqaju mo�emo identifikovati Jakobi-
jan sa samom krivom.

Iz prethodnih primera vidimo da su najzanimǉiviji sluqajevi
kada je rod g ≥ 2.
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Ako je P0 ∈ C(K), tada postoji va�no preslikavaǌe i : C −→
J koje xaǉe taqke P ∈ C(K) u klasu divizora P − P0 u Pic0(C),
koju oznaqavamo [P − P0]. Ovo preslikavaǌe �e biti morfizam
algebarskih varijeteta, a za g > 0 ima jox jedno veoma korisno
svojstvo - injektivno je!

Zaista, ako [P − P0] = [Q − Q0], tada [P − Q] = 0, tj. postoji
funkcija f ∈ K(C) koja ima samo jednu nulu i samo jedan pol.
U [20] je dokazano tvr�eǌe da je ukupan broj nula funkcije f ,
raqunaju�i vixestrukost jednak stepenu raxireǌa [K(C) : K(f)],
a kako f ima samo jednu nulu vixestrukosti 1, odavde zakǉuqu-
jemo da je K(C) = K(f), tj. svaka funkcija iz K(C) se dobija kao
racionalna funkcija po f . Sada uoqimo funkciju φ : C −→ P1,
definisanu na slede�i naqin

φ(X) =

{
[f(X), 1], X 6= Q

[1, 0], X = Q.
(5)

Odvojeno definixemo φ za Q, jer f ima pol u Q, ali to je is-
tog duha kao da smo napisali [f(Q), 1]. Stoga, za proizvoǉnu

racionalnu funkciju
F (X, Y )

G(X, Y )
∈ K(P1) je φ∗

(
F

G

)
∈ K(C) za koje

va�i

φ∗
(
F

G

)
(X) =

F (φ(X))

G(φ(X))
=
F [f(X), 1]

G[f(X), 1]
.

F i G su proizvoǉni homogeni polinomi istog stepena, odak-
le na ovaj naqin mo�emo dobiti svaku racionalnu funkciju po
f dozvoǉenu u projektivnim prostorima, xto znaqi da je K(C) =
φ∗(K(P1)), odakle je φ preslikavaǌe stepena 1, a po tvr�eǌu 6 je
to i izomorfizam, odakle je C izomorfna P1, xto znaqi da je C
roda 0, a ovo je kontradikcija.

Odavde mo�emo zakǉuqiti da ako �elimo da odredimo skup
C(K), mo�emo da odredimo skup J(K) ∩ i(C), odakle �emo saznati
C(K). Prednost je xto uvo�eǌem Jakobijana dobijamo dodatnu
strukturu i nove informacije. Na primer, ako se ispostavi da je
J(K) = {0}, tada odmah zakǉuqujemo da je C(K) = {P0}.

Za Jakobijane va�i ista teorema kao za eliptiqke krive, koju
nazivamo Mordel-Vejlova teorema. Navex�emo je bez dokaza.
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Teorema 21. Neka je K brojno poǉe i J(K) Jakobijan krive C.
Tada je grupa J(K) konaqno generisana.

Ovo nam daje informaciju da je

J(K) ∼= Zr ⊕ J(k)tors,

za neko r ∈ N0, koje se naziva rang Jakobijana, a ponekad se naziva i
Mordel-Vejlov rang. Kao i kod eliptiqkih krivih, lakxe je odred-
iti torzioni deo, dok se za rang mo�e uspeti samo u pojedinaqnim
sluqajevima. Idemo ka tome da istra�imo Jakobijan krive.

Tvr�eǌe 33. Neka je C glatka, projektivna, apsolutno nesvodǉi-
va kriva roda g sa fiksiranom K-racionalnom taqkom P0

inC(K). Tada a svako Q ∈ J(K), postoji jedinstveni efektivni di-
vizor najmaǌeg stepena DQ ∈ DivK(C), takav da Q = [DQ−(degDQ)P0].
Tada va�i degDQ ≤ g.

Dokaz. Neka je D ∈ Div0(C) divizor koji predstavǉa Q, tj. za koji
je Q = [D]. Posmatrajmo prostore Ln = L(D+nP0), za n ∈ Z, n ≥ −1.
Po definiciji ovih prostora je L−1 = {0}, jer je deg(d − P0) = −1
(tvr�eǌe 19 (4)) i L−1 ⊂ L0 ⊂ ... ⊂ Ln ⊂ .... Primenom tvr�eǌa
19 (5), zakǉuqujemo da je dimLn+1 − dimLn ∈ {0, 1}. Za n = g je
dimLn = g − g + 1 + l(KC −D − nP0) ≥ 1, po teoremi Rimana-Roha.

Iz prethodnih qiǌenica sledi da postoji najmaǌe 0 ≤ n ≤ g
takvo da dimLn = 1. Tada postoji funkcija f ∈ Ln takva da div(f) ≥
−D − nP0, tj. div(f) = DQ − D − nP0, za neki efektivan divizor
DQ. Sve druge funkcije u Ln se dobijaju iz f mno�eǌem nekom
konstantom, xto znaqi da DQ ne zavisi od izbora f . Sada je

Q = [D] = [D + div(f)] = [DQ − nP0].

Divizor DQ je jedinstven me�u divizorima stepena n sa tra�en-
im svojstvima, xto se vidi iz qiǌenice dimLn = 1. Ako bi posto-
jao D′Q divizor stepena m < n sa tra�enim svojstvima, onda bi iz
[D] = [D′Q−mP0] sledilo da je D′Q−D−mP0 glavni divizor, a tada
postoji f ∈ K(C) takvo da div(f) = D′Q −D −mP0, pa je dimLm ≥ 1,
jer f ∈ Lm.
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Ostaje jox da doka�emo da je ovaj dizivor K-racionalan (prime-
timo da to jox uvek nismo dokazali). Neka je σ ∈ GK/K, proizvoǉno.
Tada (korix�eǌem Q ∈ J(K) i P ∈ C(K)) dobijamo

[σ(DQ)− nP0] = [σ(DQ − nP0)] = σ[DQ − nP0] = [DQ − nP0].

Odavde sledi da je i σ(DQ) divizor sa tra�enim svojstvima, a
poxto je takav divizor jedinstven, onda je σ(DQ) = DQ. Ovo va�i
za sve σ ∈ GK/K, odakle je DQ ∈ DivK(C).

Postoji posebna klasa divizora sa kojom �emo se ovde qesto
susretati.

Definicija 27. Neka je C : y2 = f(x) hipereliptiqka kriva nepar-
nog stepena nad K. Divizor D ∈ Div(C) je u opxtem polo�aju
ako je D efektivan, ∞ /∈ supp(D) i ne postoji P ∈ C takva da
D ≥ P + ι(P ).

Primetimo da definicija divizora u opxtem polo�aju ka�e da
su mu svi koeficijenti pozitivni, da ne sadr�i ∞ u svom zapisu,
da svaku taqku ramifikacije (x0, 0) sadr�i sa koeficijentom 0 ili
1, dok ne sadr�i u isto vreme taqke (x0, y0) i (x0,−y0), za y0 6= 0.
Na prethodno tvr�eǌe se navodezuje slede�e.

Tvr�eǌe 34. Neka je C : y2 = f(x) glatka hipereliptiqka kriva,
neparnog stepena, roda g nad K. Tada za svaku taqku P ∈ J(K)
postoji jedinstveni divizor D ∈ DivK(C) u opxtem polo�aju i
stepena d = deg(D) ≤ g, takav da je P = [D − d · ∞].

Dokaz. Iz prethodnog tvr�eǌa sledi da postoji jedinstveni efek-
tivni divizor D minimalnog stepena d ≤ g takav da P = [D− d∞].
Treba da doka�emo da je D u opxtem polo�aju i da, ako je D′

neki divizor u opxtem polo�aju, stepena d′ ≤ g takav da P =
[D′ − d′∞],tada je D′ jednako D da bismo zavrxili dokaz teoreme.

Pretpostavimo da D nije u opxtem polo�aju. Tada mogu da
nastupe slede�e dve mogu�nosti.
(1) Neka je D ≥ Dx0, za neko x0. Znamo da je Dx0 linearno ekvi-
valentan sa D∞ = 2∞ (jer je ǌihova razlika divizor funkcije
x− x0), pa je

P = [D−d∞] = [D−(d−2)∞−2∞] = [D−(d−2)∞−2∞+(D∞−Dx0)] =
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= [(D −Dx0)− (d− 2)∞],

xto je u kontradikciji sa minimalnox�u d (jer je D − Dx0 efek-
tivan divizor).
(2) Neka je D ≥ ∞. Tada

P = [D − d∞] = [(D −∞)− (d− 1)∞],

xto je opet kontradikcija.

Dokazali smo da je D u opxtem polo�aju, ostaje jox da poka�e-
mo drugi deo. Pretpostavimo da postoji D′, divizor u opxtem
polo�aju, stepena d′ ≤ g takav da [D′ − d′∞] = [D − d∞]. Odatle
su divizori D′ − D i (d′ − d)∞ linearno ekvivalentni, a samim
tim su i linearno ekvivalentni D′ + ι(D), jer su D + ι(D) i 2d∞
ekvivalentni divizori. To znaqi da postoji f ∈ K(C) takvo da
div(f) = D′+ ι(D)− (d+ d′)∞, xto mo�emo da proqitamo da postoji
funkcija f ∈ L((d+ d′)∞) takvo da je D′ + ι(D) divizor ǌenih nula
(tj. f ima nule samo u taqkama koje se pojavǉuju u D′ + ι(D) i to
bax te vixestrukosti kojom se pojavǉuju u D′ + ι(D)). Znamo da
je d + d′ ≤ 2g, pa iz primera broj 30 sledi da je L((d + d′)∞) ⊂
〈1, x, ..., xg〉. Dakle, f je polinom po x, a tada je divizor ǌenih
nula linearna kombinacija divizora oblika Dx0. Kako su i D′ i
ι(D) divizori u opxtem polo�aju, ne mo�e da bude D′ ≥ Dx0 ni
ι(D) ≥ Dx0 ni za jedno Dx0 koje se pojavǉuje u zbiru za divizor
nula funkije f , xto znaqi da se svaki takav Dx0 razdvaja na qlan
koji je u D′ i koji je u ι(D). Zato je D′ = ι(ι(D)) = D, xto smo i
�eleli da poka�emo.

U sluqaju hipereliptiqke krive neparnog stepena, postoji ek-
splicitan postupak pomo�u kojeg mo�emo opisati operaciju sabi-
raǌa u ǌenom Jakobijanu. Navodimo tvr�eǌe i teoremu qiji su
dokazi prete�no raqunski i ovde ih ne navodimo, a mogu se na�i
u [53].

Tvr�eǌe 35. Neka je C glatka hipereliptiqka kriva, neparnog
stepena nad poǉem K i D ∈ DivK(C) divizor u opxtem polo�aju
na C. Tada postoje jedinstveni polinomi a, b ∈ K[x] takvi da
(1) a je moniqan stepena d = degD;

127



(2) deg(b) < d;
(3) f ≡ b2 (mod a);
(4) ako je P = (x0, y0) u afinom delu krive C, tada va�i

P ∈ supp(D) ⇐⇒ a(x0) = 0, b(x0) = y0,

pri qemu je ordP (D) jednak vixestrukosti korena x0 polinoma a.

Va�i i obrnuto, svaki ovakav par (a, b) odre�uje jedan divizor
D u opxtem polo�aju.

Ova reprezentacija D preko para polinoma (a, b) se naziva Mam-
fordova reprezentacija divizora D. Par (1, 0) predstavǉa nulu
(neutralni element) u Jakobijanu. Uz ǌenu pomo� raqunamo na
Jakobijanu. Slede�i algoritam je prvi opisao matematiqar Kan-
tor.

Teorema 22. Neka je C : y2 = f(x) glatka hipereliptiqka kriva,
neparnog stepena i roda g nad poǉem K. Neka su taqke P1, P2 ∈ J(K)
predstavǉene polinomima (a1, b1), (a2, b2), tj. neka je to ǌihova
Mamfordova reprezentacija. Ovo znaqi da (ai, bi) prestavǉa di-
vizor Di za koji je Pi = [Di − (degDi)∞], za i = 1, 2. Tada raqunamo
Mamfordovu reprezentaciju taqke P1 + P2 na slede�i naqin:
(1) Raqunaǌe zbira:
(1.1) Odredimo d =NZD(a1, a2, b1 + b2).
(1.2) Oznaqimo a =

a1a2

d2
.

(1.3) Neka je b jedinstveni polinom stepena maǌeg od deg(a), takav
da

b ≡ b1 (mod
a1

d
), b ≡ b2 (mod

a2

d
), , f ≡ b2 (mod a).

(2) Redukcija (ako je divizor stepena ve�eg od g, smaǌujemo mu
stepen):
Dokle god va�i deg(a) > g:
(2.1) Napiximo f − b2 = λac, za neko λ ∈ K∗ i c ∈ K[x], moniqan
polinom.
(2.2) Zamenimo a i c. Primetimo da je deg(c) < deg(a).
(2.3) Zamenimo b sa ostatkom −b (mod a), pri qemu je ovo novo a,
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tj. c iz (2.1).

Tada je (a, b) Mamfordova reprezentacija divizora D takvog da
P1 + P2 = [D − (degD)∞] i degD ≤ g.

Primer 53. Posmatrajmo hipereliptiqku krivu y2 = x5 + 1 nad
Q. Jedna od taqaka Jakobijana je Q = [(−1, 0) −∞]. Odredimo 2Q
primenom Kantorovog algoritma. U ovom sluqaju je D = (−1, 0)
divizor u opxtem polo�aju stepena 1. Tra�imo polinom a stepena
1, qija je nula x = −1, odakle je a(x) = x+ 1. Polinom b je stepena
0, dakle konstantan polinom i b(0) = 0, xto znaqi da je b(x) = 0.
Ispuǌeni su svi uslovi tra�eni za Mamfordovu reprezentaciju.
Za raqunaǌe zaboravǉamo oznake a i b i a1(x) = a2(x) = x + 1 i
b1(x) = b2(x) = 0.

Odre�ujemo polinome d =NZD(x + 1, x + 1, 0) = x + 1, i a =
(x+ 1) · (x+ 1)

(x+ 1)2
= 1. Sada tra�imo (jedinstveni) polinom b ste-

pena maǌeg od 0 = deg(a) takav da

b ≡ 1 (mod 1), b2 ≡ x5 + 1 (mod 1),

a jasno se vidi da je to polinom b(x) = 0 (to je jedini polinom
koji ima stepen maǌi od 0). Dobijamo (a, b) = (1, 0), a ovo je
reprezentacija nule, odakle sledi da je 2Q = 0 u J(Q).

Druga taqka koju mo�emo da uoqimo je P = [(0, 1)−∞]. Tada je
reprezentacija ove taqke (x, 1). Izraqunajmo 2P .

Dobijamo polinome d =NZD(x, x, 2) = 1 i a =
x · x
12

= x2. Sada

tra�imo b stepena maǌeg od 2 = deg(a) takav da

b ≡ 1 (mod x), b2 ≡ x5 + 1 ≡ 1 (mod x2).

Iz prvog uslova da je b oblika b(x) = 1 + βx, a iz drugog za-
kǉuqujemo da je β = 0, odakle je b(x) = 1. Dobijamo reprezentaciju
(x2, 1) a to je repreznetacija taqke 2P = [2(0, 1) − 2∞]. Raqunamo
3P .

Polinom d =NZD(x, x2, 2) = 1, dok je polinom a =
x · x2

12
= x3. Za

polinom b stepena maǌeg od 3 va�e uslovi

b ≡ 1 (mod x), b ≡ 1 (mod x2), b2 ≡ x5 + 1 ≡ 1 (mod x3).
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Odavde je opet b(x) = 1, tako da je reprezentacija 3P data sa
(x3, 1). Me�utim, polinom x3 ima ve�i stepen, od dozvoǉenog, a to
je 2, zbog toga radimo redukciju.

x5 + 1− 1 = x5 = 1 · x3 · x2,

odakle je c(x) = x2, a to je novo a, pa je a(x) = x2. Novo b dobijamo
tako xto raqunamo ostatak pri deǉeǌu −1 sa x2, ali ovo nema
potrebe da radimo, b(x) = −1. Prava reprezentacija taqke 3P je
(x2,−1), a ovo je taqka 3P = [2(0,−1) − 2∞]. Daǉe, raqunamo 4P ,
sabiramo (x, 1) i (x2,−1).

Kao i do sada, d =NZD(x, x2, 0) = x, pa je a =
x · x2

x2
= x. Polinom

b koji tra�imo je konstantan polinom koji zadovoǉava uslove

b ≡ 1 (mod 1), b ≡ −1 (mod x), b2 ≡ x5 + 1 ≡ 1 (mod x).

Jasno je da je b(x) = −1, a reprezentacija 4P je data sa (x,−1),
odnosno 4P = [(0,−1)−∞]. Saberimo P i 4P da odredimo 5P .

Sada je d =NZD(x, x, 0) = x, a a =
x · x
x2

= 1. Odavde mora biti

b = 0, pa se 5P predstavǉa parom (1, 0), tj. 5P je neutral u J(Q).

U ovom primeru smo u Jakobijanu naxli taqku reda 2 i taqku
reda 5. Ovo rezultati su i oqekivani, ako primetimo 2((−1, 0) −
∞) = div(x + 1) i 5((0, 1) − ∞) = div(y − 1), a na desnoj strani u
prethodne dve jednakosti su glavni divizori. Vidimo i jox da je
#J(Q) ≥ 10, qak i da je #J(Q) deǉivo sa 10.

Primer 54. Neka je C : y2 = f(x) glatka hipereliptiqka kri-
va, neparnog stepena i roda 2 nad poǉem K. Tada, korix�eǌem
Mamfordove reprezentacije, mo�emo eksplicitno, na jedinstven
naqin opisati klasu bilo kog Q ∈ J(K) (dakle, K-racionalnog
divizora). Opis �emo vrxiti prema polinomima a(x) ∈ K[x], koji
su u bijekciji sa K-racionalnim divizorima u Jakobijanu. Se-
timo se da je deg(a) ≤ 2, pa imamo slede�e mogu�nosti, pri qemu
iskǉuqujemo sve opcije u kojima dobijeni divizori nisu u opxtem
polozaju.
(1) Ako je a(x) = x−x0 ili a(x) = 1, u pitaǌu je taqka Q = [P −∞],
gde je x0 x-koordinata taqke P u prvom sluqaju, dok je P = ∞ u
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drugom sluqaju.
(2) Ako je a(x) = (x−x0)2, tada je Q = [2P − 2∞], gde je, kao i u (1),
x0 x-koordinata taqke P .
(3) Ako je a(x) = (x− x0)(x− x′0), tada je Q = [P +P ′− 2∞], za taqke
P i P ′ qije su x-koordinate redom x0, x′0.
(4) Ako je a(x) kvadratni polinom koji nema korene u K, tada ima
korene u raxireǌu L/K stepena 2, tada su koreni a(x) {P, σ(P )},
pri qemu je Galuaova grupa tog raxireǌa GL/K = 〈σ〉. Onda je
Q = [P + σ(P ) − 2∞], pri qemu je ovo K-racionalan divizor, jer
σ(Q) = [σ(P ) + P − 2∞].

Iz konstrukcije Jakobijana po kojoj je Jakobijan Abelov var-
ijetet koji zadovoǉava J(K) = Pic0

K(C), koja je funktorijalna, se
mo�e izvesti slede�a posledica, ali je ovde ne dokazujemo.

Teorema 23. Neka je C glatka, apsolutno nesvodǉiva, hiperelip-
tiqka kriva nad Q, qiji je Jakobijan J i neka je p prost broj dobre
redukcije krive C. Oznaqimo Jakobijan krive C sa J. Tada posto-
ji reduktivno preslikavaǌe J(Q) −→ J(Fp) koje je homomorfizam
grupa.

Ako fiksiramo P0 ∈ C(Q) i preslikavaǌe i : C(Q) −→ J(Q),
i : P 7→ [P−P0], tada postoji preslikavaǌe i : C −→ J, i : P 7→ [P−P0]
takvo da slede�i dijagram komutira.

C(Q) J(Q)

C(Fp) J(Fp)

i

ρp,C ρp,J

i

Ova teorema je taqna i kada se Q zameni sa Qp, tako da postoji
redukcija modulo p i na J(Qp). Jezgro tog preslikavaǌa se, oqeki-
vano, zove jezgro redukcije i oznaqava se J(Qp)1. Ako je p > 2, xto
je svakako ispuǌeno za hipereliptiqke krive, jer za p = 2 imaju
loxu redukciju, mo�e se dokazati da je J(Qp)1

∼= Zgp (kao grupe),
odakle odmah vidimo da je jedini element konaqnog reda u jezgru
redukcije nula. Odavde mo�emo da izvedemo slede�i zakǉuqak.
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Teorema 24. Neka je C glatka, apsolutno nesvodǉiva, hiperelip-
tiqka kriva nad Q, qiji je Jakobijan J i neka je p prost broj
dobre redukcije krive C. Tada je restrikcija na J(Q)tors reduk-
tivnog preslikavaǌa J(Q) −→ J(Fp) injektivna.

Dokaz. Neka je P ∈ ker(J(Q)tors −→ J(Fp). Tada je P ∈ ker(J(Qp) −→
J(Fp), odakle je P ∈ J(Qp)1. U ovoj grupi je samo nula element
konaqnog reda, a poxto je P konaqnog reda, onda je P = 0.

Mo�emo da primetimo da i ova teorema ostaje taqna kada za-
menimo Q sa Qp, tj. da je injektivno i preslikavaǌe J(Qp) −→
J(Fp). Mo�emo da pretpostavimo xta je primena prethodne teo-
reme, to je raqunaǌe torzione podgrupe Jakobijana. Za hipere-
liptiqke krive roda 2, taj posao olakxava slede�e tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 36. Neka je y2 = f(x) glatka hipereliptiqka kriva roda
g = 2 i p prost broj, p ≥ 3. Tada va�i

#J(Fp) =
#C(Fp2) + #C(Fp)2

2
− p.

Dokaz. Doka�imo tvr�eǌe samo u sluqaju neparnog stepena, jer
tada imamo informacije iz primera broj 54. Elemente Jakobijana
J(Fp) smo opisali u primeru broj 54, treba da ih prebrojimo.

Imamo jednu beskonaqnu taqku i u Fp i u Fp2. Taqke u Fp pode-
limo na (x1, 0), ... (xk, 0) i na (x′1, y

′
1), (x′1,−y′1), ... , (x′l, y

′
l), (x′l,−y′l),

pri qemu se y′1, ... y
′
l razliqiti od nule. Neka je Fp2 = Fp(t). Tada je

za preostalih p−k−2l x-koordinata f(x) kvadratni neostatak mod-
ulo p (inaqe bi dala taqku u Fp), pa su to taqke u Fp2\Fp: (x′′1, ty

′′
1),

(x′′1,−ty′′1), ... , (x′′p−k−2l, ty
′′
p−k−2l), (x′′p−k−2l,−ty′′p−k−2l). Neka su pre-

ostale taqke u Fp2 na listi (α1, β1), (α1, β1), ... , (αv, βv), (αv, βv), pri
qemu ovde γ predstavǉa Galuaov konjugat γ za raxireǌe Fp2/Fp.
Brojimo sada sve elemente J(Fp).
(1) Imamo jedan neutral (za beskonaqnu taqku) i k + 2l divizora
prvog oblika iz primera broj 54.
(2) Ovde brojimo divizore drugog i tre�eg oblika u primeru broj
54. Sada ve� moramo da budemo pa�ǉivi, jer ne dolaze u obzir
sve kombinacije. Na primer, ne mo�emo imati [2(x1, 0) − 2∞], jer
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2(x1, 0) nije divizor u opxtem polo�aju, a i klasa navedenog di-

vizora je trivijalna. Zato imamo
(
k

2

)
parova u kojima biramo

razliqite (xi, 0) i (xj, 0), 2kl mogu�nosti za odabir jednog (xi, 0)

i jednog (x′j, y
′
j) i 2l mogu�nosti da izaberemo 2(x′i, y

′
i) i

(
2l

2

)
− l

mogu�nosti da izaberemo dva razliqita (x′i, y
′
i) i (x′j, y

′
j), pri qemu

odbacujemo l kombinacija sa istim x′i, a suprotnim y′i.
(3) Ostaje jox da proverimo posledǌi oblik divizora iz primera
broj 54, tj. kombinacije taqaka koje su u Fp2/Fp. Moramo uzimati
koǌugovane parove, ali ne mo�emo uzeti parove oblika (x′′i ,±y′′i ),
jer i oni ne qine divizor u opxtem polo�aju. U ovom sluqaju
imamo novih v taqaka.

Kada sve ovo saberemo,

#J(Fp) = 1 + k + 2l +

(
k

2

)
+ 2kl + 2l +

(
2l

2

)
− l + v =

= 1 + v + 2l + 2kl + 2l2 +
k2 + k

2
.

Sa druge strane, #C(Fp2) = 1 + k + 2(p− k) + 2v = 1 + 2p+ 2v − k
i #C(Fp) = 1 + k + 2l, odakle zamenom u

#C(Fp2) + C(Fp)2

2
− p =

1 + 2p+ 2v − k + (1 + k + 2l)2 − 2p

2
=

= 1 + v + 2l + 2kl + 2l2 +
k2 + k

2

dobijamo tra�enu jednakost.

Primer 55. Posmatrajmo ponovo hipereliptiqku krivu C : y2 =
x5 + 1. Odredimo #J(F3). Taqke u C(F3) lako odre�ujemo, to su
{(0,±1), (−1, 0),∞}, dakle ima ih 4. Za odre�ivaǌe taqaka u C(F9)
proxirimo F3 elementom t takvim da je t2 = −1, onda tra�imo
taqke oblika (a + bt, c + dt), za a, b, c, d ∈ F3. Iz jednaqine krive
dobijamo

c2 − d2 − cdt = a5 − a3b2 − ab4 + (b5 − a2b3 − a4b)t,
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odakle imamo dve jednaqine c2−d2 = a5−a3b2−ab4 i −cd = b5−a2b3−
a4b, a u F3 se ove jednaqine svode na c2− d2 = a+ ab2 i −cd = b+ a2b.
Moramo da diskutujemo sluqajeve.
(1) Ako je b = 0, tada je c = 0 ili d = 0. Ako je d = 0, onda su taqke
u F3, odake imamo 3 taqke (bez ∞). Ako je d 6= 0, pa c = 0, tada je
−d2 = a, odakle immao jox 2 taqke, jer d = ±1, a = −1.
(2) Ako je b 6= 0, tada b(a2 + 1) 6= 0, pa cd 6= 0, odakle je c2 − d2 = 0,
pa je 2a = 0, tj. a = 0. Druga jednaqina postaje −cd = b, xto ima 4
taqke, jer c i d mogu uzeti vrednost ±1.

Kada dodamo i beskonaqu taqku, dobijamo da je #C(F9) = 10.

Primenom tvr�eǌa 36, dolazimo do #J(F3) =
10 + 16

2
−3 = 10, odak-

le je #J(Q)tors ≤ 10. U primeru 53 smo zakǉuqili da je #J(Q)tors ≥
10, pa mora biti #J(Q)tors = 10. Jox znamo i J(Q) ∼= Z/10Z.

Primer 56. Neka je C : y2 = x5 − x + 1. U prostim brojevima
3 i 5 kriva C ima dobru redukciju, jer je ǌena diskriminanta
2869 = 19 · 151. Kao u prethodnom primeru, mo�emo izraqunati
#J(F3) = 29 i #J(F5) = 71. Poxto su ovo uzajamno prosti brojevi,
a J(Q)tors se iǌektivno slika u obe grupe, ǌen red mora deliti 1,
tj. to je trivijalna grupa J(Q)tors = {0}.

Za Jakobijane va�i sliqna teorema kao i za eliptiqke krive.
Navodimo je bez dokaza. Pre iskaza, podsetimo se da za Abelovu
grupu G, oznaka G[n] oznaqava podgrupu svih elemenata x takvih
da je nx = 0

Teorema 25. Neka je C glatka kriva roda g nad poǉem K i n ∈ N.
Ako je charK = 0 ili (n, charK) = 1, tada je #J(K)[n] = n2g. Ako
je charK = p, za neki prost broj p, tada je J(K)[p] = pe, za neko
0 ≤ e ≤ g.

Pretpostavimo da smo naxli torzionu podgrupu J(K)tors Jako-
bijana. �elimo da mu odredimo rang r. Dosetimo se da posma-
tramo

J(K)/2J(K) ∼= J(K)tors/2J(K)tors ⊕ (Z/2Z)r ∼= J(K)[2]⊕ (Z/2Z)r,

jer jedini elementi J(K)tors koji pre�ivǉavaju u koliqniqkoj grupi
J(K)tors/2J(K)tors su elementi reda 2. Odavde naslu�ujemo ideju
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xta bismo mogli da radimo da bismo odredili rang Jakobijana.
Ako odredimo J(K)/2J(K) i J(K)[2], onda smo odredili i r, uz-
imaju�i dimnezije nad F2 u jednakosti iznad. Zato nam je prvi
zadatak da odredimo J(K)[2], onda i da opixemo J(K)/2J(K).

Tvr�eǌe 37. Neka je C : y2 = f(x) glatka hipereliptiqka kri-
va neparnog stepena roga g, nad poǉem K. Neka je f = cf1f2...fn
faktorizacija polinoma f na nesvodǉive faktore nad poǉem K,
pri qemu su polinomi fj, 1 ≤ j ≤ n moniqni i c ∈ K∗. Tada
taqke Pj ∈ J(K) sa Mamfordovom reprezentacijom (fj, 0) generixu
J(K)[2], sa jedinom linearnom relacijom me�u ǌima, koja glasi
P1 + ...+ Pn = 0. Specijalno, dimF2(J(K)[2]) = n− 1.

Dokaz. Taqka P ∈ J(K) je reda 2 ako i samo ako je P = −P . Ovo
znaqi da Mamfordove reprezentacije taqaka P i −P moraju da
budu iste. Jasno je da, ako je (a(x), b(x)) Mamfordova reprezentaci-
ja taqke P , tada je (a(x),−b(x)) Mamfordova reprezentacija taqke
−P (saberimo ih po Kantorovom algoritmu i dobi�emo (1, 0) xto
predstavǉa neutral). Dakle, taqka P je reda 2 ako i samo ako za
ǌenu Mamfordovu reprezentaciju (a, b) va�i b = 0.

Ako je b = 0, tada po definiciji Mamfordove reprezentacije
a | f , a poxto je a ∈ K[x], onda a mora biti prozivod nekih fj,
ali tako da stepen polinoma a bude maǌi ili jednak od g. Ovo
dokazuje da taqke Pj generixu J(K)[2], jer odabrana taqka P je on-
da zbir taqaka Pj koje odgovaraju polinomima fj koji se pojavǉuju
u faktorizaciji polinoma a. Me�utim, znamo i vixe, znamo da je
#J(K)[2] = 2n−1, a to sledi iz qiǌenice da je proizvod polino-
ma fj stepena maǌeg ili jednakog g ako i samo ako je proizvod
komplementarnih polinoma stepena strogo ve�eg od g (zajedno u
proizvodu daju polinom stepena 2g + 1). Prema tome od 2n pod-
skupova skupa polinoma {f1, f2, ..., fn} taqno pola od ǌih reprezen-
tuju taqku u J(K)[2]. Dakle, dimF2(J(K)[2]) = n − 1, xto znaqi da
postoji taqno jedna linearna veza me�u taqkama Pj.

Ako saberemo
n∑
j=1

div(fj) dobijamo divizor koji se sastoji od
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svih nula polinoma f (u K, ali je K-racionalan). Setimo se da je
div(y) divizor u qiji zbir ulaze nule polinoma f sa koeficijentom
1 i ∞ sa koeficijentom −2g − 1. Odavde sledi da mora biti

n∑
j=1

Pj =
n∑
j=1

[
∑

x:fj(x)=0

(x, 0)− deg(fj)∞] = [
∑

x:f(x)=0

(x, 0)− (2g + 1)∞] =

= [div(y)] = 0,

xto je kraj dokaza.

4.2 2-Selmerove grupe

Jedan od standardnih naqina kojim odre�ujemo rang r Jako-
bijana J(Q) neke krive C je uz pomo� 2-Selmerovih grupa. Radi
jednostavnosti, pretpostavimo da je C : y2 = f(x) glatka hipere-
liptiqka kriva, neparnog stepena 2g + 1, tj. roda g. Neka je f
moniqan polinom. Uvodimo koliqniqki prsten A = Q/ 〈f〉 i pixe-
mo θ za sliku x u A, tada je A = Q[θ]. Ako je f nesvodǉiv, tada je A
jedno brojno poǉe, dok je u opxtem sluqaju A direktan prozivod
brojnih poǉa. Uvedimo iste oznake i za algebarsko zatvoreǌe
A = Q[x]/ 〈f〉 = Q[θ]. Tra�imo preslikavaǌe koje �e da slika di-
vizore u A∗.

Za divizor D u opxtem polo�aju, koji predstavǉamo u Mam-
fordovoj reprezentaciji sa (a, b). Pretpostavimo za poqetak da je
(a, f) = 1 u prstenu polinoma i definiximo δ(D) = (−1)deg(a)a(θ) ∈
A∗. Za divizore Dx0, pri qemu f(x0) 6= 0, (koji, podsetimo se, nisu
u opxtem polo�aju), definixemo δ(Dx0) = (θ − x0)2. Sada mo�emo
produ�iti ovu definiciju do homomorfizma, za racionalne divi-
zore D =

∑
P

nPP (za P 6= (x0, 0)) definiximo δ(D) =
∏
P

(x(P )−θ)nP ,

a ovaj proizvod �e biti u A∗, jer je divizor racionalan. Dodajmo
jox i δ(∞) = 1. Ako oznaqimo skup racionalnih divizora u qijem
nosaqu nisu taqke oblika (xi, 0) sa Div⊥Q(C), zakǉuqujemo da smo
dobili homomorfizam

δ : Div⊥Q(C) −→ A∗.
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Ako je D−deg(D)∞ = div(φ) glavni divizor, tada, poxto φ nema
drugih polova sem u beskonaqnosti, mo�emo da pretpostavimo da
je φ = h1(x) + yh2(x). Onda je u Mamfordovoj reprezentaciji ovog
divizora a = λ(h2

1−fh2
2). Podsetimo se da su a i f moniqni polino-

mi, a f neparnog stepena, pa ne�e do�i do skra�ivaǌa najve�eg ko-
eficijenta u h2

1−fh2
2. To znaqi da u sluqaju da je deg(fh2

2) > deg(h1),
xto je ekvivalentno sa tim da je deg(a) neparan, −λ kvadrat u A,
a u suprotnom sluqaju, tj. kada je deg(a) paran, je λ kvadrat u A.
Ovo mo�emo sumirati u to da je (−1)deg(a)λ kvadrat u A. Prime-
timo da je δ(D) = (−1)deg(a)a(θ) = (−1)deg(a)(λh1(θ)2 − λf(θ)h2(θ)2) =
(−1)deg(a)λh1(θ)2, jer je f(θ) = 0. Kako smo malopre utvrdili da
je (−1)deg(a) uvek kvadrat u A, mo�emo da zakǉuqimo da postoji
indukovano preslikavaǌe (u istoj oznaci)

δ : Div⊥Q(C)/(Div⊥Q(C) ∩ PrincQ(C)) −→ A∗/(A∗)2,

gde PrincQ(C) oznaqava skup racionalnih glavnih divizora.

Mo�e se pokazati da se za proizvoǉu taqku u J(Q) mo�e na�i
ǌen predstavnik me�u divizorima u Div⊥Q(C), kao i da se defini-
cija preslikavaǌa δ mo�e proxiriti i u sluqaju kada a i f
nisu uzajamno prosti, odakle dobijamo preslikavaǌe (koje opet
obele�avamo sa δ)

δ : J(Q) −→ A∗/(A∗)2.

Ovako konstruisano preslikavaǌe ima jako va�no svojstvo. Vidi-
mo da su elementi 2J(Q) u jezgru homomorfizma δ, jer δ(2P ) =
(δ(P ))2. Korisno je to xto su to svi elementi jezgra δ.

Teorema 26. Jezgro homomorfizma δ : J(Q) −→ A∗/(A∗)2 je 2J(Q).

Dokaz. Pogledati u [53].

Sada po teoremi o izomorfizmu za grupe zakǉuqujemo

J(Q)/2J(Q) ∼= δ(J(Q)).

137



Setimo se da nam fali opis grupe J(Q)/2J(Q) da bismo odredili
rang J(Q). Uz pomo� preslikavaǌa δ smo se pribli�ili naxem
ciǉu, jer je sada potrebno da odredimo δ(J(Q)). Pre nego xto jox
detaǉnije opixemo taj skup, podsetimo se jedne definicije. Neka
je K poǉe i A konaqno-dimenziona K-algebra. Tada je ma : x 7→ ax
K-linearno preslikavaǌe, za svako a ∈ A. Definiximo normu
elementa a sa

NA/K(a) = det(ma).

Norma je multiplikativno preslikavaǌe i za svako a ∈ A znamo da
je NA/K(a) ∈ K, odakle sledi da postoji i homomorfizam A∗/(A∗)2 −→
K∗/(K∗)2.

Tvr�eǌe 38. Pri oznakama iz ovog poglavǉa, slika homomorfizma
δ je podskup jezgra homomorfizma NA/K : (A∗)/(A∗)2 −→ (K∗)/(K∗)2.

Dokaz. Pogledati u [53].

Oznaqimo jezgra homomorfizama NA/K : (A∗)/(A∗)2 −→ (K∗)/(K∗)2

za razliqita poǉa K na slede�i naqin - ako je K = Q, onda koris-
timo oznaku H, a ako je K = Qp, onda koristimo oznaku Hp. Ovo
posledǌe produ�avamo i na p =∞. Inkluzija Q↔ Qp indukuje ho-
momorfizam ρp : H −→ Hp. Oznaqimo odgovaraju�e preslikavaǌe
J(Qp) −→ Hp sa δp (kada u konstrukciji u ovom poglavǉu zamenimo
Q sa Qp). Tada imamo komutativni dijagram

J(Q) H

J(Qp) Hp

δ

ρp

δp

Definicija 28. Pri ve� uvedenim oznakama, definixemo 2-Selmerovu
grupu kao

Sel(2)(J(Q)) = {α ∈ H | (∀p)ρp(α) ∈ im(δp)}.
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Slede�a teorema nam govori da se 2-Selmerova grupa mo�e
izraqunati, a ǌen dokaz je konstukrivan u smislu da daje upuct-
vo kako da je izraqunamo.

Teorema 27. Neka je C : y2 = f(x) glatka hipereliptiqka kri-
va neparnog stepena, nad Q. Tada je δ(J(Q)) ⊂ Sel(2)(J(Q)) i 2-
Selmerova grupa je konaqna i mo�e se izraqunati.

Dokaz. Pogledati u [53].

4.3 Primeri rangova Jakobijana nekih krivih

Primer 57. U [53] je dokazano da za hipereliptiqku krivu

C : y2 = x(x− 1)(x− 2)(x− 5)(x− 6)

va�i
J(Q) ∼= Z⊕ (Z/2Z)4.

Primer 58. Sliqno kao u prethodnom sluqaju se mo�e pokazati
da je za krivu C : y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7)

J(Q) ∼= (Z/2Z)4.

Primer 59. U [53] se mo�e na�i jox jedan primer raqunaǌa Jako-
bijana krive. Za krivu C : y2 = x5 + 1 smo do sada dokazali da je
J(Q)tors

∼= Z/10Z. Ispostavǉa se da je rang Jakobijana ove krive
0, odakle je i

J(Q) ∼= Z/10Z.

Primetimo da smo u primeru broj 55 opisali skoro sve elemente
J(Q), a i one koje nismo, mo�emo lako da izraqunamo znaju�i da
taqka [(−1, 0) −∞] ima red 2, a [(0, 1) −∞] ima red 5. Odavde za-
kǉuqujemo da C(Q) se sastoji iz najvixe 10 taqaka, a direktnom
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proverom toga koje taqke J(Q) su slike pri injektivnom preslika-
vaǌu i : C(Q) −→ J(Q) dobijamo

C(Q) = {(0,±1), (−1, 0),∞}.

Primer 60. U radu [18] je prikazano kako za neku krivu roda 2
tehnikom spusta uz pomo� izogenije krive na neku drugu krivu ro-
da 2 mo�e da se izraquna rang Jakobijana J(Q) te krive. Konkret-
no, navode se dva rezultata, za slede�e dve krive je rang J(Q)
jednak 1.

C1 : y2 = x(x2 − 1)(x+
1

9
)(x2 − 4x− 1)

C2 : y2 = x(x2 − 1)(x− 1

9
)(x2 − 18x+ 1)

Primer 61. Za krivu C : y2 = x6 + 8x5 + 22x4 + 22x3 + 5x2 + 6x+ 1, u
[19] je dokazano da je

J(Q) ∼= Z · [∞+ −∞−].
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5 Kolemanova integracija

5.1 Uvo�eǌe i svojstva Kolemanovog integrala

Matematiqar Robert Koleman je u svom radu [16] uveo inte-
gral u p-adskim prostorima. Zbog potpune nepovezanosti p-adskih
prostra, uvo�eǌe integrala je jako te�ak zadatak, jer uopxtavaǌe
izvoda funkcije na p-adske prostore ima jedan problem. Mo�emo
da definixemo da je funkcija f diferencijabilna u taqki a ako
postoji limes izraza

f(x)− f(a)

x− a
,

kada |x−a|p te�i 0. Ali tada se ispostavǉa da funkcija f : Cp −→
Cp koja je svuda diferencijabilna mora da ima izvod identiqki
jednak nuli, iako f ne mora biti lokalno konstantna. Ovo se mo�e
na�i u [29]. Stoga, mo�emo oqekivati ponaxaǌe funkcija i inte-
grala na koje nismo navikli. Me�utim, Koleman ipak konstruixe
integral koji ima osobine koje oqekujemo. Jox jedan materijal
koji je jako koristan za upoznavaǌe sa Kolemanovim integralom
je [57].

Sama konstrukcija zahteva dobro poznavaǌe rigidne analitiqke
p-adske geometrije, i iz tog razloga, ovde preskaqemo konstrukci-
ju i odmah navodimo teoremu sa glavnim svojstvima Kolemanovog
integrala, koja �emo koristiti u rexavaǌu Diofantovih jed-
naqina. Pre nego xto krenemo, moramo da priznamo da je pot-
puno neoqekivano da integral mo�e pomo�i u odre�ivaǌu svih
racionalnih taqaka neke krive!

Teorema 28. Neka je C apsolutno nesvodǉiva, glatka, projektivna
kriva nad Qp, gde je p prost broj za koji C ima dobru redukciju.
Kolemanov integral

Q∫
P

ω ∈ Qp,

gde su P,Q ∈ C(Qp) proizvoǉne taqke i ω ∈ Ωreg
C (Qp) bilo koji reg-

ularan diferencijal ima slede�a svojstva:
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(1) Integral je Qp-linearan po ω.

(2) Ako se P i Q redukuju po modulu p u istu taqku P ∈ C(Fp), ta-
da mo�emo da izraqunamo integral na slede�i naqin. Odredimo
ravnomernizator t u taqki P koji se redukuje u ravnomerniza-
tor u P i predstavimo ω kao stepeni red po t koji integralimo
formalno qlan-po-qlan, odakle dobijamo stepeni red l takav da
dl(t) = ω(t)dt i l(0) = 0. Vrednost integrala dobijemo tako xto
izraqunamo l(t(Q)) (l(t(Q)) je stepeni red, koji �e da konvergira).

Specijalno,
∫ P

P

ω = 0.

(3) Za proizvoǉne P, P ′, Q,Q′ ∈ C(Qp) va�i

Q∫
P

ω +

Q′∫
P ′

ω =

Q′∫
P

ω +

Q∫
P ′

ω.

Uz pomo� ovog tvr�eǌa mo�emo da definixemo

D∫
ω za D =

n∑
j=1

(Qj−

Pj) ∈ Div0
C(Qp) sa

D∫
ω =

n∑
j=1

Qj∫
Pj

ω.

(4) Ako je D glavni divizor, onda je

D∫
ω = 0.

(5) Integral se sla�e sa dejstvom Galuaove grupe GQp/Qp, tj. za
proizvoǉno σ ∈ GQp/Qp va�i Q∫

P

ω

σ

=

Qσ∫
Pσ

ωσ.
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(6) Neka je 0 6= ω ∈ Ωreg
C (Qp) i fiksirajmo P0 ∈ C(Qp). Tada je skupP ∈ C(Qp) | P = P0 ∈ C(Fp),

P∫
P0

= 0

 ,

pri qemu oznaka P = P0 znaqi da se P i P0 redukcijom po modulu
p slikaju u istu taqku u C(Fp), konaqan.

Umesto dokaza, komentar. Svojstvo broj (1), tj. linearnost je
nexto najosnovnije xto oqekujemo od integrala, kao i svojstvo
broj (2) koje imitra osnovnu teoremu diferencijalnog raquna, dok
je i svojstvo (3) nexto najprirodne za integral, to je aditivnost
po granicama. Uzimaju�i u (3) P ′ = Q dobijamo standardnu adi-
tivnost

Q∫
P

ω +

Q′∫
Q

ω =

Q′∫
P

ω.

Jasno je iz formule (3) zaxto je dobro definisan integral za
divizor stepena 0, jer nije va�no kojim redom �emo da saberemo
i oduzimamo taqke u D. Za svojstvo (4) se mo�e re�i da je bar
malo neoqekivano, jer uslov da je D glavni divizor je potpuno
algebarski, dok je integral svakako analitiqki objekat. Ali ovo
svojstvo je jako korisno i veoma brzo �emo videti ǌegovu primenu.
Svojstvo (5) je nexto xto �elimo sa algebarske strane. Svojstvo
broj (6) je kǉuqno u dokazu Xabotijeve teoreme.

Napomenimo samo da uslov da C ima dobru redukciju za taj
prost broj p nije suxtinski, jedina ǌegova uloga je da pojednos-
tavi deo (2) prethodne teoreme.

Ova teorema ima va�nu posledicu koju sada navodimo. Naime,
nije nam od interesa samo da posmatramo ovaj integral sa taqkama
na krivoj, mnogo ve�u informaciju dobijamo kada proxirimo in-
tegral na Jakobijan. Zbog toga uvodimo ,,bilinearno” (aditivno
po prvoj komponenti, a Qp-linearno po drugoj) pridru�ivaǌe na
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slede�i naqin.

Tvr�eǌe 39. Neka je C apsolutno nesvodǉiva, glatka, projektivna
kriva nad Qp, gde je p prost broj za koji C ima dobru redukciju,
P0 ∈ C(Qp) i i : C −→ J injektivno preslikavaǌe krive u Jakobijan
pomo�u P0. Postoji preslikavaǌe

J(Qp)× Ωreg
C (Qp) −→ Qp, (Q,ω) 7→ 〈Q,ω〉 ,

koje je aditivno po Q = [D] ∈ J(Qp) i Qp-linearno po ω, koje je
zadato sa

〈[D], ω〉 =

∫ D

ω.

Specijalno, tada je, po definiciji, za P ∈ C(Qp)

〈i(P ), ω〉 =

∫ P

P0

ω.

Dokaz. Iz prethodne teoreme, znamo da je preslikavaǌe

Div0
C(Qp)× Ωreg

C (Qp) −→ Qp;

(D,ω) 7→
∫ D

ω

dobro definisano, aditivno po levom argumentu i Qp-linearno

po desnom argumentu. Poxto je
∫ D

ω = 0 za svaki glavni divizor

(isto iz prethodne teoreme), ovo preslikavaǌe indukuje i dobro
definisano preslikavaǌe

J(Qp)× Ωreg
C (Qp) −→ Qp,

jer sada ovaj integral ne�e zavisiti od prestavnika klase divi-
zora u Jakobijanu.

Treba jox da se oslobodimo algebarskog zatvoreǌa Qp. Tu
koristimo da se integral sla�e sa dejstvom Galuaove grupe. Ako
je [D] ∈ J(Qp) i ω ∈ Ωreg

C (Qp), tada je za svako σ ∈ GQp/Qp(∫ D

ω

)σ
=

∫ Dσ

ωσ =

∫ D

ω,
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pa je
∫ D

ω ∈ Qp, jer je fiksirano dejstvom Galuaove grupe GQp/Qp.
Ovo zavrxava dokaz da postoji tra�eno preslikavaǌe navedenih
osobina.

Sada navodimo jox jedno, iako lako, korisno tvr�eǌe. Lep-
ota ovog tvr�eǌa je u tome da jedno algebarsko svojstvo (taqka
P je konaqnog reda u grupi J(Qp)) mo�emo da otkrijemo uz pomo�
analitiqkog objekta (integrala).

Tvr�eǌe 40. Neka je P ∈ J(Qp) taqka konaqnog reda. Tada je
〈P, ω〉 = 0, za sve regularne diferencijale ω.

Dokaz. Ako je nP = 0, tada je

〈P, ω〉 =
1

n
〈nP, ω〉 =

1

n
〈0, ω〉 = 0.

Komentar. Mo�e se dokazati da u prethodnom tvr�eǌu va�i i
obrnuto, ako je 〈P, ω〉 = 0, za sve regularne diferencijale ω, tada
je P taqka konaqnog reda. Dodatno, korix�eǌem svojstva (6) teo-
reme 28 mo�emo da doka�emo da ako je ω regularan diferencijal
za koji je 〈P, ω〉 = 0, za sve P ∈ J(Qp), tada je ω = 0.

5.2 Primeri raqunaǌa Kolemanovih integrala

Primer 62. Neka je

C : y2 = x6 + 8x5 + 22x4 + 22x3 + 5x2 + 6x+ 1.

Vidimo da su (0, 1) i (−3, 1) racionalne taqke na toj krivoj,

dok su
dx

y
i
xdx

y
regularni diferencijali na ǌoj, jer je roda g = 2

(teorema 12), odakle ima smisla da raqunamo integrale

(−3,1)∫
(0,1)

dx

y
,

∫ (−3,1)

(0,1)

xdx

y
.
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Raqunamo integrale u Q3, a gorǌa taqka se redukuje u doǌu
po modulu 3, odakle mo�emo koristiti pravilo za izraqunavaǌe
integrala navedeno u teoremi 28. Mo�emo raqunati integral po
x, jer je x ravnomernizator u taqki (0, 1), pa krenimo sa raqunom.

(−3,1)∫
(0,1)

dx

y
=

(−3,1)∫
(0,1)

(x6 + 8x5 + 22x4 + 22x3 + 5x2 + 6x+ 1)−
1
2dx

Ovu korenu funkciju po x mo�emo razviti u stepeni red i pox-
to raqunamo samo po x, mo�emo zaboraviti y koordinate taqaka u
granicama u integralu, pa nastavǉamo raqun.

(−3,1)∫
(0,1)

(x6 + 8x5 + 22x4 + 22x3 + 5x2 + 6x+ 1)−
1
2dx =

=

−3∫
0

(1−3x+11x2−56x3+O(x4))dx =

[
x− 3x2

2
+

11x3

3
− 14x4 +O(x5)

] ∣∣∣−3

0
=

= −3− 3 · 9
2

+
11 · (−27)

3
− 14 · 81 +O(35) =

= −3− 27

2
− 99− 2 · 81 +O(35) = −21− 27

2
+O(35) = −69

2
+O(35) =

= −69 · 122 +O(35) = 87 +O(35),

pri qemu smo mno�ili sa 122, jer je 2 · 122 ≡ 1 (mod 35). Izraqu-
nali smo

(−3,1)∫
(0,1)

dx

y
= 87 +O(35).

Primetimo da mo�emo da biramo koliku �emo preciznost da
imamo pri raqunaǌu interala, ovde smo odabrali da raqunamo do
35. Vide�emo kasnije kada budemo odre�ivali racionalne taqke
na ovoj krivoj u 7.4 zaxto je to dovoǉno.
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Ostaje da izraqunamo i drugi integral.

(−3,1)∫
(0,1)

xdx

y
=

−3∫
0

(x− 3x2 + 11x3 − 56x4 +O(x5))dx =

=

[
x2

2
− x3 +

11x4

4
+O(x5)

] ∣∣∣−3

0
=

9

2
+ 27 +

11 · 81

4
+O(35) =

=
63

2
+

2 · 81

4
+O(35) = 72 +O(35).

Znamo da za Jakobijan krive C va�i da je J(C) ∼= Z[∞+ −∞−],
videli smo to u primeru 61. Tako�e, brzo se raquna (na primer,
program to mo�e da uradi za nas) da je

9[∞+ −∞−] = [(−3, 1)− (0, 1)].

Odavde odre�ujemo integral od beskonaqno do beskonaqno po
aditivnosti ovog integrala (teorema 28).

∞+∫
∞−

dx

y
=

1

9

(−3,1)∫
(0,1)

dx

y
=

1

9
(87 +O(35)) =

29

3
+O(33),

∞+∫
∞−

xdx

y
=

1

9

(−3,1)∫
(0,1)

xdx

y
=

1

9
(72 +O(35)) = 8 +O(35).
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6 Glavne teoreme

Konaqno smo se susreli sa svim potrebnim predznaǌima i sred-
stvima za formulisaǌe i dokazivaǌe dve glavne teoreme u ovom
radu. Prvo sledi Xabotijeva teorema, a onda za ǌom i Kolemano-
va teorema.

6.1 Xabotijeva teorema

Ovu teoremu je Xaboti dokazao pre nego xto je Faltings doka-
zao quvenu teoremu da je broj racionalnih taqaka na apsolutno
nesvodǉivoj glatkoj projektivnoj krivoj roda bar 2 je konaqan, tj.
dok je jox uvek Mordelova hipoteza bila hipoteza. Nakon Fal-
tingsovog dokaza bi se qinilo da je teorema izgubila smisao, med-
jutim, ideje koje se tu kriju koristi Koleman da doka�e efikasni-
ju teoremu. Tako�e, primeti�emo da u dokazu ove teoreme koris-
timo Kolemanov integral koji je tek kasnije Koleman uveo, tako
da je originalni Xabotijev dokaz bio ipak nexto drugaqiji od
ovog koji se ovde nalazi.

Teorema 29. Neka je C apsolutno nesvodǉiva, glatka, projektivna
kriva roda g nad Q, sa Jakobijanom J. Ako je rang r Jakobijana
J(Q) krive C strogo maǌi od g, tada je C(Q) je konaqan, tj. na C
se nalazi samo konaqno mnogo racionalnih taqaka.

Dokaz. Pri uslovu teoreme mora biti g > 0. Pretpostavimo da je
C(Q) 6= ∅ (u suprotnom je teorema jasno va�i). Ako je g = 1, tada
je r = 0, tj. i sam Jakobijan J(Q) se sastoji iz konaqno taqaka.
Znamo da postoji ,,1-1” preslikaǌe i : C(Q) −→ J(Q), odakle je
C(Q) konaqan skup. Na daǉe je g ≥ 2.

Odaberimo prost broj p za koji C ima dobru redukciju. Oznaqimo

V = {ω ∈ Ωreg
C (Qp)|(∀P ∈ J(Q)) 〈P, ω〉 = 0}.

Znamo da za svaku taqku P konaqnog reda u Jakobijanu je ispuǌen
ovaj uslov iz definicije V za sve forme, tako da je iz aditivnos-
ti integrala uslov definicije skupa V ekvivalentan sa tim da
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je 〈Pj, ω〉 = 0, za bazu P1, P2, ... , Pr slobodnog dela Jakobijana,
a iz linearnosti integrala imamo r linearnih uslova, odakle je
dimV ≥ g − r > 0, jer znamo da je prostor regularnih diferen-
cijalnih formi dimenzije g po teoremi 12. Dakle, postoji neko
0 6= ω ∈ V .

Odaberimo P0 ∈ C(Q), taqku pomo�u koje �emo da definixemo

i : C −→ J. Tada je i(P ) ∈ J(Q), pa je 0 = 〈i(P ), ω〉 =

∫ P

P0

ω (ovo

smo videli u proxloj glavi), za sve P ∈ C(Q). Po teoremi 28
iz prethodne glave, znamo da je broj ovakvih taqaka P konaqan u
svakoj klasi ostataka u C(Qp) (u smislu da se redukcijom po modu-
lu p svode na istu taqku u C(Fp)). Zakǉuqak teoreme sada sledi iz
toga da je broj mogu�ih klasa ostataka na krivoj #C(Fp) konaqan
broj (jer imamo konaqno mogu�nosti za potencijalne taqke) pa
kako u svakoj klasi ima konaqno mnogo racionalnih taqaka i uku-
pan broj racionalnih taqaka na C je konaqan.

6.2 Kolemanovo pojaqaǌe

Sledi teorema koju �emo primeǌivati (ili neke ǌene pojaqane
oblike) na jednaqine u slede�oj glavi, poxto prethodna teorema
nam ne daje nikakvo uputstvo kako bismo rexili neku Diofantovu
jednaqinu.

Teorema 30. Neka je C apsolutno nesvodǉiva, glatka, projektivna
kriva nad Q, roda g i sa Jakobijanom J, ranga r. Prepostavimo da
je r < g. Neka je p > 2g prost broj za koji C ima dobru redukciju.
Tada

#C(Q) ≤ #C(Fp) + 2g − 2.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji taqka P0 ∈ C(Q), inaqe je teore-
ma ve� taqna. Kao u dokazu Xabotijeve teoreme, postoji nenula

diferencijal ω ∈ Ωreg
C (Qp), takav da

P∫
P0

ω = 0, za sve P ∈ C(Q).
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Posmatrajmo taqku Q = P0 ∈ C(Fp) i poxto je to glatka taq-
ka, jer kriva ima dobru redukciju modulo p, mo�emo je podi�i do
taqke Q ∈ C(Qp).

Daǉe, mo�emo da odaberemo ravnomernizator t ∈ Qp(C)∗ u Q,
takav da se redukcijom modulo p slika u ravnomernizator t ∈
Fp(C)∗ u taqki Q. Ovo �emo proveriti samo za hipereliptiqke
krive, krive koje su od najve�eg interesa u ovom master radu. Ne-
ka je C : y2 = f(x). Tada imamo ǌenu redukciju C : y2 = f(x) sa
taqkom (x0, y0) ∈ C(Fp), koja se podi�e u taqku (x0, y0) ∈ C(Qp).

Ako je y0 6= 0, tada je svakako i y0 6= 0, pa mo�emo uzeti ravnom-
ernizator x−x0 za taqku Q, koji se slika u ravnomernizator x−x0

u taqki Q. Ako je y0 = 0, tada mo�emo uzeti i y0 = 0. Zaista,
sliqnim postupkom kao u dokazu tvr�eǌa 23 dolazimo do toga.

Poxto je (x0, 0) glatka taqka krive C, i
∂y2

∂y
(x0, 0) = 0, mora biti

∂f

∂x
(x0, 0) 6= 0, odakle je x0 prosta nula polinoma f(x), odakle se po

Henselovoj lemi podi�e do nekog x0 ∈ Qp, pa je (x0, 0) ∈ C(Qp)
podizaǌe taqke (x0, 0). Sada za ravnomernizatore u obe taqke
mo�emo uzeti funkciju y. Ovim je tvr�eǌe dokazano.

Mo�emo da skaliramo diferencijal ω tako da ǌegova reduk-
cija ω bude definisan i nenula, jer je ω diferencijal za krivu
nad konaqnim poǉem, koja ima konaqan broj taqaka. Tada je ω ∈
Ωreg

C
(Fp), tj. to je regularan diferencijal, a onda po tvr�eǌu 21

znamo da je deg(div(ω)) = 2g − 2.

Daǉe, kako znamo da je prostor diferencijala jednodimenzioni
nad prostorom funkcija nad krivom, postoji funkcija f ∈ Qp(C)
takva da ω = fdt. Me�utim, poxto znamo da je ω regularan divi-
zor, tada f ne mo�e imati polove, tj. f ∈ Qp[C], a tada iz dokaza
teoreme 6 sledi da se f mo�e predstaviti kao stepeni red po t.
Dakle ω = ω(t)dt, gde je ω(t) ∈ Qp[[t]], taj stepeni red. Setimo se
da smo skalirali ω tako da ǌegova redukcija ω bude definisan i
regularan diferencijal, otuda svi koeficijenti u stepenom redu
za ω(t) moraju zapravo biti u Zp. Dolazimo do zakǉuqka ω = ω(t)dt,
za ω(t) ∈ Zp[[t]].
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Tada je ω = ω(t)dt. Po definiciji ravnomernizatora za taqku
Q je

ω(t) = t
ordQ(ω)

(u0 + u1t+ ...),

pri qemu u0 ∈ F∗p, jer bi u suprotnom i taj qlan nestao u redukciji
modulo p, pa izabrani ravnomernizator ne bi bio ravnomerniza-
tor.

Po osobini Kolemanovog integrala iz teoreme 28 je

P∫
P0

ω =

l(t(P )), gde je l ∈ Qp[[t]] stepeni red qiji je formalni izvod ω(t)
i l(0) = 0, za sve P ∈ C(Qp), takve da P = Q.
Sada mo�emo da primenimo teoremu 20 na stepeni red l(t), jer su
ispuǌeni svi uslovi - to je stepeni red u Qp, qiji je formal-
ni izvod ω(t) stepeni red sa koeficijentima u Zp, qija slika pri
redukciji modulo p je oblika

ω(t) = u0t
ordQ(ω)

+ u1t
ordQ(ω)+1

+ ...,

pri qemu u0 ∈ F∗p i p > 2g = 2g − 2 + 2 ≥ ordQ(ω) + 2. Ovo posledǌe
va�i zbog toga xto je ω regularan diferencijal, pa nema polova
i u stepen div(ω) samo ulaze redovi ǌihovih nula, a stepen ovog
divizora je, kao xto znamo, bax 2g − 2. Zakǉuqak je da red l(t)
ima najvixe ordQ(ω) + 1 nulu u pZp. Me�utim, to je dovoǉno da
zakǉuqimo da je broj tih nula ujedno i broj taqaka P ∈ C(Qp)

za koje je

P∫
P0

ω = 0. Treba opravdati da t(P ) ∈ pZp. To sledi iz

qiǌenice da se P redukuje u istu taqku kao i Q modulo p, a t
je ravnomernizator u Q koji se redukuje u ravnomernizator u Q
modulo p, tj. t(Q) = 0 u Fp, odakle t(Q) ∈ pZp, pa samim tim i
t(P ) ∈ pZp, jer je t racionalna funkcija, a P i Q se poklapaju
modulo p.
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Kako znamo da za sve taqke P ∈ C(Q) va�i

P∫
P0

ω = 0, to je

#C(Q) ≤ #

P ∈ C(Qp) |
P∫

P0

ω = 0

 ,

a po prethodno dokazanom je

#

P ∈ C(Qp) |
P∫

P0

ω = 0

 ≤ ∑
Q∈C(Fp)

(ordQ(ω) + 1).

Za kraj je dovoǉno da uoqimo da je∑
Q∈C(Fp)

(ordQ(ω) + 1) =
∑

Q∈C(Fp)

(ordQ ω) +
∑

Q∈C(Fp)

1 = deg(div(ω)) + #C(Fp).

Poxto je deg(div(ω)) = 2g − 2, povezivaǌem posledǌih nekoliko
linija dobijamo tra�eni zakǉuqak

#C(Q) ≤ #C(Fp) + 2g − 2.

Daǉe navodimo nekoliko srodnih verzija ovoj teoremi. Kre�emo
sa rezultatima iz originalnog Kolemanovog rada i zavrxavamo sa
uopxteǌima ove teoreme koje je dokazao Mihael Xtol u svojim
radovima.

6.3 Kolemanov rad ,,Efektivni Xaboti”

Ovde se bavimo pregledom Kolemanovih originalnih rezultata
iz rada [15] u kojem je on prvi dokazao teoremu. Kao xto vidimo,
teoremu ne mo�emo primeniti ako koristimo proste brojeve 2 i
3, zato ima odvojena teorema koja mo�e da poslu�i u tom sluqaju.
Pre toga, formulisa�emo opxtiju teoremu koju je dokazao Kole-
man, a vide�emo da tok dokaza prati proces dokazivaǌa teoreme,
samo xto je ovde taj proces ispisan dosta jednostavnijim req-
nikom.
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Neka je p fiksiran prost broj. Uoqimo K kompletno potpoǉe
Cp (podsetimo se, Cp je kompletiraǌe algebarskog zatvoreǌa Qp) i
A Abelov varijetet nad K dimenzije g (za naxe potrebe �e K biti
bax Qp, a A �e igrati ulogu Jakobijana krive, koji je, kao xto
znamo Abelov varijetet). U svom radu u kojem uvodi integraci-
ju [16], za svaki regularan diferencijal ω, Koleman dokazuje da
postoji lokalno analitiqki homomorfizam λω, takav da dλω = ω.

Za podgrupu G od A(K), definixemo skup VG kao skup svih regu-
larnih diferencijala ω za koje je λω(x) = 0, za sve x ∈ G (ovaj skup
se u dokazu teoreme prikazuje kao skup V regularnih diferenci-
jala ω takvih da 〈P, ω〉 = 0, za sve P ∈ J(Q)). Tada je VG potprostor
i pri tome se ispostavǉa da ako je L konaqno generisana podgrupa
od A(K), ranga r, tada je dimenzija VL bar g − r, xto je pozitivno
kada je r ≤ g− 1. U dokazu teoreme, ovo je analog onoga da postoji
nenula regularan diferencijal ω u V . Tada imamo tvr�eǌe koje
se izvodi iz svojstava Kolemanove integracije.

Tvr�eǌe 41. Neka je K kompletno potpoǉe od Cp, sa diskretnom
valuacijom. Neka je j : (C, c0) −→ (A, 0) morfizam nad K krive C sa
uoqenom taqkom c0 na ǌoj u Abelov varijetet, tako da i oba imaju
dobru redukciju. Neka je G podgrupa od A(K). Tada se j(C(K))∩G
se sadr�i u skupu svih x ∈ C(K), takvih da

x∫
c0

ω = 0,

za sve ω ∈ j∗VG, gde ∗ onaqava pul-bek formi.

Neka je K brojno poǉe, C kriva definisana nad K i uzmimo da
je L = J(C) - Jakobijan krive C nad poǉem K. Neka je v : K −→
Cp mesto iznad prostog broja p u kom C ima dobru redukciju i
Kv kompletiraǌe K u odnosu na v. Tada primenom prethodnog
tvr�eǌa mo�emo da zakǉuqimo

v(C(K)) ⊂ {x ∈ C(Kv) | (∀ω ∈ j∗Vv(L))λω(x) = 0},
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gde je j : C −→ J(C) poznati morfizam i λω(x) =

x∫
v(c0)

ω.

Ideja Xabotijevog dokaza je bila u tome xto je desna strana
inkluzije konaqan skup, xto je sluqaj ako je Vv(L) pozitivne di-
menzije, a to se sigurno dexava kada je rang v(L) najvixe g − 1.
Me�utim, Xabotijev dokaz se tu zavrxio, bez konkretne procene,
a Koleman uz pomo� analize p-adskih stepenih redova postavǉa
konkretno ograniqeǌe. Uvodimo nove oznake - za pozitivan re-
alan broj s, oznaqimo

B[s] = {x ∈ Cp | |x|p ≤ s},

daǉe, ord0 f je stepen najmaǌeg stepena t (dakle, koji ne ide uz
koeficijent 0) u stepenom redu f(t), dok, kao i do sada, nadvlaqeǌe
predstavǉa restrikciju modulu p i jox za s < 1 uvedimo oznaku

n(k, s) = max

{
n ∈ N | s

n

|n|p
≥ sk

|k|p

}
.

Teorema koja broji nule p-adskog stepenog broja nastaje iz slede�eg
tvr�eǌa.

Tvr�eǌe 42. Neka je f(t) ∈ Cp[[t]], takav da f ′(t) ∈ Rp[[t]], gde je
f ′(t) formalni izvod stepenog reda f(t), a Rp prsten celih poǉa
Cp. Ako je ord0 f ′ = k − 1 <∞, tada f(t) ima najvixe n(k, s) nula u
B[s].

Vidimo da treba da znamo da izraqunamo brojeve oblika n(k, s),
a odgovor na to nam daje slede�e tvr�eǌe. Ne�emo ga dokazivati,
ali �emo izraqunati neke konkretne vrednosti kasnije.

Tvr�eǌe 43. Neka je s = ordp k. Tada

n(k, |p|p) =


k, (∀r > s)

{
−k
pr

}
>
r − s
pr

max

{
pr
(
−
[
−k
pr

])
|
{
−k
pr

}
≤ r − s

pr

}
, inaqe.

(6)
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Dolazimo do posledǌeg tvr�eǌa koje nam je potrebno za dokaz
teoreme. Neka je sada K konaqno raxireǌe Qp, indeksa ramifi-
kicaije e, sa prstenom celih R i koliqnickim poǉem Fq.

Tvr�eǌe 44. Neka je C glatka kriva nad R i neka je ω regularan
diferencijal krive C nad R, takav da ω 6= 0. Neka je λ takva da
je dλ = ω, kao i ranije. Tada je broj nula stepenog reda λ u C(K)
najvixe ∑

Q∈C(Fq)

n(ordQ ω + 1, |p|
1
e
p ).

Kao posledicu ovih navedenih tvr�eǌa, mo�emo dokazati posled-
ǌe tvr�eǌe koje nam fali za dokaz qitave teoreme.

Tvr�eǌe 45. Neka je e = 1 i vQ(ω) < p− 2, za sve Q ∈ C(Fq) (ovo je
ispuǌeno ako je g > 2p). Tada je broj nula λ na C(K) najvixe

q − 1 + 2g(
√
q + 1).

Ovaj broj se dobija tako xto koristimo Hase-Vejlovu teoremu
(|#C(Fq) − q − 1| ≤ 2g

√
q, inaqe se u dokazu, u proceni na desnoj

strani bax dobija #C(Fq) + 2g − 2, kao xto i glasi u teoremi.
Taqnost teoreme je posledica svih prethodnih tvr�eǌa i Kole-
man je to formulisao na slede�i naqin.

Teorema 31. Neka je C glatka kriva roda g, nad brojnim poǉem K,
pri qemu je rang Jakobijana te krive r < g. Pretpostavimo da je p
neramifikovani prost ideal u K u kojem C ima dobru redukciju,
pri qemu je karakteristika koliqniqkog poǉa za p strogo ve�a od
2g. Tada

#C(K) ≤ Np + 2g(
√
Np + 1)− 1,

pri qemu je Np oznaka za normu ideala p.
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Sada se vra�amo sluqajevima p = 2 i p = 3, koji se nikako
ne mogu pojaviti u primeni teoreme, jer posmatramo krive roda
g ≥ 2. Tu imamo slede�u teoremu, kojoj �emo dokazati prvi deo
uz verovaǌe nekih qiǌenica.

Teorema 32. Prepostavimo da je C kriva roda 2 nad Q, qiji Jako-
bijan ima rang najvixe 1.
(1) Ako C ima dobru redukciju za proste brojeve 2 i 3, tada
#C(Q) ≤ 12.
(2) Ako C ima dobru redukciju za p = 3 i ima qetiri racionalne
taqke ramifikacije, tada #C(Q) ≤ 6.

Dokaz. Pretpostavimo da C ima dobru redukciju po modulu 2.
Neka je ω regularan diferencijal qija redukcija ω po modulu 2.
Tada, po prethodnom, moramo da doka�emo∑

Q∈C(F2)

n(ordQ ω + 1, |2|2) ≤ 12.

Setimo se da je deg(div(ω)) = 2 = 2 · 2 − 2, jer je kriva C roda
g = 2, odakle je

∑
Q∈C(F2)

ordQ ω ≤ 2, a samim tim i ordQ ω ≤ 2, za

sve Q ∈ C(F2). Dakle, mogu da se pojave tri vrednosti n(1, |2|2),
n(2, |2|2) i n(3, |2|2). Odredimo ih po definiciji.

n(1, |2|2) = max

{
{n |

1
2n

|n|2
≥

1
2

|1|2
=

1

2

}
,

tj. tra�imo najve�e n za koje je 2 ≥ 2n|n|2. Zapiximo n = 2km, gde
je m neparan broj, tada je uslov ekvivalentan sa 1 ≥ 2km−k ≥ 2k−k.
Me�utim, kako je k + 1 < 2k, za k ≥ 2, to mora biti k ∈ {0, 1}. Ako
je k = 0, dobijamo 1 ≥ m, tj. n = 1, a ako je k = 1, onda iz 1 ≥ 2m−1
je m = 1, tj. n = 2, pa je ovo i najve�i broj sa ovim svojstvom.
Dakle n(1, |2|2) = 2. Poxto je

1
2

|1|2
=

(
1
2

)2

|2|2
=

1

2
,
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onda je automatski n(2, |2|2) = 2. Za odre�ivaǌe n(3, |2|2) treba da
na�emo najve�i n takav da 8 ≥ 2n|n|2. Istim zapisom kao do sada,
n = 2km, dolazimo do toga da 3 ≥ 2k − k, odnosno k ≤ 2. Proverom
tri sluqaja, dobijamo da je najve�i broj koji se uklapa n = 4,
odakle je n(3, |2|2) = 4. Sada vidimo da treba da doka�emo

2#{Q ∈ C(F2) | ordQ(ω) ≤ 1}+ 4#{Q ∈ C(F2) | ordQ(ω) = 2} ≤ 12.

Znamo da broj taqaka na krivoj C u poǉu F2 ne mo�e biti ve�i
od 6, me�utim, ispostavǉa se da ako postoji taqka Q ∈ C(F 2), tak-
va da je ordQ(ω) = 2, onda ih na krivoj C mo�e biti najvixe 5.
Poxto mo�e da bude najvixe jedna taqka sa tim svojsvom, u oba
sluqaja dobijamo da taj zbir ne mo�e da pre�e 6 ·2 = 4 ·2+1 ·4 = 12,
xto je i trebalo pokazati.

Drugi deo se dokazuje na sliqan naqin, imaju�i u vidu da C
ima racionalne taqke ramifikacije.

6.4 Uopxteǌa Kolemanove teoreme

U ovom delu navodimo bez dokaza dva poboǉxaǌa Kolemanove
teoreme, koje je u svojim radovima dokazao Mihael Xtol.

Teorema 33. Neka je C apsolutno nesvodǉiva, glatka, projektivna
kriva nad Q, roda g i sa Jakobijanom J, ranga r. Prepostavimo
da je r < g. Neka je p > 2r + 2 prost broj za koji C ima dobru
redukciju. Tada

#C(Q) ≤ #C(Fp) + 2r.

Dokaz. Pogledati u [56].

Teorema 34. Neka je C hipereliptiqka kriva nad Q, roda g sa
Jakobijanom J. Neka je rang r Jakobijana J(Q zadovoǉava r ≤ g−3.
Tada

#C(Q) ≤ 8(r + 4)(g − 1) + max{1, 4r} · g.

Dokaz. Pogledati u [61].
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7 Rexavaǌe nekih Diofantovih jednaqina

Pre nego xto krenemo u rexavaǌe nekih Diofantovih jednaqi-
na, navedimo uopxteno xta nam je potrebno da reximo neku jed-
naqinu uz pomo� Xaboti-Kolemanovog metoda. Neka je C kriva
kojoj tra�imo racionalne taqke (tj. koju dobijemo iz jednaqine
koju rexavamo), r ǌen rang i g ǌen rod.

Za poqetak, treba da odredimo grupnu strukturu Jakobijana
J(Q), gde mora da se ispuni r ≤ g − 1, a i vrlo je po�eǉno da
znamo generatore J(Q). Daǉe, �elimo neki prost broj p u kojem C
ima dobru redukciju, takav da u svakoj klasi ostataka modulo p na
krivoj C, xto su klase taqaka iz C(Fp), postoji racionalna taqka
koja se redukuje u tu klasu i pri tome da se broj racionalnih
taqaka koje smo naxli poklapa sa ocenom koju dobijemo posmatra-
ju�i Kolemanov integral.

7.1 Jednaqina y2 = x(x− 1)(x− 2)(x− 5)(x− 6)

Ovo je najpoznatiji primer primene Xaboti-Kolemanovog meto-
da, jer kako neki matematiqari koji se bave ovom oblax�u tvrde,
ovo je prva Diofantova jednaqina koja je u potpunosti rexena
korix�eǌem Xaboti-Kolemanovog metoda. Zadatak je rexiti u
skupu racionalnih brojeva jednaqinu

y2 = x(x− 1)(x− 2)(x− 5)(x− 6).

Posmatramo hipereliptiqku krivu C zadatu ovom jednaqinom i
ve� znamo dosta informacija o ǌoj.
(1) Kriva C je roda g = 2.
(2) C ima dobru redukciju za p = 7, jer 7 ne deli razliku razli-
qitih nula ovog polinoma po x, odakle ne deli ǌegovu diskrini-
mantu, xto upravo znaqi da je p = 7 prost broj dobre redukcije za
C.
(3) U primeru 57 smo videli da za Jakobijan ove krive va�i
J(Q) ∼= Z⊕ (Z/2Z)4, odakle je rang ǌenog Jakobijana r = 1.

Primetimo da su ispuǌeni uslovi za primenu Xaboti-Kolema-
nove teoreme, jer p = 7 > 4 = 2g i r = 1 < 2 = g, odakle mo�emo da
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zakǉuqimo
#C(Q) ≤ #C(F7) + 4− 2.

Ostaje jox da odredimo broj taqaka na krivi redukovanoj po mod-
ulu 7, poxto je neparnog stepena, imamo jednu beskonaqnu taqku,
a ostale su u skupu {(0, 0), (1, 0), (2, 0), (5, 0), (6, 0), (3,±1)}, jer jedino
za x = 4 ne dobijamo rexeǌe, poxto 6 ≡ −1 (mod 7) nije kvadrat
po modulu 7. Dakle, #C(F7) = 8, odakle je

#C(Q) ≤ 10.

Sa druge strane, na ovoj krivoj C zaista postoji 10 racionalnih
taqaka i to su taqke iz skupa

{∞, (0, 0), (1, 0), (2, 0), (5, 0), (6, 0), (3,±6), (10,±120)}.

Odavde zakǉuqujemo da je bax #C(Q) = 10 i

C(Q) = {∞, (0, 0), (1, 0), (2, 0), (5, 0), (6, 0), (3,±6), (10,±120)}.

Ova jednaqina nije tako retka u literaturi, mo�e se prona�i,
na primer, u [31], [53], [41].

7.2 Jednaqina y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7)

Drugi primer je sliqan prvom po postavci, a dobra je ilus-
tracija xta treba uraditi kada ne prolazi direktno Xaboti-
Kolemanova teorema. Zadatak je rexiti u skupu racionalnih bro-
jeva jednaqinu

y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7).

Opet posmatramo krivu C definisanu ovom jednaqinom. Tada:
(1) C je roda g = 2.
(2) C ima dobru redukciju za p = 5, jer, kao i u prethodnom
primeru, odmah vidimo da razlika bilo koja dva razliqita ko-
rena ovog polinoma po x nije deǉiva sa 5.
(3) Za Jakobijan ove krive va�i J(Q) ∼= (Z/2Z)4, xto mo�emo vide-
ti u primeru broj 58 i odakle je rang tog Jakobijana r = 0.
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Ispuǌeni su svi uslovi za primenu Xaboti-Kolemanove teo-
reme, jer p = 5 > 4 = 2g i r = 0 < 2 = g. Jox treba da odredimo
#C(F5). Vidimo da se u polinomu po x pojavǉuje svaki ostatak po
modulu 5, odakle je jasno

C(F5) = {∞, (0, 0), (1, 0), (2, 0), (3, 0), (4, 0)},

i #C(F5) = 6, xto nam daje gorǌu procenu za broj racionalnih
rexeǌa

#C(Q) ≤ 6 + 4− 2 = 8.

Me�utim, kada krenemo da tra�imo rexeǌa, lako nalazimo
6 rexeǌa {∞, (0, 0), (3, 0), (4, 0), (6, 0), (7, 0)} i ne uspevamo da nad-
jemo jox dva rexeǌa! Postavǉa se pitaǌe da li je granica u
Xaboti-Kolemanovoj teoremi dovoǉna da reximo ovu jednaqinu.
Ispostavǉa se da nije, xto vidimo primenom jedne od poboǉxanih
verzija, tj. teoreme 33, qiji su uslovi tako�e ispuǌeni, jer
r = 0 < 2 = g i p = 5 > 2 = 2r + 2, odakle je

#C(Q) ≤ 6 + 0 = 6.

Poxto smo i naxli ve� 6 racionalnih taqaka na krivoj, odatle
znamo #C(Q) = 6 i

C(Q) = {∞, (0, 0), (3, 0), (4, 0), (6, 0), (7, 0)}.

Ova jednaqina se mo�e na�i u [41].

7.3 Jednaqina oblika y2 = x(x2 − 1)(x− 1
λ)(x2 + ax+ b)

Pretpostavimo da �elimo da reximo Diofantovu jednaqinu

y2 = x(x2 − 1)(x− 1

λ
)(x2 + ax+ b),

pri qemu a, b, λ ∈ Z, 32r || λ, za neko r ∈ N i 3 - b(1− a + b)(1 + a + b).
Ovi uslovi garantuju da kriva

C : y2 = x(x2 − 1)(x− 1

λ
)(x2 + ax+ b)
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ima dobru redukciju modulo 3. Tada je C kriva roda 2. Tako�e,
vidimo da kriva ima qetiri taqke ramifikacije, to su taqke iz
skupa {(0, 0), (1, 0), (−1, 0), (λ, 0)}, odakle mo�emo da primenimo teo-
remu 32 koja nam daje odmah da je broj racionalnih taqaka na ovoj
krivoj najvixe 6. Naxli smo ve� qetiri racionalne taqke, a pre-
ostale dve su u beskonaqnosti, jer je polinom po x parnog stepena,
vode�eg koeficijenta jedan (xto je kvadrat). Odredili smo sve
racionalne taqke

C(Q) = {∞+,∞−, (0, 0), (±1, 0), (λ, 0)}.

Dva primera ovakvih jednaqina su

y2 = x(x2 − 1)

(
x+

1

9

)
(x2 − 4x− 1),

pri qemu smo u primeru broj 60 videli da je Jakobijan ove krive
nad Q ranga 1,

y2 = x(x2 − 1)

(
x− 1

9

)
(x2 − 4x− 1),

za koju je tako�e J(Q) ranga 1, xto smo naveli u istom primeru.
Dakle, sva racionalna rexeǌa prve jednaqine su {0,±1,−1

9
}, dok

su sva racionalna rexeǌa druge jednaqine {0,±1, 1
9
}.

7.4 Jednaqina y2 = x6 + 8x5 + 22x4 + 22x3 + 5x2 + 6x+ 1

Ovaj primer je veoma koristan jer konkretno imitira proce-
duru Xaboti-Kolemanovog metoda. Ne�emo ga rexiti samom pri-
menom teoreme, jer sama teorema nije dovoǉna za konaqan zakǉuqak
i stoga �emo ruqno ponoviti apstrakti postupak iz dokaza teo-
reme, odakle bi ovaj primer mogao da ponese titulu najilustra-
tivnijeg primera. Zadatak je rexiti u skupu Q jednaqinu

y2 = x6 + 8x5 + 22x4 + 22x3 + 5x2 + 6x+ 1.

Neka je C : y2 = x6 + 8x5 + 22x4 + 22x3 + 5x2 + 6x + 1. Tada brzo
izvodimo slede�e zakǉuqke.
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(1) Kriva je roda g = 2.
(2) Diskriminanta ovog polinoma po x je 15159296 = 212 · 3701,
odakle ova kriva ima dobru redukciju modulo svaki prost broj
p /∈ {2, 3701}.
(3) U primeru 61 smo videli da je Jakobijan krive C

J(C) ∼= Z[∞+ −∞−].

Odavde imamo informaciju da je J(C) ranga r = 1, ali i dodatno,
znamo ǌegov generator. To �e biti veoma va�no u rexavaǌu ove
jednaqine.

Ruqno nalazimo slede�a rexeǌa (0, 1), (0,−1), (−3, 1), (−3,−1) i
naravno dva beskonaqna resehǌa. Ukupno smo ih naxli 6. �elimo
da primenimo teoremu na ovu jednaqinu. Uslov r = 1 ≥ 1 = 2− 1 =
g − 1 je ispuǌen. Najmaǌi prost broj koji mo�emo uzeti je p = 5,
jer nam treba uslov da je p > 2g = 4. Za p = 5 imamo

C(F5) = {(0,±1), (1, 0), (2,±1),∞±},

tj. #C(F5) = 7. Primenom teoreme, mo�emo da zakǉuqimo

#C(Q) ≤ 7 + 4− 2 = 9,

a to nam nije dovoǉno. Treba nam neko jaqe proceǌivaǌe broja
taqaka. Zato, ipak posmtrajmo p = 3. Jeste 3 < 4, ali ne�emo se
direktno pozvati na teoremu. Radimo nad poǉem Q3. Tada je

C(F3) = {(0,±1),∞±}.

Kriva je roda g = 2 (kao i ǌene redukcije), odakle je skup reg-
ularnih diferencijala vektorski prostor dimenzije 2 (u skladu

sa teoremom 12) i baza tog prostora je skup
{
dx

y
,
xdx

y

}
. �e-

limo da na�emo nenula diferencijal ω takav da je 〈P, ω〉 = 0, za
sve P ∈ J(C). Ovde koristimo to da znamo generatora za J(C),

treba odrediti konstantu k, takvu da za ω = k
dx

y
+
xdx

y
va�i

〈ω, [∞+ −∞−]〉 = 0. Izraqunali smo u petoj glavi〈
dx

y
, [∞+ −∞−]

〉
=

29

3
+O(33)
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i 〈
xdx

y
, [∞+ −∞−]

〉
= 8 +O(33).

Stoga, uzmimo

k =
−8 +O(33)

29
3

+O(3)
=
−24 +O(34)

29 +O(34)
= (−24) · 14 +O(34) = 69 +O(34),

jer su ove posledǌe operacije ra�ene po modulu 81 = 34 i 29−1 ≡ 14
(mod 81). Daǉe znamo da bilo koja racionalna taqka mora da se
redukuje u neku od taqaka u C(F3), a za svaku od taqaka na reduko-
vanoj krivoj postoji racionalna taqka koja se redukuje u ǌu. Neka
je P racionalna taqka koja se redukuje u istu taqku kao i neka od

poznatih taqaka P0. Tada mora biti

P∫
P0

ω = 0! Ovo koristimo da

ograniqimo broj racionalnih taqaka u svakoj klasi po modulu 3.

Krenimo od klase (0, 1). Neka je P = (t, s) ≡ (0, 1) (mod 3). Sada
raqunamo

(t,s)∫
(0,1)

ω =

(t,s)∫
(0,1)

(k + x)dx

y
=

t∫
0

(k + x)(1− 3x+ 11x2 − 56x3 + ...) =

=

t∫
0

k + (1− 3k)x+ (11k − 3)x2 + ... = kt+
1− 3k

2
t2 +

11− 3k

3
t3 +O(t4).

U raqunu smo ovde stali, vide�emo uskoro zaxto. Primetimo da
t ≡ 0 (mod 3), odakle je t = 3z, za neko z ∈ Z3. Imamo

(t,s)∫
(0,1)

ω = 3(69+O(34))z+
9

2
(1−207+O(35))z2+9(−3+11·69+O(34))z3+O(34) =

= (32 · 23 +O(35))z + (−32 · 103 +O(37))z2 + (33 · 252 +O(36))z3 +O(34) =

= (32 · 23 +O(35))z + (−32 · 103 +O(37))z2 + (35 +O(36))z3 +O(34).
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Mo�emo da primenimo tvr�eǌe 32 na ovaj stepeni red
∞∑
n=1

anz
n

(jer �e zaista koeficijenti an da te�e 0 u p-adskoj topologiji,
jer je t = 3z, a stepeni t, ondosno 3z samo rastu), gde vidimo da
je min{ord3(an) | n ∈ N} = 2, jer su prva dva koeficijenta reda
deǉiva taqno sa 32, dok su svi ostali deǉivi bar sa 34. Odavde
je najve�i indeks takvog koeficijenta N = 2, odakle ovaj stepeni
red ima najvixe dve nule u Zp. Sada vidimo zaxto je u primeru
62 bilo dovoǉno da se zaustavimo kod O(35) u raqunaǌu inte-
grala. Zakǉuqujemo da u ovoj klasi modulo 3 postoji najvixe 2
racionalne taqke na krivoj C, a mi smo ih i naxli - u pitaǌu su
(0, 1) i (−3, 1)! Ovo je konkretizacija dokaza glavne teoreme!

Uradimo sada isti postupak za drugu klasu (0,−1). Me�utim,
nema potrebe da se muqimo, jer vidimo da nema razlike u odnosu
na prethodni sluqaj. Od poqetka se gubi druga komponenta, jer
tako izraqunavamo Kolemanov integral. Dobijamo potpuno isti
stepeni red kao malopre, sa istim zakǉuqkom da postoje najvixe
dve taqke koje se redukuju na ǌu i to su (0,−1) i (−3, 1).

Poxto je redukcija dobra, jedine taqke koje se redukcijom slikaju
u beskonaqne taqke su upravo beskonaqne taqke. Ovim smo uspeli
da boǉe ograniqimo broj racionalnih taqaka na krivoj C. Uz
postepeno raqunaǌe ovih integrala dobili smo ograniqeǌe

#C(Q) ≤ 2 + 2 + 1 + 1 = 6,

a 6 taqaka smo i naxli, odakle je

C(Q) = {(0, 1), (0,−1), (−3, 1), (−3,−1),∞+,∞−}.

Komentar. Mo�emo da primetimo da smo u ovom dokazu imiti-
rali dokaz Kolemanove teoreme za p = 3, odnosno da smo oprav-
dali primenu teoreme za p = 3, koja je bila neopravdana iz uslova
p > 4, a procena koju smo dobili se stvarno poklapa sa odabirom
p = 3, jer je tada C(F3) + 2g − 2 = 4 + 4− 2 = 6.
Ova jednaqina se mo�e na�i u [45] i u [31].
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7.5 Mordel-Vejlovo rexeto - y2 = 2x6 − 3x2 − 2x+ 1

Dokaza�emo da su sva racionalna rexeǌa navedene jednaqine u
skupu

A = {(0, 1), (0,−1), (−2, 11), (−2,−11)}.
Neka je C : y2 = 2x6 − 3x2 − 2x + 1, tada je C glatka kriva, kojoj
znamo 4 racionalne taqke. Izvodimo zakǉuqke.
(1) C je roda g = 2.
(2) Diskriminanta polinoma po x je 41879552 = 211 · 112 · 132, xto
znaqi da C ima dobru redukciju za sve proste brojeve p /∈ {2, 11, 13}.
(3) Mo�e se pokazati da je Jakobijan krive

J(Q) ∼= Z[(−2,−11)− (0, 1)].

Znamo da je rang J(Q) jednak r = 1, odakle je ispuǌen uslov
r ≤ g−1. Me�utim, direktna upotreba teoreme nam ne daje rexeǌe,
granice koje mo�emo da dobijemo �e biti ve�e od 4 (imajmo na
umu da sigurno u zbiru imamo 2, da li od 2g − 2 ili od 2r, a
ve� postoje�a 4 racionalna rexeǌa �e dati i razliqita rexeǌa
modulo p, za sve proste p > 2). Qak nije dovoǉna ni primena
teoreme za p = 3, jer tada dobijemo procenu da ima najvixe 6
taqaka! To je zbog qiǌenice da je

C(F3) = {(0, 1), (0,−1), (1, 1), (1,−1)}.

Proverimo i ruqno da nam sam modul 3 ne mo�e dati dovoǉnu in-
formaciju.

Tra�imo regularan diferencijal ω za koji je

(−2,−11)∫
(0,1)

ω = 0. Do-

voǉno je to da proverimo, zbog linearnosti integrala i qiǌenice
da je [(−2,−11)− (0, 1)] generator Jakobijana krive C. Mo�emo da
izraqunamo da je tra�eni diferencijal

ω = (66 +O(35))
dx

y
+
xdx

y
.

Onznaqimo k = 66 +O(35).
Za svaku klasu po modulu 3, postoji ve� jedna racionalna taq-

ka koja se redukuje u ǌu. Ako �elimo ovako da doka�emo da su
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to sve taqke, moramo da doka�emo da u svakoj klasi zaista posto-
ji najvixe jedna racionalna taqka. To proveravamo raqunaju�i
integral u svakoj klasi. Ipak nemamo 4 sluqaja, ve� samo 2, pox-
to se sluqajevi (0, 1) i (0,−1), odnosno (1, 1) i (1,−1) isto ispituju.

Neka je P = (0, 1). Neka je Q = (t, s) racionalna taqka koja se
redukuje na P modulo 3. Tada mora biti

0 =

Q∫
P

ω =

(t,s)∫
(0,1)

k + x

y
dx =

t∫
0

(k + x)(1 + x+ 3x2 +O(x3))dx =

=

t∫
0

(k+(k+1)x+(3k+1)x2+O(x3)) =

[
kx+

(k + 1)x2

2
+

(3k + 1)x3

3
+O(x4)

] ∣∣∣∣∣
t

0

=

kt+
(k + 1)t

2
+

(3k + 1)t3

3
+O(t4).

Znamo da se t redukuje u 0, xto znaqi da je t = 3z, z ∈ Zp, odakle
ovaj stepeni red je oblika (kada zamenimo k = 66 +O(35))

(32 · 22 +O(36))z + (67 · 2−1 · 32 +O(37))z2 + (199 · 32 +O(37))z3 +O(34),

pa primenom tvr�eǌa za broj nula stepenog reda, dobijamo da pos-
toji najvixe 3 racionalne taqke koje se redukuju na (0, 1). To ipak
nije dovoǉno dobro, poxto treba da dobijemo samo jednu taqku ko-
ja se redukuje.

Ispitajmo xta bi se desilo ako pogledamo slede�i stepen tro-
jke - 9, neka je Q = (t, s) racionalna taqka koja se redukuje na P
modulo 9. Ceo postupak se ponavǉa, sem posledǌeg koraka, kada
umesto t = 3z, mo�emo da stavimo t = 9z, odakle dobijamo slede�i
stepeni red

(33 · 22 +O(37))z + (67 · 2−1 · 34 +O(39))z2 + (199 · 35 +O(310))z3 +O(34).

U ovom stepenom redu je prvi koeficijent deǉiv taqno sa 33, dok
su svi drugi deǉivi bar sa 34, odakle je broj N iz tvr�eǌa 32
jedanak 1, xto znaqi da postoji samo jedna taqka koja se modulo 9
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redukuje u (0, 1). Potpuno isti zakǉuqak imamo i za P = (0,−1).

Neka je sada P = (−2,−11) i Q = (t, s) racionalna taqka koja se
redukuje na P modulo 3. I daǉe raqunamo isti integral, samo sa
promeǌenim granicama

(t,s)∫
(−2,−11)

k + x

y
dx.

Ali moramo biti pa�ǉivi! Funkcija x nije ravnomernizator za
taqku (−2,−11), ve� je to funkcija u = x + 2! Stoga, moramo sve
izraziti preko u. Jasno je da je du = dx. Promeni�e se i granice,
a poxto druga koordinata nema uticaja, ima�emo integral od 0
do t+ 2. Daǉe moramo promeniti

y2 = 2x6− 3x2− 2x+ 1 = 121− 374u+ 477u2− 320u3 + 120u4− 24u5 + 2u6.

Tako�e se i razvoj za
1

y
meǌa

(121−374u+477u2−320u3+120u4−24u5+2u6)−
1
2 =

1

11
+

17u

121
+

195u2

1331
+O(u3).

Tra�eni integral postaje

(t,s)∫
(−2,−11)

k + x

y
dx =

t+2∫
0

(k + 1 + u)(
1

11
+

17u

121
+O(u2))du =

=

t+2∫
0

(
k + 1

11
+

17k + 28

121
u+O(u2)

)
du =

=
k + 1

11
(t+ 2) +

17k + 28

242
(t+ 2)2 +O(

(t+ 2)3

3
).

Zamenom t + 2 = 3z, z ∈ Z3 (jer se t redukuje u 1 = −2 modulo 3),
dobijamo stepeni red

3(k + 1)

11
z +

9(17k + 28)

242
z2 +O(32).
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Sada mo�emo da primenimo tvr�eǌe 32 da zakǉuqimo da je N = 1.
To ide jednostavno, jer zbog toga xto 3 | k, sledi da 3 - k + 1,

pa 3 || 3(k + 1)

11
, dok su svi ostali koeficijenti deǉivi sa bar 32.

Odavde ovaj stepeni red mo�e da ima najvixe jednu nulu. Ovim
smo zakǉuqili da u ovom sluqaju zaista nema drugih racional-
nih rexeǌa. Isto je i za (−2, 11). Prethodne zakǉuqke svodimo u
slede�u qiǌenicu.

Ako oznaqimo Bm(P ) = {Q ∈ C(Q3) | Q ≡ P (mod m)}, tada vidi-
mo da sve racionalne taqke u

B9(0, 1) ∪B9(0,−1) ∪B3(−2, 11) ∪B3(−2,−11)

pripadaju A = {(0, 1), (0,−1), (−2, 11), (−2,−11)}. Iako bismo mogli
da pomislimo da je ovo kraj dokaza, nije! Razlog zbog kojeg nije
dovoǉno da proverimo po modulu 9 su druge klase koje mogu da
nastanu, koje nismo uzeli u razmatraǌe. Stoga, da bismo zavr-
xili dokaz, moramo ipak da doka�emo da nema vixe racionalnih
rexeǌa u

B3(0, 1) ∪B3(0,−1) ∪B3(−2, 11) ∪B3(−2,−11).

Ovde na scenu nastupa Mordel-Vejlovo rexeto. Umesto jednog
prostog p (u ovom sluqaju p = 3), posmatra�emo jox mnoge proste
brojeve p da bismo izvukli vixe informacija. Naravno, i daǉe
su dozvoǉeni samo prosti brojevi u kojima C ima dobru reduk-
ciju. Informacije �emo izvlaqiti iz slede�eg komutativnog di-
jagrama. Odaberimo P0 = (0, 1) i podsetimo se da imamo slede�e
injektivno preslikavaǌe

i : C −→ J, i(Q) = [Q− P0],

kao i da je

J(Q) ∼= Z ·D, D = [(−2,−11)− (0, 1)].

Tada je

i(0, 1) = 0, i(0,−1) = −2D, i(−2, 11) = −3D, , i(−2,−11) = D.

Tada imamo komutativni dijagram
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C(Q) J(Q) Z

C(Fp) J(Fp) Z/NpZ

i

red red

η

red

i
η

Na ovom dijagramu je Np red slike D u J(Fp), dok je η(m) = mD.
Korist koju izvlaqimo iz raznih prostih brojeva p je slede�a.
Ako je Q ∈ C(Q), tada i(Q) = nD, za neki prirodan broj n. Zanima
nas kakvo to n mo�e biti. Koristi�emo proste p da izvuqemo
informacije o n (mod Np). Oznaqimo

Wp = {m ∈ Z/NpZ | m ·D ∈ i(C(Fp)}.

�elimo da odredimo C(Q), dakle to ne znamo. Jakobijan J(Q)
potpuno znamo. Kada odaberemo prost broj p, tada mo�emo da
odredimo C(Fp) (ili kompjuterski program). Isto je i za J(Fp),
kao i za sabiraǌe u J(Fp), odakle mo�emo da odredimo i Wp. Za
konkretno Q, komutativni dijagram izgleda ovako

Q nD n

Q nD n (mod Np)

i

red red

η

red

i
η

Odavde je nD ∈ i(C(Fp), tj. n (mod Np) ∈ Wp. Ideja je da uzi-
maǌem raznih p, dobijamo Np koji nisu uzajamno prosti, jer ta-
da upore�ivaǌem svih mogu�ih ostataka, mo�emo izbaciti mnoge
klase ostataka, a samim tim i smaǌiti izbor kandidata za n, xto
nam je i ciǉ, jer �elimo da ograniqimo broj rexeǌa. Naravno,
ovaj raqun �e umesto nas izvrxavati kompjuterski program. Uz-
imaju�i u obzir proste brojeve p ∈ {3, 5, 7} dobijamo tabelu

p Np Wp

3 13 {0, 1, 10, 11}
5 21 {0, 1, 18, 19}
7 65 {0, 1, 13, 19, 27, 36, 44, 50, 62, 63}
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Nakon izlistavaǌa tabele, treba da izbacujemo brojeve ko-
ji daju kontradikciju, na primer, uoqimo za p = 7 broj 19 ∈
W7, tada je n ≡ 19 (mod 65). Onda je n ≡ 6 (mod 13), ali ovo je
nemogu�e, jer iz p = 3 vidimo da ostatak n modulo 13 mora biti u
skupu {0, 1, 10, 11}. Na sliqan naqin mo�emo odbaciti jox samo 44
(mod 65). Broj 21 za p = 5 nam ne daje nikakvu kontradikciju ni za
p = 3 ni za p = 7. Zato nam treba jox prostih brojeva. U tome je i
tajna uspeha ovog metoda, nakon dovoǉne pretrage, odbaci�emo ve-
liki broj mogu�nosti i svesti zadatak na mali broj sluqajeva koje
mo�emo nekako lakxe da reximo. Dodaju�i p = 17 i p = 19, pravi-
mo novu tabelu, pri qemu precrtavamo vrednosti za koje znamo da
dobijamo kontradikciju.

p Np Wp

3 13 {0, 1, 10, 11}
5 21 {0, 1, 18, 19}
7 65 {0, 1, 13,��19 , 27, 36,��44 , 50, 62, 63}
17 39 {0, 1, 36, 37}
19 234 {0, 1, 42, 67, 72, 82, 100, 132, 150, 160, 165, 190, 231, 232}

Ovde smo ve� imali vixe sre�e, jer 39 | 234, a to �emo mo�i
da iskoristimo da precrtamo veliki broj vrednosti. Brojevi iz
skupa {42, 67, 72, 82, 100, 132, 150, 160, 165, 190} ne daju ostatke iz skupa
{0, 1, 36, 37} modulo 39, pa svi ti brojevi vode u kontradikciju.
Dobijamo novu informaciju.

Ako je Q ∈ C(Q), tada i(Q) = nD, za n ≡ −3,−2, 0, 1 (mod 234).
Neka je n ≡ v (mod 234). Prisetimo se

i(0, 1) = 0, i(0,−1) = −2D, i(−2, 11) = −3D, , i(−2,−11) = D

i oznaqimo sa R taqku za koju je i(R) = vD. Tada je n = 234n0 + v,
za neko n0 ∈ Z, pa mo�emo napisati

[Q−P0] = i(Q) = nD = (234n0+v)D = n0(234D)+vD = n0(234D)+[R−P0].

Ako je Q ∈ C(Q), tada postoji R ∈ A, takvo da

[Q−R] ∈ Z · (234D).
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Na ovom mestu �emo iskoristiti pomo� iz p-adskih filtraci-
ja, taqnije, poverova�emo u jedno tvr�eǌe koje ka�e da 234D ≡ 0
(mod 33), a odatle da mora biti Q ≡ R (mod 33). Ovo onda zavrxa-
va dokaz, jer odavde sledi da

Q ∈ B27(0, 1) ∪B27(0,−1) ∪B27(−2, 11) ∪B27(−2,−11) ⊂

⊂ B9(0, 1) ∪B9(0,−1) ∪B3(−2, 11) ∪B3(−2,−11),

xto upravo znaqi da Q ∈ A. Nakon svega ovoga, konaqno smo
dokazali da je

C(Q) = {(0, 1), (0,−1), (−2, 11), (−2,−11)}.

Ova jednaqina se mo�e na�i u [45].

7.6 Pregled jednaqina koje se mogu rexitiXaboti-Kolema-
novim metodom i ǌegovim modifikacijama

Postoji mnogo naqina da se iskoristi Xaboti-Kolemanov metod
u rexavaǌu Diofantovih jednaqina. Iako zbog te raznovrsnosti
nije bilo vremena da se u ovom radu prika�e jox vixe jednaqina,
to nije razlog da se one ne navedu, sa uputstvom za literaturu,
odakle se svi zainteresovani mogu boǉe informisati o daǉim
idejama i mogu�nostima u ovoj oblasti.

Krenimo od jednaqine koju je jox davno postavio Diofant u
svojoj quvenoj ,,Aritmetici”. To je zadatak broj 17 u xestoj kn-
jizi. Odrediti racionalana rexeǌa jednaqine

y2 = x8 + x4 + x2.

Izbacuju�i taqku (0, 0) sa krive definisane ovom jednaqinom
(koja je i singularna!), dobijamo novu jednaqinu (tj. krivu)

C : y2 = x6 + x2 + 1,

koju je u svojoj doktroskoj tezi rexio matematiqar Veterel. Xabo-
ti-Kolemanov metod se ne mo�e direktno primeniti, a on je uz
modifikacije i pridru�ivaǌe ovoj jednaqini dve eliptiqke krive,

y2 = x3 + x+ 1, y2 = x3 + x2 + 1
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dokazao da postoji taqno 8 racionalnih rexeǌa ove jednaqine i
to su

C(Q) = {(0,±1), (±1

2
,±9

8
),∞±}.

Postupak rexavaǌa ove jednaqine se nalazi u [62].

Prelazimo na jednaqine malo drugaqijeg oblika

xp + yq = zr,

na daǉe �e se tra�iti primitivna rexeǌa po (x, y, z), tj. rexeǌa
takva da su x, y i z uzajamno prosti. Ovo je prilika da se uveri-
mo da se Xaboti-Kolemanov metod mo�e primeniti i na jednaqine
drugaqijeg oblika od y2 = f(x). Ipak, mora se priznati da se jed-
naqine prvog oblika uglavnom svode na jednaqine drugog oblika,
gde se onda primeǌuje Xaboti-Kolemanov metod, vrlo qesto u
saradǌi sa jox nekim metodom.

Kre�emo od zajedniqkih rezultata Samira Sikseka i Mihaela
Xtola. Prvi od rezultata je nala�eǌe primitivnih rexeǌa jed-
naqine

x2 + y3 = z15.

Jednaqina se rexava tako xto se kre�e od jednaqine

x2 = y3 + z3.

Primitivna rexeǌa ove jednaqine je mogu�e parametrizovati, tj.
postoje uzajamno prosti celi brojevi s i t takvi da je ispuǌena
jedna od slede�ih mogu�nosti (pri qemu y i z mogu da zamene
mesta, ako je potrebno)

x = ±(s2 − 2st+ t2)(s4 + 2s3t+ 6s2t2 − 4st3 + 4t4),

y = s(s+ 2t)(s2 − 2st+ 4t2),

z = −4t(s− t)(s2 + st+ t2),

pri qemu 2 - s i 3 - s− t,

x = 3(s− t)(s+ t)(s4 + 2st3 + 6s2t2 + 2st3 + t4),
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y = s4 − 4s3t− 6s2t2 − 4st3 + t4,

z = 2(s4 + 2s3t+ 2st3 + t4),

pri qemu 2 - s− t i 3 - s− t,

x = 6st(3s4 + t4),

y = −3s4 + 6s2t2 + t4,

z = 3s4 + 6s2t2 − t4,

pri qemu 2 - s− t i 3 - t.

Dokaz ovog tvr�eǌa se mo�e na�i u [32]. Sada se rexavaǌe
jednaqine svodi na rexavaǌe 6 jednaqina

u5 = f(s, t),

pri qemu je f(s, t) jedan od ovih 6 polinoma pomo�u kojih se izra-
�avaju y i z, a na te pojedinaqne sluqajeve se mo�e primeniti
Xaboti-Kolemanov metod, tako da se kao krajǌi rezultat dobija
da su sva primitvna rexeǌa poqetne jednaqine trivijalna rex-
eǌa (±1,−1, 0), (±1, 0, 1), (0, 1, 1), (0,−1,−1) i jedno netrivijalno
rexeǌe (±3, 2, 1). Ova jednaqina je rexena u [50].

Isti autori imaju jox nekoliko zajedniqkih zapa�enih rezul-
tata. Na primer, rexavaju�i jednaqinu

x3 + y4 + z5 = 0,

koja ima samo trivijalna rexeǌa, oni u svom radu [49] pokazu-
ju koliko je matematike potrebno za rexavaǌe ove jednaqine, a
Xaboti-Kolemanov metod koriste u jednom od sluqajeva koji ispi-
tuju. Sliqno kao i u prethodnoj jednaqini, prvo posmatraju jed-
naqinu oblika

a2 + b3 + c5 = 0,

odakle dobijaju qak 49 razliqitih sluqajeva, a daǉe ispituju
kada �e to rexeǌe xto se dobije za a biti potpun kvadrat.
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Listu zavrxavamo jednim zanimǉivim rezultatom, koji ka�e
da jedina aritmetiqka progresija uzajamno prostih brojeva ob-
lika

(a2, b2, c2, d5)

jeste samo ona koju qine sve jedinice, a dokaz ove qiǌenice se
mo�e na�i u [48].

U izuzetno bogatom radu [39], izlo�eno je rexavaǌe jednaqine

x2 + y3 = z7

koja ima zanimǉivo veliki broj primitivnih celobrojnih rexe-
ǌa, qak 16, a to su

(±1,−1, 0), (±1, 0, 1), ±(0, 1, 1) (±3,−2, 1) (±71,−17, 2)

(±2213459, 1414, 65), (±15312283, 9262, 113), (±21063928,−76271, 17).

U radu [46], koji se bavi procenama kako bi se Xabotijeva
teorema prenela u brojna poǉa je dokazano da jednaqina

x2 + y3 = z10

ima slede�a pritivna celobrojna rexeǌa

(±3,−2,±1), (±1, 0,±1), (±1,−1, 0), (0, 1,±1).

Jednaqina oblika
x5 + y5 = zp,

gde je p prost broj je rexena za 7 ≤ p ≤ 19 bezuslovno, a za
23 ≤ p ≤ 53 pretpostavǉu�i taqnost uopxtene Rimanove hipoteze.
U navedenim sluqajevima jednaqina ima samo trivijalna primi-
tivna celobrojna rexeǌa, tj. rexeǌa kod kojih je xyz = 0, a dokaz
ovog tvr�eǌa se nalazi u [54].

Ovde je zanimǉivo napomenuti da jednaqina sa sliqno-obrnutim
stepenima

x2p + y2p = z5

se rexava na potpuno drugaqiji naqin, modularnim metodama,
tako da je ovo jox jedan primer da se uverimo u lepotu i razno-
vrsnost matematike koju nam pru�aju Diofantove jednaqine!
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Jox navodimo rezultate matematiqara Bruina, koji koristi razne
modifikacije Xabotijevog metoda u rexavaǌu jednaqina.

U radu [11] dokazuje da su sva primitivna celobrojna rexeǌa
jednaqine

x3 + y9 = z2

su u skupu

(x, y, z) ∈ {(1, 1, 0), (0, 1,±1), (1, 0± 1), (2, 1,±3), (−7, 2,±13)}.

Proces rexavaǌa je do sada ve� poznat, u [32] postoji parame-
trizacija primitivnih celobrojnim rexeǌa jednaqine

a3 + b3 = c2,

pri qemu se a i b izra�avaju sa 6 mogu�ih (oba po 3) homogenih
polinoma po dve promenǉive s, t ∈ Z[1

2
, 1

3
], takvih da ne 2 ili 3 ne

dele istovremeno s i t. Dobijaju se 6 jednaqina oblika y3 = f(s, t),
od kojih je za dve potrebna modifikacija Xabotijevog metoda, dok
se preostala qetiri sluqaja mogu rexiti bez upotrebe Xaboti-
jevog metoda. Pa�ǉivim ispitivaǌem dobijaju se gore navedena
rexeǌa.

Sliqnim metodama, u radu [10], nalazi sva primitivna celo-
brojna rexeǌa jednaqina

x2 ± y4 = z5

i za jednaqinu x2 +y4 = z5 su to samo trivijalna rexeǌa (xyz = 0),
dok je lista rexeǌa zanimǉivija za drugu jednaqinu i to je

(x, y, z) ∈ {(±1, 0, 1), (0,±1,−1), (±7,±3,−2), (±122,±11, 3)}.

Posledǌi ǌegov rezultat koji navodimo se nalazi u radu [9] u
kojem rexava jednaqinu

x8 + y3 = z2,

gde se pored trivijalnih i oqiglednih rexeǌa naxlo i jedno ve-
liko rexeǌe

(x, y, z) ∈ {(±1, 0,±1), (0, 1,±1), (±1, 2,±3), (±43, 96222,±30042907)}.
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Komentar. Napomenimo za kraj da ovo nisu sve jednaqine koje
su rexene Xaboti-Kolemanovim metodom i ǌegovim modifikaci-
jama i da ih ima jox veliki broj. Ciǉ je uvideti na koje jox
jednaqine se ovaj i ostali metodi mogu zajedno primeniti i kom-
binovati da bismo rexili xto ve�u klasu Diofantovih jednaqi-
na.

176



8 Literatura

[1] Goran �ankovi�, Teorija brojeva, Matematiqki fakultet,
Beograd, 2013.

[2] Goran �ankovi�, Skripta koja se nelinearno dopuǌava,
Matematiqki fakultet, 2016.

[3] Duxan �uki�, Zoran Kadelburg, Vladimir Mi�i�, Uvod
u teoriju brojeva, Druxtvo matematiqara Srbije, Beograd,
2013.

[4] Michael F. Atiyah, Ian G. Macdonald, Introduction to commu-
tative algebra, Addison-Wesley Publishing Company, 1969.

[5] Alan Baker, A concise introduction to the theory of numbers, Cam-
bridge University Press, 1984.

[6] Alan Baker, Transcendental Number Theory, Cambridge University
Press, 1990.

[7] Manjul Bhargava, Most hyperelliptic curves over Q have no rational
points, arXiv:1308.0395, 2013.

[8] Enrico Bombieri, Walter Gubler, Heights in Diophantine Geom-
etry, Cambridge University Press, 2006.

[9] Nils Bruin, Chabauty methods using covers on curves of genus 2,
http://www.math.leidenuniv.nl/reports/1999-15.shtml, 1999.

[10] Nils Bruin, Chabauty methods using elliptic curves, J. reine angew.
Math. 562, 27-49, 2003.

[11] Nils Bruin, The primitive solutions to x3+y9 = z2, Journal of Number
Theory 111, 179-189, 2005.

[12] Nils Bruin, Michael Stoll Deciding Existence of Rational Points
on Curves: An Experiment, Experiment. Math. 17, 181-189, 2008.

177



[13] Nils Bruin, Michael Stoll The Mordell-Weil sieve: Proving non-
existence of rational points on curves, LMS J. Comput. Math. 13, 272-
306, 2010.

[14] John William Scott ”Ian” Cassels, Victor Flynn, Prolegom-
ena to a Middlebrow Arithmetic of Curves of Genus 2, Cambridge Uni-
versity Press, 1996.

[15] Robert F. Coleman, Effective Chabauty, Duke Mathematical Jour-
nal, Vol. 52, No. 3, 765-770, 1985.

[16] Robert F. Coleman, Torsion Points on Curves and p-Adic Abelian
Integrals, Annals of Mathematics Vol. 121 No. 1, 111-168, 1985.

[17] Keith Conrad, Selmer’s example, http://www.math.uconn.edu/∼
kconrad/blurbs/gradnumthy/selmerexample.pdf

[18] Victor Flynn, On a Theorem of Coleman, Manuscripta mathematica
88, 447-456, 1995.

[19] Victor Flynn, Bjorn Poonen, Edward Schaefer, Cycles of
quadratic polynomials and rational points on a genus-2 curve Duke
Mathematical Journal 90, 435-463, 1997.

[20] William Fulton, Algebraic curves, Advanced Book Classics.
Addison-Wesley Publishing Company Advanced Book Program, Red-
wood City, CA, 2008.

[21] Steven D. Galbraith, Mathematics of Public Key Cryptography,
Cambridge University Press, 2012.

[22] Thomas Garrity, Richard Belshoff, Lynette Boos, Ryan
Brown, Carl Lienert, David Murphy, Junalyn Navarra-
Madsen, Pedro Poitevin, Shawn Robinson, Brian Snyder,
Caryn Werner, Algebraic Geometry: A Problem Solving Approach,
AMS Student Mathematical Library: Park City Mathematics Subseries
2008.

[23] Andreas Gathmann, Algebraic Geometry, TU Kaiserslautern, 2014.

[24] Andreas Gathmann, Commutative Algebra, TU Kaiserslautern,
2014.

178
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