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Predgovor

Nakon dugogodisnje saradnje sa biolozima, medicinarima i hemiéar-
ima na istrazivackim problemima, kao i u nastavnom kontaktu sa studen-
tima i postdiplomcima biologije uverio sam se da je standardni aparat vise
matematike, pre svega matematicke analize, visestruko koristan i neopho-
dan u savremenoj biologiji i medicini. Ova knjiga je namenjena pre svega
tom krugu. SadrZaj je podeljen u devet poglavlja: osnove, nizovi, redovl,
funkcije, izvod, integral, verovatnoda 1 statistika, analiza signala i obrada
mikroskopskih slika. Prvih sedam sluze za ekspoziciju matematike, nadam
se razumljivo 1 pregledno, sa ambicijom da se ¢italac ne preoptereti, ali 1
7eljom da se ne narusi minimalna potpunost izlozenog gradiva. Na tako (jed-
nostavno) odredenoj pojmovnoj osnovi iznikle su primene, sazeto opisane,
u poslednje dve glave, niz zadataka na kojima sam poslednjih godina radio
sa svojim studentima. Taj rad zapoceli smo sa seminarskim radovima i nas-
tavili inovacionim projektom (11.0814.) Ministarstva za nauku 1 tehnologiju
Republike Srbije, §to nam je omogucilo da funkcionalno i relativno kom-
pletno res§imo deo postavijenih zadataka, u obliku kvalitetnog softvera 1
integrisanih linija za akviziciju, arhiviranje, obradu i analizu signala i slika.
7elim ovde da se zahvalim Stevanu Kordiéu na prvim kvalitetnim programi-
ma za akviziciju, arhiviranje i analizu EEG signala, Igoru Kataniéu 1 Sasi
Laleviéu na paralelizovanom FFT, Zoranu Popovi¢u i Goranu Obradoviéu za
prvi dobar 3D spektroskop slika i signala, Igoru Jovanoviéu i Sasi Malkovu
na softveru za akviziciju slika, posebno Obradovi¢u i Malkovu na finalizaciji
3D spektroskopije signala, fotomorfologije, reprezentacije i analize hromo-
zoma, Goranu Laziéu za pokusaj reSenja automatizacije “ispravljanja” hro-
mozoma, timu Gorana Lazareviéa na prvom izdanju simulatora svetlosnih
" Tjuringovih maina, Aleksandru Jovanovicu junioru na sistemskoj i hard-
verskoj podrici, kao i mnogobrojnim studentima racunarstva. Matematickog
fakulteta u Beogradu za uspeSan rad na dodirnoj problematici koja ovde

nije pomenuta.

Lepi primeri analize organskohemijskih gelova na bazi fotometri)-
ske reprezentacije slicne modelu G-traka hromozoma, analize astronomskih
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spektara i struktura, prvobitno planirani, izostavljeni su iz knjige jer je tekst
poceo da biva preopSiran.

U eksperimentima se odreduju diskretne, uvek kona¢ne funkcije i ob-
jekti koji dovoljno precizno predstavljaju posmatrane elemente prirode.
Iza ovih kona¢nih senki postoje njihovi idealni arhetipovi, u svetu ideja
uredenom 1 neuredenom aksiomama teorije skupova i1 aksiomama estetike.
Idealnim objektima bavi se matematika, dok se fiziéki svet trudi da ne za-
ostane za prvim. Ovih dana navrSava se 120 godina od kada je Kantor prvi
video svet skupova, problem kontinuuma i velike hijerarhije beskonacnosti,
Sto je iniciralo ozbiljne posledice za razvoj matematike. Ovde su ti1 sastoj-
ci samo ovla§ pomenuti u nadi da kod prakticara neée izazvati dodatnu
averziju prema matematici.

Beograd, 24. April 1997. Autor



1. Osnove

Uobigajeno je u ovom veku da se svi matemati¢ki pojmovi definiSu
pomoéu pojmova skupa i skupovne pripadnosti, koji se smatraju osnov-
nim. Izgradnja celokupne matematike obavlja se koriS¢enjem teorije skupo-
va. i matematicke logike, Sto predstavlja vrlo ozbiljan matematicki po-
duhvat koji ovde izbegavamo. Iz matematiCke logike koristimo simbo-
liku koja omoguéava krade zapise matematickih iskaza i bolje sagledavanje
matematickih objekata. Od teorije skupova preuzimamo notaciju, osnovne
pojmove i simbole kao i elementarna svojstva. Logicki veznici — operacije su:
A, V, -, =, <, koje redom ¢&itamo 1, ili, ne, povlati, ekvivalentno. Logicke
konstante su T (tatno), L (lazno). Kvantori su: V, 3; koje ¢itamo redom:
za svaki, postoji. Logicki veznici i kvantori omogucavaju izgradnju sloZenih
formula matematike polazeéi od elementarnih, analogno izgradnji sloZenih
reéenica govornog jezika polazedi od prostih. Istinitost sloZene formule zavisi
od istinitosti elementarnih i logicke strukture formule.

Primer 1. (1) Simboli¢ni zapis:
(Vz) (<O V=0V z>0),

¢itamo: za svako z, £ manje od nula ili z jednako nula ili z veée od nula.

(2) Simboli€ni zapis:
(Vr)(Jy) 2z +y =0,

citamo: za svaki z, postoji y tako da, dva = plus y jednako nula.
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1.1 Tablice istinitosti

Upotreba logickih veznika precizira se slede¢im (definicionim) tablica-
ma;

.« » - — “tacno i1 taéno” ima vrednost taéno
disjunkcija ’

“tadno ili netaéno” ima vrednost tacno,

- | <

T “netaéno ili taéno” ima vrednost tacno,

“netacno ili netaé¢no” ima vrednost netaino,

konjukcija A L

negacija -
implikacija = | T 1
ekvivalencija &S| T L

Tablice logickih veznika omogucavaju da se izratuna logicka vrednost slo-
7enih formula bez kvantora ako su poznate logicke (istinitosne) vrednosti
elementarnih formula od kojih se sloZena formula sastoji. Istinitost formula
sa kvantorima se u ovom spisu podrazumeva na prirodnojezickom nivou.
Oznaka akko izmedu dve recenice oznacava da su iste ekvivalentne.
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p—

1.2 Skupovi

Skupovi se grade listanjem ¢lanova ili skupljanjem ¢lanova koji zado-
voljavaju neki uslov — formulu z € y Citamo: skup z pripada skupu y
(odnosno z je element skupa y).

Teorija skupova obezbeduje postojanje:
(1) praznog skupa 0,
(2) neuredenog para skupova z iy : {z,y} (ako su dati skupovi z i y),
(3) uredenog para skupova z iy : (z,y) = {{z,z}, {z,y}},
(4) unije proizvoljnog skupa z : Uz,
(5) partitivnog skupa P(z) {datog skupa z), |
(6) beskona&nog skupa: (z) (B ez A ((Vy) y € z = y U {y} € 7)),

(7) podskupa separiranog formulom {z € A|¢(x)} (skup elemenata A
koji imaju osobinu ~ svojstvo ¢ tj. za koje vazi formula ¢). A C B
akko (Vx) x€ A = z € B.

Polazni objekt teorije skupova je prazan skup 0, koji nema elemenata.
Svi ostali objekti teorije skupova i cele matematike izgraduju se polazedi
od ovog objekta kao jedinstvene cigle. Ilustrujmo ovo izgradnjom prirodnih
- brojeva (Fon Nojmanova definicija prirodnih brojeva):

Primer 2.
0 =40,

1= {0} - {@}:
2={0,1} : {0, {@}},

n+1=1{0,1,2,... ,n),

- Skup N(= w) prirodnih brojeva je C-minimalan skup za koji vazi:
1. f € N,
2.2z N = zU{z} € N.

Uslov C-minimalnosti u prethodnoj recenici znaci da svaki skup, koji
ispunjava uslove 1 i 2, sadrzi N. Uobicajeno je da U{z,y} oznalavamo sa
zUy. Vaii {z,x} = {z}. Definicija uredenog para obezbeduje da vaZi:
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(a,b) = (c,d) akko a = ¢ Ab = d. Uredeni par je dvoclani niz. Uredena
n-torka elemenata ai,as,...,a, definide se sa {aj,ag,...,0p-1,8n) =
((a1,a2,--- ;a8n-1),8n).

Unija skupa z, Uz je skup koji se sastoji od elemenata elemenata

od z. Presek skupova z i y definise se sa: z Ny = {z|z € T Az € y},
skup ¢lanova z koji pripadaju y. Razlika skupova z i1 y definiSe se sa:
r—y = {z|z € £ Az ¢ y} skup onih ¢lanova z koji ne pripadaju y.
Partitivni skup skupa z

P(z) ={y|y C z}.
Dekartov proizvod skupova z i1 y definiSe se sa:
rxy={z|z=(wv)AvezAv €y} ={(u,v)|u€ETAVEY}

Dekartov proizvod skupova Aj, As, ... , A, definiSe se sa

T
HAi-z{(al,,ag}... Jan)lar € Ay ANax € Ao A ... ANay, € An}

=1

1.3 Relacije

Definicija 1. n-arnu relaciju p medu skupovima A;, As, ... , A, defi-
(1’
niSemo kao podskup od [] A4;. KaZemo da je p n-arna relacija skupa A
i=1

akko p C [] A = A™. Ako je n = 2 kaZemo da je p binarna relacija. Tada
1=1]1

se umesto (z,y) € p piSe jos 1 zpy. |
Definicija 2. Binarna relacija p skupa A je relacija ekvivalencije ako
vazi slededl niz svojstava:

1. (Vz € A) (z,z) € p - refleksivnost.
2. Vre A)(Vy € A) (z,y) €p = (y,x) € p - stmetricnost.

3. Vze A)(Vyec A)(Vz€ A) ((z,y) €Ep A (y,2) €p) = (z,2) €Ep -
cranzitivnost.

Primer 3. Evo nekoliko dobro poznatih relacija ekvivalencije:
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(1) Relacija sli¢nosti trouglova.
(2) Relacija || skupa pravih u ravni: z{y akko z paralelna sa y.
(3) Relacija kolinearnosti vektora.
(4) Relacija istobrojnosti u skupu P(n). |
Definicija 3. Binarna relacija p skupa A je relacija poretka ako vazi:
1. reﬂeksi#*nost.
2. (Vz € A)(Vy € A) ((z,y) € p A (y,z) € p) = z =y - anit-
simetriénost. |

3. tranzitivnost. |
Ako je (Vz € A)(Vy € A4) (z,y) € p V (y,7) € p kazemo da je
poredak p totalan, linearan ili lanac. Inage p je parcijalan poredak. Ako se
u.prethodnoj definiciji umesto uslova 1. uzme (Vz € A) (z,z) ¢ p, dobija se
relacija strogog poretka.

Primer 4. Evo nekoliko poznatih primera relacije poretka:

(1) Uoéimo relaciju C u skupu P(z). Ovo je relacija parcijalnog poretka.

(2) Uoéimo relacije < i < u skupu R.

(3) Neka je p relacija u P(n) definisana sa zpy akko x je manje brojan od

~ y (tj. z ima manje elemenata nego y). |

(4) Neka je z-proizvoljan skup. Uodimo relaciju € na skupu z. Ako je €
tranzitivna u x onda je € relacija strogog poretka u z, a skup z naziva-
mo tranzitivnim. Ako € nije tranzitivna u z onda postoji C-minimalan
nadskup od z u kome je € tranzitivna. Tranzitivne skupove, koji su
linearno uredeni relacijom €, nazivamo rednim brojevima. Uocimo da
su skupovi iz Primera 2. redni brojevi, kao i da su w, wU {w} redni
brojevi. |

Primer 5. Neka je p relacija ekvivalencije skupa A. Relacija p
odreduje jedno razlaganje — particiju skupa A na disjunktne podskupove:

Neka je C, = {y € A|zpy}. Ovaj skup nazivamo klasom ekvivalencije
elementa z. Iz uslova relacije ekvivalencije sledi:

(Vz e A)(Vye A) C.=C, vV C.NC, =0.

Neka je {C, |z € B C A} skup svih klasa ekvivalencije relacije p. Onda vazi

A= |J C;. Skup {C.|z € B C A} = A/, se naziva kolicnickim skupom
reB

(skupa A i relacije p).
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Definicija 4. Poredak p je gust ako vazi
(Vz)}(Yy) (zpy = (32)(zpz A 2py)).

Primer 6.
(1) Relacija < uskupu realnih brojeva R predstavlja gust linearni poredak.
(2) Relacija > u skupu @ racionalnih brojeva je gust linearni poredak.

(3) Relacija < u skupu w nije gusto uredenje.

Definicija 5. Relacija poretka p u skupu A je dobro zasnovana relaci-
ja ako nema beskonaénih opadajuéih lanaca. Dobro zasnovano linearno
uredenje naziva se dobro uredenje.

Primer 7. Evo primera dobro zasnovanih relacija:

osmnck

relacija € na proizvoljnom skupu A4 je dobro zasnovana;

AN L o

relacija < u skupu w prirodnih brojeva je dobro uredenje;
relacija € u skupu w je dobro uredenje;

defini§imo <, 4+3; u skupu w sa
<wt1= (< \ {(0,1),(0,2),(0,3),...}) U{(1,0),(2,0),(3,0),... },

(u ovom poretku imamo: 1 <,41 2 <31 3 <wt1 oo <pg1 0).
O¢igledno relacija <,+1 jeste dobro uredenje. |

DefiniS§imo <, 4+, u skupu w sa
1 <w+w 3 <w+w 5 <UJ+UJ . <w+w 0 <Ld+l’.d 2 <UJ+UJ 4 <w+w o e o

Ovo‘je takode dobro uredenje od w. |

" Definisimo jo§ jedno dobro uredenje skupa prirodnih brojeva. Uocimo
da vaZzi

N = sz‘“-(zN—-l) - (2N-———1)U(2-(2N—1))U(22-(2N—1))U...,
k=0

tj. skup prirodnih brojeva je jednak uniji skupova: -nula puta parni
(neparni), jedan puta parni, dva puta parni, itd. Iskoristimo prethodno
za izgradnju sledefeg poretka <, ..,:

IN —1 <y 2-(2N —1) <pw 222N —1) <pw 2°(2N =1) <y -+,
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(prirodno uredeni neparni brojevi, pa jedan puta parni, zatim dva puta
parni, itd.).

Definicija 6. Za binarnu relaciju p C A X B definiSe se inverzna

relacija
p~t ={(y,2) [ (z,y) € p}.

Domen relacije p definiie se sa
dom (p) = {z € A|{(Jy € B) (z,y) € p},
kodomen relacije p definiSe se sa
codom (p) = {y € B|(dz € A) (z,y) € p}.
Kompozicija relacije p C A X B i1 C B x C je definisana sa

rop={(z,2) € AxC|(3y € B) (z,9) € p A (,2) € 7},

1.4 Funkcije

Definicija 7. Relacija f C 4 x B je funkcija akko

(z,y) e fA(z2) €f = y==z.

Neka je dom (f) = A. Za funkciju f se kaZe da slika skup A u skup B, u
oznaci f : A -+ B. :

Funkcija f je “1-1” (injekcija) akko
(z,9), (u,v) EfAT#u = y#w.
Funkcija f : A — B je “na” (surjekcija) akko codom (f) = B.
Funkecija f : A — B je byjekcija akko f je “1-17 1 “na”.
Prethodne definicije ukljuéuju i viSeargumentne funkcije: za funkciju

[+ 11 A; — B se kaze da je n-arna. Upotrebljavaju se jo§ i sledeée oznake:

t=1

z,y)ef & y=Ff(z) & f:zy
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Funkcija f : A™ — A se naziva n-arnom operacijom skupa A.

Primer 8. Evo nekololiko primera funkcija:

(1) Prazan skup 0 je funkcija.

(2) f={(1,1),(2,2),(3,1)} je funkcija. dom (f) = {1,2,3},
codom (f) = {1,2}. f nije “1-1".

(3) g={(1,1),(2,2),(1,3)} nije funkcija.
(4) b= {(1,1),(2,2), (3,m)} je bijekcija
~ Prethodne funkcije mozemo zapisati i na sledeéi nacin:

1 2 3 1 2 3
f:(l 2 1)’ h:(l 2 7r>'

Ovaj naéin je zgodan za zapisivanje kona¢nih funkcija.

Definicija 8. Bijekcije imaju poseban znacaj u matematici. Izmedu
ostalog koristimo ih za definiciju istobrojnosti: za skupove A i B kazemo da

su iste modi odnosno iste kardinalnosti akko postoji bijekcija &iji je domen
A i kodomen B. Prethodno zapisujemo sa |A| = |B|. Sli¢no, kazemo da je
skup A kardinalnosti manje ili jednake B, u oznaci |A| < |B| akko postoji
injekcija A u B. MozZe se dokazati da vaZi

A< Bl A B < |A] & |4] =|B|

Kazemo da je skup A manje moéi od skupa B, u oznaci |A| < |B| akko
|A| < |B| A |A]| # |B|, tj. ako postoji injekcija A u B i ne postoji bijekcija
izmedu A 1 B. |

Primer 9.

(1) 1{{1,2,3,4,5}} < {0,1}].
(2) Pokazimo da vazi |[P(3)] = |8]za3 = {0,1,2} 18 = {0,1,2,3,4,5,6,7}.
Posto je

P(3) = {0,{0}, {1}, {2},{0,1},{0, 2}, {1,2},1{0, 1, 2} },

odavde sledi |P(3)| =81 |8| = 8.
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(3) |N|=|2N] (GALILEO).
0 1 2 3 ... n oy ey e
f = (0 o 4 6 . on° ) je bijekcija.

Istobrojnost sa pravim podskupom je svojstvo beskona¢nih skupova.

(4) |N|=|Q|. Dovoljno je skup @+ poredati u niz. Predstavimo elemente
Q7+ redukovanim razlomcima. Zbir brojioca i imenioca u razlomku
nazovimo visinom. Prvo poredajmo visine u niz. Potom za datu
visinu h poredajmo razlomke visine A (kojih je kona¢no mnogo) po
rastuéem redosledu. Ostatak sledi iz (3).

Deﬁmcua 9. Neka je A konacfan skup. Bijekcija f : A = A
naziva se jo§ i permutacija skupa A. Broj svih permutacija skupa A,
IPerm (A4)| = |A|!. Bijekcija u sustini uspostavlja identifikaciju domena i
kodomena i omogucava zamenu skupa istobrojnim u razmatranjima, gde je

to podesno.

Konagni skup se moze zameniti brojem njegovih elemenata. ‘Neka je
JA| = |n} = {0,1,2,... ,n—1}]. Uobicajeno je da se piSe |A| = n. Saglasno
prethodnim opaskama permutacija skupa A je bilo kéja bijekcija f : n — A.
Prirodni poredak un (0 < 1 < 2 < ... < n — 1 §to je ekvivalentno sa
0ele2e€...en—1)se permutacijom f prenosi na A, zbog Cega
identifikujemo permutaciju f od A sa poretkom u A koji permutacija f
prenosi sa n na A.

Definicija 10. Uo¢imo podskup B C A takav da B # Q) Neka je
|B} = m < n. Varijacija (klase m) bez ponavljanja je bijekcija g : m — B.
Varijacija sa ponavijanjem klase k skupa A je funkcija g : k — A. Broj svih
varijacija skupa A klase m bez ponavljanja je V¥ = n(n—1)... (n—(k+1)).

~ Broj svih varijacija sa ponavljanjem klase k skupa 4 od n elemenata je

k k
V., =n"
Definicija 11. Skup svih funkcija iz A u B oznacava se sa A B ili B4,
Za C C dom(f), definisemo skup f[C] = {f(z)|xz € C}.

1.5 Neke strukture

Definicija 12. Uredeni par (X, d ) je metricki prostor ako vazi sledece:
X je neprazan skup, funkcija d: X? — [0, +00), (rastojanje u X) je takva
da |
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1. (Vz) d(z,z) =0,
2. (Vz)(Vy) d(z,y) =d(y,2),
3. (Vx)(Vy)(Vz) d(z,y) < d(z,z)+ d(z,y) (relacija trougla).

Primer 10. Uredeni par (R% d) (Euklidska ravan), ako je za dve
(proizvoljne) tacke Mi(z1,¥y1), Ma(z2,yo) rastojanje d definisano sa

d (M1, M3) = d ((z1,91), (T2,y2)) = \/(il?l — z2)? + (Y1 — y2)*.

Sli¢no, (R?,d) je trodimenzionalni Euklidski prostor ako se rastojanje defi-
nise sa

d((z1,y1,21), (T2, Y2, 22)) = /(z1 — T2)? + (y1 — y2)? + (21 — 22)2.

Nesto opstije, (R",d) je n dimenzionalni Euklidski prostor ako je funkcija
rastojanja u K" definisana sa

d(a,b) = \/(:1:1 —z1)?+ (2 —zh)2+ ...+ (2, — )2 = (Z(:ﬂz — :1:;)2) ,

1=1

gde je a = (z1,%2,... ,3,), b= (1, x5,...2,,).

Definicija 13. Uredena trojka (G, *, €), gde je * binarna operacija u
(G 1 e € G je konstanta, je grupa ako vaze uslovi:

1. (Vz)(Vy)(Vz) z* (y*2) = (z *y) * z - aksioma asocijativnost.

2. (Vx) e*xxz =1 xe =z - aksioma neutralnog elementa.

3. (Vz)(Jy) z+y=y=*x = e - aksioma inverznog elementa.

Element e naziva se neutralnim ili jedinénim elementom. Komutativna gru-
pa se naziva 1 Abelovom.

Primer 11.

(1) (Z,+,0) je Abelova grupa.

(2) (Q\{0},-,1) je Abelova grupa.

(3) (R,+,0) 1 (R\{0},-,1) su Abelove grupe.

Definicija 14. Uredena petorka (A4, +,-,0,1), gde je A neprazan skup
sa dve binarne operacije, je polje ako 0,1 € A i vaZe sledeéi uslovi:
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(A, +,0) je Abelova grupa, sa neutralnim elementom,
(Vz)(Vy)(V2) z-(y-2) = (zy) - z - asocijativnost -,
(Vz) 1-2=2z-1=z - element 1 je neutralni element za -,

> W

(Vz € AA{0})(3y) = -y =y -z =1 - egzistencija inverznog elementa
u odnosu na operaciju -, za sve osim (J,

&t

(Vz)(Vy) z -y =1y -z, - komutativnost -,

6. (Vo)(Vy)(Vz) z-(y+2)=z-y+z-2 A (z4+y)-z2=x-2+Yy 2-
distributivnost - prema —+.

Primer 12. Proveriti da su strukture (@, +,-,0,1), (R,+,-,0,1),
(C, +,-,0,1) polja (C je skup kompleksnih brojeva).

Uo¢imo skup V vektora u Dekartovoj ravni, uz uobi¢ajenu identifikaci-
ju: dva vektora su jednaka ako su jednake duZine, paralelnih pravaca 1 istog
smera. Ova identifikacija redukuje razmatranje na vektore sa pocetkom u
koordinatnom pocetku. Uocimo da je jednakost vektora relacija ekvivalen-
cije, oznac¢imo je sa ~. Onda, umesto razmatranja celog V, razmatra se
koliénik skup V.., skup klasa ekvivalencije za ~. Svaka od ovih klasa sadrzi
jedan vektor ¢iji je pocetak u (0,0). Sa uobicajeno definisanim sabiranjem
vektora + i mnoZenjem vektora skalarom -, struktura ((V,.,+,0), R,) je
primer vektorskog prostora. Sabiranje je binarna operacija medu vektori-
ma, tj. u V,... Medutim, - je tzv. meSovita operacija koja paru skalar-vektor
pridruzuje vektor.

U skupu R? defini§imo operaciju +:

(591,?!1) + (332: 3!2) == (581 +T2,Y1 + yz)-

Za o € Riz = (z1,22) € R? defini§imo proizvod (skalara i vektora) sa:
a- -z = (axy,azs).
Uotimo da su strukture ((V;.,+,0), R,) i ((R?,+,0), R,") istovetne.

Definicija 15. Struktura ((V,+,0), K,-) je vektorski prostor nad
poljem (skalara) K ako vazi sledece:

1. + je binarna operacija u V, - je meSovita operacija (domen - je K x V.,
kodomen V).

2. (V,+,0) je Abelova grupa (¢iji se neutra.lhi element zove nula vektor),
3. Mo e K)VzeV)(VyeV) a-(z+y)=(a-z)+ (a-y),
4. Va e K)(Vbe K)(Vz€V) (a+b)-z=a-z+b-x,
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5. Vae K)(Vbe K)(VzeV) a-(b-z) =(a-b)-z,

6. 1-2==.

Primer 13. (1) Proveriti da je ((R3, +,0), R, -) vektorski prostor nad
poljem R ako su operacije definisane sa:

($11$27$3) T (y11y21 y3) — (3:1 T Y1, T2 + Y2,23 + yS)

a-(z1,z2,73) = (axy,az2,0x3).

(2) Proveriti da je ((R"™,+,0), R,-) vektorski prostor nad poljem R
ede su operacije +, - definisane analogno definiciji pod (1).

Definicija 16. Ako vazi v = ajv; + agvy + ... + a,v,, onda je v
linearna kombinacija vektora vy, vs,... ,v,. Vektori vy, vq,...v, sulinearno
zavisni ako postoje skalari aq, as, ... ,a,, koji nisu svi jednaki 0, i ako vaZi

n
E Q;V; = 0.
=1

Vektori su linearno nezavisni ako nisu linearno zavisni. B C V je baza
vektorskog prostora ako je svaki element V' jednak linearnoj kombinaciji
vektora iz B 1 ako su elementi B linearno nezavisni. U tom sluéaju [B| je
dimenzija vektorskog prostora V. Ako je |B| < Ry, kaZemo da je V konaéno

dimenzionalan.

Primer 14.
(1) Jedna baza vektorskog prostora R? je skup {(2,0), (1, 1}}; druga baza
je {(0,1),(1,0)};

(2) jedna baza za R® je {(1,2,0),(0,2,1),(4,1,1)}, druga je {(1,0,0),
(0,1,0),(0,0,1)}. Primetimo da je R? dvodimenzionalan, R? trodi-

menzionalan;

(3) jedna baza za R™ je {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1)}
i ovaj prostor je n-dimenzionalan.

Definicija 17. Neka je V vektorski prostor nad R. Preslikavanje sa,
domenom V X V i kodomenom R u oznaci

(u,v) = (u,v),
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je skalarni proizvod ako vaZe uslovi:
1. (Vu)(Vo)(Vw) (ou + Pv,w) = alu,w)} + 6{v, w),
2. (Vu)(¥0) (u,0) = (v,u),
3. (Vu) {(u,u) >0, '
4. (Vu) (u,u) =0 & u=0,

Norma vektora: ||u|| = /{u,u).

Primer 15. Za vektorski prostor R* nad R, neka su dati vektori
z=(T1,Ta,-.. ,Tp)iy= (yl,.yz,. .. ,Yn). Defini§imo

(Z,y) = T1y1 + Tay2 + ... + Tn¥n.

Lako se proverava da je (z,y) skalarni proizvod kao i da za normu vazi:

n 3
2] = (Zw?) |
1=1

Rastojanje se preko norme mozZe definisati sa

1

d(z,y) = llz —y|l = (Z(a’f -%)2) ;

1=1

Sto se poklapa sa definicijom rastojanja u n-dimenzionalnom euklidskom
prostoru. Za vektore z, y kaZe se da su ortogonalni ako je {(z,y) = 0.
Uotimo da je npr. baza iz Primera 14. (3) ortogonalna. Ova baza je
ortonormirana — svi njeni vektori imaju normu jednaku 1. Za dva vektora
x 1y kosinus ugla ¢ izmedu z i y odreden je sa

(z,y)

- Nyl

po analogiji sa trodimenzionalnim euklidsim prostorom. Napominjemo da,
se moze dokazatl

COS p =

[z, )| < |zl - lyll-

Za kolinearne vektore (na istom pravcﬁ), tj. linearno zavisne imamo
da je (z,y) = =] - llyll
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1.6 Matrice

Klasi¢na definicija matricu tipa m x n odreduje kao pravougaonu she-
mu od m vrsta (redova) i n kolona brojeva, da bi se, zatim, na ovim struk-
turama definisale operacije. Tako su na primer:

2 3 7 1 0 1 4
B_[l 9 0]’ C_[O 1 0 2]’

-matrice, ¢iji su tipovi redom 2 x 3 i 2 x 4, dok je

aii a2 a1n
as; a922 Aon
A e . . . 3
L Ol A2 Umn -

_matrica tipa m x n, €iji je opsti ¢lan a;; element u ¢-tom redu i y-toj koloni.
Tako na primer blg — 7, C21 — 0’ Cigqg — 4,

Déﬁnicija 18. Realna matrica tipa m x n je preslikavanje 1z
(m+1\{0}) x (n+1\{0}) u R. Onda je (M+NODX+NODR skup
svih realnih matrica. U skupu matrica tipa m x n definiSimo operacije:
mnozenje matrice skalarom:

T Aapr Aar A1y ]
Aagl Aagg A&gn
A =
LAQpm1 AQp2 AQym
Sabiranje matrica (za matrice istog tipa),
Ca11 Q12 a1p | " b1y bio b1y ~
o1 a22 G2n ba1  bas bon
. . . + . .. . = C,
Lam1 QAm?2 Amn -bml bm.‘z bmn -
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pri ¢emu je ¢;; = a;; + bij za 1 € {1,2,... ,m};-j € {1,2,... ,n}. Proizvod
matrica P i Q je definisan ako su tipovi ovih matrica redom m X &, k£ X n,
tj. ako je broj kolona prve jednak broju redova (vrsta) druge:

[Pn eoe Dik g11 .-+ Qn
P21 .- P2 g1 -.-- 42 ]
P- Q — . . 1 . .n - S‘!
. Pm1 -+ Pmk- gkr --- Gkn

pri Cemu jJe

k
Sijzzpﬂ'q,{j, i€{1,2,...,m},j€{1,2,...,n}.
I==1

Definidimo jo§ pokoordinatno mnoZenje za matrice istog tipa sa

a11 . a1in bll - bln
—_—C,
Aml --- Omn bml cor bmn
gde je ¢;; = a;;bi; zai € {1,2,... ,m}, j € {1,2,... ,n}.
Primer 16. Odrediti:
(1)
_ i 0 O 07
0 1 0 0 0 1 0O 0
4.12 2 1 351, - IT=x-}0 0 1 01,
3 1 4 0] SR .
0 0 0 ... 1]

(I je n X n-kvadratna matrica tipa. n);
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(2) zbir i pokoordinatni proizvod matrica:

1 2 3 4 1 11 0
5 6 7 81, 12 2 2 1|;
9 10 9 8] |33 3 2
(3) proizvode matrica
-1 1 1°
"1 2 1 0° - -
1 0 0 01 2 2 0
pooz izl figoallid
Lo o 1 3 2 00 3] |2 2 0
S i | 11 1.

Matrice imaju raznovrsne primene u matematici i u drugim nauka-
ma. n-torku moZemo smatrati jednovrsnom ili jednokolonskom matricom.
n-torka moze da posluzi za aproksimaciju realne funkcije od jednog argu-
menata istom funkcijom na kona¢nom poddomenu, $to se vrlo Cesto ¢ini
prilikom odredivanja funkcija merenjem. Na sliCan nafin matrice se mogu
koristiti za aproksimaciju funkcija od dva argumenta.

Primer 17.

(1) Predstaviti tabelarno i graficki funkciju f(z) = z*, na intervalu

[—3,3]. Tabela bi se mogla formirati npr. u sledeim tackama:

T -3 -2 1 0
fxy{ 9 4 1 O

odakle: f = (9,4,1,0,1,4,9) (po ekvidistantnim tackama -3,-2,1,0,1,2,3
intervala [—3, 3]). Crtanje (grafika) ove funkcije prepustamo Citaocu.

1 2 3
1 4 9

?

(2) Predstaviti tabelarno i graficki funkciju

flz,y) = 2 + >
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Uo€imo da je domen ove funkcije ravan R R, a kodomen [0, 4+0c0). Postupi-
mo li sli¢no kao pod (1), uzevsi npr. celokoordinatne tacke iz [-3, 3] x[-3, 3],
dobijamo tabelu (koristeci tabelu pod (1)):

(z,y) | -3, -3 -3, -2 -3;-1 -3;0 -3;1 -3;2 —3:3
flz,y) 18 13 -9 10 13 18
(z,y) | -2, -3 -2, -2 -2, -1 -2;0 -2;1 —2:2 —-2:3
flz,y) 13 8 4 5 8 13
C{zy) | -1;,-3 -1;, 2 —1; -1 —-1;0 —-1,1 —-1;2 —1:3
flx,y) 10 5 1 2 5 10
(z,y) | 0; -3 0; —2 00-1 0;0 0;1 0;2. 0;3
fz,vy) 9 4 0 1 4 9
(z,y) | 1; -3 1; =2 ;-1 1,0 1;1 1;2 1:3
f(z,v) 10 5 1 2 5 10
- (z,y) ] 2, -3 2; =2 2; -1 20 21 2,2 23
f(z,y) | 13 8 4 5 8 13
(z,y) | 3; -3  3; -2 3; —1 3;0 3;1 3; 2 3; 3
f(z,y) 18 13 10 9 10 13 18
Odavde sli¢no kao pod (1) za funkciju od jednog argumenta,
J18 13 10 9 10 13 187
13 8 5§ 4 5 8 13
6 86 2 1 2 5 10
fle,y) =19 4 1 0 1 4 9|,
- ] 5 2 1 2 5 10
13 8 5 4 5 8 13J _
Li8 13 10 9 10 13 18

(na tatkama sa celobrojnim koordinatama u [—3, 3] x [—3, 3]). Grafiku pre-
pusStamo ¢itaocu.

Kao $to smo funkciju f(z) = z?, umesto sa pomakom 1, mogli tabeli-
rati sa proizvoljno finim pomakom, sliéno va#i i za funkciju flz,y) = 2?2 +9°,
koja se moze tabelirati proizvoljno fino. Drugim reéima f(z,y) mozemo
proizvoljno fino aproksimirati matricom.

Matrice (kao aproksimacije realnih funkcija) predstavljaju pogodan
model za digitalizovane slike, §to koristimo u poglavlju posveéenom analizi
mikroskopskih slika.






2. Nizovi

Nizovi su funkcije &iji je domen skup N, odnosno N \ {0}, a kodomen
neprazan skup A. Ako je A C R, niz je realan. Niz {(z, f(z))|z € N}
mozemo predstaviti opstim élanom (n, f(n)). Argument niza (prirodan
broj) naziva se jo§ indeksom. Umesto f(n) Cesto se piSe f,. Tako na primer
niz f = {(1,1),(2,0),(3,1),(4,0), ...} moZemo predstaviti opstim clanom

1, ako )e n neparan,
o =f={ o oo
, inace.

Skup svih nizova, ¢ije su vrednosti u skupu A, oznacavamo sa AN,
Ovde se uglavnom bavimo realnim nizovima.

Primer 1. Neka je X C N (konatan ili beskonacan). DefiniSimo niz
fx ={(n,1)|n € X} U{(n,0)[n € N\X}, 4.

1, akon € X,

fx(n) = { 0, akon € N\X.

Za A = {3,4,5} imaéemo niz f4 za koji va.ii: |
fa(3) = fa@) = fa(B) =1, fa(m)=0 akoje n<3 ili n>5,

odnosno f4 = (0,0,0,1,1,1,0,...). Skupu B = {1,2,7} odgovara niz
fg = (0,1,1,0,0,0,0,1,0,...). Skupu parnih brojeva 2N odgovara niz
fon = (1,0,1,0,...), skupu neparnih 2N — 1 odgovara niz (0,1,0,1,...).
Na ovaj naéin pridruzuje se svakom podskupu X skupa prirodnih brojeva N
niz fx. Neka su X, Y dva razli¢ita podskupa N, i neka jen € X\Y UY\X
(n pripada X i ne pripada Y ili obrnuto). Sledi fx(n) # fy(n). Dakle,
ako su X,Y C N razliCiti, njima se na ovaj nafin pridruzuju razliciti ni-
zovi. Posmatrajmo sada partitivni skup skupa prirodnih brojeva P(N) i
skup svih binarnih nizova 2. Neka je f € 2V i neka je X = {n| f(n) = 1}.
Ocigledno vazi f = fx. Defini§imo funkciju h: P(N) — 2V sa h(X) = fx.
Iz prethodnog razmatranja sledi da je h, “1-1” i “na”, tj. bijekcija.



22 Aleksandar Jovanovié

Funkcija fx u prethodnom primeru naziva se karakteristi¢nom funkci-
jom skupa X. U opStem slucaju neka je X C A. Karakteristi¢na funkcija
skupa X definiSe se sa

(t)—-{l’ te X,
X8 = 0, te A\X.

Posmatrajmo niz a = {1,2,4,8,... }, ¢iji je opéti ¢lan a, = 2™. Lako
- , 1

proveravamo da je ovaj niz neograni¢en. S druge strane, neka je b, = —
n

(za n € N\{0}) i'bp = 0. Za ovaj niz lako proveravamo da je ograni¢en. U

oba slucaja koristimo sledecu prirodnu definiciju.

Definicija 1. Neka je a,, n € N realan niz. a, je ograniéen akko
postoji realan broj M takav da za sve n vazi la,| < M (u ovom slucaju svi
¢lanovi niza a, smeSteni su u interval [—M, M|). Za niz koji nije ogranicen
kazemo da je neogranicen.

Definicija 2. A je tacka nagomilavanja realnog niza a,, n € N akko
za svaki pozitivan realan broj ¢, interval (A — £, A + €) sadrzi beskonaé¢no
mnogo elementa niza a,,.

Uoéimo niz b,, iz prethodnog primera. Jasno je da je 0 tacka nagomaila-
vanja ovog niza. Neka je naime, ¢ > 0. Ako je € > 1, onda interval
(0 — &,0 + ¢) sadrzi sve ¢lanove niza b, .

1 1
Ako je e <1, za n > . bice — <eg, tj. b, € (—¢,¢).
| n

Za geometrijsku progresiju a, = 2" lako proveravamo da nema tacaka
nagomilavanja (Neka je A proizvoljan realan broj i neka je € = 5 Interval

(A— e, A+ ¢) sadrzi najviSe jedan ¢lan niza a,.), kao 1 da je a,, neogranicen.

Definicija 3. M je gornja ograda (ogranicenje) niza a,, akko za sve
n vazl a, < M. m je donja ograda niza a, akko za sve n vazl m < a,.
Ako niz ima gornju ogradu, onda postojl i najmanje gornje ograni¢enje koje
nazivamo supremum niza. Sliéno, ako je niz ogranicen s leva, onda umna 1
najveée ogranicenje s leva koje nazivamo infimum niza.



Nizovi 23

Definicija 4. Realan niz a,, n € N je monotfono rastuéi akko za sve
n € N vazi a,, < @nq1. Niz an, n € N je monotono opadajudi akko za sve
n € N a, > a,+1. Niz Je monoton ako jJe monotono rastuci ili opadajudéi.

Neka je a, niz 1,2,3,1,2,3,.... OCcigledno, ovaj niz je ograniten i s -
leva i s desna. Na primer vazl za sve n € N, a, < 41a, > 0. Zato ovaj niz
ima supremum (3) i infimum (1). Takode, a,, nije monoton.

: 1 : . :
Za niz a,, = — lako uoCavamo da Je ograni¢en i monoton. Supremum

n
ovog niza je 1, infimum je 0.

Dostignuti supremum naziva se maksimum, dostignuti infimum naziva,
se minimum.

Teorema 1. (BOLCANO-VAJERSTRAS). Svaki ograniéen niz ima bar
jednu tacku nagomilavanja.

Dokaz. Neka je niz a,, n € N ogranien sa M tj. [-M,M] D
{a1,az,...}. Prepolovimo interval [—M, M| = [-M,0] U [0, M]. Bar jedan
od ova dva intervala, na primer [0, M], sadrZi beskonatno mnogo ¢lanova
niza a,. Polovljenjem ovog intervala dobijamo dva, od kojih biramo jedan,
koji sadrzi beskonaéno mnogo ¢lanova niza a,. Ponovimo li ovaj postu-
pak, u n-tom koraku dobijamo interval polovine duzine prethodnog, koji
sadrzi beskona¢no mnogo ¢lanova niza a,. Oznafimo sa Iy polazni inter-
val [-M, M|, a sa I, ovako dobijen interval u n-tom koraku koji sadrzi
beskonaéno mnogo €lanova polaznog niza a,. Neograni¢enom primenom
prethodnog postupka dobijamo niz intervala:

IboOLD...DI,D...

— ——

opadajuée duZine. Dokazimo da:
Presek ovih intervala sadrzi ta¢no jedan realan broj. (1)

Ako bi () I, imao dva razli¢ita ¢lana a, b npr. a < b, sadrzao bi i sve
neN -
brojeve izmedu njih, tj. interval {a, b]. Dakle, za sve n, I, O [a,b]. Oznagimo

sa d(I) duZinu intervala I. U ovom sluéaju imali bismo da je

d—M,M 2M
d(I,) = [ In ] — on ?
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kao 1 da je d([a, b]) = b — a. Sled;,

2M . 2M
zasven, b—a< — tj. zasven, 2" < :
AL b—a

pa bl niz a, = 2" bio ogranicen, §to je kontradikcija. Dakle (1) vazi.

Da je [ I, # 0 vidimo iz sledefeg razmatranja. Neka je I, =
neN
(¢n,dn}), n € N. Niz ¢, je ograniten s desna, dok je niz d, ograniden s

leva. Neka je ¢ supremum niza ¢,. Posto je za sve m, n € N ¢, < d,,;, vazi
1dajezasvem € N c<dp. Sledidajece [} I,, buduéi da c € [c,, dy),

neN
n € NV.

Dokazimo da je ¢ tacka nagomilavanja niza a,. Neka je ¢ > 0 i neka je

M _ . : y
n > —. Tada mterval (c ¢, c+¢) sadrzi 1, u kome je beskonaéno mnogo

3
¢lanova polaznog niza.

Definicija 5. A je graniéna vrednost (limes) niza a,, n € N, u oznaci

A= lim a,,
n—r00

akko za svaki € > 0, postoji ng tako da za sve n > ng, |4 —a,| <e.

Drugim refima, A je grani¢na vrednost niza a,, akko u svakoj okolini
tacke A ima beskonano mnogo &lanova niza, a izvan nje najvise konaéno
mMnogo. |

Niz je konvergentan ako ima grani¢nu vrednost. U suprotnom je di-
vergentan.

Primer 2. Neka je a, = ¢", n € N gde je ¢ > 0 (geometrijska
progresija sa kolicnikom ¢). Ako je ¢ = 1, niz je konstanta, a, = 1, n € N.
Za q > 1 slicno kao i za ¢ = 2 lako se utvrduje da je niz neogranicéen
(i dwergentan) Za q < 1, niz je ograniCen, a, < 1, n € N, i ima bar
jednu tacku nagomilavanja. Lako se proverava da je 0 tacka nagomilavanja

1 infimum ovog niza. Neka je £ > 0, tada

Ine .

n=q <& & nlng<lne & n>-—, {j
ing’

Ine |

zZa n>—, a, € (0—-¢,0+¢)=(—¢¢),

Ing’
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5to znacl da su svi €lanovi niza za koje vaZi uslov unutar ¢ okoline 0, a van.
e okoline ih je najviSe konaéno mnogo.

Primer 3. Neka je

ﬂ.n=;p'-, n € N,

gdejep € R. Zap=10,a, =1, n € N. Zap <0, a, = n'? i niz a, je
neogranicen 1 divergentan. Za p > 01 € > 0 imamo

la.| = a -1 <e & n L
a —— S —

—1
Sto znaci da za svaki € > 0, ¢im jen > €7 , a, € (—¢,¢), pa je

. 1
lim — = 0.
n—oo NP

Teorema 2. Monoton i ograniden niz ima limes.

Dokaz. Neka je npr. niz a, monotono rastuéi i ograniten. Po
Teoremi 1, niz a,, ima tacku nagomilavanja A. Neka je ¢ > 0. U okolini
(A — &, A + ¢€) ima beskonaéno mnogo élanova niza a,,. Neka je ng takav
da a,, pripada ovoj okolini. Za sve n > ng, a, € (A — €, 4 + €) jer bi
u suprotnom, zbog monotonosti u ovoj okolini bilo samo konaéno mnogo
¢lanova niza.

Teorema 3. Neka je a, monotono rastuéi niz i neka je b, monotono
opadajuci niz. Neka je za sve n, d, < an, < ¢,. Ako niz ¢, konvergira, onda
2 iz a, konvengira 1 vazi

hm a, < lim ¢,.

N~ 00 n—r0o0
Iz divergencije niza d,, sledi i divergencija niza a,,. Odgovarajuéa tvrdenja
vaze 1 za niz b,.

Dokaz. QOpgrani¢imo se na nizove sa pozitivnim ¢lanovima. Neka je

¢ = lim ¢,. DokaZimo da je za sve n, a, < c¢. U suprotnom sluéaju bi
n—od '

za neki ng bilo a,, > ¢, pa bi (zbog monotonosti) bilo za sve n > ny,
an > Gy, > ¢. Neka je € = |c— a,,| i neka je n; takav da za sve n > n, vazi
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¢ € (¢ — €,c¢+ €), po konvergenciji niza ¢,. Neka je n = max(ng,n1) + 1
sledi ¢,, < ¢+ € < an,, kontradikcija. Sledi da je niz a, ogranicen, pa 1z
monotonosti sledi tvrdenje.

Zadatak 1. Izvesti dokaz bez ogranifenja na pocetku dokaza.

Primer 4. Ispitati konvergenciju niza

1 1 1
14+1,2+4 - - 44—, ....

Oznadimo gornji niz sa a,. Ocigledno je

1
T

tj. ovaj niz je neogranifen, pa zato divergentan.

Primer 5. Ispitati konvergenciju niza

Inn
Ap = —, za n > 0.
n

ZapiSimo ovaj niz kao
' 1 Inn

anzﬁ-\/ﬁ.
1

Posto je za sve n > 0, Inn < /n, imamo da je a, < T kao i da je
n

1 : : :
— < a,. Iz Primera 3. imamo da je

n

n—oo 7 n—o00 /711

Niz a, je ogranien pa ima tacku nagomilavanja. Da je 0 tacka nagomila-

vanja niza a,, dokazuje se rezonovanjem, sli¢cnim dokazu prethodne teoreme.

. 1 . . 1 . : ..
Neka je € > 0. Onda za n > —- svi ¢lanovi niza —= pripadaju € okolini 0,
E \/7_1
1 Inn

pa i svi ¢lanovi niza a, (za koje je n > —-), 8to znati da je lim —— =0.
£ n—oo T
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[, In n
. Apn = ——
Iy n
0.2 ”TT'r...
_ (oo
111
—_—t iy
0 10 20 30 40 50 60 n
Slika 1. |

Zadatak 2. Neka je a, < b, <c¢, zasven € N. Ako je

lim a, = lim ¢, = A,
=00 ~—r 00

dokazati da niz b, konvergira 1 da je lim b, = A.
n—r o0

Primer 6. Neka je a, monoton niz. DokaZimo da a,, konvergira akko
a, Je ogranicen.

(«<=) Ako je a, ogranifen i monoton, ve¢ smo dokazali da je konver-
gentan.

(=) Pretpostavimo da je a,, monotono rastuéi. Neka je a, konvergen-
tan 1 neka je A = lim,, 5, a,,. Po definiciji konvergencije imamo

(Ve > 0)(3ng)(Vn) n>ng = a, € (A —¢, A +¢).
Uzmimo neki takav € i ng i neka je My = max{ag,a1,... ,85,}- O¢igledno
(Vn) a, < A+ o + My,

pa je niz a, ogranic¢en. Sliéan dokaz izvodimo ako je a, opadajuéi niz.
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2.1 Operacije na nizovima

Neka su a,, b, nizovi. DefiniSemo zbir, razliku, proizvod 1 koliénik
a

nizovaa+b,a—b,a-b1 T redom:
c=a+b < (Vn) ¢, =a, + by,
c=a—-b & (Vn) ¢, =a, — by,
c=a-b & (Vn)c, =ay,- by,
c=-§- < (Vn) cn-:%’l/\bn#O

Ocigledno je iz definicije da za svaka dva niza postoje njihovi zbir, razlika
i proizvod, dok koli¢nik postoji samo u slucaju kada su svi clanovi niza

imenioca razliciti od 0.

Moze se dokazati da ako nizovi a i b konvergiraju, onda konvergiraju
i njihov zbir, razlika i proizvod, dok koli¢nik ovih nizova konvergira akko
lm, oo b, # 0. Tada vazi:

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,,

n—ro0 n— 00 In— 00
lim (@, — b,) = lim a, — lim b,,
n—o0 n—oo n—00

lim a,b, = lim a, - lim b,,

. Qn limy, o0 Gn :
im — = — ., kada lim b, # 0.
n—oo by, lim,, o by, n-—00

Dokazimo za primer prvu od ovih formula. Neka je A = limy, —y oo Gy, 1
neka je B = lim,, ;o b,,. Po definiciji

(V' >0)(Fng) n>ng = a, € (A—¢e',A+¢") i
(Ve' > 0)(Ing) n>ny = b, € (B—¢',B+¢€).
Neka je € > 0. Uzmimo g = ;— Onda postoje ng 1 nj tako da
n>nyg > a, € (A—€,A+¢") i
n>ng = b, €(B—-¢,B+¢).
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Za n > max(ng,ng) bide

an+ b, €(A—"+B—-¢'\A+e +B+¢&')=(A+B—~¢, A+ B +e¢).

Zadatak 3. Dokazati preostale formule.

Teorema 4. Neka je a, kovergenian i neka je le a, = a. Tada
T o0

vaZi ap, = a + ¢, gde je ¢, nula niz ( lim ¢, = 0).
n— oo

Dokaz. Predstavimo niz anlz a + (a, — a). Neka je ¢, = a, — a.
Imamo:

lm a, = llm ¢+ bm ¢, = a,
7 —> TL —3 OO 71— 00

pa je im, _, o ¢, = 0.

Slededu vaznu teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 5. (KOSIJEV PRINCIP KONVERGENCIJE). Niz a, konvergira
akko |
(Ve > 0)(3ng)(Vn)(Vp > 0) n > ng = |apnyp — an| < €.

Do sada je prema obicajima koriSéena oznaka oo za beskonacéno.
Sledeca teorema je dosta korisna za razumevanje nekih okolnosti vezanih

Zda OQ.

2.2 Problem kontinuuma

Teorema 6. (KANTOROV DIJAGONALNI POSTUPAK). Za svaki skup
X, 1X] < |P(X)).

Dokaz. Neka je f: X — P(X). Uofimo da je f(z) € P(X), zato
flz) CX. Skup Y ={z € X |z & f(x)} ne pripada kodomenu f pa zato f
nije “na”. (Akojey € X takavda f(y) =Y, bilobiyeY <y & f(y)=Y.)

Teorema 7. |N| < |R| (Kantorov dijagonalni postupak, mala teorema
- prirodnih brojeva tma manje nego realnih.)

Dokaz. |N| < |(0,1)] = |R|. Pretpostavimo da je |N| = |(0,1)]. Sledi
da se elementi intervala (0,1) mogu poredati u niz: ry,79,73,.... Neka
je m, = 0.ddid; ... (na primer binarni zapis, di € {0,1}) za k € N.
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Definisimo niz dy, k € N sa dy € {0,1}\{d*} i r = 0.dydods.... Sledi
(Vr)(r # ) A7 € (0,1), kontradikcija. Dakle, [N| # |(0,1)]. Da je

) N u (0,1).

| V| < [(0,1){, uo€imo neku injekciju (npr. A(n) =

n+ 1
Zadatak 4. Dokazati da je |P(N)| = |R| (koristeéi Primer 1).

Posledica 1. Vazi sledeéi niz relacija:
IN| < 2= |2¥) = |P(N),

<|PO(N)| = |P(P(N))| = 2]
< |PO(N)| = [P(P(P(N))] < ...

gde je

PI(X)=P(X), PP)(X)=PPM (), n>1.

~ Sledi da beskonaénih skupova razlicite moéi (brojnosti) ima besko-

natno mnogo. Neka je T = | P(”)(N). Imamo da je za svakin € N,
nenN

[P(:”)(N )| < T. Iteriramo li ova dva postupka, dobijamo vrlo dugacku
beskonaénu hijerarhiju beskonagnih skupova:

IN| <|P(N)| <...<|P™(N)| <... <|T| < |P(T)]

<...<[PY(T)<...<|| ) P™D)<...
neN

Primer 7. Za niz n € N, vazi

P(n)| = [2*| = | {f ] je funkcija, dom (f) = n, [codom (f)| = 2} |

=3 (7)

k=0

PROBLEM KONTINUUMA. Posle Teoreme 7, |N| < |R| preostaju dve
mogucénosti:

Ne postoji skup kardinalnosti izmedu |N| i |R].
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2. (3X) |N.| < | X1 < |R].

Postoji skup kardinalnosti izmedu kardinalnosti skupa prirodnih bro-
jeva 1 kardinalnosti realnih brojeva.

Prvu moguénost nazivamo Kantorovom hipotezom kontinuuma, za koju
je vezan razvo] teorije skupova i matematicke logike u dvadesetom veku.
Utvrdeno je da se hipoteza kontinuuma, CH ne moze ni dokazati niti odbaci-
ti, zbog Cega se kontinuum hipoteza ilimjena negacija moze uzeti za dodatnu

aksiomu teorije skupova (i cele matematike), éime se razreSava niz vaznih
problema matematike.






3. Redovi

Definicija 1. Neka je an, n € N proizvoljan niz. Uoéimo pridruzeni

o0
niz S, = (ag + a1 + ...+ a,). Beskonacana zbir Y. a, i naziva se redom
n=0

OO
Ciji Je opsti Clan a,. Niz S, je niz parcijalnih suma reda Y. a,,.
n=0

g @
Definicija 2. Red ) a, je konvergentan akko konvergira niz njego-
n={_

vih parcijalnih suma. Za red koji ne kovergira kaZemo jos i da divergira.

00
Primer 1. Neka je a,, = (—1)". Red Y (—1)" divergira. Naime, niz
n=0
parcijalnih suma ovog reda

e 1, zane€2N,
&=§34ﬁ:{ "
PR L0, zane€2N —1,

ima dve tatke nagomilavanja, pa zato divergira iako je ogranicen.

&0

Primer 2. Ispitajmo konvergenciju reda 3. ¢" za ¢ > 0. Za g = 1,
n=>0
on = n i red divergira. Za g # 1, &lanovi reda &ine geometrijsku progresiju

za koju vazi da je |
_1-q

1—q
Ako je ¢ > 1, limy, o Sp, = +00 i red divergira. Za ¢q < 1,

Sn

, o 1 _ qr 1
Iim S, = lim lim = ~ ,
n—3oo ﬂ-}ool-——q n-—-a»oo]_-——.q l_q
. e .1
pa polazni red konvergira (i zbir mu je 1 ).
—q
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Primer 3. Redu Z n, pr1druz1mo red Z G |. Ako drugi red kon-

p=1 n=1

vergira, onda konvergira i prvi. U tom sluc¢aju kazemo da red Z ar, apSo-
n=1

lutno konvergira. Za niz S, = a1 + ...+ a, sledi da je

I‘Sn-i—p S I |an+1 + . +an+p| < [an—I-ll S 1an+p| — | n+p Srl

gde je S;, = |ai|+ ...+ |an| parcijalna suma reda E [ani Ako red Z la,]

n=1

konvergira, po KoSijevom kriterijumu za nizove konvergira i red Z a,. Obr-
n=]

nuta implikacija ne vazi.
Teorema 1. Neophodan uslov za konvergenciju reda ¥ a,, je
n=1
lim a, = 0.

n— OO

o0
Dokaz. Neka je }_ a, konvergentan. Po Kogijevom kriterijumu za
n=1
n1zove 1marmo

(Ve > 0)(Fno)}(Vp) n > ng = |Snap — Sul < ¢,

odakle za p = 1 dobijamo (Ve > 0)(3ng) n > ng = lan1] < €.
-~ Ovaj uslov nije dovoljan.

1
Primer 4. Red E — naziva se harmonijski. Za njegovu 2*-tu deli-
=1
miénu sumu imamo
1 1 1
Sor =14+ - 4+ = —
ok +2+3+ +2k
-1—|—1+ 1+1 + 1~|—1~I-1—I— =
- 2 3 4 5 6 7 8
+- 1-I- + L + -+ ! | -+ !
9 16 a 2k—1_4 1 2k
1 1 - 1
>14+ 42— 422, _ 4 42k 2
—l—2+ 22—I— 23+ + ok
-—l-f—l 1+ +1-1+k
= sttt g= 5
S
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Dakle, podniz S,«, kK € N je monoton i neogra,nlcen 1 zato dwergenta.n pa
je 1 polazni red divergentan.

Zadatak 1. (MAJORANTA I MINORANTA.) Neka su a,, n € N i
bn, n € N nizovl sa nenegativnim ¢lanovima takvi da (VYn) a, < b,. Vazi
sledede:

1. Ako red Z b, konvergira, onda konvergira i red E Q-
=1

2. Ako red E a, divergira, onda divergira, i red Z bn.

n=1

(pomo¢: posmatrati nizove parcijalnih suma, ispitati njihovu monotonost i
jo§ jedno svojstvo).

Sledeée dve teoreme su vrlo korisne v ispitivanju konvergencije redova.

Teorema 2. (KOSWEV KRITERIJUM.) Red 3 a, sa nenegativnim
n=1
clanovima konvergira ako postoji g € [0,1) i postoji ng tako da za sven > ng

UGZ?,
Van < q.

Red divergira ako postoje g > 1 i ny tako da za sve n > ng vazi

Von 2 q.

Dokaz. Neka je q € [0,1) i neka je ng takav da za sve n > ng vazi
Yan, < q. Odavde sledi da za n > ng a, < ¢, pa zato

o= Yot an DI IWE zan

n=1 n=rig+1 n=ng-+1 n—=1

ﬂ.g*l-l

dakle, red Z an konvergira (prema Zadatku 1. i Primeru 2).

']'],__

Ako postoje g > 11 ng takav, da za svaki n' > ng vazi {/a, > q> 1,

dokaz divergencije reda E an izvodimo sasvim sliéno koristedi dwergentnu
n=1

minorantu.
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o0
Teorema 3. (DALAMBEROV KRITERLJUM.) Red Y a, sa nenega-

n=J]
tiwnim Clanovima konvergira ako postoji q € |0, 1) 1 postoji ng tako da za sve

n > Mg .
n1

Uy

< q.
Red divergira ako postoje g > 1 i np takvi da za sve n > ng

> qg.
an,

| a
Dokaz. Neka su q¢ € [0,1) i ng takvi da za sve n > ng, ntl o < q.

a
Indukcijom po k& dokazujemo da vazi formula i

(Vk) g1k < @no+1¢"

Z:a k = 1 ocigledno.

‘Korak indukcije. Pretpostavimo da je formula ta¢na za & = n. Imamo

n
ang+1+n S aﬂg-{-lq .

Dalje, Ang+1+(n+1) < Ang+14+nd < ang—i—lqnq — Gng+1q”+1 (pO polaznom
uslovu i prethodnoj nejednakosti). |

Dakle, V&Z’I (Vﬂ) Ang+1i+n < Gn0+1qn. Sledi

nng+1 ng+1

Z Zan-i—Zang Zan—l-ZanﬂHq

n= n=ng+2 n=1g+4+2

O :
Posto je ¢ € (0,1) red ) a, konvergira po Primeru 2. i Zadatku 1.
n=1
(ima konvergentnu geometrijsku majorantu).
On4-1

an
prvom slucaju dokazujemo da red ima divergentnu geometrijsku minorantu

i da zato divergira.
Primetimo da se za ¢ = 1 Teoreme 2. i 3. ne izjaSnjavaju o konver-
genciji reda.

Neka je ¢ > 1 i neka za sve n > ng vazi > q. olicno kao u
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: N .. < a”
Primer 5. Ispitati konvergenciju reda —.
n=1 Tt

Prema Dalamberovom kriterijumu imamo

Ian+1|

(n+ 1)t _ gl lal

a7 =3 < Tall +1 <1, zasve n>|laf],
!

tj. polazni red apsolutno konvergira, zato i polazni red korvergira za a € R.

. T OO0
Primer 6. Ispitajmo konvergencijureda ) na® zaa>0. Zaa >1
n=1
red divergira. Neka jJe ¢ < 1 1 neka je d = 1 — a. Koristimo Dalamberov
kriterijum: f
(n + l)a"’ﬁ'l - n+1

F— = Q.
na™’ 7
Odredimo konstantu q i ng:
n -+ 1 a
: e<1l & (n+l)a<n & a<n(l—a) & n>3~.
a
Ako za ng uzmemo [3] + 1, dobijamo:
a a (n + 1)a™t!
l=a+ —F— >a- > , Za sve n > ng,
a nam -
1—a [1__a]+'1

pa red konvergira po Dalamberovom kriterijumu.

Zadatak 2. Ispitati konvergenciju redova

OO
Z n - 0.9999999999™

n—=1

OO
Z n - 1.0000000001™ .

n=1
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Primenimo Kosuev kriterijum za konvergenciju nizova na niz parcijal-

nih suma S,, reda Z @ . Zapis$imo ovaj red na sledeéi naéin:

n=1
OO (£’ o0
k=1 k=1 k=n-+1

- OO

Clan R, nazivamo ostatkom reda. Ako red Y a, konvergira, onda konaéni
n=1

zbir §;, predstavlja aproksimaciju sume reda S. U ovom slucaju za svaki

posto]i ng tako da za sve n > ng;

|5“5n|=|Rn|<6, sledi lim R,, = 0.

n—0

Obrnuto, pretpostavimo da je lim,_,q R,, = 0, odnosno da vazi
(Ve > 0)(3np) n>ng = |R,] <e.

Prema KoSijevom kriterijumu, konvergencua niza 5, ekvivalentna je slede-
¢em uslovu.

(Ve > O)(Hng)(Vp) n>ng = ISﬂ+p — S, < &

Ocigledno, vazi (Vp) |Sn+p — Sn| < R, pa iz pretpostavke sledi uslov
konvergencije, ¢ime je dokazana

Teorema 4. Red ) a, konvergira akko lim R, = 0.

n=1 00

Sledeta teorema daje dovoljan uslov za redove kod kojih znak uza-
stopnih ¢lanova alternira.

Teorema 5. (LAJBNICOV KRITERIIUM.) Ako je a,, monotono opada-
Juéi nula niz, onda red

(X

Z (-=1)"a, konvergira.

=0
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OO0
Dokaz. U nizu parcijalnih suma S,, reda ) (—1)"a, uofimo podni-
n=0
zove So,,_1 1 S9,. Iz uslova teoreme sledi da za sve n

S2n.+1 — S2n.—1 + ((121'1 - a'2n.+1) > 5211——17

Son42 = Sop + (—@2n+1 + G2n42) < Sop.

Neparni podniz je monotono rastuc¢i dok je parni monotono opadajuéi. Iz
prve nejednakosti sledi Sg, > Son+t1, d2n > Sop~1. DokaZimo

(Vn)(‘v’m) Son > Som+1-

Slucaj n > m je ve¢ dokazan. Neka je n < m, odnosno m = n 4+ p. Niz Sy,
je monotono opadajudi, zato je Sz, > Sa(n+4p)- 1z prethodnog

S2m+l — S2(n+p)+1 < S2(n.+p) < Sop.

Dakle, niz Ss,41, n € N monotono raste i ceo je levo (<) od niza S5, koji
monotono opada, pa oba niza imaju limes. Iz Sy, — S2,41 = @2n 41 sledi

lim (Sgﬂ - 32n+1) =01

300

lim SZn = lim Szﬂ+1 = 5.

— 00 n—roo
Red konvergira i suma mu je S.
x 1
Primer 7. Red ) - divergira. Razmotrimo konvergenciju reda
n=1T -
o0 1
(__ 1)n+1 .
ngl n
Ocigledno vazi
1 1 .1
(Vn) — > i lim — =0,
n n-+1 n—»00 1

pa po Lajbnicovom kriterijjumu red konvergira.

o0 1
Pogledajmo red (—-1)““;;. Ako je p < 0, red divergira (ne
n=1

ispunjava neophodan uslov za konvergenciju). Za p > 0, (n + 1)? > n?, niz
1

e je monoton nula niz i red konvergira po Lajbnicovom kriterijjumu.



40 | Aleksandar Jovanovié

Zadatak 3. Ispitati konvergenciju sledeéih redova:

n=1 n
= Inn
2 o ) L u—
(2) n;l( " —

Zadatak 4. Dokazati da za ostatak reda R, iz formulacije Lajbni-
covog kriterijuma:

’Rnl < p+1-

o0 :L'n
Zadatak 5. Utvrditi za koje vrednosti z red ) —— konvergira.
n=1 7l



4. Realne funkcije

Za funkciju f kazemo da je realna (sa n argumenata ili » promenljivih)
ako vazi dom {f) C R™, codom (f) C R. Uobiéajeno je da se realna funkcija
zadaje formulom i da se potom odreduje domen funkcije kao maksimalan (u
smislu C) skup za koji je definiciona formula definisana. Tako na primer:

VA
Py

f@y2) =s+y+

je funkcija od tri promenljive, zbir z + y + 5 Je definisan za sve

(z,y,2) € R x R x R, pa je domen ove funkcije R® (trodimenzioni pro-
stor), dok je codom (f) = R. Funkciju f moZemo zapisati i na sledeéi nacin:

f={(@y,zzs+y+3)|z,yz2€R}.

Neka je f data formulom

1

Uocavamo da je funkcija definisana za £ € R i za y € R\{0}, pa je
dom (f) = R x (R\{0}), dok je codom (f) = R. Zato,

f={(z,y,2)|z € R A y € R\{#} /\zza:-i—i}.

Ovde se bavimo funkcijama jedne promenljive €iji je domen podskup
od K.

Primer 1. Neka je

z, zazé€|0,+00),

-z, zaz € (—00,0).

fle) =lal = {
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Oéigledno dom (f) = R, codom (f) = [0, 4+00) i

f=A(=z,z)|z €[0,4+00)} U {(z, —z) |z € (~00,0)}.

Neka je g(z) = x,(z). Imamo

1, akko z € Q,
Xo(z) =
0, akko z € R\(Q,

1
dom (g) = R, codom(g) = {0,1}. Neka je h(z) = o Definidimo sloZene

funkcije
1 1
h(f(z)) = 1 higlz)) = -
|z Xq ()
Domen prve je R\{0}, a kodomen je (0, +00). Druga funkcija je definisana
za one =, za koje je x,(x) # 0, zato je njen domen @, a kodomen {1} (i
funkcija je konstanta).

1
Primer 2. Uoéimo neki niz, na primer a, = —, za n € N\{0}. To je
n

funkcija

F={WLD, 23), 3.3 b ={(z7)s>0Az €N},

1
dom (f) = NT, codom (f) = { = |n € N*}, pa je i niz realna funkcija.
n

Primer 3. Skup

1 1 1

|
{( 4: 16): (_3: g)a (_21 ?4'): ("1: "'2")3 (01 1)& (1:2)1 (274)? (3:8) }n'

je funkcija (realna) sa domenom {—4,—3,—2,—1,0,1,2,3} od 8 elemenata
i dobro nam sluzi da vizuelizujemo funkciju f(x) = 2% sa svim bitnim oso-
binama (dom (f) = R, codom (f) = R*, f > 0, f rastuéa, f teZi nuli kada
r tezi —oo, f brzo teZi +o0o kada x neograniceno raste).

Na shéan nacin

B = {(0,0), (-';5,1), (7, 0), (37""",—-—1), (27,0) },
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dosta dobro reprezentuje funkciju ¥y = sinz. Primetimo da je u ovakvom
rezonovanju prisutna 1 opasnost pogresnog zakljuéivanja. Ako za crtanje ili
vizuelno predstavljanje funkcije upofrebimo one elemente domena, za koje
najlakSe odredujemo vrednost funkcije, moze se desiti da ne uofimo neko
znacajno svojstvo funkcije. Obrnuto, ako smo odredili ponasanje funkcije u
okolini zna¢ajnih elemenata domena, obezbedi¢emo i dobar uvid u funkeiju
na celom domenu. U eksperimentalnim disciplinama je uobicajeno da se
funkcija odreduje merenjem, na primer

(to, F(t0)), (21, F{21)), ..., (tn, F(En))-

Za ispravno zakljucivanje o ponaSanju funkcije f potrebno je da znamo
(utvrdimo) da funkcija nema bitnih promena na intervalima sadrZzanim u

(tiftz'+1)~ Na primer
B C {(z,sinz)|z € R} kaostoje B C {(z,sin(201z))|z € R},

pa ako je B dobijen merenjem, onda je neophodno da znamo da je funkcija
monotona na intervalima

kr (k+ U=

k
[ 2 7 2 ]'.l E {01' 11 27 3}1

ili da merenje obavimo sa vise detalja.

Prirodni poredak < (<) u skupu R i njegova svojstva imaju zna¢ajnu
ulogu u ispitivanju realnih funkcija. Njime je odredena klasi¢na linearnost
skupa K.

Definicija 1. Funkcija f je rasiuca na skupu A akko
,yc ANz <y = f(r)< fly).
Funkcija je strogo rastuéa na A akko
n,y€AANT<y = f(z) < f(y)

Na adekvatan nacin se definiSe opadajuéa, odnosno strogo opadajuca. Funk-
cija je monotona na A akko zadovoljava neko od prethodnih svojstava (na
skupu A). |



44 Aleksandar Jovanovié

Definicija 2. Funkcija f je parna akko
(Vz € dom (f)) f(z) = f(—=).
Funkcija f je neparna akko

(Vz € dom (f)) f(—z) = —F(x).

Definicija 3. Funkcija f je periodiéna sa periodom T > 0 (frekvenci-

jom —1-—) akko
T

(Vz € dom (f)) f(z+T) = f(=).

T je osnovna perioda funkcije f ako je T' najmanja perioda f.

Definicija 4. Funkcija f ima maksimum u a € A akko
(Vz € A) z#a = f(z) < fla),
funkcija f ima minimum na skupu A u tacki a akko
(Vz € A) z #a = f(z) > fla).
Funkcija f je ogranidena na skupu A akko

(3r > 0)(Vz € A) |f(z)| <.

Funkcija f ima singularitet u tacki a akko za svaki € > 0, f je neogranicena
na [a — €, a) ili je neograni¢ena na (a,a + €].

Primer 4. f(z) =In|l + z|.

Domen.

1+z|>0ez#—1; dom(f)=R\{-1} = (—o0,—1) U (-1, +o00).

Kodomen.
{y|(3z €dom(f))y = f(z)} =R.

Monotonost.

m,yE(—oo,—l)Am<y:> 1+z|>1+yl = In|l+z>Injl +y.
z,y € (—l,+0)Az <y = |l+z|<|l+yl = Injl+z| <In|l+y|
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f strogb opadajuda na (—oo0, —~1),

f strogo rastuca na (—1, +00).

Parnost. f(1) # &f(—1), posto —1 & dom (f) funkcija nije parna. Iz istog
razloga nije ni neparna.

~ Gralik funkcije je simetri¢an u odnosu na osu £ = —1 pa se u odnosu
na ovu osu ponasa sli¢no kao i1 parna funkcija u odnosu na osu z = Q.

Periodi¢nost. Funkcija nije periodi¢na (ovo sledi, na primer, iz stroge mo-
notonosti funkcije).

Ogranicenost. Nije ogranicena.
Ekstremne vrednosti. Nema.

Talka —1 je singularitet f: uoimo intervale [—1 ,—1), n € N,
n

Primer 5. f(z) =z — [z}, gde je [zf] =max{k|k € ZAk <=z}.
Domen. R.
Kodomen.

(V) 0 <z —[z] A z—[z] < 1,

sledi codom (f) = [0, 1).
Monotonost. f raste za z € [k, k+ 1) k € Z.
Parnost. Funkcija nije parna i nije neparna.

Periodi¢énost.

VI'eN) flz+T)=(@x+T)—[z+T] =z — [x].

Osnovna perioda T = 1.
Ogranicenost. (Vz) f(z) € [0,1).
Ekstremne vrednosti. Za xz € Z, f dostize minimum 0. Nema maksimum.

Primer 6. f(r) = In(—z*). dom(f) = codom(f) = f = 0. f
je monotono rastuca 1 monotono opadajuéa, parna i neparna, ogranitena i
neogranicena.
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Primer 7. Neka je f(z) proizvoljna funkcija &iji je domen (—a,a),
a > 0 ili R. Defini§imo g 1 h sa

ola) = LOHICD ) T fn)

Odigledno:
dom (g) = dom (h) = dom (f}),
9

(~—fL‘) — g(m)i
h(—z) = —h(z) i

f(z) = g(z) + h(z),

tj. f se moZe rastaviti na zbir parne i neparne funkcije.

4.1 Inverzna funkcija

Posmatrajmo sada, na primer, jednaéinu z? + y* = 1. Jednaéina
je formula, koja za neke vrednosti promenljivih ima vrednost T (istinita
je), za neke vrednosti L (neistinita je). Prethodna jednacina je taCna za
r =11y =0, a netatna za £ = 0 Ay = 2. Ovo jos iskazujemo na sledeci
naéin: ureden par (1,0) pripada skupu reSenja jednadine (u opstem slucaju
skupu za koji je polazna formula istinita), a ureden par (0,2) ne pripada
skupu reSenja ove jednadine (u opStem slucaju ne pripada skupu za koji je
polazna formula istinita). Ako imamo viSe jednacina ili nejednacina, koje
¢ine tzv. sistem, onda imamo posla sa formulom koja se dobija povezivanjem
pojedinaénih jednaéina, nejednacina logickim veznicima. ReSavanje sistema
od jedne ili viSe jednafina, nejednacina je postupak, kojim se odreduje skup
reSenja, tj. onih vrednosti nepoznatih-promenljivih, za koje je sistem istinit.
Skup reSenja moZe biti @} (sistem nema reSenja) ili neprazan (sistem ima
redenja — elemente skupa reSenja).

Vratimo se na polazni primer jednaéne z? + y* = 1. Oznaéimo sa C
skup reSenja ove jednaline. Ve¢ smo uocili da je C neprazan. Ovaj skup
mozemo predstaviti 1 na slededi nacin:

C={(z,y)lz€ RAyeERAZ*+y* =1}

Dakle C je skup tacaka Dekartove ravni R%. Znaci, C je binarna relacija
skupa R jer je C C R2. Da je C krug poluprecnika 1 sa centrom u tacki
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(0,0), citalac bi trebalo da mozZe da dokaZe (npr. upotrebom Pitagorine
teoreme). (' nije funkcija jer ne zadovoljava uslov jednoznaénosti funkcije
(na primer: (0,1) € C'i (0,-1) € C). Defini§imo podskupove C;, C, skupa
OF

Ci=1{(=9|{z,y) €C Ay2>0]},

Cz ={(z,9)|{z,y) € C Ay <0} =C\Ch.
Skup C) sastoji se od onih elemenata (tataka) skupa C koji se nalaze iznad

z ose u R?, skup O, se sastoji od preostalih elemenata i C = C; U Cs.
Relacije €y 1 Oz su funkcije koje bismo mogli zapisati sa:

Ci(z) = V1-—z2 za z € [—1,1] =dom(C}),
Colz) =~/1—22 za z€ (—1,1) = dom (C5).

Posmatrajmo jednatinu y — z® = 0. Skup reSenja ove jednaéine je
P={(z,z*)|]z € R}.

Skup P je funkcija (parabola sa temenom (0,0) &ija je osa, osa y).
Potrazimo likove (relacije) simetriéne funkcijama C4, Cy i P u odnosu
na pravu y = z. Dobi¢emo skupove (relacije) C{, C4 i P'. Lako prove-
ravamo da nijedna od relacija Cy, Cj, P’ nije funkcija ( ne ispunjava uslov
jednoznacnosti). Uoimo da se relacija P’ moZe rastaviti npr. P’ = P! U P}

gde su
Py={{z,y)ePly=20}, Pi={(z,y) e Ply>0}.

Dobijene relacije Py i Py su funkcije (neprekidne).

Neka su f i g funkcije za koje vaZi codom(g) C dom (f), tada se
kompozicija funkcija f i g, u oznaci f o g definise kao funkcija, za koju vazi

(fo9)(@) = Fl9(z)), = € dom (g).

f © g se jo§ naziva i slofena funkcija. Ako nije ispunjen prethodni uslov,
onda komporziciju definiemo kao funkciju na delu A domena ¢ tako da
glA] C dom (f) (moze se desiti kao u Primeru 6. da je takav skup 4
prazan). PoSto smo za realne funkcije veé uzeli sve funkcije, &iji su domen i
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kodomen podskupovi od R imamo da je kompozicija realnih funkcija realna
funkcija. Dakle, umesto

R™ = {f|f je funkcija A dom(f) =R A codom (f) C R},

ovde proucavamo elemente skupa

U &%

XeP(R)
(skup parcijalnih funkcija R u R).

Oznacimo sa id identi¢nu funkciju na skupu R:
dom (id) = R A id(z) = =,

(to je prva funkcija iz matematitke prakse: f(z) = z). Za realnu funkciju
g, zadatak trazenja inverzne funkcije jeste zadatak reSavanja funkcionalne
jednacine f o g = 1d, preciznije, reSavanje funkcionalne jednaéine

(Vz € dom (g)) (f o g)(z) =id(z).

Ovo je jednagina po nepoznatoj funkciji f. Funkciju f, za koju vaZi ovaj
uslov, nazivamo inverznom funkcijom funkcije g 1 oznacavamo je sa ¢~ !.
Dakle, g7' o g = id (na domenu g). Uobicajeno je da se kaze da je
g~ ! jedinstvena, da je inverzna funkcija funkcije ¢~! polazna funkcijal,, t].
g(z)
NaZzalost, 1 ova oznaka proizvodi dvosmislice. Razmotrimo prvo sledede

primere.

(g~1)~! = g. Upozoravamo da g~!(z) nije (osim slu¢ajno) jednaka

Primer 8. g(z) = €*. Jednacina (f o g)(z) = z, z € dom (g9) = R
postaje (Vz € R7) f(e®) = z i ima reSenje f(z) = Inz, odnosno g~ 1(z) =
f(z) = Inz. Za slozenu funkciju ¢g~! o ¢ imamo:

dom (97" o g) = dom (g) = R,
codom (¢~ ! 0 g) = codom (¢”!) = R.
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8y

Slika 1.

Obrnuto, za inverznu funkciju funkcije f(z) = Inz postavljamo jed-
naéinu (f~* o f)(z) = z, = € dom (f) = (0, +00), odnosno |

fT In(z)) =z, =z € (0,+00),

Cije je resenje f~'(z) = €%, z € codom (f) = R. Za slozenu funkciju f~1o f
vVazl: |
dom (f* o f) = dom (f) = (0, +00),
codom (f o f) = codom (f~*) = (0, +00).

Posto je
R

(0, +-00),

(97t og)(z) =z, z € dom(g)
(frof)(z) =2, € dom(f)

§
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zaklju¢ujemo da funkcije g™' o g i f~' o f nisu jednake (domeni su im
razli¢iti). PosSto je f = g lig= f~! dobijamo fog#go f.

Dakle, za g(z) = €%, jednagina (f o ¢)(z) = z, z € dom(g) = R,
ima reSenje ¢ (z) = Inz, z € codom(g) = (0,+00). Da je to reSenje
jedinstveno, proveravamo na sledeéi nafin. Neka je h takva funkcija, da
vazi (ho g)(z) = z, z € dom (g) = R. Onda vazi:

1. h je definisana za y € codom (g) = (0, +00) i

2. (Vz € dom(g)) h(g(z)) = h(e®) = =z, pa sledi da h(y) zadovoljava
definiciju Iny i definisana je na (0, +oo), pa se funkcije g~ i h poklapaju.

) y=Inz

8y

Shka 2.

Primer 9. Neka je f(z) = z%2 — 20 — 3. Potrazimo f~'. Funkcija
f je parabola sa nulama z; = —1, z2 = 3 i temenom (1,—4). Odavde,
dom (f) = R, codom (f) = [—4,+00). Za f~', dom(f~') = [—4,+o0),
codom (f~') = R i znamo da su f i f~! simetri¢ne u odnosu na id, tj.
y = z. Posto f~! vrada slike od f u njihove originale, izraz y = z? —2x — 3,
kojim je funkcija f definisana eksplicitno po z, transformiSimo u z = g(y)
reSavanjem z2 — 2z — 3 —y = 0 po z. Imamo z =1+ /1 + 3 + y, odnosno

r=1x 4+ 1y,

paje f~Hy) = 1+ 4 +y, odnosno f~!(z) = 1+ 4+ 2. Vidimo da
ovde jednom originalu (y) odgovaraju dve slike (1 4+ 4 +y i1~ /4 -1y),
$to je 1 prirodno, buduéi da polazna funkcija f slika po dva originala u

P T N T Ty T L T ey TP

ST I g

S T Y T T ¥
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jednu sliku. Sledi da f ~1 nije funkcija, pa f nema inverznu funkciju. Lako
zakljutujemo da, ako f nije monotona, onda f nema inverznu funkciju.
Problem razreSavamo na sledeéi nafin. Rastavimo domen f na delove, na

kojima je f strogo monotona (zato “1-1”): dom (f) = (—o0,1} U (1,400} i
uvedimo fl 1 fgt

dom(fy) = (~00,1},  fule) = f(z), =z €dom(fr),
dom (f2) = (1,+o0),  fale) = f(z), =z € dom(fa).

Funkcije f1 i f2 su “1-1” na svojim domenima i jos vazi f = f1U f2, odnosno

fl(.’.E), T € (-—OO, 1],

f(m) B { f2($)= T € (11+OO)-

Funkcije fi, fo imaju inverzne

f{i(z) =1~ V4+uz, dom (fl_l) = [—-4, +00) = codom (f1),
codom (fi ') = (—o0, 1] = dom (f1);

f{l(m) =14+vV4+zx, dom(f{l) = (—4, +00) = codom (f2),
~codom (f; ') = (1,400) = dom (f2).

{1 je inverzna relacija polazne relacije f,

Fl={(z,9)|(v,z) € f}, ivazi fl=ftUfs"

Zakljutujemo u opstem slutaju, ako je data funkcija f lepo rastavljiva
po domenu na strogo monotone, onda se tim strogo monotonim funkcijama
pridruzuju inverzne funkcije, koje jo§ nazivamo inverznim granama polazne
funkcije.

Razmotrimo slucaj konstante na skupu A: f: A — {c}, tj. (Vz € A)
F(z) = c. Ovdeje f~' = {(c,z)|z € A} = {(¢,z)|(z,¢) € f}. Da bismo

nasli inverzne grane, neophodno je da domen f sasvim usitnimo:

dom(f) =A= U{.’B},

zCA
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¢ime se f rastavlja na monotone parCife, svaki sa po jednim uredenim

parom:
f= U {(.’E,C)}

r€A
Ocigledno (Vz € A) {(z,¢)} je monotona funkcija i moze se obaviti pretho-
dni postupak. Ako stavimo

fz=A{(=;0)}, dom (f;) = {z}, codom (fr) = {c},
i (Ve € A) £ = {(¢,z)}. Ovde inverznih grana ima koliko i elemenata

polaznog domena. Za A = R, inverznih grana ima kontinuum mnogo.

Primer 10. Grafici osnovnih trigonometrijskih funkcija 1 njihovih
inverznih funkcija dati su na slikama 3, 4, 5, 6, 7, 8. 19.

s Yy =8Inzx

Slika 3. Slika, 4.
y.l
Y = arccos T
Vi Yy =COST [
n
2
—1 10 1

Slika 5. ~ Slika 6.
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i y=tanz Vi y = ctgr

‘;.— —iﬂ_ - -
-z 0 3 ) z
Slika, 7. Slhika 8.
It =
2
Y = arctan r
0 z
o 1 —£
2
Shika §.

Primer 11. Na slici 10 prikazana je formula y = asin(wz + @) ko-

ja uopstava funkcije sinz i cosz. Ekstremne vrednosti ove funkcije su u
T — 2 krn : :
tackama, 5 L l , gde k € 7Z . Parametar a je amplituda (“otklon
W W
od ravnoteznog polozaja’), ¢ je fazni pomak koji odreduje translaciju dui
x ose grafika funkcije y = asinwz.




H4 Aleksandar Jovanovié

y = asin(wz + @)

Slika 10.

4.2 Grani¢éna vrednost

Definicija 5. Neka je f takva da za neki ¢, (¢, +oo) C dom (f). A je
grani¢na vrednost funkcije f kada z tezi +o00, u oznaci A= le f(x), akko

(Ve > 0)(3ng)(Vz) z > ng = |A— f(z)] <e.

Ako, kada z teZi +oo, f(z) neogranieno raste, onda lirf f(z) = +oo0.
T

Vidimo da se gornja definicija poklapa sa limesom niza, gde argument
funkcije n teZi +oo preko domena niza N, dok se ovde dogada 1sto sa re-
alnom funkcijom &iji argument tezi +oo preko realnog domena.

Definicija 6. Neka je za neko ¢, (¢,a) C dom (f). A je lew limes
f(z) kada z teZi a, u oznaci A = lim f(z) akko

r—a

(Ve > 0)(36)(Vz) z € (c,a) N (a—d,a) = f(z) € (A—¢€,A+e).

lim f(z) = +oc akko

r—¥a
(VM > 0)(36)(Vz) z € (¢,a) N (a —9d,a) = f(z) > M.
Definicije desnih limesa lim+ f(z) = A, lim+ f(z) = 400, kao 1 sve
r—ra T—r
definicije lim f(z) = —oo, lim f(z) = =—oo, lim f(z) = —oo 1
. r—++00 T——00 r—a-
lim f(z) = —oo0, ostavljamo ¢itaocu.

r—at
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Definicija 7. A je graniéna vrednost funkcije f kada z tezl a u oznaci
lim f(z) = A akko

r—ra

lim f(z)= lim f(z)=A.

T—3ra~ r—at

Sliéno se definisu 1i_1+11 f(z) = +o0, li_}II}L f(z) = —o0.

Primer 12. Za f(z) = p odrediti ml_f{f}l_ f(z), ““:1_.1._}1})1+ f(z), iﬂl}r f(z) i
lim f(z). Imamo dom (f) = R\{0},

L= 40O

lir.(t)l_— f(z) = —00 jer (VM <0)(38 > 0)(Vz) z € (—4,0) = f(z) <M,
Sto sledi 1z .
(VM < 0}(Vz) z € (M—,O) & flr) < M.

liI{I)l-i— f(:}:) = 400 jer vazi (VM > 0)(36 > 0)(Vz) z € (0,0) = f(z) > M,
Sto sledi 1z v
(VM > 0)(Vz) z € (0, -—M-) < flz) > M.

Pokazimo da

1
lim f(z) = = akko (Ve>0){(35>0)(Vz) |z—-T7|<d = t 1 < €.

r—7 7 T 7

Treba naéi 6 u zavisnosti od €. Zato podimo od proizvoljnog € > 0 1 desne

strane implikacije. Za € > - stavimo § = 1, za £ € (0, =)

T
! ! < L= L 6<1 A 1<1+
T { ¢ 7 T T 7 ¢
1 —T¢ 1 1 1+ 7e
o - << — A — <K |
14 T T 7
<> ! > N T > 7
T
1 —7T¢ 1+ 7¢
- 7(1 — 7 + 7¢) . >'7(14—75—'?5)
T
1 —7¢ 14 7¢
49¢ 49¢
& 7+ ST A>T —
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49¢

Sledi da ako za 6 uzmemo , onda
1+ 7¢

< E.

1 1
—T<d = |———=
|z — 7] el

L 1
Napomenimo da smo za § mogli uzeti 24¢ ili 3¢ ako je € € (0, -7—) U definiciji
limesa (Ve > 0) (34) ¢itamo za svaki ¢ > 0 postoji 4, znaci da 0 treba iz-
raziti preko € tako da vazi ostatak formule. Implikacija Ce svakako vaziti

ako umesto & uzmemo &’ takvo da 0 < & < 4, tj. ako & okolinu suzimo.
1

lim f(z) = 0 dokazuje se na istovetan na¢in kao lim — = 0.
=400 n—oo 711

Primer 13. Uzmimo funkciju x,, 1 proizvoljan a € R. Skup racional-
nih brojeva @ je gust u [, t].

(Vr1,72 € R)(3q € Q) q € (r1,72).

Skup I = R\Q iracionalnih brojeva je takode gust u Ri I NQ = 0. Funk-
cija x, nema limes kad z tezl a. Ako uzmemo proizvoljno malu okolinu
(a — 6,a + 0) tacke a, zbog (a —8,a+8)NQ # Vi (a—da+dNIF#0,
funkcija x, (z) = 1zaz € (a—0,a+8)NQ i x4 (z) =0zaz € (a—d,a+d)NI.
Sledi da za svaki A € R isvaki § > 0, postoji z € (a — d,a + 4) tako da

1
A — x,(z)| > 5 P A nije limes x,(z) kad z tezi a. Drugim recima,

funkcija x, je bez limesa na celom domenu.

Teorema 1. Ako postoje lim f(z), lim g(z), onda
r—rQ

1. lim (f(z) + g(z)) = lim f(z) + lim g(z);
) lim (£(«) - g(2)) = lim f() — lim g(o)
3 lim (f(z) - (x)) = (Jim £(z)) - (lim g(z));
o o fl@ Mm@
: iz lim g{x sledi L = :
4 z—mg( ) :# 0 led a:h—rlg, g(.’l:) hm g(.’ﬂ)

T—ra

Dokaz. Neka je A = lim f(z) 1 B = lim g(x).

r—»a r—ra
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1. gﬂ(f(:c) +g(z)) = A+ B.

Za £ > 0 neka su &', ¢ takvida: =z € (a —8,a + 5’) povlam f(z) €

(A—--— A—i———) z € (a—3d",a+4") povlaéi g(z) E(B—-é— B—l—-—) Neka,

je & = mm(é’ 6”") onda z € (a — 4,a + §) povlaéi

A-f@I<5 i 1B-g@)| <z,

odakle i 1z sledeée nejednakosti sledi 1.
(A+B) ~ (f(a) + 9(@)| < |4 - F(2)| +|B — g()| < c.

4. B # 0, neka je na primer B > 0. Odavde sledi da postoji neka d;,

okolina tacke a 1 brojevi M > m > 0 takvi da x € (@ — d;1,a + 6;) povlaéi

1 1 1

m < g(z) < M, odnosno > 3(@) > 37 Tada,

E _f(@)| _ |49(a) ~ Bf(a)| _ |Ag(z) — AB + AB ~ Bj(a)
B g(z) [Bg(z)l  ~ Bm
< £l B~ g@)| + 14~ ()]
Neka je £ > 0 1 neka je
, _ DBm
© 7 A+ B

onda postoje 8’ i §” tako daz € (a —d,a+d) = f(z) € (A-€,A+€) i
z€(a—-0",a+68") = glx) € (B—¢,B+¢). Neka je § = min(é;, §,6"),
onda za z € (a — d,a 4+ 4) imamo |4 — f(z)] <&’ 1 |B — g(z)| < €. Odavde
sledi

14 B A, B, |Al+B,
B !B gz )’ " Bm lA—f($)1‘< "B"‘;H“E +'§;;€ ~ T Bm & = €,
odnosno A f(o)
T
— — < €
B g(z)

Za B < 0 postupa se na sliéan naéin. Odgovarajuéa teorema vazi za limese
kad z tezi +o00, odnosno —oo.
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n

T
Primer 14. Odrediti sledeée limese: lim(z? + Inz), lim — i
T—+2 r—re SIN T
. COST
lim
t—+oo0 2
(1) ~ lim(z? + Inz) = lim 22 + lim In =,

r—2 xr—2 r—2

jer limesi s desne strane postoje. Ostatak ostavljamo Citaocu, kao i da je

limz™ =e™ 1 limsinz = sine # 0,

r—+e r—re
pa
T T
(2) lim —— = ——
z—esing  sine
. : . €e—Z €+ T . €E— T
(|sine — sinz| = |2sin COS < {2sin < le—z}).
| 2 2 2
_ COS T : COS T 1
(3) :l:—l-il—ll-lm 72 =0 Jer 72 = :E_gﬂ
1 1
(Ve>0) z> c(=M) = — <e.
£2 T

Iz poslednjeg primera vidimo da vazi sledeée: ako je f(x) ograniéena, a g{x)
tezi nuli kada z tezi a (ili +oo0 ili —o0), onda f(z) - g(z) teZi nuli.

2 _ 921 — 2
Primer 15. Odrediti lim — T3 i lim ] :
T—3 r— 3 r—1 \ 2 — 1 3 —1
U oba slucaja prethodna teorema je neprimenljiva direktno.
. T2 —2z -3 . {z+ 1) (z — 3) _
(D ;E}% r—3 _;% x— 3 _;E-}n}a(m_f_l):ﬁi’
2 3 2 3
2) 1 = 1i
()mﬂ(ﬁ—l :1:3-—-1) mﬂ[(:c—l)(ﬁl) (:1:-1)(3:2+3:—|—1)]
. 2zt 4z+1) -3z +1) . 27% — 1 — 1
= lim — lim _
o1 (z— 1)z + 1) (22 +2+1) ==1(z—1(z+1)(z2+z4+1)
— im (z —1)(2z + 1) — Tim 2z + 1 1

sl (e —1){z+1)(z2+2+1) =z=1(z+1)(z2+z+1) 2
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Teorema 2. Neka je g(z) < f(x) < h(z) za z € (a — d,a). Ako je
lim g(z) = lim h(z) = A, onda je lim f(z) = A.

rT— g r—ra— T—ra=

Dokaz. Neka je € > 0. Onda postoje §', §” tako da

re(a—d,a) = glz) €(A—cA) i
z € (a—38",a) = h(z) € (A—¢,A).

Ako je § = min(d’,6"), onda z € (a~9d,a) = {g(z), f(z),h(z)} C (A—¢g, A).
Na slican nacin dokazuje se ova teorema kad z — a™, £ — +00, ¥ = —00.

Sin o

Primer 16. lim . Uoéimo ugao a u jediniénom krugu (vidi sliku

o0 &

' .. o w _TZ
11.), duzina luka i = T30 L = 130°

I, = za. Odigledno ; <y <z tj. za <sina < a, t]. acosa < sina < Q.

a, odnosno u radijanima Iy = ¢,

Shika 11.
_ sSin . :
Sledi cos a < < 1 pa po Teoremi 2. 1mamo
o | |
. . slno :
lim cosa=1< lim < lim 1,
a—0+ - a—0t O a—0+
. .. sin« . .. Ssna . .
sledi lim = 1. Da je lim = 1 ostavijamo Citaocu.

a—0t+ O a—=0—- O

Teorema 3. Neka je 1i_1;11 g{z) = A i neka je lirxif(:z:) = B. Onda je
r—a r—r
lim f(g(z)) = f(lim g(z)) = B.
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Dokaz. Po pretpostavci za svaki ¢ > 0 postoji &' tako da ¢t €
(A—4¢', A+ ") povladi |f(t) — B| < ¢; za svaki €/, pa i za &/ = §', postoji §
tako daiz z € (a—0,a+0) sledi g(z) € (A—4', A+§'). Dakle, za svaki e > 0
postoji § tako da z € (@ — §,a + J) povladi f(g(z)) € (B —¢,B +¢€). Sliéno
se dokazuju i varijante teoreme za z < a~, z — a™, T = 400, T = —00.

i ) ) . 1 .
Primer 17. Nadi sledee limese: lim a®"*, (a > 0), lim cos — i
z—0 t— 00 2
, sinzx
iim tg ( )
r—0 T
(1) Iimasinm — alimzag 8ln & —_ (.30 — 1
z—0 | ’
2 i L _ Ii 1) 0=1;
(2) Jm cos -5 = cos Jm 5 ) =cos0=1;
| , Sin T . sinzx
o () (i) -
", . ” . - ]- . em - ].
Zadatak 1. Odrediti sledede limese: lim (1 + ~)*, lim i
I —3 00 T -0 x
. In(1 + x)
lim :
r—0 T

4.3 Neprekidnost

Definicija 8. Funkcija f(z) je neprekidna u tacki a akko
lim f(z) = f(a).

Po definiciji neprekidnosti funkcija moze biti neprekidna samo u
tackama koje pripadaju njenom domenu.

Primer 18. Funkcija sgh (signum) definiSe se izrazom

-1, <0,
sgn(z) =4 0, =z=0,
1, z > 0.
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Otigledno, sgn je neprekidna za T € R\{O} U 0 funkcija ima prekid jer
lim sgn(z) = —1, sgn(0) =0, hm sgn (z) = 1.

z—0~ T —¥
Ovakav prekid naziva se prekid prve vrste.

1 B
Primer 19. f(z) = 5 . Imamo dom (f) = R\{-1,1}. Proveru

da je f neprekidna u svakoj tacki domena ostavljamo Citaocu. Za = €
{—1,1} funkcija nije definisana. Tada imamo

li = : li —00 = i ., lim =
Aim_f (z) = +o0 _33+ f(z) = —oo= lim f(z), hm f (z)
Ako je lim f(z) = 4oo, onda kazemo da je ¢ = a vertikalna asimptota i

r—a - :
da f(z) tezi +oo kada z teZi a sleva. Slicno vazi ako z teZl a s desne strane.

U ovim sluéajevima kaZemo da funkcija ima prekid druge vrste.

.1 .1 .. .
Primer 20. f(z) = sin ot g(z) = zsin —. Obe funkcije su definisane
T
- - W ] 1 [ ] . » »
za = # 0 i neprekidne su na celom domenu. Funkcija sin - osciluje izmedu

1 1
—11i1 kada z prilazi 0 i ne postoje lim sin—, lim sin—. Za drugu
z—0~ r =0t T

i i
funkciju, lim (zsin —) = lim (zsin ~) = (, pa ova ima limes i prekid.
r—0t z z—0~

8y

Slika 12.
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Ako uvedemo £ sa

- [ g9(z), z € R\{0},
h(m) B { 0, z =0,

vidimo da se funkcija g moZe produziti funkcijom h koja je neprekidna na
R. |

Koriste¢i Teoremu 2. dokazuje se neprekidnost zbira, razlike, pro-
izvoda i koli¢nika (gde je imenilac razli¢it od nule) neprekidnih funkcija.

Upotrebom Teoreme 3. dokazuje se da ako su f 1 g neprekidne 1
codom (g) € dom (f), onda je neprekidna slozena funkcija f o g.

0.2

ol z
—0.2
Slika 13.
Primer 21. Funkcija f(z) = tg z ima prekide u tackama z = ;—-’rk'ﬂ',
y 1. . 1 .
k € Z. Funkcija ¢g(z) = In|sin —| ima prekide za — = k=, k € Z, t). za
T T
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1 . : 1 o .
r = —, k € Z. Znaéi, u intervalu (0, —) ova funkcija ima prebrojivo
T

KT
mnogo prekida (druge vrste). Funkcija x,(z) nije neprekidna ni u jednoj

tacki jer nigde nema limes.
Primer 22. Funkcija f(z) = Ilnlnz, slika 14. Domen je interval

(1,+00), sa vertikalnom asimptotom u z = 1. Codom(f) = R i grafik ove
funkcije podseca na funkciju f(z) = Inz.

V4
y=Inlnz
In2f — -
of ¢2 z

olika 14.






5. Izvod

Definicija 1. Za funkciju f(z) posmatrajmo sledeéi limes u tacki a,

o fata) — fla)

r—0 T

Ako ovaj limes postoji nazivamo ga izvodom funkcije f(x) u tafki a i
cznatavamo f.(a) = f'(a). Prethodni limes se zapisuje i na sledeci nacin:
fla + Az) — fla) Af(a)

. fla+z)— fla) .
/ _ —_ _—
fla) = :ll-lﬂl T Az—0 Azx - AI:}:EG Az

Razliku Az = (a + Az) — a nazivamo prirastajem argumenta, dok razliku
Af(a) = fla+ Az) — f(a) nazivamo prirastajem funkcye f u tacki a koja
odgovara prirataju argumenta Az. Ako za funkciju f definiSemo

f'={(a, f'(a)) | a € dom (f) A f'(a) postoji},

onda je f’ funkcija, jer limes, ako postoji, onda je jedinstven i vazi
dom (f') C dom (f).
Za funkciju koja ima izvod u tacki a kaze se da je diferencijabilna u a.

Primer 1. Neka je f(z) = z2, dom (f) = R. Neka je a € dom (f),
pronadimo izvod f’(a), ako on postoji.

. Af(a) . {a+ Azx)? — a2
/ —_ =
flo)= lm = =AM, Az
2
~ fim 208282 o (204 Az) =2
Axz—0 Azx Ax—0

Vidimo da je f'(a) = 2a za svaki a € dom (f) = R, znadi f’ slika a u 2a,

f={(a,2a)la e R} ={(z,2z)|z € R}, zna.éi
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(Vz € R) f'(z) = 2z. Dakle izvod funkcije f(z) = z? je funkcija f'(z) = 2z.
Neprekidnost funkcije f(z) u tacki a mozemo zapisati 1 sa |

Az — 0 povlaéi Af(a) — 0,

da funkcija f(z) ima izvod u tacki a mozemo zapisati sa

@) i

Az — 0 laci
z poviacl Ao

Odavde zakljucujemo:
(1) ako funkcija f(z) ima izvod u tacki a, onda je ona i neprekidna u tacki
a,
(2) ako je funkcija f(x) neprekidna u tacki a, onda ne mora postojati
izvod f(z) u taéki a; izvod postoji samo ako Af(a) tezi nuli ne sporije
nego Ax.

5.1 Geometrijsko znacenje prvog izvoda

Posmatrajmo f(z) u okolini tatke a (slika 1). Uocimo secicu koja
sadrzi tacke (a, f(a)) i (a + Az, f(a + Azx)).

Yy

f(a + Azx)

8y

a a +-A:r:
Shika 1.
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Vidimo da je tangens ugla koji ova seCica zaklapa sa z osom

Afle) _ Ay
Az Az
Ay , . . .
Ako Ax — 0, onda o f'(a), a to je tangens ugla izmedu tangente krive

f(z) u tacki a 1 T ose, odnosno, f'(a) je koeficijent pravca tangente u tacki a
na krivu f(z). Prethodno omoguéava upotrebu prvog izvoda za odredivanje
lokalnih ekstremuma (minimuma i maksimuma) funkcije. Neka na primer
funkcija f(z) ima maksimum u tacki a, minimum u tacki c i prevoj (prelaz
kounkavnosti u konveksnost i obrnuto) u tacki b.

¥4

Slika 2.

Uotavamo da je f'(a) = f'(c) = 0. Znati f(a) je lokalni ekstremum ako je
f'(a) = 0. Uoéimo takode da je levo od maksimuma f'(z) > 0 i da je desno
od maksimuma f'(z) < 0. Sli¢no, za minimum vaZzi da je levo od minimuma
f'(z) < 0, desno od minimuma f’(z) > 0. Ovo bismo mogli saZeti:

- ako je f'(a) =01 f'(z) opada u okolini tacke a, onda je f(a) lokalni
maksimum funkcije f(z);
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- ako je f'(c) = 0 i f'(z) raste u okolini tacke ¢ onda jé f(c) lokalni
minimum funkcije f(z).

Lokalni mmimum mozZemo naéi koristeéi drugi izvod f”(z). Naime,
ako je f'(c) = 01 f"(c) > 0, onda f(z) ima minimum u tacki ¢; ako je
f'(a) =01 f"(a) <0, onda f(z) ima maksimum (a, f(a)).

Za prevojnu tacku uoCimo da vazi: f(b) je prevojna tacka funkcije
f{z) ako f'(z) ima lokalni ekstremum u b, tj. ako (f'(z)) = f”(z) ima
nulu u b, f(b) = 0. Prethodno razmatranje pretpostavlja postojanje f'(z),
odnosno f”(z), u okolini lokalnog ekstremuma, odnosno prevojne tacke.

Ako je na primer funkcija f(z) definisana:

1, zaz =1,

fz) = { 0, zaze R\{1),

vidimo da je max{ f(x) |z € dom (f) } = 1. Posto f(z) ima prekid za z = 1,
znaci da ne postoji f'(1), tj. 1 € dom (f').

Proizvod f'(z)Az naziva se diferencijal i obelezava se sa dy ili df(z).
Tako imamo dz = Az, df(z) = f'(z)d=.

Po definiciji izvodas:

flz + Az) — f(z)

A fi(z)| <,

(Ve > 0)(36 > 0) [Az| < =

Sto povlaéi da je

= f'(z) + g(Axz),

flz + Az) — f(x)
- Ax

pri éemu g(Az) — 0, kada Az — 0. Odavde sledi

Af(z) = (f'(z) + g(Az))Ax.
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Primer 2. Pronaéi izvod funkcije f(z) = z™, n € N\{0}, dom (f) =

R.
C Af(z) . (z+Az) —gn
Alililo Az B Al::rﬂo Az
Z (:):ﬂn—k(AZ‘)k P

— lim %=
Ar—0 Azx

(e Ar et () HAD) o+ () (Ac”
Ar—0 Az

Odavde s!edi

- Primer 3. Pronadi izvod funkcije f(x) = ¢, konstanta za = € R.

. Af(zy . flze+Ax)-f(z) .. c—c
Al:::rgo Ax Az—0 Ax ﬂ}::IEO Az 0 z€eR.

Odavde sledi
(¢)) =0, z€R.

Primer 4. Pronaéi izvod funkcije f(z) = €%, z € R.

. Af(x) . eTtAT oo
lim = lim
Arz—0 Az Azx—0 Az
' e¥ (eAx _ 1) N - BA:I: —1
= lim =e¥- lim -
Axr—0 Azx Axr—0 Ax

=e*, z€R.
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Odavde sledi
(e®) =€, z€R.

Primer 5. Pronaéi izvod funkcije f(z) = Inz, = € (0, +00).

lnx + Az
. Af(z) .. In{z + Az) —Inz . T
a.lfﬁo Az "alfﬁo Ax _Ali:lilo Az
A A
In(1 A sc) In(1 ::)
L - :I: e .
=0 Az ase _ As
T
A A
1 In(1 4 :I:) 1 In(1 4 51’3)
= hm | — L — —. hm L
Az—0 1| & é_{ T Ax—0 é{
T T
B 1
= -

Odavde sled:

1
—, x € (0,400).
T

(Inz) =

Primer 6. Pronadi izvod funkcije f(z) = sinz, r € R.

. Af(z) . sin(z + Azx) —sinx
lim = him
Ar—0 Az Az—0 Azx
T+ Az —zx z+ Az +zx
2 sin COS —
— lim 2 2
- Azr—0 Ax
Az Az
sin — cos(z 4 5 )
B Alfﬂs éﬁ
2
- Ax
s — Afﬂ
Az—0 Az (Alirﬂﬂ o (a: 2 ))
; |
= 1-cosz

=cosz, TER
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Odavde sledi

(sinz)' =cosz, z€R.

Primer 7. Pronaéi izvod funkcije f(z) = |z|, £ € R.
T+ Ar—2z

. Af(ﬂ:) ﬁ!xlir—n-}[l Az ’ z >0,
lim =
Az—0 Az . —(z+Azr)+=z
lim ., T <D,
Az—0 Azx
B { 1, x>0,
1l -1, z<0,
Posto iz navedenog vazi:
Af(0 Af(O
lim /(0) = —1, hm f(0) =1,
Az—0~ Az Az—0+ Az

sledi da f’ ne postoji u nuli. Iz svega reCenog sled:

, {1, z€(0,+00), .
af ={ 7 20T dom(lal) = R\(0}

Primer 8. ‘Pronaéi izvod funkcije f(z) = cosz, = € R.

. Af(x) . cos(z + Azx) —cosz
lim = lim
A:I:-—}U Az Azx—0 AJJ
_ coSZ cos Az — sinzxsin Ax — cosz
= lim
Azr—0 ‘ Az
by SO8 z(cos Az — 1) —sinzsin Az
= lim
ADx—0 AZL'
PWAY . .
cos z(—2 sin? > ) — sinzsin Az
= lim —
Ax—0 | Az
| . Az’ |
i S1n 9 : . Az
=cosz | lim - Iim —sm —
Az—0 Az Az —0 2
2
, , sinz
—{sinz- lim
Az—0 Az

cosz-1-0—sinz-1

I

|

—sinz, z € R.
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Odavde sledi
(cosz)’ = —sinz, z € R.

Teorema 1. Ako postoje f'(x) z'g( ), onda postoje (f(z) + g{x))’,

(@)~ 9@, (f(@) - g@)) § (L) i va

L (f(=) + 9(@)) = /'(z) +9'(a)
(fl=) - (@) = ['(x) (@)
(f@)a(@))’ = f'(@)g(a) + f(z)g/(z)

@)\ _ F@ee) — f@de

* (g(w) ) g%(z) , ako je g(z) 0.
Doka-.

(f(z + Az) + g(x + Ax)) — (f(z) + g(z))

1. (f(z) +g(z)) = lim

Az —0 Az
— lim (f(:erA:v)—f(fﬂ) | g($+A$)-—g($))
Az—s0 Ax | Azx
Af(x) Ag(z)
T A A A AL
= f'(z) + ¢'(z).

2. Sliéno kao 1.

3.(f(z)g(z))’ = lim

Axr—0 Aﬂ.’:

flz + Az)g(z + Az) — f(z)g(x)

— bm (f(:II + Az)g(z + Az) — f(z + Ax)g(=)
Az—0 Az |
fle+ Az)g(z) — f ($)g(ﬂr))
o (f(a'r + Az)(g(z + Az) — g(x)) + (F(= + Az) — f(m))g(ﬂ:))
Azxz—0 Azx
a9 2800
Ag(z) ) . Af(z)
(Alilﬁo fla+ A U)) | (a}f—ﬂa»ﬁ g:c )) +9(2) alilﬂo Az

= f(z)g'(x) + g(z) f' ()
= f’(w)g(ﬂ:) + f(z)g' ().
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f(z) flz+Az) f(z)
4 (f(:l:) )’ = lim A( ) — lim g(z + Az)  g(z)
' g(z) Az—0 Az Az—0 At
f(z + Az)g(z) — f(z)g(z + Ax)

T Az
N Alfilo glz + Az)g(z)

f(z + Az)g(z) — f(z)g(z) + f(z)g(z) — f(z)g(z + Ax)
- im _ A:II
o .43.1:::—+0 9(27 -+ A:s)g(ib')

Af(z) Ag(z)
_ . Ag 9(z) = fl&)— -
Az—D g(z + Azx)g(z)

(1 22) -1 (3, )

Az Az—0 Az
- dim (g(z + Az)g(z))
_ f'(@)g(z) — f(z)g'(x)
92 () '

Primer 9. Odredimo izvod funkcija. tgz 1ctgz.

(tgx)" =

cos?

‘ sinz ~ (sinz)’ cos £ — sinz(cos z)’
COS T

cosrcosz —sinz(~sinz) 1
cos?zt cos2
cosT\' cosz) sinz — cos z(sinz)’
(Ctgﬂf)’ —_ ( - ) — ( ) —; ( )
| sin x sin®

—SInZSINE — COST COS T 1

sin® sin? z

I

I

Teorema 2. Ako postoji g'(z) ¢ ako postoji izvod funkcije f u tacki
y = g(x), onde postoji izvod sloZene funkcije f(g(x)) i vazi

(fg(x))) = f(g(=)) - ¢’ (z)-
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" Dokaz. Vasi
Af(g(z)) = fly+ Dy) — f(v) = (f(y) + v(Ay))Ay,

gde v(Ay) — 0, kada Ay — 0. Iz uslova teoreme Az — 0 povla&i Ay — 0.
Sledi o

Afg(z) _ . D) By _ ((f’(y)+7(Ay))Ay | Ay)

lim

Azr—0 Az Az-0 Ay Ax  Az—0 : Ay | Z—ﬂ;
— : I . Ay(m) _ ! !
= (Jim (F') +7(Ap))) - Jim =1 = F'@) @)

= f'(9(x)) - ¢'(z).

Primer 10. Naéi izvode funkcija sh(sinz) i cos(In(z® — 2z — 3)).

1 1
Definicije funkcije sht = 2—(et —et), cht = 2—(6t + e~ *) (hiperbolicki sinus

- e !
eSINT __ o—sing |
2

(¥ *(sinz) — e~ SR gsinz)’)

i kosinus).

(sh(sinz))’ =

f

— SN

(e COS T + € cos T)

-

OS> . ol
— 2 (651nm+8 5111:.:)

= cos z ch (sin z).

(cos(ln(z? — 2z — 3)))"1= —sin(ln(z? — 2z — 3)) - (In(z® — 2z — 3))’

o 1
—_ o 2 _ . sy o\
= —sin(Iln{z* — 2z — 3) g R y— (z — 2z — 3)
20 — 2
— 2 _ — :
= —sin(ln{z* — 2z — 3)) R y—

-2z + 2
= _2:2;_ 3 sin(In(z? — 2z — 3))-
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Primer 11. Nadi izvode funkeija th (v/z2 +3) i cth tg :r', koje se defi-

niSu izrazima thz = zl}ii , ctho = tli o (hiperboliéni tangens i kotangens).
/
' shvz2 4+ 3
th(v/z2+3)} =
(th (Vo7 +3)) (Ch e 3)
_ (shvzZ+3) - (ch 22+ 3) — (shv/Z? + 3) - (ch Va2 + 3)’
(ch vz2 + 3)2
chvVZZ +3) - ——— - ch /22 + 3
( ) Va2 +3 v

|

(ch V2 + 3)2

shvzZ +3- (shvVzZ +3) - ——
. ( ) ‘\/5172 + 3
(chvz2 + 3)2
—— ;a: :
vz + 3(ch va? £ 3)2
o . , 1 . .
Posto je (cthz) = 7 lako izvodimo
| 1 1
th tgz) = : ' = :
(cth tg ) sh?tgz (tg2) cos?x sh?2tgzx

Primer 12 Neka je a € R\{0,1}. Odredimo .(a:“)’ . Posto je ¢ =
= e*"% tada |

o

eln'.‘t:

(ma)! — (ea'ln:_r)’ — ea-ln:r: ) (CEIIL:B)',

144

1 _
=T -a-w-zax"‘ 1.
T

Primer 13. Naéi izvod funkcije a*. Posto je a® = e*%% tada

(a®) = (e"%)' = ¢®Ina.



76 | Aleksandar Jovanovié

5.2 Izvod inverzne funkcije

Ako funkcija f slika skup A u skup B (i ako je “1-1”7 na skupu A),
onda inverzna funkcija f~1 vrada slike funkcije f u njihove originale, pa je
zato njihova kompozicija identi¢na funkcija na skupu A. Neka je

y = f(x) = sinz.

Inverzna funkcija funkcije y = sinz definiSe se na intervalima, na kojima
je funkcija y = sinz “1-1”, dom (sin) = R, codom (sin) = {—1,1]. Zato
dom (sin) rastavljamo na disjunktne podskupove, na kojima je funkcija sin

monotona:
T

- dom (sin) = | k'zr,£+k7r ,
U [5oing o)

kopije interval |
~-XOPpl1)e 1nLervala .

Ovako je funkcija sin rastavljena na uniju monotonih funkcija:

sin = { (¢,sine) |z € R} = | {(z,sin2) |z € [~ +bm, =+ kr) },
keZ

od kojih svaka ima inverznu funkciju - granu inverzne relacije funkcije sin.
Uoc¢imo jednu od ovih restrikcija funkcije sin, na primer

fo={(z,sinz) |z € [ 721': g) }.

72r ’;r )a codom (fo) = [-1,1), fo:xz — sinz.

Za inverznu funkciju funkcije fo, funkcyju fy ! imamo:

Imamoi;\ dom ( fo) = [

T
2° 2

dom (f;') = [-1,1), codom(fd"l_) = [ ) . folisinz — z.

Funkcija fg ! inverzna funkcija funkcije sin (na intervalima [ 72r ,; ))

naziva se arcus sinus, u oznaci arcsin. Zato vaZzi

y = arcsinz & z =siny, € [—-1,1).



Izvod 7

Za priraStaje onda vaZi:

Afo(z) = folz + Az) ~ fo(z) = Ay,
AfyHy) = fa (y + Ay) — fi7H(y) = Az

Za koli¢nik

Ar 1
Ay Ay
Az
y . : . ) . ; 1 , 1
Posto Az i Ay istovremeno teze nuli, dobjjamo z, = -??-—-, odnosno y,, = "
z y
U ovom slucaju
1 1 1 1
(arcsinz)’ = = z € (—1,1).

(siny)’ cosy v/1 — sin® yT V1— 22’

Za svaku drugu inverznu granu vaZicCe sli¢no.

Pogledajmo sada funkciju y = arccos z. Sliéno kao 1za f(x) = sinzx, ne
postoji inverzna funkcija funkcije y = cos z, nego inverzne grane za intervale
na kojima je cos z monotona. Uzmimo jedan takav interval, na primer |0, 7).
Za = € [~1,1) ocigledno vazi y = arccos £ < & = cos y, pa tada

(arccos z),, = Lo _1
(cos y)! sin y

1 i |
= z € (—1,1).

V1 —cos?y V1— 22

Funkeiju ¢y = arctg z posmatrajmo kao inverznu funkciju funkcije y = tg«,

—
h—

.'L‘E( g,g);0nday=arctg:v<=>a:=tgyza:n€R,

1 1 , 1 1

/ — — —_ —
(arctg z)” = T VT Tty 1+22

— Tz € R.
(tgy)’

cos? y
Za y = log, z po definiciji logaritma x = a¥,

1 1 1
1 ’ — h——

a¥lna zlna



78 Aleksandar Jovanovié

5.3 Tablica izvoda

Sumirajmo prethodna razmatranja u slede¢u tablicu izvoda:

1. ¢ =0, (konstanta)
2. (z%) = az*"!, a#0
3. (a®) = a®Ilna
4, () =€
1
5. (log, z)' =
zlna
1
0. Ing) = —
(nz =
7. (sinz)’ =cosz
8. (cosz) = —sinz
1
9. t =
(tg <) cos? x
1
10. (ctgz) = ——
sin” z
. 1
11. | arcsinz)’ =
(aresina)l =
1
12. arccos )’ =
( ) Vi
1
! r—
13. (arctg )’ = T .2
1
14. tgz) =
(arcctg x) T 22
f(z)

, gde f(z) i g(x) teze nuli kada z tezi a ili o0

Z:a odredivanje limesa *
g9(z)

/
Cesto je korisno sledeée Lopitalovo pravilo: ako je lim f! ((:1:)) jednak A ili oo,
r——a g X

tada

f(z)

. _ o =)
5% g() 25 /()

F

(sli€no kad z tezi +oo ili —00).
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Primer 14. Izrac¢unati sledece hmese;:

1
(1) lim BT — fim co8’z .
z—0 T z—0 1
1
1 bl
(2) lim — = lim Z =0,
T—+00 I r—+oo |
. T
. ™ : 9 . 1
sin?
2 -4 2z
4 13 = I = :
(4) m—lgl*i' (z — 2)2 :c-—lgl+ 2(x — 2) +00;
T __ 1 41
(5) lim — = lim —— = = Ina;
z—0 e — 1 z—0 e*
1
. log,z .. zlng _ 1 .
(6) :il—rrlill r—~1 }:Eﬁ 1 Ina’
1
: _g.oarctgr . 1422
(1) lim ({ctg2) - (arctg 2)) = lim oz lim === =1;
cos2 ¢
1 1
. tglnz . og2lny ¢ L
(&) :.-.l:-l—ryrzlla:z-—l_all—ﬂ 2z 2

5.4 Tejlorov red

~ Neka je f(z) = apz™+...+a12 +ap, a, # 0 (polinom n-tog stepena).
U okolini tacke z, f(z + Az) = ag + ai1{z + Az) + ... + a,(z + Ax)".
Ako razvijemo binome (z + Az)* i desnu stranu sredimo po stepenima Az,

dobijamo
F(z+ Az) = Ag(a) + Ar(2) - AT + ... + Ap(z) - (Az)",

gde su Ag(z), A1(z),..., A.(z) polinomi po . U okolini tacke a, za z =
a+ Az imamo Az =z —a ] |

f(z) = fla+ Az) = Ag(a) + A;(a) - Az + ... + A, (a) - (Az)"
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odnosno
f(z) = Ao(a) + A1(a)(z — @) + ... + An(a)(z — @)™

Za z = a dobijamo f(a) = Ag(a). Diferenciranjem dobijamo izvode

f'(@),...,f™(z):

() = Ay(a) +242(a) (T — ) + ... + 1+ An(a)(z — )",
f'(z) =2A45(a) +2-343(a)(zc —a)+ ... +(n—=1)n- Ap(a)(z — a)™ 2,

F®)(g) =23 k- Ac(a) + ...
+(n—k+1)-"(ﬂ““1)n"4ﬂ(a)($"a)n_k’

Ff®Mlz)=1-2---nd,(a).
Odavde zamenom z = a dobijamo sledeéi niz vredosti:

fr(a') — Al(a'):
f”(a) =24, ((I),

F*)(a) = k! Ax(a),

F™(a) = nlA,(a).

F ¥ (a) . . . .
Za k € {0,... ,n}, Ar(a) = R Vraéanjem ovih vrednosti u polasz
izraz f(x) dobijamo |
_ | (k) (n)
1@ = 1@+ f@a-a+..+ =D ap o LD gy

ako stavimo f(®(a) = f(a), tada

n (k) (g
foy =3 LW —ap
k=0

k! ~
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Uocili smo ranije da za funkciju f koja ima izvod u okolini tacke a,

Af = fla+ Az) — f(a) = (f'(a) + v(Az)) - Az
gde ~y(Az) -0 kad Az — 0.

Odavde za £ = a + Az,

f(z) = f(a)+ f'{a) - (z —a) + v(z — a) - (z — a)- (1)
Ako funkcija f(z) ima sve izvode u okolini tacke a, onda vazi
! " (n)
f@) = @)+ L@ a4 Ll @ e D

(2)

(n)( 4
)—Zf Do —a

Red s desne strane naziva se Tejlorov red funckije f(z). Red (2) moZemo
zapisati 1 na sledeci nacin:

O
@) =3 T e -t 4 Ru), 3)
k=0 '

odakle sledi da red (2) konvergira akko R, (z) — 0. Formula (3) omogucava
da funkciju f(z) aproksimiramo polinomom

f(a:)ﬁf(a,) I frl(;l)(:n—-a)_|_..._|_

(n) (g
f ()(a;_a)nj

n!

koji se zove Tejlorov polinom. Uofimo da formula (1) predstavlja Tejlorov
razvej do prvog ¢lana.

U okolini nule Tejlorov polinom postaje

')

f(n)
fz) = f(0) + =~z g 2O

n!

?

koji nazivamo Maklorenov polinom, dok red (2) dobija oblik

(r)
f(z) = Z it L (4)
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koji nazivamo Maklorenov red.

Primer 15. Razmotrimo Tejlorov razvoj funkcije e* u okolini nule.
Posto vazi €® = (e®)' = (e®)",..., za sve n € N, odnosno (e%){") = ¢?,
n € N. Odatle f(0) = 1, f/(0) = 1 itd. za svaki n f{™(0) = 1. Po formuli

(4)

n

Xz T
,1_!._1_..._;_}5

ova] red konvergira za z € B. Tako za z = 1 dobijamo aproksimaciju za e:

633:1_,_ ..f_...j

1 1
6%111'54‘;?, n € N.
Y4 |
Y=
el / y=14z+ 304 &>
-
/31r=1+I
1
y:
= P
Py [
1 L -
)| 0 1 z

Slika 3.
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Primer 16. Za funkciju f(z) = In(1+ z) odrediti Maklorenov razvoj.
Uoéimo niz izvoda funkcije f(z) = In(1 + x): |

1 1 (—1)"(n — 1)!
! —_— - o — .- (ﬂ) — .
P@ =y 1@ =~ O = S
Odavde neposredno sledi:
P 1, { (-nH™ .
In{1 +z) =0+ Tk Tt g + ...,
m*" ( l)n ) .
In(l+2z) = ——z", red konvergira za z € (—1,1].
n=1

Primer 17. Odredimo Maklorenov razvoj funkcija sinz 1 cosz.

Uotimo niz izvoda funkcije sinz: (sinz)’ = cosz, (sinz)” = —sinz,
(sinz)"” = —cosz, (sinz)® = sinz, odakle lako izvodimo
_ 1 5 1 &
sinz = 0 TR Tk +a:c + ... .
3 5
- — = 1 ud - (__1)n vt
3! 5! (2n + 1)!
4

Slika 4.
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3;2 $4 (_1)11.

cosz.=1 }4! e (2n)!$

2n
o + ...

Oba reda konvergiraju za = € R.
Primer 18. Upotrebimo Tejlorovu formulu za odredivanje sledecih

limesa:
T —sinz 1 | A G I L
b s 3—%53(3:_‘”' 3! ;(2n+1)!
1 (=) g 1
= lim { — n-2) . -
230 (3'+1§2(2n+1)' ) 6
. In(1+z)—(1—cosz + z)
(2) :ll—% T2 -
2. 3 22 g3
; cee | — L1 —1+4
. (“T 2 "3 ) (m 21 3 )
= lim
z—0 :1’,‘2
2 Rl _R2
L L S
xz—0 T

gde smo sa R} oznatili ostatak posle drugog Clana razvoja funkcije In(1+z),
a sa R2 ostatak posle drugog ¢lana razvoja funkcije cos z, koristeci ¢injenicu
da se zbog konvergencije RL moze predstaviti kao z®R;, slitno R5 = 2° Ry,
gde su Ry i Ry konvergentni redovi.

Iz Tejlorove formule sledi, dakle, da se svaka neprekidna funkcija, koja
ima sve izvode, moZe proizvoljno fino aproksimirati polinomom. Neka je P
skup svih polinoma, P, skup polinoma stepena n (ukljuujuci i sve nize
stepene), oba. (tj. i P i P,) sa racionalnim koeficijentima. Moze se proveriti
da su P, i P vektorski prostori nad poljem @, pri ¢emu je dimenzija P,
jednaka n, dok je P beskona¢no dimenzionalan. Neka je

B, ={l,z,2°,...,2"}, B= U B...
neN

Posto se svaki polinom stepena < n moZe predstaviti kao linearna
kombinacija elemenata iz B, sledi da je B, baza za P,. Sli¢no vaZi za B
i P. Sledi da se linearnim kombinacijama elemenata iz B (odnosno B, za
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dovoljno veliki ) mogu proizvoljno fino aproksimirati funkcije za ko je vazi
Tejlorova formula, Sto ima dosta vaznih prakti¢nih primena.

5.5 Ispitivanje funkcija

Primeni¢emo uvedeni aparat na ispitivanje realnih funkcija, koji je za

elementarne funkcije vrlo efikasan.

Ispitajmo detaljno funkciju f(z) = e™®" . Vet ruénim kalkulatorom

mozemo dobiti neku tablicu vrednosti ove funkcije. Sasvim jednostavnim
programom u npr. programskom jeziku BASIC mozemo je dosta dobro is-
crtati i steCi vizuelan uvid u ponaSanje f(z). Ipak, neophodno je da smo u
stanju da bez pomagala odredimo sva bitna svojstva funkcija.

2

Primer 19. Ispitajmo, dakle, funkciju f(z) = e %".
Domen. 1z definicije funkcije jasno je da

2

dom (e™® ) = R.
Kodomen. Posto vazi z € R = —z2% € (—00,0], odavde sledi
codom (e“""z) = (0, 1].

Ispitajmo parnost funkcije f:

f(—z) = e D = 72" = f(q),

dakle funkcija je parna 1 simetri¢na u odnosu na y-osu. Posto je e™™ > 0,

r € R, gratik tunkcije je iznad z-ose.

Monotonost.a < b < 0 povlaéi —a? < —b? povladi e * < e"bi pa

funkcija e~ strogo raste za z € (—o0,0)].

2

0 < a < b povlaci —a® > —b? povlaéi e=% > e“bz, pa funkcija strogo

opada za z € (0, +00).

Af(ﬂ?) — e-—-—(:r::-hﬁ\..*r:)2 _ e-—-:n2 — 8—-:}:2 (e——(Qm&m—}—(A:t)?) o 1).

Neprekidnost. Posto Az — 0 povlaci Af(z) — 0, sledi da je funkcija
neprekidna na domenu (i ima maksimum f(0) = 1).
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Diferencijabilnost. Kako je f'(z) = (7% ) = —2z¢7% | z € R, funkcija
ima sve izvode sa domenom K.

Ekstremne vrednosti. Posto f'(z) = 0 & z = 0, odavde sledi da f(z)
ima jedan ekstremum, ve¢ odredeni maksimum.

Prevojne tacéke. Ispitajmo f":

f'(z) = —2e7% — 2z (~2ze™% ) =27 (222 - 1).
V2 V2

flir) =0 & 22°-1=0 & z=- 5 V=5

U ovim tatkama f’(z) ima ekstremum (redom maksimum i minimum). Ko-
ordinate prevojnih tacaka

2 @22
7 (7

Asimptote. Limes funkcije prema “krajevima” domena.

).

[ ] —.‘2 ] _2
lim e ®* = lim e * =0,

T—F—00 r—+o0

pa je z-osa asimptota ove funkcije na obe strane.
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e—

Primer 20. Ispitajmo funkciju f(z) = (z — 1)Injz — 1|.
Domen. Domen funkcije je dom (f) = R\{1}. Znak funkcije utvrdujemo
sledeéim formulama:

f(z) =0« z € {0,2};
flz) >0 (z-1>0A |z—-1]>1) V(z-1<0 A |z—-1]|<1)
& (z € (1,+00) Az € (—00,0) U (2, +00)) V
(z € (—oo,1) Az € (0,2))
&z €(2,+00)Vz € (0,1)
&z e (0,1) U(2,+00);
f(z) <0z € (—o00,0)U(1,2).

Kodomen. Iz prethodnog niza formula uotavamo da codom(f) = R i da
funkcija nije ni parna ni neparna.

Limes funkcije kadaz =+ 1" iz — 17:

lim f(z) = lim (z — 1)In(1 —z) = lim ln(ll— z)
r—1" T—1— r—1—
z—1
1 .
T (=1)
r—1- | _ (_1) z-—+1—
(z —1)°
lim f(z)= lim (z — 1)ln(z — 1) = 0.

c—1t r—+1+

Sledi da se funkcija moze produziti funkcijom g(z) tako da

g9(z) = { g(m)’ i i i

Diferencijabilnost. IzraCunajmo prvi 1 drugi izvod funkcije f:

fllz)y=njlz-1]+(z—-1)- (:cil) = In|z — 1] + 1,

za ¢ € R\ {0}.

f"(z) =

r—1’
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Ekstremne vrednosti. Ispitajmo nule prvog izvoda:
flz)=0 & In|jz—-1] = ~1
& lz—1=e!
s z=el+1Vz=1—el.
Funkcija f(z) ima lokalni minimum za z =1 + e~ !, jer:

fltel) == 1+ %,—1) 1(14e ) =e> 0.

€ €

Funkcija f(z) ima lokalni maksimum za z =1—e™" , jer

fl-eN == (- S ) ey =—e <

Y4
1 y=(z—1)lnjz -1
e
-1 1+2 N
0 1_% 1 2 =z
1
~1i
lim f(z) =0
1—1n4

Slika 6.
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Prevojne tacke. Posto f’(z) # 0, z € dom (f) funkcija nema prevojnih
tacaka.

Asimptote. Pogledajmo jo§ limese prvog izvoda u tacki prekida:

lim f'(z) = lim (In|z —1]+1) = —~00; lim (In|z — 1{ + 1) = —c0.

r—1— - z—1— r—1+

Odavde sledi da ako se funkcija produzi funkcijom g(z), produzenje g(z) je
neprekidna funkcija na R, koja ima vertikalnu tangentu u tacki (1,0) koja

je onda i prevojna.

1 1
Monotonost. Funkcija f(z) raste za z € (—o0,1 — —) U (1 + —,+00), a
e e

1 1 |
opada za = € (1 — -E-,l + ;) \ {1}.
| 3
Primer 21. Ispitajmo funkciju f(z) = 1@ -3
3
T
Domen. 1z definicije funkcije vidimo da dom = R\{-2,3}.
3
z
Kodomen. Neposredno sledi da codom = R.
P ((m—|—2)($—3))
Asimptote. Funkcija poseduje dve vertikalne asimptote u ta¢kama z = —2

i z = 3, 1 jednu kosu asimptotu y = z + 1.
Prevojne tacke. Funkcija ima prevoj u tacki z = 0.

Odrediti za vezbu koordinate ekstrema i intervale monotonosti. Vidi sliku
7. na sledeéoj strani.
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Y 4
o | $3
V== +2)(z-3)
/
z+1
/2'r 0 ;E

Slika 7.




6. Integral

6.1 Neodredeni integral

Izvod funkcije f(z) u tacki a definisan je limesom

f’(a) — lim f(a+Aa:) _f(a)

Az—0 Azx

3

kada ovaj postoji. Funkcija f'(z) — izvod funkcije f(z) definisana je kao

skup
{(z, f'(z)) |z € dom (f) A postoji f'(z) }.

Iz ove definicije sledi dom (f’) € dom (f). Za elementarne funkcije uocili
‘smo da imaju izvode kao i da se domen izvoda poklapa sa domenom polazne
funkcije ili da je izvod definisan na veéem komadu domena polazne funkcije.

Za funkciju x,(z) videli smo da je x_ (z) = @. Ima funkcija ¢iji je izvod
definisan u kona¢no mnogo tacaka ili na diskretnom skupu. Na primer

[ 1+2?% zEQ,
f(m)‘{l—a:z, z € R\Q,

je neprekidna samo za z = 0 i u toj tacki ima izvod (f’(0) = 0), odakle sledi

' ={(0,0)}.
Zadatak 1. Za funkciju

2+sinz, z €Q,

2—smzx, z€l,

@) ={

odrediti deo domena, na kome je funkcija neprekidna i deo domena na kome
posto]i izvod ove funkcije.
Tokom prethodnih stolea matematicka analiza se afirmisala kao deo

matematike koji je omogudio reSavanje mnostva matematickih zadataka i
problema 1 istovremeno brzi razvoj prvih matematizovanih nauka, u ¢emu
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je dominantan pojam funkcija sa neprekidnim izvodima (glatke krive),
naro¢ito sa stanovista savremene analize.

Uotimo preslikavanje (diferenciranje):

f—=f, fe€ LJ.RA, tj. ’:LJ.RA-+ LJ_RA.

ACR ACR ACR

Da se radi o preslikavanju sledi iz jedinstvenosti izvoda. Ovo preslikavanje
nije “1-17, jer (f(z) + ¢)’ = f'(z) za ¢ € R. Takode, ako su f 1 g svuda
prekidne funkcije, onda f' = ¢’ = §. Iz prethodnog sledi da preslikavanje !
nema inverznu funkciju, ali ima inverznu relaciju

Int ={(f,9)|fr9€ |J R Ag' =F}

ACR

Umesto svih realnih funkcija (elemenata |J RA) posmatramo nje-
ACR

gove jednostavnije podskupove:

{f € R(ab) |d'om (f') = (a,b)}, gdesu a,b€R.

Definicija 1. Neka je funkcija f definisana i diferencijabilna na in-
tervalu (a,b). Funkcija g je primitivna funkcija funkcije f akko

g'(z) = f(z), =€ (a,b)

Skup primitivnih funkcija funkcije f u intervalu (a,b) naziva se neo-
dredeni integral, u oznaci

[ 1@z ={g19'(=) = £(a), =€ (a,0)}
Ako je g primitivna funkcija funkcije f onda vazi
[ f@)z={g+C1d@) = @), =€ (@b), CER}
Sto se joS zapisuje

/ f(z)dz = g(x) + ¢, (integral funkcije f po promenljivoj x).
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Funkcija f(z) se naziva integrand ili podintegralna funkcija. Odredivanje
primitivne funkcije za datu funkciju f je vazan zadatak kojim se bavi inte-
gralni racun. Osnovna svojstva neodredenog integrala dobijamo preko izvo-

" ( / f(:v)dfs)’ ~ f(2),
A( [ 1@)dz) = s(s)aa,

[ £z = [ a7 = 1)+

/cf(:;c)da: = c/f(m)da:,

[ (@) + 9@)dz = [ f(a)do + [ st@)az

[ (@) = gt@)de = [ sz~ [ g(a)aa

Iz tablice izvoda dobijamo neposredno tablicu neodredenih integrala:

o patl
1. /a:“d:n =TI + C, a € R\{-1},
2 [ “dz =Inla| +C
3. /e“’d:c =e" + C,
4, a®dzx = lfa +C, a € (0,1) U (1, +o0),
5. sinzdr = —cosz + C,

coszdx = sinx + C,

dz
cos? x

=tgz + C,

\\\\
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8. /d;c -—.,I—ctg:r—I—C,”

sin” z
9, / \/ll_mzda:=arc sinz +C,
10. /l_l_lx?dﬂz—arctg:r:+0
1;1' ,/:\/:52 5=l Vet 1+
9 - d 1|1 L
= / 1-$a:2 skl teridd

Veé poznavanje tablice izvoda omogucava odredzvanje nekih JEdIlOSt&VIll_]lh
neodredénih mtegrala |

Pr_lmer 1. Resimo integral:

| f (322 + 2z — 1)dz = / 3z°dz + / 2zdz — / 1dz
=3/$2d:1:—|—2/:rd:1:--1/d$

173 2

x
=3'—3—+Ci i 22 FCy — x + O3

=3+ 22—+ C.

Primer 2. ReSimo integral:

1
/sinm'cosxda:z/Esin2:cda:=/%sin2m-ld2$

2
1 [ . 1 ,
=7 /sta:an: =2 /(— cos 2z) dx
1
=3 cos 2z + C;

malo drugacije:

/sinm . coszdx = /Sin z(sinz)'dz

/ (sm r)dr = - / (sin? )’

-2—8111 2z +C.

(zadatak: objasniti razliku u reSenju).
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6.2 Smena promenljivih

U Primeru 2. koristili smo poznavanje izvoda slozene funkcije, sto
se Cesto koristi u reSavanju integrala. Neka je h(z) = f(g(z)). Sledi h'(z) =

f'(g(x)) - g'(z) i
h(z) + C = / f'(g(x)) - ' (z)dz = f (f(g(z))) dz = f(g(x)) + C,

kao 1
h(z) + C = / f'(9()) - ¢ (z)dz = [ 7' (g(2))dg (=),

Sto je uz g(z) = u jednako [ f'(u)dwu.

Primer 3. ReSimo sledeée integrale:

o !
(1) /tgﬂcdx= / 0T Az = — (cos 7) dz

COS T COS

= —f(ln|cosa:|)’d:s
= —Injcosz| + C;

- !
(2) f ctg zdz = / C?Smda:= (sinz) dzx

SIn<T SIN T

=/(ln|sin:s|)’dm
= In|sinz| + C;

0 [l
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Primer 4. Resimo dalje sledece integrale:

(1) / sin z cos zdz = (smena: sinz = u, du = (sin z)', dz = coszdz)

2
=/udu=t—{—+0
2
. 2
sin” z
2

d
(2) /(237 T 3)7d$ = (smena: 2z + 3 = u, 2dz = du, dz = -E)

du 1 1 8
7 - 7 - .
——fu —2——-2/udu-2—8+0

1 8

d
(3) f2$j-3 = (smena: 2z + 3 = u)
1 fdu 1
=— | — = =1 C
2 u 2 Jul +
1
1 d
(4) /—Eﬂid:c-— smena: Inz = u, & = du)
T

1
= /udu = -2-u,2 + C
1
=3 In’z + C;
(5) /cos“ ¢ sinzdz = (smena: cosz = u, —sindz = du)

uﬂ+1
z—/u“’du: - C =

n+1
1
- cos™t ¢ + C;
n+1

(6) [ sin™ z cos zdz = (smena: sinz = u, cosz -dr = du)

1
:/un-du= u"t + C




Integral 97
(7) /xze""sdw = (z° = u, 32°dz = du)
1 1
= 5 /e“du — g&’u +C
et %—63:3 -+ C;
(8) / 7 1+ 5d$ = (smena: 2z + 5 = u, 2dz = du)
x
/ \/_ —-du-— —z—/u“%du
1 2
—-. 2 4+C
2 2
=2z +5+C;

dor dr dz .
) /3x2+12m+13:f3($+2)2+1:/(\/§($+2))2+1

du

= (smena: V3(z +2) =u, dz= 7
f f u? 41
_ —3——a,rctg (\/?_)(:B + 2)) + C;
w a ﬁ\/ - (%=
— (smenas %::; —u, dr= \/‘gdu)
ﬁdu

= ———arcsm'u, + C
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(L /\/:1:2—1—411:-—-1 f\/(m+2)2-5 ‘/5\/(;)2“

T+ 2
V5

=u, dz = V5 du)

= (smena:

v5du
V5 (Vu? - 1) /\/@;2-—1
zlnu+\/u2—1|+0

z+2 r 42 2
= In | — 14+ C;
V5 (vﬁ)

(12) fem\/e"’" — 1dz = (smena,: el = u, £ =In u, dzr = -——)

:/u\/u ldu:/\/u—ldu
2

= (smena: v =u — 1, dv = du)
2 2 2

2 3
=5 -1} +C

6.3 Parcijalna integracija

Neka su u(z) i v(z) diferencijabilne funkcije. Iz formule za izvod
proizvoda (uv)’ = u'v 4+ uv’ sledi uv' = (wv)’ — w'v, odnosno

wv'dz = (wv)'dz — vu'dz, wudv = d(ww) — vdu,

/udv:u'u—/vdu.

odakle integracijom
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Primer 5. ReSimo sledeée integrale.

(1) /a:sin:r;d:c = [:nd(— COST) = —Z COS X — /(— c;:)s z)dz

= —zcosz +sinxz + C|

(2) /:ce‘“d:z: :[a:d(e‘“) = :ce“f —/e"’da:

| =ze* —e* + C,
(3) fa:ze"’da: = [:czd(e”) = z%e” v—fe"’d(:nz)
= z?e® — Z[a:ea’da: = r%e® — 2ze® + 2e° + C
=e"(z° — 2+ 2) + C,
2 2 2
/ln:x:d (3—:2—) = %lnm—/%d(lnm)

2 1 1 2 1
=£—1n:1:-—-—/3:2-—d:1:=E——lna:——/xd:c

|

(4) / zlnzdz

2 2 T 2 2
2 2
=f2—ln:r: i - C.

Primer 6. Resiti integral [ e® sin zdx.
/e”" sinzdz = /e:_"'d(— cosz) = —e” cos T + /e"’"cos:r:dx.
Jos jednom primerom parcijalne integracije na poslednji integral dobijamo
/e“’ coS :r:da: = /e“’d(sinx) = e”sinz — /sinxd(e“’)
= e*sinzx — /e“’ sin zdz,
odakle za polazni integral dobijamo

/em sinzdr = —e* cosz + e* sinz — /e“’ sin zdz,
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sledi
2/6"" sinzdx = e®(sinz — cosz) + C,

/e’” sinzdx = %——(sinm —cosz) + C.

Primer 7. Resiti integral [ e® cos? zdz.
Na osnovu trigonometrijskih adicionih formula i parcijalne integracije

sledi . o
/emcoszxd:c:/e"’ +C208 md:c
R |
L, = %—+—i/emcos2xdx,
m - . [ SIn2zx
/e cosQa:d:z::/ed( 5 )
. = % gin2 1/ ® sin 2zd
--23111:1: 5 e’ sin2zdz, -
v - e” 1 |
/e sin2zxdx = Y COS 2 —2*/6“’ cos 2zdz,
pa vazl

2e” 1
/ e* cos2zdx = ——z—— (Sin 2z + ) COS 2::.9) + C,

1 zato za polazni integral

I Tr 1
/e"’ cos® zdz = 62 } 65 (sin 2T + 5 COS 2:{:) + C.

Primer 8. Regiti integral [ zarcsindz.

I = / zarcsin xdz = (smena: z = sint, dz = costdt, t = arcsinz)
= / sint(arcsin sint) - cos tdt = / tsint cos tdt

1
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Parcijalnom integracijom dobijamo

24 2t t 1
/tsintht: P :]COS dt = —~ cos 2t + - sin2t + C.

2 2_ 2 4
sledi
A 1 .
I = ——cos2t+ —sin2t+ C
4 8
{

1
=——(1-— QSiDZt) + —23int\/1 —sin’t+C

4 8
, 1 ,
= arcs4111$ (1 — 2sin® arcsinz) + —8-2 sinarcsin zv/ 1 — sin® arcsin z + C
_ arcs41n:1:(1 —27%) + g\/l — 224+ C.

6..4 Odredeni integral

Definicija 2. Neka je [ f(z)dz (= F(z) + C) definisan na interva-
lu (a,b), tj. (a,b) je podskup domena primitivne funkcije F(z). Odredeni
integral u granicama a do b definiSe se izrazom: |

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a)

Primer 9. ReSimo integral:

T

/ sinzdz = (— cosz + C)
0

0
=(—cosT+C) —(—cos0+ C)

= cos( —cosmT = 2.

Primer 10. ResSimo integral:

1 dz 1
(1) / — =(lnz+ C) =Inl—Ine 2 =2;

-2 I

6_2

m : 1 w
(2) / cosmz sinnrdr = 5 (sin(n — m)z + sin(n + m)z)dz

—T -7
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cos(n —m)z

cos(n + m)z

(

1 m—n
2 cos 2mz

——
b——

?
—

2m

Na sli¢an nadéin vazi:

(3)

(4)

n—+m

)

™ ' ﬂ'
/ sinmz sinnzdr =
T | 0

/ Ccos Mz cos nrxdx = {
—r 0

)

L

}

3

za m # n,
=0, zam,n > 0.
za m =T,
zZa ™m = n,
za m,n # 0;
za m # n,
za m = n,
za m,n 7+ 0.
za m # n,

6.5 Geometrijsko znacenje odredenog integrala

Posmatrajmo grafik funkcije f(z)

i

—
—

1
- desno od nule (slika 1).

Slika 1.

Uocimo povrsinu krivolinijskog trapeza odredenog diiZima, Cije su krajnje

tacke (e2, f(e™?)), (e

_2,0), (1,0), (1, f(1)), i grafikom funkcije izmedu
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tacaka f(1) = 11 f(e2) = e%. PovrSina ove oblasti jednaka je odredenom

integralu
1

/ -1—-d:z: = 2.
z

6_2
U opstem slucaju neka je f(z) > 0, ogranicena i neprekidna za = € (a,b).

Povrsina krivolinijskog trapeza odredenog diazima (a, f(ea)), (a,0),

(b,0), (b, f(b)) i grafikom funkcije izmedu tacaka f(a) i f(b) jednaka je
b
odredenom integralu [ f(z)dz.

€L

Neka je funkcija f(z) ograni¢ena na intervalu (a, b) sa najvise konacno
mnogo prekida. Podelimo interval (a,b) na podintervale tackama
To=a< T <T3<...<xTpy1 =0b. Nekajef; € (xqg,:x:Hl), : =0,...,n.
Ozna¢imo sa Ax; = x;41 — z;. lzraz,

Y fl&) A
1=0

koji nazivamo parcijalnom sumom, po vrednosti je izmedu suma povrSina
upisanih i sume povrsina opisanih pravougaonika (vidi slike 2, 3 i 4) i zavisi

od podele intervala (a,b) tackama zy,... ,z, i1 0od izbora tacaka &;.
Y4
| y = f(z)
7
Y f(&)be:
12=0
/
i |
.---'"”""_’A
1 i L N
0 a=xIg Ti T2 T3 T4 = A xre T7 zg=b 71

Slika 2.
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Uoc¢imo pravougaonike baze Az; i visine f(&) ¢ = 0,... ,n. Prethodni
zbir predstavlja pribliznu vrednost povrsine krivolinijskog trapeza odrede-
nog tackama (a, f(a)), (a,0), (b,0), (b, f(b)) i grafikom funkcije f(z) na

intervalu (a,b), tj. prethodni zbir koji se naziva integralna suma funkcije
b

f{z) aproksimira vrednost odredenog integrala [ f(z)dz.

a

¥4
y = f(z)
15
Y f(&)as:
=0
Eﬁi?zz
o @ b =
Slika 3.
Y
y = f(z)
31
> f{&) Az
i==0
zzzzFZF
/HTWWT’#
. ] l '3 =
0 a b =
Slika 4.

Kada u integralnoj sumi broj tataka n podele intervala (a, b) neogra-
niceno raste 1 pritom rastojanje izmedu tacaka podele tezi nuli, integralna
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suma neprekidne ograni¢ene funkcije tezi vrednosti odredenog integrala bez
obzira na izbor podele:

b 7
[ r@ds = Jim 3 5(€)As

max{Az;)—=0 ;_

V4
. .
y = f(z) [ f(z) d=
\.ﬁ"'"v——
//
) a b z

olika 5.

Isto vaZi za funkciju koja ima kora¢no mnogo prekida na intervalu
(a,b). Gornja jednakost uzima se za alternativnu definiciju odredenog inte-
grala i u tom sluéaju Definicija 2. postaje teorema.

Primer 11. ReSimo odredjeni integral za a, b # 0:

bdz  1|® 1, 1_b-a
.2 x| b a ab’
Odredimo dalje Lim f di Posto je
J b—++coa CL‘Z . J
bdz 1 1

2 ?
. T a b

imamo da vazi

b
im [ % — lim (1--1-)=1.

bo+oo f, T? bot+oc\a b
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b

Definicija 3. Ako postoji , lim [ f(z)dz, taj limes oznatavamo sa
—-t+o0 _

+00

Ako je f(z) > 0 za z € (a,+o0) onda je prethodni integral jednak povrsini
oblasti ograni¢enoj intervalom (a,+o00), dizi (a, f (a)) grafikom funkcije
f(z) desno od tacke a.

b dz
Pri 12. Odredi li
rimer re 11110_ ) _1}1:51+ [ — 75
Posto je
b 1 :
| 7= =20,
sledi da
lim 4z lim 2(\/_ Va) = 2Vb.
a—0t [, \/— a0t
1
Iako funkcija —= teZi beskonalnosti kad z tezi 0%, iz prethodnog limesa

NZA

vidimo da je povrSina beskonacne oblasti (Ograniéena intervalom (0, +o00)

y-ose, duzi (0,0) i grafikom funkcije —;}: za, ¢ € (0,b)) konaéna i jednaka
T

2vb. U ovom slu¢aju piSemo
: b dz b dz
Iim — = —.
a—0Tt a \/E 0 ‘\‘/E
Poslednja dva tipa integrala nazivaju se nesvojstveni. Sliéno se definise
a
integral [ f(z)dz (kada postoji).
- 00

Primer 13. Ispitajmo konvergenciju sledeéih nesvojstvenih integrala:

dz ldz < dm L dz . . : .
f —_ f — f i f 5 koji odgovaraju Srafiranim oblastima na

shkama 6 7 81 9
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(1) / dz _ lim Elf——z lim Ina = 4+o00.
1

I ﬂ_')"i‘OO 1 T ﬂ—)'+00

/d.’.l:
T
1

l _ . LTI,

0 1 T
Shka 6.

1 d 1
(2) / ":z:i = lim dz = lim (In1 —Ina) = +o0.
0

a I a—0+

8y

Slika 7.
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Y4
1
V=115
|
[ dz
Z1-5
1
i .Emmm.l.l.uumumum-‘-
0 1 T

Ry

Shka 9.
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Primer 14. Neks je f(z) monotono nerastuéa nenegativna funkcija
na intervalu [1,+oc0) i neka su a, = f(n), n € N¥. Onda vazi (KOSIJEV
INTEGRALNI KRITERIIUM ZA REDOVE}:

Z a.n' konvergira akko / f(z)dz konvergira.
- S J1

1 1
Iz prethodnog sledi da je red Z TS konvergentan. Sli¢éno, red E vt
K |

nlnn

konvergira za p > 0, a divergira za p < 0. Razmotrimo red }:

je

[ e / ) d(In(lnz)) = lim (In(lna) — In(In2)) = +oo,
” o 000

zlnzx

sledi da gornji red divergira. Iz prethodnog imamo posledlcu za svaki n
funkcua In z sporije raste od funkcije {/z, odnosno

~ (Vn)(3a)(Vz) x € (a,+00) = Inz < {/x.

o9 1
Razmotrimo konvergenciju reda ) T za p > 0. Prema Kosijevom
n=2 7 111 7L

integralnom kriterjjumu, sledi

*  dz ° dt - 1%\
i+p . T~ o |\ T
o zln T In2 °7P a—r+too P (1,0

_ ! lim 1
plnp2 a~++00 paP
1
~ plnP 2

pa ispitivani red konvergira.






7. Verovatnodéda i statistika

7.1 Verovatnoéa

Statistika omoguéava prvo uobli¢avanje nauénih ¢injenica grupisanjem
merenih veli¢ina, kao i odredivanje njihove uzajamne zavisnosti. VeCina
fizickih zakona. je najpre uo&ena kroz statistiku. Pored uzro¢no posledi¢nih
odnosa primetimo da ima i nedeterministickih - slu¢ajnih pojava 1 procesa,
5to odreduje praktiénu potrebu za matematic¢kom teorijom slucajnosti. Ima
li prenos (naslednih) osobina sa roditelja na potomke nesto zajednicko sa
igrama na sreéu? Teorija verovatnote odgovara na ovo, kao 1 na dosta
sloZenija pitanja. Bacanjem kocke (u desnom dzepu jakne) sto puta autor
je dosao do sledeée statistike; jedinica je pala 18 puta, dvojka 30, trojka
18, ¢etvorka i petica po 10, Sestica 14. Evidentno je da bacanje kocke
zavriava jednim od Sest moguéih ishoda (na gornjoj strani je jedna od sest
strana kocke) ili rezultata. Ako sa ng, k € {1,2,3,4,5, 6} oznatimo ukupan
broj ishoda, u kojima se na gornjoj strani kocke pojavljuje k, a sa n broj
bacanja kocke, onda koli¢nik Z;zi predstavlja procenat pojavljivanja cifre k&
u ukupnom broju bacanja n. Taj koli¢nik se naziva i relativna ucestanost

rezultata k£ i u gornjem sluéaju imamo:

11 18 no 30 nj3 18 ng ns 10 ng 14

1000 m 1000 n 1007 n n 100’ n 100

Ocigledno suma ucestanosti

4 L N Tig
e F—+—+ — =1
n n n n n n
Zamislimo slican eksperiment, u kome ‘se kocka baca n puta, pri ¢emu se
brojevi 1, 2, 3, 4, 5, 6 pojavljuju redom n;, na, n3, N4, ns 1 ng puta. Opet
¢emo imati za sumu relativnih ucestanosti
ns Neg

ny, Mny N3 N ..
— 4+ =+ =+ | : =1, jer je
n (1 n n n T
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N1 + Ny + Nz + Ny + Ny + Ng = 1N,

t). prilikom svakog bacanja kocka pada na jednu od svojih strana i sa gornje
strane se pojavljuje jedan do Sest, sto predstavija skup svih moguéih ishoda
prilikom bacanja kocke. Uabicajeno je da se veruje da ée za idealnu, slu¢ajno

baéenu kocku sve relativne ucestanosti (biti ravnopravne i} teziti 3 itaj se
broj onda naziva verovatnoéom dogadaja “da pa.cine k. -
Za dati eksperiment, skup svih moguéih rezultata ishoda se naziva
skup elementarnih dogadaja i obiéno se oznatava sa (1. Podskupovi skupa. 2
nazivaju se dogadajima; skup svih dogadaja je P(£2), partitivni skup skupa
(). U prethodnom primeru € = {e;, ey, €3, €4, €5, €6}, gde je ex-elementarni
dogada]): pojava broja k prilikom bacanja kocke. Uoimo dogadaje:

A; = {ey,es,e5}, “da padne neparan broj”;
Ay = O\Ay = A7 = {es,e4,€6}, “da ne padne neparan bro)”;
Az = {e3,e3,e4,€5}, “da padne viSe od 1, a manje od 6”;

Ay = {ey,ez,e3,e4,€5,e6} =, “da padne manje od 8”;

As =Q° =0, “da padne negativan. broj”.

Ako.sa H(A) oznacimo verovatnoéu dogadaja A, onda za prethodne do-
gadaje ocigledno vazi:

Ph) = 5 P() = 3;
P(Az) = P({e2,e4,€6}) = P({e2}) + P({ea}) + P({es}) = % = %;
P(43) = P{ea}) + Pl{es)) + Pllea)) + Plles)) = 5 = 5

P(Ay) = P(Q) = 1(= 100%);
P(A5) = P(0) = 0.

U teoriji verovatnoce obicno imamo sledecu situaciju:
(1) ispitivanje fenomena - okolnosti vezanih za eksperiment,
(2) odredivanje skupa elementarnih dogadaja i skupa svih dogadaja,
(3) odredivanje funkcije verovatnode, |
(4) formulacija i reSavanje zadataka, odredivanje semanticke funkcije.
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Za prethodni primer skup €2 = {e;, ez, €3, €4, €5, €6} je skup elementar-
nih dogadaja; P(f2) je skup svih dogadaja,

PA) = G = 5

za A € P(§)) je verovatnoca dogadaja A.

7a ovako (precizno) postavljen okvir formulisu se i refavaju zadaci.
- Formulacija zadatka se obavlja koriS¢enjem prirodnog jezika, u resavanju
zadatka odreduju se neki dogadaji i njihove verovatnoée. Obi¢no zadatak
izgleda ovako: Neka su ispunjeni uslovi u;, ... u,, odrediti verovatnocéu do-
gadaja A, pri cemu se dogadaj A opisno odreduje. Nije uobiCajeno da se
u teoriji verovatnoée govori o semantickoj funkciji. Semanticka funkcija
bi se mogla definisati kao pridruzivanje matematicke formulacije zadataka
prirodno jezicko] formulaciji zadatka, odnosno kao transkripcija polaznog
zadatka u matematicki zadatak. |

Primer 2. Uoéimo eksperiment iz prvog primera sa pridruZenim
skupovima €2, P(1) i funkcijom verovatnocte (A) za A € P((}).

UocCimo sledeée zadatke: odrediti verovatnoéu dogadaja:
(1) “da padne broj manji od 3 ili broj veci od 4”;
(2) “da padne paran broj ili da tramvaj dode na stanicu za 5 minuta”.

Oko zadatka (1) ne bi trebalo da bude previse dileme i zadatku'pri-
druzujemo skup dogadaja A = {ej,e2} U {es,e6} = {e1,€2,€e5,e5} Eija je
verovatnoca | |

Al 4 2
PA) = =2 =2
(4) ] 6 3
. i .. 2 . .
pa bl odgovor: “traZena verovatnoéa je 3—”, sasvim zadovoljio.

Zadatak (2) izaziva oseCaj blaZze neprijatnosti. S jedne strane, sasvim
je ispravno postavljen kao prirodno pitanje, s druge strane, izaziva ose¢aj ne-
sigurnosti jer se ne vidi kako bi se transkripcija na matematicki zadatak oba-
vila za deo zadatka s tramvajem. Najjednostavnije odluéivanje u ovakvom
slucaju navesée nas da ovakav zadatak u potpunosti odbacimo, npr. kao bes-
mislen ili neprevodiv, zato 5to dogadaj B = “tramvaj dolazi na stanicu za 5
minuta” ne postoji kao podskup od €2, pa otuda ni ceo dogadaj iz zadatka (2)
ne pripada skupu svih mogucih dogadaja P({2) vezanih za dati eksperiment,
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zbog Cega mu ne treba ni traziti verovatnocu jer je ista definisana samo na
skupu P(€).

Ovakvim rezonovanjem dogadaj “da padne negativan broj” iz prvog
primera ne bismo smeli zapisati kao §, nego bismo ga morali proglasiti za
nemogué, tj. As & P(§2) ili preciznije za neispravan. Nemogué¢ dogadaj je
jednak @ i verovatnoéa mu je nula. Neispravan dogadaj ne pripada skupu
dogadaja, pa za njega verovatnoca nije ni definisana.

7.1.1 Formalno uvodenje

Definicija 1. F' C P(z) je o-polje akko
l. z e F,
2 yCoz AyeEF = x\yeF,

3. z,€F, neN = |J z, €F.
nciN

Neposredno se dokazuje sledeca lema.

Lema 1. Ako je F C P(z) o-polje, onda
1. € F,

2.z, €F, neN = () z,€F.
nEN

Dokaz. Za y = § iz 1. i 2. definicije sledi § € F. Sliéno tacka 2.
Leme 1. sledi iz 2. i 3. Definicije 1.

Primer 3. Ako je  skup dogadaja, FF C P(?) o-polje onda je F,
o-polje dogadaja. P(£2) je o-polje.

p—

P F — [0,1] je verovatnoca nad F ako vazi sledece:
1. P(0) =1,
2. zaz,y€ F: 2 Cy = Pz) < Py), |
3. ako je {z,|n € N} C F disjunktna familija ( # j = =z; Nz; = 0),
onda

Definicija 2. Neka je F C P(2) o-polje dogadaja. Funkcija

P(|J{zalneN}) =) P(z,).

neN

U teoriji verovatnoce je veoma znacajan uslov 3. definicije o-polja kao
1 uslov 3. definicije verovatnoée (o-adiiiinosti). Ako je prostor dogadaja 2
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konacan, onda je 1 P(€)) konafan pa se o-aditivnost svodi na konatnu adi-
tivnost. Svako polje skupova F' C P(QQ) je konacno pa se uslov 3. definicije
o-polja svodi na

3. z,y€EF = zUy € F,

dok se uslov 3. definicije verovatnocée svodi na

3. z,y€EFANzNy=0 = PzUy) = P(z)+ Py).

Primer 4. Neka je |2] < Ry (dakle postoji n € N takav da
2] = n). Tada je |P(§2)] = 2". DefiniS§imo verovatnoéu & na P({2): za

e € {2 neka je P({e}) = }-; imamo:

n
ztC O = Pz)= l—z-!—,
n
F) = = 1.
Ako su Ai,..., A; C Qdisjunktni sledi:
k
k | _L_JlAil | LAl &
PJ4) = =— =) | = ) 5 = ) P4,
i=1 i=1 i=1 i=1

Ovde su svi elementarni dogadaji jednako verovatni, verovatnocéa dogadaja
A se izrafunava (procentualno) brojanjem elemenata skupa A (i deobom sa
n), pa se zato i ova verovatnocéa naziva brojna (brojeéa) verovatnodéa.

Primer 5. Neka je || =n, n € N. Neka su py,... ,p, € [0,1] takvi,
n
da Y p; = 1. Neka je funkcija & definisana na elementarnim dogadajima:

1=1 .
P ({e;}) = pi, tako se uveravamo da se 9 mozZe prosiriti do verovatnoée

Z nad P(Q}). Defini§imo & na P(2): za A C Q) neka je

k ok |
33(14) ZZ,@({B%}) =Zp,tj, pI‘i cemu A={e,r1,... y €4, }
=1 73=1
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Ocigledno: £() = 3 p; = 1; za disjunktne A;,... , Ay, C {2

=1

» (["JA) = Y PUeh=> (Z W(e)) =) 24,

EGU?#I A; i=1 \e€CA;

Iz prethodna dva primera vidimo da za konaéni prostor dogadaja {}
postoje verovatnoée na celom P(f2) skupu svih podskupova (dogadaja), kao
i da se verovatnoéa dogadaja raduna polazeéi od atomicnih verovatnoca,
verovatnoéa elementarnih dogadaja, verovatnoéa dogadaja A je zbir verovat-
noéa elementarnih dogadaja koji pripadaju A, §to je posledica istovetnosti
uslova o-aditivrosti i konaéne aditivnosti za konacni {2.

Ako je skup dogadaja © beskonagan, situacija je nesto slozenija. P(€2)
je i u ovom sluéaju o-algebra, medutim postojanje verovatnoce nad P(€2)
se ne obezbeduje tako lako, kao u sluéaju konaénog prostora dogadaja.

Primer 6. Neka je dat pravougaonik ABCD koji linija f deli na dve
zatvorene oblasti. Zamislimo da sluéajno bacena tafka ravnopravno pada u
pravougaonik ABCD. Koja je verovatnoca da sluéajno bacena tacka pogodi
gornju oblast (DEFC)? Oznafimo ovaj dogadaj sa X.

Y

Slika 1.
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Dakle, iz zadatka shvatamo da sluéajno bacena tatka (koju za pocetak
shvatimo kao vrlo sitnu kuglicu, potom kao kuglicu infinitezimalnog prec¢m
ka, tj. tacku) pada obavezno u pravougaonik ABCD, kao i da nema ne-
ravnopravnih mesta. Dogadaj “tacka pada u ABCD” je siguran dogadaj]
Q, i #(Q) = 1. Neka je M tacka pravougaonika ABCD na koordinatama
(z,y). Elementarni dogadaji e € Q su oblika: slu¢ajno bacena tacka pogade
tacku M. Otigledno Z(e) = 0 za e € (). TraZena verovatnocCa bice je-

P :
dnaka koliéniku povrsina - 1 mozemo je odrediti sve dok umemo da
PAfCD
- odredimo P;. Neka je P, = [ fdz, onda
B

B
P, = Papop — Py = d(AB)d(AD) — [ " fda,
| A

pa je za reSenje zadatka neophodna izracunljivost integrala u gornjoj formuli,
§to je obezbedeno, ako f zadovoljava uslove integrabilnosti. Uofimo da za
razliku od prethodnih primera verovatnoéa dogadaja X nije jednaka zbiru

elementarnih dogadaja koji ga &ine:

X={M|M=(@zy)Azc(AB)Aye(A,D)Ay>f(z)},
P=2X)=2(| JIM|IMeX})+ > Z({M})=0. |

MeX

Mozda ovo deluje zbunjujuée zbog uslova g-aditivnosti verovatnode, ali kon-
statujmo da je | X| = 2%¢, {j. X ima kontinuum mnogo tafaka. Neprebrojiva
suma, je definisana samo ako je najviSe prebroj ivo mnogo ¢lanova razliito
od nule. Dalje 2% > Rg, a o-aditivnost predstavlja No-aditivnost. Dakle,
da bi vazilo da je verovatnoca dogadaja X jednaka zbiru verovatnoca ele-
mentarnih dogadaja, koji ulaze u X, neophodno je da verovatnoc¢a &’ bude
2%0_adativna (5to je nemogude).
| Mada jednostavan 1 sliéan mnogim prakti¢nim zadacima Primer 6.
namedée jos neka razjaSnjenja. Ako je €2 jednak poligonu ABCD, £2(€1) skup
svih podskupova ABCD, onda je postojanje verovatnoée £ nad celim P({2)
teZe obezbedivo i ekvivalentno vrlo jakoj aksiomi beskonacnosti 1 tada je
kontinuum vrlo veliki (|N| < |[N|* < |N[{** < ... < 2%0). Sledi: ako vaZi
kontinuum hipoteza, onda ne postoji verovatnoca na celom P({). Dru-
ga mogucénost je slabljenje domena verovatnoce, dopustanje da verovatnoca,
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bude parcijalna funkcija. Za dovoljno bogata o-polja (nad Q kao u pretho-
dnom primeru) moZe se dokazati da imaju verovatnoéu. Neka je F jednako
o-polju nad €} iz Primera 6. nad kojim postoji verovatnoéa P. Znaéi, svaki
dogadaj iz F ima verovatnocu {za z € F, F(z) € [0,1]). Posto je F # P(Q),
sledi da postoji z C §2 takav da z & F. Posto je verovatnoéa definisana samo
za elemente F' (dom (&) = F'), sledi da = nema verovatnoéu. X se razlikuje
od neverovatnog dogadaja (verovatnoée 0), od nemoguéeg dogadaja (prazan
skup) i od neispravnog dogadaja, pa bismo ovakve dogadaje 1zdvojili kao
(smislene - ispravne) bez verovatnodée.

7.1.2 Teorema potpune verovatnode

Definicija 3. USLOVNA VEROVATNOCA. Verovatnoda dogadaja B
pod uslovima, koji dovode do realizacije dogadaja A, u oznaci (B |A)
definiSe se jednakoscu

P(AB)
P(A)

P(B| A) = za P(A) > 0;

Teorema 1. Neka su A;,... , A, disjunktni dogadaji takvi da

i—=1 '

(kaZemo jos da A,,..., Ay éine particiju od Q). Za svaki dogadaj B (koji
ima verovainodéu) vasi -

P(B) =)  P(A)P(B| A).
' 1=1

T

Dokaz. Neposredno sledi iz B = BN = BN ([j A;))=UBnNA4)i
1=1

=1

definicije uslovne verovatnoée.

Posledica 1. BAJESOVA FORMULA.

P41 B) = _PAIFBIA)
3 P(A4) P(B| Ar)

za t=1,...,n.
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Dokaz. Uoéimo

VP(BNA;)
P(A)P(B|A;) P AAi) P(B)
Z(4; | B) (4N B) |
P(B)

Dalje dokaz sledi neposredno iz Teoreme 1.

7.1.3 Slu¢éajna promenljiva, raspodela verovatnode

Neka je X funkcija, €iji je domen skup elementarnih dogadaja 2, a
kodomen skup B C R. Funkciju X nazivamo slucajno promenljivom. Ako
je kodomen B konacan ili prebrojiv, kazemo da je slu¢ajna promenljiva X
diskreina. Pored diskretnih vaZne su i neprekidne slu¢ajno promenljive, kod
kojih je kodomen “neprekidan”, npr. interval ili unija intervala.

Primer 7. Novéié¢ se baca tri puta. Skup moguéih 1shoda (pojava
pisma ili glave, redom P, @) oznaéimo sa

= {PPP,PPG,PGP,... ,GGG}.
Funkcija X definisana sa
X(w) = “broj P-ova u w”

Je diskretna slucajna promenljiva (codom (X) = {0, 1,2, 3}).

Primer 8. Neka je A C Q; karakteristicnu funkciju doga.da,_]a A
mozemo smatrati sluéajnom promenljlvom

1, akko w € A,

o = I4(w).
0, inace,

Xalw) = {

Ova slucajna promenljiva se naziva jos i indikatorom dogadaja A.
Neka je npr. A C Q iz prethodnog primera takav da vazi w € A akko
w, 1ma. paran broj P-ova. -

Ocigledno, A = {GGG, PPG, PGP,GPP} i vazi (na primer)

IA(PPP) =I4(PGG)=0; I4(GPP)=1,
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Uotirao da je kodomen sluéajno promenljive ureden (prirodni poredak
< u R). Prethodno dolazi do izrazaja kod ispitivanja dogadaja oblika,
slucagna promenljiva X ima vrednost u intervalu [a, b] (odnosno (a, b]; [a, b);

(a,b))-

Definicija 4. Neka je X diskretna slu¢ajna promenljiva nad (2} sa
kodomenom B i neka je za b € B, p;, verovatnoca da sluajna promenljiva
X uzme vrednost b. Neka je

ZPb = 1.

beB

Funkciju p : b = py, b € B, nazivamo diskretnom raspodelom verovat-
node, odnosno funkcijom raspodele verovatnoce slu¢ajne promenljive X.
Prilikom bacanja kocke izdvojimo dogadaj: da padne 6 i oznaéimo ga
a 5. Posmatrajmo niz moguéih ishoda u n bacanja kao poseban dogadaj, pri
¢emu nas u k-tom bacanju interesuje da li jeste ili nije pala Sestica (dogaday]
3 ili njegov komplement o - ostatak).

Primer 9. Pretpostavimo da se ispravna kocka baca n puta, da su
bacanja nezavisna, kao i da nas interesuje pojavljivanje, odnosno nepojavlji-
vanje Sestice. Kod pojedinainog bacanja skup svih ishoda je

1 = {w17w21W31w41w5:wﬁ }:l
ali nas interesuju samo dogadaji

A={wg} 1 A°=Q-—A=Q\{ws},

koje oznafimo respektivno sa 5 odnosno o (Sest, ostatak). UoCimo skup
svih nizova duzine n od ova dva slova. Jedan niz predstavlja jedan moguci
ishod. Ovih nizova ima 2". Definidimo slu¢ajnu promenljivu X kao broj
pojava Sestice (3) i odredimo njenu raspodelu. Dakle,

X :{30" ={0,1,... ,n}=n+1.

Neka je pi verovatnoéa da X uzme vrednost k. U pojedina¢nom bacanju
neka je H(3) = p, HP(0) = qg=1—p. Sledi da je |

pr = p*(1 —p)" %,
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gde je b broj svih n-torki u kojima se 3 javlja k puta. Ocigledno b = (n),

pa je
n "
Pr = (k)Pk(l"‘P) k-

Dalje imamo

T

Z Pk = gpk = Z (:)p"’(l -p)"F =1,

k€codom (X) k=0

Sto znall da pg, k € {0,... ,n} predstavlja funkciju raspodele verovatnoéa
sluCajne promenljive X. Ova raspodela se naziva binomna, u oznaci B(n, p),
sa parametrima n i p.

Ako je kocka u ovom primeru pristojno izradena, trabalo bi da bude

p = 1, odakle, sledi

6
o n\ 1 (5\"F  /n)\5n-k
PE=\k /6% \ 6 ~\k) 6"

Osim binomne raspodele, koja se jo§ naziva Bernulijeva Sema, u teoriji
verovatnoce su posebno vaZne sledeée dve raspodele, koje se dobijaju kao
granicni slucaj binomne raspodele kada n neograniGeno raste.

7.1.4 Puasonova raspodela

Pretpostavimo da verovatnoda osnovnog ispitivanog dogadaja A u bi-
nomnoj raspodeli zavisi od broja bacanja n, tj. 2(A) = p,,. Pretpostavimo

Jos daje lim np, = A. Posmatrajmo sluéajnu promenljivu X iz prethodnog
n—o0

primera

Xn:{A A°}" - {0,1,... ,n}

(X je broj realizacija dogadaja A u n ponovljenih opita).
Neka je

P({ X = m}) =P (_—.- (”)pﬂmu _pn)n—m) |

m
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Iz lim np, = A lmamo
n—300

n

A
lim I_’i__ A (t_] pnm—zavelikon),
—_* P
n

odakle

Am
Sledi, im ppm = —Te"‘
. N0 m.

Ovde mozemo reéi da niz slu¢ajnih promenljivih

X,: {4, A} > {0,1,... ,n},

: : . AT : ]
odreduje slu¢ajno promenljivu X* sa raspodelom —e —A koja se naziva
m!
Puasonova raspodela. Primetimo da za slucajno promenljivu X* imamo
X*:{A,A°}¥ — N, tj. argumenti slu¢ajno promenljive X* su nizovi, a

kodomen skup V.

7.1.5 Nornialna raspodela

Posmatrajmo gornji niz slu¢ajno promenljivih X,,. Neka je

. m — np
NCTe
Moze se pokazati da vazi
n .
lim Y P4 Prnm
n—¥00 6_%_
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Za dOVO].iIlD VE].ikO T imamo
1 - $2
—T
V 271- - \fnpq

?
5to se moze koristiti 1 za priblizno 1zra¢unavanje p, .

Pnom =~

Takode se moze dokazati da vazi

. Xn“np [ -l
] Aa< < b = dx
”i’n‘}‘” ({  Jnpq } \ 2T

.@({X* [a, bl} \/_/ e~ 7 da.

Poslednji izrazi odreduju Gausovu ili normalnu raspodelu verovatnoce.
7.1.6 Matematicko ocekivanje i disperzija

Neka je X diskretna sluéajna promenljiva na skupu {2 sa kodomenom
B C R. Matematicko otekivanje sluajne promenljive X definiSe se na

sledeéi nacin
E(X) =) X(w)-p(w).
wen
Primer 10. Ako pada kiSa, taksista moze da zaradi 300 dinara, ako

je lepo vreme, 120 dinara, ako je hladno bez kise, 180 dinara. Ako su
krajem septembra verovatnoce navedenih meteoroloskih okolnosti redom:
0.4, 0.25 1 0.35, koliku zaradu taksista moZe da oekuje pre upoznavanja sa
meteoroloskim prilikama? Imamo da je @ = {wy,we, w3} i

p(wl) — 0'4: P(wﬁ) = 025: p((.d3) — 0351

z(wy) = 300, z{w2) =120, z(ws;)=180.
Odavde dalje sledi da je ocekivana zarada jednaka matematickom oCekivanju

E(X)=0.4-300+0.25-120 4+ 0.35 - 180 = 213.

Matemati¢ko otekivanje daje ocekivanu vrednost sluajne promenljive. Ra-
sipanje, disperzija ili srednje kvadratno odstupanje slu€ajne promenljve X
definiSe se sa

o%(X) = E(X - E(X))? = E(X?) — (E(X))°.
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7 2 Elementi statistike

Ispitivanjem slucajnih pojava u praksi bavi se matematicka statistika,
u ¢ije zadatke spadaju: organizacija podataka, dobijenih merenjem — ekspe-
rimentom, preciziranje klase dogadaja i slu¢ajnih promenljivih, odredivanje
verovatnoda i raspodela saglasnih sa eksperimentom, ispitivanje osobina ele-
menata Sireg skupa (populacije) proutavanjem istih na elementima reprezen-

tativnog podskupa (uzorka).

Primer 11. Merenjem je utvrdena temperatura u delu ovog grada u
periodu 2.1.1996.-11.1.1996. 1 podaci su prikazani u sledeéoj tabeli.

temperatura (°C) | 54| 8 -9 | -3 7| -5113|=2[ 7
datum . 12134 5|67|891011

Merenje je zaokruZeno na ceo stepen iako je jasno da je temperatura
realna veli¢ina. Uobitajena graficka predstavljanja data su na slikama 2.1

3.

olika 2.

Grafik sa slike 2., dobijen je povezivanjem izmerenih vrednosti, grafik
sa slike 3. (histogram) se sastoji od pravougaonika iste baze, Cija visina (ili
povrsine) predstavlja merenu veliCinu. |
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°C
13

10

5

-9
Slika 3.

Uobiéajeno je da se meteoroloska merenja obavljaju svakog dana u
isto vreme, §to u ovom merenju nije bio slu¢aj (neka su bila jutarnja, neka
vecernja i neka noéna). Ogcigledno da nam takvo merenje nece dati Zeljeni
uvid u npr. dnevno ponasanje temperature. Nekim drugim merenjem iste
veli¢ine istih dana u 13h na dva mesta u gradu dobijeni su sledeéi rezultati:

datum 21314561 7|8] 9]10]11
mernomesto1 |6 (5191714162110 5] ©
merno mesto 2 { 6 | 4 181713{(4(0) 71 84§ o

Na slici 4. prikazani su grafici merenja 1 (tanka linija), merenja 2
(tanka linija) i prosek — aritmeticka sredina (debela linija). Ova merenja i
njihova aritmeticka sredina daju nam jasniji i kvalitetniji uvid u ponasanje
dnevne temperature u ispitivanom periodu, §to je ipak nedovoljno da bismo
izvukli zakljutke o temperaturi u nekoj drugoj sezoni ili u istom periodu

prethodnih i sledec¢ih godina.
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slika 4.

Primer 12. (1) Za potrebe snadbevanja regruta koji dolaze u gru-
pama po 40.000 tri puta godisnje, pored pregleda iz prethodnih generacija,
uzimajuéi uzorak od 1000 sluc¢ajno odabranih svezih regruta, planeri vojne
obuée dosli su do sledeéih podataka o veli¢ini (broj) obuce:

broj regruta 49 | 176 | 409 | 272

82

12

veli¢ina (broj obuée) | 40 | 41| 42| 43
400

300

44

0 40 4 42 43 44

Slika 5.

45 i vecée
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Procentualna distribucija po brojevima obuée iznosi: 4.9% broj 40,
17.6% broj 41, 40.9% broj 42, 27.2% broj 43, 8.2% broj 44 i 1.2% brojevi 45
i veéi. Razvrstavanje regruta obavljeno je prema standardnim obucarskim
merama (koje su ekvidistantno rasporedene). Graficki prikaz prethodnih
podataka dat je na slici 5. Uoimo da grafika na slici 5. iako vrlo grubo
klasirana, na z osi posmatramo samo 6 tafaka i za tih 6 tacaka se odreduje

(meri-broji) funkcija distribucije, snazno podseta na normalnu raspodelu.

(2) Planeri vojne odee su pravila o slitnosti trouglova primenili na
podatke o obuéi da bi dobili distribuciju visina regruta, ispitivanog uzorka.
Da se ne bi oslonili samo na dedukciju, izveli su merenja na uzorku od 130
vojnika i dobili slede¢e podatke.

visina | <160 | 160-168 | 168-176 | 176-184 } > 184
broj regrutal (' l 28 | 61 41 13

Ako na z osu nanesemo klase visina (koje korespondiraju veli¢inama unifor-
mi od 1 do 5), na y osu odgovarajuéi broj regruta, dobijamo grafik na slici
6, koji jako dobro korespondira distribuciji velicina obuce.

60
50

401

307

201

-

101

RN SR G IS
0{ | <160 160—168  168—176  176-184 >184

Slika 6.

Cesto je praktiéno prikazivanje kumulativne distribucije, odnosno di-
stribucije kumulativnih frekvencija. Za primer pod (1) imali bismo tabelu i
grafik (slika 7.).
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broj obuce broj regruta

Ld

600 ¢+

400 1

+ 4 | t 4 + + >
0 I 40 41 42 43 44 45 47 50
Slika 7. '

7.2.1 Mere centralne tendencije

U nekim situacijama ima smisla ra¢unanje srednje vrednosti merene
veliine, 8to se moZe uzeti kao pokazatel] ponaSanja ispitivane pojave.
TraZenje prosecne veli¢ine uniforme (negde oko 3.14), odnosno broja cipela
novodolazecih regruta (negde oko 42.31) u poslednjem primeru tesko ée nam
dati bolji uvid u istrazivanom problemu iz prostog razloga sto izrada 40000
komada uniformi broja 7 i cipela veli¢ine 42.31 neée kvalitetno resiti zadatke
obla¢enja i obuvanja nove vojske. |
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Nasuprot tome, proseéna dnevna temperatura u Beogradu, merena na
dvadesetak mesta svakog punog sata, moze da predstavlja znacajan pokaza-
telj ponaSanja klime u pomenutom gradu.

Aritmeticka sredina brojeva z,,zs,... , T, racuna se
{2
2T
— =1
T = :
n
Ako brojevima x1,z3,...,Z,, redom pridruZzimo teZinske faktore
wi, Wa, ... , Wy, (Dpr.srazmerno znacaju, ponavljanju), onda dobijamo tezin-

sku aritmeticku sredinu:

J Tl
E W;&;
=1

T =
D W
i=1
Geometrijska sredina brojeva z,zs,... ,z, definiSe se sa

1
n n
Lg — (H :B,;) .
1=1

Znacajna je 1 harmonijska sredina, definisana sa,

g
nl'_

L4

Ty =

1=1

Koja od sredina e se upotrebiti u konkretnom sluéaju zavisi na primer
od prirode podataka i afiniteta istraZzivagéa.

Primer 13. (1) Uo¢imo niz 1,2, 3,... ,100. Imameo
H 100
D

— =1 —
T 100 50.5,

1=1

100 \ 50 100
T, = (H z) = V100! = — ~36.8,
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upotrebili smo Stirlingovu formulu za aproksimaciju 7!

TL
n! ZWH(E) X

e
(2) uotimo prvih 100 élanova geometrijske progresije 2", 1,2,4, ... ,2%.
Ovde 1mamo
99 |
> %
P = R ik GUPT
100 100 j

99 '
: 5O L
-'I"g . 100 sz — (299 50) T60 — 249.5_
\ i

Ostavljamo ¢itaocu da racuna harmonijske sredine ovih 100-rki i
izvucée konacéne zakljucke.

7.2.2 Standardna devijacija

Odredimo standardnu devijaciju i disperziju za merenja iz Primera
11. | .
1. merenje: 9, 4, 8, —~9, -3, 7, -3, 13, -2, 7
. 9 +44+8-9-3+7-5+13-2+7
T 10 B

o [EE P

\/2.52+1.52+5.52+11.52+5.52+4.52+7.52+10.52+4.52+4.52
- 10

2.9

= V42.85 = 6.55

v g2 =42.85

> merenje: 6, 5,9, 7, 4,6, 2, 10, 5, 6
6+5+9+7+4+6+2+10+5+6
10 -
2 12 2 12 2 2 2 2 2
J__:\/0+ + 32 + +21~50 +424+42+1240 I8 — 219

6

T =

o’ = 4.8
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Standardna devijacija se koristi kao mera disperzije (rasturanja) neke nu-
mericke veli¢ine oko njene srednje vrednosti. Uo¢imo da su standardna
devijacija i disperzija za drugo merenje znatno manji u odnosu na pPIvo
merenje. ‘lo istovremeno znafi da aritmeticka sredina bolje reprezentuje
merenu veli¢inu u drugom slu¢aju. Primetimo da bi za potrebe uvida u
ponasanje temperature vazduha u nekom geografskom podruéju najbolje
bilo posmatrati niz dovoljno gustih merenja, bar na svaki sat, pa je za-
to dnevna temperatura reprezentovana vektorom (od npr. 24 koordinate).
Dnevni prosek onda postaje upotrebljiva veli¢ina ako nema prevelike disper-

z1je.

7.2.3 Raspodela

Primer 14. (1) Odredimo verovatnoéu da u faiililiji sa petoro dece
bude bar jedno musko, pretpostavljajuéi da je verovatnoéa rodenja muskog

deteta 0.5.

(2) Uz uslove kao pod (1) odrediti verovatnoéu da budu bar dva muska
deteta. |

(1) Koristimo binomnu raspodelu. Dogadaj “bar jedno musko dete” mozemo
predstaviti kao uniju pet dogadaja:

A ={1 decko, 4 devojcice} U {2 deéaka i 3 devojcice}U
{3 decaka i 2 devojtice} U {4 detaka i 1 devojcica} U {pet decaka}.

Verovatnoce dogadaja s desne strane oznaéimo sa Py, P, P3, Py, 1 P;. Onda
5
vaii #(A) = > P,.
| 1=1
Kako je

sledi
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Verovatnoc¢a dogadaja B (bar dva decaka):

26

Primer 15. Za koliko od 1200 porodica sa petoro dece se o¢ekuje da
imaju (1) bar dva decaka; (2) pet sinova. |
Prema prethodnom primeru, pod
(1) £ = 1200 - 2(B) = 975;
1 1

(2) Z(C) = £ ({pet sinova}) = 35 sledi E = 1200 - 25 = 37.5.

Primer 16. U proizvodnji nekih éipova ima 10% skarta koji se bez
testa isporuéuju fabrickoj prodavnici. Jedan majstor dode u prodavnicu i
kupi 12 sluc¢ajno izabranih ¢ipova. Odredi verovatnotu dogadaja: od 12
kupljenih najvise 3 su neispravni. |

Verovatnoéa neispravnog ¢ipa: p = 0.1; ispravnog ¢ = 0.9. Verova-
tnoéa trazenog dogadaja jednaka je zbiru

g?’({O neisp.}) + ({1 neisp.}) + F({2 neisp.}) + ({3 neisp.})

= (102) 0.1°0.912 + (112) 0.110.911 4+ (122) 0.120.919 + (132) 0.130.9°

= ().2824293 + 1.2 - 0.3138104 + 0.66 - 0.3486783 + 0.22 - 0.3874204
= (.9743617.

Primer 17. Na pijatnoj tezgi sa jabukama ima 25% (unutrasnjeg)
skarta, (tj. jabuke su trule u sredini, dok spolja sve izgledaju lepo). Koliko
sluajno izabranih jabuka treba da kupi kupac koji Zeli da sa verovatnoéom
0.9 nabavi bar 8 jabuka?

Povrsina izmedu z ose 1 Gausove normalne krive iznosi 1, §to odgo-
vara, verovatnoéi sigurnog dogadaja. Cesto je potrebno da se odredi povriina
krivolinijskog trapeza, ogranifenog delom z ose izmedu tacaka a i b, odsec-
cima pravih z = a 1z = b 1zmedu z ose i Gausove krive, 1 samom (Gausovom
krivom, slika 8. (Sto odgovara verovatnoéi da sluéajno promenljiva sa
normalnom raspodelom uzima vrednosti u intervalu (a,b)). Za reSavanje



Verovatnoéa 1 statistika 133

Slika 8.
ovakvog zadatka mozZemo se posluziti Dodatkom 2.

Primer 18. Odrediti povriinu krivolinijskog trapeza, odredenog Gau-
sovom krivom i tactkama - 1.4 1 2.2. Posto je Gausova kriva parna, u
Dodatku 2. dat je ratun samo za pozitivne vrednosti argumenta. Za-
to zadatak reSavamo sabiranjem povrSina krivolinijskog trapeza, odredenog
apscisama 0 1 1.4 1 trapeza, odredenog apscisama 0 1 2.2. Prvu povriinu
odredujemo tako, $to u tabeli Dodatka 2. trazimo vrstu, u kojoj je z = 1.4
i potom u koloni ispod 0 ¢itamo vrednost prve povrsine 0.4192. Sliéno za
drugu nademo vrstu, u kojoj je z = 2.2 1 u koloni 0 vrednost povrsine drugog
trougla 0.4861. Zbir 0.9053 je reSenje trazenog zadatka.

Primer 19. (1) Za sluéajnu promenljivu 2 sa Gausovom raspodelom
odredi verovatnoéu Z({1.51 < z < 1.98}). Zadatak se svodi na racun
osencene povrsine sa slike 9, koja se dobija tako, Sto se od trapeza odredenog

Slika 9.
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apscisama ( 1 1.98 odbije povrSina trapeza odredenog tatkama z = 0 i
z = 1.81. Za povriinu prvog u koloni z Dodatka 2. odredujemo vrstu
z = 1.9 1 u koloni 8 ¢itamo vrednost povriine prvog trapeza 0.476%. Sli¢no
za drugl u koloni 1 za z = 1.5 odredujemo povr§inu drugog 0.4345, pa je

trazena verovatnoda

P({1.51 < z < 1.98}) = 0.0415

(2) Za slutajnu promenljivu z sa Gausovom raspodelom odredi vero-
vatnotu P({-0.5 |< z < +oo}).

Uocimo da je P({—0.5 |< z < +o00}) = P({0 < 2 < 0.51}) + 0.5 =
0.1990 + 0.5 = 0.695 (konsultujuéi Dodatak 2.).

Za odredivanje vrednosti Gausove krive za odredenu vrednost z slika
10, koristimo Dodatak 1.

y
sl im

0 Z T
Stika 10.

Primer 20. Odrediti vrednosti Gausove krive koje odgovaraju apsci-
sama z = 1.811 2= —-2.91.

U Dodatku 1. nadimo vrstu z = 1.5 i u koloni 1 vrednost 0.1276.
4bog parnosti krive, trazeno se poklapa sa vrednosti funkcije, koja odgovara,
z == 2.91, u koloni 1 vrste z = 2.9, iznosi 0.0058.

Primer 21. Morfometrijom lobanja uzorka od 200 sumskih migeva na,
jednom domadem terenu utvrdena je prosetna duZina 15.1mm sa standard-
nom devijacijom 1.5mm. Pretpostavivsi da je merena duina normalno dis-
tribuirana, odredi koliko miSeva ima lobanju duzine izmedu 12 i 16mm, kao
1 broj miSeva, kod kojih je duZina lobanje veéa od 20mm.
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Formula za normalnu raspodelu glasi:

1 _ (z—p)?
i e 20 .
Y oV 2T

gde je u sredina, o standardna devijacija, o? disperzija.

: T — ..
U standardizovanim jedinicama z = a , prethodna formula dobija
o
sledeéi standardni oblik ’ :
= e % ;
YT Vo
koji je tabeliran u Dodacima 1. i 2.
Prvo je neophodna transformacija koordinata z; = 12mm i zo =

16mm, pri ¢emu je p = 15.1mm, o = 1.5mm. Sledi:

16 — 15.1
=207, z=—7"=06,

I — U _ 12 —-15.1
o 1.5

21

pa Ce traZena proporcija miSeva biti jednaka krivolinijskom trapezu, odrede-
nom apscisama —2.07 1 0.6, tj. zbiru povrsine trapeza, odredenog tackama
z =012 =10.6 1 povriine trapeza, odredenog tatkama z = 0 i z = 2.07 koje
nalazimo u tabeli Dodatka 2: 0.2258 + 0.4808 = 0.7066, pa mnozenjem
sa brojem miseva u uzorku (200) dobijamo 141 za broj miseva sa dufinom
lobanje u intervalu(12mm, 16mm). Za broj miSeva lobanje duze od 20mm,

20 — 15.1
23 — 15 = 327,

trazi se povrSina izmedu z ose i Gausove krive, desno od z = 3.27. Povriina
trapeza odredenog tatkama z = 0 i z = 3.27 iznosi 0.4995, dok povrsina
desno od y ose, izmedu z ose i Gausove krive iznosi 0.5, pa Je traZena
velitina jednaka 0.5 — 0.4995 = 0.0005, pa mnoZenjem sa veli¢inom uzorka
dobijamo 0.1, §to znaéi da u ovom uzorku nema miSeva sa. lobanjom od bar

20mm.






8. Analiza signala

U bioloskim i medicinskim ispitivanjima rasprostranjena je upotreba
merne tehnike kojom se, bez izuzetka, promena merene veliéine konvertuje
u promenu napona ili intenziteta struje u mernom uredaju, §to se prikazu-
je ili registruje na neki od uobicajenih nacina: raznobojnim indikatorskim
lampicama, zvu¢nim porukama, i éesto, papirnim grafic¢kim prikazom (EKG,
EEG, EMG). Veli¢ine bez promena, odnosno sa vrlo sporim promenama se
slabo 1 neredovno prate. Sledstveno, sve §to se meri je ili dosta promenlji-
vo u vremenu ili je od posebne vaznosti. Od pocetka merenja do nedavno,
dominantna varijanta analize signala u biologiji i medicini sastojala se od
(vizuelnog) pregleda grafika ispitivanih funkcija 1 naknadne klasifikacije u
skladu sa izgradenom semantikom (oSteéenje zaliska, proSirena predkomo-
ra, angina pektoris, epileptiéni napad, nastupanje smrti, parcijalne lezije,
uznemirenost, uspavanost,...). Ovde uvezbani stru¢njak izvrSava funkciju
f, koja elementima skupa uocljivih stanja (ranije klasifikovanih) — domen,
pridruzuje jezicke konstrukte (u medicini ¢esto latinske), éime se odreduje

lokalna semantika.

U poslednje vreme situacije poput ove fokusiraju paznju na modeli-
ranje znacenja funkcija, poput f, unutar (veStacko) inteligentnih sistema
koji dopunjavaju i unapreduju eksperta, izmedu ostalog i moguénostima
blizeg odredivanja semantike funkcije f. Ucitavanje ispitivanih funkcija
u analiticki program u racunaru, §to se postiZze upotrebom AD (analog-
no digitalnih) konvertora, obezbeduje uvid u ispitivane funkcije uz upotrebu
sasvim elementarnih algoritama koji kvalitetom znacajno nadmasuje situaci-
ju sa papirnatim grafickim prikazom (npr. zumiranje — rastezenje signala po
svakoj osi). Jednom uéitani u rafunar, signali postaju dostupni za obradu
masiviim matematickim aparatom. Ispitivanjem ponasanja signala u okoli-
ni ekstremuma mogude je npr. definisati oblik talasa, zaobljeni talas u maksi-
mumu 1ma nulu prvog izvoda, zaSiljeni nema. Ovo se lako mozZe pretociti
u algoritam koji prepoznaje oblik talasa i koji moze da posluzi za detek-
cju nailaska epileptitnog napada ili pokreta ofne jabuéice. Napomenimo
Jos da AD konverzija konvertuje funkciju f zadatu na nekom (vremenskom)
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intervalu [a, b, u njenu diskretnu reprezentaciju f definisanu na kona&nom
podskupu X = {z¢,Z1,--. ,Zn} domena [a,b], takvu da je

(Vz € X) f(z) = f(=).

Sami uzorci f(z;) su obi¢no vremenski ekvidistantni. MoZe se reéi da f,
dovoljno dobro aproksimira f ako su u f registrovani (kao razli¢iti) svi ek-
stremumi funkcije f, tj. ako f prati sve znacajne promene ispitivane pojave.
Podsetimo na Primer 3. glave 4. Za eksperimentalne potrebe ovaj primer
upuéuje na neophodnost razlaganja domena [a,b] ispitivane funkcije f na
intervale, na kojima je f monotona ili, sli¢no, na intervale, na kojima prvi
izvod funkcije ne menja znak. Onda je neophodno da u svakom od ovih
podintervala imamo bar jedno merenje funkcije f. To prakti¢no znali za
ekvidistantna ofitavanja, da frekvenciju ofitavanja treba podesiti tako da
vreme izmedu susednih uzoraka bude krace od najkraceg intervala na kome
je f monotona. Prethodna napomena ne obezbeduje obavezno dovoljno do-
bru reprezentaciju funkcije f njenom aproksimacijom f, ako unapred nisu
zadate odredene restrikcije na f. Neka je na primer

b
L]

f :'{(mﬂa {I), (331: --(I.), IR (III};, (*1)’6“)! “ v }

Ako je za ispitivanu pojavu f poznato da se ponaSa kao na primer sinus,
kao 1 da su uzorkovanjem “registrovane sve promene”, onda b1 bilo mogude

odrediti f sa
0§

f(z) = asin (Amz +<p) :

Ako nije obavezno da f ima sinusni oblik, onda je aproksimacija f prili¢no
gruba. |

8.1 Mikroskopija signala

Primer 1. Uotimo funkcije f(m) i g(x), definisane sa

f(z) = 10sin 2z + 2sin 10z + 0.5sin 20z
g(z) = 10sin 2z + 2sin 10z + 0.5 sin 20z + 0.2 sin 30z,

tj. g(z) = f(z) + 0.2s8in 30z, odnosno g(z) — f{x) = 0.2sin 30z.
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Na slikama 1. 1 2. prikazana je funkcija f(z), na slici 3. levo je
prikazana funkcija g(z), dok je f(z) desno.

U odnosu na prave eksperimentalne signale funkcije f 1 g su izuzetno
jednostavne i pravilne. Pa ipak, detaljnim vizuelnim pregledom tesko je
razlikovati ove dve funkcije. Ako se f i g sabiju po y osi na ispod santi-
metarske amplitude, $to je tipi¢no za prikazivanje npr. EEG signala, onda
pojave poput g — f definitivno prestaju da postoje za posmatraéa.

Dok ne nauimo da registrujemo ovu vrstu fenomena, biée nam van
domasaja 1 sva semantika, vezana za suptilnije promene i stanja. Situacija
bez matematike bila bi prakti¢no beznadezna, a ni sa svom analizom nismo
liseni svih problema.

Potrebno je ispitivanu funkciju - signal f na nekom intervalu la, b],
predstaviti adekvatnim zbirom elementarnih, tako da se dobije bolji uvid u
ispitivanu funkciju f.

Za funkcije iz prethodnog primera ovaj zadatak bi glasio: odredi kom-
ponente funkcija f i g. U veéem broju razli¢itih situacija re€ je o varijantama
Ovog primera, naravno, sloZenijim. EEG signali sadrze periodicne kompo-
nente, slicno u mozdanim signalima prisutna je superpozicija raznovrsnih
periodicnih signala. Zato, za ozbiljna analiza ovih i drugih biologkih signala
otezana je bez sledece teoreme i njome inspirisanih dodataka i metoda.

8.2 Furijeova transformacija

Oznacimo sa Co[—m, 7] skup funkcija sa domenom [—, 7] koje ima-
Ju najviSe konano mnogo prekida prve vrste. Lako se proverava da je
Co[~m, 7] vektorski prostor nad R (sabiranje vektora je uobicajeno sabiranje
. funkcija, mnozZenje vektora skalarom je mnozenje funkcije realnim brojem).

Za f,g € Cy|—mn,n] izraz
(f,9) = / Hz)g(z)dz, -

odreduje skalarni proizvod na prostoru Co|—m,7]. Iz primera 10 glave 6.
sledi da je skup

{1}U{sinmz | me N*}U{cosmaz | m € N* Y,
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ortogonalan, kao i da je skup

z { 1 cosz sinz COSTZT SInnT }

Vo VE VR VR VR

ortonormiran.
Moze se pokazati da je E baza prostora Cy|[—=,n]. Za svaku funkciju

f - Co[—ﬂ',ﬂ']
Z (f: 8) " € | | (1)

ec K

predstavlja razvoj funkcije f u Furijeov red po ortonormiranoj bazi E, §to
se moze zapisati 1 na slede¢i naéin

%9- + Z::(an cos nz + b, sinnz), (2)

gde je

a(

ER A

f(z)do = 1% [ f(z)dz,

, |
a;l-—\/?_r/f(a:)cosna:dx, ne NT,

1 7
bn:ﬁ/ f(z)sinnzdz, ne NT.

Dakle, skup Cy[—m, 7] predstavlja beskonano dimenzioni vektorski pros-
tor sa ortonormiranom bazom F i skalarnim proizvodom, definisanim na
prethodni na¢in, §to omoguéava da se uvedu norma || fi| i rastojanje d(f, g)
1 Cp, nesto opstije nego u uvodnoj glavi (Primer 15):

1
2

Wl =V B [ Fa)ds |

1
™ 2

d(f,9) = “f — Y. /(f(:z:) — g(z))%dz

Fig
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Primer 2. Odredimo Furijeov razvoj funkcije f{z) = Asinkz, gde
su A,k > 0 (u odnosu na ortonormiranu bazu F). Prema prethodnom, za

koeficijente imamo

agp Acoskzx N

1 ¥i4
— Asinkzdzr = =0,
2 \/:Ef V2r-k{_,

. /Asinka:- Cm\/_:xda: _ 0,

b , | {A, k=mn,
SN Nz | 0, k#n.

Imamo da je za ovu funkciju Furijeov razvoj

00
204 Z(an cos nz + b, sinnz) = Asinkz,
2 n=1 |

tj. polazna funkcija i njen Furijeov razvoj se poklapaju. Na shican nacin
uocavamo da, ako Je

| g(fB) = ZAieji:

=1
gde su e; € F, onda je takode funkcija g(z) istovetna svom Furijeovom redu,
tj. | |
'.A,;. akko €; = €4,
(g 3 ej) — { .. ’
0 inace.

Oznaéimo sa F(h) Furijeov razvoj funkcije h(x). Onda za funkcije f
i g iz prethodnog primera vazi da je

F(f)=F t. d(f,F({f))=0,
F(g)=g, tj. d(g,F(g))=0.

Sledeéa Dirihleova teorema daje znacajna svojstva Furijeovih redova:

Teorema 1. Ako f(z) ima najvise konacno ekstrema 1 prekida prve
vrste u intervalu (—~m, ), onda
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1. Furijeov red funkcije f konvergira svuda na (—m,7) i jednak je f(x),
ako je f neprekidna u tack: z;

2. ako je a € (—m, ) tacka prekida funkcije f, onda je

. lim:c—}a'i' f(.’l?) + limm——-}a“ f(:II)

F(f)(a) = ; ;
3. na krajevima intervala suma reda jednaka je
f(=m) + f(x)
5 :

Posledica 1. Oznaéimo sa S, n-tu delimi¢nu sumu Furijeovog reda
funkcije f. Ako za f vaze uslovi prethodne teoreme, onda

(Ve > 0)(In) d(f,Sn) <k,

$to znaéi da se trigonometrijskim polinomom mozZe proizvoljno fino aprok-
simirati funkcija f.

Primer 3. Pretpostavimo da je h(z) = g(z) + u(z), gde je g linearna
kombinacija iz primera 1. Onda pod uslovima kao u Teoremi 1. bice

F(h) = F(g) + F(u) = g + F(u).

Sezdesetih i sedamdesetih godina razvijena je efikasna numericka
metoda za racunanje koeficijenata Furijeovog razvoja, brza Furijeova trans-
formacija FFT (fast Furie transformation), koja predstavlja osnovu mod-
erne rafunarske analize signala. Za eksperimentalnu funkciju moze biti
vaino brzo priblizno odredivanje koeficijenata Furijeovog razvoja. U slucaju
kada eksperimentalna funkcija — signal sadrzi periodi¢ne komponente, cije
frekvencije 1 amplitude, kao 1 promene istih u vremenu treba odrediti, jer se
mozda tim naéinom ostvaruje bolji uvid u ispitivane pojave, prakticno smo
suoéeni sa situacijom, koja li¢i na Primer 1, pri ¢emu su obi¢no koeficijenti
Furijeovog reda takode vremenske funkcije, ponekad takode periodicne, sto
znati da su 1 sami koeficijenti podobni za Furijeov razvoj.

Razvoj funkcije u Furijeov red daje nam 1 F aproksimaciju Furijeovim
polinomom n-tog stepena koji je jednak n-to] parcijalnoj sumi Furijeovog
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reda. Brzom Furijeovom transformacijom, efikasno se racunaju Furijeovi
koeficijenti, ¢ak viSe hiljada u realnom vremenu.

Dobar vizuelan uvid u komponente signala daje Furijeov spektar koji
se dobija iscrtavanjem amplitude frekventne komponente za datu frekven-
ciju. Na slikama 4. 1 5. dati su spektri funkcija f i g 1z primera, kao 1
polaznih trigonometrijskih funkcija i nekih njihovih linearnih kombinaciyja.

7Za praksu je od posebnog znataja sledeci fenomen (rezonance). Ako
je ispitivana funkcija oblika

f(z) = fi(z) + Asinwz,

i ako je funkcija fi(z) “ravna” u okolim frekvencije w, u Furijeovom razvoju
funkcije f(z), za €lan sinwz koeficijent ¢e biti A. Sledstveno, spektar line-
arne kombinacije sinusa i kosinusa, efektivno se sasto]l od spektralnih linija
na frekvencijama i sa intenzitetima, prisutnim u linearnoj kombinacijl.

Pokoordinantnim mnoZenjem spektara relativno se izdizu one koordi-
nate koje su prisutne u oba spektra, a anuliraju, odnosno priguSuju koor-
dinate na kojima jedan od €lanova ima nulu, odnosno male vrednosti, Sto
je prikazano na slici 6. uz napomenu da su prikazi intenziteta relativni u

odnosu na prozor. |

Signali se menjaju u vremenu, iz perspektive posmatraca koji meri,
priliéno ili sasvim sluéajno, $to znaci da izloZena pri¢a nema prakti¢no smi-
sla bez posmatranja promene spektra u vremenu. Na slici 7. dati su vre-
menski ili 3D (trodimenzioni) spektri funkcija f(z), g(z) i 0.2sin 30z, koj1
se ne menjaju u vremenu (jer im se ne menjaju sastojci kao ni doprinosi
sastojaka).

Spektar funkcije F' se moZe smatrati jednostavnim, ako je F' razredena
linearna kombinacija sinusa i kosinusa, tj. ako je

F(z) = Zai cos w; T + b; sinw; T, - (3)

1=1

pri éemu su uestanosti w;, 2 < N dobro separirane, a intenziteti a;, b; unutar
ne prevelikog raspona, na primer 2 reda veliCine, ako su ucestanostl w
dovoljno lokalno razdvojene. Za funkcije sa jednostavnim spektrima znamo
od ¢ega se u prirodi sastoje ¢im im vidimo spektar; to su upravo periodicne
funkcije koje ¢ine gornju linearnu kombinaciju.
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Ako se (a;,b;,w;) menJaJuu vremenu, 3D Furijeova spektroskopija
obezbeduje sadrzajan uvid u ispitivanu pojavu.

8.3 Primer iz akustike

Primer snimka odsviranog tona d° na sintisajzeru, sa 11000 semplova
(merenja) u sekundi dat je na slici 8. Vide se signal, spektar i spektar u
vremenu (osa po dubini). Na spektru se uoéavaju prva tri harmonika tona
d*, pocetak, trajanje i prestanak emitovanja. Takode uocavamo da su za sve
vreme proizvodenja tona d” njegov intenzitet i frekvencija stabilni. Na slici
9, imamo prikaz 3D spektra istog snimka u takozvanoj muzickoj (nalik na
note) prezentaciji. Po vertikalnoj osi, odozgo na dole je frekvencija, vreme je
po horizontali, levo starije, desno mlade, intenzitet je kodiran intenzitetom
svetla (crna-nula, bela-jedan), odnosno bojom.

Na slikama 10, 11. 1 12. je prikazan eksperiment snimanja melodije:
d* e ¢* c' g, sa 3D spektrom, (slika 10), uveéanim segmentom 3D spektra,
koji sadrzi interesantan deo prethodne slike i 3D spektar, muzi¢ki prikaz

(melodija ispisana s leva).

Napominjemo da su sve 3D strukture dobijene u realnom vremenu,

“zaledene” 1 snimljene. Za FFT ulaz je 512 tataka vremenskog signala.

L., _ . 1 .. :
Ukupno trajanje ovih 512 merenja iznosi cca 59 sekunde, racun 1 iscrtavanje

jo§ krace, vremenski tok 3D spektra ostvaruje se sa preko 11 spektara u
sekundi, ¢ime je skoro dostignuta filmska brzina.

Brzinom akvizicije od 11000 semplova u sekundi, moze se registrovati

1
frekvencija izvora do 5500 Hz. Vreme od 55 sekunde (= 512 tacaka) je

dovoljno za dobro razdvajanje sporijih tonova u 3D spektru i nije iznad
praga percepcije. Frekventna preciznost racunatog spektra iznosi

550
Ay = 520 = 21.5 Hz.

2

Drugim recima, pomak po domenu spektra iznosi Av, dok se frekvencije,
koje se razlikuju za manje od Av prikazuju kao jedna. (d2,e?,c?,cl,g!) =
(588,660,527,263,392), pa upotrebljena rezolucija razlikuje dobro polu-
stepene 1 skoro Cetvrtstepene u opsegu pocéetka melodije, §to se sve moze
procenitl posmatranjem muzickog prikaza 3D spektra.
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Povecanje FFT rezolucije (iz ra¢unskih razloga uzima se interval oblika,

2" tacaka), na primer 1024 tacke na ula,zu, smanjuje Av na pola 10.7 Hz (%

1

cetvrtstepena na 527 Hz). Medutim, 1024 tacke ovde ti‘aju 1 sekunde, ¢ime

raste vremensko razmazivanje (neodredenost) fenomena, kao i kasnjenje u
procesiranju spektra u realnom vremenu. Sve §to se deSava unutar ulazne
FFT preciznosti ne moze se lako razlikovati u vremenu. Qznaéimo sa A 2t
ulaznu preciznost FFT, tj. broj ulaznih tataka merene funkcije. Onda (u
opstem slu€aju) imamo sledeéu relaciju neodredenosti

Afztlf . Afzt = const.

Za datu brzinu semplovanja SR imamo

SKE
A_fzt

AfftI/-Afzt"“ -AfztISR.

Potrebnu brzinu semplovanja definisu faktori: brzina promene signala (t].
maksimalna frekvencija u signalu), kao i potrebna stabilnost spektara u
vremenu 1 potrebna brzina racunanja spektara.

Za jednostavne spektre gornja neodredenost kolapsira rafunanjem
parametara od znacaja po spektralnoj liniji, §to je izvodljivo. Za spektre
koji ne ulaze u ovu klasu, situacija je vrlo komplikovana.

Na bazi izlozenog akustickog primera i sistema SIGVIEW, koji obezbe-
duje raznovrsnu viSekanalnu akviziciju, spektroskopiju, 3D spektroskopiju,
kao 1 razne operacije na spektrima. Lako se mogu koncipirati i izgraditi
sistemi upotrebljivi u dijagnostici patologije sluha. |

8.4 Kardio vaskularne promene

3D FFT spektroskopija je postala zna¢ajna u farmakoloskim eksperi-
mentalnim i klinickim ispitivanjima. KruZi informacija da se u 3D spektru

vidi nastupanje smrti. |
Na slikama 13. i 14. prikazana je analiza signala, dobijenih merenjem

srCanog pritiska pacova. 3D spektrogrami su dobijeni ra¢unom 800 puta
FFT, preciznosti 1024. Na 3D
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spektrima se uotavaju specificne super strukture, ¢ije je poreklo u pomera-
nju eksperimentalnog pacova.

Pojava organizovanih oblika u 3D spektrima moze biti izuzetno zna-
¢ajna jer mozda manifestuje ispoljavanje primarnih upravljackih struktura.

8.5 Elektroencefalografija-EEG

Analiza mo#danih signala, danas pretezno EEG, spada u najozbiljnija
tekuéa 1 predstojeéa ispitivanja signala. Sami EEG spektri spadaju u na-
jslozenije vrste signala (spektara). Ipak, spektroskopija signala, verovatno
za duze vreme, predstavlja najjati metod za ispitivanje sloZenijih procesa u
ozgu.

Klasi¢éna encefalografija ispituje signale do nekoliko desetina Hz-a, uz
filtriranje-odstranjivanje frekvencija preko 50 Hz. Prethodno je verovatno
uslovljeno anti¢kom registracijom na papiru, gde posle nekoliko desetina Hz
nastupa razmaz tusa po hartiji. Posmatrane amplitude su retko vece od
jednog centimetra i, uopste uzev, najlepsi EEG signali su najjednostavnijl,
po moguéstvu nalik na &isti simus. U pomenutim uslovima nije ni moguce
registrovanje itega van ispitivanog redukovanog domena.

Namernim odstupanjem od prethodno zadatih ogranicenja sa. brzim
semplovanjima od 4100 semplova u sekundi, ustanovili smo da u donjem delu
spektra (0 do 40 Hz) ima ozbiljnih promena pojedinacnih istaknutih linija
na nivou jedne do dve milisekunde. Vreme stabilnosti —spore promenljivostl
spektra treba da se respektuje u 3D spektroskopiji. Argumentacija je slicna
kao i za odredivanje neophodne brzine akvizicije.

Na slici 15. prikazan je 3D spektrogram jednog kraceg eksperimenta,
sa frekventnim opsegom (0,50) Hz. U manjim prozorima u smeru kretanja
skazaljke na satu su 3D spektri spektralnih linija prethodnog spektra na
redom: 2.182; 3.199; 15.41 i 16.43 Hz. Frekventni domen sekundarnih spek-
tara je ovde ogranicen na 16 Hz, jer je raden FFT u 32 tacke sa pomakom
u vremenu, na ukupno 50 tataka po spektralnoj liniji. Uotimo sli¢nost en-
ergetske distribucije u 2, 3. i 4. spektru, kao 1 slicnost linijskih profila u
1, 3. i 4. spektru. Spektroskopija viSeg reda poput prethodne, samo finija,
mose da ima vrlo interesantnu semantiku i da bude vezana za vremenske
strukture.

Na slici 16. prikazan je opseg (500, 547) Hz 3D spektra istog ekspe-
rimenta, dobijen pokoordinatnim mnoZenjem istih takvih struktura za dva
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ulazna kanala. Uo¢imo efekte “CiS¢enja”, za linearno nezavisne komponente
spektara, kao i relativno isticanje linearno zavisne strukture (tj. frekventne

komponente, prisutne u oba signala). Iznad proizvod-spektra prikazan je
vremenski profil linije na 522.2 Hz, kao 1 njen vremenski spektar u kome

uocljivo dominira linija od 0.5 Hz.

Na slici 17, u malim prozorima, prikazan je rezultat lokalnog usred-
njavanja i pokoordinatni proizvod ovih struktura u velikom prozoru, §to
malo bolje izdvaja u vremenu fenomen sa prethodne slike.

Na slici 18. prikazan je za isti eksperiment rezultat sliénog postup-
ka, 800 pokoordinatnih proizvoda sinhronih spektara u vremenu (gornji 3D
spektar je proizvodni), kojim se lokalno linearno zavisni fenomen izdize
(lokalno) iznad “Suma”. | |

U visoko slozenom spektru segmentirano ispitivanje moze da ima smi-
sla. Fenomen (mpr. linija 522), koji je u individualnim spektrima dosta
slabiji (ovde 16 puta) od energetskih linija, u proizvodu 2—%5 puta slabiji od
istih, ali frekventno dovoljno udaljen od istih, moze biti izdvojen opisanim

numerickim mikroskopiranjem i finijim postupcima.

8.6 Zigurat

Skrenimo paZnju ovde na jo§ jedan semanticki detalj. Neka je npr.
FFT preciznost 2048 tacaka. Neka je unutar uzorka za FFT prisutna perio-
di¢na komponenta - impuls Asinwt sa pocetkom u tacki ¢; i krajem u tacki
t;, u ukupno k tacaka (vremenska baza impulsa), £ < 2048. Onda ée u spek-
tru amplituda ovog impulsa biti A - iﬁ%’a"' Recimo da su u uzorku (za FFT)
signala prisutna dva impulsa, A; sinw,f u k; tacaka i1 A; sinwst u kg tacaka i
neka vazi A, -ky = As-ko, za ki, ko < 2048. Onda ée amplitude ovih impulsa
u spektru biti priblizno jednake. Da bi se izbeglo pogreSno zakljuéivanje,
potrebna je varijanta spektralne rekonstrukcije u pravcu dobijanja “real-
nih” spektara, t.j. u kojima se anulira prethodna anomalija. Jedan naéin:
podeSavanje parametara akvizicije tako da svaki prisutan impuls prakti¢no
bude duzine (bar) FFT uzorka. Drugi metod: kliznom spektroskopijom se
odreduje profil spektralne linije u vremenu, koja u opsStem slucaju podseca
na zigurat, ako nema ozbiljnije interferencije posmatrane spektralne lini-
je sa ostatkom spektra (i ako su impulsi koji odgovaraju ispitivanoj liniji,
konstantnih frekvencija i amplituda), onda je moguéa rekonstrukcija realnih
amplituda impulsa, uz odredivanje vremena nastanka, trajanja i prestanka
¢ime bi se mogla obaviti Zeljena rekonstrukcija spektra.



9. Obrada mikroskopskih slika

Klasi¢na vizuelno fotografska upotreba mikroskopa dala je veliki do-
prinos nauci u prethodnih 100 godina. Pred kraj milenijuma mikroskop do-
bija kvalitetnu dopunu uvodenjem CCD ¢ipa, fotoosetljivog elementa, koji,
smesten u fokus optickog sistema, registruje sliku u elektronskom obliku.
Slika se uditava u racunar, gde se obraduje, analizira, arhivira.

Ovde prikazane slike dobijene su CCD kamerom, ¢iji CCD ¢ip, veli¢ine
6.8mm X 4.8mm ima 750 x 510 fotodetektora-piksela, veli¢ine 9 x 9um, koji
razlikuju 2% nijansi (intenziteta svetla izmedu minimuma i maksimuma).
Kamera je adapterima povezana sa nekoliko mikroskopa. Slika dobijena u
racunaru predstavlja matricu dimenzija 750 x 510, ¢iji su elementi u skupu
[0,2'* — 1] C N, $to skoro odgovara punom ekranu ratunarskog monito-
ra zadovoljavajuée rezolucije. Na trziStu postoje CCD kamere rezolucije
1500 x 1000 piksela, postoje 4K x 4K ¢ipovi, a ocekuje se da gustina ¢ipova
i dalje raste. Veli¢ina monitorskog piksela podeljena veli€inom piksela CCD
elementa, koji je smesten u fokus mikroskopa, predstavlja faktor dodatnog
uveéanja, a u ovom sluéaju 0.3mm/9um = 33.3 puta.

Slike u ra¢unaru dopustaju neke nove moguénosti: softversku obradu,
preciznu analizu, formiranje velikih slikovnih baza, poredenja dobijenih slika
sa bazama, matematicko modeliranje, definiciju objekata u slici, automati-
zaciju izdvajanja objekata, S§to sve treba da unapredi kvalitet 1 efikasnost

rada u mikroskopiji.

9.1 Fotomorfologija

Oznatimo sa Fy,«xn (m < 750;n < 510), matricu — CCD konvertovanu

sliku ili neki njen segment. I je diskretna funkcija, ¢iji je domen (diskretan),
D = {(4,5) | i <m;j < n} C R?,
a vrednosti (u diskretnom skupu}:

fi,j — f(zaj) € {0:1:' -'214 _ 1}
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Na taj natin, matricu F' moZemo smatrati (finom) aproksimacijom realne
funkcije od dva argumenta, povrsi u prostoru

S = {(?‘1.7: fi:j) | (31.7) S 'D}

U raznovrsnom eksperimentisanju, gde se meri intenzitet svetla u vre-
menu, §to se predstavlja funkcijom I(t), argumenta ¢, obi¢no u diskretnim
tackama vremena t = tg, t1, t2,... ,in, radi se o fotometriji. Moze se jos reci
da je fotometrija merenje-ispitivanje funkcije intenziteta svetla po jednom
argumentu. Ovde se ispituje funkcija u prostoru R3, koja je rezultat foto
merenja, pa smo slobodni da isto nazovemo fotomorfologijom. Neka svojstva
funkcija ovde mogu biti od koristi, §to ilustrujemo ukljucenim primerima.
Na slici 1. levo prikazan je hromozom sa krupnom svetlom tackom blizu
sredine, tzv. FISH markerom. U desnom delu slike vide se jedra sa FISH
markerima — svetlim tatkama. Prisutnim markerima registruje se prisustvo
odredenih gena. Od znagaja je odredivanje broja, polozaja, medusobnog
rasporeda-rastojanja markera, hromozoma sa markerom. Na slici 2. levo
vidi se ispravljen hromozom sa markerom sa slike 1. Desno na slici prikazana
je fotomorfoloska struktura ovog hromozoma, iscrtavanjem uzduzZnih prese-
ka — kolona matrice-slike ovog hromozoma. Isti prizor imamo i na slici 3. uz
sencenja, koja istiéu detalje hromozoma. Poprecni nabori definidu struktu-
ru hromozoma. Centar markera se poklapa sa maksimumom fotomorfoloske
funkcije F(z,y), §to je posebno istaknuto dodatnim uveanjem centralne
formacije, na slici 4. i poloZajem presecnih linija z = 11, y = 80. Funkcija
F(11,y) je funkcija jednog argumenta i u maksimumu je |

dF(11,y) 0
dy o
Sliéno,
dF(z,80)
— 0’
dx

u maksimumu. Iz veli¢ine piksela, ocko S5mm sledi da je ispitivani segment
hromozoma uveéan 300000 do 500000 puta. Ovakvim uvecanjima se vizu-
elno niSta ne postize. Ipak, gledano na alternativan nacin moze se najpre-
ciznije odrediti poloZaj najsvetlijeg piksela markera. Slike 5. i 6. prikazuju
jedro iz gornjeg desnog ugla slike 1. Fina struktura fotomorfologije u okoli-
ni oznalenog markera se vrlo lepo uocava (slika 5, desno) pri uvecanju oko
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150000 puta. Uza okolina markera (slika 6, desno) uvecana je oko 300000
puta. |

Osetljivost CCD elementa prevazilazi osetljivost fotoemulzije, pa se
moze oCekivati detekcija slabih markera koje film ne registruje. Uocimo da
je povrsina fotomorfoloskih funkcija nenazubljena, §to ukazuje na odsustvo
Siima. Poslednje obeava mogucnost ispitivanja podrucja od svega nekoliko

piksela u precniku.

9.2 Analiza hromozoma

Neki od vaznijih zadataka u ispitivanju hromozoma su sortiranje hro-
mozoma — odredivanje kariotipa, a potom ispitivanje pojedinaénih hromo-
zoma, uporedivanjem sa odgovarajuc¢im i odredivanjem porekla hromozom-
skog materijala. Neke, znacajne karakteristike, veli¢ina i specifi¢nosti ob-
lika pojedina¢nih hromozoma, koriste se u pocetnom odredivanju karioti-
pa. Slicnost pojedinih hromozoma po obliku i veli¢ini znatno oteZava pre-
cizno odredivanje kariotipa. Postoje standardizovane tehnike bojenja hro-
mozoma, koje omogucavaju dopunsko razlikovanje sliénih. Jedna od naj-
vaznijih tehnika bojenja je indukcija G traka, tamnih poprec¢nih pruga, ¢iji
raspored 1 Sirina karakteriSu hromozom. Za humani kariotip je uradena
etalonizacija za normalne hromozome u tri faze celijske deobe, koja odreduje
gornji genetskl adresni prostor. Raznim tehnikama se utvrduje prisustvo
pojedinih gena, za koje je potom vazno da se adresiraju u kariotipu, §to
znacl odredivanje hromozoma, trake 1 pozicije na traci, gde je gen lociran.
Etalon (G-traka humanog kariotipa, dobijen je statisticki iz analize kariotipa,
velike populacije. Za viSe malignih obolenja, kao i veéinu naslednih obole-
nja, uocena je ekspresija na nivou kariotipskih promena. Za kvalitetan rad
neophodni su sve bolji etaloni. Solidniji cilj je izgradnja adekvatnog koor-
dinatnog sistema i integralnog opisa geometrije 1 topografije kariotipa, koji
uklju€uje sve zna€ajne geometrijske i softverske aspekte, od rasporeda nuk-
leotida. do morfologije kariotipa. Iz mikroskopskih posmatranja struktura
hromozoma izgleda kontinualno. Nanoskopskim posmatranjima utvrduje se
detaljna diskretna struktura osnovne formacije DNK, pri éemu su znaéajni
1 globalni 1 lokalni aspekti-strukture integralne funkcije, rasute preko 3 do
4 reda veli€ine, koju nazivamo kariotip. Zamislimo npr. soliter od 100 spra-
tova, visok oko 400m, Sirok oko 80m, sa svim neophodnim strukturama i
sistemima: armatura, ambalaza spoljna i unutrasnja, ventilacija, energija,
dostava energije, fizika-geometrijska komunikacija, sistem za prikupljanje,
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obradi-preradu i odstranjivanje otpada i otpadaka, vodovod, kanalizacija,
svetlo, telefonija, distribucija TV slika i muzike, inter i ekster net, bankarske
mreZe, sistemi za odrzavanja struktura 1 sistema i sistemi za odrzavanje sis-
tema za odrzavanje. Sa oko 600000m? i dvadeset do trideset hiljada stanara
i korisnika, ovakav soliter teSko da moze da funkcionise bez integrisanog up-
ravljnja, olicenog u nagelniku i sluzbama, koje on kontroliSe iz svojih kance-
larija na vrhu solitera. Zamislimo dzinove, za koje je ovaj soliter mali kao
nama hromozom. Nekom mikroskopijom (uz neophodno uniStenje mnostva
solitera), strpljivim radom mogh bi se odrediti grublji aspekti globalnih
struktura. Nekom nanoskopijom mogla bi se odrediti rasprostranjenost
hemijskih elemenata i prisustvo elemenata finijih struktura i sistema, §to
bi uz dodatno veliko strpljenje, teorije i eksperimente moglo konvergirati
prema solidnoj semanti¢koj aproksimaciji “syrhe” i funkcionisanja solitera,
pri éemu sdmo nalelniStvo ostaje identifikovano ili ne. A §ta se desilo sa
svim softverom u nacelnikovom kompjuteru, koji je jedini stvarni upravljaé
solitera, jer nacelnik sluZi za protokol 1 reprezentaciju. Mozda je softver
neopaziv instrumentima i teorjjama dZinova?

Da bi se postigao napredak u ispitivanju hromozoma, koji zahtevaju
i molekularno geneticka istraZivanja, neophodan je model koji dovoljno do-
bro predstavlja hromozom sa stanovista naprednog ispitivanja. Vratimo se
na fotomorfologiju. Sistem G traka je fotometrijski, pri ¢emu se hromozom
deli u dve boje, §to odgovara vizuelnom utisku (pri uvetanjima u kojima
je vuzuelna gustina otuvana). Ako presetemo hromozom uzduzno i posma-
tramo funkciju intenziteta po tom preseku (meridijanski presek), uotavamo
da raspored lokalnih maksimuma treba da odgovara rasporedu svetlih traka,
dok komplementarni raspored minimuma korespondira rasporedu tamnih G
traka. Eventualna pojava kvriica, sitnijih ekstrema, odreduje subtrake.
Posto je kriva-polinom intenziteta prakticno neprekidna funkcija, Sto znaci
da su tamno i svetlo mesto na hromozomu povezani monotono rastucom
lepezom sivih nijansi, posto su intenziteti maksimuma i minimuma eksperi-
mentalno dosta zavisni i varijabilni, za otekivati je da su relativni odnosi ek-
strema priliéno stabilni. Za meridijanske preseke dva istotipna hromozoma,
fotometrijske polinone M (z) i Ma(x), sa istim rasporedom i proporcijama
ekstrema, onda vaZi

(1) (Je > 0)(Vz) |Mi(z) —aMa(z) +¢| <k,
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za neke @ > 0 i ¢ € R. Otigledno, prethodno je uvek tac¢no jer su M; 1 M;
konatni. Zato smo i upotrebili €, jer gornja formula postaje interesantna
za malo €. Prethodno omoguéava da u skup fotometrijskih reprezentacija
M = {M;(z) | i € I} uvedemo aproksimaciju prirodne relacije ekvivalencije
o: o(M;, M;) akko vaZzi (1).

Ako se u M ukljuée etaloni (dobijeni npr. statisticki na velikom
uzorku), onda p “jo§ viSe postaje relacija ekvivalencije”. Umesto g stavimo
o0.. Za razliéite ¢ onda se dobija razliCita finoca relacije . Oznacimo sa
E={M,,..., M.} etalon. Neka je ¢ takav, da za Clanove etalona vazi

. ' N ? Y

Q2E(_Me="Mﬁi) = 05 = { 1, ©#7.

Onda dobijamo da se klase ekvivalencije centriraju na clanovima etalona,
¢ime dobijamo metricke kugle

K:i = {MJ IpE(MﬂiﬂMj)}? KE — {Ks._ I €4 € E}

Neka je
R. =M\ | | K¢,

e;€El

7naéi, u R, su fotometrijski polinomi, koji za dati € odudaraju od etalona
(mutanti). Neka je 1 < e2. Onda sistem kugli K., pokriva sistem kugli K,
1
R., = M\UK,, 2 M\UK,, = Re,.

U obradi slika hromozoma, nakon uzimanja reprezentativnih meridijanskih
fotometrijskih preseka, treba prvo identifikovati hromozome po tipu, tj.
klasifikaciji po grubljem e da bi se potom, profinjenjem &, detaljnije odredila
struktura hromozoma u odnosu na etalon. Iz prethodnog, dva hromozoma,
su e~ekvivalentna akko su e-sliéni. U softveru za analizu hromozoma ANA-
LYST, umesto fotometrijskih polinoma, odreduju se karakteristi¢ne funkcije
G traka, npr. funkcije Ci(z) i Ca(z), pri ¢emu je jedna G-traka definisana
prevojnim tatkama oko korespondentnog minimuma. Onda se definise

i d

be B

zeD
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gde je m(D) duzina od D, D domen reprezentanata hromozoma, §to vrlo
fino odreduje funkciju rastojanja (razlititosti) hromozoma, koja dopusta
translaciju i istezanje (finoée A x B). Sli¢no kao i pre, ova definicija sli¢nosti
se moze primeniti na cele (duZine) hromozome, kao i na neke njihove delove.

U prethodnom razmatranju fotometrijski polinomi M;, odnosno (iz
M; izvedena karakteristi¢na funkcija) C; se mogu uzet1 statisticki iz pojasa
oko centralnog meridijana, ¢ime se postiZe bolje predstavljanje hromozoma.
Na slikama 7. 1 8. dati su primeri razli¢itih isecanja meridijanskih pojaseva
i njihovog poredenja za prikazane homologne hromozome. Funkcija sli¢nosti
d je normirana i rezultati su izraZeni za tri varijante ove funkcije u centi-
ma. Ako je d(Cy,Cs) < 0.2, ispitivani hromozomi. su isti (ekvivalentni).
Za d(Cy,C>) € (0.2,0.3) ispitivanje treba profiniti, odnosno ukljucit1 raz-
matranje istezanja. Ako je d(Ch,Cs) € (0.3,1}, uporedivani hromozomi su
razliciti. Prethodna skala je eksperimentalno utvrdena ispitivanjem veceg
uzorka hromozoma. ‘

Situacija u praksi je mozZe biti dosta slozenija. Po pravilu, ispitivani
hromozomi su ¢éesto krivi (slike 9. i 10). Za poredenje po celoj duZini,
prethodno opisani metod gubi na kvalitetu i zahteva dopune. Umesto ravnog
meridijanskog merenja moguée je ruéno postavljanje izlomljene linije (slika
11), koja prati krivinu hromozoma, ¢ime je definisana krivina meridijanskog
pojasa, na koju se dodaje Sirina isecanja. Rektifikacijom ovog pojasa dobija
se ravan isecak, koji je merodavniji za ispitivanje. “Subjektivnost” izbora
krivog meridijana, kao i pojava viSka uskih traka, vezanih za lomljenja, u
nekoj meri ograni¢avaju preciznost ove metode.

Prethodno ukazuje na neophodnost automatizovanog, stabilnog, finog
odredivanja krivine meridijana i rektifikacije hromozoma. Za reSavanje ovog
zadatka potrebno je automatizovano odredivanje konture objekta (ovde hro-
mozoma). Razuman kontrast izmedu objekta i okoline neophodan je da bi
prethodno bilo moguce. Opisani zadaci spadaju u teze reSive u opstem
sluéaju, izmedu ostalog i zbog §to se deSava da svetla traka na hromozomu
bude po intenzitetu sliéna sa okolinom. Na sledeéim slikama prikazano }e
delovanje algoritma za odredivanje kontura na prethodnu mitozu, kao 1 jos
neusavrdenog algoritma, za. definiciju centralnog meridijana (ki¢me) i rebara
hromozoma.
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Usavrsavanje ovih algéfitattia uz ruéno isecanje hromozoma u kontak-
tu, odnosno dogradnju algoritma za rasklapanje, tezi visoko automatizo-
vanom sistemu za analizu hromozoma, koji se dalje moze dogradivati auto-
matskim komparatorima sa vise nivoa etalona, $to bi bila kvalitetna osnova
za buduéi inteligentni analizator hromozoma. Ukljucivanje 3D strukture
u razmatranje, tj. cele fotomorfoloske povrsi, polinoma od dva argumenta,
dosta je komplikovanije od prethodnog metoda, koj1 je prakti¢no realizovan,
ali je izvodljivo 1 desice se.

Izlozeni primer analize hromozoma sadrzi komponente — postupke, ko-
risne i u drugim mikroskopskim ispitivanjima. Definicija objekta — konture,
odredivanje geodezije (delova) fotomorfoloske strukture, klasifikacija objeka-
ta, funkcije sliénosti i rastojanja, definicije etalona su korisni 1 u drugim
zadacima u mikroskopiji.

9.3 Kompoziti

Preparati, dobijeni fluorescentnom in situ hibridizacijom — FISH, koja
se koristi za markiranje gena, nevidljivi su pod obi¢nim svetlom. Osvetlje-
ni UV svetlom na nekim talasnim duZinama prikazuju genske markere u
jedrima ili hromozomima. Prisustvo, odsustvo, broj, kao 1 fotomorfoloska
svojstva markera, povezuju se sa odredenim naslednim obolenjima 1 malig-
nitetima. Talasne duZine svetla na kojima se markeri najbolje vide, raz-
likuju se od talasnih duZina, na kojima se najbolje uocavaju konture jedara
i hromozoma. Takode, upotreba filtera obezbeduje bolje posebno isticanje
markera i jedara — hromozoma. Finijim — slabijim markerima obezbeduje
se kvalitetnija izdiferenciranost ispitivanih fenomena. Zbog toga fotoaparati
na mikroskopima omogucavaju ponovljene ekspozicije. Put od eksponira-
nog filma do kolor fotografije traje, intervencije na filmu koji je razvijen
su otezane ili nemoguée. Monohromatskom CCD kamerom mogu se postici
izvesna poboljsanja kvaliteta u odnosu na klasiéni foto rad i u ovom slucaju,
sto ilustrujemo sledeéim primerom. FISH preparati su snimljeni (monohro-
matskom) CCD kamerom u tri talasne duzine, 420nm, 470nm 1 590nm, Sto
je prikazano na slici 14. Snimak na 420nm je prakti¢no neupotrebljiv jer
sadrZi vise §lima nego korisnih informacija. Ove ekspozicije prikazane su 1
u donjem redu slike 15. U redu iznad vidi se inicijalna elementarna obrada
pojedinaénih snimaka, prikazanih istim redom, osim desnog snimka koji je
dobijen iz levog umanjenjem osvetljenosti. U dobijanju prikazanih snima-
ka u srednjem redu upotrebljena je jo§ operacija centriranja. Na polaznim
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snimcima sa slike 14. mozZe se primetiti da jedan svetli objekt (npr. svetla
tacka najbliza donjem levom uglu) ima razliite koordinate na razli€itim
snimcima. Sliéno vaZi i za ostale objekte. Da bi meSanje u kolor imalo smis-
la, neophodno je transformisati koordinate uofene tacke tako, da postanu
iste na svim snimcima, zbog .éega je neophodno isecanje jednakih delova
slike na razli¢itim pozicijama pomenute dve slike. Prethodnim postupci-
ma omoguéeno je mesanje u kompozitne kolor slike, za €ije se komponente,
crvenu, zelenu i plavu, koriste slike iz srednjeg reda. slike 15.

Oznacimo sa A, B, C matrice tipa 750 x 510 sa slike 14. Matrice
A’ i C' su podmatrice matrice A dok je matrica B’ podmatrica matrice B.
Tipovi matrica A’, B’ 1 C’ se poklapaju, m xn, m < 750, n < 510. Element1
A’ 1 C' dobijeni su transformacijom

!

Y
Ci; = Qi; = Qi-p,j~q»

dok je

! — - L]
bij = bi—pr ¢

tako da su koordinate pomenute svetle tacke iste u matricama A’ i B’
Na matrice A’, B’ i C' je primenjen postupak slabog lokalno-statistickog
ujednacenja i podeSavanje osvetljenosti dodavanjem-oduzimanjem matrica
oblika \H gde je h;; = 1 za 1 < m, j < n, time su dobijene matrice A", B”,
C" (srednji red slike 15). Gornji red slike 15. i slike na slici 16. su oblika

(klRa kZGa k3B):~

gde su R,G,B '€ {A",B",C"} razliciti. Razli¢itim izborom R, G, B i
promenom parametara ki, ko, k3 dobijaju se razli¢ita kompozitna boje-
nja sa moguénostima promena i podeSavanja koje fotografija ne dopusta.
Za oéekivati je da ¢e se dogradnjom prikazanih nacina obezbediti uvid 1 u
detalje, koji su vizuelno i fotografski potpuno nedostupni.
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9.4 Spektroskopija slika
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SeCenjem madtrice-slike po susednim vrsta-
ma, dobijaju se susedni fotometrijski preseci koji
su vrlo sliéni. Ako matricu-sliku F,,,«,, iseéemo
u vrste, koje nadovezujemo (npr. u desno), do-
bijamo funkciju od m segmenata sa m-n tacaka,
koja je “visoko”, “lokalno” periodi¢na, §to znadi
da su susedni segmenti vrlo slicni. Na slican
nacin seCenjem po kolonama dobijamo funkci-
ju iste duzine (m - n), u kojoj se izdvajaju seg-
menti duZine m, susedni vrlo sliéni, pa je i ova
funkcija visoko lokalno periodiéna. Prethodno
je ilustrovano slikom hromozoma (slika 17), ho-
rizontalnim 1 vertikalnim isecanjima slike 17. na
opisani nacin, slike 18. i 19, &iji su uvedani seg-
menti prikazani na slici 20. (vrste) i slici 21.
(kolone).
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Funkcije ovih svojstava su posebno podobne za spektroskopiju. Za
ocekivati je da lokalna periodi¢énost pojavi u spektru, kao i da se u spektru
izdvoje nosioci kako lokalnih tako i globalnih svojstava slike.

Da bismo na konvertovane signale slike primenili brzu Furijeovu trans-
formaciju, potrebna je neka definicija brzine semplovanja-SR, koja nema
originalni smisao. Za setenje slike po vrstama, za SR uzimamo duZinu
vrste. Za setenje slike po kolonama, za SR uzimamo duZinu kolone. Pri-
menom F#7T na signale slike dobijene na prethodni nacin, dobijaju se spektri
ovih signala, slike 22. i23. Na ovim spektrima obavljena je sledeca procedu-
ra filtriranja (¢iSéenja frekvencija): intervali izmedu celobrojnih frekvencija
kojima odgovaraju izrazene linije (slike 24. i 25), preciznije intervali oblika
(i +¢6,i+1—¢€)zae>01i>1seanuliraju. Rezultat su spektri koji se sa
polaznim spektrima poklapaju na pocetnom komadu, (0,2 +¢€) i u € okolini
celobrojnih frekvencija, a na ostatku (domena) imaju vrednost 0.

Inverznom Furijeovom transformacijom od transformisanih spektara
dobijaju se dve funkcije, filtrirane polazne, koje vratamo u matrice na isti
naéin na koji su obavljena seenja polazne slike. Linearnom kombinacijom
ovih matrica ili pokoordinatnim mnoZenjem, dobija se filtrirana polazna

slika.
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Na slici 26. (gore) prikazana jé originalna slika £, rastavljena na opisan
na¢in na zbir slika na donjoj strani jednakosti,

F=FT +FC°

pri ¢emu je F? filtrirana slika, dok je F¢ dobijena kao razlika polazne i
filtrirane slike. Na polaznoj slici F' (uveéani segment hromozoma), prisutan
je 8liim — mehuriéi u imerzionom ulju.

Mozemo konstatovati da su na polaznoj slici prisutne dve vrste for-
macija, difuzne sive konture polaznog hromozomskog materijala i artefaka-
ta indukovanih mehuri¢ima i organizovanih u grupe koncentrié¢nih krugova.
Dakle, moze se reéi da su u F prisutni objekti sa difuznim konturama kao i
oStrokonturni objekti. Prikazana spektroskopska transformacija omoguéila
Je razdvajanje ove dve klase objekata sme3tanjem u razlidite slike. Konture
difuznih objekata su neznatno izgubile na oStrini. Takode, u slici F7 od
cirkularnih formacija zaostao je samo jo§ po neki jedva vidljivi trag.

SR T

e - .: .
e = a
40 F _::-‘:" - ot
‘sszg'_
2 =
L .
&0 - '{‘%_ - S .
80 } <
4

100 . 100 100 [ o L T

E-:;;r' .-..-.. .......... . -.. --'-,.... .o . _..._.:.-

120t i 120 120 s, 70 T T g

: i t -...'-':ﬁj.':..;_uj- KAENOTE T

o 20 40 0 20 40 10 20 30 40 S0

Slika 27.

Dekompozicija slike prethodno opisanom metodom prikazana je i na
slikama, 27, 28. 1 29, poStujuéi redosled u jednaéini F = FT + FC.
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ke e

Na slici 26. iz (negativa) slike hromozoma izdvojene su kose formacije
(artefakt). Na slikama 27. i 28. artefakti sli€nog porekla, kao na slici 26,
nalaze se na raznim delovima hromozoma, koji su priliéno tamni.

U svim primerima ostvarena. je visoka separabilnost dve vrste objekata.
Prema prethodnom,

FT = g(F) = ki fYV(F) + ko fE(F),

gde je f -transformacija slike u oba pravca po vrstama, € kao u prethodnom
tekstu, f* transformacija po kolonama, k; i kp skalari; mozemo pisati

FT = g(E: kl‘:kQJF)r

gde su €, k1 1 k2 podesivi parametri.

Prethodni metod ugraden u softver sa parametrima €, k; 1 kg, pode-
sivim u realnom vremenu, predstavlja fotolaboratoriju sa dodatnim moguc-

nostima.

-y -| 20 0l i 1
ol ] 40 40 : 1
0 - 0} wof 1o
B0} 80 86 | R
100} 100 | oot
120 = 120f 1 i)

R
1560+ & 160 | (60 } E_.;_-.q_.{;:,- o
180 180 Y 180 ¢ s

Slika 28.

Primeri sa slika 26, 27, 28. 1 29. ilustruju ekstrakciju artefakata
uz “mikrohirurSsku plastiku”, operisanih mesta, pri éemu je poZeljno da
se izbegnu osteéenja struktura na mestima intervencije. Pristup je takode
upotrebljiv za izdvajanje mikrostrukturnih elemenata, npr. markera, kao i
za druge namene. Pristup je viSe alhemijski nego analiticki. PodeSavanjem



184 Aleksandar Jovanovic

parametara &, k; 1 kp, ostvaruju se neke Zelje na slikama, a ne analizom
analitickog oblika funkcija i Furijeovih transformacija i delovanjem na iste
na osnovu razgovetno utvrdenih matematickih €injenica. Jedan od razlo-
ca za pomenuto je glomaznost izraza Furijeovih transtormacija 1 teSkoca
analitickog povezivanja lokalnih, odnosno globalnih svojstava slike i clanova
Furijeovog reda odgovornih za iste. Drugi razlog je u upotrebi postupaka sa
pragmatiénim ocenama kvaliteta, gde je pomenuto analitiCko ispitivanje bez
znacaja, §to izlozeni metod smesta u domen matematickog eksperimentisa-

nja.

; 140

J
e

180 +
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]
.
-I-'I

180 §
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Produzetak prethodnog eksperimentisanja je u parametrizaciji FFT
preciznosti i vremenskoj spektroskopiji. Za ovu priliku zadovolji¢emo
se samo opisom funkcionisanja metoda linearnog spektroskopskog kliznog
skeniranja, koji je ugraden u softver SIGVIEW, iz koga poti¢u preostale ilus-
tracije. Jedro sa dva FISH signala na slikama 1. 1 5. se seCe po vrstama 1
konvertuje u signal. Na slici 30. prikazana su tri dela konvertovane funkcije
sa jasno ispoljenim signalima i njihovim promenama. Slika 31. sadrzi seg-
mente signala sa slike 30. i njihove spektre. Klizanjem kroz signal (fiktivno
vreme) uocavaju se promene spektra u realnom vremenu, koje odgovaraju
promeni u signalu, tj. slici. |

Na slikama 32. do 47. prikazani su kadrovi promene istovremenc na
signalu, njegovom spektru i 3D spektrogramu u muzickoj varijanti. Kom-
pletan spektrogram, uz 3D fotomorfoloski prikaz ispitivanog ¢elijskog jedra
prikazan je na slici 48.

Secenjem slike na 750 kolona, koje se nadovezuju u niz, dobija se
funkcija (u ovom sluéaju) u 382500 tataka. Za netaCkaste objekte sused-
ni preseci se malo razlikuju, zbog Cega je dobijena konverzija izrazeno
lokalno periodi¢na. Sliéno vazi i za selenje slike po vrstama. Navedeno
je uzrok znatajnih specifiénosti spektra, ra¢unatih za razlicite preciznosti
koje odrazavaju, kako lokalna, tako i globalna svojstva slike. U odredenom
smislu moZe se reéi da se spektralnim operacijama uvode i softverske, odnos-
no matematicke komponente (so¢iva) u optiéki sistem (koji je i u originalu
matematicki — sastoji se od “geometriskih operatora” — klasi¢nih opto ele-
menata), o tijim se mogucnostima 1 znacaju ocekuje izjasnjenje u dogledno
vreme.
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Vrednost standardizovane normalne krive.

[Jodatak 1.

z 0 1 2 3 1 3 6 7 8 9
0.0 3984 3989 3989 3988 3086 3584 3982 J380 3977 3973
0.1 3970 3965 3961 3966 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0.2 3910 3902 3804 3885 876G 3867 3857 3847 38306 38256
0.3 814 3802 3796 3778 3765 3752 3739 3725 3712 697
0.4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 .3555 .3538
0.5 3521 3603 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 .3352
0.6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 32090 B187 3166 3144
0.7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920
0.8 28U7 2874 .2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0.9 2061 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444
1.0 2420 2396 2371 2347 2323 2290 2275 2251 2227 2203
1.1 2179 2155 2131 2107 2083 2069 2036 2012 1989 1965
1.2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1768 1736
1.3 1714 J1691 L1669 1647 1626 1604 1582 15661 1539 1518
1.4 1497 1476 1456 1435 1415 1304 1374 1354 1334 1315
1.5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 .1182 1163 1145 1127
1.6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 DY8H 0973 0957
1.7 0940 0925 0905 0893 0878 0863 0848 .0833 0818 0804
1.8 | L7490 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0654 0681 06469
1.9 0063506 00644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551
2.0 0640 0529 05148 0508 04958 0488 0478 04068 .0459 0449
2.1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 L0387 0379 0371 0363
2.2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2.3 0283 0277 L0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2.4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 .0194 0189 (184 0180
25 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 .0143 0139
2.6 0136 0132 0129 L0126 0122 D119 0116 0113 0110 0107
27 0104 0101 0099 0096 0093 0001 0088 0086 0084 0081
2.8 Q079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2.0 .0060 0058 00566 0055 L0053 .0051 0050 0048 0047 0046
3.0 .0044 0043 0042 0040 .0039 0038 0037 0036 0035 0034
3.1 0033 8032 0031 0030 L0029 0028 0027 0026 .0025 0025
3.2 0024 .0023 0022 0022 .0021 (0020 0020 0019 0018 0018
3.3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0614 0014 .0013 0013
3.4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0609
3.5 0004 .0008 .0008 L0008 0008 0007 0007 0007 0007 L0006
3.6 0006 0006 0006 0005 0005 0008 0005 0005 0005 0004
3.7 0004 0004 0004 0004 0004 L0004 0003 0003 0003 003
3.8 L0003 .0003 00603 0003 0003 0002 .0002 .0002 0002 0002
3.9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 L0001 0001
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Dodatak 2.
Vrednost integrala standardizovane normalne krive od 0 do =z.

2 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 0000  .0040  .0080 0120  .0160 0199  .0239 0279  .0319  .0359
0.1 0398  .0438  .0478 0517  .0557 0596  .0636  .0675  .0714  .0754
0.2 0793  .0832 0871 0910  .0948 0987  .1026  .1064  .1103  .1141
0.3 1179 1217 1255  .1293  .1331 1368  .1406  .1443  .1480 1517
0.4 1554  .1591  .1628  .1664  .1700 1736  .1772  .1808  .1844 1879
0.5 1916 .1950 1985  .2019  .2054 2088  .2123 2157 2180 2224
0.6 2258 2291 2324 2357  .2389 2422 2454 2486 2518  .2549
0.7 2580  .2612 2642 2673  .2704 2734 2764 2794 2823 2852
0.8 2881  .2910  .2939  .2967  .2996 3023  .3051 3078 3106  .3133
0.9 3159  .3186  .3212  .3238  .3264 3280  .3315  .3340  .3365  .3389
1.0 3413  .3438 3461  .3485  .3508 3531  .3554  .8577 . 3599  .3621
1.1 3643  .3665  .3686  .3708  .3729 8749  .3770  .3790  .3810  .3830
1.2 3849  .3869 3888  .3907  .3925 3944  .3962 3980 3997  .4015
1.3 4032 4049 4066  .4082  .4099 41156 .4131 4147 4162 .4177
14 4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 4319
1.5 4332 4345 4357 4370 .4382 4394  .4406 4418 4429  .4441
1.6 4452  .4463 4474 4484 4495 4505  .4515 4525  .4535 4545
1.7 4554 4564 4573 4582 4591 4599 4608  .4616 4625 - .4633
1.8 4641 4649 4656 4664 4671 4678 4686  .4693  .4699  .4706
1.9 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4761 4767
2.0 4772 4778 4783 4788 4793 4798 4803  .4808 4812 4817
2.1 4821  .4826  .4830  .4834  .4838 4842 4846 4850  .4854 - 4857
2.9 4861  .4864  .4868 4871  .4875 4878 4881 4884 4887  .4890
2.3 4893  .4896  .4898  .4901  .4904 4906 .4909 4911  ".4913 4916
2.4 4918 4920 4922 4925 4927 4929 4931 4932 4934 4936
2.5 4938 4940 4941 4943  .4945 4946  .4948 4949 4951 4952
2.6 4953 4955 4956 4957  .4959 4960  .4961 4962 4963  .4964
2.7 4965  .4966 4967 4968  .4969 4970 L4971  .4972 4973 4974
2.8 4974 4975 4976 4977 4977 4978 4979 4979 4980 4981
2.9 4981  .4982 4982 4983  .4984 4984 4985 4985 4986  .4986
3.0 4987 4987 4987 . 4988  .4988 4989  .4989 4989 4990  .4990
3.1 4990 4991 4991 4991  .4992 4992 4992 4992 4993  .4993
3.2 4993 4993 4994 4994 4994 4994  .4994 4995 4995  .4995
3.3 4995 4995 4995 4996  .4996 4996 4996 4996 4996 4997
3.4 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997  .4998
3.5 4998 4998 4998 4998  .4998 4998 4998  .4998 4998 4998
3.6 4998  .4998 4999 4999  .4999 4999  .4999  .4999 4993 4999
3.7 4999  .4999 4999 4999 4999 4999  .4999 4999 4999 4999
3.8 4909 4999 4999 4999  .4999 4999 4999 4999 4999  .4999
3.9 5000  .5000 5000  .5000  .5000 5000  .5000 5000 5000  .5000
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-rektifikacija, 171 mere centralne tendencije, 128
mikroskopija, 138
integral, 91
-integrand, 92 niz, 21
-neodredeni, 92 -divergentan, 24
-nesvojstveni, 106 -donja ograda, 22
-odredjeni, 101 -gornja ograda, 22
~tablica, 93 -grani¢na vrednost, limes, 24
izvod, 65 -konvergentan, 24
-inverzne funkcije, 76 -monoton, 23
-tablica, 78 -neogranicen, 22
~ogranicen, 22
Kantor, 29 -tacka nagomilavanja, 22
kardinalnost, 10 normalna kriva, 197,198
kontinuum:
-hipoteza, 31 operaclja, 10
-problem, 29
- . permutacija, 10
kompoziti, 174 polje, 12
Kosi, 29 prostor:
-Fuklidski, 11
Lajbnic, 38 -metricki, 10
logicke konstante, 3 -vektorski, 13
logicki kvantori, 4 -baza, 14
logicki veznici, 3 -dimenzija, 14
-disjunkcija, 4 Puason, 12]
-ekvivalencija, 4
-implikacija, 4 rastojanje, 10
-konjunkcija, 4 relacija, 6
-negacija, 4 -antisimetricna, 7
-tablice istinitosti, 4 -binarna, 6
Lopital, 78 ~-domen, 9
-dobro uredenje, 8
Makloren, 81 -dobro zasnovana, 8
matematicko ocekivanje, 123 -ekvivalencije, 6
matrice, 16 -klasa ekvivalencije, 7
-operacije, 16,17,18 -Inverzna, 9
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-kodomen, 9 -neureden par, 5
-kompozicija, 9 -partitivan, 3]
-Nn-arna, 6 -podskup, 5
-poretka, 7 -prazan, 5
-poretka gustog, 8 -prirodan broj, 5
-refleksivna, b ~unija, H
-simetriéna, 6 -ureden par, 5
-tranzitivna, 6 standardna devijacija, 130

red, 33
-divergentan, 33 Tejlor, 79
-Furijeov, 142
-konvergentan, 33 .
-kon Vergentan apsolutno, 34 vaj frstfa.s, 2J
-kriterijum: varijacya, I 0
-Dalamberov, 36 vektoir: :
_Kosijev, 35 —I{Hearna nezc?,wsnost, i4
_Kosijev integralni, 109 -linearna zavisnost, 14
-Lajbnicov, 38 -aorma, 1o
_majoranta, 35 -ska]ar:m proizvod, 14
-Maklorenov 81 verova t.n 0ca, 133
-minoranta, | - 35 _adltwfl?St’ 114
-niz parcijalnih suma, 33 -Ng-a(ilijvnost, 117
_ostatak, 39 -o-aditivnost, 114
-Tejlorov, 79 _m'SROdela’ 120
rezonanca 146 -binomna, 121
’ -Gausova-normalna, 123
-Puasonova, 121
signa.;; L ;g ; -uslovna, 118
-spektar,
slika.:
~spektar, 179
-transformacija u signal, 178
sluéajna promjenljiva, 119
skup, 5]
-beskonadan, 5
-Dekartov proizvod, 6
-n-torka, 6
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