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IIpearosop

Y oBOM pajiy IpuKa3aHa je Teopuja mnceypocdepuanux noppiu. Ha muma
JIOKAQJTHO BazkKe aKCHOMe XHIepOOoIndIKe TeoMeTpHje, 1a Cy H3y3eTHO 3HavajHe,
HE CaMO Yy UCTOPHjH, jep je ’UXOBUM OTKpuheM 1oYeo pa3BOj HeeyKJIMJICKUX
reoMerpuja, Hero u 360r Tora IMmToO Y eyKJIMJICKOM HPOCTOPY Jajy MOJes Ha
KOjeM MOKeMO IpOoydaBaTH XUIepOoaudKy paBaH. (OHO IITO OBe MOBPIIH
pPa3/IMKYyje OJ OCTAJHX MOjesa XUIepOOIuIKe paBHHU jecTe UHEH-€HUIA J1a je
Ha HUMa MeTpHKa HacieheHa u3 eykjmjackor mpocrtopa. Jlpyrum pedmma,
aKo je xunepbo/IimyuKa JIyzK JIe0 HeKe KPUBE Y eYKJIMJICKOM MPOCTOPY, OHJIA je
IbeHa, JIy?KUHA Yy XUIepOOJMYKO] MePH je/lHaKa, JIy?KUHU KPUBE Y eYKJIHJICKO]
Mepu. Takobhe, xunepbosimydka Mepa yria jejHaka je ojgropapajyhoj eyk/imi-
ckoj mepu tor yria. [um paga jecte nponahu morogan KOOpJUHATHE CHCTEM
Ha 1ceyocGepuIHuM IMIOBPIIMMA Y KOJeM Ce HHUXOBEe OCOOMHE jeHOCTABHO
u3Bojie U 1MoMohy Kojer ce ojpehnum Tpanchopmaiujama Mory HalpaBUTH
HOBHU IPUMEPHU OBAKBUX ITOBPIIIH.

Pan ce cactoju ox mect nornass/ba. Y IPBOM U JIDYTOM TOIVIaB/bY YKpaT-
KO je M3J07KeHa TeopHuja KpUBUX W MOBPIIHU, KOJy je ayTop CAYIIao Ha Kypcy
Teomerpuja 3. Jlokasu Hucy jgaru, a mory ce nponahwu y [6]. IToce6uo cy
obpahenu 1ojMOBM HOpMaJiHE KPHBUHE W IJIABHUX KPHUBHUHA, jep Ce HPEKO
wux Jedununie ['aycoBa KpuBuHa, a OHa je 3a CBe nceyjocepuydne MmoBpIiu
KOHCTAHTHA W HeraTUBHA. ¥ TpeheM MOTIaBiby yBeleH je YeOUIoB/beB KOOp-
JIMHATHU CHCTEeM, KOjH je HajIIOroHUjU 3a pa3B0j TeopHje mnceyaochepuanmx
MOBPIIU. Y YeTBPTOM IOIVIAB/BY JOKA3aHO je JIa MOCTOje TPU BPCTE POTAIH-
OHUX TICey10CGhEePUIHUX IMOBPIIK. Y MIeTOM MOIJIaB/by yBejeHe cy TpaHcdop-
Mallgje KojuMa ce 0JI MO3HATUX ICey/10C(hpepuIHIX MOBPIIH KOHCTPYUIILY HHH-
XOBH HOBH mpuMepu. KoHadHO, y mIecToM MmoryiaB/by JaTa je, Kao J0JaTak,
XuibeproBa TeopeMa Koja TOBOPH O TOME Jla He IOCTOjH IceynocdepudHa
MOBPII KOja O OUIa MOJEN 1esie XUnepooJTmIKe paBHH.

AyTop ce oBuM mmyTeMm 3axBaJbyje MEHTOPY, Joi. JAp Mwupociaasu Aurtuh,
Ha ToMohuM W TmoApIIM y U3paju OBOI paja. lakohe, ayTop ce 3axBaJbyje
wiaHoBuMa Komucuje, mpod. ap Mupjanu Dopuh u npod. ap 3opany Paku-
hy, nHa npumeadamMa, cyrecrujama u yKazaHuM rpemikama. VcKycTBo MeHTOpa
1 4JIaHOBA KOMKCHje ITOMOTJIO je Jia OBaj paji Oyje oBakaB Kakas je caj. Ha
Kpajy, ayTop ce 3axBa/byje HOPOJMIM U IIpUjaTe/buMa, KOju cy Ta 0ojpu/in
TOKOM M3pa/ie pa/ia U KOju Cy IIPUCYCTBOBAJIN HEIoBOj O/I0paHu.



YBOs,

[Iceymocdepudne moBpIIu cy, KAKO UM HMe Kazke, IOBPIIU KOje 0 HEKOj
cB0joj ocobunu mnojcehajy Ha mceymocdepy. Kaa momumemo mceymocdepy,
MOpaMo IPBO MOMeHYTH TpakTpucy. 1o je KpuBa Koja IpPeJCTaB/ba Iy Taby
KojoM ce Kpehy KoJiuia Koja doBek Byde kaHarnom kpehyhu ce mpaBosmaujcku
TaKO Jla je KaHal yBeK 3aTerHyT, a Y MOYEeTHOM TPEeHYTKY je HOpMaJiaH Ha
myTamy KOjoM ce 9oBeK Kpehe. OBa KpuBa nMa 0COOUHY Ja je y CBAKOj HeHOj
TAYKH O/CeYaK TAHTEHTe Ol Te TadKe JI0 IpecevHe TadKe ca MyTAmoOM KOjoM
ce doBek Kpehe koncrantan (To je, y crBapm, JyKuHa KaHana). Poranujom
TpaKTpHUCEe OKO IpaBe Koja CaJprKu IyTamy KOjoM ce 4doBek Kpehe joduja
ce nospi rceypocdepa. Fbene ocobune npoydasahemo y HapeanuM rmorjas-
JbuMa. Benuku je mcropmjckm 3Hadaj mceyiaocdepe, jep OHa IIpeJCTaB/ba,
JIONLYTIIe CAMO JIOKAJIHO, MPBU HEMPOTUBPEYHU MOJIE XUIIepOOJINIKe PaBHH.

[Tosnara je ummenuiia ja ce jorr oj EykimgoBor poda cMmarpaso ja je
[Tern Eykjnios mnocrysnar, 300r cBOje KOMILIEKCHOCTH Yy (DOPMYJIAIUjA U
3HAYEIby, [IPe TeopeMa Hero MOCTYJIAT, Tj. /1a ce MOKe JTOKa3aTH U3 OCTATIUX
EykmuaoBux akcmoma u moctynaata. MHOrnM MaTeMaTmdapuMa OBO HUje TO-
1o 3a pykoM. Ce mo XIX Beka mpobsem gokasupoctu [leror mocrynara
Ouo je orBopeH. Y BeJUKOM Opojy Oe3ycCIHenrHux IOKYyIaja Ja ce JTOKarKe
[Tern mocrynar, KopuiitheHa cy u3BecHa TBphema 4Mju JIOKA3W HUCY JaTH, a
3a KOja ce KaCcHHje UCIIOCTABUIO Ja Cy Iher'OBU eKBUBAJIEHTH, Tj. Ja je IpeT-
MOCTaBKA JIa HEKO OJT TUX TBPhema BaK! UCTO IITO U MPETIOCTaBKA /13 BayKu
[letn Eyknumos moctynar. Hekn ox mux cy:

1. Ako je ABCD uerBopoyrao kome cy yriosu £DAB u L ABC upasu u
usute AD u BC noaynapue, ouma cy yriosu £ ADC' u £ BC' D takohe npasu.
(B. B. Cakepu, 05.09.1667 — 25.10.1733, urajujaHcku MaTeMaTHIAD )

2. IlpaBa HOpMaTHA HA jeJHOM KPAKy OMITPOT YIJIa cede HeroB JAPYTH Kpak.
3. OKO cBakKor TpOyTria MOXKe Ce ONUCATH KPYT.

4. Ao 4eTBOpOyrao uMa TPH MpaBa yria, OH/IA je ’berOB YeTBPTH yrao Takohe
npas. (J. X. JTambepr, 26.08.1728 — 25.09.1777, mBajuapcku MaTeMaTHIap)
5. 36up yrioBa Tpoymia jeaHak je 30upy asa npasa yriaa. (A. M. Jlexanmap,
18.09.1752 — 10.01.1833, dpanirycku MaTeMaTHdap)

6. [locToje Tauka B u npaBa a, Koja je He caJp:Ku, TAaKBe Ja y lbUMa ojIpeheHoj
PaBHU He IMOCTOjU BUIIIE OJ1 jeJlHE IIpaBe Koja CaJIpKu TauKy B u ca npaBoM
a Hema 3ajeqanaknx tadaka. (LI. TTaejdep, 10.03.1748 — 20.07.1819, mkor-
CKH MaTeMaTndap)

Y cBojum pajgoBuma o llerom EykammoBom mocTysiaTy, pycKu MaTeMaTHdap
Huxkomaj NBanosuu Jlobauescknu (01.12.1792 — 24.02.1856) u mahapcku Ma-



remarndap Janom Bospaj (15.12.1802 — 27.01.1860), moTmyHO HE3aBHCHO
jeslan oj Jpyror, JIONLIU cy o 3anamyjyhux pesyiarara. Hawwme, onu cy
OTKPUJIM IOCTOjaeé CACBUM HOBE T'eOMeTpHje, JApyraduje oj yoOudajeHe ey-
KJIMJICKe KOja je JI0 Taja OuJia jeauHa Koja ce kopuctuaa. O pagoBuma 060-
jure 3120 je camo Kapa @puapux Taye (30.04.1777 — 23.02.1855), Hemauku
MaTeMarrudap KOju je u caM IIpoydaBao Taj npod/ieM, ajiu HUKOMe OJI IbiX HUje
OMUIbA0 pajioBe onor jpyror. [lo csor Bejmkor orkpuha jomuim cy Tako
mTo ¢y ymecto [leTor mocrynaTta NpeTImoCcTaBUIN Jla BaXKi HeroBa Heralmja,
ouekyjyhu na he ce y HeKOM MOMEHTY Johu 0 MPOTHBPEYHOCTH, AJTH CE TO
HUje OTOAWIO0. 3aTO Cy W JONLIN JI0 3aK/bydka ja lletm moctymar moxma
UIlaK HUje TeopeMa Kao IITO Ce JO TaJia MUC/IWIO, jep Cy YCIeH ja U3rpajie
CaCBUM HOBY I'eOMeTpHUjy Koja je Hernporuspeuna. Mehyrum, Huje um ycueso
Jla nponaly meH Mojies1, a HUCY YCIENTHO J0Ka3aJ/id MOCTOjamhe Te HOBE He-
IPOTUBPEYHE TeoMeTpHje, KOjy JJaHac 30BeMO XHIIEPOOTNIKOM T'eOMETPHjOM.
Eyhenuno Benrpamu (16.11.1835 — 18.02.1900), uraiujaHcKu MaTeMaTHIap,
JI0Ka3a0 je oBy 4mHemuily 1868. roguue (y crBapw, 10Ka3a0 je HENPOTHBDE-
YHOCT XUIEPOOJINYKe IIJIAHUMETPHje) TAKO HITO je YTBPIHMO Ja Cy Ha HCey10-
cdepu J0KaIHO (y HEKOj OKOJIMHU FheHe POU3BOJbHE TAUKe) 3a0BOJbEHE CBE
aKCHOMEe U IOCTYJIATU eyKJIHJICKe IIaHuMeTpuje ocuM Ileror mocryrara u ga
je, IITaBHIIe, 33/I0BO/beHA H-ErOBa Heralyja, IITO 3HA4YH Jia Ce Ha ICeyI0-
cdepu JoKaIHO ocTBapyje pasaH JlobadeBckor u bosbaja, Tj. xunepbondaka
paBaH, a TO 0e3 CyMibe JoKa3yje mbeHy Henporuspedoct. OBUM je i 3BAHHIHO
perien pobsiem [leror Eykimjosor nocryiara, Tj. J0Ka3aHO je Ja je joIr
Eykmua npe Bumre ox 2000 rogumHa cXBaTHO J1a ce He MOXKe JIOKAa3aTH J1a Ce
JIBe TpaBe CeKy aKo IPOU3BOJbHA IIPaBa Koja X 0be cede Ipajd C IHEMA C
je/lHe CBOje cTpaHe yIJIoBe YHjd je 36Up Marbu 0J] 30upa J(Ba MpaBa yriia (0BO
je opurunaaHa dbopmynanuja oBor nocryiara), el jga ce To Mopa Iperno-
CTAaBUTH.

Kaxko je nceymocdepa 1okaano Mojesn Xumnepooandke paBHI, Y OBOM PaJIy
npoydaahemo moBpiu Koje ca mceyrocdepom Jiesie yupaBo Ty 0COOHHY Jia ce
Y OKOJIMHH HPOU3BOJbHE IheHEe TadKe peasin3yje reoMerpuja paBHu (IIaHuMe-
tpuja) Jlobauesckor u Bosbaja, oHOCHO XuTIepboOINYKa [ITTAHUMETPHjA. 3a TO
npoydaBame Kopuctuhemo /Indepennyjainy reomerpujy, ia 3aro cjejeha
JIBa IOIIaB/ba MmocBehyjeMo omumcuBamy OCHOBHUX IOjMOBa M TBphema /lu-
depeHIjaHe reoMeTpuje KOjiu Cy HaM HEONXOJIHH U Koje heMo HempecTaHo
KOPUCTHATH y OBOM pPay.



1 Kpuse y eyKaujackom npocropy R?

Hedununuja 1.1. Kpuesa y npocropy R? jecte npeciankasame o : [ — R3
kaace CF, k € N, rae je I C R nexku orsopenn untepsan y R. 3a Kpusy o
takohe Kazkemo ja je kiace CF.

[IpumeTumo ojiMax Jia OBJie KpUBY He Jie(DUHUIIEMO KAO CKYIl TadakKa y
R3, Beh ka0 mpecamkaBame. JIHPeKTHY CJAUKY OBOT HPECINKABAIbA, Tj. CKYII
a(l), 3o0BeMo wpalom Kpuse <. Jlakje, KpuBa OBJe ONUCYje HAYHH HA KOjU
ce HeKa decTurna kpehe y mpocropy. AKO 3aMHCIHMO Ja Ta YECTHUIA, JTOK
ce kpehe 110 HEKOj IyTambU, Y CBAKO] TAUYKHU OCTABU HEKU Tpar KOjU IOCJIe
MOKEMO BUJIETH, OHJIa TPar KPpUBE MPEJCTaB/ba YIPABO Ty IyTakby 110 KOjOj
ce gecTHuia kKpehe.

Jla 6u mocTojasio Kperame, MOpa IMOCTOjaTH W HeKa Op3mHa. 3a CBaKO
t € I tauka «(t) y mpocTopy yjeHO HpPeiCTaBba U Pagnjyc BEKTOp (BEKTOP
[0JI07Kaja) YecTHIe y TPEeHyTKy ¢, Tako ja ako y3memo h > (0 TakBo Ja
t — h,t+h € I, Bexkropu a(t) — a(t — h) u a(t + h) — «a(t) npeacrasbajy
IPOMEHY BEKTOpa I0JI0XKaja O TPeHyTKa t — h 10 TpeHyTKa t, OTHOCHO O
TpeHyTKa t 10 TpeHyTKa t + h. AKo TO momenuMo ca h U y3MeMO I'paHHIHY
BpegHocT Kaa h — 0, mobujamo Op3uHy y TPEeHYTKY t. 3aTO CMO Yy MOYETKY
HPeTHoCTaBu/In uePeHIinjabmIHOCT TPECTUKABAHA (V.

Hedununuja 1.2. Heka je o : I — R3 xpusa. BexTiop 6p3une Te Kpuse
y Tauku t € [ jecre BekTop «(t), Tj. W3BOM KpHUBE (v y TadKH {.

Hajuemthe ce y3uma jia BeKTOp Op3uHe HU y jejIHO] TAYKU HUje HYJIa BEK-
top, 1j. (Vt € I) &/(t) # 0. TakBe KpuBe 30BeMO PeIYAGPHUM KPUBUMA.

Kana nBe kpuBe mmajy uctu Tpar, Tpedaso 6u Ha HEKN HAYUH CMATPaTH
Jla Cy OHe jejiHaKe. 3aTo yBOAUMO ciaefehy medununmjy.

Heduanmuja 1.3. Kpuse o : I — R3n 8 : J — R3 knace C* jecy exeu-
sasent@mne axo nocroju mudeomopdusam ¢ : J — I kinace C* takas ja je
b = a o ¢. Takohe, kpuBa (3 jecre petapamelipudarujo KpuBe « 1 0OPaTHO.

Jlako ce j0ka3yje jia je oBaKO yBejieHa peJialifja jejiHa pesialinja eKBhBa-
JIEHTFje, Kao U Ja je KpUBa eKBHBAJEHTHA peryJaapHOj KpUBOj peryaapHa.

Hedununuja 1.4. Heka je o : I — R? kpusa. BexWopcko Towe AyxK
KpHBe (¢ jecTe HeIpeKHIHO npecinkapame V : I — R3 koje cBakoj Taukm
t € I momesmyje Bekrop V(t) y tauxu a(t).
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Cruenujaano, 6exwopcko Gome bp3une Ay KPUBE (v jeCTe HeH U3BO/I, a
WaHIERTHO BEKTOPCKO Tome YK peryjiapHe KpuBe (v jecTe IPecuKaBaibe

T :I — R3 naro ca T(t) = ||z:g||'

TanrenTHo BeKTOpcKO mosbe 1" JyK peryaapHe KpuBe « je j1o0po nedu-
HUCAHO U jeJuHUTHO, jep je ||a/(t)]| # 0 3a cBako ¢ € [ u nuHTEH3UTET BEKTOPA

T(t) jennax je |T(0)] = | o8y || = paa el =1

%

Jegan oj passiora 3amTo pasMarpamMo peryJapHe KpHBe, Tj. 3aXTeBaMO
Jla BEKTOPCKO II0/be Op3WHe HU Y jeJHO) TaYKU HUje HyJIa BEKTOpP, jecTe Taj
Jla OMCMO y CBaKOj TauKM KpHBE (v UIMaJIM TaHIeHTY. BekTop Op3uHe je yBek
TaHTeHTaH Ha KPUBO]j, TIa je TAHTeHTa Y MPOU3BOJHHO] TAYKN KPHUBE MpaBa Koja
[POJIa3K KPO3 Ty TAYKYy U YHjU je BEKTOP MpaBIia yIIpaBo BeKTop Op3une. Ko
KPUBHUX je 4ecTO 3Ha4YajaH yCJIOB Jia je BEKTOp Op3UHE YBEK jeJIMHUYHHU.

Hedununuja 1.5. Hexa je o : I — R3 perysnapna xpusa u nexa cy a,b € [
TakBu 12 je a < b. [lyowcuna ayka KpuBe « Ha wHTEpBasy [a,b| jennaka je

Lie) = [ o't

CraB 1.1. Jlyotcuna ayka kpuse He 3a6ucu 0g Tapamemmpusayuje. pyium
peuuma, axo je o : I — R petyaapra wpuesa, B : J — R? 1wena petiapame-
wpusayuje (f=ao¢) uc,de J, c <d, maksu ga je ¢([c,d]) = [a,b], onga
je L(a) = L(P).

Hexu mojam jecte ieomewipujcku aKO He 3aBUCH O] TTapaMeTpH3allHje.
McTo kaxkeMO W 3a CBOjCTBa KOja He 3aBHCce OJ mapamerpusanuje. Jlyxmu-
Ha JIyKa KpPUBE, HA OCHOBY IIPETXO/IHOT CTaBa, jeCTe reOMeTPUJCKO CBOjCTBO
KpHuBe.

Hedununmuja 1.6. Heka je o : I — R? perynapua xpusa u a,b € I,
a < b. Qynkyuja gystcune Ayka KpuBe (v Ha WHTEPBAIY [a, b] jecte dyHKIKja

¢
s :[a,b] — R nara ca s(t) = [ ||o/(uw)|du.

13 nedbununuje suguvo aa je s(a) = 0 u s(b) = L(a), 1j. na dynknuja
JIyKUHE JIyKa IIPeJICTaB/ba Jy:KUHY IIyTa KOju decTuia npehe o TpeHyTKa
a 1o tpenytka t. Takobe, uzBon ose dyukiuje (Ha unrepsany (a,b)) jecre
dbyuukuja s'(t) = ||«/(t)||, mrro Huje HumrTa apyro Hero Gp3muHa (TauHmuje,
heH MHTEH3UTeT) vecrure y Tpenyrky t. O3nagaBamo je takobe ca v(t). ¥V



TauKaMa @ M b MOXKEMO HOCMATPaTH JeCHH, OJHOCHO JIeBH U3BOJ (DyHKIHje
8, kKoju he mpejcraB/baTy 1104eTHY Op3uHY (Y TPEHYTKY @), OJHOCHO KPajiby
6p3uny (y TpeHyTky b).

Cras 1.2. Heka je o : [ — R? petyaapna kpusa. Taga Toctmoju petapame-
mpusayuja B J — R? xpuee o Waksa ga je y ceaxoj Wawku s € J eextiop
opsune B'(s) kpuse B jequruunu 6eKmwop.

Hedbununuja 1.7. KpuBy o Koja mMa CBOJCTBO J/ia jOj je Y CBaKOj TauKu
BEKTOD Op3uHE je/IMHUYHE 30BEMO UPUPOJHO TAPAMETTPUI0BAHOM KPUBOM.

3a npUpoOSHO NapaMeTpU30BaHe KPUBEe TaKohe KazkeMo Ja Cy mapaMeTpH-
30BaHe JAy:KHHOM JIyKa. 3aucra, (PYHKIHja LyzKHHE JyKa IPUPOIHO IIapaMe-
TpusoBane Kpuse « : [ — R3 (ma npoussosbHOM MHTepBaTY [a,b] C I) nata

je ca
t t
s(t) = / &/ (w)]|du = /du =t{—a,

Tj. KOJIMKO ce mapaMeTap t IIOMepH, TOJUKHU ce MyT Ipehe Ha KPUBOj. 3aTO
ce yMecTo t napaMerap KOJI IPUPOJHO lapaMeTpU30BaHUX KpUBUX Hajuerhe
O3HaYaBa ca S.

Cras 1.3. Hexa je o : [ — R? TGpupogno Gapametipusosana xpuea. Axo je
kpusa 3 : J — R? peiapametipusayuja xpuse a (= ao ¢) xoja je Waxrohe
TPUPogHo TaPAMETPUI08aANa, ONJa je Tpecaukasarse ¢ obauka ¢(s) = as+b,
ge je a € {—1,1}, b € R.

Jlakse, 3aKk/bydyjeMo Ja je MPUpOJHA TMapaMeTpHu3allija HeKe KpHUBe je-
JIMHCTBEHA, JI0 Ha CMep KpeTama U MOYeTHY BPEJHOCT IapaMeTpa.

Kao mro 6p3nHa Kpetama 4ecTHIle peJICTaB/ba IPOMEHY BEKTOPa MOJIO-
JKaja decTuIe y jeIMHUI BpeMeHa, TAaKO UMaMO yOp3aibe Koje Ipe/ICTaB/ba
IpoMeHy Op3uHe KpeTama YecTHIle Y jeIHHUIA BpeMeHa.

Hedununuja 1.8. Heka je o : I — R? perynapna xpusa ki1ace C?. Bex-
wop ybp3sarea Te Kpuse y Tauku t € I jecre Bekrop «”(t), Tj. U3BOJ BEKTOD-
CKOT TI0Jba Op3HMHEe KpuBe « y Tauku t. Bexuiopcko Tome ybpsara KpuBe o
jecte Ipyru H3BOJ, KPHBE (.

JlakJte, Hajla/be IPeTIoCTaB/baMo 113 je ceaka Kpuba Kiaace C?. ITltasuie,
nehemo ce orpanmyaBaru camo Ha JApyru u3Boj, Beh hemo cmarparu ja je
kpuBa K1ace CF 3a Heko k > 2 Koje je JOBOJBHO BEJHKO TAKO /13 CBH M3BOIN
Koju ce Oy1y jaB/basu Oyay nedunucanu. Taxohe, 3axTeBahemo 1a BeKTOpcKa



110Jba JIyK Kpue Oy1y jaudepeniujaduiHa.

AKo je o mpHpOAHO MapaMeTpH30BaHa KpHBa, HEH BEKTOp Op3uHe je y
CBaKOj TaYKW KOHCTAHTHOT MHTEH3UTETA (jep je jeMHUYHE), aTi TO He 3HAYN
Jla HeMa BeKTOopa yOp3amba, jep BeKTOp Op3uHe Mema mpasall. [Ipumermmo
Jla ce KOJI IIPUPOHO ITapaMeTpru30BaHe KPUBE TAHI'€HTHO BEKTOPCKO 1ojbe T

fary _ d(s) _a(s) _ s
MOKJIAla ca BEKTOPCKUM oJbeM Gp3ute, jep je T'(s) = o] = 1° = (s).
To 3naun ga je T'(s) = @(s), 1j. 1a je BEKTOPCKO 10Jbe yOp3atha U3BOJL, TaH-
)
FeHTHOI BEKTOPCKOr 1oJha. MehyTuMm, M3BOJI TAHTEHTHOT BEKTOPCKOT IMOJha
je y cBakoj Tauku s € [ ympaBaH Ha oJroBapajyhemM TaHT€HTHOM BEKTOpY.

Hedunnnuja 1.9. Hexka je o : I — R? npupoano nmapamerpusobaHa KpH-
Ba. Kpueuna KpuBe o y Tauku § € [ jecre MHTEH3UTET BEKTOpa yOp3ama y
t0j Taukw, 1j. K(s) = ||T'(s)].

YounMo Ja npaBa UMa KPUBHHY KOja je y CBAaKO] Ta4KU jeHAKA HYJIH.
[IpaBa uMa OPUPOIHY MapaMeTpu3anujy ooauka «s) = su + v 3a HEKU BEK-
Top u € R3, ||Jul| = 1 u mexky Tauky v € R?, nma audepenuuparmen aBa myTa
nobujamo ja je ”(s) = 0, wro 3Hauu jga je k(s) = 0. Baxku u o6puyTO,
1j. ako je k(s) =0, onga je Ta KpuBa [0 npase. YKOJIUKO KPUBHHA KPHBE
HUje jeJlHaKa Hy/Id, HeHyJa BeKTOpcko nosbe T” nopmasno je na T. Tana
IMaMo jeJimHCTBeHOo oapehen jequnnunu BekTop N (s) = % Jla 6ucmo y
CBAKO] TAYKN KPHBE MMAJIU OPTOHOPMUPAH penep, IMOCMATPajMo jOIl BEKTOP
B(s) = T(s) x N(s). Tlo pedunnnuju BekTopckor npoussojga y R*, opaj
BeKTOp je HopMmaJsian u Ha BekrTopy T'(s) m Ha Bekropy IN(s), a HHTEH3HUTET
wy je |1B(s)] = IIT(s)]| - [N(s)] - sin & = 1.

Hedunnnuja 1.10. Heka je o : I — R3 npupoano mapamMeTpu3obana
KpUBa U HEKa je 3a cBako s € [ kpuBuHa K(s) # 0. Bexmopcko Gowe 1aa6HUT
HOPMGAG KPUBE (v jecTe BEKTOPCKO mosbe N (s) = ”gﬁ, a BEKUWOPCKO TOWHE
buropmana KpuBe « jecre BeKTOpcKo mosbe B(s) = T'(s) x N(s). Taxobe,

wop3suja Kpuse « jecre dyukuuja 7(s) = —(B'(s), N(s)).

Hedunumuja 1.11. Heka je o : I — R? mpupoano mapamerpusobaHa
kpuBa TakBa jga je (Vs € I) k(s) # 0. @pene—Cepeos peliep Kpuse « jecre
opronopmupanu perep 1, N, B.

Teopema 1.1 (®pencose dbopmyne). Heka je a: [ — R® apupogno Tapa-
metmpusosara kpuea maksa ga je (Vs € I) k(s) # 0. Taga sasicu

T (s) = K(s)N(s)
N'(s) = —k(s)T(s) + 7(s)B(s)
B'(s) = —1(s)N(s)



Cras 1.4. Ipupogno Tapametipusosana xpuea o : I — R3, 3a xojy ea-
orcu (Vs € I) k(s) # 0, Tpuliaga nekoj pasnu ako u camo axo je T(s) = 0.
[Iwasuwe, Waga je B(s) = u, 3a nexu jequrnuunu eextiop u € R® u xpusa
Q UPUTAGa pasHu “Uuju BEKTOP HOPMAAE KOAUHEAPAH CG U.

[IIta hemo ca kpuuaoM, Top3ujom n Ppene—CepeoBuM perepoM KPUBHUX
KOje HUCY MPUPOJIHO TMapaMeTpu30BaHe?!

Hedunumuja 1.12. Heka je o : I — R?® perysapna xpuba u Heka je
a:J —R3 heHa pernapaMeTpusaliija Koja je IPUPOJIHO MapaMeTpU30BaHa.
Axo cy K, 7, T, N, B peoM KpUBIHA, TOP3Hja, TAHTEHTHO BEKTOPCKO MOJbE,
BEKTOPCKO I0/he TJIABHUX HOPMAJIa U BEKTOPCKO I0Jbe OMHOPMAaJIa KpUBe (v U
s (byHKIMja yKUHE JIyKa KPUBE (v TAKBA JIa jeé @ = (¢ 0 S, OHJIa Cy KPUBHUHA,
TOP3Hja, TAHTEHTHO BEKTOPCKO 10/be, BEKTOPCKO T10/b€ HOPMaJia i BEKTOPCKO
noJbe GUHOpMaJIa KpUBe (v JIaTH Ca,

JejlHOCTABHO ce JI0Ka3yje Jia OBaKO JiepMHUCAHO TAHIEHTHO BEKTOPCKO
!
t - . .
nosbe T 3am0Bospana T'(t) = —”3/8”, Tj. Ja NpeaCTaB/ba UCTH 10jaM KOJH CMO

ﬂe(bI/IHI/IC&HI/I Ha IIOYETKY IIOIVIaBJba.

Hazkastoct, nperxognomM jgeduHUNIjOM HUCMO 00e30e/ 1111 Jia CBU IMPeT-
XOMHO sebUHUCAHU TOjMOBHU Oyay reomerpujcku. Hawmme, ako je f = a o ¢
u ¢'(t) <0 3a cBako t € J, Bekropun Ppene-CepeoBor pernepa Memajy cMmep,
a Top3uja Mema 3HaK. 10 MoHeKaJ MOyKeMoO 3aHeMapuTu u pehm ma cy oBu
ITOjMOBH T€OMETPHUjCKHU JI0 HA CMep KpeTamba M0 KPHUBOj.

Teopema 1.2 (Voumrene ®@peneose dopmyiie). Heka je o : I — R pe-
waapna kpusa waksa ga je (Yt € I) k(t) # 0 u nexa je v(t) unwensuwew
sexuopa bpsure y wawku t € I. Taga sasrcu

T'(t) = v(O)K()N(t)
N'(t) = —v(t)s(t)T(t) + o) T()B(t) .
B'(t) = —v(t)T ()N (1)

Cras 1.5. Bextopu 6psune u ybpsarva peiyarapne xpuse o : I — R® gamiu
cy caegehum uspazuma:



[Ipupojna napaMerpusalifja cBake KpuBe, TEOPUJCKHU IJVIEJAHO, YBEK I10-
croju. HarkasiocT, y nmpakcu je Koji BeoMa MaJjior Opoja KPpUBHX Ty Iapame-
TpHU3alnjy Moryhe eKCILTUIUTHO OJIPE/IUTHU, Tj. H3PA3UTH je eJeMeHTaPHUM
dyukmujama. To npeacrasiba mpobdeM, 3atTo mro cmo Ppene—Cepeos perep,
KPUBHUHY W TOP3Hjy MPOU3BOJbHE KpUBe JAeduHUCATIH TPEKO oaroBapajyhmx
I0jMOBa, IeHe HnpupojHe pernapamerpusanuje. Mehyrum, unak je moryhe
u3pavdyHaTH UX JIMPEKTHO, Tj. Oe3 penapaMerpusalmje.

Cras 1.6. Heka je o : I — R3 petyaapna xpusa u nexa cy rwena TWop3uja
u Ppene—Cepeos petiep gepunucanu. Onga eanrcu

_a
O = i
() % o"(1)
BO = <
N() = B() xT(),
o/ (1) x o (0)]
"= Temp

[o/(1), &"(2), &"(1)]
lo’(8) x a(8)]|?

Haxte, cama mozxkemo u3paaynatu @pene—Cepeos perep, KPUBUHY U TOP-
3Hjy MPOM3BOJbHE KPHUBe 03 HATAKeha HheHe IPUPOIHE perlapaMeTpu3allije.



2 TIloBpmu y eyKJmACKOM mpocTopy R?

2.1 Hedununuja nmoBpiu. OCHOBHH II0jMOBU

Kao u kpuse, nospmu hemo nocmarparn Kao npecjankaatmba. Mehyrum,
HOIIITO Cy IOBPIIM UIAK CJIOKEHUje OJ KPUBUX, HPUCTYIIHNEeMO UM Ha MaJio
JIPyTavynju HAYWH.

Hedununuja 2.1. Esemenmapha Gospws (Aokarna Tospu, 3aKpTa) y TMPO-
cropy R? jecre 1-1 npeciukasame r : U — R? xmace C*, k € N, e je
U C R? nexu oTBOpeH, OBe3aH MoAcKyn ckyna R?. 3a ejemMenTapHy HOBPII
r Takohe KazxeMo fa je Kaace CF.

Kpuse, 1j. TparoBu Kpunux, jecy oojekTu JuMensuje 1, jep ux omucyjemo
JEJIHUM mapaMeTpoM, Ia HOIITO Cy HOBPIIKA 00jeKTH jiuMeH3uje 2, noTpedHa
cy HaM JiBa napamerpa. Hajuenthe hemo ux o3nauaBartu ca v u v u 3Bahemo
ux (aokaarnum) xoopgunatmama y U. Kao m Koj KpUBUX, JTUPEKTHY CJIUKY
eJIeMeHTapHe TOBpINK, Tj. cKyn Tavaka r(U), 30BeMO Wpalom eJleMeHTapHe
nospim 7. Paszior 36or Kojer TpaxkuMo Ja npeciaukaBarbe Oyge 1-1 (ocum
IITO OHJIA Tpar HeMa caMolipecenama) ouhe yckopo jacas.

Hedununuja 2.2. Heka cy 11,72, 73 KOOpIMHATHA MPECIUKABAA €J1EMEH-
tapue nospmn 1 : U — R? 1j. mexka je r(u,v) = (r1(u,v), ra(u, v), r3(u, v)).
Jaxobujesa mampuya eaeventaphe moBpinu 1y Tadku (ug,vg) € U jecre
MaTpuna

BekTop unuje koopauHate dhopMupajy HpBY KOJOHY OBE MaTpPHIE O3HAYABA-
hiemo ca 7, (ug, vo), a BeKTOp unje Koopauuare hbOPMHUPAjy JAPYry KOJOHY Ca
7o (Uo, Vo).

Kao mTo je Koj KpuBHX OHMO C/Iydaj, HCTH CKYI TadaKa YeCTO Iapame-
Tpu3syjeMo pas3HuM yHKIHFjama. 3aTo yBoaumo ciaenehe nse nedunummje.
Hedununuja 2.3. Koopgunaina wpanchopmayuja kaace C* jecre mudeo-
mMopdmsam ¢ : V. — U xmace C*, rne cy U,V C R? orBopeHn, HoBe3aHu

oJACKYHOBH cKyma R2.

Hedununuja 2.4. Exeventapue noppmu 1 : U — R3uwry 1 V — R?
kiaace CF jecy exeusasentine YKOJIIKO HOCTOjH KOOpAHHATHA TpaHcdopMa-
nuja ¢ : V — U xnace C* taxsa 1a je ry = 71 0 ¢.
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I 3a oBako yBejieHy peJialiujy Jako ce JIoKasyje Jia je pejaluja eKBuBa-
JIEHITH]e.

Omo mTO HAM je O/ MPecyHOT 3Ha4Yaja 3a /1asbe MPOyIaBambe MOBPIIH jecy
KpHUBe YHjU TPAroBH MPUPA/Iajy Tpary Heke eleMeHTpaHe moBpiu. Kpennvo
O]l Ha]je/IHOCTABHUjeT PpUMePA TaKBUX KPUBUX.

Hedunnnuja 2.5. Heka je r : U — R3 ejemenTapHa HOBpII U Heka je
(uo,v9) € U npoussosbaa Tauka. Ozuaunmo ca U,, = {u € R | (u,v) € U}
u U, = {v e R | (uy,v) € U} penom upojexiuje ckyna U Ha npaBuMma
v =y uu=u Kpusa a: U, — R gara ca a(u) = r(u,vy) 30Be ce
u-Tapametiapcka W U—Koopgunaling Kpusa, a kpusa 3 : U,, — R? nara
ca f(v) = r(ug,v) 30Be ce v-TaPaMeWaPCKa W V—KOOPJUHATIHA KPUBA.

AKo Ha Tpary ejgeMeHTapHe MOBPINH 3aMHCJIMMO TPAroBe KOOPIMHATHUX
KPUBHUX Kao MpPexKy, Jo0HjaMo Ha eMy KoopiauHatHu cucrem. Y lundepen-
IIIjaJIHOj TeOMeTpuju delrhe ce mocMaTpa MHBEpP3 MPECIUKABAHA I 1 HA3HBA
KOOPJUHATIHOM KaAPTOM, 1A je TO JeJJaH OJ1 Pa3jiora 3aliTo TPaxKuMo J1a ejie-
MeHTapHa HoBpIin Oyae 1-1 npeciankapame. CeTEMO ce jOoIn Aa CMO KPHUBY
3BaJIM Pery/japHOM ako je y CBaKOj HeHO] TaYKU BEKTOp Op3uHe HeHyJia BeK-
TOp, YUMe IOCTHZKEeMO JIa je Y CBaKOj TAYKH peryjapHe Kpube jeduHuCAHA
beHa TaHrenta. CJAMYHO, HA eJeMEeHTapHUM MOBPIIUMA YKEJTUMO JIa Y CBAKOj
TaYKW UMaMO TaHT€HTHY paBaH.

Hedununnuja 2.6. Exeventapna nospmr r : U — R3 jecre peiyaapra ako
cy 3a cBako (u,v) € U Bekropu 7, (u, v) u r,(u,v) THHEAPHO HE3ABHUCHH.

ExBuBasenTHO, eeMeHTapHa MOBPII je peryaapHa ako je ¥ CBaKOj TAYKN
(u,v) € U panr oarosapajyhe Jakobujese marpure jeauak 2. Ilomro ce Ha-
nmasumo y R3| jomr jenan eKBUBaJIeHTaH yC/I0B jecTe Ja je 3a cBako (u,v) € U
BeKTOD 7, (U, V) X 1,(u, v) HEHyJIA BEKTOD.

Cras 2.1. Eaementiapra Gospui m9 : V. — R3 exeusanrentinag peiyarapro)
eaementiapro]j gospwu r1 - U — R3 waxobe je peiyaapna.

Cras 2.2 ([1], cTp. 292 — 293). Hexa je r : U — R?® petyaapna eaemen-
wapra Tospus u neka je (ug, vo) € U. Onga Goctioju okoruna Uy, ) TWaike
(uo, v0) Warsa ga je 1 : Utngwp) — T (Utuo,w0)) PECTPUKYUIA gueomopdusma
omeoperur ckytosa y R3.

Hedununuja 2.7. Peryaapna exementapna mosput r : U — R? jecre c60j-
ctisena ako je r: U — r(U) xomeomopduszam, 1j. axo je r~':r(U) — U
HEIPEKUJIHO MPEC/TUKABAILE.
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Cras 2.3. Hexa je o : I — R3 xpuea wuju Wpai Tpulaga Wpaly c60j-
ctusene eaementiapre Goepwu v @ U — R3. Ownga TocTioje jegqunctiscene
gquepenyujabuime pynruyuje u,v : I — R wakee ga aostcu

Hedununuja 2.8. Heka je r : U — R3 enemenrtapna nospu u P € r(U)
IPOM3BOJbHA TAUKA HA IEHOM Tpary. Tanientinu 6eKiiop Ha eJeMeHTapHO]
nospum 7y Tauku P jecre Bektop X € R? y Taukn P 3a KOju MOCTOjH KpHUBa,
(ne Mopa Gutu peryiapna)  : I — R3 (Ge3 ymamermba ONIITOCTH MOKEMO
yzeru ga [ 5 0) taksa ga je a(t) = r(u(t),v(t)) 3a neke audepennujadbusne
dbyukugje u,v : [ — R, a(0) = P u /(0) = X.

Jpyrum peanma, sekrop X € R? Tanrentan je Ha eJeMeHTAPHOj HOBPIIN
r:U — R3y rauku P € 7(U) ako H0CTOj1 KpUBa Yuju Tpar NpUIa/Ia Tpary
MOBPIIN 7, KOja MPOJa3u Kpo3 TauKy P W 4uju je BeKTOp Op3uHe y Tadku P
oamr BekTop X.

CraB 2.4. Ckyu ceur WaHICHTHUT 6EKWOPG HA PETYAAPHO] EACMEHTLAPHO]
aospuu v : U — R y wauwku P = r(ug,vo) € r(U) jecwie sexmopcku
apocwop Hag towem R wuja je 6aza r,(ug, vo), 7y (Uo, Vo).

Hedbununuja 2.9. CKyll CBUX TAHIeHTHHX BEKTOpPa Ha PeryaapHo] eaeMeH-
TapHoj nopmn 7 : U — R3 y taukn P = r(ug, vg) HABABAMO WaAHIEHUIHUM
upocmopom Ha r'y Tauku P u obesrexkaBamo ra ca Tpr. PaBan Koja caapxku
tauky P u napasenna je Bekropuma 7y (ug, vg) u 7, (ug, Vo) HA3UBAMO WaH-
IEHTHOM PasHY Ha Ty Tauku P.

Jlake, caga BUIUMO TJIABHE PA3/Ior 300T KOJjEr TParKUMO Ja IPECIuKa-
Bame 1 Oyse 1-1 u Bekropu 7,(u,v) u r,(u, v) Oyny JUHEAPHO HE3ABUCHU 34
cBako (u,v) € U, a on je na 6ucmo 06e30e1uin jga y ¢Bakoj TAYKH peryjapHe
eJIeMeHTapHe MOBPIIM MMAMO TAHTEHTHH IIPOCTOP M TAHTCHTHY PaBaH.

Hamomena 2.1. TanrenTtHa paBaH ¥ TaHI'€HTHHU ITPOCTOP HE IPEJICTAB/bA]Y
ucTu nojaM. Hammve, TaHT€HTHHU ITPOCTOP je BEKTOPCKU MOTIPOCTOP BEKTOP-
ckor npoctopa R3, 10K je TanrenTHa paBai adPMHU HOTIPOCTOP CYKIUICKOT
(acdbunor) mpocropa R3.

Iocneauna. Hexa je o : I — R3 xpuea wuju wWpal Gpulaga Wpaiy c60j-
ctisene pelyaapre esementmapre gospwu v @ U — R3. Taga Toctuoje
jequnctmsene gugepervyujaburne pyruruyuje u,v : I — R wmarse ga je

o (t) = u'(t)ru(u(t), v(t)) + v'()ry (u(t), v(t).
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Hedunumuja 2.10. Hexa je r : U — R3 perynapua eseMenTapHa IOBPIIL.
Bekrop Z € R? y rauku P € r(U) jecre nopmanar (yupasamn, optmiolonanra)
Ha 7y Taukn P ako je (Z, X) = 0 3a cBe raurenrne Bektope X € Tpr Ha r
y Taukn P.

Kao u ko KpuBnux, cMarpahemo na cy mospmm kiaace CF 3a mexo k > 2
KOje je JIOBOJbHO BEJIMKO TaKO Jla CBH HM3BOJM KOjU ce Oy1y jaBsbaju OyILy
neduHUCAHU.

Hedbununuja 2.11. Bexwiopcko Tome Ha PEryaapHO] eJIeMeHTaPHO] TOBPIITT
r: U — R? jecre nndepennmjabuino npecankasame V : U — R? koje
cBakoj tauku (u,v) € U nogeswyje Bekrop V(u,v) € R" y tauku P = r(u,v).
Kazxkemo fa je V' wanientwino sexwopero Gome ako je V(u,v) € Tpr 3a cBaKo
(u,v) € U, a na je V nopmanaro sexmopcko Gome ako je V(u,v) HOPMATHO
na r y tauku P 3a cBako (u,v) € U.

BekTopcka mosma r, u 7, jecy IpuMepH TAHM€HTHUX BEKTOPCKUX IOJbA.
[IITo ce HOpMAJIHUX BEKTOPCKHUX 110Jha TUUE, HCTUIEMO OHO KOje CBaKOj TaAYKU
JIoJieJbyje jJeIMHUYIHN HOPMAJIHU BEKTOP.

Hedunumuja 2.12. Ipecaukasame n : U — R? garo ca

ru(u, v) X 7ry(u,v)

n(u,v) =
7w, v) X ry(u, v) |

HA3UBAMO JEGUHUYHUM HOPMANHUM GEKTLOPCKUM TobeM HA PEryIapHO]j eJre-

MeHTapHOj mospun 7 : U — R3.

CraB 2.5. Tanientwinu TGpocwop U WAHIEHTIHG PABaH CY TeOMEWPUICKY TOoj-
MOBU.

[IpumeTnMO fa jeAMHMIHO HOPMAJTHO BEKTOPCKO IOJbe HUje FeOMeTpHj-
CKH TI0jaM, jep ce TPOMEHOM MeCTa KOOp/IMHaTaMa U U U Memha HheroB cMmep.
[Toneka To MoxkKemO 3aHeMapuTu u pehu 1a je jeMHMYIHO HOPMAJIHO BEK-
TOPCKO II0/b€ TeOMETPHJCKHU II0jaM JI0 Ha 0Jabup CTpaHe peryaapHe ejleMeH-
tapue moppmu. Melyrnm, npaBa koja mposasu Kpo3 tauky P = r(ug, vg)
U TmapasenHa je BeKTopy n(ug,vg) (30BeMO je Hopmasom Ha r y Taduku P)
ocTaje UCTa, 1a je OHA TeOMETPHUJCKH TOjaM.

CraB 2.6. Csaxo WanlenWHO 6eKTOPCKO TOME HA EACMENTTAPHO] PETYAaD-
noj Gospwu v U — R® mooice ce na jequnctisen nauwun Upegelliasuiiy y
0b6.AUKY

V(u,v) = Vi(u, v)r,(u,v) + Va(u, v)r,(u, v),

1ge cy V1, Vo : U — R gudepenyujaburne dynrkyuje. Taxohe, tap qugpepen-
yujaburnux pynrwyuje Vi, Vo : U — R ogpehyje jegunctiseno wanienitro
BEKTOPCKO TOME HA T
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Hedunnmmja 2.13. Peiyaapna Gospw kiaace C* y R? jecre ckyn M C R?
Takap Ja 3a cBaky Tauky P € M nocroju okosmna U(P) (y R?) rauke P u
CBOjCTBeHa peryiapHa ejementapua nospur 7 : U — U(P) N M xoja ce Ha-
3UBA AOKAAHOM KAPUWOM WA AOKANHUM KOOPJUHATIHUM CUCTLEMOM U aKO CY
ri: U —R3ury: V — R’ nokanme kapre taxse ma je r1(U) Nro(V) # 0,
npeciukasambe o Loy 1 71 (r (U) Nrg(V)) — mo L (r (U) Nre(V)) jecre
KoopauHaTHa TpaHcdopmannja kiaace CF.

[Tperxomno pedunucanu mojam ce y JIudepeniujainoj reomerpuju Ha3uBa
quepenyujabuarom mrotocmpyrowhy kiace CF, inmensuje 2. Jlakie, ese-
MEeHTapHe TOBPIIU HAM Yy OIIITEM CJIy9ajy CAyKe 3a JOKAJIHO HPOYydaBahe
moBpIHK (3aT0 UX MOHEKAJ] 30BEMO U JIOKAJHUM ToBpInuma). Takobe, y cTpa-
HOj JIUTepaTypH MOzKeMo Hahu u m3pa3 3akpiia, KOju MOXKEMO pa3yMeTH 3a-
MHIILbajyhu /1a je MOBpII cauWibeHa O] 3aKplia, IpU YeMy 3aXTeBaMO J1a Y
3ajeJHUIKOM TTPOCTOPY JIBejJy 3aKplia Npeda3ak U3 jeIHOT Y JPYTH JIOKAJTHU
KOOPJMHATHHI CHCTEM, OJHOCHO TPecimKaBame 1y 1 o rq, byne audeomopdu-
3aM kaace CF.

2.2 IIpBa m npyra ocHoBHa ¢dopma. Merpuka Ha MO-
BPINN

Hedununuja 2.14. Heka je r : U — R3 perynapna ejgeMeHTapHa ITOBPII
u P € r(U) npousso/bHa Tauka. bununeapua dpopma

IP(V> W) = <V> W>Pa

e je (-, -) p pecTpUKIMja cKajapHor npoussoja y R? Ha TaHIeHTHOM IIPOCTO-
py Tpry Taukn P, Ha3uBa ce Upsom 0chosHom ((Pyrgamentnastom) Gopmom
peryaapHe eJleMeHTapHe MOBPIIH 7 Y TauKH P.

laxse, npsa ocHoBHa (popMa je PeCTPUKIMja CKaJapHOI IPOU3BOJ/A HA
TAHT'eHTHOM IPOCTOPY peryiaapHe ejgemMeHTapHe mospmu. OHa je reoMeTpuj-
CKH mojam. Y ommrreM caydajy (KaJa uMamo MOBPII CAYUEbEHY O] BUIIE 3a-
KpIia WK, joul onmmruje, qudepeHnujabiny MEHOIOCTPYKOCT), PBa OCHOBHA
¢dopma He Mopa OUTH PecTPUKIMja CKAJAPHOI IIPOU3BOJIA aMOUjEHTHOT MPO-
cropa R™ y kojem ce moBpIn Hasasu (ako jecre, KaykeMo jaa je nacaehena),
aJii MOpa OUTH TMO3UTUBHO JiepuHUTHA.

Bekropu 7, (ug, vg) u 7,(ug, vg) duHe Ga3y TaHreHTHOr mpocTopa Tpr y

taukun P = 1(ug,v9). Ta 6aza y onmrem ciydajy HUje OPTOHOpMHDAHA, A
3aT0 yBOAUMO ciesehy nedununujy.
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Hedununuja 2.15. Heka je r : U — R3 perynapna ejgeMeHTapHa ITOBPII
u P = r(ug,vg) npoussospHa Tauka. Ckanape

EZE(anUO) = IP(Tu(umUO)aru(anUO))u
F = F(ug,v0) = Ip(ry(ug,vo),r,(uo,vo)),
G = G(ug,v9) = Ip(ry(ug,vo),ry(ug,vo))

30BEMO KoephuyujeHttiuma mpBe OCHOBHe dopme y Tadku P.

Koedunujentu npse ocHoBHe popMe 3aBHCe O] MapaMeTpu3aluje, ma Hi-
Cy T€OMETPHUjCKU TOjMOBH. Y OKOMWHU Tauke P nedununry ce yHKIHje
E(u,v), F(u,v) u G(u,v) xoje tauku (u,v) € U nomemwyjy oarosapajyhe
koeduIjenre npse ocHoBHe dopme y tadku 7(u,v). Oue cy audepenimja-
OuJIHEe Ka0 KOMIIO3UIIMjAa TAKBUX U BazKH

EG — F? = ||r,|]?||I7o]|? = (rus 70)? = |7 X 14]|* > 0.

Yecro ce ca Ip(V) o3nagaBa n KBaJgparHa (HopMa MHYKOBAaHA MPBOM
ocHOBHOM (hbOpMOM (4ak ce Heryie Mozke npoHalin Ja ce pBa 0CHOBHa (opMa
nedunnme ynpaBo kao kBagparHa ¢gopma). OHma 3a TPOU3BOHAH BEKTOD
V= Ary(ug, vo) + pry(ug, vo) € Tpr, P = r(ug,vy), Baxku

Ip(V) = Ip(Ary(uo,vo) + pry(uo, vo))
= )\QIP(Tu(um Uo)) + 2/\MIP(7”u(U0, Uo), TU(UO, Uo)) + /’L2IP(TU(UOJ Uo))
N E(ug, vo) + 20 F (ug, vo) + *G (ug, vo).

Heka je o : I — R3 kpusa 4mjun Tpar npumaja Tpary peryiapHe eje-
mentapue nospiuu 7 : U — R3. Tana je a(t) = r(u(t),v(t)). Ha unrepsaiy
[a,b] C I wena dbyHKIMja 1yKUHE JIyKa jeHaKa je

/tHo/(T)HdTZ/t\/Ia(ﬂ(O/(T))dT

= [ VLo (). o) + o (). olr)dr

s(t)

— /\/(u’QE + 2uv'F + v?G)dr.

a
Crhemn na je % = \/E (%)2 + QF%% + G (%)2. OBo ce apyrauamje obese-
JKaBa ca,
ds* = Edu® + 2Fdudv + Gdv®

15



u Takohe ce Ha3MBa MPBOM OCHOBHOM (hOpMOM.

ObUIHO MewpuKrom HA3UBAMO TIPECTUKABAIbE KOje MEPH PACTOjarhe M3Me-
Dy nBejy Tauaka Hekor ckyma. Pacrtojame usMely gBejy Taduaka Ipe/icTaB/ba
Hajkpahm myT Koju dectuiia Mopa mnpehm kpehyhu ce on jemne ka Jpyroj
Tadku. 3aTo umamo cjejgehy nedunumnumjy.

Hedunnnuja 2.16. Heka je r : U — R3 perynapHa esleMeHTapHa HOBPIIL
[IpeciukaBame p : r(U) x r(U) — R mato ca

p(P.Q) = inf L(a),

rje ce nH(MUMYM y3UMa 1O CKYIY CBUX KPUBUX (v YMjU TPAroBU IIPULAJA]Y
r(U), a pyxuna L ce ysuma Ha wnTepBasy [a,b] taksom na je a(a) = P un
a(b) = Q, HazuBamo pactiojarvem (MEWPUKOM) HA PETYIAPHO] eJIeMEHTAPHO]
HOBPIIH 7.

Y Hudepennumjannoj reomerpuju ce npsa ocHoBHa dhopma Hazupa (Pumva-
HOBOM) METPHKOM, a IPECIUKABAE P PACTOJAHEM.

Kaj1 mMaMo cKaapHu Opou3Boj, uMaMo u yrao. Heka cy av: [ — R u
B :J — R3 kpuBe unju TparoBu NPHUNAAajy TPAry peryaapHe ejeMeHTapHe
nospiu 7 : U — R? u cexy ce y tauku P = r(ug,vo). Onjga umamo ja je
a(t) = r(uy(t),v(t)), B = r(us(t),va(t)) u alty) = B(t1) = P 3a neke ty € [
uty € J. Yrao uamehy kpuBux o u 3y tauku P jecTe oHA] KOHBEKCHU yTao
¢ € [0, 7] 3a KOju BaxKu

(o/(t0), B'(t1)) P
e (to) || p[18"(t0)]] P

Crenpjaiano, 3a yrao ¢ usmelly koopauHaTHux KpuBux a(u) = r(u,vg) u
B(v) = r(ug,v) y Tauku P = r(ug, vg) BaKn

cos p =

<Tu(u07UO)7rU(u07UO)>P _ F(UO,UO)
Hru(UOa UO) HPHTv(Uo, UO) HP \/E(Uo, Uo)G(’LLo, Uo) 7

cos p =

mTo noTBphyje unmenuny ga je F? < EG, tj. EG — F? > 0.

Hedunnnuja 2.17. Perynapua enementapua nospm r : U — R3 gmje cy
KOOpJMHATHE KPHUBE y CBAKOj TAUKH OPTOrOHaJIHEe, Tj. Baxku F' = 0, Ha3uBa
ce opwotoHAAHOM PEryJIapHOM €JIeMEHTapHOM IOBPIIN.

Kacuuje hemo BumeTn na cBaka peryjapHa eJleMeHTapHa MOBPII UMa pe-
mapaMeTpu3anujy kKoja je oproronanna. lllTtaBuime, moa HeKUM T0TaTHUM
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yciaoBuMa, nocrojahe penapamerpusaluje drje KOOp/JAMHATHE KPUBE 3a/10BO-
JbaBajy HEKa JIpyTa CBOjCTBA.

Kaxko ce mepn nosprmmaa Ha moBprmmMa?’ Kaja MepuMo mOBpITUHY HEKOT
KOMITAKTHOT cKyna K y paBHHU, HAIIPABUMO IPABOYTAOHY MPEXKY OJT MPaBUX
napaJieJHIX KOOPJAMHATHIM OcaMa Tako Ja tadka (u,v) € K oxpelyje npaso-
YIaoHUK ¢ TeMeHuMa (u, v), (u+du, v), (v, v+dv) u (u+du, v+dv). Paaynamo
rpaHUYHEe BPEJIHOCTH 30MPOBa MOBPIIMHA MPABOYTAOHUKA T€ MpexKe KOjU ce
neJin HaJia3e Y TOM KOMIAKTHOM CKYIY W ITPaBOYTaOHUKA KOJU MMajy 3ajel-
HIYKUX Tavaka ¢ THM KOMIAKTHUM cKynmoM. Jlokasyje ce ma cy Te rpaHmdHe

BpesHOCTH jennaxe n muxosa speanocr je [[ dudv, rae dudv upencrapmba
K
HOBPHIMHY CBAaKOI' IPABOYIAOHMKA, T€ Mperke. 3a PavdyHare MOBPIIMHE KOM-

HAKTHOT CKyma S Ha Tpary peryaapHe ejJeMeHTapHe MOBPINU 7, TMPBO Ha-
IIPABHMO NPaBOYTaoHy MpexKy Ha ckymy r 1(S) C U, Ha MCTH HAYMH Kao
majionipe. IlpeciimkajMo OBy mpaBOyraHy MpexKy Ha CKyIl S HpecjukaBa-
weMm 7. [IpaBoyraonuk ojpelien remenom (u,v) ciuKa ce y HCKPHBJ/bEHU
paBOyraoHUK ojipeljeH TeMeHoM 7 (u, v) Kojer MOXKeMO alnpOKCHMHUPATH Hapa-
JIEJIOPAMOM Y TAHTE@HTHO] paBHU 4mja cy TeMena 1 (u, v), r(u, v) +1r,(u, v)du,
r(u,v) + ry(u,v)dv u r(u,v) + r,(u,v)du + r,(u,v)dv, guja je moBpmmHA
|ru(u, v)du X ry(u,v)dv|| = ||re(u,v) X ry(u,v)||dudv = VEG — F2dudv.
[Tospmuna ckyma S gedunuiie ce kao 3ajeHIYIKA TPAHUIHA BPEIHOCT 30upa
HOBPIINHA KCKPUB/bEHUX [TPABOYTAOHUKA, MPEZKe KOjU Ce [eJIN HaJla3e Y CKYILy
S ¥ UCKPUBJ/bEHUX IIPABOYTAOHUKA KOJU UMA]y 33je THIIKIX Ta9aKa ca CKYIIOM
S, a MOIITO MOBPUINHY HCKPHUB/HEHOI MPABOYTAOHUKA AMPOKCHMHPAMO IO-
BPIIMHOM ITapaJejorpaMa y TAaHM€HTHO] paBHHU, J0OHjaMO Jia je HOBPIIHHA
ckyma S jgara ciaegehom gedununmjom.

Hedunumuja 2.18. Heka je r : U — R3 perynapna ejgeMeHTapHa ITOBPII
u S C r(U) komnakran ckyi. [lospwuna ckyna S jeqHaxa je

P(S) = // VEG — F?dudv.
r=1(S)

CraB 2.7. [lospuwura KoMTaKWHOT CKYTAQ MG WPATY PETYAAPHE EAEMEHTLGPHE
TospuLy, jectie TeoOMETMPUICKY TOJaAM.

Merpuka roBopu 0 yHyTpalllbUM CBOjcTBIMa HOBpIIH. CBH TOJMOBHU U
CBOjCTBA TOBPIIU KOju ce JedUHUINLY IIPEKO KoedUIlnjeHaTa IIpBe OCHOBE
dopme 3aBuce caMo OJi HeHe MeTpuKe, a He W OJi aMOMjeHTHOI' IIPOCTOPa
y KOjeM ce TOBpII HaJa3u, Ia UX 3aTO 30BEeMO YHYWPAULHUM [TOjMOBUMA
U CBOjCTBHMA TOBpIIH. l[loBpImHA KOMOAKTHOr CKyla HA IOBPIIU, MpeMa
TOMe, jecTe YHYTpallibe CBOJCTBO MOBPIIIN.
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Hedunumuja 2.19. Hexka je r : U — R3 perynapna eseMenTapHa HOBpII,
n : U — R3 weHo jeuHIYHO HOPMAJIHO BEKTOPCKO 1oJbe u P = r(ug, vg)
npou3BoJbHA Tauka. CkaJape

e =e(up,v9) = (ruu(uo,vo), n(ug,vp)),
f=F(uo,v0) = (rus(uo,vo),n(uo,v0)),
g =g(uop,v0) = (ruw(uo,v0), (g, vo))

30BEMO kKoefuyujeniiuma Ipyre oCHOBHE (hopMe peryaapHe eJeMeHTapHe II0-
Bpiru r y Tauku P. Bumuneapua dopma Ilp : Tprr — R mara ca

IIp(V, W) = ViWie + (ViWs + VaWV)) f + VaWag,

rae je V. = Vir,(ug,vo) + Vary(ug,vo) m W = Wiry(ug, vo) + War,(uo, vo),
HA3UBA CE& gPYIOM O0CHOBHOM ((Pyngamenmanrnom) Bopmom peryiapHe eJie-
MEHTapHe MOBPIIA 7' Y Ta4uku P.

N3 JIuneapne ajredpe 3HAMO J1a je 3a OuInHeapHy (pOpMy JI0BOJHHO 3a/1a-
TH eHY MAaTPUILy Y NPOU3BOJBHO] 6a3u. 3a tauky P = r(ug,vy) peryiapue
eseMenTapne noppim 7 : U — R3 marpuma g jecte mMaTpuiia Japyre

e
I
ocuoBHe dopme y 6azu 1, (ug, Vo), 7y (Uo, Vo). Mozke ce mokazaru jga Koedu-
IUjeHTn €R, fr U gr penapamerpusanuje R = r o ¢ peryaapHe eJieMeHTapHe
noBpiu r jieduHUITy ucTy ommuHeapuy dopwmy, ma caean jaa je Il p reome-
rpujcku nojam. Ona 3aBucu oj1 BekTopa 1 (ug, vy) ambujenTHOr pocropa R?,
a CJaeJi Jia HUje YHYTPAIIhU M0jaM.

Y okonuun tauke P nedununry ce dyuxmmje e(u,v), f(u,v) u g(u,v)
Koje tauku (u,v) € U momespyjy oarosapajyhie koedunujenre apyre oCHOBHE
dbopwme y Tauku r(u, v). One cy qudepennujabuine Kao KOMIO3UIjA TAKBUX.
3a pasuky ox mpBe ocHOBHe (popme, apyra OCHOBHa (opma He Mopa OuTH
o3uTHBHO jedbuHUTHA, aau jecre cumerpudna. U3 (r,,n) = 0 qudepeniy-
pameM pesioM 10 U, v J00ujaMo

<Tuua n> + <Tu7 nu) - 07
<Tuv> n) + <Tua nv) = 07

na je e = —(ry,n,) u f = —(r,,n,). Takobe, uz (r,,n) = 0 xudepennupa-
BbeM PeJIOM I10 U, ¥ J00ujaMo

<Tuva ’I’L> + <Tva nu> = 07

<Tvv7 ’I’I,> + <T'ua n'u> - 07
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naje f=—(ry,my) n g =—(r,,mn,).

[TocmaTpajmo mTa ce aemaBa ca BEKTOPUMA Tyy, Tyw, Tow, Moy T Ty ¥
tauku (ug,vg) € U. Tomrro je r,(ug, vo), (U, vg) 6a3a TAaHTEHTHOT MPOCTO-
pa Tpry Tauku P = r(ug, vg) 1 BEKTOp M (Ug, Vo) YIPABAH HA OBAM BEKTODH-
Ma, caean Jaa cy 1y, (uo, Vo), Ty (to, Vo), 1(ug, Vo) TMHEAPHO HE3ABHCHM, A YHHE
6a3y Bekropckor npocropa R3. akie, y tauxu (ug,vg) Baxu

Tuu :Fhru“’l—‘%lrv“‘ nmn,
Tuw :F12ru+1"f2rv+<pn,
Tow :I‘52Tu+I‘§2rU+wn,
n, = Birut Bir,t+n,
n, = Byrut Byr,+ym.

~~ A/~ N —~
Tt = W N =
N N N e

Uspauaynajmo npso koedbumujente 87, 7,7 € {1,2}. CramapauM MHOMKEHeM
jennaanne (2.4) pemom ca 1y, Ty, ™ 100HjaMo
—e =P E+BF+0,
—f =B1F+BiG+0,
0= 0+ 04+,

a 3akspydyjemo Ja je £ = 0 u ga je, Ha ocHoBy Kpamepoor mpasuiia,

ﬁl _ fF —eG
! EG — F?’
! EG — F?’
Cmraro 1061jamo
2 EG — F?’
2 EG — F?’

Hedburunuja 2.20. Jeanakoctu

1 2
n, :ﬂﬂ"u‘}‘ﬂﬂ”w
n, :ﬁéru_‘_ﬁgrv

Ha3uBajy ce BajuiapWenosum jeqrarociuma.
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Octaje mam jomr ga pemmmo cucrem (2.1)-(2.3). Ilpso, u3 (ry,r,) = E
JiupepeHnupameM pejoM 1o U, v JI00ujamo

2<Tuuaru> - Euu
2Ty, ru) = E.

Barum, us (r,,r,) = G qudepeHnupameM PejIoM 1o u, v 1006ujamo

2<Tuvarv> - GU7
2Ty, o) = Gy

Konauuo, u3 (r,,r,) = F mudepeHnupameM pejoM 1o u, v 1006ujamo

<Tuuarv>+<ru>ruv> = Fu>
<TuU7TU>+<Tu7TUU> - Fw

na je (ruy,mo) = F, — %Ev u (ry,r) = F, — %Gu. ITomuoXkMMO cajia
jennaanny (2.1) pemoM CKaJapHO Ca Ty, Ty, T U J00HjaMo

1
5 B =T}, E+T3, F+0,

1
F,- B, =I'}, F+TI2,G+0,
e= 0+ 0+n,

a 3aK/bydyjeMo J1a je 17 = € U Jia je, Ha OCHOBY KpamepoBOr mpaBmia,

sB£.G - (F,-3E,)F E,G-2F,F+E,F

r;, =
1 EG — F? 2(EG — F?)
o (F.-3E,)E-3E,F 2F,E-EE-E,F
e EG — F? B 2(EG — F?)

Cmano nobmjamo 1a je ¢ = f, w = g u 1a je

sE.G-3G,F EG-G,F

ri, = =
12 EG — F? 2(EG — F?2)’
o sG.E-3E,F G.,E-E,F
2 EG-F2  2(EG - F?)’
o (F. - 5G.) G —53G.F _2F,G-G.,G-G,F
22 EG — F2 2(EG — F?) '
o sG.E - (F,-{G,)F G,E-2F,F+G,F
2 EG — F? ~ 2(EG - F?)
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Hedburunuja 2.21. Jegnakocrn

1 2
1 2
Tww =Lgru+Tyre+fn,

Tow :I‘§2ru+I‘§2rv+ gn

HasuBajy ce laycosum jegharocmuma, a pyHnkimje I‘fj, i, 7,k € {1,2},i < 7,

HasuBajy ce Kpucogerosum cumboruma (apyre Bpere).

[Tpumerumo ja Kpucrodenosu cumbosin 3aBuce camo oJ1 Koeduiujenara
npBe OCHOBHE (DOpMe, 1A Cy YHYTPAIIHU [TOjMOBH.

2.3 KpuBe Ha noBpmiu. I'aycoBa u cpeama KpuBHUHA

Kao mro cmo Beh peksiu, nospiiu hemo npoydaaru nocmarpajyhu Kkpuse
Ha 10j. ['oBopuhemo /1a KpuBa HpHUIaga peryIapHoj eeMeHTapHO] MOBPIIH,
Mucaehn npu ToMe Ha HBUXOBe TparoBe. Ha ocHOBY ctaBa 2.2, cBaka Tadka
peryiapHe ejleMeHTapHe MOBPIIN WMa OKOJUHY Ha KOJOj je T pecTpHUKIH]ja
mudeomopdusMa OTBOPEHHX CKymoBa y R3, ma je caMEM THM H XOMEOMOP-
¢dusam, Tj. CBOjCcTBeHA pery/japHa ejeMentapha nospmi. /Jlakje, ciaeau ja
CBAaKy KPUBY (v Ha " MOYKEMO, Ha OCHOBY CTaBa 2.3, JOKAJHO MPEICTABATH Y
obmuky a(t) = r(u(t),v(t)), 3a neke gudepennujadburne Gynkmje v u v. 3a
noveTrak heMo ce OrpaHMYHUTHU HA MPUPOJIHY MapaMeTpH3aIyjy, a mocae hemo
CBe yBEJIEHO IPOIIUPHUTU Ha IIPOU3BOJ/bHE peryjiapHe KpUBe.

Hexka je a : I — R3 npupoano mapamerpn3oBaHa KpHUBa KOja IPHIAIA
peryaapHoj eaeMeHnTapuoj mospuid 7 : U — R3) Tj. Hexa J0oKaJaHO BaxKn
a(s) = r(u(s),v(s)). Iomro je ektop T"(s) ympasau Ha BekTopy T'(s),
cJieu Jia je

T'(s) = ka(s)n(u(s), o(s)) + Ky (5) S(s).

rie je S(s) = n(u(s),v(s)) x T(s).

Hedunnnuja 2.22. Bekrop S(s) HABUBAMO 6KUWOPOM YHYWPAULHHE HOPMA-
/€ TPUPOIHO NapaMeTPU30BaHe KPUBE (v Ha, PEry/IapHOj €J1eMeHTapHO] MOBP-
i 7. Crasmape K, (S) 1 Ky(S) HABUBAMO DEIOM HOPMAAHOM U TE0Ge3UJCKOM
kpueumnom Kpuse oy tadkn P = «a(s).

Hapasuo, nomro je T"(s) = k(s)IN (s) u nomrro cy Bekropu n(u(s), v(s))
u S(s) cy jenunnanu u MehycoOHO HOPMAJIHU, CJEIN A je

k()" = [T'(s)I|* = rn(s)” + re(s)".

21



Cras 2.8. Heka je r : U — R? petyaapna esementiapna Tospu u HeKa je
a: I — R3 a(s) = r(u(s),v(s)), Tpupogro Tapamelipusosana Kpuca Koja
joj uputaga. Taga je

Kn = e- (W) +2f u'v +g- (V)
KgS = (I‘%l : (“,)2 + QF%z -u'v + I‘éz : (Ul)2 +u")ry
+ (T2, - (u)? + 202, - /v + T35, - (V) +0")ry.

IMocaenuna. Hexa je r : U — R3 peiyaapna esementliapna Tospus U Hexa
jea: I — R a(s) = r(u(s),v(s)), Tpupogno TGapametipusocana Kpusa
Koja joj uputaga. Taga je

Kn(s) = IT 5 (/(s),/(s)).

[Iperxomuy jennakoct Kpahe 3amucyjemo ca k, = II(a/, '), npu vemy je
I1 npyra ocuoBua dopma Koja jgenayje y ojaroapajyhoj tauku. Takobe, 1o
nebunnnmju je K, = (a’,n).

Heka je o : I — R3 peryaapna Kpupa Koja HHje IIPHPOIHO IapaMeTpH-
30BaHa U IpHUIaJa peryilapHoj eaeMenTapnoj mospmm r : U — R3 u neka
je @ : J — R?® npupojna penapaverpusaiuja Kpugse o (@ = & o 8, rje je
s dyHkumja pyxKuHe JayKa Kpuse ). AKO Cy K, U K, PeJOM HODMaJHA U
e0/Ie31jCKa KPUBHHA KPUBE &, OHJA CY K, = K, 0§ U K; = K, O § PeJIOM
HOPMAAHG U Te0Ge3Uujcka KPUusuHa KPUBe (.

Teopema 2.1. Heka jer : U — R? petysapna eaementapra Gospus u nexa
jea: T — R3 a(t) =r(u(t),v(t)), xpusa xoja joj uputaga. Taga je

_II(d, )

Fon I, a) "

Joxkas. Heka je s dbynxknmja qyzune jyka Kpupe & B (v = (r0 8, Tj. Heka je
Q IpupoiHa penapamverpusanuja kpuse «. Taga je T'(t) = T'(s(t)), omHocHO
aKo cTaBuMo 71a je s = s(t), mobujamo T'(s) = T'(s71(s)). Iudepennupamem

10 s J100ujaMo CIN”(s) =T'(s7(s)) (s71)(s). Kaxko je (s71)(s) = S/(S}l(s)) u

s’ = v (uHTeH3UTET BeKTOpA Op3UHE), CIIEIU 1A je

~1/ Y, 2 s) = T,(S_I(S))
A TFRIOI

(1)
u(t)

ca n(u(t),v(t)) nobujamo K, (s(t)) = w, OJIHOCHO K, = <T;—"> Y

Bpahamwem s = s(t) mobujamo & (s(t)) = 118 KO CKAJIAPHO HOMHOZKUMO
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cBakoj rauku kpuse Baxku (T',n) = 0, na ciaequ ga je (T, n) + (T, n') =

Haxae, (T',n) = —(T',n), na je k, = _@. [lomro je T = & = u/ru:l}/rv
un' =un, + v'n,, 10bujamo
(u'ry +v'ry, u'n, + v'n,)
K, = —
02
o (u/)2<ru, nu) + U’U’(<Tu, nv> + <Tv, nu) 4 (U/)2<7“U, nv>
- -
W)+ (=f = )+ (V) (~g)
= 5
e (u/)2 +2f .u/,U/_‘_g . (U/)Q
[e/[|? ’
OHOCHO K, = el 0

I(o/,o) "

[TojmoBHM HOpMAJIHE U I'€0/Ie3UjCKe KpUBUHE U3Y3€THO cy 3Havajuu. [Iper-
XOJTHOM TeOPeMOM JI0Ka3aJid CMO Ja HaM je 3a HOPMAJIHY KPUBUHY JTOBObAH
caMoO BeKTOp Op3uHe Kpube. 3arTo ce yBoau ciejieha pedpunummja.

Hedununuja 2.23. Heka je r : U — R3 perynapna ejeMenTapHa IOBPII I
V € Tpr\ {0} npoussospan tanrentan Bekrop y tauku P € r(U). Hopmaana
KpUGUHAE TOBPIIU Ty MPABILYy TAHIEHTHOI BeKTOpa V jejnaka je

B IIP(V, V)
V) = vy

Ha aBHO, HOpPMaJIHa KPUBHWHA ITOBPIIN IIpaB HEKOI' TAHI'EHTHOT' BEK-
) y oy
TOpa jecTe TeOMETPUjCKH M0jaM W UMAaMO Ja 3a cBako \ # 0 Baxku

IHIp(\V V) NIIp(V.V) _ IIp(V.V) (V)
OV NV) — XL(V,V)  Ip(V,V) T

a je J0BOJHHO MOCMATPATH HOPMAJIHY KPUBHHY CAMO Y HPABILY jeIMHUTHUX
BekTopa V' € Tpr. Ilourro je ckyn jeiuHudHUX BeKTOPa y 1'pr KOMIIAKTAH U K
HEMPEeKUTHO TPeCINKABAbE, CJICJIN Ja OHO TOCTUKEe HajMarby 1 HajBehy Bpe/i-
Hoct. O3nadaBamo ux ca ki(P) u ky(P) u 30BeMO UX IAA6HUM KPUBUHAMA
peryaapHe ejeMeHTapHe HOBpmm 7y Tauku P = r(ug, vg). TAHreHTHH Bek-
TOP y KOjeM ce JTOCTUZKe HeKa OJ] IVIABHUX KPUBUHA (He MOpa OUTH jeINHUTHH
BEKTOD) Ha3uBa ce iaashum eextiopom. Heka je VO = VVr, +V>r, jequnnunn
IJIaBHE BEKTOD M 03HA4YUMO ojrosapajyhy riasny kpusuny ca k. Jlakie,
EVP 1 2FVOVI+ GV = 1u eV +2F VOV 4+gVP? = k0. Tpecinkasame
f:R*\ {(0,0)} — R maro ca

Kn(AV) =

eVy +2fViVy + gV
Vi, Vo) = —— 2
J(Vi, V) EV2 1 2FV,V, + GV
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nocruzke Jjokaanu ekcrpemym y tauku (VP VD). Cheun ga cy y Toj Tauku
napuujajgan u3Boan jeanaku 0, 1j.

Of 10 10 2eV? +2fV7) -1 =k, - QEV? +2FVy)
8—1/1(‘/1 Vy) E =0,
Of oo (FVP+2gV0) 1— KD 2FVP +2GVY)

JlakJe, podbujamo

(e = Ky E)VP+(f — K, F)Vy =0,
(f = s F)VP+(g — k,G)Vy =0,
a oo je (VP VY) # (0,0), ciemu ja je jgeTrepMuHaHTa OBOI CHCTEMa
JinHeapHux jegHaunna jeanaka 0. /lakie
e—kE f—kK)F |

foriF g-wic |7

1j. eg — K2(eG 4 gE) + kKV’EG — (f2 — 2f Fr® + F2k°%) = 0. JloGujamo
KBQJIPATHY JeJHAYNHY
(EG — F2)&22 — (eG +gE —2fF)k) +eg— f*=0

o kY kojy 3a0B0/baBajy obe riasne Kpusuue ki u ko, na ux MOxKeMo pauy-
HATU 1peKo Koedwuimjenara npse u jpyre ociosue ¢gpopme. Takobhe, riiashe

KpHUBHUHE CY T€OMeTPHUjCKU ITOjMOBH.

Bparumo ce jeqnakocruma g—‘fl(VlO, VY)=0nu g—‘]/;(VlO, V) = 0. Togenumo
0be jejHaxocTu ca 2 u 1IoMHOKUMO HpBY jeanaxkoct ca FVP+GVY | a apyry ca
EV? + FV3. Tume cMmo n3jennaanin KoepUIEjeHTe y3 K2, Ma OLy3UMambeM
JIpyre jeIHaKOCTH OJ IIpBe J00ujaMo

(VL + FVUDFVY + GVY) — (fV + gV (BVY + FV) = 0.
JlapuM cpehuBameM 1001jamMo
(eF — fE)V? + (eG+ fF — fF —gE)VVY + (fG — gF)VY* =0,
OJIHOCHO
VvV v

e f g =0,
E F G

I3 ¥ TJIABHE BEKTOPE MOXKEMO PAdyHATH IPeKo KoedHIujeHaTa IpBe U JIpyre
ocHoBHE (bopMe.
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Cras 2.9. Hexa je r : U — R3 peiyaapra esement@apna ToSpwL, Heka je
P = r(ug,vy) mauka waksa ga je ki(P) # ka(P) u nexa cy V,W € Tpr
LAGBHU BEKTOPU KOJUu 0glosapajy pegom laasrum kpusurama ki(P) u ka(P).

Onga je Ip(V,W) = I1p(V,W) = 0.

Jokaz. Be3 ymamema onmroctu npermnoctaBumo fa cy V u W jenununanu.
Heka je V' = Vir,(ug, vo) + Var, (ug, vo) 1 W = Wir,(ug, vo) + War,(ug, vo).
Jlokazaau cMo J1a je Taja

e(uo, vo)Vi + f(uo, vo)Va — k1 (P) - (E(uo, vo)Vi + F(ug, vo)V2)
f (wo,v0)Vi + g(uo, vo)Va — k1 (P) - (F(uo, vo)Vi + G(uo, vo)V2)
e(ug, vo) W1 + f(uo, vo)Wa — ka(P) - (E(uo, vo) W1 + F'(ug, vo) W)
£ (ug, vo)W1 + g(ug, vo)Wa — kao(P) - (F(ug, vo) W1 + G(ug, vo)W2)

[Tomuozkumo npBy jemnaxkoct ca Wy, apyry ca Wy u cabepumo ux. lobujamo

c o o o

e(ug, vo) ViWy + f(uo, vo) (VaWy + ViWa) + g(ug, vo) VaWWs

—kl(P) . (E(UO, ’UO)‘/lWl + F(’LL(), vo)(V2W1 + ‘/1W2) -+ G(Uo,vo)‘/gWQ) = 0,

onuocuo IIp(V,W) — ki(P)Ip(V,W) = 0. Cawnuno, u3 tpelie u gerBpre
jemnakoctu nobujamo IIp(V, W) —ko(P)Ip(V,W) = 0. Oxy3umamem mpet-
xoHO jobujennx jeanakoctu nobujamo (ko(P) — ki(P))Ip(V,W) = 0, na
nomito je ko(P) — ki (P) # 0, caequ na je Ip(V,W) = 0, a oqmax 3atum u
na je ITp(V,W) = 0. O

Hedunnnuja 2.24. Hexka je o : I — R? kpuBa Koja npumaja peryjaapHoj
enemMenTapuoj mospmu 7 : U — R3. Axko je 3a cBako ¢t € I Bextop o(t)
[JIABHU, TY KPHUBY HA3UBAMO AUHUJOM Kpusune. PeryiapHy ejlemMeHTapHY
MOBPII YHuje Cy KOOPJAWHATHE KPWBe JIMHHje KPUBUHE HA3UBAMO IAA6HOM DPe-
I'yJIAPHOM €TeMEeHTAaPHOM IIOBPIIIH.

Cras 2.10. Hexa jer : U — R? petyaapna eaementiapra Gospui. Axo je r
wasna u ki (P) # ko P) y ceaxoj mavwku P € r(U), onga saocu F = f = 0.
Obpawro, axo eastcu F = f =0, onga je r irasna.

Hoxka3z. Ako je r rnasua u Baxu ki (P) # kao(P) y cBakoj Tauku P = r(u,v),
OHJIa CY BEKTOPH 7 (u,v) U (U, v) MIABHE W HA OCHOBY HMPETXOJHOI CTaBa
cnemu F = I(ry,r,) =0wu f = I1I(r,,7,) =0y cBakoj tauku (u,v) € U.
Ob6parno, Heka je F' = f = 0. Bekrop V = Vir, + Vaor, je riaBam ako u camo
aKO BazKH

—VE WVVy VP2 —VE Wy V7
0= e f g = e 0 g =WVVi(gE — eG),
FE F G E 0 G
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1a KaKo 3a BekTop 1, Baxu V3 = 1 u Vo = 0, a 3a BekTOop 7, Baxku V| =0 u
Vo =1, cieam na cy Bekropu 1, 4 T, IJiaBHEH BekTopu. Jlakie, r je riaBHa
peryaapHa ejJieMeHTapHa MOBPIII. O

OcuMm JIMHEja KPUBUHE, HCTHYEMO jOIII JIBe BPCTe KPUBUX HA MOBPIIIN.

Hedbununuja 2.25. Tanrentau Bektop V € Tpr perynrapHe ejleMeHTapHe
noppmn r : U — R?® y umjem je mpabiy HOpMa/Ha KpHBHHA jeqnaka (
Ha3WBa Ce acuUMTTOTcKuM cextopom. Kpupa o 1 I — R3 koja npumaia
HOBPIIK 7', TAKBA /4 je 3a cBako t € [ BekTop o/ (t) acHMITOTCKH, HA3UBAMO
ACUMTTOWCKOM AuHUjom. PeryiapHy ejleMeHTapHY TOBPII 4uje Cy KOOP-
JIMHATHE KPUBE aCUMITOTCKe JTUHUje HA3UBAMO ACUMTUWOWCKOM DETYIAPHOM
eJeMeHTapHOM TTOBPIIIH.

Hapasno, acuMnrorcke KpuBe UMajy y CBAKOj TAYKN HOPMAJIHY KPUBUHY
jemraky 0. A mra hemo ¢ KpuBHMa KOjuMa je reo/ie3ujcKa KPUBUHA ¥ CBAKO]
Taukn jegHaka 07

Hedbuanmuja 2.26. Heka je a : I — R?® mpupoamo mapaMeTpu3oBaHa
KpHUBa Koja IIPHUIIaa peryIapHoj eaeMenTaphoj nospum 7 : U — R3. Axo
je Yy CBaKoj meHOj TAYKH Teoje3njcka KpuBUHA jeaHaka (), KazKeMo 72 je OHA
1e0ge3ujcka AUHUJG.

Ha ocnoBy crtaBa 2.8 oamax ciemu cieneha BakHa TeopeMma.

Teopema 2.2. Hexa jer : U — R? petyarapna esementiiapna Tospus u nexa
jea: I — R a(s) = r(u(s),v(s)), Tpupogno TGapametipusocana kpusa
Koja joj uputaga. Taga je o 1€0ge3ujCra NUHUIG GKO U CAMO GKO B8AIAHCU

u" + T - (W) 420, - /v’ + Ty - (V)2 =0 (2.6)

v+ T3 ()2 205, - u'y + T3, - (v)2 = 0. '

Cucrem nudepennujainux jeganaqdnna (2.6) cayxku 3a ojpehusame reo-

ne3ujckux Junuja. Ako npernocraBumo ga I S 0 u 3agamo yeaose o(0) = P,

P =r(ug,v9) uc/(0) =V € Tpr, ||V|| = 1, cucrem nma jeAMHCTBEHO PEIIIEEHe.
To TBpau cieneha Teopema.

Teopema 2.3. Hexa jer : U — R3 peiyaapna esementapna Tospus, Hexa
je P € r(U) upoussonna wavwka u neka je V- € Tpr Upoussomtu jeqururhi
wanienmny eextwop y wavky P. Onga TocWoju jequHnciisena ieoge3ujcka
aunuga o2 I — R3 T 30, wakea ga je a(0) = P u o/(0) =V.

O HajBazKHHjeM CBOjCTBY T'eO/Ie3UjCKUX JMHHja FOBOpHU cjeleha TeopeMa.
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Teopema 2.4. Heka je o : I — R? upupogro Gapametpusosana kpusa na
peiyaapnoj esementiapho] Gospwu 1 : U — R3, nexa je [a,b] C I u nexa je
ala) =P ua(b) = Q. Axo je p(P,Q) = b—a, onga je a Teogesujcka aunuja.

JlakJjie, ako je o KpuBa Koja ocTBapyje Hajkpahe pacrojame uzmehy asejy
Tavaka Ha IMOBPINU, OH/A je « reoje3ujcka. OOpaTHO He MOpa Ja BaXKU IJIO-
OaJIHO, aJIu BakKu JIOKaJIHO. Jlakie, reoje3mjcke JIMHUje JOKAJTHO OCTBapPY]y
Hakpahe pacrojame.

Heduanmuja 2.27. Heka je r : U — R3 perymapna eeMenTapHa IIOBPII I
P € r(U) npousBosbHa Tauka. [aycosa kpusuna MOBPIIH 1y Tauku P jenHa-

ka je K (P) = ki(P)ky(P), a cpegroa xpusuna je H(P) = $(ki(P)+ ks(P)).

[aycoBa u cpenma KpUBHHA peryrapHe ejleMeHTapHe TMOBPIIH jecy TeoMe-
Tpujcku nojMoBu. Ha ocunoBy BujeroBux dopwmyna jgonaszumo 1o ciaepeher
TBphema.

Cras 2.11. Heka je r : U — R3 peiyaapna eaementiapna Gospw. Taga je

eg — f°

K = EG - F?’
0 — eG+ Eg —2fF
~ 2(EG - F?)

[ToBpir K0joj je y cBakoj Tayku cpe/iiba KpuBuHa jeanaka () Hazuba ce
MUHUMAAHOM TOBPULU.

Hedununuja 2.28. Heka je r : U — R3 perynapna ejeMeHTapHa ITOBPII
u P € r(U) npousBospHa tauka. Tauka P je eautmuyka ako je K(P) > 0,
zutepboruura axo je K(P) < 0, uapabosuuwka ako je K(P) = 0 u 6ap
jemna of rmaBuux kpusuua ki(P), ky(P) pazmuuura ox 0, Gaanapra ako je
ki(P) = ko(P) = 0, a ymbuaruuka axo je ki(P) = ko(P).

Y yMOMTHYKAM TadKaMa CBAKU TAHMEHTHH BeKTOp je riaaBuu. [Ipm Towme,
y ITAHAPHUM TavyKaMa CBaKUd TAHTEHTHU BEKTOP jé VjeJIHO U aCUMIITOTCKH,
JIOK V YMOMJIMYKUM TadKaMa KOje HUCY IJIAHApHEe HeMa, aCUMIITOTCKUX BeK-
Topa.

Cras 2.12. Hexa je r: U — R3 peiyaapna eaementapna Toepws u WawKa
P = r(ug,v9) wpoussowna. Taga je P ymbusuwka Wawka aKO U CaMO GKO

je :3((1;%1;%)) = f,((zgzz)) = g(&%’f;%)) (wogpasymesamo ga je f(ug,v9) = 0 ako je
F(UO,’U()) = 0)
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Hokaz. Tauka P je ymMOu/jIndka ako U caMO aKO je CBAKU TAHI'€HTHU BEKTOP
V € Tpr ryiaBum, Tj. aKO U CaMO aKo je

S (A R G
e(uo,vo)  flug,v0) g(uo,vo) | =0,
E(Uo, Uo) F(Uo, Uo) G(UO, Uo)

e(up,vo) _ f(uo,wo) __ g(uo,vo)

rie je V = Viry(ug, vo)+ Vary,(ug, vo). Ako Bazxku Blaod = Flaoos = Glacae)”

OHJa cy JpyTra u Tpeha BpcTa MpeTxojHe JeTepMUHAHTE cpa3MepHe, I je OHA
yBek jeanaka 0, Tj. cBaKM TaHIeHTHH BeKTOp je riaBau. OOparTHO, HEKa je
CBaKM TAHMEHTHH BEKTOD IIaBHU. Bekrop 7,(ug, Vo) je riaBHu, na je

0 0 -1
0 = e(UOaUO) f(u(va) Q(U0>UO)
E(ug,v0) F(ug,v0) G(ug,vo)

= f(uo, vo)E(ug,vo) — e(ug, vo) F (ug, vo),

Tj. E((Z?)’Z;%)) = {?((Z‘(’)Z‘;)) Cauano, BeKTOp 74 (Ug, Vo) je TJIaBHH, ma I0OHjaMO
g(uo,v0) _ f(uo,v0) : .
Clacoe) = Flagwo)" Axko je F(ug,v9) # 0, 10Ka3 je 3aBpimen. IIpermocraBumo

na je F(ug,vg) = 0. 360or E(ug,vg) > 0 u G(ug,v9) > 0 crexn ma je
f(ug,v9) = 0, ma nomro je u BeKTOp 7y (Ug, Vo) + T4 (Uo, Vo) TIABHE, 100H-
jamo

—1 1 -1
0= e(up,v0) 0 g(uo,vo) | = g(uo,vo)E(ug,vo) — e(uog, vo)G(uo, vo),
E(Uo,Uo) 0 G(UO,U())
Tj. :3(&2?) = é(é%’f;?), IITO je u Tpebaso JOKa3aTH. O

Cnenehy teopemy, Koja HaMm Jaje MoryhHocT ga Oupamo Kakse he OuTn
KOOpJIMHATHE KpHBe, jajemo Oe3 mokasa. Jloka3 ce moxke nponahu y [3] Ha
crp. 183 — 185.

Teopema 2.5. Hexa je P upoussomna wayka perysapre gospuwu M. Onga
TOCWOJU HEHA OKONUHA “UjA je TaApamMelpusayuja opuoionaista. Axo je P
TUTEPOONUNKA WLAYKE, OHGQ TOCULOJU HWEHA OKOAUHG YUJG j€ TapaMETPU3GULIa

ACUMTTOTCKG, 6 aKo P Hnuje ymbusuvka WawKa, 0Hga TOCTOJU HEHA 0KOAUHG
Yyuja je Tapametlipudayu)ja NaeHa.

Jla sz je mo3HaBame MpBe u Apyre ocHOBHE (hopMe T0BOJ/BHO 3a jeTHO3HA~
9HO ofpehuBame perymapHe eqeMerTapHe nmoppmu’ Jpyrum pedmnma, ako cy
nare jiBe omnuneapue ¢popme I u Il na u mocToju peryiapHa eeMeHTapHa
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nospnr 7 : U — R? unja je npsa ocnosua dopma I u apyra ocnosHa opma
IT w na jiw je jequHCTBEHA AKO TOCTOju?

[Ipe Hero mTo dpopMyIuIIEMO TeOpeMy Koja /iaje 0JIr0BOp Ha OBO ITHTAHE,
Mopamo JIebUHUCATH je/IaH 0jaM.

Hedbununuja 2.29. Jegnakocrn
(I‘llru + F217"v +en), = (F127"u + F227“v + fn)u
(F%ﬂ"u + F227"v +gn), = (F%ﬂ"u + 1-‘127"1) + fn),
(ﬂlru + /Bfrv)v = (/BQTu + IBQTU)U
nasusajy ce layc—Iletiepcon—Kogayujesum jeqraroctiuma.

[IpeTxomHe jeaHaKoCTH Tpe/ICTaB/bajy, Ha ocHOBY ['aycoBux m Bajarapre-
HOBUX j€/THAKOCTH, je THAKOCTU MEIIOBUTUX MAPIUjATHIX U3BOJA Tyyy = Tuvu,
Tovw = Tuwve M Nyy = Nyy. udepernupamemM npeTxogHnx u3pasa 1Mo U U v
nobujamo passujenn o0uk [ayc—Ilerepcon—KomamnujeBux jeanakocTn

8I‘ 8I‘
N 12 T I‘%II‘§2 + 65% ou n+ Firb + fﬁiy
ar2 ar2
I‘hri + - N + F I‘§2 + 613% I‘brfl + = ou + F F%z + fﬁi
I, f+Tig+e, I'e+ThLf + fu,
8I‘§2 1 2 1l 1 8I‘12 1 2 1l 1
u + 3Ty + 05,10 + 984 BN + I}, + THLT + £8s,
or? 9 or? 9
F%QI‘%I + = ou =2 4 F F%z + 9B I‘bI‘%Q + = o —L 4 F ng + £33,
F%Qe + Fg2f +9u = I‘bf + F129 + fo,
BJeh (9[3
Ey —— +ﬁ%I‘12 +/31I‘%2 = 2 +/32I‘%1 +52I‘%27
F2 /81 F2 _ F2 ﬁZ I\Q
Bl +— N + B8 = Bl +—— U + B3I,

,31f+/319 = ﬁ26+162.f'

Teopema 2.6 (Boneosa OcuoBua Teopema 3a mospiun). Hexa cy I u IT
cumempuure obusuneapre dopme, nweka je I Tosumueno geunuina u Heka
wuxrosu koehuyujentiv 3agosomasajy layc—Ilewmepcon—Kogayujese jegrako-
cwiv. Taga TocToju petyaapra esementapna Tospus v : U — R3 wuja je
apea ocrnosrna dopma I u gpyia ocnosna dopma II. Ona je jequncuisena go
Ha qUPEKTINY USOMETIPUJY eyraugekol Tpoctiopa R3.
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3a Kpaj 0BOI' 0e/bKa, HABOAMUMO jeJaH BEOMA BayKaH Pe3yJITar.

Teopema 2.7 (I'aycoBa Bpubantaa Teopema). aycosa kpusuna petyrapre
eAEMEHTUAPHE TOBPWIL GATHA Je U3PA3OM

1 (arfl ori,

ov ou

K=—
E

T R ]

Hoxka3z. I3 BajuraprenoBux jejiHaKOCTH CJIeIu Ja je

efF — f°E—efF +egE  E(eg— f°) EK
EG - F?  EG-F* ’

ma TeopeMa cieau u3 apyre [ayc-Ilerepcon-KomamujeBe jemmakocTu. I

18 - e} =

Kao mrro 3namo, KpucrodenoBu cumbo./11 3aBuce camo o1 Koeduimjenara
npBe ocHoBHe hopme, 1a je, npeMa ToMe, ['aycoBa KpuBMHA YHYTPAIIHE CBOJ-
CTBO peryJiapHe e/leMeHTapHEe MOBPIIIH.

2.4 WN3omeTrpuje moBpIIn

Nszomerpuje cy jesna o1 HajBaKHUJUX ITPECIUKABaba Y NeOMETPUjHU, jep
HaM J1ajy KOHIeNTe KpeTama W noiyaapaoctu. Jlo cama cMo m3omerpmje
OCMAaTpAJIH Kao TpancdopMalyje HeKOT IpocTopa y cebe, a caja HAC 3aHIMa
KaKO Ce JIBe MOBPIIH CJIUKA]y U30METPUYHO jeTHA HA JIPYTY.

Hedbununuja 2.30. Heka cy M u N perynapue nospiru. IlpeciukaBame
F : M — N jecre gudepenyujaburto axo 3a cBaky tadky P € M mocroje
okomuue U(P) C M u V(F(P)) C N u gokanue nospum 1 : U — U(P) u
R:V — V(F(P)) takBe Ja je mpecIuKaBame

Rl'oFor:r Y UP)NF Y V(F(P)))) — R V(F(P)))

nudepennujadbuano. Jfupepenyujanr npeciukaBama F'y Tauku P jecte mpe-
ciukaBamwe dF (P) : Tpr —» Trp) R nedunucano na ciegehn maunn. Axo je
VeTprua:l — U(P),I >0, kpusa raksa ja je a(0) = P, o/(0) =V,
OHJIa je

dF(P)(V) = (Foa)(0).

[IpecimkaBame F' jecre gugeomoppusam ako je ' Oujekiinja n mpecankaBamba
F u F~! jecy nudepennujadbuina.

Hedbunnmuja qudepennujana dF(P) we 3aBucu o n360pa KpuBe o KoOja
mpoJa3n Kpo3 Taduky P uuju je BekTop Op3une y tauku P BexkTop V € Tpr.
Jloka3 oBe unmeHHUIEe HEhemMo TaBaTH.
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Hedbunumnuja 2.31. Hexka cy M u N perymapue nospmu. [IpecinkaBame
F: M — N jecre si0KaAHG U3OMETPUJG aKO je audepeHnunjabuaino u y
cBakoj Tauku P € M mweros qudepennujan dF(P) jecre u3omerpuja oaro-
Bapajyliux TAHTeHTHUX TPOCTOPA.

Hedbunumnuja 2.32. Hexka cy M u N perynapue nospmu. [IpecinkaBame
F: M — N jecre usomewpuja ako je qudeoMopdu3zaM H JIOKAJIHA H30Me-
Tpuja. 3a noppiu M u N Taja KaxkeMo Jia CY U30MeWPUHe.

Cnenehu ctaB je TpuBHjaIHA MOCTEIUIA TPETXOTHUX JeDUHUIT]A.

Cras 2.13. Axo je upecauxasarve F : M — N uzometwpuja, oHga oHo 4y6a
pactiojaree uamehy wavara, Wj. 6aHCU

(VP,Q € M) py (P, Q) = py(F(P), F(Q)).

Hedbununuja 2.33. [lospum M u N jecy A0KaAHO U3OMETTPUUHE AKO 33,
cBaky tauky P € M nocroju okomuna U(P) C M koja je m3omerpudHa
HEKOM OTBOPEHOM cKymy y N.

Hapano, ako moctoju nokanna m3omerpuja F' : M — N, onma cy mo-
pputn M u N JjiokagHo n3oMerpudHe (TeopeMa 0 WHBEP3HO] (DYyHKIjH).

[Tomro je dF(P) uzomerpuja oaropapajyinx TaHreHTHHX HPOCTOPA, CJie-
I Jla 9yBa CKaJapHH MPOM3BOJ, Tj. MeTpuky (npBy ocHoBHy dopmy). To
He 3HaumM ga F' ayBa koedwuimjeHTe 1npBe ocHOBHE ¢opme, jep OHU 3aBHCe
O] TTapaMeTpH3allje, aJi YBeK IMOCTOoje permapaMeTpu3aluje y KojuMa cy TH
KoeUunujeHTn jeqHaKu. 3aTO 3a CBOjCTBA MOBPIIN KOja 3aBHCE CAMO O KOe-
dunujenara npBe ocHoBe (popme KarKemo Ja Cy YHyTpallliba, jep ce OHa, y3
€BEHTYaJHy perapaMeTpu3alinjy, 4yBajy JoKaJaHuM m3oMerpujama. Crermu-
janno, 4wyBa ce BpemHocT [aycoBe KpuBuHe (OHA je IeOMETDHjCKH IMOjaM).
[lITo ce obpaTHor TBphema THIe, BayKH cJegeha TeopeMa.

Teopema 2.8 (Munjuur). Hexa cyr: U — R® u R:V — R? peiyaapne
eaementiapre Toepwu U a € R Tpoussomna koncuwantia. Axo sasicu

(VP er(U)(vQ € R(V)) K,(P) = Kp(Q) = a,
onga cy gospwu r(U) u R(V') aokasno usometwipusne.

oka3 oBe Teopeme Mozke ce nponahu y [4] wa crp. 292 — 294.
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3 AcumMnTorcke KoOoOpauHaTe Ha mceyaocde-
PUYHUM ITOBPHINMA

Y yBO/Yy CMO CIIOMEHY/IH ja Iceyaochpepudne IMMOBPIINA WMajy H3BECHY
ocobuny kojoM mojicehajy na nceyjgocdepy. Takobe, criomenyjin cMO KpPUBY
TPaKTpPHUCY, KOja je IyTama KOJIHUIA KOja Y0BEK, KOju ce Kpehe mpaBoJIMHuUj-
CKH, BydYe KaHAIlOM Ka ceOH, a KaHall je y HOYeTHOM TPEHYTKY HOpMaJaH
Ha IIyTamby KOjoM he ce WoBeK KpeTaru. Poramumjom TpaKTpuce OKO IpaBe
KOja CcaJpzKu IyTamky KOjoM ce 4oBeK Kpehe j100ujaMo moBpI Koja ce Ha3uBa
uceygochepom. Heka ce woBek m kosmma kpehy y xOz paBHE eyKJIMICKOD
npocropa R? Tako jia ce y nouerHom TpenyTKy dosek najazu y tauxu (0,0, 0),
a kosuna y Tauku (a,0,0) 3a Heko a > 0 u HeKa ce YoBeK Kpelie y mo3uTuBHOM
cMepy z—oce. Buaehemo ja Tajga TpakKTpuca EMa IMapaMeTpH3AIU]y JaTy ca
alt) =a (sin t,0,cost + Intg %), te (g,w). YecTo ce JOMEH IpecInKaBaiba,
a npomupyje Ha (0, 7), jep je cKyi rauaka « ((O, g)) OCHOCUMETPHYAH CKYILY
TaYAKA (v ((g, 7r)) y OJHOCY Ha r—ocy, na ce tpar a((0, 7)) Ha3uBa TpakTpH-
coMm. Tlpumerumo ja npecinkaBame « nedbunucano Ha uarepsaiy (0, ) Huje
peryiapHo y Tadkm 7. Poramujom oKo z—oce J00ujaMo eJleMeHTapHy HOBPII
r(u,v) = a (sinucosv,sinusinv, cosu + Intg %), u € (0,7), v € (0,27), xoja
HUje peryjiapHa y Tadkama (g, v), v € (0,27) u anju je Tpar nceymocdepa.

[TocToju HEKOMKO pas3Jiora 3allTo ce Oall OBa IMOBPII HA3HUBA IICEY/I0-
chepoM. 3a moyerak, CETUMO C€ Ja CMO MOBPIIMHY KOMIAKTHOI' CKyIa S
Ha Tpary peryiaphe ejgeMeHntaphe moppmm R : V. — R3 nedunucann ca

P(S)= [[ VEG — F?dudv. Ako je S, nu3 koMuakTux cKynosa va R(V)
R1(S)

koju Texke ka R(V') u ako mocroju KoHauHa rpaHuvHa BpegHocT lim P(S),)
HU3a HUXOBUX IOBPIIUHA, OHJIA CE Ta 'PAHUYHA, BPEJHOCT CMannaHIQIOOBpH_[I/I—
HoMm ckyma R(V') (mecBojcrBeHu nBojuHn mHTerpas). 3a nceygocdepy, dnja
je mapamerpusanmja r aTa y IIPETXOJAHOM HACyCy, MOYXKE Ce MOKa3aTh Ja
je P(r(U)) = 4ma®, mro je m3pa3 3a noppimmHy cdepe MOTyNPETHHKA, (.
Taxkobhe, Huje Temko goKazaru ja je ['aycoBa KpuBmHa cdepe MOTYIPEeIHAKA
a y cakoj taukn P jennaka K(P) = a%, a 3a nceyunocdepy hemo Bumern
na je K(P) = —a% y cBakoj tauku P € r(U). Hakie, nceymocdepa HeKnM
cBOjuM ocobunama mnojceha na cdepy, 1ma oTy U HEHO UMe.

Jean oJ Hajmo3HATUjUX MOJesa Xumnepoboandke paBHu jecte [loenkapeon

JiucK Mojie1. 1o je JUCK y paBHU C IEHTPOM y KOOPJMHATHOM HOYETKY U
_ 4a*(du?+dv?)

: 2
IMOJIYIPEYHUKOM G, a HBeroBa METpHUKa Je€ ds® = m

1 OHA je mpuMep
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MeTpHuKe Koja Huje nacjehena uz amoujenTHor npocropa. Harjacumo dnmbe-
nuny jga je [ToenkapeoB JMCK MeTPUYKKU KOMILJIETAH, IITO j€ jeJaH OJl YCJI0Ba
na Oyze mojen xunepboandke mianuMerpuje. Paaynom ce moduja na je [ay-
coBa kpuBuHa jegnaka K(P) = —a% y cBakoj Tauku P IloeHkapeoBor amucka.
Ha ocuoBy Teopeme 2.8 cienu cienehe BazkHO TBpheme.

Cras 3.1. llceygocghepa je A0KaAHO USOMETUPUYHA TUTEPOONUYKO] PASHU.

Bajeaandka ocobuna CBUX MCey0ChePUIHNX MOBPIIH jeCTe yIPABO -
XOBa JIOKAJIHA U30METPUYHOCT XUIEPOOJIMYKO] PABHH, OJHOCHO KOHCTAHTHA
neratuHa [aycosa kpuBmuHa. JIokaHa KapTta 1ceyjaocdepe Kojy cMO MaJio-
Ipe BUJIeJIN HUje HAJIOTOAHUja 3a Jajhe MpoydaBarbe OBAKBUX IMOBPIIH, A
caJla YBOJAUMO HOBH THII JIOKAJTHUX KapaTa (YeOuIIoB/beBe JOKATHE KapTe).

Hanomennmo ja ne nocroju nospir y R? koja je (rio6a/no) usomerpu-
qHa Xunepbondkoj pasuu. OBa unmeHuna cjieanm u3 XujadeproBe Teopeme,
Koja ce MoxKe mpoHaliu y mortaby 6, ma ce mceyaocdepruaHuM ITOBPIIH-
Ma, HajBUIIE IIOCTUXKE Yy IIOIVIEAY JIOKAJHOI IPEJICTaB/baiba XUIEPOOJTHIKE
IIaHAMeTpHuje y mpocTopy R3.

3.1 UYebumnios/beBa JIOKAJIHA KapTa

[TocToje nBe BpcTe YebuIIOB/HEBUX JIOKAIHUX KapaTa. [IpBa BpcTa je
Yebunio/beBa acUMIITOTCKA JIOKAJIHA KapTa, Tj. OHA 4Yhje Cy KOOpJUHATHE
KpUBE aCUIITOTCKe JIMHUje, & Jipyra BpcTa je Hebuinossbesa rjiaBHa JIOKAIHA
KapTa, Tj. OHa 4YHje Cy KOOpPJAWHATHE KPUBE JIMHWje KPUBUHE.

Hedbununuja 3.1. Heka je a > 0 npousBos/pHO. Perynapra ememenTapHa
noppit 7 : U — R3, uymuja merpuka ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv? uma
ocobuny Ja je E = G = a?, nazupa ce Yebuuo6.meeom A0KANHOM KaPTLOM
wim Jebuuio6.oe60M MPeEHCOM TOJIYIIPEIHUKA, G.

[Toneka ce 3axrteBa ja Oyge a = 1 jga O6u KoOp/AMHATHE KpuBe OuJie
napaMeTpu3oBaHe JIyKUHOM JIYKa, ajii Mu TO oBjie Hehemo 3axresaru. Jlo-
KaJiHe KoopjauHaTe u u v 3Bahemo Yebuwi06.me68um K00pguUHATLAMA.

[Tomro je mpsa ocHoBHA (popMa HO3UTUBHO JePUHUTHA, OJHOCHO BaKH
F? < EG = da* - a*> = a*, cienn na y cakoj tauxu (u,v) € U nocroju
jenuncreenu yrao w(u,v) € (0,7) rakas ga je F(u,v) = a? cosw(u,v). Taua
je MeTpuKa JiaTa ca

ds?(u,v) = a®(du® + 2 cos w(u, v)dudv + dv?).
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Kao mro Ham je nosHaro, 3a yrao ¢(ug, vg) namehy KOOpAMHATHUX KPUBUX Y
Tadku (Ug, Vo) BazxKu

F(ug, vo) a? cos w(ug, vg)
cos p(ug, vo) = = >
\/E(UO,’UQ)G(U(),’UQ) a

= cos w(ug, V),

Ia CJIe/in Ja je yrao u3mely KOOpJMHATHIUX KPUBUX MOy IapaH yriay w(ug, vo)-
Baro byskujy w(u, v) HA3UBAMO ylaoHoMm Pyrkyujom TeOuInoBbese JOKaI-
He Kapre.

[Torseajmo caji kako usrienajy Kpucrodenosu cumbosin Yebuinonbese
JIOKAJTHE KapTe.

Cras 3.2. Kpucwogpenrosu cumboru debuuwosmese sokarne Kaplie Gatuy cy
caegehum uspazuma:

1
F%l = (Ctgw) * Wy, F%l = _sinw * Wy,
]‘-‘%2 = 07 ]-‘%2 - 0,
1
Ty = ——— - w, T3, = (ctgw) - wy.
22 SN o0 Wy 22 (C gw) Wy

Hoxka3. Kako je E =G =a, cnetu E, = E, =G, = G, = 0, nma cy
Kpucrodenosu cumbosiu jjaru uspazuma,

o BF o _ BB
" EG-F¥ " EG-F¥
1 _ 2 _
F12 - 07 F12 — 07
P o _ BF
? EG-F% ? " EG - F?
Kako je F = a®cosw, caeqn na je EG — F? = a* — a* cos’>w = a*sin®w,
2 . 2 . .
F,=—a"sinw-w, n F, = —a°sinw - w,, na aobdujamo
— a2 qi . . a2
Lo a’sinw -w, -a*cosw _
n = - T = (ctgw) - wy,
a*sin® w
5 —a*sinw - w, - a* 1
Fll - 42 = T * Wy,
a*sin” w sin w
1
F12 - 07
2 _
', = 0,
1 —a’sinw - w, - a? 1
Iy = - 4 gin2 T Tonw v
a*sin” w sinw
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2 & 2

rz _ —a”SINW - Wy * @ cosw_(Ct ) - w

22 - 4 o2 - g vy
a*sm” w

Kao IITO CMO M TBP/IMJIH. [

[puvernmo 1a cy Kpucrodenosn cumGomm '}, n T2, (138, Mewosutiu
Kpucrodenosn cumbosn) HebuimoBipese JOKAJIHE KapTe UICHTHYKH je THAKH
aysm. OBaj yCJIOB je U JO0BOJbAH Ja MOCTOjelly JIOKaIHy KapTy permapaMerpu-
3yjeMo Hebunio/beBoM JioKaJiHOM KapToMm. JIpyrum peumma, Bazxku ciiejehe
TBpheme.

Cras 3.3. Heka je r : U — R® peiyaapna eaementiapra Toepuws WaKea §a
je Tl, = T2, = 0. Taga Goctwioju 1wena petapametipusavyuja R : V — R3
Koja je Yebuuios.mesa A0KAAHA KAPTILQ.

Joxkaz. Hexa je I'{, = I'’, = 0. U3 laycoBux jeqnakocTn 3aK/bydyjeMo jaa
12 12
je
EG—-G.F

YEG_FY)
G.E - E,F
- v = 07
2(EG — F?)

na je £.G - G,F = G,E — E,F = 0. llocmarpajMo 0BO Kao CHCTEM
JIMHEApHUX jeJHa4YnHa 1Mo Herno3Hatuma G, u E,. /letepMunanTa cucremMa
jenrnaka je EG — F?, na je nosutusna. Ha ocnoBy Kpameposor mpasmia
CJIeJIH J]a CHCTEeM MMa jeJIMHCTBEHO pererbe (TpuBHjasHo perrerbe). lakie,

G,=FE,=0,

na cienn jga je E = E(u) u G = G(v), ognocuo na E 3aBucu camo oj mpo-
MensbuBe u, a G camo o npomensbuBe v. Heka je a > 0 mpou3Bo/pbHO U HEKaA
cy npecimkasaa p(u) = = [/ E(u)dun q(v) = + [ /G(v)dv (upumnrusne
dbyuknuje) nebunncana pegoM Ha npojekimjama ckyna U Ha u—ocu U Ha v—
ocu. Iomro Baxu p'(u) = 2y/E(u) > 0 u ¢'(v) = 2/G(v) > 0, crean
Ja Cy IpecauKaBama p U ¢ CTporo pacryha, ma 1mocroje mUXOBa HMHBEP3HA
npeciuKaBamba p - 1 ¢ ! ca momenuma A u B pegoM. JedUHAMIMIMO CKyIl
V ={(u,v) € AxB | (p~*(2),q ' (V) € U} u npeciukasame R : V — R3ca
R@ED) = r(p2 (@), 4 (). Tana je Ra(@, ) = ro(p2(@),4()) - ()@
u Ry(u,0) = r,(p~ (W), ¢ () - (¢7')(V), ma je R perynapua enemenTapHa
nospii. [lomTo je

=1y ) = 1 — a
= @) E(p'(u))
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()@ = -

cneau ja cy xKoedunujentn Er u Gg peryiaapHe ejgeMeHTapHe moBpmin R
JeTHAKT

2
a
Er(u,v) = — | - E(p'(u) = d*,
( E(pl(u))>
2
a
Gr(u,v) = — | -G(¢7'(0) =a’
( G(ql(v))>
[Ipema Tome, R je Uebuimos/peBa JIOKaJHA KapTa. ]

Cras 3.4. Hexa je R : V — R?® Yebuwosnesa A0kaina KapWa U HeKa
je nokaana Gospw v U — R gawa ca r(u,v) = R (“—*” u) Onga je

2 7 2
MEWPUKa Ha T 0bAUKa

ds? = (acos)*du® + (asinf)*dv?,

w

ige je 0 = 3. Obpatino, axo woepuyujentu TUpee ocnose popme Tospwu T
sagosomasajy ga je F =0 u E + G = a? 3a nexy xonctaonty a > 0, onga je
ca R(uw,v) =r(u+7v,u—0) geunucarna ebuwosnesa A0kaina Kapuia.

Hoxkas. Kaxko je r, = %(Rg +Ry)ur, = %(Rg — Rj), cnequ na je

1 2
E, = Z(ER_|_21J‘R—|—GR):%(2—1—200sw):012(:OSQg2012(50529,
1
Fr = Z(ER_GR):()?
1 a? 2. 2W 2 52
G, = Z(ER_QFR+GR):Z(2_QCOSW):a sin” o = a”sin 0,

3a § = 5. Obparno, Heka je r takpa Ja je F' = 0n E+ G = a*u R
JokajaHa mospin gara ca R(u,v) = r(u + v,u — v). Onga umamo jga je
Ri=ry+rouRy=r,—1,,maje Er=E+G=d’>uGr=FE+QG = d?,
mTo 3ua4n Ja je R YedbumossbeBa jokasaHa mospmi. [lltaBurmie, y cBakoj
tauku (u,v) € U nocroju jexuncrsenn yrao 6(u,v) € (0,%) raxkas ga Baxu
E(u,v) = a?cos?0(u,v) u G(u,v) = a*sin®f(u,v), ma umamo nedunucany
nudepennujadbuany oyukmujy 0 0 U — (0, g) Crhemn na je

Fr=FE — G = a*(cos* 0 — sin” §) = a® cos 20 = a* cosw,

3a w = 20 (mpumernmo 1a ouna w: V. — (0,7)). O
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Hedbununuja 3.2. JlokaaHa moBpIr r U3 MPETXOIHOT CTaBa Ha3uBa ce Ye-
OUULOBHEBOM NOKANHOM KapTom gpyle epctie. Pynkumjy 6 Takohe HazuBaMo
YIAOHOM PYHKUUJOM.

Y oBoM pajiy 6uhe HaAM 01 HHTEpeca Kako YeOHuIIoB/beBe JIOKAJHEe KapTe
(mpBe BpcTe), Tako U HeOUIIOB/HEBE JIOKAJIHE Kapre Japyre Bpere. M3pawy-
najmo Kpucrodesiope cumbosie HebuiropsbeBe J0KalHe KapTe JApyre BpCTe.

Cras 3.5. Kpucwioerosu cumboru Hebuuiosmese sokarne kaptie gpyie ep-
cwie gawu cy caegehum uspasuma:

I, =—tgh-0,, I, =ctgd-0,.
Hoxka3z. Kako je F' = 0, cienun ga cy KpucrodenoBu cumboan 1atu u3pa-
3uMa

1 _ EG _E, » __EE __E,

" 2EG  2F’ DY T T

o _BEG B, o _G.E_ G

2 2EG  2F’ 2 2EG  2G”

. GG Gy » G.E G,

2 2EG  2F’ 2 2EG 2G’
Kaxko je E = a?cos?0, E, = —2a%cosfsinf -0, E, = —2a*cosfsinf - 0,

G = d*sin’0, G, = 2a’sinf cosb - 0, u G, = 2a*sinf cos b - ,,, nobujamo

—2a?cosfsinb - 0,

T = 2a2 cos? 0 = ~tef-b,,
— 9242 i .
9 .
R
2 .
ry, = -2 fo;j;ig 500,
9 .
Kao0 IIITO CMO W TBPIWJIH. U

C 003upoM Ha TO J]a Cy HAM y CPeJIUINTy HWHTEePECOBama nceyaocdeputane
MOBPIIHU, a HUXOBA IIaBHA OCOOMHA je KOHCTAHTHA HeraTuBHa [aycoBa Kpu-
BUHA, n3padyHajMo [aycose kpusnnae UeOHITOB/HEBIX JIOKATHUX KapaTa (00e
BpCTE).
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CraB 3.6. [aycosa kpusuna Yebuwosmese sokarne Kaplie TGpee 6pclie jeg-
HaKa je

K = _2&)7.1“}7

a? sin w

a Iaycosa wpusuna Yebuwosmese sokarne Kapwie gpyie pCUe jegHAKE je

_‘guu + ‘gvv
a?sinfcosf’

Hoxka3. Ha ocHoBy Teopeme 2.7 nmamo j1a je ['aycoBa kpuuna Yebumios/beBe
JIOKaJIHEe KapTe jeIHaka

K= —

a?

1 Wyp SIN W — Wy COSW + Wy Wyly COS W W
sin? w sin? w a? sin w

u 11a je ['aycoBa kpuBuHa YeOHUIIOB/bEBE JIOKATHE KapTe Jpyre BPCTe jeTHaKa

1 1 1
K = — 02 4 ctgl - Oy + —5— - 02 —ctgf - O,
a200s2«9( snZg e MR AR

- 93+ctg20-93+03—ctg20-93)

B 1 —1 + cos?# + sin? 0 92+1—sin29—cos29 52
~ a2cos?d sin? 6 Y sin? 6 “
_euu + evv
te'evv_euu = S .
g )) a?sin 6 cos 0
Ka0 IITO CMO M TBP/IUJIN. ]

3.2 Penapamerpusanuja nceyaocdepudHnuX MOBPIIIA

Y oBOM 0/1e/bKY MOKa3aheMo Jia ce cBaka IceynocgepudHa MOBPII MOKe
napaMerpu30BaTn IeOHIIOB/HEBUM JIOKATHEM Kaprama, Tj. Ja 3a CBaKy Ta-
uky P nceynocdepuane nospiu M nocroje okosuna U(P) C M n Yeburos-
JbeBa JoKaJaHa Kapra 1 : U — U(P) KojoM ce Ta OKOJIMHA HapaMeTpusyje.
[Tounumo o1 ciiejieher Tphema.

Cras 3.7. Hexa je r : U — R? inasna peiyaapra esementiapra Tospul,
neka je rena metpura gatia ca ds? = Edu? + Gdv?, neka rwene irasne xpu-
sune ki u ko ogiosapajy pegom sexmopuma r, u T, u Hexa je wewna laycosa
kpusuna jeguaka K = kiky = —a%, 3a nexo a > 0. Onga Upecaukrasarve
E(1+a*k,?) sasucu camo og Gpomennuse u, a upecauxasare G(1 + a’ky?)
3a6UCU CAMO 0§ TPOMEHHUBE V.
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Hoxkaz. Ilomro riaBna kpuBuna ki ojaroBapa BEKTOPY 7, a ko oarosapa
BEKTOPY 7Ty, CJICTN JIa je

II(r,,r,) e
e S ) T

II(ry,r,) g
b2 = el =) T @

Jndepennupamem ky o v gobujamo ki, = %EE%EJ, a nudepennupameM ko
no u jobujamo ko, = Q“GE;QQG“. 13 craBa 2.10 u qumenure ga je ky # ko
jep je kike < 0y cBum Taukama P € r(U) cienn na je F = f = 0, na u3
layc—ITerepcon—KomanujeBux jeHakocT y pa3BujeHom obJInKy 1001ujamo Jjia
o, = B (54 8) = B (b + ko) g, = S (5+8) = % - (hn + ko)
[Ipema ToMe,

By . (ky+k))E —eE, E e E
. 2 1 2 v v o v
Fro = E? T 2E <k1+k2_QE> = op (ke h).
Gu. (k) + k)G — gG G g G
ky, = 2 1 “:—“-<k: k:—z—):—“-k:—k:.
2 G? ¢ itk —25) =g (ki—k)
Vckopuctumo cajia dYumeHuIly ja je ki ks = —a%. Jlobujamo
g B 1 _ E,-(1+d%k:)
v 2F CL2]€1 a 2a2k:1E ’
G. 1 G. - (1+a%ky?)
ky, = — |- —ky ) =— :
2G &2162 2&2k2G
CpebuBameM nperxomHux u3pasa J00mjamo
Ev _ 2a2k:1k:1v
E N 1 -+ a2k127
Gu . 2a2k:2k:2u
G N 1+ a2k:22’
[a MHTErPaIjoM IO v, OJHOCHO IO U, JJOOMjaMO
mE = —In(l+d’k*)+ Au),
InG = —In(1+ d’ky?®) + B(v).
Haxne, E(1+ a?k;®) = eA™ u G(1 4 a®ky?) = B, O

JlokakumMo cajia jia 3a CBaKy 3aKpIly mceylocepuydne HOBPIIU OCTOjU
perapaMeTpu3alnja Koja je IMTaBHAa W KOJ KOje Cy IpecJuKaBarmbha W3 MpeT-
XOJIHOT TBplhjema UIeHTHUKH jeJHaKa a’.
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Teopema 3.1. Hexa je R : V — R3 inasna petysapna esementiapra Tospul
ca metmpukom dsy, = Erdu® + Grdo?® u Iaycosom kpusurom Kr = —= 3a
nexo a > 0. Omnga Toctwoju wena pedapametmpusavuja v U — R3 obauxa

r(u,v) = R(p(u), q(v)) wuje cy irasne kpusune ky = aj;EJ? u ky = a;—g_

Hoka3z. Heka cy p u ¢ neonpebhene dbyukuuje u nexa je r(u,v) = R(p(u), ¢(v)).
Tana je ry(u,v) = p'(u) Ra(p(u), q(v)) n ry(u,v) = ¢'(v)Rs(p(u), q(v)), na je
E(u,v) = p'(u)*Er(p(u), ¢(v), F(u,v) = 01 G(u,v) = ¢'(v)*Gr(p(u), q(v)).
[Tapamerpusamnuja R jecTe rioaBHa, Ma je HA OCHOBY MPETXOJHOT CTaBa
ER@L %7) ' (1 + a2k1R(a7 %7)2) = eA(H)’
GR(ﬂa ’D/) ’ (1 + a2k2R(aa ,’5)2> = 63(5)7

3a Heke maudepennujadbuine pyukimje A u B. CpehuBamem 106mjamo

_ 1 Aw)
klR(Uam2 = <67) - 1) ;

a® \ Ex(u,v
1 eB®)
~ o~ 2 o
kQR(u7/U) - ? (GR(/’L\L/,:I\)/) - 1) 9

ma nomro Baxu k;(u,v) = k;r(p(u),q(v)), i € {1,2}, craBmajyhu v = p(u)
u v = q(v) gobujamo

1 "()2eAP(w)
Koy (1, 0)? — (%_I),

a? E(u,v)
1 q’(v)QeB(Q(U))
2
== |——-1]).
k2(u>v> a2 ( G(U,U)

JlakJjie, 10BOJBHO je 3a (byHKIMje p U q y3eTu perierna JudepeHinjaJHux je-
naunna p'(u)2eA®PW) = a2 u ¢'(v)2eBl) = g2, O

[IpeTrxomHa TeopemMa HaM je O M3y3eTHOT 3HAYaja, jep HaM Jaje TOCTOjambe
YeobuimoB/beBe JIOKaJHE KapTe 3a CBaky nceyaocdepudny mnospiir. IIpe Hero
IITO TO MOTBPAUMO, cetuMo ce ciaejaeher. Heka cy Vi u Vs jeauaunyanu riiaBau
BEKTODH y HEKOj Taduku TakBu Ja je K,(V1) = ki u k,(V2) = ko n Heka je
X mpowms3BOJbaH JeMHUIHN TAHTeHTHH BeKTOp. llocTojum jemmHcTBeHm yrao
0 € [0,27) TakaB ga je X = cosf -V +sinf -V, u 10 je opujeHTHCAHE yTao
o;1 BekTopa Vj Ka Bekropy X. Hopmajina kpuBunHa y npasiy BekTOpa X
jeanaka je

kn(X) = cos®0-II(V;,V}) +2cos@sind - TI(Vy,Va) +sin® 6 - T1(Va, V3)
= kycos® O+ kysin?6.
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Ja 6u X 6HO acMMITOTCKH BEKTOD, Mopa ja Baxu K,(X) = 0, ogHoCHO
kicos?0 + kysin?6 = 0. Ocum yria 6, 0By jeIHAKOCT 3a10BO/bABAjy jOII
yraoBu m — 0, m + 6 mu —6@. C 003upom Ha TO Ja Cy BEKTOPU KOJU OJrO-
Bapajy yrioBuMma 6 m 7w + 6 KoJMHeapHH, Ka0 U BEKTOPH KOJU OJroBapajy
yriaouMa —f@ u m — 0, ciean Ja yKOJIUKO UMa aCHMITOTCKUX MpaBala, uMa
ux TavHo JaBa. Ako je [aycoBa KpuBuHA y MOCMATpaHOj TAYKM HETATUBHA, Tj.
IJlaBHEe KpUBHHE Cy CYIIPOTHUX 3HaKOBa, OHIa HOCTOje Ta9HO JIBa aCHMIITOT-
cKka mpasia u yrao usmely mux je 20 (mod 7).

Cazna mozxkeMo JToKazaTu ciaefiehy BayKHy Teopemy.

Teopema 3.2. Heka je M C R® wospw, warsa ga je K(P) = —=; 3a ceaky

wawky P € M. Heka je w gugepenyujaburno Tpecaurasarbe Koje c6aK0jJ
wauky gogemyje yiao usmehy acumTmMoTCKULT TPasaya Yy Woj WAk U HeKa
je 0 = %. Taga 3a oxoauny U(P) ceaxe Wawke P TocWoju trasna 3a%pTUa
r: U — U(P) wakea ga easgrcu:

(1) mewmpura je ds* = (acosf)?*du® + (asin 0)*dv?;

(2) iraene kpusune cy ki = 2tgl u ky = —%ctgl, sa nexo o € {—1,1};
(8) cpegroa wpusuna je H = —% ctg 20;

(4) gpyia ocroena gopma je IT = aasin @ cos 0(du? — dv?).

Hoka3. Csaka Tauka P nceyaocdeputdne MOBPIIH jecTe XUMepOOJTHIKa, I1a,
Ha OCHOBY Teopeme 2.5 mocroju okoiuna U(P) tauke P u JiokajHa Kapra
R :V — U(P) koja je riaBaa. Ha ocHOBY mnperxofue Teopeme IOCTOjH
eHa penapamerpusanuja r : U — U(P) uduje riiaBHe KpUBHHE 3aJ10BO-

7paBajy jemmakocTH ki = ajrj]f u ko = “j;g. [TomTo je w = 260 yrao
m3Mehy acHMIOTOTCKHX mpaBala, cremn Ja je ki cos? + kosin?6 = 0. 360r
kiko = —2%, ciemn ga je ki”cos?0 — Lsin?6 = 0, ma je k> = Ltg?0, j.
ki = %tg0, 3a neko a € {—1,1}. Oxmax ciean na je ky = —%ctgf, na
Baxku (2).

Kako je a’k,* = % — 1, cnemn na je E = #;9 = a? cos? f. Cimuno, u3
a’ky’ = % —1, crienu na je G = 575 = a’sin’ 0. Kaxo je kiky < 0, cremn

na je ki # ko, ma na ocuoBy crasa 2.10 Baxku F' = f = 0. [lakje, nokasain
cMo Ja Baxknu u (1).

Cpenma KpUBHHA je jeHaKa

1
H = §(kzl+k2):%(tg9—ctg9): - - (sin® § — cos® 6)

2a cosfsin b

o @
= — 20 = —— cte 20
asin29COS an ’
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ma Baxu u (3).

Kon rnasunx 3akpna Baxu k; = 5, ky = & u nokasamm cvo 1a je f = 0.
Cnenu na je e = ki1 E = aasinfcosf n g = koG = —aasinf cosf. llpema
TOMe, JIpyra OCHOBHa (opMa je jeHakKa

IT = aasin 6 cos O(du?® — dv?),
na Baxku u (4). -

Hedunnnuja 3.3. 3akpny (JT0KaJIHY KapTy) U3 MPETXOHE TeOpeMe HA3HU-
BaMO Yebuuo6.me60M IAGBHOM AOKAAHOM KAPUWOM TOJyOpedHnKa a > 0 ca
yiaornom pyrryujom 6.

C o63upom Ha ctas 3.4, umamo u ciaegaehy geduHUnm]jy.

Hedununuja 3.4. Penapamerpusanujy Yedbuiros/peBe riiaBHe JTOKAIHE Kap-
Te u3 cTaBa 3.4 Koja je Uebumon/beBa JIOKaJIHA KapTa IPBe BPCTe HA3HBAMO

Hebuw06.6e60M ACUMUTLOTICKOM AOKANHOM KAPTWOM TOJYTIpedHKa a > 0 ca
yiaonom pynryujom w = 20.

Jlakjte, OKOTMHA CBaKe TadKe MPOM3BOJbHE Iceymochepudne MOBPIITH UMa
mapaMeTpu3aljy Koja je acuMITOTcKa YeOuInoB/beBa JIoKaHa KapTa. Kpa-
he, KaxkeMo 7a y OKOJIMHU CBaKe Tadke MPOU3BOJbHE Iceyaochepudne moBp-
[T IMAMO acuMOTOTCKe Koopauaare. Cajia keumo j1a HaheMo acuMinToTcke
KOOp/IMHATE Ha nceyaocdepn, a 3aTuM J1a BUIMMO KaKo n3ruie/1ajy Tpancdop-
Malyje jeHuX nceyaochepundHux MOBPIIN y JIpyTe.

3.3 O yraonoj dpyHkmuju rceygocepuaHux IMOBPIIA

Cerumo ce ga je NaycoBa kpuBuna YeOHIIOB/bEBE JIOKAJIHE KapTe IaTa
_ w : — _1
ca K = —=2—_ [lomro je kox nceymocdepuanux noppmu K = —-5,

3aK/bydyjeMo Jia yraoHa (hpyHKIEja MOpa 3a/I0BO/baBaTH HapIujaaHy aude-
PEHIMJAJIHY JeJHAYHHY Wy, = Sinw. YBohemeM cMene & = u + v, 0 = u — v,
w(u,v) = 20(u,v), robujamo

Wy = 2(9g-1+0’5~1) :2(«9§+¢9§);
Wy = Q(Qgg -1+ Oz - (—1) + 0z - 1+ O - (—1)) = Q(Qgg — 0’5’5),

na je 2 - (Ozz — 05) = sin 20 = 2sin 6 cos 0, opnocuo Oz — Oz = sinf cos 6.

Hedbununuja 3.5. [laprujanna jeqnadamna w,, = Sinw 1 10j eKBUBAJEHTHA
jennauuna 6, —0,, = sin @ cos § HazuBajy ce cunyc—Iopgorosom jegraiuHoM.

42



JakJjie, yraone (pyHKIHje CBUX TCEYI0CHEPUIHUX ITOBPIIN jecy pelrermha
cunyc—lopnonose jeanaunne. O 1mocrojary W jeIMHCTBEHOCTH PEIIEHha OBE
jeIHaYnHe HABOAMMO Oe3 JloKa3a cienehy Tteopemy.

Teopema 3.3. Heka cy ¢,9 : R — R gugpepernvyujaburne pynryuje warse
ga je ¢(0) = 1(0). Taga cunyc-Topgorosa jegratuna Wy, = Sinw uma jegur-
cuseno pewerbe w Koje 3ago6onasa yeaose w(u,0) = ¢(u) u w(0,v) = ¥ (v).

[Tpuposno je jga Hac 3aHUMAjy peliiermha CUHYC—[ 0pJIOHOBE jeHadnHe KOja
3aBHCe caMoO O] jeTHOT mapamMerpa. Ha mpummep, ako mocMarpaMo TJIABHY
YeOUIIOB/bEBY JIOKAJHY KapTy 7 4Hja yraona (pyHKIHja f 3aBUCH caMo O/
mapaMerpa u, OHJa Jy2K IPOU3BOJbHE U—TIapaMeTapcke Kpuse 1 (g, V) aCHMII-
TOTCKU TPaBIW Tpaje ¢ moM noayaapae yriose. (Crora mmamo cieaehe
TBpheme.

Cras 3.8. Hexa je upecaurasare 0 pewere cunyc—lopgonose jeghavume
Ouu — Oy = sinf cosf Koje 3asucu camo og upomennsuse u. Taga Tocwoju
Koncmana b Waxsa ga eascu 0> = b? — cos? 0.

Hoxka3z. C o63upom Ha TO 1a # 3aBUCH caMO O IPOMEH/BUBE U, HMAMO 114 je
O, = 0, ma jeagnaumna uma 00auK 0, = sin @ cos . [TomHO)KHMO 00€ cTpane
ca 20, u modbumjamo

20,0y, = 2sinfcosf - 0, = —(—2cos@sinb - 6,).

Nurerpauujom 1o u jgobujamo 62 = b? — cos? 6, jep npeciukasamwa 0 u 0,
3aBHUCE CaMO OJ, IPOMEHJHUBE 1. [
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4 PotanuoHe NOBPINN KOHCTAHTE HeraTUBHE
l'aycoBe kpuBuHe

4.1 PoramuoHne mospiiu

Poranmone moBpimm dnHe HajUPENO3HAT/BUBU]Y KJACy HMOBPIMH. 3aucra,
MHOT'H IIPEJIMETH M3 CBAKOIHEBHOI' KMBOTA IIPEJICTaB/bajy POTAIIMOHE TIOBP-
K, Ha IIpUMep JolTe, daie, Jiaiie, Ba3e, Kousepse, crybosu uti. Takobe,
CIOMEHY/JIH CMO Ja ce mceyaocdepa jgo0uja poTanujoM TpaKTpHce, Ha je H
OHa poTalMoHa HoBpII. HapaBHO, 0BJile HAC 3aHUMAjy POTAIMOHE IMTOBPIIH
KOHCTaHTHe HeraTupHe ['aycoBe KpuUBHHE, ajJd hemo IMpe TOra BHIETH HEKa
3ajeJHUYKa CBOJCTBA CBUX POTAIMOHUX TOBPIIH.

Hedununuja 4.1. Hexka je II papan y eykauackom npoctopy R?, mexa je
[ npaBa Te paBuu u Heka je C Tpar meke kpupe « : I — II. Porammjom
ckyna C' oko npase [ gobujamo ckym M Koju ce Ha3wBa poWaAyUOHOM TOBD-
wu rerepucanoMm ckymom C', Koju ce HasuBa Upogpusrom kpusom. llpasa [
HA3UBa Ce 0coMm powayuje oBpian M.

Hajuemthe ce 3a paBan Il ysuma xOz—paBan, a 3a npaBy [ z—oca. Hecto
ce u 3a kpuBy « umju tpar C' = «(I) porupamo oko mpaBe [ Kazke Ja je
npodunna kpusa. [lumemo o = (o, 1) umajyhu y Bugy ga 1o 3Ha4M jga je

alt) = ((t),0,%(t) sa t € 1.

Hebunnmuja 4.2. Enxementapna mospm r : [ X (0,271) — R3 nara ca
r(u,v) = (p(u) cosv, p(u) sinwv, ¥(u)) HABUBA Ce CWAHJAPIHOM TAPAMETIPU-
sayujom poramuone nospumm M auja je npodunna xkpuBa o = (@, 1) 1-1
IPeC/IMKaBambe, a kel Tpar npunaga rOz—paBHu U POTHPA CE& OKO 2—OCe.

Hapasuo, npumehyjemo na tpary r(1 x (0, 27)) Hemocraje cama npoduiaa
kpuBa «([). Baro poranuona nospir M uma 6ap jonr jeHy JOKAJIHY Kapry,
na npumep R: I x (—m,m) — R3 koja uma ucru 06/1uMK Kao u 7.

Hajrunuunuju npumep poraruone moBpiu jecte cdepa, duja je mpodui-
Ha KpuBa moaykpyr. Ilramera 3emsba je mpubaumzkHO cepHOr 00/IHKA, A
cdepe Beoma decTto momcToBehyjeMo ca IMOBPIIMHOM Halle IaHere. AKo
y3MeMO Ja je z—0ca yIpaBO 3eM/bUHA 0OCa POTAIMje W Jla Cy TadKe Ipece-
Ka z—oce u cdepe ceBepHU U jJyKHU 10J1, OHJIa je npoduina Kpusa cdepe
MepuujaH 3embe. Takohe, KaKo CBU MepHIUjaHH 3eM/be HACTAjy pPOTAIlH-
jOM IIPOM3BOJHHOT MEpHIMjaHa OKO 2—0Ce B KaKO CBe u—llapaMeTapCcKe KpuBe
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Hacrajy poramujoM Kpuse r(u,0), y anagoruju ca chepom Ha3UBAMO UX Me-
PUGUIGHUMG POTAIIMOHE TIOBPIIK. VY MPECEKY MOBPIIHHE 3eM/be U PABHU KOja
je HopMaJIHa Ha 2—O0CH HaJase ce napasene 3emsbe. Kako cy v—mapamerapcke
KPHBE IPOM3BO/bHE POTAIIMOHE IIOBPIIU TaKohe y IpeceKy Te IOBPIIN H PABHU
KOja je HOpMAaJIHa Ha 2—OCH, HA3UBAMO UX UAPAAEAAMA POTAIOHE IOBPIIIH.

Ha 3emsbu cy mepuaujanu ynpaBHu Ha napaJgesisama. Jlokaxkumo 1a 0BO
BayKW 3a MPOU3BOJHHY poTanuony mospii. [lltaBuiie, Bazku u Buie o1 Tora.

CraB 4.1. Hexa jer : I x (0,27) — R® cwangapgna Tapametipusayuja
potiayuone Tospwy 3a wujy Tpopuany kpuey o @ I — R3 a = (p,1)),
saotcu (Vt € I) o(t) > 0. Taga je r 11a6Ha PEIYAAPHA EACMERTAAPHG TOBPUL.

Hoxa3z. Ha ocuoBy crasa 2.10, moBosbHO je qokasatu ga je F' = f =0. U3
ro(u,v) = (¢'(u)cosv, @' (u)sinv, ' (u)),
’I“,U(U,U) = (—QO(U) SiIlU,gO(U) COSU70)7

caenn ja je F(u,v) = —p(u)¢'(u) cosvsinv + ¢(u)¢'(u) sinvcosv + 0 = 0.
N3padynajMo jeIMHTIHO HOPMAJHO BEKTOPCKO MoJbe. Kako je BeKTOpCKHU
IPOU3BOJ, OA3HUX TAHTEHTHUX BEKTOPA jeTHAK

(=0 (u)p(u) cos v, =’ (u)p(u) sinv, @' (u)p(u) cos® v + ¢ (u)p(u) sin’ v)
= o(u)(—¢'(u) cosv, =’ (u) sinv, @' (u)),

a IberoB MHTEH3UTEeT je,ZLHaK

I7u(u,v) X ry(u,v)|| = @(u) \/ u)? cos? v +w( )2sin® v + ¢ (u)?

W (u)
p(u) /Y (u)? + ¢ (u)?,
¥ (

= W< W' (u) cos v, —/ (u) sin v, @'(w). Tako-
@’ (u)

crenn na je n(u,v)
be, ruw(u,v) = (—¢'(u) sinw, ¢'(u) cos v, 0), na je

Fluv) = ' (u)y' (u) sinw cosv — @' (u)y'(u) cosvsinv 4 0 _o
VU ()? + ¢ (u)?
[Ipema ToMe, r jecTe IJIaBHA peryJiapHa eJeMeHTApHA IOBPIIL. O

[Tpumernmo na je yesos (Vi € 1) ¢(t) > 0 6uran ga 6u r 6Guia perynapHa
(Tpar kpuBe (—¢, 1) jecTe ocHOCHMeTpUYAH Tpary Kpuse (¢, 1)) y OIHOCY Ha
z—ocy). M3pauynajMo u ocrase KoedulujeHTe MpBe u JApyre oCHOBHE (opMme,
rIaBHe KpUBHHE, ['aycoBy m cpejamy Kpubuhy. [Ipu Tome, o3naunmo ca k,
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IJIaBHY KPUBHHY KOja OJ[roBapa Mepujyujannma, a ca k, rimaBny KpuBHHY KoOja
oJiroBapa napaJenama. /lobujamo:

"(u)? cos® v + ¢’ (u)?sin® v + ' (u)? = ¢’ (u)? + ' (u)?,

E(u,v) = ¢
G(u,v) = @u)?sin?v+ o(u)?cos? v = p(u)?,
ruu(,v) = (" (u) cosv, " (u) sinv, " (u)),
Tou (U, ) (—p(u) cosv, —p(u) sinw, 0),
e(u,v) = —¢" (W' (u) cos? v — " (W)’ (u) sin v + ¥ (u) ' (u)
| VU ()2 + ¢ (u)?
_ V(W) (u) = " () (u)
V' (u)? + ¢ (u)?
glu,v) = o(u)Y (u) cos? v + p(u) (u) sin® v 4 0 ) () () |
VU () + ¢ (u)? NI OO
kn(u,0) = < = V" (u)¢' (u) — cp”(u)g/;’(u)7
B (V' (u)? (—l-)gO’(u)?)a
g U (u
ol Gy U)\/W @' (u 2’
)
K(u,v) = T R A
H(u,v) = (V" ()¢’ (u) — " (W' (u))p(u) + (u)g(go’( u)? + (U)Z)
20(u) (' (w)? + ¢ (u)?)2

[Ipumernmo J1a cMO J0Ka3a/in ciejgeny YnmbeHuILy.

CraB 4.2. Koeduyujenwu upse u gpyie ocHosHe (popme, TAGEHE KPUSUHE,
TI'aycosa Kpusura u cpegroa KPUBUHA TPOU3BONHHE POTLAUUOHE TOBPUIU KOH-
CWaANTIHY CY gyoHc TAPaANeAaq.

Kao mrro 3mamo, npodunny kpuBy je moryhe TpUpOIHO MapaMeTpHU30-
BaTH. Y TOM CJIy4ajy ce NPeTXO/HU U3Pa3u 3HATHO yIpoiihaBsajy, jep BaxKu

na je ¢'(u)? + ' (u)? = 1. Tobujamo:

E(u,v) = 1,

G(u,v) = p(u)?,

e(u,v) = '(u)¢'(u) — " (W' (u),

glu,v) = pw)'(u),

ky(u,v) = 1/)"((U))<P'(U)—90"(U)¢'(U),
' (u

Blev) =ty
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Y (w) () (u) = " ()¢’ ()

K(u,v) = |
p(u)
Hiuo) = W20 =" @y @)ew) + /()
2¢(u)
[Irapume, audepennuparmeM upentutera ¢ (u)? + '(u)?> = 1 mobujamo

2¢'(u)" (u) + 2¢"(u)y"(u) = 0, ma cream ma je o' (u)Y"(u) = —¢'(u)@" (u),
mTo JAojaTHo yipomihasa ['aycoBy kpusuny. lobujamo:

K(u,v) = —F W) =" @' w? __¢"(w)

o(u) o(u)

4.2 MwuHauHTrOBe poTalmoHe nceyaocdepuvaHe MOBPITNA

®eppuuang lotmubosrna Musauar (11.01.1806 — 13.05.1885) 6uo je py-
CKO—HEeMaJKN MaTeMaTndap KOJU je CBOJUM PAJIOM JIOCTa JIONPUHEO Pa3BOjy
Jndepennujaane reomerpuje. Hacrauo je ['aycos paja npoydasajyhu mosp-
ITU; CIEIUjaJIHO, POYyYaBao je pOoTalMoHe MOBPIIH KOHCTAHTHE KPUBHHE W
TO OTHIPHUJIUKE Y UCTO BpeMe Kaja je JlobadyeBcku mpoydaBao mpobdbsem Ile-
tor EyknumoBor mocrymara. [Ipomamao je reomesmjcke MUHUje HA TCEYI0-
chepu. MUHIMHTOBH pe3yJTATH Y I'€OMETPHUjH IeO/Ie3UjCKUX TPOYIJIOBA Ha
nmoBpIinMa Koucrautne kpusute n3 1840. rogune yrumnao je na Benrpamujes
pa/i 0 HEeYKJIMJICKUM reoMeTpujaMa u3 1868. rojaumHe y KojeM je jJoKa3ao0 Ja
je nceyaocdepa JIOKAJTHI MOJIET XUIEepOOInIKe IIaHuMeTpHje.

Y oBoMm ofespKy mpatuheMo MUHIMHIOB MPHUCTYI POTAIIMOHUM MTOBPIITH-
Ma KOHCTAHTHe HeraTHWBHE KPUBHHE KOje, Kao ITO 3HAMO, JIOKAJHO PeaJiu-
3yjy xunepbosmmuky miaanuMerpujy. OH ce nmutao Kojy KpuBy Tpeba y3eru
3a MpOMUJIHY KPUBY POTAIMOHE MTOBPIIH Ja OU Ta MOBPIIT NMAJIa KOHCTAHTHY
KpuBuHy. be3 ymamema OMIIITOCTH MPETIOCTABUMO [1a je Ta KPUBa MIPUPOTHO
napaMeTpU30BaHa, J1a eH Tpar npunajga rOz-paBHU U JIa ce OHA POTUPA OKO
z—oce. O3ra4dnMo je ca a = (p, 1)), rue je ¢ > 0.

Ba maspu paj nmorpedne cy Ham ciaenehe dynkmuje. One mmajy Bese ca
bYHKITjoM JyKUHE JIyKa eJuIce, Koja HUje eJeMeHTapHa (DyHKIH]ja.

Hedbununuja 4.3. Fiutwuyuku unimeipan gpyie spctie jecre MyHKIMjA J1e-
dunucana ca

¢
E(¢,m) = / V1 — msin? 6dé.
0
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Komuaetian esutm@uuky untelpas gpyie epctie jecte (byHnkimja qeduHmucana,
ca

:/\/1—msin2€d9.
0

@
3a m = 1 nobujamo E(¢,1) = [ cos#df = sin ¢, na je erunruuxu nnre-
0
rpaJi Jpyre BpCTe, Ha HEKHW HAYWH, yolinTeme cunycue dpyaknuje. Oarosa-

pajyhe yomirreme XumnepOoJniKe cunycHe (DyHKIHje je OHJa /1aTo ca
o
/ V1 — msinh? #df
0

(xunepbosmuka cunycua (yHKuja ce g006mja 3a m = —1). YBeauMo cMeHy

e~ iT _piw

x = 10. Kopucrehn unmenuny ja je sinh(—iz) = % = —isinz n06u-
jaMo J11a je TpeTXOo HN WHTerpaJl jeaHak

i¢ i
/ \/1 —m(—isinz)? - (—i)de = —i / V14 msin® zdz = —iE(ig, —m).
0 0

JlakJie, moKa3aJd CMO J1a BarKH

—iE(i¢p, — /\/ 1 — msinh® 6d6. (4.1)

Teopema 4.1. Hexa je M powmayuona TGospw wuja je Iaycosa kpusumna y
c6aK0] WAYKU Jegrara —a%, 3a nwexo a > 0. Taga ceaxa Waura Tospwy M
UMa 0KOAUHY Koja je TogekyT powmanuore TosPUWY, “uja CTWAHGaPgHa Tapa-
metpusayuja r(u,v) = (p(u)cosv, p(u)sinv, (u)) uwma Gpoduany kpusy
a = (p, 1) uuja je Epupogua Tapametmpu3auuja

aev/a, [ /1- e“dt) w0
(ae“/“,f\/l—e%dt) , u <0

(2) a(u) = (bcosh —iaE (—,—ﬁ)) —aarsinh 7 < u < aarsinh ¢, sa

a2

(1) a(u) =

neky koncwanwy b > 0 uau
(3) a(u) = <bsinh ,—iva? —b’E <a,—a2 bQ)) 0 < u < aarsinh Y©=

3a Hexy xoncuwanwy 0 < b < a.
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Hoxka3z. U3 nperxojnor ojesbka 3HaMo Jia je ['aycoBa KpuBHHA POTAIMOHE
MOBPIIU Y CTAHJAP/IHOj HapaMeTPU3alju duja je npoduaHa KpuBa HPUPOTHO
mapaMeTpu30BaHa JIaTa ca

/!
u
K(u,v) = _¢w)
p(u)
Kako je K = —a%, ciaean ja je yHKIMja © pellemne JuHeapHe judepenm-
jasiHe jeHAYNHE JIPYTOT peia
u

I[Ipema tome, p(u) = Aes + Be™ =, 3a nexe A, B € R takse g2 je p(u) > 0.
(1) Heka je unmp. B = 0. Tama mopa 6utu A > 0 ga 6u 6uno ¢(u) > 0.
Mozxkemo 6e3 ymamema OIMITOCTH HpeTnocTaBuTu jia je A = a (ako Huje,
TPAHCIMPaMO IapaMeTap U 3a —aln §, 0HOCHO MOCMATPaMO HOBH HapaMe-

Tap & = u — aln§ u onna je o(u) = ¢(u) = Aeaths = Aeu - &= aea).
360r npupoane napamerpuzanuje saxku ¢ (u)* =1— ' (u)? =1 — e, ma je

u<0m y .
:/w’(t)dt:/\/l—e?fdt.
0 0

Ako je mak A = 0, peduekcnjom napamerpa u (4 = —u, p(u) = p(u) = Be%)
JIOOMjaMO MPETXO/IHU CJIyYaj.

(2) Heka cy u A u B pasauantu of uyie. Mozxemo 6e3 yMamema OMIINTO-
cru npernoctaButu 1a je |A| = |B| (ako Huje, TpaHCIHpaMO mapaMeTap u
‘% , OJTHOCHO y3MeMO HOBHU mapamMeTap u = u — aln / ‘% 1 OHJIA

je p(u) = p(u) = Ae%\/‘ }+Be‘5 14| u Baxu [A|/|5] = V/]AB| u
|Bl\/|4| = V/IAB|). Heka je A = B =

6u om0 p(u) > 0 u Baxu @(u) =

3a —aln

g Onma mopa outu b > 0 ma
cosh # = bcosh 2. 306or npuposne

napamerpusaiuje axu ¥’ (u)?
—aarsinh ¢ < u < aarsinh ¢ n

2 . .
gp’(u) =1- 2—2 sinh? 2. Cnemu yia je

2

/1/) dx—/\/l——s1nh2 dx—a/\ll—b—Zsthtdt
a

0

Ha ocnoBy u3Bejiene ocobuHe eJIMITUYKOI UHTErpaJia JIpyre BPCTe CJejau Jia

je ¥(u) = —iaE (;, —Z—Z)
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(3) Heka je A= —B =% Onga je ¢(u) = - 2sinh % = bsinh %, na y3mumo
najeu>0wub>0 nabu 6uio p(u) > 0. 360r npupojHE HApPAMETPU3AIH]je
B&}KHW() l—go() —1——200sh29: —Z—z—ﬁsth“, ma je
sinh? o< ’b . IIpema Tome, 0 < b < a, 0 < u < aarsinh

(u) = /¢ dx—/\/l—f—fsmmgdx

= /\/02—62—b28inh2tdt:M/\/1_ ;
a
0 0

Va?2—b% fb2

62
__b2sinh2td¢.

Ha ocnoBy u3Bejiene ocodbuHe eJIMITUYKOI WHTErpaJia JIpyre BPCTe CJeju Jia

je ¥(u) = —ivaZ = WE(a,aQW) 0

[ne je oBye nceymocdepa? Peknu cmo ma je mpoduina Kpua IIcey10-
cdepe TpakTpuca, ajgu HUjeJaH OJ HPETXOAHA TPHU THUlA HNPOMUIHU KPUBUX
Ha I[PBU IOIVIeJ HE Jieyje Kao Tpakrpuca. MehyTum, oHO MITO je KJ/by4HO
jecTe TO nMa mapameTpusalyja TPaKTPUCe KOjy CMO BHUJETU Y TOTJIaBBY 3
uuje npupognal Cama hemo u3BecTn MOMEHYTY HapaMeTpU3aIlnjy TPAKTPHCe
U JIOKA3aTh JIa je BeHa MPUPOJHa penapamerpusanuja obiuka (1).

] [ w s

Couka 1: ITogeTHn mosozkaj 90BeKa W KOJIHIIA.

Heka ce y 2O z-paBun 40oBeK HaJa31 y KOOPJIUHATHOM HOYETKY, a KOTUIA
y taukn (a,0), a > 0. Heka je KaHal KOjUM YOBEK BYYe KOJIHIA 3aTErHYT
y cBakoM TpeHyTKy. OHa je merosa JAyKHHa yBeK jenHaka a. Kajga doBek
novHe Jia ce Kpehe y HMO3UTUBHOM CMepy 2—0Ce, KOJIMIA MUMajy Y CBaKOM
TPEHYTKY BEKTOp Op3uHEe yCMEPEH IpeMa Y0BEeKY U HaJla3e Ce Ha PacTojamby a
on mera. Heka je a(t) = (p(t),¥(t)) dyukuuja koja onucyje moi0zKaj KOJUIA
y mpou3Bo/bHOM TpenyTKy t. Ouma je ¢'(t) < 0 u ¢’'(t) > 0, jep ce mo x—ocu
KOJIWIIA CBe BHIIle NPUO/INKABajy YOBEKY, Ila UM Ce T-KOOpJAuHaTa CMambyje,
a MOINTO ce z—Koop/mHaTa 4doBeka nosehasa, mopehaBa ce u z—KOOp/UHATA,
Kostuia. MozKeMo 3aK/bydduTH /13 Cy OHJIa Y TPEHYTKY { KOJINIA, ITPOjeKIlhja
KOJTUIA Ha Z—OCH W Y0BeK TeMeHa IMPaBOYIJIOT TPOYyIJia Yhja je KaTeTa Koja je
nmapaJiesiHa r—0cu jeHaka ¢(t), a Xumorenysa jejHaka a (TO je pacTojame o
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YOBeKa JI0 KOJIUIA Y CBaKOM TpeHyTKy). IIpema Tome, z—KoopanHara 40BeKa
je y TpenyTKy t jennaka 1(t) + y/a? — p(t)?, a BEKTOp 0J] KOJHIA JI0 YOBEKA
jeanarc je (0,0(t) + /@ = o(07) — (p(0). (1) = (—o(t). /o = o(E?)

OBaj BEKTOD je HCTOr cMepa Kao U BeKTop 6p3uue Kosuna (¢’ (t), ¢’ (t)), na mo-
croju ckasmap A(t) > 0 TakaB Ja je <—g0(t), a? — go(t)2) = At) (' (1), ¥'(1)).

— 25w /o = (1) = —2UE0 . Dynxuuja ¢ J'e omaia-

@' (t)
jyha, na uma unsepsny gyukiujy ¢! 3a kojy saxku (¢ 1) (p(t)) = = (t Axko

y HpeTxojinoj jeanauunn crasumo p(t) = x u z(x) = ¥ (p~1(z)), nobujamo

V@ =2 =~/ (97 (@) (97" () = —a/(2).

Crenn ma je A(t) =

Ciuka 2: Tlosioxkaj qoBeka u KOJIUIA Y MPOU3BO/HHOM TPEHYTKY.

Cremu ga je z(z) = — [ V“Q_’” dx. OBaj uHTErpas ce HajJAKIIE pelraBa
yBohemeMm cMeHe xr = asint. ZLaKﬂe MOZKeMO y3eTH 1a je ¢(t) = asint, na
oo je ¢ onasajyha u ¢ > 0, yamumo t € (g,ﬂ). [Iperxojuu uHTErpaI

OH/Ia TTOCTaje

dt

asint sint

1— t
= a/&dt:a-( —dt—/sintdt)
sint sint

1
= q [ —dt+ acost.

\/ a 2 2t
P(t) = / — a?sin® - q costdt :a/c?s

sint
YBohemeM cMmene tg% = u, dt = 12f“2 1 KopuiihemeM TPUTOHOMETPHU])CKOT
2tg%

HOeHTHTeTa Sint = Jiodbmjamo Ja je

1+tg2 L 1+ z

1

sint

/1—|—u2 2du du Cmud el 4
. = nu Cc = 1n C
2u 14 u? U g2

3a HeKy KOHCTaHTy ¢ (momrro je i € (3,7), cienn na je u € (1,+00)).

Hakine, ¢¥(t) = alntgi + acost + c. Homro je o (3) = (a,0), crenu na je
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Ozw(g):alntgg—|—acos§+c:a1n1+0+c:c, Tj. ¢ = 0.

Jakie, mapamerpusanuja TpakTpuce je a(t) = (a sint, alntg £ + acos t),
rie jet € (%, 7T). [Torpazkumo byHKIUjy nyzKube jyka. BekTop Op3une je

o' (t) = (acost, acsoiftt) = acost(l,ctgt), ma cienu Ja je uHTEH3UTET OP3UHE

jemuax [|o/(t)|| = —acosty/1+ctg’t = —acost - == = —actgt. Cuean
t t

naje s(t) = [(—actgu)du = —a [ %94 = g Insinulz = —alnsint, ma
™ T 2
3 5

jet = s7'(s) = 7 — arcsinea. Ilpema Tome, n06ujamo ja je npUpoOIHA
penapaMeTpmsammja aaTa ca p(s) = ¢(s7!(s)) = asin(s7}(s)) = ae”e u
U(s) = P(s7(s)) = a <lntg % + cos (7 — arcsin e_i)). Dynknuja
¢ ce nokJaana ¢ GyHKIUjoM @ Kpuse u3 jena (1) reopene 4.1, a Mmoxe ce

IPOBEPUTH JIa ce YBOhemeM cMeHe ¢ = T — arcsine « y oJpeheHHn HHTerpaJ
s 2u . . - .

J V1 —e "o du nobuja dyuxumja 1)(s), Ha je HOMeHyTa KPHBA TPAKTPHCA.

0

[Ipupoany nmapaMeTpusaliujy TpaKTpPUCe MOXKEMO JOOUTH Ha jOII jeJaH

HauMH. Bpartumo ce jeqnaunnan /a2 — o(t)? = _ e ), Kpanpupamem j1o0-
] Y =IO
oujamo a?® — p(t)? = %. [TomTo KeamnMo TPUPOHY MapaMeTpu3allujy,

. (02 (1—¢/ (1) 2
Bazku ¢ (1)2 4+ ¢/ (1) = 1, na je a2 — ¢(t)2 = 2 i/(t; ) _ (“:,((?)2 — o(t)2
e(t)?

1ma oo 3HaMo jaa je ¢(t) > 0u ¢'(t) <0,

Jlobujamo jeHaunny a? =

@)%’
crenm a = —Z,((?), Tj. “;((tt)) = —1. Uurerpanujom 1o ¢ gobujamo na je
In¢(t) = =L + ¢, 3a neky koncrauty c¢. ¥ Tpenyrky t = 0 Kormia ce Hajase

y Tauku (a,0), na je ¢(0) = a. Cremn Ina = 0+ ¢, 1j. ¢ = Ina, na gobujamo
1a je ln@ =—L 1. p(t) = aea.

Ciuka 3: Ciuka nceyaocdepe.

[[Ira je ocrayumm moBpmuMa u3 Teopeme 4.17 Iloraemajmo Kako m3riieaa
pOTAIOHA TOBPII unja je npoduina Kpusa obauka (2) u3 reopeme 4.1.
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Cnuka 4: Cnuka MUHIUHTOBE KaJIeM—TIOBPIIIH.

OBa 1OBPIIT JINYX HA MOCTO/HE OKO KOjer Ce HaMOTaBa KOHAIl MU KAJIEM,
a oty Ha3uB Munguniosa kasem—tospw. [lornemajmo u Kako u3riienpa po-
TalMoOHA MOBPII Yuja je npoduana Kpusa obauka (3) u3 Teopeme 4.1.

Ciuka 5: Ciuka MubInHrOBE KPOB-TIOBPIIIN.

OBa moBpII JUYM HA KPOB HeKe KyJe, Ta je 3aTo HasuBaMo Mungur-
1060M Kkpos—Tosepwu. Jakie, nceynocdepe, MuUHIUHIOBE KAaJIeM—TIOBPIINHA H
MunHTOBE KPOB-TIOBPIIH jeCy TPU OCHOBHA TUIA POTAIMOHUX TIOBPIIN KOH-
CTaHTHe HeraTuBHEe ['aycoBe KpUBHUHE, Tj. POTAIUOHUX ITICEYT0CHEPUIHIX IO~
Bpuu. OHe ce MOTY BHJIETH W Y CBAKOJTHEBHOM KUBOTY. Ha mpumep, y3mumo
ucedak cdepe uaMehy /Bejy mapasiesa moJjelHaKo YIa/beHUX OJ eKBATOpa U
Ha TOPIbU Kpaj 3ajenuMo tceyaocdepy, a Ha JOWHH KPYXKHHU IMUJIAHIAD U
jnobuhemo kyrmosy. YMmecto rceyiaocdepe, Ha FOPHE KPaj MOXKEMO 3aJICITHTH
MunuHroBy KpOB—TOBPII 1 JOOUTHU KYIIOJIy ca BPXOM. Takobhe, ako y3Memo
KPYZKHI MUJIAHIAD U HA TOPIHU KPaj 3aJIemuMo moaycdepy, a Ha JTObI J0mY
o/10BUHY MUHINHTOBE KaJIeM—IIOBPIIH, J00HheMO 3BOHO.

[Topej, Tora, oBe Tpu BpCTE POTAIMOHUX IOBPIIU 3HAYAjHE CY CaMe 110

cebu 3a xunepbondky reomerpujy. [Ipe Tora, HamoMeHUMO Jia HUje TEIIKO
JIOKA3aTh Ja Cy MEPUIMjaHH POTAIMOHE MOBPINH YBEK I'e0Ie3UjCKe JINHH]E.
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Takobe, Huje Temko jJo0Ka3aTh J/1a CYy y HPOU3BO/LHOM MOJIE/IY XUIEepPOOInIKe
paBHU jejiHe Teojie3ujcke JinHuje npase. Jlakje, Mepujinjanun OBUX POTAIlM-
OHHUX MOBPIIH Cy JeJOBU XHUIEPOOJNIKUAX TPaBUX. Y XUNePOOJTHIKOj reo-
MeTpHjU [IBe pa3He MpaBe MOTY Ja ce CeKy, ja Oyay mapaJenHe WIH Ja
Oy1y xumepnapaJsesHe, a YMecTO JBe UMaMO TPU BPCTe MIPAMEHOBA MPABUX.
Ako y3memo MunHAMHTOBY KpOB-TIOBPII 0€3 jegHOr MepujujaHa U U30Me-
TPUYHO je pa3BujeMo y XuiepOOJUYKYy paBaH, BUJAUMO Jla CBU MePHUIUjaHU
mpoja3e Kpo3 BPX KPOB-TIOBPIIH, I1a MPUIAJIAjJy TPABAMAa eJUITUYKOT Mpa-
Mena. [lapasesre cy y cBUM Taukama OpTOrOHAJIHE HAa MepHIMjaHUMA, MA
KaKO Cy KpYrOBHW YHjHU je TeHTap TeMe TOr IpaMeHa jeJnHe KpUBe Koje Cy
y CBUM TayKaMa OPTOTOHAJIHE Ha eJIUNTHYKOM I[PaMEHy HPaBUX, CIEIU 1A
napaJiejie IpuUIaiajy KOHIEHTPUIHUM XulepOoJmykuM Kpyrosuma. Jlaxie,
MuniuHroBa KpoB—TOBPIII je MOJCKYIl Xuiepboandkor jgucka. Kako Ha mncey-
nocdepn cBH MepHIMjaHN MMAajy 3ajeJHHYKy acUMITOTy (z—0cCy), claead aa
KaJI ce mceyocdepa 6e3 jeaHor MepuanjaHa pa3BHje H30METPUIHO Y XHIIepP-
00JIMYKY paBaH, MEPUJIMjAHU [IPUITAJIA]Jy TapaJIeHUM IIPpaBUMa, Tj. IpaBUMa
napabosimdakor npameHa. KpuBe Koje cy y CBUM Tadkama OPTOI'OHAJIHE Ha
napaboJIMIKOM IIPAMEHy IMPaBUX jecy OPUIUKJIM, I1a CJIEJH Ja Cy HapaJielie
Ha 1ceypocdepn cajpkane y opuiukanma. HapaBro, cama rceympocdepa 6e3
JeTHOT MepHuanjaHa caJpzKaHa je Y YHYTPAIIhOCTH OPUMIKIA KOJH OJAroBapa
rpaHnYHO] mapaJenu. KomadHo, ako y3meMo MUHIWHTOBY KaJieM-TIOBPIIT
6e3 jeHOT MepH/IrjaHa, MOXKeMO JoKa3aTh Ja je napasena r(0,v) jeauHa ma-
paJsiesia Koja je reogesujcka jguHuja. CBH MepuanjaHd Cy HOPMAJIHU HA OBOj
napaJiesin, na CJie/Id j1a MPUIa/iajy XunepruapaJeJHIM IPaBUMa, Tj. MpaBIMa
xunepOoJIMIKOr npaMena. KpuBe Koje cy y CBUM TaduKama OPTOTOHAJIHE HA
mapaboJIMIKOM IIpaMeHy IIPaBUX jecy eKBHJIMCTAHTe H IpaBa KOja je IhbHX0Ba
3ajeJ[HNYKA OCHOBA, I CJIeIu Ja cy napagese 7(ug,v), uy # 0, caapxane y
ekBuaucTanTamMa. Cama MuHIMHIOBa KajgeM—IIOBPII 0€3 jeaHOr MepHIuja-
Ha CaJIpKaHa je y MpeceKy YHYTPAIIHBOCTH JIBejy eKBUIUCTAaHATA €A UCTOM
OCHOBOM W HUCTOM BUCHHOM.

4.3 YeOuiios/peBa mapamerpusaliija

[IpBo hemo yTBpauTH Kako u3rienajy deOuion/beBe riaBHe MapaMeTpH-
3alldje POTAIMOHUX MOBPIIMM KOHCTAHTHE HeraTwBHEe ['aycoBe KpHUBHWHE Y OII-
MITEM CIy9ajy, a 3aTUM NeMO BHIETH KaKO U3IJIeJajy 3a CBAKY OJ] MPETXOTHEe
Tpu BpcTe Tux nospmu. HapaBuo, jepnoctaBno hemo Johu u 10 HUXOBUX
acunToTCKUX KoopamHara. CeTmmo ce /1a cMO 3a yraoHy (PyHKOujy 6 pexsin
Jla je MPUPO/IHO 3aXTeBATHU Jia 3aBUCH CaMO O] IPOMeHJbUBe u. Takobhe, ceTu-
MO Ce JIa CMO JIOKa3aJu Ja cy KoedWIHjeHTH MpBe U JIpyre OCHOBHE (ropMe
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pOTanoHe MOBPIIN Y CTaH/IAP/HO] IMapaMeTpU3aliji KOHCTAaHTHU YK Ia-
paJjiesia, Tj. Jla 3aBHCE CaMO OJI IIPOMEeHJbUBE U. 10 3HAYM Ja YK mapaJiesa
ACHMIITOTCKHU TPABIH I'pajie MOIyJIapHe YIJIOBe ca IVIABHUM MPABIUMA, a TH
YIJIOBH Cy ympaso 6!

Teopema 4.2. Hexa je M powmayuona TGospw wuja je Iaycosa kpusumna y
€8aK0] WAYKU jegraKra —a% u Hexa je 0 yiaona PynKUUuja KOja 3GG060HA6A
02 =0? —cos’0 u 0, =0, 3a nexo b > 0. Onga je Tebuwoswesa A0KaAHA

kapwa wa M gatia ca
a . a . .
r(u,v) = <Z sin 0(u) cos(bv), 5 Sin 0(u) sin(bv), 1/)(U)> :

ige je V' (u) = £ cos® O(u).

Hoxka3z. [lorpaxkumo HebuniossbeBy JoKaaHy Kapty mnospiiau M y obauKy
r(u,v) = (e(u) cos(av), p(u) sin(av), ¥ (u)), 3a HeKo o > 0 U HeKe HEMO3HATE
dyuknuje ¢ n . OBa napaMeTpusanyja JUIH HA CTAHIAPIHY TapaMeTpH-
3alijy pOTAINUMOHe MOBPHIM 4uja je mpoduana Kpusa (@,1)), ¢ TUM IITO Y3
napamerap v umMmamo koeduiujeaT . OBO HE3HATHO Mea n3pase 3a Koedu-
[UjeHTe TPBE U JIpyre OCHOBHE (DOpMeE U T/IaBHE KPUBHHE KOje CMO U3BE/IN 34
CTaHIAP/HY mapaMerpusanujy poraruone mospiu. Camo Tpeda MOMHOKHUTH
Ty U Ty CA (O, A Ty €A 2, TITO 3HAYH 2 G U g Tpeba IOMHOKUTH ca o2, JI0K ce
u3pas3m 3a IJaBHe KpUBHHE He Memajy. Koedunujentun npse ocHoBHE dhopme
cy E(u,v) = ¢ (u)? + ¢/'(u)? = a*cos® 0 u G(u,v) = a?p(u)? = a*sin® 0, na
je p(u) = 2sinf(u). Ipema Tome, Baxku ¢'(u) = 2 cosf(u)f,(u), onHocHo

¢'(u)? = Z—z cos?O(u) - (b* — cos?O(u)). la 6m mapamerpusanuja r 6una Je-
OMIIOB/beBa, y3mMuMo o = b u ¢ (u)? = Z—i cos? O(u). Jakne, nobujamo ja je
o(u) = ¢ sin0(u) m ' (u) = £§ cos® O(u). O

Pasmorpumo caja criernujajinu caydaj nperxo/jHe Teopeme Kaja je b = 1.
3a 1o he nam rpebarn ciaenehe jennocraBHo TBpheme. Ako je § € {1,—1} u
u=In (5tg g), OHJIA je

1 2 2
= = 5 7 = 20sin s cos 5 = dsinb,
coshu e +e " Jtgg+dctgs 2
U _ pu §ctg g Stg
_tghu — _ € € _ ; g5 - . 83 .
et +e ™ otgg+dctgs  dtgg+dctgs
1 1 0
= 57 — 29:(50525—sin2§:c059.
tg*s+1  1+ctg”3

Teopema 4.3. Hexa je r : U — R?® Yebuwosmesa inasra sokarmia kapiia
uoayupewnuka a > 0 gawa ca r(u,v) = (¢(u) cosv, p(u) sinv, ¥ (u)), wuja je
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yiaona pynryuja 0 pewerve cuctiema TGapyujaiHUL qUPEPEHUUIAGNHUT JeGH-
yuna 02 = sin?0 u 0, = 0. Taga sasicu:

(1) I'aycosa wpusuna je y ceaxoj wawku P € r(U) jegnaxa —=;

(2) upodunana kpusa o = (p,) gawa je Pynryujoma p(u) = Ty U
Y(u) = fa(u+B—tgh(u+C)), 1ge cy o, B € {1,—1} u B,C € R koncuanie;
(3) go na usometipugy eyxaugerkoi Tpoctiopa R, Upeciurasare r jeciiie pe-
Tapametmpusayuja Tceygocdepe ToAYTPeHUK a;

(4) yiaona dynryuga je gatia ca O(u) = 26 arctg e’ ) ige cy v, 5 € {1, —1}.
Hoxkaz. Ycaosu 62 = sin?d u 6, = 0 rosope Ham fa yraowa dbyHKkmmja 0

3a70BO/baBa CUHYC-1Op/IOHOBY jenHaunHy, ma je ['aycoBa KpuBHWHA jeHAKA
= —=. Hexa je v € {1, -1} u mexa je 6, = ysin6. Jlememem ca sin 6

, 1.

u uHTerpanujom no u gobujamo y(u + C) = [ Sienl(;&)du = ln’tg@
0

tg% = 0e7+C) 33 mexo § € {1,—1} u C € R. Ilpema ToMe, cienn jaa je
(u) = 20 arctg e +C),

o) _ ~@ut+C S _ 1 _ 1
Us dtg =2 = e+ cnean na je sinf(u) = O ctoaroy = Ocommuroy B
cosf(u) = —tgh(y(u+C)) = —ytgh(u+C), ma ga 6u r 6ura Yebumosibesa,
vopa 6utn G (u,v) = p(u)? = a?sin? §(u). Crean na je ¢(u) = aasinf(u) =
aaém. Hp603H§qHM0 ad ca o u pobujamo p(u) = aam. Taxobe,
Jla Ou mapamerpu3aiuja r ouna YeOumoB/beBa, Ha OCHOBY IPETXO/IHE Teope-

Me je ' (u) = Bacos?O(u) = Batgh®(u+ C), 3a mexo B € {1,—1}. Unre-
rpanujom 1o u gobujamo P(u) = fa(u + B — tgh(u + C')) 3a nexko B € R.
JlakJje, 100uan cMo

B COS v sinv
r{u,v) =a (acosh(u +C)’ acosh(u +C)
Ocraje jom ga JoOKazkKeMO /1a ce HeKOM H30MEeTPHjOM eyKJIUJICKOT IMpO-
cropa R? Tpar ose JI0KaJIHe KapTe MOYKe CIHKATH y KAaHOHCKY mceypocdepy
nosynpednnka a. Tpanciaanuja 3a Bekrop (0,0,a8(C — B)) u Tpancianuja
napamerpa u 3a C' (1j. yBobheme HOBOr mapamerpa u = u + C kojer hiemo
oner obesierkaBaTh ca u) JI1ajy

,Bu+ B —tgh(u + C))) )

COS v sin v
r(u,v)=a | « « u—tghu) | .
() ( coshu’ coshu’ﬁ( & ))
VBeauMo caja CMeHy U = lntg%, v="0+ @ mamo ja je Coslhu =sinu

u —tghu = cosu. Takobe, ako je & = 1, orya je acosv = cos(v+0) = cosv,
a ako je « = —1, oHza je awcosv = — cos(v — ) = cosv. [Ipema Tome, Baxu
QU COSV = COS U, IITO 3HAYM Ja Ce I perapaMeTpusyje ca

R(u,v) =a (sinﬂcosﬁ, sinwsinv, 8 (lntg % + cos ﬂ)) )
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EBenryasina peduiekcuja y omnocy Ha paBan x(Oy ykiaama (3, ma je Tpar
JIOKAJIHE KapTe T 3aucTra nceypocdepa. O

Hedbununuja 4.4. Yebuwosmesa inasna Tapamempudarujo nceygocdepe
NOTyNIpeIHuKa @ jecte npecaukasame 1 : (0, +00) x (0,271) — R3 garo ca

r(u,v) :a<

Yraona dyHskimja je gara ca 0(u,v) = 26 arctg €™, 3a neke 7,6 € {1, —1}.

cosv  sinw

, ,u—tghu | .
coshu coshu 8 )

Cnuka 6: Cimka nceygocdepe y HeOUmoB/peBOj TJIABHO] MPEKH.

[IpumeTnmo 1a je 0BO W Jajbe CTaHAAP/THA MapaMeTpHu3allija poTaluoHe
moBpimu. Jlakse, HamIM cMO HOBY MapaMeTpHU3alldjy TpaKTpuce, a TO je
alt) = a (ﬁ,t — tgh t), t € (0,400). Crnomenyau cMO Ja ce TOHEKaJ 3a
TPaKTPHUCY y3MMa KaKO IyTarma KOjoM ce Kpehy KoJiuia, TaKo U HheHa ChuMe-
TPUYHA CJIMKA Y OJIHOCY HA OCY YIIPaBHY Ha IIyTaibu KOjOM ce 4YOoBeK Kpehe, na
npoupyjemMo jJomen 3a v Ha R, y3 ryburak peryiapuocru. Takobhe, jmomen 3a

¥ MO2KeMO IpoImupuTh Ha R, aau oH/a ryOMMO HHjeKTUBHOCT JIOKAJTHE KapTe.

YBohemem cMmene u = u+v, v = u — v, 0j; 1eOUIIOB/bEBE IJIABHE JIOKAJIHE
Kapte jjooujaMo HebuinoB/peBy aCUMITOTCKY JIOKAJIHY KapTy.

Hedbununuja 4.5. Yebuwosmesa acumUWOTCKa TaPpAMETIPU3AUUIQ TICEY-
Jiochpepe MOJIyIIPpEYHUKA @ jecTe Mpec/inKaBambe T J1aTo ca

r(u,v):a<

cos(u —v) sin(u — v)
cosh(u + v)’ cosh(u + v)

LU+ U —tgh(u—i—v)) )
Vraona byHnKgja je nata ca w(u, v) = 46 arctg e’V 3a mexe v, € {1, —1}.
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Kao u Majonpe, I0MEH MOYXKeMO IPOIMHpUTH Ha R?, ajm oHpa rybmmo
peryJapHoCcT ¥ UHjeKTUBHOCT.

Cmuka 7: Ciauka nceygaocdepe y HeOUIIOBHEBO] AaCHMITOTCKO] MPEKH.

3a Yebumos/bere mapamverpusanyje MuHAMHTOBUX KPOB-TIOBPINA U Ka-
JIEM—TIOBpIIK, 1OTpeOHe cy HaM JakoOujese ejunrtudke (QyHKIHUje cn, am u
dn, Kao u enunrtuwyku uHTerpas japyre spcre E. Crenehe nse Teopeme cy
JIUpeKTHe moceaure TeopeMe 4.2.

Teopema 4.4. Munguniosa kpos—tuospuw, uma Hebuwosmesy Aa8HY Tapa-
METPUSAUUTY GaTTY CG

r(u, v) = (p(u) cos(bv), p(u) sin(bv), P(u)),

ige je ¢(u) = gcn (bu, b%) uY(u) = aa (bu - E (am (bu, b%) , b%)), 30 HEKO

aef{l,-1} ub>1.

Teopema 4.5. Munguniosa xasrem—tgospw uma Yebuwosmesy inasny Tapa-
MEUWPUIAUUJY oty ca

r(u,v) = % (dn(u, b*) cos(bv), dn(u, b*) sin(bv), a (u — E (am(u, b%), b)),

3a neko o € {1,—1} v 0 < b < 1.

Crnunka 8: Ciauka MuHJIIHrOBe KpOB—IIOBPIIU U KaJaeM—IOBpIIn y YeOuIos-
JhEBOj ACUMITOTCKO] MPEXKM.
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5 Tpancdopmarnuje nceymocdepuIHNX MOBP-
1K

Ocum poraronux nceypocdepuaunx nospiu (nceymocdepa, Musanaro-
BUX KaJIeM—TIOBPITH 1 MUHAMHIOBUX KPOB—IIOBPIIN), TIOCTOjU MHOT'O JAPYTHX
nospmu y R? umja je TaycoBa KpuBHHA y CBaKOj TauKH jejHAKa —a%, 3a
HeKo a > (. 7KenmMmo j1a 071 MO3HATUX MOBPIIH KOHCTPYHIIIEMO HOBE, Ta Cy
HaM O] 3HaYaja IIpec/ImKaBamba Koja TPaHC(OPMUIILY jeTHY Hceyaochepuany
nospin y Jipyry. Ta npecimkaBarmba uMajy je/IHOCTaBaH OOJIMK KaJja Cy 3aKp-
e Ha MOBPINU KOjy Tpaucdopmuimemo Yebumiosspene jokasne kapre. OBo

nocJiejimhe norjias/be nocsehyjemo ynpaso osum Tpancgopmanujama.
5.1 DBjankujeBa TpaHcdopmMariija

OBa BpcTa TpancdopMmaliuje ncey1ochepuaHux TOBPIIA HOCH UMe 110 UTa-
mujanckom maremarndapy Jlyuhujy Bjankujy (18.01.1856 — 06.06.1928),
KOJU je mpoydaBao Ipyiie u3oMerpuja PumanoBux Muorocrpykoctu kao JIu-
jeBe rpyIme auMensuje 3.

Hedunnnuja 5.1. Hexa je M nospmt y R3 unja je ['aycoBa KpuBHHA y CBAKO]
TaYKH jeTHAKA —a%, 3a HeKO a > (. 3a moBpir N ca je JMHUIHAM HOPMAJTHUM
BEKTOPCKHM II0/beM Ty KaxKeMo J1a je Bjankujesa Wparchopmayuja TOBPIIH
M ako nocroju npecyinkapame ¢ : M — N takBo ja 3a cBaky Tauky P € M
BaKU:

(1) [[®(P) = P|| = a,

(2) BekTop ®(P)— P napaJiesiad je HEKOM TAHI€HTHOM BeKTOPY Ha M y Tauku
Pu

(3) Bektop ny(P(P)) mapasenan je HEKOM TaHTeHTHOM BekTopy Ha M y
tauku P n Hopmasaun Ha Bektopy ®(P) — P.

Bjanku je oBakBy moBpmr N Ha3uBa0 KOMUACMEHTTAPHOM TOBPULY, TTOBP-
mu M. [eomerpujcku ce BjankujeBoMm TpanchopMmalumjoMm cBaka Tadka P
nospmu M ciauka y Tauky () nopiiun N TakBy j1a je BekTop P() mapasenan
HEKOM TaHTeHTHOM BeKTOopy Ha noBpiu M y Taukn P, mapajenaH HeKOM TaH-
PeHTHOM BeKTOpPY Ha noBprmu N y Tauku () u /1a je I’eroB MHTeH3UTeT jeTHAK
@, a TaHT'eHTHa paBaH Ha nopiu M y Tayku P ynpaBHa je Ha TaHI'€HTHO]
paBHE Ha moBpiun N y Tauku Q).

Cras 5.1. Hexa je r : U — R3 Yebuwosmwesa iaasha A0KaAHG KAPTIQ Ha

aospwu M C R® wuja je Taycosa xpusuna K (P) = —a% 3a ceako P € M,
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0 : U — R wena yilaona dynkyuja ur = ® o r pelyrapra esemenTiapHa
uospw Koja 3agosonasa ocobune (1) u (2) us wpemzrogue gepunuyuje. Onga
gocmoju upecaukasare 0 : U — R wakeso ga je

- cos 6 sin 0

= u V- 1
" r+cos«9r +sinc9r (5.1)

Hoxka3z. Bekrop 7(u,v) — r(u,v) = ®(P) — P, P = r(u,v), napajejan je
HEKOM TaHIeHTHOM BeKTopy u3 1pr, na je

r(u,v) —r(u,v) = A(u, v)r,(u, v) + B(u, v)r,(u, v),

3a neke dyukiuje A, B : U — R. Iomro je ||[F(u,v) — r(u,v)|| = anr
Yeburrop/beBa rjiaBHa JIOKaJIHA KapTa, CJIeJIu Ja je

a® = A(u,v)* E(u,v) + 2A(u,v) B(u,v)F(u,v) + B(u,v)* G(u,v)

= A*(u,v) - a®cos® O(u,v) + B*(u,v) - a*sin® O(u, v).

Haxne, saxu (A(u,v)cosd)? + (B(u,v)sinf)* = 1, ma nocroju dynxuuja

0 : U — R raksa ma je Acosf) = cosf nu Bsinf = sinf, 1j. A = ggzz u
_ sing s cosg sing
B = g Cnemn na jer =r + coepTut SogTo- O

Hedunnunuja 5.2. [IpeciukaBame f 13 NPEeTXOAHOr CTABa HASHBA Ce yiao-
nom pynryujom BjankujeBe TpancdopMmarmje y oaHocy Ha 6.

13 yenosa (3) y gedunnnuju BjankujeBe rTpancdopmanmje H3BOIUMO
ciaejehn cucreM mapnujaJHuX AudepeHIjaTHuX jeHAUYNHA KOje ce Ha3H-
Bajy Bjanxu—apbyosum jegravunama.

Teopema 5.1. Hexa je r : U — R? Yebuwosmesa inasra sokarmia kapiia

na gospwu M C R? wuja je Iaycosa xpusuna y cearoj Wauky jegHaka —a%

u Hexa je T peiyaapna eaementmiapra tospws gatia ca (5.1). Taga je ¥ Bjan-
Kujesa WpaHchopmayuja 0g r ako U Camo KO 6aAHCU

5u + 6, = singcose,
9u+5v — — cosfsin 6.

Hoka3s. Heka je 7 gara ca (5.1). TudepenuparmeM mo u 1o6ujamo
- Ccos 5 cos 5 sin 5 sin 5

Ty =Ty + | —— Tut ——Tyu+ | — Ty + ——Tuv-
cos 0 cos sin 0 sin 0
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Ha ocuoBy crasa 3.5 ciaean ja je

Tyw = —1tg0-0,r,+ctgd- 0,1, +en
Tww = —1tg0-0,r,+ctgl-0,r,
a TOIIITO je
cosf B —sing-gucosejtcosgsin@ﬁu
cosf n cos? 0
B —sing-gujtcosgtg@ﬂu
N cos ’
sin 6 _cos-0,sinf —sinfcost -0,
sin 0 N sin? 0
B cosg-au—sinactgé’-é’u
N sin 0 ’
e = —asinfcosb,

cJIeu Jia je

__ cosfl —sin 5(% +6,) N coS 5((% +6,)

Tu_ u

ry —asinfcosl - n.

cos 6 sin

Canano ce pobuja ga je

- _ sin 0(0, + HNv)r sin 6 + cos (6, + 0,)

Ty = u

- rv—l—asingcos€~n.
cosf sin

[IpernoctaBumo 1a je 7 BjamkujeBa Ttpancdopmaruja. Taga jemHIIHO
HOPMAJIHO BEKTOPCKO I10Jbe 3a/10BoJbaBa ocobuny (3), ma je ny = Ar, + Br,
u (nz7 —1r) =0, 1j.

cos 6 sin 6
A—"a%cos’ 0 + B——a%sin’H = 0.
Cos sin
[omro je ||nz|| = 1, cienan u A% - a®cos?f + B? - a?sin*0 = 1. U3 upse

jennaunue je A = —Btgftg0, na 3amMeHom y apyry ao0mjamo

1 ~ ~ sin” 0
— = B*tg® 0tg® O cos® 0 + B?sin® 0 = B*sin?0(tg?0 + 1) = B? i
4 cos
27 . 27 . ~
Haxie, B? = agossingg, na je B = iag‘ﬁnfe. ¥Y3mumo HIOp. 12 je B = _acgisn"g, na
je onma A = —asigfg, Tj.
sin 6 cos

nyg = — Tu - Ty
acosf asin
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(ompemuin MO Ty 0 Ha CMep, 3a TadaH cMep Tpeba W3PAdYHATH T, X 7).
[Tomrro je (ng7,) =0 u (ng7,) = 0, 106ujamo

a(—cos@sinf + 6, +6,) = 0,
a(f, + 51, 4 cosfsin 0) = 0,
oJjlakJjie JupekTHo ciejie Bjanku—/lapOyose jejgnadnte.
Obparno, npernocraBuMo Ja Baxke Bjanku—/lapbyose jeanauumne. Omnja
je

- cosf — sin @ cos @ sin 6 cos @ cosfsin 6
Ty = Ty
cosf

- ry —asinfcosf-n
sin 0

= cos2g-ru+cosgsingctg9-rv —asin@cos@n,
_ sin @ - (— cos f sin 0) sin @ — cos f cos fsin

r, = Ty + - Ty +asinfcosf - n
cos 6 sin @

— sinfcos 5tg9 -7y, + sin? 0- Ty + asin 0cosf-n.

sinf cos
acosf Tu +

Hedunummmo BeKTOPCKO mojbe V Ha 7 ca V = — ry. U3

(Viry) = _ Sy cos® 0 - a*cos® 0 + —— cosfsinf ctg b - a’sin?f = 0
acos 6 a sin
~ inf ~ 0 ~
(Viry) = — S sinf cosftgf - a® cos? 0 + & sin®@ - a’sin? 6 = 0,
acosf asin @

caenu 1a je V HOpMasHO BeKTOpCKO nosbe. [lomro je (V) V) = 1, caenn na
je, y3 eBeHTyaJIHy IIPOMeHy cMepa, V jeJIMHUIHO HOPMAJIHO BEKTOPCKO T0Jbe

: : ~ : _ sin 6 cos 0
Ha peryjapHO] eJIeMeHTapHO] IIOBpHIXA 77, T]. da J€ Ny — —acoseru + asinerv.

Y cBakoj tauku (u,v) € U BeKTOp Ni(u, v) mapajeian je HEKOM TAHPeHTHOM
BekTopy u3 Tpr, P = r(u,v), a Baxu u

~ sinf cost , cos) sin@ , .,
(nep,m—1)=— - ——a”cos” 0 + ——— - ——a"sin" 0 = 0,
acosf cosf asinf sind

na ciaenu ja je r bjankujesa Tpancdopmaiuja o r. O

Teopema 5.2. Hexa je r : U — R?® Yebuwosmesa inasra sokarmia kapiia

_ 3 . . . . 1
na aospwu M C R” wuja je Taycosa kpusuna y c6akoj Wawku jegrara — -z,

3a nexo a > 0. Hexa je v Bjankujesa Wpanchopmavyuja og v ca YiaoHOM
dynryujom 0. Onga je 7 ebuuwo6.me6a 1AG6HAEA AOKANHG KAPWLG KOHCTUAHTIHE

I'aycose kpusure —a% u 0 je wewna yiaona pynryuja.
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Hoxka3z. Oxapennmvo koedumujente npse 0CHOBHE (hopMe peryaapHe ejeMeH-
TapHe HoBpiM . I3 10Ka3a mperxoane TeopeMe CJeau Jia je

Ty = cos® 0 - ru + cosgsingctge STy — asin 6 cosf - n,
Ty = singcosgtgﬁ ‘T + sin2 6 - Ty + asinfcosf - n,
ma je
E: = cos! 0 - a®cos? 0 + cos? 0 sin® 5ctg2 0 - a*sin® 0 + a*sin® § cos? 5,
= a?cos? (cos? O(cos? 0 + sin? ) + sin” A) = a® cos® 6,
F: = cos? f'sin 0 cos 5tg 0 - a® cos? 0 + cos 0 sin 5ctg Osin0 - a?sin? 0

— asinfcos - asinfcosf
= a®sin 6 cosfsin cosf(cos® f + sin®f — 1) = 0,
G; = sin®6cos’ 5tg2 0 - a®cos® 0+ sin? 0 - a®sin® 0 + a?sin? § cos® 0
—  a?sin?0(sin? 6(cos? § + sin? ) + cos® 0) = a®sin> 4.
Hakme, r je Yebummos/beBa ryIaBHa JTOKAJIHA KapTa 1 ] je meHa yraoHa (pyHK-
nuja. Iudepennupamem Bjanku—/lapdyoBux jeaHadunHa J100ujamo
guu + 04, = (cosBsin 5)u = —sinf -0, sin @ + cos 6 cos 6 - 5u,
Oue + Opy = (— cos 0'sin 0), = sinf - ,sin 6 — cosfcosh - 0.,

a oy3UMameM Jpyre JIo0ujeHe jeIHaunHe O/ IpBe JT00HjaMo

Oy — Opy = —sinfsind - (9u+5v)+00500055~ (5u+9v)
= —sin0s1n5~(—cosé’Nsinﬁ)+cos€cosHNcosHsin5
— sinf cos O(sin® 0 + cos® f) = sin  cos 0.
Craemn na yraona (pyHKIHja ] 3a/10BOJ/baBa CUHYC—] Op/IOHOBY jeJiHaYNHY, 114

je TaycoBa KpuBHHa peryjapHe ejleMeHTapHe TOBPIIK I Y CBAKOj TAYKH jeJi-
HAKA ——. ]
a

5.1.1 KyenoBa noBpurl

Cana hemo npumenntu BjankujeBy Tpancdopmanujy Ha mnceyaocdepy jia
OuCcMO KOHCTpyHCa/JId HOBU npumep nceyjaochepuune nospinu. [IpBo uspa-
YyHAJMO YraoHy (pyHKIH]Y HOBE IMOBPIIIH.

CraB 5.2. Heka je r Yebuwosmwesa iaasha Tapametpusayuja tceygochepe
ca yraonom Pynryujom O(u,v) = 2arctge” u r wena Bjankujesa wparcgop-
mayuja. Ouga je rwena yiaona GyHKyuja gatia ca

f(u,v) = 2arctg <_co:hu) :
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1

Hoxka3. Ilomro Je u = lntg 5, caean ja je cosf) = —tghu u sinf =

coshu’
Takobe, 0, = 7 +52u = —= +eu = Coslhu u 0, = 0, ma cy Bjanku—/lapOyose
jeIHaUNHE JaTe Ca
5u = —tghusing,

1 ~ cos

+ v == - .

cosh u cosh u
5“5 = —tghwu u uHTErpaIUMO je 1o
u. Jobujamo ma je In ’tgg = Sg;ﬁijdu = —Incoshu + A(v), omHoCHO

. J Av) A .
na je ’tgg = 2. llpema Tome, BaxKu tgg = Colsg’i, 3a HeKy (DYHKIH]Y
Ay(v). CpebuBamem gapyre Bjanku-/lapbyose jennaumne pobujamo na je
N l+cosf __ QCOSQg 1, Gy _ 1 0 _ Ai(v)
ev = T eoshu coshw OAHOCHO 3 COSQ% — " coshu® E tgi ~ coshu

. 1 0, Al (v . A(v 1
AudepeHnupameM 110 v 100ujaMo 5 - ey = Colséi, ma je Colsii = -
Hakme, Aj(v) = —1, na je A;(v) = —v — ¢, 3a Heko ¢ € R. Tlpema Tome,
tg? = —-< ma je 6(u,v) = 2arctg (—-2<). C o63upom Ha TO 1a BpeJ-

HOCT yraoHe (pyHknuje  He 3aBHCH O] TapaMeTpa v, TPAHCIUPAJMO Ta 3a ¢
(Tj. yBeammo HOBU mapamerap U = v + ¢ KOju heMo IOHOBO O3HAYABATH Ca

v) u mobujamo aa je 0(u,v) = 2arctg (—Cosl’hu). ]

Cana hemo n00uTn napamMeTpu3almjy HOBE IOBPIIN.

Teopema 5.3. Heka je r(u,v) = a (2%, S8 4 — tghu) Yebuwosnesa

1AG8Ha Tapametapusayuja Tceygocpepe. Onga je wena Bjanrujesa wparc-
dopmayugja 7(u,v) gawma ca

(2 coshu(cosv + vsinv) 2coshu(sinv + v coswv) sinh 2u )
a : LU
cosh? u 4 v?2 cosh? u 4 v?2 cosh® u + v2

Hoxkas. Ha ocuoBy crasa 5.1 ciaeau na je ¥ = r + Egzz + ziﬁz Yraoua,

dbyukmuja mceynocdepe je O(u,v) = 2arctge”, ma u3 J0Ka3a MPETXOIHOT
craBa 3HaMO na je cosf = —tghu m sinf = —L Taxkohe, Ha ocHOBY

coshu ™ _
nperxoaHor craa je 0(u,v) = 2arctg (—ﬁ), Tj. tgg = — %=, Ta ciean
na je
~ 1 — tg? g cosh? u — v?
cosf = 5 = 2 >
14 tg*§ cosh™ u +wv
o~ thg 2v cosh u
sinf = 7 ool 5
1+tg? 5 cosh”™u +wv

64



TanrenTnu BeKTOpU 7, U T, jeJIHAKU CY

sinhucosv  sinhwusinwv 9
rew = al|— 5 ,— 5 ,tgh®u ),
cosh” u cosh” u

sinv coswv 0
re = al|— _
coshu’ coshu’ )’

ma je
Ty cosv  sinwv tolt
= a —tghu
cos 6 coshu’ coshu’ ’
Ty .
- = a(—sinwv,coswv,0).
sin 6

3a npBy KOOPIMHATY HOBE IOBPIIH 7 00HjaMO

COSv ~

COS U ~ COSV o~ )
a( + cos 6 +sm9~(—smv)> =a- (14 cosd)
coshu coshu coshu
2v coshusinv CcoS v 2 cosh? u
a . 2— = a . . 2
cosh” u + v? coshu cosh” u 4+ v2?
2v cosh u sin v 2 coshu(cosv + vsinw)
CL D ———— = a . s
cosh? u + v2 cosh? u + v2

3a JPYTy KOOPIWHATY J00MjaMo

a( Ty —|—cos§smhv +sin5cosv) —q. 00 (1 + cosd)

coshu cosh u coshu
2v cosh u cos v sin v 2 cosh?u
" cosh®ut0? @ coshu  cosh?u + v2
2vcoshucosv  2coshu(sinv + vcosv)
@ cosh? u + v?2 - cosh? u + v2 ’

a 3a Tpehy KoopauHaTty go6ujamo

a <u—tghu+cos§- (—tghu) +sin5-0) = au — a(l + cosf)tghu

2 cosh? u 2 sinh u cosh u)

= au—a-————— tghu=alu— 5
cosh” u + v2 cosh® u + v?

Ia je mapaMerpusalije HOBe MOBPINU 7'(u, v) Jara ca

2 coshu(cosv + vsinv) 2coshu(sinv + v coswv) sinh 2u
a ) U — )
cosh? u + v2 cosh? u + v2 cosh? u + v2
Kao0 IIITO CMO W TBPIWJIH. U

65



Hedununuja 5.3. Tpar nospuu 4uja je mapamerpusaiiuja JaTa TPeTXO/-
HOM TeopeMoM Ha3uBa ce Kyenosom Tospuiu.

Hapagno, npecimkaBame 13 NpeTxojaHe reopeme jecre YebunosibeBa rias-
Ha Mpezka. YBoDhemeM cMeHe u = U + v, v = u — v, jgobujamo HebumnossbeBy
ACHMIITOTCKY MPEZXKY.

Cmuka 9: Cnuka Kyenose mospru pegoM y YebummopeBoj rinaBuoj nu Yedu-
MMOBJ/HEBO] ACUMITOTCKO] MPEXKM.

5.1.2 TIlceymocdepa kao BjamkujeBa Tpancdopmamnuja

IIpe mero mrro Oyaemo Buaenu naa tceyaocdepy MOKEMO BHJIETH Kao
BjankujeBy TpancdopMmalujy Heke HOBPIIX 7, MOTpeOAaH HAM je aHaJOTOH
®pene—Cepeosor pernepa 3a noppiru. Kao mro 3aamo, @Pperne—Cepeos perep
POU3BOJbHE KPUBE jecTe MOKPeTaH KOOPJIUHATHU CUCTEM, Tj. KOOPJIUHATHU
cucteM Koju ce Kpehe nmo kpuBoj. YumeHuna ja je OH OPTOHOPMUPAH OJf
n3y3eTHOT je 3Hadaja. Ha mopimunMma Takohe mMaMo MOKpeTaH KOOPIUHATHU
CHCTEM U TO je T, Ty, Tv, &JI OH y OIIITeM CJIy4ajy HHje OPTOHOpMHPaH. AKO
je T opToroHaJiHa JIOKaJIHa IOBPIII, 0Baj KOOPJMHATHH CUCTEM je OPTOTrOHA-
JIAH, &JIM ¥ Ja/be BEKTOPH T, U T, He MOpajy OUTH jeIMHUYHU. 3aTO yBOIUMO
ciesehn KoopAUHATHU CHCTEM.

Hedunumuja 5.4. Heka je r : U — R?® jnokasina nospnr 4mja je MeTpuka
nata ca ds? = Edu? + Gdv? u neka cy dynkmuje E, E; : U — R3 nare
ca By ="~ u FE, = \7@ Tana opronopmupanu peuep E;, sy, n HazuBamo

vVE
TOKPETTHUM OPTLOHOPMUPIHUM PETEPOM JIOKATHE TTOBPIIA 7.
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Kox kpuBux nmamo @peneose popmyiie 3a paayname n3soga Ppene—Ce-
peosor penepa T, N, B. Cax hemo uzBecru dopmyiie 3a napiujajine u3BOIe
MOKpPEeTHOI opToHOpMEpPaHOr penepa Fi, Ey, m opTOroHasne peryaiapHe eje-
MeHTapHe 1oppiu r : U — R3,

Teopema 5.4. Hexa jer : U — R3 sokaana Gospw wuja je methpura gatia
ca ds? = Edu?® + Gdv?. Hapyujarnu useogu dynxyujae E,, By, n sagosona-
8aJY jegHaKOCTIY

VE), . , e (V@)

- — — = u f
Bi, = == F, —i—\/_n, Bi, == Byt .
< ) < > g
E2u_ 1+ n, E2v:_ uE
VG \/_G’ VE \/7G
__°E LE __J
n, = n, =

J p-9YE
VE ' VG
Hokaz. Kako je B, = \7‘_, 1. VEE, = 1y, andepeHuupameM 10 u 10-

oujamo <\/ E) E, +VEE,, = ry, KpucrodemnoBu cum60/i1 OpTOroHaHE
JIOKaJIHe HOBPIIH JaTh cy ca

! _E.G E, re _ E,E E,
1" 9EG 2F’ 1 2EG 2GY
. _BG B, 2 _ G _ G
127 9EG 2E’ 27 29EG 2G’
Il __GuG__@ 2 _GvE_&
2 9EG  2FE’ 2 9EG 26
naje(@) E1+\/_E1u:ﬁr —E”rv+en—2f 2\FE2+6’I’L
vE
Haxne, Ey, = —Nﬁ“i/éEg + ﬁn = —%Eg + \/%n Taxobhe, nudepen-

nupamem VvV EE| = r, 1o v gobujamo

E G
E) E EFE v — Tuww = — U — v = E

(VE), Bt VEBw = = gt oot fn = 2\/ gt
naje B, = (\/\/:)“EQ—F\/—TL Cnmano jodujamo 1a je FEy, = (\/\/E—)”El%—\/—tn
uk,, = — )“El—i— \/—n Koedbunujentn BajaraprenoBux jennakocTn je-
HaKH Cy

eG e fE f

/61 = - = T ﬂ% = =
EG E " EG G

67



ﬁlz_E:_i ﬂ2:_£:_£

‘" EG E " EG G
mna u3 n, = —%ru—ém nn, = —%Tu—%rv J100ujamo 1, = —%El—%Eg
nn, — _\/f_EEl — %EQ O

Cruenujanno 3a YebumnoB/beBe TyIaBHE JIOKAJIHE KapTe WMaMo ciezaehe
u3pase 3a MapiyjaaHe u3Bo/e MOKPETHOT OPTOHOPMHUPAHOT perepa.

Iocaenuna. Hexa je r : U — R? Yebuwosnesa inasna Aokaria Kapia.
Onga je

Elu = QUEQ —sinf - n, Ely = HuEg,
E,, = —0,E, E,, = —0,FE, +cosf-n,
n, = sinf - Eq, n, = —cosf - Es.

[TocmaTpajmo npecaukapame r @ R? — R3 naro ca r(u,v) = (0,0, cau),
3a Heko « € {1, —1} m a > 0. OBo npecinKaBame HHje eJeMeHTapHA MOBPII
jep uuje 1-1, ajiu ra cBejelHO TpeTHpajMo Kao ejemeHTaphuy nospii. I[lo-
TpaKMMO KaKo M3rjiejia meHna bjankujesa rpancdopmaruja. Lobujamo ia je
ry = (0,0,ca) ur, = (0,0,0), ma je E = a*> u G = 0. [lakne, cosf = «
u sinf = 0. 3a perynaprue noppum umamo jaa je Bjankumjesa Tpancdopma-

cosfy 4 sl — 4 gcosh - - 4 gsinf - -1 ma nomro

umja ro= 1+ cosf U sin 0 acosf asin@’

3a IOBPIHI T HE MOKeMO JAedUHHCATH IIOKPETHH OPTOrOHAJHHU penep Ha yo-
Ouuajenn wauwH, gedunummmo ra ca By = (0,0,1), Ey = (cosw,sinwv,0)
un = (—sinv,cosv,0). Iomro je #, = 6, = 0, uz Bjanku—TapGyoBux

jelHaunHa J00HjaMo

0, = cosfsinf = asinb,

0, = —sinfcosf = 0,

na je In (ﬁ tg g) = au. U3Bean cMmo ga je onga cos 0= — tgh(au) = —atghu

usinf = Coshﬂ(au) = Cofhu, na caean jga je r =r — aatghuF, + Coi—guEg, Tj.
cos v sin v
r=a a(u —tghu) | .
< coshu’" coshu’ ( & )>

[Ipenozuajemo ma je oBo Yebuimos/peBa riaBHa MapamMeTpu3aluja nceyocde-
pe. [akie, BjankujeBom TpanchOpMaIjoM MOBPINK 7 (YUjU je Tpar Ipasa,
KOHKDETHO 2—0ca) J00uIu cMo mnceyaocdepy.
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5.2 BekayngoBa TpaHcdopmMaliija

BjankujeBa Tpancdopmaruja u3 NpeTXoIHOT OJe/bKa Ce MOKe YOIIITHTH
u jgobutu BeknyuaoBa Tpancdopmalmja, Koja HOCH UMe II0 IIBEJICKOM MaTe-
matudapy Anbepry Bukropy Bexiayrmy (11.01.1845 — 23.02.1922), pekTopy
Yuusepsurera y Jlynay ox 1907. 10 1909. rogune. To yominraBaime mpery-
3upamo cjiejiehom jeduHuImjoM.

Hedununuja 5.5. Heka je M nospm y R? umja je FaycoBa KpuBuHa y cBaKoj
TAYKH jeTHAKA —a%, 3a Heko a > 0. 3a moBpmt N ca je [MHUIHIM HOPMAJTHUM
BEKTOPCKHUM TI0/bEM Ty KazkeMo J1a je Bexayngosa Wparchopmaryuja moBpiim
M ¢ naiubnum yiiom o aKo MOCTOju mpecinkaBame ® : M — N TakBo 1a
3a cBaky Tauky P € M Baxu:

(1) [[®(P) — P|| = acoso,

(2) BekTop ®(P)— P napaJesaH je HEKOM TAHI€HTHOM BeKTOPY Ha M y Taukn
P7
(3) BekTOp Ny (P(P)) mopmasan je Ha BekTopy P(P) — P u

(4) ramrentHa paBad Ha M y taukun P u TaHrenTHa paBaH Ha N y TauKu
®(P) ceky ce mox yriaom § — o.

Ha wcrn mauwn kao cras 5.1 mokasyje ce cienehe TBpheme.

Cras 5.3. Hexa je r : U — R? Yebuwosnesa inasna A0karHa KapTa 1A
gospuu M C R wuja je Taycosa xpusuna K (P) = —a% 3a ceako P € M,
0 : U — R wena yiaona gynkuyuja ur = ® o r pelyrapra esementuapHa
nospw koja 3agosonasa ocobune (1) u (2) uz upemzrogue gedpunuyuje. Onga
TOCWOJU TPECAUKABATHE 6:U — R wmakeo ga je

cos 6 sin ) ‘ (5.2)

r=r-4+cosc | ——=r,+ —1,
cos 0 sin 0

Hedbununuja 5.6. Ilpeciukapame 0 u3 IPEeTXOJIHOI CTaBa Ha3UBa Ce Yiao-
Hom pynryujom Bexayraoe Tparncdopmalje ¢ HATMOHUM YIJIOM 0 Y OJHOCY
Ha 0.

Bjanku—/lapbyoBe jeHaunHe yonmraBajy ce ciaeaehnM jeiHadInHaMa, Koje
HazuBamo bexayng-/lapbyosum jeguaumama.

Teopema 5.5. Hexa je r : U — R?® Yebuwosmesa inasra sokarmia kapiia

_ 3 . . .o . 1
na mospwu M C R* wuja je I'aycosa wpusuna y cearxoj Wauky jegnara — =
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u meka je T pelysapha esemenimiapra tospuw, gawa ca (5.2). Taga je 7 Be-
KAYHGOBG, TUPAHCHOPMAUUIE 0 T € HATUOHUM YIAOM T KO U CAMO GKO HULOGE
ylaone pynryuje 3ago8ona6ajy jegHaANUHE

~ sin # cos 8 + a:sin o cos 0 sin 6

6u+9v - )
COSs O

~ cosfsinf + asin o sin 8 cos 0
eu + ev = - s
CcoS o

3a neko o € {—1,1}.

Hoxkaz. Canvyno Kao y moka3y Teopeme 5.1 100MjaMo da Cy TAHTEHTHH BeK-
TOPHU Ty U T, JATH CA

_ cos f — cos o sin 5((% +6,) N COS 0 COS 5(9; +6,)

']"u frg T'U, T'U
cos 6

sin 6
— acososinfcosf-n,

~ cos 0 sin 5(9u + 51,) sin 0 + cos o cos 5((% + @,)
v = 7 cos Tu t v

sin
+ acososinfcosf - n.

[IpernocraBumo ja je 7 Beksynaosa rpancdopmanuja ox 7. Tajga beroso

JEAMHUYIHO HOPMAJIHO BEKTOPCKO mojbe my = Ar, + Br, + Cn 3agoBosbaBa
; r — . -1.1- T ) = g

ocobuny (3), ma je (n7,7—7r) =0mn |(nzn)| =1-1-cos (5 — o) =sino (ne

3HAMO JIa JI HOPMAJIHA BEKTOPH I'pajie UCTH Yyrao Kao M TAHT€HTHE PAaBHU

WK BeMy cymieMenTan yrao). Takobe, ||nz|| = 1, ma mobujamo
sinoc = |(nqn)|=|C|,
0 = (np,7—r) = -%-a%osQOﬂLl%%-aQsinQQ
= a’coso - (A cosfl cos f + Bsinfsin 9)
1 = (nyn;) =A% a*cos’0 + B? - a*sin® 0 + C°.

Cremn na je C? =sin?c u A = —Btg 5tg 0. 3amenom y Tpehy jeanaumny
J1001jaMo

cos’c = 1—sino = B*tg? 5tg2 6 - a®cos’0 + B* - a*sin* 6
2 in?
~ a” sin” 6
= Ba*sin’f(tg’0+1) = B* - ———.
cos? 6
[Ipema Tome, B? = %ﬁgig, na jobujamo ja je B = i%ﬁc’;g. 3a cBaky

tauky (u,v) € U 1mocroje TadHO JBe PABHHU KOje CajipKe Taduky 7(u,v), ma-
paJiesiHe ¢y BeKTopy 7(u,v) — r(u,v) U ceKy TAHT€HTHY paBaH Ha 'y TAYKH

70



T _ __ cosocosf _ _coscrsin@~
r(u,v) Hox yraom § — o, ma ako omabepemo B = €SZERE g A = —CBIEE

nobujamo aBa Moryha jeMHUIHA HOPMAJHA BEKTOPCKA M0Jha (CA eBEHTYAJHO
[IPOMEHEHUM CMEePOM )

cos o sin 0 cos o cosf

Ny = Ty +asino - n,

T :
acosf " asin @

3a HeKO o € {—1, 1}. CkajapHuM MHOXKEIEM Ca Ty, U T, J00HjaMo

= (N3 7o) = acoso(—sin 6 cos 6 + cos (6, + 0,) — asin o sin @ cos ),

= (ns7,) = acosc(coso (8, + 0,) 4 cosfsin 6 + asin o sin 6 cos 6),

onakiie ciene beknyna—/lapbyose jeanadnte.

Ob6paTtHo, mpeTnocTaBuMO Ja Bazke beknyna—/lapoyose jeqnaunne. OHaa
m001jaMo J1a Cy TaHTeHTHH BEKTOPH Ty, U T, jeTHAKN

Tu = (cos? — asinosinfcosftgh)r, + (cosfsin b ctgf + asin o cos? O)r,

a cos o cos 0 sin On,,

7o = (sinfcosftgh + asinosin’f)r, + (sin?f — asin o cosdsin b ctg O)r,

+ acososinfcosfn.

: _ _cosasing cos o cos B 3 .
[TocmaTpajMo BEKTOPCKO mosbe V = g Tu + Sa Ty +asino - n.

Jemnocrasuo ce mposepasa na je (V.7,) = 0 u (V,r,) = 0, na ciequ ma
je, Y3 eBeHTyaJHy pPOMeHy cMepa, V' jeITMHIIHO HOPMAJHO BEKTOPCKO IOJbe
peryJjiapHe ejieMeHTapHe MoBpinu 7. Takobhe ce jeHOCTAaBHO IpOBepaBa Jia je
(Vir—r) =0wu [{(V,n)| = |asino| = sino, na caean na je 7 Bekiynaosa
TpancdopManmja o 1. O

Caza ce canyHO Kao paHuje joka3yje ciaefeha Teopema.

Teopema 5.6. Hexa je r : U — R? Yebuwosnmesa inasra sokarnia kaptia
_ 3 . . . . 1
na aospwu M C R” wuja je Taycosa kpusuna y c6akoj Wawku jegrara — -,
3a nexo a > 0. Heka je v Bekayngosa wpanchopmayuja og r ¢ HalubOHUM
yinom o u yiaonom dyruryujom 0. Onga je v Yebuuwioemesa 1161 AOKANHE

_ _ - 1 . _ .
Kaptia koncuanwme Iaycose xpusune ——5 u 0 je wena ylaona pynkyuja.

5.2.1 JIuuujeBa moBpIII

Kao y momozmesbky 5.1.2 mocmarpajmo npeciaukabame 1@ R? — R? naro
ca r(u,v) = (0,0,au) 3a meko a > 0 u meko a € {—1,1} u momenmmo
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My mokperHu oprornopmupanu perep E; = (0,0,1), E; = (cosv,sinv,0),
n = (—sinv, cosv,0). Cerumo ce na onjga yraona dbynknmja 6 3a10Bo/baBa
cosf = o m sinf = 0. Hanummwmo (5.2) y 061Ky

in 6
acosf +sin asin @

~ ru

r=r-+acoso (cos@

) = r +acoso(cos OE; + sin 0E,).

Vraony dyHKIHUjy ] jnobujamo u3 bekiyna—lapOyoBux jegHadnHa

7 _sina-oz i __Bsinasing-oz

v
coso cos o

3a weko 3 € {—1,1}. Opmabepumo [ = 1. U3 mpee jennauuse 100ujaMo
AT U A(v). du-

sin  coso’ ~ coso

Ia UHTEerpanujoM Io u jgooujamo In tgg

depeHIIIpameM OBOTa IO v J00HUjaMo % = A'(v), ma u3 apyre jegHaunne

nobujamo na je A'(v) = —atgo. Hakie, A(v) = —avtgo+c, 3a Heko ¢ € R,

u—wvsino

= qluzvusine + c. CJIG,ZLI/I na je )tgg = % . €% cosc . Y3MUMO

Cc
Cos o

na je In )tg g

na je « = 1 u omabepumo yraouny ¢yHkujy 6 Tako jga Baxku tg g =€ coso
Omnna je cosf = —tgh (w), sinf = !

_— H
cos o Cosh(u—vslna)
cos o

- COS 0 COSV CcoS o sin v u—vsino
T(u’ U) =a u—vsino )’ u—vsing)’ & cos Utgh PO :
cosh (7) cosh (7) cos o

Cos o Cos o

Hedbununuja 5.7. Tpar noBpuu 4duja je mapaMerpu3alidja jaTa IpeTXo/l-
HUM IIpec/JMKaBambeM Ha3uBa ce Junujesom Tospuil.

OBo npecinkaBame je HeOUIOB/beBa T/IaBHA JIOKAJIHA MPEXKa, & YBODemeM
cMmeHe u = u + v, v = u — v, gobuja ce ogropapajyha Yebumon/beBa acumii-
TOTCKA JIOKAJTHA MPEeXKa.

Cinuka 10: Cruka /luaujese nosprmu y HeOuoB/beB0j T/IABHO] MPEZKH.
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6 XwuabepToBa TeopeMa M 3aKJby4aK

Otkpuhe xunepdboIndKe reoMeTpuje 01 OIPOMHOT je HCTOPUjCKOT 3HAa4aja,
He caMo 300r pelllaBaimba JBe XU/baJle TOANHA CTapOr MUTama ja Ju ce [letn
Eyk/inios nmocryaar Moxe JIOKa3aTH U3 OCTAJIMX aKCHOMa U MOCTy/iaTta, Beh
u 3001 TOra IMTO Ce O] Taja eyKJHUJICKA I'eoOMeTpHja Huje BUIlle cMaTpaJa je-
JIMHOM HCIPABHOM T'€OMETPHjOM H IMOYesIe Cy Jia ce IpoydaBajy HeeyKJIHICKe
reomerpuje. Ilopen eykiuiacke u xumepbo/mdke reomerpuje, Tpeha Hajmo-
3HaTHja HeeyKIUJICKa TeOMeTpHja jecTe eTUNTHIKa reOMeTpHrja, Y KOjoj CBaKe
JIBe MpaBe HEeKe PAaBHU MMAjy 3ajeHHIKNX Tadaka. JaHUMJ/BUBO je pehm ja
cBaKa IMOBPIII KOja je JIOKAJHO M30MeTPpHYHa OBAaKBOj paBHU Takohe mma y
cBakoj Tauku ucty [aycoBy KpuBUHY, ajiud je OHA, 3a pasjuky oj [aycose
KpUBHHE TIceya0chepuIHuX TOBPIIN, TO3UTUBHA, JOK €YK/IU/ICKA paBaH MMa
y cBakoj Tauku ['aycoBy kpuBuny jeanaky 0.

Pa3Boj Heeyk/imjackux reomerpuja Beoma je 3navajan 3a ¢puzuky XX Beka.
Ha npumep, ako ce 3aj1ajy orpannyemna Op3UHU CBETJIOCTH, cabuparbe Op3uHa
3axTeBa Kopuliheme xunepboandke reomerpuje. Ajuimrajuosa Omnra Teo-
pHja PeJATHBHOCTHU OIHUCYje IPOCTOP KA0 TeHEPATHO paBaH (€YKJINICKH), ajii
U eJIUIITUIKN 3aKPUBJHEH Y 00TaCTUMA Y OJTM3WHA KOJUX je MPUCYTHA MaTepH-
ja, a ¢ 003upoM Ha TO Jia ce BACHOHA IMUPH, YaK Ce U HPOCTOP IJie He MOCTOjn
MaTepuja WM Maca MOYKe OMUCHBATH y3 MOMON XUHmepOoJMIKOT MOJIea.

JOTI jeTHO BeoMa 3HAYAJHO NMHUTAHE jecTe MHUTabe MPOHATAYKeHha MOJIeIa
HeeyKJIMICKUX IIAHUMeTpPHUja Y eyKJIUIACKOM IpocTopy R3; y oBOM pajy KOH-
KpeTHO xunepbosimdke mianuMerpuje. Ipyrum pednma, 3aHuMa HaC Jia Jid
[OCTOje TOBPIIN Koje ¢y (riobajiHo) M30MeTpHYHe XHUIEePOOJINIKOj DaBHH.
Oxrosop Ha 0BO muTame j1ao je Jlasug Xuabepr (23.01.1862 — 14.02.1943),
HEMAYKH MaTeMaThdap Koju je, m3Melhy octasor, octao 3amaMhen y cBeTy
MaTeMaTHKe MO TOMe IITO je MPBU Ja0 CTPOTY aKCHOMATCKY OCHOBY 3a 3a-
JEJIHMYKYU pa3BOj eyKJ/UJICKe U XUIepOOJMYKe reOMeTpuje U IITO je J0Ka3a0
€KBUKOH3UCTEHTHOCT I'€OMETpHUje U apUTMETUKE pPeajHuX OpojeBa, OJIHOCHO
Jla jeJiHa OJ OBMX TEOpHja BaXKM aKO M CaMO aKO BayKW W JIpyTa.

Teopema 6.1 (XunGepr). He TGoctuoju peiyrapra Gospus M C R3 xoja je
UBOMETTPUYHA TUTEPOOAUYKO] PABHU.

oxkaz. Ha ocnoBy Teopeme 3.2, cBaka Tavyka IOBPIIU KOja MMa, KOHCTAHTHY
HeraTuBHy ['aycoBy KpUBHHY MMa OKOJIMHY KOJy MOXKEMO HapaMeTpu30BaTu
YeOUIIoB/bEBOM aCHMIITOTCKOM JIOKAJTHOM KapTOM. 3aTO IIPETIOCTABUMO Ja
je M C R3 perynapHa HOBpII Koja je H30MeTpHUHa XUIepPOOJINIKOj PABHU U
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r: R? — M mena YeOumonipeBa aCHMITOTCKA JOKAJIHA KAPTa €A YTAOHOM
dbynkuujom w. Onya 3a cse (u,v) € R? Bawxu 0 < w(u,v) < T u yraona
dyHKIHja w 3310BObaBa CHHYC— Op/IOHOBY jeTHAUMHY, Tj. BAXKH Wy, = Sin w.
[Tocroju Tauka (ug,vy) € R? TakBa 1a je w,(ug, vo) # 0, jep je y CyIpoTHOM
dyuknuja w, KoucrantHa, na je 0 < sinw = w,, = 0, mTo je Hemoryhe. V3
eBeHTYya/IHy TPAHCJIAIN]y MapaMerpa u 3a Uy U mapaMerpa v 3a vy u pedirex-
cujy napaverpa u (Tj. yBoherme nmapaMerpa i = —u) MOKeMO HPeTIIOCTABHTH
na je (ug,v9) = (0,0) u ma je w,(0,0) > 0.

[Tonoso kopucrehu ga je sinw > 0 mgobumjamo ma je 88% = Wy > 0,
OJIHOCHO J1a je (dbyHKIHja w, crporo pacryha mo mapamerpy v. /[lakie, 3a
pon3Bo/bHO U € R u vy < v Baxkn wy,(u, v1) < wy(u,v) . Ako y3memo u = 0,
nobujamo 0 < wy(0,0) < wy(0,v1) 3a v; > 0. @ukcupajvmo vy > 0. Coean
na nocroju 0 > 0 TakBoO 12 je wy(u,v;) > 0 3a cBe u € (—0,d). Oxabepumo
a > 0 rakso 1a je 3a = . Ouza je w,(u,v;) > 0 3a ce u € [0,3a], na na
unrepBaiy [0,3a] bynkunja w,(u,v1) > 0 gocruke HajMamy BPEIHOCT M,
KOja je Takohe mo3mTWBHA. 3a MPOU3BOJHPHO ¥ > ¥; Ha OCHOBY Jlarpamzkose
TeopemMe 0 CpeJihoj BpeaHocTH noctoje O, 0y € (0,1) Taksu aa je

w(a,v) — w(0,v)

a—0 = wu(a@hv)a
w(3a,v) —w(2a,v)
30— g = wy(2a+ aBOq,v).

[TomTo je dpyHKIHMja w, cTporo pacryha mo mapamMerpy v, cJean Ja 3a CBaKO
v > v; BakKH

w(a,v) —w(0,v) > wu(aOy, 1) > m,

a
w(3a,v) —w(2a,v)
a

> wu(2a 4 aBy,v1) > m,

ma Jiodbmjamo Ja je

w(a,v) —w(0,v) > ma,

w(3a,v) —w(2a,v) > ma.
OmaBne ciaenn na je

w(a,v) > w(0,v)+ma > ma,

w(2a,v) < w(3a,v) —ma <7 —ma.

360r wy,(u,v) > w,(u,v;) > 0 3a cBako u € [0,3a] u cBako v > vy caean
na je w(u,v) pacryha mo mapamerpy u Ha untepsaiy [0,3a]. ITIpema Tome,
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BaKH
w(a,v) < w(u,v) <w(2a,v)

3a cBe u € [a,2a] u v > vy, WTO 3ajeTHO C MPETXOTHO JOOUjeHUM HejeTHAKO-
cTHMa Jaje

ma < w(u,v) < m™—ma, u€ la,2al, v>uv.

[Ipema tome, sinw(u,v) > sin(ma) = M 3a u € [2a,3a], v > v; U HEKO
0 < M < 1. QurcupajmMo v > v; U TOCMATPajMO ABOJHU HHTETrpas (DYHKIIH]je
Wyy 1O TpaBoyraonnky P uwuja cy remena (a,vi), (2a,v1), (2a,v) n (a,v).
Jlobujamo ma je

//ww(u,v)dudv = //wuv u, v)dudv
P

= (2a v) — w(a,v)) — (w(2a,v;) —w(a,vy)) <

jep je w(u,v;) pacryha mo mapamerpy u, na je w(2a,v,) — w(a,vy) > 0, a
takohe je u w(a,v) > 0. C apyre crpane, Baxu

// W (1, v)dudv = // sinw(u, v)dudv > M -a- (v —v1),
P P

a ako y3Memo v = v1 + Z4r Ja00ujaMo Ja je ucTu JBOjHH MHTerpas Behn
on 7. OBo, HapaBHO, HUje Moryhe, 1ma cjieju j1a je mpeTnocraBka, MOrPerHa,
omHOCHO fa me mocroju nospm M C R? koja je (rmobammo) m3omeTpudna
XUIEepOOJIMIKO] paBHH. O

Jlaxjie, MOKEMO 3aK/bydMTH Jla Cy y eyKJuACKoM mpocropy R3 jexune
HMOBPIIU HA KOJUMA MOXKEMO BHJIETU XUIEPOOJMYKY IJIAHUMETPHU]Y YIIPABO
nceynocdepudne MOBPIN U HA hUMa Ce OHA BUJIU CAMO JIOKAJTHO, Tj. BUIA
ce caMo Jieo xumepboandke paBau. HapaBHo, OCHM MOBPIIA KOje CMO BUJIEJTH
y OBOM PaJiy IOCTOjH jOII MHOTO IPpUMEPA JAPYIuX Iceya0chepuaHux 1moBp-
mu u Kopucrehu BexiynmoBy tpancdopmanmjy (nin BjankujeBy Kao meH
CHENUjaJHU CJIy9aj) YBEK MOXKEMO O/ HeKe Mo3Hare Iceyjocdeprdne moBp-
I HAIIPABUTU HOBY, & HOBU MPHUMepH MCeyA0CcGEepUIHUX TMOBPIIUA YBEK Cy
3aHIMJbUBIU.
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