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Predgovor

U ovom radu prikazana je teorija pseudosferiqnih povrxi. Na �ima

lokalno va�e aksiome hiperboliqke geometrije, pa su izuzetno znaqajne,

ne samo u istoriji, jer je �ihovim otkri�em poqeo razvoj neeuklidskih

geometrija, nego i zbog toga xto u euklidskom prostoru daju model na

kojem mo�emo prouqavati hiperboliqku ravan. Ono xto ove povrxi

razlikuje od ostalih modela hiperboliqke ravni jeste qi�eni
a da je

na �ima metrika nasleÆena iz euklidskog prostora. Drugim reqima,

ako je hiperboliqka du� deo neke krive u euklidskom prostoru, onda je

�ena du�ina u hiperboliqkoj meri jednaka du�ini krive u euklidskoj

meri. TakoÆe, hiperboliqka mera ugla jednaka je odgovaraju�oj euklid-

skoj meri tog ugla. Ci	 rada jeste prona�i pogodan koordinatni sistem

na pseudosferiqnim povrxima u kojem se �ihove osobine jednostavno

izvode i pomo�u kojeg se odreÆnim transforma
ijama mogu napraviti

novi primeri ovakvih povrxi.

Rad se sastoji od xest poglav	a. U prvom i drugom poglav	u ukrat-

ko je izlo�ena teorija krivih i povrxi, koju je autor sluxao na kursu

Geometrija 3. Dokazi nisu dati, a mogu se prona�i u [6℄. Posebno su

obraÆeni pojmovi normalne krivine i glavnih krivina, jer se preko

�ih definixe Gausova krivina, a ona je za sve pseudosferiqne povrxi

konstantna i negativna. U tre�em poglav	u uveden je Qebixov	ev koor-

dinatni sistem, koji je najpogodniji za razvoj teorije pseudosferiqnih

povrxi. U qetvrtom poglav	u dokazano je da postoje tri vrste rota
i-

onih pseudosferiqnih povrxi. U petom poglav	u uvedene su transfor-

ma
ije kojima se od poznatih pseudosferiqnih povrxi konstruixu �i-

hovi novi primeri. Konaqno, u xestom poglav	u data je, kao dodatak,

Hilbertova teorema koja govori o tome da ne postoji pseudosferiqna

povrx koja bi bila model 
ele hiperboliqke ravni.

Autor se ovim putem zahva	uje mentoru, do
. dr Miroslavi Anti�,

na pomo�i i podrx
i u izradi ovog rada. TakoÆe, autor se zahva	uje

qlanovima komisije, prof. dr Mirjani �ori� i prof. dr Zoranu Raki-

�u, na primedbama, sugestijama i ukazanim grexkama. Iskustvo mentora

i qlanova komisije pomoglo je da ovaj rad bude ovakav kakav je sad. Na

kraju, autor se zahva	uje porodi
i i prijate	ima, koji su ga bodrili

tokom izrade rada i koji su prisustvovali �egovoj odbrani.
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Uvod

Pseudosferiqne povrxi su, kako im ime ka�e, povrxi koje po nekoj

svojoj osobini podse�aju na pseudosferu. Kad pomi�emo pseudosferu,

moramo prvo pomenuti traktrisu. To je kriva koja predstav	a puta�u

kojom se kre�u koli
a koja qovek vuqe kanapom kre�u�i se pravolinijski

tako da je kanap uvek zategnut, a u poqetnom trenutku je normalan na

puta�u kojom se qovek kre�e. Ova kriva ima osobinu da je u svakoj �enoj

taqki odseqak tangente od te taqke do preseqne taqke sa puta�om kojom

se qovek kre�e konstantan (to je, u stvari, du�ina kanapa). Rota
ijom

traktrise oko prave koja sadr�i puta�u kojom se qovek kre�e dobija

se povrx pseudosfera. �ene osobine prouqava�emo u narednim poglav-

	ima. Veliki je istorijski znaqaj pseudosfere, jer ona predstav	a,

doduxe samo lokalno, prvi neprotivreqni model hiperboliqke ravni.

Poznata je qi�eni
a da se jox od Euklidovog doba smatralo da je

Peti Euklidov postulat, zbog svoje kompleksnosti u formula
iji i

znaqe�u, pre teorema nego postulat, tj. da se mo�e dokazati iz ostalih

Euklidovih aksioma i postulata. Mnogim matematiqarima ovo nije po-

xlo za rukom. Sve do XIX veka problem dokazivosti Petog postulata

bio je otvoren. U velikom broju bezuspexnih pokuxaja da se doka�e

Peti postulat, korix�ena su izvesna tvrÆe�a qiji dokazi nisu dati, a

za koja se kasnije ispostavilo da su �egovi ekvivalenti, tj. da je pret-

postavka da neko od tih tvrÆe�a va�i isto xto i pretpostavka da va�i

Peti Euklidov postulat. Neki od �ih su:

1. Ako je ABCD qetvorougao kome su uglovi ∡DAB i ∡ABC pravi i

ivi
e AD i BC podudarne, onda su uglovi ∡ADC i ∡BCD takoÆe pravi.

(�. �. Sakeri, 05.09.1667 | 25.10.1733, italijanski matematiqar)

2. Prava normalna na jednom kraku oxtrog ugla seqe �egov drugi krak.

3. Oko svakog trougla mo�e se opisati krug.

4. Ako qetvorougao ima tri prava ugla, onda je �egov qetvrti ugao takoÆe

prav. (J. H. Lambert, 26.08.1728 | 25.09.1777, xvaj
arski matematiqar)

5. Zbir uglova trougla jednak je zbiru dva prava ugla. (A. M. Le�andr,

18.09.1752 | 10.01.1833, fran
uski matematiqar)

6. Postoje taqka B i prava a, koja je ne sadr�i, takve da u �ima odreÆenoj

ravni ne postoji vixe od jedne prave koja sadr�i taqku B i sa pravom

a nema zajedniqkih taqaka. (�. Plejfer, 10.03.1748 | 20.07.1819, xkot-

ski matematiqar)

U svojim radovima o Petom Euklidovom postulatu, ruski matematiqar

Nikolaj Ivanoviq Lobaqevski (01.12.1792 | 24.02.1856) i maÆarski ma-
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tematiqar Janox Bo	aj (15.12.1802 | 27.01.1860), potpuno nezavisno

jedan od drugog, doxli su do zapa�uju�ih rezultata. Naime, oni su

otkrili postoja�e sasvim nove geometrije, drugaqije od uobiqajene eu-

klidske koja je do tada bila jedina koja se koristila. O radovima obo-

ji
e znao je samo Karl Fridrih Gaus (30.04.1777 | 23.02.1855), nemaqki

matematiqar koji je i sam prouqavao taj problem, ali nikome od �ih nije

pomi�ao radove onog drugog. Do svog velikog otkri�a doxli su tako

xto su umesto Petog postulata pretpostavili da va�i �egova nega
ija,

oqekuju�i da �e se u nekom momentu do�i do protivreqnosti, ali se to

nije dogodilo. Zato su i doxli do zak	uqka da Peti postulat mo�da

ipak nije teorema kao xto se do tada mislilo, jer su uspeli da izgrade

sasvim novu geometriju koja je neprotivreqna. MeÆutim, nije im uspelo

da pronaÆu �en model, pa nisu uspexno dokazali postoja�e te nove ne-

protivreqne geometrije, koju danas zovemo hiperboliqkom geometrijom.

EuÆenio Beltrami (16.11.1835 | 18.02.1900), italijanski matematiqar,

dokazao je ovu qine�i
u 1868. godine (u stvari, dokazao je neprotivre-

qnost hiperboliqke planimetrije) tako xto je utvrdio da su na pseudo-

sferi lokalno (u nekoj okolini �ene proizvo	ne taqke) zadovo	ene sve

aksiome i postulati euklidske planimetrije osim Petog postulata i da

je, xtavixe, zadovo	ena �egova nega
ija, xto znaqi da se na pseudo-

sferi lokalno ostvaruje ravan Lobaqevskog i Bo	aja, tj. hiperboliqka

ravan, a to bez sum�e dokazuje �enu neprotivreqost. Ovim je i zvaniqno

rexen problem Petog Euklidovog postulata, tj. dokazano je da je jox

Euklid pre vixe od 2000 godina shvatio da se ne mo�e dokazati da se

dve prave seku ako proizvo	na prava koja ih obe seqe gradi s �ima s

jedne svoje strane uglove qiji je zbir ma�i od zbira dva prava ugla (ovo

je originalna formula
ija ovog postulata), ve� da se to mora pretpo-

staviti.

Kako je pseudosfera lokalno model hiperboliqke ravni, u ovom radu

prouqava�emo povrxi koje sa pseudosferom dele upravo tu osobinu da se

u okolini proizvo	ne �ene taqke realizuje geometrija ravni (planime-

trija) Lobaqevskog i Bo	aja, odnosno hiperboliqka planimetrija. Za to

prouqava�e koristi�emo Diferen
ijalnu geometriju, pa zato slede�a

dva poglav	a posve�ujemo opisiva�u osnovnih pojmova i tvrÆe�a Di-

feren
ijalne geometrije koji su nam neophodni i koje �emo neprestano

koristiti u ovom radu.
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1 Krive u euklidskom prostoru R
3

Defini
ija 1.1. Kriva u prostoru R
3
jeste preslikava�e α : I −→ R

3

klase Ck
, k ∈ N, gde je I ⊆ R neki otvoreni interval u R. Za krivu α

takoÆe ka�emo da je klase Ck
.

Primetimo odmah da ovde krivu ne definixemo kao skup taqaka u

R
3
, ve� kao preslikava�e. Direktnu sliku ovog preslikava�a, tj. skup

α(I), zovemo x|ra=-om krive α. Dakle, kriva ovde opisuje naqin na koji

se neka qesti
a kre�e u prostoru. Ako zamislimo da ta qesti
a, dok

se kre�e po nekoj puta�i, u svakoj taqki ostavi neki trag koji posle

mo�emo videti, onda trag krive predstav	a upravo tu puta�u po kojoj

se qesti
a kre�e.

Da bi postojalo kreta�e, mora postojati i neka brzina. Za svako

t ∈ I taqka α(t) u prostoru ujedno predstav	a i radijus vektor (vektor
polo�aja) qesti
e u trenutku t, tako da ako uzmemo h > 0 takvo da

t − h, t + h ∈ I, vektori α(t) − α(t − h) i α(t + h) − α(t) predstav	aju
promenu vektora polo�aja od trenutka t − h do trenutka t, odnosno od

trenutka t do trenutka t + h. Ako to podelimo sa h i uzmemo graniqnu

vrednost kad h → 0, dobijamo brzinu u trenutku t. Zato smo u poqetku
pretpostavili diferen
ijabilnost preslikava�a α.

Defini
ija 1.2. Neka je α : I −→ R
3
kriva. Vekx

|

or brzine te krive

u taqki t ∈ I jeste vektor α′(t), tj. izvod krive α u taqki t.

Najqex�e se uzima da vektor brzine ni u jednoj taqki nije nula vek-

tor, tj. (∀t ∈ I) α′(t) 6= 0. Takve krive zovemo re=-ularnim krivima.

Kada dve krive imaju isti trag, trebalo bi na neki naqin smatrati

da su one jednake. Zato uvodimo slede�u defini
iju.

Defini
ija 1.3. Krive α : I −→ R
3
i β : J −→ R

3
klase Ck

jesu ekvi-

valenx

|

ne ako postoji difeomorfizam φ : J −→ I klase Ck
takav da je

β = α ◦ φ. TakoÆe, kriva β jeste rei

{

aramex

|

riza
ija krive α i obratno.

Lako se dokazuje da je ovako uvedena rela
ija jedna rela
ija ekviva-

len
ije, kao i da je kriva ekvivalentna regularnoj krivoj regularna.

Defini
ija 1.4. Neka je α : I −→ R
3
kriva. Vekx

|

orsko i

{

o	e du�

krive α jeste neprekidno preslikava�e V : I −→ R
3
koje svakoj taqki

t ∈ I dode	uje vektor V (t) u taqki α(t).
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Spe
ijalno, vekx

|

orsko i

{

o	e brzine du� krive α jeste �en izvod, a

x

|

an=

-

enx

|

no vekx

|

orsko i

{

o	e du� regularne krive α jeste preslikava�e

T : I −→ R
3
dato sa T (t) = α′(t)

‖α′(t)‖ .

Tangentno vektorsko po	e T du� regularne krive α je dobro defi-

nisano i jediniqno, jer je ‖α′(t)‖ 6= 0 za svako t ∈ I i intenzitet vektora

T (t) jednak je ‖T (t)‖ =
∥∥∥ α′(t)
‖α′(t)‖

∥∥∥ = 1
‖α′(t)‖‖α′(t)‖ = 1.

Jedan od razloga zaxto razmatramo regularne krive, tj. zahtevamo

da vektorsko po	e brzine ni u jednoj taqki nije nula vektor, jeste taj

da bismo u svakoj taqki krive α imali tangentu. Vektor brzine je uvek

tangentan na krivoj, pa je tangenta u proizvo	noj taqki krive prava koja

prolazi kroz tu taqku i qiji je vektor prav
a upravo vektor brzine. Kod

krivih je qesto znaqajan uslov da je vektor brzine uvek jediniqni.

Defini
ija 1.5. Neka je α : I −→ R
3
regularna kriva i neka su a, b ∈ I

takvi da je a < b. Du�ina luka krive α na intervalu [a, b] jednaka je

L(α) =

b∫

a

‖α′(t)‖dt.

Stav 1.1. Du�ina luka krive ne zavisi og i{aramex|riza
ije. Dru=

-

im

reqima, ako je α : I −→ R
3
re=

-

ularna kriva, β : J −→ R
3
�ena rei

{

arame-

x

|

riza
ija (β = α ◦ φ) i c, d ∈ J , c < d, x|akvi ga je φ([c, d]) = [a, b], onga
je L(α) = L(β).

Neki pojam jeste =

-

eomex

|

rijski ako ne zavisi od parametriza
ije.

Isto ka�emo i za svojstva koja ne zavise od parametriza
ije. Du�i-

na luka krive, na osnovu prethodnog stava, jeste geometrijsko svojstvo

krive.

Defini
ija 1.6. Neka je α : I −→ R
3
regularna kriva i a, b ∈ I,

a < b. Funk
ija gu�ine luka krive α na intervalu [a, b] jeste funk
ija

s : [a, b] −→ R data sa s(t) =
t∫
a

‖α′(u)‖du.

Iz defini
ije vidimo da je s(a) = 0 i s(b) = L(α), tj. da funk
ija
du�ine luka predstav	a du�inu puta koji qesti
a preÆe od trenutka

a do trenutka t. TakoÆe, izvod ove funk
ije (na intervalu (a, b)) jeste
fun
kija s′(t) = ‖α′(t)‖, xto nije nixta drugo nego brzina (taqnije,

�en intenzitet) qesti
e u trenutku t. Oznaqavamo je takoÆe sa v(t). U
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taqkama a i b mo�emo posmatrati desni, odnosno levi izvod funk
ije

s, koji �e predstav	ati poqetnu brzinu (u trenutku a), odnosno kraj�u

brzinu (u trenutku b).

Stav 1.2. Neka je α : I −→ R
3
re=

-

ularna kriva. Taga i{osx|oji rei

{

arame-

x

|

riza
ija β : J −→ R
3
krive α x

|

akva ga je u svakoj x|aqki s ∈ J vekx

|

or

brzine β ′(s) krive β jeginiqni vekx

|

or.

Defini
ija 1.7. Krivu α koja ima svojstvo da joj je u svakoj taqki

vektor brzine jediniqni zovemo i

{

rirogno i{aramex|rizovanom krivom.

Za prirodno parametrizovane krive takoÆe ka�emo da su parametri-

zovane du�inom luka. Zaista, funk
ija du�ine luka prirodno parame-

trizovane krive α : I −→ R
3
(na proizvo	nom intervalu [a, b] ⊂ I) data

je sa

s(t) =

t∫

a

‖α′(u)‖du =

t∫

a

du = t− a,

tj. koliko se parametar t pomeri, toliki se put preÆe na krivoj. Zato

se umesto t parametar kod prirodno parametrizovanih krivih najqex�e

oznaqava sa s.

Stav 1.3. Neka je α : I −→ R
3
i

{

rirogno i{aramex|rizovana kriva. Ako je

kriva β : J −→ R
3
rei

{

aramex

|

riza
ija krive α (β = α ◦φ) koja je x|akoÆe
i

{

rirogno i{aramex|rizovana, onga je i{reslikava�e φ oblika φ(s) = as+ b,
=

-ge je a ∈ {−1, 1}, b ∈ R.

Dakle, zak	uqujemo da je prirodna parametriza
ija neke krive je-

dinstvena do na smer kreta�a i poqetnu vrednost parametra.

Kao xto brzina kreta�a qesti
e predstav	a promenu vektora polo-

�aja qesti
e u jedini
i vremena, tako imamo ubrza�e koje predstav	a

promenu brzine kreta�a qesti
e u jedini
i vremena.

Defini
ija 1.8. Neka je α : I −→ R
3
regularna kriva klase C2

. Vek-

x

|

or ubrza�a te krive u taqki t ∈ I jeste vektor α′′(t), tj. izvod vektor-
skog po	a brzine krive α u taqki t. Vekx|orsko i{o	e ubrza�a krive α

jeste drugi izvod krive α.

Dakle, nada	e pretpostav	amo da je svaka kriva klaseC2
. Xtavixe,

ne�emo se ograniqavati samo na drugi izvod, ve� �emo smatrati da je

kriva klase C
k
za neko k ≥ 2 koje je dovo	no veliko tako da svi izvodi

koji se budu jav	ali budu definisani. TakoÆe, zahteva�emo da vektorska
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po	a du� krive budu diferen
ijabilna.

Ako je α prirodno parametrizovana kriva, �en vektor brzine je u

svakoj taqki konstantnog intenziteta (jer je jediniqni), ali to ne znaqi

da nema vektora ubrza�a, jer vektor brzine me�a prava
. Primetimo

da se kod prirodno parametrizovane krive tangentno vektorsko po	e T

poklapa sa vektorskim po	em brzine, jer je T (s) = α′(s)
‖α′(s)‖ = α′(s)

1
= α′(s).

To znaqi da je T ′(s) = α′′(s), tj. da je vektorsko po	e ubrza�a izvod tan-
gentnog vektorskog po	a. MeÆutim, izvod tangentnog vektorskog po	a

je u svakoj taqki s ∈ I upravan na odgovaraju�em tangentnom vektoru.

Defini
ija 1.9. Neka je α : I −→ R
3
prirodno parametrizovana kri-

va. Krivina krive α u taqki s ∈ I jeste intenzitet vektora ubrza�a u

toj taqki, tj. κ(s) = ‖T ′(s)‖.

Uoqimo da prava ima krivinu koja je u svakoj taqki jednaka nuli.

Prava ima prirodnu parametriza
iju oblika α(s) = su+ v za neki vek-

tor u ∈ R
3
, ‖u‖ = 1 i neku taqku v ∈ R

3
, pa diferen
ira�em dva puta

dobijamo da je α′′(s) ≡ 0, xto znaqi da je κ(s) ≡ 0. Va�i i obrnuto,

tj. ako je κ(s) ≡ 0, onda je ta kriva deo prave. Ukoliko krivina krive
nije jednaka nuli, nenula vektorsko po	e T ′

normalno je na T . Tada

imamo jedinstveno odreÆen jediniqni vektor N(s) = T ′(s)
‖T ′(s)‖ . Da bismo u

svakoj taqki krive imali ortonormiran reper, posmatrajmo jox vektor

B(s) = T (s) × N(s). Po defini
iji vektorskog proizvoda u R
3
, ovaj

vektor je normalan i na vektoru T (s) i na vektoru N(s), a intenzitet
mu je ‖B(s)‖ = ‖T (s)‖ · ‖N(s)‖ · sin π

2
= 1.

Defini
ija 1.10. Neka je α : I −→ R
3
prirodno parametrizovana

kriva i neka je za svako s ∈ I krivina κ(s) 6= 0. Vekx|orsko i{o	e =-lavnih

normala krive α jeste vektorsko po	e N(s) = T ′(s)
‖T ′(s)‖ , a vekx

|

orsko i

{

o	e

binormala krive α jeste vektorsko po	e B(s) = T (s) × N(s). TakoÆe,
x

|

orzija krive α jeste funk
ija τ (s) = −〈B′(s),N(s)〉.

Defini
ija 1.11. Neka je α : I −→ R
3
prirodno parametrizovana

kriva takva da je (∀s ∈ I) κ(s) 6= 0. Frene{Sereov rei

{

er krive α jeste

ortonormirani reper T ,N ,B.

Teorema 1.1 (Freneove formule). Neka je α : I −→ R
3
i

{

rirogno i{ara-

mex

|

rizovana kriva x

|

akva ga je (∀s ∈ I) κ(s) 6= 0. Taga va�i

T ′(s) = κ(s)N(s)
N ′(s) = −κ(s)T (s) + τ (s)B(s)
B′(s) = −τ (s)N(s)

.
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Stav 1.4. Prirogno i

{

aramex

|

rizovana kriva α : I −→ R
3
, za koju va-

�i (∀s ∈ I) κ(s) 6= 0, i{rii{aga nekoj ravni ako i samo ako je τ (s) ≡ 0.
Xx

|

avixe, x

|

aga je B(s) ≡ u, za neki jeginiqni vekx

|

or u ∈ R
3
i kriva

α i

{

rii

{

aga ravni qiji vekx

|

or normale kolinearan sa u.

Xta �emo sa krivinom, torzijom i Frene{Sereovim reperom krivih

koje nisu prirodno parametrizovane?

Defini
ija 1.12. Neka je α : I −→ R
3
regularna kriva i neka je

α̃ : J −→ R
3
�ena reparametriza
ija koja je prirodno parametrizovana.

Ako su κ̃, τ̃ , T̃ , Ñ , B̃ redom krivina, torzija, tangentno vektorsko po	e,

vektorsko po	e glavnih normala i vektorsko po	e binormala krive α̃ i

s funk
ija du�ine luka krive α takva da je α = α̃ ◦ s, onda su krivina,
torzija, tangentno vektorsko po	e, vektorsko po	e normala i vektorsko

po	e binormala krive α dati sa

κ(t) = κ̃(s(t)), τ (t) = τ̃ (s(t)),

T (t) = T̃ (s(t)), N(t) = Ñ(s(t)), B(t) = B̃(s(t)).

Jednostavno se dokazuje da ovako definisano tangentno vektorsko

po	e T zadovo	ava T (t) = α′(t)
‖α′(t)‖ , tj. da predstav	a isti pojam koji smo

definisali na poqetku poglav	a.

Na�alost, prethodnom defini
ijom nismo obezbedili da svi pret-

hodno definisani pojmovi budu geometrijski. Naime, ako je β = α ◦ φ
i φ′(t) < 0 za svako t ∈ J , vektori Frene{Sereovog repera me�aju smer,

a torzija me�a znak. To ponekad mo�emo zanemariti i re�i da su ovi

pojmovi geometrijski do na smer kreta�a po krivoj.

Teorema 1.2 (Uopxtene Freneove formule). Neka je α : I −→ R
3
re-

=

-

ularna kriva x

|

akva ga je (∀t ∈ I) κ(t) 6= 0 i neka je v(t) inx|enzix|ex|

vekx

|

ora brzine u x

|

aqki t ∈ I. Taga va�i

T ′(t) = v(t)κ(t)N(t)
N ′(t) = −v(t)κ(t)T (t) + v(t)τ (t)B(t)
B′(t) = −v(t)τ (t)N(t)

.

Stav 1.5. Vekx

|

ori brzine i ubrza�a re=

-

ularne krive α : I −→ R
3 gax|i

su slege�im izrazima:

α′(t) = v(t)T (t),

α′′(t) = v′(t)T (t) + v(t)2κ(t)N(t).
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Prirodna parametriza
ija svake krive, teorijski gledano, uvek po-

stoji. Na�alost, u praksi je kod veoma malog broja krivih tu parame-

triza
iju mogu�e ekspli
itno odrediti, tj. izraziti je elementarnim

funk
ijama. To predstav	a problem, zato xto smo Frene{Sereov reper,

krivinu i torziju proizvo	ne krive definisali preko odgovaraju�ih

pojmova �ene prirodne reparametriza
ije. MeÆutim, ipak je mogu�e

izraqunati ih direktno, tj. bez reparametriza
ije.

Stav 1.6. Neka je α : I −→ R
3
re=

-

ularna kriva i neka su �ena x

|

orzija

i Frene{Sereov rei

{

er gefinisani. Onga va�i

T (t) =
α′(t)

‖α′(t)‖ ,

B(t) =
α′(t)× α′′(t)

‖α′(t)× α′′(t)‖ ,

N(t) = B(t)× T (t),

κ(t) =
‖α′(t)× α′′(t)‖

‖α′(t)‖3 ,

τ (t) =
[α′(t), α′′(t), α′′′(t)]

‖α′(t)× α′′(t)‖2 .

Dakle, sada mo�emo izraqunati Frene{Sereov reper, krivinu i tor-

ziju proizvo	ne krive bez nala�e�a �ene prirodne reparametriza
ije.
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2 Povrxi u euklidskom prostoru R
3

2.1 Defini
ija povrxi. Osnovni pojmovi

Kao i krive, povrxi �emo posmatrati kao preslikava�a. MeÆutim,

poxto su povrxi ipak slo�enije od krivih, pristupi�emo im na malo

drugaqiji naqin.

Defini
ija 2.1. Elemenx

|

arna i

{

ovrx (lokalna i

{

ovrx, zakri

{

a) u pro-

storu R
3
jeste 1{1 preslikava�e r : U −→ R

3
klase Ck

, k ∈ N, gde je

U ⊆ R
2
neki otvoren, povezan podskup skupa R

2
. Za elementarnu povrx

r takoÆe ka�emo da je klase Ck
.

Krive, tj. tragovi krivih, jesu objekti dimenzije 1, jer ih opisujemo
jednim parametrom, pa poxto su povrxi objekti dimenzije 2, potrebna
su nam dva parametra. Najqex�e �emo ih oznaqavati sa u i v i zva�emo

ih (lokalnim) koorginax|ama u U . Kao i kod krivih, direktnu sliku

elementarne povrxi, tj. skup taqaka r(U), zovemo x|ra=-om elementarne

povrxi r. Razlog zbog kojeg tra�imo da preslikava�e bude 1{1 (osim

xto onda trag nema samoprese
a�a) bi�e uskoro jasan.

Defini
ija 2.2. Neka su r1, r2, r3 koordinatna preslikava�a elemen-

tarne povrxi r : U −→ R
3
, tj. neka je r(u, v) = (r1(u, v), r2(u, v), r3(u, v)).

Jakobijeva max

|

ri
a elementarne povrxi r u taqki (u0, v0) ∈ U jeste

matri
a 


∂r1
∂u

(u0, v0)
∂r1
∂v

(u0, v0)
∂r2
∂u

(u0, v0)
∂r2
∂v

(u0, v0)
∂r3
∂u

(u0, v0)
∂r3
∂v

(u0, v0)


 .

Vektor qije koordinate formiraju prvu kolonu ove matri
e oznaqava-

�emo sa ru(u0, v0), a vektor qije koordinate formiraju drugu kolonu sa

rv(u0, v0).

Kao xto je kod krivih bio sluqaj, isti skup taqaka qesto parame-

trizujemo raznim funk
ijama. Zato uvodimo slede�e dve defini
ije.

Defini
ija 2.3. Koorginax|na x|ransforma
ija klase Ck
jeste difeo-

morfizam φ : V −→ U klase Ck
, gde su U, V ⊆ R

2
otvoreni, povezani

podskupovi skupa R
2
.

Defini
ija 2.4. Elementarne povrxi r1 : U −→ R
3
i r2 : V −→ R

3

klase Ck
jesu ekvivalenx

|

ne ukoliko postoji koordinatna transforma-


ija φ : V −→ U klase Ck
takva da je r2 = r1 ◦ φ.
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I za ovako uvedenu rela
iju lako se dokazuje da je rela
ija ekviva-

len
ije.

Ono xto nam je od presudnog znaqaja za da	e prouqava�e povrxi jesu

krive qiji tragovi priradaju tragu neke elementrane povrxi. Krenimo

od najjednostavnijeg primera takvih krivih.

Defini
ija 2.5. Neka je r : U −→ R
3
elementarna povrx i neka je

(u0, v0) ∈ U proizvo	na taqka. Oznaqimo sa Uv0 = {u ∈ R | (u, v0) ∈ U}
i Uu0 = {v ∈ R | (u0, v) ∈ U} redom projek
ije skupa U na pravima

v = v0 i u = u0. Kriva α : Uv0 −→ R
3
data sa α(u) = r(u, v0) zove se

u{i{aramex|arska ili u{koorginax|na kriva, a kriva β : Uu0 −→ R
3
data

sa β(v) = r(u0, v) zove se v{i{aramex|arska ili v{koorginax|na kriva.

Ako na tragu elementarne povrxi zamislimo tragove koordinatnih

krivih kao mre�u, dobijamo na �emu koordinatni sistem. U Diferen-


ijalnoj geometriji qex�e se posmatra inverz preslikava�a r i naziva

koorginax|nom karx

|

om, pa je to jedan od razloga zaxto tra�imo da ele-

mentarna povrx bude 1{1 preslikava�e. Setimo se jox da smo krivu

zvali regularnom ako je u svakoj �enoj taqki vektor brzine nenula vek-

tor, qime posti�emo da je u svakoj taqki regularne krive definisana

�ena tangenta. Sliqno, na elementarnim povrxima �elimo da u svakoj

taqki imamo tangentnu ravan.

Defini
ija 2.6. Elementarna povrx r : U −→ R
3
jeste re=

-

ularna ako

su za svako (u, v) ∈ U vektori ru(u, v) i rv(u, v) linearno nezavisni.

Ekvivalentno, elementarna povrx je regularna ako je u svakoj taqki

(u, v) ∈ U rang odgovaraju�e Jakobijeve matri
e jednak 2. Poxto se na-

lazimo u R
3
, jox jedan ekvivalentan uslov jeste da je za svako (u, v) ∈ U

vektor ru(u, v)× rv(u, v) nenula vektor.

Stav 2.1. Elemenx

|

arna i

{

ovrx r2 : V −→ R
3
ekvivalenx

|

na re=

-

ularnoj

elemenx

|

arnoj i

{

ovrxi r1 : U −→ R
3
x

|

akoÆe je re=

-

ularna.

Stav 2.2 ([1℄, str. 292 | 293). Neka je r : U −→ R
3
re=

-

ularna elemen-

x

|

arna i

{

ovrx i neka je (u0, v0) ∈ U . Onga i{osx|oji okolina U(u0,v0) x
|

aqke

(u0, v0) x|akva ga je r : U(u0,v0) −→ r(U(u0,v0)) resx
|

rik
ija gifeomorfizma

ox

|

vorenih skui

{

ova u R
3
.

Defini
ija 2.7. Regularna elementarna povrx r : U −→ R
3
jeste svoj-

sx

|

vena ako je r : U −→ r(U) homeomorfizam, tj. ako je r−1 : r(U) −→ U

neprekidno preslikava�e.
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Stav 2.3. Neka je α : I −→ R
3
kriva qiji x

|

ra=

-

i

{

rii

{

aga x

|

ra=

-

u svoj-

sx

|

vene elemenx

|

arne i

{

ovrxi r : U −→ R
3
. Onga i

{

osx

|

oje jeginsx|vene

giferen
ijabilne funk
ije u, v : I −→ R x

|

akve ga va�i

α(t) = r(u(t), v(t)).

Defini
ija 2.8. Neka je r : U −→ R
3
elementarna povrx i P ∈ r(U)

proizvo	na taqka na �enom tragu. Tan=

-

enx

|

ni vekx

|

or na elementarnoj

povrxi r u taqki P jeste vektor X ∈ R
3
u taqki P za koji postoji kriva

(ne mora biti regularna) α : I −→ R
3
(bez uma�e�a opxtosti mo�emo

uzeti da I ∋ 0) takva da je α(t) = r(u(t), v(t)) za neke diferen
ijabilne
funk
ije u, v : I −→ R, α(0) = P i α′(0) = X .

Drugim reqima, vektor X ∈ R
3
tangentan je na elementarnoj povrxi

r : U −→ R
3
u taqki P ∈ r(U) ako postoji kriva qiji trag pripada tragu

povrxi r, koja prolazi kroz taqku P i qiji je vektor brzine u taqki P

bax vektor X .

Stav 2.4. Skui

{

svih x

|

an=

-

enx

|

nih vekx

|

ora na re=

-

ularnoj elemenx

|

arnoj

i

{

ovrxi r : U −→ R
3
u x

|

aqki P = r(u0, v0) ∈ r(U) jesx

|

e vekx

|

orski

i

{

rosx

|

or nag i{o	em R qija je baza ru(u0, v0), rv(u0, v0).

Defini
ija 2.9. Skup svih tangentnih vektora na regularnoj elemen-

tarnoj povrxi r : U −→ R
3
u taqki P = r(u0, v0) nazivamo x|an=-enx|nim

i

{

rosx

|

orom na r u taqki P i obele�avamo ga sa TP r. Ravan koja sadr�i

taqku P i paralelna je vektorima ru(u0, v0) i rv(u0, v0) nazivamo x

|

an-

=

-

enx

|

nom ravni na r u taqki P .

Dakle, sada vidimo glavni razlog zbog kojeg tra�imo da preslika-

va�e r bude 1{1 i vektori ru(u, v) i rv(u, v) budu linearno nezavisni za

svako (u, v) ∈ U , a on je da bismo obezbedili da u svakoj taqki regularne

elementarne povrxi imamo tangentni prostor i tangentnu ravan.

Napomena 2.1. Tangentna ravan i tangentni prostor ne predstav	aju

isti pojam. Naime, tangentni prostor je vektorski potprostor vektor-

skog prostora R
3
, dok je tangentna ravan afini potprostor euklidskog

(afinog) prostora R
3
.

Posledi
a. Neka je α : I −→ R
3
kriva qiji x

|

ra=

-

i

{

rii

{

aga x

|

ra=

-

u svoj-

sx

|

vene re=

-

ularne elemenx

|

arne i

{

ovrxi r : U −→ R
3
. Taga i

{

osx

|

oje

jeginsx|vene giferen
ijabilne funk
ije u, v : I −→ R x

|

akve ga je

α′(t) = u′(t)ru(u(t), v(t)) + v′(t)rv(u(t), v(t)).
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Defini
ija 2.10. Neka je r : U −→ R
3
regularna elementarna povrx.

Vektor Z ∈ R
3
u taqki P ∈ r(U) jeste normalan (ui

{

ravan, orx

|

o=

-

onalan)

na r u taqki P ako je 〈Z,X〉 = 0 za sve tangentne vektore X ∈ TP r na r

u taqki P .

Kao i kod krivih, smatra�emo da su povrxi klase C
k
za neko k ≥ 2

koje je dovo	no veliko tako da svi izvodi koji se budu jav	ali budu

definisani.

Defini
ija 2.11. Vekx

|

orsko i

{

o	e na regularnoj elementarnoj povrxi

r : U −→ R
3
jeste diferen
ijabilno preslikava�e V : U −→ R

3
koje

svakoj taqki (u, v) ∈ U dode	uje vektor V (u, v) ∈ R
n
u taqki P = r(u, v).

Ka�emo da je V x

|

an=

-

enx

|

no vekx

|

orsko i

{

o	e ako je V (u, v) ∈ TP r za svako

(u, v) ∈ U , a da je V normalno vekx

|

orsko i

{

o	e ako je V (u, v) normalno
na r u taqki P za svako (u, v) ∈ U .

Vektorska po	a ru i rv jesu primeri tangentnih vektorskih po	a.

Xto se normalnih vektorskih po	a tiqe, istiqemo ono koje svakoj taqki

dode	uje jediniqni normalni vektor.

Defini
ija 2.12. Preslikava�e n : U −→ R
3
dato sa

n(u, v) =
ru(u, v)× rv(u, v)

‖ru(u, v)× rv(u, v)‖
nazivamo jeginiqnim normalnim vekx

|

orskim i

{

o	em na regularnoj ele-

mentarnoj povrxi r : U −→ R
3
.

Stav 2.5. Tan=

-

enx

|

ni i

{

rosx

|

or i x

|

an=

-

enx

|

na ravan su =

-

eomex

|

rijski i

{

oj-

movi.

Primetimo da jediniqno normalno vektorsko po	e nije geometrij-

ski pojam, jer se promenom mesta koordinatama u i v me�a �egov smer.

Ponekad to mo�emo zanemariti i re�i da je jediniqno normalno vek-

torsko po	e geometrijski pojam do na odabir strane regularne elemen-

tarne povrxi. MeÆutim, prava koja prolazi kroz taqku P = r(u0, v0)
i paralelna je vektoru n(u0, v0) (zovemo je normalom na r u taqki P )

ostaje ista, pa je ona geometrijski pojam.

Stav 2.6. Svako x

|

an=

-

enx

|

no vekx

|

orsko i

{

o	e na elemenx

|

arnoj re=

-

ular-

noj i

{

ovrxi r : U −→ R
3
mo�e se na jeginsx|ven naqin i

{

regsx|avix|i u

obliku

V (u, v) = V1(u, v)ru(u, v) + V2(u, v)rv(u, v),

=

-ge su V1, V2 : U −→ R giferen
ijabilne funk
ije. TakoÆe, i{ar giferen-


ijabilnih funk
ija V1, V2 : U −→ R ogreÆuje jeginsx|veno x

|

an=

-

enx

|

no

vekx

|

orsko i

{

o	e na r.
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Defini
ija 2.13. Re=

-

ularna i

{

ovrx klase Ck
u R

3
jeste skup M ⊂ R

3

takav da za svaku taqku P ∈ M postoji okolina U(P ) (u R
3
) taqke P i

svojstvena regularna elementarna povrx r : U −→ U(P ) ∩M koja se na-

ziva lokalnom karx

|

om ili lokalnim koorginax|nim sisx

|

emom i ako su

r1 : U −→ R
3
i r2 : V −→ R

3
lokalne karte takve da je r1(U)∩ r2(V ) 6= ∅,

preslikava�e r2
−1 ◦ r1 : r1−1(r1(U) ∩ r2(V )) −→ r2

−1(r1(U) ∩ r2(V )) jeste
koordinatna transforma
ija klase Ck

.

Prethodno definisani pojam se u Diferen
ijalnoj geometriji naziva

giferen
ijabilnom mno=

-

osx

|

rukox�u klase Ck
, dimenzije 2. Dakle, ele-

mentarne povrxi nam u opxtem sluqaju slu�e za lokalno prouqava�e

povrxi (zato ih ponekad zovemo i lokalnim povrxima). TakoÆe, u stra-

noj literaturi mo�emo na�i i izraz zakrpa, koji mo�emo razumeti za-

mix	aju�i da je povrx saqi�ena od zakrpa, pri qemu zahtevamo da u

zajedniqkom prostoru dveju zakrpa prelazak iz jednog u drugi lokalni

koordinatni sistem, odnosno preslikava�e r2
−1 ◦ r1, bude difeomorfi-

zam klase Ck
.

2.2 Prva i druga osnovna forma. Metrika na po-

vrxi

Defini
ija 2.14. Neka je r : U −→ R
3
regularna elementarna povrx

i P ∈ r(U) proizvo	na taqka. Bilinearna forma

IP (V,W ) = 〈V,W 〉P ,

gde je 〈·, ·〉P restrik
ija skalarnog proizvoda u R
3
na tangentnom prosto-

ru TP r u taqki P , naziva se i{rvom osnovnom (fungamenx|alnom) formom

regularne elementarne povrxi r u taqki P .

Dakle, prva osnovna forma je restrik
ija skalarnog proizvoda na

tangentnom prostoru regularne elementarne povrxi. Ona je geometrij-

ski pojam. U opxtem sluqaju (kada imamo povrx saqi�enu od vixe za-

krpa ili, jox opxtije, diferen
ijabilnu mnogostrukost), prva osnovna

forma ne mora biti restrik
ija skalarnog proizvoda ambijentnog pro-

stora R
n
u kojem se povrx nalazi (ako jeste, ka�emo da je nasleÆena),

ali mora biti pozitivno definitna.

Vektori ru(u0, v0) i rv(u0, v0) qine bazu tangentnog prostora TP r u

taqki P = r(u0, v0). Ta baza u opxtem sluqaju nije ortonormirana, pa

zato uvodimo slede�u defini
iju.
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Defini
ija 2.15. Neka je r : U −→ R
3
regularna elementarna povrx

i P = r(u0, v0) proizvo	na taqka. Skalare

E = E(u0, v0) = IP (ru(u0, v0), ru(u0, v0)),

F = F (u0, v0) = IP (ru(u0, v0), rv(u0, v0)),

G = G(u0, v0) = IP (rv(u0, v0), rv(u0, v0))

zovemo koefi
ijenx

|

ima prve osnovne forme u taqki P .

Koefi
ijenti prve osnovne forme zavise od parametriza
ije, pa ni-

su geometrijski pojmovi. U okolini taqke P definixu se funk
ije

E(u, v), F (u, v) i G(u, v) koje taqki (u, v) ∈ U dode	uju odgovaraju�e

koefi
ijente prve osnovne forme u taqki r(u, v). One su diferen
ija-
bilne kao kompozi
ija takvih i va�i

EG− F 2 = ‖ru‖2‖rv‖2 − 〈ru, rv〉2 = ‖ru × rv‖2 > 0.

Qesto se sa IP (V ) oznaqava i kvadratna forma indukovana prvom

osnovnom formom (qak se negde mo�e prona�i da se prva osnovna forma

definixe upravo kao kvadratna forma). Onda za proizvo	an vektor

V = λru(u0, v0) + µrv(u0, v0) ∈ TP r, P = r(u0, v0), va�i

IP (V ) = IP (λru(u0, v0) + µrv(u0, v0))

= λ2IP (ru(u0, v0)) + 2λµIP (ru(u0, v0), rv(u0, v0)) + µ2IP (rv(u0, v0))

= λ2E(u0, v0) + 2λµF (u0, v0) + µ2G(u0, v0).

Neka je α : I −→ R
3
kriva qiji trag pripada tragu regularne ele-

mentarne povrxi r : U −→ R
3
. Tada je α(t) = r(u(t), v(t)). Na intervalu

[a, b] ⊂ I �ena funk
ija du�ine luka jednaka je

s(t) =

t∫

a

‖α′(τ)‖dτ =

t∫

a

√
Iα(τ)(α′(τ))dτ

=

t∫

a

√
Iα(τ)(u′(τ)ru(u(τ), v(τ)) + v′(τ)rv(u(τ), v(τ)))dτ

=

t∫

a

√
(u′2E + 2u′v′F + v′2G)dτ.

Sledi da je

ds
dt

=
√

E
(
du
dt

)2
+ 2F du

dt
dv
dt

+G
(
dv
dt

)2
. Ovo se drugaqije obele-

�ava sa

ds2 = Edu2 + 2F dudv +Gdv2
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i takoÆe se naziva prvom osnovnom formom.

Obiqno mex

|

rikom nazivamo preslikava�e koje meri rastoja�e izme-

Æu dveju taqaka nekog skupa. Rastoja�e izmeÆu dveju taqaka predstav	a

najkra�i put koji qesti
a mora pre�i kre�u�i se od jedne ka drugoj

taqki. Zato imamo slede�u defini
iju.

Defini
ija 2.16. Neka je r : U −→ R
3
regularna elementarna povrx.

Preslikava�e ρ : r(U)× r(U) −→ R dato sa

ρ(P,Q) = inf L(α),

gde se infimum uzima po skupu svih krivih α qiji tragovi pripadaju

r(U), a du�ina L se uzima na intervalu [a, b] takvom da je α(a) = P i

α(b) = Q, nazivamo rasx|oja�em (mex

|

rikom) na regularnoj elementarnoj

povrxi r.

U Diferen
ijalnoj geometriji se prva osnovna forma naziva (Rima-

novom) metrikom, a preslikava�e ρ rastoja�em.

Kad imamo skalarni proizvod, imamo i ugao. Neka su α : I −→ R
3
i

β : J −→ R
3
krive qiji tragovi pripadaju tragu regularne elementarne

povrxi r : U −→ R
3
i seku se u taqki P = r(u0, v0). Onda imamo da je

α(t) = r(u1(t), v1(t)), β = r(u2(t), v2(t)) i α(t0) = β(t1) = P za neke t0 ∈ I

i t1 ∈ J . Ugao izmeÆu krivih α i β u taqki P jeste onaj konveksni ugao

ϕ ∈ [0, π] za koji va�i

cosϕ =
〈α′(t0), β

′(t1)〉P
‖α′(t0)‖P‖β ′(t1)‖P

.

Spe
ijalno, za ugao ϕ izmeÆu koordinatnih krivih α(u) = r(u, v0) i
β(v) = r(u0, v) u taqki P = r(u0, v0) va�i

cosϕ =
〈ru(u0, v0), rv(u0, v0)〉P

‖ru(u0, v0)‖P‖rv(u0, v0)‖P
=

F (u0, v0)√
E(u0, v0)G(u0, v0)

,

xto potvrÆuje qi�eni
u da je F 2 < EG, tj. EG− F 2 > 0.

Defini
ija 2.17. Regularna elementarna povrx r : U −→ R
3
qije su

koordinatne krive u svakoj taqki ortogonalne, tj. va�i F ≡ 0, naziva
se orx

|

o=

-

onalnom regularnom elementarnom povrxi.

Kasnije �emo videti da svaka regularna elementarna povrx ima re-

parametriza
iju koja je ortogonalna. Xtavixe, pod nekim dodatnim

16



uslovima, postoja�e reparametriza
ije qije koordinatne krive zadovo-

	avaju neka druga svojstva.

Kako se meri povrxina na povrxima? Kad merimo povrxinu nekog

kompaktnog skupa K u ravni, napravimo pravougaonu mre�u od pravih

paralelnih koordinatnim osama tako da taqka (u, v) ∈ K odreÆuje pravo-

ugaonik s temenima (u, v), (u+du, v), (u, v+dv) i (u+du, v+dv). Raqunamo
graniqne vrednosti zbirova povrxina pravougaonika te mre�e koji se


eli nalaze u tom kompaktnom skupu i pravougaonika koji imaju zajed-

niqkih taqaka s tim kompaktnim skupom. Dokazuje se da su te graniqne

vrednosti jednake i �ihova vrednost je

∫∫
K

dudv, gde dudv predstav	a

povrxinu svakog pravougaonika te mre�e. Za raquna�e povrxine kom-

paktnog skupa S na tragu regularne elementarne povrxi r, prvo na-

pravimo pravougaonu mre�u na skupu r−1(S) ⊂ U , na isti naqin kao

malopre. Preslikajmo ovu pravouganu mre�u na skup S preslikava-

�em r. Pravougaonik odreÆen temenom (u, v) slika se u iskriv	eni

pravougaonik odreÆen temenom r(u, v) kojeg mo�emo aproksimirati para-
lelogramom u tangentnoj ravni qija su temena r(u, v), r(u, v)+ru(u, v)du,
r(u, v) + rv(u, v)dv i r(u, v) + ru(u, v)du + rv(u, v)dv, qija je povrxina

‖ru(u, v)du × rv(u, v)dv‖ = ‖ru(u, v) × rv(u, v)‖dudv =
√
EG− F 2dudv.

Povrxina skupa S definixe se kao zajedniqka graniqna vrednost zbira

povrxina iskriv	enih pravougaonika mre�e koji se 
eli nalaze u skupu

S i iskriv	enih pravougaonika koji imaju zajedniqkih taqaka sa skupom

S, a poxto povrxinu iskriv	enog pravougaonika aproksimiramo po-

vrxinom paralelograma u tangentnoj ravni, dobijamo da je povrxina

skupa S data slede�om defini
ijom.

Defini
ija 2.18. Neka je r : U −→ R
3
regularna elementarna povrx

i S ⊂ r(U) kompaktan skup. Povrxina skupa S jednaka je

P (S) =

∫∫

r−1(S)

√
EG− F 2dudv.

Stav 2.7. Povrxina komi

{

akx

|

no=

-

skui

{

a na x

|

ra=

-

u re=

-

ularne elemenx

|

arne

i

{

ovrxi jesx

|

e =

-

eomex

|

rijski i

{

ojam.

Metrika govori o unutrax�im svojstvima povrxi. Svi pojmovi i

svojstva povrxi koji se definixu preko koefi
ijenata prve osnove

forme zavise samo od �ene metrike, a ne i od ambijentnog prostora

u kojem se povrx nalazi, pa ih zato zovemo unux

|

rax�im pojmovima

i svojstvima povrxi. Povrxina kompaktnog skupa na povrxi, prema

tome, jeste unutrax�e svojstvo povrxi.
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Defini
ija 2.19. Neka je r : U −→ R
3
regularna elementarna povrx,

n : U −→ R
3
�eno jediniqno normalno vektorsko po	e i P = r(u0, v0)

proizvo	na taqka. Skalare

e = e(u0, v0) = 〈ruu(u0, v0),n(u0, v0)〉,
f = f (u0, v0) = 〈ruv(u0, v0),n(u0, v0)〉,
g = g(u0, v0) = 〈rvv(u0, v0),n(u0, v0)〉

zovemo koefi
ijenx

|

ima druge osnovne forme regularne elementarne po-

vrxi r u taqki P . Bilinearna forma IIP : TP r −→ R data sa

IIP (V,W ) = V1W1e+ (V1W2 + V2W1)f + V2W2g,

gde je V = V1ru(u0, v0) + V2rv(u0, v0) i W = W1ru(u0, v0) + W2rv(u0, v0),
naziva se gru=-om osnovnom (fungamenx|alnom) formom regularne ele-

mentarne povrxi r u taqki P .

Iz Linearne algebre znamo da je za bilinearnu formu dovo	no zada-

ti �enu matri
u u proizvo	noj bazi. Za taqku P = r(u0, v0) regularne

elementarne povrxi r : U −→ R
3
matri
a

[
e f

f g

]
jeste matri
a druge

osnovne forme u bazi ru(u0, v0), rv(u0, v0). Mo�e se dokazati da koefi-


ijenti eR, fR i gR reparametriza
ije R = r ◦ φ regularne elementarne
povrxi r definixu istu bilinearnu formu, pa sledi da je IIP geome-

trijski pojam. Ona zavisi od vektora n(u0, v0) ambijentnog prostora R
3
,

pa sledi da nije unutrax�i pojam.

U okolini taqke P definixu se funk
ije e(u, v), f (u, v) i g(u, v)
koje taqki (u, v) ∈ U dode	uju odgovaraju�e koefi
ijente druge osnovne

forme u taqki r(u, v). One su diferen
ijabilne kao kompozi
ija takvih.
Za razliku od prve osnovne forme, druga osnovna forma ne mora biti

pozitivno definitna, ali jeste simetriqna. Iz 〈ru,n〉 = 0 diferen
i-
ra�em redom po u, v dobijamo

〈ruu,n〉+ 〈ru,nu〉 = 0,

〈ruv,n〉+ 〈ru,nv〉 = 0,

pa je e = −〈ru,nu〉 i f = −〈ru,nv〉. TakoÆe, iz 〈rv,n〉 = 0 diferen
ira-
�em redom po u, v dobijamo

〈ruv,n〉+ 〈rv,nu〉 = 0,

〈rvv,n〉+ 〈rv,nv〉 = 0,
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pa je f = −〈rv,nu〉 i g = −〈rv,nv〉.

Posmatrajmo xta se dexava sa vektorima ruu, ruv, rvv, nu i nv u

taqki (u0, v0) ∈ U . Poxto je ru(u0, v0), rv(u0, v0) baza tangentnog prosto-
ra TP r u taqki P = r(u0, v0) i vektor n(u0, v0) upravan na ovim vektori-

ma, sledi da su ru(u0, v0), rv(u0, v0),n(u0, v0) linearno nezavisni, pa qine
bazu vektorskog prostora R

3
. Dakle, u taqki (u0, v0) va�i

ruu =Γ
1
11ru+Γ

2
11rv+ ηn, (2.1)

ruv =Γ
1
12ru+Γ

2
12rv+ϕn, (2.2)

rvv =Γ
1
22ru+Γ

2
22rv+ωn, (2.3)

nu = β1
1ru+ β2

1rv+ ξn, (2.4)

nv = β1
2ru+ β2

2rv+ψn. (2.5)

Izraqunajmo prvo koefi
ijente β
j
i , i, j ∈ {1, 2}. Skalarnim mno�e�em

jednaqine (2.4) redom sa ru, rv,n dobijamo

−e =β1
1E+β2

1F+0,

−f =β1
1F+β2

1G+0,

0 = 0+ 0+ξ,

pa zak	uqujemo da je ξ = 0 i da je, na osnovu Kramerovog pravila,

β1
1 =

fF − eG

EG− F 2
,

β2
1 =

eF − fE

EG− F 2
.

Sliqno dobijamo

β1
2 =

gF − fG

EG− F 2
,

β2
2 =

fF − gE

EG− F 2
.

Defini
ija 2.20. Jednakosti

nu =β1
1ru+β2

1rv,

nv =β1
2ru+β2

2rv

nazivaju se Vajn=

-

arx

|

enovim jegnakosx|ima.
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Ostaje nam jox da reximo sistem (2.1){(2.3). Prvo, iz 〈ru, ru〉 = E

diferen
ira�em redom po u, v dobijamo

2〈ruu, ru〉 = Eu,

2〈ruv, ru〉 = Ev.

Zatim, iz 〈rv, rv〉 = G diferen
ira�em redom po u, v dobijamo

2〈ruv, rv〉 = Gu,

2〈rvv, rv〉 = Gv.

Konaqno, iz 〈ru, rv〉 = F diferen
ira�em redom po u, v dobijamo

〈ruu, rv〉+ 〈ru, ruv〉 = Fu,

〈ruv, rv〉+ 〈ru, rvv〉 = Fv,

pa je 〈ruu, rv〉 = Fu − 1
2
Ev i 〈rvv, ru〉 = Fv − 1

2
Gu. Pomno�imo sada

jednaqinu (2.1) redom skalarno sa ru, rv,n i dobijamo

1

2
Eu =Γ

1
11E+Γ

2
11F+0,

Fu −
1

2
Ev =Γ

1
11F+Γ

2
11G+0,

e = 0+ 0+η,

pa zak	uqujemo da je η = e i da je, na osnovu Kramerovog pravila,

Γ
1
11 =

1
2
EuG−

(
Fu − 1

2
Ev

)
F

EG− F 2
=

EuG− 2FuF +EvF

2(EG− F 2)
,

Γ
2
11 =

(
Fu − 1

2
Ev

)
E − 1

2
EuF

EG− F 2
=

2FuE −EvE −EuF

2(EG− F 2)
.

Sliqno dobijamo da je ϕ = f , ω = g i da je

Γ
1
12 =

1
2
EvG− 1

2
GuF

EG− F 2
=

EvG−GuF

2(EG− F 2)
,

Γ
2
12 =

1
2
GuE − 1

2
EvF

EG− F 2
=

GuE −EvF

2(EG− F 2)
,

Γ
1
22 =

(
Fv − 1

2
Gu

)
G− 1

2
GvF

EG− F 2
=

2FvG−GuG−GvF

2(EG− F 2)
,

Γ
2
22 =

1
2
GvE −

(
Fv − 1

2
Gu

)
F

EG− F 2
=

GvE − 2FvF +GuF

2(EG− F 2)
.
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Defini
ija 2.21. Jednakosti

ruu =Γ
1
11ru+Γ

2
11rv+en,

ruv =Γ
1
12ru+Γ

2
12rv+fn,

rvv =Γ
1
22ru+Γ

2
22rv+gn

nazivaju se Gausovim jegnakosx|ima, a funk
ije Γkij, i, j, k ∈ {1, 2}, i ≤ j,

nazivaju se Krisx

|

ofelovim simbolima (druge vrste).

Primetimo da Kristofelovi simboli zavise samo od koefi
ijenata

prve osnovne forme, pa su unutrax�i pojmovi.

2.3 Krive na povrxi. Gausova i sred�a krivina

Kao xto smo ve� rekli, povrxi �emo prouqavati posmatraju�i krive

na �oj. Govori�emo da kriva pripada regularnoj elementarnoj povrxi,

misle�i pri tome na �ihove tragove. Na osnovu stava 2.2, svaka taqka

regularne elementarne povrxi ima okolinu na kojoj je r restrik
ija

difeomorfizma otvorenih skupova u R
3
, pa je samim tim i homeomor-

fizam, tj. svojstvena regularna elementarna povrx. Dakle, sledi da

svaku krivu α na r mo�emo, na osnovu stava 2.3, lokalno predstaviti u

obliku α(t) = r(u(t), v(t)), za neke diferen
ijabilne funk
ije u i v. Za
poqetak �emo se ograniqiti na prirodnu parametriza
iju, a posle �emo

sve uvedeno proxiriti na proizvo	ne regularne krive.

Neka je α : I −→ R
3
prirodno parametrizovana kriva koja pripada

regularnoj elementarnoj povrxi r : U −→ R
3
, tj. neka lokalno va�i

α(s) = r(u(s), v(s)). Poxto je vektor T ′(s) upravan na vektoru T (s),
sledi da je

T ′(s) = κn(s)n(u(s), v(s)) + κg(s)S(s),

gde je S(s) = n(u(s), v(s))× T (s).

Defini
ija 2.22. Vektor S(s) nazivamo vekx|orom unux

|

rax�e norma-

le prirodno parametrizovane krive α na regularnoj elementarnoj povr-

xi r. Skalare κn(s) i κg(s) nazivamo redom normalnom i =

-

eogezijskom

krivinom krive α u taqki P = α(s).

Naravno, poxto je T ′(s) = κ(s)N(s) i poxto su vektori n(u(s), v(s))
i S(s) su jediniqni i meÆusobno normalni, sledi da je

κ(s)2 = ‖T ′(s)‖2 = κn(s)
2 + κg(s)

2.
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Stav 2.8. Neka je r : U −→ R
3
re=

-

ularna elemenx

|

arna i

{

ovrx i neka je

α : I −→ R
3
, α(s) = r(u(s), v(s)), i{rirogno i{aramex|rizovana kriva koja

joj i

{

rii

{

aga. Taga je

κn = e · (u′)2 + 2f · u′v′ + g · (v′)2,
κgS = (Γ1

11 · (u′)2 + 2Γ1
12 · u′v′ + Γ

1
22 · (v′)2 + u′′)ru

+ (Γ2
11 · (u′)2 + 2Γ2

12 · u′v′ + Γ
2
22 · (v′)2 + v′′)rv.

Posledi
a. Neka je r : U −→ R
3
re=

-

ularna elemenx

|

arna i

{

ovrx i neka

je α : I −→ R
3
, α(s) = r(u(s), v(s)), i{rirogno i

{

aramex

|

rizovana kriva

koja joj i

{

rii

{

aga. Taga je

κn(s) = IIα(s)(α
′(s), α′(s)).

Prethodnu jednakost kra�e zapisujemo sa κn = II(α′, α′), pri qemu je
II druga osnovna forma koja deluje u odgovaraju�oj taqki. TakoÆe, po

defini
iji je κn = 〈α′′,n〉.

Neka je α : I −→ R
3
regularna kriva koja nije prirodno parametri-

zovana i pripada regularnoj elementarnoj povrxi r : U −→ R
3
i neka

je α̃ : J −→ R
3
prirodna reparametriza
ija krive α (α = α̃ ◦ s, gde je

s funk
ija du�ine luka krive α). Ako su κ̃n i κ̃g redom normalna i

geodezijska krivina krive α̃, onda su κn = κ̃n ◦ s i κg = κ̃g ◦ s redom

normalna i =

-

eogezijska krivina krive α.

Teorema 2.1. Neka je r : U −→ R
3
re=

-

ularna elemenx

|

arna i

{

ovrx i neka

je α : I −→ R
3
, α(t) = r(u(t), v(t)), kriva koja joj i{rii{aga. Taga je

κn =
II(α′, α′)

I(α′, α′)
.

Dokaz. Neka je s funk
ija du�ine luka krive α i α = α̃ ◦ s, tj. neka je
α̃ prirodna reparametriza
ija krive α. Tada je T (t) = T̃ (s(t)), odnosno

ako stavimo da je s = s(t), dobijamo T̃ (s) = T (s−1(s)). Diferen
ira�em

po s dobijamo T̃ ′(s) = T ′(s−1(s)) · (s−1)′(s). Kako je (s−1)′(s) = 1
s′(s−1(s))

i

s′ = v (intenzitet vektora brzine), sledi da je

α̃′′(s) = T̃ ′(s) =
T ′(s−1(s))

v(s−1(s))
.

Vra�a�em s = s(t) dobijamo α̃′′(s(t)) = T ′(t)
v(t)

, pa ako skalarno pomno�imo

sa n(u(t), v(t)) dobijamo κ̃n(s(t)) =
〈T ′(t),n(u(t),v(t))〉

v(t)
, odnosno κn = 〈T ′,n〉

v
. U
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svakoj taqki krive va�i 〈T ,n〉 = 0, pa sledi da je 〈T ′,n〉+ 〈T ,n′〉 = 0.

Dakle, 〈T ′,n〉 = −〈T ,n′〉, pa je κn = − 〈T ,n′〉
v

. Poxto je T = α′

v
= u′ru+v′rv

v

i n′ = u′nu + v′nv, dobijamo

κn = −〈u′ru + v′rv, u
′nu + v′nv〉

v2

= −(u′)2〈ru,nu〉+ u′v′(〈ru,nv〉+ 〈rv,nu) + (v′)2〈rv,nv〉
v2

= −(u′)2(−e) + u′v′(−f − f ) + (v′)2(−g)

v2

=
e · (u′)2 + 2f · u′v′ + g · (v′)2

‖α′‖2 ,

odnosno κn = II(α′,α′)
I(α′,α′)

.

Pojmovi normalne i geodezijske krivine izuzetno su znaqajni. Pret-

hodnom teoremom dokazali smo da nam je za normalnu krivinu dovo	an

samo vektor brzine krive. Zato se uvodi slede�a defini
ija.

Defini
ija 2.23. Neka je r : U −→ R
3
regularna elementarna povrx i

V ∈ TP r \{0} proizvo	an tangentan vektor u taqki P ∈ r(U). Normalna
krivina povrxi r u prav
u tangentnog vektora V jednaka je

κn(V ) =
IIP (V, V )

IP (V, V )
.

Naravno, normalna krivina povrxi u prav
u nekog tangentnog vek-

tora jeste geometrijski pojam i imamo da za svako λ 6= 0 va�i

κn(λV ) =
IIP (λV, λV )

IP (λV, λV )
=
λ2IIP (V, V )

λ2IP (V, V )
=

IIP (V, V )

IP (V, V )
= κn(V ),

pa je dovo	no posmatrati normalnu krivinu samo u prav
u jediniqnih

vektora V ∈ TP r. Poxto je skup jediniqnih vektora u TP r kompaktan i κ

neprekidno preslikava�e, sledi da ono dosti�e najma�u i najve�u vred-

nost. Oznaqavamo ih sa k1(P ) i k2(P ) i zovemo ih =

-

lavnim krivinama

regularne elementarne povrxi r u taqki P = r(u0, v0). Tangentni vek-

tor u kojem se dosti�e neka od glavnih krivina (ne mora biti jediniqni

vektor) naziva se =

-

lavnim vekx

|

orom. Neka je V 0 = V 0
1 ru+V

0
2 rv jediniqni

glavni vektor i oznaqimo odgovaraju�u glavnu krivinu sa κ0
n. Dakle,

EV 0
1
2
+2FV 0

1 V
0
2 +GV 0

2
2
= 1 i eV 0

1
2
+2fV 0

1 V
0
2 +gV 0

2
2
= κ0

n. Preslikava�e

f : R2 \ {(0, 0)} −→ R dato sa

f(V1, V2) =
eV 2

1 + 2fV1V2 + gV 2
2

EV 2
1 + 2FV1V2 +GV 2

2
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dosti�e lokalni ekstremum u taqki (V 0
1 , V

0
2 ). Sledi da su u toj taqki

par
ijalni izvodi jednaki 0, tj.

∂f

∂V1
(V 0

1 , V
0
2 ) =

(2eV 0
1 + 2fV 0

2 ) · 1− κ0
n · (2EV 0

1 + 2FV 0
2 )

12
= 0,

∂f

∂V2
(V 0

1 , V
0
2 ) =

(2fV 0
1 + 2gV 0

2 ) · 1− κ0
n · (2FV 0

1 + 2GV 0
2 )

12
= 0.

Dakle, dobijamo

(e− κ0
nE)V 0

1 +(f − κ0
nF )V 0

2 =0,

(f − κ0
nF )V 0

1 +(g − κ0
nG)V 0

2 =0,

pa poxto je (V 0
1 , V

0
2 ) 6= (0, 0), sledi da je determinanta ovog sistema

linearnih jednaqina jednaka 0. Dakle

∣∣∣∣
e− κ0

nE f − κ0
nF

f − κ0
nF g − κ0

nG

∣∣∣∣ = 0,

tj. eg − κ0
n(eG+ gE) + κ0

n
2
EG− (f 2 − 2fFκ0

n + F 2κ0
n
2
) = 0. Dobijamo

kvadratnu jednaqinu

(EG− F 2)κ0
n
2 − (eG+ gE − 2fF )κ0

n + eg − f 2 = 0

po κ0
n koju zadovo	avaju obe glavne krivine k1 i k2, pa ih mo�emo raqu-

nati preko koefi
ijenata prve i druge osnovne forme. TakoÆe, glavne

krivine su geometrijski pojmovi.

Vratimo se jednakostima

∂f
∂V1

(V 0
1 , V

0
2 ) = 0 i ∂f

∂V2
(V 0

1 , V
0
2 ) = 0. Podelimo

obe jednakosti sa 2 i pomno�imo prvu jednakost sa FV 0
1 +GV 0

2 , a drugu sa

EV 0
1 + FV 0

2 . Time smo izjednaqili koefi
ijente uz κ
0
n, pa oduzima�em

druge jednakosti od prve dobijamo

(eV 0
1 + fV 0

2 )(FV
0
1 +GV 0

2 )− (fV 0
1 + gV 0

2 )(EV
0
1 + FV 0

2 ) = 0.

Da	im sreÆiva�em dobijamo

(eF − fE)V 0
1
2
+ (eG+ fF − fF − gE)V 0

1 V
0
2 + (fG− gF )V 0

2
2
= 0,

odnosno ∣∣∣∣∣∣

−V 0
2
2
V 0
1 V

0
2 −V 0

1
2

e f g

E F G

∣∣∣∣∣∣
= 0,

pa i glavne vektore mo�emo raqunati preko koefi
ijenata prve i druge

osnovne forme.
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Stav 2.9. Neka je r : U −→ R
3
re=

-

ularna elemenx

|

arna i

{

ovrx, neka je

P = r(u0, v0) x|aqka x

|

akva ga je k1(P ) 6= k2(P ) i neka su V,W ∈ TP r

=

-

lavni vekx

|

ori koji og=-ovaraju regom =

-

lavnim krivinama k1(P ) i k2(P ).
Onga je IP (V,W ) = IIP (V,W ) = 0.

Dokaz. Bez uma�e�a opxtosti pretpostavimo da su V i W jediniqni.

Neka je V = V1ru(u0, v0) + V2rv(u0, v0) i W = W1ru(u0, v0) +W2rv(u0, v0).
Dokazali smo da je tada

e(u0, v0)V1 + f (u0, v0)V2 − k1(P ) · (E(u0, v0)V1 + F (u0, v0)V2) = 0,

f (u0, v0)V1 + g(u0, v0)V2 − k1(P ) · (F (u0, v0)V1 +G(u0, v0)V2) = 0,

e(u0, v0)W1 + f (u0, v0)W2 − k2(P ) · (E(u0, v0)W1 + F (u0, v0)W2) = 0,

f (u0, v0)W1 + g(u0, v0)W2 − k2(P ) · (F (u0, v0)W1 +G(u0, v0)W2) = 0.

Pomno�imo prvu jednakost sa W1, drugu sa W2 i saberimo ih. Dobijamo

e(u0, v0)V1W1 + f (u0, v0)(V2W1 + V1W2) + g(u0, v0)V2W2

−k1(P ) · (E(u0, v0)V1W1 + F (u0, v0)(V2W1 + V1W2) +G(u0, v0)V2W2) = 0,

odnosno IIP (V,W ) − k1(P )IP (V,W ) = 0. Sliqno, iz tre�e i qetvrte

jednakosti dobijamo IIP (V,W )−k2(P )IP (V,W ) = 0. Oduzima�em pret-

hodno dobijenih jednakosti dobijamo (k2(P ) − k1(P ))IP (V,W ) = 0, pa
poxto je k2(P ) − k1(P ) 6= 0, sledi da je IP (V,W ) = 0, a odmah zatim i

da je IIP (V,W ) = 0.

Defini
ija 2.24. Neka je α : I −→ R
3
kriva koja pripada regularnoj

elementarnoj povrxi r : U −→ R
3
. Ako je za svako t ∈ I vektor α′(t)

glavni, tu krivu nazivamo linijom krivine. Regularnu elementarnu

povrx qije su koordinatne krive linije krivine nazivamo =

-

lavnom re-

gularnom elementarnom povrxi.

Stav 2.10. Neka je r : U −→ R
3
re=

-

ularna elemenx

|

arna i

{

ovrx. Ako je r

=

-

lavna i k1(P ) 6= k2(P ) u svakoj x|aqki P ∈ r(U), onga va�i F = f ≡ 0.
Obrax

|

no, ako va�i F = f ≡ 0, onga je r =-lavna.

Dokaz. Ako je r glavna i va�i k1(P ) 6= k2(P ) u svakoj taqki P = r(u, v),
onda su vektori ru(u, v) i rv(u, v) glavni i na osnovu prethodnog stava

sledi F = I(ru, rv) = 0 i f = II(ru, rv) = 0 u svakoj taqki (u, v) ∈ U .

Obratno, neka je F = f ≡ 0. Vektor V = V1ru+V2rv je glavni ako i samo
ako va�i

0 =

∣∣∣∣∣∣

−V 2
2 V1V2 −V 2

1

e f g

E F G

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−V 2
2 V1V2 −V 2

1

e 0 g

E 0 G

∣∣∣∣∣∣
= V1V2(gE − eG),
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pa kako za vektor ru va�i V1 = 1 i V2 = 0, a za vektor rv va�i V1 = 0 i
V2 = 1, sledi da su vektori ru i rv glavni vektori. Dakle, r je glavna

regularna elementarna povrx.

Osim linija krivine, istiqemo jox dve vrste krivih na povrxi.

Defini
ija 2.25. Tangentni vektor V ∈ TP r regularne elementarne

povrxi r : U −→ R
3
u qijem je prav
u normalna krivina jednaka 0

naziva se asimi

{

x

|

ox

|

skim vekx

|

orom. Kriva α : I −→ R
3
koja pripada

povrxi r, takva da je za svako t ∈ I vektor α′(t) asimptotski, nazivamo
asimi

{

x

|

ox

|

skom linijom. Regularnu elementarnu povrx qije su koor-

dinatne krive asimptotske linije nazivamo asimi

{

x

|

ox

|

skom regularnom

elementarnom povrxi.

Naravno, asimptotske krive imaju u svakoj taqki normalnu krivinu

jednaku 0. A xta �emo s krivima kojima je geodezijska krivina u svakoj

taqki jednaka 0?

Defini
ija 2.26. Neka je α : I −→ R
3
prirodno parametrizovana

kriva koja pripada regularnoj elementarnoj povrxi r : U −→ R
3
. Ako

je u svakoj �enoj taqki geodezijska krivina jednaka 0, ka�emo da je ona
=

-

eogezijska linija.

Na osnovu stava 2.8 odmah sledi slede�a va�na teorema.

Teorema 2.2. Neka je r : U −→ R
3
re=

-

ularna elemenx

|

arna i

{

ovrx i neka

je α : I −→ R
3
, α(s) = r(u(s), v(s)), i{rirogno i

{

aramex

|

rizovana kriva

koja joj i

{

rii

{

aga. Taga je α =

-

eogezijska linija ako i samo ako va�i

{
u′′ + Γ

1
11 · (u′)2 + 2Γ1

12 · u′v′ + Γ
1
22 · (v′)2 = 0

v′′ + Γ
2
11 · (u′)2 + 2Γ2

12 · u′v′ + Γ
2
22 · (v′)2 = 0.

(2.6)

Sistem diferen
ijalnih jednaqina (2.6) slu�i za odreÆiva�e geo-

dezijskih linija. Ako pretpostavimo da I ∋ 0 i zadamo uslove α(0) = P ,

P = r(u0, v0) i α
′(0) = V ∈ TP r, ‖V ‖ = 1, sistem ima jedinstveno rexe�e.

To tvrdi slede�a teorema.

Teorema 2.3. Neka je r : U −→ R
3
re=

-

ularna elemenx

|

arna i

{

ovrx, neka

je P ∈ r(U) i{roizvo	na x|aqka i neka je V ∈ TP r i{roizvo	ni jeginiqni

x

|

an=

-

enx

|

ni vekx

|

or u x

|

aqki P . Onga i

{

osx

|

oji jeginsx|vena =

-

eogezijska

linija α : I −→ R
3
, I ∋ 0, x|akva ga je α(0) = P i α′(0) = V .

O najva�nijem svojstvu geodezijskih linija govori slede�a teorema.
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Teorema 2.4. Neka je α : I −→ R
3
i

{

rirogno i{aramex|rizovana kriva na

re=

-

ularnoj elemenx

|

arnoj i

{

ovrxi r : U −→ R
3
, neka je [a, b] ⊂ I i neka je

α(a) = P i α(b) = Q. Ako je ρ(P,Q) = b−a, onga je α =

-

eogezijska linija.

Dakle, ako je α kriva koja ostvaruje najkra�e rastoja�e izmeÆu dveju

taqaka na povrxi, onda je α geodezijska. Obratno ne mora da va�i glo-

balno, ali va�i lokalno. Dakle, geodezijske linije lokalno ostvaruju

nakra�e rastoja�e.

Defini
ija 2.27. Neka je r : U −→ R
3
regularna elementarna povrx i

P ∈ r(U) proizvo	na taqka. Gausova krivina povrxi r u taqki P jedna-

ka je K(P ) = k1(P )k2(P ), a sreg�a krivina je H(P ) = 1
2
(k1(P )+k2(P )).

Gausova i sred�a krivina regularne elementarne povrxi jesu geome-

trijski pojmovi. Na osnovu Vijetovih formula dolazimo do slede�eg

tvrÆe�a.

Stav 2.11. Neka je r : U −→ R
3
re=

-

ularna elemenx

|

arna i

{

ovrx. Taga je

K =
eg − f 2

EG− F 2
,

H =
eG+Eg − 2fF

2(EG− F 2)
.

Povrx kojoj je u svakoj taqki sred�a krivina jednaka 0 naziva se

minimalnom i

{

ovrxi.

Defini
ija 2.28. Neka je r : U −→ R
3
regularna elementarna povrx

i P ∈ r(U) proizvo	na taqka. Taqka P je elii

{

x

|

iqka ako je K(P ) > 0,
hii

{

erboliqka ako je K(P ) < 0, i{araboliqka ako je K(P ) = 0 i bar

jedna od glavnih krivina k1(P ),k2(P ) razliqita od 0, i{lanarna ako je

k1(P ) = k2(P ) = 0, a umbiliqka ako je k1(P ) = k2(P ).

U umbiliqkim taqkama svaki tangentni vektor je glavni. Pri tome,

u planarnim taqkama svaki tangentni vektor je ujedno i asimptotski,

dok u umbiliqkim taqkama koje nisu planarne nema asimptotskih vek-

tora.

Stav 2.12. Neka je r : U −→ R
3
re=

-

ularna elemenx

|

arna i

{

ovrx i x

|

aqka

P = r(u0, v0) i{roizvo	na. Taga je P umbiliqka x

|

aqka ako i samo ako

je

e(u0,v0)
E(u0,v0)

= f(u0,v0)
F (u0,v0)

= g(u0,v0)
G(u0,v0)

(i

{

ograzumevamo ga je f (u0, v0) = 0 ako je

F (u0, v0) = 0).
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Dokaz. Taqka P je umbiliqka ako i samo ako je svaki tangentni vektor

V ∈ TP r glavni, tj. ako i samo ako je

∣∣∣∣∣∣

−V 2
2 V1V2 −V 2

1

e(u0, v0) f (u0, v0) g(u0, v0)
E(u0, v0) F (u0, v0) G(u0, v0)

∣∣∣∣∣∣
= 0,

gde je V = V1ru(u0, v0)+V2rv(u0, v0). Ako va�i
e(u0,v0)
E(u0,v0)

= f(u0,v0)
F (u0,v0)

= g(u0,v0)
G(u0,v0)

,

onda su druga i tre�a vrsta prethodne determinante srazmerne, pa je ona

uvek jednaka 0, tj. svaki tangentni vektor je glavni. Obratno, neka je

svaki tangentni vektor glavni. Vektor ru(u0, v0) je glavni, pa je

0 =

∣∣∣∣∣∣

0 0 −1
e(u0, v0) f (u0, v0) g(u0, v0)
E(u0, v0) F (u0, v0) G(u0, v0)

∣∣∣∣∣∣
= f (u0, v0)E(u0, v0)− e(u0, v0)F (u0, v0),

tj.

e(u0,v0)
E(u0,v0)

= f(u0,v0)
F (u0,v0)

. Sliqno, vektor rv(u0, v0) je glavni, pa dobijamo

g(u0,v0)
G(u0,v0)

= f(u0,v0)
F (u0,v0)

. Ako je F (u0, v0) 6= 0, dokaz je zavrxen. Pretpostavimo

da je F (u0, v0) = 0. Zbog E(u0, v0) > 0 i G(u0, v0) > 0 sledi da je

f (u0, v0) = 0, pa poxto je i vektor ru(u0, v0) + rv(u0, v0) glavni, dobi-
jamo

0 =

∣∣∣∣∣∣

−1 1 −1
e(u0, v0) 0 g(u0, v0)
E(u0, v0) 0 G(u0, v0)

∣∣∣∣∣∣
= g(u0, v0)E(u0, v0)− e(u0, v0)G(u0, v0),

tj.

e(u0,v0)
E(u0,v0)

= g(u0,v0)
G(u0,v0)

, xto je i trebalo dokazati.

Slede�u teoremu, koja nam daje mogu�nost da biramo kakve �e biti

koordinatne krive, dajemo bez dokaza. Dokaz se mo�e prona�i u [3℄ na

str. 183 | 185.

Teorema 2.5. Neka je P i

{

roizvo	na x

|

aqka re=

-

ularne i

{

ovrxi M . Onga

i

{

osx

|

oji �ena okolina qija je i

{

aramex

|

riza
ija orx

|

o=

-

onalna. Ako je P

hii

{

erboliqka x

|

aqka, onga i{osx|oji �ena okolina qija je i{aramex|riza
ija

asimi

{

x

|

ox

|

ska, a ako P nije umbiliqka x

|

aqka, onga i{osx|oji �ena okolina

qija je i

{

aramex

|

riza
ija =

-

lavna.

Da li je poznava�e prve i druge osnovne forme dovo	no za jednozna-

qno odreÆiva�e regularne elementarne povrxi? Drugim reqima, ako su

date dve bilinearne forme I i II, da li postoji regularna elementarna
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povrx r : U −→ R
3
qija je prva osnovna forma I i druga osnovna forma

II i da li je jedinstvena ako postoji?

Pre nego xto formulixemo teoremu koja daje odgovor na ovo pita�e,

moramo definisati jedan pojam.

Defini
ija 2.29. Jednakosti

(Γ1
11ru + Γ

2
11rv + en)v = (Γ1

12ru + Γ
2
12rv + fn)u

(Γ1
22ru + Γ

2
22rv + gn)u = (Γ1

12ru + Γ
2
12rv + fn)v

(β1
1ru + β2

1rv)v = (β1
2ru + β2

2rv)u

nazivaju se Gaus{Pex

|

erson{Koga
ijevim jegnakosx|ima.

Prethodne jednakosti predstav	aju, na osnovu Gausovih i Vajngarte-

novih jednakosti, jednakosti mexovitih par
ijalnih izvoda ruuv = ruvu,

rvvu = ruvv i nuv = nvu. Diferen
ira�em prethodnih izraza po u i v

dobijamo razvijeni oblik Gaus{Peterson{Koda
ijevih jednakosti

∂Γ1
11

∂v
+ Γ

1
11Γ

1
12 + Γ

2
11Γ

1
22 + eβ1

2 =
∂Γ1

12

∂u
+ Γ

1
12Γ

1
11 + Γ

2
11Γ

1
12 + fβ1

1,

Γ
1
11Γ

2
12 +

∂Γ2
11

∂v
+ Γ

2
11Γ

2
22 + eβ2

2 = Γ
1
12Γ

2
11 +

∂Γ2
12

∂u
+ Γ

2
12Γ

2
12 + fβ2

1,

Γ
1
11f + Γ

2
11g + ev = Γ

1
12e+ Γ

2
12f + fu,

∂Γ1
22

∂u
+ Γ

1
22Γ

1
11 + Γ

2
22Γ

1
12 + gβ1

1 =
∂Γ1

12

∂v
+ Γ

1
12Γ

1
12 + Γ

2
12Γ

1
22 + fβ1

2,

Γ
1
22Γ

2
11 +

∂Γ2
22

∂u
+ Γ

2
22Γ

2
12 + gβ2

1 = Γ
1
12Γ

2
12 +

∂Γ2
12

∂v
+ Γ

2
12Γ

2
22 + fβ2

2,

Γ
1
22e + Γ

2
22f + gu = Γ

1
12f + Γ

2
12g + fv,

∂β1
1

∂v
+ β1

1Γ
1
12 + β2

1Γ
1
22 =

∂β1
2

∂u
+ β1

2Γ
1
11 + β2

2Γ
1
12,

β1
1Γ

2
12 +

∂β2
1

∂v
+ β2

1Γ
2
22 = β1

2Γ
2
11 +

∂β2
2

∂u
+ β2

2Γ
2
12,

β1
1f + β2

1g = β1
2e+ β2

2f .

Teorema 2.6 (Boneova Osnovna teorema za povrxi). Neka su I i II

simex

|

riqne bilinearne forme, neka je I i

{

ozix

|

ivno gefinix|na i neka

�ihovi koefi
ijenx

|

i zagovo	avaju Gaus{Pex

|

erson{Koga
ijeve jegnako-

sx

|

i. Taga i

{

osx

|

oji re=

-

ularna elemenx

|

arna i

{

ovrx r : U −→ R
3
qija je

i

{

rva osnovna forma I i gru=-a osnovna forma II. Ona je jeginsx|vena go

na girekx|nu izomex|riju eukligsko=- i{rosx|ora R
3
.
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Za kraj ovog ode	ka, navodimo jedan veoma va�an rezultat.

Teorema 2.7 (Gausova Bri	antna teorema). Gausova krivina re=

-

ularne

elemenx

|

arne i

{

ovrxi gax|a je izrazom

K =
1

E

(
∂Γ2

11

∂v
− ∂Γ2

12

∂u
+ Γ

1
11Γ

2
12 + Γ

2
11Γ

2
22 − Γ

1
12Γ

2
11 − Γ

2
12

2
)
.

Dokaz. Iz Vajngartenovih jednakosti sledi da je

fβ2
1 − eβ2

2 =
efF − f 2E − efF + egE

EG− F 2
=

E(eg − f 2)

EG− F 2
= EK,

pa teorema sledi iz druge Gaus{Peterson{Koda
ijeve jednakosti.

Kao xto znamo, Kristofelovi simboli zavise samo od koefi
ijenata

prve osnovne forme, pa je, prema tome, Gausova krivina unutrax�e svoj-

stvo regularne elementarne povrxi.

2.4 Izometrije povrxi

Izometrije su jedna od najva�nijih preslikava�a u geometriji, jer

nam daju kon
epte kreta�a i podudarnosti. Do sada smo izometrije

posmatrali kao transforma
ije nekog prostora u sebe, a sada nas zanima

kako se dve povrxi slikaju izometriqno jedna na drugu.

Defini
ija 2.30. Neka su M i N regularne povrxi. Preslikava�e

F : M −→ N jeste giferen
ijabilno ako za svaku taqku P ∈ M postoje

okoline U(P ) ⊆ M i V (F (P )) ⊆ N i lokalne povrxi r : U −→ U(P ) i
R : V −→ V (F (P )) takve da je preslikava�e

R−1 ◦ F ◦ r : r−1(U(P ) ∩ F−1(V (F (P )))) −→ R−1(V (F (P )))

diferen
ijabilno. Diferen
ijal preslikava�a F u taqki P jeste pre-

slikava�e dF (P ) : TP r −→ TF (P )R definisano na slede�i naqin. Ako je

V ∈ TP r i α : I −→ U(P ), I ∋ 0, kriva takva da je α(0) = P , α′(0) = V ,

onda je

dF (P )(V ) = (F ◦ α)′(0).
Preslikava�e F jeste gifeomorfizam ako je F bijek
ija i preslikava�a

F i F−1
jesu diferen
ijabilna.

Defini
ija diferen
ijala dF (P ) ne zavisi od izbora krive α koja

prolazi kroz taqku P qiji je vektor brzine u taqki P vektor V ∈ TP r.

Dokaz ove qi�eni
e ne�emo davati.
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Defini
ija 2.31. Neka su M i N regularne povrxi. Preslikava�e

F : M −→ N jeste lokalna izomex

|

rija ako je diferen
ijabilno i u

svakoj taqki P ∈ M �egov diferen
ijal dF (P ) jeste izometrija odgo-
varaju�ih tangentnih prostora.

Defini
ija 2.32. Neka su M i N regularne povrxi. Preslikava�e

F : M −→ N jeste izomex

|

rija ako je difeomorfizam i lokalna izome-

trija. Za povrxi M i N tada ka�emo da su izomex

|

riqne.

Slede�i stav je trivijalna posledi
a prethodnih defini
ija.

Stav 2.13. Ako je i

{

reslikava�e F :M −→ N izomex

|

rija, onga ono quva

rasx

|

oja�e izmeÆu x

|

aqaka, x

|

j. va�i

(∀P,Q ∈M) ρM(P,Q) = ρN(F (P ), F (Q)).

Defini
ija 2.33. Povrxi M i N jesu lokalno izomex

|

riqne ako za

svaku taqku P ∈ M postoji okolina U(P ) ⊆ M koja je izometriqna

nekom otvorenom skupu u N .

Naravno, ako postoji lokalna izometrija F : M −→ N , onda su po-

vrxi M i N lokalno izometriqne (teorema o inverznoj funk
iji).

Poxto je dF (P ) izometrija odgovaraju�ih tangentnih prostora, sle-
di da quva skalarni proizvod, tj. metriku (prvu osnovnu formu). To

ne znaqi da F quva koefi
ijente prve osnovne forme, jer oni zavise

od parametriza
ije, ali uvek postoje reparametriza
ije u kojima su ti

koefi
ijenti jednaki. Zato za svojstva povrxi koja zavise samo od koe-

fi
ijenata prve osnove forme ka�emo da su unutrax�a, jer se ona, uz

eventualnu reparametriza
iju, quvaju lokalnim izometrijama. Spe
i-

jalno, quva se vrednost Gausove krivine (ona je geometrijski pojam).

Xto se obratnog tvrÆe�a tiqe, va�i slede�a teorema.

Teorema 2.8 (Minding). Neka su r : U −→ R
3
i R : V −→ R

3
re=

-

ularne

elemenx

|

arne i

{

ovrxi i a ∈ R i

{

roizvo	na konsx

|

anx

|

a. Ako va�i

(∀P ∈ r(U))(∀Q ∈ R(V )) Kr(P ) = KR(Q) = a,

onga su i{ovrxi r(U) i R(V ) lokalno izomex|riqne.

Dokaz ove teoreme mo�e se prona�i u [4℄ na str. 292 | 294.
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3 Asimptotske koordinate na pseudosfe-

riqnim povrxima

U uvodu smo spomenuli da pseudosferiqne povrxi imaju izvesnu

osobinu kojom podse�aju na pseudosferu. TakoÆe, spomenuli smo krivu

traktrisu, koja je puta�a koli
a koja qovek, koji se kre�e pravolinij-

ski, vuqe kanapom ka sebi, a kanap je u poqetnom trenutku normalan

na puta�u kojom �e se qovek kretati. Rota
ijom traktrise oko prave

koja sadr�i puta�u kojom se qovek kre�e dobijamo povrx koja se naziva

i

{

seugosferom. Neka se qovek i koli
a kre�u u xOz ravni euklidskog

prostora R
3
tako da se u poqetnom trenutku qovek nalazi u taqki (0, 0, 0),

a koli
a u taqki (a, 0, 0) za neko a > 0 i neka se qovek kre�e u pozitivnom
smeru z{ose. Vide�emo da tada traktrisa ima parametriza
iju datu sa

α(t) = a
(
sin t, 0, cos t + ln tg t

2

)
, t ∈

(
π
2
, π
)
. Qesto se domen preslikava�a

α proxiruje na (0, π), jer je skup taqaka α
((
0, π

2

))
osnosimetriqan skupu

taqaka α
((

π
2
, π
))

u odnosu na x{osu, pa se trag α((0, π)) naziva traktri-
som. Primetimo da preslikava�e α definisano na intervalu (0, π) nije
regularno u taqki

π
2
. Rota
ijom oko z{ose dobijamo elementarnu povrx

r(u, v) = a
(
sin u cos v, sin u sin v, cosu+ ln tg u

2

)
, u ∈ (0, π), v ∈ (0, 2π), koja

nije regularna u taqkama

(
π
2
, v
)
, v ∈ (0, 2π) i qiji je trag pseudosfera.

Postoji nekoliko razloga zaxto se bax ova povrx naziva pseudo-

sferom. Za poqetak, setimo se da smo povrxinu kompaktnog skupa S

na tragu regularne elementarne povrxi R : V −→ R
3
definisali sa

P (S) =
∫∫

R−1(S)

√
EG− F 2dũdṽ. Ako je Sn niz kompaktnih skupova na R(V )

koji te�e ka R(V ) i ako postoji konaqna graniqna vrednost lim
n→∞

P (Sn)
niza �ihovih povrxina, onda se ta graniqna vrednost smatra povrxi-

nom skupa R(V ) (nesvojstveni dvojni integral). Za pseudosferu, qija

je parametriza
ija r data u prethodnom pasusu, mo�e se pokazati da

je P (r(U)) = 4πa2, xto je izraz za povrxinu sfere polupreqnika a.

TakoÆe, nije texko dokazati da je Gausova krivina sfere polupreqnika

a u svakoj taqki P jednaka K(P ) = 1
a2
, a za pseudosferu �emo videti

da je K(P ) = − 1
a2

u svakoj taqki P ∈ r(U). Dakle, pseudosfera nekim
svojim osobinama podse�a na sferu, pa otud i �eno ime.

Jedan od najpoznatijih modela hiperboliqke ravni jeste Poenkareov

disk model. To je disk u ravni s 
entrom u koordinatnom poqetku i

polupreqnikom a, a �egova metrika je ds2 = 4a4(du2+dv2)
(a2−u2−v2)2 i ona je primer
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metrike koja nije nasleÆena iz ambijentnog prostora. Naglasimo qi�e-

ni
u da je Poenkareov disk metriqki kompletan, xto je jedan od uslova

da bude model hiperboliqke planimetrije. Raqunom se dobija da je Gau-

sova krivina jednaka K(P ) = − 1
a2
u svakoj taqki P Poenkareovog diska.

Na osnovu teoreme 2.8 sledi slede�e va�no tvrÆe�e.

Stav 3.1. Pseugosfera je lokalno izomex|riqna hii{erboliqkoj ravni.

Zajedniqka osobina svih pseudosferiqnih povrxi jeste upravo �i-

hova lokalna izometriqnost hiperboliqkoj ravni, odnosno konstantna

negativna Gausova krivina. Lokalna karta pseudosfere koju smo malo-

pre videli nije najpogodnija za da	e prouqava�e ovakvih povrxi, pa

sada uvodimo novi tip lokalnih karata (Qebixov	eve lokalne karte).

Napomenimo da ne postoji povrx u R
3
koja je (globalno) izometri-

qna hiperboliqkoj ravni. Ova qi�eni
a sledi iz Hilbertove teoreme,

koja se mo�e prona�i u poglav	u 6, pa se pseudosferiqnim povrxi-

ma najvixe posti�e u pogledu lokalnog predstav	a�a hiperboliqke

planimetrije u prostoru R
3
.

3.1 Qebixov	eva lokalna karta

Postoje dve vrste Qebixov	evih lokalnih karata. Prva vrsta je

Qebixov	eva asimptotska lokalna karta, tj. ona qije su koordinatne

krive asiptotske linije, a druga vrsta je Qebixov	eva glavna lokalna

karta, tj. ona qije su koordinatne krive linije krivine.

Defini
ija 3.1. Neka je a > 0 proizvo	no. Regularna elementarna

povrx r : U −→ R
3
, qija metrika ds2 = Edu2 + 2F dudv + Gdv2 ima

osobinu da je E = G ≡ a2, naziva se Qebixov	evom lokalnom karx

|

om

ili Qebixov	evom mre�om polupreqnika a.

Ponekad se zahteva da bude a = 1 da bi koordinatne krive bile

parametrizovane du�inom luka, ali mi to ovde ne�emo zahtevati. Lo-

kalne koordinate u i v zva�emo Qebixov	evim koorginax|ama.

Poxto je prva osnovna forma pozitivno definitna, odnosno va�i

F 2 < EG = a2 · a2 = a4, sledi da u svakoj taqki (u, v) ∈ U postoji

jedinstveni ugao ω(u, v) ∈ (0, π) takav da je F (u, v) = a2 cosω(u, v). Tada
je metrika data sa

ds2(u, v) = a2(du2 + 2 cosω(u, v)dudv + dv2).
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Kao xto nam je poznato, za ugao ϕ(u0, v0) izmeÆu koordinatnih krivih u
taqki (u0, v0) va�i

cosϕ(u0, v0) =
F (u0, v0)√

E(u0, v0)G(u0, v0)
=
a2 cosω(u0, v0)

a2
= cosω(u0, v0),

pa sledi da je ugao izmeÆu koordinatnih krivih podudaran uglu ω(u0, v0).
Zato funk
iju ω(u, v) nazivamo u=-aonom funk
ijom Qebixov	eve lokal-

ne karte.

Pogledajmo sad kako izgledaju Kristofelovi simboli Qebixov	eve

lokalne karte.

Stav 3.2. Krisx

|

ofelovi simboli Qebixov	eve lokalne karx

|

e gax|i su

slege�im izrazima:

Γ
1
11 = (ctg ω) · ωu, Γ

2
11 = − 1

sinω
· ωu,

Γ
1
12 = 0, Γ

2
12 = 0,

Γ
1
22 = − 1

sinω
· ωv, Γ

2
22 = (ctgω) · ωv.

Dokaz. Kako je E = G ≡ a, sledi Eu = Ev = Gu = Gv ≡ 0, pa su

Kristofelovi simboli dati izrazima

Γ
1
11 = − FuF

EG − F 2
, Γ

2
11 =

FuE

EG− F 2
,

Γ
1
12 = 0, Γ

2
12 = 0,

Γ
1
22 = − FvG

EG − F 2
, Γ

2
22 =

FvF

EG− F 2
.

Kako je F = a2 cosω, sledi da je EG − F 2 = a4 − a4 cos2 ω = a4 sin2 ω,

Fu = −a2 sinω · ωu i Fv = −a2 sinω · ωv, pa dobijamo

Γ
1
11 = −−a2 sinω · ωu · a2 cosω

a4 sin2 ω
= (ctg ω) · ωu,

Γ
2
11 =

−a2 sinω · ωu · a2
a4 sin2 ω

= − 1

sinω
· ωu,

Γ
1
12 = 0,

Γ
2
12 = 0,

Γ
1
22 = −−a2 sinω · ωv · a2

a4 sin2 ω
= − 1

sinω
· ωv,
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Γ
2
22 =

−a2 sinω · ωv · a2 cosω
a4 sin2 ω

= (ctg ω) · ωv,

kao xto smo i tvrdili.

Primetimo da su Kristofelovi simboli Γ
1
12 i Γ

2
12 (tzv. mexovix

|

i

Kristofelovi simboli) Qebixov	eve lokalne karte identiqki jednaki

nuli. Ovaj uslov je i dovo	an da postoje�u lokalnu kartu reparametri-

zujemo Qebixov	evom lokalnom kartom. Drugim reqima, va�i slede�e

tvrÆe�e.

Stav 3.3. Neka je r : U −→ R
3
re=

-

ularna elemenx

|

arna i

{

ovrx x

|

akva ga

je Γ
1
12 = Γ

2
12 ≡ 0. Taga i

{

osx

|

oji �ena rei

{

aramex

|

riza
ija R : V −→ R
3

koja je Qebixov	eva lokalna karx

|

a.

Dokaz. Neka je Γ
1
12 = Γ

2
12 ≡ 0. Iz Gausovih jednakosti zak	uqujemo da

je

EvG−GuF

2(EG− F 2)
≡ 0,

GuE −EvF

2(EG− F 2)
≡ 0,

pa je EvG − GuF = GuE − EvF ≡ 0. Posmatrajmo ovo kao sistem

linearnih jednaqina po nepoznatima Gu i Ev. Determinanta sistema

jednaka je EG − F 2
, pa je pozitivna. Na osnovu Kramerovog pravila

sledi da sistem ima jedinstveno rexe�e (trivijalno rexe�e). Dakle,

Gu = Ev ≡ 0,

pa sledi da je E = E(u) i G = G(v), odnosno da E zavisi samo od pro-

men	ive u, a G samo od promen	ive v. Neka je a > 0 proizvo	no i neka
su preslikava�a p(u) = 1

a

∫ √
E(u)du i q(v) = 1

a

∫ √
G(v)dv (primitivne

funk
ije) definisana redom na projek
ijama skupa U na u{osi i na v{

osi. Poxto va�i p′(u) = 1
a

√
E(u) > 0 i q′(v) = 1

a

√
G(v) > 0, sledi

da su preslikava�a p i q strogo rastu�a, pa postoje �ihova inverzna

preslikava�a p−1
i q−1

sa domenima A i B redom. Definiximo skup

V = {(ũ, ṽ) ∈ A×B | (p−1(ũ), q−1(ṽ)) ∈ U} i preslikava�e R : V −→ R
3
sa

R(ũ, ṽ) = r(p−1(ũ), q−1(ṽ)). Tada je Rũ(ũ, ṽ) = ru(p
−1(ũ), q−1(ṽ)) · (p−1)′(ũ)

i Rṽ(ũ, ṽ) = rv(p
−1(ũ), q−1(ṽ)) · (q−1)′(ṽ), pa je R regularna elementarna

povrx. Poxto je

(p−1)′(ũ) =
1

p′(p−1(ũ))
=

a√
E(p−1(ũ))

,

35



(q−1)′(ṽ) =
1

q′(q−1(ṽ))
=

a√
G(q−1(ṽ))

,

sledi da su koefi
ijenti ER i GR regularne elementarne povrxi R

jednaki

ER(ũ, ṽ) =

(
a√

E(p−1(ũ))

)2

·E(p−1(ũ)) = a2,

GR(ũ, ṽ) =

(
a√

G(q−1(ṽ))

)2

·G(q−1(ṽ)) = a2.

Prema tome, R je Qebixov	eva lokalna karta.

Stav 3.4. Neka je R : V −→ R
3
Qebixov	eva lokalna karx

|

a i neka

je lokalna i

{

ovrx r : U −→ R
3 gax|a sa r(u, v) = R

(
u+v
2
, u−v

2

)
. Onga je

mex

|

rika na r oblika

ds2r = (a cos θ)2du2 + (a sin θ)2dv2,

=

-ge je θ = ω
2
. Obrax

|

no, ako koefi
ijenx

|

i i

{

rve osnove forme i

{

ovrxi r

zagovo	avaju ga je F ≡ 0 i E+G ≡ a2 za neku konsx|anx|u a > 0, onga je
sa R(ũ, ṽ) = r(ũ+ ṽ, ũ− ṽ) gefinisana Qebixov	eva lokalna karx|a.

Dokaz. Kako je ru =
1
2
(Rũ +Rṽ) i rv =

1
2
(Rũ −Rṽ), sledi da je

Er =
1

4
(ER + 2FR +GR) =

a2

4
(2 + 2 cosω) = a2 cos2

ω

2
= a2 cos2 θ,

Fr =
1

4
(ER −GR) = 0,

Gr =
1

4
(ER − 2FR +GR) =

a2

4
(2− 2 cosω) = a2 sin2 ω

2
= a2 sin2 θ,

za θ = ω
2
. Obratno, neka je r takva da je F ≡ 0 i E + G ≡ a2 i R

lokalna povrx data sa R(ũ, ṽ) = r(ũ + ṽ, ũ − ṽ). Onda imamo da je

Rũ = ru + rv i Rṽ = ru − rv, pa je ER = E +G ≡ a2 i GR = E +G ≡ a2,

xto znaqi da je R Qebixov	eva lokalna povrx. Xtavixe, u svakoj

taqki (u, v) ∈ U postoji jedinstveni ugao θ(u, v) ∈
(
0, π

2

)
takav da va�i

E(u, v) = a2 cos2 θ(u, v) i G(u, v) = a2 sin2 θ(u, v), pa imamo definisanu
diferen
ijabilnu funk
iju θ : U −→

(
0, π

2

)
. Sledi da je

FR = E −G = a2(cos2 θ − sin2 θ) = a2 cos 2θ = a2 cosω,

za ω = 2θ (primetimo da onda ω : V −→ (0, π)).
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Defini
ija 3.2. Lokalna povrx r iz prethodnog stava naziva se Qe-

bixov	evom lokalnom karx

|

om gru=-e vrsx|e. Funk
iju θ takoÆe nazivamo

u=

-

aonom funk
ijom.

U ovom radu bi�e nam od interesa kako Qebixov	eve lokalne karte

(prve vrste), tako i Qebixov	eve lokalne karte druge vrste. Izraqu-

najmo Kristofelove simbole Qebixov	eve lokalne karte druge vrste.

Stav 3.5. Krisx

|

ofelovi simboli Qebixov	eve lokalne karx

|

e gru=-e vr-

sx

|

e gax|i su slege�im izrazima:

Γ
1
11 = − tg θ · θu = Γ

1
22, Γ

2
11 = ctg θ · θv = Γ

2
22,

Γ
1
12 = − tg θ · θv, Γ

2
12 = ctg θ · θu.

Dokaz. Kako je F ≡ 0, sledi da su Kristofelovi simboli dati izra-

zima

Γ
1
11 =

EuG

2EG
=

Eu

2E
, Γ

2
11 = −EvE

2EG
= −Ev

2G
,

Γ
1
12 =

EvG

2EG
=

Ev

2E
, Γ

2
12 =

GuE

2EG
=

Gu

2G
,

Γ
1
22 = −GuG

2EG
= −Gu

2E
, Γ

2
22 =

GvE

2EG
=

Gv

2G
.

Kako je E = a2 cos2 θ, Eu = −2a2 cos θ sin θ · θu, Ev = −2a2 cos θ sin θ · θv,
G = a2 sin2 θ, Gu = 2a2 sin θ cos θ · θu i Gv = 2a2 sin θ cos θ · θv, dobijamo

Γ
1
11 =

−2a2 cos θ sin θ · θu
2a2 cos2 θ

= − tg θ · θu,

Γ
2
11 = −−2a2 cos θ sin θ · θv

2a2 sin2 θ
= ctg θ · θv,

Γ
1
12 =

−2a2 cos θ sin θ · θv
2a2 cos2 θ

= − tg θ · θv,

Γ
2
12 =

2a2 sin θ cos θ · θu
2a2 sin2 θ

= ctg θ · θu,

Γ
1
22 = −2a2 sin θ cos θ · θu

2a2 cos2 θ
= − tg θ · θu,

Γ
2
22 =

2a2 sin θ cos θ · θv
2a2 sin2 θ

= ctg θ · θv,

kao xto smo i tvrdili.

S obzirom na to da su nam u sredixtu interesova�a pseudosferiqne

povrxi, a �ihova glavna osobina je konstantna negativna Gausova kri-

vina, izraqunajmo Gausove krivine Qebixov	evih lokalnih karata (obe

vrste).
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Stav 3.6. Gausova krivina Qebixov	eve lokalne karx

|

e i

{

rve vrsx

|

e jeg-

naka je

K = − ωuv

a2 sinω
,

a Gausova krivina Qebixov	eve lokalne karx

|

e gru=-e vrsx|e jegnaka je

K =
−θuu + θvv

a2 sin θ cos θ
.

Dokaz. Na osnovu teoreme 2.7 imamo da je Gausova krivina Qebixov	eve

lokalne karte jednaka

K =
1

a2

(
−ωuv sinω − ωu cosω · ωv

sin2 ω
− ωuωv cosω

sin2 ω

)
= − ωuv

a2 sinω

i da je Gausova krivina Qebixov	eve lokalne karte druge vrste jednaka

K =
1

a2 cos2 θ

(
− 1

sin2 θ
· θ2v + ctg θ · θvv +

1

sin2 θ
· θ2u − ctg θ · θuu

− θ2u + ctg2 θ · θ2v + θ2v − ctg2 θ · θ2u
)

=
1

a2 cos2 θ

(−1 + cos2 θ + sin2 θ

sin2 θ
· θ2v +

1− sin2 θ − cos2 θ

sin2 θ
· θ2u

+ ctg θ · (θvv − θuu)

)
=

−θuu + θvv

a2 sin θ cos θ
,

kao xto smo i tvrdili.

3.2 Reparametriza
ija pseudosferiqnih povrxi

U ovom ode	ku pokaza�emo da se svaka pseudosferiqna povrx mo�e

parametrizovati Qebixov	evim lokalnim kartama, tj. da za svaku ta-

qku P pseudosferiqne povrxiM postoje okolina U(P ) ⊂M i Qebixov-

	eva lokalna karta r : U −→ U(P ) kojom se ta okolina parametrizuje.

Poqnimo od slede�eg tvrÆe�a.

Stav 3.7. Neka je r : U −→ R
3
=

-

lavna re=

-

ularna elemenx

|

arna i

{

ovrx,

neka je �ena mex

|

rika gax|a sa ds2 = Edu2+Gdv2, neka �ene =-lavne kri-
vine k1 i k2 og=

-

ovaraju regom vekx

|

orima ru i rv i neka je �ena Gausova

krivina jegnaka K = k1k2 ≡ − 1
a2
, za neko a > 0. Onga i

{

reslikava�e

E(1 + a2k1
2) zavisi samo og i{romen	ive u, a i{reslikava�e G(1 + a2k2

2)
zavisi samo og i{romen	ive v.
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Dokaz. Poxto glavna krivina k1 odgovara vektoru ru, a k2 odgovara

vektoru rv, sledi da je

k1 = κn(ru) =
II(ru, ru)

I(ru, ru)
=

e

E
,

k2 = κn(rv) =
II(rv, rv)

I(rv, rv)
=

g

G
.

Diferen
ira�em k1 po v dobijamo k1v =
evE−eEv

E2 , a diferen
ira�em k2

po u dobijamo k2u = guG−gGu

E2 . Iz stava 2.10 i qi�eni
e da je k1 6= k2

jer je k1k2 < 0 u svim taqkama P ∈ r(U) sledi da je F = f ≡ 0, pa iz
Gaus{Peterson{Koda
ijevih jednakosti u razvijenom obliku dobijamo da

je ev = Ev

2

(
e
E
+ g

G

)
= Ev

2
· (k1 + k2) i gu = Gu

2

(
e
E
+ g

G

)
= Gu

2
· (k1 + k2).

Prema tome,

k1v =
Ev

2
· (k1 + k2)E − eEv

E2
=

Ev

2E
·
(
k1 + k2 − 2

e

E

)
=

Ev

2E
· (k2 − k1),

k2u =
Gu

2
· (k1 + k2)G− gGu

G2
=

Gu

2G
·
(
k1 + k2 − 2

g

G

)
=

Gu

2G
· (k1 − k2).

Iskoristimo sada qi�eni
u da je k1k2 ≡ − 1
a2
. Dobijamo

k1v =
Ev

2E
·
(
− 1

a2k1

− k1

)
= −Ev · (1 + a2k1

2)

2a2k1E
,

k2u =
Gu

2G
·
(
− 1

a2k2

− k2

)
= −Gu · (1 + a2k2

2)

2a2k2G
.

SreÆiva�em prethodnih izraza dobijamo

Ev

E
= − 2a2k1k1v

1 + a2k1
2 ,

Gu

G
= − 2a2k2k2u

1 + a2k2
2 ,

pa integra
ijom po v, odnosno po u, dobijamo

lnE = − ln(1 + a2k1
2) + A(u),

lnG = − ln(1 + a2k2
2) +B(v).

Dakle, E(1 + a2k1
2) = eA(u) i G(1 + a2k2

2) = eB(v)
.

Doka�imo sada da za svaku zakrpu pseudosferiqne povrxi postoji

reparametriza
ija koja je glavna i kod koje su preslikava�a iz pret-

hodnog tvrÆe�a identiqki jednaka a2.

39



Teorema 3.1. Neka je R : V −→ R
3
=

-

lavna re=

-

ularna elemenx

|

arna i

{

ovrx

sa mex

|

rikom ds2R = ERdũ
2 +GRdṽ

2
i Gausovom krivinom KR ≡ − 1

a2
za

neko a > 0. Onga i{osx|oji �ena rei

{

aramex

|

riza
ija r : U −→ R
3
oblika

r(u, v) = R(p(u), q(v)) qije su =-lavne krivine k1 =
a2−E
a2E

i k2 =
a2−G
a2G

.

Dokaz. Neka su p i q neodreÆene funk
ije i neka je r(u, v) = R(p(u), q(v)).
Tada je ru(u, v) = p′(u)Rũ(p(u), q(v)) i rv(u, v) = q′(v)Rṽ(p(u), q(v)), pa je
E(u, v) = p′(u)2ER(p(u), q(v)), F (u, v) = 0 iG(u, v) = q′(v)2GR(p(u), q(v)).
Parametriza
ija R jeste glavna, pa je na osnovu prethodnog stava

ER(ũ, ṽ) · (1 + a2k1R(ũ, ṽ)
2) = eA(ũ),

GR(ũ, ṽ) · (1 + a2k2R(ũ, ṽ)
2) = eB(ṽ),

za neke diferen
ijabilne funk
ije A i B. SreÆiva�em dobijamo

k1R(ũ, ṽ)
2 =

1

a2

(
eA(ũ)

ER(ũ, ṽ)
− 1

)
,

k2R(ũ, ṽ)
2 =

1

a2

(
eB(ṽ)

GR(ũ, ṽ)
− 1

)
,

pa poxto va�i ki(u, v) = kiR(p(u), q(v)), i ∈ {1, 2}, stav	aju�i ũ = p(u)
i ṽ = q(v) dobijamo

k1(u, v)
2 =

1

a2

(
p′(u)2eA(p(u))

E(u, v)
− 1

)
,

k2(u, v)
2 =

1

a2

(
q′(v)2eB(q(v))

G(u, v)
− 1

)
.

Dakle, dovo	no je za funk
ije p i q uzeti rexe�a diferen
ijalnih jed-

naqina p′(u)2eA(p(u)) ≡ a2 i q′(v)2eB(q(v)) ≡ a2.

Prethodna teorema nam je od izuzetnog znaqaja, jer nam daje postoja�e

Qebixov	eve lokalne karte za svaku pseudosferiqnu povrx. Pre nego

xto to potvrdimo, setimo se slede�eg. Neka su V1 i V2 jediniqni glavni

vektori u nekoj taqki takvi da je κn(V1) = k1 i κn(V2) = k2 i neka je

X proizvo	an jediniqni tangentni vektor. Postoji jedinstveni ugao

θ ∈ [0, 2π) takav da je X = cos θ · V1 + sin θ · V2 i to je orijentisani ugao

od vektora V1 ka vektoru X . Normalna krivina u prav
u vektora X

jednaka je

κn(X) = cos2 θ · II(V1, V1) + 2 cos θ sin θ · II(V1, V2) + sin2 θ · II(V2, V2)
= k1 cos

2 θ + k2 sin
2 θ.
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Da bi X bio asimptotski vektor, mora da va�i κn(X) = 0, odnosno
k1 cos

2 θ + k2 sin
2 θ = 0. Osim ugla θ, ovu jednakost zadovo	avaju jox

uglovi π − θ, π + θ i −θ. S obzirom na to da su vektori koji odgo-

varaju uglovima θ i π + θ kolinearni, kao i vektori koji odgovaraju

uglovima −θ i π − θ, sledi da ukoliko ima asimptotskih prava
a, ima

ih taqno dva. Ako je Gausova krivina u posmatranoj taqki negativna, tj.

glavne krivine su suprotnih znakova, onda postoje taqno dva asimptot-

ska prav
a i ugao izmeÆu �ih je 2θ (mod π).

Sada mo�emo dokazati slede�u va�nu teoremu.

Teorema 3.2. Neka je M ⊂ R
3
i

{

ovrx x

|

akva ga je K(P ) = − 1
a2

za svaku

x

|

aqku P ∈ M . Neka je ω giferen
ijabilno i

{

reslikava�e koje svakoj

x

|

aqki goge	uje u=-ao izmeÆu asimi{x|ox|skih i{rava
a u x|oj x|aqki i neka

je θ = ω
2
. Taga za okolinu U(P ) svake x|aqke P i

{

osx

|

oji =

-

lavna zakri

{

a

r : U −→ U(P ) x|akva ga va�i:

(1) mex

|

rika je ds2 = (a cos θ)2du2 + (a sin θ)2dv2;
(2) =

-

lavne krivine su k1 =
α
a
tg θ i k2 = −α

a
ctg θ, za neko α ∈ {−1, 1};

(3) sreg�a krivina je H = −α
a
ctg 2θ;

(4) gru=-a osnovna forma je II = αa sin θ cos θ(du2 − dv2).

Dokaz. Svaka taqka P pseudosferiqne povrxi jeste hiperboliqka, pa

na osnovu teoreme 2.5 postoji okolina U(P ) taqke P i lokalna karta

R : V −→ U(P ) koja je glavna. Na osnovu prethodne teoreme postoji

�ena reparametriza
ija r : U −→ U(P ) qije glavne krivine zadovo-

	avaju jednakosti k1
2 = a2−E

a2E
i k2

2 = a2−G
a2G

. Poxto je ω = 2θ ugao

izmeÆu asimptotskih prava
a, sledi da je k1 cos
2 θ + k2 sin

2 θ = 0. Zbog
k1k2 ≡ − 1

a2
, sledi da je k1

2 cos2 θ − 1
a2
sin2 θ = 0, pa je k1

2 = 1
a
tg2 θ, tj.

k1 = α
a
tg θ, za neko α ∈ {−1, 1}. Odmah sledi da je k2 = −α

a
ctg θ, pa

va�i (2).

Kako je a2k1
2 = a2

E
− 1, sledi da je E = a2

1+tg2 θ
= a2 cos2 θ. Sliqno, iz

a2k2
2 = a2

G
−1, sledi da je G = a2

1+ctg2 θ
= a2 sin2 θ. Kako je k1k2 < 0, sledi

da je k1 6= k2, pa na osnovu stava 2.10 va�i F = f ≡ 0. Dakle, dokazali
smo da va�i i (1).

Sred�a krivina je jednaka

H =
1

2
(k1 + k2) =

α

2a
(tg θ − ctg θ) =

α

2a cos θ sin θ
· (sin2 θ − cos2 θ)

= − α

a sin 2θ
cos 2θ = −α

a
ctg 2θ,
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pa va�i i (3).

Kod glavnih zakrpa va�i k1 =
e
E
, k2 =

g

G
i dokazali smo da je f ≡ 0.

Sledi da je e = k1E = αa sin θ cos θ i g = k2G = −αa sin θ cos θ. Prema
tome, druga osnovna forma je jednaka

II = αa sin θ cos θ(du2 − dv2),

pa va�i i (4).

Defini
ija 3.3. Zakrpu (lokalnu kartu) iz prethodne teoreme nazi-

vamo Qebixov	evom =

-

lavnom lokalnom karx

|

om polupreqnika a > 0 sa

u=

-

aonom funk
ijom θ.

S obzirom na stav 3.4, imamo i slede�u defini
iju.

Defini
ija 3.4. Reparametriza
iju Qebixov	eve glavne lokalne kar-

te iz stava 3.4 koja je Qebixov	eva lokalna karta prve vrste nazivamo

Qebixov	evom asimi

{

x

|

ox

|

skom lokalnom karx

|

om polupreqnika a > 0 sa
u=

-

aonom funk
ijom ω = 2θ.

Dakle, okolina svake taqke proizvo	ne pseudosferiqne povrxi ima

parametriza
iju koja je asimptotska Qebixov	eva lokalna karta. Kra-

�e, ka�emo da u okolini svake taqke proizvo	ne pseudosferiqne povr-

xi imamo asimptotske koordinate. Sada �elimo da naÆemo asimptotske

koordinate na pseudosferi, a zatim da vidimo kako izgledaju transfor-

ma
ije jednih pseudosferiqnih povrxi u druge.

3.3 O ugaonoj funk
iji pseudosferiqnih povrxi

Setimo se da je Gausova krivina Qebixov	eve lokalne karte data

sa K = − ωuv

a2 sinω
. Poxto je kod pseudosferiqnih povrxi K ≡ − 1

a2
,

zak	uqujemo da ugaona funk
ija mora zadovo	avati par
ijalnu dife-

ren
ijalnu jednaqinu ωuv = sinω. UvoÆe�em smene ũ = u+ v, ṽ = u− v,

ω(u, v) = 2θ(ũ, ṽ), dobijamo

ωu = 2 (θũ · 1 + θṽ · 1) = 2(θũ + θṽ);

ωuv = 2(θũũ · 1 + θũṽ · (−1) + θũṽ · 1 + θṽṽ · (−1)) = 2(θũũ − θṽṽ),

pa je 2 · (θũũ − θṽṽ) = sin 2θ = 2 sin θ cos θ, odnosno θũũ − θṽṽ = sin θ cos θ.

Defini
ija 3.5. Par
ijalna jednaqina ωuv = sinω i �oj ekvivalentna
jednaqina θuu−θvv = sin θ cos θ nazivaju se sinus{Gorgonovom jegnaqinom.
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Dakle, ugaone funk
ije svih pseudosferiqnih povrxi jesu rexe�a

sinus{Gordonove jednaqine. O postoja�u i jedinstvenosti rexe�a ove

jednaqine navodimo bez dokaza slede�u teoremu.

Teorema 3.3. Neka su φ, ψ : R −→ R giferen
ijabilne funk
ije x|akve

ga je φ(0) = ψ(0). Taga sinus{Gorgonova jegnaqina ωuv = sinω ima jegin-

sx

|

veno rexe�e ω koje zagovo	ava uslove ω(u, 0) = φ(u) i ω(0, v) = ψ(v).

Prirodno je da nas zanimaju rexe�a sinus{Gordonove jednaqine koja

zavise samo od jednog parametra. Na primer, ako posmatramo glavnu

Qebixov	evu lokalnu kartu r qija ugaona funk
ija θ zavisi samo od

parametra u, onda du� proizvo	ne v{parametarske krive r(u0, v) asimp-
totski prav
i grade s �om podudarne uglove. Stoga imamo slede�e

tvrÆe�e.

Stav 3.8. Neka je i

{

reslikava�e θ rexe�e sinus{Gorgonove jegnaqine

θuu − θvv = sin θ cos θ koje zavisi samo og i

{

romen	ive u. Taga i

{

osx

|

oji

konsx

|

anx

|

a b x|akva ga va�i θ2u = b2 − cos2 θ.

Dokaz. S obzirom na to da θ zavisi samo od promen	ive u, imamo da je

θvv ≡ 0, pa jednaqina ima oblik θuu = sin θ cos θ. Pomno�imo obe strane
sa 2θu i dobijamo

2θuθuu = 2 sin θ cos θ · θu = −(−2 cos θ sin θ · θu).

Integra
ijom po u dobijamo θ2u = b2 − cos2 θ, jer preslikava�a θ i θu
zavise samo od promen	ive u.
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4 Rota
ione povrxi konstante negativne

Gausove krivine

4.1 Rota
ione povrxi

Rota
ione povrxi qine najprepoznat	iviju klasu povrxi. Zaista,

mnogi predmeti iz svakodnevnog �ivota predstav	aju rota
ione povr-

xi, na primer lopte, qaxe, flaxe, vaze, konzerve, stubovi itd. TakoÆe,

spomenuli smo da se pseudosfera dobija rota
ijom traktrise, pa je i

ona rota
iona povrx. Naravno, ovde nas zanimaju rota
ione povrxi

konstantne negativne Gausove krivine, ali �emo pre toga videti neka

zajedniqka svojstva svih rota
ionih povrxi.

Defini
ija 4.1. Neka je Π ravan u euklidskom prostoru R
3
, neka je

l prava te ravni i neka je C trag neke krive α : I −→ Π. Rota
ijom

skupa C oko prave l dobijamo skup M koji se naziva rox

|

a
ionom i

{

ovr-

xi generisanom skupom C, koji se naziva i

{

rofilnom krivom. Prava l

naziva se osom rox

|

a
ije povrxi M .

Najqex�e se za ravan Π uzima xOz{ravan, a za pravu l z{osa. Qesto

se i za krivu α qiji trag C = α(I) rotiramo oko prave l ka�e da je

profilna kriva. Pixemo α = (ϕ, ψ) imaju�i u vidu da to znaqi da je

α(t) = (ϕ(t), 0, ψ(t)) za t ∈ I.

Defini
ija 4.2. Elementarna povrx r : I × (0, 2π) −→ R
3
data sa

r(u, v) = (ϕ(u) cos v, ϕ(u) sin v, ψ(u)) naziva se sx|angargnom i

{

aramex

|

ri-

za
ijom rota
ione povrxi M qija je profilna kriva α = (ϕ, ψ) 1{1
preslikava�e, a �en trag pripada xOz{ravni i rotira se oko z{ose.

Naravno, prime�ujemo da tragu r(I×(0, 2π)) nedostaje sama profilna
kriva α(I). Zato rota
iona povrx M ima bar jox jednu lokalnu kartu,

na primer R : I × (−π, π) −→ R
3
koja ima isti oblik kao i r.

Najtipiqniji primer rota
ione povrxi jeste sfera, qija je profil-

na kriva polukrug. Planeta Zem	a je pribli�no sfernog oblika, pa

sfere veoma qesto poistove�ujemo sa povrxinom naxe planete. Ako

uzmemo da je z{osa upravo Zem	ina osa rota
ije i da su taqke prese-

ka z{ose i sfere severni i ju�ni pol, onda je profilna kriva sfere

meridijan Zem	e. TakoÆe, kako svi meridijani Zem	e nastaju rota
i-

jom proizvo	nog meridijana oko z{ose i kako sve u{parametarske krive
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nastaju rota
ijom krive r(u, 0), u analogiji sa sferom nazivamo ih me-

rigijanima rota
ione povrxi. U preseku povrxine Zem	e i ravni koja

je normalna na z{osi nalaze se paralele Zem	e. Kako su v{parametarske

krive proizvo	ne rota
ione povrxi takoÆe u preseku te povrxi i ravni

koja je normalna na z{osi, nazivamo ih i{aralelama rota
ione povrxi.

Na Zem	i su meridijani upravni na paralelama. Doka�imo da ovo

va�i za proizvo	nu rota
ionu povrx. Xtavixe, va�i i vixe od toga.

Stav 4.1. Neka je r : I × (0, 2π) −→ R
3
sx

|

angargna i

{

aramex

|

riza
ija

rox

|

a
ione i

{

ovrxi za qiju i

{

rofilnu krivu α : I −→ R
3
, α = (ϕ, ψ),

va�i (∀t ∈ I) ϕ(t) > 0. Taga je r =-lavna re=-ularna elemenx|arna i{ovrx.

Dokaz. Na osnovu stava 2.10, dovo	no je dokazati da je F = f ≡ 0. Iz

ru(u, v) = (ϕ′(u) cos v, ϕ′(u) sin v, ψ′(u)),

rv(u, v) = (−ϕ(u) sin v, ϕ(u) cos v, 0),

sledi da je F (u, v) = −ϕ(u)ϕ′(u) cos v sin v + ϕ(u)ϕ′(u) sin v cos v + 0 = 0.
Izraqunajmo jediniqno normalno vektorsko po	e. Kako je vektorski

proizvod baznih tangentnih vektora jednak

(−ψ′(u)ϕ(u) cos v,−ψ′(u)ϕ(u) sin v, ϕ′(u)ϕ(u) cos2 v + ϕ′(u)ϕ(u) sin2 v)

= ϕ(u)(−ψ′(u) cos v,−ψ′(u) sin v, ϕ′(u)),

a �egov intenzitet jednak

‖ru(u, v)× rv(u, v)‖ = ϕ(u)
√
ψ′(u)2 cos2 v + ψ′(u)2 sin2 v + ϕ′(u)2

= ϕ(u)
√
ψ′(u)2 + ϕ′(u)2,

sledi da je n(u, v) = 1√
ψ′(u)2+ϕ′(u)2

(−ψ′(u) cos v,−ψ′(u) sin v, ϕ′(u)). Tako-

Æe, ruv(u, v) = (−ϕ′(u) sin v, ϕ′(u) cos v, 0), pa je

f (u, v) =
ϕ′(u)ψ′(u) sin v cos v − ϕ′(u)ψ′(u) cos v sin v + 0√

ψ′(u)2 + ϕ′(u)2
= 0.

Prema tome, r jeste glavna regularna elementarna povrx.

Primetimo da je uslov (∀t ∈ I) ϕ(t) > 0 bitan da bi r bila regularna
(trag krive (−ϕ, ψ) jeste osnosimetriqan tragu krive (ϕ, ψ) u odnosu na
z{osu). Izraqunajmo i ostale koefi
ijente prve i druge osnovne forme,

glavne krivine, Gausovu i sred�u krivinu. Pri tome, oznaqimo sa km
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glavnu krivinu koja odgovara meridijanima, a sa kp glavnu krivinu koja

odgovara paralelama. Dobijamo:

E(u, v) = ϕ′(u)2 cos2 v + ϕ′(u)2 sin2 v + ψ′(u)2 = ϕ′(u)2 + ψ′(u)2,

G(u, v) = ϕ(u)2 sin2 v + ϕ(u)2 cos2 v = ϕ(u)2,

ruu(u, v) = (ϕ′′(u) cos v, ϕ′′(u) sin v, ψ′′(u)),

rvv(u, v) = (−ϕ(u) cos v,−ϕ(u) sin v, 0),

e(u, v) =
−ϕ′′(u)ψ′(u) cos2 v − ϕ′′(u)ψ′(u) sin2 v + ψ′′(u)ϕ′(u)√

ψ′(u)2 + ϕ′(u)2

=
ψ′′(u)ϕ′(u)− ϕ′′(u)ψ′(u)√

ψ′(u)2 + ϕ′(u)2
,

g(u, v) =
ϕ(u)ψ′(u) cos2 v + ϕ(u)ψ′(u) sin2 v + 0√

ψ′(u)2 + ϕ′(u)2
=

ϕ(u)ψ′(u)√
ψ′(u)2 + ϕ′(u)2

,

km(u, v) =
e

E
=
ψ′′(u)ϕ′(u)− ϕ′′(u)ψ′(u)

(ψ′(u)2 + ϕ′(u)2)
3
2

,

kp(u, v) =
g

G
=

ψ′(u)

ϕ(u)
√
ψ′(u)2 + ϕ′(u)2

,

K(u, v) =
ψ′′(u)ϕ′(u)ψ′(u)− ϕ′′(u)ψ′(u)2

ϕ(u)(ψ′(u)2 + ϕ′(u)2)2
,

H(u, v) =
(ψ′′(u)ϕ′(u)− ϕ′′(u)ψ′(u))ϕ(u) + ψ′(u)(ϕ′(u)2 + ψ′(u)2)

2ϕ(u)(ψ′(u)2 + ϕ′(u)2)
3
2

.

Primetimo da smo dokazali slede�u qi�eni
u.

Stav 4.2. Koefi
ijenx

|

i i

{

rve i gru=-e osnovne forme, =

-

lavne krivine,

Gausova krivina i sreg�a krivina i

{

roizvo	ne rox

|

a
ione i

{

ovrxi kon-

sx

|

anx

|

ni su gu� i

{

aralela.

Kao xto znamo, profilnu krivu je mogu�e prirodno parametrizo-

vati. U tom sluqaju se prethodni izrazi znatno uprox�avaju, jer va�i

da je ϕ′(u)2 + ψ′(u)2 = 1. Dobijamo:

E(u, v) = 1,

G(u, v) = ϕ(u)2,

e(u, v) = ψ′′(u)ϕ′(u)− ϕ′′(u)ψ′(u),

g(u, v) = ϕ(u)ψ′(u),

km(u, v) = ψ′′(u)ϕ′(u)− ϕ′′(u)ψ′(u),

kp(u, v) =
ψ′(u)

ϕ(u)
,
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K(u, v) =
ψ′′(u)ϕ′(u)ψ′(u)− ϕ′′(u)ψ′(u)2

ϕ(u)
,

H(u, v) =
(ψ′′(u)ϕ′(u)− ϕ′′(u)ψ′(u))ϕ(u) + ψ′(u)

2ϕ(u)
.

Xtavixe, diferen
ira�em identiteta ϕ′(u)2 + ψ′(u)2 = 1 dobijamo

2ϕ′(u)ϕ′′(u) + 2ψ′(u)ψ′′(u) = 0, pa sledi da je ψ′(u)ψ′′(u) = −ϕ′(u)ϕ′′(u),
xto dodatno uprox�ava Gausovu krivinu. Dobijamo:

K(u, v) =
−ϕ′(u)ϕ′(u)ϕ′′(u)− ϕ′′(u)ψ′(u)2

ϕ(u)
= −ϕ

′′(u)

ϕ(u)
.

4.2 Mindingove rota
ione pseudosferiqne povrxi

Ferdinand Gotliboviq Minding (11.01.1806 | 13.05.1885) bio je ru-

sko{nemaqki matematiqar koji je svojim radom dosta doprineo razvoju

Diferen
ijalne geometrije. Nastavio je Gausov rad prouqavaju�i povr-

xi; spe
ijalno, prouqavao je rota
ione povrxi konstantne krivine i

to otprilike u isto vreme kada je Lobaqevski prouqavao problem Pe-

tog Euklidovog postulata. Pronaxao je geodezijske linije na pseudo-

sferi. Mindingovi rezultati u geometriji geodezijskih trouglova na

povrxima konstantne krivine iz 1840. godine uti
ao je na Beltramijev

rad o neeuklidskim geometrijama iz 1868. godine u kojem je dokazao da

je pseudosfera lokalni model hiperboliqke planimetrije.

U ovom ode	ku prati�emo Mindingov pristup rota
ionim povrxi-

ma konstantne negativne krivine koje, kao xto znamo, lokalno reali-

zuju hiperboliqku planimetriju. On se pitao koju krivu treba uzeti

za profilnu krivu rota
ione povrxi da bi ta povrx imala konstantnu

krivinu. Bez uma�e�a opxtosti pretpostavimo da je ta kriva prirodno

parametrizovana, da �en trag pripada xOz{ravni i da se ona rotira oko

z{ose. Oznaqimo je sa α = (ϕ, ψ), gde je ϕ > 0.

Za da	i rad potrebne su nam slede�e funk
ije. One imaju veze sa

funk
ijom du�ine luka elipse, koja nije elementarna funk
ija.

Defini
ija 4.3. Elii

{

x

|

iqki inx

|

e=

-

ral gru=-e vrsx|e jeste funk
ija de-

finisana sa

E(φ,m) =

φ∫

0

√
1−m sin2 θdθ.
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Komi

{

lex

|

an elii

{

x

|

iqki inx

|

e=

-

ral gru=-e vrsx|e jeste funk
ija definisana

sa

E
(π
2
, m
)
=

π

2∫

0

√
1−m sin2 θdθ.

Za m = 1 dobijamo E(φ, 1) =
φ∫
0

cos θdθ = sinφ, pa je eliptiqki inte-

gral druge vrste, na neki naqin, uopxte�e sinusne funk
ije. Odgova-

raju�e uopxte�e hiperboliqke sinusne funk
ije je onda dato sa

φ∫

0

√
1−m sinh2 θdθ

(hiperboliqka sinusna funk
ija se dobija za m = −1). Uvedimo smenu

x = iθ. Koriste�i qi�eni
u da je sinh(−ix) = e−ix−eix
2

= −i sin x dobi-

jamo da je prethodni integral jednak

iφ∫

0

√
1−m(−i sin x)2 · (−i)dx = −i

iφ∫

0

√
1 +m sin2 xdx = −iE(iφ,−m).

Dakle, dokazali smo da va�i

−iE(iφ,−m) =

φ∫

0

√
1−m sinh2 θdθ. (4.1)

Teorema 4.1. Neka je M rox

|

a
iona i

{

ovrx qija je Gausova krivina u

svakoj x

|

aqki jegnaka − 1
a2
, za neko a > 0. Taga svaka x

|

aqka i

{

ovrxi M

ima okolinu koja je i

{

ogskui{ rox

|

a
ione i

{

ovrxi qija sx

|

angargna i

{

ara-

mex

|

riza
ija r(u, v) = (ϕ(u) cos v, ϕ(u) sin v, ψ(u)) ima i

{

rofilnu krivu

α = (ϕ, ψ) qija je i{rirogna i{aramex|riza
ija

(1) α(u) =





(
ae−u/a,

u∫
0

√
1− e−

2t
a dt

)
, u > 0

(
aeu/a,

u∫
0

√
1− e

2t
a dt

)
, u < 0

(2) α(u) =
(
b cosh u

a
,−iaE

(
iu
a
,− b2

a2

))
, −a arsinh a

b
< u < a arsinh a

b
, za

neku konsx

|

anx

|

u b > 0 ili

(3) α(u) =
(
b sinh u

a
,−i

√
a2 − b2E

(
iu
a
,− b2

a2−b2

))
, 0 < u < a arsinh

√
a2−b2
b

,

za neku konsx

|

anx

|

u 0 < b < a.

48



Dokaz. Iz prethodnog ode	ka znamo da je Gausova krivina rota
ione

povrxi u standardnoj parametriza
iji qija je profilna kriva prirodno

parametrizovana data sa

K(u, v) = −ϕ
′′(u)

ϕ(u)
.

Kako je K ≡ − 1
a2
, sledi da je funk
ija ϕ rexe�e linearne diferen
i-

jalne jednaqine drugog reda

ϕ′′(u)− ϕ(u)

a2
= 0.

Prema tome, ϕ(u) = Ae
u

a +Be−
u

a
, za neke A,B ∈ R takve da je ϕ(u) > 0.

(1) Neka je npr. B = 0. Tada mora biti A > 0 da bi bilo ϕ(u) > 0.
Mo�emo bez uma�e�a opxtosti pretpostaviti da je A = a (ako nije,

transliramo parametar u za −a ln a
A
, odnosno posmatramo novi parame-

tar ũ = u − a ln a
A
i onda je ϕ̃(ũ) = ϕ(u) = Ae

ũ

a
+ln a

A = Ae
ũ

a · a
A

= ae
ũ

a
).

Zbog prirodne parametriza
ije va�i ψ′(u)2 = 1− ϕ′(u)2 = 1− e
2u
a
, pa je

u < 0 i

ψ(u) =

u∫

0

ψ′(t)dt =

u∫

0

√
1− e

2t
a dt.

Ako je pak A = 0, refleksijom parametra u (ũ = −u, ϕ̃(ũ) = ϕ(u) = Be
ũ

a
)

dobijamo prethodni sluqaj.

(2) Neka su i A i B razliqiti od nule. Mo�emo bez uma�e�a opxto-

sti pretpostaviti da je |A| = |B| (ako nije, transliramo parametar u

za −a ln
√∣∣B

A

∣∣
, odnosno uzmemo novi parametar ũ = u− a ln

√∣∣B
A

∣∣
i onda

je ϕ̃(ũ) = ϕ(u) = Ae
ũ

a

√∣∣B
A

∣∣ + Be−
ũ

a

√∣∣A
B

∣∣
i va�i |A|

√∣∣B
A

∣∣ =
√
|AB| i

|B|
√∣∣A

B

∣∣ =
√

|AB|). Neka je A = B = b
2
. Onda mora biti b > 0 da

bi bilo ϕ(u) > 0 i va�i ϕ(u) = b
2
· 2 cosh u

a
= b cosh u

a
. Zbog prirodne

parametriza
ije va�i ψ′(u)2 = 1 − ϕ′(u)2 = 1 − b2

a2
sinh2 u

a
. Sledi da je

−a arsinh a
b
< u < a arsinh a

b
i

ψ(u) =

u∫

0

ψ′(x)dx =

u∫

0

√
1− b2

a2
sinh2 x

a
dx = a

u

a∫

0

√
1− b2

a2
sinh2 tdt.

Na osnovu izvedene osobine eliptiqkog integrala druge vrste sledi da

je ψ(u) = −iaE
(
iu
a
,− b2

a2

)
.
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(3) Neka je A = −B = b
2
. Onda je ϕ(u) = b

2
· 2 sinh u

2
= b sinh u

a
, pa uzmimo

da je u > 0 i b > 0 da bi bilo ϕ(u) > 0. Zbog prirodne parametriza
ije
va�i ψ′(u)2 = 1 − ϕ′(u)2 = 1 − b2

a2
cosh2 u

a
= 1 − b2

a2
− b2

a2
sinh2 u

a
, pa je

sinh2 u
a
< a2−b2

b2
. Prema tome, 0 < b < a, 0 < u < a arsinh

√
a2−b2
b

i

ψ(u) =

u∫

0

ψ′(x)dx =

u∫

0

√
1− b2

a2
− b2

a2
sinh2 x

a
dx

=

u

a∫

0

√
a2 − b2 − b2 sinh2 tdt =

√
a2 − b2

u

a∫

0

√
1− b2

a2 − b2
sinh2 tdt.

Na osnovu izvedene osobine eliptiqkog integrala druge vrste sledi da

je ψ(u) = −i
√
a2 − b2E

(
iu
a
,− b2

a2−b2

)
.

Gde je ovde pseudosfera? Rekli smo da je profilna kriva pseudo-

sfere traktrisa, ali nijedan od prethodna tri tipa profilni krivih

na prvi pogled ne deluje kao traktrisa. MeÆutim, ono xto je k	uqno

jeste to da parametriza
ija traktrise koju smo videli u poglav	u 3

nije prirodna! Sada �emo izvesti pomenutu parametriza
iju traktrise

i dokazati da je �ena prirodna reparametriza
ija oblika (1).

Slika 1: Poqetni polo�aj qoveka i koli
a.

Neka se u xOz{ravni qovek nalazi u koordinatnom poqetku, a koli
a

u taqki (a, 0), a > 0. Neka je kanap kojim qovek vuqe koli
a zategnut

u svakom trenutku. Onda je �egova du�ina uvek jednaka a. Kada qovek

poqne da se kre�e u pozitivnom smeru z{ose, koli
a imaju u svakom

trenutku vektor brzine usmeren prema qoveku i nalaze se na rastoja�u a

od �ega. Neka je α(t) = (ϕ(t), ψ(t)) funk
ija koja opisuje polo�aj koli
a
u proizvo	nom trenutku t. Onda je ϕ′(t) < 0 i ψ′(t) > 0, jer se po x{osi
koli
a sve vixe pribli�avaju qoveku, pa im se x{koordinata sma�uje,

a poxto se z{koordinata qoveka pove�ava, pove�ava se i z{koordinata

koli
a. Mo�emo zak	uqiti da su onda u trenutku t koli
a, projek
ija

koli
a na z{osi i qovek temena pravouglog trougla qija je kateta koja je

paralelna x{osi jednaka ϕ(t), a hipotenuza jednaka a (to je rastoja�e od
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qoveka do koli
a u svakom trenutku). Prema tome, z{koordinata qoveka

je u trenutku t jednaka ψ(t) +
√
a2 − ϕ(t)2, a vektor od koli
a do qoveka

jednak je

(
0, ψ(t) +

√
a2 − ϕ(t)2

)
− (ϕ(t), ψ(t)) =

(
−ϕ(t),

√
a2 − ϕ(t)2

)
.

Ovaj vektor je istog smera kao i vektor brzine koli
a (ϕ′(t), ψ′(t)), pa po-

stoji skalar λ(t) > 0 takav da je
(
−ϕ(t),

√
a2 − ϕ(t)2

)
= λ(t)(ϕ′(t), ψ′(t)).

Sledi da je λ(t) = − ϕ(t)
ϕ′(t)

i

√
a2 − ϕ(t)2 = −ϕ(t)ψ′(t)

ϕ′(t)
. Funk
ija ϕ je opada-

ju�a, pa ima inverznu funk
iju ϕ−1
za koju va�i (ϕ−1)′(ϕ(t)) = 1

ϕ′(t)
. Ako

u prethodnoj jednaqini stavimo ϕ(t) = x i z(x) = ψ(ϕ−1(x)), dobijamo

√
a2 − x2 = −xψ′(ϕ−1(x))(ϕ−1)′(x) = −xz′(x).

Slika 2: Polo�aj qoveka i koli
a u proizvo	nom trenutku.

Sledi da je z(x) = −
∫ √

a2−x2
x

dx. Ovaj integral se najlakxe rexava

uvoÆe�em smene x = a sin t. Dakle, mo�emo uzeti da je ϕ(t) = a sin t, pa
poxto je ϕ opadaju�a i ϕ > 0, uzmimo t ∈

(
π
2
, π
)
. Prethodni integral

onda postaje

ψ(t) = z(ϕ(t)) = −
∫ √

a2 − a2 sin2 t

a sin t
· a cos tdt = a

∫
cos2 t

sin t
dt

= a

∫
1− sin2 t

sin t
dt = a ·

(∫
1

sin t
dt−

∫
sin tdt

)

= a

∫
1

sin t
dt+ a cos t.

UvoÆe�em smene tg t
2
= u, dt = 2du

1+u2
i korix�e�em trigonometrijskog

identiteta sin t =
2 tg t

2

1+tg2 t

2

= 2u
1+u2

dobijamo da je

∫
1

sin t
dt =

∫
1 + u2

2u
· 2du

1 + u2
=

∫
du

u
= ln u+ c = ln tg

t

2
+ c,

za neku konstantu c (poxto je

t
2
∈
(
π
4
, π
2

)
, sledi da je u ∈ (1,+∞)).

Dakle, ψ(t) = a ln tg t
2
+ a cos t + c. Poxto je α

(
π
2

)
= (a, 0), sledi da je
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0 = ψ
(
π
2

)
= a ln tg π

4
+ a cos π

2
+ c = a ln 1 + 0 + c = c, tj. c = 0.

Dakle, parametriza
ija traktrise je α(t) =
(
a sin t, a ln tg t

2
+ a cos t

)
,

gde je t ∈
(
π
2
, π
)
. Potra�imo funk
iju du�ine luka. Vektor brzine je

α′(t) =
(
a cos t, a cos2 t

sin t

)
= a cos t(1, ctg t), pa sledi da je intenzitet brzine

jednak ‖α′(t)‖ = −a cos t
√

1 + ctg2 t = −a cos t · 1
sin t

= −a ctg t. Sledi

da je s(t) =
t∫

π

2

(−a ctg u)du = −a
t∫

π

2

cos udu
sinu

= −a ln sin u|tπ
2
= −a ln sin t, pa

je t = s−1(s) = π − arcsin e−
s

a
. Prema tome, dobijamo da je prirodna

reparametriza
ija data sa ϕ̃(s) = ϕ(s−1(s)) = a sin(s−1(s)) = ae−
s

a
i

ψ̃(s) = ψ(s−1(s)) = a
(
ln tg π−arcsin e−

s
a

2
+ cos

(
π − arcsin e−

s

a

))
. Funk
ija

ϕ̃ se poklapa s funk
ijom ϕ krive iz dela (1) teoreme 4.1, a mo�e se

proveriti da se uvoÆe�em smene t = π − arcsin e−
u

a
u odreÆeni integral

s∫
0

√
1− e−

2u
a du dobija funk
ija ψ̃(s), pa je pomenuta kriva traktrisa.

Prirodnu parametriza
iju traktrise mo�emo dobiti na jox jedan

naqin. Vratimo se jednaqini

√
a2 − ϕ(t)2 = −ϕ(t)ψ′(t)

ϕ′(t)
. Kvadrira�em do-

bijamo a2−ϕ(t)2 = ϕ(t)2ψ′(t)2

ϕ′(t)2
. Poxto �elimo prirodnu parametriza
iju,

va�i ϕ′(t)2 + ψ′(t)2 = 1, pa je a2 − ϕ(t)2 =
ϕ(t)2(1−ϕ′(t)2)

ϕ′(t)2
= ϕ(t)2

ϕ′(t)2
− ϕ(t)2.

Dobijamo jednaqinu a2 = ϕ(t)2

ϕ′(t)2
, pa poxto znamo da je ϕ(t) > 0 i ϕ′(t) < 0,

sledi a = − ϕ(t)
ϕ′(t)

, tj.

ϕ′(t)
ϕ(t)

= − 1
a
. Integra
ijom po t dobijamo da je

lnϕ(t) = − t
a
+ c, za neku konstantu c. U trenutku t = 0 koli
a se nalaze

u taqki (a, 0), pa je ϕ(0) = a. Sledi ln a = 0+ c, tj. c = ln a, pa dobijamo

da je ln ϕ(t)
a

= − t
a
, tj. ϕ(t) = ae−

t

a
.

Slika 3: Slika pseudosfere.

Xta je ostalim povrxima iz teoreme 4.1? Pogledajmo kako izgleda

rota
iona povrx qija je profilna kriva oblika (2) iz teoreme 4.1.
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Slika 4: Slika Mindingove kalem{povrxi.

Ova povrx liqi na posto	e oko kojeg se namotava kona
 ili kalem,

pa otud naziv Mingin=-ova kalem{i{ovrx. Pogledajmo i kako izgleda ro-

ta
iona povrx qija je profilna kriva oblika (3) iz teoreme 4.1.

Slika 5: Slika Mindingove krov{povrxi.

Ova povrx liqi na krov neke kule, pa je zato nazivamo Mingin-

=

-

ovom krov{i

{

ovrxi. Dakle, pseudosfere, Mindingove kalem{povrxi i

Mindingove krov{povrxi jesu tri osnovna tipa rota
ionih povrxi kon-

stantne negativne Gausove krivine, tj. rota
ionih pseudosferiqnih po-

vrxi. One se mogu videti i u svakodnevnom �ivotu. Na primer, uzmimo

iseqak sfere izmeÆu dveju paralela podjednako uda	enih od ekvatora i

na gor�i kraj zalepimo pseudosferu, a na do�i kru�ni 
ilindar i

dobi�emo kupolu. Umesto pseudosfere, na gor�i kraj mo�emo zalepiti

Mindingovu krov{povrx i dobiti kupolu sa vrhom. TakoÆe, ako uzmemo

kru�ni 
ilindar i na gor�i kraj zalepimo polusferu, a na do�i do�u

polovinu Mindingove kalem{povrxi, dobi�emo zvono.

Pored toga, ove tri vrste rota
ionih povrxi znaqajne su same po

sebi za hiperboliqku geometriju. Pre toga, napomenimo da nije texko

dokazati da su meridijani rota
ione povrxi uvek geodezijske linije.
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TakoÆe, nije texko dokazati da su u proizvo	nom modelu hiperboliqke

ravni jedine geodezijske linije prave. Dakle, meridijani ovih rota
i-

onih povrxi su delovi hiperboliqkih pravih. U hiperboliqkoj geo-

metriji dve razne prave mogu da se seku, da budu paralelne ili da

budu hiperparalelne, pa umesto dve imamo tri vrste pramenova pravih.

Ako uzmemo Mindingovu krov{povrx bez jednog meridijana i izome-

triqno je razvijemo u hiperboliqku ravan, vidimo da svi meridijani

prolaze kroz vrh krov{povrxi, pa pripadaju pravima eliptiqkog pra-

mena. Paralele su u svim taqkama ortogonalne na meridijanima, pa

kako su krugovi qiji je 
entar teme tog pramena jedine krive koje su

u svim taqkama ortogonalne na eliptiqkom pramenu pravih, sledi da

paralele pripadaju kon
entriqnim hiperboliqkim krugovima. Dakle,

Mindingova krov{povrx je podskup hiperboliqkog diska. Kako na pseu-

dosferi svi meridijani imaju zajedniqku asimptotu (z{osu), sledi da

kad se pseudosfera bez jednog meridijana razvije izometriqno u hiper-

boliqku ravan, meridijani pripadaju paralelnim pravima, tj. pravima

paraboliqkog pramena. Krive koje su u svim taqkama ortogonalne na

paraboliqkom pramenu pravih jesu ori
ikli, pa sledi da su paralele

na pseudosferi sadr�ane u ori
iklima. Naravno, sama pseudosfera bez

jednog meridijana sadr�ana je u unutrax�osti ori
ikla koji odgovara

graniqnoj paraleli. Konaqno, ako uzmemo Mindingovu kalem{povrx

bez jednog meridijana, mo�emo dokazati da je paralela r(0, v) jedina pa-
ralela koja je geodezijska linija. Svi meridijani su normalni na ovoj

paraleli, pa sledi da pripadaju hiperparalelnim pravima, tj. pravima

hiperboliqkog pramena. Krive koje su u svim taqkama ortogonalne na

paraboliqkom pramenu pravih jesu ekvidistante i prava koja je �ihova

zajedniqka osnova, pa sledi da su paralele r(u0, v), u0 6= 0, sadr�ane u
ekvidistantama. Sama Mindingova kalem{povrx bez jednog meridija-

na sadr�ana je u preseku unutrax�osti dveju ekvidistanata sa istom

osnovom i istom visinom.

4.3 Qebixov	eva parametriza
ija

Prvo �emo utvrditi kako izgledaju Qebixov	eve glavne parametri-

za
ije rota
ionih povrxi konstantne negativne Gausove krivine u op-

xtem sluqaju, a zatim �emo videti kako izgledaju za svaku od prethodne

tri vrste tih povrxi. Naravno, jednostavno �emo do�i i do �ihovih

asiptotskih koordinata. Setimo se da smo za ugaonu funk
iju θ rekli

da je prirodno zahtevati da zavisi samo od promen	ive u. TakoÆe, seti-

mo se da smo dokazali da su koefi
ijenti prve i druge osnovne forme
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rota
ione povrxi u standardnoj parametriza
iji konstantni du� pa-

ralela, tj. da zavise samo od promen	ive u. To znaqi da du� paralela

asimptotski prav
i grade podudarne uglove sa glavnim prav
ima, a ti

uglovi su upravo θ!

Teorema 4.2. Neka je M rox

|

a
iona i

{

ovrx qija je Gausova krivina u

svakoj x

|

aqki jegnaka − 1
a2

i neka je θ u=

-

aona funk
ija koja zagovo	ava

θ2u = b2 − cos2 θ i θv ≡ 0, za neko b > 0. Onga je Qebixov	eva lokalna

karx

|

a na M gax|a sa

r(u, v) =
(a
b
sin θ(u) cos(bv),

a

b
sin θ(u) sin(bv), ψ(u)

)
,

=

-ge je ψ′(u) = ±a
b
cos2 θ(u).

Dokaz. Potra�imo Qebixov	evu lokalnu kartu povrxi M u obliku

r(u, v) = (ϕ(u) cos(αv), ϕ(u) sin(αv), ψ(u)), za neko α > 0 i neke nepoznate
funk
ije ϕ i ψ. Ova parametriza
ija liqi na standardnu parametri-

za
iju rota
ione povrxi qija je profilna kriva (ϕ, ψ), s tim xto uz

parametar v imamo koefi
ijent α. Ovo neznatno me�a izraze za koefi-


ijente prve i druge osnovne forme i glavne krivine koje smo izveli za

standardnu parametriza
iju rota
ione povrxi. Samo treba pomno�iti

rv i ruv sa α, a rvv sa α
2
, xto znaqi daG i g treba pomno�iti sa α2

, dok se

izrazi za glavne krivine ne me�aju. Koefi
ijenti prve osnovne forme

su E(u, v) = ϕ′(u)2 + ψ′(u)2 = a2 cos2 θ i G(u, v) = α2ϕ(u)2 = a2 sin2 θ, pa

je ϕ(u) = a
α
sin θ(u). Prema tome, va�i ϕ′(u) = a

α
cos θ(u)θu(u), odnosno

ϕ′(u)2 = a2

α2 cos
2 θ(u) · (b2 − cos2 θ(u)). Da bi parametriza
ija r bila Qe-

bixov	eva, uzmimo α = b i ψ′(u)2 = a2

α2 cos
4 θ(u). Dakle, dobijamo da je

ϕ(u) = a
b
sin θ(u) i ψ′(u) = ±a

b
cos2 θ(u).

Razmotrimo sada spe
ijalni sluqaj prethodne teoreme kada je b = 1.
Za to �e nam trebati slede�e jednostavno tvrÆe�e. Ako je δ ∈ {1,−1} i
u = ln

(
δ tg θ

2

)
, onda je

1

cosh u
=

2

eu + e−u
=

2

δ tg θ
2
+ δ ctg θ

2

= 2δ sin
θ

2
cos

θ

2
= δ sin θ,

− tgh u = −e
u − e−u

eu + e−u
=

δ ctg θ
2

δ tg θ
2
+ δ ctg θ

2

− δ tg θ
2

δ tg θ
2
+ δ ctg θ

2

=
1

tg2 θ
2
+ 1

− 1

1 + ctg2 θ
2

= cos2
θ

2
− sin2 θ

2
= cos θ.

Teorema 4.3. Neka je r : U −→ R
3
Qebixov	eva =

-

lavna lokalna karx

|

a

i

{

olui

{

reqnika a > 0 gax|a sa r(u, v) = (ϕ(u) cos v, ϕ(u) sin v, ψ(u)), qija je
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u=

-

aona funk
ija θ rexe�e sisx|ema i{ar
ijalnih giferen
ijalnih jegna-

qina θ2u = sin2 θ i θv ≡ 0. Taga va�i:

(1) Gausova krivina je u svakoj x

|

aqki P ∈ r(U) jegnaka − 1
a2
;

(2) i

{

rofilna kriva α = (ϕ, ψ) gax|a je funk
ijama ϕ(u) = αa
cosh(u+C)

i

ψ(u) = βa(u+B−tgh(u+C)), =-ge su α, β ∈ {1,−1} i B,C ∈ R konsx

|

anx

|

e;

(3) go na izomex|riju eukligsko=- i{rosx|ora R
3
, i

{

reslikava�e r jesx|e re-

i

{

aramex

|

riza
ija i

{

seugosfere i{olui{reqnika a;

(4) u=

-

aona funk
ija je gax|a sa θ(u) = 2δ arctg eγ(u+C)
, =

-ge su γ, δ ∈ {1,−1}.
Dokaz. Uslovi θ2u = sin2 θ i θv ≡ 0 govore nam da ugaona funk
ija θ

zadovo	ava sinus{Gordonovu jednaqinu, pa je Gausova krivina jednaka

K ≡ − 1
a2
. Neka je γ ∈ {1,−1} i neka je θu = γ sin θ. De	e�em sa sin θ

i integra
ijom po u dobijamo γ(u + C) =
∫ θ′(u)

sin θ(u)
du = ln

∣∣∣tg θ(u)
2

∣∣∣, tj.
tg θ(u)

2
= δeγ(u+C)

za neko δ ∈ {1,−1} i C ∈ R. Prema tome, sledi da je

θ(u) = 2δ arctg eγ(u+C)
.

Iz δ tg θ(u)
2

= eγ(u+C)
sledi da je sin θ(u) = δ 1

cosh(γ(u+C))
= δ 1

cosh(u+C)
i

cos θ(u) = − tgh(γ(u+C)) = −γ tgh(u+C), pa da bi r bila Qebixov	eva,
mora biti G(u, v) = ϕ(u)2 = a2 sin2 θ(u). Sledi da je ϕ(u) = αa sin θ(u) =
αaδ 1

cosh(u+C)
. Preoznaqimo αδ sa α i dobijamo ϕ(u) = αa 1

cosh(u+C)
. TakoÆe,

da bi parametriza
ija r bila Qebixov	eva, na osnovu prethodne teore-

me je ψ′(u) = βa cos2 θ(u) = βa tgh2(u + C), za neko β ∈ {1,−1}. Inte-

gra
ijom po u dobijamo ψ(u) = βa(u + B − tgh(u + C)) za neko B ∈ R.

Dakle, dobili smo

r(u, v) = a

(
α

cos v

cosh(u+ C)
, α

sin v

cosh(u+ C)
, β(u+B − tgh(u+ C))

)
.

Ostaje jox da doka�emo da se nekom izometrijom euklidskog pro-

stora R
3
trag ove lokalne karte mo�e slikati u kanonsku pseudosferu

polupreqnika a. Transla
ija za vektor (0, 0, aβ(C − B)) i transla
ija

parametra u za C (tj. uvoÆe�e novog parametra ũ = u + C kojeg �emo

opet obele�avati sa u) daju

r(u, v) = a

(
α

cos v

cosh u
, α

sin v

cosh u
, β(u− tghu)

)
.

Uvedimo sada smenu u = ln tg ũ
2
, v = ṽ + π(α−1)

2
. Imamo da je

1
coshu

= sin ũ
i − tghu = cos ũ. TakoÆe, ako je α = 1, onda je α cos v = cos(ṽ+0) = cos v,
a ako je α = −1, onda je α cos v = − cos(ṽ− π) = cos ṽ. Prema tome, va�i
α cos v = cos ṽ, xto znaqi da se r reparametrizuje sa

R(ũ, ṽ) = a

(
sin ũ cos ṽ, sin ũ sin ṽ, β

(
ln tg

ũ

2
+ cos ũ

))
.
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Eventualna refleksija u odnosu na ravan xOy ukla�a β, pa je trag

lokalne karte r zaista pseudosfera.

Defini
ija 4.4. Qebixov	eva =

-

lavna i

{

aramex

|

riza
ija pseudosfere

polupreqnika a jeste preslikava�e r : (0,+∞)× (0, 2π) −→ R
3
dato sa

r(u, v) = a

(
cos v

cosh u
,
sin v

cosh u
, u− tghu

)
.

Ugaona funk
ija je data sa θ(u, v) = 2δ arctg eγu, za neke γ, δ ∈ {1,−1}.

Slika 6: Slika pseudosfere u Qebixov	evoj glavnoj mre�i.

Primetimo da je ovo i da	e standardna parametriza
ija rota
ione

povrxi. Dakle, naxli smo novu parametriza
iju traktrise, a to je

α(t) = a
(

1
cosh t

, t− tgh t
)
, t ∈ (0,+∞). Spomenuli smo da se ponekad za

traktrisu uzima kako puta�a kojom se kre�u koli
a, tako i �ena sime-

triqna slika u odnosu na osu upravnu na puta�i kojom se qovek kre�e, pa

proxirujemo domen za u na R, uz gubitak regularnosti. TakoÆe, domen za

v mo�emo proxiriti na R, ali onda gubimo injektivnost lokalne karte.

UvoÆe�em smene u = ũ+ ṽ, v = ũ− ṽ, od Qebixov	eve glavne lokalne
karte dobijamo Qebixov	evu asimptotsku lokalnu kartu.

Defini
ija 4.5. Qebixov	eva asimi

{

x

|

ox

|

ska i

{

aramex

|

riza
ija pseu-

dosfere polupreqnika a jeste preslikava�e r dato sa

r(u, v) = a

(
cos(u− v)

cosh(u+ v)
,
sin(u− v)

cosh(u+ v)
, u+ v − tgh(u+ v)

)
.

Ugaona funk
ija je data sa ω(u, v) = 4δ arctg eγ(u+v), za neke γ, δ ∈ {1,−1}.
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Kao i malopre, domen mo�emo proxiriti na R
2
, ali onda gubimo

regularnost i injektivnost.

Slika 7: Slika pseudosfere u Qebixov	evoj asimptotskoj mre�i.

Za Qebixov	eve parametriza
ije Mindingovih krov{povrxi i ka-

lem{povrxi, potrebne su nam Jakobijeve eliptiqke funk
ije cn, am i

dn, kao i eliptiqki integral druge vrste E. Slede�e dve teoreme su

direktne posledi
e teoreme 4.2.

Teorema 4.4. Mingin=-ova krov{i

{

ovrx ima Qebixov	evu =

-

lavnu i

{

ara-

mex

|

riza
iju gax|u sa

r(u, v) = (ϕ(u) cos(bv), ϕ(u) sin(bv), ψ(u)),

=

-ge je ϕ(u) = a
b
cn
(
bu, 1

b2

)
i ψ(u) = αa

(
bu − E

(
am
(
bu, 1

b2

)
, 1
b2

))
, za neko

α ∈ {1,−1} i b > 1.

Teorema 4.5. Mingin=-ova kalem{i{ovrx ima Qebixov	evu =

-

lavnu i

{

ara-

mex

|

riza
iju gax|u sa

r(u, v) =
a

b

(
dn(u, b2) cos(bv), dn(u, b2) sin(bv), α

(
u− E

(
am(u, b2), b2

)))
,

za neko α ∈ {1,−1} i 0 < b < 1.

Slika 8: Slika Mindingove krov{povrxi i kalem{povrxi u Qebixov-

	evoj asimptotskoj mre�i.
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5 Transforma
ije pseudosferiqnih povr-

xi

Osim rota
ionih pseudosferiqnih povrxi (pseudosfera, Mindingo-

vih kalem{povrxi i Mindingovih krov{povrxi), postoji mnogo drugih

povrxi u R
3
qija je Gausova krivina u svakoj taqki jednaka − 1

a2
, za

neko a > 0. �elimo da od poznatih povrxi konstruixemo nove, pa su

nam od znaqaja preslikava�a koja transformixu jednu pseudosferiqnu

povrx u drugu. Ta preslikava�a imaju jednostavan oblik kada su zakr-

pe na povrxi koju transformixemo Qebixov	eve lokalne karte. Ovo

posled�e poglav	e posve�ujemo upravo ovim transforma
ijama.

5.1 Bjankijeva transforma
ija

Ova vrsta transforma
ije pseudosferiqnih povrxi nosi ime po ita-

lijanskom matematiqaru LuiÆiju Bjankiju (18.01.1856 | 06.06.1928),

koji je prouqavao grupe izometrija Rimanovih mnogostrukosti kao Li-

jeve grupe dimenzije 3.

Defini
ija 5.1. Neka jeM povrx u R
3
qija je Gausova krivina u svakoj

taqki jednaka − 1
a2
, za neko a > 0. Za povrx N sa jediniqnim normalnim

vektorskim po	em nN ka�emo da je Bjankijeva x

|

ransforma
ija povrxi

M ako postoji preslikava�e Φ :M −→ N takvo da za svaku taqku P ∈M

va�i:

(1) ‖Φ(P )− P‖ = a,

(2) vektor Φ(P )−P paralelan je nekom tangentnom vektoru naM u taqki

P i

(3) vektor nN (Φ(P )) paralelan je nekom tangentnom vektoru na M u

taqki P i normalan na vektoru Φ(P )− P .

Bjanki je ovakvu povrx N nazivao komi

{

lemenx

|

arnom i

{

ovrxi povr-

xi M . Geometrijski se Bjankijevom transforma
ijom svaka taqka P

povrxi M slika u taqku Q povrxi N takvu da je vektor

−→
PQ paralelan

nekom tangentnom vektoru na povrxiM u taqki P , paralelan nekom tan-

gentnom vektoru na povrxi N u taqki Q i da je �egov intenzitet jednak

a, a tangentna ravan na povrxi M u taqki P upravna je na tangentnoj

ravni na povrxi N u taqki Q.

Stav 5.1. Neka je r : U −→ R
3
Qebixov	eva =

-

lavna lokalna karx

|

a na

i

{

ovrxi M ⊂ R
3
qija je Gausova krivina K(P ) = − 1

a2
za svako P ∈ M ,
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θ : U −→ R �ena u=

-

aona funk
ija i r̃ = Φ ◦ r re=

-

ularna elemenx

|

arna

i

{

ovrx koja zagovo	ava osobine (1) i (2) iz i

{

rex

|

hogne gefini
ije. Onga

i

{

osx

|

oji i

{

reslikava�e θ̃ : U −→ R x

|

akvo ga je

r̃ = r +
cos θ̃

cos θ
ru +

sin θ̃

sin θ
rv. (5.1)

Dokaz. Vektor r̃(u, v) − r(u, v) = Φ(P ) − P , P = r(u, v), paralelan je

nekom tangentnom vektoru iz TP r, pa je

r̃(u, v)− r(u, v) = A(u, v)ru(u, v) +B(u, v)rv(u, v),

za neke funk
ije A,B : U −→ R. Poxto je ‖r̃(u, v) − r(u, v)‖ = a i r

Qebixov	eva glavna lokalna karta, sledi da je

a2 = A(u, v)2 ·E(u, v) + 2A(u, v)B(u, v)F (u, v) +B(u, v)2 ·G(u, v)

= A2(u, v) · a2 cos2 θ(u, v) +B2(u, v) · a2 sin2 θ(u, v).

Dakle, va�i (A(u, v) cos θ)2 + (B(u, v) sin θ)2 = 1, pa postoji funk
ija

θ̃ : U −→ R takva da je A cos θ = cos θ̃ i B sin θ = sin θ̃, tj. A = cos θ̃
cos θ

i

B = sin θ̃
sin θ

. Sledi da je r̃ = r + cos θ̃
cos θ

ru +
sin θ̃
sin θ

rv.

Defini
ija 5.2. Preslikava�e θ̃ iz prethodnog stava naziva se u=-ao-

nom funk
ijom Bjankijeve transforma
ije u odnosu na θ.

Iz uslova (3) u defini
iji Bjankijeve transforma
ije izvodimo

slede�i sistem par
ijalnih diferen
ijalnih jednaqina koje se nazi-

vaju Bjanki{Darbuovim jegnaqinama.

Teorema 5.1. Neka je r : U −→ R
3
Qebixov	eva =

-

lavna lokalna karx

|

a

na i

{

ovrxi M ⊂ R
3
qija je Gausova krivina u svakoj x

|

aqki jegnaka − 1
a2

i neka je r̃ re=-ularna elemenx|arna i{ovrx gax|a sa (5.1). Taga je r̃ Bjan-

kijeva x

|

ransforma
ija og r ako i samo ako va�i

{
θ̃u + θv = sin θ̃ cos θ,

θu + θ̃v = − cos θ̃ sin θ.

Dokaz. Neka je r̃ data sa (5.1). Diferen
ira�em po u dobijamo

r̃u = ru +

(
cos θ̃

cos θ

)

u

ru +
cos θ̃

cos θ
ruu +

(
sin θ̃

sin θ

)

u

rv +
sin θ̃

sin θ
ruv.
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Na osnovu stava 3.5 sledi da je

ruu = − tg θ · θuru + ctg θ · θvrv + en

ruv = − tg θ · θvru + ctg θ · θurv
pa poxto je

(
cos θ̃

cos θ

)

u

=
− sin θ̃ · θ̃u cos θ + cos θ̃ sin θ · θu

cos2 θ

=
− sin θ̃ · θ̃u + cos θ̃ tg θ · θu

cos θ
,

(
sin θ̃

sin θ

)

u

=
cos θ̃ · θ̃u sin θ − sin θ̃ cos θ · θu

sin2 θ

=
cos θ̃ · θ̃u − sin θ̃ ctg θ · θu

sin θ
,

e = −a sin θ cos θ,
sledi da je

r̃u =
cos θ − sin θ̃(θ̃u + θv)

cos θ
ru +

cos θ̃(θ̃u + θv)

sin θ
rv − a sin θ cos θ̃ · n.

Sliqno se dobija da je

r̃v = −sin θ̃(θu + θ̃v)

cos θ
ru +

sin θ + cos θ̃(θu + θ̃v)

sin θ
rv + a sin θ̃ cos θ · n.

Pretpostavimo da je r̃ Bjankijeva transforma
ija. Tada jediniqno

normalno vektorsko po	e zadovo	ava osobinu (3), pa je nr̃ = Aru +Brv
i 〈nr̃, r̃ − r〉 = 0, tj.

A
cos θ̃

cos θ
a2 cos2 θ +B

sin θ̃

sin θ
a2 sin2 θ = 0.

Poxto je ‖nr̃‖ = 1, sledi i A2 · a2 cos2 θ + B2 · a2 sin2 θ = 1. Iz prve

jednaqine je A = −B tg θ̃ tg θ, pa zamenom u drugu dobijamo

1

a2
= B2 tg2 θ̃ tg2 θ cos2 θ +B2 sin2 θ = B2 sin2 θ(tg2 θ̃ + 1) = B2 sin

2 θ

cos2 θ̃
.

Dakle, B2 = cos2 θ̃
a2 sin2 θ

, pa je B = ± cos2 θ̃
a2 sin2 θ

. Uzmimo npr. da je B = cos θ̃
a sin θ

, pa

je onda A = − sin θ̃
a cos θ

, tj.

nr̃ = − sin θ̃

a cos θ
ru +

cos θ̃

a sin θ
rv
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(odredili smo nr̃ do na smer, za taqan smer treba izraqunati r̃u × r̃v).

Poxto je 〈nr̃, r̃u〉 = 0 i 〈nr̃, r̃v〉 = 0, dobijamo

a(− cos θ sin θ̃ + θ̃u + θv) = 0,

a(θu + θ̃v + cos θ̃ sin θ) = 0,

odakle direktno slede Bjanki{Darbuove jednaqine.

Obratno, pretpostavimo da va�e Bjanki{Darbuove jednaqine. Onda

je

r̃u =
cos θ − sin θ̃ cos θ sin θ̃

cos θ
ru +

cos θ̃ cos θ sin θ̃

sin θ
rv − a sin θ cos θ̃ · n

= cos2 θ̃ · ru + cos θ̃ sin θ̃ ctg θ · rv − a sin θ cos θ̃ · n,

r̃v = −sin θ̃ · (− cos θ̃ sin θ)

cos θ
ru +

sin θ − cos θ̃ cos θ̃ sin θ

sin θ
rv + a sin θ̃ cos θ · n

= sin θ̃ cos θ̃ tg θ · ru + sin2 θ̃ · rv + a sin θ̃ cos θ · n.

Definiximo vektorsko po	e V na r̃ sa V = − sin θ̃
a cos θ

ru +
cos θ̃
a sin θ

rv. Iz

〈V, r̃u〉 = − sin θ̃

a cos θ
cos2 θ̃ · a2 cos2 θ + cos θ̃

a sin θ
cos θ̃ sin θ̃ ctg θ · a2 sin2 θ = 0

〈V, r̃v〉 = − sin θ̃

a cos θ
sin θ̃ cos θ̃ tg θ · a2 cos2 θ + cos θ̃

a sin θ
sin2 θ̃ · a2 sin2 θ = 0,

sledi da je V normalno vektorsko po	e. Poxto je 〈V, V 〉 = 1, sledi da

je, uz eventualnu promenu smera, V jediniqno normalno vektorsko po	e

na regularnoj elementarnoj povrxi r̃, tj. da je nr̃ = − sin θ̃
a cos θ

ru +
cos θ̃
a sin θ

rv.

U svakoj taqki (u, v) ∈ U vektor nr̃(u, v) paralelan je nekom tangentnom

vektoru iz TP r, P = r(u, v), a va�i i

〈nr̃, r̃ − r〉 = − sin θ̃

a cos θ
· cos θ̃
cos θ

a2 cos2 θ +
cos θ̃

a sin θ
· sin θ̃
sin θ

a2 sin2 θ = 0,

pa sledi da je r̃ Bjankijeva transforma
ija od r.

Teorema 5.2. Neka je r : U −→ R
3
Qebixov	eva =

-

lavna lokalna karx

|

a

na i

{

ovrxi M ⊂ R
3
qija je Gausova krivina u svakoj x

|

aqki jegnaka − 1
a2
,

za neko a > 0. Neka je r̃ Bjankijeva x

|

ransforma
ija og r sa u=

-

aonom

funk
ijom θ̃. Onga je r̃ Qebixov	eva =-lavna lokalna karx|a konsx|anx|ne

Gausove krivine − 1
a2

i θ̃ je �ena u=-aona funk
ija.
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Dokaz. Odredimo koefi
ijente prve osnovne forme regularne elemen-

tarne povrxi r̃. Iz dokaza prethodne teoreme sledi da je

r̃u = cos2 θ̃ · ru + cos θ̃ sin θ̃ ctg θ · rv − a sin θ cos θ̃ · n,
r̃v = sin θ̃ cos θ̃ tg θ · ru + sin2 θ̃ · rv + a sin θ̃ cos θ · n,

pa je

Er̃ = cos4 θ̃ · a2 cos2 θ + cos2 θ̃ sin2 θ̃ ctg2 θ · a2 sin2 θ + a2 sin2 θ cos2 θ̃,

= a2 cos2 θ̃(cos2 θ(cos2 θ̃ + sin2 θ̃) + sin2 θ) = a2 cos2 θ̃,

Fr̃ = cos2 θ̃ sin θ̃ cos θ̃ tg θ · a2 cos2 θ + cos θ̃ sin θ̃ ctg θ sin2 θ̃ · a2 sin2 θ

− a sin θ cos θ̃ · a sin θ̃ cos θ
= a2 sin θ cos θ sin θ̃ cos θ̃(cos2 θ̃ + sin2 θ̃ − 1) = 0,

Gr̃ = sin2 θ̃ cos2 θ̃ tg2 θ · a2 cos2 θ + sin4 θ̃ · a2 sin2 θ + a2 sin2 θ̃ cos2 θ

= a2 sin2 θ̃(sin2 θ(cos2 θ̃ + sin2 θ̃) + cos2 θ) = a2 sin2 θ̃.

Dakle, r̃ je Qebixov	eva glavna lokalna karta i θ̃ je �ena ugaona funk-


ija. Diferen
ira�em Bjanki{Darbuovih jednaqina dobijamo

θ̃uu + θuv = (cos θ sin θ̃)u = − sin θ · θu sin θ̃ + cos θ cos θ̃ · θ̃u,
θuv + θ̃vv = (− cos θ̃ sin θ)v = sin θ̃ · θ̃v sin θ − cos θ̃ cos θ · θv,

pa oduzima�em druge dobijene jednaqine od prve dobijamo

θ̃uu − θ̃vv = − sin θ sin θ̃ · (θu + θ̃v) + cos θ cos θ̃ · (θ̃u + θv)

= − sin θ sin θ̃ · (− cos θ̃ sin θ) + cos θ cos θ̃ cos θ sin θ̃

= sin θ̃ cos θ̃(sin2 θ + cos2 θ) = sin θ̃ cos θ̃.

Sledi da ugaona funk
ija θ̃ zadovo	ava sinus{Gordonovu jednaqinu, pa

je Gausova krivina regularne elementarne povrxi r̃ u svakoj taqki jed-

naka − 1
a2
.

5.1.1 Kuenova povrx

Sada �emo primeniti Bjankijevu transforma
iju na pseudosferu da

bismo konstruisali novi primer pseudosferiqne povrxi. Prvo izra-

qunajmo ugaonu funk
iju nove povrxi.

Stav 5.2. Neka je r Qebixov	eva =-lavna i{aramex|riza
ija i{seugosfere

sa u=

-

aonom funk
ijom θ(u, v) = 2 arctg eu i r̃ �ena Bjankijeva x|ransfor-
ma
ija. Onga je �ena u=-aona funk
ija gax|a sa

θ̃(u, v) = 2 arctg
(
− v

cosh u

)
.
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Dokaz. Poxto je u = ln tg θ
2
, sledi da je cos θ = − tghu i sin θ = 1

coshu
.

TakoÆe, θu = 2eu

1+e2u
= 2

e−u+eu
= 1

coshu
i θv = 0, pa su Bjanki{Darbuove

jednaqine date sa

θ̃u = − tgh u sin θ̃,

1

cosh u
+ θ̃v = − cos θ̃

cosh u
.

Napiximo prvu jednaqinu u obliku

θ̃u
sin θ̃

= − tghu i integralimo je po

u. Dobijamo da je ln
∣∣∣tg θ̃

2

∣∣∣ = −
∫

sinhu
cosh u

du = − ln cosh u + A(v), odnosno

da je

∣∣∣tg θ̃
2

∣∣∣ = eA(v)

coshu
. Prema tome, va�i tg θ̃

2
= A1(v)

coshu
, za neku funk
iju

A1(v). SreÆiva�em druge Bjanki{Darbuove jednaqine dobijamo da je

θ̃v = −1+cos θ̃
cosh u

= −2 cos2 θ̃

2

coshu
, odnosno

1
2
· θ̃v

cos2 θ̃

2

= − 1
cosh u

. Iz tg θ̃
2
= A1(v)

coshu

diferen
ira�em po v dobijamo

1
2
· θ̃v

cos2 θ̃

2

=
A′

1(v)

cosh u
, pa je

A′

1(v)

cosh u
= − 1

cosh u
.

Dakle, A′
1(v) = −1, pa je A1(v) = −v − c, za neko c ∈ R. Prema tome,

tg θ̃
2
= − v+c

cosh u
, pa je θ̃(u, v) = 2 arctg

(
− v+c

cosh u

)
. S obzirom na to da vred-

nost ugaone funk
ije θ ne zavisi od parametra v, translirajmo ga za c

(tj. uvedimo novi parametar ṽ = v + c koji �emo ponovo oznaqavati sa

v) i dobijamo da je θ̃(u, v) = 2 arctg
(
− v

cosh u

)
.

Sada �emo dobiti parametriza
iju nove povrxi.

Teorema 5.3. Neka je r(u, v) = a
(

cos v
coshu

, sin v
coshu

, u− tghu
)
Qebixov	eva

=

-

lavna i

{

aramex

|

riza
ija i

{

seugosfere. Onga je �ena Bjankijeva x

|

rans-

forma
ija r̃(u, v) gax|a sa

a

(
2 cosh u(cos v + v sin v)

cosh2 u+ v2
,
2 cosh u(sin v + v cos v)

cosh2 u+ v2
, u− sinh 2u

cosh2 u+ v2

)
.

Dokaz. Na osnovu stava 5.1 sledi da je r̃ = r + cos θ̃
cos θ

ru +
sin θ̃
sin θ

rv. Ugaona

funk
ija pseudosfere je θ(u, v) = 2 arctg eu, pa iz dokaza prethodnog

stava znamo da je cos θ = − tghu i sin θ = 1
cosh u

. TakoÆe, na osnovu

prethodnog stava je θ̃(u, v) = 2 arctg
(
− v

cosh u

)
, tj. tg θ̃

2
= − v

cosh u
, pa sledi

da je

cos θ̃ =
1− tg2 θ̃

2

1 + tg2 θ̃
2

=
cosh2 u− v2

cosh2 u+ v2
,

sin θ̃ =
2 tg θ̃

2

1 + tg2 θ̃
2

= − 2v cosh u

cosh2 u+ v2
.
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Tangentni vektori ru i rv jednaki su

ru = a

(
−sinh u cos v

cosh2 u
,−sinh u sin v

cosh2 u
, tgh2 u

)
,

rv = a

(
− sin v

cosh u
,
cos v

cosh u
, 0

)
,

pa je

ru

cos θ
= a

(
cos v

cosh u
,
sin v

cosh u
,− tghu

)
,

rv

sin θ
= a(− sin v, cos v, 0).

Za prvu koordinatu nove povrxi r̃ dobijamo

a
( cos v

cosh u
+ cos θ̃

cos v

cosh u
+ sin θ̃ · (− sin v)

)
= a · cos v

cosh u
(1 + cos θ̃)

+ a · 2v cosh u sin v
cosh2 u+ v2

= a · cos v

cosh u
· 2 cosh2 u

cosh2 u+ v2

+ a · 2v cosh u sin v
cosh2 u+ v2

= a · 2 cosh u(cos v + v sin v)

cosh2 u+ v2
,

za drugu koordinatu dobijamo

a

(
sin v

cosh u
+ cos θ̃

sin v

cosh u
+ sin θ̃ cos v

)
= a · sin v

cosh u
(1 + cos θ̃)

+ a · 2v cosh u cos v
cosh2 u+ v2

= a · sin v

cosh u
· 2 cosh2 u

cosh2 u+ v2

+ a · 2v cosh u cos v
cosh2 u+ v2

= a · 2 cosh u(sin v + v cos v)

cosh2 u+ v2
,

a za tre�u koordinatu dobijamo

a
(
u− tghu+ cos θ̃ · (− tgh u) + sin θ̃ · 0

)
= au− a(1 + cos θ̃) tghu

= au− a · 2 cosh2 u

cosh2 u+ v2
· tghu = a

(
u− 2 sinh u cosh u

cosh2 u+ v2

)
,

pa je parametriza
ije nove povrxi r̃(u, v) data sa

a

(
2 cosh u(cos v + v sin v)

cosh2 u+ v2
,
2 cosh u(sin v + v cos v)

cosh2 u+ v2
, u− sinh 2u

cosh2 u+ v2

)
,

kao xto smo i tvrdili.
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Defini
ija 5.3. Trag povrxi qija je parametriza
ija data prethod-

nom teoremom naziva se Kuenovom i

{

ovrxi.

Naravno, preslikava�e iz prethodne teoreme jeste Qebixov	eva glav-

na mre�a. UvoÆe�em smene u = ũ+ ṽ, v = ũ− ṽ, dobijamo Qebixov	evu

asimptotsku mre�u.

Slika 9: Slika Kuenove povrxi redom u Qebixov	evoj glavnoj i Qebi-

xov	evoj asimptotskoj mre�i.

5.1.2 Pseudosfera kao Bjankijeva transforma
ija

Pre nego xto budemo videli da pseudosferu mo�emo videti kao

Bjankijevu transforma
iju neke povrxi r, potreban nam je analogon

Frene{Sereovog repera za povrxi. Kao xto znamo, Frene{Sereov reper

proizvo	ne krive jeste pokretan koordinatni sistem, tj. koordinatni

sistem koji se kre�e po krivoj. Qi�eni
a da je on ortonormiran od

izuzetnog je znaqaja. Na povrxima takoÆe imamo pokretan koordinatni

sistem i to je ru, rv,n, ali on u opxtem sluqaju nije ortonormiran. Ako

je r ortogonalna lokalna povrx, ovaj koordinatni sistem je ortogona-

lan, ali i da	e vektori ru i rv ne moraju biti jediniqni. Zato uvodimo

slede�i koordinatni sistem.

Defini
ija 5.4. Neka je r : U −→ R
3
lokalna povrx qija je metrika

data sa ds2 = Edu2 + Gdv2 i neka su funk
ije E1,E2 : U −→ R
3
date

sa E1 = ru√
E
i E2 = rv√

G
. Tada ortonormirani reper E1,E2,n nazivamo

i

{

okrex

|

nim orx

|

onormiranim rei

{

erom lokalne povrxi r.
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Kod krivih imamo Freneove formule za raquna�e izvoda Frene{Se-

reovog repera T ,N ,B. Sad �emo izvesti formule za par
ijalne izvode

pokretnog ortonormiranog repera E1,E2,n ortogonalne regularne ele-

mentarne povrxi r : U −→ R
3
.

Teorema 5.4. Neka je r : U −→ R
3
lokalna i

{

ovrx qija je mex

|

rika gax|a

sa ds2 = Edu2 +Gdv2. Par
ijalni izvogi funk
ija E1,E2,n zagovo	a-

vaju jegnakosx|i

E1u = −

(√
E
)
v√

G
E2 +

e√
E
n, E1v =

(√
G
)
u√

E
E2 +

f√
E
n,

E2u =

(√
E
)
v√

G
E1 +

f√
G
n, E2v = −

(√
G
)
u√

E
E1 +

g√
G
n,

nu = − e√
E
E1 −

f√
G
E2, nv = − f√

E
E1 −

g√
G
E2.

Dokaz. Kako je E1 = ru√
E
, tj.

√
EE1 = ru, diferen
ira�em po u do-

bijamo

(√
E
)
u
E1 +

√
EE1u = ruu. Kristofelovi simboli ortogonalne

lokalne povrxi dati su sa

Γ
1
11 =

EuG

2EG
=

Eu

2E
, Γ

2
11 = −EvE

2EG
= −Ev

2G
,

Γ
1
12 =

EvG

2EG
=

Ev

2E
, Γ

2
12 =

GuE

2EG
=

Gu

2G
,

Γ
1
22 = −GuG

2EG
= −Gu

2E
, Γ

2
22 =

GvE

2EG
=

Gv

2G
,

pa je

(√
E
)
u
E1 +

√
EE1u = Eu

2E
ru − Ev

2G
rv + en = Eu

2
√
E
E1 − Ev

2
√
G
E2 + en.

Dakle, E1u = − Ev

2
√
E
√
G
E2 +

e√
E
n = −(

√
E)

v√
G

E2 +
e√
E
n. TakoÆe, diferen-


ira�em

√
EE1 = ru po v dobijamo

(√
E
)
v
E1+

√
EE1v = ruv =

Ev

2E
ru+

Gu

2G
rv+fn =

Ev

2
√
E
E1+

Gu

2
√
G
E2+fn,

pa je E1v =
(
√
G)

u√
E

E2+
f√
E
n. Sliqno dobijamo da je E2u =

(
√
E)

v√
G

E1+
f√
G
n

i E2v = −(
√
G)

u√
E

E1+
g√
G
n. Koefi
ijenti Vajngartenovih jednakosti jed-

naki su

β1
1 = − eG

EG
= − e

E
, β2

1 = − fE

EG
= − f

G
,
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β1
2 = − fG

EG
= − f

E
, β2

2 = − gE

EG
= − g

G
,

pa iz nu = − e
E
ru− f

G
rv i nv = − f

E
ru− g

G
rv dobijamo nu = − e√

E
E1− f√

G
E2

i nv = − f√
E
E1 − g√

G
E2.

Spe
ijalno za Qebixov	eve glavne lokalne karte imamo slede�e

izraze za par
ijalne izvode pokretnog ortonormiranog repera.

Posledi
a. Neka je r : U −→ R
3
Qebixov	eva =

-

lavna lokalna karx

|

a.

Onga je

E1u = θvE2 − sin θ · n, E1v = θuE2,

E2u = −θvE1, E2v = −θuE1 + cos θ · n,
nu = sin θ ·E1, nv = − cos θ ·E2.

Posmatrajmo preslikava�e r : R2 −→ R
3
dato sa r(u, v) = (0, 0, αau),

za neko α ∈ {1,−1} i a > 0. Ovo preslikava�e nije elementarna povrx
jer nije 1{1, ali ga svejedno tretirajmo kao elementarnu povrx. Po-

tra�imo kako izgleda �ena Bjankijeva transforma
ija. Dobijamo da je

ru = (0, 0, αa) i rv = (0, 0, 0), pa je E = a2 i G = 0. Dakle, cos θ = α

i sin θ = 0. Za regularne povrxi imamo da je Bjankijeva transforma-


ija r̃ = r + cos θ̃
cos θ

ru +
sin θ̃
sin θ

rv = r + a cos θ̃ · ru
a cos θ

+ a sin θ̃ · rv
a sin θ

, pa poxto

za povrx r ne mo�emo definisati pokretni ortogonalni reper na uo-

biqajeni naqin, definiximo ga sa E1 = (0, 0, 1), E2 = (cos v, sin v, 0)
i n = (− sin v, cos v, 0). Poxto je θu = θv = 0, iz Bjanki{Darbuovih

jednaqina dobijamo

θ̃u = cos θ sin θ̃ = α sin θ̃,

θ̃v = − sin θ cos θ̃ = 0,

pa je ln
(
β tg θ̃

2

)
= αu. Izveli smo da je onda cos θ̃ = − tgh(αu) = −α tgh u

i sin θ̃ = β
cosh(αu)

= β
coshu

, pa sledi da je r̃ = r − αa tghuE1 +
βa

cosh u
E2, tj.

r̃ = a

(
β

cos v

cosh u
, β

sin v

cosh u
, α(u− tghu)

)
.

Prepoznajemo da je ovo Qebixov	eva glavna parametriza
ija pseudosfe-

re. Dakle, Bjankijevom transforma
ijom povrxi r (qiji je trag prava,

konkretno z{osa) dobili smo pseudosferu.
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5.2 Beklundova transforma
ija

Bjankijeva transforma
ija iz prethodnog ode	ka se mo�e uopxtiti

i dobiti Beklundova transforma
ija, koja nosi ime po xvedskom mate-

matiqaru Albertu Viktoru Beklundu (11.01.1845 | 23.02.1922), rektoru

Univerziteta u Lundu od 1907. do 1909. godine. To uopxtava�e pre
i-

ziramo slede�om defini
ijom.

Defini
ija 5.5. Neka jeM povrx u R
3
qija je Gausova krivina u svakoj

taqki jednaka − 1
a2
, za neko a > 0. Za povrx N sa jediniqnim normalnim

vektorskim po	em nN ka�emo da je Beklungova x|ransforma
ija povrxi

M s na=

-

ibnim u=

-

lom σ ako postoji preslikava�e Φ : M −→ N takvo da

za svaku taqku P ∈ M va�i:

(1) ‖Φ(P )− P‖ = a cosσ,
(2) vektor Φ(P )−P paralelan je nekom tangentnom vektoru naM u taqki

P ,

(3) vektor nN(Φ(P )) normalan je na vektoru Φ(P )− P i

(4) tangentna ravan na M u taqki P i tangentna ravan na N u taqki

Φ(P ) seku se pod uglom π
2
− σ.

Na isti naqin kao stav 5.1 dokazuje se slede�e tvrÆe�e.

Stav 5.3. Neka je r : U −→ R
3
Qebixov	eva =

-

lavna lokalna karx

|

a na

i

{

ovrxi M ⊂ R
3
qija je Gausova krivina K(P ) = − 1

a2
za svako P ∈ M ,

θ : U −→ R �ena u=

-

aona funk
ija i r̃ = Φ ◦ r re=

-

ularna elemenx

|

arna

i

{

ovrx koja zagovo	ava osobine (1) i (2) iz i

{

rex

|

hogne gefini
ije. Onga

i

{

osx

|

oji i

{

reslikava�e θ̃ : U −→ R x

|

akvo ga je

r̃ = r + cosσ

(
cos θ̃

cos θ
ru +

sin θ̃

sin θ
rv

)
. (5.2)

Defini
ija 5.6. Preslikava�e θ̃ iz prethodnog stava naziva se u=-ao-

nom funk
ijom Beklundove transforma
ije s nagibnim uglom σ u odnosu

na θ.

Bjanki{Darbuove jednaqine uopxtavaju se slede�im jednaqinama, koje

nazivamo Beklung{Darbuovim jegnaqinama.

Teorema 5.5. Neka je r : U −→ R
3
Qebixov	eva =

-

lavna lokalna karx

|

a

na i

{

ovrxi M ⊂ R
3
qija je Gausova krivina u svakoj x

|

aqki jegnaka − 1
a2
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i neka je r̃ re=-ularna elemenx

|

arna i

{

ovrx gax|a sa (5.2). Taga je r̃ Be-

klungova x|ransforma
ija og r s na=-ibnim u=

-

lom σ ako i samo ako �ihove

u=

-

aone funk
ije zagovo	avaju jegnaqine

θ̃u + θv =
sin θ̃ cos θ + α sin σ cos θ̃ sin θ

cos σ
,

θu + θ̃v = −cos θ̃ sin θ + α sin σ sin θ̃ cos θ

cosσ
,

za neko α ∈ {−1, 1}.
Dokaz. Sliqno kao u dokazu teoreme 5.1 dobijamo da su tangentni vek-

tori r̃u i r̃v dati sa

r̃u =
cos θ − cosσ sin θ̃(θ̃u + θv)

cos θ
ru +

cosσ cos θ̃(θ̃u + θv)

sin θ
rv

− a cosσ sin θ cos θ̃ · n,

r̃v = −cos σ sin θ̃(θu + θ̃v)

cos θ
ru +

sin θ + cos σ cos θ̃(θu + θ̃v)

sin θ
rv

+ a cosσ sin θ̃ cos θ · n.
Pretpostavimo da je r̃ Beklundova transforma
ija od r. Tada �egovo

jediniqno normalno vektorsko po	e nr̃ = Aru + Brv + Cn zadovo	ava

osobinu (3), pa je 〈nr̃, r̃− r〉 = 0 i |〈nr̃,n〉| = 1 · 1 · cos
(
π
2
− σ

)
= sin σ (ne

znamo da li normalni vektori grade isti ugao kao i tangentne ravni

ili �emu suplementan ugao). TakoÆe, ‖nr̃‖ = 1, pa dobijamo

sin σ = |〈nr̃,n〉| = |C|,

0 = 〈nr̃, r̃ − r〉 = A · cosσ cos θ̃
cos θ

· a2 cos2 θ +B · cosσ sin θ̃
sin θ

· a2 sin2 θ

= a2 cos σ ·
(
A cos θ̃ cos θ +B sin θ̃ sin θ

)

1 = 〈nr̃,nr̃〉 = A2 · a2 cos2 θ +B2 · a2 sin2 θ + C2.

Sledi da je C2 = sin2 σ i A = −B tg θ̃ tg θ. Zamenom u tre�u jednaqinu

dobijamo

cos2 σ = 1− sin2 σ = B2 tg2 θ̃ tg2 θ · a2 cos2 θ +B2 · a2 sin2 θ

= B2a2 sin2 θ(tg2 θ̃ + 1) = B2 · a
2 sin2 θ

cos2 θ̃
.

Prema tome, B2 = cos2 σ cos2 θ̃
a2 sin2 θ

, pa dobijamo da je B = ± cos σ cos θ̃
a sin θ

. Za svaku

taqku (u, v) ∈ U postoje taqno dve ravni koje sadr�e taqku r̃(u, v), pa-
ralelne su vektoru r̃(u, v)− r(u, v) i seku tangentnu ravan na r u taqki

70



r(u, v) pod uglom

π
2
− σ, pa ako odaberemo B = cos σ cos θ̃

a sin θ
i A = − cos σ sin θ̃

a cos θ
,

dobijamo dva mogu�a jediniqna normalna vektorska po	a (sa eventualno

prome�enim smerom)

nr̃ = −cos σ sin θ̃

a cos θ
ru +

cos σ cos θ̃

a sin θ
rv + α sin σ · n,

za neko α ∈ {−1, 1}. Skalarnim mno�e�em sa r̃u i r̃v dobijamo

0 = 〈nr̃, r̃u〉 = a cosσ(− sin θ̃ cos θ + cosσ(θ̃u + θv)− α sin σ sin θ cos θ),

0 = 〈nr̃, r̃v〉 = a cosσ(cosσ(θu + θ̃v) + cos θ̃ sin θ + α sin σ sin θ cos θ),

odakle slede Beklund{Darbuove jednaqine.

Obratno, pretpostavimo da va�e Beklund{Darbuove jednaqine. Onda

dobijamo da su tangentni vektori r̃u i r̃v jednaki

r̃u = (cos2 θ̃ − α sin σ sin θ̃ cos θ̃ tg θ)ru + (cos θ̃ sin θ̃ ctg θ + α sin σ cos2 θ̃)rv

− a cosσ cos θ̃ sin θn,

r̃v = (sin θ̃ cos θ̃ tg θ + α sin σ sin2 θ̃)ru + (sin2 θ̃ − α sin σ cos θ̃ sin θ̃ ctg θ)rv

+ a cosσ sin θ̃ cos θn.

Posmatrajmo vektorsko po	e V = − cos σ sin θ̃
a cos θ

ru + cos σ cos θ̃
a sin θ

rv + α sin σ · n.
Jednostavno se proverava da je 〈V, r̃u〉 = 0 i 〈V, r̃v〉 = 0, pa sledi da

je, uz eventualnu promenu smera, V jediniqno normalno vektorsko po	e

regularne elementarne povrxi r̃. TakoÆe se jednostavno proverava da je

〈V, r̃ − r〉 = 0 i |〈V,n〉| = |α sin σ| = sin σ, pa sledi da je r̃ Beklundova

transforma
ija od r.

Sada se sliqno kao ranije dokazuje slede�a teorema.

Teorema 5.6. Neka je r : U −→ R
3
Qebixov	eva =

-

lavna lokalna karx

|

a

na i

{

ovrxi M ⊂ R
3
qija je Gausova krivina u svakoj x

|

aqki jegnaka − 1
a2
,

za neko a > 0. Neka je r̃ Beklungova x

|

ransforma
ija og r s na=

-

ibnim

u=

-

lom σ i u=

-

aonom funk
ijom θ̃. Onga je r̃ Qebixov	eva =-lavna lokalna

karx

|

a konsx

|

anx

|

ne Gausove krivine − 1
a2

i θ̃ je �ena u=-aona funk
ija.

5.2.1 Dinijeva povrx

Kao u podode	ku 5.1.2 posmatrajmo preslikava�e r : R2 −→ R
3
dato

sa r(u, v) = (0, 0, αau) za neko a > 0 i neko α ∈ {−1, 1} i dodelimo
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mu pokretni ortonormirani reper E1 = (0, 0, 1), E2 = (cos v, sin v, 0),
n = (− sin v, cos v, 0). Setimo se da onda ugaona funk
ija θ zadovo	ava
cos θ = α i sin θ = 0. Napiximo (5.2) u obliku

r̃ = r + a cosσ
(
cos θ̃

ru

a cos θ
+ sin θ̃

rv

a sin θ

)
= r + a cosσ(cos θ̃E1 + sin θ̃E2).

Ugaonu funk
iju θ̃ dobijamo iz Beklund{Darbuovih jednaqina

θ̃u =
sin θ̃ · α
cosσ

, θ̃v = −β sin σ sin θ̃ · α
cosσ

,

za neko β ∈ {−1, 1}. Odaberimo β = 1. Iz prve jednaqine dobijamo

θ̃u
sin θ̃

= α
cos σ

, pa integra
ijom po u dobijamo ln
∣∣∣tg θ̃

2

∣∣∣ = αu
cos σ

+ A(v). Di-

feren
ira�em ovoga po v dobijamo

θ̃v
sin θ̃

= A′(v), pa iz druge jednaqine

dobijamo da je A′(v) = −α tg σ. Dakle, A(v) = −αv tg σ+c, za neko c ∈ R,

pa je ln
∣∣∣tg θ̃

2

∣∣∣ = αu−v sinσ
cos σ

+ c. Sledi da je

∣∣∣tg θ̃
2

∣∣∣ = ec · eαu−v sinσ

cos σ
. Uzmimo

da je α = 1 i odaberimo ugaonu funk
iju θ̃ tako da va�i tg θ̃
2
= e

u−v sin σ

cos σ
.

Onda je cos θ̃ = − tgh
(
u−v sinσ

cos σ

)
, sin θ̃ = 1

cosh(u−v sinσ

cos σ )
i

r̃(u, v) = a

(
cosσ cos v

cosh
(
u−v sinσ

cos σ

) , cosσ sin v

cosh
(
u−v sinσ

cos σ

) , u− cosσ tgh

(
u− v sin σ

cosσ

))
.

Defini
ija 5.7. Trag povrxi qija je parametriza
ija data prethod-

nim preslikava�em naziva se Dinijevom i

{

ovrxi.

Ovo preslikava�e je Qebixov	eva glavna lokalna mre�a, a uvoÆe�em

smene u = ũ + ṽ, v = ũ − ṽ, dobija se odgovaraju�a Qebixov	eva asimp-

totska lokalna mre�a.

Slika 10: Slika Dinijeve povrxi u Qebixov	evoj glavnoj mre�i.
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6 Hilbertova teorema i zak	uqak

Otkri�e hiperboliqke geometrije od ogromnog je istorijskog znaqaja,

ne samo zbog rexava�a dve hi	ade godina starog pita�a da li se Peti

Euklidov postulat mo�e dokazati iz ostalih aksioma i postulata, ve�

i zbog toga xto se od tada euklidska geometrija nije vixe smatrala je-

dinom ispravnom geometrijom i poqele su da se prouqavaju neeuklidske

geometrije. Pored euklidske i hiperboliqke geometrije, tre�a najpo-

znatija neeuklidska geometrija jeste eliptiqka geometrija, u kojoj svake

dve prave neke ravni imaju zajedniqkih taqaka. Zanim	ivo je re�i da

svaka povrx koja je lokalno izometriqna ovakvoj ravni takoÆe ima u

svakoj taqki istu Gausovu krivinu, ali je ona, za razliku od Gausove

krivine pseudosferiqnih povrxi, pozitivna, dok euklidska ravan ima

u svakoj taqki Gausovu krivinu jednaku 0.

Razvoj neeuklidskih geometrija veoma je znaqajan za fiziku XX veka.

Na primer, ako se zadaju ograniqe�a brzini svetlosti, sabira�e brzina

zahteva korix�e�e hiperboliqke geometrije. Ajnxtajnova Opxta teo-

rija relativnosti opisuje prostor kao generalno ravan (euklidski), ali

i eliptiqki zakriv	en u oblastima u blizini kojih je prisutna materi-

ja, a s obzirom na to da se vasiona xiri, qak se i prostor gde ne postoji

materija ili masa mo�e opisivati uz pomo� hiperboliqkog modela.

Jox jedno veoma znaqajno pita�e jeste pita�e pronala�e�a modela

neeuklidskih planimetrija u euklidskom prostoru R
3
; u ovom radu kon-

kretno hiperboliqke planimetrije. Drugim reqima, zanima nas da li

postoje povrxi koje su (globalno) izometriqne hiperboliqkoj ravni.

Odgovor na ovo pita�e dao je David Hilbert (23.01.1862 | 14.02.1943),

nemaqki matematiqar koji je, izmeÆu ostalog, ostao zapam�en u svetu

matematike po tome xto je prvi dao strogu aksiomatsku osnovu za za-

jedniqki razvoj euklidske i hiperboliqke geometrije i xto je dokazao

ekvikonzistentnost geometrije i aritmetike realnih brojeva, odnosno

da jedna od ovih teorija va�i ako i samo ako va�i i druga.

Teorema 6.1 (Hilbert). Ne i

{

osx

|

oji re=

-

ularna i

{

ovrx M ⊂ R
3
koja je

izomex

|

riqna hii

{

erboliqkoj ravni.

Dokaz. Na osnovu teoreme 3.2, svaka taqka povrxi koja ima konstantnu

negativnu Gausovu krivinu ima okolinu koju mo�emo parametrizovati

Qebixov	evom asimptotskom lokalnom kartom. Zato pretpostavimo da

je M ⊂ R
3
regularna povrx koja je izometriqna hiperboliqkoj ravni i

73



r : R2 −→ M �ena Qebixov	eva asimptotska lokalna karta sa ugaonom

funk
ijom ω. Onda za sve (u, v) ∈ R
2
va�i 0 < ω(u, v) < π i ugaona

funk
ija ω zadovo	ava sinus{Gordonovu jednaqinu, tj. va�i ωuv = sinω.
Postoji taqka (u0, v0) ∈ R

2
takva da je ωu(u0, v0) 6= 0, jer je u suprotnom

funk
ija ωu konstantna, pa je 0 < sinω = ωuv ≡ 0, xto je nemogu�e. Uz
eventualnu transla
iju parametra u za u0 i parametra v za v0 i reflek-

siju parametra u (tj. uvoÆe�e parametra ũ = −u) mo�emo pretpostaviti
da je (u0, v0) = (0, 0) i da je ωu(0, 0) > 0.

Ponovo koriste�i da je sinω > 0 dobijamo da je

∂ωu

∂v
= ωuv > 0,

odnosno da je funk
ija ωu strogo rastu�a po parametru v. Dakle, za

proizvo	no u ∈ R i v1 < v va�i ωu(u, v1) < ωu(u, v) . Ako uzmemo u = 0,
dobijamo 0 < ωu(0, 0) < ωu(0, v1) za v1 > 0. Fiksirajmo v1 > 0. Sledi
da postoji δ > 0 takvo da je ωu(u, v1) > 0 za sve u ∈ (−δ, δ). Odaberimo
a > 0 takvo da je 3a = δ

2
. Onda je ωu(u, v1) > 0 za sve u ∈ [0, 3a], pa na

intervalu [0, 3a] funk
ija ωu(u, v1) > 0 dosti�e najma�u vrednost m,

koja je takoÆe pozitivna. Za proizvo	no v > v1 na osnovu Lagran�ove

teoreme o sred�oj vrednosti postoje Θ1,Θ2 ∈ (0, 1) takvi da je

ω(a, v)− ω(0, v)

a− 0
= ωu(aΘ1, v),

ω(3a, v)− ω(2a, v)

3a− 2a
= ωu(2a+ aΘ2, v).

Poxto je funk
ija ωu strogo rastu�a po parametru v, sledi da za svako

v > v1 va�i

ω(a, v)− ω(0, v)

a
> ωu(aΘ1, v1) ≥ m,

ω(3a, v)− ω(2a, v)

a
> ωu(2a+ aΘ2, v1) ≥ m,

pa dobijamo da je

ω(a, v)− ω(0, v) > ma,

ω(3a, v)− ω(2a, v) > ma.

Odavde sledi da je

ω(a, v) > ω(0, v) +ma > ma,

ω(2a, v) < ω(3a, v)−ma < π −ma.

Zbog ωu(u, v) > ωu(u, v1) > 0 za svako u ∈ [0, 3a] i svako v > v1 sledi

da je ω(u, v) rastu�a po parametru u na intervalu [0, 3a]. Prema tome,
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va�i

ω(a, v) ≤ ω(u, v) ≤ ω(2a, v)

za sve u ∈ [a, 2a] i v > v1, xto zajedno s prethodno dobijenim nejednako-

stima daje

ma < ω(u, v) < π −ma, u ∈ [a, 2a], v > v1.

Prema tome, sinω(u, v) > sin(ma) = M za u ∈ [2a, 3a], v > v1 i neko

0 < M < 1. Fiksirajmo v > v1 i posmatrajmo dvojni integral funk
ije

ωuv po pravougaoniku P qija su temena (a, v1), (2a, v1), (2a, v) i (a, v).
Dobijamo da je

∫∫

P

ωuv(u, v)dudv =

2a∫

a

v∫

v1

ωuv(u, v)dudv

= (ω(2a, v)− ω(a, v))− (ω(2a, v1)− ω(a, v1)) < π

jer je ω(u, v1) rastu�a po parametru u, pa je ω(2a, v1) − ω(a, v1) > 0, a
takoÆe je i ω(a, v) > 0. S druge strane, va�i

∫∫

P

ωuv(u, v)dudv =

∫∫

P

sinω(u, v)dudv > M · a · (v − v1),

pa ako uzmemo v = v1 +
π
aM

dobijamo da je isti dvojni integral ve�i

od π. Ovo, naravno, nije mogu�e, pa sledi da je pretpostavka pogrexna,

odnosno da ne postoji povrx M ⊂ R
3
koja je (globalno) izometriqna

hiperboliqkoj ravni.

Dakle, mo�emo zak	uqiti da su u euklidskom prostoru R
3
jedine

povrxi na kojima mo�emo videti hiperboliqku planimetriju upravo

pseudosferiqne povrxi i na �ima se ona vidi samo lokalno, tj. vidi

se samo deo hiperboliqke ravni. Naravno, osim povrxi koje smo videli

u ovom radu postoji jox mnogo primera drugih pseudosferiqnih povr-

xi i koriste�i Beklundovu transforma
iju (ili Bjankijevu kao �en

spe
ijalni sluqaj) uvek mo�emo od neke poznate pseudosferiqne povr-

xi napraviti novu, a novi primeri pseudosferiqnih povrxi uvek su

zanim	ivi.
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