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Predgovor

U ovom radu razmatra se problem odredivanja trasa linija gradskog saobracaja primenom
raznih metaheuristickih metoda.

Rad se sastoji od 4 poglavlja.

Uvodno poglavlje sadrzi, pored osnovnih pojmova o problemu optimizacije na mreZzama,
informacije o egzaktnim i heuristicCkim metodama kao i informacije o vremenskoj
sloZenosti koriS¢enih algoritama. Nakon toga, opisana je i postavka problema.

U drugom poglavlju, predstavljen je prvi matemati¢cki model za pokrivenost mreZe sa
jednim autobusom, i to za dva podmodela: kruzna i linijska putanja. Dalje, u istom
poglavlju se opisuju heuristicke metode Pohlepnog algoritma i Genetskog algoritma.
Prikazan je opis kodiranja svakog algoritma, kao i nacina kako su realizovani svi genetski
operatori u GA. Takode u ovom poglavlju je nakon uspeSnosti primene implementiranih
algoritama na poznatim instancama, usledila hibridizacija GA i pohlepnog algoritma Sto je
takode opisano u ovom poglavlju. Zatim su prikazani ekperimentalni rezultati na osnovu
kojih se moze ste¢i uvid u kvalitet predloZenih metaheuristika. Dodatak drugom poglavlju
je Turisticka tura kroz gradove Srbije, ¢iji je cilj pokrenuti nove ideje po pitanju
odredivanja trasa i primeniti predloZene metaheuristicke metode na gradove naSe drZzave
paiSire.

U tre¢em poglavlju, predstavljen je drugi matematicki problem za pokrivenost mreZe sa
dva ili viSe autobusa, $to je i na primerima instanci dimenzija 5 i 10 ¢vorova (stanica)
objasnjeno. Primenom implementiranog Genetskog algoritma prilagodenog za odredivanje
viSe trasa, predstavljeni su ekperimentalni rezultati za 3-8 linija gradskog saobracaja na
instancama dimenzija 30, 40 i 50 ¢vorova iz prvog matemati¢kog modela.

Zaklju¢na razmatranja su izloZena u cetvrtom poglavlju, gde je dat osvrt na postignute
rezultate, najznacajnije naucno-istrazivacke doprinose, kao i ideje za dalja istrazivanja i
unapredivanje razmatrane problematike.
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ReSavanje problema odredivanja trasa linija gradskog

saobracaja primenom raznih metaheuristickih metoda

Rezime

Cilj ovog rada je konstruisanje i prilagodavanje metaheuristickih metoda genetskih i
pohlepnih algoritama radi resavanja NP-teskih problema nalaZenja optimalnih trasa linija
gradskog saobracaja. Instance su generisane tako da pokrivaju vise sluc¢ajeva kako gustine
saobracajne mreZe tako i razli¢itih duZina trasa. Takode, kvalitet metaheuristickih pristupa
bi¢e opravdan eksperimentalnim poredenjem sa tacnim reSenjima na instancama manjih
dimenzija koja ¢e biti odredena metodom potpune pretrage. Sve ovo je ilustrovano i
potkrepljeno odredenim brojem primera i ve¢ih dimenzija koji prikazuju primenu ovih
metoda u stvarnom Zivotu, poredenih sa ve¢ postoje¢im odgovaraju¢im instancama. PoSto
metode predstavljene u radu daju optimalna reSenja za manje, a veoma kvalitetna reSenja
za instance vecih dimenzija, moguc¢a je primena metoda na mnoge postojeCe slicne

probleme rutiranja.

KljuCne reci: NP-teski problemi, Metaheuristicke metode, Potpuno pretraZivanje,

Pohlepni algoritam, Genetski algoritam, Hibridizacija




Solving public transportation route problem with different

metaheuristics methods

Abstract

The scope of this thesis is construction and adaptation of metaheuristic methods of genetic
and greedy algorithms for solving the public transportation route problem, which has been
proven to be NP-hard. Multiple usage scenarios, such as various transportation grid
density and route length, will be covered in detail. Also, the quality of metaheuristic
approaches will be discussed and compared with exact solutions for small size instances
obtained through exhaustive search method. Additional solution examples for larger scale
problems will be presented and compared with existing approaches for use in real-life
situations. Since proposed method gives optimal solutions for small instances and close-to-
optimal solutions for larger scale instances, in the end we conclude its feasibility in solving

similar classes of existing routing problems.

Key words: NP-hard problems, Metaheuristic methods, Total Enumeration, Greedy

algorithms, Genetic algorithms, Hibridization
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1. UVOD

U danaSnje vreme razvoj i izgradnja saobracajnih, energetskih, telekomunikacionih,
racunarskih i drugih mreZa ne mogu se zamisliti bez unapred planiranog dobrog projekta.
Kvalitet tog projekta, odnosno struktura mreZe i efikasnost njenog funkcionisanja zavise
od reSavanja odgovarajucih optimizacionih zadataka. U tu svrhu se preporucuje koris¢enje
pogodnih matematickih modela optimizacije. Medutim, klasi¢ni modeli imaju jedan
kriterijum i jednu funkciju cilja minimizacije ili maksimizacije u zavisnosti od problema, ali
u praksi javlja se potreba i za modelima sa viSe kriterijuma, kako bi doneta odluka bila

ispravnija.

Cilj ovog rada je odrediti dopustivu mreZzu gradskog prevoza uz minimizaciju troSkova
(odnosno, predenog puta), pri ¢emu je poznat broj autobusa i broj stanica sa datim
medusobnim rastojanjima izmedu svake od stanica. U ovom radu ograni¢avamo se na
minimizaciju predenog puta jednog ili viSe autobusa koji treba da posete sve stanice tacno
jednom, Sto se u slucaju jednog autobusa svodi na Problem trgovackog putnika (eng.
Travelling Salesman Problem, skracenica TSP). U prvom delu ¢emo opisati osnovne
pojmove potrebne za optimizaciju datog problema na mreZama koji ¢e se koristiti u daljem
radu, a zatim formiramo dva matemati¢ka modela. Prvi ¢e se baviti pokrivenos¢u mreZe sa
jednim autobusom, a drugi pokrivenoS¢u sa viSe autobusa uz obrazloZenja za sva
predloZena ogranicenja. Ideje algoritama koji se koriste za reSavanje datog optimizacionog

problema bice potkrepljene primerima i eksperimentalnim rezultatima.



1.1. O problemu optimizacije na mrezama

U reSavanju problema odredivanja trasa linija gradskog saobracaja, odnosno problema

optimizacije na mreZama koristimo matematicke modele, teoriju grafova i algoritme.

Matematicki model sastoji se od funkcije cilja f:X — R koja zavisi od upravljackih

promenljivih, ogranicenja nad tim promenljivima koje opisuju skup dopustivih reSenja X. U
naSem slucaju X ce biti diskretan skup. Cilj reSavanja modela je naci u skupu X dopustivih
reSenja ono reSenje za koje funkcija cilja f(x) dostiZe optimalnu, u nasem slucaju
minimalnu vrednost:

min f(x).

XEX

Graf G je ureden par (V,E) gde je V konatan neprazan skup (¢iji elementi se zovu évorovi

- vertices, a elementi skupa E nazivaju se grane - edges).

Graf se predstavlja geometrijskom figurom sastavljenom od tacaka i linija koje spajaju
pojedine parove tacaka. Tacke predstavljaju ¢vorove grafa dok linije predstavljaju grane
grafa. Grane mogu biti neorijentisane ili orijentisane. Za dva ¢vora grafa kazemo da su
susedna ako su spojena granom. Niz grana koje se nadovezuju jedna na drugu bez
ponavljanja grana u neorijentisanom grafu naziva se put. Cikl je put koji se zavrSava u
istom ¢voru u kojem pocinje. Ako put ili cikl prolazi kroz svaki ¢vor najvise jednom, put ili
cikl se naziva elementaran (prost). Hamiltonov put je put u neorijentisanom grafu koji
sadrzi svaki ¢vor tacno jednom [Del07]. TeZinski graf je graf u kojem je svakoj grani
dodeljena neka teZina, odnosno neki broj (duZina, propusna mo¢, kapacitet, cena,
prenos...). Rastojanje ¢vorova u grafu se definiSe kao duzina najkraceg puta koji povezuje

ta dva ¢vora.

Neka su u opStem slucaju ¢vorovi mreZe numerisani sa 1,2, ..., n. Posmatrajmo potpuni
teZinski graf G u kojem je grani izmedu dva Cvora pridruZena tezina (duzina) s;;. Od ove

veli¢ine se moze formirati kvadratna matrica oblika

L= [sij]nxn'




Matrica L se zove teZinska matrica ili matrica rastojanja. Ova matrica formira mrezu za
koju vazi da je s;; = s;; za svako (i,j) € E. U modelima ¢emo koristiti potpune grafove, jer
nam oni garantuju povezanost. To znaci da ukoliko u realnom problemu ne postoji ulica
koja povezuje dve stanice oznacCene sa i i j, onda se grani (i,j) u grafu G pridruzuje

beskonacno veliko rastojanje, takvo da posmatrana grana nece uci u optimalno reSenje.

Euklidsko rastojanje se koristi u Lokacijskim problemima za izratunavanje rastojanja
izmedu dve talke (stanice) u posmatranom prostoru. Neka su u prostoru R? zadate dve

tatke A = (xf!,x3) i B = (x, xF) rastojanje d je jednako

d(A, B) = J(xf —x)2 + (xF — x)2.

X23

A(XA5X)

o s B (X5 %)

Slika 1: Rastojanje izmedu dve tacke u koordinatnom sistemu

1.2. NP-teski problemi i sloZenost algoritama

Algoritam za re$avanje nekog problema je niz postupaka ¢ije izvriavanje dovodi do

reSenja tog problema ili da problem nema reSenje. Kompleksnost algoritma se izrazava
vremenom rada algoritma, odnosno brojem elementarnih koraka unutar algoritma

potrebnih za dobijanje reSenja postavljenog problema.

Vremenska sloZenost algoritma se obi¢no definise pomoéu funkcije f: N - N, gde je f(n)

ukupan broj osnovnih operacija koje su algoritmu potrebne za reSavanje problema ulazne
veli¢ine n. U praksi nam se najceS¢e javljaju polinomske i eksponencijalne vremenske

sloZenosti pa samim tim razlikujemo polinomske i eksponencijalne algoritme. Vise o




sloZenosti algoritama iz oblasti kombinatorne optimizacije se moze pogledati u [Brs88],

[Grn72], [Pau97].

Veliki broj prakti¢nih problema ima eksponencijalnu sloZenost pa je njihova primena
vremenski veoma zahtevna c¢ak i na instancama vrlo malih dimenzija. Zbog ovoga
pribegava se drugim metodama koje imaju polinomsku sloZenost, ali ne garantuju
optimalnost reSenja i njih nazivamo heuristikama [Ree93]. Primeri nekih sloZenosti su dati

u sledecoj Tabeli 1.

sloZenost . . . .

algoritma logaritamska i polinomska eksponencijalna
rimeri Pretraga Pretraga Sortiranje NalaZenje Potpuno

prim uredenog neuredenog elemenata najkraceg puno Gruba sila

algoritma . 3 . pretrazivanje

niza niza niza puta
f(n) 2 n ,

n log, n n nlog, n n 2 n!
10 0.003 us 0.01 us 0.033 us 0.1 us 1.024 s 60.5s
20 0.004 us 0.02 us 0.086 us 0.4 us 1x103god | 1x 10° god
50 0.006 us 0.05 us 0.282 us 0.05 s oS 0
100 0.007 us 0.1 us 0.644 us 0.1s 0 0

1000 0.010 us 1 us 9.966 us 1s oS oS

Tabela 1: Klase algoritama i njihova sloZenost kao i vremena izvrS§avanja na ra¢unaru Asus sa procesorom
AMD Athlon™ II X2 250 3.00GHz sa 4 jezgra i 83GB RAM memorije

U klasu P spadaju problemi koji se efikasno resSavaju algoritmima sa polinomskom

sloZenosSc¢u. Klasa NP-kompletnih problema za dato reSenje obezbeduje optimalnost u

polinomskom vremenu. NP-teski problemi predstavljaju probleme za Cije reSavanje nisu

poznati algoritmi Cija se sloZenost moZe izraziti polinomskom funkcijom (npr. linearnom,
kvadratnom, kubnom...). Prema definiciji, svaki algoritam koji nije polinomski smatra se

eksponencijalnim.

Tu spadaju mnogi poznati optimizacioni problemi kao $to su problemi koji se mogu opisati
celobrojnim programiranjem, 0-1 programiranjem, problem trgovackog putnika, lokacijski
problemi i tako dalje. Vise o NP-kompletnim i NP-teskim problemima u literaturi [Coo71],

[Kra00], [Brs88], [Rad11].




1.3. Egzaktne metode

Modeliranje razli¢itih problema iz prakse cesto dovodi do NP-teskih problema, pa se
egzaktne metode, zbog njihovog dugog vremenskog izvrSavanja, retko koriste za njihovo
reSavanje. Egzaktne metode su najpoZeljnije, jer one garantuju optimalno reSenje, ali
najceSce su vremenski veoma zahtevne na problemima velikih dimenzija, Sto je prikazano

u Tabeli 2. U tim slucajevima pribegava se primeni heuristickih metoda.
% Metoda potpunog pretraZivanja (eng. Total Enumeration)

Metoda totalne enumeracije (potpuno pretraZivanje) generiSe sve permutacije skupa
{1,2,...n}. U nasem problemu izracunava duzine svih Hamiltonovih puteva generisanih
ovim permutacijama i predstavlja najkrac¢i put kao konacno reSenje. Ovo je neefikasan
algoritam, jer je broj permutacija n! pa je sloZenost ovog algoritma O(n!), Sto je prikazano

u Tabeli 2.

. . . Broj trasa Vreme
Broj ¢vorova Broj kombinacija (n—1)! .y .
n nl ' izvr§avanja
' 2 o(n!)
10 3628800 181440 ~1min 30sec
11 39916800 1814400 ~18min 15sec
12 479001600 19958400 ~3h 40min
13 6227020800 239500800 ~2dana
14 87178291200 3113510400 ~17dana
15 1.3076744e+12 43589145600 | =175 dana
16 2.092279e+13 653837184000 | ~5 godina
20 2.432902e+18 6.082255e+16 | =47565 godina

Tabela 2: SloZenost algoritma potpunog pretrazivanj u zavisnosti od broja ¢vorova (vremena data u tabeli su
ukoliko bi se algoritam pustao na racunaru Asus sa procesorom AMD Athlon™ Il X2 250 3.00GHz sa 4 jezgra i
8GB RAM memorije)

U ovom radu se koristi egzaktna metoda Totalnog pretraZivanja za odredivanje optimalnih
reSenja problema manjih dimenzija koja ¢e kasnije biti upotrebljena za poredenje sa

reSenjima dobijenim heuristickim metodama.




1.4. Heuristike i metaheuristike

Kako se u oblasti kombinatorne optimizacije nailazi na probleme koje uz pomo¢ egzaktnih
metoda je nemoguce resiti zbog velikog utroSka vremena, pribegava se ranije pomenutim
heuristikama. Heuristike ne garantuju nalaZenje optimalnog reSenja problema. Heuristike
daju dovoljno dobra reSenja koja su bliska optimalnom reSenju u nekom unapred zadatom
smislu. Resenja koja se dobijaju su cesto optimalna resenja, ali se optimalnost ne moZe

dokazati.
% Pohlepni algoritam (eng. Greedy algorithm)

Ovo je algoritam koji u svakom koraku bira lokalno najbolje reSenje kako bi stigao do
globalnog optimuma. Mana ove metode je Sto za posledicu moZe imati preuranjenu
konvergenciju. Pohlepni algoritmi su veoma dobri za brzu aproksimaciju optimalnog
reSenja. Najkrace rastojanje koje Zelimo da pronademo se postupno izgraduje dodavanjem
uvek najkra¢eg moguceg puta, najblizeg suseda (eng. Nearest Neighbour). Pri tom ne sme
nastati kontura koja ima manji broj ¢vorova od broja gradova, niti se pojaviti ¢vor (stanica)
sa stepenom veéim od 2, tj. posetiti neki ¢vor viSe od jednom. [zmedu ostalog treba paziti
da se ista grana (put) ne doda viSe od jednom. SloZenost pohlepnog algoritma je

0(n?log, n) za problem TSP od n ¢vorova.

R/

< Metaheuristike

Od sredine 70-tih godina razvija se i primenjuje niz opStih heuristika koje daju opsta
uputsva za reSavanje problema, nezavisno od strukture konkretnog problema i upravo te
heuristike zovemo metaheuristike. Neke od poznatijih metaheuristika su Genetski
algoritam (eng. Genetic algorithms - GA), Simulirano kaljenje (eng. Simulated Annealing),
Tabu pretrazZivanje (eng. Tabu search - TS), Mravlja kolonija (eng. Ant Colony), Metoda
promenljivih okolina (eng. Variable Neighborhood Search - VNS) i mnoge druge koje su tek

u razvoju. Mi ¢emo se u ovom radu zadrZati na Genetskom algoritmu (GA).

GA je metoda optimizacije koja imitira proces genetske evolucije. Analogija evolucije kao
prirodnog procesa i genetskog algoritma kao metode optimizacije, ogleda se u procesu
selekcije i genetskim operatorima. Genetski algoritam je vrlo prirodan algoritam i

najefikasniji za reSavanje problema sa malo ograniCenja i relativno slozenom funkcijom




cilja kao Sto je u naSem slucaju. Osnovni koncept GA se ogleda u postojanju Zivog sveta,
odnosno uopSte nastanku zivih organizama. Svaki organizam se sastoji od cCelija, dok svaka
Celija nosi odredeni jedinstveni skup hromozoma, koji u sebi sadrzi DNK (eng.
DeoxyriboNucleic Acid) odnosno lanac koji nosi genetske informacije. U procesu
reprodukcije genetski materijali roditelja se ukrstaju i formiraju novu jedinku sa po malo
izmenjenim osobinama koje imaju oba roditelja uz prisustvo mutacije, odnosno male
promene genetskog materijala. Pri tome kvalitet ili prilagodenost novonastale jedinke (u
naSem slucaju permutacija ¢vorova grafa (gradova)) se meri njenim prilagodavanjem i
uspehom u Zivotnoj okolini. Ovo i predstavlja osnovu za nastanak genetskih algoritama.
Analogija izmedu Zivog sveta i racunarskog jeste ta da se upravo odabirom pocetne
populacije jedinki (trasa) slucajnim izborom, kao i i daljim formiranjem novih generacija,
prenosi evolucija prirodnog procesa na zadati problem odredivanja trasa linije gradskog
saobracaja. U prirodi se smatra da jedinka koja je najbolje prilagodena okolini i uslovima
Zivota ima najveCu verovatnofu opstanka i daljeg razmnoZavanja, a samim tim i
prenoSenja svog genetskog materijala na svoje potomstvo. Nakon odabira populacije sledi
proces selekcije Sto je moguce boljih jedinki, ukrstanja i mutacije koji se ponavlja sve dok
se ne zadovolji neki unapred postavljen uslov ili postigne vreme kojim je proces ogranicen.
Na taj nacin dolazimo do jednog od mogucih resenja datog problema. Nakon svakog ciklusa
genetski materijal koji nose nove jedinke primenom genetskih operatora garantuje da

najbolja jedinka nove generacije nece biti losije prilagodena od prethodnih.

Unosenje_Ulaznih_Podataka();
Generisanje_Pocetne_Populacije();

while not Kriterijum_Zaustavljanja_GA()
for i=1to Npop do

F[i] = Funkcija_Cilja(i);

end

Funkcija_Prilagodenosti();

Selekcija();

Ukrstanje();

Mutacija();

end

Stampanje_lzlaznih_Podataka();

Sema 1: Sema genetskog algoritma




Prost genetski algoritam (Sema 1) predstavlja osnovnu varijantu GA i sastoji se od
selekcije, ukrStanja i mutacije, o ¢emu ¢emo u sledecem poglavlju detaljnije. NajceSci

problem u primeni prostog genetskog algoritma je preuranjena konvergencija.

John Koza je 1992. godine predlozio upotrebu genetskog algoritma za razvoj raCunarskih
programa [Koz92] za izvrSavanje odredenih zadataka i otvorio podrucje genetskog
programiranja. Moguénosti koriS¢enja genetskih algoritama u maSinskom ucenju

prikazane su u radu [Vug96].

Primena GA u oblasti operacionih istrazivanja moZe se naci u [Dow96]. Dok u literaturi
[Gol10] piSe da se genetski algoritam primenjuje i daje dobre rezultate u podrucju ucenja o
neuronskim mreZama, pri traZenju najkraceg puta, problemu trgovackog putnika, strategiji
igara, problemima slicnim transportnom problemu, problemu rasporedivanja, optimizacije
upita nad bazom podataka, prilikom projektovanja komunikacijskih (putnih, vodovodnih,

elektroenergetskih...) mreza, kao i za finansijske i ekonomske analize i planiranja [Rad11].

Pri resavanju problema kombinatorne optimizacije treba imati u vidu ¢injenicu da ne
postoji metoda za njihovo reSavanje koja je univerzalna i koja daje najbolje rezultate na
svim problemima. Zato se Cesto vrSe kombinacije raznih metoda i dobijaju hibridni
algoritmi [Cve96] . Tako ¢emo i u ovom radu izvrsiti hibridizaciju Pohlepnog i Genetskog

algoritma (GA+), a eksperimentalne rezultate ¢emo prikazati u sledecem poglavlju.

1.5. Postavka problema

Zadat nam je konacan skup stanica
S == {Sl’ Sz, S3, ey Sn}
i matrica rastojanja izmedu susednih stanica koju ¢emo oznaciti sa
L=I[syl,.

Sij = d(S,_ - S]), l,] = 1, W n




Posmatrajmo mrezu G = (S, si]-), i,j=1,..n,gde § ={S;, ..., Sy} predstavlja skup ¢vorova
(stanica), a s;; (puteve) teZine grana Koji povezuju date (stanice) ¢vorove. Graficki gradsku
mreZu moZemo predstaviti pomoc¢u opisanog grafa na osnovu zadate matrice rastojanja L
koja ¢e u naSem slucaju biti simetri¢na matrica i obrazovati teZinski graf. Svi putevi (grane)
bi¢e dvosmerni (neorijentisane) (Slika 2). Pod tim podrazumevamo da su stanice u smeru

Aiusmeru B na istom rastojanju samo na suprotnim stranama ulice.

Slika 2: Putevi su dvosmerni

Zbog toga i imamo simetricnu matricu kako ne bismo dodatno komplikovali zadati
problem sa asimetri¢noS¢u i jednosmernim ulicama. Medutim, pridruZi¢emo i mogucnost
zadavanja matrice pomocu 2-D euklidskih koordinata, odnosno pomoc¢u longituda g, i

latituda [,, matricom dimenzije n X 3 u slede¢em obliku:

N =
N
o
)

n—1 Y9n-1 ln—l
n gn n "nx3

Prilikom zadavanja matrice u euklidskom obliku, algoritam (ugradena funkcija, distmat(X))
u programskom paketu Matlab2010b pomoc¢u koordinata skicira grafik poloZaja tacaka i
formira novu simetri¢nu matricu rastojanja D, pomenutu na pocetku postavke problema

(Sema 2).




function D = distmat (X)
$DISTMAT Odreduje matricu rastojanja na osnovu zadatih 2-D koordinata
O = load('euklids.txt");
[h,dim] = size(0);
X=0(1:h,2:3);
[n,dim] = size (X);
D = zeros(n);
for j = 1:n
for k = 1:dim
v = X(:,k) - X(J,k);
D(:,3) = D(:,]) + v.*v;

Sema 2: Matlab funkcija distmat() za odredivanje simetri¢ne matrice rastojanja D

Potrebna je pokrivenost ¢itave mreZe puteva autobusima i moguénost da putnik iz svake

stanice S; moZe stici u svaku stanicu S, i,j = 1, ...n, nakon konac¢nog broja presedanja.

Dato je n stanica uz ograniCenje da postoji viSe od 2 stanice kako bi problem rutiranja i

kruznih linija imao smisla. Autobusi treba da obidu sve stanice tako da predu najkraci put.

Pri tome imaju dve mogucnosti: da se vrate u polaznu stanicu ili ne. Kako bismo ta¢no

definisali ogranic¢enja i probleme pristupimo predstavljanju prvog modela.
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2. MATEMATICKI MODEL I

Modelirajmo problem rutiranja jednog autobusa tako da obezbedimo pokrivenost
celokupne gradske mreZe G, odnosno posetu svih n stanica uz minimalne troSkove. PoSto
zahtevamo da kroz svaku stanicu autobus prode ta¢no jednom, ovaj problem se svodi na
nalaZenje minimalne Hamiltonove konture (puta). Ovakav problem rutiranja mreze jednim
autobusom moZemo posmatrati kao problem trgovackog putnika (Travelling Salesman
Problem - TSP), jednom od najpoznatijih i najproucavanijih problema kombinatorne

optimizacije. Posto postoje dve varijante TSP:

a) autobus se vraca u polaznu stanicu posle obilaska svih stanica (kruzna putanja)

b) pocCetna i zavrSna stanica su razlicite (linijska putanja)

podelicemo matematicki model I na ova dva podmodela.

2.1. Podmodel a - Kruzna putanja

Autobus posle obilaska svih stanica vraca se u polaznu stanicu i tako obrazuje

Hamiltonovu konturu H (Slika 3) Sto ¢emo matematicki zapisati na slede¢i nacin:

H = (il, iz, ""in—ll i‘l’ll il), ip F* ik Vp,k € {1, ...,n}, 1% * k

Slika 3: Skica Hamiltonove konture za 10 ¢vorova zadatih matricom rastojanja

Smatracemo da se za polaznu stanicu moZe uzeti proizvoljna stanica iz sledeceg skupa
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s={123..n}

Upravo ovako definisan TSP je jedan od zadataka (0,1) celobrojnog linearnog

programiranja ¢iji matematicki model formuliSemo na slede¢i nacin:

n n
(1) minEE SijXij

i=1 j=1
p.o.

n

(2) inj =1, )
j=1
J#i
n

(3) Xij = 1, ] €S
i=1
i#]

) szugm—L RCSR+0, RS

i€R JER
(5) xij € {0,1}, l,] €S

[s--] - simetri¢na matrica rastojanja (teZine grana) izmedu stanica i i j, pri
Ulnxn

¢emu je s;; = oo ako nema direktnog putaodidoj,gdesu i,j €S

= {1, ako autobus prolazi granom (i, )
ij =

.. ,LJES
0, inace J

Promenljive x;;,i,j €S su binarne promenljive i ukoliko grana (i,j) ne pripada
Hamiltonovoj konturi H tada je x;; = 0, a ukoliko pripada konturi onda je x;; = 1. NaSu
funkciju cilja smo oznacili sa (1), pri ¢emu njom minimiziramo ukupni predeni put
autobusa. OgraniCenje (2) obezbeduje da autobus moZe izaci iz svake stanice tacno
jednom, dok ograniCenje (3) obezbeduje da autobus moZe u¢i u svaku stanicu tacno
jednom, Cime se obezbeduje poseta svake stanice tacno jednom. Zatim ograniCenje (4)
eliminiSe mogucnost da se u reSenju pojavi viSe od jedne kruZne putanje i obezbeduje da

autobus obide svih n stanica.
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2.2. Podmodel b - Linijska putanja

U ovom podmodelu prvog predloZenog modela smatracemo da se autobus u smeru A posle
obilaska svih stanica ne vraca u polaznu stanicu ve¢ ostaje u poslednjoj posecenoj, i istom
rutom se u smeru B vra¢a nazad do polazne stanice, jer smo vec definisali da su sve ulice
dvosmerne. Tako se sada ne obrazuje Hamiltonova kontura, ve¢ Hamiltonov put H (Slika

4) sto ¢emo matematicki zapisati na sledeci nacin:

H = (ill iz, ...,in_l, in), ip * ik Vp,k € {1, ...,n}, p * k

Slika 4: Skica Hamiltonovog puta

Ovo je jedino ogranitenje koje ¢emo promeniti u odnosu na algoritam reSavanja
podmodela a dok sva ostala ogranic¢enja zadrzavamo zajedno sa funkcijom cilja. PosSto je
ovo vrlo prirodna moguénost u realnom Zivotu i ucestala pojava na ulicama naseg grada da
autobusi kojim putem idu od stanice 1 do stanice n u smeru A, istom rutom se vracaju
samo u smeru B. Ovakavo rezonovanje je od koristi pri definisanju Il matematickog modela
za rutiranje viSe od jednog autobusa u zadatoj gradskoj mrezi, no o tome ¢emo detaljnije
nesto kasnije. Sada ¢emo izloZiti dobijene eksperimentalne rezultate za ovako definisan
model upotrebom ranije opisanih algoritama uz proizvoljan izbor pocetne stanice Sto se
takode Cesto srece u gradskom prevozu. Unapred su odredene polazne stanice odnosno u

Zargonu receno postoje “okretaljke”.
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2.3. Heuristicke metode za odredivanje trase linije gradskog
saobraéaja

Prethodno definisan problem TSP pripada tesko resivim problemima u smislu $to su svi
poznati algoritmi za njegovo reSavanje eksponencijalne sloZenosti. Iscrpnom pretragom
mreZe moguce je u konatno mnogo koraka prona¢i traZenu konturu, ali u praksi je
podjednako vazno vreme u kojem se to postiZe, pa su nam zato i potrebni brzi i efikasni

algoritmi. Heuristicke metode za reSavanje TSP u ovom radu delimo na:

> Pohlepni algoritam
» GenetskKi algoritam

2.3.1. Pohlepni algoritam

Pohlepni algoritam se sastoji iz slede¢a dva koraka:
» Korak 1 (NalaZenje pocetnog resenja):

Efikasno pronalaZenje pocetnog reSenja algoritmom najbliZeg suseda.
Postupak pronalaZenja pocetnog reSenja svodi se na pojednostavljenju
matematickog modela TSP koji smo definisali, tako Sto se originalan
zadatak zamenjuje jednostavnijim problemom rasporedivanja. Ako se za
reSenje tada dobije jedna kontura onda ¢e to bas i biti nase reSenje, nasa
Hamiltonova kontura (put), a ukoliko nije pristupamo Koraku 2,

metodama za poboljSanje predloZenog reSenja.
» Korak 2 (Metode za poboljsanje postojeceg resenja):
k-optimalne heuristike

2-opt, 3-opt ili k-opt algoritam bira proizvoljno 2 (3 ili k) nesusedne grane
u postojecoj konturi, uklanja ih i ponovo spaja sa 2 (3 ili k) novo nastala
puta (Slika 5). Spajanje se vrsi tako da se zadrZe ogranicenja, a dobijena
kontura se dalje koristi samo ako je kraca od prethodne. Postupak se

ponavlja sve dok postoje poboljSana reSenja, inace se algoritam
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zaustavlja. Ovaj algoritam daje dobre rezultate i ima polinomsku

slozenost.

et s

Slika 5: Primer 2-opt i 3-opt obilaska konture

2.3.2. Genetski algoritam

Genetski algoritam (GA) je sam po sebi prilagodljiva metoda, jer simulira mehanizam
prirodne evolucije i pomoc¢u njega se reSavaju mnogi problemi kombinatorne optimizacije.
Prvi radovi su nastali jo§ 60-ih godina proslog veka, i to su principi zasnovani na
Darvinovoj teoriji o postanku Zivog sveta [Dar59]. GA je metoda optimizacijskog problema
u raCunarstvu u cilju pronalska ta¢nog ili pribliZnog resenja. ViSe o GA se moZe naci u

[Bok87], [Gol89], [Dav91], [BeD93a], [BeD93b].

2.3.2.1. Definisanje jedinki i populacije
Za pocetak je potrebno generisati konac¢ni skup jedinki, odnosno populaciju za koju se
najc¢eSce uzima izmedu 10 i 200 jedinki. Jedinka inace predstavlja jedno od mogucih
reSenja datog problema, a zadata je posebnim genetskim kodom. Osvrnimo se i na
reprezentaciju jedinki koja moZze biti zadata binarnim ili prirodnim brojevima [Ant89],
[Bea93], [Gol89], pa cak i pomocu alfabeta ukoliko je u pitanju reprezentacija

permutacijama (Tabela 3).

jedinke reprezentacije

binarna 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1
prirodna 5 9 10 2 3 6 7 8 4 1
alfabet A B C D E F G H I ]

Tabela 3: Razne reprezentacije jedinki na primeru od 10 stanica
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U obi¢nom genetskom algoritmu pocetnu jedinku zadajemo na slucajan nacin i to random

metodom odredivanja trasa (Cvorova) koje autobus treba posetiti (Tabela 4).

jedinke Trase linija

jedinka 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
jedinka 2 3 4 7 5 1 8 6 10 2 9
jedinka popSize 5 9 10 2 3 6 7 8 4 1

Tabela 4: Implementacija populacije dimenzije popSize slu¢ajnim izborom na primeru od 10 stanica

Radi poboljSanja genetskog algoritma, jedna jedinka u populaciji se dobija na osnovu
pohlepnog algoritma (Tabela 5) Sto povecava brzinu dobijanja reSenja, a zatim se ostatak
populacije formira nizom slucajno odredenih jedinki. Veli¢inu populacije (popSize) je

moguce zadavati proizvoljno po pokretanju programa u Matlab-u.

jedinke Trase linija

jedinka 1 1 5 8 10 9 6 7 4 3 2
jedinka 2 3 4 7 1 5 8 6 10 9 2
jedinka 12 5 9 10 2 3 6 7 8 4 1

Tabela 5: Implementacija populacije dimenzije popSize=12 pomocu pohlepnog algoritma za 10 stanica

Broj jedinki u populaciji bi trebalo da bude dovoljno veliki da omogudi pravljenje Sto
raznovrsnije populacije, a sa druge strane ne suvise veliki zbog ustede u pogledu vremena.
U eksperimentalnim rezultatima koristimo populacije od 10, 100 i 150 jedinki ¢ija reSenja

uporedujemo, Sto e i detaljno biti prikazano u narednom poglavlju.

Prilikom implementacije genetskog algoritma koristi se naj¢esSée jedan od naredna tri tipa

zamene generacija, a to su:

e Stacionarni tip - zamenjuje se samo deo populacije dok se preostale jedinke prenose
u narednu generaciju

e FElitisticki tip - propusta se odredeni broj elitnih (najboljih) jedinki u narednu
generaciju bez primene genetskih operatora

e Generacijski tip — u svakoj narednoj generaciji se menjaju sve jedinke.

U daljem radu u implementaciji problema odredivanja trasa linija gradskog saobracaja

primenjuje se stacionarni tip sa elitistickom strategijom pri ¢emu se trenutno najbolje
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jedinke (i to njih popSize/4) prenose u narednu generaciju, dok se ostale menjaju pomocu
genetskih operatora selekcije i mutacija. Dakle, ¢etvrtina populacije najbolje prilagodenih
jedinki ostaje nepromenjena, odnosno direktno se propusta u slede¢u generaciju, dok se tri
Cetvrtine populacije zamenjuju u svakoj narednoj generaciji primenom operatora selekcije
i mutacije. Ovakav nacin pristupa organizovanja generacija obezbeduje cuvanje dobrih
reSenja uz dodatnu uStedu vremena. Primetimo da se operator ukrStanja direktno ne

Koristi, jer standardni operatori ukrsStanja te permutacije nece dati permutaciju.

2.3.2.2. Funkcija prilagodenosti

Funkcija prilagodenosti u problemu odredivanja trasa linija gradskog saobracaja je

funkcija cilja naSeg problema.

Funkcija prilagodenosti je nasa funkcija cilja i pocetna prilagodenost svake jedinke je
beskonacno velika. Svakoj jedinki se pridruzuje funkcija prilagodenosti koja ima zadatak
da ocenjuje kvalitet jedinke. Genetski algoritam, uzastopnom primenom operatora
selekcije i mutacije, obezbeduje da se iz generacije u generaciju poboljSava apsolutna
prilagodenost svake jedinke u populaciji, a time i srednja prilagodenost celokupne
populacije. Ovim mehanizmom se dobijaju sve bolja reSenja datog konkretnog problema.
Selekcija nagraduje natprosecno prilagodene jedinke tako Sto one dobijaju vecu Sansu za
reprodukciju pri formiranju nove generacije. Sa druge strane, slabije prilagodenim

jedinkama se smanjuju Sanse za reprodukciju pa one postepeno izumiru.

U literaturi se sre¢emo sa razli¢itim nac¢inom racunanja funkcije prilagodenosti kao Sto su
direktno i linearno skaliranje, skaliranje u jedinic¢ni interval i sigma odsecanje [Mar08].
Izbor odgovarajuéeg nacina najvise zavisi od specifi¢nosti problema, a ¢esto je neophodno i
kombinovanje razli¢itih principa. Mi ¢emo se zadrZati na odredivanju funkcije
prilagodenosti, Tabela 6.

Funkcija
prilagodenosti

Trase linija

3450 1 2 3 4 7 10 9 6 8 5
Inf 4 9 3 7 1 8 10 2 6 5
Inf 4 6 3 5 8 2 7 10 1 9
Inf 10 8 6 4 5 2 3 7 9 1

Tabela 6: Implementacija populacije i funkcije prilagodenosti pomoc¢u pohlepnog algoritma za 10 stanica
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2.3.2.3. Operator selekcije
Operator selekcije bira jedinke iz trenutne populacije koje ¢e ostaviti potomke za sledecu
generaciju i obi¢no se definiSe tako da one jedinke, koje imaju bolju prilagodenost, imaju i
vece Sanse za prelazak u sledec¢u generaciju. Osnovne metode selekcije su prosta rulet

selekcija, selekcija zasnovana na rangu, turnirska selekcija i selekcija primenom ostataka.

Nedostatak rulet selekcije je preuranjena konvergencija, jer jedinke sa boljom funkcijom
prilagodenosti imaju vece Sanse da budu izabrane, a pri tom ostale jedinke otpadaju iz
populacije. Selekcija zasnovana na rangu je pogodna za prevazilaZzenje anomalija proste
selekcije, jer funkcija prilagodenosti jedinki u ovoj selekciji zavisi samo od poretka jedinki,

a ne od konkretne vrednosti, pa se samim tim i preuranjena konvergencija retko javlja.

Za reSavanje problema u ovom radu je koriS¢ena turnirska selekcija, kod koje se populacija
na slucajan nacin deli u grupe od po 4 jedinki, koje se zatim takmice radi preZivljavanja i
prelaska u narednu generaciju. Pobednik je ona jedinka sa najboljom funkcijom
prilagodenosti u datoj grupi. Broj turnira je jednak ukupnom broju jedinki u populaciji
umanjenih za broj elitnih jedinki. Metoda selekcije primenom ostataka bazira na prostoj
selekciji koja i dalje poseduje velike nedostatke po pitanju preuranjene konvergencije. ViSe

o tipovima selekcija u literaturi [Kra00], [Fil98].

2.3.2.4. Operatori mutacije
Mutacija je zajednicko ime za sve operatore koji iz samo jedne jedinke odnosno od jednog
roditelja formira samo jednu jedinku, uz pomo¢ odredenih promena. Ukoliko je jedinka
predstavljena prirodnim brojevima postoje dva osnovna oblika mutacije i to su slucajna
mutacija i mutacija pomeraja. Slucajna mutacija je tip mutacije koji slucajno bira dve
vrednosti iz skupa dozvoljenih vrednosti (stanica, npr.12 345 6 7 89 10) i zamenjuje ih.,
Sto je prikazano na slici 6 sa stanicom broj 3 i 9. Mutacija je primenjivana na 4 najbolje

neelitne jedinke.

Mutacija invertovanjem funkcioniSe na slede¢i nacin: nasumi¢no odaberemo 2 pozicije u
genu i zamenimo poredak vrednosti izmedu njih. Primer mutacije inverzijom prikazan je

na slici 6, izmedu pozicija 31 9.

Mutacija zamenom je tip mutacije kada slucajno biramo dve pozicije u genu i zamenimo

njihove vrednosti.
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Mutacija umetanja s desna, je tip mutacije takav da odaberemo dve pozicije, i prvi €lan u
nizu izbacimo dok ostale pomerimo u levo za to jedno mesto sve do druge odabrane

pozicije, a zatim vratimo izbaceni element na upravo poslednju poziciju, slika 6.

original | 1 2 3 4 7 10 9 6 8 5

invertovanje | 1

zamena 1 2 9 4 7 10 3 6 8 5

umetanja s desna | 1 2

oV

original | 1 2 3 4 7 10

Slika 7: Skica gradske mreZe G od 10 stanica sa jednom trasom (original sa slike 6)

2.3.2.5.  Kriterijum zaustavljanja

Kriterijumi zaustavljana koji se naj¢eSc¢e primenjuju u toku izvrSavanja GA su:

» postizanje optimalnog reSenja ukoliko je ono unapred poznato
= dostignut je maksimalan broj generacija

= pojava velikog broja sli¢nih jedinki u populaciji

19



= dokazana je optimalnost najbolje jedinke ukoliko je to moguce
= postignuto je vremensko ogranicenje za izvrSavanje GA

» prekidanje izvrSavanja GA od strane korisnika

Ukoliko je ispunjen unapred zadati kriterijum zaustavljanja GA se zavrSava i Stampa se
izveStaj sa postignutim reSenjem datog problema, odnosno najboljom jedinkom u
poslednoj generaciji. U ovom radu je koriS¢eno kombinovanje dva kriterijuma i to
maksimalni broj iteracija od 10000 generacija i ukoliko je broj istih jedinki u populaciji

jednak Cetvrtini populacije.

2.3.3. Hibridizacija genetskog i pohlepnog algoritma GA+
Iscrpnom pretragom mreZe moguce je u konacno mnogo koraka pronaci trazenu konturu,
ali u praksi je podjednako vazno vreme u kojem se to postiZe, pa su nam zato i potrebni

brzi i efikasni algoritmi.

Metode za reSavanje TSP koje ¢emo koristiti u ovom radu su upravo opisane GA i pohlepni
algoritam, i dodatna pogodnost hibridizacije ove dve metode uz koriS¢enje dobrih strana
od svake heuristike. Hibridizacija je uradena tako $to je svaka polazna jedinka u populaciji

izabrana pomocu pohlepnog algoritma.

2.3.4. Dobre strane genetskog algoritma
Dobre strane genetskog algoritma su:

e primenljiv je na velikom broju problema

e struktura algoritma nudi velike moguc¢nosti nadogradnje i povecanja efikasnosti
algoritma

e jednostavnim ponavljanjem postupka se moze povecati pouzdanost rezultata

e ako ve¢ ne nade reSenje (globalni optimum), daje neko dobro resenje

e kao rezultat daje skup reSenja, a ne jedno resenje

e reSava sve probleme koji se mogu predstaviti kao optimizacioni, bez obzira da li
funkcija koju treba optimizovati ima za argumente realne brojeve ili bitove ili
znakove ili bilo koju vrstu informacije

e vrlojednostavno je primenljiv na viSedimenzionalne probleme

e jednostavnostideje i dostupnost programske podrske
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2.3.5. Lose strane genetskog algoritma
LoSee strane genetskog algoritma su:
o teSko se definiSe dobra funkcija prilagodenosti
e potrebno je prilagoditi GA zadatim ograni¢enjima
e (Cesto je potrebno prilagoditi problem algoritmu
e konvergencija je zavisna od vrste problema
e potrebno je posebno definisati genetske operatore za posebne vrste prikaza
e 7bog stohasti¢nosti nikad ne znamo prirodu nadenog reSenja
e zbog izvodenja velikog broja racunskih operacija GA, traZi se velika procesorska

snaga

ViSe o osobinama genetskog algoritma se moZe procitati u literaturi [Jak96] [Gol10].
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2.4. Eksperimentalni rezultati

Neka su nam zadate gradske mreZe G sa po 5 i 10 stanica (Slike 8 i 9), gde su ¢vorovi sa
vrednostima od 1 do 5, odnosno 10, zadate stanice, a vrednosti na granama kojima su
povezani ¢vorovi predstavljaju teZine grana. TeZinama grana (Slika 8) odgovara vreme za
koje autobus prede odredeni put u npr. minutama, dok je (Slika 9) rastojanje izmedu
stanica zadato u metrima. U odgovarajué¢im simetri¢cnim matricama (Slike 8 i 9) ukoliko
stanice nisu direktno povezane, njihove teZine obeleZavamo proizvoljno velikom
vrednos¢u, kako bismo obezbedili sve potrebne i dovoljne uslove za reSavanje naSeg
problema (objaSnjeno u postavci problema). Dakle, smatramo ta rastojanja beskonac¢nim

oo (inf), jer zbog koris¢enja programskog paketa Matlab2010b moramo prilagoditi nas

problem ovom programskom jeziku.

M=
Inf
Inf

Inf

&

fi o~ |

D=

Inf
310
Inf
Inf
380
450
Inf
Inf
690
Inf

Inf
Inf

Inf

310
Inf
330
Inf
Inf
Inf
650
Inf
Inf
Inf

Inf

Inf
3

Inf
330
Inf
400
720
500
420
Inf
Inf
Inf

4

Inf
9

Inf
Inf
400
Inf
Inf
630
350
Inf
Inf
610

Inf

Inf

380
Inf
720
Inf
Inf
Inf
Inf
300
320
Inf

450
Inf
500
630
Inf
Inf
310
520
290
Inf

Inf
650
420
350
Inf
310
Inf
Inf
330
230

Inf
Inf
Inf
Inf
300
520
Inf
Inf
300
500

>> M=[inf,inf,inf, 4, 6:inf,inf,2,5,1inf:inf,2,1inf,3,8:4,5,3,1n£, 9

690
Inf
Inf
Inf
320
290
330
300
Inf
280

>> D=[inf, 310, inf,inf,380,450,inf,inf,690,inf; 310,inf,330,inf,in{

Inf
Inf
Inf
610
Inf
Inf
290
500
280
Inf

Slika 9: Skica gradske mreZe G od 10 stanica i implementacija matrice rastojanja u MatLabu

Zadatak nam je da odredimo najkraci put za jedan autobus tako da on poseti sve stanice

tac¢no jednom i da se omoguci vracanje autobusa u polaznu stanicu, odnosno reSavamo

predloZeni matematicki model I uz poStovanje zadatih ogranicenja.
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2.4.1. Rezultati podmodela a

Sledi uporedivanje rezultata na osnovu predloZenih algoritama za reSavanje zadatog

problema u programskom paketu Matlab2010b koji su testirani na racunaru Asus sa

procesorom AMD Athlon™ II X2 250 3.00GHz sa 4 jezgra i 8GB RAM memorije. Instance

koje su koriS¢ene za testiranje predloZenih algoritama su instance [instancel], [instance2],

[instance3], [instance4| dostupne na internetu i to dva tipa: prvi tip sadrZi instance koje su

zadate pomocu simetri¢nih matrica, dok je drugi tip zadat pomoc¢u geografskih koordinata,

odnosno, matrica dimenzija 3 X n, gde n predstavlja broj ¢vorova (stanica).

Postojeci algoritmi su modifikovani i prilagodeni konstruisanom modelu, pri ¢emu imamo

Cetiri tipa algoritama Cije rezultate uporedujemo, a njihove ulazne i izlazne vrednosti su:

*
L X4

Potpuno pretraZivanje
Metoda ranije opisana koja je implementovana u programskom paketu MatLab,

sastoji se od sledec¢ih ulaznih i izlaznih podataka:

- Ulaz:

Simetri¢na matrica rastojanja (vremena)

Izlaz:—

ispisuje se redosled poseta stanica (¢vorova) mreze od strane jednog autobusa
minimalno rastojanje

vreme izvrSavanja algoritma

** Heuristika - Heuristika( )
Pocetno resenje je pronadeno metodom pohlepnog algoritma, a zatim je primenjena
metoda 2-opt radi poboljSanja reSenja. Napomenimo da se u kod-u
implementriranom u MatLab-u ulazne vrednosti, tj. matrica rastojanja ucitava
direktno iz *txt datoteke sacuvanog u folderu u kojem se nalazi i odgovarajuci *m
file, u naSem slucaju tsp_heuristic_circle(start) koju pozivamo u Command Window-u
i imamo moguénost izbora polazne(start) stanice.

—Ulaz:

- polazna stanica

Izlaz:—

ispisuje se redosled poseta stanica (¢vorova) mreze od strane jednog autobusa
minimalno rastojanje

vreme izvrSavanja algoritma
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% Metaheuristika - Genetski algoritam(GA)
PoCetna populacija se odreduje na sluc¢ajan nacin, a na dalje, primenom genetskog
algoritma postigli poboljSano resenje.

—Ulaz:

- polazna stanica, dimenzija populacije za GA

Izlaz:—

- ispisuje se redosled poseta stanica (¢vorova) mreZe od strane jednog autobusa

- minimalno rastojanje

- vreme izvrSavanja algoritma

% Hibridizacija Metaheuristika - (GA)+Greedy
Pocetnu jedinku smo dobili na osnovu pohlepnog algoritma, a zatim formiramo
ostatak populacije na slucajan nacin, i na dalje primenom genetskog algoritma
postiZemo poboljSano reSenje.

—Ulaz:

- polazna stanica, dimenzija populacije za GA+

Izlaz:—»

ispisuje se redosled poseta stanica (¢vorova) mreZe od strane jednog autobusa

- minimalno rastojanje

- vreme izvrSavanja algoritma
Za navedeni primer sa 5 i 10 stanica predstavili smo dobijena optimalna resenja pomocu
grafova i uporedili dobijene rezultate koris¢enjem opisanih metoda (Tabela 7, Slika 10).
Primetimo da je vreme izvrSavanja algoritma potpunog pretraZivanja mnogo vece od
vremena izvrSavanja ostalih metoda, pri ¢emu pokazujemo ranije navedeno da egzaktne

metode nisu adekvatne za reSavanje ovakvih problema.

n=5 stanica, k=1 autobus
Potpuno pretraZivanje Heuristika Genetski Algoritam
. Vr:eme . ~0,02 sec ~0.008 sec ~6 sec
izvrSavanja
Dopustiva ruta 1-4-2-3-5-1 3-2-4-1-5-3 4-2-3-5-1-4
MmzmaI.na ruta 25 25 25
(min)
n=10 stanica, k=1 autobus
Potpuno pretraZivanje Heuristika Genetski Algoritam
Vreme
L . ~100 sec ~0.02 sec ~6 sec
izvrSavanja
Dopustiva ruta 1-2-3-4-7-6-9-10-8-5-1 6-9-10-7-4-3-2-1-5-8-6 4-3-2-1-5-8-6-9-10-7-4
Minimalna ruta 3450 3450 3450
(m)

Tabela 7: 51 10 stanica obilazi 1 autobus sa vracanjem u polaznu stanicu
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Slika 10: Optimalne rute jednog autobusa kroz zadatu gradsku mrezu G sa 5110 stanica

U tabeli 8 uocavamo da se rezultati skoro i ne razlikuju, ista reSenja smo dobili za iste
funkcije cilja, dok je razlika vidljiva jedino u vremenskom izvrSavanju. Ovo je jedna od

bitnijih stavki kada su u pitanju metode za reSavanje ovakvih problema.

Dobijeni rezultati pomoc¢u potpunog pretrazivanja, heuristike Greedy, metaheuristike GA i
hibridizovanog GA+ algoritma za 5 i 10 stanica na populaciji od 100 jedinki sa poCetnom

stanicom 1 predstavljeni su u tabeli 8.

Minimalne

trase Vreme Pot, Vreme Vreme Vreme

izvrsavanja otpuno izvrsavanja | Heuristika() | izvrsavanja | GA(1,100) | izvrSavanja | GA+(1,100)
pretraZivanje
sec sec sec sec

instance
Matrica5 | 0.01939 25 0.00783 25 6'23595 25 3'081583 25

. 3.52265
Matrical0 | 98.9860 3450 0.02298 3450 6.55697 3450 2 3450
trase 1 5 3 2 41 1 5 8 10 9 6 7 4 3 2 1

Tabela 8: Rezultati za matrice dimenzije 5 i 10 stanica

MozZemo uociti da vreme izvrSavanja algoritma za veci broj stanica drasticno raste Sto se

tiCe Potpunog pretrazivanja, Sto smo u prethodnom poglavlju i objasnili. Metaheuristike
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problem reSavaju za drasticno manje vremena i takode pruzaju optimalna reSenja za
probleme manjih dimenzija. Sledi poredenje rezultata za probleme odredivanja trase do

dimenzije 13 stanica (Tabela 9).

] % o] : (~] (~] N ~] N
° . . ~ . .

) g S E ) g .E ) g S V g g ) g %
3 E 3w SN S S o = S S o N IS} ~ [ SIS ™~
instance S5 3 N S5 9 2 S5 9 N S5 9 : 859 N
Q S L ] =~ S 9 - = 9 ~ Lo 9 ~
~ K S = ~ K = ~ K < ~ K ~ ~ K o
N - = = = = <t = <
N AT S| 3 8 © S S iS S

[ S

QU

matrica3 0.002 13 0.001 13 0.939 13 5.900 13 8.915 13

matrica5 0.019 25 0.001 25 0.929 25 5.992 25 9.085 25

matrica7 | 0.150 25 0.001 25 0.469 25 6.143 25 9.365 25

matrical0 | 9898 | 3450 | 0.002 | 3450 1.007 3450 | 6.473 | 3450 | 9.554 | 3450

matricall 1?;9' 3060 | 0.002 | 3060 | 0979 | 3060 | 6.796 | 3060 | 9.618 | 3060

13099

matrical2 2960 | 0.002 | 3100 1.035 2960 | 6.582 | 2960 | 9.932 | 2960

matrical3 2850 | 0.003 | 2850 | 1.0245 | 2850 | 6.569 | 2850 | 10.14 | 2850

matrical3 GA+(1,pop) 0.520 | 2850 | 3.375 | 2850 | 4.367 | 2850
poboljsan sa Greedy

Tabela 9: Rezultati za matrice dimenzije 3,5,7,10,11,12 i 13 stanica

Kao S$to smo ranije i naveli, ovde potvrdujemo da je metoda potpunog pretrazivanja
neefikasna zbog svoje vremenske sloZenosti (osencena polja crvenom nijansom u tabeli
gde se ne preporucuje upotreba ovog algoritma), dakle u problemima veéih dimenzija
primena je bespredmetna. Upravo zbog vremenskog ograniCenja i pribegavamo

metaheuristikama koje su neuporedivo brZe, Sto nam i rezultati pokazuju.

Objasnimo joS$ i pojavu u slucaju matrice sa 12 stanica, gde prilikom koris¢enja pohlepnog
algoritma dolazi do preuranjene konvergencije, odnosno upadanja funkcije cilja u lokalni
minimum, pa zato i dobijamo reSenje koje nije optimalno (3100). MoZemo zakljuciti da se i
za matrice manjih dimenzija (do 13) preporucuje koriS¢enje GA i to hibridizovanog
heuristikom pohlepnog algoritma, jer pruZa ta¢na reSenja u najkra¢em vremenskom roku
(Tabela 10). Poslednji red u tabeli predstavlja rezultate za hibridizovani GA na instance

dimenzije 13 na 10, 100 i 150 jedinki.
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S
= . S ~ S ~ S — 5 S ~ kS ~ S S S
S 83 5 S = S = S = = S = 2 =) " =
SES RS, Ts |8, e |BS|28F 88| S |28y Rs [BS |ESE
$g5| 8283 Sg L33 %g 2EE| TSR 288 IF (28%|IS 2Fa oy
g5 8 | S § |8 § |83° 78 | T § |3 8§ |83°
1 1.035 | 2960 | 3.548 | 3070 | 1.850 | 2960 | 6.582 | 2960 | 9.932 | 2960 | 5.118 | 2960
2 1.075 | 3080 | 3.595 | 2960 | 1.811 | 2960 | 6.578 | 2960 | 9.789 | 2960 | 5.040 | 2960
3 0.998 | 2960 | 3.552 | 2960 | 1.769 | 2960 | 6.536 | 2960 | 10.05 | 2960 | 4.954 | 2960
4 1.039 | 3070 | 3.614 | 2960 | 1.814 | 2960 | 6.715 | 2960 | 9.831 | 3070 | 5.075 | 2960
5 1.009 | 2960 | 3.539 | 2960 | 1.771 | 2960 | 6.633 | 2960 | 9.907 | 2960 | 5.051 | 2960
6 0981 | 2960 | 3.577 | 2960 | 1.752 | 2960 | 6.613 | 2960 | 9.959 | 2960 | 5.008 | 2960
7 1.001 | 3080 | 3.528 | 3070 | 1.805 | 2960 | 6.556 | 2960 | 9.881 | 2960 | 5.235 | 2960
8 1.005 | 2960 | 3.542 | 2960 | 1.878 | 3070 | 6.702 | 2960 | 10.00 | 2960 | 5.008 | 2960
9 0972 | 2960 | 3.503 | 2960 | 1.811 | 2960 | 6.595 | 2960 | 9.840 | 2960 | 5.034 | 2960
10 0.991 | 3080 | 3.549 | 2960 | 1.797 | 2960 | 6.852 | 2960 | 10.01 | 2960 | 4.923 | 2960
Tabela 10: Poredenje rezultata za 10 izvrSavanja algoritama na instanci matrice dimenzije 12
S = S ~ S ~ S ~ S S kS ~ S =
3 o S S v = S o = = o S S o = S v = A o S v
g ESol T [ESyl T |ES8g o |ESy ~ |[ESfg T |ESg ™~ |ESgl
g 1283 € (233 T |88% T 233 I (889 T (233 J (883 ©
£ 5 S 5 3 5 < 5 < N ik N < 5 i
S o S i) S S ] iS) N iS) ] IS =
= = = = = = S = = S
m20-1 0.01 43 1.032 43 0.56 43 7.16 43 3.62 43 10.6 43 5.61 43
m20-2 | 001 | 193 | 1.058 | 193 | 059 | 193 | 686 | 193 |3.682 | 193 | 1051 | 193 | 5553 | 193
m30-1 0.02 223 | 1.125 221 0.60 221 7.67 208 | 3950 | 208 | 11.38 | 208 | 5.869 | 208
m30-2 0.03 254 | 1.083 264 0.65 254 7.60 251 | 4.062 | 246 | 11.55 | 246 | 5.774 | 249
m40-1 | 0.034 | 237 | 1.188 | 248 | 070 | 231 | 815 | 226 | 4365 | 210 | 1247 | 220 | 6.745 | 210
m40-2 | 0.029 | 244 | 1.183 252 0.64 244 8.28 254 | 4.227 | 244 | 12.52 247 6.501 | 244
m50-1 | 0.052 | 288 | 1.242 | 330 | 075 | 288 | 8.63 | 304 |4.439 | 283 | 1331 | 298 | 6.846 | 284
m50-2 | 0.066 | 266 | 1.254 309 0.74 265 8.90 275 | 4.754 | 252 | 13.09 | 264 | 6.777 | 255

Tabela 11: 20, 30, 40 i 50 stanica obilazi 1 autobus sa vra¢anjem u polaznu stanicu
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U Tabeli 10 prikazani su rezultati za matricu dimenzije 12 stanica, zadate preko *txt
dokumenta i testirane 10 puta GA i GA+ na populacijama od 10, 50, 100 i 150 jedinki. Na
osnovu tabelarnih rezultata zaklju¢ujemo i da veli¢ina populacije utice na kvalitet reSenja,
tako da Sto je populacija veca, to je veca i verovatnoca pronalaska boljeg reSenja, odnosno
pronalaska bolje prilagodene jedinke. Upravo iz tog razloga u slucaju sa 10 i 50 jedinki

uocljiva je veca disperzija u odnosu na optimalno resenja.

U Tabeli 11 prikazani su rezultati za 20, 30, 40 i 50 (m20-1, m20-2, m30-1, m30-2, m40-1,
m40-2, m50-1, m50-2) [instancel], [instance2], [instance3], [instance4] stanica, zadatih
preko *txt dokumenta i testiranih heuristikom, GA i GA+ na populacijama od 10, 100 i 150
jedinki.

Povecanje veli¢ine populacije pomaZe nam u postizanju $to boljeg reSenja, ali zbog rasta
populacije, raste i vreme potrebno za implementaciju algoritma, Sto moZemo zakljuciti
Citajuci vrednosti za Vreme izvrsavanja metoda u Tabeli 11. Uocimo joS i to da smo za
vecinu testiranih primera bolja reSenja dobili upravo pomo¢u GA+, mada su ta resSenja vrlo
bliska reSenjima heuristikom i obi¢nim GA. Ovo nam govori jo$ i to da moderna tehnologija
hibridizovanog GA uz dobru procenu i podeSavanje odgovaraju¢ih pocetnih jedinki, moZze

dati dovoljno dobro reSenje zadatog problema.

Na osnovu dobijenih rezultata moZemo zakljuciti da treba egzaktne metode izbegavati
prilikom reSavanja problema velikih dimenzija, jer vreme izvrSavanja algoritma zavisi od
ukupnog broja osnovnih operacija, a zavisi i od veli¢ine ulaznih podataka. Bez obzira Sto je
njihova prednost dobijanje optimalnih reSenja, velika mana je vremenski problem. Tako da
se u reSavanju ovakvih problema prednost daje heuristikama koje relativno jednostavno i

racunarski efikasno pronalaze reSenje, za koje mozZemo tvrditi da je “dovoljno dobro”.

Ako pogledamo genetski algoritam uo¢avamo da za problem malih dimenzija nema smisla
da se koriste, dok za problem mnogo vecih dimenzija nego do sad prikazanih npr. vise od
60 stanica, algoritam ¢e u prihvatljivo kratkom vremenskom intervalu predloZiti dopustiva
reSenja. Ne moZemo garantovati da je to bas optimalno reSenje kao u slucaju prve metode,
ali postojanje tog reSenja je zagarantovano. Upravo slede eksperimentalni rezultati za
probleme vecih dimenzija i to zadatih preko Euklidskih koordinata. Za sledeca testiranja
koriS¢ene su javne instance sa [instancel], [instance2], [instance3], [instance4] i uporedeni

su dobijeni rezultati pomoc¢u metoda GA i GA+ sa rezultatima iz literature, pri ¢emu je i
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predstavljeno procentualno odstupanje od poznatih reSenja. U Tabeli 12 podebljane su

vrednosti koje se poklapaju sa optimalnim.

Poznati Vreme

Vreme

. . P . GA(1,100) | Procenat | . ., , GA+(1,100) Procenat
instance optimalni | izvrsavanja . . izvrsavanja .y .
. Min odstupanja Poboljsan sa Greedy| odstupanja
rezultati sec sec
euklid-17 2085 6.923545 2085 0.00% 3.482964 2085 0.00%
euklid-26 937 7.485061 937 0.00% 3.910978 937 0.00%
euklid-42 679 8.617436 688.3 1.53% 4.488160 679 0.00%
euklid-51 426 8.92140 441.54 3.65% 4.678251 430.24 1.00%
euklid-52 7542 9.310959 7777.33 3.12% 4.691493 7544.3 0.03%
euklid-70 675 10.485481 691.7 247% 5.433650 682.1 1.05%
euklid-76 538 10.728151 564.62 4.95% 5.606298 552 2.60%
euklid-101 629 12.063686 673.5 7.07% 6.637476 642.7 2.18%
euklid-127 118282 13.950213 125374.3 6.00% 8.300201 119064.8 0.66%
euklid-130 6110 14.508344 6530.2 6.88% 8.737450 6250 2.29%
euklid-131 564 14.697346 591 4.79% 8.462868 582 3.19%
euklid-150 26524 15.730950 28842 8.74% 11.073891 27027 1.90%
euklid-194 9352 17.719414 10613 13.48% 18.108287 9624 2.91%
euklid-226 80369 20.887824 91415 13.74% 18.238060 82185 2.26%
euklid-237 1019 21.508053 1276 25.22% 26.409344 1065 4.51%
euklid-280 2579 24.231661 2817.7 9.26% 33.110068 2663.35 3.27%
euklid-343 1368 31.122896 1909 39.55% 87.041186 1425 4.17%
euklid-380 1621 34.029749 3060 88.77% 88.055618 1687 4.07%
euklid-436 1443 38.155713 2891 100.35% | 188.281127 1507 4.44%
euklid-734 79114 2233.837469 82214.6 3.92%
euklid-813 3119 2363.174937 3363 7.82%
Tabela 12: Poredenje rezultata za euklidski zadate koordinate (javne instance) na populaciji od 100 jedinki
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Slika 11: Graficki prikaz odstupanja rezultata GA i GA+ od javnih instanci

Primetimo (Slika 11) da GA+ pruza veoma zadovoljavaju¢a reSenja koja su bliska

optimalnim za probleme vec¢ih dimenzija, dok prost GA ima vecu fluktuaciju rezultata kako

dimenzija problema raste. Slika 12 i 13 predstavljaju poredenje rezultata dobijenih

predloZenim algoritmima u programskom paketu Matlab 2010b sa instancama [instance2].
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Instanca euklid-194 - Katar Poznata vrednost G'.4V+(1‘100) Procenat greske
Poboljsan sa Greedy
minimalna trasa je duzine 9352 9624 2.91%
Vreme izvrsavanja u sec Nije javno objavljeno 18.1 -

www.math.uwaterloo.ca/t

« c
QA194 - Qatar
Thus is an optimal tour for the qal94 TSP mstance. It has length 9352

File Edt  View

lnsen Tools Desktop Window Help
Ndde | NO9RL-A0E nD

Slika 12: levo - Optimalna trasa kroz zadatu mrezu 194 stanice (drzava Katar) javno objavljeno resenje,
desno (Matlab GA+ dobijeno eksperimentalno resenje)

. . GA+(1,100) «
Instanca euklid-734 - Urugvaj Poznata vrednost Poboljsan sa Greedy Procenat greske
minimalna trasa je duZine 79114 82214.6 3.92%
Vreme izvrsavanja u sec Nije javno objavljeno 2233.83 -
UY734 - Uruguay
v o h 84 TSP imtanc. Tt hse e D1 x10' Tour Length 82214.6
T

This

i
32 325

Slika 13: levo - Optimalna trasa kroz zadatu mrezu 734 stanice (drzava Urugvaj), javno objavljeno reSenje,
desno - (Matlab GA+ dobijeno eksperimentalno resenje)
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2.4.2.

Dodatak - Turisticka tura kroz gradove Srbije- helikopterom

Posto nisu bila dostupna medusobna drumska rastojanja izmedu gradova, odlucila sam se

za primenu euklidski zadate matrice! i pomoc¢u algoritma GA+ odredila sam najkracu trasu

vazdusSnog saobracaja, odnosno obilaska gradova Srbije helikopterom. Dakle, primena

predloZene metaheuristicke metode poboljSanog Genetskog algoritma je moguca u

mnogim problemima, $to pruza raznovrsnu primenu u reSavanju NP-teskih problema.

I;fr‘f:}'.i grad Latituda Longituda
1 Aleksinac 43.533 21.717
2 Apatin 45.671 18.985
3 Backa Palanka 45.251 19.392
4 Becej 45.623 20.036
5 Bela Crkva 44.900 21.433
6 Beograd 44.833 20.500
7 Bor 44.100 22.100
8 Cacak 43.892 20.348
9 Gornji Milanovac 44.033 20.450

10 Jagodina 43.983 21.250
11 Kikinda 45.830 20.462
12 Kragujevac 44.017 20917
13 Kraljevo 43.733 20.717
14 Krusevac 43.583 21.333
15 Leskovac 42.998 21.946
16 Loznica 44.534 19.224
17 Negotin 55.217 22.533
18 Novi Sad 45.259 19.833
19 Nis 43.317 21.900
20 Novi Pazar 43.137 20.512
21 Pancevo 44.867 20.650
22 Pec 42.660 20.292
23 Pirot 43.150 22.600
24 Pozarevac 44.617 21.200
25 Priboj 43.584 19.526
26 Pristina 42.667 21.167
27 Prizren 42.215 20.740
28 Ruma 45.008 19.821
29 Senta 45.928 20.078
30 Smederevo 44.650 20.933
31 Sm;;zr:ll’:ka 44.367 20.967
32 Sombor 45.774 19.112
33 Srbobran 45.550 19.793
34 ;{;‘2:‘1‘; 44.977 19.615
35 UZice 43.861 19.843
36 Valjevo 44.272 19.885
37 Vlasotince 42,967 22.133
38 Zrenjanin 45.383 20.391

Slika 14: Optimalna trasa turisti¢ke ture kroz gradove Srbije

! http://static.astronomija.org.rs/razno/koordinate/koordinate.htm
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2.4.3. Rezultati podmodela b
Postojeci algoritmi su modifikovani i prilagodeni konstruisanom podmodelu b, pri ¢emu
imamo Cetiri tipa algoritama cije rezultate uporedujemo, a to su algoritmi sli¢ni onima u

podmodelu a.

U Tabelama 13 i 14 uporedili smo dobijene rezultate za unos 5 i 10 stanica koriS¢enjem
egzaktnog algoritma Potpuno pretrazivanje, heuristike koja se sastoji od Pohlepnog i 2-opt
algoritma za poboljSanje reSenja gde je unapred fiksirana prva stanica, metaheuristika

Genetski algoritam i GA+.

n=5 stanica, k=1 autobus

Potpuno pretraZivanje | Pohlepni algoritam Genetski Algoritam
Vreme . . .
izvriavanja 0.01 min 0.001 min 0.01 min
Dopustiva 2-3-4-1-5 1-4-2-3-5 2-3-4-1-5
ruta
Minimalna
ruta (min) 15 19 15
Tabela 13: 5 stanica obilazi 1 autobus bez vra¢anja u polaznu stanicu
n=10 stanica, k=1 autobus
Potpuno pretraZivanje Pohlepni algoritam Genetski Algoritam
_ Vreme 1 min 0.005 min 0.02 min
izvrsavanja
D"f;’j;’”" 6-7-10-9-8-5-1-2-3-4 1-2-3-4-7-6-9-10-8-5 | 6-7-10-9-8-5-1-2-3-4
Minimalna 2900 3070 2900
ruta (m)

Tabela 14: 10 stanica obilazi 1 autobus bez vrac¢anja u polaznu stanicu

Zakljucak koji moZemo izvesti iz dosadasnjih eksperimentalnih rezultata je isti kao i u
prethodnom modelu. Prednost dajemo heuristickim metodama koje uvek daju “dovoljno
dobro” resSenje za relativno kratak vremenski period, sto znaci reSenje ¢e sigurno biti

dopustivo, a mozda bas upravo i optimalno.

Uporedimo u tabeli 14 dobijene vrednosti funkcije cilja. Primetimo da je vrednost 2900
manja od 3070, ali da je vreme izvrSavanja ove dve heuristike suprotno srazmerno
odnosno redom 0.02 minuta i 0.005 minuta. U tabelama 15 i 16 prikazani su rezultati na
istim instancama kao u prethodnom podmodelu a, Sto je prikazano u tabelama 91i 11, samo
Sto su ovde trase linijske, bez povratka u polaznu stanicu, pa su samim tim i funkcije cilja

manje.
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g Q g g g g
< i~ i~ i~ I~
: 2§ | 3 5 | 2 s | g | 3
. 2o =~ o = oo ~ o ™~ oo A
instance 83 &R ]2 2 88 ) ] 3 3 83 3
© S 5 o 5 © & © * © *
£ AT g S g S g 3 g 3
) ~ LY LY LY %)
EN Y EN EN N N
matrica3 0.002 7 0.001 7 1.008 7 6.58 7 9.23 7
matrica5 0.019 15 0.002 19 1.01 15 6.6 15 9.95 15
matrica7 0.150 19 0.009 19 1.04 19 6.74 19 10.33 19
matrical0 | 97.62 2900 0.011 3070 1.03 2900 6.71 2900 10.42 2900
, 1074.
matricall 32 2660 0.013 2680 1.05 2660 7.11 2660 10.55 2660
, 13062
matrical2 24 2560 0.011 2720 1.07 2560 6.97 2560 10.56 2560
matrical3 2450 0.012 2470 1.16 2450 7.03 2450 10.42 2450
Tabela 15: Rezultati za matrice dimenzije 3,5,7,10,11,12 i 13 stanica
s | S S ~ 3 s | = S S S s | = S S
g (eS| § eS| T les) S |e5 | S les S |5 B e B
S |558 5 |558 < |588 & (558 I |58 = |58 2 |55 =
*g i% b -2 g% b S, S>§ s ¥ S% b ) g% a ? g% “ ) g% b E,
= ] g S S S 3 ] 3 S < S 3 S <
8 2 8 S S S S S 3 S R S =
m20-1 0.008 38 1.09 36 1.15 35 7.42 35 7.56 36 11.5 35 11.3 35
m20-2 0.009 186 1.08 161 1.2 156 7.15 156 7.47 156 11.6 166 11.89 156
m30-1 0.01 219 1.16 198 1.24 208 8.1 188 8.39 179 12.34 175 12.67 175
m30-2 0.01 251 1.17 220 1.23 223 8.1 210 8.42 209 12.28 215 12.67 209
m40-1 0.02 236 1.34 244 1.32 203 8.61 197 9.12 191 13.51 203 13.12 191
m40-2 0.02 239 1.39 263 1.33 235 8.92 242 9.17 210 13.05 227 13.61 210
m50-1 0.05 281 1.34 287 1.45 263 9.22 285 9.67 258 14.46 258 14.54 258
m50-2 0.05 260 1.36 256 1.51 242 9.67 252 9.95 240 14.15 248 14.33 238

Tabela 16: 20, 30, 40 i 50 stanica obilazi 1 autobus bez vracanja u polaznu stanicu
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3. MATEMATICKI MODEL II

ProSirimo i prilagodimo prethodni model sa jednom linijom na novi model sa viSe od jedne
linije (autobusa). Funkciju cilja malo ¢emo modifikovati zbog pojave viSe linija i samim tim
teZiti Sto boljoj optimizaciji mreZe po svakoj pojedinacnoj postojecoj liniji. Medutim i ovaj

model moZemo takode podeliti na dva podmodela i to na:

a) autobusi se vracaju u polaznu stanicu posle posete svih svojih stanica

b) autobusi se ne vracaju u polaznu stanicu posle obilaska svih stanica

Ali u ovom radu posveticemo se samo podmodelu kada se autobusi vrac¢aju u polaznu
stanicu posle posete svih svojih stanica, odnosno kruznih linija. Hamiltonova kontura,
pomenuta u prvom matematickom modelu (Slika 15) i u ovom modelu bi¢e jedno od

ogranicenja kako bi obezbedili povratak autobusa u polaznu stanicu.

Hl = (ili iz, ey iT‘—li ir, il)' ip * il Vp,l € RT' p * l

Slika 15: Skica Hamiltonove konture

Smatracemo da se za polaznu stanicu svih autobusa uzima jedna stanica iz skupa
§={1,23..n}
Ostale promenljive i parametri u ovom modelu bice:

r = {1,2, ...k} - skup svih autobusa (linija), k > 1
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n > 3 - postojanje viSe od 3 stanice obezbeduje uvodenje bar dve linije

R, - skup stanica koje posecuje r-ti autobus, r € {1,2, ...k}

1, ako autobus iz stanice i poseluje stanicu j ..
SUARRT) inace o LER
k
(5) . min minE 2 2 CijXij
Yk_ IR|=3k,...k(n—1) S5 5
(6) inj=1' iERr, T=1,...k
JERy
(7) inj:]" jERT, T':].,...k
PERy
(8) zz:xi,-s|5'|—1, S'cR, S+0, S +#R.,r=1,..k
ies’ jes'’
k
9) R, CS, U R, =S, r=1,..k
r=1
(10) 2 <|R,| <n, r=1,..k
(11) VR, AR, = R, NR, # 0, r#Dp, rp=1..k
(12) Ry # Ry, r#D, rp=1, ..k

Funkcija cilja (5) minimizira ukupan predeni put svih autobusa. Medutim, uveli smo
ujedno i minimizaciju sume kardinalnosti svih skupova stanica, tj. zbira broja stanica svake
linije pojedinacno, ¢ime se obezbeduje minimalan broj zajednickih stanica za razlic¢ite

autobuse. Ogranicenja (6) - (8) analogna su prethodnom modelu samo Sto se posmatraju
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na skupu R, pojedinacno za svaku liniju (autobus) i obezbeduju autobusu ta¢no jedan
prolazak kroz svaku stanicu odgovarajuce linije. OgraniCenje (9) obezbeduje postojanje
minimum dva autobusa i pokrivenost svih zadatih stanica mreZe sa dva ili viSe autobusa,
pri cemu (10) kaZe da svaki od autobusa mora u svojoj liniji sadrZati najmanje 3 stanice, a
strogo manje od n stanica, kako bi se obezbedilo uvodenje i drugog autobusa S$to je
zadovoljeno i na osnovu (9). Ogranicenje (11) obezbeduje presedanja i stizanje iz svake
stanice u svaku, tj. pruza jednu zajednicku stanicu sa jednim od preostalih autobusa
(linija). Na kraju, ogranicenje (12) sprecava pojavu viSe identi¢nih linija, odnosno sprecava
postojanje viSe od jednog autobusa koji bi vozili istom rutom, ¢ime obezbedujemo

postojanje razlicitih ruta.

Kao $to smo i ranije naveli, ovo je tezak problem kombinatorne optimizacije, posebno za
problem veéih dimenzija i reSava se najefikasnije pomocu metaheuristika, koje
predstavljaju ozbiljan aparat za dalji razvoj optimizacije u buduénosti. [lustrujmo primer
za formirani matematicki model II pri ¢emu ¢emo kao reSenje problema, dobiti upravo
skupove stanica R,,r =1,..k koje svaki od autobusa treba posetiti, zajedno sa

odgovaraju¢om minimalnom vredno$cu zadate funkcije cilja.

Iz postavke problema u ovom modelu moZe se videti da se zapravo radi o viSestrukom
problemu putujuceg trgovca (Travelling Salesman Problem - TSP). Transportni problem je
jedan od problema celobrojnog linearnog programiranja medu koje spada i odredivanje
najpovoljnijeg puta odnosno problem rutiranja vozila - VRP (eng. Vehicle Routing Problem).
Medutim, cilj TSP-a je minimizirati predeno rastojanje tako da trgovac poseti sve lokacije
tatno jednom i da se vrati u polaznu tacku, dok funkcija cilja VRP-a moZe biti i drugacija
[Tot01]. ReSenje VRP-a predstavlja skup ruta (puteva) pri ¢emu moraju sva unapred
definisana ogranicenja biti zadovoljena. U slucaju da je na raspolaganju samo jedno vozilo i
ako ne postoje dodatna ogranicenja tada VRP prelazi u dobro poznati problem trgovackog
putnika, gde je potrebno jednim vozilom obici sve tacke grafa uz minimalni predeni put (ili

minimalnu cenu, vreme, kapacitet...).
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3.1. Eksperimentalni rezultati

Kao u prethodnom primeru koristicemo iste instance za 10 stanica, ali u ovom slucaju
¢emo unapred fiksirati broj autobusa tako da ih bude dva i svi ¢e kretati sa iste polazne

stanice.

Takode, vidi se da su genetski algoritmi korisni za one klase problema koje se ne mogu
reSiti na klasi¢ne nacine. lako po brzini nisu u vrhu, po veli¢ini podrucja koje pretraZuju su
verovatno daleko bolji od svih ostalih metoda. To se jako dobro vidi na primeru problema

trgovackog putnika, Ciji je prostor reSenja ogroman vec i za stotinjak gradova.

a) dva autobusa (dve trase)

b) tri autobusa (tri trase).

Slika 16: Gradska mreZa G, prikaz optimalnog rutiranja dva autobusa

Na Slici 15, vidimo optimalno reSenje za rutiranje dva autobusa, tako da imaju jednu

zajednicku stanicu 6 i ispunjavaju sva zadata ogranicenja za pokrivenost cele mreZe.

Trasa autobusa 1 je:

6-8-5-1-2-3-4-6
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Trasa autobusa 2 je:
6-9-10-7-6

Pri tome je minimalna vrednost naSe funkcije cilja (5), tj. minimalni ukupan predeni put

4040 kada nam je zajednicka stanica 6, a do datog reSenja se pomocu GA dolazi za 3.74 sec.

b)

Slika 17: Gradska mreZa G, prikaz optimalnog rutiranja tri autobusa

Trasa autobusa 1 je:

6-7—-10—-4-6
Trasa autobusa 2 je:

6-8-5—-9-6
Trasa autobusa 3 je:

6-1-2-3-6

pri ¢emu je minimalna vrednost nase funkcije cilja (5), tj. minimalni predeni put 4860

kada nam je zajednicka stanica 6, a do datog reSenja se pomocu GA dolazi za 3.917sec.
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U narednoj tabeli 17 prikazani su rezultati matematickog modela II za obilazak date mreZe
sa 3 ili viSe autobusa Sto je predstavljeno sa GA (start,broj_autobusa). GA je testiran na
populacijama od 100 jedinki za instance matrica dimenzije 30, 40 i 50. Uporedili smo
rezultate i za tri razlic¢ita sluCajna izbora zajednickih stanica 1, 5 i 10 i izvrsili po tri
testiranja za svaku instancu. Dobijena su dopustiva reSenja koja moZemo uociti i da su vrlo
bliska u svakom od tri merenja. MoZemo uociti i da se reSenja za probleme manjih

dimenzija brze dobijaju.

SfSEEE| i BB BB slEsE
2 (85|53 E | & | §E & S|l e |l Eleg| E|E
£ g2l8 8| & < S < & < S < s < s <
N E = S = S B S =~ S =~ T =~ T
m30-1 1 1. 22.08 286 21.53 372 23.87 422 26.45 512 22.69 639 25.82 675
2. 22.08 321 21.44 368 23.86 427 25.49 506 22.56 618 25.72 671

3. 22.10 325 21.57 350 23.87 452 24.77 552 22.52 641 25.76 734

5 1. 22.24 333 21.29 450 24.07 510 24.38 583 22.05 705 25.68 780

2. 22.11 402 21.42 414 24.07 474 24.45 590 22.48 688 25.67 770

3. 22.08 334 21.32 390 23.90 504 24.50 567 22.43 673 25.62 759

10 1. 22.05 310 21.31 323 23.89 359 24.79 441 22.59 506 25.69 598

2. 22.13 321 21.44 364 23.94 361 24.62 463 22.49 503 25.65 598

3. 22.09 287 21.41 331 23.87 393 24.61 452 22.45 522 25.78 579

m40-1 1 1. 23.19 380 23.71 366 24.26 353 24.69 424 25.39 503 25.99 550
2. 22.91 337 23.44 352 24.14 404 24.59 411 25.39 496 26.08 543

3. 22.94 366 23.41 328 24.07 456 24.64 | 445 25.26 | 492 26.03 601

5 1. 22.91 357 23.61 353 24.16 406 24.52 473 25.26 520 26.02 614

2. 23.14 461 23.40 332 24.09 434 24.46 477 25.13 570 25.86 573

3. 23.11 379 23.27 336 24.01 431 24.36 501 25.09 | 492 25.96 576

10 1. 23.07 424 23.60 409 24.20 467 24.56 493 25.14 599 25.95 646

2. 22.91 399 23.25 442 24.35 448 24.42 466 25.44 579 26.08 618

3. 22.86 364 | 23.48 | 432 24.23 443 24.76 523 25.36 567 26.10 677

m50-2 1 1. 22.15 364 22.13 498 24.91 496 22.63 547 24.99 589 23.67 656
2. 21.85 408 22.17 | 463 24.63 542 22.61 568 25.01 650 23.53 715

3. 22.04 386 22.22 | 472 24.54 | 468 22.68 544 | 25.06 590 23.51 643

5 1. 22.03 484 22.21 509 24.82 473 22.70 574 24.93 696 23.72 754

2. 21.96 422 22.14 463 25.58 546 22.93 641 24.99 633 23.48 758

3. 22.03 403 22.25 422 25.25 479 22.71 582 24.96 715 23.54 743

10 1. 21.94 409 22.44 474 24.63 485 22.72 537 25.07 548 23.73 658

2. 21.94 420 22.26 402 24.67 470 22.87 559 24.96 656 23.55 637

3. 21.95 374 | 22.28 | 448 24.69 496 22.65 491 25.00 | 592 23.50 687

Tabela 17: 20, 30, 40 i 50 stanica obilaze 3-8 autobusa sa vra¢anjem u polaznu stanicu

Na osnovu dosadasnjih rezultata zakljucujemo da se povecanjem broja vozila i funkcija
cilja povecava, a samim tim i troSkovi transporta. Prema tome, cilj optimizacije jeste
smanjenje troskova, odnosno maksimalna usteda u pogledu vozila, ali sa druge strane,
nama je cilj i pokriti Sto je viSe moguce datu mrezu puteva. Upravo zbog mnogih

ogranicenja i kompleksnosti problema ovo i spada u teSke probleme kombinatorne
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optimizacije koji se reSavaju raznim heuristiCkim metodama, odnosno intuitivnom

kombinacijom poznatih algoritama.

Navedimo joS$ jedan rezultat, a to je upravo pokrivenost mreze od 50 ¢vorova (stanica) sa 8
autobusa. Za instancu m50_2 u slucaju ako uzmemo stanicu broj 5 za polaznu, dobijamo

sledece trase autobusa:

Trasa 1

5 7 46 41 10 26 23 5
Trasa 2

5 1 16 22 35 29 40 5
Trasa 3

5 42 4 14 49 44 28 5
Trasa 4

5 32 43 20 13 34 48 5
Trasa 5

5 17 50 3 27 24 25 5
Trasa 6

5 38 31 11 39 37 36 5
Trasa 7

5 2 30 8 19 47 18 21 5
Trasa 8

5 45 12 33 15 9 6 5
Pri tome je minimalna vrednost nase funkcije cilja (5), tj.minimalni ukupan predeni put
743 kada nam je zajednicka stanica 5, a do datog reSenja se pomoc¢u GA dolazi za 23.54

sekunde.
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4. ZAKLJUCAK

Nakon dugog i ozbiljnog proucavanja raznih metoda modeliranja i optimizacije u oblastima
rutiranja i transporta, dolazimo do zakljuCka da je pomenuti problem odredivanja trasa

linija gradskog saobra¢aja mnogo kompleksniji nego Sto izgleda na prvi pogled.

U ovom radu opisana su dva modela i implementacije algoritama koji su namenski
konstruisani za reSavanje razmatranog problema optimizacije. PredloZeni matematicki
model je model TSP-a. TraZenje Hamiltonovog ciklusa najmanje teZine u teZinskom grafu,
kao i utvrdivanje da li je graf Hamiltonov, spadaju u kategoriju najteZih algoritamskih
zadataka. Zbog svoje sloZenosti, problem zahteva reSavanje tehnikama koje su u
mogucnosti da proizvedu kvalitetna resenja u ograni¢enom vremenskom roku, a takve
tehnike su upravo heuristicke. Konstruisani Genetski algoritam i Heuristika pohlepnog
algoritma, kao i njihova hibridizacija pruZili su kvalitetne rezultate kako u pogledu
postizanja optimalnog reSenja tako i u pogledu vremenskog izvrSavanja. Primena ovih
specijalnih metoda modifikovanog Genetskog algoritma poboljSanog pohlepnim

algoritmom efikasno dovodi do reSenja na testiranim instancama.
Znacaj postignutih rezultata su:

e uvodenje hibridizacije Genetskog i pohlepnog algoritma u cilju brZeg postizanja
kvalitetnijeg reSenja,

e prilagodavanje genetskih operatora datom problemu i nac¢inu kodiranja,

¢ dobijanje reSenja za problem organizovanja turistickog obilaska gradova Srbije koji

do sada nije reSavan.
Doprinosi budu¢em razvoju su:

e reSavanje mnogih problema iz realnog Zivota koji se mogu predstaviti kao problem
rutiranja,
e optimizacija gradskog i vazduSnog saobracaja, turistickih tura i mnogih drugih

problema rasporedivanja i pokrivenosti,
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Eksperimentalni rezultati dobijeni u ovom radu podrzavaju koriS¢enje metaheuristickih
metoda u reSavanju NP-teSkih problema vecih dimenzija, za razliku od egzaktnih metoda

koje su neupotrebljive u tom slucaju.

Zbog svega navedenog, a Sto se moZe videti iz priloZenih naucfnih dostignuca i
eksperimentalnih rezultata, jeste da metaheuristicCke metode predloZene u ovom radu
resavaju veoma uspesno probleme velikih dimenzija. Zahvaljujuéi tome, ostaje prostora za
nastavak istraZivanja u oblasti rutiranja, gde je potencijalna ideja reSiti varijantu rutiranja
vozila sa vremenskim ograni¢enjem (eng. Vehicle Routing Problem with Time Windows -
VRPTW). Da bi predloZeni matematicki model u ovom radu bio jo$ funkcionalniji, potrebno
je uvesti i vremenske promenljive od kojih bi zavisila i frekvencija putnika na stanicama, a
samim tim i broj autobusa, odnosno frekvencija prolaska autobusa kroz stanice. Za sada

ovaj problem iz realnog Zivota ostavljamo za neko naredno istraZivanje.
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PRILOG

1* Algoritam heuristic_circle(start)

function [] = heuristic circle(start)
% Ucitavanje vrednosti iz datoteke
fid = fopen('matricalOl.txt', 'r');
1 = fscanf (fid, '%g %g', [1 1]);
h = fscanf (fid, '%g %g', [1 11);
X=h';
for i=1:1

for j=1:1

if X(i,3)==0
X(i,3)=1inf;
end

end
end
X
fclose (fid) ;

m = size(X,1);
[n,dim] = size(X);
s = randperm(n);

Lmin = inf;
for k = 1:m
p = greedy(s(k),D);
[p,L] = exchange2(p,D);
if L < Lmin
Imin = L;
pmin = p;
end
end

p=pmin;
L = Lmin;
index = find(p == start);
finalRoute=p ([index:end l:index-11)
sprintf ('Minimalni put je: %d', L)
$Funkcija pohlepni algoritam
function p = greedy(s,D)
n = size(D,1);
p = zeros(l,n,'uintl6e");
p(l) = s;
for k = 2:n
D(s,:) = inf;
[Junk,s] = min(D(:,s));
p(k) = s;
end
$Funkcija 2*opt
function [p,L] = exchange2 (p,D)
n = numel (p) ;
zmin = -1;
while zmin < 0
zmin = 0;
i = 0;
b = p(n);
while 1 < n-2
= b;
i = i+1;

j =3+
d=p();
z = (D(a,c) - D(c,d)) + D(b,d)
if z < zmin
zmin = z;
imin = 1i;
Jmin = j;
end end end

- Dab;
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if zmin < 0

p(imin:jmin-1) = p(jmin-1:-1:imin);
end
end
g = double(p);
ind = sub2ind([n,n],q, [g(2:n),q(1)]);
L = sum(D(ind)) ;

2* Algoritam GA_circle(start,popSize)

function [] = GA circle(start,popSize)

r');
)
)

fid = fopen('matricall.txt',
1 = fscanf (fid, '%g %g', [1 1
h = fscanf(fid, '%g %g', [1 1
matrica=h';
for i=1:1
for j=1:1
if matrica(i,j)==0
matrica (i, j)=inf;

]
]

’
’

end
end
end
matrica
dmat=matrica;
fclose (fid) ;

n = size(dmat,1l);

numIter = 10000;

popSize = 4*ceil (popSize/4);

pop = zeros (popSize,n);

pop(l,:) = (1l:n);

for k = 2:popSize %ispisivanje populacije
pop(k,:) = randperm(n);

end

% GA

globalMin = Inf;

totalDist = zeros(l,popSize);

distHistory = zeros(l,numlter);

tmpPop = zeros(4,n);

newPop = zeros (popSize,n);

for iter = l:numlter

% ocena svakog clana populacije odredjivanje rastojanja
for p = l:popSize

d = dmat (pop (p,n),pop(p,1));

for k = 2:n

d = d + dmat (pop (p, k-1) , pop (p, k) ) ;

end

totalDist(p) = d;
end

% trazenje najbolje rute od predlozenih

[minDist, index] = min(totalDist);

distHistory(iter) = minDist;

if minDist < globalMin
globalMin = minDist;
optRoute = pop (index, :);

end

% GA operatori

randomOrder = randperm(popSize);

for p = 4:4:popSize
rtes = pop (randomOrder (p-3:p),:);
dists = totalDist (randomOrder (p-3:p));
[ignore, idx] = min(dists);
bestOf4Route = rtes (idx, :);
routeInsertionPoints = sort(ceil (n*rand(1,2)));
I = routelInsertionPoints(1l);
J = routelnsertionPoints(2);
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switch k
case 2 % Flip
tmpPop (k,I:J) =

case 3 % Swap
tmpPop (k, [T J])
case 4 % Slide

tmpPop (k,I:J) =

end

for k = 1:4 % Mutacija najbolje za dobijanje 3 nove
tmpPop (k, :) = bestOf4Route;

tmpPop (k,J:-1:1);

tmpPop (k, [J I]);

tmpPop (k, [I+1:J I]);
otherwise % Do Nothing

end
end
newPop (p-3:p, :) = tmpPop;
end
pop = newPop;
end
index = find(optRoute == start);
finalRoute=optRoute ([index:end 1l:index-1]);
optRoute;
finalRoute

sprintf ('Minimalni put je: %d', minDist)

3* Algoritam GA+_poboljsan_sa_Greedy_Euklid(start,popSize)

function [] = GA+ poboljsan sa Greedy Euklid(start,popSize)

tic;

O = load('euklidlO.txt");
[h,dim] = size(0);
X=0(1:h,2:3);

m = size(X,1);
[n,dim] = size(X);

D = distmat (X);
s = randperm(n) ;
Lmin = inf;

for k = 1:m
p = greedy(s(k),D);

[p,L] = exchange2(p,D);
if L < Lmin
Lmin = L;
pmin = p;
end
end
p=pmin;
L = Lmin;
index = find(p == start);

finalRoute=p ([index:end l:index-1]);
sprintf ('Minimalni put Greedy je: %d',

dmat=D;

n = size(dmat,1);
numIter = 10000;
popSize = 4*ceil (popSize/4);
pop = zeros (popSize,n);
pop(l,:) = finalRoute;
for k = 2:popSize

pop (k, :) = randperm(n) ;
end

L)
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globalMin = Inf;

totalDist = zeros(l,popSize);
distHistory = zeros(l,numlIter);
tmpPop = zeros(4,n);

newPop = zeros (popSize,n);

for iter = l:numlter

for p = l:popSize
d = dmat (pop (p,n) ,pop (p,1));
for k = 2:n
d = d + dmat (pop (p,k-1),pop(p,k));

end

totalDist (p) = d;
end
[minDist, index] = min(totalDist);
distHistory(iter) = minDist;

if minDist < globalMin
globalMin = minDist;
optRoute = pop (index, :);
end

randomOrder = randperm (popSize);
for p = 4:4:popSize
rtes = pop (randomOrder (p-3:p),:);
dists = totalDist (randomOrder (p-3:p));
[ignore, idx] = min(dists);
bestOf4Route = rtes (idx, :);
routeInsertionPoints = sort(ceil (n*rand(1,2)));
I = routelnsertionPoints(1l);
J = routelnsertionPoints (2);
for k = 1:4
tmpPop (k, :) = bestOf4Route;
switch k
case 2
tmpPop (k,I:J) = tmpPop(k,J:-1:1I);
case 3
tmpPop (k, [T J]) = tmpPop(k, [T I]);
case 4
tmpPop (k,I:J) = tmpPop(k, [I+1:J I]);
otherwise
end
end
newPop (p-3:p, :) = tmpPop;
end
pop = newPop;
end

index = find(optRoute == start);
finalRoutee=optRoute ([index:end 1l:index-11]);

optRoute;
finalRoutee
sprintf ('Minimalni put je: %d', minDist)

tspplot (finalRoutee, X)
toc

function tspplot (p, X, nodenum)

X(p,1);
[x;x(1)]1;
X(pl2);
[y;y(1)1;

KORXOX
o

plot(y,x,'c',y,x,'k.")

grid

axis equal

L = sqgrt(diff(x).”2 + diff(y)."2);

str = sprintf ('Duzina trase: %g',sum(L));

title(str, 'fonts',12)

if nargin > 2
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for k = 1l:numel (p)
str = sprintf (' 2d',p(k));
text (x(k),y(k),str)

end

end

function D = distmat (X)
$DISTMAT Compute euclidian distance matrix from coordinates

[n,dim] = size(X);
D = zeros(n);
for j = 1:n
for k = 1:dim
v = X(:,k) - X(3,k);
D(:,3) = D(:,3) + v.*v;
end

D = sqrt(D);

function p = greedy(s,D)

$GREEDY.

n = size(D,1);

p = zeros(l,n,'uintl6e");
p(l) = s;

D(s,:) = inf;
[Junk,s] = min(D(:,s));
p(k) = s;

end

function [p,L] = exchange2 (p,D)

n = numel (p);
zmin = -1;
while zmin < 0

zmin = 0;
i=0;
b =p(n);

while 1 < n-2

a = b;

i = 1i+1;

b =p(i);

Dab = D(a,b);

J o= i+1;

d=p();

while j < n
c = d;
j = 3+L;
d=p();
z = (D(a,c) - D(c,d)) + D(b,d) - Dab;

if z < zmin

zmin = z;
imin = 1i;
Jmin = j;
end
end
end
if zmin < O
p(imin:jmin-1) = p(jmin-1:-1:imin);
end
end

g = double(p);
ind = sub2ind([n,n],q, [g(2:n),q(1)]);
L = sum(D(ind)) ;
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