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ПРЕДГОВОР i 

\ . 
. Оhајуџбенuя је , на.AU1њен ' сшудеНШlLAЮарвоt се.месшра ПрироРно-. 

'.маше.машичкоt fjjакулшеша" како би' се што раније уuозnали , са KO"n­
алексnu.м бројевu.ма и рачуnо.м са њu.мa. 3боz,· шоtа шiilO су ко.мUлек.сни 

, ,', . '. . ., ' 

. бројеви l;Iеофюдnи у .мHOJu.м диСЦllilлина.tН.a, nарочишо у аЈltебри и шео-
. рији функција, " да би се код ова ' два uред.AU1ша · 1l3бitло UОnЩЈ/ьање, 

: Uисан је као засеБНа књижа, и 'шреба . да ,да uошребно Uредзн.ање за ' ова 
, два' upeQ.AU1ilJ:a.. . ", ' 

(' .' _ . 
. • Друiи део - ЙР1l.AU1lte н.а еле.AU1нmaрnу . tео.мешрију, u.мa за циљ 'да ' 
uокаже да је upu.мena ко.мUлекснuxбројева llCшо ша;'о реална као 1l., 

, ' .' 1 . , . ' , 

са.мих реалних бројева. Поред, шоzа шшо овај део .мОЖе да uослуЖ1L 

' .и као увод у шеоријувекшора, њеХОВI2 је ' сврха да nавuяlte сшуденше 
'н.а уuашребу "о.мuлекс1tUx бројева ll ,na руковаље с ' њu.мa, збо-' чetа ' 

: овај део ' 1Џ! треба с.tН.aшраiilll кiю ' шеореmc1ео 1l3лаюње вeliвише каО< 
' збирку сUсШе.машс"и zруu'ш:аllих и о{јраоенuх uрri.иeра. 

,- .". -
,.'. " :, . 

" " '<~ • 
, ' . '3/i"«YH. НQst..«бра 1948 J~ ). К. 
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,., .. . ". ДЕО 1. 
, \ , О , , , 

АЛГЕБРА КОМ-ПЛЕКСНИХ БРОЈЕВА 
,", 

1.I{ОМП.iIеl(саи . број , . 
~ . ' ' ." . "i 

. ' 1~ 1. Црој. (ј) ИАЮ.luнараН број. IlОЗИТИI},не. и негативне бројеllе зовемо 
, ;реални бројеви. Н е м а реалног броја чији је квадрат, или ма који парни , 
, степен , н е г' а т и в а Иј другим речима, квадратни корен, .: ли; уопште, 
nарни корен ИЗ негативног броја не ,постоји у области реалних бројева. 

, ,' ЛреМ~, томе, ДОКЛеГОД оперишемо са Реал~им бројевима, . израви као 
.. '," 

, ~,w .' '. , 

1 о -V - 1, . ' 20. -V " 4, 30 4 + -V - 3, . 
б , , 4 

40 У 3 - -у , 2,50 2 + -У' , 5, " , ба V - 1, итд, 
. , . 

'- ~ -. .', <... '" • 

• ',:. f1eMajy СМИGл~,због чег.а су нi'фвани имагинарни бројеви: 
,. " Отуда не смемо закљУ4tiiиДЗ.' МИ" ';:БРОјеВИ" .не могу ' бити од 
\ ~~Qр~сти;Несамо да · се ' o~~ ја'lt,Л!ају: ;{фи -решавању квадратне , је.n.на­
>~</liilе',већ се ' показало : дасуони~неОПХОДНl-i Јlарешавање опште :једна­
,", !'Чине' •. 'h~ тогсrепеJiа,: При ' l,()Me:;j~e ; не укавује ,iпотреба<уво:ljења:, но вих 
i> ' , . . бjf ' .. ,,,, - " Уdпщте" ј~.ц~јiч.ина: 
, , , 

.' ' веЯ ,Се,,··комс ' r"" <" . .. "" "," '.' 

" , ,г,е.рметрији ,,' 
о," ::.' . " .,". . . .~ 

.. ' 



, 
. 'ј 

. '" 
".,' , 

ВаисТl,l је . 
• 

. ' ~"" 
" ',' , . 
, • { .. . . • ;; :''..:_., _ с 

. 
'. ~ ... ':.'- : .. ' - ' . . ' 

" о' '. 

, " 
. , " / :: 

. . 
С9'б8и~у:'i;,.·:· .. ; " , " ... .' ." ;." '. ' i']i'\ 

.(:~,;~: ~~ "'_'--'.:.:'--'_\"/1.: C! " __ ~- __ : •• " ," _,:_ . -:,.,,-- ';,-';. - ',::-" • , __ ,.!,'r:;;.f.": 
/ "'. .. .. /: .. V2l ~. Ј · +. l ·. < , ." . ; " -. . 

, , о': ' _ '''''''-'_' ..... " ' , " ,_. , О . ,,, ' • 

,, ', . ',......." " , --~!'i:'~ __ -:~~:' . с ._ · ';'" . • . , ~, ~ • 

.... (1'+ i)2 i J +2 i i i 2';:;, 1-f2 i -l Ei 2i 
.: .-. ••• , ' • .. ; . ~' .•. . ">' •. ,,.., ., __ ... •• . - :' ---' _ ,о ':' ,,:'.' ..... / "1'" " ..• ~>, . • 

. ,. ~-
• о' ;." "." " ._ . • ...... , ., ... ,_ О ~.--=" ' . -.. -.~~' ;:. " _," ',"-

" ' (Ш) ко.к.fJ,.If~Jf<;f!ff9.{ЈQј; ,<;.в,~ · Q!m:~~~.!lз'Ц, ' 1Ј ~.,бррје~~" , · . щ)гу F~~ 
.IЬaJ<;:Iii у ОЩ.!ЈЏМ}.:ЛУ,,!,llјУI1~п.Ј.\<::f',r:'1 y , p(i~~~y , ,.ј\" " 

.', - -, . . -- .. -' \ " '," 

., ," '." . .... ,, ' " ..... a'+ip .' 
- .. .;' " , . ,,;. - . ",' ., . 

•• •• • _ , __ о . '-. 
у којем а даје БРQј ·Реал~",,*, 1! . [3 . , БР9ј имаГJ:lнарних јединица. ' 
. ,', . '. ГIpeMaTOMe ј!! имагиtlар.ан бр(јј ' ~дређ"ен са д;вареална броја а и 

~. ' 3начй, д.а · јецмагю.tаран .бр6Р;,.ск;уп -КЬ.Atалекс-· од два реална 
. ' ,-.' ., -. - . - . " . " . , 
броја. Отуда и потиче .l!а3И:В · КОМQлексан ·број: НаЗlfвиu"nаulftаран и1 . 

, f(о,АјЛлексан ' Д0неклеСУ~I;IОНОМИ:; уствари' подимiгинарним бројем. 
.. .' '- ', . 01".,· - ~ ,. . . - . _ _ _ ,. '- ; • • ' " . 

. подразумеВ;lмо. бро] у ко]емсе имагинарна]единица с тв а р ·н О ] а вљ а • . 
- • - ,. - .< . ' • . .... . -. ," . • , , -

'. тј, "број · О(5л'иКа · . ii+i{3кодкога: је ' {3 фо, док се под КОМПЈlе~сним. 
..... бројем '. ПОДР;lзум:еваскуп сви~ реалних а . и имагинарних бројева , 
a4:.!'i'~ · ' са {;.Аф о ....... .... .. '. . "., . ' ", . 

"::': _ ' " . .. ,:~iF,·;,":~, :~ , · ' " . _ . ";. ': . . 

..... ... : ,fJре~а \Т6м~,комплексан број' а+ifЗ ', .' где је (3 =0; прелази у 

реаЛnн оро/,ющ ,је , цо ' и [3фо/ број се називаЧЏСll1.0 uмащ: ... 
/f.qpq.'! Ci~). . ,. )' ,.; '.. . 

Да~l!е,1.\9.m1flщ(с,шqР9јмР~е (}ИТИ реIJДiш(а),,,,~СТО И~~ГJ:lнара!'l! 
иl3, (3 =t= О), или. имагинаРан· (a+.i[3, ~+O) . · . . .. 

Све ове бројеве обележавамо ,Укратко ' једним словом, рецимо 
словима а, {Ј, с~ч·; I:f ~!~!J~,~~~, YPl'!lfJ:re/ 



, ,,-, .'; 
... · Вадаци. 

ПОКЦЖИ да је: 

." ' 1. 1/-2i = ]-i,;. 

, 3. (1 ±ё 1/3)3",,8, 
или -l-ё 1/3. 

3 

.. 
_о' " ' . • 

~ уз+ii , . ~+'ё; 
т) . да jets , или~, или ,~1 + i 1/ 3, 

'" ,.,- о' . '. 

. 1. 2' ,Тачка. , (1) Бројна линија. РеалlШ оса. Реалнебројевегеометриски 
пре:гстаВ,љамо та'lкаМ1\ бројне линије (В . сл. Ј). , . ' 

-х +Х 
• 1. I 

[:: iJr 

, . " -, .0+1 ' (1 
, . 

С ... 1 • ;< 

" 

" .' .,.' , Бројна ли!Шјаје ориентисана права -х, О, + Х, где j~ смер О, + Л 
узет за пщитиван, ' та'lка О -за почетак (нулу), Й гд~ - једна " одређена 

-- - -, ,-,/ .. . ' . , . .. . 

,,цуж О, + Ј претстав,ља ' јединицу. ' . 
. Тада свакој шg.ч,r<иАбројне линије . одювара један и само један · 

pea.;zaH брОј, ' мерна (јрој GfI: дужи~ОАса oдX(J~apajyliu.м. аредзнако.м.; а, 
' оQp(lШНО, С!ЈЈ!!Ф41' реаЛNОJlброј;)l одювара једна а са:мо . једна Шачка 
,о БР(Јјне лimuLе (Caritor-OB , аКс'ЙОм). , ",', ' " , . . . " о . " 

<,,: ~ ,Из тога разлогаМО)Ј<е'мо реЧ}l,;-щ~ка"и- "број" сматрати ,Ka~ 
• " .. . оо _ . _ . • ' . \ " .. СО .' .' 

~СинРниме ; и . еквиваЈ}ентно,~их замењивати . ЈЕщttе другима. ' ' 
.,.' . С 'обзиром на комrlлексне -15ројеве; • ttа~ив "бројна 

.' - ," , ' .' "'0 . ,."", ,' . " • " ,'~' ',' ,. __ . ' , ','., ,С.'. . ' "0'- ' .' 

~лиttија" ', прецизирамо називомреа;1ща ·.· (јројна.лаiiuја И}ЈИ ',' 
tЩz . .•... . ,' ·· .броjfiВd . ..... ; О ,; ::,}" c ,:i ' , ;.- \ , . 'Ј " 

'й;'йхинарнао~:а:'-' ' .. ' ' rtpeT> ~~ (pi 
\;тав 11 ти ,nn_' . "," 

. ' ;. 

'. ,", '( . 

.. .. 

, оо ':. 

".' ""~, '. 
" '.; .... . 

. . ,-_._-- ~.:....=~ . - --- _._ --'---



равни. • -- " . . --- '., 
о'" 

, ~ . ,. -- ,," . ,-
" . -:-"." ,,' , " - , : .. ". О,: 

.- --

+""" ';::", .. "," 

:- " " . ", " L . ;--'. ,.- ' 

.- ," . ,- . . ' i ~ ,- .,~, , . . . ' ' . 
+i , , 

:'. -
-" " .i.( :'j " 

.--.- . ' ~ -
'- " 

' . . " 
- "", 0(

. , .' .. 
о +' . *' ' ..... . / . ': -~ ." " 

• ._ ._ 0. -, 
., . , -- - -. " , . 

'. с -. , 

, О, ", ." 

.. 
С ... 3 ' , ' СА. 4 

Према Саntог-ову. аКСИ9МУ, оројевима . а И i~ . су 'на одгова­
рајуl;имосамiједно'зн~чНоЈ одређене тачке, . таКОДI:! је '. , а' ' м~р!:,й 

____ О' , ~ . ' . i. _ . _ _ , 

број дужи О, а а f3 . мерни6рој дужи О, if3 (~.сл. 4). Та,чка ,чија 
је "аш;циса · а и ордината f3 је ' геомет'рискипретсtавниi< 
комплеКСflОГ броја a=a+if3. " ,'. . ' , 

. .' .... , ' " ' ,) . .' .. 
, На тај начин {:вакој шачкu ,ко.AtllЛексне равни одlовара jei)q1l џ 

са..ноједан ко..нllдекСан броЈ џ ,обратно. . ' " , 
Отуда се 'речи шачка ' Ко..нllлекснс равна и број и У овом' ПРQЩИ-

реном СМl1слу"тј. комплексан... број,могу сматрати као',СИНОНИМИ. . 
• • • " ' - ' " - • ' О • 

, " 

Задаци. 
" • 

; 1. Дат је комплексан 6pqj -та'lка - а; који комплексни бројеви . . . . - - ., . . 

Qдговарајутачкама које стоје симетрично та'lКИ а у 'односу ' на: 

1 о реалну' осу; 12' имагинаРНУQСУ И 30 почетак? 
'- о", 



1. 2-:-З.~ . . 5 

2. где се налазе тачке ~oj~ ,одговарају. бројевима задатака 1----7З 
претходне тачке? 

. 3. Који бројеви одговарају чворовима квадратне мреже која .пре­
крива комплексну раван, . а чији се један чвор поклапа са почетком? 

Ј.3. Вщ<тор.(i) Померање. Поред ове геометриске интерпретације 

комплексног броја, тј. као .тачке комплекснер'авни, можемо коМплекс­
ном броју дати још једну исто тако важну"СУШТИНСКИ потпуно'разли-
читу,Ј'еометриску интерпретацију, . 
сматрајуfiи. га као појам Uомерања, +У 

односно као ве1СШОр. _О Уочимо неку R 
1;ачку равни и померимо је И3 поло­
жаја . А У положај Q. дуж одре-. 

. ђенеправе и у одређеном смеру, 8 
---.-

.+Х 
Q 

(в'1' сл.' 5). Ако ово п о м е ра њ е . 
сматрамо као појам за себе, видимо 

Д<l,јеооно, одређено, 

. --4---- . 
А. . +Х 

• 10 дужuJtо:At помераља, тј. мер- . 
ню\'бројем ' AQ о. дужиАQ, који · 

с:;е . Увек узима позитивним,-
" '. 20 uравце.мпра.Ве . дуж . које се' .' 

01ЮI10мерај-Ье врши; Можемо' 
u "-1'1.) ' којим' 

је,!lЩОМ YTBP~ . 
.. 

: ђЕ!НО",- ~l1pa.Bo.M; ·· Ha . П]ри~~ер ·x~·ocoм.';':;:: . 

р 

о +Х 

Сд, 5 
•... , '." 

1:9 ПРSОПl1шемо [iО'lеШfi.ушаЧКу 
_ ... -о ~ " • > ,' . ,' -. ._ 

• 



О " • 

,прав'у 

. велИ.Чине .- џ.~ 

пра вац полупр~џе,,:, -1 f.ot: --;;ЧI>(iЕЩУ' цivfy,щ,аa'iе~РI[Јрttед ~'Vt'.riа, 
ваРј}у, ;међу.тИМ-,и '.. . . Be~~. ~ ј. ,у riще-{~ ci;0j'li k}; 

'1,2; . ; :.-- .Ак()са .. ' ' ознаЧИМQ, . ј·· .3.1 ).Л~[i(ИflУ 
радllан:и'ма, 'T.IoЦa праВцуПоJ.IупраВе ... . . . оД:iоВаli>ајУ;:. " . 

~ чине . ct ± 2 ~itрадиан~. Лрава,u, .ПОЛУПЈјаВе .idAp'eQ~iiyf'1qM( 
, " ', ' , . , . " , ,, -. ! ,,' о _ .: .,,' -

док је YI;aQ ' одређен правцем само до' На' " . . ", ..... ра.цнана. -:, ", '-
- ' . , ,- . Ако праве У' Равн:if :ориентиwемСЈ 

-!- . . ' знаццма +: . и,:,;"",tада ЈЈР:аВ'ЩЈ; ' и ' СМёр 
• праве . МQже,МЧ, оДредиl'и.,правцем ње!;l~ 

пОЛуправе.fN3ИТИlща, ""с<\\е,ра ; Н.el(a~,:je 
_~r--:...---;!'6----'--~"'--T4.. а; в.е~ичиНаУг ла којиМ' јеРДЈ)еђен пра-~ 

• 
.." 

--+ -----

' вацполуправе., позитию!з смера,- ' тщца 
: правцу полуправеtуороТ1f3; т.у. негаЈ 
ТИВ';Iа смера, ОДГОВ,ара .угаО,. · ~еЈји·-/Ине 

. а; +тс, 'до на .'. ±? k тс ради ана 'ј! , сљ 5. а) . 
. ', . .' . .; 

'. (јјј) " ПРаваq- векШора. КаЈ{()'је век-
тором AQ тј. померањем, дат ',\,CTOBp~MeHO .. и праџаЦ: .i-berose праве, 
то је њиме одреt)ен правац полуiIраве истог смера, и, о<.)ратно; правцем' 
ове полуправе О)ф'еђеt:t је пра'ваl1' и" сме" '8,-екТора'. з'боr.' - то'га ' tieMo ofi: 
сада под · аравЦ{!.At ве"шора; подразумевати! ПЈЩваЦ: њеr()~еIfолУriраве. 
Овако дефинисан поiflМ правца'. вектора јеДНОЗflilЧflОЈ одређу}ёи њеr6в' 
смер, Јер је појам <;:мера"·' саДрж-ан у појму}Јравцавектора. Џрематоме;1 
.Два вектора' истог . прав'ца, тј. два нектора . чи,је. .долуправе зак,rщпају 
исте углове сапозитивним делом X-O.~,e, имају и исти смер; међутим, 
правци два вектора супротна смерај тј; два супротна вектора,' разли-, .. 

'Кују се за. тс, односно за .тc±2kтc радиана. 

Уколико се ограничимЬ на: ' померање У' равни и праве дуж ю;>јих 
..се ова померања врше ориентишемо у смислу тачке (јј), тада супротан 

~ , , ' . . , . - о"~, 
---, I ' ,'.' • 

вектор вектора AQ можемо једнозначноодредити пр~Дзнаком' -, тј. 
-+ '. '.' . . ' .' -, ; . '. . . 

вектором -AQ. Према' томе" два су векТора .. супротна, или ако се 



• 7 

разJtАкују у riреД3!iiЩу, 
..± 2 kя радиаНа. . 

или зкqим' се . t:фавци разликују з'а до на 

... 
Како је правац вектора AQ једнозначноодређен величином 

угла + XAQ~a, то ћемоод сада због, Kpalier изражавања, под прав­
!Цем Bel\TOpe. подразумевати сам. уl"<IО а. . ' 

'. 

. (јУ) Ве"шор uоложаја, Векторчија.је почетна тачка утврђена зрве 
-се везаnu в{жшор. Вектар везан за , . 
m>четакО координатног система . ' , 

.зове се ве"Щор uолоЖаја. 
, Свакој . тачкИ . Р . равни х6У 

-одговара, према томе,један и само . 
. ,* . .... 

г~eдaH вектор П(ј.rf6жаја ор (в. сл. 6) . . 
,. 'О()рат'но, сваки вектор __ положаја 

.' ''' '. ,Ор одређује ' својом К!>'зјЊом . тач-
.~OM једну и -само једну tачку р' 

/ ' 

~aBHH " .. ХО У. " 
. " .. ,... .. ... ' 

" Пројекције ' ор' и ДР" BeK~ ... " .. ", :op~ ' ОР на X~ocy; 6'oдtJOg;HO ,. Y~ " 
-осу,. ' ако их сматрамо · векторима, ' 
~, -- .' . , ... 

.-

" .,..- у" 

р 
н 

,. 

о 

"~-.: . 

0.4, 6 

I 
I 

,. 
I r 
I ' . 
I 
r 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

. I 
, 1 ' 
, 

р' 

' ,§Q-li§\:e :'kdi/iJ(mСilufe ' вikшора, ор ';" 
у' правцу ' оСа, . В~'kТ6i{~ riоложај~ 

"'"1': ' ,: : ; " i, ~' , " , , ! ,.' .. :-.; U ', ".<_. :. ! . ,~ .',,_ :_J , ... ~~ ;' , I;~ .• ' , ", , ,': ;~ 

..•... , Јеовим. : ~,омпоне"i'Гама ··ЈIЩIiQЗliачн<?' ,.'. , . 

. ' " ОДf'~ђеlf,:'·~еРJiИОliОiЕЩЦ" ! :ft' ЈI·; Ј! ·· дужи : QР" ,, ; и',; OP'~ ' УЗети :c;i пред-
~:,,, ' ~,,-';",~'_ :i[ : J/~" -: ,,.:~ .; ~ :' ; " '!, ' ':'' f'',,-;..' :;~, - Т.i~. Nr\...;1 ;~- -! ,. :>,\ :: ,: .) )'!..,tt: ~\.~I: :; :;." ,' ,·. A .;," .~ · ":I ".,' ,,Л ·':'.:. >".1'0 ,; 

< 3Haк,:OM <.~, ' :. aKO се . С;,мер. ,~<?~чо.~~/:{r.е ,IJ9.~!lа~а; са ,,,позити,џ,нИМ >i смерьМ; 
< 48е, "а . П~~Д:Щ~I(QМ · ~::::Y3CYi1~9rtJbM:~~~Y!i~j};,· i~Дii.Оiifа'l/iЙ{ОДi>~~утуOffе 

{'i\9Мii6!i~н-t&;rь.су ' уст~·арitко~р'д~~~t~\Т'~~ј(Ik, ":р. QВИМ.'fiар'б"( p~a:iiiii&~' 
U:,'{)poji:!Ba.]e, ,према томе;' ~еКтОр .ПOJIО,*Юа 'једнознJi'чнЬ ОДЈЈеђеi.;и •. обј):џ;нО;-
-. . -" '!-.' _ . . .• _ -- - у. . '.~ - . . - . . - _.- -'.' -,' . . _"". -. .. - .... 1. .:. - •.. 

, " вектора ,ilолщкаја: ~ одређене . су координате ' његове 
' ; ,,~:., i·; . , ~ '.':~. ~. :)'~<~f" ' ,.,\/j,:~'.. ;< ,,', ~: ',, : :~ "_:-;" ,::';ј: ' '> .'i.J,,:" ~:~ ", . ':':~ 

--.-.-. : . 

н/!, осе " ох " ., Н . ОУ ' _ . . ' .·0 .. ' ,о 

кd~!I'ОНI~,!ltt;!, 'Ntф~;Јй ,~Ma: OB~'X:' оса. PB~, ko_M~dнeHte' 
'<1'>'11'1 ..... ;~Х9У;' , (.Б,Е,яl, ,7), 



~.";~" ;<I':; ';:>" :. "" ." " ," ," ., .: .. ',' "" ',\ _', о' __ '_ . " .. ,.,'. '. _. . " '. . . . __ • 

Њ:'Ba~' Ba: '60,' а: И :~6{О;БО " IiЙМ' <!;век·t:d ' 'dм,1ГепнО'з " " ЧIЈ'(ј'\(f ' ' ,1:& ' з,,;,1" Q .' ~THO '> :A:~_ •. ,ј ~-p Jt".,~i.-- ' ;: '~ .' p~~. ~ :) -: -с: ' ::~:~ ::;".'!);.:'!3'~!. f5f"!;:41~i',~ t~":i4,~~~·> .. 't~J i~ ;,,!,t..,,~~f~~ ,' :'- 4:~А/;"'iЈ~~~х~!k~r1)~-1~~\:~'#Ј~;R: :-;::B~ !-~,~:~ f";~~t: 
H.aI~,o.~ ' R~a?1H<I1'f :.,б~.?I~,~'~ i",~jl<~:l\~!I~~()Ц'fc~,~fч'S~ЗRЯ~~,f!.·~,~е"к,~Ч!?1(i~~;,rр:w~љ% 
;~9.gР~~;ђ,~Ji·'~:' ::' _ -, ~:~;':'; .. ; -~'j : ,':o:' ~ ',::;:'::"~ :_~~;'~ '-{~:~_~~~" i'::;}~-;'::::;_),~~~ , . . " ." •. "" , ~', . ' •. ' - ",,, ~ :, . :' ., 
;:":~:: '~'~ :'}::" __ : 'У'ОЧИМО'~~,аЭi~2Ј(омп~~*fiif-Ј:~1>(1ј ":' 

' ~ . "-, _.:: . ~:- ::, '~:'. ' ':; : ~ : : ::-' ' :;~:-~ :~:. : :~;":С ;;.;,)1~;';~'< .. : >;~~ђ~r;~_ '~'2:'-'{'~"<: ·:~~' _._ -" ' : 
• . .. ' . .,' '.' , . ",. ... .. .. . . 4 .. Ц,.;;; Е ,fЗ " ' . ,. , '. ',: " .. _. \ --.. , . ,_ - ''':'_., ', , ' : .~ ', C ' '; , '_' . " :':": <'\ ~;.::;':'_'; 

Шlромре<iлН~Х(5"ројеiiа '. ~ ' J .•• .. '1{~ 9ДР;~ђе",.';lе,:,:КqМЦЛексаН 'брQј 4: ' ЩНt . 
' је и, ' обратно, , 6ваким: ' ј(ОМn'ђ~kфЩV(; брОјем' ј;;}е~Щб~начнб;~~б'nређе'Н':п~р'-С 

'. . .' "., / . =.i.,. : :, ,\! C~, (;' . ~ ;·р· еIlЋНИх::брОЈ; еn'3"" 'О···· т.у"'.n.' э.i'n'и· ;§: 
1~ ,<, " , - : '<~ ' " " " _ ' , _ . , _ О , - ' ' ' ' , .• 0' 

' . " " у : . ",;," :i; . ~, ,'; ди~d':даЈекОМh~е~СНИ~ГБРо:;:, 
. . н "." , . '. "" .' ' :"<;је~{'14;,~{џр~ко' пара ' реа'лн~-ј( 

'-, - . 

. ,,' f3 , .' . ' , . ..... ; \ ,У<':бр(')јеgа~ '~, " а> ;' и >'/~) ":Једно'С :, 
: . 8 , ----- ---- ---.,,;;-- , , ' ----:,-;:-: :,:: : .:'3JfаtrНо .Qдређ~ti;· J.iје.r(iН ' ЬЈ!Q'·ј,' 

, . . 'С: Q,,;::,::,{)бii~~ :!ве~tо~, :.КОји Ј I1~,~t ~, -' 

-T"7":"'~..г-.-(3'"Т. Г.-_:-", ~-" ---, . "7":"''t-_''-_-'-_"",,,,"'::.I~':'.;' ---. ' '? "» о~:~а:~т.и > C~'~: а .? ~ДрУгиМ · . p~ .-: , 
• А . . --:-~ ;: •.. ,' : :ч~,м;1;; "Q#U.ltе"fЈu?;нQрОј'у " tlJ ' " '. . Р- ' ' :':: Ј)Оtо~ара](!дqйkса.мо Јед4щ 

- - --- 1 '. ' .;~ ;' векШор . ~; . ~ , Qбр~шнfj, : ~:k~ 

'. -. . 

- ,, -

-t==;o<==i---=:---7~==,S:oc:=·=. :p:j===()(?=, ;=1~-__ -:-.,-. ..... , tЛ;;ру.=' ;"Содtова;'~једанu ~ca~ 
-''t~-::;Al'j-S~'~nJt-'-.:--:---Т-::::;:;;ЈЈО\'-~' · Ј -' ' .мо једf!Н "o-.мuлеКсан број. q,. 

, с 
, р . ' I 

--- ----- ---- --_- . ' .ова кореспонденција , c~ 

'. " 

Сл, 7 

Ј ~- ,-• 

.успоставља преко вектор& 

. положаја. СлоБЬдним векто-, 

. ром, " ' ОДlЮс'!о ..... ', поме,рањем" 
, једнозначно је одређен , BeK~: 

тор положаја, а овим одређена тачка ' комплексне рајјНИ. тј: 'комплекса", 
број који одговара томепомерању. НаТ,ај начин можемо комплексне 

, ,,' , _. , 

бројеве .једно~начно замењивати векторима комплексне равни. 
" ~ --

Задаци. 
.Ј ~. 4-

1. Покажи;да два слободна вектора AQ и 8,е. можемо . дефи-'-
нисати као ј е Д н а к а, тј. ' ставити 

. ~ ~ 

, AQ=-BR, ': 
/' 

ако се средина дужи Ае, поклапа са,р~дином ду,ж'й BQ. 
~ ' . 

2. Нека су теменима квадрата Авер одређени вектори, АВ. 
~ ~ . ~ . ~ , 

BC,CD и · DA;. aKO је Пј~авацвектора АВ датумом Ц, одреди 
~ ~ . ,- ' 

правце .осталих вектора. . '..\ 

з. Нека' СУ теме нима истостраног троугла АВС одређен!! BeKTopt; 
~, ~ ~ " ~ ~ 

. АВ, ВС и СА; одреди правце вектора A~ и СА, ако се пра-вац,. 
~ " 

вектора ВС поклапа са правцем ПО.зитивНог дела Хсосе. 1 



, 

• 

• 

. . 
. . 

• 

• 

, 
• 

. 1. З 2. 1.] 
, . 

, 

4. Ако ' су угловима . а: · и(3 . одређени 
угла,' одреди правац његове сиМеtрале, 

• 

, 
, 

9 
• 

правци кракова неког 

.5. Нека је а; угао, мерен у позИтивно.\\смеру; што га 'заклапају .... .... .... .... 

, 

вектори ' А8 и ВС, (3 угао ' што га ,заклапају вектори ВС и CD · 

и у 

.... ..... ' . 

угао између B~KTopa CD и DE; . акЬ је правац 
, о О . ' ~ , -.: 

одређен уг лом в, одреди правце вектора ВС, .. CD . и ' 
• 

веК1'ора 
.... . 

DE. . 

.... 
АВ 

б. Који комплекс ни бројеВ~1 одговарају векторима који су . пара" 

лелни:' 10 ' реалној оси; 20 имагинарној 'оси и 30 симетралама првог и 
ДРУГОГ . квадранта? 

, 
, 

2. l{омплеКС. - . 
• .. 

• 

2.1. Бројни ·прстен.О) Ослањајуhи се искључиво : на ' појам реалног 
броја може се . 1(о.иЙле1(Сан броји основне рачунске радње сањиме 

прецизно постулисати ползаеhи од иавесногброја апстрактниХ дефи- ' 

ниција, односно аксиома. .' . 
- __ • , ' о. " • 

.. , Ова акСиоматизација је неопходно потребна за даљуизградњу . 
Юlкомодернеалгебре тако и других маrематичких дисциплина •. 
. , · ·С обзиром' . на . апстраКп{ост ПОЈмова који ' . ' се . овде третирају, 

. . . , ' . . I о. . , • 

. читалац може; уколико му је то лакше, _ОВУ тачку, проучити и после 
. .' тачке б. :' '. . .. .. . . . . .. ' . . .. . . . - . 

",' • - _ . . ~ . + _ . о • • _ . _ " ' _ • 

· . 

· .. ' , 

· . --.-- . 
- " ~ ' 

, 
. . 

, 

.. 

, , 

• 

' . • 

, 

, 

- ") 

- . о. , 

'.' , 
• 

. . 
• • . '. . 

- , .. ~. -. . .­
-' -' ; -. ~ '-

, . . , " 

" . . , -

• 
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. ~де " i mpe(kCMarpaTit'kad:. a:ir.~~~P.Cky'~e~~~~~y,i. с · tИ'мда , се . '.- i~; ' 
гдегод се појави, -замени Са --1, "rj;~ стаgи '-- ,'.1-:.:: ':":1; .-

• .. . _ О.. ' • • • • • 

~ Овим се ЬПеР:ЩИје' .СЗ·КЬМrfлеКi;има>бiiОДtUiаопi!ј>аt(Ије са обичним 
комплексним бројевима, а ове Џј у ' ~лучаЈу _ комплекса . " ОБЈщка .' (a,Q!i 
своде на операције са . реалним' бројевима. - ., .. .• _ - " . _ 

Основнерачу~сi<~операциј~, . юiоињих~ва i:lра.Ви~а, прецизно се 
дефiШИШу ущ)ђењем апстрактних ЦОјмова:б,Јојit'ii арсиieн ИбрЬjliо шелd 
који . садрже као специашiН случај комплекс; па, према томе, комшiексан -
и реалан број; , ' . ' . , 

Под бројним прстеном, или укратко прстеном, пd'драэумевамоскуп 
апстрактних елемената; на 'пример комплекса, Koj~aДOBoљaBajy извесне 
услове - аксиоме прстеНg -:- који'ма је регулисан међусобни ОД Н о'С 
ових елемената. 

, - Бројни прtтенпрелази ' У бројно шело, ако . н;еговим аКСИОN(йма) 
додамо јОШ - ДIfа нова аксиома ~ аксиомебројног -тела . . 

(Ш) Аксиоми Uрсшена. Један произвољан . скуп П апстрактних ­
. елемената А, 8, С, D,. . . . . (о чијој природи НИШта · не претпостав- ­
ља мо )преставља бројнu apciileH, " ако заДQвољава с:леде1iе аксиоме. · 

'" . - . 
. 1 о Сваком уређеном ' пару елемената _ А, 8 - скупа П јеДНQзначно 

одговара један еле,~ент скупа П, који обележав.амо са А + 8. Тај 
се елемент . зове збир од : А и 8, тј_ А+ 8 настаје операЦИЈОМ 
сабuраља елемената А . и ' ,8. • 

20 За три елемента А, 8 и С И3 П је 

Ово Је асоцuаШивнu 

Израз 

А+ (В + С) т (А +8) + С. 

закон сабираља . . ' 

. 
А +(8 + С),или (А+8) +С ' 

може се, према -томе, писати и краЋе 

А+8+С, 

чиме Је назначена неза13ИСНОСТ збира од положајаэаграда . 

30 За двit елемента А и 8 прстена П је 

А+8=8+А. 

ова чињеюща се назива КQмушашuвнu закон сабираља. 

Према 20 је, дакле, 

- А+8+С=А+С+В= итд. 

40 За ' дато Аи 8 постОји један и · само Један e~eMeHT Х 

из П такав да Је 
А+Х=Е. 



• 

2.1.} ]1 

Овим је дефинисана операција одузu.м,ања; Х се зове раЗ.!Щ1Са 
елеменаfila В и А. Разлика је овим једнозначно одређена и обе-
лежава се са 

X~B - A. 

50 Сваком уређеном пару А, В из П . једнозначно одговара 

н-ов елемент А· В из П.' ОН се назива Производ од А и В, а 
кажемо да елемент ' А· В постаје из А и В операцијом .м,ножења. 

60 . За три произвољна елеМента А, В и С из П важи 

А . (В· С) ~ (А· В) . С= А . В . С. 

Ово изража тзв. асоциашuвнuзакон .м,н()жења. 

70 Ко.м,уШашивни закон .м,ножења изражава, да је за два про­

извољна елемента А . и · В из П , 

А . В ~ В .с А. 

80 За три произвољна елемента из п · важи 
-_О, 

А· (В+С)=А· В+А· С, 

што претставља дucшрибушивнu закон. 

Аксиомима ]0 - 80 дефинисан је сКуп П као бројнu ОјЈсшен, без 
обзира какви су његови' елементiI. Аксиоми 10, 20, 30 и 50 ,су аксUо.м,и ' 
збира, 50, 60 и 70 аксиоми nроuзвода, а аксиом 8.0 везује збир са про­
изводом . 

. ' . (ју) а) Из 10, 20, 30 и 4:0" следи . егзИ"стенција еле.м,енШа нула О 

у бројном прстену " П, тј. постоји . у . п . један . и само Један елемент 
. О. . така в да је, за сваки елемент А " и'з' . П, , 

А+О ·· А . . 
- .. 

. , За доказ тога пођимо од аксиО'ма 4:0 који тврди да 
ђеном елементу/ С из П . одговара' одређен .. елемеtiт 

• . 'о 

" , " . 
/ . 

с+Ос :.... с. .. 
Треба доказати да ОС . н е.' ~ 1i"ви с И од со 

сваком утвр­

Ос, , такав 

, Нека је ' А неки другицроизвољни елемеtfт Пј:iстена . п'; према 
:1Ј' постоји једно одређено -х . из ". п тако да је : , . 

. " 

. 
о ' ,"_.' • 

,.' ... 
Иа 

',' . , ';' . ,,,-

(1) 
-- ' ", _ . . 
о" . ~ . _ ,:_ : .,' __ _ .~" _ ." , __ 

сЈ (Јь ';; с; ',/, " 

(2) 
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На основу ај{tиома' 4;~~; , ,~; , ,.. .,. ",., 
-. . . -.~:: ; ' ,--" ~ . " tДЬ i.{~:<-~_: : ,--""" :- A ·[f;·,Y 7Т~iН:- .;> 

·jeДH03H~~~O 'o~peђ.yje ' eДe~eHT, ~; ~ ; ~ ~~~/' osaj , еЈје",ент ;,;о,Зlfачимо': tа 
о А,томора, према-4,о ,и (2), бкти · . ::', , ' 

., .' ' о ' ј' е(6 ' 
- . 1 \·· '-~ ~ ,: ~_ .. ::_: A= .', _ . С ; ~ -~r _. о-

.... Овим јеустановљ'ено, ita елемент нула пјЈСтенаП . не ;завиСи .од. 
'осталих елеменататогпрстена, а тиМе је.усriос:r~вље,!iаЊеГо;ва егз'и-

"' • ',, ' • ,' . оо .'; . - : 

стенција, и то особином даје ~a CBaI<:Q,A прстена Л . 
• ____ , -о _ . ,_ ~.' , / . ~ ~ __ . ! , " . 

. ' А +0 = А. . : " , . 
- , " , .' • 1. . • 

, 

. .. .. (З} 
. ' . 

Ь) 3а овако деФ~нисан елемент ' нула Qпрстена П 
,-,.- -
мОжесе. 

извести особина тога елемента, даје за свако А прстена Л 

<А ' оо. (4) 

. Нека је '. С неки елеменат И3 ' П, ' тада j~ по дефиницији нуле 
- . ( -" 
C+O~C . . 

Множењем ово{, обрасца елеме'нтом А ј следи 

(С+О) А= СА, 
а како је, према' 80 

(С+О) А = СА+ОА 
ТО је , . 

СА+ОА=СА, 

тако да Је, према дефиницији (3) 'нуле .0," 

а, с обзиром на 70, 

(v) а) Пре.\\а 40, И3 

следи 

о во краЬе пишемо 

и према томе је 

. о· А-О, 
А . O~O . A ~ O. 

А+Х ==00, 

X~O-,-A. 

O-A~-A 

А+(-А)=О. 

Ь) Слично можемо показати да ' је 

јер је, према (3) и (6), 

(В- А) + {А+( - А)} = В- А, 
а према 20, 

{(В- А)+А} + (-А)=В- А; 

(5) 

(6) 

(7) 
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како Је, лрема ,40, 

то Је 

с) Даље је 

Из 

. 
<:леди, према (4), 

:3, према 80, 

.' 

{(В-А)+А}=В, 

В+( -А)=В-А. 

A(-B) ~(-A)B= -(АВ). 

В-В=О, 

А(В-В) = А·О=О, 

. АВ+ А( - В)=О. 

Дакле, према 40 и (5), 

А (-В) =0 -АВ= -АВ. 

Исто , се тако доказује да је 

(-А)В= - АВ. 

d) Најзад можемо докавати да је 

-(-А) = ,4. 

Из 
-А-("'-А)=О, 

тј. према (6), из 
, , ,-, -А+{-(-А)}=,Ои , -А + А=О, 

<:леди, према 40, 
-( ~ A)=A. . - '- . 

е) Отуда добивамојощ даје 
-:-. ' -

( - А)( - , В),.. ( .:.. ( :- А» 8 = АВ " 
-- - ,"- "- .-

:3 , сriециално да 'је 
. ' 

gа:даЦи. , 
, 

Покажи: 
. . . ' 

13 

(8) 

(9) 

(10) 

. , (Щ , 

• 
. . . , -, С . , 

" 

1. Да скуп свих це~их .бр?је~ас.аЧИli>авабројни прстеf\. 
,, _ .2. Да низ лРиродних бројева несачињава бројни прстен. 

З. Да скуп бројева облика :( р.2~k: где је р цео, ' а k лри- ' 
рода н брОј или нула, .с~чињаВа бројнй прстен, ' 

.--, • • , ".-_ _ - ' • • • " 'о ' '' :~ .'; < '-- ., : .. -. '. "~о '.С' •. -

2~.' 2 • . Бројно ,.тело. (1) А!,сiюмu . шела.Акопрсtен . - п , задовољава " 

' јОiIIс:л~деli~ два aKC~OMa - :гад~оil 'ПРе.iJ.iI~11 у /Јројно тело. " 
,,, , 'goУпрстену: П ~ постоји бар. ,,један . однуле . О .равличИт : . е-ле-
Ме'нт· .. А, · " . . -' ",:. '. ",:' <: : ', ',. , --- . . . . .. ' 

. ,, ' .. - " . '">: · ... ·' ;\4'i.F о:;": , 
,~ .. ~~ .. ..;: ,; " ~~ ,, о .·· 
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.100 АК(Ј су . А и в дати И3 П,цако је 'A:f:O; , rада постоi~ ' 
јед!!н и само један . елемент : "У , »3 h :,такав да је, ' -'. , " ' 

Овај . аксиом 
елемената Ви А 

• 

, 

дефИllИше , операцију 
.'. , - . 

и означава се'. са 

". в 
У--' . ' .А.' , 

, . 

. -. >-. 
, . 

'деље!Ьа, 
- о ' , 

. И' јеДН(Ј у . тако да . је 

Према (IЗ) је 
Y(C·l e)= У·С, 

а према БО Је . 
Y(C'Ic)~(Y'C)Ic; 

отуда 

(У'С)-Iс= У-С;'-
ШТ(Ј, према (14), даје -, . А . l е = А. 

У је к (Ј л и '1 Н И>I( 

(14) 

(15) 

AK(J(12) и (IЗ) УП(Јредимо са (15), на (ЈСНОВУ једнозна'lН(ЈСТИ 
аКСИ(Јма 10°, Д(Јбивамо да је 

l е = 1. 

Дакле,- јединични елемент I тела Т је независан (Јд (Јсталих 
елемената тога тела и једнозна'lНО је (Јдређе,Н И3 

(Iб) 

Ь) Отуда следи да Је 1 Ф О, и да Је 

•• А' 
- = А. 
1 

Јер аК(Ј ставимо 

· А 
У=., тј. 1· У=А, 

тада И3 10° И (16) следи да је 

У=А. 
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с) Исто тако је 
1 

А . - = 1 1 В 
и В·-=-. 

А А А 

1 
А 

Прва од ових једнаЧИl:lа дефинище, пре~а 100, реЦUЦРQЧ1,У вредlЮСШ 

елемента А. ДРУГУ добивамо аК9 У одредимо из 
, - ' 

АУ=В, ТЈ. 
В 

У = -'-
А' 

и И3l!РШј1МО ове операције : 

В . -1 = (А. У) . _1 = У . (А . _1 ) = У . 1 = У = В . 
А . _ А , А А , 

(Щ) Наведимо неколико примера прстенаи тела. " 
1°. Скуп свих комплексних бројева као и скуп свих реалних бро-

јева образују бројно тело. . 
2°. Скуп свих рационалних бројева образује бројно тело. 
3°. Скуп свих целих бројева О, ~ 1, ±2... . образује прсте!:!. 

4°. Скуп свих бројева ' облика а + Ь V 2, где су а и, Ь рацио­
НаЛНИ бројеви образује бројНQ ТеЛО. Међутим, скуп бројева облика 

d+bV"2, са рационалним а , и ь, ' не' образује ни бројно· тедо ни 
бројни прстен, док скуп свих бројЕ!ва облика а + Ь V"2 + с V"4:, где су 
а, Ь, и с рационални, саЧЈ.јЊава бројно тело . 

. 50. Скуп свих полинома j~AHe променљиве образује t;>ројliИ прстен. 
БО.Скуп ,-;:вих рацщщаll!!ИХ Функдија ,; (количника дра полiJtiома) 

Образује бројно тело. , . ' . 
Из , ових 'примера се l3иди 'како .nојМQЩI , бројно тедо и прстен нису 

никако везани за СТРУКТУРУЊИХОl!ИХ , елемената ' већ заqперације 
КQјима се ти елементи покоравају. Тако су упримерима 5~иБОелементи 
функције: Чињеницом да скуп, СI3IfХ полино~а ' чини прстен исказано је 

" да се . операцијама сабирања, . одузидщња и ' МIЮЖеIf,а, извршеним . щt 
' произвољним ПОЛИНОМИ ,\lа, долази опеТ до ПОЛИНQма, и да се ове , опе-

. " -, .-

рације покоравају аксиомима прстена .. , 

Вадаци. 
, . , 

Докажи: 
, " 

. 1. ' Ако је за елементе , А . и l) ', тела 

А . 8'-9,' 
" 

тада мора бити или , . . . , . ", 0 '- :.' . " . . ' • I '., 

~ = О; или , В=О ; ", 

2. , Једини елемент , XTe~a Т ' , ;" који је 
• >" '" . .. -

·Х· Х FO'je ;; XД~ 
т~ла ' 'т ·' за. к6Ј~ је: ' .. . 

"Х' ха. ",. 

. 

,.~ . 'Ј~~и~и елементи 
' . ' , '.,' ' 

:-.,' 
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су 

',' , С _ 

З. АI<9 , са ' р, ", одно'сно 'са " Л" , озна,чимо ' парне, односнонlmарне, : 
, бројеве; , ЈЩО " ;ЏЛlfн;1;; тiiда ' МQжеhf60бразовати ' ;елnкоје се 'састоји И~ , 
~Beгa Дв,а елемен,Та, . ~ ', "И N, ОДКQјиХ , Један одг6вараелемеi-џу , ' О,' 
а друг'и елементуl. ' При ',томе,ПОД опеРiщијо.-.{- Збира подразумевамо 
.чињеницу да јеабир два парна,9дноснонеПај~на броја, пара н (Р,+Р 'Р, 

, N + N = р), а::збир ' непарног и ' парног броја н'епаран број (Р + N = '. 

_ = N + Р = N),a под операцијОм ·производа 'Чињениu.у ,да је прои:звоД 
,' два п'арна или парн6г ' и . ' непз'рног броја паран '.' (Р .. Р - Р, Р . N = 

, N . Р " е), а производ Два непарна : броја, He.!lapaH (N : N , N). 
. . ~ . -

" 

, 

2.3. Тело комплексних бројева. {i)Уочимоскуп свих бројних па-
рова, тј. комплекса 'облика , -- " - " . ' ' 

- х = (х, у)' ,"~ 

где ' су х и ' у 'реални бројеви. , 3а . овако одређене~лементе ' ХС 
. - . . ,_ О ....... ', . 

дефинишимо операције сабирања и множењакао утачки 2. 1. (н), тј. ' -,-
збир: 

п р о: и з в од; 

(а, Ь)+(с, d) '(a+c, b+d), 

(а, Ь) . (с, d)=(ae-bd,ad+b,c), 

(1) 

,(2) 

где се I"!ОД а + с, односно ас, подразумева обичан збир, однqсно 
производ реалних бр~јева. 

Лако је непосредним рачуном ' проверити да су таља задовољени , 
остали аксиоми тела,- тј. 20_40 и 60 - 100, тако да скуп свих комплекса 
са овако' дефинисаним збиром и производом сачињава бројно ' тело. ' 

, Према аксиому 40, комплексом (а - с, ,Ь - d) ,' дефинисана је 
разлика: 

(а, Ь) - (с, d) ='(а - с, Ь - d) 

комплексних бројева (а,Ь) 'и ,(с d). 
3аиста, ако ' ставимо " 

, A~ (a, Ь), В"; (е, d) и Х=(х, у), 

тада је разлика Х дефинисана са 

B+X~A, 

, што, на основу дефиниције (1) збира, даје 

С+х= а , и d+y~ b, 
а отуда следи , 

Дакле, 
х=а-с и y. = b -- d. 

Х = В - А:-- (а - с, Ь - d). 

СпециаЛНQ за А = В, . тј. за , 
, 

а=е' и b= d 
, " 

(3) 
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ДQбивамо елемент нулуи то 

0 .=(0, О). 

АКСИQМОм lOQ ј~ДНQЗН!IЧtlоје Д,ефIiНИС~Ј:1 к о ли ч ~ И к 

ако је (а,Ь)=!=О. · 

Јер; ако ставимо 

.в :- (c,d) 11 . У ",,(.i, :t), 

• 

(i) 

, . 

(5) 

А '"" (4, Ь), 

тада је, према аксиому 100, 3~ 
дефинисан И3 

4 ;;ј= 9. IЩЛIfIlНИјј:У ""'" вј А једП9~Ј1ачно 

и 

А,,· Y~B 
. ~ . а 

OTYД~ Je,np~Ma дефf1t1t!дl'lјИ ПРРflIЈЏОд.l~(~), 

az- ~!~C 

•• bz+at~d, 
што даје 

. .' . 
јер,због А =!= О, 
а2 + Ь·=!=О . 

MOP~ БIiТIi .ИЈЈI1· .а l' qi !ЈЛИ . Ь "i= 91 : ПР!!Мi-'с TO~~ 
; .: - >.-

. 
Дакле, 

, 
, 

y~ ~ ",(~~,~~, fz1+t;)· 
Отуда, 'ако . ставимо .' В":"А,добивамо јединични елемент I 

ЦOCMaTp~КOГTeJla. ' ~18 : .... .. , -. . . 

.' 
следи 

, . ' '';''(1;0). .' 
о, . ..... ' ' _ 

(щ ' Комплекс (а, О) c~ може идентиФ~ов~m р 
а и то 'на основу следеfiег. 

Ако ставимо 

".', - . 
тада је, према деФИНИЦlfј~1t {l } СJI (2); .' , .: • 

А + Bi= (a ТЈЈ,о),.:, Л' · RHf!b?fJj, 

. }Qоип .. еllСа.п :fipoj 

~ ", 

.. 
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-а према (4) и (6), . .'. . '.' .' . 
. . \ ." Q ~ (О, оу' 1:1. · 1;";;( 1, О). ". 

Лрема таме " c~ сабирањем/м~оже~е~,одузitмаit,ем ' идеЉењем 
КОмплекса А· и ' в' уствари сабирају; .. Mнo~e, одузимају и деле 
ре'ашiи бројеви а и. , Ь,а елемент.има . О и ~ Ј одговарају О и 1 
реалних . бројева.. . . ... 

На ис'fи начин,елементу -'-1 одговара број . -1; јер је ,. 

r. 1~О-I..:(О~l.0 - О) =( ':"'1, О). . . 
, , 

. ' Лрема" томе~" ~ожемо уопштеставит,И 

(a,O}-а. (1) 
• 

(Ш) Означимо комплекС ' «),Ј) . сим'болом ' ё, тј. ставимо 
, 

Из 

i= (0,1). 
, : 

(8) 
. . 

(9) 

, следи дефиниција бројаi као поёледица множења комплекса. 
Ако сада, према дефИНИЦ!iј!i ~бира й производа (l)и. (2), и ознака 

. (7) и (8), комплекс . (х, у) напишемо у облику , 

• (х, y)~(x, О)+(О,у)= 

;,;;, (х, Q) + (0,1) (у, О) ~ 

=х+ју, . 

видимо да комплекс ' (х, у) ' прелази у комплексан бро' ј х+ју. 
где је имагинарна јединица i дефинисана са (9), а због чега се _ 

обично ставља 

. (=V-l. 

Лрема томе,комплексан број је комплекс реалних бројева, 
' (а;Ь), са дефинисаним операцијама збира и производа, који као бројно 

тел!) испуњава ' аксиоме 10-.;10', а где је комплекс (а, О) идентифи-
кован са реалним бројем а. ' . 

. ' 
ВаДаци. ' 

1. Ако за . скуп бројних парова облика (а, Ь), где су а и Ь , ' 

. реални бројеви, р.ефинишемо збир и производ са 

(а, Ь)+(а', Ь')-(а+а', Ь+ь'), 

. (а, Ь) . (а', Ь')=(аа', ЬЬ'), 

тада он сачињава бројни прстен, али не и бројно тело. 
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2. Нека су за скуп бројних парова (а, Ь), где су а и Ь реални 

бројеви, збир и производ дефинисани овако: 
<i , 

где је 

(а, Ь) + (а', Ь')-(а+а', Ь+Ь'); 

(а, Ь) (а', Ь')= (а";Ь"), 

а" ~aaa' + rз аЬ' + у Ьа ' + а ЬЬ', 

Ь" = CI;, аа' + 131 аЬ ' +. у,' Ьа1+ а1 ЬЬ' , 

и где су , а, 13, у, а, а1, 13" Уl И д, одреljениреални бројеви. Испитај 
какви морају бити ови последњи бројеви да би овај скуп сацињавао 
б"ојно тело. ,,', , 

3. Нека су за скуп елемената облика ': • 

A ~ (a,b, c)~a+bt2 + сп, 

збир и производ дефинисани овако : 

' где је 

.' . . ..... :.-

, ' 

(а,Ь, с) + (а', Ь', сl):"'(а+а', Ь+Ь', с+с'), 
(а, Ь, с) (а',Ь', c')~(a", Ь", С"), 

а" = аа'+ 2 Ьс' + 2 сЬ', 

Ь" = аЬ' + Ьа' + 2сс' , , 
. . 

_ с" - ас' + ЬЬ' + са'. 

Пqкажи да ' су ) аксиоми тела задовољени за скуп елемената ' А, код 
, којих ' су бројеви ,. а, Ь и с Р а ц и о н а лн и •. {Ако ставимо 

А = a ~ 6r2 ~ с ,n, В = a'+b,r2+c r r4, Z = х+ уП + zr4 , 
. ,", ,", " 

тада је са 
, о' • 

А· Z=B , 
, ~ "'- • -- • ~ • • ~ - . • • "о • '; 

Z једнозна цно , одређено, јер детерминанта - 11 ,система 

изн6си 

11= 

. 
aX i- 2су+2Ьz= а', ", 
Ьх +. , ay+2cz= Ь' ; 

сх+ . Ьу + 'az= с' " 
, 

, '" !.-

, . 
а " 2с "2Ь ' 

, 
., -' .' ',' 

. ; . ,-' 

__ " о , .: ~;,. , .:'0 . '. ".,; > __ . " О'; . • 

ь а 2с - аВ'+2Ь*+ ,4СЗ '- 6аЬс ј , 
' , ' .::: .. : :, - ;-,~ ") ... " -" -

с - b ·. ~ :., а i,' " ~'_; ;;:'<' ?·''' -. . _ \,";',' 
О ' _" 

и ,за рационалне бројеве д, Ь и с .jey-ВеI<А~6. '- . 

: 11 - (a+br2 + с r4)(а+ЬЁ f2 +~~2n) '(a+be2 n+С6 r4), 
.-: - - О ' " .. " ",', • \ '-", • ':' ~ . ' . о." • • '. 

" гд~ је ~ &" треtiи јединиц.никорен,. , (вид~ тацку . 1,),2.).} 
.. , ••• ;. ': -' • -- - • -- - • - • < - • 

' - .- ' -'- -. 
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3~ 'OBHaKe и-, ОСобине. , 
. . < ~ .~ : : ", .• . ,. W ': _~ ~{::.~" ;'\"':: Ј .. ! .• , . е 

3. Ј. Елементиком.пдекСиОI\ ,,:бројaL; ; (f) 1'VrФмплекеНРМ о.бRОју 
", f ' • • . "'-~. - ./ - 1& 

,' , " :," а ," ,д +iјЗ, < 

а , се наЗИRа реални део КЬМIIЛ~Ј(сtlог ,бррја , ," ~' и обележавасимболом 
" "'-: 

" , 

, - . , n r R{n} ' 
" r , , ' " I ' 

." . ~ 

а - и обележава се ' 

симболом 
'о _..; -:. i ; -..... - -

~ {~ , 
вектора а у правцу оса. , ' 

., 
" .," 

" 

.. 
(Щ Уочимо комплексан број а (В. сл. 8). Дужина потега Оа, 

тј. отстојање р , тачке А од , hO'f~TJ5a Ј). " I!~",IЩiiсе ,ffQ~.pql;1!11:1 
" аасqлУiпн.а 'вредносш комплексног 
броја а и : обележава се ' сим-" 

о ~ . -, R (g.] 

, " \ 

а 

tX , 

бощ~м !ај. ' 
Дакле, I а I јеинтен~итет 

-t 
вектора а. 

, I а I је увек позитиван број, 
, а ' ~~ СЛЈјке 8 види се да је, 

, p ? lal "'+Va~+r:H E= 

,', + yJ[J{{a}]2+(j{~}]2.-

(Ш) Угао одређен правцем 
-t ' 

вектора а и позитивним смером 

реалне осе, тј. ~ е мерен у радианима, наЗИU,а се аржу.AU!НШ комплеКСЈЮГ 
броја а и оqележава се' са ' - " , / 

СА. ,8 

• аге (а), 
, 

ТЈ. е је arcus - лу" ~ комплексног броја , а (в. сл. 8). 
' Ако је дат комплексаfl број а, тада његов аргумент није једно­

.значно одређен, BeJi до на ±2k1(, k=O, 1'2'..... Кад тај ,адити'ван 
члан нема значаја узима се k- О.' Тако, на приlt\ер, реалан позитиван 

број има аргумент О; реалан негативан 1(, или ~ 1):; , чисто имаги­
наран iјЗ, са 13>0, има аргумент 1(/2, а са 13<0, 31(72, ' или 

, ' , 

- 1(/2. Сваком од ових аргумената може се додати . ± 2krc, k=O, 1'2' ..... 
. И з слике 8 ВIЦЩМQ да је 

tge=l.= ј{а} 
, а R(a}' 
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или 

, Отуда следи да је 4гс(а) једнак или 

aretn ~ -±2kЛ . 
. .s а . ' 

- аге tg f3 + п + 2."", k = О, 1, 2, .... , tt ,. 
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• 

и можемо ' га јеАiюзначно одредити, 
предзнак од R{d} или од }(а). · 

ДО на 2kn, ако је још рознат , 

Напомена. Ређе се употребљава ознака arg(a), тј. аргумент 

од а. У странqјлитератури налази се и ознака qmp(a}, Тј. а.4lUЛ(liПуда 
комплексног броја а. .. -

(ју) Сви комплекс ни бројеви са ист~м реалним д.ефм. налазе се 

на правој паралелној У-оси, а ОflИ са истим имаtинарНим делом на 
правој паралелној реалној оси. 

Сви комплекс ни бројеви а са истим модулом I а I ~ г, 

се на кругу полупреЧlfика . Г,са сј)е.ztИiliтеМ у почетку О. 
г= 1, овај круг називамо једuн..ичнu "pyt. . 
. '. Сви ком плекс н и броје8И а са истим аргументрм 

'. . . . ,, - .-

. '. aгc{a) ~ e, 

налазе . 

Кад је 

налазе се на полуправој О, оо која заклзna уга4:) е са позитивним 

смерЬм . реалне осе . .. 

Задаци. 

Какав је у комплексној равни међусобни nОЈ!ожај тачака: . 
I.l+ј, 1-ј, -.1-; и -1+ј; 

2. 1+ Ј, . 2 + и, 3+ 3-i итд. • 

.3.5, . 4+.i, ,', 3 + 2 ё, , 2+. 3ј " ~ +'{ё, • 5ј. 
,Рде-се jtалззе ' комплеl\СНИ бројеви за које је; 

; i ..• , . ' 4t R{a}<:(2, а где ,Д{a}~ 2; , ." . " . 

. 

5. ]{а} > -:- 3, а гд.е Ла} ;;;' -3;':·· . . 

б. - 1 < R{a} < 1; 7. 2 ~'}{tl} <.3; .' , 

8. -1<R{a)<l И .• -l<ј{а}<I. ~ 
Какво значење има . <, . '~', KaKBO само '< ? 

, 

' . 9. Истострани троугао уписан)!! · у кругу полупр~.чника l : са сре­
диштем у почетку; ако му ' једно Теме . fIеЖи на имагинаРfюј ." оси, одреди 
комплексне бројеве КОјиодговарајУ · Ьсt,!лим · tем~нима. ' 
с . ' " "'IO~ . QдреДИ " kОМnJlеК.С!f~ · ~ БЈјt;Јt!И~ : :'kОјk : tiдr'i1iНI~ајУ ,темен('/ма np!i­
виUttfuг шеСТQугnа , 'ynlfсаIfUI" :,~ ·: t(i>1fу с> ~БЈјуft~4tJiП!f(а;, ]· ' ё'8 с cp'e:jjJtllife~ у 
П'о' ''е У" З"..;. · М· у '· ;. ... 'е""" ......... .: О · .... я .. · .. ,,"- " .. " ..... 11 " ." .С'· · ", <,.,." ." "., . __ ~_ -""'. Т,К ~: ~- n.:v'-.{ /;~ • Ј ,,",пv'- ~'- I сте . :па aunr." y ,".·.', 1"'Iђo , _--- ;...T~ ·· ', о:' - ~ '-' . , . ' ~~.. . - ." / . ,. ;. 

;iЙ !, :;'· ll"RЬјU ;;јё: ~еђУСЬБIfIf;\ fti).fJоЖаfi lf~~Rаi· 'fi~IШФ t~ : ' и !" 1J~~'+tct . " й 
, који комплексан брОt одгов;ара , среДИНИДУ)l(и' JlIJ~""; ; ' :"-< ' 0 '!Ј'с" О ' 

. ' ~ . , :: '. 
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12. Одреди ' 'lистб 'им,!гинаРllцбррј , којlj од.r:оВ8вiоtf()Ј : ТIlЧКИ из , 
које се тачке " ..f 3 ' и ' ..:.. Г' ilJiде;'под'flравим угМм." ), . " ,' , - ' " ' 

13. Нађи модуои apry~elfT • КОl@Л~КСНИХ ' бројева ИЗ , задатака, 
1~3, 9 иl0, као и броја р+'Vl~р2 ' за' р>1 ир<l. , ' . 

" ' . ', . . , . 1' '' ' о- , ""_",. ' о. 

14. Ако jeR{a} ';";:1!V2 ' и lаЈ';"УЗ; нађи: ' Ј{а} и агс(а): 
15. Дато је j[a}=V2 иагс(а)-1(/6. 'Нађи , R{a} и lal. 
16. Који су ' т'о бројеви закој~' је i~ 'i-R{~i ' и : lal~j{~j? 

~~ " ." ' . ·с. . -, - L,. ' ,' • 

Где r ,~ налазе комiшексни бројеви ' аза које је: " " 

' 1'7; lal>2, ИЈ1иТ~Ј<5; ~ЛИ , 2<lal<S'; " 
18.1(/6 < аге (а) < 1(/3; ' ", ' ' . 

" 

19. -1((4.<агс(а)<1(/4 И ' lal<2; 
.'\1 \. · ·.. .. '. . " .i". ".' . • 

20. lal:tR{a} <2 , 
'. - ,- - . . - . . . - . ~ 

21. Нека је k>O и 
, ) 

" , R(а}~kЛа}, j[b}~kR{qJ,; 
, '. .. ~ . '. 

" 

нађи однос измеђ~ модула и аргумен'атабројева , а ' Иi. 
~ • , . . ' • '. ' • - , - .- , >. 

22. Нађи УСЛОВ , између реалног иимагинарног дела броја а, тако 
, " ; . 

да а буде у углу 1((6 < е < 1((3, ка'о и услова да се а налази у 

троуг луј О, 1 + i " 3, 1 + ј/ " 3 . 

3. 2. ТригономеТРИСI(ИОБЛИК. (i) Из ТрОУГ1lа ОАа <-В. сл. 8) 814-

димо да је 

~ = Ј{а}.=р sin е, • 

а отуда 

a~a + јј3:-р cos е + јр siri9=p (cos е + isin Э). 

Ово је чв. ШРUlоно~еЦlрuc"u облUN КОМП1lексно~ броја а. Због 
краТКОl1е обележавамо га и' са . .. 

• а , р ; е (е), 
тј. стављамо . 

, e«()=cose+isin~ .. 

. , (li) Како је 

• 
lе(е)1 = 1, 

, , 

за свако е, то израз е(е) l;Ia3!fBaMO jeдиHuцa у lJ.равцуЭ . Оправ­

даност овог. назива мож~мо , донекле видети и из геометриског посма­

трања" које претставља ранији покушај којим се хтело показати l\:aKO 

се наилази на , имагинарну јединицу ј, прелазеliи са ориентисане' праве , . ,. ' . " 

, у ориентисану раван. 
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Нека је дата ориентисана права ОХ (в. сл. 9). Ifодеfiи рачуна, 
не само о апсолутној вредности дужи, већ и о њиховом предзнаКу; 1ј. о 
ориентацији вектора О, +- 1 . и . . 
О, -:: 1, и стаВЉ;iјуfiи · да . је h + у 

·средња геометриска пропо~ 

ционала ИЗ О, + 1 
.Добивамо 

и 0-1 , ,_ о , 

h2 = ( + 1)( - 1) = - 1. 

Дакле, • 

/ " 
~ / 1'" 
/ " 

// , 
/ , 

/ h, 
/ , 

/ , 
/ . , 

/ , 
// " 

је јеДИlfицау правцу имаги- -J,~/~ ____ ---:+-_~_ ....... _-'-':'~-~ 
. нарне осе. -1 О ~ . +1 +~ 

Слично долазимо до' јЕЩИ- 0.11. 9 • 
. tlице у правцу э. 

Потражимо зато 
- ' UB=q, ако се тачка 

(В. сл. 10). K~KO је 

величину дужи ОМ-х, која заклапа .~ Э са 

М налази на КPYFY чији је : пречник АВ = Р + q 

. МС=хsinе, 

АС ~р+хсоsЭ, 

м , 

а . МС средња ГеомеТриСка .. 
. ;r.опорционаnа и з А С и СВ, -А-<· >-.. ""/ -. ---р-_--,--,--_~-~;o~.-=--~-' _-о -<t.~С:--. -. ~-<I .. ,~--

м6"'С"'АСХВС, . . \".. . . .. 0.11. 10 ' 
," ,,' , . ' , ,: . 1" :. ; -,' " . -- , ,(; ~_. . , ,,_, 

'Го заменом ГОРЊИХВРЕЩНОС1'И добивамо.' . ,"" ., ' 
о " • • ' о, I ~" , - О, , ;..: _. - - • : '" • ' .~ .,._ 

.. r sln2 э ~. (й+ х cas Э) (q- х саз Q), 
• , _~ '.~ "о __ - о -

.', rsin"э' ~' pq + (q - р) х саз Э - х' сos2 8, 
. i .. .. 

. ~.x2 -(q - Р) .СOS е х - pq-O. 
-- ' ",, ' 

(,;.0' ... јеq<раfiеница за "следи"'). 
., 

. . Ста ВЉ.ајуfiи q= l .и ", р- ~:1, ова . једначина nocTllje 
- ~." -' - , - ; . --~"" -'", ' -; -~ ~ ", - . 

о ' " : 
. -\ . 

, 

, x2 -2х 'саsЭ+1-70, 
.. 

. ' . . 

х= саsЭ ± 1/ c~~· Э.;... 1 '"" cos Э-± i sin е:"", ' 
..:. 

. . ,дакnе; 3 
= cos(± G) '+.i,sln (± Э) =е{.:I;Э):; " '" . " -,.' . . ... . , 

• о" о- • ..;; • 

о чх~.~е.{Эk И ~ ~e ( - Э), . 
; Ј ј 

rдедругорешец.е \'одговара једиttlЩИ у правцу :";" е . . . . ~ . . . 



1д~)f~ · 
,''-

8fi.ttlщи." . 

, .;: •. .... i:" А~ђ'а" 'тi>'йfБЙ(;м~триск" " dолшt-оројёiНi" tiз, 'Зiщаi'ка1 '. ,ripef~~A1t~ 
тачке. . ,", .. -- :' , - . ,', ..... ,- ., -' ,'---' , _'Ч~ "',--;,:,<'- - .; '.> ' \:<"-'- '':',' '.;'.}' . 

2. Напиши у " tригонометриском О~ЛIf~у' брt>ј@ве ' JttfјЙо.!tгоhiфај} 
теменима правилног · n-тоуrла ,уписаног':УR!'уr ЋdhупtJ1!чнitК~ " l; " 'Са . 
средиштем у по,четЈ{у, тако 'да се једно ,1rеменаllазЙ у , fачки~ 411';"'''л", 
у тачки + ј;' ' и то ' за П ", 3,4, 6 и 8. ' " ", ., , • 

3. Ако јеа . i' 2( 1+ ј), ~~ђи тригонометрискl4 ОБJiиЈ брЬја ' Ьтако. : . 2 . , , . / . . 
да буде: 1 0 ј{Ь}:"#{а} и R{bl=){a};.20 R(bl=R(a} и Л~}"'=' ':'':Ј(а}. 

. .' -

4. ' Нађи' реални и и.~агинарНи део бројева 

, .... V2e(1fi-!),~ :~2 е( ~ ~/4)" vзе(~), ' ze( _i~'}. : ~ 
, ," ~ , , О О ,_ 

5. Напиши у тригонометри.ском облику бројеве а .. Ь;с и" .. ,d. 
Щ<О је . , aY;2Ii,~. d..:.. 4" i, .и а.Кdњихови аргуме!iТИ .. ч!!не ~ритмеЈ~,ЧКУ; а 
мод,у Jj~ • . tеом~щи,~КУ прогре7!'1јУ; .. " .~ ",' , '. ., . .;>} . 

з. З;Конјуговано I(О!4плеl(сан број. (1) 
~ " ' .".- .. .., ... Два "O.fJillЫrtlla If~оја ' "6jl: 

дела зоl!J' се I(сјнјловано се раЗЛU"УЈуса:мо зна,,(ЈЖ . , u.,uащ1fдРНOZ . . . 

"о.мuлеiЊ,щ. • 
Ако . је , 

'" 
његовкшlјугоliан број је 

а=а+ј!3, 

а - i~, 
. и обележава се са д, тј . , , 

i1=ct ,-i!3 . 
.. ' Дакле, . 

R{a)=R[al и ](аl=-ј{а). 
, ' L 

Конјуговано комплексни бројеви, тј. тачке кОје иМ 6дгоi!lli'ају су. 
ПРема томе, симетричне у односу на реалну 'Oc:yts. 'СЈј. 11). " 

. ~, 

о 

OL 11 

. (ii) Јасно је, према слици 11. 
да јl! 

и 

то је 

·aft (дJ~,=bн; (а). 

Пј'Јема tbM\!, :!КО ставимо 

jal=p и агё(а)=е, 

lal~p и аГС(ll) = - е. 

й=ре( -е), 

а слециално 

е(8) "'!!( ~ 9). 
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Напоменимо још да је, према дефиницији, 

Вадаци. 

1. Ако је 1 а 1 = IЬ 1, и аге(Ь) = 1(12 + аге (а), или аге (а) +аге (Ь) = 1( 
изрази Ь' Помоt.у R{a) и ј{Ь) . 

. 2. ИзраЗl1 а помоt.у lаl, ако је lаl=ј{а)-Ј{и). 

Где се налазе бројеви а за које је: . 

3. -l<;;R{а)<;;l и Ј(и)=2; 

• 4. 1 и I = 1 и 1(/4 <;; аге (и) <- 1(12; 

5. ] <lиl<;;2 и аге(и)=1(ј4; 

6.1121> 1, R{a) <;;2 и јагс(а)1 <;;1(/3; 

'7. Ако је аге(а)=1(!6 и lаl=Iы�' колики треба да је аге(Ь), 
да би било Ь= -R{a)-ij(a)? 

8. Ако су корени јiщначине ' 

• z'-2рz+Q=О 

имагинарни, и ако ИХ ознацимо са Zl иz., 'покажи да 'је Z2 = Z" 

а = R{Zl) =R{z.} и b"'=lzll~'= 1 z.I'· 

9. Над ОА = 1 (в. сл. 12) nовучен . 
је полукруг; из тачака В и Сса 

] З "', 
ОВ ="4 .' и ОС ,4' подигну:те су нор- . 

, " . 

Е __ _ 

"- ' <--

С А 
мале до пресека Е. и D са kpyroM; 
Jiађи комплексан број lюјif ОДГСЈвара N 
тачки Пјјесека М правих ОЕ и BD; , .... . СА, 12 

. ". ,,' 

3. 4. ОJl;НОСИ I(ощплексних бројева. (1) Комплексан број ti '--се + i~, 
једнак је нули 

. . . 

ако му је реални део засебно и имагинарни део засебно једнак нули, 

тј. ако је 

ce=R{a}~O· и rз"",ј{а} =0. 
ОбраrНQ, иа , 

" i(aкb је ," 
. ' _ .; .. -".i,.', :"~'4;.J..~-_·A"~i& __ ::,'-с > " ~: : - • . ,=,,;,>. ;j ј'. 

I а 1""' VIR{a} 12 + IJ {a}1 2 =,vce2 + 132, ' 
то иа 

'=-' 
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И~то 'Тако. из 

. 
• • 

тј. 

јер је 

само каД, је , и " ' 
, " . ' 

. -н ;-~: .:.- ' . , ... . ;,- ". ; '1.- ';"1 ) ' 0';' ' . : :: .-

Ј 'јЈ,! ,;; о . ". 
. 

', " " 

о; = R{~}';;;O ' ~' !з = Ла} -о, 
-. 
(":17-0, 

'о;; + 132i=0, 

, ., 

Сваки комплексан број a=l=O им-аодређен аргумент до на±2kя:; 
једино._ је аргумент броја нуле неодређен. , 

(НЈ Два "о.Atале"сна ~броја а ix + ~13 Ufl' = а' +ЈIЗ'су једнаte,а, а"о· 
су , и,," аосебно реални делови , и' 'аосебно" U.Ata,UHapHU делови једна«и, 
тј; u3 ',. . • , " 

'. ., -

а=а' 
" 

-' 

. . R{a} -.: R {а'} и ј{а} = ј{а'} , 
или , , Q Q' 

о; = а. И 1-'=1-'. 

Ако је : , . 

а~ре(Э), a'=p'e(~'). 

тада И3 а = а', следи -
р , р' 

, И 

" Э=Э'±2kя:, ~O, 1, 2' .. . .. , 

тј. «омйлеКСНIL бројеви су једнаки ако су им модули једна«и, а apty­
Ateншu U.At,ce раз'лu«ујуза ±2k1t, ; k~O, 1'2' .•... 

, Дакnе, једна једнакост у , комплексним бројевима повлачи две 
једнакости у реалним бројевима;' и обратно. 

(Ш)' Код реалних бројева постоје 
илије" 

а=Ь, 
или 

или 

, 

три В,еличинска, однос!!: 

Ко,н,комплексних бројева постоје само два таква односа; и то,ИЛИ 

је а = Ь или је а =1= Ь • Односи > и '< код комплексних бројева -
н е м-а ј у с м и с л а. Ти се односи могу при",енити само на њихове 

модуле или реалне и имагинарне делове. Тако, на пример, 

Ја,ј'<ЈЬI. 

значи да је тачка а ближа почетку од тачке Ь. 
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Вадаци. 
, 

1. Одреди реалан 

2. Нека је р>1 
број t тако ,да буде агсЏ+ it2) -1ЦЗ. 
И а=р + 1/1- р2, одреди р тако да буде 

агс(а) = 1tfб. 
3. Al(o је .' 

а=(и + v)+i(u2 +v2
) . и b~(и2+ v2

) + ј(1 - v), 

одреди и и 11 тако да буде а=Ь, или а=Ь. 

4. Одреди све бројеве 

a~e+ јт: И Ь-tе(т:). 
тако да буде 

5. Нека ie 
а = 1 + iл ~ Ь = 1 т i/л; 

за које је вреднОсти од л број а ближи почетку од .броја ь? 

6. Који је од бројев,а a..;,1/2e(1tI4:) и b-1/3e(1t(6) ближи правој 
х= 1/2? ~ 

7. Ако су бројеви а и Ь такви да је агс(а) =к/6, агс(Ь) -
2n: ' . 

= - и Ла} =ј{Ь}, који је ближи почетку О, а који правој 
З . . 

г у=хуз? 
. , '.; . , 

.. ; 

4. Сабираље и .. одузимање • . ' 
4~ I! . дбпр. (1) Збир комплексних . бр'()јева , 

• 

а=а+ј!'! И . a'-a'+ii3' 

· дефиниС/!fi~МО TaK~ шт() ћемо ' десне стране ' горњих израз/! сматрати 
као биflоМе .алгебај1СКИХl!еличина за које важе ~OCHOBHa правила 
алгебре,тј • . см~траfiемо i " R,Џ) обичнуалгебарску величlUlУ. . 

· По деф(mиц~ји Је. ·· ' . ' . ." . 
'.'. . -, ",' :;'. . . -- \'" . 

' \ . а + а"(сК\ iјЗ) +(а' ~'i,јЗ') ={а + а') + j(~+p'}; 
. Шј. 'збир .. >' . " • . . • . 

"- . '. -', 
а+ ar , . . '. 

је он.ај . број чuја"је ·реа.лНlJ ,"д~(Ј>јf.д,ю" . збtJRУ реалних ,деловq, . а и.шitи~ 
г< nарnи део једцiщ Збир}" ц..мtlJlJiiapHlix.- де.лрва" бројева а . ,и а,.. · . . 

'. _ ' ~ - ,.- , ~ _ • - - ~ ,' О 0 0'. ___ .:' ••. _"', " ':)". • • 

. Како за овако дефИН!fсан "бир важе ас<>џиативан' И" i\:ому.тадщан 
> _' • _' - , • r -'о' _ - ", ' . _ <, " ', 

" , заКОн,1'о ;се ова' дефИниц!,ја·непосредно.проширује и назби'р:коначног 
броја комплеКСtfих бројева ' . \ ,:. '. " ', , , ' ", , , ' :," . 

, ,', • " , . , ' . 1 ,' о ', 

; : : .~ . ~ . ' ., c,,-·,,..--.;Ir ·· .. "'· .. ,,:·,, .... ,,- _.' . . , -

." . •.. . й'; :;" ttk 1:- if\k .... k "" .. 1,2, .. . ... л, 
- .. . . . 

~. ,.- "," ...... . ,'"'., - ;, ,~ ,. , 
__ <r _ 

,. 
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одгgВl;Il?а TatJKa у 

комплексној равни чија је I;IпСци~а · 
:1 , ~:. i:t+ a'~ R(il Ј+ R {а'Ј, 

. . , ~ . ,. .,.' . аБРДUн'ilТа ' ., 

N G+Й' 
. ' : ~+~'==I1аНј{а'l, ,.,. , . 

l---.-:,.-:.'~·: ·~~~--~ (в.' сл. 13). I 
А I Како је .. 

Ч 4 OA1A'~ IJ.ВВ1 М т 
, . ". 8 . ~L_~ ' то је 

" " '. I а I •. ~ " <f. А6д;'; <}: МВВ1 
'о'" А, -.. " ',. . 1: " И 

, ~-----OC. ~-.. - .-;',I .. O(~ ОА=ВМ . .... . 
, . I ;ёity1t~ сЛеди д<i c'~ тачка 

СА. 13: lI(o.ja одговара збиру а + a'~ 
. тј.тачка М, добива 'кад се кроз тачку а; Тј. ' А,' повуче п'рава 
паралелна са ОВ, и на њу пренесе дуж величине lа'l у см~фу Оа'. 

(Ш) Ако' а и 'а' сматрамо као векторе. nоJi6жаја; dhilj де :nocтy-
r ~ . 

пак своди на тращ:латорно. помераЊеВеЈ(·tора '. 11', тако да ,"У Почеtак: 

,. 

• 

с 

---­.i ~·" - . -- .. 
D ~-~ . 

'. '" ---
f 

. \ 
' . \ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
' . \ 

-, 
а. 

_ .... -0,-1· '~ . . ~-:::II(].--"\\ Е -_.- . .'.', _ ... -. . , " 
--- . I I , .. \ 

. I " 1 \ 
. ,. " 
11 , 
ј -6 . 

i" ii' р 13 ...,,, . 

С .... 14 

-. . (]. 

О' 
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~ " 

.дОђе у тачку а, тј. у кРај вектора полqжаја а. Тада " крај овако 
~ , ", , ' " ' 

fIOMepeHor вектора а' оцр!!ђуј!! тачку збира ' а + а'. Такво сабйрање 
Jlазива се још и zео.Ateш.рuс.ко илн векШорско сабирањ~ , 

Сам поступак сабирања слободних вектора, ' ,тј. ' п о м е р а њ а 
~ 

и а' , приказан је на слици 14. 
~ -4 ' ~ 

.' " , 
• 

. _. -
Померање a~AP је једнако померању ' DE, или вектору поло-
-~ ~ ' -t - ," ' - ~ , " , ::' 

жаја О,а; померање a'~BQ је.п;нако је померању ЕР, или вектору 
~~ ~ ~ , -t 

QQIIQжаја О, а'. 3бир помераН>з ' DE + ЕР је померање ,DF, а ово 
-t -t 

је једнако померањуСR, и1Ји вектору положаја О,а+ а' . 
r 

ОУ) ИЗ слика 15 и 16 видимо, да за овако дефЦНИсаН зБЈ1Р важе 
ко.м.уiлашuвнu и асоцuaшuвнu' закони _ зБИРGl. 

што 

щто 

Тако из -слике 15 видимо да је ' il 

изражава КQ.Atушашuвнu ' закон. 

И 8- слике 16 сле.ll.ида је 

-t -t -t -t - -t-t • 
(а+Ь)+с = а+(Ь+а)ј 

изражаваасоцuaшuвнu закон. 

Најзад је на сл. 17 приказан 8бир 

-t+-t -t-.+-t 
" , (Ь+с)+а и а+Ь+с. 

) 

СА. 15 

Дакле, 8бир је независан'ОД начина грурисац,а члаНОВIl, јер збира ви 
-t -t -t -t -t -t 
(а+Ь)+с и ' a+(l!+c) (сП, . 16), ИЛ~ , 

-t -t -t -t -t , -t 
, (/Ј+р)+а : Jf(l+b+c 

, ' 

- . 
ь 

;, 
- _ . о ' 

. 
,-" , 

.,.::- ,::/:~ .. ~ -,. ~.' -
. . '. -;.. ;, . ' ." 

~ . • . -_5- " ' .~ О', 

. ',', 7" 

(:4.' ft~;. ' 
,.о' _',' .. 'О" I 

, , 
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. 
' о 1. О~реди вбир бројева који 

.. сд; 17' . одговарају теменима правилног 

. . "" .п,тоугла · упис.цног· ,}" круг . полус , 
пречника 1, са . сре~иштем у почетку •. -О, . и то ва . п - 3, 4, 6 . и 8. 

,. 

2. Ако ставимо . 
о ," _" 

Ро е (э~) = ао ;' 
... -, 

Р. е (е.).= ао -+- а1 , 

Р2 е (е.) = ао+ а. + ·а.; 

. Ра е (еа) = ао + a~ + а. + а8 , итд., .. 
одреди модуле 

j~o ив ао-Ј, 

Pk, k~ 1, 2 .... '. ако ~ojeBe ' ak пост-епено ор.ређу-

a.~e(eo + ;), а2 -е(е1 + ;),. ~ .... 
.' 

з. Дат је збир а + Ь = 1 - i; одреди а и . Ь тако да буде: 
... " . 

]0 аге(а)-л/6 и аге(Ь)=:-10л{6; 

20 jtil= 1 

. 

. -У2 
и Ibl=2'; 

30 агi:(а)=л/б и Јы�= Ј', 

40 аге (а)+ аге (Ь) = - rc/2 

или '. 1 а 1 = 2 1 ы� ; 
и 1 а 1 = 1 Ь 1 = 1 "2 . 

. 
4; 3најуl1и да је are(l+a)=rc{4 ' и l1+al=4, 
5. Ако је а = 1 + ј, . како треба ива<;5рати Ь 

одреди а'". 

да буде la + ы� = Ј, 

. и да: 10 ll+Ь; 20 .а+Ь, буде чисто имагинарно. 

~. Ако је lal=v'2, аге(а)=лј6 и аге (b)-лјЗ, колики треба 
да jelbl да буде аге(а+Ь)-лј4? 

7: Нека је дато а=] +i,R{b)-I. Нађи ј{Ь) тако да буде 

аге (а + Ь) = л/З. 

{з и 

кама 

о • 

8. Ако је аге (а) =а, аге(Ь)={З и аге(а+Ь)=у, где' су 0:, 

У дати углови, покажА да су све праве, које су одређене тач-• • 

а и Ь, међусобно паралелне. 
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· 9. Ако је 
аге (а) = а, аге (Ь)=fз, 

aгe(a+b)~y иаге(Ь+с)-8, 

. 
31 

где су а, (3, у и 8 дати углови, одреди агс(а+с) и аге(а + Ь+е). 
10. Бројеви а, Ь и с су такви, да је aгe(a)~aгe(e)=тc/6, 

аге(Ь)~-тсIЗ,lаl=I,lеl-tУ2. Одреди Ьтако да буде J{a+b+c)-О. 

4.2. Раалика. (i) ОДузимање. дефинишемо као инверзну операцију 
Сабирања. Разлика . . 

е=а' -.а 

комплексних бројева 
а' = и.' + if3' и а = а + i(3, 

је број с који додат ' броју а ' даје а', тј. 
. . 
а+е-:-а'. 

Према томе, ако ставимо 

биt.е 
а + л =(:(' И f3 + 1'- = 13'; 

дакле', 

л=а'-а и \1=13'-(3. 

Реални 'део разлике Iеднак је Р(l3.JIiщU реа:лН,џх делова, а lUIatu-

"арни део разлици /fAtatUHapHUX делова, . тј. ' 
' . ' . 

'.' (а' + i(3') - (а + i(3) = (a'-аН i«(3' ,- (3). 

, 'АКо ставимо . 
\ . 

О-а= -а, . 

то се разлика а'-а добива и као збир број~в~ .. а' и 
".> ' 

(ii)Сматрајуt.и 
бројеве . а и а' /(aQ 

~ . 

померања а и 
.: . ~ -' :, ", " 

разлику ;, ' 

~ ~ ..... 
< с=а'-а 

- . -' ,~ , . 
. ,.. . , '-

~, 
' ; '. 

а ј ,. 

а'-а=а'. +( - а). 

, "_ Е 

'о , • • 

(в. сл; 18); добивамо 
по 'дефиницији reQc . 
метриског збира,као 

'~ \. ' , '" 

-: --о-а .. . 

. ,.', 

по~еl:'ање :е.; које тре- ' .. · : ·,·,:.· .• б~ '.· .d;.i;: ..... ' .' .... 
.. ~ад9да1"иП9мераl:Ьу .0 • • • • : : " ,' :.. . . ,; • • 0<" : 
а, ' да бисмо добили .' СА, 18. .' , . 

:'. 1, ' . . . 

,,' 

- а, тј. 

-" ", 

. ",.-

.' 
< 

'.' ' ; ~ , 



, 

'-, ", 

'_ ',- 0-, - -а 
'. " 

-а 
СА . 19 . 

. -t ', ' " ..... . 
·померање. а(; ИЛИ ' ТО исто "'. - , 

'померање добивамо ~и ако 
'.' ,' , ·4 

помеРању · а( додамо су-
• - " - • • - ~ . - >0-

-' .-'. . ; , . ~ ' - " 

;;; ,nPQTHQ пqМt;l?iчti.l1. ,~ a (В. 
о сл.!9): ' " .. 
, ,- .-

• 

" . 

-+ 
'. BeKTOp~ положаја а'. . - . , - . . 

.' ' ... -t . -+ ' .. . .. . 
а и а' , q. Q,.I};р'~?ују ri'Щii 
положај одговарајуl'iих та­

чака!i; f1 · 1f o' ~q, (п.. Р!о; 
19). 

. , -t-t ",, -t 
(Ш) Ако конструишемо збир а + Ь и ' разлику а - Ь вектора ' 

-+ -+ 
а и Ь. као на Qiици 20 • . ВИдИМО 

( 
да cy . :rR ДИ!iГQш\ле 'IC;\P~~!I..,qrpaMa 

... -t 
обраЗОВ.аног векторима а и Ь . . 

_ Лрема томе. ДУ~lfttе 

о 

ь , а a~6 . d и (ј' ових диагонала 
J9-~,. --",.. .......,,,.-.,...-.,.;0 . • 

• . 
'0 

. СА. 20 ' . 

можемо изразити QIНЦЩ 

-t-t , -t-+ 
. ' . (j ~· IP ';" /1 1, ud' "",1 а + Ь 1· 

Дакле. отстојање d 
тачака које одговарају 

бројеВИМIJ g џ /Jj~p.цaKO 
је модулу разлике а - Ь, 

. · тј, 

d-I a-bl· 
Задаци. 

,. . 

l ' 

Ј. Локажи. да је 
a-Ь+с - а = О 

потребно и довољно . .;,,:. "би ~ та'lIS.е а. Ь. с ' и d бlf,1lе Te~eHa ПЗЈ?але­
лограма. :-- Нека су · ,. (1., Ь. с. d и . а, ь'. с; . а' темена парзлело.гр<'!м.а 
са заједнички'м ' теменим)' ~ и С . ' тада су 'и . ь, ь: и (ј. а' темена 
неког паралелограма. ' .. 

. . 2. Ако су дати бројеви а. Ь • .. и с. одре)Ј.и све бројеве d тако 
да одговарајуl'iе тачке а. Ь, с и d буду темена парал.еЛQГрама. 

3. ~o је дата тачка ој где се' налазе све тачке 

а. а+4 = га. 20·-t a =3a •... , (k-l)a+a ~ ka. k = 1.2.3 ...... , 

4. Нађи дужину 'стране ц,сl'остраff.Qf троугла. као и стране пра­
вилног шестоугла и осмоугла и њихових диагонала.каД је ПОЛ}1Пречi;tик 
описаног круга 1. 
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5. Нека је дат угао ех и комплею:::ан број е; где ~e налазе 

КОМ!1лексни бројеви /а. и Ь ,за које је 

are(a +b)=a. и а - Ь=е? 

Где леже тачке z у комплексној равни за које је: 

6. are (z --1) = п/З ; 7. are (2 - ё) = - 1tЈЗ; 

8; 1tJ6 <; are (z - 1 - ё) <; 1tJ3; 

9.~ <; are(z+1 + i)<;~ и _51t <; are(z-l-i)<;- 41t; 
6 ' 3 6 6 

10; /z-'i/ =2;. 11. /z +i/=2; 
12.lz-i/<' 1 и Iz-11 < 1; . 
13./z-a l<r и lаге(z-а)I < а., гдесу a, r и ех датибро­

јеви, од којих је а комплексан, а r и ' ех < rc реални и позитивни 
бројеви? 

4. з. Особине вбира и разлике. (i) По дефиницији збира је ' 

и 

R {~a~ } = ~ R{a v ) 

..y{±av } = ±лаv}. , 
. v=l у=l 

• 
Аналогни обрасци за модуо и аргумент не важе. 

, , 

, 

(1) 

(2) 

(Н) Уместо јед:начина облика (1) и (2) између моду'ла , Збира и 
збира модула бројева' а и Ьпостоје неједначине: 

l aj-/ы� Ј а+ьI< < /a l+lbl· 

' Како су / а 1, I ь' и/а + Ь I 
дужине страна троугла ' О,'а, а+Ь, 
(в. сл. 21), то прва од неједначина 
(3) , изражава да је :раЗЛl1ка двеју 
страна троугла мања од · треће ; а 

друга да је збир двеју Страна тро-

. . ', 

. ~ .. . , 

угла веl;и од треЋе CTp~He: " ' \., 
:<~' " ')" :1: 

, 
(3) 

, Очевидно је, да се у (З) - знак \11.1" , __ , ' ' ': " 
јiщнакости може :ПоIавити"taм.Оако о ' " ~ -,'. , ~ 
су :>; ~фгументи рројева а :, й': ь ', ' j~- ' ,,' , 
дJ.iзки, Или се раЗЛИI{ујУ:iJа,: !C , .дo ~ · ".> Сл, 21 , 

иа, ,±'M1t, :; ' тј ; ако' сеаргумеНl!йi 'бројев~ a~ иЬ ' раЗЛИКУј}ј .:~а" ·''';±k1t, 
k _ ,.Ој.. .. : 1~ .~?; ,4"- ..... :;\' . .. ,~~;,(: -. . • :~ .. , - '-', ~ :;':', :':,:{; . 

'. Аналитички до~аз~еједиа~!1'~~ (з)д.О'БЙвзмоовако';': · 
.- о '; ,'.-,' ,,~:,., ,, ' 

',' " Ко"п~екса:lf' број 3 ' 



34 , 

• 
,. ,о..!' . .... ,1: 

a=u+i" - и ' Ь-х+(у : Нека Је 
" ИЗ " . -" .... ," 

0< (иу -:. VX)2. 
, , " , ' 

• 
• • 2 и" ху -< и'у'+ ,,'х', ' 

u2 х2+ 2 uXvy +va.P -< и2 х2 + u2y2+~x' + v' у". 
" 

• • 
тј. 

ипи 
, / 

ux+vy -<" (и2, + "") (,il + у2). 
Ако ову неједначину ломножимо са 2и додамо и2 + v2 +х2 + у", . 

~ она се своди на .., 
(и + х)2 + (ну)2 <; (У и2 + ,,2 + "-х2'" -+~y-';2)2. 

Како Је 

и 

ta 12= и2 + ,,2, 1 !>1~=x2+ у2 

'а + Ь 12= (и + х)2 + (!' +у)2, l. . 

то се ова последња неједначина своди на 

Ако У (4), тј. У 

ставимо 

добивамо 

дакле, 

la+bl<lal+!bl· 

1 а' + Ь' 1 -< 'а' 1 + 1 Ь' 1. 
а' + Ь' = а и Ь' = - Ь, 

lal<la+bl+ 101; 

lal-Ibl-<Ia+bl· 

(4) 

(Ш) Нека је дато п .. ' бројева а., "= 1, 2, ... . n. Према (4) је 

'а, + а.1 <.1 а1 1 + 1 а2 1 , 

' r--.;" __ 

'Ј' 

о 

С.4, 22 

итд., 
) 

тако да индукцијом добивамо, да је уопште 

п . п 

va:::I1 v:z:l 

Другим речима, аас6лушна вредн.оСш збира 

'.маља је од збира аЙсолуi1lн.их вредности. 

Геометриски то исказује евидентну чиње­

ницу (в. сп.' 22), да је дужина изломљеНе ли­
није О, А1, А2 •• ' • • Ап увек веЋа од дужи О,Ап , 

, .. 
Знак једнакости наступа само ако су 

аргументи СВНХ бројева а. једнаки ,до на 
± 2 kll'. 
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(iv) Непосредно из дефиниције збира и разлике видимо да је 

(a+b):-i1+b и (а-Ь)=а-Ь, 
, 

или, уопште, за п бројева је 

• 

Дакле, 1(оњуивана вредност збuрcz једна1(а')је збuру 1(оњуzованuх 

вредносшu. 

Задаци. 

Покажи да је: 

1. a+D = 2R(aJ; '2. a-а = 2iј(аЈ; 

3. IR(a}j <: 'а l ; 4.Ij(a} I< la l; 
5. I R (а) I + I Ј ( а) I <: I а l v 2. 
б. Нека је 0< h < 1; докажи аналитички и геометриски да из ,-

• lal < ћ, 
. . I аге (1 +а) I < аг{} sin h. 

7. Нека је с=2е(,,/б); ' , одреди , бројеве а и Ь, акоодгова­

рајУће тачке леже симетрично у односу на праву О, с, а на отсто-
, 

јању 1 од тачке ' с , и ако је : \0 'la - b l'2; 20 Ja - ы� v .2.. 

5. Множење и дељење. 
, 5.1. Проиввод. (ј) Нека 'је 

, 

, 

и : а' ~ 0.' + ij3'. 

Производ , аа' комriлё"ксних ' бројева , а И а' је комплексан број 
који се добива множењем бинома ' се +ij3 и а.'+ ij3', сматрајуfiи њихове 
чланове као обичне алгебарске вели(/ине, IJРИ '1e,\l.Y се i 2 замењујеса , - 1. 

или ' 

'С 

Према томе је, пО дефиницији, ' 

. ' 
а а' "=0. а.' - ј3 ј3' -+ i( а. ј3' + а.' ј3), 

" R (а а',) -а. а! - ј3ј3', 

ј( а а'Ј = ct ј3 ' +а.' ј3 . ' 

, (н) Образовање , производапостаје прегледније ако бр()јеве , а 
, и а" посматрамо у тригонометрисi<Ом ойлику,tј;акоставимо_;" .: 

. ' . , " ' . I . ~.' "'-

, , а = ре(Э) , и а' ~ р~Э'). -

" ' КсЩ() : јеу овом СЛУ'lај:у':' . , . ' 
- ~ "', 



. а., = 'р! COS Э'. >~'=р's1JtЭ',' -, 

1'0 'је; према дефиницији производа и '<lДИЦИОНОј' -теОР,еми тригоt\оме-

триских функција, " . .... 

и 

Отуда је 

R {аа'} = pp( ces Э cos(J' --:рр! sin (Ј sin е' = 

- = рр' (C()S е cos 6'-'sin 9 sin 6') = 

• = рр' сos.(Э+ Э'} . 

~ pp'cos (Э + э'), + i рр' si,n (9 + Э') ,- . 

=,рр' {соs(Э + 6'} + i sin (9 +Э') = 
- • 

= рр' е (9 +6'). 

Према томе, Kaдjea~pe(9) . и а' =р' е (6')., тада је 

лd' = рр' е (6 t Э'). 

Другим речима, UО.AfUлеНСНU бројеsuсе .множе ак() u.мce мод}'лu 
ао.мН<Јже,' а аJnу.меншu саберу. . . 

Отуда, модуо ароuзвода једнак је ароuзводу . .модУла: 

I аа' 11 а " а' 1, 
а арtу.менш . проuзвода једнак је збиру арtу.менаща: 

или 

О=а · а ' 

а' 

а 

о t 

СА, 23 

агс (аа') = агс (а) + агс{а') , 
. . ' 

е (6) е(Э') = е (6 Н') , 

(Ш) Уоцимо тачке које од­

го-варају бројевима 

, а=ре(Э) и а' = р'е(9'). 

Тачку Ь производа аа' добивамо 
(в. сл. 23) као треће теМе тро­

угла О,а',Ь, ако овај троугао 

КQ.t\струишемотако да буде сли­
чан троуглу 0, ,1, а. . 

Заиста, из 'слюшости ових 
троуглова СЈlеди, прво, да)е 

-5( 1, О, a~ ~ а/, О, Ь, 



5. 1.] 

тј . ' 

. 
друго, да Је 

тј . 

Дакле, 

р: 1 = Ibl.: р', 

1 Ь I = рр'. 

Ь = аа' . 

(iv) Лако је непосредним - рачуном 
. проверити да за овако -дефинисани про­
извод важе како !СояуmаiilU8НU и асоци­

аШU8НU закон ab ~ba, а{Ьс) = (аЬ)с, тако 

и дuсшрuБУШU8НU закон 

(а + Ь)с=ас+ Ьс. 

Овај последњи заl<ОН ПРИКl!,зан је на О ' 

слици 24. " 

Вадаци. 

Покажи да је: 

1·la l"=a.a; 

; 

• 

I 
ј' .0 

ьс .' 
• 

СА. 24 

2. R(ab} = [alp, где је Р пројекција вектора h на правац век-
~ 

тора а; 

3:,Ј(аЬ} =2Р, где је Р површина троугла О,а,Ь; 

4.la + bI 2=la I2 +liJi2 +2Rfab}, и да овај Образац претставља 
'. 

косинусну теорему: '.) 

. 

5. Покажи да се И3 

lа+Ь + с \2 = (/l +Ь +е),(а + l1+с) _ 
. 

може . добити анологон косинусне ТеореМе за четвороугао. 
- о .~_ 

6. Нека Је а = l +i; одреди Ь тако д;а буде 
\ . . . -

R(ab} ~O и IObl=2. - _-
-· 7. Одреди ' zn+zn ' и zn _ ·zn эаn ' Z, 3, 4, 

. 
кад Је z = 1 + i, . . ' 

или z=2 + i . 
• 

8. Одред!! f(z) ' 2+i+зzсzз и [-(Рј за · z'=3+ 2i. 

, 9. ,Локажи да је . у једном . параnелограму збир квадрата диаго-
нала једнак !!.биру квадрата страна, тј. да j~.: , , . . ,. 

1 а+Ь 1" + 1 0..;- Ь I~.";,,г( 141·" +Ibl~). 
, ." , " .,' ",' ,, ' " 

, I1зв~щи образац.эар~злик~ кв.а~аТа .;диar.(;Н~Jiа. __ 
- -' .-; . - ', " - ", .' -:' '. ... '.' " " . . . '.' . 
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'. 

10: Покажи 'даје 

..' ,'~ 1 ь -а 12 + 1 с - Ь II :+- I d - t: I ~ + I а - dl 2 = 
.. 

. . . -' 
оо - • • t 

и дајтеометриску интеР!1ре1,:ацију; упореди са претходним задатком и 
задацима l ' и 2 Та'јке ~. 2. . 

'·с . - -' , -

11. Пошiзеt.kI од f.z1 2 ' lz' 12 =l z 'Z' [2, покажи да ЗiJ, реално а, Ь, 
, _ ~j . ~ " . . . - .с · i . . 

С и · d . -важи идентитет • 

':' . . ' : (a2-t'b2) (с2 + d~)=(ac - М)2 t {t{d + Ьс )2;- , 

12. О.li~~.дИ, , 'А \ ,'fЈ тако да буде" . , / 

" " (~ 2+: /; '2)' Са 2 + Ь 2) Са 2 + Ь 2) = А2 + В2 \1 , 1 2 2 а 8 · • 
, - - _" . - о • 

Одреди геометриско .меСТЈ;) тачаюi . z ' за које је: . 

13. Rю + i)z}:..О; ·.·· 
14. Ј (az} ;= 0, где је ' а дати комплексан број; 
15. R(e(n!3)z} = 1. 

Где се налазе тачке . z за' које је: 

16. -1 <:i Ј ( (I+i)z} < l; 17.lагс(аz)I < п-/б? 

5.2. }iоличющ. (ј) Дељеље дефинишемо као инверзну радњу множења. 
. - . ~ 

Нека је а Ф О. Количник z бројева а' и . а, ТЈ . 

z'= a'ia, 

је онај број којиt.) Тl'еба помножити ,а да се добије . а', • 
ТЈ· 

az = а'. 
, 

Ставимо а' = а.'+ ј(3' и z~x+iy. · Тада, - према дефи-. 
НИЦИЈИ производа, из 

aZ == a' 

• • 

Како , је детерминанта OBOr. система 

се - (3 

(3 се 

ТО Је з а аФО увек l а l2 фО, тако да из горњег система добива.\Ю 

x = R - =-~'-. { а'ј ' сесе' + (3 (3.' 
а се2 +(3' 

(Н) Према претходном је 

а' аа.' + (3(3' . ce~' - се'(3 
- = + l , за а Ф О, 
а се2 +(32 а2 +(32 
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• 
и ако приметимо да Је 

аа' + {3{3' = R {аа'} и а{3' - а'{3 - ј{ аа' } , -, .. ,. 

то горњи количник можемо написати и у облику 

а' 1 . i -'. аа' 
- =- R{aa'} + -ј{аа'} = -. 
а 1 а 12 1 а 12 1 а 12 

Отуда је 
а' а'а а'i1 

~ = ~a = 1 а 12 • (1) 

(Ш) Ако ставимо 

. а ~ ре(Э) и а'=р'е«()') , 
~" . 

ТЈ· 

. па ове вредности заменимо у израз (1), добивамо за количник а'/а 

а' =р' t;C9') . р е( - 9) _ Р'е (9'- е). 
а р2 р 

, 

Дакле, 
а' 1 а' 1 
~-

а 'аl 
и 

aгc(:')~aгc(a') - агс(а), . 

тј. лtодуо ' 1СОЛUЧНU1Са два 1Со.Ati1ле1СсНа броја једна" је Ко.лU'lНU1СУ .Atодула, 
. а apzy.Atelt[[l 1СолuчItU1Са једна1С Је разЛuцu . аРlу.Atенаша. 

(iv) Комплексан број Ј.. је рецui1рочна вредност броја а.' ·· 
а . . 

. 
Према (1) је (са а' = 1) 

Као и 

• 

тако да количник 

реципрочно~ броја, 
.- '~ 

Ак() ;1> 

. 6иliе 

а' 

а 

1 

li1 

а' а' :: (1) ' - ~ а' . ~- -= а! ~ -, . 1 1" . а ' . а " а . 

можемо сматрати и юiОПРОИЗ80Д ид броја а' и 

а = е (9) = COS 9 +- i sin 9, 
.) ..!- . , ', - . ' --- О,: 

1 . о ", о . · . О . 

, . . ~ 'е(- ())I;"cose~\ i sinЭ- е(е). оо 
е (е) " , . . 0· ' . , .-." '. 

- - - -', ' ... ,", '.' -- ,-
," 'о 
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f 

Специално; за!] ' 1[/2 је ' 

• . ~ = 1 =~( - 1[/2) = _ ' i ,. 
l . е(1[/2) ' . . '" .. '., . 

(v) Тачка која ' OДГOBap~ броју z( .:;; добива се конструкцијом 
.. 

троугла О, z, а' који је сличан . троуглу О, ј, а (В. сл. 25). Из слич~ . 

а 
• 

о ., .. 1 

C~. 25 

. . 
. ности ових троуглова следи, према 
конструкцији производа, да је 

az= a', тј. z = a'/a. 

а 

C~. 26 

. Отуда, стављајуfiи а' ~ 1, добивамо (в. сл . 26) и тачку која 
ОДГОВ<Јра броју Ь-l /а. 

Тачку Ь= Ј /а . можемо добити и кад одредимо прво радиално ре-- . . . . " . . . 
ципрочну тачку у односу на јединични круг, Тј. ону тачку е за КОЈУ је -

.\ 

о 

тј. да И3 

. . . . 
аге(-с) :- аге (а), 

и 

Icl·!al= l, , 
а затиМ одредимо ' тачки с 

симетричну тачку е у од­

носу на реалну осу, јер је 

с = Ь, тј. е = Ь, 

('в . сл. 27). 

3адаци. . 
Сл. 27 1. Покажи да је 

!а/а!= Ј и агс (а/а) = 2агс (а), 

a,d р е(Э) следи а/а = е(2 е). 

2. Нека 'су дати угловиа и (3; одреди z тако да буде 

are{z-l)"';a; и ' are(z+ 1)=ЈЗ .. 
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На основу пре,ТХОДНОГ задатка ови услови се своде на 

z-1 . 
~- = е(2а) . и 
z-1 

- реши овај систем по . z. 

z+~=e(2!3); 
z+ 

Одреди реални и имагинарни део бројева: 

1 1 . е (тс/6) .' l +iY 2 , 3. 4. 5. 6. . ~ 
3 + i' (1 + 202 3-1i' - 1 +ЁУ2' 

• 

• 1 
7. 

1- ге(се) 

• • 1 8. Где леже све тачке - z . -
за КОЈе Је -z 

9. Одреди z из услова 

z 
z + l 

10. Одреди Ь из услова 

~ 1, 

ј{ЁЬ}=ј{Ь} и 

z . 
-:::=:-::::. l. 
Z 

1 ± i ~ 1. 
.Ь· 

< г? 

41 

11. Изрази ] . а б 
а +-. + у о лику 

а 1 - а 
х + {у, где је а ~ се + Ё!3 . 

12. -Какав мора 'бити међусобни положаfтачака које одгов арају 
БРОјеви."з х и У, ако је 

х=1у иху~I? --

5.-3. Особине ПРОИ8вода и Ј(олични«а; (i) Производ· више бр()јева 

пишемо cKpalieHo 
п 

а), а2 • ; • ~ аn. =:'~П av, 

:11=1 

где _ п указује на операцију. множења. 

Ако овај производ напише~о у облику производа два фактора 

_ .тада - је 

\ 
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Отуда, Иlщукцијом, добивамо да је уопште 

I п , I п ' 
IПаVI~ Пlаvl. 
Iv=1 v=I , 

(1) 

тј. модуо UР:JUзвода једнак је ароuзводу модула: , , 

, , (Н) ПримењујУћИ, исrи постiqак за аргумент производа више бро­
, јева долазимо до обрасца 

п . п 

агс(Паv) Larc(av) , 
у=! ' v=l . 

(2) 

тј. арtумеlШL uроuзвода једнак је збuру арzуменаша. 

Ако је 

, 

тада горњем ставу можем.О дати и облик 

. е(Э,) ·е(Э2) •••• е(Эn)~е(Э~+92+"" +9n ), (3) 

што преТС'Нlвља уопштење тзв. Моivге-ова обрасца који ћемо · срести : 
" 

код степена. 

Н апоменимо аналогију која постоји између израза е (9) и сте-, . 
пена а6 , Јер Је и за степен 

, а 6'.а6 •• .... a9n~ а91 + 9э+ . . . + 6n • 
О ' " 

, (Ш) Према дефиницији производа, , можемо непосредно про ве-
рити да је 

аЬ=а . Ь 11 ' (ајЬ) = а/ь. 

Ово увиђамо и кад, у односу на реалну осу, нацртамо симетричне 

слике слика 23 и 25. 
Индукцијом добивамо тада да је уопште, за производ ' од п 

бројева 

(Паv)~ Паv, 
р=l v=l 

тј. да је КОЊУlована вредносш uроиз80да једнака ароuзводу коњуzованuх 

, вредносШu. , 

(iv) Видели смо да је реални и имагинарни део збира к разлике 
: је'днак збиру и разлици реалних и имагинарних делова, а да нема ана­
логног правила за моду6 и аргумент. Исто тако је модуо или аргумент 
производа и количника једнак производу и ' количнику модула, а збиру 
и разлици аргумената, док аналогног правила за реални и имагинарни 

део нема. Међутим, . коњугована вредност зБИР<t, ' раЗЈ1ике, производа 

и количника увек је једнака вбиру, разлици, производу и кодичнику 
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коњугованих вредности. Другим рецима,КОI:bУtована вредно.сш једно-. 

рационаЛНСIl израза се добива KOI:bYLOBal:beлt свих иАщшнарнuх бројева 

који се У l:beAtY јављају. 

Пример: 

20 

( а-Ь) ' й-" ь . 
, 1 + аЬ "'" 1 + II Ь .; 

(H~e_(a»)....: 1 - ~e( - а) . 
l-le(~) ' I+le(-~) 

Уоп):uте, ако ознацимо са " R (х, У, z, .... ) рационални израз у 
коме су све 

тада Је . 
имагинарне јединице садржане У. ве.лицинама 

. . [ -
Х, Уј z, .... , 

' . 

R(x,y,z, ... . )=R(x, у, Z, .•• • ) . 

Cv) Како се коњуговане велицине лако' добивају, од интереса су 

везе којима се R{a),j{a),la /. и агс(а). изражавају ПОМОћУ а и ll; 
те везе су: ' 

а-д ' а-а 
R{a} - 2 ' Ј ј{а}= 2Ё ' lаI2.= а.llИ 2 агс(а) = агс(а/ll), 

или, кад је а~ре(Э), 
р2= а II и е (2 Э) = а/б . 

. 
~адаци •. 

1. Покажи да је . 

R{ ~} ~ ~1~i~F { 
Ь} аЬ -аЬ 

иЈ . -;; = 2ilal2 • 

2. Одреди реалне бро;еве х ц у такода буде ' ах+Ьу=с; (1) 
које услове морају эадоВоЈЬаватикомплексни бројеви а и ЬЈ да 

постоји одређено решење? (Изрази овај услов са а, а, Ь и Ь; из 
(1) следи да је ах+Ьу=с.) . 

;1. И з једнацине ' 

az+bz= c, (2) 

где су а, Ьи с дати бројеви, , одреди · , z. Покажи: да задатак није 

" МОГУћ ако је lal~lbl и .ac-Ьс,#О; да је , задатак н.еодре!јенако Је .. , 

' lај=Iы� и iirc(alb) = агс(сјс) , 
. , . 

. и .. да се у ТОМ слуцају дата једнацина Сf!ОДИ . на . 

. 2 R {acz }=I .. с.I,2 . 
.. 

3а z = х + iy . горња једнацина претс:гавља' ,једндцину праве,..која про-
• .·. ·0 . " " . . ..• • . .. . .. ~-t .. , . , .. . 

':Лав и , кроз тацку сј2а \ и стОји цормалн6навекторуас. ' (l1з (2)сле,q,и 
aZ+ .bz",,;;';C·li - . . ~ 
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4. Дати .:су . КОМП'lеКСIЩ бројеви . . 'а: и"'Ь ' и реаЛlfи !бројеви ., а: и , ,/3; 
одреди z из једначина С ' . ' .. . . ' 

, 

are(z -'- а) = а: и аге (z - ЬЈ={3 . . 

Шта претстављају . ове једначине геомеЈ'РИСКИ? 
• Ако са t ознаЧ!fМО реалаltпр(нн!нљив парамеrар, са 
дате IщмплеКСflе бројеве, одреди геОметриско место тачака 

t мења: i 

5. z =e(t); 6. z'=3e(t); 7'. ' z ..:" tе{Т173); 

8. z =1+tе(1С/б; ; 9. z~a+t(b - a), O< t < l; 

а,Ь и с 

z кад се 

10. z = а+ bl: (-t); 11. z = а + {јН ct2
; 12.z , ае (t) + {је. ( - t); 

13. z :", t+e(!); 14.z ~ ai+ at- ј{је( - t). 

Нађи геомеТРИСI(О место тачака ' z за које је : 

15. R(Z;( f) J~ cqnst; . 16., RJ~J=const; 
. . 

17. 'J{~ }~cons~;. 18. I{z-I)(z+l)l=const. 

6. Степеновање. 

6. 1. Степен. (ј) Видели смо да се четири основне . рачунске радње, 
\. ." 

сабирање, одузимање, множење и дељење са комплексним бројевима 

. могу дефинисати као рачунске радње са алгебарским количинама, с 
тим да се ј2 , гдегод се појави, замени са -Ј. 

Како је степеновање целим експонентом само скра!;ен начин 
писања 'множења, јер је, по дефиницији, 

аП = а о' а . ,,' . :а, '-- п--

то су овим дефинисани и поједини степени броја ј. Тако је 

• • • • • • • • • О" о " • • о' • • • • .. 

Дакле, уопш:ге је , 

јП ~ i, или - 1, . или • 
-l, или + 1, 

.' према томе да ли је п-Ј, или n~2, или п-З, или п дељиво 
са 4, 
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(јЈ) Да бисмо у олштем случају видели како изгледа п - ти 
степен комплексног броја облика х + iy, испитај;\\о, најпре, закон 

образовања. појединих ' чланова степена реалног бинома (x+Yln у 
развијеном облику. 

3а п = 1, 2, ЗЈ ••••• Ј је 

(х+у)1=х+ УЈ 

• (х+у}2 х2 + 2ху+у2 
(х +у)3=х"+ЗХ"у+#Зху2+У·Ј· 

(х+ у)4 = х4 + 4 хЗ у+6х2 у2 + 4 хуВ + х., .. 
• • • • о . • • • " • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

Како сваку од ових једначина 
добивамо ако претходну помножимо 

са (х+ у)' .' то видимо, кад коефици­
ен те тако добивених појединих . чла­

нова распоредимо ' у облику тзв. Pas­
cal-ова шроуzла, да се ' сваки од њих 

добива сабирањем она .два броја која 

се налазе непосредно изнад њега. 

(Ш) у општемслучају п-ти сте­

пен бинома х + у у развијеном облику 

1 

1 

1 

1 

5 

6 

1 

1 

1 2 

3 

4 6 
.ј. 

10 

15 20 

1 

] 

з 1 

4 1 

10 S 
.ј. 

IS б 

1 

1 

има п + 1 чланова. Сваки од ових . . .................. . .. . ... . 
чланова има облик xn- k yk,k= О, 1,2, .... п, помножен извесниМ 
коефициентом, који обично обележавамо са 

( п) .. 
. 1t ,(читај ~ .надk) 

и који се зове бшю.AlНU "оефuцuеНш. 
Дакле, 

'. ( . )11 ' ( п) п ' ( п) n-1 ' ( п) n-I, k . ( п) п , х+ у =о О Х + ' ] . х у + .... + . k .. х У + . . ,. + п у ~ 

п 

, = L ( ~ ) хn-;' у" . 
v =0 . 

Ово је тзв. БUJto.All{'u . образац . . Како ' су у њему коефициенти од 
хn 'и уп једнаки јединици,. то је 

• 

( ~) = (~) ~ 1 за свако Јј= ], 2, .... 

Општи облик биномногкоефициента, је 

(, п)' ~ п (n- 1). : .,; (n-k ТЈ}. = _ ,п! " 

\ k . .., 1 : 2 .• ··; .. ' k ' · · М( п - k) 1 
- .' ., - ' ,- ' 
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т де · 1i1(читајi n' фаI(ТОР~~~): rфе~dт~~љ§ ПРЩ'НЦtод'iIрвих п ' при. 
родних бројева, тј. " ', ',,' .' ' . , .,'" '. "-

, '" " " ,," ,:' п.! == ' Ј· 2~ .3 .•. :. п, : .. . _. ', .. , 
. . 

и где је, ло дефиницији, 01 ~ 1. ''; ' 
. - - ,1 , 

Да бисмо ово уџидели;-примеТИМQ да је 

(k п 1) + (~) = (k_l)'1(~1'-k+ 1;1 + k1(:~k)1 = 

' . 
. п! . ". .{, 1 1 } 

= (k-l)!(n~ 'k)! n-k+l + k ' ~ '. 
. . . ' . 

. ' #1 (n+ 1) . (n+ l)! (n+ 1) 
' =(k-l)!(n-k)1k(n-k+1)"""kt(n+l-k)!= k . 

Дакле, збир два. узастопна БИНQмна коефицие.НТ(i истога реда 
даје онај биномникоефициеllТ HapeД.Hoгpeд~ 

који се налази непосредно испод њиХ. Како 
су први БИIIОМНИ ' коефициенти ' једнаки једи-

ници, тј. (~) = ( .~) = 1 за свако ' п, то 

Иflдукцијом закЛ>учујемо да (~) претставл>а 

.... 
......... (п; 1) .. о оо ... 

k-ти број п-тога реда Pascal~oBa TpoYf,1la,' рачунајуll.и при томе први 
број као нулти. . 

(ју) Нека је Z . Х+ЁУ комплексан ' број. Степен zn 
сан као производ ОД ' ТI једнаких фактора z-: ' Дакле, 

Zl = (х+ Ёу)l = х + Ёу, 

Z2 ' (X+iy)2=x2+2ixy_y 2=X2_ y 2+2ixy, 

Z3 = (х+ Ёу)3 = х3 + 3 Ёх2у - З ху2 - Ёу3 = ха - Зху2 + i (3х2у _ у3), 
Ј' .' 

• • • • • • • • • • • • • . 0 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

, 
у општем случају, на основу биномног обрасца, је 

п 

Zn = (х+ ЁУ)" ~( ~) Х"-, "Џу)" = 

= ( ~ ) хn + i ( 7) хП-1 у '- ( ~ ) х"-, 2 у2 - i ( ~, ) ХП-8уЗ + ( ~) хП-4 у' + о • о о 

~ ( ~ ) хп _ ( ~ ) х,,-2 у2 + ( ~ ) хП-4у' _ . о оО 
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Дакле, 

. 
где ~' значи да треба сабирати само преко парних индекса џ, а 

где се предзнаци алтернативно мењају; исто тако је 

j{zn) =}2" + (~)x"-" yv, 
где }2" ' значи да 

дности индекса џ, . 

сабирање треба врщити само преко непарни;х вре-
~ 

и где се предзнаци такође алтернативно мењају. 

(у) Услед тога што је степеноваЊе уствари Мl:lожење, то је сте­
пен Zn лакше проучити, ако посматрамо модуо и аргумент броја z. 

На основу правила о производу више бројева l(В. тачку 5.3.(i) 
и (ii»,Tj. да је модуо производа од п фактора једнак производу 
МОДУЈ1а, и да је аргумент производа од п фактора једнак збиру_аргу­
мена та, добивамо, када су сви ови фактори међусобtfО једнаки, да је 

Iz"I-lzz .... z l=lzl !zl ... · lz l= lz ln, 
'-- п --.-Ј --- . А - ' 

Ј 

као и 

аге (zn)= аге (z z • . . . z) '- аге (z) + аге (z) + .... + аге (z) = n аге (z) ; '-- n-- 11' 

Дакле, 

и 

аге (zn) = П аге (z) , . 

тј.' ..кодуо сшеuеЈIG једна" је ешеuену .Atодула, д аРZу .. менш 
је п-шоешру"о.At арzу:ме,!шу основе. 

Преf\а томе, ЗlЩ ставимо 

БИће 
. z=ре(Э), 

О. 

(1) 

(2) 

сшеПена једна" 

(3) 

. Вадаци. 

l~О:цреди реални и имагинарни део, модуо и аргумент бројева: 

• 

1 о (1 + ј)" за 

'( 1 + ')" 20 1 . и 
-1 

2. Ако са [х] 
покажи да је 

. . 
п = 1, 2, 3, ..... ; 

( l - j)~ . . . 
I 

.', за ,произвољно п . . + 1 " . 
. . 

. ~ 

08начимо највеtицео бро]кqји 

j~ = ( -:- 1) [1112] '. или .• i( - 1) [11/']; 

према томе да. ли је 

3. 'Покажи .да је . 

п паран .. или .· непарс\Н. 
- . .-" 

".':" . ';':; ", . -

.(t'+iX)n ,,;(1 +jX)-'n 
1":' ix . . \ 1 ;": Џ' 

',' .' ,,' ~ . 

,. 

није већИ од . Х, 

• 



• 
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4. Покажи да јЕ: 
, " 

ј{(1 + ,х)4} = О . . за . х=Оили за х=± 1. , 
5. Реши једначине , • . " 

R. {(,1 + ~)~ };±ј {1 .,;. ,х)4} = О. 
" . 

"/ 
. -- -

6.2. Правила степена. (Ј) Некњ ·су " п И · Пl природни бројеви. · Како 
Је, према обращу (3), 

z'П zт = рП е(пЭ). рm е (mЭ):= рп :" т е {(п + т) е} = zп+т, . 

то видимо 

тј. да је 

да и закомплексне бројеве важи основно правило' степена, 

Zh ·zm:::.o:::zn+m 
, , 

3(1 целе и позитивне бројеве пи т. ' 

(Щ , Као и код реалних бројева, стављамо -пе дефиницwи, 
; 

zO", 1, 

ма какав био комплексан број z Ф О, '. и 

(4) 

(5) 

(6) 

. Овим се основно: правило ' степеновања (4) може проширити и на 
количник, тј. 

и то било да је п >, 

Јер, ,ако је п=т, 

или 

тада је 

или < т. 

zПјzт = Ј, а zП-rn = ;;;0, 

што је у сагласности са дефиницијом (5). Ако је п < т, тада је 

. znjzт = l jzт-n, а . zп-m """z-(m-n), 

'што је у сагласности са дефиницијом (6). 
Према томе, основно правило (4) важи ма какви били цели бро­

Јеви п и т. -
(Ш) Обрасци . (Ј) и (2), тј, образац (3) важи и за степеНОБање . . 

нулом и негативним експонентом дефинисаним са (5) и (6). 
Заиста, према (5) је 

. 
па Је 

јер је, по дефиницији, 

zo = 1 = Ј . е (О}, 

IzOI = l =рО, 

рО = 1 за сваки р.еалан број р, и 

'arc(zO) = O=O . arc(z). 

Дакле, обрасци (1) и (2) важе и за п=О. . 
На исти начин је, према дефиницији (6) (в. тачку 5.2. (ју», 

Ј Ј 1 
z- n= zn"" рПе(пе) ~ pne(-n l) , 
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. 
па Је 1 

1 z-n 1 ~ - ~ р-П, 
р" . 

јер је, по дефиницији, р-" = I/p", за реално р, и 

arc(z-")~ -пЭ--пагс(z). 
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што казује да обрасци (1) . и (2), тј. образац (3) важе и за негативне 
-експоненте. 

(iЩ На основу правила о коњуговању производа више бројева 
(в. тачку 5. 3 (Ш), (iY» непосредно видимо да је 

(z") ~ (z)" ~ z", 

.ј. коњуzoвана вредност сшейена једнака је сшейеН)1 1Соњуzоване вред­

·носшu. 

Ово правило важи за произвољне позитивне и негативне експо­
ненте, а специално је 

z-n ~ Z"!I Z 1 2П • 

ОУ) Моivге-ов образац. ~ Ако ставимо 

z=е(Э) и zп~еП(Э), 

. правило о аргументу степена, тј. образац (2), можемо написати и у 

облику 
(7) 

Дакле, п-ти степен јединице у правцу ~ једнак је јединици у 
правцу пЭ. 

Образац (7) експлицитно написан гласи 

(cos Э + i sin е)" ~ cos IlЭ + i sin п е, (8) 

и претставља тзв. Моivге-ов образац. 

Слично добивамо да је 

е-"(е) ~e( -пе) ~ ё(п9). 

(У) 10 Ако леву страну Моivге-ова обрасца развијемо по биномном 
обрасцу и упоредимо реалне и имагинарне делове, долазимо непосредно 

до израза који дају синусе и косинусе вишеструких углова изражене 

степени\\а синуса и косинуса једноставног угла. Тако је, на пример, 

sin 2 9 ~ 2 sin 9 cos е, 

cos2 ~? cos2e- siп2Э ~ 2соs2Э-l, 

sin 3 е ~ 3 sin е cos2 е - sin 8 е = 3 sin е - 4 sin з 6, 

cos 3 е = cos" е - 3 cos е sin' Э =4 соs"Э -3 соsЭ, итд. 

20 На .основу Моivге-ова обрасца ' можемо и обратно, степене 

синуса и · косинуса једноставног угла линеарно изразити ПОМОћУ синуса 

и косинуса вишеструких углова . . 

КОМПАексан број 

., 

'.' 
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у ту сврху треба поl1и од образаца . " , . 

2cose=e(&)+e( -{) 
и 

2 i sin G = е (е) - е ( - е). 

Ако ове обрасце степенујемо, десну страну развијемо по биномном 

обрасцу и на тако добивене чланове ' применимо Моivге-ов образац .. 
добивамо тражене изразе за степене синуса и Koc~~yca. 

" 

Тако. је, на пример, 

24coS4 е = {е (е) +е (е)}4 = 

=е4 (е) +4-е 8(е) е(е) + бе2 (е) е2 (е) +4-е(е)еВ(е) +е4 (Э)= 

'-=е (49) + е ( - 4-е) + 4 {е(2Э) + е( -ZЭ)} +6 = 

=2 {cos4e+4-соs2Э+3}; 
дакле, 

8 cos4 е = 3 + 4- cos 2 Э + cos 4- Э • 

20 Слично можемо и прозвод облика 

sinP Э cosq е 

изразити линеарно синусима и косинусима вишеструких углова. На 

пример, 

б4 sin4 e cos2 e = {е(е) - е(е)}4{е(Э)+е(е)}2= 

={е(е)-е(е)}2 {е (2 е)- е(2е)}" = 

Дакле, 

= {е(2е) - 2+ е(2е)} {е(4е) - 2+ е (49)} = 

= е(бе) - 2е(4-е) - е(2Э)+ 4- + е(бе) - 2 е(4е) - e(2&)~ 

=2 {2 -cos2e - 2cos4-e + cos6 е}. 

32 sin4 e cos2 e = 2 - cos 2 е-2 cos 4- Э+соs 6 е. 

40 На исти начин можемо, применом Моivге-ова обрасца, транс­

формисати и изразе облика 

sin р е sin q е, sin р е cos q е, cos р е cos q е, 

иди компликованије изразе облика ' 

sin Р е sin q е sin r Э сos s е, 

и изразити их, било линеарно сину сима и к()синусима вишеструких 

углова, било степенима синуса и косинуса једноставног угла. Ове 

последње трансформације су потребне у интегралном рачуну. 

(уј) На основу обрасца 

аП = гп е(nе), 

~ли из Чliњенице да је 
а" = а . аП-. I . , 
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можемо применом конструкције производа (в. 5. I (Ш» и количника 

(В. 5. 2 (у» постепено конструисати тачке које одговарају степенима 

као и 

о -1 а-2 -3 
а,а - , ,а , ........ . 

10 Нека је г>1 и 

0< а: <:It. Тачке а2, а· ..... 
(в. сл. 28) д06ивају се кон­
струкцијом сличних троуг­

лова О lа, Оаа2, Оа2 аВ , •• • 

Ако сличним поступком 

у супротном смислу, кон­

струишемо сличне троуглове 

01а, Оа-Ч, Оа-'а-Ј,,, оо, 

добивамо тачке које одго­
варају степенима а-Ј, а-2, 

• • а- , ... , ЧИЈИ су експоненти 

негативни. 

20 Ако ставимо 

р=гn, Э=nа:, 

и из ових једначина елими'­

нишемо П, добивамо да је 

р ~ Ae са А = г1/а. (9) 

Отуда видимо да се 

сви степени а" налазе на 

кривој чија је једначина у 

t: а' 

С.а. 28. 

поларним координатама дата обрасцем (9) и која се зове логаритамска 
или ВеrnоиШ-ева спирала. (ПО Ветпоиlli-у ЈасоЬи 1). 

30 Ако је г < 1 и О < а: < :It, или Г > 1 и - :It < а: < О, тада 
је спирала супротна смера од спирале дате на сл. 28, и завија се око 

почетка док е расте. Ако је, међутим, г < 1 и - :It < а: < О, спирала 
има, такође, облик слике 28. , 

у свим овим случајевима модули степена расту или опадају по 

геометрискdj, а аргументи по аритметичкој прогресији. , 

40 Кад је г= 1 спирала дегенерише на јединични круг, Izl~ 1. 

у овом случају Ile свим степенима а" одговарати само коначан . 
број тачака на томе кругу, ако је a:j:lt рационаланбројј ако тај 

количник није рационалан; ' степени а" распоређују се свуда густо 
по кругу. 

•• 
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3адаци. 

1. Покажи да је (1 +t)4k реалан, · а (1 + i)4k+2 чисто имаги~ 

наран број. 

2. Покажи да је 

( ~ ) - ( ; ) + ( ; ) = 4 ~ 2 cos 54~ 
и 

( 5) (5) (5) ,1-' 5;( 1 - 3 + 5 =4v2SlDi' 

3. Изрази линеарно синусом и косинусом вишеструких углова 

ове изразе: 

10 8 siп4 Эј 20 З2 siп 2 Эсоs'Эј ЗО 64 sin~ЭсоsSЭ; 
4061- sin·3 Эсоs·Э; 50 sinЗЭсоsЗЭsiп3 Эсos"Э. 

4. Изра.зи степенима синуса и косинуса jeAHOCTaBHor угла И3ра<;!е: 

10 sin 2Э sin 3Э; 20 cos 29 sinЗ9; ЗО cos 29 cos З9; 40 sin 9 sin 29 sin зе sin 49. 

7. Кореновање. 

7. 1 Корен. (i) Кореновање је, као и у реалном, инверзна операција 

степеновања. По · дефиницији, п-ти корен комплексног ' броја а је 

: сваки онај број 
п 

Z=~a , 

КОЈИ дигнут на п-ти степен даје а, тј. 

Zn = а. 

у скупу реалних и позитивних бројева кореновање је једнозначно 
одређено. Постоји један и само један позитиван број који је, дигнут 

. на п-ти степен, једнак датом позитивном броју. 

Међутим, у телу реалних бројева кореновање са парним експонентом 

или није одређено, ако је поткорена количина негативна, или, ако је 

она позитивна, парни корен има две вредности супротнога предзнака. 

у телу . комплексних бројева, као што ћемо видети, п-ти I(орен 

увек постоји и има тачно п, меtусобно различитих, вредности. 

(ii) Нека је 

Претпоставимо да постоје два различита п-та корена И3 а,И то 

Zl и Z2' 

Дакле, 

и 
. , 
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' Како Zl мора бити различито од нуле, јер је 

ОП=ОФа, 

то, деобом горње две једначине, добивамо 

Z:2 =(z.)n ~ 1. 
z 1 Z1 

Отуда, ако ставимо 

мора бити 
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(1) 

(2) 

Ова једначина је очевидно задовољена за e~ 1. Када би у 

телу комплексних бројева ово била једина вредност од 8 која задо­

вољава једначину (2), тј. када би 1 био једини п-ти корен из 

јединице, тада би, према (1), морало -бити 

Z2=Z1> 

тако да бисмо имали само једну, или ниједну вредност за z, односно 
." 

за Уа-
Уколико у телу комплексних бројева постоје још и други бројеви, 

8 k , различити од јединице, који задовољавају једначину (2), тј . такви 

да Је 

8nk~l, И 8k=F1, 

тада би из обрасца (1) следила веза 

п 

између појединих z-ова. Отуда бисмо добили и све вредности '1 а, 
знајуЈ1и једну од њих. 

(Ш) Посматрајмо једначину (2) којом су одређени п-ти корени 

из јединице. Из ње следи, уколико има 8-а који су =F 1, да њихов 
модуо мора увек бити једнак 1; јер је, ' према б.2. (1), 

18" 1 = 181" = 1 , 

а, како Је 161 позитиван број, то следи отуда, да мора бити ' 

181 ~ 1, 

јер је 1 једини реалан и позитиван број чији је п-ти степен једнак 
јединици. 

Према томе, 8 мора имати облик 

8=е(Э), 

а да би овај број задовољавао једначину (2) мора, према б.2. (ј), бити 

еП (9)=е(nЭ)= 1. (3) 
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Како је 

e(t)= 1, кадгод је t~ ±2kтc, k~O, 1'2' .... ' 

то И3 (3) следи, да мора бити 

пЭ~ ±2kтc, 
а отуда 

'.' 2kтc 

e~± ,k=O,I,2 •...... 
п . 

Према томе је 

E=Ek=e(2~ТC). . ±k=O, 1'2' ...... _ 

и ако броју k можемо · дати све вредности О ± 1, ± 2 •.... , 
је изразима (4) дефинисано само п различиТих iвредности од Е, 

(2kТC) . Ek=e -;- са k=?,1,2, ... ,n-l, 

(4-) 

ипак 

и то 

(5) 

јер сваки цео позитиван или негативан број k можемо написати у 

облику 
k=:nq+p, . где је O<.p <' n-l, - ' 

и где р може узети само вредности 

О, 1, 2, ...... , п - 1 , 

(р Је остатак деобе броја k са п), па је 

е (2:ТС) = е (2nqТC:2PТC) ~ 

= е (2:ТС + 2qтc) = е (Z:ТC). 

Према томе, аосшоји шачно п различитих п-ших корена из 

јединице Ek , који су дати обрасцима (5). 

(Iv) Ако постоји једна вредност Zo од n-у а, то на основу прет­
ходних резултата видимо, да их, према (1), мора бити тачно п. Ови 
корени се међусобно разликују мултипликативним факторима Е[и И 
сви су они · дати изразима 

(6) 
Ставимо 'ли 

а-ге(о;), 

тада је по дефиницији 

а отуда ' (в . 6.2 (1», 

и 
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" Како постоји један и само један позитиван п-ти корен из пози­
тивног 6роја, то из прве од горњих једначина добивамо 

.а из друге 

IZol = nу! ~, 

а: 
аге (zo) ~-. 

п 

Пре;'v\З томе, једна вредност п-тог корена је 

Z. = ; ге(:), 
.а остале п - 1 вредности су тада дате обрасцем (6). 

Према (6) је 
. а: 2krr ' 
аге (Zk) = аге (z.) + аге (6k)=-+- , 

П П 

тако да број Z. има најмањи аргумент, и ову вредност називамо 
:tлавна вредност п-тог корена. 

Према томе, ако са 

п 

()значимо главну вредност од уа, сви п-ти корени броја а дати су 
изразима 

n_ n_ (2krr) . , 
СУ а) 6, ~ {"уа} е п ' . k ~ О, 1, 2, .... , п - 1. 

Дакле, у телу комплексних бројева постоји тачно п вредности 

п-тог корена. 

(у) Јасно је да овај општи случај обухвата и кореновање нега­

тивних бројева. Јер, ако је а < О, тада је 

a<-=Iale(rr). 
п . . 

Према томе су све вредности 'Уа дате . изразима 

VIll1 е (:) е (2:rr) = Vla , _е С +: krr), -k = 0,1, 2, ... , п - 1 . 

Тако су, на пример, за n=2, обе вредности квадратног корена 

,1- (rr) - - (зrr) -Ф' е 2= i V lа' , v 'а' е 2 ~ - i V : аl , 

.дакле, чисто имагинарне. 3а ' п = З, вредности _ треЋег корена су 

3 __ (rr) ;1- (Зrr) ~/_ ~/_ (Srr) V lale з ' , Ја/[ е -:з = -- у laJ и _ ,Ј аЈ е З ' 
ОД којих је, види се, . једна реална и негативна,а остале две су има­
rинарне. 



56 

Вадаци. 

1. Покажи да је: 10 ~i ~ , ~ {+ '12 '+ '/2 + i '12 - У2} -: 
б 

20 1V'"1- i I = '/2, are(V'"I- i) = - are(i-i-- 1), или 

~ аге {1 + 'Ј 3 + (1 + 'Ј 3) ё) . 

2. Одреди реални и имагинарни д~o квадра1'tlих корена 

10 3-4ёј 20 - 7 -t:24ij 30 - 11 +60ёј 40 5-12ёј 

50 4 pq + 2 i (р2 _ q2) . 

4-'----0 
3. Одреди: 10 '11 - ёј 

3 :-----; 

20 ,/1 + i. 
У '/2 ' 

5--:----; 
30 'Ј 1 + i . 

7. 2. јединични корени. (i) п-ти корени из јединице 

6k=ee:1t),k~0, 1,2, .... ,n-l, 

[Де(/ Ј. 

бројеВ(k 

КОЈе зовемо још п-Ши једшtUЧНu корени, или, укратко, ЈеДИНИЧН!-t> 
корени, су једине вредности које задовољавају једначину 

zn = 1. 

Другим речима, биномна Једначина п-тог степена 

zn_ 1 ~O, (I} 

у телу, комплексних бројева има тачно п корена, и то 

Zk = е = cos + t sin , _ (2 k1t) 2k1t. 2k1t 
п п п 

k = О, 1, . ... , п - 1. 

За поједине вредности степена п биномну једначину (1) можемо, 
решити и алгебарским путем, између осталог, кадгод се бином zn - 1 
може раставити на ' факторе нижег степена. Тако је, на пример, , 

Z2 - 1 = (z - 1) (z + 1), 

z8-1 = (z- l) (Z2+ Z + 1), 

z4 -1 = (Z2+ 1) (z - l) (z+ 1), 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Из ових једначина видимо, да јединичне корене у овим случаЈевима , 

можемо изразити и овако 

n=2: +1, -1, 

п = з : + 1, -~ + i '123 , 1 . -v 3 
- - -t--, 

2 2 ' 

- I , + ё, .,...,.. l, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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На тај начин поједине јединичне корене можемо алгебарски изра­
зити свођењем биномне једначине (1) на једначине другог степена. 

Напоменимо, при томе, да се ~дређивање 5-0Г, б-ог, В-ог, lD--ог и још 
неких јединичних корена може свести на решавање квадратних једначина, 

док се, на пример, одре1јивање 7-0Г и 9-0Г јединичног корена своди на 
решавање једна чине З-ег . степена, а осталих и на једначине вишег 

степена. у сваком случају одређивање п-тог јединичног корена можемо 

свести на решавање једначине чији је степен у пола мањи. 

(Н) Како је (в. 6. 2. (ј» 

e(2~1C) = ek ( 2: ), (2) 

то видимо да свих п јединичних корена добивамЬ уэастопним степе-
новањем једног од њихи то корена 

6 = е( 2n1С); 
дакле, 

6k ~ 6k, k = O, ],2, ... , n-]. (3) 

Како је поред тога I Е I ~ ], то у овом случају спирала (В. 6.2. 
(1) на којој се налазе сви степени корена 6 

нични круг, а њима 

одговарајуће · тацке 

се равномерно распо-

ређују по томе кругу. З G 

г 1 
Е. 

3 

. 
дегенерише на Једи-

2 

С.- I=С7ј 

~ 6 

Према томе, тачке 

·КОје одговарају п-тим 

јединичним коренима 

претстављају темена 

правилног n-тоугла 

уписаног у јединици и E.=1~C6 
5 

. . 
круг, ЧИЈе се Једно 

теме налази на реал­

ној оси, тј. у тачки 

8~ =80 = ]. 

С. 

<; 

СА. ~9 

(Ш) Степеновањем јединичног корена 61 =е ( :1С ) добивамо посте­
пено свих п јединичних корена и то редом, · као што је то показано 

на шестоуглу и седмоуглу слике 29. Међутим, то не мора БИТIf случај, 
ако место јединичног корена 61 · узмемо неки други јединични корен 
и образујемо његове уэастопне стецене. Тако, на пример, ако за : n = б 
уочимо јединицни корен 

62~ e( 2 'б21С ) = е (~_), 
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после четвртог степеновања; . 642 ,постаје 

-64.~e (8зЯ )=е(.2; )=62' 
, 

-.-
тако да постепеним степенрвањем јединичног корена е. добивамо 

свега три темена 

правилног шестоугла, док бисмо степеновањем ]единичног корена 65 

поново добили свих б ' темена (в. сл. 39). 

l' 

СА. 30 

6' 
з-

Међутим, узастопним степено-' 

BaЊ~M м а к о г седмиг јединичног 

корена =!= 1, добивамо с в е седме 

једини чне корене, с том разликом, што 

се теМена правилног седмоугла пове­

зују другим редом (в. сл. 31). 
Док повезивање степена једини ч-

(2") . ног корена . е п даЈе правилан кон-

вексан n-тоугао, дотле узастопни сте­

пени других јединичних корена дају 

или звездасте 'n-тоугле, или се распа-

дају на више конвексних или ' звездастих многоугла нижега реда. 

Они п - ти јединични корени који имају ту особину да им њихоIlИ 
узастопни степени дају с в е п-те јединичне корене, дакле, IЮД којих 

1 . Ј 

\ 

7 .. 7--... __ 

б 

СА. 31 

се звездасти полигон не распада на два или више полигона, зову се 

llрu.м.UШU8ltu једultuчltu !Сорени. 

Тако су, на пример, кад је п прост број, сви јединични корени, 
осим 60 ~ 1, примитивни јединични корени. , 

(ју) Применом обрасца (2), или (3), тј. из чињенице да су сви 

јединични корени степени првог, можемо лако одредити збирове сте-



пена свих јединичних корена, и то · свођењем на сабирање геометриске 

пРогресије. Тако је, за р < П, 

. 
а како Је 

• 
и 

еР =ј:. 1 за р < П, 
то је, дакле, 

п -1 

L.:ePv~O за р~1,2,З, .... ,n-l. , 
"=0 

За р = n, 
. 

очевидно Је 

n-1 n-l 

.:г: еn " ~ L.: 1 =n. 
"~O "=О 

ва даци. 

1. Одреди за n=2, З, 4, 5, 6, 8 и 9 бројеве: 
п п п 

10 '1 - 1; 20 '17; зо '1 - i ti нацртај их. 
9 12 15 

2. Нека ј<!: 10 '11; 20 '11; 30 '11. Који су међу овим бројевима 
. треl'iи јединични корени, а који њихови степени'i' Који су примитивни 

корени? Колико има различитих звездастих полигона, а колико од 
• 

њих се распадају на полигоне нижег реда 'i' 
. 1 + ја 

3. Н ека је а реално; знаЈУl'iи да 1 . има облик е (С1), реши 
-щ 

једначину 

( l+јХ)4=1+ја. l-јх l-ја 

4. Растави на линеарtiе факторе полином 

. 
5. Нека је 

покажи да је 
I 

х2 - 2рх cos с1 + р •. 

е~е(2Я). 
З ' 

. x2+y2+z2_xy'-уz-zх~(х+еУ+БZ) (X+ey+ez); 

на основу тога растави полliном -. 
. xB -3uvх+(u"+v") 

на лине ар не факторе. 
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.6. Ако је п прост број, покажи да су сви n~ти јединични корени 
примитивни осим 80= С 

~, 

7. 3. Равломљени еI<СПQненти. О) Основна правила кореновања која 
смо срели код реалних бројева важе и за комплексне бројеве, с том 

разликом што п-том кореНУ9роја а одговарају истовремено п 
п 

различитих врецности расутих равномерно на кругу полупречника 'Jilll. 
Ово треба увек 'имати на уму. 

Тако, на пример, образац 

п m nm 
V а • V а ~ "';-а=m-С-+-п (1 ) 

каЗУЈе, уствари, да одређеном п-том корену ИЗ а, 

п 

ZJ ~ 'Ја, (2) 

и одређеном т-том корену из : а, 
т 

Z2 = 'Ја, (3) 

одговара један одређени тn-ти корен из ап + m 

такав да је 

Заиста, из (1) и (3), по дефиницији, следи 

а отуда 

тако да, кад ове две једначине измножимо, добивамо 

Дакле, Z, ' Z2' тј. Z., 

жено једначином (4). 
је један тn-ти корен из аm + n , што Је изра-

На исти начин треба интерпрети сати и опште правило кореновања 

п т nт 

V аР . V а q ~ Va-cp::-:m=-+o-q=n , (5) 

које казује да производ ма ког п-тог корена И3 аР и т-тог корена 
из aq даје увек одређен тn-ти корен из арm + qn. 

(Н) Ако, као и у реалном, дефинишемо рационални експонент 
Једначином 
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n.::.......-
имајуl1и при томе у виду да -V аР , према томе и аР/п, претставља 
истовремено п различитих вредности расутих по кругу полупречника 

1 а IP/n, тада се једначина (1), односно (5), са овако проширеном интер­
претацијом, своди на 

а1/n • al /m = al/n+ I/m, 

односно на 

аР/П. ач/m=ар/n+ч/m, (б) 

тј. на основно правило степеновања са целим позитивним или нега­

тивним експонентима нав:едено у 6.2. (ј). 

(Ш) Смисао правила .(5), односно (б), као и ПОЈам главне вред­
ности корена можемо лакше увидети ако разло~љене експоненте 

геометриски интерпретишемо употребом спирале наведене у 6.2. (vj). 
При геометриском претстављању целих степена 

а-О а-1 аО а1 а2 - . . . . . . . . -, '_ " ,а , ... . .... . 

броја а = ге(а;), добива се, уствари, само низ изолованих ' тачака 

поменуте логаритамске спирале Sl' чија је Једначина 

51 : р = л е са л = гl/а • 

Ако желимо да ову спиралу гушliе попунимо, треба између макоја 

два степена да уведемо низ нових разломљених експонената. На пример, 
а'/, између аО и а1 , или а'/. између а1 и а2, итд., или а'l. 

и а'/, између аО и а'/· , односно 0'/' - И а1 ИТД. 

у том случају l1емо на спирали 51 До~ити гушl1е расп<ј~еђене тачке , 
јер је разлика аритметичке прогресије по којој расту аргументи мања. 

Како је, међутим, 

а'/'= + -V а, 

то добивамо две тачке + -V а и - "а са истим модулом + -V lа l и 

аргументима . е ( ~) и е ( ; + п) . 
Дакле, на симетрали угла а; треба пренети у оба правца "Тйт: 

Тачка + -yтai лежи на симетрали угла а; и на првобитној спирали 
између тачака аО и а1 , док се, због - '1 1% појављује и друга тачка, 
која се више не налази на овој спирали, веl1 се она и све тачке - ak /2 

налазе на једној другој спирали, 52' Спирала 52 настаје обртањем 
2п . "-

спирале Sl за угао Т' Настављајуl1итај поступак деобом угла а; на 

а; 

- и 
2 а; б'" . . 3- до ипемо, поред двеЈУ нових тацака на ПрВОЈ спирали, ЈОШ две 

нове спирале, 5'. и S.", које настају изспирале S1 обртањем за 
2п 4п 

углове 3- и з-' (в. сл. 31,). Уметањем све нових и нових разломљених 
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-' 
еКСПОI:lенат~, с једне стране, згушњавају .се тачке на првобитној спи-

. рали 51' а, с дI;yгe стране, остале вредности aP/ Q се расипаЈУ ПО ' 

. целој комплексно ј равни, и то по спиралама добивеним обртањем спи-
2kл 

рале 51 за углове Док ове остале вредности тј. тачке, остају 
q 

1. 
о. 

• 

- --, 

СА. 32 

изоловане на овим спиралама, дотле се главне вредности п-тог корена 

све више згушњавају на основној спирали 51 и на овој кривој се 

постепено свуда густо распоређују. 

(jv) Адекватна дефиниција ра1.l,ионалног експонента, тј. једнозначна 
дефиниција степеновања реалног и позитивног броја, како рационалним 

тако и ирационалним и имагинарним експонентом, излази из оквира 

алгебре. 3а дефиницију ових операција потребан је појам граничног 

прелаза, како за реалне, тако и за имагинарне бројеве, што спада 

у област анализе. (Види вежбе 8. 19-21.) . 

Задаци. 

3 

1. Нека је 6= 1'1; 
и~а ових бројева. 

. -

3 4 3 4 

одреди; V 6, V 6 И V & • уе. и види колико 
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2. Образложи образац 

у смислу тачке 7.3. (ii). 

З. Покажи да је 

- l/T - . l/T 
'1 z= ± Vz(vx2 + у' +х)± i VZ(VX2 + у2 -х), 

И дискутуј знакове десне стране. ПРffмери: z = .- 1; z~ ё; z=5 - 12 ё; 
z-3+ 4i; z = 16 - 30ё. 

4. Нека су а и Ь комплексни бројеви; Юiђи у,:.::лове да једначина 

z2~2az+b=O 

има: · 1 о реалне корене i 2' чисто имагинарне корене; 3' једнаке корене; 
40 коњуговано-комплексне корене; 50 покажи да су 

jbl=l, lal < 1, агс(Ь)=2 агс(а) , 

потребни и довољни услови да оба корена буду на јединичном Kpyry. 

5. Реши једначине: 
1 о Z5 - 1·- О; 20 Z6 - 1 = О; 30 Z8 - 1 ~ О. 

б. 3нају!1и да је cos ~ ~ '112' израчунај я: 

cosrz . 

7. 3нају!1и да је 
11: -

tg g = '1 2-1, покажи да је 

11: - - -
tg- = '12 + '16 - '13-2. 

24 . 

8. Образу ј обрасце који дају tg ;, а tg­
- 4 

а 
и tg 5 помо!1у tg а. 

9. Покажи да је 10 tg~~V5-2У5 ' 
5 ' 

30 tg 3я: = _ V5+2V5 ' 
. 5 ' 

40 tg 4 Я: ~- V5~2V5. 
5 

8. Вежбе. 

8. 1. Опште веЖбе. 

1. Покажи да је: 

10 
1, 

А= 1, 

1, 

-
ај а 

Ь, Ь 
~ 

с, е 
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чисто имагинаран број (А = - А) и да је 
i . 
-А 
4 

површина троугла 

а, Ь, с; 

20 Ј {аЬ } с + }{Ьс} а + Ј {са} Ь =.0, 

и ' то узевши у обзир да су оба израза 

аЬс + аЬс + аЬс 
и 

аЬс+аЬс +аЬе 
међусобно једнака. 

2. Реши једначину 
аге ( ke (13) + х Ј = а;, 

где су х, k, а; и 13 реални бројеви. 

Покажи да се (1) своди на 

ke«(3)+x =е(2а.) 
ke(~f3)+x . ' 

и да Је . 
х ~ k е (2 а; - (3) - е (13) = k е (13 - а.) - е (а; - 13) ~ k sin «(3 - а) . 

. 1 - е(2а) е(а)-е(-а) . sina 

Интерпретиши и провери синусном теоремом. 

3. Покажи да се неједначина 

ако је квадрирамо и ставимо 

av=zv2 са zv~xv+iyv. 

своди на тзв. Cauchy·eBY неједначину 

п 2 Я п 

(~ ху уу ) < (~ X v
2
) (~y,;} 

и да су те две не]едначине еквивалент не. 

4. Покажи да за свако одређено с можемо ставити 

п 

П (а/ + Ьу2 с) = А2 + 82 е; 
11=1 

посматра] специалне случајеве е = + ]. 

5. Ако је (х, у) рационална и симетрична функција, тј. 

f"(x,y) = I(x,y) , 

и ако су јој коефициенти реални, тада је (а, а) реално. 

(1) 
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Примери: 

6. Реши квадратну јlщначину 

х2 
- 2ах+ а2 + Ь2 =О, 

{х' - 2ах+а2 + b2~(x - а)2 + Ь2 ). 
Примери: 10 x2 - 2x+3~O; 20 x2+x+l~O; 

30 х2 - Х + 1 + i = О; 40 х2 - 4 ix - 7 - 4 i ~ О. 

7. Нека је k реалан и позитиван број. Из 

a/b=i-V2 и ab~k 

'Одреди а и Ь. . Колико решења има задатак? 
'0-, .. ';3>0 

8. Нека је 
а = Ct + ~ е (е) и а' = џ.' +~' е СЭ), 

:где су a,~, а' и ~' реални бројеви; докажи да 11з 

а' = а . . о! =. а и ~' = ~, 

само ако Је О < е < те. 

65 

9. Зашто је за конструкцију производа две дужи потребно дати 
јединичну дуж, а за збир . није? (Види т. 2.2.). 

-
10. Покажи да је треllи аксиом тела, тј. комутативни закон саби-

рања, последица осталих аксиома тела, ако четвртl:!.. аксиом, због не-...... 
комутативности збира, Допунимо овако:" За дато А ' и В постоји 
један и само један ' елемент Х из Т такав да је 

\. 
А+Х=В, 

'" Један само едан елемент У такав да је 

У+А =В.И , 

{Упутство: (А + В)(' + 1) СА + В) 1+ (А +В) 1 = А+В+ А+ В; 

(А + В) (1 + 1) = А (1 + 1) + В (1 + 1) = А + А + В+ В}. 
11. Да би једначина 

az+2b+ez=O, 

била задовољена за бескрајно много вредности од Z, тј. да би она 

претстављала праву линију, ПОТ(Је6но је . и довољно да корени Zj и 

Z2 једначине 
az2 +2bz+e,=O 

имају или ИСТИ модуо I z, I ~ I z.l, или исти аргумент аге (z,) = аге (z~). ' 

12. Стављајуllи 

S ~ cos х + cos 2 х + cos З х + .... + cos nх, 
.• ' о', , 

Sl ~ sinx+ sin2x+ sin3x+., .. + sinnx, 
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множењем друге једначине са i и сабирањемса првом покажи да ј& 

n+l . nx . n+l .nX cos хsш- SlD ХSША" 
2 2 . 2 ~ 

8 = и 51 = -.-----

sin _Х ' . Х 
SШ-

2 2 

13. Ако Је п цео позитиван број покажи да је : 

( п) (.n) (п) - пп О - 2 + 4 - .•.... = -У2" cos 4 
и 

(п - (~) + (~) - ...... ~ V2n sin п; . 
14. Нека су А1 , Ах , .... Ап темена правилног n-тоугла, упи­

саног у круг полупречниi<а . r и нека је М 'произвољна тачка i изра-
. , 

чунај збир 

" 
5 = 2? MA v' 

у = 1 

кад се тачка М налази на кругу (8 = 2nг2), у кругу и ван круга_ 

15. Ако је п производ из два проста броја р и q, покажJ.t 
да има 

( 
I 1 ) , п I- p - q +1 ' . 

п-тих примитивних једv.ничних корена. 

16. Ако са [Х] означимо највеЋИ цео број који НИЈе веЋИ од х: 
• • 

И ставимо z = x+ty, покажи да Је 

nl,l 

10 R {zn} =,~ ( - 1)" (:v )хп-.v y~vi 

[nl,] 

20 . ј(zп) _ '" (_ 1)"( п )хп-.v-1У2V + 1. 
..с., 2v+ 1 ' 

." v == О 
п 

ЗО R{Zn} + j(z") = 2: (_lрОItJ ( ; ).хп-• yV. 
"=-О 

40 Како гласи одговарајУЋИ израз за разлику 

R {Z") - Ј {ZП} ? 

17. Како се распоређују тачке 

(4+Зi)П 5 .'. 
за п = I ј 2, З, ..... . , . 

-
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1& Покажи да су све нуле полинома 
10 R{(x + iћј 20 J{(x+i)n}j 30 R{(I+ix)n} ±ј{(1 + ix)n} ј 

40 R{lф +ix)n}; 50 Ј{а(1 + ix)n} , реалне и одреди их. 

8. 2. Степеновање - проиввољним експонентом 

19. Докажи: 
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10 1(1 +z)n-ll < (1 + Izl)n - 1; {Развијањем по 6иномном обрасцу 
и применом неједначине из 4.3 (ii).} 

20 За - l < х < 11 је (l+х)П < I-t 1+ nx -; (Применом8еr-n- х- nх 

поиlJi-еве неједначине на (1-1~x)n,jep је овај израЗ~(1:Х)П; 

- 8етпоиlli-ева неједначина гласи: (I+h)n;>l +nh, за h>-l и 
п = 1, 2, З, .. . . ,}; 

З' За произвољно комплексно z 

(На основу 10 и 20.} 

20. Низ 

( z )" ' l+
n2 

~1 " Kaд n-:; оо; 

( . х)" -1+-; ,n=I,2,3, ... 

тежи коначној и одређеној граници, кад п ~ "" , За сваку реалну 

вредност од х. Ако ову граничну . вредност ознацимо са ехр(х), 
тј. ставимо 

, exp(x)~!j~ (1 + ~)n, 
, 

", тада је овим ехр(х) једнознацно дефинисан за сваку реалну вред­

ност од х и: 

тада 

l' за произвољно реално х и х' је 

ехр(х+:У!)=ехр(х) . ехр(:У!); 
20 ехр(О) = 1; 

30 ехр( - х) = l{еХР(Х); 

-40 Ако вредност ехр(l) ознацимо са е, тј. ставимо _ е=ехр(I), 
је 

21. 

ехр ( ~ )=eP1n , за произ~~љнеЦ~јЈе бројеве' р и 

Изрази , 
( 

z)n . 1 + _. ,li~ 1; 2;3, ..... 
п . . 

, . 

п ,*0. 

5* 
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су јеДНО8начно одређени и 8а ПРОИ8ВОЉНОКОМIJлексно z. Према томе, 
ако постоји грilНична вредност 

liт ( 1 + -=:')" , 
n=QI) П 

њоме је јеДНО8начно одређено и exp(z), 8а свако комплексно z, тј. 

exp(z) _ liт (Ј +~)n. 
n= OO~ П 

• 
ЈО 3а чисто имагинарно z, тј. за z~iy, 

liт (1 + iY )" 
n.= (» П 

постоји и једнак је 

с' 

с 

, 

а 

Даље, 

е (у) =cosy + isinYi 

, 
, _"" 

А 

А 

о CQS !i Р 
п 

СА. 33 

'i 
п 

дакле, 

exp(iy)~cosy+isiny ~ e(y) . 

ДОI<ав •. Ако ставимо .. 

h =1+- -е-. iy (У) 
п П П Ј 

. тада Је 

I h" I <t( f ) ( 1 ) 

Јер је 

(види сл. 33), 

(
1 + iY )" ~. [e(L) 1 + iY/n]" = е(у) [1 + 1+ iyjn - е (у/n)]" = 

п п е (у/п) е (у/п) 

- е (у) [1+ h" е( - у/п)]", 

а, према 19,3° и (1), цела угласта заграда тежи јединици кад п -+ <XI. 

20 3а произвољно комплексно z = х + iy, горе дефинисано ехр (z) 
постоји и 

exp(z)~exp(x) . ехриу), 



8.2.] 69 

јер је 

( 
Х+ iY)n [ ixy ЈП = 1+ 1+ • 
п n2 +n(x+iy) 

а последњи израз у заградама (према 19,30) тежи јединици, кад, п ~ ОО. 
30 За произвољно z и z' је 

' ехр (z + z') = ехр (z) . ехр (z'). 

40 За целе бројеве, р, q, п =1= О и т =1= О, је 

exp(~ +i~)=ep/ne(~)= 
• 

= еР/n {cos ~ + i sin ~} = epin eq/m (1), 

где је 
т 

eqjm (1) = ,/7"( c--'оС":"s'1-+--:t";"-' s""'in----;"'1 )"'q , 

. уэимајућИ за корен његову главну вредност. 





ДЕ О П. 

ПРИМЕНА У ГЕОМЕТРИЈИ 

1. ТаЧ1(а, дужи, углови 

1. 1. Вева са анаЛИТИЧ1(ОМ геометријом. (1) Како је свака тачка 

равни једнозначно одређена комплексним бројем, то се многи проблеми 

планиметрије и аналитичке геометрије могу решавати комплексним 

-бројевима, и то често лакше и прегледније. Штавише, цела аналитичка 

<геометрија у равни се може иавести употребом комплексних бројева. 

Модерни уџбеници аналитичке .геометрије уствари и оперишу искљу­
чиво векторима, а ови се, у равни, своде на комплексне бројеве. 

Место да сваку тачку равни одредимо са Д в а реална броја, 

као што је то случај у Ј(ласичној анали'тичкој геометрији, одређујемо 
је , сама ј е Д н и м камплексним бројем. Овим се број праменљивих или 
непознатих, каа и брај једначина смањује, а самим тим адгаварајУћИ 

.аналитички изрази, као и рачун са њима, постају. једноставнији. Збаг 

'Тога се да мнагих резултата брже долази упатребам камплексних 

. -бројева - вектора, . него применам коардината тачке, тј. класичним 

. методама аналитичке геаметрије. 

(11) Дуж. Однос дужu. Овде ћема са 

z~х+iу=ре(Э) 

41ЛИ са 

Zk=Хk+iУk:"'Рkе(Эk), . k=O, 1,2, ... П, 

-означавати комплексне брајеве каји одгаварају тачки Z, .однасно 

'ТачкамаZk' така да су х ' И У, аДНQ~НО ... Xk И У;; правауг ле, а 
$Ј и Э, . .односно Pk и Эk паларне каардинате та'!ака . Z .однасно 

Zk' Вектаре палажаја крји одгаварају .овим бр.ојевима, аднасно , 
--+ --+ --) --) 

'rачкама, азначаваћема са OZ и OZj" . дак ћема .обично под .Z 11 Zk . , . . 
--) . 

подразумеВ~ТIf слобадне џ,екторе, тј. памерања; са Zj Zk означаваliемо 

,ве,:нm !!~~TPPCa по'!е1'намтачкам Zj и крајњам тачком Zk ' (тј. 
9РИ~1писа.н'У дуж), а с1} ,~j?h мерни број дужl'l ?ј Zk' 
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. 10 Растојање тачака Zj и Z2 је 

d= У(х1 - Xz)' + (УЈ - У2)'; 

ОвО Је модуо броја Z1 - Z" тј. 

-

и 

ТЈ· 

1. 

d~lz1 - z.l. 

Према томе d' можемо писати и у облику 

d'= 1 Z1 - z.I'= (Z1 - Z.)(Zl - Z.) ~ IZ112 + IZ2 1z - Z1Z2 - Z,Z1 ~ 
. ~:~ -

. = I Z1 12 + 1 z212 
- 2 R {Z 1 Z.} . 

20 Координате средишта Z дужи Z1 Z2 су · '. 

X~ Х1 ;Х. =R{ Z1;Z2} 

Y~ Уl+У' 2' 

• 

и ~--------------~~22 
fJ. --------- - ---
2 I 

"2 

I 
I 

IУ,-у' 
У, --_J~'!'-------1 

I I 
, I , 
, . I 

о х, Х, • 

с .... 34 

~."'Y, 
г 

'1, 

о 

г, 

.%, 

,)! 
I 
I 
I 
I , 

С .... 35 

Координате:тачке Z која дели дуж Z1Z2 у односу q:p, тј. 
тако да је 

i 
" 
~ L ______________ 9,7 :Ј 

!I Z 
I 

I 
I 

с .... 36 

су 

дакле, 

( 1) 

РУЈ + QY2 . 
p+q • 

z=x+iy= PZ1+qZ2 (2) 
p+q " 

са р>О и q>O . . 
у општем случају, било 

да се тачка Z налази измеђУ 
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тачака ·2, и 2., било на продужењу дужи 2122 са једне или 
са друге стране, под односом t~q/p по коме . тачка 2 дели дуж 

2,22 подразумева се однос 

2,2: 222 = q: р= t. 

При томе се краЈње тачке дужи 2,22 И тачка 2 узимају у в е к 

овим редом 

11 сматра да су дужи 212 и 222_ ориентисане и да су њихови мерни 
бројеви 22, и 222 иста или супротна предзнака, према томе да ли .. су 
те дужи иста или супротна смера. Тада се тачка 2· дата обрасцем 
(2) са P+Q>O, налази на продужењу ·дужи 2,2; , и то са стране 
тачке 2 ? ако је р негативно, а са стране тачке 21 ако је q нега­

тивно. Ако ставимо 

z, +tz. z= . , 
1 +t 

тачка 2 се налази са стране тачке 2. ако је 

тачке 21 ако је - 1 < t < О, а између тачака 

'>О. 

t < -I, са 

2, и 22 
стране . 
ако је 

(Ш) Yzao. Углове увек сматрамо да су ориентисани и мерени у 
позитивном смеру (в. тачку 1. 3. (ii)дела 1). Углом што га заклапа 

ориентисана дуж са позитивним смером Х-осе одређен је правац те 

дужи; обратно ови углови, као и углови које дужи међусобно закла-._ 

пају, одређени су њиховим правцима. 

10 Нагиб tga дужи · 212. 
да.т је обрасцем 

tga=Ya - У. , 
Х2 -Х, 

док је (В. сл. 37) 

са 

sina =У. - У, 
d ' 

d=l z2- z.l· 
Множењем другог обрасца са 

i и сабирањем са прв_им, добивамо 
...... 

() 
Z2-Z, Z ••. _-,Z':.... -

е ct = :00:::--

'\ d I Z2 - Z, I . 
Лрема томе је 

a-arc(z, -- z.)- (3) . 

о 

С .... 37. 

• 

z · ._-- 2 . 

'" 
:г, ... 

о 

С .•• 38 
.. 
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угао, · м~рщ{ У ЦQiЩТЩЩQ~ C;l\\~PY, ЦlTO г~ ~!щ.щша орисщтисана дуж 

• , г, Z2 са поз'итивнимсмеРОII\ Х-осе, тј. угао којим, је одређен правац 
• 

ориентисане дужи 

20 Угао 
Zj Z •. 

у -=а' - а: Ј 

који заклапају 

оБРасцем 

ориентисане дужи Z,Z. и Z,Za· (в. сл. 38) дат је 

tga.'- tga. 
tgy· =. . 

I +tgatga' 
--tt· 

Међутим, како овај угао претставља . разлику праваца дужи Z, Za И 
.t · 

Z, Z2' то се, према .(3), он може краве изразити и QЈЩ!Ю 

у ~ аге (Za - Z,) - аге (z. - zд = аге (Z8 ' 'Zl) . 
Z.-Z, 

у у' 

у ------y7t---R 

Х. 

, у 

у 

';(' , , , 
Х · 

С,,-. 39 

С"-.40 

х . 

. Z' """ ze ( - а;) 
Отуда добивамо 

х' 

х 

или 

(iv) Транелацuја и рошацuја. 
10 Изврщимо транслацију коор­

динатног . система ХОУ у по­

ложај Х'О' У' (в. сл. 39) тако 
да се почетак О' поклопи са 

тачком Zo. Ако означимо са 

х' и у' координате тачке Z у 

новом координатном' систему, 

тада из 

-+ -+ -> 
Z~Zo+z' тј. Z=Zo-l-Z', 

следи 

х' 

x' ~x-xo и' У'=У-Уо ' 

20 Извршимо ротацију 
координатног система ХОУ 

око координатног' почетка 

за угао а, тако , да ДОђе 

у положај Х' О У'. Коорди­
нате х' и у' тачке Z у 
односу на координатни си­

стем Х' О У' добивамо оду­
зимањем угла а од аргу­

мента броја z, тј.множењем 
овог броја са е ( - а). Дакле, 

z~z'e(a;). (4) 

х' + iy;." (х+ iy)( cos а. - i sin а.) , 

=xcosa+ у sina+ i(y cosa-xsina;), 
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тј. 
~' =х cQS а + у sin а, у' = yc;os а - х sin а. 

Обрнуто из друге једначине (4) можемо, слично, If.'!разити ~ и у, 
помо!;у ' х! и у'. 

(v) Површuна. 10 Нека су д:пе тачке Z1 и Z.; површина тро­

угла OZ1 Z. износи 

и 

р =Ј.. Р1Р2 sin (6. - 01)' 
2 о 

Како је , 

P1 = z,e(-6,), P2=z.e(:-6.) 

in (6 _ Э ) _ е (6. - 6,) - е (е 1 - 62) 
s • '. 2( , 

то' је 

р = Z, ~2 е(-9,-9.) (е(92 - 9,)-е(9,-9.)} = 
41 ' . 

, -=Z, z.{Z' _ z.} = z,z. - Z, z. 
4 i Z1 Z. . 4 i ' 

. 
ТЈ· 

'. i 
P=~ 

4 

z, z, 
Z2 Z • 

, или 

у 

С .• . 41 

(5) . 

i! 

. 20 Ако су дате три тачке 
Z" Z2 и Z., површину троугла 
2 , Z2 Z8 добивамо ако извр­
шимо транслацију координат~ 

ног система ХО У, тако да 

координатни почетак новог си­

стема Х' Z1 У' дође у тачку 

Z1' Тада су тачке Z2 и 28 
У односу на координатни си­

стем Х' Z, У' дате бројевима 

Z2 - Z, И z. - Z" тако да повр­

шина троугла, према (5), износи 

--~~----------~-----~ z, 
о х 

СА . 42 

1 Z1 Z, ' 0 1 Х1 yt ". -' 
i I Z2 - Z, Z. - z, . 

1 о' . 
1 

1 1 (б) P=--I = -- ё. Z. - х. 12 
4 Z. -А. 4 2 • 

Z "'-z ; . . ' '. , 
1 о Zз ZS 1 х. Уа 
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Ако ове две детерминанте скраћено обележимо са (1, z, z) и 

(1, х, у)' ПОСЈЈедњу" од једначина(б) добивамо на основу правила о 
Збиру детерминаната овако 

(1, z, z)=(l, х+ју, x-yЁ)~ 

= (1, х, Х)+(l, х, - ју)+(l, ју, Х)+(l, ју, - Ёу) -
'-O~ ~ о -1 

= - ј(1, х, у) - i(l, х, у)= -2Ё(1, х, у). 
~ . 

Вредност површине Р ,дате обрасцима (б) је позитивна ако је 

1~ ' 
~ .•.. . 

е 2 

'-<:::?\ 
(в. сл. 43) распоред темемена 
Zk такав ' да је смер обила­
жења троугла супротан смеру 

кретања казаљке на сату, а 

негативна у обрнутом случају. 

_. 3 

Сд.4З 

(vi) Да бисмо показали како се, употребом комплекс:них бројева, 
решавају појед\:l,НИ проблеми аналитичке геометрије, навешfiемо неко­

о 

Како је 

то је 

Дакле, 

или 

Отуда је 

тј. 

СА , 44 

\ 
\ 

i' 

. лико примера, 

Пр. (1) Дате су тачке Z и 
['. Zoi одреди координате х' и у' 

. тачке Z' симетричне тачки Z, у 

односу на праву OZo'. (в. сл. 44). 
Нека је 

zо':"рое(Эо), z=ре(Э) и Z'=р'е(э', . 

Ив слике видимо да је 

р'=р и e'=Go+(eo-е)~2е.-е. 

Z 
и е(Э) =-I z I ' 

е(э')= Z • •. И. 
ZO Z 

z 
z' = р е (Э') =! Z 1. о 

Izl z.z 
-=~ z ' z. 

2 -

z'=z.z. 
IZol2 

Zo 

х'+ју'= (Xo +jyo)2(X-ЁУ) , 
хо2 + уо2 

2 2 ' 
ХО + Уо' 

у'= 2хоуо х- (хо2 ~ уо2)у 
хо2 + уо2 
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Пр. (2) Дате су тачке ZI 
и Z2; одреди тачки Z симе­

тричну тачку Z' у односу на 

праву Zj Z2 ' (в . сл. 45) 
Ако извршимо транслацију 

координатног система ХОУ тако 
да му почетак О дође у тачку 

Z" тада су, у координатном 

систему Х' Z, У', тачке ZI' Z2 и ' 
Z' одређене бројевима 

, 
Z - Z,. 

Према обрасцу (7) примера (1) 
је, дакле, 

, . (Z2- z ,) fz - Z,) 
z - Zl = , 

Z2 - Z, 

Пр. (3) Одреди 6тстојање 

о тачке Z од праве ZoZ,. 
Транслацијом координатног 

почетка у тачку Zo. тачке Z 

у 

о 

' 0 

77 

х 

Сл. 45 

у' 

. z 
-_--'\. ---- \ 

х" 

х' 

х 

СА . 46 

и Z, одређене су, у координатном систему Х' Zo У', бројевима Z - ZO' 

и Z, - ZO' Ротацијом координатног .система. Х' Zo У' око тачке Zo 
.за угао 

(t = аге (z, - zo), 

тачка Z у координатном систему Х" Zo У". одређена . је бројем 

( ) ( 
.) ( . ) ZI - Zo Z - Zo е - (t = Z..., Zo _.- " 

. I Z, - zol 
чији имагинарни део даје вредност отстојања о. 

Дакле, 

3а/l;аци 

Какав је међусобни полО'жај тачака 

. . 

1 • . R(ZlZ21=O; 2. j{Z,Z2} =0; 

З. R(z,z,,} =0; 4. j{Z,Z2} =0. 

'. . 
ако. је 
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5. Нека је Z'пројекција тачке L. на реалну осу; одреди таЧКIf 

Z' симетричну тачку Z1 у односу направу OZ', (в. сл. 47). 

--

z, '\.. 
\', 
\ \ Z --
~. 

....-. ....-. \ I 
__ о \Ј 

б. 1 о Н ека је z" = z' + а 
и z'~ze(a); тачка Z" се до­
бива ив Z прво ротацијОМ, а 

затим транслацијом; 

2" Нека је z" = z'e(a) и 

z'=z+ae( -аУ, . 
--~~~--------------~~----- --

о z' тачка Zil се добива из Z 
прво транслацијом, а затим 

СА. 47 . ротаци]ом. 

30 Нека је z" = ze(a)+a, zo=zoe(a)+a, тј . 

а 
Zo :OO:: Ј 

] - е (а) 

дакле 

z" - Zo = е (a)(z - z.) . 

Покажи да се Z" добива из . 2 с а м о ротацијом око тачке ZO' 

1.2. Неке основне конструкције. (i) Овде Ћемо показати како се 

неке основне геометриске операције изражавају алгебарским раЧУНСКИiVl 
радњама са комплексним бројевима, као и обратно. . 

Сабирање комплексних бројева своди се на геометриско - векторско 
сабирање, што одговара транслацији, а множење комплекrних бројева 

геомеtриски претставља ротацију и пропорционално повеЋање или 

смањење .. Услед тога, кад поједине г~ометриске операције изражавамо 
комплексним бројем или претстављамо векторски, можемо их непосредно· 

на слици пратити одговарајуhим алгебарским радњама. На тај начин 
добивени алгебарски изрази могу се и обратно, непосредно геометриски 

интерпретисати. 

; (н) Као и у претходној тачки, од сада Ћемо стално малим nатин­

ским словима означавати комплексне бројеве који одговарају тачкама 

СА. 48 

означеним истим великим латинским 

словима, тј. са а, Ь, С, . ••• , z, озна­
ЧИЋемо комплексне бројеве који одго­

варају та чкама А, В, С' ..... ,2. 
10 Пренети тачку 2 у правцу 

а; (в. тачку ]. З. (Н) дела 1) нз. 
отстојање 8 у положај 2', значи 
броју z додати број ае(а) (в. 

сл. 49); дакле, 

r-z+8e(a) . 
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. 
· 20 Дуж АБ по величини и лра-вцу, тј. вектор 

разликом 

~ 

АБ, дат Је 

~ ~ .... 
АБ=Ь- а. 

Величина дужи АБ. је 

а њен правац а дат је са 

Ь-а 
е (а) = . 

јЬ - ај 

А 
а 

30 Ротирати тачку Z око тачке А за угао 

смеру значи правцу вектора (в. т. 1.3. (iii) дела Ј.) 

~ .... ~ 

.4Z=z-a 

Сд. 49 
, 

li 
h 

а у ПОЗИТl1вном 

додати угао а, тј. множити број z - а са е(а) (в. сл. 50) ; дакле, 

z'-(z-a)e(a). 

Ако је а = 1(/2, тада је е (1(/2) - i; дакле, 
,----------,-~ .... 

вектор (z - а) i стоји нормално на (z - а). 
. 

40 Угао а, мерен у позитивном смеру, 
~ 

што га заклапају ориентисане дужи. АБ и 

~ . . Ь-а 
CD дат Је аргументом количника ' или 

. . d-e 
производа (b-a)(d- с), (в. сл. 51), тј. 

I 
/ 

I 

I 
1 

1 

1"0( _-
А .I-_J--- - ~ 
а 

а=аге -аге (Ь - a)(d - с)}, (Ь-а) - -
d-e 

или 

.' () Ь'-а 
е а =--

d-e 

Јер ако ставимо 

d-e 
Ь-а 

ь - а = р е(Э) и d - с = р' е (Э'), 

тада Је 

Ь-а р 
. = - е(Э - е') 
d - с р' , 

или 

(Ь ~ а) (d- с) = рр' е(е - е') • . 

= 
(Ь .:.. a)(d - с) 

J b-аЈЈd-еЈ 
• 

е 
6 

4-~ 

й \ 
--------,-----

\ , 
\ , 
c~ 

СА. 51 

.. , , 
\ , 

\,1> 
~. tf 
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, 5"0 Величина цројекције ' А'В' дужи АВ на полуправу правца о: 

дата је реалним делом . производа' (в. сл. 52) 

, 

4' 

(Ь-а)е( ,- 0:), 

-,---
е-ос I - ...... ---___ .L __ 

0,1. 52 

I 
I 
~ 
&' 

&" , 

4" 

=­, !ех) 

тј. 

A'B'=R{(b-а)е( -0:») = 

=(Ь-а)е( -а)+(Ь - а) е(о:) 
'----с-'_ -- 2 -, 

. и то се предзнаком + или 

- , према томе да , ли су 

А'В' и 'е (о:) иста или су­
протна смера. 

Јер ако ставимо 

b-а = ре(Э), 
. 

тада Је 

(Ь-а) е ( - а) = ре (6 - 0:) = Р cos (6 - 0:) + ёр sin (6 - 0:). 

60 Са ознакама претходне тачке и из истих разлога (в . сл. 52) 
видимо да је величина пројекције А" В" па полуправу која стоји 
нормално на правац а дата имагинарним делом производа (Ь - а) е ( - а), . . ' 
ТЈ· да Је 

А" В" = Р sin (6 - 0:) = 

=J(€b - а)е( - а)} =(Ь- а)е( '- a1~(b- а)е(а). 

--~ ~ 

7' Ориентисана дуж А, В" која је истога правца са дужи АВ 

и k пута већа (k> 1), или мања (O<k< 1), дата је са (в. сл.5З) 

а 

С .• • . 53 

f(6::Qj 

е 

1 

. . 
Јер Је 

ik(b - a)1 = kl Ь - al· 
8' Тачка Z која полови дуж 

АВ дата је са 

Јер је 

и 

-+ -+ 

а + Ь 
z~--

2 

-~ 1 -+ ~ 
AZ=-(b-a) 

2 

-+ ~ I -+ -+ а+" 
z=a+.-(b-a)= . 

2 2 
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' 90 Тачка Z која дели дуж А8 у раsмери q:p (в. 1.] (јј) 30), 
дата је са (В. сл. 54) 

ра +qb z = -, 
p+q 

или, ако ставимо 

Э = р. , са z=Эа+(I-Э)Ь. 
P+Q А 

Јер је 
а 

... q ...... 
AZ~ (Ь-а), 

p + q 
па је ... ... ...... q...... pa+qb 

z~a+ (b-a)~ . 
p+q p+q 

(Ш) Покажимо овде на неколико примера како се ове 

примењују на неке сложеније геометриске конструкције. 

Пр. (1) Одреди тежиште Q тро­

угла Аве, (в. сл. 55). 
Ако са D оsначимо тачку која 

полови дуж АВ, тада тежиште Q 

дели дуж DC у односу ]: 2. 
Како је 

то је 

ci ---- d 
СА. S5 

lql! 
\ 
\ 
\ 

с 

операције 

Пр. (2) Одреди пројекцију Z' \ . \ 2' __ 3f' 
та.чке Z на праву АВ, (в. сл· 56)._ . " . в 1.'::._---

Нека је и правац вектора .--o---"\i!' .. ' 
А' __ ~--- Ь \ ... 

АВ, тј. 

, Ь-а 
, е(и)= или 
. ' Ib-al 

тада Је 

Ь-јј 
е(-а.)= . ; 

'Ь - а' ' 

:.,.... \ 
а 

СА. 56 

\ 
\ 

ЬЈ, 
2, 

z' - а=' z' - а' е (а.), тј. z'=a + IZ'-al е (а) . 

Како е I Z' - а I величина пројекције дужи AZ на полуправу 
" 

правца а., то Је 

!Z' - al = R(z - а)е( _ и)} =R( (z - а)(Ь -и) }. 
, ' Ib-al 

КОМПАексан број 6 
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Према томе је 

z~a+e а ~a+ -, ( )R{(Z-a)(b-a)} Ь-а (z-a)(b-a)+(z-a)(b-a) 
Ib-al " Ib- a l

2 2 . . 
- -. z-a z-a(b-a)2 

~a+ + . 
2 2 I Ь - аЈ2 

Дакле. 

z' 
_ а + z z -а (Ь - а)2 
- 2 + 2 Ть-аI2 ' 

Пр. (3) Одреди симетричну тачку Z, тачке ,Z у односу на 

праву дужи АВ, (в. сл. 56). 
Према претходном задатку) задржавајуt;и исте ознаке. је 

z,=z'+(r-z)=2z'-z , 

=a+z+(z_aJ!-а)2 -z . 
Ib-al2 

Дакле. 

z, = а + (z _ а) (Ь-а)2 . 
Ib-al 2 

Пр. (4) Дате су тачке Аи В и на правој ОА тачка 8', а 

на . правој ОВ тачка А'. Одреди тачку Z' која дели дуж А' В' 

о 

в' 

У истом односу у 

коме тачка Z дели 

~~~~""~'~-::-:-::;;::::':'::::::':;-~~7' ду'Ж АВ, (в . сл. 57). 
I 1, +ll I . Обележимо са 

, " 2 / . 
, , I л однос BZ / ZA. 
"'~' / тада је 

. " , I , , / , , 
" ' / ., / 

С.!_ 57 

,. / 

" / , У. 

, " 
z . А , 

b-z= Л(z-а), (1) 

и треба одредити . z' 
тако да буде 

ь' - z' = Л(z' .:.. а') . (2) 

Означимо са Z, 
тачку пресека ' праве 

ОА са правом која пролази кроз тачку Z, а паралелна је дужи 

ВВ', а са Z. тачку пресека праве ОВ са правом која пролази кроз 
таЧI<У Z, а паралелна је дужи АА', тада из сличности троуглова 

AZZ, и АВВ', односно BZZ. и ВВА', следи 

Ь'-z,=л(z,-а) и ь-z2 =л.(z.-а'). 

Елиминацијом бројева а и Ь добивамо из (1) и (3) 

ь' - (z, +z. - z) =л{(z, +Z2 - z)-a'}, 

(3) 
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дакле, према (2), је 
z'~Zl +z.-z. 

Отуда се тачка Z' добива конструкцијом приказаном на слици 57. 

3адаци 

1. Одреди тачке С1 , С2 И Са које се налазе на продужењу дужи ' 
АВ, а на отстојањима 

, IЬ-аl, 21Ь-аl и 3IЬ-аl . 

2. Дужи АВ и CD су нормалне ако је 

аге = ± 'Л/2. (а - Ь) 
• e-d ' 

Како гласи услов паралелности? 

3. Где се налазе тачке • 

2а+Ь 
Zl= z2=2a-b и 

з' w 

5а-3Ь 
z.=---

2 

према тачкама Аи В? 
, , 
Дате су тачке А, В и С; где се налазе тачке: 

4 
' 2а+Ь+е 

• Zl ""'-'= , 

4 

а+ 2Ь+е 
Z2-----

-4 
и 

' а+Ь +2е za -= ; 
4 

"' _2a+b-е а - Ь +2е 
Ј. Zl - , 

2 
и Z8 ~ 2 ; 

, . 
pa+qb+re 

б.z~ 
p+q+r 

7. У четвороуглу Z1' Z2' Za, И Z4 ' позната су тежишта 01' 
О •• О. ' и (]. она четири Троугла која су образована са по 3 темена 
четвороугла. Нађи геометриску конструкцију за темена Zll Z., Z. иZ4 • 

8. Одреди симетричне тачке 01' Ое, И О. тежишта О тро­
угла АВС у односу на стране АВ, ВС и СА. 

9. Дате су тачке а, Ь=а+е(а), e=a,;+-е(iЗ) и z. 
јање симетричних тачака z' и z" тачке z, ' у односу 
и АС:. {Одговор: ' lz"-z'1=2Iz-аlsiп(fj-а).} 

10. Џокажи да је 
w' a_e....c(,-аL,)_Ь 

е(а)-1 

Нађи расто­

на дужи I1В 

она тачка симетраnе дужи АВ из које се ова дуж види под углом а. 

{(w-a)e(a)=w-b.} 

6" 
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1. з. ВеКТОРСКЈЈ метод. О)С Употребом слободних вектора, тј. појма 
померања, примена комплексних броје,ва у геометрији добива синтетички 

карактер. Због тога што се транслација своди, на сабирање односно с 

ОДУЗИNiање, па је лако изводљива, то координатни почетак не морамо 

стално задржавати
С 

на истом месту ве!; га можемо, према потреби, у 
току рачуна стављати у поједине тачке слике; ово постижемо једно­

ставним одузимањем броја који одговара тачки у коју желимо да 

поставимо координатни почетак. На исти :начин ротаuију целе слике 
или њених појединих елемената сводимо на множење или дељење 

према томе ца ли ce~OBa 'врши у позитивном илц негативном смеру. 

Ако, на пример, желимо да неку дуж ротирамо око једне од њених; 

крајњих тачака за угао а, одузимањем комплексног броја који одго -
с , , 

вара тој крајњој тачки постављамо почетак координатног система у 
с • 

ту тачку, а затим множењем са е (а) извршимо ову ротацију. При-
меном Оваквих операција не само што рачун постаје прегледнији, веЋ 

-се и са"" карактер координатне геоме'l'рије губи. -Са тих разлога 

рачун' са комплексним бројевима с претставља донекле спону измеђУ 

синтетичке и а~алитичке методе. 

(Н) Да бисмо"паралелност и нормалност могли лакше алгебарски 

интерпретисати и поједине геометриске операције рачУ.нски прегледније 
изводити увеш!;емо још један 

~ , 

! -~\ 
-з.. 

с ___ ---а 

СА, 58 

нарочити појам производа 

који се, да бисмо ово по­

стиг ли, природно наме!;е. 

Нека су дати вектори 
~ ~ 

а и Ь, тј. 

a = lale(<p), b= lble(,y), 

и нека је 
у = ,у-<р 

угао мерен у позитивном­
~ 

смеру од вектора а према 
~ 

вектору Ь. Уочимо производ 

ab~la 11 ь lе(,у - <p)=ia 11 ы� cos у + Ёl аll Ь' sin у . . 

Реални део овог производа, тј. 

R{ab} = Ј all Ь' cos у, 
~ 

претставља производ из Јаl и ортогоналне пројекције вектора Ь на 
~ 

правац вектора а, док Је имагинарни део, тј. 

}{ аЬ} = Ја ! 1 Ь 1 sin у, 
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.... 
једнак производу из I а I и пројекције вектора Ь на правац нор­

.... 
малан на век тор ај овај последњи можемо претставити и површином 

.... .... 
р паралелограма одређена векторима , а и Ь, (в. сл. 58). 

Ове производе, Beti и краЋег писања ради, озна'lИМО са (a...L Ь) 
и (а I Ь), тј . ставимо, по дефиницији, 

аЬ+аЬ 
(а_1 b)-R{ab)~ . 2 =Iallblcosy (1) 

и 

аЬ - аЬ . 
(alb)=J(ab)~ 2i-~lаIlы�lпу,' (2) 

. 
или, што Је исто, 

аЬ = (а ...Lb)+i(a I Ь). 
Употребом ових симбола можемо услов за нормалност и пара-

.... .... 
лелност вектора а и Ь лако изразити, наиме: 

.... .... 
a.l.. Ь ако је (а ...L Ь) ~ О, (3) 

а 
.... .... 
аЈ/Ь ако је (alb)~O. (4) 

Специално Је 
(ala)~O и (a...Lai)=O, 

док је 
(а ...La)~(alai)=laI2., 

(Ш) Овако дефинисани симболи (a.l.. Ь) и (а I Ь) имају карактер 
производа. У теорији вектора ови производи одговарају скаларном и 

векторском производу ј овде ћемо ове производе звати ОРШOlоналан. 
и tlаралелан ЏРОUЗ80д. 

За ортогоналан производ (a.l.. Ь) важи комутативан и дистри­

бутиван закон, јер је, према (1), 

(a...L Ь)=(Ь ...L 'a) 
и 

(а+а' .l..b)=(a...Lb)+(a' Ј Ь). 

Међутим, за паралелан производ (а I Ь) комутативан закон не 

важи, јер је, према (2), 
(alb)~ ~ (bla) , 

док дистрибутиван закон остаје у важност и, тј. 

(а + а' I Ь)=(а I Б) + (а' I Ь) . 
Асоциативан закон за ове произ~оде донекле губи свој смисао 

и то са разлога што су ови производи у в е к реални бројеви. Ако 

наиме са k означимо неки реалан број, тада је, према (1) и (2), 

(k_1 a)=k(l.l..a) и, (kla)~k(lla), 
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где, уствари, изрази (I.L а) и (11 а) претстављају пројекције век-
-јо , . . . 

' тора а на. реалну и имагинарну осу. тј. 

(l.La)-R{a} и (lla)=J{a} ~ 

Према томе, ако, на пример, уо",имо произв(ще (а I Ь) Iс) и 
биJiе 

док је 

или 

«alb)lc)=(alb)(ll c), 

(al(b)c»-(blc)(all), 

«al с) 1 Ь)- (аlс)(lIЬ); 

«аlс)IЬ), . , 

први од ових производа је увек једнак нули ако је, на пример, вектор 
-јо -јо 

а паралелан вектору Ь, док то не мора бити случај код друга два 

производа. , 
Слично добивамо и кад ове производе комбинујемо са . обичним 

производом, другим речима, ни за овакве мешовите производе не важи 

закон који би одговарао асоциативном закону. Тако је, нiшример, 
јасно да је 

a(blc) Ф b(alc), 
-јо ... 

кадгод вектори а и Ь немају исти правац, или да је . . 

(а I Ь с) Ф (а с i Ь) Ф с (а I Ь) . 
Међутим, ако је у овим последњим изразима с реално и ако га 0зна­

чимо са k, према (2) и (1), је 

(ka l b) ~ (alkb)~k(a I Ь) 

(ka_1 b)~(a.Lkb) = k(a.Lb). 
(5) и 

Ако је пак с чисто имагинаран број. на пример [, тј. ако један 
. • -+ -+ 

: од веКТОра а или Ь множењем са i ротирамо за 90·, тада 
паралелан производ прелази у ортогоналан и ' обратно; наиме, према 

(2) и (1) је 
' (аl bi) ~ (a.Lb), односно (ai.L b) = (alb). 

Из ових веза видимо да је довољно увести само један од ових 
производа, на пример паралелни, јер се ортогонални производ може 

увек на њега свести . 
• 

Приметимо напослетку да паралелан и ортогоналан производ не 
, -јо -јо 

мењају ' своју вредност ако o~a вектора а и Ь ротирамо за исти 

угао а, тј . да је, према (2) и (]). 

(ae(a)lbe(a»=(alb) и (ae(a;).Lbe(a»~(a.Lb) . 

Уопште. ако је с произвољан комплексан број, тада је, према 
овим обр'асцима и обрасцима (5), 

(aclbc) = lc I
2 (a lb) 
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и 

(ас 1.. Ьс) =Iс 12 (а 1.. Ь). 

(iv) Овако дефинисани паралелан и ортогоналан производ веома 
су подесни за алгебарско изражавање појединихгеометриских кон­

струкција и то нарочито оних које добивамо пројектовањем. 

Тако, на пример, величинуортогоналне пројекције А'В' дужи АВ 
на праву правца а добивамо непосредно ортогоналним производом; 

, ~ 

ако је наиме дуж АВ по величини и правцу дата вектором z, тада 

је (в. тачку 1. 2. (ј!), 50) 

Међутим, можемо применом паралелног производа, скоро исто 
" ~ 

тако једноставно, добити и косу, пројекцију вектора z. , Нааме, коса 
~ ~ ' , ~ , ~ 

пројекција z' вектора z, у правцу вектора Ь на вектор а, дата 

је по веЛИЧИRИ и правцу изразом 

z' = (zlb)a' 
(а 1 Ь) , 

~ 

исто је тако његова пројекција i" 
~ ~ 

на вектор Ь у правцу вектора а' 

дата изразом 

z" = (z I а) Ь. 
(Ь 1 а) 

Другим речима, вектори 
-t 
z' су ко\шоненте вектора 

с,л. 59Ј у правцима вектора 
тако да је 

z'+z"~z. 

~ 

z' и 
~ 

z (в. 
~ ~ 

а и Ь, 

(6) 

Да бисмо ово показали, по-

множимо паралелно једначину (6) вектором 
. ~ 

паралелан вектору Ь, то је 

(z" 1 Ь)"'; О, 
" 

i ' 
, 
С ... 59 

~ 

Ь; како 

тако да после множења преостаје само једначина " 
, - - -

Како вектори 
према (5), 

а и 

(z' 1 Ь) = (z I Ь). 

z' имају !кти правац, то је z'/a 

(Zllb)'=(~ alb)~ ~ (ајь). 

-а 
~ 

је вектор z" 

. 
реално, па Је 

-, 
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Отуда добивамо да јё 
z' . 
-(alb)=(zlb), 
а 

дакле 

(alb) z' =(z I Ь) а. (7) 

3амењујУћИ у овом обрасцу а са Ь . доби вамо . образац за 

компоненту z", наиме 
(Ь I a)z" =(? I а) Ь. (8) 

Ако у Обрасцу (8) пермутујемо а са Ь и z са а, обе страНе 

ће променити знак и он постаје 

. (а I b)z" = (а Iz) Ь; 

сабираљем овог обрасца са обрасцем (7), пошто на левој страни из­
вучемо као заједнички фактор (а I Ь) и збир z' +z", према (6), заме­
нимо са z, добивамо 

(alb)z~(zlb)a+(alz)b. (9) 

QBa веза је карактеристitчна за паралелан производ. Да бисмо је 
написали у симетричном облику заменимо z са с и пренесимо све 

чланове на леву страну; пермутоваљем с ' са Ь и а са с, последња 

два члана мељају знак тако да ова веза узима облик 

(а I' Ь)С + (Ь I с) а+(с I а)Ь= О, (10) 

где се, дакле, бројеви а, Ь и с У појединим члановим;\добивају 
цикличком пермутацијом. 

(у) Пре него што пређемо на примену изложеног, изведимо неко­
лико образаца који се односе на симетралу угла, а који ће нам доцније 

\ 
\ 
\ . . 

\. 

/ . \ 

_ . бити од користи. 

61.. Обележимо са 

, 

\ . 
\ 

СА. 60 

<! правац симетрале 

унутрашљег угла ко­

ји заклапају вектори 
~ ~ 

а и Ь, тј. угла ме-

рена у позитивном 
~ 

смеру од вектора (l 
. ~ 

према вектору Ь. 

Ако ставимо 

a=lale(cp) 
и 

b=lble("'). 

тада Је 

<!= ср+'" • 2 
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док је, за у = Чr .. <Р, (в. сл. 60), 

Чr _ <1=Чr-<f> = L и 
2 2 

Према томе је 
е ( - <1)( Ь-а) = I Ь I е (Чr - о) - I а i е{ '1' - <1) = 

=lb1e(;)- la1e( ~ ;). 

Како је е(- а) КОЊУГО8ана вредност броја ' е(о), то, на основу 
.... .... 

образаца (1) и (2), ВИДИМО да су величине пројекција вектора Ь-а 

на симетралама унутарњег и спољњег угла дате изразима 

(е(о)_1 b-a) = {lbl- l:a!)cos; , 

(е(<1) I b-а)=IIы�lаl)siпL • . 
2 

(] 1) 

(vi) Пређимо сад на извођење основних ставова тригонометрије 

и покажимо да су ови 

жења комплексних бро­

јева односно вектора· 

ставови, уствари, непосредна последица мно-

Нека су теме на А 

и В троугла ОАВ дата 

бројевима а и Ь; тада 

је страна АВ по ве­

личини и правцу дата 

бројем 

c = b - а. (12) . 

Оэначимо са CЏT-~ 
у углове 'које закла-

..... .... 
пају вектори Ь и с, 
.... .... ... .... 
а и с и а и Ь, ме-

рене у позитивном смеру 

троугла ОАВ (в. сл. 61). 
I о Ако једначину (12) 

• 

'} 
.'-­.---

СА. 61 

тако да су а:, 13 и у унутарњи углови 

помножимо са 

- - -
c~b-a ; 

тј . ако обе 

добивамо 

стране ортогонално: помножимо саме са собом, према (1), 

1 cI2 =(b-a)(b - а)= 
=(b - а.LЬ-а)= 

=Ia 12+ 1 ы�2 - 2 (a.L Ь), 
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Тј. 

. 20 Ако једначину (12) помножимО ,паралелно са Ь, добивамо 

. . 
Јер Је 

Отуда је, према (2), 

тј. 

(ble)=(bjb)-(bla) = (alb), 

(blb)=O . 

1 Ь 11 с 1 sin ct = 1 а 11 Ь 1 sin ~ , 

sin а siп!З 
= 

'а ' 'е l 
, 

30 Ако једнацину (12), тј. Ь = а + С, ортогонално помножимо са 
~ добивамо • 

1 Ь ј2 = (Ь Ј.. а) + (Ь Ј.. с) , 
а отуда, кад скрати,.ш са 1 Ь 1, добивамо, .према (1), да је 

, . . . ' i 
. . 
. Iы � l а Iсоsу+lеlсщct. . 

40 Ако са q означимо правац симетралеугJiа ' А СВ, тј. 

1 
0" = - { аге (а) + аге(Ь)} , 

2 

11 једначину (12) помножимо паралелно и ОРТОГО!fално са е(а), 

Је, на основу образаца (11 ј, . 

{lbl+ la IJ sinl=(e(a)le) = le l sin6, . 2 
и 

. "" 
1'1 Ь 1- 1 а I} cos ; = (е(О') Ј.. с) = 1 с I cos 6, 

тада 

где је Б угао што га заклнпају вектори е (а) и С, (в . сл. 61). тј. 

У я !З-а 
Б = С1. + ·-= -- . 

222 
Према томе је 

Ibl + la l le l 
~ 

'cos (13 2 а) Sin; 

Цикличком пермутацијом страна а --> Ь ... ' с --> а -t и уг лова а ... !3 ... 
у ... а ... , сваки од претходних образаца Сдаје групу од по три позната 

обрасца из тригонометрије. 



1. 3.] 91 

i 
(уЈј) Наведимо овде још неколико примера и ставова о троуглу. 

, 

Пр. (1) (в. сл. 61). У троуглу ОАБ одреди тачку пресека Z 
стране АБ сасиметралом угла АОБ. 

Нека је 

d = ~ {аге (а) + аге(Ь)}, 
2 

правац симетрале OZ, тада је 

Како се Z налази на правој АБ ,то је 

или 

Отуда је 

или, према (11), 

ТЈ· 

Према томе је 

(z-аIЬ-а)~О, 

(zl ь - а)=(а 'Ь - а)=(а Ib). 

Izl(e(CI) 1 Ь- a)=(alb), 

IzI11ai+lbl}Sin; ~Iallblsiny, 

Izl= 21allbl cos..L. 
lal+lbl 2 

z = ff I 1 а 1,1 Ь I} cos ..L е (<1) , 
2 

где смо са Н(х,у) означили хармониску средину бројева х и у. 

Пр. (2) (в. сл. 62). Одреди под- 8 
ножје Z, висине троугла ОАБ, ( 
спуштене из теме на . О на страну 
АБ. 

Како је угао OZA прав., то је 

(13) 

БУДУћИ да се тачка Zналази на 
правој АБ, то је 

(z - а 1 ь - а) """О" 
или · 

(zlb-a)=(alb) . 

А 

--"-_._ . ., 
. -" ~ 

СА. 62 
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'Ако 'ову једначину по.множимо са i и додамо је једначини (12), 

в 

-
ь 

, 

/ 
• 

'1 
• 

/ 
• 

() 

СЈ1. 63 

I добивамо · 
О 

,. 
о. 

. z(b-a)=i(alb). , 
или коњУ,говањем 

:-0 r 

а отуда 

z(b-a)=-i(alb), 

(а 1 Ь) . z = ',= l . 
а-Ь 

Пр. (3) (в. сл. 63). Ако са М 0значимо 

средину стране АВ троугла ОАВ, тада Је 

OA2 + 0B2 =2(OM~ +AM2 ) . 

Како је 
а+Ь - Ь-а 

т = и АМ = , 
2 2 

то се ~opњa Једначина своди на 

laI 2 + lb I2 =2 { а;ь + а;ь }', 

или на 

Овај образац је, међутим, лако проверити, јер је 

1 а + Ь 12 = 1 а 12 + 1 ь 12 + 2 (а -.l Ь) , 
и 

1 а - Ь 12 = 1 а 12 + 1 ь 12 - 2 (а -.l ь) ; 
сабирањем добивамо образац (14) . 
.. , Пр. (4) (в. сл. 63). Како је 

то Је 

дакле, 

Исто је тако 

. 
што даЈе 

дакле, 

I 

Ь + а = 2т и.Ь-а = с. 

(b-a-.lb+a)=(c_1 2т). 

Ibl 2 -laI2 = 2(с -.lm). 

(b+alb-a)=(2mlc), 

2(alb)=2(mlc), 

(а I Ь) = (т I с). 
Овај образац казује да је површина паралелограма ОАО'В једнака 
полупроиэводу диагонала и синуса угла што га оне эаклапају, јер с 

одговара једној диагонали, а т половини друге диагонале тога 

паралелограма. 
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(уш) Сличним посматрањемможемо добити и многе ставове о 

четвороуглу. Примера ради наведимо овде три таква става. 

Пр. (5) (в . сл. 64). Нека су 

три узастопне стране четворо­

угла дате по величини и правцу 

........ .... 
векторима а, Ь, и с; четврта 

страна је тада одређена са 

-t -+ -+ -t 

d = a+b+c . 

Како је отуда 

I d[ = la + Ь +с [, 

то квадрирањем, тј. ортогонал­

ним множењем, добив амо 

Id12 = (а+Ь+е)(а + Ь+с) = 

-а 
СО! . 64 

= la [2+ 1 b12 + Iсј2 + 2 (a .L b) + 2(b _1 с) + 2 (с .L a). 

Овај образац претставља код четвороугла аналогон обрасцу из 
тачке (уј) 10. 

Пр. (6) (в .. сл. 65): Ако се диагонале четвороугла полове, тада 

је збир квадрата његових стра­

на једнак збиру квадрата диа­

гоналз. 

Нека су теме на А, В и С 

четвороугла ОАВС дата бро­
Је вима а, Ь и с , -и нека су М1 
И М2 , тј. 

Ь m2 =-. , 
2 

средине диагонала . Означимо 

са ~ растојање тачака . М , 

и М2 , тј . 

- -- а + с Ь 
~ =MiM2~ -- --

2 2 

/ 
/ 

/ 

в 

/ 
/'--... 

м/ ~. . 
Ј /Ј '>,.~ / .'-...... . 

/ '-...... 

.. 

l/~/~/ __ --------j··· 
о 

тада Је СА. 65 
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и 
',' 

2(a..l Ь) = lal2 + 1 bI2 -1 b-aI2
; 

то добивамо 

4А2 = lal2 + le- bI2 -Ie - a12+ le12 - I ЬI2 + Ib- aI2 • 

Дакле, 
1 а 12 + 1 Ь - а 1" + I е - Ь 12 + 1 е 12 = 1 Ь 12 +Је - а 12 + 4 А 2. 

Ако се диагонале полове, тада је А"?О, ' што д~je горњи став. 
Пр. (7) Птолемаиос-ов став, (в. сл. 66). У тетивном четвороуглу 

збир производа супротних страна једнак је производу диагонала. 
, Нека је дат четвороугао 

и 
" , 

" 

/ 

СА. 66 

/ 
/ 

/ 

Z,Z2ZaZ~, при чему смо по~ 
четак О ставили у пресек ди­

агонала, а за правац реалне 

осе, тј. праван нула, узели 

правац диагонале OZl. 
Означимо са а = а' + а" , 

, [3 = [3' + [3", у = у' + у" и 1) = 1)' + 1)" 
унутарње углове четвороугла 

и делове тих углова што их 

заклапају стране са , диагона-

лама. 

Модули производа 

z' = (z, - z.) (za - z.), z" = (ZA - z.) (z. - z,) 

z= (Z1 - z,){z, - z.) , 
(15) 

даЈУ производе супротних страна и производ диагонала. 

Лако је проверити да је 

z"-z'. z. (16) 
Како је, (в. сл. 66), 

аге (z") ,', у" + (л+ а"), аге (z') = - а' + (л - у'), 
-+ -+ 

то Је правац (1 симетрале угла што га заклапају вектори z' и z" 
дат са 

1 а." + у" - а' - у' 
- (are(z') + аге (z")} = л + " = (1, 

2 2 
тако да Је 

а' + а" + у' + у" а + у 
аге (z") - (Ј = (Ј - аге (z') = =. 

2 2 
Према томе је 

аге (%) ~O+ {2л - (л - «" - I)')} ~л +,0." + 1)' , 
па Је 

«" + 21)' - у" + а'+ у' .. 
are(z) -(1 = ---'---2 ' 



1. З.Ј 95 

а ка)(о је 

0." + /)' = 13' + у", 
то је 

а' + 13' + у' + /)' 
аге (z) - б= ~p. 

2 

Ако једначину (16) помножимо са е ( - б), то ће, према другом 
обрасцу (11), бити 

и 

па је 

тј. 

(е (б) IZ" - Z'j = {lz"l + Iz'Ij sin
a

+ у, 
2 

(е(б) Iz) = IZI sin р, 

IIZ'I+iz" ij sin"a+y =lzlsinp, " 2 

Како је код тетивног четвороугла 
, 

о.+у я я 

2 =2 и Р=2' 

(17) 

то се у овом случају последњи фактор десне стране горњег Обрасца 

своди на јединицу, а добивени образац даје тврђење Отолемаиос-ова 

става . 

Приметимо да се истим поступком из обрасца (16), применом 
првог обрасца (11), може " добити и образац 

, " {lz"I-lz'lјсоs а+ у 
=Iz l cosp. (18) 

2 

Како постоје четвороугли код којих збир углова 0.'+13'+ у' + 8' 

износи я, тј. где је р=;, а код којих је а+у=f=я, то је за ове 

четвороугле 

cosp-O, а 
а+у 

cos 2 =f= О, 

па је, према (Iь), за ове четвороугле 

• 
односно, према (15), 

IZ1z.IIZзZ.I=IZ. -Z.IIZ. - z, 1. 

Према томе, ПтолеМаиос-ов став можемо допунити овако: 
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Ако је у једнс;>м четвороуглу .. а' + {3' + у' + 1\' = п, тада је ИЛИ 'збир 
производа супротних страна једнак производу диагонала, или су про­

изводи супротних : страна међусобно једнаки. 

(јх) Поред тога што се паралелним производом могу поједине 

геометриске операције непосредно алгебарски изражавати и саме ра­

чунске радње прегледније изводити, он долази до изражаја и при 

извођењу, тј. при алгебарској интерпретацији два основна става про­
јективне геометрије - Pappos-Раsсаl-ова и Dеsагguеs-ова става. 

Р а р р о s - Р а s с а 1- о в с т а в, управо његова дегенерација кад 

се једна од правих налази ,у бесконачности (тј. у случају паралелизма), 

гласи: Нека се тачке А, В и С налазе на једној, а А', В' и С' 

на другој правој (в . сл. 78, тачке (х»; тада из 

АВ' / / А'В и В'С // ВС' СА' // С'А, 

О е s а r g u е s· <> в с т а в, тј. 'његова дегенерација којом је ка­
рактерисан перспективан положај сличних ликова, гласи: Нека су АВС 

и А' В' С' троугли такви (в. сл. 85, тачке (х» да су им хомологе 
стране АВ и А' В', ВС и в' С', СА и С'А' паралелне, тада се 

праве АА', ВВ' и ' СС' секу у једној тачки S, (тј. ови се троуглови 
налазе у перспективном положају) . 

Да бисмо ове ставове извели комплексним бројевима , тј. век то­

рm1а, приметимо да се слике 78 и Ь5 могу рашчланити на четвороугле 
као што је показано у наредној тачки (х), тако да се ови ставови 
тада могу формулисати и овако: 

Пр. (8) Ако четвороугли Z1Z'Z.Z' и Z'; Z2'Z; Z.' имаЈУ такав 
положај да су им три хомологе стране паралелне, тј. 

h~ ~ ~~, ~~ ~ ~~, ~~ ~ ~~, 

'и чеТl!рте стране 2.21 и 2.' 2t' биhе паралелне, и то 

1 о (Pappos-РаsсаЈ-ов став) или ако су им нехомологе диагонале 
паралелне, тј. 

ZlZ. // Z;Z.' и Z.Z. // Z/Z;, 

20 (Dеsагguеs-ов став) или ако су им хомалоге диагонале пара-
лелне, тј. 

Ако стране Q'вих четвороуглова, по величини и правцу сматрамо 
као векторе и ако ставимо .. 

-t - ... -t --t -t - ... 
a ~Z1Z" Ь =Z.Zз, с = Z8Z. , 

односно 
-t --t, -t --t -t - -t 

a'=Z'Z' 1 ., Ь' ~Zz.' Z ' . , c'=Z 'Z' 
а " 

. 
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таД'а су им диаI'онале дате векторима 

'Односно 

·~4 --}о --+ --> ~ ~ 

Z,Zз=а+Ь и Z2Z.=b+c, 

--> -> ~ -~ ~ ~ 

Zt'Z;~a'+b' и Z.'Z4'=b'+c', 

.а четврте стране са 

--)о --1-...... -+ ~......, ~ -+ 
Z,' Z: =а + Ь+ С, односно. Z,' Z4' = а' + Ь' + с'. 

Према томе се ови ставови могу формулисати и овако: 

~~-+ . ~~-> 

97' 

Пр. (9) Нека су вектори а, Ь, с паралелни векторима а', Ь', с', ТЈ. 

-+ -+ ..... --+ -)-+-
а//а', Ь//Ь', С//С', 

тада liе им и резултанте бити паралелне, тј. 

-+4~4-)---+ 

а+Ь+с // а' +Ь' +С', 

:ако је: 10 (Папос-РаsсаЈ-ов став) или 

-~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ -+ 
а+Ь//Ь'+С' и Ь + с / / а' + Ь', 

2 (Dеsагguеs-ов став) или 

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~.~ 

а+Ьfl а' +Ь' и Ь + с 1/ Ь' + с'. 

(19ј 

(20) 

(21) 

(22) 

Доказ Папос-ова става ослања се. само на дефиницију' и дистри­

бутивни закон паралелног производа. Међутим, доказ Dеsагguеs-оВiI 

става добива се И3 Папос-ова, ослањајуliи се и на чињеницу да су 

две праве паралелне ако су оне паралелне треliој правој, или, као што 

liемо И3 другога доказавидети, потребно је још. узети у обзир Н 

друге особине паралелног производа. 

Претпоставке (19), тј. да су дати вектори паралелни, своде се 

према дефиницији паралелног производа, на 

а претпоставке (21), односно (22), на 
. 
(а+ЫЬ'+с')=О и (b+cla'+b')=O, 

(а+Ыа'+Ь')=О й (b+clb'+c') ~ O, 

док се тврђење (20) своди на 

(а + & + с I а' + Ь' + с') = О. 

Компдекса" број 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

7 



98 оо [део [/~ 
, , 

1° Према. томе, за доказ Папос-ова става потребlЮ је показат", 

. да из (23) и (24) сдеди (26). На основу дистрибутивног закона је 

(а+ ЬјЬ' +С') = (а 11Y)+ (а 'е')+ 

+ (Ь' ь') + (Ь I С'), (27} 

. 
док Је 

(Ь + с ја' + Ь')= (Ь lа')+ (Ь 'Ь') + 
+ (с I а') + (с I Ь'):, 

(а + Ь+е 'а' + Ь'+ e')~(a la') +(ај Ь')+ (аје') + 

+ (Ь ј а') + (Ь I Ь' i + (Ь ј С') + 
+ (с: а') + (с I Ь') + (с 1 с'). 

(28) 

(29) 

Према претпоставци (23) је у (27) и (28) чдан (Ь I Ь') = О, а у (29) 
су сви чланови главне диагонаде квадратне шеме једнаки нуди. Отуда . 

видимо да је збир три члана који се надазе десно од глзвне диаго­

наде квадратне шеме (19), . према (27), једнак (a+blb'+e'), док је, 
према (28), збир три чдана који се налазе лево од главне диагонале­

једнак (Ь + с ј а' + Ь'). Према томе је 

(а + Ь +е ја' +Ь' +е') =(а + ы�', +С') + (Ь +С I а' + Ь'). (30) 

У овом обрасцу је садржан Папос-ов став, јер, као што видимо. 
из (30) и претцоставака (24) непосредно ' следи тврђење (26). 

2' Dеsагguеs-ов став, тј. да из (23) и (25) такође следи (26), 
--7 ~ ._ ,). 

можемо доказати ако уведемо три ПОМОћна вектора а", Ь" и с", тако 
~ ~ ~ 

да они у односу на векторе а, Ь и с задовољавају услове Папос-
~ ~ ~ 

ова става. Тада ће они и у односу на векторе а', Ь' и с' зздово-· 
љавати услове Папос-ова става, тако да Dеsагguеs-ов став можемо 
добити примењујyt;и двапут узастопно Папос-ов став. 

~ ~ ~ 

Заиста, ,ако векторе а", Ь" и с" одредимо тако да буде 

тада из 

(а ј а") = О, (ЬјЬ")=О, (с i с") = 0, 

(а + blb" +е")= о, 

(23) ' и (31) следи 

(b+e la" + b")=O, 

(а" lа')=О, (Ь" 'Ь') = О, (с" l е') = О, 
, '. 

а из (25) и (32) сдеди 

(а' + Ь' I Ь" + с") = О и (Ь' + е'l а' + с") =0. 

Како, на основу Папос-ова става, из (31) и (32) следи 

(а+ Ь +е 1 а" +Ь" + с") = О, . . 
ТЈ. да Је ........ ~ .... ~ ~ 

п. + Ь + с / / а" + Ь" + С", 

(3]) 

(32) 

(33) 

(34) 
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аиз (3З) и (34) следи 
(а" + lI' + с" 'а' + II +с')=О, . . 

ТЈ. да Је • 
-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
а" + Ь" + с" 11 а' + Ь' + с', 

то Је, дакле, и 
-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
а+Ь+сllа'+Ь'+с', 

што даје тврђење Dеsагguеs-ова става. 

Ако желимо да Dеsагguеs-ов став изведемо непосредно, 
се користити још и овим особинама паралелног производа: 

1) За свако реално р је 

р (а 1 Ь)-(ра 1 b)~(a IрЬ). 

-+ 

99 

морамо 

2) Сваки вектор с може се раставити на компоненте у прав-
"-+ -+ 

цима вектора а и Ь, тј. постоје два реална броја р и q таква да је 

-+ -+ -+ 
c = pa+qb, 

-+-+ 
кадгод је (alb)=t=O; овим је изражена чињеница да су вектори а, Ь 

-+ 
и с компланарни. 

Уствари, из ових особина следи образац (10), као што смо то 
у rачки (ју) показали, наиме да између три компланарна вектора . 

" ПОСТОЈИ веза 

(а 1 Ь)с+ (Ь' с)а +(с 1 а) b~O. (З5) 

Ако (подеЋИ рачуна о претпоставкама Dеsагguеs-ова става) про­

извод (25) рашчланимо тако да се у њему појаве чланови облика (ЗО), 
тада лако увиђамо да се на основу претпоставака (2З), uосматрањем 

квадратне шеме (28), овај производ може рашчланитиовако: 

(а + Ь+ c ia' +Ь' +с') = (а + Ь!а'+Ь') + (Ь+с' ь' +с') + (с+ а I с' +а'). (36) 

И з овог обрасца видимо да Ћемо из претпоставака (ЗО) МОЋИ 

закључити тпрђење (25) ако претходно покажемо да из (23) и (ЗО) 
следи 

(с + alc' + а') =0, (З7) 

тј. да су тврђења (25) и (З7) еквивалентна. 

Да бисмо ово показали, приметимо да иа претпоставака (2З) 
следи образац " 

(ра + qh + гс I ра' + qb' + гс') = 

=рЬ(а +Ь I а' +Ь') +qr (Ь + с! Ь' + С') + гр(с+ а 1 с' + а'), 
, ' 

кадгод су р, q и г реални бројеви, а који образац, као и образац 

(З6), добивамо посматрањем квадратне шеме (28). Ак<> У овом обрасцу 
ставимо 

р= (blc), q=(cla), f=(alb}, 

7" 

, 
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тада први фактор десне 

су, према претпоставци 

нули, то отуда следи да 

стране, према (35), постаје једнак нули, а како 
(30), и прва два члана десне стране једнака 

и треhи . члан мора бити једнак нули, тј. да је 

гр(с+аl с' + а') = О. 
Према томе, ако Је 

г=(аIЬ)ФО и р=(ы�)фо,' 
то мора бити 

(с +а Је' + а') =0. 

Као што је ' напред речено, одавде следи Desargues·oB став, тј. твр-

ђење (25). . 
Напомен.имо да Dеsагguеs-ов став заиста H~ важи кад Је 

г= (аl Ь) = О или р=(ы� с)=О. 

.. (х) Папос-ов став формулисан у облику пример;:t (8), а нарочито 
векторски, као у примеру (9), може се планиметриски најразноврсније 
интерпретисати (поред наведених случајева види и задатке 9~12 ове 
тачке), док ЬдговарајуЋе интерпретације Dеsагguеs-овз става доводе 

увек до конструкције сличних ликова. 

1° Будуhи да при извоljењу примера (8), односно (9) нисмо ништа 
претпоставили о облику четвороугла Z, Z2Z. Z!, ТО он може узети 
ма који од три облика дата сликама 61, 68 и 69 (где смо краТКОће 
ради место ZI, Z., Z. и Z! ставили само индексе). 

1 

:) 
Јј 

СА. 67 СА. 68 

I 

2 

СА. 69 

Ако је дата још само једна од страна четвороугла Z/ Z2' Z.' Z,: , 
тада је овај четвороугао потпуно одре.ljен, ако при томе он задово­

љава услове примера (8), 1°, тј. ако су задовољени услови (19) и (21). 
У том случају сваком од горњих четвороуглова одговарају одређени 
четвороугли (исте врсте). Према томе да ли је смер дате стране Z,' Z2' 
исти или супротан' смеру стране Z1 Z2' добивамо два lJодударна ' 

четвороугла Z1' Z2' Z8' Z4' И Z/' Z2" Z." Z." коЈи се разликују само 
положајем, тј. · један настаје из ,другог ротацијом за угао 1t'. 

Тако су у . сликама 71 и 72 дати четвороугли који одговарају 
-> 

четвороуглу СЛlще 61, односно 70, и то У слици 11 вектор а" има 

и,сти смер са вектором ;, а у слици ~2 супротан смер. 
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, Слика 74 претставља ' четвороугао који одговара четвороуглу 
слике ,7З, односно б8, а на слици 7б дат је четвороугао који одговара 

четвороуглу слике 75, односно б9. \ 

1 

2' 
" 

Ј' 

Сд. 70 СД. 71 СА. 72 

Ако четвороугао Zl' Z.' Z.' Z4' не конструишемо одвојено већ 
тако да се једна од паралелних страна или диагонала поклопи са одго­

варајУћОМ страном односно диагоналом датог четвороугла Z1 Z. Z. Z., 
добивамо низ планиметриских ставова. Ове можемо раздвојити у две 

СА. 73 

.г' 
СА, 74 

групе према томе да ли ће се две од крајњих тачака резултујуfiих 

страна Z1 Z2' односно 21' Z2' поклопити или не. оу првом случају 
добивамо ставове који тврде да после извесних конструкција две 
праве морају бити паралелне. а у другом, да три тачке морају леЖilТИ 
на једној правој. 
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Тако, на пример, ако четв~роуглу слике '70 доцртамо четвороугао 

слике 71, тако да се,дуж Z/Za' поклопи са ду~и . Z%Z4', добивамо 
слику 77 односно 78, а добивени став претставља напред наведени 

Папос-ов став који гласи: 

:;...--
_ .. -.---- -' 

Сл. 75 

-- _.--
l' 

Сд. 76 

Ако на једној правој изаберемо тачке А, В, С, 
А', В', С', тако да је 

тада је и 

1 2 1 • 

Ј 
i 

Сл. 77 

A'CI/AC' и В'С/јВС', 

А'Вј/АВ'. 

6' 

с 

СА. 78 

_.- 4 _ .. -

а на другој тачке 

с' 

Ако међутим у четвороугао слике 70 уцртамо четвороугао слике 
72, тако да се и у овом случају дуж Z8" Z1" поклопи са дужи 2.2,. 
добивамо слику 79, односно 80, а ' одговарајуliи став гласи: 
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Ако кроз произвољну тачку Р стране АБ троугла АВС по-

. вучемо · праву Рх !!АС и правуРуlfСВ, а кроз тачке А и В 
повучемо . две произвољне паралелне праве, прву до пресека а са 

Ру, а другу до пресека R са Рх , тада тачке С, R и а. леже 

на једној правој. 

с ~о~-'---+ __ .. iВ 

А 

СА. 80 

Сличан став . добивамо и кад четвороуглове слика 73 и 76 
'Тако нацртамо да им се стране Z2ZЗ и. Z2' Zз' поклопе (ова зајед-

'ничка страна, у слици 81, / 
одговара дужи СВ). Овим 
добивамо став који гласи : 

Ако две паралелне пра-

ве хх' и уу' пресечемо 
правама АБ и CD и кроз 

тачке А и D повучемо две 

паралелне праве, прву до 

пресеi<а Р са CD , а другу 

до пресека Q са АВ, тада 

је РБ !! СQ. 

Напоменимо да слике 

оо и 81 претстављају, уства- ~ 
ри, онај случај слике 78 ' 
Папос-ова става, код кога 

се две од тачака АВС, ' од-

/' 
/ . 

носно А' В' С' налазе са СА. 81 

\ 

, , --

:. 

друге стране тачке пресека правих на којима се ове тачке налазе. · . 
2<> Ако на исти начин конструишемо ' лВ'а четвороугла који задо­

вољавају услове 20 примера (8) или (9), тј. ако четвороуглекон-

( 
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.струишемо 'I'ако..да оо иМ поред хомологих страна и ХОМ:ОЛQге диагонале 

буду . паралелне,тада Ijемо увек добити сличне 'четвороугле. Тако, . на 
пример, ако четвороугnу облика слик~б8, Тј .. четвqроуглу слике 82 
конструишемо одговарајуfiи четвороугао чије су хомологе стране и 
диагонале паралелне, добиfiемо њему сличан четвороугао дат у слиц~r 

'. ' . . 

4 

/ 
/ 

• 

/ 

- 3 

СА. 82 

i ' 
l' 

2 

4' 

СА. 83 

83. Ако ова] последњи четвороугао уцртамо у претходни (В. сљ 84). 
тако да им се темена 2.' и 2. поклопе, а страну 28' 2.' и диагоналу 
22' 2' .. поставимо ' на хомологу страну с 2824' односно диагоналу 
Z22 .. , тада ће .и четврта страна 2/2/ пасти на њој хомологу 

. 
/ , 

1 

Сл. 84 

I 
/ 

/ 
. ј 

1>- . , 

/ 
l' , 

в 

с' 

С.4. 85 

в 
/' 

с 

страну 21 Z4. Ово У ствари претставља Dеsагguеs-ов ста в (в. сл. 85)­
који гласи: Ако два троугла АВС и А' 8' С' имају такав положај у 
равни да су им хомологе стране паралелне, и ако праве ВВ' и СС' 
продужимо до њихова пресека S, тада и права АА' пролази кроз 

тачку ' S. 
Иако слика 85, која одговара Dеsагguеs-ову ставу, садржи ви.ше 

тачака и правих 'од слике 78, која одговара Папос-ову ставу (поред. 
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тога што је и извођење Desaгgues~oBa става · дуже); . сама слика је 

прегледнија. Уосталом, обе слике имају заједничку особину да кiюзс 

сваку тачку пролазе по три праве, и да се на свакој правој налазе по 

три тачке, сматрајуl1ипри томе да се парал,елне праве секу у јеДliој 
тачки праве . у бесконачНости. 

3адаци 

1. Услов да троугао 2,2228 буде истостран је да буде д=О, . 
где Је 

1] 

д = ] 
1 

z. z, I 
~ 2 2 2 z. Z2 ; ~ Z 1+ Z 2 + z з-z, Z2-Z. z. - z. Z,. 

z, Zз ~ . 

(Зg)· 

(Може се и овако доказати: Транслацијом почетка у 2~ можемо , 
ставитиz.=О; обртањем можемо Z2 учинltrи реално и без ограни-· 

чења (зашто?) ставити Z2 = 1. Тада . се (38) своди на 

z2,-z,+1=0, (39) 

КОЈа једначина одређује треl1е теме исто­

страног троугла са дужином стране 1. 
Обратним поступком из (З9) долазимо 
до обрасца (З8).) 

2. Ако над странама троуг ла АВС 

конструишемо истокраке троуглове А/ВС, 

АВ/С и АВС' са углом од 120' при 
врховима А', В' и С/, покажи да је 
тада троугао А'В/С' истостран, ма какав 

био троугао А ВС, (в. сл. 86). 
C~ . 86 

3. 10 Троуглови а, Ь, с И а', Ь',.с' су слични ако .је, или 

или 

Ь -а Ь' - а' 

с - а с'-а' 
, 

1 а а' 

д- 1 Ь ь' =0. 
] с с' 

в 

с' 

2' Ако је а' = а, Ь'=Ь и с'=с. тада су ови троуглови поду-­
дарни. Међутим је д= - 4i.РФО; Зашто? 

3' Из l' изведи да тачке а, Ь. 

се могу наl1и ТРИ р е а л н' а броја . х, 

')(,а + лЬ + р.с=Ои 
и обрнуто. 

и с леже на једној пра'вој 
. 

акО> 
, . 

л и р. таква да Је 

У.+Л+\l='О ~ 
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4. Ако је а тежиште троугла А ВС, а М произвољна тачка 

i1Jавни, докажи да је: 

. 1° 3(0А"+ ОВ· + OC")~ АВ2 +BS;2 + СА2; 

2° MA2+MB2+ 'Mu~bA2+ ОВ2 + ос"+зма". 

5. Ставимо 
" " ёibe( ~ a) ~ (a~bi+i(alb); 

" сматрају!;и (alb) као симбол за "производ бројева а и Ь у правцу . 
а: 

·а", а (а_1 Ь) као "џроизвод у' правцу нормалном на правац а", 

,покажи: 

1° да за ове симболичке производе важи дистрибутиван закон; 

2° да уместо комутативног закона имамо 
а -а Ј а -а 

(bla)~-(aib) и (b _la)=(a~b); 
3° да Је 

а+яl: а 1[/, 
(a : b) ~ (a~b), и сmщиално (alb) = (a~b), 

а.+,,/, а. "/. 
<a~b) = - (alb), и специално (a~b) =. -(alb); 

4° да је 

" (а I Ь)=О 
~ ~ 

услов да вектори а и Ь закла-

пају угао а мерен од вектора 
~ ~ -а 

СА. 87 а . према вектору Ь у позитив-

ном c~epy" (в . сл. 87). 

6. Упоређивањем једначине (16) са (12) види, на основу веза (15), 
какви се ставови могу добити за четвороугле, примењују!;и на (16) 

' поступке изведене у 1°, 2° и 30 тачке 1.3 (vi). - Поступак из 40 
изведен је у примеру (7), тачке 1.3. (vШ). 

7. Покажи да се образац (10) тачке 1. З. (ју) , ТЈ. 

(а I Ь) с +{сl а) Ь+ (ы� c)a ~ O, 

'кад га применимо на ]единичне векторе, своди на адициону теорему 

' функција синус и косинус. : 
8. Ако је у пеtоуглу ZlZ2Z.Z4 Z5 тежиште а подједнзко 

удаљено од темена Zk' тада мора збир јединичних вектора у прав­

.цима OZ,,, k~ 1, 2, 3, 4,~, бити једнак нули. - Ако су дата три 

~узастопна теме на таквог петоугла, конструиши остала два и одреди 

услове када је проблем могу!;. 

9. Дате су праве Sx и Sy и тачка Р између њих (в. сл. 88). 
: Кроз тачку Р повуцимо две праве које секу праву Sx у тачкама 
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А и С, а праву Sy у тачкама В и D. Ако кроз тачке В и С 

повучемо паралеле са CD и АН и њихов пресек означимо са Q, 
а кроз тачке А и D паралеле са CD и ВАи њихов пресек озна­
'Чима са R, тада се тачке S, Q и R налазе на једној правој. 

10. Нека је Р произвољна 

тачка основе АВ трапеза ABCDj 
ако кроз Р повучемо праву, па­

ралелну диагонали АС, дО пресека 

Q са краком ВС, и другу праву, 
-паралелну диагонали BD, до пре­

сека R са краком AD, а затим 

кроз тачку Q повучемо паралелу 

диагонали BD, а кроз тачку R 
паралелу диагонали АС, тада се 

тачка пресеl(а S ових паралела 

'налази на основи CD трапеза. 
Поред тога, права PS пролази 

:кроз тачку пресека Т дизгона!lа 

трапеза. 

11. Нека су ABCD и " АВ'С'D, 

два паралелограма таква да имају 

заједничко теме А, и да се теме 
в' налази на страни АВ, а теме , 

D на страни AD'; покажи да се 

тада праве B'D, BD' и СС' секу 
у једној тачки. ' 

.~ 

Ј 

\, 
\ 
\ 

\ 
\ 

, Сл. 88 

12. Нека је дата полигонална линија ABCD (облика слова Z ). 
Ако кроз тачку А поаучемо њој , паралелну полигоналну ЛИНИЈУ 

A8'C'D' тако да буде ' AB'//CD, В'С'//ВС и C'D'//AB, и ако се 
тачка С' налази на правој АС, а дуж B'D'//BD, тада се тачке 

.4, D' и D налазе на једној правој. 

13. Ако је четвороугао Z'Z'ZЗZ4 тетиван, тада ће и сваки 
четвороугао чије су хомологе стране и нехомологе диагонале па ралелне 

латом четвороуглу такође бити тетиван. 

14. Покажи: 
10 да из 

............ 
( z ja) , (z'la) следи да је Z-Z'//a; 

20 да из 
(а I а') ~ О, (Ь I Ь') = О и Са I Ь) 'о С а' I Ь') , 

-следи да је 

Са + Ь' I а' + Ь) = О или (Ь' - а I Ь - а') - О. ' 

Које су геометриске интерпретације ових ставова? 
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15. Покажи ' да је ' 
, ' 

, ' ., (а I Ь') (Ь I с')(с I а') ~ (a~1 Ь){Ь' !с)(с'l а}, 
кадгод , Је . ," ' 

(ala')=O, , (blb')=O и (CIC')=O. , 

16. Покажи да за четири произвољна броја а,Ь, а' и Ь' ваЖI-I 
, ' 

(аа' I ЬЬ') = (а 'Ь)(а' ..L Ь')+ (a..L Ь)(а' I Ь') . 

17. Површина Рг троугла Z1Z2Za је дата обрасцем 

2 Р. = (z1Iz2)+ (z21 Z.) + (z8'1 ZI)' 

а површина Р. четворогла Z1Z2ZaZ. обрасцем 

2 Р. = (Z11 Z2) + (z2Iza) +(Zз Iz.) + (z.l z l) 

и то са предзнаком + или према томе да ли је смер обилажења 

троугла, односно четвороугла позитиван или негативан. - Шта бива 

кад је четвороугао звездаст? - ИЗМНОЖИ производ (z. - z,1 z. - Z2 \, 
упореди са обрасце,\\ за 2 Р 4 И објасни геометриски. 

1.4. Троугле координате. (ј) Ако између бројева Z1,Z2 и Z. 
постоји веза облика 

Сл. 89 , 

(2) 

где су Х, л и р. реални бројеви 

различити од нуле, тада Њима од­

говарајУће тачке ZI' Z2 И Zo леже 
на једној правој, и обратно~ 

Заиста, из (1) и (2) следи 

, (3) 

тј. тачка Z. дели дуж Z1Z2 у односу' Л:х. 

Обратно, ако се тачке Z"Z2 и Z. налазе на истој правој и ако 
тачка Z. дели дуж Z1Z2 у односу л:х, тада је Zo дато обрасцем 

(3), а који се, са х +л= -!,-, своди на (1) и ' (2), (в. 1.1 (Н) ЗО и 
1. 2. (Н) 9'). 

Сва три броја х, л и у, не могу, због (2), бити истога пред­
знака, тј. један од њих мора имати супротан предзнак од остала два. 

Тачка која 'одговара том броју налази се тада између остале две 
тачке. 

Нека је, на пример, 3Z1-Z2-2Zа ~ О, тада се тачка Zl налази 

између тачака Z2 и Z. (в. сл. 89). 
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. (јi) Ако су дате три тачке Z" Z2 и Z9 које ~e леж.е на једно} 
правој, тада свакој тачки Z равни једнозначно одговарају три реална 
броја "Х.," И р., тако да је 

, 
Z = "Х. Z 1 + А Z2 + Р. Z., 

са . 
"Х. + Л+р. = ]. 

(4) 

(5) 

Заиста, спојимо тачку Z, на пример, 

са тачком Z, и означимо са Z' тачку 
{Јресека пра вих ZZ, и Z.Z. . Тада 
тачка Z дели дуж Z , Z' у одређе-

'ном односу Џ:"Х. ~ Z' Z : ZZ" где 

бројеве 11 и Х можемо увек тако 

изабрати да буде v + Х ~ 1. Према 

томе, можемо ставити 

- Z +XZ1 + VZ' = 0 са -]+х+џ=О. 

/ 
/ , 
l 

СА. 90 

/ 
/ 

/,Z 
/ 

Даље, тачка Z' дели дуж Z,Z9 у извесном односу р.: А= 
--- - --

= Z. Z' : Z' Z2' ('де о ве бројеве можемо увек тако , изабрати да буде 
, , 

Ј . ., f.1. -,- !', тако да !'Аожемо С1'авити 

-' vz'+ 1.. z2+р.Zз = О са -џ+1. + p. ~ O. 

Отуда, елиминаци јом бројева z' и џ, добивамо 

-Z+"X.Z, +2. z 2+p,Z9=0 са -1 +"Х.+1..+р. = О, 

НПО , даје једначине (4) и (5). 
Обратно, ако је Z дато са (4) и 

тачка Z' једнозначно одређена са 

(5), та.п.а је на правој 

, лz~ + р Z. 
Z ~-- -- , 

Л+ р. 

.а т а ЧI(З Z, на праВОЈ Z, 2', са 

Z= "X.Z1 + (Л+р.)Z'. 

Бројевима "Х., Л И Р. је, дакле, по­

ложај тачке Z у односу на троугао 

Z, Z2 Z. потпуно oApel5eH, зато се ови 
називају троугле координате тачке Z 
у односу на троугао Z,Z2Z" Због (5), 
сва три броја "Х., 1. и Р. не могу бити 
истовремено негативна; према седам 

......... -..л -~ 
СА. 91 

осталих могуliности Р:iCпореда њихових предзнака, тачкз Z 
у једном од делова -равни назначених на сл. 90. 

се налази 

(Ш) Сеџа-ов сшав. Ако поред тачке 2' (тј. тачке пресека праве 

ZZ, са страном 2228) 0значимо још са Z" и 2'" тачке пресека 

правих ZZ2' односно ZZз са странам,! 2з2" односно Z,22 , или 
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продужењима о.Вих страна, тада добивам() 

пермутацијом, (в. сл. 91), да је 
за ове тачке; ЦИКЛИЧ!<оМ. , 

, Лz. + \1Zs Z =-::- , 

1.+ј1 

Отуда видимо · да 

тачка 2' дели страну 2е 2з У односу t1 ~ j1 : л , 

2" " " 2з21 " " t. = х; 1'-, . 

н Z'" 
" " 212. " " 

t. = А : )(,; 

према томе је 
t1 t2 t. = 1, 

што претставља Сеуа-ов став, а који можемо формулисати и о вако : 

Да би .се праве 212', 222" и 282'" секле у једној тачки . 
!lотребно је и довољно да производ односа по коме тачке 2', 2" и' 

2'" деле одговарају!iе стране троугла буде једнак 1. 

(ју) Означимо са . Р, Р" Р2 

I 
\ 
\ 
I 
I 
\ 
I 
\ 
\ 

"~ \ 
Р2 w- \ 
_______ -_ -:::::: '-..Ь 

2 

СА. 92 

и Р 8 површине троуг лова 2,222 . ,. 
2222., 2Z1 2 . и 22.21' узете са 
одговарајУЋИМ предзнаком према 
смеру обилажења ових троуглова, а 

који смерови су одређени смеро­

вима страна 2,22' 2 22 8 И Z. Zl 
основног троугла (в. сл. 92). 

Бројеви х, А . и ]1- . који, према 
обрасцима (4) и (5), одређују ПОЈ!О­
жаЈ тачке 2 у односу на троугао 

21222., су пропорционални повр­
шинама P 1 , Р2 И РВ. тј, 

Р, 
х = -

р' 
л=Р. 

Р 
и 

Р. 
]1- = - . 

Р 
(6) 

Заиста . из (4) и (5), коњуговањем . једначине . (4), добивамо 

систем Једначина 

х +1. +]1- =1 

XZ1 + Лz. + p.Za =Z 

XZ, +ЛZ2 +]1-Z. = Z 

из . кога можемо одредити бројеве х, л и р., кадгод је дискрими­

нанта D. овог система, 
I 1 1 1 

D. = Z1 Z2 Z. 

ZI Z. Zs 
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" 

различита од нуле. Како Је, према 06расцу (6) тачке 1. 1. (v), 

д~ -4ЈР, 

где је р површина основног троугла, то су и з горњег система бро­

јеви х., А и Р. једнозначно одређени кадгод овај троугао ефективн~ 

постоји, тј. }(ад се тачке Z" Z2 и Z. не налазе на једној право]. 

Како је да.ъе 
, 1 1 1 

дх ~ z г2 г. 

z г2 г. 

i 1 1 1 , 
дА ~ ! г, z г5 

I г, z г. , 

1 ] 1 
дl' = ~ 

г2 z "-, 
г , г. z 

~ -4јР 1 , 

- -4ЈР2 , 

- - 4ЈР., 

где су Р" Р. и Рв површине напред наведених троуглова, то је., 

дакле·, 

дх Р, 
д ~ -р , x. ~ f1. ~ 

што доказује тврђење (6) . 

(v) Наведимо овде неке примене троуглих координата. У ту сврху' 
обележимо са Z" Z. и Z. темена посматраног троугла, а са а, Ь и 

с стране узете по величини и правцу, Тј . 

(7} . 
тада је 

а+Ь+с=О. 

Нека је даље Z нека тачка равни одређена у односу на посма­

трани троугао обрасцима (4) и (5), T~ 

г-x~+A~+p.~ (~ 
и 

(5) 

Приметимо, најзад, да Је 

ТЈ., према (1), 

и слично 

z - г, =(xz, + Аг2+р.г8) - (х ~А+ р.) г, ~ 

~A(г2 - г,) +р. (г. - г,), 

г-г ~AC-11b 1 г , 

z - г2 = х.с+р.а, , 

z -zз=хЬ-Аа. 
(8р 
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Напоменимо да из :овихобразаца 
. ·обрасце (6). Кад први од образаца (8) 
"други са с, а трећИ са а, добивамо 

можемо непосредно извести 

помножимо паралелно са Ь, 

л(Ь\с) . (b\z-z,Ј, p,(c i a) ~(clz - Z2)' -x(alb)=(a\z':'za)' 
а ови су обрасци истоветни са обрасцима (6). 

Пр. (1) (в. сл. 93). Средишта уписаних кругова. - Нека Је 2 
··средиште уписаног круга, а г полупреЧI'IИI<, тада Је 

2P1 =rla \, 2р2~гIы�' 2Рв =гlсl и 2P=r(\a\+lb l+lcl); 

( ! 
• 

" I " " r' / " " ~ "-
"-

е 2' 
\ 
\ 
\ , 
\г 
\ 
\ _.-- \ 

\ L 
,/ ·0 l1-

/ -с 
• С.4. 93 

, ·све ОБе површине су !10зитивне. Према (4), (5) и (6) је, дакле, 

lalz,+lblz.+\clz. i z= . 
lal+lbl+\cl 

Ако је 2' средиш те полууписаног круга, супротно темену 2, 
· а г' његов полупречник, тада је 

2 Р 1 ~ .,. г' l а \ , 2 Р 2 ~ г' \ ь 1 , 2 Р 8 ~ г'l с \ , 

2 Р=2Р, + 2Р2 + 2Ра = г'(-\а\ +1 ы� +! c i); , 

·при томе је Р 1 негативно, јер је смер обилажења супротан смеру 

· обилажења основног троугла, . (В. сл. 93). 

Према (4), (5) и (6) је, дакле, 

, -ј а lz,+IЬlz2 + lсl zв z = . 
-l ai+ lbl+ !c1 
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I 
На исти начИli добивамо за средишта ОСТала два полууписана 

круга 

z" = 1 а Ј Z1 - I Ь 1 Z2 + I с Ј Z. 

lal- I ЬЈ+lс l 

", Ја IZ1 + IbIZ.-lсЈ za 
Z = • 

ЈаЈ+ ЈЬЈ-Iсl 

Пр. (2) (В. сл. 94). Ортоцентар - пресек висина. Нека је 2 
тачка пресека висина спуштених из темена 22 и 2в . Тада је 

z-z2_1 /Ј и ,z-za..1 c, 'iз 
тј. 

(z-z • ..1Ь)=О и (Z-Z8..1C) = 0" 

IIЛИ, према (4), (5) и (б), 

( - хс + р.а _1 Ь) =0, (хЬ - Aa..l с) ~o. 

Отуда добивамо 

x.(C..lb)=p.(a_1 Ь) , и x(b..1c)=A(a..lc), 

т1. 
x.(b..lc)=A(c..la)=p.(a_1 Ь). 

Сл. 94 

Ако заједничку вредност ових производа означимо са р, тада је , 

р 
х=--

(b..lc) , 
р 

А=--, 
(с ..1 а) 

1<1, према (5), 
1 1 1 - 1 

- ' = ' + +-
р (b ..1 c) (c..1a) (а_1 Ь) 

Ови обрасци дају троугле координате' OPTOЦ~HTpa, а из љих . 
непосредно следи да је 

la1 ' Ibi lеl 
--'---"-Z + Z + Z cos а' СО5 ј3 2" ,cos у 8 

Z = ------'---~---'-

---,Ј_а ,-1 + I Ы + 1 с I 
cos а; cosj3 cos у 

односно, примеilОМ СИilУСilе теореме, да је 

Zt tga. + 2:.2 tgj3 + z.tgy z = ' . 
tga. + tgj3 + tgy 

, ! 
Пр. (3) Мепеlаоs-ов став,. Нека се тачка 21' налази на страни 

Z2 Z., тачка , z; на страни ' 28 Z, ' И тачюi , 2; на страни 2821 
троуrла 212229' или на љиховим продужељима, и нека свака од 

'ових Тачака дели о.и.говарајућу страну у' односу t
"
, t2 , односно , ta• 

Да би се тачке 21" 22' и 2з', налазиле на једној правој потребно је и ' 
довољно да буде ' ' 

t, е. t s "", .:.. 1 . 

КОМПJlексаlf брvј 
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(lрема пре1.пос;та~ц,и је . , .' . - .-, 

, z. + t j Z8 
Zl = " 

1 +t:l 
\ 

, 'Z1 + (. z. 
zз ~ ~----''--.:: 

1 + tз 
Ако услов, да се тачке 2/, 2; и 2з' налазе на једној .правој, нзпи­

шемо у облику -

, ' 

то, кад у овом изразу сменимо горње вредности за до-

бивамо да је. . 

(z/ [z.') + (Z2' [Z8') + (Z8' [Z1') = ' . 
. ' 

(Z2+ (1 Z8 [zз +t2Z1) (Z8 + (2Z, [Z1 + (gZ.) (Z1 + t~Z21 z.+ t1z8). 
= + + , 

(1 +t1)(1+t2) (1 +t.)(1 +Џ (1 +(з)(1 + t1) 

множењем обе стране са (1 +t1)(1:+ t2)(I+t8), , добивамо, даље да је 

(1 + t j) (1 + (2) (1 + to) (Z1'[ Z2') + (Z2' [z.') + (z;IZI')}= ' , 

=(1 +tз) {(Z2[ZS) - (2(Z1[Z.)+ftt.(ZS[Zl») + 

+ (l +'(1) {(z. [Z1) - ta(z. [Z8) + Џа (ZI [Z2)} + 

+ (1 +t2) (Zj[Z2) - t, (Z8[Z,)+fatj (z.[zo») = 

'=(1 + t1 (. tз) (Zj! Z2) + (Z2 [Zз) + (Z8 [Z1»)' 
Према томе је 

Како је 

(zt' [z;) + (Z2' [Z8') + (Zg' [z,') ~ 

1 + t t t 
- (1 +(1) (1 :(:) 8(1 '+. tз) (Z1[Z.) + (Z2 [Za) +(Z8[Z1)}' 

(zllz2)+(z2[Z8)+(Z3 [Z1)*0, " 

јер се; по претпоставци, тачке 21,22 и 2з не налазе на једној правој, 

, то ако је лева страна горњег обрасца једнака нули, мора бити 

1 + (ј t2 (8 = О • 

и обратно; овим је Мепеlаоs-ов став доказан. 

Напоменимо да се помо11у сличности овај став може брже дока­

зати; међутим, како (Z11 Z2) + (Z2 [z.) + (Z8 [Z1) претставља двоструку 
површину 2 Р троугла 212228' то, кад се тачке 2/,2; и 28' не 
налазе на једној правој. горњи образац даје однос површине р' тро­
угла 21' 22' 2в' и површине Р троугла 2122 2а , тј, 

р': р = (1 +t1 Џз):(1 + (,)(1 + t 2 ) (1 + t 8 ). 
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Као последицу Мепеlаоs-ова и Сеуа-ова става (в. т. (Ш)) добивамо 
један став о троугшiма за чије формулисање нам је потребан појам 
хармониског односа. -.- 3а четири тачке Z1' Z. И Z', Z" " 
кажемо да стоје у хармониском односу, ако је однос t' 2. 
по коме тачка Z' дели дуж Z1Z' једнак супротно 
0значеном односу· t" по коме тачка Z" дели исту 
дуж, тј. ако је t' ~ - t". Ако, дакле, ставимо 

t'=t и t"=-t, 
тада liе тачке 

Z1- tZ2 

1 - t 
, 

стајати у хармониском односу. 

Чињеница да тачке Z1' Z2 И Z', Z" стоје у хар­
монискuм односу обично се изражава у облику двојне 

сразмере и то 

Z, Z' : Z1 Z" ,.;, _ 1 
2' 22 Z' Z2 ' 

где мер не бројеве ових дуж и треба узети са истим· 

или супротним предзнаком пре-

ма томе да ли су истог или 

супротног смера. 

Сеуа ~ Мепеlаоs-ов став 

можемо сад . формулисати и 

овако: 

Ако четири тачке сваке 

од група тачака (2" 22, 28" 
2з"), (22' 2., 21" 21") И (2з, 
21, Z2" 22") стоје у харм они­

ском односу, и ако тачке 2.", ~1 
22" и ZЗ" леже на једној пра-
вој, тада праве 212,', Z222' И 

282з' пролазе кров једну тачку. 
с ... 95 

,,' ., 

\ 

1 
I 

1-3 

" Z. 

Пр. (4) (в. сл. 95). Подели 
стране троугла 2ј 2.2з тачкама 

q : р, тј. тако да буде 

у истом односу 

2 2" . 2"Z ~ 2 2" . Z"Z - Z 2" . 1 в· 3 2- 21·1 а- в 2· 

и споји ове тачке са супротним теме нима. 

(9) 

Ако је р Ф q, тада троугао 21' 22' Z8' одређен овим правим има 
заједничко тежиште 2 са датим троуглом,. а његова површина р' 
се односи према површини датог троугла Р као што се (р _ q)2 

8* 
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односи према . гr + pq + q2, 'I'j; 
. '(p~q)2 . .. 

р' = . . р где је k=P" +.pq' + q2. 
· k 

, 
Према (9), тачке .Z/', Zз" и Z,j" с:.у одређене са 

(p+q)z~" =PZ2 + qz., (р + q)z.".=pz. +qZl' (р + q) Z8" ~PZl +qZ2' (10) 

Како се, на пример, · тачка. · Z/ .' налази на правама Z2 Z2" и 
то она дели ове дужи у извесним односима s: г и S': г', 
још ставимо да -је ./"" 

, 
r+s = l и r'+s'=1 , . 

тада Је 

Отуда је, према (10), 

(р +q)zt' ~ qSZl + (р + q) ':Z2 +PSZ8 , 
и 

(р+ q) z{ =PS'Zl + qS'Z2 + (р + q) r'Z •. 

. Z Z·i' . .' тј. ако 

(11) 

Како ове једнаЧИ/1е одређују исту тачку z,', ТО одговарајУliе троугле 
координате 'морају бити једнаке, дакле 

ps'= qs, qS' = (p+q)r, Ip + q)r'=ps. 

Из ових једначина, са једначинама (11), можемо одредити непо­

знате г, s, ;-' и s' . и'з прве и треliе следи 

г' = р s, 
p+q 

а, заменом у другу једначину (11) , добивамо 

Отуда је 

s~ р(р/ q>-, са k~p2 + pq + q2. 

q2 
T ~ I -s=-. k ' 

qs pq 
=-

p+q k 
и 

rs р2 
=-, 

p+q k 

па је, према томе, 

z l ' = ,--P--,q,-Z,-,1~+~q2_z--,2,-+,--,,-p_1 z--,,-" 
pq+q2+ p2 

. Цикличком пермутацијом (В. сл. 96) доби-
,.ор вамо остале тачке, тако да је 

~ 
kZ,' = pq Zl +q2Z.+p2Z., 

~~ 
kz; = P~ Z1' + Р q Z2 + ч2 z. , (12) 

kz.' =q2Z1 + p2Z2 + pq z. , 
,.о" 

са 

СА. 96 k~p2+pq + q2. 
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, и з ових једначина видимо да је 

само кад је p ~ q, тј. само у том случају се праве 2121'" 2222" и 
28 2з" секу у једној тачки, тј. у тежищту троуrла 212228. 

Ако једначине (12) саберемо и скратимо са k добивамо 

која једначина, пощто је поделимо са 3, казује да , се тежищта· тро-

углова 21222. и 21'22'2з' поклапају. ' 
Разлике између две и две од једна чин а (12) дају стране а', Ь' 

и с' троугла 2>' 22' 2.'. Тако је, на пример, 

kc'=k(z.' -Z,')=(P-q) {PZ, +qZ2 - (p+q)za}=(p-q) {P(Z,-Z.)+q(Z2 -Z.)}, 

тј. npeVl.a (7), 
ke' =(р - q) (рЬ - qa). 

На исти начин добивамо за све три стране 

ka'=(p- q) (рс - qb), 

kb'~(p-q)(pa-qe), (13) 

kc'= (р - q) (рЬ - qa). 

Ако ове једначине поделимо са (р + q), видимо да се стране 

а', Ь' и с' троугла 21'22' 2з' односе према дуж има 2\ 2/', 222." 
и 2з 2." као (р2 - q2): k. 

Из једначина (13) добивамо и поврщину Р' троугла 2/2.'2.', тј. 

2P'~ (a'lb,)=(P~2q)2 (pc-qfJlра-qеk. 

а како је 

то' је, дакле, 

= (р- q)2 (р2(е I а) -.pq(b I а) + q2{b 1 с)} = 

k 2 

, 

(еl а)= (а 1 Ь) = (Ь 1 е)= 2Р, 

р = (р -q)2 (р' + pq + q2) Р =(p_q)2 р. 
k 2 

.. k 
" 

Приметимо, најзад, да образовањем раЗЛ!fК6 



Н8 . [Део 11. 

доБJ.lвамо 
k (z~, - z) =(р - q) {р (Z8 ..:. z) :.. q (Z2 .:.. z)} ~ 

. , . (p_q)2p(Z8-z)-q(~-z) . · 
. Z1- Z = . 

k . " p-q 

тј. , ! 

Ова једначинаказује- да тачка пресека 21111 ' праве 22!, са 
продужењем стране2а 2. дели ову страну у односу 

I 

И да c~ 

22,' :. 22t''' = (р - q)2 : k = р' :. Р . 

и сто је тако . 

k (z.' - z) = (р - q){p (Zl - z) - q (z. - z)} 

k(z.'-z) = (p...,q) {P(Z2-Z) - q(Z1-Z)}: 

Вадаци 

1. Нека је 
Z .~Z1 +ЛZ2+р.Zа са ~+Л+р.= 1, 

где се налазе тачке 2, ако је 

10 ~ =O, или л=о, или р. = 0; 

20 ~=л= О, или Л=р.=О, или р.=:х. =0 '. 

2. Покажи да су троуглови 212.28 И ' 2,' 22' 2 8' И3 примера . . 

(4) слични, само ако је први троугао истостран. 
{На основу задатка З. тачке 1.3 треба да је 

1 Z1 z,' I 
1 Z2 Z .. = 0, 
1 zз Z8' 

а ова детеРМИН\lнта се, до на један фактор, своди на израз (38) 
задатка 1. тачке 1.3.Ј 

3. Покажи да у троуглу 212228 постоје ' две тачке 2' и 2" 
(Вгосагd-ове тачке) такве да је 

SC2.21 2з = SCZз 22 2'= SC 2,2.Z' = w, 

.SC 2" 2.2з = SC 2" 22 21 = SC 2" 2. 22 = w, 
и да је тада 

cotg w = cotg о; + cotg ~ + cotg у, 
. . 

или 
" 

sin' w= sin (о; - w) sin (~ - w) sin (у ~ w), 

где су 0;, {3 И У углови троугла. 

4. Покажи да се обрасци . (6) ове тачке могу извести И3 обрасца 

a(blc) +b(cla)+c(alb)=O, 
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<B~ т. 1.3. (iv» ак-о у њему ставимо 

a~zl-Z' b=Z2-Z' C=Za-z, 
јер тада добивамо даје 

ZI (Z2 - zlzs-z) +Zg (z. -z jZl -z) +Z.(ZI - Z lz. - z) z= ' , . 
(ZI ! Z2) + (z.lzз) + (zsl ZI) 

5. Покажи , да 
. 
Је 

ZI sin 2а + Z2 sin 2[3 + z.~in 2 у: 
sin 2а+ sin 2[3 + sin 2 у 

,средиште описаногкруга троугла ZI Z. Zз. 
6. Нека је дат троугао ZIZ,Z. чије су 'стране , 

a=za-Z2' b=z,-z., C=Zt-Zl' 

10 Ако је х реалан број, покажи да се таЧК<I 

119 

'Налази на симетрали спољњег или унутарњег угла код Z1" према 

томе дали је знак - или +. 
, zo Одреди х тако да се . Z' налази на страни Z. Zз . 

30 Изведи обрасце ва средишта уписаних кругова из примера (1). 
40 Покажи да тачке пресека си~етрала спољних углова са 

-супротним странама леже на правој линији. 

50 Покажи да се тежиште Тр,оугла , Z,Z2Za налази У пресеку 

-симетрала ' унутарњих углова оног троугла чија су темена средине 

страна датог троугла. 

7. Докажи да троугао мора бити истостран ако му се тежиште 
' " 

;поклапа сасредиштем 10 уписаног, 20 описанрг круга, 
{Задатак под 20 може , се и овако доказати: Разлика 3 (ZI-Z) , 

:где је Zтежиште троугла, износи 2z1 -z.-zз, тако да је 
. - ' " 

12z, - Z2 - ~.12 =12(z, - zs) -(Z2 - Zз)1 2 = 
, . , 

, , , =4IZ1:- Zз 12 + IZ2 - zaI2-4(z, - z,_1 Z2 - zз), 
, . . 

iисто ' Је тако 

. , 

:отуда следи, ако су тачке Z, и Z2 подједнако удаљене од тежишта 

Z, да је 31 l~ 3' 1 ' 12 } , Z,-zз = Z2-, za . 

, 8. Докажи дачеrвороугао ј<од кога је тежиште подједнако уда-
. '. -, . .", . . " 

.љено одтемена мора бити правоугаоник. 
. " '- . О', 

9. Ако су троуI:ЛЬВИ Z,Z2Z~ И ZI' Z.'ZB' такви да је 

ZIZ • . Zt' Z.'='Z22. ' : Z2' Za' =':: ZBZl ,Z.'ZI' , 
., . ' 

т.ада су оба ова троугла -исt6страна, ', ' 



2. Геометриска места 

2. 1. Права.(i) Ге5~~:ГРИСКО ~епо ~CKyп ~ви;)( оних та"lзка Z, 
обично једне криве лин.ије, које имају једну ис;ту rеом.еrРИl;ј(У РS:Р.()Щlу, 
а којом је особином ова крива потпуно одређена. Ако са Z оана­
чимома коју тачку геометриског мееiз, ова особина .c€ мрже често 
лако алгебарски израаити ' Џј)ймеНQмкомплексних бројева. Тада, тако 
добивени алгебарски израз, у коме ' се јавља 6pojz, претставља 
једначину посматраног ' г-еО14(!ТРИСКОГ меСТ'а, ито обично у имплицитном 
облику. Често се до овог Ј1зра.ва · лаКJllе долази увођењем реалног 
променљивог параметра t, а Z щ~раз"l у зз.ащ:но,с:rи рд тог n.арџметра. 

Добивени израз тада претсџвљадараметарс;ку једначину геометриског 

места из које можемо који пут лакше читати његове особине. Овде 

l1емо на једном низу примера показати како се у појединим случајевима 
ово постиже. 

(Н) Наведимо прво НеI\ОЛИ~ облика једначине праве линије I<oje 
добивамо ако је дефиниwе,мо; или непосредно из два услова, или као 

геометриско место. 

)0 Једначину праве која пролази кроз тачке 2, и 22 ДоРИЈНIМQ 
---+ . , ' 

ако изразимо да је џктор -?:-z, паралела» »ектору Z2 -~" дакле 

С ... 97 

. , 

СА. 98 

и 

(z - Zl ј Zz - Zl) = О. 

СТЗВЉiljyt.и 

ТЈ· 
z - z, = (х - Х1) + i(y - у.) , 

и • 
Z2 - Z, ""'{Х2 - Х,) + i (У2 - У.), 

добивамо непосредно њену јеДl-lачину у 

правоуглим координатима 

(х - Х,) (У2": у.) - (у - у.) (Х2 - x,)~O. 

20 Једначину праве која ПР9ла?и кро,3 

тачку 2. и има правац а, или је пара-
-+ ~ 

лел~а вектору а = I а I е (а), добивамо ако 
. ~~ ---"'!"'"~ 

изразимо да Је Z - Zo паралеЛНQ. са е (а} .... . . 
или са а, ТЈ. да Је 

(z-zole (а»=0, или (z-zрlа)=О. 

Ако ставимо 

-?: - zo={x~ хо)+ i(y -YI/) 

е (а) = COS а (1 + Цед) ~q)s а (Ј + iт), 
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тада се праа од оаих једначинасаОДI<I на 

(х - хо + i (у - )'0) 1 1 + Ёm) = О, 
ТЈ. на 

Другу једначину можемо написати и у облику 

(zla)=(zol а), 
или 

az - az=ik, 

где Је k одређен реалан број, (k=2(zola». 

30 Једначина праве која пролази кроз тачку z; 'и стоји нормално, 
-t 

на прааац а, или на вектор а, или на дуж ZI Z2' има облик 

или 

или 

или 

(z - zo-.Lс(а»=О, 

(z ~ Zo ~а)=О, 

(z ~ Zo _1 Z2 - Z1) '""о .. 

Другу од О/ll1Х јеДlщчина можемо напиСаТИ и у 09ЛИl\У 

где је k одређl1Н реалан број, (k=2 (zo-.L а». 

40 Симетрала дуж и Z.22 је права која пролази кроз тачку 

z. +Zg 
ZQ = 2 

, 

и lJ()pM~I,1JHa је !'Щ Щlтој ,дужи. Дај{ле, њена једнцчина је 

или 

До исте једначине долазимо .аКо изразимо да је симетрала дужи< 
Z1 Z2 . геометриско место тачака Z подједнако удаљених од крајеаа 

те дужи тј. 

Тј. 

1 z ~ Z1 I =i' 1 z - z21· 
Каадрирањем оае једначинедобиаамо 

Iz 12 + IZ112 - 2(z -.Lz.)"",lz 12+ IZ212 - 2 (z _1 Z2), 

z (z_1 Z2 -.?д -"'-1 z21 2 -1 z11 2
• 
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SO Једначину праве која пролаэи 'кроз тачку Z. и заклаt:Iа угао 

у са дужи Zl Z. ' добива,МО aI\o изразимо да је- вектор Z - Zo пара­
-лелан вектору (Z2 - Zl}e (у), ' тј , 

СА. 99 

. (Z-Zo[(z'-Z1)e(y»~0. 

(Ш) 1° Изразом 

Z =PZ1+QZ2 

P+Q 

је одређена тачка Z праве која про­

лази кроз тачке . Z1 и Z2 И дели дуж 

Z, zz ' у односу Q : р. Ако у овом из­
разу ставимо 

q=t и р= 1-t, 
, '. 

сматрајућИ t као реалан параметар, добивамо (в. сл. 99) 

z = zJ +t(Z2 - Zl)' 

Ово је. параметарска једначина праве која пролази кроз таЧ1<е 
Zl и Z •. - Док ' t варира од О до 1 тачка Z се креће ОДZ1 дО 

тач·ке Z.; за ( > 1, Z се налази са стране тачке Z2, а эа t <О, 

са стране тачке Z1" 
Елиминацијом параметра t, што постижемо множењем паралещю 

горње једначине са Z. - Z1 , добивамо 

, 
" 

СА. 100 

• 

тачку Zo и има правац 

30 Једна чине 

односно 

(Z I Z. - Z1) ~ (Z1 I Z. - Z1)' 

ТЈ. једначину из тачке (Н) 10. 
20 Општи је, параметарску једна­

чину праве која прелаэи кроз тачку 
',.' ' ... 

Z;, а пара.1елна је вектору а, до­

бивамо ако t пута већИ (или мањи) ... ... 
вектор ta додамо вектору Zo, ТЈ. 

z=zo+ta. 

Исто је тако 

Z = z.+ te (0:), 
односно 

Z=ZO+t(Z2- Z1), 

једначина праве која пролаэи 

0:, односно је паралеЛ!fа дужи Z1 Z • . 

Z = zo+ iat, 

z = zo+ie(cx) t, 

кроэ 
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ОДНОСНО 
. 

z = zo+ i(z,. - z.) t, 
nретстављају праве које пролазе КрО3 тачку Zo и нормалне су на 

~ 

нектор а, односно правац а, односно дуж Z. Z., 
Тако је, на пример, 

z. + Z2 • ( ) z ~- + 1 Zjl - z. t 
2 

једначина симетраледужиZ. Z2' 

(iv) Уопште, ако су а и Ь два комплексна броја, тада 

z~at+b 

претставља параметарску једначину праве линије. Њен правац је дат 

са аге (а), а Ь је једна тачка те праве линије. 

Угао у што га ова права заклапа са правом 

z = a't+b' 

износи, према томе, · 

у = аге (а') - aгe(a)~ aгe (a'/ a), 

.или 

аа' 
е(2 у) = - . 
. аа' 

(v) Отстојање 1) тачке Zo од 
прав~ 

z= at + b, ' СА. 101 . 
~ ... . . 

добивамо као пројекцију вектора zo-b ... на нормалу дат-е праве, ТЈ . 

на правац нормалан на вектор а . Дакле, ' 

1) ;"' j ~ 1 (alzi; -b). 
.' 

(vi) 10 Тачку пресека Z правих 

z = at + Ь и z = а' t + Ь' 
добивамо ако одредимо оне вредности 

t 11 . (" параметара за које је 

z~at+b и z =a't' + b'. 
',' . . " : ., -
Ове две једначине претстављају 

систем од четири реалне једначине' са 

о 

. 
аУ' 

, 

qетири реалне непознате : R{z},ЛZ};СЈ!. 102 , .. .. 

t И ,е' • .... ,~ " :'., , . " ,. " " 
БЛИМl1нацијом бррја , Z , доб~.вамоједначи~у 

, . 
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која са њеном КОЊУГОЩlНом једна'цщом . ~ . 

at +.4 . a'J'-t:(i ., 
! ,' :- .; \ • . 

даЈе систем из кога r.)ожеј\\О ОДР~ДИ\fI . . t и. , ,1,', , a~9 ДИGI<РИМflнант!), 
овог система, тј. 

а -а' 
- -, 
а - а 

= аа' - ад' = 2ј(а I а'} 

-+ ! -+ 
НИЈе Једнака нули, тј. ако вектори а ' и а' ниСу паралелни. 

20 Ак() из прробипюг система елиминищемо . параме;rре t , и t' 
и то множењем паралелно прве јеДIJЭЧИlfе са а, а др,уге са а', добfl-
вамо реални систем од две једначине . 

(z Ill) = (Ь 1 а) и (z 1 4') - (4:[а') . 

Како је, према обрасцима (9) или (10) тачке 1. 3. (iv), 

(а lа') z~ (zla')a - (zla) а', 

то, кад у овом ' обрасцу (zla') заменимо са (b'la'), а (zla) са 

(Ь 1 а), добивамо 

(а 1 а') z= (Ь' 1 а') а - (Ь I а) а'. 

Према томе, тачка пресека посматраних правих . је дата изразом. 

'{Ь' la')a - (Ь I а) а' z = ~'---''---'-~~ 

. (а la') . 
3адаци 

1. Нека jek дат реалан брОј; шта претстављају доње једна-

чине за k = O и k =1= О: 

10 R{z} - k; 20 J{z} ~ k; 30 arc(z) - k; 
40 R{z±z}=k; SO J{z+z}=k . 

• 

2. Нека је t реалан параметар; . шта описује тачка Z док t 
варира од - оо до + ОО , или од О до 1, или од О дО оо" 
ако је: 

10 z = a+iat; ' 20 z=ai+at; 

30 z = (i ~ t) j U+it). 

3. Тачка z=(a' + b't)j(a+bt) ће описати праву само ако је 
(а i Ь)=О . 

4. Нека jek реалан број; какав положај заузима вектор 

према правама аz+аz=kи az+a;r,=k? 

-+ 
а 

5. Одреди Т(lЧКУ пресека npat:IJfX "I! претходиог задатка. 

б. Одреди тачку пресека праве KQja пролази кров тачку 
паралелна је правцу а, и праве која пролази кроз тачку Z2 , 
нормално на правац а '. , 

22 и· 
а стојJ:l 
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7. Дате су праве 

". z~{tt, z~l+it, z=1+(l-i)t, 

,одреди: 10 симетрале појединих углова које ове праве заклапајУi 20 
геомстр[ско место тачака чији је збир отстојања од прве две праве 
једнак отстојању од треће 

праве. 

8. Дате су tачке а, Ь 
и с (в. сл. 103). Одреди 

·npeceK Х правих Ь, с и 

О, с - а, и пресек у правих о -
а, с и О, с - Ь, као и по-

вршину троугла' О, Х,у. 

9. Покажи'да се је-
дначина праве која пролази кроз тачке 2, и 22 може . симетрично 

tfаписати овако 

(z 1 z,) +(z,1 Z2) + (z".1 z) ~O. 

10. Дате су три праве од којих прва пролази кроз тачку 2, и .. 
паралелна Је . вектору а, друга кроз тачку 22 и паралелна је вектору .. .. 
ЈЈ, а трећа кроз тачку 2. и паралелна је вектору с. Да би се ове 
праве секле у једној тачки потребно је и довољно да буде 

(z, 1 а) (Ь 1 с) + (z.1 Ь) (с 1 а) + (z81 с) (а 1 Ь) = О. 

Дискутуј случај кад је (а Ib) = О, и покажи да се тада горњи 
. ' . 

услов може свести на 

(Z2 ~z,lb) (cla)=O. 

11. Ако троугле l\оор.tt.Инате Хо,1. и р. задовољавају линеарну 
·везу облика 

P1t+q1.+r:p. =O, где су p,q и r реални ' бројеви, тада се 
тачка 

flалази на правој 

12. Нека је 

Z z, .<12 Za ~O. 

О р q ,. 

1 ] 1 1 

z/ = х/ Z, +1./ Z2 +р./ z., 

,z/ = Хо" z, + 1." Z2 + р." ZB'-
, 

(Хо/ + 1./ +р./ ~ 1), 

(Хо"+ 1." + р:" = 1), 

i'" -- х", Z + 1./1/ Z +,,'" Z 1 2 ' г" ВЈ (х.'" + 1.0'-+' р.'" =-= 1) , 
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" 

и 

х.' л' р! 

, д ~ х." , л" ,," 
r " 

. -х.'" А"" р.'" 

[Део 11; ' , 

тада је , 

; , , , 
(z' l z") + (z" Iz''') +(z'" I z')~д {(z11z,,) + (z21 z.) + (Zзl z,)}, 

Да би се тачке Z', Z" и Z'" налазиле на једној џравој, потребно је и 
довољно да буде ' Д~O~ 

2.2. Круг. (i) Изведимо овде три главна облика имплицитних. ' једна­

чина круга и то из његове , три основне особине које га као геометри-
ско место потпуно карактеришу. 

10 Геометриско место тачка Z које се налаз'е на остојању 
г > О од тачке А је круг чију једначину, џрема дефиницији, моЖемо 

непосредно написати у облику . 

Iz~al=r. " 
Ако ову једначину квадрирамо, добивамо 

IzI2 -2(а_1 z)+1.a12 =r 2
• (1) 

Дакле, једначина облика 

I z I 2 -2(а-Lz)+р=О (2) 

претставља једначину круга са средиш тему тачки А и полупречником 

или 

r = у I а 12 - р, за 1 q 12 > р. (3) 

20 Геометриско место' тачака Z чији је количник отстојања од 
тачака А и В сталан и 

о 
~_._._._.~q:::-

s 

Сд. 104 

једнак k =1= 1 је тзв. Апо­

ЛОНИЈев круг. 

Његова једначина је, 

(В. сл. Юt), 

Iz-a l~ k=l=]. (4) 
Iz- ы� 

За k= 1, ово је једна­
чина симетраледужи АВ 

(в. тачку 2. 1. (Н) 40). 
Квадрирањем једначине 

(4) добивамо 

1 z - а 12 - k2 1 z - Ь 12 = О, 
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Дакле, прем~ (2) и (3), средиште . S Аполонијева круга дато је · 

изразом 

а- k2 b s= . 
1 - k2 ' 

. . 
оно се налази на продужењу дужи . АВ, 

- k2
• Полупречник r износи 

. Јер дели ову дуж у односу' 

. . 
k . 

г= Ib - al. 
k2 - 1 

Крајње тачке пречника С и D су, дакле, 

k a +kb 
c = s - (Ь-а) =--

k2 - 1 l+k 

k a-kb 
и d=s+ (Ь-а) = ' ; 

k2 -1 ' l-k 

то су тачке пресека симетрала унутарњег 

правом АВ. 

и спољњег угла AZB са" 

30 Геометриско место тачака 
Z из којих се тачке . А и ' В 

виде под сталним уг лом у је 

круг чија је једначина, (в. сл. 105), 

{Ь - Z} 
агс ~ y, 

a-z 

или, што је исто, 

b-za-z ~e(2y). 
a-zb-z 

До ове једначине долазимо 
- ~. ' 

и кад изразимо да вектор ZA 
ротиран за угао у постаЈе пара-

-~ . Сл. 95 
ле лан вектору ZB, дакле, 

- (e(y)(a~z) I Ь - z}=O. 

Ако овај производ развијемо 

.. 
. Ь-а ..... .. t-..... gD 
г . 

(e(y)zlz) - (e(y)alz) - (e(y)zlb)+ (е(у)аl Ь)=О, 

и приметимо да је 

/е (у) zf z) ~ 1 z 1 2 (е(у) 1 1)~ -:-IZ}2 siny 
и 

(e(y)zlb) =(zle( - y)b)~ -: (е( - y)blz)., 

горњу једtfачину можемо написати и у Ьблику 

Izl 2 sin у - (е( - у) Ь - e(y)alz) '- (е(у)а 1 Ь) -о. 

(5)~ 
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Ова једнаЧИ;Н'а, према (2) и (3), tIреf.ставља круг, чије се · средиш те 
. .5 налази у тачки ' 

~ 

. . Ье(-у) - ае(у) а+Ь . (b-a)cosy 
S~ l · ' = +1 

2siny . 2 2siny' 

.а који, према (5), пролази кроз та,чке А - и В. 

(н) 1° Параметарску једначину круга са средиштем у тачки А 
'11 полупречником r добивамо ако за параметар t. уведемо угао 

t~ arc (2: - а); 

тада непосредно ИЗ слике 10б ви­

димо да је 

z = а+ геи), - тако да, док параметар t варира 

од О до 2:rr, тачка Z опише 

цео круг у позитивном смеру. 

Уосталом, из 

СА, 106 Z-Q = ге(ђ, 

. следи 
jz - а 1= 1 ге (t) 1 = г, 

' тј: имплицитна · једначина круга наведена у тачки (ј) 1°. 
. 20 Други важан оближ< параметарске' јЕщначине кpy~a добивамо 

. ако јеДН,ачину Аполонијева круга, (в. сл. 104), изразимо параметарски, 
уводеЋИ као параметар угао 9 = 1: AZB, тј. угао 

~=агс(Ь - Z). 
a:-z 

Како је, по дефиницији, однос модула бројева а - z! И Ь - z 
сталан и има вредност k, то је, дакле. 

a-z 
b-z 

' Отуда добивамо да је 

a - z 
е(-Э)=kе(-Э) . 

b-z , 

а-bkе(-э) z= . . 
l-kе(-Э) 

. Ако бројитељ и именитељ помножимо са е (Эј2) добивамо 

ае(Э/2)-Ьke( -9/2) (a-bk)cos9/2 + ј(а + bk)sin9/2 
z~ = . 

е (9/2) - ke( - 9/2) (1 - k) cos Э/2 + i(l + k) sin 9;2 

(б) 

Ако затим бројитељ и именитwь поделимо са cos 9/2 и уведемо нов 

!параметар 

t = tge/2, . 

" 
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до:бивамо коначно пзраметарску једilачину у облику 
. , 

(а - М) + i{a +М) t z= . 
(l-k)+ i(l+k)t 

(7) 

Док Q варира од О до 1!, t варира од О дО оо, а тачка Z 
описује полукруг од тачке 

. a-kb a+kb 
d = . до тачке е ~ . 
. l-k l+k 

Док в варира ОД1t до 21t, или од О до -1t, тачка Z опише 
другу половину круга. 

3· Уопште, једнзчина облика 

а+ bt . z = , 
с +dt 

(8) 

где СУ а, Ь,С и d 
--> 

ако вектори с и 

комплекс ни бројеви, претставља једначину круга 
--> 
d нису паралелни, тј. ако је (е I d)ФО. Јер, ако 

приметимо да је · 

pc-ad ad-bc c+dt z -_ _ = - . ., 
td - cd cd- cd с +d t 

'

.C+df = 1, 
:c+dt 

то се, узимањем модула, параметар t сам оо себи еПИМинише .. 
napaMeTl1pCR:a ј.едн'зчина (8) се своди на ИМПЛИЦИТflУ једначину облика 

jz -:~=:~I-I~=:~f' 
То је, дакле, Kpyr' са среД-Иштем у таЧl«(( 

ьё-аd · 
. cd-il1 

и lIОllупречником 

40 'посматрајмо још ово ге6метриско место. 
. . 

Нека ' је дат реалан број 82, круг ' Ю са , с;редиштем у тачки О 
ИПОПУПр.еч,НИКОМ r и нека се тачка А налази у њему, (в. сл. Ю7). 
Уочимо јеДfiУ тачку Z' . круга К' и на правој Z'Аd,iФедИм-d !fmУ" 
Z, тако да буде 

'. 
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док се тачка . Z' креће по I<Pyry К', щюметриско место тачака 
. Z · је 1<рУГ К, чије се среди ш те S налази на дужи ОА и који се 

цео налази у кругу К', ако је 

----' ,B2<r"_l a I2
, 

• 
l ·p.. ----+~~l, .. тctt) а поклапа се са · њиме, ако је , 

о 

СА. 107 

круга К' и аргумент 

Како z -а и · ·· а - z' имају , 
исти аргумент, а производ њи-

хових ,модула износи В", то је. 

(z -.а)(а - z') = B~ : 

Ако почетак ставимо у средиш те 
t броја . z' .. изаберемо као параметар,. тада је 

z' ~гe (t), 
. ' . 

.. па је, према томе, 
02: 

! , ' 

z-a= . 
. . li-,.e(-t) 

параметарска · једначина траженог геометриског места. 

Ако левој и десној страни ове једна чине додамо 

.Цоб\lвамо 

. z - a (.1- В" )=г . .. 131 r-ae(-t) =г . }2 . . a-re(t); 
.. г2 - 1 а ~ 2 . . г2 

- 1 а 12 li - ге ( - t) . г~ - 1 а 12 г - ае Се) . . . . , 

како је 

IГ-liе(t)I~lг - ае( ":t)I=!ге(t)-а l -:la-re(t)l, . 
то Је 

а - re(t) = 1, .. 
г - йе (t) 

тако да се овим пара метар непосредно елиминише и добивам~ 

z-a(l- В' ) =г_В_
2

_ 
r"-Ial" г2 -ја!"' 

што претставља једначину круга са средиштем у тачки 

s =а(1 _ В2 ) 
r"-jal' 

и полупречником 

• 

(9) 
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Ако уведемо параметарт везом 

() 
a-re(t) 

e'r =- , 
r - ae(t) 

једначину (9) можемо написати и у облику 

z=c+ ре(т). 

Да бисмо показали да се за 

тј. за 

(ј2 < г2 ~ 1 а 12, 

'1\" 
-~- < ] 

2 1 12 ' Г - а 
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Ј<РУГ К налази у Ј<РУГУ К', треба да покажемо да је за свако t, 
односно т, 

jzl < г. 
Ово добивамо оваЈ<О: 

, 

Izl= Ic+ ре(т) 1 < Icl+1 ре СТ) 1 = 'С 1 + р-

< la l(l - 82 ' )+г 8~= 
г2 -:- ,lal 2 г2 -/а /2 

, ' '82 
< lal+ (r-Ial) --< 

r 2 -lal z 

< 'а ' + (г - Ial)=r. 
Ако је, (в. сл. 108), 

82 = г2 _1 а 12 , -----, . -...... ' --та.в.а је 

8=0 И р=г, 

тако да се круг К поклапа 

са кругом К' и 
• 

а - re(t) 
z~ г ' 

r-ae(t) 
(10) 

-, .' ~. ~", .. 

прет.ставља, такође, параметар­

ску једначину круга К'" тј. 
круга , 

Izl=r. 

----
о 

О 

, 

' . , ..... 
СА. 108 

", 

-0-__ 
А 

Z· 

Отуда видимо да се тачка Z, 
преtеком круга К' , са правом која 

одређена изразом (10), добива 
пролази кроз тачке А и Z', . . .. , 

(в. С.1l.1О5). 

9* 
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5' Једна чине (6), (9) и (lO) . суспециапни случајевиједначине 
облика 

. " a+be(t) 
. 2:::s::; -----, _ 

' С+ de(t) 
(11) 

'< 
r де су а, Ь, с и d произвољни , Комплексни БРОЈеви. 

Ова једначина претставља,такође, параметарску једначину круга, 
ако Је 

а праву линију, ако је 
IсlФldl, 

Ic l=l'dl· 

тј. 

, 
ИЈШ 

(Ш) Наведимо овде још неколико примера . 

о 

. 

СА. 109 

Пр. (1) (в. сл; 109). Од-
реди тачке пресека Праве 

z=b+te(a) 

са КРУГОМ 

z~a+re(t). 

Нека је Z једна тачка . 
пресека; ако изразимо да 

вектор 

, . z-b Ja+re(t»-b 
• 

Иl\а правац _ а. добивамо 

(е (а) I а·- Ь не (t» ~ О, 

r (е (а) I е (t» ... (е (а) I ь - а). 

Отуда добивамо да је 

. 1 
sш (t - а) = - (е(а)1 Ь- а), 

r 

~(e(t-a)- e(a':"t»- _1 (e(a)Ib-а), 
2l . r ' 

И3 којих једначина можемо одредити непознату t. Ако, краТКОЋе 

ради., ставимо 1 . , . 
-(e(a:)lb-a)= p, 
r 

и последњу једначину помножимо са е (t - а), добивамо 

а одатле следи да је 
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Да би 

мора бити 

. 
ТЈ· 

, . 

I рј ± V 1 - р'l = 1 , 

-1 <р < l, 

. 
- г < (е (а) I ь - а) < г. 

Према томе, да би дата права додиривала круг, мора бити 

(e(a)jb-а)=±г. 

Пр. (2) (В . сл. 110). 
Одреди ПОЛQжај . т"ч~е Z 
према тачкама А, В и С, ако 

је 

. с -а : с - Ь = _ 1 '. (12) 
z-az-b 

. Из услова (12) следи 

z-a с-а 

агс (z - а) = 1с + агс (с - а) , 
z-b с-Ь 

тј. 13 = 1с - а; , 

и даје 

li-41_lc- a l 
1 z - Ь 1 -, с - Ь I ' 

СА. 110 

тј. 
р [f 
-=- '. 
q q' 
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Прва од ових једначиttа I<aayj~ да се тачкаz мора наЈ/азити 

на кругу који ПРОЈ/ааи кроз А, В . и С, тј. Z мораса А, В и 
С да чини тетивни четвороугао, јер су· збирови супротних углова 
суплементни. 

Друга једначина казује да се тачка Z налази на Аполонијеву 

кругу који ПРОЈ/ази кроз · ТClчку С. Дакле, тачка Z' се налази на 
-пресеку ова два круга. . , 

Пр. (3) Једначина 

преi'ставља два круга . 

ПОђИМО од идентитет" . (,!!ДЦ. ПРl1мер \3), тачке 1.3 (УЈЈ») 

I u+ vl 2 +lц - JlI~" Zlul'+2] v 12 ; 
If ставимо 

. 
тада · дОбивамо . 

(13) 
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Ако одавде решимо' 41% 11 изаменим~ у израгу 1 Z2 + 11" -41 z 12, он 
riOCTaje 

1%'+ 112 -4IzI 2 =1z2+ 112 - 21z+ il2 - 21z - il'+4= 

=(I%~ + 11 +2)2 - 41z2 + 11-2Iz+iI2 
- 21% - i1 2

, 

да~ле, .' 

1 Z2 + 112 - 4/z 12 = (\ z'+ 1/ + 2)2 - 2 (Iz + i 1 + 1 z - Щ2. 

Према томе, ако леву и десну страну раставимо на факторе, биltе 

(lz2 + 11+21 z 1) <1 Z2+ 11-21z j)~ 

. = (1 z + i 1- v 2) (1 z - il- '12) (Ј Z2 + 11 +2 + '1 2 (I.% + i 1 + I'z - i ')}. 

Како први фактор nеве и последњи фактор десне стране не могу 
бити једнаки нули, то ће једначина (IЗ) бити задовољена,. тј. биl;е 

, 1:2+ 11- 21zl~O, ' 
ако је 

тј. ако је иnи 

1%+ёl-'12=0, или Iz-il ~ '12=О. 

Дакле,једначина 
Iz2 + 11 ... 2 Izl 

претставља два круга чије су једначине 

]%+il='I2 и 1%-'1='12. 
{Јадаци 

1. Нека је k реална константа; одреди, према тачкама А и В, 

положај кругова чије су једначине 

10 R.{%-a}=k; 28 J{z-a}=k; ЗО (z-a-Lz-b)=k; 
z-b z-b 

.' z-b z-a 
48 Iz-аl'+lz-bI2~k' 50 =k' 61 =k. 

. 'l--,az' z-li 

, 2. Одр~ди положај и полупречник кругова 

11 z=l+ti;' 20 z=t8 -1 + 'It4-t" , са t2 < 1. 
1- ti 

З. Које усnове морају задовољавати бројеви а и Ь да би 
једначина 

_a_t2_+.-{>..:I_-_е.<..) 2-,-Ь z= 
1- t+ t 2 

претстављала круг. Одреди у том случају положај који заузима ова] 

круг према тачкаt\а А и В. - Где пресеца права BZ праву ОА, 
а где права Az . праву . ОВ ? . . , 
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4. Ако круг , ' 

Iz-sl=r 

пролази кров тачке А, В и С, тада је 

s = -l1j /1:1 и г2 -1 Sl2 = -I:1J~, 
• 

где Је 

1 а 

, 
li 1 а lal" а li lai 2 

А = 1 Ь Ь , ~j= 1 Ь I bl 2 , ~- Ь Ь 1 bl 2 

1 с с 1 с I с 12. С С Ic 12 

5. Тачке А, В, С и D налазе се на jeДHO~ кругу ако је 

R{a} ·ј(а} , R{b} , ЛЬ}=R{с} ·j(c}-R{d} ·j(d}, 
и ако је 

;R{d}-R{a} . R{b) . R{c}. 
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6. Једначину круга И3 чијих се тачака дуж АВ види под углом 
« можемо написати и овако 

о; 

(z - alz- ь)=о 

(види задатак S. тачке 1. З.) . 

7. Ако У четвороуглу 2ј 222а 2, (в. сл. 66, примера (7) тачке 
1.3. (vШ» учврстимо темена . 2" 2. и 2а и пустимо да се теме 

Z'" крене тако да буде а.' + (3' + у' + о' = 3( , 'тада се геометриско место 
·темеНа 2. састоји ' издва круга. -. Један од кругова је описан круг 

око троугла 21222., а други Аполонијев круг у односу на темена 
Z1 и 2а • а који пролази КРО3 тачку 2. . Друга тачка пресека ових 
t<pyгoBa је тачка која је одређена у примеру (2) тачке 2. 2. (Ш). 

2. 3. I<риве. (i) Једначину ' елипсе и хиперболе можемо добити непо­
средно И3 саме дефиниције, наиме. да , су то геометриска места чији 
је збир, односно разлика отстојања од две дате тачке А и В сталjtн 
број k. Тако једначина е.липсе гласи . 

i (1) 
при че'IIУ мора бити . 

k>IJJ-а!, 
" ' 

а једначина хиперболе је 

li-al-lz-bl ~k . (2) 

Ове једначиненису згодне за ,руковање, али се и тима можемо 

I<ојипутпослужити. 



JДe~ Н· , 
';", - . 

1 о Нека јеС ,средина Ji.ужи АВ (В: сл. 111), f~j\\~:rR~~KO место 
тачака ' Z за које је збир _ 

; ZC2 ·+ZA ·',ZB 
,-

сталан и једнак р, Је елип;:а, са жижама у тачкама. А и В. При' 

l . 

'и ставимо 

тј. 

што даје 

To~e lI\OP~ бити , 

6 Р>, ! " b-ar ' . 2 

С ... 111 

а+Ь 
U=Z -,! -

2 

f.lремр дефilНИЦИјч, ]едначина 

-геометриског места гласи 

а+Ь 2 ' . 
z- . + l z-а " z-bI~р. (3) 

~ . .' 

Да бисмо ову једначину транс­
формисали, пођимо од обрасца 

Ь-а 
и и=· .... · -, . 2 ' 

, . а + Ь '2 I i) - 412 
I~-аlчlz -Ьј2_2 z- '2 ' + 2 ,"2 : ': 

I · · а + Ь! · " " . 
. Ако из (JIIO,r. Qбр,аСЦII HaPil8 Z - 2 ' ~амеltlф"l.() у ЈеднаЧI1f1У (3), 

добивамо 
Ь-а ~ , . 

2 

DBII се јеД\l(lчина, ' щ<о С'f!щим() . . . . ' -". 

Ь-а 12 

2 " 
своди на једначину елипсе (1), чије су Жliже у т;ачкама А и В. 

2' Геометриско место т~чака Z ЗЈ! које је разлика (В. сл. 111} 

ZC2-ZA . ZB 

стаЈ)на и једнака q, . је хипербола , 
! I 

Према дефиницији, јеД\lачина геоме1'РИСКОГ места маси 

а+ Ь/
2 

z- 2 ' -· Iz - aj!z - b! ~ q. 
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Ис;тим поступком као и у преТХОДIfО.\О\ прЊl-iеру добивамо да се­

ова једначина може написати у облику 

а ова се једначина своди на јеДlfачину хиперболе (2). 

(Н) ЈеДlfаЧИIfУ параболе која је дефинисана као геометриско место · 
тачаЈ<а ' подједнако удаљених од дате тачке и дате праве, добивамо , 
као специалан случај ,опште једна чине коничних 

пресек дефинишемо овако. 

пресекl,I, кад коничнl-f' 

ГеомеТРИСЈ<О место та.чака 2 (в. сл. 112) ЧИЈИ Је однос отсто­
јања од дате тачке F и дате праве сталан и jeДH~ K k, је елипса. 
парабола или хипербола, према 

томе да ли је k < 1, k= 1 
или k > 1. 

0значимо са D теме 

нор,\о\але спуштене И3 тачке F 
на дату праву и са '21 про­

јекцију тачке 2 на ту Праву. 

По дефиницији је 

--
Р2 = k2,2. 

D F 

СА, Ј12 

ОзначИ<'.ю даље са а: ПР:lВац дужи DF, тј: 

а: = аге "(f - d) , , (, ) [-а 
или е , Ц =-_. " '! -dl' 

тада је 

- 1 
212= (е(а:) -Lz - a) ~ (f - d-LZ-d). 

" If-dl , 

Према томе, -једначина геометриског места r ласи 

, k 
IZ - fI=--,:-(f - d -L z - а). 

If- dl 

Ако дву једна чину uодеnимо са I f - d I и приметимо да је 
- -

(5) 

1 ' (f d I а) (f-d I
Z- d ) (1 I Z-d) '('1 I 1 z- 1') 

:f-dj2 - -,-z- = If.-dl- If-dl ~', -f-d = -'- + {-а • 
, 

јеДI!~'fИНУ (5) можем!> тада написати 1{ у ЬБЩIКУ 
-' , , 

,1 ~ - (/ = k + k(l 1-' ~-=-!). 
, f ---, {i, , ,' ,' f - d 
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' Према томе, ако ставимо 

z-f z'=--. f-d' (6) 

-
'тј. ако координатни почетак- померимо у тачку Р. И8ВРШИМО рота-
'цију за угао - а И целу сли~у смањимо ,у односу 1: I f - dl, тада 
,добивамо за коничне пресек~ једначину облика . 

f z' I = k + k( 1 ...L z') . (7) 

(Ш) Једначине (5) и (7) можемо написати и у параметарском ' ј 
..облику, ако за параметар уведемо угао 

t= arc(z - [)_ 
-+ 

:За вектор FZ добивамо тада 

f-d 
z-f= lz--fie(a)e(t)= e(t)lz - f l , 

If~(il ,' , 
'Или, према (5), 

f-d k 
z-f= If-dЈ e(t) If_dl{f~d...Lz-d), 

,дакле, • 
z-f = ke(t)(Il.. Z-d)_ 
d-f d-f 

.Ако у 'овом обрасцу извршимо смену (б), он по~таје 

z' = ke{t)(1l..z' + 1). 

(8) 

(9) 

Једначину (8), или (9), можемо решити по z, - или z'. Тако, на 
'fIример, ако једначrшу (9) напишемо у облику 

z' ~ke (t)(J l.. z') +ke(t) 

'и помножимо је ортогонално са 1, добивамо 
, 

(1...LZ') = k (1 ...L е (t» (1Ј.. z') + k(ll..e (t» = kcos (О -'- Z') + k cos t . 
-;Отуда је 

_.. (1Ј.. Z') = k cos t , 
- 1 -k cos t 

,што заменом у (10) даје 

z' = _М--,-,( t),-­
l-kcost 

(10) 

(ЈУ) Геометриска места, тј. криве щltlије, чије су једначине степена 
Ћишег од 2-0Г, или су трансцедентне, могу се често лакше испитати 

ако њихову једначинуизразимо комплексним бројевима, јер при гео­

метриској интерпр-етацији појединих чланова такве једна чине можемо 

непосредно видети облик и особине дотичног гео,\\етриског места. 
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или 

10 Тако. на пример, (В. сл. 113) једначина 

z~at+b(l, 

претставља параболу 

односну кубну пара болу 

139 

у косоуглом координатном систему, чије су координатне осе паралелне 
-t --> 

ве,кторима а и Ь . 

. С ... 113 . СА. lН 

20 Једначина 
• 

z = ae (t) + be(kt) (-11 ) 

претставља геометриско . место 

кругаК2 (в. сл. 114), када 
тачака које описује нека тачка Z 

се његово средиште S кре-

ће равномерно по КРУГУ К, 
и када се круг К2 обр1iе 
k пута већОМ угаоном бр· 

зином. 

У општем случају Т3.чка 

Z описује кружну циклоиду. 

Међутим, кад је k ~ - 1, тј. 

кад се круг К2 обрfiе у , 
супротном смеру, Једначина 

s 

СА. 115. 

(11) претставља параметарску једначину елипсе. Заиста је, ,тада, 

z ±2Yab= ae(t)+ be(-t)±2 УаЬ= 

~ (Уа е (tj2) ± v Ье( -t/2» )2, . 
. i z±2 уаы� = IYa'e (t/2)± УЬе (-t/2) 12 = 

. . 
~ (У ае Џј2)±УЬе( ~t/2» (Уа е( - t/2) ± У be(t/2» ~ 

. . 
. . 

= Ial + 1 ы� ± сЈйЬе C~ t}+ Yabe(t» . 



Отуда, ако ове дрt)-е ј~ДЩIЧIfIl~, тј . .ону GiI. <!tIlJIФМ · + и ону са 
. знаком -, саберемо, добивамо коt1I1ЧНР да је 

." Iz+2vabl+lz- 2Vabl = 2(la l+lhi). -
Ако још У овој јеДНIIЧИНИ з.аменимо а и Ь · G{I а/2 и Ьј2, 

ВИДИМQ да 

претставља параметарску једначину елипсе 

,Ga жижама 

Iz+ "аЬ : + Iz- Vabl ~ la l + 1 ы�' 
± "аЬ, а која 

, . 

. 
пролази кроз 

а + Ь 
± ''---

2 

тачке 

30 Геометриско ме;;то које описује тачка z-a + Ы + се (kt), док 
mplIMeTap t варира, је крива (циклоида) коју описује нека тачка 
Z круга К (р. сл. } 15), чије Ge средиште S креЈЈе праволинијски, 
а који се при томе обрtе угаоном брзином која је пропорционална 

брзини срt:дишта S. 

(v) Једну од кривих чија је~начина има облик (11) добивамо и 
!(ао геометриско место тачака које , су симетри.чне датој тачки А 

() 

тачка z' 
, 

" 
а 

" z 

у односу на тангенте датог 

круга. 

10 Нека је дати круг, , . . 
, i z'12 = Г, цЛИ z = гс(е) , 

и цекц је датаТIIЧКII А. на 
пример, у кругу (в. сл. 116). 
Повуцимо кроз тачку Z' круга 
z' ... ri1 (t) тангенту и у односу 
на ову тангенту одредимо си­

метричну тачку Z тачке А­

Ако И8ВРШИМО ротацију око 
тачке О, ЗII угао 1С/2 - t и 
транслацију за - lr, тада 

прелази у lr а затим у О, 

" " 

ёае( -t) " 

ize(-t) " 
" 

,,' ёае ( - () - ёг, 

ize( - t) - [г. .. 
Како се 'при тш\е тангента кроз Z' поклопила са реалном осом, 

то је тачка Z постала коњугована тачка тачке А, па је, пре .. а томе, 

ize (-t) - [г.,. [ае( - () - јг= - јаеЏ) +јг. 
, . 
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Отуда добивамо да је ', ' 

z - 2 ге (t) - ае (и) , ( ]2) 

што претставља параметарску једначину траженог геометриског места. 

20 Имплицитну једначину ове криве добивамо елиминацијом пара­
метра t И3 једначине (12), а ово постижемо овако. 

'Т Ј · 

И3 (]2) следи 

1 Zl2 = zz~ (2re(t) - ae(2t» (2ге( - t) - ае( - 2 t» ~ 

= (2 г - ае (t» (2 г - ае ( -t» = 

=4г2 
- 4г(а ..1. е (t» + ia 12, 

i z ј2 ;, 1 а 12 + 4 г (г - (а ..1. е (t) ) . 
Како је, међутим, 

z - a = 2re(t) - (lie(2t) + а) ~ 

= 2e(t) [г- ~ {ae(t)+ae( - t) ЈЈ= 

- 2e(t)(r - (а ..1. e(t)) • 
'ТО Је 

1 z - а 1'" 21 г - (а ..1. e(t»l. 

Заменом ове вредности у (]3) добивамо да је 

11 z l' - 1 а 12 1 = ~,' I z - а I , 
~ли 

( I z 12 -1 а 12)2 - 4 г' Iz - а 12 = О . 

(13) 

( 14-) 

Ово је имплицит'на једначина геометрискогместа, а која претставља 
,алгебарску !(риву 4· 0Г степен~. 

z 

• 

D 

d ... 11 7 ОА. 118 

30 Јеiначи,Н~ (Щ, ,1-}. 1 ~ 12 = 1 al i ± 2 г Ј z'- , а 1, казује да је т07једна-
, '., . -о. _ О _ -о. . · .! . ~.. . 

"lина геометриског места темена Z , троугловаОАZ, (В. , сл. ] 17), 
1(ОД којих је Ј'(надрат једне стране једнак: збиру, или рззлици, квадрата 
.Дру~ttраНе и производа ' Tpel1e crparte еа 2 г. ' " 

е _ . ' ! 
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3~Д~ци 

1. Дата је ' права z=a(l+it) и тачка С (е реално). 
• 

Ако се тачка Z изабере тако да , троуглови OCZ' и OZ'Z 
буду слични (в. сл. 118), тада је геом~триско место тачака Z, кад 

се тачка Z' креБе по датој правој, . параБОла, са жижом у тачки О 
и директрисом '. z = са2 (1 + и). 

2. Покажи да једначине 

1 о z = а е (t) + Ье ( - t); 20 ' l+и 30 at+bJt ,z= . z=--~ 

' l+t+t2 ' , 2 ' 

претстављају елипсе. Штабfina кад је I а I = I Ь 1 ? 
3. Једначина • 

z =a+2bt+et2 

претставља параболу или праву, према томе да ли је (ble) "1=0 ИJlИ = О. 

4. Ако је z2+ z 2=1 
1 2 ,. ' 

тада су Zl и Z2 крајње тачке коњугованих 

су жиже у тачкама - 1· и + 1. 
преч ника елипсе ЧИЈе 

• 

5. Одреди криве чије су једначине: 

10 Iz-al'lz-bl=k; 20 z~e(t)+re(2t), са O<r L 1; 
, 7 

, t ' 
30 z = t + ге (е), са О < r L 1; 40 z ~ .. 

, 7.'!!? t2 +l 
6. Одреди геометриско место тачака ,Z кад је 

, 

IR{аz}I+IЛаz}I=lаI2; упореди са Ixl+IYI~I . 
. 

2. 4. Области комплексне равни. (Ј) Реална нејЕщначина ' у којој 
фигурише комплексна променљива z обично је задовољена за тачке 
Z које припадају извесним деловима комплексне равни. Другим ре­

чима, поједине ' области комплексне равни могу се одредити реалним 

неједначинама' 'крје се односе на комплексну промеНљиву. , 
1 о Тако је, на пример, неједначином 

R{z-a} >0 
дефинисана полура~ан (в. сл. 119), која се налази десно од праве 

а 

СА. 119 С ... 120 , 

R{z}~R{a}, 

док је неједначином 
I 

R{z- аЈ ;;;;' О 

дефинисан!! та полураван и све 
тачке грани чне праве . . 

Неједначинама 

-h<R{z-а}<h, ћ> О, 

, 
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међутим, дефинисана је пруга (в .. сл. 120) која се налази између правих~ 

R{z} = R{a} ± ћ, 

заједно са овим граничним праВ.ама. 

20 Неједначинама 

}{z-а}>О или -h<}{z-a}<h, са ћ>О, 

дефинисане су сличне области (В. сл. 121 и 122), али ограничене пра-· 
вама КОЈе су паралелне реалној оси .. 

30 Неједначина 

iz- аl < г, 
претставља све тачке у 

унутрашњости круга (в. 

сл. 123) 
Iz-al=r, 

док неједначина 

г<lz-аl<R 

~. 
А 

с 

о 

СА. "121 

.. . ~ 
о 

СА. 122 

претставља све тачке кружног прстена (в. сл. 124) и све тiчке спољ-­
њег граничног круга 

Iz-аl=R. 

Специално, I z I < 1 прет­
ставља унутрашњост јединич­

ног круга, тј. круга . са сре­

диштем у почетку и полу­

пречником 1. 

40 Неједначинама 

СА. 123 

R 
А 

r 

С .... 124 

одређене су све тачке у унутрашњости угла са теме!lОМ у тачки М 
и крацима који имају пра­

вац а: и 13, зајеД!lО са 

тачкама које леже и на самим 

крацима (в. сл. 125).' 

(lЈ) Уколико овакве не­

једначине доводе до компли­
кованијих области, ове се 

могу омеђити деловима 

кружних и правих линија. 
- . . 

А 

СА. 12& 

Тако се, на пример, .област деФИliисана' неједнаЧИНQМ 
. 

II-zl<k(I-lzl), са k>l, 
налази (в. сл. 126) 

(1): 



СА . 126 

Према томе је 

. 10 У кругу 

Izl=] ; 
20, десно од праве 

k-l 
R{zJ=- . ; 

k -+ 1 
ЗА У углу 

[Део '11 • 

• . 1 
larc(l - z)l < at·ccos - . 

k 

10 Из троугла OZI(8. сл. 127) 
следи' 

1< lz/ +II - zl. 
а отуда је, према (1). 

1 < Izl+ k(I-lz !)= k- (k - 1) lzi. 

(k-l) lz l< k-. 1, тј. jzl< l .. 

• 20 Нека се Z налази ' лево од имагинарне осе, тј . . R{z) < u, 
,као на слици, тада из троугла Z' lZ видимо да је 

1-R{zЈ < 11 -zl· 
Отуда је, према (1), . . 

] - R{z} < k(1 -Iz!)=k - k iz !. , 

а како је 
',.. 

-lz i< R{z}, 
i ' то је 

i----.:;R~2:rЈ-'-.. ....:. ~o-c----~,;;_ r;:;;~1~1~::r- 1 - R {z} < k + k R {z Ј . 
I .: ~ 

"Како је Ааље 

,о је 

.дакле, 

Дакл!!. 

' R{zj >_ k-l : 
. k+ 1 

3· Ако ставњ'110 

агс (1- 2) = -t, 

С ... 127 тада је 

еоз t=Z'I/Z1 .' 

.... Z' 1 = 1- OZ' > 1-1-: 1, 

cost>~~. а према (1), > l (k, 
. 11:- z l · . . 

1 .' 
t = l агс(1- z)1 < агс еоз - . . 

k 
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(Ш) Уколико је број z дат изразима у којима фигуришу два 
или више параметара, који варирају у извесним границама, тада се 

обично тачка Z може налазити само у извесним областима ком­

I 
плексне равни. 

__ ~:L.LL.~~ ____ - '_ 

О 1 

С ... 128 СА. 129 

10 Тачка 
z=t+it', са O< t < 1 и " О<t' < I, 

се налази у унутрашњости квадрата (в. сл. 128) 

·O< R{z)<1 и O<J{z}<].-
20 ТаЧI(а 

z=a+te(t') , са O<t<r и O<t' < 31:', 

се налази у унутрашњости горњег полукруга (в. сл. 129) 

Iz - al<r, O<arc(z-a)<n. 

'/' 

R 
О 

О 

I 1 / 

Сд . 130 СД_ .131 

З" Тачка 
z=te(l')., са r < t<R и . а < t' < rз, 

f+i 

-, 

'~ 

се налази у унутрашњостиисечка кружног прстена (В. сл. ]30) 

r<lzl<R и а<агс(z)<rз. 

, 
. t . t' z = 1 + l - - 1 , са О <t < 1-, О < (' < 1 

се на;lази у унутрашњости трс\угла . ' 

1,1+i,i, .(B. сл. 13]).-

Ко~п ... е""UIЈ 6рој 
, 10 

(1) 
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Јер; ако ' ставимо. 
(+('+t" = I, 

тј. 
(" = I - t - [', 

тада Је 

z = (1 + i)(t + t' + t") - t - и' = и+ (' ,:+- (1 '+ Ё)(" 

и то са условима (1) који се ~BoдeHa 

(+(' + ("=1 И t > 'O, ('>0, [" > О. 

СматрајУЂИ t [' , и ('; као троугле координате (в. тачку 1.4. (Н», 

о Ј 

СА. 132 

видимо да се тачка Z налази у 
, .' . . 
унутр<,!шњости поменутог троугла. 

5' Тачке 

z=l+it+(I-i)t', са (+(' < 2, 

налазе се на правој која пролази 

KP~3 тачке 1 + 2! и З-2i, и У 
полуравни Са оне стране те праве 

са које се налази тачка 1, (в. 

1З2). . ' 
Ако ставимо 

't" 1 I+t' . = '- , ТЈ· 
2 

11 · 
1 ~- t + - t' + (" . 

2 . 2 > 

тада се услов своди на t" ::;;' O 7" > . 
а z постаЈе 

~ ~ (_1 t+ Ј.. t' + t") + it + ( 1 - Ё) t' . (-1 -i- ј) t + (~ _. ј) t' + (" , 
2 2 ' ." 2 2 

Ако ставимо још 

тада j~ 

. 

t =2)(., t' . 2 1. и 1" = \1, 

z = (1 + 2 i, )(. + (З - 2 i) 1. + \1, са 'х. + А + р. = 1 и \1 ;;;;' О . 

Према . томе се тачка Z налази у делу равни за чије је тачке 

С,]. 133 

координата \1 ;;;;' (), а то је 

поменута полураван (В. тачку 

1.4. (Н), сл~ 90)-

60 Тачка 

z = t + и' + (1 + 2 i) t" + (2 + Ё) t'" , 

са ,t + t' + t" + t'" = 1 и 

t > O, t' > O,(" > O и t"' > O 

налази се у квадрату (В . сл. 

IЗЗ) 
1, 2 + Ё, 1 +и, Ё: 
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Јер, ако ставимо 

z = t + (е' + t" + t"')z', 
. . it' +(1 + и) t" + (2 + i)t", 

са z'= » . 
t' + t" + t'" 

тада се тачка Z' налази у троуглу i, 2 + [, 1 + 2 [, а Z је ма која 
тачка дужи 1, Z'. Како се Z' може налазити ма где у троуглу, то 

се тачка Z налази у поменутом квадрату. 

(iv) Области комплексне равни могу бити одређене и посредно. 

Наиме, знајУћИ да се тачка Z' налази у одређеној области, треба 
одредити област у којој ће се 

налазити тачка Z, која је на ' 
одређен начин веЗана за тачку Z/, ~~ 

10 Ако се тачка Z' налази 

у полукругу 

/z'/ < 1 и I аге (z') I < ~ , 
2 

тада се тачка 

налази у целоме кругу I z I < 1 , 
изузев негативног дела реа.1!не осе (в. сл. 134). 

Јер из 

следи 

а из 

следи 

/z'I<:1 и Z~Z/2, 

/z l < 1 , 

. 11: 
I at"c(z') I < - , 

2 

I агс (z) ! = /2 агс (z) / < 1l , 

тј. 
-11:<~ arc(z)< 11: • 

20 Ако се тачка Z' 
у десној полуравни 

R{z'} >1, 
iада се тачка 

z= I/z' 
налази у ' кругу 

налази 

о z-'_o <-'0 ,(в. сл. 135). о 1 I о 1 
2 2 о о 

СА. 134 

СА. 135 

;( 

Ако о уочимо Једну тачку Z' щ>луравни R {z'} > 1, спојњ.ю је 
са почетком О и означимо са Z'1 тачкупресекОа са правом о R {z} = 1, 

10' 
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. , 
тада Бе_се тачка ' z= Ifz' 
тачка Z1 одређена са 

нал.азити на Д~лу дужи 

/ . " . 
1 . 

Zl ===- , 
z' . 1 

~ . 

(види део Ј, тачка 5. 2. (у) и слике 26 и 27). 

~ 

. [Део". 

OZ1' при чему је . . . 

Према томе, док се тачка Z' налаЗиу квадранту R{z'J> 1 и j{z'»O, 
тачка Z ће описати област која је oMeljeHa делом реална осе 

O<R{z)<l 

и КРИ,вом коју описује Т,зчка Zl' док се. тачка Z'1 креће по полу-
правој 

R{z'}~I, j{z'}>O. 

Како су троуглови О 1 Z't. и OZ11 слични (В. део Ј. т. 5.2 (v», то 
-

је угао Y_Z1 прав; према томе тачка Z1 описује полукруг чији је , 
пречник 01. 

На исти начин видимо да ће се тачка Z налазити у горљој 
половини тога круга кад се тачка . Z' налази у квадранту 

R{z'}>l, j{z'} <о. 

оадаци . . 

1. Где се налазе тачке за Iщје је: 

10 R {1fz} <k; 20 (e(a)..L z) < k, са -1[/2< а < 1'/2; 

ЗО z-a <k? {в. 2.2 зiщатак 1.5°} 
1 -liz 

2. Покажи. да се Iz-al ~rz-lil своди на R{(а+п)z},О, и 
обратно {в. 2.2 задатак Ј.БО}. 

3. П6кажи' да се Iz-al,11-lizl своди на (!I-а I2)(lzI2_1) 
L. 70' и обратно {в. 2.2 задатак 1.5°} . . 

4. Ако су а и Ь . два комплексна броја, где се налазе тачке 

,ziax+by кад је: 10 0:S;;:x<1 и О<у<l; 20 Х>О, у>О, х+у';;;;;l; 
' за -l<х<Ј, -:-1<у<l; 40 х2 +у2';;;;;1? 

5. Где се налази тачка 
z = l/z' 

када Је: 10 Iz'l > 1; 2°0 <arc(z')<1f'/4; 30 R{z'} > 0; 

40 R{z'} > - 1; 50 R{z'} > 1 и j{z'} > 1; 

60 I z' - 1 I < 1; 70 Iz' - 21 < 1 ? 
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6. Покажи да је област одређена неједначином 

Il-zI2 <;; 1 -lzl2 

,jz- ~ < ~ . 
Отуда закључи да област дефинисана неједначином 

Il-zI2 <2(1 -Izl) 

садржи све тачке горњег круга. 

7. Нека је 
Z=(u+i~)2, U И V реално. 

Кад је 

и = const. или v --:const. 

тачка Z се налази на конфокалним параболама. 

Кад је 
иl < u < и2 И Џ1 < V < Џ2 , 
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област у којој се налази тачка Z је четвороугла облика ограничена 

луковима конфокалних парабола. ~ Покажи да су диагонале тог 
четвороугла једнаке. (Ivогу-ев став). 

8. Покажи да је: 10 неједначина 

11+zl> l~~ZI 

задовољена 8а свако z 8а које је 

8а 

20 а неједначина 
R{z}';>O; 

, 

I I+zl> 1 + Izl 
2 

. 1 
R(zJ>-з-, . (види вежбу 3.Ј.8). 

9. Нека је а> О ; покажи да је неједначина 

a+lzl 
la+zl>2 

задовољена ако је, или 

или 

(види вежбу 3.Ј.8). 
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с-

Посл~дица. , Са ' обе стране дужи АВ КОНСТРУИЩИ истостране 
троуглове Аве1 и АВС., азатим дуж АВ раздели тачюiма 

А' 'н В' на 'три једнака дела и повуци КрО3 
~ . 

ове ' тачке нормале на дуж АВ до пресека 

в 

С, 

с .... ]36 

А1 ' и В1 , односно А. ИВ2 са странама 
АС1 и ВС1 , односно АСа и .ВС2 , троуглова 
АВС1 и АВС •. Ако се теме С троугла , Аве 

налази изван шестоугла А1 С1 В1 В. С. А.,. 
тада је дужа од страна АС и ВС веliа 

од аритметичке средине остале две стране. 

На пример, (в. сл. 136), . 

- 1 - -
АС ;>- {АВ+ВС). 

I . е , 

3. Вежбе 

3. 1. Опште вежбе 

1. HeI{a је ABCD произвољан четвороугао и нека је 

a' = ~BAC, fЗ'='ХСВD, 

у' = 'ХпСА, 

a = 'XBAD, 

8' =''XADB, - --. 

у = 'Х DCB. 

1° Покажи да је 

. AD, BC<,BD . СА +CD . АВ. 
, 

Када је постигнут 3tIaK једнакости? 

20 Покажи да је 

. а' + {3' + у' +' 8' . а: + у 
Sln ;> Sln --о 

2 2 
I 

Према овој неједначини, кадгод је а + у = 11: мора бити и а' + {3' + у' + 8' = П, 
док обраТЈ-јО не мора бити случај. (В. пример (7) тачке 1. з. (vШ». 

' 2. Покажи да је: 1° 3а прои.звољне тачке ' А, В и С увек 

- (a-b)(b.-e.-le-a)+(b-e)(e.:.a.-la-b)+(e-' a)(a-b.-l6-e)) = 
. 

= 2 { (а - 6)( а ..L 6) + (6 - е)( Ь _1 е) + (е - а)( е .-l а) } + 

+ ((а - Ь) I е 12 +(Ь - е) I а 12 + (е - а) 16 12) . 

2° Ако се тачке А, В и С налазе на једној право], тада ]е 

~ - ~~.-l~+(b-~(6.-l~+~-~~.-l~ -

= (а - Ь) 1 е 12+ (Ь - е) I а 12 + (е - а) 1 Ь 12. 
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30 Из 10 и 20 следи да Је 
• 

3{ (а- b)lc i2 +(b-~) : а i2+(с-а)Iы�}= = 

= - ( (а - Ь)(Ь-с _, с - а) + (Ь - с)(с - а -.l а - Ь) + (с - а)(а - Ь -.l Ь - с)} , 

кадгод се тачке А, В и , с налазе на једној правој . . - Овај образац 

претставља Stewart-ов став јер, ако 'се, на пример, тачка В налази 
између тачака . А и С, тада се он своди на 

AB·O~+BC·~'-AC·O&-AB·OC . AC. 
'о • 

3. Нека је дат троугао Z, Z2Z. и комплексан број а. Кон­
струиши троугао Z ' Z" Z '" чија су темена -

, - " ;; . 'n + -Z . аг. + аг2 , · z =аг2 +игв , z =(1Z. ,azl .· 

Покажи да ће овај троугао бити ИСТQстран о ак<? је дати троугао 
исто стран , ма какав био број а . 

Покажи да постоје бројеви а такви да троугао Z' 211 Z'" буде 

истостран, ма какав био троугао Z. Z2 Z., (В. задатке 1. и 2 тачке (1.3.). 
4. Аритметичка, геометриска и хармониска средина, (в. сл: 137). 
Нека су дата два броја а и · Ь и нека је 

А = а + Ьаритметичка средина, 
2 .. 

+O=+ V(1b 
. . . 

. н . Ј,а 'Ј ~ 0 2 
. а+Ь , А ' 

10 А не зависи од 

положаја координатног 

система. 

2" Н и Q су неза­

висне са" ю од ротације, 

али зависе од трансла­

ције. {Доказ преко об · 

расца z' == c+dz.} 

геометриска 

хармониска 

I о 
. ~ . . _.' 

W/", Ч 
НТ----.:::.::.. _ 

\ ' \ /" 
. \ 

. у1 / \ 
(Ј. \ . 1 1'\ 

, "-. \;Ј;/ 

.. 
.. 

• 
ь 

I "-. 
I 
I 
I 
I 
I 

\ I 
\ I 
. \ . 

\ I 

Испитајкретање та- . 

чакз , О и ff, У односу ' 

на тачке а иЬ, у завис­

ности од кретања коорди­

· натног почетка. 

. ~I / 
-. . . ., ~ . , -"./. , О 

' ~ 'L s>---i- - · - ----10-
I 
I 
I 

30 А се налази ма 

средини дужи а!Ј. 

40 ± Q се налази 

.она ' пресеку о симетрале 

угла аОЬ са кругом 

I 
I 

Сл. ]37 

I 
I 
I 
I , 
! Ь 

/ 
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I 

КОЈИ пролази кроз 'Тц,чке а И Ь, а' чије се средиште , 5 налази на 
симетралиналегilОгугла ЬОЬ'._ {Доказ следи 113 IO!2= ! al1bI-Оа. ОЬ' , 

и . агс(±О)= ~;{alc(a)+arC(b)} + (~ .} , 

50 Н 

о 

је тре"е теме троугла ООН који.је сличан троуглу 0.40. 

А 

а , HS 

Сл. 138 

arc(a). ' 
=arc (6) 

6 r 

мс (а)= 

с 16Ј+1Т 

/доказ следи из 02 = АН.} ' 

60 Шта бива кад је 

aгc(a)=aГC~b)+{~ ; 

у каквој вези стоји Г9рња кон­
струкција са конструкцијама 

одговарају"их средина датих 
сл. 138 иl 39. 

5. Из 
/' . 

----<>'--------<>---,-~---<>----~6 .... '1 и + v 12 + 1 u - v 1" = 2 {, и 1 ч l' v 1 } 
н а О А , 

СА. 139 изведи образац 

z :.._+-,-z_' _ у z-z' 
2 

jz+..z' - ' 
+ гr- + v zz' = 1 z 1 + Ј z' !. 

___ -0-_.." Р. 

, ' , Q 
-----'<-

\ 

I С. 
" I /', 

, ' , I /' , 
I 

/' , 
./ , 

~ -с--------~of'/---- -:- - - ,6 
, I . ! 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
l 

С,Ј. 140 

l H~Ka ,. је (в. сл. 140) 'АВ, 
произвољна' тетива круга са 

среди ш теМ. у тачки О, Р једна 

Т(lчка те тетиве, QQ' нормаЈЈа 

на ОР, и В' симетрична тачка 
тачке ' В У односу на праву 
ОР. Ако саС 0значимо сре-, 

диште дужи АВ' покажи да . 
Је тада 

CQ+ CQ'=AB. 

Ако тачке Q и Q' учв~­
стиiV\О И дуж АВ Обр"емо око 

тачке Р, таЧI(а С описује 

едипсу са жижама у Q и Q" 
{види т. 2. 3. Щ} 

6. Нека су а, Ь, с, а' и Ь' дати комплексни бројеви; покажи да 

a+bt+ct2 
z =-.------

а' + Ь' t 

преТGтавља коничан пресек ако је (а' I Ь') =0. 
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7. Нека је р>О, q > O и t . променљив параметар; одреди геоме-· 

триско место тачака Z:1° z~pe(t)+e(pt); 20 z=pe(t)+e(qt). 

S. Нека је а>О и k> 1, тада је неједначина 

, 

. . 
задовољена кад год Је, или 

. 2- k2 

R (z} ::;;" · а 
,р- 2(k2 - 1) , 

или 

I аге (z) 1< 2 аге cos.:l. 
. - k 

{Квадрирањем дате ' неједначине добивамо 'њој еквива;ентну неје-· 
дначину 

где је х = R {z}. Дискусијом овеквадратне неједначине по I zl доби­

вамо прво тврђење; друго тврђење следи из вежбе 15. 

D = а2 - (k2 _1)2a 2 - 2 k2 (k2 - I)ах = 

= ak2 (2 - k2) а - 2 (k' - 1) х} .} 

9. Нека је О < а < 2. Ако кроз . тачку 1 повучемо тетиве дужине­

а Јединичног круга, које леже симетрично према реалној оси, тада је · 

неЈедначина 

! 1-zl<~ 
1-lzl . а 

задовољена за све тачке области КОЈа Је ограничена ови,\1 тетивама 

и делом круга 

1 
2' 

који се налази између ових тетива. {Упореди са примером наведеним. 

у тачки :?4. (Щ). 

10. Ако у примеру (4) тачке 1.4. (у) сматрамо р или Q ' као 
променљив пара метар, ПОКаЖИ да !;е тада свака ~Д тачака Z1" Z2" Z.' 
описати -по једну елипсу Е1 , Е2• Е. које се секу у теменима троугла 

Z,Z2Z" додирују!;и стране тог троугла, и у тежишту Z, у коме ~ 
. . - - ." \ . 
тангента на елипсу Еу паРалелна . страни ,супротној темену Zv. . . ' . . . 

Ако сваку од елипса Еу ' преСЈIИЮIМО хомолого (слично) У ОДНОСУ. 
на те""е ZV, смањују!;и iеупола, добивамо једну те исту елипсу Е_ 
Ово је тзв. Steiner-ова ели пса која додирује стране троуглау среди­

нама и претстав.iьа елипсунајве!;е површине уписане · У тај троугао ... 

I ~ 
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Жиже ове еЩЏIсе" су нуле ИЩЈОДНО" 

.ачкамз . Z" Zi, Za' тј. ПОлинома 

поnиnома, чије се нуле налазе у 
.' 

, (z ~ Zl) (~- Z2)(4' --: zs): 
11. Ако 

кроз тачку . Z1 повучемо праву Р, паралелну вектору а, 

22 Р2 
\, 

" " " ~ " 

" " Zs ' " " РВ .n 

;и ако означимо са 

'" 
Z' тачку пресека правих Р. и Ра, 

Z" " " " РВ " Рl , 

Z'" " " " Р, " Р •• 
. 

~покажи да Је тада 

(а 1 Ь) (Ь ic) (claH (Z' 1 z") + (z" Iz"') + (z'" i z'}) = 

= {(z,1 а) (Ь '.с) + (z.1 Ь)(с 1 а) +(zal с) (а 1 Ь»)2 . 
, . 

" 

" 
. . 

-> 
Ь, 

с, 

Дакле, да би се праве Р" Р2 И Р. секле у једној тачки, 
'је и довољно да буде 

потребно 

I • 
(z,! а)(Ь [с) + (z21 Ь) (~! а) + (z, I с)(а 1 Ь) ~O 

. ' (alb)=I= O, (b lc)=I=O; (cia)=I=O . 

·3. 2. Вежбе ив сцстема тачака. У нареДНИ~1 вежбама подразуме- ' , 
BaheMo под 

т1, т2 , ... · .... тn 

п реалних брЬјева, а под 

,систем тачака одређен комплексним бројевима 

zv. и=1,.2, .... ,n. 

12. Ако 'је Пlv > 'O, и=1,2, .... n, тада се тачка 
Пl,z'+ m.z2+ .. ·. +mnzn z=- ---,---

т,+т.+ ... . + тn 
. . 

'Налази у HaJMaњe~\ конвексном. полиrону описаном 

Шта ' бива у случају ако неки од бројева тn " 
'+lегативан? 

01<0 тачака 

постане нула , 

Zv. 
или 

Ако је спе 'l. ИЭ:ЛНО т, = т. = .•.. = тnn • тачка i 2 се налази у 
'тежишту полигон а 
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{Ако је (е(а;) I z) ;:>' (e (a;) la), 
праве која пролази кроз тачку А 

тада се ' тачка Z налази лево од . 
и има правац а;, или лежи на њој. 

Ако су , Zp и Zq два, ма која, узастопна темена најмањег кон-

вексног полигон а ко :и садржи све тачке Zv, v ~ 1,2, . ... , П, и ако 
је arc(zp-Zq)=a;,. тада је за све ·тачке Zv, у = 1,2, .. . ,П, 

Према томе, множењем ове неједначине са Гnџ и сабирањем, , . 

добивамо после деобе са , L mџ , да је и 
, 
l' 

13. Означимо са Z произвољну тачку равни и' са 
. 

W тежиште 

система Z v, v=I,2, ... ,П, тј. 

п 1""" Z1 + Z.+ .... +zn 
lV = - .L..,; ZI'= " . 

П џ= 1 П 

Покажи да је тада 

п п 

1 о .-l L 1 z v 12 ~ 1 w 12 + _1 2: 1 z v ~ Ij,I ј 2; 
П V = 1 П џ= 1 о .-

14. Из 10 претходне вежбе покажи да . је 

уве'К 

I п 12 п 
1 " 1" 

1-' L-, г"l <, -;; ~ Izvl
2 

" џ = 1 џ=1 
Сд , 141 

. 
и .да је знак' једнакости Moryl1 само ако , су сви z-ови међусобно 
Једнаки. 

• 
Из 20 претходне вежбе докажи да збир квадрата отстојања -тачке Z од п датих таЧЗЈса узима своју најмању вредност саNЮ када 

се Z поклопи са тежиштем. . 
, .' 

15. Ако се све тачке 

z~ . .. v=·1,. 2, ..... ,п, 

налазе у једном углу чији је . отвор cp < ir, покажи да је 
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. Дакле, БРQјеве Zy у .овом случају не може~о никад тако иза­

брати да им збир буде једнак нули. (Доказ следи из вежбе 10, ако 
ставимо 

z v=rve(a.v), V.= 1, 2" . . . , п, . (в. сл . .141) . 

и сматрамо бројеве - г. за бројеве mv, . а б~ојеве e(av) · за бро­
_јеве z v.} . 

16. Геометриско место рчака Z чији је збир квадрата отстојања - . 
оддатих тачака Zv, помножених са датим БРОЈевима тv,сталан, тј. , 

п 

.2:mv \z - zv\2 = const . 
• = 1 

п 

је ' круг или права, према томе да ли jeL т. =t= или = О. 
у=1 

На пример, 

је Аполонијев круг, а 

I ·2' \2 z-zl l -lz-Z2 =const . 
Је права линија. • 

·17. Геометриско место тачака Z чији је збир отстојањаод п . 
правих ЛИНИЈа 

z=zv+te(av), v = 1,2, ... , п; 

помножен са т• сталан, тј. 

п 

L: тџ (е (а..) I z - zv) = const., 
v = 1'. 

.-
или 

Ј{ ± т.е ( - а:.) (z - Zv)} =сопsr. 
у=) I 

Је права линија . . 
3а .n~2, corist=O и Пf2= :t-ml добивамо симетрале угла. 

18. На основу претходне веж6е покажи: 
Све праве чији је збир отстојања од п датих' тачака једнак 

нули пролазе кроз тежиште тих тачака. {Јер је 

j(e(a:)(zi+ Z.2+ . ... + zn- nz)}=О, 
са 

п 

Z = ~ LZv.} 
. 1,1 '.- t 
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19. Да би темена' Zv, V = 1,2, .... , П, n-тоугла била подјед­
иако удаљена од његовог тежишта W, потребно је и довољно да 

-~ 

збир јединичних вектора вектора WZ v , v=1,2, .... ,n, буде једна/< 

нули. 

Покажи да се у том случају више од половине узастопних темена 

не може бирати произвољно близу, тј. да се она не могу налазити у 

произвољно малом кругу. 
Ј 

20. Ако се темена Zv полигона налазе на једном кругу, покажи 
Ј/.а l1е збир квадрата свих страна и диагонала узети своју највеl1У 

вредност ако се тежиште поклопи са средиштем описаног круга. 

21. Ако се темена Zv полигона налазе на једном кругу, покажи 

да l1е збир страна и диагонала узети своју највеl1У вредност са}1О аl(о 

су тачке Z pa~HOMepHO распоређене по кругу. 

22. Неl(а је .р површина полигона Z1' Z2' ... ,Zn-1' .Zn, Z1 са 
предзнаком + или -, према томе да ли је смер обилажења позитиван 
или негативан. Тада је 

! I ' 

2P=(zllz2)+(z2Iz.)+ .... +(zn-ll zn)+(znl z1). 

Шта даје овај образац када се стране полигона пресецају? 





. 
ИСПРАВКЕ 

, 
(184 значи страна ]8 ред 4 одозго, а ]8. страна ]8 ред 4 одоздо) 

96 
] 3,. 
] 3'2 
]6,. 
]б7 
]б. 

171 

2217 

стоји 

у обрасцу неДQстаје знак ~ 

преJl1а (6) 
= (_A)2 ~ 

(е d) 
C+ x~ , 

Х = В-А= 

В =(.! о). 
А " 
услова 

2415.16.26 конјуговано 

2517 а = .. , и Ь = .. : 

431 једно-
, 

5б'5 zn] 

а; 

~ f(x,y) 

n(2) 

L 
v = o 

б77 4.3, (н) 

(~) 
б89 ' (види ' сл. 33)" 

, 

,треба 

према (6) и (7) 

(- АУ = 

(е, Ј) 

е+х= 

Х=А-В= 

~~(.! о) 
В а' , 

услов 

кон,уговано 

P= ~ ... и q= ... . 
једног 

ZГl- 1 

а; 

п 

< Lla.. !, 
·n = 1 

=f(y, х) 
[n12) 

L 
4.3. (Ш) 

. -, 
(види сл. 33, ,где је у/п-РВ) ... 



СТQји треба 

72'0 Координате 30 Координате 
798 30 Ротирати ' тачку Z , ;30Ротирати ' дуж AZ 

&2 епика 57 Zj + Z, 
Zj +z~ 

• 2 
=(zia)b =(zla)b 

. 
" 

- 81р; 
(Ь а) . (Ы а) 

117 s р= р'= 

1216 k 
=k 

Ь '- , а 
= Ib-a l 

k2 
- 1 k2 - 1 

I 

127 сл. 95 сл. 105 

136" Ь - а i2 
Ь - а l' 

I 2 2 I 
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