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VII

PREDGOVOR

Sa ovom knjigom mislimo da po¢nemo postupno da izdajemo sve tomove
nase “Teorijske fizike“. Definitivni plan se sada sastoji u slede¢em obliku:

1. Mehanika.

. Teorija polja. ‘

Kvantna mehanika (nerelativistitka teorija).
RelativistiCka kvantna teorija.

Statisti¢ka fizika.

Hidromehanika.

Teorija elastiCnosti.

Elektromagnetika kontinualnih sredina.
Fizitka kinematika.

Prvo izdanje prvog toma su 1940. godine objavili L. Landau i L.
Pjatigorski. Mada je opsti plan izlaganja ostao isti, knjiga je u sustini preradena
1 potpuno iznova napisana. |

Zahvaljujemo I. E. DaloSinskom i L. P. Pitaevskom za pomo¢ pri korek-
turi knjige.

© PNV AW

Moskva, jula 1957. godine. L. D. Landau, E. M. Lifsic



, GLAVA I
JEDNACINE KRETANJA

§ 1. Generalisane koordinate

Jedan od osnovnih pojmova mehanike je pojam materijalne tacke?. Pod
tim imenom se podrazumeva telo, &ije se dimenzije mogu zanemariti pri opi-
sivanju njegovog kretanja. Razume se, mogucnost takvog zanemarivanja zavisi od
konkretnih uslova pojedinih problema. Tako, planete se mogu smatrati materi-
jalnim taCkama ako se prou¢ava njihovo kretanje oko Sunca, ali se naravno ne
mogu uzeti kao materijalne tacke pri tretiranju njihovog rotacionog kretanja
(oko svoje ose).

PoloZaj materijalne tatke u prostoru se odreduje njenim vektorom poloZaja

-
(radijus-vektorom) r, ¢ije se komponente poklapaju sa njenim Descartes-ovim
-> ' .

koordinatama x, y, 2. Izvod r po vremenu ¢

-
:’___dr
dt

-
' e i .. a?y : o 0, .
se naziva brzinom, a drugi izvod F ubrzanjem tacke. U daljem izlaganju kao

1 obi¢no diferenciranje po vremenu Cesto ¢emo oznadavati tadkom iznad slova:

> 5
v=r,

Za odrediranje poloZaja sistema od N materijalnih tataka u prostoru potreb-
no je uzeti N radijus-vektora, tj. 3N koordinata. Uopste se broj nezavisnih ve-
li¢ina, koje su neophodne za jednozna¢no odredivanje poloZaja sistema, naziva
brojem njegovih stepena slobode; u datom slucaju taj broj iznosi 3N. Te velidine
ne moraju biti obavezno Descartes-ove koordinate tataka, i u zavisnosti od
uslova problema moZe se pokazati pogodnijim izbor ma kojih drugih koordi-
nata. Ma koje s veli¢ina gy, gp'-, g5, koje u potpunosti KkarakteriSu poloZaj
sistema (sa s stepena slobode) nazivaju se generalisanim koordinatama sistema, a
izvodi g¢; — generalisanim brzinama sistema.

Poznavanje vrednosti generalisanih koordinata, medutim, jos ne odreduje
»mehaniCko stanje” sistema u datom momentu u tom smislu §to ne cmogucava

Y Umesto izraza ,materijalna tatka”, Cesto ¢emo upotrebljavati izraz Zestica”.



g Jednatine kretanja . [GL 1

da se predvidi polaZaj sistema u pjlo kom slede¢em momentu. Za date vred-
nosti koordinata sistem moZe da ima proizvoljne brzine, pa ¢e u zavisnosti od
ovih biti i razli¢it poloZaj sistema u slede¢em momentu (tj. u beskona¢no malom
vremenskom intervalu dr).

Ako jednovremeno znamo sve koordinate i brzine onda se, kako eksperi-
ment pokazuje, u potpunosti odreduje stanjé sistema i omogucava principijelno
da se predvidi njegovo dalje kretanje. S matematicke strane gledi$ta to znaci
da se poznavanjem svih koordinata ¢ i brzina g u nekom momentu jednozna¢no

odreduje 1 vrednost ubrzanja g u tom momentu?).

Relacije koje povezuju ubrzanja sa koordinatama i brzinama nazivaju se:
Jednaline kretawja. U odnosu na funkcije ¢(z) to su diferencijalne jednadine
drugog reda, Cijim integriranjem se omoguéava principijelno odredivanje tih
funkcija, tj. trajektorija kretanja mehani¢kog sistema.

§ 2. Princip najmanjeg deiétva

Najopstija formulacija zakona kretanja mehanickih sistema jé data takozvanim
principom najmanjeg dejstva (ili Hamilton-ovim principom). Prema tom principu
svaki mehaniCki sistem se karakteriSe odredenom funkcijom

L(Ql’ Q2> '+ 5 s is o> """ 5 Gss I)

ili kratko Li(qg, g}, t), pri Cemu kretanje sistema zadovoljava sledeéi uslov.

Neka u momentu ¢ =1, i t =1, sistem zauzima odredeni polozaj, koji
se karekteriSe dvema izabranim vrednostima koordinata ¢ i ¢,

Tada se sistem, izmedu tih poloZaja, kreée tako, da integral

123

s=(L@d na | 1)

L

ima najmanju mogu¢nu vrednost®. Funkcija L se naziva Lagrange-ova funkcija
datog sistema, a integral (2,1) — dejstvo. .

Cinjenica, da Lagrange-ova funkcija sadr#i samo g 1gane vise-izvode g, g, --
je posledica ranije iznetog fakta da se mehani¢ko stanje potpuno odreduje datim
koordinatama i brzinama,

Prelazimo na izvodenje diferencijalnih jednatina koje reSavaju zadatak
odredivanje minimuma integrala (2,1). Radi jednostavnijeg pisanja formula pret-
postavicemo u pocetku da sistem ima samo jedan stepen slobode tako da mora
biti odredena samo jedna funkcija g (). |

1) Radi kratko¢e oznalavanja Cesto éemo uslovno pod vrednosti ¢ uzimati skup svih
koordinata ¢y, gs,- -+, ¢s (1 pod ¢ analogno skup svih brzina).

) Medutim, potrebno je ukazati da tako formulisan princip najmanjeg dejstva ne vai
uvek za sve trajektorije kretanja u celini, ve¢ samo za svaki njen dovoljno mali mali deo. Za
celu trajektoriju se pak moZe desiti da integral (2,1) ima samo ekstremnu, ali ne obavezno i
minimalnu vrednost. Ova okolnost, medutim, nije uopite bitna pri izodenu jedna&ina kretanja,
pri kojem se koristi samo. uslov ekstremnosti. _



§ 2] Princip najmanjeg dejstva 3

Neka je ¢g=gq(z) upravo ta funkcija za koju S ima minimum. To . znadi
da se § povecava zamenom ¢ (z) ma kojom funkcijom oblika

q() + 3q(2) (2,2)

gde je d¢(z) funkcija, koja je mala u celom intervalu od ¢; do ¢, (naziva se
varijacyja funkcije q(r). Kako za ¢t =1¢, i t = ¢ sve slitne funkcije (2,2) moraju
imati jedne iste vrednosti ¢‘V i ¢», onda mora biti:

8q (1) =3q(t2)=0. (Z3)
Promena S pri zameni g sa g + 8¢ je data sledecom razlikom

. b

La
[L@+30a+800d" LG & a.
4 L,

Razlaganje te razlike po stepenima dq i Sé (u podintegralnom izrazu)
pocinje se sa Clanovima prvog reda. Neophodan uslov da ]e S minimalno
sastoji se u izjednacenju s nulom zbira tih ¢lanova. Ona se naziva prva var1jac1]a
integrala (ili prosto varijacija). Prema tome princip najmanjeg dejstva se moze
napisati u obliku

: " |

88 =3 J L(g; g, £)dt =0, (2,4)
1 )

ili ako se izvrsi variranje:

aL
[(2Eo0+ % as)amo
dg dq

1

Uz napomenu da je 8¢ = A dg, parcijalno ¢emo integrirati drugi &lan pa dobijamo
: Ly Iy

) d Coe e d
6S=—£3ql—]—‘(L—i—£)8gd =1, (2,5)
dg dg dt dq

ali zbog uslova (2,3) prvi ¢lan u tom izrazu je jednak nuli. Osta]e integral
koji mora biti ]ednak nuli za prmzvol;nu vrednosti 8¢. Ovo je moguéno samo
u tom slucaju ako je podintegralni izraz identi¢no jednak nuli. Tako dobivamo
jednacinu:

d 0L oL

0 . N

dt ag ag

"‘Ako postoje viSe stepena slobode, onda se u principu najmanjeg dejstva
mora izvrSiti nezavisno variranje s razli¢itih funkcija ¢(z). OCcigledno je da
tada dobivamo s jednacdina oblika

—_—— — — =0 (i:l, 2;.“:\8)- (2’6)

1) Uopste — ekstremnosti.

1¥
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Ovo su traZene diferencijalne jednacine. One se u mehanici nazivaju Lagrange-
ove jednacine. AKo je poznata Lagrange-ova funkcija datOg mehani¢kog sistema
onda jednaCine (2,6) daju vezu izmedu ubrzanja, brzina i koordinata, tj. pred-
- stavljaju jednadine kretanja sistema.

S matematiCkog stanovista jednadine (2,6) C&ine sistem od s jednadina
drugog reda za s nepoznatih funkcija ¢(¢). Opste reenje takvog sistema sadr-
Zi 25 proizvoljnih konstanti. Za njhovo odredivanje, a samim tim za ukupno
odredivanje kretanja mehanickog sistema, neophodno je potrebno poznavanje
pocetnih uslova, koji karakteriSu stanje sistema u nekom datom momentu vremena;
na primer poznavanje pocetnih vrednosti svih koordinata i brzina.

Neka se mehanicki sistem sastoji iz dva dela 4 i B, od kojih bi svaki,
bududi da je zatvoren, imao kao Lagrange-ove funkcije respektivno funkcije
L4 ili Lp. Tada -u limes-u, pri udaljavanju delova toliko daleko, da bi se
njihove interakcije mogle zanemariti, Lagrange-ova funkcija celog sistema teZi
grani¢noj vrednosti

11mL=LA +LB (2, )

Ovo svojstvo aditivnosti Lagrange-ove funkcije izrazava Cinjenicu da jeda-
¢ine kretania delova, izmedu kojih ne posto;e interakcije, ne mogu sadrzati
veli¢ine, koje se odnose na druge delove sistema.

Ocevidno je, da se mnozenje Lagrange-ove funkcije mehanickog sistema
nekom proizvoljnom konstantom samo po sebi ne odrazava na jednacine kretanja.
Odavde bi se mozda reklo da nastaje bitna neodredenost, a naime da se Lagrange-
ova funkcija razli¢itih izolovanih mehanickih sistema moZe pomnoZiti ma kojom
razli¢itom konstantom. Medutim, svojstvo aditivnosti uklanja tu neodredenost—ono
dopusta samo istovremeno mnoZenje Lagrange-ovih funkcija svih sistema istom
konstantom, $to se jednostavno svodi na prirodnu proizvoljnost u izboru jedi-
nica merenja te fizicke veli¢ine. Na ovaj problem c¢emo se jo§ vratiti u § 4.

Neophodno ]e uciniti jos slede¢u ops§tu napomenu. Posmatrajmo dve funkcije

L'(q, ¢, t) i L(g; g, 1), koje se medusobno razlikuju za totalni izvod po vremenu
ma koje funkcije koordinata vremena f(g,z):

L'@o =L 6+ @0 ey

Integrali (2,1) koji su izracunati pomocu te dve funkcije povezani su relacijom

I ) I ' Ia df
:JL’(q, g c)dzsz(q, g, t)de + j.ﬁdt
L

51 5%

= S +1(d®, 1) —f (gD, 1),

tj. medusobno se razlikuju dopunskim ¢lanom, koji nestaje pri variranju dejstva,
jer se uslov 88" =0 poklapa sa uslovom 385 =0, i oblik jedna¢ine kretanja
ostaje nepromenjen.

Na taj nacin Lagrange-ova funkcija je odredena samo sa ta¢no$¢u dodavanja
njoj totalnog izvoda od ma koje funkcije koordinata i vremiena.

1) U varijacionom rafunu, gde se tretira formalni problem odredivanja ekstremnih
vrednosti integrala oblika (2,1), takve jedaline se nazivaju Euler-ove jednacine.



§ 3] Galilej-ev princip relativnosti -]
§ 3. Galilej-ev princip relativnosti

Za proulavanje mehanic¢kih pojava, mora se uzeti neki siszem referencije.
U razliCitim sistemima referencije zakoni kretanja imaju, opSte uzevsi, razlidit
oblik. Ako se uzme proizvoljni sistem referencije, moze se ispostaviti da zakoni
sasvim prostih pojava u njemu izgledaju veoma sloZeni. Prirodno je da nastaje
zadatak oko izbora takvog sistema referencije u kome bi zakoni mehanike bili
jednostavniji.

U odnosu na proizvoljni sistem referencije prostor je nehomogen i ne-
izotropan. To znali, da, ako ma koje telo uzajamno ne dejstvuje ni sa kojim
drugim telima, onda samim tim njegov razlidit poloZaj u prostoru i njegova
razliCita orijentacija u mehani¢kom pogledu nisu ekvivalentni. Ovo se odnosi
u opstem slucaju i na vreme koje ¢e biti nehomogeno, tj. njegovi razliCiti mo-
menti su neekvivalentni. Komplikovanost, koju bi unosila takva svojstva pro-
stora i vremena u opisivanje mehani¢kih pojava, je ocigledna. Tako na primer
slobodno telo (tj. telo koje se ne podvrgava spoljasnjim dejstvima) ne bi moglo
biti u miru: ako je brzina tela u nekom momentu i jednaka nuli, veé¢ u sle-
decem momentu telo bi pocelo da se kreée u nekom pravcu.

Medutim, ispostavlja se, da je uvek moguéno naéi takav sistem referencije
u odnosu na koji bi prostor bio homogen i izotropan, a vreme — homogeno.
Takav sistem se naziva inercijalni. Specijalno u njemu slobodno telo ako se u
nekom momentu nalazi u miru, ostaje u tom stanju neogranieno dugo.

Sada mozemo odmah napraviti izvesne zaklju¢ke o obliku Lagrange-ove
funkcije u inercijalnom sistemu referencije za materijalnu tacku koja se slobodno
kre¢e. Homogenost prostora i vremena oznadava da ta funkcija ne moze da

} -
sadrzi u eksplicitnom obliku ni radijus-vektor » tatke, ni vreme z, tj. L je
- By
funkcija samo od v. Zbog izotropije prostora, Lagrange-ova funkcija ne moZe
' -

zavisiti ni od orijentacije vektora o, jer je funkcija sam> od njegove apsolutne .
e

veli¢ine, tj. od kvadrata 2% = 2?:
Li=L (V). (3,1
: 2 . L, dL !
S obzirom da Lagrange-ova funkcija ne zavisi od r imaéemo — =0 i
: ar
zbog toga Lagrange-ova jednacina ima oblik:D
d oL
==
dt dov

0,

ad d .. .
odakle je é’ = const. Ali kako je —f funkcija samo kvadrata brzine, onda
ar ar

izlazi da je i
v = const. . (3.2)

1) Pod izvodom skalarne velitine po vektoru podrazumeva se vektor, Cije su komponente
jednake izvodima te veli¢ine po odgovaraju¢im komponentama vektora,
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Na taj nacin dolazimo do zakljucka da se u inercijalnom sistemu referencije svako
slobodno kretanje vrsi brzinom koja je konstantna po veli¢ini i smeru. Ova
konstatacija Cini sadrZaj takozvanog zakona inercije.

Ako uporedo sa inercijalnim sistemom referencije, koji koristimo, uvedemo
drugi sistem, koji se u odnosu na prvi krece pravolinijski i ravnomerno, onda
Ce zakoni slobodnog kretanja u odnosu na taj novi sistem biti isti kao i u
odnosu na prvobitni: slobodno kretanje se ponovo vrii sa konstantnom brzinom.

Medutim, eksperiment pokazuje, da ¢e ne samo. zakoni slobodnog kreta-
nja u ovom sistemima biti isti, ve¢ ¢e oni biti i u svim drugim mehani¢kim
odnosima u potpunosti ekvivalentni. Na taj nacin postoji ne jedan, ve¢ beko-
natno mnogo inercijalnih sistema referencije koji se uzajamno kreéu pravolinijski
1 ravnomerno. U svim ovim sistemima svojstva prostora i vremena su jednaka
1 jednaki su svi zakoni mehanike. Ova Kkonstatacija ¢ini sadrzaj takozvanog
Galilej-evog principa relativnosti koji je jedan od najvaznijih principa mehanike.

Sve receno dovoljno jasno svedoCi o iskljucivosti svojstava inercijalnih
sistema referencije zbog kojih se ba$ ti sistemi moraju po pravilu Koristiti pri
proucavanju mehanic¢kih pojava. U daljem izlaganju ¢emo uvek posmatrati samo
inercijalne sisteme referencije, ako nije narocito suprotno navedeno.

Potpuna mehani¢ka ekvivalentnost celog mnostva takvih sistema pokazuje
u isto vreme da ne postoji samo jedan ,apsolutni” sistem referencije koji bi

mogli pretpostaviti drugim sistemima.
= : ;
Koordinate r i7" jedne iste tatke u dva razliCita sistema referencije & 1 &’
5 :
od kojih se drugi kre¢e brzinom V' u odnosu na prvi, povezane su medusobno

relacijom '

-

> - *
=7+ V. (3,3)
Pri tome se podrazumeva da je tok vremena isti u oba sistema referencije
= [’, (334)

Pretpostavka o apsolutnosti vremena je osnova klasicne mehanikeD,

Fomule (3,3) i (3,4) se nazivaju Galilej-eve transformacije. Galilej-ev prin-
cip relativnosti se moze formulisati kao zahtev invarijantnosti jednacine kretanja
u mehanici u odnosu na tu transformaciju.

§ 4. Lagrange-ova funkcija slobodne materijalne taCke

Prelaze¢i na odredivanje (definiciju) oblika Langrange-ove funkcije, po-
smatracemo u pocetku najprostiji slu¢aj — slobodno -kretanje materijalne tacke
u odnosu na inercijalni sistem referencije. Kako smo ve¢ videli, Lagrange-ova
funkcija u tom slu¢aju moze da zavisi samo od kvadrata vektora brzine. Za
izraCunavanje oblika te zavisnosti koristicemo se Galilej-evim principom rela-

tivnosti. Ako se inercijalni sistem referencije K kreée u odnosu na inercijalni
S

-
sistem referencije K’ beskona¢no malom brzinom &, onda ¢e biti: o' = v + &.

1) Ona ne vaZi u mehanici teorije relativnosti.
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Posto jednacina kretanja u svim sistemima referencije mora imati jedan isti oblik,
onda Lagrange-ova funkcx;a L(v®) pri takvoj transformaciji mora preéi
u funkciju L', koja, ako se i razlikuje od L (v%), onda to mora biti za ceo izvod
funkcije 1<00rd1nata i vremena (v. kraj §2.).

Tada ¢emo imati:
L =L (v% =L (v?+ 2ve + &%),

RazlaZu¢i ovaj izraz u red po stepenima & i zanemarajuéi beskonatno
male (Clanove) visih redova, dobivamo

e d
L@?) =L(v '2)—i———22)8

Drugi ¢lan na desnoj strani ove jednacine bi¢e totalni izvod po vremenu samo

. : s o s L e :
u tom slucaju, ako linearno zavisi od brzine v. Zbog toga 7,2 1E zavisi od brzi-

ne, tj. Lagrange-ova funkcija u posmatranom slucaju je upravo proporcionalna
kvadratu brzine:
L = av’.
Iz Cinjenice da Lagrange-ova funkcija takvog oblika zadovoljava Galilej-ev

princip relativnosti u slucaju beskonatno male transformacije brzine, izlazi

neposredno, da je Lagrange-ova funkcija invarijantna i u slu¢aju kona¢ne brzine
__}
V sistema referencije K u odnosu na K’. I zaista bice:

o - —>—>
L'=av?*=qa(v+ V)?2=av?+2avV +al?
ili
d -5
L' =L+ ay (2arV + aV?i).
Drugi ¢lan je totalni izvod i moZe se izostaviti.

Konstantu a ¢emo oznaciti kao 5 1 tako ¢emo Lagrange-ovu funkciju tacke

koja se slobodno krece definitivno napisati u obliku:

2
L=’f§- (4,1)

Veli¢ina m se naziva masa materijalne tacke. Zbog svojstva aditivnosti, Lagrange-
ova funkcija za sistem tacaka, koje uzajamno ne dejstvuju, biceD:

ma'va, -
2 = (43 2)

Treba napomeniti, da samo uzimanjem u obzir toga svojstva, data defini-
ciji mase dobiva realni smisao. Kako je ve¢ bilo nagladeno u § 2, Lagrange-ovu

» D Za indekse koji pokazuju redni broj Zestice, koristi¢emo prva slova latinske azbuke,
a za indekse uz koordinate, slova 7, &, [, - : .



& Jednadine kretanja [GL I

funkciju uvek moZemo pomnoZiti sa ma kojom konstantom; ovo se ne odraZava
na jednacinama kretanja. Za funkcije (4,2) takvo mnoZenje se svodi na promenu
jedinice merenja mase; odnos pak masa razli¢itih &estica, koje samo i imaju
realni fiziCki smisao, ostaje pri toj transformaciji nepromenjen.

Lako se moZe videti da masa ne moZe biti negativna. U samoj stvari,
prema principu najmanjeg dejstva, za stvarno kretanje materijalne tatke iz tatke
I u tacku 2, integral '

2
2
mo
S=|—dt
2
1
ima minimum. Ako bi masa bila negativna, onda bi za trajektoriju, po kojoj
se Cestica u poCetku brzo udaljava od / a zatim brzo priblizava ka 2, integral
dejstva dobio negativne vrednosti, koje su po apsolutnoj veli¢ini proizvoljne
velike tj. ne bi imao minimumD.
Potrebno je primetiti da je

di\®  dp
2 — —_— = —
¢ ( dz) e (4:3)

Zbog toga je za sastavljanje Lagrange-ove funkcije dovoljno naéi kvadrat du-
Zine elementa luka d/ u odgovaraju¢em koordinatnom sistemu. _

U Descartes-ovim koordinatama, na primer, bi¢e di? = dx? 4 dy® + dz2, i
zbog toga je

L= (42" +2). (4,4)
U cilindarskim koordinatama iznosi: dI* = d+% + r2dg?® + d 22, odakle je
L= % (r2 4 122 + 22). (4,5)

U sfernim koordinatama je: dI? = dr? + r2d0? + r2sin? O0do?, te je

Lo % (r2 + 1202 + 72 sin? 0 ¢2). (4,6)

§ 5. Lagrange-ova funkcija za sistem materijalnih tadaka

PosmatraCemo sada sistem materijalnih tac¢aka, koje medusobno dejstvuju,
ali ne deluju na druga strana tela. Takav sistem se naziva zatvoren. Ispostav-
lja se da uzajamno dejstvo medu materijalnim tatkama moZe biti prikazano
kada se Lagrange-ovoj funkciji (4.2) za tacke koje uzajamno ne deluju, doda
odredena funkcija koordinata (koja zavisi od karaktera interakcije)?.

L Ogradivanje koje je ufinjeno u primedbi na str. 2 nije u suprotnosti sa ovim zakljué-
kom, jer kada je m <{ 0 integral ne bi mogao imati minimum ni za ma kako mali deo
trajektorije. ‘

®) Ova konstatacija se odnosi na klasi¢nu — nerelativisti¢ku — mehaniku na kojoj se ova,
knjiga i zadrZava. :
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Ako tu funkciju ozna¢imo sa— U, imadéemo

-~ ma'()az - =

— U(ry 19+ ) (5,1)

-
(gde je ra radijus-vektor a-te tacke). Ovo je opSti oblik Lagrange-ove funkcije
zatvorenog sistema.
Suma
fna'?)az

se naziva kineticka energija, a funkcija U — potencijalna energija sistema. Smisao
ovih naziva bi¢e objasnjen u § 6. ,

Cinjenica da potencijalna energija zavisi samo od poloZaja svih materijalnih
tataka u jednom istom momentu vremena oznacava da se promena poloZaja
jedne od njih trenutno odrazava na sve ostale; moZe se re¢i, da se interakcija
,,rasprostire” trenutno. Neizbeznost takvog karaktera interakcija u klasi¢noj me-
hanici je tesno povezana se osnovnim karakteristikama poslednje — apsolutno$éu
vremena i Galilej-evim principom relativnosti. Ako se interakcija ne bi pro-
stirala trenutno, nego kona¢nom brzinom, onda bi ta brzina bila razli¢ita u
raznim sistemima referencije (koji se krecu jedan u odnosu na drugi), jer ap-
solutnost vremena automatski oznacava primenjivost obi¢nog pravila slaganja
brzina na sve pojave Ali bi tada zakoni kretanja tela, koia uzajamno dejsvuju,
bili razli¢iti u raznim (inercijalnim) sistemima. referencue, §to bi bilo u suprot-
nosti sa pr1nc1porn relativnosti.

U § 3. smo govorili samo o homogenosti vremena. Oblik Lagrange-ove
funkcije (5,1) pokazuje da je vreme ne samo homogeno vec i izotropno, tj.
njegova svojstva su ista u oba pravca. U stvari, zamenom ¢ sa — ¢, Lagrange-
ova funkcija se ne menja, a prema tome ni jednaCine kretanja. Drugim reéima,
ako je u sistemu mogucno neko kretanje, onda je uvek moguc¢no i obratno kretanje,
tj. takvo pri kome sistem prelazi ta ista stanja u obrnutom redu. U tom smislu,
sva kretanja koja se vrSe po zakonima klasicne mehanike su reverzibilna.

Ako znamo Lagrange-ovu funkciju, mozemo napisati jednacine kretan]a
u obliku |

d dL oL
e A o 3 (5,2)
dt dv, 9r,
Ako ovde zamenimo (5,1) dobi¢emo:
e U
d, d
b g, g ' (5,3)
ar,

Jednacine kretanja u ovom obliku se nazivaju Newton-ove jednaéine i predstav-
ljaju osnovu mehanike sistema Cestica koje uzajamno dejsvuju. Vektor

> Al ‘ ;
g =i H—LT", , , - (54)

dar,
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koji se nalazi na desnoj strani jednacine (5,3) se naziva sila koja dejstvuje na
a-tu taCku. Zajedno sa U ona zavisi samo od koordinata svih Cestica, ali ne
i od njihovih brzina. Jednacine (5,3) pokazuju prema tome da su i vektori
ubrzanja Cestica funkcije samo od koordinata.

Potencijalna energija je veli¢ina koja je odredena samo s ta¢no$éu doda-
vanja proizvoljne konstante; takvo dodavanje ne bi izmenilo jednacine kretanja
(specijalan slucaj nejednoznacnosti Lagrange-ove funkcije koji je naveden na
kraju § 2). Najprirodniji i obi¢no usvojeni kriterijum u izboru te konstante nalazi
S¢ U Cinjenici da potencijalna energija tezi nuli pri poveéanju rastojanja izmedu
Cestica.

Ako se za opisivanje kretanja tataka ne koriste Descartes-ove koordinate,
ve¢ proizvoljne generalisane koordinate g¢i, onda za dobivanje Lagrange-ove
funkcije treba izvriiti odgovarajuée transformacije:

T afa : )
EPN gr 1itd.

Xa = fa (q:: gos """ s QS); Xa =
k
Zamenjujuéi ove izraze u funkciju

il == % L-ma (xa2 +y02 o za2) =— T,

dobicemo trazenu Lagrange-ovu funkciju, koja ¢e imati oblik

.

I . ! .
L= i ait () gi g — U (g); (5,5
i,k

gde su aix funkcije samo od koordinata. Kineticka energija u generalisanim
koordinatama, prema prethodnom, je kvadratna funkcija brzine, ali moze da
zavisi i od koordinata.

Do sada smo govorili samo o zatvorenim sistemima. Sada éemo posmat-
rati sistem 4 koji nije zatvoren, koji uzajamno deluje sa drugim sistemom B,
koji vrsi dato kretanje. U tom slu¢aju se kae da se sistem A krece u datom
spoljasnjem polju (koje stvara sistem B). Kako se jednacine kretanja dobivaju
iz principa najmanjeg dejstva nezavisnim variranjem svake koordinate, (tj. sma-
trajuci ostale da su poznate) moZemo se za nalaZenje Lagrange-ove funkcije
L, sistemma A koristiti Lagrange-ovom funkcijom L celog sistema 4 + B za-
meniv8i u njoj koordinate gz datim funkcijama vremena.

Pretpostavljajué¢i da je sistem A -+ B zatvoren, imademo

L= T4 (qa q4) + Ts (¢8> q8) — U (g5 gB),

gde prva dva ¢lana predstavljaju kineticke energije sistema 4 i B, a treéi ¢lan—
njihovu zajedni¢ku potencijalnu energiju. Ako umesto gs zamenimo date funk-
cije vremena i izbacimo ¢lan 7'(gz®@, q;B @), koji zavisi samo od vremena (i zbog
toga je totalni izvod neke druge funkcije vremena), dobi¢emo:

La = Ta(ga, g4) — U(ga, gs®).

Na taj nacin, kretanje sistema u spolja$njem polju se opisuje Lagrange-
ovom funkcijom obi¢nog tipa, samo s tom razlikom, $to sada potencijalna ener-
gija moZe da zavisi eksplicitno od vremena.
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Tako, za kretanje jedne Zestice u spolja$njem polju, opsti oblik Lagrange-
ove funkcije bice:

mo >
A 2” —U(r o) (5,6)
a jednacina kretanja je:
> d U
M == g (5,7)
ar o

Homogeno polje se naziva takvo polje u Cijim svim taCkama na Cesticu

._.’
dejstvuje jedna ista sila F. Potencijalna energija u takvom polju, ocigledno,
iznosi: '
> 9 -

U= —F-r. (5,8)

U’ zaklju¢ku ovog paragrafa ucini¢emo jo$ sledeu napomenu u vezi pri-
mene Lagrange-ovih jedna¢ina na razliCite konkretne zadatke. Cesto dolazimo
do toga da imamo posla sa takvim mehani¢kim sistemima kod kojih interakcija
izmedu tela (materijalnih tacaka) ima kako se kaZe, karakter ,veza”, tj. izvesnih
ogranienja u vezi sa medusobnim rasporedom tela. U praksi se takve veze
ostvaruju povezivanjem tela razlicitim $tapovima, koncima, Sarkama i t. sl. Ova
okolnost unosi u kretanje novi faktor - kretanje tela se vrsi trenjem na mestima
njihovih dodira, zbog Cega zadatak izlazi, opste uzev, iz okvira Ciste mehanike
(v. § 25). Medutim, u mnogim slucajevima trenje u sistemu je toliko slabo da
njegov uticaj na kretanje mozemo potpuno zanemariti. Ako se pak uz to mogu
zanemariti mase ,,vezivnih elemenata” sistema, onda se uloga poslednjih svodi
jednostavno na smanjenje broja stepena slobode s sistema (u odnosu na broj
3N). Za odredivanje njegovog kretanja moze se pri tom ponovo Kkoristiti Lag-
range-ova funkcija oblika (5,5) sa brojem nezavisnih generalisanih koordinata
koji odgovara stvarnom broju stepena slobode. :

Zadaci

Naé¢i Lagrange-ovu funkciju sledeéih sistema koji se nalaze u homogenom polju teZe
(ubrzanje teZe je g),

Dvostruko klatno u ravni (sl 1). . _ ‘

Redenje Kao koordinate ¢emo uzeti uglove ¢ i ¢, koje obrazuju konci /; i I, sa
vertikalom. Tada ¢emo za tatku m; imati:

1 .
T1=?mllfcp%, U= —m gl coso,.

" Da bismo nasli kineti¢ku energiju druge tacke, izrazicemo je u Descartes-ovim koordinatama x,, ¥,
(koordinatni pocetak se nalazi u taZki vesanja; y-osa je uzeta po vertikali naniZe) pomocu

uglova 44 1 @yt -
x, = b sin @; + Iy sin 9, Yo = I €Os 9; + I COS @y

Posle toga dobivamo:

Ty= 5 3+ ) = 7 (o} + B oh + 215005 (91— @) 21 7a):
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koji se nalazi na desnoj strani jednacine (5,3) se naziva sila koja dejstvuje na
a-tu tacku. Zajedno sa U ona zavisi samo od koordinata svih Cestica, ali ne
i od njihovih brzina. Jednacine (5,3) pokazuju prema tome da su i vektori
ubrzanja &estica funkcije samo od koordinata.

Potencijalna energija je veli¢ina koja je odredena samo s ta¢no$é¢u doda-
vanja proizvoljne konstante; takvo dodavanje ne bi izmenilo jednadine kretanja
(specijalan slucaj nejednoznacnosti Lagrange-ove funkcije koji je naveden na
kraju § 2). Najprirodniji i obi¢no usvojeni kriterijum u izboru te konstante nalazi
s€ u Cinjenici da potencijalna energija teZi nuli pri povecanju rastojanja izmedu
Cestica.

Ako se za opisivanje kretanja tacaka ne koriste Descartes-ove koordinate,
ve¢ proizvoljne generalisane koordinate ¢i;» onda za dobivanje Lagrange-ove
funkcije treba izvrsiti odgovarajuce transformacije:

. B afa 5 .
Xa = fa(q1s g5 *** 5 g5, X, = 2 g itd.
k

d g
Zamenjujuéi ove izraze u funkciju

L= E Lma (Xaz "|-j1a2 +2a2)— 48

dobi¢emo traenu Lagrange-ovu funkciju, koja ¢e imati oblik

L= ) an@an—U) (5,9
§ i,k
gde su a;x funkcije samo od koordinata. Kineticka energija u generalisanim
koordinatama, prema prethodnom, je kvadratna funkcija brzine, ali moZe da
zavisi 1 od koordinata.
Do sada smo govorili samo o zatvorenim sistemima. Sada ¢emo posmat-
rati sistem A koji nije zatvoren, koji uzajamno deluje sa drugim sistemom B,
koji vrsi dato kretanje. U tom sluCaju se kaze da se sistem A4 kreée u datom
spoljadnjem polju (koje stvara sistem B). Kako se jednaCine kretanja dobivaju
iz principa najmanjeg dejstva nezavisnim variranjem svake koordinate, (tj. sma-
trajuci ostale da su poznate) moZemo se za nalaZzenje Lagrange-ove funkcije
L, sistema A Kkoristiti Lagrange-ovom funkcijom L celog sistema 4 + B za-
meniv8i u njoj koordinate gz datim funkcijama vremena.
Pretpostavljaju¢i da je sistem A + B zatvoren, imaéemo

L= T4 (g4, ga) + T (gs- g5) — U (94> gB)>

gde prva dva ¢lana predstavljaju kinetitke energije sistema 4 i B, a treéi ¢lan—
njihovu zajedni¢ku potencijalnu energiju. Ako umesto gp zamenimo date funk-
cije vremena i izbacimo ¢lan 7' (gp®, g @), koji zavisi samo od vremena (i zbog
toga je totalni izvod neke druge funkcije vremena), dobi¢emo:

Ly = Ta(ga, g4) — U (g4, ¢a®).

Na taj nacin, kretanje sistema u spoljaSnjem polju se opisuje__Lagrange-
ovom funkcijom obitnog tipa, samo s tom razlikom, $to sada potencijalna ener-
gija moZe da zavisi eksplicitno od vremena.
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4. Sistem, koji je prikazan na sl. 4; tatka m, se kreée po vertikalnoj osi, a ceo sistem
rotira konstantnom ugaonom brzinom Q ako te ose.

SL 3 SL 4

Retenje. Uvodimo ugao ¢ izmedu odsetka a i vertikale i ugao obrtanja ¢ celog

sistema oko ose rotacije: ¢ = Q. Za svaku tadku m, element pomeranja bice: dif = a®*d0? s
+ a?sin® 6d <p- Za tatku m, rastojanje od tacke ve$anja A iznosi 2acos®; i zbog toga je
dl, = — 2asin 6 db. Lagrange-ova funkcija je .

L = mya®(6® + Q%sin® 6) 4 2m, a®sin®6 6% + 2ga (my + my) cos 6.



12

Jednatine kretanja [GlL. I
Definitivno bice:

my . my - .«
L=—"5—0ol+ 5 Bol—m1 1,0, p,cos (p, — o)) +

+ (my + my) g1, cos p; + m, gl, cos Py

‘_‘}___

2 ]
o '5

SL | ‘ - 8L 2

2. Klatno je u ravni i ima masu my; tacka veSanja (sa masom m, u njoj) moze da
vrsi kretanje po horizontalnoj pravoj (sl. 2).

ReSenje. Uvodeéi koordinatu x tadke my i ugao ¢ izmedu konca klatna i vertikale,
dobivamo: ' »

Lz'm;;ﬂ;cu D2 2?4 20 cos g) + myg L cos o.

3. Klatno je u ravni, &ija se tacka vedanja: ‘
a) kreCe po vertikalnom krugu konstantnom frekvencijom v (sl. 3);
b) vrdi horizontalno oscilovanje po zakonu a cosyt;

¢) vri vertikalno oscilovanje po zakonu a cos vt

Resenje.

a) Koordinate tatke m su:

x=acosyt - Isin ¢, = —asinyt + /cos g.

Lagrange-ova funkcija bice:
mil® . '
L= 2 @* + mlay?sin (p — vi) + mglcos @;

ovde su izostavljeni &lanovi-koji zavise samo od vremena i eliminisan je totalni izvod po
vremenu od maly cos (p — yr). ‘ '
b) Koordinate tatke m su:

X=acosyt + Isin g, ¥y = lcos .

| Lagrange-ova funkcija (posle eliminisanja totalnih izvoda) bice:

2 .
L = '112_@2 + mlay®cos y tsin ¢ 4 mglcos @.

c) Analogno biée

2

L = ’E}zz—cp2 + mlay® cosytcos ¢ + mgl cos .



GLAVA II
ZAKONI ODRZANJA

§ 6. Energija

Pri kretanju mehanickog sistema menjaju se u toku vremena 25 veli¢ina ¢; i gi
(i = 1,2,---,5), koje odreduje njegovo stanje. Medutim, postoje takve funkcije
ovih veli¢ina, koje odrZavaju pri kretanju konstantne vrednosti, koje zavise samo
od pocetnih uslova. Te funkcije se nazivaju inregrali kretanja.

Broj nezavisnih integrala kretanja za zatvoreni mehani¢ki sistem sa s ste-
pena slobode iznosi (2s— 1). To je o¢iglédno iz slede¢ih prostih razloga. Opste
refenje jednadina kretanja sadrzi 2s proizvoljnih konstanti (v. str. 4). Kako jedna-
Cine kretanja zatvorenog sistema ne sadr’e vreme eksplicitno, onda je izbor
pocetka raCunanja vremena potpuno proizvoljan, i jedna od proizvoljnih konstanti
u reSavanju jednaCina moZe biti uvek uzeta u obliku aditivne konstante Ip u
vremenu. Ako eliminiSemo ¢ + ¢, iz 2s funkcija

qi:qi(t + Los Cla Cz: Tty CZs—-l):

q.‘ :gi(t_]"to} Cl: C2: LHey C2s—1):

izraZavamo (2s — 1) proizvoljnih konstanti Cy, Cy -+ ,Cy_1, u obliku funkcija od
q 1 g koje su u stvari integrali kretanja. ‘

Medutim, daleko ja od toga, da svi integrali kretanja igraju podjednako
vaznu ulogu u mehanici. Medu njima postoji nekoliko, Cija konstantnost ima
vrlo duboko poreklo, povezano sa osnovnim svojstvima prostora i vremena
— njihovom homogeno$¢u i izotropno$éu. Sve ove, kako se kaZe, veli¢ine koje
se odrzavaju imaju vaZno opste svojstvo: aditivnost — njhova vrednost za sistem’
koji se sastoji iz delova, lije se uzajamno dejstvo moze zanemariti, jednako
je zbiru vrednosti za svaki deo pojedinacno.

Upravo, svojstvo aditivnosti daje odgovarajuéim veli¢inama osobito vanu
mehaniCku ulogu. Pretpostavimo, na primer, da dva tela uzajamno dejstvuju u
toku izvesnog vremena. Kako je pre tako i posle interakcije svaki od aditivnih
integrala celog sistema jednak zbiru njihovih vrednosti za oba tela pojedinacno,
onda zakoni odrZanja tih veli¢ina daju odmah moguénost da se stvori niz za-
klju¢aka o stanju tela posle interakcije, ako je poznato njihovo stanje do interakcije.

PoCecemo sa zakonom odrZzanja, koji nastaje u vezi homogenosti vremena.
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Zbog te homogenosti Lagrange-ova funkcija zatvorenog sistema ne zavisi
eksiplicitno od vremena. Zbog toga totalni izvod Lagrange-ove funkcije po
vremenu moze b1t1 napisan u obliku:

Zda—q;% Z* ‘11

(ako bi L zavisilo eksplicitno od vremena, na desnoj strani jednadine bismo dodali

d aL d
¢lan —L) Zamenjudi izvode b—g prema Lagrange-ovoj jednacini sa dia_L dobivamo
. g
W DI FEPIIL A
dt qu : dgi l = dt \dg x
ili
P — L 0
dt (Z & 641 )
Odavde se vidi da veli¢ina
dL
Z gi — — L = const (6,1)
T 94

ostaje hepromenjena pri Kretanju zatvorenog sistema, tj. ona je jedan njegov
integral kretan}a Ta veliCina se naziva energija sistema. Aditivnost energije nepo-
sredno izlazi iz aditivnosti Lagrange-ove funkcije, pomo¢u koje se ona izrazava °
linearno prema relaciji (6,1).

Zakon odrZanja energije ne vazi samo za zatvorene sisteme, vec i za sisteme
koji se nalaze u konstantnom spoljasnjem polju (tj. koje ne zavise od vremena).
Jedino iskoriS¢eno, u navedenom zakljucku, svojstvo Lagrange-ove funkcije
— nepostojanje eksplicitne zavisnosti od vremena, postoji i u ovom slucaju.
Mehanicki sistemi, Cija se energija odrzava, ponekad se nazivaju konzervationi.

Kako smo videli u § 5., Lagrange-ova funkcija zatvorenog sistema (ili
sistema koji se nalazi u konstantnom polju) ima oblik

L=T(g q)— Ul(g),

gde je T kvadratna funkcija brzina. Primenjujuéi na nju poznatu Euler-ovu
teoremu o homogenim funkcijama dobivamo: :

2 :I \ ‘- 0T
q; - q—'=2T.
i ag; i aq'

Zamenjujuéi ovu vrednost u (6,1), nalazimo:

E=T(g ¢+ U(g); (6,2)

a u Descartes-ovim koordinatama bice;

~~

N a0 > -

-+ U(TIJ Vg *» ) (6:3)
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Na taj nacin energija sistema moZe biti predstavl)ena u obliku zbira dva bitno
razliCita Clana: kinetiCke energije, koja zavisi od brzine, i potencijalne energije,
koja zavisi samo od koordinata &estica.

§ 7. Impuls

Drugi zakon odrZanja nastaje u vezi sa homogenoséu prostora.

Zbog te homogenosti mehanicka svojstva zatvorenog sistema se¢ ne manjaju
pri ma kakvom paralelnom pomeranju s1stema kao cehne u prostoru. S tim u

vezi, posmatracemo beskonatno mali pomera] e 1 uzeCemo da Lagrange-ova fun'-
cija ostaje nepromenjena.

Paralelno pomeranje oznacava transforrnaciju pri kojoj se sve taCke sistema
-> - -

pomeraju za jednu istu velic¢inu, tj. njihovi radijus-vektori postaju 7;-r, + €.
Promena funkcue L kao rezultat beskonatno male promene koordinata pri
nepromenjenim brzinama Cestica iznosi

2 : - ‘ 2 : d
3L = §£(c-sra—'s _{ly
a'ra a ara

gde se sumiranje vrdi po svim materijalnim tatkama sistema. S obzirom na
—
proizvoljnost €, zahtev da je 8L = 0, ekvivalentan je zahtevu

Z a—f: 0. (7,1)

dta
Zbog Lagrange-ove jednacine (5,2) odavde se dobiva:
Y d oL d dL
IETRS ML
a t ava t a a'Ua

Na taj nacin dolazimo do zakljucka da u zatvorenom mehani¢kom sistemu

vektorska veli¢ina
Z o (7,2

az;,,
* . - - -
ostaje pri kretanju nepromenjena. Vektor P se naziva impuls sistemab. Diferen-

cirajuci Lagrange-ovu funkciju (5,1) nalazimo da se impuls izraZava pomocéu

brzina tacaka na sledeéi nadin:
->. ->
P = Ma Va . (7, 3)
Za ,

Aditivnost 1mpulsa je ocevidna. Sem toga, za razliku od energije, impuls

sistema je jednak sumi impulsa
- ->
Pa=Ma Vg

1) Zastareli naziv — koli¢ina kretanja.
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pojedinih Cestica nezavisno od moguénosti zanemarivanja interakcije medu njima.

Zakon odrzanja sve tri komponente vektora impulsa mogué¢ je samo u
odsustvu spolja$njeg polja. Medutim, pojedine komponente impulsa se mogu
odrzavati i u prisustvu polja, ako potencijalna energija u njemu ne zavisi od ma
koje Descartes-ove koordinate. Pri prenosu duZ odgovaraju¢e koordinatne ose,
mehanicka svojstva sistema se, ocigledno, ne menjaju, i na taj nadin konsta-
tujemo da se projekcija impulsa na tu osu odr¥ava. Tako u homogenom polju,
koje je orijentisano duZ z-ose odrZavaju se komponente impulsa du osa x i ¥.

Polazna jednaCina (7,1) ima sama po sebi jednostavan fizi¢ki smisao.

aL U e . i . . it
Izvod — = — — predstavlja silu F,, koja dejstvuje na a-tu &esticu. Tako
d7ra d7q :

jednacina (7,1) oznalava, da je suma sila, koje dejstvuju na sve Cestice zatvo-
renog sistema jednaka nuli:
o ‘
2 Fa=0, (7,4)
a

Specijalno, u slucaju sistema koji se sastoji iz svega dve materijalns tacke,

- - _
bice F; 4 F, = 0: sila koja dejstvuje na prvu Cesticu od strane druge (Cestice),
jednaka je po velicini, ali je suprotnog smera sile kojom prva Cestica dejstvuje
na drugu. Ova konstatacija je poznata pod nazivom: zakon jednakosti dejstva
1 protivdejstva (akcije i reakcije).

Ako se kretanje prikazuje generalisanim koordinatima gi» onda se izvodi

Lagrange-ove funkcije po generalisanim brzinama

a.L
= (735)
nazivaju generalisani impulsi, a izodi po generalisanim koordinatama
dL P
F = P (7.6)

se nazivaju generalisane sile. Sa tim oznakama Lagrange-ove . jednadine imaju
oblik : - R R

. pi=F;. : . 7.7
U Descartes-ovim koordinatama generalisani impulsi se poklapaju sa kom-

i 2 _> \ . ey ; ) . 5 o E
ponentama vektora p,. U opstem slucaju veli¢ine pi-su_linearne homogene funk-

cije generalisanih brzina ¢;, a nikako se ne svode na proizvode mase i. brzine.

Zadatak

- :

Cestica mase m, koja se krece brzinom w,, prelazi iz poluprostora u kome je njena
potencijalna energija konstantna i iznosi U, u poluprostor gde je ta energija takode konstatna,
ali je jednaka U,. Odrediti promenu pravca kretanja Cestice. ;
' Redenje. Potencijalne energija ne zavisi -od ‘koordinata du¥ osa- koje' 'su paralelne

granitnoj ravni izmedu poluprostora. Zbog toga se odrfava projekcija impulsa &estice na tu .

; -
ravan. Ako ozna¢imo sa 0, i 6, uglove izmedu normale na grani¢noj ravni i brzina v, i v, do

2 Mehanika
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posle prelaza, dobi¢emo v, sin f; = vy sin 6, Veza izmedu v, i v, je data zakonom odrZa-
n;a energije, 1 kao rezultat nalazimo

sin 0, 2
sin 0 Vl mv"' (U, — Uy).

§ 8. Centar inercije

Impuls zatvorenog mehaniCkog sistema ima razli¢ite vrednosti u odnosu
na razli¢ite (inercijalne) sisteme referencije. Ako se sistem referencije K’ krece

- : : - -
brzinom ¥V u odnosu na sistem referencije K, onda su brzine Cestica va' i va U
. . - ‘ > -> )
odnosu na te sisteme povezane relacijom v, = v, + V. Zbog toga je veza medu

- —r

vrednostnna impulsa P i P’ tih sistema data formulom

P Lmava—Zmam—F VZma,

-» - —>‘I
P=P+V2:m. _ (8,1)

Specijalno, uvek postoji takav sistem referenc11e K u kome je totalni

ili

1mpuls jednak nuli. Ako u relaciji (8,1) stavimo P = 0, nalazimo da je brzina
toga sistema referencije jednaka

P - Swo
=> MaVa
WS Sm (8.2)

Ako je totalni impuls mehanitkog sistema jednak nuli, to znaci, da se
nalazi u miru u odnosu na odgovarajuéi sistem referencije. Ovo je u potpunosti
prirodna generalizacija pojma mirovanja pojedine materijalne tacke. Respektivno

brzina V, koja je data formulom (8,2), dobiva smisao brzine ,kretanja kao
celine® mehani¢kog sistema sa impulsom koji je razli¢it od nule. Vidimo na taj
na¢in, da zakon odrZanja impulsa dozvoljava prirodno da se formuhse pojam

mirovanja i brzine mehanic¢kog sistema kao celine.
_)

-

Formula (8,2) pokazuje da je veza medu impulsom P i brzinom V sistema
kao celine ista takva kakva bi bila medu impulsom i brzinom jedne materijalne
tatke mase p = Xma, koja je jednaka sumi masa svih Cestica u sistemu. Ova
se okolnost moze formulisati kao potvrda 0 aditivnosti mase.

Desna strana formule (8.2) moze b1t1 predstavl]ena kao totalni- izvod po
vremenu izraza

-+ E 7
ma ?"a \
Ro= Z ma (8’ 3/

MozZemo reéi da je brzina sistema kao celine jednaka brzini pomeranja tacke
u prostoru, c1}1 je radijus-vektor dat izrazom (8,3). Takva tacka se mnaziva
centar inercije sistema.
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Zakon odrzanja impulsa zatvorenog sistema se moze formulisati kao pot-
vrda Cinjenice da se njegov centar inercije kre¢e pravolinijski i ravnomerno. U
takvom obliku to je generalizacija zakona inercije koji je izveden u § 3. za
jednu slobodnu materijalnu tacku, Ciji se ,centar inercije“ poklapa s njom
samom.

Pri proucavanju mehani¢kih svojstva zatvorenog sistema, prirodno je koris-
titi se onim sistemom referencije u kome-njegov centar inercije miruje. Samim

tim, iskljuCuje se iz posmatranja ravnomerno i pravolinijsko kretanje sistema
kao celine koje nije od naroCitg interesa, :

Energija mehanickog sistema kao celine u stanju mira se obino naziva
njegovom wunutrasnjom energijom E,. Ona sadri u sebi kinetidku energiju rela-
tivnog kretanja Cestica u sistemu i potencijalnu energiju njihovih interakcija.
Totalna energija sistema, koji se kao celina kreée brzinom V, moZe biti predstavljena
u obliku -

p V2 '
E == T —f— Eu. (8,4)
Mada je ova formula sama po sebi dovoljno oCigledna, dademo takode i njeno
direktno izvodenje. '

Energije E i E' mehanickog sistema u dva sistema referencije K i K’
vezane su relacijom

1 X 1 - - ’
: E=?Lmav§+U:Ezma(vé-l—V)z—l—U:

2 =2 U - 4
=5 1V ) mani+ SR+
ili

p 2

2 : (835)

Ovom formulom se definife (odreduje) zakon transfomacije energije pri prelazu
od jednog sistema referencije na drugi, sli¢no kao $to je taj zakon dat za impuls
formulom (8,1). Ako se u sistemu K’ centar inercije nalazi u miru, onda je

: —pip
E=E +VP+

P=01iE =E, pa se vratamo na formulu (8,4).

~.§ 9. Moment impulsa

Sada prelazimo na izvodenje zakona odrZanja keji je uslovljen izorropijom
prostora.

Ova izotropija oznalava da se mehani¢ka svojstva zatvorenog sistema ne
menjaju pri ma kakvom obrtanju sistema kao celine u prostoru. S tim u vezi
posmatracemo beskona¢no malo obrtanje sistema i uslovicemo da se njegova
Lagrange-ova funkcija pri tom ne menja. '

-

Uves¢emo vektor. bekona¢no malog obrtanja 3¢, Cija je apsolutna veli¢ina
jednaka uglu obrtaja 8¢, a orijentacija se poklapa sa osom obrtanja (i to tako,
_)

da pravac obrtanja odgovara pravilu zavrtnja u odnosu na orijentaciju 8¢).

2%
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Pre svega, nadi¢emo C¢emu je, pri takvom obrtanju, jednak priraStaj radijus-

vektora koji je povucen iz koordinatnog pocetka (koji se nalazi na osi rotacije)

do ma koje materijalne taCke rotirajuceg sistema. Linearno

ld'(,o pome.}"anje kraja radijus-vektora je vezano sa uglom slede¢om
i‘g, & relacijom

= )
[8r|=rsin6 -3¢

“(sl. 5). Pravac vektora je normalan na ravni, koja prolazi kroz

— —

rid¢p. Otuda jasno izlazi da je

-> ->
dr=20pXr. . (9,1)

Pri obrtanju sisema menja se orijentacija ne samo radijus-vektora,
_ ve¢ i brzina svih Cestica, pri ¢emu se svi vektori transformidu
SL 5 po istom zakonu. Prema tome ¢e prirastaj brzine, u odnosu
na nepokretni koordinatni sistem, biti

5> -

gy SoXv. , | (9,2)

Zamenimo sada ove izraze u uslov nepromenljivosti Lagrange-ove funkcije

pri obrtanju
- gl
8L = T(a—llara—l—i'Sva):O.

dta dva
aL . e i3 . aL
Izvode — zamenimo, prema definiciji, sa pa, a izvode —, prema Lagrange-
d v, drg

->
ovoj jednaclini, sa ps. Tada dobivamo:
> > > > 5 -
: E [£a (39 X 7a) + pa (89 X 2a)] = 0,
a
ili, vrieéi cikliénu permutaciju faktora i iznosedi 3¢ ispred znaka sume, ima¢emo

—
S@Z(raxpa ‘{—'Uaxpa) = 3(9 d Lraxpa—o

S obzirom na proizvoljnost Bcp, odavde cemo dobiti

- ->

a

. dolazimo do zaklju¢ka da se pr1 kretanju zatvorenog s1sterna odrzava vektorska

vehcma
e Zﬂ) -> ’ _
M = YaX Pa, 7 (9:3)
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koja se naziva moment impulsa sistema, (ili prosto moment)D. Aditivnost ove
veli¢ine je oligledna, pri ¢emu, kao i kod impulsa, ona ne zavisi od postojanja
ili nepostojanja interakcije medu &esticama.

Ovim se iscrpljuju aditivni integrali kretanja. Na taj nacin, svaki zatvoreni
sistem ima svega sedam takvih integrala: energiju, i po tri komponente vektora
impulsa i momenta.

Kako u definiciji momenta ulaze radijus-vektori Cestica, onda njegova
vrednost, op$te uzevsi, zavisi od izbora koordinatnog pocetka. Radijus-vektori
=% =
jedne iste tacke #; i #, u odnosu na pocetak, koji se nalazi na rastojanju a, su
> e =
povezani relacijom r, =r; + a. Zbog toga ¢emo imati:

- - . > ~- - - -
M=Zra><pa=2r;><pa+axzpa.

a

ili
- S
M=M +ax P. (9,4)
Iz ove formule se vidi, da samo u tom sludaju kada je sistem kao celina

._.)
u miru (tj. P=0) njegov momznt ne zavisi od izbora koordinatnog podcetka.

Ova neodredenost njegove vrednosti se, razumljivo, ne odraZava na zakonu odrzanja
momenta, jer se u zatvorenom sistemu impuls takode odrzava.

Uvescemo takode formulu koja povezuje vrednost momenta impulsa u dva
razliCita inercijalna sistema referencije K i K’ od kojih se drugi kreée u odnosu

na prvi brzinom V. Uze¢emo da se koordinatni poleci u sistemima K i K'u
datom momentu poklapaju. Tada su radijus-vektori &estica u oba sistema jednaki

— — >

(isti), a brzine su povezane relacijom v, = v + V. Zbog toga (e biti:

- Z - = -> - - -
M — Ma (ra >< Wa) = Z Ma (ra X 'Ua’) + Z Ma (Ta x V)-
a a _) a "

Prva suma na desnoj strani jednacine je moment M’ u sistemu K’. Uvodeéi u
drugu sumu radijus-vektor centra inercije prema (8,3) dobi¢emo:

- > - <

M=M +nRxV). ' (9,5)
Ova formula definiSe zakon transformacije momenta impulsa pri prelazu od

jednog sistema referencije na drugi, sli¢no tome, kako su za impuls i energiju
analogni zakoni dati formulama (8,1) i (8,5).
Ako je K’ takav sistem referencije u kome se dati mehani¢ki sistem kao
- ° -
celina nalazi u miru, onda je V brzina centra inercije ovog, a V' je njegov

-
ukupni impuls P (u odnosu na K). Tada je
- - > o o
M=M +Rx P. (9,6)

) Upotrebljava se takode naziv rotacioni moment ili ugaoni moment. Upotrebljava se i iz~
raz moment kolicine kretanja (primedba prevodioca), !
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Drugim re¢ima, moment impulsa M mehanickog sistema jednak je zbiru iz
njegovog ,,sopstvenog momenta® u odnosu na sistem referencije u kojem on

miruje i momenta R x P koji je vezan za njegovo kretanje kao celinu.

Mada zakon odrzanja sve tri komponente momenta (u odnosu na proiz-
voljni koordinatni poetak) vazi samo za zatvoreni sistem, on takode, u izvesnom
vidu, moze vaZiti i za sistem koji se nalazi u spoljasnjem polju. Iz ranije
navedenog zakljucka, oevidno je, da se uvek odrzava projekcija momenta na
takvu osu u odnosu na koju je dato polje simetricno, i zbog toga se mehanicka
svojstva sistema ne menjaju pri ma kakvom obrtanju oko te ose. Naravno,
pri tom moment mora biti definisan u odnosu na ma koju tacku (koordinatni
poletak) koja se nalazi na toj istoj osi.

Najvazniji slu¢aj takve vrste je polje sa centralnom s’'metrijom, tj. polje,
u kome potencijalna energija zavisi samo od rastojanja do neke odredene tacke
(centra) u prostoru. Ocevidno je, da se pri kretanju u takvom polju odrzava
projekcija momenta na ma koju osu, koja prolazi kroz centar. Drugim reima,

odrzava se vektor momenta M, ali koji je (odreden) definisan ne u odnosu na
proizvoljnu talku prostora, ve¢ u odnosu na centar polja.
Drugi primer: homogeno polje duz z-ose u kome se odrzava projekcija
momenta M., pri ¢emu koordinatni poetak moze biti uzet proizvoljno.
Napominjemo, da projekcija momenta na ma koju osu (nazivamo je z-0sa)
moze biti nadena diferenciranjem Lagrange-ove funkcije prema formuli
aL
M, = = 9,7
- 0 %a

gde je koordinata ¢ ugao obrtanja oko z-ose. Ovo je jasno ve¢ iz Kkaraktera
ranije izloZenog izvodenja zakona odrZanja momenta, ali se u to isto moZemo
uveriti i direktnim izratunavanjem. U cilindarskim koordinatima r, ¢, z imacemo
zamenjujuéi Xg = 74 COS QPa, Ya = ¥a SN Qa): ‘

= " . ™ .
Mz :Lma (xaya—ya xa) = Lma TE Pa. (9,8)

S druge strane, Lagrange-ova funkcija sa tim promenljivim ima oblik
1 . .‘ .
L= 1) imaGi+righ+H—U
i njena zamena u formulu (9,7) dovodi do istog izraza (9,8).

Zadaci

1. Naéi izraze za Descartes-ove komponente i apsolutnu veli¢inu momenta impulsa
Zestice. u cilindarskim koordinatama r, ¢, 2.
Odgovor:

M, = msin ¢ (rz.:—z;')—-mrz ™ COS P,
M, =mcos @ (z;’—r:::)—mrz ¢ sin o,
Mz = mr? ‘;’a .

M2 =m?r? cfnz @+ 2% + m? (r'z—zr)z.
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2. To isto u sfernim koordinatama r, 6, ¢.
Odgovor:
My = mr? (é sin ¢ + o sin 6 cos 6 cos @),
My = mr? (é cos ¢ — ¢ sin 6 cos 0 sin @),
My =mr?sin?0 . Ep,
M? = m? 14 (6° + sin® 0 - g%,
b —r

3. Koje se komponente impulsa P i momenta M odrZavaju pri kretanju u slede¢im
poljima:

a) Polje beskona¢no homogene ravni.
Odgovor: Py Py, M, (beskonaéna ravan — ravan Xx,y).
b) Polje beskonaéno homogenog cilindra.
Odgovor: M, P; (osa cilindra — 2 - 0sa).
¢) Polje beskonaéno homogene prizme.
Odgovor: P; (strane prizme paralelne z - osi)
d) Polje dve tacke.
Odgovor: M, (tatke se nalaze na z - osi)
e) Polje beskonatno homogene poluravni.
Odgovor: Py (beskonatna poluravan — deo ravni x,y koju ogranifava y - 0sa).
f) Polje homogenog konusa. -
Odgovor: M; (osa konusa — 2 - 0sa)
g) Polje homogenog kruZnog torusa.
Odgovor: M, (osa torusa — 2-0sa).
h) Polje beskonacno ‘homogene cilindarske zavojnice.

Re§enje. Lagrange-ova funkcija se ne menja pri obrtanju oko ose zavojnice (z-0se)

h
za ugao 8¢ i jednovremenim prenosom duZ te ose za rastolan]e o 8¢ (hje hod zav_OJnlce).
Zbog toga ¢e biti:
oL a L h
odakle izlazi

h
M + ZT:Pz = const. "

§ 10. Mehanicka sli¢nost

Ako se Lagrange-ova funkcija pomnozi ma kojim konstantnim faktorom,
ocigledno je da se ne menjaju jednacine kretanja Ova okolnost (na koju je
ukazano ve¢ u § 2.) daje mogucnost da se u nizu vaznih slucajeva donesu neki
bitni zakljudci o svojstvima kretanja, ne vrSeéi konkretno integriranje jednalina
kretanja.

Ovde dolazi slu¢aj, kada je potencijalna energija homogena funkcija koordi-
nata, tj. funkcija koja zadovoljava uslov

— — — - =

U(ory, gy -ory 0n) = ok U(ry, re 0 rn),‘. (10,1)

gde je « ma koja konstanta, a %k je stepen homogenosti funkcije.
Izvriéemo transformaciju pri kojoj se uporedo sa promenom svih koordinata
® - puta istovremeno menja vreme ({3 - puta): :

— —

Ta— OTas t-Bt.
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— d— 2
Sve brzine v, = . s¢ pri tom menjaju g-puta, a kinetiCka energlja 3

Potencijalna energija se povecava of-puta. Ako su « i 3 povezane relacijom

- puta.

*7=ak: ti' B:CX b

‘onda se kao rezultat takve transformacije Lagrange-ova funkcija u celini pove-
¢ava uz konstantni faktor o*, tj. jednacine kretanja ostaju nepromenjene.

Promena svih koordinata Cestica oznaCava za isti broj puta prelaz od
jednih trajektorija na druge, koje su geometrijski slitne prvim, a od njih se
razlikuju samo linearnim dimenzijama.

Na taj nadin dolazimo do zakljuc¢ka: ako je potencijalna energija sistema
homogena funkcija k-tog stepena Descartes-ovih koordinata, onda jednaCine
kretanja dopuStaju geometrijski sli¢ne trajektorije, pri ¢emu se sva vremena
kretanja (izmedu odgovaraju¢ih taaka trajektorija) odnose kao

k

’ PRy
"[_' = (Ll) 2 ’ (1032)

A

/

gde je lfodnos linijskih dimenzija dve trajektorije. Zajedno sa vremenima Koja

’

su definisana stepenima odnosa 7 nalaze se takode vrednosti ma kojih meha-

ni¢kih veli¢ina u odgovaraju¢im tackama trajektorija u odgovaraju¢im momentima.
Tako ¢emo za brzine, energiju i moment imati:

k
vy By et
v \1) "’ E-\L})° M \1) -_’
Radi ilustracije navescemo nekoliko primera. -

Kao §to ¢emo. u daljem izlaganju videti, u slucaju takozvanih malih
oscilovanja, potencijalna energija je kvadratna funkcija koordinata (k= 2). Iz
(10,2) nalazimo da period takvih oscilovanja ne zavisi od njihove amplitude.

U homogenom polju sila, potencijalna energija je linearna funkcija koor-
dinata (v. 5,8), tj, 2= 1. Iz (10,2) imamo
L I
t i
Odavde, na primer, izlazi da se pri padan;u u polju teze, kvadrati vremena
padanja tela odnose kao njihove pocletne visine.

Pri njutnovskom privlacenju dve mase, ili kulonovskom uzajamnom dejstvu
dva naelektrisanja, potencijalna energija je obrnuto proporcionalna rastojanju
izmedu Cestica, tj. ona je homogena funkcija stepena £ = — 1. U tim slucajevima je

3
LA Gk
=(a)”
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i mozemo konstatovati, na primer, da su kvadrati vremena obrtanja po orbitima
proporcionalni kubovima njihovih dimenzija (takozvani treci Kepler-ov zakon).

Ako se kretanj: sistema, Cija je potencijalna energija homogena funkcija
koordinata, vr§i u ogranienoj oblasti prostora, postoji vrlo jednostavan odnos
izmedu srednjih vrednosti, u odnosu na vreme, kineti¢ke i potencijalne energije.
Ovaj odnos je poznat pod imenom teorema wirijala.

Kako je kineticka energija T kvadratna funkcija brzlne, onda je prema
Euler-ovoj teoremi o homogenim funkcijama

a -
L—T‘Ua—zT

d v,

d
ili, uvodec¢i impuls L = Pa:

bl

d v,

ZT—ﬂ pavamdt( - pc’zra) - Ta Pa. (10,4)

Ovu jedna¢inu dove$¢emo na srednju vrednost po vremenu. Srednjom
vrednod$¢u ma koje funkcije od vremena f(z) naziva se veli¢ina

T—> 0

U ¥ -
f= hm?jf(z)dt.
0

F(r)
dt

tene funkcije F(¢) (tj. funkcije koja nema beskonaéne vrednosti), onda njena
srednja vrednost postaje jednaka nuli. I zaista, bice

: d ‘
Moze se lako videti, ako je f(z) izvod po vremenu f(z) =" ograni-

f:ﬁmij-d—‘fdz:nm——F@"_F@l:

7— 0 T d£ 7 00 T

Pretpostav1m0 da se sistem krece u konac¢noj oblasti prostora 1 sa brzinama

- =

koje ne postaju beskona¢no velike. Tada je veli¢tina Zr.p, ogranitena i srednja
vrednost prvog Clana na desnoj strani jednacine (10,4) postaje jednaka nuli.

U drugom ¢lanu p, zamenjujemo prema Newton-ovim jednaCinama sa — ——

—

drg

2T = L - s (10,5)

0rg

i dobivamo?:

1) Izraz na desnoj strani jednacine (10,5) se ponekad naziva virijal sistema.
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Ako je potencijalna energija homogena funkcija k-tog stepena svih radijus-

vektora rs, onda prema Euler-ovoj teoremi jednakost (10,5) prelazi u traZenu
relaciju

2T =% U. (10,6)

Kako je T -+ U= E E, odnos (10,6) se moze predstav1t1 u ekvivalentnim
oblicima

E T - 3 E: (1037)

- ;;
U:k+2’ 22

koji izrazavaju U i T pomocu totalne energije sistema.
Specijalno, za mala oscilovanja (k¢ = 2), imaéemo:

T=U,

tj. srednje vrednosti kineticke i potencijalne energije se poklapaju. Za Newton-
ovu interakciju (kB = — 1), bice

2T=—U.

Pri tom je E = — T u vezi Cinjenice da se pri takvoj interakciji kretanje vrdi u
kona¢noj oblasti prostora samo pri negativnoj totalnoj energiji (v. § 15).

~Zadaci

1. Kako se odnose vremena kretanja tacaka sa razliCitim masama pri istoj potencqalno;
energiji, a po istim trajektorijama?
t }F
=

Odgovor:
2. Kako se men]aju vremena kretanja po istim tra;ekton]ama pri promeni potencijalne
energije uz konstantni faktor?

Odgovor:



GLAVA III
INTEGRIRANJE JEDNACINA KRETANJA

§ 11. Jednodimenzionalno kretanje

Jednodimenzionalno se naziva kretanje sistema sa’'jednim stepenom slobode.
Najopstiji oblik Lagrange-ove funkcije takvog sistema, koji se¢ nalazi u konstant-
nim spoljaSnjim uslovima, je

L= ;a(q) éz— U(g), . (LY

gde je a(g) neka funkcija generalisane koordinate g¢. Specijalno, ako je ¢
Descartes-ova koordinata (nazvacemo je x), bice ‘
2
| Lzme—U(x). (11,2)
Jednat¢ine kretanja koje odgovaraju ovim Lagrange-ovim funkcijama integ-
riraju se u op$tem obliku. Pri tom ¢ak nije neophodno napisati ni samu
jednacinu kretanja, ve¢ treba odmah poéi od njenog prvog integrala, tj. od
jednacine koja izraZava zakon odrzanja energije. Tako za Lagrange-ovu funkciju
(11,2) imamo

m x>

Ovo je diferencijalna jednacina prvog reda, koja se integrira razdvajanjem

promenljivih. Imacemo
dx )
- ZV?n_[E U@,

. m dx : |
= V”—Z—‘A———VMETU—(:{) -+ const. (11,3)

Ulogu dve proizvoljne konstante u refenju jednaline kretanja igraju ovde
totalna energija E i konstanta integriranja const.

Kako je kineti¢ka energija sustinski pozitivna veli¢ina, onda je pri kretanju
ukupna energija uvek veéa od potencijalne, tj. kretanje se moZe vrSiti samo
u onim oblastima prostora gde je U (x) < E.

odavde izlazi
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Neka, na primer zavisnost U(x) ima oblik prikazan na sl. 6.

Ako na tom grafikonu povuceno horizontalnu pravu koja odgovara datoj vred-
nosti totalne energije, odmah ¢emo moéi objasniti moguéne oblasti kretanja.
Tako, za slucaj prikazan na sl. 6 kretanje se moZe vrditi samo u oblasti AB
ili u oblasti desno od C. :

Tacke u kojima je potencijalna energija jednaka totalnoj
U (x) = E, (11,4)

odreduju granice kretanja. One se nazivaju ,talke zastoja” pos§to u njima brzina .
postaje jednaka nuli. Ako je oblast kretanja ograni¢ena dvema takvim talkama,
onda se kretanje vr8i u ogranicenoj oblasti prostora, pa se obitno naziva finitno.
Ako pak oblast kretanja nije ograniCena, ili je ograni¢ena samo sa jedne strane
— kretanje se naziva nfinitno — Cestica odlazi u beskonadnost.

Jednodimenzionalno finitno kretanje je oscilatorno — &estica se periodi¢no
kreCe izmedu dve granice (na sl. 6 u ,,potencijalno jami” AB izmedu tataka
x1 1 %;). Pri tom, prema op§tem svojstvu reverzibilnosti (str. 9), vreme kretanja
od x; do x, jednako je vremenu obratnog kretanja od x, do x;. Zbog toga
je period oscilovanja T, tj. vreme za koje tatka prode od x; do X, 1 obratno,
j:dnak dvostrukom vremenu za koji prede otsedak x, x, ili prema (11,3}

___"2.(E)" dx ~
T(E)=]2m —VE—_—%’ ' (11,5)
x,(E)

pri Cemu su granice x; i x; koreni jednatine (11,4) za datu vrednost E. Ova
formula odreduje period kretanja u zavisnosti od totalne energije Zestice.

Zadaci

1. Odrediti period oscilovanja matemati¢kog klatna u ravni (tatka m na kraju konca
duZine [ u polju teZe) u zavisnosti od njegove amplitude. :
ReSenje. Energija klatna bice:
ml? q.;a _
3 mglcose = —mglcos gy,

E=
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gde je p—ugao izmedu konca i vertikale; g, — maksimalni ugao izmedu njih. Izratunavii pariod
kao Cetvorostruko vreme za koje se izvr$i promena ugla od nule do ¢,, nalazimo:

.T'Pu d P d
T4 ]/~ e 42 T @
2g V cos ¢ — cos g, o . P L. ®
0 9|/ sin* 5" — sin®—
'sin;i
zamenom = sin € ovaj integral dobiva oblik:
sinqﬁ ‘
2
T VLK(sin %)
g
gde je '

g B
k)= V1—ksin?E
0 )

takozvani totalni elipticki integral prve vrste. Kada je sin%")%?z—o < 1 (mala oscilovanja)

T=2n i l—{-_l cp02—|—...)_
g 16 :
Prvi ¢lan toga reda odgovara poznatoj elementarnoj formuli.‘

2. Odrediti period oscilovanja u zavisnosti od energije pri kretanju &estice mase m u
poljima sa potencijalnom energijom :

razvijena funkcija K (%) daje:

a) U= A4 |x|"
Odgovor:
1
ENn
() 1
. d 2V2mEn" 2 4
T =2V2m e e 2
IfE—Axﬂ sty l/-l-—yn
0 An 0

Zamenom y# = u integral se dovodi na takozvani Euler-ov B-integral, koji se izraZava pomoéu
G-funkcije ‘ .
—— 1
2V 2amG =
T =

1 5
— 1 1
AnG | —il
* (n i 2)

Zavisnost T od E odgovara zakonu mehanicke sli¢nosti (10,2, (10,3). - = -

U,
D) U=— ey —Ue<E<O.
‘Odgovor:
xV 2m
T = ———
aV [E|
o U=U,tg?ax
Odgovor: .
2V 2m =

T—=""—-r—
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§ 12. Odrédivanie potencijalne energije prema periodu oscilovanja

Razmatra¢emo problem o tome, u kom stepenu se moze ustanoviti oblik
potenc:l]alne energije U(x) polja u kome cestica vrsi oscilatorno kretanje prema
poznatoj zavisnosti penoda toga kretanja 7 od energije E. Sa matematicke tacke
gledidta, problem je u reenju integralnz jednacine (11,5) u kojoj se U (x) pos-
matra kao nepoznata, a T (E) kao poznata funkcz;a

Pri tom ¢emo unapred pretpostaviti, da
trazena funkcija U(x) ima, u posmatranoj
oblasti prostora, samo jedan minimum, ostav-
ljaju¢i po strani problem o mogucnosti posto-
janja reSenja ‘integralne jednaline, koja ne
zadovoljava taj uslov. Radi zgodnijeg izralu-
navanja uze¢emo koordinatni pocetak u poloZaju
minimuma potencijalne energije, a vrednost
potencijalrie energije u toj tacki stavicemo da
je jednaka nuli (sl. 7).

Transformisa¢emo integral (11,5), smatra-
juéi u njemu koordinatu x kao funkciju od
U. Funkcija x (U ) je dvoznacna. Svaka vrednost potencijalne energije se ostvaruje
za dve razli¢ite vrednosti x-a. Shodno tome, integral (11,5), u kome zamenjujemo

v

dx sagadU prelazi u sumu dva integrala: od x =x; do x=01i od x=0

do x = x,. Naplsacemo zavisnost x od U u te dve oblasti respektivno kao

x =% (U) i x =x,(U).
Granice 1ntegr1ran]a po dU 0c1gledno bice: E 1 0, tako da dobivamo

dxg(U) dU de(U) dU
dU JE—U +]/2 j iU JE—U

]
E

V mj' dxz dxl d[{_ .
] dU|JE—U

Podelimo obe strane te jednaline sa |/« — E, gde je a—parametar i integ-
rirajmo po E od nule do «:

jT(E)dE-l/zmﬁ[dxz(U) dxi(U)] dUdE
Jo—E L du ]/(oc-—E)(E )’

T(E) = VT[

ili, menjajuéi red integriranja:

- ‘T (E)dE dxy(U) - dxl(U) ; dE
Vd_:_]/z j[ au dU ]de]/'m——E)(E—U)'

Integral po dE se izratunava elementarno i ispostavlja se da je jednak .
Posle toga integriranje po d U postaje trivialno i daje

‘-——T(‘E)dE-—'n: 2m | x5 (o)) — %4 (¢
IVOT?‘E“ l/zm[g() xm],
0 "
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(pri tom je uzeto u obzir da je x,(0) = x, (0) = 0). Zamenjujuéi sada o sa U,
definitivno nalazimo .

| [ T(E)dE

xz(U)—xl(U)zwﬁ rg:ffi‘ (12,1)
0

Na taj nalin, prema poznatoj funkciji 7 (E) odreduje se razlika x,(U)—
—x1(U). Same pak funkcije x,(U) i x; (U) ostaju neodredene. To znadi, da
postoji ne jedna, ve¢ beskonatno mnogo krivih U = U (x) koje dovode do date
zavisnosti perioda od energije i razlikuju se uzajamno takvim deformacijama,
koje ne menjaju razliku dve vrednosti x, koje odgovaraju jednoj istoj vrednosti U.

Mnogoznacnost reSenja nestaje ako je potrebno da kriva U = U (x) bude
simetricna u odnosu na ordinatnu osu, tj. da bude

%y (U) = —x;, (U)=x (V).

U takvom slucaju formula (12,1) daje za x(U) jednoznaéni izraz

U

1 J T(E)dE

x(U):ZTrI/Zm VJU—E -

(12,2)

0

§ 13. Redukovana masa

Potpuno resenje u opstem obliku dopusta znacajno vazan zadatak o kretanju '
sistema koji se sastoji svega od dve Cestice koje uzajamno deluju (,,problem
doaju tela®).

Kao prethodni korak u reSavanju toga zadatka, pokaza¢emo na koji nadin
on moZe biti sustinski upro$¢en razlaganjem kretanja sistema na kretanje centra
inercije i kretanje taaka u odnosu na ovaj poslednji.

Potencijalna energija uzajamnog dejstva dve Cestice zavisi od njihovog
rastojanja, tj. od apsolutne veli¢ine razlike njihovih radijus-vektora. Prema tome
¢e Lagrange-ova funkcija takvog sistema biti:

— —
my 1y My r3

L=—""+—

— U7 —ra]). (13,1)

Uves¢emo vektor ‘medusobnog rastojanja medu obe tacke:
)

—+ — —

¥r'=17Tf—1T3

i uzmimo koordinatni pocetak u centru inercije, $to daje:
—r =
miry + myry = 0.
Iz poslednje dve jednadine nalazimo:

1 = — 2 Y, T2=_‘.—1——'7’. (13,2)
my - My my + my :
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Zamenjujuci te izraze-u (13,1) dobivamo:

.
o

2
L:’ﬂ_U(r) (13,3)
gde je uvedena oznaka
_mymy .
m —*-ml . _ (13,4)

a veli¢ina m se naziva redukovana masa. Funkcija (13,3) se formalno poklapa
sa Lagrange-ovom funkcijom jedne materijalne tacke mase m, koja se kreée u
spoljSnjem polju U(r), koje je simetri¢no u odnosu na nepokretni koordinatni
pocetak.

Na taj naCin se zadatak o kretanju dve materijalne tatke koje deluju
jedna na drugu svodi na reSavanje zadatka o kretanju jedne tatke u datom

— - v = -

spoljaSnjem polju U (r). Prema reenju r = r (¢) toga zadatka, trajektorije r, = r; (z) -

i ry=r,(z) svake Cestice m, i m, pojedinalno (u odnosu na njihov opiti centar
inercije) se dobivaju prema formulama (13,2). .

Zada-tak

Sistem se sastoji iz jedne Cestice mase M i n Cestica )ednaklh masa m. Iskljuc1t1 kretan)e
centra inercije i zadatak svesti na problem o kretanju »n Cestica.

Redenje. Nekaje R radijus-véktor Cestice M, a Ra (@ = 1,2,- - -,n) radijus-vektori &estica
masa m. Uvedimo rastojanja od cestice M do Cestice m:

— —

ra‘——Ra"—'R

i postavimo koordinatni pocetak u centar inercije:

MR 4 m E R, = 0.

Iz ovih jednacdina nalazimo:

Ako taj izraz zamenimo u Lagrange-ovu funkciju

MFQE m 5
b= g Z Byl
me a2

a
Potencijalna energija zavisi samo od rastojanja izmedu Ccestica i zbog toga moZe biti
—r

predstavljena - kao funkcija vektora 74.

dobivamo:
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§ 14. Kretanje u centralnom polju

Svodeci problem o kretanju dva tela na zadatak o kretanju jednog tela, dosli
smo do pitanja odredivanja kretanja Cestice u spolja$njem polju u kome njegova
potencijalna energija zavisi samo od rastojanja » do odredene nepokretne tacke;
takvo polje se naziva centralno. Sila

Fo_ UM __dUr
dr _dr‘r

koja dejstvuje na Cesticu po apsolutnoj veli¢ini pri tom zavisi takode samo od r
1 orijentisana je u svakoj tacki duZ radijus-vektora. '
Kako je ve¢ bilo navedeno u § 9., pri kretanju u centralnom polju, odrzava
se moment sistema u odnosu na centar polja. Za jednu &esticu biée: .
e b d 7 =¥
M=rxp.
— —

Kako su vektori M i » uzajamno normalni, konstantnost M pokazuje da pri
kretanju Cestice njen radijus-vektor za celo vreme ostaje u jednoj ravni, koja

je normalna na M.

Na taj nacin trajektorija kretanja Cestice u centralnom polju se u celini
nalazi u jednoj ravni. Uvodecéi polarne koordinate r i ¢ napisa¢éemo Lagrange-ovu
funkciju u obliku: 1 :

L="227 41— U, | (14,1)

[uporedi (4,5)]. . ,

Ova funkcija ne sadrzi u eksplicitnom obliku koordinatu ¢. Svaka gene-
ralisana koordinata g, koja u .eksplicitnom obliku ne ulazi u Lagrange-ovu
funkciju, naziva se ciklicna. Zbog Lagrange-ove jednatine za takvu koordinatu
imamo " R B Tl

doL_or_,
dt ag;f dgi ’

t). njen odgovarajuci generalisani impuls p; =&— je integral kretanja. Ova okolnost
qi

dovodi do bitnog uprod¢avanja zadatka integriranja jednacina kretanja pomocu

cilindarskih koordinata. :

U datom slu¢aju generalisani impuls
Dp = mﬂ‘l.)

se poklapa sa momentom M. = M [v.(9,6)] tako da vracajuci se na ve¢ poznati
zakon odrzanja momenta: ' : Yt

M = mr2¢ = const. T L (14,2
konstatuje se, da za kretanje jedne &estice u ravni u centralnom polju, taj zakon

dozvoljava jednostavnu geometrijsku interpretaciju. Izraz :lzr rd g _predsjtavlja.

3 Mehanika
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povrdinu sektora, koji obrazuju dva beskona¢no bliska radijus-vektora i element
luka trajektorije (sl. 8). Ako ga oznatimo sa df, moment Cestice napisacemo u
obliku

M = 2mf, (14,3)

gde se izvod f naziva sekrorska brzina. Zbog toga

rdy odrzanje momenta oznacava konstatnost sektorske

5 : brzine—za jednake vremenske intervale radijus-vektor

0 - o tacke u kretanju opisuje jednake povrdine (takozvani
\ drugi Kepler-ov zakon)V.

Potpuno reSenje zadatka o kretanju Cestice u

SL. 8 centralnom polju najprostije se dobiva polaze¢i od

zakona odrzanja energije 1 momenta, ne Koristeci

direktno pri tom same jednac¢ine kretanja. IzraZavajuci @ pomocu M iz (14,2)
i zamenjujuéi u izrazu za energiju, dobivamo: - ‘

.Y zmr.2 M2 )
E = 3 (r2 +r2¢%) + U(r) .%—"2 -%—Z—mrz—l—U(r). (14,4)
Odavde izlazi:
. _dr _1/72.. M?
r:"g —V;q— [E—U(T)]_marzi . (14:5)

a razdvajanjem promenljivih i integriranjem dobivamo:

| t:f S fer : -Mﬁ + const. (14,6)
‘I/;n_[E—U(T)]_mTrZ

Dalje, ako relaciju (14,2) napisemo u obliku

M
dCP = Wdt,

i ovde zamenimo dr iz (14,5) integriranjem, dobivamo:

' M
}Tdr
) =f = + copst. : (14,7)
| V2m [E—U(@®)]— >y ' )

Formule (14,6) i (14,7) re$avaju u opstem obliku postavljeni zadatak. Ova
druga odreduje vezu izmedu r i ¢, tj. jednalinu trajektorije. Formula (14,6)
odreduje u implicitnom obliku rastojanje » tatke u kretanju od centra, kao funkciju
vremena. Napominjemo da se ugao ¢ uvek menja u toku vremena monotono

—iz (14,2) se vidi da ¢ nikad ne menja znak.

1) Zakon odrZanja momenta za Cesticu koja se krece u centralnom polju se ponekad
naziva integral pouvriine.
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Izraz (14,4) pokazuje da radijalni deo kretanja mozemo smatrati kao
ravnomerno kretanje u polju sa , efektivnom* potencijalnom energijom

| M
ef = U = ’ . )
Uet (r) + P (14,8)
. M? -
Velicina 2 S€ naziva centrifugalna energija. Vrednosti r, za koju je

M2
Zmy?

U(r) + - E: (14:9)

odreduju granicu oblasti kretanja prema rastojanju od centra. Ako je jednacina
(14,9) zadovoljena, radijalna brzina r postaje jednaka nuli. To ne znali zastoj
Cestice (kao pri otvorenom ravnomernom kretanju), jer ugaona brzina ¢ ne

postaje jednaka nuli. Jednakost 7 — 0 oznacava ,,povratnu tacku® trajektorije u
kojoj funkcija r(z) prelazi od povecanja na smanjenje ili obrnuto.

Ako je oblast dozvoljene promene r ograni¢ena samo jednim uslovom
r —>7Tmin onda je kretanje Cestice infinitno — njena trajektorije dolazi iz bes-
konacnosti i odlazi u beskona¢nost.

Ako oblast promene r ima dve granice 7mmn i 7max, onda je kretanje
finitno i trajektorija se u celini nalazi unutar prstena, koji je ogranicen krugovima
"= ¥max 1 ¥ = rmin. Ovo, medutim, ne znadi da je trajektorija uvek zatvorena
kriva., Za vreme, u toku koga se, r menja 0d rmax dO Tmin @ zatim do Fmay,
radijus-vektor se obrne za ugao Ag koji je prema (14,7) jednak

e ﬂ/f_dr
. 2
A =2 [ = Mz. (14,10)
Tmin ' 4
Uslov da je trajektorija zatvorena nalazi se u &injenici da je taj ugao jednak
racionalnom delu 2r, tj. da ima oblik Ag = Tch, gde su m i n celi brojevi.

Tada se kroz # ponavljanja perioda vremena radijus-vektor tacke, koja ucini m
celih obrta poklapa sa svojom prvobitnom vredno$éu, tj. trajektorija se zatvara.
Medutim, takvi slucajevi su izuzetni, i pri proizvoljnom obliku U (r) ugao Ag
nije racionalni deo od 2w. Zbog toga u opitem slucaju trajektorija ograni¢enog
(finitnog) kretanja nije zatvorena. Ona bezbroj puta prolazi kroz minimalno i
maksimalno rastojanje (kao, npr., na sl. 9) i za beskonaéno vreme ispunjava
ceo prsten izmedu dve grani¢ne kruzne linije.

Postoje dva tipa centralnih polja u kojima su sve trajektorije finitnih
kretanja zatvorene. To su polja u kojima je potencijalna energija Cestice propor-

; | ; s . . -
cionalna sa —ili 2. Prvi sudaj je razmotren u sledeéem paragrafu, a drugi
. T I

odgovara takozvanom prostornom oscilatoru (v. zad. 4 § 23). _
U povratnoj ta¢ki kvadratni koren (14,5) menja znak [a zajedno s njim
i podintegralni izraz u (14,6) i (14,7)]. Ako se ugao o rac‘:ung od pravca

J*
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radijus-vektora, koji je povucen do tacke obrtanja, onda se grani¢ni odsecci trajektorije
s obe strane te tatke razlikuju samo znakom ¢ za sve njene vrednosti r. To
zna¢i da je trajektorija simetri¢na u odnosu na navedeni pravac. Polevsi, recimo,
od ma koje tacke r = rmax predemo odsefak trajektorije do talke sa r = "min,
zatim ¢emo imati simetri¢no pos-
tavljen takav isti odsecak do sledece
tacke sa 7 = ¥me itd., tj. cela
trajektorija se dobiva prelazenjem
jednakih odsecaka u jednom i dru-
gom pravcu. Ovo se odnosi na
infinitne trajektorije koje se sa-
stoje iz dve simetricne grane koje
se rasprostiru od tacke obrtanja,
rmin dO beskonacnosti.

Postojanje centrifugalne ener-
gije (pri kretanju sa M # 0), koja
kada r - 0 postaje beskonacna, kao

1 S - .
— dovodi obitno do nemogucnosti
¥

prodiranja Cestica do centra polja,
¢ak 1 kada poslednje samo po sebi
ima karakter privlacenja: ,,Padanje”
Cestice u centar je mogucno samo
ako potencijalna energija dosta brzo
SL. 9 tezZi ka—oo kada r- 0. Iz ne-
jednatine

mr? . M?
C 2mr? >0,

ili
2
r2U(r) + —g:[n < Er?

izlazi da r moze dobiti vrednost koja tezi nuli samo pri uslovu

M2
B

r2 U(r) e

> (14,11)

' M2 i 1
tj. U(r) mora teZiti ka — oo bilo kao — % sa o >.%, bilo proporcijalno sa — =

san > 2.

Zadatak

1. Integrirati jednadine kretanja sfernog klatna—materijalne tatke m, koja se kree po
povrsini sfere polupre¢nika ! u polju teZe.

Resenje. U sfernim koordinatama s pofetkom u centru sfere i polarnom osom
orijentisanom vertikalno naniZe, Lagrange-ova funkcija klatna bice

3

72 - ' .
e 9% + sin? 6 . o) mgl cos 6.
2 ( P
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Koordinata ¢ je cikli¢na, pa se zbog toga odrzava generalisani impuls pp, koji se poklapa
sa z-komponentom momenta

ml%sin? 6 . cp = M = const. (1)
Energija ¢ée biti '

M il - 8 mi2 o M.*
EéT(G T80 - 9f) —mgleosb = —5—+ 5oy

—mgl cos 6. (2)

Odredujuéi odavde § i razdvajajuci promenljive, dobivamo:

) f , 3)
]/ £ 32 [E — Uet (0)]

gde je uvedena ,.efektivna potencijalna energija“

2

Uet (0) = MT:mz_é — mgl cos 9.

Za ugao o, koriste¢i (1) nalazimo vrednost:
M, [ do
B= WV 2m) sintoVE—U Uei (6)

“@

Integrali (3) i (4) dovode do elipti¢kih integrala respektivno prve i treée vrste.

Oblast kretanja prema uglu 6 odreduje se iz uslova E > Uej, a njene granice, jedna-
¢inom E = Uet. Poslednja predstavlja kubnu jedna¢inu od cos 9, koja u intervalu od — 1 do + 1
ima dva korena koji odreduju poloZaj dve paralelne kruZne hm]e na sferi izmedu kojih se
nalazi cela trajektorija.

2. Integnratl )ednacme kretanja materijalne tatke, koja se kree po povrSini konusa
(sa uglom 2a pri vrhu) koji je postavljen vertikalno, sa vrhom naniZe, u polju teZe,

Resenje. U sfernim koordinatama s pocetkom u vrhu konusa i polarnom osom,
orijentisanom vertikalno nav:ée, Lagrange-ova funkcija bice

(r* 4 r*sin®* a « ¢*) — mgr cos a.

L m
= 2

¢ je cikli¢na koordinata, tako da se ponovo odrZava
M = mr?sin® « - g,
Energija ¢e biti

mr? M2
E = —2-’-* - mzm -+ mgr COos .

Na isti natin kao i u zadatku (1), nalazimo

dr
= f = s
w [E— Uet ()]

M, dr
" sintal ZEJ‘TZ VE—Ust ()
2

Uet (r) = + mgr cos «.

2mr? sin? o
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Uslov E = Ui (r) predstavlja (pri M, # 0) kubnu jednadinu za r, koja ima dva plozitiv-
na korena._ Njima se odreduje polozaj dve horizontalne kruZne linije. na povrdini konusa
izmedu kojih se nalazi trajektorija.

3. Integrirati jednacine kretanja klatna u ravni &ija je tatka veSanja (s masom m,)
sposobna da vrdi kretanje u horizontalnom pravcu (v. sl. 2).

~ ReSenje. U Lagrange-ovoj funkciji koja je nadena u zadatku 2 § 5 koordinata x je
ciklicna. Zbog toga se odriava generalisani impuls P, koji se poklapa sa horizontalnom
komponentom ukupnog impulsa sistema:

Py = (my + my) x + my lép cos ¢ = const. . (D

Uvek se moZe smatrati da sistem kao celina miruje: tada je const = 0, i integriranje jednadine’
(1) daje relaciju .

(my + my) x + my Ising = const, (2)

koja izraZava nepomitnost centra inercije sistema u horizontalnom pravcu. Koriste¢i relaciju
(1) dobivamo energiju u obliku

my 12 @? (l My

E=

2 —— cos? qa) — my gl cos g. 3

T my + my

Odavde izlazi

T om, my + mysintq
p=t s ==& = ———do,
2 (my + my) E 4 myglcos g
Ako izrazimo koordinate x, = x 4 Ising, y, = Icos @ Cestice m,-pomocu (2) preko ¢,
nalazimo da trajektorija te Cestice predstavlja odsefak elipse sa horizontalnom poluosom
Imy '

my + my
po luku kruga.

i vertikalnom /. Kada m, - oo vra¢amo se na obi¢no matematicko klatno koje osciluje

§ 15. Kepler-ov problem

Najvazniji slucaj centralnih polja su polja u kojima je potencijalna energija
obrnuto proporcionalna sa » i shodno tome sile su obrnuto proporcionalne sa
r?, Ovde dolaze gravitaciona i elektrostati¢ka polja. Prva, kako je poznato, ima.iu
karakter privlacenja, a druga mogu biti kako polja privladenja tako i odbijanja.

U pocetku ¢emo posmatrati polje privlacenja u_kome je

3 P (151

T
s pozitivnom konstantom «. Grafik ,efektivne® potencijalne energije

o M? ‘
| ” 5.2
Uet 7 2mr? (15:2)

ima oblik koji je prikazan na sl. 10. Kada r- 0 ona postajeg—{—- oo, a kada

r— oo ona tezi nuli sa strane negativnih vrednosti. Kada je r = ~y 004 ima mini-

mum Koji iznosi

«Zm
(Uef)min == —W' | | (15’3)
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Iz toga grafika se odmah vidi da ¢e pri E >0 kretanje Cestice biti infinitno,
a kada je E <0 finitno. ‘

Oblik trajektorije se dobiva pomoéu opste formule (14,7). Zamenjujuci u

.. o . . . . ;
njoj U = —— i vrie¢i elementarno integriranje, dobiva se
r
M mo :
— —— . U!,H
r M
§ = G0 o —————== | COfSL
m? o2
2mE + - e

Ako pocetak ratunanja ugla ¢ uzmemo tako
da je const = 0 i uvode¢i oznake

2 T R A2
p:%j e:V1+E4f_ (1514)
moaol

mo

napisatemo formulu trajektorije u obliku r
P \/\
— =1+ ecoso. (15,5)
v Sl. 10

To je jedna¢ina konusnog preseka sa fokusom u koordinatnom pocetku; p 1.e
su takozvani parametar i ekscentriciter orbite. Izbor pocetka ratunanja ¢, koji
smo izvréili, sastoji se, kako se vidi iz (15,5) u tome da je tatka sa ¢ =0
najbliza centru (takozvani perihel orbite). '

U ekvivalentnom zadatku dva tela, koja y
uzajamno dejstvuje prema zakonu (15,1), orbita }
svake Cestice takode predstavlja konusni presek D
sa fokusom u njihovom zajednitkom centru .
inercije. = B b l— x
Iz (15,4) vidi se da je pri E<0 ekscen- Qe *"/
tricitet e<_ 1, tj. orbita je elipsa (sl. 11) i J -
kretanje je finitno u saglasnosti sa onim 3to , :
je re¢eno u pocetku paragrafa Prema poznatim PR " pEam——
formulama analiti¢ke geometrije velika i mala
poluosa elipse ¢e biti v BLH
P o ‘ P M
= - = — = .6
Tr—a T 2 ’ J1—& |2m|E (15.6)

Najmanje dozvoljena vrednost energije poklapa se-sa (15,3), pri ¢emu je e= 0,
tj. elipsa se pretvara u krug. Napominjemo, da velika poluosa elipse zavisi
samo od energije Cestice (ali ne i od momenta). Najmanje i najveée rastojanje
do centra polja (fokusa elipse) iznosi: |

AT SR i
Ymin = 1+e —a(l 3)3 'Tmax - a(l—l-e). (15,7)
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Ovi izrazi [sa a i e iz (15,6) i (15,4)] se mogu dobiti i neposredno kao
koreni jednacdine U.s(r) = E.

Vreme obrtanja po elipticnoj obrti, tj. period kretanja 7, zgodno je odre-
diti pomocu zakona odrzanja momenta u obliku ,,integrala povr§ine® (14,3).
Integriraju¢i tu jednacinu po vremenu od nule do T, dobivamo:

2imf = TM,

© gde je f povrsina orbite. Za elipsu je f = mab i pomocu formula (1 5,6) nalazimo

s P S
T:2Tca5‘|/::ﬂ“]/2—n;-3. | (15,8)

Cinjenica, da kvadrat perioda mora biti

y proporcionalan kubu linijskih razmera orbite
bila je navedena ve¢ u §10. Napominjemo, tako-
de, da period zavisi samo od energije Cestice.
Kada je E>s0, kretanje je infinitno.

Ako je E >0, onda je ekscentricititet ¢ > 1,
tj. trajektorija je hiperbola, koja obuhvata
x centar polja (fokus), kako je prikazano nasl. 12.

e N

~-f-1) Rastojanje perihela od centra iznosi
" _
min = = o= — T 4k 15,9
L rme=— Ty =(—D, (159
/ | ~ gde je

SL. 12 ' @—1 2E

. ,»poluosa® hiperbole
U slucaju pak E = 0, ekscentricitet iznosi e — 1, tj. Cestica se kreée po
lucaju p J o

paraboli sa rastojanjem perihela 7y, :%. Ovaj slucaj se realizuje ako Cestica

pocinje svoje kretanje iz stanja mira u beskonadnosti.

Zavisnost koordinata Cestice od vremena pri kretanju po orbiti moZe se
na¢i pomocu opste formule (14,6). Ona se moZe predstaviti u pogodnom
parametarskom obliku na slede¢i nadin. ' -

U pocetku ¢emo posmatrati elipti¢ne orbite. Uvodedi a i e prema (15,4)
i (15,6) napisacemo integral (14,6) koji odreduje vreme u obliku

5‘V2IE| rdr _Vmav[ rdr -
Vom [y o ME « J)a? e — (r — a)?
g %, A
: V PTETT 3

Pomocu prirodne zamene
| r—a=-—aecos&

taj integral se dovodi do oblika

{ == me I(I — eCos E)dE = V mma3 (§ — esin &) + const.
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Uzimajuci pocetak ratunanja vremena tako, da const. postaje jednaka nuli,
dobiva se definitivno sledeée parametarsko prikazivanje zavisnosti » od z:

3
r = a(l —ecosf), .t:]/maa (§—esinf) (15,10)

(u momentu =0 Cestica se nalazi u perihelu). Pomoéu tog istog parametra £
mogu se izraziti i Descartes-ove koordinate Cestice x = rcosq, y = 7 sin @
(ose x i y su orijentisane respektivno po velikoj i maloj poluosi elipse). Iz
" (15,5) i (15,10) imamo:

ex=p—r=a(l —e)—a(l—ecos&)=ae(cos&—e),
a y nalazimo kao |2 — 2. Definitivno imamo:
x=a(cos§—e), y—=all—eé?sink. (15,11)

Celom obrtu po elipsi odgovara promena parametra & od nule do 2.
Potpuno sli¢na izra¢unavanja za hiperboli¢ne trajektorije dovodi do rezultata

mad
= hE—1), = esh&—§),
r=afechi—1 V 5 (eshs—9) (15,12)

x=ale—chf), y=al]e—1sh§,

gde parametar & ima vrednosti od — oo do + oo.
Predimo na kretanje u polju odbijanja u kome je

v=2 | (15,13)
: ¥
(« > 0). U tom slucaju efektivna poten- -
cijalna energija
M2

2mr?

Ucfzg“[_
r

monotono opada od + ocodo nule pri
promeni » od nule dooo. Energija ¢es-

tice moZe biti samo pozitivna i kretanje 0
je uvek infinitno. Sva izratunavanja za

ovaj sluCaj su potpuno analogna ranije re-a/f+d -
izvrSenim. Trajektorija je hiperbola (ili
parabola kada je E = 0):

i:_ =—1-+ecosg (1514)

[p 1 e se odreduju ranije datim for- SL 13
mulama (15,4)]. Ona prolazi mimo centra
polja kako je pokazano na sl. 13. Rastojanje perihela bice:

Ymin = __P_ = a(e =L 1) (15,15)
e—1
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Zavisnost od vremena je data parametarskim jednadinama

Wb
r=a(ech + 1), I:.I/mda(”hg-l-&)a

(15,16)
x=a(ch§ 4+ e), y=al[e2—1 sht.

£ g ) ; : . o -

Na kraju ¢emo ukazati da pri kretanju u polju U = p” (sa ma kojim zna-
kom «) postoji integral kretanja specifican baS za to polje. Lako se moze
- proveriti neposrednim izracunavanjem da je veli¢ina
—

— —

V x M—i—aTr:const. (15:.17)

I zaista njen totalni izvod po vremenu iznosi

) — = = =
= = o ar(ov-r
V><M—|——————('3—),
# ¥
-+ —r —
ili zamenom M =m r X v:
- . — e A
- = — —+ = = oy ar(o-r
mr(v-v)—mv(r-fv)—l—T—;);

o -
Pty

- : . o : or ; g

i ako ovde stavimo prema jednacini kretanja mv = —;, nalazimo, da ovaj izraz
‘ §

postaje jednak nuli.

Napominjemo da su integral kretanja (15,17) kao i integrali M i E
jednozna¢ne funkcije stanja cestice (polozaja i brzine). Videcemo u § 50. da je

pojava takvog dopunskog jednoznatnog integrala vezana sa takozvanom dege-
neracijom kretanja.

Zadaci
: ; ; o
1. Naci zavisnost koordinata estice od vremena pri kretanju u polju U= — sa
energijom E = 0 (po paraboli).
Refenje: U integralu
rdr
- f 20 M
e
m m

izvr§icemo zamenu

2

A+ =50+

r =

2ma
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i kao rezultat dobivamo slede¢e parametarsko prikazivanje traZene zavisnosti,

—2 2 £ ﬁp_s_q‘(l o
P (1 + ), ]/a (142,
P
= F{l—q% y = pn.

Parametar n ima vrednosti od — oo do + oo,
. - - - - . 4 4 a
2. Integrirati jednadine kretanja materijalne tatke u centralnom polju U = — ;§;a> 0.

Refenje. Prema formulama (14,6) i (14,7) sa odgovaraju¢im izborom poletka izralu-
navanja ¢ i ¢, nalazimo:

: M2 1 2mE i 2ma. |
a) kad E>0,.""->a; Rl /SO vy MY . o l—==],

) kada je > . a z V i _CPV. ME
’ M2 ) 1 _ 2mE shl o 2ma 1],

2m r Ima— M2 | M2 |

. M? 1 2mE| [ 1/2ma
kada je E < 0, s A= | 2SI eh —1
c) kada je E <0 2m<on > Vzma i _.‘PVMz 1

U sva tri slucaja bice:

—
Fo= i m\ Ert— _Ai +a.
EY 2 2m
U sluajevima b) i c) Cestica ,pada“ u centar po trajektoriji koja se pribliZava koordinatnom
pocetku kada ¢ - oo, Padanje sa datog rastolan)a r se vrii za kona¢no vreme koje iznosi

V {]/ _ﬁ+E2—]/a—-_}.

a = . . . -
3. Dodavanjem potencijalnoj energiji U = — = male dopune & U(r) trajektorije finitnog
kretanja prestaju biti zatvorene i pri svaiom obrtanju perihela orbita se pomera za malu
diie o v s ¥
ugaonu veli¢inu 8¢. Odrediti 8¢ za slufajeve: a) 8 U = Ez ; b)dU = 73 -

Reéen] e. Pri promeni r od rmin do rmax i ponovo do rmin ugao 3p se menja za
veli¢inu koja je data formulom (14,10), koju predstavljamo u obliku:

"max
2
po=—29 [ VomE—n—"ar
oM r2
"min .
(s ciliem da se izbegne niZe fiktivno divergiranje integrala). Stavimo U = __;a+ SU i raz-

lozimo podintegralnu vrednost po stepenima 8 U. Nulti ¢lan reda daje 2=z, a clan prvog® reda
traZeni pomeraj 3¢:

"max

2mdU - dr 3 2mJr )
dp = aM =3M\ M r2dUdo |, : (1)
V E 4+ ) .

"min
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gde smo od integriranja po dr preli na integriranje po deo duz trajektorije ,,neperturbovanog*
kretanja.

U slucaju a) integiranje u (1) je trivijalno i daje:
3 - 2xBm 2x3
Pi= = M2 — (xp

[p je parametar neperturbovane elipse iz (15,4)]. U sludaju b) P3U = % , i ako uzmemo

1
" iz (15,5) dobivamo:

- 6oy m? 6y

dp = — M4 = op? .




GLAVA IV
'SUDARI CESTICA

§ 16. Raspadanje cestlca

’

Vet sami po sebi, zakoni odrzanja 1mpulsa 1 energue omogucava]u da se
u mnogim slucajevima donese niz vaznih zakljuCaka o svojstvima razliCitih
mehanickih procesa. Pri tom je narolito vazna Cinjenica da ta svojstva apsolutno’
ne zavise od. konkretne vrste interakcija medu Cesticama _koje ‘ucestvuju u
procesu. j ‘
Pocecemo od procesa koji predstavlja ;,spontani (tj. bez dejstva spolja$njih
sila) raspad Cestice na dva ,sastavna dela“ tj. na dve druge Cestice koje se
posle raspadanja krecu nezavisno jedna od druge. .

Taj proces najprostije izgleda kada se posmatra u sistemu referencije u kome
je Cestica (do raspada) mirovala. Zbog zakona-odrzanja impulsa, zbir impulsa
obe nastale Cestice kao rezultat raspada takode je jednak .nuli, tj. destice se
udaljuju sa jednakim, a suprotnog smera impulsima. Njihova ops$ta apsolutna
vrednost (oznafimo je sa p,) se odreduje pomocu zakona o odrZanju energije

EuHElu_F “|‘E2u 2?0
my

gde su m; i m, mase Cestica, E,, i E,, njihove unutras$nje energije, a E, unu-_
traSnja energija prvobitne Cestice (koja se raspada). Oznadimo sa € ,energiju
raspada®, tj. razliku ' '

E=Eu_E1u'—E2u; (16,1)

(o¢evidno je da ta velitina mora biti pozitivna zbog toga, da bi _faspad bio
uopste moguc¢). Tada imamo:

(1l 1\_ 8 | |
Ex=—— | — S R )2
2 (m1'+ My 2m (16,2)
¢ime se i odreduje p, (m je redukovana masa obeju Cestica); brzine Cestica su
_ D _ D
Wlof—mln Vg = My

Sada prelazimo na sistem referencije u kome se prvobitna Cestica pre
raspada kre¢e brzinom V. Ovaj sistem se -obi¢no naziva laboratorijski (ili
- L-sistem) nasuprot ,sistemu centra inercije” (ili C-sistemu), u kome je totalni
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B

impuls jednak nuli. Posmatrajmo jednu od raspadajucih Cestica i neka su v i v,

njene brzine u L- i C-sistemu. Iz oligledne jednakosti v = V + v ili v—V = v,;
imacemo -
22 + V2 — 29V cos 0 = o, (16,3)

gde je 0 ugao pod kojim cestica izleti u odnosu na pravac brzine V. Ovom
jednacinom se odreduje zavisnost brzine raspadnute cCestice od pravca njenog
izleta u L-sistemu. Ona moze biti grafi¢ki prikazana pomo¢u dijagrama, Koji

=

je prikazan na sl. 14. Brzina v je data vektorom koji je povucen kroz ma koju

Q) 'yw. | b) V>u,
SL 14

tatku kruga poluprecnika 7,", iz tatke A, koja se nalazi na rastojanju V
od centra kruga. Slucajevima V<v0 i V >v, odgovaraju respektivno sl. 14, a
i b. U prvom sludaju cestica moze da izleti pod ma kojim uglom 0. U
drugom pak sluéaju &estica moZe da izleti samo unapred pod uglom 6 koji
ne prelazi vrednost Omay, koja je data jednacinom

; Vg
(pravac tangente na krug, povucene iz tacke A).

Veza medu uglov:ma izletanja 6 i 0y u L- i C-sistemu je 0c1g1edna iz tog
istog dijagrama i data je formulom

7, sin 6
o : 16,5
g0 voc0s0 1+ V (16,3)

Ako ovu jednatinu re$imo u odosu na cosf,, onda posle elementarnih transfor-
macija, dobivamo:

5 _
cosBo':—Ksinzﬁ icosﬂVl——Lzsinzﬂ. (16,6)

To o

wees

1) Taénije — ma koju tacku sfere polupre¢nika v, Ciji je dijametralni presek krug pri-
kazan na sl. 14. ;
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Kada je vy >V veza izmedu 6, i 6 je jednoznatna kako se vidi iz sl. 14, a.
U formuli (16,6) mora se pri tom uzeti znak + pred korenom (tako ‘da bi
bilo 0, = 0, kada je 6 = 0). Ako je v,<_V, onda veza izmedu 0, i 0 nije jedno-
znacna, nego svakoj vrednosti 6 odgovaraju dve vrednosti 0, ko;e se odnose

(na sl. 14,b) na vektore v, povuene iz centra kruga u tatku B ili C, njima
odgovaraju dva znaka pred korenom u (16,56).

U fizickim primenama imamo obi¢no posla sa raspadanjem ne jedne, vel
mnogih jednakih Cestica s ¢im u vezi nastaju problemi o raspodeli nastalih
Cestica prema pravcima, energijama i tome sli¢no. Pri tom pretpostavljamo da su
prvobitne Cestice orijentisane u prostoru haoti¢no, tj. na srednje izotropni nadin.

U C-sistemu odgovor na te probleme je trivijalan: sve nastale Cestice
imaju istu energiju (iste vrste), a njihova raspodela prema pravcima izletanja je
izotropna. Poslednja konstatacija je povezana sa uclinjenom pretpostavkom o
haoti¢nosti orijentacija prvobitnih Cestica. Ona ozna¢ava da je deo broja Cestica
koje lete u elementu prostornog ugla ), proporcionalan veliini toga elementa,

tj. 1 i d4nf’ . Raspodelu po uglovima 0, odavde dobi_vamo, zamenom d{2, =
= 2nsin 0,d0,, tj. _
%sin 0, d0,. - - (16,7)

Raspodela u L-sistemu se dobiva odgovarajucom transformacijom toga
izraza. Odredlmo, na prlmer, raspodelu prema kineti¢koj energiji u L-sistemu.

— —

Dizuéi na kvadrat )ednacmu v =7, + V, nalazimo
v = v} + V24 29, V cos Biis

odakle izlazi

d(2?)

20, V°

dcos 0, =

2 :
2 C . mo : .
Uvode¢i ovde kineticku energiju T = —— (gde je m, m, ili m, s obzirom na to,
2 1 2
koje vrste nastale &estice posmatramo) i zamenjujuéi u (16, 7), dobiva se trazena
raspodela

dT
2ibe S 16,8
2moy V (16,8)
Kineticka energija moZe imati vrednosti od najmanje Tl = %('Do— V) do

najvece Tmax = ’('Uo + V). U tom intervalu cestice su rasporedene prema

(16,8) homogeno

Pri raspadu testice na vide od dva dela, zakoni odrzan)a 1mpulsa i energije
ostavlja]u, prlrodno, znatno vecu. proizvoljnost u brzinama i pravcima nastalih
Cestica nego pri raspadan]u na dva dela. Specijalno, energije rastrkanih Cestica
u C-sistemu uopste nemalu jednu odredenu vrednost. Postoji, medutim, gornja
granica kineti¢ke energije koju moZe pri tom uvesti sa sobom svaka nastala Cestica.
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Za odredivanje te granice posmatra¢emo sve nastale Cestice izuzev jedne
date (sa masom m;) kao jedan sistem; njegovu ,unutra$nju energiju oznacicemo
sa Ej, tada ¢e kineticka energija Cestice m, biti prema (16,1) i (16,2):

- pi M—my .
T || il % - N - N,
o= 2 A (Ewu— Ejw— Ey)

(M je masa prvobitne Cestice). Ocigledno je, da ¢e T, imati najve¢u mogucnu
vrednost, kada je E; minimalno. Zato je .potrebno da se sve nastale Cestice,
izuzev one sa masom m,, kre¢u jednom istom brzinom. Tada se E; svodi
jednostavno na sumu njihovih unutradnjih energija, a razlika E, — Ejn — Ej je
energija raspadanja e. Na taj nalin bice

M —mi
sl

i (16,9)

(Tm)max =

2adaci

1. Naéi vezu medu uslovima izletanja 6; i 6, (u L-sistemu) dCestica koje su postale
raspadanjem na dva dela. : ‘ ,

Redenje. U C-sistemu uglovi izletanja Cestica su povezani relacijom 6;) = 7 — 6y.
Oznadujuéi 0,, jednostavno sa 6, i primenjujuéi formulu (16,5) na svaku od dve Ccestice,
imademo ' '

V + vy €OS 8y = ;4 8in 6, ctg 6},

V — v, CQS 6y = Uy Sin O, Ctg 0.

Iz te dve jednadine treba eliminisati 8,. Radi toga u pocetku odredujemo iz njih cos 6,
i sin 6, posle &ega formiramo sumu cos®#§, + sin® 0, = 1. Uzimajudi takode u obzir da je
Vip My , —— ; I s :
. koristeéi (16,2), kao rezultat dobivamo slede¢u jednadinu:
20 1

M3 it ki ; : —— 2® | s
- V_sm 0, + i, fy, — 2 sin 0, sin 0, cos (8; + 63) = TV sin? (6; + 6.

2. Naéi raspodelu nastalih pri raspadu &estica prema pravcima izletanja u L-sistemu.
Redenje Kada je vy > I/ zamenjujemo (16,6) sa znakom - ispred korena u (16,7) i
dobivamo traZenu raspodelu u obliku

V2.
sinodo | v 1+ o5 gos 28
— Zv—cosﬁ-i—
0

2 %
. ——qin2
RS P sin? §

Kada je v, < V treba uzeti u obzir obe moguéne veze 9, sa 6. Kako pri povecanju 6
jedna od njemu odgovarajué¢ih vrednosti 6, raste, a druga opada, onda se mora uzeti razlika
(a ne zbir) izraza dcos 9, sa dva znaka pred korenom u (16,6). Kao rezultat se dobiva:

0o

2
—1+—‘07c0529 :
sin 0 df ————=—— (0 < 6 < Hmax).

7?2
1 ——5sin®6
Vo

3) Odrediti interval vrednosti koje moZe imati ugao 6 medu pravcima izletanja obe nastale
Cestice u L-sistemu.

Redenje. Ugab 0 je zbir uglova 8, -~ 0, koji se odreduje formulom (16,5) (v. zad. 1);
najprostije se izratunava tangens toga ugla. Ispitivanje ekstremuma dobivenog izraza dovodi
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do sledeceg intervala moguénih vrednosti 6 u zavisnosti od reIatlvne vehcme Vivgiow
(radi odredenosti stavIJamo da je uvek vy > vyy): 1 *

0oL, ako je vy <V < wyg;
7 — 6, <0<z, ako je V <3
' .0 o< G, ako je V > vay,

pri ¢emu je vrednost 6, data formulom

V (v19 + vg0) )

sin 6
9 V2 4+ v15 vy

§ 17. Elastini sudari &estica

Sudar dve Cestice naziva se elasti¢nim, ako ne vrdi promenu njihovog
unutradnjeg stanja. Shodno tome prilikom primena zakona odrZanja energije na
takav sudar mogucno je ne uzimati u obzir unutraSnju energiju Cestica.

Najprostiji slu¢aj sudara je u sistemu referencije u kome se centri inercije
obe Cestice nalaze u miru (C-sistemu). Razlikovacemo, kao i u prethodnom
paragrafu, pomoc¢u indeksa 0 vrednosti veli¢ina u tom sistemu. Brzine Cestica

- . =

do sudara u C-sistemu su povezane sa njihovim brzinama o; i v, u labora-
torijskom sistemu relacijama: '

—

My — — my -
Vg =—""0—7 Vgg = — —————
O my +my 0 mi+ my

de je v—vl—v2 [v.(13,2)].

Zbog zakona odrzanja impulsa, 1mpu131 obe Cestice ostaju’ posle sudara
jednaki po veli¢ini, a suprotno orijentisani, a zbog zakona odrzanja energije,
ostaju nepromenjene i njihove apsolutne veliCine. Na taj nacin, rezultat sudara
u C-sistemu se svodi na obrtanje brzina obe Cestice koje ostaju uzajamno

o
suprotne i nepromenjene po veli¢ini. Ako sa 7, oznac¢imo jedinini vektor u
pravcu brzine Cestice my; posle sudara, onda ¢e brzine obe Cestice posle sudara
(razlikujemo ih pomoc¢u apostrofa) biti:

’
Vg = — UNy, Ugg = — ——, — UMy. (17,1)

Da bismo se tim ponovo vratili na laboratorijski sistem referencije, mora se

-3

tim izrazima dodati brzina centra inercije V. Na taj nacm, za brzine Cestica
u L-sistemu posle sudara dobiva se: :

— —r — —

;; _ My ;n + myvy+myvy - 7, My ;n 4+ My Uy + My Vg
17— o Ay > 2 = ——— By ’
my + My my + My my + My my + My

(17,2)

Ovim se iscrpljuju podaci koji se mogu dobiti o sudaru, polaze¢i samo

. —
od zakona odrzanja impulsa i energije. Sto se tife orijentacije vektora #n,, on
zavisi od zakona interakcija Cestica i njihovog uzajamnog poloZaja za vreme
sudara.

4 Mebhanika
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Dobivene rezultate mozemo i geometrijski interpretirati. Pri tom je zgodnije
pre¢i od brzina na impulse. Pomnozimo jednacinu (17,2) respektivno sa m; i m,
pa ¢emo dobiti:

P, = mony + 1+m2(p1+p2), Py = —mong + 1+ (p1+p2) (17,3}
my My

(m = — redukovana masa). Na-
m, —l_ My
crtajmo krug poluprecnika mov i navedeno

prikazimo na sl. 15. Ako je jedini¢ni

—

vektor #n, orijentisan duz OC, onda vek-
—— —

tori AC 1 CB daju respektivno im-

- - —r -
pulse p; i ps. Za date impulse p; 1 p,
polupre¢nik kruga i polozaj tacaka A i B
su nepromenjeni, a tacka C mozZe imati
ma koji polozaj na krugu.

Posmatra¢emo detaljnije slucaj kada
je jedna od Cestica (neka je to Cestica m,)
do sudara bila u miru. U tom slucaju

duzina OB = — ° — = my se pok-
: my P P

lapa sa poluprecmkom 1 tatka B se nalazi na kruZnici. Vektor 4B se poklapa

sa impulsom p1 prve Cestice do rastrkavanja. Pri tom se tacka A nalazi unutar
(ako je m; < m,) ili izvan kruZnice (ako je my >m,). Odgovarajuci dijagrami
su prikazani na sl. 16a i b. Navedeni uglovi 6; i 0, predstavljaju ugove skretanja

a) m<m, b mom,
m.p"' Ao/mg’nl/m!

Sl 16

—

Cestica posle sudara-u odnosu na pravac udara (pravac pl) Centralni ugao,

koji je oznacen na slikama pomocu ¥ (k0]1 daje pravac n[,), predstavlja ugao
obrtanja prve Cestice u sistemu centra inercije.
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Iz crteza je oligledno da se uglovi 01 i 6, mogu izraziti pomocu ugla ¥
formulama:

My SiN X
mi -+ mycos X

h= . (17,4)

Napisa¢emo takve iste formule koje odreduju apsolutne veliCine brzina obe
estice posle sudara pomocu istog ugla y:

iz, =

) m2 +‘m2—|— 2m, My COSY - 2myv .
o) = Vé,l 1:!1 T m21 : Vs | Vg= ETD iy e (17,5)

Zbir 0, + 0, je ugao rasipanja Cestica posle sudara. Ocigledno je da je

0, + 82>—g— kada je m; << my i 6; + 92<12E— kada je mq > m,.

Slutaj kada se obe Jestice posle sudara kretu po istoj pravoj (s,Ceoni
sudar®) odgovara y = m, tj. polozaj tatke C je na pre¢niku levo od tacke A

-+

(sl. 16a; pri tom su p; i p; uzajamno suprotni) ili izmedu 4 i O (nasl. 16, b;

pri tom su p, i p, orijentisani u istom smeru).
Brzine Cestica posle sudara u tom slucaju bice
- - my— My~ - 2m

.v’;:A_—. 'U, i) —_ — Q. 17,6
. my + My . my + my : ( )

Vrednost v pri tom odgovara najvecoj moguénosti. Maksimalna energija, koju
moze dobiti cestica kao rezultat sudara, koja se prvobitno nalazi u miru, preme
tome iznosi: ,
'2
Mg Vo max - 4mymy
Bomar = ———— = E 17,3
2max 9 (m]_ + mz)z 1 ( 3 )
2 g
my V] . G g ..
prvobitna energija Cestice koja je naletela.

gde je E, =.

Kada je m, < m, brzina prve Cestice posle sudara moze imati ma koji
pravac. Ako'je pak my >m,, ugao skretanja naletele Cestice ne mozZe preci
izvesnu maksimalnu vrednost, koja odgovara takvom poloZaju tacke C (sl. 16, b)

. o : ocC ..
za koju je prava AC tangenta na kruZnicu. Ocevidno da sin 0;max = 04 ili

msy

sinl Bipme = — (17,8)

1
‘Narotito je jednostavan sudar Cestica (sa istim
masama od kojih je jedna u pocetku u miru). U
tom slu¢aju ne samo tatka B, ve¢ i tactka A4
lezi na kruznici sl. 17. Pri tom je

6, =% B e e, (17,9)

: X ' . ) '
v = vC0so, wzzvsm%- (17,10)

Napominjemo da se &estice posle sudara ras-
priuju pod pravim uglom. SL. 17

o
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Zadatak

[zralunati brzine obe Cestice posle sudara estice koja se krece (m;) sa nepokretnem (my)
pcmoéu njihovih uglova skretanja u L-sistemu.
Resenje. Iz sl. 16 imamo py=2-O0B - cos 0, ili
‘ m

, :
vh =2v- —cosf
2 my 2 V23

Za impuls p} = AC imamo jednalinu

OC?— A0+ p2—2- A0 - picosh
ili

Odavde izlazi
' V] my 1
cos 6y &+

i I, PRI s = 2 2 oind g
Vm m2 sin® 9
v my + my my + my * 1 1

(kada je my > my, pred korenom su moguéna oba znaka, a kada je m, > m; samo znak +).

§ 18. Ra$trkavanje Cestica

Kako je ve¢ u prethodnom paragrafu navedeno, potpuna definicija rezultata
sudara dve Cestice (definicija ugla y) zahteva redenje jednadine kretanja uzimanjem
u obzir konkretnog zakona interakcije Cestica.

Shodno op$tem pravilu, po-
‘smatraéemo u pocetku ekvivalentan
zadatak o skretanju jedne Cestice
mase m u polju U (r) nepokretnog
centra sila (koji se nalazi u centru
inercije Cestice).

Kao §to je navedeno u § 14,
trajektorija Cestice u centralnom '
polju je simetrina u odnosu na
pravu koja je povucena kroz tacku
orbite koja je najbliza centru (04 .
na sl. 18). Zbog toga obe asimptote
—=———— orbite seku navedenu pravu pod
istim uglovima. Ako te uglove oz-
nadimo sa @y, onda je ugao y, skre-
tanja Cestice pri njenom proletanju
pored centra, kako vidimo iz crteza

A= 7 — 20| - SRR Gk 2Y

Ugao pak ¢, odreduje se prema (14,7) integralom

: i:;f dr ‘
Qo = e > (1832)
V 2m[E— U (r)] __1”—2 | ' Bl

Tmin



§ 18] Rastrkavanje Zestica 53

koji je uzet izmedu polozaja &estice koji je najbliZi centru, a beskonacno udaljenog-
Napominjemo, da je 7min reSenje jednaline koja odgovara podkorenom izrazu.

Pri infinitnom Kretanju, koji ovde tretiramo, zgodno je uvesti umesto
konstanti E i M druge — brzinu v,, Cestice u beskonacnosti i takozvano ,»hisan-
sko rastojanje” p. Poslednje predstavlja duZinu normale spustene iz centra na
pravac v, tj. rastojanje na kome bi Cestica prosla pored centra ako ne bi pos-
tojalo (sl. 18) polje sila.

Energija i moment se izrazavaju pomoc¢u tih veliCina prema relacijama:

E="%  M=mpvy, | (18,3)

a formula (18,2) dobiva oblik:

- os dar ‘ ‘ |
| P ' ¢ '
= —. - (18,4

Tmin f m 7)%0

Zajedno sa (18,1) ona definiSe zavisnost ¥ od p. ‘
U fizickim primenama obi¢no imamo. posla ne sa individualnim skretanjima
estice, ve¢ kako se kaze, sa raspravanjem celog snopa istih Cestica koje padaju
—

na centar raspriavanja sa istom brzinom v . Razlitite Cestice u snopu imaju
razlicita niSanska rastojanja i zbog toga se rasprSuju pod razli¢itim uglovima .
Sa d N ozna¢imo broj Cestica koje se raspriuju u jedinici vremena u uglove Kkoji
se nalaze u intervalu izmedu y i y - dy. Sam po sebi taj broj nije pogodan za
karakteristiku procesa raspriavanja, jer zavisi.od gustine upadnog snopa (propor-
cionalan je gustini). Zbog toga uvodimo relaciju

do = Lo 5 o (18,5)

n

gde je n— broj Cestica koje prelaze u jedinici vremena kroz jedinicu povrsine
popre¢nog preseka snopa (pretpostavimo, prirodno, da je snop homogen po celom
svom preseku). Ovaj odnos ima dimenzije povriine i naziva se efekiioni presek
raspriavanja. On se u stvari (odreduje) definise oblikom rasipajuéeg polja i prec-
stavlja veoma vaznu karakteristiku procesa raspriavanja.

Smatratemo da je veza izmedu y i p uzajamno jednoznacna; ovo je slucaj,
ako je ugao rasipanja opadajuca funkcija niSanskog rastojanja. U takvom slucaju
rasipaju se u dati interval uglova izmedu y i x 4- dy, samo one Sestice, koje lete
sa nisanskim rastojanjem u odredenom intervalu izmedu p () ipG) + dp (-
Broj takvih Cestica jednak je proizvodu n povriine prstena medu krugovima sa
polupreé¢nicima p i p 4+ dp tj. dN = 2wpdp - n. Zbog toga ¢e efektivni presek biti:

do = 2mpdp. - (18,6)

Da bismo nagli zavisnost efektivnog preseka od ugla rasipanja, dovoljno je
taj izraz napisati u obliku - :

o |

26 = 2np<>o\| '

dy. (18,7)
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Ovde piSemo apsolutnu vrednost izvoda d_p’ imajuéi u vidu da ona mozZe
X
biti negativna (kao Sto je to obi¢no)D. Cesto se do ne odnosi na element dy ugla u
ravni, ve¢ na element prostornog ugla dQ. Prostorni ugao izmedu konusa sa
uglovima y iy + dy je dQ — 2msinydy. Zbog toga ¢emo iz (18,7) imati -

e == p.(’o;tiids-. | (18,8)

Vracajuéi se na stvarni zadatak o rasipanju snopa Cestica na druge Cestice
koje su mirovale, a ne o rasipanju na nepokretni centar sila, mozemo reci, da
formula (18,7) defini$e efektivni presek u zavisnosti od ugla rasipanja u sistemu
centra inercije. Za nalaZenje pak efektivnog presgka u zavisnosti od ugla rasi-
panja 0 u laboratorijskom sistemu, treba u toj formuli izraziti y pomocu § prema
formulama (17,4). Pri tom se dobivaju izrazi kako za presek rasipanja upadnog
snopa Cestica (y je izrazeno pomoc¢u ;) tako i za Cestice, koje su prvobitno
mirovale (y je izrazeno pomocu b2).

Zadaci

1. Odrediti efektivni presek cestica koje se ra$trkavaju nailaze¢i na apsolutnu krutu
kuglicu polupre¢nika a (tj. pri zakonu uzajamnog dejstva U = oo kadaje r< a i U= 0kada
je r > a). ' - :

Redenje. Podto se izvan kuglice Cestica krece
slobodno, a u njenu untra$njost ne moze uopite da
prodre, onda se trajektorija sastoji iz dve prave, koje
se nalaze simetri¢no u odnosu na polupreénik koji je
povuten kroz tatku njihoveg preseka -sa kuglicom
(sl. 19). Kako se iz crteza vidi, bice

. . t—X 5
— agsing, = a@sin —,- = acos 4 °
p=a Po 2 2

Zamenjujuéi u (18,7) ili (18,8), dobiva se:

na® | a* _
SL. 19 : v do =" Z“Slnxdx=‘4'd0, (N

tj. rasipanje u C-sistemu je izotropno. Integrirajuéi do po svim uglovima, nalazimo da je
ukupni presek o = ma? saglasno tome, je ,mifanska povriing™ na koju mora pasti, &estica da bi
se raspriala, povriina preseka kuglice.

Za prelaz na L-sistem treba y izraziti pomocu 6, prema (17,4). Izradunavanja su potpuno
analogna navedenim u zad. 2 § 16 [zbog formalne sli¢nosti formula (17,4) i (16,5)]. Kada je
my <_m, (my je masa Cestica, 7, je masa kuglica) dobiva se: ' .

s
1+ —5cos26;

: _ a? iy my

doy =", 2E2C0891+ /--———— e dQI,‘

2
my .
1— ,sin*8;
msy

1) Ako je funkcija p (x) mnogoznalna, onda treba, olevidno, uzeti sumu takvih izraza
po svim granama te funkcije. ‘
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(dQ, = 2xsin §; db;). Ako je my > my,onda je:

mi
1 + o o8 20,
2

aE
——dQ,

2 o
]/1 —;%- sin? 6,

dao; = a*|cos §,| dQy,

de, =

Kada je m, = m,, imatemo:

$to se moze dobiti i direktnom zamenom x = 29, [prema (17,9)] u (1)..
Za kuglice koje su u pocetku bile u miry, imamo uvek x = x— 28, i zamena
u (1) daje:

da, = a® | cos 8| d Q,. .
2. Za isti sluaj izraziti efektivni presek kao-funkciju energije & koju gube raspriene Cestice.
Re$enje. Energija, koju .izgubi Cestica my, paklapa se sa enegrgijom koju prima

gestica m,. Prema (17,5) i (17,7) imacemo:

B — Zm;inz
. (my + my)®

e X . q X
Vi Sin® 75 = emax sin® 5,
odavde ¢e biti:
1 :
de = =5 €max SIN X’dx,

i zamenjujuéi u formulu (1) zadatka 1, dobivamo:

do = na®
€max

Ispostavlja se da je raspodela rasprienih Cestica po vrednostima & homogena u celom intervalu
¢ od nule do emax.

3. Kako zavisi efektivni presek od brzine ve testica pri rasipanju u polju U= r—n?
Resenje. Prema (10,3), ako je potencijalna energija homogena funkcija reda k = — 7,

onda ée za slidne trajektorije biti p-~ v —2/» ili

2
p =T # f(X)

(uglovi skretanja x za sli¢ne trajektorijz su isti). Zamenjujuli u (18,6) nalazim> da je:

4
do x~ v " d2.

4. Odrediti efektivni presek za ,padanje® gestica u centar polja U = —;i .

Resenje. U centar ,padaju” one Cestice za koje je zadovoljen uslov 2a >2m'p2v%° [v.
(114,11)], tj. u kojima nifansko rastojanje ne prelazi. vrednost pmax = _30;_. Zbog toga Ce
traeni efektivni presek biti e :

5 2na
0= TPmax = mod,




]
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. L a
5. To isto za polje U:'_}n' (n>2, a>0).

R e §enje. Zavisnost efektivne potencijalne energije -

{ Uy, : m p? V3 .
- Ust =~ g —
od r ima oblik koji je prikazan na sl. 20 sa maksimalnom
U vredno§éu '
| a1
n—2a [ mpivd, \r—2
] r (Uemax = Uy = ( ) ( Panoo ) !

U centar ,,padaju” one Zestice, kod kojih Uy <Z E. Odre-
dujuéi pmax iz uslova U, = E, dobivamo:

2—n a 2.
Sl 20 c=an(n—2) n (m'b’z‘;o)n;

6. Odrediti efektivni presek za padanja &estica (sa masama m;) na povrsinu sfernog
tela (sa masom m, i polupreénikom R) sa kojim se one priviale prema Newton-ovom zakonu.

Redenje Uslov padanja nalazi se u nejednakosti rmin <R, gde rmin oznaCava polo-
7aj one tatke na trajektoriji Cestice najblize centru sfere. Najveca dopustiva vrednost p se
odreduje iz uslova rmin = R, §to se svodi na refenje jednaline Uei(R) = E, ili

My V8o Prax o my v,
2R R- 2

. !
pri ¢emu je o = ymym, (y je gravitaciona konstanta), a osim toga je i pretpostavljeno
m A~ m,, smatraju¢i da je m, > m,. Nalazeci odavde pfmx, dobivamo

2ymy
— 2 —_— .
Kada v, — oo efektivni presek tezi, prirodno, geomeatrijskoj povrdini preseka sfere.

" 7. Uspostaviti oblik polja koje rasipa U(r) prema datoj zavisnosti efektivnog preseka
od ugla rasipanja pri datoj energiji E, pretpostavljaju¢i da je U(r) monotono opadajuca
funkcija r (polje privlatenja) pri ¢emu je U (0) > E, U(s0) = 0 (O. B. Firsov, 1953.).

Redenje. Integriranje ds po uglu rasipanja odreduje prema formuli

T

Fﬁdw = xp? M
dx ' : :

X

kvadrat nifanskog rastojanja, jer funkciju p(x) [a s njom i x(p)] takode moZemo smatrati datom:

Uvescemo oznake:
1 1 T - |
R TR A A= T 2

Tada se formule (18,1) i (18,2) piSu u obliku

So

r—x() (__ds | 3)
2 T WWoxw?— st .
0




§ 18] Rastrkavanje Cestica - 37

gde je so(x) refenje jednacine
xw? (o) — g = 0.

Jednatina (3) je integralna jednatina za funkciju @ (s); moZemo je rediti metodom koji je
analogan navedenom u § 12. Ako podelimo obe strane (3) sa Vae—x i integriramo po dx u
granicama od nule do o, nalazimo

50 (%) sp(a) a . s (@)

“ dsdx dxds ds
S — R el — | bid em— i

h V(xw? —s?) (a — X) V(xw? — %) (a0 — X) w

0 ' 0

0 x (s9)

a a
j a—x(x) dx
2 Va—=x
0 0
ili integriiajuéi parcijalno, na levoj strani jednacine bice
n g (@)

e o) d
Va—x#dxdxza LTS
x W

0 0
Dobivenu relaciju diferencira¢emo po . posle &ega ¢emo umesto 5o(a) napisati prosto
2
§ . we . . . . »
s, pa prema tome zamenjujemo a sa 5. Ako jednacinu napiSemo sa diferencijalima, dobivamo

s2 .

LT L. .
ﬂd(_f)__d(s_z) fwgc__ﬁfu_:ids
w 2 w ' W
0

2
—
w2

ili 52

w!
‘(0 d
o d(i) X @dx

w /_ s2 .
— —X

Ova jednatina se integrira neposredno, pri ¢emu na desnoj strani treba izmeniti red integri-
i - S . . r. - - " - -, . ‘. o
ranja podx i d(@) Uzimaiuéi u obzir da pri s = 0 (tj. r - o9) mora bitiw =1 (tj. U =0),

i vracajuéi se na polazne promenljive r i p, definitivno dobivamo rezultat (u dva ekvivalentna
oblika): : -

o ) o0
. 1 pdx | - 1 [ x@dp
w:exp{—'?j‘argc *radédp}=exp{—“-j 1[62——_#—;{ : @
. rw . . rw.

Ovom formulom se odreduje zavisnost @ (r) u implicitnom obliku [a samim tim i U (1)]
pri svim 77> Imin, tj. U onoj oblasti vrednosti r ‘koju prelazi raspriena Cestica sa datom
energijom E. :

§ 19. Rutherford-ova formula

Jedna od najvaznijih primena ranije dobivenih formula je raStrkavanje na-
clektrisanih estica u Coulomb-ovom polju.

Ako u (18,4) stavimo U = —- 1 1ZVISImo elementarno integriranje, do-
: r
bicemo:

@y = arccos
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odavde izlazi:
2

pt= tg? Po>

m? v},

ili, uvodeéi prema (17,1) ¢, = (igl)— :
o’ '

p? = 7;2?*7 ctg2 (19,1)

Diferenciraju¢i ovaj izraz po x 1 zamenjuju¢i u (18,7) ili u (18,8),
dobivamo:

X
« 2 COS.Z‘ )
de =7n|———| ————dy, (19,2)\
mog, g X. A
sin b
ili |
. 2 ¢
Q
da=[ “2} . (19,3)
' - \2mog, Y.
sin 2 ‘

Ovo je takozvana Rutherford-ova formula. Napominjemo da efektivni presek ne
zavisi od znaka «, jer se dobiveni rezultat odnosi u istoj meri i na Coulomb-ovo
polje odbijanja i privlacenja.

Formula (19,3) daje efektivni presek u sistemu referencije u odnosu na koji
se nalazi u miru centar inercij'e Cestica, koje se sudaraju. Transformacija na labo-
rat0r115k1 sistem vrdi se pomoc¢u formula (17,4). Za Cestice, koje su u pocetku u
miru, zamenjujudi L= 20, u (19,2), dobivamo:

2 : 2 40
do, = 27:(“3—) snYs i, — (m“) L dth (19,4)

mov2 ) €os®0, movi, | cos30,

Za upadne Cestice transformacija dovodi u opstem slu¢aju do veoma glomazne
formule. NaveS¢emo samo dva specijalna slucaja. :

Ako je masa m, Cestice koja vr8i rasipanje velika u odnosu na masu m;
Cestice koja nailazi, onda je y =~ 0, a m ~my, te je

a 2 dQ,.
do, = [—4E-] ——0 (19,5)
717 sint =
. m, V% g : "
gde je BE; = — 5 energije Cestice koja nailazi. .

m .
Ako su mase obe Cestice iste (m; = my, m = 72.1 ), onda je prema (17,9)

y = 20,, i zamena u (19,2) daje:
2 2
iy — 27:[1} cosly g [“) 8 9: 40, (19,6)
1 i

E,] sin®6, E,]. .sin*9;
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Ako su ne samo mase obe lestice jednake, ve¢ su 1 te Cestice “uopste
identi¢ne, onda nema smisla praviti razliku posle rasipanja izmedu Cestice koja
se je u pocetku kretala i one koja je bila u miru. Opsti efektivni presek za
sve Cestice dobivamo sabiraju¢i do; i do, i zamenjujuci 0, i 0, zajedniCkom
vrednos$éu 0: :

o )2 1 1
de= 1=z |— — cos 2dQ2. 19,7
[El] [sm“ 6 T cost B] ( ’, )

Vratimo se ponovo na opstu formulu (19,2) i odredimo pomocu nje

raspodelu rasutih &estica u odnosu na izgubljenu en rgiju usled sudara. Pri

proizvoljnom odnosu izmedu masa estice (my) i Cestice (my), brzina poslednje
se izrazava preko ugla rasipanja u C-sistemu pomocu relacije

2m .
Dy = ———1— Vg, SiN X
my + my 2
[vidi (1/,5)]. Prema tome energija koju ta Cestica dobije, a samim tim i energija
koju Cestica m, preda, iznosi:

_my v} 2m . X
e=-"5 = " 03 Siny 5
Ako odavde izrazimo sin% preko € i zamenimo u (19,2), dobivamo:
_ 5. %2 4B |
do= 2= e (19,8)

| Ova formula odgovara na postavljeno pitanje, odredujuéi efektivni presek
kao funkciju od gubitka energije €. Energija pri tom dobiva vrednosti od nule do
2m?® v, '

Emax = pre
2

Zadaci
: o
. 1. Naéi efektivni presek rasipanja u polju U =3 (o > 0)s
Redenje Ugao skretanja iznosi:
1

Sl e

mp? v,

Efektivni presek bice:

J 2xa T —X dQ
°T mod, Y2(Q2rx—x)? siny

2. Naéi efektivni presek rasipanja na sfernoj ,,potencijalnoj jami® polupretnika a i
,,dubine” U, (tj. poliem U = 0, kada je r >a; U= — U, kada je r< a).'
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~ “Re&enje. Pravolinijska trajektorija Cestice ,prelama se’’ pri ulasku u jamu i pri
izlasku iz nje. Prema zadatku § 7. upadni uglovi « i prelamanja B (sl. 21) su povezani relacijom:

sin « o 2U,
. =n n = .
sin p 2 T mvd,

Sl 21

Ugao skretanje bice x = 2 (x — B). Zbog toga imamo:

sin ((1 — %) .
——" —cos X —ctga sinl.—__l_.
sin ) 2 =
Ako o eliminidemo iz te jednaine, i prema relaciji asin « = p, koja je olevidna iz cr-
teza, dobi¢emo vezu izmedu p i x u obliku:

2

Brssiioy 2

n? sin’
2

p? =g? ;
n? + l—anOS%

Na kraju, diferencirajui’:i tu jednalinu, dobivamo efektivni presek:

- ncos X — 1 n — cos -
a?n? 2 2

X s X 3
y v I ;
4 cos 2 (1 +n 2n cos ‘2.)

do = dQ.

Ugao x se menja u granicama od nule (kada je p = 0) do vrednosti xmax (kada je 0 = a),
koji se odreduje iz

Xmax i .
CcOS§ ) = P

Totalni efektivni presek,. koji se dobiva integriranjem do po svim uglovima unutar
konusa x < xmix, jednak je, kao §to se vidi, povrdini geometrijskog preseka na?

§ 20. Rasipanje pod malim uglovima
IzraCunavanje efektivnog preseka znatno se upro$cava ako posmatramo samo
one sudare, koji se vr$e na velikim niSanskim rastoianjima, gde je polje U slabo,
pa su prema tome ug10v1 skretanja mali. Pri tom se izratunavanje moZe vrSiti
u laboratorijskom sistemu referencije ne uvode¢i sistem centra inercije.
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Uzeéemo x-0su U pravcu prvobitnog impulsa rasutih Cestica (Cestice m,),
e d

aravan xy u ravni rasipanja. Ako sa p; oznalimo impuls Cestice posle rasi-
panja, otigledno ¢emo imati jednakost :

’
Py |

!

21
Za male otklone moZemo priblizno zameniti sin 6; sa 0;, a u imeniocu zameniti ¢
prvobitnim impulsom p; = m, v, ;

Sinel'—"

o, ~ P . | (20,1)

My Voo

Zatim, kako je j;y = F,, onda ¢e ukupni priradtaj impulsa duz y-ose biti

i = | Fyde (20,2
Pri tom sila ima vrednost: B
w20 sUde . dUy
” dy dr dy ~ dr r

Kako integral (20,2) ve¢ sadrzi- malu veli¢inu U, onda se pri njegovom
izratunavanju moZe u toj istoj aproksimaciji smatrati da Cestica uopste ne skrece
od svog prvobitnog puta, tj. krece se pravolinijski (duz prave y = p) i ravnomer-
no (brzinom v,,). Prema tome u (20,2) stavicemo: '

: dU p _dx
L= % o,
i-dobivamo:
p F4U dx
P:'Ly=*——’—,v dr r

Na kraju prelazimo od integriranja po dx na integriranje po dr. Kako je za
pravolinijski put 72 = x? 4 p?, onda se pri promeni x od —oodo + co r menja
od co do p i zatim .ponovo do co. Zbog toga integral po dx prelazi u dvostruki
integral po dr od p do oo, pri ¢emu se dx zamenjuje sa

rdr

dx e
Vrz — p?
Definitivno se za ugao rasipanja (20,1) dobiva slededi izrazD:

=]

20 de dr
dr | g2

el = My Vg Y , (20-,3) :

1y Ako se izvrdi celo izvodenje u C-sistemu, onda za x dobivamo isti takav izraz sa m
umesto m, u vezi &injenice da mali ugloai §; i x moraju biti prema (17,4) vezani relacijom:

My

0=t s X
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ime se odreduje trazena zavisnost 6; od p pri slabom skretanju. Efektivni presek
rasipanja (u L-sistemu) dobiva se prema istoj formuli kao §to je (18,8) (sa 0,
umesto ), pri cemu se i ovde sin f, moze zameniti sa 0;.

Tako je
| de | () |
dc——\ 20| 6 dgl,.
Zadaci

1. Iz formule (20,.) izvesti formulu (18,4).

Resenje. U cilju da se izbegnu u daljem fiktivno divergenti integrali, formulu (18,4)

predstavi¢cemo u obliku
R

. d T p? 3T
P0="73p [ V1~—rz—“—m—vgdn
"min

pri ¢emu kao gornju granicu uzimamo veliku konaénu veli¢inu R, imajuéi zatim u vidu prelaz
R - co. S obzirom na malu vrednost [ razlozi¢emo koren po stepenima U, a rmin priblizno
zamenjujemo sa p: R oy

- -

pdr __, 0 ~ Udr

r? 1—-P2- Bes mv.2 1—-91.

: 72 o0 2
e

‘ 2 . |
. Prvi integral posle prelaza na limes R — « daje 3 - Drugi pak integral prethodno transfor-
misemo parcijalno i dobivamo izraz ‘ .

Po =
e

o0

d
I="-‘2°Po_=2 9o j m v2, dr dr:—mvzw
0

VA—p dU 2p Tdu dr
(o]

koji je ekvivalentan formuli (20,3).
2. Odrediti efektivni presek rasipanja za male uglove u polju U =§1 (n > 0).

R é §enje. Prema formuli 720,3) imacéemo:

=}

. 2pan dr'
e o j

mok | Vg
] 7

2
P : . ; . 6 % ;
Zamenom — = u, integral dovodimo do Euler-ovog B-integrala, i izraZavamo ga pomocu
r

G-funkcije
20V = ( 2 ) .

%= Ty 0, o g= i
: , 2

Izrazavajuéi odavde p preko 6; i zamenjujuéi u (20,4), dobivamo:
n+1 2
i 2V x G(T) < | : :
o= G(n) Cmy % e‘_2(1 E 7),dol.

2

-



GLAVA V
MALA OSCILOVANJA

§ 21. Slobodno ravnomerno oscilovanje

Vrlo rasprostranjen tip kretama mehanic¢kih sistema predstavljaju takozvana
mala oscilovanja koja sistem vrsi u blizini svoga poloZaja stabilne ravnoteZe.
Posmatranje tih kretanja pocecemo sa na]prosn]lm slucajem, kada sistem ima
samo jedan stepen slobode.

Stabilnoj ravnotezi odgovara takav poloZaj sistema u kome njegova potenci-
jalna energija U(g) ima minimum; odstupanje od takvog poloZaja dovodi do

. . . - d U : v . - . ver - ’
pojavljivanja sile i koja tezi da sistem vrati. Oznacicemo sa g, odgovarajucu
vrednost generalisane koordinate. Za mala odstupanja od poloZaja ravnoteZe u redu -

razlike U (q) — U(g,) po stepenima g —g, dovoljno je .zadrzati prvi- ¢lan koji
nije jednak nuli. U op$tem slucaju takav ¢lan je drugog reda

U@ — U= % (@ —q0)%

gde je k pozitivni koeficijent [vrednost drugog izvoda U"(g) .kada‘ je g =g,

- Nadalje ¢emo potencijalnu energiju racunati od njene minimalne vrednosti (tj.

staviéemo da je U (g,) = 0) i uves¢emo oznaku

. x:q_QU (21,1)
za odstupanje koordinate od njene ravnoteZne vrednosti. Na taj nacin bice:
. e ,
U(x) = ;‘ , (21,2)

Kineticka energija sistema sa jednim stepenom slobode ima u opstem
slu¢aju oblik:

1 - 1 :
-2 B 2
7 a@g=—algx |
U toj istoj aproksimaciji dovoljno je zameniti funkciju a(g) jednostavno njenom
vredno$éu kada je g = g,. Uvodeti radi kratkoc¢e oznaku')
a(ay) = m, |

1) Napominjemo, medutim, da se veli¢ina m poklapa sa masom samo ako je x Descartes-
ova koordinata Cestice.
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definitivno dobivamo sledeéi izraz za Lagrange-ovu funkciju sistema koji vrsi
ravnomerna mala oscilovanjal: :

2 2
I ....aN (21,3)
2 2
Jedna¢ina kretanja koja odgovara toj funkciji, glasi
ili
x + wlx =0, (21:5)

gde je uvedena oznaka

" :Vﬁ- o (21,6)

Linearna diferencijalna jednacina (21,5) ima dva nezavisna reSenja: cos wf 1
sin wt, jer je njeno opste reSenje

. x=c,Cos®t+ casinmi. (21,7)
Ovaj izraz mozemo takode napisati i u o_blikuﬁ l

Cx=gcos(wita). o (21,8)

Kako je cos (wr + ) = cés wt cQé «—sin ot éin «, onda uporedenje sa (21,7)

pokazuje, da su proizvoljne konstante a i « povezane sa konstantama ¢, i ¢y relacijama

Cy

a=)d+& tga=— (21,9)

Na taj nadin u blizini polozaja stabilne ravnoteze sistem vrsi harmonijsko
oscilatorno kretanje. Koeficijent a uz periodi¢ni faktor (21,8) se naziva amplituda
oscilovanja, a argument kosinusa — njegova faza; o je prvobitna vrednost faze -
koja otevidno zavisi od izbora podetka ratunanja vremena. Veli¢ina « se naziva
cikliéna frekvencija oscilovanja. U teorijskoj fizici, uostalom, naziva se jednostavno
frekvencija, §to ¢emo u daljem Ciniti. '

Frekvencija je osnovna karakterissika oscilovanja, koja ne zavisi od pocetnih
uslova kretanja. Prema formuli (21,6) ona se isklju¢ivo odreduje svojstvima
mehanitkog sistema kao takvog. Medutim, napominjemo, da je to SVOjstvo
frekvencije vezano sa pretpostavkom 0 malim oscilovanima i is¢ezava pri prelazu
na vie aproksimacije. S matematicke tadke gledi$ta ono je vezano sa kvadratnom
zavisno§éu potencijalne energije od koordinate?.

"Energija sistema, koji vrsi mala oscilovanja, iznosi

'3 2 .y
E:—_.mzx_-.{_ k; ‘:_’;i(x2+m2x2)
ili, zamenjujuéi ovde (21,8): )
E=%mm2a2. | (21,10)

1) Takav sistem se &esto naziva linearnim osctlatorom.
%) Ono zbog toga ne postoji ako je u funkciji U (x) pri x =0 minimum viSeg reda,
tj. U~axn, n> 2 (V. zad. 2a, § 11). .
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Ona je proporcionalna kvadratu amplitude oscilovanja.

Zavisnost koordinate oscilatornog sistema od vremena Cesto se ispostavlja
kao pogodna da se prikaZe u obliku realnog dela kompleksnog izraza.

% = Rel 4, (21;11)
gde je A kompleksna konstanta. Ako je napiSemo u oliku
A= ad*, L (21,12)

vracamo se na izraz (21,8). Konstanta A se naziva kompleksna ampituda. Njen
modul se poklapa sa obi¢nom amplitudom, a argument —sa pocetnom fazom.

Operacija sa eksponencijalnim faktorima je u matemasickom pogledu pro-
stija nego sa trigometrijskim, jer diferenciranje ne menja njihov oblik. Kako
pri tome vr$imo samo linearne operacije (sabiranje, mnoZenje konstatnim koe-
ficijentima, diferenciranje, integriranje), moZemo uopste izostaviti oznaku za

realni deo, prelaze¢i na poslednji samo u definitivnom rezultatu izracunavanja.

Zadaci

1. Izraziti amplitudu i pofetnu fazu oscilovanja pomoéu poéetne vrednosti koordinate
i brzine: x, i 7.
Odgovor:

: 2
U, v
o=+ wam -
w

w X

‘9. Naéi odnos frekvencija @ i o’ oscilovanja dva dvoatomna molekula, koji se sastoje
iz atoma razli¢itih izotopa; mase atoma raspektivno iznose my, my i my. 1 mj.

Redenje. Kako atomi izotopa uzajamno dejstvuju na isti nadin, onda je k=~F".
Ulogu koeficijenta m u kinetikim energijama molekula igraju njihove redukovane mase. Prema

(21,6) nalazimo:

w' le my (my + mg)

‘3. Na¢i frekvenciju oscilovanja tatke mase m koja moZe da se krece po pravoj i pricvr-
%¢enoj na opruzi, Ciji je drugi kraj u¢vricen u tatki A na rastojanju [ od prave. Opruga, koja
ima duzinu [ istegnuta je silom F.

Resenje. Potencijalna energija opruge (sa tatno$¢u do _
malih veli¢ina viSeg reda) jednaka je proizvodu sile F sa izduZenjem A
! opruge, Kada je x < I, imatemo: o :

|
B x2 I
5l=VYPB 3t —la—m7> [
21 1]
' F x? ' _ mx? l[
pajeU= 737 - Kako je kinetitka energija —5—» onda ¢e bitt I
' ‘ |
w = i : .om r I
ml
S1. 22

4. To isto samo ako se tafka kreée po kruZnici poluprecnika
r (sl. 23.) . _
Refenje. U tom sluaju izduZenje opruge e biti (kada je ¢ < 1)

all=l[r2+(l+r)z—_ir(l+r)cbs¢—lﬂ~v Y B

5 Mehanika
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Kineti¢ka energija iznosi:
1 .
T = Zm r? 2.

o= VL(" +D,
rim

5. Naéi frekvenc:lju oscilovanja klatna prikazanog na sl. 2, ¢ija tatka
ve$anja moZe da vrii i kretanje u horizontalnom pravcu.

Refenje. Kada je ¢ €1 iz formule dobivene u zadatku 3 § 14,
nalazimo:

| Odavde ¢e frekvencija biti:

- mymyI* - My gl s
"=Zmtm® UY=72 %
Qdavde izlazi
- g (my + my) .
my 1

6. Odrediti oblik krive, pri oscilovanju duZ koje (u polju teze) frekvencija oscilovanja
ne zavisi od amplitude.

R esenje. Postavljeni uslov zadovoljavace takva kriva duZ koje ¢e pri kretanju potencijalna
A B

s
energija Cestica biti U = = > gde je s duZina luka koji se ratuna od poloZaja ravnoteZe.
ms?

Pri tom je kmeticka energija T = 5 (m je masa Cestice), a frekvencija oscilovanja bice

w= VE nezavisna od prvobitne vrednosti s. Ali u polju teZe bice U=mgy, gde je y
m 4 , .
vertikalna koordinata. Zbog toga cemo imati S =mgy ili

wz

_ — o2
zgS.

S druge strane je ds® = dx® 4+ dy?, odakle je:

x = J. V(%T: | dy = ”/E: dy.

Integriranje je zgodno izvestiti po$to izvr§imo zamenu

g . )
y= 4—0)2"(1 — cos ).
Tada dobivamo '
' g .
x= g2 E+sinf)

Te dve jednaline u parametarskom obliku odreduju jednadinu traZene krive. Ona predstavlja
cikloidu.

§ 22. Prinudna oscilovanja

Prelazimo na posmatranje oscilovanja u sistemu na- koji ' dejstvuje neko
promenljivo spolja$nje polje. Takva oscilovanja se nazivaju prinudna za razliku
od oscilovanja koja smo analizirali u prethodnom paragrafu — takozvana slobodna
oscilovanja. Kako se prema prethodnom pretpostavlja da su oscilovanja mala,
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samim tim se podrazumeva, da je spoljadnje polje dosta slabo, u protivnom
slu¢aju bi moglo izazvati suvise veliko pomeranje x.
d v K} e 1 =
U tom slu¢aju pored sopstvene potencijalne energije 5 kx? sistem ima jo$

potencijalnu energiju U, (x,¢) koja je povezana sa dejstvom spoljadnjeg polja.
Razlazuéi taj dopunski ¢lan u red po stepenima male veli¢ine x dobivamo:

Uel

x=0

Ue(x,8) =~ Ue(0,2) + x

Prvi ¢lan je funkcija samo od vremena i zbog toga moZe biti izbafen u
Lagrange-ovoj funkciji (kao totalni izvod po ¢ od neke druge funkcije vremena).

U drugom c¢lanu a—xe je spoljasnja ,sila“ koja dejstvuje na sistemu u ravnotez-

nom polozaju i predstavlja zadatu funkciju vremena, oznali¢emo je sa F(2).
Na taj nac¢in u potencijalnoj energiji se pojavljuje ¢lan xE(z), tako da ce
Lagrange-ova funkcija sistema biti:

mx2 k x>

== —ngp(:). 22,1)

Odgovarajuca jednacina kretanja je

L —

mx + kx = F (),
ili

X+ olx= ;11- F(), (22,2)

gde smo ponovo uveli frekvenciji » slobodnih oscilovanja.

Kako je poznato, opste re$enje nehomogene linearne diferencijalne jednacine
sa konstantnim koeflcuentima dobiva se u obliku sume dva izraza: x = x; + Xy,
gde je x, opSte reSenje homogene jednacine, x; parcijalni integral nehomogene
jednacine. U datom slucaju x, predstavlja slobodna oscilovanja, koja smo treti-
rali u prethodnom paragrafu.

Posmatra¢emo slu¢aj koji ima osobiti interes, kada je (prinudna sila) sila

koja stvara prinudno oscxlovan)e takode prosta periodi¢na funkcija vremena sa
nekom frekvencijom +:

F(r) =fcos(yt+ B). (22,3)
Parcijaini integral jedna¢ine (22,2) uzetemo u obliku x; = bcos(yz+ ) sa
istim periodiénim faktorom. Zamena u jednaini daje: b= ————3 doda-
. m(e* — %)

juéi re$enje homogene jednac¢ine, dobivamo opsti integral u obliku:

N S
m (w2 — v?)

Proizvoljne konstante a i « se odreduju iz pocetnih uslova.

x =acos(wt + «) + cos(yz + B). (22,4)

§*



68 ' Mala oscilovanja - _ [GL V

Na taj nacin, pod dejstvom periodi¢ne sile koja izaziva prinudno oscilovanje.
sistem vrsi kretanje koje predstavlja zbir -dva oscilovanja — sa sopstvenom
frekvencijom © i sa frekvencijom ove sile .

Resenje (22,4) ne prlmen;u}e se za sludaj takozvane rezonanczje, kada se
frekvencija sile koja izaziva prinudno oscilovanje poklapa sa. sopstvenom frek-
vencijom sistema. Za nalaZenje opSteg reSenja- jednaline kretanja u tom slucaju
napisaéemo izraz (22,4) sa odgovaraju¢im novim oznakama Kkonstanti u obliku:

x = acos(wt+ ) + [cos (v + B) — cos (wz + B)].

m (w? — y?)

Kada Y‘—»'m,. drugi Clan  daje neodredenost oblika 6' Razvijajuéi ga po L’ Hos-
pital-pravilu, dobivamo:

‘x—acos(mf-l—a)—l—

rsm (ot + B) (22 5)

Na taj nacin, u sluca)u rezonancue amphtuda osc110van;a raste lmearno u odnosu
na vreme (dotle, dok oscilovanja ne prestanu biti mala i sva izloZena teorija
se ne moze pr1men1t1) |

Ob)asmcemo jo$, kako izgledaju mala -oscilovanja u blizini rezonancije,
kada je v = @ -+ &, gde je € mala Vehcma Predstav1mo opste resen]e u kompleks-
nom obliku, kao

x = Aé® 4 Bei@+9t = (4 + Beiet) gior, (22,6)

. : ) ' ) x .
Kako se veli¢ina A4 + Be® malo menja u toku perioda N faktora ¢“r, onda se

kretanje u blizini rezonancije moZe smatrati kao mala oscilovanja, ali sa promen-
ljivom amplitudomD.
Ako poslednju oznac¢imo sa C 1macem0

IA + Beé*|.
~ Ako A i B prikazemo respektwno u ohku ae i be,IJS doblvamo
c2Ha2+b2+2abcos(st+B—a) : - hR2A)

Na taj nacin amplituda osciluje periodi¢no sa frekvencuom £, men]a]uc1
se medu granicama
la—b|<c<La+ b

Ova pojava se naziva bijenje.
Jednacina kretanja (22,2) moZe biti mtegnrana i u.opStem obliku pri

proizvoljnoj vrednosti s11e F (r) Ovo je lako ostvariti, ako j }e prethodno naplsemo
u obliku

: , ; i .
E?(x +iox) —ie(x +iex) = ~, F@;

ili
dg

1
—L:l}— —iwE = F([), - (22,8)

1) Men]a se takode ,konstantni® &lan u fazi oscﬂovan]a
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gde je uvedena kompleksna veli¢ina

E=x+iox. | (22,9)

Jednacina (22,8) nije drugog, ve¢ prvog reda. Bez desnog dela njeno reéenie
bi bilo § = A4e™* sa konstantom 4. Prema opstem pravilu, traziCemo reSenje

nehomogene jednaline u obliku & = A4 (f)e* i za funkciju A4(z) dobivamo
jednacinu: ‘ _

. A@) = -?;11— F(£) eiot,

Ako je integriramo, dobivamo reSenje jednacine (22,9) u obliku:
E = ef‘”‘{ JI—F(L‘) e—tdr + ED} . - (22,10)
0

gde je konstanta 1ntegr1ran)a EO uzeta tako,da predstavlja vrednost £ u momentu
r = 0. Ovo je traZeno .op$te resenje; funkcija x(t) je data 1mag1narn1m delom
izraza (22,10) (podeljenim sa iw)Y.

Energija sistema, koji vrsi prinudna osc110van1a, naravno ne odrzava se.
Sistem dobiva energiju na ratun izvora spoljasnje sile. Odredimo totalnu enegiju
koj ju sistem dobiva za sve vreme dejstva sile (od — oo do + o) pretpostavl;a]um
da je pocetna energija ]ednaka nuli. Prema. formuli (22,10) (sa donjom granicom
integriranja — oc umesto nule i sa & (— oo) = 0) imamo za ¢~ 00:

|E(00) |2 = — ) i .[ F(t)e—’“”dt\
S druge strane, energija sistema je data izrazom
E:%(&u w? x?) =%’-\§_|2. | (22,11)
Zamenjuju;’i ovde |&(o0)|? dobivamo trazenu predatu energiju u obliku:
_ 1] T F()e—otds| . " (22,12)
2m ‘ o :
— o0

Ona se odreduje kvadratom modula Fourier-ove kompononte sile F(z) sa frek-
vencijom, koja koja je jednaka sopstvenoj frekvenciji sistema.

Specijalno, ako spoljasnja sila dejstvuje samo u toku kratkog vremenskog

intervala (malog u poredenju sa —), onda mozemo staviti da je e"""“"-*l Tada

¢e: biti:
| .Ezz—lﬁ(j’F(t)dt) .

— G

Ovhj rezultat je od ranije ocigledan: on izrazava cm]emcu da kratkotrajna
sila saopstava sistemu impuls { Fdr, ne uspevaju¢i da za to vreme izvrSi znatno
pomeran}e

1) Razume se, pri tome sila F (t) mora biti napisana u realnom obliku.
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Zadaci

1. Odrediti prinudna oscilovanja sistema pod dejstvom sile F (¢), ako je u podetnom
momentu ¢ = 0 sistem u miru u poloZaju ravnoteZe (x = 0, x = 0) za slucajeve
a) F = const = F,.

Odgovor: x = %—(2-2- (1 —coswt); dejstvo konstantne sile dovodi do pomeranja
poloZaja ravnoteZze oko koga se vrdi oscilovanje.
b) F = at.
a .
Odgovor: X=_3 (wt —sin wi).
c) F = Fye—ot,

_ F, G
Odgo"orf X = et af) & s wt sin w 2),
d) F = Fyje—atcosBt.
Odgovor:
- F,
T e L GG L

+ %(mz + o + BY)sin wt + e—%[(0w? 4+ o® — B cos Bz — 2:1.[3 sin ,8),‘]}

(pri refavanju silu je zgodﬁo pisati u kompleksnom obliku F = F,e(—a+if)%),
2. Odrediti konatnu amplitudu oscilovanja sistema posle dejstva spoljainje sile, koja se

F,t : .
— kada je 0<t<T, F=F, kada je t>T

(sl. 24); do momenta ¢ = 0 sistem se nalaz u miru u poloZaju ravnoteZe.

menja po zakonu F = 0 kada je <0, F=

13

|

F-'._

o

¥

Sl 24 SL. 25

_ Refenje. U intervalu vremena 0 < < T oscilovanja, koja zadovoljavaju pocetni
uslov, imaju oblik ‘

0 .
Xy (wt—sinwi).

Kada je t > T trazi¢emo refenje u obliku:

F
x=ccosw(t—T1)+ cgsinw(®—7T) + mzjg-
Iz uslova kontinualnosti x i x kada je ¢ = T, nalazimo:
0 . 0
Clz_mSIanb CQ=W(I_CDSCDT_).‘

Pri tom ¢e amplituda oscilovanja biti

- 2F, ., oT
a=|ci+e="1F3sin 5 -

Napominjemo da je ona utoliko manja, ukoliko se sporije “ukljutuje” sila F, (tj. ukolike
je veée T). :
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3, To isto za sluaj konstantne sile F, koja dejstvuje u toku ograniCenog vremena
T (sl. 25). 7 ‘

Re$enje moZzemo naci kao u zad. 2, ali jod jednostavnije koriste¢i formulu (22,10).
Kada je ¢ > T imamo slobodna oscilovanja oko poloZaja x = 0; pri tom

i
E = _IE_ giwt e—iotdt = _Fo (1 — g—inT) giwt,
m tmw '

0

Kvadrat modula £ daje amplitudu prema formuli | E|? = a® w® Kao rezultat dobivamo:

4. To isto u slutaju sile, koja dejstvuje u toku vremena od nule do T prema zakonu
Fyt
F=-F (sl. 26).

Refenje. Na isti nain dobivamo:

F , :
- —T-”—:F |o*T? —20TsineT +2(1 —cos o).

: 2x
5. To isto u sludaju sile, koja se u toku vremena menja od nule do T' = = P zakonu

F =F, sinwt (sl. 27). .

F ‘ F
Fo
t il
¥ N4
SL. 26 | Sl 27

Resle ni e. Ako zam>nimo u (22,10)

; Fy . . .
F(t) = Fysin ot = =i (eiot — e— iwt)

integriramo od nule do 7', dobivamo:

§ 23. Oscilovanje sistema sa vife stepena slobode

Teorija slobodnih oscilovanja sistema sa nekoliko (5) stepena slobode stvara
se analogno onome kako su u § 21 tretirana linearna oscilovanja. '

Neka potencijalna energija sistema U kao funkcija generalisanih koordinata
gi (i =1,2,---,5) ima minimum kada je gi = - Uvodeéi mala pomeranja  ~

(23,1)

Xi = gi — qip
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i razlazu¢i u odnosu na njih U s ta¢no$éu do ¢lanova drugog reda, dobi¢emo
potencijalnu energiju u obliku pozitivho definisanje kvadratne forme:

®
= ;ZA Rik xi Xn, (23,2)
i, k :

gde ponovo racunamo potencijalnu energiju od njene minimalne vrednosti. Kako
koeficijenti ki i kw ulaze u (23,2) pomnoZeni jednom. . istom veli¢inom x;xg,
onda je jasno, da ih mozemo uvek smatrali simetri¢nim po indeksima

ko = R,

U kineti¢nu energiju, koja u opstem slucaju ima oblik

l - .
7 E_k air (9) gi g

[vidi (5,5)] stavljamo da je za koeficijente ¢; = gi, 1, oznacavaju¢i konstante
air (g,) pomocu mix, dobivamo je u obliku pozitivno definisane kvadratne forme

— W
%L Mik Xi Xk. ‘ (23,3)
i, k :

Koeficijente mix mozemo takode uvek smatrati simetri¢nim prema indeksima
Mk = Mki.

Na taj nacin, Lagrange-ova funkcija sistema, koji vr3i mala slobodna oscilovanja,
bice:

— .
iy = Z‘ (mir xi X1 — Rir Xi Xg). (23,4)
i, R .

Sastavimo sada jedna¢ine kretanja. Za definisanje izvoda koji u nph ulaze,
napisacemo totalni diferencijal Lagrange—ove funkcije:

dl = 5 Z(m:k xzdxk -+ mir xk dx: — Rir xi dxr — Rig Xn dxz)

1,

Kako veli¢ina sume, razumljivo, ne zavisi od oznaka indeksa sumiranja,
promeni¢émo u prvom i tre¢em cClanu u zagradama ¢ sa &, a k sa 7. Uzimajuci
u obzir pri tom simetri¢nost koeficijenta mix i kir, dobivamo: ,

dL = Z (i x doxi — Rip x dxi).

l)

Odavde je jasno, da je

k
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Prema tome Lagrange-ove jednadine bice

: 5 . TR
Z Mik Xk + L Rigxr = 0. (23,5)
% % ,

One predstavljaju sistem s (i =1,2,--,5) linearnih homogenih dlferenm—
jalnih jednacina sa konstantnim koeflcuentlma

Prema op$tim pravilima refenja takvih jednadina traZi¢emo s nepoznatih
funkcua xx(2) u obliku: ‘

Xy = Ay e, | (23,6)

gde su Ar neke, za sada neodredene, konstante, Zamenjujuéi (23,6). u sistem
(23,5) dobivamo posle skracivanja sa e’ sistem linearnih homogenih algebarskih
jednacina koje moraju zadovoljavati konstante Ag:

Z (— w?*mix + ki) Ar= 0. : (23,7)

Da bi taj sistem imao resen]a razhc1ta od nule, njegova determinanta treba
da bude jednaka nuli: '

| Bir — @® mip !_:—— 0. (23,8)

Jednacina (23,8), takozvana karakteristiéna jednacina — predstavija jednadinu
stepena s u odnosu na 0% Ona ima u opstem slucaju s razli¢itih realnih
pozitivnih korena wj, « = 1,2,:--,s5) (u specijalnim sluca]evuna neki od tih
korena mogu se poklapati). Tako defmlsan]e vehcme Wy nazwa]u se . svojstvene
frekvencije sistema.

Realnost i pozmvnost korena jednacine (23,8) su od ranije ocigledni
zbog fizickih -razloga. I zaista, postojanje u w imaginarnog dela, oznalavalo' bi

postojanje u vremenskoj zavisnosti od koordinata x: (a sa njima i brzina xk)
faktora koji eksponencualno raste. All postojanje takvog faktora u datom sluca;u
nije dozvoljeno, jer bi dovelo do promene totalne energue E= U+ T sistema
u toku vremena, §to je u protivrecnosti sa zakonom njenog odrZanja.

U to se mozemo uveriti i ¢isto matematickim putem. Pomnozivsi jednac¢inu
(23,7) sa A% i izvr$ivsi sumiranje po 7, dobivamo

Z (— w2mix + kix) AF Ae'= 0,
‘ ik

odakle je
E kgk A* Ak
3 m;k A Ak

(02 e

Kvadratni oblici u brojitelju i 1men1te1;u ovog izraz su realni, zbog real—
nosti i simetri¢nosti koeficijenata ki i mur, pa je

(Z kir A} Ak) = Z kir Ai A, :Z kri Ai A, :Z kit Ak A7 .
i, k i, k ik i, k L
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Oni su takode u sustini pozitivni, a zbog toga je pozitivno i w?D.

Posto su nadene frekvencije w,, zamenjujuéi-svaku od njih u jednacine
(23,7) moZemo naci odgovarajuce vrednosti koeficijenata Ax. Ako su svi koreni
karakteristiCne jednacine razlic¢iti, onda su, kako je poznato, koeficijenti A
proporcionalni minorima determinante (23,8) u kojoj je w zamenjeno odgova-
raju¢om vrednodcu.w,; ozna¢imo te minore sa Ag,. Parcijalno reSenje sistema
diferencijalnih jednacina (23,5) ima, prema tome, oblik

Xy = Ny, G, % ¢

gde je C,— proizvoljna (kompleksna) konstanta.

Opste reSenje j: dato sumom svih s parcijalnih reSenja. Prelazeéi na
realni deo, napisa¢emo ga u obliku

‘ sj .. .
Xk = Re{ Z Aktx Ccz eiwat}EZ Aka ea ) (23:9)

a=1
gde smo uveli oznaku
B, = Re{Cy%). (23,10)
Na taj na¢in promena svake koordinate predstavlja dodavanje s prostih
periodicnih oscilacija ©;, O, -+, 0; sa proizvoljnim amplitudama i fazama, ali

koje imaju potpuno odredene frekvenm]e ;

Prirodno nastaje pitanje, nije i moguéno uzeti generalisane koordinate
tako, da bi svaka od njih vrsila samo jedno prosto oscilovanje? Sam oblik
opsteg integrala (23,9) ukazuje put za reSenje toga zadatka.

U samoj stvari, posmatrajuci s relacija (23,9) kao sistem jednacina sa s nepo-
znatih veli¢ina 0,, moZzemo reSavajuéi taj sistem izraziti veli¢ine @,, ®,, ---, O
pomoc¢u koordinata x;, X, ---,%;. Prema tome veli¢ine ®, moZemo smatrati kao
nove generalisane koordinate. Te koordinate se nazivaju normalne (ili glavne),
a jednostavna periodi¢na oscilovanja koja one srie, “nazivaju se — normalna
oscilovanja sistema.

Normalne koordinate ®a zadovoljavaju, kako izlazi iz njihov definicije,
jednadine

B+ wiO, = 0. (23,11)

To znac¢i da se u normalnim koordinatama jednaline kretanja raspadaju na s
uzajamno nezavisnih ]ednacma Ubrzanje svake normalne koordinate zavisi samo
od vrednosti te iste koordinate, i za potpuno defi 1msan]e njene zavisnosti od vremena,
potrebno je znati samo njene pocetne vrednosti i odgovarajuce brzine. Drugim
re¢ima, normalna oscilovanja sistema su potpuno nezavisna.

1) Pozitivha odredenost kvadratne forme, koja je sastavljena iz koeficijenta %, oCevidna
je iz njihove definicije u (23,2) za realne vrednosti promenljivih. Ali ako napiSemo kompleksne
veli¢ine Ar u eksplicitnom obliku kao ag + ibr dobivamo (ponovo zbog simstri¢nosti k;z):

E kip A7 Ap = 2 kik (@i —ib;) (ap + 1bg) = E  kipaiar + E ki, b; br,
i,k i, k i,k

tj. sumu dva pozitivno definisana oblika.



§ 23] Oscilovanje sistema sa viSe stepena slobode 75

Iz izloZenog je otigledno, da se Lagrange-ova funkcija, koja je izraZena pomo-
‘¢u normalnih koordinata, raspada na sumu izraza od kojih svaki odgovara
jednodimenzionalnom oscilovanju sa jednom od frekvencija wa, tj. ima oblik

L=) e (6h— wiel), (23,12)

gde su m, pozitivne konstante. Sa matemati¢kog gledista to znadi, da se transfor-
macijom (23,9) obe kvadratne forme — kineticka energija (23,3) i potencijalna
(23,2) — jednovremeno dovode na dijagonalni oblik. ‘

Obi¢no se normalne koordinate uzimaju tako, da koeficijenti uz kvadrate
brzina u Lagrange-ovoj funkciji budu jednaki jedinici. U tom cilju dovoljno je
odrediti normalne koordinate (oznali¢emo ih sada Q.) jednafinama

Qa = llfnTa ®a . v (23,13)
Tada ¢e biti

= ;Z (@i — @t 2

Sve izloZeno se malo menja u sluéaju, kada medu korenima karakteristi¢ne
jednatine ‘postoje koreni koji se mogu skratiti. Ops$ti oblik (23,9) i (23,10)
integrala jednacine kretanja ostaje isti (sa istim brojem s ¢lanova), samo s tom
razlikom da koeficijenti A, koji odgovaraju viSestrukim (multiplumima) frekvencija-
ma nisu vi$e minori determinante, koji, kao $to je poznato, u tom slucaju ostaju
jednaki nuli®.

Svakoj viSestrukoj (ili ‘kako se kaZe, degenerisanoj) frekvenciji odgovara
toliko razli¢itih normalnih koordinata, kojeg je stepena mnogostrukost, ali izbor
tih normalnih koordinata nije jednoznatan. Kako u Kkinetickoj i potencijalnoj

energiji normalne koordinate (sa jednakim w,) ulaze sume £ Q i X 0., koje se
podjednako transformi$u, to ih moZemo podvrgnuti ma kakvoj linearnoj transfor-
maciji pri kojoj suma kvadrata ostaje invarijantna.

Vrlo jednostavno je nalaZenje normalnih koordinata za trodimenzionalna
oscilovanja jedne materijalne tacke, koja se nalazi u konstantnom spoljasnjem
polju. Pomeraju¢i koordinatni pocetak Descartes-ovog sistema u tacku sa mini-
malnom potencijalnom energijom U (x, Y5 25), dobi¢emo poslednju u obliku
kvadratne forme promenljivih x,y,z, a kineticka energija

T:%(&2+§2+éﬂ)'

(m je masa Cestice), ne zavisi od izbora orijentacije koordinatnih osa. Zbog
toga odgovarajuéim obrtanjem osa, treba samo potencijalnu energiju dovesti na
dijagonalni oblik. Onda je:

L=T@tyt B —ymethy+ ks, Q10

1) Nemoguénost nastajanja u op$tem integralu &lanova, koji sadrfe uporedo sa ekspo-
nencijalnim i stepenske vremenske faktore, otigledna je na osnovu istih fizi¢kih predstava, koje
iskljutuju postojanje kompleksnih ,frekvencija’”: postojanje takvih &lanova bi protivregilo za-
konu odrZanja energije. '
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a oscilovanja duz 0sa X,, 2, su glavna sa frekvencijama

1 2
O i W, = =P, — - 3
1 Vma 2 Vm: Us V

U specijalnom slucaju centralno-simetrinog polja (k, = k&, = k3 =k,
2 '
I/ = Tr) ove tri frekvencije se poklapaju (vidi zad. 3).

Koris$¢enje normalnih koordinata daje moguénost da se zadatak o prinudnim
oscilovanjima sistema sa nekoliko stepena slobode svede na zadatke o linearnim
prinudnim oscilovanjima. Lagrange-ova funkcija sistema, sa uzimanjem u obzir
promenljivih spolja$njih sila, koje na njega dejstvuju, ima oblik

L= Ly —{—Z Fr (1) xk, (23,15)
k

gde je L, Lagrange-ova funkcija slobodnih oscilovanja. Uvodeéi umesto koordi-
nata xg normalne koordinate, dobivamo

L= 2Z(Qa <UuQa)+Zfa(t) 0. g

gde je uvedeno oznalavanje

BACE LFk (z) A’““o

Prema tome jednacine kretan]a

Ot 0l Qu=Fu® - (23,17)

sadrzavace samo po jednu nepoznatu funkciju Qu(2).

Zadaci

1. Odrediti oscilovanje sistema sa dva stepena slobode ako je njegova Lagrange-ova funkcija
' 1 .« . wl , ' A
. _ Li="g(* +5) — *20--(962 + 3% + axy

(dva ista linearna sistema sa sopstvenim frekvencijama «, povezana uzajamnim dejstvom — exy).
Redenje. Jednadine kretanja bice:

;—!—mﬁx:ay, §+m§y=ax.
Zamena (23,6) daje:
Ay (02 — o) =ady, Ay(w)—o?)= adsy.
Karakteristi¢na jednadina je (o, — w?)? = a?, odakle izlazi:
0w =owi—a of =0+ a '
Kada w = ;, jednadine (1) daju A, = Ay, a kada je © = wy, Ax=—4dy. ‘Zbog_'toga bice

‘ -
=ﬁ(Q1+ Qs ¥= ﬁ(gl_ Q)
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- 1 % ‘
(koeficijent “V.—E odgovara normiranju normalnih koordinata koje je navedeno u tekstu).

Kada je « < wy? (slaba veza) imademo;

o - o
W R Wy — 5, m2%w0+7'

Promena X1y Ppredstavlja u tom slu¢aju slaganje dva oscilovanja sa bliskim frekvencijama tj.
imaju karakter bijenja sa frekvencijom @y — @y = a (v.§22). Pritom, u momentu, kada ampli-
tuda koordinate prolazi kroz maksimum, amplituda y prolazi kroz minimum i obratno.

2. Odrediti mala oscilovanja dvostrukog klatna u ravni (sl. 1).

Refenje. Za mala oscilovanja (91 < 1,9, <€ 1) Lagrange-ova funkcija koja je nadena
u zadatku 1. § 5, dobiva oblik:

my + my My my + miy

. . . . m ' '
L=—"5""lel+ 5 Bel+t mhbhogy——5ghol — 3 gl

Jednaédine kretanja su:

(my + my) I, &;1 + my Iy ;i;z + (my + my) g9y = 0,

B . Loy + o, + g9, =0.
Posle zamene (23,6), bice:

Ay (m+my) (g — L w?) — Ay 2myly =0,
— A L6 Ay — lyeo®) = 0.

Koreni karakteristi¢ne jednadine su:

g . : ' ——
@i, = W {{(ml + my) (I + L) 4= | (my +.my) [(my + my) h+ LY —4m L L]} .

Kada m; —» oo frekvencije teZe Iimesima-]/li i V?, koji‘ odgovaraju nezavisnim oscilovanjima
: 1 2 ;
dva Kklatna.
2

. o ke . .
3. Naéi trajektoriju kretanja &estice u centralnom polju U = -5 (takozvani prostorni

oscilator).

ReSenje Kao i u svakom centralnom polju, kretanje se vr§i u jednoj ravmi, koju
uzimamo kao ravan x,y. Promena svake od koordinata x, y je prosto oscilovanje sa jednakim

frekvencijama o = Vﬁ : ' |

m
x=acos (ot + a), y =bcos (ot + B),
ili o
X = acos g, y="bcos(p+ 8) =bcosd cosp —bsin § sing,

gde su uvedene oznake ¢ = wt + «, § = 8 — a. Ako odavde odredimo cos@ i sing i obrz-
zujemo zbir njihovih kvadrata, dobivamo jedna&inu trajektorije:

x2 i 2xy
e A — — qin2
z + 7z s cosa-_sm.a.

Ovo je elipsa sa centrom u koordinatnom pocetkul). Kada je 8=0 ili =, trajektorija se
degenerife u otselak prave. ‘

2
1) Cinjenica da se u polju sa potencijalnom energijom U = —— kretanje vr$i po zat-

vorenoj krivoj, veé je bila pomenuta u § 14.
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§ 24. Oscilovanje molekula

Ako imamo posla sa sistemom Cestica koje medusobno dejstvuju, ali se
ne nalaze u spoljaénjem polju, onda njegovi stepeni slobode nemaju svi oscilatorni
karakter. Tipi¢an primer takvih sistema kretanja su molekuli. Pored kretanja,
koja predstavljaju oscilovanja atoma oko njihovih poloZaja ravnoteZe unutar
molekula, molekul kao celina moze da vrsi translatorno i rotaciono kretanje.

Translatornom kretanju odgovaraju tri stepena slobode. Toliko isto ima u
opitem sludaju rotacionih stepena slobode, tako da od 3n stepena n-atomskog
molekula svega 3n—©6 odgovaraju oscllatornom kretanju. Izuzetak ¢ine molekuli
u kojima su svi atomi postavljeni du$ jedne prave. Kako nema smisla govoriti
o rotaciji oko te prave, to rotacionih stepena slobode u tom slucaju ima svega
dva, tako da oscilatornih ima 37— 3. |

Pri re$avanju mehani¢kog zadatka o oscilovanjima molekula, korisno je od
samog pocetka iskljuciti iz razmatranja translatorne i rotacione stepene slobode.

Da bismo isklucili translatorno kretanje treba smatrati da je totalni impuls
molekula jednak nuli. Kako taj uslov oznalava nepokretnost centra inercije
molekula onda ga moZemo izraziti u obliku konstatnosti triju koordinata posled~

—

njeg. Ako stavimo 74 = ray + ua (gde je 74 radijus-vektor nepokretnog polozaja

ravnotele a-tog atoma, a s Njegovo odstupanje od toga poloZaja); predstavi-

¢emo uslov
— . —
2 Ma¥a — COI‘lSt = Wgq rao

Z ity = D (24,1)

Da bismo iskljucili rotaciju molekula, treba staviti da je njegov totalni moment
impulsa jednak nuli. Kako moment nije totalni izvod po vremenu od ma koje
funkcije koordinata, onda uslov njegovog is¢ezavanja ne moze biti, op$te uzev,
izrazen u obliku izjednatavanja sa nulom takve funkcije. Medutim, sluc¢aj malih
oscilovanja upravo predstavlja izuzetak. U samoj stvari, stavljaju¢i ponovo

— — —

Yo = Tay + Ua 1 Zanemarujuci male veli¢ine drugog reda u odnosu na pomeranje

u obliku:

ua, predstaviéemo moment impulsa molekula u obliku:

— — — — —-'» d — —
M ZZ Ma(ra X ‘Ua) %Z Ma (Tag X ua) — EZ Mg (?‘a{) X Ha).

Uslov da on bude jednak nuli u toj aproksimaciji se moze, prema tome, predsté—
viti u obliku :

Z ma (rao >< ua) — O (2432)

(koordinatni pocetak pri tom moZe biti proizvoljno uzet).

Normalna oscilovanja molekula mogu biti klasificirana prema karakteru
kretanja atoma u njima na osnovu rezonovanja vezanih za. simetriju polozaja
atoma u molekulu (u poloZajima ravnoteze). U tu svrhu postoji opsti metod,
osnovan na koris¢enju teorije grupa; on je izloZen u drugom tomu ovoga kursab.
Ovde ¢emo analizirati samo izvesne elementarne slucajeve.

1) Vidi ,Kvantna mehanika”, t. 3.
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Ako se svih » atoma molekula nalaze u jednoj ravni, onda se mogu
razlikovati normalna oscilovanja, koja zadrzavaju atome u toj ravni, i normalna
oscilovanja, pri kojima atomi izlaze iz ravni. Lako je odrediti broj jednih i
drugih. Kako za kretanje u ravni postoji svega 2n stepena slobode od kojih dva
translatorna i jedan rotacioni, onda broj normalnih oscilovanja koja ne izvode
atome iz ravni iznosi: 2n— 3. Ostalih (3# —6) — (2n—3) = n— 3 oscilatornih
stepena slobode odgovaraju oscilovanjima koja izvode atome iz ravni.

U slucaju linearnog molekula moZemo razlikovati longitudinalna oscilovanja,
koja mu odrzavaju pravolinijki oblik i oscilovanja, koja izvode atome sa prave
linije. Kako kretanju n Cestica po liniji odgovara svega »n stepena slobode,
od kojih je jedan translatorni, onda broj oscilovanja, koja ne izvode sa prave,
iznosi n— 1. Kako je ukupan broj osciluju¢ih stepena slobode linijskog mole-
3n— 5, to postoje 2n— 4 oscilacije, koje izvode atome sa prave. Medutim,
ovim oscilovanjima odgovaraju svega n — 2 razliCite frekvencije, jer svako takvo
oscilovanje moZe se realizovati na dva nezavisna nacina—u dve uzajamno
normalne ravni (koje prolaze kroz osu molekula); na osnovu principa simetrije,
otigledno je, da svaki takav par normalnih oscilovanja ima istu frekvenciju.

ZadaciV

1. Odrediti frekvenciju oscilovanja linearnog troatomskog simetri¢ng molekula A B (sl. 28)-
Predpostavlja se, da potencijalna energija molekula zavisi samo od rastojanja A — B i B — 4
iod ugla ABA.

Redenje. Longitudinalna pomeranja atoma X, Xy

x, su zbog (24,1) vezana relacijom: ? L 52 L
4

d

ma (%, + X3) + mp x, = O

Pomoé¢u nje eliminifemo x, iz Lagrange-ove funkcije longi- o
tudinalnog kretanja molekula '
«-'—o———-——o-b
mA o2 . o mB . & kl 5 " - b)
L=_2_ (x1+x3)+7x2—7[(x1—x2) + (x5 — %3)%], o L ¢)

; /

posle toga uvodimo nove koordinate:

Sl. 28
Qa = %1 + X, Qs = x; — X3

Kao rezultat dobivamo:

map - ky p?

o map ma '2‘__ﬁ_ &_ﬁ 2

(s = 2my4 + mp je masa molekula). Odavde se vidi da su Qg i Qs normalne koordinate (sa
tatno¥éu do normiranja). Koordinata Q, odgovara antisimetricnom oscilovanju u odnosu na
sredinu molekula (x; = x3; sl. 28, a) sa frekvencijom:

(_Qa =Vﬁlﬁ M
m4q mp

Koordinata Qg odgovara simetri¢nom (x; = — x3; sl. 28, b) oscilovanju sa frekvencijom
Ry
mA

Wg =

1) Izralunavanja oscilovanja sloZenijih molekula mogu se naéi u knjigama: M. B. Boa-
kernuimiesin, M. A. Envsuesus, B. H. Ciueiianos, Oscilovanja molekula, Tocrexmspar, 1949.;
B. Tepybepi, Oscilatorni i rotacioni spektri videatomnih molekula, FIMJI, 1949.
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Transverzalna pomeranja atoma Vi, Vas Y3 zbog (24,1) i (24,2) su vezana relacijama

ma (¥, + ) +mBY: = 0, =2

(simetri¢no oscilovanje savijanja, sl. 28, c). Potencijalnu energiju savijanja molekula napisacemo
289
: 2 . . : i .
u obliku 5 s gde je 3 odstupanje ugla ABA od vrednosti w; ono se izrazava pomocu

pomeranja prema relaciji
1
6 = T (v —y2) + (93 — ¥a)]

Izréi_avajuéi sva pomeranja Y, VaYs pomo¢u 3, dobicemo Lagrange-ovu funkciju trans-
verzalnog oscilovanja u obliku

maq . mp * ko 12 mamB _ * ko I2
L='2—(y?+y§)+fz-yi——j—ﬁa=T1252——2—62,

g odavde je frekvencija
i :V 2k p .
mA mB
SR (Y 2. Isto to za molekul 4B A trougaonog oblika,
8 (sl. 29).
Redenje. Zbog (24,1)1 (24,2) komponente
@ pomeranja u atoma u pravcima X i Y (sl, 29) vezane

su relacijama

ma (% + X3) + mB Xy = 0,

. b
| \ﬁ// ma G+ 39 + mEs = 0
/\/ cl sin o (y —9) — cos & (fy gl =
"\
. Promene Sil i 8l, rastojanja A — B i B — A dobivaju
- = — —r
Sl. 29 se projektovanjem vektora u; — U, i uy — i na pravce

linija AB i BA4;
8l = (3 —x)sina + (Y1 — ) €S &
3l = — (x3 — X,) Sin 0..\-‘1- (s — ¥) €OS L.

Promena ugla AB A se dobiva projektovanjem istih vektora na pravac koji je normalan na‘
odsetke AB i BA: e . s

1 1 )
3= ¥i [(x, — %) cOs & — (V1 —ypsinal + [ — (x5 — xa) COS @ —-'(ya — y,) sin a].
Lagrange-ova funkcija molekula bice:

Y mp k ky 12
L=="@+u)+ 7 4 — - BB+ 31D — 5%

Uvedimo nove koordinate

Qa = % + X3 gsy = X1 — %35 gsp =1 T .’)’3-;
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-

Komponente vektora u se izraZavaju pomoc¢u njih prema relacijama

JER | 1 my
0= (Qa + gs1)° X5 =g (Qa - 41, = mpg 2as
' 1 1 mq
Y1="75 (@ + Qactga) V3= 75 @n—Qactga),  yy=— mp T2

a za Lagrange-ovu funkciju posle izradunavanja dobivamo

my 2m4 1
L= ‘mp sin? «

. mq - maqp -
4 )Q§+-4 qn+mqfa—

ky (2mgq 1 2my gs :
— Q- (7,;3' + Sipt a‘) (1 e sm%.) - —;1 (Ry sin® o + 2k, cos? o) —

p . B s
— g% W (ky cos® a + 2k, sin® o) + g5y gso Fmg (2ky — ky) sin a.

~ Odavde je otigledno, da koordinata Q, odgovara normalnom oscilovanju sa frekvencijom

i Ry i 271»::1‘1_2 ‘
ma—mA -i—mBsm’u 3

koje je antisimetriéno u odnosu na osu Y (x; = x4, y; = — y,; sl. 29a).

Koordinate g5, i g5y istovremeno vaZe za dva oscilovanja simetrina u odnosu na osu
Y: %= —x3, vy =235 8. 29, b i ¢, Cije se frekvencije wy, i ws, odreduju kao koreni karak-
teristiCne jednacine, koja je kvadratna (po w?)

, ky 2my 2k 2my 2k, ky
4 2| = oy 2 = - qin2 e .
© m[mA(I+chosu)+mAI+mBsma) —I—MBmil = Q.
Kada je 2« = = sve frekvencije se poklapaju sa frekvencijama u zadatku 1.

3. Isto to za linearni nesimetri¢ni molekul ABC (sl. 30).

" ReSenje. Longitudinalna (x) i transverzalna (v) po-
meranja atoma vezani su relacijama 3 UL Z L 1

mA Xy + mpxy +mcxy =0, mqy, +mpy,+mcy; =0, .
malyy, = mclyy,.
Potencijalnu energiju iztezanja i savijanja napisa¢emo u obliku:
ky k1 ky 12
T CING ‘|'__2” (8% + T 32

(2l = I, + L,). Izratunavanja, koja su analogna izralunavanjima izvrienim u zadatku 2, dovode
do vrednosti

kRPE(B B 4r
T RE \me T mq T mp

za frekvenciju transverzalnog oscilovanja i do kvadratne (po ®?) jednaline

1 1 1 1 wk B
m“—mz[kl(a"w_g) Rl (m—B + 'm¢)]+m= i

za frekvencije w;, 1 wj, dva longitudinalna oscilovanja.

6 Mehanika
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§ 25. Prigufena oscilovanja

Do sada smo uvek podrazmevali da se kretanje tela vréi u vakuumu ili da se
uticaj sredine na kretanje moze zanemariti. U stvari, pri kretanju tela u sredini
ova pruza otpor, teze¢i da uspori kretanje. Energija tela koje se krece, pri tom
na kraju krajeva, prelazi u toplotu, ili kako se kaze, rasipa se (nastaje disipacija).

Proces kretanja u tim uslovima ve¢ nije ¢isto mehani¢ki proces pa je za
njegovo analiziranje potrebno uzeti u obzir kretanje same sredine i unutra$nje
toplotno stanje, kako sredine, tako i tela. Specijalno, ve¢ se ne moZe konstato-
vati u opstem slucaju da je ubrzanje tela u kretanju funkcija samo njegovih
koordinata i brzine u datom momentu, tj. ne postoje jednacine kretanja u tom
smislu, kakav imaju u mehanici. Na taj natin zadatak o kretanju tela u sredini
veé nije zadatak mehanike. . ‘

Medutim, postoji odredena kategorija slu¢ajeva, kada kretanje u sredini
moze biti priblizno opisano pomo¢u mehanickih jednatina kretanja uvodenjem
u njim odredenih dopunskih ¢lanova. Ovde dolaze oscilovanja sa frekvencijama,
koje su male u odnosu na frekvencije karakteristi¢ne za unutrainje disipativne
procese u sredini. Pri ispunjenju toga uslova, moZe se smatrati da na telo
dejstvuje ,,stla trenja”, koja zavisi samo od njegove brzine (za datu homogenu
sredinu). | :

Ako je pri tom ova brzina dosta mala, onda silu trenja moZemo razloZiti
po stepenima u odnosu na nju. Nulti ¢lan reda je jednak nuli, jer na nepokretno
telo ne dejstvuje nikakva sila trenja, i prvi ¢lan, koji nije jednak nuli, propor-
cionalan je brzini. Na taj natin generalisanu silu trenja fie, koja dejstvuje na .
sistem, koji vrsi linearna mala oscilovanja sa generalisanom koordinantom X,
moZemo napisati u obliku

Fre = — 0%,

gde je o pozitivni koeficijent, a znak minus pokazuje da sila dejstvuje u stranu
' koja je suprotna brzini. Dodajuéi tu silu na desnu stranu jednatine kretanja,
dobivamo [upor. (21,4)]:

mx = — kx — ax. o (25;1)
Podeli¢emo je sa m 1 uveséemo oznake

ol =2 - (25,2)

m m

w, je frekvencija slobodnih oscilovanja sistema u odsustvu trenja. Veli¢ina A se
naziva eksponent (ili dekrement) (slabljenja) priguSivanja (atenuacije, slabljenja).
Na taj nacin imamo jednacinu:

¥+ 2:x + wdx = 0. (25,3)

Prema op$tim pravilima re$avanja linearnih jednaclina se konstantnim koeficijen-
tima, staviéemo x = ¢ i imacemo za 7 karakteristi¢nu jednalinu:

2 4+ 2ar + wj = 0.
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odavde izlazi
P, =—A+ [ R—wl.
Opste resenje jednacine (25,3) je:
X = Cl erlr“}_ C2 er“-‘.

Ovde treba razlikovati dva slucaja.

Ako je A< w,, onda imamo dve kompleksno-konjugovane vrednosti za r.
Opste redenje jednacine kretanja u tom sludaju moze biti predstavljeno u obliku:

x = Re{d exp(—rt + i|[ w2 —2%0)},
gde je A proizvoljna kompleksna konstanta. Inae moZemo napisati relaciju:

x = ae—* cos (wt + a), = chwz——?, (25,4)

gde su a i « realne konstante. Kretanje izraZeno ovim formulama predstavlja
takozvana priguena oscilovanja. MoZemo ga smatrati kao harmonijska oscilovanja
sa amplitudom Kkoja eksponencijalno opada. Brzina opadanja amplitude se
odreduje eksponentom A, a ,frekvencija®“ w oscilovanja je manja od frekvencije
slobodnih oscilovanja u odsustvu trenja; kada je A < w, razlika izmedu w i w,
je mala veli¢ina drugog reda. Smanjenje frekvencije pri trenju trebalo je od
ranije oc¢ekivati, jer trenje uopste zadrzava kretanje.

. ; 2 : 5
Ako je A< w,, onda se za vreme jednog perioda (—: amplituda priguse-

nog oscilovanja skoro ne menja. U tom slu¢aju, ima smisla posmatrati srednju
(u odnosu na period) vrednost kvadrata koordinate i brzine, zanemarujuéi pri
dovodenju na srednju vrednost promenu faktora e—*:. Ovi srednji kvadrati,
oZigledno su proporcionalni sa ¢—“**, Zbog toga i srednja vrednost energije
sistema opada prema zakonu:

E = Eje—, . (25,5)

gde je E, pocetna vrednost energije.

Neka je sada 7\> w,. Tada su obe vrednosti za r realne, pri cemu su
obe negativne.

Opsti oblik reSenja bice
x=cle_("—v';:g)“—}—cze_(""‘]/’;j“’:“;)‘. (25,6)

Vidimo da se u tom slucaju, koji nastaje pri dosta velikom trenju, kretanje
sastoji u monotonom opadanju x, tj. u asimptotskom (kada t- co) priblizavanju
poloiaju ravnoteze bez oscilovanja. Ovaj tip kretanja se naziva aperiodicna
atenuacija (prigusenje).

Na kraju, u specijalnom slucaju, kada je A = o, karakteristi¢na 1ednac1na

ima svega jedan (dvostruki) koren r = —A. Kao $to je poznato, opste resen]e
diferencijalne jednacine u tom slucaju ima oblik:
x = (c; + cgt) e— 2, (25,7)

- Ovo je specifitan slucaj aperiodi¢ne atenuacije. Ona takode nema oscilatorni
karakter, mada i nije, obavezno monotona.

6*
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7a sistem sa viSe stepena slobode, generalisane sile trenja, koje odgova-
raju koordinatama x;, su linearne funkcije brzina oblika

firr = “Z OLik 3;7k. , (25,8)

k

Sa &isto mehani¢kih pozicija ne mogu se stvoriti nikakvi zakljucci o svojstvima
simetrije koeficijenta e prema indeksima ¢ i k. Metodima statisticke fizike se
moze pokazati® da je uvek

Olik = Olki. (25,9)
Zbog toga izrazi (25,8) mogu biti napisani u obliku izvoda
. 0F
fir = —— (25,10)
dx;
kvadratne forme
F=—;—Zaiu.c,':;ck, : e Y (2811)
_ ik

koja se naziva disipativnd funkcija. :
Sile (25,10) moraju biti dodate na desnu stranu Lagrange-ove jednacine:

d 9L _ 3L dF

dt aD.C;' ‘ dxi 9 3.51‘

(25,12)

Disipativna funkcija ima sama po sebi vazan fizi¢ki smisao—njom se odre-
duje intenzivnost disipacije energije u sistemu. U to se je lako uveriti izraCu-
navéi izvod po vremenu mehani¢ke energije sistema. Imacemo:

dE _ d Z;C.EL__L _Z,'C. 4 9L SL __Z;C.EE.
dr dt( " 9x - z(ci’t dx; 9%i) : B

i s

Kako je F kvadratna funkcija brzine, onda zbog Euler-ove teoreme o homoge-
nim funkcijama, suma na desnoj strani jednacine iznosi 2F. Na taj nacin bice:

dE |
¥ e 2F, , (25,13)

tj. brzina promene energije sistema je data dvostrukom disipativnom funkcijom.
Kako disipativni procesi dovode do smanjenja energije, .onda uvek mora’ biti
F>>0. tj. kvadratna forma je suStinski pozitivna.

Jednatina malih oscilovanja pri nastajanju trenja, dobiva se dodavanjem
sila (25,8) na desnoj strani jednaline (23,5): '

Z M Xk —l—Z ki xp = —Z ik X (25,14)
k k ' k .

Ako u te jednacine stavimo:
xk = Are’,

1) Vidi ,,Statisti¢ka fizika”, t. 5.



§ 29] Prinudna oscilovanja pri postojanju tfenja | 85

dobivamo posle skraivanja sa ¢ sistem linearnih algebarskih jedna¢ina za kon-
stante Ag:

Z (mier® + oipr + kix) Ar = 0. (25,15)
k

Izjednacujuci sa nulom determinantu tog sistema, nalazimo karakteristi¢nu jednacinu

| mir1® + et + kir| = 0. (25,16)
iz koje se odreduje vrednost r.

Ovo je jednalina 2s-tog stepena u odnosu na r. Kako su svi njeni koefi-.
cijenti realni, onda su njeni koreni bilo realni, bilo po dva kompleksno konju-
govani. Pri tom su realni koreni uvek negativni, a kompleksni imaju negativan
realni deo. U protivnom slucaju, koordinate i brzine, a sa njima i energija
sistema bi se eksponencijalno povecavale sa vremenom, medutim, kako postoje
disipativne sile, mora do¢i do smanjenja energije.

§ 26. Prinudna oscilovanja pri postojanju trenja

Ispitivanja prinudnih oscilovanja pri postojanju trenja potpuno su analogna
posmatranju oscilovanja bez trenja, koje je izvrSeno u § 22. Ovde c¢emo se
zaustaviti iscrpno na slucaju periodi¢ne prinudne sile, koji je od posebnog
interesa.

Ako desnoj strani jednacine (25,3) dodamo spoljasn]u silu cosy ¢ i podehmo
je sa m dobivamo jednadinu kretanja u obliku

5c'+27\3.c+ (o§x=%cosyt. ' , (26,1)

Resenje te jednaCine je zgodno naci u kompleksnom obliku, zbog ¢ega na
desnoj strani umesto cos Yz, piSemo et :
x4+ 2Ax + wdx = %em.

Parcijalni integral trazimo u obliku x = Be®* i za B nalazimo:

_ f :
P @i — v 2y o

Ako B predstavimo u obliku b¢?, za b i § imaéemo:

| 20y
= ! e N
m/ (0§ — v + 4N3y2 W%

(26,3)

Na kraju, ako realni deo odvojimo od izraza Be’r* = bet@ +9) | dobivamo parcijalni
integral jednaline (26,1), a dodaju¢i njemu opSte reSenje jednadine bez desnog
dela (koji piSemo radi odredenosti za sluc¢aj kada je w, > 1), definitivnho dobivamo

% = ge—" cos (wi +. ) + bcos (vt 4+ ). : (26,4)
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Prva komponenta eksponencijalno opada sa vremenom tako da kroz dosta
veliki interval vremena ostaje samo ‘drugi Clan:

x = bcos (vt + 9). ‘(26,5)

Izraz (26,3) za amplitudu b prinudnog oscilovanja iako raste sa priblizavanjem
frekvencije y ka wg, ipak ne postaje beskonacan kako je to bilo pri rezonanciji
bez trenja. Za datu amplitudusile f, amplituda oscilovanja je maksimalna pri frekvenciji

v = [/7062:_27\2_; kada je A< w, ta so vrednost razlikuje od w, samo za malu
vel.¢inu drugog reda.

Posmatracemo oblast u blizini rezonancije. Stavimo da je Y = Wy + &, gde,
je € mala veli¢ina; smatracemo takode da je A< w, Tada u (26,2) mozemo
priblizno zameniti: .

2 — wi=(+ W) (Y — W) = 2w &, 29Ny = 21A Wy,
tako da je:

f .
R ————— 26,6
= 2m(e —I\) Wy ( i )

ili

= Y S T O (267)
2mw, |[€® + A2 &

Napominjemo karakteristi¢nu specifi¢nost toka promene razlike faza o
medu oscilovanjem i silom, koja vréi prinudno kretanje pri promeni frekven-
cije poslednje. Ta razlika je uvek negativna, tj. oscilovanje ,zaka$njava“ U
odnosu na spoljasnju silu. Dalje od rezonancije, kada je v< wgp O tezi nuli,

a kada je Y>cuo——vre;inosti-—-7r. Promena 8 od nule do— 7 nastaje u uskoj
($irina &~ ) oblasti frekvencija koje su blizu wy. Kroz vrednost —-T—;razlika fa-

za prolazi pri y = Wq. S tim u vezi napominjemo da se u odsustvu trenja,
promena faze prinudnog ‘oscilovanja za veli¢inu 7 vréi skokom za y = Wy [drugi
glan u (22,4) menja znak]. Uzimanjem u obzir trenja ,rasplinjuje se taj skok.

Pri uspostavljanju kretanja, kada sistem vri prinudna oscilovanja (26,5),
njegova energija ostaje nepromenjena. U isto vreme sistem neprekidno apsorbuje
(od izvora spoljasnje sile) energiju koja se disipira zahvaljujuci postojanju trenja.

Oznadimo sa I(y) koli¢inu energije, koja se apsorbuje prosecno u jedinici
yremena kao funkciju frekvencije spolja$nje sile. Prema (25,13) imamo: -

I(y)=2F,

gde je F srednja vrednost disipativne funkcije (u odnosu na period oscilovanja).
Za jednodimenzionalno kretanje izraz (25,11) za disipativau funkciju svodi se

2 '
na F= E;— — Amx2 Ako ovde zamenimo (26,5), dobivamo:
F — amb2y2sin? (vt + 3). |

Srednja vrednost u odnosu na vreme kvadrata sinusa 1Znost —2,1:6]3 zbog toga:

I(y) = Amb2y>. ‘ (26,8)
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U blizini rezonancije, zamenjujuéi amplitudu oscilovanja iz (26,7), ima¢emo:

R A
&=t (269)

Takov oblik zavisnosti apsorpcije od frekvencije, naziva se dispersionim. Polu-
Sirinom rezonante krive (sl. 31) nazivaju se vrednosti €| za koje se veliCina I (g)
dvaput smanjuje u odnosu na njenu maksimalnu

vrednost za & = 0. Iz formule (26,9) se vidi A1)

da se u datom slu¢aju ta S$irina poklapa sa
eksponentom slabljenja A Visina maksimuma

. 2
1) = 4j:n1

obrnuto je proporcionalna sa A. Na taj nacin,
pri smanjenju eksponenta slabljenja, rezonantna
kriva postaje uza i vida, tj. njen maksimum SL 31
postaje o$triji, Povriina pod rezonantnom krivom

pri tome ostaje nepromenjena.

Ova povréina se moZe prikazati integralom:

jzoI (v)dy = foI(s) de.

Kako I(g) brzo opada sa povecanjem |g[, tako da oblast velikih [&| nije
bitna, pri integriranju se moZe /(&) napisati u obliku (26,9), a donja granica
zameniti sa — oo, Tada ¢e biti: :

% A F  ds f?
- = . 26,10
jI(e)ds 4m'[ g2 + A2 4m (26,10)
Zadatak

Odrediti prinudna oscilovanja pri postojanju trenja pod dejstvom spoljadnje sile

f = f eot cos Ti.

Redenje. Reficemo jednadinu kretanja u kompleksnom obliku:
T -
x4+ 2Ax + wgx = Wear+w.:,

posle toga éemo izdvojiti realni deo redenja. Kao rezultat dobivamo prinudno oscilovanje
u obliku: '

x = beatcos (yt + 8),
gde je:
) fo ,
m [ (02 + o —y2 4+ 2ad) 4+ 4y (o + A2

5 B 2\'(}:-{—'1) )
8 = T 02— 2+ o+ 2ad
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§ 27. Parametarska rezonancija

Postoje takvi nezatvoreni oscilatorni sistemi u kojima se spoljasnje dejstvo
svodi na promenu njihovih parametara u toku vremenab).

Parametri linearnog sistema su koeficijenti m i & u Lagrange-ovoj funkciji |
(21,3). Ako oni zavise od vremena, onda jedna¢ina kretanja glasi: ,

d .
T (mx) + kx = 0. (27.,1)
Uvodenjem umesto ¢ nove nezavisno promenljive © prema dt = % ova jed-
m
natina dobiva oblik:
2z 5
) + mkx = 0.

Zbog toga, stvarno, bez ograni¢enja opstosti, dovoljno je posmatrati jednalinu
kretanja u obliku '
@x L ayx=0, (27,2)
d}:2 v ] i |
koja bi se dobila iz (27,1) kada je m = const.
Oblik funkcije w (¢) dat je uslovima zadatka; pretpostavimo da je ta

funkcija periodi¢na sa nekom frekvencijom y (i periodom T = —YE). To znadi
da je:
w (t+ T) = w (1),

a zbog toga je cela jednacina (27,2) invarijantna u odnosu na transformaciju
t-t 4 T. Odavde izlazi, ako je x(2) refenje jednadine, onda je 1 funkcija
x (¢ + T) takode reenje. Drugim recima, ako su x;(¢) i %,(z) dva nezavisna
integrala jednacine (27,2), onda se pri zameni z-¢—+ T oni transformiSu
uzajamno linearno. Pri tom se x; i X, mOgu 2) uzeti tako da bi se njihova
promena pri zameni ¢ sa I+ T svodila jednostavno na mnoZenja konstantnim
faktorom: '

@+ T)=m% (©)s %2 (t 4 T) = paXe (-

Najopitiji oblik funkcija, koje imaju takvo svojstvo, bice:

x (1) = p T (), - %@ = }l_zT I, (o), (27,3)

gde su IT, (¢) i I1,(z) &isto periodicne funkcije vremena (sa periodom T).
Konstante p; i pg u tim funkcijama moraju biti uzajamno povezane
odredenom relacijom. I zaista, ako pomnozimo jednaline:

x1+ w2 ()%, =0, 9'c.‘2+m2(t)x2=0' !

) Prost primer ovakve vrste je klatno, &ija tatka ve$anja vrsi dato periodino kretanje
u vertikalnom praveu (vidi zad. 3). L
2) Ako se samo konstante p; i p ne poklapaju.
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respektivno sa X, 1 % i oduzimajuci Clan po ¢lan, dobivamo:

Xy Xg— Xg X1 = gt‘(xlxz_%xz) =0

ili

Ali za ma koje funkcije %, (2) i x3(2) oblika (27,3) izraz ma levoj strani te
jednadine mnoZi se sa Pq P pri promeni argumenta [ Sa T. Zbog toga je
jasno, da odrzavanje oblika te jednacine (27,4) u svakom slu¢aju zahteva da bude

pype = L. ' (27,5)

Dalje zaklju¢ke o konstantama py U P mozemo stvoriti polaze¢i od
¢injenice realnosti koeficijenata jednacine (27,2). Ako je x(f) ma Koji integral
takve jednacine, onda i konjugovano kompleksna funkcija x*(z) mora zadovolja-
vati tu istu jednacinu. Odavde izlazi, da se par konstanti py i p, mora poklapati
sa parom P, B2 . moraju biti ili p; = p3 ili da su p, i pp realni. U prvom

slu¢aju uzimajuéi u obzir (27,5) imamo da je pp= L §. |mfE=1¥¥=1;
1

konstante pq 1 1%y su prema modulu jednake jedinici.
U dugom slucaju dva nezavisna integrala jednacine (27,2) imaju oblik:

L

f @O =p T x@=1 70 e

sa pozitivnim ili negativnim realnim brojem p. razli¢itim od jedinice. Jedna od
tih funkcija (prva ili druga kada je o/ =>1ili 1u| < 1) eksponencijalno raste
sa vremenom. To znaCi da stanje mirovanja sistema (u polozaju ravnoteze
x = 0) bic¢e nestabilno: dovoljno je i malo odstupanje od toga stanja da bi na-
stalo pomeranje x pocelo brzo da raste sa vremenom. Ova pojava se naziva
parametarska rezonancija. .

Obrati¢emo paznju na to, da, ako su pocetne vrednosti X i x striktno
jednake nuli, one ostaju jednake nuli i nadalje, za razliku.od obi¢ne rezonacije
(§ 22) u kojoj se porast pomeranja sa vremenom (koje je proporcionalno sa t) vrsi
i od pocetne vrednosti, koja je jednaka nuli. , :

Objasni¢emo uslove nastajanja parametarske rezonancije u vaznom slucaju,
kada se funkcija o (z) malo razlikuje od neke konstante veli¢ine w, i prosta je
periodi¢na funkcija :

©2(1) = 03 (1 + hcosy D), (27,7)

gde je Konstanta h< 1 (smatrajuéi da je h pozitivno, $to uvek mozemo postici
podesnim izborom potetka racunanja yremena). Kako ¢emo dalje videti, najinten-
zivnije nastaje parametarska rezonancija, ako je frekvencija funkcije o (z) blizu
dvostrukoj frekvenciji . Zbog toga ¢emo staviti:

'Y == 20.)0 + g,
gde je e < vy
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- Resenje jednatine kretanja®

¥+ 03[l + hcos(2wy +€)x =0 - (27,8)

trazicemo u obliku;
x = a () cos (o)o 4 %) ¢+ b(2)sin [wo i %] ‘, (27,9)

gde su a(c) i b(c) funkcije od vremena koja se sporo menjaju (u odnosu na
faktore cos i sin). Takav oblik reSenja, razumljvo, nije tacan, U stvari, funkcija
E
2
ceo multiplum (2w, + €); medutim, ti ¢lanovi su male velicine viSeg reda u odnosu
nina 4 i u prvoj aproksimaciji ih moZemo zanemariti (vidi zad. 1).

Zameni¢emo (27,9) u (27,8) i izvrSicemo izratunavanja zadrzavajuci samo
¢lanove prvog reda po e. Pri tom pretpostavimo, da je a =~ ea, b==eb (pravilnost
ove pretpostavke u uslovima rezonancije se potvrduje rezultatom). Proizvode
trigometrijskih faktora treba razloZiti u sumu:

x (r) sadrZi takode clanove sa frekvencijama, koje se razlikuju od o, + za

£ | 3e 1 -
—2—)zcos(2co0—|—e)z:-z—cos[3coo—i——2~] +7cos[m0—1— Z]t

Ccos (mo .iin

it sl, i u vezi sa ranije reCenim, eliminisati ¢lanove sa frekvencijom

3[ wy + %} Kao rezultat dobijamo:

—[2[z+bs +-]—’%b]mosin[mo+%]x+

+ [Zb—— ac + h;)o a] coocos[mo + %—] t=0.

Zadovoljenje ove jednakosti zahteva da su istovremeno koeficijenti uz
svaki faktor sin i cos jednaki nuli. Odavde dobivamo sistem od dve linearne
diferencijalne jednadine za funkcije a(z) i b(z). Prema op$tim pravilima, traZi-
¢emo refenje koje je proporcionalno sa e. Tada je:

sa—|—+1—[s—|— hw"]bzo

2 2

1 ho,
—i-[s—-— 7 ]a——sb-HO,

i uslov jednovremenog vaZenja te dve algebarske jednaline daje:

@ % [(ﬁ;ﬂo_)z _ Ez] _ (27,10)

1) Jednatina takvog oblika (sa proizvoljnim vrednosti ¥y i h) u matematitkoj fizici se
naziva Mathieu-jednacinom. -
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Uslov nastajanja parametarske rezonancije nalazi se u realnosti s (tj. 525 0.
Na taj nadin on postoji u intervalu:

_ By hwy 27.11
2 <E< 2 ( b )

oko frekvencije 2 wy®.

Sirina toga intervala je proporcionalna sa h i istog su reda vrednosti
izlozitelja pojacanja oscilovanja s koja se u njemu ostvaruju.

Parametarska rezonancija takode postoji za frekvencije y promene parametra

sistema, koje imaju vrednosti priblizno ,ng(—’, gde je n ma koji ceo broj. Medu-

tim, $irina rezonantnih oblasti (oblasti nestabilnosti) sa povetanjem n brzo se
smanjuje — kao A" (vidi zad. 2). Takode se smanjuju i vrednosti izlozitelje pojacanja
oscilovanja u njima.

Pojava parametarske rezonancije postoji i pri slabom trenju u sistemu, ali
se oblist nestabilnosti pri tom nesto surava., Kako smo videli u § 25, trenje
dovodi do slabljenja amplitude oscilovanja prema zakonu ¢—*t. Zbog toga pojacanje
oscilovanja pri parametarskoj rezonanciji nastaje kao eG—Mt (sa pozitivnim s
koje je dato reSenjem zadatka bez trenja), a granica oblasti nestabilnosti se
odreduje jednalinom s— A = 0. Tako, koriste¢i s 1z (27,10) dobivamo za .

rezonantnu oblast umesto (27,11), nejednakosti

TS R S

Obratimo paznju na Cinjenicu, da se rezonancija pri tom ispostavlja moguc- -
nom za amplitude koje nisu ma koliko male, ve¢ samo pocinjuci sa odredenim
,pragom‘ Az, koji u slu¢aju (27,12) iznosi:

4N
hy=—"+

o
. . ) .. g T
Moze se pokazati da je za rezonancie U blizini frekvencija - veli¢ina
1 n

praga A proporcionalna sa An, tj. povetava se sa povecanjem 7.

Zadaci

1. Odrediti granice oblasti nestabilnosti pri rezonanciji u blizini y = 20, sa ta¢no3cu do
velitina reda A%
Redenje. TraZicemo redenje jednatine (27,8) u obliku

£ £ £ £
X = @, COS (mn -l—?)t + bosin(mo + 7)t + alcos?)(m0 + “2—)t+ blsin3(mg —l——z—) &

uzimajuéi u obzir u njoj [ﬁ poredenju s (27,9)] takode i ¢lanove sledeteg reda po h. Intere-

sujuéi se samo za granice oblasti nestabilnosti pretpostavi¢emo da su koeficijenti ag, by> @15 b1

konstantni (u vezi primedbe utinjene u fusnoti ). Zamenom u jednatini (27,8) razlozicemo

2x

1) Konstanta p u (27,6) povezana je sa s relacijom p = —e s7[% [zamenom ¢ sa ¢ + e
0

cos i sin u (27,9) menjaju znak]. - -
2) Ako nas interesuju samo granice oblasti rezonancije (a ne interesuje nas izraz sa $

unutar nje), onda izradunavanja moZemo uprostiti, uz napomenu, da je na tim granicama
ye= 0, t, koeficijenti a i b u (27,9) su konstantni; pri tom odmah dobivamo vrednost

ho :
= 4k —f‘- koje odgovaraju granicama oblasti (27,11).
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proizvode trigometrijskih funkcija izostavljajuéi pri tom ¢lanove sa frekvencijama 5 (wy + %)

koji bi bili potrebni samo pri vecoj aproksimaciji. v
Dobic¢emo:
g* hoj hog g
—a, m°E+T +_§_ao+ 5 @ cos m°+§_ tt

[ e? hog hog . £
+ —'bu m08+4)—Tb0+Tb1 sin (00'{“? t+

[ hawg s . €

+ T%“Smoal cos3 | wy + 5 t+
[ By . €

+ —i—bﬂ—Smgbl sin 3 mo—i—?)t:O.

- e e LRl -
U ¢&lanovima sa frekvencijama w, —5—? zadrfane su male velitine prvog i drugog reda, a u cla-

novima sa frekvencijama 3 | &, - % ¢lanovi prvog reda. Svaki izraz u srednjim zagradama,
ponaosob, mora biti jednak nuli. Iz poslednja dva imacemo
h " h _
@ = 16 %0 ' ?’1 =78 bos
posle toga iz prva dva nalazimo:

2 2 2 2
hog £ R oy

eyet 5 =gy =0

Refavajuéi ovu jednadinu sa taéno¥¢u do &lanova reda #* ‘dobivamo traZenu graniénu

vrenost €:
ho 1
e =+ To — ﬁhz .

2. Odrediti granice oblasti nestabilnosti pri rezonanciji u blizini v = w,.
Refenje. Ako napifemo y = wy + & dobi¢emo jednalinu kretanja '

::c.—{—mﬁ[l + hcos (wg + e)t]x:O. ‘
Imajuéi u vidu, da su traZene grani¢ne vrednosti & ~ h?, traziCemo reenje u obliku:
X = a5 cos (g + €) t + by sin (w, + &) ¢ + @, c0s 2 (wg + €) T + bls.in'Z(c,J,J +et+ e,

uzimajuéi u obzir odmah u njemu ¢lanove prva dva reda. Za odredivanje granica nestabilnosti,
ponovo ¢emo pretpostaviti da su koeficijenti konstantni i dobivamo:

—2wpea+ 5 a + hof ¢ | cos (0o + )t +
_ Biool ! 2

h
+ | —2woeby + Tbl] sin (wy + &)t + [— 3wia, + —;iao]cos 2(wg + E)E+

i " hep _
+ -—3m0b1+—2—'b0 sin 2 (@, + &) £ +

L

[ hewl?
+ | ¢ 0& + 5 4| = 0.

Qdavde nalazimo:

h h
al=—6*d0, bl .=?b03 Clz_"i_ao,
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i zatim dve granice oblasti nestabilnosti:

3 1o LT
s=——ﬂh g5 s=ﬂh wg-

3. Naéi uslove parametarske rezonancije za mala oscilovanja klatna u ravni, Cija tacka
vedanja osciluje u vertikalnom pravcu

Resenje. Prema Lagrange-ovoj funkciji, koja je nadena u zad. 3,¢ §5 za mala oscilovanja,
imac¢emo (@ < 1) jednacinu kretanja:

;{: + mﬁ(l + 'fl‘—':;—cos(Zm.0 + ) t)q) = ()
(gde je w* = gT)‘ Odavde izlazi, da ulogu parametra h, koji je uveden u tekstu, igra odnos
4 5. Uslov (27,11), na primer, dobiva oblik:
| o e 22LE.
Z 2
§ 28. Neharmonijska ‘oscilovanja

Cela ranije izloZzena teorija malih oscilovanja bazira na razlaganjima
potencijalne i kineticke energije sistema po koordinatama i brzinama sa zadrZza-

‘vanjem samo Clanova drugog reda; pri tom su jednacine kretanja linearne, te s€

zbog toga U toj aproksimaciji govori 0 linearnim oscilovanjima. Mada je takvo
razlaganje potpuno zakonito pri uslovu dovoljno male vrednosti amplituda
oscilovanja, ipak uzimanje u obzir slede¢ih aproksimacija (takozvanih neharmo-
nijskih ili nelinearnih oscilacija) dovodi do pojave nekih, mada i slabih, ali
kvalitetno novih specifi¢nosti kretanja.

Izvr$i¢emo razlaganje Lagrange-ove funkcije do Clanova treeg reda. U
potencijalnoj energiji pri tom pojavluju se ¢lanovi treéeg stepena u odnosu na
koordinate xi, a u kinetickoj energiji — ¢lanovi koji . sadrZe proizvod brzina i
koordinata oblika xixzx, Ova razlika od ranijeg izraza (23,3) vezana je za
sadrzavanje ¢lanova prvog reda po x U redu funkcije ai(g). Na taj nacin
Lagrange-ova funkcija ¢e imati oblik: _

1 i & 1 . e 1
L= _EZ (man xi X — Rir Xi Xk) + E‘Znikl Xi Xk X — —3—2 L xixex,  (28,1)
ik i, k1 '

ik, 1

gde su nig 1 lin novi konstantni koeficijenti.
Ako od proizvoljnih i predemo na normalne koordinate (linearne aprok-
simacije) Qa, trea i Cetvrta suma U (28,1) prelaze u analogne sume u kojima

ée umesto koordinata x; i brzina xi stajati Oz i Qa. Ako u tim sumama oznacimo
koeficijente sa Aapy 1 Vapy dobi¢emo Lagrange-ovu funkciju u obliku: '

1IN - g e 1 3 %, W
L= 1Y @)+ 5D e 200
e ) a,fB,y (28,2)

L }
— LD ey 0050

a,B,y



94 Mala oscilovanja [GL V

Neéemo u potpunosti pisati jednaline kretanja iz te Lagrange-ove funkcije
Bitno je da one imaju oblik:

Ou + 02 0 = (0, 0> O)s (28,3)

gde su f, homogene funkcije drugog reda od koordinate Q i njihovih izvoda
po vremenu,
Primenjujuéi metod postupnih aproksimacija, trazicemo reSenje ovih jed-

nac¢ina u obliku |
Qa = szlj =+ sza)a (2834)

gde je OF <04’ a funkcija O zadovoljava ,neperturbovane® jednacine

0P + i 0P =0,
tj. predstavlja obi¢ne harmonijske oscilacije:
OF = a,cos (0q t + %a)- (28,5)

ZadrZavaju¢i u sledecoj aproksimaciji na desnoj strani jednacina (28,3)
samo . male &lanove drugog reda za veliCine 0% dobi¢emo jednaline:

O + 0P = £.(Q%, O, OY), o (28,6)

gde na desnoj strani mora biti stavljen izraz (28,5). Kao rezultat dobivamo
nehomogene linearne diferencijalne jednaline Cije desne strane mozemo trans-
formirati u zbirove prostih periodi¢nih funkcija. Tako, na primer, bicCe:

O QF = aqagcos (wat + o) cos (wg & + o) =
1 .
= 5 a0 {cos [(wq + wp) £ + ta + ap] + cos [(wa — wp) £ + ota— agpl}-

Na taj natin, na desnim delovima jednac¢ina (28,6) nalaze se &lanovi koji
odgovaraju oscilovanjima sa frekvencijama, koje su jednake sumama i razlikama
sopstvenih frekvencija sistema. Refenje jednalina treba -traZiti u .obliku koji
sadrzi iste takve periodi¢ne faktore, i dolazimo do zaklju¢ka da se u drugoj
aproksimaciji na normalna oscilovanja sistema sa frekvencijama . dodaju
dopunska oscilovanjma sa frekvencijama

0. T 0 (28,7)

(u taj broj dolaze dvostruke frekvencije 2w, i frekvencija 0, koja odgovara
konstantnom pomeraju). Ove frekvencije se nazivaju kombinacione. Amplitude
kombinacionih oscilovanja su proporcionalne proizvodima a, az (ili kvadratima )
odgovaraju¢ih normalnih oscilovanja. | :

U sledeéim aproksimacijama pri uzimanju u obzir ¢lanova viseg reda u
redu Lagrange-ove funkcije nastaju kombinaciona oscilovanja sa frekvencijama,
koje su sume i razlike veceg broja frekvencija o, Osim toga, pak nastaje jos
i nova pojava. ) ' !

Stvar je u tome da se ve¢ u trecoj aproksimaciji izmedu kombinacionih
frekvencija pojavljuju frekvencije koje se poklapaju sa pocetnim @, (®a + @Ws— ©p).
Primenom ranije opisanog metoda na desnoj strani jednatina kretanja Ce se
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nalaziti, prema tome, rezonantni ¢lanovi koji dovode u reSenju do pojave ¢lanova
sa amplitudom koja se u toku vremena poveéava. Medutim, fiziCki je oligledno.
da u zatvorenom sistemu u odsustvu spoljadnjeg izvora energije ne moze nastati
spontano povecanje intenziteta oscilovanja.

U stvari u visim aproksimacijama nastaje promena osnovnih frekvencija
w, u poredenju sa njihovim ,nepertubovanim® vrednostima o koji figuridu
u kvadratnom izrazu za potencijalnu energiju. Pojava pak Clanova koji se pove-
¢avaju u reSenju vezana je za red oblika

cos (0 + Aw,) t = cos @y’ t — tAwsin Wi ¢,

koji otigledno nije dozvoljen, za dosta velike vrednosti z.

Zbog toga pri prelazu na sledece aproksimacije, metod - sukcesivnih aprok-
simacija mora biti o¢ito izmenjen, tako da bi periodi¢ni faktori, koji figuriraju u
redenju od samog pocetka, sadrZavali tadne, a ne priblizne vrednosti frekvencija.
Promena frekvencija se odreduje samo kao rezultat reSenja jednacina, upravo
iz uslova odsutnosti rezonantnih ¢lanova.

Tlustrovaéemo taj metod na neharmonijskim oscilovanjima sa jednim stepenom
slobode napisav$i Lagrange-ovu funkciju u obliku: -
7. 2
mx mwy o mo g

_ mx® ma g MB 4
L__ 5 X 3 ¥ i (28,8)

Odgovaraju¢a jednacina kretanja, bice:

x + ofx = —ax?— B’ . (28.,9)
Trazi¢emo njeno redenje u obliku niza sukcesivnih aproksimacija:

x = x® 4+ x® + xB),
pri ¢emu je: _ :
xM = gcos wt _ (28,10)

sa tatnom vrednodéu , koju ¢emo zatim traziti u obliku reda © = @, +- oV 4
4+ w® 4 ... (podetnu fazu u x™ mozemo uvek staviti da je jednaka nuli
pogodnim izborom pocetka ratunanja vremena). Medutim, pri tom, jednacina
kretanja u obliku (28,9) nije sasvim pogodna, jer zamenom U njoj (28,10), leva
strana jednacine ne postaje strogo jednaka -nuli. Zbog toga ¢emo je napisti
prethodno u ekvivalentnom obliku:

Wl -

' 2
m e
S S 11 —=
_(_!)z.x_{,_ Wy X = ox 3363 {1 mz]x. (28,11)
Ako stavimo ovde x = x® +x®, © = w,+ «” i eliminiSemo Cclanove
e .-y . 0 .y . - 7
koji su male veli¢ine viseg od drugog reda, za x® dobi¢emo jednaCinu:

x® 4+ wlx® = — aa®cos® ot + 2wy oM acoswt =

. 2 2 -
oa aa
S T & cos 2wt + 2wy w® acos wt.
Uslov odsutnosti rezonantnog ¢lana na desnoj strani jednatine daje jednostavno
o® — 0 u vezi sa metodom nalaZenja druge aproksimacije izloZzenom u pocetku
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paragrafu. Posle toga, reSavajuci na obi¢an na¢in nehomogenu linearnu jednacinu,
dobivamo:

2 2
@ _ %d o«a
% 20k + G cos 2wt. (28,12)

Dalje; ako u (28,11) stavimo x = x® 4+ x& 4+ 2%, © = @, + ™, dobivamo
jednatinu za x®:

§13) + (_Q%x(S) — — Qax®Wx® — Bx(l)s - 2(,_}0 o® x(l}’

ili, zamenjujué¢i na desnoj strani izraze (28,10) i (28,12) posle jednostavne
transformacije:

- : » | Sa¥a® | 3.
G 1 oo2x®— 3| B+ gy 20 2o
x4 4 .co(,x a‘ [4 60)%] cos3wr + a[2m0m + Got 1 B:'cosmr.

Izjedna¢ujuéi sa nulom koeficijent uz rezonantni faktor cos v, nalazimo popravku
za osnovnu frekvenciju, koja je proporcionalna kvadratu ampitude oscilovanja:

3B 502
@ =- -—— 2
© (Swo : lzmg]a. , (28,13)

Kombinovano oscilovanje treceg reda, bice

a3 o2 B | 7 , .
| [ —
% T [30)(2}_ 2]cos Jwt. | (28,14)

§ 29. Rezonancija nelinearnih oscilovanja

Uzimanje u obzir neharmoni¢nih ¢lanova kod prinudnih oscilovanja sistema,
dovodi do nastajanja (pojave) sustinski novih specifi¢nosti kod rezonantnih pojava.

Ako desnoj strani jednaline (28,9) dodamo spoljasnju periodi¢nu silu
(sa frekvencijom vy), dobi¢emo: '

;c—l—27\9.c—|—co%x=~%cosyt—(xx2—8x3. , (29,1)

Ovde je takode napisana sila trenja sa izloziteljem slabljenja A (u daljem
pretpostavljamo da je mali). Strogo govoredi, pri uzimanju u obzir nelinearnih
¢lanova u jednalini slobodnih oscilovanja moraju se takode uzeti u obzir i
¢lanovi viih redova u amplitudi sile koja izaziva prinudna oscilovanja, koji
odgovaraju njenoj mogucnoj zavisnosti od pomeraja x. Zbog upros¢avanja formula
neéemo pisati te Clanove, jer inaCe ne menjaju kvalitativno sliku pojave.

Neka je
Y= Wyt €

(sa malim ¢), tj. nalazimo se u blizine obi¢ne rezonancije. Za objasnjenje
karaktera nastalog kretanja ne mora se izvrsiti neposredno ispitivanje jednacine
(29,1), ako se Kkoristimo slede¢im razlozima. S
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U linearnoj aproksimaciji, zavisnost amplitude & prinudnog oscilovania od
amplitude f i frekvencije y spoljasnje sile, data je u blizini rezonancije formulom
(26,7) koju cemo napisati u obliku:

S
b2 (Eg‘ —{— )\2) = ﬂqqg— s ) (29,2)

Nelinearnost oscilovanja dovodi do nastajanja zavisnosti njihove sopstvene

frekvencije od amplitude; napisa¢emo je u obliku:

) + sz, (29,3)

gde se konstanta » izrazava na odredeni nacin pomocu koeficijenata neharmo-
ni¢nosti [v. (28,13)]. Prema tome zamenic¢emo u formuli (29,2) (ta¢nije u malu
razliku y—w,) ©, sa o, + xb%

Zadrzavajuéi oznaku e = vy — w,, kao rezultat dobicemo jednalinu:
f2

Plle—»b + ¥ =7 57

(29,4)
ili

- Jednacina (29,4), koja je treceg stepena u odnosu na b% i njeni realm
koreni odreduju amplitudu prinudnih oscilovanja.

Posmatratemo zavisnost te amplitude od frekvencije spoljaSnje sile pri
datoj amplitudi sile f,

Za dosta male vrednosti f, amplituda b b
je takode mala, tako da se u (29,4) mogu zane-
mariti stepeni b ve¢i od drugog, i vraéamo
se na zavisnost b(e) (29,2), koja se prikazuje
simetri¢nom krivom sa maksimumom u tacki
e=0 (sl. 32, a).

Zbog povecanja f, kriva se deformise,
zadrZzavajudi spocetka svoj karakter — sa jednim
maksimumom (sl. 32, b); poslednji se pomera - fef
(kada je » > 0) na stranu pozitivnih vrednosti ' )

e. Od tri korena jednacine (29,4) pri tom je - »
realan samo jedan. _ b
Medutim, poc":injuéi sa odredenom vred- '

nos¢u f=fr (koju ¢emo u daljem odrediti), £
karakter krive se menja. Za svaku vrednost "

f>fr postoji odredena oblast frekvencija u b F>f.
kojoj jednacina (29,4) ima tri realna korena; B C
njoj odgovara otseCak BCDE krive na sl. 32, c. .

- Granice ove oblasti se odreduju uslovom o | Y
db : . ‘
Lo ou tackama D i1 C. Ako jednacinu / .KJLf
' €
(29,4) diferenciramo po e, dobivamo: ' Sl 32
db —eb—uxb?

de € 1 12— dxeb® I 3:26%

7 Mehanika
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Zbog toga se polozaj tataka D i C odreduje jedovremeno vaze¢im. reSenjem
jednacine:
2 4xb?e + 32+ 22 =0 (29,5)

i (29,4); odgovarajuce vrednosti e-a obe su pozitivne. Najveca vrednost amplitude

se dostize u tacki gde je P 0. Pri tom je ¢ =»b? iiz (29,4), imamo

f
Z3’max—'_" 21’}1(067\_; (29:6)

ova vrednost se poklapa sa maksimumom koji je dat zavisno$cu (29,2).

Moze se pokazati (na ¢emu se dovode neéemo zaustavljati)® da od tri
realna korena jednacine (29,4). srednji (tj. deo CD krive koji je prikazan na
sl. 29, ¢ ‘tackasto), odgovora nestabilnim oscilovanjima sistema: ma koliko da
je slabo dejstvo na sistem, koji se nalazi u takvom stanju, dovelo bi do prelaza
na oscilujuéi rezim, koji odgovara veéem ili manjem korenu (tj. delovima BC
i DE). Na taj nacin, realnim oscilovanjima sistema odgovaraju samo granc
ABC i DEF. Znatajna specifi¢nost pri tom je postojanje oblasti frekvencija
koje dozvoljavaju dve razlicite amplitude oscilovanja. Tako, postepenim poveca-
njem frekvencije spoljasnje sile amplituda prinudnih oscilovanja raste prema
krivoj ABC. U tatki C nastaje ,prekid“ amplitude koja skokom opada do
vrednosti koja odgovara tacki E, a zatim (pri daljem povecanju frekvencije)
menja se duz krive EF. Ako sada ponovo smanjimo frekvenciju, onda se ampli-
tuda prinudnih oscilovanja menja duZ krive FD, u tacki D skokom raste do B,
a zatim se smanjuje duz BA. .

Napominjemo da za izratunavanje vrednosti fk, da je to vrednost f, za
koju se oba korena kvadratne jedna¢ine (29,5) (po €) poklapaju. Kada je f = fk
cz0 odsetak CD se svodi na prevojnu tacku. Ako izjednatimo sa nulom
diskriminantu kvadratne jednaCine (29,5) dobicemo »2 b* = \2; odgovarajuci koren
jednacine je €= 2% b%. Zamenjujuéi ove vrednosti za b ie u (29,4) nalazimo:
8m? w3 A3

- ' (29,7)

2|

fi=

Uporedo sa promenom karaktera rezonantnih pojava za frekvencije y == g,
nelinearnost oscilovanja dovodi takode do pojave novih rezonancija u kojima su
oscilovanja sa frekvencijom vrlo blizu ®,, koja se pobuduju. spoljasnjom silom
sa frekvencijom koja se bitno razlikuje od .

Neka je frekvencija spoljasnje sile Yg%ﬂ, tj.
Y = 92—0 + e.

U prvoj, linearnoj, aproksimaciji ona u sistemu izaziva oscilovanja sa tom istom
frekvencijom i sa amplitudom koja je proporcionalna amplitudi koja je propor-
cionalna amplitudi sile:
4 ) '
x@)=——f—2cos el
Imwyg 2

_ 1) Dokaz se mo¥%e na¢i npr. u knjizi: I. N. Bogoljubov i A. Mitropoljski: Asimptot-
ski metodi u teoriji nelinearnih oscilovanja. !
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[prema formuli (22,4)]. Ali uzimanjem u obzir nelinearnih Clanove, u drugoj
aproksimaciji, ta oscilovanje dovode do pojave na desnoj strani jednacine kretanja
(29,1) ¢lana sa frekvencijom 2y~ w,. Upravo, zamenjujuéi x* u jednacini

x® 4 2Ax® + (,o% x@ 4 ax®2 4 Bx(2)3 = — axD2,
uvodeéi cos dvostrukog ugla i zadrZavajuci na desnoj strani samo rezonantni
¢lan, dobivamo:

. . 2
x® 4 2Ax® + 02 x® 4 o x@% 4 Bx®3 = — 98af 4 €0s (g + 2¢)t.  (29,8)
0

)
Ova jednatina se razlikuje od jednaline (29,1) samo po tome §to se umesto
amplitude sile f u njoj nalazi izraz, koji je proporcionalan kvadratu f2. To
znadi, da nastaje rezonancija isto takvog karaktera kao i ranije posmatrana

rezonancija, sa frekvencijama y & ,, ali sa manjim intenzitetom. Zavisnost b (e) se
' 8o f?

dobiva zamenom f sa _W (i € sa 2¢) u jednacini (29,4)‘:
16a2f4

81m* w}?

B [(2e— xbDE 4+ = (29,9)

Neka je sada frekvencija spoljaSnje sile:
Y = 2w, + &.
U prvoj aproksimaciji ¢emo imati:

/i

xM = —
mws

cos (2wy + €) t.

Zamenom x = x® 4+ x® u jednalini (29,1) nismo dobili ¢lanove, koji . imaju
karakter rezonantne spolja$nje sile, kao $to je to bilo u prethodnom slucaju.
Medutim, nastaje rezonancija parametarskog tipa od ¢lana treéeg reda, koji je
proporciondlan proizvodu x® x®. Ako od svih nelinearnih ¢lanova zadrZzimo
samo ovaj, onda za x® dobivamo jednacinu: :

x® 4 2Ax® 4 03 x@ = — 2ox® x®
ili

e + 2% x®@ + w2 [1 e 20/ cos (2w, + €) :] *® = (), (29,10)

1
Imawy
tj. jednadinu tipa (27,8) (uzimaju¢i u obzir trenje), koja dovodi, kao S$to nam
je ve¢ poznato, do nestabilnosti oscilovanja u odredenom intervalu frekvencije.
Medutim, za definisanje rezultujuce amplitude oscilovanja, ova jednacina
nije dovoljna. Uspostavljanje kona¢ne amplitude je vezano sa efektima nelinear-
nosti i za njikovo uzimanje u obzir u jednalini kretanja, moraju se zadrZati
takode i ¢lanovi nelinearni po x®: '

*® + 2Ax® + 02 x® + ax®? 4 Bx®? = 32??:tf2cos Quwg+e)t-x®.  (29,11)
W

T*
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Analira ovog zadatka se moZe jako uprostiti, ako se naglasi sledeca okolnost.
Ako na desnu stranu jednacine (29,11) stavimo ‘ '

x® = bcos [[ (0 +%] t+ 8]

(gde je b trazena amplituda rezonantnih oscilovanja, & nije bitno za dalji
konstantni pomeraj faze) i ako predstavimo proizvod dva periodi¢na faktora u
obliku sume dva kosinusa, ovde dobivamo ¢lan: ‘

5%22- cos [[mo + %] L— 8]
0

obi¢nog rezonantnog karaktera (u odnosu na ‘sopstvenu frekvenciju sistema ).
Prema tome zadatak se ponovo svodi na zadatak koji je analiziran u pocetku
paragrafa, a to je zadatak o obi¢noj rezonanciji u linearnom “sistemu samo S

e B v 0SD
tom razlikom $to ulogu amplitude spoljasnje sile igra sada veliCina z—fwg( a
- 0

umesto € stoji E)' Ako izvréimo tu zamenu u jednacini (29,4), dobivamo

2 2 F2h2
af[ 5 — yp2 ol DT
’ [{2 "b] +7‘] 367 o}

Resavajuéi ovu jednatinu u odnosu na b, nalazimo slede¢e mogucne vrednosti

amlitude:

b=0, (29,12)
1[e ] (7}-—)2“‘7

L .32 1,

oo Lo ) (G ) a1
1[e ] (—a?—)?—-_“

g __* 1S . el

b <2 '/Gmmﬁ 7\_ | (29,14)

Na sl. 33 je prikazana ovde dobivena zavisnost b, od e (za » >0;
kada je »< 0, krive su upravljene na suprotnu stranu). Tatke B i C odgova-
raju vrednostima: :

A ‘ = iv(3;{0%)2 =,

Na levo od tatke B je moguéna samo vrednost
b = 0, tj. nema rezonancije 1 ne pobuduje se
oscilovanje sa frekvencijom = ©y, U intervalu

 medu B i Cimamo dva korena: b = 0 (odse-

tak BC na sl. 33) iizraz (29,13) (grana BE).

S 33 - Na kraju, na desno od tatke C postoje sva
' tri korena (29,12) — (29,14).

Medutim, sve te vrednosti ne odgovaraju stabilnom oscilatornom rezimu.
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Vrednost b = 0 nije stabilna na delu BCY, i takode se moze pokazati da je
uvek nestabilan rezim koji odgovara korenu (29,14) (koji se nalazi izmedu druga
dva). Na sl. 33 nestabilne vrednosti & su prikazane tackasto.

Ispitivaéemo, na primer, ponasanje sistema koji je u pocetku ,,u miru“?
sa postepenim smanjenjem frekvencije spoljasnje sile. Da se dostigne tatka C
ostaje b = 0, a zatim nastaje ,,prekid® toga stanja sa prelazom na granu EB.
Pri daljem smanjenju e amplituda oscilovanja se smanjuje do nule u tacki B.
Pri obratnom pak poveéanju frekvencije, amplituda oscilovanja raste duz krive BE®.

Posmatrani sludajevi rezonancije predstavljaju osnovne sluajeve koji su
nastali u nelinearnom oscilujuéem sistemu. U vidim aproksimacijama pojavljuju
se rezonancije i sa drugim frekvencijama. Strogo uzev, rezonancija mora nastati
za svaku frekvenciju y za koju je ny 4+ mw, = @, (n,m su celi brojevi), tj. za
svakoL:",' gde su ¢ i ¢ ponovo celi brojevi. Medutim, sa povecanjem stepena
aproksimacije, intenzitet rezonantnih pojava (a takode $irina oblasti frekvencija
u kojima one moraju postojati) tako brzo opada, da se realno mogu posmatrati

samo rezonancije sa frekvencijom Y:::E—" sa vrednostima p 1 ¢, koje mnisu
q _

tako velike.

Zadatak

Odrediti zavisnost b (g) za rezonanciju sa frekvencijama y & 3 .
Redenje. U prvoj aproksimaciji bi¢e

) o G By 8) B
0

8mw

Za drugu aproksimaciju (x®) dobivamo iz (29,1) jednacinu

¥ + 20x® + @l x® + ax®? + Bx®? = — 3B x®,

gde je na desnoj strani jednadine napisan samo Clan koji dovodi do posmatrane rezonancije.
1 E - . e - . - -
Ako u njega stavimo x(® = b cos [(mo -4 ?) t + 8] i -izdvajaju¢i iz proizvoda tri kosinusa

rezonantni &lan, na desnoj strani jednaline dobivamo izraz:

3B f e ™ :
3—2mm3 cos [(mo + *3—) t.— 28].
D) Ovaj interval upravo ‘odgovara robIasti parametarske rezonancije (27,12), pri c"::rilu

2 ;
uporedenjem (29,10) sa (27,8) imamo |A| = 3?:({4 . Medutim, uslov
\ 0

3
Imw}]

‘ 2of S 4,

za koji je moguéno postojanje posmatrane pojave, odgovara nejednakosti & > k.

2) Napominjemo da ovde posmatramo samo rezonantna oscilovanja. Njihovo odstupanje
ne znadi bukvalno sistem u miru u kome ée nastajati slaba prinudna oscilovanja sa frekven-
cijom y. . .

8) Medutim, treba shvatiti da sve izvedene formule vaZe samo dotle, dok amplituda &
(a takode i €) ostaje dovoljno mala. U stvari krive BE i CF u svom daljem toku se zavr$a-
vaju sjedinjujué¢i se u nekoj tacki; kada se dostigne ta tacka, oscilatorni rezim",se prekida”
‘i postaje b = 0. ! :
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b2
Odavde se vidi, da se zavisnost b od & dobiva zamenom u jednacini (29,4) f sa m'ﬁ iesa %:
07 !

£ . 2 9r32f3
62[(?.—-%‘5“) +)\.2]:—212m2208 = Ab.

Koreni ove jednaline su:

b=0,
£ A 1 A A2 .
9 __ . - S Eal &
b Na sl. 34 je grafi¢ki prikazan karakter zavisno-
3 sti & od ¢ (kada je x > 0). Stabilnim reZimima odgo-

varaju samo vrednosti b =0 (apscisna osa) i grana A B.
( Tatki A odgovaraju vrednosti
4
~C

3 (4202 — AY) L dwat 4 A2
k=" A > k= awd

Oscilatorni rezim postoji samo kada je € > €k
€ pri &emu je amplituda & > bg. Kako je stanje

b = 0 uvek stabilno, onda je za pobudivanje osciIovanjg
S1. 34 neophodan pocetni Himpuls®.

Dobivene formule va%e samo za male vrednosti €. Mala vrednost & omoguéena je malom
vrednosti A, ako pri tome amplituda sile zadovoljava uslov A = \.

§ 30. Kretanje u polju koje brzo osciluje

Posmatraéemo kretanje Cestice koja se nalazi jednovremeno pod dejstvom
konstantnog polja U i sile ' :

~ f=fycos wt+ fosin i, (30,1)

koja se menja u toku vremena sa velikom frekvencijom o (fy, fo su funkcije
samo od koordinata). Pri tom, pod ,velikom® frekvencijom podrazumevamo

takvu frekvenciju koja zadovoljava uslov m>%, gde je T red veli¢ine perioda

kretanja, koje bi Cestica vrsila u samom polju U. Po svojoj veli¢ini sila f nije
slaba u poredenju sa silama koje dejstvuju u- polju U. Medutim,
pretpostavicemo da je malo oscilatorno pomeranje Cestice, koje je izazvano tom
silom (oznaci¢emo ga u daljem sa £). '

Radi upro$¢avanja izracunavanja, posmatraéemo u pocetku jednodimenzio-
nalno kretanje u polju koje zavisi samo od jedne prostorne koordinate x. Tada
je jednatina kretanja Cestice V:

aU

1) Koordinata x ne mora biti Descartes-ova, a koeficijent m prema tome nije uvek masa
Cestice i nije uvek konstantan kako je to pretpostavljeno u (30,2). Takva se pretpostavka,
medutim, ne odraZava na definitivnom rezultatu (vidi dalje). |
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Iz karaktera polja koje dejstvuje na esticu, od ranije je jasno, da njegovo
kretanje predstavlja pomeranje duz neke trajektorije sa jednovremenim malim
oscilacijama (sa frekvencijom ) oko nje. Shodno ovome predstavicemo funkciju
x(z) u obliku zbira

x(t) = X (2) + E@), (30,3)

gde £ () predstavlja naznalene male oscilacije.

. i . 2 i
Srednja vrednost frekvencije £(r) za vreme svoOg perioda f postaje jed-

naka nuli, funkcija X (z).za to vreme s¢ menja vrlo malo. Ako takvu srednju
vrednost oznalimo crtom iznad slova, imacemo: x = X (1), tj. funkcija X (r)

opisuje srednje, u odnosu na brze oscilacije, ,ujednaceno® kretanje Cestice.
Izve$¢emo jednacinu koja odreduje tu funkciju V. :

Zamenjujuéi (30,3) u (30,2) i razlazuéi to po stepenima £ sa tadnoscu
do ¢lanova prvog reda, dobicemo '

au . d2U
e TS+ E

of
ax " Saxe S9x (304

mX +mE=—
U ovoj jednaini figuridu ¢lanovi razli¢itog karatera — oscilujuci 1 ,ujednaceni®;
oni treba da se, ocevidno, uzajamno skracuju u svakoj od tih dve grupe poje-
dinatno. Za osciluju¢e &lanove dovoljno je napisati:

- mE =f(X,0), (30,5)

ostali sadrze mali faktor § i zbog toga su mali u poredenju sa napisanim (8to
se tice izvoda , on je proporcionalan velikoj yrednosti »? i zbog toga nije
mali). Integriraju¢i jednacinu (30,5) sa funkcijom fiz (30,1) (pri Cemu se
velidina X smatra kao konstanta), dobivamo: '

P | (30,6)

mw?

Dovedimo sada jednacinu (30.4) na srednju vrednost po vremenu (u smislu
koji je ranije naveden). Kako srednje vrednosti prvih stepena f i & postaju
- jednake nuli, dobivamo jednacinu: -

. dU . of _ daU 1 af
mX#__dX%—E?det—dX mmzfa_X’
koja sadrzi ve¢ samo funkciju X (r). Napisacemo je definitivno u obliku:

d Uef

gde se ,efektivna potencijalna energija“ odreduje pomocu?®
1 = 1 |
Oy = Utgo—afr=Ut 05 (f3 + 12 ‘ (30,8)

1) Ideju ovog metoda je dao P. L. Kapica (1951). _
%) Ako se izvrie neito duZa izratunavanja, pod uslovom da veli¢ina m zavisi od x, lako
se mozemo uveriti da ¢e formule (30,7) i (30,8) vaziti i u tom slucaju.
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Uporedujuéi ovaj izraz sa (30,6), moze se lako videti, da dopunski ¢lan (u
odnosu na polje U) ne predstavlja nista drugo, do srednju kineticku energiju
oscilatornog kretanja:

Ug=U+ %Eﬂ (30,9)

Na taj natin, kretanje Cestice, koje je dovedeno na srednju vrednost u
odnosu na oscilacije, vrsi se tako, kako bi bilo, kada bi pored konstantnog
polja U, dejstvovalo jo§ i’ dopunsko konstantno polje, koje kvadratno zavisi od
amplitude promenljivog polja. , ' |

Dobiveni rezultat se moze lako generalisati u slucaju sistema sa ma Kojim
brojem stepena slobode, koji je opisan generalisanim koordinatama ¢i. Za efektivnu
potencijalnu energiju se dobiva [umesto (30,8)], izraz: ' o

Zazz.lff_k: U+Z%%_&'k (30.10)

ik ik

Uef: U+

1
2 w?

gde su velitine ai (uopste uzev — funkcije koordinata) elementi matrice, koj?

je reciproéna matrici koeficijenata a u kinetickoj energiji sistema [vidi (5,5)]

Zadaci

1. Odrediti poloZaje stabilne ravnoteze klatna, Cija tatka veSanja vrSi vertikalna oscilo-
vanja sa velikom frekvencijom y (y > V%) . ;

Refenje. Iz Lagrange-ove funkcije, koja je dobivena u zadatku 3,¢ § 5, vidi se da
je u datom sluaju promenljiva sila

f=—mlay?cosytsing
(kao veli¢ina x uzet je ugao @). Zbog toga ¢e ,.efektivna potencijalna energija” biti:

a®y?
Uei = mgl(—cos:p + 4lg sin® cp) g

Polozaji stabilne ravnoteZe odgovaraju minimumu te funkcije. Pravac vertikalno naniZze
(p = 0) je uvek stabilan. Pri ispunjenju uslova

a?y? >2gl

stabilan je takode i poloZaj vertikalno navise (p = x). ‘ _
2. To isto za klatno sa tatkom veSanja koja horizontalno osciluje.
Resenje. Prema Lagrange-ovoj funkciji dobivenoj u zadatku 3,b) § 5, nalazimo da
je f=mlay?cosytcosg, a zatim ' ' .
) a®y? \
Uet = mgl[—cosg + _4?":03 7l

Ako je a?y? < 2gl, onda je stabilan poloZaj ¢ = 0. Ako je pak a?y?>>2gl, onda stabilnoj
ravnoteZi odgovara vrednost

2¢gl
COB @ == 28 A



GLAVA VI
KRETANJE KRUTOG TELA

§ 31. Ugaona brzina

U mehanici mozemo kruto telo definisati kao sistem materijalnih tacaka
¢ija su medusobna rastojanja nepromenjena. Sistemi koji u prirodi realno pos-
toje, mogu, kona¢no, pa zadovoljavaju taj uslov samo priblizno. Ali vecina
gyrstih tela u obi¢nim uslovima tako malo menjaju svoj oblik i dimenzije da
pri izudavanju zakona kretanja krutog tela, posmatranog kao nesto celo, mozemo
se potpuno ograditi od tih promena. ' :

U daljem izlaganju cCesto ¢emo Kkruto telo smatrati kao diskretan skup
materijalnih tataka ¢ime se postiZze izvesno upros¢avanje zakljucaka. Medutim,
ovo uopite ne protivredi okolnosti, da kruta tela obi¢no moZemo u mehanici
tretirati kao kontinulana, ne interesujuéi se apsolutno za njihovu unutrasnju
strukturu. Prelaz od formula, koje sadrze sumiranje po diskretnim taCkama na
formule za kontinualno telo ostvaruje se jednostavno zamenom masa Cestica
masom p dV, koja se nalazi u elementu zapremine dV (p je gustina mase) i
integriranjern po- celoj zapremini tela. ‘ |

Za opisivanje kretanja krutnog tela uve$éemo dva koordinatna sistema:
,nepokretni®, tj. inercijalni sistem XYZ i koordinatni ‘sistem koji se krece
X, = X, X3=1Y, X3 =2, za Koji se pretpostavlja da je Cvrsto vezan sa krutim telom
i ulestvuje u svim njegovim kretanjima. Podetak pokretnog koordinatnog sistema
zgodno je postaviti u centar inercije tela. - ‘

Polozaj krutog tela u odnosu na nepokretni koordinatni sistem odreduje
se potpuno poznavanjem poloZaja pokretnog sistema., - : :

 Neka radijus-vektor R pokazuje polozaj pocetka O pokretnog sistema
(sl. 35). Orijentacija osa toga sistema u odnosu na nepokretni odreduje se po-

mocu tri nezavisna ugla, tako da zajedno sa tri’ komponente vektora R imamo
svega 6 koordinata. Na taj nacin, svako kruto telo predstavlja mehaniCki sistem
sa Sest stepena slobode.

Posmatracemo proizvoljno, beskona¢no malo, pomeranje krutog tela. Mo-
yemo ga predstaviti u obliku zbira dva dela. Jedan od njih je beskona¢no mali
paralelan pomeraj tela, i kao rezultat ovoga, centar inercije prelazi iz pocetnog
polozaja u konacni pri nepromenjenoj orijentaciji ‘ose pokretnog koordinatnog
sistema. Drugi je beskonatno mala rotacija oko centra inercije posle c¢ega kruto
telo dolazi u definitivan poloZzaj. :
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—

Oznaci¢emo sa r radijus-vektor proizvoljne tacke P krutog tela u pokretnom
koordmatnorn sistemu, a radijus-vektor 1ste te tatke u nepokretnom sistemu sa

rg Tada se beskonaéno malo pomeranje drg tacke P sastoji iz pomeranja dR

— —

zajedno sa centrom inercije i pomeraja do X r u odnosu na poslednji pri obr-

tanju za beskona¢no mali ugao de [vidi (9,1)]:

—

dr=dR + d¢ X .

z Ako ovu jednalinu podelimb sa vre-
& menom d: u toku koga je nastalo posmat-
> ramo pomeranje, i uvodeci brzine
Ty - — —
: dr. ~ gR = dp =
r — = - = —E == . (3151
5 dr dr. v dt » A1)
r dobivamo . medu njima ralaciju:
R - — — —
. ; : v=V—|—Q><r. (31,2)
: oL
- Vektor V je brzina centra inercije kru-
X tog tela: naziva se takode i brzmom njegovog
SL 35 translatornog kretanja. Vektor Q se naziva

ugaona brzina rotacije krutog tela; njen
pravac (kao 1 pravac dcp) se poklapa sa pravcem o0se rotacije. Na taj natin

brzina v ma koje tacke tela (u odnosu na. nqpoxretm koordinatni smtem) moze
biti izrazena pomocu translatorne brzine tela i ugaone brzine njegove rotacije.’

Potrebno je napomenuti da pri izvodenju formule (31,2) spec1flcna svojstva
koordinatnog potetka kao centra inercije tela apsolutno nisu uzeti u obzir.
Preimudstva toga izbora objasni¢emo kasnije pri izratunavanju energije tela
u kretanju.

Dopustimo sada da je koordinatni sistem, koji je spojen sa krutim telom, .
uzet tako, da se njegov koordmatm poletak ne nalazi u centru inercije O, vec

u nekoj tacki O' na rastolan]u a od tatke O. Brzinu pomeran]a pocetka 04

toga sistema oznaci¢emo sa V a ugaonu brzinu njegove rotacije sa Q
Posmatratemo ponovo ma koju tacku P krutog tela i oznac1mo njen

radijus-vektor u odnosu na pocesak O’ sa 7. Tada jer=r+ai zamena u
(31,2) daje:

— 4 - — — - e
20=V4+Qxa+Qxr.
S druge strane, prema definiciji V'i Q) mora bii V=V'+ Q' % ¥,
Zbog toga zakljulujemo da je: '

— —r — — . .=

V=V+QxXa 0

Q. . (31,3)
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Druga od ovih jednadina je veoma znacajna. Vidimo, da se ispostavlja,
da je ugaona brzina, kojom rotira u datom momentu koordinatni sistem koji
je ¢vrsto vezan sa telom, apsolutno nezavisna u datom momentu od toga sistema.

Svi takvi sistemi rotiraju u datom momentu, oko uzajamno paralelnih osa,

sa istom, po apsolutnoj vrednosti, brzinom Q. Ova okolnost nam i daje pravo
da Q nazivamo ugaonom brzinom rotacije krutog tela kao takvog. Brzina
translatornog kretanja takvog »apsolutnog” karaktera, uopste ne postoji.

Iz prave formule (31,3) se vidi, da ako su Vi Q (u datom momentu)
uzajamno normalni pri ma kakvom izboru koordinatnog pocetka O, onda su oni

(tj. V' i Q) uzajamno normalni i za odredeni, u odnosu na ma koji drugi
potetak O'. Iz formule (31,2) se vidi da se u tom slu¢aju brzine svih tacaka

tela ¥V nalaze na jednoj istoj ravni—ravni koja je normalna na £2. Pri tom se
uvek moze uzeti takav pocetak O'D &ija je brzina V' jednaka nuli, tako da
kretanje krutog tela (u datom momentu) bude predstavljeno kao Cista rotacija
oko ose koja prolazi kroz O’. Ovu osu nazivamo rrenutna 0sa rotacije tela®.

U daljem izlaganju ¢emo uvek pretpostavljati da je pocetak pokretnog

koordinatnog sistema uzet u centru inercije ' tela, tako da i osa rotacije tela
prolazi kroz taj centar. Pri kretanju tela menjaju se, uopste uzev, kako apsolutna

p
velicina Q tako i pravac ose rotacije.

§ 32. Tenzor inercije

Za izracunavanje Kineticke energije krutog tela posmatratemo ga kao
diskretan sistem materijalnih ta¢aka i napisa¢emo:

m?
T= )
- 2
gde se sumiranje vr8i po svim tatkama koje sacinjavaju telo. Ovde i nadalje
Gemo izbaciti indekse, kojima se oznalavaju te tacke, u cilju upro$cavanja

pisanja- formula.
Zamenjujuéi ovde (31,2), dobivamo:

B | — — — _‘1 -5 = — '
Tzz%[wr Q x PP :Z%W —}—LmV(Q % 1) +_Z§(g X ).

Bizine V i Q su iste za sve tatke krutog tela. Zbog toga u prvom Clanu

L . . : o s
—— iznosimo ispred znaka sume, a suma Ym je masa tela, koju cemo oznaciti

sa p. U drugom ¢lanu ¢emo napisati:
. ZmV(QXr)= mr(VXQ)-:(VXQ)Zmr.

1) Naravno, moZe se ispostaviti da se nalazi i izvan tela.

— —

?) U opstem sluéaju, kada pravci V' i Q nisu uzajamno normalni, koordinatni poCetak

- =

se moZe tako uzeti da Vi Q budu paralelni, tj. kretanje (u datom momentu) bice sastavljeno
iz rotacije oko neke ose i translatornog pomeranja duZ te iste ose. ‘



108 Kretanje krutog tela [Gl. VI

Odavde je jasno, da ako je pocCetak pokretnog koordinatnog ‘sistema uzet,
kako je uslovljeno, u centru inercije, onda taj ¢lan -postaje jednak nuli,
jer je tada Xmr =0 Na kraju, u treem ¢lanu ¢éemo rastaviti kvadrat vektorskog
proizvoda i kao rezultat dobivamo:

T =Z‘—1212 + %Z m{Q2 2 —(Q x )2}, (32.1)

Na taj nalin, kineticka energija krutog tela moze biti predsavljena u obliku
sume dva dela. Prvi ¢lan u (32,1) je kineticka energija translatornog kretanja
__ona ima takav oblik, kao- da je cela masa tela koncentrisana u njegovom centru
inercije. Drugi ¢lan predstavlja kineticku energiju rotacionog kretanja sa ugaonom

brzinom Q oko ose koja prolazi kroz centar inercije. Napominjemo, da je mo-
guénost takvog deljenja kineticke ' energije na dva dela uslovljena uzimanjem
(izborom) pocetka koordinatnog sistema, koji je vezan sa telom, bas u njegovom
centru inercije.

Napisacemo kineticku energiju rotacije sa tenzorskim oznakama, tj. pomocu

-+ —¥

komponenata x;, Q; i vektora i QD. Imacemo:
1\ .
Tw = 32 m{Q?xlz—Qfx,'Qkxk} =
= %Z m {Q: Qi S xf — Qi Qo xi xa} =

— L0 (st B — i),

Ovde je iskori¢ena identi¢nost ;= 08, gde je 8i jediniCni  tenzor
(¢ije su komponente jednake jedinici za 1= ki nuli za ¢ # k). Uvodeci tenzor

Ta= Y m(e ba— 50, (32,2
dobivamo definitivni izraz za kineti¢ku energiju krutog tela u obliku:
2 I s
T = '}i;_ . o ';_ ik Qz Qk’ : (3233)

Lagrange-ova funkcija krutog tela dobiva se iz. (32,3) oduzimanjem poten-
cijalne energije
| o

L
2

S I~ U. (32,4)

Potencijalna energija je u opStem slucaju funkcija $est promenljivih, koje
odreduju polozaj krutog tela, na primer, tri koordinate X, Y, Z centra inercije,

, I) U ovoj glavi slovima 4,% i [ se oznalavaju tenzorski indeksi koji dobivaju vrednosti
1, 2 i 3. Pri tom se uvek primenjuje poznato pravilo sumiranja, prema kome se znaci suma

izostavljaju, a po svim dvaput ponovljenim (takozvanim ,,nemim”) indeksima podrazumevaju -

- - ) —
se sumiranja po vrednostima 1, 2, 3, tako je A, Bi=A X B, A=A A1= A? itd. Oznake
nemih indeksa, otividno, moZemo menjati proizvoljno (samo da se ne bi poklapalo sa ozna-
kama drugih tenzorskih indeksa koji figuriraju u datom izrazu). ! :
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i tri ugla koji odreduju orijentaciju pokretnih koordinatnih osa u odnosu na
nepokretne.

Tenzor I se naziva tenzor momenta inercije ili jednostavno tenzor inercije
tela. Kao $to je jasno iz definicije (32,2), on je simetri¢an, tj.

Ly, = I (32,5)

Radi ociglednosti, napisacemo 'njegove komponente u eksplicitriom_ obliku
u sledecoj tablici: '

Em(y?+2%) —Zmxy —XZmxz
I,=|—2Zmyx Sm(x2 422 —XZmyz . (32,6)
—Xmzx —Zmzy Zm(x® + %)

Komponente I, I, i I.. se ponekad nazivaju momenti inercije u odnosu
na odgovarajuce ose. 5 :

Tenzor inercije je, oligledno, aditivan — momenti inercije tela jednaki su
sumama momenata inercije njegovih delova.

Ako kruto telo moZemo smatrati kao neprekidno, onda se u definiciji
(32,2) suma zamenjuje integralom po zapremini tela:

La=|o@8a—nx)av. (32,7

Kao i svaki simetri¢ni tenzor drugog ranga, tenzor inercije se moZe dovesti

na dijagonalni oblik odgovarajucim izborom pravaca 0sa Xj, Xp, Xa. ~Ovi pravci
se nazivaju glavne ose inercije, a odgovarajuce vrednosti komponenata tenzora
— glavni momenti inercyje. Oznalicemo ih sa Iy, Iy, I. Pri takvom izboru osa
X, Xy X3, KinetiCka energija rotacije se posebno jednostavno -izrazava: -

Tn = (1,03 + L0} + LOD. ' (32,8)

Napominjemo, da svaki od tri glavna momenta inercije ne moZze hiti veci
od dva druga. Tako je:

I1-|—12=Zm(x§+x§+2x§)>2m(x§+x§)=f. (32,9)

Telo, &ja su sva tri momenta inercije razli¢ita, naziva se asimetricna cigra.

Ako su dva glavna momenta inercije uzajamno jednaka, I; = I # I, onda
se kruto telo naziva simetriéna &igra. U tom slu¢aju je izbor pravaca glavnih
0sa u ravni Xx; X, proizvoljan.

Ako se pak sva tri glavna momenta inercije poklapaju, onda se telo naziva
sferna &gra. U tom sludaju je proizvoljan izbor sve tri glavne ose inercije;
mo¥emo ih uzeti kao ma koje tri uzajamno normalne ose. " ‘

Nalazenje glavnih osa inercije se jako upro$cava ako kruto telo ima jednu.
ili drugu simeétriju; jasno je, da poloZaj centra inercije 1 pravci glavnih osa
inercije moraju imati istu simetriju. :

Tako, ako telo ima ravan simetrije, onda se centar inercije mora nalaziti
u toj ravni. U njoj se nalaze dve glavne ose inercije, a treéa je normalna na
njoj. OtCevidan sludaj takve vrste je sistem Gestica koje se nalaze u jednoj ravni.



110 - Kretanje krutog tela [Gl. VI

U tom slu¢aju postoji jednostavan odnos izmedu tri glavna momenta . inercije.
Ako je ravan sistema uzeta kao ravan x; Xy onda, kako je za sve Cestice x3 =0,
imacemo:

I, =2mx3, L= Ymad, I, =Zm(x3+ x3),

tako da je:
Ly =14 Iy . (32,10)

Ako telo ima osu simetrije ma koje vrste, onda se centar inercije nalazi
na toj osi. S njom se poklapa jedna od glavnih osa inercije, a druge dve su
na njoj normalne. Pri tom, ako je red ose simetrije veci od drugog, onda je
telo simetri¢na &igra. U stvari, svaku glavnu osu (koja je normalna na osi
simetrije) mozemo obrnuti tada za ugao, koji je razli¢it od 180°, tj. izbor
ovih osa postaje nejednoznacan, a to je moguéno samo u slucaju simetri¢ne cigre.

Narotit slu¢aj imamo kod sistema ¢estica koje se se nalaze duz jedne
prave linije. Ako tu pravu uzmemo kao osu x5, onda je za sve Cestice x; = X; =
— 0, i zbog toga se dva glavna momenta inercije poklapaju, a treci je jednak nuli:

L,=L,=%mx} I,=0. (32,11)

Takav sistem nazivamo rotator. Karakteristicna specifi¢nost rotatora za
razliku od opsteg slucaja proizvoljnog tela je u tome, $to on ima svega dva
(a ne tri) rotaciona stepena slobode, koji odgovaraju rotacijama oko osa X 1%g3
govoriti pak o rotaciji prave oko same sebe, ocigledno, nema smisla.

Na kraju, ucini¢emo jo$ jednu napomenu odnosno izra¢unavanja tenzora
inercije. Mada smo definisani ovaj tenzor u odnosu na koordinatni sistem sa
pocetkom u centru inercije [samo pri takvoj definiciji vazi osnovna formula
(32,3)], ipak se ponekad ispostavlja kao zgodno za njegovo\izraéunavanje, izra-
¢unati prethodno analogni.tenzor: '

I'y = Zm (2 8 — x{ %)
koji 'je definisan u odnosu - a drugi pocetak O'. Ako je rastojanje OO’ dato
vektorom ;, onda je ?:?’ —i—;’, x; = % + a,; uzimajuéi u obzir takode da je
Zmr_'= 0, prema definiciji tatke O, nalazimo: |

Iy = Ly + 1. (a2 3:‘!; — a; a). (32,12)

Prema toj formuli, znajuci I';, lako se moze izralunati trazeni tenzor . -

Zadaci

1. Odrediti glavne momente inercije za molekule, koje posmatramo kao “sisteme Cestica,
koje se nalaze na nepromenjenim medusobnim rastojanjima u slede¢im sluéajevima:

a) molekul je sastavljen od atoma koji se nalaze na jednoj pravoj.

Odgovor:
12 : ;
L=I= —}T Mg Mp laab, I, =1,

a#zb

gde je ma masa atoma, I rastojanje izmedu atoma a i b; sumiranje se vr3i prema svim
parovima atoma u molekulu (pri ¢emu svaki par vrednosti a i b ulazi ‘'u sumu jedanput).
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Za dvoatomski molekul suma se svodi na jedan ¢lan, dajuéi od ranije oligledni rezultat
— proizvod redukovane mase oba atoma i kvadrata njihovih rastojanja:

iy My

SR

P.

b) Troatomski molekul u obliku ravnostranog trougla (sl. 36).
myh
Odgovor: Centar inercije se nalazi na rastojanju Tz od njegove osnove. Momenti

inercije bice:
2m, m m .
R, L=-td, L=L+1I

I =

 ¢) Cetvoroatomski molekul sa atomima, koji su rasporedeni u vrhovima pravilne tro-
strane piramide (sl. 37).

m

Sl. 37

- .. ; s ; o mgh .
Odgovor: Centar inercije se nalazi na visini piramide na rastojanju X = W od njene
osnove. Momenti inercije bice:

3m, m m,; a?
I1=I2=4%k2+*;‘_5 I3=m102-

Kada jemy=my i h=a Vi dobivamo tetraedarski molekul sa ‘momentima inercije

11313=I3=m10.2.

2. Odrediti glavne momente inercije neprekidgih homogenih tela.
a) Tanki §tap duZine /.
Odgovor: I =1, = 12 pl?, I, = 0 (debljina Stapa se zanemaruje).

b) Kugla polupre¢nika R.
Odgovor:

2
11312=13=?}1R.2

(treba izralunati sumu: I, + I, + I; = 2p |r?d V).

¢) KruZni cilindar polupre¢nika R i visine A.
Odgovor:

hﬂ

(x5 je osa cilindra).
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d) Pravougli paralelopiped Cije su ivice a, b, c.
Odgovor:

P 2 B g g0
L=he+e, L-pp@+d  h=p@+P

(0se Xp, Xg, X3 SU paralelne ivicama a, b, €)-
¢) Kruzni konus visine h i polupretnika osnove R.

Resenje. Izracunacemo u pocetku tenzor I, u odnosu na ose sa potetkom u vrhu
konusa (sl. 38). Izratunavanje se lako izvodi u cilindarskim koordinatama i daje:

, : 3 R? " , 3 .
11=I2=*5—}L *'4—+h“ , 13=-mpR.

. : . 3
- Tezidte se, kako pokazuju jednostavna izracunavanja, nalazi na osi konusa na rastojanju a@ = "4 h

od vrha. Prema formuli (31,12), nalazi se definitivno:

h2

3 3
Il..—:Iz::I;_—-].}.azz'zo}L(R“ﬁ-T),. Iazfé:EpRz

) Troosni elipsoid sa poluosama a, b, c.

R e§enje. Centar inercije se poklapa sa centrom elip-
soida, a glavne ose inercije sa njegovim osama. Integriranje
po zapremini elipsoida moze biti svedeno, na integriranje po
zapremini sfere transformacijam koordinata: x = af, y = by,
z = cl, kojom se svodi jedna¢ina povrSine elipsoida

x2 3“}2 22
atEta-1

na jednacinu povrine jedini¢ne sfere:
g4+ +=1

Tako za moment inercije u odnosu na osu x, dobivamo:

h=:pjjj(y2+2%dxdyd2=

pabe jjj(b2 02 + 2tHdEdndl = ab'c%I’ (% + %),

S1. 38

I

gde je I’ moment inercije kugle jedini¢nog poluprecnika. Uzimajuéi u obzir da je zapremina

+
elipsoida jednaka 3~ rabe, definitivno dobivamo momente inercije:
L=%e+o L="% @+ L= 5@+

3. Odrediti frekvenciju malih oscilovanja fizitkog Klatna (kruto telo koje osciluje u polju
te¥e oko nepokretne horizontalne ose). W

Resenje. Nekaje / rastojanje od centra inercije klatna do ose rotacije, a o, B, Y su
uglovi izmedu pravaca njegovih glavnih osa inercije i ose rotacije. Kao promenljivu koordinatu
avedéemo ugao ¢ izmedu vertikale i normale povuéene iz centra inercije na osu rotacije.
Brzina centra inercije je V =1g, a projekcije ugaone brzine na glavne ose inercije bice: .
@ cos o, @ Cos P, ¢ Cos Y. Smatraju¢i da je ugao @ mali, nalazimo potencijalnu energiju u obliku:

1
U=npgl(l—cose z—z—pglqﬁ.
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Zbog toga ¢e Lagrange ova funkcija biti:

pl? i 1 ., R . pgl?
i, = 2 @ +’f(11 cos?a + I, cos® 3 + Iycos?y)p? — » @

Odavde za frekvenciju oscilovanja imamo:

Y, . S
pi? + I, cos*a + Iy cosy  + I cos?y

4. Nadi ki_netic‘:ku energiju sistema, koji je prikazan na sl. 39. OA4 i AB su tanki,
homogeni $tapovi duZine l, spojeni zglavkasto u tacki A.
Stap OA rotira (u raval crteza) oko tatke O, a kraj B 3tapa AB Kklizi duz ose Ox.

_ Redenje. Brzina centra inercije $tapa OA (koji se nalazi na njenoj sredini) iznosi
lp  gde je ¢ ugao AOB. Prema tome kineti¢ka energija §tapa O A bice:
T, — psl' "y 712’_ e
(p.je masa jednog Stapa). |
Descartes-ove koordinate centra inercije $tapa 43 bice: X = 37 oS @, x _ % sith, T
je ugeona brzira rotacije tog Stapa takode jednaka ‘9, onda je njegova kineticka energija:
2 1.2

T 4_& j{2 }.72. | _I_IZ ]—Ll 9 .2 @
s =5 (X*+ )Tchzg(l—i—Ssm*cp):p + 5

Totalna kinetika energija sistema bice:

}J.l2

Pl 4 3 sin® @) @

2

2

|
[zamenjeno 1= 7 Pprema zad. 2, a].

5. Naéi kineticku ene;giju cilindra (polupretnika R), koji se kotrlija po ravni. Masa
cilindra je rasporqdena PO njegovoj quremini tako da je jedna od glavnih osa inercije paralelna
sa osom cilindra i prolazi na rastojanju a od nje; moment inercije u odnosu na tu glavnu

osu iznosi I.

SL. 39 Sl 40

Redenje. Uved¢emo ugao ¢ izmedu vertikale i normale, spustene iz teZi§ta na osu,
cilindra (sl. 40). '

Kretanje cilindra u svakom momentu moZemo smatrati kao ¢istu rotaciju oko trenutne
ose, koja se poklapa sa lin‘jom njegovog dodira sa nepokretnom ravni; ugaona brzina te rota-

8 Mehanika
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\

cije je q) (ugaona brzina rotacije oko svih paralslnih osa je ista). Centar inercije se’ nalazi na
rastojanju | a* + R?—2aRcos¢ od trenutne ose i zbog toga je njegova brzina

V=¢|a+ R*—2aRcosp.
Totalna kineti¢ka energija bice:
" oI
T = 5 (a* + R*—2aR cos 9) ¢° +E‘@2.

6. Nadi kineti¢ku energiju homogenog cilindra polupretnika a koji sc kotrlja po unutra-
$njoj strani cilindriéne povrsine polupre¢nika R (sl. 41). '

Z

S1. 41 SL. 42

Refenje. Uveiemo ugao @ izmedu linije koja spaja centre oba cilindra i vertikale.
Centar inercije cilindra, koji se kotrlja, nalazi se na osi i njegova je brzina V=¢(R—a)
Ugaonu brzinu izratunaéemo kao brzinu Ciste rotacije oko trenutne OS€, koja se poklapa sa
linijom dodira cilindra. Ona iznosi:

Vv _:R—a

a =(P;a

Q—_:

Ako je I, moment inercije u odnosu na osu cilindra, onda je

» .. L (R—af. 3 .
T=5R—a'P+>5 ¢ =4 pR—a®¢"
(I, — iz zadatka 2, ©). :
7. Naéi kineticku energiju homogenog konusa, koji se kotrlja po ravni.
Resenje. Oznalicemo sa 6 ugao izmedu linije OA koja dodiruje konus sa ravni i
ma koje nepokretne prave u toj ravni (sl. 42). Centar inercije se nalazi na osi konusa, a

njegova brzina je V =a cosa - 6, gde je 2o ugao u vrhu konusa, a a je rastojanje centra

r

inercije od vrha. Ugaonu brzinu rotacije izratunacemo kao brzinu &iste rotacije oko trenutne
ose 0A: e

Q L.
~ asina L

Jedna od glavnih osa inercije (x,-0sa) poklapa se sa osom konusa, a drugu (xy-osu) ¢emo

-+
uzeti normalno na osi konusa i liniji O 4. Tada'¢ée projekcije vektora Q (koji je orijentisan
paraleltno sa OA4) na glavne ose inercije biti Qsin o, 0, Q cosa. Kao rezultat nalazimo za
tra¥enu kineti¢ku energiju: |

2

a v . I, costa - 3uh?
T_—-»Ez—_cos”a-eﬁ—]——fl—cosza-ez—l— 3 2 5

T2 sinfa - 40

62 (1 + 5 cos? )

[k je visina konusa, I, I,, a—iz zadatka 2, el.
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8. Naéi kineti’ku energiju homogenog konusa Cija se osnova kotrlja po ravni, a vrh se
konstantno nalazi u tadki iznad ravni na visini, koja je jednaka poluprefniku osnove (tako da
je osa konusa paralelna sa ravni). -

Refenje. Uvei¢emo ugao 9 medu datim
pravcima u ravni i projekcije ose konusa na njoj

(sl. 43).Tada je brzina centra inercije 1V = a6 (oznake
su iste kao i u zadatku 7). Trenutna osa rotacije;"
je izvodnica konusa O A4, koja je povucena kroz
tatku njegovog dodira sa ravni. Centar inercije
se nalazi na rastojanju asin'e od te ose pa ¢e zbog
toga biti:

Z

B

asina  sina

Q=

S1. 43

Projekcije vektora Q na glavne ose inercije (osa -
x, je uzeta normalna na- osi konusa i liniji OA) iznosi: Qsin « =6, 0, Qcosx = ¢ ctg a.
Zbog toga ¢e kinetiCka energija biti: . ‘
_ p_(12 h2 LA O - }phi ol b
T—29+26+26Ctg{1= 406C052ﬂ+5.
9. Naéi kineti¢ku energiju homogenog troosnog elipsoida Koji rotira oko jedne od svo-

jih osa (AB, sl. 44) pri ¢emu poslednja rotira oko pravea CD, koji je normalan na njoj i
prolazi kroz centar elipsoida. )

6

Sl 44 SL. 45

Reienje. Ugao obrtanja oko ose CD oznatimo sa 6, a ugao obrtanja oko ose AB
(ugao izmedu CD i ose inercije x,, koja je normalna na AB) oznaCiCemo sa ¢. Tada ce

projekcija Q na osu inercije biti:

9 cos P, 8 sin Ps P _
(pri ¢emu se osa x; poklapa sa A4 B). Kako je centar inercije, koji se poklapa sa centrom
elipsoida, nepomit¢an, onda ¢e kineticka energija biti: _
1 . . 1 .
T=—2—'(Ilcosgq)+ I, sin? @) 6% + = 3 0%
10. To isto, ako je osa A B nagnuta, a elipsoid je simetri¢an u od nosu na tu osu (sl. 45).

- R .
- Redenje. Projekcija vektora Q na osu AB i na druge dve ose inercije, koje su na
njoj normalne (koje moZemo uzeti proizvoljno), bice ‘
é COS oL COS @, 6 cos a sin g, ¢ + 0sina.
Kineti¢ka energija iznosi: '

I . I - -
T=721- Cosa-a,gz_]_-;—(@-{—esina)z. '

8*
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§ 33. Moment impulsa krutog tela

Veli¢ina momenta 1mpulsa smtema zavisi, kao §to znamo, od izbora tacke
u odnosu na koju je on definisan. U mehanici krutog tela, najracionalniji izbor
te tactke je pocetak pokretnog koordinatnog sistema, tj. centar inercije tela. U

daljem izlaganju ¢emo pod M podrazumevan moment, I\Oii je definisan ba$ na
taj nacin. . ' :
Prema formuli (9 6) pri uzimanju koordinatnog poéetka u centru inercije

tela, njegov moment M se poklapa sa ,sopstvenim momentom” koji je vezan
samo sa kretanjem taCaka tela u odnosu na centar inercije. Drugim reCima, u

— — - — —

definiciji M =2Xm(r X v) treba v zameniti sa X r:

| M:z:m(rx(gxT))zzm{rmf-rx(rxgz)},'
ili u tenzorskim oznakama: :
Mi = Em{xf Qi — X X Qk} = Qk Em {xf aik — X xk}.

Na kraju, uzimajuci u obzir definiciju (32,2) tenzora inercije definitivno do-

bivamo: :
Mz' == Iika' (33,1)

Ako su 0se Xy, X, X3 orijentisane duZ glavnih osa inercije tela, onda ta for-

mula daje: | _
M]. = Il Ql’ M2 = Ig Qz, Ma = Ia Q3. . (33,2)

N2

Specijalno, za sfernu digru, kada se sva tri glavna momenta inercije
poklapaju, imamo jednostavno: :

M = IQ, | | (33,3)
tj. vektor momenta je proporcionalan vektoru ugaone brzine i ima s njim istu
orijentaciju.

U opstem sluCaju pr01zv01;nog tela, vektor M, opSte uzev, s€ ne -poklapa
po svom pravcu sa vektorom Q 1 samo pri rotaciji tela oko -ma koje od nje-

govih glavnih osa inercije M i Q imaju isti pravac

Posmatracemo slobodno kretanje krutog tela, ko;e nije podvrgnuto de]stvu
ma kakvih spoljasnjih sila. Ravnomerno translatorno kretan]e, za koje nemamo
n°1<og interesa, pretpostavicemo da ne postoji, tako da ce biti govora o slobod-
noj rotaciji tela.

Kao i u svakom zatverenom sistemu, moment impulsa slobodno rotirajuceg

tela je konstantan. Za sfernu ¢igru -uslov. M = const dovodi jednostavno do

Y

Q = const. To znac1, daje uo stem slucau slobodna rotaCi'a éferne cigre
]ednostavno Tavnomerno I‘Otll’aD]C oko stalne ose.

Isto tako je jednostavan slucaj rotatora. Ovde je takode M I Q pn ¢emu

je vektor Q normalan na osi rotarora. Zbog to. a je slotodno rotlran)e rotatora
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ravnomerna rotacija u jednoj ravni oko pravca koji je normalan na toj. ravni.
Zakon odrzanja momenta je dovoljan i za odredivanje sloZenije slobodne rotacije
simetri¢ne. cigre. ‘ - :
Koriste¢i se proizvoljnos¢u izbora pravca glavnih osa inercije x;, X, (nor-
malnih na osu simetrije &igre x;) uzecemo osu Xp koja je normalna na ravni,

odredenoj konstantnim vektorom M i trenutnim poloZajem ose x3 Tada je
M, = 0, a iz formula (32,2) je jasno
da jeiQ, = 0. To znati, da se orijen-

tacije M 1Q i ose Ccigre u svakom

momentu nalaze u jednoj .ravni

(sl. 46). Ali odavde samim tim izlazi
—

-+ = :

da su brzine v = Q X r svih tataka na osi
¢igre u svakom momentu normal-
ne na naznacenoj ravni; drugim re-
¢ima, osa .Cigre. ravnomerno rotira

N
(vidi dalje) oko pravea M opisujuci
kruzni konus (takozvana regularna pre-
cesija Cigre). Jednovremeno sa prece-
sijom sama Cigra ravnomerno rotira
oko sopstvene. ose.

Ugaone brzine te obe rotacije
lako je izraziti pomoc¢u’ date velicine
momenta M i ugla nagiba 6 ose cigre

&
prema pravcu M. Ugaona brzina rota-

cije &igre oko svoje ose je jednostavno
; —

Sl. 46

projekcija ; vektora () na tu osu:

M o
0y, = T3 = —I;cos 0. | . (334

Za odredivanje brzine precesije Q) treba razloziti vektor  po pravilu paralelo-

grama na komponente duz x; i M. Prva od njih ne dovodi ni do kakvog
pomeranja same ose Cigre te zbog toga druga daje trazenu ugaonu brzinu
precesije. Iz prikaza na sl. 46 je jasno da je sin 0 Q. = Q,, a kako je
Q, = My M, onda dobivamo:

I I, |

o I ol : (33,5)

§ 34. Jednaline kretanja krutog tela

‘ Kako kruto telo ima u. opstem slucaju Sest stepena. slobode,- onda. opsti
sistem jednacina kretanja mora sadrzati $est nezavisnih jednatina. MozZemo ih
predstaviti u obliku, kojim se odreduju izvodi po-vremenu dva vektora: impulsa
i momenta tela. ‘ ' )
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A 5
Prva od tih jednalina se jednostavno dobiva sumiranjem jednadina » = f
— -

sa svaku cesticu iz sastava tela, gde je p impuls Cestice, a f sila koja na nju
dejstvuje. Uvodeéi totalni impuls tela

P=Z%Zp=pV

ukupnu silu koja na njega dejstvuje Xf = F, dobivamo:

—

ap > '
-dt——F. (34,1)

Iako smo F definisali kao sumu svih sila f, koje dejstvuju na svaku &es-

4
ticu, podrazumevajuci tu i sile od drugih Cestica tela, fakti¢ki u F ulaze samo
sile koje dejstvuju od strane spoljadnjih izvora. Sve sile interakcije medu Cesti-
cama samog tela se uzajamno ponistavaju; u stvari, u odsustvu spoljasnjih sila
impuls tela, kao i svakog zatvorenog sistema mora se odrZavati, tj. mora

biti F = 0. |
Ako je U potencijalna energija krutog tela u spoljasnjem polju, onda sila

N
F moze biti definisana njenim diferenciranjem po koordinatama centra inercije
tela:

F=—12". (34,2)
IR

-
Zaista, pri translatornom pomeranju tela za SR utolko se menja i ra-

diujs-vektor rg svake tacke tela, te je zbog toga promena potencijalne energije

b'-ﬁaU'*__ _)Za_q_. —»Z—pt_-pa
SU—LEM—BR P——8R) f=—FoR

S tim u vezi napominjemo da jednalinu (34,1) mozemo dobiti i kao
Lagrange-ovu jednacinu u odnosu na koordinate centra inercije

i oL _ L
dt oV R

a - -+ a a —
_f—:}LV':P) ——E'=—-*—_—E]=F-
oV IR R

Prelazimo na izvodenje druge jednaline kretanja, koja odreduje izvod po

vremenu momenta impulsa M. Za uproscenje izvodenja pogodno je uzeti ,ne-
pokretni” (inercijalni) sistem referencije tako da se u datom momentu centar
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inercije tela u odnosu na njega nalazi u miru. Na taj na¢in dobivena jednalina

kretanja vaziée samim tim, zbog Galilej-ovog principa relativnosti, i u ma kome

drugom inercijalnom sistemu referencije.

Zbog toga ¢emo imati:

=236 ><}5)=Z(¢x}?)+2(?x$).

S obzirom na izabrani sistem referencije (u kome je T} = () vrednost r se

u datom momentu poklapa sa brzinom _7; j—ﬂ_;g. Kako vektori ; i ;:m; imaju

istu orijentaciju, onda je _1:>< ; = 0. Ako ; zamenimo silom _;, definitivno
dobivamo:

-£%£==ii ' (34,3) -

gde je

R=3(xf). e

— - -

~ Vektor (r X f) se naziva moment sile f, tako da je K suma momenata

svih sila, koje dejstvuju na telo. Kao i u ukupnoj sili F, u sumi (34,4) stvarno
se moraju uzeti u obzir samo spoljasnje sile; u saglasnosti sa zakonom odrZanja
momenta impulsa suma momenata svih sila, koje dejstvuju unutar Zzatvorenog
sistema mora . biti jednaka nuli. '

Moment- sile, kao i moment impulsa, zavisi, opste uzev, od izbora koordi-
natnog pocetka, u odnosu na koji je definisan. U (34,3) i (34,4) momenti se
odreduju u odnosu na centar inercije tela.

—

- Pri prenosu koordinatnog potetka na rastojanje a novi radijus-vektori '

- d

tataka tela vezani su sa starim r pomocu relacije r =1"+a. Zbog toga je: .

N R=SOxPA=ZF %) +Z@x)
111

12 = I_é’ +a X F. (34,5)

Odavde se vidi, specijalno, da veliina momenta sila ne zavisi od izbora

koordinatnog pocetka, ako je ukupna sila F = 0 (u tom slu¢aju se govori da
na telo dejstvuje ,.spreg sila®).
Jednatina (34,3) se moZe smatrati kao Lagrange-ova jednadina

4oL _oL
dr aQ do

u odnosu.na ,rotirajuée koordinate“. U stvari, diferenciraju¢i Lagrange-ovu
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funkciju (32,4) po komponentama vektora {2, dobivamo

oL
‘a“Q: =1 ik 'Qk = M;.

Promena potencijalne energije U pri obrtanju tela za beskona¢no mali ugao

—

S, iznosi:

- —

SU= —5f 3= —Sf (3 x 1) =—8¢%(r x ) = — K - 3¢,

odakle je

K=— 70 s (34,6)
tako da je
dL aU
_a_zp— = __éEP’ —_— K.

Pretpostavimo, da su vektori F i K uzajamno normalni. U tom slucaju

uvek se moZe naéi takav vektor a, da bi u formuli (34,5) K’ bio jednak nuli, pa
¢e biti:

K=aXxF.. (34,7)
Pri tom je izbor a nejednoznalan; sabiranjem sa njim ma kog vektora,

koji je sa F paralelan, ne menja jednakost (34,7), tako da uslov K’ = 0 ne daje
definisanu tacku u pokretnom koordinatnom sistemu, ve¢ samo definisanu pravu

— —

liniju. Na taj nalin, kada je K | F dejstvo svih sila koje su na njega dodate

moze biti svedeno na jednu silu F, koja dejstvuje duz definisane prave linije.
Takav specijalan slu¢aj homogenog polja sila u kome sila koja dejstvuje

- ’
na materijalnu tatku ima oblik f = e¢E, gde je E konstantan vektor, koji karak-
teride - polje, a veli¢ina e karakteriSe svojstva Cestice u odnosu na dato poljeb.
U tom slu¢aju imamo:

F =EXe, K=2XZer X B,
Pretpostavljajuéi, da Xe # 0, uvedcemo radijus-vektor 7,, koji je definisan
prema relaciji:

= Ee:

"=, - (34,8)
Tada dobivamo slededi jednostavan izraz za totalni moment sila:

K=ry x F. ' (34,9)

1) Tako, u homogenom elekriénom polju E je jalina polja, a e naelektrisanje Cestice.
ol

N
U homogenom polju teze E je ubrzanje sile teZe g. a e je masa Cestice m.
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Na taj nadin, pri kretanju krutog tela u homogenom polju uticaj polja se

svodi na dejstvo jedne sile F, ,koja dejstvuje” u tacki sa radijus-vektorom
(34,8). PoloZaj te tatke u celini se odreduje svojstvima samog tela; u polju
teze, na primer, ona se poklapa sc¢ centrom inercije tela.

§ 35. Euler-ovi uglovi

Kako je nagoveStemo, za opisivanje kretanja krutog tela mogu se koristiti
tri koordinate njegovog centra inercije i ma koja tri ugla koji odreduju odreduju
orijentaciju osa X, Xo, X3 pokretnog koordinatnog sistema u odnosu na nepokretni
sistem X, Y, Z. Za tu svrhu Cesto se ispostavljaju kao pogodni Euler-ovi uglovi.

Kako nas momentalno interesuju samo uglovi izmedu koordinatnih osa,
uzeéemo poletak oba sistema u jednoj ta¢ki (sl. 47). Pokretna ravan x; X,

SL 4

preseca nepokretnu X Y po nekoj pravoj (ON na sl. 47), koju nazivamo
évornom limjjom. Ova linija je ocigledno normalna kako na osi Z tako i na osi
X33 njen pozitivni pravac uzeéemo tako da bi odgovarao pravcu vektorskog

—F —¥

-
proizvoda (2 X x3) (gde su 2, x3 jedini¢ni vektori u pravcima osa Z1i xg).

Kao veli¢ine, koje odreduju poloZaj 0sa Xy, X, X3 U 0dnosu na ose b
uzeéemo sledeée uglove: ugao 0 izmedu osa Z ix,, ugao ¢ medu osama X i N,
ugao ¢ medu osama N i x;. Uglovi ¢ i ¢ se raCunaju u praycima, koji se
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odreduju pravilom zavrtnja, respektivno oko osa Z i x;. Ugao f uzima vrednosti
od nule do 7, a uglovi @ i ¢ od nule do 27V,

Izrazi¢emo sada komponente vektora ugaone brzine (0 prema pokretnim
osama ¥, Xy, X3 pomocu Euler-ovih uglova i njihovih izvoda. Zbog toga treba

projektovati na te ose ugaone brzine 6, @ i ¢. Ugaona brzina f je orijentisana
po &vornoj liniji ON, i njene komponente po 0sama Xj, Xp, X3 iznose:

6 = 6 cos ¢, ézz-—ésinq), 63=O.

Ugaona brzina ¢ je orijentisana du? ose Z; njena projekcija na osu X
iznosi @z = ¢cos 0, a projekcija na ravan .x; X iznosi ¢ sin 6. Razlazudi poslednju
na komponente po osama x; 1 X dobivamo:

‘q‘alzqisinﬂsinq;, . <'p2=£psin8cos¢.

Na kraju, ugaona brzina ¢ je orijentisana po osi x3.
Sabiraju¢i sve te komponente po svakoj od osa, definitivno dobivamo:

Q4 :q‘;sinesinnp‘ + 0 cos ¥,
Q,—osinBcos¢ - Bsind, (35,1)
89 =cbcosﬁ + kI)

Ako su ose X, Xy, Xz uzete po glavnim osama inercije krutog tela, onda
kineticku energiju rotacije, izrazenu pomo¢u Euler-ovih ugiova, dobivamo zame-
nom (35,1) u (32,8).

7a simetri¢nu &igru, kod koje je Iy = Iy # I,, nalazimo posle jednostavnog
izradunavanja: :

i % (¢2sin? 0 + 62) + % (pcos 6 + ). (35,2)

Napominjemo da se ovaj izraz moze dobiti i jednostavnije koristeci proiz .
voljnost pravca glavnih ‘osa inercije x; i x, kod simetricne ¢igre. Smatrajuc
da se osa x, poklapa sa Cvornom 0som ON, tj. da je ¢ =0, imatemo za
komponente ugaone brzine prostije izraze:

0, = 0, Q= cp sinf, Q3= cp cos 0 + q; (35,3)

Kao jednostavan primer primene Euler-ovih uglova odredicemo pomocu
njih ve¢ poznato nam slobodno kretanje simetri¢ne cigre.

Uzeéemo Z-osu nepokretnog koordinatnog sistema 'u pravcu Konstantnog

] —
momenta &igre M. Osa x; pokretnog sistema je orijentisana po osi Cigre, a neka

T

h) Uglovi 6 i9—7 predstavljaju respektivno polarni ugao i azimut pravca xs u odnosu

ﬂ . -
na ose X, Y,Z. U isto.vreme 0 i ¥ i \r su respektivno polarni ugao i azimut pravca Zu

odnosu na ose X, Xg» X3
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se 0sa x, poklapa u datom momentu sa ¢vornom linijom. Tada za komponente

vektora M pomocu formula (35,3) nalazimo:

M, =1,Q, = L0, My=IQ,=1ILesin®, M,=I,Q=1I(¢cos0—).
S druge strane, kako je osa x; (¢vorna linija) normalna na Z-osu, imac¢emo:
M; =0, M,=Msind, M;= Mcosb.

Izjednadujuéi uzajamno ove izraze, dobivamo sledece jednaline:

0=0, Lo=M I(pcosh -+ {)=Mcos0. (35,4)

Prva od ovih jednadina daje 0 = const, tj. konstantnost ugla nagiba ose

¢igre prema pravcu M. Druga odreduje [u saglasnosti sa (33,5)] ugaonu brzinu

precesije ¢ = ——. Na kraju, tre¢a odreduje ugaona brzinu rotacije cigre oko
1 ; i

sopstvene ose: .

M cosf

Q, I,

Zadaci

1. Dovesti na kvadrature zadatak o kretanju teSke, simetri¢ne ¢igre sa nepokretnom
najniZom tackom (sl. 48). :

Redenje. Uzetemo za zajednitkl
podetak pokretnog i nepokretnog koordinat-
nog sistema nepokretnu tacku d&igre O, 2.
Z-osu'¢emo upraviti po vertikali (sl. 48).
Lagrange-ova funkcija ¢igre u polju teZe bice -

I . -
L=—2—(62+q3251n26)+

I, + pl? - .
—3—2}1— (f + ¢ cos ) —pnglcos

(p je masa &igre, / je rastojanje od najniZe

tacke do centra inercije). Y
_ Koordinate i ¢ su cikli¢ne. Zbog
toga imamo dva integrala kretanja: ‘
OL _ L(h+¢cos9)
Poi= =g = @ cos 0) =
v= v 8
= const = Mj,, 1
aL : :
pp=— = (I;sin?0 4 Ijcos® )¢ +
dae SI. 48

+ I3 11; cos 6 = const = Mz, (2)

gde je uvedena oznaka Ij = I3+ pl® (velitine py 1 py predstavljaju komponente momenta
rotacije, koji je definisan u odnosu na tatku O, respektivno po osama x; i Z). Osim toga,
odrZava se energija ' '

7]

¥, . It » .
E=-, (8 +9¢sin®0) + -5 (¥ +pcost) + pgloost. | @
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L}

Iz jednacdina (1) i (2), nalazimo:

. Mz — Mg cos 6 . -
Q= I, sin?® 4 (4)
. Mz — Mg cos b

3 z 3
)= i cos 6 T, sin® 6 = _ &)

Elimini$u¢i pomoéu tih jednac¢ina @ i 1 iz jednaline energije (3), dobivamo:
: .

Il. -ﬂ
B " 62 + Uet (9),
gde su uvedene oznake
) M3 (Mz — M, cos )2
E = E—"zﬁI{ — pg{l, Uet.(0) = 27, sin?6 —pgl(l —cosH). (6)

Odredujudi odavde 9 i razdvajaju¢i promenljive, dobivamo:

. db
2 ’

—JT[E — Uet (8)] -
(integral je elipti¢ki). Posle toga se uglovi s i ¢ izraZavaju kao funkcije od 6 u obliku kvadra-
tura pomoc¢u jednadina (4) i (5). 7

Oblast promene ugla 6 pri kretanju se odreduje iz uslova E’' = Ues (6). Funkcija Uet (8)
(kada M, # M;) te?i ka + oo pri vrednostima 6 =01 6 ==, a u intervalu medu njima,
prolazi kroz minimum. Zbog toga jednalina E’ = Ui (0) ima dva korena koji odreduju
grani¢ne uglove 6, i 6, nagibd ose Cigre prema vetikali. 7

Pri promeni ugla 6 od 8, do 9, znak izvoda @ ostaje nepromenjen ili se menja s obzi-
rom na &injenicu ostaje li nepromenjen ili se menjau tom intervalu znak razlike M, — M,-cos 6.
U prvom sludaju osa &igre vrii precesiono kretanje monotono oko vertikale istovremeno
vr$e¢i oscilovanja (takozvanu nutaciju) gore i dole (sl. 49, a; linija pokazuje trag, koji bi osa
Cigre crtala na povrdini sfere sa centrom u nepokretnoi tacki ¢igre). U drugom sludaju pravac
precesije je suprotan sa dva grani¢na kruga, tako da se osa Cigre pomera oko vertikale opisu-
juci petlie (sl. 49, b). Na kraju, ako se jedna od vrednosti 6, i 6, poklapa sa nulom razlike
M; — M, cos 8, na odgovarajucoj grani¢noj kruZnici ¢ i 6 istovremeno postaju jednaka nuli,
tako da osa Cigre opisuje trajektoriju koja je prikazana na sl. 49, c. peo

M

f=

&)

2. Naéi uslov pri kome ¢ée rotacija Cigre oko vertikalne ose biti stabilna.

Redenje. Kada je 6 =0 ose x; i Z se poklapaju, tako da je M;=M,, E =0.
Rotacija oko ‘te ose bice stabilna ako vrednost § = 0 odgovara minimumu funkci}'ze Uei (6). -
Za male vrednosti 6 imacemo: ‘

Ms - Egl) »
3

Uet %(8—1-;-— 2
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odakle nalazimno uslov M3 > 4]1 pgl, ili
41, Msf_

]
Iﬂ

-

2>

3. Odrediti kretanje cigre u sluc¢aju kada je kinetiCka energija njene sopstvene rotacije
velika u odnosu na energiju u polju teZe (takozvana ,brza” Cigra).
Resenje. U prvoj aproksimaciji, ako se zanemari polje teZe, nastaje slobodna precesija

i

ose Cigre oko pravca momenta M (koja u datom slutaiu odgovara nutaciji &igre); ona se vrsi
prema (33,5) sa ugaonom brzinom

5 ‘M
Qnut = 7+ . (n R
1

U slede¢oj aproksimaciji se pojavljuje spora

—
precesija momenta M oko pravca vertikale (sl. 50).
Za odredivanje brzine te precesije doveitemo talnu
jednacinu kretanja (34,3)

am _
drt

na srednju vrednost po periodu nutacije. Moment

-
sila teZe, koje dejstvuju na igru iznosi 1% = 1ul (;:3 X £),
gde je ;3 jedini¢ni vektor u pravcu ose Cigre. Na
osnovu simetrije je oc¢igledno da se rezultat dovodenja
% na srednju vrednost po ,konusu nutacije svodi

=% L M 81. 50
na zamenu vektora n; njegovom projekcijom cos o M

— —

na pravac M. (« je ugao izmedu M i ose ¢igre). Na taj nacin dobivamo jednalinu:

am pl —
4 = —cosa M(gxM)

—

Ona pokazu]e da vektor M vrii precesiju oko pravca g (vertikale) sa srednjom vredno$éu
ugaone brzine koja iznosi: .

- Icosa
Qpr=—}l—'jw—g (2)

(koja je mala u poredenju sa Ququt).

U posmatranoj aproksimaciji su veli¢ine M i cosa, koje ulaze u formule (1) i (2),
konstantne (mada, strogo uzev, nisu integrali kretanja). One su sa istom ta¢no§cu povezane
sa veli¢éinama E i M; pomoéu relacua

- - M? [cos? sina)
~ — | —— — |-
g COos a.; ~ 2 I:; + Il

§ 36. Euler-ove jednaédine

Jednacine kretanja koje su navedene u § 34 odnose se na nepokretni

—

dP dM
koordinatni sistem: izvodi rTi i bt u jednacinama (34 1) (34, 3) predstavljaju
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promene vektora P i M u odnosu na ‘taj sistem. Medutim, najprostija veza

. —
medu komponentama rotacionog momenta M krutog tela i komponentama
ugaone brzine, postoji u pokretnom koordinantnom sistemu sa osama Kkoje su
orijentisane u pravcu glavnih osa inercije. Da bismo se koristili ovom vezom,
neophodno je prethodno transformisati jednacine kretanja na pokretne koordinate
X1, Xgs Xg. ' ' '

—

. dA | . 7 ;
Neka je g brzina promene ma koga vektora ‘4 u odnosu na nepokretni

= i
koordinatni sistem. Ako se vekor 4 ne menja u odnosu na rotirajuci sistem,
onda je njegova promena u odnosu na nepokretni sistem uslovljena samo rota-
cijom, pa je tada '

#E DX A

dt :
[vidi § 9, gde je bilo naznaceno da formule, kao (9,1) i (9,2), vaze za ma koji
vektor]. U op$tem slucaju na desnoj strani ove jednaline treba (staviti) dodati

brzinu promene vektora 4 u odnosu na pokretni sistem;.ako tu- brzinu ozna-
—

’

¢imo sa P dobivamo:

dA dA =2~
— + Q x A. (36,1)
Pomo¢u ove opste formule, jednaCine (34,1) i (34,3) mozemo odmah
ponovo napisati u obliku:

d'P — - — . d"M - — . = g

-— 4+ Q X P=F, —— +QxXxM=K. (36,2)
dt dt

Kako se ovde diferenciranje po vremenu vrii u pokretnom koordinatnom sistemu,
moZemo neposredno projektovati jednacine na’ ose ovoga sistema:

—

(d’P] _dp, ., [d’M] _aMm
1 : 1

J 3.

—_— -
dt dt dt dt
gde indeksi 1, 2, 3 oznatavaju komponente po 0sama x;, Xy, X. Pri tom u prvoj

- -
jednadini zamenjujemo P sa p.V i dobivamo:

dVv
P dEl +Q Vs — L Vz] =T

av, - ' ‘ :
. (dV
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Pretpostavljajuci da su ose x;, x5, X3 uzete po glavnim osama inercije, napisa-
¢emo u drugoj od jednacina (36,2) M; = I, €, itd. i dobivamo

dQ
L=+ (I — 1) Q= K,
dQ)
L=+ (I — L) Q0 = Ky, (36,4)

dQ ‘
13 Et_a o o (Iz_ Il) Qz Q2 - Ks-

Jednacine (36,4) se nazivaju Euler-ove jednacine.
Pri slobodnoj rotaciji je K = 0, tako da Euler-ove jednacine dobivaju oblik:

dQ, + I—’*I_liﬁzﬂa =0,

— 1.
Ai__i’-Qanl. =, (36,5)

I,— 1T
Kao primer primeni¢emo ove jednaCine na ve¢ tretiranu slobodnu rotaciju

simetriCne Cigre. Ako stavimo I, = I, iz treCe jednaCine Cemo imati Qg = 0. tj.
(); = const. Posle toga ¢emo prve dve jednacine napisati u obliku:

le—-wQQ, .(22:(0(21,
gde je uvedena konstantna veli¢ina

713_‘[1 .

@ =Q3 II

(363'6)
Ako drugu jednainu pomnoZimo sa ¢ i saberemo sa prvom, dobiéemo:

d . . :
e (€ + i) = i (Q + i€dy),

odavde ce ‘biti:
Ql _l_ in =‘ Aeiwi_,

gde je A konstanta; poslednju moZemo smatrati realnom (ovo se svodi na adek-
vatan izbor pocetka ratunanja vremena) i tada je:

QO =Acoswt, Q,=Asinwr. . (36,7)

Ova] rezultat pokazule da projekcija ugaone brzine na ravan, koja ]e
normalna na osi cigre, rotira u toj ravni sa ugaonom brzinom o, ostajudi

konstantnom po veli¢ini (I,fQ2 + Q2% = A). Kako je projekcija {2; na osu d&igre

takode konstantna, onda zaklju¢ujemo da i ceo vektor ) ravnomerno rotira sa
ugaonom brzinom « oko ose Cigre ostajuéi nepromenjen po velid¢ini. S obzirom

—

na veze M, = I,Q,, My=1,Q, i My=I,Q, medu komponetama vektora Q
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- . ' ‘
i M isto takvo pak kretanje ocigledno vr$i i (u odnosu na osu Ccigre) vektor

—

momenta M. .
Dobivena slika, razume se, predstavlja samo drugi aspekt onoga kretanja
Gigre, koje je ve¢ bilo analizirano u §§ 33 1 35 u odnosu na nepokretm

koordinatni sistem. Specijalno, ugaona brzina rotacije vektora M (Z-0s2 na sl. 48)
oko pravca x; se poklapa sa ugaonom brzinom u Euler-ovoj funkeiji uglova—ap
Pomocu jednacina (35,4) imacemo:

: 5 -
¢ = MCOS-—@COSB—MCOSB[——I
I Iy L
ili
. I,—1I
= s, i
Y Q3 Il.

u saglasnosti sa jednacinom (36,6).

§ 37. Asimetriéna &igra

Primeni¢emo Euler-ove jednacine na sloZeniji zadatak o slobodnoj rotaciji
asimetri¢ne ugre, kod koje su sva tri momenta 1nerC1]e razlicita. Radi odredenostl

smatra¢emo da je ‘
L>L>I. (Wﬁ

Dva integrala Euler-ovih jednatina su od ranije poznata. Oni su dati
zakonima odrZanja energije i momenta i izrazavaju se jednaCinama:

BQY + 13Q% + I3 Q% = {37:2)
gde su energija E i apsolutna veli¢ina momenta M date konstante. Ove dve

jednacine izrazene pomoc¢u komponenata vektora M imaju oblik
. M2 M2 MZ :
Ty 2EJ ’
| M2+ M3 + M3 = M>. (37:4)
- Veé se odavde mozZe stvoriti izvestan zakljucak o karakteru kretanja Cigre. S |
tim u vezi napominjemo da jednacine (37,3) i (37,4) predstavljaju jednacine povrSine -
elipsoida sa poluosama |/2EI,, ]/2E12, |[2E13|i sfere sa polupre¢nikom M sa
osama M;, My i M. _

Pri pomeranju vektora M (u odnosu na ose 1nerc1]e Cigre) n]egov kraj se
kre¢e' duz linije preseka navedenih povrSina (na sl. 51 je prikazan  niz takvih
linija preseka elipsoida sa sferama razli¢itih poluprecnika). Samo postojanje
preseka se osigurava ociglednim nejednacinama: |

2EI, < M*< 2EI, (37,5)

kole geometr1)sk1 pokazu;u da se poluprecmk sfere (37,4) nalazi 1zmedu najmanje
i najveée poluose elipsoida (37,3). ;
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PratiCemo promenu karaktera ovih ,trajktorija“ vrha vektora MY zbog
promene veli¢ine M (pri datom cnergiji £). Kada je M* samo ne$to malo veée

Sl 51

od 2EI,, sfera preseca elipsoid po dvema zatvorenim malim krivim linijama
koje okruzuju x;-osu u blizini odgovaraju¢a dva pola elipsoida; (kada M*- 2EI,
te se krive skupljaju u tatke — polove). Povecavanjem M? krive se &irc, a kada
je M? = 2E]I, transformi$u se u dve krive u ravmi (elipse) koje se uzajamio seku
u polovima elipsoida na osi x,. Daljim povecanjem M? ponovo nastaju dve
odvojene zatvorene trajektorije, ali koje ve¢ okruZuju polove na osi x5; kada
M?- 2EI; one se svode u te dve tacke.

Napominjemo, pre svega, da zatvorenost trajektorija oznaclava periodi¢nost

=4

—

pomeranja vektora M u odnosu na telo ¢igre; za vreme perioda vektor M
opisuje izvesnu koni¢nu povrsinu vracaju¢i se u prethodni polozaj.

Dalje ¢emo napomenuti sustinski razli¢iti karakter trajektorija, koje su
blizu razli¢itih polova elipsoida. U blizini osa x; 1 x5 trajektorije se u celini
nalaze u okolini polova a trajektorije koje prolaze u blizini polova na osi x, u
svom daljem hodu udaljuju se na velika rastojanja od tih ta¢aka. Takva razlika
odgovara razli¢itom karakteru stabilnosti rotacije Cigre oko njene tri ose inercije.
Rotacija oko osa x; 1 x; (koje odgovaraju najvetem i najmanjem od tri momenta
inercije cigre) stabilna je tom smislu, $to ¢e Cigra, pri malom odstupanju od tih
stanja. produziti da vrSi kretanje koje je blisko prvobitnom. Rotacija oko ose
%, nije stabilna, dovoljno je malo odstupanje da bi nastalo kretanje koje dovodi
¢igru u polozaj koji je daleko od prvobitnog. -

o
Da bismo odredili zavisnost komponenata €2 (ili njima proporcionalnih kom-

5
ponenata M) od vremena primenicemo Euler-ove jednacine (36,6). Izrazi¢emo
) Analogne krive koje opisuje zavrina tatka vektora O nazivaju se polhodije.

9 Mehanika
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0, i Q; pomocu Q, iz dve jednaline (37,2) i (37,3)

1 :
2 _ M2 — _ 2
Ql ‘Il (Ia = Il) {(2EI3 M ) I‘Z (Ia Iz) Qz},
1 ‘
2 — 2 _ S = 2
QS - I3 (13_' Il) {(M 2EII) 12(12 Il) Qﬂ} . (37:6)
i zameni¢emo u drugu od jednalina (36,5) pa ¢emo imati:
dQ2 | .[3'_ 1 - 1
= Q.Q =———{[QEIl,— M%) — I,(I;— I,) Q2] [(M*>—
= U = (QER— M — L L — DAL

1/2

— 2BL)— L, — L) Q) (37,7)

Ako u toj jednagini razdvojimo promenljive i integriramo, dobi¢emo funk-
ciju £(Q,) u obliku eliptickog integrala. Dovodenjem na standardni oblik radi
odredenosti uzecemo da je

M2>2EI,

(u obrnutom slucaju u svim daljim formulama treba permutovati indekse 11i 3).
Uveséemo umesto ¢ i €, nove promenljive

_ (I;— I) (M*— 2EL) _o |/ 2Us—1D) \
T= ”V g 8 bt ey sy - L)
i pozitivni parametar k%<1 prema relaciji

- (I,— L) (QEL,— M?)
= (I, — Iy (M*—2EI)

kZ

(37,9)

Tada dobivamo:

5

. ds .
[V(I — 52 (1 —k%s%)

0
(uslovno ¢emo uzeti pocetak rafunanja vremena u momentu kada je Q, = 0).
Pretvaranjem ovoga integrala nastaje, kako je poznato, jedna od Jacobi-jevih
elipti¢kih funkcija ; . '
s =sn7T

¢me se i definide zavisnost (); od vremena. ,

Funkcije Q,(¢) i Qy(z) algebarski se izrazavaju pomocu £,(s) prema .
jednaginama (37,6). Uzimajuéi u obzir definicije druge dve elipticke funkcije

cnt=|1—sn?r, dnt=}1—FKsnlq,

dobivamo definitivno sledeé¢e formule:

0 2EI, — M? ‘
1= I]. 13_ I]_) CHTJ MZ 2EI |
o =V—:—l dn . (37,10)

o _|/2EL— M Iy(Is— 1)
= 12(13_12) ’ .
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Funkm)e (37,10) su penodwne, pri ¢emu njihov period po promenljivoj <
iznosi, kako je poznato 4K, gde je K totalni elipticki integral prve vrste:

'

3
j[/(l—sz)(l—kzﬁ) E)[l/l k2 sin? u

Period pak u odnosu na vreme je, prema tome, dat izrazom

LI, |
T'=4K 1413 '
| V(Is—fz)(Mz—ZEll) - (37,12)

5

Po isteku toga vremena vektor {2 se vrata u svoj prvobitni poloZaj .u
odnosu na ose Cigre. (Sama cigra pri tom se nikada ne vra¢a u svoj raniji
poloZaj u odnosu ‘na nepokretni koordinatni sistem — vidi dalje).

Kada je I, = I, formule (37,10), razumljivo, svode se na formule koje su
dobivene u prethodnom paragrafu za simetri¢nu ¢igru. U stvari, kada I;- I,
parametar k*- 0, elipticke funkcije se transformiSu u kruZne:

(37,11)

sn T - sin T, cn T - COS T, dnt-1,
i vracamo se na formule (36,7).

Kada je M2 = 2EI, imamo: Q, =Q, =0, Q, = const, tj. vektor Q je
stalno orijentisan duz ose inercije x,; ovaj slutaj odgovara ravnomernoj rotaciji
igre oko ose x,. Analogno, kada je M?=2EI, (pri tom je t=0) imamo
ravnomernu rotaciju oko ose x;.

Prelazimo na definisanje apsolutnog Kkretanja (u odnosu na nepoKkretni
koordinatni sistem X, Y, Z) cigre u prostoru kao funkcije vremena. U tu svrhu
uves¢emo Euler-ove uglove V, ¢, 0 izmedu osa ligre x;, X5, %, 1 0sa X, Y, Z,

uzimajuéi nepokretnu osu Z duz pravca konstantnog vectora M. Kako su polarni
ugao i azimut pravca Z u odnosu na ose Xx;, Xy X3 jednaki redom 0 i
—

%—l{) (vidi primedbu na str. 122)  onda, projektuju¢i vektor M na pravce

Xy, X9, X9, dobivamo:
MsinOsing = M, = I, Q,,
MSiﬂﬁCOSQJ :M2 =1292, (37,13)

Mcos 6 = Mg = I3 Q.
Odavde je: :

I3 Q)
‘cosﬂziﬂf: gy =

i koriste¢i formule (37,10) nalazimo:

I,(MP—2ET)
B, =1 e

Il (Ig Ig) Cc1n T ) (37,1 5)
B¢ Vfg(rg_fl) snt -

La; .
o . (37,14)

cos O =

Q



132 Kretanje krutog tela [Gl. VI

¢ime se i definiSe zavisnost uglova 6.1 ¢ od vremsna; zajedno sa komponstama

yektora € oni su periodicne funkcije sa periodom (37,12).
Ugao ¢ ne ulazi u formule (37,13) i za njegovo izraCunavanje treba uzeti

formule (35,1), koje izraZavaju komponente £ pomocu izvoda Euler-ovih uglova
po vremenu. Ako 0 elimini$emo iz jednacina:

Q, = o sin B sin ¢ +_6cos¢,
Q, = o sin 0 cos § — 0sing,
dobivamo:

Oysind 4+ Qycos ¢
sin 0

poslé toga, kori’stéc’:i formule (37,13), nalazimo:

do _ gy B0+ L% (37,16)
=M T g ;
| de Q3 + I3QF

Odavde se funkcija ¢ () odreduje kvadraturom, ali podin‘tégralni izraz sadrzi
na slozen natin eliptike funkcije. Pomocu niza dosta sloZenih transformacija
ovaj se integral moze izraziti pomoéu takozvane teta-funkcije. Nedemo vrsiti
izratunavanjab, ve¢ ¢emo samo ukazati na konaéni rezultat. _

Funkcija ¢ () moze biti predstavljena (sa tatno$¢u do proizvoljne aditivne
konstante) u obliku zbira dva ¢lana _ -

() =0i (D + (1), ' \ (37,17)
od kojih je jedan dat formulom: '
2
'301 (_If == 20(] i ‘
PP = W . (37,18
2t : ‘
Jo1 [7— + m]
gde je Jg _ teta-funkcija, a « je realna klonstanta, koja je definisana jedna-
¢inom: B
. ) I,(M*— 2EI,) '
2 _ 2 1)
sn(zA a K) ZV I.(2ET, — M) (37,19)

[KiTsuiz (37,11) i (37,12)]. Funkcija na desnoj strani (37,18) je periodi¢na
sa periodom % tako da se ¢, (z) menja za 27 za vreme 7. Drugi sabirak
(¢inioc) u (37,17) je dat formulom:
Lt 1 M i ()
2200 =271 TRl T wT 9y (i)

(37.20)

1) Mosemo ih naéi u knjizi E. T Whittaker, Analiti¢ka .dinamika, ONTI, 1937.
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Ova funkcija pokazuje prirastaj 2m za vreme 7°. Na taj nacin, kretanje u
odnosu na ugao ¢ predstavlja zbir dve periodicne promene, pri ¢emu se jedna
od perioda (7) poklapa sa periodom promene uglova ¢ i 0, a druga (T) je
nesamerljiva sa prvom. Poslednja okolnost dovodi do toga da se pri svakom
kretanju Cigra nikad ne vrcca, strogo uzev, U svoj prvobitni polozaj.

Zadaci
1. Odrediti slobodnu rotaciju cigre oko ose, koja je blizu ose inercije x; (ili xy).

R

Resenje Neka je osa x, blizu pravca M. Tada su komponente M; i M, male veli-
Sine, a komponenta M,=~ M (sa tatno$¢u do malih veli¢ina prvog reda). Sa istom tom
taéno$éu napisacemo prve dve Euler-ove jednaline u obliku:

dM I
L 3(1— S)QoMz,

dt Iy
dM, T & W
ot At Lt

gde smo uveli konstantu 0y = 7~ Prema opitim pravilima traZicemo reSenje za M, 1 M, u
. :

obliku koji je proporcionalan sa eiw:, pa ¢emo za frekvenciju « dobiti vrednost:

o TE )

Za same pak veli¢ine M, i M, dobivamo:

M1=Ma «—Ia-_lcosm[5 MZ:MaV—%—ISinmt, (2)
L 2 2

b}

gde je a proizvoljna mala konstanta. Ovim formulama se definide kretanje vektora M u odnosu

. -
na &igru. Na sl. 51 zavrina tatka vektora M opisuje (sa frekvencijom ) malu elipsu oko polova
na osi xg.
Za definisanje apsolutnog kretanja igre u prostoru odredi¢emo njene Euler-ove uglove.

U datom slu¢aju ugz2o nagiba 6 ose x; prema osi Z (pravac M) je mali, i prema formulama
(37,14) iznosi:

M,

tg\];_—_:—M;3
M, M M3
eﬁzz(l_cosejzz(l——jJ@1;2{2;

zamenjujuéi (2), dobivamo: B
Il (I:s _ Iz)
tg ) = V_Iz V(Is —1) ctg wi,

I ' I
02 = az[( I: — l)coszmr—i— (—%—l)sinﬂmt]- (3

Napominjemo da ¢e za izratunavanje ugla ¢, prema trecoj od formula (35,1) kada je
6 < 1 biti:

Q= Q= + o
Zbog toga ¢emo imati: -

=0t —V “4)

(izostavljamo proizvoljnu konstantu integriranja).

b
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Otiglednija predstava o karakteru kretanja Cigre dobiva se ako se prati neposredno

- = —

promena pravca njene tri ose inercije (jedini¢ne vektore duz tih osa oznalavamo sa 7y, Mg, My).
- -5

Vektori 7y i n, ravnomerno rotiraju u ravni XY sa frekvencijom Q, istovremeno pokazujudi

mala oscilovanja sa frekvencijom « u transverzalnom pravcu; ta oscilovanja se odreduju

Z-komponentama navedenih vektora, za koje ¢emo imati:

M, I, {

nza~—— =all 3 —1coswt,
M I,
M, I 1 it

Nz =al| 7+ —I1sine
M I,

-
Za vektor n, imacemo sa’istom tano$cu:
Nyx == 0 sing, ngy R — 0 COS @, ngz=~1

—

. . ﬂ . - 3
(polarni ugao i azimut pravca n; u odnosu na ose X, Y,Zsub1 °—75; vidi primedbe na
str. 122). Dalje ¢éemo pisati (koriste¢i pri tom formule (37,13):

ngx = 0 8in (Qpt — ) = 6 sin Q7 cos J — 8 cos Qq zsin =

M, . M,
=77 S0 Qor-—ﬂ— cos Qut =

I o I
Tl—Istﬂtsmmt-—a j

L Cos Wi,

ili def initwno .

‘ I I
n3x=—%( “E—l'i‘VI:—l)cos(Qo-l—m)t—]—

i( L_ 4 —1) o
+2 T 7, cos (Qp — w) L.
Analogno éemo dobiti:

Iy i A
Mgy = — (VTI-—-I + ]/—-——l)sm(Q,J + w)t -+
(‘/ __I_V__ )sm(Qn-—m)t

Odavde je otigledno, da kretanje vektora n3 predstavlja sabiranje dve rotacije oko ose
Z sa frekvencijama (Q, + ).
2. Odrediti slobodnu rotaciju ctigre kada je M? = 2E,.

Redenje. Ovaj slu¢aj odgovara pomeranju zavrine tacke vektora M po krivoj koja
prolazi kroz pol na osi x,, kao Sto je prikazano na sl. 51.

Jednatina (37,7) dobiva oblik:

ds (I,— I;) (I3 — 1)) i Q,

d’f - ? = Il I2 03 Q_

- : 2E
gde je uvedena oznaka Q, = ks 7R

Integrirajuéi ovu jednalinu, a zatim koriste¢i se
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formulama (37,6) dobivamo:

1/ LU,—1) 1
QIZE%L[L(Qi—L)dn’

Qz = QO th Ty

Lil—1): 1
%Z%Vag—mm{

Za opisivanje apsolutnog kretanja cigre uve§¢emo Euler-ove uglove odredivii 0 kao
—
ugao izmedu Z-ose (pravac M) i ose inercije Cigre x, (a ne x3, kao §to je u tekstu). U for-

mulama (37,14) i (37,16), koje vezuju komponente vektora Q sa Euler-ovim uglovima, treba
pri tom napraviti cikli¢ku permutaciju indeksa 123 - 312. Zamenjujuéi zatim u te formule izraz
(1) dobi¢emo:

' cos 6 = thr, ¢ = Oyt + const,

I, —1L)
%= VI?‘— I’

-
Iz dobivenih formula je jasno da se vektor Q asimptotski (kada z— oo) pribliZava osi
%,, koja se istovremeno asimptotski pribliZzava nepokretnoj osi Z.

§ 38. Dodir krutih tela

Uslove ravnotefe krutog tela, kako izlazi iz jednadina kretanja (34,1) i
(34,3), mozemo formulisati izjedna¢avanjem sa nulom svih sila koje na njega
dejstvuju kao i totalnog momenta sila:

FaSf=0, RE=ZF%f =0 (38,1)

Ovde se sumiranje vr$i po svim spolja$njim silama koje na telo dejstvuju,

—

a r predstavlja radijus-vektore ,napadnih tataka” sila; pri tom tacka (koordinatni
potetak), u odnosu na koju se odreduju momenti, moZe biti uzeta proizvoljno:

kada je F= 0, vrednost K ne zavisi od toga izbora [vidi (34,5)].

Ako imamo posla sa sistemom krutih tela koja se uzajamno dodiruju,
onda se u ravnoteZzi uslovi (38,1) moraju ispuniti za svako telo pojedinacno.
Pri tom u broj sila moraju biti uklju¢ene takode i sile koje dejstvuju na dato
telo od strane drugih tela koja se s njim dodiruju. Te sile koje dejstvuju u
tatkama dodira tela nazivaju se sile reakcije. OCigledno je da su za svaka dva
tela njihove uzajamne sile reakcije jednake po veliCini a suprotnog smera.

U ops$tem sluéaju kako velitine tako i smerovi reakcija se odreduju kao
rezultat zajedni¢kog re$enja sistema jednalina ravnoteZe za sva tela (38,1). U
izvesnim slutajevima, medutim, orijentacija sila reakcije data je ve¢ uslovima
zadatka. Tako, ako dva tela mogu da klize jedno po drugom, onda su sile re-
akcije medu njima orijentisane po normali na povrsinu.

Ako se tela, koja se dodiruju, kre¢u relativno jedno prema drugom, onda
se osim sila reakcije pojavljuju i sile disipativnog karaktera — sile trenja.

Moguéna su dva tipa kretanja tela koja se dodiruju: klizanje i kotrljanje-
Pri klizanju reakcije su normalne na dodirnu ravan, a sile trenja su orijentisane
u pravcu tangente na njih. ‘
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Cisto kotrljanje se karakteriSe cinjenicom da u tatkama dodira nema
relativnog kretanja tela; drugim recima, telo kojz se kotrlja, u'svakom momentu
kao da je pri¢vrs¢eno u tatkama dodira. Pri tom je orijentacija sile reakcije pro-
izvoljna, tj. nije obavezno normalna na dodirnu ravan. Trenje pri kotrljanju se
pojavljuje u obliku dopunskog momenta sila kcji se protivi kotrljanju.

Ako je pri klizanju trenje tako malo da ga moZemo potpuno zanemariti,
onda se povriine tela nazivaju apsolutno glatke. Naprotiv, ako svojstva ravni
dopustaju samo ¢isto kotrljanje tela bez klizanja, a trenje s= pri Kotrljanju moze
zanemariti, onda se ravni nazivaju ,,apsolutno hrapave”.

U oba ova slu¢aja sile trenja na figuriSu eksplicitno u zadatku o kretanju
tela, te je zbog toga zadatak Cisto mehanicki. Ako su konkretna svojstva trenja
bitna za kretanja, onda poslednje ve¢ nije Cisto mehani¢ki proces (upor. § 25).

Dodir tela smanjuje broj njihovih stepena slobode u poredenju sa brojem
koji bi imala pri slobodnom kretanju. Do sada smo pri analizi zadataka takve
vrste uzimali u obzir ovu okolnost uvodenjem koordinata koje odgovaraju ne-
posredno realnom broju stepena slobode. Medutim, pri kotrljanju tela, takav
izbor koordinata moze se pokazati nemoguénim. _

Uslov, koji se nadovezuje na kretanje tela pri kotrljanju, sastoji se u jed-
nakosti brzina dodirnih tataka (tako, pri kotrljanju tela po nepokretnoj ravni
brzina tacke dodira mora biti jednaka nuli). U opstem slucaju takav uslov se
izrazava ,,jednalinama wveze” u obliku:

Z Cai q'i = 0: : (38,2)

1

gde su ¢, samo funkcije koordinata (indeks o oznacava jednaline veze). Ako
leve strane jednadina nisu totalni izvodi po vremenu ma kojih funkcija koordi-
nata, onda te jednadine ne mogu biti intergrirane. Drugim re¢ima, ne svode
se samo na odnose jedino medu koordinatama, kojim bismo se mogli Kkoristiti da
bismo izrazili polozaj tela pomo¢u manjeg broja koordinata u vezi sa realnim bro-
jem stepena slobode. Takve veze se nazivaju neholonomne (nasuprot holonomnim),
koje vezuju samo koordinate sistema).

Posmatracemo, na primer, kotrljanje kugle po ravnoj povrsini. Kao obicno,

— -
oznadidemo sa V brzinu translatornog kretanja (brzinu centra kugle), a sa €
ugaonu brzinu njene rotacije. Brzinu dodira kugle sa ravni dobi¢emo ako sta-

- =

vimo da je r = — an u opstu formulu v = V + (Q x 7) (a je poluprecnik kugle,

n je jedini¢ni vektor normale na ravni kotrljanja u tacki dodira). Trazena veza
predstavlja uslov nepostojanja klizanja u tacki dodira, tj. data je jednaCinom:

—

V—a(@ x n)=0. (38,3)

Ona se ne mo¥e integrirati iako brzina V pretstavlja totalni izvod po
vremenu radijus-vektora centra kugle, ali zato ugaona brzina nije u opStem
slu¢aju totalni izvod ma kojih koordinata. Na taj nac¢in, veza (38,3) je neholo-
nomnab.

1) Napominjemo, da bi ista takva veza za kotrljanje cilindra bila holonomna. U tom
slu¢aju osa rotacije zadrZava pri kotrljanju konstantni pravac u prostoru, te je zbog toga

d
Q= 755— totalni izvod od ugla obrtanja ¢ cilindra oko svoje ose. Pri tom se relacija (38,3)

integrira i daje vezu izmedu koordinate centra inercije i ugla o.
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Kako se jednatine neholonomnih veza ne mogu iskoristiti za smanjenje
broja koordinata, onda postojanje takvih veza neizbezno dovodi do kori$¢enja
koordinata, koje sve nisu nezavisne. Za formiranje Lagrange-ovih jednacina
ponovo ¢emo se vratiti na princip najmanjeg dejstva.

Postojanje veza u obliku (38,2) omogucava definiciju ograni¢enja na mo-
guéne vrednosti varijacija koordinata. Naime, ako te jedna¢ine pomnoZimo sa
St, nalazimo da varijacije 8¢; nisu nezavisne, ve¢ su vezane relacijama:

Y cudg=0. (38,4)

1

Ova okolnost mora biti uzeta u obzir pri variranju dejstva. Prema opStem
Lagrange-ovom metodu za nalaZenje uslovnih ekstremuma, treba podintegralnom
izrazu varijacije dejstva

\ oL d 9L
b= [Ysa 2L — ¢ 2H)a
i d q; dt 9 qi
dodati jednacinu (38,4) pomnoZenu sa neodredenim faktorima (funkcije koordinata)

Ae, 2 posle toga treba integral izjednaliti sa nulom. Pri tom ve¢ mozemo smat-
rati sve varijacije 8¢; nezavisnim, i dobivamo jednaline:

doL_ 0 N .. -
de dg;  9g; -

Zajedno sa jednalinama veze (38,2) one Cine potpuni sistem jednalina za
nepoznate veli¢ine g; 1 Aq. ‘

U izlozenom metodu sile reakcije uopste ne postoje; dodiravanje tela u
celini je uzeto u obzir jednacinama veza. Medutim, postoji i drugi metod for-
miranje jednacina ‘kretanja tela koja se dodiruju u kome se sile reakcije uvode
eksplicitno. Sustina toga metoda (koji ¢ini sadrZaj takozvanog D’ Alembert-ovog
principa) sastoji se u tome, da se za svako telo koje se dodiruje uzmu jednacine:

NG ST 550

pri ¢emu se u broj sila f koje dejstvuju na telo ukljuduju takode i sile reakcije;
ove sile od ranije nisu poznate i odreduju se same zajedno sa kretanjem tela
kao rezultat reenja jednacina. Ovaj metod je u istom stepenu primenjiv kako
za holonomne tako i za neholonomne veze. :

Zadaci

1. Koriste¢i se D’ Alembert-ovim principom, na¢i jednaline kretanja homogene kugle,
v — =

koja se kotrlja po povriini pod dejstvom spoljadnje sile F i momenta sila K koje na nju
.dejstvuju. A '
Redenje. Jednatina veze (38,3) je ve¢ napisana u tekstu. Uvodedi silu reakcije (koju

5
¢emo oznaliti sa R), a koja dejstvuje u talki dodira kugle sa povriinom, napisatemo jednaline
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(38,6) u obliku:

pﬁE:F—I—R, )]
ag) — — - :
I =K—a@xR) )

(ovde je uzeto u obzir da je P = pV i da je za sfernu Cigru M = IQ). Diferencirajuéi jed-
nacinu veze (38,3) po vremenu, dobivamo:

V =a(Q x n).
- . e - ‘ -; . |
Zamenjujuéi u jednadinu (1) i elimini$ué¢i Q pomocu (2), nalazimo jednacinu:

-+ =P =P =¥

I - - - —

E(F + R)=K xn—aR —I—lan (n-R),
koja povezuje silu reakcije sa F i K. Uzimajuc¢i umesto ove jednaCine odgovarajuce skalarne
jednadine I = ?-paz (vidi zadatak 2, b, § 32) imacemo: |

5 2 5 2

Rx=ﬂKy_7Fx, Ry=—'7a_Kx—‘7Fy, Rzz—Fz- A

jRaVaE x,y je uzeta u ravni kotrljanja). Na kraju, zamenjuju¢i ove izraze u (1) dobi¢emo
ednacine kretanja, koje sadrZe ve¢ samo datu spoljainju silu i moment: '

av, 5 Ky

ai =K(Fx+7)=

v, 5 K
o

dt ~ Tp a

Komponente €, £, ugaone brzine izraZavaju se u funk-
ciji od Vy i V, pomocu jednatine veze (38,3), pa za ), imamo
jednadinu:

2 ,dQ;
sre g =K

[z-komponenta jednacine (2)].

2. Homogeni §tap BD, teZine P i duZine /, naslanja se na
- zid, kako je pokazano na sl. 52; njegov donji kraj B vezan je
- Zicom A B. QOdrediti reakciju oslonca i zatezanje Zice.

. —
Re§enje. TeZina Stapa je predstavljena silom P koja
? dejstvuju na njegovu sredinu, i orijentisana je vertikalho naniZe.
Sile reakcije Rp 1 R orijentisane su respektivno vertikalno uvis
i normalno na 3tap; zatezanje Zice T je upravljeno od B ka A.
Refenje jednadina ravnoteZe daje:

Pl :
RC=Wsin2a, Rp = P— Rc¢sina, T'= R¢g cos a.

Y 3. Stap AB, tezine P, oslanja se svojim krajevima na horizontalnu i vertikalnu ravan
(sl. 53) i pri¢vricen je u tom poloZaju pomocu dve horizontalne Zice AD i BC. nga BC
_ nalazi se u jednoj (vertikalnoj) ravni sa Stapom A B. Odrediti reakciju oslonaca i zatezanja Zica.
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. Redenje. Zatezanja Zica T:A i Tp su usmerena od 4 ka D i od B ka C. Reakcije
R4 i Rp su normalne na odgovaraju¢e ravni. Refenje jednatina ravnoteZe daje:

P .
Rp =P, Tp= —y Ctg o, R4 = Tpgsinf, T4 = TpgcosB.

i, 53

4. Dva §tapa duZine / spojena su na vrhu na zglob, a dole su povezani Zicom AB
(sl. 54). Na sredini jednog S$tapa dejstvuje sila F (mase §tapova zanemarujemo). Odrediti
sile reakcije. e .
Reienje. Zatezanje Zice T dejstvuje u tacki A

od A ka B, a u tatki B od B ka A. Reakcije R4 i Rp

u tatkama A i B su normalne na ravni oslonca. Sa R¢
¢emo oznaditi silu reakcije u zglobu koja dejstvuje na -

stap AC. Tada na §tap BC dejstvuje reakcija %Rc. Uslov
da je suma momenata sila koje dejstvuju na Stap BC

— — —
Rp,T i —Rc jednaka nuli, dovodi do rezultata da je vektor R¢
orijentisan duz B C. Ostali uslovi ravnoteZe (za svaki §tap)
dovode do vrednosti:

famln  mpnt r
A="g &3 RB,f?’ Rc=Zsna’
T=ip
2 ctg a,

gde je o ugao CAB. ' - SL 54

§ 39 Kretanje u neinercijalnom sistemu referencije

Do sada, posmatrajuci kretanje ma kog ‘mehani¢kog sistema, uzimali smo
ga uvek u odnosu na inercijalni sistem referencije. Samo u inercijalnim siste-
mima referencije Lagrange-ova funkcija, na primer, jedne Cestice u spoljaSnjem
polju ima oblik: -
| 2

muv
Ly=—5"
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i odgovaraju¢a jedna¢ina kretanja bice:

—

dv, 90U
e ar

(u ovom paragrafu ¢emo indeksom nula oznacavati veli¢ine koje se odnose na
inercijalni sistem referencije).

Pozabaviéamo se sada problemom, kako ¢e izgledati jednaCine kretanja
testice u neinercijalnom sistemu referencije. Kao polazna tatka pri redenju
toga problema, ponovo se¢ pojavljuje princip najmanjeg dejstva, Cija primenljiv-
nost nije ograni¢ena nikakvim sistemom referencije; zajedno sa njim .ostaju na
snazi i Lagrange-ove jednacine:

d oL _ 9L (39.2)
a % ar ’

A

Medutim, Lagrange-ova funkcija ve¢ nema oblik (39,1) i za njeno nalaZenje
je neophodno izvriti odgovarajucu transformaciju funkcije L.
Ovu transformaciju ¢emo izvrditi na dva nacina. Posmatra¢emo u pocetku
sistem referencije K’, koji se krece u odnosu na inercijalni sistem K, transla-
— —

— .

torno brzinom V (¢). Brzine v, i o’ ¢estice u odnosu na sisteme K, i K' uza-
jamno su povezane relacijom: ‘ ‘

—

2, =0 + V(o). e (39,3)

Zamenjujuéi ovaj izraz u (39,1) dobivamo Lagrange-ovu funkciju u sis-
temu K': :

-

mv'® -

el AN ’ mr—%g_
Lﬁz—i—va—}—zV U.

Ali 72(¢) je data funkcija vremena; ona moze biti predstavljena kao totalni
izvod po ¢ neke druge funkcije, i zbog toga treéi ¢lan u napisanom izrazu moze
: ; )

. 3 ety r & . ;
biti izostavljen. Dalje je v =5 gde je r' radijus-vektor Ccestice U koordi-

datnom sistemu K'; zbog toga je:

-+ '—"’ - d_.;-" d —+r+' —:-- s
mV () = mV_d;- =t (mVr')—mr —d;_

Zamenjujuéi ovo u Lagrange-ovu funkciju i ponovo eliminidu¢i totalni izvod
po vremenu, definitivno dobivamo:

] — — .
5= ’""2’ —mW@r —U,

(39,4)

gde je W = %It/f ubrzanje translatornog kretanja sistema referencije B,
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Ako pomocu jednaéine (39,4) oformimo Lagrange-ovu jednacinu, dobi¢emo:

dv’ U =
mel = —mw(). (39,5)
a3 ar’

Vidimo, da je u smislu uticaja m1 jednacine kretanja Cestice, ubrzano transla-
torno kretanje sistema referencije ekvivalentno postojanju homogenog polja sila, pri
¢emu je sila koja dejstvuje u tom polju jednaka proizvodu mase Cestice i ubr-

—

zanje W, a orijentisana je na suprotnu stranu u odnosu na to ubrzanje.
Uveséemo sada jos jedan sistem referencije K, koji ima zajednicki poce-
—

tak sa. sistemom K’, ali u odnosu na njega rotira sa ugaonom brzinom Q)
u odnosu pak na inercijalni sistem K, sistem K vrsi kako - translatorno, tako
i rotaciono kretanje. - -

—

=
Brzina o' Gestice u odnosu na sistem K’ sastoji se od njene brzine v, u

—5

odnosu na sistem K i brzine £ x r njene rotacije zajedno sa sistemom K:

o =0+ QX7
— — ,
(radijus-vektori r i »’ Cestice u sistemima K i K’ se poklapaju). Zamenjujuci
ovaj izraz u Lagrange-ovu funkciju (39;4) dobicemo:

2 - = — — — P
L:i"; + mo(Q x 1)+ ?(QXr)Q;mWr—— U. (39,6)

Ovo je opsti oblik Lagrange-ove funkcije Cestice u proizvoljnom neiner-
cijalnom sistemu referencije. Napominjemo da rotiranje sistema referencije
dovodi do pojave u Lagrange-ovoj funkciji ¢lana potpuno specifi¢nog oblika,
koji je linearan u odnosu na brzinu cestice.

7Za izraunavanje izvoda koji ulaze u Lagrange-ovu jednacinu, napisacemo
totalni diferencijal

AL — mede + mdo(©Q x 1)+ mo(Q x dr) + m(Q x r)(Q x dr) —

- = a -
— mW/dT————g dr =
ar

_ modo 4+ mdo(Q x 1) +mdr(v x Q) +

- — o — — — a —
+m(Qx 1) X Q) -dr—mWdr -TU-dr.
dr

—

R
Sabirajuéi ¢lanove koji sadrze dv i-dr, nalazimo:

a—L—zm;-i—m(Q % )y

—

adv

Eé:hq(;xfl)—{—m(zl x:)le-—mﬁV-—

ar ar

aU

—_—
-
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Zamenjujuéi ove izraze u (39,2), dobivamo traZenu jednalinu kretanja:

d a — —+ —.> — — - —+ —
m?i?ri =—m_£f— mW +m@r x Q) +2m(w X Q) +m(Q X (r x Q). (39,7)
ar

Vidimo, da se ,sile inercije”, koje su uslovljene rotiranjem sistema refe-
—

5
rencije sastoje od tri dela. Sila m(r X () je vezana sa neravnomerno$¢u rc-

tacije, a druge dve postoje i pri ravnomernoj rotaciji. Sila 2m (v x Q) se naziva
Coriolis-ova sila; za razliku od svih ranije posmatranih (nedisipativnih) sila, ona

zavisi od brzine &estice. Sila m(Q x (r x Q)) se naziva centrifugalna. Ona je

— —

orijentisana na ravan koja prolazi kroz r i Q) normalno na osi rotacije (tj. u

pravcu Q) na stranu od ose; centrifugalna sila po veli¢ini iznosi mpQ2?, gde

je p rastojanje Cestice od ose rotacije. .
Posmatra¢emo specijalno sluc¢aj ravnomerno rotiraju¢eg koordinatnog sis-

tema, koji nema translatorno ubrzanje. Ako stavimo u (39,6) i (39,7) da je

-

Q) — const i W = 0, dobi¢emo Lagrange-ovu funkciju:

2 - = - - —
L=1"21+m(9><r)+—’;"—(9><r)2—u (39,8)
i jednatinu kretanja:
o ' 9 = - —+ s -y
m%z———g+2m(vxﬂ)+m(ﬂx(r><Q)). (39,9)
ar ) :

Izratunatemo takode energiju cestice u ovom sluCaju. Zamenom

‘ T & - I
p=—=mov+mQ Xr) (39,10)
‘ v '
u E =pov— L, dobivamo:’
] = -
E=.’%_%@xﬂz+ U. - (39:11)

Obratimo paZnju na ¢&injenicu, da u energiji nedostaje ¢lan, koji je line-
aran po brzini. Uticaj rotacije sistema referencije se svodi na dodavanje energiji
¢lana koji zavisi samo od koordinata Cestice i koji je proporcionalan kvadratu

—%

s : - ..oom 2 .
ugaone brzine. Ova dopunska potencijalna energija 7((2 X r)% naziva se cen-

trifugalna.

—

Brzina v Zestice u odnosu na sistem referencije koji ravnomerno rotira,

e
vezana je s njegovom brzinom v, u odnosu na inercijalni sistem K, pomocu
relacije:

iy

v, == 9 A= X P (39,12)
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Zbog toga se impuls p (39,10) Cestice u sistemu K poklapa sa njenim

1mpulsom pn = m'c)o u 51stemu KO Zajedno sa njim poklapa]u se takode mo-

- —r

menti impulsa M0 = (¥ ¥ po) i M (r X p) Energue Cestice u sistemima K i

K, su razli¢ite. Zamenom o iz (39,12) u (39,11) dobivamo:

b

Y e € 3¢ 1) o B TR

mvo

b= 4+ U—m (r bs ’Uo) Q
Prva dva ¢lana predstavljaju energiju Ea u sistemu K, Uvodeci u pos—
lednu ¢lan moment impulsa, dobicemo:

E—E,— M-Q. (39,13)

Ovom formulom se definise zakon transformaciie energije pri prelazu na
ravnomerno rotiraju¢i koordinatni sistem. Iako smo je izveli za jednu Ccesticu,
otevidno je, da izvodenje moZe biti neposredno generahsamo za slucaj ma kog
sistema Cestica i dovodi do te 1ste formule (39,13).

Zadaci

1. Naéi odstupanje od vertikalnog pravca tela koje slobodno pada, uslovljeno rotacijom
Zemlje. (Ugaonu brzinu rotacije smatrati malom). .

b e

Refenje. U polju teze je U = mgr, gde ]eg vektor grav1tac1onog ubrzanja; zanema-

rujuéi u jednadini (39,9) centrifugalnu silu, koja sadrZi kvadrat Q, dobiéemo jednadinu kretanja
u obliku: .

v =2@x Q) +g ©)

Redavacemo ovu jednadinu postupnim aproksimacijama. U tom cilju ¢emo staviti da je
— — — —:. — — — - =

o
v = v, + v, gde je v, refenje jednatine vy =g, tj. vy = gL + Yo (v je poletna brzina). Zame-

— — — ; ; - -
nom v = v, + v, u (1) i ostavljaju¢i na desnoj strani samo v, dobivamo jednadinu za v,:
. ,
— — —r - — — —
vy =2(v; X Q) =2t(g X Q)+ 2 (v X D).
Integriranjem ¢emo imati:

3 -

; (g X Q) + tz(wo X Q), 2)

— —

=k + vyt +

gde je h vektor poletnog poloZaja Cestice.
Uzetemo z-osu po vertikali naviSe, a x-osu po meridijanu prema polu, tada ce bjti:

8x=8y=0, g =—28; Q, = Qcos 2, Q, =0, Q, = Qsin A,

gde je A dirina (koju uzimamo da je severna radi odredenosti). Ako u (2) stavimo 'v[, = 0,

nalazimo:
3

t
x =0, y=-—Tchosl.

Zamenjujuéi ovde vreme padanja t =~ , nalazimo definitivno:

=

1 /2h\2
% =0, y=—73\z gQ cos h
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(negativne vrednosti y odgoviza’u odstunanju na istok).
7 Odrediti skretanje od ravni za telo koje je sa Zemlje baCeno sa poletnom brzinom .

=5

Redenje. Uzetemo ravan xz tako da sc brzina v, nalazi u njoj. Pocetna visina

o
, = 0. Za botno odstupanje dobicemo iz (2) (zadatak I):
I3
g0 + (S tpr - Q%) >

y = =g

20

¥

, bice:

<

ili, zamenjujuci veeme leta 1> —

=

dui, 1
2 |3 gz L — Zox Q2| -

:nja klatna (takozvaro

3. Odreoditi uticsj koji vrdi rotccija Zemlje na mala o:cilova
nje klatno kzo malu veli¢inu drugog reda,

era
noj ravni xy. Izostavljajuci &lenove koji

Foucault->vo fklatno).
Redenje. Zanemarujuci vertikalno pom
moZemo smatrati da se kretanje tela vrsi u horizontal
sadrze 2, napisacemo jednaline kretanja u obliku:
x4 wPr= 20,9, y+ely=—2Q;x,
gde je o frekvencija oscilovanja klatna ne uzimajuéi u obzir rotaciju Zemlje. Ako drugu jed-
nadinu pomnoZimo sa ¢ i saberemo sa prvom, dobi¢emo jednu jednadinu
E4+ 20Q,E+*5=0
iy. Kada je Q; <€ & relenje ove jednacine ima oblik:

za kompleksnu velicinu E = x +
E=c 2.t (Aeior + Age™Y

ili

xtiy=e Ry (%o + 1¥0)
gde funkcije x, (£) i ¥ () daju trajektoriju klatna ne uzimajuéi u obzir rotacijv. Zemlje. Uticaj
te rotacije svodi se, prema toms, na obrtanje trajektorije oko veriikale sa ugaonom brzinom Q-.



GLAVA VII
KANONSKE JEDNACINE

§ 40. Hamilton-ove jednaline

Formulisanje zakona mehanike pomo¢u Lagrange-ove funkcije (i iz nje
izvedenih Lagrange-ovih jednacina) pretpostavlja opisivanje mehaniCkog stanja
sistema pomoc¢u (davanjem) njegovih generalisanih koordinata i brzina. Medu-
tim, takvo opisivanje nije i jedino mogu¢no. Niz preimudstava, a naroCito pri
(opisivanju) ispitivanju razli¢itih opstih problema mehanike predstavlja opisivanje
pomocu generalisanih koordinata i impulsa sistema. S tim u vezi nastaje prob-
lem o nalaZenju jednacina kretanja koje odgovaraju takvoj formulaciji mehanike.

Prelaz od jednog skupa nezavisno promenljivih na drugi moze se vrSiti
transformacijom, koja je u matematici poznata pod imenom Legendre-ove trans-
formacije. U datom slucaju ona se svodi na sledece.

Totalni diferencijal Lagrange-ove funkcije kao funkcije koordinata i brzine

1ZN0si;
arl d .
- By = dg;

Ovaj izraz moZemo napisati u obliku.
dL = Zp;dg; + Zp; dg; (40,1)

: . . BL i i fnd . 0 .
jer (kako) su izvodi P prema definiciji, generalisani impulsi, a — =p;

9i dg;
zbog Lagrange-ovih jednalina.

Ako drugi ¢lan u (40,1) napisemo u obliku:
Zpidg=d (Ep; g) — Zgidps,

prenose¢i totalni diferencijal d (X p; q}) na levu stranu jednaline i promenom
svih znakova iz (40,1), dobivamo:

dXp; ﬁ}i —L)=— 21.31' dg; + E(-.h‘ dp;.

Veli¢ina koja stoji pod diferencijalom, predstavlja energiju sistema (vidi § 6).
Izrazena pomoc¢u koordinata i impulsa naziva se Hamulton-ova funkcija sistema:

H(p..0= ) pai— L.  40)

10 Mehanika
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Iz diferencijalne jednacine

dH = — 2p;dg; + > q; dpis (40,3)
u kojoj su nezavisno promenljive koordinate i impulsi, izlaze jednacine:

. O0H 0H

q; = 35" By, T éq: (40,4)

Ovo su sa promenljivim p i ¢ trazene jednaCine kretanja takozvane
Hamilton-ove jednacine. One Cine sistem od 2s diferencijalnih jednacina prvog
reda za 2s nepoznatih funkcija p(¢) 1 ¢(2), koje zamenjuju s jednalina drugog
reda Lagrange-ovog metoda. S obzirom na njihovu formalnu jednostavnost 1
simetriju, ove se jednaCine nazivaju takode kanonske.

Totalni izvod Hamilton-ove funkcije po vremenu bice:

dd _9H ?ﬁ'JrZﬁ'
dt a1 ag; ¥ ap: b

Zamenom ovde p;t- ig;[- iz jednacine (40,4) poslednja dva ¢lana se uzajamno
skra¢uju tako da izlazi: .

dH doH
dr 9t (40,5)

Specijalno, ako Hamilton-ova funkcija ne zavisi od vremena eksplicitno,

onda je ild—fj— — 0, tj. ponovo dolazimo do zakona odrzanja energije.

Uporedo sa dinamickim promenljivim ¢, ¢ ili ¢, p, Lagrange-ove i Ha-
milton-ove funkcije sadrze razlicite parametre, tj. veli¢ine koje karakteriSu svoj-
stva samog mehanickog sistema ili spoljasnjeg polja koje na njega dejstvuje.
Neka je A ma koji od tih parametara. Smatraju¢i ga kao promenljivu veli¢inu,
imac¢emo umesto (40,1): '

: . d L
dL=Xp;dg; + Zpidg; + 55 dh,
posle ¢ega umesto (40,3) dobivamo:

” : d
dH = — Spidg; + 2q,dpi— o dM.

Odavde nalazimo relaciju:

0H oLy |
) T any; (A00)

b,q q, 9
koja vezuje parcijalne izvode po parametru » od Lagrange-ove i Hamilton-ove
funkcije. Indeksi uz izvode pokazuju da u jednom slu¢aju diferenciranje treba

yr$iti pri konstantnim vrednostima p i ¢,a u drugom — pri konstantnim ¢ i g.

Ovaj rezultat moZe biti predstavljen i u drugom aspektu. Neka Lagrange- |
ova funkcija ima oblik L = L, + L, gde L' predstavlja mali dodatak osnovnoj
funkeciji L,. Tada je odgovarajuca dopuna u Hamilton-ovoj funkeiji H = H, + H’
vezana sa L' pomocu relacija:

(H)pg=—L) a0 (40,7)
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Napominjemo, da u transformaciji od (40,1) na (40,3) nismo pisali c¢lan
sa dt, koji uzima u obzir moguénu eksplicitnu zavisnost Lagrange-ove funkcije
od vremena, posto bi poslednji u datom aspektu igrao samo ulogu parametra,
koji nema veze sa izvrSenom transformacijom. Analogno formuli (40,6) parci-
jalni izvodi po vremenu od L i od H su vezani relacijom:

oH dL
(o), 5., o

Zadaci

1. Naéi Hamilton-ovu funkciju za jednu materijalnu tatku u Descartes-ovim, cilindar-
skim 1 sfernim koordinatama.

Odgovor: U Descartes-ovim koordinatama x,y, z, bice:
1
H= 2m (px + sz; it Pi) + U(x, 5, 2).
U cilindarskim koordinatama 7, ¢, 2 iznosi:
I . p;
H=2—m Pr+ +Pz + U@ 9, 2).

1 [/, P Py
H= 2m ( r T 72 +r-smze) +U@09)

2. Na¢i Hamilton-ovu funkciju Cestice u sistemu referencije koji ravnomerno rotira.
—r —
Redenje. Akou jedn. za energiji (39,11) izrazimo brzinu v pomocu impulsa p prema
(39,10), dobivamo:

2 - =
2m

i =

-—Q(rxp)+U

§ 41. Routh-ova funkcija

U izvesnim slucajevima se moze pokazati kao celishodno, pri prelazu na
nove promenljive, da se ne zamene pomocu impulsa sve generalisane brzine
ve¢ samo neke od njih. Odgovarajuc¢a transformacija je u potpunosti analogna
onoj koja je izvrSena u prethodnom paragrafu.

Radi prostijeg pis‘anja formula pretpostaviéemo u pocetku da postoje svega
dve koordinate, koje ¢emo oznaciti kao q i &, 1 izvr$imo transformaciju od pro-
menljivih ¢, &, q,?g na promenljive ¢, &, p, &, gde je p generalisani impuls, koji
odgovara koordinati gq.

Diferencijal Lagrange-ove funkcije L=A{g; E,q;, i{;') 1Znosi:
ol oL - éL dL gl
dL= "~ dg-+ —dg+- d&+—dE pdg+pdg+ _dE+ —dE,
9q dq 23 G} df - 9k
odakle dobivamo

L 9L
d(L— Pq)“pdq—qdp +fE*d§ +wdt

10*
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Uveséemo funkeiju (takozvanu Routh-ovu funkciju):

R(¢:05E) =pg—L, | (41,1)
it i : Vo : .. . oL
u kojoj je brzina g 1zrazena preko impulsa p pomocu jednakosti p = g
q
Diferencijal iznosi:
. . dL oL :
dR= —pdg+qdp — — _-d5—— . d§. (41,2)
o0& a&
Odavde izlazi da je:
. OdR . IR
d dR dL dR
8L __9R, L (41,4)
9F g 23 S

. Zamenjujuci poslednje jednakosti u Lagrange-ovu jednatinu za koordinatu
g, dobivamo:

& = (41,5)

Na taj nacin, Routh-ova funkcija postaje Hamilton-ova u odnosu na ko-
ordinatu ¢ [jednaline (41,3)] i Lagrange-ova, u odnosu na koordinatu & [jed-
na¢ina (41,5)].

Prema opétoj definiciji energija sistema iznosi:

8L o 9L . - dL
B=tig— -’r—E»—.f——L:pq-%:——.———L.
dgq 8§ &

Nijeno izrazavanje preko Routh-ove funkcije dobiva se zamenom ovde
(41,1) i (41,4):

ki
g

(41,6)

Generalisanje dobivenih formula u slu¢aju kada postoji po nekoliko ko-
ordinata ¢ i § je ocigledno.

Primena Routh-ove funkcije moZze biti celishodna, specijalno, pri posto-
janju cikli¢nih koordinata. Ako su koordinate ¢ cikli¢ne, onda one ne ulaze
eksplicitno u Lagrange-ovu funkciju, a zbog toga i u Routh-ovu funkciju, tako
da ¢e poslednja biti samo funkcija od p,§,§ Al impulsi p, koji odgovaraju
cikli¢tnim koordinatama su konstantni (ovo izlazi i iz druge od jednacina (41,3),
koja u tom smislu ne daje nista novo). Posle zamene impulsa p njihovim datim
konstantnim vrednostima, jednacine (41,5)

d IR(p,EH _ IR(PED
d dE 9t
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pretvaraju se u jednacine koje sadrze samo koordinate &, tako da se cikli¢ne
koordinate samim tim u potpunosti isklju¢uju. Ako su te jednaline reSene i
nadene funkcije (z), onda zamenjuju¢i ih na desnoj strani jednacina:

_ IR(EE)
- R

nalazimo direktnim integriranjem funkcije g (z).

Zadatak

Naéi Routh-ovu funkciju za simetri¢nu é&igru u spoljainjem polju U (¢, 8), eliminiSuci
cikli¢nu koordinatu v (\r, @, & su Euler-ovi uglovi).
Redenje. Lagrange-ova funkcija bice:
B iy s B : . . .
L= 5 (8 + ¢° sin® ©) -+ 5 (O + @ cos 29— U, ©)
(uporedi zadatak 1 § 35). Routh-ova funkcija je:

. 4 : Ty o ;
R=py|—L= %T—py.@cose-—%(ez + @?sin?6) + U (9, 9).
3

Prvi ¢lan u tom izrazu predstavlja konstantu koja moZe biti izostavljena.

§ 42. Poisson-ove zagrade

Neka je f(p,q,¢) neka funkcija koordinata, impulsa i vremena. Uzecemo
njen totalni izvod po vremenu

af _ of of - of
M ]
k

Zamenjujuéi ovde umesto g, i p, njihove izraze iz Hamilton-ovih jedna-
¢ina (40,4), dobicemo:

df _ of .
ar = ar T D )

gde je uvedeno oznacavanje:
OH af 9H af
FAY = E et _ st 158 (1 (42,2)
{HS} - [apk dgy 9k apk]

Izraz (42,2) se naziva Poisson-ove zagrade za veli¢ine H 1 f.

Takve funkcije dinamickih promenljivih, koje ostaju konstantne .pri kre-
tanju sistema, nazivaju se, kao §to znamo, integrali kretanja. Vidimo iz (42,1),

. | d y _— e,
da se uslov, da veli¢ina f bude integral kretanja [—df7 e 0] , moZe napisati u obliku:

g + {Hf) = 0. (42,3)
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Ako integral kretanja ne zavisi od vremena eksplicitno, onda je:
{Hf} =0, - (42,4)

tj. njegove Poisson-ove zagrade sa Hamilton-ovim funkcijama moraju biti jed-
naka nuli.

Za ma koji par veli¢ina f i g, Poisson-ove zagrade se definiSu analogno

izrazu (42,2):
Z { }_Z Bf % 9 %), (42,5)
A . 0pr9qe  9gr9De ‘

Poisson-ove zagrade imaju sledeca svojstva, koja se lako izvode iz definicije.

Ako izmenimo red funkcija, onda zagrade menjaju znak; ako je jedna od
funkcija konstantna (c), onda su zagrade jednake nuli:

{78y = —{af} (42,6)
{fe} =10, (42,7)
Dalje je: .

(o +For 8) = {f8) + {a8) (42.8)

{f1f2: g} =k {f2€}+fz{f1g} : (4239)

Ako uzmemo parcijalni izvod izraza (42,5) po vremenu, dobivamo:
d - af dg
g;{fg} = {—g?g} + {f—a—;}' (42;10)

Ako se jedna od funkcija f ili g poklapa sa jednim od impulsa ili ko-
ordinata, onda se Poisson-ove zagrade jednostavno svode na parcijalni izvod:

of
o =5, (42,11)
If
=—_" 42,12
{f2n) 3k ( )
Formulu (42,11), na primer, dobicemo, ako stavimo u (42,5) da je g = gr}
d ad
cela suma se pri tom svodi na jedan clan, tako da je —a%— =y, a —a—i% ==,
I I
Ako u (42,11) i (42,12) stavimo da je funkcija f jednaka ¢; i i, dobivamo
specijalno: ' |
{:9:) =0, {pitr} =0, {piar} = Sir- (42,13)
Izmedu Poisson-ovih zagrada, koje su sastavljene od tri funkcije postoji
relacija
(F{ghy} +{e {(hf}}y +{r{fe}} = 0; (42,14)

koja se naziva Facobi-jeva identicnost.

Za njeno dokazivanje napominjemo slede¢e. Prema definiciji (42,5) Poisson-
ove zagrade {fg} su bilinearne homogene funkcije izvoda prvog reda velitina
fig. Zbog toga, na primer, zagrade {h{fg}} predstavljaju linearnu homogenu
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funkciju izvoda drugog reda od f i g. Cela leva strana jednacine (42,14) je line-
arna homogena funkcija drugih izvoda od sve tri funkcije f,g, .. Sabracemo za-
jedno ¢lanove koji sadrze druge izvode od f. Prva zagrada takve Clanove ne sadrzi
— u njoj su samo prvi izvodi od f. Sumu drugih i trecih zagrada napisacemo u
simboli¢nom obliku uvodeé¢i linearne diferencijalne operatore D; i D, prema

relacijama:
_ D,(p) ={g9}),  Du(p)={ho}.
Tada je
{e{hf}} +{nife)y =12 {nfyy —{h{ef}} = DDy (f)) — Dy (D1(f) =
= (D, Dy— D, D)) f.
Moze se lako videti, medutim, da takva kombinacija linearnih diferencijal-

nih operatora ne moze sadrzati druge izvode od f. U samoj stvari, opsti oblik
linearnih diferencijalnih operatora je:

. 9 - 2“‘ a
1—§k ké’;k’ 5 == - f]k'a';k’

gde su §, i 1, proizvoljne funkcije promenljivih xy, x5, -+~ Tada ce biti:

9z gry, 0
D, D, :;Ekl]‘af—xkax[ -+ Ekl Ek‘a—% A

D,D E g Zﬂ 95 9
21 o Tl [maxkax[ + - nkaxk ax[’

a razlika tih proizvoda
2 any d&) 9
— 3 k) 0 X

je ponovo operator, koji sadrzi samo jednokratno diferenciranje. Na taj nacin, na
levoj strani jednacine (42,14) uzajamno se skra¢uju svi ¢lanovi sa drugim izvo-
dima od f, a kako se to isto odnosi, o¢igledno, i na funkcije g 1 2 onda 1 ceo
izraz identi¢no postaje jednak nuli.

Vazno svojstvo Poisson-ovih zagrada sastoji se u tome: ako su f i g dva
integrala kretanja, onda su zagrade formirane od njih, takode integrali kretanja

{fg} = const. : (42,15)

(takozvana Poisson-ova teorema).

Dokaz ove teoreme je sasvim jednostavan, ako f i g ne zavise eksplicitno
od vremena. Ako u Jacobi-jevu identi¢nost stavimo da je h = H, dobi¢emo:

{H{fg) + {fleH +{glHf}} = 0.
Odavde je otigledno, ako su {Hg} =0 i {Hf} =0, onda je i {H {fe}} =0
$to je i trebalo dokazati.
Ako pak integrali kretanja f i g zavise eksplicitno od vremena, onda ¢emo
na osnovu (42,1) napisati:
d

d
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Koriste¢i formulu (42,10) i zamenjujuéi zagradu {H{fg}} sa dve druge,
pomocu Jacobi-jeve identi¢nosti, dobi¢emo:

d _ af dg B
2 sg) = {a-;g} + {ffat} g HY— e tH —

_[of dg
_{ar +{Hf},g}+{f, 8 +{Hg}}
ili:

d af | | dg

dr {fg) = di }-r{ d'r—]’ (42,16)

odakle je otigledno dokazana Poisson-ova teorema u opstem slucaju.

Razumljivo, primenjuju¢i Poisson-ovu teoremu necemo uvek dobiti nove
integrale kretanja, jer je njihov broj uopste ograni¢en (2s— 1, gde je s — broj
stepena slobode). U nekim slu¢ajevima mozemo dobiti trivijalan rezultat— Poisson-
ove zagrade se svode na konstantu. U drugim slu¢ajevima ponovo se moze
ispostaviti da je dobiveni integral jednostavno funkcija prvobitnih integrala f 1 g.
Ako ne vazi ni jedan ni drugi slucaj, onda Poisson-ove zagrade daju novi integ-
ral kretanja. -

Zadaci

1. Odrediti Poisson-ove zagrade koje su sastavljene od Descartes-ovih komponenata

— — — -

impulsa p i momenta  impulsa M =r X p materijalne Cestice.
Redenje. Pomotu formule (42,12) nalazimo:

o My

ay

d
{Mxpy} = - = —6-3; (ypz_'ziby) = —DPz

analogno jo§ dve formule:
{Mx pm} =0, {Mxpz} = Py-
Ostale zagrade se odavde dobivaju cikliCkom permutacijom indeksa x, v, 2.

2. Odrediti Poisson-ove zagrade, koje su sastavljene od komponenata M.
Reienje. Direktno izratunavanje prema formuli (42,5) daje:

(MM} = —M,,  {MM}=—M, (M M}=—M,

Kako su impulsi i koordinate razli¢itih gestica uzajamno nezavisne promenljive, to je lako
videti da formule koje su dobivene u zadacima 1 i 2 vaZe i za totalne impulse 1 moment
ma kog sistema Cestica.

3. Pokazati da je

{:p Mz} =5 0;
gde je @ ma koja skalarna funkcija koordinata i impulsa Cestice.
Resenje. Skalarna funkcija moZe da zavisi od komponenata vektora r i p samo u

- = =3

kombinacijama 2 - p% r - p. Zbog toga je:

I Y

aj a(_v:z) alp:n
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. a9
i analogno za — . TraZena relacija se proverava direktnim izratunavanjem prema formuli (42,5)

ap
uzimajuéi u obzir navedena pravila diferenciranja.
4. Pokazati da je

- —
gde je f vektorska funkcija koordinata i impulsa Cestice, a n je jedini¢ni vektor u pravcu 2-0se.
5 — — — —
Redenje. Proizvoljni vektor f(r,p) moZe se napisati u obliku: f=rg; + PP T
— -
+ (r X p) @y, gde SuU 9y, Py, Py skalarne funkcije. TraZena relacija se proverava direktnim izra-
gunavanjem pomoéu formula (42,9), (42,11) i (42,12) i formule, koja je navedena u zedatku 3.

b d

§ 43. Dejstvo kao funkcija koordinata
Pri formulisanju principa najmanjeg dejstva posmatrali smo integral

14}

S :de:, (43,1)

£

koji je uzet po trajektoriji izmedu dva dita polozaja ¢ i ¢, koje sistem  Zza-
uzima u datim momentima z; 1 .

Pri variranju dejstva, uporedivane su vrednosti ovog integrala za bliske
trajektorije sa istim vrednostima g(z;) i g(tp). Samo jedna od ovih trajektorija

odgovara stvarnom kretanju i to ona za koju je integral S minimalan.

Posmatra¢emo sada pojam dejstva u drugom aspektu. Naime, posmatra-
temo S kao velitinu koja karakteriSe kretanje po stvarnim trajektorima i upo-
redi¢emo vrednosti koje ona ima za trajektorije koje imaju zajedniCki pocetak
g (z)) = qM, ali prolaze u momentu Z kroz razli¢ite polozaje. Drugim recima,
posmatra¢emo i tegral dejstva za stvarne trajektorije kao funkciju vrednosti
koordinata u gornjoj granici integriranja.

Varijacija dejstva pri prelazu od jedne trajektorije na drugu, koja je mnjoj
bliska, data je (pri jednom stepenu slobode) izrazom (2,5):

ty Iy

? 9

BSzi.aq]ﬂ[i_i?’if]sgdz.
g dg dr aq

4

Kako trajektorije stvarnog kretanja zadovoljavaju Lagrange-ove jednacine,
onda integral koji ovde stoji, postaje jednak nuli. U prvom clanu stavicemo za
donju granicu 8¢ (z;) =0, a vrednost 3¢(zp) jednostavno ¢emo oznaliti sa 3q.

Ako takode zamenimo —.- sa p, definitivno dobivamo 88 = pdq, ili, u opStem

dgq -
slu¢aju sa ma kojim brojem stepena slobode:

.-
38 :L i 8- (43,2)
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Iz ove relacije izlazi da su parcijalni izvodi dejstva po koordinatama
jednaki odgovaraju¢im impulsima
as

Analogno mozZemo dejstvo shvatiti kao eksplicitnu funkciju vremena,
smatraju¢i da trajektorije, koje poc¢inju u datom momentu z; u datom poloZaju
g, ali koje se zavrSavaju u polozaju ¢ u razli¢itim momentima 7, =¢. U tom

smislu shvacen parcijalni izvod 5, moZemo naci odgovaraju¢im variranjem in-
tegrala. Medutim, jednostavnije je, da se Koristi ve¢ poznata formula (43,3)
postupaju¢i na slede¢i nacin.

Prema samoj definiciji dejstva, njegov totalni izvod po vremenu duz
trajektorije iznosi:
ds
— =1L, 43,4
g, =L (43,4)

S druge strane, smatraju¢i S kao funkciju koordinata i vremena, u ranije
opisanom smislu, i koriste¢i formulu (43,3), imacemo:

dS a8 a8 - 08 Z ‘£
Ti?_ait+\_ a—%Qi_?[+ . bi ;-

Uporedujuc¢i oba izraza, nalazimo:

Gi=L— 2
Tc_L_ . Pi qis

a8
a—[ :——H. (4355)

ili definitivno:

Formule (43,3) i (43,5) moZemo zajedno napisati u obliku izraza:
dS :Zp,-dgi-ﬂHdt (43,6)

za totalni diferencijal dejstva kao funkcije koordinata i vremena u gornjoj granici
integriranja izraza (43,1). Pretpostavimo sada, da se menjaju koordinate (i vreme)
ne samo kraja ve¢ i pocetka kreta ja. Ocigledno je da ¢e odgovarajuca promena
S biti data razlikom izraza (43,6) na oba kraja, ti. ‘

dS=3p® dg® — HOd® —Zp* dg + H® de®. (43,7)

Ova relacija ve¢ sama po sebi pokazuje, da ako ne bi bilo spoljasnjeg
dejstva na sistem u vreme kretanja, njegovo kona¢no stanje ne moze biti proiz-
voljna funkcija pocetnog; mogucna su samo takva kretanja za Kkoja je izraz na
desnoj strani jednakosti (43,7) totalni diferencijal. Na taj nacin ve¢ sama
injenjca postojanja principa najmanjeg dejstva, nezavisno od konkretnog oblika
Lagrange-ove funkcije, namece na ukupnost mogucnih kret_anja od?edena og‘rani-
enja. Specijalno, ispostavlja s kao mogucno ustanoviti niz opS$tih zakonitosti
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(koje ne zavise od oblika postojecih spoljasnjih polja) za snopove Cestica, koje
se razle¢u iz datih tacaka prostora, Izracunavanje ovih zakonitosti sacinjava
predmet takozvane geomerrijske optike).

Interesantno je napomenuti da se Hamilton-ove jedna¢ine mogu izvesti

formalno iz uslova minimalnosti dejstva. ako napisemo poslednje na osnovu
(43,6) u obliku integrala
§=| (Zp,-dq,-—Hdz) (43,8)

i posmatramo koordinate i impulsc kao nezavisno varirane veli¢ine. Radi krat-
koce pretpostavi¢emo ponovo da postoji svega jedna koordinata (i jedan impuls);
napisacemo varijaciju dejstva

d

’ d
) =j{8pdq —i—pcz’Sq——a)ZSgdt—?f;Spdt}-

Transformacija drugog ¢lana (parcijalno integriranje) daje:
. dH i dH
Y :jbg[dp_ 3p dz] o qu—j Sq[dq e e dl] :

Na granicama integriranja treba da stavimo da je 3¢ = 0, tako da integri-
rani ¢lan otpada. Izraz koji ostaje moze biti jednak nuli pri proizvolnjim
vrednostima nezavisnih 8p i 8¢ samo pri uslovu izjednacenja sa nulom podin-
tegralnih izraza u svakom od dva integrala:

d d
dqj—ﬁdr, dpz—ggdc,

tj. posle deljenja sa d¢dobicemo Hamilton-ove jednacine.

§ 44. Maupertuis-ov princip

Pomoéu principa najmanjeg dejstva definiSe se U potpunosti kretanje
mehani¢kog sistema: reSenjem jednaCina kretanja koje proizlaze iz tog principa
mogu se na¢i kako oblik trajektorije, tako i zavisnost polozaja na trajektoriji od
vremena.

Ako se ograni¢imo na uzi problem o definiciji samo trajektorije (ostavlja-
juéi po strani vremenski deo zadatka), ispostavlja se kao mogucno ustanoviti
za tu svrhu upro$¢eni oblik principa najmanjeg dejstva.

Pretpostavimo da Langrange-ova funkcija, a s njom i Hamilton-ova, n€
sadrze vreme u eksplicitnom obliku, tako da se energija sistema odrzava:

H(p,q) = E = const.

Ne¢emo uporediti u principu najmanjeg dejstva sva virtualna kretanja
sistema (izmedu njegova dva data polozaja), ve¢ samo ona, koja zadovoljavaju
zakon odrZanja energije sa datom vrednoscu E. Minimalnost integrala u odnosu
na takvo variranje je iako i nedovoljan, ipak neophodan, uslov minimuma
dejstva.

1) Vidi ,, Teorija polja“, t. 2.
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Ako dejstvo napi§emo u obliku (43,8) i u njemu zamenimo funkciju
H(p, q) konstantom E, dobicemo:

—
S:-[Lpiin—E(f—to) (4431)

(oznacili smo pocetn. moment kretanja sa fy, a krajnji — jednostavno sa t). Prvi

¢lan ovog izraza
SO :j L Di dq1 (4432)

se ponekad naziva redukovano dejstvo.

Variranje dejstva pri konstantnoj energiji se ocigledno svodi na variranje
redukovanog dejstva. Da bismo se koristili takvim varijacionim principom, neop-
hodno je prethodno izraziti impulse, a sa nijma i sav podintegralni izraz u (44,2)
pomo¢u kordinata ¢ i njihovih diferencijala dg. U tu svrhu treba koristiti jednacine

d dq
£ == === s ¥ 44,3
pi ag,.L[q dt] (44,3)
koje predstavljaju definiciju impulsa, i jednaCinu zakona odrzanja energije
dg .
Elqg,—|=E. 44,4
[q dt] (44,4)

Ako iz poslednje jednatine izrazimo diferecijal d¢ pomocu koordinata ¢ i
njihovih diferencijala dg i zamenimo u formuli (44,3) izrazi¢emo impulse pomocu
q i dg, pri ¢emu ¢e energija E igrati ulogu parametra. Na taj nacin dobiveni
varijacioni princip definide trajektoriju sistema; ovaj princip se obi¢no naziva
Maupertuis-ov princip (mada su njegovu tacnu formulaciju dali Euler i Lagrange).

Izvedéemo navedena dejstva u eksplicitnom obliku za obican oblik Lagrange-
ove funkcije (5,5) kao razlike kineticke i potencijalne energije:

1 P
L 3 Z A (g) qiq9r — U(g).
ik

Pri tom su impulsi:

dL .
=— =) ()

P 1 .
d q; k

a energija iznosi:
1 . .
E=—+ E ai (@) g: g + U (9.
i, k
Iz poslednje jednacine imamo:
de = || %4494 | (44,5)

2(E— U)
i zamenjuju¢i ovaj izraz u

N dgs
L P; dg; ——Z By~ dg;,

i,k
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nalazimo redukovano dejstvo u obliku

S, = H/ 2(E— U)L ayp dg; dgs. (44,6)
- 1,k

Specijalno, za jednu materijalnu tacku bice Kineticka energija:

T__?‘}E dly?
- a8 dzJ

(gde je m masa Cestice, a d/ je element duZine trajektorije) 1 varijacioni
princip za odredeni oblik trajektorije ima oblik

3[|2m(E—U)dl=0, (44,7)
gde se integral uzima izmedu dve date tacke prostora. U takvom obliku ga je
prikazao Jacobi.

Pri slobodnom kretanju ¢estice je U =0, i (44,7) daje trivijalan rezultat

3[dl=0,

tj. Cestica se kreée po najkracem putu-— po pravoj.
Vratimo se ponovo na izraz za de]stvo (44,1) i izvr§imo ovog puta njegovo

var1ran)e po parametru E. Uslov da je takva varijacija dejstva jednaka nuli,
daje izraz:

J8

0 _ _
S E SE—(t—1t)3E=0
ili
a‘SO
T Rt (44,8)

Za redukovano dejstvo u obliku (44,6) ova jednakost dovodi do relacije

Zapdgidg, (44,9
f Vz(E o T )

koja ne predstavlja niSta drugo do integral jednaline (44,5). Zajedno sa jedna-
¢inom trajektorije, ona u potpunosti definiSe kretanje.

Zadatak

Iz varijacionog principa (44,7) dobiti diferencijalnu jednadinu trajektorije.
Redenje. Ako izvriimo variranje, ima¢emo

=)

. U &r dr
3[|E= Udz=__H a_’ - dl—|E— U7 7] dSr}
ar 2yE—U

-+ -

U drugom ¢&lanu je uzeto u obzir da je dI* = dr2 i zbog toga je dlddl=dr dar, ako u

ovom &lanu izvr§imo parcijalno integriranje i izjedna¢imo sa nulom koeficijent uz 81' u pod-
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‘ntegralnom izrazu dobi¢emo diferencijalnu jednacinu trajektorije

S . dr aU
Z;E—U"a}j }E——U—a? - ——-
ar
Ako rastavimo izvod na levoj strani jednaCine i uvedemo silu 7 _ﬁj, ova jedna-

. ar
¢ina se moZe prikazati u obliku:

s

=+ — = =

dr -
gde je t = i jediniéni vektor tangente na trajektoriju. Razlika F — (F t )¢ je komponenta sile

- d*r d;
F,, koja je normalna na trajektoriji. Izvod — = ;77> kao §to je poznato iz diferencijalne

iy
sy

n .. . .e . . . e e
geometrije, iznosi R gde je R polupre¢nik krivine trajektorije, a 7 je jediniéni vektor glavne

7)2
normale na njoj. Zamenom takode E— U sa 5 dobicemo:

u vezi sa poznatim izrazom za normalno ubrzanje pri kretanju po Kkrivoj trajektoriji.

§ 45. Kanonske transformacije

Izbor generalisanih koordinata ¢ nije ograniCen nikakvim uslovima; one
mogu biti ma koje veli¢ine (kojih je s) koje jednozna¢no odreduju polozaj sistema
u prostoru. Formalni oblik Lagrange-ovih jednacina (2,6) ne zavisi od ovog
izbora i u tom smislu se moze re¢i da su Lagrange-ove jednacine invarijante
u odnosu na transformaciju koordinata ¢;, ¢, na ma koje druge nezavisne
velitine Q;, Q,. Nove koordinate Q su funkcije starih koordinata ¢, pri Cemu
dopustamo i njihov takav izbor pri kome ta veza sadrzi u eksplicitnom obliku

takode i vreme, tj. re¢ je o transformacijama oblika:

0:=0:a 0 s

(nazivaju se ponekad talkaste transformacije).

Uporedo sa Lagrange-ovim jednacinama pri transformaciji (45,1) zadrZa-
vaju, razumljivo, svoj oblik (40,4) i Hamilton-ove jednacine. Poslednje, medutim,
dopustaju u stvari znatno Sire Klase transformacija. Ova okolnost prirodno je
vezana sa Cinjenicom da u Hamilton-ovom metodu impulsi p igraju uporedo
sa koordinatima ¢ ulogu ravnopravnih nezavisnih promenljivih. Zbog toga pojam
transformacije moZe biti proSiren tako da u sebe uklju¢i transformaciju svih
25 nezavisno promenljivih p i ¢ na nivo promenljive P i O prema formulama:

Q; = Q: (ps 95 t)s P; = P;(p; g ). (45:2)
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Takvo prodirenje ilasa dozvoljenih transformacija je jedna od bitnih
preimuéstava Hamilton-ovog metoda mehanike.

Medutim, pri proizvoljnim transformacijama oblika (45,2) jednacine kre-
tanja nikad ne zadrZavaju svoj kanonski oblik. Izve$¢emo sada uslove, koje
mora zadovoljiti tran-formacija da bi jednaline kretanja sa novim promenljivim
P i Q imale oblik:

f L—')H" . aH’
- 3 - p— 45,3
Ql aP! 1 a Q1 ( 3 )
sa nekom novom Hamilton-ovom funkcijom H'(P, Q). Takve transformacije
se nazivaju Ranonske.

Formulama za kanonske transformacije se moze pri¢i slede¢im putem. N
kraju § 43. je bilo pokazano da se Hamilton-ove jednaline mogu dobiti iz
principa najmanjeg dejstva, koji je predstavljen u obliku:

Sj( Zp,-dq,-—Hdz) —0 (45,4)

(pri ¢emu se variraju nezavisno sve koordinate i impulsi). Za to da bi nove
promenljive P i Q takode zadovoljile Hamilton-ove jednacine, za njih mora
takode vaziti princip najmanjeg dejstva

Sj‘(ZP,‘dQ,-MH'dt) — 0. | (45,5)

Ali principi (45,4) i (45,5) su uzajamno ekvivalentni samo pri uslovima
da se njihovi podintegralni izrazi razlikuju samo za totalni diferencijal proiz-
voljine funkcije F koordinata, impulsa i vremena; tada razlika izmedu oba
integrala neée biti sustinska pri variranju konstante (razlika vrednosti £ na
granicama integriranja). Na taj na¢in mora biti:

Sp,dg,— Hdt =S P,dQ; — H'dt + dF.

Svaka kanonska transformacija se karakteriSe svojom funkcijom F, koja
sa naziva izvodna funkcija (funkcija generatrisa) transformacije.

Ako dobivenu relaciju prepiSemo u obliku:

dF =Xp;dg;— X P;dQ; + (H — H)dz, (45,6)
vidimo da je: .
aF oF , OF
pzza—qlﬂ P::_an’ I{—H'{""‘a?, (45,7)

pri tom se pretpostavlja da je ta izvodna funkcija data kao funkcija starih 1
novih koordinata (i vremena): F =F (g, Q, t). Pri datoj funkciji F formule
(45,7) uspostavljaju vezu medu starim (p, ¢) 1 novim (P, 0) promenljivim, a
takode daju izraz za novu Hamilton-ovu funkeiju.

Moze se ispostaviti kao zgodno, da se izvodna funkcija ne izrazi pomocu
promenljivih ¢ i O, ve¢ pomocu stare koordinate ¢ i novih impulsa P. Za
izvodenje formula kanonskih transformacija, u tom slu¢aju treba izvrsiti u rela-
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ciji (45,6) odgovarajucu Legendre-ovu transformaciju. Naime, napisaCemo je
u obliku:
d(F+XPQ)=2Xpdg+Z0Q:dP;+ (H —H)de

Izraz, koji stoji pod znakom diferencijala na levoj strani jednacine, je
definisan (izrazen) preko promenljivih ¢ i P, i on je nova izvodna funkcija.
Ozna¢imo ga sa D (¢, P, t) pa ¢cemo imati V:

d D 9D <D

P:':“aq—i’ ;= oD, H =H+ S (45,8)

Analogno mozemo pre¢i na formule kanonskih transformacija, koje su
jzrazene pomocu izvodnih funkcija, koje zavise od promenljivih p i Q ili p i P.

Napominjemo da se veza medu novom i starom Hamilton-ovom funkcijom
uvek izrazava na isti nadin: razlika H' — H je data parcijalnim izvodom po
yremenu izvodne funkcije. Specijalno, ako poslednja ne zavisi od vremena,
onda je H' = H. Drugim recima, u tom slutaju za dobivanje nove Hamilton-
ove funkcije dovoljno je zameniti u H velicine p i g, izrazene pomocu novih
promenljivih P i Q.

Sirina kanonskih transformacija u znatnoj meri liSava u Hamilton-ovoj
metodi pojam generalisanih koordinata 1 impulsa njihovog prvobitnog smisla.
Kako transformacije (45,2) vezuju svaku od veli¢ina P 1 O kako sa koordina-
tama g, tako i sa impulsima p, 10 promenljive Q ve¢ nemaju Smisao Cisto
prostornih koordinata. Razlika izmedu obe grupe promenljivih postaje u osnovi
nomenklaturni problem. Ova okolnost se veoma o¢igledno manifestuje (pojav-
ljuje), na primer, u transformacijama Q;=p; 1 Pp=—g®% ne menjajuci ekspli-
citno kanonski oblik jedna¢ina i svodi se jednostavno na uzajamnu zamenu
imena koordinata i impulsa. '

S obzirom na ovu uslovljenost terminologije, promenljive p i ¢ u Hamiton-
ovom metodu Cesto se nazivaju jednostavno kanonske konjugovane velicine.

Uslov kanonske konjugovanosti se moze izraziti pomoc¢u Poisson-ovih
zagrada. U tom cilju dokazacemo prethodno opstu teoremu O invarijantnosti
Poisson-ovih zagrada u odnosu na kanonske transformacije.

Naka su {fg},, Poisson-ove zagrade velitina f i g u kojoj se diferec:-
ranje vr$i po promenljvim p, ¢, 2 { fgyp, @ su Poisson-ove zagrade tih istih
veli¢ina, koje su diferencirane po kanonskim promenljivim P, Q. Tada je:

(/8,0 = {f8}P,@ (45,9)

U ispravnost toga odnosa se mozemo uveriti direktnim izraunavanjem uz
koris¢enje formula kanonske transformacije. Medutim, moze se to posti¢i i bez
izratunavanja pomocu sledeéeg rezonovanja.

1) Napominjemo da, ako uzmemo izvodnu funkciju u obliku

-
<D =Lft(45 l)Pi:

(gde su f; proizvoline funkcije) dobivamo transformaciju, pri kojoj su nove koordinate Q; =
= f; (g5 1), tj. izraZavaju se samo pomocu starih koordinata (ali ne impulsa). Ovo su talkaste
transformacije, koje su prirodno specijalan slu¢aj kanonskih transformacija.

2) Njima odgovara izvodna funkcija F = 2 ¢; O;.
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Napominjemo, pre svega, da u kanonskim transformacijama (45,7) ili (45,8)
yreme igra ulogu parametra. Zbog toga, ako dokazemo teoremu (45,9) za veli-
¢ine koje ne zavise eksplicitno od vremena, onda ¢e ona vaziti i u opstem
slu¢aju. Sada ¢emo ¢isto formalno posmatrati veliCinu g kao Hamilton-ovu

funkciju nekog fiktivnog sistema. Tada je prema formuli (42,1) {fg},, = jji
4

Ali izvod e veli¢ina koja moze zavisiti samo od svojstva kretanja (naSeg

'fiktivnog sistema) kao takvog, a ne od ovog ili onog izbora promenljivih. Zbog
toga se i Poisson-ove zigrade {fg} ne mogu promzniti pri prelazu od jednih
kanonskih promenljivih na druge.

Iz formula (42,13) i teoreme (44,9), dobicemo:
{QiOpe =0, {Pililpo= 0,  {PiOs)pg = ire (45,10)

Ovo su napisani uslovi pomoc¢u Poisson-ovih zagrada, koje moraju zado-
voljiti nove promenliive da bi transformacija p, g~ P, Q bila kanonska.

Interensantno je istaéi da se promena veli¢ina p, ¢ pri samom kretanju
moZe smatrati kao kanonska transformacija. Smisao navedene konstatacije sastoji
se u slede¢em. Neka su g, p, vrednosti kanonskih promenljivih u momentu
t, 4 g+ b+ Njihove vrednosti u drugom momentu ¢ + 7. Poslednje su
njene funkcije od prvih (i od veli¢ine intervala = kao od parametra)

e+ =4d (‘IU Do T); Pr+c= PCQ’D Py T

Ako ove formule posmatramo kao transformaciju promenljivih ¢, p, na
promenljive ¢, + «» P+ onda Ce ova transformacija biti kanonska; stvarno,
velicine ¢4+ pi+. zadovoljavaju kanonske jednacine kretanja u takvom
istom step=nu kao i polazne promenljjve ¢ P od kojih se one razlikuju samo

poCetkom racunanja vremena.

§ 46. Liouville-ova teorema

Za geometrijsku interpretaciiu mehani¢kih pojava Cesto se Koristi pojam
o takozvanom faznom prostoru kao i prostoru 2s dimenzija, na Cije koordinatne
ose se nanose vrednosti s generalisanih koordinata i s impulsa datog mehanickog
sistema. Svaka tatka toga prostora odgovara odredenom stanju sistema. Pri
kretanju sistema fazna tacka, koja ga prikazuje, opisuje u faznom prostoru
odgovarajuéu liniju koju nazivamo trajektorijom.

Proizvod diferencijala
dr = dg, -+ dg,dpy--- dp,

se moze smatrati kao ,element zapremine® faznog prostora. Posmatracemo
sada integral [dI’, koji je uzet po nekoj oblasti faznog prostora i koji predstavlja
njegovu zapreminu. Pokazacemo da ta velitina ima svojstva invarijantnosti u
odnosu na kanonske transformacije: ako se izvr$i kanonska transformacija od
promenljivih p, ¢ na promenljive P, O, onda su zapremine uzajamno odgovara-
ju¢ih oblasti prostora p,q i P, O jednake:

([ dar--dg.ap,-ap.=| -+ [aQr---dQapy - dB 6D

11 Mehanika
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Kako je poznato, cransformacija promenljivih u videstrukom intergralu
visi se prema formuli:

ﬂ""-\‘dQl"'dQsdPI"'dPs :.\"".(Der"dQsde"dPs’

gde je
6(01:"'3 5 P]:"')P_\-)
A 46,2
a(Ql!"':st Pl:"'p.:) ( )

takozvani jacobijan transformacije. Zbog toga s€ dokaz teoreme (46,1) svodi
na dokaz ¢injenice da je jacobijan svake kanonske transformacije jednak jedinici:

D=1 (46,3)

Koristicemo s€ poznatim svojstvom jacobijana, a koji dozvoljava da s njima
postupamo u odredenom smislu kao sa razlomcima. ,,Ako podelimo brojitelj 1
imenitelj sa 9 (g1,* "> s Pys- s P,), dobi¢emo:
 (Quers Qe Pt s P) [ 0@ BB

p="_ b B) ) ).
a(fha"'%a Pn"':Ps) / a(Ql:"'Qsa Pla"':Ps)

e —

Prema drugom poznatoml pravilu jacobijan, u kome u ,brojitelju® i
_imenitelju® figurisu iste velitine, svodi se na jacobijan od najmanjeg broja
promenljivih, pri cemu pri svim diferenciranjima iste veli¢ine koje ispadaju

treba smatrati konstantnim. Zbog toga je

%acgi,.--,Qa}
Y e (g 55 aille) Jem oo - (46,4)
d (Pl’ e Pﬁ) g = const
Posmatracemo jakobijan, koji stoji u brojitelju toga izraza. Prema definiciji,
0:
to je determinanta ranga S koja je sastavljena od elemenata 5% (element na
k
preseku i-te vrste i k-te kolone). '
Ako kanonsku transformaciju prikazemo pomocu funkcije generatrise P (¢,P)
u obliku (45,8), dobicemo:
00,  *P
qu d dr d Pi
Na isti nadin nalazimo da iti i k-ti element determinante U imenitelju
92D . 3 o
. To znali da se obe determinante razlikuju samo
samenom vrste kolona i obrnuto. Zbog toga su one jednake, tako da je odnos
(46,4) jednak jedinici, $to je i trebalo dokazati.
Predstavimo sada da se svaka tacka datog dela faznog prostora pomera

vremenski prema jednacinama kretanja posmatranog mehanic¢kog sistema. Samim
tim se pomera i deo kao celina. Pri tom niegova zapremina ostaje nepromenjena:

{dF = const. . (46,5)

izraza (46,4) iznosi
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Ova konstatacija (takozvana Liouville-ova teorema) neposredno izlazi iz inva-
rijantnosti fazne zapremine pri kanonskim transformacijama i iz toga, da se sama
promena p i ¢ pri kretanju moze smatrati (kako je bilo navedeno na kraju
prethodnog paragrafa) kao kanonska transformacija.

Potpuno analogno se moze dokazati invarijantnost integrala
e ik B \;,
( ‘ [ ‘ HdQI dp; dq, dpp

izk

il N
‘S_' dqz dpi:

u kojima se integriranje vrsi po dvo-, Cetvoro- itd. dimenzionalnim mnogo-
strukostima u faznom prostoru.

§ 47. Hamilton-Jacobi-jeva jednalina

U § 43 je bio uveden pojam o dejstvu kao funkciji koordinata 1 vremena.
Bilo je ukazano, da je parcijalni izvod te funkcije S (g, ©) po vremenu vezan
sa Hamilton-ovom funkcijom relacijom

as
a[+H(QJP> [):03

a njeni parcijalni izvodi po koordinatama se poklapaju sa impulsima. Zamenju-
juéi s tim u vezi, impulse p u Hamilton-ovoj funkciji izvodima 327 dobivamo
q

jednadinu:
d

S
25,1 e

9 E
S P ] =0, (47,1)

—_— e —_ I
aqu )aqs}

koju treba da zadovolji funkcija S(g, t). Ova parcijalna jednacCina je prvog
reda; naziva se Hamilton-Facobi-jeva jednacina.
Uporedo sa Lagrange-ovim i kanonskim jednacinama, Hamilton-Jacobi-

jeva jednacina je takode osnova nekog opSteg metoda integriranja jednacina
kretanja. '

Prelazeéi na izlaganje ovoga metoda, prethodno napominjemo da svaka
parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda ima reSenje koje zavisi od proiz-
voljne funkcije; takvo reSenje se naziva opSti integral jednatine. U mehanic¢kim
primenama, medutim, osnovnu ulogu ne igra opéti integral Hamilton-Jacobi-jeve
jednatine, ve¢ takozvani roralni integral; tako se naziva reSenje parcijalne dife-
rencijalne jednacine, koja sadrzi toliko proizvoljnih nezavisnih konstanti koliko
ima nezavisno promenljivih.

U Hamilton-Jacobi-jevoj jednagini nezavisno promenljive su vreme i
koordinate. Zbog toga za sistem sa s-stepena slobode totalni integral ove jedna-
tine treba da sadrzi (s + 1) proizvoljnih konstanti. Pri tom, kako funkcija S ulazi
u jednatinu samo preko svojih izvoda, onda se jedna od proizvoljnih konstanti
sadrzi u totalnom integralu aditivno, tj. totalni integral Hamilton-Jacobi-jeve

jednatine ima oblik: _
S :f(fr 1575455 C(1>"'JCLS) = A: (4732)
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gde su o, g i A proizvoljne konstante.

Objasni¢emo sada vezu izmedu totalnog integrala Hamilton-Jacobi-jeve
jednacine i reSenja jednacina kretanja koja nas interesuju. U tom cilju izvrsi-
cemo kanonsku transformaciju od velitina p, ¢ na nove promenljive, pri cemu
¢emo funkciju f (¢, g, @) uzeti kao funkciju generatrisu, a veli¢ine oy, otgy** 75 &g
kao nove impulse. Nove koordinate cemo oznaditi sa Py, By s Bs. Kako funk-
cija generatrisa zavisi od starih koordinata i novih impulsa, moramo se kori-
stiti formulama (45,8):

f

H'=H :
23 = H - =

of . .. 9F
pi= 47 b= 5
d oy
Ali kako funkcija f zadovoljava Hamilton-Jacobi-jevu jednacinu, vidimo,
da nova Hamilton-ova funkcija postaje identicno jednaka nuli:
ad ZINY
H—H+Z _H+Z2=0
dat at
Zbog toga kanonske jednacine za nove promenljive imaju oblik: «; = 0, BL == {);
odakle izlazi da je:

®; = COnst, 3; = const. (47,3)
S druge strane, § jednaéina
af
ac;_ _ Bz

daju mogucnost da se izrazi s koordinata g pomocu vremena i 25 konstanti «
i . Samim tim nalazimo opéti integral jednacina kretanja.

Na taj nalin, reSenje sadatka o kretanju mehani¢kog sistema metodom
Hamilton-Jacobi-ja svodi se na slede¢e operaracije.

Prema Hamilton-ovoj funkciji obrazuje se Hamilton-Jacobi-jeva jednacina
i nalazi se totalni integral (47,2) te jednacine. Diferencirajuéi je po proizvoljnim
konstantama ¢ i izjednacujuci sa novim konstantama [, dobivamo sistem od s
algebarskih jednacina:

3 et = Bz‘: (47:4)
1

1) Mada nam nije neophodan opsti integral Hamilton-Jacobi-jeve jednaline, ipak ukazu-
jemo da ga moZemo naéi ako je poznat totalni integral. U tom cilju veli¢inu 4 ¢emo smatrati
proizvoljnom funkcijom ostalih konstanti:

S=f{9qn">455 {11:"':@5)+A((11:"'3‘IS)-
Ako odavde zamenimo veli¢ine «; funkcijama koordinata i vremena, koje nalazimo iz s uslova
as

d Xy
Stvarno, za funkciju § koja je dobivena na taj nadin, ima¢emo:

o _(25) 37 (28) 4 (25)
9q; \0849i)a aakQBQiP 04 )q

S k
Ali veli¢ine (g q—-) zadovoljavaju Hamilton-Jacobi-jevu jednacinu, jer je funkcija Sty g5 0)
a

i
. - o : ... .S
prema pretpostavcl totalni integral ove jednacine. Zbog toga je zadovoljavaju 1 izvodi 30
1

— 0, dobivamo opsti integral, koji zavisi od oblika proizvoljne funkcije A (@y...,as):
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¢ijim reSenjem nalazimo koordinate ¢ kao funkcije vremena 1 2s proizvoljnih

konstanti. Zavisnost impulsa od vremena moZze se zatim na¢i prema jednaCinama
N

=

dq;

Ako nemamo totalni integral Hamilton-Jacobi-jeve jednaline, koji zavisi
od manjeg broja od s proizvoljnih konstanti, onda, jiako pomocu njega ne mozemo
na¢i opsti integral jednacina kretanja, ipak mozemo u nekoliko uprostiti zadatak
oko njegovog nalaZenja. Tako, ako je poznata funkcija S, koja sadrzi jednu
proizvoljnu konstantu o, onda relacija

aS

- — = ¢onst
d

daje jednu jednacinu koja povezuje g; > gs 1 L.
Hamilton-Jacobi-jeva jednacina dobiva nesto jednostavniji oblik u slucaju

kada funkcija H ne zavisi od vremena eksplicitno, tj. sistem je konzervativan.
Zavisnost dejstva od vremena svodi se pri tom na komponentu — Et:

§ = 8, fg)—Hz (47,5)

(vidi § 44.), 1 zamenom U (47,1) dobivamo za redukovano dejstvo S, (¢) Hamilton-
Jacobi-jevu jednacinu u obliku:

_350 GINYS o
H[QUJQS:'E‘Q?)w aq(‘]fE- (47,6)

§ 48. Razdvajanje promenljivih

U nizu vaznih slucajeva nalaZenje totalnog integrala Hamilton-Jacobi-jeve
jednacine moze se posti¢i takozvanim razdvajanjem promenljivih, ¢ija se sustina
sastoji u sledecem.

Dopustimo, da ma koja koordinata, oznatimo je sa gy, i njoj odgovarajuci

) 9.8 ) _ ;e . - . :
izvod o ulazi u Hamilton-Jacobi-jevu jednacinu samo u obliku neke kombi-

7 a8 : —_ . . ‘ - :
nacije ® {q, 57— |» koja ne sadrzi nikakvih drugih koordinata (ili vremena) 1
1 aq
1

izvoda, tj. jednacina ima oblik:

a§ 9S8 - a8
D Ja. g | Qe 48,1
{Qi! I: aq b) 9 r b (.D (qln aql]} 03 ( )

3

gde ¢; oznatava skup svih koordinata izuzev ;.
Trazi¢emo u tom slu¢aju reSenje u obliku zbira:

S = S(g O+ Si(aw: (48,2)

Ako ovaj izraz zamenimo U jednacinu (48,1), dobicemo:

0S8 a8’ N
D {q;, Ly 6&; > 757 ° P {qls é—ql}} = 0. (48:3)
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Pretpostavimo da je nadeno res=nje (48,2). Tada posle njegove zamene
u jednacini (48,3) poslednja mora postati identi¢nost, koja vazi, specijalno, za
ma koje vrednosti koordinate g,. Ali, promenom ¢, moze se promeniti samo
funkcija ¢; zbog toga identiCnost jednakosti (48,3) zahteva da funkcija ¢ sama
po sebi bude konstantna. Na taj nacin, jednacina (48,3) se razlaze na dve jedacine:

98,
T {QD a’q] ] = &> (48,4)
S’ a8’
(‘D {q:: r:’a_as ('a E": U'l} == OJ (4835)

gde je @, proizvoljna konstanta. Prva od ovih je obiCna diferencijalna jednacina
iz koje moze biti odredena funkcija S; (q1) jednostavnim integriranjem. Posle
toga ostaje parcijalna diferencijalna jednacina (48,5) ali vec sa manjim brojem
nezavisno promenljivih.

Ako se na taj nac¢in mogu postupno odvojiti sve s koordinate 1 vreme,
onda se nalaZenje totalnog integrala Hamilton-Jacobi-jeve jednatine svodi u
celini na kvadrature. Za konzervativni sistem re¢ je stvarno jedino o razdvajanju
s promenljivih (koordinata) u jednagini (47,6), 1 pri potpunom razdvajanju trazeni
integral jednatine ima oblik: |

S =Y Sulais @y -ers09) — Bl -9t (48,6)
k

gde svaka od funkcija S zavisi samo od tih koordinata, a energija E, kao
funkcija proizvoljnih konstanti Ciy,-- 5 s dobiva se zamenom Sy, = XS U jed-
nacini (47,6).

Specijalni slucaj deljenja je slucaj ciklitne promenljve. Cikli¢na koordinata
g, potpuno ne ulazi u eksplicitnom obliku u Hamilton-Jakobi-jevu jednalinu.

- A) ; . , B8 .. . .
Funkcija ¢ [ql, 50 ] se pri tom jednostavno svodi na e i iz jednacina (48,4) ima-
b 1

mo jednostavno 8; = @; gy, tako da je:

S=S(g 1)+ % (48,7)
Pri tom konstanta «; nije niSta drugo do konstantna vrednost impulsa
d -
P = 70’ koja odgovara cikli¢noj koordinati. Napominjemo, da odvajanje vre-

mena u obliku ¢lana— Et za konzervativni sistem takode odgovara metodu
odvajanja promenljivih za ,,ciklicnu promenljivu® .

Na taj nacin, svi ranije cretirani slucajevi upro$cavanja intergriranja jedna-
‘¢ine kretanja, koji su osnovani na kori¢enju cikli¢nih promenljivih, obuhvaceni
su metodom razdvajanja promenljivih u Hamilton-Jacobi-jevoj jednacini. Njima
se dodaje jo§ niz slucajeva kada je razdvajanje promenljivih moguéno iako koor-
dinate nisu cikli¢ne. Sve ovo dovodi do <¢injenice, da je Hamilton-Jacobi-jev
metod najefikasniji metod nalazenja opsteg integrala jednacine kretanja.

Za razdvajanje promenljivih u Hamilton-Jacobi-jevoj jednadini bitan je
pogodan izbor koordinata. Posmatracemo neke primere razdvajanje promenljivih
u razliditim koordinatama koji mogu predstavljati fizicki interes u vezi zadatka
o kretanju materijalne tacke u razlic¢itim spoljasnjim poljima.
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1. Sferne koordinate. Sa ovim koordinatama (r, 0, ¢) Hamilton-ova
funkcija bice:

Py ,

— v 9 « 9N = U ] 0: 3
2m | r rsin®0 | (r, 9, )
i razdvajanje promenljivih je mogucno, ako je:

b (6)

_TE

c(e) |

0 =aids * 12 sin® 0

gde su a(r), b(0), i ¢(p) proizvoljne funkcije. Poslednji ¢lan u tom izrazu
ne mora biti od fizitkog interesa, te zbog toga posmatramo polje oblika:

b(6)

U=a()+ 5 . (48,8)

U ovom slucaju Hamilton-Jacobi-jeva jednacina za funkciju S bice:
1 (388,)* 1 385 \* 1 88, \° )
— - + —— = | —=| =E.
Zm[ ar J +ain) 2mr? “ af ] t+ e (8)] T 2mr2sin® 0 [ d e
Uzimajuéi u obzir cikli¢cnost koordinate ¢ trazicemo reSenje u obliku:
So="Pe P T+ Sy (r) + S: (9),

i za funkcije S;(r) i S,(0) dobivamo jednacine:

ERY T bp
[ 70 ] 4+ 2mb(0) + n?f R,
1 (4S8 B _
2m [-_er T+ ST

Integriraju¢i ih, definitivno dobivamo:

_ -
S:AEter@-rp—k[VBmeb(G)— P _ 40 +

sin* 0

+jV}mwﬂa@p-§ma (48,9

Ovde su proizvoljne konstante p,, B3, E. Diferenciraju¢i po njima i izjed-
natujuéi rezultat diferenciranja sa novim konstantama, nalazimo opSte reSenje
jednaéina kretanja.

9 Paraboli¢ne koordinate. Prelaz na parabolicne koordinate I, 1, @
vréi se od cilindarskih koordinata (koje ¢emo u ovom paragrafu oznaciti kao
0, ©, z) prema formulama: -

e= &= p=Vn (48,10)
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Kordinate & i 1 dobivaju vrednosti od nule do co; povrsine konstantnih
£ i n predstavljaju, kako se je lako uveriti, dve familije rotacionih paraboloida
(sa osom 2 kao osom simetrije). Vcza (48,10) se moze jo§ predstaviti 1 U
drugom obliku uvoded¢i poluprecnik:

17 o0 | 9 1
r:;z"—l—p“:z(g—&—n). (48,11)
['ada je:

o

=y 4+ I I}:sz. (48)}2)

Obrazovac¢emo Lagrange-ovu funkciju materijalne tatke sa koordinatama
E, n ¢ Diferenciraju¢i izraze (48,10) po vremenu i zamenjujuci u

L="1@+0e"+2)—U®: o2

(Lagrange-ova funkcija u cilindarskim koordinatama), dobicemo:

2 a9
-

Lﬂz@+wﬂ?+?ﬂ+%iwaU&m@l (48,13)

[
b
b

Impulsi iznose:

Pe=>AE(§+4D ; pn:rza(‘+4ﬂn, pp = mENY;
i Hamilton-ova funkcija bice:
2 Ept+npy Py
e o R e , I, @) : 48,14
H=— & 11 +2m§q+U(§fl€P) ( )

Fizi¢ki interensantni slucajevi razdvajanja promenljivih u tim koordinatama
odgovaraju potencijalnoj energiji oblika:

_a(®)+b@ _atrte) Hhr—a), (48,15)

U .
&5 2r

Imacéemo jednacinu

2 85y )t . (25 I (38, , a()+b@ _
m(&ﬂ)[z{a&]“[an]]*mzn[an}* e

Cikli¢na koordinata ¢ definiSe se u obliku p, . Ako zatim pOMNOZimo
jedna¢inu sa m (& + 1) i pregrupidemo Clanove, dobicemo:

_a_SO_2 'Y £ pg’g ¢ aSO . ., _pg)______o
2[6§]+ma@ mED+2§+2n[aq + mb() —mEn+ 5 =0

Ako stavimo:
Sg =200 @ + 850)+ Sz(f‘u):
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dobiéero dve jednacine

48, P
g ¥+1 BY ol —
25[ dc ] 4+ ma (k) mE(E) + X B,
dSy)? Py _
211(7”]] +mb(r1)—mEr1+f—2n =—p

i, integrirajuci ih, definitivno dobivamo:

- ———

E Y
S——Ez+p,,,<p+‘vm f—4%~% § -+
mE B mb(n) pz,_ -
+.H/'2__" 2n 21 —-qu (48,18)

s proizvoljnim konstantama pg, 8, E
3. Elipti¢ke koordinate. Ove koordinate ~, 1), uvode se prema formulama:

p=cl/(§~—1)(1—q~), 2z = ok (48,17)

Kostanta ¢ je parametar transformacije. Koordinata § dobiva vrednosti od jedinice
do oo, a koordinata n od — 1 do + 1. Geometrl;skl o¢igledniji odnosi se dobi-
vaju ako se uvedu rastojanja r; i ry do tataka A, i A, na z-0si sa_ koordi-

natama z =6 1 g = —a)i 1y ]/(z—c;)z—]—pzira V(z c)2+p
Ako ovde zamenimo izraz (48,17), dobivamo:
TlZG(S—n), 7220(54‘1])3
g = rott e tg—7L (4%,18)
26 20
Transformi$uéi Lagrange-ovu funkciju od cilindarskih na elipticke koor-
dinate, nalazimo:

me> o, e % '
LZ—T(E'_QZ){E{ +T—q'—rF-]+

ma? .
+ = @—1D1—n)¢*— UG, 9) (48,19)

Odavde za Hamilton-ovu funkciju dobivamo:
____1 g2—1Dpi+(1— 2) __1._+_L_ . s
2ma? (B2 —1?) P n?) pp + P—1 1—1? Dy

+ U(E,n,9). (48,20)

) Linije konstantnih & predstavljaju familiju elipsoida

H =

2 2

<" P

st rE—D"
sa fokusima u tatkama A, i A, 2 linije konstantnih n predstavljaju familiju hiperboloida koji
su sa njima konfokalni

= ]

2

Z ] 1.

o 1“,_ (1 —n?)
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_ Fizicki interesantni slucajevi razdvajanja promenljivih odgovaraju potenci-
jalnoj energiji

y=2® b _ 62{a[iﬁéijL]—%b[l}—_rl]}a (48,21)

gde su a(E) i b(n) proizvoljne funkcije. Rezultat promenljivih u Hamilton-
Jacobi-jevoj jednacini glasi: '

' . 2mata(t) P
Be=—F j‘ 2 A g it . SO .. IO
4+ ppo + V2m6 E + T (gz_l)2a§+
op BE2matb() Py -
—{—j VZmo‘ E P (1 — o dn. (48,22)
Zadaci

1. Naéi totalni integral Hamilton-Jacobi-jeve jednaline za kretanje &estice u polju

U:*—‘.—FZ
r

(superpozicija Coulomb-ovog i homogenog polja).
Redenje. Dato polje se odnosi na tip (48,15), pri ¢emu je:

. F, F
af)=a— 2—‘5': b(fi):CH-gz—n-

Prema formuli (48,16) nalazimo:

mE ma—3p o mFE
S=—Et+ppp+| |/ 73— "2 —ap T 4 %
| mE__ma+8  thp mFn
i i T Y T

sa proizvoljnim konstantama pg, E, 3. Konstanta  ima u datom sluaju odredeni smisao; ona

izrazava odr¥anje veli¢ine (jednoznaéne funkcije koordinata i impulsa Cestice):

az P m
p= “_?”{T' + ”i*(ng'_PPz)] — ’Z'sz'

Tzraz u uglastim zagradama predstavlja integral kretanja, koji je specifican za Cisto
Coulomb-ovo polje (vidi § 15).
2. To isto u polju

(Coulomb-ovo polje dva nepokretna centra na medusobnom
rastojanju 2a).

SL. 55 Redenje. Dato polje se odnosi na tip (48,21), pri
temu je:
I Sl oy 0y

a(®) = — & b=y 0
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Prema formuli (48,22), nalazimo:

R e TTICR TR
S=—Et+ pp? +j’ 1; 2mo*E -+  — e 1 = —_(—E?‘—‘i)_l_)&dg +
[ __76\_%"2_;}?8_mﬁ—?3; o
+1/ 2me*E— —— *1—_:1712'*—'*. ——(—l—:qu)_g‘dq.

Konstanta [ izrazava u datom slu®aju odrzanje slede¢e veliine
l‘ll = (32 fg—" A’I‘l + 21” a (Cf.l CcOS 61 + U.az cOS 92)’

gde je M totaini moment impulsa Cestics, a 9; i 0, su uglovi koji su naznadeni na sl 35.

§ 49. Adij abatske invarijante

Posmatracemo mehanicki sistem koji vrsi linearno konaéno kretanje 1
karakterife se nekim parametroml ), kojim se odreduju syojstva samog sistema
ili spoljasnjeg polja u kome se on nalazi.

Pretpostavimo da se parametar A pod uticajem ma kakvih spoljasnjih
uzroka sporo menja u toku vremena (kako se kaze adijabatski); pod izrazom
,,8poro® imamo u vidu takvu promenu pri kojoj se » milo menja za Vvreme
perioda T kretanja sistema

d
2% 49,1
T (49,1)

Takav sistem nije zatvoren i njegova energija E se na odrzava. Ali zbog
sporosti promene A moze se konstantovati da je brzina E promene energije

proporcionalna brzini A promene parametra . To znali, da se energija sistema
pona$a pri promeni A kao neka funkcija A. Drugim redima, postoji takva kombi-
nacija od E 1 A koja ostaje pri kretanju sistema nepromenjena; ovu velicinu
nazivamo adijabatska invaryjania. ‘

Neka je H(p, g5 M) Hamilton-ova funkcija sistema, koja zavis' od parame-
tra ). Prema formuli (40,5) totalni izvod energije sistema po vremenu bice:

dE 9 E B 9_{-{_87\
d:  dr 9\ dt
Ovu jednacinu ¢emo dovesti na srednju vrednost po periodu kretanju,

uzimajuéi u obzir sporost promene » (a sa njom i A), A mozemo izbaciti van
snaka za srednju vrednost:

dE _ dr 0H
dr  dt on
. A ' . , ;
au funkcm»ai koja je dovelena na srednju vrednost cemo posmatrati kako se

menjaju samo veli¢ine p i ¢, ali ne i % Drugim reima, dovodenje na srednju
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vrednost se vr§i po takvom kretanju sistema kakvo bi bilo pri datoj konstantnoj
vrednosti A.
Napisatemo srednju vrednost u eksplicitnom obliku!

— /iy
dE  d» 1[9H

—— = — | = dt.
dt at Tb A
i T
Prema Hamilton-ovoj jednacini g = 3 ; , Imamo:
v
dq
dt=an"
dp

Pomodu ove jednatine zamenjujemo integriranje yo vreémenu integriranjem
po koordinati, pri ¢emu i period 7 pisSemo u obliku:

i
dq
T == j it = §— -
‘ 0H ’
0 e
ap
znakom fi) ovde sz oznatava integriranje po totalnoj promsni koordinate (,,nap-

red i ,nazad® za jedan period V. Na taj nalin bic:

( 0H[o\
dE  dn J aH[op
dr 9;‘?77“ (4% )
oH|dp

Kao §to je ve¢ bilo navedeno, integriranja se u toj formuli moraju vrsiti
po trajektoriji kretanja pri datoj konstantnoj vrednosti ». Duz takve trajektorije
Hamilton-ova funkcija zadrZava konstantuu vrednost E, a impuls je odredena
funkcija promenljve koordinate g i dva konstantna nezavisna parametra E 1 A,
Shvatajuéi impuls ba$ kao takvu funkciju p(g; E, M) i diferenciraju¢i jednacinu
H(p,q;)) = E po parametru 2, dobivamo:

0H | 0H dp _

3

an = ap arn
ili

0H j9H __dp

ax/ ap  9n

Zamenjujuéi ovo u gornji integral u (49,2) i ako napi$emo u donjem podinte-

d o
gralu funkciju u obliku P , Imacemo:

dE
ap
dE d §37ng
BB (49,3)
dt ¢ §Qd
oE“1

1) Ako kretanje sistema predstavlja rotaciju, a kao koordinata ¢ se javlja neki ugao obr-
: A - i HEa
tanja ¢, onda integriranje po oy treba vrditi po ,punom obrtu® tj. od nule do 2=
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ili
‘(ap OE - dp dA o
fﬂﬁaﬁ ax‘d:]dq—o'

Ova se jedna¢ina moze definitivno napisati u obliku:

dl
gde I oznaCava integral:
i 1 :
=5 $pdg (49,5)

koji je uzet po trajektoriji kretanja za date vrednosti E 1 A Ovaj rezultat poka-
zuje da veli¢ina I ostaje u posmatranoj aproksimaciji konstantna pri promeni
parametra A, tj. ona je adijabatska invarijantab.

Veli¢ina 7 je funkcija energije sistema (i parametra 2). Napominjemo, da
je parcijalni izvod po energiji

al ap
2 = =
‘T 3E § a5 4
[integral koji stoji u imenitelju u relaciji (49,3)] period kretanja sistema

or
OE

1

T. (49,6)

Integralu (49,5) moze biti pripisan ocigledni geometrijski smisao ako se
koristimo pojmom o faznoj trajektoriji sistema. U datom slu¢aju (jedan stepen
slobode) fazni prostor se svodi na dvodimenzionalni koordinatni sistem p, ¢, a
fazna trajektorija sistema, koji vr$i perioditno kretanje predstavlja zatvorenu
krivu u toj ravni. Integral (49,5), koji je uzet duz te krive, predstavlja ravan,
koja je zatvorena u njenoj unutraSnjosti. On o¢evidno moze biti napisan u
ckvivalentnim oblicima kao krivolinijski integral:

1
== e §qdﬁ’:

ili kao dvodimenzionalni integral po povrSini:

1

Kao primer odredi¢emo adijabatske invarijante za linearni oscilator. Nje-
gova Hamilton-ova funkcija bice:

= A,

1) Mo%e se pokazati da je razlika I od konstantne vrednosti eksponencijalno mala
velitina (ako funkcija A () nema singulariteta).
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gde je w—sopstvena frekvencija oscilatora. Jednatina fazne trajektorije je data
zakonom odrzanja energije H(p,q) = E. To je elipsa sa poluosama |/ 2mE

i V_.QEO, a njena povrSina (podeljena sa 2x), bice:
mw*=
r
f=-"-z (49,7)

QW

Adijabatska invarijantnost te veli¢ine oznaCava da se pri sporoj promeni
parametra oscilatora njegova energija menja proporcionalno frekvenciji.

Pomodéu velicine I mozemo dati novu formulaciju jednadina kretanja
zatvorenog sisterna (sa konstantnim parametrima).

Izvriicemo kanonsku transformaciju promenljivih p, ¢ uzevsi pri tom veli-
¢inu I kao novi ,impuls®“. Ulogu funkcije generatrise mora pri tom igrati
,redukovano dejstvo® S, koje je izraveno kao funkcija ¢ 1 I. U stvari, §, se
odredu e za datu energiju sistema. Ali za zatvoreni sistem I je funkcija jedino
energije te se zbog toga S, moze sa istim uspehom izraziti u obliku  funkcije

.. d . a8 .
S, (g, I', a parcijalni izvod {—aq“] — p se poklapa sa izvodom {—350] pri kon-
E I
stantnoj vrednosti /. Zbog toga ¢emo imati izraz:
dS,(g, 1)
== ’ (49.8)

koji odgovara prvoj od formula kanonske transformacije (45,8). Druga formula
odreduje novu ,koordinatu®, koju ¢emo oznaCiti sa w:

o 64‘5:0 (‘L I)
W=y (49,9)

Promenljive I i @ se nazivaju kanonske promenljive, pri ¢emu se I u toj
vezi naziva promenljivim dejstvom a w ugaonom promenljivom.

Kako funkcija generatrisa S, (g, I) ne zavisi eksplicitno od vremena, onda
se nova Hamilton-ova funkcija H’ poklapa sa starom H, koja je izrazena u
obliku funkcije novih promenljih. Drugim re¢ima, H' je energija, koja je izra-
yena u funkciji promenljive dejstva E(I). Respektivno Hamilton-ove jednaline
za kan-nske promenljive imaju oblik:

B,

I=0, w=—7py (49,10)

Iz prve imamo, kao $to mora da bude, da je I = const; zajedno sa
energijom konstantna je i veli¢ina 1. Iz druge se vidi da je ugaona promenljiva
linearna funkcija vremena:

dE
w=—rt + const. (49,11)

Dejstvo S, (g, I) je nejednozna¢na funkcija koordinate. Po isteku svakog
perioda ta funkcija se ne vraca na pocetnu vrednost, ve¢ dobiva prirastaj :

AS, = 2%, (49,12)
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kao $to je ocigledno iz formle §, = [ pdq i definicije (49,5). Za to isto vreme
ugaona promenljiva, prema tome, dobiva prirastaj

as, 0 _
A'ZU—A‘gI AfaIASO—zTC (49,[3)

(u ovo S€ mozemo uveriti i neposredno pomocu formule (49,11) i izraza (49,6)
sa period).

Obratno, ako p i ¢ izrazimo [ili ma koju njihovu jednoznacnu funkciju
F(p,q)] pomocu kanonskih promenljivih, onda te funkcije ne menjaju svoje
yrednosti pri promeni w za 2w (pri datoj vrednosti I). Drugim recima, svaka
jednoznac¢na funkcija F(p, q), posto je izrazena pomocu kanonske promenljive,
je perioditna funkcija  sa periodom 2,

§ 50. Opsta svojstva visedimenzionalnog kretanja

Posmatra¢emo sistem sa vise stepena slobode koji vréi finitno kretanje
(u odnosu na sve koordinate). Pretpostavi¢emo pri tom da zadatak dopusta pot-
puno razdvajanje promenljivih u Hamilton-Jacobi-jevoj metodi. To znaci da pri
odgovaraju¢em izboru koordinate redukovano dejs vo predstavlja sumu:

So=2, S:(@) (50,1

funkcija od kojih svaka zavisi samo od jedne od koordinata.
Kako su generalisani impulsi:

S, 9S;

dg; d g;

3

b=

nda svaka od funkcija S; moze biti predstavljena u obliku:

S =5Pid61.f- (50,2)

Ove funkcije su nejednoznacne. Zbog finitnosti kretanja, svaka od koor-
dinata moze da dobije vrednost samo u odredenom kona¢nom intervalu. Pro-
menom ¢; u tom in'ervalu ,napred” i ,nazad” dejstvo dobiva prirastaj:

ASy=AS;=2=nl;, (50,3)
gde je I; integral:

1 ‘
I;‘ = _2_'1'C—§p1 in: (50,4)

koji je uzet po navedenoj promeni g.

1) Napominjemo, medutim, da je ovde re¢ o formalnoj promeni koordinate g; u celom
dozvoljenom intervalu njenih vrednosti, 2 ne o promeni za period realnog kretanja (kako je
to bilo u sludaju linearnog kretanja). Realno kona®no kretanje sistema sa nekoliko stepena
slobode ne samo da se ne javlja u opstem sluéaju periodi¢nim u celini, veé takode nije perio-
di¢na ni promena svake od njenih koordinata pojedina¢no (vidi dalje).
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Qada ¢emo izvrsiti kanonsku transformaciju analogno onoj, kako smo
uradili u prethodnom paragrafu, za slucaj jednog stepena slobode. Nove pro-
menijive ¢e bit ,promenljive dejstva” I; 1 ,ugaone promenljive”

o &Su (q3 I) - N BSk(qf?J I)
W ="a] —2 Al ) (50,5)
gde je kao funkcija generatrisa ponovo dejstvo, koje je izrazeno kao funkcija
koordinata i veli¢ina I Jednacine kretanja sa tim promenljivim

- . dE(I)
Il - 0.‘ w; = aL )
daju:
I; = const, (50,6)
dE(I
w=— + const. (50,7)

1

Nalazimo takode analogno (49,13) da ukupnoj promeni koordinate ¢,
(,napred” 1 _nazad”) odgovara promena odgovarajuce vrednosti w; za 2T

Aw,- = 211. (50:8)

Drugim reCima, velicine w; (g, I) su nejednoznacne funkcije koordinata koje se
promeni posledniih vraanjem na prvobitne vrednosti, mogu promenuti za ma
koji ceo multiplum od 2. Ovo svojstvo se moZze formulisati takode i kao svojstvo
funkciie w; (P, g) (izrazeno pomocu koordinate i impulsa) u faznom prostoru
sistema. Kako su same velicine I;, ako ih izrazimo pomocu p i ¢ jednoznacne
funkcije tih promenljivih, to, ako zamenimo L(p,q) u w; (g I) dobivamo funk-
ciju w;(ps q) koja se pri obilasku po ma kojoj zatvorenoj krivoj u faznom
prostoru moze izmeniti za CE€O multpilum 27 (raéunajuéi tu i nulu).

Odavde izlazi da je svaka jednoznacna funkcija stanja sistema F (P, 9)Vs
buduéi da je izrazena pomo¢u kanonskih promenljivih, periodi¢na funkcija
ugaonih promenliivih sa periodom 27 na svakoj od njih. Mozemo je razloziti
zbog toga u visestruki Fouerier-ov red oblika:

==] o0

2*1 2“1 _ :
F = P Ahlg---ls 31(11391 oo+ lswS) (50,9)

ly=—0° ly=—>

(1), lyye-+s Issu celi brojevi). Ako ovde samenimo ugaone promenljive kao funkcije
vremena, nalazimo da se€ vremenska zavisnost F odreduje sumom, oblika:
2]

3 (, 9E oE
F = Z Z—— Alllz,,_[s exp{zt [ll %'I: e + lS a—g]} . (50,10)

l,=—0 ISZ

1) _Rotacione koordinate” — uglovi ¢ (vidi primedbu na str. 172) su nejednoznacno vezane
sa stanjem sistema, posto vrednosti @, koje se razlikuju za ceo umnozak od 2=, odgovaraju
jednom te istom poloZaju sistema. Zbog toga ako izmedu koordinata g postoje takvi uglovi,
onda oni mogu da udu u funkciju F (p,q) samo U obliku takvih izraza kao COS @ ili sino,
&ija je veza sa stanjem sistema jednoznalna.
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Svaki od ¢lanova ove sume je periodi¢na funkcija vremena sa frekvencijom:

dE IE ‘
llgfl tetls 5y (50,11)

Ali kako sve te frekvencije nisu, op$te uzev, celi multiplumi (ili racionalni
delovi) ma koje od njih, onda cela suma nije strogo periodicna funkcija. Ovo
se odnosi, specijalno, i na same koordinate ¢ i impulse p sistema.

Na taj nacin, kretanje sistema nije u opstem slu¢aju strogo periodi¢no ni
u celini ni po ma kojoj od koordinata. To znali, da, ako je sistem prosao
kroz ma Kkoje stanje, onda on ne prolazi ponovo kroz isto u toku ma kog
kona¢nog vremena. Medutim, moze se konstatovati, da po istcku dosta dugog

intervala vremena on prolazi vrlo blizi toga stanja. Imajuci ovo svojstvo u vidu,
takvo kretanje se naziva wuslovno periodicno.

U razli¢itim pojedina¢nim slucajevima dve (ili viSe) osmovne frekvencije
©; = - ¢ mogu pokazati uporedive (za proizvoljne veliCina I). U takvim
3

slu¢ajevima se govori o postanku degeneracije, a ako su svih s frel<venf:ija
uporedive, onda se kretanje sistema naziva potpuno degenerisano. U poslec.ln)em
slu¢aju oigledno je, da je kretanje strogo periodi¢no i samim tim su trejekto-
rije svih Cestica zatvorene.

Postojanje degeneracije dovodi, pre svega, do smanjenja broja 1lezav1§nih
velicina (I;) od kojih zavisi energija sistema. Neka su dve frekvencije w; 1 @y
vezane ralacijom

dE dE

nl—éTl:nz-—a—TzJ

(57,12)

gde su n, i n, celi brojevi. Odavde izlazi da veli¢ine I; 1 I ulaze u energiju
samo u obliku sume n, I, + n, I,.

Veoma vaZna specifi¢nost degenerisanih kretanja je uvecanje broja jedvn(.)—
zna¢nih integrala kretanja u poredenju sa njihovim brojem u opStem slucaju
nedegenerisanog sistema (sa istim brojem stepena slobode). U poslednjern  slu-
¢aju od ukupnog broja (2s— 1) svih integrala kretanja jednoznaCni su svega §
funkcija stanja sistema, njihov ukupan zbir cine, na primer, s veli¢ina I;. Ostalih
(s — 1) integrala mozemo predstaviti u obliku razlike

oE ¢k

. e 50,13)

Konstantnost ovih veli¢ina izlazi neposredno iz formule (50,7), a1 s obzi-

rom na nejednozna¢nost ugaonih promenljivih one nisu jednozna¢ne funkcije
stanja sistema.

Pri postojanju pak degeneracije situacija se menja. Tako, s obzirom na
vezu (50,12), integral

W; Ny, — Wi Ny (50314)

iako je nejednoznacan, njegova se nejednoznacnost ipak _svodi na _c}odavanje ma
kog celog multipluma 2. Zbog toga je dovoljno uzeti tngonqmetrijsku funkciju
te veli¢ine, da bismo dobili novi jednoznacni integral kretanja.

12 Mehanika
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o L
Kao primer degenerisanog kretanja je kretanje u polju U=— . (vidi
~adatak u ovom paragrafu). Upravo ova okolnost dovodi do pojave novog, Spe-
cifi¢nog, jednoznacnog integrala kretanja (I 5,17), pored dva (posmatramo kretanjec
ba$ u ravni) obi¢na jednoznacna integrala, — momenta M i energije E, koji su
svojstveni kretanju u ma kome centralnom polju.

Napominjemo, takode, da pojava dopunskih jednoznacnih integrala dovodi
do jos jednog svojstva degenerisanih kretanja — oni dozvoljavaju potpuno raz-
dvajannje promenlivih pri razlicitim, ali ne pri nekom odredenom L izboru
koordinata. Stvarno su veli¢ine I, u koordinatama koje ostvaruju podelu pro-
menljivih, jednoznacni integrali kretanja. Ali pri postojanju degeneracije  broj
jednoznacnih integrala prelazi s 1 zbog toga postaje nejednoznatan  izbor onih
koje hoc¢emo da dobijemo kao veli¢ine I;.

"Kao primer ponovo C(emo uzeti Kepler-ovo kretanje, koje dozvoljava
razdvajanje promenljivih kako u sfernim, tako 1 U paraboli¢nim koordinatama.

U prethodnom paragrafu je bilo pokazano da je pri finitnom kretanju
promena dejstva adijabatska invarijanta. Ova konstatacija ostaje na snazi 1 za
sistem sa vise stepena slobode. Ovde ¢emo dati dokaz koji je primen:iv U
opstem slucaju.

Oznati¢emo’ ponovo sa A(r) parametar sistema koji se sporo menja ®, Pri
kaacnskoj transformaciji od promenljivih p, g na promenljive I, w kao funkcija
generatrisa kao §$to znamo, bice dejstvo Splgs I). Ono ‘zavisi, kao od para-
metra, od veli¢ine A, i ako poslednji zavisi od vremena, onda ¢e eksplicitno
savisiti od vremena i funkcija Sy (g, I3 A (2)). U takvom slu¢aju nova Hamilton-
ova funkcija H' ne poklapa se velé sa starom, tj, sa energijom E(I), a prema
opstim formulama kanonske transformacije (45,8), imacemo
H = E() + 20 = B + 4™

= "{ ax L'

Hamilton-ove jednaline daju sada:

gde je uvedena oznaka

o H' diAd 2
iz S ... 15
G'w,- a?U,' <501 )

i ==

Ako ovu jedna¢inu dovedemo na srednju vrednost po intervalu vremena,
koji je veliki u poredenju sa osnovnim periodama sistema, ali koji je mali u
odnosu na vreme sustinske promene parametra A U vezi poslednje okolnosti

pri dovodenju na srednju vrednost desne strane jednacine, A s€ moze izheti
ispred znaka za srednju vrednost, a dovodenjem na srednju vrednost veliCine

A

oA . . ; - e . :
G moemo smatrati kao da se kretanje sistema vréi pri konstantnoj vrednosti
Wi

1) Pri tom ne uzimamo u obzir takve trivijalne promene koordinata, kao §to su transfor-
macije oblika gf = a1 (u), ¢h=a@) B . .

2) Radi kratko¢e formula pretpostavicemo da postoji samo jedan takav parametar, ali
dokaz vazi i za proizvoljan. broj parametara.



§ 50] Opsta svojstva visedimenzionalnog kretinja 179

%, pa zbog toga da ima gore navedena svojstva uslovno periodi¢nih kretanja.
Dejstvo S, je nejednoznacna funkcija koordinata; pri yratanju koordinata

. : o i S

na prvobitne vrednosti S, dobivaju cele umnoske od 27 1. Izvod pak 4 = ( ?)\‘l
. _ , .
je jednoznaZna funkcija, jer se diferenciranje vr§i pri konstantnim vrednostima
{,- i priraStaji koji su pri tom dodati na ”SB‘, izéezavaju.. Z_bog toga jf:_ A, koje je
izrazeno kao funkija ugaonih promenlijvih @, periodi¢na funkcija. Srednja

vrednost izvoda ;-‘/-1 tkve funkcije postaje jednaka nuli, te je prema (50,15) 1

C;‘_'rf o [_g‘i_] % 0,
L wy |y
time se i dokazuje adijabatska invarijantnost veli¢ina 1.

U zakljutku ¢emo udiniti izvesne primedbe u odnosu na svojstva finitnog
kretanja zatvorenih sistema sa vide (s) stepena slobode u najopstijem slucaju,
koji ne predstavlja razdvajanje promenljivih u odgovarajucoj Hamilton-Jacobi-
jevoj jednacini.

Osnovno svojstvo sistema 5a promenljivim, koje se mogu razdvojiti, je
j.dnoznacnost integrala kretanja [;, Ciji je broj jednak broju stepena slobode.
U opstem pak slucaju sistema sa promenljivim koje sz ne mogu razdvojiti, broj
jednoznacnih integrala kretanja se ograni¢ava onima &ija je kostantnost u stvari
izraz svojstva homogenosti i izotropije prostora 1 vremena, tj ograniava sc
sakonima odrZanja energije, impulsa i momenta

Fazna trajektorija sistema prolazi po onim oblastima faznog prostora,
koje se definidu datim konstantnim vrednostima jednoznacnih integrala kretanja.
74 sistem sa razdvojenim promenljivim sa njegovim  § jednoznacnih integrala
ovim uslovima se odreduje - dimenzionalna mnogostrukost u faznom prostoru
(hiperpovr$ina). U toku dosta dugog vremenad trajektorija sistema pokriva tu
superpovrsinu sa proizvoljnom gustinom

U sistemu, pak sa promenljivim, koje se ne mogu razdvojiti, sa njegovim
manjim (pri istom s-u) brojem jednoznacnih integrala, fazna trajektorija ispu-
njava u faznom prostoru (u potpunosti ili delimi¢no) oblasti (mnogostrukosti)
velikog broja dimenzija.

Na kraju ¢emo ukazati da ako se Hamilton-ova funkcija sistema razlikuje
od funkcije, koja dozvoljava razdvajanje promenljivih, samo po malim ¢lanovima,
onda su i svojstva kretanja bliska svojstvima uslovno-periodi¢nih kretanja, pri
¢emu je stepen te bliskosti znatno vedéi nego stepen malih vrednosti dopunskih
¢lanova u Hamilton-ovoj funkciji.

Zadatak
o
Tzratunati promenljive dejstva za eliptitko kretanje u peligLf = — -
Resenje. U polarnim koordinatama 7, u ravimi kretanja ¢emo imati.

2n

1
Is= 9: j pypdy = M,

0
min

N ey avara ey =
I=7=> l,f Zm(E < | e dr =—=—M4 a 72__!1?

"max
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Odavde energija, izraZena pomocu promenljivih dejstava, ima vrednost:

5 m ol
=T 2L+ I

Ona zavisi samo od sume I, + Iy §tO oznatava degeneraciju kretanja—obe osnovne
funkcije (po @ i po r) se poklapaju.
Parametri orbite p 1 ¢ [vidi (15.4)] se izraravaju pomocu I, I, prema relacijama:

1% ; I, ¥
P= mU.’ 651—-— Iq::+Ir s

promeni koeficijenta o ili

@ DIl SpOroj
dimenzije menjaju obrnuto

varijantnosti veli¢ina I, i I
a njene se

Zbog adijabatske in
bite ostaje nepromenjena,

mase m, ekscentri¢nost or
proporc.onalno sa ia.
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