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YBon

[Mpurnun makcumyma moayna (y mamem texcty [IMM) je knacuuan
pe3yJiTaT KOMIIJIEKCHE aHaJIU3€ Ca MHOTOOPOjHUM MpuMeHaMma. Y OBOM
pany cy mpukazaHe HEKe Ol BuX. & MOPBOj IVIaBU je NIPEACTABJILEHO
KaKO Ha BUIIE PAa3JIUYUTUX HAYMHA MOKEMO nohu 1m0 moka3a MpPUH-
nuna MakcuMmyMma Monyia. Ilpenmsaumje, mpuka3aHa Cy Tpu JIOKa3a OC-
voBHOT obOsimka [IMM, Hajemrementapuuju Koju kopuctu KomujeBy mH-
TerpaJHy (GopMyJy, 3aTUM NOKa3 KOjU ce moOuja Kao IOCJenuIia Teo-
peMe 0 OTBOPEHOM MIpECInKaBamy U Ha KPajy MOKa3 Koju Kopuctu Py-
pujeoBe penose. Hakon tora, ciene npse npumene [IMM, I[IIsapioBa
nema u OcHoBHa TeopeMma anrebpe. Ha camom kpajy morsnasspa je jorr
MOKa3aHa BapHjaHTa KUCTOT IPUHNOUNA 3a CyOXapMOHUjCKe (yHKIU]je,
koja mMa 3a mociemuny IIMM, mTo Ham mnaje jom jemaH, YeTBPTU
noka3. Y Apyroj rjiaBu OBOT paja Ce Aaje YOUIITeHe MPUHIIUIA MaKCH-
MyMa Ha HeorpaHudeHe obmactu. [lenTpasne auvrOCTH, KOj€ Cy maJie
BEJIMKU JOIPUHOC pellaBamy IpodyeMa Ha HEOTDAHUUYEHUM 00JIacTUMa,
cy ®parmern n Jlunnenedp. HaBenmeno je merosnmko TBphema 1o KO-
jux cy omm pomum. Hajompe je mat ommTm pe3ynaTaTr 3a TPOU3BOJLHY
0o0JyacT, 3aTUM Cy KaO MOCJENUIle TOTa HaBeleHa KOHKpEeTHa TBPDhe-
Bba KOja Ce OHOCEe Ha CEKTOPe, a HAKOH TOra UM BapujaHTa 3a XOp-
M30HTAJHY Tpaky. & APYroj riaBu je Takohe HaBemeHA U KJIACUYHA
AnmamapoBa TeopeMa O TpU MpaBe 3a BEPTUKAJIHY TPAaKy, KOja TOB-
OpHu O NOHAIIaky OrpPaHMYeHe QYHKINje Ha IPOU3BOJLHO] IPaBOj, KOja
ce Hasja3u n3Meby nBe PurcumpaHe mpaBe M Kao HEHA IOCIEIUIa Teo-
pema o Tpu Kpyra. ¥ tpehoj raasu majemo mpumene A mamapoBe Teo-
peMe Ha Heke mpobjeMe aHaJM3e, TAYHUje, KOPUCTUMO je ma OumcMo
nokazanu Xay3nop¢-Jyarosy reopemy. llocnenma, yerBpTa riaasa, je
nocBehena jom HekuM crnenujasauM npumenama. Jlokazana je Jencen-
oBa HejennaxkocT nmomohy IIMM u ona je mocay:kuiaa Kao MOTUBAIIA]A
3a yOomIITaBame U npenusnuje onpebuBame Be3e usmehy Hyna u moaosa
MepoMop(hHe (QyHKNUje U CpPeame BPEIHOCTU JorapuTMa Te (QyHKIUje
Ha KpyskHUIU. Tako je mobujeHa JeHceHoBa (opMyia, KOja je KibydJHA
y HapemHoM oneibky 3a DbopenoB mokaz Mase Ilukapoe Teopeme.
3a kpaj, moroso nmomohy [IMM je mnorkazauma Bopen-Kapareonopujesa
TeopeMa, Koja TBPAM Ja je y CYHNTUHUN aHAJUTUUYKA QYHKINja OTPaHU-
YyeHa CBOJUM PEAJTHUM JIEJIOM.
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1 OcuHOBHU 0GJUK IPUHOUIIA MAKCUMYyMa MO Iy Ja

[Tpuanun MakcuMyMa MOLyJIa IPEACTaBba jeaH O OCHOBHUX IIPUH-
uIa KOMIJIEKCHE aHajamu3e. 1BpAV ma He MOCTOjUW HEKOHCTAHTHA XOJIO-
Mop¢Ha (yHEIUja y obnacty () TaKO Ha HEH MOAYJ JOCTWKE JTOKAJIHU
MakcuMyM y Hekoj Tauku yayTtap (). Craemm mpenusna ¢Gopmyiianuja
Tor TBphema u merose nocienunie, IpuMeHa Ha OrPAHUYEHY OOJIACT U
OPUHINI MUHUMYMa MOZYJa, a 3aTUM U HEKOJIMKO JOKa3a TOr TBpDe-
Ba.

Teopema 1. (IIpunyun maxcumyma mooyaa - IIMM)

Hexa je Q C C obaacm (omeopen, nosesan u wenpaszan ckyn) u nexa je f
zonomopgra na 2. Axo | f| docmumce A0KAAHU MAKCUMYM Y HEKO] MAWKY
a € Q, mada je f Koncmarnmna Gyrryuja.

IMocaemuua 1. (IIMM za ozparuuene oéﬂacmu) Hexa je Q) C C ozpanuvena
obaracm u wexa je f wenpexudna na ) u zosomoppra wa Q. Tada je

maxg | f| = maxaq [f].

Jokaz. Pynrmmja |f| je menpermmna, a ckynosu (2 u I cy KOMIAKTHH,
na mocToje maxg |f| m maxasg |f|. Ako ce maxg|f| moctmwke y ) Tana
jée TO ¥ JIOKAJHU MakcuMmyM y (), Ila Ha OCHOBY IIPETXOIHE TEOpeMe
f Mopa Outm roncranTHa (yHEnuja Ha (). llomro je [ Hempexkummaa
Ha €, nobujamMo na je f KOHCTaHTHA U HA Q, mro HaM naje ma BasKu
maxg | f| = maxsq |f| . Ca npyre crpane, ako ce MAKCUMYM HE JOCTUKE
y 2, Tamga ce moctwke Ha Jf), IITO HAM ONET Aaje Ia BaKU Maxg |f| =
maxag | f|. [l

ITocnemuma 2. (lpunyun munumyma mooyaa)

Hexa je Q@ C C obnacm, [ zoromopdna na 2 u f(z) # 0 3a cearo z € ).
Axo |f| docmuxce aokarnu munumym y wexoj mauku a € Q, mada je f
KOMCMARMHKA PYHKYUja.

Zoxas. TlomTo je f # 0y Q 1o je dynrnumja % xosiomMopdua Ha (), ma Ha
By Mokemo npumenutu [IMM, omakne mupexrno ciaenu tBpheme. [

3aKkpydyjeMo a aKO Ce NOCTUKE JIOKAJHU MUHUMYM MOIYJIa XOJO-
MOp¢HE (YHKIUje, Tala je WIN (QYHKIU]a KOHCTAHTHA WU je y HEKO]
TAYKW jeTHAKA HYJIU.
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1.1 Hoxkazm ITMM

OBo mornmaBme hemo mocBeruTu mokasumBamy Teopeme 1. I[lpucty-
nameM IpobjeMy Ha BUIIE HAUYWHA, NOOMNEMO HEKOJIMKO Pa3INdUTUX
OKa3a.

Y nmamem TekcTy o3HauaBaMo ca D(a, R) OTBOpeH HOUCK ca IEeHTPOM
y a u nomynpedHukoMm R y kommiekcuo] pasuu, 1j. D(a,R) = {z € C:
|z —a| < R}. Cnemmjanuo, D = D(0,1).

Kpenumo on mokasa koju xopuctu Komwmjesy'! mmTerpasmy ¢pop-
MYIIy.

/oxaz 1. Hera je a € Q) Taura y K0joj |f| mocTuske JTOKATHI MAKCUMYM.
Tana nocroju muck D = D(a,r) C ), Tako na Baxu |f(z)| < |f(a)],Vz €
D. Hexka je 0 < p < r u Heka je 7, kpy:xHHUNa |2 —al = p, 7, C D. Ha
ocHOBY KRomwujeBe mHTerpasgne gopmyiie uMmaMo na je

f&) .

i - z—a

fla) =

[TapameTpu3sanujom Kpy:RHALE 7, ca z = a + pe't, t € [0,27], nobujamo

B 27 f(CL+p zt
f(a)_2_ t
™ Jo pe

peltdt = / fla+ pe)

Crora je

2
@) < 52 [ 15t peia

[Tomro je |f(a)| > |f(2)], 3a cBako z € D, To je |f(a)| > |f(a+ pe)|, 3a
cBako t € [0,27], ma mobujamo

@l < 5 [ 1ftas ot < 5 [ (@ < £

W3 mobujenor caemu na Mopa outu

@)l =5 [ 1#arpelit =5 [ If@ar

ma je
1 2

0= 5 [ @lit=g- [ irtatpetlit = 5o [ (5@t pe) i

! Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
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dyurnumja g(t) = |f(a)| — |f(a + pe™)| je menpexumua no t u Basku g(t) =
|f(a)] = |f(a+ pe™)| >0, 3a cBako t € [0,27], ma je g(t) =0, 1j. |f(a)l

|f(a + pe™)|, 3a cBe t € [0,27], ma je |f(a)] = |f(2)|, 3a cBe z € 7,.
[Tomro je p Guao nmpoussosmuo mameby 0 u r, ciaemu na 3a cse z € D
Basku |f(2)| = |f(a)]. O3maummo |f(a)| = C. Pyrrnuja f je xomomopdHa
y D u uma roucranran momyn. Hera je f(z) = u(z) + iv(z), rme cy u
u v peasne ¢pynrmmje. Tana je |f(2)]? = u?(2) + v%(z) = C? 3a cBako
z=ux+iy € D. Axo je C' =0, tana jeu=v =0, ma je f =0mna D. Aro
je C'# 0, Trana nudepeHnMpameM IO TPOMEHBUBUM T U Y JOOUjaMO

2uuy + 2vv, =0, 2uu, + 2vv, = 0.

[Ipumenom Komu-PumanoBux? ycioBa, Tj. 3aMEHOM U, = Uy W U, =
—,, MOoOUjamMo

Uy + VU, = 0, (1)

—Uv, + vu, = 0. (2)

MuoxemeM jennauure (1) ¢yrKImjoM v u jeqnauwnse (2) GyHKIIjOM v
u cabupameM NOOUjeHUX jeqHAUYUHA HAJIA3UMO 1A je

(u? + v*)u, = 0,

na je u, = 0 Ha D, a Tume u v, = 0 Ha D. 3aTnM, MHOKEHEM jenHa-
upHe (1) ¢yHRIUjOM v 1 jemHauumse (2) QyHKIUjOM —u U cabupameMm
NOOUjeHNX jeqHAUYNHA HAJA3WMO 14 je

(u* +v*)v, =0,

na je v, = 0, a Tume u u, = 0. [akne, nobujamo ma cy u 1 v KOHCTAHTHE
¢yurmmje Ha D, mrTo HaM naje na je m f xkoncrantHa Ha D. Cazna
Ha OCHOBY T€OpEMe O jeAMHOCTU aHAJIUTUYKe (PYHKIUje cienu na je f
KOHCTAHTHA, Ha IeJoM ). [

Hapennu noka3s je eeranTHUjU U KOPUCTY MO3HATY TEOPEMY O OTBO-
peHoM npeciukaBamy. Cienu popMmyrnanyja Te TeopeMe, a HAKOH TOTa
KaO0 jeTHOCTaBHA IOCJIENUIIa ce NOOWja M MOKa3 MPUHINIA MAKCUMYyMa
MOy JIa.

2Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)
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Teopema 2. Hexa je () obaacm v f nexoncmanmua gynkyuja xoaomopdna
na 2. Tada je f omeopeno npecaurasamwe, mj. axo je V C €1 omeopen
ckyn, mada je u f(V) C C omeopen cxyn y C. Cneyujaano, f(Q) je
obaacm.

Zoxaz 2 - nocaeduya meopeme 2. Ilomro [ mocTwke JOKATHU MAKCU-
MyM y a € §, mocroju muck D(a,r) Ttako ma 3a cBako z € D(a,r)
Basku |f(a)| > |f(z)|. W3 mora caemu na je f(D(a,r)) C DJ0,|f(a)]].
[IpermocraBumo na ¢yurnuja f HUje KOHCTaHTHA. Tama, HA OCHOBY
nperxonre Teopeme ciaemu ga je f(D(a,r)) orBopen ckyn y C, ma moc-
Toju ¢ > 0 raro ma je D(f(a),e) C f(D(a,r)) € D|0,|f(a)|], mTo je
memoryhe. Ilakne, ¢pyurnuja f Mopa OUTU KOHCTAaHTHA QyHKUUja. [

Cana hemo HaBeCTH HOKa3 KOjU KOPUCTU YMmeHUIY Ha ce Tejmopos?
pen Ha HEKOM IUCKY MOK€ BUIETU KAO TPUTOHOMETPUjCKU Pe.

Joxas 3. Hera |f| moctwke nmokannu MakcumyMm y a € {2, Tj. mocroju
B(a, R) C Q Tako na je

[f(2)] < 1f(a)], Yz € D(a, R). (3)
[Tomro je f amamuruuka y (), MOKe ce mpencTaBUTU 1€jI0pOBUM pe-
mom y D(a, R). Ilakie,

oo

f(z) = ch(z —a)", Vz € D(a, R).

n=0

Heka je f.(0) = f(a+1e?),0 € [-m, 7], 3a ¢urcupano r < R. Tazna je

fr(0) = Z care™.

n=0

Osaj pen xomseprupa yHudpopmuo Ha |—7,7|. IIpoctop L*[—m, 7| je
Xwun6epros? mpocrop u cxym {e™|n =0,1,2...} je meroa OHB. Cxka-
napuu mpousBon Ha L?[—7, 7| je mar ca

1 [" —
= — 0)g(0)do
) =5 | 101000,
na cy ®Pypujeosu’ koebunujenTy GpyHKIUje f, jemHaKnd

) 1 & )
(fy, ey = %/ [r(0)e™™df = c,r™, (n=0,1,2...).

3Brook Taylor (1685-1731)
4David Hilbert (1862-1943)
5 Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
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Haxne, f, je jenmaka csom PypujeosoM pemy, ma momto je L2[—m, 7]
Xunbepros, Basxu [lapcesanosa’ popmyia

1507 = 3" 1o P,
n=0
Tj.
1 " 2 _ - n|2
or | 1FOPa =3 e

Cana u3 (3) nmamo na je |f.(0)] < |f(a)|, ma Baxmu:

™

A 1 [ 1
af? <3 lewP = - [T 1R OPd0 < 5= [ Ir@Pds = 7@ = el
n=0 T

—T

Bumumo na Mmopa BayKUTH jeJHAKOCT CBYIa Y IPETXOAHO] HEje THAKOCTH,
ma mobujamo ma je ¢, = 0, 3a cBako n > 1, 1j. ¢yHERIUja f. je KOH-
crauTHa u jennaka je f(a). IlomTo je r Guio MPOU3BOLHO, KOOUjAMO
na je va menom D(a, R) ¢dyuruuja f roucrantHa u jemnaka f(a). Cana
Ha OCHOBY TeOpeMe O JeOVWHOCTU aHAJUTWUYKE (YHKOMje NoOmjaMo ma
je f romctamTHa Ha meJsoMm ). [

[Ipe wero mro npebhemo uHa 030umHMje npumene [IMM, npukaskumo
je Kpo3 IBa MHTEpPECAHTHA 3a0aTKA.

3amarak 1. Hexa je y Kxomnaexchoj pasru 0am 3ameopen jedrakocmpa-
Huvar mpoyzao N ca memenuma a, b u c. Odpedumu

max(|2 — al|z = bf|z — ).

Pewemwe: Heka je f(z) = (z —a)(z — b)(z — ¢). Ta ¢yurmmja je xomo-
Mopdua Ha neaom C, cnenujaaHo u HA YHYTpaA®BHOCTU A 1 HEIPEKUIHA,
Ha /A, ma momTo je /A OrpaHWdYeH, BayKU MOCTEIUNa | TPUHIIANA MaK-
cuMyMa MomyJna, Ta je

max |f(z)| = max |f(z

x| £(2)] = max | £(2)],
Tj. TpasKeHU MaKCUMYM Ce MOCTU:Ke Ha pyOy Tpoyria, Tj. Ha HEKO] O
weropux crpanuna. He moctuske ce HU y jemHoOM TeMeHy, jep Ou Tama
ouo 0, a To ounrsenno Huje MmakcumyM. IlomrTo je Tpoyrao jemmakoc-
TpaHn4daH, 0e3 yMamema ONIITOCTH MOYKEMO (UKCUPATU CTPAHUILy HA

SMarc-Antoine Parseval (1755-1836)
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KOjOj ce HaJia3u Tayka Makcumyma. Heka je penmmmo Ha Oy:KU KOja
cnaja teMeHna a u b. Tana je rpaskera GyHKIUja, YMju MAKCUMYM Tpeda
nahwu, npousBon onpebhene Tpu ny:ku umje ny:KUHE 3aBUCE CAMO OJ JIU-
MEeH3Wja TPOyTrJia, a He O MOJIOKaja, IMa 3aTO MOKEMO MPETIOCTABUTA
[a je TpOoyrao CMEIITEH Yy KOMIUIEKCHY PaBaH TaKO Ha je CPEIUIITe
CTpaHUIlE Koja cmaja a u b KoopauHATHU moueTak, a,b € Ria > 0 u ¢
Ha IIO3UTUBHOM IeIy mMarmaapie oce. Tama je b= —a u ¢ = ia/3. 3a
z € (bya), tj. z=ka+ (1—k)b, k €[0,1], nobujamo na je

1f(2)| = 8a°k(1 — k)VE2 — k + 1 =: F(k).

JenHocraBHUM pauyHOM ce mobuja ma je F’(%) =0, una F'y % Memba
3HaK, pacre, Ia omamaa, ma ce 3a k = % nobuja JOKaJHU, & OH he OuUTH
u riobanau MakcumyM ¢yuknuje . Ilakie, Tauka y K0joj | f| mocTmxe
MakcuMyM je z = 3(a+b) = 0, Tj. Ha HOJOBMHM CTpaHWIE KOja Cuaja

tauke a u b. Bpennoct ¢yHEIUjeE je

1

rI=F (5) =5,

U TO je YIpaBO TPaKE€HY MaKCUMyM. Y HOBOYBEIEHUM TE€PMUHUMA j€ @
b—

Yy CTBApu IOJOBVHA Ly:KWHE CTPaHUIlE, Ia KOHAYHO 3aMEHOM a Ca %

no0ujamo

(2 —allz =l =) = L= 3
IgleaAX ya al|lz z C = 8 .

]

Sanarak 2. Heka je ) obaacm, D jedunuuny duck mako da D C  u neka
je pynxuuja f ronomopdra u nexoncmarnmma na 2. IIpemnocmasumo jows
da je |f(2)| =1 3a z € OD. Loxazamu da mada Pynkuuja f uma b6ap jeony
Hyay y D.

Pewewe: Axo je r = 0, Ha ocHoBy mnociemuue 1 mobujamo ma je |f| =
0 ma mesom DD, ma je HA OCHOBY TeOpeMe O jeIUHOCTU AHAJIUTUUKE
¢yurmuje f = 0 Ha (), mWTO je KOHTpaIUKNMja Ca YCJIOBOM na je f
HekoHcTaHTHa. [lakme, mopa Ooutu r > 0. Ha ocmoBy mocaemnure 1
makcumyM on |f| je r. IlpermocraBumo cama cynporno, ma [ Hema
myna y D. Tana je ¢yurmnumja % aHajguTruka Ha [, ma 3a By BaKuU
nocsaenuna 1, Tj. MAKCUMyM MOJIyJa Te QYHKIUje ce HOCTum:ke 3a |z| = 1
U jeHAK je %, Tj. MunuMmyMm ¢yuruuje |f| je rakobe r. Ilobujamo ma
je |f(2)| = r 3a cBakro z € D. JennocraBuuMm pauynom y3 nomoh Komm-
PumanoBux ycuoBa (kao y mokasy 1, an mosxke m y3 momoh Teopeme
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O OTBOPEHOM IPECIMKABalmy) ce cana nobuja ma je u f KOHCTAHTHA
Ha . Ha ocHOBY Teopeme jemuHOCTH aHAIUTWUYKE (YHKIUje je Tama
f romcrantua 1 Ha (). To je y KOHTpaAUKIMjU ca TPETIOCTABKOM, IIa
nobujamo ma f mma Gap jemmy myay y D. []

1.2 IIIBapmosa Jsiema

Jemna on mHOro6pojumx mociaemuma IIMM je Illsapmosa’ mema,

KOja TJacu:

Teopema 3. Heka je f: D — C zosomopfra gynruuja, 20e je D = {z €
C:|z| < 1} maxea da je |f(z)| <1, 3a ceaxo z € D u f(0) =0. Tada je

(1) [f(2)] < 2], V2 €D

(2) [F(0)] < 1.

Axo jeonaxocm eaxmcu y (1) sa nexo z € D\{0}, uau axo samcu y (2),
onda je f(z) = €z 3a nexo o € R, mj. f je pomayuja.

Zoxasz. TlomTo je f xomomopdua Ha D, moke ce passutu y Tejmopos
peny D, 1j.

flz) = chz”, Vz e D.
n=0

f(z)

z

[Tomrro je f(0) =0, dpyuruuja g(z) =
y 0, mpenu3uuje, GpyHKIMja

£(2)
Q(Z)I{ = 270

Ma OTKJIOILUB CUHTYJIQpPpUTET

c, z2=0

je xonomop¢pua ¢pyrrnuja Ha D. I[Ipumenunmo IIMM na dysEIU]Y ¢.
Heka je z € D rakBa na je |z| <r < 1. Tana je

19(2)] < max LT

1
<=
0 r r

Kana mycrumo ma r — 1, mobujamo na je |g(z)| < 1, 3a cBako z € D.
Tume je moraszano (1). ITomro je |[f'(0)] = |c1] = |g(0)], mobujamo u (2).

Axo je |g(z)] =1 3a mero z € D, onga g MOCTU:KE JOKAJHU MaKCUMYM
je lg , g iy

y D, na je ma ocmoBy IIMM ¢yurmuja g koucrautHa, tj. g(z) = €'“, 3a
HEKO a € R, uume je TeopeMa y MOTIYHOCTU HOKa3aHAa. []

"Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
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I'eomerpujcku raenano, [lIBaproBa jeMa TBpAU Ja aKO UMaMO IIPEC-
JUKaBalme OUCKA y AUCK TAKBO Ja YyBa IEHTap MOUCKa, OHAA je TO
IpeciiMKaBame MU POTaluja, WM je CINKA CBaKe Tadyke OJIMKa I€H-
TPy HEro mTO je caMa Ta TauvKa.

[IITa ce memasa ako mzoctasumo npernocrasky f(0) = 0 uz IIsap-
nose jeme? AKO HaM je HaTO MPOU3BOLHO a € D, KONMMKM MaKCUMAaJHU
MOZYJI MOYKe UMATU U3BOL yHKIUje f y TAYKU @ Y 3aBUCHOCTU OX a4 U
£(a)?

Hpe HEro mrTo OAroBOPMMO Ha IIOCTAaBJ/LECHO IIMUTaKE, YBEIAUMO IIO-
MONHY (YHKIM]Yy U JOKAKUMO TeOpeMy Koja he HaMm OUTHM On 3HAUaja.

Hexa je, 3a ¢uxcupano a € D,

u #eka je K = 0D. Tana Bawu:

Teopema 4. Pynxuuja p, je 1 — 1 npecauxasamwe xoje caura ouck D wa
D, caure K na K u a cauka y 0. Uneeps gynkuyuje ¢, je dynruyuja o_q

8aNCU:
1

/ — 1 . 2 / =
©a(0) [al”, wala) = 1= a2

|—

oxasz. Pyarumja ¢, je xomomopdaa y (C\{%}, ay = ce HaJa3W BaH D.
JupexraoMm nposepoMm mobujamo na je ¢_.(p.(z)) = 2z, mro HaM maje
na je ¢, 1 —1 m na je p_, meH UHBEP3.

Hera je t€ R, z =¢" € K. Taza je:

et —a et — al
|()0a<z)| 1 _ aezt |671t . a’

jep je |2| = |Z|, 3a CBakKO z € , T]. Yg\2) € I\, ma Ba:KKN Oa @, CIUKa
. . C . K

K y K. Mcro Baskn u 3a p_,, ma je ¢,(K) =K.

Cana, ma ocuoBy IIMM mobujamo na je ¢,(D) C D, a ucro Basku u 3a
Y_a, 1A je (D) =D. NupexkrauM padyHameM ce 100ujajy jeIHaKOCTH
3a m3BoIe y Hyau u a. Tume je TBpheme mokazaHo. ]

¥ 3 momoh uaBenene teopeme u llIBapioBe seMe nomasmMo O peri-
ema mpobieMa Koju Hac 3aHuMa. Jlaje HaM ra Teopema Koja CJIemIu.
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Teopema 5 ([lsapy-Iuxoed® sema). Hexa je f : D — D xonsomopdro

npecaukasame U a € D npou3sos/nHa. Taoda saxncu:

: 1—[f(a)f?
|f(a)] < 1——|a|2'

Jeonarxocm ce docmumce axko je f(z) = p_ia)(€pa(2)), 3a nexo o € R u
3a cee z € D.
Jlodammo, 3a npoussonhe z1,z2 € D saxcu

f(21)_—f(22)
1 — f(z2)f(21)

Jeonarocm ce docmuace axko je f(2) = 00 (€., (2)), 3a nexo o € R
u 3a cee z € D

21 — 22

<

]_—2_221

Jokas. O6enexumo f(a) = b. Ilocmarpajmo mpecaukaBame F(z) =
wpo fop 4. Momro je p_,(0) =a u vy(b) =0, nobujamo na je F(0) = 0.
ame, ¢pysrmuja [’ je xomoMop¢HaA KaO KOMIO3UIMja XOJIOMOD(YHUX,
u momTo ¢, 1 ¢_, caukajy D wa D, To F' cauxka D y D. Ha ocnoBy
cBera Tora, Ha ¢QyHEIUjy F' moxemo npumenutu llIBaprnoBy nemy, ma
mobujamo ma Basku |F'(0)] < 1. W3 mpasumia 3a M3BOA KOMIIO3UIH]E
nobujamo ma je
F(0) = ¢3(b) f'(a)¢",(0).

Rana ncrkopuctumo popwmyite 3a n3Bone nodujerne y reopemu 4, noduja

ce ] |b|2
! < B
)l <

mTO je m Tpebayo mokaszaTru. JemHAKOCT ce MOCTIKE Kala Ce NOCTIKE
y IBapmnosoj semu, Tj. kana je F poramumja, Tj. F(2) = €'“z, 3a HEKO
o € R, onakne ciemn mupektHO na je f(2) = ¢_j@)(€%pa(2)) (z € D),
ITO je TpedaJjio U MoKa3aTH.

Ionatuao, n3 llIBaprose 1eme npuMemeHEe HA aHAIUTUYKY (O YHKIN]Y
F nobujamo u na je |F(z)| < |z|, 3a cBako z € D. ¥Y3mumo na je a = 2o
u ybammumo z = p,(21) y mejemmaxoct |F(z)| < |z]. Hobujamo

f(z1) = [(22)

L= f(z2)f(=1)

mTo je m Tpebaso moKaszaTh. JEemHAKOCT Ce HOCTIKE Kaga Ce MOC-

twwe y Ulsapuosoj nemu, Tj. kama je F(z) = €z, marae 3a f(z) =

P f(e2) (€02 (2))- O
8Georg Alexander Pick (1859-1942)

21 — 22

?

1—2_221
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ITocnemuna 3. Hexa je [ : D — D zosomopgro npecaurasame u z € D.

Taoa je
fO)| -1z fO)|+ |z
FOL=Ll _ 5y < 112
1 —[f(0)]lz] L+ £ (0)]]=]

Jloxas. Yoummo mpBO ma 3a Mpou3BoJbHE a,b € D Baku
a—b>? (a—b)@->b  |a?>+|b]>—ab—ta
1—ba|  |1—ba]2 11 — bal?

A fapa—pp
|1 — bal?
1 — 2 1 — 2
S e U 2Ibl)
(1— lal|b])
_ (al — |o[)*
(1 — lal[b])>’
ma je
a—1>b la| — 10|
1—ba| — |1—|a|b]|

[Tpumenom IIBapu-Ilukose neme vHa f u 2z = z, 2o = 0 mobujamo

1—f(2)£(0)

Cana npumenom nobujene Hejenuakoctu Ha a = f(z) u b = f(0) mobu-
jamo

/()| = 1£(0)] ‘ < | S =fO) | 2
L= O 1= fE)r0)] "
ma onariae crema aa je |f(z)] — |f(0)] < |z — [2|[f(2)[|lf(0)] = |f(O)] —

f(2)] < |z| = |2||f(2)]|f(0)|]. CpebuBamem mocienme nBe HejenHAKOCTH
jemHOCTaBHO CJenn TpaskeHa HejeTHAKOCT. [

3a Kpaj HaBOAMMO 3a,1aTaK KOjU KapaKTePUIIEe XOJIOMOP(HE (yHKIM]je
KOje MMajy KOHCTaHTaH MOAyJs (oBae jemuak 1) Ha pyOy AUCKA.

Bamatak 3. 1) Odpedumu cee fynruuje f nenpexuone na D u zoromopdne
na D ca ceojecmeom |f(z)| =1 3a z € ID.
2) Odpedumu cae yene Pynryuje ca caojemeom |f(z)| =1 sa z € OD.
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Pewewe: 1) Tpusujanno pememe je KoHCTaHTHA QyHKUMja f(2) = a, 3a
la| = 1. IIpernocraBumo cana na f HUje KOHCTAHTHA, A HA UCTU HAYUH
Kao y mpumepy 2 mobujamo na f mma Oap jemmy myay vy . Heka cy
21, %9, ..., %, cBe HyJe ¢pyurmuje f, n > 1. [locmarpajmo cana GpyHKIMjy

9(z) = an(%

=1 1-%z;z

dyurmuja g je xonomoppua Ha D u Hema myna y . Kopucrehu teo-
pemy 4 nobujamo na je |g(z)| = 1 3a |z| = 1. IloHoBO Kao y 3amaTky
2, akO OMCMO TPETHOCTABUIU Aa je ¢ HEKOHCTAHTHA, AO0OUIN OUCMO
na uMma Oap jemny myay y D, mro Huje TayHOo, ma mobujamo ma je ¢
koHcTaHuTHA, Tj. ¢(2) = C 3a cBako z € D. Ilpumerumo na mopa Gutm
|C| =1, 36or ycnosa Ha pyOy. lakme, nobunm cMO na Basku

- Z — Z;
/) = CH 1—7zz2’
i=1 v

rae cy z; wyne ¢pyukuuje f, a C' koncranra taksa ga je |C| = 1.

2) Anasorao kao y geny 1), mobuja ce mctu o6auK 3a f, aau MOIITO
f Tpeba ma Oyme mesa, Mopa Oa BaKU 2] = 2 = -+ = 2z, = 0, ma f
nobuja oOIUK

f(z)=Cz",
rae je C' koHcTanTa TakBa ma je |C| = 1. ]

3a kpaj, HamomenuMo ma mocroju IlIBaprosa sema u 3a XapMOHU-
jcke ¢pynrumje. Crnenu meHa Gopmyraanuja, a 0Ka3 NeMO M30CTaBUTH.

Teopema 6. Hexa je f: D — D zapmonujcka gynrkyuja maro da je f(0) =
0. Taoa je

4
F(2)] < ~arctg 2],

1.3 OcuoBHa Teopema ajreope

OcHoBHa TeopeMa anredpe TBpAU Aa CBAKU HEKOHCTAHTAH ITOJUHOM
jenne mpoMenJbuBe, ca koepunujentuma y C, uma 6ap jeman KOMILIEK-
CaH KODEH, a TUMe U TAaYHO N KOPEeHa, I'Je je N CTEemeH MOJUHOMA.
[Tomro je R C C mcTo Baku M 3a MOJUHOM Ca PEAIHUM KOePUIjeH-
THMa, C TUM IITO OMET TBPAUMO Oa MOCTOjU KOMIUIeKcaH kKopeHn. Ciemu
dopmysanuja M noka3 oBor TBpbemwa kopumhemem IIMM, mro mHam
jOII TOBOPUM O HErOBMM MHOTOODOjHUM TpuMeHaMa y pPa3HuM obJac-
TUMa MaTeMaTUKe.



IIpuamun makcuMyMa MOIYJIA U IIPUIMEHE 13

Teopema 7. Hexa je p(z) = Y p_,arz® noaurom cmenena n > 1, maxo
da je a, € C 3a ceaxo 0 <k <n ua, #0. Tada jednavwuna p(z) =0 uma
bap jeorno pewewe y C.

Zoxas. Be3 ymamema ONIITOCT MOKEMO IPETIOCTABUTU 14 je a, = 1,
Tj. ma je moawmHOM MOHMYaH. Tana je

Hexra je Ry = max (1,23°7— |ax]). 3a |zl = R > Ry, R > 1, Bawu

n—1
p(z)] = 2" = axl |2
k=0

n—1
= R"=) |ayR"
k=0

n—1
Z Rn_2|ak|Rn—1
k=0
n—1
= R"—R"") |al
k=0
R
> R"YR- 70)
LR R |z
> n 1_ = =1
2 R 2 2 2

[IpernocraBumo cympotHo, na p mema Hyna y C. Tana je ¢pyrruumja

f(z) = ;ﬁ mesjga U BaKU Oa je 3a |z| = R > Ry ucmymeHo

2
7)< o

Heka je D = D(0,R). Ha ocmoy IIMM wmmamo ma je maxp|f| =
max|.—p | f|, ma mobujamo ma je
) < =
max | f(z —,
D - Rr
3a cBako R > Ry. Capma, rama myctumo ma R — +o0o, mobujamo na
je |f| =0 ma memom C, a To je memoryhe. Ilakie, mpermnoctaBka HUje
TayHa, Tj. MOCTOju pememe jennaunue p(z) = 0y C, mro je u Tpebaso
JTOKa3aTH. ]



IIpuamun makcuMyMa MOIYJIA U IIPUIMEHE 14

1.4 TIlpuanmuno makcuMyMa 3a CyOXapMOHUjCKe (YHKIUje

Y oBoMm meny hemo yBecTu nojaMm cy0xapMOHUjCKe (yHKINje U TOKa-
34T IPUHIMI MaKCUMyMa 3a TakBe (QyHKIUje, KOju he Kao mocJienuiry
nmatu [TMM.

Osmaunmo ca d crammapauy Eyrmuacky merpury Ha R". Ako je
a € R", o3naunmo ca B(a,r) JONTy ca MEHTPOM Y G U MOJIYIPEUYHUKOM
r, tj. Bla,r) ={z € R":d(x,a) <r}.

Hedpuaunmja 1. Hexa je u nenpexudna peasno 8pednocka pynrkuuja 1a
2, Q CR". dynwyuja u je cybrapmonujcra pynrxyuja na 2 axo 3a ceary

aonmy B(a,r) C Q saxncu

1
ula) < =——— udo.
|8B(CL, T‘)| 0B(a,r)
Hanomennmo na ce mojam cybxapMOHUjCKe (YHKIMje MOKe IPOIIMP-
UTU U Ha QYHKIUje KOje HUCY HelpeKUIHE.

Teopema 8. Hexa je 2 C R" obaacm u nexa je u cybrapmonujcka pyrxyuja
na . Axo je u(a) = maxqu 3a Hexo a € Q, mada je U KOHCMANMHA
pyrryuja na §2.

Jloxas. Hera je F' ckyn cBUX Tadaka y KOojuMa (GYHKIWja U MTOCTIKE
makcumyM, 1) F = {z € Qu(z) = u(a)}. Tomto je F = u'({u(a)}),
a jemHOUJaH CKYN je 3aTBOPEH, u HENpeKuIHa, mobujamo ma je F
3aTBOpeH ckyn. loraxumo nma je F' u OTBOpPEH.

Heka je b € F mpoussossna. I[locroju r > 0 tako na je B(b,r) C €.
[TomTo je u cybxapMOHUMjCKa, BasKU

1
< -
N |aB(b7 T)l OB(b,r)

u(b) u(z)do(z).

N3 u(z) < u(a) 3a cBako = € ) mobujamo

1

u(a) = u(b) < W OB(b,r)

u(z)do(z) < ula).

3akpydyjeMo da MOpa CByda Oa BayKW J€IHAKOCT, A je

1

U = GBE] o, @)

Tj.

/ (u(z) — u(a))do(xz) = 0.
OB(b,r)
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ITowro je u(r)—u(a) HEMO3UTHBHA HENPEKUAHA (YHKIN]A YUjU j& UHTE-
rpaJ jegaak (, To moMeHyTa (YHKIMja MOpa OUTU MAOEHTUYKU jeTHAKA
0, 1j. u(z) = u(a) 3a caro = € OB(b,r). AHAJIOrHO Ba:KU W 3a CBE
x € 0B(b, p), mpumenom ucror nocrynka Ha B(b,p) 3a cse 0 < p < r.
Tume mobujamo na je u(x) = u(a) 3a cse x € B(b,r), tj. B(b,r) C F.
Twume cmo mokazanu na je F' OTBOpEH CKyII.

Konauno, momto je {2 mosesan, a F' C () oTBOpeH, 3aTBOPEH U
Henpa3aH moAckyn on ), To je F' =, Tj. QyHKIUja U je KOHCTAHTHA
Ha 1esoM ) um mma BpenHocT u(a).

[]

Hog.ne,n;nn;a 4. Hexa je Q) ozpanuuena obaacm y R", dynxyuja u nenpexuona
na 2 u cyorapmonujera wa ). Tada je maxgu = maxpq U.

ITocnemuna 5. Hexka je 2 oepanuverna obaacm yR", dynryuja v nenpexudna
na 0 u xapmonujeka na §2. Tada je maxg u = maxyg U © Ming u = mingg u.

Joxas. TBpbhewe cienu mpuMeHOM NPETXOMHE MOCJEIUIE HA (YHKII]jE
U M —u, jep cy oHe cCyOXapMOHUjCKe Kala je U XapMOHUjCKA. ]

CraB 1. Axo je [ anasumuura gynkyuja na Q@ C C, mada je |f| cybzap-
Monujera pyrnkyuja y €.
Jokas. Heka je a € §) mponsBosmHa. Youumo muck D = D(a,r) C Q.
Hera je 0 < p < r u Hera je 7, kpyxkHuna |z —al = p, 7, C D. Ha
ocHOBY KomujeBe mHTErpasae gopmysie umaMo na je
1
fla) = — LZ)dz.

211 vy 20

[TapameTpusanujoM Kpy:kHUALE 7, ca z = a+ pe', t € [—m, 7|, nobujamo

LT flatpet) L1 [T -
= — —ipe"dt = — “dt.
flo) = g | HEEE et = - [ pla+ pet)
Crora je
1 (" ,
< — Y| dt
@< 5 [ 1+ pelar
MTO HAM yOpaBo naje na je ¢yuruuja u = |f| cybxapmonujcka, Ha
ocHOBY medununuje 1. ]

Cana je jacHO ma AUPEKTHO W3 cTaBa | ciend jour jemaH MOKa3
[IMM. 3awucra, IpuMeHOM TeopeMe O MPUHIUILY MaKCUMyMa 3a CcyO0-
xapMoHujcke (yurmuje Ha |f|, rae je ) Kyrsia ca HEeHTPOM y HEKOM
JIOKAJHOM MaKCUMyMy, nobujamo na je |f| koncranraa ¢pyurmuja zHa (),
ma Jnajbe aHAJOTHO Kao y JOoKa3y 1.
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2 TIpuHDUO MaKCHMMyMa MOIyJa HA HeOTPaHUYEHUM

o0OJrIacTMa

Y mocnenunu 1 cMO BuIesn na 3a orpaHudeny obmaact {2 u GyHKIHU]y
f ®oja je xomomop¢ma Ha §) w HemperummHa Ha (), BaEm maxg|f| =
maxggq | f|. Amm ako je obaact §) HeorpanuyeHa, To He Basku. [[OKaKUMO
TO Ha NPUMEPY.

IMpumep 1. Hera je Q = {z = v +iy: —5 <y < §} oTBOpeHa Tpaxa.
Tana je 00 = {z = z +iy : y = £5}. Ilocmarpajmo dymrmmjy f(z) =
exp(exp(z)). Ta ¢yuruuja je xomomopoua ma meaom C, ma Tume u Ha
Q), n HempernaHa je Ha ). 3a z € R je f(z + %) = exp(tie”), na je
1f(2)] =13a z€ Q. Amu kan x — oo Tana f(x) — oo, WTO HAM Haje
Ia He BakM MmaXg |f| = maxpq |f| 3a mary obmact Q m xomomopduy

pyHEIHA]Y f.

3a onpebeny kiacy ¢yHEIUTja HA onpeheHoj HeorpaHnyeHnoj obnacTu
he unak na Basku kao y nocaenuiu 1. PyuKIMja mocMaTpana y IpeTXo/I-
HOM IIpUMMep BeoMa OpP30 TeXM Ka 00 KaJ PeajiHu neo z Texu o0o. V-
noctaBuhe ce na he mociaenuna 1 uin HeKe mHEHE BapUjalje Ha Oape-
benuM HeorpaHndyeHuM obOJacTUMa Ba:KUTU 3a (YHKOUje KOje y onpe-
benom cmmcay (Bumehemo kaxkBoM) cmopuje Teske Ka GECKOHAYHO WM
Cy OrpaHUYEHE.

[Tormenajmo mpBO mTa Cce memaBa Kana je GyHKIUja OrpaHUYEHA y
HEKOj obJiacTu.

Teopema 9. Hexa je f zoromopdna pynkyuja y obaacmu 2 u nenpexudna
na ). Axo nocmoje dse xoncmawme M u B maxee da je

|f(2)| < B, 3a cee z € 02

|f(2)] < M, 3a cee z €,

mada 3a ceaxo z € ) saxncu

|f(2)| < B.

Zloxas. Be3 ymamema ommTocTy, npermocraBuMmo na je B = 1. sKe-
aumo na mokaskeMo na je |f(z)| <1 3a cBako z € (). 3a mpOU3BOJLHO
¢urcupano a € () mocMarpajMo QyHKIU]Y

A g
a(z) :{ fla),  i—a
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Koja je xomomopdua ua (). Ilomro je f orpanunuena Baxku na g(z) — 0
Kaja z — 00, mro nosiaun ma je |g(z)| < K, 3a cse z € ().
Younmo Dr = {z € Q:|z| < R} u Hexka je

h(z) = " (2)g(2).

[Tomrro je g(2) — 0 kama z — 00 MO¥keMO y3eTu IR JOBOJLHO BEJIHKO Ia
Basku |h(z)| < K ma rpamumu on Dy u Bar Di. Cana ma ocroBy IIMM
nobujamo ma je

[h(2)] < K,

3a cBako z € (). Purcupajmo 2y € ) u npermocraBuMo 1a je g(zy) # 0,
a MOAKEMO HUCATH

K
9(20)
7 Kala IyCTUMO Ia n — oo, mobujamo na je |f(z)| < 1. Ilomro je
zp € ) 6usno mpousBosbHO, mobujamo na je |f(z)] < 1 3a cako z €

2. IlpumeruMmo cana ga ocuM ako je [ KOHCTaHTHA, HyJe (yHKOUje g
dpopMupajy OUCKPETaH CKYI, ITa 300I HENMPEKUAHOCTU BAKU

[f(2)] <1,

3a cBako 2z € (). Tume je mokas 3aBpIIeH.

Y

f (o)l < ‘

3a OHO mWTO ciaeau he HaMm OuUTU HeOmxOomHU cienehwu mojMoBU.

Hedpurrmmja 2. Hexa je f : Q — R ua € Q uau a = co. Tada zopwu
aumec gynrkyuje f xad z mexcu a y osnayu limsup,_,, f(2) degurnuwemo
ca
limsup f(z) = lim sup{f(z):z¢€ QN Ba,r)}.
z—a r—0t
(Axo je a = 0o, mada je B(a,r) aonma y mempuyu 00 Cu.) Ananozro ce
dedunuwe u dowu aumec y osnayy liminf, ,, f(2) ca

liminf f(z) = lim inf{f(2): z € QN B(a,r)}.

z—a r—0t

3a Q) C C, osnavumo ca 0,82 eparuuy 00 2 y Cy.

JemnocraBHo ce Buau na lim, ,, f mocTroju u jenHak je v aKKO je o =
limsup,_,, f = liminf, ,, f. Taxkobe, jenHocTraBHO ce Buam na je 0.2 =
0 ako je Q) orpanmuena, u na je 0, ) = 0Q U {oco} 3a meorpanumuene
obmactu 2. Cama cienu Teopema, Koja je mocienuna reopeme o ITMM.
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Teopema 10. Hexa je Q obaacm, 2 C C u nexa je f anaaumuvra dyrnxyuja
y Q. Ilpemnocmasumo da nocmoju xkoncmawma M maxea da je

limsup |f(2)] < M

zZ—ra
3a cae a € 0,,2. Tada je |f(2)] < M, 3a cee z € ().

Zloxas. Heka je 0 > 0 mpou3BOJLHO U HEKa je
H={z€Q:|f(2)] > M+ }.

Axko morakemo na je H = (), mobuhemo na Basku TBpheme.

[Tomrro je |f| menperkuana ua 2, To je ckyn H orBopen. lokaxumo
na je H C Q. IlpermocrasuMo cympoTro, noctoju a € H \ €. IlomTo
je HCQ, 1o je a € 09. 3ato je

limsup |£(2)] < M,

z—a

na nocroju sonrta B(a,r) Taksa ma je
|f(2)] < M + 6, 3a cBako z € QN B(a,r). (4)

ITo medpuuunuju 3arBopema ckyna, nocroju h € B(a,r)NH, na 3a wera
BaKU

[f(R)] > M+,

mro je y xomTpamaknuju ca (4). Crora je H C Q. Ilomro ycmos
limsup,_,, |f(2)] < M Baxu u 3a a = 0o kaxn je () HeorpanudeH, no6u-
jamo ma je H orpanudveHs.

Hakne, mobumu cmMo na je H koMmakTan momckyn ox €. Cana
npuMeHuMo mociaenuity 1 Ha H m mobujamo ma je MakKCUMyM MOIYJIa
¢yuruuje |f| mocturmyr Ha OH, a To je memoryhe jep ma OH Bakwu
|f| = M + 0, a ma H cy Behe Bpemnoctu. Tume nobujamo ma je mam
H = () nwmm je f komcranTHa. Asm, ako je f KOHCTaHTHa, OHA y3UMa
BPEIHOCTU KOje Cy Mame Wiu jemHake ca M, ma omer ciaemu na je
H = (). Tume je tBpheme mokasamo. [

[Ipumerumo na je y mpumepy 1 mcnymeno limsup, . |f(2)] < 1 3a
cBe a € Jf), anu HUje UCIYHEHO 3a a4 = 00, Ila Ce TeopeMa He MOKe
IPUMEHUTH.
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2.1 A pmamapoBa Teopema

Teopema 11 (Adamaposa® meopema o mpu npaee). Hexa je

Q={z=x+iy:a<z<b), Q={z=a+iy:a<x<b}.

IIpemnocmaeumo da je gynxyuja f nenpexuona na S, roromopdna ra Q
u 0a je |f(z)| < B 3a cee z € Q u nexo gurcuparno B < co.
Axo je

M(z) =sup{|f(z +iy)|: —co <y < oo}, a <z <b (5)
maoda 8axcu
M(z)P" < M(a)>™*M ()", a<x<b. (6)

[Tpumernmo na mam osze (6) maje ma je |f(z)| < max(M(a), M(D)),
Tj. ma MomyJs ¢yHknuje f Huje Behm onm BpemuocTu Ha rpanunu. o
KCTOT 3aKJ/bYUYKa MOKeMO oW u mpuMeHOM Teopeme 9.

Zoxas. IllocmaTtpajMo mpBO ynpomrheH npobjeM, IPEeTIOCTABUMO 14 je
M(a) = M(b) = 1. ¥ Tom cayuajy Tpeba morazatu ma je |f(z)] <1 3a
cBako z € ().

3a mpousBOJbHO € > () meduHUIIIMO TOMONHY (QYHKIN]Y

1 —

hE(Z) = m, z € Q.

Homro je Re{l +¢e(z —a)} = 1+¢e(x—a) > 1y Q, mobujamo ma je
l14+e(z—a)| > 1, maje |h| <1y Q. 360r M(a) = M(b) =1 cama nmamo
na je

|f(2)he(2)] <1, z € 09. (7)

Cana je 36or |w| > |[Imw| ucnymeno |1+ &(z —a)| > ¢lyl, rne je z =
r 41y € (), omakye ciaenu na je

B _
|f(2)he(2)] < i =z +iy € Q. (8)
Hexka je
— B B
R:{z:x—i—iyEQ:—;gygg}.

9Jacques Salomon Hadamard (1865-1963)
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N3 (7) u (8) cnemn ma je |fh.] < 1 ma OR, ma je ma ocumoBy I[IMM
|fhe| <1 HaA memom R. B B
N3 (8) caemu na je |fhe| < 1wmua Q\R, na je 3a cBakro z € () UCIyHEHO

|f(2)he(2)] <1,

3a cBako ¢ > 0. Kan ¢urkcupamo z € () u nmyctumo na € — 0, modbujamo
TpaxkeHo, na je [f(z)| <1, 3a cako z € (2.
[Tocmarpajmo cana cayuaj M(a), M(b) > 0. Hera je

b—=z

9(2) = M(a) 7= M(b) 7=,

rae 3a M > 0 u w € C nedpuammemo MY = exp(wlog M) u log M € R.
Tana je g nmena ¢pyHENUja, HeMa HyJa, é je orpannyeHa (yHKIUja Ha
Q u BaskM

l9(a +iy)| = M(a), |g(b+iy)| = M(b),

ma crora (hyHKIUja § 3a10BOJbaBa YCJIOBe Ka0 M QyHKIUja [ U 3a BY

BayKM IIPETIOCTAaBKa U3 IIPBOr meja JoKa3a, Ia je |§| <1y Qwu o mam
nmaje (6), mro je n Tpebaso KOKA3ATH.

Ocraje jom nma ce ucnura ciaydaj kana je M(a) = 0 wau M(b) = 0.
[pernocrasumo na je M(a) =0. To mam maje ma je

sup{|f(a +iy)| : —oo <y < o0} =0,

tj. ma je f(a+iy) = 0, 3a cako y € R. Ha ocuosy IllBapuosor
OpUHIUNA pedeKcuje, MoKeMo qonedpuHucatu GyHKIU]y f Ha Tpamum
cumeTpuruHoj ) y OOHOCY Ha IpaBy & = @, TAKO Oa je HOBa (YHKIHja
XOoJOMOp(hHA Ha HOBOj Tpamu

U ={z=x+iyeC:2a—b<x<b}.

[Tomro je f = 0 ma mpaBoj * = a, Ha OCHOBY TeOpeMe jeInHOCTU
aHaquTuuke QyHruuje mobujamo na je f(z) =0 ma (), ma Baxku TBpbhe-
Be. []

ITocnemuma 6. IIod npemnocmaskama npemzrodrne meopeme U axo §y-
wryuja f nuje udewmuuku jeonara wyaa, pynxyuja log M je xonsexcrna

pynryuja wa (a,b).

Jlokas. Axo 3a mero x € R Baskn M (x) = 0 to 3naun na je f(z+iy) =0,
3a cBe ¥y € R u purcupano z, Tj.na je [ Koja je aHAIUTUYKA jeTHAKA
0 ma mpaBoj. Ha ocHOBy Teopeme O jemUHOCTU aHAJIUTUYKE (DYHKIN]jE
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je tama f = 0 ma menom (). IlomTo cmo mpermocraBuim na Huje f
nnentuukn jemuaka 0, mobujamo ma je M(x) # 0 3a cBako = € R.
Ilakne, ¢ynrnuja log M je moOpo medpumHucaHa.

[IpumeHOM pETXOqHE TEOPEME Ha TPAKY OTDAHUYEHY JIMHAjaMa T =
auny=/p, roecy a>a, <b, nobujamo

M(2)7* < M(a)’ "M (B)"*, a<z<p,
3aTuM npuMeHoM ¢yHknuje log nobujeHa jeqHAKOCT moOcCTaje
(8 — a)log M(x) < (8 — z)log M(a) + (z — o) log M(),

ma kaa momenaumo ca 3 — a mobujaMo ympaBo jeaHaKOCT KOja MOKa3yje
KOHBEKCHOCT. []

ITocnemuma 7 (Adamaposa meopema o mpu kpyza). 3a 0 < Ry < Ry <
oo neka je A(Ri,Ry) = {z € C : Ry < |z| < Ry} npcmen u nexa je
f € H(A(Ry, Ry)).
Axo je

My(r) = max |f(re®®)|, Ry <7 < Ry,

u axo cy a u b maxeu da je Ry < a <r <b< Ry, mada je

log & log £
log M¢(r) < logg log My(a) + 5 i log M (b). 9)

Jloxas. YouuMo na MOCTOjU BEPTUKAJIHA TPAaKa
Q={z=z+iyeC:logR <z <log Ry}

kKoja ce ¢yHruujoMm h(z) = expz = e€* camka Ha A(R;, Ry). Moskemo
je mocmarpaté m Kao mpeciaukaBame u3 () ma A(Ry, R,), rpamuna ce
cauka Ha rpanuiy. (IIpecaukasame h je CypjeKTUBHO, aJu HUje WH-
jekruBHo.) Tama je g = foh 1j. g(2) = f(€*) dyurumja roja ciauka
Q y C. ®dymruumja [ je menmpexkumHa U JOMEH jOj jé KOMIAKTAH CKYTI
A(Ry1, Ry), ma je KOJOMEH KOMIIAKTaH, [1a TUMe U OMPDAHUYEH Kao IIOJ-
ckyn ox C, tj. mocroju B € R rtako ma je |f| < B ma A(Riy, Ry).
Oparne cremu na je u |g| < B ma Q. ®ymrnumja g je Hempexumaa Ha ()
u xoJioMop¢dHa Ha (), ma 3am0BoJbaBa ycijoBe TeopeMe 11, ¢ TMM IITO
3a log Ry < x < log Ry Bawku

My(z) = sup{|g(z +iy)|: —o0 <y < oo}
sup{|f(e"e")| : —oo <y < oo}
= Mj(e").
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Cana nmpumenoMm mocnexnune 6 3akmydyjemo na je log M, KOHBekcHa,
mTo 3Haum aa 3a log By < a < x < 8 < log Ry Ba:kn

(B8 —a)log My(z) < (8 —x)log My(ar) + (z — ) log M, (/). (10)

Axko yamemo x = logr, a = loga, = logh, Tana 36or R < a <1 <
b < Ry, Basku logR; < a < z < f < log Ry, na Basku (10). 3amenom
BpenHocTu 7, ¢ u b modujamo

(logb —loga)My(r) < (logb —logr)log M¢(a) + (logr — log a) log My (b),

ma je
log & log £
My (r) < 7+ log My(a) + — log My(b),
log 2 log 2
mTOo je u Tpebaao JmOKa3aTwu. ]

2.2 ®parmen-JIunnesedpoBa Teopema

[TozrmaTo HaMm je TBpheme JluyBuiioBe Teopeme, na cBaka mena ¢y-
HKIja KOja je OrpaHuYeHa 0 MOIYJIy Mopa butu KoHcTaHTHA. [lo mc-
TOT 3aKJ/byYKa Ce NOJIa3W U IIPU MaJIO OCJIabHEHOM yCJIOBY, TO BUAMMO
KpPO3 HapeIHU 33 JaTaK.

3anarak 4. Axo je [ ueaa fynxyuja v 3a ceaxo z € C saxncu
()] < 1+ 1207,
mada je [ xoncmanmma GyrnKyuja.

Pewewe: [lpumernmo npBo ma momro je [ 1esaa, MOXKe Ce pa3BUTU Yy
Tejnopos pen na C, 1j. f(2) =Y~ 2", 3a cBako z € C. Ha ocroBy
KRomujeBe unTerpasue Gpopmyne Baku

OO 1 fw),

Cp — sy

n! 2w wntl
: Y

roe je v, KpyxkHumna ca nearpom (0 m mosynpedyHmroMm r, a r > 0 je
npom3BoJsbaH. IIposmackom Monyma Kpo3 ropmy jeTHAKOCT U IPUMEHOM
OCHOBHE MHTEerpaJiHe HejeTHAKOCTH Jo0ujamMo ma je

1 [ |f(w)] 1 [ 14w 1472
W< — | Thdw < — | ———dw = :
ol < 52 [, it <37 | e d0 =55

ma Kaja IMycTUMO na r — oo mobujamo ma je ¢, = 0 3a cBako n > 1,
mro HaM maje na je f(z) = cg, 3a cBako z € C, 1j. f je roHCTaHTHA
GyHRIHT]A. []




IIpuamun makcuMyMa MOIYJIA U IIPUIMEHE 23

HOCT&BJB& Ce IIUTAamkE Oa JIn’ Cce MOFy Ha CJIMYaH HAYVH OC.TIa6I/ITI/I
ycaosu nocaenurie 1 [IIMM, ma na ce mobuje mctu 3akbydark Kao TaMo.
Hapenna Teopema maje oaroBop Ha TO IUTAHE 3a IPOCTO IMOBE3AHY
obaacT.

Teopema 12 (@pazmenlo—ﬂunﬁeneg)‘oea” meopema). Hexa je 2 npocmo

nosesana obaacm u nexa je f xonomopdra dyrnxyuja na Q. IIpemnocma-
sumo da nocmoju rosomopdra pyrxuyuja ¢ : Q@ — C xoja nuje nuzde nyaa
y 0 u xoja je oepanuvena wa 2. Axo je M xoncmanma u Ox) = AU B
maxo 0a 8aNCU:

1) sa ceaxo a € A jelimsup,_,,|f(z)] < M;
2) sza ceaxo b€ B un >0 jelimsup, ;| f(2)||e(2)|" < M;
mada je |f(2)] < M 3a ceaxo z € Q.

Jlokas. Tlomro je ¢ orpammyena nocroju K > 0 ma je |p(z)| < K 3a
cBe z € (). Takobe, momro je {2 mpocTo moBe3aHa u ¢ Hema HyJaa y (),
NOCTOjU aHaauTUYKa rpana gyukmmje log p(z) ma Q. Onarne ciaemu na
je g(z) = exp (nlog ¢(z)) amamurtmuka rpana ¢yurmuje ¢"(z) 3an > 0 u
sasa |g(2)| = |p(2)|".

Hepuanmmmvo ¢pyurunjy F :Q — C ca F(z2) = f(2)g(z)K~". Tana je
F apamurnuka Ha ) u Baku |F(2)] < |f(2)], momro je |p(z)| < K 3a cBe
z € ). Ha ocuoBy ycuosa 1) u 2) mobujamo na F 3amoBossaBa yciose
teopeme 10, na je

|F(2)| < max{M, K "M},

3a cBe z € (). Omarae mobujamo ma je
[f(2)] < le(2)[ " max{K"M, M},

3a cee z € Q u cee n > 0. Kama myctumo ma n — 07 mobujamo ma je
|f(2)] < M 3a cBe z € (), mTo je m TpebasO NOKA3ATH. [l

Y3 momoh mperxonHe Teopeme HOoOUjamMO HapemgHa OBa TBpDhema 3a
CEKTODE.

Ilocnemuna 8. Hexa je a > % U HEKa je

Q:{zeCz|argz\<1}.
2a

0Lars Edvard Phragmén (1863-1937)
UErnst Leonard Lindelof (1870-1946)
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IIpemnocmasumo da je f anasrumuukra Ha 2 u da nocmoju kowcmanma M

maxo da je
limsup | £(2)] < M

Z—W
3a ceae w € 0F). Axo nocmoju nosumusra xoncmarnma P u b < a maxo da
je
f(2)] < Pexp (|2]"),

3a cee z 3a Koje je |z| dosonno seauku, maoda je |f(2)| < M, 3a cee z € ().

Jloxas. Hera je b < ¢ < a u Hera je ¢(z) = exp(—=z°) 3a cBe z € (.
[Torakmmo Hajupe ma je ¢ orpaHudYeHA.

Axo je z=re” € Q, 1j. || < &, Tanma je Rez® =rcosch, ma je

lo(2)] = exp (—7r¢ cos ch).

[MomTo je ¢ < a mmamo ma je c|f| < alf| < 7, ma je coscl > p > 0, 3a cBe
z € . Opmarne 3akpydyjeMo Aa je 3aucTa  OTpaHUYECHA.

Hexka je cama 7 > 0 mpou3BosHO 1 2z = e’ Tako ma je r mOBOJLHO
Besmko ma Basku |f(2)| < Pexp(|z]°). Omarae je

[f(2)lle(2)|" < Pexp (r’ —nrfcosct) < Pexp(r’ —rp).

Kanma r — oo, momTo je b < ¢ Basu 1°=¢ — 07, ma r® —nrép = r¢(r®=¢—np)
Teskn —o0o. 300r Tora je

limsup | f(2)|]¢(2)|" = 0. (11)

Z—00

Crora dyuruuje f u ¢ 3amoBomanajy ycaose ®parmen - Jlunnemedose
Teopeme, rae y3umamo na je A = 0Q, a B = {oco}. Ycuos 1) Baskun
oIMax 13 IPETIOCTaBKe TeopeMe, a ycuoB 2) caenu u3 (11). IIpumenom
TeopeMe, nobujamo TpaskeHu pesyiarar, ga je |f(z)] < M , 3a cBako
z €. []

[TpumeTnMo ma je y NpeTxXomaHO] MOCIenuid OUTHA CAMO BEJUYUHA
yraa paTor cekropa ) (yrao T), mmje 6uram mosnomaj. Vcro TBpheme
BaKU 1 Kazma ) HUje CUMETPUYAH y OJHOCY HA PEAHY OCY.

Kpos 3amarak koju ciequ hemo BumeTn mpuMeHy MOCJEINAIE Ha jOII

KOHKDETHUjU Cay4aj, Kama je ) mosypaBaH.

3anarak 5. Hexa je Il omeopena decrna noaypasan, myj.

II ={z€C: Rez > 0}.
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IIpemnocmasumo da je f nenpexudna na samasopeny Il u zosomopdra na
IT u nocmoje xoncmanwme A < 0o u o < 1 maxo da je

£ (2)] < Aexp(|z]*),

sa cee z € II. Axo jow eaxcu |f(iy)] < 1 3a cee y € R, mada 3a ceaxo
z € 1l sancu

[f(z)] < L.
Pewewe: Axo y mocamemnuu 8 craBumo a = 1 mobumhemo II = €. ¥Y3-
mvajyhu M = 1, b = o« mw P = A, Ha OCHOBY MPETNOCTABKU OBIE
UCIyHeHe CYy IPETIOCTaBKe mocienuie 8, ma nodbujaMo na je 3amcra
1f(2)] < M, 7j. |f(2)] <1 3a cBako z € II. [l

Ilocnemuna 9. Hexa je a > % U Hexa je
s
Q:{zE(C:|argz\<—}.
2a

IIpemnocmasumo da je f anarumuuka wa ) u da nocmoju kowemawma M
maxo da je
limsup |f(z)] < M

Z—w

30 cee w € 0. Axo 3a ceaxo § > 0 nocmoju nozumuena xorncmarwma P
maxo oa je

£ (2)| < Pexp(0]z]*), (12)
3a cee z 3a Koje je |z| dosomno seauru, mada je | f(2)| < M, 3za cee z € ().

Jokaz. Hedpmammmmvo ¢pyrrunjy F : Q — C ca F(z) = f(z)exp (—ez?),
rae je € > 0 mpousBosHO. Ako je >0 u § TakaB ma je 0 < § < € Tana
IOCTOjUu KOHCTaHTa P TakBa na je

F(2)] < Pexp[(6 — £)a7).

Opnarne mobujamo nma ako © — oo y R, onma |F(z)| — 0, ma je M; =
sup{|F(z)] : 0 < x < o0} < co. e¢punnumunmo My = max{M;, M} n

H+:{z€Q:0<argz<%},

m
H_ = Q:0> > ——1.
{z € arg z 20,}
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Tana je limsup,_,, |f(z)] < M, 3a cBe w € 0Hy UJH_. Ha ocuoBy
yeaosa (12), ysumajyhu na je § = 1 no6jamo ma dymrmmja F Ha cek-
topuMa H, u H_ 3amoBoJbaBa yCJIOBE MIPETXOIHE MOCIEIUIE, Ta 100u-
jamo ma je |F(z)| < My 3a cBe z € H U H_, na TuMe u 3a cBako z € ()
(ma rpanunu To Beh Bawkn).

Ocraje ma ce mokaske ma je My = M. Axo ou oumo My = My > M
taga |F| mocTuske CBOj MAKCUMyM y TAdykU T 3a Kojy je 0 < x < oo (jep
je limsup, o |f(z)] = limsup, o |F(z)| < M < M n limg_o0 [F(z)] = 0).
[TomTo je Ta Ttauka y (2, Ha ocuoBy IIMM nmobujamo na je ¢ynKIUIja
F koncrantHa Ha (2, ma je M = M. Iakiue, tana je |F(z)] < M, 3a
cBako z € (1, Tj.

|f(2)] < M exp(eRez?),

3a cBe z € (). Ilomro M me 3aBucum on &, kama myctumo ga & — 0,
mobujamo |f(z)| < M, 3a cBako z € (). [l

[TocraBma ce muTame Ja U ce y IPETXOMHO] MOocaeanuim yciaos (12)
MOKe ociabuTu, a ma TBpbheme u nasme Baxku! Ilocmarpajmo cienehu
npuMep.

IIpumep 2. Hera je Q = {z € C : |argz| < £}, a > 1 u meka je
f(z) = exp(z*) 3a z € Q. Tana je |f(z)] = exp(|z|*cosaf), rme je
0 =argz. 3a z¢€ 0 je ==L, ma je cosal = 0, omarne je |f(z)] =1
Ha 0f), amu jacHO je ma je oBako meduHMCaHa [ HeorpaHudeHa Ha ().
[MIraBume, oBa ¢yurmmja f Te:ku OGECKOHAYHO HA CBAKOj MOJYIPABO]
ca mouetkom y 0 y .

Iakne, mpumep 2 HaMm moKa3yje ma ce yciaos (12) me Mmoske ocaaburu.

Hapemumo canma jomr jeaHny TeopeMy MCTOT TUIA, KOjy Takobhe mpwur-
ncyjemo ®parmeny u JIuanenedy, oBora nyTa 3a XOPU30HTAJIHY TPaKY.

Teopema 13 (Ppaemen-Jundened). Heka je

IIpemnocmasumo da je gynxuuja f nenpexuona na S, roromopdna ra Q
u mocmoje xoncmanme o < 1 u A < oo maxse da je

|f(2)] < exp{Aexp(alz])}, z=x+iy €

)f(:gi@g)( <1, —00 < 2 < +o0.

Taoa je |f(2)| <1 3a ceako z € Q.
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[Ipumerumo nma 3a o = 1 He Baku TeopeMma, TO CMO BUACIU Y
mpuMmepy 1.

Zoxas. Nzabepumo > 0 tarko ma je a < f < 1. 3a ¢ > 0 medpunumemo
ho(z) = exp{—e(e’* + 7%},

Ba z € je

Rele’” 4+ 772 = (e’ + e7P*) cos By > 6(e”" + e77),
rae je 0 =cos 35 >0, jep je 0 < 8 < 1. Onatye je

|ho(2)] < exp{—ed(e” + e ")} <1, z€ Q.

Cremu na je |f(2)he(z)| <1 wa 0Q n

1£(2)he(2)| < exp{Ae®®l —e§(eP* +e7P)), 2 € Q. (13)

dukcupajmo € > 0. Ilomro je € > 0 u § > «, exkcuonent y (13) rexu
—o0 kax ¢ — +oo. Crora mocroju zp Tako na je mecHa crpana (13)
Mama on 1 3a x > xy. IlocmarpajMo nmpaBoyraoHuk

R={z=2+iycQ:—zy <z <2}

N3 (13) u uperxoxnsor ciaequ na je |fhe| <1 ma OR. Ha ocroy IIMM
je tama |fh. <1 u na nexom R. IIpema tome, Bazku |fh.| < 1 Ha memxom
2, 3a cBe € > 0. Kanma nycrumo na € — 0, nobujamo nxa je |f(z)| < 1,
3a cBako z € (), mTo je m Tpebasio MOKa3aTu. ]

3 Teopema unTepnoOIanuUje

Y oBoM morziaB/by heMo HaBecTU IpUMeHe BaH KOMIIJIEKCHE aHAJ3UE.
Hawnme, y3 momoh Amamapose Teopeme hemo m3BecTtu mora3 Xay3mo-
po-JyHrose Teopeme.

Heka je X mpocTop ca mO3UTUBHOM MEPOM [ WM MPETIOCTABUMO 14

je {wn} opromopmupan ckyn ¢ymknuja y L?(u) Tj.

— 1, m=n
[ vitata={ g (14)
[Ipernocrasumo na je {1,} orpannuen uu3 y L*(u): IMocroju M < oo

TaKO 13 je

|thn ()] < M (15)
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3a ceako n € N, x € X.
Heka je f € LP(u) mpousBosmHa, rae je 1 < p < 2. Tanma 3a oxaro-
Bapajyhe ¢, 3a xoje je %—l— % =1, ¢ > 2, Baxkn

lallt = / |yt = / P2l < / o [2MI2dps = M2,
X X X

na je ¢, € Lu). Ha ocmoBy Xemmepose'? mejennakocTu Taja MHTE-
rpa

Fin) = /X Ftbndu, n €N (16)

noctoju u nepuruUine GyHrnujy f Ha ckymy N.
Hamomenumo ga cy HOpMe meduHMCaHE HA CTAHIAPAAH HAYUNH:

1l = (/X\f\pdu>p, | <p<oo

Il = (Zlf(n>|q> , 1<g<oo

neN

Q=

~

1fllo = sup|f(n)l

neN

Cras 2. 1) Axo je f € L' (1), mada je || f]lsc < M| f]|1-

2) Awo je f € L*(n), mada je || fll2 < ||fl2.

Jloxas. 1) Uz (15) nobujamo aa je ||flle < M [ |fldu, mro je ynpaso
OHO HITO je TpebaJio MOKA3aTH.

~

2) Yoummo gna je f(n) = (f,1,) u na je L*(u) XunbepTos mpoctop y
kome je {1,} opromopmupan ckyn ¢ysruuja. Tanma zHa OCHOBY
Becenose'® mejemmarocTn Basku

AP <15
neN

Tj.mobujamo

Yo 1FmP < IIf15,

neN
oIaKJIe ce KOpeHOBameM Mobuja TpaskeHa HejeIHAKOCT.

120tto Ludwig Holder (1859-1937)
13Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846)
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WcnocTaBu ce ma u 3a HEKO p Koje je udmebhy 1 m 2 Baku aHAJIOTHO
tBpbheme. To he nam natu HapemgHa Teopema, Koja ce HOKa3yje MeTOI0M
UHTEPIIOJAIA]E.

5

Teopema 14 (Xayzdopd'*-Jynzoea'® meopema). Iloo zope nasedenum npem-

nocmasrama 8AMNU Hejeéw,cmocm

~ 2-p
1fllg < M7 (1 £y,
301 <p<2ufell(u), 206]'6%%—%:1.

Zoxas. CraB 2 mam nmaje ma tBpheme Baxku 3a p = 1 u p = 2. Ilper-
nmocTtaBuMoO 1 < p < 2.

IIpumeTumo na je
1
N a
() = s {

n=1 Z'r]:]:l [br[P=1
nomTo je LY HOpMa Ouio Koje GyHKIMje Ha MePJPUBOM IPOCTOPY jen-
HaKa HOpMU Te QyHKNUje TocMaTpaHe Kao JUHeapHOr (yHKIMOHAJA Ha
ayaJsiHoMm nipoctopy LP. Buhe moBosmHO moka3aTu na je 3a ceako N € N
u ceaxu {b, € C:1<n < N} taras ma je je S0, |b,|P = 1, ucmymeno

Z an?(n)

[Torasxknmo Hajupe 3a ciydaj IpOCTe KOMILJIEKCHe (yHknuje f 3a
kojy je ||fll, = 1. Hera cy by,...,by € C npomsBomuu TaxBu na je
27]:[:1 |b,|P = 1. Haka je F'=|f|? u B, = |b,|P. Tana nocroje ¢pyuruuja
pu fBy,...,0v € C rakBu na je

N

buf (1)

n

< MF||f| (17)

f=Fho ol =1 [ Pau=1 (18)
X
n
1 N
by =Bi B, 18 =1, Y B, =1. (19)
n=1
Tana je
N R N 1 L
> buFn) = > Bid, [ Frovudn (20)
n=1 n=1 X

MPelix Hausdorff (1868-1942)
5Heinrich Wilhelm Ewald Jung (1876-1953)
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Iepurumummo cana GpyHKIT)Y

N
=> Biﬂn/ F*pindp, z € C. (21)
n=1 X

Y jemmakoctu (21) mompasymeBamo ma je A = exp(zlogA) za A > 0
nu A* = 03a A =0. Cana je necua crpana jemnaxoctu (20) 3ampaso
gb(%), IIa ce HaIl IpobJieM CBOAM HA OrPAHWYABAH€ OJO3T0 (QYHKIHje ¢
Yy TaYKU 713.

[Tomro je ¢pymrumja I npocra, ' > 0 u B, > 0 nobujamo na je ¢
KOHAUHA JUHEapHa KOMOUWHAIMja €KCIIOHEHIUjATHUX QYHKIUja, Ta je ¢
nena ¢yHrnuja koja je orpanudena Ha ) = {z € C:a < Rez < b} 3a
cBaKe KOHauHe @ 1 b. ¥3MuMo n1a je a = = u b= 1. ®ymrnmja ¢ cana

2
3a0BOJbaBa ycJoBe AmamapoBe Teopeme O Tpu mpaBe Ha obmactu ().

Ila 6ucMO TO MCKOPUCTUIU Y MPOIEHU ¢ (11)), TPOIEHNMO BPETHOCTU

¢yurmmje M y taukama a u b.
Hepranmumo 3a —o0 < y < 00 GYHKIU]Y

caly) = (F3tp,4,) = / F3FYpidp.
X

Becenosa mejemmakocT HaM maje

[e o]

L
S Jealy)? < / P} P92y = / Fldp = 1.
X X

n=1

Sarum npumenoMm Rommu-IlIBapnose mejennakocTy mobmjamo

N N

D (B D lel? <1

n=1 n=1

Sl

‘¢><1

2+Zy)‘=

N

1
> BEBYBucy| <
n=1

Onasne mobmjamo na je M(3) < 1.
Ocraje ma ce mponern M (1). ITocmarpajmo

N
o(1 + 1y) Z B B”’ﬂn/ FFYo,dpu.
n=1

Baxu

N N
o1+ i) < 3y rp/ |f|p|mdus2|bn|z’~M-/ FPdu =
n=1 X n=1 X
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jep je |[¥nlleo < M, 3a cBaro n. IHarme, M(1) < M.
Cana ma ocHoBy AmamapoBe TeopeMe O TpU IpaBe mobujamMo na je

1
(e +iy)[' "2 < M(H)""M(1)"2 < M3,
Tj.
[é(x +iy)| < M7

3a ¢urcupaHo r u cBako y € R. 3amenom x = i u y = 0 mobujamo ma

je
¢ (1) <M
p
[Tomrro je || f||, = 1, Baskn

o (1) < M5 |f].
p

na u3 jexHaunHe (20) ciaemu na je ucmysmeno (17), 3a ¢cBe mpocTe KOM-
miexkcHe Gynknuje f HOpMe 1.

Heka je cama f € LP(u) npo3sosmua. [locTroju Hu3 npoctux ¢GpyHKIMja
(fj) TakBUX ma je

T [1£; = 1l = 0. (22)

Ha ocuoBy Beh mokazanor 3a mpocrte ¢yHKIMje BaKU

S b fi(n)| < M £, (23)

3a cBako j € N.
[IpumeTumo na je

f(n) = Fi(n)| =

/(f—fj)%du'
X
< /X|f—fj||¢nldu

(J7-aras )é (/. \wdu)é

Ha OCHOBY OCHOBHE MHTErpaJIHE U XeJaepoBe HejennakocTtu. VI3 HaBe-
neHe HejemHaxoctu 36or ¢, € Li(p) m (22) mobujamo ma kam j — oo,

IA
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Tana u E(n) — A(n) Crora, ako y jemqaaunuu (23) myCcTUMO JUMeEC Kall
Jj — oo mobujamo na Basku (17) m 3a mpoumssomny f € LP(u). Iomro
je N Ommo mpom3BOJLHO, Ta HEje THAKOCT BasKM 3a CBako [V, Ima 1 KaJa
N — o0, Tj. mobujamo mga je

~ 2-p
[fllg < M7 [l flp,

mTOo je u Tpebajo mOKa3aTu. [

4 Jom Heke mMpUMeHe MPUHIMIA MAKCUMyMa MOIyJa

4.1 JencemoBa dpopmysia

Hepununuja 3. Hexa je f nenpexuona gynryujae na D(0,7) u nexa je R <
r. Maxcumym dynxyuge | f| na xpyocnuyu noaynpewnura R obenencasamo
ca || fllr, mj.

1l = max{[f(2)] : |2] = R}.
Teopema 15. Hexka je f zonomopdna dynryuja na D(0, R), nenpexudna

na D(0,R) u f(0) # 0. Hexa cy nyae gynwyuje f y D(0,R) nopehane
pacmyhe no modyay

Z1y %2y« 3y AN,

20€ ce ceaKa HYAa NOJABMHYJE OHOAUKO NYMA KOAUKY JOJ j€ MYAMUNAUYUMEM.
Taoa je

o) < My
Jloxas. Hera cy
R(zn —2)
gn(z) = m, n= 1,2,...,N

npecankaBama u3 D(0, R) na B(0,1).
He¢puuummnmo

9(z) = [T 9a(2).

1 HEKa je
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OBako nepunucana Gpyukimja F' je xomomopdua va D(0, R) u HenpekuaHa

va D(0, R) u momro je |g(z)| =1 3a |z| = R nobujamo ma Bazku |F(2)| =
|f(2)] 3a |z| = R. Cana ua ocnoBy IIMM 3akmyuyjemo na je

[EG)| < [ f]lz,

3a cBako |z| < R. Y6amusamewm z = 0 nobujamo na je

[FO)] < [[f]lr-

Bamenom F(0) = L9 j mobujamo za je

9(0
LFO)] < [[flrlg(0)],

OJHOCHO
|z122 - - 2N

Ol Iflle——pr—

mTOo je u Tpebaao JmOKa3aTwu. ]

HejemmakocT y OIpeTXOMHOj TeopeMm ce HasuBa Jewcenosa'® mejeo-

naxocm. IlpencraBuhemMo npuMeny Te Heje THAKOCTU KPO3 HAPENHA IBA
3a/1aTKAa.

Sanarak 6. Hexka je f ronomoppra na jedunuurnom ducky D u nenpexudna
Ha wezogom sameopewy. IIpemnocmasumo da je |f(z)] < 1, 3a ceaxo
z € D. Taxole npemnocmasumo da je f(3) = f(%) = 0. Loxasamu da je

mada | f(0)] < 7.

Pewemwe: Axo je f(0) =0, HejeqHAKOCT je TPUBUjAJHO UCIYHEHA, & AKO
je f(0) # 0, onma MO¥kKEMO NPUMEHUTH IPETXOAHY Teopemy. Jlobujamo
na je

FO] < 1 fllrlz1z2 - - zal,
rae je R = 1. 36o0r |f(2)| < 1, 3a cBako z € D, Basu ||f||z < 1, a momro
je zi €D, 3a cBarko 1 <7 < N, a Beh cy Ham no3nate 2 HyJle (QyHKIU]je
f, o je |z1z0- - 2n] < |%H%| = i. Hakne, nobujamo na je |f(0)| < }l. ]

Sanmarak 7. Hexa je f roaomopgpra na ducky D(zy, R) u nenpexudna Ha
wezo8oM 3ameopeny. IIpemnocmasumo 0a [ uma HajMame n HYaa Y OUCKY
D(zp,7), r < R (bpoju ce u myamunasuyumem) u nexa je f(z9) # 0. Tada

(?> |‘J|fJ<CzHS|

20e je || fllr maxcumym dynryuje f na pyby ducka D(zo, R).
16 Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859-1925)
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Pewewe: Tlocmarpajmo ¢yuruujy g(z) = f(z+ 20), KOja je mepunucana
U HeImpeKkuaHa Ha 3arBopemy mucka D(0, R) u xomomMopdHa je Kao KOM-
no3unuja TpaHciaanuje u xonomopdue ¢yurmuje f ma D(0, R). 36or
yCJIOBA HAMETHYTUX 3a (OYHKUU]y [, BasKu Aa ¢ UMa HAJMAHE 1 HyJIa
y mucky D(0,7), r < R n na je g(0) # 0. Cazma MO¥keMO IPUMEHUTU
Teopemy 15 Ha ¢ymrnujy g. lobujamo

o) < 19lmy. .

rae je N >n. 3a cBako a < i < n Baxu |z <r, a 3a ocrame n <i < N
Baxkm |z;| < R. 3amenom ¢(z) = f(z + 29) ¥ youeHUX HejeITHAKOCTU 3a
MOIyJie HyJa mo0ujaMo

‘f(Z(])’ < HfHR

|1 ZnZnJrl"‘ZN‘—

||fHR n pN—n
< TRy TR

Tj.

mTo je Tpebaso m JOKa3aTH. ]

Osmaunmo ca n(r) 6poj myna ¢ymrmuje [ y mucky D(0,r). Tume
cMo nmedunACcamu GyHKIU]y 1 koja camka (0,00) y CKyI HEHEraTUBHUX
nesux Opojesa.

IMocaemuma 10. Y3 npemnocmaske u 03HaKe u3 NPeMIOOHE MEOPEME
8a.MCU

R
/ Md < log ||f|lr — log | £(0)].
0

Joxas. Pynrnuja log je pacryha, ma ce u3 JeHceHoBe HejeTHAKOCTU
noouja

N

|z1]|22| - - - |2w]

= log || fllr — log[f(0)].

Ca mpyre cTpane je

o8 T - Zl‘)g(m) Z/ZM [

JacHo je ma m3 mobOujeHe jemHAKOCTU U HEjeTHAKOCTU CJIEIU TPaKEHO.

[]
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Haxrne, y3 momoh IIMM cMmo mobunm JeHCEHOBY HeEjeTHAKOCT KOja
nMa MHOrobpojue mpumene. Aumwm, om Beher mnHTepeca je mponahwm
TAYHy Be3y KOja mocToju m3dMeby Hysa aHaauTuyke QyHKuje f u cpen-
e BPEIHOCTU HA Kpy:KHUIM. [lperxomna mprya je MOCIY:KUIa Kao
MOTHBaINMja 3a TO, a BuaeheMo y HaACTaBKy 1a je MOKa3aHa JeHCEeHOBa
HejeTHAKOCT CaMO jeTHOCTaBHA IIOCJIeNuIla Tako3BaHe JeHceHOBe (Gop-
MYyJI€.

YBenuMmo Hajupe norpebHe o3HaKe. 3a MepoMopodHY QyHKIUj]Y [ Ha
D(0, R) medunumenmo vy 3a cBako a € D(0, R) ca:

1) Axo je a moxn pema m ¢yuruuje f, onna je ve(a) = —m.
2) Axo je a myna pema m ¢yurmuje f, onma je vy(a) = m.
3) Axo a Huje Hu Hysna Hu noa ¢yHruuje f omma je ve(a) =0.

Hedpurnmenmo taxkobe cy. Axo ¢yHEmmja f mma Hyay MiInd IOJ pena
m y tauknu 0, oHma je ¢; KoepunumjeHT y3 2™ y pas3Bojy ¢ymEmmje f,
OMHOCHO KoedurmjeHT y3 2z~ ™. Axko f Hema HEM HyIy HU 1oa y Tadku ()
ouma je ¢y = f(0).

Teopema 16 (Jencenosa gopmyaa). Hexa je f mepomopdra, nexoncmanmma
pynryuja na D = D(O, R) u nenpexudna na Dg. Tada je

2
1
| oslsmenist - X v@iosl +vy0)108 = gl (20
0 a€Dp,a#0
ITocebro, axo f nema Hyae uau noaose y 0, mada je decrha cmpana jeonaxa

log | f(0)]-

Uoxas. Ilpernocrasumo na f Hema Hu Hysne uu moiose y D(0,R), T
v = 0 ma ToM qucky. Tana je pyrrnuja log f(2) amamurruka Ha AUCKY,
ma je Ha ocHOBY KRomujeBe mHTerpasHe gpopmye

log £(0) = — / l_RMdz: / g f (R 2.

% z 2

Tj. BaXKU

do

log (0)| +argf(0) = [ Qoglf(Re")] + iarg f(Re) 3.

Y3uMameM peaJiHOT maesia 00e CTpaHe jeJHAKOCTU J00UjaMoO TPasKeHy
jeTHAKOCT.
Hame, npernocraBumo na je f(z) = z. Tana je

log | f(Re™)| = log R
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n Baskn vf(0) = 1. Crora je meBa crpana mspasa (24) jemmara 0.
ITomTo je Tana ¢y = 1 m mecHa crpana je jemHaka 0, TO je jeqHAKOCT
(24) ucnymena.

Hexka je cama a € C, a # 0. Ilocmarpajmo ¢pyHKIUjy

f(Z):Z—O{7

rue je a = ae'?, 3a 0 < a < R. Tana je |cf| = |f(0)] = |a] =a, 2 =«
je myna pena 1 ¢pymrmuje f, 1j. vp(o) =1, a BpenHocTu QyHKIUje Vf ¥
octanuMm Taukama aucka cy 0, ma ¢opmyaa (24) xkojy Tpeba mokaszaru
rmocraje

1 27 ) )
logR = — / log | Re — ae™®|db),
2 Jo

2w 2m
/ log R = / log | Re — ae™|d),
0 0

ITO jé eKBUBAJIEHTHO Ca

2
/ log
0

Panmu npernennocTtu, mokasxkmMmo TO Kpo3 ciaenehy memy.

Jlema 1. Axo je 0 < a < R, mada je fo% log | — Le'?| df = 0.

Tj.

. a
619 — et

df = 0.

Loxaz aeme. IlpernocraBumo Hajupe na je 0 < a < R. Tana je pyHrmuja

g(z) = log <IZ_ 72) _ Z (%2"—

amamurhdka 3a |z| < Z. Crora je mHTEerpas mo 3aTBOPEHO] KpUBO]

7 :[0,27] = C matoj ca v(#) = e jemmax 0, Tj.
log (1 — & 2 Jog(1 — Lei)
/—Og( 22) g :/ Lot~ &) cioap — .
oy z 0 e’

Y3uMameM UMarmHapHOT nejia jeJHAKOCTU I00ujamMo

21 a 0
1 ‘1 — 2l ge =0,
/0 og Re
CwmenoMm t = ¢ — 0 ce mobuja
/ log [e" — 9 eiel gt = 0,
©
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IITO je eKBUBAJEHTHO Ca OHUM IITO je Tpebajsio JOKa3aTH.
IIpeoctaje jom na ce moraske caydaj a = R. Tana ce jemmakocT
KO]y Tpeba mokazaTu CBOAM HA

2T 2T
/ 1og|ew—ewyd9:/ log (| — %1 — ¢®=))dh = 0
0 0
Tj. o
/‘ log |1 — e®=9|dg =0
0

IITO je €eKBUBAJIEHTHO Ca

27
/ log |1 — ¢|df = 0. (25)
0
[Tocmarpajmo GyHEIU)Y

{ log(i—z)’ 240

9(z) = o s

koja je xomomopoHa 3a Rez < 1 (log(l — z) je rpama sorapurma Koja
y mymu y3uma Bpemnoct ). Heka je 7 mO3UTUBHO opujeHTUCAHA je-
MUHEUYHA KpyskHEUIA ca mneatpom y 0, 1j. v(0) = €¥ 3a 6 € [0,2n].
OsmaumMmo ca 7, pecTpurnujy om v Ha [a,2m — af, rae je a € (0,7)
U 03HAUUMO C& . MO3UTUBHO OPUjEHTUCAH €0 KPY/KHUIE Ca MEHTPOM
1 moTympevuHmEa £ Koja cmaja Tauke ¢ m e @, Tj. 7.(0) = 1+ ¢ 3a
0 € [*12,3=2] (Besa mameby a u ¢ je ¢ = 2sing). Heka je jom ~(e)
KOHTypa ca ciauke. by UMHU MO3UTUBHO OPUjEHTUCAHA VHUJA Yo U V.

dynrnmja g je xomomopdua 3a Rez < 1, ma je ma ocuHoBy Komwujese

UHTerpaJiHe (hopMyJie
log(1 —
/ Mdz — 0,
v(e) z
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Ha OCHOBY dUera mooujaMo ma je

/MU‘ZZ/ wda (26)

V3padyHajMo WHTErpas mo v,. 3amesoM ¥(0) = ¢ nobujamo ma je

l 1 — 2m—a )
/ Mdz = z/ log(1 — e")df
Yo a

z
2r—a ) 2r—a )
= z/ log |1 — e|dh — / arg(1 — e?)df.

0—m
2

l 1 — 2T—a )
/ Mdz = 2/ log |1 — €|df. (27)
Ve «

z

[TomrTo je arg(l — e¥) = u fjﬂfa G_T”dﬁ = 0 mobujamo ma je

Ilame, momTo je

lim(z — 1)M

z—1 y4

:(]7

TO Ha OCHOBY sRopmanoBe jJeMe mobujamo ma je

lim/ Mdz =0,
Ve

e—0 z
na je Ha ocHOBY (26) u

log(1 —
lim [ 280 =2)

a—0 Yo z

dz = 0.
Cana ma ocuoBy (27) mobujamo ma je

2r—a
lim/ log |1 —€“|df = 0,
a—0 o
Tj. o
/ log |1 — €“|df = 0.
0

Iakne, nobunu cmo jemraxoct (25), mTo je m Tpebaso nokazatu. [

Ilokazaau cmo JernceHOBYy (hopMmyiry 3a crmenujanne ciaydajeBe. Om-
T caydvaj hemo u3BecTu Kopuctehu cremnujasie.
Hexka je

h(z) = f(z) ][] (= —a)7@.

a€Dp
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[HomuOkMAM cMO f ca pammoOHAJIHOM (YHKIMjOM KOja MOHUIITABA CBE
HyJe U HoJioBe QyHKUUje f, ma GyHKIUja h HeMa HU HyJia HU IOJIOBA Y
D(0, R). Moskemo 3amucaru

f(z)=h(2) I (z =)@,

a€DpR

Crora moxkemo mohu mno f y KoHAYHOM OpOjy KOpakKa MHOKCHEM WU
nejbemeM (PYHKIMjaMa CIENMjaJHOT OOJIMKa 3a KOje CMO IOKa3ajau Ia
Basku JeHceHoBa ¢opmyna. DBuhe mnoBossHO morazaTtu jom na Baku
caeneha mema.

JIema 2. Axo Jencenoea gopmysa saxncu 3a rosomoppre pynruuje f u g,

onoda eaxncu u 3a Pynryuje fg u %'

Jloxas. Hera je LS(f) neBa crpana JeHCceHOBe Heje THAKOCTU 32 (yHKIIN]Y
f m Hera je RS(f) = log|cs| mecma crpana te Hejemmaroctu. IIpume-
TUMO Ja je:
log |fg| = log|f|+log]|gl,
vigla) = vi(a) + vy(a),
Crg = CrCy.

Crora Baku

LS(fg) = LS(f) + LS(g), RS(fg) = RS(f) + RS(g).
Tarkobe, Baku u na je

LS(5) = ~LS(f). RS(3) = —RS()).

W3 oBUX jeqHAKOCTU CJEaU TPAsKEHO. [

Canma, ka0 mITO CMO ¥ HAjaBUJIW, HA OCHOBY IIPETXOIHE JIEMe 3a-
KJbYUyjeMO na momTo JeHCEeHOBa HejeTHAKOCT Basku 3a h u 3a GyHKIUje
obnuka (z — a), 3a cBe a € C, mocine koHAYHOr OpOja NpUMEHa JeMme,
nobujamMo na JeHCceHOBa HEjeMHAKOCT BAYKU U 3a f. ]

Ilocnemuna 11. Hexa je [ zoaomopgua dynruuja na Dr = D(0, R),
NEKOHCMANMHA U Henpekuona wa zamseopeny 00 Dg u nexa je f(0) # 0.
Taoa je

2
/0 log|f(Re’9 + > v a)log al = log [f(0)].

a€Dpr,a#0
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[Tomro je
2 0 d@
log | (Re")| 5= < Tog | /]
0 m

u3 nocienuiie 11 mobujamo JeHCEHOBY HejeTHAKOCT Ca IMOYETKa OBOT
norsassea. Takobe, momTo je

> yla)ios @ <o,

a€Dpg,a#0

nobujamo ma je

1 27 ]
mww§gél%m&mw

Y cayuajy nma ¢pyuruuja f mHema mHysaa y Dy mobujamo
1 2w )
log | (0)] = 5 [ logl(Re")ldb.
m™Jo

4.2 TIIurap-BopeisaoBa Teopema

Maia Iukaposal” Teopema TBpmu na mesia (QyHENMja KOja He y3-

Ma OB€ PA3JIMYNTE KOMIIJIEKCHE BPEAHOCTU, MODpa 6I/ITI/I KOHCTaHTHaA.
Y oBom morsiasmy hemo mpeacrasutu Bopenos!® moras Te Teopeme,
Te cTora Ty Teopemy oBae HasduBamo llukap-BopemoBa Teopema. Taj
noka3 kpo3 nomohua TBphewma kopuctu JeHCeHOBY GOPMYIy HOKA3aHY
y mperxomHoM omnesbky. IIpe mero mro mpebhemo Ha mera, buhe HaMm

moTpebHU joIr HEeKU MOjMOBU U TBPDhema.

Hepununnmja 4. Heka je a nosumuean peasar 6poj. Tada je nozumuenu
aozapumam 00 o dam ca

log™* () = max(0, log o).
CraB 3. Axo cy ay,...,q, nosumueHnu pearnu bpojesu, mada je

log* (a1ay) < log*(an) + log™ (),

log™ (a1 4+ ay) < Z log™ () + log n.
i=1

7Charles Emile Picard (1856-1941)
18F¢lix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956)
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Zoxas. IlpBy HejemnakocT mobMjamMoO TUPEKTHO:

log™ () = max(0,log(aiaz)) = max(0,loga; + logay)
< max(0,log ) + max(0, log a)
< log®(ay) +logt(ay).

Ila bucMo mokazanaum IPyry Heje THAKOCT yOUMMO Ja je
logt(ay + -+ a,) < log" (nmax ;) < log™ (max ;) + logn.

ITomTo je

log™ (max ;) < ZlogJr i,
i=0

mobujaMo ma Basku TBPDheme. []

Cras 4. Axo je a nosumusan peasar 6poj, maoda je

1
log" a —log™ — =log o,
!

1
|log a| = log™ o + logt —.
a

Lloxas. N3 ]
loga > 0 < log — < 0,
Q@

1 Ha OCHOBY OCHOBHUX ocobumna JJorapmuTMa CJgene TpakeHe je,ZIHaKOCTI/I.

[
CraB 5. Hexa je b € C. Tada je

2
/ 10g|b—ei9|@ = log* |b].
0 27

Jokas. Axo je |b] > 1, rana je log™ |b] = log|b|. Hame, dyurmmaja g(z) =
log |b— z| je xapmonmjcka 3a |z| < 1+4+¢, € > 0, na 3a BY BasKU CBOjCTBO
Cpenme BPENIHOCTHU, Tj. BaKU

1 2m )
—/ log |b — €"]df = log |b — 0| = log |b] = log™ |b],
2 Jo
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mTO je u Tpebasio mokKazaTu.
Axo je |b| < 1, rana je

2w _do 2m ) do
/ log|b— €| —= = / log |[be ™ — 1| —
0 2 0 2m

= log|—1
= 0=1log"|b].

Axko je |b| =1, na ocHoBy seme 1 cimemm na Basku TBpbheme. []

Hedpunanunmja 5. Hexa je f mepomopdra pyrnkyuja. 3a r > 0 nexa je

2T : de
mslr) = [ tog" 175

I[TpumeTnmo pa je QyHENUja mjy; HEeHeraTUBHA, a MHTETPaJl IPEKO
Kora ce ne(UHUIIE je HECBOjCTBEHM WMHTerpaJl Koju kKoHBeprupa. Cu-
Tyanuja je CaIuYHa CUTyaluju y JeHCeHOBO] (GpopMyIIn.

ITociemuma 12. Axo cy f u g mepomopdre Pynruuje, mada je
Mypg < My +my.
Axo cy fi,..., fn MepomopPre pynryuje, mada je
Mty ot f, < Mgy + - +my, +logn.
Joxas. Cnemu mUpeKTHO U3 cTaBa 3 1 geduHunuje ¢pyHrnuje my. [
ITocnemuna 13. Hexa je h yena dynxyuja 6e3 nyaa. Tada je
myp = ma +log |h(0)].

Loxasz. VI3 nepunmnuje 5 m Ha OCHOBY cTaBa 4 BaKu

2T
o do
ma(r) = my (1) = [ log (re?)| 5 = log A(0)]
0 T
Ilocnenma jemHaxkocT ciiequ U3 CBOjCTBA CPEAmE€ BPETHOCTU 3a Xap-
MoHUjcKy (yuruujy log |h(2)]. ]

Canma HaM je musb ma mpebpojumMo HysJge (YHEIUje YRBYydyjyhum m
MmyaTunaunurere. IIperxonHo cmo meduHMCaNIM QYHKIU]Y 1, KOJY MOKEMO
O3HAUUTU U Ca Ny, aKO KEJIMMO Ja HArjJacuMO O KOJO] ce (QpyHKIU]u
pamu. Ilpeuusuuje, 3a amanutuury ¢yurnujy [ wa D(0, R) yBomumo
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caenche os3uake:

ng(0,7) = 6poj nyaa gynrkyuje f y omeoperom
oucky noaynpeunura v < R, pauyname ca mMyamunaiuyumemonm.
Axko je f(0) # 0, onma mepuHUIIEMO:

Mo = [ n00F = ¥ v

a€D(0,r),a#0

3a b € C rako na je f(0) — b # 0 ozmauaBamo
Nf(b, T‘) = Nf_b(O, T’).
CtaB 6 (Kapman'®). Hexa je [ yeaa dynxyuja. Tada je

0= [ N o O 29

Cneyujanaro, my je pacmyha gyrnkyuja no r.

Joxas. 3a cBako 0 Taxso ma je f(0) # ¢, mpumernumo mocaemumy 11
Jerncenose popmymy Ha dymrmujy f(z) — e, koja Tama muje myma y 0,
na he mecna crpana 6urnu log|f(0) — e|. Hobujamo

27 ' A d 4 ‘
| ol (e - €15 = Ny(e,r) + log | £(0) - ).
0

NMurerpaaumo obe crpane nobujene jennaxoctu Ha cermenty [0, 27| mo
0 n monmenumo ca 2w. Iobujamo

21 2r ' oodo db 2m ‘ do 2m L do
1 iy 10 _ N 10 / 1 0)— i6 ]
/0 (/0 og |f(re®) —e \%) o /0 (S m)get | T F(0) =TI

Ha ocmoBy cTaBa 5, Ba:ku

/0 log | f(0) — 6i9|§ =log™ | £(0)],

Y IOILITO Ca JIeBE CTPpaHe CMEMO na MemaMo nopenak uarerpamuje (Py-
buHIjeBa Teopema), IIOHOBO Ha OCHOBY CTaBa 5 mobujamo ma je

27 2T ) d(P dg 2T 27 ) d@ dQD
1 L — 1 ip
/ (/ og |f(re’®) — e\%)% / (/ og |f (re®) — e|2w)2ﬁ

2m ) ng
= log™ iy | 2
| gl

= mg(r).

19Elie Joseph Cartan (1869-1951)
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Cana ce jacHO BUIU 18 BaKu

2m ) do
mslr) = [ Nyl )5+ 1o 50

mTO je u Tpebasio mokazaTu.
IlokaskmMo cama apyru neo TBphema. 3a cBako 6 QyHKIUja

r— Nf(ew, T)

je pacryha, ma ma ocHoBy jemmaroctu (28) cienn ma je u my pacryha
¢yurmuja. OBuM je TBpheme y MOTIYHOCTH NOKA3AHO. ]

Hepununuja 6. Hexa je f uena gynwyuja. Ca Me(R) osnavasamo noza-
PUMAM MAKCUMYMA MOOYAa Pyrnryuje [ Ha KpyIchuyu nosynpevwnuxa R,
mj.
My(R) = log || f| &,
20e je
fllr = max |f(2)].
17l = maxc|£(2)
I[TpumeTnMo na Ha OCHOBY ACQUHUILUJE My BakKn
my < max(M;y,0).
Ob6patHO orpannueme HaM naje ciemeha teopema.

Teopema 17. Hexa je f ueaa pynxyuja xoja nema wysa. Tada 3a r < R
8aMCU

My (r) < R+r

R
— R—Tmf( )’

U nocebro
Mi(r) < 3my(r).

Aoxas. Tomro f mema nyna, ¢pyurmuja log f(z) je mesna dyuruuja mo
z. Tanma je ¢pyuruuja g(z) = log|f(z)| xapMoHUjCcKa, ma MOKEMO IPU-
merutu IlyacoHoBy (Gopmyny Ha ¢ cTaBmajyhm ga je z = re® u ( =
Re. ITo6ujamo

(+zdb
C—z22n

27 ]
log | (=) = / log |f(Re")| Re

lmpekTHNM padyHOM ce nobuja

C+z R? — p?

Re(—z ~ R2—2Rrcos( — @) + 1?2’
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Onarne cienu ma ce MAKCUMYM M MUHUMYM (YHKIT]je Regf—z TOOCTIKY

3a cos(f — ¢) = 1 omuocHO 3a cos(f — ) = —1, na je
R—r (—z2 R+

0<———<LR < .

R+r— 6C+Z_R—r

W3 tora mobujamo ma je

R+rdf B R+r
R—r2r R-—r

2
log (=) < | log" |7(Re) my(R).
0
Cana y3uMmameM MakCUMyMa Kaaa je |z| = r 3aBpmasamo qoka3. Crenm-
jajaH ciaydJaj HejelTHAKOCTH ce noOuja ybammBameM R = 2r y mOpBy
HejeIHAKOCT. ]

ITocnemuna 14. Hexa je f uena gynxuyuja. Axo je my oepanuvena, maoa
je f xonwcmanmmua. Axo nocmoju xowcmanwma k maxo da je

mys(R;) < klog R;

30 HU3 (Rj);?';l Koju mexwcu 0o, mada je f noaurom cmenena < k.

Zowxas. IlpernocraBuMo na je my orpanmdera. Tama w3 IpeTxonHe
TeopeMe ciemu na je u M; orpaEudeHa, Ia caMMM TUM U f, Ia Ha
ocHoBy JImyBuioBe Teopeme cienu na je pyHEIUja f KOHCTAHTHA.

Ila 6ucmo mokasasu apyru geo, uzabepumo A > 0 u Hera je R = Ar.
ena ¢pyrrnuja f ce moxe passutu y Tejuopos pen, f(z) =D 7 a,z",
ma Ha OoCHOBY KRommjeBe ¢opmyrne modbujamo na je

Cana Ha ocHOBY Teopeme 17 3a R = R; = Ar; m HejeTHAKOCTH IpeT-
moCTaBJ/beHE Y TBphHemy, mobujamo:

A+1
log |a,| < My(R) —nlogR < %klog(Ar) — nlog(Ar).

Axo je n > k, Tama 3a HOBOJLHO BEJIUKO A mMaMoO

- kA +1

A—-1
IIyctumo na R = R; — +oo, ma gobujaMo Ha OeCHa CTPaHa TEEU
—00, OMHOCHO mobujamo ma je a, = 0. Ilakne, f je moamHOM cTemeHa

<k [
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Teopema 18. Hexka je h ueaa pynxyuja 6e3 nyaa. Taoda je
m%(r) = O(logr + log my(r)),
30 c8e I KOju ce Haaase 8aH CKYNA KOHAYHE MEPE U Kad 1 — 00.

Joxas. Ila ducMo mokasanum OBy TeopeMmy Oumhe HAM TOTPEOHO HEKO-
JIUKO JIEMA.

Jlema 3. Hexa je h ueaa dgynxyuja 6e3 nyaa v nexa je 1 < r < R. Tada
je

1
muw (r) <log™ R4 2log™ Jr + 2log™ my(R) + ¢,
B — T

20€ je ¢ HeKa KOHCMaHmMA.

Joxasz neme. Pynrnuja logh(z) je mena gpynrmuja, na saxu [Llyaconosa?’

dopmya
2 o Re? + 2 df
log h(z) = log |h(Re?)| =" —
ogh(2) = [ log h(Re") g

3a Hery koHcTauty K. ludepenmupajyhiu mo z 3a |z| < R mobujamo

h'(2) 2 9 2Re®  df
= log |h(Re™)|———— —.
h(z) /0 og |h(Fe")| (Re — 2)? 2w

1K,

Crora Basxku

h(2) 2 " 2R df
< log |h(Re”)|| ———=—.

h(z) |~ /0 [ log |(FeT)]] |Re?? — 2|2 21

Ha ocuoBy craBa 4 u nepununuje m; nobujamo na je

2m ) do
| g (R = (R + my (R)
0 s

h

[TomTo je .
|Re® — 2| > |R —r?,

KOHAYHO N00MjaMO TPOIEHY

!/
h'(z) < 2R
h(z)| — (R—r)

IIpumernoMm log™ m mrTerpamujom obe crpase nobujaMo OrpaHUYEH-E

7 (mn(R) +m1(R)).

1
R

1
muw (r) <log™ R+ 2log™® T log™ my,(R) + log™ m1(R) + log 2.

h
Anm ka0 mTOo cMO BuAesau y nocienunu 13, Baku mi = my— log |h(0)],
na ciaenu TBpheme Jeme. []
20Siméon Denis Poisson (1781-1840)
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Jlema 4. Hexa je S nenezamusHa, Henpexuora, HeKoOHCMarmua, pacmyha
pyrkyuja no r > 0. Tada je

S (7“ + S(lr)) < 25(r)

3a caer >0 ocum 3a r KOJu ce Haaaze Yy cKYNY KOHAUHE MEPE.

/loxas. Heka je F/ ckynm Ha KOMe He BayKU OaTa HejeTHAKOCT, Tj. F je
CKYTl CBUX I" 3a KOje je

S (r + %) > 25(r).

ITpernocraBumo ma nocroju 1 € E, S(ry) # 0. Heka je

1
= inf E:r> — .
9 = 1N {TE T_T1+S(r1)}

Tana je ro € Eu 1y 27‘14—%. Hexka je

1
3 = inf E:r> — 5.
3 = 1IN {7“6 r_r2+S<T2>}

Tana rs € F urg > rq + #m) [TormaBmamo oBaj mocTynak OG€CKOHAYHO

myTa, ma uian qobujamo Hu3 (r,)°° | wiam nobujaMo KoHauaH Opoj Tadaka
(aKO y HEKOM MOMEHTY CKYI YUji UHOUMYM TPaKUMO [IOCTAHE IPA3aH).
AKO CMO HPETXOIHUM NOCTYIKOM NOOWMJINM KOHAUYaH OpOj Tadaka,

L ] L J -
1

ot r ry+ ——

'S 2 *7 S(r;)

r

npoOJIeM je pelneH, jep je Tama CKyn [ MOKpWBEH KOHAYHOM YHU)OM WH-
TepBaJia KOHAYHE IY;KUHE, Tj. Mepa CKyIlla Ha KOMe He BajKU TparKeHa
HEjeIHAKOCT je KOHAUHa, IITO je u Tpebaso mokaszatu. A ako je mobu-
jen Hu3 (r,)%2,, Tamga TpuMeTUMO ma momTo je S pacrtyha, Ha oCHOBY
KOHCTPYKIIj€ BayKU

S(rps1) =S (rn + ) > 2S5(rp) > 2"S(r). (29)

S(rn)

Crora je
o

1 2
250 S 56y
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ITprmernmo tarobe ma Hu3 (r,)r, He MOske OuTm orpanmueHn. IIper-
NOCTABUMO CYNPOTHO, HEKa je (r,)°2; orpanuven Hu3. Tanga oH mma
TPAHUYHY BPEITHOCT I Kam n — 00, jep je mouoroH. I[lomro je S
HemperugHa GpyHKuuja, Basku lim, ., S(r,) = S(r). Aau 1o je nemoryhe
360r (29), jep mecHa cTpaHa Te HEjeTHAKOCTU TEKU OECKOHAYHO Ka,l
n — oco. Crora je F MOKPUBEH YHUjOM UHTEPBAJA

U [rn,rn - %] U (0,7]

KOju mMa Mepy < 5o Ty ma je Teopema moOKa3aHa. ]

dyurmuja my je pacryha Ha ocHOBY Teopeme 6, ma je u
S(r) = log™ my(r)

pacryha. Ilomro je my Henpeknnsa nox natum yciaosuMma (h nena Ges
Hysna), TO je u S HempekuaHa ¢yukimmja. [lakme, S 3amoBosmaBa cBe
ycisoBe nperxonue jeme. Heka je

1

R = I
r log™® my(r)

Canma mpuMeHOM IpPEeTXOAHe JeMe n00umjaMo

log* my, (r + — ) < 2log" my(r),

log™ mp(r)

Tj.

log™ my(R) < log™ my,(r),
3a c¢cBe r > ( ocuM Ha CKymy KOHauJHEe Mepe. 3a rope uzabpano R
IPUMEHUMO JIEMYy 3 U HUCKOPUCTUMO HoOujeHy HejemHaroct. Ha Taj
HayyH 1 y3 noMmoh craBoBa 3 u 4 mobujamo na 3a cse r > (0 ocum Ha
CKYIly KOHAYHE Mepe BayKU

IA

my (1)

4log™ my(r) + log* (7’ + — ) + 2log™ (log™ my (1)) + ¢
h

log™ mp(r)
41og™ myp,(r) 4+ log™ r + log* (log* my(r))~
+log2 + 2log™ (log™ mu(r)) + ¢

4log™ my(r) +log® r +log™ (log™ my (1))
+|log(log™ myp(r))| + log2 + ¢
Klogmy(r) + log(r) + c1

1

IA

IA

IN
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3a MOBOJbHO BeJUKO 1, rae cy ¢ u K xoucranrte. llocnenma nHejen-
HAKOCT ce mobuja jep 3a moBosbHO Besmko 1, Basku log’ (log™ my(r)) <
logmy(r), ¢ o63upom ma je my pacryha ¢yurmuja. IIpermocrasmamo
U Ia HUje OFPpAHUYEHA, jep aKO je OrpaHMYeHa Ha OCHOBY IOCJIEIUIE
14 6ucmo mobunu na je h KOHCTaHTHA, a TO je TPUBUjAJIAH CJIydYaj.
Ilakme, 3aucra je

muy (r) = O(logr + log my(r)),

h
OCHM Ha CKYIIy KOHa4YH€ Mepe, IITO je Tpe6aJ10 n OJORKa3aTu. D

Komauno, momuau cmo u mo Ilukapose Teopeme.

Teopema 19 (Iluxap-Gopenosa meopema). Hexa je f uena dynwruuja u
Heka cy a u b 0ea pazaunuma xKomnaexcra bpoja maxea da je f(z) # a u
f(2) #0b 3a cee z € C. Tada je f xoncmarnmma.

Zoxas. Hexra je

L w—a

Cb—a’

Tana L cauka a,by 0,1 penmom. Crora mocie 3amene f 3a Lo f, MoxkeMO
npernocraButu 6e3 ymamema onmroctu na je a = 0 m b = 1. Crora,
HeKa je h pyHKNUja KOja HeMa HyJa U Heka je 1 — h Takobe ¢ysrmmja
KOja HeMa HyJa u Tpeba ma mokaskeMo na je h koncranTHa. Heka je
hy =hu h, =1—h. Nmamo na je

L(w)

hi+hy =1,
na nudepennupajyhu modujamo
R+ Yy = 0,

hl h/ .
Bamamuno hy = JLh u by = h—ihg. Pemasamem mo hy; mobujamo

hy
___h
= (80
h2 h1

/
ocuM Kama je menuiar jennak 0, Tj. kana je (@> = 0. Auu Tana je

hy
Z—j KOHCTAHTHA, 1a je M h KOHCTaHTHA, Ila je y TOM ciydajy TBpDheme

nokaszano. IIpermocraBmMo cana ma je meausall Pa3jadyUT O HyJIA.
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Tana IpUMeHOM HejeIHAKOCTHU 3a My, U My, Ha jemuarxoct (30), mo-
oujamo

mp, (r) < U +m§71’1_10g

hg hg  h

< 2mu, +my +log2 —log

ha hy

Ia HA OCHOBY IPEeTXOIHe TeopeMe J00ujaMo
mp, (1) = O(logr + logmp, () + log mp, (1)),

3a CBe r BaH CKyIla KOHauHe Mepe. VMaMo CIuYHy Heje THAKOCT 38 My, .
Crora mobujamo ma je

M, (r) +mn, (r) = O(logr + log mp, (1) + log ma, (7)),

Tj.

mp, (1) + mp, (r) < K(logr + log mp, (1) + log mp, (r)).
IIpernocTaBuMo nma h Huje KOHCTaHTHA, na h; u hy HUCY KOHCTAHTHE,
na cy mp, M my, pacryhe m meorpanudere. Crora, akO O3HAUMMO
€ = 5%, 3a NOBOJHO Benuko r he ma Bamm logmy, (r) < emy, (r) m
logmp, (1) < emp,(r), ma mobujamo ma je

1 1
mp, (7’) + mp, (7“) < K(lOgT’ + ﬁmhl (7") + ﬁth (7’))
M3 mocnenmwe HEejemHAKOCTU Clequ na je, 3a MTOBOJHPHO BEJIMKO T,
mp, (1) + myp, (r) < 2K logr,

ma je
mp, (r) = O(logr), mp,(r) = O(logr)

kamx r — oo. Ha ocHoBy mocaemurie 14, 3akmyuyjemo ma cy hy u ho
MIOJIMHOMU, TI& MOMITO HEMA]y HyJIa, MOPajy OUTU KOHCTAHTHE (YHKII]E.
OsBum je 3aBpmen Bopenos noka3 Mame [lukapose Teopeme. []

Hanmomenumo na mocroju m Benuka [lukapoBa Teopema Koja TBpIu
na ako je zg € C,, ecennujasam cunrynapurer u U meroBa OKOJIUHA
rakBa na je ¢pymrmuja f xomomopoua Ha U\ {2}, onna f wa U y3uma
CBe BPEIHOCTU OCUM €BEHTYAJHO jeqHe, U TO DECKOHAYHO MHOTO IIyTa.
Benuka IIukapoBa Teopema je mocrta omnmtuja n Mana [lukapoBa Teo-
peMa ce u3 me noduja Kao jeIHOCTaBHA MOCJIEIUIA.
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4.3 DBopea-RapareonopujeBa Teopema

Y oBom meny hemo mokaszaTu na je aHAIUTUYKA (QYHKIVja Y CYIITUHU
OrpaHWYeHa CBOJUM PEATHUM JIEJIOM.

Hebunaunuja 7. Axo je u peanna dynryuja, deduruuemo
supu = sup{u(z) : |z| = R}.
R
Teopema 20 (Lopea-Kapameodopu?*). Hexa je [ zoaomopdra dyrnkuuja

Ha Jucky noaynpewnura R, ca uewmpom y K0OPOUHAMHOM NOUEMKY U
HeKa je Henpexuona Ha mezosom zameopewy. Hexa je

[fllr = max{[f(2)] : |2 = r < R}.

Taoa je
2r R+r

£l < R_Ts%pReerR_r\f(O)l-

Jloxas. Hera je A = supp Ref. Ilpernocrasumo npso na je f(0) = 0.
Iora:xxkumo na tana mopa ma Baxku A > 0. Ilpumerumo ma momro je f
xosoMoOpdHA, TO je u = Ref xapMOHUjCKa (QyHKNMUja, Ia 3a HBY BaKU
CBOjCTBO cpenme BpenHocTu. Jlakie, Baxu

w(0) = /0 " u(Re)dt.

T o
36or f(0) =0 umamo na je u(0) =0 u momro je u(Re™) < A nobujamo

1
o

2
0 = u(0) / u(Re™)dt < A,
0
mTO je u Tpebdajo MOKa3aTH.
ITocmarpajmo cana GyHKIUjY

9(z) = 4

A ()
Momto je f(0) = 0, To mompasymeBaMo ma je (QyHKuuja @ y HyJIN
neprHUCaHA Kao KoeduimjeHT y3 2z v TejmopoBoM pasBojy ¢pyukrumje f
y okoumnuu 0. IIpumernmo na je ¢yurmuja Re(2A — f(z)) xapmoHujcka
u 3a |z| = R Basku Re(2A — f(z)) > A, na je Ha OCHOBY IPUHINIA MUH-
“MyMa 3a XapMOHUjCKY (YHKIU]y Ha OrPaHWYEHO] O0JIACTU UCIYH€HO

2L Constantin Carathéodory (1873-1950)



IIpuamun makcuMyMa MOIYJIA U IIPUIMEHE 52

Re(2A — f(z)) > A ma nesom D(0,R). Aro 6u 6uno A =0 rana Hejen-
HAKOCT KOja Tpeba ma ce MOKaske TPUBUjAJIHO Baxku, a ako je A > 0
nobujamo na je Re(2A—f(z)) > 0, makne u 2A— f(z) # 0, na je pyHruuja
g nobpo medpunucana u xomomopoua ua D(0, R).

[Iponennmo cana ||g||gr. Heka je f npencrasmena y obnury f(z) =
u(z) +iv(z), roe cy u u v peansne pyurinuje. Tana je

24— ()P = (24— u()f+v(2)
= 44 u(e) +o(z) - dAu(z)
> w(z) +0%(2) = |f(),

jep je A =sup{u(z) : |z| = R} > u(z), |z| = R. Hakne, nobumu cMo 1a
3a |z| = R Baxkm

2A = f(R = [f(2);

na je ||g||r < }%. Ha ocHOBY mpuHDuna MakcumMyMa MOIYJIa BasKU

lgll- < llgll 7,

3a r < R, ma 3a |w| =r Baxku

) 1

rl2A — f(w)] — R

Ha ocuoBy Tora, kopucrtehu HejemnakocT Tpoyriaa u cpebuBameM mo-
oujamo

|f(w)] < 524+ [f(w)]),

o

IIa "1

2r
T < A?
11l < 7

mTo je u Tpebasio moKa3aTu.
Hoxkasxkumo capna ommru ciaydaj. Jla Oucmo cBesm HA TPETXOMTHU,
nocMaTrpajMo QpyHKIU]Y

Tana je
sup Reh < sup Ref + | f(0)],
R R

u ako je |w| =r mmamo

2r
R—

[f(w) = fO)] < Z=—(A+|f(0)]),
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ma je
2r

F(w)] £ 2= (A+£(0)]) +|£(O)]

Tj.
2r R+
P < R 0)l,

171 < s sup Ref + T |£(0)

IITO je yIpaBO TPasKeHa HejeTHAKOCT. []

ITocnemuma 15. Hexa je h ueaa ¢dynxuyuja u nexa je p > 0. Ilpem-
nocmasumo 0a nocmoju 6poj C > 0 maxo da 3a dosorno seaurxo R saxncu

sup Reh < C'R”.
R

Taoa je h noaurom cmenena < p.

Zloxas. Y Bopen-KapareomopujeBoj teopemu craBumo R = 2r. Tana
MMaMO

12l < 2C(2r)" + 3| £(0)],
3a MOBOJBHO Besmko r. ®yHKnUja h je mena ma je
h(z) = Z anz".
n=0
Ha ocuoBy Komujese ¢popmyne nmamo na je

1 [ h(z)

" or , 2nH %

rae je vy kpyskHuna noaynpevnuka R ca meatpom y 0. Cana je

L[, L ke,

<
|an| - 27

| 2|1 o , Rn+1 777
mna je
h 202°RP + 3] f(0
Rm R
3a cBe R, ma xan R — 400 3a n > p je a, = 0, mTo je u Tpebaio
OKa3aTHU. ]

Ilakie, Bumenn cMO Ia ako je peajlaH [eo Iese (yHKIUje Ha HEKOj
KPYKHUIIM OTPAHWYEH CTEIEHOM IMOJYIPEUYHUKA KPY/KHUIE, OHIA je Ta
nesia QyHKIUja TTOJIMHOM.
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INocnemuna 16 (Adamap). Hexa je [ uena dymxyuja xoja mema wyaa.
IIpemnocmasumo da nocmoju xkoncmarwma C' > 1 maxsa da je

Ifllr < C%,
3a cee R dosomno seaure. Tada je

f(z) =",
20e je h noaurnom cmenena < p.

Jokas. Tlomro je [ mesna ¢yurumja Ge3 Hysa, nMamo na je h(z) =
log f(2) mena u Baxn f(2) = e"?). Iosmaro je ma je

|f(Z)| — |eh(z)’ — eREh(Z),
na Ha ocHOBY mpetnocraske | f||g < C®', Bamnu

sup Reh < R InC.
R

3a C >1jeInC >0, ma cy ucnymwenu yciaoBu nocaemure 15. Ilpu-
MEHOM Te mocJjeauiie nodbujamMo ma je 3amcra h MOJUMHOM cTemeHa < p.
Tume je TBpheme mokasano. [
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