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Uvod

Princip maksimuma modula (u daǉem tekstu PMM) je klasiqan
rezultat kompleksne analize sa mnogobrojnim primenama. U ovom
radu su prikazane neke od ǌih. U prvoj glavi je predstavǉeno
kako na vixe razliqitih naqina mo�emo do�i do dokaza prin-
cipa maksimuma modula. Preciznije, prikazana su tri dokaza os-
novnog oblika PMM, najelementarniji koji koristi Koxijevu in-
tegralnu formulu, zatim dokaz koji se dobija kao posledica teo-
reme o otvorenom preslikavaǌu i na kraju dokaz koji koristi Fu-
rijeove redove. Nakon toga, slede prve primene PMM, Xvarcova
lema i Osnovna teorema algebre. Na samom kraju poglavǉa je jox
dokazana varijanta istog principa za subharmonijske funkcije,
koja ima za posledicu PMM, xto nam daje jox jedan, qetvrti
dokaz. U drugoj glavi ovog rada se daje uopxteǌe principa maksi-
muma na neograniqene oblasti. Centralne liqnosti, koje su dale
veliki doprinos rexavaǌu problema na neograniqenim oblastima,
su Fragmen i Lindelef. Navedeno je nekoliko tvr�eǌa do ko-
jih su oni doxli. Najpre je dat opxti rezultat za proizvoǉnu
oblast, zatim su kao posledice toga navedena konkretna tvr�e-
ǌa koja se odnose na sektore, a nakon toga i varijanta za hor-
izontalnu traku. U drugoj glavi je tako�e navedena i klasiqna
Adamarova teorema o tri prave za vertikalnu traku, koja gov-
ori o ponaxaǌu ograniqene funkcije na proizvoǉnoj pravoj, koja
se nalazi izme�u dve fiksirane prave i kao ǌena posledica teo-
rema o tri kruga. U tre�oj glavi dajemo primene Adamarove teo-
reme na neke probleme analize, taqnije, koristimo je da bismo
dokazali Hauzdorf-Jungovu teoremu. Posledǌa, qetvrta glava, je
posve�ena jox nekim specijalnim primenama. Dokazana je Jensen-
ova nejednakost pomo�u PMM i ona je poslu�ila kao motivacija
za uopxtavaǌe i preciznije odre�ivaǌe veze izme�u nula i polova
meromorfne funkcije i sredǌe vrednosti logaritma te funkcije
na kru�nici. Tako je dobijena Jensenova formula, koja je kǉuqna
u narednom odeǉku za Borelov dokaz Male Pikarove teoreme.
Za kraj, ponovo pomo�u PMM je dokazana Borel-Karateodorijeva
teorema, koja tvrdi da je u suxtini analitiqka funkcija ograni-
qena svojim realnim delom.
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1 Osnovni oblik principa maksimuma modula

Princip maksimuma modula predstavǉa jedan od osnovnih prin-
cipa kompleksne analize. Tvrdi da ne postoji nekonstantna holo-
morfna funkcija u oblasti Ω tako da ǌen modul dosti�e lokalni
maksimum u nekoj taqki unutar Ω. Sledi precizna formulacija
tog tvr�eǌa i ǌegove posledice, primena na ograniqenu oblast i
princip minimuma modula, a zatim i nekoliko dokaza tog tvr�e-
ǌa.

Teorema 1. (Princip maksimuma modula - PMM)
Neka je Ω ⊆ C oblast (otvoren, povezan i neprazan skup) i neka je f
holomorfna na Ω. Ako |f | dosti�e lokalni maksimum u nekoj taqki
a ∈ Ω, tada je f konstantna funkcija.

Posledica 1. (PMM za ograniqene oblasti) Neka je Ω ⊆ C ograniqena
oblast i neka je f neprekidna na Ω i holomorfna na Ω. Tada je
maxΩ |f | = max∂Ω |f |.

Dokaz. Funkcija |f | je neprekidna, a skupovi Ω i ∂Ω su kompaktni,
pa postoje maxΩ |f | i max∂Ω |f |. Ako se maxΩ |f | dosti�e u Ω tada
je to i lokalni maksimum u Ω, pa na osnovu prethodne teoreme
f mora biti konstantna funkcija na Ω. Poxto je f neprekidna
na Ω, dobijamo da je f konstantna i na Ω, xto nam daje da va�i
maxΩ |f | = max∂Ω |f | . Sa druge strane, ako se maksimum ne dosti�e
u Ω, tada se dosti�e na ∂Ω, xto nam opet daje da va�i maxΩ |f | =
max∂Ω |f |.

Posledica 2. (Princip minimuma modula)
Neka je Ω ⊆ C oblast, f holomorfna na Ω i f(z) 6= 0 za svako z ∈ Ω.
Ako |f | dosti�e lokalni minimum u nekoj taqki a ∈ Ω, tada je f
konstantna funkcija.

Dokaz. Poxto je f 6= 0 u Ω to je funkcija 1
f
holomorfna na Ω, pa na

ǌu mo�emo primeniti PMM, odakle direktno sledi tvr�eǌe.

Zakǉuqujemo da ako se dosti�e lokalni minimum modula holo-
morfne funkcije, tada je ili funkcija konstantna ili je u nekoj
taqki jednaka nuli.
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1.1 Dokazi PMM

Ovo poglavǉe �emo posvetiti dokazivaǌu teoreme 1. Pristu-
paǌem problemu na vixe naqina, dobi�emo nekoliko razliqitih
dokaza.

U daǉem tekstu oznaqavamo sa D(a,R) otvoren disk sa centrom
u a i polupreqnikom R u kompleksnoj ravni, tj. D(a,R) = {z ∈ C :
|z − a| < R}. Specijalno, D = D(0, 1).

Krenimo od dokaza koji koristi Koxijevu1 integralnu for-
mulu.

Dokaz 1. Neka je a ∈ Ω taqka u kojoj |f | dosti�e lokalni maksimum.
Tada postoji disk D = D(a, r) ⊆ Ω, tako da va�i |f(z)| ≤ |f(a)|, ∀z ∈
D. Neka je 0 < ρ < r i neka je γρ kru�nica |z − a| = ρ, γρ ⊆ D. Na
osnovu Koxijeve integralne formule imamo da je

f(a) =
1

2πi

∫
γρ

f(z)

z − a
dz.

Parametrizacijom kru�nice γρ sa z = a+ ρeit, t ∈ [0, 2π], dobijamo

f(a) =
1

2πi

∫ 2π

0

f(a+ ρeit)

ρeit
iρeitdt =

1

2π

∫ 2π

0

f(a+ ρeit)dt.

Stoga je

|f(a)| ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|f(a+ ρeit)|dt.

Poxto je |f(a)| ≥ |f(z)|, za svako z ∈ D, to je |f(a)| ≥ |f(a+ ρeit)|, za
svako t ∈ [0, 2π], pa dobijamo

|f(a)| ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|f(a+ ρeit)|dt ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|f(a)|dt ≤ |f(a)|.

Iz dobijenog sledi da mora biti

|f(a)| = 1

2π

∫ 2π

0

|f(a+ ρeit)|dt =
1

2π

∫ 2π

0

|f(a)|dt,

pa je

0 =
1

2π

∫ 2π

0

|f(a)|dt− 1

2π

∫ 2π

0

|f(a+ρeit)|dt =
1

2π

∫ 2π

0

(|f(a)|−|f(a+ρeit)|)dt.

1Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
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Funkcija g(t) = |f(a)| − |f(a+ ρeit)| je neprekidna po t i va�i g(t) =
|f(a)| − |f(a+ ρeit)| ≥ 0, za svako t ∈ [0, 2π], pa je g(t) = 0, tj. |f(a)| =
|f(a + ρeit)|, za sve t ∈ [0, 2π], pa je |f(a)| = |f(z)|, za sve z ∈ γρ.
Poxto je ρ bilo proizvoǉno izme�u 0 i r, sledi da za sve z ∈ D
va�i |f(z)| = |f(a)|. Oznaqimo |f(a)| = C. Funkcija f je holomorfna
u D i ima konstantan modul. Neka je f(z) = u(z) + iv(z), gde su u
i v realne funkcije. Tada je |f(z)|2 = u2(z) + v2(z) = C2 za svako
z = x+ iy ∈ D. Ako je C = 0, tada je u = v = 0, pa je f = 0 na D. Ako
je C 6= 0, tada diferenciraǌem po promenǉivim x i y dobijamo

2uux + 2vvx = 0, 2uuy + 2vvy = 0.

Primenom Koxi-Rimanovih2 uslova, tj. zamenom vy = ux i uy =
−vx, dobijamo

uux + vvx = 0, (1)

−uvx + vux = 0. (2)

Mno�eǌem jednaqine (1) funkcijom u i jednaqine (2) funkcijom v
i sabiraǌem dobijenih jednaqina nalazimo da je

(u2 + v2)ux = 0,

pa je ux = 0 na D, a time i vy = 0 na D. Zatim, mno�eǌem jedna-
qine (1) funkcijom v i jednaqine (2) funkcijom −u i sabiraǌem
dobijenih jednaqina nalazimo da je

(u2 + v2)vx = 0,

pa je vx = 0, a time i uy = 0. Dakle, dobijamo da su u i v konstantne
funkcije na D, xto nam daje da je i f konstantna na D. Sada
na osnovu teoreme o jedinosti analitiqke funkcije sledi da je f
konstantna na celom Ω.

Naredni dokaz je elegantniji i koristi poznatu teoremu o otvo-
renom preslikavaǌu. Sledi formulacija te teoreme, a nakon toga
kao jednostavna posledica se dobija i dokaz principa maksimuma
modula.

2Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)
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Teorema 2. Neka je Ω oblast i f nekonstantna funkcija holomorfna
na Ω. Tada je f otvoreno preslikavaǌe, tj. ako je V ⊆ Ω otvoren
skup, tada je i f(V ) ⊆ C otvoren skup u C. Specijalno, f(Ω) je
oblast.

Dokaz 2 - posledica teoreme 2. Poxto f dosti�e lokalni maksi-
mum u a ∈ Ω, postoji disk D(a, r) tako da za svako z ∈ D(a, r)
va�i |f(a)| ≥ |f(z)|. Iz toga sledi da je f(D(a, r)) ⊆ D[0, |f(a)|].
Pretpostavimo da funkcija f nije konstantna. Tada, na osnovu
prethodne teoreme sledi da je f(D(a, r)) otvoren skup u C, pa pos-
toji ε > 0 tako da je D(f(a), ε) ⊆ f(D(a, r)) ⊆ D[0, |f(a)|], xto je
nemogu�e. Dakle, funkcija f mora biti konstantna funkcija.

Sada �emo navesti dokaz koji koristi qiǌenicu da se Tejlorov3

red na nekom disku mo�e videti kao trigonometrijski red.

Dokaz 3. Neka |f | dosti�e lokalni maksimum u a ∈ Ω, tj. postoji
B(a,R) ⊂ Ω tako da je

|f(z)| ≤ |f(a)|, ∀z ∈ D(a,R). (3)

Poxto je f analitiqka u Ω, mo�e se predstaviti Tejlorovim re-
dom u D(a,R). Dakle,

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n, ∀z ∈ D(a,R).

Neka je fr(θ) = f(a+ reiθ), θ ∈ [−π, π], za fiksirano r < R. Tada je

fr(θ) =
∞∑
n=0

cnr
neinθ.

Ovaj red konvergira uniformno na [−π, π]. Prostor L2[−π, π] je
Hilbertov4 prostor i skup {einθ|n = 0, 1, 2...} je ǌegova ONB. Ska-
larni proizvod na L2[−π, π] je dat sa

〈f, g〉 =
1

2π

∫ π

−π
f(θ)g(θ)dθ,

pa su Furijeovi5 koeficijenti funkcije fr jednaki

〈fr, einθ〉 =
1

2π

∫ π

−π
fr(θ)e

−inθdθ = cnr
n, (n = 0, 1, 2...).

3Brook Taylor (1685-1731)
4David Hilbert (1862-1943)
5Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
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Dakle, fr je jednaka svom Furijeovom redu, pa poxto je L2[−π, π]
Hilbertov, va�i Parsevalova6 formula

‖fr‖2 =
∞∑
n=0

|〈fr, einθ〉|2,

tj.
1

2π

∫ π

−π
|fr(θ)|2dθ =

∞∑
n=0

|cnrn|2.

Sada iz (3) imamo da je |fr(θ)| ≤ |f(a)|, pa va�i:

|c0|2 ≤
∞∑
n=0

|cnrn|2 =
1

2π

∫ π

−π
|fr(θ)|2dθ ≤

1

2π

∫ π

−π
|f(a)|2dθ = |f(a)|2 = |c0|2.

Vidimo da mora va�iti jednakost svuda u prethodnoj nejednakosti,
pa dobijamo da je cn = 0, za svako n ≥ 1, tj. funkcija fr je kon-
stantna i jednaka je f(a). Poxto je r bilo proizvoǉno, dobijamo
da je na celom D(a,R) funkcija f konstantna i jednaka f(a). Sada
na osnovu teoreme o jedinosti analitiqke funkcije dobijamo da
je f konstantna na celom Ω.

Pre nego xto pre�emo na ozbiǉnije primene PMM, prika�imo
je kroz dva interesantna zadatka.

Zadatak 1. Neka je u kompleksnoj ravni dat zatvoren jednakostra-
niqan trougao 4 sa temenima a, b i c. Odrediti

max
z∈4

(|z − a||z − b||z − c|).

Rexeǌe: Neka je f(z) = (z − a)(z − b)(z − c). Ta funkcija je holo-
morfna na celom C, specijalno i na unutraxǌosti 4 i neprekidna
na 4, pa poxto je 4 ograniqen, va�i posledica 1 principa mak-
simuma modula, pa je

max
4
|f(z)| = max

∂4
|f(z)|,

tj. tra�eni maksimum se dosti�e na rubu trougla, tj. na nekoj od
ǌegovih stranica. Ne dosti�e se ni u jednom temenu, jer bi tada
bio 0, a to oqigledno nije maksimum. Poxto je trougao jednakos-
traniqan, bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo fiksirati stranicu na

6Marc-Antoine Parseval (1755-1836)
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kojoj se nalazi taqka maksimuma. Neka je recimo na du�i koja
spaja temena a i b. Tada je tra�ena funkcija, qiji maksimum treba
na�i, proizvod odre�ene tri du�i qije du�ine zavise samo od di-
menzija trougla, a ne od polo�aja, pa zato mo�emo pretpostaviti
da je trougao smexten u kompleksnu ravan tako da je sredixte
stranice koja spaja a i b koordinatni poqetak, a, b ∈ R, a > 0 i c
na pozitivnom delu imaginarne ose. Tada je b = −a i c = ia

√
3. Za

z ∈ (b, a), tj. z = ka+ (1− k)b, k ∈ [0, 1], dobijamo da je

|f(z)| = 8a3k(1− k)
√
k2 − k + 1 =: F (k).

Jednostavnim raqunom se dobija da je F ′(1
2
) = 0, i da F ′ u 1

2
meǌa

znak, raste, pa opada, pa se za k = 1
2
dobija lokalni, a on �e biti

i globalni maksimum funkcije F . Dakle, taqka u kojoj |f | dosti�e
maksimum je z = 1

2
(a + b) = 0, tj. na polovini stranice koja spaja

taqke a i b. Vrednost funkcije je

|f(z)| = F

(
1

2

)
= a3
√

3,

i to je upravo tra�enu maksimum. U novouvedenim terminima je a
u stvari polovina du�ine stranice, pa konaqno zamenom a sa |b−a|

2

dobijamo

max
z∈4

(|z − a||z − b||z − c|) =
|b− a|3

8

√
3.

Zadatak 2. Neka je Ω oblast, D jediniqni disk tako da D ⊆ Ω i neka
je funkcija f holomorfna i nekonstantna na Ω. Pretpostavimo jox
da je |f(z)| = r za z ∈ ∂D. Dokazati da tada funkcija f ima bar jednu
nulu u D.

Rexeǌe: Ako je r = 0, na osnovu posledice 1 dobijamo da je |f | =
0 na celom D, pa je na osnovu teoreme o jedinosti analitiqke
funkcije f = 0 na Ω, xto je kontradikcija sa uslovom da je f
nekonstantna. Dakle, mora biti r > 0. Na osnovu posledice 1
maksimum od |f | je r. Pretpostavimo sada suprotno, da f nema
nula u D. Tada je funkcija 1

f
analitiqka na D, pa za ǌu va�i

posledica 1, tj. maksimum modula te funkcije se dosti�e za |z| = 1
i jednak je 1

r
, tj. minimum funkcije |f | je tako�e r. Dobijamo da

je |f(z)| = r za svako z ∈ D. Jednostavnim raqunom uz pomo� Koxi-
Rimanovih uslova (kao u dokazu 1, al mo�e i uz pomo� teoreme
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o otvorenom preslikavaǌu) se sada dobija da je i f konstantna
na D. Na osnovu teoreme jedinosti analitiqke funkcije je tada
f konstantna i na Ω. To je u kontradikciji sa pretpostavkom, pa
dobijamo da f ima bar jednu nulu u D.

1.2 Xvarcova lema

Jedna od mnogobrojnih posledica PMM je Xvarcova7 lema,
koja glasi:

Teorema 3. Neka je f : D → C holomorfna funkcija, gde je D = {z ∈
C : |z| < 1} takva da je |f(z)| ≤ 1, za svako z ∈ D i f(0) = 0. Tada je

(1) |f(z)| ≤ |z|, ∀z ∈ D

(2) |f ′(0)| ≤ 1.

Ako jednakost va�i u (1) za neko z ∈ D\{0}, ili ako va�i u (2),
onda je f(z) = eiαz za neko α ∈ R, tj. f je rotacija.

Dokaz. Poxto je f holomorfna na D, mo�e se razviti u Tejlorov
red u D, tj.

f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n, ∀z ∈ D.

Poxto je f(0) = 0, funkcija g(z) = f(z)
z

ima otkloǌiv singularitet
u 0, preciznije, funkcija

g(z) =

{
f(z)
z
, z 6= 0

c1, z = 0

je holomorfna funkcija na D. Primenimo PMM na funkciju g.
Neka je z ∈ D takva da je |z| < r < 1. Tada je

|g(z)| ≤ max
θ

|f(reiθ)|
r

≤ 1

r
.

Kada pustimo da r → 1, dobijamo da je |g(z)| ≤ 1, za svako z ∈ D.
Time je dokazano (1). Poxto je |f ′(0)| = |c1| = |g(0)|, dobijamo i (2).
Ako je |g(z)| = 1 za neko z ∈ D, onda g dosti�e lokalni maksimum
u D, pa je na osnovu PMM funkcija g konstantna, tj. g(z) = eiα, za
neko α ∈ R, qime je teorema u potpunosti dokazana.

7Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
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Geometrijski gledano, Xvarcova lema tvrdi da ako imamo pres-
likavaǌe diska u disk takvo da quva centar diska, onda je to
preslikavaǌe ili rotacija, ili je slika svake taqke bli�a cen-
tru nego xto je sama ta taqka.

Xta se dexava ako izostavimo pretpostavku f(0) = 0 iz Xvar-
cove leme? Ako nam je dato proizvoǉno a ∈ D, koliki maksimalni
modul mo�e imati izvod funkcije f u taqki a u zavisnosti od a i
f(a)?

Pre nego xto odgovorimo na postavǉeno pitaǌe, uvedimo po-
mo�nu funkciju i doka�imo teoremu koja �e nam biti od znaqaja.

Neka je, za fiksirano a ∈ D,

ϕa(z) =
z − a
1− az

,

i neka je K = ∂D. Tada va�i:

Teorema 4. Funkcija ϕa je 1 − 1 preslikavaǌe koje slika disk D na
D, slika K na K i a slika u 0. Inverz funkcije ϕa je funkcija ϕ−a i
va�i:

ϕ′a(0) = 1− |a|2, ϕ′a(a) =
1

1− |a|2
.

Dokaz. Funkcija ϕa je holomorfna u C\{ 1
a
}, ali 1

a
se nalazi van D.

Direktnom proverom dobijamo da je ϕ−a(ϕa(z)) = z, xto nam daje
da je ϕa 1− 1 i da je ϕ−a ǌen inverz.
Neka je t ∈ R, z = eit ∈ K. Tada je:

|ϕa(z)| =
∣∣∣∣ eit − a1− aeit

∣∣∣∣ =
|eit − a|
|e−it − a|

= 1

(jer je |z| = |z|, za svako z ∈ C ), tj. ϕa(z) ∈ K, pa va�i da ϕa slika
K u K. Isto va�i i za ϕ−a, pa je ϕa(K) = K.
Sada, na osnovu PMM dobijamo da je ϕa(D) ⊆ D, a isto va�i i za
ϕ−a, pa je ϕa(D) = D. Direktnim raqunaǌem se dobijaju jednakosti
za izvode u nuli i a. Time je tvr�eǌe dokazano.

Uz pomo� navedene teoreme i Xvarcove leme dolazimo do rex-
eǌa problema koji nas zanima. Daje nam ga teorema koja sledi.
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Teorema 5 (Xvarc-Pikova8 lema). Neka je f : D → D holomorfno
preslikavaǌe i a ∈ D proizvoǉna. Tada va�i:

|f ′(a)| ≤ 1− |f(a)|2

1− |a|2
.

Jednakost se dosti�e akko je f(z) = ϕ−f(a)(e
iαϕa(z)), za neko α ∈ R i

za sve z ∈ D.
Dodatno, za proizvoǉne z1, z2 ∈ D va�i∣∣∣∣∣ f(z1)− f(z2)

1− f(z2)f(z1)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ z1 − z2

1− z2z1

∣∣∣∣ .
Jednakost se dosti�e akko je f(z) = ϕ−f(z2)(e

iαϕz2(z)), za neko α ∈ R
i za sve z ∈ D

Dokaz. Obele�imo f(a) = b. Posmatrajmo preslikavaǌe F (z) =
ϕb ◦ f ◦ϕ−a. Poxto je ϕ−a(0) = a i ϕb(b) = 0, dobijamo da je F (0) = 0.
Daǉe, funkcija F je holomorfna kao kompozicija holomorfnih,
i poxto ϕb i ϕ−a slikaju D na D, to F slika D u D. Na osnovu
svega toga, na funkciju F mo�emo primeniti Xvarcovu lemu, pa
dobijamo da va�i |F ′(0)| ≤ 1. Iz pravila za izvod kompozicije
dobijamo da je

F ′(0) = ϕ′b(b)f
′(a)ϕ′−a(0).

Kada iskoristimo formule za izvode dobijene u teoremi 4, dobija
se

|f ′(a)| ≤ 1− |b|2

1− |a|2
,

xto je i trebalo dokazati. Jednakost se dosti�e kada se dosti�e
u Xvarcovoj lemi, tj. kada je F rotacija, tj. F (z) = eiαz, za neko
α ∈ R, odakle sledi direktno da je f(z) = ϕ−f(a)(e

iαϕa(z)) (z ∈ D),
xto je trebalo i pokazati.

Dodatno, iz Xvarcove leme primeǌene na analitiqku funkciju
F dobijamo i da je |F (z)| ≤ |z|, za svako z ∈ D. Uzmimo da je a = z2

i ubacimo z = ϕa(z1) u nejednakost |F (z)| ≤ |z|. Dobijamo∣∣∣∣∣ f(z1)− f(z2)

1− f(z2)f(z1)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ z1 − z2

1− z2z1

∣∣∣∣ ,
xto je i trebalo dokazati. Jednakost se dosti�e kada se dos-
ti�e u Xvarcovoj lemi, tj. kada je F (z) = eiαz, dakle za f(z) =
ϕ−f(z2)(e

iαϕz2(z)).
8Georg Alexander Pick (1859-1942)
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Posledica 3. Neka je f : D → D holomorfno preslikavaǌe i z ∈ D.
Tada je

|f(0)| − |z|
1− |f(0)||z|

≤ |f(z)| ≤ |f(0)|+ |z|
1 + |f(0)||z|

.

Dokaz. Uoqimo prvo da za proizvoǉne a, b ∈ D va�i∣∣∣∣ a− b1− ba

∣∣∣∣2 =
(a− b)(a− b)
|1− ba|2

=
|a|2 + |b|2 − ab− ba

|1− ba|2

= 1− (1− |a|2)(1− |b|2)

|1− ba|2

≥ 1− (1− |a|2)(1− |b|2)

(1− |a||b|)2

=
(|a| − |b|)2

(1− |a||b|)2
,

pa je ∣∣∣∣ a− b1− ba

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ |a| − |b|1− |a||b|

∣∣∣∣ .
Primenom Xvarc-Pikove leme na f i z1 = z, z2 = 0 dobijamo∣∣∣∣∣ f(z)− f(0)

1− f(z)f(0)

∣∣∣∣∣ ≤ |z|.
Sada primenom dobijene nejednakosti na a = f(z) i b = f(0) dobi-
jamo ∣∣∣∣ |f(z)| − |f(0)|

1− |f(z)||f(0)|

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ f(z)− f(0)

1− f(z)f(0)

∣∣∣∣∣ ≤ |z|,
pa odatle sledi da je |f(z)| − |f(0)| ≤ |z| − |z||f(z)||f(0)| i |f(0)| −
|f(z)| ≤ |z| − |z||f(z)||f(0)|. Sre�ivaǌem posledǌe dve nejednakosti
jednostavno sledi tra�ena nejednakost.

Za kraj navodimo zadatak koji karakterixe holomorfne funkcije
koje imaju konstantan modul (ovde jednak 1) na rubu diska.

Zadatak 3. 1) Odrediti sve funkcije f neprekidne na D i holomorfne
na D sa svojstvom |f(z)| = 1 za z ∈ ∂D.
2) Odrediti sve cele funkcije sa svojstvom |f(z)| = 1 za z ∈ ∂D.
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Rexeǌe: 1) Trivijalno rexeǌe je konstantna funkcija f(z) = a, za
|a| = 1. Pretpostavimo sada da f nije konstantna, pa na isti naqin
kao u primeru 2 dobijamo da f ima bar jednu nulu u D. Neka su
z1, z2, . . . , zn sve nule funkcije f , n ≥ 1. Posmatrajmo sada funkciju

g(z) =
f(z)∏n
i=1

z−zi
1−ziz

.

Funkcija g je holomorfna na D i nema nula u D. Koriste�i teo-
remu 4 dobijamo da je |g(z)| = 1 za |z| = 1. Ponovo kao u zadatku
2, ako bismo pretpostavili da je g nekonstantna, dobili bismo
da ima bar jednu nulu u D, xto nije taqno, pa dobijamo da je g
konstantna, tj. g(z) = C za svako z ∈ D. Primetimo da mora biti
|C| = 1, zbog uslova na rubu. Dakle, dobili smo da va�i

f(z) = C
n∏
i=1

z − zi
1− ziz

,

gde su zi nule funkcije f , a C konstanta takva da je |C| = 1.
2) Analogno kao u delu 1), dobija se isti oblik za f , ali poxto
f treba da bude cela, mora da va�i z1 = z2 = · · · = zn = 0, pa f
dobija oblik

f(z) = Czn,

gde je C konstanta takva da je |C| = 1.

Za kraj, napomenimo da postoji Xvarcova lema i za harmoni-
jske funkcije. Sledi ǌena formulacija, a dokaz �emo izostaviti.

Teorema 6. Neka je f : D→ D harmonijska funkcija tako da je f(0) =
0. Tada je

|f(z)| ≤ 4

π
arctg |z|.

1.3 Osnovna teorema algebre

Osnovna teorema algebre tvrdi da svaki nekonstantan polinom
jedne promenǉive, sa koeficijentima u C, ima bar jedan komplek-
san koren, a time i taqno n korena, gde je n stepen polinoma.
Poxto je R ⊆ C isto va�i i za polinom sa realnim koeficijen-
tima, s tim xto opet tvrdimo da postoji kompleksan koren. Sledi
formulacija i dokaz ovog tvr�eǌa korix�eǌem PMM, xto nam
jox govori o ǌegovim mnogobrojnim primenama u raznim oblas-
tima matematike.
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Teorema 7. Neka je p(z) =
∑n

k=0 akz
k polinom stepena n ≥ 1, tako

da je ak ∈ C za svako 0 ≤ k ≤ n i an 6= 0. Tada jednaqina p(z) = 0 ima
bar jedno rexeǌe u C.

Dokaz. Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da je an = 1,
tj. da je polinom moniqan. Tada je

p(z) = zn +
n−1∑
k=0

akz
k, (n ≥ 1).

Neka je R0 = max (1, 2
∑n−1

k=0 |ak|). Za |z| = R ≥ R0, R ≥ 1, va�i

|p(z)| ≥ |z|n −
n−1∑
k=0

|ak||z|k

= Rn −
n−1∑
k=0

|ak|Rk

≥ Rn −
n−1∑
k=0

|ak|Rn−1

= Rn −Rn−1

n−1∑
k=0

|ak|

≥ Rn−1(R− R0

2
)

≥ Rn−1R

2
=
Rn

2
=
|z|n

2
.

Pretpostavimo suprotno, da p nema nula u C. Tada je funkcija
f(z) = 1

p(z)
cela i va�i da je za |z| = R ≥ R0 ispuǌeno

|f(z)| ≤ 2

Rn
.

Neka je D = D(0, R). Na osnovu PMM imamo da je maxD |f | =
max|z|=R |f |, pa dobijamo da je

max
D
|f(z)| ≤ 2

Rn
,

za svako R > R0. Sada, kada pustimo da R → +∞, dobijamo da
je |f | = 0 na celom C, a to je nemogu�e. Dakle, pretpostavka nije
taqna, tj. postoji rexeǌe jednaqine p(z) = 0 u C, xto je i trebalo
dokazati.
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1.4 Princip maksimuma za subharmonijske funkcije

U ovom delu �emo uvesti pojam subharmonijske funkcije i doka-
zati princip maksimuma za takve funkcije, koji �e kao posledicu
imati PMM.

Oznaqimo sa d standardnu Euklidsku metriku na Rn. Ako je
a ∈ Rn, oznaqimo sa B(a, r) loptu sa centrom u a i polupreqnikom
r, tj. B(a, r) = {x ∈ Rn : d(x, a) < r}.

Definicija 1. Neka je u neprekidna realno vrednosna funkcija na
Ω, Ω ⊆ Rn. Funkcija u je subharmonijska funkcija na Ω ako za svaku
loptu B(a, r) ⊆ Ω va�i

u(a) ≤ 1

|∂B(a, r)|

∫
∂B(a,r)

udσ.

Napomenimo da se pojam subharmonijske funkcije mo�e proxir-
iti i na funkcije koje nisu neprekidne.

Teorema 8. Neka je Ω ⊆ Rn oblast i neka je u subharmonijska funkcija
na Ω. Ako je u(a) = maxΩ u za neko a ∈ Ω, tada je u konstantna
funkcija na Ω.

Dokaz. Neka je F skup svih taqaka u kojima funkcija u dosti�e
maksimum, tj F = {x ∈ Ω|u(x) = u(a)}. Poxto je F = u−1({u(a)}),
a jednoqlan skup je zatvoren, u neprekidna, dobijamo da je F
zatvoren skup. Doka�imo da je F i otvoren.

Neka je b ∈ F proizvoǉna. Postoji r > 0 tako da je B(b, r) ⊆ Ω.
Poxto je u subharmonijska, va�i

u(b) ≤ 1

|∂B(b, r)|

∫
∂B(b,r)

u(x)dσ(x).

Iz u(x) ≤ u(a) za svako x ∈ Ω dobijamo

u(a) = u(b) ≤ 1

|∂B(b, r)|

∫
∂B(b,r)

u(x)dσ(x) ≤ u(a).

Zakǉuqujemo da mora svuda da va�i jednakost, pa je

u(a) =
1

|∂B(b, r)|

∫
∂B(b,r)

u(x)dσ(x),

tj. ∫
∂B(b,r)

(u(x)− u(a))dσ(x) = 0.
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Poxto je u(x)−u(a) nepozitivna neprekidna funkcija qiji je inte-
gral jednak 0, to pomenuta funkcija mora biti identiqki jednaka
0, tj. u(x) = u(a) za svako x ∈ ∂B(b, r). Analogno va�i i za sve
x ∈ ∂B(b, ρ), primenom istog postupka na B(b, ρ) za sve 0 < ρ < r.
Time dobijamo da je u(x) = u(a) za sve x ∈ B(b, r), tj. B(b, r) ⊆ F .
Time smo pokazali da je F otvoren skup.

Konaqno, poxto je Ω povezan, a F ⊆ Ω otvoren, zatvoren i
neprazan podskup od Ω, to je F = Ω, tj. funkcija u je konstantna
na celom Ω i ima vrednost u(a).

Posledica 4. Neka je Ω ograniqena oblast u Rn, funkcija u neprekidna
na Ω i subharmonijska na Ω. Tada je maxΩ u = max∂Ω u.

Posledica 5. Neka je Ω ograniqena oblast u Rn, funkcija u neprekidna
na Ω i harmonijska na Ω. Tada je maxΩ u = max∂Ω u i minΩ u = min∂Ω u.

Dokaz. Tvr�eǌe sledi primenom prethodne posledice na funkcije
u i −u, jer su one subharmonijske kada je u harmonijska.

Stav 1. Ako je f analitiqka funkcija na Ω ⊆ C, tada je |f | subhar-
monijska funkcija u Ω.

Dokaz. Neka je a ∈ Ω proizvoǉna. Uoqimo disk D = D(a, r) ⊆ Ω.
Neka je 0 < ρ < r i neka je γρ kru�nica |z − a| = ρ, γρ ⊆ D. Na
osnovu Koxijeve integralne formule imamo da je

f(a) =
1

2πi

∫
γρ

f(z)

z − a
dz.

Parametrizacijom kru�nice γρ sa z = a+ ρeit, t ∈ [−π, π], dobijamo

f(a) =
1

2πi

∫ π

−π

f(a+ ρeit)

ρeit
iρeitdt =

1

2π

∫ π

−π
f(a+ ρeit)dt.

Stoga je

|f(a)| ≤ 1

2π

∫ π

−π
|f(a+ ρeit)|dt,

xto nam upravo daje da je funkcija u = |f | subharmonijska, na
osnovu definicije 1.

Sada je jasno da direktno iz stava 1 sledi jox jedan dokaz
PMM. Zaista, primenom teoreme o principu maksimuma za sub-
harmonijske funkcije na |f |, gde je Ω kugla sa centrom u nekom
lokalnom maksimumu, dobijamo da je |f | konstantna funkcija na Ω,
pa daǉe analogno kao u dokazu 1.
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2 Princip maksimuma modula na neograniqenim
oblastima

U posledici 1 smo videli da za ograniqenu oblast Ω i funkciju
f koja je holomorfna na Ω i neprekidna na Ω, va�i maxΩ |f | =
max∂Ω |f |. Ali ako je oblast Ω neograniqena, to ne va�i. Poka�imo
to na primeru.

Primer 1. Neka je Ω = {z = x + iy : −π
2
< y < π

2
} otvorena traka.

Tada je ∂Ω = {z = x + iy : y = ±π
2
}. Posmatrajmo funkciju f(z) =

exp(exp(z)). Ta funkcija je holomorfna na celom C, pa time i na
Ω, i neprekidna je na Ω. Za x ∈ R je f(x ± iπ

2
) = exp(±iex), pa je

|f(z)| = 1 za z ∈ ∂Ω. Ali kad x → ∞ tada f(x) → ∞, xto nam daje
da ne va�i maxΩ |f | = max∂Ω |f | za datu oblast Ω i holomorfnu
funkciju f .

Za odre�enu klasu funkcija na odre�enoj neograniqenoj oblasti
�e ipak da va�i kao u posledici 1. Funkcija posmatrana u prethod-
nom primer veoma brzo te�i ka ∞ kad realni deo z te�i ∞. Is-
postavi�e se da �e posledica 1 ili neke ǌene varijacije na odre-
�enim neograniqenim oblastima va�iti za funkcije koje u odre-
�enom smislu (vide�emo kakvom) sporije te�e ka beskonaqno ili
su ograniqene.

Pogledajmo prvo xta se dexava kada je funkcija ograniqena u
nekoj oblasti.

Teorema 9. Neka je f holomorfna funkcija u oblasti Ω i neprekidna
na Ω. Ako postoje dve konstante M i B takve da je

|f(z)| ≤ B, za sve z ∈ ∂Ω

|f(z)| ≤M, za sve z ∈ Ω,

tada za svako z ∈ Ω va�i

|f(z)| ≤ B.

Dokaz. Bez umaǌeǌa opxtosti, pretpostavimo da je B = 1. �e-
limo da doka�emo da je |f(z)| ≤ 1 za svako z ∈ Ω. Za proizvoǉno
fiksirano a ∈ Ω posmatrajmo funkciju

g(z) =

{
f(z)−f(a)

z−a , z 6= a

f ′(a), z = a.
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koja je holomorfna na Ω. Poxto je f ograniqena va�i da g(z)→ 0
kada z →∞, xto povlaqi da je |g(z)| ≤ K, za sve z ∈ Ω.

Uoqimo DR = {z ∈ Ω : |z| < R} i neka je

h(z) = fn(z)g(z).

Poxto je g(z)→ 0 kada z →∞ mo�emo uzeti R dovoǉno veliko da
va�i |h(z)| ≤ K na granici od DR i van DR. Sada na osnovu PMM
dobijamo da je

|h(z)| ≤ K,

za svako z ∈ Ω. Fiksirajmo z0 ∈ Ω i pretpostavimo da je g(z0) 6= 0,
pa mo�emo pisati

|f(z0)| ≤
∣∣∣∣ K

g(z0)

∣∣∣∣ 1n ,
i kada pustimo da n → ∞, dobijamo da je |f(z0)| ≤ 1. Poxto je
z0 ∈ Ω bilo proizvoǉno, dobijamo da je |f(z)| ≤ 1 za svako z ∈
Ω. Primetimo sada da osim ako je f konstantna, nule funkcije g
formiraju diskretan skup, pa zbog neprekidnosti va�i

|f(z)| ≤ 1,

za svako z ∈ Ω. Time je dokaz zavrxen.

Za ono xto sledi �e nam biti neophodni slede�i pojmovi.

Definicija 2. Neka je f : Ω → R i a ∈ Ω ili a = ∞. Tada gorǌi
limes funkcije f kad z te�i a u oznaci lim supz→a f(z) definixemo
sa

lim sup
z→a

f(z) = lim
r→0+

sup{f(z) : z ∈ Ω ∩B(a, r)}.

(Ako je a =∞, tada je B(a, r) lopta u metrici od C∞.) Analogno se
definixe i doǌi limes u oznaci lim infz→a f(z) sa

lim inf
z→a

f(z) = lim
r→0+

inf{f(z) : z ∈ Ω ∩B(a, r)}.

Za Ω ⊆ C, oznaqimo sa ∂∞Ω granicu od Ω u C∞.

Jednostavno se vidi da limz→a f postoji i jednak je α akko je α =
lim supz→a f = lim infz→a f . Tako�e, jednostavno se vidi da je ∂∞Ω =
∂Ω ako je Ω ograniqena, i da je ∂∞Ω = ∂Ω ∪ {∞} za neograniqene
oblasti Ω. Sada sledi teorema, koja je posledica teoreme o PMM.
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Teorema 10. Neka je Ω oblast, Ω ⊆ C i neka je f analitiqka funkcija
u Ω. Pretpostavimo da postoji konstanta M takva da je

lim sup
z→a

|f(z)| ≤M

za sve a ∈ ∂∞Ω. Tada je |f(z)| ≤M , za sve z ∈ Ω.

Dokaz. Neka je δ > 0 proizvoǉno i neka je

H = {z ∈ Ω : |f(z)| > M + δ}.

Ako doka�emo da je H = ∅, dobi�emo da va�i tvr�eǌe.
Poxto je |f | neprekidna na Ω, to je skup H otvoren. Doka�imo

da je H ⊆ Ω. Pretpostavimo suprotno, postoji a ∈ H \ Ω. Poxto
je H ⊆ Ω, to je a ∈ ∂Ω. Zato je

lim sup
z→a

|f(z)| ≤M,

pa postoji lopta B(a, r) takva da je

|f(z)| < M + δ, za svako z ∈ Ω ∩B(a, r). (4)

Po definiciji zatvoreǌa skupa, postoji h ∈ B(a, r)∩H, pa za ǌega
va�i

|f(h)| > M + δ,

xto je u kontradikciji sa (4). Stoga je H ⊆ Ω. Poxto uslov
lim supz→a |f(z)| ≤ M va�i i za a = ∞ kad je Ω neograniqen, dobi-
jamo da je H ograniqen.

Dakle, dobili smo da je H kompaktan podskup od Ω. Sada
primenimo posledicu 1 na H i dobijamo da je maksimum modula
funkcije |f | dostignut na ∂H, a to je nemogu�e jer na ∂H va�i
|f | = M + δ, a na H su ve�e vrednosti. Time dobijamo da je ili
H = ∅ ili je f konstantna. Ali, ako je f konstantna, ona uzima
vrednosti koje su maǌe ili jednake sa M , pa opet sledi da je
H = ∅. Time je tvr�eǌe dokazano.

Primetimo da je u primeru 1 ispuǌeno lim supn→∞ |f(z)| ≤ 1 za
sve a ∈ ∂Ω, ali nije ispuǌeno za a = ∞, pa se teorema ne mo�e
primeniti.
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2.1 Adamarova teorema

Teorema 11 (Adamarova9 teorema o tri prave). Neka je

Ω = {z = x+ iy : a < x < b}, Ω = {z = x+ iy : a ≤ x ≤ b}.

Pretpostavimo da je funkcija f neprekidna na Ω, holomorfna na Ω
i da je |f(z)| < B za sve z ∈ Ω i neko fiksirano B <∞.
Ako je

M(x) = sup{|f(x+ iy)| : −∞ < y <∞}, a ≤ x ≤ b (5)

tada va�i

M(x)b−a ≤M(a)b−xM(b)x−a, a < x < b. (6)

Primetimo da nam ovde (6) daje da je |f(z)| ≤ max(M(a),M(b)),
tj. da modul funkcije f nije ve�i od vrednosti na granici. Do
istog zakǉuqka mo�emo do�i i primenom teoreme 9.

Dokaz. Posmatrajmo prvo uprox�en problem, pretpostavimo da je
M(a) = M(b) = 1. U tom sluqaju treba dokazati da je |f(z)| ≤ 1 za
svako z ∈ Ω.
Za proizvoǉno ε > 0 definiximo pomo�nu funkciju

hε(z) =
1

1 + ε(z − a)
, z ∈ Ω.

Poxto je Re{1 + ε(z − a)} = 1 + ε(x − a) ≥ 1 u Ω, dobijamo da je
|1+ε(z−a)| ≥ 1, pa je |hε| ≤ 1 u Ω. Zbog M(a) = M(b) = 1 sada imamo
da je

|f(z)hε(z)| ≤ 1, z ∈ ∂Ω. (7)

Sada je zbog |w| ≥ |Imw| ispuǌeno |1 + ε(z − a)| ≥ ε|y|, gde je z =
x+ iy ∈ Ω, odakle sledi da je

|f(z)hε(z)| ≤ B

ε|y|
, z = x+ iy ∈ Ω. (8)

Neka je

R = {z = x+ iy ∈ Ω : −B
ε
≤ y ≤ B

ε
}.

9Jacques Salomon Hadamard (1865-1963)
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Iz (7) i (8) sledi da je |fhε| ≤ 1 na ∂R, pa je na osnovu PMM
|fhε| ≤ 1 na celom R.
Iz (8) sledi da je |fhε| ≤ 1 i na Ω\R, pa je za svako z ∈ Ω ispuǌeno

|f(z)hε(z)| ≤ 1,

za svako ε > 0. Kad fiksiramo z ∈ Ω i pustimo da ε→ 0, dobijamo
tra�eno, da je |f(z)| ≤ 1, za svako z ∈ Ω.

Posmatrajmo sada sluqaj M(a),M(b) > 0. Neka je

g(z) = M(a)
b−z
b−aM(b)

z−a
b−a ,

gde za M > 0 i w ∈ C definixemo Mw = exp(w logM) i logM ∈ R.
Tada je g cela funkcija, nema nula, 1

g
je ograniqena funkcija na

Ω i va�i
|g(a+ iy)| = M(a), |g(b+ iy)| = M(b),

pa stoga funkcija f
g
zadovoǉava uslove kao i funkcija f i za ǌu

va�i pretpostavka iz prvog dela dokaza, pa je |f
g
| ≤ 1 u Ω i to nam

daje (6), xto je i trebalo dokazati.
Ostaje jox da se ispita sluqaj kada je M(a) = 0 ili M(b) = 0.

Pretpostavimo da je M(a) = 0. To nam daje da je

sup{|f(a+ iy)| : −∞ < y <∞} = 0,

tj. da je f(a + iy) = 0, za svako y ∈ R. Na osnovu Xvarcovog
principa refleksije, mo�emo dodefinisati funkciju f na traci
simetriqnoj Ω u odnosu na pravu x = a, tako da je nova funkcija
holomorfna na novoj traci

Ω′ = {z = x+ iy ∈ C : 2a− b < x < b}.

Poxto je f = 0 na pravoj x = a, na osnovu teoreme jedinosti
analitiqke funkcije dobijamo da je f(z) = 0 na Ω, pa va�i tvr�e-
ǌe.

Posledica 6. Pod pretpostavkama prethodne teoreme i ako fu-
nkcija f nije identiqki jednaka nula, funkcija logM je konveksna
funkcija na (a, b).

Dokaz. Ako za neko x ∈ R va�i M(x) = 0 to znaqi da je f(x+ iy) = 0,
za sve y ∈ R i fiksirano x, tj.da je f koja je analitiqka jednaka
0 na pravoj. Na osnovu teoreme o jedinosti analitiqke funkcije
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je tada f = 0 na celom Ω. Poxto smo pretpostavili da nije f
identiqki jednaka 0, dobijamo da je M(x) 6= 0 za svako x ∈ R.
Dakle, funkcija logM je dobro definisana.

Primenom prethodne teoreme na traku ograniqenu linijama x =
α i y = β, gde su α > a, β < b, dobijamo

M(x)β−α ≤M(α)β−xM(β)x−α, α < x < β.

Zatim primenom funkcije log dobijena jednakost postaje

(β − α) logM(x) ≤ (β − x) logM(α) + (x− α) logM(β),

pa kad podelimo sa β − α dobijamo upravo jednakost koja pokazuje
konveksnost.

Posledica 7 (Adamarova teorema o tri kruga). Za 0 < R1 < R2 <
∞ neka je A(R1, R2) = {z ∈ C : R1 < |z| < R2} prsten i neka je
f ∈ H(A(R1, R2)).
Ako je

Mf (r) = max
θ
|f(reiθ)|, R1 < r < R2,

i ako su a i b takvi da je R1 < a < r < b < R2, tada je

logMf (r) ≤
log b

r

log b
a

logMf (a) +
log r

a

log b
a

logMf (b). (9)

Dokaz. Uoqimo da postoji vertikalna traka

Ω = {z = x+ iy ∈ C : logR1 < x < logR2}

koja se funkcijom h(z) = exp z = ez slika na A(R1, R2). Mo�emo
je posmatrati i kao preslikavaǌe iz Ω na A(R1, R2), granica se
slika na granicu. (Preslikavaǌe h je surjektivno, ali nije in-
jektivno.) Tada je g = f ◦ h tj. g(z) = f(ez) funkcija koja slika
Ω u C. Funkcija f je neprekidna i domen joj je kompaktan skup
A(R1, R2), pa je kodomen kompaktan, pa time i ograniqen kao pod-
skup od C, tj. postoji B ∈ R tako da je |f | < B na A(R1, R2).
Odatle sledi da je i |g| < B na Ω. Funkcija g je neprekidna na Ω
i holomorfna na Ω, pa zadovoǉava uslove teoreme 11, s tim xto
za logR1 < x < logR2 va�i

Mg(x) = sup{|g(x+ iy)| : −∞ < y <∞}
= sup{|f(exeiy)| : −∞ < y <∞}
= Mf (e

x).
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Sada primenom posledice 6 zakǉuqujemo da je logMg konveksna,
xto znaqi da za logR1 < α < x < β < logR2 va�i

(β − α) logMg(x) ≤ (β − x) logMg(α) + (x− α) logMg(β). (10)

Ako uzmemo x = log r, α = log a, β = log b, tada zbog R1 < a < r <
b < R2, va�i logR1 < α < x < β < logR2, pa va�i (10). Zamenom
vrednosti r, a i b dobijamo

(log b− log a)Mf (r) ≤ (log b− log r) logMf (a) + (log r − log a) logMf (b),

pa je

Mf (r) ≤
log b

r

log b
a

logMf (a) +
log r

a

log b
a

logMf (b),

xto je i trebalo dokazati.

2.2 Fragmen-Lindelefova teorema

Poznato nam je tvr�eǌe Liuvilove teoreme, da svaka cela fu-
nkcija koja je ograniqena po modulu mora biti konstantna. Do is-
tog zakǉuqka se dolazi i pri malo oslabǉenom uslovu, to vidimo
kroz naredni zadatak.

Zadatak 4. Ako je f cela funkcija i za svako z ∈ C va�i

|f(z)| < 1 + |z|
1
2 ,

tada je f konstantna funkcija.

Rexeǌe: Primetimo prvo da poxto je f cela, mo�e se razviti u
Tejlorov red na C, tj. f(z) =

∑∞
n=0 cnz

n, za svako z ∈ C. Na osnovu
Koxijeve integralne formule va�i

cn =
f (n)(0)

n!
=

1

2πi

∫
γr

f(w)

wn+1
dw,

gde je γr kru�nica sa centrom 0 i polupreqnikom r, a r > 0 je
proizvoǉan. Prolaskom modula kroz gorǌu jednakost i primenom
osnovne integralne nejednakosti dobijamo da je

|cn| ≤
1

2π

∫
γr

|f(w)|
|w|n+1

dw <
1

2π

∫
γr

1 + |w| 12
|w|n+1

dw =
1 + r

1
2

rn
,

pa kada pustimo da r → ∞ dobijamo da je cn = 0 za svako n ≥ 1,
xto nam daje da je f(z) = c0, za svako z ∈ C, tj. f je konstantna
funkcija.
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Postavǉa se pitaǌe da li se mogu na sliqan naqin oslabiti
uslovi posledice 1 PMM, pa da se dobije isti zakǉuqak kao tamo.
Naredna teorema daje odgovor na to pitaǌe za prosto povezanu
oblast.

Teorema 12 (Fragmen10-Lindelefova11 teorema). Neka je Ω prosto
povezana oblast i neka je f holomorfna funkcija na Ω. Pretposta-
vimo da postoji holomorfna funkcija ϕ : Ω→ C koja nije nigde nula
u Ω i koja je ograniqena na Ω. Ako je M konstanta i ∂∞Ω = A ∪ B
tako da va�i:

1) za svako a ∈ A je lim supz→a |f(z)| ≤M ;

2) za svako b ∈ B i η > 0 je lim supz→b |f(z)||ϕ(z)|η ≤M ;

tada je |f(z)| ≤M za svako z ∈ Ω.

Dokaz. Poxto je ϕ ograniqena postoji K > 0 da je |ϕ(z)| ≤ K za
sve z ∈ Ω. Tako�e, poxto je Ω prosto povezana i ϕ nema nula u Ω,
postoji analitiqka grana funkcije logϕ(z) na Ω. Odatle sledi da
je g(z) = exp (η logϕ(z)) analitiqka grana funkcije ϕη(z) za η > 0 i
va�i |g(z)| = |ϕ(z)|η.

Definiximo funkciju F : Ω→ C sa F (z) = f(z)g(z)K−η. Tada je
F analitiqka na Ω i va�i |F (z)| ≤ |f(z)|, poxto je |ϕ(z)| ≤ K za sve
z ∈ Ω. Na osnovu uslova 1) i 2) dobijamo da F zadovoǉava uslove
teoreme 10, pa je

|F (z)| ≤ max{M,K−ηM},

za sve z ∈ Ω. Odatle dobijamo da je

|f(z)| ≤ |ϕ(z)|−η max{KηM,M},

za sve z ∈ Ω i sve η > 0. Kada pustimo da η → 0+ dobijamo da je
|f(z)| ≤M za sve z ∈ Ω, xto je i trebalo dokazati.

Uz pomo� prethodne teoreme dobijamo naredna dva tvr�eǌa za
sektore.

Posledica 8. Neka je a ≥ 1
2
i neka je

Ω =
{
z ∈ C : | arg z| < π

2a

}
.

10Lars Edvard Phragmén (1863-1937)
11Ernst Leonard Lindelöf (1870-1946)
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Pretpostavimo da je f analitiqka na Ω i da postoji konstanta M
tako da je

lim sup
z→w

|f(z)| ≤M

za sve w ∈ ∂Ω. Ako postoji pozitivna konstanta P i b < a tako da
je

|f(z)| ≤ P exp (|z|b),

za sve z za koje je |z| dovoǉno veliki, tada je |f(z)| ≤M, za sve z ∈ Ω.

Dokaz. Neka je b < c < a i neka je ϕ(z) = exp (−zc) za sve z ∈ Ω.
Poka�imo najpre da je ϕ ograniqena.

Ako je z = reiθ ∈ Ω, tj. |θ| < π
2a
, tada je Rezc = rc cos cθ, pa je

|ϕ(z)| = exp (−rc cos cθ).

Poxto je c < a imamo da je c|θ| < a|θ| < π
2
, pa je cos cθ ≥ ρ > 0, za sve

z ∈ Ω. Odatle zakǉuqujemo da je zaista ϕ ograniqena.
Neka je sada η > 0 proizvoǉno i z = reiθ tako da je r dovoǉno

veliko da va�i |f(z)| ≤ P exp (|z|b). Odatle je

|f(z)||ϕ(z)|η ≤ P exp (rb − ηrc cos cθ) ≤ P exp(rb − ηrcρ).

Kada r →∞, poxto je b < c va�i rb−c → 0+, pa rb−ηrcρ = rc(rb−c−ηρ)
te�i −∞. Zbog toga je

lim sup
z→∞

|f(z)||ϕ(z)|η = 0. (11)

Stoga funkcije f i ϕ zadovoǉavaju uslove Fragmen - Lindelefove
teoreme, gde uzimamo da je A = ∂Ω, a B = {∞}. Uslov 1) va�i
odmah iz pretpostavke teoreme, a uslov 2) sledi iz (11). Primenom
teoreme, dobijamo tra�eni rezultat, da je |f(z)| ≤ M , za svako
z ∈ Ω.

Primetimo da je u prethodnoj posledici bitna samo veliqina
ugla datog sektora Ω (ugao π

a
), nije bitan polo�aj. Isto tvr�eǌe

va�i i kada Ω nije simetriqan u odnosu na realnu osu.
Kroz zadatak koji sledi �emo videti primenu posledice na jox

konkretniji sluqaj, kada je Ω poluravan.

Zadatak 5. Neka je Π otvorena desna poluravan, tj.

Π = {z ∈ C : Rez > 0}.
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Pretpostavimo da je f neprekidna na zatvoreǌu Π i holomorfna na
Π i postoje konstante A <∞ i α < 1 tako da je

|f(z)| < A exp(|z|α),

za sve z ∈ Π. Ako jox va�i |f(iy)| ≤ 1 za sve y ∈ R, tada za svako
z ∈ Π va�i

|f(z)| ≤ 1.

Rexeǌe: Ako u posledici 8 stavimo a = 1 dobi�emo Π = Ω. Uz-
imaju�i M = 1, b = α i P = A, na osnovu pretpostavki ovde
ispuǌene su pretpostavke posledice 8, pa dobijamo da je zaista
|f(z)| ≤M , tj. |f(z)| ≤ 1 za svako z ∈ Π.

Posledica 9. Neka je a ≥ 1
2
i neka je

Ω =
{
z ∈ C : | arg z| < π

2a

}
.

Pretpostavimo da je f analitiqka na Ω i da postoji konstanta M
tako da je

lim sup
z→w

|f(z)| ≤M

za sve w ∈ ∂Ω. Ako za svako δ > 0 postoji pozitivna konstanta P
tako da je

|f(z)| ≤ P exp (δ|z|a), (12)

za sve z za koje je |z| dovoǉno veliki, tada je |f(z)| ≤M , za sve z ∈ Ω.

Dokaz. Definiximo funkciju F : Ω → C sa F (z) = f(z) exp (−εza),
gde je ε > 0 proizvoǉno. Ako je x > 0 i δ takav da je 0 < δ < ε tada
postoji konstanta P takva da je

|F (x)| ≤ P exp [(δ − ε)xa].

Odatle dobijamo da ako x → ∞ u R, onda |F (x)| → 0, pa je M1 =
sup{|F (x)| : 0 < x <∞} <∞. Definiximo M2 = max{M1,M} i

H+ = {z ∈ Ω : 0 < arg z <
π

2a
},

H− = {z ∈ Ω : 0 > arg z > − π

2a
}.
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Tada je lim supz→w |f(z)| ≤ M2 za sve w ∈ ∂H+ ∪ ∂H−. Na osnovu
uslova (12), uzimaju�i da je δ = 1 dobjamo da funkcija F na sek-
torima H+ i H− zadovoǉava uslove prethodne posledice, pa dobi-
jamo da je |F (z)| ≤M2 za sve z ∈ H+ ∪H−, pa time i za svako z ∈ Ω
(na granici to ve� va�i).

Ostaje da se poka�e da je M2 = M . Ako bi bilo M2 = M1 > M
tada |F | dosti�e svoj maksimum u taqki x za koju je 0 < x <∞ (jer
je lim supx→0 |f(x)| = lim supx→0 |F (x)| ≤ M < M1 i limx→∞ |F (x)| = 0).
Poxto je ta taqka u Ω, na osnovu PMM dobijamo da je funkcija
F konstantna na Ω, pa je M = M1. Dakle, tada je |F (z)| ≤ M , za
svako z ∈ Ω, tj.

|f(z)| ≤M exp(εReza),

za sve z ∈ Ω. Poxto M ne zavisi od ε, kada pustimo da ε → 0,
dobijamo |f(z)| ≤M , za svako z ∈ Ω.

Postavǉa se pitaǌe da li se u prethodnoj posledici uslov (12)
mo�e oslabiti, a da tvr�eǌe i daǉe va�i? Posmatrajmo slede�i
primer.

Primer 2. Neka je Ω = {z ∈ C : |argz| < π
2a
}, a ≥ 1

2
i neka je

f(z) = exp(za) za z ∈ Ω. Tada je |f(z)| = exp(|z|a cos aθ), gde je
θ = arg z. Za z ∈ ∂Ω je θ = ± π

2a
, pa je cos aθ = 0, odakle je |f(z)| = 1

na ∂Ω, ali jasno je da je ovako definisana f neograniqena na Ω.
Xtavixe, ova funkcija f te�i beskonaqno na svakoj polupravoj
sa poqetkom u 0 u Ω.

Dakle, primer 2 nam pokazuje da se uslov (12) ne mo�e oslabiti.

Navedimo sada jox jednu teoremu istog tipa, koju tako�e prip-
isujemo Fragmenu i Lindelefu, ovoga puta za horizontalnu traku.

Teorema 13 (Fragmen-Lindelef). Neka je

Ω = {z = x+ iy : |y| < π

2
}, Ω = {z = x+ iy : |y| ≤ π

2
}.

Pretpostavimo da je funkcija f neprekidna na Ω, holomorfna na Ω
i postoje konstante α < 1 i A <∞ takve da je

|f(z)| < exp{A exp(α|x|)}, z = x+ iy ∈ Ω

i ∣∣∣f (x± iπ
2

)∣∣∣ ≤ 1, −∞ < x < +∞.

Tada je |f(z)| ≤ 1 za svako z ∈ Ω.
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Primetimo da za α = 1 ne va�i teorema, to smo videli u
primeru 1.

Dokaz. Izaberimo β > 0 tako da je α < β < 1. Za ε > 0 definixemo

hε(z) = exp{−ε(eβz + e−βz)}.

Za z ∈ Ω je

Re[eβz + e−βz] = (eβx + e−βx) cos βy ≥ δ(eβx + e−βx),

gde je δ = cos β π
2
> 0, jer je 0 < β < 1. Odatle je

|hε(z)| ≤ exp{−εδ(eβx + e−βx)} < 1, z ∈ Ω.

Sledi da je |f(z)hε(z)| ≤ 1 na ∂Ω i

|f(z)hε(z)| ≤ exp{Aeα|x| − εδ(eβx + e−βx)}, z ∈ Ω. (13)

Fiksirajmo ε > 0. Poxto je εδ > 0 i β > α, eksponent u (13) te�i
−∞ kad x → ±∞. Stoga postoji x0 tako da je desna strana (13)
maǌa od 1 za x > x0. Posmatrajmo pravougaonik

R = {z = x+ iy ∈ Ω : −x0 ≤ x ≤ x0}.

Iz (13) i prethodnog sledi da je |fhε| ≤ 1 na ∂R. Na osnovu PMM
je tada |fhε| ≤ 1 i na celom R. Prema tome, va�i |fhε| ≤ 1 na celom
Ω, za sve ε > 0. Kada pustimo da ε → 0, dobijamo da je |f(z)| ≤ 1,
za svako z ∈ Ω, xto je i trebalo dokazati.

3 Teorema interpolacije

U ovom poglavǉu �emo navesti primene van kompleksne analzie.
Naime, uz pomo� Adamarove teoreme �emo izvesti dokaz Hauzdo-
rf-Jungove teoreme.

Neka je X prostor sa pozitivnom merom µ i pretpostavimo da
je {ψn} ortonormiran skup funkcija u L2(µ) tj.∫

X

ψnψmdµ =

{
1, m = n
0, m 6= n

(14)

Pretpostavimo da je {ψn} ograniqen niz u L∞(µ): Postoji M <∞
tako da je

|ψn(x)| ≤M (15)
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za svako n ∈ N, x ∈ X.
Neka je f ∈ Lp(µ) proizvoǉna, gde je 1 ≤ p ≤ 2. Tada za odgo-

varaju�e q, za koje je 1
p

+ 1
q

= 1, q > 2, va�i

‖ψn‖qq =

∫
X

|ψn|qdµ =

∫
X

|ψn|2|ψn|q−2dµ ≤
∫
X

|ψn|2M q−2dµ = M q−2,

pa je ψn ∈ Lq(µ). Na osnovu Helderove12 nejednakosti tada inte-
gral

f̂(n) =

∫
X

fψndµ, n ∈ N (16)

postoji i definixe funkciju f̂ na skupu N.
Napomenimo da su norme definisane na standardan naqin:

‖f‖p =

(∫
X

|f |pdµ
) 1

p

, 1 ≤ p <∞

‖f̂‖q =

(∑
n∈N

|f̂(n)|q
) 1

q

, 1 ≤ q <∞

‖f̂‖∞ = sup
n∈N
|f̂(n)|

Stav 2. 1) Ako je f ∈ L1(µ), tada je ‖f̂‖∞ ≤M‖f‖1.

2) Ako je f ∈ L2(µ), tada je ‖f̂‖2 ≤ ‖f‖2.

Dokaz. 1) Iz (15) dobijamo da je ‖f̂‖∞ ≤M
∫
X
|f |dµ, xto je upravo

ono xto je trebalo dokazati.

2) Uoqimo da je f̂(n) = 〈f, ψn〉 i da je L2(µ) Hilbertov prostor u
kome je {ψn} ortonormiran skup funkcija. Tada na osnovu
Beselove13 nejednakosti va�i∑

n∈N

|〈f, ψn〉|2 ≤ ‖f‖2
2,

tj.dobijamo ∑
n∈N

|f̂(n)|2 ≤ ‖f‖2
2,

odakle se korenovaǌem dobija tra�ena nejednakost.

12Otto Ludwig Hölder (1859-1937)
13Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846)
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Ispostavi se da i za neko p koje je izme�u 1 i 2 va�i analogno
tvr�eǌe. To �e nam dati naredna teorema, koja se dokazuje metodom
interpolacije.

Teorema 14 (Hauzdorf14-Jungova15 teorema). Pod gore navedenim pret-
postavkama va�i nejednakost

‖f̂‖q ≤M
2−p
p ‖f‖p,

za 1 ≤ p ≤ 2 i f ∈ Lp(µ), gde je 1
p

+ 1
q

= 1.

Dokaz. Stav 2 nam daje da tvr�eǌe va�i za p = 1 i p = 2. Pret-
postavimo 1 < p < 2.
Primetimo da je(

N∑
n=1

|f̂(n)|q
) 1

q

= sup∑N
n=1 |bn|p=1

{∣∣∣∣∣
N∑
n=1

bnf̂(n)

∣∣∣∣∣
}
,

poxto je Lq norma bilo koje funkcije na merǉivom prostoru jed-
naka normi te funkcije posmatrane kao linearnog funkcionala na
dualnom prostoru Lp. Bi�e dovoǉno pokazati da je za svako N ∈ N
i svaki {bn ∈ C : 1 ≤ n ≤ N} takav da je je

∑N
n=1 |bn|p = 1, ispuǌeno∣∣∣∣∣

N∑
n=1

bnf̂(n)

∣∣∣∣∣ ≤M
2−p
p ‖f‖p. (17)

Poka�imo najpre za sluqaj proste kompleksne funkcije f za
koju je ‖f‖p = 1. Neka su b1, . . . , bN ∈ C proizvoǉni takvi da je∑N

n=1 |bn|p = 1. Naka je F = |f |p i Bn = |bn|p. Tada postoje funkcija
ϕ i β1, . . . , βN ∈ C takvi da je

f = F
1
pϕ, |ϕ| = 1,

∫
X

Fdµ = 1 (18)

i

bn = B
1
p
n βn, |βn| = 1,

N∑
n=1

Bn = 1. (19)

Tada je

N∑
n=1

bnf̂(n) =
N∑
n=1

B
1
p
n βn

∫
X

F
1
pϕψndµ. (20)

14Felix Hausdorff (1868-1942)
15Heinrich Wilhelm Ewald Jung (1876-1953)
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Definiximo sada funkciju

φ(z) =
N∑
n=1

Bz
nβn

∫
X

F zϕψndµ, z ∈ C. (21)

U jednakosti (21) podrazumevamo da je Az = exp(z logA) za A > 0
i Az = 0 za A = 0. Sada je desna strana jednakosti (20) zapravo
φ(1

p
), pa se nax problem svodi na ograniqavaǌe odozgo funkcije φ

u taqki 1
p
.

Poxto je funkcija F prosta, F ≥ 0 i Bn ≥ 0 dobijamo da je φ
konaqna linearna kombinacija eksponencijalnih funkcija, pa je φ
cela funkcija koja je ograniqena na Ω = {z ∈ C : a ≤ Rez ≤ b} za
svake konaqne a i b. Uzmimo da je a = 1

2
i b = 1. Funkcija φ sada

zaovoǉava uslove Adamarove teoreme o tri prave na oblasti Ω.
Da bismo to iskoristili u proceni φ

(
1
p

)
, procenimo vrednosti

funkcije M u taqkama a i b.
Definiximo za −∞ < y <∞ funkciju

cn(y) = 〈F
1
2

+iyϕ, ψn〉 =

∫
X

F
1
2F iyϕψndµ.

Beselova nejednakost nam daje

∞∑
n=1

|cn(y)|2 ≤
∫
X

|F
1
2F iyϕ|2dµ =

∫
X

|F |dµ = 1.

Zatim primenom Koxi-Xvarcove nejednakosti dobijamo

∣∣∣∣φ(
1

2
+ iy)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

B
1
2
nB

iy
n βncn

∣∣∣∣∣ ≤
√√√√ N∑

n=1

(B
1
2
n )2

√√√√ N∑
n=1

|cn|2 ≤ 1.

Odavde dobijamo da je M(1
2
) ≤ 1.

Ostaje da se proceni M(1). Posmatrajmo

φ(1 + iy) =
N∑
n=1

BnB
iy
n βn

∫
X

FF iyϕψndµ.

Va�i

|φ(1 + iy)| ≤
N∑
n=1

|bn|p
∫
X

|f |p|ψn|dµ ≤
N∑
n=1

|bn|p ·M ·
∫
X

|f |pdµ = M,
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jer je ‖ψn‖∞ ≤M , za svako n. Dakle, M(1) ≤M .
Sada na osnovu Adamarove teoreme o tri prave dobijamo da je

|φ(x+ iy)|1−
1
2 ≤M(

1

2
)1−xM(1)x−

1
2 ≤Mx− 1

2 ,

tj.
|φ(x+ iy)| ≤M2x−1

za fiksirano x i svako y ∈ R. Zamenom x = 1
p
i y = 0 dobijamo da

je

φ

(
1

p

)
≤M

2−p
p .

Poxto je ‖f‖p = 1, va�i

φ

(
1

p

)
≤M

2−p
p ‖f‖p,

pa iz jednaqine (20) sledi da je ispuǌeno (17), za sve proste kom-
pleksne funkcije f norme 1.

Neka je sada f ∈ Lp(µ) prozvoǉna. Postoji niz prostih funkcija
(fj) takvih da je

lim
j→∞
‖fj − f‖p = 0. (22)

Na osnovu ve� dokazanog za proste funkcije va�i∣∣∣∣∣
N∑
n=1

bnf̂j(n)

∣∣∣∣∣ ≤M
2−p
p ‖fj‖p, (23)

za svako j ∈ N.
Primetimo da je

|f̂(n)− f̂j(n)| =

∣∣∣∣∫
X

(f − fj)ψndµ
∣∣∣∣

≤
∫
X

|f − fj||ψn|dµ

≤
(∫

X

|f − fj|pdµ
) 1

p
(∫

X

|ψn|qdµ
) 1

q

na osnovu osnovne integralne i Helderove nejednakosti. Iz nave-
dene nejednakosti zbog ψn ∈ Lq(µ) i (22) dobijamo da kad j → ∞,
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tada i f̂j(n)→ f̂(n). Stoga, ako u jednaqini (23) pustimo limes kad
j → ∞ dobijamo da va�i (17) i za proizvoǉnu f ∈ Lp(µ). Poxto
je N bilo proizvoǉno, ta nejednakost va�i za svako N , pa i kada
N →∞, tj. dobijamo da je

‖f̂‖q ≤M
2−p
p ‖f‖p,

xto je i trebalo dokazati.

4 Jox neke primene principa maksimuma modula

4.1 Jensenova formula

Definicija 3. Neka je f neprekidna funkcija na D(0, r) i neka je R ≤
r. Maksimum funkcije |f | na kru�nici polupreqnika R obele�avamo
sa ‖f‖R, tj.

‖f‖R = max{|f(z)| : |z| = R}.

Teorema 15. Neka je f holomorfna funkcija na D(0, R), neprekidna
na D(0, R) i f(0) 6= 0. Neka su nule funkcije f u D(0, R) pore�ane
rastu�e po modulu

z1, z2, . . . , zN ,

gde se svaka nula pojavǉuje onoliko puta koliki joj je multiplicitet.
Tada je

|f(0)| ≤ ‖f‖R
Rn
|z1z2 · · · zN |.

Dokaz. Neka su

gn(z) =
R(zn − z)

R2 − znz
, n = 1, 2, . . . , N

preslikavaǌa iz D(0, R) na B(0, 1).
Definiximo

g(z) =
N∏
n=1

gn(z),

i neka je

F (z) =
f(z)

g(z)
.
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Ovako definisana funkcija F je holomorfna na D(0, R) i neprekidna
na D(0, R) i poxto je |g(z)| = 1 za |z| = R dobijamo da va�i |F (z)| =
|f(z)| za |z| = R. Sada na osnovu PMM zakǉuqujemo da je

|F (z)| ≤ ‖f‖R,

za svako |z| ≤ R. Ubacivaǌem z = 0 dobijamo da je

|F (0)| ≤ ‖f‖R.

Zamenom F (0) = f(0)
g(0)

dobijamo da je

|f(0)| ≤ ‖f‖R|g(0)|,

odnosno

|f(0)| ≤ ‖f‖R
|z1z2 · · · zN |

RN
,

xto je i trebalo dokazati.

Nejednakost u prethodnoj teoremi se naziva Jensenova16 nejed-
nakost. Predstavi�emo primenu te nejednakosti kroz naredna dva
zadatka.

Zadatak 6. Neka je f holomorfna na jediniqnom disku D i neprekidna
na ǌegovom zatvoreǌu. Pretpostavimo da je |f(z)| ≤ 1, za svako
z ∈ D. Tako�e pretpostavimo da je f(1

2
) = f( i

2
) = 0. Dokazati da je

tada |f(0)| ≤ 1
4
.

Rexeǌe: Ako je f(0) = 0, nejednakost je trivijalno ispuǌena, a ako
je f(0) 6= 0, onda mo�emo primeniti prethodnu teoremu. Dobijamo
da je

|f(0)| ≤ ‖f‖R|z1z2 · · · zn|,
gde je R = 1. Zbog |f(z)| ≤ 1, za svako z ∈ D, va�i ‖f‖R ≤ 1, a poxto
je zi ∈ D, za svako 1 ≤ i ≤ N , a ve� su nam poznate 2 nule funkcije
f , to je |z1z2 · · · zN | ≤ |12 ||

i
2
| = 1

4
. Dakle, dobijamo da je |f(0)| ≤ 1

4
.

Zadatak 7. Neka je f holomorfna na disku D(z0, R) i neprekidna na
ǌegovom zatvoreǌu. Pretpostavimo da f ima najmaǌe n nula u disku
D(z0, r), r < R (broji se i multiplicitet) i neka je f(z0) 6= 0. Tada
va�i (

R

r

)n
≤ ‖f‖R
|f(z0)|

,

gde je ‖f‖R maksimum funkcije f na rubu diska D(z0, R).
16Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859-1925)
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Rexeǌe: Posmatrajmo funkciju g(z) = f(z + z0), koja je definisana
i neprekidna na zatvoreǌu diska D(0, R) i holomorfna je kao kom-
pozicija translacije i holomorfne funkcije f na D(0, R). Zbog
uslova nametnutih za funkciju f , va�i da g ima najmaǌe n nula
u disku D(0, r), r < R i da je g(0) 6= 0. Sada mo�emo primeniti
teoremu 15 na funkciju g. Dobijamo

|g(0)| ≤ ‖g‖R
RN
|z1z2 · · · zN |,

gde je N ≥ n. Za svako a ≤ i ≤ n va�i |zi| < r, a za ostale n < i ≤ N
va�i |zi| < R. Zamenom g(z) = f(z + z0) i uoqenih nejednakosti za
module nula dobijamo

|f(z0)| ≤ ‖f‖R
RN
|z1 · · · znzn+1 · · · zN | ≤

‖f‖R
RN

rnRN−n,

tj. (
R

r

)n
≤ ‖f‖R
|f(z0)|

,

xto je trebalo i dokazati.

Oznaqimo sa n(r) broj nula funkcije f u disku D(0, r). Time
smo definisali funkciju n koja slika (0,∞) u skup nenegativnih
celih brojeva.

Posledica 10. Uz pretpostavke i oznake iz prethodne teoreme
va�i ∫ R

0

n(x)

x
dx ≤ log ‖f‖R − log |f(0)|.

Dokaz. Funkcija log je rastu�a, pa se iz Jensenove nejednakosti
dobija

log
RN

|z1||z2| · · · |zN |
≤ log

‖f‖R
|f(0)|

= log ‖f‖R − log |f(0)|.

Sa druge strane je

log
RN

|z1||z2| · · · |zN |
=

N∑
n=1

log

(
R

|zn|

)
=

N∑
n=1

∫ R

|zn|

dx

x
=

∫ R

0

n(x)

x
dx.

Jasno je da iz dobijene jednakosti i nejednakosti sledi tra�eno.
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Dakle, uz pomo� PMM smo dobili Jensenovu nejednakost koja
ima mnogobrojne primene. Ali, od ve�eg interesa je prona�i
taqnu vezu koja postoji izme�u nula analitiqke funkcije f i sred-
ǌe vrednosti na kru�nici. Prethodna priqa je poslu�ila kao
motivacija za to, a vide�emo u nastavku da je pokazana Jensenova
nejednakost samo jednostavna posledica takozvane Jensenove for-
mule.

Uvedimo najpre potrebne oznake. Za meromorfnu funkciju f na
D(0, R) definixemo νf za svako a ∈ D(0, R) sa:

1) Ako je a pol reda m funkcije f , onda je νf (a) = −m.

2) Ako je a nula reda m funkcije f , onda je νf (a) = m.

3) Ako a nije ni nula ni pol funkcije f onda je νf (a) = 0.

Definixemo tako�e cf . Ako funkcija f ima nulu ili pol reda
m u taqki 0, onda je cf koeficijent uz zm u razvoju funkcije f ,
odnosno koeficijent uz z−m. Ako f nema ni nulu ni pol u taqki 0
onda je cf = f(0).

Teorema 16 (Jensenova formula). Neka je f meromorfna, nekonstantna
funkcija na DR = D(0, R) i neprekidna na DR. Tada je∫ 2π

0

log |f(Reiθ)|dθ
2π

+
∑

a∈DR,a 6=0

νf (a) log
|a|
R

+ νf (0) log
1

R
= log |cf |. (24)

Posebno, ako f nema nule ili polove u 0, tada je desna strana jednaka
log |f(0)|.

Dokaz. Pretpostavimo da f nema ni nule ni polove u D(0, R), tj.
νf = 0 na tom disku. Tada je funkcija log f(z) analitiqka na disku,
pa je na osnovu Koxijeve integralne formule

log f(0) =
1

2πi

∫
|z|=R

log f(z)

z
dz =

∫ 2π

0

log f(Reiθ)
dθ

2π
,

tj. va�i

log |f(0)|+ iargf(0) =

∫ 2π

0

(log |f(Reiθ)|+ iargf(Reiθ))
dθ

2π
.

Uzimaǌem realnog dela obe strane jednakosti dobijamo tra�enu
jednakost.

Daǉe, pretpostavimo da je f(z) = z. Tada je

log |f(Reiθ)| = logR
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i va�i νf (0) = 1. Stoga je leva strana izraza (24) jednaka 0.
Poxto je tada cf = 1 i desna strana je jednaka 0, to je jednakost
(24) ispuǌena.

Neka je sada α ∈ C, α 6= 0. Posmatrajmo funkciju

f(z) = z − α,

gde je α = aeiϕ, za 0 < a ≤ R. Tada je |cf | = |f(0)| = |α| = a, z = α
je nula reda 1 funkcije f , tj. νf (α) = 1, a vrednosti funkcije νf u
ostalim taqkama diska su 0, pa formula (24) koju treba pokazati
postaje

logR =
1

2π

∫ 2π

0

log |Reiθ − aeiϕ|dθ,

tj. ∫ 2π

0

logR =

∫ 2π

0

log |Reiθ − aeiϕ|dθ,

xto je ekvivalentno sa∫ 2π

0

log
∣∣∣eiθ − a

R
eiϕ
∣∣∣ dθ = 0.

Radi preglednosti, doka�imo to kroz slede�u lemu.

Lema 1. Ako je 0 < a ≤ R, tada je
∫ 2π

0
log
∣∣eiθ − a

R
eiϕ
∣∣ dθ = 0.

Dokaz leme. Pretpostavimo najpre da je 0 < a < R. Tada je funkcija

g(z) =
log
(
1− a

R
z
)

z
= −

∞∑
n=1

( a
R
z)n−1

n

analitiqka za |z| < R
a
. Stoga je integral po zatvorenoj krivoj

γ : [0, 2π]→ C datoj sa γ(θ) = eiθ jednak 0, tj.∫
γ

log
(
1− a

R
z
)

z
dz =

∫ 2π

0

log(1− a
R
eiθ)

eiθ
ieiθdθ = 0.

Uzimaǌem imaginarnog dela jednakosti dobijamo∫ 2π

0

log
∣∣∣1− a

R
eiθ
∣∣∣ dθ = 0.

Smenom t = ϕ− θ se dobija∫ ϕ−2π

ϕ

log
∣∣∣eit − a

R
eiϕ
∣∣∣ dt = 0,
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xto je ekvivalentno sa onim xto je trebalo dokazati.
Preostaje jox da se doka�e sluqaj a = R. Tada se jednakost

koju treba dokazati svodi na∫ 2π

0

log |eiθ − eiϕ|dθ =

∫ 2π

0

log (| − eiϕ||1− ei(θ−ϕ)|)dθ = 0

tj. ∫ 2π

0

log |1− ei(θ−ϕ)|dθ = 0

xto je ekvivalentno sa∫ 2π

0

log |1− eiθ|dθ = 0. (25)

Posmatrajmo funkciju

g(z) =

{
log(1−z)

z
, z 6= 0

−1, z = 0

koja je holomorfna za Rez < 1 (log(1 − z) je grana logaritma koja
u nuli uzima vrednost 0). Neka je γ pozitivno orijentisana je-
diniqna kru�nica sa centrom u 0, tj. γ(θ) = eiθ za θ ∈ [0, 2π].
Oznaqimo sa γα restrikciju od γ na [α, 2π − α], gde je α ∈ (0, π

4
)

i oznaqimo sa γε pozitivno orijentisan deo kru�nice sa centrom
1 polupreqnika ε koja spaja taqke eiα i e−iα, tj. γε(θ) = 1 + εiθ za
θ ∈ [π+α

2
, 3π−α

2
] (veza izme�u α i ε je ε = 2 sin α

2
). Neka je jox γ(ε)

kontura sa slike. ǋu qini pozitivno orijentisana unija γα i γε.

Funkcija g je holomorfna za Rez < 1, pa je na osnovu Koxijeve
integralne formule ∫

γ(ε)

log(1− z)

z
dz = 0,
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na osnovu qega dobijamo da je∫
γε

log(1− z)

z
dz =

∫
γα

log(1− z)

z
dz. (26)

Izraqunajmo integral po γα. Zamenom γ(θ) = eiθ dobijamo da je∫
γα

log(1− z)

z
dz = i

∫ 2π−α

α

log(1− eiθ)dθ

= i

∫ 2π−α

α

log |1− eiθ|dθ −
∫ 2π−α

α

arg(1− eiθ)dθ.

Poxto je arg(1− eiθ) = θ−π
2

i
∫ 2π−α
α

θ−π
2
dθ = 0 dobijamo da je∫

γα

log(1− z)

z
dz = i

∫ 2π−α

α

log |1− eiθ|dθ. (27)

Daǉe, poxto je

lim
z→1

(z − 1)
log(1− z)

z
= 0,

to na osnovu �ordanove leme dobijamo da je

lim
ε→0

∫
γε

log(1− z)

z
dz = 0,

pa je na osnovu (26) i

lim
α→0

∫
γα

log(1− z)

z
dz = 0.

Sada na osnovu (27) dobijamo da je

lim
α→0

∫ 2π−α

α

log |1− eiθ|dθ = 0,

tj. ∫ 2π

0

log |1− eiθ|dθ = 0.

Dakle, dobili smo jednakost (25), xto je i trebalo dokazati.

Dokazali smo Jensenovu formulu za specijalne sluqajeve. Op-
xti sluqaj �emo izvesti koriste�i specijalne.

Neka je
h(z) = f(z)

∏
a∈DR

(z − a)−νf (a).
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Pomno�ili smo f sa racionalnom funkcijom koja ponixtava sve
nule i polove funkcije f , pa funkcija h nema ni nula ni polova u
D(0, R). Mo�emo zapisati

f(z) = h(z)
∏
a∈DR

(z − a)νf (a).

Stoga mo�emo do�i do f u konaqnom broju koraka mno�eǌem ili
deǉeǌem funkcijama specijalnog oblika za koje smo pokazali da
va�i Jensenova formula. Bi�e dovoǉno pokazati jox da va�i
slede�a lema.

Lema 2. Ako Jensenova formula va�i za holomorfne funkcije f i g,
onda va�i i za funkcije fg i f

g
.

Dokaz. Neka je LS(f) leva strana Jensenove nejednakosti za funkciju
f i neka je RS(f) = log |cf | desna strana te nejednakosti. Prime-
timo da je:

log |fg| = log |f |+ log |g|,

νfg(a) = νf (a) + νg(a),

cfg = cfcg.

Stoga va�i

LS(fg) = LS(f) + LS(g), RS(fg) = RS(f) +RS(g).

Tako�e, va�i i da je

LS(
1

f
) = −LS(f), RS(

1

f
) = −RS(f).

Iz ovih jednakosti sledi tra�eno.

Sada, kao xto smo i najavili, na osnovu prethodne leme za-
kǉuqujemo da poxto Jensenova nejednakost va�i za h i za funkcije
oblika (z − a), za sve a ∈ C, posle konaqnog broja primena leme,
dobijamo da Jensenova nejednakost va�i i za f .

Posledica 11. Neka je f holomorfna funkcija na DR = D(0, R),
nekonstantna i neprekidna na zatvoreǌu od DR i neka je f(0) 6= 0.
Tada je ∫ 2π

0

log |f(Reiθ)|dθ
2π

+
∑

a∈DR,a6=0

νf (a) log
|a|
R

= log |f(0)|.
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Poxto je ∫ 2π

0

log |f(Reiθ)|dθ
2π
≤ log ‖f‖R,

iz posledice 11 dobijamo Jensenovu nejednakost sa poqetka ovog
poglavǉa. Tako�e, poxto je∑

a∈DR,a 6=0

νf (a) log
|a|
R
≤ 0,

dobijamo da je

log |f(0)| ≤ 1

2π

∫ 2π

0

log |f(Reiθ)|dθ.

U sluqaju da funkcija f nema nula u DR dobijamo

log |f(0)| = 1

2π

∫ 2π

0

log |f(Reiθ)|dθ.

4.2 Pikar-Borelova teorema

Mala Pikarova17 teorema tvrdi da cela funkcija koja ne uz-
ima dve razliqite kompleksne vrednosti, mora biti konstantna.
U ovom poglavǉu �emo predstaviti Borelov18 dokaz te teoreme,
te stoga tu teoremu ovde nazivamo Pikar-Borelova teorema. Taj
dokaz kroz pomo�na tvr�eǌa koristi Jensenovu formulu dokazanu
u prethodnom odeǉku. Pre nego xto pre�emo na ǌega, bi�e nam
potrebni jox neki pojmovi i tvr�eǌa.

Definicija 4. Neka je α pozitivan realan broj. Tada je pozitivni
logaritam od α dat sa

log+(α) = max(0, logα).

Stav 3. Ako su α1, . . . , αn pozitivni realni brojevi, tada je

log+(α1α2) ≤ log+(α1) + log+(α2),

i

log+(α1 + · · ·+ αn) ≤
n∑
i=1

log+(αi) + log n.

17Charles Émile Picard (1856-1941)
18Félix Édouard Justin Émile Borel (1871-1956)
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Dokaz. Prvu nejednakost dobijamo direktno:

log+(α1α2) = max(0, log(α1α2)) = max(0, logα1 + logα2)

≤ max(0, logα1) + max(0, logα2)

≤ log+(α1) + log+(α2).

Da bismo dokazali drugu nejednakost uoqimo da je

log+(α1 + · · ·+ αn) ≤ log+(nmax
i
αi) ≤ log+(max

i
αi) + log n.

Poxto je

log+(max
i
αi) ≤

n∑
i=0

log+ αi,

dobijamo da va�i tvr�eǌe.

Stav 4. Ako je α pozitivan realan broj, tada je

log+ α− log+ 1

α
= logα,

i
| logα| = log+ α + log+ 1

α
.

Dokaz. Iz
logα > 0⇔ log

1

α
< 0,

i na osnovu osnovnih osobina logaritma slede tra�ene jednakosti.

Stav 5. Neka je b ∈ C. Tada je∫ 2π

0

log |b− eiθ|dθ
2π

= log+ |b|.

Dokaz. Ako je |b| > 1, tada je log+ |b| = log |b|. Daǉe, funkcija g(z) =
log |b− z| je harmonijska za |z| < 1 + ε, ε > 0, pa za ǌu va�i svojstvo
sredǌe vrednosti, tj. va�i

1

2π

∫ 2π

0

log |b− eiθ|dθ = log |b− 0| = log |b| = log+ |b|,
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xto je i trebalo dokazati.
Ako je |b| < 1, tada je∫ 2π

0

log |b− eiθ|dθ
2π

=

∫ 2π

0

log |be−iθ − 1|dθ
2π

= log | − 1|
= 0 = log+ |b|.

Ako je |b| = 1, na osnovu leme 1 sledi da va�i tvr�eǌe.

Definicija 5. Neka je f meromorfna funkcija. Za r > 0 neka je

mf (r) =

∫ 2π

0

log+ |f(reiθ)|dθ
2π
.

Primetimo da je funkcija mf nenegativna, a integral preko
koga se definixe je nesvojstveni integral koji konvergira. Si-
tuacija je sliqna situaciji u Jensenovoj formuli.

Posledica 12. Ako su f i g meromorfne funkcije, tada je

mfg ≤ mf +mg.

Ako su f1, . . . , fn meromorfne funkcije, tada je

mf1+···+fn ≤ mf1 + · · ·+mfn + log n.

Dokaz. Sledi direktno iz stava 3 i definicije funkcije mf .

Posledica 13. Neka je h cela funkcija bez nula. Tada je

mh = m 1
h

+ log |h(0)|.

Dokaz. Iz definicije 5 i na osnovu stava 4 va�i

mh(r)−m 1
h
(r) =

∫ 2π

0

log |h(reiθ)|dθ
2π

= log |h(0)|.

Posledǌa jednakost sledi iz svojstva sredǌe vrednosti za har-
monijsku funkciju log |h(z)|.

Sada nam je ciǉ da prebrojimo nule funkcije ukǉuquju�i i
multiplicitete. Prethodno smo definisali funkciju n, koju mo�emo
oznaqiti i sa nf , ako �elimo da naglasimo o kojoj se funkciji
radi. Preciznije, za analitiqku funkciju f na D(0, R) uvodimo
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slede�e oznake:

nf (0, r) = broj nula funkcije f u otvorenom

disku polupreqnika r ≤ R, raqunate sa multiplicitetom.

Ako je f(0) 6= 0, onda definixemo:

Nf (0, r) =

∫ r

0

nf (0, t)
dt

t
=

∑
a∈D(0,r),a6=0

νf (a) log
∣∣∣r
a

∣∣∣ ,
Za b ∈ C tako da je f(0)− b 6= 0 oznaqavamo

Nf (b, r) = Nf−b(0, r).

Stav 6 (Kartan19). Neka je f cela funkcija. Tada je

mf (r) =

∫ 2π

0

Nf (e
iθ, r)

dθ

2π
+ log+ |f(0)|. (28)

Specijalno, mf je rastu�a funkcija po r.

Dokaz. Za svako θ takvo da je f(0) 6= eiθ, primenimo posledicu 11
Jensenove formulu na funkciju f(z)− eiθ, koja tada nije nula u 0,
pa �e desna strana biti log |f(0)− eiθ|. Dobijamo∫ 2π

0

log |f(reiϕ)− eiθ|dϕ
2π

= Nf (e
iθ, r) + log |f(0)− eiθ|.

Integralimo obe strane dobijene jednakosti na segmentu [0, 2π] po
θ i podelimo sa 2π. Dobijamo∫ 2π

0

(∫ 2π

0

log |f(reiϕ)− eiθ|dϕ
2π

)
dθ

2π
=

∫ 2π

0

Nf (e
iθ, r)

dθ

2π
+

∫ 2π

0

log |f(0)−eiθ|dθ
2π
.

Na osnovu stava 5, va�i∫ 2π

0

log |f(0)− eiθ|dθ
2π

= log+ |f(0)|,

i poxto sa leve strane smemo da meǌamo poredak integracije (Fu-
binijeva teorema), ponovo na osnovu stava 5 dobijamo da je∫ 2π

0

(∫ 2π

0

log |f(reiϕ)− eiθ|dϕ
2π

)
dθ

2π
=

∫ 2π

0

(∫ 2π

0

log |f(reiϕ)− eiθ|dθ
2π

)
dϕ

2π

=

∫ 2π

0

log+ |f(reiϕ)|dϕ
2π

= mf (r).

19Élie Joseph Cartan (1869-1951)
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Sada se jasno vidi da va�i

mf (r) =

∫ 2π

0

Nf (e
iθ, r)

dθ

2π
+ log+ |f(0)|,

xto je i trebalo dokazati.
Doka�imo sada drugi deo tvr�eǌa. Za svako θ funkcija

r 7−→ Nf (e
iθ, r)

je rastu�a, pa na osnovu jednakosti (28) sledi da je i mf rastu�a
funkcija. Ovim je tvr�eǌe u potpunosti dokazano.

Definicija 6. Neka je f cela funkcija. Sa Mf (R) oznaqavamo loga-
ritam maksimuma modula funkcije f na kru�nici polupreqnika R,
tj.

Mf (R) = log ‖f‖R,
gde je

‖f‖R = max
|z|=R

|f(z)|.

Primetimo da na osnovu definicije mf va�i

mf ≤ max(Mf , 0).

Obratno ograniqeǌe nam daje slede�a teorema.

Teorema 17. Neka je f cela funkcija koja nema nula. Tada za r < R
va�i

Mf (r) ≤
R + r

R− r
mf (R),

i posebno
Mf (r) ≤ 3mf (r).

Dokaz. Poxto f nema nula, funkcija log f(z) je cela funkcija po
z. Tada je funkcija g(z) = log |f(z)| harmonijska, pa mo�emo pri-
meniti Puasonovu formulu na g stavǉaju�i da je z = reiϕ i ζ =
Reiθ. Dobijamo

log |f(z)| =
∫ 2π

0

log |f(Reiθ)|Reζ + z

ζ − z
dθ

2π
.

Direktnim raqunom se dobija

Re
ζ + z

ζ − z
=

R2 − r2

R2 − 2Rr cos(θ − ϕ) + r2
.
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Odatle sledi da se maksimum i minimum funkcije Re ζ+z
ζ−z dosti�u

za cos(θ − ϕ) = 1 odnosno za cos(θ − ϕ) = −1, pa je

0 <
R− r
R + r

≤ Re
ζ − z
ζ + z

≤ R + r

R− r
.

Iz toga dobijamo da je

log |f(z)| ≤
∫ 2π

0

log+ |f(Reiθ)|R + r

R− r
dθ

2π
=
R + r

R− r
mf (R).

Sada uzimaǌem maksimuma kada je |z| = r zavrxavamo dokaz. Speci-
jalan sluqaj nejednakosti se dobija ubacivaǌem R = 2r u prvu
nejednakost.

Posledica 14. Neka je f cela funkcija. Ako je mf ograniqena, tada
je f konstantna. Ako postoji konstanta k tako da je

mf (Rj) ≤ k logRj

za niz (Rj)
∞
j=1 koji te�i ∞, tada je f polinom stepena ≤ k.

Dokaz. Pretpostavimo da je mf ograniqena. Tada iz prethodne
teoreme sledi da je i Mf ograniqena, pa samim tim i f , pa na
osnovu Liuvilove teoreme sledi da je funkcija f konstantna.

Da bismo dokazali drugi deo, izaberimo A > 0 i neka je R = Ar.
Cela funkcija f se mo�e razviti u Tejlorov red, f(z) =

∑∞
n=1 anz

n,
pa na osnovu Koxijeve formule dobijamo da je

|an| ≤
‖f‖R
Rn

.

Sada na osnovu teoreme 17 za R = Rj = Arj i nejednakosti pret-
postavǉene u tvr�eǌu, dobijamo:

log |an| ≤Mf (R)− n logR ≤ A+ 1

A− 1
k log(Ar)− n log(Ar).

Ako je n > k, tada za dovoǉno veliko A imamo

n > k
A+ 1

A− 1
.

Pustimo da R = Rj → +∞, pa dobijamo da desna strana te�i
−∞, odnosno dobijamo da je an = 0. Dakle, f je polinom stepena
≤ k.
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Teorema 18. Neka je h cela funkcija bez nula. Tada je

mh′
h

(r) = O(log r + logmh(r)),

za sve r koji se nalaze van skupa konaqne mere i kad r →∞.

Dokaz. Da bismo dokazali ovu teoremu bi�e nam potrebno neko-
liko lema.

Lema 3. Neka je h cela funkcija bez nula i neka je 1 ≤ r < R. Tada
je

mh′
h

(r) ≤ log+R + 2 log+ 1

R− r
+ 2 log+mh(R) + c,

gde je c neka konstanta.

Dokaz leme. Funkcija log h(z) je cela funkcija, pa va�i Puasonova20

formula

log h(z) =

∫ 2π

0

log |h(Reiθ)|Re
iθ + z

Reiθ − z
dθ

2π
+ iK,

za neku konstantu K. Diferenciraju�i po z za |z| < R dobijamo

h′(z)

h(z)
=

∫ 2π

0

log |h(Reiθ)| 2Reiθ

(Reiθ − z)2

dθ

2π
.

Stoga va�i ∣∣∣∣h′(z)

h(z)

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π

0

| log |h(Reiθ)|| 2R

|Reiθ − z|2
dθ

2π
.

Na osnovu stava 4 i definicije mh dobijamo da je∫ 2π

0

| log |h(Reiθ)||dθ
2π

= mh(R) +m 1
h
(R).

Poxto je
|Reiθ − z|2 ≥ |R− r|2,

konaqno dobijamo procenu∣∣∣∣h′(z)

h(z)

∣∣∣∣ ≤ 2R

(R− r)2
(mh(R) +m 1

h
(R)).

Primenom log+ i integracijom obe strane dobijamo ograniqeǌe

mh′
h

(r) < log+R + 2 log+ 1

R− r
+ log+mh(R) + log+m 1

h
(R) + log 2.

Ali kao xto smo videli u posledici 13, va�i m 1
h

= mh− log |h(0)|,
pa sledi tvr�eǌe leme.

20Siméon Denis Poisson (1781-1840)
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Lema 4. Neka je S nenegativna, neprekidna, nekonstantna, rastu�a
funkcija po r > 0. Tada je

S

(
r +

1

S(r)

)
< 2S(r)

za sve r > 0 osim za r koji se nalaze u skupu konaqne mere.

Dokaz. Neka je E skup na kome ne va�i data nejednakost, tj. E je
skup svih r za koje je

S

(
r +

1

S(r)

)
≥ 2S(r).

Pretpostavimo da postoji r1 ∈ E, S(r1) 6= 0. Neka je

r2 = inf

{
r ∈ E : r ≥ r1 +

1

S(r1)

}
.

Tada je r2 ∈ E i r2 ≥ r1 + 1
S(r1)

. Neka je

r3 = inf

{
r ∈ E : r ≥ r2 +

1

S(r2)

}
.

Tada r3 ∈ E i r3 ≥ r2 + 1
S(r2)

. Ponavǉamo ovaj postupak beskonaqno
puta, pa ili dobijamo niz (rn)∞n=1 ili dobijamo konaqan broj taqaka
(ako u nekom momentu skup qiji infimum tra�imo postane prazan).

Ako smo prethodnim postupkom dobili konaqan broj taqaka,

problem je rexen, jer je tada skup E pokriven konaqnom unijom in-
tervala konaqne du�ine, tj. mera skupa na kome ne va�i tra�ena
nejednakost je konaqna, xto je i trebalo dokazati. A ako je dobi-
jen niz (rn)∞n=1, tada primetimo da poxto je S rastu�a, na osnovu
konstrukcije va�i

S(rn+1) ≥ S

(
rn +

1

S(rn)

)
≥ 2S(rn) ≥ 2nS(r1). (29)

Stoga je
∞∑
n=1

1

S(rn)
≤ 2

S(r1)
.
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Primetimo tako�e da niz (rn)∞n=1 ne mo�e biti ograniqen. Pret-
postavimo suprotno, neka je (rn)∞n=1 ograniqen niz. Tada on ima
graniqnu vrednost r kad n → ∞, jer je monoton. Poxto je S
neprekidna funkcija, va�i limn→∞ S(rn) = S(r). Ali to je nemogu�e
zbog (29), jer desna strana te nejednakosti te�i beskonaqno kad
n→∞. Stoga je E pokriven unijom intervala⋃[

rn, rn +
1

S(rn)

]
∪ (0, r1]

koji ima meru ≤ 2
S(r1)

+ r1, pa je teorema dokazana.

Funkcija mh je rastu�a na osnovu teoreme 6, pa je i

S(r) = log+ mh(r)

rastu�a. Poxto je mh neprekidna pod datim uslovima (h cela bez
nula), to je i S neprekidna funkcija. Dakle, S zadovoǉava sve
uslove prethodne leme. Neka je

R = r +
1

log+mh(r)
.

Sada primenom prethodne leme dobijamo

log+mh

(
r +

1

log+mh(r)

)
< 2 log+mh(r),

tj.
log+mh(R) < log+mh(r),

za sve r > 0 osim na skupu konaqne mere. Za gore izabrano R
primenimo lemu 3 i iskoristimo dobijenu nejednakost. Na taj
naqin i uz pomo� stavova 3 i 4 dobijamo da za sve r > 0 osim na
skupu konaqne mere va�i

mh′
h

(r) ≤ 4 log+ mh(r) + log+

(
r +

1

log+mh(r)

)
+ 2 log+(log+mh(r)) + c

≤ 4 log+ mh(r) + log+ r + log+(log+mh(r))
−1

+ log 2 + 2 log+(log+ mh(r)) + c

≤ 4 log+ mh(r) + log+ r + log+(log+mh(r))

+| log(log+mh(r))|+ log 2 + c

≤ K logmh(r) + log(r) + c1
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za dovoǉno veliko r, gde su c1 i K konstante. Posledǌa nejed-
nakost se dobija jer za dovoǉno veliko r, va�i log+(log+mh(r)) <
logmh(r), s obzirom da je mh rastu�a funkcija. Pretpostavǉamo
i da nije ograniqena, jer ako je ograniqena na osnovu posledice
14 bismo dobili da je h konstantna, a to je trivijalan sluqaj.
Dakle, zaista je

mh′
h

(r) = O(log r + logmh(r)),

osim na skupu konaqne mere, xto je trebalo i dokazati.

Konaqno, doxli smo i do Pikarove teoreme.

Teorema 19 (Pikar-Borelova teorema). Neka je f cela funkcija i
neka su a i b dva razliqita kompleksna broja takva da je f(z) 6= a i
f(z) 6= b za sve z ∈ C. Tada je f konstantna.

Dokaz. Neka je

L(w) =
w − a
b− a

.

Tada L slika a, b u 0, 1 redom. Stoga posle zamene f za L◦f , mo�emo
pretpostaviti bez umaǌeǌa opxtosti da je a = 0 i b = 1. Stoga,
neka je h funkcija koja nema nula i neka je 1− h tako�e funkcija
koja nema nula i treba da poka�emo da je h konstantna. Neka je
h1 = h i h2 = 1− h. Imamo da je

h1 + h2 = 1,

pa diferenciraju�i dobijamo

h′1 + h′2 = 0.

Zapiximo h′1 =
h′1
h
h i h′2 =

h′2
h2
h2. Rexavaǌem po h1 dobijamo

h1 =

h′2
h2

h′2
h2
− h′1

h1

, (30)

osim kada je delilac jednak 0, tj. kada je
(
h2
h1

)′
= 0. Ali tada je

h2
h1

konstantna, pa je i h konstantna, pa je u tom sluqaju tvr�eǌe
dokazano. Pretpostavimo sada da je delilac razliqit od nula.
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Tada primenom nejednakosti za mfg i mf+g na jednakost (30), do-
bijamo

mh1(r) ≤ mh′2
h2

+mh′2
h2
−
h′1
h1

− log

∣∣∣∣(h′2h2

− h′1
h1

)
(0)

∣∣∣∣
≤ 2mh′2

h2

+mh′1
h1

+ log 2− log

∣∣∣∣(h′2h2

− h′1
h1

)
(0)

∣∣∣∣ ,
pa na osnovu prethodne teoreme dobijamo

mh1(r) = O(log r + logmh1(r) + logmh2(r)),

za sve r van skupa konaqne mere. Imamo sliqnu nejednakost za mh2.
Stoga dobijamo da je

mh1(r) +mh2(r) = O(log r + logmh1(r) + logmh2(r)),

tj.
mh1(r) +mh2(r) ≤ K(log r + logmh1(r) + logmh2(r)).

Pretpostavimo da h nije konstantna, pa h1 i h2 nisu konstantne,
pa su mh1 i mh2 rastu�e i neograniqene. Stoga, ako oznaqimo
ε = 1

2K
, za dovoǉno veliko r �e da va�i logmh1(r) < εmh1(r) i

logmh2(r) < εmh2(r), pa dobijamo da je

mh1(r) +mh2(r) ≤ K(log r +
1

2K
mh1(r) +

1

2K
mh2(r)).

Iz posledǌe nejednakosti sledi da je, za dovoǉno veliko r,

mh1(r) +mh2(r) ≤ 2K log r,

pa je
mh1(r) = O(log r), mh2(r) = O(log r)

kad r → ∞. Na osnovu posledice 14, zakǉuqujemo da su h1 i h2

polinomi, pa poxto nemaju nula, moraju biti konstantne funkcije.
Ovim je zavrxen Borelov dokaz Male Pikarove teoreme.

Napomenimo da postoji i Velika Pikarova teorema koja tvrdi
da ako je z0 ∈ C∞ esencijalni singularitet i U ǌegova okolina
takva da je funkcija f holomorfna na U \ {z0}, onda f na U uzima
sve vrednosti osim eventualno jedne, i to beskonaqno mnogo puta.
Velika Pikarova teorema je dosta opxtija i Mala Pikarova teo-
rema se iz ǌe dobija kao jednostavna posledica.



Princip maksimuma modula i primene 51

4.3 Borel-Karateodorijeva teorema

U ovom delu �emo dokazati da je analitiqka funkcija u suxtini
ograniqena svojim realnim delom.

Definicija 7. Ako je u realna funkcija, definixemo

sup
R
u = sup{u(z) : |z| = R}.

Teorema 20 (Borel-Karateodori21). Neka je f holomorfna funkcija
na disku polupreqnika R, sa centrom u koordinatnom poqetku i
neka je neprekidna na ǌegovom zatvoreǌu. Neka je

‖f‖r = max{|f(z)| : |z| = r < R}.

Tada je

‖f‖r ≤
2r

R− r
sup
R
Ref +

R + r

R− r
|f(0)|.

Dokaz. Neka je A = supRRef . Pretpostavimo prvo da je f(0) = 0.
Doka�imo da tada mora da va�i A ≥ 0. Primetimo da poxto je f
holomorfna, to je u = Ref harmonijska funkcija, pa za ǌu va�i
svojstvo sredǌe vrednosti. Dakle, va�i

u(0) =
1

2π

∫ 2π

0

u(Reit)dt.

Zbog f(0) = 0 imamo da je u(0) = 0 i poxto je u(Reit) ≤ A dobijamo

0 = u(0) =
1

2π

∫ 2π

0

u(Reit)dt ≤ A,

xto je i trebalo pokazati.
Posmatrajmo sada funkciju

g(z) =
f(z)

z(2A− f(z))
.

Poxto je f(0) = 0, to podrazumevamo da je funkcija f(z)
z

u nuli
definisana kao koeficijent uz z u Tejlorovom razvoju funkcije f
u okolini 0. Primetimo da je funkcija Re(2A− f(z)) harmonijska
i za |z| = R va�i Re(2A− f(z)) ≥ A, pa je na osnovu principa min-
imuma za harmonijsku funkciju na ograniqenoj oblasti ispuǌeno

21Constantin Carathéodory (1873-1950)
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Re(2A− f(z)) ≥ A na celom D(0, R). Ako bi bilo A = 0 tada nejed-
nakost koja treba da se doka�e trivijalno va�i, a ako je A > 0
dobijamo da je Re(2A−f(z)) > 0, dakle i 2A−f(z) 6= 0, pa je funkcija
g dobro definisana i holomorfna na D(0, R).

Procenimo sada ‖g‖R. Neka je f predstavǉena u obliku f(z) =
u(z) + iv(z), gde su u i v realne funkcije. Tada je

|2A− f(z)|2 = (2A− u(z))2 + v(z)

= 4A2 + u(z)2 + v(z)2 − 4Au(z)

≥ u2(z) + v2(z) = |f(z)|2,

jer je A = sup{u(z) : |z| = R} ≥ u(z), |z| = R. Dakle, dobili smo da
za |z| = R va�i

|2A− f(z)| ≥ |f(z)|,

pa je ‖g‖R ≤ 1
R
. Na osnovu principa maksimuma modula va�i

‖g‖r ≤ ‖g‖R,

za r < R, pa za |w| = r va�i

|f(w)|
r|2A− f(w)|

≤ 1

R
.

Na osnovu toga, koriste�i nejednakost trougla i sre�ivaǌem do-
bijamo

|f(w)| ≤ r

R
(2A+ |f(w)|),

pa i
‖f‖r ≤

2r

R− r
A,

xto je i trebalo dokazati.
Doka�imo sada opxti sluqaj. Da bismo sveli na prethodni,

posmatrajmo funkciju

h(z) = f(z)− f(0).

Tada je
sup
R
Reh ≤ sup

R
Ref + |f(0)|,

i ako je |w| = r imamo

|f(w)− f(0)| ≤ 2r

R− r
(A+ |f(0)|),
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pa je

|f(w)| ≤ 2r

R− r
(A+ |f(0)|) + |f(0)|,

tj.

‖f‖r ≤
2r

R− r
sup
R
Ref +

R + r

R− r
|f(0)|,

xto je upravo tra�ena nejednakost.

Posledica 15. Neka je h cela funkcija i neka je ρ > 0. Pret-
postavimo da postoji broj C ≥ 0 tako da za dovoǉno veliko R va�i

sup
R
Reh ≤ CRρ.

Tada je h polinom stepena ≤ ρ.

Dokaz. U Borel-Karateodorijevoj teoremi stavimo R = 2r. Tada
imamo

‖h‖r ≤ 2C(2r)ρ + 3|f(0)|,

za dovoǉno veliko r. Funkcija h je cela pa je

h(z) =
∞∑
n=0

anz
n.

Na osnovu Koxijeve formule imamo da je

an =
1

2π

∫
γ

h(z)

zn+1
dz,

gde je γ kru�nica polupreqnika R sa centrom u 0. Sada je

|an| ≤
1

2π

∫
γ

|h(z)|
|z|n+1

dz =
1

2π

∫
γ

|h(z)|
Rn+1

dz,

pa je

|an| ≤
‖h‖R
Rn

≤ 2C2ρRρ + 3|f(0)|
Rn

za sve R, pa kad R → +∞ za n > ρ je an = 0, xto je i trebalo
dokazati.

Dakle, videli smo da ako je realan deo cele funkcije na nekoj
kru�nici ograniqen stepenom polupreqnika kru�nice, onda je ta
cela funkcija polinom.
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Posledica 16 (Adamar). Neka je f cela funkcija koja nema nula.
Pretpostavimo da postoji konstanta C ≥ 1 takva da je

‖f‖R ≤ CRρ ,

za sve R dovoǉno velike. Tada je

f(z) = eh(z),

gde je h polinom stepena ≤ ρ.

Dokaz. Poxto je f cela funkcija bez nula, imamo da je h(z) =
log f(z) cela i va�i f(z) = eh(z). Poznato je da je

|f(z)| = |eh(z)| = eReh(z),

pa na osnovu pretpostavke ‖f‖R ≤ CRρ, va�i

sup
R
Reh ≤ Rρ lnC.

Za C ≥ 1 je lnC ≥ 0, pa su ispuǌeni uslovi posledice 15. Pri-
menom te posledice dobijamo da je zaista h polinom stepena ≤ ρ.
Time je tvr�eǌe dokazano.
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