Univerzitet u Beogradu
Matematicki fakultet

Master rad

Metodicki pristup
logicko-kombinatornim zadacima za
takmicenja ucenika osnovnih 1
srednjih skola

Mentor : Student :
dr Miljan Knezevi¢ Dunja Ristani¢ 1062/2013

Beograd,
2017.



Predgovor

Master rad koji je pred vama namenjen je Sirokom krugu ¢italaca, svima
onima koji Zele da razviju umne sposobnosti i kombinatorni naéin razmi-
sljanja. Metodicki pristup logicko-kombinatornim zadacima za takmicenja
ucenika osnovnih i srednjih Skola jesu pokusaj da se kroz interesantne i ne-
svakidasnje primere priblizi lepota matematike i njene primene u realnom
zivotu.

Iz li¢nog iskustva u radu sa ucenicima kako u osnovnoj tako i u srednjoj gkoli
uvidela sam da se malo paZnje posveéuje reSavanju logicko-kombinatornih
zadataka, pa otuda i Zelja da se sistematizuje i na jednom mestu objave
raznovrsni logi¢ko-kombinatorni zadaci za sve uzraste. Za reSavanje ovakvog
tipa zadataka nije potrebno Sire matematicko obrazovanje veé¢ sposobnost
logickog misljenja i strpljenje.

U prvom poglavlju razmatramo znacaj logicko-apstraktnog misljenja. Dat
je znacaj ranog uvodenja kombinatorike u nastavu matematike kao i ciljevi
i primene resavanja logicko-kombinatornih zadataka.

U drugom poglavlju predstavljeni su pazljivo odabrani logi¢ko-kombinatorni
zadaci sa elementima teorije. Takode su dati zadaci, kao i reSenja, sa takmi-
¢enja za ucenike osnovnih i srednjih gkola.

U trecem, poslednjem poglavlju ovog rada, mozete videti zanimljive price i
matematicke igre. Date su i reSene matematicke igre sa olimpijada.

Zelela bih da ovaj rad posluzi i bude od koristi ucenicima, studentima, na-
stavnicima i svima koji Zele da oprobaju i razviju svoje umne sposobnosti.

Posvetila bih ovaj rad svim ucenicima koji pokazuju skolonost i intereso-
vanje ka matematici, kao i onima koji jo§ nisu uvideli lepotu matematike.

Zahvaljujem se svom mentoru, prof dr Miljanu KneZevicu, na sugestijama,
podrsci i pomoéi prilikom izrade ovog rada.

Posebnu zahvalnost dugujem mojoj porodici na stpljenju, podrsci i ljubavi
koju su mi pruzali svih ovih godina.

U Beogradu, januar 2017. Dunja Ristanié¢
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1 Uvod

Rad pocinje odlomkom Dusana Radovi¢a iz knjige "Na ostrvu pisaceg
stola" sa Cijim se sadrzajem autor rada u potpunosti slaze: "Bilo bi do-
bro kada bi skola mogla da prihvati "obavezu" da ne samo ué¢i veé¢ i nauci
dete zdravo i sposobno za skolu. Da, uz odgovarajuée uslove, u potpunosti
preuzme odgovornost za svoj "proizvod". Krivica za stanje u 8koli ima
mnogo, medutim, jedini koji snose posledice su deca i roditelji. Odnosi su
jos uvek takvi, da na optuzenickim klupama sede samo male neznalice. I
samo se njima sudi. A oni ne znaju, ili nedovoljno znaju, izmedu ostalog ili
pre svega - zvog toga Sto su nastavni planovi preobimni i neadekvatni, Sto
su udzbenici losi, neprecizni i nezanimljivi, $to uce pod prinudom i strahom,
Sto su obeshrabreni i bespomoéni pred onim §to se od njih trazi. Kada bi
skola htela, ono $to jos uvek neée - da preuzme obavezu da nauci daka, da
isklju¢ivo ona bude odgovorna za njegov uspeh, brze bi se otkrile i efikasnije
reSile sadasnje njene slabosti."

Glavni cilj nastave matematike ne sme biti kvantitet, ve¢ kvalitet dobijene
informacije kao i na¢in razmisljanja kod ucenika.

Najvazniji zadatak nastavnika matematike jeste da podstakne ucenika da
misli. Samo sticanje matematicke intuicije od velikog je znacaja za dalji
razvoj li¢nosti.

Nastava kao slozen i dinamic¢an proces, neprestano pokreée nova i zanimljiva
pitanja. Zbog specificnosti predmeta, nastava matematike zahteva od na-
stavnika dobro poznavanje metodike, kako se ne bi pretvorila u tezak i ne-
interensantan predmet za veéinu ucenika, $to je, nazalost, est slucaj.
Ucenicima koji vole ovaj predmet, veéina nastavnika omoguéava da se de-
taljnije i dublje upoznaju sa lepotama matematike. NajceSée se to ostvaruje
na ¢asovima matematicke sekcije ili dodatne nastave. Ovakvi oblici nastave
zahtevaju puno angazovanje, rad i trud, kako ucenika tako i nastavnika.
Prema misljenju psihologa, u ukupnoj populaciji nadarenost je zastupljena sa
2-3 %. Pod nadareno$¢u podrazumevamo osobine u¢enika koje omogucéavaju
ostvarivanje izrazito natproseCnih postignuca u jednoj ili viSe oblasti lju-
dskih delatnosti. Otkrivanje i prepoznavanje nadarenih ucenika je sloZen
i odgovoran zadatak. Izuzetno je znacajno stvaranje ambijenta koji sti-
muliSe nadarenu decu da iskazu svoje intelektualne sposobnosti. Poznato
je, nazalost, da se talentovanoj deci u naSem drustvu ne poklanja dovoljno
paznje.

Nastavnike treba osposobljavati da prepoznaju nadarene ucenike, ali isto
tako i da pruze maksimalnu podrsku razvoju individualnih potencijala ucenika.
Iskusni nastavnici brzo uspeju da prepoznaju ucenike koji poseduju talenat



ali i pored toga, tokom Skolovanja, jedan broj ucenika ostaje nezapazen.
U daljem tekstu ¢ée se analizirati matodicki pristup kao i pazljivo izabrane
zanimljive logicko-kombinatorne zadatke sa detaljnim objasnjenjem.



2 Logicko-apstraktno misljenje

2.1 Metodicki pristup kombinatornim zadacima u nastavi

"Mi nikada ne postajemo matematicari, cok i ako naucimo napamet sve
tude dokaze, ako nas um nije osposobljen da samostalno resava postavljene
probleme.” - R. Dekart

Pojave u zivotu i radu su sve sloZenije i njihovo razumevanje zahteva sve
apstraktnije pristupe i metode. Polazeéi od uloge koju obrazovanje ima
u drustvenom razvoju, postoji potreba stalnog unapredivanja i povecanja
kvaliteta obrazovanja. To je moguée ostvariti u odgovarajuéem sistemu
obrazovanja, koji je izmedu ostalog uslovljen savremenim planovima i pro-
gramima nastave, dobro osposobljenjim nastavnicima, adekvatnim udzbenicima,
itd.

Bez logi¢ko kombinatornog misljenja svakodnevni Zivot, nastava, ucenje,
a posebno nastava matematike su nezamislivi. U novije vreme, medu o-
pStim ciljevima i Zeljenim ishodima obaveznog osnovnog obrazovanja znaca-
jno mesto zauzimaju:

1. Resavanje jednostavnih logi¢ko-kombinatornih problema koji se odnose
na prebrojavanje i otkrivanje pravilnosti objekata,

2. Ideje i modeli kombinatorike.

Uzimanje u obzir raznih moguénosti rasporeda, grupisanja ili izbora pre-

dmeta, kasnije i apstraktnih elemenata, analiza tih moguc¢nosti, odredivanje

ukupnog broja moguénosti, eventualno odredivanje optimalne varijante ili

verovatnoce pojavljivanja javljaju se kao nove ideje u okviru programa pocetne
nastave matematike. ReSavanje ovakvih problema implicira kreativan pristup

i primenu novih metoda i tehnika, kao $to su metoda otkrivanja, problemska

metoda, metoda pretpostavke, kiberneticke metode, grafovi, razni dijagrami,

tablice, skupovi i sl.

U programima pocetne nastave matematike nekih razvijenih zemalja, veé

od prvog razreda osnovne $kole javljaju se "teske" teme kao Sto su logika,

skupovi, kombinatorika, verovatnoca i statistika, ali na "lak na¢in". S obzirom
na uzrast dece na ovom nivou obrazovanja, procesi i dometi saznanja su

ograniceni prevashodno na ono §to je konkretno, materijalno, ocigledno.

Na putu ka izgradivanju apstraktnih pojmova znacajnu ulogu igraju razni

primeri (kroz igru, ispitivanje slucajeva, simulacije) i odgovaraju¢a men-

talna slika, koja se formira na osnovu li¢ne i individualne projekcije na ob-



jektivni, spoljni svet. Igre, simulacije i istrazivanja slucajeva se javljaju i
odvojeno i istovremeno, i to u raznim kombinacijama. SuStina je u tome,
da se formiranju matematickih pojmova pristupa spiralno, polaze¢i od ma-
nipulacija stvarima, didakti¢kim materijalom, preko istrazivanja sluc¢ajeva i
simboli¢ne simulacije.

Dakle, mogli bismo pretpostaviti da veé¢ na pocetku matematickog obra-
zovanja i vaspitanja postoje odredene psiholosko-pedagoske i didakticko-
metodicke potrebe i moguénosti za propedevtiku onih drustveni korisnih
oblasti, kao $to je, na primer, logika i kombinatorika, koji su dugo sma-
trani suvise slozenim i suptilnim za izu¢avanje u opStem obrazovanju.
Problemi logike, kombinatorike, verovatnoce i statistike, u po¢etnoj nastavi
matematike su evidentni, znac¢ajani i vrlo aktuelani, ali se ova problematika
u nasoj strucnoj literaturi skoro i ne javlja. Rano uvodenje kombinatorike
se smatra za jedno od najboljih sredstava za razvijanje kreativnosti kod
ucenika i za odliénu osnovu formiranja mentalnih slika i matematickih pojmo-
va. To su dominantni argumenti, zbog Cega se sa metodickom transforma-
cijom kombinatorike u nastavi matematike vredi temeljnije baviti. SloZene
problemske situacije i njihovo razresavanje pozeljno bi bilo pribliziti svakom
detetu. Neko od njih mozda nikada neée ova pocCetna matematicka znanja
izdi¢i na visoki nivo, ali ¢e svakako biti spremniji i snalazljiviji u reSavanju
svakodnevnih Zivotnih problema.



2.2 Logicko-kombinatorni pristup

" Najbolji nacin da se nesto maudi jeste - da se samostalno otkrije.”

- D. Polja

Najveci deo sadrzaja uzbenika matematike ¢ine zadaci. Bez obzira da li se ko-
risti za izlaganje novog gradiva, vezbanje, obnavljanje, zadatak u udzbeniku
matematike uvek ima istu ulogu. On treba da aktivira odredena znanja
i sposobnosti ucenika i da na osnovu (ne)uspeha u njegovom reSavanju,
omogudéi nova i kvalitetna znanja i sposobnosti.

Matematicka logika i kombinatorika se izu¢avaju u srednjoj Skoli, a samo neki
njihovi elementi u dodatnoj nastavi matematike. Uc&enika osnovnoskolskog
uzrasta najlaksSe je zainteresovati za matematiku ako ga stavimo u situaciju
da resava raznovrsne i zanimljive zadatke. Pri resavanju nestandardnih za-
dataka dolazi do izrazaja logickog i stvaralackog miSljenja i oseéaj zado-
voljstva kada se samostalno resi zadatak. Zadovoljstvo je kruna umnog
napora, procesa misljenja i zakljuc¢ivanja kroz koje je ucenik prosao. Ma-
tematicki problemi nas uce pazljivom Citanju teksta, pravilnom uocavanju
bitnog, tacnom izrazavanju i zaklju¢ivanju.

Na pocetku svake teme preporucljivo je ucenicima zadavati karakteristi¢ne
zadatke i na taj nacin ih uvoditi u metodologiju nestandardnih zadataka.
Nastavnikova uputstva, po pravilu, treba da podsticu i razvijaju kreativnost
kod svakog ucenika pojedinacno sa ciljem razvijanja njihovih matematickih
sposobnosti.

Logic¢ki zadaci u najSirem smislu nisu samo klasi¢ni logicki zadaci veé¢ i bilo
koji drugi gde je reSenje dobijeno na osnovu uverljivog logickog rasudivanja
i sa malo izu¢avanja. To su zadaci za razvijanje ostroumnosti.

Zahvaljujuéi vecitim nastojanjima autora matematickih zadataka da ih
formulisu tako da nisu suvoparni i apstraktni, ve¢ da su autenti¢ni i origi-
nalni, nastao je veliki broj raznovrsnih matematickih zadataka.

Resavanje zadataka zahteva dovitljivost i logi¢nost u rasudivanju, a ta se
vestina stice tokom duzine prakse. Mnogi zadaci mogu biti resavani na ra-
zli¢ite nacine. Obi¢no je jedana varijanta reSenja uobicajna (univerzalna), a
ostale varijante su specifi¢ne i zasnivaju se na izvesnim uslovima u zadatku.



2.3 Dodatna nastava, matematicka sekcija i takmicenje

"Matematika je suviSe ozbiljna, i zbog toga me treba propustiti ni jednu
priliku da se ucini zanimljivom" - Blez Paskal

Specifi¢ni oblici nastave koji zahtevaju puno angazovanje kako ucenika tako
i nastavnika, su dodatna nastava, matematicke sekcije i matematic¢ka takmi-
cenja.

Podsticanje nadarenih ucenika na intezivno ucenje i razvijanje interesovanja
za matematiku treba da bude stalna briga gkole, roditelja i drustva.

Dodatna nastava

Dodatna nastava sluzi onim ucenicima koji Zele da se dublje upoznaju sa
predmetom. Ovakav oblik nastave ima svoje specifi¢nosti u smislu razvi-
janja interesovanja za nauku i za cilj ima da prosiri i produbi znanje uc¢enika
koje je stefeno na redovnoj nastavi. Postojanje fleksibilnog orijentacionog
programa rada potrebno je za uspesno izvodenje ovakvog tipa nastave. Na-
stavnik treba da odabere zadatke koji se odlikuju tematskom i problemskom
raznovrsnoséu, kao i da podstaknu ucenike na rad. Najcesée je ovakva nasta-
va organizovana po grupama. Nastavnik treba da prepozna nivoe i odabere
kriterijume grupa. Prilikom selekcije grupa treba paznju posvetiti intelektu-
alnim karakteristikama ucenika i njihovim Zeljama. Odrediti obim i kvalitet
znanja kojima ucenici raspolazu od presudnog su znacaja. Za postizanje do-
brih rezultata potrebna je Zelja, istrajnost i znanje.

Matematicke sekcije

Razvijanje i produbljivanje interesovanja za matematiku moze se ostvariti
i pomoc¢u matematicke sekcije. Sekcija sluzi za obradu raznovrsnih poglavlja
iz matematike. Udzbenici mogu biti planovi matematicke sekcije. Nastavni-
kove obaveze, prilikom rada u sekciji, jesu da osmisli zanimljiv program. Taj
program mora odgovarati ucenicima razli¢itog uzrasta a samim tim i razli¢i-
tog obrazovnog nivoa. Prilikom odabira programa, mora se voditi racuna
na metodicki pristup i izbor sadrzaja. PoSto je cilj matematicke sekcije da
se proSiri obrazovni nivo ucenika, nastavnici bi trebalo obavezno uvesti za-
nimljivosti iz istorije matematike, postaviti neku interesantnu logicku igru



ili prikazati film sa matematickim sadrzajem. Na sekcijama ucenike treba
da posmatramo kao male istrazivace ili naucnike koji sledeéi svoje ideje
tragaju za odgovarajuéim reSenjima ili izumima. Ideja je, pored logicko-
kombinatornih zadataka, zadavati ucenicima i zadatke iz teorije brojeva.
Primeri zadataka iz teorije brojeva mogu se na¢i u ovom radu.

Pustiti uc¢enike da ispolje svoj stvaralacki duh glavna je svrha matematicke
sekcije.

Matematicka takmicenja

Takmicenja su jedan od uspesSnijih oblika podsticanja ucenika za ucenje.
Matematicka takmicenja sluZze da ucenici svoja znanja uporede sa svojim
vrinjacima. Pripremanje ucenika za matematicka tamicenja se obavljaju
na dodatnoj nastavi, sekciji ili na ¢asovima redovne nastave. Pored po-
modéi nastavika, u¢enik mora pokazati samostalno zalaganje za rad. Svrha
takmicenja iz matematike jeste povecanje interesovanja za nauku, kao i ste-
pen logickog i kombinatornog misljenja, razumevanje tekstova i koriséenje
steCenog matematickog znanja.

Kod nas, kao i u svetu, odrzavaju se takmicenja iz matematike i to sa
svih nivoa- od 8kolskog, preko opstinskog, okruznog, republi¢kog (drzavnog),
saveznog (odnosno Srpske matematicke olimpijade) do Balkanijade. U da-
ljem tekstu bice dati primeri zadataka sa takmicenja kao i njihovo resenje sa
detaljnim obja$njenima.



2.4 Cilj i primena

Cilj nastave matematike je da ucenici usvoje elementarne matematicke
kompetencije (znanja, vestine i vrednosne stavove) koje su potrebne za shva-
tanje pojava i zakonitosti u prirodi i drustvu i koji ¢e da osposobe ucenike za
primenu usvojenih matematickih znanja u reSavanju raznovrsnih zadataka iz
zivotne prakse. Takode je cilj da ih osposobi za uspesSno nastavljanje mate-
matickog obrazovanja, kao i da doprinese razvijanju mentalnih sposobnosti.
Sistemati¢nost, urednost, preciznost, temeljnost, istrajnost, kriti¢nost u radu
kao i kreativnost samo su neke od osobina koja se sti¢u resavanjem mate-
matickih zadataka. UcCenici treba da budu podstaknuti za stru¢ni razvoj i
usavrSavanje u skladu sa individualnim sposobnostima i potrebama drustva.
Formirani Siroki pogled na svet i svestrani razvitak licnosti posledice su ula-
ganja u matematicko obrazovanje.

Zadaci nastave matematike sluze da ucenici:

1. razvijaju logicko-apstraktno misljenje,
2. razvijaju sposobnost jasnog i preciznog izrazavanja,

3. razvijaju sposobnost odredivanja i procene kvantitativnih veli¢ina i
njihovih odnosa,

4. razlikuju geometrijske objekte i njihove uzajamne odnose i transforma-
cije,

5. razumeju funkcionalne zavisnosti kao i njihovo predstavljanje i pri-
menu,

6. razvijaju radne navike i sposobnost za samostalni i grupni rad,
7. formiraju sistem vrednosti,

8. stiCu znanja i vestine koje mogu da primene i u drugim predmetima.

Postoje misaone operacije koje se tipi¢no koriste u resavanju zadataka. Za-
datak mozemo varirati rastavljanjem i sastavljanjem njegovih elemenata,
vra¢anjem na definiciju nekih izraza, upotrebom pomoc¢nih izvora kao sto su:
specijalizacija, generalizacija ili analogija. Variranje zadataka moze dovesti
do pomoc¢nih elemenata ili do otkri¢a jednostavnijeg pomoénog zadatka.
Nastavnik moze apstraktnim matematickim pojmovima dati konkretne inte-
rpretacije (npr. doneti na ¢as neka geometrijska tela ili koristiti kompjuterske
programe).
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3 Logicko-kombinatorni problemi

3.1 Kombinatorika

Oblast matematike koja se bavi izuCavanjem mogucih rasporeda, metoda
za prebrojavanje i pravila grupisanja elemenata najcesée kona¢nih skupova
zove se kombinatorika.

Prilikom resavanja zadataka preporucljivo je koristiti pogodne graficke inte-
rpretacije (npr. crtanje odgovarajuceg stabla) i pogodne nacine zapisivanja
rasporeda.

Primer 1:

Pred vama je "TROUGAQ" sastavljen od reci trougao.

O QO =H
OrQCOW
A N= 0
C»Qd
Q= Q

O =

Na koliko nacina je moguce, kreéuéi se od slova do njemu susednog slova,
procitati re¢c TROUGAQO?
Na slici je dat jedan od moguéih nacina.

Resenje:

Pocetno slovo je T u levom gornjem uglu. Do sledeéeg slova R mozemo
doéi na dva nacina (idué¢i u desno i dole).

TR se moze procitati na dva nacina.

TRO mozemo procitati na 2 - 2 = 4 nacina, jer se od slova R do sledeceg
slova O moZe sti¢i na dva nacina.

Ova se situacija ponavlja u svakom koraku pa se re¢ trougao, iduéi od slova
do njemu susednog slova, moze procitati na 2-2-2-2.2 .2 = 64 nadina.
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3.2 Elementi kombinatorike

Binomni koeficienat

n n!
=——neN ke NU{0},(0'=1
<k> kl(n — k)! {0 ( )

Pravilo proizvoda Ako skup A; ima nq elemenata, skup Ao ima no elemenata,..., A ima
ny elemenata, i ako se bira po jedan element iz svakog od skupova A;,
pri ¢emu su svi posmatrani elementi razliéiti.

Ovakvih izbora ima njy - ng - - - ng.

Permutacije Pojam permutacije vezuje se za preuredivanje objekata, odnosno promenu
njihovog rasporeda. Permutacija na skupu je redanje elemenata skupa
u bilo kom poretku.

Permutacije bez ponavljanja Svi elementi skupa A = {a1, aq, ..., a,} se rasporeduju u uredenu
n-torku. Broj ovakvih rasporeda je

P, =nl

Permutacije sa ponavljanjem Iz skupa A = {aj,aq,...,a,} se bira ny puta element a;, ns puta
element ag, ni puta element ay, i izabrani elementi se svrstavaju
u uredenu n-torku onim redom kojim su birani.
Ovakvih izbora ima

n n!

P —
T2, Tl nil-nal...ng!’

gde jen =n1 +ng + ... + ng.

Varijacije Varijacije su rasporedi kod kojih je, kao i kod permutacija, bitan ra-
spored, ali se u opStem slu¢aju ne koriste svi elementi nad datim
skupom, nego samo deo njih.

Varijacije bez ponavljanja Iz skupa A = {aj,aq,...,a,} se k < n puta bira neki element
tako da svi izabrani elementi budu razli¢iti (prethodno izabrani
elementi se ne biraju ponovo) i izabrani elementi se rasporeduju
u n-torku.

Ovakvih izbora rasporedivanja ima
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Varijacije sa ponavljanjem Iz skupa A = {a1,aq,...,a,} se k puta bira neki element tako da
se svaki put element bira iz celog skupa A (prethodno izabrani ele-
menti se mogu ponovo izabrati) i izabrani elementi se rasporeduju
u uredenu n-torku.

Ovakvih izbora rasporedivanja ima

= am e ()

Kombinacije Kombinacije su rasporedi kod kojih nije bitan redosled. Razlikuje se
od varijacije po bitnom svojstvu a to je da se kod kombinacije ne vodi
racuna o poretku.

Kombinacije sa ponavljanjem Iz skupa A = {a1, as, .., ay} se bira podskup od k < n elemenata.
Ovakvih podskupova ima
n
Ccp = .
= ()

Kombinacije bez ponavljanja Iz skupa A = {a1,as,..,a,} se bira podskup u kome se elementi
mogu ponavljati, ali tako da ukupno elemenata sa ponavljanjem

bude k.
— n+k-—1
ck_< ; )

Ovakvih izbora ima
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3.3 Dirihleov princip

Princip nazvan u ¢ast nemackog matematicara P.G.L. Diricher! koristimo
u reSavanju raznih zadataka a narocito za dokazivanje postojanja objekta sa
odredenim svojstvima. Ovaj princip je jedan od najjednostavnijih elementa-
rnih kombinatornih principa.

Dirihleov princip se najceSée iskazuje na popularan nadin u verziji pro-
blema "zeceva i kaveza'".

Ako imate 7 zeCeva i 6 kaveza (ili uopste m zeeva i k kaveza gde je m > k)
i sve zeCeve smestimo u kaveze, onda mora postojati kavez u kome ¢ée biti
smestena bar 2 zeca.

Pretpostavimo da ne postoji takav kavez u kome su bar 2 zeca.

Onda je u svaki kavez smeSteno najvise po jedan zec, tako da ukupan broj
smestenih zeCeva u ovom slucaju nije veéi od 1-6 = 6 zeCeva, a ima ih ukupno
7 zeCeva §to je protivrecno naSoj pretpostavci.

Zmnaci da postoji kavez u kojem se nalaze bar 2 zeca.

Strogo formulisano Dirihleov princip glasi:

Ako su A i B klasicni skupovi i |A| > |B|, onda ne postoji 2injektivno (1-1)
preslikavanje skupa A u skup B.

Drugacija, nesto jednostavnija formulacija Dirihleovog principa glasi:
Ako je n+ 1 ili vise objekata smesteno u n kutija, tada se bar u jednoj kutiji
nalaze bar dva objekta.

Dokazimo ovo tvrdenje.
Najpre pretpostavimo da svaka kutija sadrzi najvise jedan objekat. Tada je
ukupan broj objekata najvise n, $to je u suprotnosti sa pretpostavkom da
ima bar n + 1 objekta.

! Johan Peter Gustav Lezen Dirihle (1805-1859) bio je nemacki matemati¢ar kome se
prepisuje moderna formalna definicija funkcije.

2(Va1, 32 € A)(z1 # 22) = f(z1) # f(22)
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Princip zbira

Ako jedan dogadaj mozZe da se realizuje na m nacina, a neki drugi na n
nacina, tada jedan od njih moze da se realizuje na m + n nacina.

Princip proizvoda

Ako jedan dogadaj moZe da se realizuje na m nacina, a neki drugi na n
nacina, tada se oba dogadaja mogu istovremeno realizovati na m - n nacina.
Opsti oblik Dirihleovog principa moZe se dobiti iz principa zbira.

Neka je odreden broj objekata smeSten u n kutija i neka je A; skup ob-
jekata u kutiji, pri ¢emu vazi da je 1 <17 < n.

Posto su skupovi A4; 3disjunktni, broj objekata u kutiji je dat sa

Stoga, ako bi se u svakoj kutiji nalazilo najvise k objekata, tada bi uku-
pan broj objekata bio najvise k + k + ... + k = nk.

Odnosno, ako je m objekta smeSteno u n kutija i m > nk, tada se u bar
jednoj kutiji nalazi k + 1 objekat.

3Disjunktni skupovi su skupovi koji nemaju zajedni¢kih elemenata.
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Primer 2:

Koliko karata treba izvudéi iz Spila od 52 karte da bi se medu izvucenim
kartama sigurno nalazile Cetiri sa istim znakom?

Resenge:

[zvucene karte mozemo grupisati prema vrsti u Cetiri grupe.

Da bismo bili sigurni da je u jednoj od njih 4 elementa, shodno Dirihleovom
principu, potrebno je izvuéi 4 - 3 + 1 = 13 karata.

Ako je broj karata manji, recimo 12, postoji moguénost da su te Getiri grupe
po tri karte. Sli¢no, i za manje brojeve.

Nakon 13 i vige izvucenih karata (naravno, ne vise od 52) sigurno postoje
Cetiri koje su istog znaka.

Primer 3:

Na takmicenju iz matematike svaki od pet postavljenih zadataka boduje
sesa 0, 1, 2, 3, 4ili 5 poena. Koliko najmanje takmicara treba da ucestvuje
na takmicenju da bi medu njima postojala dva koja su na svakom zadatku
osvojila jednak broj poena?

Resenje:

Rezultat pojedinog u¢enika je niz (a1, as, ..., ay), gde je a; broj poena koje je
ucenik osvojio na i-tom zadatku. Kako je a; broj iz skupa 0,1, 2, 3,4, 5, to je
broj razli¢itih rezultata (po principu proizvoda) jednak 6-6-6-6-6 = 7776.
Na osnovu Dirihleovog principa, najmanji broj takmicara koji garantuje da
postoje dva takmicara sa istim brojem poena na svakom zadatku je 7777.
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3.4 Princip ukljucenja - iskljucenja
Jedan od osnovnih principa prebrojavanja - princip zbira tvrdi da je
AUB = |A| + |B|
kada su A i B disjunktni skupovi.
Ako A i B nisu disjunktni, sabiranjem |A| i |B| elemente preseka |A N B|
brojimo dva puta, pa da bi dobili pravu vrednost |A U B| moramo oduzeti

|ANB.
|AUB| = |A|+ |B|—|ANB|.

Sliéno rasudivanje primenjujemo i u slu¢aju tri skupa. Kada saberemo
|Al,|B| i |C| elemente preseka |A N B, |[BNC|1i|C N A| brojimo dva puta
(ukoliko nisu u preseku sva tri skupa). Da ovo ispravimo, oduzimamo |ANB],
IBNC|i|CN A

Ali sada smo elemente |A N B N C|, koje smo u |A| + |B| + |C| brojali tri
puta, oduzeli takode tri puta.

Stoga, da bi dobili pravu vrednost |AUBUC/|, moramo da dodamo |[ANBNC/|.

[AUBUC| = (|A|+|B|+]|C]) = (|JANnB|+|BNC|+|CNA|)+]ANnBNC|
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Primer 4:

Na drugoj godini Odseka za matematiku ima 50 studenata. Od njih ¢ée u
oktobarskom ispitnom roku 24 iza¢i na matematicku analizu, 20 na algebru
i 13 na diskretnu matematiku. Matematicku analizu i algebru ée polagati 6
studenata, algebru i diskretnu matematiku 5 studenata, a analizu i diskretnu
matematiku 4 studenta. Ako jedino Nemanja polaZe sva tri ispita, koliko stu-
denata nece izaéi ni na jedan ispit?

Resenje:

Neka sa M, A i D ozna¢imo skupove studenata koji izlaze na matematicku
analizu, algebru i diskretnu matematiku, redom.

Iz gornjih uslova imamo da je |M|+ |A| + |D| = 24 + 20 + 13 = 57,
IMNA|+|AND|+|DNM|=6+5+4=15,

IMNAND|=1.

Iz jednakosti imamo |M U AU D| = 57 — 15+ 1 = 43, pa je broj studenata
koji nece izaéi ni na jedan ispit jednak 50 — 43 = 7.

Prethodno rasudivanje mozemo da prosirimo i na slucaj n kona¢nih skupova
Ay, Ag, Ay

Teorema ukljucenja - iskljucenja:

Za konac¢ne skupove Aj, Ao, ..., A, vazi:

|UAi| = Z (—1)‘I|71\ﬂAz‘| (1)

i=1 0A£IC{1,2,....,n} el

Dokaz prebrojavanjem :

Posmatrajmo proizvoljni element z € A; U Ay U ... U A,,.

On doprinosi ta¢no 1 veli¢ini unije na levoj strani jednacine (1).
Razmotrimo sada koliko = doprinosi veli¢inama raznih preseka na desnoj
strani ove jednacine. Neka je j broj skupova A; koji sadrze x. Preimenujmo
skupove tako da se x sadrzi u skupovima Ay, Ay, . . ., A;. Sada se element
x pojavljuje u preseku svake k-torke skupova Aj, Az, . . . , A; iniu je-
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dnom drugom preseku. Posto postoji (i) k-elementnih podskupova skupa sa
j elemenata, x se pojavljuje u (i) preseka k-torki skupova. Veli¢ine preseka
k-torki skupova se mnoze sa (—1)*~! | tako da na desnoj strani jednacine,
element x doprinosi vrednoséu

i (;) N (‘;) — e (1 @

4 Iz posledice za zbir binomnih koeficijenata sa naizmeni¢nim znacima, do-
bijamo da je gornji izraz jednak 1.

Prema tome, za proizvoljno x € A1 UAsU...UA,, doprinos & obema stranama
nase jednacine je jednak 1, pa zaklju¢ujemo da su izrazi u ovoj jednacini za-
ista jednaki.

Ova teorema se moze dokazati i primenom matematicke indukcije.
Dokaz indukcijom :
Indukcija je po broju skupova n, s tim $to za bazu indukcije koristimo n = 2.

Kao $to znamo, jednacina (1) vazi za dva skupa.
Pretpostavimo da ona vazi za proizvoljnih n — 1 kona¢nih skupova. Tada je:

n n—1
U Ail = I(J 4 u A
) i=1

=1

n—1 n—1
i=1 =1

(iskoristili smo princip ukljucenja-isklju¢enja za dva skupa,
tjJAUB| = |A| + |B| - |ANB|sa A=~ A4;i B=A,)

n—1 n—1
= | U Ail + |An] — | U(AiﬂAn)|
i=1 i=1

koD () =0
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(distributivnost preseka : (X UY)NZ=(XNZ)Uu (Y NZ);
sada koristimo induktivnu pretpostavku dva puta,

jednom za
n
1 4l
i=1

i jednom za

= > EnMADHAd-C YD G ) A,

0£IC{1,2,...n—1} icl 0£IC{1,2,..n—1} ieTu{n}

Dokaz je skoro gotov. U prvoj sumi sabiramo, sa odgovarajué¢im znacima,
veli¢ine svih preseka skupova koji ne ukljuc¢uju skup A,.

U drugoj sumi se pojavljuju veli¢ine svih preseka k skupova koji ukljucuju
skup A,

(tj. A, ik — 1 skupova izmedu Ay, A, ..., A,_1 sa znakom —(—1)¥"1 =

(—1)").

Druga suma ne uklju¢uje |A,|, ali se taj sabirak pojavljuje izmedu dve sume.
Sve u svemu, veli¢ina preseka bilo kojih k skupova izmedu A;, Ao, ..., A, po-
javljuje se ta¢no jednom u izrazu sa znakom (—1)*~1, &to se slaze sa jednaci-

nom (1), pa je dokaz indukcijom zavrsen.
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Primer 5:

Koliko ima prirodnih brojeva ne veé¢ih od 1000 koji nisu deljivi ni sa 2, ni sa
3, ni sa 57

Resenje:

Neka je A; skup brojeva deljivih sa 2, Ay skup brojeva deljivih sa 3 1 Aj
skup brojeva deljivih sa 5.

Tada je |A1] = 500, |A2| = 333 1 |A3| = 200.

Brojeva deljivih i sa 2 i sa 3, tj. deljivih sa 6 ima |A; N As| = 166,

brojeva deljivih i sa 2 i sa 5, tj. deljivih sa 10 ima |A; N Az| = 100,
i brojeva deljivih i sa 3 i sa 5, tj. deljivih sa 15 ima |Ay N Ag| = 66.
Najzad, brojeva deljivih i sa 2 i sa 3 i sa 5, tj deljivih sa 30 ima

‘Al N As ﬂAg’ = 33.

Prema formuli ukljuéivanja i iskljuc¢ivanja, brojeva koji su deljivi bar je-
dnim od brojeva 2, 3 ili 5 ima

500 + 333 + 200 — 166 — 100 — 66 + 33 = 734.

Dakle, brojeva ne veéih od hiljadu koji nisu deljivi ni sa 2, ni sa 3, ni sa 5
ima

S = 1000 — 734 = 266.
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3.5 Zadaci sa takmicenja za ucenike osnovnih skola

Zadatak 1:

Svaki put kad pogresi pri izradi domaceg zadataka, Milan istrgne jedan list
iz sveske. Tako mu se desilo da je iz jedne sveske istrgne 25% listova, a iz
druge, iste takve sveske, svaki deveti list. Koliko je bilo prvobitno u svakoj
svesci 1 za koliko procenata se smanjio ukupan broj listova (u obe sveske
zajedno) ako je Milan istrgao ukupno 26 listova?

Resenje:

Ako sa x obelezimo broj listova u jednoj svesci, tada je 7T + § = 26, tj
r="T2.

Broj listova ¢e se smanjiti za 20 = 0.1806 ~ 18%.

(Republicko takmicenje 2004. , 6.razred)

Zadatak 2:

Tanja je napisala 10 uzastopnih prirodnih brojeva. Zbir cifara ni jednog
od tih brojeva nije deljiv brojem sedam. Koji je namanji broj koji je Tanja
mogla da napise?

Resenge:

Brojevi 7, 16, 25, 34, 43, 52, 59, 61, 68, 70, 77, 86 i 95 imaju zbir cifara
deljiv sa 7, a izmedu nikoja dva od njih nema 10 brojeva. Prema tome,
najmanji broj koji je Tanja zapisala je 96 jer su prvih 10 uzastopnih brojeva
kojima zbir cifara nije deljiv sa sedam : 96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103,
104 1 105.

(Opstinsko takmicenje 2005., 8.razred)

Zadatak 3:
Cifra desetica dva razli¢ita dvocifrena broja je 6. Ako u svakom od njih

cifre desetica i jedinica zamene mesta, proizvod tako dobijenih brojeva je
jednak proizvodu datih brojeva. O kojim razli¢itim brojevima je re¢?
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Resenge:

Ako su x i y cifre jedinica datog broja, iz uslova zadatka dobijamo da je
6z - 6y = 26 - y6. Iz jednakosti (60 + x)(60 + y) = (10x + 6)(10y + 6) sledi
3600 + zy = 1002y + 36, odnosno xy = 36. Kako su x i y cifre, one mogu
biti jedino 4 i 9, pa su trazeni brojevi 64 i 69.

(Skolsko takmicenje 2006. , 7.razred)

Zadatak 4:

U jednoj korpi nalaze se crvene, a u drugoj bele ruze. Broj crvenih je-

dnak je % broja belih ruza. Ako se sedam belih ruza premesti u korpu sa

crvenim ruzama, u korpama ¢e biti isti broj ruza. Koliko ima crvenih ruza?
Resenje:

Ako je x broj belih, tada je %a: broj crvenih ruza. Iz uslova zadatka do-
bijamo jednad¢inu % -x+ 7=z —71, Cije je reSenje broj 112.
Dakle, belih ruza ima 112, a crvenih % - 112, odnosno 98.
(Okruzno takmicenje 2006., 5.razred)

Zadatak 5:

Ceo broj n > 1 zove se savrien ako je zbir svih njegovih delilaca (uklju¢ujuéi
inil) jednak 2n. Naéi sve savriene brojeve n takve dasun —11in+1
prosti brojevi.

Resenjel: Najmanji savrSeni broj je 6 i on zadovoljava uslove zadatka.
Pretpostavimo da je n > 6 i dasun —1in+ 1 prosti brojevi. Tada
mora da vazi n = 6k za neki prirodan broj k > 1.
To znadi da su 1, k, 2k, 3k i 6k razli¢iti delioci broja n, pa je zbir svih
njegovih delioca vedi ili jednak od

1+ k+2k+3k+6k=12k+1=2n+1>2n

i broj n nije savrSen. Dakle, n = 6 je jedini broj koji zadovoljava uslove
zadatka.
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% svaki paran savrien broj n moze se

Resengje2: Prema Euklid-Ojlerovoj teoremi
prikazati u obliku

n= 2}0—1 ’ (2p - 1)7

gde su p i 2p — 1 prosti brojevi. Ako je p = 2, dobija se prvi savrien
broj 6 koji, o¢igledno, zadovoljava uslove zadatka. Ako je p neparan
broj, onda je 2 = 2 (mod 3) i 2?1 = 1 (mod 3), pajen—1 =0
(mod 3), pa broj n — 1 ne moze da bude prost.

Dakle, broj 6 je jedino resenje zadatka.

(Deseta juniorska balkanska olimpijada 2006., Moldavija)

Zadatak 6:

Na jednoj proslavi bilo je ukupno 2007 osoba. Za svake 1003 od tih oso-
ba postojala je bar jedna osoba od preostalih prisutnih koja se poznavala sa
svakom od te 1003 osobe. Dokazati da je na proslavi postojala osoba koja
se poznavala sa svim prisutnim osobama.

Resenje:

Napravimo proizvoljnu grupu od 1003 ¢lana. Jedna od 1004 preostale o-
sobe poznaje sve ¢lanove te grupe. Neka je to osoba x;. Uklju¢imo osobu x;
u tu grupu umesto neke od ¢lanova te grupe.

Sada medu preostalime 1004 osobe opet postoji osoba, ozna¢imo sa 9 koja
poznaje sve ¢lanove te grupe. Ukljuc¢ujemo i nju u grupu umesto jedne od
osoba izuzev osobe x1. Na ovaj nacin moZe se oformiti grupa od 1003 osobe
T1,T3,...,21003 Koje se medusobno poznaju.

Sada postoji osoba x1g04 koja nije u grupi i poznaje sve osobe iz te grupe.
U grupi x1,%2,...,£1003,L1004 SVi poznaju jedni druge.

Od preostale 1003 osobe se moze formirati jedna grupa ¢ije ¢e sve ¢lanove
poznavati neka osoba van te grupe, to jest neka od osoba xi,x2,...,T1004, T€-
cimo osoba .

Ta osoba x zapravo poznaje sve prisutne osobe.

(Prva Srpska matematicka olimpijada)

5Videti, na primer, V.Miéi¢, Z.Kadelburg, D.Djuki¢ : Uvod u teoriju brojeva, Materijali
za mlade matematicare 15, Drustvo matematicara Srbije, Beograd 2013.
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Zadatak T7:

Na jednom ostrvu % muskaraca su oZenjeni, a % zena su udate. Koji deo
stanovnistva ostrva nije u braku ako je broj ozenjenih muskaraca jednak
broju udatih Zena?

Resenge:

Ako je x muSkaraca u braku, onda je i & Zena u braku, pa na ostrvu Zzivi

4?33 muskaraca i 37”” Zena. Ostrvo ima ukupno % stanovnika. U braku je 2z
stanovnika, a ‘% stanovnika nije, a to je 1% stanovnika.

(Okruzno takmicenje 2009., 6.razred)
Zadatak 8:

Majka i ¢éerka su rodene u istom veku. Koliko godina je majka starija od
¢erke ako je danas proizvod njihovih godina 20107

Resenge:

Kako je 2010 =2-3-5-67, i kako su majka i ¢erka rodene u istom veku, to
je jedino moguée da majka ima 67 godina, a ¢erka 2 -3 -5 = 30 godina.
(Skolsko takmicenje 2010., 6.razred)

Zadatak 9:

U zemlji ¢uda cene se menjaju svakog dana. Prvog dana se povecaju za 1%
a narednog dana se smanje za 1%, zatim se sledeéeg dana ponovo povecaju
za 1%, pa se narednog dana opet smanje za 1%, i tako dalje. Da li je cena
posle 2010 dana ista kao na pocetku?

Resenje:

Neka je cena neke robe z. Prvog dana cena te robe je 101%x = 1,01z.
Drugog dana cena te robe je 99% - (1,01z) = 0,99 - 1,01z = 0,9999z. Pona-
vljajuéi ovo imamo da je nakon 2010 dana cena te robe 0, 99991905

Kako je 0,9999 < 1, to je i 0,999919% < 1, odakle zaklju¢ujemo da je cena
robe posle 2010. dana niza nego prvog dana.

(Drzavno takmicenje 2010, 7.razred)
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Zadatak 10:

Koje godine je rodena osoba koja 2011. godine puni onoliko godina ko-
liki je zbir cifara njenog rodenja?

Resenje:
Oznagimo godinu kada je osoba rodena sa abed.

Tada je 2011 = abcd+a+b+c+d = 1000a+ 1006+ 10c+d+a+b+c+d =
1001a + 1016 4 11¢ 4 2d. Jedino je moguée a = 1.

Tada imamo 1016 + 11c¢ + 2d = 1010. Jedina mogucnost za b je 9.
Tada je 11c + 2d = 101. Jedina moguénost za ¢ je 9, pa je onda d = 1.

Dakle, osoba je rodena 1991. godine.
(Opstinsko takmicenje 2011., 5.razred)
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3.6 Zadaci sa takmicenja za ucenike srednjih skola

Zadatak 11:

Na koliko nacina 6 parova moze da sedne u red bioskopa koji ima 20 mesta,
ako svaki par Zeli da sedne na susedna mesta?

Resenje:

Ako se dva susedna mesta na kojima par sedi posmatra kao blok, kada se svi
smeste u redu ¢e biti 6 blokova i 8 praznih mesta.

Blokovi i prazna mesta mogu se u red poredati na (lé) nacina, parovi se
pridruzuju blokovima na 6! nadina. Svaki par moze sesti u izbrani blok na
dva nacina (5to daje 2(®) mogucénosti).

Dakle, ukupan broj rasporeda je (164) -6!- 200

(Okruzno takmicenje 2010.)

Zadatak 12:

Na pitanje koji mu je broj kuée Perica je odgovorio sledeée:

Ako je moj broj kuée deljiv sa 3, onda je to broj izmedu 50 i 59,
Ako moj broj kuée nije deljiv sa 4, onda je broj izmedu 60 i 69,
Ako moj broj kuée nije deljiv sa 6, onda je broj izmedu 70 i 79.
Koji je Pericin broj kuée?

Resenge:

Neka je k broj Pericine kuce.

e 1. Ako 3|k, na osnovu prve izjave 50 < k < 59, tj. k mora biti
k € 51,54, 57.
Kako ni jedan od tih brojeva nije deljiv sa 4, na osnovu druge izjave
je 60 < k < 69. Kako ne moze biti £k < 59 i k > 60, sledi da je ova
situacija nemoguca.

e 2. Ako 3 [k, tada 6 [k, pa na osnovu trece izjave sledi 70 < k < 79.
Takodje 4|k, inace bi po drugoj izjavi sledilo 60 < k < 69, tj. k <69 i
k > 70, sto je nemoguce.
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Dakle, 70 < k <79, 3 fki4|k

Jedini broj koji zadovoljava ove osobine je 76.(Izmedju 70 i 79 postoje dva
broja deljiva sa 4 - to su 72 1 76, ali je 72 deljiv sa 3).

Dakle, broj Pericine kuce je 76.

(Okruzno takmicenje 2010.)

Zadatak 13:

Na takmicenju je ucestvovalo 100 ucenika koji su resavali po 5 zadataka.
Poznato je da je svaki zadatak resilo bar 60 u¢enika. Dokazati da postoje
bar dva ucenika koji su zajedno resili sve zadatke.

Resenje:

Prvi zadatak nije uradilo najvise 40 ucenika (jer ga je uradilo bar 60), pa
je broj parova ucenika, takvih da ni jedan od ucenika u tom paru nije resio
prvi zadatak, najvise (420).
Kako analogno zaklju¢ivanje vazi i za preostale zadatke. Sledi da je broj
parova ucenika takvih da ni jedan od ucenika u tom paru nije resio neki od
zadataka, ne veéi od 5 - (420) = 3900.

Medutim kako je ukupan broj parova ucenika (180) = 4950 > 3900,

sledi da postoji par ucenika koji su zajedno resili svih 5 zadataka.
(Nagradni zadaci, Tangenta 45st. 16 zad,M566)
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Zadatak 14:

Trougao AZCP je podeljen na 25
"malih" trouglova (kao na slici), a za-
tim su sva temena tih trouglova obo-
jena sa tri boje na sledeéi nacin.

Teme Z je obojeno zelenom bojom,
teme C crvenom bojom a teme P
plavom bojom. Svako od temena na
duzi ZC obojeno je ili zelenom ili crve-
nom bojom, svako od temena na duzi
CP obojeno je ili crvenom ili plavom
bojom a svako od temena na duzi ZP
obojeno je ili zelenom ili plavom bojom.
Sva temena koja se nalaze u unutra-
Snjosti trougla obojena su bez restrikci-
ja, jednom od tri boje.

Dokazati da bez obzira na nacin bo-
jenja, bar jedan od 25 "malih" trou-
glova ima sva tri temena razli¢ite boje.

Resenge:

Posmatraé¢emo stranice malih trouglova koje imaju jedno teme obojeno crve-
nom a drugo plavom bojom. Takve stranice ¢emo zvati crveno plave stranice.
Svaka crveno plava stranica koja se nalazi u unutrasnjosti trougla AZCP je
stranica ta¢no dva mala trougla.

Dakle, svaka crveno plava stranica koja se nalazi na jednoj od stranica
ANZCP po uslovu zadatka mora pripadari duzi CP.

S obzirom da je C teme obojeno crvenom bojom a P plavom, broj crveno
plavih stranica na duzi CP je neparan.

Prema tome, mora postojati bar jedan mali trougao koji ima neparan broj
crveno plavih stranica. Jasno, taj trougao ima sva tri temena razlic¢ite boje.

(Srpska matematicka olimpijada 2006/2007)
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Zadatak 15:

Od 16 ljudi, medu kojima su po 4 iz Srbije, Rumunije, Bugarske i Make-
donije treba izbrati 6.

a. Koliko ima takvih izbora u kojima je zastupljena svaka zemlja?

b. Koliko ima takvih izbora u kojima nema vise od dva predstavnika neke
zemlje?

Resenge:

a. Kako je zastupljen predstavnik svake zemlje, sledi da ili jedna zemlja
ima 3 predstavnika (ostale 3 po 1 predstavnika) ili dve zemlje imaju
dva predstavnika (ostale 2 po 1 predstavnika).

1 Ako jedna zemlja ima 3 predstavnika njen izbor se moze izvrsiti
na (é) nacina, njena 3 predstavnika na (g) nacina, dok se pre-
dstavnik od preostalih zemalja moze izvrsiti na (11) nacina pa u
ovoj situaciji postoji (2) - (2) - (2)° = 1024.

2 Ako dve zemlje imaju dva predstavnika, njihov izbor se moze
izvrsiti na (3) nacina, za svaku od njih dva predstavnika na (3)

nacina, dok se predstavnik neke od preostalih zemalja moze izvrsiti

na (411) nacina, pa u ovoj situaciji postoji (;L) : (3)2 . (411)2 = 3456.

Dakle, odgovor na pitanje dela (a.) je 1024 + 3456 = 4480 izbora.

b. Kako svaka od zemalja ima najviSe dva predstavnika, sledi da bar 3
zemlje moraju imati predstavnike, tj. ili tri zemlje imaju po 2 pre-
dstavnika ili (ako svaka zemlja ima predstavnika) dve zemlje imaju 2,
a dve 1 predstavnika.

1 Ako tri zemlje imaju po 2 predstavnika, njihov izbor se moze
izvrsiti na (g) nacina, a po dva predstavnika u svakoj od njih na
(;) nacina, pa u ovoj situaciji postoji (g) . (‘21)3 = 846 izbora.

2 Ako dve zemlje imaju 2 predstavnika (a dve jednog), broj izbora
je isti kao i u drugom delu (a.), tj. u ovom slucaju ima 3456

uzbora.
Dakle, odgovor na pitanje dela (b.) je 846+3456=4320 izbora.
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(Opstinsko takmicenje 2009.)
Zadatak 16:

Grupa od 300 ljudi sa odredenim tegobama ucestvuje u ispitivanju tako-
zvanog placebo efekta. Odredenom broju ljudi iz ove grupe, dat je odgo-
varajudi lek, a preostalima lazni (lek koji nema nikakvo dejstvo).

Naravno, niko nije znao da li je dobio pravi ili lazni lek. Ispostavilo se da je
20% onih koji su dobili pravi lek reklo da ne ose¢a nikakvo poboljsanje, dok

su preostali rekli da im je bolje. 20% onih koji su dobili lazni lek je potvrdilo

da im je bolje, dok su preostali iz ove grupe rekli da ne uocavaju nikakvu
promenu.

Ako je ukupno 40% ljudi koji su ucestvovali u eksperimentu potvrdilo poboljSanje
sopstvenog stanja, odrediti koliko njih je dobilo pravi lek, a koliko lazan.

Resenje:

Neka je = broj ljudi koi su dobili lazni lek. Tada je njih 300 — x dobilo
pravi lek.
Posto 20% ljudi koji su dobili lazni lek tvrdi da im je bolje, njih ima £.

Té(mkode,) 80% ljudi koji su dobili pravi lek tvrdi da im je bolje, pa je njih
4-(300—=x

5
Onih koji tvrde da im je bolje ima 40% od 300, odnosno 120.

Dakle, £ + 3% _ 190,

z =200

200 ljudi je dobilo lazni lek a 100 pravi lek.
(Opsinsko takmicenje 2014.)
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Zadatak 17:

Koliko ima 100-cifrenih brojeva koji se zapisuju ciframa 1,2 i 3 tako da im
nikoje dve susedne cifre nisu jednake?

Resenge:

Prvu cifru ovog broja mozemo izabrati na 3 nac¢ina. Nakon odabiranja prve
cifre, drugu cifru mozemo izabrati na 2 nacina (ona mora biti razlicita od
prve).

Sli¢no, tre¢u kao i svaku narednu mozemo odabrati na 2 nacina (ona mora
biti razli¢ita od prethodno odabrane) pa je trazeni broj jednak 3 - 2%,

Zadatak 18:

Tri Engleza i dva Francuza zainteresovani su za 7 razlic¢itih knjiga:

3 na engleskom jeziku (traZe ih samo Englezi),

2 na francuskom jeziku (traze ih samo Francuzi)

2 na srpskom jeziku (traZe ih i Englezi i Francuzi).

Na koliko nac¢ina svakom od njih mozemo pokloniti po jednu knjigu?

Resenje:

Imamo 3 moguénosti:

1 Oba Francuza dobila su knjigu na francuskom jeziku.
U ovom slu¢aju Francuzima knjige mozemo pokloniti na dva nacina.
Za troje Engleza imamo 5 moguéih knjiga, pa njima knjige moZemo
pokloniti na 5 -4 - 3 = 60 nacina.
Dakle, ukupan broj nacina da se osobama poklone knjige je u ovom
slucaju 2 - 60 = 120.

2 Jedan Francuz je dobio knjigu na francuskom a drugi na srpskom
jeziku. U ovom slucaju potrebno je izabrati koji ée od Francuza dobiti
knjigu na francuskom jeziku, zatim izabrati jednu od dve knjige na
srpskom jeziku, koju ¢éemo pokloniti drugom Francuzu.

Dakle, Francuzima knjige moZzemo pokloniti na 8 nacina.
Za Engleze ostaju 4 knjige (tri na engleskom jeziku i jedna na srpskom
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jeziku), pa njima knjige moZemo pokloniti na 4 - 3 - 2 = 24 nagcina.
Ukupan broj nacina da se osobama poklone knjige u ovom slucaju je
8 - 24 = 192 nacina.

3 Oba Francuza dobila su knjige na srpskom jeziku. U ovom sluc¢aju
Francuzima knjige moZzemo pokloniti na 2 nacina.
Za tri Engleza preostale su tri knjige, pa njima knjige mozemo pokloniti
na 3-2-1 =6 nacina.
Ukupan broj nacina da se osobama poklone knjige u ovom slucaju
jednak je 2-6 = 12.

Ukupan broj nacina da se osobama poklone knjige jednak je zbiru brojeva
iz sluGajeva 1,2 i 3, odnosno 120 + 190 4 12 = 324.

Zadatak 19:

Braé¢ni par Ljubica i Milenko pozovu na veceru svoje prijatelje, tri bracna
para. PosSto su svi stigli istovremeno, poceli su da se rukuju, pri ¢emu se
svako rukovao sa nekoliko ljudi, a niko se nije rukovao sa svojim brac¢nim
drugom. Kada su zavrsili sa rukovanjem Milenko je pitao svakog (pa i Lju-
bicu) koliko se puta rukovao. Dobio je sedam razli¢itih odgovora.

Sa koliko se ljudi rukovala Ljubica?

Resenje:

Ocigledno je da je najveéi broj rukovanja 6. Posto je dato 7 razli¢itih odgo-
vora oni mogu biti 0,1,2,3,4,5 i 6.

Neka se osoba A rukovala 6 puta. Ona se rukovala sa svima osim sa svojim
bra¢nim drugom. Ostali su se rukovali bar po jednom osim bra¢nog druga
osobe A koja se nije rukovala (rukovala se 0 puta).

Sli¢no utvrdujemo da se preostalom skupu (lica koja su se rukovala 1,2,3,4,5
puta) se nalazi osoba B koja se rukovala 5 puta (sa osobom A i sa preostale
4 osobe). Bra¢ni drug osobe B se rukovao samo jednom (sa osobom A ali ne
i sa osobom B).

Od preostale 3 osobe (koje su se rukovale 2,3 i 4 puta) osoba C rukovala se
4 puta (sa osobama A i B, sa Milenkom i Ljubicom), a bra¢ni drug osobe C
se rukovao dva puta (sa osobama A i B).

Preostaje da se Ljubica rukovala 3 puta.
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3.7 Zadaci sa matematickih olimpijada

Zadatak 20:

Na matematickom takmic¢enju neki ucenici su prijatelji; ako je A prijatelj
sa B, tada je i B prijatelj sa A. Grupa ucenika se naziva druZina ako su
svaka dva ucenika u toj grupi prijatelji. (Specijalno, svaka grupa sa manje
od dva ucenika je druzina.)

Broj ucenika u druzini naziva se njenom veli¢inom. Na ovom takmicenju
maksimalna veli¢ina druzine je paran broj. Dokazati da se uCenici mogu
rasporediti u dve sobe, tako da je maksimalna veli¢ina druzine u jednoj sobi
jednaka maksimalnoj veli¢ini druzine u drugoj sobi.

(48. medunarodna matematicka olimpijada 2007.)

Resenge:

Za pocetak smestimo sve ucenike jedne od druzina maksimalne veli¢ine 2n
u sobu X. Nazovimo ove ucenike P-ucenicima.

Ostale u¢enike smestimo u sobu Y. Neka su d(X) i d(Y') maksimalne veli¢ine
druZina u sobama X i Y u datom momentu, redom.

Prebacivanjem jednog ucenika iz sobe X u sobu Y veli¢ina d(X) se smanjuje
za 1, a d(Y') se ne menja ali povec¢ava za 1, pa se razlika d(X) — d(Y') sma-
njuje za 1 ili 2. Ponavljanjem ovog postupka mozemo posti¢i da ova razlika
bude 0 (¢ime bi bilo dokazano tvrdenje zadatka) ili —1 (tj. d(Y) = d(X)+1).

Nadalje pretpostavljamo da je d(X) =11 d(Y) = [+ 1. Razlikujemo sledece
slucajeve:

1. Ako u sobi Y postoji P-ucenik koji ne pripada nekoj od druzina u Y
veli¢ine [+1, nakon njegovog prebacivanja u sobu X ostaje d(Y) = [+1,
ali se d(X) poveéva za 1, ¢ime se postize d(X) = d(Y).

2. Pretpostavimo da svaki od 2n — 1 P-ucenika u Y pripada svim duzi-
nama veli¢ine [+ 1 u Y.
Tada proizvoljna duzina veli¢ine [ 4+ 1 u sobi Y sadrzi 2n — 1 P-ucenika
i0<i+1—(2n—1)=2(n—1)+1 ucenika koji nisu P-ucenici (zovemo
ih ne-P-ucenicima). Kako je 2(n—1)+1 # 0, u svakoj druzini veli¢ine
l4+1uY postoji ne-P-ucenik.
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Sada odaberemo neku druzinu u Y veli¢ine I + 1 i prebacimo jednog
ne-P-ucenika iz nje u X. Ponavljamo ovaj postupak dok god postoje
druzine veli¢ine [ +1 u Y (a njih je konaco mnogo). Kako se d(Y)
prilikom svakog ovakvog poteza ne menja ili smanjuje za 1, u jednom
momentu ¢e vaziti d(Y) = I. Dovoljno je pokazati da nakon ovog po-
stupka ostaje d(X) = .

Zaista, pretpostavimo da se u X stvorila druzina veli¢ine [ + 1. Tada
svi u€enici te druzine poznaju svih 2n — [ P-ucenika u Y (jer svi su oni
ili P-u€enici, ili su prebaceni iz Y gde su bili u druzini sa ovih 2n —{
ucenika), pa njihova unija sa ovih 2n — [ ucenika ¢ini druzinu veli¢ine
(l+1)+(2n—1) =2n+ 1 > 2n, §to je nemoguce.

Zadatak 21:

Kejptaunska banka izdaje novci¢e vrednosti % za svaki prirodan broj n.
Ako imamo kona¢no mnogo takvih novéic¢a (ne obavezno razli¢itih vrednosti)
ukupne vrednosti ne veée od 99 + %, dokazati da moZemo da ih podelimo u
najvise 100 grupa tako da ukupna vrednost novci¢a u svakoj grupi nije veéa
od 1.

(55. medunarodna matematicka olimpijada 2014.)

Resenje:
Dokazac¢emo da, ako je ukupna vrednost nov¢iéa n — % za neko n € N,
onda je moguée podeliti ih u n grupa ukupnih vrednosti ne veéih od 1.
Nov¢ié¢i vrednosti 1 ¢ine grupe za sebe, pa mozemo da smatramo da ih nema.
Dalje, ako imamo d > 1 nov¢ié¢a vrednosti %7 gde d | k, onda mozemo da ih
zamenimo jednim nov¢i¢em vrednosti % zae=F|d.
Na ovaj nacin moZzemo da pretpostavimo da (1) nov¢i¢ vrednosti 57— (k €
. .. ey . v . <1
N) se pojavljuje najvise 2k — 2 puta, i (2) novci¢ vrednosti 5 (k € N) se
pojavljuje najvise jednom.
_ : oy S T T
Za k = 1,2,...,n, stavimo u k-tu grupu sve novéi¢e vrednosti 5T L9
.. ) 2k—2 |, 1

ukupna vrednost ove grupe nije ve¢a od 57— + 5 < 1.
Preostale nov¢ice, vrednosti manjih od %, rasporedi¢emo jedan po jedan.
Uzmimo jedan od njih: bar u jednoj grupi ukupna vrednost nov¢i¢a nije veéa

1 1y _ 1 . S I .
od ~(n— 3) =1- 5-, pa ovaj nov¢i¢ mozemo smestiti u tu grupu. Na ovaj
nacin zavrsavamo podelu.
Napomena : Tvrdenje ne vazi ako se n — % zameni sa npr. n — %, kao Sto se

1111111

vidi na primeru kada nov¢i¢i imaju vrednosti 1,1,...,1,5,5,5, 5,5, 5, -
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Zadatak 22:

Komisija sastavljena od 3366 filmskih kriticara glasa za Oskara. Svaki kri-
ticar glasa za jednog glumca i jednu glumicu. Nakon glasanja se ispostavilo
da za svaki prirodan broj n ne veéi od 100 postoji glumac ili glumica koji je
dobio/la ta¢no n glasova. Dokazati da postoje dvoje kriticara koji su glasali
za istog glumeca i istu glumicu.

(32. Balkanska matematicka olimpijada 2015.)

Resenje:

Pretpostavimo suprotno. Za svako i = 1,2, ..., 100 fiksira¢emo jednog kandi-
data A; koji je dobio i glasova.

Broj studija koje su glasale oba puta za nekog od kandidata iz skupa a =
{A34, Ass, ..., A100} nije veéi od broja parova glumac-glumica medu ovim
kandidatima, a on je najvise 33 - 34 = 1122.

S druge strane, od ukupno 2 - 3366 = 6732 glasova koje su sudije dodelile,
njih 34 4+ 35 + ... + 100 = 4489 je otislo kandidatima iz skupa «. Zato ima
najvise 6732 — 4489 = 2243 sudija koje nisu oba puta glasale za kandidate
iz a.

Dakle, ukupan broj sudija ne prelazi 1122 4 2243 = 3365, Sto je kontradik-
cija.
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3.8 Odabrani zadaci za razvijanje logike i opazanja

Zadatak 23:

Date su tri posude. Prva zahvata 8 litara, druga 5 litara a treéa 3 litra. Po-
suda od 8 litara sadrzi osam litara vode. Ostale posude se prazne. Podeliti
tih 8 litara tako da 4 litra ostanu u najvecoj posudi a 4 litara vode bude u
posudi od 5 litara.

Resenje:

Iz posude od 8L prebacimo 5L u posudu od 5L a iz nje 3L u posudu od
3L.

Ta 3L se vrati u najveéu posudu pa iz srednje posude se prebaci ona 2L
u najmanju posudu. Potom se iz najveée posude prelije 5L u srednju po-
sudu pa iz nje dopuni najmanju posudu sa 1L. U srednjoj je sada ostalo 4L
kao i u najvecoj kada se u nju vrati 3L iz najmanje posude koja ostaje prazna.

Zadatak 24:

U podrumu se nalaze tri sijalice. Sve sijalice su isklju¢ene. Prekidaci za te tri
sijalice se nalaze van podruma. Imamo pravo da ukjucujemo i isklju¢ujemo
prekidace koliko god Zelimo. Kada smo van podruma ne mozemo da vidimo
nista Sto se deSava unutar podruma. Kako ¢emo da odredimo koji prekidac
odgovara kojoj sijalici ako imamo prava samo jednom da udemo u podrum.

Resenge:

Ukljuc¢imo prvi prekida¢ i sac¢ekamo neko vreme. Isklju¢imo prvi, ukljuc¢imo
drugi prekida¢ i udemo u podrum. Ona sijalica koja je upaljena njen je drugi
prekida¢. Dodirnemo one dve ugaSene sijalice. Ona koja je vruéa za nju je
prvi prekidac, a ona koja nije, koristi treéi prekidac.

Zadatak 25:

Date su tri kutije sa voéem. Na jednoj piSe "jabuke", na drugoj pise "ba-
nane" a na trecoj piSe "jabuke i banane". Kutije su pogre$no oznacene i
to tako da na svakoj kutiji stoji pogreSan natpis. Svaki natpis treba staviti
na odgovadajucéu kutiju pri ¢emu moZzemo da iz jedne kutije uzmemo samo
jednu vocku ne gledajuéi sadrzaj te kutije.
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Resenje:

Uzmem jednu vocku iz kutije sa natpisom "jabuke i banane":
1) Ako je jabuka:

1. natpis "jabuke" stavim na tu kutiju.
2. natpis "jabuke i banane" na kutiju sa natpisom "banane",
3. a natpis "banane" na kutiju gde je pisalo "jabuke";
2)Ako je banana:
1. natpis "banane" stavim na tu kutiju.
2. natpis "jabuke i banane" na kutiju sa natpisom "jabuke",

3. a natpis "jabuke" na kutiju gde je pisalo "banane".

Zadatak 26:

Dato je 12 bilijarskih kugli. Svaka od njih je ista po obliku i boji, tako
da se vizuelno ne razlikuju. Ipak, jedna od njih je neSto laksa ili teza od
drugih. Da bi utvrdili koja kugla ima drugaciju tezinu mi imamo na raspo-
laganju vagu sa dva tasa. Kako odrediti koja je kugla razli¢ita ako imamo
pravo da izvrS§imo ne viSe od tri merenja?

Resenje:

Podelimo kugle u grupe od po 6. Kada ustanovimo koja je teza, tu delimo
na dve grupe po 3 kugle. Posto smo utvrdili koja je grupa teza biramo 2 ku-
gle i vr§imo trece merenje koje pokazuje da li je trazena kugla na tasu ili van.

Zadatak 27:

Imamo dve posude. U posudi A se nalazi 10 crvenih kuglica a u posudi
B 10 plavih kuglica. Nekoliko crvenih kuglica je uzeto iz posude A i sta-
vljeno u posudu B. Nakon toga je isti broj kuglica iz posude B vraéeno u
posudu A. Pitanje: Da li je broj crvenih kuglica u posudi A veéi, manji ili
jednak broju plavih kuglica u posudi B?
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Resenje:

Broj crvenih kuglica u posudi A je jednak broju plavih kuglica u posudi
B.

Obrazlozenje: Neka je prebac¢eno x crvenih kuglica iz posude A u posudu B (x
je vece ili jednako 0 i manje ili jednako 10). U posudi A je ostalo 10—z crve-
nih kuglica. U posudi B je 10 4+ x crvenih i plavih kuglica . Crvenih kuglica
u posudi B je /(10 + z). Sada se nazad vraca z kuglica. U posudi A je isto
x/(10+x). Dakle vracenih crvenih kuglica u posudu A je z-x/(10+z) pa u
posudi A ima 10—z +2-2/(10+2) = 10/(10+ z) crvenih kuglica. Koliko je
ostalo plavih kuglica u posudi B? Ostalo je 10— (z—=z/(10+x)) = 10/(10+x)
plavih kuglica. Dakle isto koliko i crvenih kuglica.

Zadatak 28:

Kralj u svom posedu ima 100 provincija. Sve provincije pla¢aju svoj porez
istog dana. Porez iznosi 100 zlatnika a svaki zlatnik je tezak 10 grama. Kralj
je nekako doznao da ¢e predstavnik jedne od 100 provincija da donese lazne
zlatnike. Takode, kralj je doznao da su lazni zlatnici ta¢no jedan gram laksi
od pravih zlatnika. Naravno, kralj bi po svaku cenu hteo da zna ko je taj
Sto ¢e da donese lazne zlatnike ali sa druge strane ne bi voleo da proverava
svakog ponaosob.

Kako ¢e kralj, uz pomo¢ samo jednog merenja, da sazna ko je od njegovih
podanika doneo lazne zlatnike?

Resenje:

Kralj ¢e na kantar da stavi (sve u isto vreme tj. u jednom merenju) od
predstavnika iz prve provincije 1 zlatnik, od drugog 2,..., devedesetdevetog
99 i od stotog 100. Kada niko ne bi podvaljivao merena masa blaga bi tre-
bala da iznosi 5050g, a znaée ko ga potkrada jer ako bude manja za 1g to
znaci da da je u pitanju predstavnik iz prve provincije, a ako za 2g onda je
drugi,..., ako za 100g onda je stoti.
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Zadatak 29:

Grupi od 100 zatvorenika preti smrtna kazna. Upravnik zatvora dolazi dan
pred izvrSenje smrtne kazne i nudi im mogucénost da se spasu. Sutradan
¢e svi zatvorenici biti postrojeni u kolonu i na glavi svakog od njih ée biti
postavljena kapa crne ili bele boje. Svaki zatvorenik ne moze videti boju
svoje kape, kao ni boju kapa zatvorenika koji stoje iza njega, ali moze videti
boje kapa zatvorenika koji stoje ispred njega u koloni. Svaki zatvorenik moéi
¢e da kaZze samo jednu re¢ : crna ili bela. Ukoliko se ta re¢ poklopi sa bojom
kape na njegovoj glavi, bi¢e spasen, u suprotnom mu predstoji smrtna kazna.
Zatvorenici imaju vece da se dogovore 1 osmisle eventualnu strategiju kako
bi ih se Sto viSe spasilo. Koliko najvise zatvorenika se sigurno moze spasiti
od smrtne kazne?

Resenje:

Sigurno se moze spasiti njih 99. Prvo se dogovore da onaj koji (na nje-
govu zalost) bude na zacelju prebroji npr crne kape i ako broj bude neparan
kaze "crna" u suprotnom "bela". On ¢e imati 50% Sanse da prezivi. Zatim
onaj ispred njega takode prebroji crne kape i medu preostalih 98 i ako im
je broj i dalje neparan znaci da je na njegovoj glavi bela kapa, Sto ée i reéi,
u suprotnom ¢e reéi "crna". Svaki sledeéi, pazljivo slusajuéi Sta izgovara
prethodnik i koristeéi istu taktiku ée se izvudéi.

Zadatak 30:

U 100 celija nalaze se 100 zatvorenika i soba za ispitivanje. Upravik predlaze
sledeéu igru. Sluc¢ajno bira jednog zatvorenika i poziva u sobu gde se nalazi
taster koji ima dva polozaja 0 i 1. Pozvani moze da promeni polozaj tastera
ili da ostavi taster u istom polozaju. Upravnik ne menja polozaj tastera.
Kada jedan zavorenik izjavi da su svi prosli kroz sobu i ako je to ta¢no svi
¢e biti slobodni a ako nije svi ée biti streljani. Pre pocetka igre zatvorenici
se mogu dogovoriti o strategiji i taster je u polozaju 0.
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Resenje:

Zatvorenici odreduju jednog zarobljenika X koji ¢e brojati. Svaki drugi kada
ude u sobu samo jednaput menja poloZzaj tastera i to kada nade tastera
u polozaju 0 promeni ga u polozaj 1 (samo prvi put). Svaki put kada
zarobljenik X nade taster u polozaju 1 promeni ga u polozaj 0 i doda 1
na sumu koju pamti (ako je taster u polozaju 0, ne menja polozaj tastera).
Kada zatvorenik X promeni polozaj tastera 99-put, onda ée izjaviti svi su
prosli kroz sobu.
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4 Matematicke igre

4.1 Igre kao razvoj intelekta

"Uciti svoje dete znanju ne treba silom nego igrom”" - Platon

Najstarija svedocanstva o tzv. drustvenim igrama zapisana su na staroegi-
patskim pergamentima. Takode, u grobnicama egipatskih faraona, na crtezima
koji poticu iz ¢etvrtog milenijuma pre nase ere prikazani su igraci koji igraju
igru.

Verujuéi da su faraonu na onom svetu potrebne sve stvari kojima se sluzio
za zivota, stari egipcani su u grobnicama stavljali, imedu ostalog, i igracke
koje je koristio faraon.

U nacionalnom muzeju u Kairu nalaze se divni primerci tabli i figura za igre.
Igracke su pronadene u Tuntankamonovoj grobnici.®

Oblast matematike koja se bavi matematickim igrama zove se Teorija ma-
tematickih igara. To je zapravo "Teorija optimalnog izbora pri sukobu pro-
tivurecnih interesa".

Smatra se da je teorija igara ustanovljena 1928. godine u radovima "Dzona
Fon Nojmana.

Oblast primene teorije matematickih igara je Siroka. Teorija se primenjuje
u ekonomiji, teoriji upravljanja, psihologiji, sociologiji, i uopste, gde god se
javljaju konfliktne situacije.

Jedan poéetnik koji je ucio geometriju od Euklida ® naucivsi prvu teoremu,
zapitao je Euklida : "Sta imam od toga $to sam ovo naucio?". Euklid je po-
zvao svog drugog ucenika i kazao: "Donesi mu tri balvana, jer on uci zato da
ima od toga koristi.".

Zaista, kakve koristi od matematickih igara koje iznosimo? Materijalne, na
koje je oc¢igledno mislio Euklidov u¢enik - nikakve.

Igra treba da zabavi i razonodi, ali ne samo to. Zabavu treba staviti u sluzbu
ucenja, jer je "Ucenje bez razmisljanja beskorisno, a razmisljanje bez ucenja
opasno " kako nas u¢i Konfudije.

Cilj igara je da razvijaju matematicko i kombinatorno misljenje, kao i logicki
nac¢in misljenja.

STuntankamon, egipatski faraon XVIII dinastije oko 1354-1346. godine P.N.E

"Dzon Fon Nojman(1903-1957) je bio madarsko-ameri¢ki matematicar i nauénik koji je
dao doprinos kvantnoj fizici, funkcionalnoj analizi, teoriji skupova, topologiji, informatici
idr.

8Euklid- oko 330. godine P.N.E - 275. godine P.N.E
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Lajbnic ? u svojoj knjizi "Napomena o nekim igrama" (1710.) istice da
se Cesto zapaZza da ljudi u toku igre ispoljavaju svoj pronalazacki duh i da
matematicke igre ne sluze samo za zabavu, veé razvijaju pronalazenje.

Igre nam disciplinuju misljenje, pored razvijanja intelektualnih navika, uce
nas da primenjujemo algoritme. Jednom recju, igre su moéno sredstvo
razvoja intelekta.

9Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) je bio nemacki filozof, matematicar,
pronalazac¢, pravnik i dr. Dao je znacajan doprinos u optici i mehanici.
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4.2 Igre sa matematickih olimpijada

Zadatak 31:
Napisana je jednacina.

2242224 +7 =0

Dvoje igraju sledec¢u igru: prvi igra¢ stavlja umesto bilo kog znaka "?" neki
ceo broj razli¢it od nule (pozitivan ili negativan). Zatim drugi stavlja ceo
broj umesto jednog od preostalih znakova "?". Na kraju prvi stavlja neki
ceo broj umesto poslednjeg znaka "?". Dokazati da prvi moze igrati tako da,
nezavisno od igre drugog, sva tri korena jednacine budu celi brojevi.

Resenge:

Ako prvi igra¢ stavi 1 umesto "?" pored promenjive x (prvi stepen), a
u svom drugom koraku na poslednje mesto na koje je ostalo stavi broj
suprotan broju koji je postavio drugi igra¢, onda se dobija jednacina ob-
lika 73 — A2? —x + A = 0, odnosno (22 — 1)(x — A) = 0.

Odavde se vidi da su koreni polinoma celi brojevi.

(Treca svesovjetska olimpijada, Kijev, 1969.)

Zadatak 32:

Dva igraca igraju slede¢u igru. Prvi zapisuje jedan za drugim dva reda po
10 brojeva, tako da za svake dve susedne kolone vazi da su zbirovi unakrsnih
brojeva jednaki, npr. ako je prvi igra¢ zapisao dva niza brojeva

Al A2 A3 A4 A5 A6 AT A8 A9 Al0
Bl B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9 BI10

onda mora da vazi: Al + B2 = A2+ Bl1,A2+ B3 = A3+ B2, A3+ B4 =
A4+ B3,..., A9+ B10 = A10 + B9. Drugi igra¢, znajuci to pravilo, treba
da odredi sve brojeve koje je zapisao prvi igrac.

Da bi to uradio on prvom igréu postavlja pitanja tipa "Kakav broj stoji u
prvom redu na 3.mestu?" ili "Kakav broj stoji u drugom redu na devetom
mestu?" itd.

Sa kojim najmanjim brojem pitanja drugi igré¢ moze da prepozna sve za-
pisane brojeve?
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Resenje:

Sa 11 pitanja. Iz 10 pitanja treba da sazna sve brojeve iz jednog reda i
jos iz jednog pitanja da sazna 1 broj iz drugog reda.
(Svesovjetska olimpijada, Riga, 1971)

Zadatak 33:

Za igru je potrebna kocka i dve boje: crvena i zelena. Dva igraca igraju
sledec¢u igru. Prvi igra¢ bira tri (bilo koje) ivice kocke i boji ih crvenom bo-
jom. Drugi igra¢ bira sledece tri ivice (neobojene) i boji ih zelenom bojom,
zatim prvi boji sledeée tri neobojene ivice crvenom bojom i najzad njegov
partner boji u zeleno preostale tri neobojene ivice. Zabranjeno je da se boji
ivica ako je ve¢ obojena. Pobednik je onaj koji prvi uspe da dobije sve 4
ivice jedne stranice kocke u svojoj boji. Moze li prvi igra¢ pri pravilnoj igri
da obezbedi sebi pobedu?

Resenge:

Prvi igra¢ ima 220 moguénosti ( (132) ) da oboji 3
ivice kocke ali kako kocka ima 48 simetrija, odnosno
8 rotacionih simetrija reda 6 definisanih u oba
smera u odnosu na pravce odredene u naspramnim
temenima, moZemo reé¢i da postoji 8 pocetnih

polozaja prvog igra¢a. Uzmimo na primer da prvi 9 /;
igra¢ oboji u crveno ivice (1-6-9) sa slike. Sve tri l
ivice su iz istog temena, pa posto se moze rotirati 11
do bilo kog drugog temena kocke, ovaj polozaj |
ima 8 simetrija. Ukoliko drugi igra¢ oboji zelenom 1 | 12
bojom bilo koju ivicu strane kocke ¢ije su dve F—-10+—
ivice veé¢ crvene boje, prvi igra¢ nema Sanse da sa 5 4
tri dodatna poteza pobedi. Sli¢no se dokazuje za 7
slede¢ih sedam pocetnih polozaja. (9-6-8 , 9-6-2,

9-6-4, 9-6-12, 9-8-4, 9-8-7 i 9-2-7) Prema tome,

odgovor je da ne moze. Igra¢ koji boji zelenom

bojom uvek moze da osujeti prvog igraca.

(Ruska olimpijada, Ashabad,1984)
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Zadatak 34:

Dva igra¢a redom ispisuju na tabli prirodne brojeve koji nisu veéi od una-
pred zadatog broja p. Kod ispisivanja brojeva zabranjeno je ispisivati broj
koji je delitelj nekog od veé zapisanih brojeva. Gubi onaj igra¢ koji ne moze
da zapiSe broj kada je na potezu. Objasniti ko od igraca ima strategiju za
pobedu ako je p=10.

Resenge:

Ako prvi u svom prvom potezu napiSe broj 6, drugi moZe zapisati jedan
od brojeva (4,5), (7,8), (9,10). Brojeve smo namerno stavili u zagrade, jer
¢e takvo njihovo grupisanje posluziti za optimalnu strategiju.

Naime, koji god broj da upotrebi drugi igra¢, prvi treba iza njega da odigra
broj koji je u istoj zagradi sa brojem koje je upotrebio drugi igrac.

Na taj nacin prvi igra¢ ¢e pobediti.

Evo jedne partije

PRVI IGRAC DRUGI IGRAC

6 10
9 7
8 4
5

(Ruska olimpijada, Frunze,1987)

Zadatak 35:

Dat je konveksan poliedar sa 5 ili viSe od 5 strana. Iz svakog temena izlaze po
tri ivice. Dvoje igraju sledecu igru: naizmeni¢no zapisuju imena na jednoj
od slobodnih strana poliedra. Pobeduje onaj igra¢ koji napiSe svoje ime na
tri strane poliedra, koje imaju zajednicko teme. Dokazati da postoji takva
strategija igre prvog igraca da on moze uvek da pobedi.
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Resenje:

Najpre treba dokazati da postoji bar jedna strana koja nije trougao, a zatim
to iskoristiti kod igre. Pretpostavimo suprotno.

Neka su, naime, sve strane trouglovi. Takav poliedar od n trouglova imao bi
3n/2 ivica.

Po Ojlerovoj formuli ' imamo n 4+ n — 3n/2 = 2, tj. n = 4, §to protivureci
pretpostavci.

Sada treba da se pokaze kako treba da igra prvi igra¢ da bi pobedio.

U prvom potezu on je duzan da zauzme stranu Al koja nije trougao. U
drugom potezu on mora da zauzme stranu A2 koja se granici sa Al i ima za-
jednicke ivice sa dvema slobodnim stranama A3,A4, koje se takodje granice
sa Al. (To je moguce jer drugi igra¢ moZe zauzeti samo jednu stranu koja
se granici sa Al.)

Na kraju, u svom treéem potezu, prvi igra¢ moze zauzeti jednu od strana
A3 ili A4 onu koju nije zauzeo drugi igrac.
Na taj na¢in prvi igra¢ pobeduje u svom treéem potezu.

100jlerova formula glasi: neka je 1 broj temena konveksnog poliedra, m-broj njegovih
ivica, a n- broj njegovih strana. Tada vaZzi jednakost [ — m 4+ n = 2.
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5 Zakljucak

Logicko misljenje je Siroko primenjivo i treba nastojati razvijati ga.
Omogucite deci da misle!

"Ako se vecé toliko zaklinjemo

da nam je od svega vaznije aktivno ucenje dece u nastauvr,

ako nam je zaista iskrena ta nasa Zelja da deca misle,

da vise razumevaju a manje pamte,

moramo traziti konkretne i efikasne nacine

da decu pokrenemo, zainteresujemo 1 aktiviramo.” - DuSan Radovié
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