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Poglav	e 1

Statistiqke funkcije dubine

Osnovni pojam u neparametarskoj detekciji vixedimenzionih au-
tlajera su takozvane funkcije dubine koje se mogu definisati na
vixe naqina. Predstavi�emo razliqite funkcije dubine u zavi-
snosti od �enih analitiqkih karakteristika. Sam pojam statistiqke
funkcije dubine je prvi put korix�en u Tjukijevom 1 radu kao alat za
vizuelno predstav	a�e dvodimenzionih podataka. Kasnije je ovaj po-
jam proxiren na vixedimenzioni sluqaj. Najprostije reqeno, funkcija
dubine neke taqke predstav	a meru dubine te taqke u oblaku svih po-
dataka. Ve�ina funkcija dubine je robusna i afino invarijantna xto
ih qini primen	ivim u vixedimenzionim analizama posebno kada po-
daci sadr�e autlajere.

Neke od primena statistiqkih funkcija dubine su:

• Odre�iva�e vixedimenzione medijane kao i kvantila.

• Detekcija autlajera.

• Klasterova�e podataka.

• Vixedimenzione ocene gustine.

Uvedimo prvo pojam jednodimenzione statistiqke dubine. Ako po-
smatramo taqku x jednodimenzione sluqajne veliqine X sa raspode-
lom F , �oj se mo�e pri�i sa leve ili sa desne strane. Definiximo
verovatno�e p i q, kao verovatno�e prilaska sa leve odnosno desne
strane, sa p = P{X ≤ x} = F (x) i q = P{X ≥ x} = 1− F (x−).

1�on Tjuki (1915-2000) ameriqki statistiqar i matematiqar
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POGLAV�E 1. STATISTIQKE FUNKCIJE DUBINE

Definicija 1.0.1 Neka je X jednodimenziona sluqajna veliqina sa
raspodelom F . Statistiqka dubina dF taqke x u odnosu na raspodelu
F definixe se kao

dF (x) = min{F (x), 1− F (x−)},

gde je F (x−) = limt↑x F (t).

Statistiqke funkcije dubine slu�e i za rangira�e elemenata
uzorka, pa je medijana taqka sa maksimalnom vrednox�u dubine. Iz
definicije 1.0.1 se mo�e zak	uqiti da je dubina jednodimenzione medi-
jane jednaka 1

2
.

Za razliku od jednodimenzionog, u vixedimenzionom prostoru ne
postoji prirodno ure�e�e. Zbog toga se statistiqke funkcije dubine
koriste da bi se izvrxilo rangira�e u takvim prostorima. U nauqnoj
literaturi postoje razliqite vrste statistiqkih funkcija dubine i
ta oblast je vrlo popularna. S obzirom da je za otkriva�e autlajera
neophodno urediti podatke, korix�e�e statistiqkih funkcija dubine
se nametnulo kao dobro rexe�e.

U vixedimenzionom sluqaju stvar je mnogo komplikovanija. Taqki
x se mo�e pri�i na beskonaqno mnogo naqina. Iz tog razloga postoji
veliki broj razliqitih definicija vixedimenzionih statistiqkih
funkcija dubine. Neke od �ih su bazirane na simpleksima2, neke na
konveksnim omotaqima ili pak zatvorenim poluprostorima. U nastavku
�e biti vixe reqi o svakoj od �ih.

1.1 Primeri statistiqkih funkcija du-

bine

Tjuki je 1975. uveo pojam polo�ajne dubine, poznatiji kao polupro-
storna dubina 3, kao sredstvo za vizuelno predstav	a�e dvodimenzionih
skupova podataka. U dvodimenzionom sluqaju, poluprostorna dubina
taqke x iz skupa podataka Sn se definixe kao najma�i broj taqaka koje
se nalaze sa jedne od strana prave koja prolazi kroz x. Ova definicija
se mo�e proxiriti na vixedimenzioni sluqaj.

2generalizovani pojam trougla ili tetraedra u vixe dimenzija; engl- simplex
3engl- halfspace depth
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POGLAV�E 1. STATISTIQKE FUNKCIJE DUBINE

Definicija 1.1.1 (Poluprostorna funkcija dubine)
Poluprostorna dubina taqke x = (x1, ..., xp) ∈ Sn = {xi =
(xi1, ..., xip) ; i = 1, ..., n} ⊂ Rp iz p-dimenzionog skupa podatka Sn,
se definixe kao najma�i broj taqaka u zatvorenom poluprostoru koji
sadr�i taqku x u svojoj graniqnoj ravni.

Uopxte�e definicije poluprostorne dubine:
Za datu raspodelu verovatno�e P u p-dimenzionom realnom prostoru

Rp, Tjukijeva funkcija poluprostorne (polo�ajne) dubine HD(x;P )
obezbe�uje poredak taqaka (preciznije, Borelovih skupova) x ∈ Rp od
centra ka krajevima. Time se obezbe�uje rangira�e taqaka bazirano na
raspodeli verovatno�e P shodno slede�oj definiciji

HD(x;P ) = inf{P (H) : x ∈ zatvorenom poluprostoruH} (1)

Pored Tjukijeve funkcije dubine, postoje i druge funkcije dubine.
Uvedimo pojam Mahalanobisove dubine koja je jedna od najqex�e ko-
rix�enih funkcija dubine prilikom detekcije autlajera. Postoji
veliki broj metoda za otkriva�e autlajera koji su bazirani na ovoj
funkciji dubine. U posebnom ode	ku ovog rada pomenute metode �e
biti deta	nije objax�ene.

Definicija 1.1.2 (Mahalanobisova dubina) Mahalanobisova du-
bina taqke x ∈ Sn ⊂ Rp iz p-dimenzionog skupa podataka Sn se defi-
nixe kao:

MD(x;Sn) = [1 + (x− x̄)TS−1(x− x̄)]−1 (2)

gde su x̄ i S vektor sred�e vrednosti i kovarijaciona matrica od Sn.

Ova funkcija nije robusna, jer je saqi�ena od nerobusnih mera kao
xto su uzoraqka sred�a vrednost i uzoraqka kovarijaciona matrica.
Druga mana ove funkcije je to xto zavisi od postoja�a drugog momenta.

Uvedimo zatim statistiqku funkciju dubine preko konveksnih slo-
jeva. Ova funkcija se najqex�e koristi za vizuelnu detekciju autla-
jera preko balon dijagrama o kojem �e biti nexto vixe reqi u posebnom
poglav	u.

Definicija 1.1.3 (Dubine preko konveksnih slojeva) Dubina
preko konveksnih slojeva taqke x ∈ Sn ⊂ Rp iz p-dimenzionog skupa
podatka Sn je jednostavno nivo konveksnog sloja kojem x pripada.
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POGLAV�E 1. STATISTIQKE FUNKCIJE DUBINE

Konveksni sloj (omotaq) skupa taqaka X je matematiqki pojam koji
oznaqava najma�i konveksni skup koji sadr�i X. Konveksni slojevi iz
prethodne definicije se definixu na slede�i naqin. Konstruixemo
najma�i konveksni sloj koji obuhvata sve taqke iz datog seta podataka.
Taqke na obodu predstav	aju prvi konveksni sloj i odbacuju se. Ko-
nveksni sloj od ostalih taqaka se opet konstruixe i zatim se postupak
ponava	a odbaciva�em obodnih taqaka za svaki od ug�e�denih slojeva.
Posled�i sloj koji se formira predstav	a najdub	u taqku koja je medi-
jana datih podataka. U dvodimenzionom sluqaju konveksni slojevi su
konveksni poligoni, samim tim dubina svake taqke se mo�e grafiqki
predstaviti.

Definicija 1.1.4 (Simpleksna dubina) Simpleksna dubina
taqka x ∈ Sn ⊂ Rp iz p-dimenzionog skupa podatka Sn se definixe kao
broj zatvorenih simpleksa koji sadr�e x i imaju p+ 1 temena u Sn.

Preciznije, simpleksna dubina taqke x se mo�e definisati kao
verovatno�a da taqka x pripada sluqajnom simpleksu iz Rp

SD(x;P ) = P{x ∈ S[X1, ..., Xd+1]}, (3)

gde je X1, ..., Xd+1 sluqajan uzorak iz raspodele P , a S[x1, ..., xd+1]
d-dimenzioni simpleks sa temenima x1, ..., xd+1. U dvodimenzionom
sluqaju, simpleksna dubina taqka x je broj trouglova sa temenima iz
skupa Sn u kojima je sadr�ana taqka x.

U radu [16] Roberta Serflinga i Jiun Zua iz 2000. godine su
pored klasifikacije statistiqkih funkcija dubine date i �e	ene
analitiqke osobine koje bi svaka statistiqka funkcija dubine SD(x;P )
trebalo da ispu�ava:

• Afina invarijantnost. SD(x;P ) je nezavisna od koordinatnog si-
stema.

• Maksimalna vrednost u centru. Ako raspodela verovatno�e P ima
jedinstveno odre�en "centar" (odnosno, taqku simetrije u odnosu
na neki pojam simetrije), tada SD(x;P ) ima maksimalnu vrednost
u toj taqki.

• Simetrija. Ako je raspodela verovatno�e P simetriqna oko taqke
x u skladu sa nekim pojmom simetrije, tada je i funkcija SD(x;P )
simetriqna.
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POGLAV�E 1. STATISTIQKE FUNKCIJE DUBINE

• Monotono opada�e prilikom uda	ava�a od najdub	e taqke. Vre-
dnost funkcije dubine SD(x;P ) opada pri uda	ava�u od taqke sa
najve�om vrednox�u.

• Te��a nuli u beskonaqnosti. SD(x;P )→ 0, ‖x‖ → ∞.

• Funkcija SD(x;P ) je neprekidna po x sa gor�e strane.

• SD(x;P ) je kao funkcija raspodele P .

• Kvazi-konkavnost SD(x;P ) kao funkcije promen	ive x. Skup
{x : SD(x;P ) ≥ c} je konveksan za svaku realnu vrednost c.

U istom radu Zuo i Serfling su uveli podelu statistiqkih
funkcija dubine u nekoliko kategorija. Prethodno definisane
funkcije dubine predstav	aju specijalan sluqaj nekog od slede�ih
tipova.

Funkcije tipa A : Neka je h(x;x1, ..., xr) bilo koja ograniqena i nene-
gativna funkcija koja se mo�e okarakterisati kao mera bliskosti taqke
x od taqaka x1, ..., xr. Odgovaraju�a funkcija dubine tipa A je

D(x;P ) = E(h(x;X1, ..., Xr)),

gde je X1, ..., Xr sluqajan uzorak iz raspodele P .
Uzimaju�i za r = d + 1 i h(x;x1, ..., xd+1) = I{x ∈ S[x1, ..., xd+1]}, do-

bijamo simpleksnu dubinu (3).

Funkcije tipa B : Neka je h(x;x1, ..., xr) bilo koja neograniqena i
nenegativna funkcija koja predstav	a rastoja�e taqke x od taqaka
x1, ..., xr. Odgovaraju�a funkcija dubine tipa B je

D(x;P ) = (1 + E(h(x;X1, ..., Xr)))
−1,

gde je X1, ..., Xr sluqajan uzorak iz raspodele P .

Primer 1 (Lp dubina) Drugi naqin za mere�e dubine je korix�e�em
Lp norme ‖ · ‖p. Uzimaju�i za h(x;x1) = ‖x− x1‖p dobijamo odgovaraju�u
funkciju dubine tipa B

LpD(x;F ) = (1 + E‖x−X‖p)−1

Funkcije tipa C: Neka je O(x;F ) mera uda	enosti taqke x u Rd u
odnosu na centar tj. najdub	u taqku raspodele F . Funkcija O(x;F )
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POGLAV�E 1. STATISTIQKE FUNKCIJE DUBINE

je obiqno neograniqena, ali je zato odgovaraju�a ograniqena funkcija
dubine definisana kao

D(x;F ) = (1 +O(x;F ))−1

Ovako definisanu funkciju nazivamo funkcijom dubine tipa C.
Mahalanobis je 1936. uveo rastoja�e izme�u dve taqke x i y u Rd sa

pozitivno definitnom matricom M dimenzija d× d kao

d2
M(x, y) = (x− y)TM−1(x− y)

Na osnovu Mahalanobisovog rastoja�a mo�emo definisati Maha-
lanobisovu dubinu tipa C kao

MHD(x;F ) = (1 + d2
Σ(F )(x, µ(F )))−1,

gde je F raspodela verovatno�e, a µ(F ) i Σ(F ) su respektivno uzoraqka
sred�a vrednost i uzoraqka kovarijaciona matrica. Ovako definisana
funkcija dubine nije robusna zbog µ(F ).

Primer 2 Posmatrajmo skup taqaka A(1, 6), B(6, 5), C(3, 3), D(3.5, 3),
E(5, 2) i F (2, 1). Pokuxajmo da odredimo dubinu svake od taqaka ko-
riste�i razliqite funkcije dubine kao xto su simpleksna, polupro-
storna, Mahalanobisova i dubina preko konveksnih slojeva.

Za odre�iva�e simpleksne dubine potrebno je formirati sve mogu�e
trouglove od prethodnih 6 taqaka. Broj mogu�ih trouglova je 20 i u
slede�oj tabeli mo�emo videti koje taqke su sadr�ane u svakom od
trouglova.

6



POGLAV�E 1. STATISTIQKE FUNKCIJE DUBINE
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Slika 1.1: Skup taqaka

Trougao Sadr�ane taqke

1 4ABC A,B,C

2 4ABD A,B,D

3 4ABE A,B,E

4 4ABF A,B,C,D, F

5 4ACD A,C,D

6 4ACE A,C,D,E

7 4ACF A,C, F

8 4ADE A,D,E

9 4ADF A,C,D, F

10 4AEF A,C,D,E, F

11 4BCD B,C,D

12 4BCE B,C,D,E

13 4BCF B,C,D, F

14 4BDE B,D,E

15 4BDF B,D,F

16 4BEF B,E, F

17 4CDE C,D,E

18 4CDF C,D, F

19 4CEF C,E, F

20 4DEF D,E, F
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POGLAV�E 1. STATISTIQKE FUNKCIJE DUBINE

Iz prethodne tablice mo�emo odrediti da su dubine taqaka
A,B,C,D,E, F jednake 10, 10, 13, 15, 10, 10 respektivno. Ako pogledamo

poluprostornu dubinu, potrebno je samo odrediti prave kroz svaku od
taqaka tako da broj taqaka sa jedne od strana bude minimalan. Time
dobijamo da su dubine taqaka A,B,C,D,E, F jednake 0, 0, 1, 2, 0, 0
respektivno. Xto se tiqe dubine preko konveksnih slojeva, taqke

A,B,E, F qine prvi konveksni pologon pa je �ihova dubina jednaka 1,
dok je dubine preostalih taqaka 2. Odredimo zatim Mahalanobisovu

dubinu za svaku od taqaka. Potrebno je prvo izraqunati uzoraqku sre-
dinu i uzoraqku kovarijacionu matricu datog skupa taqaka. Jedno-
stavnim odre�iva�em aritmetiqke sredine za svaku od kolona X, Y

dobijamo da je µ =

[
3.41
3.33

]
. Uzoraqku kovarijacionu matricu dobijamo

koriste�i formulu

Σ =
1

N − 1
X∗TX∗ , gde jeX∗ =


X1 − X̄ Y1 − Ȳ
X2 − X̄ Y2 − Ȳ

...
...

X6 − X̄ Y6 − Ȳ


Nakon izraqunava�a matrice X∗ mo�emo primeniti formulu (2) za
raquna�e Mahalanobisove dubine qime dobijamo da su dubine taqaka
A,B,C,D,E, F jednake 0.22, 0.26, 0.93, 0.97, 0.46, 0.31 respektivno.

A B C D E F

Simpleks dubina 10 10 13 15 10 10

Poluprostorna dubina 0 0 1 2 0 0

Dubina preko konveksnih slojeva 1 1 2 2 1 1

Mahalanobisova dubina 0.22 0.26 0.93 0.97 0.46 0.31

Iz prethodne tabele mo�emo zak	uqiti da metodama simpleks,
poluprostorne i Mahalanobisove dubine dobijamo da je medijana po-
dataka taqka D. U sluqaju dubine preko konveksnih slojeva nema jedi-
nstvene medijane, ali se mo�e smatrati da je ona negde izme�u taqaka
C i D.

Problem pronala�e�a i izraqunava�a vixedimenzione medijane,
ili najdub	e (centralne) vrednosti, nije toliko oqigledan kao u
jednodimenzionom sluqaju. Medijana se u teoriji verovatno�e i stati-
stici opisuje kao broj koji razdvaja gor�u polovinu uzorka, populacije
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POGLAV�E 1. STATISTIQKE FUNKCIJE DUBINE

ili raspodele verovatno�e od do�e polovine. Medijana konaqnog niza
brojeva se mo�e na�i tako xto se brojevi pore�aju po veliqini, i uzme
se sred�i qlan niza. Ukoliko postoji paran broj qlanova niza, medi-
jana nije jedinstvena, pa se najqex�e uzima aritmetiqka sredina dve
vrednosti koje su kandidati za medijanu.

Istra�iva�a na temu vixedimenzione medijane su poqela jox u
dvadesetom veku. Od tada je bilo nekoliko pokuxaja da se odredi
prirodna definicija vixedimenzione medijane. Postoji veliki broj
definicija vixedimenzione medijane u zavisnosti koja statistiqka
funkcija dubine se koristi. I u neprekidnom i u diskretnom sluqaju,
vixedimenziona medijana se definixe kao najdub	a lokacija, ili pre-
ciznije, kao taqka θ (ili skup taqaka) u kojoj statistiqka funkcija
dubine ima maksimalnu vrednost.

U slede�em primeru �emo pokazati da za isti skup podataka razli-
qite statistiqke funkcije dubine daju razliqitu vrednost medijane.

Primer 3 Posmatrajmo dvodimezioni skup podataka koji ima 200 ele-
menata uzorka iz normalne N(0, E) raspodele. Koriste�i polupro-
stornu i Mahalanobisovu funkciju dubine mo�emo odrediti dvodime-
nzionu medijanu. Kao xto se mo�e zak	uqiti sa slede�e dve slike, ove
dve funkcije dubine nisu pokazale istu vrednost medijane. Polupro-
storna medijana se nalazi negde izme�u centralnih elemenata uzorka,
dok je Mahalanobisova medijana taqka iz datog skupa podataka.

Vrednost poluprostorne medijane je (0.04038, 0.00708), dok Maha-
lanobisova medijana ima vrednost (−0.04178, 0.06788). Na slikama 1.2
i 1.3 crvenim kru�i�em je obele�ena medijana posmatranih podataka.

−3 −2 −1 0 1 2

−
2

0
1

2
3

V1

V
2

Slika 1.2: Poluprostorna medijana
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Slika 1.3: Mahalanobisova medijana
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Poglav	e 2

Autlajeri

Autlajeri predstav	aju vrednosti obele�ja koje neuobiqajeno mnogo
odstupaju od modela i ostalih vrednosti. Postoji mnogo neformalnih
definicija autlajera. Jedna od tih je da su to elementi uzorka koji
predstav	aju mogu�a abnormalna ponaxa�a podataka. Veoma qesto au-
tlajeri mogu biti proizvod 	udske grexke pri nekom statistiqkom is-
tra�iva�u. Detekcija i otkla�a�e autlajera je jedan od k	uqnih ko-
raka u procesu statistiqke analize. Neki od metoda detekcije se zasni-
vaju na merama uda	enosti, klasterova�u ili pak vizuelnom predsta-
v	a�u podataka.

Metode za detekciju autlajera imaju veliku primenu u otkriva�u
prevara sa kreditnim karticama, kliniqkim istra�iva�ima, analizi
neregularnosti glasa�a, qix�e�u podataka, upadima na mre�e, pre-
dvi�a�u vremena, geografskim informacionim sistemima i u drugim
zadacima vezanim za istra�iva�e podataka1.Metode za detekciju au-
tlajera se mogu podeliti na jednodimenzione i vixedimenzione metode.
Pored ove podele postoji podela na parametarske i neparametarske
metode.

Parametarske metode se koriste kada je poznata osnovna raspodela
obele�ja. Ove metode oznaqavaju kao autlajere one elemente uzorka koji
odstupaju od pretpostavki modela. Parametarske metode su qesto ne-
odgovaraju�e za vixedimenzione skupove podataka bez prethodnog zna�a
o stvarnoj raspodeli podataka.

Unutar klase neparametarskih metoda za detekciju autlajera postoji
odvojen skup metoda zasnovanih na rastoja�u. Ove metode su zasno-
vane na lokalnim merama uda	enosti koje predstav	aju uopxte�e stati-
stiqkih funkcija dubine o kojima je bilo reqi u prethodnom poglav	u.

1engl- data-mining
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POGLAV�E 2. AUTLAJERI

Druga klasa metoda za detekciju autlajera je zasnovana na klaster
tehnikama, gde klaster male veliqine mo�e biti smatran grupom au-
tlajera.

2.1 Jednodimenzione statistiqke metode

Ve�ina jednodimenzionih metoda za detekciju autlajera se osla�a na
pretpostavku da je poznata raspodela podataka. Mnogi testovi nesla-
ga�a za otkriva�e jednodimenzionih autlajera da	e pretpostav	aju da
su poznati parametri raspodele, mada je ta pretpostavka qesto naruxena
u istra�iva�u realnih podataka.

Centralna pretpostavka u statistiqkim metodama za otkriva�e
autlajera je postoja�e modela koji dozvo	ava malom broju elemenata
uzorka da budu iz raspodela G1, G2, ..., Gk, koje se razlikuju od ci	ne
raspodele F . Za raspodelu podataka se qesto pretpostav	a da je no-
rmalna raspodela N(µ, σ2). Problem identifikacije autlajera je tada
prenet na problem identifikova�a onih elemenata uzorka koji le�e u
tzv. autlajerskom regionu.

Za svaki interval povere�a α, 0 < α < 1, α-autlajer region normalne
N(µ, σ2) raspodele je definisan sa:

out(α, µ, σ2) = {x : |x− µ| > z(1−α/2)σ}

gde je zq kvantil N(0, 1) raspodele. Broj x je α-autlajer u odnosu na
raspodelu F ako x ∈ out(α, µ, σ2). Iako je tradicionalno normalna
raspodela korix�ena kao ci	na raspodela, ova definicija mo�e biti
proxirena na svaku unimodalnu simetriqnu raspodelu sa pozitivnom
funkcijom gustine, uk	uquju�i i vixedimenzioni sluqaj.

Primer 4 (Pirsonov kriterijum za odbaciva�e autlajera)
Opiximo postupak odbaciva�a autlajera korix�e�em Pirsonovog
kriterijuma.

• Prvo izraqunamo sred�u vrednost x̄n i standardno odstupa�e
uzorka s̄n.

• Odredimo R (koje zavisi od obima uzorka) iz Pirsonove tablice
i pretpostavimo broj sum�ivih elemenata uzorka (prva pret-
postavka je da imamo jedno sum�ivo opaza�e).

• Izraqunamo maksimalno dozvo	eno odstupa�e Dmax = s̄n ∗R

12
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• Ako je potencijalni autlajer xi, raqunamo |xi − x̄n|

• Eliminixemo xi ako je |xi − x̄n| > Dmax

• Ukoliko u prethodnom koraku eliminixemo jedan element uzorka,
pretpostav	amo da postoje 2 autlajera, zadr�avaju�i iste vre-
dnosti za x̄n i s̄n i isti obim uzorka. Isti postupak se na-
stav	a za ve�i broj pretpostav	enih autlajera, zadr�avaju�i
iste vrednosti za x̄n, s̄n i n.

• Postupak se ponav	a dok se ne eliminixu svi autlajeri.

Primera radi, za obim uzorak n = 10 vrednosti za R iz Pirsonove
tablice za 1, 2, 3, 4 i 5 pretpostav	enih autlajera su 1.878, 1.570,
1.380, 1.237, 1.114.

2.2 Problem vixedimenzionih autlajera

U velikom broju sluqajeva, vixedimenzioni elementi uzorka ne mogu
biti detektovani kao autlajeri kada se svaka promen	iva posmatra neza-
visno. Otkriva�e autlajera je mogu�e samo kada je vixedimenziona
analiza izvedena i interakcije izme�u razliqitih promen	ivih su
pore�ene unutar klase podataka. Jednostavan primer je prikazan na
slici 2.1 koji predstav	a podatke koji imaju dve mere na dvodime-
nzionom prostoru. Do�a levo taqka je vixedimenzioni autlajer, ali
nije jednodimenzioni. Kada razmatramo svaku meru posebno sa respe-
ktom na xire�e vrednosti du� x i y ose, mo�emo videti da one padaju
blizu centra jednodimenzione raspodele. Test za autlajere mora uzeti u
obzir veze izme�u dve promen	ive koje u ovom sluqaju deluju neobiqno.

U analizi vixedimenzionih autlajera qesti su efekti maskira�a
ili preplav	iva�a. Primeri efekta maskira�a su veoma qesti u re-
alnim podacima, pa se iz tog razloga prilikom detekcije autlajera
koriste robusne ocene parametara, o kojima �e biti reqi u narednom
poglav	u.

Efekat maskira�a:

Efekat maskira�a se definixe u sluqaju kada jedan autlajer
maskira drugi autlajer, pa taj autlajer ne mo�e biti detektovan u pri-
sustvu prvog. Stoga, posle brisa�a maskiraju�eg autlajera pravi au-
tlajer je vid	iv kao takav.

13
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Slika 2.1: Dvodimenzioni dijagram

Efekat preplav	iva�a:

Jedan autlajer preplav	uje drugi element uzorka ako drugi mo�e
biti smatran autlajerom samo u prisustvu prvog. Drugim reqima,
posle brisa�a prvog autlajera drugi element uzorka postaje regularno
opa�a�e. Preplav	iva�e se dexava kada grupa uda	enih elemenata
uzorka iskoxava ocene sredine i kovarijacione matrice ka sebi i daleko
od drugih regularnih elemenata uzorka.
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Poglav	e 3

Raqunske metode za detekciju

autlajera

U raqunskim metodama za detekciju autlajera najqex�e se koristi
Mahalanobisova statistiqka funkcija dubine. Standardni metodi
za vixedimenziono otkriva�e autlajera koji se zasnivaju na Maha-
lanobisovom rastoja�u, koje se definixe jednakox�u

MDi = [(xi − t)TC−1(xi − t)]1/2

za p dimenzioni element uzorka xi gde je i = 1, ..., n, a t i C su respe-
ktivno uzoraqka sred�a vrednost i uzoraqka kovarijaciona matrica ili
pak robusne ocene istih. Mahalanobisovo rastoja�e taqke xi predstav	a
meru uda	enosti te taqke od centra svih podataka (medijane). Za skup
podataka koji ima normalnu raspodelu, Mahalanobisovo rastoja�e ima
pribli�no hi-kvadrat raspodelu sa p stepeni slobode (χ2

p). Potenci-
jalni autlajeri xi �e imati velike vrednosti Mahalanobisovog rasto-
ja�a MDi.

Garet [2] je uveo pojam hi-kvadrat grafika koji predstav	a empiri-
jsku funkciju raspodele kvadrata Mahalanobisovih rastoja�a u odnosu
na χ2

p raspodelu. Prekid u samom repu raspodele predstav	a identi-
fikator za autlajere, jer vrednosti iznad tog prekida se iterativno
brixu dok se ne dobije prava linija.

Na slici 3.1 su prikazani simulirani podaci iz normalne raspodele
sa 5% kontaminiranih vrednosti. Pore�e�em kvantila χ2

p raspodele
sa kvadratnim Mahalanobisovim rastoja�em mo�e se videti prekid u
samom repu raspodele xto ukazuje na postoja�e autlajera. Crvena li-
nija predstav	a kvantil χ2

(2,0.975).

Rusov i Van Zomeren [11] su uveli graniqnu vrednost za odre�i-
va�e da li je neki element uzorka autlajer ili ne. Ova vrednost je
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Slika 3.1: Hi-kvadrat grafik

uglavnom neki kvantil χ2
p raspodele (npr. 97,5% kvantil). Xto se tiqe

samih ocena za uzoraqku sredinu i kovarijacionu matricu Rusov ko-
risti MVE 1 ocenu. Nakon nekoliko godina MVE ocena je zame�ena
ocenom MCD 2 iz razloga bo	ih statistiqkih osobina i mnogo br�eg
algoritma za izraqunava�e. U posebnom ode	ku ovog poglav	a bi�e
deta	no objax�ena MCD ocena.

Upotreba robusnih ocena parametara vixedimenzione raspodele
qesto mo�e pobo	xati performanse procedure za detekciju autlajera.
Hadi [1] adresira ovaj problem i predla�e da se uzoraqka sred�a vre-
dnost zameni medijanom i da se izraquna kovarijaciona matrica za po-
dskup onih elemenata uzorka koji imaju najma�e Mahalanobisovo ras-
toja�e. Kausinus i Ruiz [6] predla�u robusnu ocenu za kovarijacionu
matricu koja je zasnovana na te�inskim opa�a�ima prema �ihovoj uda-
	enosti od centra.

3.1 Metode

Postoji veliki broj metoda za otkriva�e vixedimenzionih autla-
jera koji koriste razne statistiqke funkcije dubine. Navedimo neke od
metoda koje se zasnivaju na Mahalanobisovom rastoja�u.

1engl- minimum volume ellipsoid
2engl- minimum covariance determinant
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3.1.1 Filcmozerov metod

Zajedniqkim radom Filzmosera, Gereta i Rejmana[9] ovaj metod
je uveden 2005. godine. Neka je Gn(u) empirijska funkcija
raspodele kvadrata Mahalanobisovih rastoja�a MD2

i i G(u) funkcija
χ2
p raspodele. Ako su podaci iz normalne raspodele tada Gn konve-

rgira ka G. Zbog toga ima smisla porediti repove raspodela Gn i G
radi otkriva�a potencijalnih autlajera. Repovi χ2

p raspodele se mogu
definisati kao kvantili δ = χ2

(p,1−β) za malu vrednost parametra β

(npr. β = 0, 025) i

pn(δ) = sup
u≥δ

(G(u)−Gn(u))+,

gde pn(δ) meri odstupa�e empirijske funkcije raspodele od teorijske
funkcije raspodele na repovima, definisanim vrednox�u δ. Ako je
vrednost pn(δ) ve�a od kritiqne vrednosti pcrit (δ, n, p), onda se ona mo�e
uzeti kao mera za detekciju autlajera u skupu podataka, u suprotnom
mera za detekciju autlajera je 0.

Kritiqna vrednost pcrit (δ, n, p) zavisi od kvantila δ i obima po-
dataka n i dobija se simulacijom na slede�i naqin. Pod pretpostavkom
normalnosti podataka, uzorci veliqine n se simuliraju iz p-dimenzione
standardne normalne raspodele. Nakon toga, autlajer detekcija se pri-
me�uje za svaki od uzoraka i raquna se pn(δ). Kritiqna vrednost se
zatim definixe kao (1 − ε) kvantil od svih vrednosti pn(δ), za malu
vrednosti ε, npr. ε = 0, 05. Jednostavnosti radi u nastavku �emo ovaj
metod oznaqavati sa FGR.

3.1.2 Metod Rusova i Van Zomerena

Rusov i Van Zomeren predstav	aju ovaj metod u radu [11] 1990. go-
dine. Ovaj metod koristi fiksne kvantile χ2

(p,1−ϕ) kao graniqne vre-
dnosti za detekciju autlajera. Svi elementi uzorka qije je kvadratno
Mahlanobisovo rastoja�e ve�e od χ2

(p,1−ϕ) se posmatraju kao autlajeri.
Jednostavnosti radi u nastavku �emo ovaj metod oznaqavati sa RZ.

3.1.3 Metod Bekerove i Gaderove

Ovaj metod je uveden 1999. godine u radu [2]. Pojam α autlajera
u odnosu na vixedimenzionu normalnu raspodelu Np(µ,Σ) je element
skupa

out(α, µ,Σ) := {x ∈ Rp(x− µ)TΣ−1(x− µ) > χ(p, 1− α)2}
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koji se jox naziva α autlajer regija. Veliqna skupa je izme�ena u odnosu
na veliqinu n skupa podataka. To se dobija tako xto se uvodi uslov da
sa verovatno�om 1 − α nijedan element uzorka nije u autlajer regiji
out(αn, µ,Σ), tako da je αn = 1− (1−α)1/n. Detekcija autlajera se zatim
odre�uje pomo�u nejednakosti

OR(x1, ..., xn;αn) := {x ∈ Rp : (x− µ)TC−1(x− µ) > c(αn, n, p)}

Kritiqna vrednost c(αn, n, p) se dobija simulacijom pod prethodno nave-
denim uslovom, da sa verovatno�om 1 − α nijedan element uzorka nije
identifikovan kao autlajer. Jednostavnosti radi u nastavku �emo ovaj
metod oznaqavati sa BG.

3.2 Robusne ocene

Tradicionalno, uzoraqka sredina i uzoraqka disperzija daju dobre
ocene za polo�aj i oblik podataka ako oni nisu kontaminirani au-
tlajerima. Kada je baza podataka kontaminirana, ovi parametri mogu
odstupati i znaqajno delovati na performansu detekcije autlajera.

Hampel [5] je uveo koncept taqke loma, kao mere robusnosti ocene
autlajera. Taqka loma je definisana kao najma�i procenat autlajera
koji mo�e prouzrokovati da ocena primi proizvo	no velike vrednosti.
Stoga, xto ocena ima ve�u taqku loma robusnija je. Npr. uzoraqka
sredina ima taqku loma od 1/n poxto jedno ve�e opa�a�e mo�e uqiniti
da uzoraqka sredina i varijansa pre�u svaku granicu. Prema tome, Ha-
mpel je predlagao medijanu i medijalnu apsolutnu devijaciju ( MAD)
kao robusne ocene oqekiva�a.

Drugi rad koji naglaxava problem robusnih ocena je predlo�en od
strane Tjukija 1977. On je uveo boksplot kao grafiqki prikaz na kom
autlajeri mogu biti identifikovani. Boksplot je zasnovan na kvarti-
lima raspodele. Prvi i tre�i kvartil Q1 i Q3, su korix�eni za dobi-
ja�e robusnih mera za sred�u vrednost µ̂n = (Q1 + Q3)/2 i standardnu
devijaciju σ̂n = Q3−Q1. Drugo popularno rexe�e za dobija�e robusnih
mera je da se zameni sred�a vrednost medijanom i izraquna standardna
devijacija zasnovana na 1-α procentu podataka, gde je uobiqajeno α = 5%.

Postoji veliki broj robusnih ocena koje se mogu koristiti za oce�i-
va�e vektora sred�ih vrednosti, kao i kovarijacione matrice prilikom
detektova�a autlajera. Robusne ocene se najqex�e koriste kada imamo
ve�i procenat autlajera i posebno prilikom rada sa realnim podacima
(nesimuliranim). Da bi se izbegao efekat maskira�a pri detekciji
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autlajera, najsigurnije je da se umesto uzoraqke sred�e vredosti i uzo-
raqke kovarijacione matrice koriste �ihove robusne ocene. Neke od
metoda za robusne ocene su M , MCD, Stahel-Donohove ocene itd. U
nastavku �emo koristiti i deta	no objasniti MCD ocene.

3.2.1 MCD ocene

MCD metod je jedan od prvih veoma robusnih metoda za oce�i-
va�e uzoraqke sred�e vrednosti, kao i uzoraqke kovarijacione matrice.
Otpornost na ekstremne elemente uzorka qini ovaj metod veoma kori-
snim u otkriva�u autlajera. Iako je ve� uveden 1984. godine, �egova
glavna upotreba je poqela tek nakon uvo�e�a efikasnijeg, br�eg MCD
algoritma Rusova i Van Driesena. Od tada, MCD ocena se primen-
juje u mnogim oblastima kao xto su medicina, finansije, analiza slika
kao i u hemiji. Xtavixe, MCD se tako�e koristi za razvija�e mnogih
robusnih vixedimenzionih tehnika, poput analize glavnih komponenti,
faktorske analize i regresije.

Ci	 ove metode je da se na�e h elemenata uzorka qija kovarijaciona
matrica ima najma�u determinantu. MCD ocena uzoraqke sred�e vre-
dnosti je sred�a vrednost tih h elemenata uzorka, dok je MCD ocena
uzoraqke kovarijacione matrice upravo kovarijaciona matrica tih h
elemenata uzorka.

Pretpostavimo da su nam podaci zadati u obliku matrice X di-
menzija n × p , X = (x1, x2, ..., xn)t, gde je xi = (xi1, xi2, ..., xip)

t i-
ti element uzorka. Broj n predstav	a broj elemenata uzorka, a p
broj promen	ivih. Radi jednostavnosti i lakxeg vizulenog prikazi-
va�a posmatrajmo dvodimenzioni prostor. Da bismo objasnili kako
se odre�uju Mahalanobisova rastoja�a korix�e�em robusnih ocena ko-
risti�emo podatke o vinu[20], koji su javno dostupni. Vinski skup po-
dataka se sastoji od 13 promen	ivih koje predstav	aju mere kvaliteta
3 razliqite sorte italijanskog vina. Posmatra�emo prvu grupu koja
sadr�i 59 vina uzimaju�i u obzir samo 2 promen	ive prolin (neese-
ncijalna aminokiselina) i jabuqnu kiselinu3. Grafiqki prikaz ovih
podataka zajedno sa klasiqnom i robusnom 97.5% elipsom Mahalanobiso-
vih rastoja�a je prikazan na slici 3.2.

Klasiqna elipsa je definisana skupom svih p-dimenzionih taqaka x
za koje je Mahalanobisovo rastoja�e

MD =
√

(x− x̄)TS−1(x− x̄)

3engl- Malic acid
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Slika 3.2: Prikaz klasiqne i robusne Mahalanobisove elipse

jednako sa
√
χ2

(p,0.975) , gde je χ2
(p,α) α-kvantil χ2

p raspodele. Maha-

lanobisova rastoja�a MD(xi) bi trebalo da nam ka�u koliko daleko
je taqka xi uda	ena od centra podataka (medijane). X̄ je uzoraqka sre-
d�a vrednost, a S uzoraqka kovarijaciona matrica podataka. Kao xto
se mo�e videti sa slike 3.2, klasiqna elipsa pokuxava da obuhvati sve
podatke, dok sa robusnom elipsom to nije sluqaj. Posmatraju�i Maha-
lanobisova rastoja�a sa slike 3.3 mo�emo videti da se samo 3 elementa
uzorka mogu proglasiti potencijalnim autlajerima. Sa druge strane
robusna elipsa je dosta ma�a u pore�e�u sa klasiqnom elipsom i defi-
nisana je robusnim Mahalanobisovim rastoja�em

RD(x) =

√
(x− µ̂MCD)T Σ̂−1

MCD(x− µ̂MCD),

gde su µ̂MCD i Σ̂MCD robusne MCD ocene uzoraqke sred�e vrednosti
i uzoraqke kovarijacione matrice respektivno. Na slici 3.3 robusnih
Mahalanobisovih rastoja�a mo�emo primetiti 8 potencijalnih autla-
jera i jednog ma�eg autlajera. Ovaj primer ilustruje efekat maskira�a
u detekciji autlajera. Iz tog razloga je mnogo bo	e koristiti robusne
ocene kao xto je MCD.

Definicija 3.2.1 (MCD ocena) MCD ocena za oce�iva�e uzoraqke
sred�e vrednosti kao i uzoraqke kovarijacione matrice sa parametrom
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Slika 3.3: Mahalanobisovo rastoja�e (levo) i robusno rastoja�e (desno)

h, za koji va�i [(n + p + 1)/2] ≤ h ≤ n, se definixe na slede�i naqin:
µ̂0 je sred�a vrednost h elemenata uzorka za koje je determinanta ko-
varijacione matrice minimalna, a Σµ0 je odgovaraju�a kovarijaciona
matrica tih h elemenata pomno�ena faktorom c0.

Primetimo da seMCD ocena mo�e izraqunati samo ako je h > p, jer
je u suprotnom za svaki h-podskup kovarijaciona matrica singularna.
Poxto je h ≥ [(n+ 2)/2], onda je ovaj uslov ispu�en za svako n ≥ 2p.

MCD ocene su name�ene prvenstveno eliptiqki simetriqnim uni-
modalnim raspodelama. Vixedimenziona raspodela sa parametrima
µ ∈ Rp i pozitivno definitnom matricom dimenzije p se naziva
eliptiqki simetriqnom i unimodalnom raspodelom ako postoji strogo
opadaju�a fukcija g takva da se gustina raspodele mo�e napisati u
slede�em obliku

f(x) =
1

|Σ|
g((x− µ)TΣ−1(x− µ))

MCD ocene su najvixe robusne ako se za h uzme vrednost h = [(n + p +
1)/2].

Algoritam za odre�iva�e broja h

Taqne MCD ocene su veoma kompleksne za izraqunava�e, posebno iz
razloga xto za odre�iva�e broja h treba pro�i kroz

(
n
h

)
podskupova.

Iz tog razloga je nastao efikasniji metod za odre�iva�e MCD ocena,
takozvani brzi MCD metod. Ovaj metod se zasniva na principu C-
koraka.
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Teorema 3.1 Posmatrajmo skup podataka Xn = {x1, ..., xn} sa p
promen	ivih. Neka je H1 ⊂ {1, ..., n}, |H1| = h i

T1 :=
1

h

∑
i∈H1

xi S1 :=
1

h

∑
i∈H1

(xi − T1)(xi − T1)T

Ako je det(S1) 6= 0 onda definixemo relativna rastoja�a

d1(i) =
√

(xi − T1)TS−1
1 (xi − T1)

Sada uzmimo H2 tako da {d1(i); i ∈ H2} := {(d1)1:n, ..., (d1)h:n} gde
(d1)1:n ≤ (d1)2:n ≤ ... ≤ (d1)n:n predstav	aju sortirana rastoja�a i
zatim izraqunamo T2 i S2 u odnosu na H2. Tada je

det(S2) ≤ det(S1)

sa jednakox�u ako i samo ako je T1 = T2 i S1 = S2.

Prethodna teorema zahteva da det(S1) 6= 0. U suprotnom kada je
det(S1) = 0 tada ve� imamo matricu sa minimalnom determinantom.
Algoritam se definixe na slede�i naqin:

• Zadat je h-podskup Hold ili par (Told, Sold).

• Raqunamo rastoja�a dold(i) za i = 1, ..., n.

• Sortiramo ta rastoja�a, qime dobijamo permutaciju π za koju va�i

dold(π(1)) ≤ dold(π(2)) ≤ ... ≤ dold(π(n))

• Zatim je novo Hnew := {π(1), ..., π(h)}

• Izraqunamo Tnew := mean(Hnew) i Snew := cov(Hnew)

Za fiksiran broj dimenzije p, ovaj algoritam ima vremensku
slo�enost od O(n). Ponav	a�em C-koraka dobijamo iteracioni proces.
U sluqaju kada je det(S2) = 0 ili det(S1) = d(S2) algoritam se prekida,
a u suprotnom nastav	amo algoritam C-koraka za det(S3) i tako da	e.
Niz det(S1) ≥ det(S2) ≥ det(S3) je nenegativan i konvergentan. Zapravo,
poxto postoji konaqan broj h podskupova, onda mora postojati indeks
m za koji je det(Sm) = 0 ili det(Sm−1) = det(Sm) qime je kovergencija
postignuta (u praksi je broj m skoro uvek ispod 10). Ovo nije dovo	no
da bi det(Sm) bila globalni minimum za MCD ocenu, ali je svakako
neophodan uslov.
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POGLAV�E 3. RAQUNSKE METODE ZA DETEKCIJU AUTLAJERA

Iz Teoreme 3.1 i prethodne qi�enice se mo�e izvu�i idejni algori-
tam za odre�iva�e minimuma. Uzmimo ve�i broj inicijalnih izbora za
H1 i primenimo algoritam C-koraka dok svaki od �ih ne konvergira.
Zatim uzmimo rexe�e sa najma�om determinantom. Ovo svakako otvara
nova pita�a, kako generisati setove H1, koliko setova je potrebno, kako
izbe�i setove koji �e dati iste vrednosti za determinantu i tako da	e.
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Poglav	e 4

Grafiqke metode za detekciju

autlajera

Jedne od najpoznatijih tehnika za vizuelno predstav	a�e stati-
stiqkih funkcija dubine su balon dijagram i vre�asti dijagram. Ove
tehnike se zasnivaju na razliqitim funkcijama dubine. Jedna od na-
jqex�ih primena ovih grafiqkih metoda je detekcija autlajera. Zbog
jednostavnosti i lako�e predstav	a�a, fokusira�emo se na dvodime-
nzioni sluqaj.

4.1 Balon dijagram

Otkriva�e autlajera korix�e�em dubine preko konveksnih slojeva
se radi konstrukcijom takozvanog balon dijagrama. Za dati set po-
dataka, konveksni omotaq predstav	a najma�i konveksni poligon koji
sadr�i sve taqke iz skupa podataka. Osnova ovog grafika je funkcija
dubine preko konveksnih slojeva koja je definisana u definiciji 1.1.3.
Velika prednost ove reprezentacije je to xto je veoma intuitivna.
Oqigledno je da taqka sa najxireg sloja ima ma�u dubinu u pore�e�u
sa unutrax�im slojevima. Konstruisa�em konveksnih omotaqa se mo�e
videti ako prisustvo autlajera pomera vrednosti u jednu stranu. Za
precizniju detekciju autlajera upotrebom konveksnih slojeva koristi
se balon dijagram.

Konstrukcija balon dijagrama se vrxi tako xto se formira omotaq
koji sadr�i 50% svih podataka sa centrom u najdub	oj taqki. Oznaqimo
omotaq sa CH(X).5. Zatim se omotaq CH(X).5 uve�ava sa koeficijent
1.5. Neka su V.5 ivice tog konveksnog omotaqa CH(X).5. Tada se balon
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Slika 4.1: Konstrukcija konveksnih slojeva

B.5 za detekciju autlajera definixe kao:

B.5 = {yi, takvih da je yi = xi + 1.5(xi − CHPM), xi ∈ V.5},

gde je CHPM medijana svih podataka dobijena pomo�u dubine defin-
isane konveksnim slojevima. Ovaj metod detektuje blage autlajere, xto
se mo�e izmeniti pove�a�em umno�enog koeficijenta. Sam balon dija-
gram se mo�e poistovetiti sa vixedimenzionim boksplotom bez viskera.
Tako�e velike razlike u obimu uzastopnih omotaqa mogu inicirati na
postoja�e autlajera.

4.2 Vre�asti dijagram

Vre�asti dijagram je predstavio Rusov (1999.) i mo�e se smatrati
generalizacijom jednodimenzionog boksplota. U samom algoritmu se
koristi poluprostorna funkcija dubine. Glavne komponente vre�astog
dijagrama su:

• Vre�a1 koja sadr�i 50% svih elemenata uzorka i u okviru te vre�e
se nalazi Tjukijeva medijana, tj. taqka sa maksimalnom dubinom.

• Ograda2 koja odvaja regularne elemente uzorka od autlajera.

1engl- Bag
2engl- Fence
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• Pet	a3 oblast u kojem su taqke izvan vre�e, a unutar ograde.

Slika 4.2: Delovi vre�astog dijagrama

Taqke izvan pet	e smatramo autlajerima.
Kao i kod boksplota, vre�asti dijagram vizuelno predstav	a vixe

karakteristika posmatranih podataka, kao xto su polo�aj (dubinska
medijana), raspon (veliqina vre�e), korelaciju (orijentacija vre�e), ko-
eficijent asimetrije (oblik vre�e i pet	e), repovi raspodele (taqke
blizu ivice pet	e i autlajeri).

Konstrukcija vre�astog dijagrama

Polo�ajnu (poluprostornu) funkciju dubine ldepth(θ, Z) neke taqke
θ ∈ R2 iz skupa podataka Z = {z1, z2, ..., zn} uveo je Tjuki[7] 1975. kao naj-
ma�i broj zi koji se nalaze u poluprostoru sa granicom koju predstav	a
prava koja prolazi kroz taqku θ. Efikasniji algoritam za ldepth(θ, Z)
su uveli Rusov i Ruc[13] 1996. Dubinski region Dk je skup svih θ za koje
je ldepth(θ, Z) > k. To je konveksni poligon za koji va�i D(k+1) ⊂ Dk.
Ovi poligoni se razlikuju od konveksnog omotaqa koji je prethodno obja-
x�en. Dubinska medijana T ∗ ∈ Z je definisana kao θ sa maksimalnim

3engl- Loop

26



POGLAV�E 4. GRAFIQKE METODE ZA DETEKCIJU AUTLAJERA

ldepth(θ, Z) ako postoji samo jedno takvo θ. U suprotnom, medijana se
definixe kao centar najdub	eg regiona. Algoritam za odre�iva�e du-
binske medijane su predlo�ili Rusov i Ruc[14] 1998.

Sada konstruixemo vre�u W na slede�i naqin. Neka je nk = ‖Dk‖
kardinalnost skupa Dk. Neka su Dk i D(k−1) dubinski regioni za koje
va�i nk ≤ bn/2c < n(k−1). Odredimo parametar λ koji predstav	a re-
lativno rastoja�e vre�e od kontura dubinskih regiona Dk i D(k−1)

λ =
bn/2c − nk
n(k−1) − nk

Zatim vre�u W konstruixemo interpolacijom izme�u Dk i D(k−1) (u
odnosu na T ∗) koriste�i λ i temena dubinskih regiona Dk i D(k−1).
Primer konstrukcije vre�e je dat na slici 4.3.

Slika 4.3: Konstrukcija vre�e (λ = 0.5) prikazana u 2 koraka

Neka su Vk = {v(k,1), ..., v(k,n)} i V(k−1) = {v(k−1,1), ..., v(k,m)} temena
dubinskih regiona Dk i D(k−1) respektivno. Za svako v(k,i) ∈ Vk , a
i = 1, ..., n, neka je l(k,i) prava koja prolazi kroz v(k,i) i T

∗. Sliqno prava
l(k−1,j) koja prolazi kroz v(k−1,j) i T

∗ za svako v(k−1,j), j = 1, ...,m. Neka
je u(k,i) presek l(k−1,j) i Dk za svaku pravu l(k−1,j). Sliqno, u(k−1,j) presek
l(k,i) i D(k−1) za svaku pravu l(k,i). Temena vre�e W = {w1, ...w(n+m)} se
definixu kao

Wp =

{
λv(k,i) + (1− λ)u(k−1,i) , gde je i = 1, ..., n i p = 1, ..., n
λu(k,j) + (1− λ)v(k−1,j) , gde je j = (n+ 1), ..., (n+m) i p = (n+ 1), ..., (n+m)
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Vre�a W se dobija poveziva�em svih temena wp.
Ograda se dobija uve�ava�am vre�e W za koeficijent 3. Ova vre-

dnost je dobijena simulacijom koju su radili Rusov i Ruc[15] 1997. Oni
su za razliqite vrednosti n generisali m = 10000 skupova podataka
veliqine n sa normalnom raspodelom. Zatim su izraqunavali W j, du-
binsku medijanu T ∗j i rastoja�e dji od W

j do taqke za svako j = 1, ...,m.
Neka je ‖A‖ kardinalnost skupa A. Rusov i Ruc su izraqunali ĉn tako
da va�i

‖{dji > ĉn}‖ = 0, 005m,

gde je i = 1, ..., n ,j = 1, ...,m. Znaqi da je 5% podataka dozvo	eno da
budu autlajeri. Simulacijom je izraqunato da za n ≥ 15, vrednost broja
ĉn je oko 3. Za ma�e n vrednost ĉn mo�e biti dosta velika. Rusov i
Ruc su zatim uveli drugu simulaciju kombinova�em nekoliko uzoraka
veliqine n takvih da imaju 1000 rastoja�a u totalu. U takvom setu su
izraqunali graniqnu vrednost takvu da postoji 5 autlajera, uzimaju�i
sred�u vrednost pete i xeste najve�e vrednosti od di. Ovaj proces se
ponav	a 1000 puta i rezultat je da za n < 10 graniqna vrednost dosta
varira. Zato za male setove podataka je predlo�eno da se definixe
samo dubinska medijana T ∗ i prave izme�u T ∗ i ostalih taqaka u skupu.

Nakon uve�ava�a vre�e faktorom c = 3, taqke izvan ili na granici
ograde se smatraju autlajerima. Ograda se definixe kao najma�i
mogu�i konveksni sloj koji obuhvata taqke izvan vre�e, a unutar uve�ane
vre�e faktorom 3. Oblast izme�u vre�e i ograde se naziva pet	a.

Metoda vre�astog dijagrama se tako�e mo�e koristiti za pore�e�e
nekoliko grupa podataka, predstav	aju�i odgovaraju�e dijagrame na
istom grafiku. Oqigledno je da na tom prikazu svi dijagrami moraju
biti uoq	ivi, a to se najbo	e posti�e crta�em samo vre�e i pet	e za-
jedno sa medijanom za svaku grupu u razliqitim bojama ili simbolima.

U slede�em primeru su predstav	ena 3 seta podataka A = (X1, Y1),
B = (X2, Y2) i C = (X3, Y3) gde su X1, Y1 sluqajni uzorci iz normalne
raspodele N(0, 1), X2, Y2 sluqajni uzorci iz normalne raspodele N(1, 1)
i X3, Y3 sluqajni uzorci iz normalne raspodele N(0, 2). Svaki od uzo-
raka ima po 200 elemenata. Vre�e svake od grupa su vizuelno predsta-
v	ene na slici 4.2 zajedno sa dubinskom medijanom koriste�i razliqite
boje i brojeve za svaku od grupa.

Kada se elementi uzorka zi = (xi, yi) transformixu nekom od tra-
nsformacija kao xto su translacija ili bilo koja nesingularna li-
nearna transformacija, sam dijagram se transformixe prema toj tra-
nsformaciji. To je zato xto je poluprostorna funkcija dubine inva-
rijantna na takva preslikava�a, kao i konveksni poligoni. Tako da �e
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Slika 4.4: Vre�asti dijagrami za 3 normalne raspodele

nakon transformacije sve taqke koje su bile unutar vre�e ostati unutar
vre�e, kao i autlajeri koji su bili izvan ograde, osta�e izvan ograde.
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Poglav	e 5

Otkriva�e autlajera na

podacima

U prethodnom delu ovog rada smo deta	no objasnili pojam stati-
stiqke funkcije dubine, metode za detekciju autlajera bazirane na Ma-
halanobisovom rastoja�u, kao i neke od grafiqkih metoda koje koriste
poluprostornu funkciju dubine kao xto je vre�asti dijagram. Bilo je
i reqi o robusnim ocenama i �ihovoj primeni u otkriva�u autlajera.
U nastavku �emo navesti primere autlajer detekcije bazirane na razli-
qitim prethodno opisanim metodama. Testira�emo metode za simuli-
rane podatke, kao i za realne podatke.

5.1 Simulirani podaci

Na samom poqetku �emo prikazati rezultate Monte Karlo metode
sa 10 000 ponav	a�a, u kojem �elimo da dobijemo proseqan broj au-
tlajera za svaku od metoda. Ovaj postupak prime�ujemo na podacima
iz normalne raspodele sa osvrtima na razliqite sred�e vrednosti ko-
ntaminiranih podataka.

Za osnovnu raspodelu izabrali smo N(0, E) koja ima udeo od 95%
od uzorka qiji je obim 200. Interesuje nas da vidimo proseqan broj
autlajera za sve 3 metode primenom robusnih ocena i bez �ihove primene.
Rezultati su prikazani u slede�oj tabeli.
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Metod/Raspodela N((2, 2), E) N((2, 3), E) N((3, 3), E) N((4, 4), E) N((4, 5), E)

FGR 1.55 3.71 5.68 8.14 8.82

BG 11.24 12.12 12.66 13.2 13.24

RZ 6.56 7.89 8.89 10.34 10.75

FGR robust 4.39 8.01 9.95 11.47 11.57

BG robust 13.03 15.01 15.95 16.41 16.43

RZ robust 8.39 10.89 12.27 13.09 13.11

Iz prethodne tabele vidimo da je metod FGR detektovao najma�i
broj autlajera za svaku od raspodela. Za �ega se mo�e re�i da je
liberalan. Suprotno FGR metodi, metod BG detektuje najve�i broj
autlajera. Moglo bi se zak	uqiti da metod BG detektuje i poje-
dine "blage" autlajere. Koriste�i nerobusne ocene za svaku od metoda
mo�emo videti da broj detektovanih autalajera raste sa pove�ava�em
sred�e vrednosti kontaminiranih podataka. To se mo�e objasniti time
xto za male promene sred�e vrednosti mnogo su ve�e xanse da se podaci
iz dve raspodele preklapaju. To je jedna od ote�avaju�ih okolnosti
za detekciju takvih autlajera. Iz tog razloga je najbo	e uporediti
rezultate dobijene korix�e�em vixe razliqitih metoda, kako nerobus-
nih tako i robusnih. Detektova�e i ukla�a�e velikog broja autlajera,
posebno u sluqajevima malih setova podataka, mo�e znatno promeniti
analizu rezultata modela. Zato je veoma va�no dub	e pogledati xta ti
detektovani autlajeri predstav	aju za dati set podataka, pre nego xto
se eliminixu.

5.1.1 Normalna raspodela

Promena sred�e vrednosti

Kao osnovnu raspodelu izabrali smo N(0, E) koja ima udeo od 95%
od celog uzorka. Pokuxajmo da u ovom sluqaju pomerimo vektor sred�e
vrednosti tako xto �emo na takav uzorak dodati kontaminiranih 5%
elemenata uzorka iz N((4, 4), E). Primenom metode vre�astog dijagrama
koja se zasniva na poluprostornoj dubini i RZ, FGR, BG metoda koje se
osla�aju na Mahalanobisovo rastoja�e dobijamo slede�e rezultate.
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Slika 5.1: RZ metod - N((4, 4), E) raspodela

Slika 5.2: FGR metod - N((4, 4), E) raspodela

Na prethodnom primeru mo�emo videti da se metode RZ i BG po-
klapaju i detektuju 8 autlajera. Dok metoda FGR detektuje 6 autlajera
koji se poklapaju sa ostale dve metode. Za razliku od �ih vre�asti
dijagram je detektovao 7 autlajera.
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Slika 5.3: BG metod - N((4, 4), E) raspodela

Promena disperzije

Kao osnovnu raspodelu izabrali smo N(0, E) koja ima udeo od 95% od
celog uzorka. Pokuxajmo da u ovom sluqaju pomerimo vrednost za σ1, σ2

tako xto �emo na takav uzorak dodati kontaminiranih 5% elemenata

uzorka iz N(0,W ), W =

[
4 0
0 4

]
. Kao i u prethodnom primeru, upore-

dimo rezultate dobijene RZ, FGR, BG metodama sa metodom vre�astog
dijagrama.
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Slika 5.4: RZ metod - N(0,W ) raspodela
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Slika 5.5: FGR metod - N(0,W ) raspodela
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Slika 5.6: BG metod - N(0,W ) raspodela

Kao xto mo�emo videti sa prethodnih grafika, kada samo
promenimo kovarijacionu matricu kontaminiranih podataka dobijamo
ma�i broj detektovanih autlajera metodom vre�astog dijagrama. Po-
smatraju�i RZ, FGR, BG metode i u ovom sluqaju zak	uqujemo da BG
metod detektuje ve�i broj autlajera iz razloga xto on uzima u obzir
i blage autlajere. Ako umesto uzoraqke sred�e vrednosti i uzoraqke
kovarijacione matrice, iskoristimo robusne MCD ocene dobijamo
veoma sliqne rezultate. Metode RZ, FGR i BG korix�e�em robusnih
ocena detektuju 10, 7 i 14 autlajera respektivno. Mo�emo izvesti
zak	uqak da korix�e�e robusnih ocena kod podataka sa normalnom
raspodelom nema veliku korist, jer je broj dektovanih autlajera veoma
sliqan onom broju dobijenom nerobusnim ocenama.

Balon dijagram

Ako bismo za isti skup simuliranih podataka obima 200 sa 5% ko-
ntaminiranih elemenata uzorka sa oqekiva�em (3,3) primenili metod
balon dijagrama za razliqite vrednosti faktora uve�a�a, dobili bismo
slede�i grafik. Ovaj grafik se mo�e uporediti sa standardnim
vre�astim dijagramom, kod kojeg je faktor uve�a�a 3.
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Slika 5.7: Balon dijagram
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Slika 5.8: Vre�asti dijagram

Balon dijagram se koristi za detekciju blagih autlajera, pa je pri-
likom uve�a�a za faktor 1.5 detektovano mnogo vixe autlajera nego u
sluqaju vre�astog dijagrama. Ukoliko bi faktor uve�a�a promenili u
3, dobili bi iste autlajere kao i u sluqaju vre�astog dijagrama, xto ne
mora da bude uvek sluqaj.
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5.1.2 Studentova raspodela

U narednom primeru �emo koristiti robusne RZ, FGR, BG metode
za uzorak iz Studentove raspodele. Za osnovnu raspodelu uze�emo Stu-
dentovu raspodelu t3 sa oqekiva�em (0,0). Posmatraju�i sve tri metode
na uzorku sa Studentovom raspodelom t3 i 5% kontaminiranih podataka
sA oqekiva�em (3,3) dobijamo slede�e grafike.

Slika 5.9: RZ metod - t3 raspodela sa oqekiva�em (3,3)

Slika 5.10: FGR metod - t3 raspodela sa oqekiva�em (3,3)
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Slika 5.11: BG metod - t3 raspodela sa oqekiva�em (3,3)

Posmatrajmo sada sluqaj Studentove raspodele sa 2 stepena slobode
i oqekiva�em (2,2).
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Slika 5.12: RZ metod - t2 raspodela sa oqekiva�em (2,2)
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Slika 5.13: FGR metod - t2 raspodela sa oqekiva�em (2,2)
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Slika 5.14: BG metod - t2 raspodela sa oqekiva�em (2,2)

Sa prethodna 2 primera za Studentovu raspodelu mo�emo zak	uqiti
da je broj detektovanih autlajera za svaku od 3 metode znatno ve�i (preko
20 autlajera) nego u sluqaju normalne raspodele. U oba primera su
korix�ene robusne MCD ocene za parametre. Za sluqaj Studentove
raspodele vre�asti dijagram se pokazao kao najbo	e rexe�e, jer je de-
tektovao oko 13 autlajera u oba sluqaja.
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5.2 Realni podaci

5.2.1 Podaci o vinu

U poglav	u o robusnim ocenama smo imali primer vinskih podataka
koje �emo koristiti za detekciju autlajera. Skup podataka o vinu se
sastoji od 13 promen	ivih (nivo alkohola, jabuqne kiseline, magne-
zijuma, fenola, flavanoida, pepela, alkalnost pepela, boja vina, inte-
zitet boje, razbla�enost vina, nivo prolina) koje predstav	aju mere
kvaliteta 3 razliqite sorte italijanskog vina. Posmatra�emo prvu
grupu koja sadr�i 59 vina uzimaju�i u obzir samo 2 promen	ive pro-
lin i jabuqnu kiselinu.

Prvo �emo formirati konveksne poligone pomo�u funkcije dubine
preko konveksnih slojeva. Sa samog prikaza se mo�e videti da postoje
autlajeri koji pomeraju raspodelu podataka u desno. Zatim �emo pri-
meniti iste metode za detekciju kao i u prethodnim primerima simuli-
ranih podataka. Jedina razlika je xto �emo koristiti robusne MCD
ocene za FGR,RZ,BG metode. Razlog zaxto koristimo robusne ocene
je opisan u ode	ku o MCD ocenama.

Slika 5.15: Konveksni poligoni
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Slika 5.16: RZ metod

Slika 5.17: FGR metod

Iz prethodnog mo�emo zak	uqiti da je vre�asti dijagram identi-
fikovao samo jedan autlajer, dok su ostale 3 metode identifikovale
istih 9 autlajera. Ovo je jedan od primera efekta maskira�a. Pri-
menom robusnih ocena smo uspeli da otkrijemo zamaskirane autlajere,
xto nije poxlo za rukom metodi vre�astog dijagrama.

Uporedimo prethodne rezultate sa balon dijagramom.
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Slika 5.18: BG metod

Slika 5.19: Balon dijagram

Ako uporedimo rezultate dobijene metodom balon dijagrama sa fa-
ktorom uve�a�a 3 i vre�astim dijagramom mo�emo videti da su obe
metode detektovale po jedan autlajer, ali ovog puta to je razliqit ele-
ment uzorka.
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5.2.2 Podaci o automobilima

U qasopisu " American Statistician" Rusov je objavio rad[10] o ko-
nstrukciji vre�astih dijagrama. Kao primer za grafiqko predstavl-
ja�e ovog dijagrama je korix�en skup podataka o automobilima koji
sadr�i informacije o te�ini i snazi motora za 60 automobila.
Uporedimo vre�asti dijagram sa autlajerima dobijenim primenom RZ,
FGR i BG metoda. Iz slede�ih grafika mo�emo zak	uqiti da su
metode RZ, FGR detektovale iste autlajere, dok je posled�i metod
BG pronaxao jedan vixe autlajer. Xto se tiqe vre�astog dijagrama, on
je detektovao najma�i broj autlajera, 4.

Ako pogledamo kolike su sred�e vrednosti za te�inu i snagu auto-
mobila iz ovog skupa podataka, dobijamo da je proseqna te�ina automo-
bila 2900.83 kg dok je proseqna snaga 152.05 ko�skih snaga. Ako iz skupa
podataka uklonimo 4 autlajera koji su detektovani metodom vre�astog
dijagrama, dobijamo da je proseqna te�ina automobila 2852.05 kg dok je
proseqna snaga 141.23 ko�ske snage. Iz prethodnog mo�emo zak	uqiti
da su autlajeri imali ve�i uticaj na proseqnu ko�sku snagu motora. Ako
malo bo	e pogledamo podatke, vide�emo da od 4 detektovana autlajera, 2
automobila ( Chevrolet Camaro V8, Ford Mustang V8) su sportskog tipa,
dok su druga 2 ( Chevrolet Caprice V8, Ford LTD Crown Victoria V8) stari
modeli automobila, takozvani "oldtajmeri" koji su veoma dugaqki. Sva
4 automobila imaju veliki broj ko�skih snaga, preko 300, kao i te�inu
koja je preko 3 tone.
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Slika 5.20: RZ metod
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Slika 5.21: FGR metod
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Slika 5.22: BG metod
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Zak	uqak

Statistiqke funkcije dubine su od velikog znaqaja za analizu po-
dataka. Koncept dubina podataka omogu�ava generalizaciju koncepta
poretka u vixedimenzionom sluqaju. Jox jedna velika prednost ovog
koncepta je to da je ve�ina metoda baziranih na statistiqkim funkci-
jama dubine robusna, xto ih qini posebno pogodnim za analizu stvarnih
podataka, gde su autlajeri qesto prisutni.

Moramo napomenuti da je upotreba grafiqkih metoda za detekciju
autlajera od velikog znaqaja, jer se na prvi pogled mo�e videti koji
elementi uzorka su identifikovane kao autlajeri.

Identifikacija autlajera korix�e�em FGR,RZ i BG metoda je
deta	no objax�ena i prikazana je �ihova praktiqna primena. Sve
pomenute metode su bazirane na Mahalanobisovom rastoja�u. U prime-
rima sa simuliranim podacima se pokazalo da je procenat detekovanih
autlajera najve�i za BG metod, dok FGR metod detektuje znatno ma�e
autlajera. U prethodnim primerima se pokazalo da nema velikog be-
nefita od korix�e�a robusnih ocena prilikom otkriva�a autlajera
za simulirane podatke iz normalne raspodele. Sliqan zak	uqak se ne
mo�e izvesti za Studentovu raspodelu i realne podatke. Korix�e�e
robusne MCD ocene se pokazalo kao najbo	e rexe�e za realne skupove
podataka, posebno u sluqaju efekta maskira�a.
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