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Predgovor

U ovom tekstu se bavimo prosirenjem Logike Prvog Reda operatorima ko-
jima se definiSe fiksna tacka preslikavanja zadatog formulom sa slobodnom rela-
cionom promenljivom. Ova logika, pod imenom Logika fiksne tacke je posebno
pogodna za logicko opisivanje procedura koje su sustinski rekurzivnog karaktera.
Bice opisane razne vrste logika sa operatorima(najmanje/inflacione/parcijalne)
fiksne tacke, a posebna paznja Ce biti posveéena njihovoj primeni u teoriji
slozenosti, gde se njima, u prisustvu linearnog uredenja, mogu okarakterisati
vazne klase slozenosti.

U prvom poglavlju uvodimo osnovne koncepte i rezultate opste teorije mo-
dela ali sa posebnim akcentom na konac¢nim modelima, i tome kako se teorija
kona¢nih modela razliku od opste teorije modela. Uvodimo konstrukciju formula
Logike Prvog Reda, a zatim kroz primere predstavljamo njenu izrazajnu mo¢ ali
i njena ogranicenja, Sto nam priza motivaciju za traganje za njenim prosirenjima
koja bi bila bolje prilagodena potrebama izrazavanja osobina konac¢nih modela,
te u tom kontekstu uvodimo i Logike Fiksne Tacke ali i Logiku Drugog reda.
U ovom poglavlju se takode uvode i razmatraju osnovni pojmovi iz Teorija
1zracunljivosti 1 sloZenosti, te tehnika kodiranja jednog modela izracunavanja
(Tjuringovih masina) kona¢nim modelima, kao i tehnike kodiranja struktura i
formula kao stringova koje bi se mogle ponuditi kao ulaz Tjuringovoj masini.

Druga glava je rezervisana za dokaz dve temeljne teoreme teorije konacnih
modela, koje ¢emo dokazati koriste¢i se aparaturom uvedenom u prvoj glavi,
i ispitivanje njihovog znacaja i posledica. Tu éemo biti u prilicu da dokazemo
da za konac¢ne modele ne vazi teorema potpunosti te da upoznamo prve dokaze
kompatibilnosti izmedu odredenih klasa slozenosti i odredenih logika.

Treée poglavlje je centralno poglavlje ovog teksta, u njemu se definisu Logike
Fiksne Tacke, dokazuju i kroz primere upoznaju njihove osobine te ispituju veze
izmedu ovih logika i klasa slozenosti. Tu se, takode, prikazuje jo§ jedna vrsta
prosirenja Logike Prvog Reda - Logika Tranzitivnog Zatvorenja, kao i jezik
DATALOG, te prikazuju njihove veze sa pojedinim klasama sloZenosti.

Tekst zavrSava otvorenim pitanjem koje se tice moguceg postojanja logike
za klasu PTIME nad klasom konaé¢nih struktura, sto je, kao sto ¢emo videti,
drugadije preformulisana tvrdnja da ¢uveni problem "P vs. NP” ima negativan
odgovor.



1 Pojmovi

1.1 Logika

Definicija 1.1. Jezik (signatura, vokabular) o je skup simbola konstanti (c1, 2, cs...),
funkcijskih simbola (f1, fa, f3...) i relacijaskih simbola (Ry, Ra, Rs...). Svakom

od funkcijskih i relacijskih simbola je pridruZena arnost barem 1 ili veca, dok za
simbole konstanti uzimamo da su arnosti 0.

Jezici sami po sebi nemaju inherentno znacenje, oni mogu biti interpretirani
tek u odgovarajucoj strukturi:

Definicija 1.2. Neka je o jezik. o-struktura je cetvorka
2 20 2
A= <A7 {Ci }a {Rj }’ {fk: }>i€I7j€J,kEK
gde je:
o A neprazan skup, domen ili univerzum od 2
o ¢ elementi iz A

o Svaki relacijski simbol arnosti k je interpretiran nekom k-arnom relacijom
na A

o Svaki funkcijski simbol arnosti k je interpretiran nekom k-arnom funkci-
jom f,fl AR — A

o [ J i K skupovi indeksa.

Struktura je kona¢na ako joj je domen konacan skup. Kao primere jezika
(vokabulara) mozemo priloziti recimo opympers = {0,5,+,-, <} ili Ogroup =
{e, 0,71} koje bismo na otigledan nacin interpretirali respektivno u strukturi
prirodnih brojeva i u strukturi neke grupe.

Definicija 1.3. Neka su 2 i B dve o-strukture. Funkciju f : A — B zovemo
homomorfizam ako za sve a1, as,as, ..., an, {c3 yicr € A vai:

o h(c?)=cP za svakoi € I;
o W(f¥(ay,az,...,an)) = f2(h(a1), h(az), ..., h(a,));
o R¥(ay,as,...,an) = R¥(h(ay),h(az),...,h(a,));
za sve konstante c¢ i sve n-arne funkcijeske (f) i relacijske (R) simbole.

Ako je homomorfizam bijekcija izmedju domena A i B a pride je i njegov
inverz homomorfizam za njega kazemo da je izomorfizam. Automorfizam je
izomorfizam iz 2 u 2A. Ako je h injekcija zovemo ga utapanje. Me ne¢emo praviti
razliku izmedu izomorfnih struktura, one ¢e za nase potrebe biti jednake.



Definicija 1.4. KazZemo da je 2 podstruktura od B ako je A C B i inkluzivno
preslikavange je utapanje iz A u B, u oznaci:

ACHB
U tom slucaju kaZemo da je struktura B ekstenzija strukture 2.

Ako su 2; podstrukture od B njihov presek je - ukoliko nije prazan skup -
takode podstruktura od B. Odavde sledi da ako je S C B tada postoji najmanja
podstruktura 2[ od B koja sadrzi S i za nju kazemo da je generisana skupom S.

Mi éemo na dalje pretpostavljati da je svaki jezik najvise prebrojiv. Kada go-
vorimo o konac¢nim strukturama podrazumeva¢emo da su jezici konaéni i relaci-
oni (sadrze samo simbole konstanti i relacijske simbole). Oznakom STRUCT o]
¢emo oznacavati skup svih konac¢nih o-struktura.

Logika Prvog Reda
Pristupimo sada definisanju formula logike prvog reda (na koju ¢emo u daljem
tekstu ponekad referisati oznakom FO).

Definicija 1.5. Neka je zadat jezik o. o-term je re¢ (niz simbola) sastavljena
od simbola (konstanti, funcijskih i relacijskih) jezika o i promenljivih vy, va, v3...
(za koje pretpostavljamo da ih ima prebrojivo mnogo) koristeéi sledeéa pravila:

e Svaka promenljiva i svaki simbol konsante je term;

o Ako je f n-arni funkcijski simbol a ty,ta, ..., t, termitada je i f(t1,ta,...,tn)

takodje term.

Definisimo sada o-formule. To su reci izgradene pomocu simbola jezika o,
zagrada ” (71 7)”kao i logickih simbola:

promenljivih vy, vs, v3...

simbol jednakosti =

simbol negacije —

simbol konjunkcije A

egzistencijalni kvantifikator 3

Definicija 1.6. Formule se grade na sledeci nacin:
o Ako su ty,ty termi, t1 =ty je formula;

e Ako je R relacijaski simbol arnostin, aty,ta, ..., t, termitada je R(t1,1a, ...
formula;

o Ako je ¢ formula, tada je i = formula;

® (o1 Apa) gde su @1 i pa formule;

e dz , gde je p formula a x promenljiva.

vtn)



Formule oblika R(t1,ts,...,t,) i t1 = t3 zovemo atomskim formulama.
Naravno, koristi¢éemo osim navedenih i simbole V, —, <+, V koje definiSemo u
terminima ranije navedenih simbola:

o (p1Vp2) = (1 A~p2)

o (p1 = p2) = ~(p1 A —p2)

o (1 ¢ ¢2) = (1 = 92) A (02 = 1))
o Vo = ~Jz—p

Za promenljivu x kazemo da se u formuli ¢ javlja slobodno ako nije pod
uticajem egzistencijalnog kvantifikatora, re¢ju:

Definicija 1.7. Promenljiva x koja se javlja u formuli:
e t1 =ty je slobodna akko x se pojavljuje u ty ili ta;
o R(t1,ta,...,t,) je slobodna akko x se pojavljuje u nekom od t;;
o —p je slobodna akko je x slobodna u ¢;

® 1 Ay je slobodna akko x slobodna u w1 ili u @o;

Ty je slobodna akko x #£ vy i x je slobodna u .

Ako pojavljivanje promenljive u nekoj formuli nije slobodno kazemo da je
ono vezano. Ako je ¥ = (x1, 2, ..., x,) vektor slobodnih promenljivih formule
® tada nju oznacavamo ¢(Z).

Definisimo sada Sta zna¢i da u nekoj o-strukturi 2 vazi formula p(z1, 2, ..., 2, )

za neko b. I ova definicija ¢ée biti rekurzivna, ali pre toga moramo definisati vred-
nost terma:

Definicija 1.8. Za o-term t, o-strukturu 2 i vektor b= (b1, ba, ...by,) koji je do-
deljen promenljivim vy, ..., v, definisemo interpretaciju ili vrednost terma t(b):

e Ako je t promenljiva, Uf‘(l_;) =b;;

-

o Ako je t simbol konstante, c®(b) = c¥;
o Ako je t funkcijski simbol, f(ty, ..., tn)%(0) = fAEX(D),..., t2(b)).

Definicija 1.9. Neka je data o-struktura 21. Za o-formulu ¢ i svaki vektor
slobodnih promenljivih b definisemo relaciju:

-,

A= o(b)

na sledeéi nacin:

-, -

o A=ty = to(b) akko £1(b) = t3(5);



-, -,

A R(t1,to, ... tn)(b) akko REAX(D), ..., t2(D));
2 f= —~p(b) akko A [ p(b);

2 = (01 A p2)(b) akko A = p1(b) i A = pa2(b);

-, —

2 |= Jxp(b) akko postoji a iz A takvo da A = o(b%),
gde

gg = (bOa"'abi—haabi-‘rl?"') ako je T =1
X

Ako za objekte A, ¢ i b vazi A |= p(b) kazemo da @ vazi u A za b ili da'b
zadovoljava ¢ u 2.

Definicija 1.10. Formula bez slobodnih promenljivih se zove recenica.

Ako recenica ¢ vazi u A kaZemo da je A model za . Ako recenica ima model
kaZemo da je zadovoljiva a valjana je ako je tacna u svakoj strukturi. Ako je
skup recenica tada vaZi da je A model za ¥ ako je ona model za svaku recenici
12 23, U 0ZNaci:

AL S

o-teorija T je skup recenica jezika o. Ako teorija ima model kaZemo da je
zadovoljiva.

Ako su o i ¢’ disjunktni jezici a 2 1 2 redom o i ¢’ strukture nad istim
domenom, tada o U ¢’ predstavlja novi jezik a (AU 2l") jednu strukturu u tom
jeziku gde je svaki simbol u zavisnosti od toga iz kojeg je od ta dva jezika
interpretiran kao u strukturi 2l (ako je iz jezika o) ili u strukturi 2’ (ako je iz
jezika o’).

Jedan specijalan slucaj ove vrste proSirenja jezika o je dodavanje samo jos
dodatnih simbola konstanti u taj jezik. Ovaj tip proSirenja gde je u jezik do-
dato jos n konstanti (ci, ¢, ...c,) koje se ne nalaze u o ¢emo obelezavati o,.
Neka su jeziku o dodate konstante cq,co,...,c, i neka je ¢ recenica jezika o,
koja je dobijena iz formule ¢(x1,xo,...,z,) zamenom svakog z; sa ¢; i neka
(a1,az,...,a,) € A™. Tada vazi:

A = (a1, ag, ...ap) akko (A, a1, ...,an) | &

Osim logike prvog reda ¢ije smo formiranje upoznali u prethodnom razma-
tranju, postoje i druge logike, sa slozenijom strukturom. Kao $to smo videli, u
formulama Logike prvog reda mozemo samo da kvantifikujemo i da za promen-
ljive uzimamo samo elemente domena odredene strukture dok ne mozemo da
imamo promenljive koje vrednosti uzimaju iz podskupova domena (odnosno iz
relacija na domenu strukture). Za tu potrebu ¢emo kasnije u tekstu uvesti Lo-
giku drugog reda, ali i brojna druga prosirenja FO-logike, koja ¢e nam posluziti
za svrhe koje prevazilaze moguénosti FO-logike.



Primer 1. (Grafovi) Jedan od najvaznijih primera konacne strukture je konacan
skup sa jednom binarnom relacijom - odnosno graf. Naime, graf mozemo pred-
staviti kao konacan skup elemenata (Gvorova) a binarna relacija F se moze
interpretirati kao ivica, tako da za elemente a i b vazi E(a,b) akko postoji ivica
od a do b. Graficki prikaz nekoliko takvih struktura je dat na narednoj slici.

Grafl Graf2

Graf 3 Graf4

Dakle, jezik grafova je o = {E} i svaki od ovih grafova je jedna o-struktura.
Npr. graf 2 je struktura:

®=<G,E >,

gde je G = {v1,v9,v3,v4,v5} a E = {(v1,v2), (v1,05), (v1,v4), (v2,v3), (V2,05),
(’Ug7 ’1)4), (U4, U5)7 (’Ug, Ul), (’U57 ’Ul), (U4, Ul)7 (’U3, Ug), (’U57 ’UQ), (U4, 113)7 (’U5, U4)}. Pri-
metimo da je relacija E simetri¢na, $to odrazava ¢injenicu da je graf 2 neusme-
ren.

Primetimo da je & takode i struktura grafa 3, to jest ta dva grafa su za
nase potrebe jednaka.

Stazom u grfu & izmedu ¢vorova a i b zovemo niz ¢vorova a, v, Vg, ..Uk, b
takav da vazi E(a,v1), E(v1,v2),....E(vk,b). Kazemo da je graf povezan ako
postoji staza izmedju svaka dva évora u grafu.

Jasno je da je svaka od gornjih struktura model za recenice Vz—FE(z,x) ,
VaVy(E(z,y) < E(y,x)) i VeIyE(z,y), koje kazu, redom, da ni jedan ¢vor nije
u relaciji sa samim sobom, da je relacija simetri¢na i da ni jedan element nije iz-
dvojen od svih drugih elemenata. Dok ni jedan nije model re¢enice JxVy E(z,y).
Ova recenica kaze da u grafu postoji ¢vor koji je incidentan sa svim ¢vorovima



u grafu. U grafu broj 1 za takvo neSto nam fali samo jo§ da ¢vor u sredini bude
povezan sa samim sobom, a u grafu 4 to vazi za svaki od ¢vorova. Ovu osobinu
takode mozemo zapisati pomocéu FO-recenice: JxVy(—(x = y) — E(x,y)).

Razlika izmedu grafa 11igrafa 4 je u tome sto graf 1 sadrzi samo jedan ¢vor
koji je povezan sa svim ostalim (osim samog sebe), dok u grafu 4 tu osobinu
imaju svi ¢vorovi. Ove dve osobine takode mozemo izraziti FO-logikom. Neka
je o(z) =Vy(—-(y = ) = E(x,y)). Tada je graf 1 model recenice:

Fyp(y) AVz(p(z) = (2 = y)),

dok graf 4 nije (kao ni preostala dva grafa). Graf 4 jeste model za sledeéu
recenicu:
Vavy(=(z =y) = E(z,y))
Svaki graf koji je model za ovu recenicu se zove klika(clique), u nasem

slucaju 8-klika, Kg.

Definicija 1.11. Grafove (G1, E1) i (Ga, E2) zovemo izomorfnim ako postoji
bijekcija f izmedu ¢vorova ta dva grafa takva da za svaka dva évora x iy vaZi
Er(x,y) akko Ez(f(x), f(y))-

Mi smo u prethodnom delu uspeli da FO-rec¢enicom razdvojimo graf 1 od
ostalih grafova, ali postavlja se pitanje da li postoji FO-recenica koja ¢e ta¢no

opisati graf 1 (odnosno sve grafove njemu izomorfne), odnosno ¢iji ée model biti
taj i samo taj graf? Sledeéa lema nam daje pozitivan odgovora na ovo pitanje:

Lema 1.1. Neka je o alfabet samo sa jednom binarnom relacijom E. Za svaku
konacénu o-strukturu A postoji o-recenica prvog reda, g koja je zadovoljiva u
B akko su A i B izomorfne strukture.

Dokaz.  a) Neka je
o1 (&) = \ ~(x; = ;)
i#]
Ova formula, @1, ée obezbediti da 21 ima barem n elemenata.
b) Neka je
0o (T) =y \/ (2 = )

Ova formula, @2, ¢e obezbediti da 2 nema vise od n elemenata.

c)
p3(@) =\ Elzi,x)

(ai,a;)EE
d)
pa@ =\ —E(wi,z)
(ai,a;)¢E
Sada recenica Jx13xoTrs... 32y (01 A 2 A s A ws) zadovoljava 2 i samo njoj
izomorfne strukture. A



U ovom smislu, FO logika je dovoljno snazna za konacne modele, jer se oni
njom mogu do kraja opisati. S druge strane, neke od jednostavnih osobina
grafova, povezanost, tranzitivno zatvorenje, da li ima paran broj ¢vorova itd -
se ne mogu izraziti jezikom prvog reda, odnosno ne moze se na¢i recenica prvog
reda koja je zadovoljiva samo, recimo, u povezanim grafovima. I inace jedan
od centralnih zadataka teorije konac¢nih modela je istrazivanje koje se osobine
i, jos opstije, koje relacije na strukturi se mogu opisati koriste¢i se reCenicama
odredene logike. A

Primer 2. (Baza podataka) Drugi vazan primer kona¢ne strukture su relacione
baze podataka. Baza podataka, uopsteno, je bilo koji skup podataka. Relaciona
baza podataka je kolekcija tabela, od kojih svaka ima svoje jedinstveno ime, kao
i svoje kolone, koje takode imaju jedinstvena imena (ne moze se desiti da postoje
u jednoj tabeli dve kolone sa istim imenom) u kojima se ¢uvaju slogovi podataka
(vrste). Univerzum za rel. bazu podataka predstavlja skup svih elemenata koji
se pojavljuju u bilo kojoj od tabela u bilo kojoj koloni. Jezik se sastoji od
onoliko relacionih simbola koliko u bazi ima tabela, gde je svaki rel. simbol
arnosti koja je jednaka broju kolona koje ima odgovorajuca tabela. Jedna baza,
u kojoj se ¢uvaju podaci o uvozu odredene firme bi mogla da izgleda kao $to je
prikazano na narednoj slici.

Uvoz robe
vrsta kolicina zemlja porekla |datum
ugalj 1234423 MK 1.1. 2017
celik 127693 |MMNE 2.1.2017
ugalj 123|BUL 3.1.2017
drvo 5432 ({MMNE 2.1.2017
zemlje

sifra zemlja

ME makedonija

MIMNE crna gora

HR hrvatska

RU rumunija

BUL bugarska

Ova baza, kao §to vidimo, se sastoji od dve tabele, ”Uvoz robe”i ”zemlje”,
te se u tabelu ”Uvoz robe” upisuju i ¢uvaju podaci u svakoj uvezenoj jedinici
bilo kojeg proizvoda, a tabela ”zemlje” je stati¢na i koristi se kao Sifrarnik za



imena zemalja koja se kao skraCenice upisuju u tabelu ”Uvoz robe”. Ovu bazu
bi predstavljala struktura 2 koja ima 18 elemanata ("ugalj”, ”¢eli”, drvo”,
712344237, 7127697,...,71.12017”, ..., MNE”,....”bugarska”) i na kojoj je za-
data jedna binarna relacije (Zemlje - Z) i jedna 4-arne relacije (Uvoz - U)
i elementi su u relaciji ako se nalaze u istoj vrsti neke od tabela. Recimo
A E U("ecelik”,”12769”,” MNE”,72.1.2017”) itd.

Pomocéu recenica prvog reda mozemo formirati i nove relacije. Recimo
mozemo da izdvojimo vrste proizvoda koji su uvezeni iz Crne Gore, FO-formulom,
odnosno "om”:

Ax3y3IU (p, z,y,2) A Z(y, erna gora’)
A

Pojam upita, ili globalne relacije, vuce ime upravo iz teorije baza podataka.

Definicija 1.12. (Upit) n-arni upit na strukturama jezika o je preslikavanje
Q koje svakoj o-strukturi A dodeljuje podskup od A™ i koje je zatvoreno za
izomorfizam, odnosno ako je h izomorfizam izmedju A i B onda je Q(B) =

hQR)).

Posebno je vazan slu¢aj kada je n = 0. A° je skup koji sadrzi jedan element
pa ima dva podskupa (on sam i prazan skup). Dakle upit @ koji je arnosti 0
slika o-strukture u skup od dva elementa, kojima mozemo nominalno dodeliti
vrednosti True i False. Ovakvi upiti se zovu Bool-ovski.

Navedimo nekoliko primera upita:

e Tranzitivno zatvorenje (TC) je binarni upit:

TC(G) = {(a,b) € V* | postoji putanja od a do b}

2-dusjunkne putanje (2DP) je 4-arni upit:

2DP(G) = {(a,b,c,d) € V* | postoje disjunktne putanje od a dobi od cdo d}

Izolovane tacke (IP) je l-arni upit:

IP(G)={a €V | a je izolovani element u grafu G}

Planarnost grafa (PL) je O-arni upit:

| 1, ako je G planaran
IP(G) = { 0, ako G nije planaran

Parnost strukture (EVEN) je O-arni (Bulovski) upit:

1, ako 2 ima paran broj elemenata

EVEN() = { 0, ako 2 ima neparan broj elemenata

10



e Povezanost grafa (C) je 0-arni (Bulovski) upit:

| 1, ako je G povezan
CG) = { 0, ako G nije povezan
Definicija 1.13. Neka je L logika i C klasa konacnih struktura

o k-arni upit Q je definabilan u logici L (L-definabilan) ako postoji L-
formula o(x1,...,xy) u jeziku o takva da za svaku strukturu A € C vazi:

Q) = {(a1,a2,....,an) € A" | A E v(ay,...,an)}.
e Bulovski upit Q na C je L-definabilan ako postoji L-recenica ¢ takva da:
Q) =1 akko A=

Ako je Q definabilno sa ¢ pisemo o(A) umesto Q).

Dakle, upit se moze shvatiti kao definisanje i poopstenje pojma osobine. De-
finiSimo jos, radi jasnije terminologije u nastavku i pojam osobine neke struk-
ture:

Definicija 1.14. Osobina koncénih struktura P je bilo koja klasa struktura za-
tvorena za izomorfizam

Nacelno govoredi teorija kona¢nih modela se bavi izrazajnom modi logika, tj.
pitanjima kakve klase struktura su definabilne u datoj logici £, i kako sintaksicki
uslovi koje postavljamo na ¢ uti¢u na semanticka ogranicenja za Mod(p) = {2 |

A E o} itd.

Tu je, kao specijalan slu¢aj definabilnosti interesantno pitanje definabilnosti
odredene osobine, tj. problem za koje osobine P, za odredenu logiku L, postoji
recenica te logike ¢ takva da vazi:

AeP akko AE
Pogledajmo nekoliko primera definabilnih upita:
e Bulovski upit - da i graf G ima izolovan ¢vor - je definabilan re¢enicom:

vy (-E(z,y))

e Unarni upit "¢évor = ima najmanje dva razli¢ita suseda” je definabilan
reCenicom:
y3z(=(y = 2) N E(z,y) A E(z, 2))

e Pokrivanje ¢vorova veli¢ine najvise k se moze definisati formulom:

Jzy3xe... 3xy (YyVz(E(z,y) — \/ y=x; V \/ z=1x;))
1<i<k 1<i<k

ovde x; i x; mogu uzeti isti element i za i # j, te smo stoga rekli da je
J
pokrivanje veli¢ine "najvise” k)
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e osobina 3-obojivosti (da se ¢vorovi grafa mogu obojiti sa tri razicite boje
tako da svake dva ¢vora koja su povezana ivicom nisu obojena istom bo-
jom) se moze definisati slede¢om rec¢enicom:

JRCV3IBCVIGCV Ve(R(z) V

B(
Va (= (R(z) A B(
VaVy(E(z,y) —

~(G(z) AG(Y)))

T

(
)

(1)
(ovde nam prvi red kaze da je svaki évor obojen nekom od tri boje, drugi

red da je obojen najvise jednom bojom a treéi red da su elementi povezani
ivicom obojeni razli¢itim bojama)

e Upit o nepovezanosti grafa se moze definisati re¢enicom:

3S(FxS(z) A Jy—S(y) AV2Vw(S(z) A =S(w) = —E(z,w)))

Obratimo paznju na ¢injenicu da smo ovde u prvim primerima kvantifikovali
isklju¢ivo nad ¢vorovima grafa odnosno elementima domena strukture te su ti
upiti definabilni u logici prvog reda, dok smo u poslednja dva primera kvanti-
fikovali ne samo nad elementima nego i nad skupovima (tacnije podskupovima
od domena) i tu veé izlazimo izvan dosega logike prvog reda.

Logika Fiksne Tacke

Medutim, mnoge vazne upite je moguce definisati u odredenim ekstenzijama
logike prvog reda. Jedna od najvaznijih takvih konstrukcija je Logika Fiksne
Tacke, koju ¢emo detaljnije razmotriti u nastavku. Grubo receno, re¢ je o logi-
kama koje proSiruju logiku prvog reda operatorima za definisanje fiksnih tacaka
relacionih operatora. Procavanje ovakvih logika vodi poreklo od izuc¢avanja in-
duktivne definabilnosti u kontekstu opste teorije rekurzija.

Osnovna ideja je sledec¢a: posmatramo neku fiksiranu relacionu strukturu 2 i
n-arni operator ® : P(A™) — P(A™), i zelimo da okarakteriSemo n-arne relacije
nad 2 koje induktivno definise ®: Na primer, Ry = 0, R,11 = ®(R,), ili
Qo =0, Quni1 = QrUP(Q,) isl. Kljuéni korak u tom cilju jeste na sintaksnom
nivou omogucéiti definiciju fiksne tacke operatora, tj. n-arnu relaciju R C A™
takvu da je ®(R) = R.

Mnogi vazni relacioni operatori mogu se definisati formulama koje se grade
od sintaksnog materijala logike prvog reda prosirenog relacionim promenljiva-
ma: za svaki n > 1 imamo na raspolaganju n-arne relacione promenljive X7,
X3, ...Preciznije, za zadati jezik o, pomenute formule gradimo koristeéi sva
formacijska pravila Definicije 1.6, uz dodatak:

e Akoje X neka n-arna promenljivaity,...,t, sutermi, onda je X (t1,...,t,)
formula.
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Primetimo da (za sada) nije dozvoljena kvantifikacija po relacionim promen-
ljivama. Ako je ¢ neka ovako izgradjena formula u kojoj se pojavljuju samo
relacione promenljive Xi,..., X, a (obi¢ne) slobodne promenljive su neke od
Z1y...,&n, onda pisemo @(X1,..., X, x1,...,x,) ili krace cp()?,f).

Formula ¢(X, ¥) jezika o, sa jednom n-arnom relacionom promenljivom X
i obi¢nim slobodnim promenljivama & = (z1,...,z,), na svakoj o-strukturi 2
definie jedan n-arni operator ® : P(A") — P(A"):

B(R) = {@ | (U R) k= ¢(@)}, RC A"

Naravno, pri ispitivanju zadovoljenja formule o(X,Z) u (2, R) pri valuaciji @,
simbol X posmatramo kao n-arni relacijski simbol ¢ija je interpretacija R. Vise
o ovome u glavi 3.

Osnovni rezultati logike prvog reda
Nevedimo sada nekoliko centralnih rezultata klasi¢ne Teorije modela:

Teorema 1.1. (Teorema Kompaktnosti) Teorija je zadovoljiva akko je svaki
njen konacéni podskup zadovoljiv.

Teorema 1.2. (Lowenheim-Skolem) Ako T ima beskonacan model onda ona
ima prebrojiv model.

Teorema 1.3. (Teorema Potpunosti) Neka je T teorija i ¢ recenica jezika o.
Ako T = ¢ onda T + . Oznaka |= ovde znaci da ¢ vazi u svim modelima za
T a oznaka F da se ¢ moZe formalno izvesti iz T.

Drugim re¢ima, teorema potpunosti kaze da ako T' ¥ ¢ tada postoji ”kontra-
primer”, odnosno o-struktura koja jeste model za T ali nije model za ¢ (odnosno
jeste model za T'U =)

Detaljniji prikaz i dokazi ovih tvrdenja se mogu naéi u knjizi [9].

Medutim, ispostavlja se da one, iako glavni alat teorije modela, ne vaze kada
se ograni¢imo samo na klasu kona¢nih modela. Dokazimo prvo da za konacne
modele ne vazi teorema o kompaktnosti:

Teorema 1.4. Postoji skup T recenica prvog reda (FO) t.j. teorija prvog reda
takva da svaki njen konacan podskup ima konacan model ali T nema konacan
model.

Dokaz. Neka je 6, reCenica koja kaze da u domenu postoji tacno n elemenata.
Definisimo sada T' = {—6,, | n € N}. Ocigledno je da svaki kona¢an podskup
od T ima model medutim 7" nema konac¢an model. O

Definicija 1.15. o-recenica ¢ je konacno zadovoljiva ako postoji konacéna o-
struktura A takva da A }= ¢ a konacno valjana ako je tacna u svakoj konacnoj
o strukturi.

Jedan od kljuénih rezultata ove oblasti, koji ¢emo dokazati i detaljnije pro-
analizirati u poglavlju 2, a iz koje sledi da za kona¢ne modele ne vazi teorema
potpunosti je:
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Teorema 1.5. (Trakhtenbrot-ova teorema) Konacéna zadovoljivost nije odluciva
u logici prvog reda, odnosno za svaki relacioni jezik o sa barem jednim binarnim
relacijskim simbolom vazi da skup:

FSAT[o] ={¢| ¢ konaéno zadovoljiva recenica prvog reda jezika o}
nije odluciv.

Logika Drugog Reda

Definicija 1.16. (Logika drugog reda (SO)). Logika drugog reda je progirenje
FO-logike, gde za razliku od nje postoje promenljive ("promenljive drugog reda”)
koje vrednosti ne uzimaju iz domena nego iz podskupova ¢ relacija na domenu.

Neka je dat relacioni jezik o. Terme 1 formule SO logike definiSemo na
sledeci nacin:

e Svaki simbol konstante i svaka promenljiva prvog reda (FO-promenljiva)
su termi prvog reda.

o Atomske formule su:

1) atomske formule prvog reda (t = t1 i R(t) gde sut odgovarajuci termi)
2) X(t1,t2,...,tn), gde je X SO-promenljiva arnosti n a ty,...,t, termi

o SO-formule su zatvorene za operacije \,V,— i kvantifikaciju prvog reda.

o Ako je p(Z,Y,X) formula onda su Y @(Z,Y,X) i VY @(Z,Y,X) takodje
formule c¢ije su slobodne promenljive T i X, redom prvog i drugog reda. I
inace, formula go(f,)f) ée nam oznacavati formulu sa FO-promenljivama
Z i SO-promenljivama X

Neka je A konacna struktura. Za svaku formulu ap(f,)?) definisacemo $ta
znaci A = (b, E), gde je b vektor elemenata iz A iste duine kao &, a B =
(B1, ..., By) uredena k-torka skupova takva da je svaki B; podskup od A™, koje

odgvara arnosti od od X; iz vektora X = (X1, Xs, .. Xk). Opisaéemo samo se-
mantiku konstrukcija koje se razlikuju od onih koje smo opisali za FO-strukture:

- -

o Ako je p(%,X) oblika X;i(ty,ts,....tx) onda A = (b, B) akko je vektor
(B(), .. 51(5) € B.

o Ako je @(f,X) oblika Y (&, KX), gde je Y m-arno, tada A = <,0(l_)‘7 §)
akko postoji neko C C A™ takvo da vazi A = (b, C, é)

o Ako je (%, X) oblika VY (Y, X), gde je Y m-arno, tada A = (b, B)
akko za svako C C A™ vazi A = (b, C, B)

Definicija 1.17. Monadska logika drugog reda, MSO, je restrikcija logike dru-
gog reda gde su sve promeljive drugog reda arnosti 1.
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Definicija 1.18. FEgzistencijalna logika drugog reda, 35S0, je restrikcija logike
drugog reda na formule oblika:

3X1..3X,0,

gde ¢ ne sadrzi kvantifikatore drugog reda (dakle ¢ je FO-formula). Univerzalna
logika drugog reda, ¥SO je restrikcija logike drugog reda na formule oblika:

VX1\V/Xn(p,

gde ¢ ne sadrzi kvantifikatore drugog reda.

Jedan primer SO-recenice smo videli kod 3-obojivisti, osobine koju smo mo-
gli da prepoznamo SO-recenicom. Jo$ jedan primer je recenica koja iskazuje
" princip bivalencije”: VPVz(z € PVx € P), drugim rec¢ima da za svaku unarnu
relaciju vazi da se svako x ili nalazi ili ne nalazi u njoj.

Logika drugog reda je znacajno ekspresivnija od FO-logike. Recimo, njom
se moze definisati i povezanost grafa, reCenicom:

VP((FzP(x) AVaVy((P(z) A E(z,y)) — P(y))) — VzP(z))

Ova recenica kaze da za svako svojstvo ¢vorova koje ima osobinu da ¢im vazi
za neki element vazi za sve koje su povezane sa njim, da onda to svojstvo imaju
svi elementi. Jasno je da ovu recenicu zadovoljavaju samo povezani grafovi.

SO-logika (tj. njene odredene restrikcije) se ispostavlja vrlo korisno za ”hva-
tanje” odredenih klasa slozenosti, kako ¢emo videti u nastavku teksta.

1.2 Teorija izracunljivosti

Neka je ¥ konacan skup simbola (iliti alfabet). Skup svih kona¢nih nizova
(stringova) elemenata iz ovog alfabeta obelezavamo X*. Podskupove od X*
zovemo jezicima.

Jedan od najpoznatijih modela ra¢unanja je Tjuringova masina. Neformalno
govoreéi, radi se o apstraktnoj masini koja mehanicki operiSe simbolima na
beskona¢noj (obi¢no samo sa jedne, najcesée desne strane) traci. Ta¢nije receno,
TM se sastoji od: A) beskonacne trake izdeljene na polja od kojih je u svako
upisan neki simbola unapred specifikovanog alfabeta (moze biti i blanko); B)
glave koja moze da ¢ita simbole na traci (jedan simbol u trenutku), brise i
upisuje na traku nove simbole i pomera se za po jedno mesto ulevo ili udesno
na traci; C) registra stanja, koji moze da ¢uva stanje u kojem se masina nalazi;
D) konacne tabele sa instrukcijama iz koje je mogude procitati sta glava treba
da uradi ako se nalazi u stanju ¢; i u polju nad kojim se trenutno nalazi Cita
simbol a; - da 1li da u polje upise neki novi simbol ili ostavi stari, da li se pomeri
levo, desno ili ostane na mestu i u koje stanje treba da se prebaci. Formalno:

Definicija 1.19. Tjuringova masina TM je uredjena sedmorka
T™M = (szvra(sv QOaQaccepth'reject)a gde je Q Skup Stanja7 % ulazni alfabet
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(alfabet u kojem se ulazne reci zapisuju) I' skup svih znakova koji mogu biti upi-
sani u polja Tjuringove masine, § tranziciona funkcija, § : Q x T — 2@*Tx{L. R}
qo inictjalno stanje dok su Qaccept © Qreject Podskupovi od @ koji predstavijaju
skup prihvatajucih © skup odbijajucih stanja u koja kad dodje masina prekida sa
radom, te znamo da li prihvata ili odbija ulaz u zavisnosti od toga u kojem od
dva skupa je zavrsila.

TM je deterministicka ako za svako q i a vaZi |0(q,a)| = 1, u suprotnom,
kada je ova vrednost veéa, TM je nedeterministicka.

Konfiguracija Tjuringove masine predstavlja kompletan sadrzaj koji se na-
lazi na traci u tom trenutku, stanje u kome se masina nalazi i poziciju na
kojoj je nalazi glava. Racunanje Tjuringove masine predstavlja niz konfigura-
cija Cy, C,Cy, Cs... koji moze biti konacan, u kojem sluc¢aju je stanje poslednje
konfiguracije jedno do stanja iz skupova Quccept ili Qreject, ali i beskonacan.
Ako racunanje krene iz stanja qq sa zapisanom re¢ju x na traci i zavrsi u nekom
od stanja Qreject kazemo da ta TM (i to izracunavanje) odbija x, a ako zavrsi
u nekom od stanja iz Quccepr da masina prihvata z. MaSine mozemo podeliti
na one koje se zaustvaljaju na svim ulazima i one koje za neki ulaz imaju i
beskonaé¢no izracunavanje.

Definicija 1.20. TM M prihvata jezik:

L(M):={we X" | M prihvata w}

Jezik L je rekurzibno nabrojiv ako postoji TM M tako da je L(M)=L. Ako
je, dodatno, to TM koja se wvek zaustavlja kaZemo da je L rekurzivan (odluciv)
jezik, i da ga odlucuje ta TM.

U tom smislu, kada kazemo da je neki problem odlu¢iv mislimo na to da
postoji nacin da ga kodiramo u nekom rekurzivnom jeziku nekog alfabeta.

Ispostavlja se da su klase deterministickih i nederministickih Tjuringovih
masina ekvivalentne, u smislu da za svaku nedeterministicku masinu postoji njoj
ekvivalentna deterministicka takva da sve jezike koje prihvata ili odbija jedna
prihvata i odbija i druga, tako da je definicija regularnosti jezika nezavisna od
modela masine koji uzima u toj definiciji.

Jasno je da je moguce da se Tjuringova masina zaustavi u jednom trenutku
i zavrsi sa radom prihvatajuéi ili odbijajuéi odgovor, kao i to da se masina
nikada ne zaustavi (buduéi da ima beskonaénu traku, iako samo konac¢an broj
stanja). Jedan od najpoznatijih neodluéivih problema je problem zaustavljanja
proizvoljne TM na proizvoljnom ulazu (”Halting Problem”):

Lema 1.2. Jezik:
Ly ={Code(M) *w | M prihvata w}
je neodluciv.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji TM A koja odluc¢uje gornji problem.
Konstruisimo prvo TM B koja kao potprogram sadrzi TM A i ako A prihvata
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ulaz Code(M)xw (tj. ako se M zaustavlja na ulazu w) tada B ulazi u beskonaénu
petlju, a u suprotnom se zaustvlja.

Konstruisimo sada TM C koja za potprogram ima B. C' za ulaz prima
Code(M), zatim ga duplira, praveéi string Code(M) * Code(M) i predaje kao
ulaz u TM B.

Razmotrimo kako TM C radi na ulazu Code(C). Ona ga prvo duplira, pravi
string C'ode(C) * Code(C') i zatim pusta masinu B da odradi izra¢unavanje nad
tim stringom. Ako se masina C zaustavlja nad stringom Code(C) tada ée B
uéi u beskonaé¢nu petlju, ali kako je on potprogram od C' to znaci da se C' nece
zaustaviti nad Code(C), sto je kontradikcija.

O

Kodiranje Tjuringovih masina
Upoznajmo se sada sa tehnikom kodiranja Tjuringovih masina kao konaénih
modela, sto ¢e biti jedan od glavnih alata u ovom radu.
Uzmimo, bez gubitka opstost, da se radi o nekoj deterministickoj TM, sa
alfabetom I" = {0, 1}:

M= (Qa 3T 5a q0, Q(LCC€pt7 Q'reject)a

sa simbolima koji znace isto kao u definiciji 1.13. Pretpostavimo jos i da je radni
alfabet ' = {0,1}. Definisimo sada jezik koji ¢e nam omoguéiti da kodiramo
TM:

o= {<,m, TO('?')a Tl('a')v (Hq('a'))qEQ}
gde je:

e < je linearno uredenje, a min je simbol konstante koji ¢e predstavljati
minimalni element u tom uredenju

e To(-,+) i T1 (-, -) surelacijski simboli koji ée nam opisivati sadrzaj TM trake
u svakom trenutku; T;(p, t) ée znaciti da se simbol 4 (0 ili 1) nalazi u polju
p u trenutku t.

e H,(-,-) su takodje relacijski simboli pomoc¢u kojih éemo opisivati polozaje
glave Tjuringove masine, pa ¢e nam H,(p,t) znaciti da je u trenutku ¢
glava magsine iznad pozicije p i da se ona nalazi u stanju q.

Sada ¢emo napraviti recenice pjs tako da elementi od ¢ u strukturi imaju
znacenje koje smo im dalu u pasusu iznad. Jedan od nacina da to uradimo je
da nam za konkretnu TM M ;s bude konjunkcija sledeéih recenica:

7

e Recenica koja kaze da je ”"<” linearno uredenje i da je min minimalni

element.
e Recenice koja definise poc¢etnu konfiguraciju od M. Za prazan ulaz re¢enica
bi bila:
Hy, (min,min) A VpTy(p, min),

17



(kaze da se u poCetnom (min) trenutku glava nalazi na prvoj (min) poziciji
na traci i da je maSina u stanju ¢y te da se na svim ostalim poljima nalaze
nule.)

Recenice koja zabranjuje da se na nekoj poziciji na traci u isto vreme
nadje viSe ili manje od jednog simbola iz radnog alfabeta:

VpVt(To(p, t) <> —T1(p,t))

Recenice koja kaze da u svakom trenutku TM mora biti u jednom i samo
jednom stanju i nad tacno jednim poljem:

vpAt(\/ Hy(p,t)) A —3p3t( \/  Hy(p.t) A Hy(p,t))
qeQ 4,4’ €Q,q#q

Recenice koja postavlja uslov da se tranzicija iz jednog stanja u drugo
mora odigravati po pravalima Tjuringove masine. Na primer, tranziciju
5(g,0) = (¢', 1, L) mozemo predstaviti sledeéim dvema formulama, od ko-
jih se prva bavi situacijom kada se glava u stanju g nalazi iznad polja
koje nije pocetno (p # min) u kojem sluc¢aju menja upisani simbol iz 0
u 1, pomera glavu ulevo a sva druga polja ostaju netaknuta, dok druga
formula govori o situaciji kada se glava nalazi iznad pocetne pozicije na
traci (p = min), u kojem slucaju se ne moze i¢i dalje ulevo u narednom
trenutku (Hy (p,t+ 1)):

p # min
AHy(p—1,t+1
v [ A To.t) | | ([pp#p, - )
AN H,(p,t
o(p:t) (Nios Tt +1) & To(0/, ) |
p = min
ANHy(p,t+1
Vpvt | A To(p,t) = | A qu, ([pp £y )ﬁ
A Hy(p,t)

(Nico 1 Ti(p', t + 1) < Ti(p', 1)) |

e recenice koja kaze da se TM u jednom trenutku zaustavlja, odnosno dolazi
u neko od stanja Qaccept i Qreject::

dp3t \/ H,(p,t)

quaccethQrej ect

Recenica o) predstavlja konjunkciju ovih recenica i ona ima konacan mo-

del ako i samo ako se TM M zaustavlja na datom ulazu i taj model zapravo
predstavlja izracunavanje masine M.
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1.3 Teorija slozenosti

Neka je M TM koja se uvek zaustavlja i neka ona prihvata jezik L. Pretpo-
stavimo nadalje da postoji funkcija f : N — N takva da je broj tranzicija TM
M pre nego Sto se zaustavi na proizvoljnoj re¢i w manji od c¢f(|wl|), za neku
konstantu c¢. U slucaju da je M deterministicka kazemo da L € DTIME(f),
a u slucéaju nedeterministicke TM, L € NTIME(f). U cilju ostrije klasifika-
cije problema po tezini u ovom smislu - dakle koliko brzo raste utrosak resursa
(u ovom slu¢aju vremena tj. broja tranzicija TM) - uvodimo neke vazne klase
problema:

PTIME = | | DTIME(n"),
keN

NP = | | NTIME(n")
keN

Klase coPTIME je klasa jezika ¢iji su komplementi u P, dok je coNP klasa
jezika ¢iji su komplementi u NP. PTIME je zatvoren za komplementiranje, od-
nosno komplement svakog jezika iz PTIME je takode u PTIME, dok za klasu
NP ovakva tvrdnja nije dokazana.

Takode definisemo klase slozenosti i u smislu toga koliko prostornih re-
sursa zahteva resenje pojedinog problema. Klasa DSPACE(f), za neku funkciju
f(n) > n, je klasa jezika koje prihvata DTM da duzina zapisa na traci masine
za svaku pojedina¢nu konfiguraciju za proizvoljan ulaz w ne prelazi c¢f(Jw|), za
neku konstantu c.

Tako i ovde imamo klase:

PSPACE = | | DSPACE(n"),
keN

no, u ovom slucaju se moze pokazati da je PSPACE = |J, oy NSPACE(n¥).

Prostornu slozenost mozemo definisati i za sublinearne funkcije, u kojem
slucaju koristimo TM sa jos jednom, ”radnom”trakom. Prva traka, ulazna nam
sluzi za Citanje i na njoj nije moguce vrsiti bilo kakve izmene, dok na radnoj
traci obavljamo sve poslove kao i na obi¢noj TM. Tako definisemo klase DLOG
(NLOG) kao skupove jezika za ¢ije odlu¢ivanje ni u jednom trenutku ne treba
iskoristiti vise od O(log(|w|)) éelije za ulaz w.

Neka je X5 = IIff = PTIME. Dalje definisemo X = NP1 zq i > 1.
Definisimo klasu IT? kao klasu svih jezika ¢iji su komplementi u $¥. Jasno je da
je X! = NP all} = coNP.

Polinomijalna hijerarhija je:

PH=|Jxr=Jm?
IS IS

Ovde nam A® oznacava klase problema resivih TM masinama slozenosti A
ali koje imaju ”orakl” za odlucivanje problema slozenosti B, odnosno mogu da
reSe svaki problem sloZenosti B u jednom koraku izracunavanja (ovaj model
izracunavanja je poznat kao ”oracle machine”).
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Izmedju klasa slozenosti postoji sledeé¢i odnos:
DLOG C NLOG C PTIME C{NP,coNP} C PH C PSPACE

Poznato je da je NLOG pravi podskup od PSPACE ali nije poznato da li
postoji prava inkluzija izmedu bilo koja dva neposredna suseda u gornjem nizu.
Pomenimo jos dve klase:

EXPTIME = | | DTIME(2"")
keN

k
NEXPTIME = | J NTIME(2"")
keN

Primer 3. Pretpostavimo da imamo relacionu bazu podataka koja sadrzi imena
glavnih gradova svih zemalja na svetu, i relacija je takva da su R(a,b) vazi ako
postoji direktna avionska linija od grada a do grada b. U logici prvog reda
mozemo postaviti upit da li je moguée od grada a do b doéi uz najvise jedno
presedanje, formulom: ¢(z,y) = E(z,y) V 3z(E(z,2) A E(z,y)). No u logici
prvog reda je nemoguce napraviti upit @ koji bi davao odgovor na pitanje da li
je moguce doéi od grada a do grada b (koristeéi se samo avio-linijama koje imamo
u nasoj bazi). Primetimo i da postoje razlike u slozenosti izrac¢unavanja upita ¢
i Q. Jedno od pitanja kojim ¢emo se baviti u nastavku je pokusaj da se upare
odredene klase slozenosti i odredene logike, tj. da damo odgovor na pitanje da li,
za sve upite koje je mogucée definisati u odredenoj logici postoji klasa slozenosti
tako da je sve takve upite moguce izracunati u datoj slozenosti. Drugim rec¢ima,
bavi¢emo se odnosom izmedu definabilnosti i slozenosti izracunavanja upita. A

Kodiranje konaénih struktura i formula stringovima

Da bismo definisali sloZenost logike na kona¢nim modelima treba nam nacin
da kodiramo konaé¢ne strukture i formule kao stringove. Formulu mozemo pre-
tvoriti u string tako sto je zapiSemo kao string reprezentaciju njenog sintaksickog
drveta. Ilustrujmo ovu tehniku narednim primerom:

Primer 4. Neka je dat alfabet 0 = {R} gde je R binarna relacija. Sintaksicko
drvo sledece formule:

VaVy(—(z =y) = E(z,y))

Izgleda ovako:

p = Va(Vy(= ((=(= (2y)))(Ery))))

Ako usvojimo sledeé¢u konvenciju za predsavljanje simbola koji se javljaju u
formulama:

e ( — 0001
) — 0010
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e — — 0011

e & — 0100

eV — 0101
e A — 0110
e 3 — 0111
oV — 1000
e - — 1001
e = — 1010

e E — 1011
o v; — 1111bin(i)1111

Poslednja stavka znaci da ée x biti predstavljeno stringom 111111111 a y
stringom 1111101111. Dakle, kod nase formule bi bio (bez razmaka, one su
ubacene radi preglednosti):

Code(p) = 1000 111111111 0001 1000 1111101111 0001 0011 0001 0001
1001 0001 1010 0001 111111111 1111101111 0010 0010 0010 0001 1011
111111111 1111101111 0010 0010 0010 0010

A

Neka je 2 konacna struktura koja ima n elemenata i njima mozemo pridruziti
neko uredenje, odnosno numerisati ih, ay, ag, ..., a, i reéi da vazi a1 < as < ag <
. < ay. Relaciju R arnosti k éemo kodirati tako §to poredamo u alfabetski
poredak sve k-torke elemenata iz A (takvih k-torki ima n*) i R predstavimo
kao niz duzine n* u kome na j-toj poziciji stoji cifra 1 ako je j-ta k-torka u
relaciji R a cifra 0 ako nije i taj string ¢emo obeleziti sa Code(R). Ako je
o = {R1, Ry, ..., Ry} onda ¢e njen kod biti Code(R1)Code(Ry)...Code(Rs). Za
neke modele izracunavanja je potrebno dati jo$ i kardinalnost modela, pa kod
od 2 definisemo:

Code() = 0"1-Code(Ry) - - - Code(Ry)
Primer 5. Pokazimo kako bi izgledao kod grafa G = (E,V) datog slede¢om

Semom:
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Deo koda kojim se predstavlja relacija ¢e biti 0111101011001000: prva nula
govori da ¢évor 0 nije u relaciji sa samim sobom, 1 na drugom mestu da (0, 1) € E,
naredno 1 da (0,2) € E...poslednja 0 da (3,3) ¢ E. Ispred toga jos treba dodati
string 00001, koji ¢e oznagciti broj évorova, te ukupan kod izgleda:

Code(G) = 000010111101011001000
A

Definicija 1.21. Neka je K klasa sloZenosti i L logika. Razlikujemo tri vrste
sloZenosti:

1) Slozenost podataka od L je KC ako za svaku recenicu ¢ logike L jezik:
{enc() | A= ¢}

pripada klasi K.

2) IzraZajna sloZenost od L je K ako za svaku strukturu 2, jezik:

{Code(9) | A= ¢}
pripada klasi IC.

3) Kombinovana sloZenost od L je K ako jezik:

{(Code(), Code(¢)) | A= ¢ }

pripada klasi K.

Jos kaZemo da je sloZenost podataka (izraZajna odnosno kombinovana sloZenost)
od L K-teska ako je za neko ¢ jezik {enc() | A = ¢} (za neko A jezik
{Code(¢) | A = ¢}, odnosno jezik {(Code(A), Code(¢)) | A ¢ }) K-tezak
(tj. svaki problem sloZenosti K je moguée (sa zadatom sloZenoséu) redukoviati
na taj problem).

Za problem koji je u K a pride je i KC-tezak kaZemo da je KC-kompletan
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Sada smo u prilici da definiSemo slozenost logike na kona¢nim strukturama:

Definicija 1.22. Neka je L logika, K klasa sloZenosti i C neka klasa konacénih
struktura. £ hvata IC na C ako vazi:

1. Slozenost podataka od L na C je K.

2. Za svako svojstvo P koje imaju strukture iz C a koje moZe biti testirano
sa koompleksnoséu IC postoji recenica ®p u logici L takva da za svaku
strukturu 2 iz C vazi A | Op akko A ima svojstvo P.

Ako je C skup svih konacénih struktura, kaZemo da L hvata K

Teorija koja se bavi opisivanjem klasa slozenosti logikama se zove ” Teorija
opisne slozenosti”. Prvi rezultat iz ove teorije je Faginova Teorema (koja ¢e biti
dokazana u narednom poglavlju), u kojoj je prvi put klasa slozenosti opisana
nezavisno od konkretnog modela za izracunavanje, i koja tvrdi da logika 350
hvata NP.
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2 Tjuringove masine i konaéni modeli

U ovom delu éemo detaljnije prezentovati i dokazati dve teoreme sa kojima
je otpocelo proucavanje teorije kona¢nih modela kao zasebne oblasti.

2.1 Trakhtenbrot-ova teorema

U ovom odeljku ¢emo biti u prilicu da pokazemo da u slu¢aju kona¢nih
modela ne vaze kljuéni stavovi teorije modela kao $to su teoreme o kompaktnosti
i potpunosti kao i da ovde nemamo analogon Lowenheim-Skolemove teoreme.
Paznju na takvu moguénost je prvi put skrenula Trakhtebrot-ova teorema 1950.
godine, koja je pokazala da teorema o potpunosti ne vazi za konacne modele.

Zapisimo opet teoremu jos jednom, radi preglednosti:

Teorema 2.1. (Trakhtenbrot-ova teorema) Konacna zadovoljivost nije odluéiva
u logici prvog reda, odnosno za svaki relacioni jezik o sa barem jednim binarnim
relacijskim simbolom vaZi da skup:

FSAT[o] = {¢| ¢ konacéno zadovoljiva recenica prvog reda jezika o}
nije odluciv.
Dokaz. Prvo ¢emo dokazati lemu iz teorije izrac¢unljivosti, na koju se dokaz
Trakhtebrotove teoreme fundamentalno oslanja:

Lema 2.1. Problem da li se proizvoljna TM M zaustavlja na praznom ulazu
nije odluciv. Odnosno jezik

Lyx={Kod(M)| M se zaustavlja na praznoj reci A}
nije odluciv.

Dokaz. Redukovaéemo problem zaustavljanja masine na prozivoljnom ulazu (”hal-
ting problem”) na problem zaustavljanja na praznom ulazu. Neka maSina A
odlu¢uje problem zaustavljanja na praznom ulazu, ona za input prima Tjurin-
govu masinu (kodiranu) i daje odgovor da li se ona zaustavlja ili ne na praznom
ulazu. Neka je M(w) TM koja na prazom ulazu upisuje w i onda simulira rad
masine M na ulazu w. Konstruisimo sada TM B koja odlu¢uje Halting problem.

1) B za ulaz prima TM M i re¢ w nad ulaznim alfabetom.

2) B simulira rad masine A na ulazu M (w), i po pretpostavci A se uvek
zaustavlja. Ako A prihvata M (w) tada B prihvata ako A odbija M (w)
tada B odbija.

O

Posluziéemo se postupkom kodiranja Tjuringovih masina koji smo upoznali
u prethodnom poglavlju. Uzmimo, bez gubitka opstost, da se radi o determini-
stickoj TM M = (Q, %,T, 9, qo, Quccepts Qreject), sa simbolima koji znace isto kao
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u definiciji 1.19. Pretpostavimo jo$ i da je radni alfabet I' = {0, 1}, buduéi da
¢e nasa masina raditi na praznom inputu, te neka 0 predstavlja prazan simbol.
Recenica koja definiSe pocetni polozaj ée biti Hy, (min, min) A VpTy(p, min).

Ako se masina zaustavlja, posle dolaska u zavrsno stanje konfiguracije se ne
menjaju pa bi ¢y (konjunkcija) mogla biti zadovoljena u kona¢nom modelu.
Ako postoji takav model, tj. ako je recenica @ zadovoljiva to znaci da se
TM M zaustavlja na praznom inputu. Ako bi problem konacne zadovoljivosti
proizvoljne recenice bio odluc¢iv iz toga bi sledilo da je problem zaustavljanja
proizvoljne Tjuringove masine na praznoj re¢i odluciv §to znamo da nije slucaj,
pa postoje i recinice upravo konstruisanog jezika o za koje se ne moze algori-
tamski odluciti da li su zadovoljive.

Do sada smo pokazali da postoji jezik (konstruisali smo ga) koji zadovo-
ljava uslove teoreme. Predimo sada na drugi deo dokaza, u kojem zelimo da
pokazemo da ona vazi za svaki jezik koji ima barem jedan relacijski simbol.
Opisaéemo tehniku logicke redukcije o-struktura na { E'}-strukture (ili interpre-
tacije o-struktura u {E'}-strukturama), pri ¢emu je E binarni relacijski znak.

Neka je 0 = {Ry,..., Ry}, pri ¢emu je R; relacijski simbol duzine n;. Pod
logickom redukcijom jezika o na jezik {E} podrazumevaéemo niz formula:

(*) QDO(‘T),QOl(xl, cee 7xn1)7 .. '790/6(1.17 .. 'axnk)a

koji za svaku {E}-strukturu G = (G, E®) odredjuje o-strukturu G* &iji je
domen Gop ={a € G| G = po(a)} i

RS ={(a1,...,an,) € CGo | G = @i(ar,...,an)}, i=1,... k.

Teorema. Za proizvoljan relacioni jezik o = {R1,..., Rx}, postoji logicka
redukcija (%) takva da za svaku o-strukturu 2 postoji graf G = (G, E) da je
G* = .

Skica dokaza. Logicku redukciju (%) definiSemo oslanjajuéi se na poznatu

¢injenicu da za svaki konacan graf K sa n ¢vorova, postoji { E'}-formula o (21, . . .

takva da za svaki graf G = (G, E) isve vy,...,v, € G vazi: G | ok (v1,...,0,)
akko je podgraf od G generisan sa {v1,...,v,} izomorfan sa K. Grafove K,,
n > 3, prikazane na narednoj slici naziva¢emo n-oznakama (sa pocetkom a):

b3 b3 by b3 by
bQ b2 b2 b5
g £ W & Yo

bo bo bo

a a a

K K, K
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Neka je 2 = (A, R},...,R}) proizvoljna o-struktura. Graf (G, E) de-
finiSemo polazeéi od skupa A, pri ¢emu za svaki element a € A lepimo po jednu
kopiju grafa Kj (slika ispod). Relacijske simbole R;, i = 1,...,k kodiramo
redom (i + 3)-oznakama, a zatim za n;-torke iz R lepimo K, 3 dodajuéi, izme-
dju koordinata n;-torke i pocetka grafa K;,3, odgovaraju¢i broj medjucévorova
koji opisuju mesto koordinate u n;-torci. Na primer, ako je R; relacijski simbol
duzine 3, tj. n; = 3, i (a”,a’,a") € R}, onda postupamo kao §to je prikazano
na narednoj slici.

Sada samo u prilici da dokazemo jos nekoliko rezultata iz teorije konac¢nih
modela u kojima se oni razlikuju od beskonac¢nih modela, kako smo to nagovestili
u pretodnom poglavlju.

O

Posledica 2.1. Ako o sadrzi barem jedan binarni relacijski simbol tada skup:
FVAL ={p € FOlo]| ¢ recenica valjana u svim konacnim strukturama}

nije rekurzivno nabrojiv.

Dokaz. Prvo primetimo da je skup FSAT rekurzivno nabrojiv - prosto za svaku
reCenicu jezika ¢ idemo redom kroz konacne strukture i isprobavamo da li neka
od njih zadovoljava ¢, ako je recenica zadovoljiva takva struktura ¢e se pojaviti
pre ili kasnije i algoritam ¢ée se zaustaviti.

Za svaku recenicu ¢ vazi:

» & FSAT[o] akko =p € FV AL[o]

Ako bi FVAL bio rekurzivno nabrojiv, tada bismo za svaku rec¢enicu prvog reda
jezika o mogli da uzmemo njenu negaciju i proverimo da li je u jeziku FVAL[o].
Iz toga sledi da je FO[o] \ FSAT[o] rekurzivno nabrojiv pa mozemo napraviti
algoritam koji odlu¢uje FSAT[o]: pustimo da istovremeno rade algoritmi koji
nabrajaju FOlo] \ FSAT[o] i FSATo] i taj proces ¢e se za svako ¢ u jed-
nom trenutku zaustaviti pa ¢emo moci da odlu¢imo taj skup, ¢emu se protivi
Trakhtebrotova teorema. U
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Primetimo jo$s da ako bi vazila teorema potpunosti to bi impliciralo da je
skup FVAL rekurzivno nabrojiv, jer bi smo, za proizvoljnu recenicu ¢ mogli da
u nekom deduktivnom sistemu algoritamski proizvodimo redom dokaze i onda
bi smo u jednom trenutku dobili dokaz za ¢ (ako ona jeste dokaziva), te bi
iz potpunosti sledilo da je ta recenica valjana. Dakle, iz prethodno dokazane
posledice sledi da za kona¢ne modele ne vazi teorema potpunosti.

Jos jedna vazna posledica Trakhtebrotove teoreme je i to §to u teoriji kona¢nih
modela ne postoji analogon Lowenheim-Skolemove teoreme, odnosno teorema
koja bi odozgo ogranic¢avala velicinu modela za pojedine zadovoljive recenice:

Posledica 2.2. Ne postoji rekurzivna funkcija f takva da za svaku recenicu o
vazi da ako ona ima model onda je on kardinalnosti mangje of f(p).

Dokaz. Kada bi takva funkcija postojala omoguéila bi nam da za svaku re¢enicu
odlu¢imo da li ima konacan model ili ne - proverili bismo sve modele kardinal-
nosti do f(p), ako tu nema modela onda ga nikako nema. O

2.2 Faginova-ova teorema i NP

Faginova teorema je jedan od prvih rezultat iz deskriptivne teorije slozenosti
Ciji je zadatak karakterizacija klasa slozenosti tipovima logika, bez direktnog
koriséenja apstraktnih modela za izracunavanje (kakav je Tjuringova masina).
Odnosno, zelimo da pokazemo da na odredenom domenu struktura C, neka lo-
gika £ (npr. logika prvog reda, logika fiksne tacke i sli¢no) hvata klasu slozenosti
IC.

Pre prelaska na Faginovu teoremu dokazimo jednu lemu koja ¢e nam biti od
koristi u nastavku:

Lema 2.2. Neka je ® recenica prvog reda jezika o i neka je A konacna struktura.
Ako je Sirina recenice (maksimalan broj slobodnih varijabli koji moZe imati njena
podformula) k tada provera da li 2 = ® moze biti uradena u vremenu:

Ol = [12]*)

Dokaz. Pretpostavimo bez umanjenja opstosti da ® koristi simbole A, =, 3 a
ne kosristi Vv ili V. Neka su ¢1,...0;, sve podformule od ®, koje mogu imati
maksimalno k promenljivih. Konstruisimo sada za svako ¢ (tj. za svaku potfor-
mulu ¢;) ©;(2) (odnosno Code(p;(2))), koristeéi se indukcijom po slozenosti
formule. Ako ¢; ima k; slobodnih promenljivih vaziée da je o;(A) C A% i bide
reprezentovana stringom nula i jedinica duzine n* gde je n = |A|.

Ako je p; atomska formula R(z1, ..., zx,) tada je Code(p;(2)) kodiranje R u
Code(2).

Ako je ¢; jednako -, prosto éemo u reprezentaciji za ¢; () samo prebaciti
sve nule u jedinice i obrnuto.

Ako je ¢; jednako ¢; A ¢ imamo dva slucaja:

1) Ako ¢; i ¢; imaju sve slobodne promenljive jednake tada ¢;(2) dobijamo
kao konjunkciju po bitovima od ¢;(2) 1 ¢;(2(). Prosto da bi bit od ¢;(2A)
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bio 1 odnosno da bi neki vektor zadovoljio ¢; on mora da zadovolji i ¢; i
pr-

2) Ako ovo iznad nije slucaj, tada ¢;(Z, 7, 2) = wi(Z,¥) Api(Z, 2), 1 p1(A) do-
bijama pronalazeéi sve vektore @ € A%, be AV i @€ A7 takve da su bitovi
koji odgovaraju bitovima vektora (a,b) u ¢, (20) 1 bitovi koji odgovaraju
bitovima vektora (@, ¢) u ;(2A) postavljeni na 1, i onda postavljanjem i
onda postavljanjem korespodencije sa bitovima vektora (@, b, e u p;(2A)
na 1.

3) Ako je ¢;(¥) = Jzp,(z,Z) tada prolazimo kroz ¢;(A) i ako je bit koji
odgovara (a, @) jednak 1, tada postavimo bit koji odgovara @ u ¢;(2() na
1.

Svaki od ovih algoritama je slozenosti najvise O(||||*) iz ¢ega sledi nas rezultat.
O

Teorema 2.2. (Faginova teorema) 35O hvata NP.

Dokaz. 1) Pokazimo prvo da je klasa slozenosti podataka logike 3SO upravo
NP klasa. Neka je v = dR;3Rs...3R, ¢ recenice iz 350, nas cilj je sada da
pokazemo da se moze konstruisati NP algoritam M koji bi za svaku strukturu
2, tacnije receno za string Code(2l) odluc¢ivao da li 2 = . M prvo, za zadatu
strukturu 2 nedeterministicki pogadja koje su to relacije Ry, .., R,. Relacija
R; je odredjena binarnim stringom duzine n", gde je r; arnost od R; n = |A|.
Tada M odlucuje da li (2, Ry, ..., R,) = . Kako je ¢ FO-recenica ovo moze biti
odluéeno u polinomijalnom vremenu, po prethodnoj lemi. Dakle M se sastoji
od nedeterministickog pogadjanja binarnog stringa polinomijalne duzine a zatim
njegovog proveravanja u polinomijalnom vremenu, pa je klase NP.

IT) Duzni smo jos da dokazemo drugi uslov, da za svako svojstvo koje imaju
kona¢ne strukture a koje se moze odluciti u NP vremenu postoji re¢enica iz 350
¢iji kona¢ni modeli su upravo one (i samo one) strukture 2 koje imaju to svojstvo
(u takvoj situaciji mozemo reéi da je to svojstvo izrazeno tom recenicom).

Neka je dat jezik o i neko svojstvo P koje o-strukture mogu imati i koje
mozemo da testiramo u NP tj. kada imamo (kodiranu) strukture u NP vre-
menu mozemo da odgovorimo da li ta struktura ima to svojstvo. Neka nam taj
problem odlu¢uje konkretna Tjuringova masina M = (Q, X, T, 4, go, Qqa, Q) u
standardnom znac¢enju ovih simbola, kako su prezentovani u uvodom poglavlju,
i neka ta masina radi u klasi slozenosti NP. Bez umanjenja opstosti mozemo
pretpostavit da je ¥ = {0,1} a I' = {0, 1, _}, gde ¢e nam ”_” predstavljati pra-
zno polje. Pretpostavi¢emo jos i da M svoj posao zavrsava u vremenu n* i da
u radu posecuje sva polja koja je zauzeo ulazni string - sto je duzina kodiranja
konkretne o-strukture.

Recenica koja nama treba, koja ¢e biti zadovoljiva samo u modelima u kojima
vazi P je (obelezimo li broj stanja od NTM M sa m):

< HT()HTlHTQHHqO, ..., 3dH v

qm—1 =
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gde je U recenica jezika o U{<, T1, Ts, Ty, { H, }4c0 }, 0d datih relacijskih simbola
< je binarni a ostali 2k-arni. Ove simbole interpretiramo na slede¢i nacin:

e < jelinearno uredenje domena. Zahvaljujuéi njemu mozemo imati uredenje
<k na uredenim k-torkama koje onda mozemo iskoristiti za indikaciju me-
sta na traci () i trenutka u vremenu (%), kojih moze bit maksimalno n*
pa ¢e pa ¢e k-torke biti dovoljne za razlikovanje svakog od njih.

e Ty, 11, T, ¢e nam sluziti za opis koji je simbol upisan u koje polje i u
kom trenutku, bas kao i u dokazu Trakhtenbrotove teoreme. T5(p,q) Ce
oznacavati da je prazan simbol (?_”) upisan na mesto p u trenutku ¢.

e H-ovi ¢e takodje imati funkciju kakvu smo im veé pridodavali, da opisuju
kad se glava nalazi u stanju ¢, u polju p'i vremenu t.

Sada treba da definiSemo kako Ce izgledati recenica W. Pretpostavimo bez uma-
njenja opstosti linearno uredenje na A da bude <. Recenica ¥ ¢e biti konjunkcija
slede¢ih recenica:

e Recenice koja kaze da je < linearno uredenje.

e Recenice koje smo imali i u dokazu Trakhtenbrotove teoreme a koje kazu
da u svakom trenutku (u svakoj konfiguraciji) svako polje TM sadrzi upisan
tacno jedan simbol, da je u svakom trenutku glava iznad tacnog jednog
polja a masina u tac¢no jednom stanju iz @ i da M u jednom trenutku
prihvata ulaz tj. dolazi u neko od stanja iz Q.

e Recenice koja govori da prelazak iz jedne konfiguracije u drugu mora
postovati funkciju §, koje smo imali i kod Trakhtenbrota osim $to ovde
u igru moramo uvesti i nedeterminizam, pa za svako a € I' i ¢ € () imamo
reCenicu:

\/ algq,a,q’,b,mov),
(q’,b,mov)€d(q,a)

gde je mov € {L, R} a a(q,a,q’,b,mov) je recenica koja opisuje situaciju
kada masina u stanju ¢ procita a zatim upise b, pomeri se levo (L) ili desno
(R) i predje u stanje ¢, koja se zapisuje jednako kao i kod Trakhtenbrota.

e Recenice koja definiSe pocetnu konfiguraciju. Kada bi imali recenice v(p)
i £(p), za koje bi vazilo 2 = v(p) akko je p-ta pozicija u stringu Code(2l)
jednaka 112 = £(p) akko je duzina od Code(2) manja od p, tada bismo
inicijalnu konfiguraciju mogli definisati slede¢om recenicom:

. (v(7) ¢ T1 (L, 7))
Ve (ﬂu @<k ?) - Aé@HTQéW D

koja kaze da se u pocetnom trenutku na traci nalazi Code(2l) a da su sva
ostala polja prazna.
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Formula koju smo napravili, 3 < 31,371 I1>3H,,, ...,3H,,, ,
M prihvata Code(2).

Jos treba da pokazemo da formule v(p) i £(p) postoje odnosno da mozemo da
ih konstruisemo. Pokazad¢emo ovo za jezik 0 = { R} gde je R binarna relacija, $to
je situacija koja se lako uopstava na druge slucajeve. Takode éemo pretpostavit
da je k = 3, a za porizvoljno k se sli¢no izvodi. Neka je takodje A = {0,1,...n —
1}, pa porzicije zapisujemo uredjenim trojkama elemenata iz A, p= (p1, p2, p3)-
Kako imamo samo jednu relaciju duzine 2, to je Code(2() duzine n? +n+ 1, dok
P predstavlja polozaj pin? + pan + p3, odakle je jasno da p; ne moze biti vede
od 1 ako hoéemo da v(pi) vazi u A. Ako je p; = 0 tada p oznacava poziciju
pan + p3 a tada pa ne moze biti 0 da bi v(p) bilo tacno jer prvih n + 1 mesta u
kodu od 2l oznacavaju broj elemenata od A, prvih n mesta su nule. Ako p3 # 0
tada je pan +p3 = (p2 — 1)n+ (p3 — 1) + (n + 1) a to je pozicija na stringu
Code(E) koja odgovara paru (ps — 1,p3 — 1) (odnosno ona je po alfabentom
poretku na mestu broj (p2 — 1)n + (ps — 1) odbrojavajuéi od mesta n + 1), pa
je v(0,pa,p3) = 1 ako vazi da su ps — 1 ip3 — 1 u relaciji R (za p3 # 0). Ako je
ps = 0 tada v vazi ako je E(ps — 2,n — 1). Dakle, formula v(p) = v(p1,p2, p3)
moze biti predstavljena slede¢om formulom:

(=9 ) r (7 @&f(zipﬁzzﬁn )|

za slucaj kad je p; = 1 se uradi slican postupak.
Jasno je da postoji formula za £(p), koja prosto kaze da kad se prede duzina
od Code(2) da su sva polja prazna.

U vazi u 2 akko

O

Kako je ve¢ napomenuto, vaznost ove teorem je u tome §to je njom klasa
slozenosti (NP) karakterisana ¢istim logickim formalizmom. Kasnije éemo videti
kako se sliéno moze uciniti i za neke druge klase. Ova tehnika nam time otvara
novi teren na kome mozemo da ispitujemo i dokazujemo stvari vezane za klase
slozenosti. Npr. da bi razdvojili dve klase slozenosti dovoljno je da razdvojimo
logike koje ih hvataju.

Kako je negacija svake recenice iz 35S0 recenica iz VSO a coNP skup kom-
plemenata svih problema koji su u NP to iz Faginove teoreme odmah sledi da
VSO hvata coNP, te da bi se dokazalo da NP # coN P bilo bi dovoljno pokazati
350 # VSO.. Posto znamo da je P = coP taj dokaz bi bio dovoljan da se
dokaze da P # NP.

Pokazimo jos jednu posledicu Faginove teoreme:

Posledica 2.3. SAT (problem zadovoljivosti iskazne formule) je NP-kompletan.

Dokaz. Jasno je da SAT jeste NP problem. Potrebno je dokazati da se svaki
NP problem moze svesti na SAT. Neka je P neki problem iz NP. Mi njega
mozemo posmatrati i kao klasu kona¢nih struktura P (to mozemo uciniti sa
svakim jezikom L C I'*, koga mozemo posmatrati kao klasu kona¢nih struktura
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nad jezikom {<} U {P, | a € I'}; naime, re¢ w = wow;...w,—1 € I'* je opisana

strukturom B(w), ¢iji je univerzum {0, 1,...,m-1}, < je interpretirano na stan-
dardan naé¢in a P, = {i | w; = a}). Po Faginovoj teoremi postoji FO-recenica
1 takva da vazi:

P={2A| A=3R,3Ry.. 3R}

Sada ¢emo prikazati redukciju koja svakoj strukturi 20 pridruzuje iskaznu
formulu vg. Za dato 2 zamenimo u :

e sve podformule Jz;p sa \/, ., plzi/a;]
e sve podformule Vz;p sa A\, ¢, plzi/a;]
e sve g-atome P(d@) njihovom istinitosnom vrednoséu u 2.

Ove se translacije mogu izvrsiti dovoljno efikasno buduéi da je takva eva-
luacija atomskih formula. Posmatrajuéi atome R;(@) kao iskazne promenljive
dobili smo formulu g takvu da:

A € P akko A = AR IR,y...3Ry akko vy € SAT
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3 Logike fiksne tacke i klase slozenosti

Kako smo videli u uvodnom poglavlju, logika prvog reda ima vrlo ograni¢en
ekspresivni potencijal, npr. za ne-lokalne osobine kao i osobine koje intuitivno
ukljucuju iterativne ili dinamicke koncepte. Na primer, tranzitivno zatvorenje
binarne relacije F je lako generisati rekurzijom na relacionom operatoru R —
RURoR gde je Ao B = {(z,y) | (z,2) € A,(2,y) € B, zaneko z}. Na
strukturi (2, E%) kardinalnosti n, iterativna primena ovog operatora pocevsi od
Ry, = E% daje niz R; 11 = R; UR; o R;. Ovaj postupak se zaustavlja u smislu da
dolazi do relacije R; takvog da R; o R; C R;, odnosno fiksne tacke R;11 = R;.
Ova konaéna vrednost R; je tranzitivno zatvorenje od E%.

U ovom odeljku ¢emo prouciti prosirenja logike prvog reda operatorima za
racunanje fiksnih tacaka, posmatrati njihovu ekspresivnu mo¢ i pokazati kako
na odredjenim strukturama ove logike hvataju neke vazne klase slozenosti.

3.1 Fiksne tacke operatora na skupovima

Neka je dat skup U i neka je P(U) partitivni skup. Operator na U je
preslikavanje F' : P(U) — P(U). F je monoton ako vazi:

ACB = F(A) C F(B).
F je inflacioni ako vazi A C F(A) za svako A.

Definicija 3.1. Skup X je fiksna tacka operatora F ako vazi F(X) = X. X
je najmanja fiksna tacka od F (Ifp(F)) ako za svaku drugu fiksnu tacku'Y vaZi
XCY.

Posmatrajmo, nadalje, niz:
X' =0, X" = F(X") 2)

F je induktivno ako za svako i vazi X* C X*T!. Jasno je da ako je F monotono
da je i induktivno jer X° = @ C F(XY) i dalje se odmotava indukcijom.
Za induktivne operatore F' definiSemo:

x~=Jxn
neN

Buduéi da mi ovde radimo sa kona¢nim modelima jasno je da ¢e se ovaj niz
jednom stabilizovati, da ée se za neko k desiti X*~1 = Xk = X°°.
Dokazimo sada da svaki monotoni operator ima fiksnu tacku

Teorema 3.1. (Tarski-Knaster) Svaki monotoni operator F: P(U) — P(U) ima
nagmangu fiksnu tacku lfp(F) za koju vaZi:

Up(F) = (Y |Y = F(Y)} = X,

za X% =, cn X"
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Dokaz. Neka je W ={Y | F(Y) CY}. Ovaj skup jeste neprazan jer za U vazi
F(U) C U. Dokazimo prvo da je skup S = [\ W jedna fiksna tacka operatora
F, tj. da je F(S) = S. Posto za proizvoljno Y € W vazi S CY imamo F(S) C
F(Y) CY pa F(s) € S. Primenom operatora F' na poslednju nejednakost
dobijamo i F'(F(S)) C F(S) te F(S) € W odakle po definiciji skupa S dobijamo
S C F(S), pa S jeste fiksna tacka.

Neka je sada skup svih fiksnih tacaka W/ = {Y | F(Y) = Y} i neka je
S’ = W’. Kako je S element od W to vazi S’ C S a kako je W/ C W to vazi
18 C S paimamo S =5, odnosno da je S presek svih fiksnih tacaka pa je on
i najmanja fiksna tacka.

Ostalo je jos da dokazemo drugi deo tvrdenja, da je X°° = [fp(F). Jasno
je da X°° jeste fiksna tacka. Dokazimo jos da je X°*° C S tako Sto ¢emo
induktivno pokazati da svaki od skupova X pripada svakom od skupova Y iz
W. Za X situacija je o¢igledna. Neka sada za sve Y iz W vazi X? C Y. Tada
X Tl =F(XY) CF(Y)CY zasvako Y iz W. O

Neka je G sada proizvoljan operator. Definisimo inflacioni operator Gy, r;(X)
XJG(X). Samim tim on je i induktivni operator odnosno postoji nas skup
X, koji u ovom slucaju zovemo inflaciona fiksna tacka operatora G, i fp(G).

Za proizvoljan operator F' niz (2) se mozZe u jednom trenutku stabilizovati,
odnosno moze postojati neko n takvo da X™ = X"+ ili se moze desiti da se taj
niz nikad ne stabilizuje. Posto skup U ima samo kona¢no mnogo elemenata te
kona¢no mnogo podskupova - 2/U1 to ée se u prvom slu¢aju niz morati stabilizo-
vati u nekoj od prvih 2!Vl iteracija, posle ¢ega se neki od skupova mora ponoviti
i formirati se beskonacna petlja. Obzirom na ovo razmatranje definiSemo par-
cigalnu fiksnu tacku:

Fo(f) = X" ako X" = Xnt!
PIPUI =\ @ ako X" £ X" za svako n < 21U

Stav 3.1. Za monoton operator F vazi lfp(F) = ifp(F) = pfp(F)

Dokaz. Jasno je da vazi lfp(F) = pfp(F). No niz koji se stabilizuje da bi njegov
poslednji element predstavljao ifp(F), dakle niz

DCOUF(O)COUF(Q)UF(@UF(D))...
je tacno jednak, ¢lan po ¢lan, nizu:
0 C F(0) € F(F(0))

jer @ C F(Q) paje @ UF(Q) = F(0), dalje zbog monotonosti je @ U F(Q) C
FOQUF(Q)) paje QUF(Q)UF(QUF(Q)) = F(OUF(Q)) = F(F(D)) i tako
dalje. O

3.2 Logike Fiksne Tacke

Pozabavimo se sada time kako prosirujemo FO logiku operatorima fiksne
tacke. Neka je dat relacioni jezik o i neka je R dodatni relacijski simbol arnosti
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ka@(R,z1,...,xx) formula jezika o U R. Za konkretnu konaénu o-strukturu 24
ova recenica definise jedan operator na P(A¥) na slededi nagin:

Fo(X) = {(a1,...ar) € A* | A |= p(X/R, ay,...ax)}

gde se u ¢(X/R,ay,...ax) relacija R tumadci kao pripadnost skupu X.
Definigimo sada logike IFP i PFP.

Definicija 3.2. 1) IFP logika predstavlja logiku prvog reda proirenu tako da
je u njoj formula (sa slobodnim promeljivima u F) i

[ifprae(R,Z)|(1),

gde je R k-arni relacijski simbol, (R, ¥) formula, t uredjena k-torka termi
a |¥| =k, sa znacenjem:

A [ifprzp(R, 7)](a@) akko d € ifp(Fy,)

2) PFP logika predstavlja logiku prvog reda proirenu tako da je u njoj formula
(sa slobodnim promeljivima u t) i:

[pfprae(R, D))(D),

gde je R k-arni relacijski simbol, o(R,T) formula, t uredjena k-torka ter-
mova, |Z| =k, sa znacenjem:

A= [pfprav(R, T)](@) akko d € pfp(Fy)

Videli smo da ma kakav bio operator F, ifp(Fy,) i pfp(F,) ¢e postojati,
medjutim mi smo Ifp definisali samo za monotone operatore, stoga nije odmah
jasno da li bi gornja definicija bila korektna i za definisanje najmanje fiksne
tacke. Zapravo:

Lema 3.1. Problem da li prizvoljna formula prvog reda ¢ indukuje monoton
operator Fy, je neodluciv.

Dokaz. Ova lema sledi iz Trakhenbrotove teoreme i ¢injenice da za proizvoljnu
recenicu ¢ i formulu p(R, z) = (R(z) — ) vazi:

F, je monoton u 2 akko 1 je konaéno zadovoljiva u 2,

a desna strana gornje ekvivalencije je neodlu¢iva. Pokazimo jos zasto je
ekvivalencija tacna.
=>) Pretpostavimo da 1 nije ta¢na u nekoj A. Tada je A |= p(z) akko-R(x),
odnosno F,(X) = U/X pa F,(X) nije monotono.
<=) Ako 9 jeste taéna u nekoj 2 tada za svako X C A* (k je arnost od R) vazi
F,(X)=U pa F, jeste monoton u 2.
O
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Da bismo izbegli ovu nezgodnu situaciju i uspeli da definisemo [ fp, uvedimo
pozitivnosti formule u relaciji. Za formulu ¢ koja sadrzi relaciju R kazemo da
je pojavljivanje te relacije u formuli pozitivno ako se R nalazi pod dejstvom
parnog broja znakova negacije u formuli ¢ zapisanoj samo pomoc¢u veznika
-, A i 3, a negativno ako se nalizi pod dejstvom neparnog broja ovih zna-
kova u naznacenom obliku formule . Na primer, u formuli Vz3y—R;(z,y) A
—3z((Ra(z,2) V- R3(y, 2))) je pojavljivanje Ry i R2 negativno a R3 pozitivno.
Za formulu ¢ kazemo da je pozitivna u R ako u njoj nema negativnih pojavljinja
simbola R. Iz sledete leme ¢e biti jasan znacaj ovog pojma za definiciju 1fp.

Lema 3.2. Ako je (R, ) pozitivna u R tada je Fi, monotono.

Dokaz. Neka su X i Y dva proizvoljna podskupa od AF, takvi da X C Y.
Ako se R u formuli ¢ uopste ne pojavljuje (u kojem slucaju je formula takodje
pozitivna u R) situacija je trivijalna (F,(X) = F,(Y)).

Neka je sada ¢ atomska formula R(z1,...x). U tom slu¢aju ako je pojavlji-
vanje od R pozitivho mozemo smatrati da ispred njega nema znaka negacije.
Tada je Fi,(X) =X a F(Y) =Y pa F,(X) C F,(Y), tj. monotonost vazi.

Ako je ¢ = 1 A py. Tada i p1 1 o moraju biti pozitivni u R, pa su
F,, i F,, monotoni. Uzmimo najopstiji slu¢aj, da je ¢ = ¢(R,Z), gde je & =
(:L'_ia x_éa SC_é) takvo da je Y1 = 901(Ra x_ia .T_é), Y2 = ()02(Ra ‘T_éa .Z_f;) Neka (ala az, a3) €
F,(X). To znati da A = ¢1(X,a1,d2) i A = p2(X,a3,a3) pa sledi i da vazi
A = ¢1(Y,d1,a3) 1 A = (Y, d,d3) a odavde i A = (Y, a1, a3, 4d3), pa je F,
monoton operator.

Potrebno je jos pokazati da tvrdjenje vazi za ¢ = =, no iz pretpostavke
sledi da su tada sva pojavljivanja R u ¢ negativna, tj. sva pojavljivanja od
—R pozitivna (ako se u formuli ne pojavljuje eksplicitno =R tada R mozemo
zapisati kao == R) te je funkcija Fi, (-g ) monotona pa je i funkcija Fi,, (g )
(ovo se takode moze pokazati indukcijom) monotona - u opadajuéem smislu -
pa je i FL, (R monotona. ]

Sada mozemo definisati i LFP logiku:

Definicija 3.3. LFP logika predstavlja logiku prvog reda proserenu tako da je
u njoj formula (sa slobodnim promeljivima u t) i:

([ fprzo(R,Z)|(H),

gde je R k-arni relacijski simbol, p(R,Z) formula pozitivna u R, t uredjena
k-torka termi a |Z| = k, sa znacéenjem:

A= [[fprap(R, T)|(a@) akko d € Lfp(Fy)

Pozabavimo se sada sa nekoliko primera upita koji se mogu definisati u logici
fiksne tacke.

Primer 6. Posmatrajmo prvo recenicu:

QO(R’ x)?/) = E(x’ y) \ ElZ(E(xv Z) A R(z,y))
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gde je E binarna relacija i pokusajmo da odgovorimo na pitanje Sta je defini-
sano formulom [l fpr 4@ (R, z,y)](u,v). U ovom slucaju F,(X) = FU(EoX)
(gde FoX = {(x,2) | postoji y takvo da (z,y) € E, (y,2) € X}). Kada
ovaj monotoni operator sukcesivno primenjujemo pocevsi od praznog skupa do-
bijemo niz: @, E, EU E? E U E? U E3... koji ¢e dostié¢i najmanju fiksnu tacku
za neko n u obliku EU E? U ... U E", §to predstavlja tranzitivno zatvorenje
od E. Dakle formula [l fpr 4@ (R, x,y)](u,v) definiSe tranzitivno zatvorenje od
E (svaki element je u relaciji sa svakim elementom do kojeg moze ”doéi” bilo
kojim putem putujudi relacijom E). Odavde vidimo da je npr. povezanost grafa
LFP-definabilna (recenicom YuVv[lfpr . ,¢(R, z,y)](u,v) ).
Prikazimo ovo na primeru sledeéeg grafa datog na narednoj slici:

Za ovaj graf vazi:
e X0 = D,

o X'={(0,1),(0,3),(1,2),(1,3),(3,4),(57),(5,6), (1,0), (3,0, (2, 1),
(3,1),(4,3),(7,5),(6,5)}, dakle u relaciji X! se nalaze svi elementi koji su
medusobno udaljeni jednu ivicu, tj. povezanani su njome;

o X?2=X'U{(0,4),(0,2),(1,4),(2,3)(6,7),(4,0),(2,0), (4,1),(3,2)(7,6)},
na X! su pridodati jos i elementi na medusobnom rastojanju od 2 ivice;

o X3=X?=X*=Ifpryp(R,x,vy), ne postoje elementi koji su povezani
na udaljenisti vecoj od 2 ivice, a da se se medu njima ne postoji kraci put,
i u ovom koraku se nas iterativni proces zaustavlja i X? = X predstavlja
relaciju tranzitivnog zatvorenja za dati graf.

Vidimo da, recimo, (1,5) € [fpr.qy¢(R, z,y) te graf nije povezan. A
Primer 7. Razmotrimo sada formulu :

(R, x) = Vy(E(y,z) — R(y))
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Formula je pozitivna u R pa indukuje monotonu funkciju Fy,. Kada nju prime-
nimo na prazan skup, dakle F(Q), dobijemo skup - u kontekstu teorije grafova -
svih ¢vorova za koje vazi da u njih ne dolazi ni jedna ivica, odnosno ¢vorova ¢ije
je ulazni stepen jednak 0. Kada se na njih primeni F,,, dobijemo skup ¢vorova u
koje dolaze ivice samo iz ¢vorova iz skupa F(0), dakle svi putevi koji se u njima
zavrsavaju su duzine maksimalno 1. F(F(F(@))) su ¢vorovi u kojima se mogu
zavrditi putevi maksimalne duzine 2 itd. Formula [lfpr .¢(R,z)](u) definise
sve ¢vorove koji su poslednji na otvorenim putanjama, do kojih je moguée doéi
polazeéi od ¢vorova u koje ne ulazi ni jedna ivica i ne praveéi usput krugove.
Odavde je jasno da se pitanjem da li to vazi za sve ¢vorove moze saznati da li
je graf aciklican, drugim re¢ima aciklicnost grafa je LFT-definabilna (re¢enicom
Vull fpr.ap (R, )] ().

Razmotrimo i ovde kako stvari funkcionisu na grafu slicnom onom iz prethod-
nog primera, samo sa nesimetri¢nom relacijom E (ako je E simetri¢na problem
je trivijalan: X9 = X! = X°°):

Za ovaj graf vazi:

e X0 =0,

o X'=1{47}

o X2=1{4,7,5)
o X3=14,7,5,6}

X4 ={4,7,5,6} = X3 = X

Ovde vidimo da, npr. 2 € [fpr (R, z) te je graf ciklican. A
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3.3 Osobine logike fiksne tacke

Uveséemo ovde pojam simultanih fiksnih tacaka, koji ¢e nam omoguciti kom-
paktiniji i efektniji rad i izvodjenje osobina fiksnih tacaka.

Neka je o relacioni jezik i neka su Ry, ..., R, relacijski simboli arnosti redom
k1, ...k, koji ne pripadaju jeziku o i neka su x; uredjene k;-torke promenljivih.
Neka je nadalje ® kolekcija formula @1 (R1,...Rn, #1)...0n (R, ... Ry, 27,) formule
jezika o U {Ry,...R,}, koje su pozitivne u Ry,...R,,. Tada svako ¢; indukuje
operator:

F;: P(AF) x ... x P(AF") — P(A*)

koji radi na sledeéi nacin:
Fi(X;...X,) ={(a1,...ar,) | A E @i(X1/Ry, ..., Xn/Rn, a1, ...,ax,)}
Ako sve operatore F; strpamo u jedan dobijemo:
F:P(A"M) x ... x P(AF") — P(A%) x ... x P(AF)
koji je, oc¢ekivano, definisan na sledeéi nacin:
F(X1...X) = (FU(X1.. X0), Fo (X1 X0), o F (X1 X))

Za ovaj operator mozemo sli¢no definisati fiksnu tacku, da to bude skup
(X1,..X,) za koji vazi F(X1,..X,) = (X1,..X,), a (X1,..X,,) da zovemo
najmanjom fiksno tackom ako za svaku drugu fiksnu tacku (Y7, ...Y},) vazi da je
X; CYj za svako j. Sada mozemo napraviti niz poput onoga koji smo pravili u
prethodnom pasusu:

XO = (@a®7@)7 Xl - ﬁ(XO), X = U X"
neN

I ovde se moze slicno pokazati da je X°° najmanja fiksna tacka operatora F.
Mozemo jos dodati da u logici bude i formula:

[Lfpr. o)D)

sa semantikom:
A= [lfpr, 0)(@) akko @€ X

Logiku koju dobijemo na ovaj nac¢in éemo oznacavati LFPs?ult,

Primer 8. Pokazimo sada jedan primer kori$¢enja ove vrste logike u izrazavanju
vaznih osobina grafova. Posmatrajmo graf (konaénu strukturu nad jezikom
o = {FE}, gde je E binarna relacija). Neka su R, P i N tri dodatne relacije, prva
arnosti 3 a druge dve arnosti 2 i neka je ® sledeci skup formula:

p1(R,P,N,z,y,2z) = (E(z,y)A~(x = 2)A=(y = 2)) V Iu(E(z, u)AR(u, y, 2)A—(x = z))
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p2(R, N, Pz, y) = E(z,y) V Ju(P(z,u) A E(u,y) A R(x,u,y))

w3(R,N,P,x,y) = Ju(N(z,u) A E(u,y) A R(z,u,y))

Operator F' kreée od argumenta X0 = (0,0,0), i u svakom koraku dodaje
na skup X; elemente koji su za po jednu ivicu vise udaljeni medusobno, tako
da su u k-tom koraku u X¥ sve trojke (a,b,c) takve da postoji prosta putanja
od a do b maksimalne duzine k ivica koja ne prolazi kroz element c¢. Ako je k
neparno ovaj operator na skup Xs dodaje sve elemente koji su na udaljenosti
k, tako da je skup X5 skup svih parova (a,b) takvih da postoji prosta putanja
izmedu a i b neparne duzine maksimalno k, dok skup X% ostaje jednak skupu
X;f_l. Ako je, pak k paran, tada operato F na skup X3 dodaje sve elemente
koji su na udaljenosti k, tako da je skup X% skup svih parova (a,b) takvih da
postoji prosta putanja izmedu a i b parne duzine maksimalno k, dok skup X%
ostaje jednak skupu X§71. Ovaj proces ¢e se zaustaviti kada viSe ne preostane
elemenata koji bi mogli da se dodaju u neki od ovih skupova. Kada se to desi,
posle nekih n koraka jasno je da tada skupovi X7, X%, X7 redom predstavljaju
skup svih trojki ¢vorova (a, b, ¢) takve da postoji prosta putanja od a do b koja ne
prolazi kroz element ¢, skupo svih ¢vorova takvih da medu njima postoji prosta
putanja neparne duzine i skupo svih ¢vorova takvih da medu njima postoji
prosta putanja parne duzine.

Prodimo kroz ovaj proces na primeru grafa sa naredne slike:

1) X0 = (0,0,0)
2) X' = (X}, X}, X1), gde su

o X! =1{(0,1,2),(1,0,2),(0,1,3),(1,0,3), (0, 3,2), (3,0,2), (0,3,1), (3,0,1),(3,1,2), (1, 3,2), (3,1,0), (
(1,2,3),(2,1,3),(1,2,0),(2,1,0)}. Uovom skupu su sve trojke (a, b, ¢),
gde su a i b ¢vorovi direktno povezani ivicom a c je ¢vor razlic¢it i od

aiodb.
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o X3 = {(0,1),(0,3),(1,2), (1,3),(1,0), (3,0),(2,1), (3. )}. U ovom
skupu su svi susedni ¢vorovi (na medusobnom rastojanju od jedne
ivice).

e X1=0

3) X2 = (X2, X2, X3), gde su:

o X2 =X{U{(0,1,2),(1,0,2),(0,3,2),(3,0,2),(3,1,2),(1,3,2),
(0,2,3),(2,0,3),(3,2,0),(2,3,0)}. Na X{ su jos dodate trojke (a, b, c)
takve da se od a do b moze stiéi iz 2 koraka, ne prelazeéi preko ele-
menta c.

o X7=X3

o X§=1{(0,2),(2,0),(3,2),(2,3),(0,3),(3,0),(0,1),
(1,0)(1,3),(3,1)}. U ovom skupu su svi parovi elemenata (a, b) takvi
da se od a do b mov ze dodi iz 2 koraka

1) X® = (X7, X3, X3), gde su

o X3 = X%

o X3 = X2U{(0,2),(2,0)}. Ovde su dodati paravi (a,b) takvi da se
od a do b moze doéi u 3 koraka

. X{=X3
5) X* = (X{,X3,X3), gde su:
o X=X =X
o Xi=X}=Xp
o X131 = X3 =X5°
A

Sada se prirodno postavlja pitanje da li sa ovom logikom dobijamo nesto

viSe u pogledu ekspresivnosti u odnosu na obicne logike fiksne tacke. Odgovor
daje sledeca teorema:

Teorema 3.2. LFPsmult — [Fp

Dokaz. Dokaz éemo izvesti za slucaj kada postoje dve formule ¢ (R,S,Z) i
v2(R, S, ), a on se lako moze uopstiti. Neka su, prvo, F} i F dva monotona
operatora, koji su, za skupove U i V, definisani na sledeéi nacin:

F,: P(U)x P(V)— P(U)
F,:P(U)x P(V)—= P(V)
Za 'Y C U one indukuju funkcije:
Fy :P(V) = P(V), F(Z)=F(Y.Z)
G1: P(U) = P(U) Gi(X) = Fy(X,1fp(F5"))

Za ovu situaciju vazi sledeca lema
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Lema 3.3. (Bekic-ev princip) Neka je X7° prva koordinata fiksne tacke opera-
tora (F1,Fs), zadatog kako je opisano u prethodnom tekstu. Tada vaZi X7° =

1fp(Gh)

Za dokaz da je X° C Ifp(G1) dokazademo da za svako i vazi X} C Ifp(G1)
i u tom cilju éemo iskoristiti indukciju. Za FY = @ je jasno da ovo vazi i pret-
postavimo da vazi za sve X} za i-ove manje od nekog n. Takode pretpostavimo
da do istog broja vazi i Xi C Lfp(FL/P¢)). Tada imamo:

X3 = Fo(X{ ™ X571 € Ba(Ufp(Gu), L p(Fy ") = BIPO 1By P9))) = (B 7Y)

X7 = (X7 X5 C R (Ufp(Gh), Lp(FYPO)) = GL(1fp(Gh)) = Lfp(Gh)

Sto kompletira ovaj deo dokaza.
Jos je potrebno dokazati suprotan smer, [fp(G1) € X7°. Primetimo prvo
da vazi F;'' (X5°) = Fyp(X{°,X5°) = X§° pa vazi Ifp(F, ' ) C X$°. Odatle

imamo:
G1(X{°) = Fi(X{, Ufp(F5 7)) C Ry (X5°, X5°) = X¢°.

Kako je [ fp(G1) presek svih skupova A za koje vazi G1(A) C A a upravo smo
pokazali da i X§° jeste jedan takava skup to vazi [ fp(G1) C X¢°.

Ovim smo kompletirali dokaz Bekicevog principa i vratimo se na dokazivanje
nase teoreme. Po definiciji operatora Gy sledi da je [Ifpr.a](f)] ekvivalentno
formuli:

(L fpr.z¢1(R, LUfps,gpa(R. S,9)]/S, 2)|(F)

posto ova formula definise 1ft(G1) a to je po Bekicevom principu jednako X7°,
skupu koji je definisan upravo formulom [Ifpg.¢](f)]. Dakle formulu logike
LFPs™ut smo zapisali kao formulu logike LFP. Sli¢no mozemo postupiti i sa
drugom formulom logike LF P*"™* tako §to bismo sada uzeli Y C V i definisali

FY :P(U) = PU), F(X)=F(X)Y)

Gy: P(V) = P(V) Go(Z) = F(Lfp(FY), Z)

a onda dokazavsi da je X5° = I fp(Gy) dokazali da je [l fps.a](t) ekvivalentno
sa:

1fpsgea(Lfpraer(R, S, Z)]/R, S, §))()-
O
Za sada smo definisali LFP*™!* pa se logitno namece pitanje definisanja
simultanih logika inflacione i parcijalne fiksne tacke, $to mozemo uraditi sli¢no
sa definisanjem LF Psimult.

Neka je zadat ® kao kolekcija formula ¢1(Rq,...Rn, 21)...0n(R1, ... Rn, %7,)
formule jezika o U {Ry,...R,}. On generige formule F;:

F;: P(AM) x ... x P(AF») — P(AF),
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FZ(Xan) =X;U {(al, akl) | A ': SDi(Xl/Rly ey Xn/Rn, ai, ...,aki)}
ﬁ = (Fla aF?’L)

Kao i do sada napravimo niz X° = (0,0,..0), X! = F(X°).., X>™ =
UneN X"

Sada u logiku mozemo dodati formulu [i fpr, &|(t) za koju vazi A |= [Ifpr, s](d@) akko @ €
Ifp(F;). Ovako dobijenu logiku oznacavamo I FPs™mult,

Neka su sada, za istu kolekciju ® zadate funkcije:

Fii

F;: P(AM) x ... x P(AF») — P(A*),

Fl(Xan) = {(al, akl) | Ql ): Soi(Xl/Rh ...,Xn/Rn,al, ...,aki)}

—

F=(F,..,F,),
a onda i niz X0 = (0,0,..0), X' = F(X%)..., X® = (X{°,.., X>) gde
je X7° = U,en X7 za one i za koje ova unija postoja, inace je X° = 0.

Sada je logika PFP*"™“* dobijena dodavanjem formula [ifpr, s](f) za koju
vazi A = [Ifpr; o](@) akko a@ € lfp(F;).

Logike IFPsimult § pppsimult takode uvodimo radi kompaktnije i lakse
manipulacija jer ni njima ne dobijamo nista novo u pogledu ekspresivnosti logike,
odnosno vazi:

Teorema 3.3. [FPs"ut — [P j PFpPsmult — ppp,
Dokaz. Dademo dokaz za slucaj sistema ® od dve formule p1(R, S, %) i p2(R, S, T),
gde su R i S relacijski simboli arnosti k¥ = |Z|. Pretpostavimo jos i da se je-
zik o sastoji od dva simbola konstanti (¢; i ¢2) i da struktura ima barem dva
elementa.

Neka je sada T relacijski simbol arnosti k£ + 1 i neka je (T, u, Z) formula:

((u=c1) Apr(T(er, 2)/ R(Z), T(ca, 2)/5(2), 7))

V((u=c2) Apa(T(er, 2)/R(2), T (c2,2)/5(2), T)) ,

gde T'(c1, Z)/R(%) oznacava da je u formuli svaka pojava od R(Z) zamenjena
sa T(c1,Z). Tada inflaciona i parcijanla fiksna tacka ove formule izracunavaju
redom simultanu inflacionu i parcijalnu fiksnu tacku od ®, jer ona simultana
fiksna tacka koja odgovara relaciji R(S) je zapravo skup svih vektora koji za

prvu koordinatu imaju ¢;(c2).
O

Vratimo se sada obi¢noj logici fiksne tacke. Neka je data formula p(R,Z),
koja je pozitivha u R. Skupove X! = F,({0}), X? = F,(X"), ... zovemo nivoi
najmanje fiksne tacke. Svaki od njih je LFP-definabilan:

e X° formulom —(z = ) ...

e X' formulom ;(x) = ¢(pi_1/R,x)
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Ako (R, Z) nije pozitivna u R mozemo definisati nivoe ifp:
e X? formulom —(z = ) ...
o X' formulom ¢;(x) = o(@i—1/R,z) V @i1(x)

Za formulu ¢ éemo uvesti binarnu relaciju na A*, koja ée nam sluziti za
uporedivanje na kojem stadijumu niza @, F,(0),... se neki element nalazi i
pokazademo da je ta relacija lfp-definbilna. Neka je data formula ¢(R, %) koja
je pozitivna u R. Na datoj strukturi 2 definisemo:

lo|* = min{i | X' = X}

©

@ = min{i |a € X'} zaa€ X
lo* +1 zaad X

Uvedima sada relaciju <% i <% na A* (k je arnost od R):
5 o7 s |
a~<¥b akko |d|, < ‘b‘
v @
i< b akko @ <[5 1 fal? <o
a= akko |a|, < . ial, <le
Razmotrimo opet primer grafa G = (E, V) i formule:

QD(R’ z, g) = E(x’y) \ HZ(E(QS, Z) A R(Zvy))

Ona indukuje operator ¢ija najmanja fiksna tacka definiSe relaciju tranzitiv-
nog zatvorenja na grafu, kako smo videli u prethodno odeljku. Ali primetimo
da za datu formulu relacija <¥ definie upit "udaljenosti”, tj. (a,a’) <¥ (b,d’)
ako 1 samo ako postoji putanja od a do a’ i najkraca putanja izmedu ove dve
tacka je krac¢a od najkra¢e putanje izmedu b i ¢’, ili ova ne postoji.

Teorema 3.4. Za LEFP-formulu o(R,Z) relacije <¥ i =¥ (kao i njihove
negacije) su LFP-definabilne

Dokaz. Definigimo jo$ relaciju:
7 <7 akko |73 +1= 7]

Ideja je da definiSemo relacije <, <, <1, 4, Z tako da nemamo problema sa
negativnim pojavljivanjem ovih relacija (odnosno relacije R) u formuli a zatim,
kada imamo fiksnu tacku (=, <, <1, A4, A) da pokazemo LFPs™mult(< < <¥ %
) ﬁ):(_<§0’ =%, '<5107 74907 ftﬂ)

Da bismo obezbedili pozitivno javljanje relacija u formuli koristi¢éemo sledece
oznake:

e (< ()/R,Z) ¢e oznacavati formulu koja se dobije kada se u formuli ¢
svako pozitivno pojavljinje relacije R(Z) zameni relacijom ¥ < ¢, a svako
negativno pojavljinje relacije R relacijom —Z A 3. Analogno vazi ako
umesto < u formuli stoji <.
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e o(— £ (§)/R,Z) ée oznacavati formulu koja se dobije kada se u formuli ¢
svako pozitivno pojavljinje relacije R zameni sa =& 4 ¥/, a svako negativno
pojavljinje od R sa (¥ < ¢). Analogno vazi ako umesto £ u formuli stoji

£.

Definisa¢emo ih na sledeéi nacin:

)¢1( 7—a'<1’7<ﬁ = (sz'<1y);

2) 1/}2(<7 ja <fa 747 £7f y)

3) hs(=, 2, =1, 4,4, 7.9) = @(= (2)/R,Z) A ~p(= A (Z)/R, 7))
A p(= (2 VRW)\/VA (= (@)/R,2) = ¢(< (2)/R,Z))]. Ovde prva
konjunkcija govori da & € X*°, druga da ¢ & Xl‘”‘:, a treéa da ili i €
XW%HhmeW3=X%

o(< (y)/R,T), u znatenju = € X'y%;

) ¢4( 7_5 '<1 ) 7< ﬁ Z(f ﬁ 2'<1 gj’)\/ga(@/R, g)vvzﬂ@(Q/Ra 5))agde
su poslednje dve dlsJunkc1Je u znacenju "y € X7 ili X*° = (;
5) s(=, = <f. A A7) = (= 4 (§)/R, ), u znacenju "z ¢ X111,

Oznag¢imo sa U ovaj sistem formula. Sva javljanja relacija <, <, <1, 4, A u ®
su pozitivna. Mi tvrdimo da simultana [fp od ® definise {<?, <?, <7, A%, A¥
}. Tacnije reCeno potrebno je dokazati da za svako S; € {<, =, <1, 4, A} vazi
(d, 5) € lfps, v ako i samo ako d’ng, gde je SY odgovorajuca relacija iz skupa
{=%, 2%, <7, 2%, 2%}

Implikaciju ¢emo dokazati pokazujuéi da 5-orka relacija (<%, <%, <7, A%, A%
) jeste jedna fiksna tacka operatora Fy, odnosno da zadovoljava date formule.
Za relaciju <¥ stvari su jasne. Za relaciju <% takode, posto a =¥ b akko
A |= p(<? (b)/R, @), jer je skup {T | F <¥ b} upravo skup X*~! za ono k za
koje vazi b € X* — Xk~ Pretpostavimo da za neke a i b vazi @ <¢ b. Ako
je \d’|@ < |p| tada nam treéa konjunkcija (u kojoj tada vazi prva disjunkcija,
o(= (@)/R,b) ) iz 3) daje da b € X!9+1 a prve dve konjunkcije su ocigledno
tacne (prva kaze da @ € X7, za neko j, a druga da be X147) . Ako je |@]? = ||
tada iz trece konjunkeije vazi druga disjunkeija (koja kaze da je xlal, poslednji
nivo) a prve dve konjunkcije takode vaze. Obrnuto, ako za ovu 5-orku relaciji
neko @i b zadovoljavaju 13 to znac¢i da @ € X7, za neko j, a b o4 Xl po
prve dve konjunkcije, a kako vazi i tre¢a to imamo jos i da je b e xla+l il @
upgda u fiksu tac¢u u poslednjem stadijumu rekurzije te b nije u fiksnoj tacki tj.
‘l;’ =lp* +1= |6|il + 1. 4) i 5) deo su jasni.

9oDrugi deo dokaza ¢emo izvrsiti indukcijom. Dokazademo da ako su (a,b) u
nekoj od relacija (<%, <%#, <7, A%, #¥) da su tada oni u odgovarajuéem zavrsnom
stadijumu izra¢unavanja [ fp*™** X’ Baza indukcije |b|3 = 1. U ovom slucaju
a i b ne mogu da se nadu u relacijama <% i <. Ako su u relaciji a <% b
to moze biti samo ako \aﬁ = |b|g = 1, odnosno imamo da 2 = ¢(D/R,a) (i
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A = (D/R,b)), odnosno (a,b) € X4. Ako su a A? b tada vazi A = ¢(D/R,b),
tj. (a,b) € X}. Akoa A% btada 2 = ~o({0},a) posto [al5 # 1, tj. (a,b) € X3.

Induktivni korak: Pretpostavimo da teorema vazi za sve b takve da |b|?: < 7,

za neko j. Neka je |b\i‘ =j.

Izvedimo najpre dokaz za relaciju <{. Neka je a <7 b. Kako je |a|il <

|b|§;l to |a\iL < ||* pa vazi formula o(< (a)/R,a). Iz istog razloga vazi
—p(— £% (@)/R,b) pa po indukeijskoj hipotezi vazi £% (a) =4 (a) te vazi
L =p(= £ (2)/R, §)-

Jos je ostalo da dokazemo treéu konjunkeiju. Ako je |b|il < |o|™ tada vazi

©(=¢ (@),b) pa po induktivnoj hipotezi vazi ¢(= (@,b). Ako je |b|?0l =
o[ + 1 tj. afS = |¢|™ pa vazi formula Vz(p(= A% (@),7) — @(<¥
(@), (%)), pa po LH. vazi formula Vz(o(— £ (d@),2) — ¢(< (@), Z2)), te
(a,b) pripadaju fiksnoj tacki od 3.

Neka vazi a <% b. To znaci da postoji vazi formula 3z(a =¥ z <{ b), a
kako je |z|2 < j to po induktivnoj hipotizi i prethodno dokazanom imamo
dazatozvazia <z <1 b

Neka vazi a <¥ b. Tu imamo dve moguénosti, da je a < bidajea <% cza

. Cop A . . . e .
neko c za koje vazi |c\¢ < j, a u oba slucaja mozemo iskoristiti induktivnu
hipotezi i ve¢ dokazane slucajeve, te nam vazi a < b.

Neka vazi a A% b. Pretpostavimo da |b\?; > 11idau Xg° postoji barem
jedan element - u suprotnom bi vazila druga odnosno treéa disjunkcija u
formuli 15. Tada postoji ¢ takvo da ¢ <f b a za to ¢ vazi i a A% ¢ i
|c\i{ < j pa po induktivnoj hipotezi i prvodokazanoj stavci sledi zakljucak
dajea £Ab

-

Za a £¥ b je po definiciji jasno da vazi —¢(— 4 (b),d) pa vaziia £ b.

Posledica 3.1. (Gurevich-Shelah) IFP = LFP.

Dokaz. Jasno je da je LFFP C IFP. Suprotan smer, [FFP C LFP, se doka-
zuje indukcijom po slozenosti formule, no jedini sluc¢aj koji treba razmotriti je
formula i fpr z¢(R, ). Uzmemo li, bez gubitka opstosti, da ¢ generise indukti-
van operator tada imamo da je formula [i fpgr zp(R, %)]() ekvivalentna formuli
©(=<? (t)/R,1), 5to je, po upravo dokazanom, formula LFP logike. O

3.4

LFP, PFP - veza sa klasama PTIME i PSPACE

U ovom odeljku ¢emo pokazati da logike fiksne tacke - nad uredenim struk-
turama - hvataju neke vazne klase slozenosti. Uredjena je ona struktura u kojoj
je binarni relacijski simbol interpretiran kao linearno uredenje domena.
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Teorema 3.5. (Immerman-Vardi) LFP (a time, po Gurevich-Shelah teoremi i
IFP ) nad uredenim strukturama hvata PTIME.

Dokaz. Potrebno je, dakle, dokazati da se za svaku uredenu strukturu 2( i za
svaku LFP-recenicu ¢ u slozenosti PTIME moze testirati da 1i 20 = ¢, a zatim
dokazati i da za svaku osobinu P uredenih struktura koju je moguce testirati u
slozenosti PTIME postoji recenica ¢ jezika LFP takva da 2( = ¢ akko 2 ima
osobinu P.

Prvi deo dokaza izvodimo indukcijom po slozenosti formule. Ovde ¢emo
razmotriti samo slu¢aj osnovne formule oblika [ fpr zp, a sluc¢ajevi kvantifikatora
i veznika se resavaju kao §to smo uradili u dokazu leme 2.1. Neka je n = |2].
Racunanje fiksne tacke se obavlja najvise u n* iteracija gde je k broj slobodnih
promenljivih od ¢. Kako je svaku iteraciju moguce izra¢unati u polinomijalnom
vremenu od n (potrebno je isprobati najvise n* promenljivih u formuli, a kad
ih jednom ubacimo onda je proveru da li ta kombinacija zadovoljava formulu
moguée uraditi u polinomijalnom vremenu, kako je pokazano u lemi 2.1.), to iz
ove ¢injenice sledi na$ rezultat.

Za drugi deo dokaza éemo iskoristiti tehniku koju smo upoznali kroz dokaz
Trakhtenbrotove i Faginove teoreme. Pretpostavimo neku osobinu P za koju je,
za datu linearnu strukturu 2 moguée u PTIME-u odrediti da li je ona poseduje.
Nas zadatak sada postaje da konstruisemo LFP-formulu koja ¢e biti zadovoljiva
tacno u onim modelima koji imaju tu osobinu. Neka Tjuringova masina M =
(Q,%,T,6,90, Qaccept, Qreject), sa oznakamo u smislu na koji samo navikli u
ovom tekstu, odlucuje da li data struktura poseduje osobinu P. Bez umanjenja
opstosti pretpostavimo da je ¥ = {0,1}, T' = {0,1, _}, kao i da postoji samo
jedno prihvatajuée stanje, ¢,. Neka M radi u n* vremenu i neka je to vise nego
§to je potrebno mesta za kodiranje o strukture sa n elemenata.

Po isprobanom receptu, a buduéi da ima linearno uredenje na elementima
koje indukuje (leksikografsko) uredenje na k-torkama (<j) éemo napraviti predi-
kate To (P, f), T (P, f), T5(p, f) koji ¢e nam koristita za iskazivanje da se u trenutku
t na poziciji p nalazi upisana redom 0, 1 ili _ (prazan simbol) kao i predikate
(Hy (P, f))qEQ koji govore da se glava masine u trenutku ¢ nalazi iznad pozicije
P, & u stanju q.

Konstruisimo sada sistem formula ® ¢ija ée simultana I fp biti (Ty, T1, Ta, (Hy)geq)-
On ée se sastojati od formula ¢;(Ty, Th,Ts, (Hy)eeq), za sve i € {0,1,2} i
0q(To, T1, Tz, (Hy)geq) za svako ¢ € Q. Neka su v i £ iste one formule iz dokaza
Faginove teoreme, dakle v(p) je tacno ako se na p-toj poziciji ulaznog koda na-
lazi 1 a £(p) vazi ako je p’ veée od broja pozicija na ulazu (koda strukture 2/).
Formule konstruisemo na slede¢i nacin:

po= (=0 A (@) A ~EE)V ((E=0) A ao(t = 1,5, To, T, (Hy)geq)),

Sto je formula koja ¢e definisati relaciju Tp, gde je ag formula zadaje uslove pod
kojima se iz jednog momenta (£-1) prelazi u naredni () u kojem ¢e vaziti relacija
To (P, 1):

ap = [To(p, f—l)/\Vq € Q-H,(p,t = D]V [3¢q € Q3z el,rHy(p, f—l)/\5(q,p) = (q1,0, )]
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Formula koja ¢e definisati 77 ima slican oblik:

pr=(E=0 A v@E) A €)YV (SE=0) A or(t—1,5,To,T1, (He)eeq)),

gde je oy formula, koja uslovljava tranziciju iz jednog u naredni trenutak ¢, u
kome vazi Ty (P, t):

a1 = [T1(F,T=1)AYg € Q~Hy(7,1-1)] V [Bg, ¢1 € Q3x € I,rHy (7, t-1)A(8(q,p) = (¢1,1, )]

U istom duhu zapisujemo i formulu za relaciju T5:

p2= (=0 A (@) A @)V ((E=0) A as(t—1,7,To, T1, (He)eeq)):

gde je as formula:
ay = [To(p, t—1)AVq € Q-Hy(p,t-1)] V 3¢, q1 € QIx € I, rHy(p,1—1)A(8(q, p) = (q1, - v)].

Formula koja ¢e rekurzivno dati relaciju Hy, ima oblik:

Vo = (E=0AP=0)V (~(t=0) A ag(t—1,5,To, T1,(Hy)eeq)),
gde je ag, formula:
g =3¢ €QIz €T3y € I,rHy (P, — 1) A (5(¢q,p) = (o, 2, y)

Dok za ostale ralcije H, € @, koje po prirodi stvari ne mogu vaziti u
pocetnom trenutku formule uzimaju donekle drugaciji oblik:

0= (> 0) A ay(t—1,5,To, T, (Hy)geq)),
gde je oy formula:
Qg = HQ1 € QE'J? € ley € l7TH 1(]3: {_ 1) A (5(Ql7p) = (Q7xay)

Za ovako zadato ® n-ta iteracija u izrac¢unavanju fiksne tacke rac¢una konfi-
guracije od M za vremena manja od n. Odatle sledi da formula:

353tli fpm,, o) (5, )

u stvari testira da li 2 ima osobinu P, a posto smo videli da je [FPsmult —
IFP = LFP odatle sledi i rezultat koji dokazujemo. O

Pozabavimio se sada PFP logikom, koja takode hvata jednu znacajnu klasu
slozenosti:

Teorema 3.6. PFP nad uredenim strukturama hvata PSPACE

Dokaz. Prvo valja pokazati mogucénost evaluacije PFP-formule u PSPACE vre-
menu. Za formulu pfpr z¢(R,Z) postoje dve opcije: 1) da za neko [ vazi
X! = X1y kom slucaju se pfp dostize, ili da takvo k ne postoji, u kom
slucaju je pfp(F,)=0, odnosno formula je netacna. Za evaluaciju je potrebno
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napraviti distinkciju izmedu ova dva slucaja. To mozemo uraditi tako Sto nu-
merisemo sve moguée podskupove od AF - a to je moguée uraditi u PSPACE
slozenosti - tih skupova ima 27" aza zapisivanje tog broja je potrebno n* bitova,
a zatim racunati niz X%, X!, X2, ... i proveravati da li se neki od podskupova
iz A¥ ponavlja ili se na kraju niz zaustavlja u kojem slucaju smo izracunali
pfprzp(R,Z). Svaki od medjukoraka kojih ima maksimalno on* je moguce
obaviti u PSPACE slozenosti ¢ime zavrsavamo ovaj deo dokaza.

S druge strane, neka je M PSPACE Tjuringova masina zadata kao u dokazu
prethodne teoreme. Pretpostavimo, bez umanjenja opstosti da M za ulaz duzine
n ne zahteva vise od n* mesta na traci, za neko k.

Konstrusimo prvo formulu takvu da ¢ée iteracije F;'H(@) predstavljati -
tu konfiguracije od M na ulazu koji predstavlja string reprezentaciju od 2.
Sada ne¢emo morati da eksplicitno vodimo evidenciju vremenskom trenutku,
tj. da imamo posebnu promenljivu za njega. Ako je x = (g¢,l,4,b) vektor ¢ije
koordinate redom predstavljaju stanje, poziciju TM-glave, indeks polja na traci
i ono §ta je upisano u polju, imamo:

o(R,q,1,i,b) := (=3xR(x) A polq, 1, 1,0)) V (3xR(x) An(R, q,1,i,b)),

gde ¢ opisuje pocetno stanje na ulazu koji predstavlja string reprezentaciju
od . Formula n(R, ¢,l,4,b) daje opis konfiguacije koja neposredno sledi nakon
konfiguracije opisane sa R, te dalje iteracije nece biti prazne, a videli smo, iz
prethodnog teksta, da su obe FO-formule (i ¢g i 7). Tada formula:

wo(x) = PFPR7I7()O

opisuje zavrsnu konfiguraciju od M na ulazu Code(2). Ovako definisana re-
lacija nije prazna poSto je M masina koja u svakom slucaju dovrsava svoje
izracunavanje (zaustavlja se). Odatle sledi da:

¢ := FiTYo(gaccept, L, 4, b)
definise da masina prihvata ulaz Code(2). O

3.5 DATALOG i logike fiksne tacke

Cilj ovog odeljka je predstavljanje jednog jezika koji vucCe koren iz teorije
baza podataka i ispitivanje njegovih tesnih veza sa logikama fiksne tacke.

Jedan od najceséih tipova upita koji se javljaju u radu nad relacionim ba-
zama podataka je upit oblika 7 SELECT..FROM..WHERE A and B and C
and...”. Oblik koji se javlja iza re¢ci WHERE ima jednostavnu logicku karakte-
rizaciju:
Definicija 3.4. FO-formula koja se sastoji od egzistencijalnog kvantifikatora 4
atomskih formula koje su spojene konjunkcijom se zove konjunktivni upit.

Dakle konjunktivni upit je upit je formula oblika:
$(&) = 3 \ (@, 9),

K2
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§to mozemo zapisati i u obliku:

Ry (Z) : —on (7, 4), a2(Z, ), .., am (T, 9)
Ovako na R, mozemo gledati kao na dodatni relcioni simbol. Izraze ovog
oblika zovemo ”pravila”, pri ¢emu je izraz sa leve strane znaka :- ”"glava’a sa
desne "telo” pravila. DATALOG program sadrzi nekolicinu ovakvih pravila:

Definicija 3.5. DATALOG program nad jezikom o je par (I, Q)), gde je II skup
pravila oblika:
P(Z) : —a1(Z,9), aa(Z, §), ..y am (T, 7),

gde P nije relacijski simbol jezika o, dok su «;(Z, §) ili atomske formule (R(x,vy),
R € o) jezika o ili glave drugih pravila iz 11, dok je Q takode glava jednog od
pravila iz I1, koja je posebno izdvojena i predstavlja rezultat programa. Relacije
koje nisu iz o a koje sacinjavaju glave pravila se zovu “intenzionalni predikati”a
oni 1z o “ekstenzionalni predikati”.

Jezik DAT ALOG., je prosirenje jezika DATALOG gde se u telu pravila mogu
Javiti i negacije atomskih formula (—R(x,y)).

Neka su, sada, Py, .., Py svi intezionalni predikati jezika DATALOG, arnosti
redom r; i neka su sva pravila u kojima je glava P; sledeéa (ima ih recimo [):

Py(Z) 1 —al (T, 91), &b (T, 90), .., ok, (T, 90),

i neka su Y1, ...Y} skupovi gde Y; C A™ . DefiniSemo operator Fii(Y7,...Yy) =
(Zl, Zk)

l

j=1

Z; = {66 A"

Ova funkcija se zove operator neposredne posledice, jer svi elementi skupa Z;
mogu biti izvedeni iz nekog od pravila iz II ¢ija je glava P; a intenzioni predikati
interpretirani kao skupovi ¥ = (Y1,..Yy).

Tipi¢an primer DATALOG programa je:

trel(z,y) : —E(z,y)

trel(z,y) : —E(x, 2), trel(z,y),

gde su pravila, dakle, da su z i y u tranzitivhom zatvorenju ako postoji ivica
(z,v), ili postoji ivica (z, z) za neko z koje je u tr. zatvorenju sa y. Ovde vidimo
primer pravila koje se rekurzivno pojavljuje. On za rezultat ima @ relaciju trcl.

Usled pozitivnosti u svim intezionalnim predikatima, operator Fiy je mono-
ton pa ima najmanju fiksnu tacku (Ifp). Dakle kreéuéi od skupa (9,9, ...0)
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primenjujuéi operator Fi na kraju dolazimo do (Py°,...Pg°). Rezultat od (II, Q)
je

QY =A{a| A= [lfpgel(@)},
gde je @ kolekcija formula:

i(E, Py, Py, .. Py) = \/ 3y;[od (Z,9) A .. A (0d, (Z,§)].
J

dakle programi DATALOG i DATALOG- se mogu izraziti u logici LFP.
Oblik formula ¢; nam daje motivaciju za narednu definiciju i teoremu:

Definicija 3.6. Neka je dat relacioni jezik o. Logika egzistencijalne najmanje
fiksne tacke (ALF P) je restrikcija LFP-a tako da:

e samo atomske formule mogu biti pod dejstvom negacije
o univerzalni kvantifikatori nisu dozvoljeni
Teorema 3.7. ILFP = DATALOG-,

Dokaz. Jedna strana jednakosti, DATALOG-, C 3LF P, je dokazana u prethod-
nom razmatranju. Za suprotan smer je potrebno dokazati da se svaka formula
iz ILF P moze prevesti u DATALOG-, (II,, Q) koji ¢e kao rezultat za svaku
strukturu 2 vracati tacno ¢(2(). To radimo na sledeéi nagin:

o Ako je ¢(&) atomska formula ili negacija atomske formule tada je II, =
{Qp - —p(0)}
Ako je (&) = p1 A ¢o tada

I, =, UL, U{Qu(Z) : —Qup,. Qu, }

Ako je o(Z) = p1 V p2 tada

I, =y, Ull,, U{Qu(F) : —Qp,, Qu(T) 1 —Qp, }

Ako je ¢(Z) = Jyip1 (2, ) tada

H<p = Hapl U {Qtp(‘f) : _QSOI (‘fv g)}

Ako je ¢(Z) = [l fprg¥ (R, §)|(Z) tada za ve¢ imamo program za 1 a kako
je pojavljivanje od R pozitivno u 1 ono ostaje pozitivno i u ¢ pa nam je:

Iy =Ty U{R(Y) : =Qu(9), Qe () : —R(D)},

§to nam je dovoljno da kompletiramo dokaz. O
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Mi smo do sada videli da LFP nad uredenim strukturama hvata PTIME, ali
pitanje od najveceg interesa - i joS uvek otvoreno, kao $to ¢emo videti - da li
postoji logika koja hvata PTIME slozenost nad svim kona¢nim strukturama?

Neka su zadate dve 2; i 205 strukture istog jezika nad istim domenom, s tim
§to za svako R € o vazi R®™ C R*2. Jasno je da tada, za DATALOG jezik
(II, @) vazi da je (II, Q)(”A1) C (II, Q)(™A2). Medutim, postoje osobine (upiti)
koje su definabilne u PTIME a nisu monotone, pa DATALOG ne hvata PTIME.

Iz Sliénog razloga ni DATALOG- ne uspeva da uhvati PTIME slozenost.
Naime, ako opet imamo dve strukture 24, ¢ 25 istog jezika ali koje sada ne moraju
biti nad istim domenom veé vazi A; C Ay a takode za svaki rel. simbol R vazi
da je R¥: restrikcija od R*2 na A; tada takode vazi (IT, Q) (1) C (I1,Q)(A2). S
druge strane postoje PTIME upiti koji zadovoljavaju uslove ali nisu monotoni.

Ovoj situaciji mozemo doskociti tako sto obogatimo strukture relacijom suk-
cesije ("succ”) i sa dve dodatne konstante za isticanje minimalnog i maksimal-
nog elementa (min, max), $to ¢e onemoguditi da se steknu uslovi iz prethodnog
pasusa, da 2; bude substruktura ;. U ovoj situaciji vazi sledeca.

Teorema 3.8. DATALOG- hvata PTIME nad strukturama sa koje imaju re-
laciju sukcesora i konstante za minimalni © maksimalni element.

Dokaz. Potrebno je dokazati samo jedan smer (drugi je pokazan): ako je K
neka klasa struktura koje zadovoljavaju uslove teoreme a odluciva je u PTIME-
u, onda ona moze biti definisana DATALOG-, upitom.

Neka je M PTIME Tjuringova masina sa skupom stanja ) i alfabetom X
koja prihvata strukture iz K i radi u slozenosti n*. Konfiguracije od M éemo
predstaviti re¢ima #wyws - - - w;—1(qW;)W;i41 - + - Wy—1 # nad radnim alfabetom
I = SU(QxX)U{#}, gde je m = n*. Akcije masine M predstavljamo funkcijom
d : I'® = T, gde je za konfiguraciju C = cgcy - - - ¢, naredna konfiguracija
NEXT(C) = ¢yc} - - - ¢, odredena pravilima:

co=c,=H# i c,=08(ci_1,¢i,¢i1), zal<i<m-—1

Neka je S 2k-arni relacioni simbol i neka je IIg DATALOG- program sa
glavom S, koji racuna sledbenika od uredene k-torke i neka je 3, (&) formula
takva da 2 |= S, (p) ako i samo ako se na mestu p ulazne konfiguracije nalazi
simbol w. Neka je (I, Q,,) DATALOG program koji vrac¢a 3, (&).

Predstavimo izracunavanja od M vektorom C= (Cu)wer 2k-arnih relacija:

C., = {(p,1) | §— ti simbol konfiguracije u trenutku # je w}
DATALOG-, program koji odgovara TM M se sastoji od:
1) programa IIg koji definiSe relaciju sukcesora na k-torkama
2) programa II,, koji opisuje ulazni string

3) pravila:
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Cy (midz, t)
—QuT, za sve w € T' — {#}

-,

Cu(7,0)

4) Za svako 7,v, ¢, w za koje vazi (7, v, ¢) = w pravila:

t/>7 CT(f,t—}a CU(E t_>a C¢(g7t—>

—

7U7
Co (7,1 : =S(&,7), S(P.7), S(L.

5) pravila:
Acc: —Cy,..0(D,1)

Pravila 3) nam govore o po¢etnom stanju na traci, pravila 4) o tome kako
se menjaju konfiguraracije od M, ako je t' neposredni sledbenik trenutka ¢ a
pravilom 5) smo napravili relaciju (Bulovski predikat) Acc koja je ta¢na ako i
samo ako se M zaustavlja u prihvatajuéem stanju. Sada M prihvata Code(2l)

ako i samo ako je upit (IIps, Acc) tacan u 2.
]

3.6 Logika Tranzitivnog Zatvorenja

U ovom odeljku ¢emo se pozabaviti logikom baziranom na operatorima za
izracunavanjem tranzitivnog zatvorenja a onda ¢emo pokazati da su i oni ekvi-
valentni nekim poznatim klasama slozenosti.

Definicija 3.7. Logika tranzitivnog zatvorenja (TrCl) predstavlja ekstenziju lo-
gike prvog reda, tako $to je u mjoj formula i:

[tTleﬂ(P(f» 7, Z)] (Flv F?)v

gde je o(Z, 4, Z) formula sa |z| = |y| =k, a slobodne pronzenl‘];z;ve su Z,t1 i ts.
Zadata struktura 2 i vrednosti d,ay i as redom za Z,ty i to generisu graf G
sa wicama: oo o
{(b1,b2) | A = (b1, b2, @)}
Tada:

A = [trelz go(Z, 9, d)| (a1, az) akko (ai,a3) pripada tranzitivnom zatvorenju od G.
Teorema 3.9. TrCl hvata NLogSPACE nad uredenim strukturama.

Tranzitivno zatvorenje grafa je moguée izracunati u NLogSPACE slozenosti
(krenemo od jednog ¢vora i pogadamo slededi, pri ¢emu je potrebno samo da
pamtimo na kojem smo ¢voru i koliko smo ih do sada prosli, dok ne stignemo
do Zzeljenog ¢vora, ili odbacimo), te nam u induktivnom dokazivanju toga da se
je svaku rec¢enicu TrCl Logike mogudée evaluirati u NlogSPACE-u re¢enica koju
smo dodali da bi napravili tu logiku nece predstavljati problem. Ono $to hoce,
medutim je znak negacije koji se moze javiti ispred te formule, zbog prirode
definicije nedeterministicke masine. U cilju prevazilazenja ovog problema de-
finisimo logiku PosTrCl u kojoj ¢ée se operator tranzitivnog zatvorenja javljati
samo sa pozitivnim predznakom. Sada smo u prilici da dokazemo dva tvrdenja,
preko kojih ¢emo posredno dokaziti i nasu teoremu:
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T1: Nad uredenim strukturama PosTrCl = TrCl
T2: Nad uredenim strukturama PosTrCl hvata NLogSPACE

Dokazimo prvo tvrdenje T2. Sada imamo situaciju da se negacija moze
primenjivati samo na formule prvog reda, pa se moguénost evaluacije PosTrCl
formula u NlogSpace izvodi indukcijom kakvu smo veé izvodili u ovom radu.
Za dokaz drugog smera pretpostavljamo da postoji NTM M koja u slozenosti
NLogSPACE odlucuje neku osobinu P o-struktura i neka M ima dve trake,
jednu samo za ¢itanje i jednu radnu. Ulazna traka prima string Code(2l) a
radna traka ne trosi vise od clog(n) mesta, za neku konstantu c i kardinalnost
univerzuma strukture n.

Polozaje na traci oznacavamo vektorima p, ¢ija dimenzija zavisi od o, pa je
za njegov opis potrebno ¢(o) pomenljivih. Stanje ulazne trake za ¢itanje moze
biti opisano kao u dokazu Faginove teoreme. Za opis radne trake potrebno je
opisati koji simbol je upisan u kom polju, nad kojim poljem se nalazi ¢itajucéa
glava i u kom stanju je masina. Ako se radni alfabet sastoji samo od nula i
jedinica tada je broj stringova koji mogu biti zapisani na traci u datom trenutku
jednak 2¢1°8(") = n¢ a za njihovo razlikovanje nam je potrebno ¢ promenljivih
(odnosno vektor sa ¢ koordinata). Za opis stanja i pozicije glave nam treba |Q)|
promenljivih, pa nam je ukupan broj promenljivih potreban za razlikovanje svih
konfiguracija jedak ¢+ |Q| + ¢(o).

Ako @init(00) govori da je v pocetna konfiguracija, ¢ fin(vq) da je v, prihva-
tajuca konfiguracija a @ne.+ (01, 02) da se iz konfiguracije v7 po pravilima masine
prelazi u konfiguraciju v3, tada je klasa struktura koje prihvata M definisana
formulom:

F0630a (Pinit (V0) A @ pin(Va) A [trcle et (T, 9))(00, Va)) (3)

Uvedimo sada nove oznake za minimalni i maksimalni element na skupovima
vektora pomocu kojih opisujemo konfiguracije, neka je min minimalni vektor,
vektor ¢ije su sve koordinate min a max vektor ¢ije su sve koordinate max.
Pomodu njih formulu za prelazak iz jedne konfiguracije u drugu mozemo dopuniti
tako da postoji opcija da se iz minmalne konfiguracije prelazi u pocetnu a iz
zavrsne u maksimalnu:

Orewt (U1,12) = Preat(01,03) V (07 = min A @;n1(v2)) V (03 = max A @i, (V1))

Sada jednacinu (3) mozemo da zapisemo i kao:

—

[trels 70 ee: (T, 7)) (min, max),

tj. ovom formulom moze biti definisana svaka osobina koju je mogucée odluciti
NLogSPACE masinom.

Dokazimo sada i T1. Jasno je da je potrebno resiti samo sluc¢aj negacije, tj.
pokazati da —[trelz yo(Z, §)] (min, max) ekvivalentna formuli iz PosTrCl
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Za proizvoljnu formulu ¢(Z,¥) i datu strukturu 2 definisemo d%(d’, 5) kao
rastojanje izmedju @ i bu grafu ¢ije relacije definise ¥ (). Ako @i b nisu povezani
onda dﬁ(&’, b) = oo. Nadalje, definisemo za svaki element skup elemenata do
kojih se od njega moze doéi:

Reach® (@) = {b e A* | d%(a@,b) # oo},

pa imamo:

A = —trelz yo(Z, ¥)] (min, max) akko |Reachg(min)| = ‘Reachg(f’yamﬁ(g:m)(min)

Primetimo i da bi formula — [trclf’g@(f, gj)] (min, max) bila ekvivalentna PosTrCl-
formuli:
Hz(w¢(min, Z) A W (7,7) A (F=max) (min, 7)),

ako bi za svaku formulu ¢ postojala PosTrCl-formula wy, (&, Z) tako da 2 =
wy(d, €) onda i samo onda kada je ‘Reach%(c’i) = C, §to ¢e nam dati sledeca
lema:

—\

Lema 3.4. Za svaku formulu prvog reda (%, §) postoji PosTrCl-formula wy (&, Z)
takva da za svaku strukturu A vazZi:

A = wy(d,c) akko |Reach%(d’)| =7
Dokaz. Definisimo: - ~
r3@e) = |[{b| d3(@b) < 3|
Ako bi postojala formula 60, (%, 7, 71, 723) sa znacenjem:
A= 0y(d, € ci,c3) akko r)(@,€) = — ry(@,e+1) = é,
tada je formula w,y definabilna sa:

[trel 5,035 (03 = 01 + 1) A0y (7,41, 21, )] (min, min, 10, 2)
Ovde je 10 vektor koji predstavlja najve¢u moguéu vrednost od d?/f(c'i, 5),

tj. vrednost |A|k k + 1 vektor (co,c1,...,cx) predstavlja udaljenost duzine
conk + clnl’“*1 + ... 4 cg_1n+ ck.

Jo§ nam ostaje da vidimo kako se 6, moze konstruisati.

Naredna PosTrCl-formula dy(Z, ¥, Z) zadovoljava uslov da 2 = dy (@, b, )
ako i samo ako d%([i, b) < &

dw(fa 377 Z) = [trClI3217$EZ§ (%Z}(:ELIHQ) A (ZA1 < ZE))](fv min, g’ Z)

Nadalje, kako vazi da je ri}[((i, €+ 1) = ¢ ako i samo ako:
&+ |{b | d%(@,b) > &+ 1} = 10,
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Sto nas zadatak pretvara u potragu za PosTrCl formulom koja ¢e izrazavati ovaj
uslov.

Pre nego $to je nademo, pokazimo da PosTrCl logika ima pogodnu osobinu da
nad uredenim strukturama omogucéava brojanje, odnosno da za svaku PosTrCl
formulu (&) postoji PosTrCl formula o,(y) za koju vazi A = o,(@) akko

{b| 2 = (b)}| > @ Prosto mozemo numerisati sve moguée b-ove i proveriti

-,

za svaki od njih da li vazi A = ¢(b), Sto moze biti uradeno u slozenosti NLog,
pa i problem da li & |= 0,(@) moze bit odlucen u toj slozenosti, te moze biti
izrazen PosTrCl logikom.

Formula dg((i, b) > &+ 1 jeste negacija PosTrCl-formule d%((i, b) < &+
1 (odnosno formule dy(a, l;,é'+ 1)) i ona nije u PosTrCl. No, pretpostavimo
d?pl((_i7 €) = ¢1. Sada:

—. -,

e Ako je &= min onda d3(d,b) > 1 akko —(a,b)

e Ako ¢ # min tada d% (@, E) > é+1 akko postoji ¢ vektora fkoji su razlic¢iti
od b takvih da za svako fvazi dﬁ(&’, f) <ei —n/;(j?, 5) Sada se formula d,
javlja bez znaka negacije i da bi izrazili d%(d’, b) > €+ 1 prebrojimo koliko
ima f:ova koji zadovoljavaju gorenavedeni uslov i dobijeni broj uporedimo

sa ¢. Kako je to prebrojavanje moguce definisati u PosTrCl to se formula
d%(d’, b) > €+ 1 moze izraziti u PosTrCl.

Sada i formulu 6y takode moZemo da izrazimo u toj logici: krenemo da

brojimo od ¢3 i povecavamo za jedan kada god naidemo na element b koji za-
dovoljava nasu formulu, di‘(&, b) > €+ 1, a onda primenimo operator trcl da

proverimo da li je najudaljeniji element, 10, dostignut.
O

3.7 Logika za PTIME

Kako postoje logike koje hvataju klase slozenosti NP i coNP nad svim
konac¢nim strukturama, postavlja se prirodno pitanje da li postoji takva logika
za P? Znacaj tog pitanja je jasan, obzirom da se njime "P vs. NP”problem
svodi na zadatak da se logike koje hvataju te dve klase slozenosti razdvoje nad
kona¢nim strukturama. Takodje je za ocekivati da to ne bude lak zadatak tako
da za sada imamo samo slede¢u Hipotezu:

Hipoteza (Gurevich): Ne postoji logika koja hvata PTIME nad klasom
svih konacénih struktura.

Problem je formalno definisao i hipotezu dao Yuri Gurevich u radu [5], gde
daje preciznu definicuje sta je logika:

Definicija 3.8. Logika L je funkcija odnosno uredjeni par funkcija (SEN, SAT)
koji svakom konacnom jeziku o pridruzuje par rekurzionih skupova (SEN(c),
SAT(c)), gde su elementi skupa SEN(c) L-recenice jezika o a SAT (o) podskup
skupa {(S,¢) | S je konacna FO o — struktura a ¢ € SEN(0)} takav da ako
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su strukture S ¢ S’ izomorfne tada (S,¢) € SAT (o) akko (S',¢) € SAT(0).
Ako (S,¢) € SAT (o) kazemo da S zadovoljava ¢.

Definicija 3.9. Ako je L logika a ¢ L-recenica jezika o tada sa MOD(p)
oznacavamo skup o-struktura koje zadovoljavaju .

Definicija 3.10. Logika L hvata PTIME akko:

1) Za svaku L-recenicu ¢, MOD(p) je PTIME odlucivo. Tacnije, za svako
o postoji TM M koja za svaku L-recenicu ¢ jezika o izracunava PTIME
TM M(p) koja izracunava MOD(p).

2) Za svaku PTIME-odluc¢ivu klasu o-struktura K, ako je K zatvoreno za
izomorfizam tada postoji L-recenica ¢ jezika o takva da je MOD(p)=K.

Owvde dakle PTIME TM M mozZemo posmatrati kao par (M,p) gde je p
polinom sa celobrojnim keoficijentima koji odgovora toj TM.

Ideja ove definicije logike je da ne dozvolimo da se bilo koji skup osobina
nazove logikom. Npr, ako pretpostavimo da je Gurevich-eva hipoteza ispravna
onda kolekcija svih PTIME osobina ne bi obrazovala logiku.

Ovde ¢emo ukratko prikazati nekoliko pokusaja da se pobije Gurevich-eva
hipoteza i zasto oni nisu uspeli. Poznato je da se logikama LFP i IFP nad
neuredenim strukturam ne mogu izraziti netrivijalne osobine vezane za brojanje
(npr osobina da li struktura ima paran broj elemenata) pa je jedan od puteva za
osporavanje Gurevich-eve hipoteze bio pokusaj da se na IFP doda moguénost
brojanja te da se takvom logikom pokusa uhvatiti PTIME. Ova logika, oznatena
IFP(Cnt) se moze definisati tako §to, za o-strukturu kardinalnosti n uvede do-
datni univezum {0, 1,2,3,...n — 1} i dodatni kvantifikator Jiz. Medutim ispo-
stavilo se da je ova logika nedovoljna, odnosno da postoje PTIME osobine koje
se ne mogu izraziti u njoj.

Drugacija taktika je bila uvodenje univerzalnih kvanifikatora. Za jezik o,
dodatni relacijski simbol R arnosti k i skup {R}-struktura C mozemo logiku
IFP prosiriti geralnim kvantifikatorom Q¢, tako da dobijemo logiku koju zovemo
IFP(Qc¢) u kojoj je, za |Z] = k formula i:

P() = QeTe(Z,7)

u znacenju:

A (b) akko (A,{a@|2A (@ b)}) eC

Postavlja se pitanje da li postoji skup generalizovanih kvantifikatora Q takav
da IFP(Q¢) hvata PTIME? Sledeéi stav nam kaze da bi takav skup bilo tesko
pronadi ¢ak i da postoji.
Stav: Ako je Q,, skup generalisanih kvantifikatori ¢ija arnost ne prelazi n, tada
postoji jezik oy, takav da IFP(Q) ne hvata PTIME nad o, -strukturam.

Medutim ovaj rezultat nije dovoljan da isklju¢i moguénost hvatanja PTIME-
a pomoc¢u generalisanih kvantifikatora, buduéi da se uslovom stava zahteva da
arnost kvantifikatora zavisi od n. Tako imamo kolekciju Qg binarnih kvantifi-
katora takvu da IFP(Q,,) definise PTIME osobine grafova. Moze se pokazati
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i da postoji jedan ternarni generalisani kvantifikator Qs takav da IFP(Qs) de-
finise PTIME osobine grafova ali sama Qg nije PTIME izracunljiva. Postavljalo
se prirodno pitanje postojanja konac¢ne klase Qy;, koja bi hvatala PTIME nad
neuredenim grafovima, a i sama bila PTIME izrac¢unljiva, no dokazano je da
takva klasa ne postoji, pa je tako propao i ovaj pokusaj pobijanja Gurevich-eve
hipoteze, koja je tako ostala da i dalje ¢eka svoju potvrdu ili pobijanje.
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