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Analiza 1 poredenje numerickih metoda za
odredivanje retencionih parametara u te¢noj
hromatografiji sa gradijentnim eluiranjem

Apstrakt: Te¢na hromatografija je separaciona tehnika koja se koristi u kontroli lekova.
Primenom ove metode moguce je odrediti sadrzaj lekova, ali i prisustvo raznih drugih neZeljenih
supstanci (konzervanasa, antioksidanasa, necistoca, itd.) u razliitim preparatima (tablete,
kapsule, sirupi, ampule, itd.). Veoma Cesto su ti preparati slozenog sastava, te je za kompletnu
analizu potrebno primeniti gradijentno eluiranje. Kvalitet ponaSanja supstanci u ovakvom
sistemu definisan je slozenim retencionim parametrima na koji uti¢e veliki broj faktora, te je
njihovo precizno odredivanje od veoma velikog znacaja. U slu¢aju primene slozenije vrste
hromatografije, kao §to je tena hromatografija hidrofilnih interakcija, tacno odredivanje
vrednosti retencionih parametara postaje poseban izazov. Do sada su u literaturi predlozeni
razli¢iti matematicki modeli za odredivanje retencionih parametara koji su uglavnom zasnovani
na metodi najmanjih kvadrata. Jo§ jedan nacin za modeliranje retencionih parametara (retencioni
faktor i retenciono vreme) u gradijentnoj hromatografiji, koji je skoro predlozen u literaturi,
zasnovan je na reSavanju takozvane osnovne gradijentne jednacine.

U radu su najpre predstavljeni postoje¢i matemati¢ki modeli za odredivanje retencionog faktora
prema gradijentnoj jednacini, koja za izraGunavanje koristi particioni i adsorpcioni model. Zatim
su predlozene modifikacije postoje¢ih modela za odredivanje retencionog faktora u gradijentnoj
hromatografiji hidrofilnih interakcija, koje takode Kkoriste particioni i adsorpcioni model. Na
osnovu dobijenih modela za retencioni faktor, moze se odrediti i retenciono vreme.
Kombinovanjem postoje¢ih modela i njihovih modifikacija sa splajn interpolacijom, izvedeni su
novi, hibridni modeli za aproksimaciju vrednosti odabranog retencionog parametra. Razvijeni
modeli su evaluirani nad razli¢itim skupovima eksperimentalno dobijenih podataka. ReSenja
dobijena razli¢itim modelima su analizirana u cilju poredenja kvaliteta modela.

Kljuéne recdi: Hromatografija, adsorpcioni model, particioni model, splajn interpolacija
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1 UvOD

Pojam hromatografija danas podrazumeva skup analitickih metoda za analizu uzoraka, koji su
smese komponenata koje po svojoj prirodi mogu biti slicne, ali 1 veoma razli¢ite. U dugom
vremenskom periodu hromatografija je sluzila za razdvajanje smese na sastavne komponente ili
za izdvajanje neke komponente iz smeSe. Tek poslednjih decenija dvadesetog veka, nagli razvoj
tehnike, posebno elektronike, razvoj novih tipova detektora, kao i upotreba programskih paketa
proizaslih iz novih informacionih tehnologija, omogucio je da se hromatografskim metodama,
pored razdvajanja komponenata, pouzdano vrSi i njihova identifikacija, kao i utvrdivanje
njihovog udela u smesi.

Naziv hromatografija poti¢e od grckih re¢i ,ypopa: chroma” Sto znaci boja i ,ypagew: grafein”
Sto znaci pisati. Naziv reflektuje cinjenicu da su ovim postupkom u pocetku najcesce
prec¢is¢avani obojeni rastvori. Naziv se odrzao do danasnjih dana iako su ga kompleksnost i
spektar primena hromatografije daleko prevazisli. Prvi hromatografski eksperiment koji je u
literaturi opisan 1903. godine bio je rad ruskog botani¢ara Mihaila Cveta' pod nazivom ,0
HOBOW KaTeropuu aJCOPOIIMOHHBIX SaBICHUN W O IPUMECHEHHU MX K OMOXUMHUYECKOMY aHAIN3Y”
[2]. On je propustanjem kroz staklenu kolonu napunjenu usitnjenom kredom razdvojio rastvor
biljnog pigmenta hlorofila 1 ksantofila. Razdvajanje komponenata je posledica razliCitog
afiniteta komponenata smeSe prema dvema supstancama koje nazivamo fazama a koje se ne
mesaju. Jedna faza je stacionarna - nepokretna, a druga mobilna - pokretna. Stacionarna faza
moze biti ¢vrsta supstanca ili te¢nost, a mobilna gas ili te¢nost koja prelazi preko stacionarne
faze.

Hromatografske metode mozemo klasifikovati prema fizickom stanju faza, fizicko-hemijskim
reakcijama koje se deSavaju prilikom razdvajanja, prema obliku sistema, prema nameni, itd.

Prema fizickom stanju mobilne faze razlikujemo:

e tecnu hromatografiju,
e gasnu hromatografiju,
e superkriti¢nu fluidnu hromatografiju.

U odnosu na mehanizam razdvajanja hromatografske metode se dele na:

e adsorpcionu hromatografiju, koja se bazira na adsorpcionim sposobnostima stacionarne
faze,

e particionu (podeonu) hromatografiju, koja se bazira na razli¢itoj rastvorljivosti,

e jonsku hromatografiju, zasnovanu na zameni jona u ispitivanom uzorku,

! Mihail Semjonovi¢ Cvet (Muxann CemeHoBuy LiBeT, 1872-1919), ruski botanicar, fiziolog i biohemicar, poznat po
otkri¢u hromatografije [2]



e ekskluzionu hromatografiju, kod koje se izdvajanje komponenata vrsi na osnovu veli¢ine
cestica.

U pogledu oblika sistema razlikujemo:

e kolonsku hromatografiju,
e planarnu hromatografiju.

Prema nameni hromatografije razlikujemo:

e preparativhu hromatografiju, koja se bavi razdvajanjem komponenti smese radi dalje
obrade,
e analiticku hromatografiju, koja se bavi kvalitativnom i kvantitativnom analizom smese.



2 TECNA HROMATOGRAFIJA

Najznacajnija 1 najceS¢e primenjivana hromatografska metoda je teCna hromatografija (engl.
Liquid Chromatography, LC), a posebno visokoefikasna te¢na hromatografija (engl. High
Performance Liquid Chromatography, HPLC). Ovom metodom mogu se analizirati gotovo svi
uzorci: lekovi, hrana, industrijske hemikalije, kozmeticki proizvodi, uzorci iz zivotne sredine i
mnogi drugi.

Princip rada te¢ne hromatografije je razdvajanje supstanci koje je bazirano na raspodeli izmedu
Cvrste stacionarne i teCne mobilne faze. Supstanca koja se analizira (analit) propusta se kroz
kolonu, hromatografsku cev malog pre¢nika u ¢ijoj unutrasnjosti je porozna ili granulisana
Cvrsta supstanca — adsorbent. Adsorbent je stacionarna faza. Zbog svoje poroznosti, adsorbent
ima veliku aktivhu povrSinu, a samim tim i veliku povrSinsku energiju, §to omogucava
adsorbentu da privla¢nim silama veze molekule iz teCnih rastvora. Razli¢ite supstance iz analita
ostvari¢e razliCite veze sa stacionarnom fazom. Kako se istovremeno kroz kolonu propusta
mobilna faza (smesa rastvaraca), ona spira supstance vezane za stacionarnu fazu. Prvo ¢e se
sprati supstance koje su ostvarile slabiju interakciju sa stacionarnom fazom i imaju veci afinitet
za interakciju sa mobilnom fazom, a zatim 1 supstance koje su ostvarile jacu vezu sa
stacionarnom fazom, pa je 1 njithovo zadrZavanje (retencija) u koloni duze. 1z navedenih razloga
komponente analita neée istovremeno iza¢i iz kolone i na taj nadin Se ostvaruje njihovo
razdvajanje.

Postupak odvajanja adsorbovanih supstanci sa stacionarne faze naziva se eluiranje (spiranje).
Eluiranje mozZe biti: izokratsko, kada se sastav mobilne faze ne menja u toku analize, ili
gradijentno, kada se sastav mobilne faze menja u toku analize po utvrdenom programu
gradijenta.

Klasi¢na te€na hromatografija koja je koriS¢ena u dugom vremenskom periodu imala je u svom
sistemu kolone velikih dimenzija (i do 50 cm) kroz koje je propustan uzorak i mobilna faza.
Kako je kretanje mobilne faze kroz ovakvu kolonu isklju¢ivo posledica gravitacije, protok je
mali, a samim tim i metoda nije dovoljno efikasna. HPLC je savremena metoda koja koristi
kolone malih dimenzija, punjene silikatnim ili polimernim materijalom. Mobilna faza se dovodi
pomocu pumpe 1 propusta kroz kolonu pod pritiskom. Uzorak se u kolonu ubacuje pomocu
injektora. Na izlasku iz kolone postavljen je detektor (UV/VIS, fotodiodni, fluorescentni ili neki
drugi) koji registruje isticanje odredene komponente analita iz kolone. Supstanca koja izlazi
apsorbuje svetlost iz detektora, tako da je signal koji se na racunar Salje srazmeran koncentraciji
supstance u rastvoru koji istie iz kolone. Na ekranu se dobija hromatogram kao zapis
hromatografskog razdvajanja koji predstavlja zavisnost signala detektora odnosno koncentracije
uzorka od vremena.

Na slici 1 prikazana je Sema uredaja za te¢nu hromatografiju (HPLC) koji ¢ine rezervoar za
mobilnu fazu (R), filter (F), pumpa (PU), prigusiva¢ oscilacija (PO), manometer (M), ventil za
7



ispustanje te¢nosti i gasova (DR), injektor za analit (1), pretkolona (PK), kolona (K), detektor
(D), kolektor (FK), pojacavac (A), pisa¢ (P).

1A/
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Slika 1: Sematski prikaz aparature za HPLC [5]

Na slici 2 prikazan je primer hromatograma. Uocava se da je u poCetku hromatogram ravna
linija, a zatim se pri izlasku svake komponente iz kolone na grafiku javlja pik odredene visine 1
Sirine. Polozaj svakog pika na grafiku kvalitativno definiSe izdvojenu komponentu, a povrSina
ispod pika njenu koli¢inu (kvantitet). Da bi analiza bila precizna, potrebno je da pikovi budu
dovoljno udaljeni jedan od drugog. U slucaju da se pikovi preklapaju delimi¢no ili u potpunosti
kvantifikacija ¢e biti neizvodljiva ili netacna.
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Slika 2: Hromatogram

Dobijanje korektnog hromatograma omogucava pouzdanu analizu, a za to je potrebno da se za
hromatografski postupak izvrsi dobar izbor kolone, mobilne i stacionarne faze (hemijski sastav,
PH-vrednost, itd.), kao i da se podese uslovi pod kojima se odvija proces, kao §to su
temperatura, brzina prolaska mobilne faze koja zavisi od pritiska sa kojim se pumpa, izbor
talasne duzine detekcije, itd. Pod ovim uslovima kvalitativna 1 kvantitativna analiza se mogu
uraditi kvalitetno i u kratkom vremenu.



Parametri hromatograma su retenciono vreme (vreme zadrZavanja), retencioni faktor (faktor
zadrzavanja), Sirina pika i rezolucija. Retenciono vreme je vreme koje protekne od ulaska
supstance u kolonu do pojave maksimuma njenog pika na hromatogramu. Pritom je:

= t, retenciono vreme mobilne faze, odnosno retenciono vreme komponente koja se ne
zadrzava na koloni,
=ty retenciono vreme komponente koja se zadrzava na koloni.

Retencioni faktor (faktor zadrzavanja) k je odnos koli¢ina supstanci u stacionarnoj i mobilnoj
fazi i predstavlja meru zadrzavanja komponente u koloni. Dobija se prema formuli:

k=20 (2.1)

to
Rezolucija karakteriSe razdvajanje dva pika i racuna se na sledec¢i nacin:

2At

R = ,
Wa+Wp

(2.2)

gde su W, i Wy Ssirine pikova na baznoj liniji, a At razlika u retencionim vremenima za
supstance A i B, odnosno At = tgg-tg, (videti sliku 3).

_—I-__\
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Slika 3: Parametri hromatograma

Teorijsko opisivanje zadzavanja analita u HPLC predmet je brojnih studija. U literaturi je do
sada predloZzeno viSe nafina za modeliranje mehanizma razdvajanja: particija (podela),
adsorpcija, jonska izmena i ekskluzija. Ipak ne postoji adekvatan kvantitativni model koji bi
tatno predvideo hromatografske parametre za pojedine separacije pod datim uslovima.

Za analize polarnih jedinjenja koristi se normalno-fazna (engl. Normal Phase Liquid
Chromatography, NPLC), a nepolarnih jedinjenja reverzno-fazna te¢na hromatografija (engl.
Reversed Phase Liquid Chromatography, RPLC). Kod NPLC, stacionarna faza je polarnija od
mobilne faze. Retencija se povecava kako se polarnost mobilne faze smanjuje, te se polarni
analiti viSe zadrzavaju od nepolarnih. Obrnuta situacija nastaje u sluc¢aju primene RPLC. NPLC
je Siroko koriS¢ena za razdvajanje razliCitih jedinjenja od nepolarnih do visokopolarnih, jer je u
pocetku hromatografija koriS¢ena kao metod razdvajanja, dok je RPLC viSe koriS¢ena u nauci.



2.1 TECNA HROMATOGRAFIJA HIDROFILNIH INTERAKCIJA —
HILIC

Te¢na hromatografija hidrofilnih interakcija (engl. Hydrophilic Interaction Liquid
Chromatography, HILIC) je alternativa HPLC i koristi se za razdvajanje polarnih jedinjenja.
Iako je u pocetku uvedena kao varijanta NPLC, ispostavlja se da je mehanizam razdvajanja koji
se koristi u HILIC mnogo slozeniji u odnosu na NPLC. Alpert je u radu ,Hydrophilic-interaction
chromatography for the separation of peptides, nucleic acids and other polar compounds” [1] iz
1990. godine opisao hromatografski mehanizam HILIC-a kao te¢no-te¢nu particionu
hromatografiju, kod koje se analit eluira po rastuc¢oj polarnosti i predlozio akronim HILIC za
ovu metodu [4].

Kao 1 NPLC, HILIC koristi polarnu stacionarnu fazu, ali je zato mobilna faza sli¢na onoj koja se
koristi u RPLC. Takode, HILIC omogucava analizu naelektrisanih supstanci kao u jonskoj
hromatografiji (engl. lon Chromatography, IC). 1z navedenih razloga moze se reéi da je HILIC
hibridna metoda te¢ne hromatografije (videti sliku 4).

Slika 4: HILIC kombinuje karakteristike tri glavna metoda te¢ne hromatografije [4]

Tipi¢na mobilna faza je vodeni rastvor acetonitrila (CH3CN, ACN). Smatra se da mobilna faza
formira vodom obogacen sloj na povrSini polarne stacionarne faze, koja sa vodom
osiromasenom mobilnom fazom formira te¢no/tecni sistem za ekstrakciju. Analit se hidrofilno
raspodeljuje izmedu ta dva sloja.

HILIC ima viSe specifi¢nih prednosti nad NPLC i RPLC.

HILIC je kao hibridna hromatografska metoda sve vise aktuelna kao predmet istrazivanja. U
literaturi je do sada predlozeno nekoliko metoda za modeliranje retencije, a sve su brojniji
pokusaji da se matematickim metodama modelira retencija.
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2.2 PREGLED | ANALIZA MODELA ZA ODREDIVANJE
RETENCIONIH FAKTORA

Tyteca i saradnici su u radu [20] analizirali modeliranje retencionih faktora u HILIC testirajuéi
modele iz literature u razli¢itim analitickim uslovima i sa analitima razli¢itih fizicko-hemijskih
svojstava. Predstavljeno je nekoliko modela dobijenih reSavanjem osnovne gradijentne
jednacine pri cemu su koriS¢ene pretpostavljene ili empirijski dobijene zavisnosti izmedu
odredenih retencionih parametara.

Za RPLC u literaturi se najceSce koristi teorija linearne zavisnosti ja¢ine rastvaraca (engl. Linear
Solvent Strength, LSS) [16] kao osnova za modeliranje retencije analita u funkciji od udela
organskog rastvaraca u mobilnoj fazi. Zavisnost izmedu k i ¢ je oblika:

k= kyes?, (2.3)
odnosno
In(k) =In(ky ) — So, (2.4)

gde je k retencioni faktor, ¢ predstavlja udeo (frakciju) organskog rastvaraca u mobilnoj fazi,
ky je vrednost k za ¢ = 0 (koja odgovara Cistoj vodi), a S je parametar jafine rastvaraca koji
ima konstantnu vrednost za dato jedinjenje i organski rastvara¢ [6, 10].

Model (2.3), odnosno (2.4) bazira se na pretpostavci da postoji linearna zavisnost logaritma
retencionog faktora i sastava mobilne faze. Nedostatak modela je $to je primenljiv samo za male
opsege vrednosti ¢. U sistemima mobilne faze methanol-voda, ovaj linearni model omogucava
dobru aproksimaciju. Sa druge strane, to nije slu¢aj u sistemu ACN-voda. U praksi odnos In(k) i
¢ nije idealno linearan [12]. Vrednosti za ky, i S dobijaju se eksperimentalnim putem, iz dva
izokratska eluiranja sa razli¢itim ¢, ili iz dva gradijentna eluiranja sa razli¢itim nagibom
gradijenta, a ostali uslovi se drze konstantnim.

Izraz za gradijentni retencioni faktor dobija se reSavanjem osnovne gradijentne jednacine

tp—to

o= [ s 25
L (9)

gde su tp 1 ty ukupno retenciono vreme i retenciono vreme mobilne faze, respektivno.
Uvodenjem vremena mirovanja sistema tp (engl. System Dwell Time) i koris¢enjem LSS
modela, odnosno jednacine (2.4), dobija se sledeci izraz za retencioni faktor [19]:

k= 20= 2 In((tg — 2D)SBke + 1), (2.6)

to to SBto

gde je £ gradijentni nagib, k, izokratski retencioni faktor za ¢ = ¢, a @, udeo organskog
rastvaraca u nultom trenutku gradijentnog eluiranja. U Semama (programima) za razvoj metode
mere se izokratski i gradijentni podaci, a zatim se interpoliraju. Neophodno je da set
eksperimenata u potpunosti pokrije posmatrani eksperimentalni prostor.

11



Postojece teorije retencije reverzne faze preporuCuju slozenije modele za tacnu procenu
retencije. Vivo-Truyols i saradnici [21] su pokazali da je model koji su predlozili Bosch-Roses
[18], a koji se bazira na nelinearnom odnosu indeksa polariteta i zapreminskog sastava
rastvaraca, bolji za modelovanje izokratske i gradijentne retencije u odnosu na linearni model.
Polinomijalne jednadine za opisivanje retencionog ponaSanja daju manju gresku od linearnog
modela, ali je nedostatak Sto reSenje osnovne gradijentne jednaline postaje veoma sloZeno.
Shoenmakers i saradnici [15] predlozili su kvadratnu zavisnost izmedu k i ¢:

ln(k) = ln(kw) + Sl‘P + Sz(pz, (27)

pa su osnovnu gradijentnu jednacinu resili koriste¢i polinom drugog reda i linearni gradijentni
profil ¢ = ¢+ ft, gde je [ gradijentni nagib. AnalitiCko reSenje je slozena kombinacija
funkcije greske i eksponencijalne funkcije, $to ograni¢ava njenu prakti¢nu upotrebu. Teorijski,
funkciju greske moguce je aproksimirati polinomom, pa se kvadratni model moze koristiti za
gradijentna predvidanja. I jednaCina (2.5) moze biti reSena numericki, ali uz dugo vreme
izraCunavanja, a moze dati i fizi¢ki nemoguce vrednosti. Za prevazilazenje ovih problema, Neue
I Kuss [12] predlazu slede¢i empirijski model:

-S
k= kiy(1+ S,0)? exp (ﬁ) (2.8)
odnosno
S
In(k) = In(ky,) + 21In(1 + S,¢) — ﬁ , (2.9)

gde je S; nagib, a S, koeficijent zakrivljenosti. Moze se uociti da ako se koeficijent
zakrivljenosti priblizava nuli, jednacina (2.9) se svodi na klasi¢an linearni model (2.4). Model
koji su predlozili Neue i Kuss ima sli¢nosti sa modelom koji su predlozili Bosch-Roses [12], a
reSavanje jednacine (2.5) uz koriS¢enje jednacine (2.9) daje slede¢i izraz za gradijentni
retencioni faktor:

tp < 400,1+1+52<ﬂo,1/511n(ﬁ1k'w51(to—tn/ko)exp52@* 1001 )) ) 1
=—+ ) ~—®oa

k = ALY — (2.10)

5 .
to ﬂ) B1ito

1-82(1+S5200,1)/51 1n<1+31k'vv51(t0—tn/ko)exp 55001

Ovaj model moZe se uspeSno primeniti na multi-segmentne gradijente, kao i na slozene
gradijentne profile.

Greco i saradnici su u radu [9] primetili da se kod NPLC retencija bazira na povrsinskoj
adsorpciji i to su opisali slede¢om jednac¢inom:

In(k) = In(ky) —Slne, (2.11)

gde je ¢ udeo (frakcija) najjaceg organskog rastvaraca. Resavanje jednacine (2.5) uz koriscenje
jednacine (2.11) daje izraz za gradijentni retencioni faktor:
1

—_ 1 R
k=20 = i_l; + o [[chS“ + B, 5(S+1) - (toko — tp) |1 — (PO] - (2.12)

to
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Mehanizam retencije kod HILIC moZe se smatrati hibridnim mehanizmom meSovitog rezima,
koji kombinuje hidrofilno deljenje analita izmedu organske mobilne faze i vodom obogaéenog
sloja na stacionarnoj fazi, adsorpciju jedinjenja preko vodoni¢nih veza 1 razne vrste
elektrostatic¢kih i jonskih interakcija [9]. Zavisnost In(k) i od ¢ i od In(¢) kod HILIC nije
linearna. Na osnovu ovih zapazanja, Liang i saradnici [11] predlozili su meSoviti model za
opisivanje retencionih procesa u HILIC:

In(k) = In(ky) +S19p+ S, Ing, (2.13)

gde je @ udeo vode. U literaturi se i kvadratni model (2.7) preporucuje za opis HILIC retencije.
Greco i saradnici [9] su pokazali da su za HILIC bolji modeli predstavljeni jednac¢inama (2.7) i
(2.13), u odnosu na (2.3) i (2.11). U radu [20] analizom eksperimentalnih rezultata utvrdeno je
da je optimalan broj skautskih (izvidackih) izvodenja za predvidanje retencionih parametara set
od tri izokratska i jednog gradijentnog ogleda.
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3 MATEMATICKI MODELI ZA ODREPIVANJE
RETENCIONIH PARAMETARA

U ovom poglavlju su predstavljeni postoje¢i matematicki modeli za odredivanje retencionih
parametara prema gradijentnoj jednacini (2.5), a koja za izracunavanje koristi particioni (2.4) i
adsorpcioni model (2.11). Nakon toga, u cilju poboljsanja kvaliteta modela, predloZene su
modifikacije postoje¢ih modela za odredivanje retencionih parametara u gradijentnoj
hromatografiji hidrofilnih interakcija, koje takode koriste particioni i adsorpcioni model.

3.1 MATEMATICKI MODEL ZA ODREPIVANJE RETENCIONIH
PARAMETARA KOJI KORISTI PARTICIONI MODEL

Najrasprostranjenija teorija koja se koristi za modeliranje retencionih parametara (retencije) u
tecnoj hromatografiji obrnute faze (RPLC) je model linearne jacine rastvaraca (LSS). To je
ujedno i najjednostavnija teorija. Ona se oslanja na pretpostavku da postoji linearna zavisnost
izmedu logaritma retencionog faktora i sastava mobilne faze [20].

U radu [20] opisan je matematicki model koji koristi model linearne jacine rastvaraca (LSS
model), odnosno particioni model koji se moze predstaviti jedna¢inom

Ink =Inky — S¢ (3.1)
odnosno

k = kyeS? . (3.2)
Analiti¢ki izraz za gradijentni retencioni faktor k dobija se reSavanjem osnovne gradijentne
jednacine

__ rtr—to dt
to = J, Ok (3.3)

U ovoj jednacini figuriSe vreme mirovanja sistema tp. Na intervalu [0,tp] vazi k(@) =
k(po) = ko, jer je tp =ty i tp <ty. Uvodenjem vremena mirovanja sistema, osnhovna
gradijentna jednacina se svodi na zbir dva odredena integrala:

__ rtpdt tp—to dt
o=l e G

14



Koris¢enjem smene ¢ = ¢y + S(t — tp), dobija se dg = fdt, tj. dt = %d(p, te jednacina (3.4)

postaje
@o+B(tp—to—tp) 1 do _tn @otB(tr—to—tp) 1 do
ko J-<Po+ﬁ(f1) -tp)  Bk(@) ko f Bk(p) " (3:5)
Kako je po definiciji
k = tr—to — t_D + Pelution —P0 (36)

to to Bto

gde je @.rion udeo organskog rastvaraca u trenutku kada se eluira supstanca (analit), dobija se

Petution — Po = ﬁ 0 (tR L to ) = ﬁ(tR - tO - tD) (3'7)
tj.

Pelution = Po + ,B(tR —to — tD) (3.8)

Zamenom (3.8) u (3.5) dobija se

P elution
ty =2 + - 2o (3.9)

Yo

Kada se u jednakost (3.9) zameni jednacina particionog modela (3.2) dobija se

P elution 1 d 1 P elution d
t t
ty = —+ S o J i
ko ﬁ kWe ¢ ﬁkW e ?
Po Po
1 P elution 1 1
tD S tp P elution
= eSvdp =24 ——-Ze5 |
Bl Tk By ST %
Po
S@elution Se
t—D L (es<pelutwn — eS‘Po) = t—D + € ' — e
.BkWS ko BkwS  BkwS
tD es‘/’elution 1
=2 - . (3.10)

ko ﬁkWS ﬁkWSe_S‘pO

Kako je k = kyye™5¢, sledi da je ky = kyye %0, 0odnosno ky, = koeS%, pa vazi

. tD + eS(pelution 1 tD 1 eS(pelutwn e
0= BkoeShS  BkoS ko T Bles \ 5% B
! S(@etution —
= ﬂ +— ﬁkos (e5W@etution ~¢0) — 1), (3.11)
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Transformacijom prethodnog izraza dobija se

t
eS@etution =09) = B S (to — k_D> +1, (3.12)
0
odnosno
1 tp
Petution — Po = In [BkoS (to - —) + 1], (3.13)
S kg
pod uslovom da je zadovoljena nejednakost
BkoS (to - ;—Z) +1>0. (3.14)
Kako vazi (3.7), jednakost (3.13) postaje
1 tp

Koris¢enjem particionog modela prilikom resavanja jednacine (3.3) i ukljuéivanjem vremena
mirovanja sistema, dobija se analiti¢ki izraz za retenciono vreme

th = to + tp + —ln [,Bko (to ) + 1]. (3.16)

Izraz za efektivni gradijentni retencioni faktor postaje

tp — to tD

K to Sﬁ to

In [ﬁko ( —Z—’i)ﬂ]. (3.17)

3.2 MATEMATICKI MODEL ZA ODREPIVANJE RETENCIONIH
PARAMETARA KOJI KORISTI ADSORPCIONI MODEL

U radu [20] opisan je i matematicki model za odredivanje retencionih parametara koji koristi
adsorpcioni model predstavljen jednacinom

Ink=Inky —Slhe (3.18)
odnosno
k=kyeSMe = ke = ke, (3.19)

Kao i u matematickom modelu predstavljenom u sekciji 3.1, analiti¢ki izraz za gradijentni
retencioni faktor k dobijen je reSavanjem osnovne gradijentne jednacine (3.3) pod
pretpostavkom da vazi veza (3.18) odnosno (3.19). Ukljuc¢ivanjem vremena mirovanja sistema
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tp, uvodjenjem smene ¢ = @y + [ (t — tp) 1 koris¢enjem izraza (3.6) odnosno (3.8), jednacina
(3.3) postaje

P elution 1d
tp ®Q
=—+ - 3.20
ko Bk (3.20)

Po

to

Zamenom jednacine adsorpcionog modela (3.19) u jednakost (3.20), dobija se

P elution P elution P elution

tD .f 1 d(p tD 1 f d(p tD 1 f s
to=—+ =t — —=—+— do =
" ko Blywo= ko Bky 0= ko Bky ¢ae
(7)) Do (20}
11

= S+1 | Pelution _ tD 1
ko Bky S+1 v

-2 . S+ S+1 ] 3.21

"

Kako je k = ky ¢~*, sledi da je ko = kyy o, ™, odnosno ky, = kog,* , pa vazi

b =2 4 !
ko ' BkopoS(S+1)

’ ((pelution S+ — (p05+1) - (322)

Transformacijom prethodnog izraza dobija se

tp toko — tp
Pelution S — (POS+1 = .BkOQDOS(S + 1) ) (tO - k_O) = .BkOQOOS(S + 1) ) k—O (3-23)
odnosno
Pelution St = (P05+1 + ﬁ‘pOS(S + 1) ’ (tOkO - tD)- (324)
Iz jednakosti (3.24) sledi da je
1
Pelution = [(:005+1 + ,BQDOS(S + 1) ’ (tOkO - tD)]m- (325)
Kako vazi (3.8), jednakost (3.25) postaje
@o + Btg —to — tp) = [9o>*" + Bpo® (S + 1) - (toko — tp)]5+T, (3.26)
odakle se dobija analiticki izraz za retenciono vreme
1 1
tR = tO + tD + E [(p05+1 + ﬁ(pOS(S + 1) ' (toko - tD)]S+1 — Qo (327)
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Izraz za efektivni gradijentni retencioni faktor postaje

th—ty tp 1

k = .-
to to Bty

[[0051 + Boo(5 + 1) Ceoko — )T |- (328)

3.3 MODIFIKACIJA MATEMATICKOG MODELA ZA ODREPIVANJE
RETENCIONIH PARAMETARA KOJI KORISTI PARTICIONI
MODEL

U cilju odredivanja retencionih parametara u gradijentnoj hromatografiji hidrofilnih interakcija,
u ovoj sekciji su predlozene modifikacije postoje¢ih modela prikazanih u sekcijama 3.1. 1 3.2.
PredloZene modifikacije postoje¢ih modela za reSavanje jednacine (3.3) su takode zasnovane na
reSavanju takozvane osnovne gradijentne jednacine, i prilikom reSavanja koriste particioni i
adsorpcioni model.

U cilju dobijanja analiti¢kih izraza za efektivni gradijentni retencioni faktor i retenciono vreme,
pri reSavanju jednacine (3.3) Koristi se veza ¢ = @(t) = @y + ft i ne ukljuCuje se vreme
mirovanja sistema tp,.

Kod modifikacije matematickog modela koja koristi particioni model, zamenom jednakosti
k=kyeS? i @ =@(t) =@+ Bt uosnovnu gradijentnu jednacinu, dobija se

tr—to tr—to tr—to
o f dt f dt f e
0~ k(p) k(o)) B kyye=Se®
0 0 0
tp—t tp—t
B RJ ’ dt B F 0 eS@otpD) e
- | meewm | -
0 w 0 w
tr—to tr—to
— i f eS@otBt) gt = i f eSPoeSBt gt =
ky ky
0
tp—to
= iesqoo J eSPtdt = ie&poiesﬁt | gR—tO =
kw kw Sp
0
1 1 1 1
= S00—_ (SB(tr—to) _ p0) = — pS90 — (oSB(tr—to) _ 1) =
kW e SB (e e ) kW e S’B (e )

— Spo(eSB(tr—to) _ 1
e ).
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Transformacijom izraza

to eS<P0(eSﬁ(tR—fo) _ 1)

~ kwSB
dobija se

eSqoo(eSﬁ(tR—to) — 1) =ty kySB,
tj.

eSﬁ(tR_tO) —1= t() kWS,Be_S‘pO .

Kako je k = ky,e™5¢, sledi da je ko = kyye 5%, pa vazi:
esﬁ(tR_tO) = tokoSIB +1

Sﬁ(tR - to) = ln(tokosﬁ + 1)

1
tg —ty = glﬂ(tokoSﬁ + 1) ,

pod uslovom da je zadovoljena nejednakost
tokoSB +1 > 0.

Iz (3.32) dobija se analiti¢ki izraz za retenciono vreme

1
tR = tO + %lﬂ(tokoSﬁ + 1) )

pa izraz za efektivni gradijentni retencioni faktor postaje

tr — to

k= to SB

1
: ln(tokosﬁ + 1) .
0

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

3.4 MODIFIKACIJA MATEMATICKOG MODELA ZA ODREDPIVANJE

RETENCIONIH PARAMETARA KOJI

MODEL

KORISTI

ADSORPCIONI

U cilju dobijanja modifikacije matemati¢kog modela koja koristi adsorpcioni model, jednakosti
k=kyo™ i @=q¢(t)=q¢@y+ [t sezamenjuju u osnovnu gradijentnu jednadinu, §to daje
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tr—to tp—to tr—to

dt dt dt
t°_of W’)_Of k(<”<f>)_of (o)

tr—to tp—to
3 f dt 3 f (@0 +ﬁt)5dt
/ ky (o + Bt)=5 J ke '
tj.
tp—to
1
tg = — f (po + Bt)3dt . (3.36)
ky
0

Uvodenjem smene ¢, + St = p, dobija se da je pBdt =dp, tj. dt = %dp, pa jednacina (3.36)

postaje
@o+p(tr—to) @o+p (tr—to)
o1 j sl, _ 1 J S gy =
0 K p B p Bl p-ap
Po (]
_ 1 P potpir—to) _
Bky S+1 %0
(g0 + Bltr — ) — g5 (337)
ﬁkW(S + 1) 0 R 0 O . .
Transformacijom izraza
to = =——— (g0 + Bltg — 1)) — 9o5*) (3.38)
dobija se
(9o + B(tr — to))*™ — ot =ty By (S + 1), (3.39)
odnosno

(9o + B(tg — to))*™ = @t + to By (S + 1)
1
@0 + B(tr — to) = (9ot + to Bk (S + 1))5+H
1

B(tr — to) = (9o° ™ + to By (S + 1))5+T — @

1 1
tR - to = [_g ((p05+1 + tO Bkw(s + 1))5+1 — Qo] - (34‘0)
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Iz veze (3.40) dobija se analiti¢ki izraz za retenciono vreme

1 1
tp =t + El(‘PoSH + to Bk (S + 1))+ — <Pol :

Imajucéi u vidu (3.41), efektivni gradijentni retencioni faktor postaje

th—ty 1

k = = —
to Bty

1
[(‘P05+1 + to By (S + 1))5FT — <Pol :

(3.41)

(3.42)
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4 SPLAJN INTERPOLACIJA

Zadati funkciju y = f(x) znaci svakoj dopustivoj vrednosti argumenta x pridruziti
odgovarajuu vrednost funkcije y. Odredivanje vrednosti y cCesto je praceno mnogim
poteskocama. Na primer, analiticki izraz za funkciju y = f(x) je suviSe glomazan i sloZen pa je
neprakticno koristiti ga u raznim izracunavanjima, eksperiment kojim se odreduju vrednosti
funkcije y = f(x) je skup, vrednosti funkcije se odreduju kao resenja komplikovanog zadatka,
ili je funkcija y = f(x) eksperimentalno odredena samo na diskretnom skupu tacaka [14].

Stoga je pogodno, ili ¢ak neophodno, funkciju f(x) aproksimirati funkcijom g(x). Pod
aproksimacijom funkcije f(x) podrazumeva se zamena te funkcije nekom drugom funkcijom
g(x) koja je njoj bliska u nekom smislu, a ¢ije vrednosti se mogu jednostavno izracunati.
Funkcija g(x) zavisi od parametara c,, k =0,..,n, koje treba odrediti prema nekom
kriterijumu. Odgovaraju¢im izborom slobodnih parametara (cgy,cy,...,¢, ) funkcije g(x),
postize se optimalna bliskost funkcija f(x) i g(x). Aproksimacija je linearna, ako je g(x)
linearna funkcija parametara c,, k = 0, ... ,n. U suprotnom aproksimacija je nelinearna [14].

4.1 INTERPOLACIJA

Interpolacija je jedan vid aproksimacije kod koje se pod bliskos¢u dveju funkcija podrazumeva
njihovo poklapanje na diskretnom skupu tac¢aka xg, x4, ..., X, , 0dn0OSNoO

f(xk) = g(xk)’ k = O’ ""n’ (4-1)
pri ¢emu se tacke xg, X1, ..., X,, nazivaju ¢vorovi interpolacije [14].

Kad se trazi samo podudaranje vrednosti funkcija, od podataka o funkciji f(x) koristi se samo
informacija o njenoj vrednosti na skupu od (n + 1) tacaka. Drugim re¢ima, u najjednostavnijem
obliku interpolacije koriste se podaci oblika (x, f(x;)),zak =0, ..., n.

Uslovu (4.1), moze se dodati uslov da se u ¢vorovima, osim vrednosti funkcija, poklapaju i
vrednosti nekih izvoda.

Funkcija g(x) se pri linearnoj aproksimaciji trazi u obliku generalisanog polinoma reda n

gx) = coo(x) + ...+, (%), (4.2)
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gde su @y(x),...,p,(x) linearno nezavisne funkcije. One ¢ine takozvani osnovni sistem
funkcija. Kada je u jednakosti g(x) = co@o(x) + ...+ c,0,(x), @ (x) =x*, k=0,..,n,
interpolaciona funkcija g(x) se naziva interpolacioni polinom [14]. Interpolacioni polinom reda
n se najcesce oznacava sa

n

L,(x) = z c;xt. (4.3)

i=0

Za polinomijalnu interpolaciju vazi slede¢a teorema, preuzeta iz [14], gde se moze naci i dokaz
teoreme.

Teorema 1. Postoji jedinstveno odreden polinom L, (x) stepena n koji u (n + 1)-oj razlicitoj
tacki x;,, k = 0, ...,n, zadovoljava uslove L, (x;) = f(x;), k=0, ...,n.

Analiza greske polinomijalne interpolacije dovodi do zakljucka da polinomi imaju dobra lokalna
svojstva aproksimacije. Pritom, globalna uniformna greska moze biti vrlo velika, narocito ako se
koriste interpolacioni polinomi viSeg stepena. Da bi se izbegle oscilacije izmedu ¢vorova kod
interpolacionih polinoma viSeg stepena, koristi se slede¢a ideja: interval interpolacije se podeli
na konaCan broj podintervala, a zatim se na svakom od njih funkcija f aproksimira
interpolacionim polinomom relativno malog stepena. Ova ideja lezi u osnovi splajn
interpolacije.

4.2 DEFINICIJA SPLAJNA | OSOBINE

Neka je sa A oznacena podela intervala [a, b] na n podintervala,
A={a=xy<x; < <x, =b}. (4.4)
Definicija 1. Realna funkcija Sy*: [a, b] = R, koja ima sledece osobine:

Q) SP e C™ a,b],
(i) Sy* je polinom stepena m na svakom od intervala [x;,x;;¢], {=0,..,n—1,
podele A,

naziva se splajn stepena m u odnosu na podelu A [14].

Na svakom intervalu [x;, x; 1], i =0,...,n — 1, koristi se polinom stepena m. U tacki spajanja
dva takva polinoma, ¢voru x;, i = 1,...,n — 1, ovi polinomi, kao i njihovi izvodi od prvog do
(m — 1)-og reda, imaju jednake vrednosti [14]. Svaki od tih polinoma je odreden sa (m + 1)—
im koeficijentom. Potrebno je naci vrednosti koeficijenata polinoma za n podintervala intervala
[a, b], odnosno ukupno treba da se odredi (m + 1) - n koeficijenata [7, 8].
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Interpolacioni splajn reda m funkcije f(x) odreden na skupu ¢vorova podele A, u ¢vorovima
zadovoljava uslove interpolacije

SV (x;) =f(x), i=0,..,n (4.5)
Dakle, za svaki polinom se dobijaju po dva uslova

Sat () = f(x), (4.6)

Sa(ivn) = f(xi11),  i=0,.,n—1, 4.7)

odnosno dobija se ukupno 2n uslova interpolacije. Postavljanje prethodnih uslova interpolacije
obezbeduje neprekidnost funkcije Sy*. Ukupno ima (m + 1) - n slobodnih parametara, odnosno
nepoznatih koeficijenata. Ako je m = 1, moguce je naci nepoznate koeficijente bez dodatnih
uslova. Za m > 1 potrebno je da se dodaju uslovi glatkosti u ¢vorovima interpolacije
x;, i=1,..,n—1[7,8].

4.3 LINEARNI SPLAJN

Deo po deo linearna interpolacija odnosno linearni splajn zasniva se na ideji da se umesto
jednog polinoma visokog stepena Koristi viSe polinoma prvog stepena [7, 8].

Linearni splajn Si(x) je realna funkcija neprekidna na intervalu [a, b]. Na svakom od intervala
[x;,xi11], i=0,..,n—1, podele A, S}(x) je linearna funkcija, odnosno polinom prvog
stepena koji je jedinstveno odreden. U tacki spajanja dva takva polinoma, ¢voru x;,
i =1,..,n—1, ovi polinomi imaju jednake vrednosti. Dakle, linearni splajn S} (x) odreden je
uslovom globalne neprekidnosti i uslovom interpolacije

Si(x)=f(x), i=0,..,n (4.8)
na mrezi ¢vorova podele A intervala [a, b] [7, 8].

Konstrukcija linearnog splajna se izvodi algoritmom Kkoji sledi. Neka je zadata podela A
intervala [a, b], i realni brojevi f;, = f(x;), k =0, ...,n. Neka su duZine intervala oznacene sa
h;, odnosno neka je h; =x;4.1—x;, i=0,..,n—1. Na svakom od intervala [x;, x;+1],
i =0,..,n— 1, funkcija Si (x) je linearna, te je potpuno odredena svojim vrednostima f; i f;4
na krajevima intervala. Drugim refima, linearna interpolacija na intervalu [x;, x;,¢] daje
interpolacionu formulu

X

Si(x) = f; xi+h1i—x + fir1 X € [x,x41] zai=0,..,n—1. (4.9)

—x;
)
h;

Za S}(x) kada x € [x;,x;41], i = 0,...,n — 1, koristiée se i oznaka S," (x).
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Posle sredivanja izraza (4.9) dobija se

SE) = fit 5 (ia=f), %€ bl (4.10)
odnosno
st =i+, xelrnal (411)

Uobicajeni nacin zapisa linearnog splajna na intervalu [x;, x;41] je

Si(x)=cp;+c(x—x), i=0,..,n-1, (4.12)
gde je na osnovu prethodnih jednakosti

Coi = fi, (4.13)

_fintfi _ finfi
Cii = =

1,i ’
h; Xi+1—X;

i=0,.,n—1 (4.14)

Greska linearnog splajna se ocenjuje na slede¢i nacin [7, 8]. Neka je [a, b] interval na kojem se
vr$i aproksimacija splajnom. Ako je funkcija f klase C?[a,b], onda je greska interpolacije
linearnim splajnom zapravo maksimalna greska od n linearnih interpolacija. Ocena greske
linearne interpolacije na podintervalu [x, x;4+1] je

k
76 ~ 4GOI < 2wl

pri ¢emu je

w) = (x —x)(x = Xp1), M5 = MaXeepy, ., f (]

Neophodno je odrediti max, e[y, x,,,1Iw(x)|. Funkcija w(x) moze imati maksimum samo na
otvorenom intervalu (x;, x;+1). Kako je u ¢vorovima interpolacije greska 0, funkcija w(x) ne
moze dosti¢i maksimum na krajevima podsegmenta [xj,X;41]. Trazi se lokalni ekstremum
funkcije
w(x) = (¢ — x) (x — xp41).
Diferenciranjem se dobija
w(x) = 2x — (X + Xp41),
pa je kandidat za lokalni ekstremum tacka
_ Xkt Xpeta
—
Posto je w”(x,) = 2 > 0, zakljucuje se da je x, tacka lokalnog minimuma.
Vrednost funkcije w u tacki x, je

w(xe) = (e = xp) (Xe — Xpet1)

Xe

odnosno

2
Xk41 — X Xk — Xk41 (Xe+1 = %)
2 2 4 '

w(x,) =

25



Moze se primetiti da je vrednost funkcije w(x) negativna za bilo koje x € (xy, x;41), 0dnosno
vazi w(x) < 0. Kada se prede na apsolutnu vrednost, sledi da je x, tacka lokalnog maksimuma
za |wl| i

(X1 = %)’

lw(x)| < lw(x)| = 2 , VX € [xp, X1l

Tada, na celom intervalu [a, b], vazi

Myh* 1
— Skx)| € 22— = = M,h?
gde je M = maX,epap)lf"(x)| I h maksimalno rastojanje izmedu ¢vorova odnosno
h= max h;.
0<k<n—1

Drugim re¢ima, ako se ravnomerno poveéava broj ¢vorova, tako da h — 0, onda i maksimalna
greska tezi O.

Da bi se dokazala uniformna ocena greske linearnog splajna, koristi se slede¢a lema, koja je
zajedno sa dokazom preuzeta iz [3, 7, 8].

Lema 1. Ako je f neprekidna na [a, b], odnosno feCla,b] i a, € R su istog znaka, onda
postoji & € [a, b), tako da vazi af(a) + Bf(b) = (a + B)f(&).

Dokaz:

Tvrdenje leme ocigledno vazi za « =0 (tada je £ =b) ili =0 (tada je £ = a). Ako je
f(a) = f(b) tvrdenje vazi, jer se moze uzeti é = a ilié = b. Neka je f(a) # f(b) i sgn(a) =
sgn(B). Uocimo funkciju i : [a, b] = R definisanu sa

Y(x) = af(a) + Bf(b) — (a + B)f (x).

Vrednosti funkcije ¥ u krajevima intervala [a, b] su razli¢itog znaka. Zaista, vazi

¥(a) = af (@) + Bf(b) — (a + B)f (@) = B(f(b) - f(a),
p(b) = af (@) + Bf(b) — (a + B)f (b) = a(f (@) = f(b)) = —a(f(b) - f(a)),

te je sgn(y(a)) razlicit od sgn(y¥(b)). Funkcija ¥ je neprekidna, jer je neprekidna funkcija f,
pa postoji ¢ € (a, b) takav da vazi (&) = 0, odnosno

af(a) + Bf(b) — (a+ B)f(§) = 0.

Pre formulisanja glavne teoreme o svojstvima aproksimacije linearnog splajna, koja je zajedno
sa dokazom preuzeta iz [3, 7, 8], bice uvedeno nekoliko oznaka. Pod pretpostavkom da je
funkcija f neprekidna, neka je

wi(f)=x max 1]If(x")—f(x')l, i=0,..,n—1,

x €l 4
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w(f) = max_oi(f),
dn

() = f0 ),

D" f(x) =

IDflleo = sup|Df (X[, x € [a,b],

Vrednost w;(f) zove se oscilacija funkcije f na podintervalu [x;, x;11], @ w(f) najveca
oscilacija funkcije f. D je operator diferenciranja, a h dijametar mreze.

Teorema 2. (Uniformna ocena greSke linearnog splajna)
Neka je Si(x) linearni splajn za funkciju £. S obzirom na svojstva glatkosti funkcije f vazi:

1. Ako je f neprekidna na [a, b], odnosno feCla, b] onda je
13 = flles = max K@) = f@)] < w(f).

2. Akoje f' ogranicena na [a, b], odnosno feLL [a, b] onda je

1 R
153 = flles <5 1Df Il

3. Ako je f neprekidna na [a,b] i f neprekidna na svakom od podintervala [x;, x;.1],
i=0,1,..,n—1, odnosno feCla, b] N4 C'[x;,x;41] onda je

1S3 = flloo < 2 (DF).

4. Ako je f neprekidna na [a,b] i f  ogranicena na svakom od podintervala [x;, X;41],
i=0,1,..,n—1o0dnosno feCla, b] N*=¢ L% [x;,x;41] onda je

hZ
153 = Flles <5 ID?f s

Dokaz.

Neka je
X —X; X —X;

h; Xip1 — X
gde i € {0,1,...,n—1}ix € [x;,x;41]. Vazi

E(x) =S3(0) - f(x) =

X —

= fi+ = fe—f) — f(0) =
= (L= Of; + thina — f ().
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Imajué¢i u vidu linearnu vezu izmedu x i t, uocava se da je x € [x;, x;41] ekvivalentno sa
€ [0,1], pati1—tiliimaju isti predznak ili je jedan od njih nula.

1. Prema prethodnoj lemi, ako je f neprekidna na [a,b], onda za svako i € {0,1,...,n — 1}
postoji & € [x;, x;41] takvo da vaZi jednakost

A-0fi+tfin=A-t+0f() = f(),
pa je za svako x € [x;, x;41] ispunjeno
E(x) =f(§) = f(x).
Prema tome na svakom podintervalu [x;, x;.1], i € {0,1, ..., n — 1}, vazi
EC)I =1f() = f)] < wi(f) Sw(f),  x€x,xil
pa je
MaXyefq,p)|E(¥)| = Maxyeap)1S3(x) = FO| < w(f).
2. Akﬁ) je f' ograni¢ena na [a, b], onda je ||Df |l konadan broj i za svako i € {0,1,...,n — 1}
vazi
fi=fG)+[['Dfw)dv,  fiu=f)+ [ " Df(w)dv.
Zamenom u izraz za E (x), pri ¢emu je x € [x;,x;41] i t € [0, 1], dobija se
Ex)=—-(1-1¢) f Df()dv +t [ Df(w)dv,
pa je

Xi+1

E@I< -0 [ IDf@ldv+e [ IDf@ldv.
Xi X
Kako je nejednakost |Df (v)| < |IDf ||« ispunjena za svako v € [a, b], iz prethodnog sledi

E@)| < [ =0 [} dv+t [ dv] IDf Il
= [(1 =) (hit + x;—x;) + t(41 — bt = x)D]IDf oo =
= 2t(1 = Ok IDf .o

Na intervalu [0,1] parabola y = 2t(1 —t) dostize svoju maksimalnu vrednost % u tacki

1 . . .
t==, pajeza svako x € [x;, x;41] ispunjeno

=

hy
EG)! < S 1Dfllo < 5 1D e

Dakle,
Jnax, |[E(x)| = max ISA(x) fl <—IIDfIIoo.
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3. Neka je f neprekidna na intervalu [a,b] i f' neprekidna na svakom od podintervala
[x;, xi+1], i =0,1,...,n— 1. lzabere se proizvoljno i € {0,1,...,n — 1}. Prema Tejlorovoj
formuli, u Lagranzovom obliku ostatka za &, € [x;, x;.1] vazi

fi=f) —thDf (), fisa=f()+ A —-)hDf(n).
Zamenom u izraz za E (x), pri ¢emu je x € [x;,x;,1] i t € [0, 1], dobija se
E(x) = t(1 - Oh(Df () — Df(D)),
odakle je
|[EG)| =t(1 — Oh|Df () — DF(E)| < t(1 — )hyw;(Df).
Parabolay = (1 — t) na [0, 1] u tacki ¢ = > ima maksimalnu vrednost =, pa vazi
BGOI < 2 i (DF) < 20 (D), % € L],

Dakle,

h
= 1 —_ < —
xré%fi‘,’é]lE €3] xrer%%]ISA () —f)] = 2 w(Df) .

4. Neka je f neprekidna na [a, b] i f"' ograniena na svakom od podintervala [x;, x;,1], gde je
i=0,1,..,n—1. Tada za svako i € {0,1, ...,n — 1} vazi Tejlorova formula sa integralnim
oblikom ostatka

o= FG - thiDfG) + | " (= VD (w)dv,
frr = £G) - (1 - ORDF() + f " e — VD2 (W)dv.

Iz formule za gresku E (x) dobija se jednakost

Xi Xi+1
E(x)=(1- t)f (x; — v)D*f(v)dv + tf (xj41 — V)D*f(v)dv.
Odavde sledi da za svako x € [x;, x;41] vazi
1, 2 L 2unz L oine
IEGO| < 5 hEt(1 = OID* fllo < S hFID?flley < SR2ID?f o
Dakle,

1 j—
maXxE[a,b]lE(x)l = maXxE[a,b]l-g&(x) - f(X)l < thHsz”oo .
|

Red aprokcimacije linearnog splajna je h%. Dodatni uslovi glatkosti funkcije neée povecati
red aproksimacije [3].
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5 HIBRIDNI MATEMATICKI MODELI ZA ODREPIVANJE
RETENCIONIH PARAMETARA

U prethodnim poglavljima su izloZzeni matemati¢ki modeli i njihove modifikacije za odredivanje
retencionih parametara koji koriste particioni (3.1) i adsorpcioni model (3.18). Svaki od ovih
modela je zasnovan na reSavanju osnovne gradijentne jednacine (3.3). U ovom poglavlju su
predlozeni hibridni matematicki modeli zasnovani na reSavanju osnovne gradijentne jednacine,
koji nastaju kombinovanjem postoje¢ih matematickih modela i njihovih modifikacija sa
linearnim splajnom.

5.1 MATEMATICKI MODELI ZA ODREPIVANJE RETENCIONIH
PARAMETARA KOJI KORISTE LINEARNU SPLAJN
INTERPOLACIJU

Neka je data podela A= {p; < ¢, <+ < @,,_1 < @,} intervala [, ¢,]. Kod matemati¢kog
modela zasnovanog na splajn interpolaciji, pri reSavanju osnovne gradijentne jednacine,
podintegralna funkcija k(¢) se aproksimira linearnim splajnom. Funkcija k(¢) je zadata
svojim vrednostima u n razli¢itih tacaka podele A, odnosno ((pi,k(<pl-)), i=1,..,n, gde

je k(p)) = k;.

Prilikom reSavanja osnovne gradijentne jednacine (3.3) koristi se smena promenljive u integralu
@ = @(t) = @y + pt. Kako je dp = Bdt, odnosno dt = %d(p,jednaéina (3.3) postaje

tr—to @o+B (tr—to) @o+B (tr—to)
L at J‘ dp 1 f do 5.1)
0 k(p) Bk(p) B k(o) '

0 9o ®o

Na svakom intervalu [¢;, @;41], i =1,..,n—1, umesto funkcije k(¢) Koristi se polinom
prvog stepena koji je jednozna¢no odreden splajn interpolacijom. Preciznije, na svakom
intervalu [, @;41], i=1,..,n—1, koristi se polinom oblika Sy (¢) = cq; + c1; (¢ — @;),
gde je

Co,i = k(o) =k; (5.2)
s = k(piv1) — k() _ kiy1—k; . (5.3)
Pit1—P; Pi+1—P;
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U tacki spajanja dva polinoma, S&’i_l(cp) =coi—1 Tt Cric1(@—@;_1) | S&’i((p) =co; +
c1:(¢ — ¢;), odnosno ¢voru ¢;, i = 2,...,n — 1, ovi polinomi imaju jednake vrednosti.

Dalje, interval integracije [¢p,, @o + B(tg — to)] osnovne gradijentne jednacine (5.1) se deli na
vise podintervala koriste¢i podelu A. U zavisnosti od toga da li gornja i donja granica intervala
integracije pripadaju nekom od podintervala podele A ili ne, prilikom reSavanja osnovne
gradijentne jednacine razlikujemo vise slucajeva.

1. Ako ®o i Qo + B(tg — to) pripadaju istom intervalu, odnosno
®o, 9o+ B(tg —to) € [0y, @iy1], i=1,..,n—1,tadaje

@o+p (tr—to) @o+B (tr—to)

B o) B 5.
©7p JO K@) B qjo Cor T 0 (@ = 9D (5.4)

U integralu (5.4) uvodi se smena cgy; +c1;(¢ — ;) =p, odakle je c;,dp = dp, odnosno
do = — dp. Odatle sledi

C1,i
coitcri(@o+B(tr—to)—9;) coitcri(@o—@i+B(tr—to))
. 1 f dp 1 j dp
0=7 —=— — =
B c,ip  ciB 4
co,itcri(@o—9;) co,itc1i(Po—i)
1 coitcri(@o—@i+B(tr—to))
- cLif Inp co,iteri(@o—9:) ’

odnosno

1
bh=7% (In(co; + c1,:(@o — @i + B(tr — o)) —In(co; + c1,i(po — 91))), (5.5)
pod uslovom da su zadovoljene slede¢e nejednakosti
co; + C1,:(@0 — @i + Btr — o)) > 0 (5.6)

coi +¢1:(@o— ;) >0. (5.7)

Transformacijom izraza (5.5) dobija se

1 1
ln(co,i +c1,i(po— @i + B(tr — to))) =ty + ln(CO,i + c1,i (o — <Pi))r
C1,i,3 C1,iﬁ

odnosno
1
ln(CO,i + c1,i(@o — @i + B(tg — to))) =cf|to+ rln(co,i + c1,i (o — <Pi)) .
R
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Dalje vazi

1
c1,iB(tor—71In(co+c1,i(Po—91))
Co,i + C1,i ((Po —Q; + ﬁ(tR — tO)) =e ( c1,iB )

1
c1,iB (to +m In(coi+c1,i(@o—0 i)))

c1,iP(tr —tg) = e —co; — ¢1,:(@o — @)

1 c1,iB|tot+ 1. In(coi+c1,i(@o—91))
(e ( cLif ) — i — ¢1,i(@o — @) |

Konacno, iz prethodnog izraza za ty — t, dobija se analiti¢ki izraz za retenciono vreme

1 iblt -‘rLl itc1i —@Q;
tR — tO + C_ (eCL ﬂ( 0 Cl,i,B n(c()_ cl, ((po 4 ))) _ Co’l _ Cl'l ((po _ (pl)> ) (5_8)
1,i
odakle se lako izvodi izraz za efektivni retencioni faktor
tr — to 1 c1,iB\t +L.1n(c iteri(@o—91)
k = = e’ ( BT A ) —¢oi — ¢1,i(@o— @) |- (5.9)
to c1,iBto

2. Ako @g i @y + B(tg —ty) pripadaju susednim intervalima, odnosno ¢, € [@;, @;i41] |
®o + B(tg — to) € [@i11,9is2], 9de i € {1,..,n — 2} tadaje

@o+B(tr—to) Qit1 @o+B(tr—to)
1 j do 1 J do J do
tO = — _ — 4 | =
B k(p) B k(o) k(o)
Po Po Pi+1
1 Yit+1 p @o+B(tr—to) q
- f L4 + f L4 . (5.10)

B Coi +c1,i(@ — @) Coi+1 + C1,i+1(@ — ®iy1)

Po Pi+1
U integrale u izrazu (5.10) uvodi se smena cq + ¢1 (@ — @x) = Py, za svako k € {i,i + 1}
odakle je ¢y ydp = dpy, odnosno dg = Cidpk. Odatle sledi
1,k
co,itc1,i(@i+1—9:) coi+1+c1i+1(@o+B(trR—t0)—®i+1)

£y = 1 f dp; + f dp; 1 _
p C1,iP; C1,i+1Di+1

co,itcri(@o—9;) €0,i+11C¢1,i+1(Pi+1—¢i+1)

co,it¢1,i(@i+1—9) coi+1tc1i+1(@o—@i+1+B (tr—t0))
1 dp; 1 f dpiv1
—_— + =
c1,iB p; c1,i+1B Pi+1

co,itc1i(@o—wi) C0,i+1
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1 €o,it¢1,i(Pi+1—9) 1 co,i+1tc1i+1(@o—®i+1+B (tr—t0))

C1 B o P coitc1i(@o—9i) T C1i1B Inp;iq Coist ’
odnosno
1
ty = o (ln(Co,i +c1,i(Pis1 — @) — In (Co,i + ¢4 (@0 — ‘Pi))) +

1

+
C1,i+18

(In(coi+1 + criv1(@0 — Piv1 + B(tr — o)) —In(coiv1)),  (5.11)

pod uslovom da su zadovoljene slede¢e nejednakosti

coi + c1i(@ir1 — @) >0 (5.12)
coi +c1i(@o — i) >0 (5.13)
Coi1 + Crir1 (@0 — @iv1 + B(tr — o)) > 0 (5.14)
Coi41 > 0. (5.15)

Transformacijom izraza (5.11) dobija se

1
Y ln(CO,i+1 + c1iv1(@o — @iy1 + B(tr — to))) =
Li+1
1
=ty + Y ln(COl-l-l) (ln(COl + c1,i(@iy1 — <Pi)) - ln(co,i + ¢1,i(@o — (Pi)))r
Lit+1

odnosno

ln(Co,i+1 + ¢1i+1(Qo — Yiy1 + B(tr — to))) =
C1,i+1B <t0 + ln(COl-l-l) - _(ln(COl + c1,i(@iy1 — <Pi)) - ln(CO,i + ¢1,i(@o — <Pi)))> :

Dalje vazi
Co,i+1 T C1it1 (<Po — @iy + B(tg — to)) = eC1i+1B(to+X)
gde je

X =

ln(co z+1) -—— (ln(COl + c1,i(@iy1 — Qoi)) - ln(CO,i + ¢1,i(@o — %‘))) :

C1, 1+1ﬁ

Odatle sledi

c1i+1B(tg —to) = ec1i+1PllotX) Coi+1 — C1i+1(Po — ®is1)

33



te je

C1i to+X
(e Lit1Bto+X) — Co,i+1 — C1i+1(@o — <Pi+1)) .

Kori$¢enjem splajn interpolacije dobija se analiticki izraz za retenciono vreme

tp =ty + (ecl'i“ﬁ(toH) — Coi+1 — C1,i41(@o — <Pi+1)) ) (5.16)

Cli+1

pa izraz za efektivni retencioni faktor tada postaje

tp — to 1
k= = crisiBEo+X) _ o s ’ c 17
to Cl.i+1ﬁt0 (e Co,i+1 Cl,l+1((p0 (pl+1)) ( )
gde je
1
X c1,i+1B ln(COlﬂ) (ln(col + c1,i(Pir1 — <,0i)) - ln(CO,i + ¢1,i(@o — ‘Pi)))- (5.18)
,L

3. Ako @ i @y + B(tg — to) ne pripadaju istom niti susednim intervalima podele A, odnosno

©o € [, @i41), gde i €{1,..,n—=3} i @y +P(tg —ty) € [(pj:§0j+1]; gdejej=i+2 i
j€e{3,..,n—1} tadaje

@o+B(tr—to)

_1 de _
=g j k@)

®o
" Pit1 p Qit2 p Pj p @o+B(tr—to) p
ey ey, [, [
B k(o) k(o) k(@) k(o)
@0 Qit+1 Pj—1 )
Pi+1 Pi+2 d
T —
Co,i T Cq, 1(‘.0 ®;) v Coi+1 T C1,i+1(@ — Pit1)
i+1
P p @o+pB(tr—to) p
ot f 4 + f 4 ). (5.19)
. Coj—1+ C1j-1(@ — @j_1) ; Coj + (0 — ;)
j-1 j

U izrazu (5.19) uvodi se smena cq ; + ¢1 (@ — @x) = py, zasvako k € {i,i + 1, ..., j} odakle je
c1de = dpy, odnosno do = Cidpk. Odatle sledi
1,k
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coitcri(@ir1—9;) coi+1tc1i+1(@ir2—®i+1)

1 dp; dp,

C1,iDi C1,i+1Pi+1
coitct,i(@o—o;) co,i+1Hc1,i41(@i1—Pis1

coj-1tc1j-1(@j—9;-1) cojtc1,j(@o+B(tr—to)—¢;)

dp;_ dp;
vt f L f i):

C1j-1Dj-1 €1,jPj
coj-1tc1j—1(@j—1—9;-1) cojteri(@j—¢;))

coitei(@iz1—;) coi+1tc1,i41(Piy2—Pis1)
1 dp; 1 j dpit1
c1,iB p; c1,i+1B

coiter,i(@o—:) €0,i+1

Pi+1

coj—11¢1,j-1(Pj—9j-1) cojtc1j(@o+B(tr—to)—¢;)

dp;_ 1 dp;
-+ | P, [ dp; _
CLj—1Pj-1  C1;B pj

€o,j—1 €0,

coiteril@ir1—9) 1 coit1tc1,iv1(@it2—0is1)
Inp;iq + -

€0,i+1

- |
Cl,iﬁ Pi

+ _—
co,itcri(@o—9:) 1P

coj-1tcrj—1(@j—¢j-1) 1 cojtcj(@o+B(tr—to)—9;)

In pj—l coj-1 + Cljﬁ In p} co )

. _l_
Cl,j—lﬁ

odnosno

to = ﬁ(ln(co,i + ¢, (@it1 — <Pi)) —In (Co,i +c1;(po — (pl-))) +

+ Ll (ln(CO.H—l + cit1(Piva — <Pi+1)) - ln(co,i+1)) +
1,i+1
"t (In(co,j-1 + c1-1(¢; = 9;-1)) —In(co,-1)) +
1j-1B
1
+ e B (In(co; + c1 (9o + B(tr — to) — ;) —In(co;)) (5.20)
J

pod uslovom da su zadovoljene sledece nejednakosti

cor + 1 p(Pr+1 — @) >0, zasvako k€ {i,i+1,..,j — 1}, (5.21)
coi +c,i(wo— ) >0, (5.22)
cor >0, zasvako ke{i+1,..,j—1, j}, (5.23)
Coj t 1) ((po + B(tg — ty) — (pj) >0. (5.24)
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Transformacijom prethodnog izraza dobija se

1
In(co; + c1, (9o + B(tr — to) — ¥;)) =
Cl,j,B

1 1
=ty + oL, ln(c()]) ,8 (ln(c()l + ¢1,i(Pir1 — (Pi)) —In (Co,i + ¢1,,(@o —

1
PR (In(co41 + €141 (@ivz — @i41)) = In(co,41)) =
,L
1
Y (ln(CO,j—l +c1-1(9 — <Pj—1)) - ln(CO,j—l)) =
J—
1 1
=t + B In(co;) — m(ln(co,i +c,i(Pip1 — @) —In (CO,i +c1,i(po
W L
j—1 1
- Z P (ln(CO,m +Cim (Pm+1 — (pm)) - ln(Co,m)) )
m=i+1 LM

odnosno

In (C()_j + C1,j (QDO + .B(tR - tO) - ('0])) -

_c1]ﬁ<t0+ ln(coj) “8

gde je Y = Zm =i+l (ln(COm + €1, m((pm+1 (pm)) - ln(CO,m)) .

Dalje vazi

Coj t €1 (<P0 —@; + B(tg — to)) = g1/ totX))

gde je
X = e B ln(COj) (ln(COL +¢1i(@iv1 — @) —In (CO,i + c1,: (o —
Odatle sledi
c1;B(tg —tp) = ec1iftotX) co; — 1, (00— 9;).
odnosno

1
tR - tO = ﬁ (ecl'jﬂ(to-l-x) - CO,j - Cl,j (()00 - (p])) .

o)) -

_ <Pi))) _

1
(ln(COl + ¢, (@iv1 — @) —In (CO,i + ¢1,i(@o — <Pi))) - Y),

wi))) —-Y.

36



KoriS¢enjem splajn interpolacije dobija se analiticki izraz za retenciono vreme

tR=t0+

1 .
v (P @0 — o) — 15 (00— 9))), (5.25)

pa izraz za efektivni retencioni faktor tada postaje

_ tg — ty _ 1 B(to+X)
k= ty B Cl,jﬁto (eCL] o €0~ 1) (‘Po N (pj)) ! (5'26)
za X = ln(c()j) (ln(COl + 1 (@ir1 — @) —1In (Co,i + ¢y, — <Pi))) —Y,(5.27)
gde je
Zm =i+l . (ln(COm + Clm(§0m+1 (pm)) - ln(CO.m)) ' (5.28)

4. Vrednosti funkcije k(¢) su zadate na diskretnom skupu tacaka koje se nalaze unutar
intervala [¢4, @, ]. Ako se bar jedna od granica intervala integracije [, o + B(tr — to)]
nalazi izvan intervala [¢1, @, ], vr8i se ekstrapolacija. Funkcija k(@) se tada na intervalu
[—o0, 1] aproksimira polinomom

Sy (@) = co1 + c1,1(0 — 1), (5.29)

a na intervalu [¢,,, +oo] polinomom

1n 1(<P)—00n 1+ Cin-1(@ — @n_1). (5.30)

Ovaj slucaj se razlaZze na sledece podslucajeve.

4.1. AKo g € [—0, 2] 1 @y + B(tg — ty) € [—0, @], primenom izvedene ekstrapolacione
formule (5.29), analiticki izraz za retenciono vreme postaje ekvivalentan izrazu za
retenciono vreme kada ¢ € [@1, @2] 1 @¢ + B(tg — ty) € [¢1, @], odnosno

tp =ty + (ecl 1ﬁ(to+ 1n(Co 1t+e1,1(@o— <ﬂ1)))

—co1—¢c11(@o— 1) |, 5.31
Cl,lﬁ 0,1 1,1\Po (Pl) ( )

uz uslov da vaze nejednakosti (5.6) i (5.7) zai = 1.

Izraz za efektivni retencioni faktor tada postaje

tp — t
o=t
to
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1 1, _
_ ecl'lﬁ<t°+61,1ﬂ n(co,1+c1,1 (@0 <ﬂ1))) — o1 — c11 (9o — o) . (5.32)
c1,1Bto
42. Ako @y € [@p_1,+0] i @o+L(tr —ty) € [@n_1,+0], primenom izvedene

ekstrapolacione formule (5.30), analiticki izraz za retenciono vreme postaje
ekvivalentan izrazu za retenciono vreme kada ¢y € [@,_1,0,] 1 @9+ B(tr —ty) €

[¢,—1, 0,], 0dnosno

1
1 eC1,n—15(%‘*‘mln(Co,n—1+C1,n—1(<Po—<Pn—1)))

tR = tO +
Cl,n—1ﬁ

—Con-1—" C1,n—1(<Po - (pn—l) ) (5-33)

uz uslov da vaze nejednakosti (5.6) i (5.7) zai =n — 1.

Analiticki izraz za efektivni retencioni faktor tada postaje

tp — t
=-R_"0_
to
1 C1n-1B tO"';ln(CO,n71+Cl,n71(‘p0_‘pn71))
=—]e€ ( 1n-1F ) — Com—1 — C1,n—1(P0 — Pn-1) |- (5.34)
C1n-1Bto

4.3. AKO @g € [—0o0, ;5] i @y + B(tg — ty) € [@2, @3], primenom izvedene ekstrapolacione
formule (5.29), analiticki izraz za retenciono vreme postaje ekvivalentan izrazu za
retenciono vreme kada ¢ € [@1, @2] 1 @¢ + B(tg — ty) € [¢2, @3], 0dnosno

tp =ty + (ecl'zmto”) — o2 — C12(@o — <P2)) ) (5.35)

C1,2

uz uslov da vaZze nejednakosti (5.12)-(5.15) za i = 1, a izraz za efektivni retencioni
faktor tada postaje

tp — to 1
k== (128 — ¢, — c15(p0 — 92)), (5.36)
gde je
1 1
X = —In(coz) = — (In(co1 +c11(02 = 91)) = In(co + c1,1(00 = 1)) (5:37)

4.4. Ako @o € [@n—2, Prn-1] | @9+ B(tr — ty) € [@,—_1,+o0], primenom ekstrapolacione
formule (5.30), analiticki izraz za retenciono vreme postaje ekvivalentan izrazu za
retenciono vreme kada @g € [@n_2, @n_1] 1 @¢ + B(tg — ty) € [@n—1, @], 0dnosNo

1
(e — oy~ iy (9o — @), (5.38)

tR = t() +
Cin-1
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uz uslov da vaze nejednakosti (5.12)-(5.15) za i = n — 2. lzraz za efektivni retencioni
faktor tada postaje

te — to 1

k = = eCin-1Bto+X) _ o — (0o — @n_1)), (5.39
to cin1Bto ( 0on-1 1n-1\Po — Pn-1 ) ( )

gde je

1
X = Y ln(CO’n_l) -

1

- (In(con—2 + c1n-2(@n-1 = @n-2)) = In(Con-2 + c1n-2(®0 — Pn-2)))- (5.40)

45. Ako @q € [—o0,¢,] | @o + B(tr — to) € [@;, @41, za j € {3,...,n — 2}, primenom
ekstrapolacione formule (5.29), analiticki izraz za retenciono vreme postaje
ekvivalentan izrazu za retenciono vreme kada @, € [@1,@2] | @o+ B(tg — ty) €
|, 9;+1], zaj € {3,...,n — 2}, odnosno

1
LB (e61,jﬂ(to+X) — Cpj —C1 (goo — (pj)), (5.41)
J

tR=t0+

uz uslov da vaze nejednakosti (5.21)-(5.24) za i=11i j€{3,..,n—2}. lzraz za
efektivni retencioni faktor tada postaje

tr — to 1

k = =
to c1,;Bto

(861,jﬁ(to+x) — Cpj — C1 (900 - 90]-)), (5.42)

zaX = ﬁln(co,j) - ﬁ (ln(cm +c11(92 — 1)) —In (CO,l + c11 (0o — <P1))) —Y,(543)
gde je

V=5 lo s (n(com + eum (@msr = @m)) = In(com)). (544)

4.6. AKo @ € [@;, 0ir1] zai €{2,..,n—=3} i @y + B(tr — ty) € [@n—1, +0], primenom
ekstrapolacione formule (5.30), analiticki izraz za retenciono vreme postaje
ekvivalentan izrazu za retenciono vreme kada ¢, € [@;, ¢;41] zZa i €{2,...,n —3} i

@o + B(tg — to) € [@n_1,9,], 0dnOSNO
(ecl'"—lﬁ(t"”) — Con—1— C1n-1(@o — <Pn—1)) (5.45)

tR == tQ +
Cin—1

uz uslov da vaze nejednakosti (5.21)-(5.24) zai € {2,...,n —3}ij =n— 1. Izraz za
efektivni retencioni faktor tada postaje
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tr — to 1
k= o Bl (361'”_1ﬁ(t°+x) — Con—1 — C1u—1(90 — <Pn—1)) (5.46)
Za
X = ! In(cop-1) = L(ln(COi +¢1:(@is1 — @) —In (COi + c1,i(o — 4’1‘))) —Y,(5.47)
C1n-1B ' c1,iB ' ' ' '
gde je
_ 1
Y = Z?n=2i+1m (ln(CO,m + C1m ((pm+1 - (pm)) - ln(CO,m))- (548)
4.7. Ako Qo € [—0,02] | @+ B(tg —ty) € [@n_1, +0], primenom izvedenih
ekstrapolacionih formula (5.29) i (5.30), analiticki izraz za retenciono vreme postaje
ekvivalentan izrazu za retenciono vreme kada g € [@1,92] 1 @o+ B(tg —ty) €
[¢n-1, 9,1, 0dnosno
th =t + - (PO — g,y = 190 = ), (5.49)
n—

uz uslov da vaze nejednakosti (5.21)-(5.24) za i =11 j=n—1. lzraz za efektivni
retencioni faktor tada postaje

tg — to 1
=t = (ecl,n_1ﬂ<to+x> — Conot — Crn1 (o — <pn_1)), (5.50)
n—
za
1 1
X = o 1ﬂ ln(co,n—l) - e 13_ (ln(C0,1 + Cl,l((pZ - 4’1)) —In (C0’1 + C1,1(‘P0 — (Pl))) — Y, (551)
n— X
gde je

Y = Z?f:zzﬁ (ln(CO,m + C1m (‘pm+1 - <pm)) - ln(CO,m))- (552)

Kombinovanjem postoje¢ih modela i njihovih modifikacija sa dobijenim linearnim splajnom,
izvedeni su novi, hibridni modeli za aproksimaciju vrednosti odabranog retencionog parametra.
Pri reSavanju osnovne gradijentne jednacine hibridni modeli koriste vrednosti retencionog
vremena dobijene iz prethodno prikazanih matematickih modela i njihovih modifikacija, za
odredivanje intervala podele A kom pripada gornja granica integracije.

U zavisnosti od izbora matematickog modela koji se kombinuje sa linearnim splajnom, dobija se
izraz za retenciono vreme tg ,,,4e; primenom jednog od Cetiri analiticka izraza za odredivanje
retencionog vremena datih jedna¢inama (3.16), (3.27), (3.34) i (3.41). Za racunanje se koriste
eksperimentalno dobijene vrednosti za @, t,5,S | ky. Skup tataka (¢ k(@)=
(@i, k;), i =1,..,n, je takode odreden eksperimentalnim putem.
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Kako se problem odredivanja retencionih paramatara svodi na problem reSavanja osnovne
gradijentne jednacine koriS¢enjem linearne splajn interpolacije, neophodno je prvo odrediti
vrednosti granica integracije. Donja granica integracije ¢, odreduje se eksperimentalno. Gornja
granica ¢, + B(tg — tg) se odreduje koriséenjem eksperimentalno dobijenih vrednosti za @, ty
I B i vrednosti za retenciono vreme dobijene primenom analitickog izraza za tp izabranog
matemati¢kog modela. Tako gornja granica postaje jednaka @q + S (tr moder — to)-

Nakon nalazenja granica integracije, odreduju se intervali podele A kojima dobijene granice
pripadaju. Proces se nastavlja sa reSavanjem osnovne gradijentne jedna¢ine primenom linearne
splajn interpolacije na gore opisan nacin. U zavisnosti od toga kojim intervalima podele A

pripadaju @ i @ + B(tr moder — to), integral

@o+B(tr—to)
[
k(e)

Yo
se razlaze na odgovarajuci zbir odredenih integrala, a funkcija k(¢) se na intervalu integracije
svakog od tih integrala aproksimira polinomom prvog stepena. Daljim reSavanjem jednacine
(5.1), imajuci u vidu intervale kojima pripadaju granice @q i @q + S(tr moder — to), dobijaju se
odgovarajuci analiticki izrazi za retenciono vreme ty i retencioni faktor k izvedeni u odeljku 5.1.
Retenciono vreme ty se dobija koris¢enjem odgovarajuceg izraza (5.8), (5.16) ili (5.25), dok se
retencioni faktor k dobija koris¢enjem odgovarajuceg izraza (5.9), (5.17) ili (5.26).
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6 EKSPERIMENTALNI REZULTATI

U ovom odeljku su prikazani rezultati dobijeni primenom predstavljenih matemati¢kih modela
za odredivanje retencionih parametara na razlicite skupove eksperimentalno dobijenih podataka.
Predstavljene numericke metode su implementirane u programskom jeziku MATLAB 7.10.0
(MathWorks, Natick, Massachusetts).

Eksperimenti su uradeni za sledece vrednosti parametara:

e udeo organskog rastvaraca ¢, = 5.3%

e retenciono vreme mobilne faze (retenciono vreme komponente koja se ne zadrzava na
koloni) ty = 1.257 min

e vreme mirovanja sistema tp = 0.8 min

e nagib gradijenta 8 = 0.6472

U tabeli 6.1 i tabeli 6.2 su date eksperimentalno dobijene vrednosti za Inky, i S za lek
Olanzapine i necistoce Koji su ispitivani. Parametar ky, predstavlja ekstrapoliranu vrednost k za
@ = 0 (za Cistu vodu), a S je parametar jacine rastvora koji je konstanta za dato jedinjenje i
organski rastvarac.

Tabela 6.1: Vrednosti parametara Inky, i S za lek Olanzapine i njegove neéistoce kod
particionog modela

In ky S
Olanzapine 3.79 -16.71
Impurity 1 3.51 -18.29
Impurity 2 2.25 -11.55
Impurity 4 2.22 -10.10
Impurity 6 4.33 -19.11
Impurity 7 2.79 -16.51
Impurity 8 1.13 -5.81

Tabela 6.2: Vrednosti parametara Inky, i S za lek Olanzapine i njegove necistoce kod
adsorpcionog modela

In ky, S
Olanzapine -2.31 -1.84
Impurity 1 -3.27 -2.06
Impurity 2 -1.89 -1.24
Impurity 4 -1.39 -1.08
Impurity 6 -2.78 -2.16
Impurity 7 -3.23 -1.81
Impurity 8 -0.91 -0.60
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U tabeli 6.1 su predstavljene vrednosti koje su korisS¢ene kod matemati¢kih modela zasnovanih
na particionom modelu, a u tabeli 6.2 su predstavljene vrednosti koje su koriS¢ene kod
matematickih modela zasnovanih na adsorpcionom modelu.

U tabeli 6.3 su dati setovi podataka za lek Olanzapine i necisto¢e koji su ispitivani. Dati podaci
su koriSc¢eni kod hibridnih modela nastalih kombinovanjem sa linearnom splajn interpolacijom.

Tabela 6.3: Eksperimentalni podaci za lek Olanzapine i njegove necistoce

Olanzapine Impurity 1 Impurity 2 Impurity 4 Impurity 6 Impurity 7 Impurity 8
i| o Ink 1) Ink 1) Ink 1) Ink © Ink 1] Ink @ Ink
1| 005 | 3.1072 | 0.05 | 2.9692 | 0.05 | 1.6827 | 0.05 | 1.6939 | 0.05 | 3.8062 | 0.05 | 2.1167 | 0.05 | 0.7686
2| 0.08 | 25055 | 0.08 | 1.9272 | 0.08 | 1.3081 | 0.08 | 1.4205 | 0.08 | 2.6324 | 0.08 | 1.4378 | 0.08 | 0.6629
3/ 011 | 18114 | 011 | 1.2180 | 0.11 | 0.9933 | 0.11 | 1.1407 | 0.11 | 1.8876 | 0.11 | 0.8618 | 0.11 | 0.5234
4] 014 | 1.2612 | 0.14 | 0.7222 | 0.14 | 0.6325 | 0.14 | 0.7894 | 0.14 | 1.4188 | 0.14 | 0.3349 | 0.14 | 0.4345
5/ 017 | 0.8566 | 0.17 | 0.3188 | 0.17 | 0.2381 | 0.17 | 0.4763 | 0.17 | 1.0461 | 0.17 | -0.0666 | 0.17 | 0.1106
6| 0.20 | 0.6973 | 0.20 | 0.1935 | 0.20 | -0.0291 | 0.20 | 0.2089 | 0.20 | 0.8384 | 0.20 | -0.3419 | 0.20 | -0.1034

Za dati skup eksperimentalno dobijenih podataka dobijene vrednosti za retenciono vreme kod
testiranja nekih od predstavljenin modela ne pripadaju skupu realnih brojeva R, jer nisu
zadovoljeni odgovarajuci uslovi.

U tabelama 6.4-6.11 su prikazani rezultati dobijeni testiranjem predstavljenih matematickih
modela koriste¢i prethodno navedene eksperimentalne podatke. Rezultati su u tabelama
prikazani na slede¢i nacin. U prvoj koloni se nalazi naziv leka 1 necistoca koji su ispitivani. U
drugoj i trec¢oj koloni se za svaku od ispitivanih supstanci nalaze dobijene vrednosti za
retenciono vreme ty i efektivni retencioni faktor k.

U tabeli 6.4 su prikazani rezulati dobijeni testiranjem matematickog modela (3.16), (3.17)
predstavljenog u radu [20] koji se zasniva na particionom modelu (3.1). U tabeli 6.5 su rezultati
dobijeni testiranjem matematickog modela (3.27), (3.28) predstavljenog u istom radu, a koji se
zasniva na adsorpcionom modelu (3.18).

Za date eksperimentalne podatke nije zadovoljen uslov (3.14), pa dobijeni rezultati za retenciono
vreme tp kod modela (3.16), (3.17) za lek Olanzapine i sve njegove necisto¢e nisu realne
vrednosti. Samim tim i vrednosti za efektivni retencioni faktor k ne bi bile realne, pa nisu ni
prikazane u tabeli (-). Isto vazi za necisto¢u 8 kod modela (3.27), (3.28).

Rezultati dobijeni testiranjem modifikacije prethodnog matematickog modela zasnovanog na
particionom modelu, odnosno modela (3.34), (3.35) prikazani su u tabeli 6.6. Testiranjem
modifikacije matematickog modela koji se zasniva na adsorpcionom modelu, odnosno modela
(3.41), (3.42) dobijeni su rezultati prikazani u tabeli 6.7.
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Tabela 6.4: Dobijeni rezultati za retenciono vreme tp i efektivni retencioni faktor k za
matematicki model (3.16), (3.17)

tg k
Olanzapine 1.3840 - 0.2905i -
Impurity 1 1.4512 - 0.2654i -
Impurity 2 1.3802 - 0.4203i -
Impurity 4 1.3208 - 0.4806i -
Impurity 6 1.4034 - 0.2540i -
Impurity 7 1.4726 - 0.2940i -
Impurity 8 1.3213 - 0.8355i -

Tabela 6.5: Dobijeni rezultati za retenciono vreme tp i efektivni retencioni faktor k za
matematic¢ki model (3.27), (3.28)

Olanzapine 1.9809 0.5759
Impurity 1 1.9834 0.5779
Impurity 2 1.9757 0.5718
Impurity 4 1.9752 0.5714
Impurity 6 1.9845 0.5788
Impurity 7 1.9806 0.5757
Impurity 8 1.9751 + 0.7960i -

Dobijeni rezultati za retenciono vreme tp kod modela (3.34), (3.35) za lek Olanzapine i sve
njegove necisto¢e nisu realne vrednosti, posSto za date eksperimentalne podatke nije zadovoljen
uslov (3.33). Samim tim i vrednosti za efektivni retencioni faktor k ne bi bile realne, pa nisu ni
prikazane u tabeli (-).

Tabela 6.6: Dobijeni rezultati za retenciono vreme tp i efektivni retencioni faktor k za
matematicki model (3.34), (3.35)

Olanzapine 0.5834 - 0.2905i -
Impurity 1 0.6506 - 0.2654i -
Impurity 2 0.5752 - 0.4203i -
Impurity 4 0.5145 - 0.4806i -
Impurity 6 0.6032 - 0.2540i -
Impurity 7 0.6711 - 0.2940i -
Impurity 8 0.4752 - 0.8355i -
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Tabela 6.7: Dobijeni rezultati za retenciono vreme tp i efektivni retencioni faktor k za
matematicki model (3.41), (3.42)

tg k
Olanzapine 1.2576 0.0005
Impurity 1 1.2571 0.0001
Impurity 2 1.2622 0.0041
Impurity 4 1.2713 0.0114
Impurity 6 1.2571 0.0001
Impurity 7 1.2572 0.0002
Impurity 8 1.3733 0.0925

U slede¢im tabelama su prikazani rezultati nastali testiranjem hibridnih matematickih modela
nastalih kombinovanjem sa linearnom splajn interpolacijom nad razli¢itim skupovima
eksperimentalno dobijenih podataka.

Kod modela koji nastaju kombinovanjem modela (3.16) i (3.34), zasnovanih na particionom
modelu, sa linearnim splajnom, izra¢unate vrednosti za retenciono vreme tz po modelu (3.16) i
modelu (3.34) Kkoriste se za odredivanje gornje granice integracije u osnovnoj gradijentnoj
jednacini, i samim tim odreduju oblik linearnog splajna. Kako za dati skup eksperimentalnih
podataka dobijene vrednosti za tp po modelu (3.16) i modelu (3.34) nisu realne, nije moguce
realizovati aproksimaciju linearnim splajnom. Zato vrednosti za ty i k u tabelama 6.8 i 6.10 nisu
predstavljene (-). Analogno vazi za ne€isto¢u 8 u tabeli 6.9.

U tabeli 6.9 su prikazani rezultati dobijeni testiranjem hibridnog modela (5.49-5.52) nastalog
kombinovanjem linearne splajn interpolacije i modela (3.27) zasnovanog na adsorpcionom
modelu. U tabeli 6.11 su predstavljeni rezultati dobijeni testiranjem hibridnog modela (5.8-5.9
odnosno 5.25-5.28) nastalog kombinovanjem linearne splajn interpolacije sa modelom (3.41)
zasnovanim na adsorpcionom modelu.

Tabela 6.8: Dobijeni rezultati za retenciono vreme ty i efektivni retencioni faktor k za hibridni
model nastao kombinovanjem linearne splajn interpolacije sa modelom (3.16)

Olanzapine - -

Impurity 1 - -

Impurity 2 - -

Impurity 4 - -

Impurity 6 - -

Impurity 7 - -

Impurity 8 - -
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Tabela 6.9: Dobijeni rezultati za retenciono vreme tp i efektivni retencioni faktor k za za
hibridni model nastao kombinovanjem linearne splajn interpolacije sa modelom (3.27)

tg k
Olanzapine 1.7525 0.3942
Impurity 1 1.8254 0.4522
Impurity 2 1.6354 0.3010
Impurity 4 1.6353 0.3010
Impurity 6 1.6849 0.3404
Impurity 7 1.6297 0.2965
Impurity 8 - -

Tabela 6.10: Dobijeni rezultati za retenciono vreme tp i efektivni retencioni faktor k za za
hibridni model nastao kombinovanjem linearne splajn interpolacije sa modelom (3.34)

Olanzapine - -

Impurity 1 - -

Impurity 2 - -

Impurity 4 - -

Impurity 6 - -

Impurity 7 - -

Impurity 8 - -

Tabela 6.11: Dobijeni rezultati za retenciono vreme ty i efektivni retencioni faktor k za hibridni
model nastao kombinovanjem linearne splajn interpolacije sa modelom (3.41)

Olanzapine 1.3549 0.0779
Impurity 1 1.3240 0.0533
Impurity 2 1.4007 0.1143
Impurity 4 1.4461 0.1504
Impurity 6 1.3195 0.0497
Impurity 7 1.3464 0.0711
Impurity 8 1.8772 0.4934

6.1 OCENA GRESKE

Matematicki modeli za odredivanje retencionih parametara, koji su predstavljeni u radu,
zasnovani su na resavanju osnovne gradijentne jednacine (2.5). Za dobijanje analiti¢kih izraza za
retencione parametre ty i k, pri reSavanju jednacine (2.5) kori$¢eni su slede¢i modeli: particioni
model, adsorpcioni model i linearni splajn. Radi njihovog poredenja, kao i zbog ocene

46




pouzdanosti i kvaliteta modela, za svaki od ova tri modela izracunati su koeficijenti predvidanja
Q? [17]. Vrednosti za Q? su izradunate koristeéi podatke date u tabeli 6.3 na slede¢i naéin:

T — 90)?
1
X i =9’

pri ¢emu je n broj ¢vorova, a y; Su tabli¢ne vrednosti Ink;, za i = 1,2, ...,n. Da bi se odredila
vrednost $: izbaci se i-ti ¢vor iz tablice i modelira funkcija koriste¢i preostale ¢vorove. Procena

i

Q2=1-

vrednost funkcije u izbacenom i-tom ¢voru novodobijenim modelom sa jednim ¢vorom manje je

trazena vrednost za ;. Vrednost ¥ se racuna kao srednja vrednost svih tabli¢nih vrednosti Ink;,

zai=1,2,...,n.

Vrednosti Q2 za particioni i adsorpcioni model i linearni splajn prikazane su u tabeli 6.12.

Tabela 6.12: Koeficijenti predvidanja Q? za particioni i adsorpcioni model i linearni splajn

QZ
Particioni model Adsorpcioni model Linearni splajn
Olanzapine 0.8966 0.9606 0.9231
Impurity 1 0.7599 0.9798 0.5757
Impurity 2 0.9949 0.8697 0.9478
Impurity 4 0.9965 0.8191 0.9851
Impurity 6 0.7390 0.9722 0.4752
Impurity 7 0.9336 0.9764 0.8421
Impurity 8 0.8833 0.5071 0.9294

Moze se uoditi da sve vrednosti koeficijenta predvidanja Q? u tabeli 6.12 zadovoljavaju uslov
Q? < 1. Dobijene vrednosti za Q2 za particioni model nalaze se u opsegu izmedu 0.7390 i
0.9965, za adsorpcioni model u opsegu izmedu 0.5071 i 0.9798, dok su vrednosti za linearni
splajn izmedu 0.4752 i 0.9851.

Analizom dobijenih vrednosti za Q?, koje su predstavljene u tabeli moze se zakljuéiti da najveéu
vrednost Q2 dostize kod particionog modela (0.9965). Daljom analizom se uo¢ava da je 29%
dobijenih Q2 vrednosti za particioni model veée od 0.95, §to se moze smatrati prihvatljivom
granicom za Q2. Kod adsorpcionog modela takvih vrednosti je 57%, a kod linearnog splajna
samo 14%.

Kvalitet modela je bolji $to su vrednosti Q2 blize 1, te se moze zaklju¢iti da je od tri uporedena
modela adsorpcioni model najpouzdaniji za odredivanje retencionih parametara tp 1 k
reSavanjem osnovne gradijente jednacine (2.5).
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7 ZAKLJUCAK

U ovom radu su analizirane i poredene numericke metode za odredivanje retencionih parametara
U tecnoj hromatografiji sa gradijentnim eluiranjem.

U prvom delu su predstavljeni matematicki modeli i njihove modifikacije za odredivanje
retencionih parametara zasnovani na reSavanju osnovne gradijentne jednacine opisane u radu
[20], a koji za izracunavanje koriste particioni i adsorpcioni model.

U drugom delu su predstavljeni hibridni modeli nastali kombinovanjem postoje¢ih modela 1
njihovih modifikacija sa linearnom splajn interpolacijom.

Razvijeni modeli su evaluirani nad razli¢itim skupovima eksperimentalno dobijenih podataka za
lek Olanzapine i njegove neéisto¢e. Za neke od predstavljenin modela nisu dobijene realne
vrednosti retencionih parametara, ili ih nije moguce izraCunati, jer za date skupove podataka
nisu zadovoljeni odredeni uslovi. IzvrSena je procena (ocena kvaliteta i pouzdanosti) particionog
modela, adsorpcionog modela i linearnog splajna, koji se u radu koriste za reSavanje osnovne
gradijentne jednadine izraunavanjem koeficijenta predvidanja Q2. Dobijene vrednosti za Q2
dovele su do zakljucka da je od tri koriS¢ena modela adsorpcioni model najpouzdaniji.

Ovaj rad pruza osnovu za izvodenje novih modela za odredivanje retencionih parametara i1 za
dalja poredenja modela, za kombinovanje drugih modela sa linearnim splajnom, kao i za
kombinovanje predstavljenih modela sa splajn interpolacijom veceg stepena.
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