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Uvod

Savremene metode u nastavi i primena elektronskih nastavnih materijala pruzaju velike
moguénosti za unapredivanje tradicionalne nastave. Inovativni pristup u predstavljanju nastavnih
sadrzaja koriS¢enjem informaciono-komunikacionih tehnologija u kombinaciji sa klasicnom
nastavom u velikoj meri moze da doprinese njihovom efikasnijem savladavanju i postizanju
kvalitetnijeg obrazovanja. U danasnje vreme, kada se tehnologija mnogo brzo razvija, povecava
se 1 njena primena u nastavi. GeoGebra, matematicki softver koji povezuje geometriju, algebru i
analizu, u velikoj meri doprinosi i u¢enicima i nastavnicima i sve vise se koristi u nastavi. Neki
primeri primene GeoGebre se mogu videti u [4,6,9], a jos neke od moguénosti primene novih
tehnologija u nastavi predstavljene su u radovima [7,8]. Elektronski kurs o analitickoj geometriji
u ravni za treé¢i razred srednje Skole, Kreiran za potrebe ovog master rada, trebalo bi da bude jos
jedan doprinos osavremenjivanju nastave. U okviru kursa su sadrzaji iz analiticke geometrije u
ravni prikazani uz pomo¢ programskog paketa GeoGebra §to bi uéenicima trebalo da omoguci da
interaktivno ucestvuju u reSavanju zadataka i time laks$e usvoje gradivo. Kurs je osmisljen kao
dodatni materijal za predavanja iz analiticke geometrije u ravni u tre¢em razredu srednje Skole.

Analiticka geometrija u ravni je oblast sa kojom se ucenici srecu jo§ u osnovnoj skoli. Ona se
detaljnije izucava u treCem razredu srednje Skole. Smatra se da je Rene Dekart, objavljivanjem
svoje Geometrije u jednom od tri dodatka njegovoj Raspravi o metodi (Discours de la méthode
pour bien conduire sa raison et chercher la verité dans les sciences, 1637), postavio osnove
danasnjoj analitickoj geometriji. Prema anegdoti, Dekart je inspiraciju za uvodenje koordinatne
ravni dobio posmatraju¢i muvu na plafonu. Analitickoj geometriji ime je dao Njutn, pri cemu je
pod analitickom geometrijom podrazumevao proucavanje geometrijskih figura pomocu
algebarskih jednacina. Analiticka geometrija je deo matematike Kkoji izuCava svojstva
geometrijskih objekata (krivih, povrsi, itd.) metodom koordinata. Ovom metodom nekom skupu
taCaka u ravni ili prostoru dodeljuje se izvesna jednacina koja karakteriSe takav skup tacaka.
Razmatraju se 1 reSavaju i1 obrnuti slucajevi: ako je data jednacina koja sadrzi koordinate nekih
tacaka, potrebno je odrediti krivu (povrsi i sli¢no) koja odgovara datoj jednacini. Metodom
koordinata se utvrdivanje odnosa izmedu odredenih objekata svodi na ispitivanje odnosa
njihovih odgovarajucih jednacina. Predmet daljeg razmatranja bi¢e analitiCka geometrija u ravni,
u odnosu na pravougli koordinatni sistem.

U radu je prikazan sadrzaj kreiranog kursa. Pored uvoda u kome je predstavljena analiticka
geometrija u ravni, rad sadrzi Cetiri poglavlja. U poglavlju Duz predstavljene su osnovne osobine
tacaka i duzi u koordinatnom sistemu, dok su u poglavlju Prava, definisani razni oblici prave,
kao i njihovi uzajamni poloZaji. Poglavlje Krive drugog reda sadrzi osnovne osobine krivih
drugog reda (kruznica, elipsa, hiperbola, parabola) kao i njihove uzajamne polozaje sa pravom.



U okviru kursa su obradeni svi segmenti analiticke geometrije u ravni predvideni programom za
tre¢i razred srednje Skole. Zadaci i reSenja koja pored uvodnog dela i reSenih primera prate
sadrzaj kursa navedena su u Cetvrtom poglavlju Zadaci i resenja. Interaktivni pristup u okviru
elektronskog kursa trebalo bi da omogucéi lakSe savladavanje gradiva, a nastavnicima da olaksa
realizaciju nastavnog plana i1 programa. Kreiran elektronski kurs se nalazi na adresi
http://alas.matf.bg.ac.rs/~ml09185/. Kurs je besplatan, javno dostupan i mogu da ga koriste svi
ucenici i nastavnici koji za to pokazu interesovanje.



http://alas.matf.bg.ac.rs/~ml09185/

1. Duz

Ucenici se sa pojmom duz upoznaju jo§ u osnovnoj Skoli. Tada oni uce samo definiciju duzi,
rastojanje izmedu dve tacke i podelu duzi samo u specijalnom slucaju, kada je ta tacka koja deli
duz njeno srediste. Zatim se u tre¢em rezredu srednje Skole detaljnije bave izuavanjem ovog
pojma. Prvo poglavlje elektronskog kursa detaljno obraduje sadrzaje vezane za pojam Duz. U
njemu su izloZene osnovne osobine rastojanja izmedu dve tacke, podele duzi u datom odnosu,
kao 1 izraCunavanje povrsine trougla pomoc¢u koordinata njegovih temena. Savladavanje sadrzaja
iz ovog poglavlja je neophodno da bi se moglo nastaviti uspesno izucavanje analiticke
geometrije u ravni.

Definicija. Duz AB se definise kao skup svih tacaka izmedu datih tacaka A | B, ukljucujuci i
krajnje tacke A1 B.

1.1. Rastojanje izmedu dve tacke

U elektronskoj lekciji Rastojanje izmedu dve tacke prikazano je kako se odreduje rastojanje
izmedu dve tacke u koordinatnom sistemu. Pored opsteg slucaja, navedene su i formule uz
pomoc¢ kojih se jednostavnije odreduje rastojanje izmedu dve tacke ukoliko su jednake njihove
apscise ili ordinate, jer u tim slucajevima je duz paralelna jednoj od koordinatnih osa.

Neka su date dve tatke A(x; y1) | B(x,y,). Rastojanje izmedu tacaka A i B se racuna primenom
formule:

|AB| = /(x2 — x1)2 + (¥2 — ¥1)?. 1)

Slika 1: Duz AB u koordinatnom sistemu
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Ako se uoci tacka C(x,,y,) tada je trougao ABC pravougli (slika 1). Kada se na njega primeni
Pitagorina teorema dobija se formula (1).

Ukoliko tacke A i B imaju jednake apscise one se nalaze na pravoj paralelnoj y-osi. Tada se
rastojanje izmedu tacaka izraCunava primenom formule:

|AB| = ly2 = y1l .

Ukoliko tacke A i B imaju jednake ordinate one se nalaze na pravoj paralelnoj x-osi. Tada je
njihovo rastojanje:
|AB| = |x; — x4] .

Primene navedenih formula bi¢e prikazane u narednom primeru. Ovaj, a 1 svi naredni primeri,
pored novonaucenih osobina i formula, kombinovace i koristi¢e i sadrzaje koji su ve¢ poznati.
Najlakse je nauciti nesto novo ukoliko se to poveZe sa ve¢ poznatim sadrzajima.

Primer. Dokazati da je trougao ABC pravougli ako su njegova temena A(1,—1),B(7,-3) i
C(51).

Resenje. Prvo treba izraCunati stranice datog trougla, a zatim proveriti da li za njega vazi
Pitagorina teorema.

|AB| = /(=3 — (-1))2 + (7 — 1)2

|AB| = V40

|AC] = (1 = (-1))2 + (5 — 1)?
|AC| =20

IBC| = /(1= (=3))2 + (5 = 7)?
|BC| =20

AB? = AC? + BC?

40 =20+ 20

Zakljucak: Trougao ABC je pravougli.

Za reSenje ovog primera u kome se proverava da li je trougao pravougli kreiran je GeoGebra
aplet prikazan na slici 2. On sadrzi tri tekstualna polja za unoSenje koordinata temena trougla 1
dugme za crtanje trougla. U dobijenom trouglu se ispisuju i njegovi uglovi pa se na taj nacin lako
uocava da li je trougao pravougli. Pored datih temena trougla u primeru, moguce je u tekstualna
polja uneti i koordinate bilo koji drugih tacaka.



y Tacka A- (-1, <2) | Tacka B: (2, -1) Tatka C: (3, 3)

31 3 [ Nacrtaj trougao ABC. ]

24.62°

Slika 2: Aplet koji crta trougao ABC i prikazuje njegove uglove

1.2. Podela duzi u datom odnosu

U elektronskoj lekciji Podela duzi u datom odnosu, pored podele duZzi u proizvoljnom odnosu,
navedeni su 1 specijalni sluc¢ajevi kada treba odrediti srediste duZi ili odrediti koordinate tezista.

Neka su date dve razlicite tacke A(x; y1) | B(x,Yy,). Podeliti duz u odnosu m:n znaci odrediti
tacku C (x, y) koja pripada duzi AB, takvu da je:

|AB|:|CB| = m:n .
Koordinate tacke C se dobijaju primenom slede¢e formule:

nx, + mx, ny, + my,
x:—, = —
m+n m+n

(2)

Formula (2) se moze uprostiti koriste¢i A = % I tada su koordinate tacke C odredene sledecom

formulom:

c (x1 +Axy yq + Ayz)
1+2 " 1+2 /°



U specijalnom sluc¢aju m = n, tacka C predstavlja srediste duzi AB i ima koordinate:

C(xl + X2 Y1 +}’2)
2 ’ 2 '

U narednom primeru bic¢e izvedena formula za odredivanje koordinata teziSta proizvoljnog
trougla ukoliko su poznate koordinate njegovih temena.

Primer 1. Odrediti koordinate teZista trougla ABC odredenog tackama A(x1,v1), B(x3,¥5),
C(x3' y3)

Resenje. Neka je teziSte trougla ABC tacka T(xg,y,). Ako se sa A;(x,y) oznaci srediSte duzi
BC, tada tacka T deli duz AA; u odnosu 2: 1 (na osnovu osobine tezista trougla). Tada je:
Xo+ X3 Y2+ Y3
! ( ) )

(x1+2x y1+2y)
142" 142/

Dobija se sledece:

x1+2x2;x3 y1+2%

3 ' 3 ’

T

odnosno koordinate teZisSta trougla ABC su:

T(x1+x2+x3 ity +J’3)
2 ’ 2 '

Primer 2. Date su tacke A(1,1),B(6,—4) i C(7,1). Odrediti koordinate tacke D koja deli duz

AB u odnosu 2: 3, a zatim naci koordinate tacke E koja polovi duz CD.

Resenje. Neka je 1 = g Koordinate tacke D se dobijaju primenom formule:

<x1 +Ax, y; + /1y2>
1+1 " 1+1 )’

ako se tactke Ai B posmatraju kao A(xy,y;) i B(xy,v,). Tada se lako izratunava da je tacka
D(3,—1).



Kako tacka E polovi duz €D, ako se tacke C i D posmatraju kao C(xq,y;) i D(x3,v,), tacka E se
dobija primenom formule:

E (xl +x2 1 +3’2>
2 2 '
Tada su koordinate tacke E (5,0).

1.3. PovrSina trougla

Nastavni plan i program za ucenike starijih razreda osnovne Skole podrazumeva da ucenici
Sestog razreda savladaju odredivanje povrSine trougla, kao i drugih geometrijskih figura. Oni
tada uce kako izracunati povrSinu trougla ako je poznata stranica trougla i odgovarajucéa visina.
Tek kasnije, u osmom razredu, za naprednije ucenike spominje se i izraCunavanje povrsine uz
pomoc¢ poluprecnika upisane ili opisane kruznice oko tog trougla. Zatim se u srednjoj Skoli uvodi
1 Heronov obrazac. U tre¢em razredu, ukoliko su ucenicima poznate koordinate temena trougla,
na vrlo jednostavan nacin mogu da izracunaju povrSinu trougla. Taj postupak, kao i neki reSeni
primeri i navedeni GeoGebra apleti, prikazani su u elektronskoj lekciji Povrsina trougla.

Ako su data temena A(xyy;), B(x;y,), C(x3ys) trougla ABC, povrsina tog trougla se
izraCunava primenom formule:

1
P = E|x1(3’2 —¥y3) +x2(y3 —y1) +x3(y1 —y2)l. (3)

Primer 1. Odrediti tacku C na y-osi tako da je povrsina trougla ABC, gde je A(—1,2) i B(2,3),
jednaka 10.

Resenje. Ako je C(0,y) trazena tacka na y-0si, tada je, prema formuli (3):

1
10 = El(—l)(3 —y)+2(y—2)+0@2-3)I,

odakle je:
|3y — 7| = 20.

1z poslednje jednacine je 3y — 7 = %20, Sto daje dva reSenja: y = —? iliy=09.
) i €,(0,9).

13

Postoje dve tacke koje zadovoljavaju traZzeni uslov i to su C; (0, 3
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Primer 2. Odrediti povrsinu trougla ABC, ako su data njegova temena A(—1,—2), B(2,—1),
€(3,3).
Resenje.
1
P= E|_1(_1 -3)+2(3-(-2))+3(-2-(-1))|,
P =5,5.
Na slici 3 prikazan je aplet pomocu koga se takodje moze izra¢unati povrsina trougla unosenjem

koordinata negovih temena u odgovarajuca tekstualna polja. Pored datih koordinata, unoSenjem
bilo kojih drugih koordinata, dobija se povrsina tog novog trougla.

y Koordinate tatke A: (-1, -2)

= [ lzracunaj povrsinu trougla ABC ]
Koordinate tacke C: (2, -1)

PovrSina trougla ABC je 5.5.
Koordinate tacke B: (3, 3)

&
"
(2]

Slika 3: Aplet koji izra¢unava povrsinu trougla sa zadatim temenima
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2. Prava

Ucenici se sa pravom sreéu u sedmom razredu osnovne Skole, kada graficki predstavljaju
direktnu proporcionalnost. Ali tada se bave samo pravama koje prolaze kroz koordinatni pocetak.
Zatim u osmom razredu osnovne $kole uce pojam Prava kao jedan od osnovnih geometrijskih
pojmova, ¢ime je jednozna¢no odredena prava, kako se obelezava, itd. U osmom razredu uce i da
je grafik linearne funkcije prava, pa se tada upoznaju i sa pravama u koordinatnom sistemu, koje
ne prolaze kroz koordinatni pocetak. Od svih oblika jednacine prave u osnovnoj Skoli se srecu
samo sa implicitnim i ekspicitnim oblikom, i prevodenjem iz jednog u drugi oblik. Uce i uslove u
zavisnosti od koeficijenta pravca kada su prave paralelne ili ortogonalne. Sve ovo $to je nauceno
u osnovnoj skoli, samo detaljnije, 1 ostali oblici jednacine prave, ugao izmedu pravih i pramen
pravih prikazani su u posebnim elektronskim lekcijama u poglavlju Prava u elektronskom kursu.

Definicija. Skup tacaka (x,y) u koordinatnoj ravni, kojem odgovara linearna jednacina po x i y
je prava.

Svaka prava je jednoznacno odredena dvema razli¢itim tackama.

Postoje razni oblici prave.
e Implicitni oblik
e Eksplicitni oblik
e Segmentni oblik
e Normalni oblik
e Jednacina prave kroz datu tacku
e Jednacina prave kroz dve tacke

2.1. Implicitni oblik
Opsti (implicitni) oblik prave je:
Ax+By+C=0, (4

pricemuje A # 0ili B # 0.

Primer. Data je prava 2x — y — 4 = 0. Ispitati koje od sledecih tacaka pripadaju datoj pravoj:
A(1,2),B(2,0),€(0,3),D(—2,5),E(—3,—-2).

Resenje. Da bi se proverilo da li data tacka pripada pravoj potrebno je zameniti koordinate tacke
u jednacinu prave (4) i ukoliko se dobije ta¢na jednakost tacka pripada pravoj.
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Za reSavanje ovog primera kreiran je GeoGebra aplet, prikazan na slici 4, u kome se u tekstualna
polja unose koeficijenti iz jednacine prave u implicithom obliku i koordinate date tacke, nakon
Cega se uoci da li data tacka pripada pravoj. Moguce je uneti i bilo koje druge koeficijente iz
jednacine prave, kao i koordinate proizvoljne tacke.

-

sy i '
Koeficijent A- 2 [ Nacrtaj pravu
 Stetiguaetuar ] bt

Koeficijent B: -1

Tacka (1. 2)

Koeficjent C: -4

Slika 4: Aplet pomocu kojeg se proverava da li data tacka pripada pravoj

2.2. Eksplicitni oblik

Eksplicitni oblik jednacine prave je:
y=kx+n, (5

gde je k koeficijent pravca prave, a n je odsecak na y-osi. Za koeficijent k vazi da je k = tg «,
gde je a ugao koji data prava gradi sa pozitivnim delom x-ose.

Ako se koeficijenti k i n posmatraju kao k = —g in= —%, lako se iz implicitnog oblika prave
prelazi u eksplicitni oblik.

U narednom primeru prikazan je i drugi nacin za prebacivanje iz implicitnog u eksplicitni oblik.

Primer. Pravu 7x + 3y + 23 = 0 prebaciti u eksplicitni oblik i naci koeficijente k i n.
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Resenje.
7x +3y +23 =0,

3y =—=7x — 23,
7 23
y=-3r Ty
7 23
k= —g,n = —?.

2.3. Segmentni oblik

Jedan od oblika prave sa kojim se ucenici prvi put srecu tek u treCem razredu srednje $kole je
segmentni oblik.

Segmentni oblik jednacine prave je:
X Yy

—+==1, 0,n+0), (6

+ - (m n+0), (6)

gde je m odsecak na x-0si, a n odsecak na y-osi. Ako se u datoj jednacini zameni x = 0 dobija
se prava y = n i obrnuto, za y = 0 se dobija x = m. Data prava prolazi kroz tacke (0,n) i
(m,0). Svaka prava koja nije paralelna nekoj od koordinatnih osa se moZe napisati u
segmentnom obliku.

Primer. Napisati jednacinu prave u implicitnom obliku, ako ona na x-0si i y-0si odseca redom
odsecke duzine 51 3.

Resenje. 1z uslova zadatka je m = 5,n = 3,

3x+5y—15=0.

14



2.4. Normalni oblik

Jo$ jedan od oblika jednacine prave koji je u€enicima nepoznat do srednje Skole je normalni
oblik.
Neka je data prava u segmentnom obliku:

X le
n )

—+
m

koja sece koordinatne ose u tackama M (m, 0) i N(0,n). KonstruiS§imo normalu iz koordinatnog
pocetka na datu pravu, koja je sece u tacki P 1 ozna¢imo se p rastojanje od koordinatnog pocetka
do date prave, kao sto je prikazano na slici 5 [5].

¥y

Slika 5: Prava koja sece koordinatne ose u tackama M (m, 0) i N(0,n)

Ako se sa ¢ oznaci ugao MOP, tada je:

cos =£ sin =B
§D ml (,0 Tl'
tj.
p p
= Pn = . )
cos @ sin ¢

pa jednacina dobija normalni oblik:
xcos@ +ysing=p. (7)
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Jednacina se iz opsteg oblika Ax + By + C = 0 prevodi u normalni oblik slede¢om formulom:

Ax+ By +C ~ 0
(—sgn C)VA? + B2

gde je sgn C znak koeficijenta C.
Primer. Svesti jednacinu prave 4x — 3y + 5 = 0 na normalni oblik.
Resenje. C =5 > 0, pa normalni oblik date prave glasi:

4x -3y +5

_1/42_{_32

t.
ety —1=0
¥ Ty T AT

Ovde je duzina normale p = 1, a ugao ¢ je odreden sa cos ¢ = — g, singp = %

2.5. Jednacina prave kroz datu tacku
Jednacina prave moze biti odredena i pomocu koordinata jedne tacke koja joj pripada.
Jednacina prave kroz datu tacku A(x4, y;) ima sledeci oblik:
y—y1=k(x—x1) (8).
Poznavanje koeficijenta pravca k potpuno odreduje pravu kroz tacku A.
Ovo je formula sa kojom se u¢enici ¢eSc¢e sre¢u u srednjoj Skoli. S obzirom da formulom (8) nisu

obuhvacene prave koje su oblika x = x4, tj. koje su paralelne y-osi, jednacina svake prave
odredene tackom A(x;, y;) moze se dobiti i primenom formule:

A(x —x) +B(y —y1) = 0.

Primer. Odrediti jednacinu prave koja sadrzi tacku (—3,0) i sa pozitivnim delom x-ose obrazuje
ugao 2?" .
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Resenje. Jednacina prave koja prolazi kroz tacku (—3,0) glasi:

y =k(x + 3).
Kako je
21
k = tg ? = —\/§,
jednacina trazene prave je:
y=—V3(x+3),

tj.
xV3+y+3V3=0.

2.6. Jednacina prave kroz dve date tacke

Jednacina prave kroz dve tacke A(x; y;) | B(x,y,) ima oblik:

Y2 =1
X2 —Xq

Yy—y1= (x —x41)

Formulom (9) nisu obuhvacene prave koje su paralelne y-0si (tj. x; = x,).

Primer. Temena trougla su A(2,5),B(4,1) i C(3,—1). Odrediti jednacine pravih koje sadrze

stranice ovog trougla.

Resenje. Jednacine pravih se dobijaju prostom zamenom koordinata po dva temena u formulu (9)

za jednacinu prave kroz dve tacke.

Na slici 6 prikazan je aplet pomocu koga se crtaju 1 dobijaju jednacine traZzenih pravih unoSenjem
odgovaraju¢ih podataka u tekstualna polja. Aplet funkcioniSe i za bilo koje druge proizvoljne

taCke.
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Unesite koordinate temena trougla ABC.

acka A (2, 5) Tocka B (4, 1) Tadka C: (3, -1)

[ Odredi jednacine pravih koje sadrZe stranice trougla ABC ]

Jednatina prave odredene taCkama A 1B jedx + 2y - 18=0.
Jednaina prave odredene tackama AiCjeBx+y-17=0

Jednacina prave odredene tatkama BiCje2x-y-7=0

Slika 6: Aplet koji prikazuje jednacine pravih koje sadrze temena trougla

2.7. Uzajamni poloZaj pravih

Uzajamni polozaj pravih y = kyx + ny i y = kyx + ny, 0dnosno A;x + Byy+C; =01

A,x + B,y + C, = 0, se ispituje odredujuci njihove zajednicke tacke (ukoliko postoje).

Dve prave mogu da budu paralelne, da se poklapaju ili da se seku. Ukoliko se seku pod pravim
uglom, tada su one normalne.

Neka je ¢ ostar ugao izmedu dve date prave. Tada vazi:

ke

kZ
=] 1
tgo |1|‘1‘2 (10)

Za dve paralelne prave vazi:
ki =k; (11)

ako su one date u eksplicitnom obliku, ili
A1B; = A;B,

ako su jednacine datih pravih u implicitnom obliku.
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Ako je k; = k, 1 n; = n,, odnosno % = % = %, re¢ je o jednoj istoj pravoj (koja je takode
2 2 2

paralelna samoj sebi), i tada se dve date prave poklapaju.
Za dve normalne prave y = k;x +nq iy = k,x + n, vazi:

Primer 1. Naci jednacinu prave koja sadrzi presecnu tacku pravih 2x + 3y —7 =01
x+2y—5=0i:

a) paralelna je sa pravom 2x + y + 4 = 0;

b) normalna je na pravu x —y + 7 = 0.

Resenje. Prvo je potrebno pronaci presecnu tacku datih pravih. ReSavanjem sistema jednacina
2x+3y—7=0ix+ 2y —5 = 0 dobija se da je prese¢na tacka A(—1,3).

a) Posto je trazena prava paralelna sa pravom 2x + y + 4 = 0, treba odrediti koeficijent pravca
k, date prave i to je k; = —2. Dakle, koeficijent pravca trazene prave je takode k = —2, $to
sledi iz uslova paralelnosti (11).
Sada treba odrediti jednacdinu prave ¢iji je koeficijent pravea k = —2 i sadrzi tacku A(—1,3).
Y=y =k(x—x),
y—3=-2(x+1),
odakle je traZena jednacina prave 2x +y — 1 = 0.

b) Koeficijent pravca trazene prave treba odrediti iz uslova normalnosti, nakon §to odredimo
koeficijent pravca date prave. Koeficijent pravca date prave je k; =1, pa se iz uslova
normalnosti (12) dobija da je k, = —1.

Trazena prava ima koeficijent pravca k = —1 i sadrzi tacku A(—1,3), pa je njena jednacina
x+y—2=0.

Primer 2. Odrediti jednacinu prave koja prolazi kroz tacku M(1,3) i obrazuje sa pravom
4

3x +5y+1=0ugao ¢,takodajetg ¢ = =
Resenje. Na osnovu formule (10) za tangens ugla izmedu dve prave treba odrediti koeficijent
pravca traZene prave, a zatim na osnovu koeficijenta pravca i tacke M dobija se jednacina traZzene
prave.

3x+5y+1=0,

5y = =3x —1,
_ 3 1
Y="5* "y

19



odakle se dobijada je k; = — % .

oo = ko —kq
A ey
3
4 ky + g
773,
1-< k,
kgt kgt
paje —a= = 2jli 55 = -2,
1=k, 7 1-Zky 7
Resavanjem ove dve jednacine dobijaju se dva reSenja za koeficijente pravca: k = —% ili
k=- %. Koriste¢i formulu (8) za jednac¢inu prave koja sadrzi datu tacku dobija se da su trazene

prave x + 47y — 142 = 0 i 41x + 23y — 110 = 0.

2.8. Pramen pravih

Definicija. Skup svih pravih u ravni koje prolaze kroz tacku S(x,,y,) naziva se pramen pravih.
Tacka S naziva se centar pramena.

Ako su A;x + By + C; =01 Ayx + B,y + C, = 0 jednacine dve prave koje se seku u tacki S,
tada jednacina:

a(Alx + Bly + Cl) + B(Azx + Bzy + Cz) = O, (a,ﬁ) * (O, O)
predstavlja jednacinu pramena pravih sa centrom S. Kao $to se moze videti u [5], ako se za
a # 0 stavi A = g, dobija se jednacina:

Aix+Byy+Ci+A(A,x+B,y+C,) =0,
koja predstavlja sve prave pramena kroz S, osim prave A,x + B,y + C, = 0.

Primer. Proveriti da li prava 7x + 2y — 15 = 0 pripada pramenu pravih
5x +3y+6+A(3x—4y—37) =0.

Resenje. Jedna¢ina pramena pravih se moze napisati u obliku:
G+3)x+B—-4)y+(6—-371)=0.
Data prava pripada pramenu ako postoji A tako da vazi:
5431 3—-412 6-371
7 2 = =15
Ovo je sistem od dve jednacine sa jednom nepoznatom koji nema resenje, iz ¢ega se zakljucuje
da prava ne pripada datom pramenu pravih.
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2.9. Rastojanje izmedu tacke i prave

Kada se trazi rastojanje izmedu tacke i prave misli se na najkrade rastojanje, jer je ono
jedinstveno, a to je rastojanje pod pravim uglom.
Rastojanje tacke M (x,, y,) 0d prave Ax + By + C = 0 se moze izraCunati slede¢om formulom:

d = |Ax0 +By0 + CI
vaZ+BZ

Primer. Odrediti jednacinu prave koja je podjednako udaljena od paralelnih pravih
3x+5y+4=0i3x+5y—-1=0.

Resenje. Ako je M(x,y) proizvoljna tacka trazene prave, tada je podjednako udaljena od datih
pravih i vazi:
|3x + 5y + 4| |3x+ 5y —1|

odakle se dobija 3x + 5y + 4 = +(3x + 5y — 1). Posto moguénost
3x +5y+4 =+4+(3x+ 5y —1) dovodi do apsurda (4 = —1), ostaje da je jednaina traZene
prave 3x + 5y +4=—-CBx+5y—-1)iliéx+ 10y + 5 = 0.
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3. Krive drugog reda

Poglavlje Krive drugog reda sadrzi pojedinacne elektronske lekcije o kruznici, elipsi, hiperboli i
paraboli i njihove uzajamne polozaje sa pravom. Ucenici, jo§ u petom razredu osnovne Skole,
uce Sta je to kruznica (kruzna linija) i koja je razlika izmedu kruznice i kruga. Uce i koji su to
uzajamni polozaji dve kruznice i dva kruga i kako za odredivanje uzajamnog polozaja da koriste
rastojanje izmedu centara 1 poluprecnike. Ali sa jedna¢inom kruzne linije se srecu tek u srednjoj
Skoli. I sa parabolom se srecu pre tre¢eg razreda, kada u drugom razredu srednje skole uce grafik
kvadratne funkcije.

Opste je poznato da ucenici mnogo lakSe usvajaju gradivo koje im je vizuelno prikazano,
posebno ako oni mogu interaktivno da ucestvuju. U elektronskim lekcijama u ovom poglavlju
brojni primeri su proprac¢eni GeoGebra apletima u kojima ucenici sami unose jednacéine krivih,
koordinate tacaka i sli¢no, i na taj naCin lako mogu da uoce S$ta se menja sa promenom tih
podataka, kao i da provere resenja zadataka.

3.1. KruzZnica

Definicija. Kruzna linija (kruznica) je skup tacaka u ravni koje su podjednako udaljene od jedne
fiksirane tacke (centra kruznice).

Ako je C(p, q) centar kruznice, stalno rastojanje (polupre¢nik kruznice) r, a M (x, y) proizvoljna
tacka kruznice, tada je d(C, M) = rili

Ja-p?2+G-g?=r,
odakle je:

x—-pP+@-q*=r* (13)

i to je kanonska jednacina kruzne linije sa centrom C(p, q) i polupre¢nikom r.
Ako se centar kruzne linije poklapa sa koordinatnim pocetkom, tj. vazi C(0,0), jednacina kruzne
linije ima oblik:
x> +y:=r*. (14)
Svaka kruzna linija u ravni ima kanonsku jednacinu koja posle sredivanja postaje:
x2+y%2—2px—2qy+p*+q¢*—1r?=0

1 ona je specijalan sluc¢aj slede¢e opste jednacine drugog stepena:
Ax?+Bxy + Cy*+Dx+Cy+F =0,(4,B,C,D,E,F € R).
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Ova jednacina samo pod odredenim uslovima predstavlja jednacinu kruzne linije. Mora da vazi
sledece:

B=0

=A+0,

A C_ D E _ F
11 -2p -2q p*+qi-r?

odakle se dobija A = C = A # 0, pa posle deljenja koeficijentom A jednacina postaje:

, o, D E F
x*+y“+—x+-y+-=0,

A A A
tj. da bi se formirali kvadrati binoma kao u kanonskoj jednacini:
2+D +D2+ 2+E +E2+F D? E2_0
AT T T T AT A T Az

D \? E\* D?+E?—44F
(x+33) +(v+3) =3z
Da bi ova jednacina predstavljala jednacinu kruzne linije, broj na desnoj strani mora da bude
pozitivan, tj. mora da bude ispunjen uslov:
D? + E? —4AF > 0.

Dakle, jednacina Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Cy + F = 0 predstavlja kruznu liniju ako i samo
ako je:

B=0,A=C+#0,D?>+E?—4AF > 0.

Njen centar je (— %, - %) a poluprecnik r = ﬁ\/D2 + E2 — 4AF .

Naredni primer je jedan od osnovnih 1 pocetnih primera koji se reSavaju kada se uvede jednacina
kruzne linijje.

Primer. Odrediti jednacinu kruzne linije koja sadrzi tacke A(7,1), B(5,5), C(—2,4).

Resenje. Dati problem se moze reSiti na dva nacina. Jedan je da se, zamenjuju¢i koordinate
tacaka A, B, C u jednacinu kruZne linije, dobije sistem od tri jednacine sa tri nepoznate p,q,7.
Dobija se:

T-p+A-q?=r*AG-p)?+GE-q?=r*A(-2-p)*+@-q)? =12
Ovaj sistem ima jedinstveno reSenje (p,q) = (2,1) i to je centar trazene kruzne linije. Ako se
nadene vrednosti za p i ¢ zamene u bilo koju od tri polazne jednacine sistema po p, g, r nalazi se
da je r? = 25. Prema tome, jednacina kruZne linije glasi:

(x—2)>+ (y— 1) =25.
Drugi nacin za reSavanje je odrediti simetrale duzi AB i BC, na primer, i njihovu prese¢nu tacku
S koja je centar trazene kruzne linije, a zatim rastojanje tacke S od bilo koje od tacaka A, B, C
koje je polupre¢nik trazene kruzne linije.

Na slici 7 je prikazan aplet u kome se nakon unoSenja koordinata tri tacke koje pripadaju
kruZnici dobija jednacina te kruZnice.
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|
R4 Tatka A (7, 1) Tatka B: {5, 5) Tacka C: (-2, 4)

[ Jednacina kruZne linije: ]

Jednadina kruZne linge je (x-2)* + {y - 1)*» 25

10 12 14 6

Slika 7: Aplet koji prikazuje jednacinu kruZnice koja sadrZi tri date tacke

3.2. Kruzna linija i prava

U petom razredu osnovne Skole bilo je dovoljno znati koliko je centar kruznice udaljen od neke
prave, da bi se na osnovu uporedivanja sa poluprecnikom utvrdio uzajamni polozaj prave i
kruznice. U elektronskoj lekciji Kruzna linija i prava navedeni su svi uslovi na osnovu kojih se
razlikuju uzajamni poloZaji prave i kruznice.

Prava y = kx +n (ili x =m) i kruznica (x — p)? + (y — q)? = r? mogu imati najvise dve
zajednicke tacke. U slucaju kada nemaju zajednickih tacaka ispunjen je uslov da je rastojanje
centra kruZznice od date prave vece od poluprecnika kruZnice. Ako prava i kruZnica imaju dve
zajednicke tacke, ta prava se naziva seCica, tacke preseka se dobijaju reSavanjem sistema
jednacina koji ¢ine jednacina date prave i kruznice i tada je ispunjen uslov da je rastojanje centra
kruznice od date prave manje od poluprecnika. Ukoliko prava i kruZnica imaju tacno jednu
zajednicku tacku vazi da je rastojanje centra kruznice od date prave tacno jednako poluprecniku
te kruznice i ta prava se naziva tangenta. AKo je prava y = kx + n tangenta kruznice
(x —p)? + (v — q)? = r? tada vazi uslov dodira prave i kruZnice:

r’(k? +1) = (kp —q +n)%. (15)

U slucaju da je tangenta oblika x = m, ako je centar kruznice C(p,q) jednacine tangenti su
x = p £ r,aako je centar koordinatni pocetak (0,0) jednacine tangenti su x = + r.
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U slu¢aju kada je centar kruznice koordinatni pocetak, tj. jednacina kruznice x? + y? = r2,

uslov dodira se svodi na jednakost:
r’(k? +1) =n?. (16)

Ako je T (xq, yo) dodirna tacka kruznice i tangente, tada jednacina tangente ima oblik:

(Xo—P)x-DP)+Po—-y—q) =1*. (17)
Ako tangente t; i t, kruZnice sa dodirnim ta¢kama T; i T, imaju zajedni¢ku tacku A, onda se ta
kruznica iz tacke A vidi pod uglom ¢ = 2T, AT, .
Ugao pod kojim se seku neka prava i kruznica jeste ugao izmedu te prave i tangente date
kruznice, postavljene u presec¢noj tacki.

Primer 1. Data je prava x + 2y + 1 = 0 i kruznica x* + y? = 5. Odrediti jednacine tangenata
date kruznice koje su:

a) paralelne sa datom pravom;

b) normalne na datu pravu;

c) sa datom pravom grade ugao od 45°.

Resenje. Prevodenjem u eksplicitni oblik dobija se koeficijent pravca date prave, a onda se iz
uslova paralelnosti, normalnosti ili formule za ugao koji obrazuju data prava i tangenta dobija
koeficijent pravca tangente. Koeficijent n se tada dobija iz uslova dodira (16).

Na slici 8 prikazan je aplet u kome se unoSenjem odgovaraju¢ih podataka u tekstualna polja i
klikom na dugme crtaju odgovarajuée tangente i ispisuju njihove jednadine.

Yy Jednadina prave: x + 2y + 1 = 0

Jednacdina kruZnice: ¥ +y* =5

—
[ Tangente paralelne sa datom pravum‘)

X+ -5=0ix+2y+5=0

[ Tangente normalne na datu pravu; J

Ugao koji tangente grade sa datom pravom: 45" /
-

[ Tangente koje sa datom pravom grade ugao ¢ ]

0.19x + 0.58y - 1.36 =2610.19x + 0.58y + 1.36= 0

Slika 8: Aplet koji prikazuje tangente kruZnice
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Primer 2. Odrediti jednacinu tangente kruznice (x — 1)? + (y — 2)? = 25 u tacki M(5,5) koja

pripada kruznici.

Resenje. Jednacina tangente se moze dobiti primenom formule (17) za jednacinu tangente u tacki

koja pripada kruznici.

U GeoGebra aplet prikazan na slici 9, potrebno je prvo u tekstualna polja uneti ispravne podatke
iz primera, a zatim, klikom na dugme, crta se 1 ispisuje jednacinu tangente u tacki M.

124 Y
{ " - po ° P
Jednaéina kruZnice: (x - 17 + (y - 2)* =25

Tacka dodira: (5, 5)

104

{ Jednadina tangente u tacki dodira: ]

-4 4

Slika 9: Aplet pomocu kojeg se odreduje tangenta u tacki koja pripada kruznici

Primer 3. Odrediti jednacine tangenata kruznice konstruisanih iz tacke M(—4,3) na kruznicu
x2+y%—2x+4y=0.

Resenje. Data tacka pripada tangenti iz ¢ega se moze dobiti veza izmedu koeficijenata k i n, a
zatim na osnovu uslova dodira (15) se dobijaju koeficijenti i jednacine tangenti.

Na slici 10 je prikazan aplet koji prikazuje jednaline tangenti, nakon uno$enja jednacine
kruznice 1 koordinata tacke iz koje se konstruiSu tangente.
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Jednacina kru2nice: x* + v - 2x+ 4y =0

( Jednadine tangenata 2 tatke: ]

3x+6y-6E=0ibx+3y+15=0

Slika 10: Aplet koji prikazuje jednacine tangenti konstruisane iz date tacke na kruZnicu

3.3. Dve KruzZnice

Ucenici znaju jos iz osnovne Skole kako da utvrde uzajamni polozaj kruznica kada su dati njihovi
poluprecnici 1 kada je dato rastojanje izmedu centara kruznica. Sada, kada je data jednacina
kruznice, pa se iz nje mogu odrediti svi elementi kruznice, i kada je u elektronskoj lekciji
Rastojanje izmedu dve tacke dato kako se moze odrediti rastojanje izmedu centara, lako se, na
isti nacin kao u osnovnoj Skoli, utvrduje uzajamni polozaj kruznica.

Neka su k; i k, kruzne linije sa centrima C; 1 C, i polupre¢nicimary i 1.

KruzZnice imaju dve zajednicke tacke kada je rastojanje izmedu centara C; i C, manje od zbira
polupre¢nika, a vece od njihove razlike (slika 11).

[ra — | < [C1C2

< [ B T2

Slika 11: Dve kruznice koje imaju dve zajednicke tacke
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Kruznice nemaju zajednickih ta¢aka kada je jedna kruznica izvan druge (slika 12)

C1Cy) > 11+ 712

Slika 12: Kruznice koje nemaju zajednickih tacaka
ili kada je jedna kruznica unutar druge (slika 13).

|CLCE| < |rp—r2

Slika 13: Jedna kruZnica unutar druge kruznice

Kruznice imaju samo jednu zajednicku tacku ako se dodiruju spolja (slika 14)

|C1C3| = [y — 4

Slika 14: Kruznice koje se dodiruju spolja

ili ako se dodiruju iznutra (slika 15).
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f.-'|f._-‘g = |.l"| — 3

Slika 15: Kruznice koje se dodiruju iznutra

Kruznice su koncentri¢ne ako imaju isti centar.

Uzajamni poloZaj dve kruznice se jednostavno ispituje kad su poznate njihove jednacine.
Postupak je prikazan u slede¢em primeru, a napravljen je i GeoGebra aplet uz pomo¢ kog ucenici
lako 1 graficki mogu da provere svoje reSenje.

Primer. Ispitati polozaj kruznih linija x* + y*> = 5ix? + y> —8x + 8y + 30 = 0.

Resenje. Centar prve kruznice je C;(0,0), a druge C,(4,—4). Odgovarajuci poluprecnici su
1, = /5, 1, = V2. Rastojanje izmedu centara je |C,C,| = V16 + 16 = 4v/2, pa kako je

44/2 > /5 + /5, zakljucuje se da ove kruznice nemaju zajednickih tadaka.

Za ove kruznice, ali 1 za bilo koje druge, u apletu koji je prikazan na slici 16 se graficki moze
proveriti njihov odnos, unose¢i njihove jednacine u tekstualna polja i zatim klikom na dugme.

Jednading prve kn@nice: ¥ ¢+ vy = 5

Jednat€ina druge kruZnice: ™ + " - 8x + 8y + 30=0

Nacrtaj kruZnice:

3
4
j‘ Q 8 6 4 ‘K‘
4
£
[}

Slika 16: Aplet koji ispituje uzajamni poloZaj dve kruznice
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Ako se dve kruznice seku ugao izmedu njih se definiSe kao ugao izmedu njihovih tangenti u
jednoj presecnoj tacki. Specijalno, ako se dve kruzne linije seku pod pravim uglom, kaze se da su
one ortogonalne. Vazno svojstvo ortogonalnih kruznica je da tangente svake od njih u prese¢nim
tackama prolaze kroz centar druge. Zato, na osnovu Pitagorine teoreme, za ortogonalne kruznice
vazi:

|C.C,|% = 12 +7F.

3.4. Elipsa

Ucenici se sa elipsom prvi put srecu u tre¢em razredu, kada uce analiticku geometriju u ravni.
Kada su u elektronskoj lekciji Kruznica naucili jednacinu kruznice, lako ¢e moci da primete da
jednacine kruznice i elipse imaju dosta slicnosti. U ovoj elektronskoj lekciji navedena je
definicija elipse, svi njeni elementi, i kroz resene primere je prikazano kako se do njih dolazi.

Definicija. Elipsa je skup svih tacaka u ravni takav da je za svaku od njih zbir rastojanja od
dveju datih tacaka konstantan.

Te dve tacke se obelezavaju sa F; i F, i zovu se Zize ili fokusi elipse. Neka je rastojanje izmedu
tacaka F; i F, jednako 2¢ (¢ = 0). Za ¢ = 0, tj. ako je F; = F, dobija se slu¢aj kruZnice. Neka
zize F; 1 F, pripadaju x-osi i neka su simetri¢ne u odnosu na koordinatni pocetak, tj. neka je
Fi(—c,0) i F,(c,0) (slika 17). Ozna¢imo sa 2a(a > 0) zbir rastojanja proizvoljne tacke elipse
od ziza F; 1 F,, Koji je prema definiciji elipse konstantan.

Slika 17: Zize elipse
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Odnos 2 je numericki ekscentricitet elipse i oznacava se sa e, tj. e = 2 Uz oznaku b = Va? + b?

i osobinu elipse da je zbir rastojanja proizvoljne tacke M(x,y) od ziza elipse F; 1 F, konstantan
dobija se jednacina elipse:
x2 2

y
?‘f'

ﬁ =1.
Ovakav oblik naziva se kanonski oblik jednacine elipse. Jednacina elipse moze biti i u obliku:

b%x? + a’y? = a*b?.

Veli¢ine a i b nazivaju se poluose elipse. Pri tom, zbog a > b za a se kaze da je velika poluosa,
a b mala poluosa elipse. Rastojanje zZize od centra elipse naziva se linearni ekscentricitet i vazi

¢ =+vVa? — b2
Ako tacka M(x,y) pripada elipsi, tada njoj pripadaju i tacke M;(x,—y),M,(—x,y) i
M5 (—x,—V), tj. koordinatne ose su ose simetrije elipse, a koordinatni poéetak centar simetrije

elipse. Tacka (0,0) je centar elipse.

Tacke A;(—a,0),4,(a,0),B,(0,—b) i B,(0, b) takode pripadaju elipsi i zovu se temena elipse
(slika 18).

3,0, b

Ayl —a. 0

My =z,

B =

Slika 18: Elipsa

Prave ¢ije su jednacine x = i% nazivaju se direktrise elipse. Radijus vektori tacke elipse
M (x,y) su duzine:

c c

rn=FKM=a—-x, rn=FKEM=a+—-x.
a a

2

Parametar elipse je p = =

a .
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Primer 1. Neka je data jednacina elipse 3x* + 4y* = 12. Odrediti poluose date elipse, ZiZe i
numericki ekscentricitet.

Resenje. Jednacina elipse se moZe napisati u obliku:
X2 y?
—+==1.
4 * 3
Poluose su a=2 i b=+3, c=Vva2—b2=1, pa su zize elipse F;(—1,0) i F,(1,0).

Cc

Ekscentricitet je e = ~ =

N |-

Primer 2. Na pravoj x = —5 odrediti tacku jednako udaljenu od “leve” Zize i “gornjeg” temena
elipse.

Resenje. Posto trazena tacka pripada pravoj x = —5, apscisa trazene tacke je —5, tj. trazena
tacka je oblika M(—5,y), i ostaje da se odredi njena ordinata. Data elipsa se moze zapisati u
obliku:

X2 y?

% + Z =1 )
odakle se dobija a = V20,b=2,¢c = 4, pa je “leva” ziza tacka F;(—4,0), a “gornje” teme je
tacka B,(0,2). TraZzena tacka M (-5, y) je jednako udaljena od tacaka F; i B,, pa se iz jednakosti

rastojanja, tj. |F;M| = |MB,| dobija da je y = 7 i trazena tacka je M(—5,7).

3.5. Elipsa i prava

Uzajamni poloZaj prave i elipse odreduje se na sli¢an nacin kao $to je to prikazano u elektronskoj

lekciji Kruznica i prava.

2 2
Da bi se odredile zajednicke tacke prave y = kx + n (ili x = m) i elipse % + % = 1, potrebno
je resiti sistem jednacina:

2 2 2 2
y=kx+n A %+i—2=1)v(x:m/\z—2+2’_2:1)_

Eliminacijom promenljive y dolazi se do kvadratne jednacine:
(a%k? + b?)x? + 2kna’x + a’*n? —a?b?> =0,
¢ija je diskriminanta, kada se sredi,
4a’b?(a’k? + b? — n?).
S obzirom da je 4a%b? > 0 odnos prave i elipse zavisi od izraza a’k? + b2 — n?.
Ako je a’k? + b? —n? > 0 prava y = kx + n seCe elipsu u dvema razli¢itim ta¢kama.
Ako je a’k? + b? — n? < 0 prava i elipsa nemaju zajednickih tacaka.
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Ako je a’k? + b? —n? = 0 prava ima samo jednu zajednicku tacku sa elipsom. Ta prava je
tangenta elipse 1 tada vazi uslov dodira prave i elipse:

a’k? + b* =n?. (18)
U slucaju tangente oblika x = m, jednacine tih tangenti su x = *a.
Jednacina tangente na elipsu u tacki M (x4, y,) koja pripada elipsi ima oblik:
% + % = 1ili b%xx; + a’yy, = a*b*. (19)
Prava kroz tacku M (x4, y;), normalna na tangentu je normala elipse u tacki M (x4, y;). Ugao pod
kojim prava secCe elipsu je ugao koji ta prava odreduje sa tangentom u presecnoj tacki. Ugao pod
kojim se se seku dve elipse je ugao izmedu njihovih tangenti u jednoj presecnoj tacki.

U ovoj elektronskoj lekciji, pored navedenih slucajeva uzajamnih polozaja prave i elipse i uslova
kada oni vaze, reSeni su i primeri koji prikazuju te slucajeve.

Primer 1. Odrediti jednacinu tangente na elipsu x> + 4y?* = 20 u tacki (4,1) koja joj pripada.

Resenje. Jednacina tangente se moze dobiti primenom formule (19) za jednadinu tangente u tacki

koja pripada elipsi.

U apletu koji je prikazan na slici 19 moze se takodje dobiti jednacina trazene tangente. U dati
aplet moguce je uneti i bilo koju drugu jednacinu elipse ili druge koordinate tacke, da bi se
dobila jednacina trazene tangente.

Jednacina elipse: ¥ + 4y* = 20

[ Joednadina tangente u tacki dodira: ]

Ax+4y-20=0

Slika 19: Aplet u kojem se odreduje jednacina tangente elipse u tacki koja pripada elipsi
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Primer 2. Odrediti jednacine tangenata konstruisanih iz tacke (2,7) na elipsu
x% + 4y? = 100 i odrediti koordinate dodirnih tacaka.

Resenje. Data tacka pripada tangenti iz Cega se moze dobiti veza izmedu koeficijenata k i n, a
zatim na osnovu uslova dodira (18) se dobijaju koeficijenti i jednacine tangenti. Koordinate
dodirnih tacaka se dobijaju reSavanjem sistema jednacina koji ¢ine jednacina tangente 1 jednacina
elipse.

Resenje se moze dobiti i uz pomo¢ apleta prikazanog na slici 20.

Jednacing elipse: x* + 4y* » 100

( Jadnacine tangenata iz tacke: )

4x+6y-50=013x-8y+50=0

Dodirne tacke:

A6 4 1B(@, 3)

Slika 20: Aplet u kojem se odreduju tangente iz tacke i dodirne tacke sa elipsom

Primer 3. Data je prava x + y — 1 = 0 i elipsa 9x? + 16y? = 144. Odrediti jednacine
tangenata date elipse koje su:

a) paralelne sa datom pravom;

b) normalne na datu pravu;

v) sa datom pravom grade ugao od 45°.

Resenje. Prevodenjem u eksplicitni oblik dobija se koeficijent pravca date prave, a onda se iz
uslova paralelnosti, normalnosti ili formule za ugao koji obrazuju data prava i tangenta dobija

koeficijent pravca tangente. Koeficijent n se tada dobija iz uslova dodira.

Jednacine tangenata se mogu dobiti 1 u apletu prikazanom na slici 21.
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Jegracina prave: x+y-1=0

Jednacina elipse: 97 + 18y" = 144

[ Tangente paralelne sa datom pravom ]

x+y-5=0ix+y+5=0

[ Tangente normaine na datu pfavu:J

Ugao koji tangente grade sa datom pravom: 45°

[ Tangente koje sa datom pravom grade ugao @: ]

X -4=0ix+ 4=0

10 12 14 16

Slika 21: Aplet u kojem se dobijaju jednacine tangenata koje su paralelne, normalne
ili obrazuju neki ugao sa datom pravom

3.6. Hiperbola

Kao §to je slucaj sa elipsom, 1 sa hiperbolom se ucenici detaljno upoznaju tek u treCem razredu

srednje Skole.

Definicija. Hiperbola je skup svih tacaka u ravni takvih da je za svaku od njih moduo razlike

rastojanja od dveju fiksiranih tacaka konstantan i razlicit od nule.

Sli¢no kao kod elipse, zZiZe ili fokusi hiperbole obelezavaju se sa F;(—c, 0) i F,(c, 0) (slika 22).
Oznacimo sa 2a (a > 0) moduo razlike rastojanja proizvoljne ta¢ke hiperbole od Ziza F; i F,.
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Slika 22: Zize hiperbole

Neka je M (x, y) proizvoljna tacka hiperbole. Tada je prema definiciji hiperbole
|MF1 - Mle = Za .

Odnos 2 se naziva numericki ekscentricitet hiperbole i obelezava se sa e = 2 .

Uz oznaku b = vc? — a? i osobinu hiperbole da je moduo razlike rastojanja proizvoljne tac¢ke
M (x,y) od ziza hiperbole konstantan dobija se jednacina hiperbole:
X2 y?

——-5=1.

a? b?
Ovakav oblik naziva se kanonski oblik jednacine hiperbole. Jednacina hiperbole moZe biti data 1
u obliku:

b%x? — a%y® = a?h?.

Velicine a i b nazivaju se poluose hiperbole, i to a je realna poluosa, a b imaginarna. Linearni

ekscentricitet je parametar ¢ = Va? + b? . Kod hiperbole mora da vazi |x| = a, iz Cega sledi da
u traci ograni¢enoj pravama x = —a | x = a nema tacaka koje pripadaju hiperboli. Odatle sledi
da i y-0sa nema zajednickih tacaka sa hiperbolom.
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Slika 23: Hiperbola

Lako se proverava da tacke A;(—a, 0) i A,(a, 0) pripadaju hiperboli, a posto pripadaju redom i
grani¢nim pravama x = —a i x = a, tacke A; i A, nazivaju se temena hiperbole (slika 23).

Kao i u slu¢aju elipse, zajedno sa tackom M(x,y) i tacke M;(x, —y), My(—x,y) i M3(—x,—y)
takode pripadaju hiperboli. Dakle, hiperbola je simetricna u odnosu na koordinatni pocetak
(centar hiperbole). Prave y = —Zx iy = Sx zovu se asimptote hiperbole. Osobina ovih pravih

je da im se tacke hiperbole priblizavaju za proizvoljno velike vrednosti apscise x, kao i da se
hiperbola nalazi u delu ravni koji se nalazi izmedu asimptota hiperbole i koji sadrzi x-0su.

Direktrise hiperbole su prave ¢ije su jednacine x = % i x = —%. Radijus vektori tacke hiperbole
M (x,y) su duZine:
c c N
n=—x—a, rn=—x+a.
17 a 2" a

2
Parametar hiperbole je p = =

a .

Primer 1. Neka je data jednacina hiperbole 9x* — 4y? = 36. Odrediti poluose, ZiZe, asimptote i
numericki ekscentricitet date hiperbole.

Resenje. Jednacina hiperbole se moze napisati u obliku:

xZ 2

v

4 9
odakle se lako uocava da su poluose a = 2,b = 3,c = Va? + b? = /13, pa su ZiZe hiperbole
F,(=V13,0) i F,(V13,0). Za ovu hiperbolu e = = = ? i asimptote suy = izx.
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. e . . - . 3 S . .
Primer 2. Nadi jednacinu hiperbole cije su asimptote y = + X a rastojanje izmedu direktrisa

€<

Resenje. Poluose hiperbole dobijaju se reSavanjem sistema jednacina:
b 3 2a 64

a 4 e 5
tj.
b 3 @@ 32

= A=
a 4 Va? + b2 5
Resavanjem datog sistema dobija se da je a = 8, b = 6, pa jednacina traZzene hiperbole glasi:
X2 y?

62 36

3.7. Hiperbola i prava
Odnos hiperbole i prave moze se posmatrati pomocu sistema jednacina:

x2 y2 x2 y2
=kx+n A S-S=DVEx=mA=S-5=1).
U slu¢aju kada vazi a®k? — b2 — n? < 0 hiperbola i prava imaju dve zajednicke tacke.
U sluéaju a?k? — b? — n? > 0 hiperbola i prava nemaju zajednic¢kih tadaka.
Prava y = kx + n je tangenta hiperbole, tj. sa njom ima ta¢no jednu zajednic¢ku tacku ako je:

a’k?—b>=n?> An+#0. (20)

Jednakost (20) je uslov dodira prave i hiperbole. Vise o uslovu dodira prave i hiperbole se moze
naci u [2].
Prava x = m moze biti tangenta hiperbole u sluc¢aju m = ta, odnosno jednacine tangenti su tada
x = *a.
Jednacina tangente hiperbole u tacki M (x, y,) koja pripada hiperboli ima oblik:

% - % = 1ili b%xx; — a’yy, = a®?b*. (21)
Prava koja sadrzi tacku M hiperbole, a normalna je na tangentu u toj tacki, predstavlja normalu
hiperbole. Ugao pod kojim prava sece hiperbolu odreduje se kao ugao izmedu te prave i tangente
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u prese¢noj tacki. Ugao pod kojim neka kriva sece hiperbolu je ugao izmedu nihovih tangenti u
jednoj presecnoj tacki.

Primer 1. Odrediti jednacinu tangente hiperbole 9x% — y? = 144 u tacki (—5,—9) koja joj
pripada.

Resenje. Jednacina tangente se moze dobiti primenom formule (21) za jednacinu tangente u tacki
koja pripada hiperboli.

Aplet koji je prikazan na slici 24 takodje odreduje jednacinu tangente hiperbole u tacki koja joj
pripada. Moguce je uneti u tekstualna polja i bilo koju drugu jedna¢inu hiperbole i koordinate
neke tacke koja joj pripada. Klikom na dugme opet ¢e se ispisati jednacina i nacrtati tangenta
hiperbole u datoj tacki.

Jednacina hiperbole: Sx7 - y7 = 144

( Jodnacina tangente u tacki dodira; 1

Sx-y+16=0

-204

Slika 24: Aplet u kojem se prikazuje jednacina tangente u tacki koja pripada hiperboli
Primer 2. Odrediti jednacine tangenata konstruisanih iz tacke (—3,5) na hiperbolu
3x? — y? = 3 i odrediti koordinate dodirnih tacaka.
Resenje. Data tacka pripada tangentama iz ¢ega se moze dobiti veza izmedu koeficijenata k i n, a
zatim na osnovu uslova dodira (20) se dobijaju koeficijenti i jednadine tangenti. Koordinate
dodirnih tacaka se dobijaju reSavanjem sistema jednacina koji ¢ine jednacina tangente i1 jednacina

hiperbole.

Resenje se moze dobiti ili proveriti i uz pomoc¢ apleta prikazanog na slici 25.
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Jednacina hiperbole: 3" -y =3

Tacka: (-3, 5)

[Jednaéina tangente 2 tacke: }

2X+1y+1=0i-Tx-4y-1=0

Dodirne tacke:

10 8 b -2 —':/ \ ] \“ 4 5 B 10 12 14 18 18 P&
-2 \

Slika 25: Aplet u kojem se odreduju tangente iz tacke i dodirne tacke sa hiperbolom

Primer 3. Data je prava x + y — 7 = 0 i hiperbola 2x? — 5y? = 30. Odrediti jednacine
tangenata date hiperbole koje su:

a) paralelne sa datom pravom;

b) normalne na datu pravu;

v) sa datom pravom grade ugao od 45°.

Resenje. Prevodenjem u eksplicitni oblik dobija se koeficijent pravca date prave, a onda se iz
uslova paralelnosti, normalnosti ili formule za ugao koji obrazuju data prava i tangenta dobija

koeficijent pravca tangente. Koeficijent n se tada dobija iz uslova dodira (20).

Jednadine tangenata se mogu dobiti i u apletu prikazanom na slici 26.
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N Ty / 7

Jednadina prave: x+y-7=0
P

Jednacina Riperbole: 2x7 - 5y* = 30

B4 4 (Tangefﬂe paralelne sa datom pravom ]

x+y+3=0|x+y-3=0

Tangente normalne na datu pravu! J

Ugao koji tangente grade sa datom pravom. 45*

[ Tangente koje sa datom pravom grade ugao ¢ }

x+387=0ix - 387=0

4 4

Slika 26: Aplet u kojem se dobijaju jednacine tangenata koje su paralelne, normalne
ili obrazuju neki ugao sa datom pravom

3.8. Parabola

Definicija. Parabola je skup svih tacaka u ravni takvih da je svaka od njih jednako udaljena od
Jjedne date tacke i date prave (koja ne sadrzi datu tacku).

Data tacka oznacava se sa F i zove se ziza (fokus) parabole, a pravu se oznacava sa d i naziva
direktrisa parabole. Tada su F (g 0) id:x =2 (slika 27).

Mx, u)

Slika 27: Ziza i direktrisa parabole
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Neka je M(x,y) proizvoljna tacka parabole. Tada za apscisu mora da vazi x = 0. |z osobine
parabole da je proizvoljna tacka podjednako udaljena od Zize i direktrise, tj. reSavanjem sledece
jednacine:

dobija se jednacina parabole:
y? = 2px.

Ova jednacina se zove jednacina parabole u kanonskom obliku. Rastojanje izmedu zize i
direktrise parabole se naziva parametar parabole. Ako tacka M(x,y) pripada paraboli, tada i
tacka M, (x,—y) pripada paraboli. Dakle, x-osa (tj. prava koja sadrzi zizu F i normalna je na
direktrisu d) je osa simetrije parabole. Tacku 0(0,0), koja pripada paraboli, nazivamo temenom
parabole.

Primer 1. Na paraboli y? = 12x odrediti tacku najblizu pravoj l: x —y + 7 = 0.

Resenje. Rastojanje proizvoljne tatke M (x, y) parabole od prave [ dato je formulom:

x—y+7
aon =220
V2
a posto tatka M pripada paraboli vazi y? = 12x, pa je rastojanje:
aon ) = [ L 212y +84].
) 2 [12 y+ 1 \/— y y

Poslednji trinom dostize minimum 2v2 za y = 6. Iz jednacine y? = 12x se dobija da je x = 3,
pa je traZzena tatka M(3,6).

Primer 2. Naéi koordinate presecnih tacaka datih krivih:

a) elipse E + E = 1 i parabole y? = 24x;

a) hiperbole 5 — ? = 1 i parabole y? = 3x.

Resenje. Koordinate presecnih ta¢aka dobijaju se reSavanjem sistema jednacina datih krivih.
A presecne taCke mogu se dobiti 1 unoSenjem jednacina datih krivih u predvidena polja u

GeoGebra apletu prikazanom na slici 28. Pored ovih datih krivih u tekstualna polja se mogu
uneti jednacine bilo koje dve krive, da bi se odredile njihove presecne tacke.
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Jednadina prve Krive: x* / 100 + y* / 225 = 1

Jadnacina druge krive: y* = 24x

Presocne tacke l

-a0 40 0 60 70

Slika 28: Aplet koji prikazuje presecne tacke krivih

3.9. Parabola i prava

Odnos prave y = kx +n (ili x =m) i parabole y? = 2px dobija se ispitivanjem sistema
jednacina:
(y=kx+n A y?=2px)ili(x=m A y? = 2px).

ReSavanjem prvog sistema, zamenom y iz prve jednacine u drugu, dobija se kvadratna jednacina:

k?x? + 2(kn—p)x+n?=0,
sa diskriminantom:

4(kn — p)? — 4k*n?,
tj.
4p(p — 2kn).

Kako je p > 0, na osnovu poznatih svojstava kvadratne jednacine zakljucujemo:
a) ako je p — 2kn > 0 postoje dva razliCita reSenja, x; I x,, date jednacine. To su apscise tacaka
M; 1 M, u kojima prava seCe parabolu;
b) ako je p — 2kn < 0, data kvadratna jednacina nema realnih reSenja, pa prava i parabola
nemaju zajednickih tacaka;
V) ako je p — 2kn = 0, postoji jedno resenje kvadratne jednacine i to je apscisa tacke M u Kojoj
prava dodiruje parabolu, tj. prava je tangenta parabole u tacki M.
Uslov dodira prave y = kx + n i parabole y? = 2px je:

p=2kn. (22)
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Ukoliko je tangenta parabole oblika x = m, tada je jednacina tangente x = 0.
Jednacina tangente na parabolu u tacki M (x4, y,) koja pripada paraboli ima oblik:

yy1 =p(x+x7). (23)

Ugao pod kojim neka prava sece parabolu je ugao izmedu te prave i tangente parabole u
presecnoj tacki.

Primer 1. Odrediti jednacinu tangente na parabolu y* = 16x u tacki M(1,4) koja pripada
paraboli.

Resenje. Jednacina tangente se dobija primenjujuci formulu (23) za tangentu u tacki koja pripada
paraboli.

ReSenje se moze dobiti i unoSenjem odgovaraju¢ih podataka u dati GeoGebra aplet koji je
prikazan na slici 29.

Jednacina parabole: y* = 16x

Tacka dodira: (1, 4)

[ Joednadina tangente u tacki dodira: ]

Bx+4y-8=0

Slika 29: Aplet koji prikazuje jednacinu tangente na parabolu u tacki koja joj pripada
Primer 2. Odrediti jednacine tangenata parabole y* = 8x konstruisanih iz tacke P (5, —7).
Resenje. Data tacka pripada tangenti iz ¢ega se moze dobiti veza izmedu koeficijenata k in, a
zatim na osnovu uslova dodira (22) se dobijaju koeficijenti i jednadine tangenti. Koordinate

dodirnih tacaka se dobijaju reSavanjem sistema jednacina koji ¢ine jednacina tangente 1 jednacina
parabole.
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Resenje se moze dobiti 1 uz pomo¢ apleta prikazanog na slici 30.

Jednadina parabole: y* = 8x

Taéka: (5, -7)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

[ Jednatina tangente iz tatke: J

x-3y-6=0i3x+75y+375=0

| Dodirne tacke:

Slika 30: Aplet koji prikazuje jednacdine tangenata i dodirne tacke

Primer 3. Data je prava x — y + 5 = 0 i parabola y? = 12x. Odrediti jednacine tangenata
date parabole koje su:

a) paralelne sa datom pravom;

b) normalne na datu pravu.

Resenje. Prevodenjem u eksplicitni oblik dobija se koeficijent pravca date prave, a onda se iz
uslova paralelnosti ili normalnosti dobija koeficijent pravca tangente. Koeficijent n se tada

dobija iz uslova dodira (22).

Jednacine tangenata se mogu dobiti 1 u apletu prikazanom na slici 31.
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Jednaéina prave x-y+ 5= 0

Jednadina parabole; y* = 12x

[ Tangenta paralelne sa datom pravom: ]

X-y+3=0

[ Tangenta normalne na datu pravu J

Slika 31: Aplet u kojem se dobijaju jednacine tangenata koje su paralelne sa

datom pravom ili normalne na nju
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Zadaci i reSenja

U ovom poglavlju navedeni su zadaci koji se nalaze na kraju svake elektronske lekcije i njihova
reSenja. Posle uvedenih pojmova, navedenih formula i reSenih primera, ucenici imaju moguc¢nost
da provezbaju i provere naucene sadrzaje. Kao inspiracija za zadatke koji su navedeni u sadrzaju
posluzili su zadaci iz zbirki [1,3,10]. Pored navedenih, tu se moze naci jo$ dosta sli¢nih zadataka,
pogodnih za vezbanje.

1. Duz

1.1. Rastojanje izmedu dve tacke

1. Data su temena trougla A(3,2), B(—1,—1) i C(11, —6). Odrediti duzine njegovih stranica.

2. Odrediti tacku koja je podjednako udaljena od ta¢aka A(0,4) i B(5,3), a njeno odstojanje od
y-ose je dva puta vece nego odstojanje od x-0se.

3. Data su dva temena paralelograma A(—2,—4) i B(2,—1) i presek dijagonala S(0,0). Naci
koordinate preostala dva temena i dokazati da je ovaj paralelogram romb.

1.2. Podela duZi u datom odnosu

1. Duz AB, gde je A(—3,—-2) i B(9,10), podeliti:

a) tackom D u odnosu 5: 7;

b) na tri jednaka dela;

V) na tri dela koja se odnose kao 1: 2: 3.

2. Teziste trougla ABC poklapa se sa koordinatnim pocetkom, tacke A i B imaju koordinate
A(6,0) i B(0,—2). Odrediti koordinate temena C.

3. Tatke M,N i P su srediSta redom stranica AB,BC,CA trougla ABC. Odrediti koordinate
temena trougla, ako je M(7,8), N(—4,5), P(1, —4).

1.3. Povrsina trougla

1. IzraCunati povrSinu ¢etvorougla ABCD, ako je A(1,3), B(—2,0),C(5,3) i D(—3,4).

2. Dva temena trougla su A(6,3) i B(9,—6), a srediste stranice AC je tatka D(—3,0). Kolika je
povrsina trougla ABC?

3. Date su tatke A(1,3),B(4,7),C(2,8) i D(—1,4). Dokazati da je Cetvorougao ABCD
paralelogram 1 naci duZinu visine koja odgovara stranici AB.
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2. Prava

2.2. Eksplicitni oblik

1. Odrediti vrednosti realnog parametra m # 0 tako da:

a) prava Cija je jednacina 4x — my — 7 = 0 ima koeficijent pravca k = 3;

b) prava ¢ija je jednac¢ina mx —y — 3m + 6 = 0 odseca na y-osi odse¢ak n = 5.

2. Odrediti jendac¢inu prave koja odseca na y-osi odsec¢ak duzine 6, a sa pozitivnim delom x-ose
gradi ugao %.

3. Odrediti uglove koje date prave zaklapaju sa pozitivnim delom x-ose:

aQy=x+3;

b) 2x + 2y —5=0;

V)x +yV/3—-2=0;

9) 3x —yV3+2=0.

2.3. Segmentni oblik

1. Naci segmentni oblik jednacine prave:

Ax+2y—2=0;

b) 2x -3y + 6 =0;

V)x+3y—3=0;

Q4x+y—4=0.

2. Odrediti parametar m tako da:

a) odsecak prave mx + 4y — 8 = 0 na x-0si bude 4;

b) odsecci prave 3x + 2my — 6 = 0 na koordinatnim osama budu jednaki;
v) odsecak prave 3x + my = 12 izmedu koordinatnih osa bude 5.

3. Za koje vrednosti parametaram in prava (m —3n—2)x + 2m+4n—-1)y =3m—n+2
odseca na x-osi odsecak 3, a na y-osi odseCak —2?

2.4. Normalni oblik

1. Date jednacine pravih svesti na normalni oblik:

a) 5x — 12y + 26 = 0;

b)4x + 3y —5=0;

V) 6x —8y + 15 = 0.

2. Koriste¢i normalni oblik jednacine prave, izraunati rastojanje od koordinatnog pocetka do
date prave:

a) 3x + 4y — 10 = 0;

P)x+y+4=0;

V)2x+y—-5=0.
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2.5. Jednacina prave kroz datu tacku

1. Napisati jednacinu prave koja sadrzi tacku A, a sa pozitivnim delom x-ose gradi ugao ¢, ako
je:
8) A(3,2), 90 =7;

4’
b) A(—4,—1),¢ = =
2. Odrediti jednacinu prave koja:
a) prolazi kroz tacku A(2,3) i ima koeficijent pravca k = 3;
b) prolazi kroz koordinatni pocetak i ima koeficijent pravca k = 2;
V) je simetrala prvog i tre¢eg kvadranta;

g) prolazi kroz koordinatni pocetak i sa pozitivnim delom x-0se obrazuje ugao od 30°.

2.6. Jednacina prave kroz dve tacke

1. Odrediti jednac¢inu prave koja sadrzi prese¢nu tacku pravih x + 7y — 12 =0 i

2x —y + 6 = 01 tacku A(8, —4).

2. Napisati jednacine dijagonala cCetvorougla ABCD, ako su njegova temena
A(—4,-5),B(7,6),€(3,8) i D(—2,3).

3. Odrediti jednacine tezis$nih linija trougla ¢ija su temena A(—1,6), B(5,3),C(=5, —2).

4. Data su dva temena trougla A(—4,5) i B(—2,3), a teme C pripada pravoj x + y — 11 = 0.
Odrediti koordinate temena C, tako da povrSina trougla ABC bude 15.

2.7. Uzajamni poloZaj pravih

1. Nac¢i ugao izmedu pravih:

a)y =3x,y =—2x+5;

b)y=4x—-7,x+4y—8=0;

V)y=5x—-3,y=5x+7.

2. IzraGunati uglove trougla ABC ako su temena trougla A(3,7), B(5,1),C(1,3).

3. Odrediti jednacinu simetrale duzi AB ako je:

a) A(1,—4),B(3,2);

b) A(=5,—2), B(1,4).

4. Dokazati da je trougao koji obrazuju prave y=3x—-1,x—-7y=7 i x+y=7
jednakokraki.
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2.8. Pramen pravih

1.0drediti simetrale uglova koji su odredeni pravamax —3y +1=0,2x+y + 3 = 0.

2. Odrediti jednacinu prave koja prolazi kroz presek pravih 3x +4y =4 i1 9x +5y+4 =0
ima koeficijent pravca %.

3. Dat je pramen pravih 2x + 5y + 4 + A(3x — 2y + 25) = 0. Na¢i onu pravu tog pramena koja
odseca na koordinatnim osama odsecke iste veli¢ine.

4. U pramenu pravih odredenim pravama 2x —3y + 6 =0 i —5x + 4y — 1 = 0 odrediti onu
koja:

a) prolazi kroz tacku (—4, —5);

b) je normalna na pravu 2x —y + 4 = 0;

v) sece pravu 2x — y + 4 = 0 pod uglom od %.

2.9. Rastojanje izmedu tacke i prave

1. Odrediti m tako da je prava y = my + 5 udaljena od koordinatnog pocetka za d = /5.

2. Ako su data temena trougla A(3,6), B(—1,3), C(2, —1) odrediti duzine njegovih visina.

3. Odrediti jednacinu prave koja je paralelna pravama 4x —6y —3 =01 2x—-3y+7=0 i
jednako udaljena od njih.

4. Date su prave 24x — 10y + 39 = 01 12x — 5y — 26 = 0 kojima pripadaju paralelne stranice
kvadrata. Odrediti povrSinu kvadrata.

5. Simetrala ugla ima jedna¢inu x — 7y + 21 = 0, a jedan krak je 4x — 3y + 9 = 0. Napisati
jednacinu drugog kraka.

3. Krive drugog reda

3.1. Kruznica

1. Na¢i jednacinu kruzne linije €iji se centar nalazi u preseku pravih 2x —y =8ix+y=1,1i
koja prolazi kroz tacku P prve od ovih pravih, pri ¢emu je apscisa tacke P jednaka 5.

2. Na¢i jednacinu kruzne linije ¢iji je precnik duz AB, gde je A(5,—1) i B(—=3,7).

3. Nac¢i jednacine kruzne linije koja dodiruje x-osu u tacki (6,0) i prolazi kroz tacku (9,9).

4. Odrediti jednacinu kruzne linije koja prolazi kroz tacke (11,2), (7, —2), a ¢iji centar pripada
pravoj y = 3x — 19.

5. Centar kruznice pripada pravoj x + y = 0. Naéi jednacinu te kruznice ako ona sadrzi tacke
preseka kruznica (x — 1)? + (y +5)2 =501 (x + 1)? + (y + 1) = 10.

6. Odrediti jednacinu zajednicke tetive kruznica x? + y% = 10 i x2 + y?> — 6x — 6y + 2 = 0.
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7. Naéi jednacinu kruznice koja sadrzi tacke preseka kruznice x? + y2 + 4x — 4y = 0 i prave
y = —x itacku A(4,4).

8. Data je kruznica x? + y? — 4x — 8y — 5 = 0 ¢&iji je centar tacka C. Ako kruZnica se¢e x-0SU U
tatkama A i B, nac¢i povrsinu trougla ABC.

3.2. KruZnica i prava

1. Odrediti jednacine tangenti kruznice x2 + y% — 10x — 12y + 36 = 0 koje su paralelne pravoj
4x — 3y +10 = 0.

2. Odrediti jednacine tangenti kruznice x? + y2 — 6x — 8y + 15 = 0 koje su normalne na pravu
y = 3x.

3. Odrediti jednacinu normale kruznice k u njenoj tacki M ako je:

) k:x?+y?+4x —4y—17 = 0,M(2,5);

b) k: x? + y2 —6x — 8y + 17 = 0, M(5,6);

V) k: x? + y% = 25,M(3,4).

4. U zavisnosti od parametra m odrediti medusobni poloZzaj kruznice
x2+y?2—12x—8y+44=0ipravey = x + m.

5. Napisati jednacinu kruznice koja dodiruje dve paralelne prave 2x + y —5 =01

2x +y + 15 = 0, pri ¢emu jednu dodiruje u tacki A(2,1).

6. Pod kojim uglom prava y = gx sece kruznicu x2 + y? = 25?

7. Iz tatke P(2,—3) konstruisane su tangente kruznice (x —1)? + (y + 5)? = 4. Odrediti
jednacinu tetive koja sadrzi dodirne tacke.

3.3. Dve kruZnice

1. Ispitati uzajamni polozaj kruznih linija:
Ax2+y’—2x—y+6=0x>+y%—10x — 8y + 40 = 0;

b) x2 + y2 —8x — 18y +93 =0, x% + y? — 8x — 8y + 23 = 0;

V) x%2 + y? = 25,2x% + 2y? —4x — 3y — 25 = 0;

0) x> +y2—10x — 20 = 0, x%> + y2 + 2x — 4y — 20 = 0;
d)x?+y2+8y+12=0,x>+y%2—2x+ 4y — 20 = 0;
Dx?+y2—4x—-2y—20=0,x>+y2—4x -2y —4=0.

2. Odrediti jednaginu kruznice koja je koncentri¢na sa kruznicom x? + y%2 + 6x + 2y +5=0i
prolazi kroz tatku M (1, —4).

3. Izradunati rastojanje od centra kruznice x% + y? — 2x = 0 do prave odredene preseénim
tatkama kruznica x> + y> +5x — 8y +1=0ix?>+y> —3x + 7y — 25 = 0.

4. Data je kruznica x% + y? —4x — 5 = 0 i tatka A(5,4). Odrediti jednacinu kruznice &iji je
centar data tacka A i koja dodiruje spolja datu kruznicu.

5. Pod kojim uglom se seku kruZnice:
Ax2+y2=3i(x—1D?+y’=4,0)x>+y2=16i(x—5)?> +y?>=9?
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3.4. Elipsa

1. IzraGunati duzinu tetive elipse x? + 2y? = 18 koja polovi ugao izmedu koordinatnih osa.

2. Na¢i duzine i jednacine radijus vektora konstruisanih iz tatke M (2, y < 0) elipse

5x2 + 9y? = 45.

3. Na elipsi 36x% + 100 = 3600 naéi tacke ¢ije je rastojanje od desne Zize &etiri puta veée od
njegovog rastojanja od leve zize.

2 2
4. U elipsu Z_g + 32]—4 = 1 upisan je pravougaonik tako da mu dve naspramne stranice sadrze fokuse

elipse. Izracunati povrSinu tog pravougaonika.

5. Naéi povrsinu ¢etvorougla ¢ija dva temena leZe u zizama elipse x? + 5y = 20, a druga dva
se poklapaju sa krajevima male ose.

6. U elipsu x% + 4y? = 36 upisan je kvadrat.Odrediti duzinu stranice tog kvadrata.

7. Tetiva elipse x? + 3y? = 36 na pravoj x —y = 6 je osnova jednakokrakog trougla ¢iji vrh
pripada y-osi. Naéi povrsinu tog trougla.

3.5. Elipsa i prava

1. Na¢i jednacine tangenata koje datu elipsu dodiruju u datoj tacki:
a) 3x% + 4y? = 48, A(2,-3);
b) 2x? + 3y? = 21, A(3,1);
V) x2 + 3y% = 16, A(2,2).
2. Odrediti jednacine tangenata na datu elipsu konstruisanih iz date tacke ako je:
a) 9x2 + 16 = 288, A(12,—3);
b) 16x% + 25y2 = 400, A(10,4);
V) x% + 4y% =100, A(2,7);
g) 19x2 + 25y2 = 475, A(10,—8);
d) 9x% + 15y% = 135, A(—6,3).
3. Odrediti jednacine tangente i1normale elipse u datoj tacki:
a) 3x% + 4y? =12, D(—1,y > 0);
)Z+L =1,D(5y<0).
50 32
4. Nac¢i jednacine zajednickih tangenata dveju elipsi:
)+ L =1t 4L =g,
5 4 4 5
) +yr=1it+L =1,
5. U tatkama 4, (3,y > 0), 4,(4,y > 0) elipse 4x2 + 25y2 = 100 konstruisane su tangente.
Izracunati povrSinu trougla ograni¢enog tim tangentama i x-0som.

y

= 1, ako je poznato da jedna tangenta te elipse ima

6. Odrediti veliku poluosu elipse z—z +

jednacinu 2x +y — 10 = 0.
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7. Odrediti malu poluosu elipse g + 2’—2 = 1, ako je poznato da jedna tangenta ove elipse ima
jednacinu 3x + 2y — 20 = 0.

8. Elipsa™+y2 = 1ikrug (x — 1) +y? = 1 imaju tri zajednicke tatke A, B i C,

a) Odrediti koordinate tataka A, B i C;

b) Naci jednacine tangenata na krug u tatkama A, B i C;

v) Izracunati povrsinu trougla koji obrazuju te tri tangente.

9. Odrediti uglove pod kojima se seku prava x +y — 2 = 0 i elipsa x? + 3y? = 12.

10. Naci jednacinu elipse ako su poznate dve njene tangente x + y = 8ix + 3y + 16 = 0.
11. Odrediti za koje vrednosti parametra n pravay = —x + n:

a) sede elipsu 5x% + 20y? = 100;

b) dodiruje je;

v) nema sa njom zajednickih tacaka.

12. Pod kojim uglom se vidi elipsa x? + 2y? = 162 iz tacke (6,15)?

13. Odrediti jednacine zajednickih tangenata elipse 4x? + 9y2 = 36 i kruznice x + y? = 5.

3.6. Hiperbola

1. Sastaviti jednacinu hiperbole ako je dato rastojanje izmedu ZiZa 10 i realna poluosa a = 3.

2. Odrediti poluose, zZize, temena i asimptote hiperbole:

a) 16x% — 25y?% = 400;

b) 25x%2 — 16y2 = 1;

V) x2 — 4y? = 16.

3. Napisati jedna¢inu hiperbole ako joj pripadaju tacke P(2,1) i Q(10,7).

4. Odrediti jedna¢inu hiperbole ¢&ija je ziza F(2V3,0), a ugao izmedu njenih asimptota iznosi
60°.

5. Kako glasi jednacina hiperbole:

a) ako su fokusi F;(—10,0) i F,(10,0), a tatka M (12,3+/5) pripada hiperboli;

b) ako je duzina realne ose 6 i tacka M (9, —4) pripada hiperboli;

V) ako je a = 5, a svako teme deli rastojanje izmedu centra i zize na dva jednaka dela?

6. Na¢i duzine radijus vektora tacke P(5,y > 0) na hiperboli 4x? — 5y = 20.

7. Naéi ugao izmedu asimptota hiperbole kod koje je ¢ = av/2.

8. Data je hiperbola 9x? — 4y? = 36. Izratunati povrsinu trougla ¢ija su temena koordinatni
pocetak, desna Ziza i1 taCka na asimptoti koja ima istu apscisu kao Ziza, a pripada I kvadrantu.
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3.7. Hiperbola i prava

1. Odrediti jednacine tangenata konstruisanih iz date tacke na datu hiperbolu:
a) A(1,0), 2x? —9y? = 18;
b) B(0,3), x> —y2 =9;
V) C(—3,5), 3x% —y? =3;
xZ y2
g) D(Z,O), E — ? =1.
2. Odrediti jednacinu tangente date hiperbole u tacki, ako je:
a) x2 —4y%? = 64, D(10,y > 0);
b) 9x2 — y? = 144, D(x < 0,—9);

V)§—y;2= 1, D(5,y <0);

Q)L -2 =1,D(42).

2 2
3. Odrediti jednadinu tangente hiperbole % — X—G = 1 koja se nalazi na jednakom rastojanju od

centra i desne Zize.

4. Kolike su poluose hiperbole x? —4y? =, ako je prava x —yv/3 —2 = 0 tangenta te
hiperbole? Zatim odrediti povr$inu trougla odredenog tangentom i normalom u dodirnoj tacki D i
x-0som,

yZ

2
5. Naéi jednacinu hiperbole % — = =1, ako su njene asimptote y = +

2 x 1 ako je jedna njena

N =

tangenta 5x — 6y — 8 = 0.
6. U tacki D (—g,y > 0) konstruisana je tangenta elipse 4x2 + 5y? = 20. Ova prava odreduje
tetivu hiperbole 4x? — y? = 36. Kolika je duZina te tetive?

3.8. Parabola

1. Naci jednacinu parabole ako su date ziza F(3,0) i direktrisa x = —3.

2. Na¢i duzinu radijus vektora tacke M date parabole:

a)M(7,y),y? = 20x;

b) M(x,6),y? = 12x.

3. Naci preseCne tacke prave i parabole:

a)3x +4y — 12 = 0,y% = —9x;

b) 3x — 2y + 6 = 0,y? = 6x.

4. Prava 2x —y — 4 = 0 see parabolu y2 = 4x u tackama A i B. Izradunati povrsinu trougla
OAB.
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3.9. Parabola i prava

1. Odrediti jednaginu tangente parabole y? = 8x konstruisanu iz tatke (—4,2).

2. Odrediti jednaginu tangente parabole y? = 4x u tacki dodira M (1,2).

3. Date su hiperbola 3x? —y% = 12 i parabola y? = 16x. Odrediti prese¢ne tacke krivih i ugao
pod kojim se seku.

4. Odrediti jednaginu tangente parabole y? = 9x koja je paralelna pravoj 3x + 2y — 4 = 0.

5. Odrediti jedna¢inu tangente parabole y? = 3x koja je normalna na pravu 2x — 3y — 4 = 0.

6. Odrediti povrinu trougla ograni¢enog x-0som, tangentom i normalom parabole y? = 16x u
tacki M (1,4).

2 2
7. Odrediti jednacine zajednickih tangenata elipse z—s + 32]—0 = 1 i parabole y? = ?x.

ReSenja zadataka

1. Duz

1.1. Rastojanje izmedu dve tacke

1.AB =5,BC = 13,CA = 82.2.€(2,1).3.C(2,4),D(-2,1),AB = BC = 5.
1.2. Podela duZzi u datom odnosu

1. a) D(2,3); b) M(1,2), N(5,6); v) M(—1,0), N(3,4). 2. C(—6,2). 3. A(12, —1), B(2,17),
C(~10,-7).

1.3. Povrsina trougla

1.P=8.2.P=90.3. h=22.

2. Prava
2.2. Eksplicitni oblik

4 1 T 3w 21 T
1a)m—g,b)m—EZy—x+63a)z,b)T,v)?,g)Z
2.3. Segmentni oblik

X1l _1mEayl o1 nwie 1. 0512 = . .

1.a)5+z—1,b)_3+2—1,v)3+1—1,g)1+4—1.2.a)2,b)1,5,v)i4.
3m=1n=—-1.

2.4. Normalni oblik
l.a)—%x+gy—2=0;b)§x+§y—1=0;v)—%x+§y—§=0.
2.8)p=2;b)p=2v2;Vv)p =5
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2.5. Jednacina prave kroz datu tacku
lLayx—y—-1=0;b)x+y+5=0.2a)3x—y—-1=0;b)2x+y=0;V) x —y =0;
9) xv/3 -3y =0.

2.6. Jednacina prave kroz dve tacke

1.3x+5y—-4=0.24AC:13x -7y +17=0,BD:x — 3y + 11 = 0.

3.AA;:11x+ 2y —1 = 0,BBy:x — 8y + 19 = 0,AC: 13x — 14y + 37 = 0. 4. C((3,8).

2.7. Uzajamni poloZaj pravih

1. a)g; b)g;v) 0.2.90°45°45°3.a) x +3y+1=0b)x+y+1=0.4. CA= BA =+/50.
2.8. Pramen pravih

1.x—3y+1+vV2Qx+y+3)=0.2.63x—28y+172=0.3. x+y +5 = 0.

4. 7x -9y —1=0;b)x+2y—-11=0;v)3x+y—-13=0.

2.9. Rastojanje izmedu tacke i prave

Lm=42.2h,=5h, =2 h =538r~12y+11=0.4.P =2,

5.4x 43y —12 = 0.

3. Krive drugog reda

3.1. KruZnica

1L.(x=3)2+(w+6)2=20.2.(x—1)2+(y—3)2=32.3. (x —6)? + (y —5)? = 25.
4. (x—7)?*+(y—-2)2=16.5.(x+3)2+(y—3)2=10.6.x+y—2=0.
7.x2+y2—-8y=0.8.P=12.

3.2. KruZnica i prava
1.4x—-3y+23=0,4x—-3y—27=0.22x+3y—-25=0,x+3y—-5=0.

3.8)3x—4y+14=0b)4x -3y =0;v) x —y + 1 = 0. 4. Prava dodiruje kruznicu zam = 2
ili = —6, sece kruznicu za m € (—6, 2) i nema sa kruznicom zajednickih tacaka za m €
(=00,—6) U (2,+0).5. (x +2)2 + (y+1)2 =20.6.90°.7.x + 2y + 5 = 0.
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3.3. Dve kruzZnice

1. a) Kruznice su jedna van druge; b) kruznice se dodiruju spolja; v) kruznice se dodiruju iznutra;
g) kruznice se seku; d) jedna kruznica lezi u drugoj; d) kruznice su koncentricne.

2.(x+3)24+ (y+1)2=25.3.d=2.4. (x—5)%+ (y—4)% = 4.5.a) 30° b) 90°.
3.4. Elipsa
14V3.2.1 = 2, m:5x + 12y +10 = 0,1, = 2,7:x =2 = 0.

3.y (- 2,20) M, (-2,20). 46825 P =16.6.a = 2v5.7.P = 2.

3.5. Elipsa i prava
lL.ayx—2y—-8=0;b)2x+y—-—7=0,x+3y—8=0.2.a)3x+4y—24 =0,
3x — 28y —120 =0;b) y = 4,16x — 15y — 100 = 0; V) 2x + 3y — 25 =0,
—3x+8y—-50=0;0)9x+5y—-50=0,x+3y+14=0;d)y =3,12x + 7y + 51 = 0.
at:x—2y+4=0n:4x+2y+1=0;b)4x -5y —40=0,5x+4y -9 = 0.
4.x+y+3=0x+y—-3=0x—y+3=0x—y—3=0;b)2x+y+5=0,

125

2x+y-5=02x-y+5=02x~-y—-5=0.5P=—-6.a=4.7.b =10,

2 2V1

8.4(20),8 (%, 2“_),6(3

22)5b) taix = 2, tyix — 2V2y +2 = 0,t:x + 2V2y +2 = 0;
V) P = 44/2.9. 45° 1 90°. 10. 24x2 + 40% = 960.11. a) |n| < 5; |n| = 5; |n| > 5.

12. Arctg 18. 13. y = +x + 5.

3.6. Hiperbola

1.5 2 =1.2.5,4,(+V4L,0), (+5,0), 5y £ 4x = 0;

0) 1,2, (+22,0),(+1,0),4y + 5x = 0;V) 4,2, (+2V5,0), (+4,0), 2y + x = 0,

574" \7 20

3.2 -2y?=2.43x>~y?=9.5. 0=~ L =;h)2x? —9y? = 18V = - L = 1.

6.7, = 2v5,1, = 44/5.7. 90°. 8.P=T.

3.7. Hiperbola i prava
lLayx—2y—-1=0x+2y—1=0;b)5x+3y—9=0,5x—3y—-9=0;
V)2x+y+1=0,7x+4y+1=0;¢9)3x—-2y—6=0,3x+2y —6 =0.

2.2) D(10,3),5x — 6y — 32 = 0; b) D(=5,-9),5x —y 4+ 16 = 0;
V)D(5,—4),x+y—1=0;9)x —y—2=0.3.8x +V11y — 20 = 0,8x — /11y — 20 = 0.

4oa=4b= 2P—8\/_5————16D(———) d = 8V3.
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3.8. Parabola

1.y2 =12x.2.a)r = 12; b) r = 6. 3. a) C(—4, 6), prava dodiruje prabolu; b) prava i parabola
nemaju zajednic¢kih tacaka. 4. A(1,—2),B(4,4),P = 6.

3.9. Parabola i prava

V6

Lx+y+2=0x—-2y+8=0.2x—y+1=0.3.P(6,4V6),0(6,—4V6),tg ¢ = 6

4.3x+2y+1=053x+2y+1=0.6.P=20.7.x+3y+15=0,x —3y + 15 =0.
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Zakljucéak

U tradicionalnoj nastavi dominira frontalni oblik rada koji uglavhom ne obezbeduje dovoljnu
angazovanost ucenika niti ostavlja dovoljno vremena za njihove samostalne aktivnosti kako bi
kvalitetno ovladali nastavnim sadrzajima.

Upotreba interaktivnih materijala u nastavi mogla bi znacajno uticati na poveéanje motivacije i
postignuéa ucenika. Interaktivni materijali bi trebalo da poboljsaju kvalitet nastave tako §to ¢e
nastavu uciniti raznovrsnijom, bogatijom 1 S$to ¢e podstaéi osamostaljivanje ucenika.
Istovremeno, koriS¢enje novih metoda ucenja moglo bi da doprinese boljim postignu¢ima
ucenika, od onih najslabijih do najsposobnijih, pri ¢emu ove metode svakako treba kombinovati
sa tradicionalnim metodama prilagodavaju¢i ih sposobnostima ucenika, njihovim potrebama 1
interesovanjima.

Elektronski kurs iz analiticke geometrije u ravni sadrzi gradivo iz ove oblasti, prikazano uz
pomoc¢ programskog paketa GeoGebra. Svi sadrZaji su potkrepljeni reSenim primerima, zadacima
I GeoGebra apletima i imaju logicki sled kako bi misaono aktivirali uéenike. Interaktivni apleti
koji prate primere omogucavaju ucenicima proveru reSenja zadataka, kao i1 pra¢enje promene
istih, izmenom zadatih podataka.

Interaktivni kurs Kkoji je kreiran trebalo bi da omogucéi lakSe usvajanje gradiva iz analiticke
geometrije u ravni i doprinese uéenicima da usvojeno znanje bude trajno i funkcionalno.
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