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Увод

У свом првобитном значењу геометриjа се схватала као наука о фи-
гурама, о узаjамном положаjу и размерама њихових делова, као и транс-
формисању фигура.

Историjа геометриjе сеже у античко доба и сигурно наjзначаjни ути-
цаj за утемељење геометриjе као математичке дисциплине дугуjемо ан-
тичкоj Грчкоj, где jе сматрана краљицом свих наука. У историjи гео-
метриjе посебно место заузима Еуклид 1. Он jе са Елементима увео ре-
волуционарну промену у изучавању геометриjе, обjединивши целокупно
дотадашње знање из геометриjе на jедном месту. Еуклидови Елементи
су били толико опсежни да су садржали сво знање математике тадашњег
света, тако да се никакви други списи нису користили за изучавање гео-
метриjе.

Прва књига Елемената, од укупно тринаест, почиње са дефинициjама
у коjима се дефинишу основни математички поjмови као што су тачка,
линиjа, права, површина и слично. Затим следи четири групе аксиома
и чувени пети Еуклидов постулат, коjи у потпуности наводимо:

Ако jедна права у пресеку са другим двема образуjе са исте стране
два унутрашња угла чиjи jе збир мањи од два права угла, те две праве,
бескраjно продужене, сећи ће се и то са оне стране са коjе су ови углови.

Слика 1: Скица петог Еуклидовог постулата

Пети постулат jе изазивао наjвећу пажњу научника коjи су се бавили
геометриjом, почевши од самог Еуклида, преко многоброjних научника
Хеленског и Арапског периода, затим Сакериjа 2, Ламберта 3, па све до
Гауса 4 и његових савременика.

1Eυκλειδηξ (око 330 пне. - око 275 пне.) - старогрчки математичар
2Giovanni Girolamo Sacceri (1667 - 1733) - италиjански математичар
3Johann Heinrich Lambert (1728 - 1777) - шваjцарски математичар
4Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) - немачки математичар
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Сама помисао да постоjи геометриjски систем у коjем не важи пети
Еуклидов постулат jе на први поглед апсурдна, jер ниjе у складу са на-
шим виђењем и разумевањем простора, али Гаусови наследници, Бољаj5

и Лобачевски6, независно jедан од другог, извели су сасвим нову гео-
метриjу коjа ће се заснивати на у потпуности измењеном петом посту-
лату. Та сасвим нова геометриjа названа jе хиперболичка геометриjа,
али и у част њених утемељивача, геометриjа Лобачевског или геоме-
триjа Бољаj-Лобачевски, а негде и геометриjа Гаус-Бољаj-Лобачевски.

Утемељење хиперболичке геометриjе проширило jе многе видике гео-
метриjе, а и математике уопште; отворило jе многоброjна питања и за-
датке коjе jе требало решити на прави начин у хиперболичкоj геоме-
триjи. Jедно од многоброjних питања jе и запремина тела хиперболичке
геометриjе. Тема рада jе управо израчунавање запремине тетраедра хи-
перболичке геометриjе.

На почетку овог рада позабавићемо се настанком и основама геоме-
триjе Лобачевског, као и неким занимљивим последицама, те на краjу
поглавља и функциjом Лобачевског коjа повезуjе углове и дужи.

У следећем поглављу конструишемо моделе хиперболичке геометриjе,
како моделе равни, тако и моделе хиперболичког простора, и то у оба
случаjа на два начина, диск модел и полуравански, односно полупро-
сторни модел. Конструкциjа модела jе од изузетне важности jер ћемо
се током рада увек „налазити” у jедном од модела, погодним за дату
ситуациjу.

Поглављем у коjем се бавимо површином троугла на jедан специфи-
чан начин даjемо увертиру, односно идеjу доказа, коjом ће се доћи до
краjњег резултата рада. Међутим, ситуациjа у равни jе много jедностав-
ниjа и jасниjа од простора, зато ће се наставак само идеjно заснивати на
овом делу.

У четвртом поглављу уводимо функциjу Лобачевског, трансцендент-
ну функциjу помоћу коjе ћемо изразити запремину хиперболичког те-
траедра. Доказуjемо њену добру дефинисаност и непрекидност, а затим
доказуjемо пар особина коjе ће нам бити од користи у наставку рада.
Такође, као завршетак поглавља, као сумациjа претходно изложеног,
предочен jе и график функциjе.

Затим се долази до кључне области рада, дела у коjем ћемо се ба-
вити извођењем формула запремине тетраедара хиперболичке геоме-
триjе. Као и код површине троугла, запремина jе изведена у неколико
корака, пре свега идеалног тетраедра, а затим и хиjерархиjски компли-
кованиjих, осталих тетраедара користећи претходне изведене формуле.
Такође, у неким деловима су дата и проста уопштења добиjених формула
на одговараjуће n-тостране пирамиде.

5Bolyai János (1802-1860) - мађарски математичар
6Николай Иванович Лобачевский (1793-1856) - руски математичар
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Овим путем желим да се захвалим ментору проф. др Срђану Вук-
мировићу на предлогу теме, помоћи и подршци у изради рада. Такође,
желим да се захвалим члановима комисиjе проф. др Зорану Ракићу
и проф. др Мирослави Антић на примедбама и сугестиjама. За краj,
желим да се захвалим породици коjа ме jе у подржавала и подстицала
приликом израде рада.
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1 Хиперболичка геометриjа

Пре него кренемо да се бавимо хиперболичком геометриjом, фор-
мално уведимо поjам паралелности. Посматраjмо тачку A и праву a
коjа jе не садржи. Може се доказати да у њима одређеноj равни постоjе
тачно две полуправе p′ и q′, такве да произвољна полуправа са теменом
A сече праву a ако и само ако припада оном од углова са крацима p′ и
q′ коjем припада и права a.

Слика 2

За полуправе p′ и q′ рећи ћемо да су паралелне правоj a и пишемо
p′ ‖ a односно q′ ‖ a. Такође, за праве p и q коjе садрже редом полуправе
p′ и q′ кажемо да су паралелне правоj a и пишемо p ‖ a, односно q ‖ a.
Конвексан угао коjи захватаjу праве AB и p (или q) називамо углом
паралелности тачке A у односу на праву a или углом паралелности дужи
AB у односу на праву a.

Хиперболичка геометриjа jе геометриjа заснована на Хилбертовим
аксиомама, коjе се могу наћи у [1] или [2], и као замена за пети Еуклидов
постулат, односно Плеjферову аксиому, аксиоми Лобачевског.

Аксиома Лобачевског: Постоjе тачка B и права a коjа jе не садржи,
такве да у њима одређеноj равни постоjи више од jедне праве коjа садржи
тачку B, а са правом a нема заjедничких тачака.

Слика 3: Скица аксиоме Лобачевског
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Штавише, постоjи бесконачно много правих коjе са датом правом
немаjу заjедничких тачака, а садрже тачку B.

Аксиома Лобачевског даjе низ последица коjе ће се у многоме разли-
ковати од Еуклидског случаjа. Неке од последица су:

1. Угао паралелности jе оштар (Слика 5).

2. Збир унутрашњих углова сваког троугла jе мањи од π.

3. Збир унутрашњих углова сваког простог четвороугла jе мањи од
2π.

4. Постоjи права у равни оштрог угла коjа jе управна на jедном ње-
говом краку, а са другим краком нема заjедничких тачака.

Слика 4: Угао паралелности Еуклидске геометриjе jе прав угао

Слика 5: Угао паралелности хиперболичке геометриjе - θ

Поред пет основних ставова о подударности троуглова коjи се могу
наћи доказани у [2] у хиперболичкоj геометриjи ће важити jош jедан
став коjим се карактерише хиперболички простор.
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Теорема 1. Два троугла су подударна ако и само ако су им одговараjући
углови подударни.

Доказ: Претпоставимо да су углови код темена A,B и C троугла4ABC
подударни редом угловима код темена A′, B′ и C ′ троугла 4A′B′C ′, а
да ивице AB и A′B′ нису међусобно подударне, већ да jе на пример
AB > A′B′. Тада између тачака A и B постоjи тачка K таква да jе
AK ∼= A′B′ . Нека jе L тачка полуправе AC таква да jе AL ∼= A′C ′. Тада
jе на основу првог става о подударности троуглова 4AKL ∼= 4A′B′C ′,
па су углови код темена K и L троугла 4AKL подударни угловима B и
C троугла 4ABC.

Слика 6: Троуглови 4ABC и 4A′B′C ′

Ако би тачке A и L биле са исте стране праве BC, онда би у четво-
роуглу BCKL збир унутрашњих углова био 2π што jе у контрадик-
циjи са претходно наведеном трећом последицом аксиоме Лобачевског.
Ако тачке A и L не би биле са исте стране праве BC онда би дуж
KL секла дуж BC у некоj тачки P , па би у троуглу 4BPK споља-
шњи угао код темена K био подударан унутрашњен углу код темена
B, тj. ]AKP = ]KBP , што jе немогуће jер би са jедне стране било
]AKP + ]BKP = π jер су суплементни, тj. ]KBP + ]BKP = π, а са
друге стране из чињенице да jе збир унутрашњих углова троугла мањи
од π: ]KBP + ]BKP + ]BPK < π, из чега би значило да jе ]BPK
негативне мере, што jе контрадикциjа. Такође, ниjе могућ ни случаj
L = C, jер би тада углови ]ACK и ]ACB били подударни,а при томе
jе први, по дефинициjи, мањи од другог. Дакле ниjе AB > A′B′, а ана-
логно ниjе ни AB < A′B′, па jе AB ∼= A′B′. Стога су на основу другог
става о подударности троуглови 4ABC и 4A′B′C ′ подударни.

Нека jе P сличност коjом се дуж AB пресликава на дуж A′B′. Ако
се том сличношћу тачка C коjа не припада правоj AB слика у тачку C ′,
тада ће углови троуглова 4ABC и 4A′B′C ′ бити подударни, па ће на
основу претходне теореме бити AB ∼= A′B′. Тиме смо показали да jе
свака сличност у хиперболичкоj геометриjи уjедно и подударност.
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Може се показати да jе мера угла паралелности θ у вези са дужином
одсечка AB, конкретно, ако jе дужина одсечка AB већа тада jе угао
паралелности мањи, и обратно, уколико jе дужина одсечка AB мања,
тада jе угао паралелности већи. Управо ту везу, између дужине одсечка
AB и угла паралелности θ, представља функциjа Лобачевског:

Π : (0,+∞)→
(

0,
π

2

)
.

Да бисмо доказали неке битне особине функциjе Лобачевског, уве-
димо поjaм асимптотског троугла. Ако допустимо да две суседне ивице
троугла не буду дужи већ две међусобно паралелне полуправе, добиjени
лик називамо асимптотски троугао са jедним несвоjственим теменом
(несвоjствено теме jе бесконачно далека тачка у коjоj се паралелне по-
луправе секу). Допустимо такође да троугао има и два, односно сва три
несвоjствена темена. Сматрамо да jе мера угла код несвоjственог темена
jеднака нули.

Слика 7: Асимптотски троуглови са jедним, два и три несвоjствена те-
мена редом

Теорема 2. Ако jе Π функциjа Лобачевског, тада важе:

1. Π jе строго опадаjућа и непрекидна функциjа,

2. lim
x→0

Π(x) = π
2 , lim

x→∞
Π(x) = 0.

Доказ: Нека jе N заjедничко несвоjствено теме троуглова 4ABN и
4A′BN коjима jе заjеднички угао код темена B прав.

Нека jе A′B > AB. Тада посматраjмо троугао 4AA′N коjи jе асимп-
тотски са jедним несвоjственим теменом. Нека jе ]AA′N = β, ]A′AN =
α1 и ]BAN = α. Како су углови α и α1 суплементни то важи α+α1 = π,
а како jе збир унутрашњих углова троугла хиперболичке равни мањи од
π и сматраjући да jе мера угла код несвоjственог темена 0, то jе α1 +β <
π, па закључуjемо да jе β < α, односно Π(A′B) < Π(AB). Обратно, ако
jе Π(A′B) < Π(AB) аналогним размишљањем долазимо до закључка да

8



Слика 8

jе A′B < AB, па функциjа Π(x) опада од π/2 до 0 кад x расте од 0 до
+∞. �

Из чињенице да Π(x)→ π
2 кад x→ 0, следи да се у малим деловима

простора геометриjа Лобачевског мање разликуjе од Еуклидске геоме-
триjе и да се та разлика смањуjе смањивањем посматраног дела про-
стора. Напоменимо за сада, а доказ истог ће следити у даљем тексту,
да jе функциjа Лобачевског дата са Π(x) = 2 arctan e−x.

Пре него што конструишемо моделе хиперболичке геометриjе, извр-
шимо уводне напомене коjе ће нам бити неопходне за разна израчуна-
вања у моделима. Наиме, нека jе дат простор са уведеном метриком,
тада можемо рачунати дужине кривих, површине површи тог простора
или запремине тела интегришући елемент дужине криве ds, односно еле-
мент површине површи dA, тj. елемент запремине dV дуж криве, по-
врши односно тела, редом. Елемент дужине ds можемо схватити као
бесконачно мале делове криве, односно бесконачно малу поделу дате
криве и аналогно за елемент површине dA, тj. dV .

2 Модели хиперболичке геометриjе

Tридесетих година XIX века Бољаj и Лобачевски даjу темеље хи-
перболичке геометриjе. Први пут jе заснована теориjа коjа се не може
позвати на очигледност. Из геометриjског света у коме се у потпуности
могло ослонити на интуициjу засновану на представама наших чула, за-
корачило се у свет коjи постоjи изван дохвата наших искустава. Управо
због поменуте неочигледности и не чуди што jе њихов рад наишао на
доста оспоравања.

Требало jе доказати да jе оваква геометриjа непротивречна, тj. да
постоjи неки њен модел. Доказ те чињенице започиње Белтрами7 кон-
струишући модел хиперболичке равни унутар еуклидског простора. За-
вршни корак доказу даjе Клаjн8 конструишући модел еуклидске геоме-
триjе унутар хиперболичке геометриjе, чиме jе показана еквиконзистент-

7Eugenio Beltrami (1835 – 1900) - италиjански математичар
8Felix Christian Klein (1849 — 1925) - немачки математичар
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ност ове две геометриjе, односно jедна геометриjа jе непотивречна ако и
само ако jе непротивречна друга.

Текст коjи следи посвећен jе моделима хиперболичке геометриjе, како
равни, тако и простора. Посебан акценат ћемо ставити на Поенкареов9

диск модел хиперболичке равни и простора, као и полуравански, односно
полупросторни модел хиперболичке равни, односно простора.

2.1 Модели хиперболичке равни

2.1.1 Поенкареов диск модел хиперболичке равни

Нека jе задат произвољан круг еуклидске равни коjи ћемо назвати
апсолутом, a његову унутрашњу област h-равни, док ћемо сваку тачку
h-равни назвати h-тачком. Пресек произвољног еуклидског круга или
праве коjи су управни на апсолути са h-равни представљауjу h-праве, а
пресеке са апсолутом краjевима h-праве. Сваки сегмент h-праве чиjа те-
мена припадаjу h-равни представљаjу h-дужи, а сегмент чиjе jе jедно
теме на апсолути, а друго припада h-равни представља h-полуправу.
Прво поменуто теме називамо краjем, а друго теменом h-полуправе. Две
h-полуправе коjе имаjу заjедничко теме разлажу h-раван на две области
коjе називамо h-угловима, а те две полуправе крацима тог h-угла. Ко-
начно, ако су A, B и C три h-тачке коjе не припадаjу jедноj h-правоj,
тада скуп коjи се састоjи из тачака h-дужи AB, BC и CA називамо
h-троуглом.

Слика 9: Поенкареов диск модел: круг k jе апсолута, p и q су h-праве,
Rs и Rt h-полуправе, док су AB, BC и CA h-дужи коjе су странице
хиперболичког троугла 4ABC

Пре него што уведемо рефлексиjу h-равни, подсетимо се инверзиjе у
односу на круг.

9Jules Henri Poincaré (1854 - 1912) - француски математичар
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Дефинициjа 1. Нека jе k(O, r) произвољан круг равни E2.
Инверзиjом у односу на круг k називамо трансформациjу равни

ψk : E2\{O} → E2\{O} коjа свакоj тачки A ∈ E2\{O} додељуjе тачку
A′ = ψk(A) на полуправоj OA са почетком у O такву да jе: OA ·OA′ =
r2.

Слика 10: Инверзиjа у односу на круг k(O, r)

Приметимо да се инверзиjом у односу на круг кругови и праве сли-
каjу на кругове и праве, у зависности од њиховог положаjа у односу
на круг инверзиjе. Такође, инверзиjа чува углове, а кругови и праве
управни на кругу инверзиjе су фиксни. Докази неведених тврђења могу
се наћи у [1] или [2].

Напомена 1. Инверзиjу у односу на круг можемо додефинисати тако
да буде дефинисана за све тачке равни E2 тако што ће се центар круга,
тачка O, пресликати у бесконачно далеку тачку равни, тачку ∞.

Инверзиjом у односу на круг k управан на апсолути или рефлексиjом
у односу на праву k управну на апсолути (права управна на круг jе
права коjа садржи средиште круга), h-раван се пресликава на саму себе.
Рестрикциjу поменуте инверзиjе, одосно рефлексиjе, на h-раван зваћемо
h-рефлексиjом.

Уведимо релациjе h-између за три тачке и h-подударности парова
тачака на следећи начин:

Дефинициjа 2. За h-тачку B различиту од h-тачака A и C рећи ћемо
да jе h-између тачака A и C, у ознаци Bh(A,B,C), ако h-тачка B
припада h-дужи AC.

Дефинициjа 3. За пар h-тачака (A,B) кажемо да jе h-подударан

пару h-тачака (C,D), у ознаци (A,B)
h∼= (C,D), ако постоjи низ h-

рефлексиjа чиjа композициjа пресликава пар h-тачака (A,B) на (C,D).
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Могуће jе доказати да h-раван задовољава све аксиоме хиперболичке
геометриjе, па овако дефинисана раван, h-раван, jе модел хиперболичке
равни коjи се остваруjе унутар еуклидске геометриjе. Конструисани мо-
дел назива се Поенкареов диск модел.

Такође, доказуjе се да се паралелне h-праве еуклидски секу на апсо-
лути, док хиперпаралелне праве, праве коjе се нити секу нити су пара-
лелне, немаjу заjедничких тачака ни у h-равни ни на апсолути. Самим
тим, интуитивно апсолута представља бесконачно далеку праву.

Следеће две слике ће нам илустровати однос међу h-правaма у мо-
делу, као и аксиому Лобачевског.

Слика 11: h-праве p, q и r су паралелне, праве s и p хиперпаралелне,
док се h-праве s и q, односно s и r секу у h-тачкама Q и R редом

Слика 12: Задовољена jе аксиома Лобачевског: h-праве p и q су парале-
лене датоj h-прави a, док jоj jе r хиперпаралелна

Имаjући у виду уводне напомене коjе се тичу рачунања дужине криве,
непоходно jе увести метрику овог модела. Растоjање између две тачке
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A и B рачунамо помоћу дворазмере тачака, односно:

dP =
∣∣ log([A,B;X,Y ])

∣∣ =

∣∣∣∣ log

(
X −A
X −B

:
Y −A
Y −B

)∣∣∣∣,
где су тачке X и Y еуклидски пресек апсолуте и круга, односно праве,
чиjи део представља h-праву одређену h-тачкама A и B.

Слика 13: Дуж AB и одговараjуће тачке X и Y на апсолути

Доказуjе се да овако уведена метрика задовољава аксиоме метрике,
и на основу ње изводи се елемент дужине криве као

ds2 =
4(dx2 + dy2)

(1− x2 − y2)2
,

док jе елемент површине

dA =
4 dx dy

(1− x2 − y2)2
.

2.1.2 Полуравански модел хиперболичке равни

На основу Поенкареовог диск модела хиперболичке равни можемо
конструисати jош jедан модел хиперболичке равни унутар еуклидске
равни, а то jе полуравански модел.

Нека су задати круг k и права p коjа додируjе круг k у тачки O.
Нека jе тачка S тачка круга k диjаметрално супротна тачки O (Слика
14). Инверзиjом ψ у односу на круг са средиштем S и полупречником
SO, круг k без тачке S се пресликава на праву p, а унутрашњост тог
круга на отворену полураван π са рубом p, док се тачка S, по претход-
ноj напомени, пресликава у бесконачно далеку тачку праве одређеном
тачкама S и O коjа се налази у полуравни π, назовимо га правац v.
Дакле апсолута модела jе p ∪ {v}. Може се доказати да jе посматрано
пресликавање биjекциjа.

Нека jе полураван π h-раван, а свака њена тачка h-тачка. Како ин-
везиjа чува углове то ће се h-праве унутрашњости круга k пресликати у
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полукругове или полуправе полуравни π, управне на рубу те полуравни,
на правоj p. Приметимо да ће се jедино h-праве унутрашњости круга
k коjе садрже центар инверзиjе S пресликати у полуправе10. Добиjене
полукругове и полуправе назовимо h-правама.

Слика 14: Конструкциjа полураванског модела из Поенкареовог диск
модела коришћењем инверзиjе у односу на круг

Аналогно диск моделу, уведимо распоред тачака и подударност па-
рова тачака полураванског модела.

Дефинициjа 4. Ако jе тачка B h-равни унутрашњости круга k h-
између тачака A и C, тада ћемо за слику B1 тачке B рећи да jе h-
између слика A1 и C1 тачака A и C у инверзиjи ψ (Слика 14) и пи-
шемо:

Bh(A1, B1, C1).

Дефинициjа 5. Ако су (A,B) и (C,D) h-подударни парови тачака h-
равни унутрашњости круга k, тада ћемо за парове (A1, B1) и (C1, D1)
рећи да су h-подудрани парови тачака h-равни π и пишемо:

(A1, B1)
h∼= (C1, D1).

10Тврђење важи jер се центар инверзиjе слика у бесконачно далеку тачку на основу
Напомене 1
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Оправдање за Дефинициjу 5 можемо видети у следећем разматрању.
Ако постоjи низ инверзиjа у односу на кругове управне на k таквих да се
композициjом тих инверзиjа пар тачака (A,B) пресликава на пар (C,D),
тада постоjи и низ инверзиjа у односу на слике тих кругова у инверзиjи
ψ (помоћу коjе смо од Поенкареовог диск модела добили полуравански
модел) таквих да се композициjом тих инверзиjа пар тачака (A1, B1) =
ψ(A,B) h-равни π пресликава на пар тачака (C1, D1) = ψ(C,D) исте
равни.

На основу одељка 2.1.1 систем h-тачака, h-правих, h-између и h-
подударност парова тачака равни унутрашњости круга k задовољава
свих пет група аксиома хиперболичке геометриjе (Поенкареов диск мо-
дел). Имаjући у виду да се инверзиjом ψ поменуте h-тачке и h-праве
пресликаваjу редом на h-тачке и h-праве h-равни π и како инверзиjа чува
релациjу h-између и h-подударности парова тачака h-равни π (на основу
Дефинициjе 4 и Дефинициjе 5) стога ће и систем h-тачака, h-правих,
h-између и h-подударност парова тачака h-равни π такође задовољавати
свих пет група аксиома хиперболичке геометриjе. Дакле, h-раван π jе
модел хиперболичке равни унутар еуклидске равни коjи називамо полу-
равански модел.

Будући да jе полуравански модел добиjен из Поенкареовог модела
сликаjући га инверзиjом у односу на круг, за коjу се може доказати да
чува дворазмеру тачака, па самим тим ће метрика полураванског модела
бити иста као метрика Поенкареовог модела, тj. :

dP =

∣∣∣∣ log

(
X −A
X −B

:
Y −A
Y −B

)∣∣∣∣,
односно, уколико jе jедна од тачака, рецимо Y , бесконачно далека тачка

dP =

∣∣∣∣ log

(
X −A
X −B

)∣∣∣∣.

Слика 15: Дуж AB-део еуклидске полуправе (лево) и део еуклидског
полукруга (десно)

Из метрике и елемента дужине Поенкареовог модела можемо извести
елемент дужине полураванском модела као:
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ds2 =
dx2 + dy2

y2
,

односно елемент површине

dA =
dx dy

y2
.

Могуће jе доказати да су Поенкареов диск модел, односно полураван-
ски модел хиперболичке геометриjе конформно еквивалентни еуклидскоj
равни, што значи да jе мера угла у поменутим моделима jеднака мери
угла еуклидске равни. Знаjући то можемо доказати чињеницу коjу смо
раниjе поменули у вези са функциjом Лобачевског.

Теорема 3. Функциjа Лобачевског дата jе формулом

Π(x) = 2 arctan e−x.

Доказ: Посматраjмо полуравански модел хиперболичке равни и нека jе
тачкаM заjеднички краj двеjу паралелних h-правих полуравни π коjима
су други краjеви тачке E и F (коjе припадаjу рубноj правоj p полуравни
π) такве да важи распоред тачака B(M,E,F ). Нека jе даље тачка B
средиште полукруга MF , а тачка A у коjоj управна из B на правоj p
сече полукруг ME (Слика 16). Угао паралелности α дужи AB jе h-угао
MAB. Ако jе Q подножjе управне из B на правоj p, а O средиште дужи
ME важи:

]QOA ∼= α и ]QMA ∼=
α

2
,

односно у складу са сликом

β = α и γ =
α

2
.

Слика 16
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Нека jе x мера дужи AB. Како jе права одређена тачкама A и B управна
на праву p у тачки Q на основу метрике полураванског модела добиjамо
да jе:

x = log
Q−B
Q−A

= log
BQ

AQ
,

тj.

ex =
BQ

AQ
=
MQ

AQ
= cot

α

2
, па jе α = 2 arctan e−x,

чиме jе доказ комплетиран. �

2.2 Модели хиперболичког простора

У претходноj секциjи конструисали смо два модела хиперболичке
равни унутар еуклидске равни, диск модел и полуравански. Пред нама
jе задатак да уопштимо преходне конструкциjе на тродимензиони слу-
чаj, односно да конструишемо модел хиперболичког H3 простора унутар
еуклидског E3 простора.

2.2.1 Поенкареов диск модел хиперболичког простора

Произвољну сферу еуклидског тродимензионог простора назовимо
апсолутом. Унутрашњу област апсолуте назовимо h-простором, а сваку
тачку h-простора h-тачком. Пресек произвољне еуклидске сфере или
еуклидске равни управне на апсолути (раван jе управна на сферу ако
садржи њено средиште) са h-простором представљаjу h-раван. Дакле,
равни h-простора могу бити унутрашњости еуклидских великих кругова
апсолуте (настали пресеком равни управне на апсолути) или еуклидски
одсечци сфере (настали као пресек сфере управне на апсолути) као што
jе приказано на Слици 17 и Слици 18.

Слика 17: Добиjање h-равни модела помоћу равни и помоћу сфере
управних на апсолути
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Пресек еуклидског круга или еуклидске праве управне на апсолуту
са h-простором назовимо h-правама, а пресеке са апсолутом краjевима
h-праве. Сваки сегмент h-праве чиjа темена припадаjу h-простору пред-
стављаjу h-дужи, а сегмент чиjе jе jедно теме на апсолути а друго при-
пада h-равни представља h-полуправу. Прво поменуто теме називамо
краjем, а друго теменом h-полуправе.

Слика 18: h-равни модела међусобно паралелене

На сличан начин као у дводимензионом случаjу уведимо и релациjу
h-између за три h-тачке као и релациjу h-подударности парова h-тачака,
међутим, пре тога подсетимо се инверзиjе у односу на сферу.

Дефинициjа 6. Нека jе S(O, r) произвољна сфера простора E3.
Инверзиjом у односу на сферу S називамо трансформациjу про-

стора ψS : E3\{O} → E3\{O} коjа свакоj тачки A ∈ E3\{O} додељуjе
тачку A′ = ψS(A) на полуправоj OA са почетком у O такву да jе:
OA ·OA′ = r2.

Слика 19: Инверзиjа у односу на сферу
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Инверзиjа у односу на сферу има сличне особине као инверзиjа у
односу на круг. Наиме, инверзиjом у односу на сферу кругови и праве
сликаjу се у кругове и праве, односно сфере и равни у сфере и равни, у
зависности од њиховог положаjа у односу на сферу инверзиjе. Такође,
инверзиjа у односу на сферу чува углове, а кругови и праве, односно
сфере и равни управне на сферу инверзиjе остаjу фиксни при инверзиjи.
Докази ових тврђења могу се наћи у [1] или [2].

Напомена 2. Инверзиjу у односу на сферу можемо додефинисати тако
да буде дефинисана за све тачке простора E3 тако што ће се цен-
тар сфере, тачка O, пресликати у бесконачно далеку тачку простора,
тачку ∞.

Инверзиjом у односу на сферу S управну на апсолути или рефлекси-
jом у односу на раван S управну на апсолути, h-простор се пресликава
на самог себе. Рестрикциjу поменуте инверзиjе, одосно рефлексиjе, на
h-простор зваћемо h-рефлексиjом.

Дефинициjа 7. За h-тачку B различиту од h-тачака A и C рећи ћемо
да jе h-између тачака A и C, у ознаци Bh(A,B,C), ако h-тачка B
припада h-дужи AC.

Дефинициjа 8. За пар h-тачака (A,B) кажемо да jе h-подударан

пару h-тачака (C,D), у ознаци (A,B)
h∼= (C,D) ако постоjи низ h-

рефлексиjа чиjа композициjа пресликава пар h-тачака (A,B) на (C,D).

Оправдање да су овако конструисане h-равни модели равни хипербо-
личке геометриjе лежи у следећем. Уколико jе h-раван унутрашњост еу-
клидског круга ствар jе тривиjална, наиме то jе Поенкареов диск модел,
за коjи смо у одељку 2.1.1 показали да представља модел хиперболичке
равни. Остаjе показати да h-равни коjе су еуклидски одсечци сфере
управних на апсолути такође представља модел хиперболичке равни. У
ту сврху посматраjмо пресликавање познато као канонска проjекциjа π3.

Дефинициjа 9. Канонска проjекциjа простора jе пресликавање еу-
клидског E3 простора на самог себе, π3 : E3 → E3 дефинисаног са:

π3(x) = π3(x1, x2, x3) = (x1, x2, 0)

Овим jе представљена прojекциjа простора на раван z = 0, међутим
ово пресликавање можемо уопштити проjекциjом на било коjу раван. У
сваком случаjу, увек можемо погодно изабрати координатни систем тако
да проjекциjа постане канонска проjекциjа представљена дефинициjом.
Очигледно jе канонска проjекциjа сурjективно пресликавање.

Желимо да покажемо да jе h-раван коjа jе еуклидски одсечак сфере
модел хиперболичке равни. Обележимо посматрани исечак сфере са
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σ, а круг пресека апсолуте са сфером коjа садржи σ са ω. Можемо
погодно изабрати координатни систем тако да ω припада равни z =
0. Посматраjмо рестрикциjу канонске проjекциjе π на кружном исечку,
π|σ = πσ, односно πσ : σ → E3. Слика ове рестрикциjе jе управо ω.

Слика 20: Проjекциjа π пресликава одсечак сфере на круг

Тада jе пресликавање πσ : σ → ω (Слика 20) биjективно преслика-
вање, па постоjи њему инверзно пресликавање

π−1σ : ω → σ.

Kako je ω еуклидски круг то он на основу 2.1.1 представља модел хипер-
боличке равни, па ће и његова слика при π−1σ представљати модел хипер-
боличке равни, jер ће се овим пресликавањем одржати систем h-тачке, h-
праве, релациjе h-између и h-подударности тачака. Прецизниjе, h-тачке
и h-праве модела ω пресликаће се на h-тачке и h-праве модела σ и при
томе ће се h-распоред тачака у моделу ω пренети на h-распоред тачака
модела σ. Такође, уколико су парови h-тачака модела ω h-подударни,
тада ће и њихове слике при π−1σ пресликати на пар h-подударних h-
тачака модела σ.

Слика 21: Пресликавање h-правих p и q h-равни σ на h-праве p′ и q′

h-равни ω пресликавањем π
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Показуjе се да се паралелне h-равни еуклидски секу на апсолути,
док хиперпаралелне равни, равни коjе се нити секу нити су паралелне,
немаjу заjедничких тачака ни у h-простору ни на апсолути. Самим тим,
интуитивно апсолута представља бесконачно далеку раван.

2.2.2 Полупросторни модел хиперболичког простора

Конструисање полупросторног модела хиперболичког простора изве-
шћемо у потпуноj аналогиjи дводимезионог случаjа. Наиме, инверзиjом
у односу на сферу ћемо Поенкареов диск модел пресликати у полура-
вански модел.

Нека jе затада сфера K и раван π коjа jе додируjе у тачки O. Нека
jе тачка S диjаметрално супротна тачки O. Инверзиjом ψ у односу на
сферу са средиштем S и полупречником SO, сфера K без тачке S се пре-
сликава на раван π, а унутрашњост сфере на отворен полупростор Π са
рубном равни π, док се тачка S, по договору, пресликава у бесконачно
далеку тачку праве одређеном тачкама S и O коjа се налази у полу-
простору Π, назовимо га правац v. Дакле апсолута модела jе π ∪ {v}.
Овакво пресликавање jе биjекциjа.

Назовимо полупростор Π h-простором, а сваку његову тачку h-тач-
ком. Како инвезиjа чува углове то ће се h-равни унутрашњости сфере
K пресликати у полусфере (Слика 22) или полуравни (Слика 23) полу-
простора Π, управне на рубу полупростора, на равни π.

Слика 22: Конструкциjа полупросторног модела из Поенкареовог диск
модела коришћењем инверзиjе у односу на сферу - добиjена h-раван jе
полусфера
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Из истог разлога ће се h-праве унутрашњости сфере пресликати у
полукругове или полуправе управне на равни π. Приметимо да ће се
jедино h-равни, односно h-праве, унутрашњости сфере K коjе садрже
центар инверзиjе S пресликати у полуравни, односно полуправе11. До-
биjене полусфере, односно полуравни, назовимо h-равнима, а добиjене
полукругове, односно, полуправе h-правама.

Слика 23: Конструкциjа полупросторног модела из Поенкареовог диск
модела коришћењем инверзиjе у односу на сферу - добиjена h-раван jе
полураван

На краjу, уведимо распоред тачака и подударност парова тачака по-
лураванског модела.

Дефинициjа 10. Ако jе тачка B h-простора унутрашњости сфере K
h-између тачака A и C, тада ћемо за слику B1 тачке B рећи да jе
h-између слика A1 и C1 тачака A и C у инверзиjи ψ и пишемо:

Bh(A1, B1, C1).

Дефинициjа 11. Ако су (A,B) и (C,D) h-подударни парови тачака
h-простора унутрашњости сфере K, тада ћемо за парове (A1, B1) и
(C1, D1) рећи да су h-подудрани парови тачака h-простора Π и пи-
шемо:

(A1, B1)
h∼= (C1, D1).

11Тврђење важи jер се центар инверзиjе слика у бесконачно далеку тачку на основу
Напомене 2.
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Оправдање за претходну дефинициjу можемо видети у потпуноj ана-
логиjи са дводимензионим случаjем. Наиме, ако постоjи низ инверзиjа у
односу на сфере управне на K таквих да се композициjом тих инверзиjа
пар тачака (A,B) пресликава на пар (C,D), тада постоjи и низ инвер-
зиjа у односу на слике тих сфера у инверзиjи ψ (помоћу коjе смо од
Поенкареовог диск модела добили полупросторни модел) таквих да се
композициjом тих инверзиjа пар тачака (A1, B1) = ψ(A,B) h-простора
Π пресликава на пар тачака (C1, D1) = ψ(C,D) истог простора.

На основу одељка 2.2.1 систем h-тачака, h-правих, h-равни, релациjа
h-између и h-подударност парова тачака простора унутрашњости сфере
K задовољава аксиомe хиперболичког простора (Поенкареов диск мо-
дел). Имаjући у виду да се инверзиjом ψ поменуте h-тачке, h-праве и
h-равни пресликаваjу редом на h-тачке, h-праве и h-равни h-простора
Π и како инверзиjа чува релациjу h-између и h-подударности парова та-
чака h-простора Π (на основу Дефинициjе 10 и Дефинициjе 11) стога ће и
систем h-тачака, h-правих, h-равни, релациjе h-између и h-подударност
парова тачака h-простора Π такође задовољавати аксиомe хиперболи-
чког простора. Дакле, h-раван Π jе модел хиперболичког H3 простора
унутар еуклидског E3 простора коjи називамо полупросторни модел.

Посматраjмо сада сноп паралелних равни модела и уочимо произ-
вољну тачку модела. Скуп слика дате тачке у раванским рефлексиjама
у односу на равни посматраног снопа равни називамо орисфером. Ори-
сфера у датом моделу може бити еуклидска сфера коjа додируjе рубну
раван модела у тачки коjу називамо средиштем орисфере, уколико су
равни снопа еуклидске полусфере, или раван паралелна рубноj равни
модела, уколико су равни снопа еуклидске полуравни. Тада jе среди-
ште орисфере бесконачно далека тачка одређена правцима полуправих
управних на рубну раван модела, односно правац v. Такође, напоменимо
да се на орисфери реализуjе еуклидска геометриjа, а доказ тога може се
наћи у [2].

Истакнимо jош да се на основу метрике изводи елемент дужине мо-
дела као

ds2 =
dx2 + dy2 + dz2

z2
,

односно елемент запремине:

dV =
dx dy dz

z3
.

3 Површина хиперболичког троугла

Оваj одељак посвећен jе доказивању формуле површине троугла хи-
перболичке геометриjе. Прецизниjе, акценат jе на самом поступку, одно-
сно идеjи доказа, jер ће се сличан, уопштен у тродимензионом случаjу,
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користити у доказивању формуле за површину тетраедра хиперболичке
геометриjе.

Пре него што кренемо да се бавимо површином троугла хиперболичке
равни уведимо поjам дефекта троугла.

Дефинициjа 12. Нека jе дат троугао 4ABC хиперболичке равни са
унутрашњим угловима α, β и γ, тада дефект троугла 4ABC, у ознаци
δ(4ABC) или само δ, дефинишемо са:

δ = π − α− β − γ.

Напомена 3. Како jе збир унутрашњих углова хиперболичког троугла
строго мањи од π, то jе дефект троугла строго позитиван броj.

Сада можемо формулисати теорему коjа се тиче површине хипербо-
личког троугла, коjу ћемо доказати у неколико корака.

Теорема 4. Нека jе дат троугао 4ABC хиперболичке равни са уну-
трашњим угловима α, β и γ, тада jе површина датог троугла jеднака
његовом дефекту δ.

Доказ: Пре свега, приметимо да jе на основу претходне напомене де-
фект троугла строго позитиван броj што има смисла jер се ради о повр-
шини троугла. Кренимо са доказивањем теореме за коjи смо претходно
наjавили да ћемо извршиту у неколико корака. Напоменимо jош да ћемо
приликом доказивања теореме радити у полураванском моделу.

Први корак : Доказаћемо да jе дата формула тачна у случаjу пра-
воуглог асимптотског троугла хиперболичке равни са два несвоjствена
темена. Посматраjмо jедан такав троугао хиперболичке равни чиjе су
странице одређене хиперболичким правама у моделу представљеним по-
лукругом y =

√
1− x2 и правама x = 0 и x = 1, односно чиjа су темена

A = (0, 1), B = (1, 0) и C бесконачно далека тачка еуклидских полупра-
вих управних на апсолути. Тада су унутрашњи углови α = π/2, β = 0 и
γ = 0, по договору jер су B и C несвоjствена темена, а дефект δ = π/2.
Потребно jе доказати да jе P4 = π/2.

Слика 24: Правоугли асимптотски троугао са два несвоjствена темена
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Користећи да jе елемент површине у полураванском моделу дат са
dA = dxdy

y2
и параметризациjом површине троугла са: 0 ≤ x ≤ 1; y ≥

√
1− x2 израчунавамо површину траженог троугла:

P4 =

∫∫
4

1

y2
dx dy =

1∫
0

(∫
y≥
√
1−x2

dy

y2

)
dx

=

1∫
0

(
− 1

y

∣∣∣∣+∞√
1−x2

)
dx =

1∫
0

1√
1− x2

dx

= arcsinx

∣∣∣∣1
0

=
π

2
= δ(4ABC),

што jе и требало доказати. Међутим, поставља се питање да ли jе фор-
мула тачна и у случаjу када су два несвоjствена темена правоуглог троу-
гла тачке рубне праве модела. Посматраjмо jедан такав троугао 4ABC
коме су темена B и C на рубноj правоj модела. Посматраjмо инверзиjу
у односу на круг k чиjи jе центар тачка C коjи садржи тачку A, jедину
своjствену тачку троугла. Како jе C центар инверзиjе он се слика у
бесконачно далеку тачку, тачка A се налази на кругу инверзиjе те jе
она фиксна, док се тачка B слика у тачку B′ коjа се такође налази на
рубноj правоj модела. Дакле, инверзиjом, тj. h-рефлексиjом равни смо
правоугли несвоjствени троугао са два несвоjствена темена на рубноj
правоj модела, троугао 4ABC, пресликали у правоугли (jер инверзиjа
чува углове међу круговима и правама) троугао 4AB′C ′ чиjе jе jедно
несвоjствено теме тачка коjа одговара правцима полуправих управних
на рубну праву модела.

Слика 25: Пресликавање правоуглог несвоjственог троугла са два темена
на рубноj правоj модела у троугао чиjе jе jедно несвоjствено теме тачка
рубне праве модела
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Овим смо доказали да су таква два троугла хиперболички подударни
те имаjу jеднаке површине, стога формула површине важи за све право-
угле троуглове са два несвоjствена темена. Други начин да се то види
лежи у чињеници да сви троуглови овог типа имаjу подударне углове те
су хиперболички подударни, па су им и површине jеднаке.

Међукорак : Докажимо истинитост формуле за асимптотски троугао
са два несвоjствена темена чиjи угао ниjе нужно прав. Нека jе таj угао α.
Посматраjмо jедан такав троугао у полураванском моделу чиjа су темена
A = (b, c), b2 + c2 = 1, c > 0, B = (1, 0) и C бесконачно далека тачка
еуклидских полуправих управних на апсолути. Без умањења општости
претпоставимо да jе α > π/2, доказ за α < π/2 се изводи у потпуноj
аналогиjи.

Слика 26: Асимптотски троугао са два несвоjствена темена и унутра-
шњим углом α

Дефект уоченог троугла jе δ = π−α. Израчунаjмо његову површину
сличним поступком као у првом кораку:

P4 =

∫∫
4

1

y2
dx dy =

1∫
b

(∫
y≥
√
1−x2

dy

y2

)
dx

=

1∫
b

(
− 1

y

∣∣∣∣+∞√
1−x2

)
dx =

1∫
b

1√
1− x2

dx

= arcsinx

∣∣∣∣1
b

=
π

2
− arcsin b.

Израчунаjмо b имаjући у виду да jе угао α угао код темена A хи-
перболичког троугла 4ABC. Нека jе M пресек апсолуте и праве коjа
садржи A и управе на полупречник OA. Еуклидски гледано, то значи
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да jе α угао између AA1 и AM , међутим, тада jе ]AMM1 = π − α због
паралелности крака, па jе ]AMO = α − π/2. Нека jе ]AOM = β, тада
jе β = π − α. Са друге стране b = cosβ, што значи да jе b = cos(π − α),
односно b = − cosα, тj. b = − sin(π/2−α) = sin(α− π/2). Замењуjући то
у претходну формулу добиjамо:

P4 =
π

2
− arcsin(sin(α− π/2)) =

π

2
− α+

π

2
= π − α = δ(4ABC).

Аналогно претходном кораку, могуће jе доказати да jе доказивање фор-
муле за изабраног представника повлачи валидност формуле и за остале
троуглове овог типа.

Други корак : У овом кораку доказуjемо теорему у случаjу да jе тро-
угао такође правоугли и асимптотски, али са jедним несвоjственим те-
меном. Као и у претходном кораку уочићемо погодан троугао и на њему
доказати тврђење теореме. Наиме уочени троугао ће доста личити на
претходни, темена су A = (0, 1) и B = (1, 0), док jе теме C произвољна
тачка праве x = 0 коjа се налази у моделу тако да jе, без умањења оп-
штости, |C| > 1. Како постоjи полукруг коjи садржи тачке C и B, а
чиjе jе средиште на рубноj правоj модела, то jе троугао 4ABC добро
конструисан.

Слика 27: Правоугли асимптотски троугао са jедним несвоjственим те-
меном, B, представљен у полураванском моделу

Унутрашњи углови 4ABC су α = π/2 код темена A и γ код темена
C, док jе, по договору, угао код темена B мере нула jер jе B несвоj-
ствено теме. Тиме jе дефект δ = π − π/2 − γ, тj. δ = π/2 − γ. У циљу
доказивања да jе површина оваквог троугла jеднака његовом дефекту
посматраjмо два помоћна троугла 4ABD и 4BCD, где jе теме D ових
дваjу троуглова бесконачно далека тачка правих x = 0, односно x = 1.

Површину троугла 4ABC можемо видети као разлику површина
4ABD и 4BCD, оба асимптотска са по два несвоjствена темена чиjа jе
површина jеднака дефекту на основу претходног корака, па jе:
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P (4ABC) = P (4ABD)− P (4BCD) = δ(4ABD)− δ(4BCD)

= π − π

2
− (π − γ1) =

π

2
− (π − (π − γ))

=
π

2
− γ = δ(4ABC).

Аналогно претходним корацима доказуjе се да формула површине
важи за све троуглове овог типа, а не само изабраног представника.

Међукорак : Докажимо да jе површина асимптотског троугла са jед-
ним несвоjственим теменом, не обавезно правоуглог, jеднака његовом
дефекту. Уочимо jедан такав троугао 4ABC коме jе рецимо C несвоj-
ствено теме, и чиjи су унутрашњи углови α и β. Уочимо праву управну
на правоj одређену страницом AB, а паралелну правама одређеним стра-
ницама AC и BC.

Слика 28: Асимптотски троугао са jедним несвоjственим теменом и ње-
гова „висина”

Права управна на AB коjа садржи несвоjствено теме сече праву одре-
ђену тачкама A и B у тачки коjа припада дужи AB или jе ван ње, зато
разликуjемо два случаjа (Слика 28). За потребе оба случаjа израчу-
наjмо површине троуглова 4AC ′C и 4BC ′C од коjих су оба правоугла
асимптотска са jедним несвоjственим теменом, па им jе површина jед-
нaка дефекту.

Што се тиче првог случаjа површине тражених помоћних троуглова
су: P (4AC ′C) = π − α − π

2 = π
2 − α, и потпуно аналогно P (4BC ′C) =

π
2 − β. Стога jе:

P (4ABC) = P (4AC ′C) + P (4BC ′C)

=
π

2
− α+

π

2
− β

= π − α− β = δ(4ABC).
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У другом случаjу површине помоћних троуглова су: P (4AC ′C) =
π − α − π

2 = π
2 − α, док jе, уз напомену да jе β′ = π − β, P (4BC ′C) =

π − β1 − π
2 = π

2 − π + β = −π
2 + β. Сада jе:

P (4ABC) = P (4AC ′C)− P (4BC ′C)

=
π

2
− α+

π

2
− β

= π − α− β = δ(4ABC).

Трећи корак : Сада доказуjемо теорему за правоугли троугао коjи
нема несвоjствених темена. Нека jе то троугао 4ABC коме су темена
A = (0, 1), C = (0, a), a > 1 и тачка B на луку jединичног круга коjи
се налази у првом квадранту, као што jе приказано следећом сликом.
Унутрашњи углови посматраног троугла су α = π/2, β и γ, па jе дефект
jеднак δ = π/2− β − γ.

Слика 29: Правоугли троугао 4ABC представљен у полураванском мо-
делу

Уочимо помоћну тачку D = (1, 0). Тада jе површина траженог троу-
гла4ABC jеднака разлици површина троуглова4ADC и4BDC. При-
метимо да су то асимптотски троуглови са по jедним несвоjственим теме-
ном чиjа jе површина, на основу претходног, jеднака дефекту. Унутра-
шњи углови троугла 4BDC су ]DCB = ε и ]DBC = β1 = π − β,
док jе теме D несвоjствено. Унутрашњи углови троугла 4ADC су
]DAC = π/2, ]DCA = ]DCB + ]BCA = ε + γ. Сада можемо из-
рачунати површину траженог троугла:

P (4ABC) = P (4ADC)− P (4BDC) = δ(4ADC)− δ(4BDC)

= π − π

2
− (γ + ε)− (π − ε− β1)

=
π

2
− γ − ε+ ε− β =

π

2
− β − γ = δ(4ABC).
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Слично претходним корацима из валидности формуле површине о-
вако изабраног представника следи валидност формуле за све троуглове
овог типа.

Четврти корак : Нека jе дат произвољан троугао 4ABC без несвоj-
ствених темена. Посматраjмо висину датог троугла из произвољног те-
мена троугла. Тада могу наступити два случаjа, могуће jе да уочена
висина припада (Слика 30) или не припада унутрашњоj области троу-
гла (Слика 31).

Први случаj: Уколико висина троугла 4ABC, CC ′ на пример, при-
пада унутрашњоj области троугла тада jе троугао висином подељен на
два правоугла троугла 4ACC ′ и BCC ′ (Слика 30), дакле површина тра-
женог троугла jе jеднака збиру површина добиjених троуглова. За до-
биjене правоугле троуглове jе претходно доказана теорема, па им jе по-
вршина jеднака дефекту. Нека су α, β и γ унутрашњи углови датог
троугла, тада jе дефект δ(4ABC) = π − α− β − γ.

Слика 30: Подела троугла висином коjа припада унутрашњоj области
троугла

Унутрашњи углови троугла4ACC ′ су α, π/2 и γ1, док су унутрашњи
углови троугла 4BCC ′ β, π/2 и γ2, уз напомену да jе γ = γ1 + γ2. Тада
jе:

P (4ABC) = P (4ACC ′) + P (4BCC ′) = δ(4ACC ′) + δ(4BCC ′)

= π − π

2
− α− γ1 + π − π

2
− β − γ2

= π − α− β − γ = δ(4ABC).

Други случаj: Уколико висина троугла не припада унутрашњоj обла-
сти посматраног троугла4ABC чиjи су унутрашњи углови α, β и γ, тада
такође уочимо два правоугла троугла 4ACC ′ и 4BCC ′ (Слика 31).

Површина траженог троугла jеднака jе разлици површина ова два
троугла чиjи су унутрашњи углови α, π/2 и γ + γ′, односно β1, π/2 и
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Слика 31: Подела троугла висином коjа не припада унутрашњоj области
троугла

γ′ уз напомену да jе β + β1 = π, односно β1 = π − β. Дефект траженог
троугла 4ABC je δ(4ABC) = π − α− β − γ, а површина:

P (4ABC) = P (4ACC ′)− P (4BCC ′) = δ(4ACC ′)− δ(4BCC ′)

= π − π

2
− α− (γ + γ′)− (π − π

2
− β1 − γ′)

=
π

2
− α− γ − γ′ − π

2
+ π − β + γ′

= π − α− β − γ = δ(4ABC).

Пети корак : У последњем кораку доказаћемо теорему у случаjу
асмиптотског троугла коме су сва три темена несвоjствена. Како су
по договору његови унутрашњи углови мере нула, то ће његов дефект
бити δ = π. Tакав троугао се висином из било ког несвоjственог темена,
коjа jе у ствари полуправа управна на jедноj страници, а паралелна пре-
осталим двема страницама троугла, може поделити на два правоугла,
такође асимптотска троугла, али са два несвоjствена темена (Слика 32).

Слика 32: Подела асимтотског троугла са три несвоjствена темена на
два правоугла са по два несвоjствена темена
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Површину таквог троугла смо претходно, у првом кораку израчу-
нали, и она jе jеднака његовом дефекту коjи jе δ = π/2. Стога jе по-
вршина почетног троугла jеднака збиру површина оваква два троугла,
односно збиру одговараjућих дефеката

P4 =
π

2
+
π

2
= π = δ(4).

Овим jе теорема у потпуности доказана. �

4 Трансцендентна функциjа Лобачевског

После уводних књига писаних у циљу извођења геометриjе засно-
вану на измењеном петом Еуклидовом постулату, Николаj Лобачевски,
за свечану споменицу Казањског универзитета 1855. године пише рад
посвећен хиперболичкоj геометриjи, рад [7]. Ту Лобачевски уводи поjам
угла паралелности дужи (претходно поменуте у раду) и доказуjе да jе
задат формулом:

Π(x) = 2 arctan e−x.

Поред овога, Лобачевски изводи формуле хиперболичке тригонометриjе,
доказуjе да jе геометриjа орисфере истоветна еуклидскоj геометриjи. Ба-
већи се мерењем у геометриjи, доказуjе да jе површина троугла jеднака
његовом дефекту, а за израчунавање запремине тетраедра, чињенице
коjу нас у овом раду наjвише занима, користи трансцендентну функ-
циjу:

L(θ) =

∫ θ

0
log | sec y| dy.12

Mеђутим, за потребе овог рада, користићемо мало измењену, такође
трансцендентну функциjу:

Л(θ) = −
∫ θ

0
log |2 sin t|dt.

Две поменуте трансцендентне функциjе повезане су са:

L(θ) =

∫ θ

0
log sec y dy = Л

(
θ +

π

2

)
+ θ log 2, за |θ| < π

2
.

Додефинишимо функциjу у нули са Л(0) = 0. Уочимо да jе инте-
грал у дефинициjи функциjе Л(θ) несвоjствен за сваки умножак броjа
π. Упркос томе, доказаћемо да jе дата функциjа добро дефинисана и
непрекидна за свако θ, тj. доказаћемо да дати интеграл у критичним
случаjевима конвергира.

12secx = 1
cos x
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Нека jе z ∈ C и нека jе његов аргумент arg(z) ∈ (−π, π). Тада je на
основу формуле:

log(1− z) = log |1− z|+ i arg(1− z)

функциja log(1 − z) аналитичка. Везу између претходног логаритма и
функциjе Л(θ) дата jе следећом лемом.

Лема 1. Ако jе 0 < θ < π, тада:

log(1− e2iθ) = log(2 sin θ) + i(θ − π/2).

Доказ: Приметимо следећи низ jеднакости:

1− e2iθ = 1− (cos 2 θ + i sin 2 θ) = 1− (cos2 θ − sin2 θ)− 2i sin θ cos θ

= sin2 θ + cos2 θ − cos2 θ + sin2 θ − 2i sin θ cos θ

= 2 sin2 θ − 2i sin θ cos θ = 2 sin θ (sin θ − i cos θ)

= 2 sin θ [cos (θ − π/2) + i sin (θ − π/2)].

Логаритмовањем последње jеднакости добиjамо:

log(1− e2iθ) = log (2 sin θ) + log [cos(θ − π/2) + i sin(θ − π/2)]

= log (2 sin θ) + log | cos(θ − π/2) + i sin(θ − π/2)|
+ i arg [cos(θ − π/2) + i sin(θ − π/2)]

= log (2 sin θ) + log 1 + i (θ − π/2)

= log (2 sin θ) + i (θ − π/2),

чиме смо доказали лему. �
Посматраjмо даље функциjу φ(ω) дефинисану као:

φ(ω) =
− log(1− ω)

ω
.

Посматрана функциjа има сингуларитет у ω = 0, коjи jе отклоњив из
чињенице да jе

lim
ω→0

ω φ(ω) = 0.

На основу Теjлоровог развоjа:

− log (1− ω) =
∞∑
n=1

ωn

n
, за |ω| < 1,

закључуjемо да

φ(ω) = − log (1− ω)

ω
=

1

ω

(
− log (1− ω)

)
=

1

ω

∞∑
n=1

ωn

n
=

∞∑
n=1

ωn−1

n
, за |ω| < 1,
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па jе функциjа φ(ω) такође аналитичка.
Дефинишимо сада аналитичку дилогаритамску функциjу Li2(z) као

Li2(z) =

∫ z

0
φ(ω)dω.

Заменом претходно добиjеног, φ(ω) =
∞∑
n=1

ωn−1

n , за |ω| < 1, у дефинициjу

дилогаритамске функциjе и интеграциjом степеног реда члан по члан на
области конвергенциjе добиjамо

Li2(z) =

∫ z

0

∞∑
n=1

ωn−1

n
dω =

∞∑
n=1

∫ z

0

ωn−1

n
dω

=
∞∑
n=1

(
ωn

n2

∣∣∣z
0

)
=
∞∑
n=1

zn

n2
, за |ω| < 1.

Нека су ε и θ реални броjеви такви да jе 0 < ε < θ < π. Посматраjмо
криве α, β и γ параметризоване као:

α(ρ) = ρ e2iε, 0 < ρ < 1; β(ξ) = e2iξ, ε < ξ < θ; γ(ρ) = ρ e2iθ, 0 < ρ < 1.

Слика 33: Тачке A = e2iε и C = e2iθ комплексне равни, као и криве α, β
и γ

Како jе φ(ω) аналитичка функциjа, тада важи:∫
α
φ(ω)dω +

∫
β
φ(ω)dω =

∫
γ
φ(ω)dω,

односно ∫
β
φ(ω) dω =

∫
γ
φ(ω) dω −

∫
α
φ(ω) dω,
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па имаjући у виду криве α и γ добиjамо

∫
β
φ(ω) dω =

∫ e2iθ

0
φ(ω) dω −

∫ e2iε

0
φ(ω) dω

= Li2(e
2iθ)− Li2(e2iε).

Уведимо смену ω = e2it у интегралу
∫
β φ(ω) dω, тада jе dω = 2ie2it, па jе

dω
ω = 2ie2it

e2it
dt = 2idt, па замењуjући φ(ω) = − log (1−ω)

ω добиjамо

∫
β
φ(ω) dω = −

∫
β

log (1− ω)
dω

ω
= −

∫ θ

ε
log (1− e2it) 2idt

= −
∫ θ

ε
[log(2 sin t) + i(t− π/2)] 2idt

= (t2 − πt)
∣∣∣θ
ε
− 2i

∫ θ

ε
log (2 sin t) dt.

Зато jе

−2i

∫ θ

ε
log (2 sin t)dt = Li2(e

2iθ)− Li2(e2iε) + (πt− t2)
∣∣∣θ
ε
.

Како jе Li2 непрекидна функциjа на jединичном кругу закључуjемо да
несвоjствени интеграл∫ θ

0
log (2 sin t) dt = lim

ε→0+

∫ θ

ε
log (2 sin t) dt

конвергира, па jе функциjа Л(θ) добро дефинисана за свако 0 < θ < π и
важи

2iЛ(θ) = Li2(e
2iθ)− Li2(1) + πθ − θ2.

Израчунаjмо вредност функциjе Л(θ) за θ = 0 користећи добиjену фор-
мулу:

2iЛ(0) = Li2(e
2i·0)− Li2(1) + π · 0− 02

= Li2(1)− Li2(1)− 0 = 0,

што се подудара са претходно додефинисаном вредношћу функциjе Л(θ)
у нули. Пуштаjући да θ → π добиjамо да Л(θ) конвергира за θ = π и да
jе

Л(π) = Li2(e
2iπ)− Li2(1) + π · π − π2

= Li2(1)− Li2(1) + π2 − π2 = 0,

па формула 2iЛ(θ) = Li2(e
2iθ)− Li2(1) + πθ − θ2 важи за 0 ≤ θ ≤ π.
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Теорема 5. Функциjа Л(θ) jе добро дефинисана и непрекидна за свако
θ. Штавише, функциjа Л(θ) jе непарна и π-периодична.

Доказ: Како jе из претходног извођења Л(0) = 0 = Л(π) и из чињенице
да jе log |2 sin θ| периодична са периодом π (грубо речено, периодична
jе из чињенице да jе функциjа sinx периодична, а период jе π због ап-
солутне вредности синусне функциjе) то jе функциjа периодична са пе-
риодом π, па jе самим тим Л(θ) добро дефинисана из π периодичности
функциjе и добре дефинисаности за 0 ≤ θ ≤ π (односно вредности функ-
циjу Л(θ) из 0 ≤ θ ≤ π, π-продужуjемо и добиjамо дефинисаност за свако
θ ∈ R). Како jе log |2 sin θ| парна функциjа то jе због предзнака минуса
Л(θ) непарна. �

Теорема 6. За сваки цео броj n ∈ N, funkcija Л(θ) задовољава:

Л(nθ) = n

n−1∑
j=0

Л(θ + jπ/n).

Доказ: Замењуjући z = e2it у jеднакост

zn − 1 =
n−1∏
j=0

(z − e−2πij/n)

добиjамо

e2int − 1 =
n−1∏
j=0

e2it(1− e−2it−2πij/n).

На оснoву Леме 1 важи

|1− e2iθ| = |2 sin θ|,

па преласком на модул и коришћењем леме добиjамо

|e2int − 1| =
∣∣∣∣ n−1∏
j=0

e2it(1− e−2it−2πij/n)

∣∣∣∣
|2 sinnt| =

n−1∏
j=0

|e2it||2 sin(t+ jπ/n)|

=

n−1∏
j=0

|2 sin(t+ jπ/n)|.

Логаритмуjући добиjену jеднакост па преласком на интеграл са грани-
цама од 0 до θ добиjамо
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∫ θ

0
log |2 sinnt|dt =

n−1∑
j=0

∫ θ

0
log |2 sin(t+ jπ/n)| dt.

Уведимо у претходне интеграле смене nt = x и t + jπ/n = x тада jе
dt = dx/n у првом, односно dt = dx у другом интегралу, а границе
интеграла постаjу од 0 до nθ у првом, односно од jπ/n до θ + jπ/n у
другом, односно претходна jеднакост постаjе

1

n

∫ nθ

0
log |2 sinx| dx =

n−1∑
j=0

∫ θ+jπ/n

jπ/n
log |2 sinx| dx

1

n
Л(nθ) =

n−1∑
j=0

[ ∫ θ+jπ/n

0
log |2 sinx| dx−

∫ jπ/n

0
log |2 sinx| dx

]
1

n
Л(nθ) =

n−1∑
j=0

Л(θ + jπ/n)−
n−1∑
j=0

Л(jπ/n).

На основу непарности и π периодичности функциjе Л(θ) важи

Л((n− j)π/n) = Л(π − jπ/n) = Л(−jπ/n) = −Л(jπ/n),

па jе
n−1∑
j=0

Л(jπ/n) = 0. Заменом у претходну jеднакост добиjамо:

1

n
Л(nθ) =

n−1∑
j=0

Л(θ + jπ/n)

што jе и требало доказати. �
На основу Њутн-Лаjбницове формуле важи

dЛ(θ)

dθ
= − log |2 sin θ| и

d2Л(θ)

dθ2
= − cot θ.

Без умањења општости претпоставимо да θ ∈ [0, π] (jер jе функциjа Л(θ)
π периодична), Тада jе sin θ позитиван, па можемо занемарити апсолутне
вредности. Тада

dЛ(θ)

dθ
= 0

− log (2 sin θ) = 0

θ =
π

6
∨ θ =

5π

6
, ако θ ∈ [0, π].

Посматраjући знак првог извода функциjе Л(θ) дат следећом табелом
закључуjемо да функциjа Л(θ) достиже своj максимум у π

6 , а минимум
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Табела 1: Знак извода, односно монотоност функциjе Лобачевског на
интервалу (0, π)

θ (0, π6 ) (π6 ,
5π
6 ) (5π6 , π)

Л′(θ) + − +

Л(θ) ↗ ↘ ↗

у 5π
6 . Нумеричким методама jе израчунато да jе

Л(
π

6
) ≈ 0.5074709 . . .

На основу Теореме 6 добиjамо jеднакост

1

2
Л(2θ) = Л(θ) + Л

(
θ +

π

2

)
,

па применом непарности и π-периодичности функциjе Л(θ) добиjамо

1

2
Л(2θ) = Л(θ)−Л

(π
2
− θ
)
.

Заменом θ = π
6 у претходну jеднакост добиjамо

1

2
Л(π/3) = Л(π/6)−Л(π/3),

па, коначно

Л(π/3) =
2

3
Л(π/6) ≈ 0.3383128 . . .

На основу свега што смо извели, а тиче се функциjе Л(θ), можемо ски-
цирати график исте коjи jе приказан следећом сликом.

Слика 34: График функциjе Л(θ) на сегменту [0, π]
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5 Запремина хиперболичког тетраедра

5.1 Запремина идеалног хиперболичког тетраедра

У овом одељку израчунаћемо запремину идеалног тетраедра, односно
тетраeдра коjи има сва четири темена несвоjствена. Аналогно трећем
одељку, где смо се бавили површином хиперболичког троугла, радићемо
у полупросторном моделу хиперболичког простора.

Генерално, тетраедар jе одређен са четири некомпланарне тачке, а
како разматрамо идеалан тетраедар, он jе одређен са четири некомпла-
нарне идеалне тачке. Четири идеалне тачке хиперболичког простора су
некомпланарне ако не постоjи раван коjа их садржи, односно не постоjи
раван хиперболичког простора чиjе су бесконачно далеке тачке управо
те четири тачке. Приметимо да су, у складу са jедном од аксиома при-
падња, три различите идеалне тачке увек компланарне, jер уколико еу-
клидски припадаjу рубноj равни модела и нису еуклидски колинеарне
њима jе одређена полусфера, тj. хиперболичка раван модела, уколико
су оне jош и еуклидски колинеарне тада jе њима одређена полураван
управна на рубноj равни модела што jе такође хиперболичка раван мо-
дела, и коначно, ако jе jедна од идеалних тачака тачка коjа одговара
правацу v, тада jе такође њима одређена хиперболичка раван у виду
полуравни управне на рубу модела.

Све идеалне тачке модела коjи посматрамо, полупросторног модела,
jесу тачке рубне равни модела као и бесконачно далека тачка модела коjа
одговара правцима еуклидских полуправих управних на рубноj равни,
назовимо таj правац v. Управо зато разликуjемо два типа идеалних
тетраедара; тетраедре чиjе jе jедно теме тачка коjа одговара правцу v а
остала темена тачке рубне равни модела и тетраедре коме су сва темена
тачке рубне равни модела.

(a) Тетраедар са теменом v (b) Тетраедар коме теме ниjе v

Слика 35: Идеални тетраедри у полупросторном моделу

Убудуће у раду са идеалним тетраедрима разматраћемо тетраедре
коjе имаjу теме коjе одговара правцу v, односно случаj (a) са претходне
слике, коjе ћемо обележити са T . Овим не губимо на општости jер се
сваки тетраедар коме су сва темена тачке рубне равни модела, обеле-
жимо такве тетраедре са T ′, може трансформисати у тетраедар типа T .
Посматраjмо произвољан тетраедар ABCD типа T ′. Уочимо еуклидску

39



сферу K са центром D коjа садржи тачку A.

Слика 36: Пресликавање тетраедра типа T̃ у T

Инверзиjом у односу на сферу K ивица тетраедра AD се пресликава
у полуправу са почетком A управну на рубну раван модела, jер се тачка
A налази на сфери инверзиjе, а D jе центар инверзиjе, стога A остаjе
фиксна а D се слика у ∞. Дакле ивица AD се пресликала у ивицу
Av. Посматраном инверзиjом ће се ивица тетраедра BD пресликати у
полуправу са почетком B′ такође управну на рубноj равни модела, тj.
ивица BD се пресликала у B′v, и аналогно се ивица тетраедра CD пре-
сликава у C ′v. Претходном инверзиjом смо тетраедар ABCD типа T ′

пресликали у тетраедар AB′C ′v типа T , a како jе претходно речено да jе
инверзиjа у односу на сферу ништа друго до h-рефлексиjа хиперболич-
ког простора, односно раванска рефлексиjа хиперболичког простора, тo
су ова два тетраедра хиперболички подударна.

Посматраjмо jедан такав идеалан тетраедар T . Уочимо орисферу σ
чиjе jе средиште бесконачно далека тачка коjа одговара правцу v, тако
да σ нема заjедничких тачака са пљосни тетраедра наспрамноj среди-
шту орисфере. Подсетимо се да jе таква орисфера еуклидска раван па-
ралелна рубноj равни модела. Обележимо пресек тетраедра и орисфере
T ∩Σ са L(v) (Слика 37). Како jе орисфера Σ раван то jе L(v) еуклидски
троугао.

Слика 37: Пресек орисфере и идеалног тетраедра-L(v)-троугао 4A′B′C ′
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Тетраедар типа T jе у потпуности одређен распоредом темена A,B
и C. Међутим, како су еуклидски троуглови 4ABC и L(v) еуклидски
подударни, штавише, они су транслаторно jеднаки, стога и еуклидски
троугао L(v) у потпуности одређуjе тетраедар T . Заиста, уколико су
дата два тетраедра T и T̃ са врховима коjи одговараjу правцу v и ба-
зним теменима A,B и C, односно A′, B′ и C ′ и такви да jе L(v) ∼ L̃(v),
како важе еуклидске подударности 4ABC ∼= L(v) и 4A′B′C ′ ∼= L̃(v) из
сличности L(v) ∼ L̃(v) следи еуклидска сличност еуклидских троуглова
4ABC и 4A′B′C ′. Одатле следи њихова хиперболичка подударност те
се тетраедар T̃ може трансформисати у T . Поменута сличност jе хи-
перболичка изометриjа, jер jе као последица аксиоме Лобачевског свака
сличност хиперболичког простора подударност, а доказ тога се може
наћи у [2].

Као последицу претходног разматрања добиjамо да jе тетраедар од-
ређен, до на подударност, са L(v) коjи jе у суштини еуклидски троугао
чиjи jе збир унутрашњих углова π. Такође, можемо приметити да су
управо унутрашњи углови еуклидског троугла L(v) диедарски углови
међу пљоснима тетраедра, па закључуjемо да jе збир углова међу пљо-
снима коjе одговараjу jедном темену тетраедра π.

Овим смо делимично доказали следећу теорему:

Теорема 7. Нека jе T идеалан тетраедар хиперболичког простора. Тада
jе T одређен до на подударност са три диедарска угла, α, β и γ, међу
пљоснима врха тетраедра T . Штавише, α + β + γ = π и наспрамни
диедарски углови међу пљоснима су подударни. Jош, ако су α, β и γ по-
зитивни реални броjеви тако да jе α+β+ γ = π, тада постоjи идеалан
тетраедар хиперболичког простора чиjи су диедарски углови α, β и γ.

Доказ: Одређеност тетраедра T диедарским угловима α, β и γ, као и
чињеница да jе α + β + γ = π су претходно доказани. Докажимо да су
наспрамни диедарски углови α и α′, β и β′, односно γ и γ′ међусобно
подударни. Посматраjмо тетраедар са следеће слике.

Слика 38: Тетраедар ABCD са диедарским угловима α, β, γ, α′, β′ и γ′
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На основу претходног збир диедарских углова код сваког од темена
jе π. На основу тога можемо формирати следећи систем линеарних jед-
начина

α+ β + γ = π

α+ β′ + γ′ = π

α′ + β′ + γ = π

α′ + β + γ′ = π

(1)

где jе прва jедначина добиjена посматрањем темена D и њему одгова-
раjућих диедарских углова α = ](ACD,ABD), β = ](ACD,BCD) и
γ = ](CDB,ABD). Аналогно су добиjене друга, трећа и четврта jед-
начина посматраjући редом темена A, B и C. Сабирањем прве две и
последње две jедначине система добиjамо

2α+ (β + β′) + (γ + γ′) = 2π

2α′ + (β + β′) + (γ + γ′) = 2π

па одузимањем добиjених jедначина добиjамо да jе α = α′. На потпуно
аналоган начин из почетног система добиjамо и jеднакост β = β′, одно-
сно γ = γ′, чиме jе доказан и таj део теореме.

Нека су α, β и γ позитивни реални броjеви тако да важи α+β+γ = π.
Тада постоjи еуклидски троугао чиjи су унутрашњи углови управо α, β
и γ, назовимо га B. Нека jе T идеалан хиперболички тетраедар чиjа
су темена темена троугла B, а четврто теме бесконачно далека тачка
правца v. Тада су из B ∼ L(v), где jе L(v) пресек орисфере са центром у
v и тетраедра, унутрашњи углови еуклидског троугла L(v) такође α, β и
γ, па су на основу претходног дела теореме диедарски углови тетраедра
T управо α, β и γ, што jе и требало доказати. Овим jе доказ теореме ком-
плетиран. �

Управо из последице да jе идеалан тетраедар у потпуности одређен
мерама три диедарска угла, убудуће ћемо идеалан тетраедар чиjи су
диедарски углови α, β и γ обележавати са Tα,β,γ .

После претходних уводних припрема можемо кренути са израчуна-
вањем запремине идеалног хиперболичког тетраедра Tα,β,γ .

Теорема 8. Запремина идеалног тетраедра Tα,β,γ jеднака jе

V (Tα,β,γ) = Л(α) + Л(β) + Л(γ),

где jе Л(θ) трансцендентна функциjа Лобачевског.

Доказ: Доказ теореме извешћемо на донекле сличан начину докази-
вања теореме коjа се тиче површине хиперболичког троугла. Наиме,

42



извршићемо декомпозициjу идеалног тетраедра на „ jедноставниjе”, чиjе
ћемо запремине моћи израчунати. У циљу израчунавања запремине по-
менутог jедноставниjег тетраедра, прво ћемо израчунати запремину те-
траедра ABCD коме jе теме A несвоjствено, три диедарска угла права,
чиjе су ивице инцидентне са теменима A и B, B и C, односно C и D, три
преостала диедарска угла α, β и γ, чиjе су ивице редом инцидентне са
тачкама A и C, A и D, односно B и D редом, као што jе приказано на
Слици 39, обележимо га са Sα,β,γ . Како jе теме A несвоjствено то jе збир
диедарских углова код тог темена jеднак π, тj. важи α + β + π/2 = π,
односно α+β = π/2 или β = π/2−α. Самим тим оваj тетраедар можемо
видети и као Sα,π/2−α,γ .

Слика 39: Тетраедар Sα,β,γ

Лема 2. Запремина тетраедра Sα,π/2−α,γ jеднака jе

V (Sα,π/2−α,γ) =
1

4

[
Л(α+ γ) + Л(α− γ) + 2Л

(π
2
− α

)]
.

Доказ леме: Посматраjмо овакав хиперболички тетраедар у полупро-
сторном моделу хиперболичког простора. Нека jе бесконачно далеко
теме, теме A са слике, бесконачно далека тачка модела, правац v. Тада
су ивице коjе се секу у том темену еуклидски паралелне вертикалне ли-
ниjе. Даље, претпоставимо да се базни троугао, обележимо га са B, на-
лази на jединичноj полусфери, коjа jе хиперболичка раван. Овом прет-
поставком не губимо на општости jер уколико се базни троугао налази на
некоj другоj хиперболичкоj равни, тада jе та раван представљена неком
полусфером. Ту полусферу jе могуће прво транслирати у координатни
почетак а затим хомотетиjом пресликати у jединичну полусферу. Овом
еуклидском сличношћу смо базни троугао пресликали у њему еуклидски
сличан троугао на jединичноj полусфери, па су тада они хиперболички
подударни.

Раниjе jе напоменуто да jе елемент запремине dV = dxdydz
z3

. Проjек-
циjа поменутог базног троугла на Oxy раван jе еуклидски троугао B′
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Слика 40: Тетраедар Sα,π/2−α,γ у полупросторном моделу

чиjи су унутрашњи углови α, π/2 − α и π/2 коjи можемо параметризо-
вати са 0 ≤ x ≤ cos γ, 0 ≤ y ≤ x tanα.

Сада израчунаjмо његову запремину користећи претходну параме-
тризациjу

V =

∫∫
B′

∫
z≥
√

1−x2−y2

dx dy dz

z3

=

∫∫
B′

dx dy

2(1− x2 − y2)
.

Упростимо запис заменом a =
√

1− x2 чиме jе a2 = 1− x2, па интеграл
постаjе

V =

∫∫
B′

dx dy

2(a2 − y2)
=

∫ cos γ

0
dx

∫ x tanα

0

dy

2(a2 − y2)

=

∫ cos γ

0

(
x

4a
log

a+ x tanα

a− x tanα

)
dx

=
1

4

∫ cos γ

0

dx

a
log

2(a cosα+ x arcsinα)

2(a cosα− x arcsinα)
.

Уведимо смену x = cos θ, тада jе a =
√

1− x2 =
√

1− cos2 θ = sin θ,
dx
a = − sin θdθ

sin θ = −dθ, а границе интеграла постаjу π
2 и γ, односно цео

интеграл постаjе

V =
1

4

∫ γ

π/2
−dθ

(
2(sin θ cosα+ cos θ sinα)

2(sin θ cosα− cos θ sinα)

)
=

1

4

∫ γ

π/2
−dθ

(
2 sin(θ + α)

2 sin(θ − α)

)
=

1

4

[
−
∫ γ

π/2
log(2 sin(θ + α))dθ +

∫ γ

π/2
log(2 sin(θ − α))

]
.
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Уводећи смене θ1 = θ + α и θ2 = θ − α добиjамо

V =
1

4

[
−
∫ γ+α

π/2+α
log(2 sin θ1)dθ1 +

∫ γ−α

π/2−α
log(2 sin θ2)dθ2

]
=

1

4

[
Л(γ + α)−Л(π/2 + α)−Л(γ − α) + Л(π/2− α)

]
.

Коначно, користећи непарности и π-периодичности функциjе Лобачев-
ског добиjамо Л(γ−α) = −Л(α− γ) односно Л(π/2 +α) = −Л(π/2−α),
тачниjе

V =
1

4

[
Л(α+ γ) + Л(α− γ) + 2Л(π/2− α)

]
,

што jе и требало доказати. �
Ако претпоставимо да jе у тетраедру Sα,π/2−α,γ jош jедно теме несвоj-

ствено, односно бесконачно далеко, тада jе збир диедарских углова код
тог темена такође π, а имаjући у виду претходно наведену инциденциjу
ивица диедара и темена тетраедра то може бити jедино теме D, jер би се
иначе код несвоjственог темена сустицала три диедарска угла од коjих
би два била по π/2, па би трећи морао бити мере 0, што ниjе могуће.
Стога важи β + γ + π/2 = π, а како смо претходно установили да jе,
посматраjући несвоjствено теме A, α + β + π/2 = π, то jе α = γ, па jе
његова запремина користећи претходно доказану лему:

V (Sα,π/2−α,α) =
1

4

[
Л(2α) + 2Л(π/2− α)

]
.

На основу непарности, π-периодичности функциjе Лобачевског као и
особине из Теореме 6 из одељка 5 добиjамо

Л(π/2− α) = −Л(π/2 + α) и Л(2α) = 2Л(α) + Л(α+ π/2),

па jе

V (Sα,π/2−α,α) =
1

4

[
2Л(α) + 2Л(α+ π/2)− 2Л(α+ π/2)

]
,

тj.

V (Sα,π/2−α,α) =
1

2
Л(α).

Овим смо израчунали запремину жељеног „простиjег” тетраедра по-
моћу коjег ћемо израчунати запремину почетног, идеалног тетраедра
Tα,β,γ . У наставку доказа бавићемо се декомпозициjом тетраедра T на
тетраедре облика S.

Посматраjмо идеалан тетраедар Tα,β,γ у полупросторном моделу тако
да jе jедно несвоjствено теме бесконачно далека тачка модела, правац v,
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а остале три на рубноj равни модела и то тако да се налазе на jединичноj
полусфери, коjа jе хиперболичка раван.

Доказаћемо формулу запремине идеалног тетраедра за овако специ-
фично изабран тетраедар, а формула запремине важиће за сваки други
идеалан тетраедар jер се сваки други идеалан тетраедар може еуклид-
ском сличношћу пресликати на овакав тераедар. Како jе еуклидска
сличност модела хиперболичка изометриjа то ће посматрани тетрае-
дри имати jеднаке запремине. Опишимо детаљниjе поменуту еуклидску
сличност. Нека jе дат произвољан идеални тетраедар чиjи jе врх v, а
темена A, B и C нису на jединичном кругу рубне равни модела, одно-
сно нису несвоjствене тачке хиперболичке равни представљене jедини-
чном полусфером. Тада транслираjмо центар описане кружнице троугла
4ABC, тачку O, у координатни почетак O′. Транслациjом T ~OO′

пресли-
каjмо 4ABC у 4A1B1C1, тада jе тачка O′ центар описане кружнице
троугла 4A1B1C1. Нека су тачке A′, B′ и C ′ тачке пресека полуправих
O′A1, O′B1 и O′C1, са почетком у тачки O′, и jединичне кружнице са
центром O′. Коначно, хомотетиjом чиjи jе центар тачка O′ а коефициjент
k = O′A′

O′A1
= O′B′

O′B1
= O′C′

O′C1
троугао 4A1B1C1 се пресликава на 4A′B′C ′, па

jе композициjа претходне транслациjе и поменуте хомотетиjе тражена
еуклидска сличност, односно хиперболичка изометриjа.

Слика 41: Композициjа транслациjе и хомотетиjе коjом се произвољан
троугао 4ABC пресликава у 4A′B′C ′ на jединичноj кружници

Наставимо са доказом теореме. Нека jе тачка x пресек управне из v
на сферу. Повежимо тачку x са преосталим теменима тетраедра. Поред
тога, конструишимо управне из v на странице базног троугла датог те-
траедра. Тетраедри чиjа су темена: jедно од темена почетног тетраедра,
подножjе управне из x на страницу базног троугла суседноj изабраном
темену, тачка x као и бесконачно далеки правац v чине тражену де-
композициjу идеалног тетраедра. Овим поступком смо почетни идеални
тетраедар поделили на тераедре од коjих jе сваки тетраедар типа S из
последице претходне леме, па њихову запремину знамо да израчунамо.
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Ипак, сам распоред, односно броj таквих помоћних тетраедара може да
буде различит, зависно до распореда базних темена почетног тетраедра.

Слика 42: Декомпозициjа идеалног тетраедра Tα,β,γ на тетраедре типа
S

У сврху решавања питања коjе се наметнуло, проjектуjмо претходну
конструкциjу на Oxy раван. Као проjекциjу добиjамо jединични круг
у коjи jе уписан троугао. Проjекциjа тачке x jе средиште jединичног
круга, односно описаног круга троугла у проjекциjи. Самим тим, тачка
x може да се проjектуjе у тачку коjа:

1. припада унутрашњоj области троугла,

2. се налази на jедноj од страница троугла и

3. припада спољашњоj области троугла,

па ћемо стога имати три случаjа коjим ћемо завршити доказ теореме.
Први случаj:

Слика 43: Проjекциjа врха при-
пада унутрашњоj области ба-
зног троугла

Претпоставимо да проjекциjа врха v
припада унутрашњоj области базног
троугла, као што jе приказано у про-
jекциjи на Слици 43. Тада jе проjек-
товани троугао подељен на шест пра-
воуглих троуглова од коjих су по два
суседна, коjи имаjу заjедничку катету,
подудрани.

Овим поступком смо полазни иде-
ални тетраедар поделили на шест те-
траедара типа S, конкретниjе то су по
два тетраедра Sα,π/2−α,α, Sβ,π/2−β,β и
Sγ,π/2−γ,γ чиjе су запремине на основу
леме редом 1

2Л(α), 1
2Л(β) и 1

2Л(γ). Као
закључак добиjамо:
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V (Tα,β,γ) = 2(V (Sα,π/2−α,α) + V (Sβ,π/2−β,β) + V (Sγ,π/2−γ,γ))

= 2
(1

2
Л(α) +

1

2
Л(β) +

1

2
Л(γ)

)
= Л(α) + Л(β) + Л(γ).

Други случаj:

Слика 44: Проjекциjа врха при-
пада jедноj од страница базног
троугла

Претпоставимо да проjекциjа тачке x
припада jедноj од страница троугла у
проjекциjи. Тада jе поменути троу-
гао правоугли и центар описане кру-
жнице jе средиште хипотенузе (Слика
44). Самим тим jе jедан од диедар-
ских углова идеалног тетреадра прав,
рецимо, нека jе то γ. Базни троугао по-
дељен jе на четири правоугла троугла
од коjих су по два суседна, коjи имаjу
заjедничку катету, подударни.

Полазни идеални тетраедар jе поде-
љен на четири тетраедра типа S и то
по два Sα,π/2−α,α и Sβ,π/2−β,β чиjе су за-
премине редом 1

2Л(α) и 1
2Л(β). Приметимо jош да jе Л(γ) = Л(π/2) = 0,

па jе

V (Tα,β,γ) = 2(V (Sα,π/2−α,α) + V (Sβ,π/2−β,β))

= 2
(1

2
Л(α) +

1

2
Л(β)

)
= Л(α) + Л(β) + Л(γ).

Трећи случаj:

Слика 45: Проjекциjа врха при-
пада спољашњоj области ба-
зног троугла

Претпоставимо да проjекциjа тачке x
припада спољашњоj области троугла у
проjекциjи. Тада jе базни троугао ту-
поугли, претпоставимо да jе γ > π/2.
Троугао у проjекциjи приказан jе Сли-
ком 45. Тада површину базног троугла
можемо видети као униjу четири пра-
воугла, по два међусобно подударна,
троугла из коjе су избачена два такође
правоугла, међусобно подударна, троу-
гла.

Запремина полазног тетраедра jед-
нака jе, дакле, збиру запремина по
два Sα,π/2−α,α и Sβ,π/2−β,β од коjег jе
одузета запремина два Sπ−γ,γ−π/2,π−γ
тетраедра чиjе су запремине редом
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1
2Л(α), 1

2Л(β) и 1
2Л(π − γ), па jе користећи π-периодичност као и не-

парност функциjе Лобачевског

V (Tα,β,γ) = 2(V (Sα,π/2−α,α) + V (Sβ,π/2−β,β)− V (Sπ−γ,γ−π/2,π−γ))

= 2
(1

2
Л(α) +

1

2
Л(β)− 1

2
Л(π − γ)

)
= Л(α) + Л(β)−Л(π − γ)

= Л(α) + Л(β)−Л(−γ) = Л(α) + Л(β) + Л(γ),

чиме jе доказ теореме комплетиран. �
Идеалан тетредаер коме су сви диедарски углови по π/3 назива се

регуларни идеални тетраедар. Докажимо сад jедно занимљиво тврђење
коjе се тиче регуларног идеалног тетраедра.

Теорема 9. Регуларни идеални тетредар jе тетраедар максималне за-
премине хиперболичког простора H3.

Доказ: Како jе сваки идеалан тетраедар могуће поделити на тетраедре
коjи имаjу бар jедно коначно теме, односно, прецизниjе, сваки тетрае-
дар коjи има бар jедно коначно теме jе могуће уписати у неки идеални
тетраедар, то jе запремина идеалног тетраедра већа од запремине било
коjег другог тетраедра. Запремина идеалног тетраедра дата jе са

V (Tα,β,γ) = Л(α) + Л(β) + Л(γ),

па треба наћи максимум те функциjе под условима

α, β, γ ≥ 0 и α+ β + γ = π.

Како jе запремина непрекидна функциjа то она на компакту α, β, γ ≥
0; α + β + γ = π достиже максимум и минимум. Запремина jе такође
и ненегативна функциjа па jе минимум функциjе баш 0 коjи се достиже
кад су сви углови 0. Стога се максимум достиже за α, β, γ > 0. Нека jе

f(α, β, γ) = α+ β + γ − π.

На основу правила Лагранжових множилаца постоjи скалар λ такав да
важи

grad(V ) = λgrad(f)

за сваку тачку (α0, β0, γ0) у коjоj се достиже максимум. Самим тим важи

Л′(α0) = Л′(β0) = Л′(γ0),

па jе

sin(α0) = sin(β0) = sin(γ0).
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Како jе α0 + β0 + γ0 = π то jе

α0 = β0 = γ0 =
π

3
,

па jе тетраедар максималне запремине управо регуларни идеални тетра-
едар. Израчунаjмо и конкретну запремину регуларног идеалног тетрае-
дра, односно тетраедра Tπ/3,π/3,π/3, присећаjући се да смо у претходном
поглављу аналитички израчунали Л(π/3) ≈ 0, 3383128, стога jе

V (Tπ/3,π/3,π/3) = 3Л(π/3) ≈ 1, 0149384.

�

Теорему о запремини идеалног тетраедра можемо генерализовати на
израчунавање запремине идеалнe n-тостране пирамиде чиjи jе врх пра-
вац v, а основа n-тоугао хиперболичке равни где су сва темена n-тоугла
идеална. Нека су диедарски углови између бочних страна и равни базног
n-тоугла углови α1, α2, . . . , αn, Обележимо овакав хиперболички полие-
дар са Pα1,α2,...,αn . Тада важи следећа теорема.

Слика 46: Идеална хиперболичка пирамида Pα1,α2,...,α6

Теорема 10. Нека jе Pα1,α2,...,αn идеалана n-тострана пирамида. Тада
важи:

1.
∑n

k=1 αk = π

2. V (Pα1,α2,...,αn) =
∑n

k=1Л(αk).

Доказ: Доказ теореме извешћемо индукциjом по n. Базa индукциjе,
случаj n = 3, доказанa jе у Теореми 7 и Теореми 8. Претпоставимо да
jе теорема тачна за n − 1. Поделимо базни n-тоугао идеалне пирамиде
Pα1,α2,...,αn на (n − 1)-тоугао и троугао. Спаjаjући добиjена темена два
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Слика 47: Подела базе на (n− 2)-угао и троугао

добиjена многоугла са бесконачно далеком тачком модела поделили смо
Pα1,α2,...,αn на униjу Pα1,α2,...,αn−2,β и Pαn−1,αn,π−β .

На основу индуктивне хипотезе jе

α1 + α2 + · · ·+ αn−2 + β = π,

αn−1 + αn + π − β = π.

Сабирањем добиjених jеднакости добиjамо да jе
∑n

k=1 αk = π. На исти
начин jе и

V (Pα1,α2,...,αn−2,β) =
n−2∑
k=1

Л(αk) + Л(β),

V (Pαn−1,αn,π−β) = Л(αn−1) + Л(αn) + Л(π − β).

Из π-периодичности као и непарности функциjе Лобачевског закључу-
jемо да jе Л(π − β) = −Л(β), па сабирањем претходне две jеднакости
добиjамо V (Pα1,α2,...,αn) =

∑n
k=1Л(αk), чиме jе доказ теореме комплeти-

ран.

�

5.2 Запремина произвољног тетраедра хиперболичке гео-
метриjе

У овом одељку позабавићемо се питањем одређивања запремине про-
извољног тетраедра. Испоставља се да jе тешко, односно и немогуће,
наћи jединствену формулу коjом би се рачунала запремина произвољ-
ног тетраедра. Међутим, постоjе случаjеви коjи су доста jедноставниjи
коjе ћемо предочити у наставку рада. Наиме, ради се о тетраедрима
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коjи имаjу тачно jедно коначно теме и тетраедар коjи има тачно jедно
бесконачно далеко теме.

Пре него кренемо да се бавимо њиховим запреминама уведимо неоп-
ходну нотациjу коjом ћемо олакшати запис, донекле различиту од но-
тациjе претходне секциjе. Тетраедар ћемо обележавати као и до сада
словом T . Индекс слова T наглашаваће колико несвоjствених темена
дати тетраедaр има, а у загарадама ћемо наброjати диедарске углове.
За идеалне тетраедра смо доказали теорему да jе он у потпуности одре-
ђен трима своjим диедарским угловим, тj. да су му наспрамни диедар-
ски углови подударни. Међутим, у општем случаjу то не важи, тако
да ћемо диедарске углове обележити са α, β, γ, α′, β′ и γ′, где су α и α′

наспрамни углови, аналогно и β и β′, односно γ и γ′. Примера ради,
T3(α, β, γ, α

′, β′, γ′) представља тетраедар коjи има три несвоjствена те-
мена чиjи су диедарски углови су α, β, γ, α′, β′ и γ′.

5.2.1 Хиперболички тетраедар са три несвоjствена темена

Посматраjмо хиперболички тетраедар са три несвоjствена темена,
односно T3(α, β, γ, α

′, β′, γ′). Такође, што се тиче нотациjе, претпоста-
вимо да се диедарски углови α, β, γ сустичу у jединоj коначноj тачки
тетраедра. На слици коjа следи бесконачно далеке тачке представљене
су плавом боjом.

Слика 48: Тетраедар T3(α, β, γ, α′, β′, γ′)

Претходно jе доказана теорема коjом се тврди да се збир диедарских
углова тетраедра коjи се сустичу у бесконачно далекоj тачки, односно
несвоjственом темену, jеднак π. Тврђење теореме ће важити и овом слу-
чаjу, али наравно само за диедарске углове коjи се сустичу у бесконачно
далеком темену. Искористићемо то да нађемо везу међу диедарским
угловима, тачниjе изразићемо углове α′, β′ и γ′ у функциjи углова α, β
и γ. Посматраjући редом темена A, B и C и диедарске углове коjи се у
њима сустичу, примењуjући поменуту теорему добиjамо следећи систем
jедначина:
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α+ β′ + γ′ = π

α′ + β + γ′ = π

α′ + β′ + γ = π.

(2)

Претходни систем jе еквивалентан следећем систему:

γ′ = π − α− β′

α′ = π − β − γ′

β′ = π − α′ − γ,
(3)

заменом изражених α′, β′ и γ′ у десне стране jеднакости система доби-
jамо:

α′ =
π + α− β − γ

2

β′ =
π + β − α− γ

2

γ′ =
π + γ − α− β

2
,

(4)

што jе тражена зависност диедарских углова.
Израчунаjмо запремину тетраедра T3(α, β, γ, α′, β′, γ′). Посматраjмо

тетраедар са Слике 48. Пресликаjмо га централном симетриjом са цен-
тром у тачки D. Добили смо два подударна тетраедра, фигуру чиjу
ћемо запремину израчунати, а самим тим добити и запремину траженог
тетраедра.

Слика 49: Тетраедар T3(α, β, γ, α′, β′, γ′) и његова слика при симетриjи

Запремину добиjене фигуре можемо видети као:

V (ABCD) + V (A′B′C ′D) = V (ABCC ′) + V (AA′B′C ′)− V (ABB′C ′),
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односно како jе A′B′C ′D добиjен симетриjом тетраедра ABCD важи да
jе V (ABCD) = V (A′B′C ′D) тj.

V (ABCD) =
1

2

(
V (ABCC ′) + V (AA′B′C ′)− V (ABB′C ′)

)
,

где jе сваки од тетраедара са десне стране jеднакости идеалан тетрае-
дар чиjу запремину знамо да израчунамо на основу претходног погла-
вља. Треба jош одредити диедарске углове сваког од тетраедара са десне
стране jеднакости, а како су они идеални то су они oдређени са по три
таква угла.

Слика 50: Подела фигуре на 3 идеална тетраедра

Израчунаjмо диедарске углове тетраедра ABCC ′. Угао између пљо-
сни ABC и BCC ′ jе подударан углу међу пљоснима ABC и BCD тj
](ABC,BCC ′) = ](ABC,BCD) = α′, аналогно jе и ](ABC,ACC ′) =
](ABC,ACD) = β′. Коначно, ](BCC ′, ACC ′) = ](BCD,ACD) = γ.
Дакле,

V (ABCC ′) = V (Tα′,β′,γ) = Л(α′) + Л(β′) + Л(γ).

Посматраjмо сада тетраедар AA′B′C ′. Сличним поступком као код
претходног тетраедра израчунаћемо диедарске углове траженог тетра-
едра. ](AA′B′, AA′C ′) = ](A′B′D,A′C ′D) = α, а ](AA′C ′, A′B′C ′) =
](A′C ′D,A′B′C ′) = β′ и ](AA′B′, A′B′C ′) = ](A′B′D,A′B′C ′) = γ′.
Стога jе

V (AA′B′C ′) = V (Tα,β′,γ′) = Л(α) + Л(β′) + Л(γ′).

Коначно, посматраjмо тетраедар ABB′C ′. Претходно jе уочено да jе
](BCC ′, ACC ′) = γ, а како су наспрамни диедарски углови идеалног те-
траедра подударни то jе ](BCC ′, ACC ′) = ](ABC,ABC ′) = γ. Можемо

54



уочити да jе ](ABB′, ABC ′) = ](ABC,ABC ′)−](ABC,ABD) = γ−γ′.
Даље можемо уочити да су ](ABB′, BB′C) и ](A′B′D,B′C ′D) = β су-
плементни углови, односно ](ABB′, BB′C) = π − β и коначно, трећи
диедарски угао jе β′. Тиме jе

V (ABB′C ′) = V (Tγ−γ′,π−β,β′) = Л(γ − γ′) + Л(π − β) + Л(β′).

Користећи непарности и π-периодичност функциjе Лобачевског, то jе
Л(π − β) = −Л(β), а имаjући у виду зависности диедарских углова коjе
смо извели изводимо следеће:

Л(γ − γ′) = Л
(
γ − π + γ − α− β

2

)
= Л

(−π + γ + α+ β

2

)
= Л

(π + α+ β + γ

2
− π

)
= Л

(π + α+ β + γ

2

)
.

Замењуjући добиjено у запремину идеалног тетраедра добиjамо

V (ABB′C ′) = Л
(π + α+ β + γ

2

)
−Л(β) + Л(β′).

Обjединуjући добиjене запремине идеалних тетраедара добиjамо ко-
начну формулу запремине тетраедра са три несвоjствена темена:

V (T3(α, β, γ, α
′, β′, γ′)) =

1

2

(
V (ABCC ′) + V (AA′B′C ′)− V (ABB′C ′)

)
=

1

2

(
Л(α′) + Л(β′) + Л(γ) + Л(α) + Л(β′)

+ Л(γ′)−Л
(π + α+ β + γ

2

)
+ Л(β)−Л(β′)

)
=

1

2

(
Л(α) + Л(α′) + Л(β) + Л(β′) + Л(γ)

+ Л(γ′)−Л
(π + α+ β + γ

2

))
.

5.2.2 Хиперболички тетраедар са jедним несвоjственим теме-
ном

Следећи jедноставниjи тетраедар за чиjу запремину ћемо извести ек-
сплицитну формулу jе тетраедар са jедним несвоjственим теменом, или,
у складу са уведеном нотациjом, тетраедра T1(α, β, γ, α′, β′, γ′).

Формулу коjу ћемо у даљем тексту извести први jе извео Винберг13,
а извешћемо jе ослањаjући се на декомпозициjу приказану на Слици 51,
а самим тим и добрим делом на тетраедре типе T3. Наиме, посматраjмо

13Эрнест Борисович Винберг (1937-) - руски математичар
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троугао jедине пљосни коjа има сва три темена коначна и продужимо
сваку од страница у бесконачности у jедном правцу. Тиме смо добили
асимптотски троугао са три несвоjствена темена коjи jе подељен на три
асимптотска троугла са по два несвоjствена темена и jедан троугао коме
су сва темена коначна. Повежимо добиjена несвоjствена темена са не-
своjственим теменом тетраедра, назовимо то теме I.

Слика 51: Проширење базног троугла до асимптотског у Поенкареовом
диск моделу

Израчунаjмо сада запремину тетраедра T1(α, β, γ, α′, β′, γ′). Запре-
мину тетраедара T1 можемо видети као разлику запремине идеалног те-
траедра и запремина три T3 тетраедра. Опишимо детаљниjе ова четири
тетраедра чиjе запремине знамо да израчунамо, на основу чега ћемо до-
бити запремину траженог тетраедра. Дакле:

V (ABCI) = V (A′B′C ′I)− V (AA′B′I)− V (BB′C ′I)− V (CC ′A′I).

Израчунаjмо диедарске углове тетраедра AA′B′I. Нагласимо да jе
на слици α диедарски угао између пљосни ABC и BCI, а угао α′ између
пљосни ABI и ACI и аналогно за остале углове. Очигледно jе тада
αT3 = ](AA′I, AB′I) = π − ](CAI,ABI) = π − α′. Такође jе и γT3 =
](AB′I, AA′B′) = π − ](ABI,ABC) = π − γ и βT3 = ](AA′I, AA′B′) =
](ACI,ABC) = β. Ово jе у складу са нотациjом коjу смо претходно
увели jер смо са α, β и γ обележили диедарске углове коjи се сустичу у
jединоj коначноj тачки тетраедра T3. Како jе AA′B′I тетраедар типа T3,
то за његове диедарске углове важи следећа зависност
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α′T3 =
π + αT3 − βT3 − γT3

2

β′T3 =
π + βT3 − αT3 − γT3

2

γ′T3 =
π + γT3 − αT3 − βT3

2
.

(5)

Замењуjући претходно уочене αT3 , βT3 и γT3 у систем налазимо да су
диедарски углови тетраедра

αT3 = π − α′, α′T3 = π−α′−β+γ
2 ,

βT3 = β, β′T3 = −π+α′+β+γ
2 ,

γT3 = π − γ, γ′T3 = π+α′−β−γ
2 .

Овим тетраедар AA′B′I у складу са претходно уведеном нотациjом мо-
жемо видети као:

T3

(
π − α′, β, π − γ, π − α

′ − β + γ

2
,
−π + α′ + β + γ

2
,
π + α′ − β − γ

2

)
.

На аналоган начин можемо одредити и диедарске углове преостала
два тетраедра. Тиме тетраедар BB′C ′I можемо видети као:

T3

(
π − β′, γ, π − α, π − β

′ − γ + α

2
,
−π + β′ + γ + α

2
,
π + β′ − γ − α

2

)
,

односно тетраедар CC ′A′I као:

T3

(
π − γ′, α, π − β, π − γ

′ − α+ β

2
,
−π + γ′ + α+ β

2
,
π + γ′ − α− β

2

)
.

Преостало jе jош испитати диедарске углове тетраедра A′B′C ′I коjи
jе идеалан, међутим ту jе ситуациjа jасна на основу тетраедара типа T3
коjи се додируjу баш у несвоjственим тачкама A′, B′ и C ′ па jе диедарски
угао jеднак униjи диедарских углова коjи се додируjу. Стога jе тетраедар
A′B′C ′I

T
(π + γ − α′ − β

2
,
π + α− β′ − γ

2
,
π + β − γ′ − α

2

)
.

Сада користећи формула за рачунање запремина идеалног као и те-
траедра са три несвоjствена темена можемо израчунати запремине по-
моћних тетраедра, а заменом добиjених вредности у

V (ABCI) = V (A′B′C ′I)− V (AA′B′I)− V (BB′C ′I)− V (CC ′A′I).
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добиjамо коначну формулу. Међутим, да бисмо олакшали запис и фор-
мулу компактниjе записали, уведимо jош jедну нотациjу. Обележимо
тражени тетраедар као T1(γ1, γ2, γ3, α1, α2, α3) где су α1, α2 и α3 диедар-
ски углови ивица коjе повезуjу коначна темена, док се γ1, γ2 и γ3 сустичу
у бесконачно далекоj тачки тетраедра. Такође нека jе угао α4 = α1. Тада
формула запремине траженог тетраедра гласи:

V (T1(γ1, γ2, γ3, α1, α2, α3)) =
1

2

3∑
i=1

[
Л(γi) + Л

(π + αi − αi+1 − γi
2

)
+ Л

(π − αi + αi+1 − γi
2

)
−Л

(π − αi − αi+1 + γi
2

)
−Л

(−π + αi + αi+1 + γi
2

)]
.

Напоменимо jош да претходно извођење можемо уопштити на слу-
чаj када уместо троугла ABC коме су сва темена коначна посматрамо
n-тоугао коме су сва темена коначна, па тиме добиjамо запремину пи-
рамиде у чиjоj jе основи n-тоугао а врх бесконачно далека тачка. Уз
претпоставку да jе αn+1 = α1 формула за запремину ће се променити у
сумациjи, тj сумациjа иде од 1 до n:

V (T1(γ1, . . . , γ3, α1, . . . , α3)) =
1

2

n∑
i=1

[
Л(γi) + Л

(π + αi − αi+1 − γi
2

)
+ Л

(π − αi + αi+1 − γi
2

)
−Л

(π − αi − αi+1 + γi
2

)
−Л

(−π + αi + αi+1 + γi
2

)]
.
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6 Закључак

Откриће хиперболичке геометриjе унело jе невероватне промене у
схватању геометриjе, а самим тим и отворило прегршт питања на коjа
jе требало одговорити.

На питању запремине тетраедра хиперболичке геометриjе, питања
коjе нас у овом раду наjвише занима, одговор jе дао jош Николаj Лоба-
чевски у своjим првим радовима посвећеним новооткривеноj геометриjи.
Међутим, као што jе и у раду предочено, саме формуле за запремину
тетраедра нису нимало jедноставне и за њихово донекле компактниjе
записивање уведена jе трансцендентна функциjа. Поред тога, сегмент
коjи ниjе обрађен у овом раду jе запремина хиперболичког тетраедра
коме су сва темена коначна. Наjстариjи метод за израчунавање запре-
мине таквог тетраедра датира jош из времена Лобачевског, а заснива се
на декомпозициjи тетраедра његовом висином на правоугле, међутим,
одређивање диедарских углова помоћних тетраедара ниjе jедноставан
задатак, и често тражени диедарски углови нису у вези са диедарским
угловима полазног тетраедра. После рада Лобачевског на питању запре-
мине тетраедра, многи светски математичари су се, у потрази за нешто
jедноставниjим решењем, бавили истим питањем и углавном се до ре-
зултата долазило сличном декомпозициjом. Тек краjем XX века долази
се до решења коjе не користи поменуту декомпозициjу и делимично из-
мењене формуле коjа такође користи функциjу Лобачевског, али чиjи су
аргументи решења система полиномних jедначина.

Узевши у обзир сво претходно излагање, долазимо до закључка да
jе питање запремине тетраедра хиперболичке геометриjе веома интере-
сантна област, као и хиперболичке геометриjа уопште. Међутим, остаjе
отворено питање да ли, у општем случаjу, можемо наћи неки jедностав-
ниjи и униформан метод за израчунавање запремине тетраедра хипербо-
личке геометриjе, а самим тим и компактниjу и jедноставниjу формулу.
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