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YBoz,

Y cBOM mPBOOUTHOM 3HAYUEHY I'€OMETPHja Ce CXBaTajia Kao HayKa o du-
rypama, 0 y3ajaMHOM IOJIOXKA]y U pa3MepaMa IbUXOBUX JEJI0Ba, KAO U TPaHC-
dopmucamy durypa.

Vcropuja reomerpuje cexke y aHTUIKO J00a U CUTYPHO HAaj3HAYAJHU YTHU-
11aj 38 yTeMe/belhe TeoMeTpHrje Kao MaTeMaTudKe JUCIUILINHE JIyTYjeMO aH-
Tukoj I'pukoj, e je cMaTpaHa KpaJbHIOM CBUX HayKa. Y HCTOPHUJH Teo-
MeTpuje mocebro MecTo 3ay3uma Eykimn 1. On je ca EnemenTtuma yBeo pe-
BOJIYIIMOHAPHY ITPOMEHY Y U3yUIaBarby TeoMeTpHje, 00jeIMHUBIINN ETOKYTHO
JIOTAJIAITREe 3HAE U3 TeOMEeTpHje Ha jeJlHOM MecTy. Hykimiosu Ejnementn
Cy OUIIM TOJIMKO OTICEXKHU JIa CY CaIP’KAJIN CBO 3HAhE MATEMATHKE TAIAITHET
CBETA, TaKO JIa Ce HUKAKBY JPYTHU CIHCH HUCY KOPUCTUIN 38 U3ydaBakbe reo-
MeTpuje.

[IpBa kmura Ejxemenarta, o1 yKYITHO TPUHAECT, TIOYHELE ca JTepUHATIHjaMA
y KOjuMa ce JiepMHHIIY OCHOBHU MATEMATHYKHU II0JMOBH KaO IIITO Cy TavKa,
JINHUja, MpaBa, MOBPIINHA W CAUIHO. 3aTUM CJIeIN YeTHPHU TPYIe aKCHoOMa
1 YyBEHU IIeTH EyK/INI0B IOCTYJIAT, KOjU Y HOTIYHOCTH HABOJUMO:

Axo jedna npasa y npecexy ca dpyeum deema obpasyje ca ucme cmpare
dea yrympawrea yeaa wuju je 36up marou od dea npasa yaaa, me dee npaese,
beckpajno npodyoicene, cehu he ce u mo ca one cmpane ca Koje cy 08U YaA08U.

Crnuxka 1: Ckura neror EykiugoBor nocryiara

[Tetu nocrymnar je m3a3uBao HajBehy HaXKmpy HayJIHUKA KOjU Cy ce DaBUIN
reOMEeTPHUjOM, TIOUEBIN 0J1 caMor Eykiuja, Npeko MHOIOOPOjHUX HaydIHUKA
Xenenckor u Aparckor nepuoja, sarum Cakepuja 2, Jlambepra 3, ma cse 10

Iayca ¢ 1 BeroBux caBpeMeHNKA.

"Euxhedné (oxo 330 mie. - oxo 275 IHe.) - CTAPOTPYKHA MATEMATHYAD
2Giovanni Girolamo Sacceri (1667 - 1733) - uranujancku MareMaTHIap
3Johann Heinrich Lambert (1728 - 1777) - mBajuapcku MaTeMaTHdap
*Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) - HeMaukn MaTeMaTuIap



Cama moMucao Jja MoCTOju NeOMETPUJCKU CUCTEM Y KOjeM He BaXKU MeTH
Eyxmuaos moctyiar je Ha mMpBU MOIJIEH alCypIHA, jep HHje Y CKJIaIy ca Ha-
M BubemeM U pazyMeBambeM 1IpocTopa, aju Laycosu Hacaeaauiy, Bomaj’
u Jlo6auescku®
MeTpHjy Koja he ce 3acHUBATH HA y MOTIYHOCTH U3MEHHEHOM IIE€TOM IIOCTY-
sgary. Ta cacBuMm HOBa reoMeTpuja Ha3BaAHA j& TUNEPOOAUNKG 2€0MEMPUIQ,
all U y YacT IbeHHX yTeMe/buBada, 2eomempuja Jlobauescrkoe wimm 2eome-
mpuja Bowaj-Jlobavescru, a Herme u 2eomempuga I ayc-Bonaj-Jlobauescku.

Vremesperbe XuiepOoJinaKe reOMeTPUj€e MPOIIUPUIIO je MHOTE BUJIUKE Me0-
MeTpHje, & U MaTeMaTUKe YOIIIITe; OTBOPUJIO jé MHOI'OOPOjHA IUTAHka U 3a-
JaTKe Koje je Tpebayio pemnTu Ha MPaBU HAYUWH y XUIMEPOOIUYIKOj reome-
TPHUjU. JeHO O MHOTOOPOJHUX IHUTAA j€ U 3alPEMUHA TeJIa XUIEPOOJITIKe
reomerpuje. Tema paja je ypapo m3padyHaBarhe 3allpEMUHE TeTpaeapa Xu-
11epboJInIKe reoMeTpHje.

Ha mouerky oBor pajia mosadaBuheMo ce HACTAHKOM M OCHOBaMa reoMe-
Tpuje JlobayeBcKOr, KA0 U HEKMM 3aHUMJbUBHUM IOCJIE/IAIIAMA, T€ Ha Kpajy
norJiaB/ba 1 pyHKInjoM JlobadeBCKOr Koja I0Be3yje YIJIOBEe U JIYKH.

VY caenehem norsaB/by KOHCTPYHIIIEMO MOJIJIe XUIIEPOOJIMIKE NeOMeTpHje,
KaKO MOJIe/le PaBHU, TAKO U MOjejie XUIIepOOJIMIKOr IIPOCTOpa, U TO y 0ba
ciydaja Ha JiBa HaYMHA, JIMCK MOJIEJ U IIOJIyPABAHCKHU, OJHOCHO IIOJIYIIPO-
cropHu Mozesn. KoHCTpyKIHja Mojesia je off u3y3eTHe BaXKHOCTH jep hemo
ce TOKOM DaJia YBEK ,HaJa3uTw Yy jeJHOM OJ MOJeja, IIOIOJHUM 3a JaTy
CHUTYaIH]y.

ITornas/bem y Kojem ce 6GaBUMO MOBPIIMHOM TPOYIJIA Ha jefdaH crernndu-
YaH HAYMH JajeMO YBEPTHUDPY, OJHOCHO Hejy /0Ka3a, Kojom he ce johu 10
Kpajmer pesyiarara paja. MehyTum, curyalnuja y paBHHU je MHOTO jeJTHOCTaB-
HHja W jJacHUja OJ IPOCTOPa, 3aTO he ce HacTaBaK CaMo MIejHO 3aCHUBATH Ha
OBOM JIEJTy.

Y derBpTOM TOIIaBIBY yBOAUMO MDYHKIM]Y JIlobaueBcKor, TPAHCIIEH IEHT-
ny ¢yukimjy nmomohy koje hemo m3pazuTu 3anpeMuny XuUepOOJTUIKOr Te-
Tpaeapa. lokasyjemo mweny moopy m1edUHUCAHOCT U HEIIPEKUIHOCT, & 3aTHM
JiokazyjeMo map ocobuHa Koje he HaM OUTH Of KOPUCTH Yy HACTABKY paja.
Taxobe, kao 3aBpierak IOIJIaB/ba, Kao CyMalfja [PETXOHO H3JI0XKEHOT,
rpesoveH je u rpaduk QyHKII]e.

BaruMm ce Jos1a3u 10 K/bYyUHE 00JIaCcTU pajia, Jeja y KojeM hemo ce Ha-
BUTH u3BOhemeM opMysia 3ampeMuHEe TeTpaeiapa XUIepOOTUIKEe reoMe-
Tpuje. Kao m Koj MOBpINUHE TPOyIJia, 3allPEMUHA, jé U3BeJIeHa Y HEKOJIUKO
KOpaka, IIpe CBera UJI€aJIHOI TeTPAE/Ipa, a 3aTUM U XUjEPAPXUjCKU KOMILIU-
KOBAHUjUX, OCTAJINX TeTpaeiapa Kopucrehu mnperxojine usseqeHe GpopmyJie.
Taxobe, y HeKUM JIeJIOBUMa, CY JaTa U IPOCTa YOIIITema 100ujeHnx dpopmyJra
Ha ojrosapajyhe n-tocrpaHe mUpaMue.

, HE3aBUCHO jeJlaH OJ] JAPYTOr, U3BeJN Cy CACBHUM HOBY I€O-

>Bolyai Janos (1802-1860) - mabapcku maTemaruaap
SHukomait Msanosma Jlo6auesckuii (1793-1856) - pycku mMaremaTmdap



OBuM myTeM 2kejiuM Jia ce 3axBajuM MeHTopy mpod. np Cphany Byk-
MEPOBUNY Ha MPEJIOTY TeMe, TIOMONN U MOAPIIIH y u3paau paga. Takobhe,
JKEJIUM JIa Ce 3aXBaJIuM WIaHOBHMa Komucuje npod. ap 3opany Pakuhy
u upod. 1ap Mwupociasu ArTuh Ha nmpumenbama W cyrecrrjama. 3a Kpaj,
JKeJINM JTa ce 3aXBAJINM MOPOJIUIN KOja Me je y TojAp:KaBaJja U MOACTHUIIATA
IPUJINKOM U3pajie pajia.



1 XwunepObosm4yKa reoMeTrpmuja

IIpe mero kpememo ja ce 6aBUMO XUIIEPOOITUIKOM TeOMETPHjoM, Pop-
MaJIHO YBEIMMO IIojaM mapaJiejnoctu. Ilocmarpajmo Tauky A u mpaBy a
Koja je He caapxku. Moxe ce noKazaru na y muMa ojpeheHoj paBHHU 11OCTOje
TagHo JBe nojynpase p' u ¢, TakBe Ja MpOU3BOJbHA MOJIYIIPABAa, Ca TEMEHOM
A ceue mpaBy @ aKo U caMO aKoO IPHIaJa OHOM OJ YIVIOBa ca Kparuma p’ 1
¢’ Kojem mpuIIaza u mpasa a.

Cnuka 2

Ba nonynpase p’ u ¢’ pehn hemo na cy nmapasenne npaBoj a U HUIIEMO
P’ || a omrocuo ¢’ || a. Takobe, 3a paBe p u q Koje caapzKe PEJIOM MOJTyTIPABE
P’ u ¢ kaxemo sia cy napasiesiHe IpaBoj a ¥ nuIieMo p || a, ognocno q || a.
Konpekcan yrao koju 3axparajy npaBe AB u p (win ¢) Ha3uBaMo yrjioMm
HnapaJIeJTHOCTU Tauke A y OHOCY Ha IPaBy ¢ WU yTJIOM HAPAJIETHOCTH Iy KK
AB y ojHOCY HA TIPaBY a.

XwunepboandKa TeoMeTpHrja je TeoMeTpHrja 3aCHOBaHa Ha XUI0epPTOBUM
akcroMama, Koje ce Mory Hahu y 1] mim [2], u kao 3amena 3a nern Eykimion
noctyJat, ofgHocHo [liejdepoBy akcnomy, akcunomu JlobatueBckor.

Axcuoma JlobaueBckor: Ilocroje Tauka B u mpaBa a Koja je He CaapKu,
TakBe Ja y ibUMa o/ipelieHoj paBHM TIOCTOjU BUIIIE OJT je/THE MpaBe Koja ca p:Ku
Tadyky B, a ca mpaBoM a HeMa 3ajeJHUIKAX TATaKa.

B

Ciuka 3: Ckura akcuome JlobaueBckor



Irapuie, mocroju GECKOHAYHO MHOIO IPaBHX KOjeé Ca JIaTOM IIPABOM
HEeMajy 3ajeIHNIKUX TadakKa, a caJprxKe Tadky B.

Axcroma JlobaueBckor maje HU3 mocyeaua Koje hie ce y MHOTOME pasiiu-
koBatu on Eykiaumackor ciay4aja. Heke o mocienuta cy:

1. Vrao napasennocru je omrap (Ciuka 5).
2. 30up yHyTpaIlhUuX yIJI0Ba CBAKOD TPOYIJIA j& MAbH OJ 7.

3. 36up yHyTpPaIIbUX yIJIOBA CBAKOI IPOCTOT YE€TBOPOYIJIA j& MaibU O
2.

4. TlocToju mpaBa y paBHHU OIITPOI yIJia KOja je yIIpaBHA Ha jeTHOM He-
FOBOM KPaKy, & ca JPYyTMM KPaKOM HeMa 3ajeIHUYKUX TAaIaKa.

Cruka 4: Yrao napanerroctu Eykinjicke reomerpuje je mpas yrao

Cruka 5: Yrao napaJjenHoctu xurnepbosimike reomerpuje - 0

ITopen meT OCHOBHMX CTaBOBa O IMOMY/IAPHOCTH TPOYIJIOBA KOjU CE MOTY
nahu nokazanu y [2| y xunepboiaudkoj reomerpuju he BazkKuTH jOIN jejaH
CcTaB KOjUM Ce KapaKTepUIle XUIePOOINIKU IIPOCTOP.



Teopema 1. /J[sa mpoyesa cy nodydapha axo u camo axo cy um odzosapajyhu
Y2.408U 100YJaPHU.

Hoxkazs: IIpernocrasumo ga cy yriaosu Kog reMerna A, B u C' Tpoyriia AABC
noayapan pejgom yriaosuma ko temena A’ B’ m C' tpoyrna ANA'B'C’ a
na usune AB u A’B’ mucy mehycobno nmomymapue, Beh ja je Ha Ipumep
AB > A'B’. Tana usmelly tauaka A u B nocroju tauka K TakBa Ja je
AK = A’B’ . Heka je L tauka nonynpase AC taksa ja je AL = A'C’'. Tana
je Ha OCHOBY NpBOT cTaBa o mojyaapHoctu Tpoyriaosa NAKL = NA'B'C’,
na cy yryosu koj, remera K u L tpoyria AAK L nogynapuu yriaosuma B u

C rpoyriia ANABC.
B C
H% &
L '

Conmka 6: Tpoyrmosu AABC u ANA'B'C’

Axko 6u Ttauke A um L 6use ca ucre crpame npase BC, onma 6u y derso-
poyriny BCK L 30up yHYTpallmbux yrjioBa OHo 27 MITO je Y KOHTPAJIUK-
[IMju ca MPETXOMHO HaBeaeHOM Tpehom mocieaunoMm akcrome JlobadeBckor.
Ako mauke A m L He Ou Oumje ca ucre crpane npase BC onma 06um 1y
KL cexna nyxx BC y mekoj Tauku P, ma 6u y tpoyrny ABPK crnoma-
IEBbU yrao Ko TeMeHa K 6mo mojymapaH YHYTPAIIEH YIJIy KOJ TeMeHa
B, 1. LAKP = {KBP, mro je nemoryhe jep 6u ca jeane crpane OMiio
£LAKP+ £{BKP = 7 jep cy cyniementuu, 1j. { KBP + ABKP =, a ca
JIpyre CTpaHe U3 YWbeHHIle Ja je 30Up YHYTPAIIbUX YIJIOBa TPOYTJIa Mambu
on m: AKBP + {BKP + {BPK < m, u3 4era 6u 3uaunio ga je £ BPK
HeraTUBHE Mepe, IITO je KOHTpaauKiuja. Takohe, Huje moryh Hu ciydaj
L = C, jep 6u mana yrnosu LACK n L AC'B 6w nonymapuu,a IpU TOME
je upsu, 1o gedpununmju, Mamu o apyror. lakie nuje AB > A'B’, a ana-
noruo uauje an AB < A’B’, na je AB = A’B’. Crora cy Ha OCHOBY Jpyror
craBa o nomyaapuoctu Tpoyraosu AABC u AA'B'C’ nonynapnu.

Heka je P cimuanoct kojom ce ayk AB npeciukasa Ha ayx A'B’. Ako
ce ToMm camunomthy Tauka C' Koja He npunaja npasoj AB cimka y Tauky C”,
taja hie yriosu tpoyrinosa AABC u AA'B'C’ 6urn nonynaphu, na he na
ocHOBY mnperxojane teopeme outu AB = A’B’. Tume cMo mokazanm ja je
CBaKa CJIMYHOCT y XUIEPOOTMYKO] T€OMETPUJHU Yj€/IHO U IOy IaPHOCT.



Mozke ce okazaTu Jia je Mepa yriia mapajieHoCTh § y Be3u ca JIyKUHOM
oncevuka AB, KOHKpeTHO, ako je myxKmHa ojcedka AB Beha Tama je yrao
MapaJjieITHOCTH MambW, U OOPATHO, YKOJUKO je JayKuHa ojcedka AB Mmama,
Taja je yrao mapaJsiesnoctu Behu. Ympaso Ty Besy, usmely JyKuHe ojicevuka
AB u yrua napaJennoctu 6, upeacrasiba dpyHKIuja JlobaueBcKor:

10 : (0, +00) — (og)

Jla 6ucmo mokazayin Heke 6uTHe ocobune dyHKiuje JlobadeBckor, yBe-
JIMMO TI0jaM aCHMIITOTCKOT TpOoyIJia. AKO JOIyCTUMO J1a JIBE CyCellHe UBUIIE
TpoyIia He Oyy Jay2Kku Beh jiBe MeljycoOHO mapaJiesiHe mojynpase, J00ujeHn
JINK HA3UBAMO GCUMNMOMCKY MPOY2ao 4 jeOHUM HECE8OJCMBEHUM MEMEHOM
(HecBojcTBEHO TeMe je GECKOHAYHO JlajieKa TadKa y KO0joj ce IapaJiesiHe Io-
ayupase cexy). omycrumo Takolje ga Tpoyrao uMa u jiBa, OJJHOCHO CBa TPH
HecBojcTBeHa TeMena. CMaTpamo Jia je Mepa yriia Ko, HECBOjCTBEHOT TeMeHa,
jeTHaKa HYIU.

B Iis W
- A r k o
A b C r r Y U w V

Cauka 7: AcuMIITOTCKM TPOYIJIOBU Ca JeJJHUM, JBa U TPU HECBOjCTBEHA Te-
MeHa PelloM

Teopema 2. Axo je Il ¢pynxyuja Jlobavesckoz, mada sasrce:
1. 1T je ecmpozo onadajyha u nenpexudna Gynryuja,

2. ili%ﬂ(x) =3, xlggo II(z) = 0.
Hoka3: Heka je N 3ajemHnuko HecBojcTBeHO Teme Tpoyrioa ANABN u
AA'BN kojuma je 3ajeIHNYKK yrao Koj TeMeHa B mpas.

Heka je A’B > AB. Taua nocmarpajmo tpoyrao AAA'N koju je acumn-
TOTCKH Ca jeHUM HecBojcTBeHnM TeMeHoM. Heka je L AA'N = 3, L A’AN =
a1 u £BAN = . Kako ¢y yrioBu o 1 (v) CYIIJIEMEHTHH TO BaXKI o+ = T,
a Kako je 36up yHyTpaIlbiX yIJI0Ba TPOyTyia XUMepOOIMIKe PABHA Mathi OFf
m u cmaTpajyhm jma je Mepa yriia Ko, HecBojerBeHor Temera 0, To je a1 4+ <
7, Ia 3aKJbydyjemo sia je S < a, omuocuo II(A'B) < II(AB). O6parHo, ako
je II(A'B) < II(AB) aHAJIOPHUM Pa3MUIIL/BAKEM JIOJIA3UMO JI0 3aK/byIKa JIa



A

Cnuka 8

je A’B < AB, na dyuknuja I1(x) onama o 7/2 mo 0 xan = pacre ox 0 10
+00. g

sz ummennne ga I(z) — § kax x — 0, ciean fa ce y MajuM JIeJTOBUMA,
mpocropa reomerpuja JlobatdeBcKor Mame pasjukyje o Eykimjiacke reome-
TPHje U JIa Ce Ta PAa3JnKa CMambyje CMAbUBAKEM TOCMATPAHOI JieJia, IPo-
cropa. Hamomernumo 3a cama, a jjoka3 ucTor he cjaeauTu y JaJbeM TEKCTY,
na je dynknuja Jlobauesckor mara ca II(z) = 2arctane™”.

IIpe HErO IMITO KOHCTPYUIIIEMO MOJIeJIe XUIIEPOOUIKe TeOMeTpuje, U3Bp-
IIIMO yBOJIHE HalloOMeHe Koje he HaM OUTH HEOIXOJHE 3a pa3Ha u3padyHa-
Bama y MojenMa. Hamme, Heka je JaT MpOCTOP Ca yBEJIEHOM METPHKOM,
TaJa MOXKEMO PadyHaTH JyKWHe KPUBHUX, [TOBPIIUHE IIOBPIIN TOI' IIPOCTOPA
I 3allPEMUHE TeJIa MHTETPUITYNU eJIeMeHT Jy2KUHe KpuBe ds, OJTHOCHO eJie-
MEHT MOBpIIUHE MoBpIu dA, Tj. ejgeMeHT 3amnpemute dV 1y:K KpHUBe, I0-
BPINK OJHOCHO Tejia, PeloM. HKJIeMEHT JyKUHE dS MOXKEMO CXBATUTH KAO
OEeCKOHAYHO MaJjie JIeJIOBe KpHBe, OJHOCHO OECKOHAYHO MaJly IOMEey JarTe

KpHUBE M AHAJIOTHO 3a ejieMeHT ToBpinuie dA, 1j. dV.

2 Mogenu xuriepdoJimike reoMeTpuje

Tpunecerux roguna XIX Beka Bosaj n JlobadyeBcku sajy Temesbe Xu-
nepbosimiake reomerpuje. [IpBu myT je 3acHOBaHA Teopuja Koja ce HE MOXKE
IIO3BATH Ha OYUIVIEAHOCT. VI3 reoMeTpHjcKor cBeTa y KOMe Ce y IOTIIYHOCTH
MOIJIO OCJIOHUTH Ha MHTYUIIA]Y 3aCHOBAHY HA IpeJCcTaBaMa HAIUX 1yJia, 3a-
KOPAYMJIO Ce ¥ CBET KOjU ITOCTOjU M3BAH JIOXBATA HAINX UCKYCTaBa. ¥ IIPaBO
300r' MIOMEHYTE HEOUHUIJIEJIHOCTU M HE UyJU INTO je HBUXOB PaJi HAWUIIAO Ha
JIOCTa OCIIODaBaIbA.

Tpebasio je mokazaTu Ja je OBaKBa NeOMETPHja HEIIPOTHUBpPEYHA, Tj. 1
MMOCTOjU HEKU FheH Mojes. Jloka3 Te UMi-eHUIEe 3aIll0unihe Be.HTpaMI/I7 KOH-
crpyutiryhu Mojiest XurepboJinike paBHU YHYTApP €YKJ/IMICKOD IIPOCTOPa. 3a-
BPIIHH KOpak JoKa3y faje Kiraju® xomcrpymmyhn Momen eykimuicke reone-
TpHuje yHyTap XUmepOoIuIKe reoMeTpuje, 9nMe je MoKa3aHa eKBUKOH3UCTEHT-

"Eugenio Beltrami (1835 — 1900) - urammjancks MaTemaTIIap
8Felix Christian Klein (1849 — 1925) - nemMadyxku MaTeMaTHIap



HOCT OBE JIB€ T'eOMeTpHUje, OJIHOCHO je/IHa FeOMETPHja je HEMMOTUBPEUHA AKO U
caMO aKoO je HEIPOTUBpEJHA JIPYyTa.

Tekct xoju citeqiun mocBeheH je Mojie/inMa XUTIEPOOINYIKE FeOMETPHje, KAKO
paBHH, Taxko u npocropa. Iloceban axnenar hemo crasuru Ha Iloenkapeos?
JICK MOJIEJT XUTIEPOOJINYIKE PABHU U IPOCTOPA, KA0 U IOy PABAHCKH, OJTHOCHO

ITOJIYIIPOCTOPHU MOJIEN XUIepOOIMYKe PaBHU, OJJHOCHO IIPOCTOPA.

2.1 Moxaenu xuriepbondke paBHU
2.1.1 TIloenkapeoB AMCK MOOeJ XUIEePOOIMIKe paBHU

Heka je 3ajar npousBosban Kpyr eyK/IHJICKe paBHU KOju hemo Ha3zBaTh
ancoaymom, a BEroBy yHyTpallmby 00JacT h-pasHu, JOK NeMo CBaKy TadKy
h-paBum nHaszBatu h-mawkom. llpecek MpOM3BOJHLHOT €YKJIUIACKOT KPyra WJIN
IpaBe KOju Cy YIPaBHU Ha AICOJIYTHU ca h-paBHU nipejicTtaBbayjy h-npase, a
IIpeceKe ca alcoJyToM kpajesuma h-npaBe. CBaku cermMeHT h-1ipaBe 1nja Te-
MeHa npurajajy h-paBau rpejcraBbajy h-oyoicu, a cerMeHT duje je jeHO
TeMe Ha aIlCOJyTH, & JpYyro npumnaga h-paBHu mnpeicraBba h-noaynpasy.
[TpBo mOMeHyTO TeMe HA3WBAMO KpajeM, a Apyro remMeHoM h-moymnpase. IBe
h-monynpase xoje nmajy 3ajeHUYIKO TeMe pasiiaxky h-paBan Ha JiBe obJacTu
KOje HazuBaMmo h-yzaoseuma, a Te jaBe moJynpase Kpamnuma tor h-yria. Ko-
HagHo, ako cy A, B u C' Tpu h-tauke Koje He mpumnaiajy jeaHoj h-mpasoj,
Tajla CKyI Koju ce cactoju n3 tadaka h-nyxm AB, BC u C'A maszmBamo
h-mpoye.iom.

Cnuka 9: IloerkapeoB MuCK Mojes: Kpyr k je amcojyTa, p u ¢ cy h-uipage,
Rs m Rt h-omympase, g0k cy AB, BC u C A h-gyxu Koje cy cTpaHure
xutiepbosimakor Tpoyriaa NAABC

IIpe mero mro yBememo pediiekcujy h-paBum, MojaceTnMo ce UHBEP3Uje y
OJIHOCY Ha KPYT.

9Jules Henri Poincaré (1854 - 1912) - dbpanmyckn maremarmaap
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Jedunurmja 1. Hexa je k(O,r) npoussowan xpye pasru E2.

Husep3ujom y oduocy Ha kpyz k Ha3u8amMo MmpaHcHopMayujy pasHu
Y EXA\{O} — E*\{0} xoja cearoj mauxu A € E*\{O} dodenyje mauxy
A" = (A) na noaynpasoj OA ca nowemrom y O maxsy da je: OA-OA" =
r2,

Ciuka 10: Musepsuja y oxmocy na xpyr k(O, 1)

[Tpumernmo Jia ce MHBEP3UjOM y OJHOCY Ha KPYI' KPYTOBH U IIPaBe CJIH-
Kajy Ha KpyroBe U IIpaBe, Y 3aBHCHOCTH OJ EUXOBOI IOJIOXKAja Y OJHOCY
Ha Kpyr mHBepsuje. TakoDle, mHBep3Wja UyBa yIJIOBE, a KPYIOBH U IIPABE
yIpaBHU Ha KPyTy unBepsuje cy dbuxcuu. Jlokasu nHesegenux Tphemba MOry
ce nahu y [1] win [2].

Hanomena 1. Hnsepsujy y odnocy Ha kpye moxcemo dodedpurucamu maxo
da 6yde depurucana 3a cee mawxe pasnu E? maxo wmo he ce yenmap xpyea,
mauka O, npeciuramu Yy 6ECKOHAUHO JaAeKY MAUKY PABHU, MAYKY OO.

WNuBepsujom y oiHoCcy Ha KpyT k yIIpaBaH Ha allCoJIyTH Win PedJIeKCHjoM
y OJIHOCY Ha mpaBy k yIpaBHY Ha alcojiyTu (IpaBa yIpaBHA Ha KPYT je
npaBa Koja CaJpKu CpeJiuinTe Kpyra), h-paBan ce npecinkasa Ha camy cebe.
Pecrpukiujy nomenyTre uaBepauje, onocHo pediekcuje, Ha h-pasan 3sahemo
h-pegaexcujom.

YBemumo penanuje h-uzmehy 3a Tpu Tauke m h-mogymapHocTH mapoBa
Tadaka Ha cjeaehn nHayn:

Hedbununuja 2. 3a h-mavwky B pazauuumy od h-mavaxa A u C pehiu hemo
da je h-usmehy mavaxa A u C, y osnayu By(A, B,C), axo h-mawka B
npunada h-dyocu AC.

Hedbununmja 3. 3a nap h-mavaxa (A, B) xaoscemo da je h-nodydapan

h
napy h-mavaxa (C,D), y osnayu (A,B) = (C,D), axo nocmoju Hu3 h-
pedaercuja wuja xomnozuyuja npecaurasa nap h-mavaxa (A, B) na (C, D).
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Moryhe je mokazaru ja h-paBan 33/10BoJbaBa CBE aKCHOME XUTEPOOTUIKE
reomMeTpuje, ma oBako jgeduHncaHa paBaH, h-pasaH, je Mojes1 XxunepboanaKe
PABHE KOjU Ce OCTBapyje yHyTap eyKjuacke reomerpuje. Koncrpyncanu mo-
e HazuBa ce Iloenkapeos duck modea.

Takobe, mokazyje ce ma ce mapaJeste h-TpaBe eyKIUJICKA CEKY Ha arco-
JIyTH, JIOK XWIlepIiapaJiejiHe Ipape, IpaBe Koje ce HUTU CEeKY HUTHU Cy Iapa-
JIeJTHe, HEMA]y 3ajeTHIIKUX Tadaka HU y h-paBHU HEU Ha amcoaytu. Camum
TUM, WHTYUTHABHO AIICOJIYTa MPEICTaB/ba OECKOHAYHO JIAJIEKY IIPABY.

Crenehe nBe ciauke he mam miycrposaru ojnoc mehy h-npaBama y mo-
JieJty, Kao U akcuoMy JlobateBcKor.

o

Cauka 11: h-tpaBe p, ¢ u 7 cy nmapaJiejHe, IpaBe S U p XUleplapaJesne,
JIOK ce h-mipaBe s u ¢, 0OTHOCHO s U 1 ceKy y h-taukama ) u R penom

Chuka 12: 3ajsioBosbena je akcuoma JlobadyeBckor: h-mipase p u g cy mapadie-
Jiene naToj h-mpaBu @, HOK joj je r xumeprapaJesHa

Nwmajyhu y Bty yBOJIHE HAIIOMEHE KOj€ Ce Ty padyHarmba JIyKIUHe KPUBE,
HEIOXO/HO je YBECTH METPHUKY OBOI Mojesa. Pacrojame m3mely jiBe Tadxe
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A u B pauynamo nomohy jBopasmMepe Tadaka, 0JIHOCHO:

(XA YA
S\X_B'Y_B

dp = ‘log([A7B;X7 YD‘ -

i

rme cy Tadke X n Y eyKJIMJACKHU IPeceK alcoJyTe U Kpyra, OJHOCHO IIpaBe,
qnju J1eo npeacTaBba h-npaBy oapelheny h-taukama A u B.

Cnuka 13: [ly:x AB u omrosapajyhe tauke X u Y Ha ancoayTu

Jlokasyje ce ja oBako yBeJleHa METPHUKa 3a/[0BOJbaBa aKCHOME METPUKE,
U Ha OCHOBY Fh€ U3BOJU CE €JIEMEHT JyKUHEe KPUBE Kao

4(dz?* + dy?)

ds* = —— 2~
(1—a2—y2)2
JIOK je eJleMeHT MOBPIITIHE
4dx dy
dA = —————.
(1= a2 — )

2.1.2 TloaypaBaHCKH MOeJ XAMEepPOOJIMIKe PaBHU

Ha ocnoBy IloenkapeoBor amck Mojesa XUnepOoIndKe PaBHU MOYKEMO
KOHCTPYHCATHU jOII jefaH MOJEJ XUMEePOOJUIKEe PABHU YHYTAD EYKJIHMJICKE
PABHH, & TO j& NoAYPABAHCKY MOJeA.

Heka cy 3ajmaru kpyr k u mpasa p Koja jgomupyje Kpyr k y tadku O.
Heka je Tauka S tauka kpyra k amjamerpasto cynporna tadkn O (Cinka
14). UuBepsujom 1 y ogHOCY Ha KPYr Ca CpeuinTeM S U IOJIYPEYHUKOM
SO, xkpyr k 6e3 Tauke S ce mpec/iMKaBa Ha MpaBy P, & YHYTPAIIEHOCT TOT
KpyTa H& OTBOpPEHY TMOJIypaBaH T ca pyboM p, JOK ce Tadka S, Mo MPeTXoI-
HOj HAIIOMEHW, IpecjuKaBa y OECKOHAYHO JajleKy TadKy IpaBe oipeheHoM
taukama S u O Koja ce HaJa3W y TOJYPABHU 7, HA30BUMO Ta TIPaBaIll .
Hakie ancomyra mozena je p U {v}. Moxe ce jokasaru ia je mocMarpaHo
[IpeC/INKaBabe OMjeKIInja.

Heka je moypaBan 7 h-pasan, a cBaka meHa Tadka h-mayxa. Kako wH-
Be3mja dyBa yrioBe TO he ce h-ipaBe yHyTpPAIImBOCTH KpyTra k MPECIUKaTH Y
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IIOJIYKPYTOBE WJIN MOJIyIIPaBe NOJypaBHU 7, YIIpaBHe Ha PyOy Te IOJIypaBHH,
Ha 1npasoj p. llpumerumo ja he ce jeauno h-mpase yHyTpalImocTH Kpyra
k xoje campxke mentap muBepsuje S mpecaukaTu y nosynpase'’. Tobujene
IIOJIYKPYT'OBe U IIOJIylIpaBe HA30BUMO h-npasama.

Cnuka 14: Koucrpykiuja mosypaBanckor mojena n3 [loeHkapeoBor mauck
Mojiesia KopuillthemeM NHBeEpP3Uje y OHOCY Ha KPyr

AHaJIOrHO JAUCK MOJIEJTy, YBEINMO PACIIOPe]], TadaKa W IMOLyIapHOCT Ia-
poBa Tavaka I0JIypPaBaHCKOT MOJIEJIA.

Hedbununuja 4. Axo je mauxa B h-pasnu ynympawrocmu xpyea k h-
usmehy mavaxa A u C, mada hemo 3a cauxy B1 mawke B pehu da je h-
uamehy cauxa Ay u C; mavaxa A u C y uneepsuju ©» (Cauka 14) u nu-
wemo:

B (A1, Bi,Ch).

Hedbununmja 5. Axo cy (A, B) u (C,D) h-nodydapru naposu mauaxa h-
pasru yrympawrocmu kpyea k, mada hemo 3a napose (A1, B1) u (C1, D1)
pehu da cy h-nodydparu naposu mawaxa h-pasHu T U NUWEMO:

1=

(A1, By) = (Ch, D).

0T ppheme Baxu jep ce IEHTAp UHBEP3HjE CIANKA Y GECKOHAYHO JAIEKY TAYKy Ha OCHOBY
Hamnowmene 1
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Omnpasname 3a ledununujy b MmoxkeMo BujieTnn y ciejieheM pasmMarparby.
AKO TIOCTOjU HU3 MHBEP3Uja Y OIHOCY Ha KPYroBe yIpaBHe Ha k TaKBUX J1a ce
KOMITO3UIINjOM THX MHBep3uja nap Tadaka (A, B) npeciukasa Ha map (C, D),
TaJja MOCTOjU ¥ HU3 WHBEP3Wja Y OJHOCY Ha CJIUKE TUX KPYyroBa y WHBEP3WjU
1 (momohy koje ecmo of TToenkapeoBor aucK Mogesa OO Oy PABAHCKI
MOJIeJ) TaKBHUX JIa Ce KOMIIO3UIMjOM TUX MHBep3uja map radaka (Ai, By) =
(A, B) h-pasnn 7 npecimkasa Ha map tadaka (Ch,D1) = ¢(C, D) ucre
paBHHU.

Ha ocumoBy omemka 2.1.1 cucrem h-tagaka, h-mpasux, h-msmehy u h-
MTOJ/LY/IAPHOCT TIapOoBa TadakKa PABHU YHYTPAIIEKOCTH Kpyra k 3a10BoJbaBa
CBUX IIeT Ipylia akcruoMa xurnepboiandke reomerpuje (IToenkapeos muck mo-
nen). majyhu y Bugy ma ce unBep3ujom 1 momenyTe h-tauke u h-mpase
npecuKaBajy peaoM Ha h-radke u h-nipase h-paBuu 7 1 KaKo HHBEp3Uja IyBa
pesaijy h-usmely u h-nogynapaocrn maposa radaka h-paBau 7 (Ha OCHOBY
Hedbununuje 4 u dedbununuje 5) crora hie n cucrem h-ravaxa, h-npasux,
h-usmehy n h-nmogymaprnoct maposa ragaka h-paBau 7 rakohe 3ag0BO/BABATH
CBUX IIeT Ipyma akcuoma xunepbosuuke reomerpuje. Jlakie, h-paBan 7 je
MOJIeJI XUIIepOOJINYKe PABHU YHYTAP €YKJ/IUICKE PABHU KOjU HA3UBAMO NOAY-
PABAHCKU MOJEA.

Bynyhu na je momypaBanckm mogmen mobujen m3 IloermkapeoBor moserra
caukajyhu ra mHBEP3UjOM y OJIHOCY HA KPYT, 3a KOjy Ce MOXKe JIOKa3aTu Ja
4qyBa JIBOpa3MepPy Tadaka, [1a CAMUM THM e METPHUKa 101y PABAHCKOI' MOJIeJIa,
6uTu ucra kao Merpuka lloenkapeoBor mojena, Tj. :

| (X—A YA
= (0] :
P S\XxX-B'vy—-B)/|
OJIHOCHO, YKOJIMKO j€ je/IHa Ol Ta4aKa, PemuMo Y, 6ECKOHAYHO JAJICKa TAaIKa,
X— A
dp = |log [ 2—2)|.
p= e (53)|
.
A
B
A
B
x° 2 ¢

Cauka 15: yxx AB-neo eykimjcke mosynpase (JI€BO) U Je0 eyKJIUJICKOD
HOJIyKPyTa (J1eCHO)

Jj €] METPpHUKeE U eJIeMeHTa JYy2KNHE HOQHKapeOBOF MOIeJla MO2KEMO U3BECTU
€JIEMEHT AYXKHNHE IIOJIypaBaHCKOM MOJIEJ/Ia Kao:

15



B dax? + dy?

ds? ,
72
OJIHOCHO €JIEMEHT ITOBPIIHHE
dx d
da =21,
Y

Moryhe je mokazaTtu ma cy IloeHKapeoB IMCK MOIE, OJTHOCHO ITOJTy pABaH-
CKI MOJIeJI XUIIEPOOIMYIKE PeOMETPHje KOHPOPMHO €EKBUBAJIEHTHH €y KJIHJICKO]
paBHH, IITO 3HAYN JIa je Mepa yIja y IHOMEHYTHM MOJEINMa jeIHAKa MEpH
yIJIa €yKJNJCKE paBHH. 3HAjyhu TO MOXKEMO JTOKA3aTH YUH-EHUILY KOy CMO
pamuje moMenysu y Be3u ca dyuknujom JlobadeBckor.

Teopema 3. Dynxyuja Jlobauesckoe dama je Bopmyrom

II(z) = 2arctane *.

Hoka3z: Ilocmarpajmo morypaBaHCKU MOJIET XUIIEPOOINIKE PABHU U HEKA, je
tauka M 3ajeHUYKM Kpaj JiBejy napaJseaHux h-npaBux mojypaBHu T KOjuMa
cy apyru Kpajepu Tadke F u F' (Koje npuiaiajy pyOHOj IpaBoj p MOypaBHU
) TakBe ja Baxku pacuopen tadaka B(M, E,F). Heka je game tauka B
cpeaurire mojaykpyra MF', a Tauka A y Kojoj yupaBHa u3 B Ha mnpaBoj p
ceue nosrykpyr M E (Cnuka 16). Yrao mapanennocru o ayxu AB je h-yrao
MAB. Axo je () nonHoxje yupasue u3 B Ha npasoj p, a O cpejuiire gy»Ku
MFE Baxun: o

L£QOA=Za u ALQMA= 5

OJJHOCHO Y CKJIaJIy Ca CJIMKOM

/B:a " ’}/:

Q
2

p M 0 Q £ F

Cnuka 16
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Heka je x mepa qyxu AB. Kaxko je npasa onpelena Taukama A u B ynpasHa
Ha IpaBy p y Tauku () Ha OCHOBY METPHKE ITOJIyPABaHCKOI MOJIEJIa J00MjaMo

na je:
x:logQ_B :log%,
Q-A AQ
Tj.
e’ = ig = ]\jg = cot%, ma je o = 2arctane””,
quMe je ToKa3 KOMILIETHPAaH. O

2.2 Moxaenun XunepooJMIKOr IIpocTopa

Y HIpeTxoJHOj CEKIUju KOHCTPYUCAJIU CMO JBa MOJIE/Ia XUIEPOOINIKe
PaBHU YHyTap eyKJWUJCKe PaBHU, JUCK MOJEs U mojypaBancku. llpen nama
je 3ajJaTak Jia YOIIITUMO IIPEXOJHe KOHCTPYKIAje Ha TPOJUMEH3UOHU CJIy-
Jaj, OJJHOCHO J1a KOHCTPYHIIEMO Mojies1 xutepbosmakor H? mpocropa yHyTap
eykmckor E3 mpocropa.

2.2.1 TIloeHkapeoB AUCK MOJEJ XUIIEPOOJINIKOr MPOCTOpAa

[TpousBosbHy cdepy eyKIUICKOT TPOJUMEH3MOHOT MPOCTOPA HA3OBUMO
ancoaymom. YHyTpallby 00/I1aCT alcoIyTe HA30BUMO h-npocmopom, a CBaKy
Tadyky h-mpocropa h-mauxom. Ilpecek mpoumsBosbHE eyKauiCcKe cdepe Wiin
eyKJIMJICKe PDABHU yIpaBHE Ha arcojyTu (paBaH je ylpaBHa Ha cdepy ako
caJIpXKi IeHO cpejuIiTe) ca h-mpocropoM mpejcraBbajy h-pasan. lakie,
paBHU h-TIpocTOpa MOy OUTH yHYTPAIEOCTH €YKINJICKUX BEJIMKUX KPYyTroBa
arcoJiyTe (HACTAJIM MPECEKOM PABHU YIPABHE HA AIICOIYTH) UM €yKJIMJICKA
ozceunu cepe (HacTaiu Kao npecek cdepe ylpaBHe Ha arcoJyTH) Kao IMITO
je mpukazano Ha Chunu 17 u Coaumu 18.

y
) —

Cnuka 17: Jlobujame h-paBum mopesna nomohy pasBaHu u 1omohy cdepe
YIPABHUX Ha alCOJIyTH

——
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[Ipecek eyKIUACKOT Kpyra Wik €yKJUJICKe IIpaBe yIpPaBHE Ha AlCOJIyTy
ca h-mpocTopom HA30BUMO h-npasama, a TpeceKe ca alCOJIyTOM Kpajesuma
h-ipaBe. CBaku cermenT h-ipaBe 4mja TeMeHa MPUIIAIAjY h-ipocTopy mpe/i-
craB/bajy h-0yotcu, a cerMeHT Unje je jeJHO TeMe Ha AIllCOJIYTH a JIPYro MpH-
najga h-paBuu mupescrasiba h-noaynpasy. lIpBo momeHyTO TeMe HAa3UBAMO
KpajeM, a Ipyro TeMeHOM h-mosiympase.

Cruka 18: h-paBaE Moesna MelycobHO mapaJiesiene

Ha cimyan HaumH Kao y JIBOAUMEH3UOHOM CJIYYAjy YBEIUMO U PeJIaIl]y
h-uzmeby 3a Tpu h-tauke kao u penarujy h-nogynapuoctu maposa h-tagaka,
MehyTumM, mpe Tora mo/ICETUMO Ce WHBEP3HUje y OdHOCY Ha cdepy.

Hedunuruja 6. Hexa je S(O,r) npouseomna cepa npocmopa E3.
Hneep3ujom y odnocy Ha cepy S 1a3usamo mpanchopmayujy npo-

cmopa s : E3\{O} — E3\{O} xoja ceaxoj mauxu A € E3\{O} dodenyje

mauxy A" = g(A) na noaynpasoj OA ca nowemxom y O maxey da je:

OA-OA =2

Cruka 19: UuBep3uja y ogaocy Ha cdepy
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WuBepsuja y omnocy Ha cdepy HMMa CJIMIHE OCOOMHE Kao HWHBEP3Hja y
omaocy Ha kpyr. Hamme, nunBepsujoMm y omHocy Ha cdepy KPyroBH U IIpaBe
CJINKajy ce y KpyroBe M IpaBe, OJHOCHO cepe U paBHHU y cdepe U paBHH, Y
3aBUCHOCTH O] HbUXOBOI' II0JIOXKaja y OIHOCY Ha cdepy muBep3uje. Takobhe,
WHBEp3Uja y OAHOCY Ha cdepy dyBa yIJIOBe, a KPYrOBH U IIpaBe, OIHOCHO
cdepe u paBHE yrpaBHe Ha cdepy uHBep3uje 0cTajy (DUKCHU [IPU UHBEP3UjU.
Hokasu oBux tBphema mory ce nahu y 1] mm [2].

Hamomena 2. Hnsepsujy y odnocy wa chepy moocemo dodedpurnucamu maro
da 6yde dedurucana 3a cee mauxe npocmopa E3 maxo wmo he ce uen-
map cepe, mauxa O, npecaukamu Yy beckonawho daieky Mavky npocmopa,
mavKy oo.

WuBepsujom y ogHOCY Ha cdepy S yupapBHy Ha AlCOIyTH Wind pedeKCu-
joMm y omHOCY Ha paBaH S yIpaBHY Ha allCOJIYTH, N-IIPOCTOP ce IpecumKaBa
Ha camor cebe. PecTpuknujy momenyre nHBEp3HUje, 0lOCHO pedJekcuje, Ha
h-tipocTop 3Bahemo h-pegaercujom.

Hedbununuja 7. 3a h-mavwxy B pazauuumy od h-mavarxa A u C pehiu hemo
da je h-usmehy mavaxa A u C, y osnauyu By(A, B,C), axo h-mawka B
npunada h-dyorcu AC.

Hedbununmja 8. 3a nap h-mavaxa (A, B) xaoscemo da je h-nodydapan

napy h-mavaxa (C,D), y osnayu (A, B) (C,D) axo nocmoju nu3 h-
pedaercuja wuja xomnoszuyuja npecaurasa nap h-mavara (A, B) na (C, D).

Ornpasiame Ja Cy OBAaKO KOHCTpyHCaHe h-paBHU MOJIe/I paBHU XUIIEPHO-
JINYKE TeoOMeTpuje JiexKn y ciejieheM. YKOIUKO je h-paBaH yHYyTPaIHOCT ey-
KJIIJCKOT KPyTa CTBap je TpuBujaiHa, HanMme To je [loenkapeos muck mojer,
3a KOju ¢MO y ofie/bKy 2.1.1 mokasasn Ja mpeacTaB/ba MOJIET XUIepboIndKe
paBau. Ocraje mokasaru Ja h-paBHEI Koje Cy €yKJIWJICKHA ojcedinn cepe
YIIPaBHUX Ha aICOJIyTU TaKOhe MpeCcTaB/ba MO XUnepOontiKke paBHu. ¥
Ty CBPXY IOCMATPajMO IPECIUKABAHE ITO3HATO KAO KAHOHCKA IIPOJEKIIn]ja, 3.

Hedbununuja 9. KanoHcka npojexuuja npocmopa je Npecaukasabe ey-
kaudckoe B3 npocmopa na camoe cebe, ws : B3 — E? dedunucanoe ca:

7T3(ZE) = 73(1'1,1,’2,1]33) — (‘rlal‘ZaO)

OBuM je mpejicraB/beHa MPOjeKIja npocropa Ha pasaH z = 0, mehyTum
OBO IIPECIMKABAaKE MOXKEMO YOIIITUTH IIPOjEKINjoM Ha OMJIO KOjy paBaH. Y
CBaKOM CJIy9ajy, YBEK MOXKEMO TIOI0/IHO 13a0paTu KOOP/IMHATHUA CUCTEM TAKO
Ja IpojeKIrja MoCTaHe KAHOHCKA IIPOjeKIinja MpeIcTaB/heHa J1eUHUIIIjOM.
OunrneaHo je KAHOHCKA MPOJEKIHja CYPjEKTUBHO MPECTUKABATHE.

2Kenumo jia mokaxkeMo J1a je h-paBan koja je eyKIUJICKHU ojicevak cdepe
Mojen xunepbonndke papau. ObejexXKUMO IOCMaTpaHu ucedak cdepe ca
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0, a Kpyr IIpeceka arcojiyre ca chepoMm Koja calpku o ca w. Moxemo
IIOrOJIHO M3a0PaATH KOODJWHATHU CHCTEM TAKO JIa W MPHUIAJA PABHU 2 =
0. IlocmaTpajMO pecTpUKIN]y KAHOHCKE MPOjeKIInje T Ha KPYKHOM HCEUKY,
7|e = Ty, OnHOCHO T, : 0 — E3. Ciumka oBe pecTpuKIHje je yIpaBo w.

Cnuka 20: IIpojeknuja m npeciukaBa ojcevdak cdepe Ha KPyr

Tana je npeciukaBamwe T, : 0 — w (Ciauka 20) 6GMjEeKTUBHO IIPECIHKA-
Bame, I1a MOCTOJU HeMY WHBEP3HO IIPECTUKABAHE

-1

. [w—o.

™

Kako je w eykimacku Kpyr To OH Ha OCHOBY 2.1.1 mpejacTaB/ba MO XUIIEP-
Gosmuke pasHu, 1a he u mwerosa cmKa npu 7, | IpeJIcTaB/bATH MOJIEN XUITep-
OoJsimdKe paBHH, jep he ce OBUM IIpecInKaBameM oapKaTu cucteM h-tadke, h-
npase, penanuje h-uamely u h-ogynapaocru tauaka. [Iperusnauje, h-rauxe
un h-mpaBe momena w mpeciukahe ce Ha h-tauke m h-mpase mMomena o u npu
ToMe he ce h-pacropes Tagaka y MoJey w IIPeHEeTH Ha h-pactope]i Tadaka
mozena o. Takobe, ykosmko cy mapoBu h-tadaka momesna w h-mogymapmu,
Taga he m IBUXOBE CIMKe TIPU 7, ' IpecauKaTH Ha map h-momymapHuX h-

TagakKa MOJIEJIa O.
q
p
)
s
u" -
poq

Ciuka 21: Ilpeciukasame h-npasux p u ¢ h-pasnu o na h-npase p’ u ¢
h-paBHI w TpecIMKaBAEM T



ITokazyje ce ma ce mapajenne h-paBHU €yKJIUJICKU CEKYy Ha AllCOJIYTH,
JIOK XUIlepriapaJiejiHe paBHU, PaBHU KOje ce HUTHU CEeKy HUTH Cy ITapaJiesTHe,
HEMa]y 3ajeJHUIKNX TadaKa HU y h-IIpocTopy HH Ha arcoaytu. CaMuMm THM,
MHTYUTHUBHO AIICOJIyTa MPE/ICTaB/ba DECKOHATHO JAJIEKY PaBaH.

2.2.2 TloaynmpocTopHU MOeJ XUIMepOoJNYKOr IpocTopa

Koncrpyuncarme momynpocTopHOr Mojiesia XUIepOOJINIKOT TPOCTOPa N3Be-
mheMo y MOTIIYHO] aHAJIOTUjU JBOANME3NOHOT ciiy4aja. Hamme, nuBepsujom
y oxmocy Ha cdhepy hemo IToenkapeoB MUCK MOEJ IPECTUKATH y IOJIypa-
BAHCKHU MOJIEJ.

Hexka je zarama cdepa K u paBan m koja je momupyje vy tauku O. Hexka
je mauka S mmjamerpasno cynpotHa tadku O. WuBepamjom 1 y omHOCY Ha
cdepy ca cpemurrem S u nogynpeanukom SO, chepa K 6e3 Tauke S ce 1pe-
CJIMKaBa Ha paBaH 7, a YHYTpaIIbocT cdepe Ha oTBopeH nosytpoctop II ca
pybHOM paBHHU T, JOK ce Tadka .S, 110 JOrOBOPY, IPECIUKaBa y OECKOHATHO
Jajieky Tadky mpase onpehernom Tadkama S m O Koja ce HaJIa3W y IOJIY-
upocropy I, nazopumo ra npasai v. lakie ancoayra momena je m U {v}.
OBakBO mpec/inKaBambe je OujexImja.

Hazosumo morympoctop II h-npocmopom, a cBaky meroBy Tadky h-mavu-
xom. Kaxo mHBe3mja uyBa yrioee To he ce h-paBHu ymyTpammocTu cdepe
K npeciukaru y nosnycdepe (Coauka 22) nim nouaypasau (Ciuka 23) mosty-
npoctopa I, ynpaBHe Ha pyOy moJIylpocTOpa, Ha PaBHU T.

Chauka 22: KoHCTpyKIja MOJIyIIPOCTOPHOD Mojesia u3 IloeHKapeoBor mucK
MoOJieJia, KOpUITNEemeM HHBep3uje y ofHocy Ha cdepy - jgobujeHa h-pasan je
rosrycdepa
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W3 ucror paszsora he ce h-npaBe yuyTpaimoctu cdepe MpecaukaT y
ITOJIYKPYTIOBe WJIM TOJIyIIpaBe yIpaBHe Ha paBHU 7. llpumernmo jga he ce
jemuno h-paBuu, omHocHo h-tipaBe, ymyTpammocTu cdepe K Koje caiprke
HenTap MHBep3uje S IPECINKATH y HOJypaBHH, ojHocHo nosrynpase!l. o-
bujerne mosycdepe, OIHOCHO IOJypPaBHU, HA30BUMO h-pashuma, a Jgo0ujene
MOJIYKPYTOBE, OJTHOCHO, TIOJYTIPaBe A-npasama.

Chnuka 23: Koncrpykiuja mosynpocTopHor Mojena u3 [loernkapeoBor mauck
MoJiesia KopuiithemeM WHBep3uje y oaHocy Ha cdepy - mobujena h-pasan je
[IOJIypaBaH

Ha kpajy, yBeanmo pacmope]i Tagaka U MOAYAAPHOCT ITapoBa TadaKa I1o-
JIyPaBaHCKOT MOJEJa.

Hedbununmuja 10. Axo je mauxa B h-npocmopa ynympawrocmu chepe K
h-usmehy mavaxa A u C, mada hemo 3a cauxy B1 mauwxe B pehu da je
h-uamehy caurxa A1 u C1 mavaxa A u C y uneepauju 1 u nuwemo:

Bi(A1, By, Ch).

Hedbununmja 11. Axo cy (A, B) u (C,D) h-nodydapru naposu mavara
h-npocmopa ynympawreocmu chepe K, mada hemo 3a napose (A1, B1) u
(C1, D1) pehiu da cy h-nodydparu naposu mauaxa h-npocmopa 11 u nu-
wemo:

h
(A1, B1) = (C1, D).

N Tpphere BaxKu jep ce ImeHTAp HHBEP3Uje CIINKA Y GECKOHAMHO AJIEKY TAYKY Ha OCHOBY
Harmomene 2.
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Ormpasiarme 3a NPeTXOHY JeMUHUIINA]Y MOKEMO BUJIETH Y IIOTIIYHO] aHa~
JIOTUjU Ca IBOJAMMEH3NOHUM ciy4ajeM. Hamme, ako oCToju HU3 WHBEP3Uja Y
onuocy Ha cdepe yrpaBHe Ha J TaKBUX J1a ce KOMIIO3UIIA]OM TUX UHBEP3Uja
nap radaka (A, B) npeciukasa Ha nap (C, D), Taja 10CTOju U HU3 UHBEP-
3Mja y OJHOCY Ha cjuke THX cdepa y uHBep3uju ¢ (momohy Koje cMO of
[ToerkapeoBOr JUCK MOjesa JOOMIN Oy IIPOCTOPHA MOJIEe) TAKBHUX JIa Ce
KOMITO3UIINjOM TUX WHBepsuja map tadaka (Aj, B1) = ¥ (A, B) h-npocropa
IT npecimkasa nHa nap radaka (Cy, D1) = ¢ (C, D) ucror npocropa.

Ha ocnoBy ozespka 2.2.1 cucrem h-ragaka, h-ipaBux, h-pasuu, penamnuja
h-uzmehy u h-tiojtytapHOCT IapoBa Tavaka IIpOCTOPa YHYTPAITHOCTH chepe
K 3amoBosbaBa akcuoMme xuiepbosmakor mpocropa (Iloerkapeos mauck mo-
nen). Umajyhu y Bugy na ce mnsep3ujom 1 nomenyre h-rauxe, h-npase u
h-paBum mpeciukapajy pemom Ha h-tauke, h-mpase m h-pasuu h-mpocrtopa
II u kaxko mHBep3uja dyBa pesaiujy h-uzmehy u h-togynapaoctu maposa Ta-
vaka h-ripocropa I (#a ocnoy ledununuje 10 u dedununuje 11) crora he u
cucreMm h-tagaka, h-npasux, h-papuu, penanuje h-msmelhy u h-momxymaproct
mapoBa Tadaka h-mpocropa Il Takobhe 3a0BO/baBaTH aKCcMOME XHUIIEPOOJIU-
ykor mpocropa. Jakie, h-pasan II je momen xunep6osmakor H? mpocropa
yHYTap eyKauackor K3 1IpocTopa Koju Ha3HBAMO NOAYNPOCMOPHU MOOEA.

ITocmaTpajmo cajia CHOI HapaJjeHuX PaBHU MOJIEJa M YOUUMO IPOU3-
BOJbHY Tauky Mojesa. CKyIl cuKa Jare Tadke y paBaHCKUM pedJiekcrjama
y OJIHOCY Ha PABHU MOCMATPAHOT CHOTIA PaBHU Ha3wBaMo opucgepom. Opu-
cdepa y 1aTOM MOJETy MOXKe 6UTH eyKJinjcka cdepa Koja moaupyje pyoHy
paBaH Mojiesla Y TadKd KOjy HA3WBAMO CPeJUINTEM OpHucdepe, YKOIMKO Cy
paBHU CHOIIA eyKJIUJICKe ojiycdepe, WM paBaH mapajeiHa pyOHO] paBHU
MoOJIeJia, YKOJIMKO Cy PaBHE CHOIA eYKJIMJCKe MOJypaBHU. Taja je cpeu-
mre opucdepe 6ECKOHAYHO JjlajieKa Tadka ojpeheHa mpaBnuMa MoIyIpaBux
yIpaBHUX Ha PyOHY paBaH MOJEJa, OJHOCHO IpaBall v. Takohe, HarmroMeHUMO
Jia ce Ha opucdepu peasusyje eyKJInJICKa NreOMeTprja, a JOKa3 Tora MOXKE ce
nahn y [2].

Ucraknumo jorr ma ce Ha OCHOBY METPHKE U3BOJU €JIEMEHT JIy?KUHE MO-

JieJ1a. Kao
dx? + dy? + dz?

ds® = 3 ,
z
OJTHOCHO €JIEMEHT 3alpeMuHe:
drdydz
dVv = 3
z

3 IloBpmmHa XuUNepo0JINIKOr TPOYTJjIa

Ograj omespak mocseher je JokasuBamby (GOpMYyJie TOBPIIMHE TPOYTJIa XU-
epbostmuke reomerpuje. [Ipenusnuje, akmmeHar je Ha cCaMOM ITOCTYIIKY, OTHO-
CHO WJeju J0Ka3a, jep he ce candaH, yOIIITeH Yy TPOJAUMEH3UOHOM CJIYYajy,
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KOPUCTUTH Y JIOKa3UBarby (hopMyJie 3a MOBPIIUHY TeTpae/pa XUIepOOTIHIKe
reoMeTpHje.

[Ipe Hero mTo KpeHeMo Jia ce 6aBIUMO MTOBPIITMHOM TPOYTJIa XUTEPOOTHIKE
PaBHU YBEIUMO IojaM dederma mpoyzia.

Hedbununmuja 12. Hexa je dam mpoyeao NABC xunepbosuvke pasHu ca
YHYMPAGUIHUM Y2A08UMG v, B U 7y, mada dedhexm mpoyesa NABC, y o3nauu
S(AABC) uau camo §, dedpuruwemo ca:

d=m—a—0—1.

Hanomena 3. Kaxo je 36up ynympawreux y2a08a Tunepbosuskoe mpoyeia
cmpozo maru 0d T, Mo je deerm mpoyesa cmpozo no3umusat bpoj.

Caza MOXKeMO (POpMyJIUCATH TeOpeMy Koja ce THYe MOBPIINHE XUIepHho-
JITYKOT TPOyTJIa, KOjy NeMo JoKa3aTh y HEKOJUKO KOPaKa.

Teopema 4. Hexa je dam mpoyzao NABC zunepboaruuxe pagnu ca yHy-
MPAWHUM Y2A08UMA O, B U Y, Mmada je nospwuHa damoz mpoy2ia jedHaxa
re2060M deexmy 0.

Hoxka3z: Ilpe cera, mpumeTnMo Jia je Ha OCHOBY IIPETXOJIHE HAIOMEHE Jie-
dexT TpoyTJia CTPOro MO3UTUBAH OPOj IITO UMa CMUC/IA jep Ce PaJU O MOBP-
muHY Tpoyria. KpeHuMo ca JO0Ka3uBambeM TeopeMe 3a KOju CMO IIPETXOIHO
HajaBujIu Ja NeMo U3BPIIUATY y HEKOJIUKO Kopaka. Hanmomenumo jorr ja hemo
IIPUJINKOM JIOKa3UBarha TeopeMe PAJUTU Y MOJIyPABAHCKOM MOJIEJLY.

IIpsu xopax: Iokazahemo na je mara ¢opMmysia TadHa y CJIy4ajy Mpa-
BOYIJIOI aCUMITOTCKOI' TPOYIJIA XUIIEPOOJIMIKE PABHU Ca JBa HECBOjCTBEHA
Temena. llocmaTpajMo jeman TakaB TPOyrao XUIepOOJMIKEe PaBHHU dhje Cy
cTpaHuIle ojipeheHe XUMepOOJTMIKIM ITPaBaMa, y MOJIEY IPEICTABILEHNM 10~
nykpyrom y = /1 — 22 nu npasama z = 0 u & = 1, OJJHOCHO YHmja Cy TeMeHa
A=1(0,1), B=(1,0) u C 6ecKOHAYHO JlajieKa TauKa eyKJMJICKUX IIOJIyIpa-
BUX YIPaBHUX Ha alCOIYTH. Taja cy yHyTpaimby yriosd o = /2, f =0 u
~v = 0, o goroeopy jep cy B u C' HecBojcTBeHa TeMeHa, a jederr 0 = /2.
[Torpe6Ho je nokazaru ja je Pa = /2.

Cruka 24: IlpaBoyriin acCHMIITOTCKH TPOYTao ca JBa HECBOjCTBEHA TEMEHA
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Kopucrehu pa je eeMeHT MOBpINUHE y MOJIYyPABAHCKOM MOJENY JIaT Ca

dA = dzgly U IapaMeTpu3anyjoM noppmmune Tpoyria ca: 0 < x < 1;y >

V1 — 22 uspadyHaBaMO HOBPIIMHY TPArKEHOT TPOYTJIA;

1

1
PA://2dxdy:/</ d:g>d$
AY 0 y>vV1—22 Y
1 | o
/(=
0

1
1
dr = / ——dx
‘/1_$2> 9 v1— ZL‘2
= arcsinx

1

=T _ §(AABO),
0 2

mTo je u Tpebasio gokazaru. MehyTum, mocraB/ba ce nutame 1a ju je dpop-
MyJia TadyHa U y CJIydajy Ka/Jla cy JiBa HECBOjCTBEHA TeMeHa, IIPABOYyIJIOr TPOY-
rJia Tadke pybHe mpaBe Mojiena. [locmarpajmo jeman Takas Tpoyrao AABC
koMe cy TemeHa B u C' Ha py6HO] nmpaBoj Mmomena. Ilocmarpajmo mHBEpP3Ujy
y OjiHOCY Ha KpyT k umju je nierTtap Tauka C Koju cajap:xku Taduky A, jenuny
cBOjCcTBeHY Tadky Tpoyriaa. Kako je C IieHTap WHBep3Wje OH Ce CJUKa y
OECKOHAYHO JAJEKy Tadky, Tadka A ce Hajmasm Ha Kpyry WHBEp3Hje Te je
ona pUKCHA, JIOK ce Tauka B ciauka y Tauky B’ Koja ce Takohe Hasasu Ha
py6HOj ipaBoj Mmozena. Jlakie, musep3ujom, Tj. h-pedIeKCHjoM paBHU CMO
[IPaBOYIJIM HECBOJCTBEHW TPOYTrao Ca JIBa HECBOjCTBEHA TeMeHa Ha pPyOHO]
npaBoj mozena, Tpoyrao AABC, npeciukann y npasoyrin (jep nHBep3uja
ayBa yriose Mel)y kpyrosuma u npasama) tpoyrao AAB'C’ uuje je jemmo
HECBOjCTBEHO TeMe TadKa KOja OJ[roBapa IPABIUMA IOJIYIIPABUX YIIPABHUX
Ha pyOHY TIpaBy MojieJia.

Cnuka 25: IlpecinkaBarme TpaBOyIJIOr HECBOjCTBEHOT TPOYTUIA €A JIBA TEMEHA
Ha pyOHOj IIpaBOj MOjea y TPOYTrao Uhje je jeTHO HeCBOjCTBEHO TeMe TadKa
pybHe TIpaBe Mojesa
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OBuM cMO J1I0Ka3aJI1 J]a Cy TaKBa J[Ba TPOYTJIAa XUMEPOOTUIKYI Oy IAPHH
Te UMajy jeJHaKe MOBPIIUHE, CTOTa (POPMYJIa HOBPIIUHE BAXKU 32 CBE IIPABO-
yIJjie TPOYIJIOBE Ca JBa HECBOjCTBEHA TeMeHa. JIpyru HauuH Jia ce TO BUIU
JIEXKW y UNEEHUIN Ja CBU TPOYTJIOBH OBOT THIIA UMAajy HO/yAapHe yIJIOBE Te
Cy XUIepboInIKU OAYIAPHH, [1a Cy UM U HMOBPIIUHE je/IHAKE.

Mehyxopax: HokazKuMO UCTUHUTOCT (POPMYyJie 38 aCUMITOTCKH TPOYTao
ca JIBa HECBOjCTBEHA TeMeHa YUju yrao Huje Hy»KHO IpaB. Heka je Taj yrao a.
[Tocmarpajmo jean TakaB TPOYTao y MOy PABAHCKOM MOJE/IY UMja Cy TEMEHa,
A= (be),b>? +c®>=1,¢>0, B=(1,0) u C GeckoHAYHO Ja/TeKa TadKa
eyKJIMJICKUX TIOJIYIIPABUX YIIPABHUX HA AlCOJyTH. Be3 yMarmema OIIITOCTU
IPETIIOCTABUMO Jla je & > 7/2, nokas 3a o < 7/2 ce U3BOAU y HOTIIYHO]
QHAJIOTHjHU.

A[ " ;‘lh ;-

-
\_,

B M

Ciuka 26: AcuUMITOTCKH TpOyrao ca JBa HECBOjCTBEHA TEMEHa W YHYTpPa-
ITEBUM YTJIOM (¢

HedexT youenor tpoyria je § = m — . V3padyHajMo HEroBy TOBPITHHY
CJIMYHUM TIOCTYIIKOM Ka0 y IIPBOM KOPAaKY:

1
1 d
PA—//zda:dy—/</ g)da:
AY , y>vV1i—22 Y

1 1

-J37

)dm—/ldx
Via? V1—a?
= arcsinx

b

™ .
= — — arcsinb.
b 2

Uspauynajmo b nmajyhu y Bujiy ma je yrao o yrao koj temena A xu-
nepbosmuakor Tpoyriia AABC. Heka je M mpecek alcoyiyTe u IpaBe Koja
canpxku A u ynpase Ha mosynpednnk OA. Eykamjacku ryiejlaHo, TO 3HAYN
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Ja je a yrao uamelly AAy u AM, meljyrum, tana je L AM My = m — o 3601
napaJiesHocTu Kpaka, na je L AMO = a — /2. Heka je LAOM = (3, tana
je B =7 — a. Ca apyre crpane b = cos 3, mro 3uaun ja je b = cos(m — a),
opHocHO b = — cosa, 1j. b= —sin(7n/2 — a) = sin(a — 7/2). Bamemyjyhin To
y Iperxoany popMmyi1y Ho0ujamMo:

Pp = g — arcsin(sin(a — 7/2)) = % —a+ g =71 —a=0ALABC).

AHAJIOTHO TIPETXOTHOM KOpaKy, Moryhie je mokasaTu na je JoKasuBambe (op-
MyJie 3a u3abpaHOr MPEICTABHUKA MTOBJIAYTH BAJIUIHOCT (POPMYJIE U 38 OCTAJIE
TPOYTJIOBE OBOT THUIIA.

Apyeu xopar: Y 0BOM KOPaKy JTOKA3yjeMO T€OPEMY y CAYUajy Jia je TPO-
yrao takobe MpaBOyI/IM M ACHMIITOTCKU, ajIf Ca jeJHIM HECBOjCTBEHUM Te-
MeHOM. Kao u y npeTxoqHoM KOPaKy youruheMo MOTOIaH TPOyTrao U Ha HeMy
nokasartu TBpheme Teopeme. Hamme youenu Tpoyrao he mocra guawnty Ha
nperxoaau, Temera cy A = (0,1) u B = (1,0), g0k je reme C' npousBosbHa
Tadka npase £ = () Koja ce HaJA3W y MOJENy TaKo Ja je, 0e3 yMamerma Oll-
mroctu, |C| > 1. Kako mocroju mosykpyr koju cajapxu tauke C' u B, a
qnje je cpenuinTe Ha pybOHO] mpaBoj Mojena, To je Tpoyrao AABC nobpo
KOHCTDYHCAH.

Cruka 27: IlpaBoyryin acUMITOTCKH TPOYTaO Ca jeJIHUM HECBOjCTBEHUM Te-
MeHOM, B, mpeJjicTaB/beH y I0JIyPaBAHCKOM MOJIEIY

Yuyrpammwu yriaosu AABC cy a = m/2 ko Temena A u 7y KOJI TeMeHa
C, 70K je, O JIOTOBOPY, yrao Koi TeMeHa B Mepe Hy/a jep je B HecBoj-
crBeno teme. Tume je medekr § =1 — /2 — v, 1j. 0 = /2 — . Y nusby
JOKA3WBamba Jia je MOBPIIUHA OBAKBOI TPOYIJIA jeJHAKA FHErOBOM JedeKTy
mocMaTpajMo sBa momohua tpoyria AABD uw ABCD, tre je teme D oBux
JIBAjy TpOYTJIOBa BECKOHAYHO JjlajieKa Tadka npasux € = 0, ogHocHO & = 1.

[Mospmmny tpoyria AABC MoXkeMO BHJAETH KaO PA3/NKy TOBPIITHHA
AABD u ABCD, 06a acHMITOTCKa Ca II0 JBa HeCBOjCTBEHA TeMeHa, Unja je
MOBPIINHA jeHAKA TedeKTy Ha OCHOBY MPETXOIHOT KOpaKa, Ma je:
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P(AABC) = P(AABD) — P(ABCD) = §(AABD) — §(ABCD)

=r—g—(r—m)=5—(r—(7—1))

AHAaJIOrHO IIPETXOJHUM KOpalluMa, JI0Ka3yje ce J1a (pOpMyJia IIOBPIIHHE
BaKW 3a CBEe TPOYIJIOBE OBOT THUIIA, & HE caMO M3aOpaHOT MPEeICTABHUKA.

Mehyxopax: Jlokaxkumo 1a je MOBPIITHHA ACUMIITOTCKOT TPOYyIJIa ca jes-
HUM HECBOJCTBEHUM TEMEHOM, He 0DOaBE3HO TPABOYIJIOT, jeIHAKA HETOBOM
nedekry. Younmo jeman takas Tpoyrao AABC kome je perumo C' HECBOj-
CTBEHO TeMe, W YHju Cy YHYTPAIIHY YIJIOBA v U 3. YOUNMO TIPaBy yIPaBHY
Ha paBoj onpeheny crpanutiom AB, a mapaJeHy npasama ojpeljeHnM cTpa-
nunama AC u BC.

i : ’—_‘ i}

Crnuka 28: ACHMITOTCKH TPOYTaO Ca jeTHUM HECBOJCTBEHUM TEMEHOM W Fhe-
roBa ,BUCHHA

[Ipasa ynpasna Ha A B KOja caIpKu HECBOjCTBEHO TEME Cete TPABY OJIpe-
Deny Taukama A u B y Tauku Koja npunaja ayxku AB unum je BaH e, 3aTO
pasimkyjemo jBa ciaydaja (Ciomka 28). 3a norpebe oba ciydaja uspady-
najmo nospumne Tpoyriosa AAC'C u ABC'C ox kojux cy oba npasoyriia
ACUMIITOTCKa C& JeJJHUM HECBOJCTBEHMM TE€MEHOM, 1a UM je TOBPIINHA je]l-
Haka JedeKTy.

Iro ce Tudae mpBOT CjIydaja MOBPIIUHE TPayKEHUX MMOMONHUX TPOYIJIOBA
cy: P(AAC'C) =7 —a— 5§ = F — «, u noruyno ananorao P(ABC'C) =
5 — B. Crora je:

P(AABC) = P(AAC'C) + P(ABC'C)
. T T
— 1 —a—f=3§AABC).
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Y apyrom ciydajy nospmmmbe nomolinux tpoyriosa cy: P(AAC'C) =
s

m—a—% =% —a, 10K je, y3 manomeny 1a je ' = m — 3, P(ABC'C) =
T—ph—-5=5—-—7m+p=-5+p. Canaje

P(AABC) = P(ANAC'C) — P(ABC'C)
T 7r
= 5 —a+ 5 - ﬁ
=1—a—[F=050LABC).

Tpehu xopax: Cala g0Ka3yjeMo TeOpeMy 3a IPAaBOYIVIM TPOYrao Koju
HEeMa HecBOjcTBeHHX TeMeHa. Heka je To Tpoyrao AABC kome cy TemeHa
A = (0,1), C = (0,a),a > 1 u Tauka B Ha JyKy jeUHUIHOT Kpyra KOju
ce HaJIa3W y MPBOM KBaJIPAHTy, Kao IITO je NPUKA3aHO cjegelioM cimKoM.
YHyTpalliby yIJIoBE OCMAaTPAHOT Tpoyria ¢y & = /2,  u -y, na je pedexr
jemHak 0 = /2 — 3 — 1.

Cnuka 29: IlpaBoyrau tpoyrao AABC npejcTaB/beH y MOJTypPaBaAHCKOM MO-
Aeny

Younmo nomohiny Tauky D = (1,0). Taza je noBpuimHa TpazKeHor Tpoy-
ria AABC jennaxa pazsuiu nospiinaa Tpoyryiosa AADC u ABDC'. Tlpu-
METHUMO JIa CY TO ACUMITTOTCKY TPOYTJIOBHU Ca, 10 jeTHUM HECBOjCTBEHUM TeMe-
HOM 4YHja je IIOBPIINHA, Ha OCHOBY IIPETXOJIHOL, jeJHaKa jiedeKTy. YHyTpa-
msn yriaosu tpoyrina ABDC cy ADCB = e u £DBC = 1 = m — [3,
JIOK je TeMe D HecBojcTBeHO. YHyTpammsu yriosu Tpoyria AADC cy
ADAC = 7/2, ADCA = ADCB + £{BCA = ¢ + 7. Cazga moxeMO ns-

PadyHaTHU HOBPIINHY TPaxKEHOI' TPOoyTIJIa:
P(AABC) = P(AADC) — P(ABDC) = §(AADC) — §(ABDC)
=t -+ —(r—c—B)
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ClMYHO TIPETXOHUM KOPAIUMa U3 BAJIUIHOCTA (DOPMYJIe MOBPIIUHE O-
Bako n3a0paHOr IPeICTAaBHUKA CJIe/IM BAJMIHOCT (POPMYJIE 38 CBE TPOYTJIOBE
OBOI' THUIIA.

Yemepmu xopax: Heka je mar npousposban Tpoyrao AABC 6e3 HecBOj-
cTBeHHX TeMeHa. IlocMaTpajMo BUCHHY JATOr TPOYIJIA U3 IIPOU3BOJHHOL Te-
MeHa Tpoyrja. Taja MOory HacTyHNUTH JBa Caydaja, Moryhe je ma yodeHa
sucuna npunaza (Ciauka 30) wian He Upunaja yHYTPAIIHO] 00JIACTH TPOY-
ria (Ciuka 31).

IIpBu cioyqaj: Ykomuko sucuna Tpoyriaa AABC, CC’ ma npumep, npu-
majia yHyTPAIlboj 00JIaCTH TPOYIJIa TaJla je TPOyrao BUCHHOM IIOJIEJbEH Ha
nBa npasoyria rpoyriaa AACC' n BCC! (Cnuka 30), naxse mospimHa Tpa-
JKEHOT TPOYTJIa je jejiHaka 30upy MOBPINHHA JIOOHjEHUX TPOYrJIoBa. 3a Jo-
OujeHne mpaBoOyIJIe TPOYIJIOBE j€ MPETXOIHO JTOKA3AHA TEOpeMa, Ia UM je I0-
BpIIuHa jeaHaka JedekTy. Heka cy «, S W 7 yHYTpallmbu YIJIOBH JATOT
Tpoyria, taja je jedexr §(AABC) =71 —a — [ — 7.

Chauka 30: Ilogena Tpoyria BUCHMHOM KOja HPHUIAJA YHYTPAIIHO] 00JaCTh
TpOyTJIa

Yuyrpamsu yraosu tpoyriaa AACC! ¢y a, /2 u 1, JIOK €y yHYTPaIIibI
yraiosu tpoyriaa ABCC' B, w/2 u v2, y3 nanomeny aa je v = 1 + v2. Taza
je:

P(AABC) = P(AACC') + P(ABCC') = §(AACC!) + 6(ABCC')
7r m
=r-—g-a-mtr-—5-f-m
=1r—a—p—v=0LABC).

Hpyru ciydaj: YKOJUKO BUCHHA TPOYTJIA HE IPUTIAJIA YHY TPAIIH0]j 06J1a-
ctu mocmaTpanor Tpoyria AABC «uju cy yHyTpaIibi yIJIOoBY &, 3 U 7y, Taja
rakohe younmo sBa npasoyria tpoyria AACC' u ABCC’ (Cnuka 31).

[ToBpiHa TpazkeHOr TPOyIJIa jeJHaKa je PA3JIMIU MOBPIINHA OBa JIBa
TPOyIJIa YMjU Cy YHYTpPAIlbu yrjioBu o, 7/2 u vy + ', onnocuo (1, /2 u
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Cauka 31: Tlogesna Tpoyriia BUCHHOM KOja He IIPUIIAJa yHYTPAII0j 00IaCTh
TpOyTJIa

~' y3 manomeny na je 8+ 1 = w, omaocHo 51 = w — 3. HedekT TpazkeHor
tpoyriia AABC je §(AABC) =71 — a — 8 — 7, a NOBpIIAHA:

P(AABC) = P(AACC") — P(ABCC') = §(AACC") — §(ABCC)
T 7r
:W—g—a—(’Y‘FV/)—(W—g—51—’/)
Ly S LI /
=5 -a=7=7 2+7r B+
=1—a—p—v=0LABC).

Ilemu xopax: Y mocieameM KOpaky JgokazaheMo TeopeMy y Clydajy
ACMHIITOTCKOI TPOYIJIa KOME Cy CBa TPH TeMeHa HecBojcTBeHa. Kako cy
10 JIOTOBOPY I-EMOBU YHYTPAIIEbUM YIJIOBH Mepe Hy/la, TO he Heros JedekT
outu § = . TakaB Tpoyrao ce BUCHHOM 13 OMJIO KOI' HECBOjCTBEHOI TEMeEHa,
KOja je y cTBapu MOJIylpaBa yIIpaBHa Ha jeHO] CTPAHUIIN, a MapaJsiejHa Ipe-
oCTaJIUM JBEMa CTPaHUIIaMa TPOYTJia, MOYKe IOIEJUTH Ha JIBa IpPaBoyIJia,
Takolje acuMITOTCKa TPOYIUIA, aju ca jBa HecBojcTBeHa TeMeHa (Cinka 32).

Cnuka 32: Ilogena acMMTOTCKOT TPOyIJia Cca TPH HECBOjCTBEHA TEMEHA Ha
JIBa IIPABOYIJIa Ca I10 JIBa HECBOjCTBEHA TEMEHA
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[ToBprmHy TakKBOT TPOYTJIAa CMO MPETXOJHO, ¥ MPBOM KOPAaKy HM3pady-
HaJII, U OHA je jejiHaKa mweroBoM Jedekry koju je 6 = /2. Crora je no-
BpIIHHA MTOYETHOT TPOYTJIA jeHaKka 36Upy MOBPIIIMHA OBaKBa JIBa TPOYIJIA,
ojtHOCHO 30upy oarosapajyhux medexara

m m
P:— —_ = = A.
AT T, =T 5(D)

OBuM je Teopema y TOTIYHOCTH JOKA3aHA. (]

4 TpancuenaentHa dyHKNuja JlobadeBckor

Tlociie yBogHMX KibWUTa MUCAHUX y [UJBY H3BODerma reoMeTpuje 3acHO-
BaHy Ha m3MemeHoMm nerom EykiumoBom noctysiary, Hukomaj Jlobauescku,
3a cBedany cnomenuily Kazamckor ynuBepauteTa 1855. TojuHe THUIE paJl
nocselien xunepbosmakoj reomerpuju, pas [7]. Ty Jlobauescku yBoau mojam
yIla Mapaie/IHOCTH JIy»Ku (IIPEeTXOJHO HOMEHYTe y pajly) U JoKa3yje Ja je
3agaT popMysIoM:

II(z) = 2arctane™ *.
[Topes oBora, JlobaueBcku u3BomM hopMysie XUIIEPOOTHIKE TPUTOHOMETPH]E,
JloKazyje Jia je reomeTpuja opucdepe nCToBeTHA eYKJINJICKO] reoMeTpuju. Ba-
Behu ce MepemeM y reoMeTpHju, T0Ka3yje Ja je MOBPIINHA TPOYIJa je/IHaKa
BEroBoM JiebekTy, a 3a u3padyHaBambe 3alpeMuHe TeTpaeipa, UUHEHUIE
KOjy Hac y OBOM pajly HajBUINE 3aHMMa, KOPUCTH TPAHCIEHJEHTHY (QYHK-

nujy: ,
L(G)—/ log | sec y| dy.12
0

MebyTnm, 3a nmorpebe oBor pajia, KOpucTHheMo MaJjo U3MeEmhEHyY, Takohe
TPAHCHEHJCHTHY DYHKIH]Y:

0
JI(0) = —/ log |2 sin t|dt.
0
JlBe moMeHyTe TpaHCIEHICHTHE (PYHKIH]e TOBE3aHE CY Ca:

0
L(9)=/ logsecydy =J1(0+2) +0log2, salo] <.
0 2 2

Honedbunummmo byuxnujy y nymu ca JI(0) = 0. Youumo ja je unre-
rpas y nedunnmmju dyukuje JI(0) HecBojcTBeH 3a CBaKM yMHOXKaK Opoja
m. Yupkoc ToMe, jgokKazahemo jia je jarta (pyHKIHMja 100po jneduHUCcaHa U
HEeIpeKuIHa 3a cBako #, Tj. mokaszalieMo nma maTu WHTErpaJ y KPUTHIHIM
cJIydajeBUMa, KOHBEPIHPA.

1

Psecy = -
cos T
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Heka je z € C u Heka je meros apryment arg(z) € (—m,m). Tazga je Ha
OCHOBY hopmyJie:

log(1—z) =log|l — z| +iarg(l — 2)
dyukmmja log(l — z) amammrunuka. Besy mamehy nperxogmor jmorapurma u
dbyukuuje JI(0) nara je caenehiom gemom.
Jlema 1. Axo je 0 < 0 < 7w, mada:
log(1 — €%%) = log(2sin 0) + i( — 7/2).

Hoxkaz: I[Ipumerumo cireehn Hu3 jegHakoCcTn:

1—e?® =1—(cos26 +isin26) =1 — (cos? @ — sin? ) — 2isin h cos
= sin® @ + cos® f — cos® § 4 sin? O — 2isin O cos 0
= 2sin?f — 2isinf cos § = 2sinf (sinf — i cos )
= 2sinf [cos (0 — 7/2) +isin (0 — 7/2)].

JlorapurMoBameM HOCIEIbe jeJHAKOCTH JT00UjaMo:

log(1 — €2) = log (2sin #) + log [cos(0 — 7/2) + isin(f — 7/2)]
= log (2sin ) + log | cos(§ — 7/2) + isin(6 — w/2)]
+ darg [cos(0 — m/2) + isin(0 — w/2)]
= log (2sinf) +1log1l +i (0 — 7/2)
=log (2sinf) +i (0 — 7/2),

YUME CMO JTIOKA3AJIN JIEMY. O
[Mocmarpajmo namwe dyHKIW]y ¢(w) gedunncany Kao:
—log(1l — w)
(W) = ———.
w

[Tocmarpana dyuknuja nma cuHryaapureT y w = 0, KOju je OTKJIOILUB U3
YUIHLEHUTIE 1A je

lim w ¢(w) = 0.

w—0

Ha ocnosy Tejnoposor passoja:

w
-1 —w) = =z
og (1 —w) g —, da lw| < 1,
n=1
3aKJby4dyjeMO J1a
log (1 — 1
plw) =~ Lo
w w
wn




na je dyHkimja ¢(w) Takohe aHATUTHYIKA.
Hedunumumo caja anaauTudky dusozapumamcky gyrrkyugy Lis(z) Kao

Lis(2) = /0 " (w)do.

. n—1
Bamenom mpeTxoHo gobujenor, ¢(w) = Y “
n=1
JIorapuTaMcke (PYHKIje M MHTErPaIijoM CTEHEeHOr Pe/ia YJIaH 110 YIaH Ha

obJtacTy KOHBEpPreHmuje 100mjaMo

, 32 |w| < 1, y nedununujy

z © wnfl et zwnfl
Lise) = [ 3 o=y [
0 n=1 n=1 0
0 n X n
w z z
:Zl(nz 0>:Zn2, sa fu < 1.
n=

n=1
Heka cy € u 6 peasau 6pojesu taksu 1a je 0 < € < § < w. Ilocmarpajmo
KpuBe «, U 7y mapaMeTpH30BaHe Kao:

alp) =pe*0<p<ly BE)=e"e<&<; v(p)=pe 0<p<l.

Cuimmka 33: Tauke A = 6226 unC = 6216 KOMIIJIEKCHE paBHH, KaO 1 KPpUBE (¢
) )
n -y

Kako je ¢(w) anamuruuka QyHKIMja, Taja BayKu:

/a H(w)de + /ﬁ H(w)du = / o(w)do,

OTHOCHO

/ﬁ 6(w) du = / b(w) deo — / b(w) do,
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rma uMmajyhu y BujIy KpuBe < U 7y J00HjamMo

/q> dw—/¢dw/¢

_ LZ ( 210) LZ ( 226

Veegumo emeny w = €2 y unrerpaiy [, ¢ 5 d(w) dw, Tana je dw = 2ie? | na je
do — 2;3“ dt = 2idt, na zamemyjyhn ¢(w) = —w J061janMo

/¢ /log (1-w) CZU /69 log (1 — €2i) 2idt

= — /G[log(Q sint) +i(t — w/2)] 2idt

= (t* — mt) '

0
—Qi/ log (2sint) dt.
€ €
3aro je
6
€

0
—2@/ log (2sint)dt = Lig(e*?) — Lio(e¥€) + (nt — %)
€

Kako je Lio mHenpeknna pyHKIUja HA JIMHUIHOM KPYTY 3aKJbyUIyjeMo Jia
HECBOjCTBEHHU MHTEerpa

0 0
/ log (2sint) dt = lim log (2sint) dt
0

e—0t J¢

KOHBeprupa, 1a je dyuknuja JI(0) nobpo nedunucana 3a cako 0 < 6 < w u
BazKn

2iJ1(0) = Liy(e*%) — Liy(1) + 70 — 62.
Uspauynajmo Bpeanoct dbyukimje JI(6) 3a 6 = 0 kopucrehn nobujeny dop-
MyJIy:

2iJ1(0) = Liz(e*°) — Lig(1) + 7 - 0 — 0
= Liy(1) — Lig(1) =0 =0,

IITO Ce MOYy/Iapa ca IPeTXoAHo aoaedunncanoM Bpeanomhy dynkmnuje JI1(0)
y myau. [ymrajyhu ga 0 — 7 nobujamo ma JI(0) kouseprupa 3a § = m u ga
je
JI(7) = Lig(e¥™) — Lig(1) + -7 — m°
= Liy(1) — Lig(1) + 72 — 7% = 0,

na dopmyma 2i J1(0) = Liz(e*?) — Lig(1) + 76 — 0% Ban 32 0 < 0 < 7.
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Teopema 5. Qynxuyuja JI1(0) je dobpo defunucara u nenpexudna 3a c6arxo
0. Ilmasuwe, gynxyuja JI1(0) je nenapna u w-nepuoduvna.

Hokaz: Kako je uz nperxozguor uzsohema JI(0) = 0 = JI(7) u u3 unmenure
na je log|2sin 6| nepunopmana ca nepuomoM 7 (rpybo pedeHo, mepuojndHa
je u3 ummeHune na je pyHKImja sin & mepuoandHa, a Mepuoj je m 300r ai-
COJIyTHE BPETHOCTH CHHYCHe (DYHKIHje) To je (DyHKIMja TePHOIMIHA Ca TIe-
puosioM 7, na je camum tuM JI(#) n106po jedunncana U3 T HEPUOIUIHOCTH
dbyuknuje u 106pe gedunncanoctn 3a 0 < 6 < 7 (oxHOCHO BpeaHOCTH DYyHK-
mjy JI(0) u3 0 < 6 < 7, w-upojyxKyjemo u qo6ujamo J1ebuHIUCAHOCT 38 CBAKO
0 € R). Kako je log|2sin 0| napua dyukimja o je 360r npejzHaka MUHYCA
JI(0) menapua. O

Teopema 6. 3a csaxu uyeo 6poj n € N, funkcija JI(0) 3adosomasa:

n—1

JI(nB) = nz JO + jm/n).

J=0

OKa3.: aMeb nz—==e ‘ .e,Z[HaKOCT
Dl 3 yiyh 2ty

n—1
S = H(Z - e—27rij/n)
=0
J106mjamMo
n—1
eth 1= H e?it(l - 6—2it—27rz‘j/n).
=0

Ha ocuoBy Jleme 1 Bazkn
11— e?®| = |2sin6),

I1a IIPEJIACKOM Ha MOJIYJI U KOpHIIhemeM JjieMe 1001jamo

n—1
|62mt - 1| _ H 621‘1&(1 - 6—2it—27rij/n)

j=0

n—1

2sinnt| = [ ] le**||2sin(t + jm/n)]
j=0
n—1
= [ 12sin(t + j/n)].
j=0

Jlorapurmyjyhu obujeny jeHAKOCT Ia IPEJIacKOM HA MHTErPaJl Ca T'PAHU-
mama o 0 1o 6 mobujamo
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0 n—1 .9
/log|2sinnt|dt:Z/ log [2sin(t + jm/n)| dt.
0 . 0
7=0

YBeauMo y mperxojHe MHTerpaje cMeHe nt = x u t + jn/n = x Taga je
dt = dx/n y upBoMm, ogHOCHO dl = dx y JpPyroM HWHTErpajy, a IDaHHUIE
uHTerpasia mnocrajy ox 0 10 nf y npBom, oHOCHO of j7/n mo 6 + jw/n 'y
JPYToOM, OJTHOCHO ITPETXO/IHA jJeTHAKOCT IIOCTAaje

1 nd n—1 o4jin/n
— log |2 si de = log |2 si d
n/o og|2sinz|dx Z/ og|2sinz|dx

j=07im/n
n—1 0+jm/n jm/n
1 J
—JI(n#) = Z [/ log |2 sin z| dx —/ log |2 sin x| dx
n i—o LJo 0
1 n—1 n—1
—JI(nf) = JI(O+ 5 — JI(7 .
~J1(n) 2 (0 + jm/n) JZ:; (jm/n)

Ha ocnoBy menaproctu u 7 nepuomanoctu dyuknuje JI(0) Baxn

J((n = g)m/n) = J(r = jm/n) = JI(=jr/n) = =Jl(jr/n),

n—1
na je Y JI(jm/n) = 0. BameHoM y mpeTxXoIHY jeTHAKOCT T06UjaMo:
§=0
1 n—1
s | — ;
SJn0) =310+ jm/n)
7=0
IIITO je u TpebaJio JOKa3aTH. U

Ha ocuoBy BbyTu-Jlajonunose dhopmyse Baxku

d71(0) d271(0)

———~ = —log|2sinf u ——— = —cot .
do g [2sinf) 62

Bes ymamema omrrocru npermnocrasumo Ja 6 € [0, 7] (jep je dyuximja JI(6)

7 nepuogmaHa), Tana je sin § mosuTHUBaH, A MOYKEMO 3aHEMAPHUTH AIICOTy THE

BpemuocTu. Taja

aI1(6)
do =0
—log (2sinf) =0
m o
9_6 v (9—?, ako 0 € [0, ]

[MTocmarpajyhin 3nak npsor usona dbyukimje JI(0) mar cienehom tabesrom
saksbyyjemo ja dynxnuja JI() mocTioke cBOj MaKCHMyM y &, & MHHHMYM
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Tabena 1: 3Hak M3BOjA, OJHOCHO MOHOTOHOCT (yHKIHje JlobadeBcKor Ha
unrepsaiy (0, )

6 1035 ]GF [
Je) | + - +
) | hN /

y %”. Hymepuukum meTonama je uzpadayHaro Ja je
s
H(E) ~ 0.5074709. ..

Ha ocuoBy Teopeme 6 mobujamo jeaHaKOCT

%H(QG) = J1(6) + 710 + g)

1a MPUMEHOM HENAPHOCTHU U T-Tiepuoguanoctu dhyuknuje JI(0) mobujamo

2
Bamenom 6 = ¢ y IPETXOJIHY jeIHAKOCT J00HjaMo

%ﬂ(%) = J1(0) — ﬂ(f - 9).

S /3) = T1(x/6) ~ T(x/3),
T(r/3) = ;ﬂ(ﬂ/G) ~ 0.3383128 . .

Ha ocnoBy cBera mro cmo ussesn, a tTude ce dynkuuje JI(6), mokemo cku-
nupaTu rpaduK UCTe KOjU je IpuKa3aH cjeneioM cimKoM.

Cruka 34: T'paduk dbyukuuje JI() nva cermenty [0, 7]

38



5 3GanpemmHa XUNepOOJUIKOT TeTpaeapa

5.1 3ampemMuHa UAEAJTHOT XUNEPOOJIUIKOT TeTpaeapa

Y oBOM 0f1e/bKY U3padyHaheMo 3allpeMIHY UIeaTHOI TeTpaeapa, OJHOCHO
TeTpaejipa KOJU MMa CBa YETHPU TeMeHa HeCBOjcTBeHa. AHaJIOrHO Tpehem
0JIeJbKY, TJIe CMO ce DABUJIN HMOBPIIUHOM XUIIEPOOJIUIKOr TPOyTJIa, paauhemMo
y TOJIYIIPOCTOPHOM MOJEJY XHUIIEPOOJIUIKOT IIPOCTOPA.

T'enepanmo, Terpaemap je ompehen ca deTupn HEKOMILIAHAPHE TadKe, a
KaKO pa3Marpamo uJieajaH TeTpaeliap, OH je ojapeheH ca uyeTupu HEKOMILIA-
HapHe uaeaj He Tadke. UeTupu maeasHe TadKe XUIePOOINIKOr IIPOCTOPa CY
HEKOMILIaHAPHE aKO He MIOCTOjU PaBaH KOja UX CAJAPKU, OJHOCHO HE MOCTOjU
paBaH XUMEpOOJIUIKOr IPOCTOPpA drje Cy OECKOHATHO J1ajieKe TAadKe YIIPaBO
Te 4eTUpu Tadke. llpumeTnmo ma cy, y CKIaly ca jeIHOM Ol aKCHOMa, IpPU-
Ma/iba, TPU PAa3INdUTe UIeATHEe TAUKe YBEK KOMILIAHAPHE, jep YKOJHUKO ey-
KJIMACKU TIPUIaajy pyOHO] paBHH MOJea W HUCY €YKIUICKH KOJMHeapHe
muMa je oxapebena mosycdepa, Tj. xunepbosntKa paBaH MOJEA, YKOJIUKO
Cy OHe JOIll W eyKJWJCKH KOJMHeapHe Taja je muMa oapehena mosypaBax
yIpaBHa Ha PyOHOj paBHM MOJIeJia IITO je Takohe XunepOboIndKa paBaH MO-
Jena, U KOHadHO, aKO je jeJHa OJT WeaJJHUX Tadaka TadKa Koja OJIroBapa
mmpapaity v, Taja je Takohe muma omapelheHa xurepboJIndKa paBaH y BUILY
IIOJIypaBHU yIIpaBHE Ha pyOy Mojesa.

Cae njieaHe Tauke MOJeJIa KOji IOCMaTPaMO, TOJIYIIPOCTOPHOT MOJIe 1A,
jecy Tadke pyOHe paBHE MOJE/Ia Kao 1 OECKOHAYHO /TajieKa TadKa MOJeJa Koja
OJITOBapa, MPaBIUMa €YKJIHMICKIX ITOJyIpaBUX YIPaBHUX Ha PyOHO] paBHU,
Ha30BHMO Taj IpaBall v. YIIPaBO 3aTO PA3IUKYjeMO JBa THUIIA, WJICATHUAX
TeTpaeJapa; TeTpaeape duje je jeIHo TeMe TadKa Koja oAroBapa IpaBIily v a
ocTaJjia TeMeHa Tadke pyOHe paBHU MOJe/a U TeTpaeape KOMe Cy CBa TeMeHa
Tayke pyOHE paBHU MOJIEA.

(a) Terpaemap ca TemeHOM v (b) Terpaesap Kome Teme HUje v

Chuka 35: Wneannu TeTpaepu y HOJyIPOCTOPHOM MOJIEITY

Yoyuayhe y pamy ca upeaiHUM TeTpaeapuMa pasdmarpahiemo Terpaempe
KOje MMajy TeMe Koje 0j[roBapa IIPaBIly v, OJJHOCHO CJIydaj (&) ca mpeTxojHe
ciuke, Koje hemo obenexkutu ca 1. OBuM He IyOMMO Ha OIIITOCTH jep Ce
CBaKM TeTpaejap KOMe Cy CBa TeMeHa Tadke pyOHe paBHU Mojesa, obeJe-
JKIMO TakBe Terpaespe ca 1", moxke TpanchopmucaTi y Terpaejiap tuna 1.
[Tocmarpajmo npoussosban Terpaegap ABCD tuna T'. Younmo eyKImiacKy
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cdepy K ca nenrpom D Koja cajpxku Tauky A.

Cruka 36: IlpeciiukaBame Terpaeipa THIa T yT

WuBepaujom y oxrocy Ha cdepy K upuiia rerpaejipa AD ce npecivkasa
y HOJIYIIpaBy Ca MOYeTKOM A yrpaBHY Ha pyOHY paBaH MoOJea, jep ce Tauka
A namazm Ha cdhepu mHBep3uje, a D je meHTap mHBep3uje, crora A ocraje
dukcaa a D ce ciuka y oo. Jlakie uBuna AD ce npeciaukaia y HBHUILY
Av. TlocmarpanoMm umaBepsujoMm he ce uBuia Terpaeapa BD npeciaukaru y
nostynpasy ca moderkom B’ takobe ymnpasny Ha pyGHO] paBHEH MOjeNa, Tj.
usuna BD ce npeciukana y B'v, n anamorno ce nsuma terpaeapa C'D npe-
ciukasa y C'v. IlperxoamoMm musepsujom cMo terpaenap ABCD tuna T’
npecaukaau y rerpaegap AB'C’'v tuna T', a Kako je IPeTXOIHO PpedeHo Ja je
WHBEp3Uja y OJIHOCY Ha cdepy HUIITa APYro jio h-pediekcuja xurepbosmd-
KOT' IIPOCTOPA, OJJHOCHO PaBaHCKa peduiiekcrja XuiepOoJMIKOr IPOCTOPa, TO
Cy OBa JIBa TeTpaeapa XUIIepOOJNIKN MOy IapHA.

ITocmarpajmo jeman Takas uieasian terpaenap 1. Youumo opucdepy o
qnje je cpeauinTe HECKOHATHO JajleKa TavKa KOja OroBapa MPAaBILy v, TAKO
Ja ¢ HeMa 3ajeHHYKUX Tadaka Ca IJOCHU TeTpaeapa HACIPAMHO] CpeIu-
mty opucdepe. [logcernmo ce ma je TakBa opucdepa eyKInJICKa paBaH Ia-
paJsiesiHa pyOHO] paBHE Mojesa. ObesleskKUMO TIpeceK TeTpaeipa u opucdepe
TNX ca L(v) (Cnuka 37). Kaxko je opucdepa X pasan 1o je L(v) eykaniacku
TPOYTao.

Cuka 37: TIpecek opucdepe u ngeasnnor rerpaeapa-L(v)-rpoyrao AA'B'C’
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Terpaenap tuna T je y mormyrocTn ojapehen pacmopeiaom temena A, B
u C. Mebhyrum, kako cy eykiujcku rpoyriosu AABC u L(v) eykiujicku
MOJTyJTApHU, IITABUINE, OHU Cy TPAHCIATOPHO jeTHAKHU, CTOTA U E€yKJIMJICKN
tpoyrao L(v) y mormynoctu oapebyje rerpaemap T. 3aucra, yKOJIMKO Cy
JaTta JiBa Terpaeapa 1 u T ca BPXOBHMMa KOjU OJATrOBapajy mIpasily v u Oa-
suum remennva A, B u C, ogmocro A', B' u C' u raxsu ga je L(v) ~ L(v),
KaKo Bazke eykimcke nomymapaoctn AABC = L(v) u AA'B'C' = L(v) u3
cimanocru L(v) ~ L(v) ciean eyKamacka CIMaHOCT €yK/IIICKIX TPOyIIoBa
ANABC u NA’B'C’. Oparie ciean muxoBa XUIepOOJINIKa HOLYIAPHOCT Te
ce Terpaegap T moxe rpancdopmucarn y T. IToMemyTa CANYHOCT je Xii-
epOoIMIKa N30METPHja, jep je Kao mocjaequra akcnoMe JIobadeBcKor cBaka
CIMYIHOCT XUMEPOOTUIKOT MPOCTOPa MOAYIAPHOCT, a JOKa3 TOTa Ce MOXKe
nahn y [2].

Kao mocniemuity mpeTxoHor pa3MaTpaa JT00HjaMo J1a je TeTpaeaap ojl-
peben, 710 Ha nmomyapHoct, ca L(v) Koju je y CYIITUHM eyKJIHMJICKH TPOYIao
quju je 36Up YHYTpaIlmbux yrjioBa 7. Takolje, MOXKeMO MPUMETUTH Ja Cy
YIIPaBO YHYTPAIbH YIJIOBH eyKJIHACKOr Tpoyria L(v) nuegapcku yrioBu
Mehy mbocHEMA TeTpaeapa, Ha 3aK/bydyjeMo Ja je 30up yrioBa mehy Ibo-
CHUMA KOje oJIroBapajy jeJHOM TeMEeHY TeTpaeiapa 7.

OBuM cMO AemuMuUYHO JoKazaan ciaegehy Teopemy:

Teopema 7. Hexka je T udeanar mempaedap runepbosuyroz npocmopa. Tada
je T odpeher do na nodydaprocm ca mpu duedapcka yeaa, o, B u vy, mehy
npocHuma epra mempaedpa T. IlImasuwe, o+ S+ v = T u HaAcnpamH
duedapcru yeaosyu mehy nwocnuma cy nodydapru. Jow, axo cy «, B u vy no-
3umusHu peasnu bpojesu maxo da je o+ B+ = m, mada nocmoju udearar
mempaedap TUNEPOOAUNKO2 NPOCTNOPG HUju, ¢y Juedapcru y2ao6u o, B u .

Hoxkas: Oxpebhenoct terpaenpa 1 aueqapCKuM yrioBuMa «, $ U 7y, Kao U
YubeHuIa j1a je o + B+ = 7 cy uperxoaHo jokasanu. Jlokaxkumo ja cy
HacllpaMHHM Jiuejapcku yriosu o u o, B u ', ognocno v u v mehycobno
nonynapuu. ITocmaTrpajMo Terpaemap ca ciaeaehe ciamke.

D

Cmuka 38: Terpaemap ABCD ca auenapckuMm yriosuma «, 3,v,a’, 5/ u '
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Ha ocHoBy mperxoaHor 36up gueJapcKuX yrjIoBa KOJ CBaKOI OJ TeMeHa,
je m. Ha ocmoBy Tora moxkemo popmuparu ciefehu cucreMm JIMHEAPHUX j€]I-
HaYMHA,

a+B+y=m
a+pf ++' =m
od+pf +y=m
od+B+4 =m

(1)

re je IpBa jeIHAYNHa JT00MjeHa MocMaTpameM TeMeHa D U meMy OAroBa-
pajyhux nuenapckux yriosa o = £(ACD,ABD), f = £(ACD,BCD) u
v = L(CDB,ABD). Ananorno cy nobujene apyra, Tpeha u gerBpTa je/-
HaunHa nocmarpajyhu pemom temena A, B u C. CabupameMm mpse JBe U
IIOCTIeIIbE JIBE jeJHATNHE CHCTeMa JT00MjaMo

200+ (B+ B+ (v+9) =2
20/ + (B+B)+(v+)=2m

1a ojy3uMamheM J00HjeHuX jeHadrHa jJobujaMo ja je o = o/. Ha nmormyno
aHAJIOraH HAYMH U3 IOYEeTHOT cHcTeMa nobujamo u jeaaakoct 3 = (', oxno-
CHO 7 = v/, uuMe je JI0OKa3aH M Taj JI0 TeopeMe.

Heka cy «, f u y mosuTuBHEU peasiHu OPOjeBU TAKO J1a Baxkn a+G+v = .
Taga mocToju eyKINJICKA TPOyrao Yji Cy YHYTPaIIbU YIJIOBA yIPABO <, (3
u v, Hazopumo ra B. Heka je T wumeayian xunepObo/JMdIKu TeTpaemap 4uja
Ccy TeMeHa TeMeHa TpoyIlja B, a 9eTBpTo TeMe OeCKOHATHO JIajieKa TadKa
npasia v. Taga cy usz B ~ L(v), re je L(v) upecek opucdepe ca eHTpoM y
v U TeTpaejpa, yHyTPAIlbi yIJI0BH eyKauacKor Tpoyria L(v) takobe «, 5 u
v, TIa Cy Ha OCHOBY IIPETXOJHOT JIejIa TeOpEMe JINeIapCKu yIJIOBUA TeTpaeIpa
T yupaso «, 8 u 7y, mto je u Tpebatio jjokazaru. OBUM je JoKa3 TeopeMe KOM-
IJIETUPAaH. O

YaopaBo u3 mocyienuiie ga je uaeaiaH TeTpaeap y MOTIyHOCTH oapehen
MepaMa TpHU Juejapcka yria, yoyayhe hemo wmjeasan terpaemap 4Yuju cy
JeIapCKu yTJIOBH <, 3 1 7y obenexkapaTu ca Tg g .

ITocite mpeTxoIHNX YBOJHUX IPHUIIPEMa MOXKEMO KPEHYTH Ca U3padyHa-
BambeM 3allpeMuHe UjiealHor Xurepboauukor rerpaeapa Tq g -

Teopema 8. 3anpemuna udearnoe mempaedpa Ty, g~ jednara je

V(Tapy) = Ma) + J(B) + J(v),
2de je JI(0) mpancuyendenmna dynruuja Jobavescroe.

Hoka3z: Jloka3 TeopeMe u3BenrheMo Ha JOHEKJE CAUYAH HAUYUHY TOKA3U-
Balba TeOPeMe KOja ce Tude HOBPIIMHE Xullepbosmdkor tpoyria. Hawnwme,
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U3BpIIHEMO JIEKOMIIOZUIT]Y UeaTHOT TeTpaejipa Ha ,jeJHoCTaBHuje”, duje
hemo 3amnpemute Mohu u3padynaTu. Y MUbY U3PATyHABAHLA 3APEMUHE 10~
MEHYTOT jeJITHOCTaBHUjET TeTpae/ipa, MPBO NeMo M3padyHaTH 3alpeMUHy Te-
tpaegpa ABCD koMme je teme A HECBOjCTBEHO, TPH JIMEJIAPCKa yIJia IpaBa,
4yhje cy uBMIle MHIMAeHTHe ca TeMenuMa A u B, B u C, onnocuo C u D, Tpu
rpeocTaja Juenapcka yriaa «, 8 u 7y, duje Cy UBHUIE PeJIOM WHIWJEHTHE ca
taukama A u C, A u D, onnocno B u D peiom, Kao IITO je TPUKa3aHO HA
Cmuaru 39, obenexxumo ra ca Sy 8. Kaxo je reme A mecojerseno To je 36up
JIMeJIApCKAX YIJIOBA KOJ TOI TeMeHa jeJHaK m, Tj. Baxu « + ( + 7/2 = m,
0/IHOCHO v+ 3 = 7 /2 win § = 7/2— . CamuMm TUM OBaj TETpaeap MOKEMO
BUJIETH U KaO0 Sy 1 /2— -

Cmuxka 39: Terpaenap Sa g,

Jlema 2. Banpemuna mempaedpa Sy x/2—q~ jeOHaxa je

V(Sun/2-an) = i [J](a )+ T — )+ 2/1(% _ a)] .

okasz jeme: [locmarpajMo oBakap XUMEPOOJMIKNA TeTpaeaap y MOIYIIPO-
CTOPHOM MOJIE/TYy XHUIEepOOJUIKOr mpocropa. Heka je G6ecKOHAYHO IajIeKO
Teme, TeMe A ca ciauke, OECKOHATHO JajieKa Tadka Mojiesia, mpasail v. laja
Cy MBHIIE KOje Ce CEeKy Y TOM TeMeHY eYKJIMJICKU IapaJiesiHe BEPTUKAJIHE JIU-
uuje. Jlajbe, mpeTmocTaBuMo ma ce 6a3HU TPOoyrao, obesgekumo ra ca B, Ha-
JIa3W Ha JeUHUIHO] Mmojycdepu, Koja je xumepbonika paBan. OBoM mperT-
ITOCTABKOM He TYOMMO Ha ONIIITOCTH jep YKOJUKO ce 6a3HU TPOyrao HaJjIa3u Ha
HEKOj IPYyTroj XuepOOoJMIKO] PaBHH, TaJla je Ta PABaH MIPEJICTAB/HEHA HEKOM
nosrycdepom. Ty nosycdepy je moryhe mpBo TpaHC/IUPATH Yy KOOPIUHATHU
MOYETAK & 3aTUM XOMOTETU]OM MPECTIUKATH y jenuHutHy moaycdepy. OBom
€YKJIUJICKOM CJIMIHOIINY cMO 6a3HM TPOYTrao MPECTUKAIN Y HeMy eyKIUJICKI
CJINYAH TPOYTrao Ha jeJIMHUIHO] ToJiycdepH, Ia Cy TaJa OHU XUIEPOOJTUIKU
[IOJLy/TapHU.

Panuje je manomenyro ma je eaement 3anpemune dV = . IIpojek-
nuja moMeHyTor 6asHor Tpoyriaa Ha Oxy paBaH je eyKIHJICKH Tpoyrao B’

dxdydz
23
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Cimka 40: Terpaenap S, r/2—a,y ¥ HOJTYHPOCTOPHOM MOJIEJLY

YUjU Cy YHYTPAIbH YIVIOBU &, T/2 — U /2 KOju MOXKEMO I1apamMeTpHu30-
Batr ca 0 <z < cosvy, 0 <y < xtana.
Cajia nspadyHajMoO HEroBy 3alpeMuny Kopucrehinm mperxojumy mnapame-

TPUA3AIH]Y
// / dxdydz
/ 1— x2—y 2'3
// dx dy
D21 — a2 —y2)

Yupocrumo 3ammc 3amenoM a = V1 — x2 unme je a? = 1 — 22, na unrerpas

rnocraje
dx d cos 7y x tan o
A A A
/a—y y)

ST [ x a + x tan «
= —log —— |dx
0 4a a—ztana

1 /COS7 dr . 2(acosa+ xarcsina)
0

4
Veenumo cmeny r = cosf, taga je a = V1 —x2 = /1 —cos?f = sinf,

do _ —sinbdf _ _ ) a rpamuie uHTErpasa mOCTAjy 5 U 7, OJIHOCHO II€0

a sin 0
WHTErpaJl mocTaje

v / d9<2(sm9(:osa+cos€s?noz)>
/2

2(sinf cos a — cosfsin )

[ Gae=a)

[ — /7r 72 log(2sin(f 4 «))df + /ﬁ jz log(2sin(f — a))] :

a 8 2(acosa — xarcsina)

1
4
1
T4
1
T4
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VBonehu cmene 01 = 0 + o u 0 = 0 — o 1obujamo

1 Y+a o
V== [ - / log(2 sin 61 )df +/ log(2sin 92)d92]
4 /24 T/2—a

1
-3 [ﬂ(v )= J(n/2+a) — I(y — @) + (/2 — a)]
Konauno, kopucrehn menapuoctun u w-nepuoanauoctu GyHkImje Jlobades-
ckor jrobujamo JI(y —a) = —JI(a— ) ommocuo JI(w/2 4+ a) = —JI(7/2 — o),
TavyHUjEe

V= ﬂﬂ(aﬂ)+ﬂ(a—7)+2ﬂ(ﬂ/2—a)}a

IITO je 1 TpebaJio JT0Ka3aTH. U

AKO IPETIIOCTABUMO J1a je Y TeTPAePY Sq, r/2—a, JOII J&IHO TEME HECBOj-
CTBEHO, OJIHOCHO DECKOHAYHO JAJIEKO, Taja je 30up JueJapcKux yrioBa KoJT
TOr TeMeHa Takohe 7, a mMajyhu y Buy IIPETXOIHO HABEIEHY WHIIAJICHITU]Y
UBUIIA JIVEIapa U TeMeHa TeTpaejpa TO MoxKe 6utn jeauno Teme D, jep 6u ce
MHadYe KOJI HECBOJCTBEHOI TeMeHa CYCTHIAJIa TPHU JINeaPCKa YIJia O KOjuX
6u jaBa 6uia o m/2, na 6u tpehin mopao 6utu mepe 0, mro Huje moryhe.
Crora Baxku  + v + m/2 = m, a KAKO CMO IIPETXOJHO YCTAHOBUJIM JIa je,
nocmarpajyhin necojcrBeno teme A, a + 5+ w/2 = m, 10 je a = 7y, ma je
IEroBa 3allPEMUHA, KOPUCTENU MPETXOIHO JIOKA3AHY JIEMY:

1
V(Sa’w/g_ma) =1 J(2a) 4+ 2JI(7/2 — ) |.

Ha ocuoBy HemaprHocTH, T-TiepuoguvdHOCTH pyHKINje JlobadeBckor Kao u
ocobume u3 Teopeme 6 n3 ome/pKa b m100MjamMo

72 —a)=-/(r/24+a) n JI(2a)=2/1(a)+ JI(a+7/2),

na je
1
V(Sam/-aa) = 7|2/1(@) + 271+ 7/2) — 271+ 7/2)|,
Tj.
1
V(Sa,w/2fa,a) = iﬂ(a)

OBuM CMO U3padyHaJ U 3alPEMUHY YKEJbEHOT ,[IPOCTHjer” TeTpaeapa o-
7
mohy Kojer hemo m3padyHATH 3alIpeMHUHY ITOYETHOL, HICAJTHOT TeTpaeapa
Twp~- Y HacTaBKy JoKasa OGaBulieMo ce JIeKOMIIO3UIMjoM TeTpaejipa 1’ Ha
TeTpaeape obauka S.
[Tocmarpajmo ueanan Terpaeaap 1i, g, Y HOIyIPOCTOPHOM MOJIE/IY TAKO
J1a je jeTHO HeCBOjCTBEHO TeMe DECKOHATHO JIa/IeKa TadKa MOJesia, mpaBail v,
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a ocTaJjie TpU Ha PyOHO] paBHU MOJIeJIa U TO TaKO Ja Ce HaJla3e Ha jeJUHUIHO]
nosrycdpepu, Koja je XumepOoimaka paBaH.

Jokazahiemo dopmysty 3alpeMuHe UIEAJTHOT TETPaepa 3a OBAKO CIICIH-
dbuuno nzabpan terpaegap, a GopMmysia 3aIpeMuHe Bakuhe 3a CBaKU JIPYTU
ujieaiaH TeTpaesiap jep ce CBaKu JPYI'H HjeajaH TeTPae/iap MO¥Ke eyKJIU/I-
CKOM CJIMYHOIINY IIpec/JnKaTH Ha OBaKaB Tepaciap. Kako je eyKIuiIcka
CJIMYHOCT MoOJIesia XunepbomdKa H30MeTprja TO he ImocMaTpaHu TeTpae-
JIipu UMaTH jejiHake 3anpeMube. OMUIIMO JeTa/bHUje TOMEHYTY eYKIUICKY
cimarocT. Heka je maT mpom3BosbaH HIeaJHU TeTpaemap Yuju je BpX v, a
temena A, B u C HHUCY Ha jeITMHUYHOM KPYTy pyOHE pPaBHH MOJIEJA, OIHO-
CHO HUCY HECBOjCTBEHE TavyKe XUIIePOOJIMYKE PaBHU IPEJCTABIbEHE jeMHU-
qHOM noJiycepoM. Tajia TpaHCIUpajMo IIEHTap OMKUCaHe KPYKHUIE TPOyTJIa
AABC, Ttauky O, y koopaunarau noderak O'. Tpancianujom T ey 1peciu-
kajmo ANABC y NA1B1Cq, taga je Tauka O’ meHTap onmcane Kpy»KHHIE
tpoyriia AA;B1Cy. Heka cy tauke A, B’ u C' tauke npeceka HoJylIpaBux
O'Ay, O'B; u O'Cy, ca noyerkom y tauku O', n jequHuYHe KPYKHUIE Ca
nentpom O'. Konauno, xomoTernjoM unju je nenrap taduka O’ a koedunujent

/ ! ! ! ! !
k= 8,2‘1 = 8,51 = 8,51 tpoyrao AA;B1Cy ce npeciukasa na AA'B'C’, na

j€ KOMIIO3WITMja MPEeTXOJHe TPaHCJaldje U IIOMEHYyTe XOMOTETHje TParKeHa

eyKJINJICKA, CJIMIHOCT, OJTHOCHO XUIIEPOOTUIKA N30METPH]a.

Chnuka 41: Kommosunuja TpaHc/iamnyje 1 XOMOTETH]e KOJOM Ce ITPOU3BOJbAH
tpoyrao AABC upeciukasa y AA'B'C’ na jenmuHuanoj KpyKHUII

Hacrasumo ca jokazom Teopeme. Heka je Tauka x npecek yrpasHe U3 v
Ha cdepy. TloBexkumo Tauky x ca IpeocTajnM TeMeHnMa Terpaepa. 1lopen
TOra, KOHCTPYUIIIMMO YIIPaBHE U3 ¥ Ha CTpaHuile 0a3HOr TPOYIJa JIaTOr Te-
Tpaejspa. Terpaejpu unja cy TeMeHa: jeJIHO OJ] TEMEeHa MOYEeTHOTr TeTpaepa,
IIOJHOK]je yIpaBHE U3 T HA CTPAHUILY OA3HOT TPOYIJIA CYCeIHOj n3abpaHoM
TeMeHy, TadyKa T Kao ¥ OEeCKOHAYHO JAJIEKU IIpaBal] v YUHE TPaXKeHy Jie-
KOMIIOSI/IHI/ij naeaJiHor TeTpaepa. OBI/II\J IIOCTYIIKOM CMO IIOY€THU UJeaJTHN
TeTpaeiap MO Ha TepaeJpe OJf KOjUX je CBaKU TeTpaejap Tuia S u3
ITOCJIETUTIE TIPETXOHE JIeMe, 1A IBbUXOBY 3allPeMUHY 3HAMO J1a U3PadyHaMo.
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Nmnak, cam pacrope1, OqHOCHO OPOj TAaKBUX MOMONHUX TeTpaemapa MOXKe Jia
OyJie pa3/InydnT, 3aBUCHO J0 PACIIOpe/ia OA3HUX TEMEHA IOYEeTHOT TeTPAEIPA.

a

Cmuka 42: Jlekomnosunuja ujeajgsor Terpaeapa 1, g, Ha TeTpaelpe THIIA

S

VY cBpXy peliaBama IIHTalba KOje ce HAMETHYJIO, IIPOJEKTYjMO IIPETXOJIHY
koHCcTpyKimjy Ha Ozy paBan. Kao npojekiujy mpobujamMo jeIMHUIHU KPYT
y Koju je ynucan Tpoyrao. IIpojeknuja Tadke x je cpejMInTe jeMHUYIHOT
Kpyra, OJHOCHO OIIMCAHOT KPyTa TpoyIJia y npojeknuju. CaMum TUM, Tadka
T MOXKe Jia ce TPOjeKTyje Y TauKy Koja:

1. mpumaja yHyTpaIimoj 001acTH TPOyTJIa,
2. ce HaJIa3U HA jeJTHOj O] CTPAHUIIA TPOYIJIA U
3. TpHUIaJa CIIOJBAIIE0] 0DJIACTH TPOYTIIA,

ma ieMo cTora UMaTH TPHU cJydaja KOjuM NeMo 3aBPIMUTH JOKA3 TeOpEMe.
IIpBu ciyuaaj:
[IpernocTaBuMoO Jjia TpOjeKIdja Bpxa v
NIpUINaIa YHYTPAIIbOj o0jacTu OaszHor
TPOyIJIa, Kao IITO je IPUKA3aHO Y IPO-
jekmmju wa Cymmm 43. Tanma je npojek-
TOBaHU TPOYTaO IOJEJbeH Ha IIECT Mpa-
BOYIVILX TPOYIJIOBa O] KOjUX CY IO JIBa
cyceJiHa, KOjU UMajy 3ajeJHUYKY KaTeTy,
IOy /IPaHU.
OBUM TOCTYIIKOM CMO TIOJIA3HE HTe-

aJIHU TeTpaedap IIOJE/JINJIN Ha IIIeCT Te-

Tpaejapa TUla S, KOHKPETHHje TO Cy I10

ABa TeTpaeipa Sa,7r/2—a,a)SB,7r/2—B,ﬂ u

Sy 7w/2—~, TH]€ Cy 3aIPEMUHE Ha OCHOBY Cimka 43: HpojeKHHjZ Bpxa HIéH‘
JIeMe PeJIoM %ﬂ(a), %ﬂ(ﬁ) u %ﬂ(v). Kao &/ YHYTPAlILo] O00IacTH Oa-

3aK/bydaK J00OH]aMo: SHOL TpoyL/Ia
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V(Tapry) = 2(V(Sam/2—aa) + V(Ssa/2—p8) + V(Syr/2-94))
2(371(0) + 71(8) + 31(7)) = (@) +71(8) + J1(1).

Hpyru ciay4aj:
[IpermocTaBuMoO ma MpojeKImja TadKe T
[IPUNAJA jeJHO] O CTPAHUIA TPOYIJa Y
npojekiuju. Taja je IOMEHYyTH TpOy-
rao IpaBOYIVIK M IIEHTap OIUCaHE KPY-
)uuIe je cpeaumre xunorenyse (Comka
44). Camum THM je jemaH oJ Jueap-
CKUX YIVIOBa MJIEAJTHOI TeTPeajipa Ipas,
peIyMo, HeKa je To 7. BasHu Tpoyrao mo-
JIeJbEH je Ha YeTHPH IIPaBOyTJIa TPOYIJa
0/ KOjUX Cy TIO JIBa CYyCeJIHa, KOJU UMajy
3aje/[HUIKY KaTeTy, MOy apHIL. Cinka 44: Ilpojeknuja Bpxa Ipu-
Honasuu njeann Terpaesap je Nole-  ana jenHoj oj CTpaHUIA GAZHOT
JbeH Ha HeTUPHU TeTpaeipa THIA S U TO  tpoyria
110 1B Sy /2,0 B S8,5/2— 3, 1Hje€ CY 3a-
npenmuse pesom 2JI(e) u $J1(B). Hpumernyo jom ga je JI(v) = JI(m/2) = 0,
na je

V(Ta,ﬂ,’y) = Q(V(Saﬂrﬂfa,a) + V(Sﬁﬂr/2fﬂ,6))
2(571(0) + 571(8)) = 1(a) + 71(8) + 71(1).

Tpehu ciyuaj:
[IpernocTaBuMoO J1a MIPOjeKIMja Tadke T
MIPUTAJIA CIIOJBAIITEBO] 00JIACTH TPOYTJIA ¥
npojekruju. Tama je 6a3Hu Tpoyrao Ty-
HOYIJIM, [PETIOCTABUMO Jia je 7y > m/2. ,"\
Tpoyrao y npojeknuju npukasan je Ciu-
koM 45. Tapma nmosprimHy 6a3HOT TPOYTIIA ‘V
MOKeMO BHUJETH Kao YHUJY UeTHPHU IIpa-
BOyIJIa, IO JBa MehycobHO mojylnapHa,
TpoyIJIa u3 Koje cy n3badeHa jiBa Takohe
paBoyriia, MehycobHO oLy aapHa, Tpoy-
TJIa.

3anpemuHa IOJA3HOT TETPaeIPa jel-  (uka 45: Ipojexmija Bpxa pH-
HaKa je, Jakje, 30Upy 3ampeMuHa II0 Majia  CrOJbaNTboj 06IacTH ba-
mBa Sar/2—aa B Spm/2-8,8 O KOJET J€  spor tpoyria
OJly3eTa 3alpeMuHa JBa S;_y o q/2.1—~y
TeTpaejipa duje Cy 3allPeMHUHE PEeJIOM
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%ﬂ(a), %ﬂ(ﬁ) u %ﬂ(ﬂ' — ), na je kopucrehu T-IEPUOJUYHOCT KAO U He-
mapuocT ¢pyukimje JlobaueBckor

V(Taﬁﬁ) = 2(‘/(5&,#/2704,&) + V(Sﬁﬂr/2fﬁ,ﬁ) - V(Sﬂ*’y,’yfﬂ'/lﬂ‘*’y))
= 2(371(0) + 371(8) — 31(x — 7)) = I(a) + JI(B) ~ JI(x — )
= () + JI(B) — JI(—) = Jl(a) + JI(8) + J1(7),

qHMe je T0Ka3 TeopeMe KOMIIJIETUPAH. (]

Uneanan rerpeiaep KoMe Cy CBU JWeJapCKH YIJIOBU 1O 7/3 Ha3uBa ce
peaysapru udeasnu mempaedap. JIOKaKUMO caJt jeJTHO 3aHUMJ/BUBO TBpPhEme
KOje ce THUe PeryjaapHOr UIeaJHOT TeTpaeapa.

Teopema 9. Pezyaapru udearnu mempedap je mempacoap MaKCuUMaAHe 3a-
npemure runepbosunkoz npocmopa H3.

Hoka3z: Kako je cBaku uieasan Terpaenap Moryhe moae/mTu Ha TeTpaeipe
KOju mMajy 0ap jeqHO KOHAYHO TeMe, OIHOCHO, IpPENu3Huje, CBaKU TEeTPae-
Jap Koju nMa 6ap jeJHO KOHAYHO TeMe je Moryhe yIucaTh y HEeKU WIeaJIHH
TeTpaesap, TO je 3alpeMuHa UICAJTHOr TeTpaeapa Beha o 3ampemMune 6o
KOjer ApyTor TeTpaeapa. SallpeMuHa HIeaJJHOI TeTpaeapa JaTa je ca

V(Topy) = M) +J1(8) + J1(),
ma Tpeba Hahu MakcuMyM Te (DYHKIIMje MO/ YCIOBAMA
a,f7>0 u a+ft+y=m.

Kaxko je zanpemuna HenpekugHa (PyHKIHja TO OHa Ha KOMIAKTY «, 3,7y >
0; a+ B+ v = 7 gocTmKe MAKCUMyM U MUHUMYyM. 3allpEMUHA je Takohe
U HeHeraTuBHA (pyHKIHja 1a je MuHUMYM dyHKIH]je 6art 0 Koju ce JTocTuKe
ka1 cy cBu yriosu 0. Crtora ce MakcMMyM JOCTHXKe 3a «, 3,7 > 0. Hexka je

f(avﬁav):a+ﬂ+7_7r-

Ha ocuoBy npasuia Jlarpan:koBux MHOXKHUJIAIA [TOCTOJU CKaJIAp A TaKaB Jia
BaXKN

grad(V) = Agrad(f)

3a cBaKy Tauky (ap, 5o, 70) y K0joj ce mocTmzke MakcuMyM. CaMuM THM BayKi

JT'(ag) = JT'(Bo) = IT'(70),

na je
sin(agp) = sin(By) = sin(yo).
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Kako je ag + By + 70 = 7 10 je

™
ga

1a je Terpaesap MaKCUMAJIHe 3allpEMUHE yIIPABO PEryJIapHu UJIeaJHU TeTpa-
emap. VspadyHajMo 1 KOHKPETHY 3allpEMUHY PEryJIapHOT HJICATHOI TeTpae-
Apa, OJHOCHO TeTpaeapa i 3 /3 /3, npucehajyhn ce 1a ¢MoO y NpeTXoHOM
norJas/by anaauTuaku u3padynanau JI(mw/3) =~ 0,3383128, crora je

ap=Po =" =

V(Tﬂ-/&ﬂp/g’ﬂ-/g) = 3ﬂ(7’(’/3) ~ 1, 0149384.
U

Teopemy 0 3ammpeMuHN UIEATHOT TeTPaeIpa MOXKEMO I'eHEePAJIN30BaTH Ha,
n3padyHaBalbhe 3alPEMUHE UJIeAJTHE N-TOCTpaHe MUPaMUJie YUjU je BPX IIpa-
Ball v, & OCHOBA N-TOYTao XUIEPOOINIKe PABHU TJIE Cy CBa TeMEHa N-TOyIJa
nreasHa. Heka cy nuemapcku yriiosu uamehy 609HUX cTpaHa U paBHHU 6a3HOT
N-TOYTJIa YTJIOBH /1, 2, . .., Qn, OOEIEKNMO OBaKaB XUIEPOOINIKH TIOJIHE-
nap ca Py, as....a,- Tana Baxxu cieseha Teopema.

Cmuka 46: Wneanna xunepbosmdka nupaMugia Pu, s, a6

Teopema 10. Hexa je Py, an,...0
8aIHCU:

1. ZZ:l ap =T
2. V(Pal,az,-‘.,an) = 22:1 (o).

Hoka3z: [loka3 TeopeMe m3BerniheMo HWHIyKIHjOM 10 7. bBaza mHIyKIWmje,
ciayudaj n = 3, nmokazana je y Teopemu 7 u Teopemu 8. IlpermocraBumo ma
je Teopema Tauna 3a n — 1. Ilomesmmo 6a3HU n-TOyrao niueasHe MAPAMUIL
Py, as,....an Ha (n — 1)-Toyrao u tpoyrao. Cnajajyhn nobujena rtemena nsa

udeanana n-mocmpara nupamuda. Tada

n
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Couka 47: Iozena 6aze Ha (n — 2)-yrao u Tpoyrao

Jobujena MHOTOYTJIa ca OECKOHATHO JAJIEKOM TAIKOM MOIE/Ia, ITOMEUIN CMO

Poi,as,.an B2 YUY Poy s an_2,8 1 Pay i a,,m—8-
Ha ocHoBy mHIyKTHBHE XUTIOTE3E j€

a1+a2+---+an,2+ﬁ:7r,

Qp_1+o, +7—p=m.

CabupameM J00UjeHIX jeJHaKoCcTH a0bujaMo xa je y . 4 ap = m. Ha ucrn
Ha4YWUH je U

n—2
V(Pal,ag,...,anfg,ﬂ) = Z I[(Oék) + H(ﬁ),
k=1
V(Pan_l,an,ﬂ—ﬁ) = *H(anfl) + H(an) + ﬂ(ﬂ' - 5)

N3 w-nepuognanocTy Kao u HenapHocTu dyHKIMje JIobateBCKOr 3aK/byIy-
jemo ma je JI(m — ) = —JI(B), na cabuparmeM MpeTXOJHE JIBE jeJHAKOCTH
106ujaMo V (Pay ag,...an) = 2 peq JI(ag), duMe je 10Ka3 TeOpeMe KOMILIeTH-
pam.

O

5.2 3ampemMuHa IIPOU3BOJHPHOTI TeTPaeApa XuIepoondKe reo-
MeTpuje

YV oBoM o1esbKy T03a0aBHNeMO ce TUTambeM ofpehuBama 3alpeMuHe mpo-
M3BOJLHOT TeTpaejipa. Vcmocrasiba ce Ja je TEIIKO, OJHOCHO W HeMoryhe,
nahu jennHCTBEHY (OPMYJIy KOjOM OM ce padyHaJia 3alpeMUHA MTPOU3BOJb-
Hor terpaenpa. MehyTum, mocroje ciiydajeBu KOju Cy J0CTa jeTHOCTaBHU)U
Koje hemo mpegounT y HacTaBKy paja. Hawmme, pagm ce o TeTpaeapuma
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KOjU MMajy TadHO jeJHO KOHAYHO TeMe W TeTpaejap KOju WMa TavdHO jeTHO
OECKOHAYHO JAJIEKO TEME.

IIpe HEero kpenemo Ja ce 6ABUMO HBUXOBHUM 3allpEMUHAMA YBEJIUMO HEOII-
XOJ[HY HOTAIjy KOjoM NeMO OJIaKINaTH 3alliC, JIOHEKJe PA3JIMIUTy OJ1 HO-
Taluje mperxojHe cekinuje. Terpaemap hemo obejekaBaTu Kao W 0 Cala
coBoMm T'. Wupnekc cnosa T narsiamasahe KOJUKO HECBOjCTBEHHX TEeMeEHA
JlaTh TeTpaejiap mMa, a y 3arapajiama hemo HabpojaTu JuejapCcKe yIJIOBe.
3a mjieasHe TeTpaepa CMO JOKA3aH TeopeMy Ja jeé OH y IMOTIIYHOCTH OJipe-
Den Tpuma CBOjUM JHeapCKUM YIJIOBUM, Tj. Jia Cy MY HACIIPAMHU JueIap-
cKU yrjioBu mojymapHu. MeDyTuMm, y ommmrem ciiydajy TO He BayKd, TaKO
na hemo Juesapcke yriose obesexkutu ca o, 3,v,a', 8 u +/, rue cy a u o
HacrpaMHM yrjioBu, aHajgoruo u 3 u ', omaocno v u /. Ilpumepa paim,
Ts(a, 8,7, , 5',9') npencrasmba Terpaegap Koju MMa TPH HECBOjCTBEHA Te-
MEHa UMju Cy JMeJapCKu yILIoBuU ¢y «, 3,7, o', 3 n +'.

5.2.1 XwunepbosndKu TeTpaeaap ca TPU HECBOjCTBEHA TeMeHa

ITocmarpajMo XumepOOJMIKI TeTpaeaap ca TPHU HECBOjCTBEHA TeMeHa,
opnocuo Ts(a, 8,v,a/,8,7"). Takobe, mro ce Tude HOTAIMjE, MPETIOCTA~
BUMO Jla Ce€ JWeIapCKH YIJIOBU «, 3,7 CYCTHUUy Yy jeIWHO] KOHAYHO] TAUKU
Terpaeapa. Ha ciaunu xoja cjaeaum GECKOHATHO JlajieKe TadKe IPE/ICTaB/beHe
cy IL1aBOM 0OjoM.

Cruka 48: Terpaenap Ts(a, 8,7,0/, 5,7)

[IperxomHo je mokazaHa TeopeMa KOjOM ce TBPJH Jia ce 30up JueapCKux
YIJIOBA TETPAeIpa KOjU Ce CYCTUIy y OECKOHAYHO JATEKOj TAuKU, OTHOCHO
HECBOjCTBEHOM TeMeHY, jeqHak m. TBpheme TeopeMe ie Ba2KUTH 1 OBOM CJIy-
Jajy, aji HapaBHO CaMO 33 JINeJIAPCKE YTJIOBE KOjU Ce CyCTHIy y OECKOHATHO
naslekoM temeny. Mckopucrumhemo To jga HahemMo Be3y Mmely memapCKuM
YIJIOBEMA, TauHuje uspasuliemo yriose o, ' n ' y dyuxkmuju yriosa a, 3
u 7. Tlocmatpajyhu pegom temena A, B u C u nmuejapcke yrioBe KOju ce y
BUMa CYyCTAYY, IPUMERYjyin HOMeHy Ty TeopeMy Ao0ujamo cienehu cucrem
jeaHadnHa;
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a+B 4+ =n
o +B+9 =7 (2)
o +8 +y=m.

[Tperxoauu cucrem je ekBupajieHTan cienehem cucremy:

’)/:71—_06—/8/
of =1 —f—+ (3)
B=m—a -,

sameHoM m3paxkenux o, ' m 4 y nmecne crpame jegHaxocTn cucrema 100u-
jaMmo:

, THa—p—v
Qg =—

2
T+ 0 —a—
g0 (4)
/_7r+7_04_6
=

IITO je TpakeHa 3aBUCHOCT JIME/IAPCKUX yIJIOBA.

Uspauynajmo sanpemuny rerpaeapa Ts3(a, 8,7,a/, 5,7"). Mocmarpajmo
terpaeaap ca Cimke 48. IlpecinkajmMo ra NeHTPAJTHOM CHMETPHJOM Ca IIEH-
TpoMm y Tauku D. Jlobuam cMo Ba moaymapHa TeTpaeapa, QUrypy dujy
hemo 3ampeMuHy U3pavIyHATH, 8 CAMUM TUM JIOOUTU U 3AIIPEMUHY TParKeHOT
TeTpae/ipa.

Cruka 49: Terpaenap T3(a, 8,7,a/,3,7') u werosa ciuka 1npu cumerpuju

Sampemuny jobujeHe pUrype MOKEMO BUIETH KAO:

V(ABCD) + V(A'B'C'D) = V(ABCC') + V(AA'B'C') — V(ABB'C"),
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oxnocHo Kako je A'B'C'D nobujen cumerpujom rerpaeapa ABC D Baxku na

je V(ABCD) = V(A'B'C'D) 1j.

V(ABCD) = %(V(ABCC’) +V(AABC) - V(ABB'C')),

IJie je CBaKM OJ] TeTpaejapa ca JIeCHe CTpaHe jeTHAKOCTU HjleajlaH TeTpae-
Jap 4ujy 3alpeMuHy 3HAMO JIa U3padyHaMO Ha OCHOBY IPETXOJIHOT IOTJIa-
BJba. T'peba jorr ofpeauTu auesilapcke yriaoBe CBAKOr Ol TeTpaeliapa ca JIeCHe
CTpaHe jeJHAKOCTH, a KaKO Cy OHM HIACAJHH TO Cy OHM ojpeheHn ca mo Tpu
TaKBa yIJia.

Cauka 50: Tlogena durype na 3 ujeaaHa Terpaeapa

Nspaaynajmo muenapcke yriose terpaeapa ABCC'. Yrao usmely mmo-
can ABC u BCC' je nogynapan yriay meby mmwocauma ABC u BCD Tj
£L(ABC,BCC") = £(ABC,BCD) = o, ananorno je n £(ABC,ACC") =
L(ABC,ACD) = p'. Konauno, £(BCC', ACC") = £(BCD,ACD) = ~.
Hakure,

V(ABCC') = V(Tw p ) = () + J1(B) + ().

[Tocmatpajmo caga Terpaegap AA’B'C’. CaumdHuM HOCTYIKOM Kao KO
MPETXOIHOT TeTpaepa n3padynaheMo amemapcke yriioBe TPasKeHOT TeTpa-
empa. £L(AA'B'JAA'C") = LK(A'B'D,A'C'D) = a, a L(AA'C'"|A'B'C") =
L(AC'D,A'B'C") = ' u L(AA'B'JA'B'C") = L(A'B'D,A'B'C") = +.
Crora je

V(AA'B'C') = V(Tap ) = M(a) + () + 1(7).

Konauno, nocmarpajmo Terpaenap ABB'C’. Tlperxomno je yodeno na je
£(BCC', ACC") = ~, a kaKo cy HACIPAMHHU JINEJIAPCKU YIJIOBH UJICAJTHOT Te-
Tpaeapa nogygapau o je £ (BCC', ACC") = L(ABC, ABC") = ~. Moxkemo
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yountu ja je £(ABB', ABC") = £(ABC,ABC") — £(ABC,ABD) = v —+'.
Hasme moxemo yountu na cy £(ABB',BB'C) u £L(A'B'D,B'C'D) = 3 cy-
wiemenTHU yriosu, ognocuo £ (ABB',BB'C) = m —  u xonauno, tpehu
muenapeku yrao je /. Tuwme je

V(ABB'C') = V(Ty—y a—p ) = Iy =) + JI(m = B) + JI(B).

Kopucrehu nmemaprnoctu m m-nepuomnaroct ¢yukimje Jlobadgesckor, To je
J(m = B) = =JI(B), a umajyhu y Buy 3aBUCHOCTHU JUeJAPCKUX yIJIOBA KOje
€MO u3BesM u3BOAMMO cieehe:

ﬂ(v_v,)zﬂ(v_ﬂ—i—’y;a—ﬁ):ﬂ<—7r—i—’y2+a+ﬁ)
:ﬂ<7r+a42rﬁ+fy_7r) :ﬂ(ﬂ+a—2k,8+'y)'

Samemyjyhn 1001jeHO y 3apeMuHy HIeaJTHOD TeTpaeapa J1001jaMo

T+a+ B+

V(ABB'C') = ﬂ( 5

) = J18) + 18,

O6jeaunyjyhu nobujene 3amnpeMune ujaeajHux TeTpaeiapa J001jaMo Ko-
HadyHy GOpMyJIy 3alpeMuHe TeTpaeapa ca TPU HECBOjCTBEHA TEMEHa:

V(To(a. 5,70, 8,7) = 5 (VABOC) + V(AN B'C') ~ V(ABB'C')
_ %(J’[(a') + T8 + T1(7) + JT(a) + (8
+a1() - 1(TFEEIEYY sy - )
- %(J’[(a) + JI(e) 4+ JI(B) + JI(B') + JI(7)
+II(y') — ﬂ(%))

5.2.2 XwunepbogudKu TeTpaeaap ca jeJHUM HECBOjCTBEHUM TeMe-
HOM

Cunesiehn jeHOCTABHUjU TeTpaeiap 3a Unjy 3alpeMuHy NeMo U3BECTH €K-
CIUIMITUTHY (POPMYJIy je TeTpaesap ca jeIHUM HEeCBOjCTBEHHM TE€MEHOM, WJIH,
y CKJIaJly ca yBejenom Horamujom, rerpaeapa 11 (o, 8,v,a', 8,7").

Dopmyiry Kojy ieMo y jajbeM TEeKCTy M3BECTH IIPBH je u3seo Bunbepr!?,
a u3Berhemo je ociamajyhu ce Ha JreKoMIIo3uIujy rpukasany Ha Commm 51,
a caMuM TUM U j106puM JiesioM Ha Terpaenpe turte 13. Hanme, nocmarpajmo

133precr Bopucosua Bunbepr (1937-) - pycku MaTemarmdap
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TPOyrao jeaune IJLOCHU KOja MMa CBa TPHU TeMeHa KOHAYHA U IPOJYKHUMO
CBaKy OJ] CTpaHuia y OECKOHAYHOCTH y jeHOM IMpaBIily. Tume cMoO mo0un
ACHUMIITOTCKU TPOYTa0 ca TPU HECBOjCTBEHA TeMeHa KOjU je MO/e/heH Ha TPHU
ACHMIITOTCKA TPOYIJIA Ca IO JIBA HECBOjCTBEHA TEMEHA U jeJlaH TPOyrao KOMe
Ccy CBa TeMeHa KoHadHa. lloBekmMo moOHjeHa HECBOjCTBEHa TEMEHa Ca He-
CBOjCTBEHUM TE€MEHOM TeTpaelpa, Ha30BUMO TO TeMe [.

Cauka 51: Ilpommuperme 6a3HOr TpoyIia 10 acuMITOTCKOr y IloeHkapeoBom
JICK MOJIEJTY

Uspauynajmo cama 3anpemuny rerpaeapa 11 (o, 8,v,a',3,7"). 3amnpe-
MUHY TeTpaenapa 1] MOXKeMO BUJIETH Ka0 Pa3NKy 3allpeMUHe NIeaTHOT Te-
TpaeJpa u 3anpemuta Tpu 13 Terpaeipa. OUUIMMO JieTa/bHAjE OBA Y€TUPHU
TeTpaepa Unje 3alpeMuHe 3HaMO J1a U3PadyHaMo, Ha OCHOBY dera hemo m0-
OUTH 3alpeMUHy TpakKeHor Terpaeapa. [lakie:

V(ABCI) = V(A'B'C'T) - V(AA'B'I) - V(BB'C'I) - V(CC'A'T).

Wspauynajmo nmemapcke yriose Terpaeapa AA’B'I. Harmacumo na je
Ha caunu o auenapcku yrao usmehy msocnu ABC u BCI, a yrao o usmeby
mwrocan ABI u ACI m amamorno 3a octajne yriaose. Oduriento je taja
ap, = L(AA'T,AB'I) = 7 — L(CAI,ABI) = 7 — o/. Taxobe je u vyp, =
L(AB'I,AA'B") =7 — £(ABI,ABC) =7 —~v u iy, = £(AA'I, AAB') =
L(ACI,ABC) = . Oso je y ckjJajy ca HOTAIMJOM KOjy CMO IIPETXOJIHO
YBEJH jep ¢MO ca «, 3 1 7y 0DeJIeKIIN Juelapcke yIyIoBe KOjU Ce CYCTUTY Y
jenunoj konaunoj tauku Terpaeapa T3. Kako je AA'B'I rerpaenap tuna T3,
TO 32 ILErOBe IUEAPCKe YIJIOBE BaxXKu ciiejicha 3aBHCHOCT
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/ _7T+OCT3_BT3_7T3

ap, = >
T+ By, — any, — Y7

B, = LI (5)

/ _7r+’7T3_aT3_6T3

7T3_ 2 *

Samemyjyin IpeTXoJHO youeHe aTy, 1, M Y7, Y CHCTEM HAJIA3UMO Ja Cy
JUeJIapCKH YIJVIOBU TETPae/ipa

- ’ ;) m—a' =B+
oy =T — Q, aTg_fPa

_ 1 _ —mta 46+
/BT:’, - 6) /BTS - 2 ’77

_ I _ m+a'—B—y
T3 =T — 7, Y1y = 2 .

Osum Terpacmap AA'B'I y ckinamy ca IpeTXOmHO yBEIEHOM HOTAIIAJOM MO-
2KEMO BUJIETH KAO:

, T—d —f+y —m+d +B+y n+d —F—7
T3 7T_O[)577T_77 ) ) .
2 2 2
Ha anajoran HaumH MOXKEMO OJIPEIUTH M JUEJAPCKE YIJIOBE IMPEOCTAIa
nBa Terpaeapa. Tume terpaenap BB'C'I moxkemo BugeTn Kao:

=B —-v+a -1+ +v+a 7r—|—6’—7—a)

Tg(ﬂ'—ﬁl,’}/,ﬂ'—a, 92 ) 92 5 2

onuocuo rerpaenap CC'A'l kao:

T—v —a+p —7+7 +a+p 7r+’y'—a—,8)

T3<7T—")/,Oé,ﬂ'—ﬁ, 2 ) 2 3 2

IIpeocrasio je jom ucnuTaT Juenapcke yriaose Terpaeapa A'B'C'I koju
je mmeasan, MehyTuM Ty je cuTyallnja jacHa Ha OCHOBY TeTpaejapa Tura 13
Koju ce noaupyjy 6am y Hecsojcrsenum taukama A', B’ u C' na je quenapcku
yrao jeIHaK yHUjU JreIapcKuX yrjioBa Koju ce goaupyjy. Crora je TeTpaemap
A'B'C'I

T<7T+7—a’—/6’ T+a—p -« 7r+6—7’—a>
2 ’ 2 ’ 2 ’
Cagna kopucrehu dopmysia 3a padyHarbe 3alpeMIHA HIeaTHOT Kao U Te-
Tpaejpa ca TPU HECBOjCTBEHA TeMeHa MOXKEMO M3PAdyHATH 3AlPEMUHE II0-
MONHMX TeTpaeapa, a 3aMeHOM JOOUjeHUuX BPEIHOCTH Y

V(ABCI) = V(A'B'C'T) - V(AA'B'I) = V(BB'C'I) - V(CC'A'T).
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jnobujamo koHadHy dopmysy. Mehyrum, ma 6ucMo ojaxiaim 3ammuc u hop-
MyJTy KOMIIAKTHHUj€ 3aIlucajl, YBeIUMO jorrn jemny Hortarnujy. Obemexmmo
Tpakenu terpaenap kao 17 (71, y2, Y3, A1, 2, a3) TIE Cy (1, g U (3 JIHEIAD-
CKH YIJIOBU MBUIIA KOje ITOBE3Y]y KOHAUHA TEMEHA, JOK Ce Y1, Y2 U Y3 CyCTUIY
y 6eCKOHAYIHO [TaJIEKOj TA9KH TeTpaeapa. Takohe Heka je yrao ay = a1. Tama
dopMysta 3anpeMuHe TPazKeHOr TeTpaepa IJIacH:

3
V(T1 (71,72, 73, a1, a2, a3)) ;; [ (v +ﬂ(ﬂ + o —2Oéi+1 — %)
_ +ﬂ<”_o‘i +2%‘+1—%->
_ﬂ<”—az‘ —2az‘+1+%>
_ﬂ<_ﬂ+aizo‘i+1+%‘>}

Hamomenumo jornr ja mpeTxogHo m3Bohere MOXKEMO YOIIITUTH Ha CJIy-
4aj Kajia ymecro Tpoyria ABC kKoMme cy cBa TeMeHa KOHAYHA MTOCMaTPaMO
Nn-TOyrao KOMe Cy CBa TeMeHa KOHadHa, I[1a THUMeE J00HjaMO 3alpEeMUHY IIU-
pamMuiie y 9ujoj je OCHOBH M-TOYrao a BpPX OECKOHAYHO JAJIEKA TadKa. Y3
IIPETIIOCTABKY J1a je Qpy1 = o dopMysia 3a 3anpeMuny he ce MpoMeHUTH y
cyMaluju, Tj cyMalmja uje ojx 1 10 n:

1« T+ o — Qi —
V(Tl(’yl,...,’}/37011,...,043))252|: -|— ( ! Z+1 ’71)
i=1

( —a; + Oéz+1 %’)

(77 Oéerl +71)

( ™+ o +0[z+1+'71>]
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6 3ak/pyvak

Orkpuhe xunepboJindKe reoMeTprje yYHeJIO je HeBepoBaTHE NPOMEHE Y
cXBaTamby TeOMeTpHje, & CAaMHM THM M OTBOPHJIO IIPErPINT IUTamka Ha KOja
je TpebaJjio ofroBOpPUTH.

Ha mmramy sampeMmHe TeTpaempa XUIEPOOIUYKE reoMeTpHje, IMUTamba
KOje HaC y OBOM paJjly HajBHUIIlE 3aHUMA, OATOBOP je mao jornr Hukomaj JIoba-
9EeBCKHU y CBOjUM IIPBUM PaJI0BUMa OCBeheHNM HOBOOTKPHUBEHO] F€OMETPH]H.
MebyTtum, Kao mTo je U y pajay IperovdeHo, came HopMmysie 3a 3alpeMUHY
TeTpaeJpa HUCY HUMAJIO jeJHOCTaBHE W 3a FHUXOBO JIOHEKJIE KOMITaKTHHjE
3allCUBalbE YBeJeHa je TpaHCleHIeHTHa (yHKiuja. [lopem Tora, cermeHT
Koju Huje obpaben y oBoM pajy je 3ampeMuHa XUIEPOOJUIKOr TeTpaeapa
KOME Cy CBa TeMeHa KoHadHa. Hajcrapuju meros 3a m3padyHaBaibe 3alpe-
MEUHE TaKBOT' TeTPaeIpa JAaTUpPa joIl u3 BpemeHa JlobadeBcKor, a 3acHUBa ce
Ha JEKOMIIO3UIMjU TeTpaeapa HeroBOM BHCHHOM Ha IIPaBOyIJe, Mehyrum,
onpehuBame nueTapCcKuX yrjoBa MOMONHUX TeTpaejapa HUje jeTHOCTaBaH
3aJaTaK, ¥ 9eCTO TPAaKeH! INeJAPCKN YIJIOBU HUCY Y BE3U Ca JUEIAPCKUM
yIJI0BUMA T10/1a3HOT TeTpaeapa. [locye pama JIobateBckor Ha MUTaY 3aIpe-
MHUHE TeTpaeipa, MHOTH CBETCKHM MaTeMaTHdapHh Cy ce, Y IMOTPa3’ 3a HEIITO
jE€JIHOCTAaBHUJjUM pellereM, OABUIN UCTUM ITUTAHLEM U yIJIABHOM Ce IO pe-
3yJITaTa JOJIA3UIO CAMIHOM AekoMmosunujoM. Tek kpajem XX Beka 10,1831
ce JIo pelema Koje He KOPUCTU MTOMEHYTY JEKOMITO3UIN]Y U JEeTUMUIHO 13-
MembeHe popmysie Koja Takohe Kopuctu dyuKIujy JlobadeBckor, aan 9uju cy
apryMeHTH pellerha CUCTEMa IOJTHHOMHUX jeIHATHHA.

V3eBIn y 003Up CBO IMPETXOAHO M3JIarame, JI0Ja3UMO JI0 3aK/bydKa Jia
je nmuTame 3allpeMuHe TeTpaelpa XUIepOoJMIKe TeOMeTprje BeoMa MHTepe-
caHTHA 00JIacT, Kao U Xumepbdosmyuke reomerpuja yormre. MehyTum, ocraje
OTBOPEHO IUTAIbE Ja JIM, Y OIIITEM CIy4ajy, MOXKeMo Hahu HeKH jeHOCTaB-
HUju ¥ YHUGPOPMAH METO/T 33 N3padyHaBalbhe 3allpeMIHe TeTpaeipa Xuiepobo-
JITIKE TeOMETpHje, a CAMUM TUM U KOMIIAKTHU]Y W jeIHOCTABHU]Y (POPMYJIY.
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