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1 Uvod

Neka svojstva rotacionih povrsi su bila poznata od Arhimeda. Razvoj ma-
dokaz. Krivinu opstih povrsi uvodi Ojler, koji 1760. godine dokazuje formulu
za krivinu ravanskog dela povrsi, a 1771. razmatra i povrsi zadate u parame-
tarskom obliku. Klju¢ni doprinos teoriji povrsi daje Gaus u svoja dva rada iz
1825. i 1827. godine. Ta dva rada su dala potpuno nov ugao proucavanja
povrsi, jer je Gaus isprva razmatrao sustinski geometriju povrsi, smatravsi da
su svojstva, koja su odredjena samo geodezijskim rastojanjem izmedu tacaka
povrsi, nezavisna od nacina na koji je povrs zadata u Euklidskom prostoru.
Kljuéni rezultat, Velicanstvena teorema Gausa, pokazuje da je Gausova krivina
suStinski invarijantna, odnosno invarijantna u odnosu na lokalne izometrije. Ovo
stanoviste prosiruje Riman na viSe-dimenzione prostore, §to je danas poznato
kao Rimanova geometrija. Devetnaesti vek je bio zlatno doba teorije povrsi, i
to iz oba ugla gledanja - topoloskog i iz ugla diferencijalne geometrije. Tada
Darbu prikuplja mnoge znacajne rezultate i objavljuje ih u svom delu Théorie
des surfaces.

U 1841. godine Deloni! je naznacio klasu povrsi u Euklidskom prostoru
koje je opisao eksplicitno kao rotacione povrsi kotrljanja konika. Ove povrsi su
katenoidi, unduloidi i nodoidi. Danas se zovu Delonijeve povrsi. One su prvi
netrivijalni primeri povrsi koji imaju konstantnu srednju krivinu, pod trivijalnim
primerom podrazumevamo sferu.

Sledi kratak prikaz ovog master rada po glavama. Prva glava sadrzi neke
osnovne pojmove iz diferencijalne geometrije, kao Sto su prva i druga osnovna
forma, Gausova i srednja krivina itd.

U drugoj glavi se posmatraju rotacione povrsi uopste i neke njihove karak-
teristike.

U trec¢oj glavi se upoznajemo sa rotacionim povrsi koje imaju konstantnu
srednju krivinu. U ovoj glavi vidimo kako se od konika dolazi do rotacionih
povrsi sa konstantnom krivinom.

U radu ¢e biti ilustrovani primeri rotacionih povrsi. Za njihovu ilustraciju
je koriséen programski paket Mathematica. Takode u trecoj glavi bic¢e koriséen
i programski paket Geogebra kako bih nacrtao konike: parabolu, elipsu i hiper-
bolu.

Zeleo bih da se zahvalim ¢lanovima komisije dr Miroslavi Antié¢ i dr Tijani
Sukilovi¢ na korisnim komentarima koji su doprineli da ovaj master rad bude
bolji.Takode i roditeljima za podrsku.

Ovaj Rad je nastao za vreme studija u okviru programa Srbija za Srbe iz
regiona”vlade Republike Srbije.

ICharles-Eugéne Delaunay-francuski matematicar-(1816-1872)



2 (Gausova i srednja krivina

2.1 Parametrizovana povrs

Neka je U otvoren skup u R2. Funkcija r : U — R? je klase C! ako su r i
njeni parcijalni izvodi 2—2 i % neprekidni. Koristi¢emo (u, v) kao koordinate na
nasem parametarskom prostoru. Sli¢no, za svako k > 2, kazemo da je r klase

C* ako svi njeni parcijalni izvodi reda najvise k postoje i neprekidni su.

Definicija 1. Parametrizovana regularna elementarna povrs klase C*, k > 1,
podskupa S C R3 je 1-1 preslikavanje r : U — S C R3, klase C*, gde je U
otvoren podskup od R, a 7, x 1, # 0.

Oznake: r(u,v) = (ri(u,v),r2(u,v),r3(u,v)) tj. r(u,v) = ri(u,v)er +
ro(u,v)es + r3(u, v)es. Parcijalne izvode po u i v ozna¢avamo skradeno sa r,, i
ry pri Cemu je

O O, D2y ), O
Tu(uvv) ~ ou ( ou (ua v)ﬂ o (u,v), o (’U,,U)), (1)
O O ), 2 (), T8
rv(u,v) - a’U - ( av (U,U), 01} (u,v), (% (U,’U)). (2)
Jakobijeva matrica preslikavanja r je
Or1 91
J — Luz % 3
(r)(u,v) = | 52 7 | (3)
L

Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
a) 1y (ug,vo) 1 7 (ug, vg) su linearno nezavisni;

b) 7y (uo,v0) X 74 (o, vo) # 05
¢) Jakobijeva matrica ima rang jednak 2 u tacki (ug, vg).

Mozemo da posmatramo krive na regularnoj parametrizovanoj elementarnoj
povrsi koje dobijamo kad fiksiramo v = vy dok je uw promenljiva, koja se zove
u-parametarska kriva i kad fiksiramo u = ug dok je v promenljiva, koja se zove
v-parametarska kriva. U tacki P = r(ug,vo) vidimo da r,(ug,vo) je tangenta
u-parametarske krive a r,(ug, vg) je tangenta v-parametarske krive.

Hoéemo da nam ovi vektori budu baza za tangentnu ravan, ¢iji normalan
vektor je r, X 7,. Znaéi, tangentna ravan sadrzi vektore r, i 7, u tacki P =
r(uo,v0). Sada, posto r, X r, # 0 iz definicije, vektori r, i r, su linearno
nezavisni i kao takvi zadaju ravan. Onda vazi sledece.

Definicija 2. Neka je S regularna parametrizovana elementarna povrs, i neka
je tacka P € S. Neka jer : U — S C R® regqularna parametrizacija takva
da P = r(ug,vp). Definisemo tangentnu ravan povrsi S w tacki P da bude
potprostor TpS koji je razapet vektorima ry, 1, 1 sadrzi tacku r(ug, vo).



Kako imamo regularnu parametrizaciju r, znamo da r, X r, je nenula vektor
koji je ortogonalan ravni koja sadrzi r, i r,. Tako dobijamo jedini¢ni vektor

Tu X Ty

n= ——— (4)

|70 X 70|

On se zove jedini¢ni normalni vektor regularne parametrizovane povrsi.
Navedimo neke primere povrsi:

a) Parametrizacija sfere sa polupreénikom p > 0 i centrom u koordinatnom
pocetku jeste

r(u,v) = (psin(u) cos(v), p cos(u) cos(v), psin(v)), (5)
gde je p > 01 gde je funkcija r : (0,7) x (0,27) — R3.

ParametricPlot3D[{Sin[u] Cos[v], Sin[u] Sin([v], Cos[ul},
{u, 0, Pi}, {v, 0, 2 Pi}]

Slika 1: Sfera sa polupre¢nikom p =1

b) Parametrizacija valjka sa polupreénikom p > 0 koji ima kao osu osu 07
data je sa
f(u,v) = (pcos(v), psin(v), u), (6)

gde je funkcija f : (—a,a) x (0,27) — R, ia > 0.

ParametricPlot3D[{Cos[v], Sin[v], u}, {u, -2, 2}, {v, 0, 2 Pi}]



Slika 2: Valjak sa polupre¢nikom p =1,a = 2

¢) Parametrizacija konusa je data sa
g(u,v) = (ucos(v),usin(v),u), (7)

gde je funkcija g : (—a,a) x (0,27) — R3, a > 0. Presek konusa sa ravni
z = ug je krug polupre¢nika |[ugl, a za u = 0 taj presek je tackaP(0,0,0).
U tacki P ova parametrizacija ne ispunjava uslove Definicije 1, tako da
tacku P treba iskljuciti iz domena parametrizacije da bi konus bio regu-
larna parametrizovana povrs.

ParametricPlot3D[{u Cos[v], u Sin[v], u}, {u, -2, 2},
{v, 0, 2 Pi}]

Slika 3: Konus a = 2



d) Parametrizacija helikoida je data sa
h(u,v) = (ucos(v), usin(v),v), (8)
gde je funkcija h: (0,a) x (0,27) — R3, a > 0.

ParametricPlot3D[{u Cos[v],u Sin[v], v}, {u, 0, 2}, {v, 0, 2 Pi}]

Slika 4: Helikoid a = 2

2.2 Prva osnovna forma

Prva osnovna forma je skalarni proizvod vektora koji pripadaju tangentnoj
ravni u tacki P. Ona se oznacava sa I. Prva osnovna forma nam omogucava da
racunamo krivinu i metricke osobine povrsi, kao §to su duzina i povrsina.

Neka su vektori ¢ = ary, + bry,,y = cry +dry, € TpS i neka je {ry,r,} baza,
onda je prva osnovna forma data sa:

Ip(z,y) = (x,y) = {ar, + bry, cry + dry)

= ac(ry,mu) + (ad + be)(ry, ry) + bd(ry, 1)
= Eac+ F(ad + bc) + Gbd, 9)

gde su E, F i G koeficijenti prve osnovne forme, dati sa:

E = IP(TUJTU) = <'I"u,7’u>,
F= IP(ruaTv) = <71ua7nv> = <7ﬂva'r'u> = IP(T’LMTu)a

G = IP(Tv,Tv) = <TvaTv> (10)



Lo . . . E F
i obi¢no se prva osnovna forma predstavlja simetri¢nom matricom Ip = .

F G
Specijalno ako prva osnovna forma ima samo jedan argument, onda se koristi
skalarni proizvod tog vektora sa samim sobom

Ip(z,z) = ||z|| = (z,z) = (ary + bry, ary + bry)

= FEa®> + 2Fab+ Gb?, x € TpS. (11)

Neka su r(U) i 7*(U) dve povrsi. Kazemo da su te povrsi lokalno izome-
tricne ako za svaki P € 7(U) postoji regularna parametrizacija r : U — R3,
sa 7(ug,v9) = P i druga regularna parametrizacija r* : U — R® (gde kori-
stimo isti otvoren skup U C R?), za koje vazi Ip = I}* kad god P = r(u,v) i
P* = r*(u,v) za neke (u,v) € U. Tada je funkcija f =r*or=t:7(U) — r*(U)
je 1-1 preslikavanje koje ¢uva prvu osnovnu formu , a samim tim i rastojanje.

Kako imamo

EF F Tulu TuTv T
(F G) - <Tu7’u 7’1}7"11) - (Tu rv) (Tu TU)7 (12)

sledi
o Tulu Tulv O
EG — F? = det ( wwTu ”) =det | rory Tory 0] =
T’UTU TUT’U 0 O 1
= det ((ru Ty n)T (ru 7o n)) = (det((ru 1 n)))> (13)

§to je kvadrat zapremine paralelepipeda koji je odreden vektorima 7., r, i n.
Kako je n jedini¢ni vektor ortogonalan ravni koja sadrzi r, i r,, ova vrednost je
onda kvadrat povrsine paralelograma odredenog vektorima r, i r,. Tako da vazi
EG—F? = |r, x7,||?> > 0. Zato je povrsina parametrizovane povrsi r : U — R3
definisana kao integral

/Hruxrvﬂdudv:// v EG — F2dudv. (14)
U U

2.3 Normalni presek i normalna krivina

Osobine krivine za povrsi su mnogo slozenije nego one za krive. To je zbog
prostog razloga sto iz jedne tacke P na povrs mozemo da posmatramo duz
beskona¢no mnogo tangentnih pravaca i krivina moze da se menja izmedu ovih
pravaca. Bilo bi tesko proucavati beskona¢no mnogo krivina. Moze se pokazati
da je dovoljno da poznajemo samo dve, da bismo znali krivinu na povrsi u datoj
tacki.

2.3.1 Definicije

Neka je S povrs i neka je P tacka na povrsi: u tacki P, povrs ima tangentnu
ravan 1,5 koja se sastoji od svih tangentnih vektora krivih na povrsi S koje



prolaze kroz tacku P. Izaberimo jedini¢ni normalni vektor n(P) i fiksirajmo
vektor v € TpS, gde |[v|]] = 1. Ova dva vektora nam daju normalnu ravan
7, (P) kroz P ( sa parametrizacijom OQ) = O?—&—sv—i—tn(P), s,t € R). Presek
normalne ravni 7, (P) sa povrsi S je kriva na povrsi koja se zove normalni presek
u smeru v.

Definicija 3. Normalni presek C,(P) povrsi S u tacki P € S u smeruv € TpS
je kriva ¢ija je slika presek normalne ravni 7, (P) i povrsi S.

C,(P) = S Ny (P). (15)

Normalna krivina k,(P;v) je definisana kao krivina normalnog preseka C,(P)
videna kao kriva u normalnoj ravni m,(P) sa smerom zadatim {v,n(P)}.

Preciznije, neka je r, : I — S, parametrizacija duzinom luka normalnog
preseka C,(P) sa 1,(0) = OP, orijentisana na takav nac¢in da je r,(0) = v.
Tada je
r’(0) = kn(P;v) - n(P). (16)

v

Kako je r//(0) normalna na 77, (0) = v i deo je ravni sa bazom {v,n(P)}, onda
jednacina (16) ima smisla. Specijalno, normalna krivina

kn(P50) = 1,/(0) - n(P) (17)

moze biti pozitivna, negativna ili nula. Za normalni presek sa parametrizacijom
koja ne mora biti zadata duzinom luka, normalna krivina ima oblik
5 (0) - n(P)

kn(Psv) = =

OE (18)

2.3.2 Racunanje normalne krivine u specijalnom slucaju

Normalni presek seCe povrsi blizu tacke P, i normalna krivina u tacki P
meri normalnu krivinu tih krivih. Ovi brojevi daju krivine povrsi S u svakom
tangentom pravcu. Tesko je izra¢unati svaku normalnu krivinu. Postoji li neka
veza ovih normalnih krivina? Da li je moguée da izra¢unamo manje ( kona¢no
mnogo krivina), a da dobijemo celu sliku? Odgovor ¢emo prvo dati samo u
specijalnom sluc¢aju. Kasnije ¢e biti pokazano da sli¢no vazi i u opStem slucaju.

Razmotrimo prvo specijalni slucaj. Neka je povrs S dobijena kao grafik
glatke funkcije f : D — R, gde je D C R? otvoren skup i O = (0,0) € D.
Pretpostavimo takode da:

f(0,0)=f$(0,0)=fy(0,0):fxy(0,0):O (19)

Prvi uslov nam obezbeduje da povrs S sadrzi tacku O € E2. Sledeéa dva uslova
nam kazu da tangentna ravan TpS u tacki O ima kao bazu vektore (1,0,0) i
(0,1,0). Onda se afina tangentna ravan moS poklapa sa XY -ravan a vektor
k= (0,0,1) € R? se moze izabrati za jedini¢ni normalni vektor u tacki O.



Za datu povrs S'itacku P € S, uvek postoji izometrija prostora kojom se ta
povrs i tacka slikaju u one koje zadovoljavaju ove osobine. Prvo, translacijom za
vektor PO, tacka P se slika u O, zatim posoji rotacija koja slika jedan normalni
vektor na drugi, tj. tangentnu ravan u koordinatnu ravan O,. Na kraju, postoji
rotacija sa osom k kojom mozemo ispuniti poslednji uslov fz,(0,0) = 0.

Nadimo sada normalni presek u ovom specijalnom slucaju:

Jedan jedini¢ni tangentni vektor v € TpS, je oblika v = (cos6,siné,0),
za neki ugao 6 € (0,27). Koristiéemo ovaj ugao kako bismo parametrizovali
normalni presek C(0) = C,(O) i normalne krivine k,(0) = &, (O, v). Normalni
presek C(6) je presek ravni odredenih vektorskim pravcima

{(cos0,sin6,0),k} = {(tcosf,tsinb,s)|s,t € R},

S ={(z,y, f(z,y))|(z,y) € D}.

Kako je z = tcosf iy = tsinf, onda je z = s = f(tcosf,tsinh), pa se tacka
(z,vy, z) preseka C(0) moze parametrizovati vektorskom funkcijom:

r:I =R r(t)=(tcos,tsinb, f(tcos,tsinh)).
Koristeéi izvod slozene funkcije, na¢i ¢emo normalnu krivinu za pravac 6
7' (t) = (cosB,sin b, cos 0 f,(tcos 0, tsinf) + sin b f,(t cosb, tsinh)),
7" (t) = (0,0, co8? 0 fr.(t cos 0, t sin §) + 2 cos O sin 0 f,,,, (t cos 0, t sin §)

+sin? 0 f,, (tcos 0, tsin 9)),

i posebno
r'(0) = (cosf,sin6,0) = v,

(0) = (0,0, cos? 0 f,..(0,0) + sin? 4 f,,(0,0)).

Koristeéi formulu za normalnu krivinu (18) u praveu v = (cos,sin6,0) € Tp S,
racunamo

TH(O)TL(O) = COS2 0fm (0, 0) + Sin2 nyy (07 0)‘ (20)

kn(O;v) = kn(0;0) = W

2.3.3 Glavne krivine i Ojlerova teorema

U prethodnom odeljku smo, u jednom specijalnom sluc¢aju, pokazali tvrdenje
koje vazi i u opstijem obliku i naziva se Ojlerova? teorema. Primetimo da je
k1 = fu2(0,0) normalna krivina povrsi S u tacki O na pravac x-ose a kg =
fyy(0,0) je normalna krivina povrsi S u tacki O na pravac y-ose.

2Leonhard Euler-svajcarski matematicar-(1707-1783)



Propozicija 1. Neka je pours S grafik glatke funkcije f : D — R, gde je
D c R? otvoren skup takav da O = (0,0) € D i £(0,0) = f,(0,0) = f,(0,0) =
J24(0,0) = 0.

Tada k1 = f22(0,0) i ks = f,,(0,0) su maksimalna, odnosno minimalna
normalna krivina od S na O, i normalna krivina k,(0) na pravac
v = (cosf,sinb,0) € TpS, je data Ojlerovom formulom

kn(O;0) = cos® Oky + sin? Ok,. (21)

Ojlerova formula prekazuje da je normalna krivina funkcija ugla 6.

Dokaz: Iz Ojlerove jednacine (21) vidimo da su k1 = k,(0;0) i ky =
k. (O; ) normalne krivine. Zasto su ektremalne? Bez umanjenja opstosti, pret-
postavimo da k; > ks (ako ne onda zamenimo ulogu z i y ose). Tada,

ko = (cos2 O+sin? ko < k,(0;0) = cos? Okq+sin? Ok, < (cos2 O+sin? 0)k1 = k1.
(22)

Definicija 4. Brojevi k1 i ko se zovu glavne krivine povrsi S u tacki O.

Primedba 1. Posebno, Ojlerova formula (21) nam kaZe kako da izracunamo
normalnu krivinu u proizvoljnom tangentnom pravcu ako su poznate glavne kri-
vine. Ako hoéemo da nademo normalnu krivinu u datom pravcu v, dovoljno je
znati dve glavne krivine i ugao izmedu jednog glavnog pravca- u nasem slucaju
x-ose i pravca vektora v. U stvari Ojlerova formula je tacna u opStem slucaju,
Sto cemo objasniti kasnije.

2.4 Normalna i geodezijska krivina, druga osnovna forma.

U ovom poglavlju, dajemo formulu za normalnu krivinu u datoj tacki neke
povrsi. Racuni su ovde malo slozeniji nego u specijalnom slucaju. Tokom tog
ra¢una delimo krivinu jedne proizvoljne krive na povrsi S na normalnu i geode-
zijsku komponentu.

2.4.1 Normalna i geodezijska krivina.
Neka je S povrs data parametrizacijom
r:U—R3UcCR%

Neka je C, kriva na povrsi S sa parametrizacijom «(t) = r(u(t),v(t)) koja ima
(u(t),v(t)) kao parametrizaciju za odgovarajuéu krivu na U. Neka je P(t), tacka
krive data vektorom P = r(u(t), v(t)).

Imamo sledeéi oronormirani pokretni reper:

o Jedinic¢ni tangentni vektor T(t);

e Normalni vektor povrsi S, dat sa v(u,v) = Hf_"éff’u (u,v);
u v

e Vektor binormale () = v(t) x 7(t) se nalazi u tangentnoj ravni Tp(+)S u
tacki P(t) i normalan je na 7(t).

10



Vektori 7(t), v(t),v(t) formiraju alternativnu bazu za R3, duz krive.

Glavni normalni vektor n(t) krive C' u tacki P(t) je ortogonalan na 7(t) i
kao takav je jedini¢ni vektor ravni razapet vektorima v(t) i y(t). Zato postoji
ugao 0(t) takav da je normalni vektor na povrs dat sa

n(t) = sin(t)y(t) + cos O(t)v(t). (23)
Vektor krivine k(t)n(t) se sastoji od dve komponente:
E(t)n(t) = k(t) sin@(t)y(t) + k(t) cos6(t)v(t), (24)
tangente i normalne komponente.

Definicija 5. Koeficijenti ove dve komponente se zovu:
Geodezijska krivina u P(t), kq(t) = k(t) sin6(¢),
Normalna krivina u P(t), k,(t) = k(t) cos 6(t).

Napomena 1. U slu¢aju kada kriva C pripada normalnom preseku C,(P)
sadrzanom w normalnoj ravni m, P, glavni normalni vektor n(t) od C,(P) u P je
jediniéni vektor koji se nalazi u toj ravni ¢ normalan je na vektor v. Onda, n(t)
mora da se poklapa sa v(t) ili -v(t) i kao posledica, geodezijska krivina normal-
nog preseka u P je kqy(0) = 0 a njegova normalna krivina u P je k,(0) = £k(0),
odnosno krivina krive normalnog preseka C,(P) (znak zavisi od izbora jedini¢nog
normalnog vektora v(0).

Sada ho¢emo da izra¢unamo normalnu krivinu za datu krivu C' na povrsi S
koristeéi parametrizaciju r i, posebno, krivine normalnih preseka:

Neka je kriva parametrizovana sa a(t) = r(u(t), v(t)). Iz Freneovih jednacina
za prostornu krivu znamo da vazi

T(t) = s (Ok()n(t) = 5" () (kg ()Y (1) + En(H)1(1)). (25)

gde je s prirodni parametar krive.

ka()) TN

k(t)n(t)

Slika 5: Dekompozicija za vektor krivine
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Propozicija 2. Normalna krivina od k zadovoljava:

o (T(t) - V(1)) (26)

Dokaz:
Druga jednacina se dobija diferenciranjem jednacine 7(t) - v(t) = 0.
Kako bismo interpretirali vektore v’ = (vor)" i 7(¢) u formuli gore, ili prvu
od Freneovih jednacina
vV = v 4 vt (27)
1
0]

Iz propozicije zaklju¢ujemo da vazi:

(rou’ + ryv’). (28)

Posledica 1.

nlt) ==

T(t)'yl(t) - §'(t)? ((r“'Vu)(UI)Q"‘(ru'Vv'Hﬁv'Vu)u/vl+(rv'yv)(vl)2)-
(29)

Posledica 2. Normalna krivina zavisi od tangentnog vektora T krive uw P, ali
ne od same krive. Za nenula tangentni vektor T = ar, + br,, rezultat Posledice
1 moZe se koristiti kao definicija za normalnu krivinu povrsi S w pravcu 7:

1

—W((m 1)a + (g - vy 4 1 - v)ab + (ry - )b, (30)

ko, (t) =

2.4.2 Druga osnovna forma

Konaé¢no, ho¢emo da nademo izraze za koeficijente u formuli (29). Za ovaj
cilj koristimo:

Definicija 6. Neka je data povrs S parametrizacijom r : U — R3, kao u pret-
hodnom poglavlju. Definisemo tri realne glatke funkcije e, f,g: U — R, sa

elu,v) = 1(r -vV)\u,v :w v);

(10) = (1 ) us0) = e ) (31)
Puo (T X T) .

flu,v) = (ruy - v)(u,v) = W( ,V); (32)

9(15,0) = (raw - 9)(uy0) = 2T X T0) g, (33)

|7 X 7]

i drugu osnovnu formu za tangentni vektor t = ar,+br, € TpS, P = r(u,v),
kao kvadratni polinom sa dve nepoznate a i b :

I1(t)(u,v) = e(u,v)a® + 2f(u, v)ab + g(u,v)b>. (34)
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Veza izmedu ovih funkcija sa koeficijentima iz formula (31), (32) i (33) se
objasnjava slede¢om lemom:

Lema 1.
e(u,v) = —(ry - V) (u,v); (35)
flu,v) = =(ry - ) (u,v) = = (ry - 1) (u, v); (36)
g(u,v) = —(ry - vy)(u, v). (37)
Dokaz:

Koristimo parcijalno direfenciranje jednacine
O=ry - v=ry- v,

po u i po v.
Kako smo normu |¢| vektora ¢ izra¢unali prvom osnovnom formom, dobijamo
slededi izraz za normalnu krivinu u pravcu t:

Propozicija 3. Normalna krivina k, povrsi S u tacki P sa P = r(u,v), na
tangentni pravac t = ary + br, € TpS, je kolicnik druge i prve osnovne forme:
e(u,v)a? + 2f(u,v)ab + g(u,v)b?
E(u,v)a? + 2F(u,v)ab + G(u,v)b?"

kn(t) = (38)

2.5 Glavne krivine, Gausova krivina i srednja krivina

Nas cilj je da uopstimo rezultat $to smo dobili za glavne krivine povrsi grafika
funkcije na opstu povrs. Mi se nadamo da ¢emo naci u svakoj tacki P povrsi
S dve glavne krivine takve da svaka normalna krivina k,(t) pripada intervalu
njima odredenom.

Bilo bi lepo da imamo formule koje izrazavaju normalnu krivni preko glav-
nih krivine. Koja je maksimalna, odnosno minimalna vrednost za ovaj izraz
(normalnu krivinu) i za koji (tangentni) pravac se to desava?

Preformulisimo ovo pitanje: Neka je P € S, takva da P = r(ug,vo). Fiksi-
ramo vrednost dveju osnovni formi u toj tacki:

E = E(UO,UO)vF = F(“Oavo)aG = G(Uo,’l)o),

e = e(uo,vo), f = f(uo,v0),9 = g(uo,vo)-

Sada se pitamo za koje realne brojeve k jednacina

2 2
P 4+ 2fab+ gb 7 (39)
FEa? + 2Fab + Gb?

ima netrivijalno resenje (a,b) # (0,0). (Napomena: Uvek postoji resenje za
k = %, za koje je resenje (a,b) = (1,0).
Sledeée jednacine su ekvivalente:

ea® 4+ 2fab + gb* = kEa® + 2kFab + kGb?,

13



(kE — e)a® + 2(kF — f)ab+ (kG — g)b*> =0,

i (kE —e)?a® + 2(kF — f)(kE — e)ab+ (kG — g)(kE — e)b®> = 0
Neka je kE # e. Onda mozemo napisati

(kE —e)a+ (kF — f)b)* + (kG — g)(kE —e) — (kF — f)*)b* = 0.  (40)
Jednacina (40) moze imati reSenje ako drugi sabirak je manji ili jednak nuli
(KG — g)(KE — ¢) — (kF — f)* <0,
(EG — F*)k? — (eG + gF — 2fF)k + (eg — f?) <0,

eG+gE —2fF eg — f?
< 41
G- "TEe_p =’ (1)
(U redu je da delimo sa EG — F? jer je to uvek pozitivan broj EG — F? > 0).

k* —

Definicija 7. Neka je P € S, tacka regularne parametrizovane povrsi, i neka
su B, F, G ie, f, g koeficijenti prve i druge osnovne forme u P u datoj
parametrizaciji. Onda definisemo Gausovu krivinu K(P) povrsi S u tacki P
kao realni broj

_eg—f°
K(P)= z7—Fa (42)
i srednju krivinu H(P) kao realni broj
_eG+gE=2fF
HP) =—Fc—F (43)

Napomena 2. K i H definisu glatke funkcije K(u,v) i H(u,v) na njihovom
domenu.

Koristed¢i ove skradenice, nejednacina (41) se pise:
k* —2Hk + K < 0.

Za date realne brojeve K i H ova funkcija predstavlja parabolu. Jednacina
k> —2Hk+ K =0,

ima dva reSenja ky = H +vVH? - Kiky,=H—-+vVH? - K.

Definicija 8. Neka je P € S, tacka na povrsi S i neka je K(P) i H(P) Gausova,
odnosno srednja krivina od S u P. Onda se brojevi

ki(P) = H(P) + /H?(P) — K(P), (44)

ka(P) = H(P) — /H*(P) - K(P), (45)

zovu glavne krivine za S u P.
Pridruzeni glavni pravci su tangentni pravcei t1 = a1y + b1y @ to = agry +
bory sa kn(t;) = ki(P) gde je i = 1,2 (jednoznacéno odredeni za ki # ko!).
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Propozicija 4. 1. Glavne krivine, Gausova krivina i srednja krivina u tacki
P € S, su vezane sledeéim relacijama:

K(P) = k1(P) - ko (P), (46)

ki(P) + kQ(P).

H(P)= (47)
Poslednja jednacina objasnjava naziv srednje krivine.
2. Glavni pravci t; = a;ry + biry, mogu se odrediti kao re§enje linearnih

jednacina
(kiEl = e)a; + (ki F' — f)bi =0,
ili kao resenge linearnih jednacina
(kiF" = flai + (kiG — g)bi = 0.
Dokaz:
1. Racunajmo k1 (P) - k2(P) i k1(P) + k2(P) koriste¢i formule (46) i (47).
2. Posmatramo jednacinu:
((kE — e)a+ (kF — f)b)® + (kG — g)(kE — ) — (kF — f)*)b* = 0.
Glavne krivine k; zadovoljavaju jednacinu:
(kiG — g)(k;E —€) — (kiF — f)? =0,i = 1,2.

Onda prvi deo
(kB —e)a+ (ki F — f)b)?,

mora da nestane za glavni pravac t;. To je ekvivalentno sa resenjem (a;, b;)
linearne jednacine

Ako sredimo prvu jednacinu onda dobijamo
((kE —e)(kG — g) — (kF — f)*)a® + ((kF = f)a+ (kG — g)b)* = 0.

Prvi deo nestaje za k = k;, tako da drugi deo mora da nestane za (a,b) =
(as, b;), koordinate glavnog pravca.

Napomena 3. Neka je data parametrizacija v : D — R3, povrsi S. Glavne
krivine i glavni pravci mogu se dobiti po sledecem algoritmu:

1. Izracunati koeficijente E, F, G ie, f, g prve i druge osnovne forme u (ug,vo);

2. Izracunati Gausovu krivinu i srednju krivinu na P;
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3. Izracunati ki (P) i ko(P);
4. Ako ki(P) # kao(P), izradunti glavne pravee ty i to.

Na kraju se bavimo i sa specijalnim slucajem gde rac¢uni su laksi.
Pretpostavimo da imamo povrs za ¢iju parametrizaciju vazi F = f = 0. Ovo
je slucaj za svaku tacku rotacione povrsi.

Posledica 3. U tacki P povrsi sa F = f =0, glavne krivine i glavni pravci su
dati kao

€ g
ok t1=ry; ko= 35; ta=r,.

Dokaz: U jednoj tacki P imamo:

k1=

eG +gE

K(P)=-2L H(P) = =5

- EG
Koristedi formule (44) i (45) dobijamo vrednosti za glavne krivine. Jednacine
(kiE —e)a; + (kiF — f)b; =0,
(kiF — f)a; + (kiG — g)b; =0,
koje odreduju glavne pravce daju:

E eG
(% —e)az =0, (T —g)bi=0.

Onda su glavni pravci dati sa t; = r,(za by =0), t2 =1r,(za ag =0).
Definicija 9. Tacka P € S se zove

1. elipticka ako K(P) >0,

2. hiperbolicka ako K(P) < 0,

3. parabolicka ako K(P) =0 i ky(P) # 0 ili ko(P) # 0,

4. planarna ako k1 (P) = ke(P) =0

3 Rotacione povrsi
Neka je P(I,0,n) € E3 tacka u ravni O,, u euklidskom prostoru. Ako je

rotiramo oko z ose dobi¢emo krug poluprecnika [ u ravni z = n. Taj krug moze
se parametrizovati kao r(u) = (lcosu,lsinu,n),u € (0,2m).

16



3.1 Generisanje rotacione povrsi

Umesto jedne tacke, mozemo rotirati oko z-ose sve tacke regularne pa-
rametrizovane krive u ravni O,,. Takva kriva sa glatkom parametrizacijom
r(v) = ((v),0, z(v)) nam daje povrs

r(u,v) = (2(v) cosu, z(v) sinu, z2(v)),a < v < b,0 < u < 7.

Efekat je da se cela kriva rotira oko z-ose i generiSe rotacionu povrs. Pri tom
treba voditi racuna o slede¢em:

(1) Ako funkcija z(v), uzima i pozitivne i negativne vrednosti, mora da dobija
negde i vrednost z(vg) = 0. To ¢ée biti tacka (0,0, z(vg)) na z-osi, koja je
fiksirana tokom rotacije. Rotaciona povrs koju smo dobili u ovom slucaju
nece biti regularna u toj tacki. Zbog toga treba da je x(v) > 0 za svaku
v > 0.

(2) Kako bismo dobili otvoren skup kao domen za parametrizaciju, imaéemo
0 < u < 2m. 1 tako, parametrizacija ne obuhvata celu rotaciju (jedna
tacka fali za svaki krug te povrsi). Kako bismo pokrili celu povrs, mozemo
koristiti istu formulu za parametrizaciju, ali unutar intervala u € (—m, )
na domen.

3.2 Osobine rotacione povrsi

Sada ¢emo analizirati osobine rotacione povrsi koristedi istu parametrizaciju
kao gore. Parametarske krive povrsi su:

1. Paralele sa parametrizacijom (z(vg) cosu, x(vp) sinu, z(vg)); to su krugovi
za, svaku fiksnu vrednost vg;

2. Meridijani (kopije tacke krive posle rotacije) sa parametrizacijom
(z(v) cosug, z(v) sinug, z(v)) za fiksnu vrednost parametra wug.

Sada ¢emo da proverimo da li vektorska funkcija koju smo koristili gore ispunjava
zahteve parametrizacije iz definicije. Kako je kriva koju rotiramo regularna i
kako je domen izabran kao otvoren interval u € (0, 27), lako se vidida jer 1—1
preslikavanje.

Parcijalni izvodi od r su:

ru(u,v) = z(v)(—sinu, cosu,0);  7,(u,v) = (2 (v) cosu, 2’ (v) sinu, 2’ (v)).

Kako bismo videli da su ova dva vektora linearno nezavisna za svaki par
(u,v), izrac¢unamo njihov vektorski proizvod:

(ru X 1) (u,v) = 2(v) (' (v) cos u, 2’ (v) sinu, —z'(v)), (48)
i pokazimo da ne moze biti nula. Znamo veé¢ da z(v) > 0. Stavige, vektor

(2'(v) cosu, 2’ (v) sinu, —2'(v)) ima duzinu /z'(v)? + 2/(v)2. To je norma tan-

gentnog vektora nase krive koja je regularna, pa je onda razli¢ita od nule svuda.
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Normalni vector u tacki P = r(u,v) € S jeste

1 !/ !/ : _x/ v
v(u,v) = S OETIOL (Z'(v) cosu, 2" (v) sinu, —a'(v)). (49)

Vidimo i drugi parcijalni izvod od parametrizacije r:
ryw = —x(v)(cosu, sinu, 0),

Tuy = @' (v)(— sinu, cos u, 0),
Ty = (2 (V) cosu, 2" (v) sinu, 2" (v)).

Sad izracunjamo koeficijente za dve osnovne forme:

E(u,v) = 2*(v); F(u,v) =0; G(u,v) =a'(v)? + 2'(v)?;

! 1 !/ !/ 11
SO0 g g = Z02E =0
z'(v)? + 2/ (v)? z'(v)? + 2/ (v)?
Kako je F' = 0, zaklju¢ujemo da su paralele i meridijani medusobno ortogonalni
u svakoj tacki povrsi.

Stavise, kako je F' = f = 0 koristimo posledicu pomoéu koje racunamo
glavne krivine i glavne pravce: Tangente 7, od paralela, odnosno r, od meridi-
jana su glavni pravci. Glavne krivine su:

e -z (v) g z'(v)Z () - x’(v)z{’(v)

e(u,v) = —

ki=—= ;o k=5 = (50)

E a(v)ya'(v)? +2(v)? G (a'(0)2 + 2/ (0)2)2

Kako bismo pojednostavili racune pretpostavimo da je nasa kriva parametri-
zovana duzinom luka. Tada ée norma tangentnog vektora \/z/(v)? + 2/(v)? u
odnosu na ovu parametrizaciju imati vrednost 1 za svaki parametar v. Posebno,
glavne krivine postaju mnogo prostije:

Primer: Kao prvi primer razmotrimo torus zadat pramatrizacijom:
r(u,v) = ((R+ rcos(u)) cos(v), (R + rcos(u)) sin(v), rsin(u)), u,v € (—m,m).

Torus je rotaciona povrs. Mi rotiramo krug polupre¢nika r, koji se nalazi u
ravni O,,, oko z ose. R je udaljenost centra kruga poluprec¢nika r od z-ose.
Razlikujemo tri slucaja:

1. Kad je R > r, imademo torus prsten.
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Slika 6: Torus prsten za R=41ir =2

ParametricPlot3D[{(4 + 2 Cos[u]) Cos[v], (4 + 2 Cos[u]) Sin[v],
2 Sin[ul}, {u, -Pi, Pi}, {v, -Pi, Pi}l};

2. Kad je R = r imac¢emo rog torus koji nema ”rupu”.

Slika 7: Torus rog za R =r = 2

ParametricPlot3D[{(2 + 2 Cos[u]) Cos[v], (2 + 2 Cos[u]) Sin[v],
2 Sinful}, {u, -Pi, Pi}, {v, -Pi, Pi} ,PlotStyle->Opacity[0.5]]
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Slika &: Vretenasti torusza R=2ir =4

3. Kad je R < r, ima¢emo vretenasti torus koji se sete sa samim sobom.

ParametricPlot3D[{(2 + 4 Cos[u]) Cos[v], (2 + 4 Cos[u]) Sin[v],
4 Sinful}, {u, -Pi, Pi}, {v, -Pi, Pi} ,PlotStyle->Opacity[0.5]]

Na prstenastom torusu mozemo da primetimo i geometrijsku interpretaciju
Gausove krivine. Znamo da Gausova krivina u tac¢ki P za rotacione povrsi ima

formulu K (P) = £%. U mom primeru imam

E=r% G=(R+rcos(u)* e=r g=(R+rcos(u))cos(u).

Sada dobijamo da je Gausova krivina data sa:

_ cos(u)
K(P) = r(R+rcos(u))

U zavisnosti od ugla u Gausova krivina moze biti pozitivna, negativna ili nula.

1. K(P)>0,zau< % iliu> 37” Tacka P na torusu se nalazi sa spoljne
strane i jeste elipticka tacka.

2. K(P) <0,za % <u< 3. Tatka P na torusu se nalazi sa unutrasnje
strane i jeste hiperbolicka tacka.

3. K(P)=0,zau= 7% iliu= 37” Tacka P na torusu se nalazi na gornjem
krugu ili respektivno na donjem krugu i jeste parabolicka tacka.
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4 Rotacione povrsi konstantne srednje krivine

U diferencijalnoj geometriji, povrsi konstantne srednje krivine predstavljaju
uopstenja minimalnih povrsi. Na primer, katenoid ima srednju krivinu jednaku
nuli. Ova povrs je povrs konstantne srednje krivine, ali takode je minimalna
povrs. Minimalna povr$ je ona povrs koja ima srednju krivinu jednaku nuli.

Rotacione povrsi sa konstantnom srednjom krivinom su definisane i karak-
terisane su u potpunosti od strane Delonija pre vise od jednog veka.

Deloni je klasifikovao kompletne povrsi konstantne srednje krivine u euklid-
skom prostoru u svom radu iz 1841. godine [1]. Kazemo da je povrs konstantne
srednje krivine u R?® kompletna ako nije deo veée takve povrsi. On je poka-
zao da se svaka takva povrs, koju zovemo Delonijeva povrs, dobija rotacijom
tzv. ruleta konike oko ose ruleta. Ove povrsi su cilindar, katenoid, unduloidi
i nodoidi. One su prvi netrivijalni primeri povrsi koji imaju konstantnu sred-
nju krivinu. Pod trivijalnim primerom podrazumevamo sferu. Sfera se dobija
rotacijom polukruga. Polukrug je rulet kriva elipse kad b tezi nuli.

Naime, rulet konike se dobija kada kotrljamo koniku (krug, elipsu, parabolu,
hiperbolu) neprekidno po fiksiranoj pravoj (osa ruleta), i posmatramo sliku
jedne zize konike pri tom kotrljanju.

Primetimo da je rulet kruga prava, a odgovarajuca Delonijeva povrs cilindar
koji ima srednju krivinu razli¢itu od nule.

Sfera je trivijalni slu¢aj Delonijevih povrsi. Ona jeste povrs sa konstantnom
srednjom krivinom jer znamo da sfera ima srednju krivinu jednaku 1/r, gde r
je poluprecnik sfere.

Na ovaj nac¢in unduloid se dobija od trigonometrijskih funkcija, a katenoid i
nodoid se dobijaju od hiperbolickih funkcija. Ovo nam omogucava da dobijemo
prostije izraze za Gausovu krivinu, srednju krivinu i duzinu luka rulete.

4.1 Od ruleta konike do Delonijeve povrsi

Kada kotrljamo krivu, bez klizanje, po fiksnoj krivoj, svaka tacka krive koja
se kotrlja crta drugu krivu koja se zove rulet.

Mi ¢emo posmatrati kotrljanje konike po fiksnoj pravoj i posmatra¢emo krivu
koju opisuje ziza te konike pri kotrljanju.. I ho¢emo da nademo parametrizaciju
ruleta koja se crta od zize ili ziza konike. Ova fiksna prava je tangenta na
koniku. Takode, mozemo zameniti uloge konike i njene tangente tako sto ¢emo
imati fiksnu koniku i tangentu koja se kreée oko konike. Od zize crtamo normalu
na tangentu. Tako éemo moé¢i da nademo parametrizaciju ruleta jer ¢emo znati
sve vreme apscisu i ordinatu zize dok se tangenta pomera oko fiksne konike.

Ove rulete koje smo dobili bi¢e meridijani za Delonijeve povrsi koje posma-
tramo. Delonijeve povrsi su rotacione povrsi koje se dobijaju rotacijom ruleta
koju smo nasli kotrljanjem konike.
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4.2 Od kruga do cilindra

Neka je krug 22 + y? = a? dat parametrizacijom p(t) = (acos(t),asin(t)) i
njegova ziza je centar kruga O = (0, 0).

Slika 9: Krug

Kako kotrljamo krug po pravoj liniji koja je tangentna na njega, sve vreme
centar kruga O se pomera i kreira novu krivu koja je rulet kruga. Rulet mozemo
nadi i na drugi na¢in. Mozemo kotrljati tangentu kruga po krugu i vezati koor-
dinatni sistem za tangentu, i naéi koordinate centra kruga u svakom trenutku.
Ako je M dodirna taka kruga i tangente, mi mozemo naéi i apscisu i ordinatu
rulete na sledeéi na¢in. Za apscisu nam treba duzina luka od tg = 0 do t; = t.
To nalazimo na slede¢i nacin.

p'(t) = (—asin(t),acos(t));

7/ (8)] = /a2 sin?() + a2 cos? () = a

t t
s= [ [p'(u)|du= / adu = at.

0 0
Koeficijent tangente kruga jeste

pody _ G acos(t)

dr dz - —asin(t)

Onda jednacina tangente jeste:

Y —yo = k(z — x0)

cos(t)
sin(t)

y—asin(t) = — (x — acos(t))
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a — x cos(t)

sin(t) =0

Y —

Znamo da koeficijent normale na tangentu jeste ki = —¢ = :E;E?) Ova

normala prolazi kroz centar kruga O = (0,0).
Odatle se nalazi njena jednacina

Posto je polupre¢nik kruga uvek normalan na tangentu kruga u svakoj tacki
onda Ce apscisa ruleta biti s = at, a ordinata ruleta ¢e biti koliko i duzina

polupre¢nika kruga a.

— — -,
} il .
e PF\ F N

B

Slika 10: Ruleta za cilindar

Onda je rulet R(t) = (at, a) prava linija koja je paralelna sa x-osom i udaljena
od nje koliko i poluprecnik kruga a. Sada mozemo da rotiramo tu pravu i na

taj nacin dobijamo Delonijevu povrs.
Ta povr$ se naziva cilindar:

r(t,v) = (at,acos(v), asin(v)).

ParametricPlot3D[{2*u, 2*Cos[v], 2*Sin[v]}, {u, -Pi/2, Pi/2},
{v, 0, 2 Pi}]
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Slika 11: Cilindar

Prvi izvodi po ¢ i po v su:
ry = (a,0,0);

ry = (0, —asin(v), a cos(v)).

Jediniéni normalni vektor jeste:
n(t,v) = (0, — cos(v), —sin(v)).

Koeficijenti prve i druge osnovne forme, glavne krivine, Gausova krivina i sred-
nja krivina su:

E=d* G=d* e=0;, g=a; F=f=0;

k‘lzo; k‘2:—; H:—; K:O.
a 2a

Primetimo da je srednja krivina cilindra zaista konstantna i jednaka %

4.3 Od parabole do katenoida

Neka je parabola y? = 2bz data parametrizacijom f(t) = (bsinh?(t), 2bsinh(t))
i njena ziza F = (b,0).

Kako kotrljamo parabolu na pravoj liniji koja je tangentna sa njom, sve
vreme ziza F' se pomera i kreira novu krivu koja je rulet parabole. Rulet mozemo
naéi i na drugi nac¢in. Mozemo kotrljati tangentu parabole po paraboli, vezati
koordinatni sistem za tangentu, i nac¢i koordinate zize u svakom trenutku. Po-
smatramo koordinatni sistem u kom je = osa tangenta parabole, a koordinatni
pocetak O’ je dodirna tacka tangente i temena parabole koja se dobija za t=0.
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Slika 12: Parabola

Ako se parabola i njena tangenta se dodiruju u tacki M mi mozemo nadéi i ap-
scisu i ordinatu ruleta na sledeé¢i nacin. Za apscisu nam treba duzina luka od
to = 0 do t; = t. To nalazimo na sledeéi nacin.

f'(t) = (2bsinh(t) cosh(t), 2bcosh(t));

/()] = /462 sinh® (¢) cosh? (£) + 40 cosh® () =

= \/4()2 cosh*(t) = 2b cosh?(t);

_ [ "(u)|du = t cosh? (u)du =
s= [ 1= [ 2bcostwyi
= b(t + sinh(t) cosh(?)).

Ako je N podnozje normale iz zize F' parabole na tangentu parabole, treba nam
rastojanje NM koje nalazimo na sledeéi nac¢in. Koeficijent tangente parabole

jeste

b — dy _ %i _ 2b cosh(t) _ 1 .
de 4z 2bsinh(t)cosh(t)  sinh(t)
Znamo da koeficijent normale na tangentu jeste k; = f% = —sinh(¢). Ova

normala prolazi kroz zizu F' = (b, 0).
Odatle se nalazi njena jednacina

Y — yo = ki(z — zo),
y — 0 = —sinh(¢)(x — b),
y + sinh(¢)z — bsinh(t) = 0.
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Onda mozemo nadéi daljinu tacke M = (bsinh®(t), 2bsinh(t))

2bsinh(t) + bsinh®(t) — bsinh(t
d — .

12 4 sinh?(t)

d = NM = bsinh(t) cosh(t).

Nalazimo apscisu O'N = O'M — NM = s — NM = bt. Za ordinatu nam treba
jednacina tangente y — yo = k1(z — z¢) koja prolazi kroz tacku M

1
sinh(t)

y — 2bsinh(t) = (z — bsinh?(t)),
ito je

x
— ——— — bsinh(¢) = 0.
Y sinh(t) sinh(t) =0

Onda nalazimo daljinu zize F' od tangente

| = b — bsinh()|
FN = — @) - = beosh(t).
12+ (_sinhz(t) )2
\ sof /
AN 45F j/
‘\ sof J;":
hY F /
. sk /
\ /
sof
N ,/
" 25k s
e "

|
u
|
£
LL
—
e
u

Slika 13: Ruleta za katenoid

To ¢e nam biti ordinata za na$ rulet. Tada je parametrizacija ruleta data
sa A(t) = (bt,bcosh(t)). Ova kriva se naziva lanc¢anica. Naziv lanc¢anica dolazi
odatle 3to taj oblik ima lanac (kanap) koji slobodno visi. Sada mozemo da
rotiramo ovaj rulet (lancanicu) oko ose ruleta, tj, x ose, i tako ¢emo dobiti
rotacionu povrs koja je Delonijeva povrs. Ta povrs se naziva katenoid:

z(t,v) = (bt,bcosh(t) cos(v), bcosh(t)sin(v)).

ParametricPlot3D[{2*u, 2*Cosh[u]*Cos[v], 2*Cosh[u]l*Sin[v]},
{u, -Pi/2, Pi/2}, {v, 0, 2 Pi}]

26



Slika 14: Katenoid

Prvi izvodi po t i po v su:
x¢ = (b, bsinh(t) cos(v), bsinh(t) sin(v));
2y = (0, —bcosh(t) sin(v), bcosh(t) cos(v)).
Jediniéni normalni vektor jeste:

_cos(v)  sin(v)
cosh(t)’ cosh(t)

n(t,v) = (tanh(t), ).

Koeficijenti prve i druge osnovne forme, glavne krivine, Gausova krivina i sred-
nja krivina su:

E =b%cosh?(t); G = b*cosh®(t);e = —b;g=b; F = f = 0;

-1 1 -1
k1= i ka2 = > H=0K=—"—"7-—.
b cosh”(t) bcosh®(t) b2 cosh™(t)
Primetimo da je srednja krivina katenoida zaista konstantna i jednaka nuli.
Dakle, katenoid je rotaciona minimalna povrs.

4.4 Od elipse do unduloida

Neka je elipsa data sa parametrizacijom g(t) = (acos(t),bsin(t)) i njene
zize F1 = (¢,0) i F» = (—¢,0). Kako kotrljamo elipsu po pravoj liniji koja je
tangentna sa njom, sve vreme zize F}, F5 se pomeraju i kreiraju nove krive koja
su rulet elipse. Rulet mozemo naci i na drugi nacin. Mozemo kotrljati tangentu
elipse po elipsi i mozemo u svakom trenutnku naéi koordinate ruleta, tj. zize
elipse. Ako se elipsa i njena tangenta seku u tacki M mozemo naéi i apscisu
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Slika 15: Elipsa

i ordinatu ruleta na sledeé¢i na¢in. Prvo ¢emo naéi normalu kroz zizu Fi. Za
apscisu nam treba duzina luka od tg = 0 do t; = t. To nalazimo na sledeci

nacin:

F(t) = (~asin(t), beos(t));

F(O)] = \/(—a)2 sin?(t) + b cos?(t) =

= \/a2 sin?(t) + (a2 — ¢2) cos?(t) =

= \/a2 sin?(t) + a2 cos?(t) — ¢ cos?(t) =

= \/a2 (sin?(t) + cos2(t)) — c2 cos?(t) =
_ = o),
s = /0 |f (u)|du = /0 Va2 — 2 cos?(u)du.

Takode treba nam daljina N1 M koju nalazimo na sledeéi na¢in. Koeficijent

tangente elipse jeste

d
oo dy _ @ _ bcos(t) . (51)
dr 4z —asin(t)
Znamo da koeficijent normale na tangentu jeste ky = — ¢ = Zz;rslgg . Ova normala

prolazi kroz zizu Fy = (c,0).
Odatle se nalazi njena jednacina

Yy —yo = k1(x — w0);
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P Y
_ asin(t) oy € sin(t)
b cos(t) b cos(t)

Onda mozemo naéi daljinu tacke M = (a cos(t), bsin(t))

= 0. (52)

lbsin(t) — & s;)nc(gg(cgs(t) n iccs;;(t)l
beos?(t)+asin®(t)
bcos(t)

|b% sin(t) cos(t) — a® sin(t) cos(t) + acsin(t)|

a? — ¢? cos?(t)

_ | — ¢?sin(t) cos(t) + acsin(t)|

a? — 2 cos?(t) ’

csin(t)(a — ccos(t)) .

d=NM =
a? — 2 cos?(t)

Nalazimo apscisu s — NyM = fg Va2 — c2 cos?(u)du — %\/%;((:)))
a“—c” cos
Za ordinatu nam treba jednacina tangente y — yo = k(x — x9) koja prolazi
kroz tacku M
b cos(t)

y — bsin(t) = —asin(t)

(x — acos(t)),

ito je

bC.OS(t)x B {)a —0
asin(t) asin(t)

Onda nalazimo daljinu zize F; od tangente
bccos(t)—ba
| asi(rf()t) | b(a — ccos(t))
Va2 —c? cos?(t) \/a2 2 cos?(t)’

asin(t)

N, =

§to je ordinata tacke naSeg ruleta.
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Slika 16: Ruleta za undoloid

Onda imamo parametrizaciju ruleta za dve zize elipse

sin(t)(a — ccos(t)) bla — ccos(t))

Bi(t) = (/0 Va2 — ¢ cos? (u)du — Va? — 2 cos(1) ’ Va2 —c2 COSQ(t)),

b(a + ccos(t))

— ' — ¢ cos?(u)du — csin(f)(a + ccos(t))
Balt) = (/0 v = eost(ud Va2 = cos?(t) T y/a? = COSQ(t))'

Rotacijom ovih ruleta elipse oko prave po kojoj smo kotrljali elipsu dobijamo
Delonijeve povrsi koje nazivamo unduloidi:

sin(t)(a — ccos(t))  b(a — ccos(t)) s(v),

t
c
t,v) = va? — 2 cos?(u)du— , co
lhv) (/0 () Va2 —c2cos2(t) /a2 — % cos?(t)

b(a — ccos(t))

a? — c? cos?(t)

sin(v)),

sin(t)(a + ccos(t)) bla+ ccos(t)) ()

t
c
b0y = ([T e adu- 7
ya(t,v) (/0 a? — ¢ cos?(u)du Va2 —cZcos2(t) /a2 — 2 cos?(t)

b(a + ccos(t))

a? — ¢? cos?(t)

sin(v)).

a=5; b=3; c=4

x1[t_] := NIntegrate[Sqrt[a"2 - ¢"2 Cos[ul~2], {u, 0, t}] -

(c Sin[t] (a - ¢ Cos[t]))/ Sqrt[a"2 - c"2 Cos[t]"2];

yi[t_] := (b (a - ¢ Cos[t]))/Sqrt[a~2 - c~2 Cos[t]"2];
ParametricPlot3D[{x1[t], Cos[v] y1[t], Sin[v] y1[t]l}, {t, 0, 4 Pi},
{v, 0, 2 Pi}]
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Slika 17: Unduloid a = 5,0=3,c =4

Kako imamo :
ab

hl = '
(t) a? — 2 cos?(t)(a + ccos(t))

Prvi izvodi po t i po v su:
y1e = (bhq(t), csin(t)hq (t) cos(v), csin(t)hy (t) sin(v)),

b(a — ccos(t)) sin(v) b(a — ccos(t))
a? — 2 cos?(t) " a? = 2 cos?(t)

Jediniéni normalni vektor jeste:

Y10 = (0, — os(v)).

csin(t) —bcos(v) —bsin(v)

n(t,v) = ) ) :
(t:v) (\/G,z—CZCOSQ(t) Va2 —c2cos?(t) /a2 — c2 cos?(t)

Koeficijenti prve i druge osnovne forme, glavne krivine, Gausova krivina i sred-
nja krivina su:

a’b? b?(a — ccos(t))
- (a+ccos(t))2; B (a + ccos(t)) =7 =0
B —ab®ccos(t) . B b? .
‘= (a2 — 2 cos?(t))(a + ccos(t))’ 9= a+ ccos(t)’
—ccos(t) B 1 _
_ 1 _ —ccos(t)
~ 2a’ ~ ala — ccos(t))?’

Vidimo da je srednja krivina unduloida pozitivna i konstantna.
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4.5 Od hiperbole do nodoida

Slika 18: Hiperbola

Neka je hiperbola data parametrizacijom [(t) = (acosh(t), bsinh(¢)) i njene
zize F1 = (¢,0) i Fy = (—¢,0). Kako kotrljamo hiperbolu po pravoj liniji koja je
tangentna sa njom, sve vreme zize F}, F5 se pomeraju i kreiraju nove krive koje
su ruleti hiperbole. Rulete mozemo nac¢i i na drugi nacin. Mozemo kotrljati
tangentu hiperbole na hiperbolu i mozemo u svakom trenutnku naéi koordinate
nasih ruleta. Ako se hiperbola i njena tangenta se seku u tacki M mi mozemo
naéi i apscisu i ordinatu ruleta na slede¢i nac¢in. Prvo éemo naéi za zizu Fj.
Za apscisu nam treba duzina luka od tg = 0 do t; = t. Nalazimo je na sledeci
nacin.

I'(t) = (asinh(t), bcosh(t));

V()] = /a2 sinb(£) + b2 cosh® () =

= \/@2 sinh®(t) + (c2 — a2) cosh?(t) =

= \/a2?sinh?(t) + ¢2 cosh?(t) — a2 cosh®(t) =

= \/a?(sinh2 (t) — cosh?(t)) 4 ¢2 cosh®(t) =
= /2 cosh®(t) — a2;
5= /0 I (u)|du = /0 \/ €2 cosh? (u) — a2du.
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Takode, treba nam daljina N1 M koju nalazimo na sledeéi nacin. Koeficijent
tangente hiperbole jeste

_dy (flit’ _ beosh(?)

k=—=4 = — 2 (53)
dr 4z gsinh(t)
Znamo da koeficijent normale sa tangentom jeste ky = — = —ZCSLEEEQ Ova

normala prolazi kroz zizu F; = (c,0).
Odatle se nalazi njena jednacina
Y — Yo = ki(z — 20);
a sinh(t)
0= — )
Y b cosh(t) (= 0);
asinh(t) acsinh(t)

bcosh(t)JC "~ beosh(t)
Onda mozemo nadi daljinu tacke M = (a cosh(t), bsinh(t))

| b2 sinh(t) cosh(t)+a? sinh(t) cosh(t) —ac sinh(t) |
d—= b cosh(t)

\/c2 cosh?(t)—a?

b cosh(t)

_|¢?sinh(t) cosh(t) — acsinh(t)|
2 cosh?(t) — a2
—  csinh(¢)(ccosh(t) — a
4 w7 Csmh(ecosh(t) — o)
2 cosh? (t) — a?

Nalazimo apscisu s — Ny M = fg c2 cosh®(u) — a2du — Csir}hit)(clfgf;(i);a)-

Za ordinatu nam treba jednacina tangente y — yo = k(x — o) koja prolazi

kroz tacku M n(t)
y — bsinh(t) = Z(;?;h(t) (x — acosh(t)),
ito je
b cosh(t) abcosh®(t)  absinh?(t)
asinh(t) v asinh(t)  asinh(f)
bcosh(t) ab

YT sinh(t) S sinh(¢)

Onda nalazimo daljinu zize F; od tangente

Y- =0;

=0. (54)

—bc cosh(t)+ab |
asinh(t)

S b(ccosh(t) — a)
Fily = \/cz cosh?(t)—a? - 2 ’
Yy \/02 cosh”(t) — a?

asinh(t)

§to je ordinata tacke naSeg ruleta.
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Slika 19: Ruleta za nodoid

Onda imamo parametrizaciju rulete koje su
/ W csinh(¢)(ccosh(t) — a)7 b(ccosh(t) — a) )
\/‘22 cosh?(t) — a? \/02 cosh?(t) — a2
h h <h
/\/h— csinh(t)(ccosh(t) +) blecosh(t) +a) |
\/c2 cosh?(t) — a2

\/02 cosh2( t) — a?

Rotacijom ruleta hiperbole oko prave po kojoj smo kotrljali hiperbolu dobi-
jamo rotacione povrsi koje nazivamo nodoidi:

1(t,v) / \/c2cosh2— csinh(t)(ccosh(t) — a), blccosh(t) — ) cos(v),
2 ¢ cosh?(t) — a2

2 cosh®(t) — a

b(ccosh(t) — a)

2 cosh?(t) — a2

o(t0) / /C2 cosh?(u _ csinh(¢)(ccosh(t) + a) 7 b(ccosh(t) + a) cos(v),
2 2 cosh?(t) — a2

2 cosh?(t) —a

sin(v)),

b(ccosh(t) + a) sin(v).

2 cosh?(t) — a2

=4; b=3; c =5;
x1[t_] := (b"2/a) NIntegrate[Cos[ul/(((c/a)
+ Cos[ul) Sqrt[(c/a)"2 - Cos[ul~2]), {u, 0, t}];
yilt_]1 := b Sqrt[((c/a) - Cos[t])/((c/a) + Cosl[tl)];
ParametricPlot3D[{x1[t], Cos[v] yi1[t], Sin[v] y1[tl},
{t, -10, 10}, {v, -Pi, 03}]
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Slika 20: Nodoid a =4,b=3,c=5

Kako imamo :

(1) = ab

2 cosh?(t) — a?(ccosh(t) + a)
Prvi izvodi po t i po v su:
21t = (bmy (¢), esinh(t)mq (t) cos(v), esinh(t)m (¢) sin(v)),

b(ccosh(t) — a) b(ccosh(t) — a)

z10 = (0, — sin(v), cos(v)).
¢ cosh?(t) — a2 ¢ cosh?(t) — a2
Jedini¢éni normalni vektor jeste:
csinh(t) —bcos(v) —bsin(v)

ny(t,v) = (

).

\/02 cosh?(t) — a2 \/02 cosh?(t) — a2 \/62 cosh?(t) — a2

Koeficijenti prve i druge osnovne forme, glavne krivine, Gausova krivina i sred-
nja krivina su:

5 a’b? ., b*(ccosh(t) — a)'F _ -0
~ (ccosh(t) +a)2’~  (ccosh(t)+a) '~ 7 7
B —ab?ccosh(t) ) B b? )
(2 cosh?(t) — a?)(ccosh(t) + a)’ 9= ccosh(t) +a’
b — —ccosh(t) b — 1 .
' a(ccosh(t) —a)’ > ceosh(t) —a’
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1 _ —ccosh(t)

24’ ~ a(ccosh(t) —a)?’

Sli¢no radimo i za drugi nodoid.
Kako imamo :

—ab
2 cosh?(t) — a?(ccosh(t) — a)

ma(t) =

Prvi izvodi po t i po v su:
29t = (bmg(t), esinh(t)ma(t) cos(v), esinh(t)me(t) sin(v)),

b(ccosh(t) + a) b(ccosh(t) + a)

29, = (0, — sin(v), 0s(v)).
2 cosh?(t) — a2 2 cosh?(t) — a2
Jedini¢ni normalni vektor jeste:
csinh(t) bcos(v) bsin(v)

na(t,v) = (-

\/02 cosh?(t) — a2 \/62 cosh?(t) — a2 \/02 cosh?(t) — a2

Koeficijenti prve i druge osnovne forme, glavne krivine, Gausova krivina i sred-
nja krivina su:

B a’b? . b*(ccosh(t) +a) Fef=o0
(ccosh(t) —a)2’ ™  (ccosh(t)—a) '~ 7 7
B —ab?ccosh(t) S —b? .
(2 cosh®(t) — a?)(ccosh(t) —a)’ ~ ccosh(t) —a’
b — —ccosh(t) b — -1 '
"7 a(ccosh(t) + a)’ >~ ceosh(t) +a’
_ 1 K ccosh(t)
24’ ~ a(ccosh(t) +a)?’

Primetimo da je srednja krivina oba nodoida konstantna tako da su nodoidi
rotacione povrsi konstantne srednje krivine.
4.6 Delonijeva teorema

U ovom poglavlju dokaza¢emo Delonijevu teoremu , ¢iji je originalni dokaz
objavljen 1841. godine u radu [1].

Teorema 4.1. Kompletna rotaciona povrs konstantne srednje krivine smestena

u R? je helikoid, cilidar, sfera, nodoid ili unduloid. Pri tom je helikoid mini-
malna povrs.
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Dokaz: U oznakama iz poglavlja 3.1. pretpostavimo da povrs dobijamo
rotacijom krive r(v) = (z(v), 0, z(v)) oko Oz ose. Ako je x = const tada je kriva
prava paralelna Oz osi, oko Oz ose, pa u tom slu¢aju dobijamo cilindar koji je
povrs konstantne srednje krivine.

Ako je x # const, tada je kriva grafik funkcije z = f(x). Iz relacije (49)
dobijamo relaciju za srednju krivinu te povrsi

e A S i
of (14 f7)*

Pretpostavimo da je H = const i prethodnu jednac¢inu zapisimo sa

H

1+f’2—ff”:2Hf(1+f’2)%. (55)

Primetimo da je lancanica z = f(x) = cosh Z reSenje ove jednacine za H = 0,
tj. jedina minimalna rotaciona povrs (uz ravan) je katenoid.

Integrale¢i prethodnu jedancinu dobijamo da rotaciona povrs ima konstantnu
srednju krivinu H # 0 ako zadovoljava diferencijalnu jednac¢inu

f2 + L +p2

RGeS

gde je b neka konstanta. Jedno resenje ove jednacine je z(x) = vr? — 22, Sto
nam daje sferu.

Koristedi relaciju (51) lako proveravamo da je (52) takodje resenje diferenci-
jalne jednacine (56). To resenje predstavlja rulet elipse koji nam daje unduloid.

Koristeéi relaciju (53) lako proveravamo da je (54) takodje resenje diferen-
cijalne jednacine (56). To reSenje predstavlja rulet hiperbole koji nam daje
nodoid.

Resavanjem diferencijalne jednacine (56) vidimo da su to njena jedina resenja,
¢ime je teorema dokazana.

(56)

4.7 Povrsi kao mehuri od sapuna.

Mehuriéi sapuna su fizicki primeri kompleksnog matematickog problema mi-
nimalne povrsine. Oni predstavljaju povrs najmanje povrSine, sa nekom gra-
nicom, tj. sadrzi datu zapreminu. Minimalna povrs je ilustrovana sapunskim
filmom, koji ima isti pritisak kako unutra tako i spolja, stoga je povrsina sa nul-
tom srednjom krivinom. Mehuri¢ sapuna je zatvoreni film sapuna: zbog razlike
spoljasnjeg i unutrasnjeg pritiska, to je povrsina konstantne srednje krivine.

Tako je poznato jos od 1884. godine da je sferni sapunski mehur zatvorena
povrs najmanje povrsine, sa datom zapreminom (teorema H.A. Schvarz-a), do
2000. godine nije dokazano da dva spojena mehura sapuna predstavljaju opti-
malni na¢in smestanja dve zadate koli¢ine vazduha razlicite veli¢ine sa najma-
njom povrsinom. Ovo je nazvano dvomehurnom pretpostavkom [6].
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Zahvaljujuéi ovim karakteristikama, filmovi sapuna su koriséeni za reSavanje
nekih prakti¢nih problema. Strukturni inzenjer Frei Otto koristio je filmove
sapuna za odredivanje geometrije najmanje povrsine koja se prostire izmedu
nekoliko tacaka. Tako je dobio neke interesantne krovne konstrukcije [7]. Po-
znati primer je njegov zapadnonemacki paviljon na Ekspo 67 u Montrealu.

Povrsine konstantne srednje krivine su relevantne za oblik gasa i te¢nosti na
superhidrofobnoj povrsini [8].

U hemiji trostruko periodi¢ne minimalne povrsi se koriste kao modeli za blok
kopolimera u kojima razli¢ite komponente imaju nultu medusobnu energiju, tj.
tenziju [9, 10, 11].

U arhitekturi povrsi konstantne srednje krivine se koriste za slobodne struk-
ture kao Sto su naduvane kupole i kucista.

Slika 21: Mehur sapuna

4.8 Minimalna povrs Kosta

Osim rotacionih postoje i razne druge povrsi konstantne srednje krivine.

Minimalna povrs Kosta je minimalna povrsina otkrivena 1982. godine od
strane brazilskog matematicara Celso Jose da Costa. To je takode povrsina
konaéne topologije, Sto znaci da se moze formirati punkcijom kompaktne povrsi.
Topoloski, to je trostruko probuseni torus.

Do otkrivanja verovalo se da su ravni, helikoidi i katenoidi jedine minimalne
povrs koje se mogu formirati punkcijom kompaktne povrsi. Povrs Kosta evoluira
iz torusa, koji se deformise dok planarni kraj ne postane katenoidan. Definisanje
ovih povrSina na pravougaonim torusima proizvoljnih dimenzija daje povrs Ko-
sta. Njeno otkri¢e pokrenulo je istrazivanje i otkrivanje i nekoliko novih povrsi
otvorene pretpostavke u topologiji.
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Povrs Kosta se moze opisati koriSéenjem Vajerstras zeta i elipti¢ni funkcija
Vajerstrasa.

Slika 22: Povrs Kosta

5 Zakljucak

U ovom radu opisane su rotacione povrsi konstantne srednje krivine.

Pokazano je da se od konika (krug, parabola, elipsa i hiperbola) moze doéi do
rotacionih povrsi konstantne srednje krivine. Kotrljanjem konike oko fiksne ose,
zize kreiraju nove krive koje se zovu rulete konike. Rotacijom ruleta oko fiksirane
ose dobijaju se trazene rotacione povrsi: cilindar, sfera, katenoid, unduloid i
nodoid. Svaka od ovih povrsi ima konstantnu srednju krivinu. Katenoid ima
srednju krivinju jednaku nuli i zbog toga je ona i minimalna povrs.
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