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1 Uvod

Cetrdesetih godina X X veka Bulova algebra je dala prvu praktiénu pri-
menu razvoju prekidackih kola. Ovakav pristup tehnickim problemima bio
je mogu¢ zahvaljujuéi ¢injenici da prekidacka kola uglavnom ¢ine dva stanja
u uredajima pa se mogu proucavati pomoc¢u matematickog koncepta biva-
lentnih promenljivih. Taj koncept je zapravo dvoelementna Bulova algebra.

Resenja mnogih problema u raznim naucnim disciplinama mogu se pre-
vesti na da ili ne, odnosno na 1 ili 0. Ova ¢injenica je podstakla razvoj
elektronike i digitalne tehnike, a time i Bulove algebre, posebno Bulove al-
gebre na skupu {0, 1}. Prirodno je da koristimo bivalentne promenljive kad
god smo suoceni sa problemima koji ukljuc¢uju situacije sa samo dva moguca
ishoda.

Centralno mesto u teoriji Bulovih algebri zauzimaju Bulove jednacine
(nejednacine), ¢iji je razvoj zapocet u drugoj polovini X7X veka u radovima
Bula i Sredera. Bulove jednacine su i jezik kojim su danas opisana digitalna
kola.

Cilj rada jeste da predstavi sistematican prikaz logickih postupaka za
resavanje Bulovih jednacina i nejednacina u nadi da se Bulove metode mogu
pokazati korisne pri reSavanju danasnjih problema. U radu ¢ée biti objasnjeno
kako se sistemi Bulovih jednacina i nejednacina svode na reSavanje jedne
jednacine. Takode, bi¢e prikazani metodi za minimizaciju Bulovih izraza
koji uproséuju Bulovu jednacinu, a postupak sukcesivnih eliminacija pro-
menljivih za reSavanje Bulovih jednacina biti detaljno objasnjen. Obradene
su i alternativne jednacine kao specijalni slucaj Bulovih jednacina.



2 Bulova algebra

2.1 Definicija Bulove algebre

Definicija 1. Neprazan skup B na kome su definisane dve binarne ope-
racije V (ili) i A (i), jedna unarna operacija — i u kome su istaknuta dva
elementa 0 i 1 naziva se Bulova algebra ako za sve a, b, ¢ € B vaze sledece
aksiome:

B, Komutationi zakon: aVb=0b0Va,aNb=0bAa

By Asocijativni zakon: aV (bVe)=(aVb)Ve,aN(bAc)=(aANb)Ac

Bs Distributivni zakon: aV (bAc) = (aVb)A(aVe), an(bVe) = (aAb)V (aAc)
By Svogstvo identiteta: aV0=a,aNl=a

Bs Svojstvo negacije: aV —a =1, a A —a = 0.

Bulovu algebru na skupu B sa operacijama V, A, = i konstantama 0 i 1
krace oznacavamo kao uredenu Sestorku (B, V, A, —,0,1). Element 1 obi¢no
nazivamo maksimum (ili najveéi element), a element 0 minimum (ili najma-
nji element).

2.2 Modeli Bulove algebre

Model 1. Dat je skup Ly = {0,1}. Uvedimo na skupu Ls binarne ope-
racije V i A (zovemo ih redom disjunkcija i konjunkcija) i unarnu operaciju
— (zovemo je negacija) na sledeéi nacin:

Ov0=0,0vli=1,1v0=1,1v1=1

ON0=0,0N1=0,1N0=0,1N1=1

~0=1,-1=0
ili pomocu tabela:
vi]o 1 Alo 1
010 1 010 0 “ (1) (1)
111 1 110 1 @

Ovako definisane operacije na skupu Ly zadovoljavaju aksiome Bulove
algebre iz Definicije 1, sto nije tesko proveriti. Dakle, data algebarska struk-
tura na skupu Ls predstavlja model Bulove algebre. Bulovu algebru na skupu
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Lo zovemo dvoclana Bulova algebra i oznacavamo (Lg, V, A, —,0,1).

Model 2. Dat je skup U. Neka su na partitivnom skupu P(U),
P(U) = {X|X C U} uocene binarne operacije U i N (unija i presek) i unarna
operacija ¢ (komplement). Operacije U, N i ¢ zadovoljavaju aksiome Bulove
algebre iz Definicije 1. Naime, ako su A, B i C' elementi skupa P(U), iz
teorije skupova poznato je da vazi:
Bi: AUB=BUA ANB=BNA
By: (AUB)UC =AU (BUC),(AnB)NC=An(BNCQC)
Bs: AU(BNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
By AUD=A ANU=A
Bs: AUA=U, ANA°=1)

Ovde je najmanji element (), a najveéi element skup U, pa data alge-
barska struktura na skupu P(U) predstavlja model Bulove algebre u oznaci
(P(U),U,n,,0,U0).

Model 3. Matricu A = [a;;], 1 =1,....,m; 7 =1,...,n, gde je a;; € {0,1}
zovemo Bulova matrica formata m X n.

Neka je M skup svih Bulovih matrica formata m x n. Uvedimo na skupu
M dve binarne operacije, u oznaci ”471” x”1i jednu unarnu operaciju u oznaci
" na sledeéi nacin:

A"—B d:ef [aij\/bij] Z:L,m, j 1,. ,n
Ax B (ief [aij/\sz] 1= s eeey M jzl,..,n
A el a4 i=1,..m; j=1,...n

Ovde su V, A i = operacije skupa {0, 1} iz Modela 1, gde je 0 zapravo
O-matrica (svi njeni elementi su nule), a 1 je 1-matrica (svi njeni elementi su
jedinice). Na primer, za Bulove matrice

10 1 010
A‘{o 11] ’ B‘[o 01}

imamo:

A+B:{1voov11vo]:[111}

Ovo 1v0 1vl1 011



Ax B — {1/\0 0Nl 1/\0} [OOO}

OAOD 1A0 TIAL1 0 01

-1 =0 -1 010
! __ —
A_{—'O -1 ﬁl}_{l()O}
Uvedene operacije 747, ” x”1 ?"’na skupu M zadovoljavaju aksiome Bu-

love algebre iz Definicije 1. i algebarska struktura na skupu M predstavlja
model Bulove algebre u oznaci (M, +, x,",0,1).

Model 4. Neka je M neprazan skup. Funkciju f, koja je definisana na
skupu M i ima vrednosti u skupu {0, 1}, tj.

f:M—{0,1}
zovemo bivalentna (dvovrednosna) funkcija.
Obelezimo sa L3! skup svih ovakvih bivalentnih funkcija na skupu M.

Uvedimo na skupu LY binarne operacije ”V”, ”A” i unarnu operaciju ”—"
na slede¢i nacin:

(FV o)) E F(a) vV gla)
(FAg)(@)E f@) A gla)
~f(2) E ~(f(2))

za svako x € M, gde su operacije ”V”, "A”1 " ="respektivno disjunkcija, ko-
njunkcija i negacija na skupu {0, 1} iz Modela 1. Najmanji element skupa
LY je bivalentna funkcija 0, gde je za svako z € M, 0(z) = 0, dok je najvedi
element bivalentna funkcija 1, gde je za svako z € M, 1(z) = 1.

Uvedene operacije na skupu L)’ zadovoljavaju aksiome Bulove algebre iz
Definicije 1. i algebarska struktura na skupu L}! predstavlja model Bulove
algebre u oznaci (LY, V, A, —,0,1).

2.3 Vazne teoreme Bulove algebre

Identiteti:
(1) azvzr=x
(2) zAhzx==x



(3) avl=1
(4 xA0=0
(5)  (zvy)v(zA-y) =1
6) (evy)n(zA-y) =0

Dokaz:
(1) xz=2zV0 (definicija 1, By)
=z V(zA-x) (definicija 1, Bs)
=(xVz)A(xV-x) (definicija 1, Bs)
=(xVaz)Nl (definicija 1, Bs)
=zVua (definicija 1, By)
(2) xz=zA1 (definicija 1, By)
=z A (zV ) (definicija 1, Bs)
= (xAx)V (rA-zx) (definicija 1, Bs)
=(xAz)VO0 (definicija 1, Bs)
=x Az (definicija 1, By)
(3) avli=zV(xV-x) (definicija 1, Bs)
=(zVzx)V-zx (definicija 1, Bs)
=z V- (identitet (1 ))
=1 (definicija 1, Bj)
(4) xzAN0=zA(xA-x) (definicija 1, Bs)
=(xANzx)\—x (definicija 1, Bs)
=x AT (identitet (2 ))
=0 (definicija 1, Bs)
(5)  (zvy) vz A-y)=((zVy)V-oz)A((zVy)V-y)
(definicija 1, B3)
=(xV(~zVy)A(zV(yV-y)) (definicija 1, By, By)
= ((x V—z)V y) A(z V1) (definicija 1, By, Bs)
=(1Vy A(xV1) (definicija 1, Bj)
=1A1=1 (identitet (3 ) i identitet (2)).
(6) (@Vy) Az A-y)=((mzA-y)Az)V((-2A-y) Ay)
(definicija 1, B3)
=(yA(—zAx)V(tzA(—yAy)) (definicija 1, By, Bs)



= (-yA0)V (-xA0) (definicija 1, Bj)
=0Vv0=0 (identitet (4) i identitet (1)).

Teorema 1.

Dokaz:

(1) zA(xVy)=(xVO)A(xVy) (definicija 1, By)
=z V(0AY) (definicija 1, Bs)
=2z V0 (identitet (4 ))

=z (definicija 1, By)
(1) xV(xAy)=(x A1)V (zAy) (definicija 1, By)
=zA(1Vy) (definicija 1, Bs)
=z Al (identitet (2 ))
(definicija 1, By).

=X

Teorema 2. AkojexVy=1ix Ay =0, onda je y = —z.

Dokaz:

y=yANl (definicija 1, By)

=y A (xV-x) (definicija 1, Bs)
=(yAx)V(yA-z) (definicija 1, B3)

=0V (-zAy) (pretpostavka y A x = 0)
=(-zAy) VO (definicija 1, By)
=(-zAy)V(-zAx) (definicija 1, Bs)
=-zA(yVzx) (definicija 1, Bs)

=-x A1 (pretpostavka y V z = 1)
= (definicija 1, By).

De Morganovi zakonai:

(1) —~(xVvy)=-zA~y
(2) —(zAy)=-zV-y

Dokaz:
(1) (zVy V(-xA-y)=1 (identitet (5))
(xVy)A(—zA-y)=0 (identitet (6))



-z Ay =-(xVy) (iz prethodne dve jednacine po teoremi 2.)

Slicno za deo dokaza pod (2).

Zadatak 1. Dokazati identitet:
(AxB) x(A+B)x (B +B)=A.

A1 B su matrice modela (M, +, x,,0,1).
Resenge:

(AxB) x(A+B)x (B +B)=

(A+B)x (A+B)x1=

(A xA)+ (A xB)+(B'xA)+ (B xB) =
A+ A x(B+B)+0=

A+A x1=

A+ A=A

Zadatak 2. Dokazati identitet:
Cu(BNnC)="U.

B i C su elementi skupa P(U).
Resenge:

cCU(BNO) =

cCuU(BcUCY) =
cCucCcuB*=

UuBc=U

2.4 Binarne relacije <, > u Bulovoj algebri

Uvodimo u Bulovu algebru (B, V, A, —,0,1) binarnu relaciju < (manje ili

jednako) na sledeéi nacin:

Definicija 2. Za elemente x, y iz B kazemo da je x < y ako i samo ako

zVy=uy.
Teorema 3. x < y ako i samo ako z Ay = .

Dokaz: Dokazac¢emo prvo da iz z < y proizilazi x Ay = x.
<y (pretpostavka)



rVy=y (definicija 2.)

TANy=x ANy (identitet)

rA(xVy =xAy (zamena 2. u 3. jednacinu)
r=xANy (teorema 1. (1))

Dokazimo sada da iz z A y = x proizilazi x < y.
r=xTANy (pretpostavka)
xVy=xzVy (identitet)
zVy=(xAy)Vy (zamena 1. u 2. jednacinu)
zVy=yV(zxAy) (definicija 1, By)
rVy=y (teorema 1. (7))
x<y (definicija 2.).

Teorema 4. Relacija < je relacija poretka u Bulovoj algebri (B, V, A, —,0, 1),
tj. za svaki x,vy, z iz B vazi:
(1) x<uz,

)
(2) akojex<yiy<xondajey=uz,
(3) akojer<yiy<zondajex<:z.
(4) 0 je najmanji, a 1 je najvedi element.
Dokaz:
(1) zVvVz=x (identitet)
rz<uw (definicija 2.)
(2) z<yiy<z (pretpostavka)
rVy=yiyVr==x (definicija 2.)
y==x (tranzitivnost)
B) z<yiy<z (pretpostavka)
rVy=yiyVz=z (definicija 2.)
(xVy)Vz=z (iz 2. jednacine)
xV(yVz)=z (definicija 1, By)
TVz=2 (zamena iz pretpostavke)
<z (definicija 2.).
4) z==x (identitet)
OVe=ux (definicija 1, By)
0<ux (definicija 2.)

Slicno se dokazuje da je 1 najveci element.

Definicija 3. Za elemente x, y iz B kazemo da je z > y ako i samo ako
TANY =1y.



Dakle, x <y ako i samo ako y > .

Definicija 2. i definicija 3. su dualne.
Uopste, neka je T teorema (definicija, identitet) Bulove algebre (B, A, V,—,0,1)
u kojoj se pojavljuju i simboli <, >. Dualna teorema (definicija, identitet)
T izvodi se tako Sto se pored medusobne zamene simbola V i A, 01 1 vrsi
medusobna zamena i simbola <i >.
Neposredno proizilazi da je (7T%)* = T.

2.5 Simetri¢na razlika u Bulovoj algebri

U Bulovoj algebri (B, A, V,—,0,1) koja je definisana u Definiciji 1, pored
osnovnih operacija: konjunkcija, disjunkcija i negacija pogodno je prouciti i
operaciju:

(1) zVy=(zA-yV(zAy).

Definicija 4. Operaciju V definisana u (1) nazivamo simetricna razlika ili
suma po modulu 2.
Iz (1) sledi da je:

0v0=0, O0Vli=1v0=1, 1Vv1=0.

Vaze sledeca svojstva:
i) rVy=yVuz,
i) (zVy)Vz=xV(yV=2),
i) xV0=u,
)  zV1=-z,
v) xVa=0,
vi)  TA(yVz)=(@Ay)V(rAz)

Dokaz

(i) aVy=(zA-y)V(~xAy) (definicija)

=(yA—-x)V(~yAzx) (komutativnost za V i A)

=yVuzo (definicija)

ii) (xVy)Vz=((zA-y)V(xAy)Vz (definicija)

(mx Ay)) A ﬂz] V [ﬁ((m AN=y)V (—z Ay)) A z} (definicija)

(~z Ay)) A ﬁz] v [((—'x V) A (V) A z] (zakoni de
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Morgana)
— [(a; A=y A=2)V (=2 Ay A ﬂz)] v [((—':L’ A=y)V (y Az)) A z} (distribu-

tivnost)
= (xA=yA=2)V(mx AyA—2)V(~xA—yAz)V(zAyAz)  (distributivnost)

= [z A((myA—2)V(yA z))] % [ﬂm A((yA=2)V(myA z))] (asocijativnost
i di:stributivnost)
= |TA ((myVvz)A(yV ﬁz))} v [—w A((yA=z)V(my A z))} (distributivnost)

=z A=((yA—z2)V (DY A z))} v [—w A((yN=2)V(—yA z))] (zakoni de
Morgana)

=z V((-yANz)V(yA—-z)) (definicija)

=zV(yVz) (definicija)

(i1i) V0= (xA-0)V(-zA0) (definicija)

=x A1l (definicija 1, glava I7)

=z  (definicija 1, glava I7)

(i) aV1=(xA-1)V(-xAl) (definicija)

=-x A1l (definicija 1, glava IT)

= -z (definicija 1, glava IT)

(v) zVx=(xA-z)V(-zAzx) (definicija 1, glava IT)

=0Vv0=0

(wi) xA(yVz)=xzA((yN—-2)V(-yAz)) (definicija)
=(xAyA-z)V(zA-yAz) (distributivnost)

= (:B/\y/\—'z)\/(a:/\y/\ﬂx]\/[x/\ﬂy/\z (x Az A —x) (glava I1,
definicija 1, By)

=((xAy)A(mxV=2))V((—xV-y)A(xAz)) (distributivnost, komuta-
tivnost)

=((zAy)A=(zANz)V(m(xAy)AN(xAz)) (zakoni de Morgana)
=(xAy)V(xAz) (definicija)
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3 Bulova algebra skupa {0, 1}

3.1 Bulov izraz

Uvedimo na skupu L, relaciju

x* =0, akojex#a«
x*=1, akojer=a«a

a,r € L.

Dakle, imamo da je:
=1, o0'=0 1°=0, 1'=1.

Na osnovu uvedene relacije vazi:

Takode vazi:

TN =2% € Ly
N2 =0, a,B€Lya#p
¥Vt =z% «a€ly

*Vval =1, «a,B€ Ly,a#p.

Definicija 1.
1. Bulove konstante 0 i 1 i Bulove promenljive x, y, z,... su Bulovi izrazi.
2. Akosu Ai B Bulovi izrazi tada sui (AV B), (AA B), ~A Bulovi izrazi.
3. Bulovi izrazi su samo oni izrazi koji se dobijaju kona¢nom primenom 1. i 2.

3.2 Forme Bulovih izraza

Definicija 2.
(i)  Elementarne konjunkcije su konjunkcije promenljivih i njihovih nega-
cija.
(77) Elementarne disjunkcije su disjunkcije promenljivih i njihovih negacija.
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Definicija 3.

(1) Elementarna konjunkcija C' u odnosu na promenljive 1, xg,...,z, zove se
kanonska elementarna konjunkcija ako svaka njena promenljiva zj, (ili njena
negacija -z, k = 1,...,n) uzeta jednom ucestvuje u izgradnji konjunkcije
C.

(77) Elementarna disjunkcija D u odnosu na promenljive x1, zs,...,x, zove se
kanonska elementarna disjunkcija ako svaka promenljiva x; (ili njena negacija
-z, k=1,2,...,n) uzeta samo jednom ucestvuje u izgradnji disjunkcije D.

Definicija 4.
(7) Bulov izraz oblika C; V Cy V ... V C,,, gde su Cy, Cy, ..., C), elementarne
konjunkcije, zove se disjunktivna forma (krace DF).
(17) Bulov izraz oblika Dy A Dy A ... A Dy, gde su Dy, Do, ..., D,, elementarne
disjunkcije, zove se konjunktivna forma (krace K'F').

Definicija 5.
(7) Disjunktivna forma

zove kanonska disjunktivna normalna forma (kra¢e K DN F') u odnosu na pro-
menljive x1, xs,..., z,, ako su C,Cs,...,C,, kanonske elementarne konjunkcije
u odnosu ne promenljive x1, Ta,...,2,.

(77) Konjunktivna forma

zove se kanonska konjunktivna normalna forma (kra¢e K KNF') u odnosu
na promenljive xy, xo,..., T,, ako su Dy,Ds,...,D,, kanonske elementarne dis-
junkcije u odnosu ne promenljive x1, To,...,T,,.

Teorema 1. Svaki Bulov izraz koji sadrzi neke od promenljivih x1, x,,...,
x, moze se transformisati u KDNF (odnosno KK NF') u odnosu na pro-
menljive x1, To,..., T,.

Dokaz: Neka je E Bulov izraz. Koriste¢i svojsva Bulove algebre, dati iz-

raz E mozemo transformisati u DF (odnosno K F'). Na primer, Bulov izraz
(x A (yV —z))V (x A z) transformiSemo u DF primenom distributivnosti i
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dobijamo (z Ay)V (x A=z) V (z A z). Ako je Bulov izraz bas K DNF' (odno-
sno K KNF) dokaz je zavrsen. Ako izraz F nije KDNF (odnosno KKNF)
onda postoji bar jedna elementarna konjunkcija C' (odnosno elementarna dis-
junkcija D) koja nije kanonska elementarna konjunkcija (odnosno kanonksa
elementarna disjunkcija).

Ako konjunkcija C” (odnosno disjunkcija D’) ne sadrze promenljivu z ili -z
mozemo pisati

C'"=C'"N@xV-z)=(C"Nz)V (C"AN—2),
ili
D'=DV(xA-x)=(DVaz)\ (D V-x).

Prema tome, svaka konjunkcija (odnosno disjunkcija) moze se transformisati
u KDNF (odnosno KKNF).

Teorema 2. Disjunkcija svih kanonskih konjunkcija oblika x7" Az3* A ... A

xir, (aq, o, ..., ) € LY jednaka je 1, tj.

V e A2 A A28 =1,
acLy

Dokaz: Neka je (1, fa, ..., Bn) € LY i

E(By, By Ba) =\ B A B2 A o A B2
Konjunkcije

PABR A LA B, (g, an) € LY
imaju vrednosti 0 ili 1, tj.

TEABEN NG =1, ako je (b1, Pa, ..., Bn) = (a1, gy oy (i)
TEABSEN L ABS =0, ako je (b1, fa, ..., Bn) # (01, g, ..., at).

Prema tome, postoji samo jedna konjunkcija 57" A B5% A ... A B2 koja je
jednika 1; na osnovu identiteta z V 1 = 1 vazi:

V ozt A2 A LA a2 =1
agly
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4 Bulove jednacine

4.1 O Bulovim jednacinama

Definicija 1. Ako su A(xq,xs, ..., z,) i B(xq, 29, ..., x,) Bulovi izrazi, gde
bar jedan od njih sadrzi promenljive z1, x», ..., x,, skupa Lo, tada se jednakost:

(1) A(zy,x9,...,x,) = B(x1, 29, ..., )
zove Bulova jednacina.
Primer 1. Ako su x, y i z iz skupa L tada su jednakosti:
xVv1i=1 (xVy)Az=0 (zVz)AzAy=(xVy Az
Bulove jednacine. Medjutim, jednakosti:

Ivo=1, (1vOoOAl=1, (I1V1)A0=0
nisu Bulove jednacine.

Vektor a = (aq, aa, ..., o) skupa LI zove se partikularno resenje Bulove
jednacine (1) ako je:
A(a) = B(a).

Skup svih partikularnih resenje Bulove jednacine (1) zovemo skup resenja
jednacine. Ako sa R oznac¢imo skup resenja Bulove jednacine (1), onda je:

R={a|Ala) = Bla), a € Ly}
to jest, R C Lj.

Primer 2. Skup resenja Bulove jednacine x Vy = 1 je:
R={(0,1),(1,0), (1, 1)}, gde je (z,y) € R.

Definicija 2. Ako su A(xy,xs, ..., x,) 1 B(x1, 29, ..., x,) Bulovi izrazi, gde
bar jedan od njih sadrzi promenljive x1, zs, ..., x,, skupa Lo, tada se relacija

(2)  A(xy,z9,...,7,) < B(z1, 29, ..., Ty)

A(xy, 29, .y ) > Blxy, 29, ...y 1)

zove Bulova nejednacina.

Skup R je skup resenja Bulove nejednacine (2) ako je:
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R={a|A(a) < B(a), a € L3} ili
R={a|A(a) > B(a), a € L3}.

Primer 3. Skup resenja Bulove nejednacine z Ay <1 je
R ={(0,0),(0,1),(1,0)(1,1)}, gde je (z,y) € R, jer je0 < 1,1 < 1.

Definicija 3. Dve Bulove jednacine (nejednacine) J; i Jo su ekviva-
lentne ako i samo ako se jednacina (nejednac¢ina) J; moze transformisati na
jednacinu (nejednacinu) Jo konacnom primenom Bulovih aksioma (teorema)
i obratno.

Primer 4. Jednacine

(J1) Ay AT =yA=(yV2)
(J2) —yAx =0

jesu ekvivalentne.

Zaista, iz jednacine (J;) mozemo izvesti jednacinu (Js):
(J1) —(zAy)Ahz=yA-(yVz2) (jednacina (Jy))
(K1) (mxzV-y)ANx=yA(-yA-z) (zakoni de Morgana)
(K3) (—zAx)V(-yAzx) = (yA—y)A—z (distributivnost i asocijativnost)
(K3) OV (myAz)=0A-z (svojstvo negacije)
(J2) —yANx =0 (definicija 1, glava I1).

Jednacine(Jy), (K1), (K2), (K3), (J2) su ekvivalentne.

Teorema 1. Bulova nejednacina A < B je ekvivalentna Bulovim jednacinama

(i) AAN-B=0 (i) ~AvB=1

Dokaz:

(1) (1) A< B akoisamoako BAA=A  (glava I, teorema 3.)

(2) BA(AAN-B)=ANAN-B (zamena A sa (AA-B) u (1))
(3) AA(BA-B)=AAN-B (asocijativnost i komutativnost)
(4) ANO=AA-B (glava I1, definicija 1.)

(5) 0=AA-B (identitet (4))

(171) (1) A< B akoisamo ako AV B=B (glava II, definicija 2.)
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(2) AV(-AVB)=-AVB (zamena B sa (mAV B) u (1))
3) (Av-A)VB=-AVB (asocijativnost)
(4 1vB=-AVB (glava 11, definicija 1.)
(5) 1=-AVB (identitet (3)).
Lema 1.

r =01y =0 akoisamo ako xzVy =0,
x=11iy=1akoisamo ako x Ay = 1.

Dokaz leme sledi iz definicije 1, glava I1.

Teorema 2. Bulova jedna¢ina A = B je ekvivalentna Bulovim jednacinama:

(1) (FAANB)V(AAN-B)=0 (i) (mAVB)A(AV-B)=1.

Dokaz:

(1) (1) A= B akoisamoako A< BiB<A (glava II, teorema 4.)

(2) A< BiB< Aakoisamoako "AANB=0i-BAA=0 (glava IV,
teorema 1.)

(3) "AAB=01i-BAA=0akoisamo ako (FAAB)V(AA-B)=0
(glava IV, lema 1.)

(1) (1) A = B akoisamo ako A < Bi B < A (glava II, teorema
4.)

(2) A<BiB< Aakoisamoako-AVB=1i-BVA=1 (glavalV,
teorema 1.)

3) -AvB=1i-BVA=1akoisamo ako (nAV B)A(AV-B)=1
(glava IV, lema 1.)

Zadatak 1. Dokazati da su jednacine:

(J1) yV(@Az)=zV(yAz)i
(Jo) (zA-yA-z)V(zAyA-z)=0

ekvivalentne.
Resenge: 1z jednacine (J;) mozemo izvesti jednacinu (J3):
(J1) yV(xAz)=xzV(yAz)

SV @A) AV @A) V@Y @A) A-EYyaz)] =0

(Cyn=a)V (A=) A @V ) Al VD]V (VD) AV 2) A (e
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)V (~e A =2))| =0
(Jo) (zA-yA-z)V(-zAyA-z)=0.
Teorema 3.
(i)  Sistem Bulovih jednacina A; = 0,7 € {1,2,...,n} je ekvivalentan sa

Bulovom jedna¢inom \/ A; =0
i=1

(77) Sistem Bulovih jednacina A; = 1, i € {1,2,...,n} je ekvivalentan sa

Bulovom jednac¢inom A A; = 1.
i=1

Dokaz teoreme 3. proizilazi iz generalizacije iskaza:
xr =01y =0 ako isamo ako z V y = 0 odnosno,
r=11iy=1akoisamo ako x Ay = 1.

Primer 5. Sistem Bulovih jednacina:

(xAy)Vz=0
(mzV-oz)Ay=0
xV-y=0

po teoremi 3.(7) je ekvivalentan Bulovoj jednacini
((a;/\y)Vz) v ((—wv—'z)/\y> V(zV-y)=0.
Sistem Bulovih jednacina:

(xAy)Vz=1
(rzV-oz) Ay =1
zV-y=1

po teoremi 3.(ii) je ekvivalentan Bulovoj jednacini
((a;/\y)Vz) A ((—wv—'z)/\y> A(zV-y)=1.

Prirodno se namecu sledece posledice ovih teorema:

Posledica 1. Sistem Bulovih jednacina

Ai = Bu 1= 1,2,...,n
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je ekvivalentan Bulovim jedna¢inama
n

(i) V(CAAB)V(AA-B) =0  (it) N((mAVB)A(A;V-B;)) =1
i=1 1=1
(posledica teoreme 2. i teoreme 3.)

Posledica 2. Sistem Bulovih nejednacina
Ai S Bia 1= 1,27 N

je ekvwalentan sa Bulovim Jedna01nama

() V(AA-B)=0 (i) A(~A;vB)=1
=1 1=1
(posledica teoreme 1. i teoreme 3.)

Premo ovome, sistem Bulovih jednacina i nejednacina uvek se moze sve-
sti na jednu Bulovu jednacinu.

Primer 6. Sistem Bulovih jednacina i nejednacina

(xANy)Vz==x

zV(yNz)=y
V(zAy)=yV(zAz)

yVzAz) <z

na osnovu teoreme 1. () i teoreme 2. (i) je ekvivalentan sistemu

<(—|x Vo oy) Az A :c)

VI{(zAy)Vz) ):O
(ﬂx/\(—'y\/ﬂz /\y)V

V

z

(
(«

( V(yAz)) ):O
<—|:17/\(ﬂz\/—|y) (yV x/\z) (
(y v (zA2)) A

(z/\y —|y/\(—|m\/z)>:0

odnosno sistemu

(xA=yA—-2)V(cxAz)=0
(mx AyA—z)V(xA-y)=0
(rzAyA=2z)V(eA-yA-z)=0
y Az =0.

Dobijeni sistem jednacina je na osnovu teoreme 3. ekvivalentan Bulovoj

jednacini
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((x/\ﬁy/\ﬂz)v(—':c/\z» v ((—mc/\y/\—'z) v (a:/\—|y)) Y ((—w/\y/\ﬁz)\/
(:v/\ﬂy/\ﬂz)> V(yA-x)=0
odnosno Bulovoj jednacini
(xAN=yA=2)V(cxAyA=2)V(zA-y)V(-zAy)V (—zAz)=0.
Zadatak 2. Dat je sistem jednacina i nejednacina:

yV(xAz)=bVe

z2V(xAy)=cVb

1<zV(yAz)
r <1
y<bVe,

gde su b i ¢ parametri iz skupa Ls.
Dokazati da je dati sistem jednacina i nejednacina ekvivalentan sa jednac¢inom
(mbA=cAY)V (meA=bAZ)V ((DVe) A=y A—2)V (eA—xA=z2)V (bA—=xzA—y) = 0.

Resenge: Sistem Bulovih jednacina i nejednacina ekvivalentan je sistemu:

(ﬁyA@wvﬂ@)va@>vva@AzDAchﬁ@):o

((ﬁm (~z V =) A (cvb)) v ((zv ( Ay)) A (=c A ﬁb)) —0
IAN=xzA(-yV-z)=0
Tz A-1=0
yAN=bA—-c=0

odnosno sistemu
((yn=zn Vo)V (mya=znbve)) v ((wVa) Ay V) A(bA=e)) =
(2 A=z A VBV (2 A=y A (VB V (2 V) A2V ) A(meAb)) =

(rz A-y)V (txA=z2) =0
y A —-bA-c=0.

Dobijeni sistem jednacina je ekvivalentan Bulovoj jednacini
(mbA—CcAY)V (meA=DAZ)V ((bVe) A=y A—z)V (cA—azA—z)V (bDA—z A—y) = 0.

Dakle, sistem Bulovih jednacina i nejednacina po xq,xs,...,x, je ekviva-
lentan Bulovoj jednacini
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(3) A(zy, 29, .oy xy) =0,

gde je (x1,29,...,2,) iz skupa L%. Kako se na osnovu teoreme o KDNF, svaki
Bulov izraz A(xi,xs,...,x,) moze transformisati u KDNF A'(zy,xs,...,2,) to
sledi da je jednacina (3) ekvivalentna jednacini:

W) Alovmaan) =V oo A2 A Al =0
gde je (v, ..., q5,) € M,
M = {(Oéin "'7ain)|az’1,...,in == 1} C LS

Teorema 4. Skup resenja Bulovih jednacina (3) je Ly\M, gde je M skup
iz (4).

Dokaz:

Neka je (ey, €, ..., €,) partikularno resenje jednacine (3) i neka (eq, es, ..., €,) €
M. Kako su jednacine (3) i (4) ekvivalentne to je A'(eq, ea, ..., €,) = 0, odno-
Sno

Kako je (e1, e, ..., €,) € M to postoji jedna jedina konjunkcija u (5) (teorema
2, glava I17), tako da je

(67 (e 7]
e;t A Neym =1

Ostale konjunkcije u (5) su jednake nuli. Dakle A’(eq,eo,...,e,) = 1, §to je
u suprotnosti sa ¢injenicom da su jednacine (3) i (4) ekvivalentne. Prema
ovome, partikularno resenje (ey, es, ..., e,) ¢ M, odakle sledi (eq, es, ..., e,) €
Ly\M.

Pretpostavimo da (eq, es, ..., e,) ¢ M. Za sve (ay,, vy..., ;) € M imamo da
jeer™ Aey A ... Aep™ = 0, jer za neko k imamo ej, # a;,, pa je eZi’“ = 0.
Dakle, cela disjunkcija u (4) jednaka je 0, tj. A’(ey,eq,...,e,) = 0. Kako su
(3) i (4) ekvivalentne, A(ey, e, ...,e,) = 0, odnosno resenje (ey, eg, ..., €,) je
reSenje jednacine (3).

Primer 7. Nadimo skup resenja Bulove jednacine

((x\/y)/\z)V(:c/\(sz))szo.
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Datu Bulovu jednac¢inu mozemo, pomoc¢u teoreme o KDNF, transformisati u
ekvivalentnu jednacinu

(xAYyAN2)V(cA-yA2)V(cAyAN—2)V(czAyAz)V(zA-yA-z) =0,
odnosno,
(AP A V(@ AP A V(@AY A V(@AY AZY) V(e Ay AZY) =0
gde je
M ={(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0), (0, 1,1), (1,0,0)}.
Dakle, skup resenja date jednacine je
R=L3\M = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0)}.
Zadatak 3. Odrediti skup resenja Bulove jednacine:
(mz A =y) A (zA—z) =0.
Resenge:
((—w AN=y)A(zV _\Z)> v ((x A=z)A(yV —|y)> =0

(mx A-yAz)V(cx A-yA—z)V(cA-zAy) V(e A—zA-y) =0
(OANYPADYV(@EOAYPAL)V (@AY ALYV (@t AP A =0

Dakle, skup resenja Bulove jednacine je

R = L3\{(0,0,1),(0,0,0), (1,1,0), (1,0,0)}, tj.
R={(1,1,1),(1,0,1),(0,1,1), (0,1,0)}.

Lema 2. Svaka Bulova jednacina
(6) A(zy,x9,....,2,) =0
je ekvivalentna Bulovim jednacinama
(7) (A(xl,...,a:i_l,1,a:i+1,...,:17n) /\xi>\/
(A(xl, ey Ti1, 0, T 1y ooy Ty) A —wz») =0, i=1,2,...,n.

Dokaz:

22



A(l‘l, Loy eeeyLj—15Liy LTit1, ...,In) = O, 1= ]_, 2,
Ako je z; = 0, imamo da je

A(xlvx% "'7xi71707xi+17 7xn) = 07 t.]
(A(:L’l,...,xi,l,1,xi+1,...,xn)/\O V

(A(xl, oy Ti1, 0, a1y ooy Ty) A 1) =0, pa je
(A(xl, oy Tie 1, 1, T gy ey ) A x,;)\/
<A(:c1, oy Tie1, 0, T 1y ey ) A ﬂxi) =0, 1
Ako je z; = 1, imamo da je

A(ZEth, ey Lj—1, ]-wri—i-la 71;77,) = 07 t.]

(A(a:l,...,xi,l,1,xi+1,...,xn) 1)v

(A(xl, ey Tim1, 0, T 1y ey ) A 0) =0, pa je

>

(A('Tlv s L1, 17 Lit1y ey 'In)

>
&
<

<A(x1,...,xi_l,O,le,...,xn)/\—wi): s 221,2,

Ovim je jedan smer ekvivalencije zavrsen.
Ako podemo od jednacine

(7) (A(Ilv"'7$i—1a]-7$i+1a"'7$n)/\xi>v

<A(l’1, ey i1, O,ZEZ‘+1, 7.1/’”) A _h’EZ') = 0, 1= 17 2,

i uzmemo da je z; = 0, imamo

(A({['l, ey L1, 1,£L'Z‘+1, ,{En) A 0)\/

<A(l‘1, ...,Ii_170,xi+17 ,In) A 1) = 07 tJ
A(Jfl, "'7xi71707mi+17 ,.Tn) = 07 pa je

A(xlax% ooy Li—1, Ly Tit1, "')xn> - 07 = 1727 3]

Ako je z; = 1, imamo da je
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(A(l'l, ey Li—1, 1,3’,'1'4,1, ,l’n) VAN 1)\/

(A(l'l, ...,:v,-_l,O,:E,-H, ,I’n) A 0) = 0, tJ
A(l’l, ey Ti—1, 17372'-1—1’ 7xn) = 07 pa je
A($1, ey Lj—15 Ly Lt 1, ,.’L"n) = O, 1= 1, 2, o, n.

Ovim je i drugi smer ekvivalencije zavrsen, pa time i dokaz Leme 2.

Teorema 5. Jednacina (6) je moguca (ima resenje) ako i samo ako
A((L’l, ey Li—1, 1, Lid1y ey (L’n) A A(Il, ey Li—1, 0, Lid1y eeey In) = O,
zai€ {1,2,..,n}

Dokaz: Neka je (ag,as,...,a,) resenje jednacine (6). Na osnovu leme 2.
(v, (g, ..., () je reSenje i sistema (7), to jest

(8) (A(ozl,...,ai_l,l,aiﬂ,...,an)/\ozi>\/

(A(ozl, ey @1, 0,041, ) A —|ozi) =0, i=12,..,n.
Po teoremi 3. sistem (8) je ekvivalentan sa sistemom

9) Ao, .y, L, ey an) Aoy =0, 1=1,2,....n

Alag, ooy i 1,0, 041, oy an) A, =0, i=1,2,....n,
a po teoremi 1. (7) sistem (9) je ekvivalentan sa sistemom nejednacina
Ao, ey i1, L atign, oy ) < 0y < = A(ag, e 1, 0,41, o0, Qi)

to jest sistem (9) je ekvivalentan sa sistemom nejednacina

(10) A(alv'--aai—la 17ai+17“'aan) < ﬂAA(Oéla ---aai—lvOaai—i-la "'7an)7
i=1,2,...n

jer je relacija < relacija poretka (teorema 4, glava I7), a drugi smer implika-
cije vazi na osnovu teoreme 1. (7).

Na osnovu teoreme 2. sistem nejednacina (10) je ekvivalentan sa sistemom
jednacina

A(Ozl, ey O, ]_,O[Z‘_H, ...,an) A A(Ofl, ...,O[i_l,0,0éH_l, ...,(Xn) = 07
i=1,2,....n.
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Ovim je teorema 5. dokazana.

Primer 8. Bulova jednacina
(=bA=cAx)V <(b\/c) /\wc) =0,
gde su b i ¢ konstante iz skupa Ly je moguca, jer je, po teoremi 5,
“bA=cA(bVe)=0
dok Bulova jednacina
(aNechz)V ((b\/ﬂc)/\—'x> =0

nije uvek moguca, jer jea AcA(bV —c) =aAbAc.

Na osnovu leme 2. jednacina
(11)  A(z)=0
je ekvivalentna jednacini (A(1) A x) V (A(0) A —z) = 0, to jest
(12)
gde je A(1) =ai A(0) =0.

(anz)V (bA-z) =0,

Zadatak 4. Data je Bulova jednacina:
((bVe)A—x)V(aA—bA=cAz)V [<(—|c/\(—|a\/—|b)/\x)\/(—|a/\b/\—|c))/\(c\/a)] =0

gde su a, b i c parametri iz skupa Lo. Dokazati da je data jednac¢ina moguca.
Resenge:
(bA=z)V(cN—z)V(aN-bAN-cANz)V [((—'c/\—'a/\x) V(meAN=bAz)V

(—|a/\b/\—\c)> /\(c\/a)] =0

(bA=z)V (cA-z)V(aAN=bAN=cAz)V(7cA=bANzNa)=0
((an=bAN=c)ANx)V((bVec)AN—z)=0

Data jednacina je moguca jer je:
(@aN=bA=c)A(bVec)=0zasvako a, bic € Ls.

Teorema 6. Neka je jednacina (12) moguca, to jest, neka je a A b = 0.
Tada je x resenje jednacine (12) ako i samo ako
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(13) b<xz<-a
ili
(13) z=(-aNz)V(bA-z).

Dokaz: Dokazimo prvo relaciju (13).

1. (anz)V(bA-2)=0 (jednacina (12))
2. aNz=0ibA-2z=0 (iz 1. po teoremi 3.(i))
3. z<-aib<(-x)=1x (iz 2. po teoremi 1.(i))

Iz koraka 3. ¢itamo: b < x < —a. (Tj. jednacina 1. je ekvivalentna si-
stemu jednacina 2. koji je ekvivalentan sistemu nejednacina 3.)

Dokazimo sada relaciju (13'). Kako je x < —a ekvivalentno sa z A —a = x
(jer je z Aa =0, odnosno =z V —a = 1), a b < x ekvivalentno sa b A =z = 0,
paje x = (x A —a) V 0 ekvivalentno sa x = (x A —a) V (b A —z).

Ovim je teorema 6. dokazana.

Primer 9. Posmatrajmo Bulovu jednacinu
(12)  (=bA=cAz)V ((b Vo)A —w) — 0,

gde su b i ¢ iz skupa L. Po relaciji (13) (teorema 6.) x je resenje jednacine
(12") ako i samo ako

bVvVe<z<-=bA—c.
Teorema 7. Neka je jednacina
(14) (aAz)V(bA—-2)=0
moguca. Njeno opste reSenje je
(15) (i) x=(-aAp)V(bA-p) ili (i) x=0bV (-aAp),
gde je p parametar skupa L.

Dokaz: Neka je z = (ma A p) V (b A —p). Zamenjujuéi reSenje z = (—a A
p)V (bA —=p)u (14) imamo:
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(aAz)V(bA—z) = (a/\((—'a/\p)\/(b/\_']?))> Vv <b/\—|((ﬂa/\p)v(b/\ﬁp))>
=(aN=-aAp)V(aNbAN=p)V (bAaADp)
=aAb
=0,

jer je a Ab =0 (uslov da je jednacina (14) moguca).

Neka je z resenje jednacine (14). Zamenom z = p u (13'), iz teoreme 6.
proizilazi da je p = (-a A p) V (b A —p).

Da su relacije (7) i (i) iz (15) ekvivalentne izlazi iz:

bV (maAp) = (bA (pV ﬂp)> V (ma Ap)

=(bAP)V(bA-p)V (maAp)

= (b\/—mz)/\p) V (b A —p)

= (ma Ap)V (bA-p).

(b V ma = —a proizilazi iz uslova da je jednac¢ina (14) moguéa, to jest

aANb = 0, sto je po teoremi 2. ekvivalentno sa b < —a, odnosno ekviva-
lentno sa bV —a = —a).

Primer 10. ReSenje jednacine
(=bA—=cAzx)V ((bVC)/\—'x> =0
po teoremi 7. (i) je
xr = ((b\/c)/\p) Vv <(b\/c)/\—|p>, tj. z=bVe.

Resenje jednacine

(anNbAx)V <(ﬁavﬂb) /\—w) =0

po teoremi 7. (i) je

x = ((—mz\/ —b) /\p) v ((ﬂa\/ —b) A —|p>, tj. x = —a Vv —b.

4.2 Metod sukcesivnih eliminacija

Neka je data Bulova jednacina
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(16)  A(z1,x2,...,x,) = B(x1, 29, ..., Tp).

Na osnovu teoreme 2.(i) jedna¢inu (16) mozemo transformisati u ekviva-
lentnu jednacinu

(17) (mAAB)V(AAN-B)=0,uozaci fi(x1,z,...,2,) =0.

Na osnovu leme 1. jednacinu (17) mozemo transformisati u ekvivalentnu
jednacinu

(18.1)  (fi(L, 22,y xn) A1) V (f1(0, 22, ooy @) A —g) = 0.
Na osnovu teoreme 5. jednacina (18.1) je moguca ako je
(18.1)  fi(l,x9,...,xn) A f1(0, 29, ..., x,) = 0, u oznaci fa(xs, ..., z,),

gde je eliminisano x;.

U slede¢em koraku, na osnovu leme 1, je
(18.2)  (fo(l, 23, ..cimp) A o) V (f2(0, 23, ..., ) A —22) =0,
odakle sledi
(18.2")  fo(1, 23, ..., xn) A f2(0, 23, ...,2,) = 0, u oznaci f3(x3,...,2,) = 0;

ovde je eliminisano xs.

Postupak eliminacije produzavamo do

(18.n)  (fa(1) Azn) V (fa(0) A =n) = O,

gde su f,(1) i f,(0) konstante skupa L.
Po teoremi 5. Bulova jednacina (18.n) je moguca ako i samo ako

(18.n")  fu(1) A fn(0) = 0.

Po teoremi 7.(i) resenje Bulove jednacine (18.n) je

(19.1) 2z = (=fu(1) Apa) V (fa(0) A=pn), ti 0 = qu(pn)

gde je p, promenljivi parametar skupa Ls.
Zamenom (19.1) u (18.n — 1) dobijamo Bulovu jednac¢inu
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(fn—l(la qn(pn)) A xn—l) \4 (fn—l(ov qn<pn)) A _'In—l) =0

¢ije je reSenje na osnovu teoreme 6.(i)

(192) Tn—1 = (fnfl(lv Qn<pn)) /\pnfl) Vv (fnfl(ou QH(pn)) A _'pn71)7
tj. Tn1 = Gn1(Pn—1,Pn) gde su p,_1,p, parametri skupa Ly.

Produzavanjem postupka dolazimo do

(19n) T = (fl(lv QQ(p27 -~-7pn)7 sy qn(pn)) /\pl)
V(£1(0,q2(p2; -+ Pn)s s Gn(Pn)) A =p1),

tj. @1 =q(p1,p2;, - Pn),
gde su pq, pa, ..., pn parametri skupa Lo.

Na osnovu (19.1), ..., (19.n) resenje jednacine (17) je

Tp—1 = anl(pnflapn>

€T = q1(p1ap2a 7p’rl)
Primer 11. Data je Bulova jednacina
(20) ((b Ve)A ﬂx1> Y <c A ﬂggg) Y% <b A _'l’3> \Y% (ﬂc Az A x2> Y <(—|b Y
—c) /\@/\x;;) V <—|b/\x1/\x3> =0,

gde su a, bi ¢ parametri iz skupa Ly. Eliminisimo iz jednacine (20) nepoznatu
x3. Na osnovu (18.1") dobijamo jednacinu

[((bv c) A —|ac1> % (c/\ —|x2) % (—|c/\x1 A 1’2) Y ((ﬁb\/ =c) A 1’2) v (ﬁb/\
xl)] A [((va) /\ﬂx1> Y (c/\ﬂ:@) VbV <—|c/\x1 /\:cgﬂ =0

koja je ekvivalentna sa jednac¢inom
(21> ((b \% C) A _'xl) \ (C A _‘132) V <_‘C VAN ATVA ZEQ) V (b A —c A x2) =0.

Eliminisimo iz jednac¢ine (21) nepoznatu z,. Na osnovu (18.2") dobijamo
jednacinu
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[((bv c) A —mcl) % <—|c/\ :1:'1> % (b/\ ﬁc)] A [((bv c) A —|:c1) % c} =0
koja je ekvivalentna jednacini
(22) (bVe)A—z =0.

Jednacina (22) je moguca jer je 0 A (bV ¢) = 0. Na osnovu teoreme 7. iz
(22), (21) i (20) dobijamo:

(21.1) x;=pV ((b\/c)/\ﬂp>
(21.2) 5= [((c Az1) V(= A = A m)) A q} v [((c Vb) A m) A —Iq]
(21.3)

[\
—_

Ty = [(((b Az) V(=D A =e A =z1)) A ((BA ¢ A z) V (=e A @))) A
r} v [(((b V) A—xy A—xg) V(me Az A x2)> A —W}

Zamenom (21.1) u (21.2) eliminisemo z1, a zatim zamenom (21.2) u (21.3)
eliminiSsemo i x5. Na kraju dobijemo i opste resenje

r1=0b0VecVp

xg =cV (2bA—pA—q)

x3=0bV (¢ AN—pA-gAT),

gde su p, g i r promenljivi parametri skupa Ls.

4.3 L. Lowenheim-ov oblik opsteg resenja

Teorema 8. (L. Lowenheim) Ako je (&1, ...,&,) € Ly partikularno resenje
Bulove jednacine

(23)  f(xy,...,my) =0,
onda je njeno opste resenje
(24) =A@V i A=fp), i=1,...m,

gde je p = (p1, ..., pn) proizvoljan vektor skupa Lj.

Dokaz: Na osnovu teoreme o KDNF jednacina (23) je ekvivalentna sa

(25) v (Cal/\.../\an A x(fl VANPURAN Q}g") = 07
acL”
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Iz (24) proizilazi da je
(26)  —wi= (&G Af(P)V (o A=f(p), i€l ..n},

(Gerje = 'V (Caynna, AT A AZE) | =\ (DCagn nay NTTEA A ZE™)
ael™ aceLl™

po de Morganovim zakonima i ¢injenicom da ako je v’ # v, onda ¥ Az¥" =
P Azt =-x Ax=0dok je z¥ Az¥ = V).

Na osnovu (24) i (26) imamo:
(24) a2 = (& A FP)V 0 A=f(p), i € {1, ..,n}, @i € Ly.
Iz jednacine (24’) dobijamo:
(24") P AL AT = (AN AN F(P) V(T A A DR A f(p)).
Na osnovu jednacine (25) i (24”) imamo
f@r, ) =V [(Carnmnan NN NET N F(P1y s 0n)) V (Carnnnan A

p?l A /\p%n A _'f(ph upn))]
= [( \/ CaiA...han A g?l AN ggn) A f(pla --'apn>] \% [( \/ CaiA...han N

PN APt ) AN (Prs s )]
= (f(é-la 7571) A f(pla 7pn>> \% (f(pb 7pn) A\ _'f(ph 7pn)) =0

Neka je (z7, ..., %) = x* reSenje jednacine (23), to jest f(z*) =0, ~f(z*) =1

eey n

ip=2a* onda je
v = (GA @)V (@ Afat) i=12 .,

jerje xy = (& AN0) V (xf A1), tj. xf = .
Ovim je teorema dokazana.

Primer 12. Jedno partikularno resenje Bulove jednacine

n n
V VayANepAx; =0
h=1j=1

je (&1, -, &) = (0, ...,0). Njeno opste resenje na osnovu teoreme 8. (24), je
xi =pi N=f(p1, -y Pn), 1€{l, ...,n},
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to jest

n n
zi=p; NN\ N (map; Voxp Vowg), i€ {l, .., n},
h=1j=1

gde su py, ..., p, parametri iz Lo.

4.4 Alternativne jednacine

Alternativne jednacine su specijalan slucaj Bulovih jednacina u kojima
figurise binarna operacija V koju smo definisali u glavi 1.

Primer 13. Alternativne jednacine su:
tVy=0, (zVy)rz=zVy,
dok su

alternativne nejednacine.

Teorema 9. Alternativna jednacina
(J1)  A(zy,...,xn) V. B(xy,..oyxy) = Clay, ...y xp)

je ekvivalentna alternativnoj jednacini
(Jo) Az, ...,z) = B(x1, ...y xn) V. C(x1, ...y 2y)

Dokaz:

(1) AvB=C (jednacina (Jy))
(2) (AAN-B)V(-AANB)=C (definicija)
(3) [ﬁ((A A=B)V (=AA B)) A c] v [((A A=B)V (mAA B)) A ﬁc] —0
(teorema 2, glava IV)
(4) [((ﬂA VB)A(AV-B))A C] v [((A AN—-B)V (=ANAB))A ﬂC] =0
(zakoni de Morgana)

(5) (RAA-BAC)V(AABAC)V(AA-BA-C)V(~AANBA-C)=0
(distributivnost)
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6) [AA(BAC)V(=BA ﬁC))] v [ﬁA A((=BAC)V (B A ﬂC))} ~ 0
(distrib:utivnost)
(1) [AA((=BVO)A(BV ﬁc))] v [ﬁA A((=BAC)V (B A ﬂC’))} — 0
(Zakoni de Morgana)
(8) AAﬁ«BAﬂCMMﬂBAC»y/PAA«ﬁBACMMBAﬂC»y:O
(zakoni de Morgana)

9) A=(BA-C)V(=BACQC) (teorema 2, glava I'V)

(10) A=BVC (definicija).

Primer 14. Resiti sistem alternativnih jednacina:

xrVa=0

rNVy=>b
rNVNyVz=c
rVyVt=d

Iz teoreme 9. imamo da je:

Iz definicije dobijamo:

(

(mx AD)
(~(zVy)Ac)
(—~(zVy)Ad).

]

>

]

=
<< <<

Pa je:

Dalje imamo
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Pa je

r=a
y=aVb

z=(bA-c)V (mbAc)

t=(bA-d)V(-bAd)

Konacno resenje sistema alternativnih jednacina je:

r=a
y=aVb
z=bVece
t=bVd.
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