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1 Uvod

1.1 Zasto Diofantove jednacine

Diofantove jednadine predstavljaju staru i zna¢ajnu temu kojom su se
matematicari bavili kroz bogatu istoriju matematickih teorija i problema.
Istovremeno, problemi Diofantovih jednaédina su i jedan od problema kojima
se matematicari i vremenski dugo bave. Otuda istorijski osvrt na Diofantove
jednagine ima svoj metodicki i istorijski znacaj. Istorijat Diofantovih jed-
nacina u matematickoj nauci jedan je od najinteresantnijih istorijskih puteva,
posto je razvoj teorijske misli o Diofantovim jedna¢inama najuze povezan
sa evolucijom matematike i razvojem matematicke simbolike, matematickih
teorija i matematickih metoda uopste.

Od vise veoma bitnih razloga za izbor Diofantovih jedna¢ina u preduni-
verzitetskom obrazovanju, za temu ovog master rada, mogu da izdvojim
sledede:

e Istorijski
Doprinos Dofanta matematici, a pre svega aritmetici, je od veoma ve-
likog znacaja. Njega zovu "ocem aritmetike" i smatram da zasluzuje
da se njegov doprinos viSe izuc¢ava i publikuje. Osim toga, nastavnici
matematike bi trebalo da u veéoj meri kroz nastavu ucenicima priblize
Diofantov rad i znacaj njegovih dela.

e Znacaj Diofantovih jednacina
Diofantove jednadine su znacajne jer predstavljaju sintezu skoro svih
sadrzja teorije brojeva (deljivost brojeva, prosti brojevi, kongruen-
cija...), teorije jednadina, polinoma, nejednakosti, matematicke logike...

o Metodicki

Ovo je mozda i najvaZniji razlog. Zamisao mi je bila da na jednom
mestu obradim vaznije Diofantove jednacine i da se na osnovu mog rada
moZze ovladati metodama za reSavanje Diofantovih jednacina, razviti
sposobnost za uocavanje, formulisanje, anaiziranje i reSavanje razlici-
tih problema koji se svode na Diofantove jednadine.

Pojam Diofantovih jednacina uvodim kroz primere, vodedéi rac¢una o
njihovoj raznovrsnosti (po tipu, po broju promenljivih, po stepenu...)
i ukazujuéi na postojanje Diofantskih problema koje treba opisati po-
mocu Diofantove jednacine. Diofantove jednacine ne obradjujem kao
nastavnu jedinicu , veé ih predstavljam kao Siroki spektar algebarskih
problema koji imaju svoju metodologiju resavanja. Za reSavanje ovih
problema potrebno je poznavanje Diofantovih jednadina i nadina nji-
hovog resavanja.

e Programski sadrzaji kroz osnovno i srednje obrazovanje
Kao nastavni sadrzaji, Diofantove jednacine nisu eksplicitno prisutne u



nastavnim programima redovne nastave matematike u osnovnoj 8koli.
Medutim, to ne znaci da problemi koji se svode na Diofantve jed-
nacine nisu zastupljeni u nastavi. One su prisutne u nastavi i koriste
se kao pogodan materijal za uvezbavanje nastavnih sadrzaja u skoro
svim razredima. Nigde se ne istice da je data Diofantova jednacina
i ne objasnjava se njen pojam, ali se pojavljuju ¢esto u zadacimai
problemima koji se reSavaju, a posebno na takmicenjima viseg nivoa
iz matematike. Skoro na svakom takmicenju pojavljuju se zadaci iz
algebre koji su vezani za problematku Diofantovih jednacina.

1.2 Diofantove jednac¢ine u nastavi osnovne i srednje Skole

Kao §to smo ve¢ pomenuli, Diofantove jednacine su u integrisanom ob-
liku prisutne u nastavi matematike u osnovnoj skoli i koriste se kao pogodan
materijal prilikom uvezbavanja nastavnih sadrzaja. Pri tom se nigde ne is-
tice da je dati zadatak Diofantova jednacina i ne objasnjava se njen pojam.

U pocetnoj nastavi matematike to su bili problemi koji se koriste za
proveravanje u kojoj su meri i do kog misaonog nivoa ucenici ovladali ra¢un-
skim operacijama i koliko imaju elementarnih kombinatornih sposobnosti.

Veé od Cetvrtog razreda osnovne skole, Diofantove jednacine su prisutne
kroz razne matematicke rebuse kao i probleme vezane za deljivost brojeva,
proste brojeve, princip parnosti, rastavljanje polinoma na €inioce...U pro-
gramima dodatne nastave matematike u osnovnoj skoli, Diofantove jednadine
su prisutne praktiéno veé¢ od samog pocetka njene realizacije. U okviru nas-
tavne teme "Matematicki rebusi i magi¢ne figure", za Cetvrti razred osnovne
gkole, pocinje se sa izucavanjem Diofantovih jednacina, naravno, ne pomin-
juéi sam naziv jednacine. U petom razredu realizacija nastavnog sadrzaja iz
oblasti deljivosti i prostih brojeva, takode se odvija preko Diofantovih jed-
nacina. Kasnije, ove jednadine su prisutne i u estom razredu, kroz obradu ra-
zlomaka i celih brojeva. U sedmom razredu, sadrzaji o Diofantovim jednaci-
nama se realizuju kroz probleme vezane za stepenovanje (koris¢enje poslednje
cifre), ali i u realizaciji rastavljanja polinma na ¢inioce (korisé¢enje proizvoda)
kao i realizacija deljivosti.

Diofantove jednacine se prvi put eksplicitno, kao nastavna tema dodatne
nastave, pominju tek u programima nastave matematike za osmi razred. Tu
se obradjuju linearne Diofantove jednacine, jednostavniji sistemi linearnih
Diofantovih jednadina, kao i njihova primena. Zatim se Diofantove jednacine
reSavaju kori§éenjem koli¢nika, zbira, nejednakosti, deljivosti...

U nastavnim programima gimnazija i srednjih stru¢nih Skola nisu ek-
splicitno predvideni sadrzaji o Diofantovim jednaéinama. Medutim, kao i u
osnovnoj §koli, materija vezana za Diofantove jednadine prisutna je kroz po-
jedine problemske situacije i konkretne zadatke. U prvom razredu, problemi
koji se u sustini svode na Diofantove jedna¢ine susrecu se kod primene ras-
tavljanja polnoma na ¢inioce, kao i kod sadrzaja o algebarskim razlomcima i



linearnim jednac¢inama. U drugom razredu, Diofantove jednafine su prisutne
u problemima koji su vezni za kvadratnu jednacinu i jednadine koje se svode
na kvadratnu. U konkretnim zadacima, vezanim za nastavne sadrzaje tre¢eg
i Cetvrtog razreda srednjih skola, Diofantove jednacine se ne pojavljuju.

[ u programima dodatne nastave matematike za gimnazije i srednje strucne
gkole, Diofantove jednacine zastupljene su u prvom i drugom razredu. U
prvom razredu obraduju se sloZenije linearne Diofantove jednacine, jer se
podrazumeva da su elementarna znanja iz ove oblasti ucenici doneli iz os-
novne §kole. Takode se obraduje i primena algebarskih transformacija na
refavanje sloZenijih nelinearnih Diofantovih jednac¢ina. U drugom razredu
srednje skole, program dodatne nastave predvida realizaciju sadrzaja o ne-
linearnim Diofantovim jednacinama. Obraduju se, takode, i neelementarne
kvadratne Diofantove jednacine, jednacine koje se na njih svode, kao i ekspo-
nencijalne Diofantove jednadine. Program dodatne nastave za treéi i Cetvrti
razred srednje Skole ne predvida sadrZzaje o Diofantovim jednac¢inama. Medu-
tim, pojedine Skole organizovano rade sa darovitim ucenicima i u treéem
razredu prostor koji je programom dodatne nastave dat temi "Rekurentne
formule" koriste da ukaZu na Pelovu jednadinu i njeno reSavanje, a prostor
namenjen temi "Metode koordinata" da se prikaze kako se taj metod moze
koristiti za reSavanje nekih klasa Diofantovih jednacina. U ¢etvrtom razredu,
za upoznavanje uCenika sa razvojem ideja o Diofantovim jednainama i za
pri¢u o Fermaovom problemu, koristi se tema dodatne nastave "Kratak pre-
gled istorije matematike".

Jedini nastavni program koji eksplicitno sadrzi materiju vezanu za Dio-
fantove jednadine je program Matematicke gimnazije. Realizacija sadrzaja o
Diofantovim jednadinama predvidena je u nastavnom programu analize sa al-
gebrom u drugom razredu, gde su Diofantove jednacine jedna od tema koja
se realizuje u okviru sadrzaja iz teorije brojeva. Konkretno su predvideni
sadrZaji o linearnoj Diofantovoj jednacini, Pitagorinim trojkama, velikoj Fer-
maovoj teoremi i elementarnim nelinearnim Diofantskim problemima.

Matematicke gimnazije u svom redovnom nastavnom planu i programu
imaju u drugom razredu predvidenu obradu Diofantovih jednacina.

2 Istorijski osvrt

Diofantove jednadine predstavljaju staru i znacajnu temu kojom su se
matematicari bavili kroz istoriju matematickih teorija i problema. Istovre-
meno, problemi Diofantovih jednacina su i jedan od problema kojima se
matematicari i vremenski dugo bave. MatijaSevieva teorema i reSavanje
Fermaovog problema dali su odgovore na dva zna¢jna problema vezana za
Diofantove jednacine, ali time nije zatvoren spisak matematickih nepoznan-
ica vezanih za ovu temu. Zbog toga je istorijski osvrt na Diofantove jednatne
od velikog metodickog i istorijskog znacaja, posto je razvoj teorijske misli o



Diofantovim jedna¢inama najuZe povezan sa razvojem matematike i matem-
aticke simbolike, matematickih teorija i matematicke misli uopste.

U drugoj polovini 20.veka Diofantova analiza postala je moderna zbog
blizine sa algebarskom geometrijom. Iznenadjujucée, praktiéno nista nije bilo
zapisano o Diofantu, ¢ije ime je vezano za neodredenu analizu i koji je jedan
od najinteresantnijih naucnika antike. Cak i istoricari matematike ponekad
imaju pogreSan pogled na njegov rad. Veéina njih misli da je on speci-
ficnim metodama reSio specifiCan problem, ekvivalentan neodredenoj jed-
nacini. Cak i jednostavni Diofantovi problemi iz analize pokazuju da on nije
samo postavio problem nalaZenja racionalnih reSenja u neodredenim jednaci-
nama, nego je dao i neke generalne metode za njihovo dobijanje.

Treba imati na umu da u anti¢koj matematici generalne metode nisu
predstavljene u "€Cistoj formi", pored opstih problema. Naué¢nici su pazljivo
morali da prouc¢avaju radove pojedinih matemati¢ara i da ih interpretiraju u
cilju izuc¢avanja generalnog metoda. Isto vazi i za Diofanta. Njegove metode
su razumeli i pretvorili u reSenje novog problema Vijet i Ferma. Dok nisu
otkriveni diferencijalni i integralni ra¢un od strane Njutna i Lajbnica, evolu-
cija Diofantovih metoda produZena je za nekoliko vekova i preplitala se sa
teorijom algebarskih funkcija i sa algebarskom geometrijom. Evolucija Dio-
fantovih ideja moze se pratiti sve do rada Poenkarea i Vijeta. Ovo ¢&ini
istoriju Diofantove analize zanimljivom. Diofant otvara pred nama jednako
bogat ilep svet aritmetike i algebre.

2.1 Diofant

Diofant predstavlja jednu od najveéih zagonetki u istoriji nauke. Ne
znamo kada je Ziveo i ne znamo njegove prethodnike koji su mozda radili u
istoj oblasti. Mogao je da Zivi u bilo koje doba tokom 500 godina. Donju
granicu tog perioda nije teSko odrediti. U njegovoj knjizi o polinomima Dio-
fant Cesto pominje matemati¢ara Hipsiklesa iz Aleksandrije koji je Ziveo u
2.veku pre nove ere. Sa druge strane, Teon Aleksandrijski u komentarima
Ptolomejevog "Almagesta" navodi izvode iz Diofantovog rada. Teon je Ziveo
sredinom 4.veka nove ere. Otuda pomenuti pedstogodisnji period. Franacki
istoricar matematike Pol Taneri, urednik mnogih listova o Diofantu, pokusao
je da suzi ovaj interval. U Escurial biblioteci on je pronasao izvode rukopisa
Mihaela Pselusa, vizantijskog ucenjaka 11.veka, koji svedo¢i da "naj¢itaniji
Anadoli, koji sakuplja mnoge esencijalne delove ove nauke posvecen je pri-
jatelju Diofantu ". Anadoli Aleksandrijski je zapravo pisao "Uvod u arit-
metiku" i izvodi iz ovog rada su navedeni iz sacuvanih dela od Tamblichus
i Fusebuis. Anadoli je Ziveo u Aleksandriji sredinom 3.veka nove ere, pre-
ciznije do 270. godine kada je postao biskup od Loadiceje. To znaci da
njegovo prijateljstvo sa Diofantom mora prethoditi ovom datumu. Tako,
ako su poznati aleksandrijski matematic¢ar i Anadolijev prijatelj Diofant iste
osobe, onda je Diofantmorao ziveti sredinom 3.veka nove ere.



Diofantova "Aritmetika" je posvec¢ena sveSteniku Dionisu koji je bio zain-
teresovan za aritmetiku i koji ju je prou¢avao. Dok je upotreba Diofantovog
imena bila relativno Cesta vremenom, Taneri pretpostavlja da je "sveStenik
Dionis " morao da se trazi medu dobro poznatim ljudima tog perioda koji
su zauzimali visoke pozicije. Ispostavilo se da je izvestan Dionis, koji je
od 231.godine bio direktor Aleksandrijske Hrig¢anske srednje 8kole, postao
gradski episkop 247. godine. Zbog toga je Taneri identifikovao ovog Dionisa
sa onim kojem se Diofant posvetio u svom radu, i tako se dolazi do zakljucka
da je Diofant ziveo sredinom 3.veka nove ere.

Ali, mesto u kom je Diofant ziveo dobro je poznato. To je poznata Alek-
sandrija, centar nauke za vreme Helenskog perioda. Posle raspada velike
imperije Aleksandra Makedonskog, Egiptom je vladao Ptolomej, jedan od
aleksandrijskih generala, koji je "stvorio" novi grad Aleksandriju kao glavni
grad. Ovaj multijezicki komercijalni centar uskoro je postao jedan od na-
jlepgih gradova antike. Kroz mnogo vekova, grad je bio nauéni i kulturni cen-
tar starog sveta, zato Sto je Ptolomej osnovao Muzej, neku vrstu Akademije
Nauka, koji je privlafio vodeée ucenjake. Ovim ufenjacima isplad¢ivane su
plate i njihova duznost je bila da meditiraju i uéestvuju u diskusijama sa
njihovim studentima. To je ukljucivalo i sjajnu biblioteku koja je u jednom
trenutku imala 700 000 rukopisa.

Malo je ¢udno Sto su se naucnici i mladi ljudi Zeljni znanja sjatili u
Aleksandriju da sluSaju razli¢ite filozofe, da uce astronmiju i matematiku i
zadubljuju se u studiranje razli¢itih rukopisa u hladnim sobama biblioteke.
Na prelazu iz 3. u 2. vek pre nove ere Muzej je sijao sa imenima Euklida,
Apolonija, Eratostena i Hiparha. U ranim vekovima pre nove ere pretrpeo
je privremeni pad, zbog pada Ptolomeja i rimskih osvajanja (Aleksandrija je
osvojena 31. godine nove ere), ali u ranim vekovima nove ere bila je regener-
isana zbog podrske rimskih imperatora. Od 1. do 3. veka ovde su radili
naucnici kao §to su Heron, Ptolomej i Diofant. Aleksandrija je nastavila da
bude centar nau¢nog sveta. U tom pogledu Rim joj nikada nije bio rival.
Jednostavno, nije bilo takvih stvari u rimskoj nauci. Kako bi iskoristili svo
znanje o licnosti Diofanta, u skladu sa njegovim zanimanjem i Zivotom koji je
posvetio matematici, citiramo sledeéi tekst koji je ostao zapisan na njegovoj
nadgrobnoj plo¢i:

"Putnic¢e! Ovde je sahranjen Diofant. Brojevi govore koliko je bio dug
njegov zivot. Sestinu njegovog Zivota €ini prekrasno detinjstvo. Dvanaestinu
¢ini njegova mladost. Sedminu svog Zzivota Diofant je proveo u braku bez
dece. Proglo je jos pet godina dok mu Himen, bog braka i svadbe, nije po-
dario sina. Sudbina je htela da sin pozivi dva puta manjeod svog oca. Jo§
Cetiri godine proveo je strac u dubokom bolu za izgubljenim sinom. Koliko
je ziveo Diofant?"

Ovaj tekst moze se svesti na reSavanje algebarske jednaline, i ako ga
prevedemo na jezik algebre, to bi znacilo sledece:



Brojevi govore kolikoje dug bio njeov zivot X.

Sestinu njegovog zivota ¢ini prekrasno detinjstvo %.
Dvanaestinu ¢ini njegova mladost %

Sedminu svog Zivota Diofant je proveo u braku bez dece
Proglo je jos pet godina dok mu Himen nije podario sina

Sudbina je htela da sin pozZivi dva puta manje od svog oca %
Jog Cetiri godine proveo je starac u dubokom bolu za izgubljenim sinom 4.

Ako ovo prevedemo u algebarsku jednacinu, ona ¢e izgledatiovako:

X
7.
d.

X X X 5 X i— X
5 + B + - +5+ 5 +4=X.

1z ovoga mozemo zakljuciti da je Diofant Ziveo 84 godine. Pored toga, do-
bijamo i informacije o njegovom Zivotu: da se oZenio kada je imao 21 godinu,
da je sa 38 godina dobio sina, koga je izgubio kada je napunio 80 godina. Da
bi se ovo savladalo nije potrebno poznavati Diofantovu umetnost. Dovoljno
je znati reSavanje jednacine prvog reda sa jednom nepoznatom, nesto sto su
egipatski pisari znali da urade 2000 godine pre nove ere.

Najmisti¢niji deo Diofantovog Zivota je njegov rad. Od 13 knjiga nje-
govog najveéeg dela "Aritmetike", do nas je doglo deset '. Njihov stil i
sadrzaj radikalno se razlikuju od klasi¢nih anti¢kih dela teorije brojeva i
algebre ¢iji model smo upoznali u Euklidovim "Elementima" i u njegovoj
"Dati", kao i iz lema Arhimeda i Apolonija.

"Aritmetika" je nesumljivo rezultat brojnih istrazivanja koja su nama
nepoznata. Jedino moZemo da pogadamo njihove korene, divno bogatstvo i
lepotu njegovih rezultata. Diofantova "Aritmetika" je kolekcija problema?,
od kojih je svaki sa jednim ili viSe reSenja i potrebnim objasnjenjem. Otuda
je i prvi utisak da ovo nije samo teorijski rad. Ali temeljan pregled pokazuje
da su problemi posebno selektovani i sluze da ilustruju odredenu metodu.
Pratec¢i pravila antike, metode nisu navedene u opstem obliku, ve¢ se po-
javljuju reSenja problema istog tipa.

Posle Diofantove smrti nastaje mracno doba, koje se prenelo i na matem-
atiku, §to je prouzrokovalo gubljenje saznanja o Diofantu i njegovoj Aritmeti
cinarednih 1500 godina. Njegova dela su sa¢uvana zahvaljujuéi arapskim
ucenjacima koji su proucavali delo Diofanta i prenosili ga sa generacije na
generaciju. Godine 1463. nemacki matemati¢ar Regiomontanus je zapisao:
"Niko jo§ nije preveo na latinski jezik Trinaestu knjigu Diofantovu, u kojoj
je cvet celokupne aritmetike skriven lezao".

Upozorivsi da jo$ niko nije preveo na latinski Diofantovih 13 knjiga u
kojima su najlep&i plodovi aritmetike, kao prvom koji je privukao paznju na
Diofantove radove, zasluga pripada upravo Refiomontanusu. Rafael Bombelli

U uvodu Diofant je izneo da je "Aritmetika" podeljena na 133 knjiga. Sest od deset
koje su dosle do nas su na grékom jeziku, a 1973. godine pronadene su Cetiri knjige ¢iji je
prevod bi na arapskom

2Sadrzi 290 problema



i AntonioMaria Pazzi sac¢uvali su prvi latinski prevod oko 1570. godine koji
nikada nije izdat.

Slededi koji je dao iscrpan latinski prevod sa komentarima 1575. godine
je Vilhelm Holzmann. Standardno izdanje Diofanta do skoro je bilo Ba-
chetovo izdanje, koje je 1621. godine izdato po prvi put kao grcki tekst sa
latinskim prevodom i komentarima. Moderni prevod Diofanta sa uvodom i
zapazanjima danagnjh pisaca® zasniva se na Tanneryevim tekstovima. To je
najkompletnije izdanje do danas.

2.2 Simboli i definicije

Matematcki simboli znace kristalizaciju odnosa medu brojevima i fig-
urama, znace gotovo cele procese i sadrZe sazeto matematicke pojmove.
Misaoni matematicki procesi izrazavaju savrienost logickog misljenja i nalaze
u simbolima svoje skra¢eno oznacavanje. Simboi su, u stvari, u sebi zdruzili
sustinu, proces i operaciju. To je odlika matematickih simbola u poredenju
sa simbolima drugih nauka. Poznato je da su se kroz vekove matematicki
pojmovi, pa tako i simboli razvijali i usavrsSavali. U pocetku stvaranja, sim-
boli nisu imali svoj vlastiti smisao, ve¢ su im smisao tokom vremena davali
ljudi. Matematic¢ki simboli razlikuju se od ostalih simbola time $to su intr-
nacionalni, oni kod svih naroda imaju isto znacenje. U algebri je simbolika
naro¢ito dosla do savrSenog izrazaja. Ako pregledamo istorijski razvitak al-
gebarskog nadina izraZavanja, moZemo uoc¢ti tri perioda, odnosno tri nivoa
razvoja i to su: retorska, sinkopirana i simbolicka algebra.

U periodu retori¢ke algebre vladalo je usmeno izraZavanje bez upotrebe
odredenih specijalnih simbola. Na ovom stepenu razvitka nalazili su se Grci
sve do 1.veka nove ere, Arabijani, pa Cak i neki istaknuti matematic¢ari sred-
njeg veka medu kojima je i Regiomontanus?® iz 14. veka.

Vrlo vazan momenat u daljem razvoju algebarske simbolike predstavlja
Diofantova Aritmetika krajem 3.veka nove ere. Ovo delo je, u stvari, poce-
tak takozvane Sinkopirane algebre, tj. algebre u kojoj su pojedini pojmovi
i operacije oznacavani odredenim skrac¢enicama; ono predstavlja prelazak iz
prvog perioda u drugi. Tu Diofant ve¢ primenjuje specijalne skracenice za
oznaCavanje nepoznate veli¢ine, za razlomak, stepen itd. Posle Diofanta nije
bilo nikog ko bi nastavio njegova nastojanja. Arabijani, na primer, koji su u
istoriji matematike igrali vaznu ulogu, ostaju jo§ uvek pri retorskoj algebri,
a na njih se ugledaju i matematicari srednjeg veka.

Tek u 15. wveku javljaju se pokusaji da se nastavi ono Sto je Diofant
jos vrlo davno otpoceo. Ponovo se uvode skraéenice. U tom veku za-
pocdeta je danasnja forma simbolike, a tada se javlja i jedan novi princip sim-
bolicke algebre, tj. javljaju se simbolicki znaci. Narocite zasluge za uvodenje

30vaj prevod je iz 1910. godine
4Johannes MAijller von KAftinigsberg ( 6. jun 1436aAT 6. NYul 1476), poznatiji kao
Regiomontan je bio memacki matematicar, astronom i prevodilac
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savremene algebarske simbolike ima francuski matematicar Fransoa Vijet?,
koji je pored ostalog i u jedna¢ine umesto brojnih koeficijenata uveo slova-
opste brojeve, koja su onda omogucéavala sazimanje opstih izvodenja. Medu-
tim, sve do 17. veka oseca se uticaj ranije teskog nacina izrazavanja starijih
matematicara, i tek delima engleskog matemati¢ara Hariota (1560-1620), za-
tim Dekarta, Lajbnica, Njutna i Ojlera, stvorena je algebra koja omogucéava
da se matemati¢ka misao moZe prenositi bez upotrebe reci. Dakle, konaéno
je stvorena internacionalna simbolicka algebra.

Diofant je poceo sa fundamentalnim definicijama i doslovnim opisom sim-
bola koje je koristio. U njegovom slucaju slika je znacajno razli¢ita u odnosu
na sliku u klasi¢noj grckoj matematici. Za Grke klasicnog perioda brojevi
su znacili kolekcije jedinica i to su bili celi brojevi. Jedinicu su gledali kao
nedeljivu, pa tako razlomljene i iracionalne veli¢ine nisu zvali brojevima.
Nije bilo negativnih brojeva, kao ni ekvivalenata za negativne brojeve. Dio-
fantovo izlaganje je Cisto analiticko. Za oznacavanje nepoznatih i njihovih
stepena, suprotnih i recipro¢nih brojeva, minusa i jednakosti, Diofant koristi
skracen zapis reci ili simbole. Imao je preciznu predstavu o negativnim bro-
jevima i bio je prvi matematicar koji je vréio algebarske operacije.

Upravo Prva knjiga Diofantove "Aritmetike" sadrzi priliéno detaljan uvod
u kome u 11 tac¢aka on definiSe pojmove i simbole koje ¢e u daljem izlaganja
koristiti. U njegovom radu susreéemo se sa pocetkom konstrukcije slovne
algebre koja je bazirana na aritmetici, a ne na geometriji kao u slucaju Eu-
klida. Tako da se smatra da je Diofant prvi matematic¢ar koji je simboliku
uveo u aritmetiku napravivsi od nje algebru. Njegove ideje unapredili su
indijski matematicari oko 6. veka, ali je prava simbolicka algebra zazivela
tek u vreme Fransoa Vijeta .

2.3 Diofantova jednacina

Probleme koji zahtevaju da se u njihovom reSavanju koriste sistemi od
dve linearne Diofantove jednacine, javljaju se u Kini pocCetkom srednjeg
veka. Japanski matematic¢ar Seki Kova® 1683. godine poboljsao je vrlo
staru kinesku metodu resavanja sistema linearnih jednacina, ¢iji su koefici-
jenti prikazivani bambusovim Stapi¢ima. Bambusov Stapo¢ bio je postavljen
u tablici na ono mesto gde treba da stoji odreden koeficijent. Pomeranjem i
slaganjem $tapica refavao se ovaj sistem jednacina.

Kada bismo neku danasnju jednaéinu, na primer bx + 3y = 7, dali nekom
iz doba Diofanta, on bi bio krajnje zbunjen, iako bi znao da resi tu jednacinu.
Naime, u to doba matematicari su se koristili potpuno drugacijim nacinom
reSavanja zadataka uz drugacije simbole. Diofant je prvi reSavao ovakve jed-
nacine.

Linearna Diofantova jednacina sa dve nepoznate se u danadnjem obliku

Viete Francois ( Fonten le Kont 1540-Pariz 1603).
®Seki Kowa (1642-1708), japanski matematicar
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pojavljuje u Indiji u ranom srednjem veku. Brahmagupta’ je poznavao jed-
nostavnu metodu za dobijanje celobrojnih refenja te jednacine. U Evropi
su prva susretanja sa linearnom Diofantovom jednadinom vezana za poce-
tak XVII veka. Algoritam za reSavanje linearne Diofantove jednacine, medu
prvima, dao je BaSe de Mezirjak, poznat kao prevodilac Diofantove "Ar-
itmetike" na latinski jezik. Jedan od najvecih svetskih matematicara svih
vremena, Leonard Ojler®, u V poglavlju svoje "Algebre" iz 1770. godine
opisuje svoj metod za reSavanje linearne Diofantove jednadine.

Pouzdane metode i znacajne teoreme koje govore o reSivosti linearnih
Diofantovih jednacina sa dve i viSe promenljivih, datiraju iz druge polovine
XIX veka. Prigodni problemi se javljaju i u arapskim matematicarskim kru-
govima u X veku. Njihova reienja je dao Fibonadi®. Konacan odgovor o

reSivosti sistema linearnih Diofantovih jednacina dali su Smit i Frobenius'?.

2.4 Diofantova Aritmetika

Istorija matematicke misli belezi Diofanta Aleksandrijskog kao jednu od
najznacajnijih li¢nosti u evoluciju matematickih, posebno algebarskih ideja.
U Diofantovoj "Aritmetici", koja sadrzi 6 sacuvanih knjiga (od napisanih 13),
i odlomcima knjige o mnogougaonim brojevima, sistemati¢no su izloZene os-
nove elementarne algebre. Ono §to najvise iznenaduje u vezi sa Diofantovom
"Aritmetikom" nije samo to §to Diofant koristi sasvim nov jezik i njegovo
smelo proSirenje domena brojeva, veé¢ i problemi koje je postavljao i reSavao.
Izlozen je prilican broj problema koji se svode na neodredene jednacine ra-
zli¢itih stepena i prikazane metode za reSavanje takvih jednacina u skupu
pozitivnih racionalnih brojeva.

"Aritmetika" je, u danaSnjem smislu reci, zbornik zadataka koji sadrzi
189 problema. Medutim, pazljivim prouc¢avanjem "Aritmetike" jasno se
moze uoCiti da to nije obi¢na zbirka zadataka, jer ona sadzi i vise reSenja
pojedinih zadataka, i resenja dobijena koris¢enjem razli¢itih metoda, kao i
neophodna objasnjenja.

Iako na prvi pogled "Aritmetika" ne predstavlja teorijski rad, daljim
istrazivanjem se dolazi do ocigledne ¢injenice da konkretni problemi sluZe
kao ilustracije opstih metoda. U antickoj matematici je to prakti¢no bio
stil: metode se ne izlazu odvojeno od zadatka, veé se razotkrivaju u pro-
cesu reSavanja problema. Imponuje Diofantova sistemati¢nost, metodi¢nost
i postupnost u izlaganju zadatih problema.

7589-668, indijski matematiar i astronom

8Leonhard Euler (Bazel, 15. april 1707 - Sankt Peterburg, 18. septembar 1783.),
$vajcarski matematicar

?Leonardo Fibonacci (1170-1250), italijanski matemati¢ar

!0Ferdinand Georg Frobenius (26.0ktobar 1849 - 3. avgust 1917.), nemacki matemati¢ar
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2.4.1 Prva knjiga Diofantove "Aritmetike"

Kao 8to smo ve¢ rekli, Diofant je u svojoj "Aritmetici" koristio zacetke
simbolitke notacije. U Prvoj knizi Diofantove "Aritmetike" u uvodu su defin-
isani pojmovi i simboli koji se koriste u daljem izlaganju. U tacki 1 on daje
pojam broja, a u tacki 2 uvodi simbole za brojeve i njihove stepene. Po Rado-
jéicu'!, Diofant je za nepoznatu koristio znak ¢. Problem u velikoj meri kom-
plikuje ¢injenica da nije uveo simbole za drugu promenljivu, pa bi ponekad
u okviru jednog problema ¢ oznacavalo vise od jednog nepoznatog broja.
Pored toga, uvodi notaciju za Sest stepena nepoznate z : z2, 23, 2%, 2°, 25.
Kvadrat nepoznate obelezavao je sa AV (od re¢i AINAMIY = kvadrat), a
kub sa K" (od re¢i KYBOY. = kub). Stepene tretira po aditivnom principu,
tako da je Cetvrti stepen ustvari kvadrat kvadrata AYA, peti stepen kvadrat-
kub AVK, 8esti stepen kub-kub KVK. Ovo je bio slu¢aj i pre Diofanta, ali
i posle njega. U Evropi je prvi aditivni princip formiranja stepena u XIII
veku koristio poznati italijanski matematicar iz Pize, Leonardo Fibonagi

U tacki 2 svoje prve knjige "Aritmetike" Diofant takode uvodi i pojam
jedinice, u tacki 3 vrednosti recipro¢ne datim stepenima, tj. stepene sa nega-
tivnim eksponentima. Uveo je i specijalan termin x za negativne eksponente
i time kompletirao simbolizam za oznacavanje pozitivnih i negativnih stepena
jedne promenljive, uklju¢ujuéi Sest stepena. Tako na primer, ¢X predstavlja
%, AVX je x—IQ, K"X je ;13, AYXA je %4, AKX je m%, KYXK je z% ... Tacka 4
karakteristicna je po tome §to se u njoj definiSe mnozenje stepena. U njoj
Diofant uvodi pravilo za mnozenje ™ sa z" za pozitivno i negativno m i n
(m] > 6, |n| > 6). U tacki 5 definiSe se proizvod broja i njemu reciproénog
broja, a u tatki 6 mnoZenje sa jedinicom kao neutralnim elementom.

Brojcane koeficijente Diofant je obelezavao dodatnim simbolima M2, a
za pisanje broj¢anih koeficijenata Diofant je koristio starogréki nacin upotrebe
slova sa crtom iznad (koji je kasnije bio korig¢en u starom srpskom i drugim
slovenskim jezicima), pri ¢emu je brojna vrednost odredena pozicijom slova
u alfabetu. Naime, Grci su koristili slova alfabeta da oznace brojeve. Prvih
devet slova @, B...oznacavaju brojeve od 1 do 9. Sledec¢ih devet predstavl-
jaju brojeve od 10 do 90, a poslednjih devet predstavljaju hiljade'?. Tako,
na primer, 3 = 2, & = 200, 08 = 202, ¥ = 3, 7 = 10, 75 = 13.

Sto se tice algebarskih operacija, Diofant sabiranje nije obelezavao poseb-
nim znakom, veé bi samo dopisivanje ¢lanova, dakle nadovezivanje oznacavalo
zbir. Za oduzimanje je imao simbol A (od re¢i AEDYD§YXIX=oduzimanje),
dok je za jednakost koristio I (od reci IXQ2¥=jednak). Obzirom da je brojc¢ani
koeficijent pisao iza nepoznate, u Diofantovoj notaciji jedna¢ina

(®42)— B2+ 1) =2

117 strana 71
12Greki alfabet ima 24 slova, ali su oznaCavanje brojeva uveli jo§ tri stara slova
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je izgledala ovako
KASSHAAE MAAT SA

Ali to nije sve. lako je Diofant gledao samo pozitivna racionalna resenja,
on je lako koristio i negativne brojeve u pomo¢nim izra¢unavanjima. On je
prakti¢no poznavao i negativne brojeve i takve brojeve zvao je brojevima
za oduzimanje, za razliku od brojeva za sabiranje. Za njih koristi i poseban
izraz AeTis, izveden od re¢i AeTmw, §to znadi nedostaje, nedovoljno, tako da
termin moze biti preveden kao "nedostatak". Mnogi su ovaj termin prevodili
kao "oduzimanje", sto je pogresno, jer je Diofant, kao Sto smo rekli, koristio
drugi izraz za ovu algebarsku operaciju. Medutim, Diofant svoje "brojeve za
oduzimanje" nije koristio samostalno, ve¢ samo u sklopu izraza sa obavezno
pozitivnim rezultatom. Drugim rec¢ima, on je znao Sta je 2 — 1, ali nije znao
Sta je —1.

Tacka 9 govori o proizvodu negativnog i pozitivnog broja i dva nega-
tivna broja i u njoj se definise simbol koji odgovara nasem danagnjem mi-
nusu. Naime, on je formulisao odnos brojeva sledeé¢im pravilom za znakove:
proizvod dva broja za oduzimanje je broj za sabiranje, a broja za oduz-
imanje sa brojem za sabiranje je broj za oduzimanje (8to bi danas rekli:
negativan pomnozen sa negativnim daje pozitivan, a negativan pomnoZen sa
pozitivnim daje negativan). Karakteristi¢an znak za negativno je obrnuto i
skracéeno slovo ).

Tacka 11 sadrzi zakon distribucije zbira u proizvod.

Svi Diofantovi problemi u prvoj knjizi, a ima ih ta¢no 39, su odredeni, jer
predstavljaju ili jednacine sa jednom nepoznatom ili sisteme jednacina kod
kojih je broj jednadina jednak broju nepoznatih. Problemi, bez obzira da li
se radi o sistemima jednacina ili jednacinama su zadati metodicki, od lakseg
ka tezem. Cak i oni problemi koji samom svojom formulacijom neodredeni,
postaju resivi, jer im se u samom procesu resavanja otklanja dodavanjem
novih usloval.

Na primer, u problemu I14 (Odrediti dva broja takva da njihov proizvod
i njihov zbir imaju zadati odnos) koji se u sustini svodi na jednacinu zy =
k(z + y), Diofant prvo za koeficijent proporcionalnosti proizvoda i zbira fik-
sira k = 3, a potom primeéuje da se jedan od brojeva x i y moze zadati
proizvoljno. Uzimajuéi za y = 12, lako se dobija x = 4. Interesantno je da
potpuno isti problem Diofant reSava i u drugoj knjizi, sada kao problem I13,
koji tretira kao neodredenu jedna¢inu u kojoj bira samo koeficijent propor-
cionalnosti kK = 6. Vrednosti za x i y dobija tako sto uzima da su oni upravo
proporcionalni, tj. = =t,y = [t.

U prvoj knjizi Diofantove "Aritmetike" je nekoliko zadataka'# dato u ob-
liku sistema dve jednacine sa dve nepoznate koji je ekvivalentan kvadratnoj
jednacini. Zanimljivo je da kod ovih problema Diofant postavlja uslov da

13 -
zadaci 114, 122, 123, 124, 125
14
Ia7, 128, 129, I30
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diskriminanta bude potpun kvadrat, ¢ime postiZze da reSenja dobijene jed-
nacine budu racionalna.

2.4.2 Druga kniga Diofantove "Aritmetike"

Problemi druge knjige Diofantove "Aritmetike" veé se konkretno odnose
na Diofantove jedna¢ine. Prvih deset problema predstavljaju jednacine ob-
lika Fy(z,y) = 0, gde je Fy(x,y) polinom drugog stepena sa racionalnim
koeficijentima. U ovoj knjizi "Aritmetike" Diofant posmatra razlicite neo-
dredene jednacine drugog reda i osnovni prateéi rezultat: neodredene jed-
nacine drugog reda sa dve nepoznate sa ili bez racionalnih reSenja ili beskon-
atno mnogo. Ako jednacina Fy(x,y) = 0 ima racionalno reSenje, onda
ima i beskona¢no mmnogo racionalnih resSenja, pri ¢emu nepoznate mogu biti
iskazane kao racionalne funkcije jednog parametra: = = ®(t) i y = ¥(¢).

Opsti metod Diofanta moze se ilustrovati na primeru osmog problema
IT knjige, ¢&iji bi bukvalni prevod bio: "podeliti dati kvadrat na sumu dva
kvadrata", a koji u sustini predstavlja Pitagorinu jednaginu z2 + 3% = 22.

Diofant je konkretno rekao: "Podeliti 16 na sumu dva kvadrata". Neka
je prva suma x2, a druga y?> = 16 — 2?. Kako 16 — 22 mora biti potpun
kvadrat, neka je to kvadrat broja y = 22 — 4. Naravno, ne slu¢ajno bas ovog
broja. Njegovim kvadriranjem dobija se 16 — 22 = 42% — 16x + 16. Ako

obema stranama dodamo 22,16z i —16 dobijamo 522 = 16z, dakle z = ?
ili x = 0, pa je traZeno netrivijalno razlaganje broja 16 na brojeve % i %.

Svaki od ovih brojeva je kvadrat, a njihova suma je upravo broj 16, sto je i
bio zahtev problema.
Medutim, do slicnog rezultata se moze doéi i ako se uzme, na primer
y = 5z — 4. Tada je
16 — 2° = (5z — 4)?,

ili posle kvadriranja
16 — 22 = 2522 — 40z + 16,

pa dodavanjem obema stranama 22,40z i —16 dobijamo

262% = 40
tj. x = 01ili z = %. Oc¢igledno je u tom slucaju traZeno netrivijalno
razlaganje broja 16 na brojeve %8 i %.

Ovaj primer dokazuje dve stvari: da se dati metod moze oupstitii da data
jednacina u skupu racionalnih brojeva, verovatno ima beskonac¢no mnogo
resenja.

Pokugacemo da izlozimo ovaj Diofantov metod u opstem slucaju. Tako
razmatramo jednadinu na koju se problem svodi: 22 4+ 32 = 22. Jedno od

njenih refenja je (0, —z). Diofant je uveo smenu y = kx — z i dobio da je

22— 2% = (kz — 2)%

15



Posle kvadriranja dobija se
22 — 2 = k%2? — 2kaz + 2%
ReSavanjem dobijene jednacine po x dobija se
(k* 4 1)2° = 2kz2.

. . 2_ o . . 2_
Sledi daJey:%ﬁz, a to znaci daJefszQ—_lil 1%222—&.

Tako Diofant nije nista napisao o broju reSenja, oc¢igledno je da je formu-
lama x = 2k,y = k> —11 2z = k?+ 1definisano beskona¢no mnogo racionalnih
reSenja date jednacine.

Jednadina 22 +y? = 2?2 je poznata kao Pitagorina jednacina, a svako njeno

reSenje (z,y,z) kao Pitagorina trojka. Medutim, danas je opSteprihvacena
formula koja generiSe sve Pitagorine trojke:

T = 2’mn,y:m2 —nz,z =m? +n?.

Ova formula se dobija kada se u prethodnoj definiciji reSenja Pitagorine
jednacine uzme da je parametar k racionalan broj te da se moze napisati kao
k=" gde su m i n uzajamno prosti prirodni brojevi.

lako se Diofant veoma Cesto koristio ovim formulama pa mu se one
ponekad i pripisuju, ipak se smatra da je ta formula verovatno Euklidovo
delo, bar u smislu prvog pisanog traga. Ali otkri¢e da je broj Pitagorinih
trojki, kao 1 formalno tvrdenje kojim su one opisane, ipak pripada Diofantu,
jer u trecoj knjizi "Aritmetike" u komentaru resenja 19. problema on kaze:
"Mi znamo da se razlaganje datog kvadrata na dva kvadrata moze izvesti na
beskonano mnogo nacina".

Diofantov parametarski metod koji smo opisali prethodnim primerom
moZe se uspesno primeniti na reSavanje velikog broja kvadratnih Diofantovih
jednacina kod kojih je poznato bar jedno osnovno celobrojno ili racionalno
reSenje.

2.4.3 Ostale knige Diofantove "Aitmrtike"

Treca kniga Diofantove " Aritmetike" predstavlja logi¢an nastavak prethod-
nih Diofantovih izlaganja i u njoj se on uglavnom bavi sistemima neodredenih
jednacina, pri ¢emu je stepen promenljivih manji ili jednak 2, a broj jed-
nacina uvek vedi ili jednak 3.

U cetvrtoj knjizi Diofant je razmatrao neodredene kubne i kvadratne jed-
nacine, pa ¢ak i jednu jednacinu Zestog stepena'!®. Svoj metod za odredivanje
racionalnih reSenja neodredenih jedna¢ina oblika Fy(z,y) = 0 on prenosi na
jednagine oblika F3(x,y) = 0. Interpretirano jezikom analiticke geometrije
Diofant u prvom slucaju trazi tacke sa racionalnim koordinatama u kojima

1518. tatka
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prava y = kx( gde je k neki racionalan broj) sece krivu Fy(z,y) = 0, a u dru-
gom slucaju je dodiruje. U &etvrto]j knjizi Diofant za dobijanje racionalnih
tacaka krive F3(x,y) = 0 koristi dve sli¢ne metode: "metod secice" i "metod
tangente".

Metod secice zasniva se na sledeéem: Neka su poznata dva racionalna
reSenja neodredene jednacine F5(z,y) = 0, na primer (x1,y1) i (x2,y2). Kroz
tatke A(z1,y1) 1 B(xg,y2) konstruise se prava koja krivu L definisanu jed-
nac¢inom Fj(x,y) = 0 sece u tacki C(xrs,ys), koja ¢e takode imati racionalne
koordinate.

Metod tangente: Ako je poznato samo jedno reSenje neodredene jed-
nacine Fj(z,y) = 0, na primer (z1,¥1), onda se kroz tacku A(z1,y1), kao
dodirnu, konstruise prava koja krivu L definisanu jednafinom Fj(x,y) = 0
seCe u tacki B(za,y2).

Peta knjiga sadrzi najsloZenije probleme. Na prvi pogled problemi iz-
gledaju uobicajeno, ali ako se malo detaljnije pogledaju pojedini problemi
onda se tek moZe shvatiti njihova sustina. Takav je problem u 9. tacki pete
knjige koji u Diofantovoj varijanti glasi: "Razloziti jedinicu na dva razlomka
i dodati svakom od njih dati broj, tako da se dobiju kvadrati." Prevedimo
ovaj problem na jezik jednacina: Ako su traZzeni razlomci z i y, a dati broj
a, onda je

x+y:1,x+a:m2,y+a:n2.

Ako se poslednje dve jednacine saberu dobija se
;U—I—y+2a:m2—|—n2.
kako je x +y = 1, dobija se
2a + 1 = m? 4+ n.

Drugim rec¢ima, problem se svodi na to da neparan broj treba pred-
staviti kao zbir kvadrata dva prirodna broja. Medutim, problem je prac¢en
ograni¢enjem koje mora biti nametnuto od datog broja da bi problem bio
reSen. Na srec¢u, Diofantov problem prate reci: "Dati broj ne sme biti
neparan i njegova dvostruka vrednost uveéana za jedinicu ne sme biti broj
deljiv sa prostim brojem, koji je posle dodavanja jedinice deljiv sa 4". U
istoriji matematike bilo je dosta rasprava bas oko formulacije tog uslova',
pa su u pomo¢ pozvani ¢ak i filozofi.

Moze se pokazati da se broj moze reprezentovati kao suma dva kvadrata
ako i samo ako slobodan deo kvadrata nije deljiv sa prostim brojem oblika
4n + 1. Koliko je Diofantovo ogranicenje bilo blizu ovom uslovu? Odgovor
na ovo pitanje biée baziran na rekonstrukciji teksta.

Jedan od najpoznatijih matemati¢ara 19. veka, Karl Gustav Jakobil”

16B. Merzijak, P. Ferma, K. Jakobi, P. Taneri...
171804-1851
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posebno se posvetio istrazivanju ovog problema. On je sproveo detaljnu
psihologki analizu Diofantovog teksta i na osnovu nje predlozio je sledec¢u
rekonstrukciju: "Dati broj ne sme biti neparan i udvostrucen broj plus je-
dinica ne sme biti deljiv bilo kojim brojem koji je povec¢an za 1 deljiv sa 4."
Jakobi je pretpostavio da je Diofant imao dokaz da je uslov potreban, da bi
mogao da opravda svoje ograni¢enje. Osim toga, bio je siguran da je Diofant
znao da je uslov takode i dovoljan, ali nije mogao da dokaZe jer je to dokaz
koji zahteva sredstva izvan onih iz anticke matematike.

Posle Diofanta jedino je Ferma dao op#ti uslov za brojeve koji se ne mogu
predstaviti kao suma dva kvadrata celih i racionalnih brojeva. Ovo je Fer-
maova formulacija: "Ako ceo broj ima prost delitelj oblika 4n — 1 i nema
kvadratni delitelj, onda on ne moZe biti prikazan kao suma dva kvadrata."
Ovaj "negativan" kriterijum je ekvivalentan "pozitivnom" kriterijumu za
reprezentaciju brojeva kao sume dva kvadrata. Oba mogu biti izvedena iz
teoreme koju je formulisao Ferma, a dokazao Ojler. Ona kaze da su prosti
brojevi predstavljeni kao suma dva kvadrata upravo oblika 4n — 1.

Peta knjiga "Aritmetike" je karakteristicna i po tome §to se u zadacima
od 9. do 14. tacke Diofant bavi predstavljanjem prirodnog broja u ob-
liku zbira dva, tri, ¢etiri kvadrata, koji zadovoljavaju neke uslove (nejed-
nakosti). Pri reSavanju ovakvih problema Diofant primenjuje precizan algo-
ritam koji on naziva "metod priblizavanja". U okviru tog metoda Diofant se
bavi kvadratnim nejednacinama i refava jednacine oblika az? + 1 = y? '8,

U problemu 14. tacke pete knjige Diofant daje potreban uslov za brojeve
da bi bili predstavljeni kao suma tri kvadrata. Ogranicenje je da broj ne sme
biti oblika 8n 4+ 7 da bi se predstavio kao suma tri kvadrata.

Jedan deo Seste knjige "Aritmetike" posvecen je Pitagorinoj jednacini i
slozenim problemima vezanim za Pitagorinu jednacinu. Naime, u ovom delu
"Aritmetike" Diofant se uglavnom bavi pravouglim trouglovima ¢iji su merni
brojevi stranica racionalni brojevi, tj. takvom trojkom racionalnih brojeva
x,y, 2z koja zadovoljava jednacinu

Pored tog uslova, koji je opsti za sve probleme, on dodaje uslove koji se
odnose na obim, povrsinu, zbir povrgine i stranica itd. Jo§ mozemo reéi da
je ova knjiga preko problema pravouglog trougla, ¢ija je povrSina potpun
kvadrat, bila direktna inspiracija za Fermaov problem.

Sesta knjiga je znacajna i zbog toga §to Diofant u njenom 12. i 15. prob-
lemu iskazuje tri leme (dve u prvom i jednu u drugom) vezane za jednacinu
oblika az? + 1 = 42, tj. Pelovu jednaéinu, u kojima dokazuje da data jed-
nacina ukoliko ima jedno reSenje, ima i beskona¢no mnogo resenja.

Kako smo ve¢ naglasili, ostale knjige Diofantove "Aritmetike" nisu safu-
vane, pa je samim tim i njihov sadrZzaj nepoznat danagnjici.

18Ppelova jednacina
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2.5 Znacaj Diofantove " Aritmetike"

Posmatrajuc¢i Diofantovu "Aritmetiku" kao celovito delo, moZemo za-
klju¢iti da ono predstavlja jedno od najznacajnijih dela anticke matematike,
ali i matematicke nauke uopste. Pored toga $to svojim sadrZajima uvodi
pocetke matematicke simbolike, ovo delo otvorilo je ¢itav niz novih matem-
atickih problema, ali i dalo mnoge algoritme i metode za njihovo resavanje.

lako je Diofant u ovom delu dao prili¢no detaljna reSenja 189 izloZenih
problema sa konkretnim brojevima, glavna suStina i najveéi znacaj lezi u
¢injenici da reSenja tih problema u velikoj meri predstavljaju najopstije za-
klju¢ke i tvrdenja u teoriji brojeva:

1. Svaki prost broj oblika 4k + 1 moZe se predstaviti u obliku zbira dva
kvadrata (1119, Vy).

2. Ceo broj n moze se predstaviti u obliku zbira dva kvadrata, ako on
nema prostih delilaca oblika 4k + 3 neparnog stepena (Vg).

3. Ceo broj n koji je proizvod dva prosta broja oblika 4k 4+ 1, moZe se
na bar dva nafina predstaviti kao zbir dva kvadrata. Kvadrat takvog
broja moze se predstaviti u obliku zbira kvadrata na bar Cetiri razlicita
nacina (11119).

4. Svaki prirodan broj se moze predstaviti u obliku zbira kvadrata cetiri
racionalna broja (IVag_30.11,)-

5. Nijedan prirodan broj oblika 24k + 7 ne moZe se predstaviti u obliku
zbira tri kvadrata celih ili racionalnih brojeva (V11).

Kad je re¢ oalgoritmima i metodama, onda je dovoljno reéi da je jedan
od najopstijih metoda za reSavanje neodredenih jednadina upravo Diofan-
tov metod parametara. Diofant je ovaj metod koristio u nekoliko varijanti,
kao jedan od najefikasnijih za dobijanje opStih reSenja i dokazivanje da neki
problem ima ili nema reSenje, kao i za uspostavljanje kriterijuma o beskon-
acnom skupu resenja. Kroz upoznavanje sa knjigama "Aritmetike" osim ove
metode pomenuli smo jo$ neke kao $to su, na primer, metod se¢ice, metod
tangente, metod priblizavanja, itd.

2.6 Uticaj Diofanta na druge matematicare

Na osnovu svega §to je napisano, jasan je veliki znaaj Diofantove "Arit-
metike" i njegovog rada uopste. Veé punih 18 vekova njegovo delo inspiriSe
veliki broj matematicara na stvaralastvo.

Diofantov rad je komentarisan i u antici. Poznata Hipatija, ¢erka nau¢nika
Teona Aleksandrijskog, posvetila je svoje radove analizi Diofantovih knjiga.
Hipatija je zZivela krajem 4. i pocetkom 5. veka nove ere. Slavu je stekla
kao brilijantan govornik i ekspert Platonove filozofije. Nazalost, njeni radovi
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nisu dogli do nas.

Nisu nam poznati Aleksandrijski matematic¢ari posle Hipatije. Poslednji
gréki naucnici su Proklus, Isidorus i Simplikus, koji su radili u Atini. Ali i
ovde su se nautne misli ugasile pocetkom 7. veka. Anticka nauka je propala
zajedno sa antic¢kim drustvom. Izmedu 9. i 13. veka otvoreni su novi naué¢ni
centri u Konstantinopolju, Bagdadu i drugim gradovima Arapskog istoka.

Pocetkom 12. veka naucne misli su odatle premestene u Evropske cen-
tre. Evropski naucnici se upoznaju sa Diofantovim algebarskim idejama 300
godina pre ucenja njegovih aritmetickih ideja. Ovo nije iznenzdujuée. Nova
algebra uzeta je od Diofantovog vizantijskog komentatora Plandusa'?, kao i
od arapskih matematicara, posebno Abu’l Vafe i njegove gkole?’.

Arabijski matematic¢ari koristili su re¢i umesto oznaka za oznacCavanje ste-
pena nepoznatih. gtaviée, u radu sa stepenima nepoznatih, oni su koristili
¢udan multiplikativni princip umesto pogodan aditivni princip koji je koristio
Diofant. Na primer 2% su zvali "kvadrat-kub", a ne kao Diofant "kub-kub".
medutim, u slu¢ajuz® nisu mogli da daju ime bazirano na nizem stepenu, jer
je b prost broj i ne moze biti napisan kao proizvod njegovih faktora. Sli¢na
teskoca je nastala u vezi sa svim prostim stepenima promenljuve. Ovaj no-
tacioni princip preuzeli su od arabijskih matematic¢ara evropski. Posebno, to
je bilo kori&¢eno u Italiji tokom renesanse i kasnije kod nemackih algebrista.
Jedan izuzetak bio je u 13. veku matemati¢ar Leonardo Pizano. On nije
samo koristio aditivni princip za stepene nepoznate, nego je i prvi Evropl-
janin koji je razmotrio problem koji se svode na neodredene jednadine.

Diofantova pravila za rad sa polinomima i jednafinama u srednjem veku
prihvaceni su prakti¢no od strane svih algebrista. Medutim, daleko manje
spremno prihvaceni su negativni brojevi. Arabijski matematicari ih uopgte
nisu koristili a Evropljani su prihvatili sa velikom dozom skepticizma. Dugo
su ih zvali "laznim" brojevima i pokuSavali da rade bez njih.

Diofantova "Aritmetika" sadrzi drugi, daleko dublji krug ideja, Diofan-
tovu analizu. Dugo vremena ove ideje su bile potpuno nepoznate. Paradok-
salna je situacija da su u Evropi u 15. i 16. veku nauc¢nici istrazivali alge-
bru izvedenu od Diofanta, ali nisu znali ni§ta o njegovom radu. Naime, do
16. veka Diofantovim radovima su se bavili arapski matematicari, a njihova
matematicka znanja i znanja anticke civilizacije u Evropu stizu preko Vizan-
tije, tako da evropski matematicari koriste ideje i metode drevnih civilizacija,
ali nemaju dodira sa njihovim radovima.

Prvi koji je ¢itao Diofantove radove bio je u 15. veku astronom Johan
Miler. Miler je, boraveéi u Veneciji otkrio Diofantove rukopise i o njima pisao
prijatelju. Sadrzaj rukopisa bio je neverovatno bogat i Miler je odlucio da
ga prevede. Prvo je pokuSao da pronade svih 13 knjiga koje Diofant pominje
u uvodu, ali uspeo je da pronade samo 6 knjiga koje su i danas poznate.

1913, vek
2010. vek
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Medutim, prevod ipak nije uraden.

Period renesanse je u Evropi znac¢ajno probudio interesovanje za umet-
ni¢ke i nau¢ne domete antike. U tom periodu najznacajnija dela u oblasti
algebre stvara Fransoa Vijet, kome su ocigledno veoma dobro bili poznati
Diofantovi radovi, pa prema tome i njegove ideje i metode. Posle Diofanta,
Vijet je bio taj koji je stvorio nove korake u izgradnji slovne algebre, pa je
s pravom nazvan ocem slovnog racuna.Vijet je uveo simbole za proizvoljne
konstantne parametre u problemima. Tada su se prvi put pojavile formule i
bilo je moguée zameniti neke umne operacije sa jednim slovom.

U 16. problemu V knjige "Aritmetike" Diofant je napisao: "Razlika dva
kuba moze biti predstavljena kao suma dva kuba." Ocigledno, problem se
svodio na jednacinu

B4y =a -0

za a > b > 0 i proizvoljne = i y. ReSenje ovog problema ne postoji u
"Aritmetici". Vijet je u svojoj knjizi dokazao ovo tvrdenje i postavio dva
adiciona analogna problema:

B ryd=a - a>y>0a>b>)
-y =a® -0 (x>y>0a>b>).
On sva tri problema resSava sredstvima Diofantove metode tangenti. Na

primer, da bi resio prvi problem Vijet je stavio smene x =t —b,y = a—kt i
posle zamene dobio

t3(1 — k%) + 3t%(ak® — b) + 3t(b* — a®k) = 0

Zatim je stavio b> — a?k = 0, to je ekvivalentno uslovu da je prava
y = a — k(z + b) tangenta krive date jednac¢inom 3 + y3 = a® — b3 u tacki

(—b,a), i nasao da je t = Zgzg. Za x iy dobijamo

b2a3 —b a® — 2b3
rT=b—mF,y=—a———+
B+ T

$to daje da ¢e reSenje biti pozitivno samo ako je a® > 2b3. Ovo protivredi
Diofantovoj tvrdnji povezanoj sa jedna¢inom 2% + y? = a® — b, da "raz-
lika, dva kuba moZe biti predstavljena kao suma dva kuba'". Kasnije, ovu
zagonetku je uspeo da resi Ferma i savlada sliénu teskoéu vezanu za jed-
nac¢inu 23 + 2 = a3 + b2, koju je on dodao na jednacine Diofanta i Vijeta.
Njegova ideja za savladavanje ove teSkoce je postupak ponavljanja metode
tangente. Ali, opet se moze postaviti pitanje: Da li je Diofant ponavljao
metod tangente mnogo pre Ferme?

Tek posle Vijeta nastaje puna afirmacija Diofantove "Aritmetike". U svo-
joj poznatoj "Algebri" krajem 16. veka, ta¢nije 1572. godine, autor Rafael
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Bombeli pominje 143 Diofantova problema. U uvodu ovog rada Bombeli je
napisao: "Materijal za poslednji deo knjige je pronaden u biblioteci naSeg
Gospoda u Vatikanu, napisanog od odredenog Diofanta, grékog autora koji
je ziveo u vreme Antonius Piusa". Pius je bio rimski imperator koji je Ziveo
u 2. veku nove ere. Nakon ¢&itanja rukopisa, Bombeli je zakljucio da je nje-
gov autor bio "veliki poznavalac teorije brojeva". Bombeli i Pacci, kasniji
rimski matematicar, odluéili su da prevedu pronadeni rukopis smatrajuéi da
je potrebno obogatiti svet tako vaznim delom. Uspeli su da prevedu 5 od 7
knjiga, ali na nesrec¢u, prevod je nestao bez traga.

Diofanova "Aritmetika" uticala je na celu Bombelijevu knjigu. U krajn-
joj verziji knjige, njegovi problemi su formulisani na nacin kao kod Diofanta,
iako su u originalnom rukopisu bili predstavljeni na drugaciji na¢in. Osim
toga, Bombeli je promenio neke teoreme i dao ih blize onima koje je nasao
kod Diofanta.

Bombelijeva Algebra je za nas vazna jer je u njoj prvi put uklju¢en Dio-
fantov problem, doduse bez konteksta. Osim toga, ovo delo sadrzi poboljsanu
algebarsku notaciju za stepene promenljivih i u njemu se prvi put pojavljuju
kompleksni brojevi i precizna pravila za operacije sa njima.

Samo tri godine posle objavljivanja Bombelijeve Algebre, pojavio se prvi
latinski prevod "Aritmetike". Ovaj prevod pripremio je poznati filozofi
filolog Ksilandrom?!. Iako nije bio poznavalac matematike, njegov prevod u
celosti je bio prili¢no dobar.

Problemi iz prve Cetiri Diofantove knjige pojavili su se 1585. godine u
knjizi dobro poznatog matemati¢ara i mehani¢ara Simona Stevina. Drugo
izdanje ove knjige, pripremljeno od nadarenog algebriste Alberta Zirara
ukljucuje i probleme iz preostale dve knjige. Medutim, Diofantove metode
potpuno su oziveli u svojim knjigama dva najveca francuska matematicara
u 16. i 17. veku, Fransoa Vijet i Pjer Ferma.

Naime, 1621. godine dogodio se revolucionarni dogadaj, kada se pojavio
najpre gréki, a zatim i savrSen latinski prevod Diofantove "Aritmetike" sa
tumacenjem i komentarima, ¢iji je autor bio francuski matematicar Gaspar
Klod Base de Merzijak?2. Novi prevod bio je ja¢i od Ksilanderovog prevoda i
sadrzi greki tekst kao i latinski prevod. Ovo izdanje Diofantove "Aritmetike"
postalo je slavno, ne samo zbog kvalitete prevoda, ve¢ jer je na marginama
jednog od primeraka koji su mu bili dostupni i koje je paZljivo proucavao,
svoja teorijsko-numeri¢ka zapaZanja zapisao veliki francuski matematicar
Pjer Ferma. On je na taj nacin zapisao ¢ak 45 veoma zanimljivih komentara
Sto najbolje govori sa koliko je interesovanja Ferma ¢itao Diofantovo delo i
koliko duboko je pronikao u Diofantove ideje i metode. Neki od tih komen-
tara predstavljali su reSenje neceg 3to Diofant, Vijet i de Merzijak nisu do
kraja resili, dok su neki predstavljali novo tvrdenje ili uopstenje nekog od

#'Pravo ime mu je bilo Vilhelm Holcman
*21581-1683
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Diofantovih problema. Sigurno je najznacajniji drugi Fermaov komentar koji
se odnosi na 8. zadatak druge knjige "Aritmetike" koji se odnosi na opste
resenje Pitagorine jednacine 22 + y? = 22. Kao komentar na rezultat koji je
dobio Diofant, tj. ¢injenicu da Pitagorina jednacina ima beskonatno mnogo
celobrojnih reSenja, Ferma je napisao: "Medutim, nemoguée je kub razloziti
na dva kuba, ni bikvadrat na dva bikvadrata, i uopste nikakav stepen veéi
od kvadrata, na dva stepena sa istim takvim izloZiocem. Ja sam za to otkrio
izvanredan dokaz, no za njega su margine ove knjige zaista male."

Ovim komentarom koji je Ferma ostavio prakti¢no je formulisan ¢uveni
veliki Fermaov problem, tj. Velika Fermaova teorema, koja je svom autoru
donela slavu daleko izvan granica matematike i koja tvrdi da je jednacina
™ 4 y™ = 2" nemoguca za pozitivne vrednosti x,y, z ako je n prirodan broj
in > 2. U Fermaovoj zaostav§ini nije pronaden dokaz o kom je govorio,
pa je zauvek ostala zagonetka da li je 1 kakvim dokazom Ferma raspolagao.
Isto koliko su Zeleli da reSe Fermaov problem, matematic¢ari su toliko zelele
i da saznaju da li je Fermaov dokaz zaista postojaoi da li je bio korektan.
Ova teorema je zbog svega toga bila predmet istrazivanja Ojlera, Lezandra,
Kumera i drugih sjajnih matematicara koje je stimulisao za izgradnju nove
oblasti matematike, poznate kao visa aritmetika polja algebarskih brojeva.

Sto se tice Fermaovog tretmana kvadratnih i kubnih neodredenih jed-
nacina oblika f(x,y) = 0, sve §to mozemo reéi je da je on razumeo Diofan-
tove ideje i vrlo vesto primenjivao njegov metod. Problem koji je redukovan
na trazenje racionalnog reSenja kubne jednacine pronaden je na margini Fer-
maove kopije "Aritmetike" kao i u Bilijevom radu pisanom posle Fermaove
smrti sa ciljem da se razjasni njegov metod. U njegovom radu, Diofantove
metode su primenjene u detaljnom i metodickom naécinu, ali nista novo nije
dodato u njih.

Diofantovim radovima, ali i Fermaovim radovima nastalim posle prouca-
vanja "Aritmetike" bavili su se Ojler, Jakobi i mnogi drugi matematicari
uklju¢ujudi i one koji to i danas ¢ine.

Upravo je Leonard Ojler?® dao zavrSetak prve faze istrazivanja kvadrat-
nih i kubnih jednacina koje je, kako smo rekli, pocelo od Diofanta. Ojler je
najveé¢i matematicar 18. veka i zauzima vodeéu poziciju u matematici gde
bukvalno ne postoji podruéje u kojem on nije doprineo fundamentalni rezul-
tat, duboke ideje ili jake opSte metode. Ovo je posebno tac¢no za Diofantovu
analizu.

U svojoj "Algebri" Ojler je analizirao jednagine oblika y? = ax> +bx? +c
iy? = ax®+ bx® + cx + d i pokazao kako dobiti nova refenja sredstvima Dio-
fantove metode tangenti. Njegovi argumenti su Cisto analiticki, bez ikakve
geometrijske terminologije. Poslednjih godina svog Zivota Ojler se vratio
Diofantovoj analizi. On je usavrSio njegov metod i po prvi put upotrebio
Diofantov metod seCice za dve date racionalne tatke na krivoj. Ojler je

231707-1783
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bio autor izvesnih drugih istrazivanja, na prvi pogled nepovezanih sa Dio-
fantovim problemima, koji su doprineli kompletno novom glediStu na ove
probleme.

Ojlerova teorema omogucava dobijanje nove racionalne tacke na krivoj
od jedne ili dve poznate racionalne tacke na toj krivoj. Prvi koji je primetio
vezu izmedu Ojlerove adicione teoreme i Diofantove analize bio je poznati
nemacki matematicar Karl Gustav Jakobi. To je naglasio u svom radu"
Upotreba elipti¢nih i Abelovih integrala na Diofantovu analizu" koji je ob-
javljen 1834. godine. Izgleda da su Jakobijevi savremenici ignorisali ovaj
rad uprkos njegovom dubokom i veoma interesantnom sadrzaju. Na pocetku
ovog rada Jakobi izrazava iznenadenje da je Ojler prevideo vezu koju je on
razmatrao i smatrao oc¢iglednom. Formulisao je Ojlerovu adicionu teoremu i
primetio da se iz datog kona¢nog broja racionalnih tacaka na krivoj I' moze
dobiti beskonacan broj novih racionalnih ta¢aka na krivoj I" .

Ni Ojler ni Jakobi nisu pridavali zna¢aj geometrijskoj interpretaciji anal-
itickih izraza. Tako je Jakobijev rad ostao neprimeéen i prvi koji je osmislio
ideju izgradnje aritmetike na elipti¢nim krivama bio je, poc¢etkom 20. veka,
francuski matemati¢ar Henri Poenkare. Na pocetku njegove knjige "Arit-
meticke osobine algebarskih krivih" istaknuto je vazno zapazanje autora da
su aritmeticke osobine mnogih objekata vrlo blisko povezane sa njihovim
transformacijama. Poenkare je poceo da razmislja o na¢inu povezivanja i
sistematizovanja ovog problema i Diofantove analize. U tom cilju obnovio
je klasifikaciju polinoma sa dve nepoznate sa racionalnim Kkoeficijentima.
Potpuno je bazirao ovu klasifikaciju na biracionalnim transformacijama sa
racionalnim Kkoeficijentima. Poenkare je zatim objasnio Diofantov metod
tangente i se€ice, naravno bez pominjanja njihovog imena, za pronalazenje
novih racionalnih ta¢aka na krivoj I' ako su date jedna ili dve racionalne tacke
krive I' . Prvo je obe metode formulisao geometrijski, a zatim ih povezao sa
Ojlerovom adicionom teoremorm.

Cini se da je Poenkare bio potpuno neupucéen u rad svojih prethodnika
na aritmetici algebarskih krivih. Znamo za Diofantove procedure i njihove
povezanosti sa Ojlerovom adicionom teoremom iz opste teorije algebarskih
krivih. Ali ideja kori8¢enja poznatih Cinjenica i metoda za izraCunavanje ar-
itmetickih osobina krivih je zamisljena od Poenkarea nezavisno od drugih.
Tako je ova ideja nastala najmanje tri puta: sredinom 3. veka nove ere u
radu Diofanta, 1830. godine u radu Jakobija i poc¢etkom 20. veka u radu
Poenkarea.

3 Metode resavanja Diofantovih jednacina

3.1 Uvod

Algebarska jednacina ili sistem algebarskih jednacina sa realnim koefi-
cijentima ¢ije refenje pripada skupu celih ili racionalnih brojeva, ili nekom
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skupu od njihovih podskupova (skupu N ili Np) nazivaju se algebarskim Dio-
fantovim jednacfinama. Obic¢no se pretpostavlja da Diofantova jednacina ima
dve ili viSe promenljivih, a da sistem Diofantovih jednacdina ima viSe nepoz-
natih nego jednacina. Medutim, neki primeri u daljem toku rada pokazace
postojanje i nekih drugih vrsta Diofantovih problema i jednacina. Ukoliko se
nepoznate veli¢ine u Diofantovoj jednacini javljaju samo u prvom stepenu,
onda je takva jednacina linearna Diofantova jednadina, dok je ona u kojoj
se promenljive javljaju sa izloZiocem ved¢im od 1, nelinearna Diofantova jed-
nacina.

1z definicije Diofantovih jednacina mozemo zakljuciti da zadaci koji sadrze
ove jednacine mogu imati veoma razlicite i raznovrsne zahteve. Osnovna pi-
tanja vezana za Diofantove jednadine su:

1. Dokazati ili opovrgnuti postojanje reSenja.

2. Da li jednaéina ima konacno ili beskonatno reSenja?

3. Ako jednacina ima konacan broj resenja, koliko je to?

4. Ako jednalina ima konacan broj reSenja, odrediti sva njena reSenja.

5. Ako jedna¢ina ima beskonacno mnogo reSenja, odrediti formule koje
daju sva ta reSenja (ukoliko je to moguce).

6. Od svih moguéih refenja izdvojiti ona koja zadovoljavaju posebne uslove
(ako se to trazi).

Do odgovora na postavljene zahteve i pitanja Cesto se dolazi veoma tesko.
Zbog svega toga teorija Diofantovih jednacina ima prili¢no veliki znacaj i
jedna je od najinteresantnijih oblasti u elementarnoj matematici. Pri resa-
vanju problema sa Diofantovim jednacinama najbitnije je prepoznavanje
odgovarajuée metode za njeno reSavanje. Stroga sistematizacija ovih metoda
sigurno ne bi bila potpuna, jer se opsti postupak moze definisati samo za neke
klase jednacina. U ovom radu prezentova¢emo (teorijski i kroz primere) na-
jéesce koris¢ene metode: metoda razlikovanje slucajeva, metode proizvoda,
koli¢nika, zbira, nejednakosti, parnosti, diskriminante, Ojlera i Diofanta.

Ovaj deo rada ima za cilj da je §to je moguce potpunije ukaZze na neke
teorijske osnove za realizaciju nastavnog programa u osnovnim i srednjim
gkolama. Jer na dobrom poznavanju materije koja se izlaze pociva i svaka
dobra metodic¢ka razrada.

3.2 Metod razlikovanja slu¢ajeva

Metod razlikovanja sluc¢ajeva je jedan od najcesée koriséenih metoda za
reSavanje Diofantovih jednacina, ali i uopSte za matematic¢ke probleme u
aritmetici. U teoriji Diofantovih jednacina ovaj metod moZe se koristiti
samostalno, ali i u kombinaciji sa drugim metodama. Jednacina se Cesto
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mora prvo napisati u odgovarajué¢em obliku, da bi se koroz razlikovanje sluca-
jeva mogao suziti skup potencijalnih regenja, pa konac¢no i na¢i sama resenja.
U zavisnosti od toga kakav zapis jednacine koristimo, ili pak po kojoj osnovi
razlikujemo sluéajeve, kombinujemo razli¢ite metode resavanja.

Ova metoda se najéesée koristi u osnovnoj skoli pri reavanju problema
koji se svode na Diofantove jednacine i zasnovan je na koriS¢enju nekoliko
ideja: parnost, neparnost, deljivost i poslednja cifra.

Medutim, iako je ovo veoma korisna i pogodna metoda za reSavanje Dio-
fantovih jednacdina, ipak nije svemoguéa i uvek primenljiva. Osim toga, kao
i ostale metode, i ova je donekle proizvoljna, pa nam najvec¢i problem pred-
stavlja nacin na koji razdvajamo sluc¢ajeve. Ovde veliku ulogu igraju matem-
ati¢ko iskustvo, intuicija, talenat i oseéaj za problem.

Resavanjem i razmatranjem sledeéih primera pokusSac¢emo da prezen-
tujemo najce$¢e metode za razlikovanje sludajeva i formuliSemo odredene
metodologke principe vezane za reSavanje Diofantovih jednadina ovom metodom.

PRIMER 1 Odrediti sve uredene parove (p,q) prostih brojeva p i q, tako da
je p® +q = 101.

ReSenje: Ovaj primer Diofantove jednacine je jedan od onih koji mozemo
refiti metodom razlikovanja sluc¢ajeva. Dva slucaja koja ovde razlikujemo
su:

1. Ako jep=2,o0nda jeq=101 —4 =97 € P.

2. Ako je p > 3, onda je p neparan broj, pa je 101 — p? paran broj, §to
znadi da je ¢ = 2, jer je 2 jedini paran prost broj. Tada je p? = 99, pa
u ovom slucaju nema resenja.

Dakle, jedino resenje problema je uredeni par (p,q) = (2,97).
U nekim zadacima je potrebno viSe puta koristiti metodu razlikovanja
slucajeva. Jedan takav je dat slede¢im primerom:

PRIMER 2 Odredi sve uredene parove (x,y) prirodnih brojeva x iy tako da
vaZi jednakost: xy? + 4 = 2000y°.

ReSenje: Razlikujemo dva slucaja:
1. Ako je y = 0, tada dobijamo da je 4 = 0 pa y = 0 nije reSenje date
jednadine;

2. Ako je y # 0, pogodnom transformacijom dobijamo ;% = 2000 — z.

Kako je 2000—z prirodan broj, to je i -5 takode prirodan broj. Mozemo
y

zakljuciti da y? mora biti delilac broja 4, tako da opet razlikujemo vige
slucajeva:
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(a) ¥> =1, onda je y = 1, a = = 1996;

(b) y* = 2, onda y nije prirodan broj, pa ovaj slucaj otpada kao
reSenje jednacine;

(c) y*> =4, onda jey =2, a x = 1999.

Na osnovu ovog razmatranja dolazimo do zakljucka da vise uredenih parova
zadovoljava trazene uslove zadatka, pa je tako skup reSenja date jednadine
(2, y) = {(1996,1), (1992, 2)}.

PRIMER 3 Odrediti sve prirodne brojeve n za koje vazi da je broj 2" +1 deljiv
sa 3.

Regenje: Opet razlikujemo dva slucaja:

1. Ako je n paran prirodan broj, onda postoji prirodan broj k, takav da
jen =2k Tadaje2” +1 = 2% +1 =4F + 1. Kako je 4 = 1 po
modulu 3, to je 44+ 1 =141 = 2 po modulu 3. Dakle, brojevi oblika
2" 41 =2% 4+ 1 =4F +1 pri deljenju sa 3 daju ostatak 2, tj. u ovom
slucaju data jednacina nema reSenja.

2. Ako je n neparan prirodan broj, onda postoji prirodan broj k, takav
dajen =2k+1. Tadaje2"+1=2%+ 11 =2.4F+1. Kako je
4=1pomodulu3, toje2-4¥+1=2-1+1=3=0 po modulu 3.
Dakle, brojevi oblika 2" 41 = 2%+ + 1 = 2. 4% 1+ 1 pri deljenju sa 3
daju ostatak 0, tj. deljivi su sa 3. Ocigledno, reSenja ove jednacine su
svi neparni prirodni brojevi.

PRIMER 4 Od svih pravougaonika obima 40cm, odredi pravougaonik najvece
povrsine.

Regenje: Ako je obim pravougaonika 40c¢m, onda je njegov poluobim 20cm.Odnosno,
ako duzine stranica pravougaonika obelezimo sa a i b, onda moZemo zapisati
da je a + b = 20. Razlikovaéemo tri slucaja:

1. Ako je 0 < a < 10, onda postoji duz duzine x takva da je a = 10 — x.
Tada je b = 10 4 x, pa je povrSina pravougaonika

P=a-b=(10—z) (10 +z) = 100 — 2% < 100.
2. Ako je a = 10, onda je i b = 10, pa je povrSina pravougaonika
P=a-b=10-10 = 100.

3. Ako je 10 < a < 20, onda postoji duz duZine = takva da je a = 10 + .
Tada je b = 10 — z, pa je povrSina pravougaonika

P=a-b=(10+x)- (10 —2) = 100 — 2* < 100.
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Dakle, razmatrajuéi ove slucajeve, vidimo da od svih pravougaonika obima
40cm, najveéu povrsinu ima onaj ¢ije su obe stranice po 10cm, tj. kvadrat
stranice 10cm.

Razmatrajué¢i prethodne primere i njihovo resavanje, mozemo uopstiti
problem razdvajanja na slu¢ajeve. Naime, neka se trazi skup svih reSenja
opste Diofantove jednacine ®(z,vy, z,...) = 0, gde je S neprazan skup koji
predstavlja njenu oblast definisanosti. Metod razlikovanja sluéajeva ust-
vari se zasniva na razbijanju tog skupa S na konafno mnogo kona¢nih ili
beskona¢nih skupova Si, Se, S3...5; tako da je njihova unija skup S, tj. da
u potpunosti prekrivaju skup mogucih resenja. Posebno je dobro mada ne i
neophodno, da su ti skupovi medusobno disjunktni, tj. da je njihov presek
prazan skup.

Metod razlikovanja slucajeva u reSavanju jednacine ®(z,y,z,..) = 0
svodi se na reSavanje te jednadine na svakom od skupova Si,S5s,S53...5%
na koje je razbijena njena oblast definisanosti S. Skup reSenja date jed-
nadine predstavlja uniju svih reSenja te jednacine u svakom od skupova
S1,52,55...5k.

Ovaj princip refavanja jednacine mozda izgleda duze, ali metodologki je
jednostavniji, jer skupove Si, 59, S53...5r moZzemo birati tako da reSavanje
jednagine ®(z,y, z,...) = 0 u njima bude $to jednostavnije.

Razmatrajuéi sve navedeno o metodi razlikovanja slucajeva, a posebno
prethodne primere i njihova resenja, mozemo formulisati metodologke principe
kori§¢enja ove metode (posebno pri razbijanju supa S, tj. razdvajanja sluca-
jeva).

e Princip potpunosti koristi se pri razdvajanju slu¢ajeva. Naime, skup
potencijalnih reSenja, tj. skup S u potpunosti se prekriva sa kon-
atno mnogo konacnih ili beskona¢nih (po moguéstvu disjunktnih) pod-
skupova S, So, 53...5; takvih da je ST USo U S3U...US, = S. Na taj
nacin se izbegava moguénost da bi bilo koje potencijalno resenje bude
izostavljeno.

e Princip racionalnosti odnosi se na ¢injenicu da prilikom razdvajanja
slu¢ajeva treba uociti §to vise podskupova koji zadovoljavaju jedan od
slede¢a dva uslova, tj. moguénosti:

1. Kada u odabranom podskupu S;(1 < ¢ < k) domena S data
jednadina nema nijedno resenje;

2. Kada u odabranom podskupu S;(1 < ¢ < k) domena S data
jednaédina uvek ima reenja.

Prva moguénost ovog principa sluzi za eliminaciju slu¢ajeva koji ne-
maju realan smisao, pa se na taj nacin skup potencijalnih resenja svodi
na neku od svojih restrikcija. Ovo je naroc¢ito znacajno, primarno
metodolosko upustvo koje ukazuje na svodenje skupa moguéih resenja
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na Sto manje podskupove, Sto predstavlja prvi korak u razdvajanju
slucajeva.

e Princip prirodnosti odnosi se na potrebu da prilikom razlikovanja sluc¢a-
jevai prekrivanja skupa potencijalnih regenja disjunktnim podskupovima
koristimo logi¢na razbijanja skupa mogudéih reSenja S. U teoriji bro-
jeva najcedce se skup celih brojeva ili neki njegov podskup razbija na:
parne i neparne; negativne, nulu i pozitivne; klase ekvivalencije po
odredenom modulu...

e Princip primene ogleda se u tome da se metod razlikovanja slucajeva
zasniva na primeni veé¢ poznatih matematickih tvrdenja (Pitagorine
teoreme, poznatih nejednakosti...) koje se kao slucajevi javljaju u resa-
vanju jednadine.

U narednim poglavljima baviéemo se sistematskom ilustracijom primene
metode razlikovanja sluc¢ajeva i drugih postupaka reSavanja Diofantovih jed-
nacina.

3.3 Metod proizvoda

Kao $to smo veé¢ naglasili, metod razlikovanja slucajeva koristi se i u
kombinaciji sa nekim drugim metodama. Potrebno je Diofantovu jednacinu
svesti na ekvivalentan oblik pogodan za primenu metode razlikovanja sluca-
jeva, a sredstvo za taj postupak su razli¢ite algebarske transformacije. Naiz-
gled slozene jednafine mogu se algebarskim transformacijama dovesti do
proizvoda dva izraza, a potom njegovom analizom do najelementarnijih sis-
tema jednadina.

Metod proizvoda je jedna od metoda algebarskih transformacija. Naime,
zasniva se na nizu transformacija i faktorizacija Diofantove jednacine u proizvod
dva ili viSe ¢inilaca, nakon kojih se ovaj metod svodi na metod razlikovanja
slu¢ajeva. Najpovoljnija situacija je ukoliko se na jednoj strani jednakosti
izraz koji sadrzi promenljive faktorizuje na ¢inioce, a na drugoj strani fak-
torizuje konstanta. 1li kada jedna od strana jednakosti predstavlja proizvod
prostih brojeva, bez obzira da li se radi o konstantama ili promenljivim. Ova
metoda se najéesce koristi pri reSavanju nelinearnih Diofantovih jednadina, a
njeno koriséenje radi lakSeg razdvajanja slucajeva najbolje éemo ilustrovati
slede¢im primerima.

PRIMER 5 Nadi sva celobrojna resenja jednacine 3xy + 2y = 7.

Resenje: Ovu jednacinu mozemo napisati u obliku proizvoda, tj. u obliku
njoj ekvivalentne jednacine koja je pogodnija za primenu metode razdvajanja
slucajeva

y-(Br+2)=71,
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Pa kako su y i (3z + 2) celi brojevi imamo slede¢e moguénosti:
Ly=1,0Bz+2)=T=2=2¢Zy=1;
2. y=—-1,8z+2)=-T=2=-3,y=—1;
3.y="7,82+2)=1=a=—3¢Zy="T;
4. y=-7,3z+2)=-1=>2z=-1,y=-T.
Sledi da jednadina ima dva refenja koja zadovoljavaju trazene uslove:
(z,y) ={(=3,-1),(-1,-7)}.
PRIMER 6 Odrediti sve parove (x,y) celih brojeva za koje je
222 + xy — 3% = 17.

Resenje: PokuSac¢emo algebarskim transformacijama levu stranu jednadine
da zapiSemo u obliku proizvoda dva cela broja:

222 + xy — 3% = 22 + 3zy — 2wy — 3y° =

= 2(2z + 3y) — y(2z + 3y) = (22 + 3y)(z — y).

Na ovakav oblik jednafine moZemo primeniti metod razlikovanja slucajeva,
tako da razlikujemo sledece slucajeve:

L (2z43y) =17,(z—y)=1=>z=4y=3;
2. (2w4+3y)=1L(z—y) =1T=y=-2¢Z
3. 2w —3y)=—-17,(z—y) =-1=>y=2¢7;
4 (20+3y)=-1,(z—y)=-1T=y=8¢7

Vidimo da su samo u prvom slucaju reSenja celobrojne vrednosti, pa shodno
tome, zadatak ima samo jedno reSenje (z,y) = (4, 3).

PRIMER 7 Nadi sva resenja jednacine y> —x? = 4x+11 u skupu celih brojeva.
Resenje: Transformacijom dobijamo ekvivalentnu jednacinu
V-2t —dr—4=1,

odnosno
Y —(z+2°=@y-z-2)-(y+z+2)="T.

Ova jednakost je moguca u skupu celih brojeva samo u sledeéim slu¢ajevima:

lLy—xz—-2=1lLy+z+2="T=z=1y=4
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2.y—x—-2=-1l,y+z+2=-T=2=-5y — 4
y—z—-2="y+zx+2=1=z=1y=—4
4 y—z-2=-Ty+z+2=—-1=z=-5y=—4

Odavde imamo Cetiri reSenja pocetne jednacine:

('%3/) = {(174)7 (_574)7 (17 _4)7 (_57 _4)} .

PRIMER 8 Odredi sve prirodne brojeve n za koje je n®> — 4n + 16 potpun
kvadrat nekog prirodnog broja.

2

Resenje: Neka je m? = n? — 4n + 16. Algebarskim transformacijama dobi-

Jjamo:
m?=n?—dn+16=n> —dn+4+12 = (n —2)* + 12.
Odavde sledi da je
2=m?>-(n-22%=m+n—-2)-(m—n+2).

Kako su zbir i razlika dva cela broja uvek iste parnosti (u ovom sluc¢aju to
su brojevi m i n — 2), i kako je m +n —2 > 0 (zbog m,n > 1) razlikujemo
dva slucaja:

l. m+n—-2=2, m—n+2=6=>m=4,n=0;
2 m+n—-2=6,m—n+2=2=m=4,n=4.
Kako nula nije prirodan broj, to je jedino reSenje n = 4.

PRIMER 9 Dokazati da broj n* + 2n3 + 2n? + 2n + 1 nije kvadrat prirodnog
broja ni za jedan prirodan broj n.

Resenje: Kako je
nt+ond+ 2?4+ 2n+1

=nt+ 20 +n? +n?+2n 41
=n?(n*+2n+1)+n*+2n+1
=4+ 2n+1)(n* +1)
= (n+1)*(n* +1),

to je dobijeni broj potpun kvadrat samo ako je n? 4+ 1 potpun kvadrat, tj.
n?+1=a? Tadaje a®—n? =1,tj. (a—n)(a+n) = 1. Iz ovoga sledi da je
jedini slucaj (a —n) = (a +n) = 1 odakle je a = 1, n = 0, §to nije moguce,
jer n = 0 nije prirodan broj. Ovim je trazeni dokaz zavrsen.
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3.4 Metod koli¢nika

Pored pomenutog proizvoda, jedan od nacina za kori§¢enje razdvajanja
slu¢ajeva je i metod koli¢nika. Ovaj metod koristi se kada je data Diofantova
jednacina koja se pogodnim transformacijama mozZe prilagoditi i napisati u
ekvivalentnom obliku iz kojeg jednu promenljivu moZemo izraziti u zavisnosti
od druge.

Metod koli¢nika zasniva se na ideji da se jednac¢ina oblika A = B, nizom
algebarskih transformacija, prevede u oblik M = N + g. Akosu M i N

celi brojevi, onda to mora biti i broj g, §to znadi da se Q mora sadrzati u
P. Uocavanjem moguénosti u kojima se to dogada, njihova analiza dovodi
do logi¢nog nadina za razdvajanje svih mogucih sluc¢ajeva. Slededéi primeri
najbolje ilustruju ovu metodu:

PrRIMER 10 U skupu celih brojeva resiti jednadinu:
xy + Txr — 3y = 23.

Resenje: Transformacijom polazne jednacine dobija se
x(y+7) =3y + 23,

Odnosno

3y+23 3y+21+2 3y+7)+2 2
T = = = =34+ ——.
y+7 y+7 y+7 y+7

Na desnoj strani smo dobili koli¢nik (razlomak), pa mozemo razlikovati dva
slucaja:

1. Ako je y = —7, onda je imenlac razlomka jednak nuli, $to ne sme biti,
pa data jednacina nema reSenja;

2. Ako je y # —7, onda je x = 3 + % Uslov zadatka zahteva da je
leva strana ove jednaline ceo broj, pa onda i desna strana mora biti
ceo broj. To je moguce samo ako je # ceo broj, §to znaci da jey+ 7

mora biti sadrzan u broju 2. Na osnovu toga, razlikujemo moguénsti

(slucajeve):

Kona¢no, moguca resenja polazne jednacine su:
(:177 y) = {(17 _8)7 (57 _6)7 (27 _9)7 (47 _5)} .
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PRIMER 11 Nadi sve prirodne brojeve n za koje n + 2 deli n* + 2.

nt4+2
n+2

Resenje: Treba naéi sve prirodne brojeve n za koje je prirodan broj.

Transformacijom dobijamo:
n*+2  n*+2n3—2n® —4n® 4 4n? +8n — 8n — 16 + 16 + 2
n+2 n 4+ 2

n3(n+2) —2n%(n+2) +4n(n +2) — 8(n +2) + 18
n+2
(n+2)(n® —2n? 4+ 4n — 8) + 18
n+ 2

1
:n3—2n2+4n—8+78.
n—+ 2

Potrebno je da je koli¢nik koji smo dobili na desnoj strani nl—fg prirodan
broj. Uzimajué¢i u obzir da se n + 2 sadrzi u broju 18 i da je n + 2 > 3,
mozemo razlikovati sledecée slucajeve:

1. n+2=3=>n=1,
2. n+2=6=>n=4,
3. n+2=9=n=7,

4. n+2=18=n=16.
Na osnovu toga, vidimo da je skup reSenja n € {1,4,7,16}.

PRIMER 12 Nadi sve dvocifrene brojeve koji su tri puta veéi od proizvoda
svojth cifara.

Resenje: Ako traZeni broj ozna¢imo sa ab, tada je trazeni uslov ab = 3ab,
odnosno 10a + b = 3ab. Ova jednakost ekvivalentna je sa 10a = b(3a — 1),
odakle deljenjem sa 3a — 1 # 0 dobijamo:

10a  9a—-3+a+3 3Ba—1)+a+3 a+3

b= = .
3a—1 3a—1 3a—1 3+3a—1

Sada sledi da koli¢nik 3“;31 mora biti ceo broj, tj. da je 3a — 1 sadrzano u

a+3. Uzimajuéi u obzir da je a prva cifra dvocifrenog broja, ona moze imati
vrednosti od 1 do 9, pa su tako moguéi slucajevi:
l.a=1=0b=5
2.a=2=b=14
3.a=3=>b=3¢

6
S¢z
4 a=4=b=L¢7Z
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5. a=5=>b=2¢Z
6.a=6=>b=2¢Z
T.a=T=b=2¢7
8. a=8=b=3¢7
9. a=9=>b=32¢7,

Pa mozemo zakljuciti da su jedina resenja (a,b) = {(1,5),(2,4)}, tj. trazeni
dvocifreni brojevi su 15 i 24.

MoZzemo doéi do reSenja i neproveravajuéi sve slu¢ajeve pojedinacno.
Vidimo da a > 3 vazi 3a — 1 > a + 3, pa 3“;31 ne moze biti celobrojan,
tako da imamo dva dvocifrena broja koja zadovoljavaju pocetni uslov i to su
151 24.

PRIMER 13 Odredi cele brojeve x iy tako da vaz x° — xy+ 2x — 3y = 6.

Resenje: TransformisSuéi jednafinu razdvajanjem promenljive dobijamo:

22 422 — 6 =ay+ 3y = y(z +3).

Kako za x = —3 poslednja jedna¢ina nema reSenja, to mora biti
2?4225 -6 a*4+3z—-2-3-3 ) 3

= = = r — — .

z+3 x4+ 3 r+3

Koli¢nik %JFS mora biti ceo broj pa su mogudéi sluéajevi:
l.z4+3=1=2=-2,y =—6;
2. x4+3=—-1=x=—-4,y=-2;
3. 24+3=3=2=0,y=-2;
4. z+3=-3=z=—-6,y=—6.

Na osnovu toga dobijamo da je skup reSenja pocetne jednacine:
(ZC> y) = {(_27 _6)7 (_47 _2>7 (07 _2)7 (_67 _6)} .

3.5 Metod zbira

Jo§ jedan nacdin da se jednacina svede na oblik pogodan za razlikovanje
slucajeva je metod zbira. Ovaj metod zasniva se na transformaciji jedne
strane date jednacine u oblik zbira celih (najéesée nenegativnih ili kvadrata)
brojeva, i daljoj diskusiji slu¢ajeva koji mogu nastupiti. Ponekad su trans-
formacije jednacine u takav oblik skoro ocigledne, ali ¢esto nisu vidljive na
prvi pogled.
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PRIMER 14 Odredi dva cela broja takva da je njihova suma dvostruko manja
od sume ngihovih kvadrata.

Resenje:Ako trazene brojeve oznac¢imo sa x i y, tada problem mozemo za-
pisati na sledeéi nacin:
2’ +y’ =2 +y),
ili drugadije
2?2 —2r4+ 141y —2y+1=2,
(-1 +@y—-172=2

Na ovaj nadin smo levu stranu jednadine zapisali kao zbir dva kvadrata.
Jedini nacin da se broj 2 napise kao suma dva kvadrata dva cela broja je kao
suma dve jedinice.Odatle sledi da je

(x-1)°=(@-1)°=1,
odnosno mozemo razlikovati cetiri slucaja:
lL.z—-1=1y—-1=1=z=2,y=2,
2.z-1=1Ly-1=-1=2=2y=0,
.z—1=-1,y—1=1=2=0,y =2,
4. z—-—1=-1,y—-1=-1=2z=0,y=0.

Na osnovu razmatranja ovih sluéajeva, vidimo da su parovi brojeva koji
zadovoljavaju zadati uslov dati skupom

($7 y) = {(27 2)a (27 0)7 (Oa 2)7 (Oa O)} :
PRIMER 15 U skupu celih brojeva redi jednacinu 4> + y? = 12z + 4y — 12,

Resenje: Koristec¢i algebarske transformacije levu stranu jednacine mozemo
napisati kao zbir kvadrata

(22 -3)*+ (y—2)* = 1.

Zbir dva kvadrata jednak je 1 jedino u slucaju kad je jedan od njih 1, a
drugi 0. Zbog toga su mogudi slucajevi:

1. 22-3)%2=0, (y—2)?%=1

(a) 2$_3:07y_2:1:>x:%¢Z7y:37
(b) 20-3=0,y-2=-1=2=5¢2 y=1

2. 22-3)2=1,(y—2)2=0

(a) 20 —3=1y—2=0=>2=2, y=2;
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(b) 2r —3=-1,y—2=0=2x=1,y=2.

Razmatraju¢i moguce sluc¢ajeve i uzimajuéi u obzir pocetni uslov, da trazena
reSenja moraju biti celobrojne vrednosti, dobijamo (z,y) = {(1,2),(2,2)}.
PRIMER 16 Odredi celobrojna resenja jednacine:

2 2 2 _

o4+ 05y" + 952 —4daxz -2y —4yz+1=0.
Resenje: TransformiSimo jednac¢inu na sledeé¢i nacin:
(2 —dxz +42%) + (22 —dyz +4>) + (P — 2y +1) = 0.
Odavde je
(=22)* + (z = 2y)° + (y - 1)* = 0,

pa je jedina moguénost koja zadovoljava ovu jednakost da je:
r—22=0,2—-2y=0,y—1=0.

Dobijamo da jey =1, z =2y = 2, © = 2z = 4, pa je (z,y,2) = (1,2,4)
jedino celobrojno resenje pocetne jednacine.

3.6 Metod nejednakosti

Ova metoda se Cesto koristi da bi se smanjio skup moguéih reSenja jedne
jednacine, a zatim se na tom smanjenom skupu razlikuju slucajevi. U stvari,
nejednakost se koristi da se iz oblasti definisanosti jednacine izdvoje i elim-
inisu skupovi u kojima jednacina nema resenja (najbolje beskonacni deo), a
zatim se u preostalom delu oblasti definisanosti jednafina reSava primenom
neke od ostalih metoda.

Metoda nejednakosti Cesto se koristi i u kombinaciji sa nekom drugom
metodom za reSavanje Diofantovih jednadina, kao §to moZemo videti na
slede¢em primeru.

PRIMER 17 Nadite x,y € Z koji zadovoljavaju jednacinu
522 4 byt + 4z 4 4ay? = 5.

Resenje: Jednostavnim transformacijama jedna¢inu mozemo napisati u ob-
liku
42 44z + 1+ 2% +day® + 4yt + 9y =6

(2z + 1)2 + (x4 2y2)2 +y* =6.

Uocavamo da smo na levoj strani gornje jednacine dobili sumu tri nenega-
tivna broja. Ukoliko bi bilo | y |> 1, vazilo bi i y* > 16, pa bi leva strana
jednacine bila veca od 6. Ovom nejednako§¢u smo oblast moguéih reSenja
smanjili na | y |< 1. Dakle, uslov je da y € {—1,0,1}. Analiziramo tri
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moguca slucaja:
Ako je y = 0 dobijamo

(2r+1)*+2*=6

522 +4x — 5 = 0.

ResSenje te kvadratne jednacine je z12 = =2£v29 ¢ Z, pa u ovom slucaju

5
pocetna jednadina nema reSenja.
Ako je y = £1 na8a jednacina postaje

2z +1)*+ (x+2)2+1=6
5a° + 8z =0
z(5x +8) =0,

pajexy =0,29 = %8 ¢ 7. Zakljutujemo da imamo dva resenja:
r=0y=11x=0y=—1.

PRIMER 18 Odredi sve dvocifrene prirodne brojeve koji su jednaki zbiru kuba
cifre desetica i kvadrata cifre jedinica.

Resenje: Neka je traZeni broj ab. Problem dat tekstom zadatka moZemo
zapisati na slede¢i naédin:

ab=10a +b = a® + b2

Kako je ab = 10a + b < 99, to je i a® + b? < 99, pa moZemo zakljuciti da je
1 < a < 4. Ova nejednakost suzava oblast potencijalnih reSenja za cifru a sa
mogucih 9 (jer mora biti a # 0) na samo 4 cifre.
Daljom transformacijom jednacine koja predstavlja pocetni problem do-
bijamo:
10a — a® = b — b,

odnosno

a(10 —a®) = b(b — 1).

Posmatrajuéi desnu stranu poslednje jednakosti, uoéavamo da je ona
predstavljena kao proizvod dva uzastopna prirodna broja, od kojih je jedan
sigurno paran, pa je i ceo proizvod paran. Odatle sledi da je i leva strana
jednakosti paran broj, pa je i broj a paran. Osim toga

bb—1)>0=0a(10-a*)>0=10—-a*>0=a < 3.

Jedini paran broj manji ili jednak od broja 3 je broj 2, pa na osnovu toga
zakljuc¢ujemo da je a = 2,b = 4, a traZeni dvocifren broj koji ispunjava uslove
zadatka ab = 24.

U ovom primeru, koriste¢i metod nejednakosti od moguéih 90 resenja
(dvocifrenih brojeva) dobili smo samo jedno.
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PRIMER 19 U skupu prirodnih brojeva resiti jednacinu a + b + ¢ = abe.
Resenje: Bez smanjenja opstosti moZemo napisati da je a < b < c¢. Tada je
abc=a+b+c <3¢,

odnosno ab < 3, pa na osnovu ove dve nejednakosti mozemo razlikovati tri
slucaja:

1. a=1,b=1= 2 =0 sto je kontradikcija;
2.a=1,b=2=c=3;
3. a=1,b=3= c=2, &to je kontradikcija sa b < c.
Dakle, jedino regenje je (a,b,c) = (1,2, 3).
PRIMER 20 U skupu celih brojeva resiti jednacinu
x4+x3+z2+x:y2+y.

Resenje: MnoZenjem pocetne jednadine sa 4 i dodavanjem na obe strane
broja 1, dobijamo

4ot +4xd +4a? A+ 1 =4y  + 4y +1= 2y +1)%
Sada je
2y +1)? =dat + 4% + 42 tdx + 1= (222 +2)* + Bz + 1) (z + 1),
odakle zaklju¢ujemo da je
2y +1)% > (22° + 2),

ukoliko je
Bx+1)(x+1)>0.

Atojezaxz >0iliz < —1. S druge strane
(2y+1)? = 4zt 4423 442’ 422 4o+ 142222 —22 = (22°42+1)? —(2° —22)
pa je
(2y+1)% < (22° + x +1)?
ukoliko je 22 — 2z > 0, a to je za < 0 ili z > 2. Zaklju¢ujemo da je za
r<—1lilix>2
(222 +2)* < 2y +1)* < (222 + 2z + 1)

Kako su 222 + 2 i 222 + 2 + 1 uzastopni celi brojevi, to se izmedu njih ne
nalazi ni jedan ceo broj, pa za z < 0 ili z > 2 jednacina nema celobrojnih
reSenja. Tako smo metodom nejednakosti oblast moguéih reSenja smanjili
na interval —1 < z < 2. Zamenjujuéi vrednosti dobijamo konacno resenje
pocetne jednacine

(‘7773/) = {(_170)7 (_17 _1)7 (07 0)7 (07 _1)7 (27 5)7 (27 _6)} .
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3.7 Metod parnosti

Ocigledno je da se prilikom reSavanja Diofantovih jednacina pored os-
novne zamisli uvek koristi jo§ nesto, tj. svaka ideja se kombinuje sa nekom
drugom. Metode koje smo do sada pomenuli koristile su slicnu ideju da se
razli¢itim transformacijama jednacina (ili neki njeni delovi) zapiSe u odgo-
varaju¢em obliku (proizvoda, koli¢nika, zbira), pa se taj zapis koristi kao
baza za ispitivanje moguéih slucajeva. Najces¢e se kao pomocéni nacin ko-
risti deljivost, kao osnovna relacija teorije brojeva. Najveéa paZnja posveéuje
se sa deljivosti brojem 2 (parnost i neparnost), zatim brojevima 3,4,5 1 9,
ali neretko, zavisno od situacije i deljivost sa ostalim prirodnim brojevima.

Metod parnosti je jedan od metoda zasnovan na deljivosti brojeva. Ovaj
metod koristi osobinu brojeva da su parni, odnosno neparni, §to dovodi do
eliminacije velikog broja slucajeva i suzenja opsega, tj. oblasti vrednosti
promenljivih. Na ovaj nac¢in eliminige se ¢itav jedan podskup potencijalnih
reSenja.

Ovaj metod resavanja Diofantovih jednacina koristi se ve¢ od 5. razreda
osnovne $kole, ne samo zato §to je razlikovanje parnih i neparnih celih bro-
jeva prirodno, veé¢ i zato Sto postoji Citav niz algoritama za utvrdivanje
(ne)parnosti. Zbog toga je ovaj metod jedan od poznatih i ¢esto primen-
jivanih u resavanju Diofantovih jednadina.

Kroz detaljno reSavanje sledeé¢ih primera videéemo na koji naéin se ko-
risti ova metoda i kombinuje sa ostalim. Najles¢e se razlikuju dva slucaja:
kada je jedna od nepoznatih parna, odnosno neparna, pa se odvojeno vrse
dalja ispitivanja.

PRIMER 21 Odredi sve proste brojeve p,q,r takve da je 2p+ 3q+ 4r = 2006.

Resenje: Brojevi 2p,4r i 2006 su parni, pa i broj 3¢ mora biti paran, a time
jeibroj ¢q sigurno paran. Jedini paran prost broj je broj 2, tako da je ¢ = 2.
Koristeéi ovo resenje, zamenom u pocetnu jednac¢inu dobilamo

2p + 4r = 2000,

odnosno
p + 2r = 1000.

Kako su 2r i 1000 sigurno parni brojevi, to je i p paran broj, tako da mora
biti i p = 2 iz istog razloga kao i q.

Zamenom i ovog reSenja u jednacinu nalazimo da je r = 499, sto jeste
prost broj, pa zaklju¢ujemo da je jedinstveno reSenje pocetne jednacine
p=q=21r=499.

PRIMER 22 Dokazati da jednacina x> +1y>+ 2> = 2007 nema resenja u skupu
celih brojeva.
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Resenje: Vidimo da je zbir ova tri kvadrata, odnosno tri broja neparan, §to
je moguée u slucaju da su sva tri broja neparna ili su dva parna a jedan
neparan. Prema tome, razlikujemo sledeée slucajeve:

1. Neka su sva tri broja neparna, pa ih mozemo zapisati u slede¢em obliku

r=2m+1,y=2n+1, 2=2k+1(m,n,k € Z).

Tada je
2+ +22=02m+1)2+ 20+ 1) + (2k +1)?
= 4m?® +4m + 1 +4n® +4n + 1 + 4k% 4+ 4k + 1 = 2007.
Sledi da je

dm(m + 1) +4n(n + 1) + 4k(k + 1)* = 2004.
Deljenjem obe strane poslednje jednakosti sa 4 dobijamo
m(m+1)+n(n+1)+k(k+1) = 501.

Kako su brojevi m(m + 1), n(n + 1), k(k + 1)parni (jer su napisani
kao proizvod dva uzastopna broja, od kojih je jedan sigurno paramn)
leva strana jednakosti je njihov zbir, pa je i ona paran broj, dok je
501 neparan, sto je kontradiktorno, pa jednacina u ovom sluc¢aju nema
reSenja.

2. Neka su x i y parni, a z neparan broj. Tada ih mozemo napisati kao
x=2m, y=2n, z=2k+1(m,n, k € 7).

Tada je
22 4y + 22 = (2m)? + (2n)* + (2k + 1)?

= 4m? + 4n? + 4k* + 4k + 1 = 2007.
Daljim sredivanjem dobijamo
4m? + 4n?® 4 4k(k + 1) = 2006.

Sada obe strane jednakosti delimo sa 2 i ona postaje

2m? + 2n? 4 2k(k + 1) = 1003.

I u ovom slucaju leva strana jednakosti je paran (kao zbir tri parna broja),
a desna neparan broj, pa jednafina nema reSenja. Ovim smo dokazali da ne
postoje trazeni celi brojevi x,y i z takvi da ispunjavaju uslov zadatka dat
pocetnom jednacinom.
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PRIMER 23 Da li postoje celi brojevi m i n koji zadovoljavaju jednacinu
n* 4+ 16m = 79937

Resenje: Ako bi n bio paran broj, tada bi leva strana jednadine takode bila
parna, a kako je 7993 neparan, to ne bismo imali reSenja u ovom slucaju.
Stoga je, ako reSenje postoji, n obavezno neparan broj koji piSemo u obliku
n = 2k + 1 za neki celi broj k. Ako taj oblik broja n uvrstimo u pocetnu
jednacinu dobijamo:

(2k + 1)* +16m = 7993

(4k* + 4k + 1)% + 16m = 7993
16k* 4+ 16k + 1 + 32k + 8k? + 8k + 16m = 7993
8(2k* 4 2k% + 4K + k% 4 k) 4 16m = 7992.

Deljenjem obe strane jednakosti sa brojem 8, dobijamo
20k 4+ k2 + 283 + m) 4+ k(k + 1) = 999.

Leva strana jednacine je paran broj jer je zbir dva parna broja (prvi je
oCigledno deljiv sa 2, a drugi je proizvod dva uzastopna cela broja). Kako je
broj na desnoj strani neparan, znaci da pocetna jedna¢ina ni u ovom slucaju
nema celobrojnih resenja.

3.8 Metod deljivosti

Kao sto smo veé rekli, osim metode parnosti, koja se zasniva na deljivosti
brojem 2, u resavanju Diofantovih jednadina koristi se i deljivost nekim
drugim brojevima. Naime, ovaj metod se zasniva na kris¢enju osobina
deljivosti (samo kada je u pitanju deljenje bez ostatka), tj. na ¢injenici da obe
strane svake jednakosti moraju imati identi¢na svojstva u pogledu deljivosti
odredenim brojem. Zbog toga je bitno datu jednacinu transformisati u ek-
vivalentnu tako da jedna strana jednakosti ima jasno definisanu deljivost.

PRIMER 24 Odrediti sve dvocifrene prirodne brojeve koji su devel puta veéi
od zbira svojih cifara.

Resenje: Zapisimo traZzeni broj kao ab. Uslov zadatka moZemo predstaviti
jednacinom

10a +b=9(a+ ).

Kako je desna strana jednakosti ocigledno deljiva sa 9, to je i leva strana,
tj. trazeni dvocifren broj takode deljiv sa 9. Prema definiciji deljivosti i zbir
cifara trazenog broja deljiv je sa 9, pa na osnovu toga imamo dve moguénosti:
a+b=9ili a+b=18. U prvom sluc¢aju je 10a + b = 81, a u drugom
10a + b = 162. Obzirom da 162 nije dvocifren broj, dobijamo jedinstveno
resenje da je trazeni dvocifreni broj koji ispunjava uslove zadatka ab = 81.

41



PRIMER 25 Odrediti sve trocifrene brojeve abc koji su pet puta veéi od proizvoda
svojih cifara.

Resenje: Prema uslovu zadatka mozemo zapisati jednacinu

abc = 100a + 10b + ¢ = babe.

Desna strana jednakosti je deljiva sa 5, pa je i leva strana jednakosti, tj.
trazeni trocifreni broj deljiv sa 5. Prema tome, koristeéi definiciju deljivosti
ovim brojem, zaklju¢ujemo da poslednja cifra broja koju smo obelezili sa
c moze biti 0 ili 5. U prvom sluc¢aju, za ¢ = 0, zamenom dobijamo da je
5-a-b-0 =0, pa broj nije trocifren i nemamo reSenje. Ostaje moguénost da
je ¢ =25. Tada je

100a + 10b 4 5 = 25ab

tj. posle transformacija

100 + 5 = 25ab — 100a

5(2b+ 1) = 25a(b —4)
2b+1="5a(b—4).

Vidimo da je broj na levoj strani jednakosti deljiv sa 5 (jer je desna strana
deljiva sa 5), neparan i manji od 20 (jer je < 9).

Obzirom na to moze biti 2b—1=51ili2b—1=15. Pritom jeb=7 >4
12-741=5a(7—4) tj. a =1. Kona¢no, jedini broj koji zadovoljava uslove
zadatka je 175 i to je trazeno reSenje.

PRIMER 26 Zbir cifara jednog cetvorocifrenog broja je 27. Dokazati da je
zbir tog broja © broja zapisanog istim ciframa, ali u obrnutom poretku, takode
deljiv sa 27.

Resenje: Neka je abcd broj takav da je a + b+ ¢+ d = 27. TraZeni zbir
mozemo zapisati kao

S = abed 4 deba = 1000a + 1006 + 10c¢ + d + 1000d + 100¢ + 10b + a

= 1001a + 1106 + 110c + 1001d
=110(a+ b+ c+d) + 891(a + d)
= 11027+ 2733 (a +d)
— 27(110 + 3(a + d)),

Sto oCigledno predstavlja deljivost datog zbira sa 27.
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3.9 Metod kongruencije

Ovaj metod je zasnovan na ideji slitnoj kao i metod deljivosti jer ako
je A = B, onda je A = B (mod m). Naime, brojevi koji daju isti ostatak
pri deljenju brojem m imaju mnogo zajednickih osobina, Sto doprinosi i
koriséenju kongruencije u resavanju Diofantovih jednacina.

Najpre ¢emo se podsetiti definicija i oznaka vezanih za kongruenciju kao
jednu od najvaznijih relacija u teoriji brojeva.

e Za cele brojeve a i b koji pri deljenju sa m # 0 daju jednake ostatke
(tj. ako ceo broj m deli a — b) kaze se da su kongruentni po modulu
m. Simboli¢ki, to se zapisuje kao a = b (mod m).

e Ako m ne deli a — b kaze se da da a nije kongruentno sa b po modulu
m, §to simbolicki zapisujemo a #Z b (mod m).

Neposredno iz definicije kongruencije slede i neke od njenih osobina koje
imaju mnoge zajednicke osobine sa osobinama jednakosti i sadrzane su u
sledeéoj teoremi.

TEOREMA 1 Ako su a,b,c,d,z,y © m # 0 proizvolini celi brojevi, tada vazi:
e a =a (mod m) (refleksivnost).

e a=0b (modm),b=a (modm) ta—b=0 (mod m) su ekvivalentna
turdenja (simetriénost).

e Ako jea=b (mod m) ib=c (mod m), onda a = ¢ (mod m) (tranz-
itivnost).

e Ako je a = b (mod m) i ¢ = d (mod m), onda je ax + cy = bx + dy
(mod m) (linearnost).

o Ako je a =b (mod m), onda postoji ceo broj q takav da je a = mq+b.

o Ako je a = b (mod m) i ako je ¢ = d (mod m), onda je ac = bd
(mod m) (multilikativnost).

o Ako je a =b (mod m) i P(x) polinom sa celim koeficijentima, onda je

P(a) = P(b) (mod m).
o Ako je a =0 (mod m) i ako je d | m, onda je a =b (mod d).
Nakon podsec¢anja na definiciju i najvaznije osobine kongruencije slede primeri
koji ilustruju na koji nacin se pomoc¢u ove osobine resavaju pojedine Diofan-

tove jednacine.

PRIMER 27 Koliko reSenja u skupu celih brojeva ima jednacinag 3* —2Y =57
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ReSenje: Iz date jednacine sledi da je 3* = 5 + 2Y > 5 odakle moZemo
zakljuciti da je > 2, odnosno 2¢¥ = 3% — 5 > 32 — 5 = 4 §to povlaci da je i
y =2

Zay=2iz 3° =5+ 22 = 9 sledi da je v = 2.

Za y > 2 broj 2Y je deljiv sa 8, pa 5+2Y =5 (mod 8). Pogledajmo sada
kakve ostatke pri deljenju sa 8 daje 3*. Razlikujemo dva slucaja, kada je x
paran, odnosno neparan:

1. 2 =2k=3*=3%=9%=1 (mod 8).
2. 2=2k+1=3"=3%1=3.9"=3.1%¥ =3 (mod 8).

Sledi da 3* = 5 4 2Y pri deljenju sa 8 ne moZe dati ostatak 5, pa stoga za
y > 2 reSenja nema, i jedino reSenje je v = 2,y = 2.

PRIMER 28 Za koje cele brojeve = iy broj x* + y* pri deljenju sa 25 daje
ostatak 37

Resenje: Trazimo brojeve z i y takve da je z* + y* = 25m + 3 za neki
broj m € Z. Uotimo da tada z* + y* i pri deljenju sa 5 daje ostatak 3.
Pogledajmo sada kakve sve ostatke pri deljenju sa 5 moze dati cetvrti stepen
celog broja:

1. 2=0

2. x=1

Dakle, razmatrajuci ove slu¢ajeve uocavamo da z i y* pri deljenju sa 5 mogu
dati samo ostatke 0 ili 1, pa onda z* 4+ y* pri deljenju sa 5 moze dati ostatke
0,1 ili 2, a nikako 3. Prema tome, sledi da trazeni brojevi x i y ne postoje.

PRIMER 29 Da li jednacina z} + x5 + ... + o1, = 1599 ima resenja u skupu
celih brojeva?

Resenje: Neka je k prirodan broj. Moguéi ostaci pri deljenju broja k sa
brojem 16 pripadaju skupu {0,1,2,...,13,14}. Prema tome, moguéi ostaci
deljenja broja k% sa 16 su iz skupa {0,1,4,9}, a broj k* iz skupa {0,1}.
Koristed¢i simbole kongruencije ova tvrdenja moZemo zapisati kao:

k=a (mod 16), a € {0,1,2,...,13,14};
k*>=b (mod 16), b€ {0,1,4,9};
k*=0 (mod 16)ili k*=1 (mod 16).
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Na osnovu prethodnog, ocigledno je da je zbir o -+z3+...+x7, pri deljenju
sa brojem 16 moze imati bilo koji ostatak iz skupa {0,1,2,...,13,14}, ali ne
i broj 15. Kako je 1599 = 15 (mod 16), zaklju¢ujemo da pocetna jednacina
nema reSenja u skupu celih brojeva.

3.10 Metod diskriminante

Ovaj metod za reSavanje Diofantovih jedna¢ina u najveéem broju sluca-
jeva moze dovesti do reSenja, ukoliko ostale metode dodatno otezaju ili za-
komplikuju datu jednacdinu i njeno resavanje. Da bi metod diskriminante
mogao da se primeni potrebno je da datu jednac¢inu mozemo predstaviti kao
kvadratnu jednacinu (sa celobrijnim koeficijentima) po jednoj od promenlju-
vih.

Potrebno je da se podsetimo pojma diskriminante kvadratne jednacine.
Naime, ako je data kvadratna jednacina at? + bt + ¢ = 0, onda su njena
reSenja data formulom

—b+ b2 —4ac
2a '

t12 =

Izraz D = b? —4ac naziva se diskriminanta kvadratne jednacine i o¢igledno
da bi reSenja kvadratne jednacine bila celobrojna potrebno je da diskrimi-
nanta bude potpun kvadrat, a time i nenegativan broj. Diskusija diskrimi-
nante dovodi do razlikovanja slucajeva.

PRIMER 30 Resiti jednacinu x2 4+ xy + y? = 2%y? u skupu celih brojeva.
Resenje: Mozemo razlikovati sledeée slucajeve:

1. Ako je y = 0 onda je z = 0;

2. Ako je y = —1 onda je x = 1,

3. Ako je y =1 onda je x = —1,

4. Ako je y ¢ {—1,0,1}, onda poCetnu jednacinu mozemo zapisati kao
kvadratnu jednacinu po promenljivoj z, pa je (1 —y?)z? + 2y +y% = 0.

Da bi jednadina u ovom obliku imala celobrojna refenja potrebno je da njena

diskriminanta bude potpun kvadrat. Znaci da potpun kvadrat mora biti izraz

y? — 4(1 — y?)y?. Transformacijom dobijamo:

v — 41—y = y* — 4 + 4y
= 4y* — 3y® = y*(4y* - 3).

Da bi poslednji izraz bio potpun kvadrat, mora biti y = 0 (8to je ve¢
razmotreno u prvom slucaju) ili 4y? — 3 = k2. Sledi da je 4y? — k? = 3, pa
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se korig¢éenjem razlike kvadrata dobija (2y + k)(2y — k) = 3.

Resavanjem odgovarajuéih sistema jednacina dobija se ili y = —1 ili
y = 1. Kako prema uslovu mora da vazi y ¢ {—1,0,1} to u ovom skupu
jednac¢ina nema reSenja.

Dakle, celobrojna resenja pocetne jednacine su (z,y) = {(0,0), (1,—-1), (—1,1)}.

PRIMER 31 Koliko prirodnih brojeva n ima osobinu da je n®+3n+24 potpun
kvadrat nekog celog broja?

Resenje: Neka je n?+3n+24 = m?. Transformacijom ovu jednacinu moZemo
napisati kao kvadratnu jednacinu po promenljivoj n

n?+3n+24—m?=0.
Resavanjem dobijene jednacine dobijamo

—34 /9 — 4(24 — m?)
5 .

ni2 =

Da bi n, kao reSenje ove jednacine, bio ceo broj, diskriminanta kvadratne
jednacine mora biti potpun kvadrat, pa je

9 — 96 + 4m? = k2,
t].
dm? — k* = 87
(2m — k)(2m + k) = 87.
Sada razlikujemo slucajeve:
(2m — k) € {1,3,29,87,—1,—3,—29, —87}

(2m + k) € {87,29,3,1, 87,29, —3, —1} .

Sabirajuéi dobijamo 4m € {88, 32, —88, —32}, pajem € {22,8,—22, —8}.Sada
je n € {5,—8,20,—23}. Uslove zadatka ispunjavaju samo m = 51in = 20,
pa su ovo reSenja pocetne jednadine, tj. trazeni celi brojevi.

3.11 Ojlerov metod

Ojler je u 5. delu "Algebre" iz 1770.godine opisao svoju metodu za
refavanje linearne Diofantove jednacine.

Ovaj metod, iako nije ¢esto funkcionalan, najcesSce se koristi u osnovnoj
gkoli jer je sama metodologija prili¢no jasna. Primenjuje se na reSavanje
linearne Diofantove jednacine, tj. jednacine oblika ax + by = ¢ pri ¢emu su
brojevi a i b uzajamno prosti.

PRIMER 32 Odrediti sva celobrojna reSenja x © y jednacine 3x + 7Ty = 89.
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Resenje: Posto su brojevi 3 i 7 uzajamno prosti, za reSavanje ove jednadine
mozemo koristiti Ojlerov metod. Resavanjem jednadine po x dobijamo

89 — Ty
xr =
3 9y
tj. posle transformacija desne strane
89 — Ty y—2
= =29 -2y — ¥—
v 3 T

pa je x ceo broj samo ako je broj y — 2 deljiv sa 3, $to mozemo zapisati kao
y — 2 = 3k gde je k neki ceo broj. Tada je y =3k + 2, a o = 25 — 7k.

Dobijeno resenje je opste resenje date jednacine i data jednacina ima
beskona¢no mnogo reSenja, jer se za svako celobrojno k£ dobije uredeni par
(x,y) = (25 — Tk, 3k 4+ 2) koji je reSenje date jednacine.

Pojam opsteg reSenja Diofantove jednacine je jedan od najvaznijih poj-
mova, a predstavlja formulu koja opisuje sva refenja date jednacine. Opste
reSenje je najesée parametarskog tipa, tj. pokazuje kako se u zavisnosti od
vrednosti nekog parametra menjaju reSenja date jednacine. OpSte reSenje
moze biti i funkcija dva, pa i viSe parametara.

PRIMER 33 Resiti Diofantovu jednacinu 39z — 22y = 10.

Resenje: Kako su 39 i 22 uzajamno prosti brojevi, jednacina ima reenje.
Transformacijom date jednacine dobijamo

_391‘—10_221’—|—171‘—10_

17z — 10
y= x4+ —-.

22 22 22

Ocigledno da ¢ée y biti ceo broj ako je % takode ceo broj. Obelezimo

z = 172510, zatim postupajuéi na isti nac¢in dobijamo
222410 5z +10
ST A A
I dalje, istom analogijom dobijamo
17m — 10 2m
z=——=3m—2+ —.
5 5

Konaé¢no je m = 5n gde je n takode ceo broj. Sada je
2
z:3m—2+?m:15n—2+2n:17n—2,
r=z+m=1m—-2+5n=22n—2

y=x+2=22n—-241m -2 =39 — 4.

Dakle, sva celobrojna reSenja date jednacine su (x,y) € (22n—2,39n—4),
gde je n ceo broj.
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3.12 Diofantov metod

Diofant Aleksandrijski u svojoj drugoj knjizi "Aritmetike" daje opsti
metod za odredivanje racionalnih reSenja kvadratne algebarske jednacine sa
dve promenljive. Naime, ovaj metod sastoji se u sledeé¢em: Posmatra se
kvadratna jednacina sa dve promenljive

Az? + By? + Cay+ Dz + Ey+ F = 0,

gde su A, B,C,D,E i F celi brojevi. Ova jednadina predstavlja u ravni
2Oy neku krivu drugog reda. Ako je (zg,%0) jedno celobrojno resenje date
jednadine, onda se kroz tacku (xg,yo) postavlja pramen pravih y — yo =
k(z — x0), gde je k racionalan broj razli¢it od nule. Za razne vrednosti
parametra k dobija se beskona¢éno mnogo tacaka preseka pravih i krive. Te
tacke su racionalne.

PRIMER 34 ReSiti jednacinu 3z — y? = 26 u skupu celih brojeva.
Resenje: Jedna¢inu prave Diofant je koristio u parametarskom obliku:
r=x0+t; y=1yo+ kt.
Kako je jedno resenje date jednadine (xg,yo) = (3,1), to je
r=3+1t y=1+kt.
Zamenom u jednac¢inu dobijamo
3(3+1)% — (14 kt)? = 26,
a posle transformacije

t(t(3 — k%) +18 — 2k) = 0.

ReSenja dobijene jednacine su t = 0 ili ¢t = 1:2__23]“. Akoje t = 0 dobija se

pocetno redenje, a ako je t = 115212:;“ onda je
3k? — 2k +9 18k — k* — 3
x = JY = .
—3 7 K23

Na primer za k = 1, dobija se celobrojno resenje (z,y) = (—5,—7), a za
k = 2 reSenje je (z,y) = (17,29). Ako se k napiSe kao koli¢nik dva cela
broja, odnosno k = 7* dobija se dvoparametarsko resenje

3m?2 — 2mn + 9n? 18mn — m? — 3n?
€Tr = M =

m?2 — 3n? ’ m2 — 3n?2
PRIMER 35 U skupu racionalnih brojeva resiti jednacinu

2% — 2y — 3wy + 42 — 5y +3 = 0.
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Resenje: Kako je (xg,y0) = (1,0) jedno reSenje date jednacine,to je
=1+t y—0=Fk[(1+1t)—1],tj. y = kt.
Zamenom u pocetnu jednacinu dobija se nova jednacina
(L41)% — 2(kt)® + 3(1 + t)kt +4(1 + ) — 5kt +3 = 0.
Posle transformacije se dobija da je
t(t(1 — 2k* + 3k) + 8k — 2) = 0.

Odavde su reSenja dobijene jednacine

8k — 2
t=0ilit= —5—F—.
T ok 3k — 1
Pada su reSenja pocetne jednadine
_2k2+5/~c—3, 8k? — 2k

T —ak—1Y T 3k 1

Za k # 0 dobijamo beskona¢no mnogo resenja.

4 Neki tipovi Diofantovih jednacina i njihova pri-
mena u zadacima u osnovnoj i srednjoj Skoli

4.1 Uvod

U prethodnom poglavlju obradivanjem veéeg broja metoda za reSavanje
Diofantovih jednacina, postavljene su teorijske osnove koje predstavljaju
veoma bitan preduslov za ostatak ovog rada. Naime, na osnovu njih se dalje
bavimo obradom tipova Diofantovih jednacina kao i metodickim transfor-
macijama kojim se sadrzaj o Diofantovim jednacinama priprema za direktnu
primenu u nastavi osnovne i srednje $kole.

Dakle, u ovom poglavlju baviéemo se tipovima Diofantovih jednagina
najcéesée koriséenim u redovnoj i dodatnoj nastavi osnovne i srednje Skole.
Od mnostva materijala izdvojeni su najpogodniji i prilagodeni nastavnim
uslovima. Predstavljeni su kroz definicije, teoreme, primere sa reSenjima i
primene.

Primena Diofantovih jednacina ogleda se u problemima koje je prvo
potrebno prevesti sa obi¢nog na matematicki jezik, a potom dobijenu Dio-
fantovu jednadinu re$iti nekom od metoda ili njihovom kombinacijom.
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4.2 Elementarne Diofantove jednacdine
4.2.1 Matematicki rebusi

U matematickim ili brojevnim rebusima umesto zvezdica treba napisati
odgovarajuce cifre, tako da sve operacije budu tafno izvrSene, vodeéi pri
tom racuna da se obuhvate sva moguéa resenja. Postupak resavanja rebusa
naziva se i desifrovanje.

Ne znajuéi da se radi o Diofantovim jednadinama, ovaj najjednostavniji
tip sreéemo veé¢ u Cetvrtom razredu osnovne Skole. Pri refavanju ovakvih
problema koriste se ideje na kojima poc¢ivaju mnoge metode za reSavanje
Diofantovih jednaéina. Naime, od klju¢ne vaznosti je ¢injenica da sve §to
vazi za jednu stranu jednakosti, u identi¢noj formi vazi i za drugu. Na
primer, ako je leva strana jednakosti paran broj, potpun kvadrat ili deljiva
sa nekim brojem, onda tu osobinu mora imati i desna strana te jednakosti.

Pored toga, znajuéi da nepoznate cifre u matematickom rebusu mogu
imati samo vrednosti iz skupa {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9}, razmatramo deset ra-
zli¢itih moguénosti, §to je u stvari reavanje Diofantovog problema metodom
razlikovanja slu¢ajeva. Medutim, ¢esto postoje jo§ neka ogranicenja u postavci
zadatka koja mogu smanjiti broj moguénosti, kao na primer, ako je nepoz-
nata prva cifra nekog broja, odbacujemo moguénost da ta cifra bude 0.

Ovakvi i sliéni problemi koji se koriste u pocetnoj nastavi matematike
sluze za proveru u kojoj su meri i do kog misaonog nivoa ucenici ovladali
racunskim operacijama i koliko imaju elementarnih kombinatornih sposob-
nosti. U njima se Diofantove jednacine javljaju u integrisanm obliku i nigde
se ne isti¢e i ne objasnjava njihov pojam.

PRIMER 36 Da li rebus * x x + % * x = * % x ima refenja, ako se svaka od
cifara 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 moZe upotrebiti samo jednom?

Resenje: Ovaj rebus mogu reSavati ufenici nizih razreda osnovne 8§kole,
potrebno je samo da su savladali sabiranje do hiljadu. U tom periodu ucenici
se susrecu sa prvim zadacima koji se mogu resiti na vise nac¢inai koji ¢ak mogu
imati i viSe reSenja. Ne postoji striktno precizan metod za reSavanje matem-
ati¢kih rebusa, veé refavanje pocinje uoc¢avanjem nekih osobina i donoSenjem
zaklju¢aka na osnovu njih. Naime, u ovom primeru uocavamo da zbir dva
trocifrena broja mora biti takode trocifren broj, pa je logi¢no pretpostaviti
da je prvi sabirak Sto manji broj. Najmanji moguéi broj od raspolozivih
cifara je 123, ali u tom slucaju mora doéi do ponavljanja neke od cifara.
Pokusamo sa brojem 124. Sada poslednja cifra drugog sabirka (cifra je-
dinica) moze biti 3,5,9. Ako pokuSamo sa ciframa 3 ili 5 vidimo da se cifre
opet moraju ponoviti. Ukoliko na to mesto stavimo cifru 9 tada dobijamo
124 4+ % %9 = xx 3. Odavde zaklju¢ujemo da je trazeni zbir 124 + 549 = 673.

PRIMER 37 Desifrovati mnoZenje %2 % -45 = (xx)2.
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Resenje: Koristiéemo Cinjenicu da je leva strana jednakosti deljiva sa 45, §to
znadi sa 9 1 5, pa zbog toga i desna strana mora imati to svojstvo. Posto je
desna strana pored toga i potpun kvadrat, to je moguée samo u slu¢aju da
je deljiva i sa 25. Odatle sledi da je broj 2% deljiv sa 5, pa mu poslednja
cifra mora biti 0 ili 5, tj. mora biti oblika %20 ili x25. Kako je *2x manja
od 10000 : 45, tj. od 222, ovim suzavanjem dobijamo tri moguénosti, da je
*2x jedan od brojeva 120, 125 i 220. Proveravanjem utvrdujemo da je jedino
refenje 125 - 45 = 752,

PRIMER 38 Odrediti cifre a, b, ¢ i prirodan brojn, tako da je a+bb+ccec = n.

Koliko ima resenja?

Leva strana datog matematickog rebusa ocigledno predstavlja zbir jednocif-
renog, dvocifrenogi trocifrenog broja. Ovaj zbir a 4 bb + ¢c¢ mora biti veéi
od zbira 14114111=122, a manji od 9+994999=1107. Na osnovu ovog za-
kljucka vazi nejednakost 121 < 122 < n* < 1107 < 1225.

Posmatramo dva moguéa slucaja:

1. Ako je n =4, onda je n* = 256 = 222 + 33 + 1;
2. Ako je n =5, onda je n* = 625 = 555 + 66 + 4.

PRrRIMER 39 Dat je razlomak %. Izracunati vrednost razlomka
ako jednakim slovima odgovaraju jednake cifre, arazlicitim slovima razlicite

cifre.

Resenje: Ovaj zadatak mogu reSavati ucenici petog razreda osnovne skole.
Treba primetiti da imamo deset razli¢itih slova, §to znaci da moramo imati
i deset razli¢itih cifara. Kako cifra 0 ne sme biti u imeniocu (u tom slucaju
razlomak nije definisan), onda je ona u broiucu, a samom tim je i vrednost
razlomka jednaka 0.

PRIMER 40 Razlomci
3xHx 4% Tx
36 ' 45
su prirodni brojevi. Uporedi ih po velicing.

Resenje:Broj 3 * 5% mora biti deljiv sa 36, tj. sa 4 i 9. To znaci da mu je
dvocifreni zavrSetak deljiv sa 4, a zbir cifara sa 9. Shodno tome, poslednja
cifra moze biti 2 ili 6. U prvom slucaju traZeni brojilac prvog razlomka je
3852, dok je u drugom 3456.

Posmatrajuéi drugi razlomak, uoc¢avamo da broj 4 * 7+ mora biti deljiv
brojem 45, odnosno brojevima 5 i 9. Poslednja cifra moze biti 0 ili 5. Posto
zbir cifara i ovog broioca mora biti deljiv sa 9, to su moguc¢nosti 4770 i 4275.
Prema tome sledi:

4275

3456 4770 3852

36 96 < 15 06 < 36 07
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4.2.2 Diofantove jednaéine sa prostim brojevima

Mnogi zadaci koji se javljaju joS u osnovnoj skoli uglavnom u dodatnoj,
a rede u redovnoj nastavi, sadrze probleme koji su predstavljeni Diofantovim
jednaginama koje se odnose na proste brojeve. Do reSenja ovakvih problema
dolazi se na osnovu ideja koje uglavnom pocivaju na nekim osobinama i
jednostavnijim tvrdenjima vezanim za proste brojeve.

Navodenjem i reSavanjem nekoliko primera ilustrova¢emo nacin reSavanja
Diofantovih jednacina ovog tipa.

PRIMER 41 Odredi sve uredene parove (p,q) prostih brojeva p i q tako da je
1. 2p + 3q = 200;
2. 2p+ 3q = 201.

Resenje:

1. Ako je 2p+3q = 200, onda je 3¢ = 200—2p, pa je sa desne strane paran
broj, §to zna¢i da i 3¢ mora biti paran broj. To je moguce jedino u
slu¢aju g = 2. Tada dobijamo da je 2p = 200 — 6 = 194. Kako je onda
p = 97 prost broj, to je (p,q) = (97,2) jedino refenje ove jednadine.

2. Ako je 2p 4+ 3¢ = 201, onda je 2p = 201 — 3¢ = 3(67 — ¢q). Ovim
dobijamo da je desna strana jednakosti deljiva sa 3, pa to svojstvo
mora imati i leva. Broj 2p moze biti deljiv sa 3 samo u slucaju da
je p = 3, jer je to jedini prost broj deljiv sa 3. Tada dobijamo da je
2 = 67—gq, a ¢ = 65 §to nije prost broj. Zakljucujemo da ova jednacina
nema reSenja u skupu prostih brojeva.

PRIMER 42 Odrediti sve proste brojeve q i r, takve da vazi jednakost
p + pg + pgr = 38.

Resenje: Ako je p+ pg + pgr = 38, onda je
p(l+q+qr)=38=2-19.

Obzirom da je izraz u zagradi sigurno veci od 2, to mora biti

p=2iq+qr=q(l+r)=18.

Kako je 1 4+ 7 > 2, to mora biti

q=3,1+r=6,tjr=>.

Ovim dobijamo konac¢no resenje pocetne jednacine (p,q,7) = (2,3,5).
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PRIMER 43 Odrediti proste (ne nuzno razlicite) brojeve p,q,r i s takve da
vai
p-q-(r+s)=2014.
Resenje: Kako je 2014 = 2-19 - 53, to je {p,q,r + s} € {2,19,53}. Kako
ne postoje dva prosta broja ¢iji je zbir 2 ili 53, to mora biti r + s = 19.
Posto je ovaj zbir neparan broj, jedan od sabiraka r i s mora biti paran, a
drugi neparan, odnosno jedan je 2, a drugi 17. Iz svega pomenutog moZemo
zakljuciti da je
{p,q} €1{2,5,3} i {r,s} € {2,17}.

Dobijamo skup resenja

(p,q,7,s) € {(2,53,2,17),(2,53,17,2),(53,2,2,17),(53,2,17,2) } .

4.2.3 Diofantove jednacine sa celim brojevima

Kroz sledeée uvodne primere ilustruju se ideje koje se koriste u resa-
vanju raznih Diofantovih jednadina elementarnog tipa Cije promenljive pri-
padaju skupu celih brojeva. Sve navedene ideje spadaju u elementarne i
predstavljaju dobru pripremu za studiozniji pristup problematici Diofantovih
jednaéina.

PRIMER 44 Data je jednacina
z? + 3y = 24.

Koliko resenja ima data jednacina u skupu prirodnih, o koliko u skupu celih
brojeva?
Resenje: Iz jednacine sledi da je 22 = 24 — 3y = 3(8 — y). Ocigledno je
desna strana uvek deljiva sa 3, pa mora biti i leva strana. To znaci da je 22,
odnosno i samo z deljivo sa 3. S obzirom da je 22 < 24, to je < 4, pa je
x =3, y = 5 jedino reSenje date jednacine u skupu prirodnih brojeva.

Ako je x = 3k (k € Z), ondaje 2% = 9k?, pa je 2% + 3y = 9k% + 3y = 24
ili 3y = 24 — 9k2, pa je y = 8 — 3k2. Dakle, u skupu celih brojeva jednacina
ima beskonacno mnogo refenja, a opste resenje date jednacine u ovom skupu
jex =3k, y =8 — 3k

PRIMER 45 Odrediti sve uredene parove (x,y) celih brojeva x iy takvih da
je bxr = 17y.

Regenje: Ako je y ceo broj onda je desna strana jednacine deljiva sa 5. Pa
posto 17 nije deljivo sa 5, to mora biti y, §to moZemo zapisati y = 5k (k € Z).
Tada je 5z = 17 - 5k, pa je x = 17k.

Uredeni par (17k,5k) gde je k bilo koji ceo broj dokazuje da data jed-
nac¢ina ima beskona¢no mnogo reenja, jer za svako od beskonafno mnogo
celobrojnih k, moze se dobiti odgovarajuée celobrojno x i y. Uredeni par
(z,y) = (17k, 5k) predstavlja opste reSenje date jednacine.
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PRIMER 46 Postoji li dvocifren broj koji je jednak zbiru svoje cifre desetica
1 kvadrata cifre jedinica?

Resenje: Neka je trazeni dvocifren prirodan broj zy. Tadaje
10z +y =2 + 97,

odnosno
9z =y> —y =y(y - 1).

Kako su brojevi y i y — 1 dva uzastopna prirodna broja, oni su i uzajamno
prosti, §to zna¢i da nemaju zajednickih delilaca. PoSto je leva strana jed-
nakosti deljiva sa 9, to je sa 9 deljiv i jedan od brojeva y ili y — 1. Dakle
y=9iliy—1=29, odnosno y = 10. Drugi slu¢aj ne moze biti reSenje, jer i =
i y moraju biti jednocifreni brojevi, pa ostaje mogucénost da je y = 9. Tada
je

9r=yly—1)=9-8

Sto znaci da je x = 8, a traZeni broj 89.

4.3 Diofantove jednacine jedne promenljive

DEFINICIIA 1 Jednadina koja sadrzi jednu promenljivu ¢ koja ima za uslov
da je ona celobrojna, predstavija Diofantovu jednacinu jedne promenljive.

Problem Diofantovih jednaé¢ina jedne promenljive moZe se uop$titi na prob-
leme polinoma. Dve teoreme koje su veoma bitne za takvo razmatranje u
nastavku navodimo bez dokaza.

TEOREMA 2 Ako % (p i q su uzajamno prosti celi brojevi i p, q # 0 Jracionalna
nula polinoma

P(x) = apz™ + An_12" ' 4 ...+ a1z + ao

sa celobrojnim koeficijentima a, # 0, onda je p delilac broja ag, a q delilac
broja a.,.

TEOREMA 3 Ako xg predstavlja celobrojnu nulu slededeg polinoma
P(x) = apz™ + An_12" V4 ...+ a1z + ag
sa celobrojnim koeficijentima a,, # 0, onda je xg jedan od delilaca broja ag.
PRIMER 47 Odredi sve cele brojeve za koje vaZi
20— 4zt 432 — 2P+ +14=0.

Resenje: Mozemo razlikovati dva slucaja:
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1. Ako je x = 0, onda jednadina nema resenja, jer je 14 # 0;

2. Ako je x # 0, onda deljenjem sa x data jednagina se transformige u
sledec¢u:

14
xt —4x® 327 — 20+ 1+ —.
T

Kako je x ceo broj i kako je desna strana jednakosti ceo broj, to mora biti i
leva, a to znadi da izraz % mora biti ceo broj. Dakle, broj x mora pripadati
skupu celobrojnih delilaca broja 14, pa je x € {—14,—-7,—-2,—1,1,2,7,14}.

Proverom se dobija da samo x = 2 zadovoljava datu jednadinu.

4.4 Linearne Diofantove jednacine oblika ax + by = ¢
4.4.1 Egzistencija reSenja linearne Diofantove jednacine

DEFINICIJA 2 Ako su a,b,c celi brojevii a,b # 0 linearna jednacina oblika
ax + by = ¢, pri cemu su vrednosti x © y iz skupa celih brojeva, naziva se
linearna Diofantova jednacina.

Ako je ¢ = 0, dobijamo jednacinu ax + by = 0, koja se naziva homogena
linearna Diofantova jednacina.

Ocigledno je da se svaka linearna jednacina sa dve promenljive i celobrojnim
koeficijentima moze svesti na jednacinu oblika ax + by = c.

Veé smo pominjali osnovna pitanja na koja treba odgovoriti prilikom resa-
vanja Diofantovih jednadina. Jedno od tih pitanja odnosi se na egzistenciju
reSenja i odgovor na njega kad je re¢ o linearnim Diofantovim jednacinama
daju sledece teoreme koje su navedene bez dokaza.

TEOREMA 4 Linearna Diofantova jednacina oblika ax + by = ¢ (a,b,c € Z)
ima resenje ako i samo ako je d | ¢, gde je d = NZD(a,b).

TEOREMA 5 Linearna Diofantova jednacina oblika ax + by = ¢ (a,b,c € Z)
ima uvek resenje ako je NZD(a,b) = 1.

PRIMER 48 Odrediti celobrojna resSenja jednacine 28x + 70y = 39.

Resenje: Kako je NZD(28,70) = 14 i kako 14 nije delilac broja 39, zaklju¢u-
jemo da ova jednacina nema reSenja u skupu celih brojeva.

PRIMER 49 Dokazati da jednacina 2x + by = 111 ima beskonacno mnogo
celobrojnih resenja, a jednacina 3x + 6y = 1000 nema celobrojnih resenja.

Resenje: Kako su 2 i 5 uzajamno prosti brojevi, prva jedna¢ina na osnovu
teoreme 4 uvek ima reSenja.

Druga jednac¢ina se deljenjem sa 3 moze transformisati u sledeé¢i oblik
x+ 2y = @. Iz ovog oblika je ocigledno da jednacina nema celobrojnih
reSenja.

Posle ove dve teoreme, naves¢emoi teoremu kojom se precizira racionalan
postupak nalaZenja opsteg reSenja jednacine oblika ax + by = c.

95



TEOREMA 6 Ako jed = NZD(a,b),d|c i (xo,yo jedno resenje Diofantove
jednacine ax + by = ¢, tada su sva reSenja (x,y) data formulom x = xo+ gt
iy =yo— gt

Ako su u ovakvoj jednacini a i b uzajamno prosti brojevi, opsta reSenja
jednacine definisana su formulama: x = xo+bt i y = yo—at (t je ceo broj).

Ovaj postupak reSavanja Diofantove jednafine naziva se i Metod pocetnog
resenja.

PrRIMER 50 Odredi sva celobrojna reSenja jednacine 3x + 5y = 8.

Resenje: Kako je NZD(3,5) = 1 data Diofantova jednacina ima reSenja u
skupu celih brojeva. Partikularno reSenje ove jednacine je o¢igledno i ono je
(zo,y0) = (1,1). Sada je opste resenje jednacine

r=x9+bt=1+5t,y=yo—at=1-3t, te Z.

4.4.2 Primena Euklidovog algoritma u odredivanju poc¢tetnog resenja

U primeni algoritina datog u prethodnoj teoremi jedini problem mozZe
biti odredivanje tog jednog (partikularnog) resenja (zo,yo). Ako to reenje
nije ocigledno, jedan od mogué¢ih nacina za konkretno reSavanje tog prob-
lema je primena Fuklidovog algoritma, kojim se efikasno odreduje jedno od
beskonatno mnogo mogucih reSenja.

PRIMER 51 Odredi sva celobrojna resenja jednacine 13z 4+ 32y = 5.

Resenje: Kako je NZD(13,32) = 1 i kako je 1 delilac broja 5, data Dio-
fantova jednadina ima reSenja u skupu celih brojeva. Koristeéi Euklidov
algoritam dobijamo

32=2-13+6

13=2-64+1
6=06-1.

Brojevi 321 13 su uzajamno prosti, pa broj 1 moZemo predstaviti kao linearnu
funkciju brojeva 32 i 13.

1=13+(-2)-6=5-13+ (—2) - 32.

Konac¢no dobijamo da je 13 - 25+ 32 - (—10) = 5. Dakle, jedno resenje
linearne Diofantove jednacine 13z + 32y = 5 je (zo,y0) = (25,—10). Na
osnovu prethodnih teorema dobijamo druga reSenja ove jednacine, tj. opste
reSenje:

r=x0+bt=25+32t, y=yp—at=-10—13¢, t € Z.

56



PRIMER 52 Odredi pocetno resenje, a potom resiti Diofantovu jednacinu
1552 — 95y = 100.

Resenje: Data jednacina ima resenje, jer je NZD(155,95) =5, a 5 je delilac
broja 100. Prema tome, pocetna jednacina se deljenjem sa 5 moze uprostiti
i napisati u ekvivalentnom obliku 31z — 19y = 20. Kako su sada brojevi 31 i
19 uzajamno prosti, to postoje celi brojevi a i 8 takvi da je 3la — 195 = 1.
Brojeve a i 8 odredujemo koriséenjem Fuklidovog algoritma:

31=1-19412;19=1-12+7;12=1-7+57=1-54+2;5=2-2+1.
Predstavljamo broj 1 kao linearnu kombinaciju brojeva 19 i 31.
1=5-2-2=5—-2(7T—-1-5)=3-5—-2-7

=3(12-1-7)—2-7=3-12-5-7
=3.12-5(19-1-12)=8-12—5-19
8(31—1-19)—5-19=8-31 — 13- 19.

Dakle, « =81 8 = 13. Kako je 3la— 198 = 1, to je 20(31a— 193) = 20, pa
Je
20 - 31 — 20 - 198 = 20,

a zatim 1
xp = 20a = 20 - 8 = 160, yo = 208 = 20 - 13 = 260.
Prema tome, opste reSenje date jednacine je
x =160+ 19k, y = 260 + 31k, k € Z.

U ovom primeru postajala su i manja pocetna resenja (xg,yo) = (8,12), ali
se do njih moZe doéi samo intuicijom ili pogadanjem.

4.5 Diofantove jednacine stepena veéeg od 1

Diofantove jednadine koje sadrZe promenljivu stepena veéeg od 1 su ne-
linearne Diofantove jednacine. Ovaj tip jednacina uglavnom se razmatra u
skupu prirodnih brojeva (ako drugacije nije naglaseno), a sva razmatranja
mogu se analogno obaviti i u skupu celih brojeva, mada rezultat ne mora
biti identic¢an.
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4.5.1 Diofantova jednacina tipa zy =n (n € N)

Resavanje Diofantove jedna¢ine oblika zy = n  svodi se u stvari na
odredivanje ¢inilaca broja n, pa se razmatranje ove jednacine odnosi na
odredivanje njenog broja reSenja. Jednalina ovog oblika uvek ima reSenja
u skupu prirodnih (a i celih) brojeva, a model odredivanja broja resenja
veéine jednacina zasniva se na modelu prebrojavanja broja reSenja upravo
ove jednacine.

PRIMER 53 Koliko resenja (x,y) ima jednacina xy = p", ako su x,y i n
prirodns brojevi, a p prost broj?

Resenje: Delioci broja p™ su 1,p, p?, p3,...,p", pa data jednac¢ina ima n + 1
refenja , jer x moze uzimati sve vrednosti od 1 do p”, a y vrednosti %.

PRIMER 54 Ako je kanonski oblik prirodnog broja n = p{* p3?...p2* dokazati
da je onda broj reSenja Diofantove jednacine xy = n u skupu prirodnih bro-
jeva

r=(ag+1)(ag+1) ... (ax +1).

Resenje: Broj x moze biti ma koji delilac prirodnog broja n. Kako n ima
tatno (a1 + 1)(ag + 1) - ... - (ag + 1) delilaca, to jednacina zy = n, u skupu
prirodnih brojeva ima r = (o1 + 1)(ag + 1) - ... - (g + 1) reSenja.

PRIMER 55 Odrediti najmangi prirodan broj n, tako da jednacing xy = n
mma 10 resenja.

ReSenje: Na osnovu prethodnog primera imamo da je broj resenja date
jednadinenr = (aq + 1)(a2 + 1) - ... - (ax + 1) = 10, pa prema tome pos-
toji nekoliko moguénosti:

I.aj+1=10,a0+1=a3+1=..=ap+1=1. Tadajen = 27 = 512.

2. q+1=5a0+1=2,03+1=..=ap+1=1. Tadajen =2%3 = 48.

3. a1+1=2,a94+1 =5,a3+1 = ... = ap+1 =1. Tadajen = 2-3* = 162.

4. a1 +1=1, a9+1=10,03+1=... = +1=1. Tadajen=3" =
19683.

Najmanji takav prirodan broj je 48.

4.5.2 Pitagorina jednaéina z? 4 y? = 22

Problem Pitagorinih brojeva, tj. pitanje reSenja Pitagorine Diofantove
jednacine, svakako predstavlja jedan od najzanimljivijih problema teorije
brojeva.

DEFINICUJA 3 Uredenu trojku prirodnih brojrva (z,y,z) koji zadovoljavaju
Pitagorinu jednacinu x° + y? = 2% nazivamo Pitagorina trojka.
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U geometrijskom smislu, ovi brojevi su takvi da su z i y katete, a z hipotenuza
nekog pravouglog trougla. Ako su x,y i z uzajamno prosti brojevi, onda
kazemo da je (z,y,z) osnovna Pitagorina trojka i takav trougao nazivamo
Pitagorin trougao.

U nastavku ¢emo navesti neke teoreme kojima su opisane osobine Pitagorinih
trojki i koje su bitne za formulaciju osnovne teoreme o Pitagorinim broje-
vima.

TEOREMA 7 Ako je (z,vy, z) Pitagorina trojka, onda je itrojka (y, z, z) takode
Pitagorina trojka.

DokAz. O¢igledno je da ako vazi 2% + y? = 22, onda vazi i y? + 2% = 22,

odakle je tvrdenje dato teoremom ocigledno. [J

TEOREMA 8 Ako je (x,y,z) Pitagorina trojka, onda je i trojka (kx, ky,kz)
takode Pitagorina trojka.

DokAz. Ako je (z,y, z) Pitagorina trojka, onda vazi 22 + y? = 22, a odatle
i k222 + k?y? = k222, &to znadida je i (kz)? + (ky)? = (kz)%. Dakle, i
(kx, ky, kz) je Pitagorina trojka. OJ

TEOREMA 9 Pitagorinih trojki ima beskonacéno mmnogo.

Doxkaz. Na osnovu prethodne teoreme uo¢avamo da se za svaki prirodan broj

k od Pitagorine trojke (z,y,z) moze dobiti Pitagorina trojka (kx,ky, kz).
Jasno je da svaka Pitagorina trojka generiSe beskona¢no mnogo novih Pitagorinih
trojki. [

TEOREMA 10 Ako je (x,y,z) osnovna Pitagorina trojka, onda su x iy
prirodni brojevi razlicite parnosti.

DoxkAz. Ako su z i y parni brojevi, onda je z = 2a iy = 2b, (a,b € N). Tada
je NZD(z,y) = NZD(2a,2b) = 2. To znaci da z i y nisu uzajamno prosti
brojevi jer imaju zajednicki delilac veé¢i od 1, pa ova moguénost otpada kao
reSenje.

Ako su z i y neparni brojevi, mozemo ih pisati kao x = 2a+ 11y =
2b+1,(a,b € N). Tada z mora biti paran broj, pa vazi

(20 +1)2 + (26 +1)% = (2¢)%, (c € N),
ili
40> +da+1+ab® +4b+1 = 42

Kako je sa desne strane jednakosti broj koji je deljiv sa 4, a sa leve broj koji
pri deljenju sa 4 daje ostatak 2, to jednakost nije moguca.

Dakle x i y ne mogu biti iste parnosti, a z mora biti neparan prirodan
broj. O

99



TEOREMA 11 Swve osnovne Pitagorine trojke (x,y,z) u kojima je y paran,
date su formulama:

x:mz—nQ,y:2mn,z:m2+n2,

gde je m > n i m,n uzajamno prosti brojevi razlicite parnosti. Takode vazi

y:mQ—n2, T = 2mn, z=m?+n?
Dokaz. Ovu teoremu dokazac¢emo na dva nacina:
I Diofantov dokaz: Ako pocetnu Pitagorinu jednacinu 22 +y% = 22 pode-
limo sa z? dobijamo

T\ 9 Y2
hd CAVASE |
Er+d)
Ako zatim uvedemo smene
- — a7 g — b
z
jednacina postaje
a+ b2 =1.

Na dobijenu jednaédinu sada se primeni Diofantov metod resavanja jednadina,
koji smo pomenuli u prethodnom poglavlju. Kako je (—1,0) jedno regenje
dobijene jednadine, sledi da je

b=—-1+mt, a=nt, mn € N.

Tada je
(mt — 1)+ (nt)* =1,
pa je
2m
L—2mt+n* =1, tj.t = ———.
mt+n , 1) mZ 1 n2
Sada zamenom dobijamo
m? — n? _ 2mn

b= —— 4= ———.
m2+4n2’ m2 4 n?

Kada a i b vratimo u smene dobijamo
y = 2kmn, © = k(m? —n?), z = k(m? 4+ n?).

II Algebarski dokaz: Pocetnu jednacinu z? + y? = 22

ekvivalentnom obliku koji dobijamo transformacijama

mozemo napisati u

2t =22yt = (2 +2)(2 — ).

Na osnovu ove relacije mozemo formirati proporciju

x z+ m
= y:—,m,nEN,
zZ—y x n
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a dalje
m n
z2t+y=—,z—y=—.
n m

Resavanjem prethodnog sistema jednacina po z i y dobija se

z m2+n2,y m? —n?
— === .
T

2mn 2mn

Tada je
z = 2kmn, y = k(m? —n?), z = k(m? +n?).

Za k = 1 dobija se trazena formula

$:2mn,y:m2—n2,z:m2+n2.

Naredne primere, u nesto modifikovanoj formi, resavao je Diofant Alek-
sandrijski u svojoj "Aritmetici". O

PRIMER 56 Dokazati da postoji beskonacno mnogo pravouglih trouglova kod
kojih je hipotenuza za 1 veéa od katete.

Resenje: Na osnovu prethodnih teorema znamo da su z i y neparni brojevi,
pa prema tome nikako ne mogu biti uzastopni, tj. ne mogu se razlikovati za
1. Zbog toga mora biti

z2=x+1ili 2mn + 1 =m? + n’.

Sledi da je m? + n? —2mn = 1, pa je (m —n)? = 1. Dakle, m =n + 1, pa
sve osnovne Pitagorine trouglove kod kojih je hipotenuza za 1 veé¢a od katete
generisu jednakosti:

x=2n(n+1),

y=m+1)?%?-n?>=2n+1,
z=Mm+1)2+n* =20 +2n+1=2n(n+1)+1.

PRIMER 57 Odrediti sve trouglove ¢igi je merni broj obima jednak mernom
broju povrsine.

Resenje: Obim Pitagorinog trougla je
2mn +m? —n? + m? + n? = 2mn + 2m? = 2(m + n)m,
a povrsina mn(m? — n?). Dakle,
2(m +n)m = mn(m —n)(m+n),

paje (m—n)n=2. Sledidajen=1,am—-n=2ilin=2am—-n=1.
Prema tome, postoje dva reSenja: (m,n) = (3,1) ili (m,n) = (3,2). Stranice
trougla su tada (4,6,10),a O = P =241ili (12,5,13), a O = P = 30.
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4.5.3 Jednacine oblika 22 + 3% + 22 = ¢2

Diofantove jednac¢ine ovog oblika mogu se posmatrati kao prosirenje Pitagorine
jednacine. Kao i kod prethodnih tipova jednacina, i ovde postavljamo uo-
bi¢ajena pitanja koja se odnose na egzistenciju reSenja, broj reSenja i opgte
resenje.

Pozitivna resenja (x,v,2,t) jednagine oblika 2? + y? + 22 = ¢ ustvari
predstavljaju dimenzije i duzine dijagonala pravouglog paralelopipeda. Mi
imamo cilj da nademo sva celobrojna resenja.

Na isti na¢in kao kod Pitagorine jednacine moZemo pokazati da jednacina
oblika 22 + y? 4+ 22 = t? ima beskona¢no mnogo resenja, a opste regenje jed-
nadine dato je slede¢om teoremom koju éemo i dokazati.

TEOREMA 12 Opste reienje jednacine x2 + y? + 2% = t? u skupu prirodnih
brojeva definisano je relacijama
P+ —r? t_p2+q2+r2

r=2p y=2, 2= ;
T T

gde su p,q,r prirodni brojevi koji ispunjavaju sledeée uslove:
r |9+ a5 pt g >t

DoKAZ. Pri analiziranju jedna¢ine 22 + 32 + 2% = t?> moZzemo uociti da broj
t2 pri deljenju sa 4 daje ostatak 0 ili 1, pa i leva strana jednacine pri deljenju
sa brojem 4 mora dati isti ostatak. Na osnovu toga zaklju¢ujemo da bar dva
od brojeva x,¥y,z moraju biti parni, a sva tri su parna samo u sluéaju da
je it paran. Medutim, deljenjem jednacine sa 4 (jednom ili vise puta) na
kraju se opet dolazi do slucaja da je t neparan. Tada je ocigledno da dva od
brojeva z,y, z moraju biti parni, a jedan neparan.

Pretpostavimo da je x = 2p, y = 2¢q, p,q € N. Kako jet > z i kako su oba
neparna, to njihova razlika mora biti paran broj, tj. mozemo zapisati t —z =
2r ili t = 2r + z. Prema tome, pocetnu jednacinu mozemo transformisati na
slede¢i nacin

P =dp? AP =t - A= (t—2)(t+ 2)
=2r(2r + 24 2) = 42 + drz.

Iz jednakosti 4p? + 4¢> = 4r% + 47z dobijamo da je p® + ¢%> — 2 = rz, odakle
dobijamo
P+ -2
r

uz uslove r | p® + ¢%; p? + ¢ > r?, &ime je dobijeno opfte refenje pocetne
jednadine.

Koriséenjem formulacije opsteg resenja jednacine datog prethodnom teo-
remom znatno je olaksano resavanje Diofantovih jednacina oblika z2? + y2 +
22 = 12, §to pokazuju i slede¢i primeri. O
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PRIMER 58 Da li postoje tri uzastopna prirodna broja ¢iji je zbir kvadrata
jednak kvadratu nekog prirodnog broja?

Resenje: Uslov dat tekstom zadatka moZemo zapisati kao jednacinu
(=1 +2*+ (2 +1)?=y* z,yeN

Odavde je ocigledno da leva strana jednacine pri deljenju sa 3 daje ostatak 2,
pa tako i desna strana te jednacine, koja je kvadrat nekog prirodnog broja,
mora dati isti ostatak pri deljenju sa brojem 3. Ovakav sluc¢aj nije mogué u
skupu prirodnih brojeva, pa tako pocetna jednacdina nema resenja, a brojevi
trazeni u zadatku ne postoje.

PRIMER 59 Odredi sve brojeve x,y, z takve da vazi x° + y? 4+ 2% = 152,

ReSenje: Na osnovu teoreme 10. koja formuliSe opste reSenje jednadine
22 4+ 9% + 22 = 2 sledi da je

2 2 2
15:]3 +4q +r7
r

odnosno p?+¢?+r? = 15r. Proverom za razne vrednosti r koje zadovoljavaju
i uslov dat teoremom 0 < r < t = 15, dobijamo da je

p* + ¢* € {14,26,36,44, 50, 54,56} .
Kako je
26 =12+ 5%, 36 = 0> + 62, 50 = 12 + 72 = 5% + 52,

to su reSenja p € {1,0,1,5},¢9 € {5,6,7,5}.
Kako je opSte reSenje z = 2p, y = 2q, to su sva reSenja:

22 +10% 4+ 112 = 15,
0% + 122 + 9% = 152,
22 + 142 + 5% = 152,
10% + 102 + 52 = 152,

4.5.4 Jednacine oblika z2 + y? = pz?

1z ovog oblika jednacine, za slu¢aj kada je p = 2 dobijamo jednafinu
z? +y? = 222. Ova jednacina ima trivijalno reSenje x = y = z = k, ali pored
tog, postavlja se pitanje o drugim moguéim resenjima. Jednacina z2+y% =n
ima isti broj refenja kao jednagina 22 + y? = 2n, a izmedu resenja ove dve
jednadine uspostavljena je i jednoznacéna korespodencija

(z,y) = (r —y,x +y).
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Na osnovu tog tvrdenja i znajuéi da jednacina 22 + y? = 22 ima redenje
r =2mn, y =m? —n?, z=m?+ n?, zakljuéujemo da ¢e jednacina oblika

x? + 3% = 222 imati opste resenje koje je definisano formulama:

2

z =| m? —n?+2mn |,

y =| m? —n% - 2mn, |
z=m?+n?

Kao i kod Pitagorine jednacine, i u ovom sluc¢aju vazi m > n i m,n uza-
jamno prosti prirodni brojevi razli¢ite parnosti.

U slucaju da je p = 3 moZemo dokazati da tako dobijena jednacina
224y? = 322 osim trivijalnog redenja (z,y, z) = (0,0,0) nema drugih regenja.
Naime, do tog zakljucka mozemo doéi reSavanjem jednacine metodom naj-
manjeg resenja.

Neka ag = 23 +y3 + 22 ima najmanju moguéu vrednost. Iz jednakosti
x% + y% = 323 sledi da su brojevi zqg i yo deljivi sa 3, $to moZemo zapisati
ro = 3x1, Yo = 3Y1-

Tada vazi

o3 +y5 = (=i + 7)) = 32,
Sledi da je
3(af + yi) = =0,

pa je i zg deljivo sa 2 i zapisujemo zg = 3z1. Sada je
3(af +yi) = 921

pa je

:1:% + y% = 32%.
To znac¢i da je i uredena trojka (z1,1,21) takode reSenje date jednacine.
Medutim, kako je ag = :v% + yg + zg = 91, sledi da je a1 < ag §to je
protivure¢no tvrdenju da je o najmanji takav broj, pa je jedino reSenje
jednacine x? + y? = 322 trivijalno.

U sluéaju da je p = 4 jednacina 22 + y? = 42 moZe se posmatrati u
obliku 2% + 3% = (22)?, pa je tada (z,y,2z) Pitagorina trojka. To znati da
Jje njeno opSte resenje

T = 2mn, y:mQ—nQ, 2z:m2+n2,
Uz uslove m > n i m,n uzajamno prosti prirodni brojevi razli¢ite parnosti.

Resenja ove jednacine mogu se smatrati korespodentnim sa resenjima
jednagine 22 + 3% = 222, pa se dobija opite redenje

x = 4mn, y = 2(m? —n?), 22 = m? + n’.
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Ocigledno je da na ovaj nafin jedna¢ina z? + y?> = pz? ima netrivijalna
reSenja i lako se dolazi do reSenja za sve brojeve p koji se mogu prdstaviti
kao stepen broja 2, p = 2F.

Slede¢i slucaj je za p = 5. Jednacina z? + y? = 522 ima trivijalno
reSenje (k,2k,k). Primenom Diofantovog metoda za reSavanje jednacina,
posle uvodenja smene, ova jednacina postaje a® + b?> = 5, a potom transfor-
macijama a = 2+mt, b = 1+ nt, i vracanjem smena dobijamo opste reSenje
jednacine

2 2

r=2n —2m2—2mn, Yy=m —n2—4mn, z=m? 4 n?

Za p = 6, jednacina z? 4 y? = 622 osim trivijalnog (0,0, 0) nema drugih
celobrojnih redenja. Ovo sledi iz ¢injenice da jednac¢ina z? + y? = 322 nema
reenja, pa tada i jednacina 22 4+ y? = 2 - 322 ima isti broj redenja, odnosno
u ovom slu¢aju nema reSenja.

Za jednacinu 22 + y? = 722 takode vazi da osim trivijalnog nema drugih
reSenja (8to se kao i u slucaju p = 3 moze dokazati metodom najmanjeg
reSenja).

Trivijalna regenja jednacine z2+y? = 922 su (3k, 0, k). Kako se prethodna
jednacina moze zapisati kao 22 4 y? = (32)2, onda je opste regenje jednacine
definisano relacijama:

x = 6mn, y =3(m? —n?), z=m? +n>

Opéte refenje za jednacdinu 22 4 y? = 1022 = 5 - 222 moZe se izvesti iz
refenja jednac¢ine 2 + y2 = 522, pa se proces istrazivanja moze nastaviti
pojedina¢nim razmatranjima.

4.5.5 Jednacine oblika z2 + py? = 22

Kao i kod prethodnog tipa jednadine, prvi slucaj koji ¢emo posmatrati
je za p = 2. U tom slucaju dobijamo jedna¢inu 22 + 2% = 22, koja se
transformacijom

2t =22 — 22 = (2 +x)(z —2)

svodi na sistem jednacina

z+r=2y, z—x=y.

Posto y mora biti paran broj, mozemo ga zapisati kao y = 2k i dobi-
jamo da je z = %y = 3kix =4 = k. Prema tome, jedno reSenje je

x=k, y=2k, z=23k.
Obzirom da su ovim jednostavnim transformacijama data samo neka
reSenja, ali ne i sva, Diofantov metod daje jednu klasu resenja:

x=2n% —m? —8mn, y=2m? — 4n* — 2mn, z = 3(m* + 2n?).
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2 mozemo transformisati na sledeci

Ocigledno, jednacinu z2 + py? = z
nacin
2

py? =22 —x =(z+4z)(z —x).

Jedan od mogu¢ih dobijenih sistema jednacina je i
Z+x=py, z—x=1.
Njihovim reSavanjem, ako se stavi da je y = 2k, dobija se familija resenja:
x=(p— Dk, y=2k, 2= (p+1)k.

Naravno, resenja moZemo dobiti i koriste¢i Diofantove ili neke druge
metode.

4.5.6 Jednacine oblika pz? + qy? = rz?

Jednacine ovog oblika ¢emo razmatrati kroz par konkretnih primera, na
slican nac¢in kao u prethodnim slu¢ajevima.

PRIMER 60 Dokazati da jednacina 4z + 16y? = 322 nema resenja u skupu
prirodnih brojeva.

Resenje: Ako uvedemo smenu 2z = a i 4y = b, pocetna jednadina postaje
a®? 4+ b? = 322. Ranije smo dokazali da ova jednacina nema resenja u skupu
prirodnih brojeva, ¢ime je dokazano da ni pocetna jednacina nema reSenja,
Sto je i bio zahtev ovog zadatka.

PRIMER 61 Odrediti opste resenje jednacine 2x> + Ty?> = 2% u skupu celih
brojeva.

Resenje: Cilj nam je da nademo jedno partikularno regenje kako bismo Dio-
fantovom metodom odredili bar jednu formulu koja generiSe beskona¢no
mnogo reSenja. Jedno takvo refenje je xg = 3, yo = 1,20 = 5, pa do-
bijamo da jednadina ima beskona&no mnogo resenja koja generisu formule:
x =3k, y=k, z=D>5k.

Diofantovom metodom i transformacijama dobija se klasa dvoparam-
etarskih reSenja pocetne Diofantove jednadine:

z = 21n? — 54m? — T0mn, y = 2m? — 63n% — 60mn, z = 5(2m? 4+ Tn?).
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Zakljucak

Ovaj rad predstavlja jedno od moguéih videnja sadrzaja o Diofantovim
jednacdinama u preduniverzitetskom obrazovanju. U njemu je sadrzan teori-
jski pristup Diofantovim jedna¢inama, kao i primeri uradenih zadataka. Vecina
uradenih zadataka je iz naprednog nivoa, tako da ovaj rad moze posluziti
kao deo literature za pripremu ucCenika za matematicka takmicenja. Osim
toga, moze posluziti nastavnicima i profesorima u didaktickom i metodickom
smislu, kao podsetnik za Diofantove jednacine u toku pripreme Casova re-
dovne i dodatne nastave.

Rad sadrzi tri osnovne tematske celine. Prva predstavlja istorijski os-
vrt na Diofanta i njegovu aritmetiku, druga se bavi metodama za reSavanje
Diofantovih jednadina, a treé¢a predstavlja razlic¢ite tipove Diofantovih jed-
nacina. Druga i tre¢a celina sadrze mnoStvo detaljno obradenih zadataka i
metoda pogodnih za direktnu ili analognu primenu, iz problematike koja je
retko prisutna u nasoj literaturi.

Sam rad daje istorijske, metodicke, teoretske i prakti¢ne osnove za real-
izaciju sadrzaja o Diofntovim jednadinama u nastavi matematike u osnovnoj
i srednjoj skoli, gde su prili¢no oskudno zastupljeni i ne pominju se eksplic-
itno. Kroz takve sadrzaje moZe se mnogo toga nauciti u teorijskom i prak-
tiénom smislu, pa je veoma korisno posvetiti im posebnu paznju. Osim toga,
kroz rad sa Diofantovim jednacinama moze se ste¢i dobar uvid u teorijsku
potkovanost u€enika, u sposobnost njihovog rasudivanja, logickog zakljuci-
vanja, kao i iskustva u odabiru matematickih sredstava koja su siguran put
ka resenju problema.
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