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O pewnej klasie réwnaii rézniczkowych algebraicznych
rzedu drugiego. — Sur une classe d’équations différen-
tielles algébrigques du second ordre.

Note

de M. MICHEL PETROVIC m. c.,

présentée le 5 Février 1934.

1. L'intégrale générale dune équation différentielle algébrique
du second ordre

Iz, 0,y y") =0 (1

peut présenter des points essentiels mobiles (cest-a-dire
varlant avec une ou deux constantes d’intégration), fait qui ne se
présente Jamais pour les équations algébriques du premier ordre

F(‘Z';?/y}//):O (2)

Mais une équation (1), prise au hasard, ne rentre pas dans ce
cas; pour quelle puisse présenter des singularités essentielles mo-
biles, il faut que certaines conditions soient remplies, dont quel-
ques-unes, nécessaires, ont été Indiquées par P. Painlevé.

Jindique dans la présente Note une classe d’équations (1),
algébriques en y, ', y”, pour lesquelles il est possible d’énoncer
telles conditions sous une forme autre que celle de Painlevé.
Cette classe d'équations est réductible & une équation différen-
tielle algébrique du premier ordre (d’ailleurs quelconque) et & l'in-
version d'une intégrale abélienne. Mais les conditions de mobilité
trouvées, rattachées & cette classe d’équations, sont & la fois n é-
cessaires et suffisantes; de plus, il est facile de reconnaitre
sur I'équation différentielle elle-méme si elles sont remplies ou
non et de trancher ainsi la question de mobilité.
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9. Une équation (1) sera désignée comme équation
Aly)=10
ai elle admet une fonction algébrique Y de y seul, telle qu'en y posant

= Yz

a

P'équation se réduit & une équation algébrique du premier ordre en #

[(#,2,2") = 0 (4).

d’ou

3)

All’lSl, par exemple, pour qu'une equatlon de la forme
LY AN + X7, =0

(o X; et X, sont fonc’mons de seul et Y,, Y, fonctions algé-
briques de y seul) soit une équation 4(y)== 0, il faut et il suffit
que Y, et Y, soient liées par la relation

Y, — Y, ¥, = const.
Si cette constante différe de zéro, la transformée (4) par le
changement (3) ot Y=, sera une équation de Riccati; quand

elle est 4gale & zéro, (4) sera une équation linéaire.
De méme, pour qu'une équation de la forme

'//2+EJ/2JU+Y27/14+Y39/2+X'Y=0

(o X ne dépend que de x, et V;, Y, Yy, ¥, étant fonctions algé-
briques de y seul) soit une équation 4(y)=0, il faut et il suffit
que les fonctions Y, soient liées par les deux relations

2V, +Y, Y, =a
YAV, YLV, Y,Y,=0  (ab= const)

et que Y, se réduise a une constante c. Le changement (3), en »
prenant Y =1, réduit alors I'équation donnée a -

Z?4 azte’ + bzt 22 X =0.

Dans le cas particulier ot la constante a est égale a zéro, la
transformée est

2t et 4 cet 4 X =0

/
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st b =0 elle se réduit a
224 ae?2 4 c2? 4+ X =0;
si a=0, =0, elle est
22 2%+ X =0
st a=0b=c=0 elle se réduit &
2t X=0.

La fonction de deux variables f{x,2) étant quelconque, pour
qu'une équation

’

2
g = Ylf(x, ;—) + Y,y
\ 9

soit ne équation A(y)=0, il faut et il suffit qu'on ait

1 dY;
7o . 1.
Yo=Y, Y=gt
le changement (3) en y prenant ¥ =1, conduira alors & la trans-
formée \
2 = f(x,z).

3. Considérons maintenant une équation A(y)= 0 et soit (4)
sa transformée par le changement (3) compatible avec elle. La
premiére équation (3) fait voir que l'intégrale générale de A(y) =0

est fournie par
f _d?yz f zdx + C )

ou z désigne lintégrale générale de la transformée (4) et C la
constante d’intégration. Si donc l'on désigne par

y=9@
linversion de l'intégrale abélienne

dy

5=t (6)

Tintégrale générale y sera

;y=¢<0+fzclx) \ (7).
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Or, une valeur de x pour laquelle # est fini et déterminé ne
saurait étre une singularité essentielle de ». Comme les valeurs
de x, pour lesquelles z devient indéterming, sont fixes (théoreme
de Painlevé), y ne saurait présenter des points essentiels mo-
biles que si # a des infinis mobiles.

Cette condition nécessaire n'est pas & la fois suffisante.
En effet, les infinis mobiles de lintégrale générale d'une équa-
tion algébrique du premier ordre sont toujours dun ordre fini
ot déterminé. D’autre part, lintégrale abélienne (6), qui est géné-
ralement une somme d’intégrales de premiére, de deuxiéme et de
troisiéme espéce, plus une partie algébrique et logarithmique,
peut se réduire & la partie algébrique seule; les infinis mobiles
de # ne seraient pas alors singularités essentielles de . Pour
quil en soit ainsi, il faut et il suffit que Iintégrale (6) soit une
fonction transcendante de # dont Vinversion admet les infinis de ¢
comme points essentiels.

Ta théorie analytique des équations différentielles algébriques
du premier ordre fournit les conditions nécessaires ot suffi-
santes pour quune telle équation ait des infinis mobiles. Eeri-
vons Véquation sous la forme

i=m
D fimaz =0 ®
i=0
ot les f, sont des polyndmes en z, et désignons par n, le degré
de f; en 2.
Pour que les infinis de lintégrale générale # soient fixes, il
faut et il suffit que pour toute valeur

i=0,1,2,...m
Pentier correspondant
Ny=mn,— ny—1

soit négatif ou nul?). Donec:
Pour que z ait des infinis mobiles, il faut et il suffit que parmi
les entiers N, il y en ait aw moins wn qui soit positif.

1) Michel Petrovitch. Sui les zéros et les infinis des intégrales
des doquations différentielles algébrigues (Gauthier-Villars, Paris 1894).
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Ce qui précéde conduit au résultat suivant:

Pour que léquation considérée A(y)==0 ait des singularités
essentielles mobiles, il faut et il suffit

10 que DUinversion de Uintégrale abélienne correspondante (6)
soit une fonction transcendante de t admettant comme points essen-
tiels les infinis de 1;

20 que, la transformée (4) dtant écrite sous la forme (8), parme
les entiers N, il y en ait aw moins wun qui soit positif.

Nous rappellerons en terminant que le probléme consistant
& reconnaitre si linversion de lintégrale abélienne (6) est algé-
brique ou transcendante, est résolu dans le cas le plus général
(Abel, Liouville, Briot et Bouquet, Zeuthen, Raffy ete..
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