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PREDGOVOR

Na, da.naénjem stepenu razvitka matematika je izrasla u nauku sa nepre-
glednim bogatstvom grana, oblasti i metoda. Ipak, §ta je zajednicko za sve oblasti
moderne matematike? MozZemo slobodno reci da je to apstrakcija. Apstraktnost je

ujedno ona karakteristika savremene matematike koja je razlikuje od drugih nauka.

- Dok mnogi zaljubljenici matematike govore o a.pstraktnostl matematike
ka.o o jednom od glavnih razloga lepote matematike, drugi ( medu njima mnogi nasi
‘prijatelji nematematicari) smatraju da je apstraktnost glavni razlog §to matematiku
ne ifoie. Cesto se moze cuti 1 od profesora matematike, koiji rade u srednjim skola-
ma, da ilée‘nici.pbkazuju otpor prema apstra.khtnim pojmovima grupe, prstena i polja.
Cak i na stuldijama matematike mnogi studenti jednostavno kazu da je deo algebre
s épstraktnim strukturama neuhvatljiv. Slican problem se javlja i kod nekih post-
diplomaca. Cak i kada im se posle prvih ozbiljnijih susreta sa univerzalnom algeb-
’r{im ona ucini vrlo zanimljivom, neminovno se vremenom pojave pité.nja. o Svrsi i

primeni svih tih apstraktnih pojmova i teorema.

Ubedeni smo, da u svim gore pomenutim nerazumevanjima i otporima
prema apstraktnim pojmovima glavni razlog jeste presLaLa.n_]e stepenica apstrahcue
Jednostavno ucenik ili student je éesto nateran da prlhva.ta, apstraktan pojam pre
nego 5to se detaljno upozna i izvezba na konkretnim pojmovima koji su posluzili za

stvaranje odredenog apstraktnog pojma.
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Naravno, vrlo je tesko preneti iskustvo kako se prelazi sa nizeg ka viSem
stepenu apstrakcije. Osnovna ideja koja nas je vodila kroz celu knjigu jeste jedan
pokusaj da se takvo jedno iskustvo prenese na ¢itaoca. U tom smislu ova knjiga
ima. cilj da se aparat univerzalne algebre provuce kroz jednuy relativno pristupacnu

i (naizgled ) jednostavnu temu kao 3to je teorija binarnih relacija.

Kako je nastala ova knjiga?

Ova knjiga je nastala na osnovu predavanja 1 sa.t;pétenja., koja su autori
drzali u zemlji 1 inostranstvu u periodu 1986. - 1991. godine. Materij?.l koji se nalaz
na ovim stranicama autori su pripremall pre svega za sastanke grupe za algebru
Instituta za matematiku u Novom Sadu i sastanke Seminara ” Algebra 1 logika”
Matematickog instituta u Beogradu. Neposredan podstrek za pisanje knjige autori
su dobili od profesora Svetozara Milica. Bez stalne podrske, koju nam je prof. Milic

pruzac tokom pripreme rukopisa, knjiga verovatno ne bi izasla.
Kome je knjiga namenjena?

Knjiga "Relacione algebre ” namenjena je pre svega studentima i-postdip-
lomcima matematike, profesorima srednjill Skola, ali je mogu ¢itati i u¢enici mate-
matickih gimnazija, srednjoskolci (prvenstveno prvu, drugu i trecu glavu), i naravno

svi oni koji se zanimaju za algebru i matematiku uopste.
Predznanje koje je potrebno

Knjiga je pd&é-ljena na 6 glava i jedan deo je nazvan Dodatak. Smatramo
da prva tri dela’ nflogu\ bez problema E%tat{ svi koji su savladali matematiku na
srednjd;ékélskom nivou. Naravno, materija koja je obuhvacena u te tri glave daleko
izlazi iz gradiva matematike u srednjim Skolama (cak i matematickih gimné.zija.).
Citalac ne treba da se obeshrabri ako naide na pojam koji trenutno ne razume.
Citanje matematicke knjige u kojoj je Eilta.ocﬁ sve odmah jasno nije od velike koristi.

- Za poslednje tri glé,ve zahteva se osnovno znanje iz matematicke logike i
teorlje modela na nivou kursa na matematickim fakultetima ([Mﬂ 911, [Pr74],
[Me 64], [CK 73], [Mij871), kao i elementi univerzalne algebre, ?u_ obimu koji s;a ‘
moZe naci u Dodatku ove knjige( videti i [BS 81] [Gr-79] ).



Struktura knjige

Prvi deo je uvodni i sadrzi najosnovnije pojmove o skupovima, pocetne
pojmove o relacijama, definicije operacija sa binarnim relacijama, osobine relacije
ekvivalencije i poretka, zatim pocetne pojmove o funkcijama, operacijama i uni-
verzalnim algebrama. Citalac u ovom delu moze naéi i definicije onih klasa algebri
koje se u knjizi kasnije pojavljuju. O mrezama, a pogotovo o Booleovim algebrama,
navedene su i dokazane one osobine koje ce se u daljem tekstu koristiti. Detaljnije
o ovim pojmovima italac moze nadi u sledeéim knjigama: [Mil 91], [Pr 74], [Me 64],
[Su72] ( za delove 1.1 do 1.3 ) i [Mil 84], [Me 70], [BS81] ( za deo 1.4 ).

Druga glava sadrii pre svega "elementarni ra¢un ” sa binarnim relacijama.
Prvo je detaljno dokazano nekoliko osobina binarnih relacija, da bi se izdvajanjem
nekih od tih osobina i njihovim progladenjem za aksiome definisala apstraktna klasa
relacionih aigebri. Posle navodenja glavnih modela dobijenog sistema aksioma (tzv.
konkretne algebre relacija) dokazuje se (takode pomocu modela) da je taj sistem
aksioma nezavisan. Glavni naglasak u ovoj gl'avi je na aritmetici ("racuny”) u
teoriji relacionih algebri. Neke osobine se mogu dokazati direktno polazeéi od aksio-
ma, a za neke je potrebno prosiriti razmatranja na Booleove algebre sa operatorima.
U poslednjem delu ove glave nalaze se rezultati o klonu relacione algebre. Literatu-
ra koja se odnosi na ovu glavu je: [Jo 86], [CT51], [Jo59], [Jo 82], [Ma 861, [Mad 78],
[McK 66], [Ta41] ( za delove 2.2, 2.41 2.5 ) a [Jo86] i [BI86] ( za deo 2.6 ).

Dok se prethodna glava bavila preteZno "sintaktickim” razmatranjima,
treca glava je posveéena "semantici® teorije relacionih algebri. Problem reprezenta-
- bilnosti se razmatra prvo za semigrupe, grupe i Booleove algebre. Proudavanje klase
reprezentabilnih relacionih algebri poinje sa tzv. malim relacionim algebrama (sa
najvise 8 elemenata ), i konstrukcijom najmanje nereprezentabilne relacione algebre
(od 16 elemenata ). Kako uobi¢ajena teorema reprezentabilnosti ne vazi za relacione
algebre, u potpunosti je opisan jedan drugi pristup reprezentaciji: preko algebri
kompleksa i atomiénih struktura. Posle opstih teorema o reprezentabilnosti Booleovih
algebri sa operatorima, posebno se razmatraju atomicne strukture RA, tzv. poli-
grupe. Literatura koja se odnosi na ovu glavu je slededa: [Me 70] ( za deo 3.1 ),
[Jo86), [McK 661, [AM 881, [Ly 501, [Ba 86]( za deo 3.2 ), [Jo 86], (JTI51], [JTII52],
[Co84], [Ma 89] ( za deo 3.3 ).
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U ¢etvrtoj glavi se bavimo strukturnim osobinama relacionih algebri. Izuca-
vanje strukturnih osobina relacionih algebri podinje izu¢avanjem odgovarajucih oso-
bina klase Booleovih algebri. Prvo se razmatraju mreze kongruencija. Pomocu speci-
jalnih elemenata relacione algebre dolazimo do opisa prostih relacionih algebri,
poddirektno nerazlozivih relacionih algebri, da bi dokazali rezultat da je varijetet
relacionih algebri poluprost. Razmatranja se zatim usmeravaju na mrezu podvarije-
teta varijeteta relacionih algebri. U ovoj gia.vi se takode moze naci kompletan dokaz
rezultata Tarskog da je klasa reprezentabiinih relacionih algebri varijetet. Posle
razmatranja nekih karakteristi¢nih identiteta relacionih algebri, daje se unjverzalﬁo
algebarsko ispitivanje tzv. klase semigrupnih relacionih algebri. Za ¢itanje ove glave
preporucujemo: [Jo 86], [McK 66], [Mo64], [Ta 55], [Ma 86], [TG87], ( za delove
4.1i 4.2 ), [Mag86], [Ma89], [CM87], [CM88], [Sch76], ( za deo 4.3 ).

U petoj glavi se mogu naci rezu}ltati o reduktima relacionih algebri Tarskog,
o reprezentaciji struktura pomocu specijalnih relacija, da bi se glavni naglasak sta-
vio na jednu specificnu kiasu relacionih algebri— na tzv. Kleenejeve algebre. Ta kla-
sa algebri je zanimljiva pre svega zbog primene u teoriji programiranja i formalnih
jezika. Polazeci od Kleenejevih algebri dolazimo do tzv. dinamic¢kih algebri, koje
takode u novije VI:eme nalaze primenu u konkrethifn problemima programiranja.
Literatura za ovaj deo je: [An88], [An91], [Bre84], [BSc 78], [Sch70], [Siv78],
[Jo59], [Sch 641, [Sch72] ( za deo 5.1 ), [Jo86], [Ma 891, [CM 911, [Con 711, [Ei74],
[GP 72], [Ne82], [St72] ( za deo 5.2 ).

U sestoj glavi su opisani glavni tipovi problema odluéivosti u univerzalnoj
algebri. Dati su kompletni dokazi o njihovoj medusobnoj povezanosti, da bi se kasnije
opisao tzv. semigrupni pristup. Ovaj pristup se pokazao dobar pri dokazivanju raznih
neodlucivih problema za slucaj relacionih algebri. Za ovo preporuéujemo literaturu: -
[BMc 81}, [Ma 89}, [Ev 51], [Ev 53], [Mal 711, [McKV 89], [Ev 80], [Mad 801, [Mal 58],
[MNS], [Mos 73], [Ta 53], [TMR 53] ( za delove 6.1 6 2), [CM91}, [CM 92] [Ma 891,
[Ma 89], [Ne87] ( za deo 6.3 ).

Sedma glava sadrii pojmove iz umverza.lne algebre potrebne za kompletno

citanje knjige. Za detal_]mje 1zucavanje umverzalne algebre preporucujemo knjige:
[BS 81] [Gr 791, [CT 73], [Mal 70]. |
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Zahvaljujemo se

Na kraju Zelimo da se zahvalimo onima koji su nam pomogli prilikom pisa-
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Zahvaljujemo se profesoru Svetozaru Milicu i Matematickom institutn u
Beogradu $to su nam omoguéili izdavanje ove knjige. Profesoru Miliéu se zahvalju-
jemo na ukazanim propustima i greskama, naroéito u prvim verzijama rukopisa.
Pored toga, moramo reci da su predavanja iz algebre i logike, koje smo slusali kao
studenti kod profesora Milica, odnosno razgovori koje smo kasnije na postdiplomskim

studijama vodili sa njim, postali ¢esto inspiracija u nasim kasnijim istraZivanjima.

Zahvaljujemo se i dr Hajnal Andreki i Istvanu Nemetiju (Matematicki
institut Madarske akademije nauka) koji su nas (1986. godine) uputili na oblast
relacionih algebri 1 algebarske Iogike uopste. Oni su nam pomogli da dodemo do
vrlo vaznih i interesantnih rukopisa i radova iz ove oblasti. Njihovi predlozi i ideje,
koje su dali posle vrlo detaljnog &itanja rukopisa magistarskog rada i doktorske teze
prvog autora ([Ma 86], [Ma 89]), sluze autorima ove knjige i dalje kao osnovni puto-

kazi u daljim naucnim istraZivanjima.

Zahvaljujemo se profesoru Slavisi Presi¢u koji je detaljno pregledao zavrinu
verziju teksta 1 dao niz korisnih saveta i dopuna. Deo teksta pod naslovom U wezi
sa teoremom Maljceva u delu 6.3 je prilog profesora Presiéa koji je sigurno obogatio
sadrzaj knjige.

Za.hvaljujemo se 1 studentu Lii Va$ na korisnim sugestijama koje nam je
dala posle Citanja kompletnog rukopisa, kao i studentu Draganu Masulovidu na
konstrukciji modela iz dela 2.3 ove knjige { Nezavisnost sistema aksioma relacionih
algebri).

Zahvaljujemo se dr Draganu Blagojeviéu na savesnom uredivanju i korekturi

zavrsne verzlje rukopisa ove knjige.

Dugujemo zahvalnost i Siladi Cabi na kucanju rukopisa i na strpljenju i

- podrsci koju je pruzio prilikom oblikovanja svih verzija kucanog teksta knjige.

Novi Sad, oktobar 1992. godine. Autori
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UVOD

Relacione algebre su algebre nastale nakon iskustva pri proucavanju
raznih svojstava binarnih relacija. Naime, kada se izucavaju binarne relacije na
raznim sknpovima, lako se mogu uoéiti neke zakonitosti koje vaze u svim tim sluca-
jevima. Na primer, moze se dokazati da je proizvod relacija uvek asocijativna ope-
racija 1 distributivna u odnosu na uniju. Jedan odbir u mnostvu takvih zakonitosti
~1a, koji‘je 1 do danas ostao neprevaziden — napravio je A. Tarski. On je, uzimajuci
odabrane osobine binarnih relacija za aksiome, godine 1941. uveo pojam relacione
algebre;

Kaoiu slucaju aksiomatizacije drugih matematickih teorija, postavlja se
:p?_i‘tﬁtijé kako od mnostva osobina odabrati aksiome, a da u tako nastaloj aksiomats-
kOJ teonjl mozemo izvesti sve “kljuéne osobine” polaznih objekata. Ako je odbir
a.ksmma. dobar 1 ako je nastala a.ksmma.tska teorija dovoljno "bogata” da pokrije
polaznu matematicku teoriju, onda se problemi kojt se pojavljuju u polaznoj mate-
matlckt)] teoriji prevode u probleme unutar aksiomatske teorije. Kako u aksiomatskim

teonjama. imamo tacno odreden pojam matematickog izvodenja, onda takvim
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p}evodenjem problema oni postaju ne samo jasniji i pregledniji nego cesto 1 laksi za

resavanje.
- U sluéaju binarnih relacija problem njihove aksiomatizacije se pokazao tezim

nego §to se u pocetku mislilo.

Postoje dva sustinski razli¢ita pristupa teoriji binarnih relacija. Prvi
nacin je stariji i moZe se naéi ve¢ u radovima A. De Morgana pedesetih godina
XIX veka. U tom pristupu binarne relacije se izucavaju uz neku teoriju prvog reda
7. individualne promenljive ” setaju” kroz neki domen A i jezik govori o elementima
skupa A. Binarne relacije su podskupovi od Aio njihovim osobinama mozemo govo-
riti samo tako $to se spustimo na domen A. Tvrdenja koja izrazavaju osobine binar-

nih relacija nisu na jeziku teorije 7.

Po drugom pristupu teorija binarnih relacija se izucava kao aksiomatska
teorija. U ovom slucaju individua.lhe promenljive se interpretiraju kao binarne rela-
cije, a operacijski i relacijski simboli kao operacije i relaf:ije medu binarnim relaci-
jama. U ovom drugom slucaju teoriju zovemo aritmetika binarnth relacija. U ovoj
knjizi cemo Kkoristiti i prvi i drugl pristup. |

Fundamente aritmetike binarnih relacija postaviﬁ je C.S. Peirce (u rado-
vima od 1870 do 1882 ). Peirceov rad je nastavljen u radovima E. Schrédera. No,
za. pocetak modernog {aksiomatskog ) ra.zvﬁja. teorije binarnih relacija smatra se
godina 1941. i rad Tarskog [Ta4l]. Zahvaljujuci uglavnom radovima Tarskog,
Jénssona, Madduxa, Lyndona, McKenzieia, Andreke, Németija i Birda, relacione
algebre danas predstavljaju vrlo kompleksnu oblast univerzalne algebre i algebarske
logike. Sistem aksioma koji je Tarski prediozio za opisivanje algebri binarnih relacija
bide u ovoj knjizi osnovno polaziste. Koliko je taj sistem ”dobar” i koliko imamo
$ansi da ga ”popravimo” razmatracemo u prvom delu knjige. Slobodno recenao,
proeblemi ” jacine " aksiomatskog sistt;ma se u matematici nazivaju problemi reprezen-
tacije. Konkretno, u slucaju sistema aksioma za relacione algebre problem reprezen-
taclje glasi: da li je svaki algebarski sistem koji zadovoljava predlozene aksiome neka
od algebri binarnih relacija? Tarski je u pocetku mislio da je odgovor pozitivan.

Medutim, godine 1950. americki matematicar Lyndon je uspeo da konstruise algebru



koja je zadovoljavala sve aksiome Tarskog, ali nije bila izomorina ni jednoj algebri

hinarnih relacija. Lyndon je nasao tzv. nereprezentabilnu relacionu algebru.

Tako se ispostavilo da je sistem aksioma Tarskog 2 slabiji nego sto bi
tfebalo. Kako naci sistem aksioma Z, 2 2 tako da su jedini modeli za 2,
feprezenta.bilne relacione algebre? Da li takav 2, postoji 7 Da. Tarski je 1954.
godine dokazao da je klasa reprezentabiinih algebri jednakosna kiesa, tj. da postoji
skup identiteta koji aksiomatizuje konkretne algebre binarnih relacija. U drugom
delu knjige dajemo kompletan dokaz ove éinjenice. No, problem time nije u potpu-
nosti resen. Cinjenica je da smo dokazali da takav sistem jednakosti postoji, ali
kako ga naci? Americki matematicar Donald Mork je 1964. godine dokazao da je
svaki sistem aksioma za konkretne algebre binarnih relacija beskonacan. KaZemo

da ta klasa algebri mije konacno aksiomatizabilna.

Sta je razlog da je klasa reprezentabilnih relacionih algebri tako neuhvat-
‘ljiva? Mozda bi trebalo pored operacija unije, preseka, - komplementa, proizvoda i
inverzije uvestl jos neke operacije na skupu binarnih relacija 7 Ni to nam ne bi
puno pomoglo. Naime, nedavno (1988. god.) su B. Biro i R. Maddux dokazali da
( grubo receno ) ne postoji ni jedno konacno ”lepo” prosirenje jezika relacionih algebri

tako da klasa reprezentabilnih algebri ima konac¢nu bazu identiteta.

Neko bi mogao reci: ako se vec pokazalo da su relacione algebre tako
nezgodne, nije li bolje ne izucavati ih. Da li su one stvarno vredne truda? Vredne
su truda. Naime, jos 1901. godine Chin i Tarski su primetili da relacione algebre
‘mogu odigrati veoma vaznu ulogu u matematickim istra.iiva.ﬁjima.. U njihovom radu
[CT 517 oni tvrde sledece: ” Pokazano je da se svaki problem koji se tice izvodljivosti
matematickog tvrdenja iz datog skupa aksioma moze svesti na problem da li neka
jednakost vazi identicki u svakoj relacionoj algebri. Tako se moze reéi da, u principuy,

celo matematicko istraZivanje mozemo izvesti ispitujuci identitete u aritmetici rela-

cionih algebri”.

Ovaj program je i realizovan u knjizi Tarskog i Givanta [ TG 87]. Tu je dat
jedan nov, jednostavan formalizam koji je blisko povezan sa jednakosnom teorijom

relacionih aigebri. On ne sadrZz promenljive, kvantore, iskazne veznike. Pokazalo
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se da je ovaj formalizam tako jak, da se u njemu moze formulisati teorija skupova,

~aritmetika.. mogli bismo reci cela matematika!

Napomenimo na kraju da je Tarski 1953. godine dokazao da me postoji
algoritam koji bi za datu jednakost na jeziku relacionih algebri odlucio da li ta jed-
nakost vazi ili ne vaZi u svakoj relacionoj algebri. Kazemo da je jednakosna teorija
relacionih algebri neodluciva. Interesantno je da se neodluéivost jednakosne teorije
relacionih algebri moze na neki naéin i "lokalizovati ”: moze se dokazati da ona ne
dolazi od Booleovog dela (tj. operacija U,MN, ), nego od semigrupnog dela (tj. od
operacije o ). Da je uloga semigrupnog dela u pita.njima odlucivosti algebri relacija
stvarno sustinska pokazao je I. Nemeti u radu [Ne87]). On je dokazao sledece: Ako
se aksioma za asocijativnost operacije o izostavi iz spiska aksioma relacionih algebri,

onda ¢e tako dobijena klasa imati odlucivu jednakosnu teoriju!

Najnovija istrazivanja pokazuju da je teorija relacionih algebri sustinski po-
vezana sa teorijom cilindri¢nih algebri ((HMT171] i [HMTII85]). MoZemo slobodna

reéi da obe teorije danas predstavljaju osnovne stubove algebarske logike.



1. UVODNI POIMOWVI

Ovaj wvodni deo sadr¥ najosnovnije pojmove o skupovima, poceine pojmove
.0 relactjoma, definicije operacija sa binarmim relacija.ma,. -osobine relacije ekvivalencije
:11- poretka, zatim pocetne pojmove o funkcijama, operacijama i univerzalnim algebrama.
Citalac v ovom delu moZe naéi i definicije onih klasa algebri koje se u knjizi kasmije
pojavljuju. O mrezama, o pogotovo o Booleovim algebrama, navedene su 1 dokazane one

osobine koje ée se u daljem tekstu koristifi.

11 Nesto o skupovima

Skupove i njihove osnovne osobine ¢italac je sigurno vec imao prilike da
upozna. Kako je skup jedan od osnovnih matematickih pojmova na kome ce se celo
nase dalje izlaganje oslanjati, ipak navodimo ukratko neke osnovne cinjenice o©

skupovima.
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Relaciju pripadanja oznacavamo sa €. C’injenicu da objekat z pripada skupu
A zapisujemo sa € A, a Citamo z je element skupa A. Zapis ¢ A znaci da z ne pri-
pada skupu A. Dva skupa su jedneke ako i samo ako imaju iste elemente. Drugim
recima, skup je potpuno odreden svopim elementima. Ako neki skup 4 ima konaéno
mnogo elemenata 4, ,a,,..., ¢,, onda to zapisujemo sa 4 = {a,, aq,...,a,}. U teoriji
skupova se uvodi tzv. prezan skup o, skup bez elemenata. Nﬁravna, ako neki skup
ima puno ili cak beskona¢no mnogo elemenata, ne mozemo ith sve navesti. U takvim
slu¢ajevima skup zadajemo ili pomocu zapisa A={z,,z, ,...,2_,...} ( u slucaju da je
jasno koji elementi slede posle z, odnosno posle z, ) ili pomocu ovakvog zapisa:
A={z| z ima osobinu O } tj. A={ z| O(z) }. Ovo znaci da je A skup svih elemenata

koji imaju osobinu O .

Da olaksamo zapisivanje raznih osobina i re¢enica mi ¢emo se sluziti stan-
dardnim logi¢nim simbolima: ako su P i ¢ dve recenice, onda sa 1P, PA @, Pv @,
P=(@, Ps (@, oznacavamo redom recenice: ne P, Pi @, Pili Q, iz Psledi @, P ako i
samo ako @ (tj. £ akko @). Simbole 3 i V zovemo kvantorima ( egzistencijalni i uni-
verzalni kvantor), a zapisi (3z)P(z), (vz)@(z) znace redom " postcji z tako da je
P(z)" odnosno ” za svako r vazi @{z)”. Umesto (Vz)( z€¢ A= P(z)) pisemo nekad
(Vz€ A)P(z), dok oznaka (3z€A)Q(z) znadi isto 5to i (Iz)(zc 4 A Q(z)).

AkosuAiB skupovi, onda kazemo da je A podskup od B ( i pisemo A<B)
ako vazi (vz) (z€ A=z¢c B). Na primer, ako sa Z oznacimo cele, sa Q racionalne,
a sa R realne brojeve, onda vazi: NcZ,Z< Q, Q € R. Skup A je pravi podskup od
B{uoznaci A c B ) ako Je A< Bi A~ B U svim gornjim primerima imamo upravo
sluca] pravog podskupa. Skup svih podskupova nekog skupa § ( tzv. partitivni skup od §)
obelezavacemo sa P (5). | .

U daljem cemo raditi sa uobitajenim operacijama na skupovima: unija,

presek, razlika, komplement. Akosu A,Bi1 § skupovi 1 A<§ ,onda
AUB={z|zc A v ze B} (unija ),
ANB={zlze Ar z¢B} (presek),
A\B={z|z¢ A n z¢ B} (mzlikuj,

Co(A)={zlzc SAn z¢ A}  (komplement od A u odnosu na ).
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Ako se skup S unapred izabere, esto necemo u oznaci Cg(A) posebno

naglasavati §, pa se umesto Cg(A) pise samo A.

Simetriena razlika skupova A i B )este skup AV B=(A\B)U(B\A). Njje te§k0 videtl
da za proizvoljne skupove A i B vazi: A=B akko AV B=0.

Unijom familije skupova < A | {¢]> nazivamo skup U <At.| i€ I > definisan na
sleded¢i nacin:

U <Al ieT > = {2} (3iel)zec A L
Presek familije skupova < A;| €1 > , gde je 1«0, je skup M« A;lieI) definisan na
sledeci nacin:

A iel> ={z)(Viel)ze A;).

Ureden par elemenata a i b, u oznaci (a,b ), je skup {{a },{a,b }}. Za element
o kazemo da je prva komponenta, a za b druge komponenta uredenog para (a,d ). Na
osnovu definicije uredenog para i definicije jednakosti skupova moze se dokazati da

su dva uredena para jednaka akke su im odgovarajuée komponente jednake tj. (a,b)=(c,d)

akko a=01c=d.

Neka su A i B skupovi. Direktan proizvod AxB jeste skup svih uredenih pa-

rova ¢ija je prva komponenta iz skupa A, a druga 1z skupa B:
AxB-={(a,b)|a€c A rbeB}.

Primer 1.1 Akoje A={a,b,c}, B =1{1,2) onda
AxB={(a,1),(b,1),(¢c,1),(a,2),(8,2),(c,2)}.

[

Primer 1.2 Za svaki skup A, Ax0 =0xA=0. Zaista,ako pretpostavimo da je
(a,b)c Axo,dobijamoda a € Aib¢ ¢ Sto nije moguce ni za jedno b. Tako, Ax¢ =0,

Slicno dokazujemo da vaz 0xA=¢.
O

Primetimo da za neprazne skupove A1 B,za A=B vaZi AxB=Bx 4 .Zaista,
ako A-PBonda A\B=0 ili B\A=9. Neka je A\B=9 i a€ A\B. Kako je B=@ , postoil
neko c€ B. Tada (a,c )€ AxB, ali (a,c)¥ BxA tj. AxB=BxA,
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Pomocu uredenog para mozemo definisati pojam uredene n—torke(a y,...,a ),

n=1, n€ N, na slededi nacin:

1) (ay)=a,
2) (al,...,aﬂ)=((a1,...,aﬂ_1),an). |

Na osnovu osobina uredenih parova moze se dokazati da su dve uredene n-torke

jednake akko su im odovarajuce komponente jednake:
(ayseeya ) =(b grenrby ) akko (Vi) (1isnoa;=b,).
Neka su A{,4A5,...,4, skupo_vi. Direktan proizvod tih skupo{ra. je skup definisan na
sledeci nacin: |
A XA, % XA, ={(a ,32,...,an)|( Vi)(l=isn=a,€A. )}

Specijalno, ako je A;=A,=...=4, =4 onda umesto A;xAyx. .. x A pisemo A",

i taj skup zovemo n-ti( direktan) stepen skupa A.
Neke osobine operacija sa skupovima

ra

U daljem éemo nabrojati neke od osnovnih (i najpoznatijih) osobina ope-
racija unije, preseka, komplementa kao i direktnog proizvoda skupova. Sve te osobine
se mogu dokazati na osnovu definicija odgovarajucih operacija i nekih poznatih za-

kona zakljucivanja ( zakona logike ).
Teorema 1.1 Neka su A,B,Cec P(S5). Tada vazi: |
1. AUB=BUA,ANB=BMA (komuta.tivnost unije 1 preseka ), |
2. (AUB)UC=AU(BUC)
(ANBYNC=AN{BNC) ( asocijativnost unije i preseka ),
JAUA=A LANA=A (idempotentnost unije i preseka ),
4. A=AU(ANB),
A=AN{AUB) ( zakoni apsorpcije ),
5. AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC) = (ANB)U(ANC)  (zakoni distributivnosti),
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A

6. AUe =A, ANS=A ( osobine skupovafb'iS),

7. AUA=S, ANA-=0. (osobine komplementa ).

Dokaz-

DokaZimo radi ilustracije, prvi deo zakona distributivnosti. Treba dokazati da vazl

4 J(BNC) = (AUB)YN({AUC), tj. da prmzvol]an element z prlpada skupu sa leve

strane jednakosti ako i samo ako pripada skupu sa desne strane jednakosti. Krenu-

Zemo od leve strane, a zatim ¢emo postupno koristiti definicije unije i preseka ili

neke pozpate tautologije .

zc AU(BNC) akkoze Av z€¢ BN(C

| akkoxGAv.(meBh z€C)
akko (z€ Av ze€B)a (ze Av ze ()
akko (z€ AUB) A (z€ AUC)

akko z€ (AUB)N(AUC),

”v-éto madi da 26 AU(BNC) akko z€ (AUB)N(AUC) ¢

AU(BNC) = (AUB)N(AUC).

Sli¢no se dokazuju i ostale navedene osobine.

i
Od mnogobrojnih osobina izdvoji¢emo nekoliko iz kojih se vidi medusobni

odnos operacija unije, preseka i razlike sa jedne strane, i direktrog proizvoda sa

druge strane.

meorema 1.2 Za sve skupove A,B,C,D vaz

a) (ANB)x(CND)=(AxC)N(BxD);

b) (AUB)X(CUD)=(AxC)U(BxC)U(AxD)U(BxD);
¢) (A\BxC=(AxC)\ (BxC);

d) Ax(B\C)=(AxB)\(AxC)
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Dokaz.

Dokaz sledi neposredno, na osnovu definicije operacija U,M,\ , x i poznatih

zakona logike.

0

1.2 Pocetni pojmovi o relacijama

Neka su A i B skupovi. Svaki podskup ¢ direktnog proizvoda AxB zovemo
binarna relacija skupova A i B. Ako je A=B, kazemo da je relacija ¢ binarna relacija
~ skupa A. Kazemo da je element z u relaciji ¢ sa y (i pisSemo zpy ) ako (z,y)€ p. Skup

svih binarnih relacija skupa A obelezavamo sa Re(A4).

Prazan skup je binarna relacija proizvoljnog skupa A. Tu relaciju obeleza-
vamo sa @ i zovemo je prazna relacija. Relaciju ” biti jednak” na skupu A, tj. relaciju
{( a.,a.) |e€ A}, zovemo dijagonala skupa A, i obelezavamo sa A 4 (ili samo A ukoliko
je iz konteksta jasno §ta je skup A ). Najvecu relaciju skupa A4, tj. relaciju Az, ZOVemo
puna relacija.

‘Primer 1.3 Na skupu A={a,b,c} imamo ukupno 29 binarnih relacija.Na primer,

slede¢i skupovi su binarne relacije skupa A: {(a,a)}, {( a,b),(d,a)}, @ ,,A2 itd.
Primer 1.4 Na skupu Z primeri binarnih relacija su "=", "<”,72" ,"je delilac od”
itd. Sli¢no, relacija inkluzije "c” jeste binarna relacija skupa P(S).

{l

Svaki podskup od A™ jeste relacija (duZine n)}skupa A. Naravno, relacije

duzine 2 nisu nista drugo nego ve¢ definisane binarne relacije.

Primer 1.5 U Dekartovom (prostornom ) koordinatnom sistemu, sfera $(0,r) sa
centrom u koordinatom pocetku i poluprecnikom r, zadaje se kao skup svih tacaka
(z,,z) &ije koordinate zadovoljavaju uslov 22 +y2 +z2=r2. U tom smislu sferu $(0,r)

mozemo shvatiti kao relaciju duzine 3 skupa reainih brojeva.

[

U ovoj knjizi ¢emo se zadrzavati samo na binarnim relacijama.
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E)ﬁéracije sa binarnim relacijama
Kako su binarne relacije skupovi, onda na njih mozemo preneti sve $to

mo o skupovima. To znaéi da na skupu Re(A) ( svih binarnih relacija_skupa A)

zna
;mamo operacije unie, preseka i komplementa.( Ako se drugacije ne kaze, onda se
komplement relacije uvek uzima u odnosu na punu relaciju A%)

pored tih skupovnih ( kaZe se i Booleovih ) operacija, mozemo definisati i
peraCIJE koje su svojstvene binarnim relacijama. Neka su p i o relacije skupa A.
slaganje, kompozicija ) relacija o 1 o )este I'Ela.(:l_]a. ooo definisana na sle-

Pratzvad (ib

decj pacin:

voo=1{(5,9)|(z,¥)€ A2 ([ze A)Y((z,2)€0n (z,y)€0)).

Pr:merl‘Ei Neka je A={a, d,c}, p={(a, ), (4, ¢), (b, 8)}, o=1(a, b), (b, ¢)}
Onda poo={(a,¢) (b c)loop={(ac)(e,d)}po0=0, coA2={(a, b), (g a),
(a’ b a,) (b C) (b b)}

I

Iz ovog primera vidimo da operacija © nije komutativna tj. da ne mora
éVagltl pO0o=000 Dalje, nije teSko videti da za bilo koju relaciju p<S5 2 vaii
%pum op=0. Zaista, (z,y)€ 000 «(32€85)((z,2) € o1 (2 y)€ 9 ). No, posto je

( 2, y)¢ ¢ uvek netacno, onda trazeni z€ 5 ne postoji tj. po® = 6. Sliéno, 8 0 p=2.
Inverzija relactje p.’-:A2 jeste relacija p 1 definisana sa

o 1-{(y,z)e A |(zy)e0l

@Rec1ma. operacija 1nverzue ” obrce ” redosled komponenti u parovima koji su u rela-

f_clll' Naravno, oznaku 1 treba shvatiti samo kao oznaku.
:_'_P_r_imer 1.7 Neka je A={a, b c, }, 0={(a,d), (b, %), (c,d)} Onda je
p_1={(b‘3 a)ﬂ (b? b)} (dl' C)}-

;_Pfimer 1.8 Inverzija relacije = ( posmatrane na IN, Z, R, ili bilo kom drugom skupu

'-"brojeva) jeste relacija =.
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Osnovne osobine dosad definisanih operacija (unije, preseka, komplementa,
" kompozicije, inverzije ) i njihov odnos sa istaknutim relacijama ( prazna, puna, dijago-
nala) detaljno éemo izuéavati u delu 2.1. ove knjige.
Relacija ekvivalencije

Od binarnih relacija, koje se najcesce javlj)aju u matematici, mnoge moZemo
rasporediti. u dve velike grupe: u jednu grupu spadaju one koje "lice” na relaciju
jednakosti , a u drugu, one koje ” li¢e ” na relaciju = ( ” manje ili jednako”) . Relacije’

iz prve grupe zovemo relacije ekvivalencije.

Definicija 1.1 Za relaciju p€ Re(A ) kazemo da je relacija ekvivalencije na A ako

Za sve I, Yy, 2 € A vaii

(R) (z,2)€ ¢ : | ( refleksivnost ),

(S) (z,¥)€ 0= {y,2)€ 0 ( simetri¢nost ),
(T) ((z,9)€e0n (32)€0)= (2,2)€ ( tranzitivnost ).

0

Primer 1.9 Na bilo kom skupu A, relacija jednakosti, tj. A ,, jeste relacija ekviva-

lencije. Relacija ekvivalencije je i puna relacija.

Primer 1.10 Podudarnost trouglova u skupu svih trouglova neke ravni je relacija

ekvivalencije. Isto tako i relacija paraielnosti pravih u skupu svih pravih neke ravni

jeste relacija ekvivalencije.

Primer 1.11 Relacija " imati iste ostatke pri deljenju sa 5” jeste relacija ekvivalen-
cije skupa Z.

0

Na ovom mestu navodimo samo nekoliko osnovnih stvari o relacijama ekvi-

valencije.

.
Teorema 1.3 Relacija p€ P (A ) je relacije ekvivalencije na A akko vazi

Agce, p=p % pop=p
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Dokaz.

(=). Ako je p relacija ekvivalencije, onda zbog refleksivnosti vazi A 4 € p. Dokazimo
da je pso~ 1 - | :
(z,y)€p=(y,z2)€0 (jer je o simetricna )
=>(z,¥ )€ o ( po definiciji inverzije ).
Gliéno se dokazuje da vaz pﬂlgp:
(z,3)€ e =(mz)e(e™) = (s,2)€0=(zy)c 0
Tako, psp ™1 i p_lgp pa vail p=p_l.
Da dokaZemo trecu jednakost pﬂp=p,_treba dokaza.ti da je popSp 1 pEpop:
(z,y)€pop=(32)((3,2)€pn (29)E0)
>(z,¥)€p. '
(z,y)€p= (z,2)€0,4 A (T, ¥)E0
»(z,z)€0n (z,¥)€0
> (32)((z,2)ep0n (2,9)€0)
> (z,¥)€ 000
Prema tome popCp i pSpop pa sledi pop=g.

(). Refleksivnost relacije sledi iz uslova A , €p, za simetricnost je dovoljno iskoristiti

uslov pcp 1, dok tranzitivnost sledi 1z uslova poepCp.
L

Neka je p relacija ekvivalencije skupa A. Klasa elementa a jeste skup afo
definisan sa: a fp={b€ A la, pb}. Klasi a/p pripadaju, dakle, svi oni elementi skupa
A koji su u relaciji sa a.Skup svih klasa relacije ekvivalencije o zovemo kolicnick

skup (relacije o), i obelezavamo najcesce sa Afp.
Primer 1.12 Neka je relacija ¢ na skupu Z definisana na sledeci nacin:

roy akko 7 deli z-y.
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Moize se dokazati da je p relacija ekvivalencije skupa Z, i da koli¢nicki skup Z/p ima
7 elemenata: Z/o={0/¢,1/p,...,6/p }. Klasi 0/p pripadaju svi celi brojevi koji su deljivi
sa 7, klasi 1/p svi celi brojevi koji pri deljenju sa 7 daju ostatak 1, itd.

O

Primetimo da je u gornjem primeru relacija ¢ odredila jedno”razbijanje”
(kaze se i particiju ) skupa Z na klase ekvivalencije. U opstem slucaju, particija
nepraznog skupa A jeste familija n={A i€ ]} nepraznih podskupova A skupa A

tako da vazi:
L (vieI)(Vije I)(A;=4,; v A;NA=0), 2. U{4,liel}=A

Teorema 1.4 Za svaku relaciju ekvivalencije ¢ nepraznog skupa A, koli¢nicki skup

A/p jeste jedna particija skupa A.

Dokaz.
Primetimo da, zbog refleksivnosti, klasa ekvivalencije nekog elementa

nikad nije prazna . Dalje, dve kiase su ili jednake ili disjunktne. Naime, neka

afp ﬂ.b/p-n. o 1c€afp N bfp. Tada

ceafp MNblo=ape A bpc (po definiciji N )

= GpCA Cpb ( zbog simetri¢nosti o),
= apbh ( zbog tranzitivnosti o).

z€afp = apz (po definiciji klase ekvivalencije ),
> Topa ( zbog simetri¢nosti p ),
= Tpb ( zbog @ od i tranzitivnosti ),
= boz ( zbog simetri¢nosti p),
= T€bfp ( po definiciji klase ekvivalencije),

cime smo dokazali da je a/psb/p. Potpuno analogno se dokazuje i b/pca/p, pa se
klase a/p i b/p poklapaju. Na kraju, dokazimo da je | {a/p| ac A}=A. Jasno, po de-
finiciji klase ekvivalencije, za sve a € A imamo da je afpc A, pajei | {afolac A}c A.
S druge strane, ako je ac A onda je a€ a/p.Kako je afp = U {a/o| ac A}, dobijamo
da ac {J {afo] ac A} 5to dokazuje da je Ac |J {afol ac A} a time i traZenu jednakost.

O
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gt

B fpoée

jeda teorema je na neki nacin obrat leoreme 1.4. Svaka particija =

Sle
eduje jednu relaciju ekvivalencije R (n).

ma 1.5 Neka je n={A;! i€ I} jedna particija skupa A. Relacia R{n) skupa

' ore
i . and S& (z, y)€ R(n) akko (EltE I){(z€e A n yeA;), jeste relacija ekviva-

'. *‘k z e posl'edno sledi iz definicije relacije ekvivalencije i definicije relacije R (1)
oKa |

¢ daljem, ako je m neka particija skupa A4, sa R(n) cemo oznacavati pri-

‘ "i;i‘ehu relaciju ekvivalencije definisanu u Teoremi 1.5.
z :

g gore ma 1.6 Neka je A neprazan skup. Tada vaar

__ ) Ako je @ relacija ekvwalencqa skupa A, onda R(A4/p)=¢.

E’) Ak e m particija skupa A, onda je A/R(x)=T.

;;: . . em-ema. 1.4: i 1.5

Poslednje tri teoreme pokazuju da postoji potpuna paralela izmedu pojmova
selacije ckvivalencije” i pojma ” particije ”.
Relacija poretka

‘Relacije koje su"slicne” relaciji "=” zovemo relacije poretka.

Definicija 1-2 Za relaciju p€ Re(4) kazemo da je relacijo poretka ( ili relacija
}é‘r'cijamgy uredenje ) skupa A ako za sve z, y, 2€ A vazl:

1. (z,z)€0p ( refleksivnost ),
9. ((zy)eon (mz)ep)=> T=Y ( antisimetriénost ),
3 ({(z,y)epn (y,2)cp0)=>(T,2)€0 ( tranzitivnost ). |
Ureden par (A,p) zovemo ( parcijaino ) ureden skup ako je p relacija poretka nepraznog

skupa A.

. )
;1 D . )
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Primer 1.13 Relacija s je primer relacije poretka na IN ( pa i na Z, Q, R ). Naravno,

i relacija = ima istu osobinu.
Primer 1.14 Inkluzija < jeste relacija poretka na P(S5).

Primer 1.15 Relacija ” | 7( " je delilac ") na skupu IN \ { 0} je takode relacija poretka.

0

Primetimo da je relacija jednakosti na proizvoljnom skupu jedina relacija

koja je istovremeno i relacija ekvivalencije i relacija poretka.

Teorema 1.7 Relacija p€¢ Re(A) je relacija poretka skupa A akko A , <p, |
oM 'ch,i pop=p. |
Dokaz.

Slican dokazu Teoreme 1.3.

g

Primetimo razliku izmedu Primera 1.13 1 Primera 1.14. Kod prvog primera

svaka dva elementa su ”uporediva " tj. za sve z, y€ N je z=y ili y=z dok kod drugog

( ako § ima bar dva elementa) postoje skupbvi A,BeP(S) takvi da niti je AcB

niti je B 4.

Definicija 1.3 Relacija p€ R (A ) je relacija linearnog ili totainog uredqnja ako je
1) o relacija parcijalnog uredenog skupa A, I
2) za svez,yc A vaii zoy ili youz.

Ako je p relacija linearnog uredenja nepraznog skupa A,' ureden par (4, ¢ ) zovemo

linearno ureden skup ili lanac.

[

Napomena 1.1 Relaciju parcijalnog uredenja na proizvoljnom skupu A Cesto
obeleZavamo sa < . Naravno, znak < tada treba shvatiti samo kao oznaku neke relacije
parcijalnog uredenja, a ne kao oznaku za relaciju " manje ili jednako” na skupu
nekih brojeva.U tom smisly, ako =< oznacava neku relaciju poretka, onda inverznu

relaciju s~ ! obelezavamo sa =.

C
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Neka je (A, =) parcijalno ureden skup i S5 A. Za element a€ A kaZemo
da je gornje ogranicenje skupa S akko je s=a za sve s€ 5. Ako je pored toga jos a € S,

| onda za @ kazemo da je najveéi element (ili maksimum) od S.

Dualno definiSemo i donje ograniéenje . Element b€ A je donje ogranicenje

‘od § akko b=s za sve s¢ S. Ako pored toga be S, element b je naymanyt element ( ili
;j:minimum ) od 5.

';Pnrner 1.16 U parcijalno uredenom skupu (P(IN}, ), gornja ogranicenja skupa
-'?S ({1,2},{4}}surecimoa;={1, 2, 3, 4} il a,=N. Donje ogranicenje tog skupa je

ﬁ ( to je i jedino donje ograni¢enje ). Skup 5 nema ni najmanji, ni najveci element.

:.-':i:._.I'.’rimer 1.17 U parcijalno uredenom skupu (Q, =) skup §;={0Q 1/2, 1/3} ima najma-
nji i najveci element, dok skup .5'2={z lxe @ A O0<zx2} ima najveci, a nema naj-

manji element.

Za parcijalno ureden skup (A,¢) kazemo da je dobro ureden skup (ili da
¢ dobro ureduje skup A) ako svaki neprazan podskup B skupa A ima najmanji
élement Naravno, svaki dobro ureden skup je i linearno ureden, ali obrat nije tadan.
Na primer, (Q,=< ), gde je s uobicajena relacija poretka skupa @, jeste linearno ureden
.~3;!':up,r ali nije 1 dobro ureden {jer, na primer, podskup Z nema najmanji element).
_LShcno ni (R,=) nije dobro ureden skup. Prirodno je postaviti pitanje da li se, recimo,
_:na, skupu realnih brojeva R moze definisati neka druga relacija poretka p koja bi
r dobro uredila” skup R. Da li se na svakom nepraznom skupu moze definisati rela-
_??:ija dobrog uredenja ? Stav koji tvrdi da se na svakom nepraznom skupu A moze defi-
msatz relacija o tako da je (A,p) dobro ureden skup, matematicari uglavnom prihva-
;ta.ju kao aksiomu. MozZe se dokazati, naime, da je stav o dobrom uredenju {tzv. Princip
_f_dabrog uredenja ) ekvivalentan sa tzv. Aksiomom izbora, koja. tvrdi da za svaku familiju
_}_{ A;lie I} nepraznih skupova A; postoji funkcija izbora f: I-\U{ A |ic1} takva da je
f{i)e A, za sveie I. O Aksiomi izbora i njenim ekvivalentima danas postoji opsirna

_i_"':'litera.tura -videti recimo [Su72] ili [Sie 18].

Neka je (A, =) parcijalno ureden skup, S A. Medu svim gornjim ogranice-

;n_j.ima. skupa S moze, a ne mora, da postoji najmanji. Ako postoji najmanje gornje
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ograni¢enje skupa S, onda taj element zovemo supremum od § (u oznaci sup S, ili |
21 Ise S} ). Analogno, ako postoji najvece donje ogranicenje od S5, zovemo ga
infimum od S { u oznaci inf §, ili [I{s }36 S}).

Primer 118 U parcijalno uredenom skupu(Q, <} skup .S'1={.1:|3:E Q AO<z =<2}
nema najmanji element, all 1ma infimum , inf $=0. Skup 52={:c ‘:ce Q A 2 <z?}

nema infimum u @, ali ima u R.

C

Parcijalno ureden skup (L, =) u kome svaki dvoélani podskup ima
supremum i infimum, zovemo mreza. Na primer, (N, = ), (@, <), (R, =) su mreze,
kao i (P (85), ).

Ako u parcijalno uredenom skupu (L,=) svaki podskup Acl ima
supremum i infimum, za (L,=<) kaZemo da je kompleina mreza . Mreze (P(S),<) i
([0,1],=) su kompletne. Primetimo da u kompletnoj mrez { zbog postojanja sup 2
i inf ¢ ) uvek imamo najmaniji i najveci element. Tako, (N, =), (Q,=) nisu komplet-
ne mrese. Obratno, postoje mreze koje imaju najveci i na.jmaﬁji element, ali nisu

kompletne. Na primer, mreza ({q‘ g €Q A 0=¢=3},=) nije kompletna.

1.3 Funkcije i operacije

Neka su A i B skupovi. Za 'binarnu relaciju fcAxB kazemo da je funkcija
( preslikavanje) skupa A u skup B ako za svaki element a skupa A postoji tacno jedan
element b skupa B tako da je {(a,b)€ f ; element b zovemo slika elementa a, dok za
element a kazemo da je original elementa b, i piSemo f(a)=b ( ili af=b ili f:a = b).
Skup A jeste domen funkcije f ( u oznaci dom( f)) , a skup B kodomen funkcije f
(u oznaci codom(f)). Ako je f funkcija skupa A u skup B, pisemo f: A-B. Skup svih
funkcija skupa A u B obelezavamo sa B4.( Primetimo da je B®={0}.) Ako f:A-A,

za funkciju f kaZemo da je funkcija skupa A.
Neka je p = AxB neka relacija, i X< A. Skup o(X ) definiSemo na sledeci nacin:
o(X)={b1be Ba(Jac X)(a,b)€p}.
Na taj naéin, ako je zadata funkcija f: A-B, X<A, imamo da je

FX)={blbeB r(3acX)f(a)=b}
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| Restrikcija funkcije f :A-B na skup X (X cA) jeste funkcija f|x : X-B defini-
53113‘ sa flx=f N(XxB). Tako, za sve a€X vaZi da je fix(a)=fla).

Prlmer 1.19 Neka je f:R-R funkcija definisana sa f(z)=2%,1neka je X={-1,-2, 0,1,25.

Fullkmu fix mozemo zapisati i kao f= (" "i g 112 ) Naravno, f(X)=1{0,1,4}.

D
 7a funkciju f:A-B kazemo da je injekcija ( ili "1-1") ako se razliciti

_.—félementi skupa A preslikavaju na razliite elemente skupa B tj.

(vee A)(Vye A)(z=y=f(z)=f(y))
Funkcua f: A-B jeste sirjekcija (ili "na” ) ako svaki element skupa B ima svoj original
udti ako vaiZi (Vbe B)(HH,EA) #(a)=b. Bijekcija (ili permutacija) je funkcija koja
Je injekcija i sirjekcija.
EPrlmer 20. Dijagonala A4 skupa A je permutacija skupa A.Kada se A4 posmatra

;kaﬂ funkcija, zovemo je identicna funkcija skupa A 1 oznacavamo sa idg4.

;;Prlmer 21. Funkcija f:IR>R definisana sa f(z)=z2 nije injekcija ni sirjekcija. Funkcija
th jeste injekcija, ali nije sirjekcija. Primer funkcije koja jeste sirjekcija, ali nije
émjek(!l‘]a., jeste trigonometrijska funkcija sin: R-[0, 1]. Funkecija g:R-R definisana

i__sa, g(z)=2x+1 jeste bijekcija.

Primetimo da za svaku funkciju f konaénog skupa A vaii da je f injekcyja
akko je f sirjekcija. Naravno, kao sto se iz gornjih primera vidi, takav zakljucak ne

va#i za beskonacéne skupove.

Za skupove A i B kazemo da su ekvipotentni (ili ekvivalentni ili su 1ste
kardmalnostz ), u oznaci |A |= | B |, ako postoji bijekcija f:A-B. Za skup kazemo da
_]E prebrojiv ako je ekvipotentan sa skupom prirodnih brojeva. Osnovno o kardinal-

posti skupova moZe se nac¢i u [Mil 91 ].

'Slaganje funkcija
Definicija 1.4 Neka je A neprazan skup, f:A-B, g:B-C . Slaganje (ili proizvod,
'Ikompazicija.) funkeija fig jeste funkcija fog: A»C definisana na sleded] nacin: ako

je a€ A onda
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(»)  (fogla)=g(f(a}).

0

Prema tome, ako f: A-B, ¢:B-C
onda sliku ( fog){(e) elementa
a€ A nalazimo tako §to element
a prvo preslikamo funkcijom f,
a zatim taj element f(a) pre-

slikamo funkcijom g.

A feg C

Primer 1.21 Neka su f:R-R, g:R>R funkcije definisane sa f{z)=2z+1, g(z)=12%+3.
Tada imamo: (fog)(z)=g(f(z))=g(2z+1)=(2z+1)°+3 =422 +4z+4. Sliénim ” raéu-
nom” dobijamo da je (gof)(z)=f(g(z))=f(z%+3)=2(2%+3)+1=222+7. Iz ovog prime-

ra se vidi da u opstem slucaju ne mora biti fog=go/f,

1
U literaturi se kompozicija funkcija cesto definise dualno: ako f:A4-B,

g: B-C onda (g © f)(a)=¢g(f(a)). Razlog zbog koga usvajamo Definiciju 14 jeste
taj da se ovakva definicija slaganja funkcija poklapa sa definicijom proizvoda f i g kada
se f ¢ g posmatraju kao relacije. Da to dokaZzemo, uvedimo (privremeno) oznaku poro
za. kompoziciju binarnih relacija p i ¢. Primetimo da ako f: A-B, ¢:C-D onda su [ i
g binarne relacije skupa AUBUCUD, pa je kompozicija forg uvek definisana. Narav-
no, relacija f ﬁrg nije uvek i funkcija. Sledeca teorema daje pdtreban i dovoljan uslov
da forg bude funkcija. Takode ¢emo dokazati da se u tom slucaju forg poklapa sa

funkcijom fog koju smo definisali uslovom ().

Teorema 1.8 NekasuAdi1C n.epra.zn,i skupovi, f:A-B, ¢:C-D. Tada:

a) forg je funkcija skupa A u skup D akko f(A)=C.

b} Ako je f(A)<C onda forg=fog tj za sve ac A vazi ( forg)a)=g(f(a)).
Dokaz.

a) Neka je f(A)sC. Jasno, forgcAxD. Neka je a proizvoljan element skupa A.
Kako je f funkcija, onda postoji jednoznacno odreden element b€ B tako da je (a,b)¢ f.
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, operacije

?%..Fuﬂkcijg t

D IJB pe f(A), T f(A)<C,pa sledi be C.Kako je 1 ¢ funkcija, onda postoji jednoznacno
ndred en element de D tako da je {b,d)¢cg. Po definiciji forg sledi da je (a,d)€ forg,
t z , svaki g€ A postoji jedinstveno odreden d¢€ D tako da je (a,d)€ forg, Sto dokazuje

da e forg funkcija skupa A u skup D.

Obratno neka je forg:A-D i neka je be F(A). Tada postoji neki element a€ A
takU da )€ f(ﬂ) b. Treba dokazati da beC. No, kako ) je forg:A-D, onda za element
4 postop clement d€ D tako da je (a,d)€ forg. To znadi (po definicij: kompozicije
elaClJ&) da postoji element z tako da jJe (a,2)€f i{z,d)eg. Kako f:A-B, (a,b)e f
(ﬂ 7)€ f sledi da je b=z. Tada dobijamo da (b,d)€ g, iz Eega sledi ( zbog €injenice da
.Q .C-D) da je be C, §to je trebalo da se dokaze.

Q)Im&JﬂCI 1 vidu uslov f(A4)eC i stav a) ove teoreme, imamo da je f org funkcija

skupa A u skup D. Treba dokazati da za sve a€ Aisve de D van
(forg)(a)=d akko g(f(a))=d.

Ovo sledi 1Z:
(forg)(a)=d akko (a,d)€ forg akko (3z)((a,z)€f A (2,d)€g) '
akko (3z)( f(a)=2 A g(2)=d )-a.kko g(f(a))=4,

éto je trebalo da se dokaze.

e .
[ S

0.

Inverzna funkcija

Neka je f:A-B. Kako je f¢ R(AUB) onda je inverzija relacije f data sa
Fh=1(b,8) (e b)ef ).

-Naravno, f ! ne mora biti funkcija ,
&11 jeste relacija , f_lg BxA , tako
da za proizvoljan skup Y<B ima-
mn sledece:

xj ‘_1(Y)={a| a€A A (3beY ){ba)ef "}t
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F7HY)= {alac 4 A (3beY)f(a)=b)-{alac Anfla)eYL

Za skup [ “1( Y') kazemo da je kompletna inverzna slika skupa Y u odnosu na f.

Primer 1.22 Neka je f:Z-Z definisana sa f(z)=22 . Tada relacija flezxZ nije
funkcija. Ako je Y={-5,1,3 ,4}, onda je f"l(Y);-{l,-l,?,--?}.

g

Teorema 1.6 Neka je f:A-B.Tada: |

‘a) Relacija f ~eBxA jeste funkcija skupa B u skup A ;akko je f bijekcija.

b} Ako je f bijekcija onda je i fﬁl:BqA bijekcija i vaii f'-"f-lf- idg , f-1°f=idB-
Dokaz. |

Dokaz s]edi neposredno, koristééi definicije funkcije 1 bijekene.

0

Direktan proizvod familije skupova

Neka su A i I neki skupovi, Fr;zmilija (z;1i€] > elemenata od A jeste
preslikavanje ¢ skupa I u skup 4, gde je ¢(i)=z;. Ova oznaka se koristi ako je
naglasak na nabrajonju elemenata z;( i¢J), medu kojima mozda tma ¢ jednakih.U
tom smislu oznaku {z; | 1€ I'} koristimo za oznacavanje slike ¢ (I) skupa I . Skup I

zovemo indeksni skup date familije.

Neka je <A;| i€ I> familija podskupova nekog skupa A. Direktan (ili De-
kartov) proizvod [] <A;| i€ I') definisemo kao skup svih funkcija f IsU (AL ie )

za koje vazi f(i)€ A;, za sve i€ ],

Kakva je veza izmedu direktnog proizvoda AjxA2% .- XAn (koji smo definisali ’
u delu 11) i gere definisanog direktnog proizvoda familije skupova? Neka su
I={1,2,..,n} i Ay,4s,...,A,, neki skupovi. Moze se dokazati da postoj prirodna
bijekcija izmedu skupova A;xAox...xA, i [J<A;| iel). Naime, svakoj uredenoj
n—torki (21,25, ...,Z,) mMozemo pridfuiiti funkciju f:/-U <4;l 1€ > za koju vaa

f(i)=z;, 1€ I.Uobicajeno je da se uredena n—torka (21,22, ...,T,) shvati upravo kao
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funkcija f: {1,2,...,n}> | <A;l i€ I> kod koje je f{i)=2;.1€ I. U tom smislu se ne
pravi se razlika izmedu skupova ApxAgx..xAp 1 1] <A;l 1€ {1,2,...,n}> . Analogno,

ne pravi se razlika ni izmedu skupova A7 AlO»--m=11 Py dogovor, AY se definise.

kao A® ( znamo da je A% ={o}).
1.4 O algebrama

Neka je A neprazan skup i n nenegativan ceo broj. Svako preslikavanje
f:A™ A zovemo n-arna operacije skupa A; za n se kaze da je duzina( ili arnost) ope-
racije f. Tako, n—arna operacija f svakoj n—torki (23,22, ...,%n Ye A™ pridruzuje )e-
dinstveni element a € A, koji se oznaéava sa f (21,22, -..,Tn ). Tako, f (21,22, ey Zp )=0

znali da f: (21,29, .--,Zn ) 4.

Primetimo da je O-arna (nularna) operacija f skupa A preslikavanje
_;’:AD A, tj. f:A® 5A odnosno f:{0}->A.Svaka nularna operacija f je odredena
slikom f(©¢) elementa ¢, te se nularna operacija f moZe izjednaciti sa tim jednim
elementom skupa 4 .U daljem ¢emo pod nularnom operacijom skupa A podrazume-

vati neki fiksirani element skupa A.

‘Operaciju duZine 1 zovemo unarna operacija, a operaciju duzine 2 binarna
operacija. Za neke undrne operacije koristimo tzv. eksponencijalnu notaciju ; na primer,
pisemo X za komplement skupa X, ili o~ 1za inverziju relacije p. Za binarne operacie
uobic¢ajena je tzv. infiksna notactje ; na prinier, pisemo z+y umesto +(z,y) ili XNY

umesto N (X,Y).

Univerzalne algebre

Jezik (ili tip) algebri jeste skup ¥ funkcijskih simbola tako da svakom
elementu f¢ F odgovara nenegativan ceo broj n. Taj ceo broj n se zove arnost (ili
du#ina) od f ( u oznaci ar(f)), a za f kaZemo da )e n-arni funkcijski simbol. Skup

svih 7 - arnih funkcijskih simbola iz & obelezavamo sa &, . Tako,TF = U {F, I neN }.

Ako je F neki tip algebri, onda univerzalna algebra A ( ili samo algebra ) tipa
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< jeste ureden par (A,F) gde je A neprazan skup, a F familija operacija na A, tako
.da svakom n-arnom funkcijskom simbolu f ¢ & odgovara taéno jedna n-arna operacija
f A .(Akd je 1z konteksta jasno o kojoj algebri se radi, onda se Cesto umesto f'"q pise sa-
mo f.) Za skup A kaZemo da je nosac algebre (A, F), a elemente skupa F zovemo
osnovne (ili fundamentalne) operacijealgebre. Ako je F konadan, F={f1,f2,-.-./n},
onda { 4, F) obelezavamo sa (A, fi,f2,...,fn). Algebra (A,F) je konaéna ako je A

konacan skup, a kazemo da je trivijaina ako je [A|=1 . Nularnu operaciju .';l.lgebre

zovemo i konstania. Grupoid je algebra (A, [), gde je f binarna operacija skupa A.

| Neka su A=(A4, P )1 B=(B, F_B)- algebre tipa F. Tada se nizovi arnosti
operacija algebre A odnosno algebre B poklapaju. Obratno, aico su dve algebre
(A.,F”cl )i B=(B, e ) takve da se nizovi arnosti njihovih fundamentalnih operacija
poklapaju, onda postoji tip algebri & tako da su A 1.8 algebre tipa . Tako, tip
algebre je u sustini odreden nizom arnosti njenih fundamentalnih operacija . Iz tog

razloga, mi cemo tip algebre A Cesto zadavati samo nizom arnosti fundamentalnih

operacija od A.

Primer 1.23 Ako je A neki skup, a U,N,-,% imaju svoja uobi¢ajena znacenja, onda
je (P(A),U,N,—,0,4) algebra tipa (2,2,1,0,0).

Primer 1.24 Ako sa + i - oznacCimo uobiCajene operacije sabiranja 1 mnozenja u
skupu realnih brojeva, onda su (R,+) i (R,:) grupoidi, a (RR,+," ) algebra sa dve
binarne operacije tj. algebra tipa (2,2).

Primer 1.25 Ako je A neprazan skup, a U, /) -, e ,“1 uobicajene operacije uni-
je, preseka, komplementa (u odnosu na Az), kompozicije i1 inverzije binarnih relacija
iz R(A), onda je (R(A),U,N, -, 0 - ) algebra tipa (2,2,1,2,1).

0

Neke poznate klase algebri

(1) Grupe. Grupa & jeste algebra (G, ,“'1,1 ) tipa (2,1,0), koja zado-
voljava sledece identitete (o identitetima videti D7.15 1 D7.16): |

(Gl) z-(y-2)=(z-y) = | (asocijativnost ),
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(G2)z-l=lz=1 (1 je neutralni (ili jedinicni ) element za operaciju - ),
(G3) zog tez oz =l (.1:-*':l je inverzni element za T ).
Za grupu § kaiemo da je komutativne (ili Abelova) ako zadovaljava identitet
(G4) z-y=yt.
(2) Semigrupe i monofdj' . Semigrupa je grupoid (G,-) u kojem vazi (Gl);

ko sem toga vazi i (G4), kazemo da je komutativna semigrupa. Monoid je algebra

(M,-,1) tipa (2,0) gde vazi (G1) i (G2).
(3) Prsteni. Prsten je algebra (R,+,,—,0) tipa (2,2,1,0) u kojoj vaii
(R1) (R ,+,-,-,0) je Abelova grupa,
(R2) (R,-) je semigrupa,
(R3) z-(y+2)=(z-9)+(22),
(z+y)z =(z-2)+(y 2) (distributivnost - prema +).
- Prsten sa jedinicom jeste algebra (R,+,-,-,0,1) koja ;adovoljava (Rl)—.(IR3), i (G2).
(4) Mreze. MreZa je algebra (L,+,") tipa (2,2) u kojoj vaii
(L1) z+y=y+z, z°y=y'2 (komutativnost ),

(L2) z+(y+z)=(z+y)+2,

z-(y-2)=(z-y)z, ( asocijativnost ),
(L3) z+z=2z,2°2=2 (idempoteninost ),
(L4) z=z+(z-y),z=2-(z+y) - (apsorptivnost).

7a mrezu kazemo da je disiributivna ako zadovoljava
(D) z+(y-2)=(z+y) (z+2), z-(y+2)=(z-y) +(z-2) (distributivnost ).
Mreza je modularna ako vaz

(M) (z-y)+(y-2)=y-((z-y)+z) (modularnost ).
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‘Dve definicije mreze
U delu 1.2 definisali smo mrezu kao parcijalno ureden skup (L,<) u kojem za
svaka dva elementa a i b postoji sup({a,b}) i inf({a,b}). U ovom delu definisali
smo mrezu kao algebru (L,+, - ) u kojoj vaZe identiteti (L1)— (L4). Dokazademo da
su te dve definicije ekvivalentne u sledecem smislu: ako je L mreza prema jednoj
definiciji, onda na uniforman nacin mozemo konstruisatl na istom skupu L mrezu
po drugoj definiciji . Te dve konstrukcije (koje nam omogucavaju prelazak sa jedne
definicije na drugu) su uzajamno inverzne. |
Teorema 1.7
(a } Neka je algebra (IL,+,-) mreza. DefiniSimo na L relaciju < na sledeci nacin:
(*) a<b akko a+b=b.
Tada je parcijalno ureden skup (L,<) mreZa tako da vaZ sup({a, d})=a+9,
inf({a,d})=abd.
(b) Neka je parcijalno ureden skup (L,=) mreza. DefiniSimo na L binarne operacije
+ i - na sledeci nacin:
(#=) a+b=sup({a,0}) i a-b=inf({a,d}).

Tada je algebra (L,+,-) mreza tako da vaii : asb akko a+b=b.

Dokaz.

( a } Primetimo da je uslov ¢ + b=} ekvivalentan sa uslovom a-b=a. Zajsta:

a+b=b = a-b=a-{a+b)=a ( zbog apsorpcije ).
Slicno, a-b=a =» a+b=a-b+b=>b. Tako definisana relacija =< je relacija parcijalnog

uredenja. Zaista, neka su a, b, c€ L. Tada
(R) asag jer je a+a=a.
(AS) (asdb A bsa)=(a+b=bA b+a=a)

Sa=b (zbog komutativnosti ).

(T) (a<b A b=sc)=(a+d=ba b+tc=c)

se+c=a+(b+c)
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Iz toga sledi da je a+(b+c ) =(a+b)+c =b+c =c Sto znaci da je asc Tako, (L, ﬂ)
je parcijalno ureden skup. DokaZimo jo$ da za a, b€ L
sup({a,b})=a+b, inf({a,d})=0ab.

Jaista,asa+bibsa+bd jera+(a+d)=a+bib+(a+b)=a+b Dalje akojeasc

ib=<condaa+bscjer (asc A dsc)=a+c=cAr b+e=c
sa+c+b+c=c
={a+b)+c=c

=a+b=sc.

Slicno, a-bé<a i a bsbh Ako je ¢sa i1 csb,onda

cca=cA Cb=¢ sc-acrbh=c-¢
sc-{a-b)=c
=c<sq-b.

(b) Treba dokazati da ako operacije + i - definisemo sa (*x), onda na (L,+, ) vaZe
identiteti (L1)—(L4). Identiteti (L1)—(L3) se dokazuju neposredno, koristeci

definiciju supremuma i infimuma. Takode vazi identitet (1.4), naime, za sve z,y€ L

imamo sledece:
$=sﬁp({$,inf( {z,y})}), odnosno z=inf({z,sup({z,¥})}),

jer je inf({z,y})=z odnosno z ssup({z,y}). Treba jo§ dokazati da vaZzi asb akko

a+b<=b. No, ta ekvivalencija je tacna jer za sve a,bc L imamo

a<b akko sup{{a,b})=d.

U daljem tekstu, ako drugacije nije naglaseno, pod mreZom L cemo podra-
zumevati mrezu kao algebru. Za odgovarajucu relaciju poretka = (definisanu uslovom
() u T17 (a)) kazemo da je indukovana relacija poretka i sliéno, za odgovarajudi

parcijalno ureden skup (L,=) kazemo da je indukovani parcijalno ureden skup.



928 o 1. Uvodnt pojmovi

Booleove algebre

Definicija 1.5 Booleova algebra jeste algebra (B,+ , ,~,0,1) tipa (2,2,1,0,0) koja

zadovoljava sledece uslove:

(B1) (B,+,-) je distributivna mreza,
(B2) z-0=0, z+1-=1,

(B3) :::-5=.0 Z+T=1.

D

Klasu Booleovih algebri obelezavademo sa BA. Istu oznaku cemo koristiti i

kada je re¢ o jednoj Booleovoj algebri (iz konteksta ce uvek biti jasno o ¢emu je rec).

Primer 1.26 Neka je S neki skup, i neka su U,N, - odgova.rajﬁée skupovne operacije
( komplement - je u odnosu na skup 5 ). Tada je algebra B(S)=(P(5),U,N,-, 8, 5)

Booleova algebra, tzv. skupovna Booleova algebra.

O

Kako svaka Booleova algebra B=(B,+, - ,~,0,1) "sadrzi u sebi” strukturu
mreze (jer je (B,+,- ) mreZa ), onda se u svakoj BA indukuje odgovarajuca relacija
poretka < (videti T1.7a) . U daljem tekstu, ako je re¢ o Booleovoj algebri, oznaka =

¢e uvek znaditi indukuvanu relaciju poretka mreinog dela Booleove algebre. Takode

je uobicajeno da se umesto z-y piSe jednostavno zy.

Na primer, u skupovnoj Beoleovoj algebri B(S) indukovana relacija poretka
jeste bas € . Vazi naime : AUB =B akko A<B. Primetimo da u indukovanom parci-
jalno uredenom skupu (P(S),c ) vazi: sup({4, B})=AUB, inf({4, B})=ANB.

Neka je B=(B,+,',—,0,1) Booleova algebra. Tada je u indukovanom
parcijalno uredenom skupu (B,<) element 0 najmanji, a element 1 najveci. Booleovu
algebru B koja indukuje kompletnu mrezu (B,<) zovemo kompletna Booleova algebra.

Svaka skupovna‘ Booleova algebra je kompletna.

Neke osobine Booleovih algebri

Evo nekih jednostavnih osobina BA, koje ¢cemo kasnije koristiti.

Teorema 1.8 U svakoj Booleovoj algebri vazi: zsy akko zy=0



14 O algebrama 29

Dokaz.

Ako je z=sy onda z+y=y.Tada je O=yy=(z+y)y=2y+yy=2y+0=1y
tj. £7=0. Obratno, ako z¥=0 onda

g=z-1=2(y+Y)=2y+2Y=2y = T=2TY = IT=SY.
Ll

Posledica 1.1 U svakoj Booleovoj algebri vazi : zsy akko y=Z.
Dokaz. |

Direktna posledica prethodne teoreme, naime rsy akko zy=0 akko

yrz=0 akko ys==z.

0

Teorema 1.9 U svakoj BA operacije - i + se slazu sa = tj. ako je a<b 1 c=d onda

a-c<b-d i atcsb+d.
Dokaz.
Neka a<b i c=d.Tada a-0=0 i ¢-d=0, pa
(ac)(Fd)=a-c(b+d)=acb+racd=0+0=0 = ac=<bd.
Slicno, (a+¢)(b+d) =(a+c)b-d=abd+cbd=0+0=0=a+c=b+d.

[
Teorema 1.10 U svakoj Booleovoj algebri vazi z=y akko (Vz)(yz=0 = z2=0).

Dokaz.

(-).Neka je zsy; onda vail £7=0, zbog T18. Neka je z proizvoljan ele-

ment. Tada, koristeci T1.8 i tranzitivnost relacije < imamo:
yz=0 = y=<z (zbog T18),
= z=z (zbog zsyi tranzitivnosti <),
= z2=0 (zbog T18).

(). Neka sada vaZi (V2){yz=0 = zz=0). Ako za z uzmemo element
y , dobijamo yy=0 = zy=0

= IE=sY.
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Posledica 1.2 U svakoj BA vazi z=y akko (Vz)(yz=0 o zz=0).
Dokaz. |

Direktna posledica prethodne teoreme i osobine (AS) za <.

0

Po definiciji, u svakoj BA operacija - je distributivna u odnosu na +. Slededs
teorema govori o tzv. beskonacnoj distributivnosti.
Teorema 1.11 Neka je B¢ BA,i AcB, b¢ B. Tada, ako postoji element
b-}:{u{aé A}, onda postoji i element Z{b-a'aE Al 1 vazi 6-21{a [a.E Al-
=2 {ba 1 a€ A}.
Dokaz.

Primetimo prvo, da za proizvoljne elemente z,y,z vaZ

(1) r-y<z = YsIi+z,
Zaista, kako se - i + slaZe sa = imamo y=1-y=(Z+z)y=(T-y)+(z-y)=% +,.
Sliéno,

(2) z<T+y = IT-2sY,])er

z-2z2-(Z+y)=2-T+2y=0+zy=y.

Pretpostavimo sada da postoji s=2{a l ac A}, Ako je z€ A, jasno je da

Tss = bzsbs
tako dajeb;s:&rz{a‘aEA}jedna. gornja granica za 2 {ba laEA}. Neka je m neka

gornja granica tog skupa, tj. neka je basm, za sve ac¢ A. Tada, zbog (1)}, imamo
asb+m, za sve a€ A
= 3517-?711 (jer je s najmanja gornja granica za 4 ),
= b-ssm (zbog osobine (2)),

sto dokazuje da je bs najmanja donja granica za skup | {ba | g€ A}.

i

Elemente koji su " neposredno iznad” najmanjeg elementa 0 zoveme

atomima .
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glgebrama

14 ©
?befinicija 1.6 Za element b Booleove algebre B kaZemo da je atom ako zadovoljava

(i) -0  (ii)(vzeB)(zsb = (z=bvz=0)).

Na osnovu definicije, za svaki element z i atom b vazi z-b=0 il z-b=0.
‘Na primer, u Booleovoj algebri (P(S5),U,N,-,8,5) atomi su svi jednoelementni
ii,eorema 1.12 U svakoj BA vaZi sledece:

a) Ako su b i c razliciti atomi onda b-c=0.

b) Ako je b atom i nije b<z onda b=Z.

pgkaz.

a) Kako je b atom, bc<b sledi da je be=b ili bc = 0. Element ¢ je takode
tom, be=c pa be=c ili be=0. Ako bi bilo be (0, dobili bismo be=b=c, 5t je kontra-
i]ikCija sa b=c.

'b) Kako ne vaii b=<z,onda je b-z=b, tako da mora biti b-z=0. Odatle

b
?p'e'finicija 1.7 Za Booleovu algebru kazemo da je atomicna ako za svaki z =0 postoji
stom b tako da je b=z,
X
Teorema 1.13 Svaka konacna BA je atomicna.
Dakaz |

Neka je z =0. Postoje dve mogucnosti: z je atom ili £ nije atom. U prvom

™F -

fsliléaju za trazeni element b treba uzeti bas z. U drugom slucaju skup

: A={y|y=¢0!\y=&$hy5$]’
mje prazan. Kako se radi o konaénoj BA i skup A je konacan,te postoji infA. Iz
same definicije atoma kao i skupa A sledi da je element inf A atomida jeinf Asz.
k o :
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2. ARITMETIKA RELACIONTIE
ALGEBRI

Ova glava sadrZi pre svega "elementarni radun” sa binarnim relacijama. Prvo
je detaljno dokazano mekoliko osobina binarnih relacija, da bi se izdvajanjem nekih od
tih osobina i mjthovim proglasenjem za aksiome definisala apstrakina klasa relacionih
algebri. Posle navodenje glavnih modela (tzv. konkretne algebre relacija) dobijenog sistema
aksioma, dokazuje se (takode pomoéu modela) da je-taj ststem aksioma nezavisan.
Glavni naglasak v ovoj glavi je na aritmetici ( "raéunv” ) u teoriji relacionih algebri.
Neke osobine. se mogu dokazatt direktno polazeéi od aksioma, a za neke je poirebm
prodiriti razmatranje na Booleove algebre sa operatorima. U poslednjem delu ove glave

nalaze se rezultati o klonu relacione algebre.

21  Neke osobine binarnih relacija

Jedan od karakteristicnih zadataka matematike je da izdvoji, apstrahuje
osobine konkretnih matematiékih sistema, da uoéi zakonitosti, da otkrije opste

principe po kojima se ponasaju konkretni matematicki objekti. Otkrivanjem opstih
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9.1 Neke osobine binarnih relacija

zakonitosti i principa matematicari uspevaju da sisteme koji se nalaze u "haosu” 1
koji su nepregledni i neuhvatljivi zbog mnostva konkretnih (éesto nebitnih ) detalja,

svedu na "uredne”, ” éiste " matematicke objekte, koji se lakse kontrolisu i jzucavaju.

-+

Primetimo da su tako nastale mnoge poznate algebarske strukture. Na

primer, grupe su nastale iz ( konkretnih ) grupa permutacija konacnog skupa, prstent
su ustvari apstraktna verzija prstena celih brojeva, a Booleove algebre su nastale

izdvajanjem, apstrakcijom osobina skupova u odnosu na operacije U,N, .

Izu¢avanjem binarnih relacija dolazimo do zakljucka da neki identiteti
vaje bez obzira na kom skupu su relacije definisane. Ispostavilo se da polazeci od
nekoliko identiteta, mnoge druge identitete mozemo 2zvestt samo na 0SNOVY
vobicajenih pravila zakljucivanja, ne vodeé: racuna o tome da je rec o binarnim relactjo-
ma. Drugim recima, izdvajanjem nekih osobina binarnih relacija za aksiome, teorija
binarnih relacija se moze deduktivno razvijati, kao formalna teorija, nezavisno od se-

maniike. Tako nastalu teoriju zovemo aritmetike binarnih relactja.

U ovom delu demo dokazati neke osobine binarnih relacija; prvih pet
osobina koje ¢emo izdvojiti i dokazati posluZile su poljskom matematicaru Aliredu

Tarskom kao aksiome za aritmetiku binarnih relacija.

»Prvih pet” osobina binarnih relacija

Kako su binarne relacije pre svega skupovi, onda na njih mozemo

"preneti” sve sto znamo o skupovima.

Teorema 2.1 Neka je A neki skup, U, i — uobicajene. skupovne operacije
(komplement je u odnosu na Az). Tada je 'B(A2)= (P(Az),U,ﬂ,—,-El ,Az) Booleova

algebra.

Dokaz.

Poznato je da je algebra B(S) Booleova algebra, za proizvoljan skup S, pa specijalno
i za S=A°

L

Pored skupovnih operacija, na P(flz) definisali smo operacije specificne za

—1

binarne relacije: kompoziciju o i inverziju = . Sledeca teorema pokazuje da je ope-
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racija o asocijativna, a dijagonalna relacija A 4 igra ulogu jedinice (neutralnog ele-

menta) .

Teorema 2.2 Za svaki skup A, algebra ('P(Az),ﬂ , A\ 4) jeste monoid.
Dokaz.

Dokazimo prvo da je A4 neutralni element operacije ¢ tj. da za sve p€ P(Az) vazl

polg=A 4 40p=p. Prvo dekazujemo da je pol 4S ¢!
(z,y)€potr = (Fze A)((z,2)e0n (2,y)€ Ly )

No, (2, y)€ A, akko z=y , pa sledi da mora (z, y)€ p. Tako, oo, <p. Obratno,

(i, y)E p#(I, y:)E P A (y: y) S &A
=»(3z€ A)((z,2)e0n(zy)e Dy ),

jer za traZeni z moZemo uzeti element y.To znaci da je pSpol 4, pa smMO fime
dokazali da je poA 4=p. Jednakost Ay 0p=p se dokazuje analogno. Dokazimo sada
da je o asocijativna operacija. Neka su p, o, v relacije skupa A. Tada, koristeci neke
poznate zakone zaklju¢ivanja, tj. valjene formule (videti [ Mil9l ]),imamo sledece:
(z,v)¢€ (poc)or akko (3z€ A)((z,z)€ poo A (zy)€E 1)

akko (3z€ A)((3te A)((z,t)€pon (Bz)€0)n (2,9)€ ).

Primetimo da podvuceni deo formule ima oblik : (3t€ A)o(z,t,z) A ¥(2,y). Kako
formula ¢(z,y) ne sadrii promenljivu £, onda se kvantor (3t€ A ) moZe ” izvuci ispred
zagrade ” tj. podvuceni deo formule je ekvivalentan sa: (3t€ A)(¢(z,t,2) A 9(z,7)).
Koristeéi sliéne prelaze i u daljem, imamo sledede: |
(3z¢ A)(3te A)Y(((z,t)epn (tz)ea)n (2y)eT)

akko (3tc 4)(3zeA) ((z,t)epon((t,z)€a0)nr (2y)ET))

akko (3te A)((z,t)epn (32zc¢A)((t,z)eo)n(zy)eT))

akko (3tc A)((z,t)epn (t,y)€oor)

akko (z,y)€po(oo1),
tj. (poo) ot=po(cot ) §to je i trebalo dokazati.
3

Neka je = (G, ) neki grupmd Za unarnu operaciju f skupa G kazemo da
je involucija grupoida & ako za sve z,y¢ G vaii: f(z-y)=f(y ) f(z) i f(/(2))=2.

e

Teorema 2.3 Operacija inverzije = je involucija grupoida (P(Ag), o).
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;ijgkaz.
. _.- . .. -1 _1 -1 -
Treba dokazati da za sve relacije p i o skupa A vaZl (poo) =6 “op

f.(I,y)e(poc)_l akko (y,z)€ poo
akko (3z€e A)((y,z)€p A (2,2)€ o)
akko (3ze A)((z,y)¢ o YA (z,2)e 067 1)

akko (3ze A)((z,z)€0 *nA (z,y)€0 ™)

akko (z,y)e o oo™t

-1 - R, PO |
oo™! . Dokazimo jos da je (p 1) =p:

1

tj. (poc) ko

(z,9)€ (e 1) akko (y,z)€p”
akko (z,y)€e,

.éto je 1 trebalo dokazati. . o

[

Teorema 2.4 Za sve relacije g, o i 8 skupa A vaii:

(a) (eUo) r=p7 Uo™

(b) eo(oU8)=(poa)J(posd).

Dokaz.

(a) (z,y)€(pUo) 1 akko (g,z)cpo v (y,z)€o0

1 1

akko (z,y)co ™" v (z,9)€0 "

akko (z,y)eo ! U o1
(b) (z,y)€po(cUs)akko (Fz€¢ A)((z,2)€p A (2,y)EcUS)
akko (3z€ A)((z,2)€0 ~ ((zy)€ov (2y)€8))
akko (3z€ A)(((z,2)€0 A (z3)€0)v ((z,2)€0n (23)€5))
akko (3z€ A)((z,2)e0n (gy)eo)v(IzeA)((z,2)c0 A (5y)€d))
akko (z,y)€ poo v (z,9)€ pod |
akko (z,y)€e(poo)U(p0s)

Sledeca teorema govori o odnosu Cetiri operacije : inverzije, kompozicije,

komplementa 1 preseka.
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Teorema 2.5 Za sve relacije p, c€ P (Az) vazi : (p " to(poo))No= 0.
Dokaz. '

Pretpostavimo da postoji (z,y)€ (¢ “lo(poo))No i dokaZimo da nas ta pretpostav-
ka dovodi do kontradikcije:

(2,9)€ (o~ 0(350) Mo akko (z,y)€ o 20(p00) A (z,3)€0
akko (3z)((z,2)€0™ A (2,9)€p00)A (z,¥)€0
akko (32)((z,2)€0 A 1(z,¥)€000)A (2,9)€0
akko (3z)((z,2)€e A 1(3t){(zt)epn (Ly)eo))n (z,¥)€0
akko (32)((z,z)epn (VE)((nt)Eov (£Y)¢ 0)) A (5,9)€0
akko (32)(vt)((z,z)een ({(zt)€ o=(t,y)¢ 0.)):\ I(:c,y)e o.
Ako za element ¢ uzmemo z, dobijamo da -
(32)((z,z)€pn ((z,2)€p=(2,9)¢0)) A (2, 7)€ 0,
iz cega sledi (z,y)¢ o A (2, ¥ )€ o, §to je kontradikcija. Sledi (p7to(poc)) No=o.

0

Jos neke osobine binarnih relacija

U teoremama 2.3 i 24 videli smo odnos operacije —! prema kompoziciji
odnosno prema uniji. Sledeca teorema govori o medusobnom odnosu operacija 1nver-

zije i komplementa odnosno inverzije i preseka.

Teorema 2.6 Za sve relacije p i 6 skupa A vaa:

(2) () =(e7T);

(b) (pNo)~t=p"tN o™t

Dokaz.

(a)  (z,9)e(p) " akko(yz)ep

akko (y,z)¢ A% A (y,2)¢p
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akko (z,7 )¢ 4% A (z,9)¢p "

akko (z,y)¢€ (F)

(b) (z,7)¢ (pNo)~takko (y,z)€ oMo
akko {y,z)€p A (y,z)€0
akko (z,y)co ! A (z,y)€0™ 1

akko (z,y)e o™ 1No™ L

O
‘Teorema 2.7 Za sve relacije p, o 1 § skupa 4 vaii:

(a) (cUs)op=(00p)U(s0p)
() pe(oNs)e(pos)N(poo)
(¢) (oNd)ope{aop)N(sop)
.'.Dokaz.

(a) Dokaz je analogan drugom delu dokaza T24.

'_'(b)(:c,y)e po(cMs) akko (3ze AY((z,2)€ 0 A (2,9)€E0M$)

akko (3z€ A)((z,z)€p A ((z,y)E0n (-?"r,.y)‘E 5))

akko(3ze AY(((z,2)epn (z,9)c0)n ((z,2)c0n (2,y)€8))
sledi (3z€ A)((z,2)€0n (z,9)€0)n (32z€ A)((z,2)€0 A (2,9)€3))

sledi (z,y)€ poon (z,y)€p08
sledi (z, y)€e( po o) (pod).
(c) Dokaz je analogan dokazu pod(b).

i

Primetimo da,u T 2.7 (b), (¢ ) vaZ, u opstem slucaju, stroga inkluzija.

Primer 2.1 Neka je A={a, b, cl,p=1{(a,a), (a,c)}, o={(a, b)), &={(c,b)} .

37

Onda (5= 0, pa je po(cNs) = 2. S druge strane, poo ={(a, b)}=pos, pa je

(poc-)m(pog)={(a,_b)}. Tako, pe(cNé)s{poa)N(pos)

O
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U opsStem siucaju, ako je p binarna relacija nekog skupa S, a f n—arna
operacija istog skupa, onda za f kazemo da se slaze sa o akko za sve ay, 0.2., ey B,
by b, €5 vaii:

ako aypb,,a90by,....0, 08 "onda f(ay,85,...,8, )07 (b1,05,...,8_).

Na primer, svaka operacija se slaze sa relacijom jednakosti {na proizvoljnom skupu).

Sledeca teorema nam pokazuje koje se od operacija U,N,—, o, slaim, a

koje ne, sa relacijom < .

Teorema 2.8 ( 1) Operacije Ui M se slazu sa €. Ako su A,B=S5 i Ac B onda B_Efl__.
(2) Operacije o 1 1 se slazu sa relacijom. c.

Dokaz. .

(1) Treba dokazati da za A, B,C, D € P(S) vaz
ako AcsBiCcDonda AUCSBUDIANCEBN D,

sto se iako dokazuje na csnovu definicije U, M i . Dalje, ako A < B onda
¢ B akkozeSA z¢B |
onda z€ SA z¢ A
onda z¢ A , tj. B Q.I .
(2) Neka su o, 0,5, 1€ P(A°),i neka p<o, sc1. Tada
(z,y)€ pos akko (3z€ A)}((z,2)€ 0 A (z,y)e.ﬁ)
onda {(3Jz¢ A)((x,z)e,o:xa (2,9)€e1)
onda (z,y)€oet, tj podcoor.
Slicno,(z,y)¢€ o~! akko (y,z)€ ¢, sledi (y,z)€ 0 tj. (z,y)c o™}, $to daje o~ Lleo L.

t

2.2 Relacione algebre

Fundamente aritmetike binarnih relacija postavio je C.S. Peirce. U neko-
liko radova, koje je publikovao izmedu 1870. i 1882. godine on je uveo i precizirao sve

osnovne pojmove teorije relacija i formulisao njene osnovne zakone. Peirceov rad je
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2.2 Helacrone algebre

nastavljen 1 prosiren na veoma potpun 1 sistematican nacin od strane E. Schrodera .
Njegova knjiga " Algebra und Logic der Helative”, koja se pojavila 1885.godine kao
trecli volumen publikacije ” Vorlesungen uber die Algebra der Logic 7, sadrii 1 Citavo
bogatstvo neresenih problema. éu_dno je da Peirce 1 Schroder nisu imali puéno. sledbe-

nika. Teorija relacija u knjiz Principia mathematika A. N. Whiteheada 1 B. Russela

se spominje samo u vezi sa drugim delovima logike.

Definicija relacione algebre

Za pocetak modernog apstraktnog, aksiomatskog razvoja relacionih algebri
smatra se godina 1941. i rad Tarskog [Ta4l]. On je u tom radu, 'pored aksioma
aritmetike relacija, postavio 1 nekoliko metateorijskih pitanja koja su odredila pra-
vac daljih istrazivanja. Originalne aksiome Tarskog nisu sve bile u obliku identiteta.
Aksiomatski sistem, koji se danas koristi (u kome su sve aksiome identiteti), prvi

put su objavili L. Chin i A. Tarski 1951. godine.

Definicija 2.1 Relaciona algebra jeste algebra A=(A,+,-,—,0,1,0,1 ~
tipa (2,2,1,0,0,2,0,1) koja zadovoljava sledece aksiome:

(R1) (A,+,-,—,0,1) je Booleova algebra;

(R2) (A,0,1’) je monoid;

(R3) Opera,(:ija,_1 je involucija semigrupe (A ,0) tj. za sve z,y¢ A vazi
o571 (g1,

(zoy) ™t =y toz T, (3

(R4) Za sve z,y€ A vaZi
(z+y) 2z F1+y -1
zo(y+z)=(zoy)+(z02);

(R5) Za sve T,y€ A vail

(z 7 "o(zoy)) y=0.

Klasu relacionih algebri obelezavacemo sa RA. U sluéaju kad ne moze dodi

do zabune, oznaku RA koristimo i za obelezavanje jedne relacione algebre.
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Svaka relaciona algebra A =( A,+,,— ,0,1, 0,1 ,71) ” sadrii u sebi ”
Booleovu algebru Rdg(A ) =(4,+,,—,0,1) koju zovemo Booleov redukt od A. Za
element ¢ kafemo da je atom relacione algebre A ako je a atom redukta Rdgp(A ).
Skup svih atoma od A oznaéavamo sa At (A ). Za relacionu algebru A kazemo da je
atomiéna ( odnosno kompleina ) ako je odgovarajuéi Booleov redukt atomicna( odnosno
kompletna) Booleova algebra. Kako su sve konaéne BA atomicne (videti T1.13 )i
kompletne ( po definiciji kempletnosti ) onda su i sve konacne RA atomicne i kompletne.
U delu 3.1 ¢emo videti da svaka konaéna BA ima 2" elemenata (n€IN), iz cega

zakljuéujemo da isto vaZi i za relacione algebre.
Definicija 2.2 Za relacionu algebru A kaZemo da je
1) komutativna ako je Toy=yoz, za sve I,y € A;

2) simetricna ako je 1:““1=3 , za sve T€A;
3)Booleawa ako je zoy=z-y, za sve z,Y€A;

4) integralna ako zoy«0, za sve z=0,y=0,z,y€ A.

0

" Primetimo da je svaka simetricna RA komutativna. Zaista, ako je Ac¢ RA

simetri¢na, onda na osnovu aksiome (R3) dobijamo da za sve z,y€ A vaz
xoy:(zoy)‘1=y"loz"1=ynz_
Takode, svaka Booleova relaciona algebra je komutativna: zoy=z-y=y-z=yoz.

Dalje, na svakoj Booleovoj algebri (B,+,-,—,0,1) mozemo definisati opera-
cije o, 1", ! tako da algebra ( B ,+,- ,—, 0,1, 0 1" ,71) postane relaciona algebra .
Jednostavno, dodatne operacije definisemo sa: zoy=z-y, 1'=1 .2~ 1-z. Tako dobijena
algebra je Booleova relaciona algebra.Kasnije (videti Osobinu 2.18) cemo dokazati
da su u svim Booleovim relacionim algebrama operacije o , 1’ i ~!ba§ tako defini-

sale .

Konkretne algebre relacija

Aksiome relacione algebre nastale su apstrakcijom nekih osobina binarnih

relacija. Zbog toga vazi sledeca teorema.:
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2.2 Relacione algebre

Teorema 2.9 Neka su U, .,-, o ,~! uobicajene operacije na skupu svih binarnih
relacija P( Az) skupa A ( komplement je u odnosu na punu relaciju Az). Tada je
(;D(Az),U,ﬁ,"}@ ,Az, o ,A4, %) relaciona algebra.

o

Doktz.

Videti teoreme 2.1— 2.0.

U

Definicija 2.3 Neka su U,(,-, 0 ,~1 uobic¢ajene operacije na skupu svih binarnih
relacija P( Az) skupa A ( komplement je u odnosu na punu relaciju Az). Tada
algebru R (A)=('P(A2 },U,N,-,2 ,Az, o A4, 1) zovemo puna relaciona algebra.

Svaku podalgebru pune relacione algebre zovemo prava relactona algebra.

h)

0

Primetimo da pune odnosno prave relacione algebre u opstem slucaju msu

ni simetriéne, ni komutativne, ni integralne.

Nosaé pune relacione algebre R(A4) je P(Az). Uzmimo sada umesto pune
relacije A bilo koju relaciju ekvivalencije p skupa A. Familija P(e) svih relacija o< p

takode je nosa¢ relacione algebre.

.. . .. -1 v s
Teorema 2.10 Neka je p relacija ekvivalencije skupa A;U,(, o0, uobicajene

operacije medu relacijama , a o , komplement relacije o u odnosu na ¢ (tj. o=p\ 0 ).
Tada je algebra & (0)=(P(e),U,N,—,2,0, © ,A4,” ') relaciona algebra. Svaka
podalgebra algebre &(p) jeste relaciona aigebra.

Dokaz.

Prvo dokazimo da je skup P{p) zatvoren u odnosu na operacijé J,MN,o, 71 Neka
su o i © relacije skupa A tako da je ocp, ©<p. Tada na osnovu T238 (a )dobijamo
oNB®cpNp=p1aUBcpUp=p,paje o N Ocp odnosno c UOcp. Na osnovu T28(b )
dobijamo da je o © ©<pop, a kako je pop=p (jer je p relacija ekvivalencije ), sledi
o © ©cp. Kako se i operacija —1 slaje sa inkluzijom < , iz pretpostavke ocp sled
o~leo1 pa zbog p=p ! dobijamo o~ 1cp. Tako, skup P(p) je zatvoren u odnosu na
operacije U,MN, o i ~L Po definiciji koplementa direktno sledi da je P(p) zatvoren i
u odnosu na komplementiranje. Dalje, istaknuti elementi ¢ ,0 1 A 4 su elements od

D{p), tako da je &(¢ ) zaista algebra. Na kraju dokaZimo da algebra &(p ) zadovo-
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ljava sve aksiome relacione algebre. No, kako je P ( p)E?(Az), a identiteti u aksio-
mama (R1) - (R5) vaZe za sve elemente(Sireg ) skupa 'P(Az), onda oni vaze i za
elemente skupa P (¢ ). Sledi da je £(p) relaciona algebra. Kako su relacione algebre

definisane identitetima, onda je svaka podalgebra relacione algebre ponovo relaciona

algebra.

a

Definicija 2.4 Podalgebre algebre oblika &(p }, gde je p relacija ekvivalencije

nekog skupa A , zovemo konkretne algebre relacija.

0

Tako, svaka puna kao i svaka prava relaciona algebra jeste konkretna
algebra relacija u smislu definicije D 2.4. Teorema 2.11 dokazuje da su konkretne

algebre relacija,na neki nacin, najopstije algebre binarnih relactja.

Teorema 2.11 Neka je BeP(A 2) neka familija bina.rnih relacija i Ec A 2, tako da

su zadovoljeni sledeci uslovi:

(a) (B,U,N,~,8,E) je Booleova algebra ( komplement je u odnosu na E );

1

(b) Skup B je zatvoren u odnosu na operacije o, 1 sadrzi relaciju A4 .

Tada postoji relacija ekvivalencije ¢ na A tako da je ( B,U,N,-,0 E, D,ﬁA,-l)
podalgebra od &(p).

Dokaz.

Dokazimo da za ¢ mozemo uzeti jed.inicu- Booleovog dela, E. Naravno, posto je
o NE=0, onda su sve relacije ¢ iz skupa B podskupovi od E. Dokazimo da je E
relacija ekvivalencije.

Kako je A, €3, onda A, <k pa je E refleksivna. Familija B je po
pretpostavci zatvorena u odnosu na operaciju ~1 pa je E7te B. Sledi E~LcE, sto
dokazuje da je F simetri¢na. Zatvorenost u odnosu na o daje EoE € B, t). Eokck,
dakle, F je tranzitivna. Ta.ko,.E je relacija ékviva.lencije. Posto je BeP(E) 1 B je

-1

zatvoren u odnosu na sve operacije U,M,—,0,7 " 1 sadrzi istaknute elemente 9 ,E,

A ,, onda je B podalgebra od &(p), za o=E.

0
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9.3 Nezavisnost sistema aksioma relacione algebre

U delu 2.2 smo videli da je svaka algebra relacija relaciona algebra. Sve
:to uspemo da dokazemo u a.pstraktnoj teoriji relacionih algebri, vazice za sve algebre
relacije. Time postizemo jedan od ciljeva zbog kojih smo krenuli v aksiomatizaciju
georije binarnih relacija. Radeci u apstraktnoj teoriji relacionih algebri dobijamo one

osobine koje vaze na svim algebrama relacija, dakie za sve binarne relacije.

Drugo pitanje koje se namece jeste da li medu predlozenim aksiomama
ima 7 suvisnih ” 7 Da li mozda neka od njih sledi iz ostalih 7 Kad bi to bio sluéaj,
takve aksiome ( kaZemo da su one " zavisne ” od ostalih) bi smo mogli izbaciti i sma-
njeni sistem aksioma bi bio ekvivalentan (iste modi) sa polaznim. No, u slededim
teoremama cemo videti da nas sistem ne moZemo smanjiti tj. da je on nezavisan.
Napomenimo da u nasem razmatranju svaku od aksioma Rl, R2, R3, R4, R5 smat-
ramo za jednu aksiomu i necemo se baviti njenim ekvivalentnim oblicima. ( U lite-
raturi je dosta prostora posveceno izuc¢avanju razlicitih sistema aksioma za Booleove
algebre. Nasa aksioma R1 je jedna moguca definicija BA i taj sistem aksioma za

BA nije nezavisan.)

Kako, u opstem slucaju, dokazati nezavisnost jedne aksiome od ostalih?
Koristicemo se tzv. metodom kontraprimera . Naime, kad bi recimo aksioma R3 sledila
ii__"'nstalih, to bi znacilo da u svakom modelu ( algebri ) gde vaze R1,R2,R4,R5 mora
v%_ﬁiiti 1 R3. Da to nije slucaj dokazuje se konstrukcijom modela ( kontraprimera )

L kome vaZe sve aksiome, sem RJ.

| U daljem cemo prezentirati pet kontraprimera, koji nam pokazuju da su
sv1h pet aksioma relacione algebre nezavisne od ostalih.
Kako e svi modeli za nosa¢ imati skup P({a,b}) ili neki njegov podskup,
mesto {¢},{b},i{a,b} pisacemo, redom, a, b odnosno ab ( tj. izostavljademo za-
;;r%.de ).

Nezavisnost aksiome R1 odostalih aksioma

Neka je A={6,a,ab}, " +” unija skupova, ”-” presek skupova, "-” data

e -
H%=¢,70" prazan skup, ”1” skup ab, " o ” presek skupova, "1 ” skup ab, a "1
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-1
data sa z ~ =1Z.

Pokazimo da na ovom modelu vaZe aksiome R2 - R5, i 1R1.

Rz. (A,ft,ab) je IIIOIIOid, pa jE 1 (Ag‘u,l ) mon_oid.
R3. (zﬂy)_1=$°y =zNy=yMNz =yoz =yu1 or -1
(17-1)—1-—-33 -1 _z

R4. (z+y) -1 =T+ =z—1+y ~1

po(y+2)=27(yUz) =(2Ny) U(zNz) =(z0y) +(z02)
R5. (z 7} o(z07))-y=(z o 0)-y=(ze8)y=(zN0o)Ny=0.

TR1 vaZi jer je |A]=3 a konacne Booleove algebre imaju 2 "elemenata,

n=(.

Nezavisnost aksiome R2 od ostalih aksioma

Neka je A ={ 0 ) & :b 3 ab } 3 i unija’ Sk'l.lpDV&, m. 7 pl‘ESEk SkllpOVﬂ-: ne

komplement skupa u odnosu na ab (tj. Z=ab\ z), ”0” prazan skup, "1” skup ab,

| -1
"o” data sa zoy=0,” 1’” prazan skup,a” "~ data sar =1

PokaZimo da na ovom modelu vaze aksiome R1, R3, R4, i R, 1 1R2.

R1. O¢igledno je (4,+,,-,0,1) Booleova algebra.

R3. (.1:_1)—1=$"1 =z

(zoy) ‘=zoy=0 -yor=y tez

R4. (z+y) "l pey=z ey 1
zo(y+z)=0=0MN0 =08+0¢ =(zoy)+(z0Z)
R5. (z lo(zoy))-y=0-y=06Ny=0=0

TR2. Vaii: "o” nema jedinicu, pa (4,0,1’) ne moZe biti monoid.

Nezavisnost aksioma R3 od ostalih aksioma

Neka je A={2,a,b,ab},” +” unija skupova,”-” presek skupova, ”- 7 komp-
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lement skupa u odnosu na ab (tj. T = ab\z), 70" prazan skup, 717 skup ab "o”

L _'11 . -1
presek skupova, "1’” skup ab, 2 ” " data saz "= 0.

PokaZimo da na ovom modelu vaze aksiome R1, R2, R4 i R5, i 1R3.
R1. Ocigledno je (A,+,-,- ,O_,_l)'Boolema, algebra .

R2. Ocigledno je {A4,0,1’) monoid.

Rd. (c+y) P =0-0UB=0+0=3 " +y

so(y+2) = 2N(yUz) = (2N9)U(2Nz) - (z0y) +(z02)
RS. (27 o(z0y)) w= (2 N(zMy)) Ny =0 = 0

TR3. Ne vaii (3_1)'—1= T: ((ab)—-_l') " _p.ab

L] ) ———

( Primetimo da(zoy) —i y oz = vail ).

Nezavisnost aksiome R4 od ostalih aksioma |

Neka je A={®,a,b,ab},” +” unija skupova, ” - ” presek skupova, "~ ” komp-
lement skupa u odnosu na ab (tf. T=ab\z),” 0" prazan skup, ”1” skup ab, "o” tzv.
simetriéna razlika skupova zoy=z Vy=(z\y)U(g\z),” I’” prazan skup, a ~L

| -1
data saz =2

PokaZimo da na ovom modelu vaZe aksiome R1, R2, R3 1 RS i 7.R4.
R1. Ocigledno je (A,+,-,—,0,1) Booleova algebra..

R2. O¢igledno je (4 ,0,1’) monoid ( simetricna razlika skupova je asocijativna
operacija, a 9 joj je neutralni element ).

R3. (27 ) 1=z t=2

($0y)“1=$Dy=($\y)U(y\g;).=(y\m)U(m\y) - yor = y-—l oz -1
R5. (27" o(709))-9=(sV(zVg))Ny=0=-0

(jer za proizvoljan skup U vaZi: ako je z,y< U onda (zv(U\N(zVy)))Ny=0 )

TR4. Za z=ab, y=a, z=b, distributivnost "o” prema " +” ne vail:

zo(y+z) =abV{aUb)=abVab=0,
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(zoy)+(z0z) = (abVa)U(abe):bUa=ab#@,

—1 -1 -1 .. s ~1
(mada(z+y) =2 ~*¥ vazl jerjez =%).

Nezavisnost aksiome R5 od ostalih aksioma

Nekaje A={90,a,b,ab},” +” unija skupova,” -” presek skupova, ” - ” komp-
lement skupa u odnosu na ab (tj. T=ab\z), "0” prazan skup, "1” skup ab, "o”

presek skupova, "1’ ” skup ab, a "1r data sa: 0 - o, ( ab) oaba Tt obb Y-
Pokazimo da na ovom modelu vaze aksiﬁme_ Rl - R4i 1R5.
R1. Oéigledno je (A,+,-,—,0,1) Booleéva algebra.

R2. Ocigledno je (A ,o,1’) monoid.

R3. Da vaii (z -1) ~l. z, vidi se iz ove tablice:
T ¢ a b ab
z 6 b a ab

zH e a b ab

Da vaii (zoy) "=y oz = vidi se iz ove tablice:
(zoy)™> © ¢ ¢ ¢ 6 b ¢ b © 0 a a ¢ b o ab
roy '. o © © © ¢ a © a © ® b b 9 a b ab
7 o ¢ © ©® a fi“_%'u a b & b b ab ab ad ab
oy & a b ab ¢ a \"\i‘r__k ab ¢ a b ab © a b ab
y"'l & b a ab & b a | ““ug; @ b a ab 8 b a ab
g1 o © ¢ ¢ b b b b\q @ a o ab ab ad ab
v oz 6 ¢ 6 0 o b o b e:""";ﬁo s a © b a ab

R4. zo(y+2z)=2N{yVUz) ={(zNy)U(zNz) = [.‘E‘aﬁ')+(zﬂz)
\

Da vaii (z+3)' =271 +y~1 vidi se iz ove tablice:
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(z +y}_1 ¢ b o ab b b ab
T +Y 6 o b aba o ab
T ¢ @ © € a4 & a
y ¢ a b ab ¢ a b
z 77 ¢ ¢ @ o b b b
y_1 e b a ab © & a
: :'1:_h1+y“1 ¢ b e ab & b ab

a.b
ab

ad

ab
ab

a2 I ™

=

ab
ab

ab

v O B e = B |

ab
abd

ab

ab

ab

ab

a.b

ab

ab

ab

ab

ab

ab

ab

ab

ab
ad
ab

ab

ab

ab

ab

TR5.Zaz=a 1 y=0b )e

(z

=dNabNb =4 = 0
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o(757)) 9 = (¢ L 0(aob))-b = bNTVBND = bNB N

U prethodnom paragrafu smo videli da su aksiome za RA nezavisne. Koliko

je taj sistem aksioma ”jak” 7 Da li smo izabrali " prave” , ”bitne” osobine relacija

i da li smo izdvoijili dovoljino ?

Siededa tvrdjenja ¢e nam pokazati da mnoge poznate osobine binarnih

relacije mozemo izvesti samo iz aksioma koje je predloZio Tarski. Neka se Citalac

sam uveri da sve osobine {jednakosti) binarnih relacija, sa kojima se dosad sretao,

moie { sa manje ili vise truda ) izvesti samo iz aksioma Tarskog . DuZni smo redi da

ipak postoje identiteti koji vaZe na algebrama relacija,a koji nisu posiedice aksioma

relacionih algebri. No, posto su oni vrlo "vestacki” i1 komplikovani, uveren smo da

su oni daleko od onih identiteta koji coveku prve "padnu na pamet”. Njih cemo

razmatrati u ¢etvriorn delu knjige.

Evo sada osobina koje vaZe u svakoj relaciono] algebri.

Osobina 2.1 0" to0.

Dokaz.

U svakoj relacionoj algebri vazi (z +y)_’1 P +y‘_1. Neka je :1:-—0-1, y=0.Tada
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(0 r+0) -0 Ht40t 5 0-0+07"

- 0=07"
[
Osobina 2.2 17'=1.
Dokaz.
: : : -1 -1, -1 : -1 .
Uzmimo u identitetu (z+y) =2 +¥ da je z=1 7, y=1.Tada = _
R N Ut N WO R B RS
{
Osebina 2.3 (1') '=1".
Doka:.

Stavimo z-(1)"' i y=1" wu identitetu ,(J:n_y)_1=y_1o:c_1 . Tada

(Y o) To1) ter o Ta(U)TR

LY

Svaka relaciona algebra ima ” Booleovski deo”. Tako, u svakoj relaciono;

algebri imamo indukovanu relaciju poretka s.

Osobina 2.4 Operacija se slaze sa <.

Dokaz.
-1 -1
zsy=> z+y=y = (z+y) =y
-1 -1 = !
= T +¥ =9
-1 -1
> I =y .
tl
Osobina 2.5 Neka je 0’=1". Tada (0’)_1=0’.
Dokaz.

U svakoj relacionoj algebri vaz r o (zoy)=<y.Uzmimoz=0",y =1". Tada imamo

(0') Yo (0%017)=0" = (0°) Tl =0’ = (0°)'=0".
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Na osnovu prethodne osobine imamo da je 0'= (0°) 1 , pa sledi 0" = (0) 1

i

Osobina 2.6 (a:-y)_lz:c Ly 7!

Dokaz.
Kako se operacija ~1 slaze sa < imamo da
zysz o (zy) szt i aysy = (zy) sy

o yul.Dokaiimo da je (a:y)“l najvece

1

Tako, (zy)~! jeste donje ograni¢enje za z_

: e . -1. -1 , -1. ~1
donje ogranicenje za ¢ ~ iy . Neka je zsz " 1z2sy . Tada

.- -1 ~1
: sziz sy = z "szy = zs(zy)
§to je 1 trebalo dokazati.

[

—-\-lw-l—,ﬂ—

Osobina 2.7 (z) T =(z7*).

Dokaz.

M

() 12Tz s ).

2)7107h a0 5 (2) Ys(z
Ako za 7 uzmemo z -'-1, dobijamo
‘T z = )= (1 ) ,

((_T))Hlﬂ" (z71)= (z)71

pa smo tiime dokazall trazenu jednakost.

1]

Osobina 2.8 lol=1.
Dokaz.

lol=1o(1+z)=(1lel}+(lez) = lezr=lol, za svako z. Ako je z=1,
dobijamo

lol’'slol = 1slel = lI=lol
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Osobina 2.9 000=0.
Dokaz.
Za svaki element z vazi

0oz=00(z+0)= (0oz)+(000) = 000s0oxz.
Ako je z=1’, dobijamo |

0o0=<001" = (o0=0 = 000=0

Aksioma (R4 ) kazZe, izmedu ostalog, da je operacija o levo distributivna u

odnosu na +. DokaZimo da desna distributivnost takode vazi u svakoj relacionoj

“algebri. |
Osobina 2.10 (z+y)oz=(zoz)+(yoz).
Dokaz.
(s+9)02= [(s+9)02) Y] "= [z Tolory) M)
| _ (2—10($—1+y -1))—1
(27l N4z TTey 7Y
= (2TTez ) T(z ey ™)
= () TG+ e )7
= (z0z)+(yoz)
D |
Osobina 2.11 Operacije o i ! se slazn sa relacijom <.
Dokaz. .

Neka je z=sy i z=u. Tada z+y=y i z+u=u, pa imamo
yoz=(z+y)oz=(roz)+(yoz) = zozsyoz,
you=yo(z+u)=(yoz)+(you) = yozsyou,

Zbog tranzitivnosti relacije = dobijamo zoz=you.
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i";ﬁ""'e sada zsY, dohammo da je z sy . Koristeéi Osobinu 2.6 dobijamo

1L -1 -1 -1 -1 -1
:?g?ﬁﬂf,g;ﬁ(.ry) =T =T y =z =y .

Osobma 2.12 I'sz = lozol=1.

_Ja,s'no, lozols1l. QObratno, zbog Osobina 2.8 1211 1mamo

1=1cl=101l’0clslozol

‘.";ﬁ Osobina 2.13 Sledeéi uslovi su ekvivalentni u svako; relacionoj algebri:

(aobd)e=0, (a_l oc)b=0, (co b—l)ﬂ-=0.

il O gl

gﬁﬂ,ﬂb ~ a locs amln(a"n_b)s'g (zbog aksiome (R5) )

-~ a locsh (zbog tranzitivnosti ).

L Rt
A i -I..-':m;v'vi-'-ﬁ,.d:!..-li_-.' .

R T o

s gt

[T, PR UL ER DR

Prem& prethodnom, ako za @ wuzmemo & ,dﬂbija.mn

N e
W el e
s

' ' -1
csa "ob =>ao0cs<h tj, cza ob=aoczb

FCAL I TR ERRNTE A |

R B L R P I o e

zamemmo csab absac:

iy B g, | Tt T e Ty P e i T8 A o e AP i b nc .. R Bt R Lo w2 ; e o1 My Y ATl g AR A L e AN e bl S L e e g T R T L e g e I
e LRl T b ot iy b T oy i - e L e e e e ey T s e P e i~ S A P e e S h w1 e s - e L S L D
ey Ty ST T - vt e - Y B Sl Ly TR R LT L O A i I B i g IO R T LA L P S L T L TR £ e sﬂ: 8 ] MR -2 i "'._ ra LY
el a I L g - o, by - = EEL L -, -n b Ll A Bel LTS o 1o gl 13 g b g gl B bx st s i n
e . ;- . i LS e A p . . . | el il el wyy e Rr-Le | i - oA

- %5 K _ g i Ll AT . = L= e Lo sl T B LY L LY AR IR

-k i ' ER TR LT L M O O LR TR L FEFIERE R R [T i T, HERNLURNPTNT Sy I CO B e B e R . ' L T Flo dua o, - v st M et e e Lo g N P - s H s
e I T B P TIRE L [t ST TR [ P T N TR I ) \ o
. Il . H “w a . - .. N L

o -..W', hp
e T i"—~='-u......"“~rs‘~=!l~.#w;- i
. TR A [ TR N

-1
" Pza oc¢ = aob=zc,

v
ji. e
.u- -

e drugl smer ekvivalencije. Tako smo dobili c<zob akkoa ‘ocsb, tj

0w

. . =
Rl T 2ES

(anb)c=0 akko {a uc)b=0.

_(aﬂb)c=0 akko (b‘loa‘l)c -0,

Je zbog (1) ekvivalentno sa (boc *)a '=0. Ako sada ponovo primenimo

§oi31nu 2.6, dobijamo konacno da je
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(aob)c=0 akko (c o b"l)a=0,
sto e 1 treba.lo dokazati.
u

Osobina 2.14 0oz=z00=0.
Dokaz. |

Prema prethodnoj osobini, imamo: (a © b)c=0 akko (-aﬂlo ¢)b=0, pa ako uzmemo

daje a=z ', b=1, c=0, dobijamo
(.1:“_101)0=0 akko (z00)1=0.
Kako je leva strana ekvivalencije tacna, sledi z o 0=0. Sli¢cno, iz ekvivalencije
(aob)c=0 akko (cnbwl)a:[] . .
dobijamo da je
(l1oz 1)0=0 akko (0oz)l1=0,
iz Cega sledi 0o z=0.
[
Osobina 2.15 (zoy)z=(z o ((x—ln z)y))z.
Dokaz.
U prvom delu (P12 ) smo dokazali da u svako] BA vaii

(Vw)(aw=0 o bw=0) = a=b. U nasem slucaju dovoljno je dokazati da

za sve w€ A vazl (zoy)zw=0 akko (=z o((s.:_"lo 2)y)) zw=0
(zoy)zw=0 akko (z_ln(.zw)).)y=0 (zbog Osobine 2.13)
akko (3-10(210))(1:-103)?}:0 ( koristimo Osobinu 2.11 kao i osobinu
. a<b=a-b=qa)

akko (xu((znlnz)y))zvf:(} (zbog Osobine 2.13 ).

Osobina 2.16 (z<1' Aysl’) = zoy=zxy.
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Dokaz.

Zbog Osobine 2.11 1 datih uslova imamo
zoy=(zoy)(zey)=(zol')(I'ey)=2y » zoyszy

Ybratno, iz Osobine 2.15, dobijamo (zoy)zsz 0(($_10 z)y), pa za y=1" imamo
(z01)zsz0 ((z T0z)1").

Tada, koriste¢i Osobine 2.3 i 2.4 dobijamo sledece:

zy=(zo1 )yszo((z oy)l )szo((1'oy) 1")=z0(y1 )=z0y,

tj, zyszoy, pa kako smo gore dokazali zoy=zy, sledi zoy=xy.

O

Osobina 2.17 z=1 = z +=z.

Dokaz.

Iz Osobine 2.15 imamo da je {(z ¢ y)z=z o ((:c"lo z)y). Ako je y=z=1, onda

primenom Osobine 2.4 kao i uslova z=<1’, dobijamo

z=(z01 ) sz0 ((z 01))=zo(z711')=zoz 1=1’0z 1oz~ 1,

1 -1

Tako, zsz = pa jei zélﬂ(xnl)_lﬂ:, tj. =1

0

Osobina 2.18 z lozoz tzz71
Dokaz.
Neka je z proiﬁvoljan element iz A , i pretpostavimo da je (z7lozoz~1)2=0. Na osno-
vu Teoreme 2.17 imamo da iz (7 loz oz 1)z=0sledi (z0oz)(z 0z 1)=0. Kako
jezozzzo(zz7l)izozr “l2zo(zz71) onda

| 0=(zo0z)(zoz 1)zz0(zz1)

pa sledi #z o(zz~1)=0. Tako imamo

(zo(zz71))1'=0= (2" ol’)(zz71)=0

=z lzz71=0 = zz71l-0

Tﬁ.kn smo dobili da za sve z2€ A vazi: ako (I"lﬂxoz“‘l)z=0 onda z71z=0, pa na

osnovu Teoreme 1.10 dobijamo da u svakoj relacionoj algebri vazi z7logoz~—lzz"1.
0%
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Osobina 2.19 Neka je A =(4,+,",—,0,1,e , 1’,71) relaciona al
- | | 8ebra

Slededi uslovi su ekvivalentni:

1) A je Booleova relaciona algebra ;

2)1=1";

1

3)Za sve z,y€ A vaii:zoy=z-y,1=1" 27 =2.

Dokaz.

1)- 2). Kako je A Booleova relaciona algebra, onda za sve z,y€ 4 vaj Toy
b..m.y,

pa specijalno za z=1,y=1’ imamo: 1=101’=1-1"=1’ tj. 1= 1.

2)-3) Neka je 1=1". Tada za sve z,y€ A vaii msl’; y=1’, pa na osnovu Osobyjy, )
€217

dobijamo da je z71=z, a na osnovu Osobine 2.16 da je zoy=z-y..
3)-1) Vaii po Definiciji 2.2 Booleove relacione algebre.

¥

25 Druga definicija relacione algebre

Osobina 2.13 je mnogo jaca nego s§to nam se ¢ini na prvi pogled. Do),
F - - .' - - - - -n -az -
¢emo da ona, zajedno sa uslovima (R1) i (R2) iz Definicije 2.1 definise rels o "
| | | Cl1o
algebru. No, da bismo to dokazali, potrebne su nam neke jednostavne Cinjey; nu
- B lce

.. i : : iz
teorije Booleovih algebri sa operatorima.

Booleove algebre sa operatorima

U matematici se cesto javlaju strukture koje su nstvari ” oboga ¢
Che”
Booleove algebre: zovemo ih Booelove algebre sa operatorima. Teorija Boo} |
. - L . . ] - v - eov.
algebri sa operatorima je danas vrlo razvijena i obuhvata siroke oblasti algel, .
. a

y
logike. Ske

Definicija 2.5

(a) Neka je B Booleova algebra i F:B"> B.Kazemo da je F operator Bog)
e-

ove algebre B ako je F aditivan (distributivan) po svakom svom argumenty £
| | | | J-
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F(21,2g, s Y1+, 52 ) = F(23,29, 08y o2 ) + P339, 90 - 03,)

(b) Za algebru B=(8,+ ,-,-,0,1 !Fj)jeJ kaZemo da je Booleova algebra
sa operatorima ( u oznaci BAO) ako je redukt Rdg5 (3 )=(B,+ ,-,~,0,1) Booleova
algebra , i sve operacije F. (j€ J) su operatori Booleove a]gebre Rdg (B).{ Algebru
Rdg (B ) zovemo Booleov redukt od B).

(c) Za operator F kaZemo da je kompletno aditivan ako za svaki indeksni

skup I za koji postoji Z{y, |i€ I} u B, vai
F(zy,...,Zly lieT}, ..,z ) =Z{F (2 ooy 9;0y3, ) |i€ I},
B

Teorema 2.12 Svaka relaciona algebra je Booleova algebra sa operatorima.

Dokaz.

Treba samo dokazati da su operacije o i "% aditivne t). distributivne :
zo(y+z)=(zoy)+(z02) | (aksioma (R4) )
(z+y)oz=(z02z)+(yoz) ( osobina 2.10)
(z+y) taz "ty 7t (aksioma (R4))

U

Definicija 2.6 Neka su F i G dve unarne operacije Booleove algebre B.

a) Za F i G kazemo da su konjugovane ako za sve z, y€ B vai

F(z) =0 akko z-G(y)=0. |
b) Za F kazemo da éuve poredak (ili da je izotona ) ako se slaje sa relaci-

jom =, tj. ako iz z=<y sledi F(z)sF(y).

-0

Primetimo, da u svakoj relacionoj algebri operacija ima konjugovanu
( to je ona sama) i da se ta ¢injenica moze dokazati koristedi samo Osobinu 2.13 :

(a_1 o1')b=0 o (l’nb_l)a=0

——

e h-0 o b la-0

t]). operacija je samokonjugovana.
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Osobina 2.4 nam govori o tome da }e operacija izotona u svake] RA.

Siededa teorema govori o medusobnom odnosu osobina konjugovanosti 1 izotonosti.

Teorema 2.13 Unarna operacija F Booleove algebre B ima konjugovanu akko je F
jzotona i za sve y€ B skup K(y)={ z¢ Bi F(z) y=0} ima najvedi element. Ako

to vaZi, onda je konjugat G od F jedinstven i G(y) jeste najveci element u K(y).

Dokaz.

(< ). Neka je operacija Fizotona i skup K(y)={z¢ B l F(z)y=0}ima najveci element
N(y).DokaZimo da je tada funkcija G definisana sa G(y)=N(y) konjugovana sa F.

F(z)y=0 =» 2¢K(y) =» 2=N(y) = z-N(3)=0 = z-G(y)=0.
2-G(y)=0 »2-N(y)=0 > zsN(y) » F(x)=F(N(y))
= F(z)ysF(N(y))-y=0 = F.(mjysO > F(z)y=0.
DokaZimo jedinstvenost konjugovane operacije. Neka je H funkcija sa oscbinom
F(z)y=0 e =r-H(y)=0.
Tada imameo : F(N(y))-y=0 = N(y)-H(y)=0 =

"
—————

= H(y)=N(y) = H(y)sG(y).

——— i

S druge strane, H(y)-H(y)=0 = F(H(y))-y=0 = H(y)=N(y)

- H(y)=N(y) = H(y)=G(y).
Dakle, H(y)=G(%).
(- ) . Pretpostavimo sada da F ima konjugovanu operaciju G . Dokazimo da skup
X(y)={$€Bf F(z)y=0] ima najveci element i to je G(y). Prvo, -
G(y)eK(y) jer F(G(y))y=0 o  G(3)G(y)=0.

Da je najvecislediiz: F(z)y=0 = zG(y)=0 = =z=sG(y).

Dokazimo da je F izotona. Neka je z<y. Znamo da F(y) - F(y)=0 = ye K{(¥(y))

> y=G(F(y)) = z=ysG(F(y)) = zsG(F(y))

A g

Y
> 2-G(F(3))=0 » F(z)-F(3)=0 = F(z)=F(y).
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i‘eorema 2.14 Ako unarna operacija F Booleove algebre B ima konjugat, onda )e

Ekompletno aditivna 1 F(0)=0

pgkuz
eka je G konjugovana operacija za F. Dokazimo prvo F(O) 0:

; 0-G(z)=0 & F(0)-z=0, za svez

iﬂﬁ 1d0b1]am°F(0) 0. Dalje, neka je z=2.{z; |1EI} (z,z,€ B). Treba dokazati
g F(z)=2{F(z;) ]ze I},

E}osto za sve 1€ ] vai I; =Z, 8 operacija F' je monotona, onda F(z .)sF(x) pa je
E&

H( ) jedno gornje ogranicenje za sve F(z;). Dokazimo da je to majmanje gornje

zr

wamceme. Neka je z jedna gornja granica tj. za sve i€ .

F(z )=z = F(z;)-2=0 = z,G(z)=0 = G(z})-z;=0,72a sve 1€1.

'i"""da. se setimo jedne éinjenice koja vaZi za sve Booleove algebre ( videti prvi deo
, e knjige ) : Ako u Booleovoj algebri R postoji element z-Z{uluc A}, za neki AcB,

ﬁda postoji i element Z{z-u|u€ A},ita dva elementa su jednaka. U nagem slucaju
G(z) iz, licI}=2{G(z )rz;lieI1}=0 » 2F(Z{g; | 1€ I})=0= F(z)=z,

Eto je i trebalo dokazati.

gorema2 15 U svakoj relacionoj algebri vaZi : ako postoji 2 {z;| 1€ 1} onda postojl
3:{:': Hiel)ivaii (2 (zliel)) 7= Zisp 1| e},

é.'lrektna posledica T2.15 , jer je operacija ~1 y svakoj realcionoj algebri samokonju-

govana.

e
f.z ktna. posledica T2.14.Naime, ako je A¢ RA i a€ A onda operacija F(z)=4 oz
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ima konjugovanu , G(z)= a~ 1o z. Zaista, na osnovu Osobine 213 imamoe

F(z)y=0 & (coz)y=0 = (a'lﬂy)x=0 © £G(y)=0.

Druga definicija relacione algebre

Teorema 2.17 Neka jeA=(4,+,,-,0,1,0,1’,~1) algebra tiba(2,2.1,0,0,2,0.1)

koja zadovoljava
(1) (A,+,-,-,0,1) je Booleova algebra;
(2) (A,0,1") je monoid;
(3) Za sve a,b,c A vaii: (aod)c=0 o (a—1-0 c)b=0 ; (c o} —1);;:0 |
Tada je A€ RA. |
Dokaz.
Uslovi (R1)1 (R2) D2.1 direktno slede.
Na osnovu (3 ) moZemo dokazati da op\er.'a.cija}-1 ima konjugovany - ¢, je ona sama:

a7b=0 o (a ToP)b=0 & (Pob Na=0 o 570

Takode, na osnovu (3), moiemo dokazati da u naéoj algebri i gye operacije

F(z)=a o z imaju konjugovane :
(a oz)y=0 (:'(a._l_ o y)$¥0.

Dakle, sve te operacije su kompletno aditivne ( na osnovu T 214 ), pa algebra za-

dovoljava uslov (R4) iz DZ.1. Dokazimo da vaii i uslov (R5) :

-1 '
(zog)(z09)=0 & (2 "o(z0y))y=0 (zbog (3)) .
- Ostalo je da dokazemo uslov (R3) ii D2.1, t}. da je -1 involucija Monoida (4 ,0,1°)
Koristicemo ¢injenicu ( videti T1.10) da u svakoj Booleovoj algebri va3; - |

a=<b akko (VZ)(Z'6=O = Z2'Q =0) tj. a=b E.kk_ﬂ (Vz)(z'b=0 @2'{;:0)
Neka je z€ A. Tada:

22=0 o (201 )z2=0 & (2-102z)1'=0 & ((x_l_)-lﬂl’)z;-o @z-(z1)" 10
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~ §to prema prethodnom znaci da je (r‘l)—l;z.
Na kraju, dokaZimo (z o ‘y)nl =y"1 oz ', Neka z€ A.Tada:
(z0y) '2=0 o ((zoy) ol )z=0

o (Voz ) (zoy) =0

o (¥ 1o T "1)z=0 .

1

" Dakle,y oz ~i (zoy) 1 Time smo dokazali da je A relaciona algebra.

0

' Sada moZemo formulisati potreban i dovoljan uslov da neka algebra bude relaciona.

" Teorema 2.18 Algebra A - (4,+,-, -,0,1, ¢ ,1°,7") tipa (2,2,1,0,0,2,0,1)

~ jeste relaciona algebra akko zadovoljava sledece uslove :
(1) (A,+,-,-,0,1) je Booleova algebra ;
(2) (4,0,1") je monoid ;

(3) Za sve a,b,c€ A vaii: (a o b)c=0e (a 1o ¢c}b=0e (co p ! Ja=0.

- Dokaz.

Dokaz direktno sledi iz Osobine 2.13 1 T'2.17.

Tako, uslove (1),(2 ),(3) Teoreme 217 mozZemo uzeti za drugu, ekvivaleninu

- definiciju relacione algebre.
2.6 O jeziku relacionth algebri

Jezik relacionih algebri sadrzi 8 funkcijskih simbola. Prirodno je pitati, da

_' li medu njima ima nepotrebnih? Da li su neke operacije relacione algebre odredene
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ﬁomoéu ostalih operacija.? Da. Poznato je da semigrupa moze imati najvise jednu
jedinicu. Tako, ako je A=(4,+,",-,0,1,0 ,1’.,71) relaciona algebra, onda je element
1’ potpuno odreden operacijom o: to je jedinstven element y koji zadovoljava
zoy=yor=z. Tako, umesto da 1’ stavimo u jezik relacionih algebri, mogli smo da

aksiomama RA dodamo aksiomu
(3y)(Vz)zoy=yoz=1.

No, tako definisana klasa algebri vie nije jednakosna. Slicno, mozemo dokazati da

se operacija ~1u svakoj relacionoj algebri moze izraziti pomocu ostalih operacija:
Teorema 2.19 U svako] relacionoj algebri vaz z “l= 3 y? (zoy)1l'=0}.

Dokaz.

Dokazimo da je z

—

najmanja gornja granica skupa {y '(E oy)l’'=0}.

(zoy)l'=0 o (1’Dy_1-)?:=0 & y_15$ & y=<z
pa. je z ' jedna gornja granica tog skupa. No, x“le{yl(iny)l =0} jer

(onhl)l'=0 o (1'02)z=0 o zz=0.
Ako t=sz za svete{y,ﬁﬂy)l’=0} onda :c_lsz,pa.je z 1 najmanja gornja

granica tog skﬁpa., 5to je 1 trebalo dokazati .
G

No, kao i u sluéaju elementa 1, ni operacija —1 sa ne moze definisati po-
modu identiteta koristeci ostale operacije. Da razmotrimo problem definisanja ope-
racija pomoéu identiteta koristeéi ostale operacije, definisimo u opstem slucaju pojam

klona operacija neke algebre.
Sta je klon operacija

Ako nam je data neka algebra, onda kompozicijom njenih fundamentalnih
operacija mozemo konstruisati mnogo drugih operacija. Skup tako izvedenih operacija
¢ini klon. Cesto je klon operacija date algebre mnogo korisniji za razumevanje

strukture algebre nego fundamentalne operacije.

Pre nego §to predemo na preciznu definiciju pojma klona, evo nekoliko
primera. Od fundamentalnih operacija algebre R =(Z,+,-) mozemo konstruisati

razne druge operacije na skupu Z:
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f1(z,9) =(z+y)y, folz,y,2)=2-y+y-2, f3(z)=2-272.
Kako moiemo matematicki precizno opisati ”sve moguce operacije” koje mogu
nastati na ovaj nacin? Pre svega, nove operacije nastaju kompozicijom. Ako su

osnovne operacije f(z,y)=2+% g(2,¥)=2-y, onda je
f1(z,y) =9(f(z,¥),9)
Folz,9,2)=f(9(z,¥),9(y,2))
fa(z)=Ff(g(z,2),2).

Definicija 2.7 Neka je f(z,,...,z, ) neka n-arna, a g4,...,§, Mm-arne operacije
skupa A. Kompozicija ( superpozicija) operacija f:91,---,9,, Jeste m- arna operacija

h definisana sa h(z,...,2,,) =f(g,(%1,--,2,, Yoerer G {TqsesT o))

0

Primetimo da smo u gornjim primerima negde umesto izraza g.(z{,...,% )
zamenjivali samo promenljivu (na primer kod f, ). Takode, negde nismo " pazili na
promenljive ” nego smo ih ”izjednacavali” ( na primer kod f5 ). Tako, nase nove
operacije ne nastaju od osnovnih operacija samo kompozicijom. Skupu fundamental-
nih operacija treba dodati tzv. projekcije tj. trivijalne operacije €ija je vrednost

ustvari vrednost neke od njenih promenljvih.

Definicija 2.8 Neka su i, n€ N\{0}, i <n. KaZemo da je operacija p; skupa A
i— ta projekcija dufine n ako za sve £4,..., ¢, € A, val pi(Z,..,T 5., 2,) =T ;.
0
Nije tesko videti da sve nasSe operacije f,, fo5, f4 nastaju kompozcijom
fundamentalnih operacija f i g, kao 1 projekcija pf : pg ,p% , ;pg:
2
fl(xiy)=g(f($:y):p2(msy))
2 2 | 3 3
f2(m:yaz)=f(g(p]_(Iay):Pz(xsy)):g(pz(may:z):p3($:y13)))
1 1 1
f3(z)=F(g(p1(z),p1(2)),P1(2))-

Intuitivno, " ubacivanje projekcija u igru” nam omogucava da superpozicijom dobijemo
sve kombinacije osnovnih operacija, bez obzira na poredak (raspodelu) i ujednaca-

vanje promenljivih u tim kombinacijama. Precizna definicija klona jeste:
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-
Definicija 2.9 Klon na nepraznom skupu A jeste skup izvesnih operacija skupa A
koji sadr# sve projekcije skupa 4, i zatvoren'.je u odnosu na kompoziciju.

U

Primer 2.2 Skup svih mogucih operacija skupa A jeste klon - to je najvedi klon

skupa A. Najmanji klon na A jéste skup svih projekcija od A.

O

Iz same definicije klona sledi da presek proizvoljnog skupa klomova na A
jeste ponovo klon na A. Tako za svaki skup 3 operacija na A postoji najmanji klon
koji sadrzi S : to je presek svih klonova koji sadrie . |
Definicija 2.10 Neka je & skup operacija na A. Najmanji klon na A koji sadrii F
zovemo klon gemerisan sa F i obelezavamo ga sa [F], (ili samo [F]). Klon

algebre A jeste klon fundamentalnih operacija od A.

[
Napomena 2.1 Kada je rec¢ o klonovima, pogodnije je tretirati konstantu algebre

kao unarnu operaciju (koja ima uvek istu vrednost ).

Mi cemo na ovom mestu da se zadrzimo na klonovima generisanim raznim

operacljama algebre binarnih relacija.

Booleov klon i klasican klon

Neka je F={U,N,”,} skup Booleovskih operacija duzine vece od 0 algebre
B(S 2). Booleov klon Cly (§) jeste klon generisan sa F:

Na primer, operacije

FI(X,Y)=(XNY)U(XNY), F,(X)=XNX,
Fqa(X)-XUX, F (X,Y)=(xNTU(YNX)

pripadaju klonu Cf5(S). Primetimo da se taj isti klon moZe generisati jednom

jedinom operacijom (tzv. Seferovom operacijom ),

Teorema 2.20 Za svaki skup 5, Booleov klon C¢ g (9) je generisan jednom binarnom

operacijom.
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Dokaz.

Neka je X4Y= X[ Y. DokaZimo da je CL5(S)=[{1}lp(g2). Naravno,
zbog definicije 1, imamo [{1}]cCfg(§). Obratno, dovoljno je dokazati da

{u,N,-el{1}]:
X- XX, xNy=Xx+¥, xUrv=- XY ,

tako da je i Cfg (5)<[{1}].

[

Primetimo da analogna teorema vaZ za sve Booleove algebre. Dokaz te

teoreme je takode analogan dokazu prethodne teoreme.

Teorema 2.21 Klon svake Booleove algebre je generisan jednom binarnom

operacijom.
Dokaz.

Ako je Be BA,B=(B,+,-,-,0,1) onda traZzena binarna operacija jeste
f(zay)=5'?-.\

(]

Pod kiasiénim klonom podrazumevacemo klon

-1

CfC(X)z[{U:ﬂ:_:G: :&X}b(xz)

Na primer, tom klonu pripadaju operacije

Fi(R,5)=(Ro85)US " Fy(R)=(bgoR) ", F4(R,S8,T)=R o (SUT) "

Naravno za sve skupove X Cf, (X)<Cfo (X). Nije tesko videti da je klasican

klon striktno veci od Booleovog, vec za | Xi=2.
Teorema 2.22 Za svaki X, ako je |X |22, vazi CL o (X)\Cep(X)=9.
Dokaz .

Neka su a,beX, a=b, 1 neka je R={(a,b)}. Tada )je skup
A ={R,E,X2, ¢ } zatvoren u odnosu na sve operacije iz Cf5(X ), a ocigledno nije

... .. : ~1
zatvoren u odnosu na operacije iz klasicnog klona {recimo, H "¢ A4).

O
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Klon relacione algebre

Prirodno je postaviti pitanje da li je klasicni klon RA generisan jednom
operacijom? Da! Mi cemo dokazati vise: u proizvoljnoj relacionoj algebri, sve operacije
se mogu izraziti pomocu jedne jedine binarne operacije:
Teorema 2.23 ( F. Borner,1986 ) Klon svake relacione algebre generisan je binar-

nom operacijom

- h(z,9)=(2-9)+(91(2,9)09,(2,9)o(g3(z,¥) +94(2,9))),
gde su | | |
 0y(2,9)=(2 3T )7, g5(2,)=(2+ ¥) 1,
_ya(z,y)=(1 oz yl’)ol)g,(z,y),

94(z,9)=(To(zyT) o 1)(((1o (y1) 01)(FFT) ) +(To (yT)o1)1’)
Dokaz.

Ocigledno, & je operacija klona relacione algebre. Pokazimo da su osnovne
operacije relacione algebre generisane sa h. Koristeci dokazane osobine relacionih

algebri mozemo sa uveriti, korak po korak, da vazi

£=h(z,z), hiz,2)=(z" > -T) o (Te(ZT)el)l').

Koristeci osobinu da se o slaZe sa < dobijamo h(z ,E)sl_"' , h(z,7)=1" 1 prema tome
( zbog Osobine 2.12 ) imamo ( 10 (A(z,£)1’)01)=0. Sledi da je 0=h(h(z,Z),h(z,Z)).

n_"n. » ” - - . ’, . , -e
1 70" mozemo generisati sledece operacije ce operacije

1=0, I"=h(1,0), 1’ =(1"), T'z=k(1’,Z), 1'z=h(Z,1")
'(z+y)=h(Vz,’y), U'(z+y)=k(z,1'y),

Koristeci

z+y=h(1'(z+y),1(z+y)), zy=(z+y).

Prema tome iz A moZemo dobiti skupovne operacije- i 1’. Da generiSemo ~kori-
stimo Osobine 2.7 i 2.17: 2 '=z1’+A(1,51°).

Na kraju generisimo operaciju ” o”. Zbog Osobine 2.16 imamo (z1’)o(y1’)=zy1’

(2)o(y1")=Th(1T7+y1’,27 ' T")

(21)o(yT)=((y " 1T)e(z '1)) "
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—— . — AR e e——

(59T )0 (2yT)=(h(1,0+2+7)) "
(zyT)o(yT)=(h((z+9) U, (Fy+T) Dh(y Tz “h1)

(2 TYo(ayT)=((y 5 Doz TN
(sT)o(yT7)=((zyT )o(zyT") +((z91)o(yT ) +((zT)e(zy1))

$°y=((ﬂ¢1’)°(y1’))+(($1’)°(3¢1—’))+(($F)°(y1’))+(($T’)°(y'f’))-

3
b

65
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3. REPREZENTABILNOST

Dok se prethodna glava bavila preteino ” Silntaktié'kim 7 razmatranjima, ova
glava je posvecena ”semantici” teorije relacionih algebri. Problem reprezentabilnosti se
razmatre prvo za semigrupe, grupe i Booleove algebre . Proucavanje klase reprezentabilnih
relacionih algebri pa&'i_nje sa tzv. malim relacionim algebrama (sa najvise 8 elemenata ),
i komtmkcijom najmanje nereprezentabilne relacione algebre (od 16 elemenata ). Kako
uobicajena teorema reprezentabilnosti ne vazi za rélacione algebre, u potpunosti je opisan
jedan drugi pristup reprezentaciji: preko algebri kompleksa i atomir‘:’ﬁih struktura. Posle

opitih teorema o reprezentavilnosti Booleovih algebri sa Opemtaﬁma, posebno .se razmatra-

Ju atomicne strukture RA, tzv. poli- grupe.

31 Sta je reprezentabilnost

- Teoreme reprezentacije se u algeb.fi, pa 1 uopste u matemadtici, ¢esto prirod-
no pojavljuju. U najopstijem slucaju, svaka teorema reprzentacije je oblika:
X je objekat klase A » (3Y)(Y je objekat klase B i Y je izomorfno sa X ).
U svakom konkretnom slué¢aju ova sema dobija sasvim odreden smisao. U slucaju rela-

cionih algebri pojam reprezentabilnosti je detaljno razraden na primer u [ HMTI 71].

Po tom pristupu, kratko receno, reprezentabilnost odredenog apstrakinog pojma
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znaci da on ” taéno pokriva”™ odgovarajuci konkrétan pojam, odnosno da je prilikom
aksiomatizacije (tj. procesom apstrakcije ) sacuvano " sve Sto je bitno” .

Pojmovi konkretno odnosno epstrakno se u [ HMTI171] definisu ha sledeci
naéin. Za algebru A se kaze da je konkretna ako je ona u potpunosti odredena svojim
nosacem. Drugim reéima, konkretne algebre karakterise uniformna definicija operacija.
Na primer, Booleova skupovna algebra B(S) jeste primer konkretne algebre. Odgo-
varaju¢a apstraktna klasa je klasa Booleovih algebri.U opstem slucaju, za klasu
algebri K kazemo da je apsiraktna ako je zatvorena u odnosu na izomorfizme, tj. ako

je JI(K )< K. Za apstraktnu klasu algebri K kazemo da je reprezentabilna (ili da vazi

teorema reprezentabilnosti ) ako je svaka algebra iz K izomorfna sa nekom konkretnom

algebrom iz K.
Pre nego sto krenemo na problem reprezentabilnosti relacionih algebri,

dokazacemo nekoliko teorema reprezentabilnosti: za semigrupe, za grupe i za Booleove

algebre.

Reprezentabilnost semigrupa

Pojam semigrupe definisali smo u delu 1.3. Za grupoid (5, +*) kaZzemo da
je semigrupa ako )e operacija * asocijativna. Na primer, svi grupoidi ( N,+ ),(NN,- ]},
(Z,4),(Z,),({T,LEA) 5 ({T,41,2) (P(8),U),(P(5),N),(P(§7), o) su
semigrupe. Dokazacemo da je svaka semigrupa izomorfna tzv. semigrupi transfor-
macija ( funkcija ).

Neka je A neki skup. Oznacimo sa F(A4) skup A7 t). skup svih fﬁnkcija
skupa A . Tada vaz sledeca teorema: "
Teorema 3.1 Za svaki skup A ,grupoid F(A)=(F(A), o) jeste semigrupa.

Dokaz. | | |

Kako smo funkcije definisali kao specijalne relacije, onda asocijativnost operacije o
sledi iz T 2.2.

{

Primetimo da je i svaki podgrupoid od ¥ (A4) semigrupa.

Definicija 3.1 Semigrupu F(A)=(F(A4), o ) zovemo puna scmigrupa transformacija
~ skupa A. Svaki podgrupoid od F(A) zovemo semigrupa transformacija skupa A.

{
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Primetimo da su sve semigripe transformacija konkretne algebre. Teorema reprezen-

tabilnosti semigrupa dobija se kao posiedica sledede dve leme.

Lema 3.1 Svaka semigrupa sa jedinicom je izomorfna sa nekom semigrupom trans-
formacija.
Dokaz.

Neka je (M ,-).data semigrupa, sa jedinicom e. DefiniSimo preslikavanje

¢: M> F(M) na slededi nacin: ¢(a)=f_, f,(z )=z-a. Treba samo dokazati da

je ¢ potapanje, tj. da je homomorfizam i da je "1-17.
1. ¢ je homomorfizam semigrupa (M,-) i (F-(A),é) jer je
b(a-b)=fgp = fo ofy =0(a)od(d).
Zalsta, za své zc A va.ii;
fus (2)=2(ab)=(za)b=1, (28) =1, (£, (2))=(f, o], ) (=) .
2. ¢ je "1-17 , jer ako je a=b onda je f_(e)=f,(e),pa imamodaje f,=f, .
D | _
Lema 3.2 Svaka semigrupa se moze potopiti u semigrupu sa jedinicom.
Dokaz.

Neka je (S ,.-) semigrupa i ¢ neki element, e ¢ §. Definisimo na SU{e} operaciju *
tako da se na elementima iz S poklapa sa operacijom-, i neka je z*e=e*z =z za
sve € §U{e}. Naravno, preslikavanje ¢:5- 50U { e} definisano sa ¢(z)=z, za sve

T € S, jeste potapanje semigrupe (S,-) u semigrupu sa jedinicom (SU{el,*).
i | |

Teorema 3.2 (o reprezentaciji semigrupa ) Svaka semigrupa je izomorfna sa nekom

semigrupom transformacija.
Dokaz.
Direktna posledica prethodne dve leme.

O
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Reprezentabilnost grupa

Grupe smo definisali kao algebre (G,=,e,”1) tipa (2,0,1 ) tako da je
(G,*,e ) monoid, a za operaciju “lvazi zezl ::-z“l xz =¢e.0Qznadimo skup svih
permutacija (bijekcija) skupa A sa Perm(4).Primctimo da je skup Perm(A)

satvoren u odnosu na operacije © 1 -1 sadrii identicnu funkciju id A.Ta,ko,
( Perm(4), © ,id4,” 1) jeste algebra. |

Teorema 3.3 Za svaki skup A, algebra Peem(A }=(Perm(A),o,idg 1) je grupa.
Dokaz.

Posledica T161 T2.2.

O

Definicija3.2 Svaku podgrupu grupe Peem(4 )= ( Perm(A), o ,id 4 ,7}) zovemo
grupa permutacija skupa A. Grupu s#'ih permutacija skupa { 1,2,...,n} zovemo

simetriéna grupa reda n ( u oznaci Sy).

Teorema 3.4 ( o reprezentabilnosti grupa ) Svaka grupa )e izomorfna sa nekom

grupom permutacija.

Dokaz.

Nekajeé=((}',-,e,_1) data grupa. DefiniS§imo preslikavanje U:G->Perm(G) na

slededi nacin: ¢(g) =fg ,fg (z)=z-g. U Lemi 3.1 smo vec dokazali da je potapanje

semigrupe (G,+) u semigrupu (Perm(G), © ). Jasno je da vazi ¢(e)=id, . Treba

jos dokazati da je ¢ a ! )=(L[J(ﬂ.))ﬂ1.

Imamo da je v(a > )=f, -1, (v(a)) ™ =(f,) " Doka#imo da je f, ~1=(f,)7":
(z,y)e f-1 akko y::m*l akko z=vya

akko (y,z)€f, akko (:':,y)e(fﬂ)-l,'

§to je 1 trebalo dokazati. Tako, ¢ je zaista potapanje, pa je grupa & izomorina sa

podgrupom grupe permutacija Perm(G ).
U

Primetimo da iz dokaza T35 direktno sledi da se svaka konacna grupa

od n elemenata moze potopiti u simetri¢nu grupu S, .
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Naravno, istorijski put razvoja teorije semigrupa i grupa isao je obrnutim
smerom. Prvo su se izu¢avale semigrupe transformacija odnosno grupe permutacija
( konac¢nih skupova ). Posle su definisani pojmovi apstraktne semigrupe 1 grupe, za

koje se ispostavilo da tacmo pdkrivaju odgovarajuce klase konkretnih struktura jz

kojih su potekii.

Reprezentabilnost atomié¢nih Booleovih algebri

Podsetimo se da za element b = 0 Booleove algebre B kaZzemo da je atom
ako vazi: (Vz¢e B)(zsb=s(z=bvz=0)) . Skup svih atoma algebre B oznacavamo
sa At {(B) . Booleova algebra je atomicna akko za svaki element z«( postoj atom

b takav da je b=z . Teorema reprezentacije za atomié¢ne Booleove algebre je posledica

sledece leme:

" Lema 3.3 Neka je B atomi¢na BA.Tada preslikavanje ¢ .B -~»P( At (B )) definisano
sa: ¢ (z)=1{b I be At (B)absz}, jeste "1-1".

Dokaz.

Akojez=y,onda z£y ili y;f:.':. Neka vaii z£y. Dokazimo da je z-y =0. Pretposta-
vimo suprotno, tj. z- ¥ =0; tada z=z-1=2-(y+¥)=(z-y)+(2-¥) =z y+0= 2y 12
cega sledi z=y. No, to je kontradikcija sa nasom pretpostavkom. Tako,vazi -3 =0,
pa postoji atom b=z-3 . Odatle jasno bsz, b=<¥. Dokazimo sada da vadi biy.

Pretpostavimo li suprotno, tj. da b=y, dobijamo b=b+(y7)=(b+y)(4+¥)=yy=0,
kontradikcija. Tako, be ¢(z) i8¢ ¢ (¥) tj. ¢(z)=d(y) p:i je ¢ "1-1",

0

Teorema 3.5 (o reprezentaciji atomi¢nih BA ) Svaka atomicna Booleova algebra

se moze potopiti u neku Booleovu skupovnu algebru.

Dokaz. .. ,

Neka je B=(B,+,-,-,0,1)¢c BA. Preslikavanje ¢:B->P (At (B)) definisimo kao
u Lemi 33 : ¢(z)={be At (B): b=z} . Dokazali smo u Lemi33 da je ¢ "1-1" ,
Jasno, vazi ¢(0)=0 i ¢(1)=At (B) . Za dokaz da je § homomorfizam strukture
Bi(P(At (B)),U,N ,~,6,At (B)), dovoljno je pokazati da je ¢( z)=0(z) i
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irePT
%d)(x)ﬂtb( y). Neka je be At (B). Tada
?)6 Lp(x) bsm@b#:c@betp(z) t). ¢(E)=W).

fbe p(zy)ebsz: yo(bszrbsy)ebe v(z)NY(y)
) q;(.'ﬂ) N¢(y). Tako, ¢ je potapanje, a algebra B je izomorfna sa podal-

Boolﬁo"e skupovne algebre (P(At (B)),U,N,-,2,At (B)).

, 3.1 Svaka kona¢na Booleova algebra ima 2" elemenata(n€ IN). Svake

,m
l‘.‘“

L éne BA sa istim brojem elemenata su izomorine.

g.rB ronaéna BA . Kako je svaka konatna BA atomicna(videti T1.), mozemo

'T35 Neka je ¢ preslikavanje definisano u dokazu T3.5. Za dokaz ove teore-

;‘ﬁllno je jos pokazati da je preslikavanje ¢: B-» P(At (B)) sirjekcija. Neka
t (B), C={cy,Cq,...,¢; }. Tada, ako je z=¢; + co *+...+ ¢, , onda je

%Zalsta, ako je c; € Conda c;scy+cy+...+Cy Pa je c; € () t]. Ceg(z).
%;neka je b € ¢{z) i pretpostavimo da b¢ (. Tada

'.

b=z = b£c1+...+ck

.=; b=b-m=b-(c1+...+ck)=(b-c1)+...+(b-ck)=0+...+0=0

. sledl da imaju isti broj atoma. No ako je IAt (74 ) =1At(B)I, onda su
Tuce Booleove skupovne algebre sa nosadima P(At(A)) 1 P(AL(B))

q 1_.1_3 ¢ega sledi da su i algebre A i1 B izomorfne.

i%tabllnost kompletnih atomi¢nih Booleovih algebri

EPosledm 3.1 smo videli da je preslikavanje ¢ ( definisano u L3.3) sirjekcija

kgnacnﬂl algebri, pa je svaka konacna BA izomorfna sa nekom Booleovom
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skupovnom algebrom. Dokazacemo da isti zakljucak vaZi i za klasu svih kompletnih

atomicnih Booleovih algebri.

Lema3.4 Neka je B kompletna atomicna BA. Tada preslikavanje ¢:B-P(At(8))
definisano sa ¢(z)={b€ At (B )] b=z} jeste sirjekcija. |

Dokaz.

Neka je CcAt(B). Dokazimo dazi a=3C vazi ¢(a)=C.Jasno, za sve c€C vai
c=a tj. C<@(a ). Obratno , neka je d€ At (B),d =a i pretpostavimo da d¢ C. Tada
na osnovu TL11 ( infimum dva razli¢ita atoma je 0 ) i TL12 ( beskonacna distribu-
tivnost ) imamo sledece: d=d-a=d-2{clccC}=2{dc ice C}=0,sto je kontradikcija.
Sledi da vaZ ¢(a)<C. Tako dobijamo q;(a)':_ C, t). ¥ je sirjekcija.

L

Na osonovu L 3.3 1 L34 mozemo dokazati da je u svakoj kompietnoj, atomic-

noj BA svaki element supremum atoma koji su manji od njega.

Posledica 3.2 U svakoj kompletnoj atomiénoj Booleovoj algebri B , za sve elemente

beB vazi: b=22{alac At (B)ras<h }.

Dokaz.

Neka je C={ala€c At (B) A a=b }.Po definiciji preslikavanja ¢ ( videti 1.3.3) to znadi
da je ¢(b)=C. S druge strane, u L.34 smo dokazali da je ¢(=C }=C pa kako je pre-

ma L 3.3 preslikavanje ¢ injekcija dobijamoe da je =X C, sto je i trebalo dokazati.

0

Teorema 3.6 ( o reprezentabilnosti kompletnih atemic¢nih BA) Svaka kompletna

atomitna Booleova algebra je izomorfna sa nekom Booleovom skupovnom algebrom.
Dekaz.

Neka je B kompletna atomicna BA. Preslikavanje ¢:B-P(At(B)) definisano u
L3.3 jeste ( na osnovu L3.3 i L34) bijekcija, a kako smo u dokazu T3.5 videli da je

¢ 1 homomorfizam, sledi da je ¢ izomorfizam . Tako, algebra B je izomorfna skupovnoj

Booleovoj algebri sa nosaéem P(At(B)).

C
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Za dokazivanje opste teoreme reprezentabilnosti Booleovih algebri potrebni

F% nam neki novi pojmovi.

efmlcua 3.3 Ideal Booleove algebre B je neprazan Skup I B tako da
(i) (zelnyel) = x+y€I

(ii) (ie€lnzeB) =i-zel.

Evaki ideal I =B je pravi ideal. Za ideal M kaZemo da je maksimalan akko je M prawi
. i ne postoji pravi ideal 7 u B tako da je MsI, M=1. Moze se dokazati sledece:
.:‘-*ma 3.4 Ako je z -0 neki element Booleove algebre B, onda postoji maksimalni
(; od B koji ne sadrii z.

......

';deti recimo u [Me 70].

_fg_prema 3.7 (Stoneova teorema o reprezentaciji BA ) Svaka Booleova algebra se

;"e potopiti u neku Booleovu skupovnu algebru.
Ekaz ( skica ).

ieka je B neka BA,a M(B) skup svih maksimalnih ideala od B . Moze se dokazati
:':-' ‘je preslikavanje ¢:B -P(M(B)) dato sa ¢(z)={M¢ M(‘B)' z¢ M} jedno
_"tapanje algebre B u algebru (P(M(B))},U,N,-,8 M(B)).

Primetimo da Stoneova teorema o reprezentaciji Booleovih algebri sledi i

4,

_:' teoreme Birkhoffa o poddirektnom razlaganju ( T1.25). Oznaéimo sa =22 dvoele-

entnu Booleovu algebru sa nosacem {0,1 } u kojoj je 0<1, 0 =1,1=0. Tada:

éma 3.5 Algebra 22 jeste, do na izomorfizam, jedina netrivijalna direktno

._.,ka je B= (B,+,- ,—,0,1 )¢ BA i neka je a€ B. Oznacdimo sa [0,e ] skup svih
iemenata izmedu 0 1 a tj. [0, al={8€B | O<b<a} . Neka je Bj, algebra
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([0,al,+, ,*,0,a) tipa ( 2,2,1,0,0) u kojoj su operacije + 1 - restrikcije odgova-

y 2 ?

rajucih operacija iz B,i b*= b -a. Nije tesko dokazati da je B|, Booelova algebra.

Dalje, preslikavanje ¢: B-[0,s 1x[ 0,2 ] definisano ¢ (b )=(a-b,a-b) jeste
izomorfizam izmedu B i "B|,xB|z . Tako, svaku netrivijalnu algebru B koja ima bar
trl elementa mozemo razloziti na direktan proizvod netrivijalnih algebri (jer ako je

a€ B takav da je O<a<1l onda je i 0<a <1 pa su algebre B|, i B|z netrivijalne).

O

Lema 3.6 Za svaki skup X, Booelova skupovna algebra B(X) je izomorfna sa
direktnim stepenom =X

Dokaz.

Neka je ¢:P(X)-{0,1}* preslikavanje definisano na sledeci nacin:

) N _]0 akojezecd
‘P(A} EA akkU J€ EA("B) {1 ako xGA

Lako se dokazuje da je ¢:B(X)- 2% izomorfizam.

0

Teorema 3.7’ ( Stoneova teorema o reprezentaciji BA ) Svaka BA se moZe potopiti

u neku Booleovu skupovnu algebru.

Dokaz.

Na osnovu teoreme Birkhoffa (T1.25) svaka algebra je izomorfna poddirektnom
proizvodu poddirektno nerazlozivih algebri. Tako, na osnovu L35 svaka BA se
poddirektno potapa u nexi direktan stepen dvoelementne Booleove algebre 2.
Primenom L3.6 dobijamo da se svaka Booleova algebra B moze potopiti u neku

skupovnu Booleovu algebru.

{

3.2 Reprezentabilnost relacionih algebri

Konkretne algebre relacija smo definisali kao podalgebre algebri oblika & (¢) ,
gde je p neka relacija ekvivalencije. Prirodno je da se reprezentabilnost, u sluéaju

relacionih algebri, definiSe upravo u odnosu na te konkretne algebre.
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pefinicija3d.4 Zz relacionu algebru kazemo da je reprezentabina ako je izomorfna
nekoj konkretno] algebri relacija ( tj. ak%o je izomorina podalgebri algebre oblika £(p)).
Klasu svih reprezentabilhih relacionih algebr oznacavamo sa RRA. |
D
| Sliéno kao u slu¢aju oznaka RA i BA, oznaku RRA ¢emo povremeno koris-

titi i za oznacavanje jedne reprezentabilne relacione algebre.

‘0 klasi reprezentabilnih relacionih algebri

Iz definicije vidimo da je svaka puna kao 1 svaka prava relaciona algebra
reprezentabilna. Oznacimo sa K klasu svih punih relacionih algebri . Dokazacemo da

%, klasa RRA poklapa sa klasom ISP(K ).
?ii

Lema37 Direktan proizvod proizvoljne fa.mlhje punih relacmmh algebri jeste

reprezentabﬂna relaciona algebra.

jaii)okuz.

[
'r'ﬁ.:"'
i

!‘{_'___:__.eka je <R(S;)! ieI> familija punih relacionih algebri.Bez umanjenja opstost:
mozemo pretpostaviti da su skupovi §; disjunktni . Neka je S={J {S;liel>, ap

zxela.cua skupa S definisana na sledeci nacin:
(z,7)€ o akko (3ieI)(z € 5; nyeS;)

ELakﬁ se dokézuje da je o relacija ekvivalencije skupa §.Dokazacemo da je
<R(S)1ieI>=&(p)

DefiniSimo preslikavanje ¢:]] <:D(Si2) |16 I>-P(p) na sledeci nacin:

(< pslieId)=U<psl i€ DD,

‘P(<Qil 1€ 1) U<Gt|2EI>) =(P(<piUGi| 1€ I})=U <piUc£| 1€ I >=
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= (U<edieID)U(U<oglie I))-=
= ¢(<psl 1€ > )Uop( <ozl 1€ ID).

o pjl 1€ I>)=-P(<S?\pg| 1€l)) = <5;'2\-{3£| ic I>=U<p;liel>

=p(<p;l1€1>).
rako je videti da je ¢(<p;l i€ ID"1)=(p(<p;l i€ I>))’"1 idaje p(<Ag;l i€ID)=Ag.

Kako je ¢ bijekcija,sledi da se ¢ slaze saoperacijom o akko se ¢~ 1 slaze sa o .

DokaZimo da se ¢! slaze sa operacijom o, tj. da za sve ¢,5<p vaZi

97 o08)=¢ {0 )Up1(s).

Treba dokazati da je <S?N (008 )ie I>=<S:NolicI>0<S7Ns | ieI> tj, da za
sve i€ ] vazi S7N {008 }=(52N0c) of Sfﬂa). Neka je (z,y)¢ Sf r{(z,y)€008. Tada
postoji z€ S tako da je (z,2)€0 1 (2z,y)€8.Po definiciji relacije ¢, imajuéi u vidu da

je 0,8=p, dobijamo da z¢ S;. Prema tome (z,2) E.S"fﬂc i(z,y)¢ SE N$§, tako da
(z,9)€ ( i No) o( S;N3).

Ovim smo dokazali da je .5'3 N (c0d )c (S,2 Mo} of S? (1§). Sliéno se dokazuje i

obratna inkluazija. -

O

Lema 3.8 Svaka algebra oblika &(p ) je izomorfna sa direktnim proizvodom familije

punih relacionih algebri.
Dokaz.

Neka je p relacija ekvivalencije skupa S, a S; (1€ I') skup klasa ekvivalencije od p.
Tada je E(p )= (R (S;| i€ I>. Naime, preslikavanje ¢ definisano u L3.7 jeste trazeni

izomorfizam. Dokaz je potpuno analogan dokazu L 3.7.

C

Teorema3.7 Neka je K klasa svih punih relacionih algebri. Tada je RRA=ISP(K).
Dokaz. | |

Direktna posledica L.3.7 1 L38.

0
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Konacne relacione algebre

Po definiciji,, svaka relaciona algebra A =( 4,+,-,— 0,1, © 1,71 ) "sadrii
4 sebi ” Booleovu algebru Rdg(A ) =(4,+,",—,0,1) koju smo nazvali Boolto redukt
od A. Mnoge osobine Booleovih algebri se na taj nacin prenose na relacione algebre.
Na primer, poznato je da su sve konacne Booleove algebre atomiéne (videti T1.13)
i kompletne(po definiciji kompletnosti ) iz ¢éega dobijamo da su sve konacne RA
atomiéne i kompletne. Dalje, na osnovu P 3.1 sve konacne Booleove algebre imaju 2"
elemenata (n€ IN ), iz ¢ega sledi da sve konaéne RA wmaju 2" elemenata. Takode smo
videli da sve kona¢ne BA sa istim brojem elemenata imaju isti broj atoma i sve su
ssomorfne medusobno. Prema tome, ako su Ai B dve konac¢ne relacione algebre sa
istim brojem elemenata, onda se one, do na izomorfizam, mogu razitkovat: samo u

operacijama © ,1’ 1 ~ 1.

Kako je svaka konacna relaciona algebra A kompletna, svaki element
a€ A jeste supremum atoma b, b=<a ( videti P3.2 }).Imajuci u vidu da su operacye o
i 1 u kompletnoj relacionoj algebri kompletno aditivne (videti T2.151 T2.16 ), sledi

da su operacije ¢ i ~1 u potpunosti odredene ako ih znamo na skupu atoma, tj.
zoy=2{al ac At(A) » aszloZ{blbc At(A)rb=yl}=
=2 {aoblac At(A) rbe At(A) rasz A bsyl,
z_1=(E{alaE At(ﬂ)nasx})“1=2{a_1l a€ At(A) rnasz}.

Ove ¢injenice ¢emo u daljem koristiti prilikom konstrukcija relacionih algebri.

Male relacione algebre

Za relacionu algebru A kazemo da je male ako ima najvise 3 atoma tj.
ako ima najvise 8 elemenata. Postoji 18 tipova neizomorfnih malih relacionih algebri,
i moZe se dokazati da su sve reprezentabilne. Pogledajmo kako se odreduju sve neizo-

morfne relacione algebre sa 2 atoma.

Booleova algebra B sa atomima {a, b} ima 4 elemenata:{e,s,0,1}, gde
je a+b=1,a-b=0, a =b,b=a. U relacionoj algebri A, koja za Booleov redukt ima B,

postoje sledece mogucnosti:

a)1=1, b)YV =a, c)1"=b, d)V=0.



T8 3. Re;rrezenmbﬂnost

Primetimo da iz d) sledi 2= aol’=a GOf—-.O, kontradikcija. Kako su elementi a 1 &
ravnopravni, slucajevi b) i c) su potpuno analogni tj. dobijamo izomorfne
relacione algebre. Ostaje dakle da ispitamo slucajeve a) ib).

Sluéaja)lz aseibsl=1" sledi aob=a.Slitno,acb=b, pa je aob=0. Kako je a=1 i
bs1’, prema Osobini 2.17sledi da je a=1=a,b~1=b. Tako, operacija ~1 je potpuno

odredena ( za sve z, 2 1=z ). Iz (aob)~1=071=0 sledi b=log=1-0, tj. boa=aob=0.

Pretpostavimo da je _a0a==0. Aksioma R5 daje ( a~lo{aca) )a=0 tj. (aol’)a=0
odnosno a a = 0, kontradikcija. Neka je sadaaoa=1"=1.Slediaca ob=1"0b=btj.0=0,
kontradikcija. Ako bi bilo ¢ 0 ¢ =b, imali bismo da je bob=0, pa iz (b~to(bod))b=0

dobijamo kontradikciju. Ostaje jedina mogucnost ¢ oa =a.

Slicno pokazujemo da je bob=b. Tablica operacije o izgleda ovako:

ol 0 a b 1
0l 6 0 0 0
a|l 0 a 0 a
bl 0 0 b b
110 a b 1
Neposredno se proverava, da tako dobijena algebra A;=({a,t,0,1},+,-,—, ¢ 1,71)

jeste relaciona algebra.

Slucaj b) Neka je 1’ =a. Prva posledica ove pretpostavke je da a"'1=a, plob
(tako da je za sve 2,27 1=z).Dalje jeaob=boa=>b. Akoje bob=0, onda je a (bod)=0.
Prema Teoremi 2.3 imamo a(bod)=0 o (67 Yoa)b=0ebb=0, sto je kontradikcija.
Neka je bob =b. Tada je, prema Aksiomi 5, (b "o (bob))b=0, tj. (boa)b=0, odnosno

bb=0, $to je kontradikcija. Ostaju, znac¢i sledece mogucnosti:

(i) bob =a, {(ii) bob=1.

Ispitajmo prvo sluéaj (i) tj. bob=a. Znamo da je l=a+b pa je bol=
po(a+b)=(boa)+(bob)= b+a=1 Analogno je lob=1. Tako dobijamo tablicu

operacije © :

ol 0 a b 1
0(0 0 0 O
a | 0 a b 1
b1 0 b a 1
110 1 1 1
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Direktno se proverava da je tako dobijena algebra A=({a,0.0,1} . +,-,-,0,1,0,0 1)

relaciona algebra.
Pogledajmo sada sluéaj (i1), tj. beob=1 Tada je
bol=bo(a+b)=(boa)+(bob)=b+1=1

Analogno dobijamo 1eb=1,pa proveravanjem tablice operacije o

o] 0 a b 1
0|0 0 0 O
el 0 a b 1
b1 0 b 1 1
10 1 1 1

dobijamo da je A; =({a,0,0,1},+,-,-,01,0, ¢, —1) relaciona algebra. Neposredno
se uveravamo da algebre A5, A, i As nisu izomorine. 5 druge strane, sve ove algebre
su reprezentabilne. Zaista, algebra A, je izomorfna algebri R{{t }) xR({t }).
Algebra A, izemorfna je podalgebri pune relacinone alachee T (IT), gde ie [Ui=2

generisanoj praznom relacijom #. Algebra A izomorfna je podalgebri algebre R(U),

|U | =3, generisanoj praznom relacijom 2.

U

Navedimo sada sve male RA. Naravno, da bi relaciona algebra bila
potpuno odredena, dovoljno je navesti skup atoma, odrediti element 1’ kao i rezultat

operacija o i ~1 na tom skupu.

1) A, , trivijalna relaciona algebra sa jednim elementom, nema atome, operacije
su definisane na oubi¢ajen nacin.

2) Ay, simetri¢na, sa skupom atoma {1’}, I'el'=T.

3) A,, simetri¢na, sa skupom atoma {a,b}, 1'=a+b, operacija o definisana sa:

ol a b

al a O

by 0 b




80

8. Reprezentabilnost

4 ) A,, simetri¢na, sa skupom atoma {a,b}, 1’=a, operacija o definisana sa:

o| a
6| a
bi{ b

ol a b
at! a b
bl & 1

6 ) Ag, simetri¢na, sa skupom atoma {a,b,c}, 1’=a+b+c, operacija © definisana sa:

ol a
¢ a
b {0
ct 0

o OO

b
0
b
0

c

7) A, ,simetricna, sa skupom atoma {a,b,c}, 1’=c , operacija o definisana sa:

o| a
@ | a
b O
c| O

b ¢
0 O
b ¢
c b
8 ) Ag, simetricna, sa skupom atoma {a,b,c}, 1'=c , operacija o definisana sa:
b ¢
¢ 0
b ¢
¢ b+c

ol a
e | a
b1 0
c| O

9) Ay, 5a skupom atoma {1’;a,b}, a~1=b, operacija o definisana sa:

ol 1
' 1
a d
b|b

a b
e b
b 1
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10) A;p: sa skupom atoma {1,a,b}, a ~1=b, operacija o definisana sa:

o|l’ a b
1’1" a b
a | a a 1
b b 1 b

11) A;q, sa skupom atoma {1 ,a,b}, a~t=b, operacija o definisana sa:

oil a b
' 1 a b
¢ |la O 1
b 1 O

12 _simetriéna, sa skupom atoma {1’,a,b}, operacija o definisana sa:

/

oj{1l" a b
1’11 & b
aja 1 b
by b b

oj1” a &
1'{1Y a b
aje & b
bib b b

ol1” a b
'Y a b
a la 1 b
bidb b 1

o|l1 a b
'Y a b-
e la b b
bib b 1

81
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16 ) A, simetri¢na, sa skupom-atoma {1’,a,b}, operacija © definisana sa:

oll” a b
1’{1" a b
a|la a O
b (b O b

17 ) A, simetricna, sa skapom atoma {1’,a,b}, operacija © definisana sa:

ol a b
1’|1” a b
aja a @
b b 0 1

18) A5, simetri¢na, sa skupom atoma {1’ ,a,b}, operacija © definisana sa:

oll” a b
1’1 a b
ela 1 0O
b O 1

Iz navedenih podataka, svaka algebra A; (¢ =18 ) s¢ moje rekonstnﬁsati.
Na primer, algebra A, ima 8 elemenata A4,5={0,1", 4,5, 4q ’+b,a+d 1},
komutativna je, ali nije simetriéna.. (a_l = a ). Ta algebra je reprezentabilna, jer se
moZze potopiti u punu relacionu algebru K (R ). Potapanje dobijamo homomorfnim

proéirenj'em preslikavanja »: {1’,a,0}-> P (IR2 ), koje je dato sa:
1's {(z,z):ze R}
a-{(z,y):z,ye R & z<y}
b>{(z,y):z 9¢ IR.&_z:-y }

Algebra Ay, ¢iji je skup atoma { 1°,a, b}, ima elemente {0, 4 3 7 7 0’ 1}

A je simetri¢na i komutativna, e =1'+b, I'+e=b, a+6=0", 11’44 +3. A Je
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morfna podalgebri od R(U), gde je |U|=_5.'Izomorﬁza.m je induciran sledecim

| slikavanjem

L (00),(11),(22),(3,3), (4 4) )
0= 1(0,1),(1,0),(L,2),(21),(23),(3,2), (3, 4), (4 3),(4,0), (0, 4)]
b 1(0,2), (2,00, (L 3), (3 1), (2 4), (4,2), (3, 0), (0, 3), (4,1), (1, 4))

Nereprezentabﬂne relacione algebre

[

Relacione algebre su definisane kao apstraktna veraja algebri binarnih
relacija 1 pocetku se mislilo da aksiome relacionih algebri tacno ” pokrivaju” osobine
inna.rmh relacija. Medutim godine 1950. R. Lyndon pronalazi algebru koja zadovoljava
%ve aksiome relacione, algebre a nije izomorfna ni jednoj konkretnoj algebri relacija.
Drug1m re¢ima, Lyndon je pronasao nereprezentabilnu relacionu algebru. Ta algebra

ima 2° elemenata, i sve do 1966. to je bila najmanja poznata nereprezentabilna
rela.cmna algebra. Na ovom mestu dajemo opis konstrukcije te algebre.Dokaz da

Lyndonova algebra ne pripada klasi RRA sledi iz nekih poznatih stavova o tzv.

pro}ektwmm raynima , 1 mi ¢emo dati samo skicu tog dokaza. Godine 1966. R . McKenzie
da.Je primer nereprezentabmlne relacione algebre A od 16 elemenata i ujedno

dokazuje da su sve relacione algebre reda manjeg od 16 reprezentabilne.U daljem

;gekstu dajemo kompletan dokaz da algebra A nije reprezentabilna.

Lyndonov primer

Neka je S neprazan skup, 1€ S. Za svaka dva elementa p,g¢€ S\{I} neka

5\{P,¥] a-k{} P=q
tpleoly] ={ {p,I} ako p=¢

;Za sve pc S neka je {p} o{I}={I} o{pl={p,J}. Ako su X,Y<S, definisimo XeoY 1

X1 na slededi nadin:
X oY= {{plo{q} | pe X A g€ Y }, X=X

Oznaczmo sa L[S5,]] algebm (P(S),U,N,—,8,5,0,{I},71 ). Tada:
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Teorema3.8 ( R.Lyndon) Algebra L[S5,7] jeste relaciona algebra akko je |§ 2
i1S5]=4. o '

Dokaz.

Direktnom proverom aksioma relacione algebre.

0

Uslovi, pod kojima algebra A[S,] ] jeste reperezentabiina relaciona algebra,

u uskoj su vezi sa postojanjem tzv. projektivnih ravni ( videti [Ba 86]).

Definicija3.s Projektivna ravan jeste ureden par (P, L) gde je P neki neprazan skup
(tacaka ), L=P(P) (tzv. prave) tako da je preSek svake dve prave tacno jedna tagk,
za svake dve tacke postoji tacno jedna prava koja ih sadrzi i postoje bar 4 taﬁk;

od kojih nikoje tri ne pripadaju istoj pravoj.
[

Primer 3.1 Neka je P= { a,b,c,d,e,f, g I, L={{a,b,c},{-c,d,e},{e,f,a},{f,b’d}
{a,9,d },{f,9,c},{e,g,b}}. Tada je (P,L) projektivna ravan. ’

[

Moze se dokazati, da u projektivnoj ravni svake dve prave imaju isty kar.
dinalnost n>0, i red projektivne ravni jeste kardinal m takav da je m+1=n. Akq je g
stepen prostog broja onda postoji projektivna ravan reda ¢.Godine 1907. C.R. Inpeg
je dokazao da ne postoji projektivna ravan reda 6 { dokaz te E:injenipe dao je iste

godine i F.H.Safford). )

Teorema3.9 ( R.H. Bruck, H.J.Ryser) Postoji beskonacno mnogo brojeva y, . N
takvih da ne postoji projektivna ravan reda m.
Dokaz.
Videti [Br49].
0
Na primer, za sve n€ IN, ne postoji projektivna ravan reda 232" +1_
Teorema 3.10 ( R.Lyndon) Neka je {S5/=5. Tada, L[§,7 ] €¢ RRA akko pﬁstoji
projektivna ravan reda |&|-2.
Dokaz.
Videti [Ly61].
O

Kako ne postoji projektivna ravan reda 6, onda najmanjt skup S koji Zadgy,
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oljava uslove T 3.10 ima 8 elemenata, tako da nereprezentabilna relaciona algebra

dobijena na ovaj nadin ima [P(S )|=28 elemenata.

Najmanja nereprezentabilna RA
Primer najmanje nereprezentabilne relacione algebre dao je R.McKenze

1966. godine u radu [McK 66} . Ta é.lgebra ima 4 atoma, dakle 16 elemenata.

Teorema 3.11 { R.McKenzie,1966. ) Postoji nereprezentabilna relaciona algebra sa

16 elemenata.

Dokaz.

Neka je S ={0, 1,2, 3}, neka t; oznacava jednoélan skup {7 },2€{1,2,3 }, 2 1’ skup
{0}. Algebru A definiSemo na slededi nadin: A=(P(5),YU,N,—,8,5, 0,1’,71), gde
su U,M,— uobicajene Booleove skupovne operacije, dok operacije o i ~! definisemo

na sledeci nacin:

z 1’."21 t2 t3 o|l’ tl t2 t 3
7Yty 1y i3 vy oty tp ta
tolto S tp  taUts

( Napomenimo da su operacije o i ~! (zbog aditivnosti) potpuno odredene. )
Neposredno se moje proveriti da je ovako definisana algebra A relaciona algebra.

DokaZimo da ona nije reprezentabilna.

Pretpostavimo suprotno, da je A izomorfna podalgebri D neke algebre
relacija £(¢ )= (P(0),U,N,—,2,0, 0, Ay, 1) i neka je 9:P(5 )P (o) odgovarajuci
izomorfizam. Oznacimo redom sa dy,do,d3 elemente @(#1),¢(¢2) odnosno f,ID(tS);
Kako je dy=ds, sledi da je ¥ <. Neka je y neki fiksni element iz Y. Imamo da u
algebri A vaii I’ci30t3, sledi daje Ay Sdsodz, pa mozemo izabrati elcment z€Y
tako da (y,z)e dai(z,y)¢ d3. Iz uslova dlodl;‘-*l: d{ Yod;~p i d3=p sledi da mozemo
izabrati elemente u,ve Y tako da (y,u)€ dy, (z,u)€ d; odnosno (v,y)€ dy ,(v,2)€ d;.
Tada (v,u )€ dyody=dy. Koristeci cinjenicu da je dycdg odg , moiemol izabrati te ¥

tako da je (v,t)€d3 i (¢,u)€ dg. Sada imamo

(t,2)€(dgo0dy YN (dgodo)=dz i t,y)e(dgzods)(d ody)=ds.
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No kako je (‘ﬂ.,y)‘i dy (y,it')e d2'1‘=_d1, onda (v,t)€ djod;=d;. Od ranije imamo ¢
(v,t )€ d3 ,pa sledi da ('u',t)e dlﬁ'&3=@ . kontradikcija. Prema tome , nasa pretpos-

tavka je pogresna, i algebra A nije reprezentabilna.

.
3.3 Algebra kompleksa i reprezentabilnost

U delu 32 sme videli da za relacione algebre ne vaii teorema o
reprezentabilnosti t. postoje relacione algebre koje nisu izomorfne ni sg jednom
algebrom relacija. U takvim slucajevima ima smisla tragatl za nekim -dﬁgim
oblicima reprezentabilnosti. Na ovom mestu cemo se zadrzati na'reprezentdbilnosti
pomoéu tzv. Ialgebn’ komplei:sa. Poznato je da se svaka normalna Booleova algebra sg
operatorima B moize potopiti u algebru kompleksa neke poli-algebre ( koju zovemg
atomicna strukture od B). Kako su relacione algebre normalne Booleove 'a.'.lgebre sa
operatorima, odgovarajuéu teoremu reprezentabilnosti za RA dobijamo kao POSle’ditglxl
opste teoreme reprezentabilnosti za normalne BAO. Prvo cemo dokazati teoremﬁ
reprezentabilnosti za sve normalne BAO, a zatim ¢emo u slucaju RA potpuno Oﬁisa.ti

odgovarajuce atomicne strukture.

Dobre BAO

Booleove algebre sa operatorima definisali smo u delu 2.2, kao ” progirene ™

Booleove algebre, tako da su sve dodatne operacije aditivne (videti D24),
Definicija3.6 Neka je A Booléova algebra sa operatorima { F'| Fe 5 }.
a)Za ;4 kaZemo da je atomicna ako je Rdg(A ) atomicna BA.

b) Za A kazemo da je kompletna ako je Rdg(A) kompletna BA i svi operatori Fe gF
su kompletno aditivni(videti D24 ). |

¢) Za A kazemo da je normalna ako su svi operatori iz & normalni tj. ako za sye

n—arne operatore F€ % 1 sve ay, 09,., 6, € A vazi

ako postoji neki k =n tako da je ar =0 onda F( ay,8as,...,6,)=0.

d) Kompletnu, atomi¢nu i normalnu BAO zovemo dobre BAO.
{
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?‘1’3@ pema-3.12- Svaka-r¢laciona algebra jeste ngrmalna BAQ.

Siaditiz T213; Osebing2:1 it Osobing.2:144
o
Tpesema373: Svaka reprezentabilna, relaciqna. algebra jeste.dobra, BAQ:
mk Ads.
Spedi;direktne iz, T332, i,definicije. reprezentabilng relacione algebre, Naime,, kako
jeRBAeR A onda.iz T3 ]2, sledida jo. svaka RRAngzmalng BAQ, Svaka RRA, jeste
pedalgebre. algebre.&{p); Pa.je.kompletna i atemicna,
13

Reprezentahilnost-normalnil Booleoyih algebri sg operatorima sledi iz dye
ginjenice. Prve, vadsledeca teorema:. |
Tearemadild a) Svaka. BAOQ:se moge. potopiti, v, kompletnn, atomi¢ny BAQ,

b)Syaka normaing BAQ, s mpZe. pofopiti v, dobru, BAG.

Dokaz.
Videti; [ID141).

Drugi, deo teoreme. reprezentabiinosti Boolegvih algebri sa normalnim, ope-

ratorima; jeste éinjenica da se svaka dobra BAQ moze potopiti u algebru kompleksa
: R - S - N N A . R SN 1 ot AL -:.s.q_-._-:_ LA A T %__g e
ngke poli~algebre. Dokaz tog ( drugog) agla dajemo v patpunosti.

Atomicne strukture i algebre kompleksa

Videli smo (u delu 3.2) da je u slucaju kompletnib, atomicaih relacioniy
algebri za potpuno peznavamje eperacija e, "t doyeling gnati kao te opergije ” yade
"G @homima’ .

algebri sa operatorima. Naime, § takyim algebrama syakj clement # jeste supremum
atema s takvih da je a=7. § druge strane, u fakvim BAQ svi pperator sy kompletno
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aditivni, tako da se operatori "zadati” na skupu atoma jednoznaéno prosiruju na
celu algebru. Naravno, kao i u slu¢aju relacionih algebri, operatori na skupu atoma
ne moraju biti prave operacije: u opstem slucaju, rezultat primene operatora na atome

ne mora dati kao rezultat atom. Rezultat je svakako neki element z date algebre
koji je jednoznacno odreden skupom atoma @, a=Z.

" Definicija 3.7 Svako preslikavanje f : A" 5P(A) zovemo n-arna poli-operactja skupa
A. Ureden par ( A,%F) jeste poli-algebra ako je A neprazan skup, a & skup poli-ope-

racija na A.
{

Prema tome, ako je F neki n—arni operator kompletne, atomicne algebre

~ A€ BAO, onda je F u potpunosti odreden poli-operacijom F*:(At (A)) »P(At(A))

koja je definisana na slede¢i nadin: | |

(=)  F*(61,89,...,65)={a€ At (A)] a=F(81,62,---,8) }.

Definicija 3.8 Neka je A kompietna atomicna BAO, sa skupom operatora F .Za

svaki n-arni operator Fe 9 definisemo poli-operaciju F (At (A)) ->P(At(A)kao:
F (alaaﬁ: an) {aEAt()A)l G‘SF(alaﬂ'?Z: n)}

Tada algebru At (A)=(At(A), {F | FeSF }) zovemo atomicna struktura od fl
0

Ako imamo atomi¢nu strukturu neke kompletne, atomicne BAQO, operatore
dobijamo ” kompletnim aditivnim prosirivanjem” sa skupa atoma na celu algebru.

To ”aditivno profirivanje” moZemo definisati u opstem slucaju, za sve poli-algebre.

Definicija 3.9 Neka je A =(A,H) poli-algebra.Za svaku n-arnu poli-operaciju H¢ +H
definisimo preslikavanje H™ :P(4)->P(4) na sledeci naéin: |

H‘* (X11X2:- --:Xﬂ )={‘yE Al (Visn)(axieXi) (S H(m1:$2:-“:xn) }.

Tada algebru Cm (A)=(P(4),U,N,—,2,4, (H"| He H>) zovemo algebra kompleksa
poli-algebre A. | |

[
Teorema 3.15 Za svaku poli-algebru A, algebra kompleksa Cm(A) jeste dobra BAO.

Dokaz.

Nosa¢ algebre Cm ( ,4) jeste P(A) iz éega slede osobine atomicnosti i kompletnosti
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Booleovog redukta algebre Cm( A). Neka je H n—arna poli-operacija poli-algebre
A. Po D39, operacija H :P(4)">P(A) jeste kompletno aditivna: |
B (X1, Xq,..,k0{¥;lie T}, . Xp)=UE (X1, X2,....Ys,.., X ) | i€ T}

Naravno, H (X;,X2,...,%,...,X, )}=0,pa je operator H normalan. Prema tome,

Cm(A) jeste dobra Booleova algebra sa operatorima.

O

Vazii obrat Teoreme 3.15 : svaka dobra BAQ jeste algebra kompleksa neke
poli-algebre. Dokaz te ¢injenice ujedno pokazuje kako se odredena dobra BAO moze

konstruisati ( ili rekonstruisati) znajuci samo njenu a_tbmiénu strukturu.
Teorema 3.16 ( reprezentacija dobrih BAO) Svaka dobra Booleova algebra sa
operatorima B izomorfna je algebri kompleksa poli-algebre A¢(B). .

Dokaz. . . .

Neka je ¢: BoP(At(B)) preslika.ira.nje definisano sa Q(b)={a| a€ At (B)resbh}.

Tada imamo sledecu situaciju:

B, dobra BAO, sa nosacem B . At(B), poli-algebra, atomic¢na
1 operatorima FeSF " | struktura od 3,8& poli—operaci -
jama F® (FeSF), |
| F%(ay,a9,...,a, ) =
. _ —{be At (B)|bsF(ayas,...,a,)}

Cm(A), dobra BAO, algebra kompleksa

od A¢(B), sa nosaéemP (At (B)), sa ope-
ratorima (F*)", (F®)*(X1,Xs,...,X,, )=

~{ye At (B)| (32,6 X;) ye P (21.29,...,2,)]
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Na osnovu L33 i L34 ¢ je bijekcija. U T35 smo dokazali da se ¢ slaze sa svim
Booleovim skupovnim operacijama, tako da je ¢ homomorfizam Booleovog redukta

algebre “B.Treba jos dokazati da se ¢ slaZe sa svim operatorima algebre B tj. ako

je F neki n—arni 0pera.tor .3.lgebre B onda za sve b1,02,...,bn€B vaii

(F(b1,b2,-.,bn))= (F%) ($(51),9 (82 ), - ¥(ba ). (1)

Ako postoji i€ { 1,2...,n} tako da je b;=0, onda zbog normalnosti operatora F sledi

da (1) trivijalno vaii. Pretpostavimo da za sve 1€ {1, 2,...;n} vai ;= 0.

Neka je a¢ G { F( bl_,bg,...,bn)); onda.

| | acAt(B)ias F(by,bg,...,bn). . o - {(2)

Primetimo'da je ¢(d;) =9 ,kao i da na osnovu P2.3 vazi b;=20(d), za sve isn. Tako,

0x F(Z4(b1), Z0(32),Zo(bn). BN €)
Element a je atom,tako da za sve cx € O(bx ), k€11,2,...,n}, vaii

a-Fcy €2 5---r¢q)=a ili a- F(cy ,e2 ,...,¢5 )=0.
Ako bi za sve ¢ € O(b ), ke {1,2,...,n}, vaZilo a- F(c; ,cz_;..;;c,,_)=0, onda. bi zbog
uslova (3 ) i kompletne aditivnosti operatora F dobili

aF(z¢(b1)!z¢(b2)r-:E¢(bn))=z {&'F(C]_ €2 '.r---:cﬂ) | €i € qJ(b:): isn}t=0.

Iz toga sledi da je a-F(by,... ,b,) =0, 5to je kontradikcija sa (2).Prema tome, postoje
d;c ¥(b;), k=ntako da je a-F(dy,dg,...,d5)=a tj. as< F(dl, dg,-..,d5). Po definiciji
poli-operacije F* odnosno aperacije ( F®)* u algebri kompleksa sledi

a€ Fa(dlsd21".'=dn) t). a€ (Fa) (¢(b1)1¢(b2):*:¢(bn)) |

sto je trebalo dokazati

Obratno, ako a€ ( F%) (¢(b1),0(d2),...,0(5,,)) onda, po definiciji operacije
( F*)" u algebri kompleksa, dobijamo da je d-_.a.tom 1 postoje d;€ ¢(b;), t=n, tako da
je ac F*(dy,dg,...,d,). To znaéi da je as F(dy,ds,...,d,). Kako je F aditivna

operacija, sledi da je i monotona, pa iz dg <b ( ksn) dobijamo
. a= F(dlrd2a---=dn)5F(bl :b2="-:bn) sledi a€ L[J( F(bl :b2 1'“?b‘ﬂ- ))

5to je trebalo dokazati. Prema tome, ¢ je izomorfizam i B=Cm(At(B)).

i

0
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‘Napomenimo da se 1moze dbkaz.ati . za _s’v'aku poli—algebru A vazii da je
A= A(Cm(A)). | |
Teorema3 17 { reprezentacija normalmh BAO) Svaka norma.lna. Booleova algebra

' sa operatorlma se moze potopiti u algebru kompleksa neke poli-algebre.
Dokaz.
Direktna posledica T3.16 i__T_3.14(b').

| Poli-grupe i relamone algebre |

Veza poli-algebri i relacmmh a.lgebn data je u radu [Co84] S. Comera.
Interesantno je da poli- algebre, Cije algebre kompleksa daJu R A, predstavijaju pri-
rodno uopitenje grupa. | | |
Definicija 3.10 (S. Comer ). Poli-grupa je poli algebra M =(M, o, I, "_1 ), gde je o

binarna poli-operacija, <M, i ~1 unarna operacija tako da za sve z, y, z € M vaZ

(i) zo(yoz)=(zoy)oz
(ii) zol=Joz=1
(iii) T€yoz & ye z0z” 1 & z€yloz

0
Napomena. .U gornjoj definicij prim_enjujemo neke ocigledne konvencije:

(1) Za A, BeM, AoB=U{aob:ac A beB}

(2) Elementi skupa M poistoveéuju se sa odgovarajudim singltonima tj.
a={a} za svako ac M. -

Primer 3.2 Algebre dvosthlki.h koseta. Pretpostavimo da su G i H grupe i da je H
podgrupa od G. Formiramo sistem M=(M, o, H, ~1), gde je M={HgH : ge G} skup
dvostrukih koseta, (HgH) '<=Hg 1H,i(Hg,H)o (Hygﬂ) ={Hg, h go H:heH}.

Lako se proverava da je navedem sistem . poli- grupa.

U
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Lema 3.9 Neka je /M:(M,'ﬁ, 1, 71) poli-grupa. .Ta.'da,:

Dokaz.

()

(i)
(iii)
(iv)

(v)

(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

(x)

(i)
(ii)

(iii)

(vi)

- Pretpost.numo da ec zoyMNl Tada, je e€ a:uy o YET

zox=z,2€ 1

z7loz zel

Ako je £=2’, onda zoz’=0 za sve z,2°€ I.

yIE Iizoy«?,onda zoy=2z. Sli¢no zoy=y ako zelizoywo.

zox;lf'ﬁf;ﬁ 1 z';,ln::ﬂf.eﬁ.

zoyl=d = y=$_l.

(x_l)_1=z

jzoz"INT|=1 i {z-lozNI|=1

Za svako z € M postoje jedinstveni e, e’€ I tako da je

EO0OT=T0¢e’=1.

(zoy) T =y 0 2

eET0or = e€zo]=Jozxz=2 = e=12.

-1

z7lof=Joz 7 t-z"1 :c_luz=a:0z_ ~z~1 Kako je zczoz

(ti z=20zx prema (i)) iz definicije poli-grupe sledi da je

-1

ZEZOoT & €202 ‘e z€z loz Sledi z-z" L

Pretpostavimo da postoji e€ zo z’ (tj. da je zoz’~ % ). Sledi da
eczol=foz=z, pa je e=z. Analogno dobijamo e=2z, §to je

kontradikcija.

gol=Joz=1 = zoy=z jer je roy=0. Analogno zoy=y, ako

J:EI i Iﬂyatﬁ.

Za svako z€ M van zol-Jog=z pa postoj 1€ [ takvo da je

Totx8. Prema (iv) sledi da je zo1=z. Iz definicije poli-grupe

IMamo T€ zo0i e i€ :c__l

-1

oz. Analogno za neko j€ I vazl jozr=z

- pa sledj jez "oz

-1

opgC

cz o] =Joz~loz71 Sledi y=z~
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| - | . . T S, |

(vii) z-lozNI-0 (prema (v)) paiz(vi)sled z=(z~1) "
(viii) Pretpostavimo da postoje €3, €5 € I, e1=€p, takvi da je eq, en€
zoz~ 1 Iz e;czozr~! sledi z€eyjoz tj. z=€e;0 z. Analogno
z=egoz. Iz(iii)slediegsoce;=0.Daljejez=-egoz=€50(€ey07)

| =(ez o 31') ozr=90 ozx="0, 5to je kontradikcija.

(ix) Kako vazi da je z o I=] o 2=z za sve z€ M, sledi da postoje ¢, e’€ /
| takvi da je e © z=2 o e’=z. Pretpostavimo da postoji e?¢ M

takvo da je e” oz =z. Imamo sada sledece e oz=2 » e€ 0271

tj. e=z o z71. Analogno e”€z o 27! zj. 7=z o 371, pa sledi

jedinstvenost.

(x ) Pokazimo da je (z oy )_1-—-.3;'1:?.1:'1. Neka a ¢ (zo y)ml; tada a=b"1
| za neko be zoy. Dalje, bezoy & z€bo y7l 6 yez7lo b o
gz legob~lob~ley~loz—1, iz cega sledi a € y 1oz~ Obrat-
no, cc y loz 1l e ylecor e zec oyl o clezoy, iz

éega sledi c€ (zoy) .

Konstruis§imo sada algebru kompleksa date poli—grupe M=(M, o ,I,71).
Dobijamo sistem Cm (M)=(P (M), U, N, -, 0, M,0,I,"), gde za X,Y<M vaii:
XoY={zeM:2¢zoyzanekezc XiyeY}, XV={z"1:z¢ X}

Teorema 3.18 Algebra kompleksa poli-grupe M=(M, o ,I,~1) je kompletna,

atomicna relaciona algebra .

Dokaz.

Cm (M) je oligledno atomicna Booleova algebra. Iz tacke (ii) definicije
poli—grupe sledi da je /=0 . Potrebno je pokazati da vaZe i ostale aksiome RA.
Asocijativnost direktno sledi iz tacke (i) definicije poli-grupe. Multiplikativna
jedinica bice I, jer je X0JI=U {z 0 I:ze X}=U{{z}:2¢ X}=X. Pretpostavimo da
je (XRY)NZ=0 i pokazimo da je tada (XVDZ)NY=0. Ako pretpostavimo da je
(XV0Z)NY-2, onda postoji a€ (XV0Z)NY tj. e XV 0Z i ac Y. Sledi da je
a=1" 1 o z za neko zeX1z2€Zia=yza neko yeV. Imamo da je y=z71 o 2z o

zéz oy tjze (X0Y)NZ sto je kontradikcija. Obratno, neka je (XY oZ)NY=¢,
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a (X0Y)NZ.o. Tada postoji a € (X0 Y)NZ tj. a=z 0 yia=z 2a neke z€X,ycY

i 267 1z z=2 o y sledi da y¢€ 7 1oz, tj. (X?DZ)HY;G, sto je kontradikcija.
Analogno pokazujemo da je (X0Y)NZ=9¢ ‘ekvivalentno sa (ZOYVY)NX -¢. Iz
Teoreme 2.3 sledi da je Cm (M) relaciona algebra. | |

a

Teorema 3.19 Ako je M=(M,+., .,=,0,1,0,1",71 ) kompletna, atomiéna RA sa
0«1, onda je a_.tomiéné. struktura A¢(M )= (.At.(_/lfl),o I ,71) poli-grupa i vaii
MECm(AL(M) . | -'

Dokaz.

Primetimo da na osnovu T3.16 sledi da je M=Cm( At(M)).Treba dokazati da je
At(M) poli-grupa. Po definiciji atomicne strukture ( D3.8) imamo da vaii:

I=s{ze At (M) ]zs1'}, aob={ucAt(M)lusacb}
a.‘1={'v€ At(M ) lvsa~1}. | |

Primetimo da ako je a atom, onda je i 2~1 atom, tako da je a~1={a~1}. Pokazimo
prvo da za sve a,b,c€ At (M) vaZi ao (b o c)=(ao b)o c.Neka je z¢ ao (b o ¢c).
Sledi z€a o {ulusboclazcU{aoulusbocltaze{vcAt (M)lvsao una
Ausboclszrsaoboc Kakojeaob=2{t|t<aob}, sledizs(Z{t|tsaob})oc=
= 2{toeclt=sa o b}. Mnozenjem sa z leve i desne strane nejednakosti dobijamo
zz=z=sz(2{toclt=a obl), tj.'::sE-{z(t oc)lt=a o b). Element z(f oc) je ili 0
ili z jer z¢ At (M). Ako bi bilo z(¢ o ¢)=0 za svako t=a o b, sledilo bi da je z=0,
5to je kontradikcija. Sledi da postoji iy saob takvo da je z<ig o c. Kako je ifg€aobd
sledi da je z€ (aob)oc,tj.ao(boc)c(aobd)oc Analogno dokazujemo da je

(aob)ocsao(boc) pa vaii asocijativnost. Dalje imamo da je
gol=go{uju<l’}=U{aou|lusl’'}={v|iv=saouiusl’}

Ako je us1’, onda je a o u=<a, tj. v =0 ili v =a. Slucaj v =0 otpada, jer 0¢ At (M ).

Ne moze biti ¢ o u= 0 za svako u =1’ jer bi bilo
a=a0l'=a0cX{ulusl’}=2Z{aoulusl’}=0,

sto je kontradikcija. Sledi a o I=a. Analogno pokazujemo da je 7 © a=a. Pokazimo

dajez€eyozr & yExoz‘-'I o z€y~ 1oz Neka je meyoz. Tada
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{*) zsyoz tj. z(yoz)=zx.
Ako pretposatvimo da y€¢z o 2z~ 1 dobijé.mo sledece :
yszoz7l = y(zoz71)=0 & z(yoz)=0,

5t0 je protivureéno sa (* ). Analogno, iz y€ z o z ~! zakljucujemo da je y(z o 2 1)y,
Akoz¢ yoz tj. z$yozsledi da je z(y o2z)=0, Sto je ekvivalentno sa y(zoz"1)=0,
kontradikcija. Tako smo dobilida jez€ ye 2z y€ <z o z ~1, Ekvivalencija poslednje

dve formule sa z€ y —1 o z pokazuje se slicno prethodnom.

U

Teorema 3.20 Svaka kompletna, atomi¢na relaciona algebra jeste izomorfna sa

algebrom kompleksa neke poli-grupe.
Dokaz.
Direktna pﬂsl.edica Teoreme 3.19.
b
‘Teorema analogna T3.14 jeste sledeca:

Teorema 3.21 Svaka relaciona algebra se moZe potopiti u kompletnu, atomicnu

relacionu algebru.
Dokaz.
Videt: [ JTII 52 ].

0

Teorema 3.22 Svaka relaciona algebra se moze potopiti u algebru kompleksa neke

poli-grupe.
Dokaz.
Direktna posledica T3.20 i T3.21.

U



4. UNIVEF;.ZALNO ALGEBARSKA
ISPITIVANJ.:& RELACIONIH ALGEBRI

Izuéavanje strukturnih osobina relacionih algebri ;_:'j.:i:oé'inje Ezéiéﬁﬁdnjem odgova-
rajucih osobina klase Boolcwih algebri. Prvo se razmatraju mreZe kongruencija. Pomoéu
| 3pecz’jalnih elemenate relacione algebre dolazimo do opisa prostih relacionih algebri, pod-
direktno nerazloZivih relacionih. algebri, da bi dokazali rezultat da je' vartjetet relacionih
algebri poluprost. Razmatranja se zalim usmeravaju na mreZu padvaﬂyeteta mrz_;eteta |
relacionih algebri . U ovoj glavi se takode moZe naéi kompletan dokaz rezultata Tarskog
da je klasa reprezentabilnih relacionih algebri varijetet. Posle razmatranja nekih karakte-
-ﬁstiénih,idcﬂtitet_a relacionih algebri daje se univerzalno algebarsko ispitivanje tzv. klase

serigrupnih relacionih algebri.

4.1 Strukturne osobine klase RA '

Prilikom ispitivanja relacionih algebri fundamentalnu ulogu igraju rezulta-
ti teorije Booleovih algebri . To sledi pre svega iz ¢injenice da svaka relaciona algeb-

~ ra A" sadrzi u sebi” Booleovu algebru Rd_B(';A ). S druge strane, svaka BA se moze
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- proéiriti do relacione algebre. U trecoj glavi smo videli kako su pitanja reprezenta-
bilnosti za RA tesno povezana sa pitanjima reprezentabilnosti Booleovih algebri.
Sliéno, pre nego sto pristupimo ispitivanju strukturnih osobina relacionih algebri,

razmotrimo analogna pitanja za klasu Booleovih algebri.

MrezZe kongruencija Booleovih algebri

Teorija kongruencija Booleovih algebri je potpuno ekvivalentna sa teorijom

ideala Booleovih algebri. Ideal Booleove algebre B smo definisali (vidi D33) kao

neprazan skup 1B tako da vaii:
i) ako z,ye ] onda z+y€ T ; ii) ako ieIi zc B onda i-z€] .
Primetimo da element 0 pripada svakom idealu, i da iz i€ ] i a=i sledi a€ [,

Teorema 4.1 Neka je B Booleova algebra, i neka z Vy oznacava simetricnu razliku

elemenata zi y (tj. zVy=2-y +z-y ). Tada:

(i) Ako je relacija ocB? kongruencija algebre B onda je skup
0/0 ={z€B] (z,0)€ p} ideal u B i za sve a,be B vaz:

(*) (a,b)ep akkoaVbel/,.

(i) Neka je [ ideal algebreB. Relacija ¢ definisana sa (*) jeste kongruen-
cija od B tako da je I=0/p. |

Dokaz.

(i) Kako je p kongruencija, onda iz (a, OI)E oi(b, 0)€psledi(a+d 0)€op,
tako da (a€ 0/oAbe0fp) = a+be 0fp. Neka je a€ 0/piz€B. Tada

((a,0)con(z,z)cp) = (a'z,0)cp tj a-z€0/p.

Tako, 0/ je ideal. DokaZimo sada uslov (+). Kako je o kongruencija, imamo da 1z
(a,b)epsledi (a Vb bVb)ep, t] (aVd,0)e p, Sto daje a Vbe 0/o. Obratno, ako
aVbe0/y,onda (aVb,0)ep, pa((aVh)Vb, 0Vb)eE p, Sto daje (g, )€ 0.

(ii) Sli¢no kao (i).
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Teorema4.2 Za svaku Booleovu algebru B, mreia kongruencija Con(B) je izo-

morfna sa mrezom xdeala 4 (B).

Dokaz.

Koriste¢i prethodnu teoremu nije tesko dokazati da je preslikavanje ¢:Con(8)-1d(38)
definisano sa ¢(p)=0/p, traZeni izomorfizam izmedu mreza Con(B) i Id(B).

0
Kakve osobine ima mreza kongruencija proizvoljne Booleove algebre?

‘MozZemo dokazati da je ]e varijetet BA kongruencijski dlstnbutwa.n ] kongmencxjslu

permutablla.n( Za deﬁmcuv ovih pojmova videti Dodata.k)

Definicija 4.1 Za varijetet V kalemo da je aritmeticki ako je V kongruencijski

distributivan i kongruencijski permutabilan.
U

Da dokazemo da je varijetet BA aritmeticki, koristicemo kriterijum Pixleya.
‘Teorema T4.3 spada u grupu teorema u kojima sa osobine varijeteta karakterisu
pomodu egzistencije nekog terma koji zadovoljava izvesne identitete. Takve karakte-
rizacije su u literaturi poznati pod imendm uslovi Maljceva, po A. Maljcevu koji je
1950-tih godina dobio prve rezultate takvog oblika.

Teorema 4.3 (Pixley) Varijetet V je aritmeti¢ki akko postoji term m(z,y,z)

takav da vaz

1

Vi m(i,y,z)zm(a:,y,y):m(y,y,z)=:c.
Dokaz.

Videti [ BS 81].

iy

Teorema 4.4 Varijetet BA je aritmeticki varijetet.

Dokaz.

Lako se moZemo uveriti da term m(z,y,z) =(z-2)+(z-y-z )+ (Z -y -z) zadovoljava
uslove teoreme T4.3. |

{
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Dalje, mozemo dokazati da je varijetet BA diskriminatorski.

Deﬁnicija 4.2 Za varijetet V kazemo da je diskriminatorski ako postoji term D(z,y,2)

na jeziku varijeteta V takav da za sve proste algebre A iz'V vai :
| D(z,z,z)=2z i D{(z,y,2)=2 za z=y¥.

O

Teorema!LS Varijetet BA je diskriminatorski va.r;jetet.

Dokaz.

U klasi BA jedina metrivijalna prosta algebra jeste dvoelementna Booleova algebra
2 (videti L3.5). No, poznato je da se u toj algebri svaka funkcija moze predstaviti

termom, pa i funkcija sa osobinom diskriminatorskog terma.

- o

Primetimo da se u opitem sludaju moze dokazati da je svaki diskriminator-
ski varijetet aritmeti¢ki (vi&eti_[BS 81]). Takode, u opstem slucaju, u svakom dis- - -
kriminatorskom varijetetu vazi da je svaka algebra izomorfna sa poddirektnim proizv-

odom prostih algebri.

Definicija 4.3 Varijetet ¥V u kome je svaka algebra izomorfna poddirektnom proizvodu

prostih algebri zovemo poluprost varijetet.
1
Teorema 4.6 Varijetet BA je poluprost.

Dokaz.

Svaka BA je poddirektan proizvod dvoelementnih BA koje su proste.

1

Naravno, T4.6 sledi i iz opsteg rezultata da je svaki diskriminatorski varij-

etet poluprost i ¢injenice da je BA diskriminatorski.

U daljem cemo dokazati da i varijetet RA ima sve tri navedene osobine

varijeteta BA: varijetet RA je aritmeticki, diskriminatorski i poluprost.
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Osobine varijeteta relacionih élgebri o

Svaka kongruencija relacione algebre A jeste, pre svega,- kongruencija
Booleovog redukta Rdg(A).Tako, Con{A)sCon(Rdg(A). Tako, vazi:

- Teorema4.7 Varijetet RA )e permuté,bilan;
Dokaz.

Sledi iz T44 i Einjénice da za, sve relacione a.lgebi'e A vazi Con{A)=Con(Rdg(A)).
0 - . .

Sto se tice distributivnosti mrese kongruencija relacionih algebri, nije dov-
oljina éinjenica da je Con(A) podskup od Con(Rdg(A4), za sve A€ RA.Potrebno je
dokazati da je Con(A) podmreia mreze Con(Rdg(A)). Da to dokaZemo, ispitajmo
koje dodatne uslove treba da zadovoljava kongruencija Booleovog redukta Rdg(A)

da bi bila kongruencija cele algebre A.

Definicija4.4 Neka je A¢ RA i ] ideal od Rdg(A). Kazemo da je I kongruencijski
ideal ako postoji p€ Con(A) tako da je 0/p=1. ‘

U

Teorema 4.8 Za Booleov ideal N neke relacione algebre A=(4,+,-,—,0,1, ¢ ,1',71)

sledeci uslovi su ekvivalentni:
i) N je kongruencijski ideal;
i) N je ideal sem.igrilpe.'.(lﬂ-, 0'-) tj. za sve n€ N, a€ A*vazi noac N i aonc N;
iii ) Za sve ze N, lozole N.
Dokaz.
Dokazimo (i) » (ii) - (iii) - (ii) - (i).
(i) -» (ii).
Neka je N=0/o, ©c Con(A).
Treba dokazati da ako n€ N, a € A, onda né.ae N . i. aoneN.
neN = no0 - (aon)©(aol) > (aon)®0 = aonc k.

Slicno, noa€ N,
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(i3) » (iii). Ako je N ideal semigrupe (4,0 )ize N,ondaloze N,paloz ol N.
(i1i) - (ii). Neka ne N,ac A. Tada: n o a=1'onogslonoleN=n oach.
‘Sliéno, a o ne N. | |

(i1) - (i). Definisimo relaciju © na A: a©b e ab+bae N. Jasno, © je kongruencija

od Rdg (A ). Ranije smo videli ( osobina 2.18 ) da u svakoj relacionoj algebri vaz
(Vm)(x'lozo:c“lzz“l). |

Dakle, ako n¢ Nonda n"lonon—le N, jer jet N ideal ﬁd (IA,.O ). Tako
n~lsn~lonon~1 5 n~YeN

Sledi, ako a©b » ab +abc N onda a~1@b~1. Ostalo je jos da dokaZemo da se ©
slaze sa o . Neka je z©y, onda zVy=z7 +y7 € N. Kako je V asocijativna operacija,

imamo : 2Vy=n=2V(zVYy)=2Vn=y=2Vn.
Dalje,

Yy=IN+TNn = (zﬁ)ou+('§n)ou='you. = ZTneN,(Tn)oueN,
pé za neki ny € N 1mamo (:t:'ﬁ)ou+n1=yo.1£.P0§to je T% =<z, onda

(zn)ouszou = (Tm)ou+n|=yousIo u+n,.

Ako pomnoZimo obe strane poslednje nejednakosti sa Tou, dobijamo

(you)(Eou)sny(79%) = (you)(FoR)eN
Sli¢no, (zou)(you)e N pa (iou)V(you)EN tj. (zou)O(you).
Analbgno se pokazuje da je (uo0z)©(uoy), za uc A.
¥
Teorem_a4.9 Za svaku A€ RA vazi: Con(A) je podmreza mreze Con(Rdg(A)).
Dokaz. . .

Jasno je da je u obe mreZze infimum dve kongruencije njihov presek. S -obzirom na
direktne veze kongruencija sa odgovarajucim idezlima, dovoljno je dokazati da se
supremum S; dva kongruencijska ideala I; i I, poklapa sa njthovim supremumom
So ako I i I, posmatramo kao Booleove ideale. Nije teSko videti da je u mreZ

Con(Rdg(A)) supremum dat sa: So={a€ Al e<z+y,za neke z¢ I;,y€ I5 }. DokaZi-
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mo da je S» kongruencijski ideal. Na osnovu prethodne teoreme dovoljno je dokazati
da za sve a€ S, vaii loaol€ §y. Neka je a._ESz i neka su z€l; i y€lg takvi da je
a<z+y. Tada je lo (z+y)ol=lozol + 1oy01 =b+c€8y , jer b€ ly,ce I5. Kako je
a<z+y onda 1ﬂaﬂl_$10('$+y)ﬂl, pa je i element logol iz So , §to je i trebalo do-

kazati.

L

Teorema 4.10 Var_-ijetet._RA_ je koﬁgmencijski distributivan,
Dokaz. o . . -

Direktna posledica T49i T44.

0

Posledica 4.1 Va.i-ij_etet RA je aritmetiéki varijetet.

Dokaz, . .

Sledi i1z T4.7 1 T4.10.

8

Za dokaz da je RA diskriminatorski i poluprost varijetet, moramo se upoz-

nati sa jo§ nekim pojmovima iz teorije relacionih algebri

Specijalni elementi RA
Definicija 4.5 KaZemo da je neki eleme:__lt_ e relacione algebre ekvivalencijski element
ako jee " loeg=e. |

{

Primetimo da ako je e ekvivalencijski element, onda e l=eieoe=e U
algebri relacija &€(p), gde je p relacija ekvivalencije skupa X, ekvivalencijski elementi

su tacno relacije ekvivalencije §,(% € p ), skupova Y<cX .

Definicija 4.6 KaZemo da je neki element f relacione alge.bre funkcionalni element
ako je f71 o f=1". |

1
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Funkcionalni elementi algebre £(p), pcX 2-, su funkcije F skupova Yec X,

tako da Fcp. .
Definicija 4.7 Za element z neke relacione algebre kazemo da je idealni element
~ako vazi l oz ol=z.
0

Nije tesko videti da idealni element z zadovoljava lozol=2z,jerlozolz1’0oz0l’=1x.

Lema 4.1 Neka je b're_lacija. ekvivalencije skupa X. Tada, relacija & skupa X jeste
idealni element algebre &(p) akko postoji YcX take da je

5=\ {(a/b)X(m /p.) I a€ Y ;.
Dokaz. L

Treba dokazati da su idealni elementi taéno restrikcije relacije p do unije nekih
svojih klasa ekvivalencije. Zaista, ako je =\ {{(a/p)x(a/p)lacY},onda posopss
jer ako(z,¥)€ o,{w,2)€ & (2,u4) € p onda su elementi z 1 u u istoj klasi ekvivalencije

kao elementi y i z, pa posto § po konstrukciji sadrZi kvadrate ”celih” klasa ekviva-
lencije od ¢, onda {z,u )€ s.

Obratno, neka je & idealni element algebre &£{(p) i neka =9 .Tada
s=U{(afo)x(a/0) | (326 X)(a,z)€ 5]

Naravno, inkluzija < je jasna. Neka je sada (z,y)€ §; dokaZimo da § sadrZi ceo

kvadrat klase u kojoj se nalaze elementi z i y. Neka suzivu toj klasi; onda
(z,z)€ 0, (2,9)€5,(y,v)€p0=(z,v)epodop=(z,v)Es.
1

Svoje ime idealni elementi zahvaljuju uloz koju igraju u teoriji homomorfi-

zama relacione algebre. U slededoj lemi ¢emo dokazati neke vazne osobine idealnih

elemenata, koje cemo kasnije koristiti:

Lema 4.2 Neka je I={z€ A|]l oz ol=z} skup svih idealnih elemenata relacione

algebre A. Tada:
(i) I je nosac neke Booleove podalgebre od Rdg(A), t.

(Ir"':‘:_ ,0,1)*2(14,*-,',— :0:1);
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(ii) Zaz,ycIvaiizoy=2z-y,2 1=z, pa je svaki idealni element ujedno i ek-
vivalencijski element;
(iii) Za z€l isve g be A vai

| (a-z)o(b-z)=(aod)z i (a'z)‘1=d"1z.

Dokaz.

(i) Jasno, 0, 1€ pa I«0. Dalje, ako z,y¢ I onda
1 o{z+y) ol1=(1 oz 01)+(1 oy ol)= z+y, t_] a:+yEI Posto Za zeI'
imamo (1 o(1 oz 0l 01))-Z =0 onda
(loz)- (loxtrlul) 0=((1ozoel)ol)(lez)- (ln:col) (lozol)=0

_51030153:361 |

Tako, I je nosa¢ Booleove algebre.

(i) Dokazimo z=z"1

Posto je z=1oz 0l 2z~1 oz 0 21, onda, koriste¢i Osobinu 2.18, imamo
z-lozoz"1la g1 tj. g=z"1,

Koristeci Osobinu 2.18 dobijamo z2 lozol = 2 Yozoz 1z g71 tj, =71,

S druge strane,iz z=z~1 dobijamo z~ z(a:"l)_l-_a: ito daje z=z"1.
Dokazimo da je zo0z=2.

z=1ozol=1"0z 0z=zo0z Obratno, zoz=(lozol)oz=z(logol)oz-

=lozoz tag—lozoz=l

Gore smo dokazali da je (Vy)(yloyoy~l2y~1) onda z -1 oroz—la

23“1

=% = z oz=2 Dakle, z 0oz=1.
Dokazimo da za z, ye€ I vadi zoy=2-9.

Jasno, (zy) o(zy)=<z oy pa zy=<z oy Obratho,
goyszolazoysloy = zoys(zol W 1loy)-=

=(1’0.1301.)(1ny-)l’)s(lﬂxdl)(loy01)=x-y.

(iii)  Akojea¢ A, ze I tada (az) l<a~l.z. Naime, zbog Osobine 6 1 zbog

z=z"1 imamo (t;:z:)“lr.a“lx “log1g
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‘Dokazimo jos (az)o(bz)=(acd) -z, gde z€ I, a, b€ A.
Kako je (az) o(bz)saobi(ez) o(bz)=z oz, dobijamo
(az)o(bz)=z(aob)(zoz)={aob)z.

S druge.strane, za sve u € A, imamo
_'u,-.((az)o(bz:)')-:'()% (uo(b~1z))(az)=0.
Posto je w o (b 1z)su o z=1 ©zol=z onda (uo (671z))a=0.
Tako, (u"1oa)d12=0, pa kako je zoa=<lozol=z, onda
(2 "loa)b 1(z0a)=0. .

Dalje, (v z)oasu~loa i (n“‘l:;:)naszna,paje
(uTiz)ees(u"toa)(zoa)
Tako, (u " loa)(z0a)b 1 =0 = ((u~1z)oe)b~1=0 = |
s (d7lea 1)y 12-0 = (aob)z 7 tu=0 = (aob)zu=0
tji. (az) o (bz)=(aod)z. | |

Apstraktna varijanta relacione algebre &(p) jeste sledeca algebra. Neka
je A € RA, i e ekvivalencijski element algebre A: definifimo novu relacionu algebru
- Ae=(Ae,+,- ,~,0,¢, b,l’-e,_*-'l) sa nosacem Ae={ac Alase}, gde su +,- , 0, 1
restrikcije odgovarajucih operacija iz algebre A na skup Ae , Booleova jedinica je e,
jedinica operacije o je 1"8., a operacija ~ se definise sa a =e-a . Nije tesko proveriti,
da je ovako definisana algebra Ae zaista relaciona algebra. Ona se zove relativiza-

cija od A po e. Mi cemo kasnije koristiti specijalni sluéaj, kada je e idealni element.

Lema 4.3 Neka je Ac RA, i e idealni element od A. Preslikavanje ¢ .:4- Ae,

deﬁnisano sa pe(Z)=e-z jeste homomorfizam A na Ae.
Dokaz.
Jasno je da je ¢ preslika.vanje ”na”. Dalje,
ve(zy)=e-z-y=ez-e-y=9.(z)o,.(y)
0c(T)=eT=c-(2+3)=9,(2)

¢e(0)=¢-0=0
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pe(l)=¢-1=¢
%(t°y)-*e(ﬂy)=(”)ﬂ(ey)=%_(x)°tPc(y)
oe(z) Taez t=(ez) (o (2)) 7
pp(1')=e-1", .

gde smo vise puta koristili prethodnu lemu L4.2.

D. .

Proste relacione algébre

- U dokazu da je klasa RRA varijetet, vaznu ﬁlogu_i_graju tzv. proste RA.
‘Podsetimo se da za algebru A kaZemo da je prosic ako Ima samo trivijalne

kungrueﬁcije (Ag 1 A% .

Koje relacione algebre imaju samo trivijalne koﬁgmencije? Da bismo dali
odgovor na to pitanje, podsetimo se uzajamno jednoznaéne korespondencije izmedu
kongruencija 1 homomorfizama neke algebre. Svaki homomorfizam ¢ odreduje
kongruenciju (ker ¢ ) i svaka kongruencija p odreduje (tzv. prirodni) homomorfizam
- date algebre (nat p ). Algebra ima netrivijalne komgruencije akko ima netrivijalne

homomorfizme.

Tako, relaciona algebra A je prosta ako nema prave homomorfizme, tj. sva-
ki homomorfizam ¢:A -3 jeste ili potapanje ili je |codom ¢ |=1.
U L4.3 smo videli da svaki idealni element e odreduje homomorfizam ¢ .

Zakljuc¢ujemo da vazi:

Teorema 4.11 Relaciona algebra je prosta akko ima najvise dva idealna elementa.

Dokaz.

(« ). U svakoj relacionoj algebri elementi 0 i 1 su idealni (u jednoelementnoj
RA je 0=1). Neka su to jedini idealni elementi a.lgleb're A€ RA, i neka je 9: A-B
(B€RA ) homomorfizam . Ako ¢ nije potapanje, onda postoji neki z € A, z-0 tako
daie ¢(z)=0.Jasno, 1oz o1 je idealni elcment razli¢it od 0 (jer 1o zo 12 ’ozol’=

~z-0)pamoralozol=1 No ¢(lozol)=0pa¢(l)=0 sledi |codom o |=1.
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(- ). Ako algebra. A ima vit: od dva idealna elementa, onda postoji idealni

element ¢ ¢ {0, 1}. No, po 142 preslikavanje ¢, jeste pravi homomorfizam od A
na Ae. | | . # o
g

Posledica4.2 Poda.lgebra proste RA. je prosta.

Dokaz. .

Sledi 1z T'4.11.

U

Teorema 4.12 Varijetet RA je diskrimina't.orski' varijetet;

Dokaz.

Moize se provériti da -D(m,y,z)= z-(10(zVy)ol)+z-(lo(zVy)el) jesté trazeni
term (videti D4.2 ) Naime, ako je u prostoj algebri -0 onda lozol=1, jer je ltozol °

idealni element, a u prostoj RA imamo samo dva idealna elementa : 1i 0. __

¥

 Kako izg_leda.j'u proste reprezentabilne relacione algebre? Mozemo dati pot-

pun opis:

Teorema4.13 Neka je A¢ RA. A je prosta reprezentabilna RA akko je A izomorfna

sa pravom relacionom algebrom.

Dokaz.

(). U svakoj pravoj relacionoj algebri vaz (Vz)(z=0=10z 0 1=1). To

znaéi da A ima najvise dva idealna elementa, pa je prema T4.1 A prosta.

(- ). Neka je A prosta reprezentabilna RA i neka je A=D<&(p), gde je
p relacija ekvivalencije skupa Y. Ako je |A|=1, onda je ;4%72(9) Ako je [Al>1,
onda | D|>1,pa Y = 9. Izaberimo y€ Y. Element z=( /0 )x(y/c) € P(p) jeste ideal-
ni element algebre &(p) ( vidi L4.1 ). Ako je ¢ izomorfizam koji A preslikava na D,
onda preslikavanje ¢=¢ o ¢, jeste homomorfizam, ¢:A->&(p), koji zadovoljava
lcodom ¢l> 1 jer 0 (1)=p (p(1)) =, (p)=2=0=0(0). Dakle ¢ je potapanje,
jer je A prosta. Tako, b(A)= R (3/0), pa je A= R(y/e)

O
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Oznaéimo sa R(n),n€N, punu relacionu algebru nad skupom { 0,1,2,...,n-1}.
Naravno, svaka puna relaciona algebra R(X),| X|=n, izomorfna je sa R(n). Prema
prethodnej teoremi, svaka algebra R(n) je prosta. No, nije svaka prosta relaciona

algebra izomorfna sa nekom algebrom R(n). Moze se dokazati sledece:

Teorema 4.14 Za svaki pozitivan broj n, relaciona algebra A je izomerfna sa K(n)

akko postoji element ac 4 tako da je acex<a, a+a"1=0",a"=01a” 1 0.

Dokaz. |
Videti [ Jo82].
O

Poddirekino nerazlozive RA

U sluéaju relacionih algebri klasa prostih algebri se poklapa sa jednom
drugom vainom klasom - klasom poddirektno nerazlozivih relacionih algebri (videti
D117 ). Za algebru A kaZemo da je poddirekino nerazloZiva ako.za svaku familiju
kongruencija < p;{i€l > na A vaii: - |

Ako N<p;lie I > =A onda postoji t€ I tako da je -'p,;:zlA.

Lema 4.4 Relaciona algebra A, gde je |A1> 1, jeste poddirektno nerazloziva akko

postoji element z € A(z «0), tako da za svaki homomorfizam ¢ A~B vaZ
P ]e potapa{nje akko o{z) = 0
Dokaz.

Iz D117 vidimo da je A poddirektno nerazloZiva akko postoji kongruencija ©=A 4
takva da za svaku kongruenciju p=A 4 vaZz © € p. To znaci da postoje bar dva razliita
elementa a, b€ A takva da za svaku kongruenciju p= A4 algebre A vaii (a, b) €

- U slucaju relacionih algebri to znac da postdji element z =0 takav da za svaku

kongruenciju p=A,4 vadi (0,z)¢€ p. Ekvivalentno, postoji element z -0 takav da za

svaki homomorflza.m ¢: A->B vaii: cp(x) 0 akko je o pota,pan_]e
{]

- Teorema 4.15 Relaciona algebra; je poddirektno nerazloziva akko je prosta.

Dokacz.
(«). Neka --je, A€ RA Akﬂ je 1Al=11i A je l'prosta, ohda, element z=1
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zadovoljava uslove prethodne leme L44.

(=) Ako je |A|=1, onda je A prosta. Ako je [A|>1 neka je z element
koji zadovoljava uslove 1.4.4 .Pretpostavimo da je 1x1 o z o1, Onda preslikavanje
=9 , ., (videti L43) nije potapanje (jer je ¢(l)=lozo0ol=¢9p(lozol)),
pa bi moralo biti ¢(2)=0. No, ¢ (2)=2=0 (jer l oz 0 121" 0 z 0o 1’=2 ), pa mora
biti 1=1 o z o 1.- Dakle, za svaii hdmomorfiza.m ¢ na A ¢ je potapanje akko je
(2 ) =0 (jer je A poddirektno nerazloziva) akko p(lozo1)=0(jerlozolzz, pa
P{lozol)=¢(z) pa ako ¢(1 0z 0 1)=0 onda L[J(z)=0. Obrat je jasan.) akko
¢(1)=0. To znaéi ako ¢ nije potapanje, onda ¢(1)=0, pa je |codom (¢)|=1, &to
daje da je algebra A prosta. |

0

- Posledica 4.3 Svaka RA je i1zomorfna sa poddirektnim proizvodom. pro.'stih
relacionih algebri. |

Dokaz.

Posledica teoreme Birkhoffa o poddirektnom razlaganju(T7.12) i teoreme T415.
o

Tebi‘ema 4.16 Va.rijetet RA -jé poluprost.

Dc;kaz. I -

Sledi iz P4.2.

O

Posledica 4.4 Svaka reprezentabilna relaciona algebra A je izomorfna sa

podalgebrom direktnog proizvoda prostih reprezentabilnih relacionih algebri A;,i € L

Dokaz.

'Na osnovu T4.13 svaka puna RA jeste prosta. S druge strane, RRA=ISP( K), gde

Je K klasa svih punih realcionih algebri.

[

Svaka poddirektno nerazloziva algebra je i1 direktno nerazioZiva (tj. nije
izomorfna sa direktnim proizvodom dve netrivijalne algebre ). U slu¢aju relacionih

algebri vazi i obrat, jer su oba pojma ekvivalentna sa pojmom proste algebre.
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Teorema 4.17 Relaciona algebra je prosta akko je direktno nerazioziva.

Dokaz.

Neka B¢ RA. Jasno, ako je B direktno razloZiva (recimo B=&xD ) onda
ona nije prosta, jer postoji netrivijalan homomorfizam - projekcija na neki od faktora.
Ako B nije prosta, onda ima. idealni element & ¢ {0,1} i preslikavanje ¢:z2-(az,a7)
je izomorfizam B i BaxB. Jasno, ¢ je homomorfizam, i jeste "na”. Preslikavanje
¢ je "1-1" jer: | | B

P(z)=9(y) = (6z =0y A Bz=0y) = (a +7)z=(a+a)y = z=%

O
Mozemo, da.kle sumirati sve ove strukturne osobine relacionih algebn
Posledica 4.5 Za netnﬂ]mlnu relacionu algebru B slededi uslovi su ekvivalentni

(1) B je prosta;

(ii) B je poddirektno nerazloziva;

(iii) B je direktno nerazloaiva;

(iv) B ima tacno dva idealna elementa;

(v] B k(vz){(z«0=1o0z0l=1).

Dokaz. |

Direktno iz T411, T415 i T4lI7.

O

O mrezama podvarijeteta

Pored varijeteta relacionib algebri u Glavi Il smo definisali klasu komuta-
tivnih, Simetriénih i Booleovih relacionih algebri. Sve tri klase su (po defihiciji) jed-
nakosne klase tj. varijeteti. Sta moZemo redi o familiji svih podvarijeteta varijeteta
relacionih algebri ? Razmotrimo prvo §ta vazi u opStem slucaju za klasu podvarije-

teta proizvoljnog varijeteta V.

Prvo, nije teSko videt) da vaZ sledece:
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Teorema 4.18 Neka je ¥ neki tip algberi. Tada svi varijeteti algebri tipa &F

formiraju mrezu u odnosu na inkluziju .

Dokaz.

Nije tesko videti da je presek proizvoljne familije varijeteta tipa & ponovo
varijetet. Tako, ako su &K i Ky dva varijeteta tipa 5 onda je njihov infimum A i
supremum v dat sa | |

K1AK2=Klﬁ Kz,
KovKy=M{K | KUKscK, gde je K varijetet tipa S’-'} .

U daljem cemo sa TUar (F)=(Var(F),A,v } oznacavati mrezu svih varije-

teta tipa &. Ako je K neki varijetet tipa &, onda skup
Var(K)={V| VcK i V je varijetet tipa &}

t]. skup svih podvarijeteta od K jeste zatvoren u odnosu na operacije A i v. Mre#u

Uat(K)=(Var(K),r,v) zovemo mreia podvarijeteta od K.

Kako su pojmovi 'Varijet&ta i Jednakosne klase peotpuno ekvivalentni
( videti Dodatak ) , prirodno je da se prilikom izuCavanja mreze podvarijeteta ekvi-

valentno moze izucavati i mreza tzv. jednakosnih teorija od K.

Definicija 4.8 Neka je % neki tip aigebri, X skup promenljivih. Za skup identiteta
e Eq?(X ) kazemo da je jednakosna teorijo (tipaF nad X)ako postoji klasa K
algebri tipa & tako da je £ =Eq (X ). |

O

Teorema 4.19 Neka je IF tip algebri, a X skup promenljivih. Jednakosne teorije tipa

% nad X cine mreZu u odnosu na inkluziju .

Dokaz.

Neka su Zj= Eqx( Kj) i 5= Eqx(Ks) jednakosne tecrije. Tada su njihov

infimum A i supremum v dati sa

21 A 22=EQX(K1UK2), Zl\f 22 =EqX(K1ﬂK2) .
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Mrezu (Eqx (% ),A,v ) svih j_édnakdsn.ih téor_ija tipa & nad X obelezavamo
sa &g x(F). | |

Kakva je veza izmedu mreza varijeteta jednakosnih teorija? Mozemo doka-

zati da su one duaino- :zomarfne U opstem slucaju definicija- g1d51

Definicija 4.9 Dualna mreia mreie £ =(L,A,v) jeste mreza L8 =( L,v,n). Za dve
mreze £, i Lo kazemo da su dualno izomorfne, u oznaci L1% Lo, ako su £ i L‘; 120-

morine.

O

Teoremad4.20 Neka je X neki prebrojivo beskonacan skup. Tada su m.reie Uaz(F)
i &4 (%) dualno izomorfne. |

Dokaz. |
Definisimo preslikavanje eq¢ Var(F)-Eqx(F) sa: eq(K ) Eqx(K). Ta.da je eq

trazeni dualni-izomorfizam : _
eq(K; A K3)=eq(Ky)veq(K3),
eq(Kyv Kp)= eq(K;) neq(Ks).
U

Po dogovoru, ako je X neki prebrojiv skup promenljivih, onda umesto Eqx (%) i

&4 x(F) pisemo Eq(F) odnosno €4(FF).Ako je I neka Jednakosna teorija tipa %
nad X, Unda. sa [T ) 0znaéavamo skup svih jednakosnih teorija © tipa ¥ nad X

takvih da je £c0. Naravnu skup [ Z) jeste nosac podmreze u &g x ().

Teorema 4.21 Neka je K neki varijetet tipa 5. Tada je mresa Uaz(K), svih podva-
rijeteta od K, dualno izomorfna podmrezi &4(K)=( [Eq(X)) , A,v ) mreZe svih jed-
nakosnih teorija &g (). |

Dokaz.
Sledi iz prethodne tri teoreme.

[

Interesantno je primetiti da su mreze podvarijeteta i jednakosnih teorija

. tesno povezane i sa mrezom kongruencija.
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Definicija 4.10 Za kongruenciju p algebre A kazemo da je potpuno invartjantna ako

za sve homomorfizme ¢:A-A i sve a,b¢ 4, ako (a,b)€ 0 onda (e(a),o(d))€ 0.

0

 Oznacimo sa Con”(A) mreZu svih potpuno invarijantnih kongruencija algeb-
re A. Nije tesko videti da Con™( A ) ¢ini podmrezu mreze kongruencija algebre A.

Moze se dokazati i vise:

Teorema 4.22 Mreza jednakosnih teorija Egx(TF) je izomorfna mrezi Con™ (T (X))
potpuno invarijantnih kongruencija termovske algebre I (X).

Dokaz.
Videti [BS81].

D

Navedene teoreme nam omogudéavaju da prelazimo sa mreZe varijeteta na

mreZu jednakosnih teorija ili na mreZu kongruencija. Navedimo jos sledecu Cinjenicu:

Teorema 4.23 (Teorema o korespondenciji ) Neka je A algébra, o kongruencija
algebre Ai[p)={2 | 3¢ Con(A ) A psd}.Tada je [p)=([p),r,v) podmreza od

Con(A ) i vaii [p)= Con(A/p ).
Dokaz

Videti [BS8LJ.

O

Posledica 4.6 Neka je 9 neki tipa algebri, o kongruencija odgovarajuce termovske
algebre 7 (X). Tada je podmreza [ p ) mreze Con(J (X)) izomorfna sa mrezom
Con(T(X)/e).

Dokaz.

Posledica prethodne teoreme.

0

Lema 4.5 Neka je K kongruencijski distributivan vanjetet,

o={(u,v) (u,v)€ T(X)#T(X) AKi=u=v}.

Tada je Con(T (X)/po) distributivna mreza.
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Dokaz. |

Neposredno sledi, jer I (X)/p€ K ; primetimo da je ta algebra zapravo slobodna .
algebra za K nad: X. | | |

0

Primetimo da u prethodnoj lemi umesto distributivnosti mozemo uzeti bilo
koji mrezni identitet.
Lema 4.6 Ako je K neki kongruencijski distributivan varijetet i relacija o definisana

kao u prethodnoj lemi, onda je podmreza [p ) mreze potpuno invarijantnih kongru-
encija Con (7 (X)) takode distributivna.

Dokacz.

Po Teoremi o korespondenciji, mreia [p) je izomorfna podmrezi od

Con(T(X)/0), koja je po prethodnoj lemi distributivna.
0

Teorema 4.24 Neka je K kongruencijski distributivan varijetet. Tada je mreza
podvarijeteta Uaz(K) takode distributivna.

Dokaz.

Neka je o relacija definisana kao ranije, X prebrojivo beskonaéan skup promenljivih,
[ ¢) podmreia mreie potpuno invarijantnih kongruencija Con *(J(X)). Iz ranijih
tvrdenja imamo da je Uaz(K)= &4 (K )= [p), pa, prema tome, Um(K) je distri-

butivna mreza.

0

Primetimo da se na isti nacin prenose sa mreze kongruencija nha mrezu

podvarijeteta 1 svi drugi mrezri identiteti koji su samo-dualni.

Varijeteti relacionih algebri
Prvo sto mozemo zakljuciti o varijetetu RA jeste:

Teorema 4.25 Mreza podvarijeteta Daz(RA) je distributivna.
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Dokaz.

Sledi iz prethodne teoreme i ¢injenice. da je RA kongruencijski distributivan

varijetet (T4.10).
{

Sa R(n),n€N,smo oznaéili punu relacionu algebru nad skupom {0, 1, 2,...,n-1}.
Cznafimo sa By, Bo, By varijetete relacionih algebri koji (pored aksioma RA)

zadovoljavaju redom sledece identitete:
0'00°=0,000-1,000-1.
Direktnom provérom mozemo utvrditl da je
R(1) eB;, R(2)e By, R(n)e By , za sve n=3,
Primetimo takode da iz 0’ o 0'=0 sledi 1’-1. Zaista, koristeé T2.18, imamo
0o0=0e(0c0)=06(0e1)0=0e0=0e1-1.
Tako zakljuéujemo da varijetet B; nije ni’étﬁ drugo nego varijetet Booleovih
relacionih algebri. |
Vaznost varijéteta By, By, By za RA wocili su jos Jonsson i Tarski 1952.
godine. |
Teorema 4.26 Svaka relaciona algebra je izomorfna sa direktnim proizvodom
AixAxAs, gde je A€ B;,i=1,2,3. |
Dokaz.
Videti [JT II 52].
D |

Posliedica 4.7 RA ‘—"-Bl V Bg V.B3.
Dokaz.

Siedi iz prethodne teoreme.

1

L

Pesterca 4.8 Najmanje podalgebra neke netrivijalne relacione algebre ima

kardinalnost 2,4.8. 16 i1 32.
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Dokaz.

Sledi iz gornje teoreme i -Eilijenice da algebra BeB; ima najmanju podé.lgebru_
kardinalnosti 2 (jer je 1= 1", 0=0" ), dok najmanje podalgebre algebri iz varijeteta
B, i By imaju po 4 elementa(0,1,1°,0").

(l

Oznaéimo sa &,, najmanju podalgebru algebre R(n),( n=1, 2, 3). Neka je
A,, varijetet generisan sa £,,n=1,2,3. Pojam atoma smo definisali u sluc¢aju Boole-
ovih algebri — potpuno isto se definisu i u slucaju bilo koje mreze £ sa najmanim

elementom 0 : Element a € L jeste atom ako je a=01 za sve b€l ako b=a onda b =0

ili b=a. Tada se moze dokazati :

Teorema 427 Uﬂt (RA) ima taéno tri a.toma:Al, Ag, Al
Dokaz. | |

- Videti [JT I 521.

0

Moze se dokazati da varijeteti B;, A;, i=1,2, 3, generisu podmrezu mreZe
Uaz(RA) od 18 elemenata. U radu [Jo82] ispituje se ta podmreza. Na primer, do-
kazuje se da se varijeteti A; i B; poklapaju, kao i da je By v Bo=RRA. Navedimo na
ovom mestu (bez dokaza ) baze identiteta varijeteta koji pripadaju toj podmrezi . Ozna-

¢imo sa t(z) term (0’z)010{0’7 ). Tada jednakosne baze navedenih varijeteta glase:

Aj: 1’=11ili goy=2-y ili zoz=2
Ao 0’00’ =1"i zoy=yoz

As: 00 0=1ir1(z)=0

AjvAg: TOTOL =1

Av Ag: 0’ =0’ 0’1 1t(z)=0

AoV Aj: 1’s0’ 0 0’1 t{z)=0

Bov Ag: 1’=000irt(z)xlo (000 )

Ao vBay: 1’s0’ 0 0’1 zoy=(yoz)+(0’ 0 0’ )
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By vBy: 1’50’ 0 0’

Ayv By: 0o (0’ =1’
Aiv By: 0’<0 o’
Ayv Apv Bg: ‘zoys(yoz)+(0" 00" )
AjvByv Ag: t(z)=lo (0’00’ ) .

U radu { Jo82] se dokazuje i sledeéa teorema:
Teoremé 4.28 Postoji 2 © varijeteta simetriéliiﬁ, feprezentabilnjh relacionih algebri.
Dokaz.
“Videti [ Jo82].

0

4.2 Aksiomatizabilnost klase RRA
RRA je varijetet . .

- Rezltat da je RRA varijetet, prvi je dobio A. Tarski u [Ta53]. Mi cemo
- ovde slediti dokaz R. McKenzieja iz [McK 667 . Funda-menta.lnu ulogu u tom dokazu
igi'a.ju proste relacione algebre. Sve pojmove iz teorije modela koje cemo ovde koris-
titl, citalac moze naci u [Me 7011 [CKT731. |

Teorema 4.29 Neka je K kiasa svih atomicnih relacionih algebri u kojima je svaki
atom funkcionalni element. Tada RRA=5(K). |

Dokaz.

- Relaciona algebra A je atomi¢na ako je Rdg (AA) atomiéna Booleova
algebra. Jasno, svaka algebra &(p) jeste atomarna: atomi algebre E.(p)( oc¥ %)
su relacije {(y, z)} (g, 2z€¢ Y ) 1 svaki od njih jeste fﬁnkcionalni element. Tako,
RRA<S(K). Dokazimo obrnutu inkluziju. Neka je B € K i neka je Y=At({DB ).Defini-

simo relaciju p na skupu Y na sledeci nadin:

o={(bg,b1)lby,by€Y, bysloby).
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Nije tesko proveriti da je p relacija ek_viva.le'ncije na Y. Preslikavanje ¢:B - P (o )
definisano sa ¢ (z) ={(bo, b1)180,01€ Y, bg=z © by} jeste potapanje, sto se moze

direktno verifikovati (detaljan dokaz se moze naci u [McK66]).

[

Posledica 4.9 RRA je univerzalna klasa.

Dokaz.

Primetimo da je klasa svih atomicnih RA u kojima ]e svaki atom funkcionalni
element, elementarna klasa. Za.lsta. skup aksioma za klasu atomarnih RA dobija
se ako skupu aksioma relacionih algebri dodamo aksiome koje tvrde da za svaki ele-
ment z razli¢it od nule postoji atom b tako da je .bs:c, kao i aksiomu da je svaki

atom funkcionalni element :
(Vz)(z=0 v (3b){at(b) A bsz), (vb)(at(b)=b"Ltob<1’),

gde je at(b) oznaka za formulu: b«0 A (V:c)(x'-b=0 vz-b=b). S druge strane, u teorij
modela se dokazuje sledeca teorema:Ako je K elementarna klasa, onda je S(K)
univerzalno aksiomatizabilna. Tako, klasa svih atomi¢nih relacionih algebrl u kojima

je svaki atom funkcionalni element, jeste univerzalna klasa, §to na osmovu T4.29

dokazuje da je RRA univerzalna klasa.

1§

Dokazacemo sada jednu vaZnu osobinu prostih relacionih algebri koju je

dokazao Tarski, 1M41. godine.

Teorema 4.30 Za svaku otvorenu formulu ¢ na jeziku RA moZemo konstruisati term

¢* tako da u svakoj prostoj relacionoj algebri A vazi: A E ¢ «(9"=1).
Dokaz.

Sve atomarne formule na jeziku RA su oblika u=v , gde su % i v termi na jeziku
RA. Primetimo da je svaki identitet z=v ekvivalentan sa identitetom u+v =1.

Tako, bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da su sve atomarne potformule
otvorene formule ¢ oblike. w=1, i da su jedini logi¢ki veznici A 1 7. Definisimo

formulu ¢* indukcijom po slozenosti formule §:

1) ako je ¢ formula w=1, onda ¢*=w ;
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»

2) ako je ¢=¢ A1, onda QJ*;-:p* ‘T
3) ako je ¢=T1p, onda ¢* =log*ol.

Dokaz sada ide mdukcuom po. slozenostl 0. Baza ndukcue sledi d1rektno iz defim(:l_]e
formule d)* Pretpostavimo da j Je G=¢Art,idaza @11 vaz indukcijska pretpostavka

Neka je ,4 prosta relaciona algebra. Tada vaii

AFE(e rAt)e(e™=1A T*=1) akko A :=(.cp AT)e (¢* t*=1)
akko Al=¢e(9*=1).

Neka je sada ¢=T1¢, i za ¢ vaii indukcijska pretpostavka. Neka je -cp_—_cp.('ml,zz,...,xn)

1 pretpostawmo da za neke 01,025 ., Gp€ A imamo Al="9[ ay,09,..., a,]. Onda
f4 l"(:'io[ ﬂ’lraZ? a’nja pa ‘P*( Q5425004 a’n)’* 1T&k0, 'tp*( a1,825...; a"ﬂ-) * 0: pa jE |
na osnovu P4.4(v), 1o ¢*(a;,a9,..., 4, )01 =1 a to znaéi da je ¢*{ a1,82,..., 45 )=1.

Potpuno analogno se dobija i obrat, tako da zaista, u slucaju prostih RA, vai

Al=Te «((T9)"=1),

8to kompletira dokaz teoreme.

Teorerﬁa' 4.31 (Ta,rskl, 1954)_”. RRA je je_dné.kosna kla.sa...

. . Dokaz.

~ Oznaéimo sﬁ l“'skﬁp svih ideﬁtiteta..koji vaze u svim reprezentabilnim relacionim
algebrama: I'= Eqv (RRA). Zelimo da pokazemo da je RRA =mod(T). | |

Jasno, RRA € mod (T ). Neka je A¢ mod(T). Onda jasno A€ RA, jer su sve aksiome
relacione algebre ukljuéene u T. Svaka homomorina slika od A je element od

mod (T ), jer homomorfizam ” ¢uva identitete . Tako, na osnovu P4.2 imamo
A€ SP(Pr(RA)Nmod(T)),

gde smo sa Pr (RA ) oznaéili klasu prostih relacionih algebri. Kako je RRA #ISP(K ),
gde je X klasa punih RA, imamo RRA =SP(RRA). Dovoljno je dokazati da je

Pr(RA)Nmod(T) =Pr(RRA),
jer ako A€ SP (Pr (RRA))<SP(RRA )=RRA, onda A¢ RRA. Dokaiimo, dakle,
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Pr(RA ) MNmod(T)=Pr(RRA).

Znamo (P49) da je RRA univerzalna klasa.Neka je T 5ki1p univerzalnih recenica
tako da RRA =mod(Z). Ako je ¢ € T ,onda ¢ vaZi i na svim prostim reprezentabilnim
relacionim algebrama, pai¢*=1vaZ na svim prostim reprezéntabilnim relacionim
algebrama. No, onda ¢*=1 vazi na svim reprezentabilnim relacionim algebrama, jer

je svaka RRA podalgebra direktnog proizvoda prostih RRA {P4.3).

Dakle, ¢*=1€ T. Neka je sada A€ Pr(RA)MNmod (T ), onda Ak T, jer za sve ¢ € T
AFE{( akko A =¢*=1; Kako je ¢*=1 €T i A =T onda stvarno A k& . Sledi

A€mod(Z)NPr(RA)=Pr(RRA), tj. Pr(RA)Nmod(I )= Pr(RRA).
Inkluzija Pr(RRA)<Pr{RA)Nmod(T) je jasna, pa smo time i zavrsili dokaz
a

Jednakosna teorija klase RRA

U delu 3.2 smo videli da klase RA i RRA nisu iste: postoji relaciona
algebra koja nije reprezentabilna. To znaéi da je skup aksioma za relacione algebre
preslab za opisivanje klase reprezentabilnih relacionih algebri. No, postojanje
nereprezentabilne relacione algebre jo§ ne znadi da skup aksioma za RA ne opisuje
jednakosnu teoriju klese RRA. Naime, u opstem slucaju moze da se desi da dve
razlicite llase algebri imaju istu jednakosnu teoriju. Na primer, ako je A neka
netrivijalna algebra, onda {A } - HSP({A}) ali Eq({A})=Eq(HSP({A}). Tako, u
nasem slucaju Cinjenica da je RRA~RA joi ne znaci da je odgovor na pitanje
" Da ki je Eq(RRA)<Eq(RA) ?” negativan. Medutim, na osnovu teoreme Tarskog
( T4.31) koja tvrdi da je RRA jednakosna klasa, negatiira.n odgovor nuzno sledi.

Teorema 4.32 Postoji identitet na jeziku relacionih algebri koji vaz na svim

reprezentabilnim relacionim algebrama a ne vaZi na klasi RA.
Dokaz.

Kako je RRAcRA onda Eq(RA )< Eq(RRA)'. Pretpostavimo da je Eq{RA )=Eq(RRA ),
I neka je 2 jednakosna baza klase RRA tj. RRA=mod(Z ). Neka je A ¢ RA\RRA .
Tada

=Eq(RRA) > A=X = AcRRA,

AIE'RA #}4 = Eq(RA)I = A
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" gto je kontradikcija. Tako, nasa p:etpostavka da je Eq(RA)=Eq(RRA) bila je
~ pogresna, i postojl identitet koji vaz na klasi RRA a ne vaii na RA.

0
Prethodna teorema je egzistencijalnog tipa: tvrdi se postojanje identiteta

_ koji vazi na RRA, a ne vaz na RA. No, da 1i se takav identitet moze eksplicitno

odrediti? Da! Primer jednog takvog identiteta dat je u sledecoj teoremi.

','.Teorema 4.33 Neka je p(z)=(z z-1ozz-1). Tada identitet

(1) (zezl)(z7tez)p(z)(le((zoz)(z+p(2)))o1)=0
vaZi na svim reprezentabilnim relacionim algebrama, a ne vaZ na klasi RA.

Dokaz.

Neka je A McKenziejeva nereprezentabilna algebra ( videti T 3.11')'. Tada identitet
(1) ne vaZi na A: dovoljno je za z uzeti element 1+t4, (gde je {1 atom, sa osobinom
da. tlaﬁtl -1 )

" Kako je RRA = ISP(K), gde je K klasa punih RA, da bismo dokazali da (1)
vaZi na RRA, dovoljno je dokazati da (1 ) vaZi na svim punim relacionim algebrama.

Treba dokazati da za sve relacije z€ R(S) vai
(2)  (zez)N(z-los)Np(z)c o ((z02)N(FUp(z))) 0 52
~ Ako je z=90 ,(2) ofigledno vaZi. Neka je £~ ¢ . Posmatracemo dva slucaja:

Slucaj1) Relacija z€ R (S) nije tranzitivna. Tada z o 29z tj. (z o z) Nz = 2.

No, nije tesko videti da za sve relacije p € R(S) vazl da
__ (3) ako paeé onda 5'2_0an2=.5'2.

Tako, u slucaju da z nije tranzitivna, dobijamo §%0 ((z 0 z) Nz ) 0 §%=§ %,1(2)

trivijalno vazi.
Stuéaj 2) Relacija z je tranztivna, tj. (zoz)Nz=0.

" Primetimo da u sluéaju da je (z o z=1)N{(z71 o z ) Np(z)= ¢, inkluzija (2)

trivijalno vazi. Pretpostavimo u daljem da je(zoz=1)N(z7 Loz )Np(z)= 0.

Dokazademo da u tom slucaju vaZi (z o z)MNp( z) -0, tako da ce desna strana
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inkluzije (2) ponovo dobiti vredndst $2. iz éega ce slediti da (2) vazi na R (5).
Kako je (zoz 1)N(z7tez)Np(z)=0, postoje g, b¢ S, tako da je
(a,b)€ p(z)e (s, b)e(ENZ1) 0 (ENZ 1) e
e 1(5e) (g c)e(ENT ) A(e b)e(ENZT))e
o (Ve)(1 (g, e)e(ZNz 1) vi(e b)e(zNz71))e
o (Ve)((a, c)ezvi(a c)ezlv(cb)ezv (e blez ™ )e
(4) o (Ve)(azevezavezby bzc)

Dalje,{(a,b)ezozLi(a, b)¢ £l o0z i(e b)ep(z) Ovoznaci da postoje ¢, d€ X
tako da vazi (g, e)ezi(e b )ezri(a, d)ezi(d b)ez™t . Tako imamo da vaii
aze i bre i dze i dzb Iz dza i aze sledi (d, e)€z o z. Da pokazemo da vaz
(d, e) € p( z) koristimo uslov (4). Ako za dato ce Xvaii cza ili czb, onda je cze
(jer zbog tranzitivnosti relacije) z imamo: cza A aze=>cze ] czhbAbze = cze. Slicno,
ako je azc ili bzc, onda dzanazc=dzcidzbabzc= dzc Kako jedno od cza, czd,
azc, bzc mora da vaZi (videti (4)) sledi da za svako c€ X vaz cze ili dzc. Po defi-
niciji { z) imamo da -

(3, e)ep(z)e(Ve)(dze vezdvezevezc)
Kako smo dokazali da za proizvoljno ¢ vaz (c, e)€z ili (d, c)€z onda imamo
(d,e)e(z0z)Np(z) sto je itrebalo dokazati.
0

" Poslednje dve teoreme pokazuju da aksiome relacionih algebri date u
definiciji D2.1 nisu dovoljne za potpuno opisivanje klase reprezentabilnih relacionih
algebri .Na primer, identitet dat u T4.33 ne sledi iz tih aksioma, pa bi taj identitet
trebalo dodati aksiomama RA. Koliko identiteta bi trebalo dodati aksiomama RA da

dobijemo aksiome za RRA 7 NaZalost, beskonacno mnogo.
Teorema 4.34 { Monk, 1964 ) Klasa RRA nije konacno aksiomatizabilna.
Dokaz. (ideja)

Moze se dokazati da postoj ultraproizvdd familije nereprezentabilnih relacionih
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algebri koji jeste reprezentabilna RA. Tako, na osnovu poznate teoreme iz teorije

~modela { videti [CK 73] ) sledi da RRA nije konacno aksiomatizabilna.

0

Uradu [Jo86] je dokazana i stroZa verzija Monkove teoreme: Svaka jedna-
kosna baza za RRA sadrz identitete sa proizvoljno mnogo promenljivih. Eksplicitni
aksiomi za RRA mogu se naéi u [Ly56]. McKenzie je u [McK66] dokazao da je
RRA = mod(T,o), gde je To skup onih identiteta © iz Eqv(RRA) koji ne sadrze
simbol 1’ 1li su iz skupa aksioma za relacione algebre. U radu '[Jo 86] su dati jos neki

identiteti koji vaze u RRA, a2 ne vaZze na svim relacionim algebrama.

O jos jednom identitetu

Interesantno je da postoji identitet koji vazi na svim konacnim RA, a ne
vazi na R(X), ¢im je X beskonacan ([ Jo82]). Napomenimo da u slu¢aju relacionih
algebri ( zbog T1.8), svaki identitet oblika p(z)-¢(z)= 0 mozemo 7zanisati u ekviva-
lentnom obliku p(z )=¢(z). Kao i ranije, neka V oznacava simetricnu razliku tj.

T Vy=zy+z7.
- Teorema 4.35 Identitet
(i) (z7loz)0’slo((z0271)V1 )0l

vaZi u svim konacnim relacionim algebrama, ali ne vaii u R(X), kada je X besko-

nacan skup.
Dokaz.

Poznato je da je u konacnom monoidu svaki levi inverzni element proizvoljnog ele-

menta a ujedno i desni inverzni element od a. Prema tome u kona¢nim RA vazi

formula
zoy=1" = yn$=T.

‘Oznacimo ovu implikaciju sa ¢. Neka RA 4, oznacava klasu konacnih RA. Tada
RAgin Foeoo™=1

Pogledajmo kako izgleda ¢ *. Lako se pokazuje da je formula z o y =1 ekvivalentna

sa{z0oy)V1'=0. Analogno, y o z=1 ekvi#alentno jesa(yoz)V1'=0, pa polaz-
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na implikacija ima oblik

(1) (zoy)Vl=0=(yoz)VI'=0 tj

(zoy)Vl=1l= (yoz)Vl'=1l

Oznadimo (zoy)V1'=lsaci(yoz)V1l'=1sa B. Implikacija (1) ekvivalentna je sa
(2) ﬂava

t): -_ima.l.no RA sin = JTav B.

Za. proizvoljnu otvorenu formulu ¥, heka je ¥* term definisan u T4.30. Analogno

kao u T4.30 mozemo dokazati da na svim prostim relacionim algebrama A za sve

otvorene formule ¢1 i 92, vaz

,4 htplv Po © (cpf'i'tpz'*:.l).

U nasem sluéaju to implicira da

RAg, E(1a) +8 =1,1j

RA fin I=_10(Ecoy)v1’) ol+((yoz)V1)=1 ili

RAzin E10((z0y) V1) 01+ ((yoz) VI) =1
Ovo je ekvivalentno sa
RA fin F(yez)VDlslo((zoy)V1l)el.
Primetimo da (i) sledi iz poslgdpjeg identiteta, specijalno za y:x_l.
Neka;,' je X Bebionﬁ.&aﬁ skup. .D'o‘:}kaiimo ;'la, e
R(X) #(:.c_lox) 0"510((3:0..":_1)'{71’)01.

Naime, ako je f preslikavanje "na” koje nije 1-1 uzmimo za z bas f ~1 Ako bi data

formula vazila na R (X ), imali bismo
(3)  (fof NEx=X2o(((f Tef)NDX)U((f e f)Nax)) o X2

DokaZimo da to nije ta¢no. Pretpostavimo da neki par (z, y } pripada f o f 1na X -
To znadi da (z,y)€ fo f'_l iz=y.Onda

(z,9)€ fof & (32)((m2)efa(anp)ef ) o
%_(_33)(f(?)=znf(y)=z} |
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Oclgledno Je da postoy takvo z obzuom da ]e f preshka{fa.n]e A'ko b1

;;;;

,(au,ve.r)((z W) X (1, 1) € ((F of)mx)u(( . of)mx) (fif""-i;)e_xz).
Pogledajmostaznam da(u wye((f Of)ﬂﬁx)U((f lﬂf)ﬂﬁsx) Ovoijeekvi-

va.lentno 54

......

‘(“)("- ")Ef '-"fﬂﬂx L) (ﬂ,v)ef lofmgx ;

Iz(a)nna.mo
(310)((“,1”)61' A(‘w,ﬂ)‘:'fh%ﬂ);
45 (w, w)€ fi(w, v)efiusrpaje f(w) o 1f(*w)-—v it 860 je kﬂﬂtrf&d]kﬂl]ﬂ
( Jer ]e f preshka.van]e) Iz (b) fmamo-t T ey
G (hw) e FE A (w, ...,.)ef.w v),
odnosno 1(3w) f(w)=u=v=f(w), 5to nije tacno.

Iz svega sledi da je desna strana inkluzije (3) prazan skup, pa identitet

(i) ne vaZi na beskonaénoj R(X).

D

Posledica 4.10 Varijeteti RA i RRA nisu generisani svojim kona¢nim ¢lanovima.

1

;- Lasto relacione. algebre? .

Sta je razlog tome da su klase KA i RRA ‘tako ”nezgodne™ 7 Moida’ bi
trebalo pored operacija unije, preseka, l&iﬁiple'nféiiﬁi;' koﬂiﬁdﬁ%ij&* i inverzije “tizeti-jos
+.neke operacije nad, binarnim -relacijama?: Ni.to nam ne.bi. pyno '.:Po_mglt?.tz_:eNa-ime,
* B. Bird i R. Maddux su 1988, godine ([ Bi87}) dokazali.da { slobodno re¢eno) ;i\ .-

ne postofi konaéno ” lepo” prosirenje jezika relacionth algébri tako da odgovarajula kl__qsa

(konkretnih) relacionth algebri ima komé’w bazu .

o Neko b1 moga.o rec1 ako se vec poka.zalo da su relacmne algebre tako
il i e
nezgodne da. 11 1h vredJ uopste mucava.tx '7' Da. vredﬂ Nanne, _]OS su 1901 godme Cnin

i Tarski pnmetah da relacione a]gebre mogu odxgrat: veoma vaznu ulogu u matema-
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tickim istraZivanjima uopste. Citirajmo njihove misljenje iz rada [CT51]:

" Pokazano je da se svaki problem koji se tice izvodljivosti matematickog
tvrdenja 1z da.tog skupa aksioma moZe svesti na problem da li neka jednakost vazi
identicki u svako) relacionoj algebri. Tako se moze reci da, u principu, celo matematicko

istra¥ivanje moiemo izvesti izufavajuéi identitete v aritmetici relacionth algebri. 7

Ovaj program je i realizovan u knjizi [ TG 87 ]. Tu je dat jedan nov, jedno-
stavan formalizam £% koji je blisko povezan sa jednakosnom teorijom relacionih
algebri. £ ne sadrzi promenljive, kvantore, iskazne veznike. Ima dva osnovna sim-
bola (T i E). Izrazi se prave od cetiri operacijska sinibiyla.: o,* ,+, . Matematicka
tvrdenja u £” su formulisana kao jednakosti takvih izfaza.l_; Deduktivni aparat od
£% zasniva se na deset logickih sema aksionia, (slicnih a.k'sio-m'ama RA ). Pravilo
izvodenja je zamena jednakih izraza. Pokazuje se da je taj formalizam tako jak, da
se u njemu moze formulisati teorija skupova, aritmetika ..., mozemo dakle reci "cela

matematika ” !

4.3 Semigrupne relacione algebre

Semigrupe i relacione algebre

U Glavi II smo videli da se svaka Booleova algebra moze ” prosiriti ” do
relacione algebre. Naime, ako je B=(B,+,-,—,0, 1) neka Booleova algebra i ako
operacije o, 1’,~! definisemo sa zoy=z-y, 1’=1 1 z71=z, onda dobijena struktura
(B,+,",—,0,1,0,1’ =1 ) jeste relaciona algebra (tzv. Booleova relaciona algebra ).

'S druge strane, svaka RA "sadrZ u sebi” strukturu semigrupe.

Definicija4.11 Neka je A =(4 ,+,,—,0,1, 0,1 ;=1 ) relaciona algebra. Semigrupni
redukt od A , u oznaci Rdg(A) , jeste semigrupa (A, o ).
Prirodno je postaviti pitanje : Da li se svaka semigrupa moZe ” obogatiti™

do relacione algebre? Drugim recima, da li je svaka semigrupa izomorfna semigrup-

nom reduktu neke relacione algebre 7 Odgovor je, naravno, ne. Za negativan odgovor
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postoji nekoliko razloga. Prvo, znams da svaka konaéna relaciona algebra ima 2"
elemenata {(n¢ N ). Tako, ni jedna konaéna semigrupa kardinalnosti k, gde k nije
stepen dvojke, nije semigrupni redukt relacione algebre. Da,lje,semigruﬁni redukt
svake relacione algebre jeste semigrupa sa jedinicom{ 17) i nulom ( Booleova nula
zadovoljava z00=00z=0). Cak i medu semigrupama sa nulom i jedini_com postoje

semigrupe koje se ne mogu obogatiti do relacione algebre.

Teorema4.35 Za svaki kardinalni broj A=3 postoji semigrupa S sa jedinicom i nu-

lom kardinalnosti ), takva da S nije semigrupni redukt ni jedne relacione algebre.

Dokaz.

Neka je A neki beskonacni kardinalni broj, C skup kardinalnosti 2 i C=(C,*)

konstantna semigrupa tj. semigrupa u kojoj postoji element ¢ takav da za sve z,y€ C

vaii z+y=c. Oznadimo sa S semigrupu dobijenu iz C dodavanjem jedinice 1' ¢ C i
nule 0¢ C.Pretpostavimo da postoji relaciona algebra A takva da je S=Rdg(A).
Tada je 0 Booleova nula od A a1’ jedinica od Rdg(A). Znamo da je 0-1=0 i
(1’)"1=1" pa sledi da je z71¢ C za svakoz€ C . Za element ¢ postoje dve moguénosti:
(1)ceCU{T}ili 2)c=0.Pokazacemo da i ( 1) i (2) daju kontradikciju.

-1

o~1 —1,,.-1

(1) Pretpostavimo ¢ € CU{1’ }. Kako je coc =¢ = {coc)™ 1= = c=¢ toc =g

tj. c~1=c. Razmotrimo aksiomu R5 relacionih algebri. Uzmimo z=y-=c. Imamo tada

(c7lo(coc))c=(coc Je=ce=c=0,

sto je kontradikcija. |
(2 ) Pretpostavimo da je ¢ =0. Neka je e C\{1,c}.Tada b € C. U aksiomi R5 stavi-

mo z=b,y=1 . Tada imamo

(b"Lo(bol'))I’=(b~1ob )I'=cl'=0 = I'=¢ = 1's0 = 1'=0,
sto je kontradikcija.

Primetimo da analogan dokaz vazi i za konacno x = 3 s tom razlikom sto

za skup C treba uzeti skup kardinalnosti X - 2.

O

Prema tome, primorani smo da postavimo ” slabije” pitanje.Da li se svaka
semigrupa moze potopiti u semigrupni redukt neke relacione algebre? Lako se mo

zemo uveriti da je odgovor pozitivan.
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Konstrukcija @

Konstrukcija se direktno oslanja na cinjenicu da je svaka semigrupa

izomorfna sa nekom semigrupom transformacija ( videti 3.1).

Teoremad4.36 Svaka semigrupa se moZe potopiti u semigrupni redukt neke relacione

algebre.
 Dokaz.

Kako se svaka semigrupa moze potopiti u neku semigrupu sa jedinicom(L3.2),
mozemo pretpostaviti da je S s_enﬁgrupa. sa jedinicom. U LJ1l smo videli da je
preslikavanje ¥:5-F (§ )  definisano sa Y(e)=f,, gde je fa(:c)=m-a , potapanje
semigrupe S u punu s_emigr_uﬁu transformacija ¥ (5 ). No, svaka funcija f, je ustvari
binarna relacija (koju obelezavamo sa ¢, ), pa mozemo smatrati da je ¥(S5)=P(5?).
Posmatr‘a,jmo sada podalgebru A=< ¥(§)> relacione algebre R(S) generisanu sku-
pom ¥(§). Naravno, S= ¥(S)<Rds(A ), to je itrebalo dokazati. -

q

Za proizvoljnu semigrupu S sa jedinicom, oznalimo sa ®(S) relacionu
algebru A opisanu u prethodnoj teoremi. Ako S nema jedinicu, onda je prvo potopimo
u monoid 5 ( videti L3.2) i definisemo ®(S)=0(S;). Ako je a element date semi-

grupe sa jedinicom S onda cemo sa p, oznacavati ”relacijsku reprezentaciju” ¥{a)

elementa a tj. p, = {(z,2°2)]| z€ §}.

Definicija4.12 Za relacionu algebru algebru A kazemo da je semigrupna relaciona

aigebra ako postoji semigrupa S tako da je ¢(S)= A.
. |

Nije tesko videti da jednoelementna relaciona algebra nije semigrupna

relaciona algebra. Mozemo dokazati sledece:

Teorema 4.37 Za bilo koji kardinal 123, postoji prava relaciona algebra A nad

skupom od ) elemenata, takva da A nije semigrupna relaciona algebra.
Dokaz.

Neka je X skup,|X| =)x=23,i A minimalna podalgebra pune relacione algebre R (X).
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Tada je A={A x, Dy ,0 ,X 21. Lako se uveravamo da ne postoji semigrupa S takva
da je 2(S)=A. |
0 -

" Interesantno je da su sve (netrivijalne ) konacne pune relacione algebre

semigrupne RA, ali ni jedna beskonaina puna RA nije semigrupna RA.

Teorema 4.38 Puna relaciona a.lgebra R(n) neN \ {0}, jeste semigrupna relaciona

algebra.
. Dakaz.

Za n =1 ocigledno. Neka je 22 i neka jé So polugrupa desnih nula (t]. z-y=y za
_sve elemente £,y ) na skupu So={0,1,... ', n - 2}. Oznaéimo sa S monoid dobijen

iz §o dodavanjem jedinice e. Tada je §={0,1,...,n-2, e},
ox={(z,z-k)lze8}={(2,k)ize S} za keSo,
osloor={(sk)) 2a s, ke So.

Uzmimo neko k€ So i 0x=U{pslopr | 5€80}). Tada je pxNor={(e k)} i
(pxNT%) o (pxNox)=1{(e, e)}. Na taj nacin dobijamo sve atome R(n). Prema
tome ®(S)=R(n). | |

0

Videli smo da postoje prave RA koje su semigrupne RA i postoje neke koje
nisu. Prirodno je postaviti pitanje karakterizacije klase semigrupnih rela¢i0njh algeb-

ri. Potreban nam je nov pojam:

- Definicija 4.13 Za element a € A relacione algebre A kazemo da je pravi funkcionaln:
element ako vaz .
(i) e loas?’, (ii)aoa™!=21".
O
Primetimo da je svaki pravi funkcionaini element ujedno i funkcionalni

element. Ako je A< R(X ) prava relaciona aigebra, onda je element f ¢ X pravi

funkcionalni element od A akko je f funkcija skupa X. Za takve elemente f pisemo
f(z)=y ako (z,y)€ .
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Teorema4.39 Neka je A podalgebra pune rela.ci_oné algebre R(B ), B=0 .Slededi

uslovi su ekvivalentni :

(i) A je -_s.emigrupna..rela.ciona algebra ;

(1i) Postoji -'skﬁp pravih funkcionalnih elemené.ta {fs l.bE B} koji generise A tako da
(a) (3e€B)(Voe B)fo(2)=fale)=2 ;-
(b) (VjeB)(VEEB) (fi)=t = fjofx=Fs).

Dokaz. | . -

(ii)=(i). Definisimo na skupu B operaciju * na sledeci nacin z+*y=[,(z). Tada je

(B, ») monoid sa jedinicom e, jer |
(i*j)*k=fk(i*j)=fk(fj(£))=(fj°fk)(i)z.ffk(j)(i)"'fj#k(i):.i*(j*k):
zre= fe(z) =fz(e)=erz=2z. '

Dalje, zasvebEBlma.mOpb {(=, x*b)leB} {(z, fb(:s))lzeB}t_] ep=J,. Prema
tome A=<{f,|0eB}>=<{pplbe B}>1i@(B)=A.

(i)=(ii). Ako je ®(B)=A, mozemo uzeti da jé B monoid. Definisimo elemente

f3(b€ B) na sledeci naéin: fp=1{(z, 7 -b) e B}. Tada su svi f; pravi funkcionalni

elementi za koje vazi uslov (ii). Naime, ako je e jedinica u B, onda je

fe(z)=ze=ez=f_(e)=1z, -
(fj“fk)(f)=fk(fj(i))_=fk(i +j)=(i-4) k=i (5-8)=T 55 (4)-
0 | | '

Posledica4.11 Neka je X beskonacan skup. Puna relaciona algebra. R{(X) nije

semigrupna relaciona algebra.

Dokaz.

Ako je R(X) semigrupna relaciona algebra. Prema prethodnoj teoremi ima
generatorni skup kardinalnosti | X|. Medutim, ako je X beskonacan, onda |X|

elemenata generise [ X| elemenata. Ali, |X|< [R(X)I. Sledi da R(X) nije semi-

grupna relaciona algebra.

U



4.3 Semigrupne relacione algebre 131

Koje semigrupne osobine ostaju ocuvane preslikavanjem @ ? Na primer,
ako je S komutativna semigrupa, da li je Rdg{(®(5)) komutativna? Sledeéi primer

- pokazuje da je odgovor u opstem slucaju negativan.

Primer4.1 Neka je 5=({q, 8}, ) komutativna semigrupa sa jedjn.icom a, u kojoj je

b-b=b. Tada je
 ea=1(8,0), 0,0, 05 = L(,0),(0,)}, 05 N (2)™ 2= ((6,0)1,1(5,8)) 05, = {(b.0)
_ta.ké da u relacionoj algebri ®(S) vazi {(b,a)}o{(d,b)}= {(b,b)}o{(b,a)}. |
D | | |
. U daljem ¢emo detaljnije i3pité.ti kako sé osobina regularnosti prendsi sa

semigrupe S na relacionu algebru ¢(5).

Regularnost

Definicija 4.14 Za semigrupu S=(8, -) kaZemo da je regularna, ako

S I=(Vz)(3y) T-Y-T=2 .

Postoji vise nalina da dokaZemo, da semigurpa B -(P(X 2) o ) svih
bma.rmh relacija skupa X nije regularna, ¢im je | X|> 2. Mi éemo dati ]edan elementa-

ran dokaz te Cinjenice.

Teorema 4.40 Semigrupa B 4=(P(4%), o) svih binarnih relacija skupa A u
odnosu na kompoziciju relacue nije regularna., éim je |Al> 2. (Na.pomena. Ako je

|A =2, semigrupa B 4 Jeste regularna, $to se moze d.u'ektno proveriti . )
Dokaz. -
Kako je |A|23, izaberimo tri razliéita elementa: e, b, c€ A. Posmatrajmo relaciju
={(a, b),(b,¢),(c,b),(c,a),(a,c) }.. Déka.iimo da za p ne postoji relacija § tako da
 posop=p. (+) '

Neka je ©=p o § ; onda se uslov (*) moZe zapisati kao © o p=p. Kako (a, b)€p
onda (3t)({(a,t)e ©a(t,d)cp),1za t mozemo uzeti t=a ili-¢=c. Ako bi bilo t=c,
onda (a,c )€ ©, pa zbog{c,a )€ p sledi (a, a )€ p, kontradikcija. Dakle mora biti {=a,
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pa (a, a )€ ©. Primetimo dve cinjenice:

1) (c,a)¢ o jer bi zbog (e, c)€ o bilo (¢, c)€ 0.

2) (b,a)¢ © jer bi zbog (a, b)€ p bilo (b, 4) ¢ ¢.
Kako (a, a)¢ ©, onda (Fu)((a, u)cpn(u,a)€d), jer ©=p o 5. Posto (a,z)€ p,
onda u=bili u=c. Ako bi bilo u=b, onda (b,a )€ &, pa zbog (c,b)€ psledi(c,a)€ ©,
kontradikcija sa ¢injenicom 1).

No, i druga mogucnost, u;c, dovodl nas u- kontradikciju, jer bi (c¢,a)€ 8 pa
bi zbog (b, ¢ )€ ¢ sledilo (¥, a )€ ©. |
0

Za neki elment z semigrupe S kaZemo da je regularan ako postoji y€ .5
tako da je z-y-z=z. {Tako, semigrupa je regularna akko su svi njeni elementi
regularni.) Prvu karakterizaciju regularnih elemenata semigrupe B, dao je Zareckij
(1962, 1963 ), ali njegov kriterijum nije bas pogodan za prakti¢ne primene (svodi se
na odredivanje da li je neka mreza kompletno distributivna ). B. Schein u radu
[Sch 76 ] daje nov, mnogo jednostavniji kriterijum za odredivanje da li je data binar-

na relacija regularna.

Teoremad4.41 (B. Schein, 1976 ). Binarna relacija pcX 2 e regularna u semigrupi

B, akko pcpo(p-lopop 1)oop.
Dokaz.

Ako je po § o pcp onda za & kazemo da 'je podinvérz od p. Jasno, skupovna unija

familije podiﬁverza. od p je ponovo podinverz od p. Tako, postoji najveci podinverz

5 od p; & je podinverz od p akko $<¢. DokaZimo prvo da je p=p " lopop~1. Za sve
z,¥€ X, (2, y)€ ¢ podrazumeva da p o {(z,y)} o pEp, tj. za sve elemente u, v€ X,
ako{(u,v)epo{{z,y)}op, onda(u v )€ p. Dakle, (z, y)€ ¢ znaci da iz-((u, z)Ep
Ay, v)€ p)sledi (u, v)€ p, pa (2, y)¢ P akko postoje u, € X tako da (u, z )€ p,
(v, v)epi(un, v)€o, tj.'a.kko (z,u)e o L (u,v)ep,(v,y)eeL Tako, (z,y)¢ ¢
akko (z, y)ep Y op o p~1tj 5=plopop~l. Dakle, uslov nase teoreme glasi

pSpopop,ili eventualno, p=popo p, Sto implicira regularnost od p. Obratno, ako
je p regularna relacija, tj. za neki 5c X2 imamo p=podop,onda §Gp,papcpodop

cpopo p, tj. pSp op o p sto je 1 trebalo dokazati.

0
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Zasto su nam interesantni regularni elementi? Izmedu ostalog, regularne
relacije nas dovode do vrlo vaznih specijalnih binarnih relacija- do relacija parcijal-
nog uredenja. Teoremu koja govori o tome prvi je dokazao Wolk 1969. godine. Dokaz
je bitno pojednostavio Sinkevi¢ 1974. godine ([Si74] ) 1 mi na ovom mestu dajemo

taj dokaz.

Teorema 4.42 ( Wolk, 1969 ) Refleksivna i antisimetricna relacija je tranzitivna

akko je regularna.

Dokaz.

(=). Neka je o refleksivna i tranzitivna relacija skupa X; onda p=p%ip==popo e,
pa je p regularna. |

(«). Neka je o refleksivna ( A € p ), antisimetriéna (pMNp~1c A) i regularna, tj. postoji
2 . | - . . .

6cX tako da je podop=p. DokaZimo da je p onda tranzitivna, tj. p?sp. Kako

A<, onda | -

(8c80p A §EpoOd) =
(pu&;pu&np:p A éopﬁpnaoig;p) =

(possp A so0pcp) =
((po8)Np~lepNpleca A (s0p)NpelepNelca) s

((po8)Np=15a A (30p)Np=lcA.

Primetimo da je dovoljno dokazati refleksivnost relacije $. Zaista, ako Ac$, onda
p2=polopcpodop=p = p2cop.

Pretpostavimo da A ¢ 5 tj. {Ja¢ X)(a,a)¢3;0onda (a,a)€ p=pos Dp,pa..,'da,kie

(dz, ye X)((a,z)€0 A (2,9)€8 A (3,8)€0)=

((a,y)e(pod)No™! A (z,8)€(80p)Np7L) =

{(a,y)er A (z,a)e A) = a=z=y = (a,a)€ s, kontradikcija.
Dakle, A<3. |

O

Definicija 4.15 Za relacionu algebru A kafemo da je regulama ako je Rd ( ;4)

regula.rna semigrupa.

[
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Vratimo se nasem:preslikavanju @

Siededi primer ‘dokazuje da preslikavanje ® ne ¢uva regularmost: postoji

semigrupa S koja je regulé'rn'a; tako da ®(S) nije régularna.

Primer 4.2 Neka je semigripa S zadata’tablicom

e b e | pa*’"’{(a:a):(bfb'):(c:C)}=ﬁ5=ﬁl
al a b ¢ , L |
| op=1(a; b), (¥ c), (&, a?)}
b b ¢ a -
c ¢c a b Pc;{(ﬂ;c):(B;ﬁJs(C;b)}-

Posto je to grupa, onda‘je ona regularna semigrupa. Ako je. ¢(S5)= Aonda pp€ A
Ae A, pa sledi pp U A€ A Neka je |
o-0sUn=1(s 8), (b3), (¢, ), (e b), (3, c); (¢, @)}
Ta relacija p je refleksivna j antisimetriéna. Nije tranzitivna jer:(a, b)€ o, (b, c)€ p,
ali (a, ¢)¢ p. Po teoremi Wolka sledi da ta relacija nije regularni. element od
Rd.(2(5)).
{
Ovaj primer mozemo uopiiis:
Teorema 4.43 Neka je S semigrupa. Ako je ¢(5) regularna'- onda
S E(vy)(3z)zyi=z
Dokaz. -
Neka S H (Vy)(3z Yzy2= z, dokaZimo da @ (S nije regularna semigrupa. Imamo
SE(3y)(Vz)zy?=zineka je taj y, koji postoji, element a. Tada, ako je A=9(5),
0 € Apaip=psUAg€ A Dokazimo da p nije regularni element u Rds(®(S5)).
Primetimo da je o refleksivna (jer Ag cp). Relacija o je antisimetricna jer ako
(z,y)€ pi(y z)€ o, onda z =y. Zaista, ako bi bilo z=y, onda (z, y)€ 0,1 (¥, Z)€ pg,
pa y=ta, z=ya. Sledi y=ya?, ali to je kontradikcija sa uslovom (Vz) za?=2.
DokaZimo jo§ da ¢ nije tranzitivna. Jasno je da za sve z vaZi za =z (jer ako

za =z, onda £aa=z ). Izaberimo neki z€ §. Tada {2, za )€ pga<0 i (za, zaa )€ pgSp
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semigrupne relacione algebre

(5, 20%)€ 0 (jer 264202) i (z,202)€ &5 (jor 22202) . Tako, (3, 20%) € p i

""‘%acijﬂ o nije tranzitivna. Po teoremi Wolka, relacija o nije regularna.

eﬂmcua 416 Za grupu &, sa neutralmm elementom e, kazemo da je Booleova

gkozﬂ sve € G vaii z°=e.

Posledica 4. 11 Neka je & grupa. Ako je (4 ) regularna, onda je ¢ Booleova grupa.

:Booleovoj grupi za sve elemente z€ G vaii zZ=¢, gde je e neutralni element grupe

E.Ako & nije Booleova grupa, onda postoji element a tako da je a®-e. Tada
6 F(Vt)mazt“x- |
fakljucak sada direktno sledi iz T4.43.

Dakle, od grupa jedino Booleove grupe mogu dati regularnu relacionu algeb-

yi) Da li vaZi da svaka Booleova grupa daje regularnu relacionu algebru? Slededi

"lixlmer dokazuje, da to nije taéno. Postoji Booleova. grupa Q tako da @ (4 ) nije regu-

e a b c Pe=DC
cleabec ea=1(e, a), (a,€), (b ), (c, b))
¢ | a e ¢ b
b_ b c e a pb={(6,b),(ﬂ,ﬁ),(b,ﬁ),(c,&)}
c | e b a e pc={(e,c),(a,b),.(b,a),(c,e)}

leka je p=p, Ups U A . Jasno, ako je (G )=A, onda pe A. DokaZimo da p nije
ﬂgula.rna Koristiéemo Scheinov kriterijum. Ako bi p bila regularna relacija, imali

mno slede ce:

Epn(p"lﬂ'ﬁnp"l)()p
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0_10639"1=(PaUpr&G)°pcD(anpr&G)

=(psUeVec)o(paVesVig)

=p.UAUpyUp, = ¢ lopopt =0,
pa bi vazilo p= p © # @ p= 0, 8to nije tacno. Tako, p nije regularna relacija, pa ¢(§)
nije regularna relaciona algebra.

N

Ovo znaéi da uslov u Posledici 4.11 nije potreban. Da li uopste postoji Boole-

ova grupa § tako da je ®(§) regularna? Dal Recimo ona dvoelementna grupa iz
dokaza Teoreme 4.43. No, sem trivijalne grupe, ona je jedina {do na izomorfizam )

sa tom osobinom. VaZzi naime:

Teorema 4.44 Neka je ¢ Booleova grupa reda veceg od dva. Tada ¢ (4 ) nije

regularna relaciona algebra.
Dokaz.
Dokaz demo dati u nekoliko koraka.

1) Neka je §=(G, ") grupa,izasveac G (kaoiranije),p,={(z,2-a)|z€ G}
Tada je {p, |a€ G} disjunktna familija relacija koja pokriva G 2 t5. 0, Npp=0 za
axbiU{pg lac G}=Gz.'Zaista.,

(z,y)€ 00 = (y=$-ax\.y=3:-b) = za=Tb = a=b
(x,_y)EG'2 = (3aeGly=za = (z,¥)€p,.

2) Ako je & Booleova grupa, onda su sve relacije oblika U{p,la€ X},

X @, simetricne. Zaista,
(5,7)€ ba = =28 = ya=206 =223 = (% ¥8)€ 00 b (32)€0q
(U{palaE'X})_1=U{pﬂ_llae'X}--U{palan}.
3) Kako je operacija o kompletno aditivna, imamo da
ooU{p;lieI}=U{pop;lie I}

4) Neka je &4 Booleova grupa, i neka je o element razlicit od neutralnog
(a=e). Dokazimo da element p=p, nije regularan u Rd4(®(4)). Koristicemo

Scheinov kriterijum. Dokazimo da je
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o~ logop~1-G% (onda je komplement te relacije 2 ).

9“10309"1-—*(3&)_10330(34)—1= .

(U{pp lbua, beG}) topao(Ulpslema, ceG)) "=
(*) (U{pplb=a, beG})opso(U{p lca, ceGl).
‘Dokazimo, prvo da za svaki pg, d=a, d=€ vai

0gS(Uf{pplbua beG})opgo(Ufpcle=a,ceGl)

Poito a = e, onda se i u levoj i u desnoj uniji pojavi relacija p,= A, pa recimo

u levoj uoCimo A, a u desnoj, posto d = a, pojavice se p,q. Imamo
02€000,°043=045(Ulpplb=al)opgo(Uloclexal).

Da li proizvod (*) sadrzi A7 Dal Neka je b = ¢, b=a (tu koristimo pretpostavku da

je |G1>2), onda ab=a, pa Imamo
A=pe=0p°0,°0q S(Ulpclcual})op,0{U{pgld=a})

Da 1i proizvod ( ») sadrz p, 7 Dal
pg=0op,0ns(U{pplbaal)opzo(Ufpclc=al)

Time smo dobili da je U{p,|d€ G} podskup relacije
(Uloslbaa))opgo(Ulplcmal),

pa je ona jednaka sa G?. Po Scheinovom kriterijumu sledi da relacija p nije regularna.

U |

Posledicz; 4.12 Neka je & grupa. Tada je (&) regularna akko |G |=2.

Dokaz.

(»). Neka je ®(4 ) regularna RA. Na osnovu Posledice 4.11 sledi da je G Booleova

grupa. Na osnovu prethodnog tvrdenja sledi da red grupe ne moze biti veci od dva.

(¢). Ako je |Gl=1, (&)= R({a}), a ta RA je regularna. Ako je |G|=2 onde
®(G)=-A,gde A={Lg, bg, 2, G*}. Direktno se proverava da je (4, o ) regularna

semigrupa.

0
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Na osnovu rezultata ovog dela mozemo zakljuditi da preslikavanje ¢ dosta

deformide polaznu semigrupu, bar §to se tiCe osobine komutativnosti 1 regularnosti.

Interesantno je da semigrupa S mniked nije izomorina sa semigrupom
Rd (®(S5)). Naime, ako je ®(S)=A, onda relacije p,={(z, z-a)lzeS} i
op=1(z, z-b|z€ S} pripadaju skupu 4, za sve ¢, b€ 5. All onda i pgUpp€ A. Ako
je S=(A, o), onda postoji c€ § tako da je p;Upp=p.. Medutim, o, jeste pravi
funkcionalni element u A pa sledi da je (2,2 -a )=(z,z-b ) za sve 26 5. Ako S
nema jedinicu, onda S#(A,0 ). Ako S ima jedinicu onda sledi a=b, pa [5[=1.
No, i za trivijalnu(jednoelementnu) semigrupu S vaii S %{ Rd . (9{5)) jer alge-

bra @ (S) ima dva elementa.

Aksiomatizabilnost semigrupnih RA

Potreban i tbvbljan uslov da neka klasa K modela jezika £ bude elemen-
tarna jeste da je K zatvorena u odnosu na ultraproizvode i elementarnu ekvivalent-
nost. Ve smo u [ Ma 86 ] dokazali da S¢ nije ni varijetet ni kvazivarijetet ( posl. 9
na str. 64 ). Sto se tice ultraproizvoda, u [Ma 86] smo dokazali ( pozitivan!) rezultat
da je ultraproizvod elemenata klase S 4 izomorfan sa pravom relacionom algebrom
( tvrdenje 12. na str. 66 ), to je govorilo u prilog hipotezi da je Sq zatvorena u
odnosu na ultraproizvode. Medutim, u daljem céemo dokazati da So nije zatvorena

u odnosu na ultrastepene. Da bismo to dokazali, potrebni su nam neki novi pojmovi.

Niveliranje i karakteristican broj

Definicija 4.16 Neka je n skup svih termova na jeziku relacionih algebri. Za familiju

{n,ine N}eP(n) cemo reci da je niveliranje skupa n ako vaii
(1) nsm -» n,cm,,, (2) U{n,lneN}=n,

Primer 4.4 Neka je n,, skup onih termova iz = koji imaju najvise n promenljivih.

Tada je {n,, |n€ N} niveliranje od n.

b
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Primer 4.5 Neka je n,, skup onih termova iz 1 koji imaju najvise n funkcionalnih

simbola. Tada je {mn, |n€ N} niveliranje od n.

O

Neka je A relaciona algebra, { n, | n€IN } niveliranje skupa n 1 XcA.

Oznacimo sa 7, ( X ) skup svih onih elemenata iz A, koji se mogu dobiti kao vrednost

nekog terma iz n, nad skupom X, tj.
a€n,(X) akko (3te¢n,)(3ay,...,ax€X)tlay,...,ar]=a.

Ako je a € =, (X)), kaZemo da se element a moZe konstruisati od elementa skupa X
u najvife n koraka (u odnosu na niveliranje {n, | n€ IN}).

Lema 4.7 Neka je { n,, |n€ N} neko niveliranje, A'relaciona algebra, Tc A. Tada
T generise A akko A= nEUIN T ,{T).

Dokaz.

Sledi iz definicije niveliranja i definicije generatornog skupa neke algebre.

0

Lema 4.8 Neka je A relaciona algebra, PF(A) skup svih pravih funkcionalnih
elemenata od A. Ako je ¢(S5) nosa¢ algebre @®(S ), tada za svako niveliranje

{n,lne N} vazi
¢(8)=_U, ma( PF(2(5)))
Dokaz.
Sledi iz Leme 4.7 i-deﬁnicije preslikavanja O.
0
Glavna ideja dokaza neaksiomatizabilnosti klase 54 jeste da se nade
1 ) niveliranje { n,In€ N} 1  2) semigrupa S,
tako da za sve n € IN postoji relacija o, iz ®(S) za koju va#i o0, ¢ = ,(PF(®(S))).

Sledeca teorema pokazuje da, ukoliko nademo takvo niveliranje i takvu
semigrupu, mozemo konstruisati ultrastepen semigrupne relacione algebre koji ne
pripada S4,. Taj ultrastepen ¢e biti prava relaciona algebra (vidi Tvrdenja 12. u

[ Ma 86]), ali nece biti generisan skupom pravih funkcionainih elemenata.
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Teorema 4.45 Neka je {n,|n€ N} niveliranje od ©, 2 S semigrupa sa osobinom

da za svaki n€ IN postoji relacija o, iz ®(5) tako da je

(*)  onlnn(PF(2(3)))
Tada, za svaki neglavni ultrafiltar D, ultrastepen lIlETth(S)/ D nije semigrupna

relaciona algebra.

Dokaz.

Neka je D neki neglavni ultrafiltar nad N, i A= 1@ (5)/D. Dokaza¢emo da A€ 5.
Pretpostavimo da A €S54 . Zbog uslova teoreme imamo da o=<0, IREN> /D €A

Tada, zbog Leme 4.8, postoji n€ IN tako da je o €™ _(PF(,A)). To znadi da je
o=t[fY 2., f*]

za neki term t€n, 1f Ly 2 L f kE PF({A). Zbog definicije u]traproizvod::a.
B={ieNlo;=t[f}f?....fF11e D

Elementi f1, f2,..., /¥ su pravi funkcionalni elementi. Osobina biti pravi funkcio-

nalni element” je izraziva preko formule prvog reda. To znaci da imamo
Ay=lilf} e PF(2(S))}e D,

Ay={i|f?c PF(®(S5))}e D

Ar={i|ffe PF(0(S))}e D

Neka je C=N{A,l1s€{1,2,...,k}}). Tada zbog osobine ultrafiltra imamo
da C¢ D, pa poito je i B¢ D onda BNC € D. Obzirom da je svaki element neglavnog

ultrafiltra D beskonaéan skup, imamo da postoji beskona¢no mnogo indeksa j takvih

da je

fhit1Fe PF(9(S)) i o;=tlf} 1] 0f)
Talko,
(1) 0j€ T ,{PF(®(5))), za beskonacno mnogo indeksa J.

Medutim, po pretpostavci teoreme imamo da o,¢ = J(PF(®(5))), za s> n. Posto
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je T,GTg, to implicira o,¢ n,(PF(®(S5))), za sve s>n, 5to je kontradikcija sa
(1). Time smo dokazali da je A€ Sq.
0

U nasem slu¢aju nije zgodno koristiti ” standardna” niveliranja po broju
promenljivih ili funkcionalnih simbola u termu. Definisacemo jedan novi tip niveli-

ranja.

Definicija4.18 Neka je ¢ term na jeziku relacionih algebri. Karakteristican broj terma

{ jeste prirodan broj ch(t¢) takav da
(i) ako je ¢ promenljiva ili £=1" onda ch(¢)=1;
(ii) ako je t=0 ili =1 onda ch(t)=0;

(111) ako je t=t;-to tada ch(t)=ch(ty)+ch(t5);

(iv) ako je t=t{+1o tada ch(t)=ch(#;)+ch{ts);
(v) ako je t=t; tada ch(¢)=ch(ty);
(vi) ako je t=t; 0to tada ch(t)=ch(¢;)-ch(tq);

(vii)  akoje t=t; " tada ch(t)=ch(z,).
O

Primer 4.6 Neka jet=(zo(y+2))-(1'+ y-l). |
Tada ch{t)=ch(z o (y+z))+ch(1'+ y_1)= ch(z)-ch(y+z)+ch(1’)+ ch(y_1)=
=ch(z)-(ch{y)+ch{ z))+ch{1’)+ch(y )=1(1+1)+1+1=4.

0

Lema4.9 Neka je n,={t€ nich{t)<n} Tada je {n,in€ N} jedno niveliranje od .
Dokacz.

Sledi iz definicije niveliranja i karakteristicnog broja.

O

Aksiomatizabilnost klase S,

Da bismo dokazali neaksiomatizabilnost klase S4, ostalo je da nademo
semigrupu S tako da je za neko niveliranje {n,, | n € IN} zadovoljen uslov { *) Teore-
me 4.45.
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U daljem, ako je S semigrupa i s€ S, onda p,={(z, z-s)1z€ S5} i T(5)=
={p,15€ 8} Dokazacemo da za semigrupu S moZemo uzeti beskona¢nu Booleovu

grupu. Naime, svaka takva grupa S ima slede¢u vaZnu osobinu: skup pravih funkcio-

nalnih elemenata PF(® (5 )) se poklapa sa skupom T'(5) generatornih elemenata
od (S5 ). Dakle, za svako niveliranje {n , In€ N} vazl n, (PF(®(5)))=n,(T(S)).

Lemad4.10 Neka je S Booleova grupa i neka je %, Booleova podalgebra Booleove
skupovne algebre P(5) tako da je &, generisana skupom svih konaénih podskupova

od §. Tada @(9)={U{p,lac X}IX¢ F,}.
Dokavz.

Oznacimo sa R skup {U{p, la€ X}|X¢€ E,}. Jasno, svaka relabija iz R pripada sku-
pu @ (S ). Posto za sve razlicite elemente a, b€ S vazi p, Npp=01U {p,lac $1-8°2

onda imamo

(Ulpglae XI)N{(U{pplbeY})=Ulp lce XNY},

(U{pglac X})=U{p,lae X1,

Dakle, skup R je zatvoren u odnosu na Boolcove operacije. Takode, R je zatvoren u
odnosu na ~1, jer za sve X3, relacije o x=U{p,la€ X} su simetriéne. Na kraju,

dokaZimo da je R zatvoren u odnost na kompoziciju relacija.
Za sve X, Y u F, vaii
(Ulpglae X})o( U{pglbeY}) =U{pglde XY},

gde je XY ={zylz€c X, y€ Y} Tako, dovoljno je dokazati da je XY ¢ F, ako je X¢€ F,
Ye F,. Primetimo da se F, sastoji od svih konacnih i kofinitnih podskupova od S
(za Xc8 kaZemo da je kofinitan ako je X konacan). Lako je videti da ako je X ili
Y prazan skup, onda je i XY prazan i ako su X 1 Y konacnj, onda je i XY konacan.
Akosu X, Y=0 i X ili Y je kofinitan, recimo X je kofinitan, tada je XY 2Xy za sve
y€ Y. Tada XY < Xy. Medutim, | Xy | =| X|,jer je S grupa. Tako, i XY je kofinitan.
Sledi da je R zatvoren u odnosu na sve relaciono- algebarske operacije. Dalkle,
®(§)=R

¥

Lema 4.11 Neka je ¢t € n,, gde je {n,|In € N} niveliranje po karaktcristicnim

brojevima, i neka je S beskonacna Booleova grupa. Tada, za sve 0y, 09,...,0% € T(5)
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LT

Vail

(1) ako t[ pq1, p2,..-s px1=Ulpglae X}, onda [Xi<n ili 1 Xi<n.

Dokacz.

Dokazacdemo indukcijom po slofenosti termova u n da za sve py, pg,..., 0 € T(5)

vaZl
(2) ako t{ py1, po,-.., 0x1=U{psla€ X}, onda [X[=ch(t) ili | X Isch(t).
To je dovoljno za dokaz (1) jer po pretpostavei t€ m,, a to znaci ch(t)<n.

Ako je t neka promenljiva ili neki simbol konstante, tada je tvrdenje
oligledno. Pretpostavimo da (2) vaZi za sve terme manje sloZenosti od ¢ i dokazimo

da (2) vazi za t. Tada imamo sledece roguénosti:

totyNig, t=t;Uts, t=tq,t=t1 ili t=t1 o ts.
Ako je t;[pq,..., p1=Ulp,lace X;l, 1=1, 2, tada, na osnovu dokaza prethodne
leme imamo da je t=U{p.lc€ X},.gde je X=XyNXy, X=X;UXy, X=X1, X=X, ili
X=X1X5 respektivno. Po indukcijskoj hipotezi imamo

(|X1|5Ch(t1) 111 |ji;1j5C11(t1)) 1 ( IX2| ECh(t:_)) 111 lz’;|5€h(t2) )
Nije teSko dokazati da zbog definicije karakteristicnog broja, u svakom slucaju

 Xisch(f)ili | Xi=ch ().

Lema 4.12 Neka je S beskonaéna Booleova grupa i1 neka je {mn,ln€ N} niveliranje
po karakteristiénim brojevima. Tada, za svako n € IN, postoji relacija ¢, € @ (§) tako
da je 0,6 1, (PF(2(S5))).

Dckaz.

Neka jeey,a09,...,4,,... niz razli¢itih elemenata iz §. Neka je X, ={ a1,a2,....a,}
io,=U{p,lac X, }. Prema Lemi 4.1l imamo da ako U{p,la € X, } € n ,(PF(2(5))
tada | XI<n ili X |<n. Posto je | X, =5, zakljucujemo da o, ¢ 7 ,(PF(2(S5))).

0

Teorema4.46 Klasa 54 semigrupnih relacionih algebri nije elementarna.
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Dokaz.

Iz Teoreme 4.45 i Leme 4.12 sledi da klasa S 4 nije zatvorena u odnosu na uitraste-

pene, pa dakle nije elementarna.

C
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5 NEKE DRUGE RELACIONE
ALGEBRE

U ovoj glavi se mogu naéi rezultati o reduktima relacionih algebri Tarskog, o
reprezentaciji struktura pomoéu specijalnih relacije, da bt se glavni .naglasak stavio na
jednu specifiénu klasu relacionih algebri -na tzv. Kleenejeve algebre. Ta klasa algebri je
zanimljiva pre svega zbog primene u teoriji programiranja i formulnih jezika. Polgzect
od Kleenejevih algebri dolazimo do tzv. dinamickih algebri, koje takode u mnovije vreme

nalaze primeny u konkretnim problemima programiranja.

5.1. Redukti relacionih algebri

Posmatracemo sledece operacije na binarnim relacijama: U,(1,—,8,0 1

Akoje Fe{U,N,—,8, 0,71} onda sa Ref(F ) oznacavamo klasu svih algebri izo-
morfnih algebrama ¢iji elementi su binarne relacije nekog skupa S, a skup fundamentalnih
operacija jeste F. Drugi reéima, algebra A pripada klasi Ref(F) akko je A=(A,F),
gde je AE?(S’z ). Naravno, kako je A algebra, podrazumeva se da je skup A zatvoren

u odnosu na operacije iz skupa F ( komplement ” —” se uzima u odnosu na najvecu
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relaciju u skupu A4 ). Da izbegnemo nepotrebne komplikacije, iz oznake Ref (F )

redovno ¢emo izostavljati viticaste zagrade ( na primer, umesto Ref({U}) pisacemo

Ret (U) ).

Booleove operacije

Ako je skup fundamentalnih operacija Fec{U,(,—},onda nas problem
aksiomatizacije klase Ref (F) dovodi do polumreza i Booleovih algebri.
Definicija 5.1 Za grupoid (G, -) kaZzemo da je polumreZa ako je komutativna idem-
potentna semigrupa tj. ako zadovoljava sledece identitete:

g-z=2, T-y=y'2, (2y)z=z2-(y-2).
Klasu svih polumreza oznacavamo sa SL ( semilatiices ).

g

Sve algebre klase Ref (1) jesu polumreze. No, vazi i obratno: sve polumreze

se raogu predstaviti kao polumreze binarnih reiacija.
Teorema 5.1 Klasa Ref () se poklapa sa klasom svih polumreza.

Dokaz.

Smer Ref( M )=8L je jasan.Obratno, poznato je ( videti {HK 71]) da se svaka polu-
mreza A=( A, ) moZe potopiti u neku polumrezu skupova ( P(S5),N): potapanje
p:A->P(85) je dato sa cp(ﬂ)={.’c|$€A rna=sz}. Dalje, polumreza skupova ¢(A) je
izomorfna polumrezi binarnih relacija: dovoljno je svakom skupuX€ ¢(A) pridruziti
relaciju Xx{c}, gde je ¢ proizvoljan element.To preslikavanje ¢ jeste izomorfizam

izmedu polumreza ¢{(A) 1 ¢(A)x{c}, jer je ¥ bijekcija i za sve X, Y€ ¢(A) vaii:

PXNY)=( XNY)x{c}=(Xx{c}) NN (Yx{c}) =¢(XINP(Y).

Naravno, slu¢aj Ref(\U) je dualan.

Sto se tice algebri Ref(U,MN )} , one su sve distributivne mreze. Da bismo
dokazali 1 obratno, dovoljno je koristiti rezultat G.Birkhoffa, po kojem je svaka
distributivna mreZa izomorfna sa nekim poljem skupova tj. algebrom oblika (A4,U,N),

gde je A skup nekih podskupova nekog skupa S.



5.1 Redukili relacionih algebri 147

‘Teoremas.2 Klasa M(U,ﬁ) se poklapa sa klasom svih distributivnih mreza.

Dokaz.
Dokaz se zasniva na gore navedenom rezultatu G.Birkhoffa. Primetimo da je svako
polje skupova izomorfno polju binarnih relacija : konstrukcija je potpuno ista kao

u T3.1.

0

Sliéno se dokazuje i sledeca teorema:

‘Teorema5.3 Klasa Ref(\U,MN,—) se poklapa sa klasom svih Booleovih algebri.

Dokaz.
Smer Ref{U,N,~)c BA je jasan ( podsetimo se da konstante 0 i 1, koje se javjlaju
u definiciji BA, moZemo izraziti pomocu ostalih operacija }. Po Stoneovoj teoremi o

reprezentaciji BA (T3.6) dobijjamo da se svaka Booelova algebra moZe potopiti u

neku Booleovu skupovnu algebru. No, kao 1 ranije, svaka Booleova skupovna algebra

“je izomorfna sa Booleovom algebrom ¢iji je nosac skup binarnih relacija.

D

Ostali redukti

Na osnovu teoreme o reprezentaciji semigrupa ( T3.2) odmah dobijamo da
se klasa Ref( o ) poklapa sa klasom svih semigrupa. U daljem cemo razmatrati one
klase Ref(F) kod kojih o€ F.

Razmotrimo prvo klasu Ref( o,~ 1), Jasno, svaka algebra A=(A4,,”) koja
pripada toj klasi jeste involutivna semigrupa, tj. (A,-) je semigrupa i na algebri A
vaze identiteti: (z° ) =z ,(z-y)” =y -z~. Aksiome klase Ref( o ,”') dao je prvi
R . McKenzie 1966. god. B. Schein je u radu [ Sch74 ] dokazano je da klasa Ref (o,”1)

nije varijetet. U tom radu je takode dat jedan (dosta komplikovan) skup aksioma

za. tu klasu.

Posmatrajmo sada klasu Ref (U, o ). Ako .je A=(A,+,+) ¢ Ret('J, o) onda
je (A,+) polumreza ( sa indukovanom relacijom poretka <), (A,*) semigrupa i ope-

racija = se slazesa s tj za sve a,b,c € Avaii:

ako asb onda a*csbxcic*ascrb.
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Definicija 5.2 Za algebru (A,- ,*) kaZemo da je polumreino uredena semigrupa ako

vazi:
i) (A, ) je polumreza;
i) (A,*) je semigrupa;

iii } Ako je = indukovana relacija poretka u polumrezi (A, -) onda za sve a,b,c € A

vazi: ako asb onda a*c=sbxcic*as c+b. Klasu svih polumrezno uredenih semi-

grupa oznacavamo sa SOS ( semilattice-ordered semigroups ).

U radu { BSc 78] je dokazano sledede::
Teorema 5.4 Klasa Ref{f\, o) se poklapa sa klasom SOS.
Dokaz.
Videti [ BSc 78 ].

U

Klasa Ref(U, o) je razmatrana u radu [An91].

Definicija5.3 Za algebru A= (A ,+,+) kaZemo da je aditivna polumreino uredena

semigrupa ako vazi:
i) (A,+) je polumreza;
il) (A,*) je semigrupa;
ili) Algebra A zadovoljava sledece identitete:
2 (y+z)=(z*y)+(z+2), (s+y)rz=(z%2)+(y*2).
Klasu svih aditivnih polumrezno uredenih semigrupa oznacavamo sa ASOS.
1
Teorema 5.5 Za klasu Ref (U,0) vazi sledeée:
i) HSP{Reft (U, o)) = ASOS;
i) Ref({U,0)=ASOS ;

iii ) Klasa Ref (U, o) nije konaéno aksiomatizabilna .
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Dokaz.

Cinjenica i) je bila poznata jos Scheinu, 1988. godine. Dokazi za ii) i iii) se mogu

naci u [ An88].Primetimo da iz 1) i ii) sledi da klasa Ref('J,o ) nije varijetet.

i

Na ospovu T'5.51i) vidimo da postoji aditivna polumrezno uredena semigrupa
koja se ne mozZe predstaviti u klasi Ref(U, o ). Uradu [ An 91]dat je jedan potreban
uslov da neka ASOS bude reprezentabilna u klasi Ref (U, o ).

Definicija5.4 Neka je A= (A,+ ) polumreza, sa indukovanom relacijom poretka =.

Za A kazemo da je distributivna ako za sve z,y,z€ A vaii:
ako r=y+z, onda postoje u,v€ A takvida je usy, vsz izc=u+v.

E

Teorema 5.6 Neka je A=(A,+,*)e ASOS tako da je polumreZa (A,+) distributivna.
Tada je A reprezentabilna, tj. Ac Ref (U, o ). |

Dokaz.
Videti1[ An 91 ].

i

Definicija 5.5 Za algebru A=(A,+,-,*) kazemo da je distributivna mreino uredena

semigrups ako vazi sledece:
i} (A,4,-) je distributivna mreZza;
ii) (A,*) je semigrupa;
iii } Operacija * je aditivna u odnosu na + tj. na A vaze identiteti
2+ (y+2)=(2+ 9)+(z+2), (s+y)rz=(xr2)+(y2).
Klasu svih distibutivnih mreZno uredenih semigrupa oznacavamo sa DLOS.
i
Sledece dve teoreme su dokazane u[An91].

Teoremab.7 Za klasu Ref (U,,0) vazi sledece:

i) HSP(Ret(U,N, ©))=DLOS;



150 5. Neke druge relacione algebre

ii)YRef (U,N, 0 )=DLOS;

iii YKlasa Ref (U,N, o) nije konaéno aksiomatizabilna.
Doka:.

Vide.t.i [An91].

0

Teorema 5.8 Ako je {U,N, 0 }cFc{U,N,0,? ,~1,A,—1, gde A oznacava dijagonal-

nu relaciju, onda klasa Ref (F) nije konaéno aksiomatizabilna.
Dokaz.
Videti [An9l1].

0

Algebre oblika (4,N, e ,~1,1), gde je A skup binarnih relacija zatvoren u
odnosu na operacije N, 0 ;71 1¢ 4 tako da vaZ ¢ o [=¢ za svako o€ A, razmatrane
su u radu B. Jonssona[Jo591. U ovom radu Jonsson je dao potreban i dovoljan uslov

da algebra A=(A4,-,+,”,1’) bude izomorfna algebri binarnth relactja oblika (B,N,0,"11).

Yy ¥ 0

Kako je ovaj uslov dat u dosta komplikovanoj formi, navedimo samo nekoliko potreb-

nik uslova:

1) (A,-) je polumreza;

ii) (4,*) je semigrupa;

iii ) Operacija ~ je involucija semigrupa (4,+) i (4, );
iv) 1’ je desna jedinica operacije *;

v) Na A vaZi identitet ((a-b)*c)-(bxc)=(a-b)=*c.

Algebre specijalnih binarnih relacija

Literatura je vrio bogata radovima koji razmatraju reprezentaciju polugrupa
pomocu specijainih relacija. U radu [ Sch 707 je dat pregled rezultata ovog tipa. Nave-

dimo na ovom mestu samo neke teoreme (bez dokaza ):

Teoremasd.8 ( Zareckij,1988) Semigrupa S je izomorfna semigrupi refleksivnih

binarnih relacija akko sa na S moZe definisati relacija poretka < takva da za sve
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a,b,c,d€S vaz:

(a<bhb A csd )= ac<b-d, asa-b, b=a-b.

Interesantno je da je svaka semigrupa refleksivnih binarnih relacija 1zo-

morfna semigrupi tranzitivnih relacija. Sto se tice simetriénih relacija moze se doka-

- zati sledece :

Teorema 5.10 (Schein,1964) Semigrupa S je izomorfna semigrupi simetricnih

binarnih relacija akko za sve r,y,z€.5 vazi: 2=3y%2% = z=2y? .

g

Teorema 5.11 (Schein,1964) Semigrupa S je izomorfna semigrupi simetricnih 1

refleksivnih binarnih relacija akko je S komutativna i za sve 2,y ,z€§ val:
T=TYZ = T=TY.

0

Teorema 5.12 ( Schein 1964 ) Semigrupa S je izomorfna semigrupi relacija ekviva-

lencije akko je S polumreza.

0

Videli smo u T'5.1 da je svaka polumreza izomorfna nekoj polumrezi relacija.
U radu [Br84] za sluéaj Ref(N) je dokazano i vise. Neka u daljem Parc(X) ozna-
¢ava skup svih realcija parcijalnog uredenja skupa X. Poznato je da je Parc(X)
zatvoren u odnosu na ﬂ.Algebru (Parc(X),N) zovemo polumreZa parcijalnih urede-
nja na X. Namvﬁo, svaka polumreZa parcijalnih uredenja jeste polumreza.Moze se

dokazati sledece:

Teorema5.13 Svaka polumreZa se moze potopiti u neku polumrezu parcijalnih

uredenja nekog skupa X.
Dokaz.

Neka je (A, ) data polumreza.U svakoj polumrezi se na prirodan naéin indukuje
relacija parcijalnog uredenja: r=y akko z-y=z. Trazeno potapanje ¢: A-Parc(A4)

je dato sa : p{a)={(z,y)€ AxA] z<y Azsanysa) UA,.

1
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U radu [Sch72]se daje teorema o reprezentaciji mreza pomocu relacija
parcijalnog uredenja.

Teorema 5.14 Ako je A neki skup parcijalnih uredenja nekog skupa X takav da je
A zatvoren u odnosu na operaciju o, onda je ( A4, ¢, ) mreZa.Obratno, svaka mreza

(L,+,-) je izomorfna sa mrezom (A4, o,MN), gde je AcParc(X) za neki skup X.

Dokaz.
Videti {Sch 72].

0

U radu [Si78] se daju neki uslovi pod kojima se konaéna mreZa moie re-
prezentovati parcijalnim uredenjima na konacnom skupu. U radu [ Jo59] se razma-
traju algebre relacija ekv;va.lencue sa fundamentalnim operacijama o ,M i} /.\( kao
najmanja relacija ekvwa.lencue) U tom radu je dat i skup aksioma za klasu svih

algebri koje su izomorfne takvim algebrama relacija.

U literaturi se moze naci veliki broj radova na temu reprezentabilnosti
algebri pomocu relacija kongruencije ili relacija koje su "bliske” kongruencijama.
Medu te rezultate spada svakako poznata teorema Gritzera i Schmidta (T1.20) po
kojoj se svaka algebarska mreZa mozZe reprezentovati kao mreia kongruencija neke algebre.
Teorema Iskandera tvrdi da se svaka algebarske mreZa mozZe reprezentovati kao mreia
kompatibilnih ( saglasnik ) relacija neke alegbre . U radu [ VS 88] ispituju se tzv. slabe
kongruencije . Neka je C,,(A) skup kongruencija svih podaligebri od A. Skup C, (A)
¢ini mrezu u odnosu na skupovnu inkluziju i tu mrezu zovemo mreZa slabsth kongruen-
czja date a.lgebi'e. Koristeci teoremu Gratzera i Schmidta u [VS 89] se dokazuje teo-
rema o reprezentaciji: Svaka algebarska mreia je izomorfna mreZi slabih kongruencije
neke algebre A.U radu [Voj ] se ispituje algebra slabih kongruencija X, (A) sa prosi-
renim skupom fundamentalnih operacija: { A ,v , 0,71 A 4,0, A? }, gde su A i v
odgovarajuce mrezne operacije , o je djjagona.lna relacija najmanje podalgebre date
algebre A ( ostale oznake imaju nobicajeno znaf:enjej. Pitanja aksiomatizacije od-

nosno reprezentabilnosti ovakvih algebri slabih kongruencija zasad su otvorena.

Mi cemo u daljem da se zadrzimo na jednoj klasi algebri koja nastaje
takode iz algebri binarnih relacija i ima vazne primene u teoriji formalnih jezika i

racunarstva uopste.
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5.2. Kleenejeve i dinamicke algebre
Kleenejeve algebre

Postoji nekoliko algebarskih struktura koje odgovaraju pojmovim:a iz racu-
narstva. Jedna od njih je Kleenejeva algebra. Naime, jedan nedeterministicki komp-
juterski program moZemo shvatiti kao binarnu relaciju £ na skupu U svih stanja: u
tom smislu sRf znacdi da ako se program R primeni na stanje s, onda je ¢ jedno od
mogucih terminalnih (zavrsnih ) stanja. Tako, metodama kenstrukcije novih progra-
ma iz nekih datih, odgovaraju operacije na binarnim rel.a.cija.ma. Operacije koje se
u tom kontekstu najvise koriste jesu: unija, kompozicija, refleksivni i tranzitivni ope-
rator zatvorenja. Dva programa igraju specijalnu ulogu: identi¢nt program £ i nul-

| program ¢. Nekad se posmatra i inverzija — to odgovara realizaciji programa unazad.
Definicija 5.6
a) Kleenejeva relaciona .ulgebm je algebra
K(U)=(P(U?),U,0, 0,60, )
gde je U neki skup, a R refleksivno i tranzitivno zatvorenje relacije R tj.
R™ - A yURTUR?U... UR™U.... |
b) Kleenejeva ulgebfa jeste algebra
B=(B,+,0,;,e,” ,*)
tipa (2, 0, 2, 0, 1, 1) koja pripada varijetetu generisanom algebrama X (U ).

0

Ako iz skupa operacija Kleenejeve algebre izostavimo operaciju ~, odgovara-
juci redukt zovemo - slobodna Kleenejeva algebra. Na analogan nacin definiSemo i
* - slobodnu Kleenejevu algebru. Za Kleenejevu algebru B kazemo da je standardna ako
je izomorfna podalgebri neke Kleenejeve relacione algebre X (U ). Standardna ~ - slo-

bodna, odnosno *- slobodna Kleenejeva algebra se definise na slican nacin.

Jedna varijanta konstrukcije algebri kompleksa sugerise metod konstrukcije

Kleenejevih algebri.

Neka je U=(U, R, E, § ) poli-algebra tipa (2, 0, 1). Definisemo Kleene jev
kompleks KC ({4) na sledeci nacin: iz algebre kompleksa Cm{ 1) izostavimo opera-
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cije preseka i komplementa, ali dodamo unarnu operaciju *, gde je Y™ zatvorenje

od Y u odnosu na poli - ﬂp.eracije R i1 F. Dakle,
XC(U)=(P(U),U, 9,8 E,5,+)

gde Je _.
X§Y={zeU|(3,:ceX)(3ye Y)ze R(z, y)1,
S(X)-{ye U |(3ze X)ye 5(z)},
Y*=O{X§U|(v3, yEX)R(z, y)cX A YUECX}.

rPomoéu- an&ldgne konstrukcije dobijamo Kleenejev kompleks poli-algebre
U-(U,R,E). Do sada se ne znaju potrebni i dovoljni uslovi da Kleenejev kompleks
poli - algebre U bude Kleenejeva ili ~-slobnodna Kleenejeva algebra, ali neki naj-

vazniji primeri nastaju na taj nacin.

Algebre jezika

| U daljem ¢emo uspostaviti vezu izmedu algebri jezika 1 Kleenejevih algebri.
Neka je S skup. Oznaéimo sa Z* skup svih re¢i nad (=" se moze shvatiti i kao
skup svih konaénih nizova nad £). Sa A cemo oznaliti praznu rec. Svaki podskup

L<cZ zovemo jezik nad Z. Dakle, P(£™) jeste skup svih jezika nad .

U skupu svih jezika nad istom azbukom definisu se sledece operacije: unija

U, konkatencija -, i iteracija *. Ako su A, B dva jezika nad X, onda
AUB={WIWec A ili We B},
AB ={WWo WA r WoeB},
AT =N{ScZ*I{1}UAcS » 5-§=5}.

Algebru L+ =(P(27),U,8, -, {x}, ") zovemo algebra jezika nad Z. U toj algebri

izdvajamo podalgebru generisanu jednoelementnim jezicima:

Regs=<{{{a}lacZ}>.

Ovu algebru zovemo algebra regularnih jezika (ili regularnih dogadaja) nad X. Direkt-

na veza izmedu algebri jezika i Kleenejevih algebri vidi se iz sledecih tvrdenja:
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Teorema 5.15 Za svaki skup T, algebra jezika A5 jeste algebra Kleenejevih komp-

leksa neke poli- algebre.

Dokaz.

Neka je U=(Z™, -, {x}) poli-algebra nad skupom svih reé¢i od T, sa operacijom

konkatencije - , i konstantnom {2}, X je prazna rec. Tada, po definiciji,

KC(U)=(P(z7),U,2,- {x}L7}
‘gde su operacije - 1 * definisane na sledeci nacin:
X -Y={W; Wo|Wyc X r Woe Y},

X" ={AJUXUX-XU..UX"U....

Dakle, KC(Uh)=L+.
O
‘Teorema 5.16 Za svaki skup Z, algebra jezika Ly jeste standardna, *-slobodna

Kleenejeva algebra.

Dokaz.

NekajeLy=(P(Z7),U,8,-,{x},). Definisimo preslikavanje ¢ : P(Z*) > £*x*
‘na sledeci naéin: ¢ (X)={(u, v-v)jue =*r ve X}.

‘Dokazimo .da._ je ¢ ﬁotapa.nje é.lgebre s u”- slobodnﬁ Kleenejevu algebru
K'(=*)=(P(s*=xz*),U,0,0 4, 7).
IPrvo,ja.snoje da je (2 )=0 ida je
e({A})={(u,u-2)|ueZ*}=05~.
Dalje, .
. ep(AUB)={(u,u-v)|ueZ™® A 'UEAUB}=
={(ﬁ,u'w)|u62* A v€EAYU{(u,u-v)lueZ™ A wEB}=.
-9(A4)Us(B),
¢(A-B) ={(u,v-w)lue LY A weA-B}-
={(u, u-v{-vo)luecT* A v1€4, vy€B}-

={(u, z)|ueZ* z=u-v 05, v1€A, va¢e B}-
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={(u,z)1_(avleA)((u,u-w;)eap(A) A (u-vy,2)€ o(B))]
~{(%, 2)1(3ye ") ((w, y)ee(4) A (3 2)e9(B))}
= ¢(A)e¢(B),
p(A%) =o( U4")-
“{(u,uw-v)iueZ® A (ve{A}v(3neN)veA™)}-

= a9 (4)" = (e (AN,

¢ je 1-1.

Kakva je veza izmedu algebri regularnih jezika 1 Kleenejevih algebri 7 Moze
se dokazati da je algebra regularnih jezika nad 2 slobodna, "~ slobodna Kleenejeva
algebra nad skupom X kao skupom slobodnih generatora. Taj rezultat se moze naci

u [ Ne 82], gde se taj rezultat pripisuje Kozenu(1979).Da bismo to dokazali, primeti-

mo da u opstem slucaju vazi sledece:

Lema 5.1 Neka je varijetet ¥V generisan algébra.ma iz klase K, tj. V=HSP(K ). Ako
je algebra & slobodna nad X za klasu K , onda je ona slobodna nad X i za celu

klasu V.
Dokaz.
Videti recimo [ Gr 79]. |

[

Teoremab.17 Algebra Reg, je slobodna, “~slobodna Kleenejeva algebra nad
skupom X.

Dokaz.

Zbog gornje leme dovoljno je dokazati da se svako preslikavanje f: X - P( Y? ) moze
proéiriti do homorfizma f :Regy »K'(Y ), gde je ]
X’ (Y)= (p (Y2 ): Ua@ :ﬂr&Y: ree )
Primetimo da, strogo uzevsi, X ustvari nije podskup od Reg, . No, njemu ekvivalent-
|

an skup G ={{a }|{ e € X } jeste podskup od Reg, i generise algebru Regy . Tako,

po strogoj definiciji slobodne algebre, treba dokazati da se svako preslikavanje
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F:G= P(Y?) moke prosiriti do homomorfizma f :Regy - K’ (Y ). Jasno je da je
monoid § = ( G”,- ,» ) slobodan mononoid nad skupom G" i da je on podmonoid
monoidnog redukta algebre Regy. Tacnipe, 6* se potapa u monoidni redukt od

Reg, pomocu presiikavanja §: G"> Reg X

Dakle, Reg, sadrz slobodan monoid ({{w Hwe X7}, -, {x1)=<G >. Posto je
(P(Y?),0,Ay ) monoid, onda se svako preslikavanje f :G - P(Y?) moze prosiriti
do homomorfizma g : ({ { w HweX },-, {x} )}~ (P(Y?),0,0y).

Definisimo sada g :Regy - P(Y?) na slededi nacin: ako je L € Reg, onda
g (L)=U{ig({lwhl wel}
Sada preostaje da se ( proverom) uverimo u sledece :
1) g prosiruje preslikavanje g pa i preslikavanje f: G- ‘P(Yz );
2) g : Regy - K'(Y) jeste homomorfizam.

0

O jednakosnim bazama Kleenejevih algebri

Univerzalna algebra je deo algebre koja 1zucava strukturna svojstva
konkretnih algebri ali, takode, ispituje i algebarske osobine ¢itavih klasa algebri.
Problemi jed\mkosnih teorija algebri i jednakosnih teorija razlicitih klasa algebn
spadaju u najinteresantnije probleme univerzalne algebre. U takve probleme spadaju:
problemi baza jednakosnih teorija, problemi mreza podteorija datih jednakosnih

teorija, problemi odluéivosti jednakosnih teorija 1td.

Ranije smo videli da klasa RRA nema konacnu bazu, tj. ne postoji kona-

¢an skup identiteta iz koga moZemo izvesti sve identitete na RRA.
U radu [Jo86] B. Jonsson je postavio sledece pitanje:

Problem [ Jo 86]. Da li jednakosna teorija klase Kleenejevih { odnosno klase ~-slo-

bodnih Kleenejevih algebri) ima konaénu bazu?

Veza ~ - slobodnih Kleenejevih algebri i algebri jezika pruza nam mogucnost
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da, u slu¢aju ~-slobodnih Kleenejevih algebri, nademo lako odgovor. Iz univerzalne
algebre je poznato da, za svaki varyjetet V, jednakosna teorija od V jeste jednakosna
teorija njegove slobodne algebre generisane sa prebrojivo mnogo generatora. Ranije
smo videli da je, za svaki skup T, Regy slobodna, "~ slobodna Kieenejeva algebra
na £. Prema tome, problem baze jednakosne teorije varijeteta ~-slobodnih Kleene-
jevih algebri svodimo na problem baze jednakosne teorije Kegy, za prebrojivo Z.
Do jednakosne teorije algebri regularnih jezika dolazimo koristedi ono &to se u litera-
turi naziva aksiomatizacijo algebri regularnih jezika. U opétem slucaju, kazemo da je
[ A, R aksiomatizacije za neku teoriju, ako je A neki rekurzivan skup formula (tzv.
aksioma ), R rekurzivan skup pravila izvodenjo, tako da se sve formule date teorije
(i samo one) mogu dobiti iz A pomocu kona¢no mnogo primena pravila izvodjenja
iz B. U tom smislu, problem aksiomatizacije klase regularnih jezika ima trivijalno
reenje, s obzirom na to da postoji algoritam koji utvrduje koja su dva regularna
izraza jednaka (videti [Sa69] ). 7a A motemo uzeti skup svih tacnih jed\nakosti
medu regularnim izrazima, a za R prazan skup. Ova aksiomatizacija nije zadovoljav-
ajuca jer je skup A nepregledan. U literaturi se uglavnom daju aksiomatizacije za
ta¢ne jednakosti medu regularnim izrazima i pravila izvodenja nad njima ('videti.
[Sa69],[Con7l], [Ei74], [GP 721, [St72]). Vecina od tih aksiomatizacia nista
ne govori o bazi jednakosne teorije klase algebri regula.rnih jezika. Pravila R, koja
se u literaturi navode kao pravila izvodenja, nisu pravila izvodenja jednakosne lo-
gike. Ako bismo u R imali pravila jednakosne logike koja se odnose na jednakosti
(tj. identitete bez promenljivih), ni onda cinjenica o kardinalnosti skupa aksioma A
(koje su jednakosti ) nista ne znace za bazu jedakosti. Naime, postoje prim‘eri algebri
koje imaju kona¢nu bazu identiteta, a nemaju konaénu bazu jedankosti, 1 obratno,

postoje primeri algebri koje imaju konacnu bazu jednakosti, a nemaju konaénu bazu

identiteta.

Oznadimo sa £, n-elementnu azbuku, tj. X, ={ay, ¢9,...,a,}. Neka 5,
oznacava skup svih identiteta u jeziku {U,8 - { )\},* } koji vaze u algebri Regy, 1
neka je S=N{ S, [ n=1,2,..} U[Sa69)] skup pravila izvodenja R ¢ine pravilo

zamene i pravilo supstitucije.

Teorema 5.18 ( Salomaa, Redko) S nema konacnu bazu.
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Dokaz.
Videti [ Sa 69).

[
Posledica5.1 Neka je T prebrojiv skup. Jednakosna teorija algebre Regsy nema

konaénu baz.

Dokaz.

Primetimo da u [ Sa 691 nisu sva pravila jednakosne logike uzeta za pravila izvode-
nja. Medutim, pravilo tranzitivnosti moze se 1zvesti 1z pravila zamene i simetnje.
Ovo poslednje, kao i pravilo refleksivnosti, implicitno se koriste u [ Sa 69]). Drugim

re¢ima, dokaz u [ Sa 69] moze se tako transformisati da se koriste pravila izvodenja

jednakosne logike.

- Dalje, po definiciji, 5= Eq({ Regy In =1,2,... }). Treba pokazati da je
A

S=Eq(Reg s ), gde je T prebrojiv skup. MoZzemo uzeti da je T=U {Z,, {n =1,2, ...}
Ako € € Eq(Regy ) Qnda e € Eq(Regy ) za sve n=1,2,..... Kako je Regy podal-
gebra od Regys , sledi da e€ S. Obratno, neka identitet e€ S i pretpostavimo da e
ne vaz na Kegs . Posto ¢ sadrzi samo konaéno mnogo promenljivih, postoji prirodan
broj n tako da e ne vaz na Regzn , 5to je u kontradikciji sa pretpostavkom da e € S.
0
Teorema 5.19 Klasa - slobodnih Kleenejevih algebri nema konaénu bazu jedna-

kosne teorije.

Dokaz.

Prema rezultatu Kozena (Nemetija ) Regs je slobodna algebra za varijetet - slo-
bodnih Kleenejevih algebri, za bilo koji skup Z. Jednakosna teorija varijeteta ~-slo-
bodnih Kleenejevih algebri jeste jednakosna teorija algebre Rﬂgﬁ, kada je T prebro-
jiv skup. Dokaz sada sledi iz prethodne posledice.

0

Primetimo da iz prethodne teoreme ne sledi da jednakosna teorija variete-
ta Kleenejevih algebri nema konaénu bazu. Naime, nije tesko dati primer varijete-

ta V' takvog da neki redukt od V nema kona¢nu bazu jednakosne teorije, a sam V

ma..
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Primer5.1

Neka je A ={0,1,2}, i neka je A=(A ," .M ), gde je - binarna,a M ternarna operacija,

definisane na slededéi naéin: 0-z=2-0=0, za sve z€ A,
11=0,12=1, 21=2-2=2;
M(:ﬁ,z ,y)=M(z,y,:c)=M(y,$,x)=a:, za sve Z€ A,
M(z,y,z)=0, ako su z,y,z razliciti medusobno.
Tada: 1) Varijetet V= HSP(A ) ima konacnu jednakosnu bazu.
2) Varijetet Red;.;(V )= HSP((A,-)) nema konacnu jednakosnu bazu.
Zaista: .

2) sledi direktno iz rezultata Murskog da grupoid (A,-) nema konacnu

jednakosnu bazu.

1) sledi iz teorema:

Teorema (Pizley )Ako za varijetet ¥V postoji ternarni term M (z,y,2z) takav da

VeM(z,z,y)=M(z,y,2)=M(y,z,z)=2, tada je V kongruencijski distributivan .

Teorema (Baker ) Ako je V konaéno generisan, kongruencijski distributivan varijetet

konacnog tipa, onda Vima konacnu jednakosnu bazu.

§

DPinamicke algebre

Polazeci od Kleenejeve algebre dolazimo do pojma dinamicke logike i dina-

micke algebre.

Dinamicka logika se dobija iz klasiCne iskazne logike dodavanjem nekih

modalnih operatora <a>, indeksiranih elementima neke Kleenejeve algebre.

Nekaje K=(K,+,0,;,¢e,~, ") neka (fiksirana ) Kleenejeva algebra. Iskaz-
ne K- formule su elementi apsolutno slobodne formulske algebre

SZ'K:(F:K:VJNJ:_' ,{63’(&6}())

nad nekim beskonaénim skupom P (iskaznih promenljivih ). Binarne operacije = 1 «

se definisu na uobiCajen nacin, a [ a ]je oznaka za operator 71 <a> .



161

52 Kienejeve it dinamidke algebre

Definicija 5.9 Neka je X neka Kleenejeva algebra. Za skup I F iskaznih X - formula
kazemo da je (iskazna ) dinamicka X -logika ako za sve a, b€ K i sve z, y€ Fx vaa

(i) Sve klasicne tautologije pripadaju T';
(ii) z=>y€ T onda <:a:~:~:1:=:--=:a:>y€r;
(iii.)" [6]teT i <a>(zvy) @({aixv.ca}y)ef;
(iv) T je zatvoren u odnosu na modus ponens;
(v) T je zatvoren u odnosu na supstituciju;
(vi) Sledece formuie su ull“:

(vi;) <a+b>z & (<a>z v <b>z)

(vig) <0>z & f

(vig) <a;b>z e ca><b>z

(vig) <e>z & z

(vig) <a*>{alz=12

(vig) <a*>z & (zv <a}{a*>z)

(viy) <a*>z & (zv <a”*>(1z A <a>2z)).

Kao i u slucaju klasi¢énog iskazanog racuna, mozemo definisati relaciju

ekvivalentnosti ~r medu formulama.

Definicija 5.10 Neka je X Kleenejeva algebra, a T’ € F¢ dinamicka K- logika. Rela-

cija ~p je definisana na sledeci nacin: za sve z, y€ T

r~ry akko zeo yeT.

Algebarska verzija dinamickih logika su tzv. dinamicke algebre. Dinamicka
algebra je Booleova algebra sa normalnim unarnim operatorima koji su indeksirani
elementima neke Kleenejeve algebre. Podsetimo se da ako je Bo=(B,+,-,-,0 ., 1)
Booleova algebra, onda za F:B - B kazemo da je operator na B, ako je aditivan, tj.

ako za sve 7, y€ B vazi F(z+y)=F(z)+F(y). Operator F je normalan ako je
F(0)=0. |



62 | o. Neke druge relacione algebre

definicija 5.11 Neka je X Kleenejeva algebra. Dinamicka X - algebra B je Booleova

Jgebra Bo sa normalnim unarnim operatorima F,(a€ K)
B=(Bo, Fy(acK))
ako da za svea, be K 1 z,yc B vaz
(1) Fasp(2)=F,(2)+Fp(z)
(ii) Fo(z)-0
(iii) Fup(2)=F,Fy(z)

(lv) Fe('t)'_‘z

(v) Fp-Fo(z)sX
(vi) Fo*(z)=z+F,*(z-F,(z)).
]

[eorema 5.20 Neka je X Kleenejeva algebra, a T'sFy skup iskaznih X- formula.
[ada je I' dinamicka K- logika akko je ~r potpunc invarijantna kongruencija na
F« tako da je Fy / ~+ dinamiCka K- algebra.

Dokaz.

z klasiéne iskazne logike je poznato da je konjunkcija uslova (i) i (iv) iz Defini-
cije 5.9 ekvivalentna sa uslovom da Je = relacija kongruencije na reduktu & od
Fx koji se dobija izostavljanjem eperacija <a>(a€ K), i da je ¥’/ ~r Booleova al-
sebra. Uslov (ii) nam daje da ~r ¢uva operacije <a>(a € K ), pa je ~ kongruencija
1a Fye. Uslov (v) znadi da je kongruencija ~ potpuno invarijantna. Iz uslova
1ii) dobijamo da su operacije <a >/~ normalni operatori. Aksiome (viy)-(vir)
z Definicije 5.9 nam daju aksiome (i)- (vii) u Definiciji 5.11. Dokaz u suprotnom

imeru je potpuno analogan.

)

Primetimo da nam ova teorema omogucdava da uspostavimo vezu izmedu
lase svih dinamickih X - logika i klase svih varijeteta dinamickih X- algebri (vide-
i[Jo861). | |

Do glavnih meodela dinamickih X - algebri dolazimo tehnikom algebri

ompleksa. Pre nego $to predemo na dokaz sledeéeg tvrdenja, primetimo da ako
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je R neka unarna poli - operacija na nekom skupu S, onda se E moze smatrati bi-

narnom operacijom na S tako da je:
(r,y)e B akko y€ R(z).

Tako, svaku unarnu poli-operaciju R:§ - P(S ) moiemt_j smatrati za element

Kleenejeve relacione algebre X (.5).

Teorema 5.21 ([ Jo86]). Neka je X Kleenejeva algebra. Za multiunarnu poli-al-
gebru U =(U , R,(a€ K)) algebra kompleksa Cm (U ) je dinamicka algebra akko je

preslikavanje a » R, homomorfizam iz X u KU )
Dokaz.
Dokazacemo samo smer (). (Za smer (-) videti[ Jo86, str. 54.])

Neka je ¢ :K —» P(U?) definisano sa ¢(a)=R,, gde e .
(z, y)ERu%yERa(ﬁ)f

Znamo da je ¢ hﬁﬁlomorﬁz_am izmedu X i K(U) pa dakle imamo:

'Ra+b =Ra URb: _Rn=ﬁ.:“ -R.a;-b;RafO Rb: C

—1 . e
Re=‘5l'}'= Ra“z(Ru) > Ra =(Ru)rt*

Napravimo sada algebru kompleksa Cm (A )=(P(U), U, ,—, &, u",'-‘--ﬁa(aﬁ K)),
gde je B, (X)={yeU |(3z€ X)(z, y)e R,). B

Znamo da je Cm (U ) kompletna i atomicna Booleova algebra sa normalnim
unarnim operatorima {vidi Tvrdenje 6, Glava I). Treba samo proveriti aksiome

dinamicke algebre.
1). E;Hb(i)-:ﬁa(X)Uﬁb(X); Za, sve X;U o
YE Ry 3(X) & (32 X)y€ Ropp(z)
o (35€X)y€ Ro(s)URy(2)
o (30 X)(ye Ry(z)vye Ry(2))
o (JzeX)ye Ra(x)v(-HzEX)'yERb(:n:)'
o ye Ba(X)v ye By(X) '

""_yEﬁa(X)Uﬁb(X)- |
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2)  Ro(X)=¢ jer znamo da je Ro=¢
3) R, (X)=R,(B,(X))
y€ Ry (X) o (3z€ X) (2, y)€ Ryyp

& (3z€ X)(z, y)€ R,0R,
o (3ze X)(3ze &) ((z,2)e Ryn(2,y)ER,)
o (326 U) ((32€ X) (2, 2)€ Byn (5 §) € R)
o (3zeU®)(2€ Ry(X)A {2z, y)eR,)
e ye B (Ry(X)).

4) R (X)=X, jer je Re=0y

5) Rg-(Ea(X))eX

gde je B3 (X)=(R_ (X)) dual od R,. Zbog definicije konjugovanosti, dovoljne je
dokazati da su K ,- i K, uzajamno konjugovani. Na osnovu Teoreme 4.22 u [ Jo 86]

posto je R, - =( KR ,,_1)“1 onda su K- i R, uzajamno konjugovani.
6) Bae(X)=XUR,Eq+(X)

Moze se dokazati ([Jo86, Teorema 4.22.]) da u svakoj Kleenejevoj algebri

vazl a*=e+a;a*, dakle
ByeeRosgigenBoURy gen By URy R
7)) Ra«(X)=XUR,-(XNE,(X)).

Znamo da je Rye=RI=AyUR,URZ2U...UR™U... Jedan smer inkluzije

(2) je jasan, jer

(1) X< Ry (X) |
XNR(X)eR(X)eRT(X) s XNER,(X)cRT(X) =
R7°(XNR,(X))<RF°(R7°(X)) =

(2) R (XNEL (X)) =R (X)

Iz (1) i (2) sledi

XURTF(XNE (X)) BT (X).
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Treba jos dokazati smer (2).

ye BJ°(X) = ye XURDS( XNE, (X))

Dovoljno je dokazati sledece:
ye X iye B™(X) = ye BE(XNE(X)).
Posto ye R (X) onda (3z€ X)(2z,¥)€ R™ za neko n tj.

(3z¢ X)zo=2R2yRzoR...Rz, {Ry=2,,7a neke z;.
Neka je ¢ najveci indeks (¢¢ {0,1,...,n~1}) tako da z; € X (takvo ¢ sigurno postoji

jer recimo z,€ X ). Tada
zoRziR...Rz;,_Rz;Rz; 1R...Rz,_1Ry,
:cc.EX,...,:r.i_.hleX,...,x,-eX,x;+1ef,...,zﬂ;IE )?,y(-‘f
paje Z;,1€XNR(X) i ye F*(XNR(X)), ito j.e i trebalo dokazati.
il

Napomenimo da se moze dokazati da je svaka konaéna dinamicka algebra

reprezentabilna kao algebra kompleksa neke poli- algebre (videti [ Jo86]).
U 6. delu knjige koristicemo sledeci specijalni slucaj gornjeg tvrdenja:

Neka je K=K (U ) Kleenejeva relaciona algebra, a ¢ : X(U ) » X(U)
identi¢ko preslikavanje; onda je ¢ trivijalno homomorfizam. Na osnovu Teoreme 5.12 :

ako Kleenejevu relacionu algebru posmatramo kao poli-algebru

U=(V R, (o€ P(U))),

gde za R p'- uzimamo relaciju p, R, (X)={y|(z, y)€ ¢}, onda je algebra kompleksa
Cm () sigurno dinamicka algebra. |
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6. PROBLEMI ODLUCIVOSTI

U ovoj glavi su opisani glavni tipovi problema odlucivosti u univerzainoj algebr.
Dati su kompletni dokazi o njihovoj medusobnoj povezanosti, da bi se kasnije opisas tzv.

semigrupni pristup. Ovaj pristup se pokazao dobar pri dokazivanju raznih neodlucivih

problema za slucaj relacionth algebr:.

6.1 Definicije 1 istorijski pregled

Pojam algoritme u matematici ima dugu predistoriju.Medutim, uprkos
svernu tome, tek u ovom veku — a u vezi sa raspravljanjem pitanja paradoksa
Cantorove teorije skupova — ¢injeni su napori u strogom definisanju ( uvodenju ) pojma
algoritma . Jedan takav vredan pokusaj je sadrzan u radu Kurta Godela o neodluciv-
osti aritmetike iz godine 1931. Tokom tridesetih godina, u radovima matematicara

Alonza Churcha, Stephena Kleeneja, Barkleya Rossera i Alfreda Tarskog, Godelova

ideja dovela do pojma rekurzivne funkcije.
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U opstem slucaju, za neki skup A kazemo da je odluciv ako postoji algoritam

?koji za bilo koji element z odlucuje da li pripada ili ne pripada skupu A. Naravno,
Eu ovoj definiciji pojam algoritma jeste intuitivan. Postoji nekoliko matematickih
gp(}]m{)?a koji odgovaraju intuitivnom (i dakle nepreciznom) po;mu algoritma:

rekurzwna. funkcija, Turingova masina itd. Pokazalo se da su svi ti formalni, strog

matematickl pojmovi medusobno ekvivalentni.No, da i oni pokrivaju intuitivni po-

mﬂm HTRHTH VRN

?Jam algoritma? Naravno, samim tim Sto ne znamo tacno Sta jeste intuitivni pojam
: algoritma sustinski je nemoguce odgovoriti na to plta.nje Kako do sada nije prona
grden ni jedan efektivan algoritam koji nije mogao da se opise postojecim matematic-
fklm ekvivalentom algoritma ( tj. recimo Turingovem masinom ili rekurzivnim funk-

~c1ja.ma.) u matematici je opste prihvacena tzv. tfeza Churcha po kojoj je, slobodno

!

igovorem intuitivan pojam algoritma ekvivalenian pojmu rekurzivne funkczje

Sa takvim konceptlma postalo je moguce dokazati da su mnoge poznate

T

g-ﬁ':ﬂg iR

teon]e neodlucive tj. da ne postop algoritam koji bi omogucic da se odredi koje

':-'

recemce( zatvorene formule) pripadaju datoj teoriji, a koje ne.

Svi pojmovi iz teorije modela koji se ovde koriste mogu se naci u [CK 73]
5;111 [Meb64].

L

%‘.’f'

45-"11

Odlucwost elementarne teorije

ey

Prva vrsta problema odluéivosti koju ¢emo navesti jeste problem odluci-

A AT
L-"_,._ -r v -..-1- Ii,"' [RLEL

'VDStl elementarne teorije.

.. h!','M

E?efinicija 6.1 Neka je K klasa modela jezika A prvog reda. Kazemo da je elementarna

i?eorija klase K odluciva ako je skup Th (K)={9|K k¢, ¢ je reCenica na jeziku £}
odlugiv.

£k
a3

Jos je 1936. godine Rosser dokazao da je teorija aritmetike prirodnih brojeva
geodlucwa Od 1950- tih godina postalo je jasno da je vecina poznatih elementarnih
teonja neodluciva (vidi Tabelu 1). Zakljucak da je svaka iole sadrZajnija teorija

!}EOdlucwa. bio bi donet brzopleto. Naime, postoje odluéive teorije ¢iJi modeli nisu
mma.lo trivitalni { vidi Tabeln 2 Y.
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é. ffrablemi odlucivosti
&

NEODLUCIVE TEORIJf

Z
Vi

1. Aritmetika prirodnih brojeva . Rﬁ;er, 1936.
9. Predikatski racun | Church, 1936.
3. Grupe /' Tarski, 1949,
4. Proste grupe o | /’T Ersov, 1964.
5. Polugrupe ;F Tarski, 1949,
6. Komutativne polugrupe Tarski, 1949,
7. Prstem | Tarsk, 1949,
8. Integralni domeni - = Tarski, 19489.
9. Polja | o - J. Robinson  1949.
10, Mreze = | Tarski, 1049,
11. Modularne mreze | "'I‘arski, 1949.
12. Distributivne mreze Grzegorczyk, 1951.
Tabela 1
ODLUCIVE TEORIJE
1. Abelove grupe Smeleva, 1949.
2. Algebarski zatvorena polja Tarskai, 1949,
3. Realno zatvorena polja Tarski, 1949.
4, Booleove algebre | Tarski, 1949.
5. Linearno uredeni skupovi Erenfojht, 11959,
6. Sabiranje prirodnih brojeva Presburger,  1929.
7. Vektorski prostori nad konac. poljem Eklof, Fisher 1972.
8. Varijetet generisan primalnom algeb. Ersov, 1964.
9. Prstenl kop zadovoljavaju g =g Comer, 1974.
10. Rezidualno kon.var. monadicnih alg. Comer, 1974.
11. Rezidualno kon. var. relacionih algeb. Burris, Werner, 1979.
12. Rezidualno kon. varijeteti CA, « <w Burris, Werner, 1979.

Tabelg 2
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Problem cpisivanjn odluéivih klasa algebri je daleko od xonacnef resenja. Problem
nije potpuno refen ni u slucaju varijeteta. Nedavno je dat opis odlucivih lokalno

konacnih varijeteta ( vidi [BMc 81] i [McKV 89]).

Odluéivost jednakosne teorije

Druga vrsta problema odlucivosti je problem odlucivosti jednakosne teorije.

Definicija 6.2 Neka je V varijetet na jeziku £.. Kazemo da V ima odiucivu jedmko-

snu teoriju ako je skup Eq(V)={e|V k=e¢, e je identitet na L} odluciv.

0

Moze se reéi da su izu¢avanja jednakosnih teorija i tzv. jednakosne logike
u sustini pocela 1935. godine, radovima Birkhoffa. Te godine Birkhoff je dokazao dve
znacajne teoreme. Prva teorema govori o ekvivalentnosti varijeteta i jednakosnih
klasa. Druga je analogon Goédelove teoreme o potpunosti i daje potpun sistem aksi-

oma za jednakosnu logiku ( videti recimo [BS81]).

O tome ko je dao prve rezultate o neodlucivosti jednakosnih teorija sa
kona¢nom bazom (tj. teorija sa konaéno mnogo aksioma ), misljenja su podeljena -
uglavnom zbog toga Sto pedesetih godina mnogi matematicari nisu redovno objav-
ljivali svoje rezultate u éasopisima (o tome videti u [ TG 87, Sect. 8.7. ] ). Neki smat-
raju da pravo prvenstva ima rezultat Tarskog iz 1953. godine o neodlucivosti jedna-
kosne teorije relacionih algebri. Drugi daju prednost Markovu i Postu ¢iji rezultati 1z
1947. godine sadrze implicitno i rezultate o neodlucivosti nekih jednakosnih teorija
sa jednom binarnom operacijom i konaéno mnogo konstanti. Medutim, njihovi rezul-
tatl su dati u terminima problema reci, a veza izmedu problema reci i jednakosne
teorije nije bila prepoznata jos dugo vremena. Maljcev je 1966. godine pokazao da
postoje neodlucive jednakosne teorije sa konacnom bazom sa samo dve unarne ope-
racije, i da su razne jednakosne teorije grupa i kvazigrupa sa kona¢nom bazom neod-
luéive. Perkins je 1966. godine dao primer neodlucive jednakosne teorije grupoida, a
Murskij je 1968. godine prezentirao neodiuéivu teoriju semigrupa sa konaénom bazom.

Napomenimo, da je jednakosna teorija grupa odluciva.
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Sto se ti¢e novijih rezultata dokazano je da je jedngﬁbsn& teorija cilindric-

)
nih algebri dimenzije 2 odluéiva ( Henkin, Scott ). Ako je JEa=w, jednakosna teorija
od CA, je neodludiva {Tarski, Maddux). Jedan od ns.]nom_uh rezultata doblo je
R. Freese : jednakosna teorija modularnih mreza je neejdlucwa Interesantno je, da je

jednakosna teorija varijeteta svih mreza odluciva Q’Whltma.n).
4

Problem reci

Sledeci problem odlucivosti koji-""éemo navesti, problem reci, jeste nesto
drugafiji od prethodna dva. Za precizrg:ir definiciju problema reci potrebni su nam
neki novi pbjmovi* |

U daljem cemo sa £ oznaditi neki jezik prvog reda koji sadrzi simbol jedna-
kosti = i nema relacijskih simbola. Ako je G skup novih simbola konstanti
(LNG=0), onda sa £ oznacavamo jexk LUG. U opstem slucaju, simbol iz G }
njegovu interpretaciju oznacavamo istim slovom. Neka je A a.lgebra, i GeA. Tada
sa A¢ oznadavamo algebru (A, ), . Ako je R skup identiteta na jeziku L,

bez promenljivih, onda ureden par (G, R) zovemo prezentacija u Loo.

Definicija 6.3 Neka je © skup formula na jeziku £, K=mod(® )}, i (G, R) neka
prezentacija u L. Za neku algebru A na jeziku A kaZemo da je prezentirana sa

(G, R)u K ako vaZe sledeci uslovi:
(i) A je generisana sa G
(1) Anr =E0UR

(iii) Za svaki identitet € u L5, bez promenljivih, vazi
ako Ap Fe onda GUR e

Ako je neka algebra A prezentirana sa (G, R) u K, onda cemo pisati
A=D (G, R). Za algebru B kazemo da je konaéno prezentirane u K ako postoje ko-
naéni skupovi G i R tako da je B prezentirana sa (G, R) u K. Primetimo da je alge-

bra prezentirana sa (G, R) u K jedinstvena do na izomorfizam.
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Primer 6.1 Neka je (G, R ) prezenta~ija u £ . Neka je © skup identiteta jezika £ i
% varijetet definisan sa © UR. Tada, redukt slobodne algebre ( videti Dodatak

T7.32)F (2 ) do Jemka £ jeste algebra prezentirana sa (G, R) u V=mod(©).

U
U ovom primeru © ne mora biti skup identiteta. Ako je © skup formula

na jeziku A i ako je f’=mod(@UR} onda, pod uslovom da T (4 ) postoji, njen
redukt do jezika £ je algebra prezentirana sa (G, R) u V =mod(© ). Medutim,
F{ (@) ne postoji uvek.

Definicija 6.4 Neka je ©skup identiteta na jeziku £, K =mod(©), A algebra ko-
nacno prezentirana sa (G, R} u K. Problem rei za A=Px (G, R) u K pita da I
~ postoji algoritam koji za svaki identitet e na K¢, bez promenljivih, odlucuje da &
vazi Ao Ee ili ne. Ako takav algoritam postoji, problem reci za A je refiv; u sup-

rotnom, kaZemo da je problem reci za A nerediv.

Napomena 6.1 Primetimo da, zbog definicije konacno prezentirane algebre, imamo
da za svaki identitet e u Lo, bez promenljivih, vaZi: Ag e akko ©UR e. Zbog
teoreme kompletnosti jednakosne logike (videti Glavu7. ) umesto semanticke rampe

= mozemo stavitl sintekticky rampu —.

g

Napomena 6.2 Neka je © skup identiteta na jeziku £ i V varijetet definisan sa ©.
Neka je A algebra prezentirana sa (G, ¢ ) u V, gde je G neki prebrojiv skup ( novih )
simbola konstanti. Algebra A nije konaéno prezentirana sa (G, ¢ ), ali se problem
reéi za A u V moze definisati na isti nacin kao da je A konac¢no prezentirana. Tada
je problem reéi za A u V ekvivalentan sa problemom odlucivosti jednakosne teorije

varijeteta V. Posto je algebra A izomorfna sa slobodnom algebrom TFy (N ), Cesto se

problem jednakosne teorije za V zove 1 problem reci za slobodne objekte u V.

O

Definicija 6.5 Neka je © skup identiteta na jeziku £ i K=mod(© ). Tada:

(W.P.1) Problem refi za K na prvom nivou pita da li postoj jedan univerza-

lan algoritam koji resava problem reci za sve konacno prezenti-

rane algebre u K.
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(W. P. I1)Problem reéi za K na drugom nivow pita da li za svaku konaéno
prezentiranu algebru A u K postoji algoritam koji resavs -

problem reci za A u K.

Prvi rezultati o problemu reci dobijeni su na drugom 1:1i3;giGodine 1947,
- e .
Post i Markov su dokazali da postoji konaéno prezentirana semigiupa sa neresivim

problemom reci. Kasnije je Cejtin dao jednostavnij primer. _!_;:.f,.

Primer 6.2 (Cejtin ) Neka je G={4,8,¢,d, e} 1 R={ac=ca, ad=da, bc=c, bd=4d},
abac=abace, eca=ac, edb=be}. Neka je A .seldn_ig_r_:up‘h prezentirana sa (G, R) u
varijetetu svih semigrupa. Cejtin je dokazao (’ia,«ﬂ ima neresiv problem reci.

0 :

-1955.| godine Boone i Novikov su dali primer konacéno prezentirane grupe
sa neresivim problemom reéi. Hutchinson i Lipshitz su dokazali da n1 modularne
mreze nemaju resiv problem reéi na drugom nivou. Zanimljivo je da varijetet svih
mreZa ima resiv problem reci na prvom (pa znaci i na drugom) nivou (Evans).
Zar to ne znaéi da i svaka modularna mrea ima reziv problem reci? Ne! Objasnje-
nje te prividne protivrecnosti jeste sledece: resivost problema reéi za mreze znaci
da svaka konacno prezentirana mreza ima resiv problem reci Cinjenica da posto)l
konacno prezentirana modularna mreza £ sa neresivim problemom reci znaci samo

da ta mreza £ nije kona¢no prezentirana u varijetetu svih mreza.

Interesantno je kako dodavanje komutativnog i asocijativnog zakona utice

na resivost problema reci.

NERESIV W. P. I RESIV W. P. I
grupe Abelove grupe
| kvazigrupe
prstent | komutativni prsteni

neasocijativnl prstent

semigrupe komutativne semigrupe

modularne mreze mreze

Tabelg 3
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6.2 Veza medu prodblemima odludivosti

6.2. Veza medu problemima od!ucivost

Kakva je veza medu problemima elementarne teorije, jednakosne teorije i
problema reci? Ono 8to je jasno iz samih definicija, jeste da resivost problema ele-
mentarne teorije nekog varijeteta povlaci i odlucivost jednakosne teorije. Obratno
ne vazi. Na primer, grupe .imaju odlucivu jednakosnu teoriju, a elementarna teorija
je neodluciva. Dalje, ako je za neki varijetet problem reéi resiv na prvom nivou, on

je resiv 1 na drugom nivou. Obrat ne vazi, ali tu éinjenicu nije lako dokazati ( videti

[MNS]).

Dva nivoa problema reci

Primer klase (koja nije varijetet ) konaéno prezentiranih algebri za koju
)¢ problem reci resiv na drugom nivou, a na prvom nije, navodi Mostowski u
[ Mos 73}: ako sa U oznacimo skup svih konaéno prezentiranih grupa sa resivim
problemom reci, onda postoji skup DcU za koji ne postoji univerzalan algoritam

za Tesavanje problema reci, a time ni za U. No, klasa U nije varijetet.

U radu [ MNS ] se navode tri varijeteta koji imaju osobinu da je problem
reci na drugom nivou resiv, a na prvom nije. Prvi varijetet je konaénog tipa (ima
konacno mnogo operacija) i ima konaénu bazu (definisan je sa konaéno Inogo
aksioma ). Drugi varijetet je konacnog tipa sa rekurzivnom bazom, s tim da defini-
cione jednakosti ne sadrze promenljive. Na kraju se navodi primer varijeteta koji ima
jednu konstantu, jednu binarnu operaciju i prebrojivo mnogo unarnih operacija. Taj
poslednji varijetet je zapravo nesto modifikovan primer koji je preuzet od Wellsa
(Wells, B., Pseudorecursive varieties and their word problems, Ph. D. thesis, University
of California, Berkley, 1982, str. 161). Posto je ovaj poslednji varijetet neuporedivo

jednostavnije definisan od prethodna dva, navodimo njega.

Primer 6.3 (Wells, videti [ MNS ]) Neka je V varijetet sa konstantom 0, binarnom
operacijom -, i prebrojivo mnogo unarnih operacija h,{n¢ N), koji zadovoljava sle-

dece identitete:

T-Yy=y-z, I-(y-z);(m-y)-z, T"O:O: $2=0:
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z-h,(y)=0 1 hn(hn(x))=}f'n{$)a za sve ne N,
h(hp(z))=0, za sve n#;{"ﬁElN,

hm, (ZT1:Z2... xmn_)-r.'(),

gde je {m, :n€ N} jedno rekurzivno nabrajanje ( recursive listing ) nekog nerekurziv-

nog skupa X. Tada varijetet ¥V ima neresiv problem reci na prvom nivou, a resv

problem reci na drugom nivou.

Jednakosna teorija, problem reéi i elementarna teorija

Kakva je veza izmedu problema jednakosne teorije i problema reci? U
opstem sluéaju iz ¢injenice da je problem reéi za V neresiv (na prvom ili drugom
nivou ) jos me sledi neodluéivost jednakosne teorije od V. Za primer mozemo uzetl
recimo varijetet svih grupa (W. P. I 1 W. P. II su neresivi, a jednakosna teorija je
odludiva ). Medutim, ta implikacija vaZl recimo za sve varljetete sa EDPC (vidi
[BP 82]). Da li vazi obratno? Da li iz neodlucivosti jednakosne teorije sledi neresi-
vost problema reéi na drugom nivou? U opstem slucaju ne sledi, jer neodlucivost
jednakosne téorije varijeteta V znaci da je problem reci za Fy(IN) neresiv, ali ta

algebra nije konaéno prezentirana u V.

Za kontraprimer koji potvrduje da iz neodlucivesti jednakosne teorije ne
sledi neredivost problema reci na drugom nivou, moZemo uzeti gore pomenuti Pri-

mer 6.3 {videti [ MNS ], str. 60).

RESIVOST

Th(V}e ia‘e [ Eq(V)
W.P.I} ji‘ ~W.P.II
EqV)e f: =W p.II
W.P.1 i = Th(V)

Shika 1
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Primer varijeteta koji pokazuje da 1z neodlucivosti elementarne teorije
ne sledi neresivost problema re®i jeste varijetet komutativnih semigrupa
(elementarna teorija je neodluciva, a W. P. I resiv). Da li obratno vazi? Da li iz
neresivosti problema reéi sledi neodiucivost elementarne teorije 7 Dal! Da bismo to
dokazali, problem reéi na prvom nivou ¢emo transformisati u takav oblik, koji ce
biti pogodan za razmatranje. U tom ekvivalentnom obliku W. P. I je mnogo slicnij

problemima elementarne, odnosno jednakosne teorije.

Problem kvazi-identiteta

Definicija 6.6 (i) Ako su ey, €2,..., €5, € identiteti na jeziku £, onda formulu

E1A €9 A...A €y =ezovemo kvazi - identitet. @ (L) je oznaka za skup svih kvazi - iden-

titeta na jeziku 4.

(ii) Neka je V varijetet na jeziku 4. Kazemo da je problem kvazi-
identiteta za V rediv (odludiv) ako je skup Q(V)=1{g1V &g, ¢ je kvazi-identitet na
£} odluiv. |

[

- Ono sto se moze dokazati jeste da za svaki varijetet, problem kvazi-identi-
teta je ekvivalentan sa problemom reci na prvom nivou (videti { Mal 581). U daljem

dajemo jedan dokaz te Cinjenice.

Glavna ideja dokaza te ekvivalencije je sledeca : Svakom ¢ € Q (4 ) pridruzu-
jemo uredenu trojku T(g)=(GY, RY, i?), gde je R? konacan skup identiteta, a ¢ g
identitet na jeziku £ o7, bez promenljivih. Pokazacemo da je problem da 1i kvazi-
identitet ¢ vaZ u svakoj algebri iz K ekvivalentan sa problemom da li identitet 7

vaii u algebri prezentiranoj sa (G% RY) u K.

U daljem neka je G “ ={90,91s---,Gn,---} beskonacan prebrojiv skup novih
konstantnih simbola (G~ N4 =9 ). Mozemo pretpostaviti da ako je (G, R) konacna
prezentacija, tada GeG . Neka je t=t(Zo,...,%, ) term €ije su promenljive iz skupa
{ To,...,T, ). Oznaéimo sa t(go,..., §,) term konstruisan iz ¢ zamenom svakog
pojavljivanja promenljive z; u ¢ odgovarajuéim simbolom g; (i€ {0, 1,..., n}).
Preslikavanje v skupa Eq (4 ) tj. identiteta na jeziku £, u skup Eq (K 5= ) definisemo

na sledeéi nacin: ako je t1=t1(%0,..., 25 ) i t2=1t9(%0,..., T,) onda
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v(t1=t2)=t1(go,.-, M)=i2(90:_~--= In)-
Drugim recima, preslikavanje v zamenjuje u datom identitetu svaku promenljivu
odgovarajué¢im konstantnim simbolom. Primetimo da je preslikavanje y definisano
sintakticki i da se term t(go,-.., §5 ) razlikuje od vrednosti ¢{ go,..., g, ] terma ¢

u valuaciji (go,..., In)-

Sada cemo definisati preslikavanje I koje svakom kvazi- identitetu

g€ Q(L) pridruzuje uredenu trojku (GY, RY, i7).

Definicija 6.7 Neka je g Q(K£) tako da je g=ejnegn...ne =€;€1,82,...,6p,
ec Eq(L)ineka je X={z;,, Ziy,-.., 4, },4;€ N, skup svih promenljivih formule
¢ Tada, neka je T(g)= (G% RY %), gde jo G {gig, Giprerr 8ip)
Ri={v(e;)lt=1,2,...,n},i%7=v(e).

0

Iz definicije preslikavanja T se vidi da je G QEG =, RgiEq (La?) i
i9¢ Eq(L57). Primetimo takode da je T' dobro definisano i da je "1-1"(do na
poredak formula e; u g). Dalje, T je na u sledecem smislu. Neka je (G, R) konacna
prezentacija, a i identitet bez promenljivih na jeziku L . Pretpostavimo da se
svaki simbol iz G javlja u identitetima skupa RU{1}. Tada postoji kvazi-identitet
7€ Q(L) tako da je T(q)=(G, R, i). Naime, ako je #={ry,...,r,} onda mozemo
definisati e=vy1(1), ek:-_T"l(rk), ke{l, 2,..., n}. Ako je g=eyjn...ne,=e,
onda I'(¢)=(G, R, 7).

Dokaz ekvivalentnosti se zasniva na slededoj lemi koja daje vezu izmedu

kvazi-identiteta ¢ i uredene trojke (G 7, RY, i7).

Lema 6.1 Neka je g€ Q(4£), © skup formula od £, i T{¢)= (GY RY i?). Tada
© ¢ akko © UR? ¥,

Dokaz.
Videti [ Ma 891.
[

Sada, za slucaj varijeteta mozemo dokazati gore pomenutu ekvivalenciju.

Teorema 6.1 Neka je © skup identiteta na jeziku £ i K=mod(©). Tada je problem

reci na prvom nivou za K ekvivalentan sa problemom kvazi-identiteta za K.
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Dokaz.

Neka je A univerzalan algoritam koji resava probiem reci za X na prvom nivou.
Treba da konstruisemo algoritam B koji za svaki g€ Q(AL) odlucuje o fome da li
je K =g ili nije. To je ekvivalentno sa pitanjem da li © g ili ne. Zbog prethodne

leme, za algoritam B moZemo uzeti sledece:
1. Konstruisati skup R? i identitet i7.
2. Koristedi algoritam A, odrediti da li je ©U R? }—i7?. (Vidi Napomenu 6.1)

3. Ako je odgovor u 2. DA, onda B daje odgovor DA. Ako je u 2. NE,
onda i B daje odgovor NE.

Obratno, neka je B algoritam koji resava problem kvazi- identiteta za K. Treba
da konstruisemo algoritam A, koji za svaku konacnu prezentaciju (G, R) u K i za
svaki identitet i od L bez promenljivih, daje odgovor da li je © UR|—1¢ ili nije.
Bez gubljenja opstostl moZemo pretpostaviti da se svi simboli iz G pojavijuju u

RU{i}. Tada, zbog prethodne leme, za algoritam A moZemo uzeti sledece:

1. Za prezentaciju (G, R) i identitet i konstruisati (vidi diskusiju posle
Definicije 7) kvazi-identitet g ¢ Q(L) tako da je T(g)=(G, R, i).

2. Koristeéi algoritam B, odrediti da 1i je © .

3. Ako je odgovor u 2. DA, onda A daje odgovor DA. Ako je odgovor u 2.
NE, onda A daje odgovor NE.

0

Posledica 6.1 Za svaki varijetet V, neresivost problema reci na prvom nivou

implicira neodlucivost elementarne teorije.

Dokaz.

Direktna posledica prethodne teoreme i Ccinjenice da za svaki varijetet V,
Q(V)ceTh (V). Naime, ako je W. P. I neresiv za V, onda je neresiv i problem
kvazi- identiteta za V, pa je skup Q(V) neodluciv. Posto je skup Q(V) odluciv
relativno u odnosu na Th (V), onda je Th(V') neodludciv.

O
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Zakljucak

6. Problemi odlucivositi

Sada moZemo kompletirati tabelu koja pokazuje medusobnu vezu problema

odluéivosti { Tabela 4 ), kao i tabelu koja daje kontraprimere za sluéajeve kada neka

implikacija ne stoji. ( Tabela 5).

ODLUCIVOST

= |Th(V)|Q(V) |[Eq(V)W.P.I W.P.I
Th(V)W DA | DA | DA | DA
Q(V)| NE /774 DA | DA | DA
Eq(V)] NE | NE [////] NE | NE
W.PI| NE | DA | DA [7ZZ] DA
W.PI[ NE | NE | NE | NE 777777
Tabela 4
ODLUCIVOST KONTRAPRIMER
Q(V) ATh(V) komutativne semigrupe
Eq(V) #Th(V) grupe
Eq (V) #Q(V) grupe
Eq(V) #W.P.1 grupe
Eq(V) AW.P. 1 grupe
W.P.1 #Th (V) komutativne semigrupe
W.P.IATh (V) komutativne semigrupe
W.P.I£Q(V) Mekler, Nelson,Shelah [ MNS ]
W.P. O AEq(V) Wels, [ MNS ] |
W.P.IIAW.P. I Mekler, Nelson, Shelah [ MNS |
Tabela &

U Teoremi6.1 dobili smo ekvivalentnu formu problema reci na prvom nivou

koja se uklapa u bp‘étu Semu problema odludivosti: treba odluciti da li neka recenica

pripada nekom skupu ili ne. U svojim radovima T. Evans daje drugi potreban i do-
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voljan uslov za resivost problema reci na prvom nivou { videti [ Ev 53]). Definise
se tzv. problem potapanja za varijetet K: Da li postoji algoritam za odlu¢ivanje da

li se konaéna parcijalna algebra moze potopiti u neku algebru iz K7 Moze se doka-
zati sledece:

Teorema 6.2 (Evans) Problem potapanja za varijetet K je ekvivalentan sa

problemom reci za K na prvom nivou.

Dokaz.
Videti [ Ev51], [Ev53]ili [Gr79].

Q

U radu [CM 87] je uspostavljena veza izmedu problema reci na prvom

nivou i nekih problema odluéivosti kod parcijalnih algebri.
6.3 Semigrupni pristup

Postoji nekoliko metoda dokazivanja neodlucivosti, medutim sve te metode

mozemc podeliti u dve grupe:

1. direkine metode, koje koriste najdublje rezultate teorije algoritama 1
rekurzivnih funkcija;

2. indirektne metode, koje koriste potapanja i interpretacije nekih osnovnih

neodlucivih teorija.

Naravno, indirektne metode su se pojavile tek posle rada na razvijanju
direktnih metoda (Godel, Church, Rosser, Turing). Dokazi druge vrste uglavnom
koriste potapanje prirodnih brojeva ( metoda Tarskog ) ili potapanje konacnih grafova
(Ershov i Rabin ). Na primer, u [ TMR 53] se koriste potapanja strukture (N, +, 1)
da bi se dokazala neodlucivost elementarne tebrije prstena 1 elementarne teorije
grupa. J. Robinson je takode koristila potapanje prirodnih brojeva da bi dokazala
neodludivost elementarne teorije polja. Grzegorczyk je koristio potapanje klase konac-
nih grafova za do'ka.Zivanje néodluéivosti elementarne teorije distributivnih mreza.
Rubinov rezultat o neodlucivosti teorije CA1 (monadickih algebri) u krajnjoj konsek-

venci takode koristi potapanje klase konacnih grafova.
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U literaturi takode postoji nekoliko dokaza neodlucivosti koji koriste rezul-
tat Posta i Markova o postojanju konacno prezentirane semigrupe sa neresivim
problemom reéi. Na primer, R. Maddux je u [Mad 80] iskoristio tu ¢injenicu da bi
dokazao neodlué¢ivost jednakosne teorije CA 3. Ova metoda se moze koristiti i u do-
kazu neodludivosti jednakosne teorije klase K, ako je IGs,cK<CA,, za 3=sa=w
(videti [ HMTII]). (Primetimo da je originalni dokaz Tarskog za «=4 duZi i koristi

pojamn pairing elemenata iz teorije relacionih algebri).

” Prenos” problema reci na prvom nivou

Sto se tice problema reéi za RA na prvom nivoy, lako mozemo dokazati
sledecu €injenicu (implicitno se moze nadi u [Mal70]).
Lema 6.2 Ako su K, i Ko klase algebri tako da je

(i)  KjcKo, -

(ii) svaka algebra iz Ko se moZe potopiti u neku algebru iz K,
onda se teorije kvazi-identiteta klasa K; i Ko poklapaju.
Dokaz.

Posto je Ky Ko onda jasno Q(Ko)sQ(K ). Obratno, ako je ¢ € @ (K, ), dokaZimo
da je ¢ € Q(K 5 ). Pretpostavimo suprotno, da ¢ € @ (Ko ). Tada postoji algebra A€ Ko
tako da je A ¥ ¢. Posto vaZ (ii), onda postoji algebra B e K, tako da se A moZe
potopiti u B. Ali B = ¢ i ¢ je univerzalna formula, dakle mora A = §to je kontra-
dikcija. Time smo dokazali i Q(Ky) s Q(K»). |

8

Na osnovu Leme 6.2 i ranije dokazane ekvivalentnosti problema kvazi-

identiteta i W. P. I (Teorema 6.1), imamo sledece:

Posledica 6.2 Neka su K; i Ko klase algebri tako da je K;<Ko i svaka algebra
iz K» se moze potopiti u neku algebru iz K. Tada su problemi reci na prvom ni-

vou za Kq 1 Ko ekvivalentni

Dokaz.
Direktna posledica Leme 6.2 1 Teoreme 6.1.

0
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Na primer, ako je K5 klasa semigrupa i K neka klasa algebri tako da kla-

sa. K1 nekih redukata algebri iz K zadovoljava uslove Posledice 6.2, onda K ima ne-

resiv problem reci na prvem nivou.

Kao posledicu Tvrdenja 5. iz [Ma 86] 1 Posledice 6.2 dobijamo sledece:

Posledica 6.3 Problem reci na prvom nivou za relacione algebre je neresiv.

Dokaz.

U Tvrdenju 5 iz [Ma 867 dokazali smo da se svaka semigrupa moze potopiti u semi-

grupni redukt neke relacione algebre. Dakle, ako za kiasu K; uzmemo klasu svih
semigrupa, a za Ko klasu svih semigrupnih redukata klase RA, onda na osnovu
Posledice 6.2 dobijamo da klasa Ko ima neresiv problem reéi na prvom nivou, a to

znacl da isto vazl 1 za klasu RA.

0

Jednakosna teorija i problem rec¢i na drugom nivou

Primetimo da se dokaz za P6.3 razlikuje od dokaza te éinjenice u [ Ma 86].
Tamo smo zapravo u Tvrdenju 17 dokazali jacu propoziciju: da je W. P. II neresiv
za klasu R A. No, vec je i ovo slabije tvrdenje, iskazano u Posledici 6.3, dovoljno da

dobiljemo nov, jednostavan dokaz teoreme Tarskog o neodiucivosti jednakosne teo-
rije RA.
Teorema 6.3 (Tarski) Jednakosna teorija klase relacionih algebri je neodluéiva.

Dokaz.
Na osnovu T'4.30 znamo da postoji algoritam kojim se za svaki kvaz - iden-

titet koji vazi na RA konstruise ekvivalentan identitet. Iz toga sledi da su problem
kvazi - ideﬁtiteta i problem jednakosne teorije ekvivalentni u siucaju RA. S druge
strane, u Teoremi 6. 1 smo dokazali da je za svaki varijetet problem kvazi - identite-
ta ekvivalentan sa W. P. I. Posto je u sluc¢aju RA problem reci na prvom nivou ne-

resiv ( Posledica 6.3 ), onda je i jednakosna teorija klase RA neodiuéiva.

i

Primetimo da se ovaj dokaz razlikuje od dokaza u [ Ta 53] iu [TG87]

Posledica 6.2 nam nista ne govori o problemu reéi na drugom nivou. Da bismo dobili
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rezultat o tome, potrebne su nam dodatne pretpostavke. Sledeca teorema nam daje,
u slué¢aju da je klasa Ko klasa svih semigrupa, nesto vise od Posledice 6.2. Takode,
naredna teorema uopstava metode koje su koriscene u [Ma 86] u slucaju varjjeteta

R A na bilo koji varijetet univerzalnih algebri.

Teorema 6.4 Neka je V varijetet na jeziku A, koji sadrzi binarnu asocijativou ope-

raciju *. Ako se svaka semigrupa moze potopiti u *— redukt neke algebre iz V, tada

V ima neresiv problem reci na drugom nivou.

Dokaz.

Oznaéimo sa SEM varijetet svih semigrupa. Znamo da SEM ima neresiv W. P. II.
Neka je S=Pgeam(G, R) Konacno prezentirana semigrupa sa neresivim problemom
rec¢i. Neka je T skup definicionih identiteta va;rijeteta,. V tj. V=mod(Z). Neka je vV
varijetet na jeziku L tako da je f};—mod(ZUR ), a F{( @) slobodna algebra od %

nad praznim skupom generatora. Konac¢no, neka je A redukt od F; (2 ) do jezika 4.

Nas cilj je da dokaZemo da je A konacno prezentirana aigebra u V sa nere-
sivim problemom reéi. Na osnovu Definicije 6.3 vidimo da je A=P (G, R). DokaZimo
da A ima neresiv problem reéi. Pretpostavimo suprotno tj. pretpostavimo da postoji
algoritam koji za svaki identitet u=v bez promenljivih, na jeziku L5, odlucuje da
li je AgEu=v. Tada bismo imali algoritam i za identitete na jeziku {+}\UG. No,
tada bi problem reéi za S bio resiv. Naime, mozemo dokazati da za sve idenfitete

u=v na jeziku {*} UG vaii siedece:

(1) SokEu=v akko AgkEu=v.

Dokazimo (1).

(«) AgkFu=v = Fp(08) Bu=v
- ViEu=v

(2) | = TUREu=v,

Pretpostavimo S H u = v. Zbog uslova teoreme, semigrupu S mozemo potopiti u
neku algebru B € V. Ako odgovarajuce elemente od G <S5 oznacimo istim simbolima

1 u B onda imamo

‘BG F=R ] ‘BG #‘IL=‘U.



6.9 Semigrupnt pristup 183

‘Ovo znaci da
Be EZUR ali B Hu=v
sto je kontradikcija sa (2).
(»). SgFr=v onda (a.socija.tivnost +R) Eu=v.
Posto I & asocijativnost, sledi da ZUR Fu=v.

Kako imamo da je A= Py(G,R), onda Ag EZ UR1 AgEu=v. Time smo doka-
zali (1), 5to znaéi da u sluéaju pretpostavke da A ima resiv problem reci -dobijamo

da bii S imao resiv problem reéi. Dobijena kontradikcija dokazuje tvrdenje teoreme.

1

Napomena 6.3 Naravno, postoje varijeteti V sa binarnom asocijativnhom operaci-
jom * tako da se ne moZe svaka semigrupa potopiti u *—redukt neke algebre iz V.
Na primer takav varijetet je varijetet svih grupa. Takode, postoje varijeteti V takvi
da se svaka semigrupa moze potopiti u » -~ redukt neke algebre iz V, ali » nije asoci-
‘jativna operacija na svim algebrama iz V. Na primer, za V moZemo uzeti klasu svih
grupoida.

il

Primetimo takode da uslove T64 moZemo oslabiti.
Teorema 6.5 Neka je V varijetet na jeziku £, koji sadrzi binarnu asocijativnu ope;
raciju *. Ako se neka konaéno prezentirana semigrupa sa neresivim problemom reci
moze potopiti u *-redukt neke algebre iz V, tada V ima neresiv problem reci na
drugom nivou.
Dokaz.
Videti dokaz T6.4.
L

Tako, T6.4 je trivijalna posledica T6.5 . Zasto smo ipak T6.4 iskazali 1 doka-
zali kao teoremu, a ne kao posledicu? Razlog je taj, 8to se u konkretnim slucajevima
koje razmatramo kasnije koristi upravo T6.4. Teskocéa koja se javlja prilikom namere
da se koristi T6.5 jeste cesto nedostatak instrumenata da se provere uslovi 16.5.
Semigrupe sa neresivim problemom reéi su "neuhvatljive” ba$ zbog nepostojanja

algoritma da se proveri koja dva terma predstavljaju isti element u semigrup.
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Samim tim , éesto je vrlo tesko dati odgovor na pitanje da li se jedna takva semi-

grupa moZe potopiti u =-redukt neke algebre iz datog varijeteta V.

Neki opsti uslovi pod kojima se data semigrupa moze potopiti u neku drugu
algebru (na bogatijem jeziku) slede iz poznate teoreme A. Maljceva o potapaniju

semigrupe u grupu.

Teorema 6.6 Semigrupa S=(95,') se moze potopiti u neku grupu akko S zadovo-

ljava sve kvazi- identitete na jeziku {-} koji su posledice aksioma grupa.

Dokaz .

(- ) Neka je ¢:5-G potapanje semigrupe S u neku grupu §. T ada, trivijalno, kako
su kvazi-identiteti univerzalne formule, S zadovoljava sve kvazi-identitete koje
zadovoljava .

(<) Oznaéimo sa T aksiome grupe, K varijetet grupa, i sa Diag(5) dijagram semi-
grupe S (tj. skup svih atomarnih formula i njihovih negacija na jeziku {-}US koje
vaze na 5). Neka je G =P g (5, Diag (5 ) ) tj. grupa prezentirana sa (S, Diag (S5 )).
DokaZzimo da je preslikavanje ¢:5-G definisano kao ¢(s)=s, za sve s€ §, traZeno

potapanje. Kako g ¢ = Diag (5 ), onda je ¢ homomorfizam, pa je ostalo jo§ da se

dokaze da je ¢ injekcija. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje elementi a, b€ §

takvi da:
(1) Sska-bali ggka=b.
Kako je G=Pg (5, Diag (S )5)i G5 = a=1b onda pﬁ D6.3 (1) sledi da

rUDiag (S ) a=b,
tj. zbog potpunosti jednakosne logike U Diag( 5 ) — a= b. To znaci da postoji
kona¢no mnogo identiteta €3, €g,..., €, na jeziku {- } U S bez promenljivih, takvih da

Diag (S ) ejrnegn...ne, i S (ejaean...ne, ) =2a=b.

Zbog uslova teoreme imamo da tada

Ss = E1AE2A...AEp =a=b,
pa posto Sg = Diag (5 )1 Diag (S ) eynegn...ne, dobijamo Sg E a=b,3to
je kontradikcija sa (1). Time smo dokazali da je ¢ injekcija, pa se S stvarno potapa

u grupu §.
0
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Primetimo da se T6.6 lako moZe uopstiti i za slucaj proizvoljna dva varije-

teta Vi K, gde je jezik £ varijeteta V podskup jezika £ o varijeteta K,

Teorema 6.7 Neka su Vi K varijeteti na jeziku A5 odnosno L5, takvida'je £L;c45.
Tada se algebra A€ V moZe potopiti u neki (£;-redukt) algebre iz K akko A zado-
voljava sve kvazi- identitete na jeziku £, koji su posledice definicionih identiteta

- varijeteta K.
Dokaz.
Analogan dokazu T6.6.

0o

Potapanje jedne algebre u drugu igra znacajnu ulogu u problemima odluéi-

vostl. Stoga cemo se zadrzati jos malo na ovim pitanjima.

U vezi sa teoremom Maljceva

Ovaj deo teksta sadrZi jedan zanimljiv pristup problemima potapanja. Iz
dokaza teorema éitalac se upoznaje sa novom metodologijom i idejama koje vode ka

resavanju opstijih problema ovog tipa.

Autor ovog dela teksta je profesor Slavisa B. Presié. Zbog celovitosti teksta
ponovljene su neke definicije iz ranijih delova knjige. Napomenimo, da se u ovom

tekstu umesto naziva identitet koristi naziv jednakost (jednakosna formula ).

Ukratko iz jednakosne logike

Neka je £ neki tip (jezik )algebri i X skup promenljivih . Sa T, (X)
oznacavamo skup svih odgovarajucih termova (videti D7.13). Tzv. jednakosna logika

jezika L je formalna teorija cije
Formule su reci oblika T4 =T5, gde T1,T9€ Tz (X)
Aksioma je svaka formula oblika 7=T

Pravila izvodenja su (4, B,... su ma koji ¢lanovi skupa T, (X))

: A=B A=B B=-C
(Sim ) B4 ( Tranz) T-C
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Ay=By,..., Az =B,
F(Ay,..., A )=f(By,..., B)
gde je f€ £ ma koji operacijski znak duzine %
A=Blzy, z5,...]
A=B[ty,tq,...]

b

(Saglasnost=sa f) -

(Pravilo o promenljivoj)

gde su zy, Z9,... neke od promenljivih koje ucestvuju u identi-
tetu A=B, a iy, t9,... su njihove "zamene”, ma koji clanovj jz
T, (X).(Znaéi, po ovom pravilu promenljive se smeju zamenji-

vati ma kojim termima.)

Pojmovi dokaz, dokaz iz hipoteza se definiSu na uobicajen nacin. ( Definiciju jednakos-

ne logike videti u Dodatku ove knjige.)

Vazan slucaj upoznajemo najpre na jednom primeru.

Primer 6.4 Date sﬁ .sledeée hipoteze
gx(y*z)=(z*y)*xz, arb=c, b*c=d, c*c=c,

gde su a, b, ¢, d znaci konstanti ( tj. opera.cijski znaci duzine 0). Na osnovu njih se
lako dokazuje jednakost a *d =¢. Evo jednog dokaza ( koji se dopunom detalja lako

moZe pretoéiti u pravi formalni dokaz u jednakosnoj logici).

a*d=a+(b+xc) jer brc=d je hipoteza

=(a*b)*c  po asocijativhom zakonu,
=C*C jeraxb=c,
=C Jer c*c=cC.

Dobijeni zakljuéak napisimo i ovako:
cx(y*z)=(z*y)xz, asb=c, brxc=d, c*c=c — ard=c.
Primetimo, §to je bitno, da se hipoteze dele u dve grupe:

Jednakosti e *b=c, b *c=d, c xc=c sadrZe samo konstante i te konstante
su " nove” u odnosu na preostale hipoteze (tj. ne ucestvuju u njima ), §to

je ovde samo jednakost zx( y*z)=(z*y)*z.

Blagodareci toj okolnosti moZzemo ovako redi:
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Uz hipotezu z+(y*2)=(z+y)*z, za ma koje elemente ¢, b, ¢, d vaii:

Ako vaze jednakosti a*b=c, b ~c =_d, c¥c=c, onda vaZ jedna-

kost axd=c. | .

| Drugim rec¢ima, intuitivno mozemo smatrati da:

Na osnovu hipoteze z*(y*z)=(z+y)*z je dokaziv kvazi-identitet
A+*B=C A~ B«C=D A CxC=C=>A+D=C,

gde su A, B, C, D promenljive.

Taj primer je naveden da bi se lakse shvatio smisao naredne definicije:

Definicija 6.8 Neka su date izvesne jednakosti = na jeziku £ i na istom jeziku

uocimo kvazi-identitet

(*) t1=Ty A.conty=Tg=t=T
Eijé su sve promenljive zq, 52,..., z,. Neka su ap,..., @, u odnosu na & neke nove
konstante. Zamenimo u ¢4, T4, ..., tx, Tk, t, T promenljive z;, z3,..., , redom sa
ay,..., 4. Neka tako nastanu termi ¢1, 75, ..., tx, Tx, t, T . Tada kaZemo da je
kvazi-identitet (*) jednakosna posledica jednakosti X ukoliko vaZi ovaj "sled”

T, t1=TY7, ..., tz=T¢ =T .
[

Lep primer te vrste je kad Zelimo da iz aksioma grupe
AxGr z*e=z,z+z l=¢,zx(y*z)=(z*y)*2
izvedemo zakon skracivanja:
I*Y=I*xz=>Y=2.
U duhu upravo recenog valja ovako postupiti
Po¢i od hipoteza:
AxGr 1 jednakosti a*b=c

gde su a,b, ¢ dogovorno znaci konstanti (koji ne uc¢estvuju u jeziku grupe )
1 onda dokazati jednakost b=c.
Naravno, u praksi koristimo taj postupak {doduse bez isticanja nekih logickih de-

talja ).
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Slobodna algebra jezika 4. nad jednakostima Z.generisana skupom I

Reé dve o tom uobicajenom pojmu, zbog veze sa ostatkom teksta.

Neka su dati operacijski jezik £, skup T izvesnih jednakosti (algebarskin

zakona ) i skup T izvesnih znakova konstanti.
Tada odgovarajuéa slobodna algebra 9";' (T) kratko se moze ovako opisati:
U skupu T« (T) svih konstantnih (tj. bez promenljivih) termova gradenih
iz £ i T uocimo relaciju p
t1pts akko T(Tg(T)) - t1=ty

'tj. t; je u relaciji p sa to upravo ako jednakost t; =iz jednakosno sledi iz
zakona T interpretiranih na skupu T« (T') (to znaci promenljive "trée” po

tom skupu ).

Lako se dokazuje da je p relacija ekvivalencije saglasna sa svim operacij-

skim znacima 1z £.

Odgovarajuéa koli¢nicka algebra, ¢iji clanovi su oblika ¢ / o tj. klase ekvi-

valencije, je pomenuta slobodna algebra 9-'5(1‘)

Za tu algebru je bitno da se u njoj, slobodnije receno, poklapaju pojmovi ” vazivosti”

i dokazivosti. Naime, ma koja jednakost u toj algebri je ”gledljiva™ u obliku

izraz; (ay/e, 69/0,..., 8 0 ) =izrazg (b1 /e, ba,---; bi/e)
ede su izraz; , izrazo ma koji izrazi (termi) jezika £, s tim da njihovi osnovni sastav-

ci (tj. term - jedinke ) su izvesne klase

ﬂ'l/pn aZ/p:"': ak/p: bl/pj 62:"': bf./p

gde aqy,---, ak., by,..., by su ¢élanovi iz I. Medutim, po definiciji slobodne algebre

gornja jednakost je ekvivalentna sa ovom

izrazy( 81,..., ax)/e=immaza( by,..., 4;)/ ¢
i to najzad sa ovim ”sledom”

S(Tc(T))  izraz;( ay,..., 6 )=izrazg( by,..., b7).
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" :odnakosti i razliitosti imaju zajednicki model ?
-jedlies=2=s =

aSu date ove jednakosne hipoteze
" a=b,c=a,d=b,

;th jos i ova "razliCitost” ¢ »d (znaci Jednakosnu Jogiku prosirujemo dopustajuci
gce i razli¢itosti). Da 1i ukupan skup hipoteza

%;5 a=b,c=a,d=b,c=d

% model 7 Odgovor je ne , jer u tom primeru
}

A Na osnovu datih jednakosti se jednakosno 1 izvodi jednakost ¢ =d koji "se svada”

’“ ~ sa jednom od datih razlicitosti, odnosno bas sa razli¢itoscu ¢ = d.

# mJe mogla da nastupi takva "svada” 7 E, onda jedan odgovor daje sledede

h"r*ﬁ-!-

53,] no tvrdenje.
E

rema 6.8 (Jednakosti i razlicitosti 1ma.]u model )

E#- :

4 Neka je Z skup nekih jednakosti na jeziku £, i neka je Raz skup izvesnih
f‘é’itosti oblika ¢y = co gde su ¢3, ¢o (iz &) znaci konstanata. Tada skup ZURaz
-;""fnodel ako 1 samo ako

0

- Iz jednakosti T jednakosno ne sledi nikoja jednakost cq=co pri ¢emu razliCitost
i
H3
L
{'

er (-9) je trivijalan.

. e1= co€ Raz.

&

o

Neka va#i (¢). Iz jezika £ pokupimo sve konstante i tako napravimo skup
T'. Recimo, pominjani cy,co su njegovi ¢lanovi. Dalje, napravimo slobodnu
algebru 9-'_-;" (T). Tvrdimo da je ona model za EIURaz. Za X jeste po svojoj
definiciji. Uo¢imo ma koju razlicitost

C1= Co
iz Raz. Da bi smo dokazali njeno vazenje u ?"ZL (T ) pretpostavimo suprotno,
t].

ci/o=ca/e
5to je ekvivalentno sa £  c¢j=ca. Dokaz se zavrsava jer smo stigli do

suprotnog od ().
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Navodimo jedan primer primene koji je veoma opste prirode,, odnosno koj
sadrzi citavu novu metodologiju ( vedim delom Maljcevljevu ).
Primer 6.5
Da li se grupoid § =(G, +) odreden tablicom
+| a b ¢
al & b ¢
bl b a ¢

c C c a

moze potopiti u dvo-grupoid jezika { =, A} koji zadovoljava ove zakone.
: z+(yAz)=yA(z*z), (zey)A(u=*v)=(z8y)*(udv)?
(Dvo-grupoid koji zadovoljava i Z zvacemo I -algebra.)

Primetimo da su grupoid & i zakomi I izabrani skoro sluc¢ajno, jer oni nisu bitni za

videnje osnovne ideje.

Rasudivanje: Recenica

(Maljcev 1) G se moZe potopiti u ﬁeku > - algebru
je logi¢ki ekvivalentna sa

(Maljcev 2) G se moZe profiriti u neku T -algebru,

gde prosiriti znaci dopuna skupa G novim ¢lanovima, " naddefinisanje” operacije * 1

definisanje nove operacije A.

Medutim , dalje reéenica (Maljcev 2) je ekvivalentna-to je najbitnij deo - sa re¢enicom
(Maljcev 3) Skup ovih jednakosti i raziicitost:
(Deo 1) axa=b, a*b=b, a*c=c
| bxa=b, brb=a, bx*c=c
cta=¢, c*xb=c, c*c=a
(Deo 2) a=b, a=c, b=c
(Deo 3) i*(yﬂz):ya(z*z) |
(z+y)a(urv)=(z8y)*(uvAv)

ima bar jedan model.
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Primetimo da je ( Deo 1) skup jednakosti koji opisuje tablicu datog grupoida
G. To je tzv. pozitivni dijagram, u oznaci Diag+(4). (Deo 2) izrazava razlicitost
¢lanova datog grupoida. { Unija delova 11 2 je tzv. dijagram tog grupoida. Slicno se
uvodi pojam pozitivnog dijagrama i dijjagrama za ma koju algebru nekog jeziﬂku A 1 na-

ravno u ¢itavom ovom izlaganju (u duhu Maljceva ) ti pojmovi imaju najveci znacaj. )
Tako smo ofigledno dosli "u blizinu” T6.8. Na osnovu njega dokazacemo

sledecde tvrdenje Maljcevijevog tipa.

Teorema 6.9 Grupoid §=(G, ») se mozZe potopiti u neku T algebru akko vaZ:

(Maljcev 4) Taj grupoid zadovoljeva svaki, na jeziku { =}, kvazi-identitet kojy
je jednakosna posledica 1 Z.

Dokaz.

Smer (- ) je trivijalan. Da dokaZemo smer (<) podimo od (Maljcev 3) i dokazimo

da skup jednakosti i razlicitosti
(&) (Deo 1) U (Deo 2) U (Deo 3)
ima bar jedan model.

Pretpostavimo suprotno. Po T6.8 to znaci da iz jednakost1 u (& ) sledi neka jednakost
cy=co koji "se svada” sa nekom razlicitoséu iz (Deo 2) (tj. i ¢y 1 ¢o su medusobno
razliciti ¢lanovi polazne algebre ). Da bismo odmah uvideli i opsti slucaj uo¢imo onda

ovaj "sled” (data algebra je ovde grupoid &)
Diag,(date algebre) U T }— ¢cy3=co

koji je onda tacan. Zamisljeni dokaz jednakosti ¢, =co bududi da je konelan sadrz

samo konaéno mnogo ¢lanova iz Diag. Recimo, to su ovi (namerno navodimo kao

da je opsti sluéaj):
ay*by=dy,..., 0 *bp=d.

Sledstveno imamo.ova,j jednakosni sled
S,a1*by=dq,...,ap*bp=dy —cy1=¢g

Bududi da aq, by, dy,..., Gg, bx, dz,€1, ¢o Ne pripadaju jeziku {+,A} to na osnovu

- D6.8 zakljuéujemo da iz I sledi kvazi-identitet
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Al*.Bl=Clh...f\Ak*Bk=> C]_==C2

gde su A7,...Co promenljive. Po uslovu (Maljcev 4 ) polazna algebra mora da zado-
volji tu formulu. Dokaz ée se zavrsiti ako dokaZemo da je to nemoguce. Zaista,

uoéimo ovu zamenu promenljivih
Al—}ﬂl, Bl—)bl, Dl—}d]_,... Ak—J'Gk, Bk_)bk! Dk—}dk, Cl—}cl, Cg—)ﬂz.

Taj kvazi -identitet ne moze vaZiti u toj tacki jer u polaznoj algebri vaZe sve jedna-
kosti ay *by=dq,..., ax *by=dz ,ali, uz to, vaii i razlicitost ¢y = cp. Kraj dokaza.

O

Zakljucak

Nije tesko videti da prethodno izlozeni dokaz wuopite ne zavisi od
posebnosti date tablice, tj od date algebre kao ni od naloZenih zakona
5. Sledstveno skoro ponavljanjem gornjeg dokaza dobija se dokaz ovog opsteg stava

Maljceva:

Teorema 6.10 Neka je A algebra jezika A i neka je T skup izvesnih jednakosti na
izvesnom Sirem jeziku £’. Tada, algebra A se moZe prosiriti do neke Z-algebre ako

i samo ako algebra A zadovoljava ovaj uslov:

Ona zadovoljava svaki, na jeziku £, kvazi-identitet koji je jednakosna

posledica jednakosti Z.

Jedan poseban, ali istorijski veoma vaZan slucaj je kada je A data semi-

grupa, a X Su aksiome grupe.

Neke posiedice

Teorema 6.4 nam omoguéava da dobijemo Citav niz rezultata o neodlucivosti
na uniforman nacin. Na primer, ta teorema daje rezultate o nercsivosti problema

re¢i na drugom nivou za neke klase koje su dobijene iz algebri binarnih relacija.

Neka je O neki skup operacija definisanih nad binarnim relacijama. Kao
u Glavi 5, sa Ref(Q) oznaéavamo klasu svih algebri izomorfnih algebrama ¢&iji -
elementi su binarne relacije nekog skupa S, a skup fundamentalnih operacija je Q.

Elemente klase Ref(Q) zovemo algebre binarnih relacija ( sa skupom operacijo Q).

1
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Teorema 6.11 Neka je Ref(0) klasa svih algebri binarnih relacija sa skupom
operacija Q, gde O sadrza operaciju kompozicije dve relacije ( © ). Tada varijetet
HSP(Ret(Q)) ima nerediv problem reci na prvom i drugom nivou, kao i neodlucivu
elementarnu teoriju.

Dokaz.

Posto operacija © kompozicije dve binarne relacije asocijativna, onda da bismo mogli

primeniti prethodnu teoremu, dovoljno je dokazati da se svaka semigrupa moze

potopiti u o - redukt neke algebre iz Rel(Q).

Neka je S neka semigrupa. Posto se svaka semigrupa moZe potopiti u
semigrupu sa jedinicom, mozZemo pretpostaviti da S ima jedinicu. Za sve $€S§
definisemo p,={(z, z-s) | € S}. Preslikavanje Y:s-p, jeste trazeno potapanje
semigrupe S u o redukt algebre (P ( 52), 0)izRef(Q). ¥ je"1~1" jer S sadrii

jedinicu, a da je ¥ homomorfizam, dokazuje se direktnom proverom.

O

‘Tako, Teorema 6.5 nam daje neresivost problema re¢i i problema kvazi-

identiteta kao i neodluéivost elementarne teorije na primer za sledece klase:
a) semigrupe binarnih relacija (Q=1 1);
b) involutivne semigrupe binarnih relacija (O ={o ,_1 });
c) (reprezentabilne) relacione algebre Tarskog (Q={U,MN,-, 0 ThAY);
d) relacione algebre Jonssona (Q={M, o TLA);

e) Kleenejeve algebre (0={U,2, o, a, "t e}
i tako dalje. ( Neke od njih nemaju specijalno ime, recimo za Q={U, o} ili

Q={m: © })

Pomocu Teoreme 6.4 mozemo dobiti nov dokaz za neke klasiéne teoreme

o neodluéivosti. Na primer, mozemo dokazati sledece:
Teorema 6.12 a) Problem reéi na drugom nivou za prstene je neresiv.

b) Elementarna teorija prstena je neodluéiva. ( Tarski)
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Dokaz.

a) Poznato je (videti [Ku63]) da se svaka semigrupa moze potopiti
u multiplikativni redukt nekog prstena. Na osnovu Teoreme 6.4 dobijamo neresi-

vost W. P. II.
 b) Iz neresivosti W. P. II sledi i neresivost W. P. I, pa zbog Posledice 6.1
dobijamo neodluéivost elementarne teorije prstena.
- ,
Napominjemo da originalan dokaz ¢injenice b) koji je dao Tarski , koristi
potapanje strukture prirodnih brojeva. C‘ihjeﬁicu a) iz prethodne teoreme mozemo

iskoristiti da dokazZemo sledece:

Posledica 6.4 Neki varijeteti modula imaju neodluéivu jednakosnu teoriju.

Dokaz.

Poznato je da se svaki prsten R =(R,+,-,0) moie posmatrati kao X -modul
1M=( Rs+:':01(fr)rE.R): gde Je f,.(.’[?)=1"'$-2’.& sve T€ K. |

Posto se svaki prsten moZe potopiti u prsten sa jedinicom (videti [Ku63])
mozemo pretpostaviti da R ima jedinicu. Svakoj jednakosti medu recima koje od

operacijskih simbola sadrze samo mnoZenje, odgovara jedan identitet u M:
R = &1 Go ... an=blb‘2 “ e 6m akko

M hvm(falfag fan(x)szlsz-” fbm(x))*

Ako specijalno za R uzmemo neki prsten sa neresivim problemom reci (videti
Teoremub6.6 a)), onda de jednakosna teorija odgovarajueg modula A1 biti

neodluéiva. Isto vaZi i za jednakosnu teoriju varijeteta HSP( M ).

G

Upravo ideja iz dokaza Posledice 6.4 moze se iskoristiti u slucaju Kleene-

jevih 1 dinamickih algebn.

Kleenejeve 1 dinamicke algebre

Pojmove Kleenejeve i dinamicke algebre smo definisali u 5. delu knjige

( D5.6 odnosno D3.11).Na osnovu T6.4 mozemo dokazati sledece:
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Teorema 6.13 Problem reéi na drugom nivou za varijetet Kleenejevih algebri je

neresiv. Isto vaZi za varijetet *- slobodnih i *- slobodnih Kleenejevih algebri. Ti varij-

etetl imaju i neodlucivu elementarnu teoriju.

Dokaz.

Neka je O={U,0, o ,4,~1,"°} Tada, klasa svih Kleenejevih relacionih algebri
jeste klasa Ref(Q) iz Teoreme6.5. Klasa svih Kleenejevih algebri jeste
HSP(Ret(Q)). Tako, nase tvrdenje sledi iz Teoreme®.5.

O

Nas cilj je sada da prenesemo rezultate neodlucivesti sa Kleenejevih algeb-
ri na dinamicke algebre. Iz Teoreme 6.7 znamo da postoji Kleenejeva algebra Ko sa
neresivim problemom reci. Prva ideja koja se namece jeste da se posmatra neka din-
amicka algebra B=(Bo,F,(a€Ko)) tj. neka dinamicka algebra sa operatorima koji
su indeksirani elementima te Kleenejeve algebre X,. Ali, iz dokaza Teoreme 6.7
je jasno, da ta Kleenejeva algebra K, nije Kleenejeva relaciona algebra. Za takve
apstraktne Kleenejeve algebre ne znamo kako treba definisati operatore F,(a€ Ko )
tako da vaZe uslovi Teoreme 5.21, tj. tako da B postane dinamicka algebra. Zato,
ako hocemo da iskoristimo neresivost problema reci za Kleenejeve algebre, onda to
moramo ¢initl na drugi nacin.

Teorema 6.14 Neki varijetet: dinamickih algebri imaju needluciva jednakosnu

teoriju.

Dokaz.

Neka je 'S neka semigrupa sa nerecivim problemom reci, S =Pspar(G, R). Bez

gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da S ima jedinicu e. Neka je
Te(S)={fs)3€8, [, je leva translacija u 5} ,(f,(z)=5'2,Vzre S)

Tada je S 2(S)=(Tr (5), o ) semigrupa koja je izomorfna sa S. Neka je G'=
={/y:9€ G'}. Znamo da svaki element iz 7'r(5) oblika fo, 0 fz, 0...0 f,  za neke
T1,29,...,Z5 € G, jer je G’ skup generatora za T 2{(S). Takode, ako

3:1:1:2:---:In:yhy2:---:yk€G 1 Z1Z9...85,=Y1¥9,-..,Yr€E R

onda odgovarajuci identitet fz, o fz, 0...0 foo =f 0 .. 0 Ty, vad w Te(S).
Zbog izomorfizma semigrupe S i T 2( S5 ), skup |
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R’={f:rl°fa:2ﬂ'-“ nfz:n=fy1° ___nfyk : zl“'xn:yl”'y’kE R}

jeste skup definicionib relacija za J'2(5 ). Semigrupa J2(5) je ustvari prezentira-

na sa (G’, R’) i ima neresiv problem redi,

Posmatrajmo sada u Kleenejevoj relacionoj algebri X (S ) podalgebru gene-

risanu sa I'r (5 ). Oznacimo tu algebru sa ¢ (S ). Primetimo da je ¢ (5) generisa-
no i skupom G’,pa je T2(S) konacno generisanoc. Medutim, ne znamo da li je

¢ (5) konaéno prezentirana u varijetetu Kleenejevih algebri. Zato nema smisla

postaviti pitanje resivosti problema reci za ¢ (S ).

Medutim, mi mozemo posmatrati samo one elemente iz ¢ (S) koji su u
T2(S). Ako su dve reci Jzi0fzq0..0fy i Jyi0Fyg---© [y, 12T7(5), jednake
uJz(S5), onda su one jednake i u ¢ (5 ) i obratno. Tako, ne postoji algoritam koji

bi za bilo koje dve reci
Jz10fz90-c-0fa,s Jyi0fyp0 . 0fy; (24,9;€G)
odlucivao da li je
W(S)G E foy©fap® e 0fua, = fy10fyg.ofy,
ili nije, jer to vaz akko
Te(S)e fzy0fag®eota =Ty 0 yp0 0 Sy
a w ¥2(S5) takav algoritam ne postoji.
Konstruisimo sada, polazeci od Kleenejeve relacione algebre
p(S)=((S),U, 8,0,4,77,7)
multi- unarnu poli-algebru
n(S5)=(8, Bo(oc &(5))

gde za unarne poli -operacije E,:8 - P(§) uzimamo R, ={ye §| (z, y)¢€ o}. Zbog

Teoreme 0.21 mi znamo da je algebra
D(S)=Cm(n(S5))=(P(8),U,N,~, 0,5 K, (0cp(85))

dinamicka algebra. Naravno, preslikavanja B ,:P(8) » P(S) su definisana kao
R (X)={yeSI(3ze X)(z, y)e o).
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Posto je G'c¢(S), onda za sve f,€G’, Rfy je operator u D(5). Takode, svaki
ﬁfxl o ﬁfﬁz 6...0 ﬁfin (fz;€ G') jeste operator u D(5 ). Zbog akSi{}I‘ile (iit) u
definiciji dinamicke algebre (Def.5.11) i zbog {injenice da je S= T2 (S ) imamo da
za sve X €85 vaii
(Rfﬂ?lﬂ'”DRf-'Bn)(X)=Rf310"'szn(X)=Rf$1---$n(X)'
Zbog toga, ako je S Ez21%5...2, =¥1¥2...7 onda
g't(s)(;” l= f.'c:l Df:cg o ... szn = fyl © fyg 0...0 fy;c
paje D(S) FHy . (X)=ERp . (X)
Obratno, ako S H 2129...2,=yi¥2...¥%, onda
| g't(S)G" #lezg...zn=fy1y2...yk-
Tako ni identitet szyvz ...a:,,,(X) = Rfvwz . (X) ne vazi u 'D(,S) jer
ﬁlezz___zﬁ({e})={y€Sll(e: y)ef:nlzz...zn}={$lz2"'zn}
Efyly2 ___yk({e})={ye Sl(ﬂ, y)E fylyz...yk}"—“{ylyE"*yk}-
Dakle, za sve 24,25,...,2,,¥1,¥2,---,¥2€G |

ScEZ1T0...3,=Y1¥2...Yr akko

D(S) hﬁle___%(xpEfy_l___yk(X).

To znaci da ne postoji algoritam koji odlucuje o tome koji identitet vazi uD(S)a
koji ne. Tako, D (5) ima neodluéivu jednakosnu teoriju, pa i varijetet HSP{ D(S))

ima neodiucivu jednakosnu teoriju.

i
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7DODATAK
Elementi univerzalne algebre

Mozemo reéi da je Univerzalna algebra (kao deo Algebre) nastala
tridesetih godina ovog veka zahvaljujuci, uglavnom, nekolicini matematicara koji su
uoéili zajednicke koncepte, konstrukcije i rezultate u prividno nezavisnim oblastima
algebre, a pre svega u teoriji grupa, prstena i polja. Potreba za izgradnjom jedne
 sveobuhvatne teorije pojavila se naroito posle objavljivanja radova matematiCara
" AN. Whitheada, E. Noether, W. Krulla, B.L. Van der Waerdena, E. Artina i drugih.

Jedna od mogucih realizacija te ideje o sveobuhvatnoj teoriji jeste univerzalna algebra.

Prvi rezultati iz uﬁiverzalne algebre dobijeni su u radovima G. Birkhoifa
o slobodnim strukturama, o mrezama podalgebri i varijeteta. Za kasniji razvoj univer-
zalne algebre zasluzni su mnogi, a pre svega matematicar G. Gritzer, P. Cohn,
" B.Jénsson, C.S. Peirce . Nov zalet razvoju univerzalne algebre dali su rezultati 1Z
logike koji su dobijeni u radovima L. Lowenheima, T. Skolema, K.Godela a kasnije 1

A.Maljceva,L.Henkina, A. Robinsona,D.Monka i A.Tarskog.

Na ovom mestu mi ¢emo izneti samo nekoliko najosnovnijih pojmova i

- konstrukcija univerzalne algebre.
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Izomorfizam 1 homomorfizam

Pre nego 5to definisemo pojam izomorfizma, napomenimo da cemo u daljem
tekstu stampanim velikim slovom oznacavati nosac algebre, a odgovarajucim pisanim
velikim slovom samu algebru. Tako, ako drugacije nije naglaseno, podrazumevacemo

da algebre A ,B,C,D,¢& ... imaju redom nosac¢e A,B,C,D.E ....

Definicija 7.1 Neka su A 1 '8 dve algebre istog tipa ¥ . Tada za funkciju ¢:A-B
kazemo da je izomorfizam iz A u B ako je ¢ bijekcija iz A u B 1 za sve fe S,

81,89 ,...,8, € A Vail

‘P(fﬂ( ala-a:Zr"-:an))=f-B(‘P(al)a¢(a2)='"a‘|’(ﬂ'n))-_-

KaZemo da je A tzomorfna sa B (u oznaci A="B) ako postoji izomorfizam iz A u B.
Cinjenicu da je ¢ neki izomorfizam iz A u B cemo zapisivati kao "9: A 5B je

1zomorfizam ”.

U

Primetimo da ako je A =B, onda va%i i B= A, tako da je opravdano u
tom slucaju reci ” algebre A 1B su izomorfne 7. Kako je kompozicija bijekcija ponovo

bijekcija, zakljucujemo da iz A=B 1 B=C sledi A=C.

I

Pojam izomorfizma je jedan od fundamentalnih pojmova algebre. Fo
siroko prihvacenom misljenju, zadatak algebre je izucavanje onih osobina algebre
(tzv. algebarskik osobina ) koje su invarijantne ( nepromenljive ) u odnosu na izomor-
fizme. Algebristi Cesto ne prave razliku medu izomorinim algebrama. Naravno, izo-
morfne algebre ne moraju biti pofpuno iste, njihovi elementi mogu imati razlicite
(unutrasnje ) osobine, ali te osobine su na ”niZzem nivou ” i izomorfizam ih ” ne oseca ™.

[zomorfne algebre imaju iste algebarske osobine i u tom smislu treba shvatiti i frazu

sednaks do na izomorfizam.
Do homomorfizma dolazimo ” oslabljenjem” pojma izomorfizma.

Definicija 7.2 Neka su A i B dve algebre istog tipa . Za preslikavanje ¢:A-B

kazemo da je homomorfizam iz A v B ako za sve f€ S, , a;,a9,...,a,€ A vaii

o (/2 (ay,0z,.,82))=F Blo(a1), 0(a2),,0(an)).
U tom slucaju piSemo ” ¢: A-"B je homomorfizam”. Ako je pored toga ¢ i sirjekcija,

onda za B kaZemo da je homomorfna slikaod A, a za ¢ kazemo da je epimorfizam.



201

7. Dodatak - Elementi univerzalne algebre

Ako je homomorfizam ¢ preslikavanje "1-1” onda za ¢ kaZzemo da je monomorfizam
ili potapanje. A se potapa u B ako postoji monomorfizam A u B. U slucaju da je

A="8, homomorfizam ¢ zovemo endomorfizam, a ako je ¢ izomorfizam, zovemo ga

automorfizam.
| i
Teorema 7.1 Neka su ¢:A-B, ¢ :B8-C homomorfizmi. Tada je kompozicija ¢ o¢

‘homomorfizam iz A u C. Ako su ¢ i ¢ izomorfizmi, onda je 1 ¢ o¢ izomorfizam.

Dokacz.

Sledi direktno po definiciji homomorfizma i izomorfizma.

0

Podalgebre i poduniverzumi

Definicija7.3 Neka su A1 B dve algebre istog tipa F. Za B kazemo da je podaigebra

od A (u oznaci A < B) ako je BA i sve fundamentalne operacije algebre B su
restrikcije odgovarajuéih operacija algebre A, tj. za sve funkcijske simbole fe I,
vaZi f‘B =f A 5™ . Poduniverzum od A jeste svaki podskup B skupa A koji je zatvoren
1 odnosu na fundamentalne operacije algebre A, tj. ako je fe g:'n , G1,89,...,86,€ B

onda je FA(ay,69,...,a,) €B.
i

Naravno, ako je B< A, onda je B poduniverzum od A jprazan skup moze
da bude poduniverzum ali nikad nije nosa¢ podalgebre. Ako A ima konstante, onda

ih svaki poduniverzum od A sadra.

" Oznaéimo sa Sub(A) skup svih poduniverzuma od A. Tada se moze dokazat:

sledeca teorema:

Teorema 7.2 Parcijalno ureden skup Sub (A )= (Sub( A),c) je kompletna mreza.
Dokaz.

Nije tesko videti da za B,C¢ Sub(A ) vai:

inf({ B,C'})=BNC i sup({B,Cl})=ﬂ{DE Sub(A)| BeD A CcD}.
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Moze se dokazati da je infimum neprazne familije poduniverzuma presek te familije,

dok se supremum dobija kao presek familije onih podﬁniverzuma, koji sadrie sve

elemente date familije, tj. ako je I=©, A;€ Sub(A), onda

inf ({A;li€ 1) =N{A;lie I}, sup({4;lieI})=N{Be sub(;A)| U{AjicI}<B})

Ako je A algebra i XcA, onda algebra generisana sa X (u oznaci <X D4 )

jeste najmanja podalgebra algebre A ¢iji nosac sadrzi skup X tj.
KX 24=MN1{4; | A€ Sub(A) AX cA; ).
Ako ne moze doéi do zabune, onda se umesto <X A pise samo <X ).

Interesanto je da se moze dokazati na neki nacin obrat T1.15 , koja kaze
da se sve tzv. algebarske mreZe ( specijalne kompletne mreZe) mogu dobiti kao mreze

poduniverzuma neke algebre:

Teorema 7.3(Birkhoff, Frink)

Ako je £ algebarska mreja, onda postoji algebra A tako da je L= Sub(A).

- Dokaz. | | .

Videti [BS811.

0

 Slededa teorema pokazuje da, grubo receno, homomorfizam ” éuva podalgebre ”.

Teorema 7.4 Neka je ¢:4A-B homomorfizam. Tada je homomorfna slika nekog
poduniverzuma od A poduniverzum od B. Kompletna inverzna slika nekog poduni-

verzuma od B je poduniverzum od A. i

Dokaz.

Direktno iz definicije homomorfizma 1 poduniverzuma.

&
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Kongruencije

Definicija 7.4 Neka je A algebra tipa ¥ i ¢ relacija ekvivalencije skupa A. Za o
kazemo da je kongruencija na A ako se p slaze sa svim fundamentalnim operacijama

algebre A, tj. ako zadovoljava sledeci uslov saglasnosti ( kompatibilnosti ):

Za svaki funkcijski simbol f€F,, , i elemente a;,b;€ 4 (1<i<n), ako a;pb;

za sve i,1<i=n, onda vai 2 (81,89,...,6, )0 F2(b1,bo,....0,).

Skup svih kongruencija na A obelezavamo sa Con{ A).

Na primer, dijagonalna relacija A4 (tj. relacija "= " na A) i puna relacija
A% su kongruencije proizvoljne algebre A.

Neka je ¢:A->B homomorfizam. Jezgro od ¢ (u oznaci keryp) jeste relacija
skupa A definisana sa: kere ={{z,y)€ A% | o(z)=0(y)}.Sledeéa teorema daje jednu

vezu izmedu homomorfizama i kongruencija.
Teorema 7.5 Neka je ¢: 4B homomorfizam. Jezgro kere jeste kongruencija na A.

Dokacz.

Direktno se dokazuje da je ker¢ relacija ekviﬁalencije skupa A. Dalje,neka su
(a;,b;)€ kerp, 1=ixn, f’4'n—a.rna operacija algebre A. Tada
o ((a1,02,...,8,))=1 B0 (1), 0(a2),...,(a5))
=1 B(o(b1),0(b2 ), r0(bn )
=0 (fA(b1sb 2y b)),
pa je (f’d_(al,ag,...,an), f’q(bl,bg,...,bﬂ))'&kercp, Sto je trebalo da se. dokaze. *
b

- Teorema 7.6 Neka je A algebra. Parcijalno ureden skup ( Con(A ),c) jeste

kompletna mreza.
Dokaz.

Moze se dokazati da je infimum neprazne familije kongruencija algebre A presek

te familije, dok se supremum dobija kao presek familije onih kongruencija algebre A
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koje sadrze sve elemente date familije, tj. ako je I.0 , ;€ Con(A), onda

inf ({p;14€T})=N{p;lic I}, sup({p;lieI})=N1p€ Con(A)U{p;licI}cpl).
Tako, inf({ p,0 })=pNo i sup({p,0} })=N{6€ Con(A)| pcs A 0<d}.
C

Primetimo da je mreza Con (A)=(Con(A),A,v), gde su A 1 v indukovane
mreZne operacija (infimum i supremum ), podmreZa mreze svih ekvivalencija skupa A.

Spomenimo, takode, da su god. 1963. G.Gratzer i E.T. Scmidt dokazali teoremu ana-

lognu Teoremi Birkhoffa i Frinka:

Teorema 7.7 (Grﬁtzer, Schmidt)

Za svaku algebarsku mrezu £ postoji algebra A tako da je L=Con(A).
Dokaz.

Videti [Gr79].

{l

Izu¢avajuéi mreze kongruencija raznih algebri, moZe se-primetiti da one
¢esto zadovoljavaju neke mrezne identitete. Na primer, mreza kongruencija proizvoljne
mreze zadovoljava zakon distributivnosti, dok na mreZi kongruencija proizvoljne grupe

(ili prstena ) vazi modularni zakon.

Definicija 7.5 Za algebru A kazemo da je kongruencijski distributivna ( kongruencijski
modularna) ako je mreZa Con(A ) distributivna (odnosno modularna ). Ako su |
o,0¢ Con{A)ivaii poo=cop, za p i o kaZemo da su permutabilne. A je kongruencijsk:
peﬁnutabi!m ako je svaki par kongruencija na A permutabilan. Klasa algebri K je
kongruencijski distributivna, kongruencijski modularna, odnosno kongruencijsk: permuta-.

bilna ako svaka algebra iz K ima odgovarajucu osobinu.

U

Moze se dokazati da je u kongruencijski permutabilnoj algebri A supremum
dve kongruencije upravo njihova kompozicija.U tom slucaju algebra A je i kongru-
encijski modularna. Kako je svaka distributivna mreza ujedno i modularna, sledi da
je svaka kongruencijski distributivna algebra i kongruencijski modularna. (Za dokaze

navedenih tvrdenja videti recimo [BS8173ili [Gr79].)
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Faktor-algebra
Pojam faktor- algebre je usko povezan sa pojmovima homomorfizma 1
kongruencije.

Definicija 7.6 Neka je p kongruencija algebra A tipa . Faktor-algebra od A po o
(u oznaci A /p ) jeste algebra tipa F sa nosacem A/p Cije fundamentalne operacije

zadovoljavaju uslov

'f’q/p(al/p:”':an/p):f’q(a'l:'":ﬂn)/p
za sve f€F,, 01,89 ,...,8, €A,
¥

Moze se dokazati (koristeéi uslov kompatibilnosti za p) da su tako

definisane operacije f’q/ ° dobro definisane, tj. da ne zavise od izbora predstavnika

klasa a /e, 1si=n.

Neka je A algebra, p€ Con(A). Preslikavanje natp: A- A/p koje svaki
element a ¢ A preslikava na "svoju klasu” a/p nazivamo prirodno preslikavanje.

Teorema 7.8 Prirodno preslikavanje algebre u faktor - algebru jeste epimorfizam.

Dokaz.

Direktno po definiciji homomorfizma, prirodnog preslikavanja 1 operacija u faktor
algebri.
C

Prirodno preslikavanje natp: A- A/p zovemo éesto i prirodni homomorfizam.
Teorema 7.9 { Teorema o homomorfizmu) Neka je ¢ : A >B epimorfizam, i neka je

v :A->A/ker ¢ prirodni homomorfizam. Tada postoji izomorfizam ¢:A/kero-8
tako da jeg=v oy
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Dokaz.
Definisimo ¢: 4 /kerp->B sa ¢(a /kere)=¢(a). Tada se lako dokazuje da je ¢ dobro

definisano, da je bijekcija i da je homomorfizam 1z Alkero u B. Jednakost ¢ =v©¢

se takode lako dokazuje. Naime, za sve ¢ € A imamo

(voy)(a)=(v(a))=b(a/kero)=9(a).

Kombinujuéi T2.21 i T2.22 dobijamo da je B homomorfna slika algebre A
akko je B izomorfna sa nekom faktor-algebrom od A.

Direktni proizvodi

Definicija 7.7 Neka su A i B dve algebre istog tipa . Direkian proizvod algebri
Ai B (uoznaci AxB ) jeste algebra tipa I, sa nosacem AxB, tako da za sve f€ S,

a;€ A, b;€ B,1si=n vaii

fﬂx-a((alabl ): "-:(a’na bn ))= (f/l(ali"':an):fﬁ(bla"'rbﬂ))'

U sluéaju konaénih algebri direktan proizvod " podseca” na obi¢no mnozenje
prirodnih brojeva. Ulogu prostih brojeva igraju tzv. direkino nerazloZive ( nesvodljive )
algebre. |

Definicija 7.8 Za algebru A kaZemo da je direkino nerazloZiva ( nesvodljiva) ako A

nije izomorfna sa direktnim proizvodom dve netrivijalne algebre.

1

 Znamo da se svaki prirodan broj veéi od 1 moZe razloZiti na proizvod prostih.

faktora.Analognu osobinu mozemo dokazati za konacne algebre:

Teorema 7.10 Svaka konaéna algebra je izomorfna direktnom proizvodu direktno

nerazlozivih algebri.
Dokaz.
Indukcijom po kardinalnosti skupa A.

i
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Kao u sluc¢aju skupova, mozemo definisati direktan proizvod proizvoljne
familije algebri:
Definicija 7.9 Neka je {A;| i€ > familija algebri tipa F. Direktan proizvod te
familije jeste algebra A= TI<A;| ie I > sa nosacem [1<{4;| i€ tako da su sve
operacije definisane " po komponentama”, tj. za sve f€ Fy,a1,a2,...,8,€ [I<A;l e I)

vaZzl
fﬂ( 31332:-":{111)(1. ) =f’4£'(a'l(i):"-:an(£))'
Po dogovory, []% jeste trivijalna algebra sa nosacem {2 }.

C

Ako je I={1,2,...,n}, direktan proizvod II<A;l i€I> oznacavamo i sa
Ayx Agx...xA,. Neka je I proizvoljan skup indeksa. Ako za sve i¢J vai A=A;,
direktan proizvod II<A;l1€1) obelezavamo sa A’ i zovemo direktan stepen od A.

Algebra A® je trivijalna algebra.
Preslikavanja n;: [1{A;li€ I>> A;,7€ ], definisana sa n {a)=a(j) zovemo
projekcije. Tako, projekcija n,; preslikava svaki element a u njegovu j—tu koordinatu.

Moze se dokazati da su sve projekcije n;: [I<A;1 1€1 >» A; epimorfizmi,

Poddirektan proizvod

Videli smo da u sluéaju konaénih algebri ulogu ” prostih faktora” igraju
direktno nerazlozive algebre ( vidi T 2.23). Medutim, to nije ta¢no u slucaju beskonac-

nih algebri. U potrazi za pravim analogonom ”prostih faktora” G. Birkhoff je dosao

do pojma poddirekino nerazioZivih algebri.
Za razliku od direktnog proizvoda familije <A;l i€ I >, poddirektan proizvod

date familije u opStem slucaju nije jednoznacno odreden.

Definicija 7.10 Algebra A je poddirekian proizvod familije algebri <A;| i€ » ako

zadovoljava sledece uslove:
(i) A je podalgebra od JI<A;l ie1 >

(ii) Za sve projekcije n;, je I, vaZi: n;(4)=4;.
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Kazemo da je potapanje ¢:A- [[{A;l i€ ] > poddirektno ako je ¢(A) poddirektan
proizvod od <A;j 1e1 ). '-
O

Po definiciji, za =9, algebra A je poddirektan proizvod od ¢ akkoje A =[[9,
tj. ako je A trivijalna algebra.

Primetimo da ako je A poddirektan proizved algebri {A;| i€ >, onda je
A/kern; =A; 1N (kerngli€ I) = A 4. MoZe se dokazati da vaZi na neki nacin i obrat :

Teorema 7.11 Neka je <{p;| i€ I> familija kongruencija algebre A tako da je
M< el 1€I>=0, . Tada se A poddirektno potapa u [I[<A/p; i€ .

Dokaz,

Trazeno poddirektno potapanje jeste preslikavanje v: ,4-:» [1< A/p; | 1€ 1 > definisano
sa v(a )i )=a/p;.

0

Tako, algebra A je izomorfna sa poddirektnim proizvodom nekih algebri
akko algebra A ima familiju kongruencija ;| i€ I> tako da je N<p;] t€ID>=1y.
Odgovarajuce poddirektno razlaganje nazivamo netrivijalnim ako su sve kongruencije
o; razlicite od A4. Pnimetimo da ako )e p;=A 4, onda sledi ;45.;4,-.'2['&. priniedba. n

ujedno i opravdava sledecu definiciju:

Definicija 7.11 Algebra A je poddirektno nerazioZiva ako za sva.kufa.miliju kongruen-
cija <p;l 1€ I algebre A vaii: ako je N<p;l1€J>=A4 onda (3j€1) ;=04 .

0

Drugim recima, A je poddirektno nerazloziva ako za svako poddirektno
potapanje ¢:A-TI<{A;17 €I> postoji jeI tako da je preslikavanje Qo A=A

izomorfizam. Odgovarajuda teorema o razlaganju glasi:

Teorema 7.12 ( G.Birkhoff ) Svaka algebra A je izombrfna sa poddirektnim proiz-

vodom poddirektno nerazlozivih algebri.
Dokaz.

Videt: [BS81].
0
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arlje tetl

U daljem tekstu ako je K klasa algebri, podrazumevacemo da su sve algebre

stog tlp& Uvedimo prvo neke operatore na klasama algebri. Neka je K neka

Kl

_ (}{ ) .akko je A izomorfna sa nekom algebrom 1z K;
,46 S(K)

1‘1';

,AE H(K) akko je A homomorfna slika neke algebre iz K;

akko je A podalgebra neke algebre 1z K;

;45 P(K) akko je A direktan proizvod neprazne familije algebri iz K;
,45 Ps (K) akko je A poddirektan proizvod neprazne familije algebri iz K.

Ako su Op i O dva operatora na klasama algebri onda piSemo 0105 za
;komPOZICIJH ta dva operatora, tj. 0102(K)=01(02 (K )) Za klasu algebri K kaZemo

:f?da je zatvorena U odnusu na operator O ako je O(K)<K.

:DefmlClJa 7.12 Za nepraznu klasu K algebri tipa & kaZemo da je wvarijetet a.ko je

iizatvorena u odnosu na podalgebre, homomorfne slike i direktne proizvode tj.

S(K)=K, H(K)<K , P(K)=K.

Ako je K klasa algebri, oznacimo sa V(K) najmanji varijetet koji sadrzi K.

:&‘eorema 7.13 (A.Tarski)

';.;_ﬁ_ukﬂ je K klasa istotipnih aigebri onda V(K)=HSP(K).

bokaz. .

Videti [BS81], [Ta 68,

Teorema 7.14 Ako je K varijetet, onda jé svaka algebra iz K izomorfna poddirektnom

proizvodu nekih poddirektno nerazlozivih algebri iz K.

Dakaz

Konstec1 Teoremu 7.12 kao i ¢injenicu da ako je ,4 poddirektan proizvod familije

{A;lic I> onda za sve i€ I, A€ H(A).

[
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Termi

Definicija 7.13 Neka je X skup objekata {tzv. promenljivih ), F tip algebri. Skup

termova tipa F nad X definiSemo na sledeci nacin:

1) Svi elementi skupa XU%, su termi,

2) Ako su ty,in,...,t, termii feF, ondajei f(i,,tq,...,t,) term;
3) Termi se mogu dobiti samo kona¢nom primenom pravila 1)i 2).

Skup svih termova tipa & nad X obelezavamo sa Te{X) ili, ako je iz konteksta

jasno o kom tipu se radi, samo T'(X).

3

Iz D1.19 vidimo da term moZe imati samo konacno mnogo promenljivih.
Ako je t€ T(X) i ako su sve promenljive terma ¢ u skupu {24,25,...,2, } onda term

t obelezavamo sa t{(Z1,29,-..,Z »)-

Definicija 7.14 Neka je t(21,25,...,2,) term tipa ¥ nad X i neka je A algebra
tipa 5. Termovsko preslikavanje A AT A definiSemo na sledeci nacin:

1) Ako je ¢ promenljiva z;,1st<n,onda t’4(a1,a2,...,an)=ai, Za 5Ve G1,89,...,6,€ A;

2) Ako je t=c,ceTFy .onda.‘ tA-c A

3) Ako je t=f(t1(21,20;,.--s5) 5---stx( Ty ,T0,...,Z5 ) ), Bde je feF., unda.
t7ay,85,...,0,) = fﬂ(tlﬂ(al,az,..‘;an),...,t;{q(al,ag,...,an )

Za SVE G1,89,...,0yp-

Za element t’q( %1,89,...,6, ) kazemo da je vrednost terma t u algebri A u tacki

(a1,89,-..,a8,). |

{

Primetimo da postoji sustinska razlika izmedu pojmova ” term” i ” termovsko
preslikavanje”. Term je skup simbola (tj. sintakticki objekt), a termovsko preslika-

vanje je,naravno, preslikavanje.
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Identitetl

U delu 14 smo ve¢ imali primere raznih konkretnih identiteta: asocijativ-

nost, komutativnost, distributivnost itd. U opstem slucaju identitet se definise na
sledeci nacin:

Definicija 7.15 Neka je X skup promenljivih, & tip algebri. Identitet tipaF nad X
jeste izraz oblika ¢ = tg, gde su t; i {5 termi tipa % nad X. Skup svih identiteta tipa
F nad X obelezavamo sa Eqg{X) ili samo sa Eq(X).

g

Definicija 7.16 Neka je A algebra tipa &, p=p(21,22,...,25) 1 ¢= g( T1,29,...,% 5 )
termi tipa. . Za A kalemo da zadovoljava identitet p=g (ili na A vaZi p=g ) ako su
odgovarajuca termovska preslikavanja p"‘ ] g’4 ista, tj. ako za sve @1,89,...,6,€ A
vail pﬂ(al,az,...,an)= ¢”Y( ay,89,...,8,). Ako na A vaii p=¢, pisemo A= p=¢.U
suprotnom pisemo AR p=g ili A = p=q.

O

VaZno je uoéiti sustinsku razliku izmedu jednakosti dva terma p i ¢ odnosno
identiteia p=¢ . U prvom slucaju su p i ¢ oznake za isti objekat (term), dok oznaka

A= p=g ne znaéi da su termi p i ¢ jednaki, vec da termi ( sa oznakama p i ¢ ) indu-

kuju ista termovska preslikavanje u algebri A, Cesto se iz tog razloga koriste dve raz-

licite oznake: jedna za jednakost dva terma (p=¢), a druga za identitet ( p=~¢ ili p=¢).

Definicija 7.17 Neka je K klasa algebri tipa F, p i ¢ termi tipa &. Kazemo da K
zadovoljava identitet p=q (i pisemo K |= p=¢ ) ako svaka algebra iz K zadovoljava

p=g¢. Ako je T skup identiteta tipa &, na klasi K vaZi skup identiteta > ako klasa

K zadovoljava svaki identitet iz 2. Ako je X skup promenljivih, jednakosna teorija
klase K nad X je skup Eqx(K)= {p=¢€ Eq(X)| K |= p=¢ }. U slucaju da je X neki
prebrojivo beskonacan skup, umesto Eq x(X') pisemo i Eq(X).

C

Teorema 7.15 Neka je K klasa istotipnih algebri.Sve klase K,I(K),S(K),H(K),
P(K) zadovoljavaju iste identitete ( nad bilo kojim skupom promenljivih X).
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Dokaz.

Direktnom proverom se lako uveravamo da ako A¢K i Al= p=¢, onda svaka
algebra izomorfna sa A, odnosno svaka podalgebra od A kao i svaka homomorfna
slika algebre A, zadovoljava identitet p=¢g. To znadi da je Eq(K)<Eq(I(K)),
Eq(K)=Eq(S(K)),Eq(K )s Eq(H(K)). Neka je {A;licI> familija aigebri iz K.
Kako su operacije u direktnom proizvodu ] <A;| i€ ) definisane ” po komponenta-
ma”, onda svaki identitet koji vaz na svim a.lgebra.ma familije <A;| 1€ 1) vaii 1

na odgovarajuéem direktnom proizvodu. Tako, Eq(K)<Eq( P(K)).

S druge strane, trivijalno vaz da je K<I(K), KeS(K), K<H(K), K< P(K)
iz €ega sledi da svi identiteti koji vaze na klasama I(K),S(K), H(K), P(K) vaZe i
na klasi K. |
U
Definicija 7.18 Neka je 3 skup identiteta tipa 9. Tada sa mod(Z) oznacavamo

klasu svih algebri ( tipa &F) koje zadovoljavaju Z. Za klasu K kazemo da je jednakos-
na klzsa ako postoji skup identiteta > tako da je K=mod(ZX).

R
K ako su grupe ( kao i semigrupe, prsteni, mreZe, Booleove algebre) defini-

sane identitetima, sledi da je klasa svih grupa (odnosno klasa svih semigrupa, prste-

na,mreza , Booleovih algebri) jednakosna klasa.

Jedna od najpoznatijih teorema u univerzalnoj algebri jeste tzv. HSP —teore-
ma Birkhoffa, koja tvrdi da su jednakosne klase tacno varijeteti, t}. klase koje su

zatvorene u odnosu na homomorfizme, podalgebre i direktne proizvode.
Teorema 7.16 (G.Birkhoff)} Klasa X je varijetet akko je K jednakosna klasa.

Dokaz.

(« ) Ako je K jednakosna klasa onda K=mod(2Z) za neki skup identiteta 2..Na
osnovu T1.28 imamo da i na klasama S(K), H(K) 1 P(K) vaz 2. To znaci da je
S(K)eK, H(K)<K, P(K)<K tj. K je varijetet. |

(=) U sluéajn da je K varijetet, moze se dokazati da vai K-=mod(Eq(X)). Za
detaljan dokaz videti [BS81]. '

i
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Slobodne algebre

Slobodne algebre igraju veoma vaZnu ulogu u univerzalnoj algebri. Opisiva-
nje slobodne algebre se u nekim slucajevima pokazalo kao sustinsko, cesto vrlo tesko
pitanje. Na ovom mestu iznosimo samo osnovne definicije i ¢injenice o slobodnim

algebrama. Detaljni dokazi navedenih teorema se mogu naci na primer u [BS 81 ]
ili u [Gr79]. |

Definicija 7.19 Neka je K klasa algebri tipa ¥ i neka je (X) algebra tipa & koja
je generisana sa X. KaZemo da U(X) ima osobinu univerzalnog preslikavanja za K nad

X ako za svaku algebru Ac K 1 svako preslikavanje ¢:X-A postoji homomorfizam

¢ :U(X)-A koji prosiruje ¢ (tj. za sve z€ X, p(z)=9(z)). Tada za X kazemo da je

skup slobodnih generatora za U(X), a za U(X) da je slobodno generisana sa X.

[
Najjednostavnija algebra koja ima osobinu univerzalnog preslikavanija jeste

tzv. termovska algebra.

Definicija 7.20 Neka je ¥ tip algebri, X skup promenljivih i1 neka je Tg{X)x0.

Termovska algebra tipa T nad X jeste algebra Tge(X) (ako je tip algebri jasan iz

konteksta, koristimo oznaku 7 (X )) sa nosaem Tge{(X) i fundamentalnim opera-

cijama definisanim na sledeci nacin: ako je fe F,,, t1,1o,...,1 ,€ Tex{X) onda
T (4 byt )=f (b, ety

[
Primetimo da je T'g(X)=# ako je bar jedan od skupova X ili Fy neprazan.

Teorema 7.17 Neka je & neki tip algebri i X skup promenljivih tako da je FoUX=0.
‘Tada termovska algebra J'g(X) ima osobinu univerzalnog preslikavanja za klasu

svih algebri tipa % nad X.

Dokaz.

Neka je A algebra tipa &F i ¢: X—A.Preslikavanje ¢:Tg{X)- 4 definiSimo na sledeéi
nacin:

1) ako je té X, onda ¢ (t)=9(t);

2) ako je feF,, t1,ta,...,t € T{X), onda
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a( f( t13t21'"atn))= f’q(.‘b‘( tl) :3( tz),---,a(tn))
Nije tesko dokazati da je ¢ homomorfizam algebre T X) u algebru A.
3

Slededa teorema pokazuje da za dati kardinalni broj » postoji do na izo-
morfizam jedna jedina algebra sa osobinom univerzalnog preslikavanja za K nad

skupom slobodnih generatora kardinalnost: x:

Teorema?7.18 Neka su Uy(X;) i Ug(Xy) dve algebre iz klase K sa osobinom

univerzalnog preslikavanja za K nad odgovarajucim skﬁpovima.Ako je [ Xjl=1Xa]

onda U;(X7)= U (Xs).
Dokaz.
Videti [BS81].

U

Jedan naéin konstrukcije algebre sa osobinom univerzalnog preslikavanja
nad klasom K daje sledeca teorema: |
Teorema 7.19 Neka je K neka klasa algebri tipa S . X skup promenljivih tako da je
FoUX=0,i0x=1(p,0)e T(X)xT(X)| K= p=¢ }.Tada algebra Fx (X)=-T(X)/ 0K

ima osobinu univerzalnog preslikavanja za K nad X.

Dokaz.
Videti [BS811].

i

Algebru koja je izomorfna sa Fy (X) zovemo K-slobodna algebra nad i’
(skup X zovemo skup slobodnik generatora te algebre).Tako, imajuci u vidu T1.31, sve
K -slobodne algebre nad prebrojivim skupom slobodnih generatora izomorfne su sa -
algebrom (N ). Uobi¢ajeno je da se ta oznaka koristi kao oznaka za K ~-slobodnu
algebru nad prebrojivim skupom slobodnih generatora:

Prirodno je postaviti pitanje kada K- slobodna algebra pripada klasi K7
Iz siedece teoreme sledi da u slucaju kada je K varijetet, K-slobodna algebra uvek

pripada klasi K.
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Teorema 7.20 Neka je K neprazna kiasa istotipnih algebri i neka postoji odgovara-

juéa termovska algebra J (X). Tada Fi (X)e ISP (K).
Dokaz.
Videti {BS&1].

0

Jedna od kljuénih osobina slobodne algebre jeste da ona zadovoljava iste

identitete kao klasa K.

Teorema 7.21 Neka je K klasa algebri tipa & i neka p,g¢ T o(X). Tada vazi:

K l=p=¢q akko Fg(X)l=rp=9.
Dokaz. |
Videti [BS81].

b

Identiteti i potpuno invarijantne kongruencije

U T7.16 smo videli da su klase algebri koje se mogu definisati identitetima

bas varijeteti, tj. klase koje su zatvorene u odnosu na homomorfizme, podalgebre 1

direktne proizvode.

Postavimo sad obratno pitanje: koji su to skupovi identiteta X, za koje
- postoji klasa algebri K tako da je Z=Eq x(K), za neki skup promenljivih X7 Moze

se dokazati da su takvi skupovi identiteta u tesnoj vezi sa nekim specijalnim kongru-

encljama.

Definicija 7.21 Za skup identiteta £ kazemo da je jednakosna teorija ako postoji

klasa algebri K i skup promenljivih X tako da je
>=Eqx(K).
[

Definicija 7.22 Za kongruenciju © neke algebre A kaZemo da je potpuno invarijantna

ako za svaki endomorfizam ¢: A A,isvea, b€ A vazi(a, b)€ © =(p(a),p(d))cO.

0
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Moze se dokazati da skup potpuno invarjjantnih kongruencija neke algebre

¢ini mrezu (u odnosu na <), koja je algebarska.

Neka je u daljem fiksiran neki tip algebri & . Iz tehnickih razloga definisimo
preslikavanje 1: Eqge(X ) - T (X ) x Tge(X) na sledeci nacin: t(p=¢) = ( p, ¢).

Tada je 1, naravno, bijekcya.

Teorema 7.22 Neka je K neka klasa algebri (tipa ¥ )1 X neki skup promenljivih.
Tada je 1{ Eq x (X)) potpuno invarijantna kongruencija termovske algebre Jge(X).

Dokaz.
Direktno po definiciji potpuno invarijantne kongruencije.

C

To je ujedno i jedan smer korespondencije izmedu jednakosnih teorija i

potpuno invarijantnih kongruencija.

Lema 7.1 Neka je X skup promenljivih, a © potpuno invarijantna kongruencija

termovske algebre T (X ). Tada je faktor algebra J'g-(X)/© slobodna algebra za
varijetet HSP (J g (X)/©) nad skupom generatora X.

Dokaz.

Po definiciji slobodne algebre (videti T7.19) treba da za sve terme p, ¢ vaii
(r,9)e® o  Tg(X)/©Fp=g

Za detaljan dokaz videti [ BS 81 ].

b

Sledeca teorema pokazuje kakva je veza izmedu pojmova jednakosne teorijé

i potpuno invarijantnih kongruencija.

Teorema 7.23 Ako je < Eqgr( X ) neki skup identiteta, onda T je jednakosna teorija"_

akko je 1{Z) potpuno invarijantna kongruencija termovske algebre g (X). -
Dokaz.

Smer (=) je ustvari T7.22.

(«). Nekaje 1(Z)=0,1 K={Tg(X)/©}. Tada na osnovu prethodne leme imamo
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KkEp=ge(p,q)€0, tj (Eqx(K))=1(Z)
$to znadi da je £=Eqy(K), pa je £ jednakosna teorija.

0

Jednakosna logika

Neka je u daljem fiksiran neki tip algebri &. Ako je I neka jednakosna
teorija (tj. £=Eqx(K), za neku klasu algebri, i neki skup promenljivih X), onda
nije tesko videti da za proizvoljan identitet e imamo: e€ I akko e vaZi na svim

algebrama na kojima vaZe svi identiteti 1z Z.

Definicija 7.23 Neka je s neki skup identiteta, a e neki identitet ( tipa ¥ ). Kazemo
da je e semanticka posledica od T, u oznaci T & e, ako za sve algebre A(tipa F)

vazi: ako A = = onda A k& e.

U

Ispostavilo se da se semanticka posledica, kaoiu sluéaju kvantifikatorskog

rac¢una, moze opisati pomocu formalnih pravila.

Definicija 7.24 Neka je% neki tip algebri,'X skup promenljivih. Jednakosna logika
(tipa & , nad X) jeste uredena cetvorka

Eq(F, X)=(A,Form ,Az , R)
gde je = A=FUXU{=}, tzv. azbuka,
Form =Eqge(X)={t=5 | ¢, s¢ Ter(X) 1, tav. formule,
Az={t=t | te Tg-(X)}, tzv. aksiome,
R={Sim, Tranz, Sagl, Zam }, tzv. pravila izvodenja,

tako da su pravila izvodenja redom data na sledeci nacin:

 Gim - ;::, \ gde sut, s€ Tgr(X),
t=s,8=
Tranz: “— 25 gde su t, 5, ue Tge(X);
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: t1=81,--.5 tn=3n , . 5. :
Sagl f(tly-..;tn)=f(31:-..;311) gde il SIETF(X)?aié?n,
Zam: {(21,..., %) = 3(21.05%n ) gde su t, s, u; € Tge(X)

t(ulr'“:un)=S(ulr'“:un) ’ )
(i=1,...,n).

Kako je jednakosna logika data kao formalna teorija (videti [Mil91]),

sintakti¢ka posiedica se definiSe na uobicajeni nacin.

Definicija 7.25 Neka je & neki tip algebri, X skup promenljivih. Tada, relactju
konsekvencije — u jednakosnoj logici Eq( %, X) definiSemo na sledeci nalin: za ma
koji skup identiteta TcEqge(X), i identitet e€ Eqge (X) vaZi I |— e ako postoji
konacan niz identiteta ey, €s,..., e, =€ (tzv. dokaz za €), €;€ Eq?(X), takav da
su svi identiteti u tom nizu ili aksiome, ili iz Z, ili se mbg‘u dobiti pomocu nekog

pravila izvoedenja primenjenog na neke ranije identitete u nizu.

O

N 4 A
€

Napomenimo, da ako je neko pravilo izvodenja oblika 1 , onda se
to pravilo primenjuje na €1,..., €x , @ rezultat je (izvodi se) e.

G. Birkhoff je 1935. godine dokazao da tako definisan pojam sintakticke
posledice potpuno pokriva relaciju semanticke posledice. Drugim re¢ima, za jednakos-
nu logiku vaZi tzv. teorema polpunost:: |
Teorema 7.24 ( Birkhoff ) U svakoj jednakosnoj logici Eq (¥, X), za sve ZcEqor(X )
vaZzi = = e akko ¥ — e.

Dokaz.
Videti [ BS 81 ]

U

S_pom_enimo na kraju, da su pored poznate teoreme potpunosti za kvantifi- - :
katorski racun ( Godel) , analogne teoreme potpunosti dokazane za kvazi-identitete

(Selman, 1972; nezavisno D. Kelly, H. Andréka, I. Nemeti).
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