Dr Dragos Cvetkovi¢

KOMBINATORNA TEORIJA
~ MATRICA

~ SA PRIMENAMA U ELEKTROTEHNICI, HEMIJI | FIZICI




DR DRAGOS CVETKOVIC

KOMBINATORNA TEORIJA MATRICA

SA PRIMENAMA U ELEKTROTEHNICI, HEMIJI I FIZICI

Kosna rpiga.

BEOGRAD, 1987.




Dr Dragod Crotkovié

KOMBINATORNA TEORUA MATRICA
Izdaval

IRO ,Nautna knjiga®'

Beograd, Uzun-Mirkova §

Recenzenti
Dr Petar Vasid¢
Dr Dobrilo Tolt¢

Za izdavala
Dr BlaZo Perovi¢

Urednik
Nikola Doncev

Tehnitki urednik
Branisiav Deri¢

Reldenje korica
Branko Veljovi¢

TiraZ: 500 primerska
Stampa: Stampurija ,Bakar* - Bor



SADRZ AT

PREDGOVOR « & o ¢ ¢ v o o v o o o o o o o o o o

OZNAKE

1. UvVOoD
1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

Grafovi . . & ¢ o v e et 4 s e e s e
Elementi klasi®ne kombinatorike . . . .
POLJE « 4 o 4 e e e e e e e e e e e s
Vektorski prostori . . . . . . . . . . .
Primeri i zadaci « « & ¢« ¢« ¢ 4 0 4 . . .

2. MATRICE I OPERACIJE SA MATRICAMA . . . . . . .

2.1.
2.2,

2.3,
C 2.4,
2.5:

Osnovni pojmovi .« & o & & ¢ o 0o o « o &

str.
VII

Kbnigov digraf matrice i grafovska interpretacija

matridénih operacija . . . + . 4 4 . . W

.

Radunanje sa matricama razbijenim na blokove

Kroneckerov i Hadamardov proizvod matrica

Primeri i 2adaci . . v « o 4 4 o o . o .

3. STEPENI MATRICA .+ . & & ¢ o & o o o o o o o &

3.1.
3.2,
3.3.
3.4.
3.5.

Grafovska interpretacija stepena matrica
Ciklicke matrice . + « ¢« &+ ¢« « « « o« o &
Varijacije sa ogranidenjima . . . . . .

Diferencne jednadine i stepeni kvadratnih matrica

Primeri i 22dacCi +: v &« 4 « 4+ o o o 4 o o

4. DETERMINANTE . . &« ¢ ¢ & ¢ 4 o ¢ s o o o o o »

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.
4.7.
4.8.

4.9.

Definicija determinante . . . . . . . .
Osobine determinanata . . . . . . . « .
Razvo]j jedne vaZne determinante . . . .
Binet-Cauchyeva formula . . . . « . .+ .
Klasi®na definicija determinante . . . .
Ktnig-Chanova definicija determinante .
Laplaceov razvoj .« « ¢ o + 4 o o o o o
Neke specijalne teoreme o determinantama
CAIA &« o 4+ o« o o s o s s s s o o o o o »
Primeri i zadaci . v & & 4 ¢« v ¢ o 0 o

41
47
50
52
62
62
67
68
69



5. INVERZNE MATRICE « o v o o = « o o o « o o « =
5.1. Adjungovana matrica i adjungovana determinanta

q-

5.2, Inverzna matrica . .+ o ¢ ¢ o s e« o« . .
5.3.. GrafOVSka interpretacija inverzne matrlce
5.4, Primeri i zadaci « + ¢« ¢ ¢ o« o ¢ o o o
SISTEMI LINBARNIH ALGEBARSKIH JEDNACINA . . .
6.1. Cramerove fOrmMUle . . « « « o« « o o o o
6.2. ReSavanje sistema linearnih algebarskih
jednadina pomodu grafova . . . ¢ . o . .
. Grafovi protoka signala . « « «.. o o «

. Rang matrice . « « ¢« ¢ o« ¢ o o o o o o .

3
4. Chanov metod o « ¢« o « o o o o ¢ o o o »
5
6. Kronecker-Capellieva teorema . . . . . .

6.7. Primeri i zadaci . « o« o ¢ o ¢ o o o o @

7. KARAKTERISTICNI POLINOM I SPEKTAR MATRICE . .
7.1. Sopstveni vektori i sopstvene vrednosti matrica.

8.

9.

.

7.2. Cayley-Hamiltonova teorema i minimalni polinom

kvadratne matrice . « « « o & o ¢ o o &

3
.4. Karakteristi®ni polinom grafa . . . . .
5. MatriZne funkecije . . . . ¢« « . « « o .
6. Neke specijalne matrice . . « « « + « «
7.7« Primeri i zadaci « « « o« ¢ o o o o o & »
NENEGATIVNE MATRICE . & o o » o o o o o o o
8.1. NerazloZive i razlo¥ive matrice . . . .

8.2. Primitivne i imprimitivne matrice . . .

8.3. Frobeniusova teorema i njena primena na spektar

grafa . ¢ . ¢ 4 it e s 6 e e sa e e s
8.4. Markovljevi lanci . . « ¢« ¢« ¢ ¢ & o o .
GAUSSOV ALGORITAM I SLABO POPUNJENE MATRICE .
9.1. Gaussov metod eliminacije . . . . . . .

- 9,2, Svodjenje na trougaonu formu . . . . . .

9.3. Razlaganje sistema linearnih algebarskih

jednadina na podsisteme . . . . . . . .
9.4. Eliminacija kod slabo popunjenih matrica
9.5. Trakaste matrice . . . . . ¢« « ¢ &+ o &

. Slidnost matrica i Jordanov kanonidni oblik

.

str.
106
106
109
110
113
118
119

122

125
130
132
135 .
137
139
139

144
147
158
165
169
172
180
180
182

184
189
193
194
199

202
206
207



10. WEKE NUMERICGKE MATRICNE FUNKCIJE .+ . &4 & o & & &

11.7

10.1.
10.2.
10.3.

Permanent .+ « 4+ ¢ ¢ ¢ o o+ 4 o 4 e o a2 o«
Grafovi benzen01dn1h ugl;ovodonlka “ s e
PLAaTijaN « v « o o o + o o o s o 2 5 o« + »

PRIMENE U ELEKTROTBHNICI . . . & & v 4 v o = « &

11.1.
“1l.2.

11.3.

11.4.

11.5.
11.6.

Kirchhoffova pravila i jednaine konturnih
SEruja « 4 v v f v s v h e s s e e e s s
Coatesova formula za simetri&ne sisteme i
neke njene primene u elektrotehnici . . .
Sistemi upravljanja i transformacije
Masonovog digrafa . ¢« « ¢ & « ¢ 4 4 o o
Matrice incidencije grafova . . . . . . .
Odredjivanje broja stabala . . . . « « .« .
Kodovi koji ispravijaju grefke . . . . . .

12, MATRICE I GRAFOVI U HEMIJI . v o 4 ¢ « « + o o &
Grafovski i matridni prikaz hemijske strukture

12.1.

12.1.1. Klasiéno udenje o hemijskoj strukturi .
12.1.2. Molekulski grafovi . « o« ¢« « v o & o «
12.1.3. Matridno prikazivanje hemijskih struktura
12.1.4. Hosoyin indekKs . . o o o v v o 4 « & o
12.2. Grafovski i matridni prikas hemijskih reakeija

12.2.1.

12.2.2. Reakcioni Qigraf v « v o « o o« o o o « .

12.2.3.

hemijskih reakeija « v« v v v ¢ o ¢ & = «

12.2.4. RavnoteZa u sloZenim sistemima. Teorema

12.3.
12.4.

Jacimirskog « ¢ v 4 o o 4 4 o o o s s »
Matrigni metodi u stehiometriji . . . . .
Teorija grafova i molekulske orbitale . .

12.4.1. Hlckelova molekulsko orbitaina teorija .
12.4.2. Dva primera: linearni polieni i anuleni
12.4.3. Neki problemi i rezultati Hickelove

12.4.4.

molekulske orbitalne teorije . . . . . .

13. PRIMENE U FIZICT . . . v v v v e e v v 0 v s o »

13.1.
13.2.

Treperenje MembIane . . o« . . o o 2 » o
Problem dimerd . . . < . . . . . 4. e .

-

.

-

-

-

.

Neki metodi za reSavanje kinetike sloZenih

-

.

3

.

.

Elementi kinetike slo¥enih hemijskih reakcija

Alternantni ugljovedonici i njihovi grafovi.

str.

212
212
214
220
225

225
234

243
254
260
268
272
272
272
273
275
276
277
277
280

281

283
285
289
289
292

296
301
302
302
309



str.
1%,3, Matridne reprezentacije grupa i neke
njihove primene . . . . S 2 V'
13,%.1. Reprezentacije kona®nih grupa . « + « » » « . 314
13.3.2. Fakforizaéija karakterigtidnog polinoma grafa 326
. 13%.3.3,. Grupa C4v e e w s e s e s e i 2 s s e w s o = 330
13,3.4. Grupe operatora koji komutiraju sa
. hamiltonijanom . . . « « 4 o o « o« = ¢ « 2 o 332
13.3.5. LCAQ teorija i primer butadiena . . . . . . . 333
13.4. Matrice u kvantnoj mehanici . « «» « « = o« « « . 335
13%.5. Jedna primena matridnog raduna u mehanici . . . 337
ZAVRENT KOMENTAR & o 4 o o o o o'o o o v o s o o o « « o 343
LITERATURA + v v « v o o o o « o o o o o oo o o s o o o 343
DODATAK: ' _ ‘
PREGLED JOS8 NEKIH POJMOVA I REZULTATA TEORIJE MATRICA . . 356
1. Nenegativine matrice . . ¢ v s+ o « » o ¢« o« « = « « 356
2. Norma matrice i lokalizacija sopstvenih vrednosti. 358
3., Gramove matrica . « o o 2 ¢ v ¢ s s o e s s + « +» 359
4, Invarijantni faktori i elementarni delioeci . . . . 360
5. Matri¥ne i grafovske jedna¥ine . . . . . . . . . . 361
6. RAZNO + o + = o ¢ o s o o « s s o s » o s » » « « 363
PRILOZI:
5.Stankovié: PSEUDOINVERZNA MATRICA I NEKE NJENE PRIMENE. 366
D.Galovié: PRIMENA SLARO POPUNJENTH MATRICA U MODELOVANJU
SLOZENTH EIEKTRIONTE MREZA - & v ¢ o o « & + « 373
T.Petrovié: MATRTONI METODI U ALGEBARSKOF TEORIJL
UPRAVLJANJA LINEARNIM DINAMICKIM SISTEMIMA . 378
LISTA SIMBOLA +" 4 4 o 6 o o o 0 ¢ o 5 = o s o = s o « » » 401
PREDMETNI INDEEKS o o o o o o v « o s o « o s o » « « = o« 405



PREDGOVOR

U ovoj knjizi teorija matrica se fundira i razvija
kombinatornim sredstvima, tj. sredstvima teorije grafova, Sto
predstavlja sasvim novi pristup. Neki od osnovnih pojmova (na
primer, determinanta kvadratne matrice i mnoZenje matrica) de-
finisu se ili neposredno interpretiraju pomoéu grafova.

Po miZljenju autora, ovakav pristup teoriji matrica
veoma je prirodan i on, uz neke prednosti, omogudava da se te-
orija matrica izgradi isto tako dobro kao i na klasidan nadin.

Knjiga, iako matematidkog karaktera, inspirisana je
specifidnim grafovagkim metodima koje su razvili elektroinZe-
njeri za reSavanje problema linearne algebre koji se pojavlju-
ju u teoriji elektriénih kola, automatici i drugim granama e-
lektrotehnike. Tu se, pre svega, misli na tehniku grafova pro-
toka i tehniku grafova protoka signala.

Poslednja tri poglavlja posvedena su primenama teorije
matrica u elektrotehnici, hemiji i figici, pri &emu naglasak
nije na detaljnom opisu primena veé na objasnjavanju specifid-
nog matematidkog aparata koji se pojavljuje u primenama. Osim
toga, tekst je ilustrovan velikim brojem primera i zadataka od
kojih se neki odnose na odredjene primene u raznim oblastima
elektrotehnike. Izvesna paZnja je posvedéena i numeridkim meto-
dima u linearnoj algebri.

Posto teorija matrica ima raznovrsne primene u velikom
broju naudnih disciplina, knjiga je namenjena Sirokom krugu
&italaca (inZenjerima, a posebno elektroinZenjerima, matemati-
Sarima, hemi¥arima, fizidarima itd.). S obzirom da knjiga sa-
dr#%i obilje raznorodnog materijala, ona ée sluZiti kao koris-
tan priruénik struénjacima navedenih specijalnosti, doktioran-
dima, postdiplomcima i studentima. Ona moZe da poslu%i kao
udZbenik na postdiplomskim studijama, a neki njeni delovi i
kao udZbenik za studente diplomske nastave.

U izradi knjige ulestvovalo je viSe saradnika &iji su



tekstovi,radi povezivanja u celinu, modifikovani u neophodnoj
meri. U knjigu su ukljuéeni tekstovi koje su napisali dr I.
Gutman, M.Merkle, dr D.Mikidié, dr S.Simié i dr D.Tosié, Sto
je na odgovarajuéim mestima naznaleno-u fusnotama. U priloge
su usli tekstovi koje su izradili dr S.Stankovié, D.6alovié i
Lj.Cvetkovié a koji se odnose na primene teorije matrica u e-
lektrotebnici. Recenzenti, dr Petar Vasié.i dr Dobrilo To&ié,
profesori Elektrotehnilkog fakulteta u Beogradu, dali su veli-
ki broj predloga za poboljSanje prvobitnog teksta i na taj na-
¢in doprineli da materijal bude bolje izloZen. Dr Slobodan Si-
mié¢, asistent Elektrotehnidkog fakulteta, proditao je vedi deo
rukopisa i svojim sugestijama takodje doprineo poboljSanju
teksta. Pojedine delove rukopisa proditali su takodje dr I.
Gutman, %.Spasojevié, dr S.Stankovié i M.Zivkovié. Tekst je
korektno otkucala B.Radosavljevié. Autor svima najlepSe zah-
valjuje na pruZenoj pomoéi.

Beograd, 1l.VI.1979. Autor

PREDGOVOR IT IZPANJU

Izmedju prvog i drugog izdanja ove knjige pojavio se
u literaturi (videti [108],[109] na str. 355) novi dokaz Cay-
ley-Hamiltonove teoreme {str. 144-145), Taj dokaz ima kombi-
natorni karskter i ukljuden je u ovo izdanje umesto standard-
nog dokaza, 8ime se dalje afirmiSe kombinatorni pristup teo-
riji matrica prihvaéen u ovoj knjizi. Autor &lanka [109] is—~
tife da "za sve veéi broj matematilkih disidenata zvanih
"kombinatorifari®" matrica mnogo viSe predstavlja svojevrsnu
"fotografiju' odgovarajuéeg digrafa a manje ima veze sa line~
arnim transformacijama.

U ovom izdanju ispravljene su primedene tehnilke gre-
fke a jedan od prilopa je zamenjen novim prilogom "Matrilni
metodi u algebarskoj teoriji upravljanja linearnim dinanidKim
sistemima" koji je napisao dr T.Petrovié, docent Elektroteh-
nidkoe fakulteta u Beogradu. Ovaj prilog ée posluziti studen-—
tima elektrotehnike a takodje inZenjérima koji se bave regus
lacijom i simulacijom sistema modeliranih 4 prostoru stanja.

' Beograd, aprilr 1987. " Autor



0Z2NAKE

{§,b,c,...} skup 8iji su elementi a,b,Cy...
{x'P(x)} skup 8iji su elementi objekti x
sa osobinom P(x) ’
pripada
ne pripada
inkluzija
uni ja
presek
diferencija
}X1 broj elemenata skupa X
(a,b) uredjen par objekata a i b
A X B Descartesov proizvod skupova A-i B
f:iX—=¥; fix+»f{x), x€X funkcija (ili preslikavanje)
iz skupa X u skup Y

IAOChHeam

i (konjunkeija)

ili (disjunkcija)

ekskluzivna disjunkcija

implikacija

ekvivalencija

svaki (univerzalni kvantifikator)
postoji (egzistencijalni kvantifikator)

>

prazan skup

‘skup prirodnih brojeva

skup celih brojeva

skup racionalnih brojeva

skup realnih brojeva

skup kompleksnih brojeva

n-dimenzionalni euklidski prosgtor

mod x, |x| modul kompleksnog ili realnog broja x
Z konjugovani broj kompleksnog broja =z

min{p,ﬂ} =

Bawo N =0W 4:1I J K<

m, mgn

n, mzn



[a] najveéi ceo broj koji nije veéi od realnog broja a

{a} najmanji ceo broj koji nije manji od realnog bro-
ja a . )

k! = 1.2...k faktorijel broja k

) - ETT%éETT binomni koeficijent Yn nad k"

al + a2 Fooeot an

M=
e
"

n .
r_lai = ajay...2y

m|n n je deljivo sa m

m=n({mod p) m je kongruentno sa n po modulu p
definiciona jednakost

£7(x) = %§ izvod funkeije f(x)

f(a) izvod funkcije f(x) u tadki x = a
f(x)rvg(x) (x+=+o00) asimptotska jednakost funkeija
oz

5% parcijalni izvod funkcije z po promenljivoj x

lim  grani&na vrednost
é? krivolinijski integral po zatvorenoj orijeﬁtisa-
noj krivi

Primedba: Pojmovi koje oznadavaju navedeni simboli ne
defini%u se u daljem tekstu. Simboli, uvede-
ni u knjizi, navedeni su na kraju knjige.



1. UVOD

Teorija matrica je kompleksna matematifka oblast u
kojoj se preplidu kombinatorika (spomenimo, na primer, gra-
fove i permutacije konadnih skupova), algebra (brojna polja,
vektorski prostori, polinomi) i matematidka analiza (sistemi
linearnih diferencijalnih jednadina, matriéne'funkcije natri-
&nog argumenta'itd.). Po pravilu,knjige o matricama zanemaru-
ju ili povrSno prelaze preko kombinatornih sadrZaja ove teo-
rije. DodusSe,u poslednje vreme ~veliki broj istraZivada uvie-
dja znacaj teorije grafova u linearnoj algebri, &to se ogleda
u znatnom broju naudnih radova koji koriste grafovske tehnike
za reSavanje problema linearme slgebre. Takodje, elektroinZe-
njeri primenjuju ove metode pri praktidnom radu. No, u svim
sludajevima se graf, po pravilu, smatira samo kao pomoéno (ma-
da vrlo korisno) sredsivo za resavanje ovih problema.

Ova kmjiga se razlikuwje od mnogobrojnih ostalih knji-
ga koje raspravljaju o matricama po tome 3to se kombinatorna
sredstva (a naroito sredstva teorije grafova) ne tretiraju
kao pomocéna, veé se stavljaju u osnove same teorije. Jedan
deo pojmova iz teorije matrica se definiSe ili neposredno in-
terpretira pomoéu grafova. Ovakav naglaSeni kombinatorni pri-
stup ne "smeta" postojedoj teoriji; ona ostaje kakva je bila
- samo je, po miSljenju autora, bolje interpretirana. Ovakav
pristup omogucava bolje razumevanje problema u jednom delu
teorije matrica i doprinosi lakSem uodavanju novih injenica.
Po3to je ovakav pristup posebmno interesantan za elektroinZe-
njere i neke druge stru¥njake knjiga je orijentisana na pri-
mene u elektrotehnici, hemiji i fizici.

U knjizi se posebno istiéu, kao 8to je veé redeno,
kombinatorni sadriaji dok su drugi aspekti teorije matrica
(algebarski, analiti?ki) opisani samo u neophodnoj meri da b:
knjiga predstavljala celinu. Imajuéi ovo u vidu, dokazi nekih
‘teorema su izostavljeni; oni se mogu naéi u standardnim nji-



gama o matricama. '

U knjigu su ukljudeni i neki materijali koji se redje
sredu u knjigama ove vrste; na primer, Kroneckerov i Hadamar-
dov proiszvod matrica, permanent, pfafijan, itd. U dodatku je
be# dokaza naveden niz drugih rezultata teorije matrica koji
mogu biti od interesa u primenama. '

U knjizi se, medjutim, samo delimi¥no opisuju primene
matrica u kombinatorici.

U ovom uvodnom poglavliju saZeto su dati neophodni
pojmovi iz kombinatorike (uklju¥ujuéi teoriju grafova) i al-
gebre (polja, vektorski prostori). Sredstva matematidke ana-
lize, kao i elementi teorije polinoma, ¥%oji se tu i tamo u
knjizd koriste nisu posebno isticani, odnosno definisani.
Pretpostavlja se da Citalac nede imati teSkoda u savladjiva-
njw takvih mesta.

U skladu sa ciljevima knjige vektorski prostori su o-
bradjeni samo u najneophodnijoj meri. Zbog toga je u naslowvu
knjige i dat naglasak na matrice a ne na linearmu algebru u~
opste.

L

Imajuéi u vidu izloZeno, moZe se reél da je ova knji-
ga kombinacija naudne monografije, undébenika i prirudnika o
teorijl matrica sa posebnim osvriom na primene u elektroteh-
nici, hemiji i fimici. Takodje je izvesna paZinja posvedena
numeridkinm metodima u linearnoj algebri.

l.1. Grafovi

U ovo] knjizi je teorija matrica interpretirana i je~
dnim delom fundirana pomodu teorije grafova. U ovom odeljku
opisuju se oanovni pojmovi teorije grafova u obimu koji je poe
treban za pradenje daljeg teksta. Neki drugi pojmovi i teoreme
iz teorije grafova bide, prema potrebi, navedeni u drugim po-~
glavljima., '

Izlaganje osnova teorije grafova u ovoj knjizi nije u
potpunosti formalizovano iako je dovoljno strogo. Prednost je
data intuitivnoj strani teorije grafova (3to, naravno, ne zna-

1) Prilikom prvog #itanja ove knjige moZe se uvodno poglavlje
samojlgtimiéno preéi a kasnije se, prema potrebi, vradati
na njega. . k




3.

i da su dopusitene proizvoljnosti ili netanosti). Pormalizo-
vaniji pristup teoriji grafova moZe se nadi, na primer, u
knjizi [25]. .

‘Necrijégtisani grat (ili, kratke, graf) se sastoji od
dva skupa, oznadimo ih sa X i U, raznorodnih objekata pri e~
mu su, prema zadatom zakonu korespondencije f, svakom elenmen-
tu skupa U pridruZena dva elementa skupa X, (tj. dvoelementni
podskup skupa X). Elementi skupa X nazivaju ae &vorovi grafa,
a elementi skupa U predstavlijaju grane grafa. '

Uobifajeno je da se graf zamiZlja kao geometrijska fi-
gura u ravni ili trodimenzionalnom prostoru koja je sastavlje~
na od tadska i linija. Elemente skupa X, tj. &vorove grafs,
predstav] jame medjusobno razliditim talkama u ravni ili pro-
storu. Grane, i1j. elemente skupa U, predstavljamo linijama,
pri Semu linija koja predstavlja odredjenu granu spaja talke
koje predmtavljaju &vorove Sto su po zakonu korespondencije f
pridruZeni toj grani. .

Jedan isti graf moZemo nacrtati na vide nalina jer Je
jzbor talaka koje predstavijaju &vorove proigvoljan a proiz-
voljan je i oblik linija koje predatavljaju grane., U svim mo-
gudénim reprezentacijama jednog grafa zajednilka je apstraktna
kombinatorna struktura grafa.

Poimer 1, Neka je X = {;l,xz,xa,x4 iU = {pl,uz,u3,u4,n5,ué}.
Dalje, neka je f takvo da grani vy pridrufuje gvorove Y i Xpy
grani u, &vorove x i X3 i, redom, granama Mgy Uy, Ug, Ug
&vorove x4 i Xyr Xp i Xgs Xg i Xy Xy i Xy Ovim je definisan
Jedan graf koji je prikazan na sl. 1.

Ako su grani u pr;druéeni &vorovi Xy
x i y, ka¥e se da ona povezuje vorove x i
y. Gvorovi x i y su krajnje talke grane u.
Grana &ije se obe krajnje talke nalaze u
istom &voru naziva se petlja (grana ug na xp x3
sl. 1). Ako su dva ¢vora spojena granom,
kaZe se da su ti Cvorovi sugedni. Talkodje /
se ka%e da su Svor i grana gusedni (ili Xy,
incidentni) ako je dvor krajnja tadka gra-
ne. U ovom sludaju se jo3 kale da se gra- ’ ug
ro gtife u posmatranom &voru. U grafu bez sl. 1

ug ug




petlji za svaki &vor se definije atepen Evora. Stepen &vora
je broj grana koje se stifu u tom &voru.

Primer 2, Ako u grafu na sl. 1 zanemarimo petlju ualstepeni
&vorova xl,xz,x3,x4 su redonm 3, 2, 2, 3.

Grafovi se, kao celine, obelezavaju obifno velikim la=-
tinskim slovima (na primer G, H, itd.). Kao &to je navedeno,
graf G je ‘odredjen skupom &vorova X, skupoﬁ grana U i zakonom
koregpondencije £ (tj. funkcijom f), pri %emu f dodeljuje gra-
nama (neuredjene) parove ¥vorova. Da bi se ova dinjenica krat-
ko izrazila pide se G = (X,U,f).

U apecijalnim sluéajevima moZe da
se dogodi da funkeija f pridruZuje -ragli-
gitim grapama isti par Svonova. Tada su ti
&vorovi povezani sa viSe grana. Kafe se da
u grafu tada posteoje viSestruke grane, a
takvi grafovi se nazivaju multigrafovi. Na
sl. 2 prikazana su dva multigrafa.

Ako su skupovi X i U konadni, graf
(odnosne multigraf) je konalan. U suprot-
sl, 2 nom slufaju radi se o beskonadnim grafovi-
ma (multigrafovima), mi demo u daljem tekstu posmatrati samo.
konadne grafove i ﬁultigrafove bez. petlji kod kojih je skup
dvorova neprazan,

Podgraf datog grafa (ili digrafa, Sto e biti defini-
sane kasnije) dgbija se na taj nadin 3to se uodi neki- neprazan

: - podskup Y skupa Svorova i izo-
stave iz grafa svi ostali &vo-
1ovi zajedno sa granama koje su

Xy Xg
susedne izostavljenim Svorovima.
" x i) podg:afu ostaju samo grane
. koje peovezuju &vorove iz Y. Ka-
Oxg _ 5 Ze se da je opisani podgraf in-
“ o 4 dukovan skupom Y.»
I ¥Na sl, 3 dat je jedan
graf sa dva svoja podgrafa.
X X3 X3

Delimi¥nim ili parci-

Jalnim grafom grafe G naziva se

sl. 3
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svaki graf H koji je dobijen od G izostavljanjem nekih njego-

vih grana pri femu svi &vorovi ostaju uw grafu.
Na 8l. 4 je dato nekoliko delimidnih grafova jednog

grafa.

Xy X, X3 X5 X, Xy
X X2 X X3
X5 X4 X3 X5 Xz X3

o O (@]
o o
% X2 Xy X;

8l. 4

X. X5 X3
X2 X *
X X

8l., 5
Delimidéni graf podgiafa naziva se delimi&ni podgraf
dateg grafa. Na sl. 5 se nalaze dva grafa sa po jednim svojim

podgrafom i delimidnim podgrafom.
Na sasvim slifan nalin definiSu se analogni pojmovi za

multigrafove, digrafove i multidigrafove (Zto e biti kasnije



definisano).

) Napomenimo da su binarne relacije "biti podgraf", "bi-
ti delimidni graf" i "biti delimiéni podgraf®, definisane u
skupu svih grafova, relacije parcijalnog uredjenja u tom skupu.

Neka su X = {xl,xz,...,xﬁ}i U.= {pl,uz,...,um} skup
&vervva 1 skup grana nekog grafa G. Naizmeni&ni niz &vorova i
grana xii’ ujl, xiz, ujz, xiﬁ,..., xikf ujk, xik+1 naziva se
put duZine k u grafu G ako su za gvako 8 = 1,2,...,k &évorovi
Xy ix medjusobno razliditi i predstavljaju krajnje tal-
8

8 +1 .
ke grane uﬁ . Ka%e se da ovaj put povezuje évorxi sa &vorom
8 1
x; . Za put koji poZinje i zavrdava se u istom &voru kaZe se
k

da je zatvoren ili kruZai put.

Primer 3. U grafu na sl. 1 nis xz,ui,xl,u3,x4,u5,x3 predstav-
lja put du¥ine 3 i povezuje x, sa &vorom X3z

Graf je povezan ako se svaka dva njegova &vora mogu
povezati putem. Ako posteje &vorovi koji se ne mogu povezati
putem, graf je nepovezan. Graf na sl. 1 je povezan, dok Jje
graf na sl. 6 nepovezan.

Hepoquah graf se sastojli od dva 1ili viSe odvojenih
delova. Ovi odvojeni delovi nazivaju se komponente povezanosti
grafa ili, kratko, komponente. Svaki &vor grafa pripada jedno]
komponenti. Komponentu kojoj pripada odredjeni &vor X obrazuju
&vor x 1 svi oni &vorovi koji se mogu povegati putem sa &Evorom
x. Graf na sl. 6 ima tri komponente povezanosti.

U poveganom grafu se definiZe ras-
tojanje dva &vora kao duZina najkradeg pu-
ta izmedju ta dva &vora. Smatra se da je
svaki &vor na rastojanju O od samog sebe.
Najvedée rastojanje dva &vera u povezanonm
grafu naziva se dijametar grafa. Pri ovome

sl. 6 se, naravno, duZina puta ne shvata geome-
trijski veé u gore definisanom kombinatornom smislu. .

Veza izmedju stepena &vora i broja grana U grafu uspo=
stavlja se na sledeéi nalin. ) ‘ '

Neka su d, dZ’ﬂ“’dn stepeni EVOrova Xp,Xgse.«rXy B v




grafu bez petlji koji ima m grana. Ako saberemo sve stepene
évorova, dobijamo dvostruki broj grana, jer/ svaka grana ima
kao krajnje tadke dva 3vora. Dakle, va¥i rglacija

(1) . d; + dy

Iz ove relacije neposredno sleduje

+ e + dn = 2m,

Teoremq_lﬁ Broj &vorova neparnog stepena u konadnom grafu bez
petlji je paran.
Graf Jje reéularan stepena r, ako je dl = d2 = .. =

= dn =r. Iz (1) sleduje da regularan graf stepena r ima

m = % nr grana. _

Iz ove jednakosti sleduje da ne postoje za svako n i r
regularni grafovi stepena r sa n dvorova. Potrebno je, naime,
da bar jedan od brojeva n i r bude paran. Lako .se moZe dokaza-
+i da je ovo i dovoljan uslov za egzistenciju grafova iz pome-
nute klase.

Posebno su interesantni regularni grafovi stepena dva.
Povezan regularan graf stepena dva zove sé kontura. Ako kontu-~
ra ima n &vorova, oni se mogu oznaditi’ sa Xy 9Xgseees Xy tako da
je Xq susedan sa X5y Xy 82 x3, eee s Xy g S8 Xy i X susedan
sa X . Izuzetno demo konturom nazivati i jedan multigraf i je- .
dan graf sa petijom (sl. 7). Broj n naziva se duZina konture.
Kontura duZine n obeleZava se sa Cn' Kontura je parna (nepar-
na) ako je njena du¥ina parna (neparna).

o ) AT IO

sl.-7

Na sl. 7 date su konture sa 1,2,3,4,5 i 6 &vorova.

Komponente povezanosti konanog regularnog grafa ste-
pena dva su odigledno konture.

Graf u kome su svaka dva &vora spojena granom naziva
se potpuni graf. Potpuni graf sa n &vorova obeleZava se sa K, .
Grafl Kn je regularan stepena n-1.

k-kompletan graf K je graf &iji se skup
Ny sTgs eeeylly




évorova moZe podeliti na k medjusobno disjunktnih podskupova
koJji sadrZe redom By sDpyeeesy &vorova, tako da su svaka dva
&vora iz razliditih podskupova povezana granom a da ni jedna
grana ne povezuje Svorove iz istog podskupa. Za k=2 dobijamo

tzv. bikompletne grafove Knl n,

Prelazimo na opis jedne vaZne klase grafova koji se
nazivaju stabla. Povezan graf sa najmanje dva &vora koji ne
sadrZi konture naziva se gtablo ili drvo. Na sl. 8 prikazana
su sva stabla sa najvise 6 &vorova.

Mnoge osobine stabla su lako uodljive. Navodimo neke
od njih uz. kratko obrazloZenje, ili bez obrazloZenja, ostav~
ljajuéi éitaocu da proveri njihovu talnost.

Izostavljanjem bilo koje grane iz stabla dobija se ne-
povezan. graf. Neka je, na primer, izostavljena grana koja po-
vezuje &vorove x, i x, Jednog stabla. Ake bi se posle izostav-
ljanja owe grane dobio povezan graf, morao bi u stablu posto-
Jati put koji ne sadrii udaljemu granu a koji povezuje x, sa
Xy Ovaj put bi zajedno sa pomenutom granom obrazovao konturu
u, stablu, 8to je, po definiciji stabla, nemoguéno.

‘ Ako se u stablo ukljuli proizvoljna nova grana, dobija
se graf koji ima ta¥no jednu konturu., Ovo je oZigledno s obzi-
rom na &injenicu da su ¥vorovi izmedju keojih je ukl judena nova
grana povezani u stablu jednim putem. Grane ovog puta sa nowvom
granom obrazuju konturu.

~3 1Y
T e



Svako stablo sadrZi bar dva &vora stepena 1. Na pri-
mer, &vorovi &ije je rastojanje jednako dijametru. stabla ima-
jd stepen 1. . ]

Koristééi ae ovom ¢injenicom i metodom matematiZke in-
dukcije, moZe se dokagati da za broj n &vorova i broj m grana
u stablu vazi jednakost m=n-l.

Svaka dva &vora u stablu su spojena samo jednim putem
ako iskljuéimo moguénost viSestrukog prolaZenja puta kroz je-
dan. isti &vor. Putevi koJji kroz. svaki &vor grafa prolagze naj-
viSe jedanput nazivaju se elementarni putevi.

Osobine stabla su pregledno izloZene u slededoj teo-~
remi.

Teorema 2. Neka je G graf sa n(n>» 1) Ivorova. Sledeéi iskazi
o G su ekvivalentni:

(1) G je povezan i ne sadrZi kontune;

(2) G ne sadr#i konture i ima n~l grana;

(3) ¢ je povezan i ima n-1 grana;

(4) G ne sadr#i konture, ali dodavanjem nove grane iz-
medju proizvoljna dva &vora obrazuje se bar jedna kontura;

(5) G je povezan ali gubi to svojstvo ako se udalji
njegova proizvoljna grana;

(6) Svaka dva &vora su. u G spojena tafno jednim ele-
mentarnim putem.

Ekvivalencija nekih od ovih iskaza je veé dokazana.

Svaki od navedenih -Sest iskaza moZe se uzeti za defi<
niciju stabla. Ostalih pet iskaza postaju tada teoreme koje se
dokazuju. '

U mnogim razmatranjima tzv. bojenje grafova se pokazu-
Jje kao veoma korisno.

Graf se boji na taj nafin 3to se svakem &voru pridru-
Zuje neka boja, tj. svaki &vor se boji nekom bojom. Graf je
pravilno obojen ako su svake dva susedna &vora obojena razli-
¢itim bojama. Ako se graf moZe pravilno obojiti a da se pri -
tom upotrebi k boja, graf je k-obojiv. Hromatski broj grafa
je jednak k ako je graf k-obojiv, a nije (k=1)-obojiv.

Ako graf ne sadr?i nijednu granu, tj. ako se sastoji
samo od izolovanih &vorova, sve Evorove moZemo obojiti istom
bojom. Stoga je hromatski broj jednak 1. Nasuprot tome, za
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potpuni graf sa n &vorova hromatski broj je n. Hromatski bdroj
ostalih grafova veéi je od 1, a manji od ni

Grafovi &iji je hromatski broj jednak 2, nazivaju se
bihromatski grafovi. Kontura parne duZine je bihrematski graf
jer je sa dve boje moguéno pravilno bojenje. Medjutim, kontu=-
ra neparne duZine 3e.trihromatski graf,. Nijedan bihromatski
graf ne mo¥e da sadr#i konturu neparne duine, jer bi u pro-
tivnom za bojenje grafa bilo potrebno bar tri boje. Intere-
santno je, medjutim, da vaZi i obraut iskaz; tj. graf bez kon-
ture neparne duZine je bihromatski. Navedene &injenice sadrza-
ne su u glededoj teoremi.

Teorema 3 (KSnigova teorema). Graf je bihromatski ako i samo
ako ne sadrfi (kao delimidni podgraf) nijednu konturu sa ne-’
parnim brojem &vorova.

Dokaz. Kontura sa neparnim brojem &vorova je trihromatski graf.
Stoga je jasno da bihromatski graf ne moZe da sadrZi kao deli-
mi¥ni podgraf konturu sa neparnim brojem. d&vorova.

Pretpostavimo sada da graf ne sadrZi nijednu konturu
sa neparnim brojem &vorova i dokaZimo da je graf bihromatski.
IzveSiéemo efektivno bojenje grafa sa dve boje. Proizvoljan
évor oﬁojimo, na primer, belom bojom; sve njemu susedne &vo-
rove obojimo plavom, a susedne Ivorove od ovih opet belom (u~
koliko vedé nisu. obojeni belom bojom) itd. Kada zavriimo sa
Jednon komponentom povezanosti prelazimo na drugu. Ako na ovaj
nadin. obojimo sve &vorove grafa, graf je bihromatski. U: sup~-
rotnom sludaju naiéi éemo u procesu bojenja na Svor koji tre-
ba obojiti, na primer, plavom bojom a da je jedan od njemu
susednih &vorova veé obojen plavom bojom..

Medjutim, tada od poletnog Svora vode u ovaj &vor dva
razliéita puta, od kojih jedan ima paran, & drugi neparan broj
grana. Ako objedinimeo ova dva puta dobijamo kruZni put nepar-
ne duzine., Ovaj kruZni put moZe da postoji samo ako u grafu
prostoji kontura sa neparnip brojem &vorova, a to je u suprot-
nosti sa polaznom pretpostavkom.

Ovim je dokaz teoreme zavrsen.

Vazni predstavnici bihromatskih grafova su stabla i
konture sa parnim brojem &vorova.
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Bihromatski grafovi se Zeato predstavljaju na sledeéi
nacln. Neka je bihromatski graf G obojen sa dve boje. Neka je
X skup dvorova grafa G obojenih jednom od boja a x2 skup &vo-
rova obojenih drugom bojom. Neka je U skup grana grafa G. Tada
se pife G = (xl, X5, U) a graf se zamillja, odnosno na crteim
predstavlja, kao graf sa dve grupe Cvorova Xy i X, pri demu
grane povezuju samo Svorove iz razlifitih grupa.

Ako skup U sadrifi sve mogude grane, t]. ako Je svaki
gvor iz Xl‘spoien granom sa svakim od &vorova iz xz; G je pot-
puni bihromatski ili bikompletan graf, kao ¥te je istaknuto
ranije. Ako je tada |X;|= n, i |X,|= n,, pide ee G = K"l"-‘z'

Na sl. 9 prikazan je jedsn regularan graf stepena 1.
Lako. se uvidja da svaki regularan graf stepena 1 sadrZi paran
broj &vorova, da su Zvorovi gruplisani u parove i da su &¢vorovi
iz istog para spojeni granom. Dakle, sve komponente grafa su
istog oblika.

U tecriji grafova i u primenama od interesa su delovi
grafa koji imaju oblik sa sl. 9. Regularan delimiéni graf ste-~
pena 1 nekog grafe naziva se l-fakter toga grafa. Dakle, po-
stojanje l-faktora u grafu znadi da se &vorovi grafa mogu svr-
stati u parove tako da se u svakom paru nadju susedni &vorovi.
Potreban uslov za egzistenciju l-faktora je da graf imas ﬁaran
broj &vorova. Ovaj uslov, medjutim, nije i dovoljan.

Ako je graf bihromatski, potrebno je joS da svakom bo-
jom mo%e da se oboji isti broj &vorova. U grafu na sl. 10 broj
&vorova koji su obojeni belom i broj &vorova obojenih crnom
bojom nisu isti. Stoga je grupisanje u parove nemoguéno, pa
l-faktor ne postoji.

A e
D O U S
wEs AN A

sl. 9 sl. 10 sl. 11
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Graf na sl. 11 ima osobinu da je svakom bojom obojen
isti broj &vorova, ali graf uprkos tome nema l-faktor. U ovo
se‘fnoéexim uveriti na razne nadine neposrednim posmatranjem.
Jedan od na¥ina je da se uodi skup S oznaden na sl. 11. Uda-
1javanjém dva &vora skupa 8 (zajedno sa svim susednim granama)
iz grafa dobijamo nepovezani graf sa &etiri komponente, kao
S5to je prikazano na istoj slici desno. Bitna &injenica je ds
te komponente imaju neparan broj &vorova. Ako bi u poZetnom
g,rafu pbatojao 1-faktor, onda bi iz svake od pomenutih kompd-
nenata bar po jeda:i &vor morao biti sparen sa nekim od &vorova
iz 8. Medjutim, to je nemoguéno, jer S ima samo dva &vora.
Skup $ ¢ija egzistencija onemoguduje egzistenciju l-faktora
naziva se antifaktorski skup. -

Uopite, antifaktorski skup u nekom grafu je svaki skup
éworova S &ijim se udaljavanjem dobija graf u kome je broj
komponenti sa neparnim brojem &vorova veéi od broja elemenata
skupa 8.

Za egzistenciju l-faktora u grafu potrebno je, dakle,
da broj ¢vorova bude paran i da ne postoji antifaktorski skup.
Interesantno je da su ovi uslovi i dovoljni, tj. vaZi i obrnu-
to tvrdjenje: Ako graf ima paran broj &vorova i ne sadrZi an~
tifaktorski skup. tada posteji l-faktor u grafu. Ovo je sadr-
Zina teoreme W.T.Tuttea u ¢iji se dokaz neéemo upusdtati.

Do sada smo proufavali neorijentisane grafove ili,
krade, grafove. Termin neorijentisan je usvojen zbog toga Sto
su grane: grafa neorijentisane,

Pored grafova prouéavé.ju se i digrafovi, kod kojih su
grane orijentisane.

Digraf G se sastoji od skupa &vorova X i skupa orijen-
tisanih grana U, pri demu je prema zadatom zakonu koresponden~
cije £ svakoj orijentisanoj grani iz U pridrufen jedan uredjen
par &wvorova iz skupa X.

Primer 4. Neka je X = {xl,xz,xj,xd' 1U0= {ul,uz,ug,u4,u5,u6,u7}
Neka f granammiz U korespondira redom sledede ured jene parove
&vorovas

ul u.2 u3 u4 us u6 u7
(xl’xi\) (xlrxz) (;1013) (11914) (13112) (~x3’x1) (14113)'
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Digraf odredjen sa X, U i £ je prikazan na sl. 12.
Dakle, uopite, ako funkcija £ pridruZuje -
grani uy uredjen par Ivorova (xj,xk), na

crieiu se t}verovi x3 ix povezuju linijom
koja je orijentisana od xj ka X Ako po- X
stoje dva &wora koja su povezana sa vise
grana iste ‘orijentacije, digraf se naziva

multidigraf.
Ka%e se da grane Wy izlazi iz &vow
ra x, a ulazi u &vor Xyr ). grana uy po- ] uy

vezuje &vor xj sa Svorom Xyo sl. 12

Granw (xi,x ) ponekad demo oznadavati kratko sa xix .

U digrafu:. se put moZe definisati kao niz (orijentisa-
nih) grane koje se nadovesuju Jedna na drugu. Put povezuje
podetni &vor prve svoje grane sa gavrinim Svorom poslednje
grane. Put je elementaran ako kroz svaki Svor digrafa prolazi -
najviSe jedanput.

Lanac du¥ine k u multidigrafu G Jje naigmenilni niz
gvorova i grana ‘1'“1"2’“2"'°"x'“;:'¥k+1 takav da su za sva-

ko i =1,2,...,k &vorovi x; i X141 medjusobno razlifiti i
predstavijaju krajnje tafike grane uy {pri ovom nije bitno ko~
ji je od njih podetni a koji je krajnai %vor). Kazademo tako=~
dje da ovaj lanac polagi iz % i povezuje ova) &vor sa &vorom
X a0 kome se lanac zavrSava.

Ako Je x; podetni a LY krajnji &vor grane Uy kaZe
se da lanac prolaszi granom U, o skladu sa njenom orijentaci-
jom, tj. u smeru strelice. iko je g poletni a xi’kra.jn;ii
&vor, kaZe se da lanac prolawzi granom uy nasuprot strelice.

Ciklus duZine k je lanac duZine k koji se zavrSava u
gvoru u kojem i podinje.

U dxgrafu se za svaki &vor x; definiSe jzlazni stepen
d i ulazni stepen di » Izlazni stepen je jednak broju grana
ko;e izlaze iz posmatranog &évora a ulazni stepen je jednak
broju grana koje ulaze u taj &vor. Petlja se uradunava i u u-
lazni i u izlazni stepen. &vor u koji ne ulazi nijedna grana
a bar jedna izlazi (%Jj. d] = 0, 4] >0) naziva se izvor. Slid-
_ no tome, ponor je &vor za koji vabi d; = 0, d; »0.
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Digraf je jako povezan ako je svakl uredjen par &vo-
rova X;,X, spojen putem koji vodi iz X u xj.

Iz definicije sleduje da, pored egzistencije puta iz
x4 U x4, mora postojati put koji vedi iz x, u X

Na sl, 13 dat je primer jakc povezanog digrafa.

sl. 13 sl., 14

sl. 15

Poveganost je jednostirana ako je svaki neuredjen par
gvomova X, ,X, povegzan putem bar u jednom smeru (sl. 14),

Digraf je slabo povezan sko je povezan neorijentisan
graf, dobijen od datog digrafe zamenom orijentisanih grana od-
govarajuéim neorijentisanim granama (sl. 15). :

Jako povezan digraf ima i osobine jednostrane i slabe
povezanosti, Jednostranc povezan digraf je 1 slabo povezan,
Slabo povezan digraf ne mora, medjutim, biti jednostranc pove~
zan, a jednostrans povezan digraf ne mora biti i jeko povezan.

Pitanje komponenata povezanosti se komplikuje kada se
posmatraju grafovi koji nisu neorijentisani.

Opisademo detaljnije komponente jake povezanosti.

U skup X &vorova digrafa G uvedimo binarnu relaciju Ot
pomoéu sledede definicije. Cvorovi x 1 ¥ su u relaciji® ako i
pamo ako je Xwy ili se x i y nalaze na nekom zatvorenom putn
digrafa G. lako se proverava da je relacija® refleksivna, si=-
metrifne i tranzitivna, tj. ona predstavlija relaciju ekvivalen-
cije. Podgrafovi digrafa G, indukovani klasama ekvivalencije
ove relacije, predstavljaju komponente jake povezanosti grafa
G, Na sl, 16 predstavlijen Je jedan digraf pri &emu su naznale=-
ne njegove komponente povezsnosti 01,62,03,64.
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sveka komponenta jake po-~
vezanosti je jako povezan digraf.

Ovo potide otuda 8to se svaka dva .
(razlidita) &vora iz iste klase g
ekvivalencije nalaze na nekom za- Cs
tvorenom putu (tj. postoji put od .
jednog do drugog i obrautio).

Lako se uvidja da se iz T G

komponente u komponentu jake po-
vezanosti moZe prelaziti uvek sa-
me u jednom pravecu. (Ovde se pod-
razumeva da se kretanje vr3i po
granama grafa u smeru orijentaci-
je grana,) Ako se iz jedne kompo-
nente izadje u nju se vise ne mo~
%e vratiti. Grana koja povezuje &vorove iz razliditih kompone~
nata ne leZi ni na jednom zatvorenom putn. Stoga je ponekad
zgodno da se komponente jake povezanosti konstruidu na téj na-
&in 3to se udalje iz grafa sve grane koje ne le%e na zatvore-
nim putevima. Tada se graf raspada na bdvojene delove koji u-
pravo i predstavljaju komponente jake povezanosfi.

Digraf G sa m &vorova naziva se orijentisana kontura
(11i, kratko, kontura ako ne postoji opasnost da se ovaj pojam
pome3a sa neorijentisanim povezanim regularnim grafom stepena
2) ako se njegovi Svorovi mogu numerisati'brojévima 1,2,e00,m
tako da budu ispunjeni sledeéi uslovi: 1° Za svako 1 =
= 1,2,...,m=1 postoji u G orijentisana grana koja ide iz &vora
i u &vor i+l; 2° Postoji orijentisana graha koja ide iz &vora
mu &vor 1; 3% 0sim navedenih. graf ne poseduje druge grane.

A

Bl. 17

[~]

sl., 16
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Digraf se naziva linearan ako iz svakog &vora izlazi
i w gvaki ¢&vor ulazi tafno jedna grana. Linearni digraf se sa-
stojl od jednog ili viSe odvojenih delova (komponenata) od ko~
Jih svaki predstavlja konturu (sl. 17). Konturu moZe da obra-
zuje 1 samo jedna petlja. - .

Eao 8to smo to veé spomenuli kod grafova, ako se iz
nekog digrafa udalji izvestan broj grana, pri Semu broj &vo-
rova digrafa ostaje neprémenjen, dobija se digraf koji se na-
ziva delimi¥ni digraf podetnog digrafa. Linearni delimi®ni di-
graf digrafa G naziva se faktor grafa G. Na sl. 18 prikazani
su svi faktori jednog digrafa.

I
O 0 ? (@]
G Fy ‘

F2 F3

sl. 18

Pojam faktora u digrafu ne treba meSati sa pojmom 1-
-faktora u grafu.

' UveSéemo sada Jjo8 Jedan vaZan pojam - pojam izomorfiz-
ma grafova (digrafova, multigrafova ili multidigrafova, tj.
digrafova sa videstrukim orijentisanim granama).

Neka za zadata dva grafa (ili, najopétije, multidigra-
fa) Gl i G2 postoji funkcija ? koja svakom &voru iz Gl pridru-~
Zuje jedan &vor iz Gz,.tako da je svaki &vor iz G2 pridruZen
tadno jednom &voru iz G,. Neka je, dalje, funkcija ¥ tekva da
svakom paru x,y &vorova iz G, pridruzuje &vorove Y(x), Py
u Gz koji su medjusobno povezani sa istim brojem grana kao i
&vorovi x,y.

Funkcija(f sa navedenim osobinama naziva se izomorfi-
zam grafova Gy 1 G,y a za grafove Gy 1 G, se ka%e da su izo-

morfni.

Primer 5. Grafovil)

na sl. 19 su izomorfni a izomorfizam je

1) Graf &ije su dve reprezentacije prikazane na sl. 19 naziva
se Petersenov graf.
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funkcija(f definisana pomodu l((xj_) =%/, i =1,2,...,10. Na
sl. 20 data su dva izomorfna multidigrafa pri Zemu je izomor-
fizam naznafen na slidan nadin.

sl. 19

Izomorfizam grafa na samog sebe naziva se automorfizam.
Za prvi graf sa sl. 19 automorfizam je, na primer, preslikava-
nje Y definisano pomoéu sledeée tablice:

3 X3 X, X3 X X5 Xg ‘x7 Xg Xg Xj4
’{’(xi) X, X3 X X5 X X Xg X3 X4 Xg
Geometrijska simetrija crteZa grafa uvek definiSe je-
dan automorfizam grafa.

sl, 20
Ako se graf prikazuje pomoéu talaka i linija u trodi-
" menzionalnom prostoru, dve grane se uvek mogu predstaviti ta-
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ko da se medjusobno ne seku i ne dodiruju ( izuzev u &voru ko~
ji je zajednilki za te dve grane).

Deformacija geometrijskog reprezenta grafa u itrodimen-
zionalnom prostoru, pri kojoj se &vorovi, eventualno, pomeraju
ali se medjusobno ne preklapaju, a grane izdu¥uju, skraduju 1
savijaju alli se ne prekidaju i1 ne slepljuju sa drugim granama,
naziva se neprekidna deformacija. Izomorfni grafovi mogu se
pomocdu neprekidne deformacije dovesti do geometrijske podudar-
nosti, ako se jo¥ dopusti proces pri kojem se grana otkida od
Jednog svog ¢vora ali se na kraju opet vezuje za taj évorl).

Kao 8to se vidi, izomorfni grafovi su, u stvari, iasti
grafovi 2li su razlidito predstavljeni odnosno nacrtani. Raz=
lika izmedju dva izomorfna grafa moZe da bude u tome Bto su
oni predstavljeni razlifitim geometrijskim figurama (videti
primer 5). No, moZe da ae desi da omi budu predstavlijeni i is-~
tim geometrijskim figurama a da se razlikuju samo po tome kako
su im &vorovi oznadeni., Dalje mo%e da se desi da sw i oznake
gvorova iste, samo su grafovi razli%ito oznadeni.

Primer 6. Na sl. 21 data su dva para izomorfnih grafova.

1 4 d [
j:::l
20—=03  aO—Ob 1"z 3 I

sl. 21

U daljlm poglavljima ove knjige pojavljivade ase grafo-
vi (ili digrafovi) kod kojih je svakoj grani (11i petlji) pri-
drufen. neki broj. Broj pridrufen grani nazivademo.prenos gra-
ne. Ako su u jednom grafu definisani prenosi grana kazademo da
je to graf sa oznadenim granama ili oznadeni graf. Napomenimo
da se uvek podrazumeva da &vorovi grafa imaju neke oznake,

1) Da je ova poslednja operacija potrebna uvidja se na primeru
regularnog grafa stepena 2 sa dve komponente povezanosti.
Pri geometrijskoj reprezentaciji dve konture ovog grafa mo-
gu da se obuhvataju kao karike na lancu a mogu da budu i
sasvim odvojene.
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Primer 7. Na sl. 22 prikazan je‘jedan digraf sa oznadenim gra-
nama. ‘

bva multidigrafa Gl i G2 8a o- .

znaégnim granama su izomorfna ako pos- e 5 c d
toji uzajamno jednoznadno preslikava- ‘ (::l*><3ﬂ~<i::)
nje ¥ iz skupa &vorova multidigrafa G, Vo2 3
na skup &vonova 32 takvo da za svaki
par &vorova X,y iz Gl prenosi grana
koje u G, vode iz &vora P(x) u Evor
Y (y) budu jednaki prenosima grana koje u’Gl vode iz x u y.

sl. 22

Primer 8. Na sl. 23 prikazana su dva izomorfna digrafa sa oz~
nadenim granama.

U grafu sa oznadenim
granama definiSe se:prenos
svakog njegovog delimiénog 4 z 3
podgrafa kac proizved preno-
sa grana koje pripadaju tom
podgrafu. Specijalno ée u
daljem tekstu biti intere-
santni prenosi puteva i kon-
tura. Dakle, prenos puta jJe
jednak proizvodu prenosa njegovih grana i prenos konture je
proigzvod prencsa grana koje obrazuju kenturu. ‘

Na kraju napomenimo da se, radi kratkode u izraZavanju,
termin graf festo upotrebljava i kada se misli na multigrafove,
digrafove ili multidigrafove. U takvim sludajevima se radi o
opStim diskusijama ili Jje iz ranijih izlaganja jasno o kojim
ohjektinma je red. '

sl. 23

1.2. Elementi klasidne kombinatorike

U osnovne pojmove klasilne kombinatorike spadaju vari-
jacije, permutacije i kombinacije.

Jedan od glavanih problema u kombinatorici je odredji—
vanje broja raznih kombinatornih objekata. Prilikom reéavanja
zadataka prebrojavanja vrlo Zesto se koriste slededa dva ele-
mentarna principa. T

Neka su A i B disjunkini skupovi, gde je {Al=n 1]B]=m.
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Prineip 1. Broj nadina da se izabere jedan element iz skupa A
ili iz skupa B je men.

Princip 2. Broj nadina da se izabere jedan element iz skupa A
i jedan element iz skupa B je mn.

U prvem alufaju biramo, u stvari, jedan element iz
skupa AUB. O2igledno je |A(JB]= m+n.

U drugom sludaju biramo jedan element iz skupa AXB,
Jer izbor jednog elementa iz skupa A i jednog elementa iz sku~
ra B odredjuje jedan uredjen par iz A X B, Kako svaki element
iz A moZe da se kombinuje sa svekim elementom iz B, da bi se
dobio jedan uredjen par, dobija se [AXB] = mn.

Neka Jje dat skup Anf{al'aZ""'aﬁ}'

Definigija 1. Varijaeija klase k (bez ponavljanjia) skupa A, je
svaka uredjena k-terka razlifittih elemenata skupa An‘

Varijacija se moZe definisati i pomodéu pojma preslika-
vanja.

Definicija 2. Varijacija klase k (bez ponavljanja) skupa A, je
svako obostrano jednoznadne preslikavanje skupa {;.2,...,k} u
skup A

Definicije 1 i 2 su ekwvivalentne.

Broj varijacija klase k (bez ponavljanja) skupa od n
elemenata oznadidemo sa Vi. Dokazademo formulu

(1) Vg =an(n -1) ... (n -k + 1).

U proizwodu na desnoj strani jednakosti nalazi se k faktora.
MoZe se zamisliti da me k-torka koja predstavlja vari-
Jaciju "popunjava"™ svejim koordinatama redom, polevdi od prve
koordinate. Izbor prve koordinate moZe se izvrditi na n nadi-
na, Ako smo se odludili, na primer, za a,), za drugu koordina-
tu moZemo uzeti bilo koji od n-1 preostalih elemenata
8ys8zreeeyBy. Prelaskom na popunjavanje prve sledede koordina-
te, uvek se broj moguénesti za igzbor te koordinate smanjuje za
1. k=tu koordinatu, kada su sve prethodne koordinate veé iza-
brane, moZemo izabrati na n-k+l nadina. Kakc svaki od n izbora
za prvu koordinatu mo%emo da kombinujemo sa n-l izbora druge
koordinate, broj izbora prve dve koordinate na osnovu principa
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2 je n(n-1). ProduZenjem ovakvog rezonovanja neposredno dola-
zimo do formule (1).

Definicija 3. Permutacija skupa-An>je svaka uredjena n-torka
razli&itih elemenata skupa Ay

Podto su elementi n-torke razliditi, svi elementi sku-
pa A, se pojavljuju (tano po jedanput) u n-torci. Opisno re-
&eno, permutacija skupa je svaki uredjen raspored njegovih e-
lemenata. Pod pojmom uredjeni raspored, podrazumevamo raspored
u kome se zna koji je prvi element po redu, koji Jje drugi,itd.

Primetimo da je permutacija skupa od 'n elemenata, u
stvari, varijacija n-te klase (bez ponavljanja) toga skupa.
Stoga je broj permutacija Pn dat pomodu

Py~ Vﬁ =n{n -1) +o. 21 = n!

U skladu sa definicijom 2 permutacija skupa An je sva-
ko obostrano jednoznalno preslikavanje skupa {1,2,...,n} u
skup_An={g1,a2,....an}. PoSto ova dva skupa imaju isti broj e-
lemenata, ovo preslikavanje je bijekedja. o8igledno,, permuta~
cija se mo¥e shvatiti i kao bijekcija skupa u samog sebe.

Definicija 4. Kombinacija k-te klase (bes ponavljanja) skupa
A, Je njegov podskup koji sadrii k elemenata.

Napominjemo da je kombinacija neuredjen skup, tj. nije
vazno koji je redosled elemenata u kombinaciji. Broj kombina-
cija k-te klase skupa od n elemenata obeleZavademo sa Che

U ciljw odredjivanja broja ci zamislimo da se izdva-
janje k elemenata iz skupa od n elemenata vr#i na. sledeéi na-
¢in. Odabere se jedna permutacija skupa od n elemenata i uzme
se prvih k elemenata iz permutacije. O8igledno je da ée viSe
permutacija da dovede do iste kombinacije. Naime, permutovanje
prvih k elemenata u jednoj permutaciji skupa od n elemenata ne
dovodi do promene kombinacije. Isto se moZe reéi i za permuto-
vanje poslednjih n-k elemenata. Iz ovoga sleduje da za svaku
kombinaciju postoji k!(n-k)! permutacija koje dovode do te
kombinacije. Kako je broj svih permutacija skupa od n elemena-
ta jednak n!, broj kombinacija iznosi

i
% e k)
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- .U kombinatorici se pojavijuju takodje varijacije, per-
mutacije i kombinacije sa ponavljanjem, od kojih navodimo samo
varijacije. . ) ) )
Definicija 5. Varijacija klase k sa ponavljanjem skupa
Ay je svaka uredjena k-torka elemenata skupa A,.

Broj varijacija sa ponavljanjem klase k skupa od n e-
lemenata oznadavademo sa Vn.

Prilikom “popunjavanja® k-torke elemenata skupa An za,
svaku koordinatu imamo izbor od svih n elemgnata skupa An’
Stoga je (uporediii sa (1))

k puta

V§=n-n...n=nk.

Proces gradjenja varijacija konadnog skupa moZe se
pregledno prikazati jednim digrafom. Po definiciji yarijaeija
klase k skupa A = {al, Borevey an} Je uredjena k-torka razli-
8itih elemenata iz A. MoZe se zamisliti da se k-torka "popu-
njava® svojim koordinatama redom polevii od prve koordinate.

Izbor prve koordinate se mofe iz
——O vriiti na n nadina 8tc je na grafu
. -0 8a s8l. 1 prikagzano sa n grana koje
izlaze iz &vora 0. Ako smo se odlu-
%11i, na primer, za a5 %8 drugu
koordinatu moZemo uzeti bilo koji .
od n-1 preostalih elemenata
By, Bzpeces Bpe vidi se da se izbor
prve dve koordinate u varijeciji
" moZe prikazati izborom puta duine
dva koji vodi iz &vora 0 do jednog
od &vorova iz drugog sloja &évorova
grafa sa sl. 1, Dalje se zakljuduje
da 'svaki put du¥fne k iz &vora 0 do
jednog od &vorova iz k-tog sloja o=
dredjuje jednu varijaciju klase k,
1 2 - ¢ 1 obrnute. Usimajuéi u obzir broj
moguénosti za grananje puta u sva-
kom od &vorova u ovom ili onom slo-

e s . w

e a = s s & * s
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ju &vorova, za broj puteva duZine k koji polaze iz &vora O do-
bijamo igraz -

: n{n = 1) +vo (0 =~ k + 1),
a to je veé pozdati izraz za broj varijacija klase k‘skupa od
n elemenata. o
) o Varijacije skupa {al. az,..;, an} mogu se na drugi na-
&in, slilan prethodnom, interpretirati pomoéu grafova. Posma=-
trajmo digraf G sa n &vorova koji su oznaleni sa 815 Bppeensdy,
i u kome posteje sve mogudne (orijentisane) grane i petlje.

‘Put duzine k-1 moZe se interpretirati kao uredjena k-torka

(a; » 2 seees a; ) &vorova kroz koje put prolazi. Stoga je
b U k

broj varijacija sa ponavljanjem klase k skupa ¢d n elemenata
Jjednak broju puteva duZine k-1 u digrafu G. Put duZine k-1 mo-.
Ze da podne u proizvoljnom od n &vorova. Posle izbora prvog,
Arugog, ...y (k-1)~vog &vora put moZe dalje da se nastavi na n
nadina. Stoga je broj puteva duZine k-1 jednak nen¥ 1o nk, a
to je broj varijacija sa ponavljanjem klase k gkupa od n ele~
menata,

Ako se umesto puteva potpunog digrafa posmatraju pute-
vi proizvoljnog digrafa, dobijaju se varijacije sa ponavlja-
njem u kojima je za svaki element a; propisanoc koji elementi
mogu da se pojave neposredno posle njega u varijaciji. Ovo su
varijacije sa ograni¥enjima (videti poglavlije 3).

Neka je Jj,Jpsee0sd, jedna permutacija skupa
{2,2,...,0}. ko Je 3; >, za i<k kaze se da elementi j, i J,
obrazuju inverziju. Pomodu ukupnog broja inverzija u permuta-
ciji definiSe se parnost permutacije. Permutacija je parna,
odnosno neparna, ake je broj inverzija u permutaeciji paran,
odnosinc neparan.

Primer 1. Permutacija 1,2,...,n ne sadr?i nijednu inverziju te
je stoga to parna permﬁtacija. Ova permutacija se naziva osno-~
vonom. Najveéi broj inverzija ima permutacija n, n-l,..., 1. B=
lement n obrazuje sa ostalim elementima n~l inverziju. Element
n-1 obrazuje sa elementima desno: od sebe n~2 novih inverzija,
itd. Broj inverzija je, dakle,

(n=1) + (n=2) + vos + 1 = % ni{n~1l) = (g) .
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vo ovog rezultata dolazimo i neposrednom primenom obrasca za
Cﬁ Jjer svaka dva elementa u ovoj permutaciji obrazuju inver-
ziju. .

1.3. Polja A -

Algebarska struktura Je neprazan skup u kome su defini-
sane izvesne operacije. Operacija koja se vrSi nad dva elemen~
ta jednog skupa i 81ji je rezultat element iz istog skupa na-
ziva se f)‘inarua oi)eracija. Algebarske strﬁktm‘e sa Jednom bie
narnom operacijom naszivamo grupoidima. Grupovid je skup snabde~
ven binarnom operacijom. Ako skup oznadime sa X a binarnu ope~
raciju u tom skupu sa + odgovarajudi grupoid G se osznalava kao
uredjen par G = (X,+). Umesto a+b ponekad éemo pisati sb. :

Definicija 1.Grupoid G = (X,+) naziva se grupa ako su ispunje-
ni sledeéi uslovill: ) ‘ ’

1% (VYe,b,c€X)(a*b)vc = a*(bec),

2° (Jeex)(Yaex)era = a-e = a,

3% (VYa eX)(ﬁa'lé Xaa~t 2 alea = 6,

Uslov 1° .oznalgva asocijativnost grupoida. Element e,
¢ija se egaistencija utvrdjuje u 2%, naziva se jedini¥ni 11i
neutraini element grupoida, odnosno grupe. Element a™— iz us-
lova 3° naziva se inverzni element elementa a.

Ako u nekom grupoidu element a ima inverzni element
onda se za a ka¥e da je invertibilan.

Definicija 2. Grupa G = (X,*) u kojoj je operacija » komuta-
tivna naziva se komutatiwvna grupa ili Abelova grupa. R
Primer 1. Skup racionalnih brojeva razlilitih od 0,snabdeven
operacijom mno¥enja (brojeva}, predstavlja grupu. Takodje su °
grupe i grupoidt (R\{0},-), (c\{0},-), ({1,-1},-). «

1) Sa aspekta kvantifikatorskog ‘raé‘&na u definiciji 1 postog}.
izvesna nepreciznost. Naime, u 2° je e promenljiva a u 3
konstantaekoja obeleZava element %ija_se egzistencija utve-
djuje u 2%, Ispravno bi bilo uslove 2° i 38 predstaviti je-
dinstvenom formulom ne slededi nadin

(3.6)(Va)(3a'l)(ao§ = e'a = afa.a~t = a"lea = o).
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Mnogi grupoidi sa operécijom sabiranja brojevé. su gru-
pe {videti primer 2}, pa se 8esto i u opstem sludaju grupe zZa
ozﬁak:u operacije koristi simbol +. Ako je operacija grupe oz-
nafena sa - grupa se naziva muliiplikativana a ako je upotreb-
ljen znak + grupa se naziva aditivna. Razlika izmedju multi-
plikativne i aditivne grupe nije suStinska veé se ogleda samo
u razliéiﬁoj notaciji. Defihicija 1 je w multiplikativnoj no~
taciji. U aditivnoj notaciji neutralni element se qbeleiava sa
0 a inverzni element elementa a sa =~a. Tako dobijamo i slededn
definiciju grupe ekvivalentnu ranije navedenom definicijom.

Definicija 3. Grupoid G = (X,+) naziva se grupa ako su ispu-
njeni slededi uslovi:

1° (Va,b,c £X)(asb) + ¢
2° (Joex)(Vaex)a + 0
3% (YVaex)(d(-a)€Xx)a + (~a) = (-a) + a = O.

Primer 2, Poznati primeri aditivnih grupa su grupoidi (Z,+),
(Q,+)s (Ry+) 1 (Cy+). .
Primer 3. Dokazati da skup S = {1,2,...,p-1}, gde je p prost
broj, obrazuje grupu u odnosu na mnoZenje po modulu p. (Dva
cela broja a i b“se mno%e po modulu m na taj nadin Sto se naj-
pre pomnoZe na wobilajeni nafin pa se dobijeni rezultat ab po-
deli sa m; ostatak pri deljenju se zove proizvod po modulu m
brojeva a 1 b). '

ObeleZicdemo sa @ mnoZenje po modulu p, Skup S je o=
tigledno zatvoren u odnosu na @ .

Da bismo dokazali asocijativnost operacije @, tj.
(a@b)@c = a® (bOc), dokazademo da je

(1) (a@b)@¢c = abe(mod p); a @bEc) = abe(mod p).

a + {(b+ec),

#

0 +a=a,

Zaista, a@b = ab{mod p} i a@b = ab + kp za neki ceo
broj k. Dalje je (a®@b)Q@c = (a@b)+c (mod p), (a®Db).c =
={ab+kp)-c = abc + kcp = abe (mod p), to daje prvu od relacija
(1). Na slidan nalin se dokazuje i druga relacija.

Jediniéni element, naravno, pbstoji; to je broj 1.

Da bismo dokazali invertibilnost elemenata iz S posma-
trajmo za fiksirano a sve proizvode
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(2) 1®a, 2@a,4.ey (p~1)Pa

.elementa a sa elementima iz S, Medju tim proizvedima nema je-
dnakih, jer ako bi bilo i®a = j®a 2za i>j, imali bismo
ia =ja(mod p), tj.pi(i-j)a, a ovo je nemoguéno jer p je prost
broj i 1€i-j<$p~2, 1$a<p-l. rrema tome, jedan od proizvoda
iz (2), recimo b-a, mora biti jednak 1. Dakle, b je levi in-
verzni element za a., Na osnovu komutativnosti operacije e, b
je i desni inverzni element za a. ‘
‘Dakle, {s5,®) je grupa. Napomenimo da (S,0) nije grupa
ako p nije prost broj. : '
Definieija 4. Grupoidi (G,-) i (H,*®) su izomorfni akc postoji
bijekcija £:G-=H sa osobinom '
(Vx,y€8)  f{x-y) = £(x)X1{(y).

] Preslikavanje f naziva se izomorfizam grupoida (G,+)
na grupeid (H, X ). .
Primer 4. Neka je G ={1,i,-1,-i} i K ={0,1,2,3}. Ako-oznasava
mnofenje komleksnih brojeva a @ sabiranje po modulu 4, gru-
poidi (G,-) i (H,®) su izomorfni. Izomorfizam je preslikava-
nje £ = {(1,0),(i,l),(-l,z‘),(-i.b)}. Tablice ovih operacija

3% I N TR R | ®lo 1 2 3
1{1 i -1 -i olo 1 2 3
1] 14 -1 -1 2 112 3 o0
1)1 -i 1 i 212 3 0°1
“if-i 1 i -1 3|3 0 1 2

imaju u sustini istu strukturu. )

MoZe se redli da su izomorfni grupaidi, u stvari, isti
grupoidi a razllkugu se samo po tome Jto su im elementi i ope~
racije cznacem. razliéztlm simbolima.

Ako su (G,+) i (H, X ) izomorfni grupoidi i ako je
(G,+) grupa onda je ofigledno i (H, X ) grupa. (U primeru 4
{G,-) Je grupa. stoga je i (H, @) grupa). vopste, ako je jedan
od ovih grupoida neka struktura onda je i drug; grupoid ta is~
ta struktura. ‘ k
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Ovakva zakljulivanja se mogu preneti na algebarske
strukture sa viSe od jedne operacije.

Algebarske strukture s& dve binarne operacije (G,+,-)
i (H,@®,® ) su izomorfne ako postoji bijekcija f:6-»H sa oso-
binom -

(Vx,y€6) £(x+y) = £(x)@£(y) NE(x-y) = £(x)Q£(y).

Kao i kod grupoida, izomorfne algebarske strukiture i-
maju iste bitne osoblne.

ﬁazmatracemo i neke pojmove ko;1 su srodni pojmu izo-
morfizma. Pri tome demo imati u vidu grupe mada se svi ti poj-
movi mogu posmatrati u #qzi sa proizvoljnim algebarskim struk-
turama. ‘
Definicija 5. surjekcija f:G->H naziva se homomorfizam grupe .
G,+) na grupu (H,X } ako vaZi

(Vx,y€6) £(xy) = £(x)X £(y).
Ako postoji bar jedan homomorfizam‘kaée se da je grupa (H, X )
homomorfna slika grupe (G,+) ili da je (H, X ) homomorfna sa
{(Gy* ).
Primer 5. Grupa ({1,-1},+) je homomorfna slika grupe (Z,+).
Homomorfizam je preslikavanje I: Z~9{}1 l} definisano pomocu
) {~1 ako je x paran broj
f(x) = . )
-1 ako je x neparan broj .

Definicija 6. Izomorfizam grupe na samu sebe nazifa se auto-
morfizam. Homomorfizam grupe na neki njen deo naziva se endo-
moxrfizam,
Primer 6. Neka je a fiksirani element grupe (G,+)}. Preslikava-~
nje £:6-+G definisano pomodéu f(x) = a-Xoa'l je bijekcija. £ je
automorfizam jer je f(x-y) = a-(x-y)-a'l = (a-x-a'l)(a-y~a'1)=
= f(x}-£{y/)»
Definicija 7. Algebarska struktura (S,+,+), gde su + i + bi~
narne operacije skupa 5, naziva se itelo ako su ispunjeni sle-
dedi uslovi:

1° {S,+) je Abelova grupa;

2° Uperacija * je dlstrlbutxvna prema operaciji +;
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3% Struktura”(s\{o}, ), gde je O meutralni element
grupe (5,+), Jje grupa.
Definic:.;]a 8. Telo (S,+,°) u lcome e operaci;ja + komutativna
naziva se polje.

Primer 7. Pipi¥ni primeri brn3nih polja Bu (Qy+s°), (Ry#,*) 1
(Cy+,4).

‘Opisnc govoredi, brojno polje je skup brojeva nad koji~
ma se mogu vriiti operacije sabiranja, oduzimanja, mnoZenja i
delenja, tako da Je rezuliat ovih operacija uvek element pds-
matranog skupa (osim prilikom delenja s nulom).

Postoje i konadna polja (odnosno tela). Kona¥no telo
je komutativno i samim tim je polje, pa demo u daljem govori-
ti semo o polju.

Konadna polja nazivaju se polja Galoisa (Galua). Polae
Galoisa sa n elemenata obeleZava se sa GF(n) (G prema Galoisu
a P prema engleskoj redi field - polje).

Primer 8. Polje ima najmanje dva elementa (neutralni element
0 aditivne grupe i neutralni element 1 multiplikativne grupe).
Polje sa dva elementa je (B,V,A), gde je B = {0,1} sa poznatim
operacijama iz iskazne algebre, elgskluzimom dis;umccijom 4
konjunkci jom.

Polje GF(n) postoji %p i samo ako je n = pk gde je p
prost brmoj, a KEN. Ovu Ein;lenicu navodimo bez dokaza. Najpre
dajemo konsirukeiju polia GF(p), gde je.p prost broj.

skup P = {0,1,2,...,p~1} u odnosu na sabiranje @ i
mno¥enje @ po modulu p obrazuje polje GF(p}. Zaista, lako se
dokazuje da ova struktura zadovoljava tadke 1° i 2° definicije
7, a u primeru 3 dokazali smo da je (P\{0}, ® ) grupa. Dakle,
¢F(p) = (P,®, ®). Sva polja sa p elemenata izomorfna su kon-
struisanow polju GF(p). .

U cilju konstrukcije polja G}?(px) posmatrajmo skup

@a{aéxk‘1+ 2. xk 2t ak-ll B Byseses By l&GF(p)}

polinoma (k~1)=~tog stepena sa koeficijentima (i promenljivom)
iz polja GF(p). Simboli + i - oznadavaju sada operacije polja
GP(p), tj. sabiranje i mnoZenje po modulu p. Pri operacijama
sa polinomima pridrZavamo se pravila koja va¥e u GF(p).
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Polinom. je ireducibilan nad poljem GF{p) ako se ne mo=-
ze predstavitli kao proizvod polinoma ni¥eg stepena sa koefici-
jen*f;ima iz istog polja. Za svako k postoji polinom stepena k
iredugibilan nad GF(p). Neka je P(x) jedan takav polinom.

Uvedimo u @operaci;e @ i @ sabiranja i mnoZenja {po-
linoma) po modulu ireducibilnog polinoma P(x). MnoZenje poli-
noma po modulu P(x) se izvedi tako 8to se polinoml pomnoZe po
pravilima iz GF(p), resultat se podeli sa P(x) a ostatak pri
deljenju proglasi za rezuliat operacije mnoZenja pe modulu

- P(x). Tada je struktura (0. ®,®) polje ‘koje obeleZavamo sa
GF(p ). Sva polj)a sa istim bro;jem elemenata su medjusobno. izo-
morfna. '

Ove &injenice navedimo bez dokaza.

Primer 9. Konstruisademc polje GF(4). Polinoml stepena ne ve— -
éeg od 1 sa koeficijentima iz GF(2) su 0,1,x,x+l. Polinom dru-
gog stepena xz*xq»l je ireducidbilan 8to se proverava ispitiva-
ajem svih mogudénesti Ffaktoriszacije. Usvojiéemo P(x) = 2 ex+l
pa tablice operacija @ i ® glase

® o 1 X x+l © ] (¢ 1 x+1

0 ¢} 1 x x4l o] 4] o] o] 4]

1 1 0 x+1 x 1 Q 1 X x4+l

x X x+1 0 1 x 0 x X+l 1
x+l | x+1 x 1 0 x4l | O ox+l 1 x

Pri konstrukeiji multiplikativne tablice ugeto je, na
primer, x®@x = x+1 jer je 2= x4l {mod xz+xapl).

Primetimo da polja GF(pk) za k> 1 nisu brojna polja.
Elementi ovih polja su polinomi. k

Definicija 9. Neka je (X,+,+) polje u kome je O neutralni ele-
ment za sabiranje i e neutralni element za mnoienje. Karakte-
ristika polja (x,+,-) je najmanji prirodan broj s takav da je

g8 puta
mn 0. Ako takav broj ne postoji karakteristika pol;a

je broj 0.
Polje GF(p ) ima karakteristiku p. ?olja (Q,+,-),
(Ry+,+) 1 (Cy+,+) imaju karakteristiku O. T
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l.4. Vektiorgki prostori

Neka je S polje i neka je V skup &ije femo elements
nazivati vektorima. Ka¥e se da je ureden par (V,8) vektorski
prostor nad poljem § ako su ispunjeni slededi uslovwi:

1° U skupu V je definisana binarna operacija +,koju

nagivamo sabiranje vektora,takva da je grupeid (V,+} Abelova
grupa.

. 2° Deﬁi;isana je binarna operacija (mnoZenje vektora
elemeniom polja S) koja asvakom uredenom paru (8,X) € SXV prie
drufuje jedan element iz V koji oznalavame sa sx (1li xs) za
koju su ispunjene relacije:

A(X+y) = olX4hy, (d4B)X = LX48x, «(PX) = (£P)X, 1 xax,
géds su x,y proizveljhi vektori, £ , 3 proigveljni elementi po-
l1ja S 4 1 neutralni element sa mnoZenje is polje S.

Vekterski prestor (V,S) se &estc kratke oznalava sa V
aks Je pognate nad kojim poljem S je on kenstruisan.

Primer 1. Heka su elementi n~torke x = (xl,xz,... »X,) Tealni
brojevi. Skup R" svih ovakvih n-torki obrazuje vektorski proe
stor nad poljem realnih brojeva ako se sabiranje vektora i
zno¥enje vektora brojem defini3e na sledeéi na¥in: '

(xlvxzo e .xn)-r(yl,yz: .. -ay,‘)‘.(x}_*ylrzz*YQt . -»xn.;l-yn)-

e T PYRXRTT LIS ST PP hxy).

Na slidan nadin se konstrulSe vekterski prostor nad
proizvoljnim poljem. : :
Neka Je sa 0 oznafen neutralni element za sabiranje u
polju S. :

Za vektore XysXppeeasXy iz wvektorskeg prostera V nad
poljem S ka¥emo da au linearne zavisni ako postoje elementi
dl,dz,...,dn polja 8, ed koJih nisu svi jednaki 0, takvi da
vafi jednakost.

(1) KyXy + koXp +esot SpX, = 0.

Izraz na levoj strani jednakosti (1) naziva se linearw

™ kombinacija vektora.

Ako vektori nisu linearnc zavisni, ka¥emo da su linear=
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no nezavisni. Drugim redima, za nezavisne vektore XysXgseoes®y
iz jednakosti (1) sleduje 0(1 2 0, 5 = Oyeuey & = 0.

Za skup vektora se kaZe da je linearno zavisan ili ne-
gavisan prema tome da 1li su vektori koji obrézuju skup linear-

no zavisni ili nezavisni.
- Neka Jje T = {xl,xz,...,xt}tzv. Skup svih 11nean1h kom=-
binacija vektora iz T, tj. skup

U = { K xp K pxprenas dyxy | Kys Kpueens K €8T,
naziva se lineal nad skupom T. KaZe se takodje da je T genera-

torski skup za U ili da T generise U.
Linearno nezavisan skup B naziva se baza vektorskog

prostora V ako B generiSe V.

Primer 2. Za prostor R™ iz primera 1 bazu predstavlja’siédeéi
skup )
= {(1’(),'--’0): (0.1,-..,0),---,(0,0,...,1)} »

tj. bazu obrazuju sve n-torke kod kojih je Jedna koordinata
jednaka 1 dok su ostale koordinate jednake O. Broj elemenata
baze je n.

Ako vektorski prostor ima bar jednu bazu koja sadrZi
konaéno mnogo elemenata, prostor se naziva konalno-dimenziona=
lan. MoZe se dokagzati da u konaéno-dimenzionalnom vektorskom
prostoru sve baze imaju podjednako mnogo elemenata., Broj ele-
menata u proizvoljnoj bazi konalno~-dimenzionalnog prostora V
naziva se dimenzi ja prbstora V i oznadavd se sa dim V.

Prostor iz primera 1 i 2 ima dimenziju n. Elementi to-
ga prostora se nazivaju n-dimengzionalni vektori.

Podskup vektorskog. prostora koji je i sam vektorski
prostor nad istim poljem i w odnosu na iste operacije, naziva
se potprostor polaznog prostora, Potprostor Jje pravi ako se ne
paklapa sa celim prostorom. Lineal nad proizvoljnim skupom
vektora jednog prostora je potprostor toga prostora koji moZe
u specijalnim sludajevima da se.poklapa sa celim prostorom.

Neka su U i V vektorski prostori nad istim poljem S i
neka je 9( jedno preslikavanje iz U u V. P:eslikavﬁnje f nazi-
va se linearni operator prostora U u prostor V aké za svako
x,y€U i svako AE S vaZe relacije &(x+y) = ﬂ(x)w&(y),
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;K&x) = dfﬂ(x). U specijalnom sluBaju mo%e da bude U = V.,
Ako su Uy i U, petprostori vektorskog prostora V, zbir
U1 + U2 ovih potprostora defini¥e se pomoéu jednakosti

U+ Uy =q{uy vy | wev, uzeuz}.

Ako je U = Uy + Uy i N0, = {0}, tada se U naziva direktan
zbir potprostora Ul i UZ’ &to se oznalava sa U = U, ® U,.

Potprostor U je invarijantan potprostor linearnog ope-
ratora 5% ako 5{ preslikava vektore iz U u vektore istog tog
potprostora.

Neka je V vekxtorski prostor nad poljem S kompleksnih
ili realnih brojeva. Posmatrajmo preslikavanje koje svakom pa=-
ru vektors x,y iz V pridruZuje jedan kompleksni droj. Taj broj
oznatavademo sa (x,y). Neka za svako x,y,2 €V i 2za svako A €S
va¥e sledeée relacije:

(x,y) = (y)x)l Ax,y) = £(x,y),
(x + y,2) = (x,8) + (¥,2),
(x,%) 7 0, (%,%) = 0 €¥ x = 0,
Ovako definisano preslikavanje (x,y) naziva se skalarni proiz-
vod vektora x i y.
U realnom vektorskom prostoru R" skalarni proizvod

vektora x = (xl,xz,...,xn) iy = (yl.yz,...,yn) moze se defi-
nisati pomoéu formule
(xX,5) = X1¥p + Xp¥p + een + XYoo

Vektorski prostor u kome je definisan skalarni proiz-
vod naziva se unitarni vektorski prostor., U unitarnom vektor-
skom prostoru definiSe se, za svaki vektor x, norma |lx)| vekto-
ra x pomoéu ||x| = V{(x,x). Skup {xl,xz,...,x } vektora unitar-
nog vektorskog prostora je ortogonalan ako je (xi,x } = 0 kad-
god Je i # j. Ovaj skup se naziva ortonormiran ako Je ortogo=-
nalan i ako svi vektori iz skupa imaju normu jednaku 1. Baza

vektorskog prostora ¢iji vektori obrazuju ortonormiran skup
naziva se ortonormirana baza.

Ortogonalni komplement UJ'potprostora U vektorskog
prostora V je skup svih onih vektora iz V koji su ortogonalni
na sve vektore iz U.
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1.5. Primeri i zadaci

1. Sedam prijatelja, koji odlaze na odmor, dogovore se da de
svaki od njih da se javi fazglednicom trojici.od ostalih Sest.
Da 1li je moguéno organizovati korespondenciju tako da svako
pi%e onim prijateljima koji ée i njemu pisati?

odgovor. Ne, jer bi u suprotnom sludaju postojao reguiaran,
neorijentiéa graf stepena 3 sa 7 &vorova, 3to je nemogudéno.

2. Opisati grafove kod kojih je stepen svakog &vora manji od ‘3.
3. Konstruisati regularan graf stepena 3 sa 2n &vorova (n>23)
koji nema trouglova.

4. Da 1i postoji graf sa & &vorova éiji su stepeni:
2,345,4,4,47 :

5. Da 1li se grane grafa na sl. 1 mogu oniaentisati tako da se
dobije Jjako povezan digraf?

6.. Neka je X skup od n elemenata
(n>»1). Skup svih podskupova skupa
X éemo uzeti za skup &vorova grafa
G, pri demu su dva &wora iz G spo-
jena granom ako i samo ako je pre-
sek odgovarajuéih podskupova skupa
X pragan. Odrediti broj &vorova i
broj grana grafa G.

Redenje. Skup &vorova grafa G je partitivni skup skupa X te jJe
broj &worova jednak 20 (videti zadatak 25). Ako jedan podskup
skupa X ima i (45 0) elemenata, od preostalih n-i elemenata
skupa X mofe se obrazovati Zn’i podskupova disjunktnih sa po-
smatranim podskupom. (vor koji odgovara praznom skupu (i=0) je
povezan granama sa svih ostalih 211 ¥vorova i petljom sa sa-
mim sobom jer je ¢()¢ ¢ Poéto podskupova ga 1 elemenata ima
tadno (i)’ graf G ima

n
3 -1 e 2 (D 2™ - 5 -
i=l

grana i jednu petlju.

T. Odrediti hromatski broj‘Petersenovog grafa.

8. Neka je G graf sa n ¥vorova. Odrediti hromatski broj grafa
- G u funkeiji od n ako je G: stablo, graf m-tostrane piramide,
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kontura, kompletan graf, planarna kvadratha mre¥a strane m.
9. Cworovi neorijentisancg grafa Gn~su oznaleni sa 1,2,...,2n.
Susedni sw. sledeéi parovi &worova: (l,2n), {(1,1+1) (i =
® 1,2,.0.520~1), (1 i) (i =1 2,...,n) Odrediti hromatski
broj grafa G .
10. Iz.potpunog grafa sa n &vorova odstranjeno je k (2k<n)
medjusobne nesusednih grana. Odrediti hromatski broj ovako do-
bijendg grafa. ‘
11, Odrediti Hromatski broj regularnog grafa stepena 1, i hro-
matski\b:oj njegovog komplementa. ’
12. Dokazati da je broj l-faktora grafe K, jednak %%)T
- 13. Dokazati da se Petersenov graf ne mo%e rastaviti na tri
l-faktora. )
14. Iz Bahovske table su odstranjena dva polja koja su jedno
drugom simetrifna u odnosu na srediSnjn tadku table. Da 1i je
moguéno pokmiti preostali dec Sahovske table dominama tako da
svaka domina pokriva dva susedna polja?
15, Na konsultacijama je bilo 20 studenata. Re3avano je 20 za-
dataka, Svaki student je redio dva zadatksa i svaki zadétak su
refila po dva studenta. Dokazati da je mogudéno organizovati
prikaz sadataka tako da svaki student prikaZe po jedan zadatak
koji je resio i da svi zadaci budu prikazani., 0d& Cega zavisi
broj ovakvih na&ina prikazivanja?
Uputstvo. Posmatrati regularan bihromatski grat stepena 2 koji
ima po 20 &vorova svake od boja. Prikazivanje zadataka na opi=-
sani nalin je moguéno ako 1 samo ako gornji graf sadrii bar. .
Jedan 1-faktor. Kakeo su sve komponente tqgrgfafa konture ST
nih du¥ina, l-faktor postoji. Broj. naéina nmlkaziv *ﬁadata-
ka zavisi od broja kontura u gormjem grafu. &
16. Ispitati da 1i su grafovi
sa sl. 2 izomorfni.
17. Kolike ims prirodnih broje-
va sa najviSe Sest cifara u ko=
Jima se javlja cifra 17
18. Koliko postoji Brojeva sa
. najvide n cifara u kojima se
81, 2 pojavljuju cifre 3 ili 52
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%,g Odrediti broj kombinacija k-te klase skupa {1,2,...,2} u
;kojima se nalazi tadnc s elemenata iz skupa 11,2,...,)1:} s pni
aﬁamn Je O€pckémsn,
‘20. Koliko postoji n~torki sastavlijenik od bnnjnva 1,250e0,m
’ko;}e imaju tadno k (1$k&n) koordinata razliditih od jedne
ﬁkairane n~torke opisanog oblika? :
21. Na koliko nadina je moguéno pedelit;}. m + n + p predmeta u
tri grupe tako da w.prvej bude m predmeta, u dmgo) n predmeta
i u tredoj p pzedmeta?
22. U koliko se permutacija skupa {1 2,....1:.} 1medjn brojeva
1 i n nalazi taino r dmugih hrojeva?
23, Na koliko je nadina moguéno postaviti n 1judi i n ¥ena za
okrugli sto tako da dve Zene ne aede jedna do druge?
24. 04 &va niza razlifitih brojeva (f’al,aa,...,an) i
bl b2""'bn) formiramo rasporede ¢d n+m elemenata tako da
prvih p {p $m) w rasporedu budu elementi 1z prvog niga. 8 DO~
slednjih q (g&n) iz drugog niza. Prebrojati ove rasporede.
25. Dokazati da partitivni skup skupa od n-elemenata ima 2" e
lemenata.
26. Koliko elemenata ima skup Yx svih preslikavanja iz X u Y?
27. Koliko postoji grupeida (X,-), gde . je X skup sa n eleme-
nata? ) k
28. Dokazati da u svakom grupoidu postoji najvike jedan neu-
tralni element. _ )
29, Odrediti neutralne elements za grupoide (P(X),0) i (P(X)N)
gde je P(X) partitivni skup nekog skupa X a U 1 f ozna&avaju
uniju. i presek skupova. -
30. Ispitati da 1i skup {1,1,,~1,-i} snabdeven operacijom mno-
Zenja kompleksnih brojeva obrazuje grupu.
31. Neka je S skup svih realnih brojeva oblika a + bV2, gde su
a i b racionalni brojevi. Dokazati da je (S,+,) polje.
32, Konstruisati tablice sabirenja i mnoZenja za polje GF(3).
3%, Dokazati da u polju karakteristike p vaZi roiaeija

(x + )? = 2P 4+ 5P,

34, Neks je P, skup polinoma stepena ne vedeg od n nad poljem
S. U skupu Pn je sabiranje pol:l.noma‘, kao i mno¥enje polinoma
elementom polja S, definisano na uohbifajeni nadin. Ispitati da
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i P, predstavlja vektorski prostor nad S.

35. Dokazati da je skup svih realnih neprekidnih funkcija na
segmentu [a,b] vektorski prostor nad poljem realnih brojeva R,
pri demu su sabiranje funkcija i mnoZenje funkeije realnim
brbjem definisani na uobidajeni nadin,

36. Dokazati da skup automorfizama jednog grafa obrazuje grupu
u odnosu na operaciju kompozicije preslikavanja.

37. Dokazati da permutacija menja parnost ako u njoj dva ele-
menta zamene mesta.



2. MATRICE I OPERACIJE SA MATRICAMA

U odeljku 2.1 definiSu se matrice kao pravougaohne Se-
me brojeva i uvode razne coperacije sa matricama., U 2.2 se
matrici pridruéujé jedan digraf a zatim se osobine matrica
proudavaju uz pomoé pridruZenog digrafa.

2.1. Osnovni pojmovi
Pravougaona §emal} brojeva oblika

all &12 oo aln

31 222 2o
(l) »
ap1 %o )

naziva se matrica. U stvari, Semu mogu obrazovati elementi
proizvoljnog polja ili neke druge algebarske strukture sa dve
operacije. Mi Cemo w ovoj knjizi smatrati, ako niSta posebno
nije relenc, da su matrice Seme realnih ili kompleksnih broe
jeva. Horigontalni redovi Seme su vrgte matrice dok se vep-
tikalni redovi nazivaju kolonama. Matrica (1) ima m vrsta i n
kolona te se za nju kaZe da je tipa mXn., Brojevi koji obra=
zuju. pravougaonu Hemu, koju zovemo matrica, nazivaju se gle-
menti matrice. Kada je matrica data u opStem obliku,(na pri~
mer, pomodu (1)), elementi matrice su snabdeveni sa dva in-
deksa od kojih prvi oznalava broj vrste u kojoj se element
nalazi a drugi broj kolone.. Element aij se nalazi na preseku
i-te vrste i j-te koloné. Ka¥e se jo3 da se taj elemenat na=
lazi na mestu (i,J) matrice.

1) Seme koje nazivamo matricama Sesto se, umesto sa dva para
vertikainih linija, kako je to wdinjeno u ovoj knjizi, oz~
naéav?ju razlifitim tipovima zagrada (uglaste, oble, viti-
caste).
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Matrice se obilno obeleZavaju velikim sloviira lotini-
ce. Na primer, matricu (1) bismo mogli da oznadimo slovom A.
Matrica A, umesto sa (1), moZe da se predstavi pomoéu

4 =llaijl(m,n ’
3t0 ima isto znadenje kao (1).

Ako Je m = n, matrica A se naziva kvadratna matrica.
Ona je: tada matrica tipa nXn ili, kako se jo3 ka¥e, kvadrat-
na matrica reda n i obeleZava se sa A = Haiju?. Matrica tipa
1X n naziva se matrica - vrsta a matrica tipa nX1 matrica -
= kolona. Vektori ée se u matrilnom radunu obilno predstave
ljati pomodu matrica - kolona a ne pomodu n~torki kako je to
utinjeno u uvodnom poglavlju.

Kod kvadratne matrice elementi sa jednaikim prvim i
drugim indeksom, tj. elementi 8193 8oy eesy B abrazuju
glavnu dijagonalu matrice. Elementi A1pe a2,n—1' [ a.q 0be
razuju sporednu dijagonalu. 2bir elemenata sa glavne dijago-
nale naziva se trag matrice A i obeleZava se sa tr 4. Dakle,

n
tr A = ézi 2.

Ako su elementi matrice A brojevi iz polja K kaZe ge
da je A matrica nad poljem K. U daljim izlaganjima pojavlji-
vale se, kao fto je ved releno, skoro iskljudivo matrice nad
poljem R realnih bdrojeva (realne matrice) ili matrice nad po~
ljem C kompleksnih brojeva (kompleksne matrice).

Dve matrice su po definieiji jednake ako i samo ako
su istog tipa i ako su im odgovarajuéi elementi jednaki, Dak-
le, ako je A =Ilaijl‘m,n i B= ”bijllp; , onda je A = B ako i
samo ako jem =p, n =g i aij = bij ?i = 1,2,000 M3 j =
= 1,2,40e,0). Kao i svaka relacija jednakosti, jednakost ma-
trica ima osobine refleksivnosti, simetridnosti i tranzitiv-
nosti, tj.

A=A, AxaB>B=A, A=BANB=CH4A=_C.

Matrica tipa 1X 1 se smatra jednakom elementu koji je
obrazuje.,

Definisademo pojam submatrice.

Neka je A =llaij'!m,n' Neka je I = {11,12,...ir}
(i3 <¢i,< .0 <i,) jedan podskup skupa {l,2,...,m} i neka je
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K = {kpakppenesl ) (ky <y Covw <) jedan podskup skupa

{1,2, ceony .

Matrica tipa r Xs

a cee 8
ilk2 k

a
iyl ik
a, a, a
k kz,...,ks - AK - 12k1 12k2 izks
11,12,...,11, 1 5
a, a a,
lrkl irkz J‘:r:ks

obrazovana od elemenata matrice A, koji se nalaze na presecima
vrsta 8iji su redni brojevi elementi skupa I i kolona sa red-
nim brojevima iz XK, naziva se submatrica matrice A.

Posto postoji ( ) podskupova I i (g) podskupova X, po~-
stoji ukupno (m)[ ) submatrica tipa r X s matrice tipa m Xn.

Ako je I = K, dobijena kvadratna sublﬁa.‘t;:r;ica se naziva
glavna submatrica. Kvadratna matrica reda n ima (:) glawnih
submatrica reda s. Ukupan broj glavnih submatrica (&iji su re-
dovi izmedju 1 i n-l) jednak je

n n ny’ n
(l) + (2) + see + (n—-l) = 2 = 2.
Ako je A matrica nad poljem K i £ €K, proizvod K4 (ili
AA ) definiSe se kao matrica koja se dobija od matrice A kada
se svaki njen elemenat pomno%i sa K, tj.
‘*Haij “m,n ="’(aij ”m,n‘
Sabiranje matrica je definisano za matrice istog tipa.

eka jo A = [|a;llp,q ¢ B =|[by;)l ,p+ Tada je zbir A + B ma-
trica A i B matrica C = cij,”m,n. pri Cemu Je ci;j = aij + bij'
Primer 1.
A o
R O I e R A 3 e
0 1 12 0 & B 2{5 B oL 4205

Matrica (-1) A = -A naziva se suprotna matrica matrice
A. OQduzimanje matrica definisano je za matrice istog tipa i‘o-

no se izvodi uz pomoé suprotne matrice, tj.
A-B=24a+ (-B).
ko Je A =[lag||, 1B =Hbij”m,n, onda je A - B = C, gde
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za matricu C =l\°ij\\m,n vazi clJ = aij - bij‘

Proizvod AB matrica A i B je definisan samo ako je
broj kolona matrice A jednak broju vrsta matrice B. Neka je
A=l | ppntiB= “bij 1l n,p- Teda je proizvod AB = C, gde
‘je C = Hclk‘\m p i vaZi jednakost
(2) - Cix = 33101 * BioPoyc *oeve *+ Byl = 2: 813 Jk

(i =1,2,¢0.,m; k =1,2,...,1)-

Dakle, u preseku i-te vrste i k-te kolone proizmvoda nalazi
se broj koji se dobija pomodu elemenata i-te vrste matrice A
i elemenata k~-te kolone matrice B na opisani na&in. Zbog po-
godnosti u radu, w matrici B smo indekse njenih elemenata oz-
nacili sa j,k umesto sa i,j, 8to smo obidno Cinili ramnije. O-
8éigledno, izbor simbola za oznaku indeksa elemenata nema uti-
caja na rezultat. sliéno vaZi za matricu C.
Primer: 2.

ax+bz - ay+bu

cx+dz.  cy+du
ex+fz ey+fu

a b
e af |1z 2l
e f ’

S obzirom na definiciju mnoZenja matrica, matriéna je-
dnakost. AB = BA, koja definiSe komutativnost matrica A i B,
moZe biti ispunjena samo ako su A i B kvadratne matrice istog
reda. Dakle, matri¥no mnoZenje je, uopdteno govoreéi, nekomu-

tativna operacija. Cak i kvadratne matrice istog reda su, po

pravilu, nekomutativne. v
Primer: 3. latrice .
2 3 1 il ?
A= i B =
o =1 4 5
nisu komutativne jer je
14 17 2 2
AB = a BA =
-4 -5 8 7

'

Nasuprof tome, matrica A i matrica

1 0

0 1
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su komutativae jer je AL = IA.

2,2. Kbnigov digraf matrice i grafovska interpretacija
matri&nib operacija ’

U ovoj knjizi matrice se proulavaju pomodu razliditih
grafova i digrafova pridruZenih matricama. )

Matrici 4 =|la;,ll, , pridruiuje se digraf G(a) defini-
san na sledeéi nalin. orovi digrafa G(A) obojeni su crmom i
-pelom bojom. Crni &vorovi se nalaze u uszajamno jednoznaldnoj
korespondenciji sa vrstama matrice A i oznadeni su brojevima
1,2,..+s@. Beli %vorovi odgovaraju kolonama matrice 4 i oni su
oznafeni brojevima 1,2,...,n. Iz avakog crnog &vora, vodi po
jedna orijentisana grana do svakog od belih &vorova. Grani ko-
ja vodi od crmog &vora i do belog &vora j pridruZuje se ele=~
ment matrice ay 4. EaZe se da pomenuta grana ima prenog aij'
Digraf G{A) naziva se K¥nigov digraf matrice 4.

U sledeéinm glavama uvedéemo i druge digrafove i grafo-
ve koji se pridrufuju matricama. .

Primer 1. Kdnigov digraf matrice
i 2 3
4 5 6

prikazan je na sl. 1.
Digrafl se mnozi bdrojem na taj nadin 3to se’
prenos svake njegove grane pomnoZi tim bro-
jem. Dakle, Kbnigov digraf matrice «4& je jednak oG(A).
K¥nigov digraf je oznalen digraf. Oznafeni su mu i &vo-
rovi i grane. {vorovi su oznaleni rednim 'br’vajevima vresta 1 ko-
lona matrice a grane su oznaene elementima matrice. K¥nigov
digraf, pridrufen matrici tipa-mX n, je tipa m+n jer ima m cr-
nibh i n belih &vorova. Sabiranje KBnigovih digrafova definisa-
no je za digrafove istog tipa. Neka su Gl i G, digrafovi istog
tipa. Zbir G = Gl + Gz Jje digraf igtog tipa u kome je prenos
grana®oja ide izmedju cranog &vora i i belog &vora j jednak
gbiru prenosa odgovarajuéih grana digrafova Gy 1 Gye 08igledno
vaZi relacija

A=

sl. 1

&(A + B) = 6(a) + G(B)
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tj. sabiranju digrafova odgovara sabiranje matrica.
Definisademo kompoziciju i proizved ohojenih oznadenih
digrafova.

Definjeija 1. Neka digraf Gl ima isto onoliko belih &vorova
koliko digraf G, ima crnih. Kompozicija Glf G2 digrafova G1 i
G, se dobija od digrafova Gy 1 G, na taj nadin 3to se svaki
beli &wor digrafa G1 identifikuje sa odgovarajuéim (koji je o-
znaden istim brojem) crnim &vorom digrafa Gye fvorovi nastali
identifikacijom crnih i belih &vorova smatraju se po dogovoru
obojenim u sivo, Na taj nadin kompozicija-Gl*-G2 sadr¥i tri
grupe Svorova: crne, sive i bele,

Definicija 2. Proizvod Gl' G2 digrafova G, 1 G2 Je obojeni o~
znateni digraf koji se dobija od kompozicije G1¥-G2 na taj na-
¢in Zto se iz digrafa G ¥ G, udalje sve grane i svi sivi &vo-
rovi a uvedu nove orijentisane grane izmedju ecrnih i belih
&vorova, pri femu je prenos grane koja vodi od i-tog ernog do
k-tog belog dvora jednak zbiru prenosa1 svih puteva (duZine
2) izmedju tih Zvorova u Gy % G,.

Primer 2. Na sl. 2 prikazana su dva digrafa Gl i G2, zajedno

k i)
a 1 36"‘”"0 1
1 1
02 2
2 ¢ 2
3 3
Gy Gy 62

sl., 2

sa svojom kompozicijom Gl'tG2 i proizvodom Gl- Gz. Na slici su
oznafeni prenosi samo nekih grana a putevi iz crnog &vora 1 u
beli dvor 1 u Gl*G2 su posebno istaknuti. Sivi &vorovi su pri-
kazani pomodu kru%iéa sa crtom.

Teorema 1. Digraf pridruZen proizvodu matrica jednak je proiz-
vodu digrafova pridrufenih matricama koje obrazuju proizvoh,

1) Potsetimo se da je prenos puta jednak proizvodu prenoss
grana koje obrazuju put.
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w5

mafi formula

g(a - B) = g(Aa) -~ G(B).

okaz. Neka je A a\]aianm a1 B _\]bak“n p+ Posmatrajmo kompo-
ciju G(a)* G(B). 04 crnih ka belim &vorovima vode samo pute-
i duzine dva (preko sivih &vorova). Posmatrajmo put od i-tog
grnog do k-tog belog &vora koji prolazi kroz sivi évor j. Nje-
oV prenos ‘je a, .b. ik ® Zbir prenosa svih puteva od i-tog crnog

137
n
2 *3P
5T

“do k-tog belog Cvora je
‘a to je po definiciyji mafriénog mno¥enja element matrice AB na
mestu (i,k).

ovim je teorema dokazana.

Interesantna i veoma vaZna osobina Kénigovog digrafa
ge sastoji u tome ¥to se grane sa prencsom O mogu smatrati ne-
.postojeéim, Prilikom predstavljanja digrafa crteZom takve se
grane mogu izostaviti. Ovo vaZi i za kompoziciju digrafova.
Naime, uklanjanjem ovakvih grana eliminiSu se neki putevi u
kompoziciji ali su prenosi tih puteva jednaki 0. Na taj nadin
izostavljanje pomenutih grana ne utife na formiranje pnoizvoda

digrafova. S druge strane, izostavljanje grana dovodi do upro-
#éavanja criefa digrafa #to jJe narodito zrnadajno kod matrica
koje sadrZe veliki broj elemenata jednakih O.

Primetimo da je kompozicija digrafdva definisana i za
digrafove koji pored belih i crnih sadr¥e i neke druge gvorove.

Teorema 2. Kompozicija obojenih oznalenih dlgrafova je asocm-
jativna operacija. ;Hw‘ . ’
Teorema 3. Proizvod obojenih oznadenih digrafova je asocija~

tivna operacija.

Teorema 4. Proizvod matrica je asocijativna operacija.
Ove teoreme se redom dobijaju jedna iz druge na oéi~
gledan nadin tako da izostavljamo njihove formalne dokaze.

Teorema 5. Mno¥enje matrica je distributivno u odnosu na sabi-
ranje matrica, tj. vaZe jednakosti

A(B + C) = AB + AC, {A + B)C = AC + BC.
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Dokaz. Ovim jednakostima odgovaraju sledede jednakosti za diw-
grafove:
G{4)(G(B) + 6(C)) = c{a)a(B) + 6(a)a(e),

(6(a) + a(B))e(C) = a(A)G(C) + &(B)G(C),
koje su oligledne.

Definiecija 3. Matrica 0 prozvoljnog‘tipa 8iji su svi elementi
jedneki O naziva se nula-matrica.

Nula-matrica tipa m Xn obele¥ava se i sa omn' Kvadrat-
na nula-matrica reda n se moZe obeleZiti sa 0O,

Definicija 4. Kvadratna matrica kod koje su elementi na glave
noj dijagonali jednaki 1 dok su joj ostali elementi jednaki O
naziva se jedinidna mairica.

Jedinidna matrica reda n obeleZava se sa I,+ ko nije
potrebno posebno istaél red matrice, jedinidna matrica se obe-
leZava sa I.

Ako je A matrica tipa mxn, vaZe jednakosti

O+A4=44+0=a4a, /
I.h =4, AIn = A.

Prva, dvostruka relaclja, u kojoj se podrazumeva da su
matrice A 1 O istog tipa, je trivijalna; druge dve se neposre=-
dno dobijaju kada se matrice predstave cdgovarajuéim Kénigovim
digrafovima.

Dakle, nula-matrica je neutralni slement za sabiranje
a jedinilna matrica neutralni element za matrifno mnoZenje,

Jedinidna matrica se pogodno predstavlja Kroneckerovim
simbolonm 5}3, ko}i se definise pomoén

g 1, za i = j
i.s
J 0, za 1 £ 3.

Primenom ovog simbola imamo In =E§5

n
ij“l‘
Definicija 5. Transponovana matrica matrice

897 835 »e- 210
A= [|%21 %22 Bon

éml Sm2 Zmn
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je matrica

211 B23 " Gm1

AT |[P12 %22 P2
21n %2n Smn

Drugim reéima, vrste matrice A postaju kolone matrice
s, 1 obrnhto, kolone matrice A postaju vrste matrice A?.
" Digraf G(AT) matrice AT dobija se od digrafa G(A) na.
taj nadin 3to beli ¥vorovi postaju crni a crni postaju béli,
pri Semu i sve grane menjaju orijentaciju.

AT

Primer 3. Za matricu A iz primera 1 trans-
ponovana matrica AT glasi

104
AFallz s
3 &

: i njen digraf je prikazan na sl.3. : sl. 3

Teorema 6. Za operacliju transponovanjaimatrica vaZe gledede
jednakosti:

WHT =4, (a+ BT = aT + 8T, ()T =xa? (xeq),

@B)* = BTaT, (a4, ... AT - AT AT
Dokaz. Prve itri jednakosti su odigledne. NaveSdemo dokaz Se~
tvrte jednakosti. ’ '

Posmatrajmo digrafove G(A)% G(B) 1 ¢(BT) *¢(aT). ko u
prvonm digrafu beli i crni &vorovi promene ﬁloge i sve grane
izmene orijentaciju, #to odgovara transponovanju matrica, ovi
digrafovi postaju identilni a odatle izlazi (AB)T = BTAQ.

Peta jednakost se dokazuje matematilkom indukeijom po
broju k pri Zemu se primenjuje fetwrta jednakost.

ovim je teorema dokazana. " ’ -

Definieija 6.Matrica A je simetrilna ako Je POy
Simetrisna matrica mopa biti kvadratna i njeni elemenw
ti su simetriéni u odnosu na glavnu dijagomalu, tj. aij = aj%.

:
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Definicija 7. Matrica A jJe koso-simetriénal) ako je AT = =A,
A je kvadratna matrica i vaZi jednakost aij = 'eji‘
Za j=i dobijamo a;; = 0.
Kvadratna matrica je dijagonalna ako su svi elementi
izvan njene glavne dijagonale jednaki nuli. Ako se dul glavne
dijagonale nalaze elementi dl,dz,...,dn,'dijagonalna matrica

se mo%e prikasati u obliku ||a; & 3]|‘1‘ 11i pomoéu specijalne o-
znake diag(dl,dz,...,d ).

Kénigov digraf dijagonalne matrice sadr#i n grana sa
prenosima dl,dz,...,d ’ pri demu grana sa prenosom di povezuje
i-ti crni sa i-tim belim é&vorom.

Ako je 4, = )y = cee = 4, =4 dijagonalna matrica se
naziva skalarnom matricom i moZe se predstaviti pomodu. jedi-
niéne matrice u obliku 4l .

Kvadratna matrica je gornje (domje) trougaona ako su
svi njeni elementi ispod(iznad) glavne dijagonale jednaki nu-
1li. Interesantno je ispitati kakvu osobinu imaju odgovafajuéi
digrafovi, (Videti zadatak 2 iz 2.5).

Primer 4. Permutaciona matrica P je kvadratna matrica kod koje
se u svakoj vrsti i svakoj koloni nalazi tadno jedna jedinica
dok su ostali elementi matrice Jjednaki nuli. Ako je P reda a,
digraf G(P) ima n crnih i n belih &vorova. Iz svakog crmog
dvora izlazi ta¥no jedna grana i u svaki beli ¥vor ulazi tad-
no jedna grana. Prenosi grana jednaki su.l. -

Ako je A kvadratna matrica, proizved AP je matrica ko-
ja se dobija iz A izvesnom permutacijom njenﬂ'&kolona. Zaistg
ako u G(P) vodi grana iz i-tog crnog é&vora .u jiti beli ¥vor, -
u. grafu: G(AP) sve grane koje su u G(A) vodile u i-ti &vor sada
vode u j-ti &vor.

Na slidan nalin se uvidja da mnoZenje matrice A permu~
tacionom matricom P s leva dovodi do neke permutacije vrsta
matrice A.

Ako se Zeli da se u matrici A izvrsi istovremena per-
mutacija vrsta i kolona, i to ista permutacija za vrste i ko-

1) Umesto termina "koso-simetriéna" moZe se upotrebiti i ter-
min “anti-simetriéna”.
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lone treba formirati proizvod PLAD. Interesantno je uporediti
digraf G(A) sa digrafom G(PTAP). Neka permutaciona matrica P
prevodi i-tu vrstu (kolonu) u j-tu vrstu (kolonu). Sve grane
koje su izlazile (odnosno, ulazile) u &vor i u G(A) izlaze
(odnosno, ulaze) w &vor j u G(PTAP). Ovo moZemo shvatiti kao
da &vor koji je nosio oznaku i u G(A) nosi sada oznaku j u
e(2TAP). Dakle, digraf G(PTAP) je u su¥tini isti kao i digraf
G(4); samo su oznake &vorova sada nedto drugadije, tj. dodlo je
do pérmutacije oznaka &vorova,. Dakle, G(PTAP) je izomorfan sa
G(A).

Primer 5, Proizvod dve permutacione matrice je permutaciona
matrica.

2.3, Rafunanje sa matricama razbijenim na blokove

Ako je matrica A podeljena na vide submatrica mreZom
pravih koje su paralelne sa njenim vrstame i kolonama, kafe se
da Jje A matrica razbijena na blokove ili blok-matrica.

Primer l. Neka je

® v K

-1 N
N v~ W
= o oo

&
W

Matrica A se moZe podeliti na blokove, na primer, na slededi
nagin:

—
.[\:
W
N

+ 00 v
=\ o
.

Blokovi matrice A su matrice

B =|lull, B, =ll2 sll, By =4I,

5 6 7 8
By = ([ BS = I[7 &), Bg = 115]{.
4 3 2 1

Matrica A se mo¥e prikazati na sledeéi nadin:
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B; B, By
B4 35 36

A= -

o I,

Primer 2. Matrica A =
I2 4]

predétavlje., u stvari, matricu

0
Y
1

[« BN oI ]
o H O

A=

o O o

0 1 [

U op¥tem slulaju matricu razbijenu na blokove moZemo
predstaviti na slededéi nalin:

[]412 412 -+ Aay

A A A
A= .21 22 2V .
Af‘l A"z A)\()}

gde su Ai;': (i = 13250005 § = 1y25404+5¥) matrice-blokovi.
Ako je oL broj, tada je oligledno

*hyy dhyp eoe Kby

YA o |[Fher M2z Ay

‘*A["l R ¥ e %

Ako su A i B matrice istog tipa i ako su na isti nalin razbije
%

ne na blokove, tada je T
Ayy* Byg Agpt Byp ees Ayt By
A,1+ B Ann+ B Anu# B
boe e ||i2at Ba 22t P22 2#* By ,

Arljl- Bf‘l A,M2+ BMZ A,‘p#- pr
8t0 se takodje neposredno proverava.

Da bismo ispitali mnoZenje matrica razbije-r‘i'ﬁ? na blow=

kove, posmatrajmc matrice 4 = It‘aij{!m,n iB-= H"bjkl{n,p'

Neka su one razbijene na blokove na gledeéi nadin:
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My Mg eee My N1 Nyp eee BNy
a=Ma M2 Myll, B=i|¥a1 Yz Fajl.
M M M Mya- Ny N

Ovom rastavljanju na blokove odgovaraju sledede particije pri-
rodnih brojeva koji predstavlijaju dimenszije matrica
W = Mg+ Mytesed Myy N = Ny+ Nokeeet Ny, P = Pr+ Potesst Pye

Neka je skup crnih &vorova digrafa G(A) podeljen u
podskupove prema particiji za m i neka je skup belih &vorova
podeljen prema particiji za n. Neka su u G(B) crni i beli &vo-
rovi redom podeljeni prema particiji za n i p. XKada se formira
G(A)%*G(B) i G(A) » G(B),dobija se za proizvod AB formula

Py Py e Py
AB = ||T21 Fao Poxll,
Puy Pup Bpx

gde za blokove By vafi formula
(1) Pyg = MyyNyp + Miplop + coo & Mgy Nypo

Drugim redima, hnoéenje matrica razbijenih na blokove vr3i se,
formalno gledano, po istom pravilu kao mnoZenje matrica.

Da bismo- dokazali formulu (1) posmatrajmo puteve duzi-
ne 2 koji u G(A) xG(B) vode iz m, craih a savrdavaju se u py
belih ¥vorova,Sto odgovaraju bloku Pik' Ti putevi, naravno,
prolagze kroz sive &vorove. Podelimo n sivih &vorova u podsku-
pove prema particiji n = i+ Dotecet Ny Putevi koji vode pre~
ko prvib y sivih &vorova cdgovaraju matrici Milﬁlk‘ Sli¢no
tome, putevi koji prolaze kroz drugih n, sivih &vorova daju
sabirak M, By formule (1), itd.

Ovim~ je formula (1) dokazana.

Dakle, uopdte, imajuéi u vidu sabiranje matrlca; mno-
¥Yenje matrice brojem i mno¥enje matrica, mo%e se redi da se
radunanje sa matricama razbijenim na blokove obavlja po istim
pravilima kao rafunanje sa matricama. ‘

Blok-matrica je kvazi-dijagonalna (kvazi=-trougaona) a-
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ko su svi blokovi izvan (ispod ili iznad) glavne dijagonale
jednaki nula- matricama. Umesto kvazi-dijagonalna kaZe se 1
blok-dijagonalna matrica.

2.4. Kroneckerov i Hadazmardov proizvod matrica

U ovom cdeljku definisademo jo¥ neke operacije nad ma-
tricama i proudidemo neke njihove osobine. ’

Kroneckerov proizvod A @ B matrica A = Haij]I
B = Hbij”p,q je matrica

i
m,n

allB alZB cae alnB
a21B a22B aEnB
ap B appB 2B

tipa mp Xng koja se dobija od matrice A kada se svaki.-njen e-

lement aij zameni matricom aijB' Pri tome je'matrica aijB blok

matrice A®3B.

Primer 1.
i
4 3;8 6
}1 2’ 4 3 2 1:4 2
3 4 2l {12 9 i16 12
6 3, 8 4

Neposredno se mogu verifikovati osobine Kroneckerovog
proizvoda izraZene formulama:

(1) (A®B)®C=AR(BDC),
(2) (ro 37T = 2T @ 87,
(3) tr{a ® B) = trA trB,
(4) sun(A ® B) = sum(a) sum(B),

gde sum(X) oznalava sumu svih elemenata matrice X. U formuli
(3) A i B su kvadratne matrice.

Na osnovu (1), Kroneckerov proizvod je asocijativna o-
peracija. Ovaj proizvod nije komutativna operacija. Na primer,
matrice iz primera luzete u drugom poretku daju
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4 8, 3 6
4 3 1 2 12 16 t 9 12
|

2 1 5 4 FI R Y |

%o se razlikuje od ranije dobijene matrice.
£ Medjutim, za Kroneckerov proizvod vaZzi jedna osobina
koja je srodna sa komutativnoZéu. Frethodno demo opisati Koni-
gov digraf matrice A ® B. , ‘

e Posmatrajno Kdnigove digrafove G(A),_G(B) matrica

A =‘laijum,n i B = “bij“p,q' Kénigov digraf G(A@B) matrice
A®B ima mp crnih 1 ng belih &vorova. Crni &vorovi se identi-
fikuju (odnosno obele¥eni su) sa uredjenim parovima crnih évo-
‘rove digrafova G(A) 1 G{(B), pri fema je prva komponenta crmi
‘évor iz 2{A) a druga kocponenta crni &vor iz G(B). Na sli&an
nalin beli &vorovi digrafa G(A®B) oznaleni su sa uredjenim
parovime belih évorova digrafova G(a) i G(B). Crni &vor (i,k)
.povezan je sa belim &vorom (j,r) granom &iji je prenos jednak
proizvodu prenosa grane keoja u G(4) pgvezujé crni &vor i sa
belim Gvorom j i prenosa grane koja u G{B) .povezuje crni Gvor
¥ sa belim &vorom r, tj. prenes pomenute grane iz (i,k) u
(j,r) jednak je aijbkr' Tako je definisan, paralelno sa Krone-
ckerovim proizvodom matrica, i Kroneckerov proizved digrafova.
Uveddenc oznaku G{A®B) = G{(A)®G(B). (Videti takodje 11.5.)

Primer 2. Na sl. 1 su prikagani digrafovi matrica iz primera 1.
Radi izbegavanja prenatrpanosti crteZa prenosi nekih grana ni-
su posebno oznadeni.

1

2 2 2 2

sl.1
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Teorema 1. Postoji permutaciona matrica P takva da je
‘pT(A®B) T = B®A.

Dokaz. Digrafi G(A®B) i G(B®A) su oldigledno izomorfni (isti)
ali su im &vorovi oznaleni razliditim oznakama. Na osnovu pri-
mera 4 iz 2.2, vrste i kolone matrice A @ B mogu se permutova~
ti (primenjuje se ista permutacija na vrste i kolone) tako da
se dobija B @ A.

Cvim je teorema dokazana.

Pomoéu digrafova pridruZenih matrici i na druge nadine

moZe se dokazati i slededa teorema.

Teorema 2. Ako proizvodi AC i BD postoje, vazi formula
(A®B)(C®D) = (AC) &(BD).

Hadamardov proizvod Ao 3 matrica A = “a13”§ i

B = llbijﬂ’i je matrica C = “Cij”rll » gde je ¢4 = a5y by
(i,j = 1,2,...,n). Hadamardov proizvod je komutativna i asoci-
jativna operacija.

Hadamardov proizvod 40 B Jje glavna svbmatrica Krone-
ckerovog proizvoda A ® B.

Direktna suma A+B matrica A i B je matrica

A 0

[¢] B
Operacija + je asocijativna ali nije Komutativna.

Direktnoj sumi matrica odgovara unija digrafova koja
se definife na sledeéi nadin. Unija G, U G, digrafova (odno-
sno, grafova) Gy 1 G, je digrarl (odnosno, graf) kod koga je
skup &vorova (grana) jednak uniji skupova &vorova (grana) di-
grafova G1 i G2. Unija je komutativna operacija u skupu neo-~
znalenih grafova. ‘

:
-

2.5. Primeri i gadaci

1. Neka su promenljive iz skupa Z ={?1’22""’Zm} funkci je
il
promenljivih iz skupa U ={ul,u2,...,uﬂ} a neka su ove posled-
nje sa svoje strane funkcije promenljivih iz skupa
X = {xl,x2,...,xpg . Tada je, kao S$to je poznato iz analige
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funkcija viSe promenljivih,

y Pz ) 2z, 'Bul . ?z; du, ., @z, du, .
X QU 9X  BU, B u, 93X

Ako se uvedu funkcionalne matrice

%, u.
] = =l =
auj”m,n’ fu,x _ﬂaxk”n,P’ ‘2,1

na osnovu (1) vaZi relacija

%zi

Ag A%y

3,0 ©

’
m, P

(2) Ay x = %z,u Auyx ¢

Relaciju (1), odnosno (2), moZemo pregledno interpretirati na
kompozieciji G(AZ U)*—G(AU X) digrafova pridruZenih matricama
t ] ?
2z,
- s P PR 1 + s
7,0 i AU,X' Naime, parcijalni izvod 5%, jednak je zbiru pre-
nosa puteva (duZine 2) koji vode iz crnog &vora i u beli évor

A

¥. Na sl. 1 je prikazana kompozicija od-
govarajuéih digrafova u slulaju kada je

z = z{u,v) i u = u(x,y), v = v(x,y). Po-
smatrajuéi puteve duZine 2 dobijamo

?z _ 9z 9u , 9z 3V
2x  Pu 9x T 2v Ox’
bz _ %z u 9z oV

5y = 5u sy T &v Oy°

(Ideju za ovaj primer dao je D.Dj.ToSié.)

2. Neka su A,B gornje (denje) trougaone
kvadratne matrice reda n. Dokazati da Je sl. 1
matrica AB takodje gornje(donje) trougaona.
ReSenje. Posmatraéemo najpre sludaj kada su A,B gornje trcuga-
one matrice. Odgovarajuéi digrafovi su dati na sl. 2. S obzi-
rom na poloZaj &vorova, grane "“idu na desno".

Kako Konigov digraf gornje trougaone matrice sadrii
samo grane sa prenosom aij,'gde je i« Jj, kao i da Kdnigov di-
graf sa gornjom osobinom odgovara samo gornje trougaonoj ma-
trici, reSenje zadatka neposredno sleduje.

Za donje trougaone matrice do rezultata se moZe doéi
istom tehnikom, a moguéno je primenom iransponovanja iskoristi=~
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ti gore dobijeni rezultat.

1 2 3 n
© GIA} - GIB)
1 2 3 .n ]
G(A) % G(B)

sl. 2
3. I?eka je H, = uhij”l(’ gde je hij = Si,j-—mfr; 1}. Dokazati
da je Hqu = Hp+q(p+q £€n}.

ReSenje. Rezuliat direktno sleduje sa sl. 3.

"
@ [ ]
\ L3 .
1o o

o Gl{Hpsq)

sl., 3

matrica koja se dobija iz jednadine matrice I

4. Neka je Iij
vrate. Tada vaZe jednas

.med jusobnom zamenom njene i-te i j~te
. 2 -
kosti Ii;} = T, IikajIji = ij‘- Ijk-
ReSenje. Zadatak demo re8iti primenom

nigov digraf matrice Iij dat je na sl. 4.

Kinigovih digrafova. Ko~

E

2
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.,8ada se gornja tvrdjenja mogu proveriti pomodu sledeéih odi-
glednih transformacija Kdnigovih digrafova, videti sl. 5 i 6.

2 n
1 2 i j n
Gﬂu)x 1 :
- 1 1 1 1 1
n
() - -
oty ! 6
T2 n
sl. 5
i 2 n
® ir ®
Gilik) | )
n
b .. .
Gllij)
J C
Gllji)
< Q

sl. 6

(Na sl. 6 su radi pojednostavljenja izostavljene neke oznake.
Tako, na primer, sve grane sa slike imaju prenos 1.)

5. Dokazati da je proizvod dve dijagonalne matrice dijagonalna
matrica.

6. Neka je
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kvadratna matrical) reda n. Ako je A takodje kvadratna matrica
reda n, odrediti matrice AH i HA. (Matrica H se naziva pomoéna

jedini%na matrica.)
7. Ispitati talnost formule

tr{AB) = tr(Ba).

8. Ispitati da 1i skup matrica fiksiranog tipa nad poljem X o-
brazuje vektorski prostor nad poljem K u odnosu na operacilje
sabiranja matrica i mnoZenja matrica elementom polja K.

9. ReSiti matridnu jedna&inu AAT = aA (a # 0), u skupu svih
(0,1)-matrica (tj. matrica $iji su elementi jednaki O ili 1).
ReSenje. Ofigledno je da A mora biti kvadratna matrica, a pa=-
rametar a prirodan broj. S obzirom da jJe AAQ simetridna matri-
ca, to je i A simetridna matrica. PotraZimo sada proizvod

AAT(=B) pomodéu digrafova {sl. 7).

1 2 i r n

G{A) ﬁ t \\\
O & )D o)

¥ 2 i’ r n
Giah /

O O @] -

T 2 i” r” n”

sl., 7

Neka je najpre a;; = 0, tj. ne postoji grana ii’ u G(4). Sada
u G(A) ne postoji ni grana ir’ za neko r, jer bismo u protiv-
nom u G(A) imali granu ir” a u G(AT) granu r‘i*” pa bi vaZilo
bll?»alr =1, §to je u kontradikeiji sa b =a-a;,; = 0. Zna-
&i dvor i je izolovan u G(A). :

Neka je sada aj4 = 1, %j; postoji grana jji” u G{a).
a7 1l neka postoji i grana, recimo, js‘. Tada je aJs =1, pa, s

obzirom na simetriju matrice A, i ag sj = 1, tj. postoji grana

1) Ovde i dalje u knjizi smatrademo da su element1 matrice ko~
Ji nisu posebno oznaleni jednaki O.
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sj° u G(a). Dalje neka postoje grane js” i st” u G(a). Na os-

novu gornjeg sada postoji i.grana ts” u G(A), odnosno s°t u

G(A ), pa je bJ 3553t = 1 a zbog th = aa;, sleduje da je
ajq = 1, tj. postoji graha jt~ u G(A). Primetimo jo¥ da je za
a,. =1 zbog b = aa,. = a stepen &vora J jednak a. Na osnovu

gornjeg sledu;e da su komponente digrafa G(A) izolovani &voro-
vii po»punl bihromatski digrafovi sa a+a &vorova, pa je

= I’(Ja H I, ... F I, H On)PT, gde je P proizvoljna permu-
taciona matrica a J_ kvadratne matrice reda a ¢iji su svi ele-
menti jednaki 1. (Re$io S.Simié.) .
10. Re$iti matridnu jednadinu anT = a(J - A) (a # 0), u skupu
(0,1)-matrica (J je matrica $iji su svi elementi jednaki 1).
Re3enje. Slicno kao u prethodnom zadatku A mora biti Evadratna
i simetrifna matrica, a parametar a prirodan broj. Neka je da-
lje B = AAT. Za all 1 dobija se b ii =1, 8to je u kon-

tradlk0131 sa b = a(l - a; ) = 0, pa je uvek a; = 0. Znaci
A se moZe shvatltl i kao matrlca susedstva (v1det1 7.4) neori-
jentisanog grafa bez petlji. Kako je bii-= a, to je odgovara-

juéi graf regularan stepena a. Ako bi-isti graf imao trougao
%iji su &vorovi i,j,k, tada bi s jedne strane bilo bij) 2, k8 5iF
= 1, dok je s druge strane bij = a(l - aij) = 0 (kontradikci-
ja). Stoga pomenuti graf nema trouglova. Uzmimo sada da je

lJ = 0., Tada je le
sti k 242 ik = 1, odnosno, = ajk = 1. Znadi, ako su i i j
nesusedni cvorov1, tada oni imaju a zaaednléklh suseda. Sada

= a(1l - a..) = a pa je za tadno a vredno-

Je odigledno pomenuti graf jednak K dok je A = P(J (J +
+dJd ))PT, gde je P proizvoljna permutac1ona matrica. (Zadatak

i resenae S.Simida.)

11. Dokazati da se svaka kvadratna matrica moZe predstaviti u

vidu zbira jedne simetrifne i jedne koso-simetriéne matrice.

12, Neka su velié&ine xl,xz,.;.,xm u vezf’sa veliéinama

Y s¥preees¥y pomoéu relacija

(1) X) = 83¥] + 81p¥p + ees * Bp¥y s

x2 = a21y1 + a22y2 + ese + aznyn ’

Xp = Bpy¥y ¥ Bpp¥o *oeee * Epp¥y o
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Ako se uvedu matrice

=
"
¥
N
.
(2]
4
<t
N

Boanw
[

i n
i matrica & = na ”m ns Telacije (1) se mogu predstaviti ma-
tridnom. relaczaom X = AY. Relacije (1}, odnosno odgovarajuéa

matridna relacija, definifu jednu 1nearnu~transformac13u. Kaw
7e se da pomodu ove linearne transformacije velidine

Yys¥preee¥, Prelaze (transformilu se) u vellclne xl,xz,...,xml
Matrica A naziva se matrlca llnearne transforma01ae.

Neka se sada vellclne 2 ,22,...,zp transformisu u ve~
1idine yl,yz,...,yn pomodu matrice 3 ~} ak!n,p’ nga pcred
relacije X = AY vaZi i relac13a Y = BZ, gde je Z matrica-~kolo-~
nz ¢iji su elementi zl,zz,...,zp. Eliminacijom matrice Y dobi=-
jamo X
gujemo da je matrica regultujude linearne t?ansformacije jed=

= ABZ. 2bog asocijativnosti matriZnog mnoZenja zaklju-

naka proiszvodu mairica pojedinih linearnih tranéformacija.
Ovaj primer objasnjava motivaciju za uvodjenje matrid-

nog mno¥enja i za zasnivénje teorije matrica uopite.

13. Posmatrajmo bilinearne transformacijg

ay +.b ez + T
x =21, v=2tg

i pridruZimo im, redom, matrice

}’ B=

Eliminacijom veliéine y dobijamo x kao bilineagnﬁ funkei ju.
od z: )

a b e f

A

c 4 g h;

(ae+bg)z + (af+bh)

¥ = {cesdg)z + (cf+an)

Interesantno je da je matrica

ae;bg af+bh

ce+dg cf+dn

pridruZena ovoj bilinearnoj transformaciji, jednaka proizvodu
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matrica A i1 B.
14, Xomutator kvadratnih matrica A i B koje su istog reda je
matrica

[4,B] = 4B - BA .

Matrice su komutativne ako i samo ako je njihov komutator jed-
nak nula-matrici.

. s i éni - 1 I
15 U,teorlJl elektritnih kola prou oo 7o}

¢avaju se i elektridéne mreZe sa dva
X . o

para krajeva. U analizi ovakvih mre-

%a koriste se ulazni napon Uy, ulaz- (o

20

na struja Il, izlazni napon U2 iiz-
lazna struja I, (videti sl. 8). Dve si.8

od ovih veliéina izraZavaju se pomodéu druge dve. Pod odredje-
nim uslovima jednadine koje daju ovu. vezu su linearne. Na pri-

mer, vaZe relacije
(1) Uy = ny31; + hyoUp

12 = h2111 + h22U2 .
Ako se uvedu matrice
. ’ H = I
I 2 21 Pe2

relacije (1) se mogu napisati u obliku A = HB.

U I hll h12

1 1

A = B =

h

16. Matrice se pojavljuju i u analizi statistidkog modela dis-~
kretnog telekomunikacionog kanala bez memorije. Na ulazu kana-

la pojavljuju se otpremni kodni simboli iz skupa XysXpseeesXpe
Ovi gimboli izazivaju na izlkznom kraju kanala pojavljivanje
simbola Y s¥pseeesVye Verovatnoda da ulazni simbol X4 izazove
na drugom kraju pojavljivanje simbola y. je jednaka Pij' Ma-
trica P =l\pij“m,n naziva se kanalna matrica. Ako se X i Y ma-
trice-~kolone, ¢iji elementi redom predstavijaju verovatnoée
pojavljivanja pojedinih‘ulaznih, odnosno izlaznih, simbola,
va%i relacija X = PY. Ako se izlazni simboli jednog kanala po-
javljuju na ulazu drugog kanala, rezultujuca kanalna matrica
je jednaka proizvodu kanalnih matrica pojedinih kanala. Zbog
ovoga se lanalne matrice veoma pogodno predstavljaju pomodéu
K8nigovin digrafova.



60

Razmotrimo sludaj binarnog simetridnog kanala. Jedini
ulazni i izlazni simboli su O i 1. Kanalna matrica ima oblik

v.p
OY=0

1Y v

v je verovatnoéa vernog prenosa sim-
Xg=1 O Yp= 1 bola a p je verovatnodéa pogredke u

prenosu. Kbnigov digraf ove matrice

sl. 9

je prikazan na sl. 9. Ukoliko bi se
vi%e binarnih simetridnih kanala nadovezivali jedan na drugi
trebalo bi posmatrati kompoziciju odgovarajucéih Kdnigovih di-
grafova.

17. Za blok-matricu A —llM ”F-v moZe se definisati kondenzo-
vani Kénigov digraf. On ima M crnih i Y belih &vorova, pri &e-
mu se za prenos grane izmedju crnog &vora i i belog &vora j u-
zima matirica Mij' Prouditi osobine kondenzovanih digrafova i
dovesti ih u vezu operacijama nad blok-matricama.

18. Dokazati da je AAT simetriéna matrica, gde je A proizvolj-
na matrica,

19._ Proveriti taénost formule sum (M"N) tr MN

2
20. Funkeija Z a.ux1

T
+ 2 E: a..X.X. naziva se kvadratna for-
i,3=1 137175 -_—

i <J
ma promenljivih Xy9Xosemss Xy Kvadratna forma se moZe predsta-

viti pomoéu xTAx, gde Jje A =}la I simetridna matrica i
1jM1

T
X Ax : . %o
= “xlxz...xn“. Izraz T naziva se Rayleighev koli&nik.

Izraz xTAy, gde je yT =||yly2...yn" naziva se bilinearna forma.
21. Neka je $t linearan operator vektorskog prostora U. dimenzi-
je m u vektorski prostor V dimenzije n. Neka su U i V prostori
nad istim poljem i neka vektori Upsloyeeeypy obrazuju bazu

prostora U, a vektori AEEALTRERTAS bazu prostora V. Odigledno

n
vaZze relacije

§¥ul =899V + 83,V0 + eee + 81V,

%uz = 8.21V1 + 8.22V2 + een» + a2nvn N

u_ = v oo .
Sk i apVy * 8ppVo * %n'n



61

Zhog linearnosti operator Skje potpuno odredjen matri-
com A = “aij“m q- Matrica 2 naziva se matrica operatora 5% u
?

odnosu na zadate baze,

Ao gkpreslikava prostor U u samog sebe,tada je V = U.
Za zadatu bazu prostora U operator £ je potpuno odredjen jed-
nom kvadratnom matricom. Za fiksiranu bazu n~dimenzionalnog
vektorskog prostora postoji uzajamno jednoznadna koresvonden-
cija izmedju kvadratnih matrieca reda m (nad istim poljem) i
linearnih operatora koji taj prostor preslikavaju u samog sebe.
22. Navesti primer dve matrice, koje su razlidite od nula-ma-

trice, a ¢iji je proizvod jednak nula-matrici.



3. STEPENI MATRICA

U asoecijativnom grupoidu (X,+) ze svaki element a€X i
za svaki prirodni broj n definiSe se stepen a® pomocu al a i
an= a-én°1 za ny1l. Definicijom se takodje usvaja a® = e, gde
je e neutralni element grupoida (ukoliko pOStOJl). Negativni
stepeni definiu se u grhpoidima sa invertibilnim elementima o
Semu de biti redi u 5.

Skup kvadratnih matrica datog reda nad nekim poljem je
asocijativni grupoid s cbzirom na mnofenje matrica. Za kvadra-'
tou matricu A definise se A% I, Al= A i AP= 2-A"") za n>1.

Ako je '

P(x) = aoxn‘+ alxnf1’+ SST R By X ¥ Ay
polinom stepena n, pri Gemu su promenljive x i koeficijenti
8,187 ewey@y elementi polja S, onca se matridni polinom P(A)
po kvadratno] matrici A (nad istim poljem) definiSe pomodu

- n n-1
P(4) = a A" + a)A + e ta, A +al,

%3.1. Grafovgka interpretacija stepena matrica

U gvom poglavlau kvadratnoj matrici 4 -}]a H pridruo-
#idemo opet jedan dlgraf. Digraf GA, pridrufen matricl A, sa=-
drzi évorove oznalene sa 1,2,...,n i sve moguéne grane (i pet~
lje), pri Bemu je grani koja vodi iz &vora i u &vor j pridrue~
Zen element alj. Velicina ay s na21va se prenos grane koja vodi
iz i u j. Prenos puta u dxgrafu G je po definiciji jednak
proizvodu prenosa grana kKoje obrazuju put. Stepeni matrice A

se mogu odrediti pomodéu digrafa G,

Teorema 1. Element a(§) iz i-te vrste i j~te kolone matrice Ak

jednak je zbiru prenosa svih puteva duzine k koji u digrafu ot
iz ¢vora i vode u &vor j.

Dokaz 1. Dokaz demo izvesti indukcijom po k. Za k=l teorema je
taéna na osnovu definicije digrafa GA. Pretpostavimo da teorew
ma vaii za k=g21, Po definiciji matriZnog mnoZenja, element
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iz matrice AS+1 = AAS jednak je
a(5+1)_ (S) a(s) (s)
13 = a;,3 BjpBp5 + eee * alnarg .

Neka SU Ty,Tpy.e..,T) CVOTOVI do kojih se wmo%e dodi iz

¢vora i putem duZine 1. Tada je

a(s+1) (s) (s) (S)
1 = cooaxts oo
1 13 alrl 13 a1r2 r,J * + k kJ
Za svaki od &vorova rl,rz,...,rk (recimo T ) A5y
'P
predstavlja prenos puta duZine 1 od é&évora i do &vora r Po

i

52 predstavlja zbir prenosa puteva

induktivnoj pretpostavei ai j

dufine s koji iz rp vode u j. Zbir prenosa puteva duZine s+l

koji iz i vode u j preko r_ je onda a; a(s) Sumiranjem ovak-
P 1rp T 3

vih izraza za svako r_ za zbir prenosa sv1h puteva duZine s+1

koji iz i vode u j dobija se izraz (1).

Ovim je dokaz teoreme zavrsen.

Dokaz 2. Posmatrajmo kompoziciju G(A)%...%G(A) koju obrazuju

k kopija grafa G(A). Suma prenosa puteva duZine k od crnog
dvora i do belog Gvora j jednaka je elementu a§§)
Hedjutim, svakom putu duZine k izmedju i i j iz pomenute kom-
A

matrice Ak.
pozicije odgovara u G" jedan put iste duZine, izmedju &vorova
i i j, istog prenosa.

Ovim je dokaz zavrsen.

Teorema 1 ima razne interesantne primene i posledice.

Pomoéu” teoreme 1 se narolito efikasno mogu odrediti
stepeni matrica koje sadrZe veliki broj elemenata jednakih O.
Naime, prilikom crtanja grafa GA mogu se izostaviti grane &iji
je prenos 0 jer su prenosi puteva koji viSe ne postoje u grafu
posle ovog izostavljanja # onako jednaki O. Na taj nadin graf
se uproféava te se u nekim sludajevima mogu lako da uole svi
interesantni putevi u grafu. Ilustrovaéemo ovu tehniku nalaZe-
nja stepena kvadratnih matrica na jednom prostom primeru.

Primer 1, Digraf ¢? pridruZen matrici

a b

0 c
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predstavlijen je na sl. 1. Iz évora 1 u &vor
a c 1 vodi samo jedan put duZine k i njegov pre-

: b
OI 20 nos jednak je ak. 3liéno vaZi za &vor 2. Iz

1 u 2 vodi k puteva duZine k. Ovi putevi se
sl. 1 sastoje od 1 petlji (i = 0,1,2,...,k-1) sa
prencsom a, grane sa prenosom b i k-1-i petlji sa prenosom c,

pri Semu je prenos puta a bck -1- l. Stoga je element na mestu

E -1 R
(1,2) u matrici Ak jednak b:f; alck-l_l.lz gvora 2 u &vor 1
i=0

ne vodi ni jedan put. Stoga je

a¥ b(ak—1+ a¥ 2% 4 ...+ ck-l)

0 ck

Kvadratna matrica se naziva nilpotentna ako postoji
prirodan broj k takav da je Ak= 0. Proizvoljna matrica Jje ne-
negativna ako su joj svi elementi nenegativni brojevi (o nene-
gativnim matricama bice govora i u poglavliju 8). Kave3demo je-
dan potreban i dovoljan uslov da nenegativna kvadratna matrica
A bude nilpotentna. .

Prema teoremi 1, A je nilpotentna matrica ako i samo
ako postoji prirodan broj Xk takav da u dlgrafu GA ne postoji
ni jedan put du¥ine k. S druge strane, ako u G postoji bar
jedan kruzni put (i1i orijentisana kontura, %to se svodi na i-
sto) onda u GA postoje i putevi proizvoljne duZine. Stoga se
dolazi do slededeg zakljulka. .

*

Teorema 2. Nenegativna kvadratna matrica A J,nilpotentna ako
i samo ako pridruZeni graf GA ne sadrZi nijednu orijentisanu
konturu. ‘

a teorema se ne moZe
progiriti na matrice koje nisu
nenegativne. Na sl. 2 je pred-
stavljen digraf jedne nilpoten-
tne matrice koji sadrZi kontu-
rel).

1) Ovaj primer je konstruisao
Z.Lukié.
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Primer 2. Neka se GA dobija od jednog stabla kada se njegove
grane orijentiSu na proizvoljan nadin. PoSto G* ne sadrii ori-
ﬁentisane konture, matrica A je nilpotentna bez obzira na ve-
1itinu elemenata koji su razlifiti od nule. '

Vidi se da je nilpotentnost nenegativnih matrica oso-
bina koja ne zavisi od prenosa grana u digrafu GA, nego samo
od struktureé digrafa. Postoje i druge odobine matrica koje za-
vise samo od ¢injenice da li su pojedini elementi jednaki ili
razlié¢iti od 0 a ne i od veliline elemenata razliditih od O.
Takve osobine se na prirodan nalin opisuju pomodéu grafova.

Opisademo sada i jednu primenu teoreme 1 u teoriji ve-
rovatnode.

Primer 3. Razni sluéajni procesi mogu se predstaviti sledeéim
wodelom,

Neka je G digraf sa n &vorova koji sadrZi sve mogude
grane (i petlje). Zamislimo da se po granama digrafa (uvek u
smeru strelica) krede na sludajan nadin neki objekt - nazovi-
mo ga estica. Cestica se normalno nalazi u jednom od dvorova
digrafa i u trenucima vremena t = 1,2,... ona po nekoj od gra-
na digrafa prelazi u drugi (ne obavezno razliditi) &vor. "Ako
se Gestica u trenutku t = to nalazi u &voru i, ona u trenutku
t = t°+ 1 prelazi u stanje j sa verovatnoéom p... Veliline p,

su definisane za svako i,j = 1,2,...,n, oOne sulgezavisne od H
veliline to i za njih vaZe relacije )
pij70 (i,j = 1,2,...,n),1‘
Pjq + Pjp + ee- + Pyp =1 v(i = 1,2,.0.,n).
Matrica P =]|pij”§ naziva si matrica verovatnoda pre-

laza na jedan korak. Digraf G za koga je definisana matrica P

naziva se Markovljev lanac. Ako se &estica nalazi u &voru i,

kaZe se da se Markovljev lanac nalazi u stanju i.

Matrice kod kojih je zbir elemenata u svakoj vrsti je-
énak 1 nazivaju se stohastilke matrice. Matrica P je stohasti-
¢ka matrica.

Interesantno je da se prouli ponaSanje Markovljevog
lanca u toku duZeg vremenskog perioda. Narodito su interesant-
ni siucajevi kada su pejedine od velidina pij jednake O.
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Veliline p; . mo¥emo smatrati prenosima odgdvarajudih
grana . u digrafu G a digraf G shvatiti kao digraf pridruZen ma=-
trici P. DaKle, verovatnoca da gestica, nalazeol se u &évoru i,
krene cuZ neke od grana koje izlaze iz Evora i jednaka je pre-
nosu te grane. Stoga se grane &iji je prenos jednak O mogu i-
zostaviti prilikom crtanja digrafa G. Na ta)j nadéin digraf do-
bija pregledniju strukturu a bitne osobine Markovljevog lanca
upravo i zavise od strukture ovako reduciranog digrafa.

Verovatnoda da Sestica iz &vora i za k koraka predje
u &vor j po nekom fiksiranom putu (duZine k) oligledno je jed=-
naks proizvodu prenosa grana du¥ tog puta, tj. jednaka je pre-
nosu tog puta. Na osnovu. teoreme 1 zakljulujemo onda da je ve=-.
rovatnoda da &estica iz stanja i za k koraka predje u stanje J
{po bilo kom putu} jednaka eletfientu iz i-te vrste i j-te kolo-
ne matrice PY,

Ponadanje Markovljevog lanca je stoga odredjenc struk-
turom matrica P& (k = 1,2,...). Skoro sve interesantne osobine
matrice PF mogu se odrediti pomodéu strukture pridruZenog di-
grafa, dok prenosi grana uwtidu samo. na kvantitativne karakte-
ristike Markovljevog lanca. (Videti poglavlje 8,)

Nave3demo i jednu primenu teoreme 1 w teoriji konadnih

automata.

Primer 4. Konadni automati vre preslikavanje konadnih nizova
izvesnih simbola (ulazni simboli) u konadne nizove nekih dru-
gih simbola (izlazni simboli). Konadni automat, odn@sno pre~
slikavanje koje on vr¥i, pogodno se opisuje jedniﬁ“éigrafom G,
Cvorovi digrafa 1,2,...,n predstavlijaju stanja autometa., Na
automat deluju simboli ulazne azbuke u diskretnim trenucima
vremena t = G,1,2,... : Ako se u odredjenom trenutku automat.
nalazi u stanju i a na ulazu automata deluje simbol ulazne az-
buke Xj’ automat prelazi u nove stanje koje je odredjeno sa i
i x.. Pri tom se na izlazu automata pojavljuje simbol izlazne
azbuke odredjen takodje sa i i x.. .

Neka je X = {xl,xz,...,xm} skup svih ulaznih simbola.
Ulazne simbole XysXpyeeesXy éemo u daljem tekstu shvatiti i
kao realne promenljive. Skup wlaznih simbola proSirujemo i
praznim simbolom koji oznafava da na ulazu automata u datom
trenutku ne deluje nijedan simbol. Prazni simbol oznadavamo sa
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0 koji déemo interpretirati po poirebi i kao broj nula. Ako bi-

lo koji od simbola X; ,X. ,e.sep,X; prevodi automat iz stanja i
. .77, ig
u stanje j, grani digrafa koja povezuje &vorove i i j pridru-
Zujemo kao prenos zbir
(2) ajy = xil+ xi2+ cee + xis.
Ako je aij= 0, prelaz iz stanja i u stanje j je nemo-
gué jer O oznadava odsustvo signala na ulazu te automat ostaje

u stanju i, Matrica A = “aijug naziva se matrica prelaza au-
tomata. '

Posmatrajmo jedan put duiine k izmedju &vorova i i j.
Prenos toga puta je proizvod k velicina oblika (2). Ako se k
zbirova oblika (2) izmnoZ%i, dobija sé zbirAproizvoda od po k
velidina skupa X. Smatrajmo da je mnoZenje elemenata skupa X
nekomutativno tako da se u svakom proizvodu od po k faktora

zadrzao prvobitni poredak faktora. Ako je x. X ees X, .Jjedan
31732 I

od sabiraka iz prenosa puta, niz ulaznih simbola xj ,xj yoves
1 2

xj prevodi automat iz stanja i u stanje j. Dakle, zbir preno-
k
sa svih puteva duZine k izmedju &¢vora i i &vora j daje skup

svih nizova od po k ulaznih simbola koji prevode automat iz
dvora i u ¢évor j. Na osnovu teoreme 1, element na pozieciji
(i, j) k-tog stepena Ak matrice prelaza A predstavlja gbir pro-
izvoda od po k elemenata skupa X, a svaki takav proizvod odre-
djuje jedan niz od k simbola koji prevode automat iz stanja i
u stanje j. Svi takvi nizovi su odredjeni ovim putem.

3.2. Ciklidke matrice

Ciklidka matrica je matrica oblika

a, ay 8y eve By 5 By g
-1 %% 2 2he3 an-2

A =|%n-2 %1 %o 2n-4 23| .
a2 8.3 a4 ao al
21 &2 %3 -1 %0
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Vrste ove matrice su cikliéke permutacije prve vrste.
Da bismo dobili jednu reprezentaciju eciklidke matrice,

posmatrajmo matricu reda n.

0 1 0...0 ©
0 0 1 0

B=0;o 0 0 o=o S
: L o
o o o0 0 1
1 0 0 0 o

PridruZeni digraf GB je orijentisana kontura sa n &vorova. Pu-
tevi duZine k u G- vode redom iz dvora 1 u ¥vor k+l, iz 2 w
k423 e.+5 1 to uvek samo po jedan takav put. Stoga je '

Mo 1
¥ n-k

0

Na osnovu ovoga dobijamo
' 2 -1
A=al+2a)B+aB" + .00+ an_an ,

tj. svaka cikliZka matrica je polinom permutacione matrice B.

3.3, Varijacije sa ograni¥eénjima

Kao sto je redeno u odeljku 1.2, varijacija sa ponav-
ljanjem k-te klase skupas X = {xl,xz,...,xn} Je svaka uredjena
k-torka (xil,xiz,...,xik), pri éemuvje‘ijeg{}iz,..fﬁg& {3 =
= 1,000k} o ¥
Broj varijacija k-te klase 5gﬁgﬂnavljanjem‘skupa od n
elemenata Vg - o¥, E o

Pri formiranju varijacija sa ponavljanjem mogudno jJe
postaviti izvesna ogranienja. Posmatrademo Varijacije sa og-
ranidenjima slededeg tipa. Za svako xiEEX skup X je dekompono-
van na dva disjunktna skupa Xil i xiZ‘ U dopustivim varijaci-
jama iza elemenata Xy koji nije poslednji u varijaciji, moZe
se nalaziti samo element iz skupa Xil' Prvi element u varija-
ciji ne podle¥e ogranidenjima.
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Par (xl,x ) susednih elemenata varijacije je dopustiv
par- ako je x,€X, i1° Kvadratna matrica A =\\aignl , u kojoj je
alJ 1 ako je (x ,x ) dopustiv par i aij= 0o u suprotnom slu-
caJu, Je matrica dopust1v1h parova. Matrlca A, koja se dobija

od A zamenom ;edlnica nulama i nula gedlnicama, naziva se ma-
trica zabrana. )

O&rediéemo broj Vk(A) varijacija sa ponavljanjem k-te
klase skupa od n elemenata pri datoj matrici dopustivih paro-
va A.

U digrafu GA sve grane imaju prenos jednak 1 pa stoga
i svi putevi imaju prenos 1. Zbir prenosa puteva duZine k koji

spajaju &évor i i &vor j u GA je jednak broju tih puteva. Na

osnovu teoreme 1 iz 3.l moZe se onda reéi da je broj puteva
duZine k izmedju &vorova i i j u GA jednak elementu ai? iz
i~-te vrste i j-te kolone matrice Ak. Kao 3to je objadnjeno u
1.2, varijacija k-te klase se moZe interpretirati kao put du-
%ine k~1 u digrafu, te je broj varijacija k-te klase sa ponav-
ljanjem pri datoj matrici dopustivih -parova A jednak broju pu-
teva duZine k-1 u digrafu GA.

Ako sum Y oznadava zbir svih elemenata matrice Y, vaZi
formula ) ’

TE() = sum 471, k= 1,2,... .

3.4, Diferencne jednadine i stepeni kvadratnih matrica

Stepeni kvadratnih matrica se mogu odrediti i pomodu
tzv. diferencnih jednadina.
Neka je aj,85seees@prese (beskonadni) niz (kompleks-

n
nih) brojeva. Jednadina
(1) F(n,a,,2, 10e0e02p,) = 0 (o =1,2,...),

gde je F proizvoljna funkcija, povezuje k+l susednih &lanova
niza i naziva se diferencna jednadina k-togrreda. ResSenje ove

jednadine je funkcija a,= f(n) koja je idenfiéki zadovoljava.
Mi demo razmatrati homogégu linearnu djferencnu jedna-

&inu k-tog reda sa konstantnim koeficijentima. To je jednalina
oblika

(2) Poagp *+ P13n e

+.i.+ by 18541 * Bap, =0 (n = 1,2,..0
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gde su bo’bl""’bk kompleksni brojevi. Pretpostavimo da pos-
toji refenje jednadine (2) oblika a, = t, Posle unoienja o-
vog izraza u (2) i posle skradivanja sa t" dobija se

(3) bt e bt L L t + b, = 0.

* b k =

Algebarska jednaBina (3) naziva se karakteristiZna je-
dnadina diferencne jednadine (2). Weka su redenja Tiatosaensty
Jednadine (3) medjusobno razlidita. Svaka funkcija

tln,tzn,...,tkn je reSenje diferencne jednadine (2). MoZe se
pokazati da je opSte re¥enje (tj. refenje koje sadr¥i sva po-
sebna refenja) jednadine (2) dato formulom

(4) a, = Cltln + Gztzn t oeas + thkn ,

gde su Cl’CZ""'Ck proizvoljne konstante. Ako su poznati Zla-
novi niza 813859003y konstante Gl,C?,...,Ck se mogu jedno-
znatno odrediti.

Ako je & reSenje reda s jednadine (3), tada svaka od
funkeija ¢n,n(xn,n2¢P,...,ns'1dF predstavlija reSenje jedna-
&ine (2). Stoga je u opitem sludaju, opite redenje jednadine
(2) linearna kombinacija funkeija oblika nP ﬁn, gde 3 uzima
vrednosti korena karakteristidne jednadine (3) a za dati koren
/5 parametar p uzima celobrojne vrednosti od O do g~1, gde je
q red korena (3.

MoZe se pokazati (videti poglavlje 7) da za svaku kva-
dratnu matricu A =“aij”§ postoji polinom P(x) = boxk+ blxk-lf
+ aee 4+ b x + b, takav da je P(A) = 0. Iz relacije b A" +

+ o AN Ll B 1A+ BT = 0 dobija se b AMKy b aTHECL

n+l

+ eus + bk-lA + bkAn = 0. Za proizvoljne i,j tada vaZi

{n+k) (n+k-1) (n+1) (n)
(5) boaij + blaij + eee * bk-laij + Pkaij = 0.
Na taj nalin se nalaZenje n-tog stepena matrice A svodi na re-
gavanje diferencne jednadine (5) uz dopunske uslove za svaki
par indeksa i,j. Ti dopunski uslovi su fiksirani poznavanjem
matrica A° = I,A,Az,...,Ak'l.

1 1

Primer 1., Lako se proverava da 2a matricu A4 = vazi

-2
relacija Az- 5A + 61 = 0. Karakteristi®na jednaBina odgovara-
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(n)

juée diferencne jednaline 43
t2~,5t + 6 = 0 1 njena reSenja su t1= 2, t2= 3. Stoga je opiite

(n+2)_ (n+l) _ .
aij Sa.j + 6a = 0 je

reéenje diferencne jednadine jednako Clzn + 023n. Kako svaki
element matrice AR zadovoljava gornju-diferencnu jednaéinu,
dobi jamo i

n n o o0 n
62"+ B3 1220+ B3

n n n n
d212 + 0213 6222 + 6223>
1

AR =

Posto je A° = I i AY = A, dobijamo

dig o+ Py Ay By, “1 O“
= i)
Koy + By Hyp + By o 1
26, + 3By, 2K, + 3815 ) 11
20, + 3y 205, + 3[522 -2 4

odakle se dobijaju sve nepoznate velidine. Konaclno se dobija

2_21') - 31’1 _21'1 + 311

AIl

2.2% o 2.3 B 4 2.3R
I obrnuto, resSavanje diferencne jednaline reda k mofe
se svesti na odredjivanje n-tog stepena jedne kvadratne matri-
ce reda k. Za odredjivanje stepena ove matrice mogu se, narav-
no, primeniti i grafovske tehnike.
Diferencna jednadina (1) se moZ%e napisati u obliku
(6) fnsk = H(n’an’a'lru-l’”"an+k—l) '
a zatim se uvodjenjem veliéina y(l), yéz),..., yék) pomodu

n

(1) (2) L ®)

n = ¥n " Bpyy S Vp Teceer a1 TV

svesti na sistem od k diferencnih jednalina prvog reda

oo e
yﬁﬂ = yr(f).
. -1 t .
yifl ) = yék)
yl(lf-g. = H(n,ylgl), y1(12)"-~9 yr(lk))-
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Posmatrajmo sada op§ti sigtem homogenih diferencnih
jednadina prvog reda sa konstantnim koeficijentima

(8) xéii = alix£1)+ alzxé2)+ eew + élkxék);
' xﬁi{ = a21x£1)+ a22xé2)+ cea a2kx§k),v
: 1 2 k
x£k)_= aklxé )+ akzxé Jo v akkxé ).

Ovaj sistem se moZe napisati u matridnom obliku
(9 a1 = Ay
gte do xp = =) 2 . x{V)] 1 s =1laij”§ .

Iz (9) se dobija
(10) Xne1 = Anxl ,

tj. reJavanje sistema (8) se svodi na nalafenje n-tog stepena
matrice A. o

Ako jedna&ina (1) ima oblik (2) ug b= 1, onda se (8)
svodi na : . ’

b

. L
(1) Zavkc = "P%®n = Pieci®nag Toce T Pidgkel
pa sistem (7) ima oblik {(8), %j. (9?; gde je

0] 1
0 1
(12) A= ’ . ’ N 1.
O 1
By ~By_yeeemby ~by

Matrica A se naziva prateda matrica polinoma
T byt + by

Digraf GA je prikazan na sl. 1 zajedno sa dopunskim
¢vorom O u koji ulaze grane &iji su prenosi elementi matrice
X kogi)je u nafiem sludaju odredjena sa X% =ilx§1)x§2)..
cee Xg ][ =n yil)yiz)... yik)ll = Hal Ay e a.lf”. Putevi duZine
n iz &vora 1 do &vora i odredjuju element a§? . Ako se ovi pu-

b 4 o e
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sl. 1.

tevi produfe granom (i,0), zbir prenosa dobijenih puteva duZi-

(n)

k
ne n+l iz &vora 1 do &vora O daje agz)ai. Kako je Ezi ai ey
na osnova (10) jednako prvom elementu matrice Xp4 » B3. veli-
dini x§ii = yﬁi{ =a,.4 dolazimo do slededeg zakljulka koji
formuligemo u obliku teoreme.

Teorema 1. Neka je él,azfu..gan,... niz kompleksnih brojeva
koji madovoljava linearnu homogenu diferencnu jednalinu sa
konstantnim koeficijentima

Bue * Pr8n g1 *oeee BB g8, 5 ?kan =0 (n=1,2,0.0)

i neka su poznati &lanovi niza 81985y eeesBye Tada je opSti
¢lan niza a, jednak zbiru prenosa puteva duZine n koji iz &vo-
ra 1 vode u &vor O u digrafu sa sl. l. :

Neki drugi metodi za odredjivanje stepena kvadratnih
matrica bide opisani u poglaviju 7.

3.5. Primeri i zadaci

1. Odrediti k-te stepene sledeéih matrica

a) & =llagyll] . gae e oy "Si,j-l;

b) B = llb;jll’{ , gde Je dys =ad; + 8, 4.
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ReSenje., PridruZimo matricama A odnosno B odgovarajude digra-
fove G i GB {videti si. 1).

1 1 1

A} OO O L. —r—— o gA
1 2 3 .n-1 n
[+ a a a [+
Q100 . 00,
1 2 3 n-1 n
s8l. 1

Sada na osnovu teoreme 1 iz 3.1 imamo:

O T (& -]a (k)ﬁ )
v bl o FEam (5 el )

k
jer je B¢ = (aI + &)¥ = :E:(g]ak'rAr.
r=0

Napomena. Deo zadatka b) moZe se refiti igstim metodom kao i ak
Naime, sada vafi
iz
o) _
14 kY k=i :
(s%) = 1ed
jer u GB postoje izmedju i i j putevi du¥ine k jedino ako je
0£j=1% k, a broj takvih puteva je(jEi), dok je njihov prenos

ak-j+i'
2. Dokazati implikaciju
mod(aij)SM = mo&(a§§)}$nk'1Mk,
gde je ay5 odnosno agg) element na pozieiji (i,3) matrice 4,
odnosno Ak {n je dimenzija kvadratne matrice 4),

R : os s . A ; (x)y _
Refenje. Pridrufimo matrici A digraf G*., Tada va¥i mod(aij ) =
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=\:Z_ C..(wk)l, gde je C..(wk) prenos puta w, duZine k izmedju

Wy
dvorova i i j digrafa GA, a snmlranae ide po svim putevima Wy .

Zbog mod(a )<M va¥i lClJ(wk)h o , Pa s obzirom da izmedju

gvorova i 1 J ima najvisSe razliditih puteva, dokaz im-
plikacije direkino sleduje. Znak jednakosti vaZi ako i samo a-
ko je aj5 = (M >0) za k parno ili a4 = M za k neparno.

3, Ako je A matrica reda n i ako je A" = 0 za neki prirodan
broj m, dokazati da je takodje AT = O.

4. Ako Je A m%trica reda n i ako je n, najmanji prirodan broj
takav da je A °= 0, dokazati da je n < n. Kada vaii znak jed-
nakosti?

5. Neka je A = ”alj”l i neka je a]_J =0 za 1% j. Tada je A%-o0.

Resenje. PridruZimo matrlcl A digraf GA. Digraf GA nema petlji
i u njemu postoje samo orijentisane grane od &vora i ka voru
j pod uslovom da je i j. Prema tome, gvi putevi u G su ele~
mentarni i duZine najviSe n-l. Na osnovu teoreme 1 iz 3.1 sle-
ai da je A%= O.

6. Matrica je strogo trougaona ako je trougaona i ako su joj
elementi na glavnoj dijagonali jednaki nuli. Proveriti da 1i
je An'l= 0 ako je A strogo trougaona matrica reda n.

7. Date su matrice

1 0 o0 0 1 0 0
0] 1 [¢] o] -1 0 (0] 0]
I-= ’ A = ’
0 o] 1 o o )] o =2
0 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 1
4] 0 0 1 0 0o -1 o]
B = s C = .
-1 0 0 0 0 1 0 0
o -1 0 o] -1 0 0 0

Dokazati da je skup matrica I,-I,A,-A,B,-B,0,-C gru-
pa u odnosu na operaciju matridénog mnoZenja.
8. Odrediti broj nalina N, da kralj (Sahovska figura) izvede
niz od k poteza na Sahovskoj tabli na sl. 2.
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ReSenje. Graf kretanja kralja na ovo;j tabli je dat na istej

slici, Zadatak se svedi na od.red;uvanje broaa svih puteva du~

.%ine k u ovom grafu. . . :
liatrica dopustivih parova za ovaj problenx varidaciaa

sa ogranilenjima je . N
o 1 o] ' ‘llllEllEl

. .
A =111 o] 1. Xy xzv Xy
o 1 [o] sl,. 2

NalaZenjem A3 uveravamo se da vaii relaciaa A3 = 2A. Posle .
mnoZenja sa A =3 dobija se Ak = 2A 2’. Sabirajuéi sve elemente
matrice A na osnovu teoreme 1 iz 3.1 dobijame Nk = ZN}C-'Z' Pow--

§to je Np= 4 1 N2= 6, doblja se Ny ; = 251 5 N, = 3.2K
(k = 1,2,4..). ' oo .

U {17) je reden isti problem za kretanje kral;a po kvadratnoj
Sahovskoj tabli tipa nXn.

9. Dokazati da -je proizvod ciklidkih matrica, ukoliko postoji,
takodje ciklidka matrica. : :

10. Odrediti A™ ako je

0 5 5 2 1

o 0o o0 1 o
A=z 4 o o oll.

o o o 3 ol

o o o 8 0

11. Odrediti polinom matrice H = uhljul s, gde je’ hi;} = S
k

J=-1°

12. Korlstecl K8nigov digraf G({A) odrediti A akp je
a b
A= .
] c

 GIAGIAM - ¥G(A}

sl. 3
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Resenje. k~tostruka kompozicija digrafa G(4) sa samim sobom i
odgovarajuéi digraf za Ak su prikazani na sl. 3. -

abl k
0 'c

a a1ty & a¥%pne 4 ... 4 bKL
Napomena. Uporediti ovaj zadatak sa primerom 1 iz 3.1.

k

% -

Prema tome,

0 ' e



4. DETERMINANTE

U eilju definisanja determinante kvadratne matrice,
'kvadratncj matrici se u ovom poglavlju pridruZuje jo& jedan
digraf, Mada se isti cilj moZe postiéi i sa veé uvedenin di-
grafom GA, iz razloga koji ée postati jasni kasnije, uvodi se
novi digraf.

4.1, Definicija determinante

{vadratno] matrici A =uaiju§ pridruZuje se takodje di-
graf GA odredjen na sledeéi nadin. Cvorovi digrafa su numeri~
sani brojevima 1,2,...,n i za gvako i,J iz évora j vodi ori-
jentisana grana u &vor i kojoj je pridruZen element aij matri-
ce A, Blementi glavne dijagonalne matrice & pridrufeni su pet-
ljama digrafa GA' Graf GA ge nazgiva digraf pridrufen matrici A
ili Coatesov graf matrice A.

U daljem izlaganju od interesa ée biti faktori digrafa
GA‘ Proizvod brojeva pridrufenih granama faktora naziva se pre-
nos faktora. Broj pridruZen grani nazivacemo prenos grane.
Prenos faktora F obelelavademo sa C(F). Broj kontura koje sa~
ginjavaju faktor F je obeleZen sa p(F). Sa 2 je oznaZen skup
svin faktora digrafa G,.

Kvadratno] matrici 4 x”aijug pridruZuje se takodje broj

all 312 s aln

det A = |a] = |?21 %22 2on

%a1 P2 &an
koji se naziva determinanta matrice A i knji se definifie zbirom

Y

(1) det & = (-l)nZ (-1)*Fa(ry
reT

sde se sumiranje vr3i po svim faktorima F digrafa GA pridrufe-
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nog matrici A.

Razmotridemo neke specijalne sluajeve formule {(1).

Za n=1 je det A =‘all\a digraf G, je p?edstavijen na
sl. 1. GA sadrzi samo jedan faktor koji se poklapa sa GA pa se
(1) svodi na det A = ajq-. i

U sludaju n=2 imamo

a a ayn
detA=\ 11 12\, 10

231 222 Ga

pri &emu je GA dat na sl. 2 zajedno sa svoja

dva faktora F, 1 F,. Prema (1) dobijamo sl. 1
det A = (-1)P((-1)%ay78,, + (-Dlay,a,) = 8y 2,, - ay,8,,.
Za determinantu tredeg reda . A
OO0
21 %12 13 Gn
‘det A = |a a a
21 %2z %23 aQ; . ES M
831 832 233 .
digraf GA prikazan je na sl. 3 zajedno sa ! &= 2
svojih Sest faktora. :
Stoga je sl. 2
3 3 1 1
det A = (=1)7((~1) alla22a33+(—l) a12331a23+(-1) 85183587 3+
2 2 2
+(=1) a11323a32+(-1) a22a13a3l+(-1) 333312a21) =

= 21185585548 58518534851 85587 378118y 585,"85,8) 385 ~B358) 585, -

. § LR ]
o 2 1 2 102§ib2
' % ’ ;
Xy - q
2 2?22g}m|diztmz
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Obitne se vrednost determinante tredeg reda izralunava
kao algebarski zbir proizvoda od po tri elementa uzeta prema
‘Semi sa sl. 4.

v . Sa znakom + uzimaju se
elementi koji leZe na dijagonalil
211855855 i u temenima dva tro-
ugla koji imaju po jednu stranu
nak - paralelnu ovo]j dijagonali. Sa
znakon ~ uzimaju se elementi ko=
sl. 4 ji leZe na dijagonali 231855813
inu temenlma dva trougla koji imaju po Jednu stranu paralelnu
ovej dijagonali.

Interesantno je da se pri crtanju digrafa GA opet ne
moraju crtati grane 8iji je prenocs jednak 0. Na taj nacin di-
graf postaje jednostavmiji a formula (1) ostaje u vaZnosti.
Razlog se sastoji u tome Sto su prenosi faktora koji posle u-
klanjanja grane sa prenosom O ne egzistiraju viSe u digrafu
jednaki O jer su oni bad sadrZavali uklonjenu granu. Tako, na
primer, ako je u determinanti treceg reda 2yo= -0, prenosi fak-
tora Fz i FG gu jednaki nuli. Hedautlm, poale uklanjanja grane

58 Prenosom a, ., faktori Fy i F6 viSe ne postoje. uUstali fak~
tori ostaju nepromenjeni. ‘

Upisana d¢injenica omogudava jednostavno izralunavanje
determinanata po definiciji, ako determinania sadr¥i dovoljno
elemenata koji su jednaki O.

Determinauti D = det ‘dia |F moze se takodje pridruziti
jedan digraf na slilan nadin. Cvorovi digrafa, kogih ima n, o=
beleZeni su brojevima 1,2,...,n. %a svaki par indeksa i,j za
koji je é # 0 povlali se iz &vora J orijentisana grana koja
vodi u cvor i. Ovoj grani Be pridruZuje broj 4, ij° Ako je
dia‘ 0, pomenuta grana sé ne povladi, Ovako dobijeni digraf GD

) 2 naziva se graf pridrufen determlnanti n

U stvari, graf pridruéen‘determinantl

¢
% Jje. Coatesov graf odgovarajude matrice.

Na primer, determinanti
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djy 4 00
0 0 gy dyy
00 d55 dyy
44y d4p 0O .
pridruzuje se digraf GD sa sl. 5.
Za determinantu
a 0 0 0 b
¢c 0O 0O 0 O
. D=jd e 0O 0 O
0 f g h O
0O 0 u v O

prikazan je na sl. 6 pridruZeni digraf Gp i svi njegovi fakto-

ri.

Formula (1) daje
D = becegv - beeuh,

Lako se moZe shvatiti, da je digraf pridruZen determi-
nanti jednostavniji (a samim tim i proces odredjivanja.deter-
minante kraéi) kod determinanti koje sadrZe mnogo elemenata
Jjednakih huli. Znafaj postupka sa grafovima sastoji se, izume-
dju ostalog, u tome Sto postoje oblasti primene gde se po pra-
vilu pojavljuju ba¥ determinante ovakve vrste (na primer, teo-
rija elektriénih kola)

4.2, Osobine determinanata

Dokazademo sada izvestan broj teorema koje izra¥avaju

osnovne osobine determinanata.
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Teorena l. det A = det AT.
Dekaz.Digraf G T dobija se iz digrafa‘G na taj nadin Sto

se svim g*anama iz G“.1 promeni or;aentacxaa. Stoga svakom fel~
toru F iz G odgovara u G T jedan faktor<F sastavljen od ig-

tih grana (koje su sada samo promenile orijentaciju) kao ¥,
tj. sa is»;m prenosom i istim bro;em kontura. Dakle, skup ?F/
faktora digrafa GA prelazi u skup @F faktora digrafa G T‘ Na
osnovu definicije determinante doblaa se

det 4 -\-l)n Z (-1)PF ) o572 (- 1)"2 (-1)PFo(p)=det 2.
Pe¥?

Na osnovu teoreme 1 svaki iskaz koji vaZi za vraste ma~
trice A vaZi antomatski i za kolone. Stoga demo u dokazima
sledeéih teorema navoditi samo delove koji se odnose na iskaze

o vrstama.

Peorema 2. Determinanta se mro%i brojem ako se svaki element
jedne i samo jedne vrste odnosno kolone njene matrice pomno¥i
tim brojem. . ’ R

Dokaz. Neka je I skup grana digrafa GA koje kao prenose-imajn— .. .

elemente i~-te vrste., I je, dakle, -skup grana koje ulaze u 3vor
i. Svaki faktor digrafa GA sadrZi tadno jednu granu iz skupa
I. PomnoZimo prenos svake grane iz skupa I sa A . Tako dobija-
mo digraf GB koji Je pridruZen determinanti det B koja nastaje
od det A kada se u ovo] svaki element i~-te vrste pamnoéi saA.

Digralovi G i B sadrie 1ste faktore. Medgqum, svaki od fakw
tora u GB ima X puta vedi prenos nego u G . Stoga je det B =

A det 4. :

Teorema 3. Ako u matrici A determinante det A medjﬁsobom pPro=
mene mesta dve vrste (dve kolone), determinanta menja znak.

Dokaz. Neka se u matrici A promene medjusobom i-ta i j«té V-
sta. GA se ovom itransformacijom menja na taj natin ¥to grane
koje su ulazile u &vor i ulaze sada u &vor j i, obrnuto, grane
koje su ulazile u &vor j ulaze sada u &vor i. Grane koje su
pre transformacije obrazovale jedan faktor obrazuju i posle
transformacije faktor (na osnovu’définicijé faktora). Prenos
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ova dva faktora je isti ali se broj kontura u faktoru prome-
nio- {videti sl. 1). Ako &vorovi i i j pripadaju istoj konturi
bréj kontura se povedava za 1 a ako oni pripadaju razliditim
konturama broj kontura se smanjuje za 1 (sl. 1). Dakle, opi-
sanom transformacijom svi sabireci izraza (1) iz 4.1 menjaju
znak.

Ovim je teorema dokazana.

Teorema 4. Ako su u matrici A elementi- jedne vrste (odnosno
kolone) jednaki elementima neke druge vrste (odnosno kolone),
tada je det A = O.

Dokaz. Ako promenimo mesta pomenutim vrstama, determinanta,
na osnovik tbeoreme 3, menja znak. S druge strane, promenom me-
sta ovin vrsta nije se niSta promeniio jer su vrste iste.
Stoga je -det A = det A, tj. det A = O.

Teorema 5. Ako su u matrici A elementi jedne vrste (odnosno
kolone) proporcionalni elementima neke druge vrste (odnosno
kolone), tada je det A = O,

Dokaz. Ova teorema je neposredna posledica teorema 2 i 4.
Teorema 6., Neka su u matrici A elementi i-te vrste (i fiksno;
1<ign) oblika

agy = aia) (2) (1€j<n).

Ako su A(l) (odnosno A( )) matrice koje se dobigaju kada se u
matrici A elementi i-te vrste aij zamene sa ai§ (odnosno

5
lJ)), vazi jednakost
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det & = det A1) 4 et a(2),

Dokaz. U dokazu teoreme 2 definisan je skup I. Kako svaki fa-
ktor iz GA sadr¥i tadno jednu granu iz I, izraz (1) se moZe
napisati u obliku

det A = (-1)“2 Z 1P P,
J=1 Ee%‘g

gde je @} skup faktora koji sadrZe granu a,.. Dalje moZemo

1}
pisati
p(F)
(1) Z (-1) C(F) = 313‘13
J
pa se dolazi do formule
(2) det & -Z a, .%,

5 Ty

Veliéine Ocij ne zavise od elemenata i-te vrste. Stoga je

det A= Z (a(l)+a(2))c{ Zaij 0(13+Zaij)a( mdet 441) a6t A(Z)
J_

tegrema 7. Determinanta ne menja vrednost ako se elementima

jedne vrste (odnosno kolone) njene matrice dodaju elementi ne-

ke druge vrstie (odnosno kolone), po3to se prethodno pomnoZe

zadatim brojem.
AN

Dokaz. Ova teorema je posledica teorema 6 i 5.
Kofaktor (ili algebargki komplement) elementa aij de=-
terminante D = det A je determincnta

L= (—1yivip
Ajy = (-1) DiJ ,

gde Je Di' determinanta koja se dobija iz D izostavljanjem i-
~te vrste i j~te kolone.
Determinanta Dij naziva se minor determinante D. Uop-
&te, determinanta proizvoljne kvadratne submatrice neke matri-
ce naziva se minor te matrice (ili odgovarajudée determinante).
Po¥azademno da su velidine o(ij iz (2) jednake velidi-

namna Aij .
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Teorema 8. Determinanta D se moZe predstaviti na sledede na-
¢ine:

n

(3) D = a, LA, . (i =1,...,10).
géi 13 i
n .

(4) D= Ezi 8y 544 (J = 1y..4,n).

(Kaze se da je formulom (3) determinanta razvijena po
elementima i-te vrste a formulom (4) po elementima j-te kolo-

‘ne).

Dokaz. Dokazademo najpre formulu (3) za i=n.
Koeficijent uz a,,u razvoju

ol

lxnl *8no%pp o aruxo(nn

(5) .D = anl

je prema {2) za a.n # 0 jednak

L= 2 -1y P(Flg(p),
nn ann_Fegi

(Ako je am= 0, vrednost velidine xni, prema (5), nije bitna
pa ¢emo za nju usvojiti isti izraz koji dobijamo za 2, # 0.)
Sumiranje se vrdi po svim faktorima F koji sadr¥e petlju sa
prenosonm a . Ako se iz faktora F udaiji pomenuta petlja za-
Jedno sa &vorom n, dobija se faktor F digrafa H koji nastaje
kada se iz GD udalji &vor n sa svim granama (i petljom) koje
su u vezi sa njim. O%igledno je

C(F) = a, C(F*), p(F) = p(F¥) + 1.
Stoga je
- (-1yn-1 _P(E ) o
dnn = (=1} %; (-1) C(F%)

gde se sumiranje vr&i po svim faktorima ¥ digrafa H. Digraf
H je graf pridruZen determinanti
a_ saas &
11 12 1,n-1

a a a
21 22 2,n-1 = A o

2po1,1 ®p-1,2 2n-1,n-1
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tj. determinanti koja nastaje kada se u determinanti D izo-
stavi n-ta vrsta i n-ta kolona. Stoga je d’nn = A
' Posmatrajmo sada element anj(l $j$ n). Da bismo odre-

dili koeficijent dnj uz ovaj élement u raszvoju {5}, kolonu

ay 3

E permutujemo redom sa kolonama

apj :
21,d+1 81,342 f1%1n
: N S I
%,34-1 a'n,;}+2 ) 2n

Posle ovih n-j permutovanja, determinanta D postaje

831 =+ 31,5-1 B1,541 7 %1n Puj
_1)n' :
201 8,3-1 %n,3+1 8m %nj
Razvoj ove determinante po elementima poslednje vrste

je, naravno, identian sa razvejem (5). Sada se vidi da je
koeficijent uz anj Jjednak

811 s+ 3y 5.1 ay je1 v a,
(-1)7"9}: . ,
%-1,1 2nel,j-1 %n-1,3+1 Zn-1,n
a to je, u stvari, algebarski komplement A

) ajr Jer je (-1)2 9=
= (-1)™*J, Stoga vasi formula

D"anlnl*"’*ann y
ti. .
D"nj = An;j (i = 1:---',11)

Ovim je formula (3)NdoWzana za i=n,

Formulu (3) za i<n dokazu,]emo na tag nadin §to vrstu
ffajq-++2;,| permutujemo redom sa vrstama Iia.+1 10002541, alls
]|ai+2 1002540, n“”"’uanl"'a ] i na take doblaenu determi-
nantu primenimo {dokazani) razvoj po elementima n~te vrste. )

Navedene teoreme o determinantama omogudavaju praktid -
no izradunavanje determinanata. Determinante drugog i tredeg
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reda se direktno izradunavaju po formulama koje smo naveli.
Determinante viSeg reda se na osnovu teoreme 8 razvijaju po
elementima neke vrste ili kolone. Na taj naéin se izradunava-
nje determinante n-tog reda svodi na izradunavanje n determi-
nanata.reda n-1l, Ako u vrsti (ili koloni) po kojoj razvijamo
determinantu ima elemenata jednakih 0, broj determinanata re-
da n-1, kojé treba izracunati, se smanjuje. Zbog toga, obidno
pre razvijanja, primenom teoreme 7, u nekoj vrsti ili koloni se
stvara §to veédi broj elemenata jednakih O (najde3dée svi ele-
menti osim jednog postaju jednaki 0).

Primer 1. U determinanti

-1 3 3 -2 1

2 2 o 1 -1
D=]0 -1 5 6 .2
2 0 1 0 3

1 2 3 -1 0

getvrta vrsta ima najveéi broj elemenata jednakih O. Trans-
formisademo determinantu tako da jo3 dva elementa iz ove vrste

budu jednaka 0. To demo postiéi na taj nadin $to éemo najpre
elemente trede kolone pomnoZiti sa -2 i dodati ih odgovaraju-
¢im elementima prve kolone, a zatim elemente treée kolone po-

mnoziti sa -3 i dodati ih elementima pete kolone. Determinan-
ta D dobija sada oblik

-7 3 3 -2 -8
2 2 o0 1 -1

D= (10 -1 5 6 -13] .
0o 0 1 o0 o

-5 2 3 =1 =9

Posle razvijanja po elementima Setvrte vrste dobijamo
-7 3. -2 =8
2. 2 1 -1
=10 -1 6 -13| °
-5 2 -1 -9

Sada je zgodno "napraviti® nule u drugoj vrsti dodavanjem ele-

D= (=1}«

menata poslednje kolone, eventualno pomnoZenih pogodnim brojem,
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elementima ostalih kolona. Posle ovih transformacija ddbija se
-23 =13 -10 -8
c 0 0 -I
-36 =27 =7 =13
~23 =16 -10 -9

-23 =13 =10 23 13 10
= | =36 =27 -7 = -|36 27 A
-23 =16 =10 23 16 10

Oduzimanjem trede od prve vrste dobija se

[¢] -3 4]
36
D=-]36 27 Tl = ~3 = ’3(360 - 161) = =597,
: 23 10
23 16 10

Have&éemo jo§ dve vaZne teoreme o determinantama.

Teorema 9. Neka je

A 0
A= 1

B A,

gdé su Al i Az kvadratne matrice (blokovi). Tada je

det A = det A, det Az_.

1

Dokaz. Neka su matrice A,Al,A2 reda Dyl 47, respektivno. Di-
graf G pridruZen matrici A sastoji se od digrafova Gl, G2
pridrufenih matricama Al’ A2, respektivnoyyi nekih grana koje
od &vorova digrafa G1 vode ka &vorovima digrafa G2. Ove grane
odgovaraju elementima matrice B. Nijedna ¥rana ne vodi iz &vo-
rova digrafa G2 ka &vorovima digréfa Gl. Stoga nijedna kontura
ne moZe da sadrZi grane koje odgovaraju matrici B pa se svaki
faktor F digrafa G sastoji od jednog faktora Fl digrafa Gl i
jednog faktora F2 digrafa 92. Odigledno je

(6) p(F) = p(F) + B(F,), C(F) = C(F;) C(F,).

Stoga je
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det A

-1)® -1)PEo(r
( Fé@( yP(Eo(r)
(‘l)nlfnz (_1)P(F1)+P(F2)

~
Fie¥, 7%

(7)) 3 (®,)
™ & ey e ()T,
. Flc—‘?i Fe%,

C(FI)C(FZ)

det Al det A2.

Ovim je dokaz zavrSen. .
Primetimo da det A ne zavisi od elemenata matric> B.

Teorema 10. Ako su A i B kvafratne matrice istog reda, vaZi
formula
(N det AB = det A det B.

Dokaz. Neka su matrice A i B reda n. Najpre je na osnovu teo-
reme 9

A 0
(8)

= det A det B.
-1 B .
PomnoZimo prvu kolonu determinante (8) sa by, drugu kolonu sa
Boyreves n-tu kolonu sa bn1 i dodajmo ih (n+l)-voj koloni. Za~
tim pomnoZimo prvu kolonu sa b12’ drugu sa b22,..;, n-tu sa
bn2 i dodajmo ih (n+2)~-goj koloni. Nastavimo tako redom i na
kraju pomno¥imo prvu kolonu sa byy» drugu sa b os,..., n-tu sa
bnn i dodajmo ih (2n)-toj koloni. Na taj nadin dobijamo jedna-
kost

A 0 A AB

(9)

-I B -1 0

Zamenimo u poslednjoj determinanti mesta slededim parovima ko-
lona: 1, n+l; 2, n+2;...; n, 2n, Tada dobijamo slededéu deter-

minantu na koju odmah primenjujemo teoremu 9.
A AB AB A

(10) = (-1)%

-1 0 -I
= (-1) det AB det (-I) = (-1) det AB (-1)® = det AB

Na osnovu (8), (9) i (10) dobija se (7).
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4.3. Razvoj jedne vadne determinante

Neka je A = ”a j“l i neka je 7\ promenl jiva. Posmatraj-
mo determ:.nantu

(1) det (A + AI) = (-1)"2 (-l)p(F)C(F).
. Fe¥

gde je ¥ skup faktora digrafa pridrufenog matrici A + AI. Pet-
1je ovog digrafa oznadene su redom sa a11+7t, a22+7\,..., »

ann"")" Posmatrajmo faktor F koji sadrZi ta&no k petlji i neka
su &évorovi sa petljama il’ 12,..., ik‘ Prenos ovog faktora je
C(F) = (o 1 +A) (a; 3 +A) ..o (ay ik+)L)0<-(F), gde je ol (F)

proizvod prenosa gra_na faktora F koje ‘misu petlje. o(F) ne
gavisi od A, 0d faktora F se moZe doblti Zk linearnih digra-
fova H koji se od F razlikuju samo po tome §to je kod svakog

gvora i1, i,y+.., i) Prenos petlje ili a; ; “41i A, 8 =1, 2,
'sts

...y k. Stoga se (1) moZe napisati u obliku

1i

(2) det (A +AI) = (-1)"Z (-l)i?’(H)C(H),
HER

gde jej{skup svih linearnih digrafova H dobijenih od faktora
P iz T pomodéu opisanog postupka.

GrupiSimo linearne digrafove iz 7@ na osnovu petlji sa
prenosom A . Posmatrajmo skup 'J»E linearnih digrafova H koji
imaju petlje sa prenosom A kod évorova 31, 32, eee 9 jm, pri
Cemu je M = {31, 32, P | } Neka je B linearan digraf do-
bijen od H odbacivanjem &vorova sa pomenutim petl;jama. Odigle-
dno, E je faktor digrafa pridruZenog glavnoj submatrlcj, AM ma-
trice A koja se od A dobija kada se iz A izostave vrste i ko-
lone sa rednim brojevima iz skupa M. Stoga je

(3) (12 (1Pt o (c1)RaB 2 (-1 Elg(m)
He:lf;M "E€&y

A" aet Ay

gde je 81, skup svih faktora digrafa prldruzenog glavnoj sub-
matrici AII’
Iz (1), (2) i (3) dobija se
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det (A + AI) = Z 7\mdetA .
“meft, 240000y
Determinanta (1) je odigledno polinom stepena n po A
pa dobijamo sledeéu teoremu (u kojoj je determinanta glavne
submatrice reda k oznacdena kao glavni minor reda k).

Teorema l.
(4) ©det (A + AIL) = AP o+ a; Al a, A+ an,

gde je a, suma svih glavnih minora reda k matrice A.

4.4. Binet-Cauchyeva formula

Prema teoremi 10 iz 4.2 determinanta proizvoda dve
kvadratne matrice jednaka je proizvodu determinanata tih ma-
trica. Navesdemo jednu generalizaciju te teoreme.

Teorema 1 (J.P.M. Binet - A.L. Cauchy). Neka je A -\lalaﬂm ol
B ‘|Ib13“n o 1° Ako je m>n, tada je det AB = 0; 2° Ako je
m=n, tada je det AB = det A det B; 3° Ako je m< n tada je

geevy
Wi 2 e g e shhn ).
. . . n
11<12<-.-<.].m

Dokaz. Iskaz 2° predstavlja, u stvari, veé spomenutu teoremu

10 iz 4.2, Da bismo dokazali 1% i 3° posmatrajmo matridnu je-

dnakost

AL +AB -4
0 AL

I 0

B In

ALy -A
0 A1n+m

m

B I,

(2)

o

n

koja se lako proverava blokovskim mnoZenjem matrica. Na osnovu
teorema 10 i 9 iz 4.2, iz (2) se prelaskom na odgovarajude de~
tdidtinante dobija

(3) N det (AIy+ AB) = A™ det (AI,+ BA):
Za mHn iz (3) sleduje

cdet (AIp+ AB) = A™ ™ det (AI, + BA),
odakle se stavljanjem A =0 dobija det AB = 0, &to predstavlja
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iskaz 1°.
Za m<n, (3) piSemo u obliku
(4) A" det (AI+ AB) = det (NI + BA). '

Prema teoremi 1 iz 4.3 dobijamo

P aiA.m'l+ cee + 27,

det ( LI+ AB)
det (A,In+ BA) = AP+ ai’a?'1+ ces + a7’

gde su aé, aé' zbirovi glavnih minora reda k matrica AB i BA,
respektivno. Prema (4) dobijamo aj = a;’. Kako je a’ = det .7,
i posto je aﬁ’ jednako izrazu na desnoj strani relacije (1),

teorema je dokazana.

4.5. Klasi&na definicija determinante

Standardan naéin'uvodjenja determinanata oslanja se
na neke pojmove iz kombinatorike koji su opisani u poglavijul

Definicija. Kvadratnoj matrici A =[[aij”§ pridruzuje se broj

231 °* #1n
‘det A = M »
anl ann

koji se naziva determinanta matrice A i koji se definiSe zbi-
rom
det A = Z -1)d I - N
319321-.-’j£ 1) alal nan'

gde se sumiranje vr3i po svim permutacijama jl,..., jn skupa
{1,...,n}, pri &emu j oznalava broj inverzija u permutaciji
Jpseser Jpe

Ova definicija je ekvivalentna ranije navedenoj defi-
niciji determinante. Dokazademo da se polazeéi od ove defini-
cije moZe izvesti formula (1) iz 4.1.

Za determinantu D = |d; |7 va#i po definiciji
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(1) D= :E; (~1)9 dr . vea d .,
AN 134 nj
. ¥31932uns3n a
gde Je J broj inverzija u permutaciji :jl,...,jri a sumiranje
se vr8i po svim permutacijama 31,...,jn'brojgva lyeeeyne Po=
smatrajmo jedan fiksirani proizvod,

(2) . STICIEL RPN

iz sume na desnoj strani relacije (1). Proizvod (2) je razli~-

git od O ako i samo ako su brojevi d; (i =1,...,0) razli-

3
giti od 0. Ako je to slu&aj, u digrafui Gy sigurno postoji n
grana (i/ili petlji) koje su ozna¥ene brojevima dij.(i =

= lyeaesn)e +

Posmatrajmo poloZaj pomenutih n grana u digrafu GD i
pogledajmo 3ta one obrazuju u tom digrafu. Kako w proizvodu
(2) udestvuje tadno po jedan element iz svake vrste i ta%no po
jedan element iz svake kolone determinante D, u digrafu Gpu
svaki &vor ulazi talno jedna i iz svakog &vora izlagzi tadno
jedna grana (ili petlja) od pomenutih n grana. Odatle se Za-.
kljuduje da te grane obrazuju faktor digrafa Gp. Dakle, svakom
sabirku iz (1) koji je razliZit od O odgovara u digrafu Gy Je-
dan faktor. )

Na glidan nadin se zakljuduje i obrnuto, tj. da svakom
faktoru digrafa GD odgovara u razvoju (1) determinante D jedan
sabirak koji je razliéit od 0. '

Stoga se vrednost determinante moZe izrafunati pomodu
prenoga faktora digrafa pridruZenog determinanti.

. Ostaje jo# otvoreno pitanje odredjivanja veliline
(-1)% iz (1).

Posmatrajmo jedan faktor F digrafa GD i odgovarajuéi
proizvod (2). Pormurajmo determinantu E na taj nadin 5to demo
sve elemente iz D koji ne pripadaju posmatranom proizvodu {2)

zameniti sa nulom. Digraf pridruZfen determinanti E je tadno
posmatrani faktor F. Neka faktor F sadr¥i p(F) = p kontura ko-
je sadrZe redom nl,...,np(ni+...+npan) &vorova.

Posmatrajmo determinantu E” nastalu iz E na taj nadin
§to su u E zamenjena mesta najpre i-toj i j-toj vrsti a zatim

‘u nastavku i-toj i j-toj kolomni. Graf ¥’ pridruZen determinan-
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tin‘“nastaje od ' F na taj nadin §to se najpre grana koja je
ulazila u &vor iﬁpreheéta tako da ulazi u &vor J 1 grana koja
je ulazgila u j premeSta kod &vora i a zatim se ovakva zamena
vriisga-granama koje izlaze iz &vorova i,j. Oblik pridruZenog
digrafa. ostaje isti samo ¥to &vor koji je nosio oznaku i nesi
sada oznaku j i obrnuto. Oznake &vorova su, dakle, izmenile
pesta, Medjutim, vazZi B = E’,.tj. opisanom operacijom se vre-~
dnost detrminante ne menja.

Postupak moZemo nastaviti sve dotle dok razmestaj oz~
naka évorové u pridruZenom digrafu ne dobije slededu struktu-
ru. U prvoj konturi &vorovi nose oznake 1,2,...,n1, kada ide-
mo po konturi w praveu orijentacije grana konture; u drugoj
konturi, sliéno tome; ozZnake idu redom nl+1,n1+2,...,ni+n2; i

tako redom za sve konture. Determinanta E¥ = dEtlleiju§ ko=
joj Jje ovaj digraf pridrufen ima samo jedan sabirak u razvoju
razli¥it od nule, na primer,

(3) (‘1)ke1kl... Ca*

gde je k broj inverzija permutacije kl""’kn‘ Na osnovu
strukture pridruZenog digrafa permutacija’kl,...,kn je, u
stvari, oblika

nl,l,z,;..,nl-l,nl4n2,nl+l,n1+2,...,nl+n2-1,...,n-1.

" Broj inverzija u ovo] permutaciji je oZigledno
n1—1+n2—1+...+np-1 = n=p. Stoga (3) ima vrednost

. - n-p = - , (14D o= - n"'P(F)C 7
4y (-1 ®1k, ***®nk (-1) dljl...amn (~1) c(F).
Determinanta (1) se onda moje predstaviti u obliku’

(5) D= (-1)° % <-1>P(Fi)0(1’i).

gdevse sumiranje vrsi po“svim:faktoximg:Fi'digraﬁa GD;_éto,Mu

stvari, predstavlja formulu (1) iz 4.1. ) L
Prepusta se Zitaocu da polazedi od definieije iz 4.1

izvede formulu iz klasilne definicije determinante,}ﬁavedene

u ovom odeijku. : » ' k
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4.6, K8nig-Chanova definicija determinante

Posmatrajmo Kdnigov digraf G(A) kvadratne matrice A.
Delimidni digraf S ovog digrafa kod koga iz gvakog crmnog &vo-
ra izlazi taéno‘jedna grana i u svaki beli &vor ulazi tadno
jedna grana naziva se separacija digrafa G(a). Prenos c(s)
separacije S definiSe se kao proizvod prenosa grana ko;e ob-~

razuju separaciju.

Neka je A kvadratna matrica reda n. Dlgraf G(A) ima n
crnih i n bellh cvorova od kojih su i jedni i drugi oznadeni
brojevina l 24+.040t. Nacrtajmo digraf G(A) tako da je svaki
beli &vor postavljen iznad crnog &vora koji je oznafen istim
brojem (vidi sl. 1).

Z%a separaciju S definiZe se

2 3 n
i broj q(S). q(8) je jednako broju o) o o -+-- O
parova grana separacije S koje se
na crteu seku, pri &emu grane mo- ° ° PY °
raju biti predstavljene duZima. 1 2 3 n
Neka je :f_skup svih sepa~ sl. 1

racija-digrafa G(A).
Determinanta se moZe definisati pomoéu

(1) det 4 = 2. (-1)3(8)g(s)
sey%

Ova definicija determinante ekvivalentna je ranije na-
vedenim definicijama. U stvari, ova definicija je neposredna
grafovska interpretacija klasicne definicije 3to se uvidja na
sledeéi nadin.

Neka grane separacije S povezuju crne &vorove 1,2,...,
n redom sa belim évorovima 31’32""’3n jl,jz,...,j je per-
mutacija brojeva 1,2,...,n. Prenos séparacije S jednak’ je

ljl 232... anjn' Broj inverzija permutacije jl,jz,...,jn jed-.
nak je velidini q(S) jer je svaka inverzija predstavljena pa-
rom grana koje se seku. Parnost seﬁaracije se identifikuje sa
parnoséu odgovarajuée permutacije.
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4.7. Laplaceov _razvoj

Formule sadrfane u teoremi 8 odeljka 4.2 predstavija-
ju razvoj determinante po vrstama, odnosno kolonama. U ovom
odeljku pokazademo jedan opStiji razve] determinante, tzv.
Laplaceov razvoj. .

Neka 3e_A = naij“§-kvadratna matrica reda n;‘Ako su
I = {11,12,...,i§}, K= {kl-kz""*kv} podskupovi skupa
{1,2,...,n}, onda A7 oznadava submatricu matrice A koja je-
cbrazovana elementima koji se nalage u preseku vrsta sa inde~-
ksima iz skupa I i kolona sa indeksima iz skupa K. Determi-
nanta dy = det A% = d% naziva se minor reda ¥ .

Neka je Q = §1,2,...,0}\I i R = {1,2,...,n¥\K,
Velidina
‘ iy+ipec.tiy +kl+k2+...+k,

Ay = (-1) det AR = AX

Q

naziva se algebarski komplement ili kofaktor minora 4y . Ko=--
faktor Ay je, dakle, sa tadnoiéu do znaka jednek determinanti
koja se dobija od det A kada se iz ove determinante udalje vr-
ste 8iji su redni brojevi elementi skupa I3 koioneuéiji su
redni brojevi elementi skupa X. Ranije definisan kofaktor e-
lementa determinante (tj. odgovarajude matrice) specijalan je
sludaj ovde definisanog kofaktora.

Teorema 1 (Laplaceov razvoj), Za proizveljno Ic:{l,Z,...,n} ,
[1l=y, va’i formula ‘

dot & = 2 aak,
IX] =y
gde se sumiranje vr3i po svim podskupovima X skupa;{l,z,...,n}
koji sadrfe tadno Y elemenata,
Dokaz. Prema formuli (1) iz prethodnog odeljks, imamo

@) et a2 (-1 L
: . - se¥

Posmatrajmo jednﬁ,separaciju S. Grane ove separacije kojeliz-
laze iz crnih &vorova 11,12,...,iy zavrSavaju se u izvesnim
belim &vorovima koje demo obelefiti sa kl,kz,...,ky i ovi

¥
4
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brojevi obrazuju skup K. Neka je S)K skup svih separacija koje
imaju_grane koje polaze iz &dvorova skupa 1 a gavriavaju se u
vorovima skupa K. Tada se (1) moZe prikazati u obliku

(z)y det A = Z Z_(-l)Q(S)C(S)
Kl=y se%,

Skupovi gvorova I i X indukuju u G{A) jedan podgraf
G(AI) pridrufen minoru A%. Ostali &lanovi obrazuju podgraf

G{AQ). Proizvoljna separacisa 5 iz E?K sadr#i grane koje se
nalaze u G(AI) i one obrazuau separaciju S” toga podgrafa.

Slitno tome, ostale grane iz S obrazuju separaciju S" iz pode
grafa G(Ag). O¢igledno je S = 8°US" i C(S) = ¢(87)c(8"). Da-

lje je q(S) = q(S°) + q(5") + m,gde je m broj preseka grana
separacije 5° sa granama iz separacije S". Dokazademo da je m
iste parnosti kao zbir i+ iy4e.et ly+ Ky+ Kopteaod Kyo

Ako dva erna ili dva bela 3vora zamene mesta (pri nor-
malnoj reprezentaciji Kbnigovog digrafa), broj preseka grana
separacije menja parnost Steoodgovara Zinjenici da permutacija
menja parnost pombéu transpozicije (tj. prbmene mesta dva ele-
menta u permutaciji). Neka se crni &vorovi skupa I transpozi-
cijama dovedu na erte¥u tako da zaugimaju prvih Y levih pozmi-
cija pri ¢emu relativan poloZaj ovih kao ni relativan poloZaj
precstalih crnih &vorova nije poremeden. Ukupno je izvrSeno
(il-l)+(12—l)+...+(i -1) = iy+ dptesst iy~¥ transpozicija.
Ako se analogna sivar izvr3i za bele &vorove skupa X, izvrSeno
je (k1'1)+(k2-1)+...+(k9-1) = 1+ Kyte. o+ ky=V transpozieija.
Sada se parne separacije S° ne seku sa granama separacije S".
Stoga Je m iste parnosti kao velifina il+ 12+...+ iy +‘k1+ k2+
+eoet Ky-2¥ , tj. kao veliéinai1+ 12+...+ ip+ kl+ Koteuot ky o

Na osnovu izloZenog formula (2} postaje

(3) det &= 2o 2 (.nymrals’ )+a(8")g(57)0(s") =
IX|=y se¥,

(- 1)(1(8')0(3)( l) 1+12+...+i,+k1+k2+...+k,£(-]ﬁ(s:)c(s“)
1K= %6 (4%) ‘ S"<G(A ) -
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=Z a Al

x| =¥

Ovim je teorema dokazana.

4.8. Neke specijalne teoreme o determinantama

i matricama

Dokazademo sada jednu teoremu iz teorije grafova i ne-
posredno_cemo je primeniti na matrice.

Teorema l. Svaki regularan bihromatski multigraf G sadrsi 1-
-faktor.

Pre nego $to dokafemo ovu teoremu navedimo jednu njenu
posiedicu. Ako se iz grafa G udalje grane l-faktora (Zija je
egzistencija obezbedjena teoremom 1) dobija se ponove regula-
ran bihromatski graf G’ na koji opet mo¥emo primeniti teoremu
1. Kako je l-faktor grafa G° takodje l-faktor grafa G, dobija
se slededa posledica.

Posledica 1. Grane regularnog bihromatskog multigrafa G stepe=-
na r mogu se podeliti na r l-faktora, tj. G se moZe faktorisa-
ti na l-faktore, “
Lema 1. Ako svaki regularan bihromatski multigraf sa s &vorova
sadrzi l-faktor, onda l-faktor sadrZi i graf G~ koji se od re-
gularnog bihromatskog multigrafa G stepena r sa s d&vorova do-

bija udaljavanjem ne vise od r-1 grana.

Dokaz. Sliéno prethodnom, G se moZe faktorisati na r 1-faktora

Ako ge iz G udalji ne viSe od r-1 grana, bar jedan od ovih r

l~-faktora ostaje kompletiran $to znadi da G® sadrZi l-faktor.
Ovim je lema dokazana.

Dokaz teoreme. Primetimec da G ima isti'broj évorova jedne i
druge boje. Naime, ako je G regularan stepena r i ako ima n
évorova jedne i m Cvorova druge boje, vaZi relacija nr=mr, tj.
n=m, jer je i1 nr i mr jednako broju grana grafa,

Na osnovu ovog pretpostavimo da G ima 2n &vorova 1 da
je regularan stepena r. Teoremu dokazujemo matematidlkom.induk-
cijom po broju m uz fiksirani stepen r,

Za n=1 tanost teoreme se neposredno proverava.
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Pretpostavimo da je teorema tadna za multigrafove sa
2n &vorova.

Posmatrajmo multigraf H sa 2(n+l) &vorova. Izostavimo
iz njega dva &vora x i y kojé su povezana bar jednom granonm.
Preostali multigraf H” ima 2n &vorova i u njemu neki &vorovi
imaju stepen r a neki su manjeg stepena. Cvorove stepena ma=-
njeg od r zvademo defektni Svorovi. Postoje defekini dvorovi
i jedne i druge boje. Defekini &vorovi razliditih boja mogu se
spajati novim granema. Uvodjenjem najviSe r-1 ovakvih grana
dobija se multigraf HY koji ima 2n &vorova i regularan je ste-
pena r. Na osnovu induktivne pretpostavke, na osnovu dinjenice
da se B dobija od H" izostavljanjem najvide r-~l grana, i na
osnovu leme 1, proizilazi da H” sadrZi l-faktor. Ako se taj 1-
-faktor proSiri granom koja povezuje dvorove x i y, dobije se
I-faktor u multigrafu H. Ovim je teorema dokazana.

Definicija 1. Ako su elementi kvadratne matrice A nenegativni
brojevi i ako elementi iz gvake vrste i gvake kolone imaju
zbir 1, matrica A se naziva bistohastidka.

Na osnovu teoreme 1 lako se dokazuje glededa teorema o
bistohastilkim matricama.

Teorema 2. Determinanta bistohastifke matrice sadriZi bar jedan
¢lan u svom razvoju koji je razlifit od nule.

Dokaz. Dokazademo ovu teoremu najpre za sludaj kada je svaki
element bisiohastilke matrice & = uain? multipl nekog broja
a. Posmatrajmno K¥nigov digraf G(A) mairice A. Ako je aij # 0,
grana izmedju i-tog crnog i j-tog belog &vora ima prenos 2y
Neka je aij= ka, gde je k prirodan broj. Zamenimo granu sa
prenoson aij sa k grana sa prenosom a. Tako dobijamo multidi-
graf H{A) u kome sve grane imaju prenos a. Akc se zanemare O-
rijentacije grana u H(A), dobija se multigraf H’(4) koji je
regularan stepena z . Ako se pretpostavi, suprotno tvrdjenju
teoreme, da su svi &lanovi u razvoju det A jednaki nuli, di-
graf G(A) ne poseduje nijednu separaciju a to znadi da H"(A)
nema nijedan l-faktor Sto je u suprotnosti sa teoremom 1. Ovim
je teorema dokazmana za posmatrani sludaj.

3"

Neka se sada elementi matrice ne mogu prikazati kao
multipli istog broja a. Ako ne va¥i iskaes teoreme, G{A) opet
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nema separacija. Sada se elementi matrice A mogu promeniti ta-

ko da matrica ostane bistohastidka a da elementi postanu mul-

fipli jednog broja. Ovo se postiZe menjanjem samo onih eleme-

nata koji su razlifiti od nule, pri Cemu ovi elementi ne po-

staju jednaki nuli. ¥a ovaj nadin siudaj se svodi na prethodni.
Ovim je teorema dokazana.

Teorema 3 (G.Birkhoff-J.von Neumann}. Svaka bistohastidka ma-
trica A se moZe-pretstaviti kao linearna kombinacija

(1) ‘ L= ’111’1 +o<21>2 * ey # 0P

nekih permutacionih matrica Pl’ P2, sees By pri Semu je
°(1+0(2+... +&y = 1. .

Dokaz. Prema teoremi 2, det A sadrZi bar jedan &lan u svom ra=-
zvoju koji je razlidit od nule. Stoga K8nigov digraf G{A) sa~-
drzi bar jednu separaciju Sl. Neka je a(l najmanji od prenocsa
grana u separaciji Sl. Separaci ja S1 definide jednu permutaci-
onu matricu Pl. Matrica A ~‘le1 je opet bistohastitka sa tal-
nodéu do Jjednog multiplikativnog faktora pa se na nju opet mo-
%e primeniti isti postupak, pri Zemu odgovarajudéi Kdénigov di-
graf ima bar jednu granu manje od digrafa G(A). Stoga opisani
postupak u kona¥no mnogo koraka dovodi do formule (1), pri Ze-
me je oy + o, + ...4-dh = 1 jer je A bistohastidka matrica.
Ovim je teorema dokazana.

4.9. Primeri i-zadaci

1. Odrediti vrednosti sledeéih determiﬁanata: 4
. a ) .
a) Dy = ]dijll s gde je dij = dig;ij'
R 5 -
b) Dy = |ag;|] s eae je a5 = d.S
ReSenje., Digrafovi pridruZeni ovim determinantama prikazani su
na s1i. 1. & dp ' dn

y QQ .

1 2 n

a)
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Oba digrafa sadrZe .samo po jedan faktor koje se poklapa sa
njima samima. Stoga je

- n n
Dl = (—1) (-1)" a d2 eve dn = dl d2' cee dn’
. in+l]
n
Dy = (-1)7 (1) ° 74y 4, ... 4.
2. Izradunati vrednost determinante:
[¢] (0]
a 0
b a :
c b

ReSenje. Na sl. 2 prikazan je odgovarajuci digraf sa pet svo-

jik faktora. @ @ @ @b‘
> @ Qax

W 0 > O

: @ Q P avke

sl., 2
Stoga je
D = (-1)4((-1)%v4+3(~1)3ab%c+(-1)2a%c?) =

3., Izraunati determinante:

b4-3ab2c+a202.

[} a a, 0
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47 Ako je A = H L3”2n+1 aij = O za i+j parno, dokazati da je
det A = O

ReSenje. Digraf pridruZen matrici A je bihromatski; naime,
évéravi‘éiii su indeksi iste parnosti nisu susedni. Pofto Jje
broj ¢vorova u digrafu neparan svaki faktor bi trebalo da ima
neparnu konturu, lhedjutim, bihraomatski graf ne sadrZi neparnu
konturu., ¥rema tome, izlazi da je det A = 0.

2n+l " s
5., Ako je D = f 13 1 i ako je aia = 0 za ij neparno, tada
je D = G, ‘
6. Odrediti determinantu
1 1
1 1
- I).: . » .
v 1
1 1
7. Izradunati determlnantul)
o ‘ ay
: a
2
D(ayra5,00052) = . .
2n

Redenje.Neka je G (al,az,...,a ) digraf pridruzen determinanti.
Tada je . 2

| e Je Y
A (agsap,e00s2y) = (-1)n§§;;f-1) Hor)

®)
L IO

o
= - n - -

gde je‘grskup svih faktora digrafa Gn(al,az,...,an) a gﬁ; skup:

onih faktora koji imaju tafno k petlji. Dalje imamo

1) Simbol crnog tipa oznaSava da st svi elementi matrlée ili
determinante u odgovarajubem delu jednaki objektu oznadenom
tim simbolom. RédSenje zadatka je dzo S.Simiéd.
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l&n(al,az,..},an) =
V n p(F)
(DPF (DS ey ey eeay 2 (1) e,
, =0 {isips.eeriyeils 2, .. 5,y ey

gde je F faktor digrafa Gn_k(0,0,...,O). Sada sleduje

n
An(a’l'aZ' ---aan) = kZ'(.)An_k(O’O’ . --1O)Sk(a1’3-21 '--,an)’

gde Jje Sk(al,az,...,an) elementarna simetrina funkecija reda

k za promenljive 815859 00esy. Lako se moZe pokazati da Je

A,(0,0,...,0) = (-1)"(n-1), pa je
o n-k-1
Ap(ays2ap,e0058y) = é:%(-l) (n=k=1)S, (21,8550 00r8p) .

n :

8. Dokazati da se polinom Z.a.ixn'1 mo¥e prikazati u obliku
i=0

determinante sledede matrice

a, a) 35 eee 3 9 a,
-1 X 0 [0] 0]

A =‘ o} -1 X 0 0 ..
0 0 o -1 b4

ReSenje. PridruZimo posmatranoj matrici odgovarajuéi digraf
G, (videti sl. 3).

sl. 3

Sa gornje slike se vidi da su svi faktori digrafa GA slededeg
tipa: sadrZe jednu konturu duZine i+l (obrazuju je prvih i+l
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gvorova) i n-i petlji. Prema tome,

n < N . n s
det A = (—1)n+lZ(—l)l+n'l(-l)l aixn_1= Za.xn_l.
i=0 i=0

9., Determinanta

je funkecija (polinom) promenljivih Xi,'yi, z; (i=1,2,3). Doka~
zati da se taj polinom ne moZe pretstaviti u obliku proizvoda
dva polinoma od kojih ni jedan nije konstanta. Generalisati.
10, Izrafunati determinantu:

a b 0 c
o} e bl g
0 o] [} h :
m n p O

11. Dokazati formulu
det & = 2_ (-1)*Fg(w) ,
re?

gde e(¥) oznadava broj kontura parne du¥ine u faktoru F.

12, Izvesti teoreme iz odeljka 4.2 sluZeéi se a) klasidénom de-
finicijom determinante, ) K8nig-Chanovom definicijom.

13. Izradunati vrednost determinante

o
zZ -z ;ﬂg
o] z" =1
1 z 241

ako z zadovoljava jednadinu 25 = 1,
14. Determinanta reda n

1 1 ... _

g
- Xl X2 xn
2 2 2
n % *n

n-1 n-1 n=1



105

naziva se Vandermondeova determiganta promenljivih XysXpseees
X, Ova determinanta se izradunava na taj nadin $to se redom
za i = 1,2,...,n=-1 (n~i)-ta vrsta pomnoZi sa x, i doda PrVoj
sle@eéoj vrsti. Dalje se dobijena determinanta razvije po elef

mentimwa prve kolone. Vrednost determinante je r_‘ (x.- xi).

1gi<jgn ¢
15. Na Sahovskoj tabli formata nXn polja nalazi se n topova.
Formirajmo determinantu na taj naéin $to demo u polja na koji-
ma se nalaze topovi upisati jedinice a u ostala polja nule.
Dokazati da je ova determinanta razlidita od nule ako i samo
ako se topovi medjusobno ne napadaju.



5. INVERZNE MATRICE

Kac 3to je objasnjenc u poglavliju 3, u asocijativaim
grupcidima se defini$u stepeni elemenata, pri Zemu je ekspo-
nent pozitivan. U grupi su svi elementi invertibilni pa je mo-
guéno definisati i stepene sa celim negativnim eksponentom. Za
proizvoljni element grupe a i za proizvoljni priredni broj k
po definiciji je a k= (ak)'l. Bez teSkodéa se pokazuje da je
takodje a~¥= (a*l)k. Uz ovakvu definieiju, za operacije sa
stepenime elemenata grupe vaZe formalno ista pravila kao za o-
peracije sa stepenima realnih ili kompleksnih brojeva.

U grupoidu kvadratnih matrica datog reda loperacija je
mnof%enje matrica) postoje invertibilni elementi. Kao §to de se
videti docnije, invertibilne su matrice &ija je determinanta
razlidita od nule. Za takve matrice definiSu se negativwni ste-
peni. ' .
U komutativnim grupama moguéno je uvesti deljenje kao
mnoZfenje sa inverznim elementom. Naime, kolilnik a:b definife
se kao a-b-l. Posto je matrino mnoZenje nekomutativna operge
cija, kolidnik matrica A:B bi imao dve vrednosti, B 1A i AB™Y,
pa bismo mogli govoriti o levom i desnom deljenju matrica.
Zbog ovoga se deljenje matrica ne definise.

5.1. Adjungovana matrica i adjungovana determinanta

Posmatrajmo kvadratnu matricu
‘ 31 Bap cer g
_ no a a
A= oyl = ?21 22 2nj| .

-

201 Zn2 %nn

Neka je Rij kofaktor elementa aij. Matrica
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Ayyp Bpy eee Ay
“AijnT _ P2 A2z A2
| Aln A2n Ann

naziva se adjungovana matrica matrice A i obeleZava se sa
adj A.

Dakle, adjungovana matrica zadate matrice dobija se
¥xada se u matrici svaki element zameni svojim kofaktorom a za-
tim se dobijena matrica transponuje.

Lema 1. Za kvadratnu matricu A “aijng vaze formule

n

1) jz___laijAkj = gik det A ;
n

(2) iz;—laiink = Sjk det A .

Dokaz. Dokazademo formulu (1). Formula (2) .se analogno dokazu-
je. Za i=k, (1) se svodi na

(3) ap1hpy + Bpobyp *eeot By, = det A,

%to je ta®no na osnovu teoreme 8 iz 4.2. Formulom (3) je det A
razvijena po elementima k-te vrste.

Ya i#k dobijamo na levoj strani formule (1) izraz

(4) Bi1Apy * Byohygp teeet Bipf .

Ako se uporedi (4) sa (3), vidi se da (4) predstavlja determi-
nantu dobijenu od det A na taj nadin Sto su elementi k-te vr-
ste 8y 980 e s erdpy zamenjeni sa elementima i-te vrste 257
A5 00008y pri Semu ostale vrste (razlidite od k-te) nisu
menjane. Nova determinanta sadrZi sada dve identilne vrste jer
se elementi 2575390900095 nalazeiu i-toj vrsti, te je stoga,
na osnovu teoreme 4 iz 4.2, vrednost izraza (4) jednaka nuli.

Ovie je lema dokazana.
Teorema l. Za kvadratnu matricu A vaZ%e jednakosti

(5) A-adj A = (det A)I ,
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&6) (adj A)+A = (det A)I .

Dokaz. Dokazademo formulu (5).

Blement na mestu (i,k) matrice A.adj A dobija se pomo-
éu elemenata i-te vrste matrice A i elemenata k-te kolone ma-
trice adj A. U i-toj vrsti matrice A nalaze se elementi
2515850900058, dok se u k-toj koloni matrice adj A nalaze e-
lementi Ay qshyoyeessdy e Stoga‘je (i,k)-element matrice
A.adj A jednak
(1) L T N LTI
Izraz (7) je, na osnovu leme 1, jednak SAK det A a to znadi
da je A-adj A = (det A)I.

Formula (6) se dokazuje na slidan nadin.

Ovim je dokaz zavrSen.

Determinanta adjungovane matrice naziva se adjungova~
na determinanta.

Teorema 2. Ako je A kvadratna matrica reda n, vaZi formula
(8) det adj A = (det A)™"L,

Ako se izjednade determinante matrica sa leve i desme
strane relacije (5), pri Semu se primenjuje teorema 10 iz 4.2,
dobija se
det A det adj A = (det A)D.

Axo je det A # 0, iz ove relacije dobija se (8). MoZfe se doka-
zati da (8) va¥i i za det A = O.

Lema 2, Ako je A kvadratna matrica u kojoj je zbir elemenata
avake vrste jednak nuli, tada su kofaktori elemenata iz svake

vrste matrice A medjusobno jednaki.
. ; n
DJokaz. Neka je A = ”aij”l i neka su Aip i Aiq redom kofaktori

n
elemenata ajp 1 aiq (p>q). S obzirom da je ézﬁaSt =0 za

8 Q{},Z,...,n}, moZemo u submatrici A? , gde je P = {},2,...,.
n}\\{p} al= {1,2,...,n}\\{i}, zameniti elemente q~-te kolone
n

sa -éZ:ast » €I, tako da se ona ne menja. Ako u tako dobije~
=1

t#q
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noj matrici dodamo g-toj koloni sve preostale kolone a zatim
za Q#p-l premestimo g~tu kolonmu da bude neposredno desno od
kolone p-1, tada je

Ap = (DM (PTIE (C1) ()i,

ip

tj. A A; . Ovim je lema dokazana.

ip © “ig .

Neposredna posledica gornje leme je slededa teorema.
Teorema 5. Ako je A kvadratna matrica u kojoj je zbir elemenata
svake vrste i svake kolone jednak nuli, tada su kofaktori svih

elemenata matrice A medjusobno jednaki.

5.2. Inverzna matrica

Matrica X naziva se inverzna matrica matrice A ako va-

21
(1) XA =AX=1.

Ispitacdemo pod kojim uslovima matrica ima inverznu ma-
tricu i da 1i je ta matrica jedinstvena.’

Iz (1) najpre zakljudujemo da A mora biti kvadratna
matrica i da X mora biti kvadratna matrica istog reda. Dalje,
‘posto je det I = 1, primenom teoreme 10 iz 4.2, dolazi se do
relacije det X det A = 1. Odavde se dobija da je potreban us-
lov za egzistenciju inverzne matrice det A # 0. Tada je

det X = 1

. Inverznu matricu matrice A obeleZidemo sa A™ ™,

det A
Uslov det A # O je i dovoljan za egzistenciju inverzne
adj A zadovoljava (1) na osnovu

matrice jer matrica X =
det A
teoreme 1 iz 5.1.

i det A # 0, vaZi formula

Dakle, ako je A = ”aij”§

A7 Boq e Anl

- 1.
(2) a1 Ao Ay Apoll
' det Ajl:

[

Aln A211 Ann

Primer 1, Za matricu A je det A = = 4-6=-2,
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1 3 4 =2 _ 4 =2 -2
AT = ’,ade= 1A1=-%! -
: 2 -3 1 -3 1 3 -5
Zaista, vaZe jednakosti
-2 1 1 2 1 2 -2 1 1 0

Inverzna matrica, ukoliko postoji, jedinstvena je io-
na je odredjena formulom (2).

Zaista, pretpostavimo suprotno, tj da za neku kvadrat-
nu matricu A postoje dve inverzne matrice X i Y. Tada je AX =
= AY(= I). MnoZ¥enjem ove jednakosti sa X sa leve strane dobija-
mo redom X{(AX) = X(AY), (Xa)X = (XA)Y, IX = IY, X = Y. Dakle,
ne postoje dve medjusobno razlidite inverzne matrice.

Matrica za koju postoji inverzna matrica naziva se re-
gularna ili nesingularna matrica. Matrice koje nemaju inverz-
nu matricu gzovu se singularne matrice.

5.3, Grafovska interpretacija inverzne matrice

Pokazademo najpre kako se kofaktori elemenata determi-
nante D .= {dij]?-mogu odrediti pomodéu digrafa pridruZenog de-~
terminanti. U tom cilju uveSéemo pojam veze V(i—>j) izmedju
évorova i i j u digrafu G.

Neka je i # j. Delimidni graf digrafa G naziva se veza
¢vora i sa &vorom j, u oznaci V(i—»j), ako ima sledede osobine:

1° 1z &évora i izlazi tadno jedna grana (i nijedna ne
ulazi); )

2° U &vor j ulazi tadno jedna grana (i nijedna ne iz-
lazi); '
3% Iz ostalih &vorova izlazi tadno jedna i u svaki od
njin ulazi tadéno jedna grana. '

Lako se zakljuluje da jedna komponenta veze od i ka j
predstavlja elementarni pﬁt (graf sa, na primer, s &vorova ko=
ji se mogu numerisati brojevima 1,...,s tako da za svako k=1,
.+.y8-1 postoji grana koja vodi iz &vora k u &évor k+l i da
druge grane, osim navedenih, ne postoje) od i do j a da ostale
komponente veze, ukoliko postoje, predstavljaju konture.
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Veza V(i—»i} &vora i sa Svorom i u G delimidni je graf
digrafa & sa slededéim osobinama: '

1% Uvor i je izolovan ¥vor;

2% 1z ostalih &vorova izlazi tadno jedna i u svaki od
niih ulazi “tadno jedna grana.

Prenos C{V(i~»j)) veze V(1~=3) definide se kac proize
vod brojeva pridruZenih granama ko-
je se nalaze u vezi. )

¥a sl. 1 prikazan je Jjedan
graf sa nekoliko svojih veza.

Posmatrajmo faktor F digra-

fa G koji sadr¥i granu oznalenu sa

d; 4. Ako se ova grana udalji iz fa- ; 2 ! Z
ktora,dobija se jedna veza V{i-wj) .

Ako p(G) oznadava broj komponenata :l////ﬁ
{odvojenih delova) digrafa G koje 3 3 Z
predstavljaju konture, vale oigle- Vm‘%’ Vb4
dno sledede relacije ) ‘s1. 1

(1) p(F) = p(V(i~>j)) + 1,

(2} c(F)

i

dijc(v(i—w))' .

Kofaktor 313 elementa dij' prema teoremi 8 iz 4.2, je-
dnak je koefiecijentu uz dij u razvoju determinante. Stoga je
na osnovu {1)- iz 4.1 ‘

(3

D o= (~1)R . (-1)P(F)g .,
8395 = (1?2 0P Pem

gde .Zi oznadava sumiranje po onim faktorima F digrafa GD koji
F

sadrZe granu oznadenu sa 4, ..

Na osnovu (3), (1) i (2) je
W by = (DR 2 (DPVETIDey gy

’ V{i—=j)

gde se sumira po svim vezama V{i-»j) grafa Gpye

Ako je d, 15= 0, u grafu GD se povladi grana iz &vora j
u Evor i kojoj se prldruzuge broj 0, pa se opet dobija formu-

la (4).

Na osnovu formule (2) iz 5,2, definicije determinante
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i formule (4) dobija se P “afa\lil , gde je

P DRV (y(51))

(5) . af. = V('l_‘l) T - . .
ot p(F)
2 1) P
re®
Primer 1. Odredimo inverznu matricu matrice
o 1
0 1
‘o T
-2

n “3po1eeeT22 T3

Digraf pridruZen matrici A dat je na

sl., 2. Na‘jpre je

T 2 3
sl. 2

O B
i+l n-1 n

det & = (-1)" (-1)l (-an) = (-1)" a . Postoje samo veze

V{i-=l) sa prenosom -a,_; za i=1,2,...,0=1, veza V(n—>1l) sa

prenosom 1, i veze V(i-»i+l) sa prenosom -a,. Stoga je

s Zn-2 __a_l _1
a &n 4 % 4
1 0
Al -
1 0

Sada se mogu navesti neki od razloga za uvodjenje di-
grafa GA u poglavlju 4 iako se isti cil] mogao postiéi i sa
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digrefom GA iz poglavlja 3. Ako bi se za definiciju determinan-
te koristio digraf 6" onda bi se u formuli (4) za kofaktor e-
lementa na mestu (i,J) sumiranje moralo vrZiti, umesto po ve-
zama &vora i sa &vorom j, upravo obrnuto - po vezama &vora j
sa C¢vorom i. Dodufe, formula (5) za elemente inverzne matrice
bila bi tada prirodnija. Medjutim, formula (4) sluZi u slede-
éem poglavlju za izvodjenje jedne formule za reSavanje siste-
ma linearnih algebarskih jednacina koja opet kada se primeni
na neke probleme elekirotehnike (videti poglavije 11) izgleda
mnoge prirodnija nego odgovarajuda formula koja bi bila bazi-
rana na digrafu G .

5.4. Primeri i zadaci

1. Odrediti inverzne matrice sledeéih matrica:

a) A = “aij“? , gde je a5 = diS;j;

) B =||b;llT » sde je by, = E’igi,n+1-;;‘

S Y

ij i,j-1°

]

n .
¢} ¢ “cijul » Bde je o
ReSenje. PridruZimo matricama A, B, C odgovarajude digrafove
G g Gg (videti sl. 1).

3.6 .

A? G

Ga G Gc

(F,
a) det A = (-1)% E (.14)P l)C(Fi) = kIz,lll oy,
i =

s ] n
ayy - (c1)® Z (-1 PV E23) ) oy (img)) = ﬂp(kg‘ij,

V(i—>j) kgi
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sl _
b) detB—(l)nZ(l) ?C(F)~—(1)[§]l—lﬁ‘,,

By = ()T Z(-1)1*P(V‘i"’3))c(v<i~>j>)
) V{i—=j)

ng‘ {%} 2 {%]ﬁ S ‘
(-2)70;  n41-3-1) Qﬂk",(_l). k=1(5k i,n4l-j?

k#i k#L

= “(5 Js n+1-1.“1 *

n
¢} Sada je det C = l_'n’ic,dok je
k=1

¢y = ( -1)3-1 k=l ©
T'TX'
za 1% j,odnosno Cij = 0 za i< j. Odavde sleduje ot -—“c( l)”n
i=j 1 s s
- Ele ipi
gle je of7t) = k=i 3% ’ v
J 0, i< .

Napomena. Videti takodje zadatke 1 iz 3.5 i 1 iz 4.9.
2. Dokazati Jednakost

211 %12 v Bp X

821 222 82n *2 ’

: = —(Allx% Fouot (Aij + A )x XJ S
2n1 ®n2 | 8nn *n

) X *n 0

. n
gde su A, kofaktori elemenata a,; matrice A =Haijﬁl .
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3. Dokazati formulu
' a@nt-oales?
4. Dokazati da je invergna matrica P'l peruutacione matrice P

jednaka transponovancj matrici PT,
5. Nadi inverznu matricu matrice

1
11
-1 .
)
211
6. Neka je
Ajy App eer Ay
A=1% A2 Aon
o 0 A

blokematrica s kvadratnim matricams All’AIZ”“’Ann‘ Dokazati
da je matrica A regularna ako i samo ako je svaka od matrica
All’AZZ”"'Ann regularna.

7. Heka Je

I Q
0 B

A =

blok-matrica pri femu je B regularna kvadratna matrica. Doka-~
zati da je A regularna matrica i da je

1 -gp~l
0 5t

At -

8. Dokazati da je inverzna matrica gornje ftrougaone matrice
takodje gornje trougaona matrica. )

" . s n . : »
Regenje. Matrica 4 = Naij”l je gornje trougaona ako je a,, = O

i3
za i» j. Stoga u digrafu GA, pridruZenom matrici A, nijedna

grana ne vodi iz &vora. sa manjim indeksom u &vor sa vedim in-
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deksom., Samim tim u GA ne postoji nijedan put koji vodi iz
¢vora sa manjim indeksom u &vor sa vedim indeksom, tj. nijedna
veza V(i->j) za 1< j. Na osnovu formule (4) iz 5.3 zakljuduje-
mo da je kofaktor Aij = 0 za i<j. ngle, u inverznojlmatrici
" element na mestu (i,J) za 1> j jednak je nuli, tj. A™" je gor-
nje trougaona matrica.

9, Wéka je 4 = naijﬂin nesingularna matrica za koju va3i

1

a;y = 0 za i+j parno.. Stavimo A= B = Hb.juin. Dokazati da je

1

takodje bi = 0 za i+ parno.

d . .
Reéenje.‘Neka je GA digraf pridruzen mafrici A, Digraf GA je
ofigledno bihromatski. Neka su i,j indeksi dva &vora digrafa
za koje je i+j parno. Svaki put od i(j) do j(i) sadrZi u tom
glutaju neparan broj &vorova. Prema tome, i broj dvorova koji
ne leZe na odgovarajucem putu je neparan., Stoga v digrafu ne
postoji nijedna veza izmedju &vorova €iji su indeksi iste par-
nosti, Sada je jasno da je bij = 0 za i+ parno,

10. Dokazati da skup regularnih kvadratnih matrica odredjenog
reda obrazuje grupu u odnosu na operaciju mnoZenja matrica.
11. Ispitati da 1i skup matrica oblika

a
(a € R}

0

*
obrazuje polje u odnosu ria operacije sabiranja i mnoZenja ma-
triea. .
12. Skup matrica oblika

a b [« d!‘
e

~-b a -4
{a,b,c;4 € R)
- 4 a =D

~-d =~c b a

obrazuje nekomutativno telo u odnosu na operacije sabiranja i
mnozenja matrica. .

13. Ispitati da 1i skup svih regularnih kvadratnih matricyg,od-
redjenog reda obrazuje nekomutativno telo u odnosu na opeiaci—
Jje sabiranja i mnoZenja matrica.

14, DGKggzati formmlu
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det (A + xJ) = det A + x sum adj A ,

gde je x broj, A kvadratna matrica i J (kvadratna) matrica 8i-
ji su svi elementi jednaki 1.
15. Akc su A 1 B regularne matrice, vaZe fomule

(aB)t = m 7t , Bt - hT.
16. Odrediti inverzne matrice za sledede matrice:

1 a b 1 3 -5. 7

o 1 o o 1 2 -3

fo o all ’ o o 1 2|’

¢ 0 0 1
17. Dat je skup matrica A , gde je
a b
A= b a (a,b €R) .

-1

1° Da 1i postoji A u datom skupu matrica?

2% Da 11 su komutativne bilo koje dve matrice iz datog
skupa matrica?

39 Odrediti sve matrice A za koje je A+ A1l= O,

18, Ako su A i B kvadratne matrice istog reda, vaZi formula
adj (AB) = adj B adj A .




6. SISTEMI LINEARNIH ALGEBARSKIH JEDNACINA

Funkei ja 81Xy + 8yX, + ... + @, X, naziva se linearna
forma promenljivih XysXnyenesXye Pri ovome se smatra da su
promenljive i koeficijenti u linearnoj formi realni ili kom=
pleksni brojevi ili su elementi nekog drugog polja.

Jednalina 81X; + ByXp * eee + B X, = b, gde je b ele-
ment istog polja, naziva se linearna algebarska jednadina po
nepoznatima XyaXpseearXps

Navedena linearna forma se moZe predstaviti n-dimenzi-
onalnim vektorom (al,az,..s,aﬁ) a odgovarajuéa jednadina pomo-
éu vekiora (al,aa,...,anp) dimenzije n+l. Za sistem linearnih
formi, odnosno jednadina, kaZe se da je linearno zavisan (od-
nosnc nezavisan) ako je skup odgovarajudéih vektora linearno
zavisan (odnosno nezavisan). U sistemu linearmo zavisnih formi
postoji forma koja se moZe izraziti kao linearna komb: ’icija
ostalih formi. U sistemu zavisnih Jednalina postoji jé&haéina
koja se moZe dobiti kao ppsledica ostalih jednalina.

ReSavanje i p;gu%évanje osobina sistema linearnih ale
gebarskih jednalina prédstavlja jedan od cewpiralnih problema
u linearnoj algebri. Pri tome teorija matrica i determinanata
igra bitnu ulogu. Na sisieme linearnih algebarskih jednadina
nailazimo u raznim granama matematike kao i u primenjenim dis-
¢iplinama a posebno u elekirotehnici.

U ovom poglavlju su opisana opita gvojstva sistema li-
nearnih algebarskih jednadina dok je numeridkim aspektima ove
problematike posvedeno poglavlije 9. .

Izmedju ostalih, opisuju se i grafovski’ metod1 refava-
nja sistema linearnih algebarskih jednadina {videti odeljke
6.2 - 6.4), Ove metode su ragzvili elektroinZenjeri i oni su i
posluZili kao polazna osnova za pisanje ove knjige,
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6.1. Cramerove formule

Posmatrajmo sistem od n linearnih algebarskih jednadi~

na sa n nepogznatih XpsXpysaeyX,
(L) a1q%y + 81p%y + ool ¥ B X = b1 R

aglxl + 322}(2 + eae F a2nxn =

i
o

n

-

ene

1%y * 80Xy ko oae. + B X = bn .

Sistemu jednalina (1) ekvivalentna je matridna jedna-—

gina

(2) AX = B,

gde je
831 81p e+ 3y by X
a a a b x

(%) A= .21 22 2n , B = .2 L x= ‘2 .
1 %2 & bﬁ *n

A je matrica koeficijenata uz nepoznate v sistemu jednadina,
ili krade, matrica sistema. B je matrica slobodnih Zlanova a
x matrica nepoznatih. UveSéemo oznaku det A = D i determinantu

D demo nazvatii determinanta sigtema.

Pretpostavimo da postoji bar jedno redSenje sistema (1)
tj. da postoje brojevi XysXoseeesXy koji zaddvoljavaju ave je-
dnadine iz (1). Da bismo odredili X5 pomnoZidemo determinantu
sistema sa %y (mno¥%eéi i~-tu kolonu sa xi):

831 vt *,i-1 %% 1,141 000 Fan

821 32,11 %% %2141 a,

- - N n
X.D = . -

ant qp,i-1 ZmiTi Bn,iel 8mn

7a svako j#i pomnoZidemo j-tn kolonu ove determinante
sa x. i dodati i-toj koloni. Pos}e ovog niza transformacija e~
lementi i~te kolone postaju izrazi na levim stransma jednalina
(1). Stoga je
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3y ++- 81,521 P10 31,541 *c* 21p
I it 23,i-1 P2 %2,i4 q2n|
1 . .

an1 an,i-l bn an,i+l mn

Ako ppslednju determinantu oznadimo sa Di i ako je D £ 0, tada
vaze formule
D; .

(4) X; = -:-6- (i =1,2,u0.n) .
Formule (4) nazivaju se Cramerove formule.

Dakle, dokazali smo da je reSenje sistema dato formu-
lama (4), a samim tim da je refenje jedinstveno,. ako je D # O
i ako reSenje postoji.

Dokazademo sada da re¥enje postoji ako je D # O, Poka-~
#imo da je formulama (4) zaista odredjeno jedno reSenje. Une=-
éemo izraze (4) za xy u (1) pa za i~-tu jednalinu iz tog sis-
tema dobijamo:

( D D, . - Dn
5) B, 4 Bi— + ses + A, == = Db, ,
11D iZD‘ o inD i

Razvijmo svaku od determinanata Dj po j~toj koloni:

(e) Dj = blAlj + b2A2j + ses + biAij + ....+ bhAnj .

Unoseéi (6) u (5) dobijamo
y .

(7 p(ai7(gAgq + bohyy + eoe + DiAsy + oun 4 boA,) +
aiz(blA12 + Bohyy + ees + biAi2 + oeee + bhAnZ) Foort
ain(blAln + Dohy +oeee + DAL+ Ll # bnAnn)) =

5(01(aighyy + aiphyy + cun + 2y by )
by(as85) + 85580 + eee + 8,045 ) + aee

) + e +

bi(ailAil +Biohio +oeee + B AL

bplajifyy + ajohyy + eee v a5 8 ))
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Naosnovu leme 1 iz 5.1 izraz (7) jednak je by, &to znadi da
je i-ta (a to znadi i svaka) jednadina sistema (1) zadovolje~
na reSenjem (4).

Primer 1. Za sistem jednadina

[
[22)
-

X} v Xy + Xy o=
2x1 - Xy 4+ Xy o= 3,
Xy + 3%, + 2x3 =11 ,

dobi jamo redom

1 1 1
D=1]2 -1 1}l =-24+6-1=-1=-4~3==5,
-1 3 2
6 1 1 1 6 1
Dy=13 -1 1 =-5,D,=[2 3 1f =-10,
11 3 2 -1 11 2
1 1 &6
D3 =2 -1 3} =-15,
-1 3 11
D. D D
i I = =2 . =3 .
Stoga je n = Pl 1, X, = > - 2, Xz = > = 3.

Ako je determinanta sistema jednaka nuli, Cramerove
formule ne vaZ%e. U tom sludaju moZe da se desi da sistem nema
nijedno resSenje ili da ima vife reSenja. MoZe se dokazati da-
ako sistem ima dva reSenja onda ih on ima beskonadno mnogo. U
tom sludaju reSenja sistema se izraZavaju pomodu jednog ili
viSe parametara koji mogu uzeti proizvoljne vrednosti. Op&ti
sludaj sistema linearnih algebarskih jednaina opisan je u
6.6, Ovde éemo navesti jedan primer.

Primer 2. Za sistem jednad&ina

(1-a)x + (2a+l)y + (2a+2)z = a ,
ax + ay = 2a + 2 ,
2x + - (a+l)y + (a-l)z = al - 2a + 9,
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imamo
l-a 2a+l 2a+2
D=|a a 0 {= a(a-1)(2-2)
2 a+l a-1 ’

. Za a¢{0,1,2} imamo D # 0 i Cramerove formule daju je-b
dinstveno refenje sistema.
Za a=0 druga jednalina se svodi na 0=2 te sistem nema
redenja. '
Za a=]l sistem dobija oblik 3y+4z =1, x+y=4, 2x+2y= 8.
Treéa jednalina je posledica druge. ReSenja sistema su data sa

X=d’y=4‘va=Mn
4
gde je o proizvoljan broj.
7Za a=2 sistem postaje -x+5y+6z =2, 2x+2y 6, 2x+3y+2=%
Eliminacijom x pomodu druge jednaline dobija se 6y+6z =5,
y+z =73, §to predstavlja kontradikeiju i sistem nema reSenja.
Sistem (1) se mo¥e re¥iti u matriénom obliku polazedi

-1

od (2). Ako se matridna jednalina (2) pomnoZi sa A sleva,

dobijaju se redom sledede relacije: A-l(Ax) = A_lB, (A—lA)x =
= A-lB, Ix =-A-1B, x = A"LB. Dakle, ako je A regularna matrica,

-1

redenje jednadine (2) je x = A" B. Ovo reSenje je ekvivalentno

W

sa Cramerovim formulama.

6.2. ReSavanje sistema linearnih jednadina pomodu
grafova

ReSenje sistema linearnih algebarskih jednaéina ﬁﬁée
se odrediti pomodu Jednog grafa koji je pridruZen 51stemu al-
gebarskih jednadina. U vezi sa tim uvodimo sledeéu deflnlclau.

Neka je dat sistem linearnih algebarskih gednaéina
(l) . Ax = B,

. _ n : . T
gde je A = Haij”l matrica koeficijenata, x(x _lel...xdp ma-

trica (kolona) nepoznatih i B(B'= llby...b |[) matrica (kolona)
slobodnih &lanova. Coatesov digraf G pridruZen sistemu (1)

1) Ovaj graf se naziva i graf protoka (flow graph).



123

je éigraf sa n+l Cvorova koji su obelefeni sa 0,l,...,n i u
kome postoje samo one grane (i/ili petlje) koje su odredjene
pomoéu:

1% ako je a5 # 0, iz &vora j vodi orijentisana grana
(ili petlja) u &évor 1 i ona je obeleZena sa aij;

2% ako Jje bi # 0, iz &vora O vodi orijentisana grana u
évor i i ona je obelezZena sa 'bi'

Coatesov digraf sistema linearnih. jednadina

(2) 471X + @),%Xy + 8y3Xs = bl .
a,5X, + a24x4 =0,

az Xy + 8zX3 = b3 N
a42x2 + a43x3 + a44x4 =0,

prikazan je na sl. 1.

Deo Coatesovog di-
grafa koji se dobija ¥kada
se iz G udalji &vor O sa
svojim granama je digraf GA
pridruZen matrici A (odno-
sno determinanti det 4).

Neka je V(i—j) je~-
dna veza i sa j u GA' Ako u
G postoji grana oznalena sa
-b;, vezi V(i—j) odgovara
u G jedna i samo jedna veza

"s8l. 1

V(0-+j) koja nastaje kada se granama veze V(i-»j) doda grana
oznadena sa-bi. Tada je, odigledno,

(3) c(v(o—j)) = -biC(V(i—’j)) .
Prelazimo na reSavanje sistema (1).
Pretpostavimq da je det A £ O, tj. da reSenje sistema

postoji i da je 'ono jedinstveno. Prema Cramerovim formulama
tada je: %

(4) ’ X -!-‘-:-l—“"_— (j=17--~’n) ?
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cde je Aij algebarski komplement elementa a.. u matrici A. Na
osnovu definicije determinante i (4) iz 5.3 formula (4) posta-
Jje

> o (0P ETI (v (1))

x; = i=1 V(i—=j) (35 = 1y00e,m).
(-1 2 (-1)PPg(a)
F
Ako se uzme u obzir (3), dobija se
2 (-1)PTO=))g(y(0—3))
(5) X: = V(O-’j) (3 = 1,...,1’1),

’ 2 (~1)2Fg(p)
®

pri Cemu se u brojiocu sumiranje vr¥i po svim vezama V(0—>j)
gvora O sa &vorom j u digrafu G a u imeniocu po svim faktorima
F digrafa G

Ovo Jje Coatesova formula 2za reSavanje sistema linear-
nih algebarskih jednadina.

Na sl. 2 a) prikazani su svi faktori digrafa pridruge-

nog matrici sistema jednalina (2) a na sl. 2 b) sve veze &vora
0 sa &vorom 3 Coatesovog grafa na =1, 1.

ol 22 bl a2

Qi O | et | z | Qi 2 g 260
'24 3, Q13| ‘AAQ 2 an O*u 3 0'31
4 4 3

(93 LE) klo 04 (33 LQ)
n33 4 am 4
sl. 2 a)

bl a2 ‘“ i s
Q 0 2 A 28 w A2
0 | 0 ax 0 13y 348 Ja62
-b3 .
Q\\bg i Q\\o CT)) 34

2,
ay W4

sl. 2 b)
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Na osnovu toga, a prema (4), za velidinu x5 dobijamo
e b3311a22a44—b3a11a42a24-b1a31a22a44+b1a31324a42
3., : -
8118222332447 M 2242438514 3231242224 1235242204 %22%44%13%31

Poseban znataj ovog metoda satoji se u tome Sto se
graf iz koga se odredjuje reSenje moZe nacrtati na osnovu po-
znavanja sirukture fizidkog sistema koji se opisuje linearnim
jednalinama, bez da se same jednadine ispisuju (teorija elek-
triénih kola, sistemi automatskog upravljanja; videti poglav-
lje 11).

Pri praktiénom radu sa ovim metodom faktori i vege_se
obilno ne isti¥u posebno, nego se nepoznata velidina koja se
traZi odredjuje direktno iz Coatesovog grafa. Ovo zahteva iz-
vesnu rutinu jer se nepaZnjom mogu izostaviti neke veze ili
faktori. Mada nije poznato neko efikasno opste pravilo za si-
stematsko nalaZenje faktora i veza, za preporuku je, na pri-
mer, sledede. Faktore je moguéno grupisati prema broju petlji
koje ulaze u faktor. Za nalaZenje veza V(0—=j) potrebno je od-
rediti sve elementarne puteve iz &vora 0 u &vor j a ovi putevi
se mogu klasificirati prema &vorevima koji sleduju neposredno
posle &vora O. .,

Opisani metcd je namenjen za ruéno radunanje. Upotreba
kompjutera u vezi sa ovimrmétoéem nije preporudljiva jer kom-
pjuter iroSi mnogo vremena za raspoznavanje faktora i veza u
grafu., Praktiéna upotrebljivost ovog metoda je ogranidena na
sisteme jednadina sa najvise desetak nepoznatih uz uslov da
pridruzeni graf ima relativmo mali broj grana. U protivnom je
praktiéno nemoguéno odrediti sve faktore i potrebne veze u
grafu.

Korisdenje grafova za reSavanje sistema linearnih al-
gebarskih jednalina je naroéito pogodno ake su koeficijenti
sistema op3ti brojévi.

6.3. Grafovi protoka signala

Metod S.J.Masona koristi za reSavanje sistema linearnih
jednadina tzv. grafove protoka sigmnala (signal flow graphs).

- Po tom metodu sistemu linearnih jednaldina pridruZuje se opet
i
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jedan digraf, kod koga je svakoj grani i petlji pridruZen neki
realan broj razliéit od nule., PridruZeni broj oznadava prenocs
grane. ReSenje sistema dobija se na osnovu strukture pridruZe-
nog digrafa, koji se naziva Masonov graf ili graf protoka sig-
nala.

Sistem jednadina sa nepoznatim Xy eeey X, mora biti
sveden na oblik

(1) X) = aj Xy t By7XK) b oe.. éinxn ,

b oees
']

X, 4+ +
n anoxo + anl 1 sae annxn .

Ovde je X, parametar i nepoznate veliine treba izra-
z2iti pomodu x, 1 koeficijenata aij' Uvodjenje parametra x, ni-
je od bitnog zZnadaja.

PridruZeni digraf ima n+l &vorova koji su oznadeni sa
XpsXqseensXpe Za svako i,j za koje je aij # 0 iz &dvora xj u
&vor x5 vodi orijentisana grana kojoj je pridruZen broj a

‘ =k
Primer 1. Sistemu jednalina

10%0 * 211%1 ¢

Xl = a
Xp = Bpp%y * By ¥y * Ap3¥z
Xz = az1Xy + 835X, ,
pridruZuje se digraf sa sl. 1.
Neka su Kl""’Kj"°' ori-

jentisane konture digrafa . Konturu
obrazuje takodje jedna petlja. Pre=-

sl, 1

nos konture je proizvod prenosa
grana koje obrazuju konturu. Prenose kontura Kl,..., greee 23
beleZavademo sa Tl,...,T seee

Determinanta digrafa definife se pomodu
(2) DA=1-21 «+2 10 -7 200 +...
1 i35 9 1,3,k Y
U ovom izraszu Zi T, oznadava zbir prenosa svih kontura

i

digrafa, Z:.TiT. oznadava zbir proizvoda prenosa po dve kontu-
i,]

re koje se medjusobno ne dodiruju, tj. nemaju nijedan zajedni-
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¢ki Gvor; u 2{, TiTka se sumiranje vrSi po svim trojkama me-
i, i,k
djusobno nedodirujuéih kontura itd.
ReSenje sistema linearnih jednadina odredjuje se po

Masonovo,)j formuli

L Eaap
(3) %=—E‘A——' (i=l,...,n)

gde je péi) prenos m-tog elementarnog puta od &vora X, do &vo-=

ra X;, [ﬁél) je determinanta podgrafa nastalog'udaljavanjem
svih ¢vorova pomenutog puta, a sumiranje se vrSi po svim ele-
mentarninm putevima koji vode od x, do Xy
Primer 2. Digraf pridruZen sistemu jed-
nadina

X = on + Dxl + Fx3 »

Xy = Axo + Cxl N

x3 = Exl + Gx3 ’
prikazan je na sl. 2.

Primenom formule (3) dobija se:

Xy A(1-(D+EF+G)+GD) + BCG(1-G)

X, 1 - (D+EF4G) + GD ) 51, 2

Masonova formula se izvodi uz pomoé Coatesove formule.
Prethodno uvodimo joS neke definicije.
Ako je G digraf sa odredjenim prenosima grana, izraz

(4) Agle) = ;(-1)1’(F)C(F) ,
gde se sumiranje vrsi po svim‘f;kforima digrafa G, nazivademo

Coatesova determinanta digrafa G. Ranije definisanu determi-
nantu digrafa (formule (2)) zvademo Masonova determinanta i o-

beleZavademo je sa ZSM(G).
Coatesova formula (5) iz 6.2 moZe se napisati po ugle-
du na Masonovu formulu u obliku
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> oIy
(5) xpm e
J
. 8e(6y)
gde je q<3) prenos m~tog elementarncg puta od évora 0 do ¥vora
ja G podgraf Coatesovog grafa koji je nastao udalaavangem
cvorova pormenutog puta.
‘Neka je G digraf dobijen od digrafa G na taj nadin Sto
Jje prenos svake petlje grafa G umanjen za 1. Ako G nema petlju
kod nekog 5vora, u digrafu G7 se kod tog &vora pojavijuje pet-
lja sa prenosom +1l. Dokazademo najpre formulu

(6) Bglen) =Dy(e) .

Ako je A matrica reda n kojoj je pridruZen digraf G,
dobijamo
(n Ager) = (-1)™ det (a-1) .

Ako se u formulu (4) iz odeljka 4.3 stavi A = -1,dobi-
ja se -

. n_ .
(8) det(a-I) = (-1)%(1 + Z (1) ° det M) ,
5

gde je M$ glavna submatrica (tj. submatrica dobijena izogtav-
ljanjem vrsta i kolona sa istim rednim brojevima) matrice A,
ng je red submatrice MS a sumiranje se vrSi po sv;m submatri-
cama M.

Napomenimo da je digraf pridrufen matrici Ms podgraf
(digrafa G) sa n, &vorova koji odgovaraju rednim brojevime vr~
sta (ili kolona) matrice A od kojih je formirana glavma submae
trica M

Ako se det M razvije primenom definicije determinante,
iz (7) i (8) dobija se

v

(9) Boleh =142 ¢ RV TITON

pri femu je F faktor digrafa pridruéenog matrici M Kako
st predstavlaa skup od p{P 3) nedodlruJuCLh kontura, iz (9)
se, uzimajuéi u obzir (2}, dobija (6).
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Da bismo izveli Masoneovu. formulu (3) za sistem (1),
napigimo {1) u obliku
1oy X =X A + Ax ,
gde je }
: n T T
A’“%MI'X ””ﬁ%"'%“?Afual% ‘”anw
Posmatrajmo ‘i slededi oblik istog sistema
(11) (A-I)x = ~Xohy o
Coatesov graf G sistema {11} dobija se od Masonovog grafa H
sistema (10) na taj nadin Sto se prenos petlje svakog ¥vora,

osim &vora O, umanji za 1, a prenosi grana koje izlaze iz Svo-

. se prema (5) i (6) dobija

ra 0 pomnoZe sa X, . Za nepoznatu x5

> alP AL x, 2 a8 Ay
(12) x, = 2 . = —
N Bolep) Byley)

gde se u prvom izrazu za X4 razmatranje vrdi ns Coatesovom gra-
fu G a u drugom na Masonovom grafu H. Hm je podgraf od H dobi-
jen izostavljanjem &vorova m~tog elementarnog puta, 08igledno
je HY = G . Ako se (12) podeli sa x,, dobija se (3).

Formula {2) se moZe napisati u obliku simbolidnog
proizvoda

X
(13) = []a-1),
i=1

gde je s broj kontura a zvezdica oznadava da u proigvodu posle
mno¥enja naznadenih faktora treba svaki &lan oblika Ti Ti e
1 "2

ves Ti s, U kome se pojavlijuju prenosi nedisjunkitninh kontura,

izjednaditi sa nulom, tj. izostaviti.
Stoga se za proizvoljan graf G formula {(6) mo¥e napiw
sati u slededem interesantnom obliku

S
(14) > -1*®ocry = [a-n) o
F i=1



130

6.4, Chanov metod

' Chanov metod (ili metod Chan-Mai)} zasniva se na Kénig-
~Chanovoj definicije determinante iz odeljka 4.6 i Cramerovim
formulama. Metod je za potrebe ove knjige mneznatno modifiko-

van.
Posmatrajmo sistem jednadina

(1) Ax = B

sa oznakama kao u 6,1. K¥nigov digraf G(A) matrice A crta se
po konvenciji sa sl., 1 iz 4.6, tj. svaki beli &vor dolazi na
crte?u iznad odgovarajufeg crnog dvora.

Heka Jje Ai matrica koja se od matrice A dobija na taj
nalin $to se i-ta kolona matrice A zameni sa matricom B. Kako
Jje prema Cramerovim formulama

det A,
(2) xy0= —_— ’ (i =1,2,...,n),

det A
posmatraju se pored digrafa G{A) i digrafovi Gla;), 1 =1,2,..
«..sn. Digraf G(Ai) se dobija od digrafa G(A) na taj nadin Zto
se udalje sve grane koje ulaze u i-ti beli &vor i uvedn nove
grane koje u beli &vor i ulaze iz crnih &vorova j za svako j
za koje je b. # 0. Pri tome, grana {(i,j) ima prenos b.. Da bi
se iz G{4) lakSe dobili digrafovi G(Ai}, beli &vorovi digrafa
G(A) su oznaleni velilinama bysbyye . ,b . Ovako oznalen Ko-
nigov digraf nazivamo Chanov graf sistema (1),

Neka je :fi skup separacija digrafa G(A Y. Kgo i rani-
Jes 3 oznadava skup separacija digrafa G(A ). Na osnovu K&~
nig-Chanove definicije determinante i fcrmula (2) neposredns
se dobija

SZS (-1)%(8)g(s)
e,
{3) % = % , (i =1,2,0..,n).

> (=1)3(8)g(s)
S5

Primer 1. Za sistem jednalina
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ax) Lot exg = o,
bxy + ax, + fxa =,
cxy + by + aXs o =0,

bxa + ax4 + BXg = o,
del ' + bx4 + axg =0,

bx5 + axg = 0.

¢hanov graf je prikaszan na sl, 1.

sl.‘l

sl.2
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Ha sl. 3 prikazan je digraf G(A6), dok su na sl. 4 pri-
- kazane sve separacije ovog digrafa.

Prema formuli (3) dobijamo - : &

R
. v % = ab4{5 Do + a:%co(+ aJbael
‘ : 6 ;67+ aabzg +.ab4f - b5e + ab3ce + a3bde

6.5. Rang matrice

U ¢ilju analize proizvoeljnih sistema linearnih algebar-
skih jednadina uvodi se pojam ranga matrice.

Za kvadratne matrice A i B kazademo da je matrica A ve-
éa od matrice B ako je red matrice A veéi od reda matrice B.

Definieija 1. Rang matrice je red njene najvede kvadratne re-
gularne submatrice.
Rang matrice A se obeleZava-ga rang A.
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Nula-matrica O ne sadrZi nijednu regularnu submatricu
pa je, u skladu sa definicijom 1, rang O = O,

’ Ako je A matrica tipa mXn, ona ima (g)(;) kvadratnih
submatrica reda p. Stoga nije praktidho da se rang matrice od-
redjuje na osnovu definicije 1 izuzev za matrice sasvim malog
formata i neke druge matrice specijalnog oblika.

Primer 1. Data je matrica

1 a

gde je a realan broj. Kako je det A = a2+ a2+ a - a3— a-a=
= -afa - 1)2, dobija se rang A =3 zaa £ 0iagl,

Za a = 0 dobijamo
» 1 1 0
A=fl1 o o
0 1 0

i rang A 2 jer je, na primer, submatricall% %Ilregularna.

Ako je a = 1, matrica postaje

1 1 1

i njen rang je jednak 1 jer su sve submatrice drugog reda sin-
gularne.

Primer 2. Ako je D dijagomalna matrica, digraf GD sadr#i samo
petlje kod &vorova koji odgovaraju nenultim elementima (sa Qi-
jagonale) matrice D. Po3to GD ne sadrZi puteve koji povezuju
razlidite &vorove, svi kofaktori nedijagonalnih elemenata su
Jjednaki nuli te jedino glavne submatrice mogu biti regularne.
PoSto digraf regularne submatrice sadri bar jedan faktor (u
ovom sludaju sastavljen od petlji) rang matrice je jednak bro-
Ju petlji digrafa GD tj. broju nenultih elemenata matrice D,

) U-cilju definisanja jednog praktidnog postupka za od-

redjivanje ranga matrice uvodimo slededée definicije.
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Definicija 2. Elementarne transformacije matrice su: 19 zamena
mesta dve vrste (ili dve kolone); 2° rnoZenje jedne vrste ili
kolone brojem koji je razlidit od nule; 39 dodavanje elemenata
jedne vrste (ili kolone), prethodno pomno¥enih nekim brojem,
odgovarajuéim elementima druge vrste (ili kolone).

Definicija 3. Matrica A je ekvivalentna sa matricom B, u ozna-
ci A ¥ B, ako se matriéa B moZe dobiti od matrice A izvodje-
njem konaéno mnogo elementarnih transformacija.

Neposredno se dokazuje da Je relacija ekvivaleninosti
matrica refleksivna, simetriéna i tranzitivna, tj.da predstav-
lja relaciju ekvivalencije.

Bez dokaza navodimo slededu teoremu.

Teorema 1. Ekvivalentne matrice imaju isti rang.

U praksi se rang matrice &€iji su elementi zadati nume-
ri¢ki obidno odredjuje na taj nalin Sto se elementarnim trans-
formacijama matrica transformiSe u jednu dijagonalnu matricu.
Na osnovu teoreme 1, dobijena dijagonalna matrica ima isti
rang kao i pofetna matrica a rang dijagonalne matrice je na o-
snovu primera 2 jednak broju njenih nenultih elemenata.

Primer 3.
0 1 2 3 1 [ 0 -1 1 0 0 0
1 1 -1 o} 1 1 -1 0 1 1 -1 1
A= ¥ e
1 4] 0 -1 o 1 2 3 0 1 3
2 1 5 3 2 1 5 3 2 1 5 5
1 o] 0 o] 1 0 o] 0 1 0 4] 6]
0 1 =1 1 o 1 0 0 0 1 0 0
=4 & 4
0 1 2 3 0 1 3 2 0 0 3 2
0 1 5 5 0 1 6 4 o] 0 6 4
1 0 0] C 1 0 0 Q 1 6] 0 0
0 1 0 0 0 1 0 o] 0 1 [s; 0
14 = 4 .
0 o] 1 1 0 0 1 0 0 6] 1 0
0 0 2 2 0 0 2 o] 0 0 [¢] 0




135

Dakle, rang A = 3. Preporuduje se da &italac pa¥ljivo identi-
fikuje elementarne transformacije izvedene u pojedinim kora-
cima, N .

Rang matrica igra vaZnu ulogu u raznin problemima 1i-
nearne algebre., Slededa teorema koju takodje navodimo bez do-
kaza daje osnovu za primene pojma ranga matrice.

Teoreua 2. Neka su zadati n-dimenzionalni vektori a; = (ail’
aiz""’ain)’ i=1,2,...,m (nad nekim poljem 5). Neka je

.

= “aij“m,n matrica ¢ije su vrste vektori 2. Ako je rang A =
= r, tada medju vektorima a;, i=1,2,...,m postoji r vektora
koji su linearno nezavisni. Ostalih m-r vektora su linearne
kombinacije ovih r vektora.

6.6. Kronecker-Capellieva teorema

U odeljcima 6,1 - 6.4 razmatrali smo sisteme linearnih
algebarskih jednadina kod kojih-je broj jednadina jednak broju
nepoznatih i kod kojih je determinanta sistema razli&ita od
nule. U ovox odeljku posmatramo op3ti sludaj sistema linearnih
algebarsikih jednadéina.

(1) 819%X1. % 81p¥p + ees + @9 % = by,

a21x1 + a22x2 -l/- ees + aznxn =

a

mlxl + a

meXp *.oeee vEL X = b .

mn' n m

NaveScéemo jednu teoremu koja, uz pomoé pojma ranga ma-
trice, utvrdjuje kada sistem (1) ima reZenje.

Za sistem (1) kaZemo da je saglasan ako postoji n-tor-
ka (Xl’x2”"’xn) koja zadovoljava svaku jednadinu sistenma.

Matrice
317 8y, ess B9, By B35 ese B9, bl
8p1 2 Bonll a1 82 3n P2
A= : s B = .
a7y & a a 2 ann bm

m2 mn ml

nazivaju se, redom, matrica sistema i pro$irena matrica sistema.

Teorema 1 (L.Kronecker-A.Capelli). Sistem linearnih algebarskih
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jednalina (1) je saglasan ako i samo ako je rang A = rang B.

Dokaz. Ako je sistem (1) saglasan, izvr#imo nad matricom B
sledede elementarne itransformacije: za svako 1 = 1,2,«..,0 DO~
mno¥imo i-tu kolonu sa x5 i dodajmo je poslednjoj koloni. Tada
dovi jamo matricu
By Byp ees Bqp Q
s o ||721 P22 B

-
.

2p1 Zm2 Sn 0
Iz ovog neposredno sledi rang B = rang B = rang 4, Cime je je-
dan deo teoreme dokazan.

Pretpostavimo sada rang A = rang B = r. Tadsa postoeji r
linearno nezavisnih vrsta (tj. n~dimenzionalnih vektora) ma-
trige A. Neka su %o prvih r vrsta. Ostalih m-r vrsta su line-~
arne kombinacije ovih vrsta. (Isto se mo¥e redi za cdgovaraju-
ée linearne forme koje predstavljaju leve strane jednalina u
gistemu (1)}). No i za vrste matrice B mo¥emo reéi da su line
arne kombinacije (i to iste kao u prethodnom sludaju) prvih r
vrsta. Stoga je poslednjih m-r jednadina iz (1) posledica pr=
vih prvih r jednatina, Poslednjih m-r jednadina moZemo isklju=~
diti iz daljeg raswvatranja jer fe one piti automatski zadovo-
ljene ako prvih r jednadina bude zadovoljeno,

Pretpostavimo da je kvadratna submatrica reda » u le-
vom gornjem uglu matrice A regularna., Tada prvih r jednadina
iz (1) piSemo u obliku

(2) 819Xy + oase P B = by - al,r+1xr+l = eve =B X,

Iy

Bp¥g + oees + 8T = br - ar,r+1xr+1 - ees - ¥y v

Nepoznatinma Xpyle e s ee Xy MOgU se dati proizvoljne vrednosti a
onda se iz sistema (2) po Cramerovim formulama odredjuju nepo-
znate Ky sXoyererXys

Ovim je teorema dokazana.

Primer 1. Sistem linearnih algebarskih jednalina
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allxl + ses t+ alnxn =

vee

8% Foeee v LX) = o, -

naziva se homogeni sistem. Ovaj sistem ima'reéenje Xy = Xy =

= ees ®m X = 0, koje se naziva trivijalno refenje. Ako je de-

terminanta sistema D = det uaijn§ razliéita od nule, na osnovu
Cramerovih formula trivijalno reSenje je jedino redenje siste~
ma. Stoga je potreban uslov za egzistenciju netrivijalnih re-

genja izraZen pomodu D=0. Na osnovu teoreme I zakljudujemo da
je taj uslov i dovoljan jer za D=0 sleduje da je rang matrice

sistema manji od n te sistem ima beskonadno mnoge reSenja.

6.7. Primeri i zadaci

1. Rediti sistem jednadina

ax, + bx3 = A ,
cXq + dx2 +ex, = B,
fxl + ng + hx4 = N
ux, + vx3 . =0,

akb je acvh + bfeu - beuh -~ afve £ 0.
ReSenje. PridruZimo datom sistemu Coatesov digraf (vidi sil. 1}

Sada va#i
2 (-1)PVO=1))g(y(0my))
x; = ML) (1 =1,2,3,4) ,
2 (-1)PPery
F
pa neposredno sledi
%, o —h(eug+dvh) + B(avh-uhb) , X, = A(cvh-fve) ,
1 acvh + bfeu - beuh ~ afve 2 acvh + bfeu - beuh - afve
. = A(feuw-cuh) x, = A(fvdtcug) + B(ubf-afv)
= . T » = B L
3 acvh + bfeu - becuh ~ afve 4 ‘acvh + bfeu - becuh - afve

2. Dokazati da skup redenja homogenog sistema linearmih alge-
barskih jednalina obrazuje vektorski prostor nad odgovarajuéim
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poljem,
3. Za razlidite vrednosti realnog parametra A rediti sistenm
linearnih jednadina:

Ax + vy +2 =1, X +Ay +2=A, x +y +hz = 2.

4., Refiti sistem jednadina

ax +y +2 =1, x+ay + 2 =2, X +y +az = =3,
gde je a realan broj.
5. Ispitati da 1i matrice
3a+l a 4a-1 a+l am2 a2~2a
A = -a2+l, a=1 —a2+a , B =i{l2a 2a-3 aZ—Ea
a2+a+2 a a2+2a -2 1 1

imaju isti rang za svako a.
6.Proveriti da 1i je x1=x2=x3=x4=]. reSenje sistema

2xl~ 3x2+ 4x3— 3x4 =0 ,

3xy = Xyt llx3- 13x4= o,
4%4+ Sug= ?x3- Zx4 =0,
13x1— 25x2+ Xz= 11x4 = 0

a zatim izrafunati determinantu sistema.

7. 1z sistema jednadina
211%) F Byp%y + a13x3 = bl’

BgoXy + a23x3 =0
331x1 + a33x3 = b3
odrediti nepoznatu X5 pomodu Chanovog grafa.
8, Wa osnovu Kronecker-Capellieve teoreme izvesti jedan poire~

ban uslov za saglasnost sistema od n+l jednalina koje sadrZe n
nepoznatih,



7. KARAKTERISTICNI POLINOM I SPEKTAR MATRICE

7.1. Sopstveni vektori i sopstvene vrednosti matrica

n-dimenzionalni vektori de gse u ovom poglavlju pred-
stavljati matricama-kolonama tipa n¥X1.

Heka je x vektor odredjen sa xT =” XXy see X, 11 neka
je A matrica tipa mXn. Proizvod Ax je matrica-~kolona tipa
mXl, tj. 4x je m-dimenzionalni vektor. Stoga gse matrica A mo-
e snvatiti kao operator keji vektore iz - preslikava u vek-
tore iz R™.

Ako je A = Nauﬁg kvadratna mairica reda n, vekltor Ax
je iste dimenzije kao vektor x, pa se moZe postaviti pitanje
kada je vektor Ax kolinearan sa x, tj. kada je

(1) Ax = Ax

za neko A. Nula-vgktor uvek zadovoljava jednadinu (1). Vextor
X # 0 koji zadovoljava (1)} naziva se sopstiveni vektor matrice

A. Broj A se naziva sopsivena vrednost matrice A. Sopstveni
vektor x i sopstvena vrednost A su jedno drugom pridrufeni

ili prlpadaau jedno drugom.

Jednoj sopstveno] vrednosti mo¥e da pripada viSe sop-
stvenin vektora. Ako su Xy i X5 sopstveni vektori matrice A
koji pripadaju sopstvenij vrednosti A, tada zbog Axl = lxl i
axy = lx'"z vaZi i A{xy+Bx,) =& x;+ PAx, = cLA.x1+{5/\x2 =
= A( u(x1+ sz), tj. linearna kombinacija olx,+ BX, je takodje
sopstveni vektor matrice A koji pripada sopstveno] vrednosti
A. Vidi se da skup sopstvenih vektora matrice A obrazuje pot—
prostor euklidskog n-dimenzionalnog prostoera R". Dimenzija o=’

vog potprostora naziva se geometirijska viSestrukost sopstvene

tn

vrednosti A .
Sopstvene vrednostl i sopstveni vektori se mogu odre-
diti ako se, na primer, (1) napiBe u razvijenom obliku:
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(2) ay1X; + BypXy + ees + By XK = K_xl ,
By0%) + 8poKy + oeee H Ay X = l.xz R
apyX] * BoXy F el + B X = 7\xn .
Sistemu jednadina (2) ekvivalentan je sistem
(3) (A - all)xl = a,X, - . e . - ay X, =0,
- a5 Xy + (A - a22)x2 - ... =a,x =0,
- a 1% - B oKy~ ee. + (A- a)x, =0 .

Kako sopstveni vektor nije nula-vektor, samo netrivi-
jalna reSenja ovog homogenog sistema odredjuju sopstvene vek-
tore. Uslov egzistengije netrivijalnih redenja je da determi-
nanta sistemagbude jednaka nuli, tj.

(4) A - a;q S8, .. = oAy,
T8, T 2 = @2n
. s =0 .
T enm - an2’ A- %hn

Uslov (4) moZe .se napisati u obliku
(5) det (AI - 4) =0 .

Ako se determinanta na levoj strani jedna&ine (4), od-
nosno (5), razvije, dobija se polinom stepena n po promenlji-
voj A, tj. (5) se svodi na’

(6) ag A" + alkn-;Fg;:# cer +an =0,

v ﬂ ) N
Jedna&ina (6), odnosno (4) ili (5), naziva se karakteristidna
jednadina matrice A. ReSenja karakteristidne jednaldine su sop-
stvene vrednosti matrice. Sopstvenih vrednosti ima n ali neke

od njih mogu biti medjusobno jednake.
%Za svako A odredjeno jednalinom (6) resava se sistem
(3) i tako dobijaju odgovarajuéi sopstveni vektori.

Primer 1. Za matricu A = ”g %Ilkarakteristiéna jednatina
glasi
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= A"-1=0.

A -1
det (AI - 4) = N

A

Sopstvene vrednosti su A1= 1i }L2= -1. Za A]_: 1 sistem (3)
postaje X =X, = 0, X, + Xy = 0. ReSenje sistema je Xy = Xp=

= &, gde je o proizvoljan broj. Sopstveni vektor za sovsive-
nu vrednost 7\1= 1 je o(_”%” i on je odredjen sa ta&nosSdéu do na
jednu multiplikativnu konstantu &« ., Na slidan nadin, za
7\2= -1, sistem (3) se svodi na jednadinu Xy - X, = G, tj.
Xy = =X; = -, gde je ® proizvoljan broj. Sopstveni vektor
se Bl -

Svaka sopstvena vrednost A ima kao koren karakteris-—
tiéne jednadine svoju viSestrukost. Ova viSestrukost naziva se
algebarska viSestrukost sopstvene vrednosti A . Algebarska vi-

Sestrukost proizvoljne sopstvene vrednosti nije manja od geo-
metrijske viSestrukosti.

Primer 2. Matrica ”g %” ima sopstvenu vrednost O &ija je al=-
gebarska viSestrukost 2 a geometrijska 1. U primeru 1 algebar-
ske 1 geometrijske viSestrukosti suv jednake.

Xolekci ja )‘1’ hz, ceey An sopstvenih vrednosti matrice
A naziva se spektar matrice A.

Polinonm

7 PA(?L) = det (AI - A) = a, AR . a; ARl a,

naziva se karakteristilni polinoml)

matrice A. OCigledno je
a, =1, a ako u (7) stavimo A = O dobijamo a, = (-1)? det A.
S druge strane je, prema Vietéovim pravilima, a, = (—l)n/\l?\2

hn pa se dobija

(8) det A = 11?‘2 )\n,

tj. determinanta matrice jednaka je proizvodu njenih sopstvenih

vrednosti.
Prema teoremi 1 iz 4.3 je

(9) ay = (-1)k Z det Ay ,
Me{l,2,...,n}

1) U literaturi se karakteristidni polinom Zesto definiZe po~
modu determinante det (A - AI).
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gde se sumiranje vr3i po svim podskupovima M sa n-X elemenata.
Dakle, koefieijent karakteristi&nog polinoma a, je sa 2Znakomn
{-1)k jednak sumi svih glavnih minora reda k matrice A, Dalje,
svako] glavno] submatrici AM (koja je reda k) mo¥e se pridru-
2iti odgovarajudéi digraf DM i determinanta det Aﬁ izraziti po-
modéu faktora ovih digrafova. Faktori ovih digrafova su deli-
miéni linearni podgrafovi sa po k &vorova digrafa GA pridruZe-
nog matrici A. Stoga je

(10) 8 = (<135 Dy (1P F o)

M F‘DM

R E L L

Fe k)
gde je Ef(k) skup svih linearnih delimilnih podgrafova diprafa
GA' s
sti ako se umesto digrafa GA koristi i digraf . Formula (10)
je u literaturi prvi put zabeleZena u [69].

koji sadr¥e tadno k &vorova. Formula (10) ostaje u vafno-

Primer 3. Digraf GA pridruZen matrici

a b 0 [

0 0 d 0
A =

0 0 0 e

f g s 0

prikazan je na sl, 1 zajedno sa svim svojim linearnim delimil~
nim podgrafovima koji su svrstani u grupe prema broju k &voro-
va.

Na osnovu (10) dobija se

PA(R) S S LY Lo degN\ + adeg - bdef.

¥a osnovu {10) dobijamo 2y = ~tr 4. S druge strane jJe
a; = —(hl + AZ + oaee +.1n), pa je

(11) tr A =A1 +/\2 + aae *An’

Polinom B=P(A) kvadratne matrice A je kvadratna matrica
istog reda, Odredidemo sopsivenes vrednostii matrice 3.
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- S 2
c .
k=2 4 A
. #=3

4 ‘ 3

o
1

k=
[ 3 2
L d

3

Heka je Ax =Ax (tj. neka je x sopstveni vektor za
sopstvem: vrednost A matrice A) i neka je

k-1 '
+oees F by A+ DL

k
= PLAY =
B=P(a) = b A" + byA
Tada je
Bx = (b A Akt A+b, )x
= o 1 ese bk-'l bk
k k-1 R
= boA x+blA x+...+ok_1Ax+bkx
= bOK¥k+b13F-lx+...+bk_1hx+bkx

= (boﬂk+blhk-l+...+bkulﬁ+bk)x = P(A)x.

bakle, x Je sopstveni vektor i za matricu B za sopstvenu vred-
nost P(A). Prema tome; ako su /\1, ?12, cees A n Sopstvene vredno-
sti matrice A, tada su P(Al), P(ﬂz),‘.., P(An) sopstvene vred-
nosti matrice P(A).

Mo%e se pokazati da su viZestrukosti sopsivenih vred-
nosti P(Al)y P(Az),..., P(An) jednake viZestrukostima sopstve~
nih vrednosti 33} AZ"“’ Ag. Ako se neke od sopstvenih vred-
nosii matrice B poklapaju, odgovarajude viSestrukosti se sabi-
raju.

Speeijalno, ako su A]) 32,...,-h sopstvene vrednosti

n
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matrice A, tada su Alk, )‘Zk""’ )\nk popsivene vrednosti ma~
trice A¥ (ke1,2,...,). Iz ovog sledi formula

k k k k
{12) tr A =hl +A2 + eue +ﬁ.n .

Na slian nadin ase mogu odrediti sopstvene vrednosti
Kroneckerovog proizvoda dve kvadraine matrice.

Ako su A 1 B kvaaratné matrice i ako za vektore {(ma-
Yrice-~kolone) x i y va3i Ax =Ax i By =My, tada je

(A®B)(x®y) = (4x) @ (By) = (Ax) ® ( My) = AM(x®Y) .

Dakle, ako je A sopstvens vrednost matrice A i ako je M sop-

stvena vrednost matrice B, proizvod A}\q Jje sopstvena vrednost
Kroneckerovog proizvoda A ®B. 0vo rezonovanje je moguéno upot-
puniti tsko da dobijamo slededi zakljulak. Ako se spekiar ma-
trice A sastoji od brojeva 11, A’Z""’}\'n i ako se spektar

matrice B sastoji od brojeva }Vll, N‘Z""’["‘m' spektar matrice
A®3B se sastoji od brojeva hif".j {i=1,2,00.,m5 J=1,2,...,m),

7+.2. Cayley-Hamiltonova teorema i minimalni polinom
kvadratne matrice

Rvaziveza Qi _‘izmedju &vorova i i j u digrafu G sa n
&vorova je uredjen par (C,Pia.), gde je C skup medjusobno dis~
Junktnih orijentisanih kontura digrafa G a P;; put izmedju Evow
rova i i j, pri demu je ukupan broj grana u konturama iz C i
putu Py, jednak n. Neka je Qf1,j) skup svih kvaziveza Qs4+ 28
fiksirano i,j indekse i,j éemo izostaviti i za QiJ.GQf 1,3) piw-
sati Q = {C,P). Prenos 0(Q) kvaziveze Q definiBe se kao proifz-
vod prenosa grana koje obrazuju kvazivezu a p(Q) kao broj kon-
tura u C. ‘
Teorema 1. Ako je A kvadratna matrica i PIAY) = detl AT - A)
njen karakteristiéni polinom, tada je P(A) = O. :
Nokaz. Weka je PIA) = AP 4 al)k-n'l e # akln"k + oees +
8 . Tada Jje
R N I R Y Gt R Wy L R I
Prema (10) iz 7.1 koeficijent a, se izraiava pomoéu premosa
linearnih delimi&nih podgrafova digrafa Gt koii sadrie tadno
k grana. Prema teorsmi 1 iz 3.1 element na mestu (i,j) matri-
ce AT jednak je zbiru prenosa puteva du¥ine n-k Eto vode iz



: ‘ . » 145
évoraki u;é'v»or J. Stoga je element na mestu (i,7) u matrici -
8, A”"F jednak %: ¢ -l)p(Q}G(Q), gde se sumiranje vrii po svim

kvazivezama § = (C,P) izmedju Svorova 4 i J u kojima put P ima
duZinu n-k. Sabirajuéi &lanove 'akAn”k za 0£k<n zakljudujemo
da je element na mestu (i,3) u matrici (1) Jednak

(> X -1 Q%)

QEQ(i, 1)
Za svako Q €Q(i, i) definiaaéemo VeQli, ) na sledeéi

nadin. Neka je Q = (G,P). Podjimo iz Svora i po putu P ka &vo-
ru j. Ako konture iz ¢ sadrfe k grana, put P sadrii n-k grana.
Put P prolazi h-k+l puta kroz neki Svor radunajuéi tu i podet-
ni i savrdni &vor. Po¥to konture iz C sadrie k &vorova a di-
:grazt G ih ima ukupno n, kreduéi se pc putu P moramo naidi
‘1% na &vor x puta P koji smo veé jednom obifili, ili 2° na
&vor y u nekoj konturi K iz €. U prvom sludaju se Y dobija iz
‘Q tako Bto se iz P udalje grane predjene izmedju dva dolasks
u x i teko formirana kontura doda skupu kontura C. U drugom
sludaju se u put P umedu kod Svora y grane iz K s K se udaiju-
je iz C. ] '

Vidi se de je Q@ = Q , (D = 6(Q) i p(Q = p(Q) + 1.
Podto je ~1?(Qg(q) + (-1)p(mc(® = 0 za svako Q, izrasz
(2) je jednak nuli.

Ovim je teorema dokazans
Teorema 1 se nazivae cayley—ﬂamiltonova teorema. Nave-

‘deni kombinatorni dokaz je otkriven tek nedavno a ovde je for-
mulisan prems {108] ,[109] « Cayley-Hamiltonova teorema predsta-
¥lja jednu od najsnadajnijih teorema u teoriji matrica..Ona
ime mnogobrojne primene u fisici, elektrotehnici i drugim

tehniékim disciplinama.

; Ova teorema se desto izrafava u sledeéem obliku: Svaka .
* satrica je, w matridnom smislu, nula svVog karakteristilnog po~

Linoma. .

EKorisno je da &italac direktno proveri ovu teoremu za

EkVa&ratne matrice drugog .-da.

g Pored karakteristiinog polinoma P(A) postoje i drugi
'polinomi Q(A) za koje je G{4) = O. Na primer, svaki polinom o-
blika Q(A) = P(AIR(A), gde je R(A) proizvoljni polinom, ima




146

gpomenutu osobinu,

Polinom m{f) najmanjeg mitepena u kome je koeficijent
ne najétariji lan jednak 1-i za koji je m{A)} = O naziva se
minimalni polinom matrice A.

Iako se uvidja de je minimalni polinom m(A) za datu
matrica A jedinstven i da je gvaki polinom Q(}\_), sa osobinom
Q(4) = 0, deljiv minimalnim polincmom m{A). Na osnovu ovoga se
zakljuduje da je minimalni polinom faktor karakteristi&nog po-
linoma. Na osnovu ovoga se minimalni polinom najteSée i odrew
djuje.

Primer 2., Karakterisgtiéni polinom matrice

4 =2 2
-5 7 =5
-6 &6 -4

je polinom P(A) = (A= 2)2( A~ 3). Minimalni polinom m(A) je
Jjedan od delilaca ovog pelinoma. Neposrednom proverom se dobi-
ja da je m(A) = (A= 2)(A- 3).

Ako se minimalni polinom matrice poklapa ga njeninm ka-
rakteristifnim polinomom matrica je nederogatorna, U suprotnom
sludaju, kada Jje stepen minimalnog polinoma manji od stepena
karakteristilnog polinoma, matrica se naziva derogatorna.

Kao $to je definisano u odeljku 3.4, prateda matrica
polinoma f{A) = AR . by Akl oo bk_l?&. + by Jje matrics A
koja je u 3.4 data sa (12) a njen digraf GA je prikazan na
sl. 1 u 3.4 (sa dopunskim &vorom O koii u ovom kontekstu treba
izostaviti). Na osnovu zadatka 8 iz 4.9 zaklju¥ujemo da je
f(f}) karakteristidni polinom matrice A. Dokazademo da je f(A)
takodje minimalni polinom matrice A. Preipostavimo suproino,
da postoji polinom g(A) = g, AS . g, ASTL L. gs-l}\’ + &g
stepena s<k takav da je g(A) = O. Posmatrajmo dvorove 1 i s+l
w 6%, Jedini put duZine manje od k koji vodi iz 1 u s+l ima
duZzinu s. Stoga uslov g(A) = 0 daje g, = 0,8te protivuredi da
je g{(#) polinom stepena s. Dakle Ff(A) je karakteristidni i mi-
nimalni polinom svoje pratede matrice. Prateda matrica proiz=-
voljnog polinoma Je nederogatorna.
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7.3. Sliénost matrica i Jordanov kanonidni oblik

Defihicija 1. Matrica A je slic¢na sa matricom B ako postoji
nesingularna matrica X takva da je -

(1) A =x"1Bx .

Ako Jje matrica A slidna sa matricom B, piseé se A~ B,
Iz definicije se vidi da je relacija slilnosti definisana samo
za kvadratne matrice. Ako va¥i jednakost (1), kaZe se da se A
dobija iz B transformacijom pomodu matrice X ili da je A slid-
na sa B preko matrice X. '

Ako se stavi B = A, vidi se da je jednakost (1) zado-
voljena sa X = I. Dakle, A~JA, tj., relaciia slidnosti je re-
fleksivna. '

Iz (1) se dobija B = XAX L, 4j. B = Y LAY, gde je ¥ =
= X'l. Znati da iz A~V B sleduje B VA pa zakljudujemo da je
relacija slifnosti simetridna.

Relacija slilnosti matrica je i tranzitivna jer iz
A"V B i BN C sleduje najpre egzistencija matrica X i ¥ takvih
da je A = XXBX i B = Y"ICY, a zatim jé A = X~1y~tcyx, tj. A =
= z7%cz, gde je Z = YX, Sto znafi A ~JC.

Dakle, relacija slilnosti je relacija ekvivalencije.

-1

Skup kvadratnih matrieca je ovom relacijom razbijen na klase e-
kvivalencije, koje se nazivaju klasama slilnosti. Dve matrice
pripadaju istoj klasi slidnosti ako i samo ako su siilne.

Slidne matrice imaju niz zajednidkih osobina. Na pri-
mer, slifne matrice imaju isti red, $to je odigledno. One ima-
ju i isti karakteristidni polinom, tj. iste sopstvene vredno-
sti, Jer iz A~ B sleduje egzistencija matrice X takve da vaZi
(1), a zatim je -

det(AI - 4) = det(AX"1X - XBX) = det X"1( AI - B)X
= det(X1) det(AI - B) det X = det(X"1X) det(AI - B)
= det I det(AI - B) = det(AI - B) ,
gto dokazuje tvrdjenje.

Medjutim, ako dve matrice imaju isti karakteristilni
polinom, one ne moraju biti sliZne.
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Primer 1. Hatrice 4 = I = ||} ﬂ\i B = “:c‘) ﬂ\ inaju isti ka-

rakteristidni polinom (A - 1)2. Medjutim, one nisu glifne jJer

bi ma svaku nesingularnu matricu X bile x1ax = x7lx = 1 =

= I te ne bi mogla va¥iti jednakost B = x"Lax.

Primer 2. Ako su digrafovi GA i GB matrica 4 1 B igomorfni, na
osnovu primera 4 iz 2.2 va¥i Jednakost A = PTBP, gde je P per-
mutaciona matrica. Kao 5to je spomenuto u zadatku 4 iz 5.4,
pl T pa se dobija 4 = P 1zp, Dakle, ako su G, i Gy izomor-
fni, matrice A i B su slidne preko jedne permutacione matrice.
Istl za¥ljudak je u va¥nosti i kada se G, i Gy zamene sa gt 3
¢B, Ako su pak Konigovi digrafovi G(4) i G(B) izomorfni, ma-
trice & 1 B su povezane relacijom A = QBP, gde su P 1 @ permu;
tacione matrice. Permutaciona matrica Q permutuje crne &vorove
digrafa G(B) a permutaciona matrica P permutuje bele dvorove,
Ako se zahteva da A i B budu slidne matrice, digrafovi G{A) i
G(B) treba da budu izomorfni sa izomorfizmom koji odriava
sparenocst crnih i belih &vorova. To zna¥i da izomorfizam ¥ ima
slededu osobinu. Ako ¥ preslikava crni &vor i digrafa G(A) u
erni &vor j digrafa G{B), onda je slika belog &vora i digrafa
3{4) upravo beli &vor j digrafa G{(B), i obrauto. Druéim redima,
digraf G(4) se mo¥e dobiti iz digrafa G(B) permutacijom parova
craib i belih &vorova (a ne proizvoljnom permutacijom dvorova,
kao Sto je to bio sludaj kod digrafova GA i GB, odnosna GA i
&%)

Ako kvadraina matrica A reda n ima n linearno nezavis-
nih gopstvenih vektora (to je, na primer, sludaj kod simetrid-
ne matrice), tada je matrica A slidna dijagonalncj matrici
diag(?\l, ?-2,..., A)y gde su 7\1,?\2,...,3\11 sopstvene vred-
nosti matrice A. Zaista, ako je U matrica dije su kolone jedi-
niéni sopstveni vekiori u qoUns e e ety koji pripadaju redom gop-
stvenim vrednostima 31, preses A

malni, dobija se UL = U™L a zatim

n i koji su medjusobno nor-~

T T
bl Y1
T T
-1
(2)  vThau = el A fluy wy o ugfl = 1I2) Ay Aguy e Aw))
tn i
un un
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T T T
Ajupuy  Agwuy wee Aguguy Ay
|
T 7 T
_ Ryuzuy  Aguou, Aguzty i A,
= . = ’
) T m :
hlunul }‘ZunuZ Anunun 2 n
U S
jer je ujuy = gij'

Postupak nalaZenja dijagonalne matrice koja je slina
zadatoj matrici naziva se dijagonalizacija métrice.

Medjutim, nije svaka matrica sliéna nekoj dijagonalnoj
matrici. Ipak, svaka matrica je sliéna jednoj matrici koja po-
red elemenata na glavnoj dijagonali ima jo3 samo na dijagona-
1i, neposredno uz glavnu dijagonalu, elemente razlidite od nu-
le. Ovakve matrice nazivaju se Jordanove matrice i sada demo
ih striktno definisati.

Definicija 2. Kvadratna matrica reda n
30 = NAY (n=1),

A1
Al
Jn('x') = : . . (n>l)l

|
A

naziva se Jordanov blok. Direktna suma Jordanovih blokova

Jnl(:\l) 3 an(hz) 4» eee # Jnk(z\k)

je Jordanova matrica.
Jordanova matrica je kvazidijagonalna matrica a medju
brojevima Ajj hz,..., Ak moZe biti i medjusobno jednakih.

TPeorema 1. Svaka kvadratna matrica je sli&na nekoj Jordanovo]
matrici,

Dokaz ove teoreme je veoma opSiran i njemu posvedujemo
ostatak teksta u ovom odeljku. Plan dokaza je sledeéi.

Da bismo dokazali slidénost zadate matrice-A sa jednom
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Jordanovom matricom dokazademo, najpre, da je 4 slidna sa Je=-
dnom gornje . trougaonom matricom B. Dalje se dokazuje da je B
8li¢na sa jednom kvazidijagonalnom matricom ¢ u kojoj su dija-
gonalni blokovi gornje trougaone matrice. Najzad dokazujemo
slidnost matrice C sa jednom Jordanovom metricom J. Zbog tran-
zitivnosti relacije slinosti izlazi da je An/J,

Lema 1. Xvadratina matrica A reda n slidna je sa gornje trouga-
onom matricom B u kojoj se na glavnoj dijagonali nalaze sopst
vene vrednosti A]} AZ,...,AIImatrice A. Poredek sopstvenih
vrednosti na glavnoj dijagonali moZe se proizvoljno izabrati.

Dokaz. Transformaciju matrice A u matricu B izvrsidemo nizom
koraka. U prvom koraku formiramo matricu A¥ = X_lAX, gde je
X =)lx1 Y” regularna matrica, pri Jemu je X sopstveni vektor
(kolona) matrice A za sopstvenu vrednost hl a Y matrica tipa
n X(n-1) takva da je X regularna matrica.

%

1

Neka, je L= . Iz uslova X "X = I dobijaju se ma vektore

-vrste ZygZpyesesl relaci je 31X = 1, 2, =0, i =2,3,...,n

n -1 i*L
Prva kolona matrice X ~AX ima stoga oblik

1%1 A
-1 -1 25%) 0
Chaxg = X% = AT =L ]
anl 0
pa je Aloa
1
Cla = lL1plY)
o] : Al

Sopstvene vrednosti matrice Al su preostalih n~l sopstvenih
vrednosti matrice A, Sada isti postupak treba primeniti na ma-
tricu Al, itd., dok se ne dobije matrica prvog reda koja ved
ima gornje trougaoni oblik. Ako je S matrica koja matricu Al
transformife na gornje trougaoni oblik,onda matrica ”%?i-g1l
transformisSe matricu A" na gornje trougaoni oblik. '

Ovim je dokaz zavr$en.

Opisademo sada dve slidne transformacije matrica koje
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éemo Sesto koristiti u daljem izlaganju.

1° Neka je Eij matrica &iji je element na mestu (i, j)
jednak 1 dok su ostali elementi jednaki nuli. Kdnigov digraf
matrice I + aEij reda n prikazan je na sl. 1.

' 1

sl. 1 sl. 2

Na sl. 2 prikazana je kompozicija Konigovih digrafova za ma~-
triéni proizvod na levo] strani jednakosti

(3) (1 - aEij)(I + aEii) = 1.

3a sl. 2 se neposredno dobija (3). Odavde je
. -1 _ g

(4) (I + aB;y) T =TI -aky.

. Neka su matrice A i B slidne preko matrice I + aEi

. 3’
tj. neka Jje

(5) B = (I - aEij)ATI + a‘Eij)'

Na 8l. 3 prikazana je kompozicija digrafova za proizvod matri-
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ca na desnoj strani reiacije (5).

Sa sl. 3 se vidi da se transformacija sastoji u tome
8to su i-t0j vrsti matrice A dodati elementi j-te vrste pomno-
Zeni sa ~a i $to su j-toj koloni dodati elementi i-te kolone
pomnoZeni sa a. Ako je uz to A gornje trougaona matrica, grane
digrafa G(4) idu "na dole" pa se transformacijom i~-ta vrsta e-
ventualno menja samo podev¥i od mesta (i,j) pa nadesno. Slidno
tome j-ta kolona se mo¥e menjati samo na mestu (i,j) i izrad.
Specijalno za i< j imamo

-n N
(6) -bij = aij + B.(aii 235
Ako Je 254 # ajJ, moZe se a odabraii tako da bude
bij = 0. Dakle, transformacijom pomoéu matrice I + aE . moZe

se u gornje trougaono; matriei proizvesti nula na mestu (i,3)
ako je a; g # ajj’ pri Eemu se jos, evertnalno, menjaju elemen-
ti i-te vrste desno od mesta (i,j) i elementi j~-te kolone iz-
nad ovog mesta.

2° Ako se u digrafu G(A) matrice A permutuju oznake
parova crnih i.belih &vorova, dobija se digraf G(B) matrice B
koja je slifna sa matricom A preko jedne permutacione matrice
(videti takodje primer 2).

Lema 2. Svaka kvadratna matrica A je sli¥na nekoj kvazidijago-
nalnoj matrici € oblika

(1) C=0Cpq #Cpp + +uu #Cp sy

gde Jje cii gornja trougaona matrica &iji su elementi na glav-
noj dijagonali jednaki gopstvenoj vrednostiﬁ“_matriee A, Pri
tome je red matrice ciijednak viSestrukosti sopstvene vredno-
sti Mi.

Dokaz. Na osnovu leme 1 matrica A je slifna sa gornje trougao-
nom matricom B, pri Zemu se na glavnoj dijagonali matrice B
nalaze sopstvene vrednosti matrice A. Neka je matrica B oda-
brana tako da se medjusobno jednake sopstvene vrednosti nalaze
na susednim mestima glavne dijagonale. Neka su Ml, fﬂz,...,}wr
sapstvene vrednostl matrice 4 sa viSestrukostima DysNpyenoshyy
respektivno. Tada se B moZe izabrati u obliku
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(@) B .

Cor

gde je Coq (s = 1,2,...,7) (kvadratna) gornje trougaona matri-
ca reda ngu kojoj su na glavnoj dijagonali svi elementi jed-
naki Ns' Transformisaéemo.matricu B uzastopno pomodéu raznih
matrica oblika I + ak, .. ¥esta (i,}) u matrici B koja odgova-~
raju submatricama C %p # q) nazivademo plava mesta. PoZto se
za plava mesta (i,j?? i-ti i j=ti element glavne dijagonale
matrice C razlikuju, moZe se na plavem mestu (i,j) transforma-
cijom oblika I + aEij dobiti broj nula. Pri tome se mogu pro-
meniti elementi na plavim mestima iznad i desno od plavog me=~
sta (i,j). Da ne bismo daljim transformacijama "pokvarililveéd
dobijene nule, plava mesta éemo tretirati- specijalnim redosle-
dom., Poredjajmo plava mesta u niz tako da je uvek plavo mesto
(1,J) ispred mesta (k,r) ako je i<k i j =rilii=k i j>r. Ovo
se posgtiZe ako se, na primer, uzmu najpre plava mesta (i,j) sa
najmanjim indeksom i, i ona poredjaju prema opadajuéim indek-
sima j, a zatim wzmu-mestia sa slededom vrednosti i i ona pore-
djaju na isti naéin'prema<j4 itd. dok se ne iscrpe sva plava
mesta. Dakle, na svim plavim mestima mogu se dobiti nule i ma-
trica (B) se svodi na oblik (7).

Ovim je lema dokazana,

Matrica C naziva se Jacobijev kanonidéni oblik matrice Ao

Lema 3., 3Svaka nilpotentina matrica A je slidna sa direktnom su-
mom matrica oblika H_ = & . ]ls .
s Vi, - 1

Dokaz., Prema definieciji nilpotentne‘matrice postoji prirocdan
broj k takav da je Ak = 0. Ako je x sopstveni vektor matrice A
koji pripada sopstvenoj vrednasti A, zbog Ax = A x dobija se
% = A% =0, tj. A¥ =0i N= 0. bakle, sve sopstvene
vrednosii nilpotenine wmatrice su jednake nuli. Prema lemi 1, 4
je slifna jednoj sitrogo gornje trougaonoj patrici € = Rcijn?
(ti. ¢iy=0zaip 3i.

Razuestimo vorove digrafa 3(C) po ugledu na si. 1.
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Grane ovog digrafa idu "na dole". NajviZa grana koja izlazi iz
i=tog c¢ctnog &vora naziva se glavna grana tog &vora. Redni broj
belog &vora u kojem se zavrSava glavna gréna crnog &vora i na=-
ziva se rang ¢vora i i obheleZava se sa éﬁ. Ako iz &vora i ne
izlazi nijedna grana, usvaja se ©,; = +oo,

Dokazademo da je matrieca C slidna sa jednom strogo
trougaonom matricom D za koju glavne grane crnih &vorova di-
grafa G(D) nemaju zajednidkih talaka. To demo postidi nizom
gliénih transformacija oblika 1°41 2% u stvari, vr3idemo per-
mutaciju, tj. promenu redosleda parova &vorova. Kao $to je ved
redeno, par obrazuju jedan crni &vor i beli &vor sa istim red-
nim brojem. Ove parove demo na specijalan nalin sme3tati po~
stepeno na donji deo crtefa. Prilikom premedtanja par Evorova
dobija novi redni broj: Radi kratkode u izra¥avanju govoridemo
o premeftanju cxrnih ¢vorova iako se sa crnim 3vorom premedta i
cdgovarajuéi beli &vor.

Premestimo najpre izolovane crne &vorove na dole. Me-
dju ogtalim crnim &vorovima uolimo one pajvedeg ranga, a izme
dju njih najni#i, i spustimo ga iznad dole ved smeZtenilh crnih
&vorova,., Zbog premedtanja odgovarajudeg belog &vora pri ovome
se mo¥e promeniti rang samo onih &vorova koji imaju manji rang
od Zvora koji se premeSta. Ponavljajmo ovaj postupak sve dok
se ne desi da dva dole smeStena crna &vora imaju isti rang.
Tada postupame na slededéi nadin.

Neka za crne &vorove i,i+1 vaZi €5i = Esi+1 = m, Tada
se transformacijom pomodu matrice I + a.Ej_,i+1 sa pogodno iza-
branim a postiZe nuls na mestu {(i,m).

10—s—0 S
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Zaista, prema sl. 4 treba izabrati a tako da je Cim™ acy .y ;m =
= 0. Ovom transformacijom povedava se rang &vora i ali ne j-
gvora i+l. Crni &vorovi ranga i+1 wogu; eventﬁalno, da ﬁofeéa—
ju rang ali to nije bitno za dalja razmatranja. XKod crnih
évordva"ispod &vora i ni%ta se ne menja. Sada se &vorovi i i

i+l smatraju kao nesmeSteni i ponavlja se ranija procedura.

Na kraju zaista dobijamo matricu D sa traZenim osobi-
nama. Rangovi crnih &vorova digrafa (D) obrazuju strogo rastu-
¢i niz.

U digrafu G(D) moZemo postupno eliminisati sporedne
grane (tj. grane koje nisu glavme) svih &vorova. Pretpostavimo
da smo veé eliminisali sporedne grane crnih &vorova i za i<k
i posmatrajmo crni &vor k. Neka je GBk = m., Primenimo redom
transformacije pomoéu matrica I + aEmt (videti sl. 5) za t =
= M+1,M+2, e 0eyNe

Ako se izabere a takvo da je dkma + dkt = 0, element matrice D
na mestu (k,t) postaje nula, tj. uklanja se jedna sporedna
grana &vora k. Posto glavne grane nemaju zajednilkih talaka,
ovom transformacijom se ne menja ni¥ta iznad &vora k. Na prvi
pogled moZe da se izmeni situacija crnog &vora m. Medjutim,
podto su glavne grane ¢vorova m i t disjunktne, moguéPa je
promena samo sporednih grana &vora m $to ovde nije bitno.

Na opisani nac¢in dolazimo do matrice F &iji digraf
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G(P) sadrzi samo glavne grane. Posmatrajmo sada digraf GF. 0=
vaj digraf ne sadrZi konture (jer grane vode od &vorova sa ma-
hjim rednim u &vorove sa veéim rednim brojem), iz svakog &vora
izlazi najvige Jjedna grana i u svaki &vor ulazi najviSe jedna
gréna. Komponente ovog digrafa su oligledno digrafovi oblika
digrafa sa sl. 6.

f12 23 fs-1,s
[0 e S O == e IR g S e )
1 2 3 S-1 S
sl. 6

Prenuneri3ino &vorove digrafa 6F tako §to demo uzeti jednu
komponentu i njene &vorove numerisati kao na sl, 6, a zatinm
nastaviti numeraciju drugih komponenti na isti naé&in.

Kada bi prenosi grana digrafa GF bili jednaki 1 dobi-
jena matrica bi bila direktna suma matrica Hs iz leme 3., No
prenosi“mogu postati jednaki 1 ako se na F primeni transforma-
cija pﬁm?éygpogodne ‘dijagonalne matrice diag(dl,dz,...,ds). Da
ovakva mitrica postoji uveravamo se pomodu sl. 7, gde je dat
transformacioni digraf za sluéaj kada GF ima samo jednu kompo-

nentu.
-1 &
d it d
. Y g %
sl. 7
el N .
Opsti sluéaj je, odigledno, sasvim analogan.
Ako se izabere dl = 1 onda se sa sl. 7 dobijaju rela-
cije
£,,d, =1, f il—3‘=1 £ i—1
1272 — 23 a Y et e s=1,s8 a -
s=1

n
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odakle je
4, = 2, a5 = — .4 = - 1
15 15853 A PEFL TELE SO N

Ovim je lema dokazana.

Dokaz teoreme 1. Prema lemi 2 svaka kvadratna matrica je slid-
na jednoj matrici oblika (7). Kao 5to se vidi iz dokaza leme
2, vaZi relacija ‘

Cog = MSI +N,, 8= 1,2,00.,T

gde Jje Ns jedna nilpotentna matrica reda ng. Prema lemi 3 po-
stoji nesingularna matrica Xy takva da je

-1 o
XN X = Jml(O) 3 sz(o) e 43 (0)

P
za neko p. Sada je

X;1(333}(3 = Jml( Ns) + sz(ﬂs) oo d Jmp( Ms) ’

§to se neposredno proverava naznadenim mnoZenjem;
Sada se pomodu matrice

L=X +% +... ¢ Xs

matrica A o¥igledno transformise u jednu Jordanovu matricu;
ovim Je dokaz zavrSen... :

Na glavnoj dijagonali nalaze se sopstvene vrednosti
matrice A. MoZe postojati i viZe Jordanovih blokova koji odgo-
varaju istoj sopstvenoj vrednosti.

Jordanova matrica koja je sliéna.sa matricom A naziva
se Jordanov kanoniéni oblik matrice A. Jordanov kanonidni ob-
1ik nije jedinstven jer je redosled redjanja Jordanovih bloko-

va du# dijagonale Jordanove kvazidijagonalne matrice proizvo-
ljan.

Pojam slidnosti matrica je od interesa u teoriji vek-
torskih prostora. Neka je Stlinearni operator koji preslikava
vektorski prostor V u samog sebe. Za zadatu bazu B prostora V
operator Skse predstavlja jednom kvadratnom matricom A. Neka
su 51 i B2 dve baze prostora i Al i A2 odgovarajude matrice o-
peratora %t. MoZe se pokazati da su matrice Al i A2 sliéne.
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Prilikom smene proménlsivih u kvadratnoj formi nailazi
_se takodje na pojam sliénosti matrica. Ako se u kvadratnoj
formi xTAx (a 3\\aij“§’ xT =uxlx2...xn“) uvede smena promen-
PN -1 T .
Ljivih x = Sy (S = “Sij“§’ s = s°, y,fltylyz...ynn), dobija
se xTAx = (5y)TAsy = yTsTasy = yT(s7¥4S)y = yTBy. Matrica B je
simetridna ako je matrica A simetridna. Dakle, dobijena je

kvadratna forma po novim promenljivima a matrice stare i nove
kvadraine forme su sliéne.

7.4. Karakteristiéni polinom grafé

Graf moZe da bude predstavlijen jednom kvadrainom ma-
tricom &iji je red jednak broju Svorova grafa. Element na pre-
seku i-te vrste. i j~te kolone ove matrice jednak je broju gra-
na koje povezuju &vorove x i1 xj, pri demu su dvorovi grafa o-
znadeni sa XysXpsseesXpe Ova matrica se zove matrica susedstva
grafa i obelefava sé.sa A.

Primer 1. Matrice susedstva grafa %g sl. 1 i prvog multigrafa
sa sl., 2 iz odeljka 1.1 su redom,

o 1 1 1 o 1 o o
10 o0 1 1 0 3 o0
1 0 o 1 ! fto 3 0l
12 1 il fleoo 1w

Ako dopustimo da dva Svora mogu biti spojena najvile
jednom granom, elementi matrice A mogu biti samo O ili 1. Ele-
menti matrice susedstyadmultigrafa su prirodni bdbrojevi i nula.
Matrice susedstva grafova i multigrafova su simetrifne matri-
ggg&gtﬁx«glemenata,aavg}amng@gijagonale Jjednak je broju petlji

u grafu.

k Regularni grafovi stepena r imaju ma-
tricu susedstva u kojoj se u svakoj vrsti i
)Xz - X3 svakoj koloni nalazi talno r jedinica. Matri-
| ca susedatva potpuhih grafova ima na glavnoj
dijaganali elemente jednake nuli; ostali ele-
menti matrice jednaki su 1.

Izomorfni grafovi mogu imati razlidi-

Xi Xz

X3 Xy
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%evmatrice susedstva.

Vfrimér 2. Na sl. 1 data su dva izomorfna grafa (tj. jedan graf
FrIMCL <
E%a dve razliéite numeracije cvorova) Ovim grafovima odgovara-

ﬁu.matrlce susedsiva

o 1 0 0o 1

0
A = 1 0 1if, A, =110 o L.
1

0 1 0 1 0

Dakle, Al # A2. Medjutim, iz nafina formiranja matrice
Egusedstva vidi se da se razlidite matrice susedstva istog gra-
ifa mogu dobijati jedna iz druge prenumeracijom &vorova grafa,
§bdnosno permutovanjem vrsta i kolona matrica. Pri ovom je bit-
no da se ista permutacija primenjuje i na vrste i na kolone.
Tako, na primer, Al se moZe dobiti iz A2 ako se najpre u A2
xprva vrsta stavi na mesto trede, tredéa na mesto druge i druga
‘na mesto prve, a zatim se iste operacije izvrsSe sa kolonama.

' Dve matrice susedstva Al i A2 nekog grafa povezane su
k"relauc.uom Az =P lA P, gde je P neka permutaciona matrica. Po-
§to Je permutac10na matrica nesingularna matrica, Al i AZ su

™~

sliZne matrice.

U ovom odeljku opisademo dve va¥fne invarijante grafa:
karakterlstléni polinom i spektar grafa. Karakterigtidni poli-
.ggg PG(?L) grafa G predstavlja karakteristidni polinom jedne
r?d matrica susedstva A grafa G, tj. PG(R.) = det(AI - a).

Razlidite matrice susedstva imaju iste karakteristine
'polinome Jjer slidne matrice imaju iste karakteristi®ne polino-

s

ime. Stoga je karakterlstlénl polinom grafa PG(7\) Jedinstven,
tj. invarijantan u odnosu na prenumeraciju &vorova.

UopsSte, ako se za matricu susedstva A nekog grafa G
;bdrede karakteristi®ni polinom, sopstvene vrednosti i spektar,
kaZe se da su to, redom, karakteristilni_ polinom, sopstvene
vrednosti i spektar grafa G.

Primer 3. Ako za graf iz primera 2 uzmemo matricu susedstva Al,
karakteristiéni polinom grafa odredjen je determinantom
A -1 0
det(AI-4)) = [-1 A 1= - 2A=A(R - 2).
0 -1 A
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Hule ovog polinoma su O, VE, V21 one obrazuju spek-
tar grafa . :

Sopstvene vrednosti grafova su realni brojevi (videti
teoremu 1 iz 7.6).

Neka je G nepovezan graf sa komponentama povezanosti
Gyrennsly koje se mogu posmatrati i kao samostalni grafovi. A-
ko su Al,...,gé matrice susedstva grafova Gl,...,GS, matrica
susedstva A grafa G ima oblik

A= . = Al L I & As.

A

Dakle, za karakteristidne polinome vaZi

PoA) = B A) s B (A

a odavde sleduje da se spektar grafa G dobiﬁé objedinjavanjem
spektra njegovih komponenti povezanosti Gl,...,Gs.

Iz ranije navedenog sleduje da izomorfni grafovi imaju
iste karakteristidne polinome, odnosno spektre. Ovde se samo
po sebl namede pitanje: Da 1i neizomorfni grafovi imaju rasli-

» &ite karakteristidne polinome? Ova in-
téresantna hipoteza se opovrgava pri-
merom dva neizomorfna stabla {sl. 2)
koji imaju iste karakteristidne poli-
neme

Pg(n) =A% - 7AS L 94,

U literaturi su navedeni i drugi pri-
meri neizomorfnih izospektralnih gra-
sl. 2 fové.

Dokazano je da ne samo karakteristi®ni polinom matrice
susedstva nego i op¥tije matrifne funkeije (na primer, perma-
nent - #ideti 10.1) ne odredjuju graf sa tadnodéu do izomorfi-
zma. ‘

I pored ovoga spektri grafova mogu da poslule kao ko~
risno sredstve u analizi razliditih problema sa grafovima. Vi-
dedemo da su koeficijenti karakteri§tiénog polinoma odredjeni
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strukturom grafa. Stvar se moZe posmatrati i obrnuto, tj. na
osnovu poznatog karakteristilnog polinoma ili spekira grafa o-
dredjivati detalje strukture grafa. Jasno je da se svi detalji
strukture ne mogu u opStem slulaju odrediti jer, kao Sto je
navedeno, postoje gfafovi razlidite strukture sa istim spek-
trom. Stoga su interesantna, na primer, slededa dva pitanja:
1% Kako se razlilite osobine grafa odraZfavaju u spek-

tru grafa? _
20 Koje se ogobine grafa i na koji nain mogu odrediti

pomodéu gpektra grafa? .

Nave3demo neke osobine karakteristid®nog polinoma i
spektra grafa. .

Neka je P.(A) = a, A" s al?\n"1 + oo + a, karakteri-
spektar grafa. Stepen ka-

stidni polinom grafa i ?\l""’hn
rakteristidnog polinoma jednak je broju &vorova grafa,. Jasno
je da je ag = 1. Koeficijent a je sa obrnutim znakom jednak
tragu matrice susedstva, tj. broju petlji grafa. Koeficijent
a, jednak je zbiru glavnih minora drugog reda matrice sused—
stva, tj. zbiru determinanti matrica susedstva svih podgrafova
sa dva &vora. Ako se ograniéimo na grafove bez petlji i vide-
strukih grana, determinanta matrice susedstva grafa sa dva
&vora jednaka je -1 ako su &vorovi spojeni granom i jednaka O
u obrnutom sludaju., Stoga je koefiecijent -a, jednak broju gra-
na grafa. Uop&te, koeficijenti karakteristidnog polinoma imaju
vrednosti koje se mogu odrediti iz strukture grafa, %to poka-
zuju sledede dve teoreme H. Sachsa.
Teorema 1. Neka je

Po(A) = det(AI - A) = A"+ a; A 4 v a
gde je A matrica digrafa G koji moZe da ima vi&estruke grane
i1i petlje, Tada je

. L
(1) a; =L§6(-1)p(_ ) (i =1yeue,n) ,
X ;

gde se sumiranje vrdi po svim linearnim delimidnim podgrafovima
L; sa tadno i &vorova; p(Li) oznaava broj komponenti noveza~
nosti grafa Li’

Dokaz. Svako}] grani i petlji digrafa G pridrufimo kao njen pre-
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nos braj 1. Tako dobijeni digraf GA je digraf pridru¥en matri-
ci susedstva A digrafa G, Na osnovu formule (10) iz 7.1 dobija
se formula za ay iz teoreme.

Ovim je dokaz zavrSen.

Za, sluBaj neorijentisanih grafova bez petlji imamo
slededéu specijalizaciju teoreme 1.

Teorema 2, Neka PG(h) ima znaenje iz teoreme 1, s tim Jto se
sada posmatra neorijentisan graf G. Elementarne figure su:

a) potpuni graf K2 sa dva &vora; b) kontura C_ sa P> 3 &vorova
‘Osnovna figura Ui je svaki graf sa talno i &vorova, &ije su
gve komponente povezancsti elementarne figure. Neka je p(Ui)
broj komponenata za Ui i c(Ui) broj kontura koje se kao kompo~-
nente sadrZe u Ui’ Tada je

(2) N =UZZG(_1)P(U1)20(U1),
ic

gde se sumiranje vr8i po svim osnovnim figurama sa tadno i &vo-
rova koje se kao delimi&ni podgrafovi nalaze u G.

Dokaz. Digraf GA pridruZzen matrici susedstva A grafa G dobija
se 0od G kada se svaka neorijentisana grana zameni parom ori-
jentisanih grana koje povezuju iste &vorove ali su suprotnih
orijentacija, jer je A simetri¥na matrica. Tada vaZi (1). Po-
smatrajmo jedan linearni delimiéni podgraf Li digrafa GA' Za~
jedno sa orijentisanim konturama duZina veéih od 2 (neka ih i-
ma k) digrafa Li posmatrajmo i sve orijentisane konture dobi=-
jene promenom orijentacije grana u konturama. Zbog simetriéno-
sti matrice A ave ove konture postoje u GA kao delimiéni pod-
grafovi. 04 ovih ukupno 2k orijentisanih kontura moZe se for-
mirati viSe delimic¢nih linearnih podgrafova. Naime, svako]
konturi grafa G odgovaraju dve orijentisane konture i taéno
jedna od te dve moZe da udje u sastav jednog linearnog deli-
miénog podgrafa. Stoga je broj ovakvih podgrafova 2k. Svi oni
odgovaraju jednoj osnovnoj figuri U, za koju je c(Ui) = k. 0-
rijentisanim konturama duzZine 2 odgovaraju u osnovnoj figuri
Ui komponente K2. Konture duZine 1, tj. petlje, po pretpostav-
ci teoreme ne postoje u G. Stoga se umesto sumiranja po line-
arnim delimidnim podgrafovima moZe sumirati po osnovnim figu-
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rama U; pa se dobija formula (2).
Ovim je teorema dokazana.

Priﬁer 4. Na sl. 3 prikazan je jedan graf G sa svojim osnovnim
figurama koje su grupisane prema broju &vorova k (k})B).

= P4 D | - -

> oAy e o [

sl. 3

Svaka grana obrazuje jednu osnovnu figuru sa 2 &vora.
Na osnovu (2) dobija se za karakteristidni polinom ovog grafa

PeA) = N - 6A% - 2227 4 (5-2)A + 2
= 715-6R3-43\.2+3}\ +2 .

Bihromatski grafovi imaju spektar sa slededom osobinom.
Ako je a sopstvena vrednost grafa, tadg je i -a. sopstvena vre-
dnost grafa, i, uz to, broj sopstvenih vrednosti koje su jed-
nake a jednak je broju sopstvenih vrednosti koje su jednake -a.
To znadi da je spektar bihromatskog grafa, shvaéen kao skup
tadaka na brojnoj osi, simetrifan u odnosu na tadku 0. Karak-
teristidni polinom bihromatskog grafa sa n &vorova ima, dakle,
osobinu. Py(-~ -A) = (-1)%r G(h)

Da bismo dokazali ovu osobifu zamislimo da su &vorovi
grafa pravilno obojeni sa dve boje, recimo, crvenom i plavom.
Veka ima n, ¢vorova crvene boje i n, gvorova plave boje, pri
lemu je ny +n, =n. Oznadimo &vorove crvene boje redom sa
Kl’XZ""’xnl a &vorove plave boje sa xn1+l’xn1+2""’xn1+n2 i
posmatrajmo odgovarajudéu matricu susedstva A. Ona je oblika
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'gde je B matrica tipa nlx.n2 €iji su elementi 0 i 1, jer grane
grafa povezuju samo crvene sa plavim &vorovima.
) Sada se neposredno dobija

A, B
Po(-A) = det(-AI-A) = (-1)"det(AT+a) = (-1)" Bml Az,
2
-AI -B AL ~-B
NSNS B - eor | g
B ?\Inz -B ?"Inz

(-1)"aet(A1-2) = (-1)"B,(R) .

Ovim je navedena osobina bihromatskih grafova dokaza-
na. U stvari, vaZi slededa teorema.
or, » Je bihromatski ako i samo ako je njegov
ax&o skup tafaka na brojnoj osi, simetridan

Teorema 3. Povezgn, konadan i neorijentisan graf, bez petlji i
sa najmanje dva ﬁ

spektar, posmatr
u odnosu na tadku nula,

Dokaz. Deo ove teoreme je veé dokazan. No sada Gemo dati Jedan
nezavisan dokaz oslanjajuéi se na teoremu 2,

Ako je spektar simetridan u odnosu na tadku nula, ka-
rakteristiéni polinom ima oblik

(3 BaA) = A+ a, AP g, AR L L,

tj. koeficijenti polinoma sa neparnim indeksom jednaki su nuli.

Ako je graf bibromatski, on ne sadrZi nijednu neparnu
konturu (tj. konturu neparne du¥ine) pa, prema tome, i nema o=~
snovnih figura sa nepafnim brojem &vorova, Stoga su neparni
koeficijenti u (3) zaista jednaki nuli.

Neka je sada graf nebihromatski. Treba dokazati da je
bar jedan od neparnih koeficijenata iz (3) razlidit od nule.
PoSto je graf nebihromatski on sadr¥i, po teoremi Koniga, bar
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Jjednu neparnu konturu. Neka je 2k+1 duZina najkrade neparne
konture. Jedine osnovne figure sa 2Zk+l Svorova su ba§ najkrade
konture (duZine 2k+l). Stoga je, prema (2), koeficijent 8o 01
razliéit od nule.
" Ovim je dokaz zavrSen.

PoSto je stablo bihromatseki graf, karakteristicnl po=-
linom stabla je oblika (3). Na osnovu teoreme 2 dobija se
gy = (-1) Pys gde je p broj skupova od po k medjusobno negy-
sednih grana.

7.5, Matrilne funkei je

Ako je P(A\) polinom, defini¥e se polinom P(A) kvadrat-
ne matrice A, kao éto;je‘to objasnjenc u poglaviju 3. U ovom
odeljku demo definisati matrilnu funkciju £(4) gde je £(A)
funkeija kompleksne promenljive N

Neka je

) = (A= A) HA=2)"2 ... (A=A

minimalni polinom matrice A, pri emu je Wy + oy + eee + Mg m.

Kazademo da je funkeija f{A) definisana na spektru matrice A
ako su definisane veli&ine

= X
- f( hi)s f’( hi), con f(mi )(Ai)

282 1 = 1,2,...,8. Ofigledno postoji bezbroj polinoma g(A) koji
na spektru matrice A imaju istu vrednost kao funkeija £(3\), tj.
za koje vaZi

‘ (m;-1) (m;-1)
) = 20,87 (A) = 270Ny eenrs * s

28 1 = 1,2,404s5.

Ako su g(A) 1 h(A) dva takva polinoma, interesantno je
ia je uvek g{A) = h(A). Zaista, razlika 4()) = g(A) - B{(Y) se
anulira na spektru matrice A a to znadi da'je minimalni poli-
1om m{f\) matrice A faktor polinoma d(A)}; kako je m{4) = O do=-
dijamo d{A) = 0, %j. g(4) = h{A). Iz izlo¥enog dalje sledi da
»ostoji jedinstveni polinom .r(A) stepena manjeg od m koji ima
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istu vrednost kao i f(A) na spektru od A. Naime, ako se proiz-
voljni polinom g{f) podeli sa m(A), ostatak pri deljenju upra-
vo predstavlja traZeni polinom r{i}.

Definieija 1. Neka je f(j) kompleksna funkcija definisana na
spektru kvadratne matrice 4, ¢iji minimalni polinom ima stepen
m. Neka je r(A) jedinstveni polinom stepena manjeg od m koji
ima iste vrednosti kao f(A) na spektru matrice A. Tada se ma-
trina funkeija f(A) matrice A definife kao maitrica koja prede
stavlja vrednost matriénog polinoma r(A), tj. vaZi formula
£{a) = r{a).

Neka je J jedan Jordanov kanonidni oblik matrice A, tj.
neka postoji nesingularna matrica T takva da je A = T'lJT. hiic: 20
da je £(a) = v(a) = r(2"Lm) = ()7 = v7l5(I)T. Na taj na-
&in se nalaZenje matridne funkeije f(4) svodi na odredjivanje
te matridne funkeije za odgovarajuéu Jordanovu matricu.

Na osnovu teoreme 1 iz 3.1 se neposredno dobija formuw
la

(8 + 8% = 4)° 8%,

gde su 4y 1 A, kvadratine matrice a odatle sledi za proizveljni
polinom P(A) slededa formula

S(A1 + Az} = P(Al) 4 P(Az) .

Stoga se igratunavanje polinoma r{J) Jordanove matrice
J = Jl + Jz + ... + J_ svodi na odredjivanje ovoga polinoma za
Jordanove blokove Jl,Jz....,J « Stoga demo razmatrati sludaj
kada je matrica J Jordanov blok. Neka je

10 1
. AO 1.‘
J = A = ANI+H,
ho
gde je
0 1
o 1
H = . T
‘e 1
0
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pomoéna jedinidna matrica reda, na prlmer, t a A jedna od

sopstvenlh vrednosti matrice A, Digraf gt je prlkazan na sl.l.

Putevi duZine k digrafa GH vode izmedju &évorova 1 i k+1, 2 i
k+2 itd., pa Jje

Dakle, Ht = 0.

Ako je r(A) = ry + rl(A Ag) + eun + T, (A-2,)5, dobi-
ja se r(J) = rgl + rl(J -AoIl) + vuu + T (J IQI)S = Tol + ryH+
+ eee + rSH . Dalje je

To Ty oese Ty
Ty Ty
r(J) = . ‘. .
L3 . 'r‘I
To
_ AEI WP IS O W
Kako je T, = = , dobija se
it it
Qo) L () ... —L1— (DR,
1! S (t-1)1
£(Ro) -
r(7) = £(3) = T 1.
. ']':!f (Ao)
£(Ao)

Posto smo na taj nacin pokazali
tridna funkcija Jordanovog bloka moZemo
formulisati slededu teoremu.

kako se odredjuje ma-
na osnovu izloZenog
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Teorema 1. Neka je funkcija kompleksne promenljive f{A) defiw
nisana na spektru kvadratne matrice A. Neka je A = 777JT, gde
je J = Jl + Jdg + ... Jp Jordanov kanonilni oblik matrice 4,
pri Cemu su Jl’Jz""’Jp Jordanovi blokovi. Tada je

£a) = THEE) F 23p) F e+ @ T

Navefemo jo¥ neke postupke za odredjivanje matridnih
funkeija.
Ako je AO,AI,Az,...,An,... beskonadni niz matrica is-
tog formata, beskonalni zbir
. +o0
(1) Ao + Ay + B 4 eee H AL+ 4o = éi% A,

V- (n) : :
naziva se matridni red. Ako je A, ’“aij ”p,q i ako je
+00
7 oa.® sa a1,z p; i =1,2 a), kafe se da red
ij = 845 = lycdseses Dy = lscreeny y
n=0

(1) konvergira i da mu je zbir matrica A =“aij”p a
?
Neka se kompleksna funkeija f{A) moZe prikazati besko=
nadnim redom
. + &)
n
£QA) = 2 a (A=A
n=0
sa poluprednikom konvergencije R i neka je A kvadratna matrica
Zije se sopstvene vrednosti nalaze u krugu {h.-?\al < R, MoZe
se pokazati da je u vaZnosti formula

f£{A) = Zo a (4 - A1),

+ oo n + 00
Primer 1. Posto je el = Z "‘?\ﬁ"r » dobija se e = 517 TEN
n=0 ' n=0 *°
400
Takodje je EE%A“ = (I - A)_l ako su moduli sopstvenih vrednoe
n=

sti matrice A manji od 1,
MoZe se takodje dokazati da vaZi formula
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-+ AT - ) Tran,
£(a) = > @( )TTE@R)

IZI—r

gde je f(A) kompleksna funkcija definisana na spektru matrice
A a kéntura kompleksne integracije obuhvata spektar matrice A.

7.6. Neke specijalne matrice

U poglavljima 2 i 3 smo uveli neke specijalne matrice
kao 3to su, na primer, simetriéne, koso-simetriéne i nilpoten-
tne matrice. U ovom odeljku Semo definisati jo3 neke specijal-
ne matrice i za neke od njih navesti izvesne osobine njihovih
spektara.

Konjugovana matrica A matrice A —ua Hnad poljem kom-

pleksnih brojeva defini%e se pomoéu X -[‘alJ“ tj. elementi
_matrice X su konjugovano-kompleksne vrednosti odgovarajudéih e-
lemenata matrice A. Matrica je cirkularna ako je AA = I.
Matrica (;TS = (I) naziva se konaugovano-transponova-
na matrica matrice A i obeleZava se sa AH ili sa A%, Ova ma-

trica se naziva hermitski konjugovana matrica matrice A.
Matrica A se naziva hermitska ako je AH = A. Neposred-

no se proverava da su realne simetridne matrice hermitske.

Matrica A je normalna ako je AAH = AHA.

Matrica A je ortogomalna ako-je A-l = AT. Na primer,
permutacione matrice su ortogonalne.

Matrica A je unitarna ako je A~ o pH,

Matrica A je idempotentna ako je A2 = A, Iz ovog sledi
da su i svi dalji stepeni matrice jednaki samoj matrici.

Matrica A je involutivna ako Jje A2 = I.

Matrica A je unimodularna ako je det A = 1. A je potpu-
no unimodularna ako je svaki minor matrice A jednak 1,0 ili -l1.

Za dokaz sledeée teoreme potrebna nam je definicija
skaIi%ﬁog proizvoda dva vektora &ije su koordinate kompleksni
brojevi. Neka su ’

* ¥1
x y
2 2
= Y=l
Xn In
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n-dimenzionalni kompleksni vektori. Tada je njihov skalarni

proizvod

n
T— .
(x]y) = =xy = lZd X¥; -
Veli&ina ||x|| = \‘(x\x) = \/Z xixl je norma vektora.
i=1

Norma vektora je (realan) nenegativan broj.

Akq je A kvadratna matrica reda . n, vaZ?i formula
s‘?

(ax]y) = yiax = (afy)fx = (xlAHy)

Slidno tome, imamo
H
(x|ay) = (a%%]y) .
Teorema 1. Sopstvene vrednosti hermitske matrice A su realni
brojevi.
Dokaz. Neka je A jedna sopstvena vrednost matrice A i neka je
x odgovarajuéi sopstveni vektor, tj. Ax = A x. Tada je

AllxlP = Ax]x) = Axlx) = (axlx) = (x,4%) =
(x,8%) = (x,Ax) = x*(Ax) = Ax"x =Al[x]?.
Posto je x # 0, dobijamo A=A , tj. \ je realan broj.

Ovim je dokaz zavrieff,

Na osnovu ove teo Nv‘, ‘Tealne simetridne matrice imaju
realne sopstvene vrednosti. MoZe se pokazati da su sopstvene
vrednosti realne koso-simetriéne matrice &isto imaginarni bro-
jevi a da ortogonalne matrice imaju sopstvene vrednosti &iji
je moduo jednak 1.

Kao 3to je pokaz“ T.3 sve sopstvene vrednosti nil-
potentne matrice su jedna é‘,;ﬁp;!.l. Sta se mo%e reéi o sopstve-

nim vrednostima idempotentnih matrica? 7
Dokazacemo jos jednu teoremu za hermitske matrice.

Teorema 2. Neka je A hermitska matrica sa sopstvenim vrednos-
tima ?\1,?\ yeoos A (?L 7h 2.+ 77 i neka je B njena gla-
vna submatrica sa sogs‘cvemm vrednostlma [‘11, 2,...,[41{
(f"l> PAZ ...7,]‘41{ . Tada vaZe nejednakosti

n-k+s & r(s LS S y 8 = 1,2,.00a,k &
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Dokaz. Dokazacdemo tvrdjenje teoreme najpre za k = n-1. Neka se

B dobija iz matrice A izostavljenjem njene i-te vrste i i-te

kolone. Matrica A se moZe prikazati u obliku A = U%/\U, gde je
. ) n Sy i

N\ = dlag(hl, h.z,...,ﬁn) al = Huij“1 unitarna matrica. Da-

lje je

adj(AI - A -1 _ 4H _
RT3 = (ARI - )7 =U(AL - A)U .

Uporedjujuéi elemente ovih matrica na mestu (i,i) dobijamo

det( AI - B) Z ;]11
det{al - &) © ]

Dobijena funkcija 'je oigledno opadajuéa u svim tadkama u ko-
jima je neprekidna. Stoga izmedju svaka svoja dva pola ima je-
dnu nulu, Ove nule su sopstvene vrednosti matrice B. Ako su
Ao hz,...,hn

- # 0, onda su svih n-1 sopstvenih vrednosti matrice B

med jusobno razlicéiti brojevi i ako je Uy eloys

razllc1t1 0d sopstvenih vrednosti matrice A i nalaze se izme-
dju ovih, tj. vaZe nejednakosti

N7 > 7 M - >hn—14> Ma17 Ry

Ako A ima viSestruke sopstvene vrednosti, neke sopstvene vred-
nosti matrice B se poklapaju sa njima; to se dogadja i kada Jje
uji = 0 za neko j. No, iG;ada se moZe tvrditi da se sopstvene
vrednosti matrice B nalaze izmedju sopstvenih vrednosti matri-
ce A, tj. sada vaZe nejédnakosti

MIMIZAZM 7 e 2R 2 Ma 2y

Dokazana osobina matrica A i B, uzastopnom primenom o-
vakvog rezonovanja na submatrice sve manjeg i manjeg formata,
prenosi se na opSti sludaj kada je B glavna submatrica reda k
matrice A. .

Ovim je teorema dokazana.

Nejednakosti iz ove teoreme nazivaju se Cauchyjeve ne-
Jjednakosti a u literaturi na engleskom jeziku ova teorema se
naziva interlacing theorem.

Pojedine specijalne klase matrica definiSu se i pomoéu
osobina sopstvenih vrednosti.
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Realna gimetridna matrica &ije su gve sopstvene vred-
nosti pozitivne (negativne) naziva se pozitivno (negativno)

definitna matrica. Ako su sopstvene vrednosti nenegativme (ne-
pozitivne), pri Semu je bar jedna sopstvena vrednost jednaka
nuli, za matricu se kaZe da je pozitivno (negativne) semi-de-

finitha. Matrica koja poseduje sopstvene vrednosti oba znaka
naziva se indefinitna.

T.7. Primeri i szadaci

1. Izradunati sopstvene vrednosti matrice

0 o] 1 0 0
0 0 0 1 0
1 0 0 9] Gif
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0

2, Ako su A4 1 B kvadratne matrice reda n i m respektivno, do-
kazati da vaZi formula

det(A ® B) = (det A)"(det B)" .

3. Odrediti karakteristifni polinom nilpotentne matrice.

4. Dokazati da je spektar kvadratne matrice A objedinjenje
spektara glavnih podmatrica koje odgovaraju komponentama jake
povezanosti digrafa GA‘ Primeniti ovaj rezultat na odredjivanje
sopstvenih vrednosti matrice

0 00210000 3
5 01 3 00000 O
0 0 0-1 0 0-11 0 0
1001 1 0-2 00 O
1 00 1-1 41 00 0
M=o oo o o c-1 0 0 ol °
0O 00 00D 010 01
0 0 6-1 00 001 1
01 00000O0TGO0O0 2
0O 0 0 002 0O0C O

5. Data je simetridna kvadratna matrica reda n



173

0 0 ... a

. 0 0 a,

A =] .
9 o an-1
a; a, a,

Odrediti sopstvene vrednosti ove matrice.

Resenje, Digraf pridrufen determinanti det(AI -~ A) je pred-
stavljen na sl. 1.
Neposredno se dobija

Po(A) = (-DM(-1)" A H(A-ay) + D2 1a,2AR2
+ (-l)n-laz2 ?Ln-Z + oene + (4—1)n-1a121_1 A2y
n=1
- A0 - anhn-l _ hn-z lZ=1 aiz -0.

Sopstvene vrednosti su

/ n-1 —
1 2 2 q
h1,2‘=§(ani 2 +4j§_ai ) h3,...,n=0'

6. Akp su 7\1, ?\,2,..., Rn sopstvene vrednosti matrice A i ako
su Nl’ Mz,..., M, sopstvene vrednosti matrice B, dokazati da
. se spektar matrice 4 @ Im + InQB.sastoji od brojeva ?\.i + M;j
(i =1,2y00e9n} § = 1,2,00e,m).

7. U 3.2 je pokazano da je svaka ciklidlka matrica A reda n po-
linom permutacione matrice B (istog reda). Kako je pridruZeni
digraf 6B (orijentisana) kontura, formula (10) iz 7.1 daje za
karakieristiéni polinom matrice B izraz AY - 1. Dakie, s0p-
stvene vrednosti matrice B su n-ti koreni iz jedinice 81, Ez,
""En' Ako je A = P(B), gde je P(x) izvesni polinom, sopst-
_Vvene vrednosti ciklilke matrice su P(ﬁl),P(Ez),...,P(En).
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8, Matrica susedstva A (neorijentisane) konture C, sa n &voro-
va je (simetridna) ciklidka matrica za koju je A = gh-t + B,
prema odeljku 3.2, Stoga su sopsivene vrednosti matrice A date
pomodu
2y, 2%, .
N, = Ep_l + £, = £, + E;l =e® 4+ ™ -2 cos gi—i
i=0y1y4.eyn=1.

9. Dokaszati da sli¥ne matrice imaju iste minimalne polinome.
1C. Posmatrajmo varijacije sa ogranidenjima k-te klase skupa
od n elemenata sa matricom dopustivih parova A (videti 3.3).
Sada je moguéno izvesti jedan eksplicitni izraz za broj ovak-
vih vapijacija TE(A).

Neka je P(A) = by A" + by A™1 + ... 4 b minimalni
polinom matrice A. Tada Jje

Xk

(1) B A™HE 4w AR L e b -0, k= 0,1,2,... .

Uvodjenjem ognake Ni = sum AT iz (1) se dobija

(2) BNk * PN *oeee + BN =0, k

il

0,1,2,000 »

Neka su hl""’ A, nule minimalnog polinoma ¥ (). Ako posma-
tramo simetriéne matrice A ove nule su realne i jednostruke.

ReSenje diferencne jednatine (2) je uw tom sludaju oblika
k k k K+1
(3) N, = Cl?\-l + 023.2 + oo+ G R = T 70(4).

Kongtante Cl,...,Cm
veliéina N (=n), Nyyeeoallp g
11. Velidine Cl,cz,...,leiizrazu(B) za Nk broj puteva duZine k
iz primera 10 mogu biti odredjene ako se poznaju sopstveni vek-
tori matrice susedstva grafa. Matrica susedstva A neorijentisa
nog grafa (sa n &vorova) je simetri®na i stoga postoji sistem
medjusobno ortogonalnih sopstvenih vektora UgsUpyeeeyly koji
pripadaju sopstvenim vrednogtima ?\1, AZ' coey ?\_n matrice A, A-
ko su ovi vektori normirani, tj. ako su im moduli jednaki 1,
matrica U=”ul...un", &ije su kolone pomenuti sopstveni vektori,
zadovoljava relaciju A = Uj\U'l, gde je /\. dijagonalna matrica
sa dijagonalnim elementima ﬁ]j 12,...,ﬂ

se mogu odrediti ako je poznato m

n* Po¥to je matrica U
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ortogonalna (tj. U 1 UT), dobija se P U NT,
Ako je U = Hu ”l (tj. sopstveni vektor uJ ina kooréi-
nate Uy s i=1, 2,...,n), element a; {5 natrlce A na mestu
(1,3) mo¥e se izraziti u eksplicitnom obliku

a0 . > upug Ry -

853 =
n n
Kako je N = Z; Z ai(‘JF), dobija se
n .n n
1 . nk.-.gisf)‘;:lt_i_:luuac ZACZu =

n
é(ult +Upp + eee + U e) h‘E .

Odrediéemo broj Nk puteva duZine k u grafu sa sl. 2.

[0 e O e g W . —O——O
1 2 3 n-1 n
sl., 2

Matrica susedstva ima oblik

o 1 0 o1
[¢] 1 6]
a=llo 20 oll .
6 [¢] 0 0 1
[¢] 0 0 1 ¢
Neposredno se proverava da su ?\. = 2 cosm_l,), J=1,2,...,n,

sopstvene vrednosti ove matrice i da su ul:J V T s:.nnﬁlg,
i =1,2,..4yn, koordinate odgovara;juc:Lh sopstveni vektora uJ.

¥a osnovu (1) neposredno se dobija
n+1

k+1
—T Z co‘tg2 28_% :g cos¥ 28‘1?(’.

n+l
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12, Spektar grafa bez grana se sastoji od brojeva jednakih nu~
1i; spektar potpunog grafa K, san tvorova sadrZi broj n-1 kao
i n-1 brojeva jednakih -1.

13%. Dokazati da grafovi K1’4 i C4UK1 imaju isti spektar.

14, Prema teoremi 1 iz 3.1 broj Nk ﬁatvorenih puteva duZine k
u grafu G je jednak tragu matrice A", gde je A matrica sused-

n

stva grafa G. Prema (12) iz 7.1 dobija se N, = Zi Ak, ade au
1l=

hl’ AZ”"' ﬁn sopstvene vrednosti grafa G. Svakom trouglu

grafa G odgovara 6 zatvorenih puteva duZine 3. Stoga za broj

trouglova grafa G vazZi formula

‘t=%‘N3=%(3’L13+ H-23+ oo 4+ Rna) .

a

15. Odrediti A™ (n
pleksni brojevi).

253440.) ako je A = (a,b,c,d kom=

c
ReSenje. Ako su analitika funkcija f(A) i potreban broj nje-
nih izvoda definisani na spektru matrice A, vaZi formula
1 -1
1) £(a) = m?f(h)(ﬁl - 1 laa,
gde kontura C obuhvata spektar matrice A.
U naBem sludaju je

h-d b

-1 1
(2) (AT - 4) = AT

¢  A-a

gde je P(R) = a2 - (a+d)A + ad - be = (R - hl)(h-hz). Uvo-
djenjem (2) u (1) i stavljanjem £(A) = A™ dobija se

1 @ A-a) A" an 1 @ b AR
L TJﬁ'E_Y an
IRL p A=A ) (A=A, Fiel J (A-Rq ) (A-R,)

: @ = in - @ (h-a .

_ an e 1—*7%—; aa
25 5 (?\-hlj(fl,-f\25 21 3 A-a; ) (A=A,

Ako se primeni teorema o ostacima, dobija se za ?tl #?12

(Ap=d) A "= (A=) AP b (X, =R,

A'ﬂ

ARy c(hy™- AN (Ay-a) A %= (h,-a) A0
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a za ?\1=3\2

n n-1 n~1
(n+1) 3\1 - dﬂ.l nb ?Ll

AT =

.

ne A 1”"1 (n+l} h.ln - & h"ln“l

16, Matrica H reda n zove se Hadamardova matrica ako su njeni
elementi jednaki 1 il1i -1 1 ako vaZi jednakost

T

(1) HH™ = nl .

Dokazati da za n» 3 mora biti n = 4k, gde je k priro-
dan broj.
Dokag. Jednakost (1) je ekvivalentna tvrdjenju da su vrste ma-
trice H medjusobno ortogonalne. Odigledno je da permutacija
vrata ili kolona matrice H a takodje i mnoZenje vrsta ili ko-
lona matrice H sa -1 ne dovodi do prestanka vaZfenja jednakosti
(1). Stoga H moZemo dovesti na oblik u kojem se prva vrsta ma-
trice sastoji samo od jedinicé:. Posmatrajmo prve tri vrste ove
matrice. One su sastavljene od kolona oblika

1 1 iy )1
1 s 1 ’ -1 . -1 »
1 7 -i 1 -1
koje se pojavljuju x, y, 2z, w puta respektivno. Tada je
X+Yy +2 +W=n,
(2) X+y=-2%2=-w=20,
X~y +82-w=20,
X -y ~2 +w'=20, ‘
Poslednje tri jednakosti izraZavaju ortogonalnost posmatranih
vrsta. Iz (2) se dobija x =y = 2 = w = %, odakle sleduje
n = 4k.

Primedba 1. Hadamardove matrice reda 1 i 2.postoje. To su, na
1 -1 .
primer, matrice H, = Nl i H, = I Nije utvrdjena egzi-

stencija Hadamardovih matrica za svake n = 4k.

Primedba 2. Hadamardove matrice se koriste pri konstrukeiji
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" blok-fema i drugih kombinatornih objekata.
17. Dokagzati da je Kroneckerov proizved Hadamardovih matrica
takodje Hadamardova matrica.‘ N

A ) ” - 100ﬁ
Y2 2
- m—T——O“zz
913 ox <]
awi)—«!?“ : -
A~ < - *Oou

sl. %

18. Neka je A _1[ai JI3- ¥a sl. 3 je dat posebno stllizovan di-
graf G, -AT" Za karakterlstlénz polinom

) = A =A% 4 b A% - A kb,
matricé“ﬁ dobija se redom
by = ~bayy - ay, T 833 7 ay4) = a11 8o+ Bzg b By,

(253 44(“1’ * 83 43(‘1) ) + (322344(“1) * a24a42('1) )

b,

4

(322533(‘&) + aé 32(“1) ) + (311344("’1) + 314 41("‘1) )
(agya55(-1)% + 8 505 (AN + (a)12,(-1)% + ajpa, (<)1)

+

Dy=m (85505504 61 48555445 (-1) g2y 0255 (0 P hay 42505, (1)
+ag,8 32343('1)1+a23 42a34('1)1) -(ay32552 44(“1)3*a11 asa 43(‘1)2
saysagay, (1) +a14 41 334”1) tagia5a1, (-1 eay 050, 5(-1)1)
-(ayy25 44('1) 27189y 42(‘1)2*312321344(‘1) *314 41222(-1)?
+a21a42a14(~1) +a41§2¢312(-1) }- (a11a22a33(~1) *a11a23a32(-l)
+a12a21a33(~1}2+a13a31a22(-1)2+a21a32a13(~1)l+331a23312(—1)l); :

b,=(a)y8,,a532 44(-—1) + a11a22a34a43(-1) + ay58558 32a44(-1)3
* B2y 42333(”1) + ayp8p8552 44('1> + 858518558, (<1)7
+ o, 4la22a33(-1) o+ alla42a34a23(~1) + alla24332a43(f1)2
+ ypo185y25(-1)% + agiapm 50, (<107 + a8, 50,0 (-1)7
* a13321a32344("1)? + 8y58508,,8,,(=1)7 + 2y 58, 185,48,5,(-1)2
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) 2 2 2
+ a14a21a42a33(~1) + a14a31a43a22(—1) + a14a41a23332(-1)
R 1 1 1
By pap3as,8,0 (F1)7 + aggaypag a5 (=107 + ay58518,585,(-1)
) 1 1 - 1
+ a13a4la24332(-1) + a14a21a32a43(—1) +kal4a31a23342(-1) e

(Ovaj primer je naveden prema [69].)

TAx smenom X =

19. Kao 3te je pokazanoc u 7.3 kvadraitna forma x
= 8y, gde je S ortogonalna matrica, prelazi u kvadratnu formu
yTBy, gde je B = S'lAS. Ako se § izabere takoe da je B Jordanov
kanonidki oblik matrice A, kvadratna forma yTBy naziva se ka-
nonidki oblik kvadratne forme xTAx. B je tada dijagonalna ma-
trica sa sopstvenim vrednostima hqj hz,..., }n>na dijagonali
a kvadratna forma yTBy postaje Alylz + P\zyz + eee + h.nyn .
Kvadratna forma x Ax se naziva (pozitivno, negativno) definit-
na, {pozitivno, negativno) semidefinitna, indefinitna prema
tome da 1i je matrica A, redom, (pozitivno, negativno) defi-
nitna, (pozitivno, negativno) semidefinitna, indefinitna.




8, NENEGATIVNE MATRICE

Matrica je nenegativna (pozitivna) sko su svi njeni e-

lementi nenegativni (pozitivni). U teoriji nenegativanih matri-
ca posebnu ulogu igra pojam nerazloZivosti. Ovom pojmu posve-
éujemo odeljak 8.1. U ovom poglaviju koristidemo se digrafom
GA koji je dgfinisan u poglaviju 3.

8.1, Neraglofive i razloZive matrice

Definicija 1. Kvadraina matrica A4 je nerazloZiva ako je digraf
GA jako poveman. Ako C—A nije jako povezan, matrica A se naziva
razloZivom,.

Posmatrajmo razloZivu matricu A. Po¥to osobina Jake
povezanosti digrafa ne zavisi od numeracije njegovih &vorova,
prenumeridimo &vorove digrafa ot tako da najpre oznalimo sa
1,2,4.. Evorove iz jedne komponente jake povezanosti iz koje
ne vode grane u druge Komponente a onda predjimo na ostale
komponente. Tako dobijamo digraf GP AP,
tacione matrica. Matrica PTYAP ima oblik

gde je P neka permu~

X 0
(1)

Y Z

gde su X 1 2 kvadratne matrice.
Stoga je definiciji 1 ekvivalentna slededa definicija:

Definicija 2. Kvadratna matrica & je razloZiva ako pestoji
permutaciona matrica P takva da P1ap ima oblik (1). Ako nije
razlofiva, matrica A se zove nerazlofiva,

RazloZiva matrica se -wmoZ%e prikazati u t2zv., normalnon
oblilw. Do normalnog oblika matrice A dolazi se posmatranjenm
digrafa GA.

Posmatrajmo komponente jake povezanosti {neka ih ima g
na broju)} digrafa C—A i numeri8imo ih redom brojevima 1,2,...48
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na sledeéi nadin. Najpre numeriimo (sa brojevima 1,2,...,g)
komponente iz kojih nijedna grana ne izlazi {smatramo da tak-
vih komponenata ima g). Udaljimo iz digrafa oznalene komponen~
te sa svim granama Koje su za njih vezane. Na preostali deo
digrafa primenjujemo isii postupak. Na ovaj nalin numerisSimo
sve komponente. '

Kada je zavrSeno numerisanje komponenata numeriZimo
dvorove i to tako da najpre numeriSemo &vorove iz prve kompo-
nente, zatinm iz druge i tako redom. Na taj nafin smo dobili

-1
digraf GP AP
ce Ao

a matrica P"lAP se naziva normalni oblik matri-

Ako se P'lkP rézbije na blokove koji odgovaraju kompo-

-1
nentama jake povezanosti digrafa GP AP, dobija se

Al 0 + .. 0 0040
4] Ag O 8] o
-1 - . .
CPTaP =14 0o Ay o o .
Age1,1 4ga,2 Aga,g Aea °
J. As1 Agp Asg  As,ga1 Bs

Ovde su Al'A2"“'As neraglozive matrice a u svakom redu

- .ixfl’ Appy ees g Af’f_l . (£ "ﬁ,_‘g«fl, eee $5)
LE SR S ST o T
bar jedna*g&éf}%a je razlidita od mula-matrice.

OGigiéd 0 je da je normalna forma matrice u sudtini je-
dinstvena, U gtvari, postoje razlicite normalne forme zbog to-
ga §to prvih g komponenata moZemo da numerifemo na vide nalina
(na g! nadina). Isto tako u oznadavanju preostalih s-g kompo-
aenti imamo izvesnu slobodu, Numeracija gvoyova u pojedinim
tomponentama je takodje proizvoljna. Bez obzira na ovu nejedin-
stvenost normalne forme ona pregledno izraZava strukturu {raz-
LoZive) matrice. '

Teorems 1. Ako je A nerazloZiva nenegativna matrica reda n, ta-
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)n-l

da je matrica (I+4 pozitivna.

Dokaz. Digraf GI+A je jako povezan i svoki &vor ima petlju.
Svaka dva dvora su povezana putem. Wajkradi put izmedju dva
svora je duiine najvise n-). Putevi iradi od n-1 mogu se pomo-
éu petlji produfiti da budu du¥ine n-l. Zbog nenegativnosti
matrice A svi putevi imaju pozitivan prenos. Dakle, (1+4)071
je pozitivna matrica.

Ovim je dokaz zavrien,

8.2, Primitivne i ipprimitivne matrice

Posmatrajme nenegativan nerazlofivu matricu A, Pridru-~
feni digraf gt je jako povezan., Neka je d najvedi zajednilki
delilac duZina (orijentisanih) kontura digrafa g,

Definicija 1. 4ko je & najvedl zajednilki delilac duZina kon-
tura digrafa GA pridruZenog nenegativno] nerazloiiveo] matrici
A, tada je A primitivna metrica za 4 = 1 i imprimitivna za
d>1. U poslednjem sludaju d s naziva indeks imprimitivnmosti
matrice A.
Proudidemo strukituru digrafa imprimitivne matrice A
indeksa imprimitivnosti 4 (»2).
Podto je svaki zatvoren put u digrafu unija nekih konw
tura, najvedi zajednilki delilac duZina svih zatvorenih puteva
jednal je najveden zajednifkom deliocu duZina kontura.
Pasmatrajmo proizvoeljne &vorove i,j digrafa GA. Heka
su Uy i Uy duZine dva puta 0T1 i 'Ré koji vode iz 1 u j. Poto
je GA jako povezan postoji put M iz j u i i neka on ima duii
nu t. Objedinjavanjem qu i W, odnosno GYé i 9", dobijamo dva
zatvorena puta &ije su duline ul+t i u2+t. ¥a osnovu izloZerog
je af(ug+t) 4 d)(u2+t) te je uy = uy(mod 4). Skup Svorova di-
grafa G se sada moZe razloZiti na tzv. skupove imprimitivno-
8t I7,I5s0e0,15 D2 slededi nadin. Skup I, {(k = 1,2,...,8) je
skup svih &vorova i koji imaju osobinu da je duZina proigvolj-
nog puta iz odredjenog unapred fiksiranog &vora x w &vor i
kongruentna k po modulu d. Vidi se da je &vor x u skupu Id.
Podgrafovi digrafa GA indukovani skupovime imprimitive
nosti 11’12""’16 ne sadrZe nijednu granu jer ako bi izmedju
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évorova, recimo, y i 2z iz istog skupa imprimitivnosti posto-=
jala grana, onda bi iz x u z vodila dva puta Cije se duiine
razlikuju za 1 te bi bilo d = 1.
Grane digrafa GA povezuju &vorove iz Ik i &vorove iz

I za x = 1,2,+..,d4-1 kao i &vorove iz Ié sa ¢vorovima iz II
“Zaista ako bi neka grana povezivala &vorove iz nekih drugih
“skupova imprimitivnosti postojala bi kontura duZine manje od 4,
"§to je nemogudéno. Digraf sa ovakvom osobinom naziva se ciklid-
ki d-delni digraf.

PrenunmeriSimo &vorove digrafa ot tako. da se numerisu
najpre &vorovi iz I1 zatim oni iz 12 itd. Na kraju se numerisu

¢vorovi iz Id'

Oovim smo, u stvari, dokazali sledeéu teoremu,
Teorema 1. Za imprimitivnu matricu A indeksa imprimitivnosti 4
posto}i permutaciona matrica P takva da je

0 A12 o ... O
0 0 A23 0
-7 .
(1) P AP =}|. ,
0 0 0 Ad-l,d
Adl [¢] 0 0

gde se duZ glavne dijagonale nalaze kvadratne nula-matrice. Di-
graf G* je cikligki d-delni. '

Ideja dokaza teoreme 1 iz prethodnog odeljka moZe se
iskoristiti za dokaz sledede teoreme.

Teorema 2. Za primitivnu matricu A postoji prirodan broj s ta-
kav da je AS pozitivna matrica. Imprimitivna matrica nema ovu
osobinu. .
Bbkaz. Potrebno je doﬁazati da za neki prirodan broj s postoji
pﬁt duzZine s izmedju proizvoljna dva ¢vora 1 i j digrafa GA.
PoSto je GA jako povezan, svaka dva Svora su povezana nekim pu-
tem. Poirebno je ove puteve profiriti tako da svi imaju istu’
duZinu s {u dokazu teoreme 1 iz 8.1 to je postignuto dodavanjem
petlji). Ovo éemo postiéi proSirivanjem svakog puta odgovaraju-
§im zatvorenim putem koji prolazi kroz sve &vorove grafa i ima
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duzinu koja je potrebna.

Posito je najveéi zajednidki délilac duZina kontura Jed-
nak 1, svaki dovoljno veliki prirodan broj m moZe se predsta-
viti kao zbir duZina nekih kontura,s tim Hto neke konture mogu
5iti\uzete u obzir i viSe puta. Pronadjimo u digrafu neki zat-
voren put koji povezuje medjusobno sve &vorove digrafa. Takav
put sigurno postoji zbog jake povezanosti digrafa i neka je
njegova duZina gq. Objedinjavanjem ovog zatvorenog puta duZine
g i ranije navedenih kontura ¢ija je ukupna duZina m, dobijamo
zatvoren put duZine m+q koji prolazi kroz sve &vorove digrafa.
Broj m+q moZe biti proizvoljan dovoljno veliki broj.

Ovim je prvi deo teoreme dokaszan.

Imprimitivna matrica A indeksa imprimitivnosti d nema
osobinu primitivne matrice jer u matrici 3pd {p proizvoljan
prirodan broj) postoje elementi koji su jednaki nuli. Zaista
ako ¢vorovi i,j digtafa GA pripadaju razliditim skupovima im-
primitivnosti, izmedju njih ne postoji put duZine pd. 4

Ovim je teorema dokazana.

Ako je A imprimitivna matrica indeksa imprimitivnosti

d, putevi duZine d u digrafu GA o8igledno poéinju i zavrSavaju
se u istom skupu imprimitivnosti. Na osnovu toga neposredno
dobijamo slededu teoremu.
Teorema 3. Ako je A imprimitivna matrica indeksa imprimitivno-
sti d, onda postoji permutaciona matrica P takva da je P-IAdP
kvazi~dijagonalna matrica sa kvadratnim blokovima na glavnojb
dijagonali.

.+'8.3, Frobeniusova teorema i njena primena na spektar
grafa

Henegativne nerazloZive matrice imaju specijalne spek-
tralne osobine. Neke od njih su izraZene slededom teoremom ko=
ja potite od G.F.Probeniusa.

peorema 1. Svaka nerazloZiva, nenegativna matrica A ima pozi~-
tivau sopstvenu vrednost r, koja je jednostruka nula karskte=-
risti¢nog polinoma. Moduli svih ostalih sopstvenih vrednosti

nisu vedi od r. "Maksimalnoj" sopstvenoj vrednosti r odgovara
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sopstveni vektor sa pozitivnim koordinatama. Ako pri tome A i-
ma h sopstvenih vrednosti, po modulu jednakih r, i brojevi su
medjuéobno razliiti i zadovoljavaju jednadinu RP - rh = 0.,

Uop&te, skup sopstvenih vrednosti hl_; r, }Lz;..., 7\n.matri—
ce A, posmatran kao skup tadaka u kompleksnoj A ravni, prela-
zl sam u sebe pri rotaciji ravni za ugao 2%;. Za h>1 je mo~

guéno, permutacijom vrsta i istom permutacijom kolona, dovesti

matricu A na slededi "ciklidki" oblik

0 A5 0...0
o] 0 A23 0

A =1]. ’
0 0 0 Ah—l,h
Ay o] [¢]

gde se du% glavne dijagonale nalaze kvadratne nula-matrice.

Dokaz ove teoreme se izostavlja zbog opSirnosti. Druge
teoreme o spektrima nenegativnih matrica navedene su u Dodatku.

Matrica susedstva grafa (multigrafa, digrafa i multidi-
grafa) jé nenegativna pa se teorija nenegativnih matrica moZe
primeniti na spektre.grafova. Najveéa realna sopstvena vrednost
6 kojoj se govori u teoremi 1, naziva se (kada se posmatraju
épektri grafoya) indeks grafa.

U dokazu sledede teoreme, koja se odnosi na spektre
grafova, primenjuje se Frobeniusova teorema.

Teorema 2. Konafan, povezan, neorijentisan graf bez petlji i sa
najmanje dva Cvora, ¢iji je indeks jednak r, bihromatski je ako
L samo ako njegov spektar sadrZi broj -r.

Dokaz. Ako je graf bihromatski, iz teoreme 3 iz 7.4 sleduje da
ajegov spektar sadrZi broj -r.
Pretpostavimo sada obrnuto, tj. da spektar grafa sadrZi
broj -r, i doka¥imo da je graf bihromatski. ‘
Matrica susedstva grafa A je nenega%ivna, nerazloZiva
[ simetriéna. Spektar grafa se sastoji od realnih brojeva. Sop-
itvena vrednost r je na osnovu teoreme Frobeniusa jednostruka.
lakodje, sopstvena vrednost =r mora biti jednostruka, jer bi
juprotna pretpostavka vodila do kontradikcije sa PFrobeniusovom
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teoremom. Dakle, matrica A ima talno dve sopstvene vrednosti
sa naksimalnim modulem r, Na osnovu Frobeniusove teoreme me-
trica A se moZe permutacijom vrsta i istom permutacijom %kolona
dovesti na oblik

0 A
A= 12 ,
A21 o]

gde se na glavnoj dijagonali nalaze kvadratne nula-matrice.
Stoga je graf bihromatski.
' Ovim je dokaz teoreme zavrden.

U daljem tekstu dajemo pregled osnovnih osobina spek-
tra grafa.

Posto je matrica susedstva proizvoljnog grafa nenege-
tivna, na osnovu teoreme 1 se zakljuluje da spektar grafa leiZi
u krugu IBJ <r, gde je r najvedéa realna sopstvena.vrednost.

Sopstvenevrednosti matrice susedstva grafa sa n &voro-

va obeleZavadéemo sa .'r\l,...,?t . Smatrademo uvek da 3\1 ozna-—

dava najvedu realnu sopstvenu grednost, ti. indeks grafa. Al-
gebarska viZestruxost indeksa grafa moZe u opitem sludaju da
bude veda os 1, a odgovarajudi karakteristifni vektor je nene-
gativan.

Matrica susedstva neorijentisanog grafa je simetriéna,
znai hermitska, te se spektar grafa, bududi na osnovu teoreme
1 iz 7.6 sastavljen od realnih brojeva, nalazi na segmentu
l-z,r].

Weka je dat spektar ﬁl”"’h nekog grafa.

Broj petlji grafa je ofigledno ?ednak tragu matrice
susedstva., Stoga je za grafove bez vetlji tr &4 = 0, tj.
hl + eee vA = 0.

Broj dvorova grafa je, naravno, jednak broju n a za ne
orijentisane grafove bez petlji i viSestrukih grana broj grana

n
jem = %Z;Lhiz (videti odeljak 7.4.). Dakle, za ovu klasu gra~
i=

fova se osnovni elementi grafa mogu neposredno odrediti pomodu
spektra grafa,

Poznato je da za indeks povezanog neorfjentisanog gra=-
fa bez petlji i viSestrukih grana va?i nejednakost 2 cos

I
n+l
& r€n-1, gde je n broj &vorova grafa. Donja granica se posti-
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%e kod stabala koja imaju samo dva &vora stepena 1 a'gornja
kod potpunih grafova. )

Ako se ne postavi uslov povezanosti, sleduje da je z=
¢raf bez grana r = 0, a u ostalim slulajevima' r 2 1.

Jedini povezan graf za koji je r = I je graf Kl,l koji
ima dva ¢vora i jednu granu koja povezuje tz dva &vora. Spek-
tar ovog grafa je skup {1,-1} . Lako se zakljuduje de grafovi
za koje je r = 1 moraju medju komponentama povezanosti da sa-
drZe bar jedan 1{1,1 i da mogu imati izvestan broj izolovanih
dvorova i nijedan drugi tip komponente povezanosti.

Za najmanju vrednost q iz spektra vaii‘nejednakost
-r ¢ q<0. Za graf G bez grana je q = 0. U suprotnom sludaju je
q ¢-1. Ovo je posledica teoreme 2 iz 7.6. Naime, ako bi bilo
qy~l, proizilazi da bl jedna glavna submatrica matrice sused-
stva inala najmanju karakteristiénu vrednost manju od g. Ta
§ubmatrica odgovara grafu Kl,l koji sigurno postoji kao pod-
sral u G, jer G sadrZi bar jednu granu. Za & vaZi g = -1 ako i
samo oko su sve komponente grafa potpuni grafovi.

Donja granica g = -r se dostiée_ako komponenta poveza-—
nosti grafa G, koji ima najvedéi indeks, predstavlja bihromet-
ski graf (teorema 2).

Ha osnovu izloZenog mo¥e se formulisati slededa teore-
ma ¥oja precizira osnovne spekiralne osobine neorijentisanih
grafova bez petlji i viSestrukih grana.

Teorena 3. Za spektar h]j hz,..” hn neorijentisanog grafa G
bez petlji i viSestrukih grana vaZe slededi iskazi:

1% Brojevi ?Ll,ﬂ,z,...,hn su realni i 7\.1 + 12 teeot
+ An = 0. ‘
2% Ako G ne poseduje ni jednu granu, vaii iil = 312 =
=...=f = 0.

BO.Ako G sadrZi bar jednu granu, za najvedu vrednost
iz spextra ﬁl = Tr i najmanju hn = q vaZe nejenakosti

(1) 1&r &n-1,
(2) r&q &1 .

U (1) se gornja granica dostiZe ako i samo ako je G potpun
graf, a donja ako 1 samo ako G kao komponente povezanosti pose-
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duje samo grafove Ll 1 i izolovane &vorove, pri Jemu mora po-
stojati bar jedan K1 1°

U (2) se gornja granlca dostiZe ako i samo ako ¢ kao komponeh~
te povezanosti sadrZi potpune grafove a donja sko i samo ako
je komponentz povezanosti grafa G, koja ima najveéi indeks,
bihromatslii graf. Ako je G povezan graf donja granica u (1) se
zamenjuje sa 2 cos é%% . Znak jednakosti tada vaZi ako i samo
ako je G stablo koje ne sadrZi nijedan &vor stepena vedeg od
ava.

Navedimo sada neke spektralne karakteristike regular-
nih grefova..

‘ Indeks regularnog poveganocg grafa je jednak stepenu
grafa. Lako se uvidja da to vaZi i zma nepovezan graf ali tada
indeks nije jednostruka sopstvena vrednost, Vi%estrukost inde=
ksa Je jednaks broju komponenata povezanogti.

Heposredno se proverava da indeksu regularnog grafa
oagovara sopatveni vekior Zije su sve koordinate jednake 1. U
povezanom regularnom grafu su sopstveni vektori ostalih sopste
venih vrednosti ortogonalni na ovaj vektor tj. suma njihovih
koordinata je jednaka O.

Dalje osobine spektra grafa mogu se dobiti polazedi od
Sinjenice da su koeficijenti karakteristifnog polinoma grafa
celi orojevi. Iz ovog sleduje da su elementarne simetridne
funkecije i zbirovi k-tih (k prirodan broj) stepena sopstvenih
vrednosti celi brojevi.

PoSto je koeficijent uz najstariji dlan karakiteristid-
nog polinoza jednak 1, racionalne sopsitvene vrednosii su {uko-
liko posioje) celi brojevi.

Sopstvene vrednosti i sopstveni vektori matrice sused-~
stva grafa imaju i slededu osobimu koja je povesmana sa strulke
turon grafa.

Nelks je N jedna sopstvena vrednost a uT =§!ul s e
") \lodbovaragunl karakteristidni vektor matrice susedstve A
grafa G. PridruZimo &voru x5 velicinu uy (i =1,2,0..,n). Ako
se jednakost Au = A u navife u skalarnom obliku,za svake i se
dobija u; = Z alauJ gde se sumiranje vrii po indeksima j onih
8vorova zJ u koje iz Svora %y vodi bar Jjedns grana. Za neori-
Jentisane grafove bez petlal i viZestrukih grana moZe se pisa-
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%Fuj. U ovom sludaju je za svakl &vor x; zbir veli-
orova xj,susednih gvoru x;, N puta veéi od velidine

ti ?Lui =
éing uj &v
u;-évora Xy .

I pored brojnih uslova koje mora da zadovolji spektar
grafa nije poznato kako treba tra%iti odgovor na pitanje da 1i
jedan zadati skup brojeva predstavlja spektar nekog grafa.

8.4. Markovljevi lanci

U primeru 3 iz odeljka 3.1 definisan je Markovljev la-
nac kao digraf G za koga je definisana (stohastidka) matrica
verovatnoée prelaza na jedan korak P takva da je G = GP. U o-
vom odeljku demo, koristedi se rezultatima iz ovog poglavlja,

detaljnije prouditi osobine Markovljevih lanaca.

Struktura digrafa GP odredjuje sve bitne osobine Mar-
kovljevog lanca. Posmatrajmo najpre op3ti sludaj kada je P ra-
zlo%iva matrica.

Posmatrajmo pomodéni digraf HP koji se konstruise pomo~
éu digrafa GP na sledeéi nadin. Svako] komponenti jake poveza-
nosti iz G° odgovara u HP jedan &vor. Izmedju &vorova a,b di-
grafa HP postoji orijentisana grana ako i samo ako postoji o-
rijentisana grana koja u odgovarajuéem smeru povezuje dva &vo-
ra iz GP koji pripadaju komponentama jake povezanosti od GP
koje odgovaraju &vorovima a i b. Digraf HP naziva se kondenza-
cija digrafa ¢F. )

Na sl. 1 prikazan je jedan digraf GP u kome su istaknu-
te njegove komponente a zatim je data kondenzacija Hr'digrafa
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F od=-

govaraju &vorovi 3iji je izlazni stepen O nazivaju se zavrine

Konponente jake povezanosti digrafa GP kojima u H

komponente. Ako se festica nalazi u nekoj od zavr3nih kompo=-
nenti, ona ne mo¥e viSe da napusti tu komponentu jer iz nje ne
vodi nijedna grana u druge komponente. Ako se &estica nalazi u
nekoj komponenti keoja nije zavrsna, ona de posle dovoljno dum
gog vremena sa verovatnodom 1 da napusti tu komponentu. Stoga
gestica kKad-tad dolazi u jednu od zavrinih komponenti., Unutar
jedne zavrine komponente festica mo¥e da obilazi, sa vedom ili
manjom verovatnoéom sve Svorove jer izmedju svaka dva &vora
postoji neki put. Zbog toga se ¢vorovi u zavrinim komponentama
nazivaju povratni &évorovi. Cvorovi koji ne pripadaju zavrinim
komponentama nazivaju se nepovraini &vorovi.

Dakle, &estica u Markovljevom lancu postepeno napufta
nepovratne dvorove i poBevii od jednog trenutka ona se krede
samo po povraitnim &vorovima, tj. po nekoj od mavrinih komponen—
ti. Stoga je za ispitivanje ponaSanja Markovljevog lanca posle
dovoljno dugog vremena bitna glavna submatirica matrice P odre-
djena unijom zavrdnih komponenti.

Xako je komponenta jake povezanosti jako povezan graf,
glavna submatrica A matrice P odredjena jednom zavrinom kompo-
nentom je nerazlofiva. Posmatrajmo astoga jedan Markovljev la-
nac u kome jJe matrieca verovainode prelaza na Jedan korak upra-

vo nerazloZiva matrica A. Ovakav Markovljev lanac se naziva
neragzlofiv. '

Ako je A imprimitivna matrica indeksa imprimitivnosti
d digraf GA je eiklidki d-delni, Markovljev lanac se tada naw
giva cikliBki ili periodidki. Cestica cikli&ki obilazi skupove

imprimitivnosti 11’12""'Id‘

Ako je A _[Ia prlmltlvna matrica Markovljev lanac
je neperiodilki. évorovi digrafa GA obelefeni su sa 1,2,...,n,
Neka je i verovatnoda da se u poletnom momentu Sestica nalasi
u dvoru i (L =1,2,...,n). Tada je oigledno

(k) _ k
Py ; plax(.;;)

verovatnoda da ge 8estica nalazi w 8voru j posle k koraka. Ako
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Je By =‘lp£k) pék) .o pﬁk)” i P =\\p1 Py ees pn‘ldobija se

a odatle transpozicijom
(1) } PL = (ah* 2.

Pretpostavimo da postoji lim Ak = B. Tada‘je redom BA = B,
k»+-00 .

ATRT = 8%, 5. aTeT? - B7PT. Za matricm kolonu x = B'PT dobi-

ja se ATx = x 8to znadi da je x sopstveni vektor matrice AT za

sopstvenu vrednost 1. Oznadimo sa Pee matricu Hpi‘ P p§°“

verovatnoda p;°da ée se Gestica nadi u &voru i posle dovoljno

dugog vremena. Ako se u (1) stavi ke +oo dobija se
L - et = x ,

tj. trafene verovatnode su (ukelikec postoje) jednake koordina-
tama sopstvenog vektora x matrice A~ za sopstvenu vrednost 1.
Dokazademo sada da te verovatnode zaista postoje na

taj nadin Eto Gemo dokazati da postoji lim AF.
’ K++o0
Posto je matrica A stohastidka, neposredno se provera-

va da je jedna sopstvena vrednost matrice jednaka 1 sa sopst-
venim vektorom ¢ije su sve koordinate -}édnzke 1. PoSto je ovo
pozitivan vektor, iz teoreme Frobeniusa proizilazi da su modu-
1i svih sopstvenih vrednosti najvise jednaki 1. PoSto je A i
primitivna matrica postoji samo jedna sopstvena vrednost sa
maksimalnim modulom 1, Neka je A = T”IJT, gde je J Jordanov ka-
nonidni oblik matrice A. Dalje je A~ = T—lJ T. Prema teoremi 1
iz 7.5 postoji lim Jk Jer je J = Jy + Jzaé;... %'JP,Vpri Cemn
je 3y = fl1l] dok ostali Jordanovi blokovi Jpseeesdp, imaju po
dijagonali brojeve po modulu manje od 1. PoSto postoji lim Jk
postoji i lim AK. kes+oo
S S ’ :

Raspodela verovatnoda py,Pos..-,P, Se naziva stacio-
narnon. Izmedju ostalog, to znali da je verovatnoéa za nalaZe-
nje Cegiice u pojedinim &vorovima posle doveljno dugog vremena
nezavighae od ¢vora iz Kojeg Jje festica .polela kretanje. KaZe

se takodje da ovakav Harkovljev lanac ima ergodifko svojstvo.
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Iz igloZenog proizilazi da samo nerazloZiv neperiodid-
. ki Merkovljev lanac ima ergodilko svojstvo.

Korisno je da Citalac uporedi ovde skiciranu teoriju
Markovljevih lanaca sa standardnim pristupima ovoj] teoriji
‘(videti, na primer, {30], [97]).



9. GAUSSOV ALGORITAM I SLABO POPUNJENE MATRICE

U poglavliju & opisani su metodi za reSavanje sistema
linearnih algebarskih jednadina koji su, pored svoje teorijske
vrednosti, narodito pogodni kada se primene na sisteme u kKoji-
ma su kbeficijenti promenljive veliine. Ti metodi su, medju-
tim, po pravilu, nedovoljno efikasni kada se primene na siste-
me sa numeridkim koeficijentima., U ovom poglavlju bide opisani
neki metodi za refavanje sistema linearnih algebarskih jedna~-
fina ga numerilkim koeficijentima.

Posmatrajmo eistem linearnih jednalina

{1} ByyXg * oeee # BX = by,

ByaXy b oees + B = bn .

Sistem (1) moZemo prikazati u matridnom obliku Ax = b,
pri %emu, radi preglednosti, matrice~kolone shvatamo kao vek-
tore. Sistem (1) ima redenje ako je det 4 ¢ 0, izuzimajudi

" slu¥aj homogenog sistema, kada je b = O, Refenje sistema (1),
ako je det A # O, mo¥e sge predstaviti u matridnom obliku

x = a1 b, gde je A7 inverzna matrics matrice A, Ovo je samo
formalni oblik reSenja sistema, s obzirom da je izradunavanje
inverzne matrice ekvivalentno reSavanju sistema (1).

Sistemi linearnih jednadina mogu se deliti na viSe na-
gina. Jedna mogudénost je podela sistema po velidini - mali i
veliki sistemi. Ovde nema neke oftre podele, mada se sistem od
preko 20 jednadina moZe smatrati velikim. Kod nekih problema
broj jednadina moZe biti i preko 1000.

Sistemi se takodje mogu deliti prema vrsti matrice si-
stema A. Naime, ako matrica A ima dosta nula, kaZe se da je
matrica A slabo Bogunienal i za taj sludaj posteje specijalni

1) Umesto termina glabo popunjena mogudéno je upofrebiti i Jje-
dan od slededih” termina: rastresita, razredjens, retka.
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metodi. Slabo popunjene matrice se javljaju, na primer, u ana-
lizi elektrilnih mre¥a u flektrotehnici. Slabo popunjenim ma-
tricama su posvedeni odeljei 9.3 - 9.5.

Numeridki metodi za refavanje sistema linearnih jedna~
%ina dele se na direktne i iterativne. Kod direktnih metoda
reZenje dobijamo w jednom koraku. Zbog velikog broja operacija
za ove metode je karakteristidno da se kod vedéih sistema jave-
lja velika gre¥ka, Osnovni direktni metod je Gaussova elinina-
cija. Cramerova pravila spadaju takodje u direktne metode. le~
djubim, ona se ne koriste u numeri¥koj analizi zbog velikog
broja operacija.

Kod iterativnih metoda se redenje u svakom iterativnom
koraku poboljSava. Osnovna prednost ovih metoda je u tome Sto
se grefke zaokrugljivanja ne akumuliraju. Pored toga, iterati~
vni metodi su relativno jednostavni u odnosu na direktne meto-
de, pa se usped3no primenjuju za reSavanje velikih sistema. Ja-
cobijev i Gauss-Seidelov metod su csnovni iterativni metodi.
Iterativni metodi nede biti obradjeni u ovoj knjizi.

9.1. Gausgov metod eliminacijel)

Gaussov metod eliminacije {ili krade - Gaussov metod)
spada u najrasprostranjenije metode za reSavanje sistema linew
arnih jedna¥ina. Posmatrajmo sistem linearnih jednaina

1) 813X + 219%p + eee k2% = Dy,
8917 * Bpp¥p *oees * BppXy =Dy,

)Xy + BpoXs + oaee B, X bn .
2o

Ako prvu jednadinu oveog sistema pomnoZimo sa - = i

2
saberemo sa drugem, zatim sa - 521 i saberemo sa tredom, itd.,
a. 11
i na kraju sa - Eﬁl i saberemo sa n-tom jednadinom, dobijamo
11 :

it

ekvivalentni sistem jednalina (mnoZenje jedne jednaline kon-~

1) Uvodni tekst za ovo poglavlje, odeljak 9,1 i deo téksta iz
odeljka 9.2 preuzeti su, uz nesznatne izmene, i% knjige D. -
Dj.To&ida [90), sa odobrenjem autora.



195

stantom i dodavanje drugoj jednadini spada u elementarne tran-
sformacije, kojima dobijamo ekvivalentni sistem, tj. sistem =a

istim refenjem):

(2) . allxi + 815 Xy b oeee b By X, =“b1 ’
a2, (2), - pl2)
55 Xy + ses F A5 X = b2 »
2£2) (2), - pl2)
32 X5 + see + a3n n = b3 N
: |
aﬁg)xz + ewe + aéi)xn = bé?).

Ako izuzmemo prvu jednalinu sistema (2), ostaje sistem
od n-1 jednadina sa nepoznatama XpyeeesXys MnoZenjem druge je-

dna-jednadine sa -a(2 / aég) i sabiranjem sa tredom jednadi-

nom, itd., i na kraju mnoZenjem sa —aég)/ a(z) i sabiranjem sa
n-tom jednadinom, dobijamo sistem jednaéina

allxl + 312 X2 + a13 X3 + ese + aln Xn =
L2 (2) (2, _ ()

22 2 + 523 3 + sse + a2n n
(3) (3), _ (3
a33 Xz 4 eoe + 830X = b3

i 9, 200 (3),

Ha ¥ 8n3 X3 * eee ¥ Bpp'Xy =Dy

Ako nastavimo sa ovim postupkoq, svodimo sistem na

trougaoni oblik T ¥§§f
(3) ayyX) + 815 Xy + eee + By, X =Dy,
b (2) (2}, - _ p(2)
A5 Xy + eew + 85 X = b2 y .
alm)y o p(m),
8 *n n

Ovim je zavrSen prvi deo Gaussovog metoda - trougaona
eliminacija. Drugi deo je povratna zamena. Iz poslednje jedna-
gine sistema (3) nalazimo X0 iz pretposlednje xn 1° itd., i
na kraju iz prve jednacine Xq.

Da bismo do3li do jednakosti koje su pogodne za izra-
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tunavanje koeficijenata sistema (3), pretpostavimo da smo pos-
le k-1 xkoraka dos8li do sistema

.. . ~ .
.

*{k ¥ k . k k
aé:)xk + aé:é+lxk+l Foeee t aéj)xj Foese ¥ a1(m)xn = bé ),
(k). (k) 206 )

(K o plK)
ai K t ai,k+1xk+1 + ees + 13 j + eee + a.ln n = bi ,

(k). (k) (), S0 - (k)
2 Ry t a, k+1 Xy +oeee ¥ anJ 3 + oo a X, = bn ’

pri Gemu smo dzostavili prvih k-1 jednaéiné. U slededem koraku
i-ta jednacina se menja na taj nadin sto se k-ta jednadina
mnoZi sa -a(k / aég i sabira sa i~-tom jednacinom. Na taj na-

&in koeficijent a(J) se transformiSe u koeficijent a§§+l) &ija
je vrednost

(k)
(k+1) _ . (x) _ 2k _(kx)
(4) 2157 =23 T 0 %
i
pri Semu je k = 1,e.0,n=1; J k+1,;..,n+1; i=%k+l,...,0;
M) g a0 (k)]
aij I 1,n+1 =

Povratna zamena je opisana jednakoscéu

n
X = ;T_T ( §in+1 - .Z: ii) j)

i3 3=1+1

gde je i = n,n-1,...,1. Kao &to se vidi, povratn% gzamena ide
obrnutim redom.

Primer 1. Primenom Gaussovog megoda reSimo sistem jednadina
1,23%07x - 2,7132y + 17,0032z = 5,5207 ,
2,0201x + 6,1891y ~ 1,990z 6,2191 ,
3,2109x -~ 3,7944y + 2,43%442 = 1,8509 .

Pretpostavidemo da kod izradunavanja dobijeni rezhlta%
zaokrugljujemo na 4 decimalna mesta.

Trougaonom eliminacijom doblaamo redom slede@f'sisteme
linearnih jednadéina:
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1,2307x - 2,7132y + 7,0032z = 5,5207 ,
10,6426y - 13,4853z = -2,8427 ,

3,2843y - 15,8370z = -12,5526 .

1,2307x - 2,7132y + 7,0032z = 5,5207 ,
; 10,6426y - 13,4853z = -2,8427 ,

11,6754z = -11,6753 .

Povratna zamena daje
x = 1,0000; y = 1,0000; =z = 1,0000 .

U ovom primeru radunali smo sa 4 decimale i dobili smo
tadno reSenje sistema. Ako bismo u povratnoj zameni radunali
sa vi3e decimala, rezultat bi se neznatno razlikovao od tanog
redenja.

S obzirom da se kod Gaussovog metoda pojavljuje veliki
broj operacija, moZe se olekivati da se zbog numeri&kog odse-
canja greska moZe- zhatno akumulirati, &to znadi da koeficijen~-
te ai? moZemo s@atrati pribliZnim brojevima, a samim tim i
reSenje sistema.-Zbog toga se Gaussov postupak moZe modifiko-
vati metodom vodedih (stoZernih) elemenata.

Na sﬁhbm podetku trougaone eliminacije mno%ili smo pr-

821 8n3
vu jednafinu sistema (1) sa ~ ——;¢ce,- 5z~ 1 dodavali drugoj,
11

treéoj,e..,n-toj jednalini. Kako su koeficijenti pribli¥ni
brojevi, greska mnoZenja ¢ée biti minimalna ako su mnoZitelji

- Zf%,...,- ;f% minimalni. Ovaj slucaj nastupa kada je lalll
maksimalno. Prema tome, sistem (1) treba tako napisati da lalll
bude maksimalno. Posle prvog koraka, u gednakosti (2), sistem
od n-1 jednaéina piSemo tako da je lazg ‘ maksimalno, itd.
Primenom ovog metoda istovremeno izbegavamolsluéaj da je neki

od koeticijenata a{¥) jednak muli.

Pomoéu Gaussovog metoda trougaone eliminacije moZemo
takodje izradunavati determinante. Ovim metodom dobijamo deter-
minantu u kojoj su elementi ispod glavne dijagonale jednaki
r1li. Prema tome,
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D = det“aij“? = aé%)agg) .o aég).

Dakle, za izralunavanje determinante upotrebi se pri-
bliZno isti broj operacija kao kod trougaone elimihacije za
sistem jedna®ina, s tim ¥to nema povraine zamene.

S obzirom da je Gaussov postupak osnovani direktni me-
tod za redevanje gistema linearnih jednadina, korisno je da se
razmotri broj operacija. Lako se dokazuje da je broj potrebnih
operacija kod Gaussovog metoda:

Operacija Trougaona eliminacija  Povratna zamena
3
Sabiranje n- -1 a(n-1)
3 2
3
MnoZenje a’ - n n(n-1)
. 3 2
Deljenje n(n-1) n
2

Kao 3to se vidi, najvedéi broj operacija je kod sabira-
nja i mnoZfenja u trougaonoj eliminaciji. Tako, na primer, ga
n = 20 ukupan broj operacija igznosi 5910, dok za n = 100 ova]j
broj . jednak je 681 550. Zbog toga $to je broj operacija sraz~
-meran tredem stepemu redal sistema, Gaussov metod ima ograni-
Genu primenu zbog akumuliranja grefaka zaokrugljivanja. Veci
sistemi se mogu refavati na radunarima koji rade sa velikim
brojem znadajnih cifara, medjutim, treba voditi rafuna da po-~
vedanje broja cifara ne povedava znatno red sistema,

Na osnovu pregleda brnja operacija zakljulujemo da su
Cramerova pravila neprimenljiva «wa velike sisteme. Naime, za
‘igradunavanje determinante broj operacija je skoro igti kao za
refavanje sistema, a kako je kod Cramerovih pravila poirebno
n+l determinanata, ukupan broj). operacija je n+l puta vedli nego
kod Gauséovcg metoda.

Primedba. Ako bigmo determinamtu n-tog reda direktno izraduna-
vali razvojem po nekoj vrsti ili koloni, dobili bismo linearnu

1) Pod redom sistema podrazumevamo broj jedna¥ina sistema, pri
gemu .je broj jednadina jednak brojuw nepoznatih.



199

kombinaciju n determinanata reda n-1.
Ako sa Pn oznadimo ukupan broj operacija za izraduna-
vanje determinante n-tog reda, tada je

Pn =2n -1 + nPn_

1 ’
pri demu je Pl = 0, P2 = 3, Na primer, za n = 12 imamo ukupno
P), = 1 302 061 343 operacija, a za n = 20 imamo P, 6,6-1018
Ako bi jedna operacija trajala 10-5 sec, tada bi za izraduna-
vanje determinante reda 20 bilo potrebno 6,6-1013 sec, tj.
2,09:10" godina! Primenom Gaussovog metoda broj .operacija je
oko 5 300, te je potrebno 0,053 sec. Medjutim, to jo¥ uvek ne
znaéi da je Gaussov metod optimalan, tj. da ima minimalan broj
operacija [88]. Razbijanjem matrice na blokove broj operacija
se moZe smanjiti.

Ovo je ubedljiv primer kako se razvojem pogodnih nume-
ridkih metoda moZe smanjiti broj operacija, a time znatno po-
vedati talnost izradunavanja.

9.2. Svodjenje na trougaonu formu

Gaussov metod trougaone eliminacije je osnovni metod za
reSavanje sistema linearnih jednadina. On ima niz modifikacija
. .
me6$¥ kojima su i one kod kojih se matrica sistema A svodi na
BN

trougsdonu formu. Tako, na primer, ako matricu A =|(aij”? pri-
kaZemo u obliku »
(1) A=L(U+ 1),

gde je L donja trougaona matrica, U strogo gornja trougaona i
I jednalina matrica, tj.

a1
LB B2 ,
a1 o vt %m
0

ayp al3 . ain
0 ass a5n

0
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tads se sistem Ax = b svodi na

(2) - LU + I)x = b,
Uvodjenjem matrice y pomodéu

(3 . U+ Dz =y,

jednadina (2) se svodi na

(4) Iy = b

Ako jedna&ine (3) i (4) predstavimo u razvijenom obli-
ku, imamo

(5) ailyl = hl y
83191 * 22272 =Yy,
aﬁlyl +BISYp b oews + aényn =D, 3
(6) Xy ¥ aizxz * ai3x3 * oees * ainxn =¥y »
Ky + 8igNyg + eas + B = T, o,
Xy =Ty o

Kao $to se vidi, sistemi (5) i (6) reSavaju se povrat-
nom zamenom, i to (5) odezgo i (6) odozde. Glavni problem kod
ovog pristupa je u nala¥enju matrice A“=\‘a£j“§ .

Iz jednaline L(U + I) = A dobijamo

(7) ail 1 aj, a13...ain 897 Byp BqgeeeByy
331 232 Loz 2gyll @1 P22 fa3  Bpp
41 fq2teedy 1l lPa1 ®n2 %n3

Kompozicija digrafova koja odgovara matridnom proizvo-
du na levoj strani relacije {7) prikazana je na sl. 1. U di~
grafu G{L) grane idu "na gore" a u digrafu G{U+I), one idu "na
dolev,

Neposredno se vidi da je prva kolona matrice I Jednaka
prvoj koloni matrice 4, tJ. ail = 841, aél = Bpyy ees aﬁl =
= 89 Dalje se mogu jednosiavno odrediti prenosi grana koje
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izlaze iz prvog sivog &vora, tj. elementi prve vrste matrice
U+I Sa sl. 1 lmago allal2 = alz,...,allalj = alj""’allaln=

= aln’ tj. alJ = al s J = 2555000504

sl. 1

Sada se prvi crni i prvi beli &vor mogu izostaviti iz
razmatranja. Da bismo mogli da eliminifemo i prvi sivi &vor
moramo u daljem radu uzeti u obzir prenose puteva koji vode
kroz taj &vor. Za proizvoljmo i(%2), j(22) vaji & +alla1J
= &40 Ovde all 1 Je prenos puta izmedju i-tog crnog i j-tog
belog &vora koji prolazl kroz prvi sivi &vor a & zbir preno-
sa takvih puteva koji prolaze kroz ostale sive &vorove. Odav~
de jJe 3 = ala - a{l i .y tj. posle odbacivanja prvog gsivog
&évora moramo elemente matrice A umanjiti za allalJ i dalje na
staviti rad sa reduciranim digrafom (bez &vorova sa indeksom
1) i izmenjenom matricom A.

Posle j-1 iteracija ovog postupka najvisi neizbadeni
évorovi imaju indeks j i u tom momentu odredjujemo a{. i agi
za 1> J (videti sl. 1). Na taj nadin se dolazi do slededéih

formula:

j-1
(8) ; ajy = aij"é a5 1 .
>
8y al, = -3 (a,,- ala’. ) .
3i a33 3i k=1 3x%ki

Dekle, faktorizacija matrice A u obliku (1) je moguéna
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ako je afj £#0, j =1,2,00.,n, te se u (9) izbegava deljenje
sa nulom. Sledeca neSto opStija teorema, koja se dokagzuje
slidnim postupkom daje dovoljne uslove za egzistenciju fakto-
rizacije.

Teorema 1. Neka je A kvadratna matrica reda n i neka Je sa Dk
12,0000kl g ge D, # 0,

{1,2,...,%} L
k =1,2,...,n, matrica A se moZe (i to na jedinstven nalin)

oznaden njen glavni nminor det A

faktorisati u obliku A = LDU, gde je L donja trougaona matrica
8iji su svi dijagonalni elementi jednaki 1, U je gornja trou=-
gaona matrica &iji su svi dijagonalni elementi jednaki 1, a D
je dijagonalna matrica. Pri tome se na glavnoj dijagonali mat-
22,0 .k

Dl, DZ,...,Dn_ .

rice D nalaze redom brojevi Dl’
1
Na osnovu (5) i (6) formule (8) i (9) daju

-1
1 .
(10) v = a;i(bi - E;; ali V)
5
(11) X, =¥ a/. x.
R Y s AL L

pri ¢emu je X, = Vg

Jednakostima (8) - (11) opisan je Croutov metod za re-
Savanje sistema linearnih algebarskih jednadina. On ima zna-
dajne prednosti u poredjenju sa Gaussovim metodom ali se u o-
vakve pojedinosti nedemo ovde upudtati.

9.3, Razlaganje sistema lineasrnih algebarskih
jednalina na podsisteme

U ovom i u slededim odeljcima opisademo neke specifid-
nosti u radu sa sistemima linearnih algebarskih jednalina kod
kojih je matrica sistema slabo popunjena a (nenulti) elementi
matrice su zadati numeridki.

Ne postoji neki strogo odredjeni kvantitativni krite-
rijum koji odredjuje kada matricu treba smatrati slabo popu-
njenom. Posebni postupei za tretiranje slabo popunjenih matri-
ca ukljuduju sprovodjenje raznih dodatnih operacija te su sto-
ga oni efikasni kada matrica zaista sadrZi veliki broj eleme-
nata jednakih nuli., Nekad je oigledno da posebne tehnike nisu
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efikasne. Na primer, ako (kvadratna) matrica reda 100 sadrfi
10 nula, najbolje je te nule ignorisati i sistem tretirati u-
obiéajenim metodima. Medjutim, ako matrica reda 1000 sadrii
4000 elemenata razliditih od nule, odigledno 39 najbolje ma-
tricu zadati velidinom i polo¥ajem njenih nenultih elemenata
i tretirati je posebnim tehnikama. Grubo se moZe smatrati da
je matrica slabo popunjena ako, nezavisno od njenog reda, sva-
ka vrsta i svaka kolona sadrZi po "mekoliko" nenultih‘eleme—_
nata.

Kao $to je i nagovefteno, slabo popunjena matrica se
u memoriji kompjutera fuva na taj nadin Sto se pamti samo ve~
1idina nenultih elemenata i za svaki takav element pamti se
redni broj vrste i redni broj kolone u kojima se on nalazi.

Kod slabo popunjenih matrica A izuzetnu ulogu igraju
pridruZeni digrafovi G(4) i gh.

Prilikom tre%iranja gistema jednadina sa slabo popu-
njenim matricama najpre se pokudava da se sistem rastavi na
izvesne podsisteme manjeg formata, da se svaki podsistem rei
posebno a zatim da se na osnovu redenja podsistema dobije re~
fenje sistema.

U 9.1 je prilikom objaSnjenja izbora stoZernih eleme-
nata za Gaussovu eiiminaciju veé nagovesdteno da permutacija
jednatina i permutacija nepoznatiH u jednadinama igra vaZnu u-
logu. Permutovanju jednadina i1 nepoznatih odgovara permutova-
nje vrsta i kolona matrice sistema A. Za razliku od permutaci-
ja vrsta i kolona iz poglavlja 8, ovde je dozveljeno da se ra=-.
z1i8ite permutacije primene na vrste i kolone. U opStem sliuda-
ju matrica A se transformiSe pomoéu dve permutacione matrice P
i Q %ako da nova matrica ima oblik A" = PAQ. Digraf G(PAQ) se
dobija od digrafa G(A) na taj nadin 35to se posebno vr¥e permu-
tacije oznaka crnih {dejstvo matrice P) i belih (dejstvo mat-
rice Q) Gvorova.

Sistem je moguéno rastaviti na podsisteme ako se per-
mutacijom vrsta i kolona matrica sistema A mo¥e dovesti na
sledeci ¥kvazi-trougaoni oblik
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11

B b

S A
@) RS | .,

Apy Ao Ay

gde su All’AZZ"“’Amm kvadratni blokovi.

Ako se vektori x i b iz sistema A“x = b, predstave u
obliku xT =H Xy Xp eee xm“.’ ot =”b1 by ... m”’ gde su xl',xz,
censXp i bl,bz,...,bm redom vektori dimenzija koje odgovaraju
dimenzijama dijagonalnih blokova u (1), onda je reSenje siste-
ma A°x = b ekvivalentno reSavanju sledeéih podsistema

k-1
(2) Akkxk = bk - ;,Z_i Aijj sy K = 1,2,00.,Mm.
Naravno, najpre reSavamo sistem (2) za k=1, koji se tada svo-
di na Allxl = bl’ a zatim redom ostale sisteme.

Dijagonalnim blokovima u (1) odgovaraju komponente ja-
ke povezanosti digrafa GA'. No digrafovi GA % GA' nisu izomor-
fni pa se postavlja pitanje kako odrediti GA a samim tim i
matricu A°.

Prema teoremi 9 iz 4.2 vaZi formala

(3) det A% = det Ay, det Ay, ... det  N—_—

Posmatrademo sistem u kome je det A # O, tj. det A” £
# 0, Tada je i svaka od determinanata na ‘desnoj strani jedna-
kosti (3) razlidita od nule. Posmatrajmo digraf G(Akk) za'k =
=1,2,...,m, U digrafu postoji bar jedna separacija jer je
det Ay # 0. Prenumeri$imo bele &vorove u G(Akk) tako da svaka
grana separacije povezuje crni i beli &vor istog rednog broja.
To znaéi da se kolone matrice Akk mogu permutovati tako da di-
Jagonalni elementi matrice budu razliditi od nule. Dakle, u
matrici A’ se moge naknadnom permutacijom kolona unutar dija-
gonalnih blokova postiéi da svi dijagonalni elementi matrice
A’ budu razlifiti od nule. Smatrademo da je matrica A’ veé na-
pisana u tom obliku. :

Da bismo od A dobili A“, posmatrajmo -digraf G(A). Kako
je det A # 0 u G(A) postoji bar jedna separacija. Izaberimo
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jednu od separacija i, sli&no ranijem, prenumeriSimo bele &vo-
rove tako da separacija povezuje crne i bele &vorove istih re-
dnih‘brojeva. Na taj nadin dobijamo G(B) pri gemu matrica B i~
ma iste dijagonaine elemente kao A”. ‘

" Na prvi pogled razlidit izbor separacije digrafa G(A)
moZe da dovede do razliéitih matrica A” a samim tim i do raz-
liditog broja m podsistema. MoZe se dokazati da izbor separa-
cije nije bitan a da se raglifite matrice A‘razlikuju po nekim
manje vaZnim stvarima kao 3to je razme3taj vrsta i kolona unu-
tar pojedinih dijagonalnih blokova, ili redosled blokova. U
stvari, za bilo koje razlaganje sistema na podsisteme (sa ne-
nultim dijagonalnim elementima, 3to je uvek moguéno postiéi)
svaka separacija digrafa G(A) je unija separacija digrafova
podsistema pa je o&igledno svejedno koja se separacija bira.

Sada je otigledno GB izomorfan sa GA’. Matrica A”
predstavlja normalnu formu (videti 8.1) matrice B. Dijagonalni
blokovi u A‘odgovaraju komponentama jake povezanosti digrafa
¢® kao 5to je to opisano u 8.1.

Na osnovu izloZenog od interesa.je algoritam za odre~
djivanje komponenata jake povezanosti u digrafu. (Po3to se al-
goritam realizuje na kompjuteru ne zadovoljava intuitivmi po-
stupak naveden u 1.1).

Navodimo algoritam za odredjivanje komponenata jake
povezanosti koji su dali R.W.H.Sargent i A.W.Westerberg, ne
upudtajuéi se u detalje kompjuterske realizacije algoritma.

U digrafu se polazi od proizvoljnog &vora i kreée duZ
nekog puta. Ako se put vrati u neki od &vorova kroz koji je
veé proSao onda se &vorovi koji leZe na zatvorenom putu, koji
je upravo obrazovan, kondenzuju u jedan &vor a put se dalje
nastavlja iz tog kondenzovanog tvora. U daljem radu kondenzo-
vani &évorovi se tretiraju kao i obidni &vorovi ali se pamti
koje &vorove oni zamenjuju. Grane koje su bile u vezi sa zame-
njenim éworofima sada su u vezi sa kondenzovanim &vorom. Pet-
lje nastale kondenzacijom se ne uzimaju u obzir. Put koji sle-~
dimo zavr3ava se u &voru (koji je mo%da nastao kondenzacijom)
iz kojeg ne vodi nijedna grana. Ovaj zavr3ni &vor puta odre-
djuje komponentu jake povezanosti koja odgovara podetnom bloku
All iz (1). PoSto se ovaj &vor izbaci,u preostalom digrafu se
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formira novi put #iji zavridni &évor odredjuje A22,itd. Ne ova]
nadin se postepeno odredjuju sve komponente jake povezanosti,
odnosno svi blokovi iz (1).

9.4. Eliminacija kod slabo popunjenih matrica

Posto se sistem jednadina, ukoliko je to moguéno, raz-
lo%i na podsisteme prema postupku opisanom u prethodnom odelj-
ku, pristupa se reSavanju svakog podsistema posebno, U .ovom o-
deljku razmatrademo problem reSavanja sistema koji se ne moZe
(opisanim postupkom) razloZiti na manje podsisteme.

Posmatrajmo sistem (1) iz 9.1. Neka je matrica siste-
ma slabo popunjena i neka se sistem ne moZe razloZiti na pod=-
gsisteme, Opet se primenjuje Gaussov metod eliminacije ali nje-
gova primena sada ima niz specifidnosti.

Kod slabo popunjenih matrica ne zahteva se da stoerni
element aég u k-tom koraku eliminacije bude po modulu maksi-
malan, ali se zahteva da on bude iznad odredjene minimalne
vrednosti koje su za razliéite vrste problema preporudene u
literaturi. Smatrademo da je uvek prilikom izbora stoZernog e-
lementa ovaj uslov ispunjen., Veda sloboda prilikom izbora sto-
zernog elementa omogudéava minimizaciju broja nenultih elemena-~
ta sa kojima se matrica popunjava u toku procesa eliminacije.

Primer 1, Ako se na sistem sa matricom

1 2 3 4 5
-2

[

2

primeni Gaussov algoritam, ved u prvom koraku eliminacije pod-
matrica tipa 4 X 4 ée biti potpuno popunjena. Medjutim, preme-
Stanjem vrsta i kolona ova se matrica moZ%e napisati u obliku

2 1
-2 1

2 1

-2 1

5 4 3 2 1
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“Proces eliminacije sada ne dovodi do pojavljivanja novih ne-
‘nultih elemenata.

S obzirom na nadin duvanja slabo popunjeéne matrice u
memoriji ralunara i s obzirom na to da se aritmetilke operaci-~
je u suftini obavljaju samo sa nenultim elementima, jasno je
da pojavljivanje novih nenultih elemenata dovodi do vedeg zau-
zeda memorije i du¥eg rada programa a moZe da izazove i prekid
rada programa ako se predvidjeni memorijski prostor iscrpi.
“Stoga je minimizacija broja novih nenultih elemenata koji se
pojavljuju u procesu eliminacije jedno od centralnih pitanja
u radu sa slabo popunjenim matricama.

Posmatrajme Xdnigov digraf G(A) slabo popunjene matri-
ce A. Neka Jje crni &vor i povezan sa ‘belim &vorom j granom &i-
ji je prenos aij‘ Neka je d; izlazni stepen dvora i a d; ulaz=-
ni stepen &vora j. Ako se a;; Luzme za stoZerni element pri e-
liminaciji mora se na 47 -1 mesta u j-toj koloni praviti nula,
tj. i-ta vrsta se 4.-1 puta dodaje drugim vrstama {po¥to se
prethodno pomnoZi sa odredjenim brojem). Pri svakom ovom doda-
vanju dodaje se df-1 elemenata koji su razliditi od nule. Uku~
pno se (d;-l)(dg-l) elemenata razlifitih od nule dodaje pri o-
vom koraku eliminacije. Po3tc je matrica slabo popunjena vero-
vatno je da ée ovi elementi biti dodavani elementima koji su
bili jednaki nuli, tj. pri ovom koraku eliminacije pojavide se
(dj"_'-l)(dg—l) novih nenultih elemenata.

Na osnovu izloZenog stoZerni element je odredjen gra-
nom (i,j) digrafa G(A) za koju je (d;-l)(d;—l) minimalno. Na~
ravno, U svakom narednom koraku eliminacije posmatra se pod-
graf digrafa sa jednim Svorom manje.

9.5. Trakasgte matricel)

Mnogi problemi iz prakse svode se na redavanje sistena
lirearnih jednalina, kod kojih je matrica sistema A (videti
sistem (1) iz 9.1) siabo popunjena, simetrilna a takodje i po-
zitivno definitna (poslednji uslov je bitan jer se tada ne mo-
ra voditi rafuna o numeridkoj stabilnosti reSenja, ako se pri

L) Ovaj odeljak je izradio S.Simié.
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reSavanju koristi neki od metoda eliminacije). Ako se gistem
resava, recimo, Gaussovom eliminacijom mnoge nule matrice 4 u
procesu eliminacije mogu postati sada nenulti elementi kao $to
je veé objasnjeno u 9.4 i samim tim doSlo bi do akumuliranja
greSke. U cilju izbegavanja takvih situacija ili bar njihove
mininmizacije u literaturi su razvijeni postupci kojima se na
neki nafin stavlijaju pod “xontrolu® nenulti elementi. Jedna
klasa postupaka svodi se na to da se jedna¥ine i nepoznate
(5to se tide redosleda pojavljivanja) preurede. U ovom odeljku
razmotride se postupci za svodjenje matrice na tzv. trakastu
formu.

Za neku matricu M =}imij§]kaée se da je irakasta ako
postoji broj B (dP¢n-1) takav da je my o= 0 za |i-jl>(§. Ako
je jod mi3 # 0 za li=j]4 @, tada se takva matrica naziva pot-
puna trakagta matrica. U specijalnom siudaju ako je (3= 1 od-
govarajuéa trakasta matrica naziva se i itridijagonalna matrica.
Broj (> se naziva $irina trake, a po nekim autorima {Zto je o=~
pravdanje) za Sirinu trake uzima se velilina 2(3+ 1.

Posmatrajmo sada sistem linearnih jednalina

(1} Ax =b .

Podto je A simetrilna matrica u cilju odr¥avanja sime~
trije vr$idemo isto permutovanje jednadina i nepoznatih.
Simbolidki se mo¥e to predstaviti na slededi nadin

(2) (papT) (Px) = b ,

gde je P neka permutaciona matrica. Na taj nasin sistem (1)
postaje

(3) A’z = b7,

gde je A7 = PAPT, x° = Px i b” = Pb. Ako je novodobijena mat-
rica A" trakasta, tada nije te¥ko videti da de se u tom sluda-
Ju gnatno redukovati stvaranje nenultih elemenata u procesu e=
liminacije. Stoga je od interesa poznavati neki postupak kojim
bi se neka slabo popunjena, simetrilna matrica prevela (istim
permutovanjem vrsta i kolona) u trakastu formu ali takav da
Zirina trake (ili neka druga brojna karakteristika) bude mini=
malna. Froblemi ovog tipa mogu se na prirodan nadin prikazaii
pomodu grafova., Naime, kod slabo popunjenih matrica nas inte-
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resuje da 1li je neki element nulti 11i nenulti (vrednosti ne-
nultih elemenata nisu od interesa u podetnoj andlizi) tako da
digfaf GA bez ogznaka prenosa grana predstavlja dobar model za
slabo popunjenu matricu A. Specijalno, ako je matrica A sime~
tri¥na, onda se digraf GA svodi na neorijentisani graf. Neka
je §}£GA) matrica susedstva grafa G, Sada bi se u terminima
teorije grafova nad zadatak sveo na permutaciju &vorova gor-
njeg grafa tako da njegova matrica susedstva ima trakastu for-
mu sa §to manjom $irinom trake.

Primer 1. Na sl. 1 su date dve numeracije gvorova istog grafa.

oA
sl. 1

Odgovarajuée matrice. susedstva su

11001 11100
11100 1101 0
feh) =Jlo 1 1 1 off, Y =l 0o 1 o 1f|.
001 1 1 01 0 1 1
1001 1 001 1 1

U prvom sludaju @ = 4 &« u drugon P = 2.

Prenumeraciji &vorova nekog grafa odgovara neka permu~
taciona matrica P, tj. ona koja de matricw A prevesti u traka-
stu formu A" = PAPT.

Posmatrajmo sada i-tu vrstu matrice §¥(GA). Neka je
1{i) indeks one kolone za koju su svi eleménti u i=-toj vrsti
levo od pozicije q(i) jednaki nuli dok je element na pozieciji
(i,q9{i)) razlidit od nule. Definifimo velidinu P, sa
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i-q(i) , 1% q(),
- (55.:{1(1() 1% q(1)

o ] i ¢ alt) .
Tada se lako moZe pokazati da je Sirina traka data sa
(5) (5 =m?x Gi .
Sam zadatak svodjenja neke slabo popunjene, simetrilne
matrice na trakastu formu sa ¥to je moguéno manjom Zirinonm

trake sada se mo¥e prikagzati u vidu slededeg problema: Odrediw
ti P tako da va¥i relacija

A = min max (5; .
P i

gde (3{ odgovara matrieci 5}(GA') = Pf}(GA)PT. Inage, u litera=~
turi se prilikom prevodjenja matrica u trakasti oblik minimi-
ziraju i neke druge veliéiné, na primer, velidina gzvana profil
koja ge definide kao

. n
(6) W=j§lﬁi,

gde je n red matrice A iz (1).

Pomenudéemo sada neke osnovne metode za svodjenje mat~
riga na trakasstu formu. Jedan od prvih zabeleZenih metoda je
iterativnog karaktera. Prvo se uoli jedna numeracija Svorova
(¥vorovi se oznadavaju redom brojevima 1,2,...) grafavGA. Za-
tim se u svakom koraku nalazi grana za koju je razlika oznaka
njenih krajnjih &vorova maksimalna. Dalji postupak sastoji se
u prenumeraciji jednog od &vorova te grane ali takc da se u
novodobijenom grafu ne dobije grana kod koje bi razlika oznaka
njenih krajnjih &vorova bila veda od ramije postojede maksimalk
ne vrednosti. Zavrina numeracija &vorova uporedjena sa polazw-
nom odredjuje traZenu permutacionu matricu., Ovaj algoritam je
dosta nesavrSen i, HtaviSe, ako se ne "pogode" dobre grane,
moze da se zavrdi daleko pre nego ¥to se nadje minimalna Hiri-
na trake.

Drugl poznati algoritam je direktan pa samim tim i vew
oma brz(vreme rada je grubo redeno proporcionalno broju grana
grafa) mada ni on ne garantuje najbolje reSenje. Inale u osno=
vi ovog algoritma le#i grafovska tehnika. Opet se kao u gor-
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njen sludaju uoéava graf GA. Zatim se igabere jedan od njego-
vih ¢vorova koji ima minimalni stepen i on se prenumeriSe sa
oznakom 1. Potom se uofavaju njegovi susedi koji se u cilju
prenumerisanja prvo urede u rastuéi poredak u odnosu na stepe~
ne njihovih &vorova, pa se zatim numeridu redom sa 2,33¢..
Dalji postupak sastoji se u tbme da se sada redom primeni isti
poétupak ali na (neprenumerisane) susede &vorova 2,3,..., itd.
Ovaj postupak se primenjuje sve dok se ne iscrpe svi &vorovi
prve komponente ako je graf nepovezan, a zatim se isti postu-
pak ponovi na preostale komponente grafa. Ingée, ovaj algori-
tam se moZe Gesto koristiti u kombinaciji sa izvesnim itera-
tivnim algoritmima pri Cemu bi on sluZio kao dobra priprema
za iterativne algoritme. Takodje su razmatrane i razne modifi-
kacije gornjeg algoritma, kao i strategije izbora optimalnih
numeracija u slucdaju da postoji sloboda vedeg izbora u pojedi-
nim koracima. - -
Na kraju napomenimo da se umesto trakastih formi kori-
ste i neke druge forme, a neke od njih prikazane su na sl. 2.

sl. 2

Na slici su elementi na ne¥rafiranim delovima jednaki
nuli.



10. NEKE NUMERICKE MATRICNE FUNKCLJE

.
NajZeSée upotrebljavana netrivijalna numeridka funkci-

ja kvadratne matrice je svakako determinanta, Pored determi-
nante u literaturi su definisane i razne druge numeridke funk-
cije uvadratne matrice. U ovom poglavlju opisademo neke od
njin a posebno permanent i piéfijan.

10.1. Permanent

Neka je GA digraf pridruZen kvadratnoj matrici A =
=\\aij“§ i neka je, kao u 4.1, ¥ skup svih faktora digrafa G,.
Pojedini faktori su obelefeni sa F a C(F) ozna¥ava prenos fa-
ktora, tj. proizvod prenosa grana koje obraguju faktor.

Permanent per A matrice A definisan je pomodu

(1) per A = Z c(P) .
Fe¥

Dakle, per A sadrZi iste sabirke kao det A samo su oni svi u-
zetl sa znakom +. Zbog toga se per A ponekad oznadava sa TAT.
Permanent se moZe definisati i pomoéu

(2) per A =' .Zi_ éljlazjz... anjn,
31’32!---’Jn

gde se sumiranje vrii po svim perwnutacijama jl,jz,...,jn skupa
{1,2,...,n}. Ova definicija permanenta je analogna klasidnoj
definiciji determinante iz 4.6.

Permanent, iako prividno jednostavni je definisan od
determinante, nema neka pogodna svojstva koja ima determinanta,
Pa je stoga rafunanje sa permanentom po pravilu komplikovani je.
Na primer, permanent ne menja znak kada dve vrste promene me-
sta. To ima za posledicu da permanent matrice sa dve jednake
vrste ne mora biti jednak nuli. Medjutim, za permanent vazi
razvo] analogan razvoju determinante po vrsti ili koloni.



213

U nekim sludajevim permanent matrice jednak je deter-
minanti iste ili ne&to modifikovane matrice. Takve relacije su
od'interesa jer se pomodéu njih teorija permanenta povezuje sa
dobro razradjenom teorijom determinanti. ’

Posle neophodnih definicija navedéemo jedan takav re-
zultat. U slededem odeljku bide opisana jedna klasa grafova za
gije matrice susedstva va¥e sli&ne relacije.

Matrica A =‘|ai.“¥ se naziva(gornja) semitrougaona ako

je a;; = 0 za j<i -1. Matrica B =1lbiju¥ je srodna sa matri-
com A ako je bij =a;, za i2ii bij = -a;y za i<j.

Teorema 1. Ako su A i B kvadratne semitrougaone matrice i ako
Je matrica B srodna sa matricom A, tada je per A = det B.

Dokaz. Digraf GA prikazan je na sl. 1.

sl. 1

Grane koje nisu eksplicitno prikazane na crteZu vode iz &voro-
va 5a manjim rednim brojem u &vorove.sa veéim rednim brojem.
Posmatrajmo faktor F digrafa GA koji sadrZi p(F) kontura. Broj
grana oznafenih sa u na sl. 1 koje ne pripadaju konturama fak-
tora F je oligledno p(F)-1. Stoga faktoru F pripada n-p(F)
grana u.

Digraf GB se razlikuje od GA samo po tome Sto su pre-
nosi grana u suprotnog znaka. Stoga ovi digrafovi sadrie iste
faktore. Neka su CA(F), CB(F) prenosgi faktora F u G,y Gpr Tes-
pektivno, Tada je Cp(F) = (-1)n'P(F)cA(F).,Da1;je je

det B = (~1)% ) (-1)P(F)cB(F) -z C,(F) = per A,
F F

Ovim je teorema dokazana.
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Pogledica 1. Ako su A i B tridijagonalne matrice i. ako je mat-
rica B srodna sa matricom A, tada je per A = det B.

U literaturi su opisani i drugi sluéajevi kada je per-
manent matrice mogudéno transformisati u determinantu promenom
znaka izvesnih elemenata matrice.,

Jedan od najinteresantnijih problema u vezi sa perma-
nentom je proveravanje tafnosti van der Waerdenove hipoteze.
B.L.van der Waerden je 1926 god. pretpostavio da za bistoha=
stidku kvadratnu matricu A reda n vaZi nejednakost

n!
per A7 ;ﬁ .

Do danas je dokazano da ova nejednakost va¥i za n £ 5.

&

10.2. Grafovi benzenoidnih ugljovodonika

U ovom odeljku ¢e biti uspostavljena veza izmedju de-
terminante 1 permanenta matrice susedstva za jednu vaZnu klasu
grafova, koja je od interesa u hemiji.

Neka je H bihromatski digraf. Naravno, H ne sadrzi (o=
rijentisane) konture neparnih du%ina. Svaki faktor digrafa H,
ukoliko postoju, takodje ne sadrZi konture neparne dufine.

Potreban uslov za egzistenciju faktora je da u digrafu
postoji podjednak broj &vorova obojenih sa svakom od dve boje.
Dalje demo posmatrati samo bihromatske digrafove sa N = 2n
&vorova od kojih je n &vorova obojeno, recimo, crnom bojom dok
je drugih n ¥vorova obogeno, recimo, belom bojom.

Delimiéni digraf digrafa H kod koga iz svakog crnog
(velog) &vora izlazi tadno jew.a grana i u svaki beli (crni)
8vor ulazi taéno jedna grana zvademo crna (bela) separacija.

Svaki faktor grafa H moZe se na jedinstven nalin pred-
staviti kao unija jedne crne i jedne bele separacije. I obrnu-
to, unija jedne crne i jedne bele separacije daje faktor di-
grafa H.

Ako je sy broj crnih i s, broj belih separacija u H,
iz gornjeg sleduje da je broj faktora u H jednak S18p. Ha os~-
novu formule (1) iz 10.1 dobija se za permanent matrice sused-
stva A grafa G jednakost
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(1) ‘ per’A = sy8, .

Neka je G neorijentisani bihromatski graf sa n+n &vo-
rova. Kao ¥to je redeno u 1.1, regularni delimidni graf grafa
G stepena 1 naziva se l-faktor grafa G. Broj l-faktora oznada-
vademo sa k. )

Grafu G se moZe pridruZiti digraf H, koji se dobija iz
G kada se svaka njegova grana zameni sa dve orijentigsane grane
suprotnih orijentacija koje povezuju isti par &vorova, 08igle-
dno, svakom l-faktoru u G odgovara u H (na prirodan nadin) ta-
¢no jedna crna i tacno jedna bela separaéijai Stoga je 8) =
= 8, = k. Podto su matrice susedstva grafova G i H jednake

formula (1) postaje

(2) per & = k% .

Neka su crni dvorovi numerisani sa 1,2,...,n a beli sa
n+l,n+2,...,2n, Crnu separaciju moZemo predstaviti permutaci-
jom 31’32”"’3n brojeva n+l,n+2,..s520. (jl,jz,...,jn oznada-
vaju redom bele &vorove u kojima se zavrfavaju grane koje po-
laze redom iz crnih &vorova 1,2,...,n.} Na slidan nadin belu
separaciju moZemo predstaviti permutacijom il,iz,...,in broje~
Va 1,250,y )

Posmatrajmo faktor koji je dobijen uﬁijom crne separa-
cije jl,jz,...,jn i bele separacije il’iZ""’in' Znak sabira-
nja koji u razvoju determinante det A odgovara posmairanom fa~
ktoru odredjujemo na osnovu broja 1nverzijé u permutaciji

(3) jl’jz""!jn’ilﬁizl"”in -

j-ovi sa i~ovima obrazuju, odigledno, n2 inverzija. A~
ko je j broj inverzija permutacije jl,jz,...,jn.a i broj in-
verzija permutacije il’i2""’in’ tada je broj inverzija per-
mutacije (3) jednak i+j+n” a znak sabirka u razvoju det A koji
vdgovara posmatranom fa?toru je (_1)i+j*n Jer sun”™in isfe )
parnosti. Velidinu (-1)l zvademo parnost bele separacije a
{-1)? parnost crne separacije.

Neka je K jedan l~faktor u G a C odgovarajuda crna i P
odgovarajuca bela separacija u H. Neka su par P i par C parno-
sti tih separacija. Lako je ustanoviti da va¥i par C = par P.
Parnogt par X l-faktora X @efinisaéemo kao zajednidku vrednost
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parnosti separacija C i P;
par K = par P = par C .

1
Leme 1. Za bihromatski graf sa N = n+n &vorova vaZi jednakost

(4) det A = (-l)n Z_ (”l)r(F)c(F) ,
Fe¥

gde je r{F)(=r) broj kontura, Bije su du¥ine oblika 4s, a koje
se nalaze u faktorm F.

Dokaz. Da bi se pomodu (1) iz 4.1 dobilo (4) potrebno je doka-
zati da je (_l)2n+p(F) = (1)) gy p(B)= n o+ 2(F)

(mod 2), U grafu postoje samo konture parne duZine. Neka je
q(F) = g broj komponenata sa brojem &vorova oblika 4s+2 u fak-
toru F i neka su 4ti+2 (i =1,+..59) brojevi &vorova u tim
komponentama. Ako su 4s; (i = lye.s,r) du¥ine ostalih kontura
iz F, dobijamo redom

q r
Z:(4ti+2) + ZE: 4s; = 2n ,
i=l i=1

q r
ZZ t‘+q+ZZ 8y =1, = nf{mod 2) ..
i=1 i=1

Kako je p(F) = q(F) + r(F), dobijamo p(F) =n + r(F)
(mod 2}, Sto je i trebalo dokazati.

Teorema 1. l-faktori K1 iX,u bihromatskom grafu su iste par-
nosti ako i samo ako unija skupova grana grafova K1 i K2 obra-
zuje paran broj kontura du¥ine oblika 4s (8 = 1,2,.4e).

Dokag. Neka je par C; = par Ky = (—1)j i par P, = par K, =
= (-1)l. Znak sab;ranja w razvoju det A koji odgovara faktoru
Cl\j P2 Jje (-l)i+3*n. Uporedjujuéi ove sa rezultatom leme 1
dobijamo da je i+j = r(CIU P2)(mod» 2). Dakle, K, i'K, su iste
parnosti ako i samo ako je broj kontura duZine 4s u faktoru
Cltj P, paran. ' ) _

Odavde neposredno sleduje iskaz teoreme.

Na osnovu teoreme se vidi da osobina dva l-faktora
Ypiti iste parnosti" (odnosno, ‘"biti razlidite parnosti) ne
zavisi od numeracije &vorova grafa, odnosno, izbora boja pri
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bojenju grafa. Ova binarna relacija je relacija ekvivalencije
i ona na prircdan nadin deli skup l~faktora na dve klase ekvi-
valencije. Medjutim, parnost i-faktora zavisi od numeraclje
&vorova ¥to se lako mo¥e proveriti na primerima.

Neka je k broj l-faktora pozitivne parnoati ik_ broj
1-faktora negativne parnosti,
Teorema 2. det A= (1), -x )2.
Le0orema o + -

r(PiU Cj)
Dokaz. Veé je ustanovljeno da je (-1) ,
- Stoga formula (4) postaje

det A = (-1)”2 Z(~ r(PiUc

= par Pi par Cj.

i=1 Jsl
k k
= (‘*l)nizl par Cijzl par By = (—l)n(k* - k_)z-

¥rednost determinante matrice susedstva, naravno, ne
zavisi od pumeracije &vorova, &to se potvrdjuje i ovom formu-
lom, R . -

U poglavljd 12 razmatraemo problem odredjivanja alge~-
barske viSestrukosti Vz(G) broja 0 u spektru bihromatskih gra-
fova G. Pokazademo da je bro;'? u uskoj vezi sa l-faktorima
posmatranog grafa.

Ako graf H ne sadr¥fi nijedan 1l-faktor, tj. ako je k¥ =
= 0 (k+ =k_ = 0), iz poslednje teoreme se dobija det A = O,
t3. 1Z(G)> 0. Na osnovu ovoga dobijamo slededu teoremu.

Teorema 3. Ako Jje WI(H) = 0, onda povezani bihromatski graf H
ima l~-faktor.

Medjutim, ako je k £ 0, to jo3 uvek ne zna&i da je
1Z(H) = 0, jer na osnovu teoreme 2 jo3 uvek moZe biti k, =k_
i det A = 0. R

Definisademo sada jednu klasu grafova (nazvademo je
klasa $) koja je posebno interesantna u hepiji i u kojoj za
sveki graf H va’i implikacija kX £ O 3 12(H) = 0. To ée se po-
stiéi’ tako ¥to ée u konstruisanoj klasi grafovi sadrfati l-fa-
ktore _samo jedne parnosti (recimo pozitlvne). Tada je ¥_ = 0 1

= k pa je det A= (-1)%kZ.

Pre nego Xto definiSemo klasu St grafova definisademo
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pojam planarnog grafa i dokazademo jednu teoremu o planarnim
grafovima.

Planarni grafovi su oni grafovi koji se mogu nacriati
u ravni tako da im se grane ne seku. Preciznije, zahteva se da
je graf moguéno predstaviti u ravni tako da zajednilka tatka
dve grane moZe biti samo Zvor grafa koji predstavlja zajedniZ-
ku krajnju tadku tih grana.

Ako je planarni graf predstavljen na opisani nadin u
ravni, on deli ravan na vife konadnih zatvorenih oblasti i je~
dnu beskonadnu oblast. Svaka konalna oblast naziva se okce.
Broj ovih oblasti moZfe se izraziti pomoéu broja &vorova i gra-
na na ognovu sledede teoreme koju je dao L.Euler.

Teorema 4. Povezan, planaran graf (ili multigraf) sa n &vorova
i m grana deli ravan na f = m-n+2 oblzsti (ukljudujudéi i bes-
konanu oblast).

Dokaz. Dokaz demo sprovesti indukeijom. po broju grana. Minima-
lan broj grana koje sadri povezan graf sa n &vorova je m =

= n~1l, yraf se tada svodi na stablo. Stablo ne ograniava ni-

jednu konadénu oblast, pa je f = 1. Dakle, Fulerova formula va-
zi za m = n-1l.

Neka je m»n~-1l, Tada graf sadrZi bar jednu konturu.
Pretpoatavimo da Eulerova formula vaZi za grafove sa m~1l grana.
Posmatrajmo jednu granu koja pripada nekoj konturi. Ova grana
je graniéna za dve oblasti. Ako .je udaljimo iz grafa, broj ob-
lasti i broj grana se smanjuje za 1. Po induktivnoj pretposta-
vei je onda f~1 = {(m=1)-n+2. Odavde sleduje za graf sa m grana
f = m«n+2, Sto je i trebalo dokazati

Prelazimo na definieiju klase 5&.

Klasi 3% pripadaju povezani planarni grafovi koji se
mogu predstaviti u ravnl tako da svako okce bude kontura &ija
je duZina oblika 4s8+2 (a €N).

Iz nadina konstrukcije grafova iz klase £ zakljuctuje-
mo da su ovi grafovi bihromatski,

Lema 2. Neka je HE$. U unutralnjosti svake konture du¥ine 4s
(s€N) grafa H nalazi se neparan broj &vorova a u unutradnjo-

sti svake konture du¥ine 4s+2 (s eN) nalazi se paran broj &vo-
rova,
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Dokaz. Neka je C jedna kontura grafa H. Posmatrajmo podgraf H”
indukovan &vorovima koji leZe unutar ili na konturi C. Neka H~
ima n dvorova m grana i f (=m-n+l) okaca. Neka su du¥ine kon-
tura koje ogranilavaju pojedina okeca dj = 4sj+2 (sje:n, j =

= 1,2,...,f) i neka je d duZina konture C. Tada je

f
d+ 2 da,=2n.
=1 9

Ako uvedemo s = J_ 84, dobijamo d+4s+2f = 2m. Na os-
N =1 ’
novu Bulerove teoreme za planarne grafove, dobijamo f = m-n+l,

to zaaedno sa poslednjom relacijom daje d+4s = 2(n-1) ili
n-d = 28+l-2

Kako je n-d broj &vorova & unutradnjosti konture C, i-
skaz leme se dobija neposredno iz ove relacije.

Lema 3. Neka je H¢ §¥gra£ sa k &vorova. Nijedna osnovna fi-
gura sa k &vorova grafa H ne sadr?i konturu duzine 4s (s eN).

Dokaz. Pretpostavimo da u nekom grafu H iz klase 5% postoji o~
snovna figura U koja obuhvata sve 6ﬁorove i koja sadr#i kontu-
ru C duZine 4s (s€&N). Prema lemi 2 u unutrasnjosti konture C
ndlagzi se neparan broj &vorova. Po&to je H bihromatski graf
komponente figure U sadrZe paran broj &vorova. Stoga bar jedan
évor iz unutrasnjosti konture C ne moée da prlpada figuri U, a
to je kontradikecija.

Ovim je lema dokazana.

Teorema 5. Neka je He&b Svi l-faktori grafa H su iste parno-
sti.

Dokaz. Ova teorema je neposredna posledica teoreme 1 i leme 3.
Na osnovu ranije izloZenog i teoreme 5 dobijamo slede-
éu teoremu. :

Teorema 6. Neka je H (bihromatski) graf sa n+n &vorova, k 1-
~faktora i matricom susedstava A, koji pripada klasi §tz Tada
va¥e sledeéi iskazi:

(-1)™? ;
(-1)™ per 4 ; .

1° det A

2% det &
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"’l(H) 0 ako i samo ako je k0.
U vidu posebne teoreme istilemo vezu izmedju broja 1-
" -faktora i spektra grafa H.

Teoremza 7. Neka je HE %. Broj l-faktora grafa H jednak Je
proizvodu nenegativnih sopstvenih vrednosti grafa H.

Dokasz.: Ako nije svakom bojom obojen podjednak droj &vorova
grafa H, tada je, naravno, k = 0 ali tada se matrica susedstva
A grafa H moZe predstaviti u obliku

0 B

A =
B'_L‘

8]
gde je B matrica tipa mXn (m # n) pa je
T o

o BB

1\2=

.

sopstvene vrednosti matrice 12 su 3 jedne girane kvadrati sop-

stvenih vrednosti grafa a s druge strane predstavlijaju objediw
njenje sopstvenih vrednosti matrica BBT i BTB pa na osnovu (3)
iz 4.4, broj mula pripada spekiri grafa. Za sludaj kada je
svakom bojon obojen podjednak broj Evorova teorema T sleduje
iz teoreme 6, formule 8 iz 7.1 i teoreme 3 iz 7.4.

Jedna poklasa (nazovimo. je fS?)) klase $t posebno je in-
teresantna u hemiji. U klasu '?_) spada;ju, po defindciji,svi oni
grafovi H iz klase £t za koje va¥i: 1° stepeni &vorova iz H
nisu veéi od 3, i 2° svaka dva okca iz H imaju najvife jednu
zajednidku granu, Grafovi iz klase ® repregentuju molekule
bengenoidnih ugljovodonika.

Na osnovu teoreme 6 pitanje stabilnosti benzenoidnih ,
ugljovodonika (tj. prema 12.4.3 ispitivanje da 1i je N(H) =
= 0) svodi se na utvrdjivanje egzistencije bar jednog 1-fakto-
ra, Za veéinu molekula sa kojima se hemilari sredu moguéno je
bez veéih teSkoda tafno utvrditi egzistenciju l-faktora. .

10.3. Pfafijan

Ako je A koso-simetrifna matrica neparnog reda n, vale
jednakosti
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T

det A = det AT = det (-4) = (-1)" det A = -det A,

tj. det A = 0. Dakle, determinanta koso-simetridne matrice ne-
parnog reda je jednaka nuli. Za izradunavanje determinante ko-

gso-simetri¥ne matrice A =]|ala”1 parnog reda n moze se posmat-
rati neorijentisan graf G koji nastaje od G, (i11i 6%) kada se
svaki par orijentisanih grana suprotnih oriaentac13a a koji
spajaju iste &vorove i,j zameni neorijentisanom grénom. Ori-~
Jentisane grane su imale prenose a]_:j i aal = =ay . Neorijenti-
sanoj grani se moZe kao prenos pridruZiti (zajednidki) modul
ove dve velidine. Grana se posebno markira strelicom koja je
usmerena od &vora i ka &voru j ako je a;57 0. (Uprkos ove nak-
nadne orijentacije, grane grafa G smatramo neori jentiganim.)
Graf G nema petlji.

Primer 1. Koso-simetri&noj
1 4

o 1 1 1
-1 o 1 1
A=
-1 -1 o0 1
-1 -1 -1 © 3 1
sl. 1

pridmZujemo graf G sa sl. 1.

Za izradunavanje det A korisno je uvesti funkciju Pf A
koja se naziva pfafijan matrice A a u uskoj je vezi sa l-fak-
torima grafa G. Pfafijan se definiSe samo za koso-simétriéne
matrice.

Posmatrajmo 1l-faktore grafa G. Definisademo parnost
l-faktora jednim postupkom koji je sliéan postupku iz prethod-
nog odeljka. Kao §to se iz ranijeg izlaganja vidi, unija sku-~
pova grana dva l-faktora daje jednu osnovnu figuru U sa n &vo-’
rova grafa G. Konture ove osnovne figure su parne duZine. Za
svaku od ovih kontura C neka je s8(C) = min(p,q) gde je p broj
grana koje se pnilikom obilaska konture C prolaze u smeru
strelice a q broj grana po kojima se kreée nasuprot strelice.
(Broj s(C) o¥igledno ne zavisi od smera obilaska konture C.)
Za osnovanu figuru U neka je t(U) = c(U) + %_s(c), gde je c(U)

broj kontura figure U,‘a sumiranje se vr3i po svim konturama C
osnovne figure U. Konadno neka je f£(U) = (-l)t U). Za dva 1-
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~faktora Ki’Kj grafa G se kaZ%e da su iste parnosti ako oni ob-
razuju osnovnu figuru U sa £(U) = 1. Ako je £(U) = -1, 1-fak-
tori su suprotne parnosti. Ako se za jedan fiksirani l-faktor
uzme da je pozitivme parnosti onda je parnost svih l-faktiora
odredjena. Parnost l-faktora K obeleZavademo sa par XK i ona
moZe biti jednaka 1 ili -1. Va%i formula par K; par Kj‘ = £(U).

Primer Z.l-faktori grafa sa sl, 1 prikazani su na sl. 2. zajed-
no sa osnovnim figurama koje dva po dva od njih obrazuju.

2 ) . ) 2
t
4 Q] 4
1. 1 3 1 3 Q01
Ky X2

K3

2 2
4 .
] 1 3 — 1 3

U= KqUK2 U2= K2UK3y U3=Kq UK3

sl. 2
Neposredno se uveravamo da va¥e sledede jednakosti
e(0)) = o(Uy) = e(Uy) =1,
s(Ul) =1, s(U2)~= s(U3) =2,
8(Up) = 2, $(0,) = t(Uy) =3,
f(Ul) 1, f(Uz) = f(US) -1.

-

Dakle, 1-faktori K; i K, su iste parnosti dok Ky ima suprotnu’
parnost. ’ ' -
Prenos C(K) 1-faktora K grafa G definiSe se kKao proiz-

vod prenosa grana koje obrazuju l-faktor.

Definicija 1. Pfafijan Pf A koso-simetridne matrice A Jje broj
definisan pomodu ’
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(1) P A= Z (par X)C(K) ,

gde ée sumiranje vr$i po svim 1~faktorima K grafa G pridruZe~
nog matrici A.

" ovom definicijom je pfafijan odred;en sa tadno3éu do
znaka, ali to nije bitno, kao Sto de se odmah videti. Znadaj
pfafijana pékazuge slededa teorema.

Teorema 1. Za svaku koso-simetrilmu matricu A vaZi formula
(2) det A = (Pf a)2.

Dokaz. Ako je red matrice A neparan, tada je;det A= 0. No, u
tom sludaju pridruZeni graf G ne sadrii nijedan l-faktor X pa
definicija 1 daje Pf A = 0. Dakle, (2) vaZi u ovom sludaju.

Neka je sada red n matrice A4 paran. Prema definiciji
determinante dobija se

(3) det A = % -1)PFgepy

gde se sumiranje vrdi po svim faktorima digrafa Gy
Prelaskom na neorijentisani graf G faktore F grupidemo
u osnovne figure U te formula (3) posiaje

(4) det A = %(~1)P(U)2°(U)C(U)g(0) s

slino izvodjenju formule za koeficijente karakteristilnog po-
linoma grafa u 7.4. C{U) je proizvod prenosa grana koje obra-
zuju konture figure U i kvadrata prenosa grana koje obraszuju
elementarne figure K2. Pofito je G graf sa pozmitivinim prenosima
grana, C(U) je pozitivno pa je bilo potrebno uvesti funkeiju
g(U) koja daje znak prenosa faktora 3ijim objedinjavanjem je
nastala osnovia figura U. Kod osnovnih figura U koje sadrie
gamo parne konture jasno je da prencsi svih faktora koji sw
gamenjeni osnovnom figurom imaju isti znak (koji Je ocbeleffen
sa g(U)). Ako, pak, figura sadr¥i neparnu konturu, dva faktora
hrafa GA koji se medjusobno razlikuju po smeru obila¥enja ne=-
yarne konture imaju suprotan znak (a lstu apsolutnu vrednost).
§toga je ukupan doprinos takve figure sumi(4) jednak nuli pa se
pofe uzeti da je tada g(U) = 0. Drugim redima, moéemg smatrati
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da se u (4) sumiranje vr¥i samo po onim osnovnim figurama U
grafa G koje ne sadrZe konture neparne duZine.

S druge strane; svaka takva osnovna figura U mo¥e se
na 2¢(0) nagina predstaviti u obliku U = KiUK:}, gde su K, Ij
igvesni 1l-faktori grafa G.

Osnovna figura U sadrzi p(U) -~ o(U) elementarnih figu-
ra K2 koje potidu od kontura dufine 2 odgovarajuéih faktora pa
je g{U) = (-1)P(U) - C(U)‘;](-l)s(c), gde se mnoZenje vr3i po

svin konturama C figure U. Stoga Jje ]
(-l)p(U}g(U) - (_I)P(U)(_l)P(U)*G(U)n(_1)3(0)3
c

c(U) + Z: s(C)
-1) ° = (-1)*®) < £(0) = par K, per K,.

Formula (4) sada postaje

det A

1

X, K )X UK
l’j(peuc 1) (par K5)0(K,UKy)

]

K, K.)O(X, .
Zi Zj_(par 1) (pax K )C(K,)C(Xy)

Z (par Ki)G(Ki)Z;j (par Ky)0(Ky) = (Bf 2
1

A

Ovim je teorema dokazana.

Posledica 1. Determinanta koso-simetridne matrice 8iji su ele~
menti celi brojevi je kvadrat celog broja.

Primer 3. Za matricu A iz primera 1 je, na osnowvu primera 2,
PfA=1% (1+41-1) = 2 1 pa je det A = 1,



11. PRIMENE U ELEKTROTEHNICI

Primene teorije matrica u elektrotehnieci su mnogostru~-
ke i veoma rasprostranjene. Jedna od va¥nih karakteristika ma~
trica koje se pojavlijuju u elektrotehnici je da su one, po
pravilu, slabo popunjene, tj. da sadrZe veliki broj elemenata
jednakih nuli, Ta &injenica opravdava veliku popularnost gra-
fovskih, tj. kombinatornih, metoda u teoriji matrica medju e-
lektroinZenjerima, Naravno, grafovski metodi nisu vezani samo
za slabo popunjene matrice, Isto tako nije prednost ovih meto-
da samo u tome da se brzo odredi reSemje nekog sistema; oni
mogu da posluZe i za dokamivanje raznih teorema.

U okviru ovog poglavlja moguéno je dati samo osnovne
ideje u vezi primena teorije matrica, posebno, kombinatorne
teorije matrica. Pri ovome naglasak nije dat na iscrpnost opi-
sa primena veé na dodatna objadnjenja specififnog matematidkog
aparata koji se pojavljuje u primenama. Ova napomena se odnogi
i na slededa dva poglavija.

11.1. Kirchhoffove pravila i jednadihe konturnih struj

Analiza elektrilnih kola se sa matematilke tadke gle-
distae, w suStini, svodi na formiranje i reSavanje jednog sis-
tema linearnin algebarskil jednadina., Ovaj sistem se formira
uz pomoé teorije grafovae, pa demo stoga najpre uvesti relevane
tne pojmove i teoreme teorije grafova.

Posmatrajme neorijentisan multigraf G 5ez petlii sa m
grana. Svakoj grani pridruZimo jednu orijentaciju tako da G

postane multigigraf. Osobine grafova koje se izlaZu u ovom pog-
;lavlju ne zavise od nafina orijentacije grana multigrafa.
. Neka su grane iz G obeleZene sa Ugsenesye Svakom cike
‘&lusu ¢ iz ¢ pridrufidemo m-dimenzionalni vektor c = (cl,...,
;cm). Ako eciklus ¢ prolazi r, puta granom u; u praveu strelice

1

b1 5y puta istom granom nasuprot streliei, komponenta ci(i =
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= 1,...,m) vektora ¢ se definiSe pomodu Cy =Ts = si. U nekim
.slulajevima ciklus se predstavlija vektorom sa viSe od m kompo-
nenata., Tada se prvih m komponenata definidu kao Sto je opisa-
ng, a ostale komponente su po definiciji jednake nuli. Vektor
¢ se naziva ciklusni vektor. ‘

. Ciklusni vektor je u potpunostl odredjen ciklusom., O=
brnute ne vaZi. Jednom vektoru moZe da odgovara viSe ciklusa,
a postoje vektori 8ije su komponente celi brojevi kojima .ne
odgovara nijedan ciklus nego, na primer, nezatvoren lanac.

‘Ciklus kome odgovara nula-vektor zvademo trivijalni
ciklus., U daljem tekstu posmatrademo samo netrivijalne cikluse

Vektor pridruZen nekom ciklusu je invarijantan u odno-
su na ciklidku permutaciju niza grana koje obrazuju ciklus. U
ovom poglaviju je celishodno smatrati ideptidnim cikluse koji
se mogu dobiti jedah iz drugog ciklidkom permutacijom hjihovih
grana.

Promena smera obilaZenja ciklusa dovodi do promene
znaka svih koordinata pridruZenog vektora.

Ciklus koji ne prolazi vide od jedanput ni kroz koji
¢vor grafa zove se elementaran ciklus. '

Grane elementarnog ciklusa sobrazuju, kada se zanemari
njihova orijentacija, jédan delimini podgraf datog grafa.. La-
ko se zakljuBuje da ovaj delimini podgraf predstavlja konturu.

Ako vektori ¢y i ¢y predstavlijaju cikluse koji pripa-
daju istoj komponenti povezanosti posmatranog multigrafa, 1li-
nearna kombinacija c&lcl + 0(202, pri Zemu su o(l i 42 celi
brojevi, takodje predstavlja vektor pridruZen nekom ciklusu.
Ako ¢ i ¢, odgovaraju ciklusima iz razliitih komponenata,
pomenutoj linearnoj kombinaciji ne odgovara ciklus jer ne mo-
Zemo, kreéuéi se najpre jednim ciklusom, da predjemo na drugi.
Dakle, vektorum dlcl + dlzcz odgovara neki "eiklus" koji se sa-
stoji od odvojenih eciklusa.

Sabiranje ciklusa i mno¥enje ciklusa skalaram (celim
brojem) definiZe se pomodéu odgovarajuéih operacija za pridru-
Zene vek%ore.

KaZe se da je skup datih ciklusa grafa zavisan ili ne~
zavisan prema tome da 1i je skup pridruZenih vektora linearno
zavisan ili negzavisan nad skupom celih brojeva.
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Skup nezavisnih ciklusa koji dodavanjem bilo kojeg no-
vog netrivijalnog ciklusa grafa postaje skup zavisnih ciklusa
naziva se baza ciklusa. Svaki ciklus grafa moZe se izraziti
kao 1ineérna kombinacija ciklusa iz baze ciklusa. Graf moZe da
pose@uje viSe ciklusnih baza. g

U primenama je od interesa odredjivanje bar jedne qua

Ako se formiraju sve moguéne linearne kombinacije cik-
lusnih vektora sa koeficijentima iz polja realnih brojeva (a
ne samo sa koeficijentima koji su celi brojevi), skup owvako
formiranih linearnih kombinacija obrazuje vektorski prostor
nad poljem realnih brojeva.

Za dalja razmatranja potrebna je slededa definicija.

Ciklomatiki broj (ili pultost) V(G) neorijentisanog
multigrafa G bez petlji sa n &vorova, m grana i p komponenata
povezanosti definiZe se pomodu

(1) VE) =m-n+p.

Teorema l. Ako se izmedju dva &vora multigrafa G uvede nova
grana, onda se ciklomatidki broj V(G) poveéava za 1 ako ovi

&vorovi pripadaju istoj komponenti povezanosti; u suprotnom
sluéaju Q(G) ostaje nepromenjeno.

Dokaz. U prvom sludaju parametri n i p grafa G ostaju neprome
njeni, te se povedavanjem m za 1 na osnovu (1) uveéava i V(@)

za 1. Ako pak nova grana spaja &vorove razlilitih komponenata
povezanosti iz G, broj komponenti p se smanjuje za 1, pa se
V(G) ne menja.

Na osnovu teoreme 1 lako se zakljuluje da je cikloma-
tidki broj proizvoljnog grafa nenegativan ceo broj. Naime, za
graf G bez grana je V(G) = 0, a sa dodavanjem grana ciklomati~
éki broj ne opada.

Teorema 2, Broj ciklusa u svakoj bazi ciklusa jednak je ciklo-
matikom broju grafa.

Dokaz. IzveSéemo dokaz indukcijom po broju grana m. Za grafove
bez grana (m=0)} stav je tafan, jer je V(G) = 0, a graf ne po-
seduje nijedan ciklus, &%to, naravno, povladi za sobom da Je
baza ciklusa prazan skup. Pretpostavimo da je stav tadan za
sve grafove sa m grana i posmatrajmo proizvoljan graf Gm+1 sa
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n+l grana. Udaljimoiiz Gm+1 granu w, o i dobidemo graf Gm sa m
grana.»Numeriéimo grane iz Gm brojevima od 1 do m. Cikluse iz
Goq 112 Gy predstavidemc vektorima sa m+l koordinata. Narav-
no, vektori- prldruzenl ciklusima iz G imaju nulu kao posled=
nju koordinatu.

Svi ciklusi iz G su ciklusi iu Gpep+ Neka je M skup
onih ciklusa iz Gm+1 koji nisu eciklusi u Gm a &iji ciklusni
vektori imaju (m+l)~-u koordinatu razlifitu od nule. Ako je M
prazan skup, grana u. . ne pripada nijednoj konturi (tj. lpredu
stavlja most) grafa G melt P2 OVe grana povezuje dve komponente
povezanosti grafa G, odakle je Q(G ) = 9(Gm+1) No tada se i
baze ciklusa grafova G i G 1 poklayagu, te stav vaZ®i i za
ez :

Posmatrajmo stoga sludaj kada M nije prazan skup. Tada
povezuje &vorove iste komponente povezanosti grafa G m? P2
je ¥(Gy,q) = Q(G ) + 1. Neka vektori cy,e..,0y (k = Q(G )) odw
redgugu jednu bazu ciklusa u Gm. Ni jedan od vektora dl’d2""
€ M ne mo%e da se predstavi kao linearna kombinacija vektora
CyreesrCyy T vektori d; imaju a ¢; nemaju {m+1)-u komponentu
razliditu od nule. Dakle, skup vektora CysenesCyy dl je line=
arnop nezavisan. DokaZimo da ovaj skup obrazuje bazu, tj. da mu
se ne moke pridru%iti nijedan novi vektor a da skup ostane li-
nezavisan., Poka¥imo to, na primer, za da. Vektor dz - dl (ili
neka druga linearna kombinacija) ima poslednju komponentu jeds-
naku nuli, te odgovarajudéi ciklus pripada grafu G » 3toga pos-
toje konatante (31,.... B takve da je d, - 4y = 61 1 teeet:

+ [5kck, a to znadi da su vektorl CyroessCpy dl’ dz linearnc
zavisni. Dakle, CyresesCyy dl chrazuju jednu bazu. PoSto sve
bage moraju sadrZati isti broj vektora, u ovom slufaju Q(G 1),
teorema je doKazana.

Teorema 3. Svaki poveszan neorijentisan multigraf {vez petlji)
sadrZi delimilni graf oblika stabla.

Dokaz. Udaljimo iz grafa proizvoljnu granu koja pripada neko}
konturi. Ponavljajmo ovaj postupak dokle god'u grafu postoji
neka kontura. Po8to se na ova] nadin ne moZe narufiti poveza-
nost grafa, na kraju se dobija povezan graf bez kontura, tj.-
stablo,
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Ovim je dokaz zavrien.-

Graf &ije ave komponente povezanosti predstavljaju
stabla nagiva se Juma. Neorijentisan multigraf (bez petlji)
poseduje bar jedan delimi®ni graf oblika Hume. Suma se moZe o-
drediti na taj nalin ¥to se u svakoj komponenti povezanosti
grafa odredi jedno stablo posiupkom iz teoreme 3. Ako graf ima
n. &vopova, m grana i p komponenata povezanosti, Buma se sasto-
Ji od p stabala, odnosno, n-p grana. Broj grana proizvoljne
Sume grafa naziva ge rang grafa i obelefava sa r(G). Dakle,
~r(¢) = n - p. Da bi se dobila Buma, iz grafa je potrebno uda-
ljiti m - n + p grana. ’

Pojam stabla, odnodno Sume, bitan je u vezi sa jednim
algoritmom za konstrukciju baze ciklusa,

Neka je u multigrafu @ odredjena jedna Zuma. Proizvo-
ljna grana koja ne pripada Sumi naziva se spojfiica i ona obra-
zuje sa granama iz Sume talno jednu konturu grafa G. Svaki od
ciklusa grafa G, koji se obrasuju obilaZenjem ovako konstrui-
sanih kontura, prolazi kroz jednu granu kroz koju ne prolazi
ni jedan drugi ovakav ciklus. Proizvoljan skup ovakvih ciklusa
je stoga linearno nezavisan. XKako ovaivih ciklusa ima tadno
m~n+p, zakljucujemo da oni obrazuju bazu ciklusa.

U teoriji elektrilnih mreZa se za odredjivanje siruja
u granama kola, kada su poznate elektromotorne sile koje delu-~
ju na kolo, primenjuje i drugi Kirchhoffov zakon. Prema ovom
zakonu se za svaki ciklus grafa koji bredstavlja elektridau
mrezu (ukljudujuéi tu i cikluse dobijene kombinaci jama
elemeniarnih ciklusa) mo¥e napisati jedna linearna jednadina
koja povezuje velidine struja u granama ciklusa i velidine na-
pona koji deluju du% tog ciklusa. Ako se za sve cikluse (ele-
mentarne, kako se to obidno pri praktisnim izradunavanjima ra-
di) napidu jednadine, one ée (po pravilu) biti zavisne. Stoga
Je potrebno odrediti maksimalan bro] nezavisnih jednadina koje
se mogu dobiti po drugom Kirchhoffovém zakonu i odrediti cik-
luse koji daju nezavisne jednadine, Jednadihe dobijene na os-
novu jednog skupa ciklusa ée biti nezavisne ako su odgovaraju-
¢i ciklusni vektori linearno nezavisni. Dakle, potrebno je na-
éi jednu eiklusnu bazu i napisati Kirchhoffove jednadine na o-
snowvu ciklusa iz ove daze.
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Na osnovu teoreme 2, za elekiriénu mre3u &iji je graf

povezan mofe se formirati m-n+l linearno nezavisnih Jednacina
- po drugom Klrchhoffovom zakonu.

Objasnidemo sa nefto vife detal ja primenu dobijenih
rezultata u elekﬁrotehnici.

Posmatrajmo elektritnu mreZu sastavljenu od generatora
jednosmerne elektromotorne sile i otpormika, &iji je graf po~
vezan i ima n &vorova i m grana. Kada se posle ukljudivanja
generatora u mreZi uspostavi ravnotelno stanje kroz svaku gra-
nu mreie uy protide odredjena struja Ii a na krajevima grane
deluje napon Ui = Ei - R Il, gde je Ei elektromotorna sila ge~
nexratora postavljenog u granu u, a R, otpornost u ovej grani.
Grane mreZe, odnosnc grane odgovarajudeg multigrafa, orijenti-
sane -su a orijentacija grane odred;u;e zhak struje I i napo-
na U .

Ako je ¢ jedan ciklus ¢iji je ciklusni vektor ¢ = (cl,
CoseeerCpy )}, prema drugom Kirchhoffovom zakonu vali Jednakost

(2) ey Uy + 02U2 + eve o U =0

Ova jednakost vaZi ne samo za elemeﬁtarne cikluse veé i za ci-
kluse slofenije strukture. Ona vaZi i za vektore ¢ dobijene
formalnim linearnim kombinacijama ciklusnih vektora.

Ako se iz sistema jednadina oblika (2) odrede veli&ine
Ui’ lako se izrafunavaju odgovarajuée struje Ii‘

. Kao #to je redeno, nezavisnih jedna¥ina oblika (2) ima
samo m-n+l. Kako nepoznatih ima m, potrebno. je formirati jos
n-1 negavisnih jednadina koje povezuju velidine Ul,U ,...,U
Do ovih jedna¥ina se dolazi wa ognovu prvog Klrchhoffovog_gg-
kona. Ne upustajudi se u sve detalje ovog pitanja navodimo je~
dan postupak za odredjivanje struja u kolu kada su poznate e-
lektromotorne sile i otpornosti grana,., To je metod konturnlh

stru;;a.

U stvarnom elektri&nom kolu struja ima odredjeni’ smer
u svakoj grani. Kao 3to je redeno, grane grafa koji predstav-
1ja elekttridnu mreZu orijentisu se na proizvoljan nadin. Ako
se izabrani smer orijentacije grane poklapa sa stvarnim sme-—
rom struje, jadina struje je pozitivna wvelifina. U suprotnom
sluaju jadina struje se uzima sa negativnim znakom. Uz ovakvu
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konvenciju o znaku jadina struja, prvi Kirchhoffov zakon kaZe
da je zbir jalina stfuja u granama koje se stidu u jednom &vow
ru jednsk nuli. \

U povezanom grafu sa n dvorova mo¥e se napisati n jede
nadina na osnovu prvog Kirchhoffoveg zakona. Medjutim, mofe se
dokazati da postoji samo n-l nezavisnih jednalina a da je n-ta
jedna¥ina posledica ostalih jednalina.

Xombinacijom prvog i drugeg Kirchhoffovog gsakona dobiw
ja se metod konturnih struja. Metod bazira na slededem.

U grafu mrefe (koji smatramo povezanim} izabere ge de=
1imiéni graf oblika stabla. Za nezavisne konture dobijene na
osnovu izabranog stabla napifu se jednadine elektrifne rawvno-
tefe prema drugom Kirchhoffovom gakonu. Pri ovom ge smerovi o=
bilafenja kontura (tj. orijentacija ciklusa) uzimaju proiz-
voljno. n-1 struja koje odgovaraju granama stabla eliminisu se
na osnovu n-1 jednalina koje daje prvi Kirchhoffov zakon. Pos~
le ove eliminacije sistenm Jjednadina ima oblik

(3} RllIl + R1212 LR TN 4 Rlvlv = El y
RZ].I + R?ZIZ 4 ean + R2’)’Iv, = EZ y
RypTy + BRyolp + eov + Ryply = By .

Ovde su 11,12,...,19 struje u spojnicama stabla, tj. u nezavi-
gnin konturama. Rii je zbir otpornosti otpornika i elekiridnih
generatora koje se nalaze u i-toj konturi. Ri’ (i # 3) je uku=~
pona atpornost ovih elektridnih elemenata koji se nalaze u i~
-toj i j-toj konturi uzeta sa znakom + ako se smerovi konture
i i j u zajednifkoj grani poklapaju, odnosnc sa znakom = U 8u-
protnom sludaju. Ei je ukupan zbir elektromotormih sila gene-
ratora koji deluju u i-to] konturi, pri Zemu se svaka selekiro-
motorna sila uzima sa odgovarajudim gznakom.

Kada se sistem jednaBina (3) re3i, preostale struje se
dobijaju na osgnovu prvog Kirchhoffovog pravila. U stvari, ai~
tuacija se interpretira na taj nalin §to se zamiilja da struja
Ii predstavlja konturnu struju, tj. prolazi nackolo cele i-te
konture. Stvarna struja u granama stabla jednaka Je {algebar-
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skom} zbiru konturnih Struja koje ‘prolaze kroz tu granu. Pri
reSavanju sistema jedna8ina (3)'moguéno je primeniti sve rani- -
- je opisane metode resavanja sistema. Cramerove formule se, po
pravilu, primenjuju samo na sisteme sa 4o 4 nepoznate. Ako su
koeficijenfi sistema (3) numeridki, obiZno se primenjuje Gaus-
sov algoritam. PoSto su matrice sistema (3) Zesto slabo popu-
njene, preporulljiva je upotreba metoda iz poglavlja 9. Ako su
koeficijenti u {3) op¥ti brojevi, dolazi u obzir upotreba Coa-
tesove ili Masonove tehnike, naravno uz uslov da je matrica
sistema dovoljno razredjena. _
Primer 1. Za kolo na sl. 1 pozﬁate su vrednosti otpornmosti i

elektromotornih sila: By = 5V, E5 = 100V, Rl = 3002, Ry =
= 50002, Ry = 40002, R, = 20002, Ry = 5000}, Rg = 2000{).

I Ry I3 Ry
i AAAA = AAAA
AAL R AAAJ
‘Iz s f!e
E 1 Ry (1 Ry (1 2
1§:) I 2 (Ff— s (Tn 5:
*
Es
AAAA.
— Y YV Y
L R
sl. 1

Za izabrane smerove konturnih struja I;, Iy Iy odgovarajude
jednadine imaju oblik

800I, - 500Iy

5,
100 ,
- 5001y + 2500Iy =-100 .

-5001, + 16001“ - SOOIm

Refenje ovog sistema je I; = 0,054, Iy = 0,074, Iy = -0,0264.
Prema sl. 1, a na osnovu prveg Kirchhoffovog zakona, dobija se
I, = -I}= -0,054, I, = Iy~ I;= 0,024, 13 = =~Iy= -~0,074, 14 =

= Iy= 0,074, I5 = Iy - Iy= -0,0964, 16 = Iy = =~0,0264,

Primer 2, Odrediti struju u grani otpornika R5 kola sa sl. 2.
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sl. 2 .

Da bismo nasli struju u grani sa otpornikom RS’ prime-
nidemc metod konturnih struja. Neka svaku konturu (ima ih 5)
odredjuje jedna redna (horizontalna) grana i dve njoj susedne
paralelne (vertikalne) grane (videti sl. 2)., OrijentiZimo te
konture u smeru suprotnom od -kretanja kazaljke na dasovniku.
Unesto da piSemo pdgovarajudi sistem jednaéina’kome bismo pri-
druzili Coatesov digraf, odmah éemo crtati digraf (8to je uz
malo prakse moguéno), videti sl. 3.

Za struju I kroz RS’ koja odgovara dvoru 3, dobija se
lzraz

. E1 Ry RspRygRog-ErRoy RopRy oyt
2525344 55~ 2 1 R34 Ry 38557 Ra R R 3R 575 4+ TR 508 4 R

___ *BaRasReyRyofay EpRysRsaRyq Ry, ,
~H1123%2R 554+ o34 Ry 3R 5+ Ry 1 Ry o R 5y 5B g ~Ry 1 Ry pRaR R

gde je Rll = Rl + R2, R22 ='R2 + R3 + R4, R33 = R4 + R5 + R6,
fog = Rg * Rg + Rgy Rgg = Rg + Rgy Ryp = Ryy = Ry Rpz = Ryp =

= Ayr Rgy = Ryz = Rg, Ryg = Rgy = Ry .
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11.2. Coatesova formula za simetridne sisteme
i neke njene primene u elektrotehnici

Sistemi linearnih algebarskih jednaéina koji se pojav-
1juju u elektrotehniei su po pravilu simetriéni, tj. odgovara-
juda matrica sistema je simetri&na. Ovo se posebno odnosi na
sisteme jednadéina koji su dobigeni metodom konturnih struja i-
1i metodom nezavisnih napona.1

Za simetricne sisteme Coatesova formula iz odeljka 6.2
za reSenje sistema moZe se modifikovati tako da njena upotreba
postaje jednostavnija. ' )

Neka se u skladu sa oznakama iz 6.2 posmatra sistenm
jednééina Ax = B, pri demu je sada A simetriéna matrica. Pos-
matrajmo Coatesov digraf G ovog sistema i njegov podgraf G,
indukovan &évorovima 1,2,,..,h. Ako je aij # 0, onda su, zbgg
aij = aji’ évorovi i i j povezani sa dve grane razliditih ori-
jentacija od kojih svaka ima prenos aij‘
zameniti jednom neorijentisanom granom sa prenoson aij' Petlje

Ove dve grane ¢emo

digrafa G demo izostaviti a prenose petlji demo pridruiiti od-
govarajuéim &vorovima. Grane koje izlaze iz &vora O smatrademo
takodje neorijentisanim, pri demu sé prenosi tih grana ne me-
njaju. Na ovaj nafin dobijamo Coatesov graf G’ sistema jedna-
¢éina.

Primer 1. Coatesovom digarfu sistema iz primera 2 iz prethod-
nog odeljka odgovara Coatesov graf prikazan na sl. la.

Pn-Rrp P22 RE3-Ry Ridrys PS5
i 2 3 3 5
Ey -E2

a) bl
sl. 1

Specijalno, ako se reSava sistem jednadina dobijen primenon
metoda wonturnih struja, oznake prenosa grana i &vorova mogu

1) Metod nezavisnih napona nije obradjen u ovoj kanjizi.
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se izostaviti, kao Sto je to udinjeno na sl. 1b. Prenosi gra-
na i ¢vorova mogu se rekonstruisati na osnovu numeracije &vo-
rova. Jedino se znak zajednickih otpornosti parova kontura
mora naznaditi za svaku granu koja predstavlﬁa takvu oiprnost.
Kao $to je pokazano u odeljku 6.2, na. osnovu Coateso-

vog digrafa G dobija se sledede redenje sistema

(-1)PVO=I6y(0 »5))

(1) x. = V(0 >j) . s 3 =1,2,u005n ,
’ 2 (-1)PFlgq
7

gde se u brojiocu sumiranje vrdi po svim vezama V(0 -j) &vora
0 sa Cvorom j u digrafu G a u imeniocu po svim faktorima di-
grafa GA'

Prelaskom na graf G” mora se u formuli (1) izvrsiti
izvesna modifikacija.

U imeniocu se umesto po faktorima digrafa GA sumira po
osnovnim figurama U (koje su veé uvedene u odeljku 7.4) odgo-
varajuceg grafa GA. Osnovna figura U je u ovom odeljku deli-
nicéni graf grafa GA ¢ije su komponente izolovani &vorovi, gra-
fovi K2 i konture proizvoljnih duZina (2 3). Izolovani &vorovi
odgovaraju petljama digrafa G_.A~ i.doprinos izolovanog &vora i
prenosu figure U je prenos tog &vora ajie Grafovi K2 odgovara-
Ju orijentisanim konturama duZine 2 u GA i jedan graffK2 sa
¢vorovima i,) doprinosi prenosu figure U sa faktorom ai.z. Ako
se u figuri U nalazi k kontura, onda je njihov doprinos (kao
3to je objasnjeno u T7.4) jednak 2k puta proizvod prenosa grana
koje obrazuju te konture. Stoga se kao doprinos pojedine kon-
ture moZfe uzeti dvostruki proizvod prenosa grana koje obrazuju
tu konturu. Sa ovakvom modifikacijom imenilac izraza (1) pos-
taje %;(—l)P(U)C(U), gde se sumiranje vr3i po svim osnovnim

figurama grafa G&.

Slilnom analizom sé dolazi do zakljudka da se u broji-
ocu, umesto sumiranja po vezama V(0 +~j) digrafa G, mora vrsiti
sumiranje bd\delimiénim grafovima grafa G° ¢ije su komponente:
put koji povezuje &vor O sa &vorom Jj, izolovani &vorovi, gra-
fovi K2 i konture. Ovakav delimidni graf demo zvati modifiko-
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vana veza ¢vora O sa &verom j i obeleZavati sa U(0-=j). Premos

modifikovane veze je proizvod faktora koji potidu od pojedinih
komponenata veze. Putu od 0 do j odgovéra doprinos koji je je-
dnaiz prenosu tog puta, tj. proizvodu grana koje obrazuju put.
Svaki izolovani &vor doprinosi sa faktorom koji je jednak bro-
Ju koji je pridruZen tom &voru. Doprinos grafa K2 je kvadrat
oroja pridruéeno% odgovarajuéoj grani a kontura doprinosi sa
dvostrukim proizvodom prenosa svojih grana. Na taj nadin dobi-
jamo slededu modifikovanu Coatesovu formulu

Z (—l)p(U(O-’j))C(U(O-’j)) ’

{2) Xj = u(0>3) (i = 1,2,..4,n) ’
PR OLITE)
U

gde se u brojiocu sumiranje vr$i po svim modifikovanim vezama
U(G »j) &vora 0 sa &vorom j u grafu G a u imeniocu po svim
osnovnim figurama U grafa GA.

Primer 2. %a elektridno kolo na sl. 2, Coatesov graf G° siste-~

ma jednacina dobijenih metodom konturnih struja prikazan je na
sl. 3.

+ 1 2
EC o
4 - 3
sl, 2 sl, 3

Sada se, na primer, struja u grani otpornika R8, tj. konturna
struja Iy, direktno nalazi po modifikovanoj Coatesovoj formuli

" ; 2
hl(—Rl4)(d22R35-R23)+

> v
B11RopR33Rg 4Ry 1 RooR3,~Ry s R2sRY  “RasR, R,

Iy =
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+ B Ry ) (Rys) (-Ryy )

2 2 o2 »
- R44R11323 + R12R34 + R23R14 - 2R12R23R34R41
gde je R11 = Rl + R3 + 34, R22 = 32 + R3 + RS, R33 = RS + R6 +

+ R7, R44 = R4 + R6 + RB’ R12 = R21 = R3,'R23 = R32 ='R5,
Ry =Ry3 = Rgs Ryy = Byy =Ry 1 By = E.

Dopunske informacije o primeni ovog metoda u elektro-
tehnici &italac moZe da nadje u [r06} i1i u knjizi [1051.

Dokazadéemo sada nekoliko osnovnih teorema iz teorije
elektri¥nih mrefa koristedi se razvijenim matematiZkim apara-
tom. U prethodnom odeljku smo uveii gistem jednadina koji opi-
suje ponaé;nje elektrifne mreZe sa jednosmernim generatorima i
otpornicima. Taj sistem demo koristiti kao polaznu osnovu za
dokazivaﬁje novih rezhltata. Dobijeni rezultati se odnose i na
druge vrste elektrifnih mrefa pod odredjenim uslovima. Bitno
je da se mreZa na ovaj ili onaj nadin opisuje sistemom linear-
nih algebarskih jednadina. Takve mre¥e demo nazivati linearne
mreZe.

Teorema 1 (Prinecip superpozicije). Jalina elekiridne struje
koja se javlija u nekoj grani linearne elektri¥ne mrefe pod
dejstvom viSe elektrilnih generatora ukljudenih u raznim gra-
nama mreZe jednaka js zbiru struja koje u toj grani izazivaju
pojedini generatori.

Dokaz. Za analizu koristidemo meiod konturnih struja. Fiksi-
rajmo jednu granu elektrilne mreZe, a konture na koje se pri-
menjuje metod konturnibh struja izaberimo take da samo jedna od
kontura (recimo, k-ta) prolazi kroz posmatranu granu, ObeleZi-
mo ukupnu struju u k-toj konturi (tj. u posmatranoj grani) sa
Ik' Neka nezavisnih kontura ima n i neka u njima deluju‘éené-
ratori &ija ukupna elektromotorna sila za konture 1,2,...,k,
+vesn Tedom UI,UQ,.;.,UK,...;Un. Beka su IyqsTppreneslyy, stru~
je koje svaka od ovih elektromotornih sila pojedinadno izaziva
u posmatranc] grani. Ako bi u kolu delovao samo generator u i-
~toj konturi, Coatesov'graf bi kod Svora 0 sadrfavac samo gra-

‘nu sa prenosom -Ui i ta grana bi povegzivala &vor 0 sa &dvorom i

te bi vaiila formula
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*‘Ui v ,k>(..1)P(V(i "k)-}c(v(i’k))
i -

3) L. = s 11,2, 0000
( o 2 (-1)PFep) ; ‘
F .

Zbir formula (3) je
B n .
2y (0PYETEG ()
izl V(i-=k)

% (-1)*Fg(r)

2 ()P gy (0miy)
v(6=k)

DIERICILTEN
F

=

a to je izraz za ukupnu strujn Ik'
Ovim je teorema dokazana.

Napomena 1. Navedeni princip superpozicije vaZi uop3te a ne
samo za simetrilne sisteme. Matematilka formulacija ovog prin-
cipa je sledeéa. ;
Posmatrajmo sisteme jednatina u matridnom obliku
szBl,Ax=B2.

Neka su reSenja ovih sistema redom vektori xl,xz,‘tj. neka va-
%e jednakosti

Axl=Bl,AX2=Bz-
Tada je X o+ Xy refenje sistema AX = B1 + BZ jer - je
A(xl + xz) = AX; + Ax, = B1 + By .

Rapomena 2. Princip superpozicije, &ija je matematifka osnova
objasnjena, daleko je qﬁétiji i igra veliku ulogu u elekiro-
tehnici i drugim tehnidkim naukama gde se pojavljuju linearni
sistemi. Jedna formulacija ovog principa (sa terminoldgijom iz
téhnikih nauka) glasi: Sveki odziv jednak je sumi odzive koje

vremenske varijacije i priroede tih eksitacija.
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U daljem tekstu je sa G° oznafen podgraf Coatesovog
grafa bez ¢vora 0, tj. graf pridru¥en matrici sistema Jjednadi-
na koji se posmatra.

Teorema 2 (Teorema reciprodnosti). Posmatrajmo jednu linearnu
mrezu i u njoj dve grane i i j. Ako u grani i deluje generator
napona U, struja u grani j oznadena je sa Ii' Ako generator
premestimo u granu j onda de struja u grani i biti Ij' Vazi
formula Ii = Ij' )
Dokaz. Koristimo se metodom konturnih struja. Izaberimo kontu~
re tako da samo iQta prolazi kroz granu i, a samo j-ta kroz
granu j. Coatesov graf pridruZen ovoj mreZi dat je na sl, 4.

sl. 4

Kada se generator elektromotorne sile U nalazi u i-toj
grani, struja u j-toj konturi iznosi

I (-1)PTE=I sy (5 =3))
L uEEy) ,
1 D(a,)

gde je D(Go) determinanta grafa Gor @ ZE: ¢(U(i—+j)) suma
: U{i—=j) )

prenosa svih modifikovanih veza u G0 od i do j. Kada se gene-
rator nalazi u j-toj grani, struja u i~toj grani je

U2 (PG g ))
Ij = U(j—>i)

D(Go)
gde je ZE;. C(U(j=»i)) suma prenosa svih modifikovanih vesza

U(j>i) )
u G, od j do i. Ovaj sludaj je Predstavljen na sl. 4 ispreki-
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Qanom linijom. PoSto kod mreZa vaZi Rjk = Rkj moZemo dve para-
lelne i suprotno orijentisane grane sa prenosima Rjk i Rkj zZa-
meniti jednom neorijentisanom sa prenosom ij, kao 3to je ved
ohjasnjeno. Tako je graf Go postao neorijentisan, a za neori-

jentisane grafove oligledno vaZi:
FC(U(i+3)) = c(U(3»i)) , p(U(i~+j)) = p(U(j~+1)) ,

odakle proizilazi Ii = Ij’ ¢ime je teorema dokazana.

Primer 3. Proveriéemo da 1i teorema vaZi za RLC mre%u na sl.5.
Postavimo generator u konturu 1. Umesto otpornosti Rij pojav-
ljuje se impedansa Zi a struje i naponi predstavlijeni su kom-

pleksnim velidinama.

b

R L L
M gz 22 73 Zm

N e R e
D c ¢ I
T -

&
N\ ¢

sl. 5 ’ sl. b
Struja u konturi 3 dobija se iz grafa na sl. 6 pomodu izraza
(2) i iznosi

_ UgZ12%23

3 7 ’
811220233 = 210853 = D537,
gde su

_ 1 - SR G 1 _ _ 1
Byn =R+ 555 Zpp =80 + gp e 235 = 8h 4 ggy 21y = Zpg= g
pri femu s oznaava kompleksnu ulestanost. Posle sredjivanja
dobi jamo

UssC
I

= L
3 SSC3L2R + s4L202 + 383¢2LR + ZszLC + sRC
Premestimo sada generator u konturu %. Graf koji odgo-~

vara ovakvoj mreZi i sama mrefa prikazani su na sl. 7. Struja
u konturi 1, izradunata pomodu izraza (2), iznosi

UgZas%10

I =
gl ] s
- 23711

2
11220833 = Z19%33 =
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§to je identifno sa ranijim izragom. Dakle, teorema reciprod-
nosti va%i za ovu mreZu.

M 72 22 733 23
T - 3 NGV

sl. 7

U daljem tekstu koriste se neki termini iz elektroteh-
nike koji nisu ovde definisani.

Teorema 3 (Theveninova teorema). Neka su u elektri&noj mresi
gvorovi a 1 b povezani granom impedanse Z. Deo kola izmedju ta
dva €vora moZe se zameniti granom koja sadr¥i impedansu Z, 1
paponski generatgr napona Eo’ a da se struja I kroz Z ne pro=-

meni, tj. I = p—Zp— (videti sl. 8). (Ovde je Z_ ekvivalentna
e

impedansa ostatka kola izmedju &vorova a i b kada su svi na-
ponski generatori u mrezi kratko spojeni a -svi strujni genera-
tori uklonjeni, a Eo Jje napon izmedju ¥vorova a i b kada je
grana sa impedansom 2 iskljulena iz kola.)

Dokaz. Primenimo metod konturnih struja. Izaberimo konture ta-
ko da i~ta prolazi kroz granu sa impedansom Z. Coatesov graf
pridrufen mre¥i prikazan je na gl. 9.

"sl. 8 ’ sl. 9

étruja i~te konture raduna se iz datog grafa po obrascu
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S (-1 g(y(0»5))
- v{o+=1i)

W T — T

Determinanta D(Go) nofe se prikazati u obliku
5y . D(G,) = (z + 27)p(6-1) + D7,

gde D(Go—i) predstavlja determinantu grafa koji se dobija kada
se iz Go izostavi &vor i, a D’ je determinanta grafa koji se
dobija od Go izostavlijanjem petlje sa prenosom Z + Z7, Napon
Uab iznosi

A

U, =21 = 21. = 2
ap T (2o« Z')D(Go—i) + D
a Eo po definiciji iznosi
. < A A
(6) BE = lim U, = lim - > = .
" Faw 2P gase(l 4 % ID(C i) + % D(G,-i)

Ze éemo izradunati kao ulaznu impedansu Zul izmedju
tadaka a i b. Raspored kontura ostaje isti; jedino umesto grai
ne sa % gtavljamo generator napona U. Odgovarajudéi Coatesov -

graf je dat na sil. 10.

Qzﬂ
7 AN
N\
/7 \ \
‘222<{ } iR
\\ / // u
~ !l 7
~\(5,f’
Znn 0
sl, 10

Struja kroz granu sa generatorom je

UD(GO~i)

Ic D-”

?

gde je D”° determinanta grafa koji se dobija iz grafa na sl.*s
uklanjanjem &vora O i grane sa prenosom U, i njena vrednost ii
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nosi . ‘ rrs
D = 2°D(6~i) + D77,

gde ﬁe D°7" determinanta grafa koji se dobija iz G/ uklanja-
njem petlje Z2°. Vidi se da je D""" = D”, Zulriznosi po defini-

eiji
U D’
(7) . : Z = 4 == = '
ul e Io D G0 i
2°D(G-i) + D’ -
= - - =2+ = .
D ot 5(@0-15
Iz (4) i (5) se dobija
A
D -1
I, 2 ,

=
. DY
Z+ 27+ -
Di@o-lﬁ

Sto zajedno sa (6) i (7) daje

¢ime je teorema dokazana.

11.3. Sistemi upravljanja i transformacije Masonovog
digrafa

U teoriji sistema upravijanja pojavijuju se matematiZ-
ki modeli koji se svode na sisteme linearnih diferencijainih
jednadina. Ako se na sistem linearnih diferencijalnij jednali-
na sa konstantnim koeficijentima primeni Laplaceova transfor-
macijal) dobija se sistem linearunih algebarskih jednalina koji
treba re3iti. U jednadinama se sada, umesto funkcija koje za-
vise od vremena a koje predstavljaju napone, struje ili druge
fizidke velidéine, pojavijuju Laplaceovi likovi tih funkcija.

Matrica dobijenog sistema linearnih algebarskih jedna-
3ina je, peo pravilu, slabo popunjena. Stoga se grafovske teh-

1) O re3avanju diferencijalnih jednadina i sistema diferenci-
jalnih jednalina pomodlu Laplaceove transformacije videti,
ha primer, D.S.Mitrinovié, J.D.Kelkié, Jednaline matematid-
ke fizike, Beograd 1978.
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nike reSavanja sistema pojavijuju po prirodi stvari u ovim
provlenima. Pokazademo na nekoliko primera te vrste upotrebu
--grafova protoka signala. U nekim sludajevima nije uopdte po-
trebno pisati jednaline koje opisuju stanje sistema nego se
neposredno crita odgovarajuéi graf protoka signala ;er je oblik
ovog grafa sugerisan samom konfiguracijom sistema™’.

Primer'l., Lestvidasta RC mre¥a sa dva pristupa. Za lestvidastu

mreZu sa dva pristupa na sl. 1 odrediti funkciju prenosa, koja
je definisana kae odnos Laplaceovih likova ulaznog i izlaznog

(s)
def 4
napona G(s) == m .

2

JVNA o
1

Za ovu mreZu se mogu pisati jednaline

a1y (s) - I,(s)),

1,(8) = §(Up(8) - Up(s)), Uy(s)
To(s) = §(Up(s) = Us(s)), Us(s) = gulI,(s) - I4(s)),

IB(S) = %(UB(S) - U4(S)), U4(S) = b‘]:‘éIs(S)o

Na osnovu ovih jednalinc obraguje se graf protoka sig-
nala na sl. 2.

-1 -1 -1 =L -1
Cs R Cs R
1 3 & S
s O
Uls) 1 Kis) 1 "Us) 1 Ls) 1 () 1 Ll 1 Ufls)
Cs Cs Cs
sl. 2

1) Harednih nekoliko primera su redlgovanl na osnovu beleZaka
H.Stojida.
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Postoji samo jedan elementaran put izmedju &vorova
Ul(s) i U4(s); njegov prenos je py = 5353;3 . Ne postoji ni-
jedﬁa kontura koja ne dodiruje ovaj put, te je £;1 = 1,

Graf sadrZi 5 kontura, od kojih svaka ima prenos “ﬁ%g‘
Ove konture su na gl. 2 oznalene brojevimal,...,5.

Konture 1 i 3, 114, 115, 214, 2i5, 1315 me~
djusobno se ne dodiruju. Takvih parova ima, dakle, 6. .

Postoji samo jedna trojka (1, 3, 5) medjusobno nedodi-
rujuéih kontura.

Ne postoji fetiri ili viSe medjusobno nedodirujudéih
kontura.

Na osnovu izloZenog, Masonova formula daje:

1
ROGOs? 1

T T . T T P ’
1 = (=55%) + 6 - Y Y5745 %4674
RCs R2C2s2 PERER

G(s) =

gde je @-Eﬂi RC vremenska konstanta jedne delije.

Primer 2. Sistem automatskog upravljanja sa jednim ulazom i
jednim izlazom. Za sistem sa sl. 3 odrediti funkciju spregnu-
tog prenosa.

Gy

Ris} - Cis
G G2 s G3 -Gy ’v

Hy

L]

8l. 3

Direktno se obrazuje graf protoka signala predstavljen
na sl. 4. )

Postoje dva elementarna puta. Odgovarajudéi prenosi i
determinante podgrafova su .

Py = 6;6,045G,, Dy =15 Py = G1G5G4, Dy, =1.
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U grafu se nalaze ukuvne tri konture koje se medjusob-
no dodiruju. Redom se dobija

Tl = —G364H1, T2 = =G G2G3 4H2, T3 = -G165G4H2,

Crgy def Cls 6165650, + G1G4Gs
g(s) =

— R(s) ~ 1 + G3G4Hl+ C-1 2 3 4H2 + G1G4G5H2 *

Gs

g
Ce)

sl. 4

Primer 3, Multivarijabilni sistem automatskog upravljanja. Na
linearan sistem sa sl. 5 deluju dva ulazna signala R (s8) i
R,(s). Odrediti funkecionalnu zav1snost izlaznih sxgnala Cq (s)
i Cz(s) od ulaznih signala.

MoZemo primeniti princip superpoz1c13e, jer je sisten,
po pretpostavcz, linearan.

sl. 6

Graf protoka signala za ova] sistem predstavijen je
na sl, 6. :

0d Rl(s) do Gy (s} vodi samo jedan elementaran put (&i-
ji je prenos p1 = Gl) koji ne dodlruae konturu prenosa ~G2 SHZ’
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te je, dakle, A =1 + G,6 H,. ,

Izmedju Rz(s) i Gl(s) postoji takodje samo jedan ele-
mentarni put (njegov prenos je pi’ = 'GZGEWZGI)' Ovaj put do-
diruje sve konture grafa, te jJe £§i"= 1'¢

U grafu postoje itri konture sa prenegima Tl = —Glﬁl,
T2 = -G2GSH2 i T3 = G1W1G3w2. Prva i druga od ovih kontura ge
medjusobno ne dodiruju,. :

Na osnovu izloZenog dobijamo

0,(5 = 1 G (1 + GyG5Hy )Ry (8) - G1G2G3W2R2(s)

+ Glﬁl + G2G3H2 - G1G3W1W2 + GleG3H1H2

Sliénim raszmatranjima nalazimo
oo(a) = -GlewlRl(S) + G2G3(1 + GlHl)R2(s) .
2 I+ G1H1 + 62G3H2 ~ GlG3W1W2 + GlG2G3H1H2

U praksi su od interesa i razne transformacije Masono-
vog i Coatesovog digrafa, koje demo ukratko opisati posle ne-~
ophodnih uvodnih objadnjenja.

Ofigledno je da se sistem jednadina moZe na viSe ekvi-
valentnih nadina predstaviti u obliku (1) iz 6.3;’12 toga sle-
duje da istom sistemu jednalina mogu biti pridrufeni razliliti
digrafovi. Digrafovi koji odgovaraju istom sistemu jednadina
su ekvivalentni digrafovi.

Najprostiji digraf koji odgovara

jednom sistemu jednadina Jje zvezdoliki
digraf. On se dobija ako se sistem jedna~
¢ina postupnom eliminacijom neposnatih
svede na oblik Xy o= blxo,...,xn = bnxo.

Odgovarajuéi digraf je predstav-
ljen na sl. 7. sl. 7

Ako se na neki nadin dobije zvezdoliki digraf, bez te-
Skoda se pomodu njega mogu odrediti redenja sistena.

Vidi se da je poirebno definisati neke transformacije
nad digrafovima koje bi, kada se izvrSe nad datim digrafom,
dovodile do njemu ekvivalentnog digrafa. Te transformacije bi
odgovarale algebarskim iransformacijama sistema jednadina.
Cilj bi bioc da se navedenim transformacijama digraf dovede na
zvezdoliki, odnosno $to prostiji oblik.
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mogu se vrSiti razne gkvivalentne transformacije Masonovog di-

U cilju odredjivanja jedne od nepoznatih velidina

grafa. Posmatrajmo prve situaciju kada digraf sadrZi viSestru-
ke grane ili petlje. Njih tada moZemo eliminisati na sledeéi
na¢in: ViSestruke grane se zamenjuju jednom granom &iji je
pfenos jednak zbiru prenosa pojedinih grana (za sludaj dvo-
struke grane videti sl. 8a). Petlja u nekom &voru uklanja se
na taj haéin 5to sve grane koje ulaze u taj &vor menjaju pre-
nos shodno pravilu sa sl. 8b).

Da bismo opravdali gornje dve transformacije, primeti-
mo kao prvo, da se tada u oba slufaja u odgovarajudéem sistemu
(1) iz 6.3 menja samo jedna jednadina, tj. ona koja odgovara
nepoznato}j xj. Sada nije teSko videti da eliminaciji paralel-
nih grana odgovara sledeca algebarska transformacija: xj =
= 0. * agixi + agixi * e zZamenjuje se sa X. = ... +
+ aﬁ{)xi + ¢so o Sto se tile eliminacije petlji za slu-~
#Ll, inamo: X, = eoe + B.:X: + oes + a5;X; + ... zZame-

Jd 3 4377 Jivi
a._.

njuje se sa xj = e + T:g%f Xy +oeer Za gornje dve transfor
macije postoji i fizidka interpretacija. U prvom sludaju ona
je o¢igledna, a u drugom, samo za lajjl< 1, imajuéi u vidu
= = 1+ ajj + ajj + ses , Sleduje da signal koji stiZe u

dvor sa petljom beskonalno mnogo puta obilazi petlju slabedi
pri svakon obilasku za iznos proporcionalan velidini ajj(‘ajj‘
<1), dok se dotidni &vor tada ponaZa kao sabirad signala.

Posebno interesantne transformacije su one koje ukl ju~

1) Preostali tekst u ovom odeljku'napisao je S.Simié.
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¢uju eliminaciju &vorova digrafa. Posmatrajmo sludaj elimina-
cije samo jednog &vora i to &vora bez petlje /., Neka je G Ma-
sonbv digraf, X &vor koji se uklapja a J skup indeksa svih o-
nih &vorova xj'koji su polazni ili zavrsni &vorovi grana koje
polaze ili se zavrSavaju u Xy . Uklonimo sada &vor X; iz G i za-
jedno sa njim sve grane koje su mu incidentne. Da bi novodobi-
Jeni digraf bio ekvivalentan prethodnom potrebno je, za svaki
par razliéitih vrednosti jl,jz iz J, izvrs$iti transformaciju
prema sl. 9, gde je radi preglednosti stavljeno a5 = a, a; ;=

. Jl Jll
= b, ai32= c i ajzi= d.
e c
ab ad cd
% s w e QC O
] .
b d Xip g Xip
sl. 9
aq b ajb
. —> .
. -

é)—r—o(—-)ou—ﬂ—o

sl. 10

1) U literaturi su razradjeni i postupei za simultano uklanja-
nje viSe_ ¢vorova iz Masonovog grafa. O tome videti, na pri-
mer, [12].
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Algebarski, poslednje transformacije odgovaraju eliminaciji
~nepoznate X5 iz sistema, 5to nije teZko proveriti.

Napomenimo jo§ da se prilikom primene gornje transfor-
macije na neki digraf mogu javiti viSestruke grane ili petlje,
& one se mogu na osnovu ranijeg eliminisati. Inade, u speci-
jalnim slucajevima gornja transformacija rezultira u sledede
sluajeve opisane na sl. 10. i

Dosad pomenute transformacije veoma su pogodne zZa re-
dukeiju tzv. kaskadnih digrafova, tj. digrafova kod kojih nema
zatvorenih (orijentisanih) kontura (odnosno povratne sprege, u
terminima primene u tehnici).

x
Primer 4. Za Masonov digraf sa s1.11 naéi odnos ;é .

sl. 11

Primenom pojedinih transformacija dobijaju se redonm
digrafovi prikazani na sl. 12.

albdee«th)

A\ 4

XN % T /X

afg
cdealbdeeeth

abdi+ aei+athi+afg+cdi
X0 Xs Xo ’ X5

arg
sl, 12
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Znadi, ji—% = ai(bd + th + e + 52, LE),

’ Inale, u sludaju da postoje zatvorene (orijentisane)
konture situacija se nefto komplikuje. Za praksu ti sludajevi
su od, velikog interesa. '

X
Primer 5. Nacéi odnos ;i za Masonov digraf sa sl. 13.

sl. 13

Primenom opisanih transformacija redom se dobijaju slededi ek-
vivalentni digrafovi, videti sl. 14.

—
all-c} d1;b.’ ald+e-bd-cel
{1-bill-c~bc) 1-c {+-bi{1-c-be)
Xg X4 . Xy X0 X4
sl. 14
X
oo &4 4 d+e~bd~ce
4nacti, 3= = arTop)(1-6-be) * - .

o
Opisademo jo3 neke transformacije.
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Jedna od transformabija koja se Cesto koristi je tzv.
normaligacija. Pod normalizacijom podrazumevamo transformaciju
koja ima za cilj da se prenosi Sto vedeg broja grana udine je-
dnakin jediniei (ili nekom drugom broju). Koristeéi Masonovu
formulu lako se zakljuluje da se to moZe postiéi menjanjem
prenosa pojedinih grana ali tako da se prehosi svih puteva od
izgvora do ponora kao i prenosi svih kontura ne promene.

Primer 6. Izvriiti normalizaciju grafa sa sl. 15.

e £ ‘ .
o8 NN, 4
Xo Xy X2 X3 X,
S
sl. 15

U ecilju normalizacije, identifikujmo najpre &vorove X4 i Xy~
Tada se dobija digraf kod koga u smislu normalizacije mora da
vaZi da sve konture zadrZavaju iste prenose, sl. léa.

sl, 16

Izaberimo u njemu jedno stablo (sl, 16b) i uzmimo da su preno-
si grana tog stabla jednaki jedinici. Tada se prenosi ostalih
grana mogu tako izmabrati da prenosi svih kontura ostanu nepro-
menjeni. Na sl, 1léc dat je normalizovani Masonov digraf. Ovaj
postupak me¥fe se primeniti na proizvoljni Masonov digraf.
Sledeéa transformacija proizilazi iz zahteva da se pro-
meni tip ¢évora u Masonovom digrafu., Naime, primenom Masonove
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X
formule moguéno je naéi odnose ;i samo ako je x, izvorni &vor.
U praksi se éesto moZe pojaviti potreba za izradunavanjem od-

X .

nosa Ei , gde xi'i xj nisu izvorni &vorovi., Taj problem bi se
3 X X

mogao ref§iti traZenjem odnosa veliéina iﬁ i ;1 « Medjutim, po-

(¢]

stoji i drugi pristup primenom tzv. inverzije &vora. Pod in-

verzijom nekog &vora podrazumevamo postupak kojim se taj &vor

pretvara u izvorni &vor. Za sistem (1) iz 6.3 inverzija nekog'

évora x5 znadila bi da se velidina X, sada proglasi kao nepo-

znata dok bi veliéina Xy bila parametar. To znadi da bi se sa-

a,
da i-ta jednadina zamenila sa x_ = A X, = il X
. o a. i a.
io io
Masonovom digrafu ova transformacija se svodi na sledede. Iz

1 eee o U

digrafa se prvo udalje sve grane koje ulaze u &vor X a zatin
se za svako J koje odgovara nekoj grani, koja je polazila iz
évora xj a zavrsSavala se u Xy i imalaaprenos aij’ doda digrafu
grana od &vora xj ka_xo sSa prenosom -—%% , dok se posebno iz-
medju ézorova x5 i X, dodaje u smeru od_xi ka X, grana sa pre-
nosom EZ; .

Inverzija se mo¥%e koristiti i za uprosSéavanje Masono-
vih digrafova i to u slededem smislu. Naime, sloZenost nekog
digrafa moZe se kvantitativno izraziti pomodéu indeksa sloZeno~
sti digrafa. Prethodno uvedimo pojam cepanja nekog &vora. Ce-
panje nekog &vora sastoji se u deobi datog 5vora na dva &vora
od kojih je jedan izvor a drugi ponor (videti sl. 17).

sl. 17
Indeks sloZenosti nekog digrafa definife se kao najma-
nji broj &vorova koji je potrebno rascepiti da bi se dobio di-
graf bez (orijentisanih) kontura. Primenom inverzije Sesto se
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smanjuje indeks sloZ¥enosti digrafa.

x
Primer 7. Za Masonov digraf sa sl. 18a nadi odnos Eé .
o
‘ /ﬁ\/ﬁ\/ﬁ\’ »
2 ’ c
al o—s! — —— O
X0 XX M Xz a2 X3 @3- Xg Xs
O

sl. 18

Na gl., 18b prikazan je digraf dobijen iz digrafa sa. sl. 18a
uzastopnonm inverzijom &vorova xl,xz,x3,x4,x5. Taj digraf je

kaskadni te se lako nalaszi
7

1 b,
= = oozl - bl)('% - Pg) - ayay " b,)

a odatle se neposredno dobija ;& .

Inade gornji, tipovi transformacija poseduju svoje ana-
logone i kod Coatesovih digrafova. Jedan nadéin da se one spro-
vedu kod Coatesovih digrafova sastoji se u prelaZenju sa Coa-
tesovog digrafa na Masonov digraf (za to je potrebno i dovolj-
no svakonm &voru Coatesovog digrafa dodati petlju sa prenoson
1) i zatim sprovesti transformacije Masonovog digrafa nakon
kojih se vrd#i inverzni prelaz. Same transformacije Coatesovog
digrafa sa stanovi§ta Primena su od manjeg.-interesa. ‘

11.4. Matrice incidencije grafova

U teoriji elektrifnih kola pojavljuju se razlidite ma-
irice incidencije grafova. U ovom odeljku objasnidemo opStu i-
deju koja dovodi do definisanja matrica incidencije a zatim
demo se upognati sa nekim od ovih matrica.

Neka su dati skupovi & = {aj,...,a } i B = {bj,...,b >
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i jedna binarna relacija g u skupu A X B.

Primer 1. Ako je A skup lica muSkog pola, a B skup lica Zenw-
skog‘pola, relacija *biti u braku" je jedna od moguénih rela-
cija gu skupu A XB. Pri ovome (a b, )eg ako i samo ako je
lice a u braku sa licem bJ.

Binarna relacija se moZe predstav1ti pomodu matrlca
incidencije. Za svaku binarnu relaciju § u skupu A XB definife
se matrica incidencije S, ,B skupa A i skupa B. SA B —])le” je.
pravougaona matrica tlpaxnxn, pri Semu je 85 13 1 ako (a b )
€8 1 Sij = 0 ako (al,’b )¢S

Za graf se mogu definisati razlidite matrice incidenw

cije. Ulogu skupova A i B mogu da igraju, na primer, skup &vo-
rova, skup grana, skup nezavisnih ciklusa, itd., a relacija
moZe biti definisana, na primer, sa: "vor je susedan granit,
“"ciklus prolazi granom", itd. Razlidite matrice incidencije i-
stidu razlidite informacije o grafu. Prednost ove ili one mate
rice incidencije zavisi od problema koji se razmatra.

éesto ge upotrebljava matrica incidencije &vorova i
grana R = 13unm' Neka je skup &vorova X = (xl,...,x Y i skup
grana U {pl,...,um} Ako je &vor X5 susedan sa granom u
vaii ria 1; u suprqtnom sludaju je r.

J’
i3 = 0. Pri formiranju
ove matrice incidencije ne vodi se rafuna o orijentaciji grana.

Primer 2. Za graf sa sl. 1 matrica incidencija &vorova i grana
ima oblik

(I

0
1
1
o}

- oo o

0 0
0 1
1 o]l °
1 1

X U, X3

% Ys X3
UJTI\E:i\\::}T | % ’
Xy Uy 2 Xy Uy X
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Jednu vrstu matrica incidencije smo i ranije naveli.
To je matrica susedstva grafa. Ova matrica se dobija iz opSte
natrice incidencije SA B’ ako se uzme A = B = X (X skup &voro-
va), & za g se uzme relac13a susednosti &vorova. Matrica su-
sedstva uzima u obzir i orijentaciju grana.

Opstije matrice incidencije imaju osim O i 1 i druge
brojeve kao svoje elemente. Cesto su u upotrebi (-1,0,1)-matri- -
‘ce incidencije sa elementima -1, O, 1."1 u ovoj grupi se po-
javljuje matrica incidencije &vorova i grana S = “513“ Ona i-
ma iste dimenzije kao i R, ali jJje

1, ako grana uj izlazi iz &vora X3
sij = 0, ako Xy i uj nisu susedni elementi;
-1, ako Uy ulazi u X4+

Primer 3. Za graf sa sl. 2 matrica S ima oblik

1 0 o 1 0
-1 1 0 0 1

0 -1 -1 0 0

0 o 1 -1 -1

U primenama su vaZne i ciklomatilke matrice grafa. Za

svaku bazu ciklusa grafa G, koja je zadata vektorima Cysenes
erle; = (eqgaemerepy)y 1= Lyuen,ks k = V(G)) obrazuje se cik-
lomatidka matrica C = “clJ"mk Vektori ciklusa predstavljaju

kolone ciklomatidke matrice. Ako. bazu sadinjavaju prosti cik-
lusi, elementi ciklomatidke matrice su -1, 0, 1. Elementi mat~
rice ¢ imaju tada sledeée znalenje:

1, ako ciklus cj prolazi granom u; u praveu strelice;

iy = 0, ako ciklus cj ne prolazi granom u,;

-1, ako ciklus cj prolazi granom uy nasuprot strelici.

Dokazademo neke teoreme koje se odnose na uvedene ma-
trice incidenci je.

Graf grana L(G) grafa G je graf &iji se &vorovi nalaze
u biunivokoj korespondenciji sa skupom grana grafa G. Dva &vo-
ra iz L(G) su spojena granom ako i samo ako se odgovarajude
grane u grafu G stifu u-istom é&voru.
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Neka A(G) ozna¥ava matricu susedstva grafa G, a
A{L(G)) matricu susedsiva odgovarajudeg grafa grana L{G). Mat-
rica D =\|dig€ju, u kojoj su velidine d; (i =.1,2,...) stepe-
ni &vorova, naziva se matrica stepena &vorova grafa G.

Teorema 1. Za matricu incidemcije &vorova i grana R grafa G
vaZe jednakosti

rrY = A(6) + D,
AL{G)) + 21T .~

RIR

Dokaz. BElement iz i-te vrste i k-te kolone matrice RRT je jed-

m
nak ;ifrié Tyje Neka je i # k. Izraz i3 Tij de biti jednak 1,

J::l . ) m
ako su i &vor x; i dver Xy gusedni grani uj. Dakle, fzirii Ti5
jednako je broju grana koje povezuju &vorove X, i Xy Za i =%

2 ima vrednost 1, ako je

m
dobijame izras Zrijz. Vidi se da r 4
i=1 m 2
grana uj susedna &voru Xy Stoga je gzirij = di.
Ovim je dokagzana prva relacija.
Sli%no ovome, za op3ti element matrice RTR imamo izragz
n
ééﬁrki Tygge Sabizrak Ty, Tyj (i # j) je razlidit od nule, tj.
jednak 1, ako su grane uy i uj susedne istom Gvoru Xy tj. ako
su i same susedne. Za i = j imamo éé rkiz' Svaka grana je su=-
k=1
sedna za tacéno dva &vora, te ce rkiz tadno za dve vredno-
n
sti k biti jednako 1, tj. Z.r,° = 2.
k=l

Ovim je dokagana i druga relacija.
Korisno je da &italac proveri tafnost teoreme 1 na
primern grafa sa si. 1.

Teorema 2. Za matricu incidencije &vorova i grana S i cikloma-
tidku matricu ¢ va%i relacija 5C = Q.

Dokaz. Prema definiciji matrifnog mnoZenja, element iz i-te vr-
ste i j~te kolone matrice SC jednak je

(1) 857 13 + S3p Cpy * eee + Syp Oy

Yektor (clj”"’cmj) predstavlja ciklus eye Pretpostavimo da je
to elemeniaran ciklus. Onda on prolazi kroz nijednu ili kroz
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tadno dve grane koje su susedne &voru X . U prvom sludaju je
jzraz (1) jednak O. Neka su to u drugom slulaju grane u, i
. : . 1
upz. Zbir (1) se onda svodi na siplcplj + sipchzj"
Na sl. 3 prikazan je &vor x;

e S o O .
Xi sa granama u. iu , pri éemu su na-
; P Py
. vedene sve moguéne orijentacije grana.
[0 T g S ®) .
X; Ciklus u svakom od navedenih sludaje-

va moZe da bude orijentisan u dva

0——"‘§?""'<) smera. Neposredno se u svakom od ovih
1

sl. 3

Sest sludajeva uveravamo da je
SipicPlj + Sipchzj = 0,

Ovim je dokazana tadnost relacije SC = 0 za slutaj ka-
da su ciklusi koje predstavlja matrica C elementarni. Ako su
pak ciklusi neelementarni, oni se uvek mogu prikazati u vidu
zbira elementarnih ciklusa, te se zbog distributivnosti matri-
Snog mnoZenja prema sabiranju sludaj svodi na prethodni.

Ovim je teorema 2 dokazana.

Primedba. Relacija SC = O vaZi i u sludaju kada C predstavlja
matricu incidencije grana i svih ciklusa grafa. Ovo sleduje iz
teoreme 2 i ¢injenice da se svi ciklwsi mogu izraziti kao li-
nearne kombinacije ciklusa iz jedne baze ciklusa.

U 11.1 smo videli da svaki povezani graf sadr¥i deli-
midni graf oblika stabla.

Neka je D(G) broj stabala koja se kao delimidni grafo-
vi sadrZe u neorijentisanom grafu G bez petlji. Medju stablima
koja ulaze u ovaj broj mogu postojati (i skoro uvek postoje) i
medjusobno izomorfna stabla. Ako je G nepovezan graf, oligled-
no va%i D(G) = 0. Na osnovu teoreme 3 iz 1l.l za povezan graf -
G je uvek D(G)> 0.

Neka graf G poseduje &vorove XysXpsesesXys ¢iji su ste-
peni redom d;,d,,...,d,. Neka je A =||aij”§ matrica susedstva
iD =“dij“§ matrica stepena &vorova grafa G.

Teorema 3 (G.Kirchhoff, H.M.Trent, [57], {91]). Svi kofaktori
matrice D - A su medjusobno jednaki i njihova zajednilka vred-
nost je jednaka broju stabala D(G) grafa G.

Pre nego S$to dokaZemo ovu teoremu formulisademo i do-
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kazademo dve leme.

Orijentigimo grane grafa G na proizvoljan na%in. Neka
je sa S = "le“n o 0znhadena (—1,0,1)-matrica'incidencije &vo-
rova i grana na taj nadin dobijenog digrafa.

) T
Lema 1. SS™ =D - A.

Dokaz. Element na mestu (i,k) matrice SST Jje jednak eik =

;isla Skj' Ako su X5 i X susedni &vorovi, postoji samo je-
dna grana u:j takva da Je 8; 1j skj = -1 te je stoga elk ~1l. A-
ko X5 i X, nisu susedni &vorovi, dobijamo eik =0.%21i=%X o-
= d » Cime je dokaz zavrSen.

¢igledno je ey
1132300-:311_1
Neka Je S kvadratna submatrica reda n-1
matrice S koja se dobija kada se iz S izostavi i-ta vrsta a

zadrZe samo kolone sa rednim brojevima jl,jz,...,jn_l.

1132”"1311_1
Lema 2. Determinanta det S ima vrednost 1 ili -1

ako grane &iji su redni brogevi jl’jz""’jn-l obrazuju stablo.
U suprotnom sludaju determinanta je jednaka nuli.

Dokaz. Pretpostavimo da pomenute grane obrazuju stablo. Posto
matrica S u svakoj koloni ima dva nenulta elementa, matrica

Jl’ 321 ""Jn-l
S, ima bar u jednoj koloni tadno jedan nenulti e-

i 31’32""’311-1 A
element 1 ili -1. Ragvijanjem det S po takvo}j

koloni dobija se determinanta nikeg reda sa istom osobinom.
Stoga je vrednost podetne determinante jednaka 1 ili -1.

Ako grane sa rednim brojevima 31’32""’jn 3 ne obra-
zuju stablo, one obrazuju Jedag nepovezan graf H. Ako je Xg i-

A PR
zolovan &vor u H, matrica S 10 d2r n-1

dva nenulta elementa (1 i -1) PoSto je zbir elemenata u svakoj

koloni Jednak nuli, matrica je singularna. Ako x, nije izolovan

31,3290001311_1 i
évor, det b se moZe razviti kao u sludaju stabla

i problem svesti na determinantu ni¥eg reda. Medjutim, zbdog

ima u svakoj koloni

nepovezanosti grafa H, proces sukcesivnog razvijanja ‘determi-
nante zaustavide se kada se izbace vrste koje odgovaraju &vo-
rovima iz komponente grafa H u kojoj se nalazi &vor S Preos-
tala determinanta odgovaraée (-1,0,1)-matrici incidencije za

pr-ostale komponente grafa H pa de opet zbir elemenata u sva-
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. j1’32”"’jn—1
koj koloni biti jednak nuli. Stoga je det Si =

Ovim je dokaz zavrSen.

0.

" Dokaz teorene 3. Na osnovu teoreme 3 iz 5.1 svi kofaktori mat-
rice D - A imaju istu vrednost. Neka je Si matrica dobijena od
patrice S izostavljanjem i-te vrste. Matrica sisg je na osnovu
leme 1 glavna kvadraina submatrica reda n-1 matrice D - A. Pre-
ma Binet-Cauchyjevoj formuli dobijamo

Jysdosesesd
;E; (det Sil’ 27+ *in-1y2

1) det 5,87 = - _
Jl<32<...<3n_1

i1

Svakom izboru brojeva jl,jz,...,jn_l odgovara jedan delimidéni
graf H grafa G. Prema lemi 2 sabirci na desnoj strani relacije
(1) su jednaki 1 ako je H stablo i jednaki O u suprotnom slu-
daju.

Kako je izraz (1) istovremeno jednak kofaktorima mat-
rice D - A teorema je dokazana.

Teorema 3 redava problem odredjivanja velidine D(G) u
opStem sludaju samo u principu jer se pri efektivnon radunanju
nailazi na tefkoée pri razvoju detérminante kojom je odredjen
broj stabala. No za neke grafove to ide veoma jednostavno.

Teorema 4 (A.Cayley, [8]). U potpunom grafu K sa n &vorova

nalazi se n® ¢ stabala.

Dokaz., Na osnovu prethodne teoreme dobijamo
n-1 -1 ... -1

-1 n-1 -1
D(Kn) = . =n .

-1 -1 n-1

Navedena determinanta je reda n-1.
Slededi odeljak je posveden odredjivanju broja stabala
u raznim grafovima.

11.5. Odredjivanje broja stabala

Broj stabala D(G) grafa G je od interesa u razliditim
primenama; na primer, D(G) se pdjavlijuje u analizi elektridnih
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mreéal), zatim prilikom odredjivanja verovatnoée poveganosti
telekomunikacionih sistema, u analizi maserskih efekata i dr.

Za potpuni bihromatski graf K sa m+n &vorova dobija
se primenom teoreme 3 iz prethodnog odelaka

n-1 _m-1
(1) (K, amT,

Determinanta se izradunava na taj nalin Sto se sve
preostale vrste dodaju prvoj vrsti a zatim se novoformirana
prva vrsta doda redom vrstama m+l,m+2,...,m+n-1. Dobijena de-
terminanta je trougaona i njena vrednost je jednaka proizvodu
dijagonalnih elemenata.

Primenom teoreme 3 iz 11.4 problem se, kao §to je ved
reteno, u opStem sludaju, reSava samo u principu jer se, pri
efektivnom radunanju, nailazi na teskoée pri razvoju determi-
nante kojom je odredjen broj stabala.

Postoje dve modifikacije ove matridéne metode koje, ka-
ko éemo videti, imaju znadaj samostalnih metoda.

1°vu {98) je za graf G sa n &vorova uvedena funkcija

(2) BnﬂG) det(D - A +AI) .

Lako se uvidja da vaZi formula
' . _lgm
(3) _ D(G) = = B.(G)

2°vu [52] je zabeleZeno da se broj D(G) moZe, za regu-
larne grafove, izraziti pomofu karakteristifnog polinoma
PG( Nn) = det(AI - A) grafa G. U va¥nosti je formula

1) U analizi elektridnih mreZa je od interesa da se odrede sva
stabla. Radi kontrole rezultata korisno je unapred znati u-
kupan broj stabala.
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(4) 2(6) = L 25(x) ,

gde je r indeks (stepen) regularnog grafa G.

Pormule (3) i (4) su proste posledice teoreme Kirchhof-
fa-Prenta koja je navedena u 11.4. Znadaj ovih formula se sas-
toji u tome Hto se funkeije B%ﬁG) i Py{A) mogu za neke grafove
da odrede pomodéu istih funkeija nekih prostijih grafova.

Mogudnosti koje prufa (3) su kratko opisane u 1,

U 2 se primenom formule {4) odredjuje broj stabala u
nekim regularnim grafovima. X

1. Direktna suma (ili unija G, v GZ) G, + G, grafova
Gl i GZ je graf koji kao komponente povezanosti sadrZi sve
komponente grafova G1 i GZ' Potpuni proizvod Gl§7 G2 grafova
Gy 1 G, dobija se od grafa &; + G, kada se svaki &vor iz Gl
spoji sa po jednom granom sa svakim od &vorova iz GZ‘ Komplew~

ment G grafa G je graf koji ima iste &vorove kao G i u kome su
dva &vora susedna ako i samo ake oni nisu susedni u G. Graf je
elementaran ako je povezan i ako je V-primitivan (tj. ako se
ne moZe predstaviti kao potpuni proizvoed dva grafa).

U [98) se izvode formule

(5 BR® = (17BN, (@,

n. +n, . n,
(6) BT 2(0y36,) = ABY(6))BR(Gy)
n, +n, . n
(M B A %(6;V6,) = (Am)B §+n2(Gl)B,f+n1{Gz) .

KoriZdenjem formula {(5) - (7) mogudéno je odrediti fun-
keije Bﬁ(G) za sve grafove ako su ove funkeije poznate za ele-
mentarne grafove. PoSto se velidina D(G) jednostavno odredjuje
na osnovu Bp(G), isti zakljuBak se dobija i za velidinu D(G).

Na Zalost, klasa elementarnih grafova je vrlo Hiroka.
Ipak, mnogi se grafovi.mogu predstaviti pomodu operacija + i¥
polazeéi od veoma uske klase elementarnih grafova. U {99] je
odredjena funkecija B%XG) ako elementaran graf G predstavlja:
a) graf ¥oji se sastoji od samo jednog &vora, b) konturu dufi-
ne m, ¢) put duzine s. ’

Same na osnovu ova tri rezultata moguéno je primenom
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formula (5) - (7) odrediti funkciju BR(G), a samim tim i broj
stabala za razne vrste grafova koji su parcijalno tretirani od
strane niza autora. Tako je, na primer, stvar rutine odrediti
D(G) ako komplement G grafa G kao komponente povezanosti sadr-
¥i izmolovane &vorove, potpune grafove, bikempletne grafove,
puteve i konture. .

Na taj nadin metod sa funkcijom BﬁﬁG) daje sve rezul~
tate vezane za broj stabala raznih grafova koji se nalaze opi-
sani u radovima [4] i [75], %j. praktidno sve rezultate koji’

" su poznati u ovoj oblasti.

2. Kao Sto se funkeija B%&G) moZe izfaziti pomodu iste
funkcije za elementarne grafove, tako se i funkeija PG(RJ za
neke grafove G moZe odrediti pomodu karakteristi®nih polinoma
‘nekih prostijih grafova. U ovom sludaju se "prost® i “sloZen®
graf uzimaju u odnosu na neke operacije nad grafovima koje ni-
su identifne sa onim koje su opisane u 1,

Posmatrademo n-arne operacije nad grafovima kojé su U=
vedene u [24] i [18]. To su: nepotpuna proSirena p-suma grafo-
va {skradeno: NEPS) i Boolesova funkeija grafova. Za NEPS daje-
mo definiciju ekvivalentnu onoj u [24] a koja je navedena u

f19}.

Definicija 1. NEPS>g(G1,...,Gn) grafova Gy,...,G, sa bazom B
je graf, ¢iji je skup &vorova jednak Descartesovom proizvodu

skupova &vorova grafova Gl,...,Gn i u kojem su dva &vora
(xl,...,xn) i (yyse-ery,) susedna ako i samo ako postoji n~-
~torka (B;,...,B,) iz B, takva da je x; = y; kad god jef3; = 0
i x; susedno sa y; u G; kad god je Bi 1.

Definicija 2. Neka su G, = (xi’Ui) (L =21,...,n) dati grafovi,
pri &emu Xi i Ui oznadavaju odgovarajude skupove &vorova i
grana. Ako je f(pl,...,pn) proizvoljna Booleova funkcija

(£ : {0,1}n—>{9,1}), Booleova funkeija G = f(Gl""’Gn} grafo-
va Gyyees,G, Je graf G = (X,U), gde je X = XX, XX, i gde se
U definife na slededi nalin., Za proizvoljna dva Svora (Xl""’
xn) i (yl,...,yn) iz G se definisu Booleove promenljive Pyreces
Py pri gemu je, za svake i, p; = 1l ako i samo ako su x; i ¥y
susedni u 6. évorovi’(xl,...,xn) i (yl,...,yn) su susedni u G
ako i samo ako je, za svako i, x; #y; 1 f(pl,...,pn) =1,
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Skup n-torki za koje Booleova funkeija f(pl,...,pn)
dobija vrednost 1 obeleZavademo sa F. Koristidemo i oznaku (» =
= (Bl,...,@n).
Uvedene operacije su veoma opSte. .Variranjem skupova B
i F dobijaju se razne n-arne operabijen
. Za NEPS je u vaZnosti slededa teorema [19]:
Teorema 1. NEPS sa bazom B grafova Gl""’Gn’ ¢iji su spektri

odredjeni pomodu {hji. i, = 1,...,mj} (j =1,e0.,n), ima

J
J
spektar{y\.ily.__;in[ ij = 1,...,mj y §o= 1,...,n}, gde je
A = SRR
il,...,ln BeB 111 vt nin .

Odgovarajuéa teorema za Booleovu funkciju grafova je
dokazana u [18]. Ako se. spektar grafa Gj sastoji od brojeva
nji (ij = 1,...,mj), brojeve iz spektra grafa Ej demo obele~-

J

Zavati sa in . Ako je Gj regularan graf i ako je nigz hjl’

...,Jij monoton i nerastuéi, moZe se uzeti da vaZe relacije

hjl = mj—l- hjl i hjij = =1- njij za ij> 1, $to je dokazano u
[s1]. [8.]
a 1 Koristidemo i konvenciju Aji - Rji za Bj =11
; = J J
= -
hjij = Ajij za Bj = 0.

Teorema 2. Ako su Gl,...,Gn regularni grafovi, spektar grafa

G = f(Gl,...,Gn) je  skup {f\il""'inl ij = 1,...,mj; j=1,
...,n}, gde je
A (8] [6,]
igseeeiy “depiily ttAni o

Formula (4) vaZ%i, kao Zto je navedeno, ako je G regu-
laran graf. Stoga je za primenu formule (4) bitna &injenica da
su N3FS i Booleova funkclja regularnih grafova regularni gra-
fovi, Ova se &injenica moZe lako izvesti na osnovu definicije
pomenutih operacija. U [29] je naveden jedan algebarski dokaz
za 3ooleovu funkciju koji se moZe. sprovesti i za NEPS.

Mi éemo u daljem tekstu odrediti broj stabala za neke
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klase grafova, koje nastaju kao rezultati primene NiEPS-a ili
Booleove funkcije na regularne grafove. PoSto teoreme 1 i 2
daju spektre grafova formulu (4) demo modifikovati na slededi

nagin.
Teorema 3. Ako je {7\ =7, Nyyune, A } spektar regularnog

grafa G stepena T, vaZi formula
1 B
(8) - (e) =5 [
i=

Opisademo: bliZe neke specijalne sluééjeve uvedenih o-
peraci ja.

Razmotrimo najpre zbir i proizvoed grafova. To su binar-
ne operacije tipa NEPS-a. Za zbir je B = {(0,1),(1,0)} a za
proizved B = {(1,1)}. Neka je G, = (X,U;), &, = (X,,U,), G +
+ GZ = (X,U) i Glx G, = (X,V). Prema definiciji je X = xlx X2.
Neka je (xl,xz)EX , (yl,yz) €X. Kod zbira su &vorovi (xl,xz) i
(yl,yz) susedni ako i samo ako je ili %y =y, i (x2,y2)€U2 i-
1i (xl,yl)elh_i Xy = Yoo Kod proizvoda su pomenuti &vorovi
susedni ako i samo ako je (xl,yl)eUl i (xz,yz)EUz.

Jaki proizvod grafova je NEPS sa bazom koja sadrZi sve
n-torke osim n-torke (0,...,0).

Primer 1. Graf k-dimenzionalne reSetke.. Graf k-dimenzionalne

reSetke G ima kao &vorove sve talke sa celobrojnim koordinata-—
ma iz jedne kocke k~dimenzionalnog Euklidovog prostora, pri
demu su dva Gvora susedna ako i samo ako se odgovarajude tadke
razlikuju u tadéno jednoj koordinati. Ovaj graf se moZe pred-
staviti kao zbir k potpunih grafova sa n &vorova. Poznato je
da spektar potpunog grafa Kh sa n ¢vorova sadrZi broj n-1 i
n~-1 brojeva jednakih -~1. Prema teoremi 1 spektar grafa Gl+...+
+Gk sadrZi gve brojeve oblika h1i1+...+7\kik. Indukeijom po k

lako se mo¥e zakljuliti da spektar grafa G sadrZi brojeve A =
= n(k-i)=k, i = 0,1,...,k, 8a viSestrukostima p; = (1.1() (n-1)*.
Prema (8) je

131
(@) = o 'klr] ()( 1) )

Primer 2. Graf prizme. Graf prizme G je graf &iji su &vorovi
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temena- prizme a grane ivice prizme. Heka je osnova prizme je-
dan n-tougac. Graf G se moZe predstaviti kao zbir jedne kontu-
re duzine n i potpunog grafa Kz. Kontura duZine n sadrZi u
spekiru brojeve 2cos ggti (i = 0,1,...,n~1), dok je spektar
grafa K2 jednak {1,-1}. Stoga se u spektru grafa G nalaze bro-
Jevi 2cos —E—i + 1, 2cos —E—i ~ 1, 1= 0,1,..,,n=1, pa je

n-1 n-1
p{a) = %;,rﬂ(z ~ 2¢cos E%:i) M1(4 - 2cos gg;:-i)
iml . 1=0
8n—1 nel

]

- ﬂ 31n2 21 (1 + 251n2 Kl)

Primer 3. Kvadratna reSetka na torusu. Posmatrajmo kruZni to-
rus. Erug koji leZ?i na torusu a &ija je ravan normalna na osu

torusa, naziva se uzduZni krug. Popreéni krug se dobija kada
se torus presele sa poluravni koja se oslanja na osu torusa.
Ako imamo nekoliko uzduZnih i nekoliko popregnih krugova na
torusu, dobijamo kvadratnu reSetku. Graf kvadratne refetke ima
za &vorove preseke uzduZnih i popredénih krugova. Susedni su o=

ni gvorovi kOJl su neposredno spojeni lukom nekog od krugova
sa. torusa.

Graf kvadratne reSetke G moZe se predstaviti kao zbir
dve konture. Neka su to konture du¥ina m i n (m uzdu¥nih i n
popreénih krugova). Ha osnovu ranije izloZenog dobija se

B

f_l(é - 2cos E%Ei - 2cos 2%53)

i

e -

(s
Il
%

#

_{:_:} r:f] "‘1 +. 8in gj)’(i!j)ﬁ(ovo)"

ko se, umesto zbira, posmatra jaki proizvod kontura,
dobija se graf koji odgovara kvadrainoj refetki na torusu kod
koje su u svakom "kvadratidéu® povulene i "dijagonale'. Na os-
novu teoreme 1, jaki proiszvod grafova Gl i GZ sadrzi u spekiru

sve brojeve oblika 7\. it Ry + Ay 7\.
11 212

Stoga se za cplsanu modlflkacxau kvadratne reSetke na
torusu dobija
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n-1 mel - :
1 25, 25 29v . o 2
= j ] 1 é(8—2cos S—i-2cos S-j-4cos i cou-1§~3)

ft

D(E)

Sty

m~l n-1 m-l
= £ 7Y 1 T1(4-cos gjti -cos 25?3 2005 22;1 cos —-3),
: i=0 j=0

(1,3) £ (0,0).

Primer 4. Graf prostornih dijagonala prigzme. Na kraju posmat-

rajmo graf G koji ima za &vorove temena n-tostrane prizme a
kac grene sve prostorne dijagonale prizme. & se mo¥e predsta-
viti kao ekskluzivna disjunkcija konture Gl duZine n i potpu-

nog grafa G, sa dva Cvora.

Za ekxskluzivnu disjunkciju je F = {(1,0),(0,1X} pa
spektar sadrZi, prema teoremi 2, sve brojeve oblika Rli ?\21+

2

f Ryp Ry -

Spektar za G2 Je {l —1} a za G2 {O O} Stoga se spek-
tar za ¢ sastoji od 2n biojeva 7\.11,..., .iln’ -—3\ 11T )‘ln
Prema ranije izloZenom komplement konture sadrZi u spektrm

projeve n=3 i -l-2cos 27r1 (i = 1,‘0-,?ﬁl). ‘Stoga je
el
D(g) = B3 [‘] n-4-2cos gjli)(n—2+200s Z——~1).

n

Karakteristiéni polinom, odnosno gpektar, grafa mo¥e
se, opdtije nego u poglavlju 7, definisati kao karakteristisni
polinom, odnosno spektar, neke kvadratne matrice koja je na o-
dredjen naéin pridruZena grafu. Spektralni metod u teoriji
grafova je skup postupaka za dobijanje i dokazivanje iskaza o

strukturi grafova kbji u svojim bitnim tadkama koriste karak-
teristilne polinome, odnosnc spekire grafova.

Ovde su opisana dva metoda za odredjivanje broja sta-
bala grafova. Oba ta metoda su spektralna. Kao #to je redeno,
pomodu ta dva metoda mogu se dobiti praktifno svi rezultati u
ovoj ovlasti. Spektralni metod se stoga moZe smatrati veoma e-
fikasnin u posmatranom domenu teorije grafova. Navedeni rezul-
tati su samo primeri primene metoda i postoji jo$ mnogo klasa
grafova kod kojih se broj stabala moZe odrediti na opisani na-
€in.
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11.6. Kodovi koji ispravlijaju gredke

U telekomunikacionoj tehnici vaZnu ulogu igra teorija
kodlranga. Teorija kodiranja je matematléka teorija koja pred-
stav13° deo kombinatorike.

U teoriji kodiranja posmatra se skup F od g razllcltlh
simbola \slova) koji se naziva azbuka. U praktidnim problemlma
je obiZno q 2vi F = {O,l}. U teorijskim razmatranjima se de-
sto uzima q = p* (p prost broj) i F = GF(q).

Koristedi simbole skupa F'moguéno Jje formirati qn n=-
-torki koje se nazivaju refi. DuZina re&i je ‘jednaka broju n
slova koja satinjavaju re&. Skup svih redi duine n obeleZava
se sa P, U sluéaju kada je q = pr, redi se mogu interpretira-
ti Kao n-dimenzionalni vektori nad poljem GF(q) a skup M~ je
tada vektorski prostor nad tiﬁ poljem.

Poruke koae se Salju kroz telekomunlkaclonl kanal ko-
diraju se pomodu rei iz skupa ', Mo¥e se zamisliti da se
red odafilje slovo po slovo kroz kanal. Usled smetnji slovo
noZe da se pogredno prenese kroz kanal i da ga korisnik na
kraju kanala registruje kao meko drugo slovo. Neka je p vero-
vatnoéa da se slovo na kraju kanala primi kao neko drugo slovo
Tada je np srednja vrednost broja greSaka prilikom prenoSenja
reéi duZine n. Na osnovu verovatnode p, koja predstavlja kara-
kteristiku kanala, mo%e se odrediti maksimalan broj greSaka e
koji mo%e praktifno da se pojavi prilikom prenoSenja redi du-
Zine n.

Jedan od glavnih zadataka teorije kodiranja je da raz-
radi metode za korekciju gresSki, tj. da omoguéi da se refi na
kraju telekomunikacionog kanala talno rekonstruisu.

U skup P* redi, tj n-torki, se uvodi rastojanje d(x,y)
(tzv. Hammingovo rastojanje) pomodu sledede definicije.

ﬁefinicija 1. Rastojanje d(x,y) redi x i y iz F® je jednako
broju koordinata u kojima se redi x i y razlikuju.

Skup S(x,r) = {yly e ™, alx,y) € r} n-torki y koje su
od n-torke x udaljene najviSe za r (tj. n-torki koje se od x
razlikuju na najvise r mesta) naziva se sfera polupreénika r
sa centron u x. .

U sluaju kada je F® vektorski prostor nad GF(q), O o-
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znatava vektor ¢ije su sve koordinate jednake 0. Tada se za
proizvoljni vektor x uvodi te¥ina W(x) vektora x pomodu W(x) =
= d(x,0). Drugim redima, teZina vektora je jednaka broju nje-
govih koordinata koje su razlidite od nule.

' Svaki podskup C skupa F naziva se kod. Minimalno me-
djusobno rastojanje n~torki iz jednog koda C naziva se kodov-
sko rastojaﬁje. Xod kodovskog rastojanja 2¢ + 1 ima osobinu da
se njegove n-torke mogu da rekonstruisu na kraju telekomunika-
cionog kanala ako se prilikom prenoSenja svake n-torke ne na-
pravi viSe od e greSaka, tj. ako se bar n-e slova prenoSene
reli tafno primi na kraju kanala, Da bi uvideli ovu &injenicu
posmatrajmo kod kodovskog rastojanja 2e + 1 ¢ije su n-torke o-

m
i neka se ona na drugom kraju kanala registruje kao n-torka y.

znacene sa Xy sXpseensXpy. Neka se kroz kanal poSalje n-torka x;

Rastojanje d(xi,y) je najviSe jednako e jer kanal, po pretpo-
stavei, pravi najviSe e gre3aka. Znaéi y pripada sferi S(xi,e)
polupreénika e sa centrom u b n-~toriza y ne pripada nijednoj
sferi S(x.,e) sa centrom u nekoj drugoj n-torki xj koda jer su
sfere S(xi,e) i 8(x.,e) disjunktne. Ovo je posledica &injenice
5to je d(xi,xj) > 2e + 1, tj. rastojanje centara sfera je vede
od zbira polupreénika tih sfera. Dakle, y pripada samo jednoj
od sfera polupreénika e koje su opisane okc n-torki  EE TR
xm iz koda., Stoga se y rekonstruise kao n~torka X; .

Definicija 2. Kod G = {xl,xz,.;;,xﬁ} Q:Fn)'kodovskog rastoja-
nja 2e + 1. se naziva perfektan ako je

m
ilgl S(xi,e) = Fn,

tj. ako je unija sfera poluprednika e opisanih oko n-torki ko=
da C jednaka skupu svih n-torki .

Prirzer 1. Posmatrajmo 9 Cetvorki sastavljenih od simbola 0,1,2
(Getvorize su ispisane vertikalno):

o 0 0 1 1

H o N
S SRS N

=TS N
= JE CCREN

01 2 0 1
6 21 2 1
01 2-2 0
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Rastojanje izmedju bilo koje dve od ovih devet Cetvorki je je-
dnako 3. Sfere poluprefnika 1 opisane oko ovih Cetvorki su ne-
Adjusobno disjunktne i svaka sadrZi 9 detvorki. Stoga je tim
sferama pokriveno svih 81 tetvorki. sastavljenih od simbola o,
1,2 pa je navedeni kod perfektan, Pérametri koda su n=4, q=3,
e=l, tj. kod moZe da ispravi jednu gresku.

k " Dakle, Sifrator u sistemu veze ima tri osnovna simbola
0,1 i 2. U elektronskom uredjaju to moZe da znaéi, na primer,
odsustvo impulsa,- pozitivan pravougaoni impuls i negativan
pravougaoni impuls. Ako hodemo da korisne informacije oznada-
vamo Setvorkama i ako znamo da se kroz sistem veze najvide je-~
dna komponenta Setvorke moZe pogreSno preneti, upotirebljavamo
gornji kod. Ovim kodom moZemo prenositi najviSe devet razliéif‘
tih informacija, na primer, devet slova.

Ako sistem ne pravi viSe od jedne greske u svakoj Cet-
vorei, Setvorka se uvek mo¥e rekonstruisati na izlazu. Na Pri-
mer, ako se na izlazu dobije Setvorka O O 1 1, oligledno je da
nju treba protumalditi kao &etvorku 2 0.1 1.

Ihteresantno je da se navedeni kod moZe primeniti kao
"gigtem" pri igranju na sportskoj prognozi. Ako je potrebno
predvideti ishod &etiri fudbalske utakmice (oznadimo sa 1 po-
bedu domadeg kluba, sa O nerefen rezultat i sa 2 pobedu gostu~
judeg kluba) tako da se prognoza za najmanje tri utakmice po-
kaZe kao tatna, onda je, oligledno, potrebno postaviti vise
prognoza. Ako svakoj Getvorci navedeneg koda odgovara jedna
prognoza ishoda Setiri utakmice, onda je na osnovu ranije re-
tenog jasno da demo, bez obzira na stvarne ishode utakmica, u
jednoj od devet prognoza imati bar tri tacna rezultata.

Definicija 3. k-dimenzionalni podprostor C vektorskog prostora
F* naziva se linearni (nm,k)-kod nad poljem GF(q).

Kod linearnih kodova se za odredjivanje kodovskog rag-
tojanja ne moraju odrediti rastojanja izmedju svake dve n-tore
ke koda., Naime, za preizvoljna dva vektora x 1 y iz koda vaZi
a(x,y) = d{x-y,0) = W(x-y). Podto je C takodje vektorski Pros-
tor vektor x-y pripada kodu C pa se zakljuluje da je kodovskp
rastojanje koda jednako minimalnoj teZini vektora koji pribq?
daju kodu a razliéiti su od 0.
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Linearni kodovi C se obifno predstavljaju pomodu gene-
rifuée matrice koda. Vrste generilude matrice obrazuju bazu
vektorskog prostora C. Ako C predstavlja (n,k)-kod njegova ge-
nerisuéa matrica G je dimenzija kXn..Vektori koda C se dobi-
jaju 'kao linearne kombinacije vrsta matrice G pri demu se, na-
ravno, koeficijenti uzimaju iz odgovarajudeg polja GF(q).

Skup svih vektora koji su ortogonéini na sve vektore
koda C naziva se dualni kod koda C i obeleava se sa Ct. Ako
je C linearni (n,%)-kod, dualni kod C-=~je linearni (n,n-k)-
-kod. Generiuéa matrica H dualnog koda C' naziva se kontrolna
matrica koda C. Generifuéa matrica G i kontrolna matrica H ko-
da C su povezane relacijom GHT = 0, koja se neposredno prove-
rava na osnovu navedenih definicija.



12. MATRICE I GRAPOVI U HEMIJIL)

U ovom poglavlju prikazademo nekoliko primena teorije
matrica i teorije grafova u hemiji. Narodito de nas zanimati
sludajevi kod kojih je moguéna, a &esto i neophodna, istovre-
mena i kombinovana upotreba ovih dveju matematikih tehnika.
Matrice i grafovi imaju u hemiji, a naro8ito u fizidkoj i teo-
rijskoj hemiji, tako mnogobrojne primene da'njihov sveobuhvat-
ni pregled na ovom mestu nikako ne bi do%ao u obzir. Zbog og-
ranidenog obima a i zbog namene ovog poglavlja, osvrnuéemo se
samo na nekoliko odabranih primera. Ove primere éemo, medjutim,
birati tako da pokriju Sto je moguéno vige raznorodnih oblasti
hemi jske teorije.

12.1. Grafovski i matridni prikaz hemijske strukture

U Sezdesetim godinama XIX veka nastala je teorija o
hemi jskoj strukturi koja se danas oznadava kao klasidna.

Najmanja hemijska individua jeste molekul.On je nosi-
lac hemijskih osobina supstanci. Molekul se moZe dalje deliti
na atome. Hemijske promene nastaju usled pregrupisavanja atoma
u molekulima,

tome u okviru jednog molekula drZe na okupu izvesne

hemi jske sile, Jedna od najbitnijih osobina ovih sila jeste da
imaju karakter zasidenja: atom jedne vrste mo¥e za sebe da ve-
%Ze tadéno odredjeni broj atoma druge vrste, posle dega dolazi
do uzajamnog zasidenja hemijskin sila. Ka¥emo da se izmedju od~
govarajuéih atoma stvara hemijska veza. Neki atomi unutar mo-
lekula su medjusobno hemijski vezani dok drugi nisu medjusobno
hemi jski vezani.

Brojana mera sposobnosti nekog atoma da za sebe vede

1) Ovo poglavlje je napisao I.Gutman.
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druge atoire naziva se valenca. U klasifnom udenju o hewi jslko]
strukturi valenca je uvek ceo broj} NajleBde je valenca svih
atoma istog elementa ista. Na primer, ugljenik, kiseonik i vo-
donik imaju obidno valencu 4, 2 i 1, respektivno.

Urupnost podataka o hemijskoj povezanosti atoma u ok-
viru jednog molekula naziva se hemijska struktura (odgovaraju-

éeg jedinjenja). Hemijska strukiura se uobilajeno pre&stavlja
tzv. strukturnom formulom, koja nije nidta drugo nego jedan

graf (taénije: multigraf). Taj graf se konstruile prema slede-
éim pravilima. .

1. Gvorovi grafa prikazuju atome a oznadavaju se¢ he-
mijskim simbolom odgovarajudeg elementa (H za vodonik, C za u-
glienik, 0 za kiseonik, Fe za gvoZdje,... ).

2. Dva &vora u grafu su povezana ako i samo ako izme-
dju‘G&gpvarajuéih atoma u molekulu postoji hemijska veza. Dak~
le, grane grafa prikazuju hemijske veze; stepen 5v0r%_poklapa
se sa valencom doti&nog atoma.

3. Hemijska veza moZe biti jednostruka, (dvostruka,‘
trostruka,... ) pa se tada izmedju odgovarajuéih &vorova nala-
zi jedna grana (odnosno, dve, tri,... grane).

Na sl. 1 su date strukturne formule etanola (I} i kva-
dratne kiseline (II).

" Hem0 o
H H N 4
] c—=¢C

Her G G o O ——H I

. c—¢C
H H 7 AN
H—0O o
1 I

Iz praktidnih razloga strukiurne formule se Gesto pri-
kazuju na skradeni naéin, kada je jasno o kakvim jedinjenjima
ge radi. Mi demo se ovde ograniditi na dva naina grafovskog
prikaza ugljovodonika.

Ugljovodonici su jedinjehja koja sadrZfe samo ugljenilt
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(¢) i vodonik (H). Ugljovodonik je zasiden ako njegovi molebu-
1i sadrZe samo jednostruke veze. Ake u molekulu postoje i viw
‘Sestruke veze, onda je ugljovodonik nezasiden. Va¥nu klasu ne-
zasidenin ugljovodonika &ine konaugcvanl ugljovodonici, kod
kdjih je svaki atom ugljenika vezan tadno jednom dvostrukom
vezom. Podrazumevamo da u molekulima ugljovodonika svi uglje-
nikovi atomi imaju valencu 4 i svi vodonikovi atomi valencu 1.

C-graf se dobija take §to se atomi ugljenika prikazuju
neoznadenim &vorovima, dok se atomi vodonika izostavljaju. Cve-
rovi C-grafa mogu, prema tome, da imaju stepen 1,2,3 i 4.

Hilckelov graf sluZi za predstavljénje konjugovanih ug-
ljdvoéqnika. Prikazuju se samo atomi ugljenika a sve grane u
grafu su jednostruke (bez obzira da 1i su odgovarajude veze u
‘molekulu jednostruke ili dvostruke). Cvorovi Hilckelovog grafa’
mogu imati stepen 1, 2 i 3;

Na sl. 2 prikazan je ugljovodonik kamfen (III), njegov
C-graf (IV) kao i uobilajena skradena hemijska formula (V). O-
va poslednja formula je samo jedan adekvatno stilizovani C-
~graf,

CH2

cHz

sl. 2

Na sl. 3 su dati primeri konjugovanih ugljovodonika
benzena (VI) i azulena (VII) kao i njima pr;druzenlh Hiickelo~
vih grafova (VIII} i (IX).

Svi do sada opisani grafovi pomodu kojih se prikazuje
hemijska struktura molekula nazivaju se zajednifkim imenom
molekulski grafovi.
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B
H H H
H (‘; H \c /FKC/
N e Iy~“‘c \\
[ | o
c c c »
N T e\, ¢
| [ TN
H H / H
Vi vii - H
v X

sl. 3

Grafovsko prikazivanje“ﬁemijskih struktura uobidajeno
je u danainjoj hemiji. Jasno je, medjutim, da se iste informa-
cije o medjusobnoj povezanosti atoma mogu po potrebi formuli-
sati i u matrifnom vidu, Jedan od mnogih nadina na koji se he-
mijska struktura moZe opisati matricom jeste pomoéu tzv. Lopo-
logke matrice T =\\tijng. Red n ove kvadratne matrice jednak
je broju atomz u molekulu. Po definiciji je za r £ s

red veze rs ako su atomi r i s povezani,
s 0 ako atomi r i 8 nisu povezani,

Red veze rs jednak je 1, 2, odnosno 3, u sludaju jednostruke,
dvostruke, odnosno trostruke veze. Dijagonalni elementi topo-
lo¥ke matrice na neki konvencionalni nadin simbolizuju‘odgova-
rajuéi henmijski element.

Za matridni prikaz strukture ugljovodonika moZemo da
koristimo matricu susedstva (za definiciju wvideti odeljak 7.4)
>-grafa, odnosno Hilckelovog grafa. Ove matrice oznalidemo sa
AC’ odnosno AH. Ako je iz teksta oéigledno o kojoj se vrsti mo-
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lekulsikog grafa radi, matricu susedstva éemo pisati kratko
‘kao A.

Iz izloZenog je jasno da se matripe AC i AH/mogu shva-
titi kao specijalni sluajevi topoloSke matrice T.

Godine 1971, japanski teorijski hemidar H.Hosoya (51}
pokazao je da se niz fizicko-hemijskih osobina zasidenih ug~
ljovodonika (na primer, toplota sagorevanja, temperatura klju-
g¢anja i dr.) moZe dovesti u prostu matematidku vezu sa tzv.
n"topolodkim indeksom" Z, koji se definiSe na sledeéi nadin.

Neka je G graf sa n &vorova i m grana. Neka se u tom
grafu moZe na p(G,k) nadina izabrati k nezavisnih tj. medju-
sobno nesusednih grana (k¥ = 1,2,...,m). Za sve grafove demo
dogovorno uzeti da je p(G,0) = 1. Tada je po definieiji

m

7z = 72(G) = kZ=() p(G,k) .

Ako je G C-graf jednog zasidenog ugljovodonika, onda

se Z(G) naziva Hosoyinim topoloSkim indeksom odgovarajudeg je-
dinjenja. '

Brojeve p(G,k),koji de se pojaviti u kasnijem izlaga-
nju, ilustrovademo na primeru grafa G sa sl. 4, ¢ije su grane
numerisane od 1 do 7. Jasno je da je p(G,0) = 1 i p(G,1) = 7.

sl. 4

U grafu G postoji slededih 11 parova nezavisnih grana: {1,3},
{1,4, {1,5}, {2,4}, {2,5F, {2,6}, {3,5}, {3.6}, {3,7}, {4,6}
i {4,7}. Postoje i dve trojke nezavisnih grana: {1,3,5} i
{2,4,6}. Zbog toga je p(G,2) = 11 i p(G,3) = 2. Laeko se vidi
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da je p(G,k) = 0 za k> 3. ,
Kao #to je poznato, u teoriji grafova se graf koji ne
sadrii konture naziva Suma. ’

Teorema 1. Neka je G proizvoljna Suma sa n Svorova i neka je A
njegova natrica susedstva. Tada je

2

(1) . 3(6) = iTaet(iI + A) , E R

Dokaz. Matrici il + A pridruZidemo Coatesov digraf G’. OFi-
gledno je da se G” dobija tako §toc se grane grafa G zamene pa-
rom suprotno orijentisanih grana, a na svaki dvor grafa G se
doda po jedna petlja sa prenosom i. Izradunademo determinantu
wmatrice iIn + A prema definiciji iz 4.1.

S obzirom da je graf G Suma, jedine konture u digrafu
G¢* su konture dufine dva (koje odgovaraju granama grafa G i i-
maju prenos 1) i konture du¥ine jedan (petlje, 8iji je prenos’
jednak i).

Doprinos svakog od faktora Fk sumi\(l) iz 4.1 je isgti,
ne zavisi od k i iznosi

F
(_1)P( )

Zbog toga je u nafem sludaju

C(®) = (-1)F#M7E gk g0k gyn

m
7 -0PPer) = 7 (-1)p(6 k) = (-1)%(e) .
Fe% k=0 )
Kako je,s druge strane, prema definiciji (1) iz #.1
. F
det(il, + &) = (-1)" ﬁé;;§-1)9( degry

neposredno dobijamo jednaSinu (1).

12.2. Grafovski i matrini prikaz hemjjskih reakecija

Zadatak hemijske kinetike je da proudava kako se kon=
centracija pojedinih hemijskih individua menja u toku odigra-



218

vanja hemijske reakcije.l)

. Neka sé u posmatranom reaktoru odigravaju hemi jske re-
akcije izmedju supstanci Ml’Mz””’Nn‘ Neka u nekom trenutku
vremena t koncentracija supstance M. iznosi ay = a,{(t) (i =1,

2,...yn). Brzina hemijske reakcije %u odnosu na M.g se odre-
da . . d
djuje kao v, = —i
94t
Zakon o dejstvu masa daje matematidki izraz za brzinu

svake elementarne hemijske reazkceije. Neka se takva jedna reak-
cija odigrava prema jednalini

. . k.
My + KMy + eee + o M -—~>{31M1 +BM, 4 eel x By, s
gde su xj i ﬁj celi pozitivni brojevi ili nula (j = 1,2,...,
n). Prema gornjoj jednadini . molekula supstance Mj stupa u
reakeiju a ﬂj molekula se stvara u reakeciji. Tada je

da. e N
i RV SV o F
vy = b= 6By~ ap) Dl (a) %,

pri femu je k50 tzv. konstanta brzine reakcije. Red reakeije

je odredjen sa 0(1 + 0(2 + oaas + o(n.

Mi éemo se u daljem iglaganju ograniditi na valan spe-
eijalni sludaj kada su sve elementarne reakcije prvog reda i
kada uvek iz jednog molekula reaktanta nastaje jedan molekul
produkta: ..
1J
(1) M, —— Mj .
Konstanta brzine pretvaranja supstance Ni u supstancu Mj ozna-
dena je sa k; ;. Kada se M; ne pretviara u M, (u jednoj elemen~
tarnoj reakciji) pisademo kij = 0, Takodje se podrazwneve da je
kjj = 0 za svako j.

Ako sc u posmatranom reaktoru istovremeno odigrava viZe
elementarnih reakcija tipa. (1), imamo sistem slofenih hemijskih
reakeija. Tada je

1) U ovom izlaganju ne pravimo razliku izmedju koncentracije i
aktivnosti pojedinih ulesnika u hemijsko] reakciji. Takodje
temo se ogranidavail na kinetiku homogenih hemijskih reak-
cija.
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Nﬁ
[

J

Sy AL

Kao prirmer posmatrajmo sistem reakcija

(2) v,

QLQ

i-3 4t

- 12
Ml —_—f Mz ,
-k
. 23 ’
“2 —_— II3 ,
K34
I\I3 —=2» produkti koji nas ne zanimaju.

Ovin realicijama odgovaraju diferencijalne jednadine

E;l = “Kyp2;

da2 = k.,,a, - k,.a

at 1271 2372

.d_aj. = koza, = k,,a
it 23%2 7 K3423 -

Sistem jednadina (2) za j = 1,2,...,n nmoZe se pisati
u matriénom obliku kao

(3) ia:Ka,

pri cemu je

aq - é kli 1{21 31 ¢ k

2y Ko é Ko3 k32 Kn2
a = - > K = . .

an Kip ¥on k3n - é ni

U naSiem primeru je

kg, O 0
K = k12 —1{23 (o] .
0 Koz ~Kgy

ReSenje sistema linearnih diferencijalnih jednadina
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.3) traZimo u obliku

1 1
a c "
(4) a=1.2 = ehﬁ‘ 2 = Mo
a, e,

Zamena (4) u (3) daje KC = AL, iz Zega se vidi da je konstan-
ta A sopstvena vrednost a C sopstveni vektor matrice K.

Neka su. ?Ll, 7\2,..., ?\n sopstvene vrednosti matrice X
sa sopsivenim vektorima 01,02,...,Cn. Radi jednostavnosti pret-
postavidemo da su sve sopstvene vrednosti medjusobno razlidite.
Tada opite refenje sistema (3) glasi

n At
dJ
a = Z: ﬂ.e C; »
g=1 4 J
gde su.,4j konstante koje se mogu odrediti iz poletnih uslova
zadatka.

Reakcioni digraf se definiSe kao digraf &iji dévorovi

X 19Xy ey odgovaraju reagujuéim supstancama Ml’MZ”"’Mn a
iznedju &¢vorova x5 i xj postoji orijentisana grana sa prenosom

kij # 0. Reakcioni digraf ranije posmatranog primera je dat na
sl. 1,
k kz3 k3,
:g O - O
X4 X2 X3 X4
sl. 1

pri Cemu smo uveli pomodéni Cvor xy koji reprezentuje "produkte
koji nas ne zanimaju®.

Koncept reakcionog digrafa &iroko se primenjuje u he-
mijskoj kinetici jer omogudava jednostavno prikazivanje odnosa
Yoji vladaju u sistemu slozenih hemi jskih reakcija. Osim toga,
taj koncept omogulava da se na jednostavni nadin formulisu
mnogi rezultati hemijske kinetike. Navodimo bez dokaza sledede
teoreme. Y
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Henmijska reakecija dostiZe svoje stacionarno stanje ka-
da su sve oruzine vj(j =1,2,...,n) jednake nuli.

Teorema 1. Ako u reakcionom digrafu postoji &vor x iz koga ne

pelazi ni jedna grana, onda je u stacionarnom stanju aj = 0 za
sve Cvorove iz ¥ojih vodi orijentisani put u &vor x.

Teorema 2, Uslov aj # 0 za svako j = 1,2,...,n u stacionarnom
stanju posti%e se ako i samo ako sve grane reakcionog digrafa

pripadaju nekoj (orijentisanoj) konturi.

12.2.3. Neki metodi za_reSavanje kinetike slo¥enih

Kao 5to smo videli, reSavanje sistema linearnih dife-
rencijalnih jednadina (3) svodi se na odredjivanje sopstvenih
vrednosti i sopstvenih vektora jedne matrice. Drugim redima,
potrebno je odrediti one vrednosti parametra A za koje je za-
dovoljena jednadina

(5) det(AI -K) =0.

U sledecem ¥oraku potrebno je nadéi netrivijalna reienja homo-
genog sistema linearnih jednadina

(6) -Cy1 ; Ky o+ Cjzkz]_ Foeee + Cjnknl = Ajcjl ,
Cypkqp - cj2§k21 *oeee w Oyl = AsCs0 s
Ci1¥1n + Cyokyn +oee. - cjnZi Ky, = hjcjn .

¢ije su nepoznate c'l’cjz""’cjn'

U konkretnim problemima koji se javljaju u hemijskoj
kinetici uvek je veliki broj matridnih elemenata kij jednal:
nuli. Zbog toga je pogodno da se jednadina (5) i sistem (6)
reSavaju jednim od ranije opisanih grafovskih metoda.

Veza izmedju Coatesovog grafa matrice ﬁln - K i reak-
cionog digrafa je jednostavna i odigledna.

Coatesov graf za matricu hIs - K iz ranije opisanog
sloZenog reakcionog sistema dat je na sl. 2.
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Jedini’ faktor ovog digrafa sadrZi tri petlje, pa se dobija

o

det( ALz ~ K) = (A + k(A + Koz) (A + kg,) o

Sopstvene vrednosti matrice K su 3\1 = ko, 712 = ks, 3\3 =
= -k34. MoZe se dokazati da je
(ko = ko) (kgy = kyyp) 0 0
Cl = klZ(kBA - klz) N 02 = k34 - kgs M C3 =101,
kq0Kp3 K3 1

iz, Zega dobijamo opite reSenje
a1 ko ot “¥oxt =kt

as|l = Mye 12 ¢y +/‘12e 23 Cy +/\43@ 34 63 .
23

Ako na poletku reakeije u reaktoru postoji samo supstanca I-ii,

tj. ako za ¥ = 0 imamo ay = 8z = 0, mo¥emo da odredimo kon-~

gtante fﬂl, idz i ]‘13 iz uslova

Pyleps = i) (g =g,) = ay(0)
Miiyplksy - kyp) + Moliegy - kp5) = 0,
Mikyokos + Mokos + Mg = 0.

Tada naSe refenje u konalnom obliku glasi

: =K. st
2, (t) = a;(0)e 2,

a,(t)

]

*

X Kyt =kt
2, (0) 12 T1ev | TFasty

Koz = Fyp
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-k, ot
e 12

o~
o

€)= a2y (0)kypkpy
(<k12 = kg ) (kyp - Kys)
t . k., t

“¥o3 34

e <
+

(kpz = yp)lkpg = Kgp) (g = Tp)(ky, = Tp5)

12.2.4. Ravnoteza u gloZenim sistemima,

Posmatrajmo kineticki sistem sastavljen od supstanci
MMy, o.My koji ima osobinu da je uvek k # 0 ¥ada je k; i3 #
# 0. Kada ovaj sistem dostigne svoje stac1onarno stanje, brzi-

na pretvaranja supstance M, u supstancu,ﬂj\izjednaéava se sa
brzinom pretvaranja supstance Mj u supstancu Mi: kij ag =

= kjl al , gbe sa 2% oznadavamo stacionarnu koncentraciju sup-
stance M (j = 1,2y...,n). Uvodjenjem tzv., konstante ravnoteZe

Kij = £1~ moZemo gornju relaciju da pi§emo u obliku ai = Kij a§

lI?Ieka je G reakcioni digraf sistema. S obzirom na osobi-

é 0 & k # ¢, njegovi &vorovi Xy i xj ili nisu suse-
dni 111 su spoaenl paron suprotno orijentisanih grana ¢iji su
prenosi kij i kji‘ Samim -tim je broj (orijentisanih) grana pa-
ran; oznadidemo ga sa 2m. Jasno je da-je tada i broj razlili-
tih konstanti ravnotese jednak 2m., Medjutim, nisu sve ove kon-
stante ravnoteZe medjusobno nezavisne.

Dokazademo najpre slededéu teoremu.

Teorema 3. Neka u reakcionom digrafu postoji {orijentisana)

kontura duZine t i neka su &vorovi digrafa G oznaleni tako da

iz Cvora xj polazi grana u &vor x 1 (3 = 1,2,00e,%3 X1 E xl)

Tada je

(73 K12 K23 e Kt-l,t Ktl =1 .

Dokaz. Uolimo prvo da iz definicije konstante ravnoteZe sleduje

da je “13 Kji =1, &ime je teorema dokazana za. sve konture du-
e O

Zine 2. Bugucl da je a1 = K12 oL a2 = K2 a3,..., at 1=

= Kt-],t 2y, zakljudujemo da je
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o o o
(8) a; = Kyp Koy . Kt-l,t ar .

$- druge strane, po pretpostavci teoreme u reakeionom grafu po-

stoji grana izmedju &évorova X i xt,_dakle

: - [o]
(9) ‘ ag =K, 2; -

Uporedjivanje jednadina (8) i (9) daje KoKz oee Kt-l,t = K4
Jednalina (7) sada izlazi iz &injenice da je Ky =—.

Ovim je teorema dokazana. t1

Relacije tipa (7) mogu se napisati Za sve konture di-
grafa G. Raglikovademo trivijalne relacije (kada je t = 2) i
netrivijalne {kada je t»2). Jasno je da ima tadno m trivijal-
nih relacija Ki‘K'i = 1. Postavlja se pitanje koliko je netri-
vijalnih relacija tipa (7) nezavisno. Odgovor na to daje sle-
deéi resultat Jacimirskog [104] iz 1972.godine.

Heka Jje graf G* dobijen zamenjivanjem parova suprotno
orijentisanih grana grafa G sa po jednom neorijentisanom gra-
norl. Jasno je da G¥ ima m grana i n &vorova. U hemiji se, po
pravilu, javlja sluda] kada je graf c* povezan,

Teorenma 4. Broj Y nezavisnih netrivijalnih relacija tipa (7)
jedaak je ciklomatiékoml) broju grafa G, tj. Y =m - n + 1.

Dokaz. Doiiazademo prvo da ima n-1 nezavisnih konstanti ravno-
teke., Bududéi da jJe c* povezan, mo¥emo u njemu da uodimo jedan
delimidai graf T oblika stabla. (Naravno, grane stabla T su o-
rijentisane,) Heka je x, proizvoljni &vor digrafa G (odnosno
stabla T}. Tada u stablu T postoji orijentisani put koji pola~
zi od bilo kojeg &vora X i vodi do &vora X, (r = 1,2,00.,n-1).
Neka je taj put duZine p = p(r,n) i neka vodi preko &vorova

0 xr0= X3 X
Sve ravnoteZne koncentracije moZemo izraziti u funkeiji

- \
= Xn/.

X, 92X, seeesX
L T T

izoncentracije ag i konstanti K_ r (3 = 1;2,00eyp; T = 1,2,
creyn=l) =173

(10 ¢ K o

(10) ar T Ty T T, Krp_l,rp n

1) Ciklomatidki broj grafa je cefinisan u odeljku 11.1.
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5 obzirom da u stablu T imamo n-1 orijentisanih grana
koje vode preiia &voru Ko tatno n-1 razliitih konstanti rav-
noteze ulestvuje u jednacinama tipa (10) zar = 1,2,...,n-1.

Bilo koja druga konstanta ravamoteZe, recimo K odredjena je

(o]
a

rs?

tada preko ovih n-1 konstanti zbog Krs = ;3 .

Prema tome, tatno n-1 konstanti jesnezavisno.

Broj nezavisnih konstanti ravnoteZe (n~1) jednak je, s
druge strane, broju svih moguénih konstanti ravnoteie (2m) u-
manjenom za broj trivijalnih relacija (m) i umanjenom za broj
nezavisnih netrivijalnih relacija (V). Prerma tome je n-1 =
= 2m -m -y, iz %ega teorema 4 sleduje neposredno.

Moie se dokazati da teorema Jacimirskog vaZi i u ops-
tern sludaju kada graf G ima p> 1 komponenti povezanosti. Tada
je broj nezavisnih netrivijalnih relacija tipa (7) jednak

Y=1m -1 + p.

12.5. Matridni metodi u stehiometriji

Posmatrajmo hemijsku reakeiju
(1) o(lMl + KoM, + e +e M —> (SIMI + (321‘12 + eee * Bnl‘-’Ln R

koja se odigrava izmedju supstanci Ml’MZ""’M . Po pravilu,

ne mogu oba koeficijenta o(i i (3i biti istovrgmeno rgzliéiti
od nule, tj. vaZi dj.Bi =0(i=1,2,...,0). Supstance za ko-
je je dj'} 0 nazivaju se reaktanti a supstance za koje Je
6127 0 nazivaju se produkti reakcije. Jedna supstanca ne moZe
istovremeno biti i reaktant i produkt realicije.

Odredjivanje koeficijenata c(i i {Si vr3i se naz osnovu
tinjenice da se ukupan broj atoma bilo koje vrste ne menja ka-
da se reaktanti pretvaraju u produkte. Ovaj zadatak se relava
u okviru henijske discipline ~ stehiometrije.

Neka su Al’AZ""’Am sinmboli atoma i neka molekul Mi
sadréi_eij atoma tipa A.. Tada empirijska formula molekula Mi
mo¥%e da se piSe u obliku simbolilke sume

m
(2) M, = Z: e..A. .
i =3 173
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Konstante eij su, naravno, nenegativni celi brojevi. Cinjenicu
da se ukupan broj atoma bilo koje vrste za vreme odigravanja
hemi jske reakcije (1) odrZava, mofemo da piemo u obliku

. " . .

(3) izl X.iMi =0,

gde je '-X'i =c:(i - Bi i ove koeficijente treba odrediti. Jedna-
tina (3) neznatno odstupa od uobifajenog nafina »nisanja u hemi-
ji. Nainme, u.mesto,ZH2 + O2 = 2H20 ovde se ista jednalina piie
kao 2H, + 0, - 2H,0 = O.

2 2 2 .

Definisademo vektor koeficijenta x'i matricu enpirij-

skih formula E pomodu
¥ =¥ Y ¥yl B =l eij“n,m‘

Kombinovanjem jednadina (2) i (3) dobija se

1 T n
Z_ M = ZlAjELX;eij ’

i=1 i=

£j. ZiX;eij =0 (§=1,2y...,m) ili
1=

(4) ¥E =0 .

Odredjivanje koeficijenata u hemijskim jednalinama svodi se,
prema tome, na reéax}anje matridne jednadine (4). .

Ako vektor X‘ zadoiroijava jednadinu (4), tada to &ini
i svaki vekior XX', gde je x proizvoljni broj. Zvog toga se od
redenja u hemijskom smislu zahteva joé da

(5a) ¥’; bude ceo broj za i = 1,2,...,n;
(5b) YT > o0
(5¢) K'X'T bude minimalno .

Zahtev (5a) uvek moZe da se ispuni pogodnim izborom x, zahtev

(5b) odbacuje trivijalno redenje )(’: 0, dok zahtev (5c¢) omogu-
éava jedinstvenost reSenja. ReSenje jednaciine (4) koje zadovo-
1java zzhteve (5) ostaje neodredjeno do na predznak. $to znati
da je -svejedno Sta se piSe s leve-a &ta s desne strane u hemij-

skim jednacinama. Konvencionalno, X‘i70 odgovara reaktantima
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a X’i<0 produktima reakecije.

Pre nego Sto éemo predéi na diskusiju o redenjima jed-
nadine (4) treba napomenuti da koeficijenti Bki u opstem slu-~
Gaju ne moraju wopSte da postoje. Tako, na primzer, ne mogu se
naéi koeiicijenti u jednadini

(6) XiKMnO4 + ¥,HCL + ¥5H,0 + ¥,K010 + ¥pMn0, = O .

5 druge strane, u nekim slucdajevima koeficijenti mogu da se o-
drede na beskonano mnogo nalina. Na primer, jednadine

(7a) 3H, + 20, - 2H,0 - H,0, = 0.,

(70) 4H, + 30, - 2H,0 - 2H,0, = 0,
A -

(Te) T, + 50, - 4H,0 - 3H,0, = 0,

su stehiometrijski ispravne.

Matriéna jednadina (4) ima uvek jedno trivijalno refe-
nje ¥ = 0. Broj netrivijalnih reZenja (ukoliko ona postoje) je,
kao 3to je ved ranije ukazano, beskonaéno velik. Medjutim, broj
linearno nezavisnih reSenja (L) je ograniden i iznosi

(8) L=n-rTang E .

Razlikovademo tri sludaja.
1} T = 0. Nema niti jednog reSenja, pa koeficijenti ne
rnogu da se odrede. Na primer, za reakciju (6) je

KMnO, 1 1 4 0 Ok
HOL | o o o 1 1||f¥n
Hyolf =llo o 1 2 offfo
KC10 1 0o 1 o 1yllum
Mno, o 1 2 o offla
i
11 4 0 0
00 0 1 1
L=n-rang({lO 0 12 2 O)] =5-5=0.
1 01 0 1
0 1 2 0 O

. Stehiometrijski zadaci koji bi pretpostavljali odigravanje ovak-



288

vih nemijskih reakeija nere$ivi su. }
2) L = 1. Postoji tafno jedno linearno nezavisno resSe-
nje. Koristeéi se zahtevima (7) mo¥emo jednoznadno odrediti

koeficijente. Primer:

¥MnO 1 1 4 '
4 K
K, Mn0 2 1 4
2 . ¥njj ,
MnO,, 0 1 2
e o
KZO 2 0 1
1 1 4
2 1 4
L=n-rangllg 1 2 =4 - %=1,
2 0 1

Koeficijenti su

2K¥Mn0, + 2K20 + MnO2 - 3K2Mn04 =0 .

4

3) L>.1, Ima vife reSenja i koeficijenti ne mogu da
se odrede jednoznadno. Zaista, ako su }r’ i ¥ dva razlidita
{(linearno nezavisna) vektora koji zadovoljavaju {4) i (5), on-
da to &ini i vektor g¥” + h¥¥"° pod uslovom da su g i h uza-
jamno prosti celi brojevi. Na primer, za reakciju (7) je

H2 2 [¢)
0, ~ 0 2H{lH
- ’
H,0 2 1| o
H,0, 2 2
c 2 0
0 2y
L = 4 - rang > il = 2.
2 2

Koeficijenti su
(2g + h)H2>+ (g + )0, - 2gH,0 - hH,0, = O

ednafine (7a) - (7c) su specijalni siudajevi za g=h=1; g=1,
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Stehiometrijski zadaci koji bi se zasnivali na pozna-
vanju koeficijenata ovakvih jednadina vili bi neodredjeni. Ja-
sno je da se tada moraju zadati jo$ neki dopunski uslovi koje
reaktanti i produkti treba da zadovolje: Poirebne je taéno
'L -~ 1 takvih uslova. o

Kako matrica B ima dimenzije nXm, vaZi relacija

reng E € min {n,n}
iz Sega sleduje L » n - min {n,m}. Prema tome, u sludaju da je
broj razli¢itih molekulskih vrsta (n} vedi od broja vrsta ato-
ma (m), mogu se sigurno nadi koeficijenti hemijske jednadine.
Ako je raszlika n - m veda od jedan, {(na primer, u‘reakciji
(7)), koeficijenti se ne mogu odrediti jednoznadno.

12.4. Teorijs grafova i molekulske orbitale

Jedan od zadataka kvantne hemije jeste da opisuje i
proudava elektronsku strukiuru molekula.-To se postife.redava-
njem Schrddingerove jednaline

(1) ﬁ\yj < ByVY,,

gde je B Hamiltonov operator (ili operator energije), V’j ta-
lasna funkecija sistema i B, energija sistema, Indeks j ukazu~-
je da jedna Schrddingerova jednaina u op3tem sludaju moZe da
ima viSe razlifitih reSenja. Talasna funkcija potpuno opisuje
stanje sistema na koji se odnosi Hamiltonov operator.

Ako talasna funkcija opisuje stanje jednog elektrona
(u molekulu}, onda se ona naziva molekulskom orbitalom. Kao
§to je poznato; fizidki smisao molekulske orbitale ﬁ’je u tonme
§to lWﬂde predstavlja verovatnodu da se odgovarajudi elektron

nadje u delu prostora dvV.

iz poznavanja talasne funkcije mogu se izradunati sve
v fiziGke osobine odgovarajudeg sistema. Energija sistema na ko=~
~ ji se Hamiltonov operator ﬁ odnosi i ¢ije stanje je opisano
% talasnom funkcijom Y’j jeste Ej‘

Primena Hamiltonovog operatora zahteva izmedju ostalog
i izradunavanje drugih parcijalnih izvoda. Dakle, Schrﬁdigger~
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ova jednadina je parcijalna diferencijalna jednadina drugog
reda. Pod odredjenim uslovima {u kdje ovde nedemo da ulazino)
rio¥e se diferencijalna jedna&ina {1} transformisati u matriini
oblik . ) .

(2) BY; = B Y, =

pri Zemu je sada H Hamiltonova matrica a Y. je talasna funk-
cija u vektorskom obliku., Iz jednadine (2) je odigledno da je
V. sopstveni vektor a Ej sopstvena vrednost matrice H.

Da bi se reSila Schrddingerova jednaZina (1), odnosno
{2}, za konkretne molekulske sisteme, kvantna hemija pribegava
aproksimacijama.

Jedan vrlo popularni kvantno~hemijski aproksimativni
metod za opisivanje stanja pojedinih elektrona u konjugovanim
ugljévodqnicima jeste Hlickelova molekulsko orbitalna teorija.
{Za definiciju konjugovanih ugljovodonika videti odeljak 12.
1.2.)

U okviru Hiickelovog metoda Hamiltonova matrica H =
=\[hi.u ima dimenzije nXn, 'gde je n broj ugljenikovih atoma
u molekulu. Neka su atomi ugljenika .oznadeni sa 1,2,...,n. Ta=-

da su matridni elementi hrs zadani kao:

(3a) h..

{3b) h.. =, ako medju atomima r i s (r £ 8) postoji
hemijska veza ;

(3¢) h. =0, ako medju-atomima r i s (r £ 8) ne postoji-
hemi jska veza ._

K,y T=1,2,000,n 3

]

4

H H
[
"N~ ¢ \63/2\0/"
7 1
| I h
¢t dc
H/ \3/ \H
I .
I
sl. 1

1) Cpdirnije o ovome videti u 13.3.5.
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Parametri & i ( nazzivaju se Coulombov integral i integral re-

vorancije; oni se u Hiickelovoj teoriji smatraju konstantama.
Na primer, za ugljovodonik stiren (I na sl., 1) Hamil-

tonova matrica u Hilckelovo] teoriji ima oblik

& B O OO0 0 0 O
B 4 P OO O O O
OB & PO O O B
c op«LBO OO
H=16 0o o p &« B 0 of"
000 0ORB & BO
0000 0OR & M
0 0@ o000 B«

Imajuéi w vidu jednadine (3) nije te3ko videti da se Hamilto-
nova matrica u Hiickelovoj teoriji moZe prikazati u obliku

(4) H=oI +B24,

pri demu je A jedna simetriéna matrica €iji su dijagonalni e-
lementi nule a nedijagonalni elementi jedinice ili nule u za-
visnosti od toga da 1i su odgovarajudéi atomi povezani ili ne.
U stvari, A = AH je upravo matrica susedstva Hiickelovog grafa
(koji je definisan u 12.2.1.). Grat II sa sl.l je Hilckelov
graf stirena I.

Teorema 1. Ako je N sopstvena vrednost a C sopstveni vektor
matrice A, onda je L +PAN sopstvena vrednost a C sopstveni
vekior matrice H.

Dokaz, PomnoZimo jednainu I.0= C konstantom K a jednaéinu
AC = AC koanstantom (3 . Dobijene relacije sabiranjem daju
LI C+BAC =&C + PAC,E). (KL + BA)C = (£ +pBN)C, tj. HC =
= (Lk+PBAN)C, Sto je trebalo dokazati. .

Iz gornjeg rezultata izlazi da se IHilickelove molekulske
orbitale ﬂ’i podudaraju sa sopstvenim vektorima C. matrice su-
sedstva Hﬂcﬁelovog grafa, tj. ?’j = Cj' Izmedju sopstvenih
vrednosti Aj matrice AH i energije Ej odgovarajuéih elektrona
postoji prosta veza

Ej = & + E)o?\j 5

pri demu imamo taéno n razliditih molekulskih orbitala (j = 1,
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2,e0.901). Ovaj znalajen zukljudak pokazuje da izmedju Hiickel-
pve noleikulsko orbitalne teorije i spekiralne teorije grafova
postoji duboka i dalekoseZna veza. Hiickelova teorija predstav-
1ja vaZno podrulje primene spektaré grafova.

U nastavku izlaganja nave3éemo nekoliko primera iz o-
vog podrudja.

\ Odredimo karakteristiéni polinom i spektar dva vaZna

Hlckelova grafa, naime, onih koji su pridruZ€éni linearnin poli-
enima {III)} i anulenima (IV), sl. 2. Hiickelovi grafovi ovih je-
dinjenja s¢ ViVIna sl. 3. Ovi grafovi imaju svoja posebna i-
mena: V je put sa n &vorova a VI je kontura (duZine n) i ozna-

¢avaju se sa Pn’ odnosno Cn'

R
H H H—c='<|:—c=c—ﬂ
|
H-——(t:::::t:)———“
n/2
o H H H H H H H H
[ 1 |
H—C==C—C==C-—(C==C~—C==C—H
n=8
H H
H H \c—c/

sl. .2
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Vn V1
Yn-1 \7]
[ o SN W , W o SR oY ! V3
] V2 va Vn Vn \
\ /I
v \\_"_,/
VI
sl. 3

DokaZimo najpre nekoliko op3tijih resultata prema [41].
Podsedamo da se graf koji ne sadrZi nijednu konturu naziva u-
ma. Kao 3to je izvedeno u odeljku 7.4, karakteristi®ni polinom
P(W,7) ¥ume W sa n &vorova ima oblik

n
2]

(5) P(W,A) = k_Zo(-l)“p(w,k) A2k,

gde su brojevi p(W,k) definisani ranije (videti 12.1.4)."
Neka je erg proizvoljna grana grafa G koja leZi izme-
dju &vorova Ve i Vge Neka su grafovi G - €rg iG -~ Ve Vg do-

bijeni odbacivanjem grane e, odnosno odbacivanjem &vorova e

S’
i Vg iz grafa G.

Teorema 2. Za proizvoljan graf G va%i jednakost
(6) p(G,k) = p(G - e ,k) + p(6 - v, ~ v ,k-1).

Dokaz. U grafu G moZemo izabrati k nezavisnih gran% na dva na-
dina. Ili se grana L. nalazi medju izabranih k grana ili ne.
Broj izbora prvog tipa jednak je broju izbora k-1 nezavisne

grane u grafu G - v - v_, dakle p(G - v, - vs,k—l). Broj iz-

bora k nezavisnih grana i G koji ne sadrge granu e, jednak je
broju izbora k nezavisnih grana u grafu G - eng dakle p(G -
.- ers’k)‘ Ovim je teorema dokazana.

Kombinacijom formula (5) i (6) dolazimo do sledede teo-

reme.
Teorema 3. Za karakteristidni polinom Sume W vazi rekurentna

relacija
P(W,A) = P(W - e o) - B(W - v, --v,,7),

pri Cemun je e,; Proizvoljna grana ¥ume W, koja leZi izmedju
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évorova Ve i Vo
Prlmenlmo teoremu 3 na put i to na granu izmedju dvo-

‘rova Vn i Vpe1? sl. 3. Tada je P n,n-1 graf élae dve kom~
ponente povezanosti put duZine n-l i put duZine ;edan. Zbog

toga je
. P(Pn IS’A) = P(Plsh) P(P _1:h) = hP(Pl;l—l’h)'
Graf'P I je put duZine n-2,
Teorema 3 daje konadno formulu
mn - B(B,A) = AP(R,_3,) - P o)

iz koje se bez teZkode mogu rekurzivno odrediti polinomi
P(P,,N), polazedi od P(Pl,h) =N i P(Pz,h) A2 -1,

U teoriji speecijalnih funkeija su poznati Cebidevlijev
polinom prve vrste Tn(h) i Cebifevljeva funkeija druge weste
Un(h). Oni su partikularna reSenja diferencijalne jednadine

¥ada izvrdimo smemu t = cost . Uebilevljeve funkcije zadovo-
ljavajn rekurentne relacije

‘l‘n(ﬁ) 24 Tn-l (h-) - Tn_‘z (-}\) - ¥

u, ()

L}

2y, () -0, (0,

koae po forml podseéaju na jednadinu n. -
2 ~
Znajuéi da je U,(A) = 2?1.\[3-. YA Us(l) (4" - 1)
Y1 - A%, lako zakljulujemo da je '

® JEEICNET T ARFLEE ANCY

Identitet (8) ukazuje na zanimljivu vezgu izmedju teorije gra-
fova i teorije specijalnih funkcija.

Kao §to je objaSnjeno u odeljku 3.4, naaopétlaa funke-
cija koja zadovoljava rekurentnu relaciju fn = fn-l + bfn_2

ima oblik f; = A% + Bxy , gde su A i B neodredjene konstante
a X i x, su koren1 jednadine x2‘= ax + b. ?rimehimo‘ovaj re~
ziltat na relaciju (7). Koreni Jednacxne ¥ = Ax - 1 glase
‘/ 2
AS -4

Az

X = . Uvedemo 1i smenu A = 2cos t, imamo
1,2 2 .
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X = cos ¢t % Vcoszt -1l=cost2isgint.
1,2

Uzimajuéi u obzir Eulerov obrazac cos t £ i sin t =

+i .
= e"lt, dobi jamo

A(eit)n + B(e-it)n.= Aeint + Be"int

i

B(P,,2 cos %)
(A + B) cos nt + i{(4 - B) sin nt .

Konstante A i B odredjuju se iz podetnih uslova: P(Pl,z cos t)
=2 cos t i P(P,,2 coi t) = 4 cos?t - 1. Jednostavno izraduna-~

vanje daje A + B = 1; i(A - B) = £22-L, ¢j. P(P,,2 cos t) =
'+ Sin nt _ (cos nt gin t + sin nt cos t) _
cos nt + cos t sin T = . ST T =

- Snnrl)t  paopg tome, karakteristi®ni polinom puta duZine

sin
n ima slededéi jednostavni oblik:

(9 P(2,, A) = Snlnel)E
sin ©

pri Semu je A = 2 cos t.

Spektar puta odredjuje se sada bez “teSkoda iz jednadi-
ne P(Pn,hJ = 0. Iz uslova sin(n+l)t = O izlazi (n+1)t = T i
konano dobijamo N

A, = 2 cos ¥} s 3= 1,2,00e,n .
J n+l

Predjimo sada na izrafunavanje karateristi®nog polino-
ma 1 spektra konture Cn. Sam graf Cn predstavlja jednu osnovnu
figuru (sa n &vorova i jednom komponentom povezanosti). Iz te-
- oreme 1 iz 7.4 vidimo da ova osnovna figura utile samo na vre—
dnost koeficijenta a, i njen doprinos iznosi (-1)12l = =2, Sve
ostale osnovne figure sastoje se iskljulivo iz elementarnih fi-
gura K2' Koeficijenti aj karakteristi¢nog polinoma konture od-
redjeni su kao aj = bj zZa J = 1,2,000,n=1 i a, = bn - 2, pri
cemu je

Dy = (-1)¥p(6,k), k = 1,2,0005 by o = 0, k = 1,2,... .

Ovaj rezultat moZe se napisati i u obliku
n
3]

(roy P(Cn,h) = -2+ Z (_i)kp(cn’zk) ?\'n"2k .
) k=0
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Primenimo teoremu 2 na konturu Cn i to na granu n i-
zmedju ¢vorova vy i Vo Lako se vidi da je Cn - ey = PnAi
8, = vy =V, =P, 5. Prema tome je p(Cn,k) = p(Pn,k) +

; p(Pn_z,k—l), $to zamenom u (10) daje
(11) P(Cppo A) = P(P,A) - P(B; 5, A) - 2 .

Koristeéi se izrazom (9) imamo dalje

(12) P(C,A) = sin(nsl)t _ sin(n-1)t _ , _ 2(cos nt - 1),

sin t sin t

gde je A= 2 cos t. .
Iz {(12) se neposredno moZe odrediti spektar konture. Iz
uslova B(C , A) = O sleduje nt = 2%j, tj.

A =2 cos 2XJ | 5 =1,2,...,n.

n s
Mo¥e se utvrditi i bliska veza izmedju CebiZevljevih
polinoma prve vrste i karakteristifnog polinoma konture, naime

P(C,,2R) = 2T (A) - 2 .

Ukazujemo na kraju da je poznavanje spektra grafova Pn
i Cn od velikog znadaja za kvantno hemijski opis elektronske
strukture linearnih poliena i anulena. Specijalno, vaZan je za-
kljudak da kontura Cn ima (d4ve) nule u svom spektru ako i samo
ako jen = 4f (£=1,2,...). U slededem odeljku ée biti objas-
njeno da to znadi da anuleni sa 4f ugljenikovih atoma imaju
nevezne molekulske orbitale i da su samim tim hemi jski nesta-
bilni,

Naveséemo ovde nekoliko problema i rezultata. Hiickelove
teorije koji se na narodito jednostavan nadin mogu formulisati
terminologijom teorije grafova.

Holekulska orbitala Y . sa energijom E, = o + Bihj na-
ziva se vezna ako je ?Lj> 0, antivezna ako jJe AJ.(O i nevezna
ako je Aj = O, Smatra se da elektroni u veznim orbitalama do-
prinose hemijskoj vezi, dok oni u neveznim orbitalama slabe
hemijsku vezu. Elektroni &ije je s%anje opisano neveznim mole-
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kulskim orbitalama ne igraju znatnu ulogu u stvaranju hemijske
veze. Medjutim, u okviru Hiickelove teorije dokazuje se da su
konjugovani ugljovodonici koji poseduju nevezne molekulske or-
bitale izuzetno nestabilni i reaktivni. U razloge ove pojave
ovde he moZemo da ulazimo. i

Za teoriju konjugovanih jedinjenja veoma je vaZno da
se ustanovi koji sistemi imaju nevezne molekulske orbitale.
Jasno je da se broj neveznih orbitala nekog konjugovanog ug-
ljovodonika podudara sa brojem nula u spgktru odgovarajudeg
Hiickelovog grafa. Bududéi da je det A = g:l ?H, zakljubujemo da

u spektru grafa postoje nule ako i samo ako je det A = O.

OpSte redenje problema nula u spektru grafa nije poz-
nato, ali je dobijeno mnogo parcijalnih rezultata. Nave3éemo,
ilustracije radi, dva stava L27].

Teorema 4. Neka u grafu G postoji &vor v stepena jedan i neka
je on susedan &voru Voo Tada grafovi G i G - Ve = Vg imaju is-
ti broj nula u spektru.

G I Ca e
Vr % N

sl. 4

Dokaz. Ako je ¢ sopstveni vektor matrice susedstva A = “aij”
sa sopétvenom vredno3éu A = 0, tada je zadovoljena jednadina

Ac = 0. Neka je c =||c1 Cy oene cn”T. Tada je matridna jednakost
Ac = 0 ekvivalentna sistemu homogenih linearnih jednaina

n .

gé& 8,5 Cg = 0Ozar=1,2,...,n. S obzirom da je a, = O ako

dvorovi Ve i Vg nisu susedni i 8,y = 1 ako su &vorovi v i
Vg susedni, dobijamo uslov

(13) Z: g =0, T =1,2,..0,0,
5T

gde Z: oznadava sumiranje preko svih onih &vorova Vs koji
T s .
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su susedni sa dévorom Voo Dakle, suma komponenti vektora c¢ "o-
ko' gvakog &vora v, mora biti nula, Bro¢j linearno nezavisnih
sopstvenih vektora sa sopstvenom vrednoSéu nula (tj. broj nula
u spektru grafa) jednak je broju nezavisnih kompcnentx ey u
sistemu jednadina (13).

Neka je &vor Vs grafa G susedan sa &vorovima VarVy
.;.,vf i Ve Neka je sistem jednadina (13) zadovoljen za graf
G - Vp = Vg tako da su &vorovima VarVpseeesVe pridruZene kom-
ponente CusCpresesly vektora c. Kada se od grafa G - Vo o= Vg
predje na graf G, sistemu (13) se moraju dodati dve nove jed-
nagine: cy = 01i C +Cpte . o #Cp#C, = 0. Zbog uslova ey = 0, sve
ranije jednadine koje su vaZile za graf G - Ve = Vg ostaju ne~
izmenjene. S obzirom da c¢_ = 0 i e, = =(c +cb+...+cf) nisu no-

ve nezavisno promenljive 3e1iéine,rvid1mc da je broj nezavis-
nih komponenti vektora ¢ u grafovima G i G =~ Ve = Vg isti.
Ovim je teorema 4 dokazana.
Preporuéujemo ¢itaocu da sam dokaZe slededu posledicu
"teoreme 4. Neka graf G ima dva &vora v, 1 v, stepena jedan ko-
ja su susedna istom Svoru A Tada u spektru grafa G ima bar

jedna nula.

Tearema'g Neka u grafu G postoje &vorovi VetV Vs Vs ¥y i Vs
i grane €122 €ab? €bo? ®ed i ®4s i neka su &vorovi VarTpr Ve i V3
stepena dva. Neka se graf G dobija odbacivanjem &vorova VoV
Ve i Vi iz grafa G i uvodjenjem nove grane €rs izmedju Svorova
v, i Vg Tada grafovi ¢ i G imaju isti broj nula u spektru.

—

o W Y

G 1
sl. 5

Dokaz. Da bi sistem (13) bio zadovoljen za graf G, moraju (1z
medju ostalog) da vale Jednakosti

Cpt €y = 0, e, + €, = 0, Cp + Gy = 0, G, + oy = 0. gy
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&
Dakle, ¢, = Cg i Cq = Cp- Zbog toga se izbacivanjem &vorova
VoV ¥, 1 Vg 1 spajanjem &vorova v,
broju nezavisno promenljivih komponenti vektora c.

i vs nista ne menja u

Ovim je teorema dokazana.

Ukupna elektronska energija, koja se dobija sabiranjem
pojedinadénih energija svih elekirona u molekulu,je druga va¥na
molekulske orbitalna karakieristika konjugovanih jedinjenja.
Po pravilu je ova ukupna energija odredjena kao

n n

Z
E = 2Z B, =27 (ok+ PA;) = nk +'zﬁsZ AL
=1 9 j= J i=1

pri Semu smo pretpostavili da je A, A2 ... 7 A . Jasno je
1 2 n,

Zz
da netrivijalni deo ovog izraza predstavlja suma ZZ 7\3, ko=
ju demo oznaditi sa & . =1
Dokazademo slededu jednostavnu ali veoma znalajnu teo-

remu. , n
Teorema 6. Ako je ?"n?’ 0>,.?Ln , onda je £ = Z lh.[.
_— 3 3+l j=2 ' 3

Dokaz. Buduéi da Hilckelov graf nema petlji, vaZi jednakost

Zh = 0, To isto se moZe naplsatl i kao Z ?\. = ~Z h-j’
=1 p

pri &demu Z i Z oznadava sumiranje preko svih pozitivnih od-
+ -

nosno negativnih sopstvenih vrednosti ﬂj. Ako je 3\ 02

Zhj Zn

]

A, .» onda se £ moZe prikazati kao 2 Z A
'g&-l + 4
iz 8ega neposredno sleduje teorema 6.
U daljem igzlaganju podrazumevademo da je ispunjen us-
lov A, 2 024, 1 da vaZi teorema 6.

? Z+l n
Prema teoremi 1 iz 3.1 velilina tr A2 o Z § jednaka

je broju puteva duZine 2 u grafu. S druge strane Je, oclgledno,
broj ovih puteva jednak dvostrukom Jbroju grana grafa pa se do-
lazi. do formule
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n
Z?L2=2m,
e

gde je m broj grana ﬁ grafu.

Teorema 7 (McClelland [64]). Ako je A7 02 A, X onda je
+.

£ ¢ Vom. 2 z

Dokaz. Né osnovu odnosa izmedju srednje vrednosti i srednje
kvadratne vrednosti za nenegativne brojeve XyrXpseoayX) vaZi

nejednalkost
3
1 < (& 2
n§xj\(nazxj) .
Primenjeno na spektar grafa to daje
n n 1
1 1 2,2
1
tj. % < (2 %)2 iz &ega izlazi teorema 7.

Za velidinu £ poznate su mnogobrojne druge relacije.
Navodimo bez dokaza nejednakosti (14) i identitet (15) (videti

[39), [42]) ' 2 2
(14) 2m - n(det A" ¢ 2m - £2 & (n-1)(2m - n(det ™),

o . l
(15) &= %r gk‘zlog th(G.%) an .

Jedan interesantni matematidki objekat koji se pojav-
ljuje u Hlckelovoj teoriji je EoIinom sparivanja grafa G. On se
defini%e na sledeéi nadin (videti [41]):

3]

L(G,N) = kév_a(-l)kp(G,k) A2k,

Teoremu 3 i druge srodne rezultate moZemo sada da preformulise-
mo tako da se odnose i na polinom sparivanja.

Teorema 8. Ako je graf W 3uma, onda se njegov polinom spariva-
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lov A 2 02 A .
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nja podudara sa karakteristidnim polinomom, tj. «(W,A ) =

= P(W,A).

Teorema 9. Ako je erg proizvoljna grana grafa -G, izmedju ¢voro-
va vr.i Vg tada je

A(G, A) = L(G - ers,h) - L(G - v, - vs,7\) .

MoZe da se dokaZe i sledeéa vaZna teorema.

Teorema 10. Za proizvoljni graf G sve nule polinoma sparivanja
su realne. .

Zanimljivo je da je polinom sparivanja grafa pored
kvantne hemije naSao primeme i u hemijskoj termodinamici kao i

u statistidkoj fizici &vrsteg stanja.

U teorijskoj hemiji je vaZan pojam alternaninog ugljo-—
vodonika. Konjugovani ugljovodonik je alternantan ako se nje-
govi atomi mogu oznaditi sa dva simbola (recimo, zvezdicom i
kruzidem) tako da svaki atom oznaden zvezdicom ima za susede
samo atome oznadene kruZidem, a svaki atom oznaden kruZidem i-

ma za susede samo atome oznadene zvezdicom. U sludaju da takvo
oznadavanje nije moguéno, ugljovodonik je nealternantan.

Proces oznadavanja grafa sa dva simbola, ekvivalentan
je bojenju grafa (sa dve boje), £to je dpisano u l.l. Stoga
alternantni (nealternantni) ugljovodonici imaju bihromatske
(nebihromatske) grafove.

U odeljku 7.4 dokazano je da su spektri bihromatskih
grafova simetriéni u odnosu na tadku O.

U Huckelovoj teoriji ova) rezultat se interpretira ta-
ko da su energetski nivoi molekulskih orbitala alternantnih ko-
njugovanih ugljovodonika simetriéno rasporedjeni oko energije
E, = L , Dakle, orbitala sa energijom E = &£ + B3N ima svoj
"par® u orbitali &ija je energija E = £ - AN . To je poznata
“teorema parova" koja ima niz veoma vaZnih posledica u kvantnoj
hemiji. Na primer, iz teoreme parova sleduje da je kod bihro-
matskih grafova (sa parnim brojem dvorova) uvek zadovoljen us-

5 %+l



13. PRIMENE U FIZICL

0d mnogobrojnih primena teorije matrica u fizici u o=
vom poglavlju su obradjene uglavnom one primene kod kojih do-
lazi de izraZaja kombinatorni pristup teoriji matrica.

1%3.1. Treperenje membrane

Pri aproksimativnom numeridkom re$avanju mnogih par‘éi-—
jalnih diferencijalnih jednalina pojavljuju se slabo popunjene
matrice a, izmedju ostalog, spekiri grafova pridm%enih tim
matricama igraju znadajnu ulogu.

Posmatrajmo, na primer, parcijalnu diferencijalnu jed-

naéinu
2 2
(1) 'g—xg + g—y% +'2Lz =0

(ili Az + Az '= 0, gde je D = 9—22- + 2-22- Laplaceov operator),
9x 2y

gde za nepoznatu funkciju z = z(x,y) va%i grani®ni uslov

z(x,y) = 0 za tadke (x,y) koje leZfe na jednoj prostoj zatvore-

noj liniji [ u xy-ravni. Poznato je da jednadina (1) ima refe-

nja samo za jedan beskonadni niz A; £, € ...S?\ns +e. Vredno-

sti A koje se nazivaju sopstvenim vrednostima jednatine., Niz

sopstvenih vrednosti se naziva spektar jednadine i svakoj sop-

stvenoj vrednosti odgovara jedan skup reSenja jednadine (1).

ReSenja jednaline su njene sopstvene funkeije,

Pri aproksimativnom odredjivanju funkcije z posmatraju
se njene vrednosti za skup tadaka (xi,yi) koje obrazuju u xy- -
-ravni mrezu (kvadratnu, trougaonu, heksagonalnu). Ovoj mrei
se na prirodan nafin moZe pridruZiti jedan (beskonadni) graf.
Tacke (xi,yi) su &vorovi grafa a grane povezuju &vorove koji
se nalaze na najmanjem moguénom (pozitivnom) rastojanju. Talke
(odnosno, &vorovi) koji lefe u unutradnjosti krive [ nazivaju
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se unutradnje tadke (Uvorovi) dok se ostale tadke (dvorovi)

mrete (tj. odgovarajuéeg grafa) nazivaju spoljadnjim. Neka je
z; = z(xi,yi). Zbvog granidnog uslova moZemo uzeti da je z, = 0
za sve spoljasnje tacke.

U sludaju kvadratne mrese (videti sl. 1)

1

neka je, za moment, z_ = z(xo,yo), gde je (xo,yo) fiksirana

[
tadka mreée, i neka su z; = z(xo + h,yo),bz2 = z(xo - h,yo),
Zz = z(xo,yo + h), z, = z(xo,yo - h) vrednosti funkcije z za
susedne talke. Ovde je pretpostavljeno da tadke mreZe leZe na
pravama koje su paralelne koordinatnim osama i da je rastoja-
nje izmedju susednih tadaka jednako h. Vrednost izraza

2 2
g—% + 2—% u tadki (xo,yo) mo%e se, kao Sto je uobidajeno u

X 3y
numerictkoj analizi, aproksimirati pomodéu izraza

1
(2) ;?(zl + 2y + 2z + %y - 4z.) .

Jednadina (1) postaje

(3) ;1]:2(21+22+z3+z4_4z°)+hzO:o’
tj.
(4) 4 - 7Lh2)zo=zl+z2+z3+z4 .

Neka su sada unutrasnje talke oznadene sa 1,2,...,0n.
Stavljajuéi ¥ = 4 - Ah% ;i formirajuéi jednadine oblika (4) za
svaku unutradnju tadku (xi,yi), i=1,2,...,n, mreZe, dobijamo
sisten linearnih algebarskih jednadina
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(5) in = Z; Z3 s i = 1,2,000,m ,

gde se sumiranje vr3i po svim indeksima j koji odgovaraju unu-
traénjim tatkama (x.,y.) koje su susedne sa tadkom (xi,yi).
Nije potrebno da se u sumi (5) ukljule spoljadnje talke jer je
vrednost funkcije z jednaka nuli za ove taCke. Neka je G pod-
graf grafa mrefe indukovan unutradnjim &vorovima. Ako v 1nter-
pretiramo kao sopstvenu vrednost grafa G a “zl,zz,...,z “ kao
odgovarajuéi sopstveni vektor, vidimo da (5) upravo definige
sopstvene vrednosti za G. Graf G se zove graf membrane.

Ako su Qi (i =1,2,...,n) sopstvene vrednosti grafa G,
pribli¥ne vrednosti sopstvenih vrednosti jedna&ine (1) date su
pomodu ﬁz = i—;éii. Odgovarajuéi sopstveni vektor pribliZno
odredjuje jedno reSenje jednadine (1). Pri tome se moZe desiti
da vrednosti haf h;,..., N;.dobro aproksimiraju ne prve sop-
stvene vrednosti Kl’ Az,..., An"" jednadine (1) nego neke
druge iz beskonadnog niza sopstvenih vrednosti jednaline (1).

Matrica susedsiva A grafa G-je slabo popunjena matrica.
Pri proizvoljno velikom n, broj elemenata koji su razliditi od
nule u proizvoljnoj vrsti ili koloni ne premaSuje stepen dvo-
rova u grafu mreZe koji iznosi 4, 6 i 3, redom za kvadratnu,
trougaonu i heksagonalnu mreZu. Stoga se ovakve matrice, u
principu, mogu tretirati sredstvima oplsanlm u poglavlju 9.
Digrafovi G i GA se poklapaju jer je A simetridna matrica a
njihova neorlaentlsana wodifikacija je upravo graf membrane G.

%a trougaonu i heksagonalnu mreZu (videti sl. 1) kori-
ste se redom slededi aproksimatiﬁni izrazi za Az u tadki
(%507,

(zl * Zy + Bz + By + Zg + T~ GZO)

¥ ¥

- (z1 + 2y + 23 - 320)

1 .

gde su opet Z1sZpyenerZg vrednosti funkcije z u tadkama sused-

nim tadki (x 0,yo). U oba sludaja se opet dobija sistem (5),
samo su sada velifine A i vi povezane redom sledec¢im jedna-

kostima
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Opisana procedura za pribliZno reSavanje parcijalnih
diferencijalnih jednalins se Besto primenjuje prilikom refava~
nja nekih problema iz Tfizike i u odgovarajuéim}tehniékim prie-
menama. Stoga je teorija spektara grafova korisna u praktidnin
izradunavanjima ove vrste. Ovi problemi su i poslu®ili kao mo-
tivacija za uvodjenje i proudavanje spektara grafova.

Najinteresantniji problem ove vrste je svakako problem
treperenja membrane. Postoje i neki drugi problemi kac #to je,
na primer, problem treperenja vazduha u prostoru odredjenog o=
blika. Mi demo opisati problem treperenja membrane,

Ako se membrana koja treperii’l udvrsti duZ njenog ru-
ba f’, njen pomeraj F(x,y,%t) u praveu koji je normalan na nje~
nu ravan je funkeija koordinata x,y i vremena t i zadoveljava
talasnu jednalinu

3% 2, 9% 2%
6 =
® v Al S L

gde je ¢ konstanta koja zavisi od fizidkih osobina membrane i

od specifidne sile (napona) kojoj je membrana izloZena.
Redenja jednadine (6) oblika F(x,y,t) = z(x,y)eiu’t su

od posebnog interesa. Ako se ovaj izraz zameni u (6) dobija se

2 2
{7) _wQZ(x’y) - 62(9;i§:y) + a;()chY)) .
y

2
Smenom A = 192 jednadina (7) se svodi na jednalinu (1).
¢

Predstavljanje membrane grafom nije matematidka aps-
trakeija, ved ima odredjeno fizidko znadenje. Parcijalna dife-
rencijalna jednalina (1) opisuje treperenje membrane, pri Semu
se membrana prikazuje kontinualnim modelom., Ako se membrana
prikaZe diskretnim modelom, koji demo sada opisati, dolazi se
do sistema (5) koji je dobijen prilikom aproksimativnog relava-
nja jednadine (1).

Prema diskreinom modelu membrana se sastoji od materi~
Jalnih tafaka koje u stanju ravnoteZe leZe u &vorovima grafs
jedne pravilne mreZe {(opet se obidno posmatraju tvadratna, itro-
ugacna i heksagonalna mreZa) u ravai. Svaka materijalna tadka
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deluje na susedne tadke elastidnim silama., Pretpostavlija se da
‘sve materijalne tadke imaju istu masu i da su elastidne sile
istog intenziteta za svaki par susednih talaka. Ako su zi(t) i
Z, (t) pomeraji susednih materijalnih tadaka i i j u trenuthu %,
elastlcna sila koja nastoji da smanji relativai pomera3 izme-
dju te dve ‘talke je

By = ~K(z; (¥} -~ zj(t))

gde je K konstanta koja karakterife elastilne osobine membrane.
Jednalina kretanja k-te materijalne tadke je sada data
pomodu

()
(8) n _f_k?_p - X jz.k(zk(t) - 2y(t))

gde je m masa materijalnih tadaka i gde se suniranje vr3i po
svim susedima j materijalne talke k. Za dvor } grafa mreZe u
kojem se ne nalazi materijalna tadka usvaja se z_ (t) = 0. Sli-
¢no ranijem, takvi dvorovi se mogu 2zvati spoljasSnjim &vorovima.
Opet se mogu posmatratl harmoni jske oscilacije i uzeti zk(t)

= zke 1wt , (gde je i2 = ~1). Ako se ovaj izraz unese u (8) za
gvaku materijalnu tadku k, dobija se opet sistem (5). Dakle,
refenje problema pomodu diskretnog modela predstavlja aproksi-
mativno re$enje problema pomodu kontinualnog modela. (Naravno,
u nekim sluBajevima mo¥e se stvar posmatrati i obrnuto; konti-
" nualni model mo¥e da da aproksimativno reSenje za diskretni
model.) :

Ravedeni primer je od principijelnog zZnadaja. Kada se
problemi kontinualne matematike reSavaju pomodu digitalnih e-
lektronskih raéunéra, oni se moraju aproksimirati odgovaraju-
éim diskretnim modelima jer su digitalni radunari naprave sa
digkretnim dejstvom. (Oni menjaju svoje stanje u diskretnim
trenucima vremena a unutrasnje stanje rafunara je odredjeno
stanjem konadnog broja éelija radunara, pri demu je broj mo-
guénih stanja svake delije konadan.) Zfog toga numeridtka mate-
matika predstavlja vezu i svojevrsno objedinjenje kontinualne
i digkretne matematike.

Primer 1. Posmatrajmo parcijainu diferencijalnu jednadinu (1)
uz graniéni uslov: z(x,y) = 0 za take (x,y) na stranama
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pravougaonika &ija su temera u tadkama (0,0), (a,0), (0,b),

(a,b) {videti .sl. 2a),
(6,0}

a) b}
sl, 2

{0,bl {a,b)

Iz teorije - parcijalnih diferencijalnih jednadina Jje
poznato da su sopstvene vrednosti hij’ i, = 1,2544., OVOg
problema odredjene sa

$2 2
2/i

(2) A= T+

a
Sopstvena funkcija zij za ovu sopstvenu vrednost je data fore
mulom

im : i
(10) Zij = A sin =5 X sin lg~ Y,

gde je A proizvoljna konstanta. Ove Sinjenice se neposredno
proveravaju zamenom u jedndinu (1).

Posmatrajme kvadratnu redetku Iije su tafke (ph,qh) (p,
q celi brojevi). Unutradnje tadke za posmatrani problem obrazu-
Ju graf sa sl. 2b. Ako je {%} = m, [%i =1, graf ima mxn 3vo-
rova a to je, u stvari, graf Pm + Pn koji demo obele¥iti sa
Gm,n‘ Potsetimo se da je zbir grafova definisan u.11.5 kao spe-
cijaini sludaj NEPS-a, Put Pn sa n &vorova definisan je n 12.4.
2, ali je on proudavan i u primeru 10 iz odeljka T.7, gde je i
predstavijen na sl. 2. Konstrgkcija grafa Gm,n na osnovu grafo-
va Pm i Pn je prikazana na sl. 3.
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1 (oSt e o I e o &) . e
1 2 3 n1 n
2 Pn
3 .
. ‘ : *
‘m-1 * Pm
m
PmQPn
sl. 3

Ako je A matrica susedstva grafa G sa m &vorova i ako
je B matrica susedstva grafa H sa n &vorova, lako se zakl judu~
je da je A Q® In + Im® B matrica susedstva grafa ¢ + H., Ako su

?\1’ h2""’ 7\111 sopstvene vrednosti grafa G i ako su ]‘41, /42,
«-.s M sopstvene vrednosti grafa H, onda su A+ Nj (i =1,
2ysueom; § = 1,2,...,n) sopstvene vrednosti grafa G + H. Ovo
tvrdjenje je specijalni slufa] teoreme 1 iz 11.5 a moZe se

proveriti i na slededéi na¥in. Neka je x5 sopstveni vektor za

?\i i neka je y'j sopstveni vektor za f‘j’ Tada je

A®I, + I,88)(x;@y;) = (81 )(x;®y;) + (I,®B)(x;®7;)

(Axi)®(1nyj.) + (Imxi)®(BYj) = (Aixi)®yj + xig( }433’3)

it

(hi + r‘\;))(xJ.@yJ) .

Odavde se vidi da je ?\i + )\‘\j sopstvena vrednost grafa G + H
sa sopstvenim vektorom xiayj. '

Spektar lanca P naveden je u primeru Aliz 7.7 i u
12.4.2, odakle vidimo da je 7\1 ='2 cos arils 1= 1,2,...,n0,
pri femu su koordinate sopsivenog vektora Xy Jjednake gin TrTiPs
?=1,2,...,m. Stoga su sopstvene vrednosti \)ij grafa Gm,n =
= Pm + Pn Jjednake

i ' . N
{11) \}ij = 2008 ooyl + 2 cos gy (i=1,2,...,m5 3=1,2,...,n)
a odgovarajuéi sopstveni vektor X @ ¥y ima koordinate

W L .
{12) A; sin —==ip sin F7iq (p=1,2,...,m; q = 1,2,...,n),
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gde je A proizvoljna konstanta. .
Na osnovu (11) odredjuju se pribli¥ne vrednosti J\ij
sopstvenih vrednosti aij jednadine (1):

* 4 -9,

o et - B (1 X - 0
Aij =Tz = hz(l cos i + l cos n+13)

= fﬁ(SinZ§T§ETTi + sin2§T£¥%Tj)
Ako su, pri fiksiranim i i j, brojevi m i n doveljno veliki,'
argumenti sinusnih funkecija su mali tako da se pomodu priblif-
ne formule sin x Ax dobija )

2.2 &2.2 ' .2 .2
h“' ey 4 Rt J - 2( i 3
13~F(4(m+1)2 ’ 4(n+1)2) " aomn? * ((n+'1)h)2)

~ 2 i2 2
~6r(;2-+'§§)= llj .
Dakle, hfl. dobro aproksimira hij ako je rastojanje h sused-
nih tadaka mreZe dovoljno malo. '
Na slidan naSin se uvidja da {(I2) dobro aproksinmira
" funkeciju (10). Naime, koordinata (12) sopstvenog vektora odgo-
vara &voru grafa koji reprezentuje tadku (x,y) = (ph,qh). Zbog
toga izraz (12) postaje

A sin T%g§§ﬁ T%:I¥E A sin 1§Px sin AW;X

Komplikovaniji primeri mogu se naéi u [100]

13.2. Problem dimera

Spektri grafova ili spekiri igvesnih matrica koje su u
uskoj vezi sa matricama susedstva pojavljuju se u velikom bro-
Ju problema statistifke fizike [55], [74], [78].

Problem dimerﬁ{ o kome je red u ovom odeljku, odnosi
se na istraZivanje termodinamidkih osobina gistema dvoatomskih
molekula {tzv. dimerd) koji se adsorbuju na povrdini kristala.
Najpogodnija mesta za adsorpciju atoma na povrdini kristala o-

brazuju dvodimenzionalnu mreZu (koja je sli%na mreZama razmat-
ranim u prethodnom odeljku). Jedan dimer mo%e da zauzme dve
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susedne talke mreZe. Pctrebno*je odrediti broj nadina na koje
dimeri mogu biti postavljeni na mreku tako da se ne preklapaju
i da su sve tafke mreZe pokrivene dimerima.

Problem dimers na kvadratno] mreZi je ekvxvalentan sa
problemom odredjivanja broja nafina da se Sahovska tabla di-
menpzija n X n ( n paran broj) pokrije sa inz domina, tako da
svaka domina pokriva dva susedna polja table i da sva polja
table budu pokrivena.

Adsorpcionoj povrdini se mo¥e pridruZiti jedan graf.
Cvorovi grafa predstavljaju tadke koje su najpogodnije za ad-
gsorpeiju atoma. Dva Gvora grafa su susedna ako i samo ako od-
govarajuée tadke mogu biti pokrivene jednim dimerom. Na taj
nadin poloZaj dimerd na povr3ini odredjuje jedan l-faktor u
odgovarajuden grafu (i obrnuto). Dakle, problem dimeri je sve-
den na ovaj nadin na problem ocdredjivanja broja 1~faktora u i-
zvesnom grafu.

PoSto su svi grafovi koji se tazmatraju bihronatski,

mi. mofemo neposredno primeniti formulu (2) iz 10.2. Medjutim,
kac 3to je naglaSeno u poglavliju 10, izradunavanje permanenta
nije tako jednostavno kao izraéunavénje determinante te zbog

toga nastaju teSkode.

Razvijene su razlidite tehnike za savladjivanje ovih
teskoda. Vedina njih je bazirana na slededoj ideji. PomnoZimo
elemente matrice susedstva A =-”ain§ grafa koji se posmatra
pogodno odabranim brojevima « i§° tako da se dobije nova matri-
ga A -“& 313” Dokazano je da se brojevi ti . mogu odabrati
“tako da vaéi formula per A = det A*, Jedan takav rezultat je
opisan u 10.1. U 10.2.je opisa.= klasa grafovd za koju se per-
manent matrice susedstva neposredno svodi ili je identilan sa
determinantom. Efekat mnoZenja elemenata matrice A Erojevima
dij je obifno takav da neki elementi matrice A samo menjaju
znak. Za planarne grafove A se na ovaj nadin moZe pretvoriti u
koso-simetridnu matricu A tako da bude per 4 = det A*[55].

Za ilustraciju ove tehnike odredidemo broj raspo“edﬁ
dimerd (tj. 1-faktora) za kvadratnu mreZu, tj. za graf G =
P + P opisan u prethodnom odeljku, koristedi se Jednom cd
mogucnlh varlganata za transfermisanje permanenta u determinan-

tu.
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Posmatrajmo graf Gm’n'kao Sto je dat na sl. 3 iz 13.1.

Prema situaciji na slici Gm,n sadr?i horizontalne i vertikalne
grane. Neka je H digraf dobijen od G zamenon-svake nje-
gove grane parom odgovara3u01h orlgentlsanlh grana medjusobno

suprotnih orijentacija. Orijentisane grane digrafa Hm,n su ta-

kodje horizontalne ili vertikalne. Neka je Am n matrica sused-

stva grafa G , odnosno, digrafa H . Na osnovu (2) iz 10.1
m,n m,n

va%e formule

¥ = per Ay . = Zi 1, det Ay, =, Zi.(—l)p(F),
: Fe¥ ’ Fe¥
gde je gr skup faktora F digrafa Hm,n'
Bez dokaza navodimo slededu lemu.

Lema 1. Za svaki faktor Fe ¥ vazi formula

(c1)P(®) _ BB,

gde je 12 = -1 a h(F) oznadava broj horizontalnih grana fakto-~

ra F.
Sada se lako dokazuje slededa teorema.

Teorema 1. Broj l-faktora k grafa G je odredjen pomodu

m,n
2 .
k° = de‘c(AmQIn + J.ImQAn)

gde As oznadava matricu susedstva puta PS sa s &vorova.

Dokaz. Prema primeru 1 iz 13.1 matrica sﬁsedstva grafa Gm n Jje
14
data izrazom Am,n = A,m®In + Im® A. Jedinice iz Am® I, od-
govaraju vertikalnim a jedinice iz Im<8 An horizontalnim gra-
nama. Matrica
* .
Am,n = Am®In + J.Im®An

se razlikuje od Am po tome ¥to su jedinice koje odgovaraju
horizontalnim granama pomnoZene sa i. Prema lemi 1 dobija se
per Am, = det Am n? ¢ime je teorema dokazana.

Kao &to je ranije objasnjeno, sopstvene vrednosti mat-

rice Am n su
’
o

2 cos EITJ + 2 c0s P (J = 1,2,00e,m3 P = 1,2,000,0).

Lako se uvidja da su sopstvene vrednosti matrice A; ndate po~
. ’
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modu

- T L o T s . p -
2 cos oy + 21 cos E%Tp (3 = 1,2,00e,m; P =1,2,00e,n).

Kako je determinanta matrice jednaka proizvodu svojih sopstve-

'

nih-vrednosti dobijamo
m n
LT . o
{:1 {:}(2 cos £==j + 21 cos E?Tp)

iko sum i n neparni, ofigiedno je k¥ = 0. Neka je m parno. Ta-
da je

s

n

2%
n[—Y {—T(cos m+13 + cos n+lp)

J=1 p=1
%a kvadratnu nxn mredu sa n = 2,4,6,8 dobijamo redom
k = 2, 36, 6728, 12988816. Poslednji broj se moZe napisati u
obliku 249012 i te je broj naina da se Sahovska tabla uobida-

jenih dimenzija 8X 8 pokrije sa 32 domine. mn .
MoZe se pokazati da vaZi asimptotska relacija kﬂJegr

{(m—+00, n->+00), gde je G = 0,91597 Catalanova konstanta.
Postoji i sasvim drugadiji pristup problemu dimerd; to
je tzv. metod prehosne matrice.

Polo%aj dimera na kvadratnoj mre-
Zi mofe da se odredi navodjenjem poloZa-
ja dimera kod svakog &vora, tj. "na go-
re", "na dole'", "nalevo'", "nadesno". Ko-
ristidemo oznake U,D,L,R redom za ove
sluajeve (prema engleskom: up, down, to
the left, to the right). Tada se situaci-
ja u jednoj koloni c&vorova grafa Gm,n mo-
%e prikazati m-torkom simbola U,D,IL,R.
Na primer, kolona od 8 &vorova, koji su
prikazani dimerima sa sl. 1 nmoZe se pri-
5l. 1 kazati 8-orkom (D,U,R,L,D,U,R,R).
Primetimo da je broj m-torki koje predstavijaju sve
mogliéne kolone dvorova u rasporedima dimera jednak broju pute-—
va dufine m=-1 u grafu sa sl. 2 kKoji polaze iz é&vorova D,I,R a
zavriavaju se u ¢vorovima U,L,R. Takve m~torke se nazivaju do-
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zvol jene -m-torke.

sl. 2

Posmatrajmo sada graf F &iji su &vorovi sve dozvoljene
m-torke simbola U,D,L,R i &ije su grane definisane na sledeéi
nadin, %a dve dozvoljene m-torke x i y vodi orijentisana gra-
na iz x uw y ako i samo ako m-torka x ima simbole R tadno na o~
nim pozicijama na kojima m-torka y ima simbole L. Na taj nadin,
ako iz x vodi grana u y, kolona &vorova predstavljena sa y mo-
Ze biti smesStena neposredno desno od kolone predstavljene sa x
u jednom razme$taju dimerid na mreZi od?edjenoj sa Gm,n‘

Neka S (odnosno Q) oznadava skup m-torki koje ne sadr-
%e spimbole L'(odnosno, simbole R). Svaka m~torka iz S mo¥e bi-
ti prva (radunato sleva) u jednom rasporedu dimera na grafu
Gm,n‘ Sli¢no tome, Q je skup svih zavrdnih m-torki u raspore-
dima dimeri.

Lako je videti da je broj rasporeda dimerd na grafu
Gm,n jedhak broju puteva duZine n-1l u grafu F koji polaze iz
nekog &vora iz S a zavrSavaju se u nekom od &vorova skupa Q.

Ako umesto grafa Gm,n (= Pm + Pn) posmatramo graf Pm +
+ cn, tada je broj rasporeda dimera jednak broju zatvorenih
puteva duZine n u grafu F.

Matrica sugedstva grafa F naziva se prenosna matrica

(transfer matrix) T za posmatrani problem dimeri. Odredjivanje

ove matrice je dosta slo¥eno (videti, na primer, L7§], [ZQ]).

Broj puteva grafa se izraZava preko sopstvenih vrednosti grafa

(videti 7.7). Za velike du¥ine puteva dominantan je sabirak ko-

ji potide od najvede sopstvene vrednosti. Ako je r najveda (re-

alna) sopstvena vrednost prenosne matrice T broj rasporeda di-
. mera k je asimptotski odredjen slededom formulom
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k~ver® (nem +00),
- ‘gde je ¢ pozitivna konstanta. :
%a prebrojavanie rasporeda dimerd koristi se i pfafi-
jan (videti, na primer, [55]). - ¢ )
I neki drugi problemi.teorijske fizike mogu se svesti
na prebrojavanje l-faktora (tj. rasporeda dimeri). Najpoznati-
ji takav problem je Buveni Isingov problem iz teorije feromag-
netizma (videti, na primer, [55], [74]). S
" Problem puteva u grafu nije od interesa u fizici samo
u vezi sa problemom odredjivanja broja l-faktora. Brojevi pu~
teva razliditin osobina u grafovima mreZa pojavljuju se u mno="
gim drugim problemima; pomenimo ovde samo problem sludajnog
kretanja po mreZi i problem elementarnih puteva (videti [55],

[74], [78]).

13.3. Matri®ne reprezentacije grupa i neke njihove
primenel} '

U ovom odeljku je ukratko 1zloéeh& teorija matridnih
reprezentacija grupa, pri femu su mnogi dokazi izostavljeni.
Teorija reprezentacija ima viSestruke primene u fizici, hemiji,
teoriji konstrukeija itd. U daljem tekstu nagove¥tene su neke
od ovih primena. ) '

15.3.1. Reprezentacije kona®nih grupa

‘Definicija 1. Neka je data grupa G = ({gl,...,gﬁ}, %), Svaki
‘homomorfizam | : gml¥g), g€8, gde je ({l"(gl),,.., P(gn)},v')
neka multiplikativna gripa nesingularnih matrica, nazivamo re-
prezentacijom grupe G. ‘

Pod reprezentaciqu éemo Gegto podrézumevati i samu
grupu métrica [ kcjoj se govéri u definiciji 1 i tu grupu demo
takodje oznadavati sa rf.-Operaciju grupe G obeleZavademo u da-
ljem tekstu sa + a esto demo ovaj simbol izostavljati.

1} Ovaj odeljak je izradio M.Merkle na. osnovu svog diplomskog
. rada "Faktorizacija karakteristi®nog polinoma grafa® odbra~
njenog na Elekﬁrotehniékpm fakultetu u Beogradu 1977 godine.
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Red matrica, elemenata grupe r’, nazivamo dlmenZ1;om
reprezentacije .

Primer 1. Za grupu G defini¥imo preslikavanje rwyomocu r(g )} =
= 1, za svako g; € G. Kako je 1 _r‘(g "8 ) _P(gl} P(g ), za
svako 1,3 = 1,...,n, sleduae da. je r reprezentac13a grupe G
Ta reprezentaclaa se nagiva irivijalha. Svaka grupa poseduje
trivijalnu'réprezentaciju.

Teorema 1. Neka je data grupa G. Definigimé presllkavanae
1 gwlg),g€6 pomodu

0y 8; # 8.8, B
S r‘ij(gk) ={ t £y s iydsk = lyaeu,n, .
1, 8; = & 8

gde je P (gk) element matrice P(gk) Preslikavanje P deflnisar
no sa (l) je reprezentacija grupe G.
Dokaz ove teoreme izvodi se pomodu definicije 1 kori8-
denjem pravila za mnoZenje matrica. -
Reprezentaci ja [? definisana pomodu (1) se naziva regu-~
larna.

Definicija 2. Neka su{11 11-2 reprezentaclge grupe G. Ako pos—
toji nesingularna matrica S takva da je r’(g) = 3{1(g)s za
svako g € G, tada kaZemo da su reprezentacije Fl i PZ ekviva~
lentne.
Matrice Pl(g) i r;(g) su slidne.
Teorema 2. Proizvoljna reprezentacija | konadne grupe G je ek-
vivalentna sa jednom réprezentacijom T &iji su elementi unitar—
ne matrice. )
Reprezentaciju T nazivamo unitarnom reprezeﬁtacijom;

Dokaz. DefiniSimo simetridnu matricu H pomodu
*
- 2 Te-Me ,
geG

gde x* oznadava kanjugovano-xransponovanu'matricu matrice X.

Na osnovu primera 11 iz 7.7, postoji unitarna matrica U takva
da je U'lHU = D, pri éemu je D dijagonalna matrica, 8iji su di-
jagonalni elementi 3ednak1 sopstvenlm vrednostima matrice H.
..Dalje se doblaa



316

o
)

w17 e Meyv = 2 v t-Tig)-v-o7L. (e v =
geG geG - .

] 3
7 Ter-Te
geG

. . )
gde je{q(g) = U~ fkg)U. Zatim vaZe jednakosti

geG Jj=1
1 2 .
géG Jél‘[_;j(g)l » k= 1,000,

gde je n dimenzija reprezentacije[1 Ovde i u daljem tekstu o-
vog odeljka element matrlce X na mestu (i, j) ¢znaden ae sa X. 3'
Kako je. ]r‘ (g)i 7 0, vaZi nejednakost Dk 2 0. Me-
djutim, Dy, # 0, Jer je u suprotnom sludaju det P(g) = 0 za
svako g€ G, a to je u suprotnosti sa &injenicom da je r repre-
zentacija grupe. Stoga je Dkk7 0. Iz toga sleduje da je
(DP)kk (.Dkk , za svakirrealan b?oj P. %
Defini&imo matriiu v pogoéu jednakosti V = UD", Tada

Do = & = L N ka(g) m(g)-

. s I 3
je T(g) = V'lfw(g)v =D ?lﬂ(g)D? unitarna matrica za svako
g €G, Sto sleduje iz slededéih jednakosti

1 1 1
T(g)-1¥(g) = 7P(g)n 7 ()D 2.= D 2. "(g)p Mig)p 2

1 , . !
2 2Me) 2. M) Ma)- Mig)p 2
a€G -

1 , . 1 1
DEZG\"(g-a) M(a-g)p2=D2m02=1,
at

pri demu je kori3deno da za pozitivno definitnu dijagonalnu
matricu D vazi D¥ = D,

Ovim je dokaz zavrsen.
Prema dokazanoj teoremi, u svak03 k1a51 medjusobno ek~

vivalentnih reprezentacija postoji jedna unitarna. To nam daje
moguénost da bas§ tu unitarnu reprezentaciju izdvojimo kao pred-
stavnika klase kojoj prlpada. Na taj nalin se problem svodi na
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razmatranje ufe strukture, koja je bogatija osobinama.

Za proizvoljan linearan operator §{u.linearnom vektor-
skom prostoru V dija je baza B, jednoznalno je odredjena mat-
rica A, takva da je ﬂ' = Ax, gde je X€V, Matrica 1 data baza
jednoznadno odredjuju jedan linearni operator. S obzirom na o-
vu korespondenciju koristidemo iste oznake za operator i njemu
odgovarajudu matricu. Primetimo da, pri nesingularnoj trans-
formaciji baze B2 = CBl matrica Al doblaa oblik A2 = CAIC 1
pri Zemu su Al i AZ matrice istog operatora u bagama Bl i BZ'
1z toga sleduae da se ekvivalentne reprezenta013e dobijaju je-
dna iz druge pri promeni baza odgovarajuéih prostora.

Definicija 3. Skup S linearnih unitarnih operatora unitarnog
vektorskog prostora V je potpuno razloZiv-‘ako # V postoji neld
pravi potprostor V° koji Je invarijantanbprema gvakom operato-
ru iz S. .

Izborom pogodne baze postife se da matrice svih opera-
tora iz S imaju oblik

(2)

A 0]
0 B

Definicija 4. Skup S unitarnih matrica Je potpuno razloZiv ako
postoji matrica T tako da, za svaku matricu X € S,matrica TXT™ -1
ima oblik (2).

Definicija 5. Unitarna reprezentacija f’grupe G je razloZfiva
(svodljiva, reducibilna) ako je skup S koji se sastoji od svih
elemenata reprezentacije r potpuno razloZiv. U protivnom, za
reprezentaciju " xagemo da ae nerazloZiva (nesvodljiva, iredu-
cibilna).

Pretpostavimo da se unitaran vektorski prostor V moZe
razlofiti u direktan zbir p pravih potprostora invarijantnih
preme svim operatorima iz S, tj. V = Yl ] Vz D ... B Yp, pri
demu je p izabrano 5to je moguéno veée. Tada matrice operatora
iz S dobijaju eoblik : -

(33 . : - . ,
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gde je A; (i = 13254405D) kvadratna matrica reda n; (ni’ ‘=
= dlm V ) o

Teorema 3. Neka je r jedna unitarna reprezentaclga prowzvol;]-
ne gmpe G. Reprezentacxja N je ekvivalentna sa jednom repre-
zentacijom ™ 31ji svi elementi imaju oblik (3.

Ako je p = 1, reprezentacija I je nerazleoZiva, a ako
je py1l, re;prezent:zw:l.ja.r1 je razlofiva. )

Neka je |’ =({r'(gl),...,r'(gn)},-), gde su g,i =1,
«sesn, elementi grupe G. Prema téoremi 3 imamo

Ay Cey)
A,{g;)
P‘(gi‘) - 2384 . .

Ap(g )

Formirajme skupove F"J) {A (gl g€ G}, j 1,...,p, kao i

odgovarajuée grupe P(J) = ("'(3) 3.

Iz nadina na ko;:. smo obrazovali matrice A, (gl) moZe
se zakljuditi da su r' 3 (3 = 1,444,p) nerazlodivi skupovi
matrica.

Kako je o : i .
A, (gy) . 4, (g4)
Ue;)-Tiey = - -
. Ap(gi? ‘. ) ’ Ap(gj)“
4, (gy )4, (gy)
Ay(e;)a(ey)
a sa druge strane
. él(gi*gj)
Mg)-Tiey) = P<gi'-gj> = . .

A (gi‘g )
zakljudujemo da je A (g}~ Ak(ga) = 4y (e gs), (1,3 = 1,..00m;

k= Lyauay,p), 5to znadi da su P J nerazloZive reprezentacije
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grupe . Neka je medju njima T rézliéitih repre‘zentacijia. Tada
kaZemo da je ovim postupkom reprezentacija ! razloZena u di-
rektan zbir nerazlozivih. reprezentaclga grupe G,” sto se moZe
prlkazatl u ebllku : -

= a; r'()+a r@ o, + a P(r)

gde 8y, i 1,...,r, predstavlja broj pojavlijivanja submatrice
Ay (g ) w matrici P(ga) za svako j.

Teorema 4. Neka su r‘(l) r'(3) dve nerazloz:.ve reprezentaci-
je grupe G, dimenzija n; i n‘j respektivno. Ako je matrica M ti-
pa n; X nj takva da je

(4) M) gy om = m[G(g)

za svake g €G, tada va¥i jedno i samo Jedno od tvrdjenja: (J.)
M = 03 (ii) n; = ny, det M £ 0, r (1) 4 r’ 3) su ekvivalentne
reprezentacije.

Teorema 5. Reprezentacija r'(l) kona&ne grupe G je nerazloZiva
ako i samo ako vaZi implikacija: Ako matrlca P zadovoljava je-
dnakosgt

) Mg = 2 Mg

za svako g€ G, tada je P = AI, gde je A skalar.

Neka su P(.g i 1,2,.4.sT nerazlofive neekvivalent-
ne unitarne reprezentacije grupe G. Oznadimo sa r' J‘)(g),
kymn = ZL,....nl element matrice J'\* (g), pri Semu je dimenzija
reprezentacije T (1) jednaka ny . Skup svih preslikavanja f : g
= (g), €6, f(g)EC, snabdeven operacijama mnoZ¥enja skalarom
{(kompleksnim brojem) i sabiranja, é::mi vektorski ;':rcxstt)z:'l’tG
nad poljem kompleksnih brojeva, rkul1 priyadaju prostoru RG‘
Uvedimo skalarni proizvod

]

(£1,1,) %g%;l(g)fz(g) . T1,%, €Rg.

Teorema 6. Ako su (1) 5 [M(3) 44e nerazloZive, neekvivalentne
(izuzev, eventualno, jednake) unitarne reprezentacije grupe G
vazi jednakost .
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(l) P(J)) = g glagkpgmq’ L&kymsn;; L<p,asny,

‘gde je n broj elemenata grupe G.
Dokage teorema 4, 5 i 6 ne navodln:ro. Oni .se mogu nadéi
u.knjigama u kojima se izlaZe teorlaa reprezentaci ja.

" Broj funkeija \—'k;) iznosi N = ni + N5+ oees t ng. Iz.
teoreme -6 modemo zakljuditi da u vektorskom prostoru RG posto=-
ji N linearno nezavisnih elemenata. S druge strane, n funkeija
Fg, g€G, deflnlsanlh sa P _{u) = Sgu, u €&, &ine bazu prostora
RG, jer zma svako preslikavanje féRG vaél

£ = 2 FA(w)e(g)
R geG &

Prema tome, N<n. )

Teorema 7. Neka je :é broj neekvivaleninih nerazlo¥ivih repre~

zentacija grupe G sa n elemenata. Oznadimo dimensziju reprezen-

‘tacije ") san,, i =1,...,r. Tada va%i jednakost

2 2 a2
N-n1+n2+... +n, =10 .
Sada demo definisati pojam karaktera reprezentacije a
teorema 7 de naknadno biti dokazana.

efiniclja . Karakter reprezentacije I grupe G je preslzkava~
nje g€ 6 vY(g) definisanc sa

'X.(S) = Z- Pkk(gj ’

pri demu su r'kk(g), k=1,...,m elementi na glavno3 dijagona=-
1i matrice Meg), a m je dimenzija reprezentacije .

Iz definicija 1 i 6 sleduje da ekvxvalentne reprezen=-
tacije imaju jednake karaktere, jer su tragovi odgovarajuéih
matrica  jednaki. Pored toga, xz nije u opStem slufaju uzajamno
jednoznadno preslikavanje. Ako su 81+ 8os g3 tri razlilita e~
lementa grupe G 1 ake je & = g3g2g3"1, tada je X(gl) = Z(gz).
Bez tefkoéa se pokazuje da je relacija ~ definisana na skupu G
pomodu ‘

{6) &1V By &> (3 83)(gl = g;'gz‘gs-l}: glsggsgaé(} [
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relacija -ekvivalencije.

Definicija 7. Klase ekvivalencije relacije definisane sa (6)
nazivamo klase konjugovanosti grupe G. .
Karakteri reprezentacija mogu da se shvate i kao pre-
slikévanje skupa svih klasa konjugovanosti u skup kompleksnih
brojeva. Neka je x klasa konjugovanbsti. Tada definiSemo
A(x) = X(g), gex. U tom smislu karakteri pokazuju niz oso-
bina analognih osobinama matriénih elemenata.
Neka je C1G skup svih klasa konjugovanosti grupe G. U
vektorski prostor RClG svih kompleksnih funkcija sa domenom
ClG uvodimo skalarni proizvod

def
(f]_'fz) == xélel(x)fZ(x) v £, f,€RG -

Teorema 8. Neka su 7:(1) i ?:(j) karakteri dve unitarne, neek-
vivalentne ili jednake, nerazlofive reprezentacije [ﬂ(is i
T’(j respektivno, konatne grupe G sa n elemenata. Neka je C1G
skup svih klasa konjugovanosti grupe G. Tada vaZe jednakosti

(1) (2, 2@ 2w, -
(11) 2. WA D ) -as,,,
,- xeCle LI

gde je n(x) broj elemenata klase x.

Teorema 9. Broj unitarnih neekvivalentnih nerazlofivih repre-
zentacija konadne grupe G jednak je broju klasa konjugovanosti
te grupe.

Teorema 10. Neka je I proizvoljna unitarna reprezentacija grupe
G koja ima n elemenata. Tada se [" na jedinstven nadin moZe raz- -
loziti u direktan zbir nerazloZivih reprezentacija

Q) M=a,Ve..ea [,
Nenegativni celi brojevi a; .su odredjeni pomodéu
(8) ai =%(-X,(1),X). i =1s23'--,r,

gde su ]ﬁ(i) i X karakteri reprezentacija f’(i) i r -

* Dokaz. Postojanje razvoja (7) dokazano je ranije. Iz (7) dobi-
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jamo

‘(9} Xg) = oy 'X,(l)(g) e by I(r}(g)
za svako g€ G, Dalje je B
XD < a) (XD, AW oL e (), XAy

gae je L fiksirani indeks (1< i<r). Koristedi jednakost (i)
iz teoreme 8 dobijamo (8). Pomodéu (8) jednoznadno su odredjeni
koeficijenti ai‘ (i = 1,...,r) iz Zega sleduje da je razvej (9)
jedinstven. :

Ovim je dokaz zavrSen.

Posledica. Iz (9) sleduje
X(e) = al'x(l)(e) + ene + ar'x'(r)(e)

gde je e jedinidni element grupe G. Iz toga dobijamo

{(10) COm o= Al ¢ oee. + @,

gde su'm sy eee,yn, dimenzi je reprezentac;;a F' {"( ),... F(r)
respektivno. ‘

Dokaz teoreme 7. Neka je I regularna reprezentacija grupe G,
definisana sa (1) i neka je e jedinidni element grupe G. Iz
(10) dobijamo n = ajny + se. + a,n.. Kako je a; = ~(7C Z)“

=1y, zakljudujemoc da je teorema ta¥na.

efinici;ja 8, Karakter nerazloélve reprezentaciae grupe G nazx—-
vamo pr:.mit:.vnlm karakterom te grupe.

Da bismo datu unitarnu reprezentaciju razloZili u di-
rektan zbir nerazloZivih reprezentacija od interesa ,]e*
sve primitivne karaktere, jer su time odredjenl n%,{
cijenti u (7), veé i vektori (13) nove bagze, u kojoj matrice
reprezentacije imaju blok~dijagonalni oblik,

. Primitivne karaktere demo obelefavati sa 'X.ﬁ)(x.) =
= x(‘}'), 1<i,j<r, pri Zemu se gornji indeks odnosi na i-tu
nerazloZivu reprezentaciju a donji indeks na j-tu klasu ko‘z}g’u-
govanosti xa. Kvadratna tablica sastavljena od brojeva X 3
tako da se u vrstama nalaze elementi sa jednakim indeksom i,
dok se u kolonama nalaze elementi’sa jednakim indeksom j, na- :
ziva se tablica primitivnih karaktera. Takodje demo posmatratx:
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i matricu H = ” x(l )ur

) iz teoreme 8 sleduje ortononalnost vrata matrice H, Iz
ortogonalnosti vrsta sleduje i ortogonalnost kolona, jer ako
Jje ¥y = nl, tada je takodje HH* = nI. Prema tome, ‘vaze jedna-

kosti .
) . Zox X(l)x(k) =né, ,
=1 ik
. .‘ I by ¥
02 RPN R

gde je rj broj elemenata u j-toj klasi konjugovanosti.
Navedimo sada, bez dokaza, nekoliko teorema koje omo-
gudéuju nalaZenjé tablice karaktera.

Teorema 1l. Brojevi 7C(%) mogu se predstaviti u obliku zbira
konadno mnogo korena broja jedan.

Teorema 12. Dimenzija n; svake nerazloZive reprezentacije ko-
nadne grupe G je delilac broja n elemenata te grupe.

Teocrema 13%. Komutativna grupé ima samd reprezentacije dimenzi-
je jedan. '

Tablice karaktera za grupe koje se Zesto pojavijuju uw’
primenama mogu se nadi u 1iteratﬁri.

U slededoj teoremi dat je efektiivan postupak za kon-
strukeiju ortonormirane baze u kojoj matrice date reprezenta-
cije imaju blok-dijagonalan oblik.

Teorema 14. Neka je G grupa koja sadrZi n elemenata. Neka je r
unitarna reprezentacija dimenzije m grupe G, pri Semu vaZi

r =.all—'(1) @ ... @2, )

gde su rﬂ(i), i=1,...,r, nerazlofive unitarne reprezentacije'
grupe G, dimengija n;, i = 1,¢0.yr respektivno. Neka su e&,ez,
sessey vektori ortonormirane baze B vektorskog prostora R™u
kome su definisani operatori | (g),z€6. Oznadimo sa A (1) ya-
rakter i-te nerazloZive reprezentacije. Definifimo linearnu

kombinacijq vektora ey, k = 1,...,m, pomodu
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1z e, - Z1 ik Z 1@ Tedey s 1= 150uir
‘gde su cikp’.i =1,eee,Ty, k =1,,..,m, p =1,2,... , proizvolj
ne konstante. Tada vaZe sledeéa tvrdjenja: -

(i) Ako je n; =1, tada su vektori ejfp sopstveni vek-
tori svake od matrica Mg),ge6.

a. (ii) Ako je ng > 1, tada vektor e ip pripada potprostoru
R l, koji Je 1nvar1;ja.ntan u odnosu na .svaku od matrica r'(g),
g €G. . . .
' (iii) Za svako i, iz (13), dobijamo a;n; linearno neza-
visnih vektora. Postoji m (= Z alnl) ortonormiranih vektora
oblika (13). 1=t

(iv) Skup m ortonormiranih vektora oblika (13) &ini ba-
zu vektorskog prostora R®, u toj bazi sve matrice V" (g), g€6,
imaju isti blok-dijagonalni oblik. Blokovi predstavljaju nera-
zloZive reprezentacije na koje se data reprezentac:LJa razlaZe.

Dokaz. Neka je T (1) Jednodlmenzx.onalna nerazlo¥iva reprezen-
tacija grupe G. Pri flksu'anom 1zboru ‘konstanti, uvod].mo ozZna-

ku e/ _el,c

ip = ¢, ik® Tada va®i

- g%X‘i)(gﬂ“(f) M(e)e, 3

ikp

T (f)ei’ L

m — o
1{2;1 Ci gZE_G‘X(l)(g)P(f-g)ek'

™™g

o & XD (27Len) [ (m)e,

X
n
)

M

ey Zo X (e X () M(mey,
heG

x
H

1

= X(l)(f'l)e , 2a svako f€G ,

pri Semu je koriséena osobina X(i)(f-g) = X(i)(f) 'X,(i)(g)
koja vaZi za n; = 1.
Ovim je dokazano (i).
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Neka je P(l) jedna nerazlo%iva reprezentacija za koju
je n;> 1, a; # 0. Ortonormlranu bazu B~ salinjava a; grupéd od
po n vektora xlvp,
skupom vektora {x; qsX;yor ""xlvn} sa fiksiranim v, &ini

V= l,...,nl, v = l,...,ai. Lineal nad

1nvar1;jantn1 potprostor za r l)(g) za svaf:o g €G. Neka su

n ‘,(g) M,Y =1,...,m elementi matrice ["(g) pri bazi B i ne-
xa je M (g) sa elementima r"‘,(g) matrica koja se dobija iz
"(g) prelaskom iz baze B u bazu B°. Elemente matrice r'(l)(g)
oznacavacemo sa l“,.(,, (g). Oznadimo sa F(l)(g) matricu koja se
dobija iz r (g) kada se stavi da su svi njeni ‘elementi jednaki
nuli sem onih koji odgovaraju v-tom pojavljivanju reprezenta-
cije F(i) ul’ , za dato V.

VaZi jednakost

(14) r&igx, = Z M@ %

pri Zemu smo uzeli u obzir blok-dlaagonalnl oblik matrice [(g)
MnoZenjem (14) sa r' J')(g), =1,...,n; i sumiranjem po g do=-
bijamo

Z P (e P {e) %,y = Z Z M) {g) x,,, L) (e)

%
_ n
- n Spmgpv ivy T nspv ivy®

Sumiranjem po indeksu p dobijamo

géG PZ P(l)(g)r‘(l)(g) *i = %ixivv ’
(15) géGX(l)(g)P(l)(g) Xiyy = %ixivv .

Kako je I' blok-dijagonalna matrica, iz (15) sleduje
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gé}x(i)(g)'r(g) Xiv» = B Fivy -

. o
S obzirom da je u baz1 B X5 Zi ckekyfdobijamo

m
= Z . X (1>(g>P<g)ek.

geG

Ovim je teorema dokazana.

Neka je A proizvoljna matrica i-T" unitarna matrica ko-
ja komutira sa A, tj. a4 = Al v

MoZe se pokazati da ako je u datoj bazi matrica r'raz-
loZena na blokove, tada je i matrica A razloZfepna na blokove.
Ako je A matrica susedstva grafa, tada razlaganje na blokove
dovodi do faktorizacije karakteristiénog polinoma grafa.

Automorfizam ‘Y grafa G moZe se shvatiti kao permutacija
skupa &vorova grafa a to znaci da pOStOJl permuta01ona matrica
(%) takva da je

(16) A= r‘(‘f)-A-l"T(‘F) .
Iz ovog neposredno sleduje:

Teorema -15. Grupa SkG automorfizama grafa G izomorfna je. s je-
dnom grupom permutacionih mdtrica. . 4*5 '
Iz teoreme 15 sleduje da grupa th poseduje Jednu mat~
ridénu reprezentaciju pomodu grupe permutacionih matrica V'.
Kako su permutacione matrice 'mitarne, (16) se svodi na AI(‘f)
M)A za svaki ?‘e;%c. Prema tome, za svodjenje matrice A na
blok-dijagonalni oblik dovoljno je naéi bazu u kojoj su matri-
ce reprezentacije Mu blok-dijagonalnom obliku.

Primer 2. Posmatrajmo graf sa slike 1.
Matrica susedstva grafa G je

001 1 1
1 01 0
A=l 1 0 af-
1 001 0
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sl. 1

Svi automorfizmi grafa (dati u obliku'permutacija) Fu

N S R S A E R S O R

- Tablica grupe §{G ima oblik

i | e B & &s
el1 e & & &3
811 &1 e 33. 8o
By 8y &3 & &
23 33 &y gl e -

Unitarna reprezentacija grupe ﬂc pomodéu permutacionih
matrica sadrZi sledecde elemente

1000 0010 0010 100 0
sollo1 00 0 0001 0001
Med=llo 010 Mg &)= 1000"1(52) 10’00'P(33)=001o
0001 0001 0100 0100

Tablica karaktera glasi

€ By By &3

P71 1 1 1
X211 a2 1 oa
X311 1 a1 -
A1 a2 a1 1

Ortonormirani vektori nove baze su

A2 Lyt
LT W e T
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1.\T . 1 1- T
= , 0 -) el = (=, 0 -~ 0)~.
) \{—é ”* ’ VE 2 4 v.-2- 4 s v.é. ?
.Matrica transformacije U se dobija kao matrica &ije su vrste
vektori nove -baze. U novoj bazi matrice l"timaju‘oblik

1000 ‘It ooo0
! 100 ! 0100} .
F(e)=8010,r(81)=0010,
0001 0 0 0-1
. 1000 1000
y -[floxr 00 ! _{ffo100
Mep) =0 o-1 off » T(&3) =0 0-1 of -
0 0 0-1 0001
Matrica A u novoj bazi ima oblik
18 2
i 10 ° °
16 8
a -5 “16 0 0
A = UAU = .
[o] (¢} 0 0
0 0 [0 o]
. . v
a njene sopstvene vrednosti su 11’2 = l:gii, 13 = -1, h4 = 0.

Definicija §. Neka-je skup &vorova X grafa G ﬁédeljen na nepra-
zne podskupove xl,...,xk, tako da je, za svako i,j = 1l,...,k,
svaki &vor iz X; susedan sa taéno bi' gvorova iz X,. Multidi~-
graf H sa matricom susedstva B = Hbijnﬁlnaziva se delilac gra-
fa G.

Teorema 16. Ako je graf H delilac grafa G, tada je karakteris-
tidni polinom grafa G deljiv sa karakteristi&nim polinomom
grafa H (videti takodje teoremu 8 iz tatke 1 Dodatka).

Iz teoreme 16 zakljudujemo da je za faktorizaciju ka-
rakteristiénog polinoma grafé 0d interesa naéi delilac grafa.
Ovim postupkom red polinoma kbji treba izradunati moZe se zna-
éajno smanjiti. Postupak se moZe viSe puta primenjivati, sve
dok se ne dobije potpuna.faktorizacija.

) Metod faktorizacije karakteristidnog polinoma grafa
pomoéu delioca i metod faktowizgcijeipomoéu grupe attomorfiza-
ma nemaju istu oblast primene. Naime, postoje grafovi kod ko-
Jjih grupa automorfizama sadrii samo jediniéni element, a
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imaju delilac. U tim sluéajevixﬁé faktorizacija je mogﬁéna samo
pomodu delioca. ’

Primer 3. Za graf sa sl. 1 Qeiilac se dobija kad se uzme da
évorovi 11 3 pripadaju jednom podskupu, a.dvorovi 2 i 4 dru-
gom. Graf delioca je dat na sl. 2.

81, 2

a njegova matrica susedstva je B = “% gn Karakteristidna jed-

nadina ove matrice je ?\2 - N-4 = 0, odakle se dobija 7\.1 =
4

_ 1 Va7

===

Delilac grafa je u vezi sa trivijalnom (totalno simet-
ridnom) reprezentacijom grupe automorfizama. To demo pokazati
na primeru grafa sa sl., 1. :

Kako je X_(l)(g) = 1 za svako g'e‘ﬁé, vektori e(%) se
odredjuju po formuli

1) M(ge, -
€'k geZﬁ—G gl

Kako su r‘(g) permutacione matrice, vektor koji se dobija mora'
da ima iste koeficijente na mestima koja odgovaraju jednoj
klasi X;. ‘U nafem primeru imamo da je taj vektorucl cy € czuT
jer ge X, = (_1,3}, x2 = {_2,4}. Sopstvene vrednosti matrica
l_‘(l (g) su jednostruke. Vektori e’ su sopstveni vektori mat-
rice A. Za odredjivanje sopstvenih vrednosti koristidemo jed-
naéinu

0111 ¢y ¢y
1010 02=?\'c2
llOl'c:L cl’
1010 c5 esll

Sto daje svega dve nezavisne jednadine: cy + 2c2 = ¢y i 2c1= Co.

Matricg ovog sistema je “% g“ i ona predstavlja matricu sused-

stva delioca grafa G.



13.3.3. grupa C,u

U primenama se Zesto umesto pojma automorfizma koristi
pojam s:.metr:.ge. : .

Simetrija geometriaske figure je- preslikavanae figure

"na figuru koje "%uva' rastojanje taaka. Kod nekih geometrij-
skih figura skup simetrija je konadan. Na primer, simetrija

‘ pravougaamka odredjena je jednom permutacijom skupa n;}ego\uh
temena, Skup simetrija obrazuje. grupu. -

Kao primer, opisademo detaljnije grupu koaa se oznala-
va sa ¢ v* Grupa C4v je grupa simetrija kvadrata. Sastoji se
iz slededih elemenata (osa z je normalna na ravan kvadrata a
x~ i y~osa su simetrale strana kvadrata): E identi®na transfor-
macija; 04 rotacija za ugao %’ oko ose z; Ci = 04 04, Cz
= Ci - 04, o, rotacija za ugao W oko ose x; my rotacija za ugao
Y oko ose y; éu simetrija w odnosu na pravu y = -x; év i

metrija u odnosu na pravu y = x. Tablica ove grupe je

= 2 3
B G G € my m 2, By
I 2 30
B ¥ Cg Cg 04 my my é’u v
cg 'cg 043’ ;04 B Gu &, m, oy
cg cg c} E ‘cg m, m, B, 3,
Cil % E G O é, @, mn, m,
m, | ny @ my G, E cﬁ cz c,
2 3
m, | my G, my G, Y 133 Cy cg
e, 1%, m &, m, C, € E2 cy
3 .
év . By &y I, C; C Cy E

Iz tablice nalazimo klase konjugovanosti, koristedi &injenicu
da, ako su x 1 y u istoj klasi konjugovanosti, tadé postoji
u€G tako da je xu = uy.’

Postoji 5 klasa konjugovanosti:: {_r.} K2 = {mx,m }
K3 ={_éu,év}, K4 = {04,02}, K5 = {04} Prema tome, grupa ima 5
nerazlo#ivih represzentacija. Iz jedrha&ine ni + eae * n5 8 do-~
bijamo O3 = .eo =1y = 1, ng = 2. Iz uslova ortogonalnosti do-
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bijamol) tablicw primitivnih karaktera

X K K K, K

1 2 3 4 5
YT 1 1 1
21 2 1 a 1 )
31 a2 11 -
1 1 1 a1 A
8l o -2 0o o

Neka je P regularna reprezentacija grupe. Poznatim postupkonm
dobi jamo

[ _P) (2 gr(® gp) @2 M(5),

Nala¥enjem vektora nove baze dobijamo matricu transformaci je

(8

<] HHHHHHHH

iatatd g

Y
“

1
HHHTTHHH
R N =

HHHHHHHH

11
-1 1-
-1 1=~
11
1-1-
=1-1"
-1-1
-11

-1

Grupu simetrije C4vvposeduje, na primer, molekul sa sl. 3,

cl

NHj ~ . NH,

NHy ™~ NH

|

o
| 3
Br

sl. 3

gde su Setiri grupe NH3 rasporedjene po temenima kvadrata, a
ostali atomi na osi normalnoj na ravan kvadrata, koja sadrZi
njegovo sredi§te.

Da bismo nafli sopstvene vektore bez upotrebe teorije
reprezentacija trebalo bi reSavati algebarsku jednadinu osmog
stepena kao i osam homogenih sistema linearnih jednadina od po

1) U primenama se koriste gotove tablice karaktera.
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osam nepoznatih,

Razmatranja iz 13.3%.2 se mogu proSiriti tako da posto-
ji moguénost za faktorizaciju hamiltonijana (tj. Hamiltonovog
operatora), nala¥enje sopstveninh funkecija, reSavanje sekularne
(tj. karakteristidne) jednadine i za re$avanje drugih problema
s ovim u vezi, Eori§éen§em osobina reprezentacije neke grupe
operatoré ¥o0ji komutiraju sa hamiltonijanom.

S obzirom na fizidko znadenje hamiltonijana, moZe se
pokazati da je on invarijantan prema transformacijama koordi-
nata operacijama simetrije. Uvedimo, u vezi s tim, sledede oz=-
nake:

x vektor poloéaja tadke u prvobitnom koordinatnom sistemu;
g operacija simetrije;
x” vektor poloZaja u novom sistemu, posle izvr3Sene operacije
simetrije; T
H{x) Hamiltonov operator ili hamiltonijanj
¥(x) sopstvena funkeija hamiltonijana (talasna funkeija);
E sopstvena vxednoet (energija) koja odgovara Y”;
r{g) operator koji se definiSe pomodu

rg)W(x) = Y(x), ¥(x)=r e ¥ .

Iz H{x) Y(x) = E ¥(x) dobijamo

H(x) Y(x) = r(g)H(gx) ¥(ex) = r(e)H(gx)r"L(g) ¥ (x) =
r(g)E(x)r ™ (g) ¥(x) ,

gde je koriZéena Sinjenica iz fizike da je H(gx) = H(x). Prema '
tome, va¥%i jednakost H = rHr —, odnosno

(17) . HE(x)r(g) = r(g)H(x).

Bez tedkoda se pokazuje da skup operacija simetrija prema kojiw
ma je hamiltonijan invarijantan, &ini neku grupu G.

Feka je ‘Yi (i =1,...,n) sopstvena funkeija Hamiltono-
vog operatora, pri &emu je nivo energije E n-tostruko degeneri~
san, tj. . : .

f

ij.:Eq’l y 1 =1,...,n,
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Iz (17) na osnova razmatranja u 13.3.2 zakljudujemo da je

n
r(g_) YJ = iZ=-1 P(g)ij \Fi s o= l,’.,.,n,‘
gde sit F‘(g)ij neki kompleksni koeficijenti. 0d svih tih koe-
ficijenata mofemo formirati matrice ' (g) = l\l"(g)ij\li‘, gEG.
Skup tako formiranih matrica &ini grupuf', koja je represzenta-
cija grupe G. Ako su talasne funkeije ortonormirane, onda je r
unitarna :eprezentabija ove grupe.

Problenm koji se dosta desto javlja u kvantnoj teoriji
Jje da se talasna funkeija Y molekula na pogodan naldin predsta--
vi kao linearna kombinacija talasnih funkdija % atoma (LCAC =
= linear combination of atomic orbitals). Potrebno je naéi ko-
eficijente u raszvoju

(18) W:alfPl + oeen *ané"h'-

‘Koeficijenti se odredjuju iz uslova minimuma energije, koris-
teéi varijacioni ralun. Funkcionela

E SYHW&X
® =,
CPvax
gde je H Hamiltonov operator, treba da ima minimum. Iz toga
dobijamo
n » ’
(19) : rz.—'..i ar(hfm - Esm) =0, M= 1,..04n,
gde je
h,, = Scprﬂtkm dx, s, = Sq’r?m dx.

Sistem jedna¥ina (19) omoguéuje da se nadju velidine ar', ro=
= 1,04ay0, ’ . s

festo se koristi Hiickelova aproksimaci;ja’pomoéu koje
se, kako je to ved objadnjeno u 12.4.1, dolazi do jednaéine'

1) Videti, na primer, knjigu: L.F.Phillips, Basic Quantun Che-
mistry, New York 1965, Uporediti, takodje, sa 12.4.1.
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L= (512 eer By
g Bpp  o-E ®an|
(20) . : _ S0, -
By Bpno . 4-E]
gde je K= hrr’ (51,5 =N, = 3 ako su atomi r i '8 povezeni u-
molekulu, a ako nisu, 3. = 0.

Postupak demo objasniti na primeru butadiena, c:!.j.‘.l. je
Hckelov graf {vidi 12.2.1) dat na sl. 4. .

o O O~ o] O
1 2 3 4 1 . 2
, sl 4 ' sl. 5
Ako u (20) uvedemo smenu A = & r’sd, dobi jamo za sludaj butadi-
ena
A~1 0 O
<1 a1 0f _-
(1) Cfo-La-lf =0
0o0-1x - -

Hickelov graf butadiena poseduje osnu simetriju reda 2
Grupa simetrije se obeleZava sa,:C2 i sadr¥i dva elementa: je-
diniéni element B i rotaciju za ugao W koja se, takodje, obe=-
leZava sa C,. Kao §to se vidi iz (21), posle primene operacije
C, {tj. prelaskom 1-4 i .2=3), ‘jedna¥ina ostajée ista. Jedna ra-
zlo%iva reprezentacija grupe C, data je sa :
\

1353, e
Ei Ry [¢]
P =01 6ol T =
) 1000
Vextori nove baze.su. ) = —-1— (Pl + <}>4), » = 12 (‘Pz * ‘1’3);‘

Yy 1<¢-<#>, 4-1(%-#’)
U novej bazi jednalina (21) postaje
A=l 0 0
-1 A+l o} 0
. .. =0,
0.0 A :
o - 0 -1 A-1
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Iz toga se dobija X, 2:&; $1,618 i X5 -4z +0,618. Energija se
izradunava prema E = o -[3x, pri demu se’ X i P dobijaju eks-
perimentalno. Na taj nadin se dobi ja energetskl dijagram buta-
diena. ‘ . B

Delilac grafa sa sl. 4 dat je na sl. 5, a njegova jed-
nadina je A2 - A-1=o0.1Iz(21) se tada dobija i druga jed-
nadina A?‘+ A-1=0.

13.4. Matrice u kvantnoj mehanici

U kvantnoj mehanici kretanje, odnosno'stanje, mikroob-
jekta se opisuje kompleksnom talasnom funkcijom \P koja zavisi
od prostornih koordinata X,¥,2 i vremena t. Kao 3to je veé re-
¢eno u 12.4, kvadrat modula talasne funkcije daje zapreminsku
gustinu verovatnoée nalaZenja Sestice u datom -trenutku vremena.
Talasna funkcija se dobija kao reSenje Schrddingerove talasne
jednad&ine gy = EY, gde je fi Hamiltonov operator. Talasna je-
dnafina ima, po pravilu, beskonadno mnogo refenja Y-y,

(j = 1,2,...) a svakoj talasnoj funkeiji Wj odgovara jedna
‘vrednost energije E..

Na bazi poznatih reSenja q’l,‘fz,... Schr¥dingerove

jednaSine moguéno je formirati matricu H = \h “ gde je

hyy = g‘l’i H‘f’j av ,

pri demu se integracija vrSi po celom prostoru. Matrica H je
matrica energije mikroobjekta. Ona je u opStem sludaju besko-
nadna matrica (tj. matrica sa beskonadno mnogo vrsta i kolona)
i ona takodje opisuje kretanje poématranog mokroobjekta.

Postoji i matrilni prilaz kvaninoj mehanici koji je
1925, godine prvi primenio W. Helsenberg jos pre Schrddingerove
formulacije kvantne mehanike. Prema ovom pristupu u kvantnoj
mehanici vaZe jednaline kretanja koje se iz jednalina kretanja
klasidne fizike dobijaju'na taj na&in $to se umesto fizidkih
veliSina uzmu odgovarajuée matrice.

Pre nego $to navedemo jedan primer spomenudemo da za
beskonadne matrice vaZe formalno ista pravila rafunanja kao i
za konalne matrice. U striktnu formulaciju teorije beskonadnih
" matrica nedemo ulaziti u ovoj knjizi. Napomenimo samo da se
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rezultati teorije konadnih matrica moraju primenjivati -sa od-

redjenim oprezom. Na primer, prilikom mnoZenja beskonadnih ma-
‘trica mora se ispitivati konvergencija beskonadnog zbira'(tj.

reda) kojim je sada definisan svaki element matrice proizvoda.
U primenama se zahteva da su spomenuti-redovi konvergentni.

Primer 1. U klasidnoj fiziei jednadina kretanja linearnog har-
monijskog oscilatora glasi

. 2

: d"x 2
(1) : —?+00x=0',

dt

gde je W kruZna ulestanost oscilatora a x koordinata kojom se
‘odredjuje polozaj oscilatora u trenutku vremena t. Zbir'H ki~
netifke i potencijalne energije, tj. totalna energija oscila~
tora, dat je pomodu

2 2.2 2 2. 2
(2) H=P ,0Wx _mv  mWwix” .
2m 2 2 2

gde je p impuls, v brzina a m masa oscilatora. Svim velidinama
odgovaraju u kvantnoj mehanici matrice. Elemente tih matrica
oznadidemo istim slovima kao klasidne fizi&ke velidine sa do-
datkom indeksa koji oznadavaju mesto elementa u matrici.

Jednadinama (L) i (2) odgovarajd~u kvantnoj mehanici
sledeée relacije

alx, 2 "o
(3) (E;E)ij + W xi:j = .
(4) By =5 (D) + w2GH), ) .

Na osnovu ovih relacija i op&tih zakona kvantne meha-
nike odredjuju se elementi matrica koje predstavlijaju intere-
santne velidine.

Primer 2. Za matricu X koordinate x oscilatora iz primera 1 do-
bija se '

o Vi

Vi o V@

x‘_ .n_ V_é 0 “3-.. _LA
2m ) \1_3 .'O - VZmUJ ’
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gde je N Planckova konstanta. .
Digraf ¢t je sada beskonadan i on je prikazan na sl. 1

w v\ vi Va -

1 2 3 L3 ' n n

0 vz Vi Va

sl. 1

m(isz2

Na osnovu klasidne relacije e = za potencijai?
nu energiju e dobija se odgovarajuéa matridna relacija za ma-

tricu Ep potencijalne energije oscilatora

2
mnw” .2 Hw ,2
Ep = =p— X = 7 A -

Na osnovu puteva duZine 2 u digrafu Gt odredjujemo A2 koriste<~
¢i teoremu 1 iz 3.1. Na taj nadin se dobija

1 o V2

o 3 o V&
E_.H_w\li 0 5 o-\sz.
! Ve o 7 . -l

. .
.
.

13.5. Jedna primena matridénog rafuna u mehanicil)

Teorija matfica je na8la Siroku primenu u mehanici.
Prednost matriénog prikaza u odnosu na klasifan nadin su, kon-
ciznost i skradeni nadéin pisanja diferencijalnih i kona&nih
jednadina kretanja sistema materijalnih talaka. Cak i kasnija
analiza ovih jednadina i njihovo reSavanje postaje jednostav-
nije ako se koriste metodi matridnog raduna. Iz ¥irokog spek~
tra primene matri®nog raduna u teoriji oscilacija, analitiskoj
mehanici, automatici, teoriji elastiénosti i drugim oblastima
mehanike, ovde ée biti prikazano nekoliko ‘detalja iz teorije
oscilacija.

Analizom slobodnih nepriguéenih oscilacija gistema sa

1) Ovaj odeljak je napisao D.Miki¥ié.
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konaénim brojem stepeni slobode kretanja, mogu se u sludaju
_malih oscilacija odrediti kinetilka energija E_ i potencijalna
energija EP sistema pomoéu formula

s s ' .8 s
(1) 2B, = Z Z a..,q.4q 2E_ = €00
T G g it e T (G g Tadie
111 u matrisnom obliku
(2) 2 = (D)a{d} . 28, = (a)c{a} ,

gde su A = Hajkui konstantna matrica koeficijenata inercije
ajk; C = ”cjkllg konstantna matrica koeficijenata krutosti cjk’
dok je (q) matrica vrsta, a {q} matrica kolona sa koordinatama
aj (j = 1,2,+..,8), Pri Zemu su q; generalisane koordinate si-
stema sa s stepeni slobode kretanja. Tadka oznafava diferenci
ranje po vremenu t. g
Lagrangeove jednatine kretanja u ovom sluéafu su
3 &A2k.T»

S
- =0, Za.ﬁ#*c.q =0
34 dq; Ko KTk T Uik ’

a u matriénom obliku

(4) afg} +cfaiy =0 .

© Jednadina (4) se mo¥e napisati u "inverznom" obliku (5), ili u
"direktnom" obliku (6) veé prema kasnijim potrebama:

(5) otafg} + {a}.

0,

(6) £4} + a7lcqqy = 0 .
Partikularna reSenja jednaéine (4) tra¥e se u obliku =
L
{7) - {da}§ = {R} cos(wt - £ ) , (w0, & = konst.) ,

gde je {R} matrica (vektor) kolona sa elementima R, (i =1,2,
...yS), Pri Semu su R, proizvoljne konstante. Zamenom (7)) u
(4) dobija se sistem algebarskih jednacdina

8) C (wPh- o8} - 0.
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Da bi sistem (8) imao, osim trivijalnog (Rl =Ry = ...
= R, = 0), i netrivijalna reSenja, mora biti

(9) , det(W?A - ¢) =0 .

Jednadina (9) se u teoriji oscilacija zove frekventna
Jednadina. Njena reSenja su LU%,IUZ,...,lvi, pri demu su svi
koreni W7, realni i pozitivni, jer su matrice A i C realne,
simetritne i pozitivno definitne. Ako je broj stepeni slobode
s 73, reSavanje frekventne jednaine (9) mqée biti dosta slo-
%eno, pa se u tom. sludaju za formiranje frekventne jednadine
koriste inverzni oblik (5) ili direktni obli¥ (6) umesto (4).
Tako se, na pﬁimer, zamenom (7) u (6) dolazi sli%nom analizom
do jednostavnijeg oblika frekventne jednadine

(10) det(a”lc - to21) =0 .

Ovde se nepoznata uaz pojavlijuje samo po dijagonali determi-
nante,

Ako se uzme u obzir da su svi koreni frekventne jedna—
dine realni i pozitivni, onda se zakljuduje da je opravdana
pretpostavka (7). Velidine h)l< Wy< 2v. Wy, predstavljaju
kruZne frekvencije slobodnih neprigufenih oscilacija materijal-
nog sistema sa s stepeni slobode kretanja. Oscilacije koje od~
govaraju tim frekvencijama predstavljaju glavne oscilacije si=-
stema. NajniZa frekvencija Cdl naziva se osnovanom frekvencijom,

a prva glavna oscilacija sistema koja ima tu frekvenciju, na-
ziva se osnovnom oscilacijom, jer oscilacije sa najni%om frek-
vencijom u rezultujuéem kretanju imaju primaran znadaj.

ReSeavanje frekventne jednadine se ne vr$i samo radi o~
dredjivanja nekih fizickih karakteristika sistema (frekvencije
oscilovanja), nego i radi odredjivanja konadnih jednadina kre-
tanja qi(t), (i =1,2,...,8). ReSavanje frekventne jednadine
predstavlja prvi korak. u reSavanju diferencijalnih jednadina
kretanja (4). U sludaju da je s> 3, konciznost matridnog radu-
na naroéito dolazi do izra%aja. Svi detalji potrebni za konad-
no reSavanje sistema linearnih diferencijalnih jednadina obli-
ka (4) mogu se videti, na primer, u [80]. Ovde ée to biti izlo-
Zeno u skradenoj formi.

Odredimo sada matridnim putem glavne oblike oscilova-
nja, a zatim kretanje sistema qj(t), koje se moZe prikazati -
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superpozicijom njegovih glavnih oblika oscilovanja. U tom ci-

lju éemo sistem generalisanih koordinata q; (t) zameniti drugim
sistemom generalisanih koordinata £(t), tako da dlferenclaal-

ne jednadine kretanja (3) imaju oblik

(ll) Ej + kjE‘,j =0, (3 =1,2,00,8).

Svaka od jednaina (11) moZe se refiti nezavisno jedna od dru-
ge. Talko odabrage koordinate su glavne koordinate, a oblici
oscilovanja opisani tim koordinatama nazivaju se glavnim obli-
cima (ili glavnim formama) oscilovanja sistema.

;‘Ako se podje od jednadine (6), pri demu se uvodi ozna-

“lc =8 (dinamidka matrica sistema), dobija se

ka A

(12) {d} + B{a} =

Potrebno je odrediti koordinate ti tako da su zadovo-

ljene diferencijalne jednadine (11), &iji je matriéni oblik

an 8} + 248} -

gde je K = diag(kl,kz,...,ks), (ki k., 1 #3).
Ako koordinate qj i Ej opisuju kretanje jednog istog
sistema, onda izmedju njih postoji homogena linearna veza

(14) - {qa} - M{E} gl

Zamenom (14) u (12) dobija se:

(15) M{E} + BM{E}
(16) {E} + M‘lnm{g} =0

Sada se uporedjivanjem (16) sa (13) dobija da je K = ¥~1EM,
MoZe se pokazati da ovakva transformacija matrice B u dijago-
nalnu matricu K postoji, a matrica M se u mehanici zove modal-

]
[=]
-

na matrica za matricu B.’

ReSenja diferencijalnih jednadina (11) se tra¥%e u ob-
liku .

an) & = cj cos{wyt - o), (cg, K = const.).
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Sa novim oznakama c.cos of. = dJ, 0351!10( = e, 3 {D coswt} i
{p sinwily vektori %kolone) sa elementima 4. cos k%t odnosno

3
e.sinw.t, veza (14) dobija oblik

ShE -
(18), {a} = u{p coswt} + M{E sinwt} .

Zamenom podetnih uslova{q(o)} i {('1(0)} u izraz (18) i njegov
izvod po vremenu, odredjujemo konstante integracije:

(19) {o} = wL{q(0)}

(20) {2} = w1{q(0)}

Kao primer razmotridemo oscilovanje torzionog sistema prikaza-
nog na sl. 1. Ovde je potrebno odrediti op&te integrale dife-
rencijalnih jednaéiha kretanja, u sluaju da su momenti iner-
cija diskova Jl = J2 = J3 =J, avkoeficijenti krutosti vratila

llay,ap, .. nma lif,

H&Jlel, w2e2’ ...,zg)seS”T.

cl = 02 = c3 = C.

3y J3

8l. 1

Sistem ima s=3 stepena slobode kretanja. Generalisane
koordinate su Q; = Oi uglovi diskova u odnosu na stabilan rave
noteZni poloZaj, kada su ove koordinate jednake nuli. Kinetid-
ka energija: E, u ovom sludaju je

22
B =3 (3,87 + 5,80 4 J3A§) ’
a potencijalha energija Ep je odredjena formulom
- - 2
By = %- (clef + c,(8, - 91)2 “+ 03(93 - 62) )

Uporedjivanjem sa izrazima (1) i (2) dolazi se do za-
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kljudka da je matrica koeficijenata inercije

g 0 0
A=jlo g, off=g-1,,
0o o0 J .

. ) 3 .
a matrica koeficijenata krutosti )

¢yt+cy ) 0 2 =1 [0}
C = . -c, co+Cz =Call = ¢ -1 2 -1f| .
[ -C3 3 0 =1 1
U ovom sludaju je dinamitka matrica B = A" ¢ = J71C, tako da
frekventna jednadina (10) postaje (za h = cJ—l, Z = wz)

23 - snz® + 60z - 12 = 0, 3z, = 0,198, z, = 1,555h, 35 = 3,247h.

Sada je potrebno odrediti modalnu matricu M iz (16),
koju &ine modalne kolone {Mjs . Modalne kolone se odredjuju
zamenom odgovarajuéih vrednosti z u jednalinu (B ~ zI){r\} =0
Tako se zamenom %, = 0,198h dobija )

2h-z; -h 0 [vlll
-h 2h‘-zl -h ] M?1 -0,
0 -h h-zfl- 1§ f"ﬁ o

iz Gega sleduje Myj = 1, My =1,802, Mg = 2,25. Slitno se
za z = 2, dobija da je My, = 1, My, = 0,445, M5, = 0,802,
azaz =2z dobija da je rA13 =1, r423 = =1,247, ['\33 = 0,555,
gime je odredjena modalna matrica.

Op&ti integrali diferencijalnih jednafina kretanja su

6, = clcos(wlt -o(l) + czcos(wzt ‘—0(2) +«c3icos(l-03t -.0(3),
8, = ¢y ,ﬂZlcoa(wlt -Al) + ey }ﬂzzco_s(k)zt -}a<2) +
+cg ,Vlzjcos( w3t - ¢3),

¢ J‘dBlcos( Wit -oCl) + czpazcos(wzt -45) +

N
"

+ CBNZZCOS(QBt - 0(3),

gde je wﬂ =V_z—j (j = 1,2,3).



ZAVRSNT KOMENTAR B .

Glavna ideja ove knjige se sastoji u tome da ge teori-
ja matrica (ili bar jedan njen veliki deo) fundira i razvija
pomodu razlicitih digrafova koji se pridrufuju matricama. Za

" proizvoljnu matricu A definife se hjen Kénigov digraf G{(a)
(videti poglavlje 2). Ako Je A kvadratna matrica, njoj se mogu
pridrusiti jos i digrafovi ¢t (peglav13e 3) i &y (poglavije 4).
Pored ovih digrafova koriste se i neki drugi digrafovi ili grar
fovi (videti poglavlja 6, 10, 11). .

. U zavisnosti od problema koji se tretira uzima se ovaj
ili onaj digraf u razmatranje. Ponekad je u istom problemu ko-
risno posmatrati razliite pridruZene grafove. U izvesnim slu-
gajevima je potrebno u pogodnom momentu preédi sa jednog digra-
fa na drugi (na primer, prilikom svodjenja matrice na Jordanov

" kanonidki oblik ili u odeljku 9. 3)

Na osnovu ovoga naslov knjige je mogao da bude "Gra-
fovska teorija matrica'. Izabran je ipak neSto opStiji naslov
"Kombinatorna teorija matrica' jer. je teorija grafova deo kou-
binatorike a kombinatornih sadrZaja ima mnogo i u standardnim
pristupima teoriji matrica. Takvi kombinatorni sadrZaji su i
ovde zadrZani. .

Osnovu sprovedenog kombinatornog pristupa teoriji mat-
rica Gine sledede teoreme i definicije: teorema 1 iz 2.2, koja
~ daje grafovsku interpretaciju proizvoda matrica; primer 4 iz
2.2, koji opisuje dejstvo mnoZenja sa permutacionim matricama;’
teorema 1 iz 3.1, koja dovodi u veszu stepene matrica i puteve -
u pridrufenom digrafu; grafovske definicije determinante iz
4.1 i 4.6; grafovska interpretvacija kofaktora iz 5.% i defini-
cije nerazlofivogti i primi%ivnosti nenegativnih matrica iz
poglavlja 9. Potrebno je primetiti da se grafovi u teoriji ma-
trica ne pojavljuju u vezi sa nekim specijalnim ili nevaZnim .
pitanjima, nego da se saista centralni pojmovi i problemi mogu
pogodno formulisati na bazi teorije grafova.
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Ha pisanje ove knjige autora su navele sledede Jetiri
grupe radova iz oblasti elektrotehnike, matematike i hemije:

A 1° ElektroinZenjeri su razvili niz grafovskih metoda
za reSavanje sistema linearnih algebarskih jednééina koji se
pojavlijuju u teoriji elektridnih kola, u teoriji povratne
sprege i dr.  Ovi metodi koriste grafove protoka (C.L.Coates
131, (28], (101), grafove protoka signala (S.J.Mason [67}, (68],
{93]) i Chanove grafove (S.P.Chan - H.N.Mai [11],(9]) i opisa-
ni su redom u odeljcima 6.2 - 6.4. Karakteristidno je da pome-
nuti grafovi (a narodito Masonovi grafovi protoka signala)
pruzaju bolju sliku o fizi&kom sistemu koji se 6pisuje nego
§to to &ini odgovarajuéi sistem jednalina. Stoga su oni uvede~
ni i koriséeni intuitivno, pri &emu je opravdanost tih posiu-
paka Sesto bivala tek naknadno strogo teorijski dokazivana.
Terminologija koriSdena u ovoj knjizi oslanja.se na terminolo-
giju upotrebljavanu u elektrotehniékoj literaturi.

2%u matematidkoj- literaturi postoji veliki broj rado-
va u kojima su rezultati iz teorije matrica dobijani ili doka-
" zivani sredstvima teorije grafova. Osnivald moderne teorije
grafova, madjarski matematidar D.Kﬁnig je prvi koji je koris-
tio grafovske metode u teoriji matrica [59],[60]. Dodude, i
pre Kéniga bilo je izvesnih nasluédivanja u ovom praveu (videti
[76] , fusnota na str. 260, gde sé spominje Cauchyevo pravilo
za odredjivanje znaka sabirka u razvoju determinante). Videti
takodje i novije radove koji pripadaju ovoj grupi ([29], [16],
[51],[32) , sto predstavlja samo nekoliko primera). Interesant-
no je da su u literaturi objavljeni uglavnom originalni i do-
voljno netrivijalni rezultati dobijeni pomocéu teorije grafova
a da se tek u novije vreme pojavilo nekoliko &lanaka u kojima
se i elementarnija ali fundamentalna pitanja interpretiraju na
ovaj na&in ([21], [37], [36],[62)).
30 U teoriji spektara grafova (videti odeljke 7.4, 8.3,
10.2; (18], [19], (82), [25], [26] ), kao i u njenim primenama u he-
miji i uw drugim disciplinama (12.4, 11.5, 13.1; [2],[35]) ko~
riste se rezultati teorije matrica za proudavanje grafova. Ia-
ko se ovde radi o upravo obrnutom postupku od onog w ovoj knji-~
zi, veliki broj rezultata je doprineo da se uvidi, kako se i o-
‘brnuto, grafovi mogu koristiti u teoriji matrica.
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4% Problemi elektrotehnike i tehnike uop&te doveli su
do potrebe refavanja sistema linearnih jednadina &ija je mat-
rica slabo popunjena a elementi su joj dati numerickl. Spe01-
jalni metodi tretiranja ovakvih matrica Xkoriste u znatnoj meri
sredstva teorije grafova [85], [86],[89]. Neke od ovih tehnika
su ukratko opisane u poglaviju. 9.

Sinteza ideja iz navedene detiri grupe radova dovela
Jje do ove knjige.

U prvom trenutku ditaocu moZe da izgleda &udno da se
"jada" teorija (navodno, teorija determinanata i matrica) fun-
dira i interpretira pomoéu "slabije" teorije (teorije grafova).
Tadno je da je teorija matrica stara i dobro razradjena disci-
plina. Teorija grafova je mladja (kao posebna matematifka dis-
ciplina) ali je u poslednjih dvadesetak godina tako intenzivno
proudavana i primenjivana da se viSe ne moZe o njoj govoriti
kao o nerazradjenoj disciplini. Mnogi stari i teski problemi
teorije grafova su danas redeni ($irim krugovima najpoznatiji
takav problem je problem Setiri boje,kdji je reZen 1976. godi-
ne) a u toku je proces sredjivanja mnogobrojnih novih.rezulta-
ta i njihove -prezeptacije u vidu monografija Sirim krugovima
éitalaca. S druge strane, deo teorije grafova koji se koristi
u teoriji matrica je najelementarniji deo teorije grafova a to
znadi i najbolje razradjen. "Najte%a" teorema teorije grafova
koja se koristi u ovoj knjizi je teorema 1 iz 4.8. "Rezultati®
teorijergrafova koji se koriste uglavnom su lako uodljive &i-
njenice u stilu: "ako sve grane digrafa promene orijeﬁtaciju
onda grane koje su obrazovale faktor, opet obrazuju jedan fak-
tor". Takve "teoreme" nisu dokagivane nego su kao odigledne
~ 8injenice navodjene na mestima na kojima su bile potrebne. U-
ostalom graf se moZ%e shvatiti kao sﬁup snabdeven binarnom re-
lacijom (&to znadi da teorija grafova ukljuéﬁje teoriju binar-
‘nih relacija - ili obrnuto), a binarna relacija je univerzalan
pojam i, naravno, moZe da posluZi za definiciju specijalhijih
pojmova u svim granama matematike.

Ovu diskusiju éemo dopuniti citiranjem interesantnih
mesta iz nekoliko &lanaka poznatih matematidara.

U svom poslednjem radu [33] véliki matematiar G.F.
Frobenius kaZe na kraju:
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'"Teorlaa grafova, pomocu &oae je 2. Konlg izveo gornju
‘*teoremu ), je pc nom mifljenju nedovolgno prikladno pomodéno
- sredstvo za razvijanje teofije determinanata. U ovom sludaju
‘ona vodi do jedne sasvim‘specijalne teoreme kojé je male vred=-
nostl. Ono &to je vredno u ngenoa sadrzini iszrafenoc je u teo-
remi II"

’ U ‘svojoj kn3121 o grafovima [60] (koja predstavlaa pr=-
vu takvu knjigu a trenutak njenog objavlijivanja se danas ugina
za trenutak formiranja teorije grafova kao samostalne matema-
tidke discipline) D.K8nig ocdgovara na ovu kritiku:

"Sasvim je prirodno da pisac knjige o grafovima nede
potpisati ovakvo miSljenje. Razlozi koji se za i proiiv vred=
nosti ili bezvrednosti jedne. teoreme ili jednog metoda mogu |
navesti, imaju uvek, ménﬁe ili vise, subjektivan karakter;‘ta-
ko da bi od malog naulnog interesa bilo kada bi mi ovde vpoku-
Savali da opovrgnemo Frobeniusovu tadku gledanja. Ali ako Fro-
benius Zeli da svoju o¥tru kriiiku o primenljivosti grafova u
teoriji determinanata potkrepl time 3to se njegova zaista
ujragocena teorema E ne mole dokagati pomoéu teorije grafova,
tada se njegove tvrdjenje, kao ¥bto smo videli, ne mo¥e odriar
ti. Dokaz pomoéu teorije grafova, koji smo dali za teoremu B,
izgleda nam jednostavniji i o@igleédniji, koji na prirodan na=-
¢in odgovara kombinatornom karakteru teoreme i koji vodi do
interesanine generalizacije (teorems C)"

Nedavno se ameridki matematlcar H. Schnelder [84] na .
sledeéi nadin osvrnuc na Frobenlusovo migljenje: .

"Ova krajnje kritidka primedba je, izgleda, bez prese=
dana u Frobeniusovim sabranim delima. Ona govori o korisnosti
teorije grafova uopsSte i posebno Ktnigove teoreme‘.. Danas po~
stoji veliki broj primena grafova na matrice tako da danas ne
noze biti sumnje . o korisnosti. metoda teorije grafova u tearigl
matrica... Ironifno je da poslednje pudblikeovane.redi Jjednog o0d
najvééih matematifara koji su Ziveli u ovom veku nisu izdr¥ale
_sud vremena... Ja imam slededu hipotezu... Poslednji rad Frof
beniusa je pripremljen na osnovu Frobeniusovih belefaka ali
Frobenius nije napisao poslednju versziju.

-

v ovoj knjizi to je teorema 2 iz 4.8.
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Pri ovome H.Schneider izraZava mi¥ljenje da je neko od

Frobeniuscovih saradnika dopisao poslednji kritidki pasus.
' Kombinatorni prisgtup tebriji matrica, prihvaden u ovoj

knjiii, kao ¥to je veé redeno, ne “smeta" postojedoj teoriji
matrica. Ona se i na ovaj nalin moZe dobro-izlo¥iti. Pri ovak-
vom pristupu se neki rezultati lak¥e dokazuju (na primer, aso-
cijativnost matri¥nog mno¥enja, osobine determinanate, svo&je1
nje na Jordanov kanonidki oblik, dokazivanje jedinstvenosti
normalne forme razlofive matrice i, narolito, dokazivanje ko-
‘reknogti grafovskih postupaka za reSavanje sistema linearnih.
algebarskih jednadina). Cinjenica da se grane sa prénosom 0
mogu. da odstrane iz grafova, pridrufenih mairicama, omoguéava
tretiranje slabo popunjenih matrica (sa opstim elementima -
poglavije 6, sa numeridkim elementima - poglavlije 9). Graf
pridru¥en slabo popunjencj matrici moZe se Eesto odrediti iz
kohfiguracije«fiadékog gistema koji se opisuje matricom Ito je
znafajno u primenama. Efikasnost grafovskih metoda kod -slabo
popunjenih matrica mo¥e da navede na pogreSan zakljudak da su
grafovski metodi primenljivi sam¢ na.slabo popunjene mairice.
‘Ta efikasnost je samo jedna dodatna dobra strana ovog pristupa.
Grafovski metodi su primenljivi na sve matrice a od problema.
kojii se tretira i oblika matrice zavisi da 1i demo prednost
dati grafOVBkim ili nekim drugimvmetodima. Uostalom postoje
problemi u teoriji matrica gde se (bar za sada) ne vidi kakve
bi prednosti dala grafovska interpretacija. Takvi problemi su
u. ovo}j knjiai opisani na standardan nadin (na primei, odeljci
o rangu matrice i dr.).

Naveddemo sada neke podatke o literaturi.

Digraf G(A) matrice A je nazvan Kénigov jer je D.Kdnig
korigtio wu svojim radov;ma odgovarajuéi bihromatski graf (vi-
deti [60]). Definicija determinante 1z 4.6 nazvana je Kénig =
Chanova jer je D.Kdnig povezivao &lanove u razvoju determinan-
te sa separacijama digrafa G(A) a $.P.Chan je ( sa saradnikom
H.N.Mai)dao ideju za pravilb o odredjivanju znaka posmairanog
&lana [11], iako pravilo, predloZeno u tom radu, nije korekt-
no. Nijedan od ovih autora ne’spominje moguénost da se ovakva
grafovska interpretacija uzme za definiciju determinante. Pra-
vilo o odredjivanju znaka &lanova determinante je dato u [1]
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ali na neformalan nadin.

Digraf G, je nazvan Coatesov digraf a formula (1) iz
4,1 za determinantu se moZe nazvati Coatesova formula jer ih
je 1 uveo C.L.Coates u [13], mada je tefko utvrditi ko je prvi
doSao na ideju o ovakvom tipu grafovske interpretacije deter-
minante (videti o ovom diskusiju u [26], poglavlje 1). F.Hara-
ry je u [49], citirajuéi Coatesa, predloZio da se njegova for-
mula u nedto izmenjenom cobliku {videti zadatak 11 iz 4.9) uzme
za definiciju determinante. Zbog toga bi se definicija deter-
minante iz 4.1 mogla nagvati Harary - Coatesova definicija. No
izgleda da je sugestija F.Hararyja iz [49] bila zaboravljena
pa je autor ove knjige nezavisnc doSao kasnije na istu ideju i
polazedi od nje skicirao elemeniarnu teoriju determinanats
[21] . Ne3to kasnije, i opet nezavisno, slidna gstvar je objav-
ljena w [37].

U spisku literature navedeni su uglavnom knjige i ra-
dovi koji su relevantni za grafovski pristup teoriji matrica.
0d opste literature autor se posebno koristio knjigama {72],
{97], [66], ali je konsultovao i mnoge druge knjige o matricama
od kojih je svega nekoliko u$lo u spisak literature. Ukljugeno
Je i nekoliko knjiga u kojima se teorija matrica primenjuje.

Autor knjige je viSe puta isprobao u universziteisko]
nastavli predlofeni grafovski pristup teoriji deteruminanata.
Autor smatra da Jje ovakav pristup narolito pogodan u nastavi
matematike na elektrotehnidkim fakultetima jer se tamo u nas-~
tavi struénih predmeta koriste grafovi protoka i grafovi pro-
toka signala.
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DODATAK

PREGLED JOS NEKIH POJMOVA I REZULTATA TEORIJE MATRICA

1. Nenegativne matrice

Za nenegativne matrice vaZi slededa teorema (videti,
na primer, [97], str. 365):

Teorema 1. Nenegativna matrica ima nenegativnu sopstvenu vred-
nost r, takvu da moduli svih drugih sopstvenih vrednosti nisu
veéi od r. To] "maksimalnoj" sopstvenoj vrednosti odgovara
sopstveni vektor sa nenegativnim koordinatama.

U daljem tekstu demo vektor sa pozitivnim, odnosno ne-
negativnin, koordinatama zvati pozitivan, odnosno nenegativan
vektor.

Nave3céemo sada jo§ neke teoreme iz teorije nenegative
nih matrica koje, izmedju ostalog, otktivaju razne spektralne
osobine grafova.-

Teorema 2 {(videti, na primer, [97], str. 367). "Maksimalna®
sopstvena vrednost r° proizvoljne glavne submatrice reda < n
nenegativne matrice A reda n nije veda od "maksimalne" sopst-
vene vrednosti r matrice A. Ako je A nerazloZiva matrica, uvek
je "< 1., Ako je A razloZiva matrica, onda bar za jednu glav-
nu submatricu vaki r’ = r.

Teorema 3 (videti, na primer, [97], str. 372). Pri uvedanju
bilo kojeg elementa nenegativne matrice A "maksimalna" sopst-
vena vrednost matrice ne opada. Ona strogo raste ako je A ne-
razloZiva matrica.

Teoreme 2 i 3 utvrdjuju da kod jako povezanih grafova
svaki podgraf ili delimiéni graf (pa, prema tome, i svaki deli-
midni podgraf) ima indeks koji nije veéi od indeksa grafa.

Teorema 4 (videti, na primer, [26]). Neka je A realna simetri-
¢na matrica, r i q najveda i najmanja njena sopstvena vrednost
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a x sopstiveni vektor za r. Za glavnu submatricu B matrice A
neka je-q’ najmanja sopstvena vrednost sa sopstvenim vektoron
y. Tada je q¢” > q. Ako je q'=-q, vektor y je ortogbnalan na
projekeiju vektora x na potprostof koji. odgovara submatrici B.

Teorema 5 (videti, na primer, [97], str. 377). Ako je “maksi~-
malna® sopstvena vrednost r nenegativne matrice A jednostruka
i njoj odgovaraju pozitivni sopstveni vektori u matrieci A i
transponovanoj matrici AT, matrica A je nerazloZiva.

Teorema 6 (videti, na primer, [97], str. 376).f“Maksima1noj"
sopstvenoj vrednosti r nenegativne matrice A odgovara pozitiv-—
ni sopstveni vektor u matrici A i AT ako i samo ako se matrica
A mo¥e permutacijom vrsta i istom permutacijom kolona predsta-
viti u kvazidijagonalnom obliku A = diag(Al,AZ,...,As), gde su
Al’AZ""’As nerazloZive matrice od kojih svaka ima broj r za
svoju "maksimalnu" sopstvenu vrednost.

Teorema 7 (videti, na primer, [26]). Neka je A -[’alJ”1 realna
31metrlcna matrica sa sopstvenim vrednostima 7\1 D3eeny

(ny 2 h <+ 7 A ). Za zadatu particiju {1, 2,00e,n} = lU
A, U...UA . gde je \A | = n;7 0, posmatrajmo odgovarajude
razblaanae na blokove matrice A = “AlJ”l’ gde je A.. blok tlpa
n; X nye Neka je e; i3 = sum Ay i i neka je B -Ile /niﬂ1 (e

Je srednja vrednost zbira elemenata u vrsti matrlce Aig)‘ Neka

su My, Moreees My ([“1 7 My % ...)rﬁm) sopstvene vrednosti mat-
rice B. Tada vaZe nejednakosti

, hn_m+iéf‘45_\ i (i = 1,2,...m).

Ako se pretpostavi da je u svakom bloku Aij zbir ele-~
nenata u vrsti jednak za svaku vrstu, iskaz gornje teoreme mo-
%e se uliniti preciznijim. Neka je B =“bij”m'

Teorema 8 (videti, na primer, [26]). Neka je matrica A razbije-
na na blokove kao u teoremi 7. Neka je zbir elemenata u svakoj

vrsti bloka Ai' jednak bi" Tada je spektar matrice B sadrZan

u spektru matrice A (imajuéi u vidu i viSestrukosti sopstvenih
~vrednosti), tj. karakteristiéni polinom matrice A deljiv Je sa
karakteristinim pollnomom matrice B.
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2, Norma matrice i lokaligzacija sonstvenih vrednosti

1)

Normom™’/ matrice A naziva se realni bro; llAll koji za-

dovoljava sledeée osobine: )
1° 4l 305 Al = 0€> 4 = O; ,
20__ llaall = ta]|aAY (a realan ili kompleksan bro3).

U specijalnom sludaju.je ||-all = lAll.
3% Jlo + BU< YAl + 11B). (nejednakost trougla);
4° ||ABN € Nal 4Bl

pri demu su A i B matrice koje se mogu.pomnoZiti.

Iz ove osobine izlazi da za kvadratne matrice vaZi ne-
jednakost

N <lal®.

Ako norma matrice zadovoljava sledeée dopunske uslove,
naziva se kanonidkom normom: ‘

5% Neka - je Al matrica &iji su element:. moduli eleme-
nata matrice A. Tada je

laggl<liall.

6° Iz nejednakosti |A| & )B| sleduje Al &UBH, gde se
usvaja da je |Al & 1Bl ako je |aiJ|L 1o; 41 - .

Za matrice se uvode sledede tri osmovne kanoni&ke nor-
me:

a) m-norma: 'llAH = max Z EN

lJ
J=1

tj. haksimalni zbir modula elemenata neke vrste matrice A

b) €-norma: “-‘-"5 = mj.x Z \alJ[ ,
tj. maksimalni zbir modula elemenata neke.kolone matrice iA.’

. . . 1/2
¢) k~norma: ﬂAHk’ =-( 123\8‘13\ 2 )

Primer. Za matricu A = l]s' ﬂl:imamo [[A”m =T, llall, =6, lall, -

1) Prvi deo ovog odeljka je preuzet iz [90] .
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, v'gzs

Pored ovih normi uvodi se penorma pomodu
y i/p
= P
”A”P '(éjiai,jl >

Teorema 1 (I. Schur; videti, na primer, [72], str. 362). Neka
su hl’ Ayyeesy A sopstvene vrednosti kompleksne matrice A =
= uaijnf. Tada je

n n

2 N2 2 112 = (),

i= i,j=1

(P?GX'

pri Semu gnak jednakosti va¥i ako i samo ako je A normalna ma

]

trica.

Teorema 2 (S.A.GerSgorin; videti, ma primer, [72], str. 364).
Sopstvene vrednosti kompleksne matrice A = “aijn§ nalaze se u

unigi krugova |z - a, {Qig_(i = 1,2,...4n), gde je Ry =

ij
= gé;lgij = 244 .

Ako je iaii1> Ri zga i1 = l,2,.z.,n, riijedan od krugova
ne obuhvata koordinatni podetak pa je matrica A regularna. Ova
posledica GorSgorinove teoreme naziva se Hadamardova teorema.

Iz teoreme 2 mo%e se izvesti i Perronova teorema, na
osnovu koje za sopstvene vrednosti Ai kvadratne kompleksne
matrice A vaZi nejednakost -

[ X3l < min{0allslalig} .

3. Gramova matrica

Matiriea
(xl’xl) (Xl’XZ) e (xlsxn)
(x2’xl) (XZ’XZ) ) (32s1n>
(xgoxy)  (xppxp) (x,9%,)
Vpri Eemu (xi,xj) oznadava skalarni proizvod me~dimenzionalnih .
realnih vektora x; i xj, naziva se Gramova matrica vektora
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X sXpseeasXy e AkO Jje X matrécé éije‘. su kolone vektori x,,x,,
....,Scn, vaZi relaecija G = X"X. Primenom Binet-Cauchyjeve for-
mule debija se det G = 0 za nrm i det G = (det )% zam = n.
Gramova matrica vektora je singularna ako i samo ako su ti
vektori linearno zavigni. Gramova matrica je simetridna i po-
zitivno semidefinitna. Svaka simetri®na pozitivno gemidefinit-
na matrita je Gramova matrica nekih vektora. Analogni rezulta-
ti vaZe za kompleksne vektore. )
Ako je N najmanja sopstvena vrednost matrice sused-
stva A neorijentisanog grafa G, matriéa‘-%\ (A= RT) je sime-
tridna, pozitivno semidefinitna i ima jedinice na glavnoj di-
jagonali te postoje jedinilni vektori XysXoseeesX, 28 koje je
to Gramova matrica. Vektori XyaXgsewerXy odrgdjuju graf G. O-
ni predstavljaju, redom, &vorove 1,2,...,n grafa. Ako su &vo-
rovi i i j nesusedni vektori x; 1 x; su medjusobno ortogonalni.
Ako su 1 i j susedni vektori X5 i xj zaklapa;ju ugao arccos __-]i.

4. Invarijantni faktori i elementarni delioci

Polinomna matrica ili A-matrica je matrica &iji su e-
1ementi_'polinomi po promenljivoj A . Minori reda r polinomne
matrice A takodje su polinomi po A . Neka Jje D.(A,a) =D, (A)
najveéi zajednidki delilac avih minora reda r matrice A, pri
Semu je najstariji koeficijent polinoma Dr(h) jednak 1. '

Dve A -matrice su gkvivalentne ako se jedna iz druge
mo¥e dobiti pomodu konaénog broja sledeéih elementarnih trans-
formacija: )

1° MnoZenje vrste ili kolone brojem razliditim od O.

2% Zamena dve vrste ili kolone. : )

3° Dodavanje jedne vrsite (ili kolone) pomno%ene nekim
polinomom po A, nekoj drugoj vrsti (odnosno) koloni.

Ekvivalentnost matrica je relacija ekvivalencije.

Svaka A -matrica je ekvivalentna jednoj matrici oblika

(1) diag(iy(A),15(A), .- 401,(0),0,0{...,0),

gde su ik(JL) (k = 1,2,,..,r) polinomi po A sa najstarijim ko-
eficijentom jednakim 1, i gde Je ik+1(i\.)' deljiv sa ik(;\) ze
k = 1,2,44.,r=-1. Matrica oblika (1) naziva se Smithov kanoni¥-

(.
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ni oblik.
Smithov kanonidni oblik je jedinstven za zadatu matri-
cu A i vaZe relacije

D, (n,4) i

(k=2,3,...,r),
'Dk_l(h)A) )

gde je r fang matrice A. Polinonmi ik(a) (k = 1,2,40e,T) nagi-
vaju se invarijantni faktori A-matrice A. Dve A-matrice su
ekvivalentne ako i samo ako imaju iste invarijantne faktore.
Koreni delioci (A ~ ho)* sa najveéim moguénim ekspo-
nentom &£ invarijantnih-‘faktora nazivaju se elementarni delio-

ll(l) = Dl(h,A), ik(h) =

ci A-matrice A.

VAko'je A kvadratna matrica &iji su elementi. brojevi,
pod invarijantnim faktorima i elementarnim deliocima matrice A
podrazumevaju se invarijantni faktori i elementarni delioci
A-matrice AI-A. Matrice A i B su sliSne ako i samo ako su
A -matrice AI-A i AI-B ekvivalentne. Uz pomoé elementarnih
delilaca matrice A moZfe se odrediti njen Jordanov kanoniki o-
blik. Minimalni polinom kvadratne matrice reda n jednak je n- '
-tom invarijantnom faktoru matrice AI-A.

Problematika skicirana u ovom odeljku opSirnije je ob-
radjena, na primer, u knjizi [72].

5. Matridne i grafovské/Sednaéine

Ao su £(X;,Xp,...,X,) 1 8(X),X,y.00,X,) matridne funk-
cije matrica xl,xz,...,xn, relacija

(l) f(XI!XZ’O'-vxn) = g(xle2’~~-,xn)

naziva se matriéna jednadina. ReSiti jednadinu (1) znadi odre-
diti sve n-torke (Xl’XZ""’xh) matrica koje identidki zadovo-
ljavaju (1). Znak jednakosti u (1) oznalava jednakost matrica.

Posmatrademo iskljudivo matridne- jednadine sa jednom
nepoznatom, tj. jednadine oblika

(2) £(x) = g(x) ,

gde je X nepoznata matrica. U literaturi su opisana svojstva i
* naéin reSavanja, na primer, sledeéih matriénih jedna¥ina, koje
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predstavljaju épecijalne sluéajeve jednaéine-(z) (ﬁideti [97])
‘ ‘ AX = XB, AX = XA, AX - XB = C

Cx® oA, P(X) =0, eX=B,

igde Eu 4,B,C zadate kvadratneé matrice rédéAn, X nepoznata mat-

rica (istog reda) i P(X) matri®ni polinom po matriei X.
Téorija matriénih jednaina ne moZe ovde biti izloZena
Naveddemo samo jednu specijalnu jednadinu i refiti je. grafov-
skim metodima. ’ :
Posmatrajmo jednadinu X° = A, gdé je.

01 of "
A=1J0 0 1
0 0 ¢

i gde je X nepoznata realna matrica.

Digraf GA je prikazan na si. 1'a na istoj slici je
prikazan pekulaj rekonstrukeije digrafa ¢X. Na osnovu teoreme
!1"‘ 3,1 moZe se redom zakljuliti sledeée. Poétg-je~A3 = 0, %6
je 6 = 0, tj. X je nilpotentna matrica. Za karakteristilni '
Polihom A+ al_R? + azh. + ag mat?ice X vaZi a; = a, Z 53,;
= 0. Stoga je tr X = x +y + 2 = ~ay = 0. PoSto je tr X =
= tr A =’O, zbir prenosa zatvorenih puteva duZine 2 u Gx jed-"
nak je 0. &ko je PN yz + 22 # 0; morao bi zbir 2{ru + sv +
+ tw) prenosa zatvorenih puteva du¥ine 2 koji ne sadrie petlje
biti razlidit od nule $to prema formuli (10) iz 7.1 implicira
a, # 0. Iz ovog sleduje X =y = z = 0, te 2 nema petlji.

Sada vidimo da u Gx sigurno postoje grane sa prenosima
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u, v, w takve da je uv = 1 i wa = 1. No tada postoji put duZi-
ne ¢ izmedju Svorova 3 i 1 sa prenosom vw £ O,%to je u kontra-
dikéiji sa ¢injenicom da GA ne sadrzi granu izﬁeﬂju &vorova 3
1 1. Dakle, jednadina X° = A nema re¥enja u skupu realnih mat-
ricas ‘ : - -

Neka je GX = 6. Uvedimo grafovske funkcije F(G) 1
‘-%(G) pomodu

T (o) = efX), €(e) = g8,

" Pada se iz (2) dobija gra.i‘ovska jednadina ’

(3) : Fle) = 4,

koju treba reSiti po G, Pri oveme jednakost g:caféva‘ treba shva-

titi kao jednakost grafova sa oznadenim ¥vorovima (i granama).
Interesantan slufaj nastaje kod matriSne jednadine

f(X) = G, gde je C fiksirana matrica za %oju va%i relacija

P GP C za svaku permutacionu matricu P. Kod ovakve jednadine

egzigtencija refenja X = R povliadi egzistenciju redepja X =

= P"lre jer je .

£(p~1rp) = P le(r)P-= 27lcp = C.

U odgovarajuéoj grafovskoj jednadini B(¢) = 6C znak

Jednakosti moZemo interpretirati kao izomorfizam grafova sa
oznatenim granama. Ovakve ;jednaé‘ine mo¥emo shvatiti kao grafov-

- ske jednadine u pravom smiglu re¥i a odgovara;uce matridne je-

dnadine redavati grafovekim metodima.

Slidan sludaj nastaje kada jednadina (2) ima osabin’u
da je .

£7(P71zp) = P le()p, g(P"lxp) = P lg(x)P .

Tada u grafovskoj jednadini (3) opet moZfemo jednakost shvatiti
kao izomorfizam. Primeri 91 10 iz 2.5 odnose se na ovaj slu~-
Saj.

O grafovskim jednadinama, uopéte, videti &lanak: D.
Cvetkovié, S5.5imié, A bibliorsraphy of graph equatloms, J. Graphb
Theory 3(1979), 3li-324.

6. Razno

1. Ako su matrice A i B tipa mxn i nxp, respestivno,
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vaZi dvostruka nejednakost. ) . i
" rang A + rang B - n & rang(AB) £ min(rang &,rang B).
Ovo je sylvesterova teorema (videti, na primer, [66], str.28).
2, Ako su elementi determinante funkcije jedne promen-
1jive, tada za izvod determinante po toj promenljivoj vaZi
slededa formula

P Fi * s »
fi1 f12 +ee fip fi1 fip eer fip
Ty fop oy £ fpo o Ty,

. = . : . +

~fnl fn2 'fnn fnl fnz ’ fnn

fin faz eee fig RS FIRLENES Y
|2 fa2 Ton a1 Ty fon

. +eost . »

i‘nl fn2 fnn rﬁl f£2~ fnn

3. Ako su elementi matrice A ='“aijnm o funkeije pro-
E4
menljive t tada se izvod F% matrice A defini¥e pomodu

%% =“é% aij“m,n;'

Na sglifan nalin definiSe se i integral matrice A.
Sistem linearnih diferencijalnih jednadina prvog reda
dx

1 .
TE = 341%) ¢ 90Xy + oeee # 8yn%p * bl .
dx

2
IE = 8.21](1 + a22x2 F oess # aznxn + bz M
dxy

ITT = ¥y an2x2 LERTRI S W bn ,
mo%e se napisati u matridnom obliku

dx
H:Ax-;-b,

gde je A = “aijug’ xT =l'%l kz...xn” i bt oy Byeenv ]
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4. Neka je 4 = “a Jlm o~ Matrica C p(R), 8iji su ele-
menti determinante kvadratnih podmatrica reda r (tj. minori
reda r) matrice A, naziva se r-ta adaupgovana matrica matrice
A. Kvadratnih podmatrica reda r ima (m)(n) i njihove determi-
nante su u C, (A) poredjane prema lek81kografskom uredjenju

kombinaci ja rednlh brojeva vrsta, odnosno kolona, koje odre-
djuju submatricu.

Ako je
1 2 3 4
A= {56 7 8|,
1111
onda je
I e e R e
517 58 71 l6 8 178
Il 2 I ,1 4 lz 3 Iz 4] |3 4
Co(a) = fHy 1) 11 1'1| 11 1, .
|5 7 '5 8 7| 16 al 78
R 11 hi 1] [112

Ako je A kvadratna matrica reda n, tada je

n-1
det C,(A) = (det A) T7L7,

Ako su hl' AZ,..., h gopstvene vredngsti matrice A,
tada ( ) proizvoda A 17\12"'7“1 , gde je {11,12,...,ir} <

{1, 2,...,n}, predstavljaju sopstvene vrednosti matrice C (A)
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PRILOZI

PSEUDOINVERZNA MATRICA I NEKE NJENE PRIMENE

Srdjan S. Stankovié

1. Uvod -

U okviru reSavanja mnogih praktiénih problema obrade
eksperimentalnih podataka u cilju identifikacije ili optimiza-
cije sistema razlidite prirode (tehnidke, bioloske, ekonomske, :
itd.) javlja se potreba za reéavan;em po x jednadine
(1) Ax =y,
gde je A matrica dimenzija mxn, a x i y vektori odgovarajuéih
dimenzija, u op3tem sludaju sa kompleksnim elementima. Kada je
A kvadratna nesingularna matrica, tj. kada jem = n = rang A,’
reSenje jednadine (1) je x = A'ly. Kada je A singularna ili
nekvadratna matrica, reSenje u op3tem slufaju ne mora biti je-
dinstveno; ¥taviSe, skup linearnih jednadina (1) moZe biti i
nekonzistentan. ReSenje se tada moZe tra%iti u aproksimativnom
smislu tako 3to se problem reSavanja jédnadine (1) transforimi-
e u problem minimizacije kvadratne forme

(2) J=lax - g% = (ax -y (ax - y)

u odnosu na x,gde je * transponovano-konjugovana matrica mat-
rice Y. ReSenje ovog problema takodje mo%e biti nejedinstveno.

Tada se pod najboljim aproksimativnim refenjem jednadine (1)

podrazumeva takav vektor X, koji zadovoljava za svako x ili

(3) llax - ylI>llax, - v
ili :
(4) Nax - yll = lax, - ¥yl Wxl2Uxll ,

tj. %, je vektor minimalne norme koji minimizira J. Ovakav iz~
bor u praktiénim problemima Eesto odgovara minimizaciji indek-
sa performanse sistema uz minimalnu potrodnju energije, goriva,:
itd. Najbolje aproksimativno refenje jednadine (1) u smislu re-
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lacija (3) i (4) je jedinstveno i dato relacijom
(53 ~ x, = 4%y,

gde je A* tav, pseudoinverzna ili generalisana inverzna matri-

ca matrice A,

2..Konstrukeija pseudoinverzne matrice |

Ako je rang A = r, tada se moZe izabrati neka baza
V{pl,...,ci} prostora kxolona ove matrice. Baznl vektori mogu
jednostavno biti linearno nezavisne kelone matrice A, Tada je
svaka kolona u A linearna kombinacija ovih vektora, ta. ako je
c -}{cl...cr“, a A3 j=%ta kolona matrice A, sleduje da je ad =
= Cd, (J = 1,25...,0), gde je dj odgovarajué¢i r-dimenzionalni
vektor, odnosnc

(6) A=2CD,

gde je D =}{dl...dru.'MOEe se lake pokazati da je rang C =
- rang' D N .

"

r.
Polazeéi od (6), E.H.Moore {1} -je definisao pseudoin~
verznu matricu AV relacijon
(7 &t = DY (cte)ytet,
R.Penrose [2] je nezavisno dao slededéu definiciju:

Definicija. Za proizvoljnu matricu A pseudoinverzna matrica je
jedinstvena matrica X koja zadovoljava sledede relacije

(8) AXA = 4 ,
(9) XAX = X,

(o) ‘ (Ax)* = ax ,
(11} (XA)* = Xa .

Lako se moié‘pokazati da X = A*, gde je A% Gefinisano relaci~
jom (7), zadovoljava (8)~(1l). Na primer,

(12} AL*A = CDD*(DD")~1(c*c)™1c*CcD = CD = 4 ,
(13) (AA1)* = a**a® o c(c%)~1(DD*)"1DD% = AA*.

~Da bi se pokazala jedinstvenost pseudbinverzne matricé, pret-
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postavimo da X i Y zadovoljavaju (8)~(11). Tada slediije
{14) = XAX = AV X*X = 27" = AY*XAX = A*Y'X = YAY =
' = YX'AY = YAYE'A® = YY'ax*at = YY*AY - YAY = Y .

Pseudoinverzna matrica, definisana na ekvivalentan na&in preko

(7) i1i preko (8)-(11),8esto se naziva Moore-Penroseovom pseu-

doinverznom matricom. Inade, postoje i drukéiae definiecije

pseudoinverzne matrice koje koriste samo pojedine relacije iz
. skupa (8)~ (11) [41.

Napomena 1. Iz (7) sleduje da je,u slu¥aju kvadraine nesingu-
larne matrice 4, &' = a7l Xada jer = n u (6), tada je D = I .

n
te izraz za A* postaje (4%A)"1A*, dok je,pri r = m,At =
A’(AA*) l. Pseudoinverzni vektor vektora A je, odigledno,
= a*/1al?. '
Primér. Ako je u jednaBini (1)
12 1
A = 24§, y=| Off »
-l-2 .. -1
tada je, s obzirom da je rang A = 1,
12t 1
+ _ _ +_ 1 1 2"1
AT = | 2 4 = (] 22 2") n “gﬂl 2-1ll = 35"2 4_ .
~1-2 -1
e - .

Napomeha 2. Numerilko izradunavanje pseudoinverzne matrice u
generalnom sludaju, kada Jje rang A = r<min{m,n), nije direkt-
ne. NajdeSée se koristi rekurzivni metod Grevillea [3], [4}, 5],
zasnovan na pogednom razbijanju matrice A na blokove.

Teorema 1. Jednaéina»(i) ima reSenje ako i samo ako je
(15) _ MYy =y ;

generalno reSenje je dato izrazom

(16) C x= Aty e (I - ATz,

gde je z proizvoljan n-dimenzionalan vektor.

Dokez. Ako x. zadovoljava (1), va¥%i relacija
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V t
(53) 2,(t) = 24 exP(qiit) + exp(qiit) . ! exp(-qiix)f(r)dr,

odakle je evidentno da zi(t) + 0 za t+=, s obzirem da je Re Qi < 0. Dakle,
zi(t) + 0, kada t+« za svako 1 = 1,2,...,n: dovoljnost uslova teoreme su doka-
zani. Potrebnost uslova sledi ako se usvoji suprotna pretpostavka,

Naglasimo da se konstantna matrica A, Cije sve karakteristine vrednos-
ti poseduju negativne realne delove, naziva stabilnom matricom. Saglasnoc doka-
zanoj teoremi, stabilna matrica stanja definide asimptotski stabilan sistem.

Za ma koju stabilnu matricu A, broj « > 0, odredjen sa

(54) m3x Re A o= -a

definiZe stepen stabilnosti linearnog stacionarnog sistema.

3.3. Linearne matritne jednagine. U prethodnom izlaganju postavijene su linear-
ne diferencijalne matri¢ne jednaline (3), (41) i (43), kojima su cdredjene, re-
dom, fundamentalna matrica, Gramova matrica kontrolabilnosti 1 Gramova matrica
observabilnosti., Ove matriéne jednaline, kao $to ¢e biti i pokazano u daljem
jzlaganju, imaju vainu ulogu u algebarskoj teoriji upravijanja linearnim dina-
mi¢kim sistemima,
U gornjem smislu, neka je potrebns proceniti velifinu integrala

t1 T
(55) J = tf x {E)Q{t)x(t)dt,

fs }

gde je Q(t) kvadratna matrica n-tog reda iji su &lanovi neprekidne funkcije
vremena u intervaiu [t ,t41, duZ ma koje trajektorije x{t) sistema X{t) =
A{t)x{t).

Integral J se moZe izraziti u funkciji pofetnog stanja x(to), polazedi
od redenja {2) sistema:

t
1
(%) 9= s K (8007 (£, )00t )0t 6 (e ddt BE (T(e (et x(t)

[+]
gde Jje sa M(tO,t1) ozZnaden integralni izraz
Y
(57)  Mlty,t) = £ ol(t,)a(t)e(t,t )dt
t

koji je identidan sa (34), definicionoj relaciji Gramove matrice observabilnos-
ti.

Na taj na¥in, polazni integral J je dat preko kvadratne forme poZetnog

Ja x(to) i M(to,t1), matrice te kvadratne forme. Ako je poznata fundamental-
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bazi eksperimentalnih podataka, vektora nepoznatih parametara
QT = lle;. ..en“u linearnim modelima (funkcijame regresije) tipa

(23)  Mxe) = Byla} = £1x)e = T 2,(008;
gde je xT = " xl".'xk" vektor realnih nézavisno promenljivih, y .
realna zavisno promenljiva, a E{-} simbol matematidkog oekiva-
nja. Ako je izvrZeno N merenja veliline y pri poznatim vredno-

stima x, tada zamena u (23) daje )

{24} ¥y = fl(xl)el + aes + fn(xi)en. + e

¥y = ()8 + oon 4 fn(xN)eN + ey

gde su €1yees ,eN‘greéke prilikom merenja. Akc se uvedu oznake

(25) ¥y £(xy) eee £(xy) ey
Y=l fl, x=|: : , E=fi f,
Iy LGy falxy) °N

jedna8ina (24) postaje
(26) : Y=X04+E.

Za ocenjivanje vektora nepoznatih parametara 6 moZe se koris='
titi metod najmanjih kvadrata. U okviru ovog metoda ocena 8
vektora © je definigana uslovom 4

}(27) ménHEHz = mién(’! - Xé)T(Y - x0) .

Iz relacije grad][E||2 = 0 sleduju tzv. normalne jednadine
(-]

(28) xTx8 = xTy . ,
Ako je IXTXI # 0, reSenje normalnih jedna¥ina je jedinsﬁveno‘—"
(29) 8 = (xTx)~1x%y - x*v ,

imajuéi u vidu da je, prema napomeni 1, ;(XTX)'],‘X = ¥t pri da-
tim uslovima.

Eada je | XTXI = 0, refenje normalnih jednaSina je vi-
Zezna¥no . '
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(30) 6= xT0NY + (T-1wz=x'Y+(I-H3Z,
gde je H = (X X) XX = x* X, a & prolzvolaan vektor (teorema 1),
imajuéi takodje u vidu da je (Xx)*xT = x* {4},

Ako je Efe } = 0; E{_e e} e S ,«moze se pokazati da
je pri |X X\ # 0 ocena (29) nepomerena (E{p} 0) i sa najma~
njom disperzijom u okviru skupa svih linearnih nepomerenih o=~
cena. Disperziona matrica je tada
(31) p{8} = 2{(6 - &)(8 - &)} - %(x"™0)7T .

Kada je lex\ = 0, ocena definisana relacijom (30) pomerena je
¢ak 1 pri 2 = 0. Ocene postaju nepomerene jedino u sludaju
(x'x)* = (xfp)7L.

U okviru disperzione analize se &esto, pri nejedinst-
venosti reSenja normalnih jednadina, tra¥e ocene nekih linear-
nih kombinacija parametara, koje se koriste pri formiranju
krlterlauma provere razliditih hlpoteza. MoZe se pokazatl 53,
[6] da funkcija Y = cTe, pri uslovu X *Xe = c, ima linearnu
nepomerenu ocenu sa najmanjom disperzijom, koja je jedinstvena
u klasi llnearnlh nepomerenih ocena. Ova ocena je data izrazom
¢ = T8 = Tx*y [5].

Napomena 4. Prikazana analiza se moZe proSiriti na generalniji
sludaj kada je D{E} = E{En } =V, gde je |Vl £ 0. MoZe se poka-
zati da je tada nepomerena ocena mlnlmalne disperzi;e funkcije
Y = cTB, pri X*Xc = ¢, data izrazom 9‘ c O,gde Je

(32) 8 = (v ix)taly-ly |

Lako se moZe pokazati da 6, definisano relacijom (32), minimi-
zira generalizovanu sumu kvadrata

(33) fly - xeus_l = (¥ - x0)Tv"1(y - xe).
Kada je V = diag( 6%,..., és), ova suma postaje
- e 2,,2
(34) iz‘:_l(yi - £(x;)8;)%/ 6% .
Pojedini &lanovi u sumi imaju teZine koje su obrnuto proporci-

onalne tadnosti izvrSenih merenja.
Detaljna analiza je za op¥ti sludaj data u [5] [6]
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3.2. Linearno_programiranje_

Posmatra se problem linearnog programiranja: traZi se
n-dimenzionalni vektor x takav da maksimizira kriterijum

(35) Z = cxX ,

pri ograniéenjimal)

(36) a & Ax Db,

gde je A matrica dimenzija mxn, a i b m-dimenzionalni vektori-
kolone, a ¢ n~dimenzionalni vektor-red. Uz pretpostavke da je
problem refiv i da je optimalno z konaéno, kao i da je rang A=

= m, eksplicitno resenje postavljenog problema linearnog pro-
gramiranja je

(37) x= Z a'a+ 2 a'v.+ Z aT(E.b.+(1-8 )a,)+(I-a*A)y ,
i€k 1 ieL 1 ieM 11 §102 n

gde su K = {iulchl< o}, L ='{i|c1:1> o},hfj ={i]c£.\l = 9_}, 0gE ¢
$£1, A, ...,4 kolone matrice A, dok je y proizvoljan vektor=
kolona. )

Dokaz, kao i detaljnija diskusija, vezana za definici-
Ju pseudoinverzne matrice relacijom (8), dati su uw (4].
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1) Ovde se koristi konvencija da je X<Y ako je svaki element
matrice X manji od ili jednak odgovarajudem elementu matri-
ce Y. ’



FRIMENA SLABO POFUNJENIH MATRICA ‘U
MODELOVANJU SIOZENIH ELEKTRIGNIH MBEZA -

Duica falovié

Za formranae watematidkih modela neophodnih pri reda-
vanju Eltavog niza. problema vezanih za eksploataciju i upra-
vljanje sloZfenim elektriénim mreZama koriste se opdte metode
analizé mreZa bazirane na izvesnim fundamentalnim konceptima
kao #to su graf, &vor, grana, stablo, kostablo, presek, kontu-
ra i drugi. Pri -tome obidno polaznu tadku u postupku stvaranja
adekvatuog matematikog modela realnoj mrefi predstavlja izbor
pogodhe ekvivalentne mreZe koja u sebi sadrii- sve informacije
potrebne za obrazovanje Zeljenog modela. 0d slo¥enosti i pri-
rode proudavanog problema zavise osobine ekvivalentne mrefe i
oblik njenoga grafa [l], ;

U skupu svih sloZfenih mrefa,. elektroenregetske mreZe
obrazuju jedan specijalan podskup mreia sa promenljivom stru-
kturom, Ova osobina elektroenergetskih mrefa prisutna je u
oba podsistema iz koJjih je sastavljena: proizvodnog podsistema .
i prenosne mrefe. U prvom podsistemu promenljivost :strukturs
izvora i potroSada energije vezanih u &vorovima mreZe ima re-
perkusija na dimenzije i vrednosti elemenata vektora’ stanja, a
u drugom na oblik grafa prenosne mreZe. évorovima grafa zame~
njuju se pojedini sistemi sabirnica u visokonaponskim postro-
Jjenjima, a granama grafa prenosni vodovi i interekonektivni
transformatori. Za razliku od drugih tipova sloZenih mreZa u
granama elektroenregetfkih mreZa postoje rasklopni aparati
pomoéu kojih se u eksploataciji mrefa vrie neprekidne promene
oblika grafa mreZfe. Pri tome treba naglasiti da se pod promena-
ma topoloske strukture grafa elektroensergetske mrefe podrazume-
vaju promene broja grana i promene broja Evorova.

Na sadaSnjem stupnju razvoja elektroenregetske mreZe
spadaju u kategoriju mrefe sa miskim stepenom povezanosti. Ako
se broj grana mrefe obelefi sa I, a broj &vorova prenosne mre-
fe sa N, tada je stepen povezanosti elektroenregetske mreZe
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definisan 82 e = F"I - 1. Zeml;ja-c‘.vor kao &vor nultnog pote-
ncijala obeleZava se sa N + 1 {3]

Zbog niskog stepena povezanosti matematifki modeli ele-—
ktroensrgetskih mre¥a u stacionarnom refimu formlraju’se pomoéu
matrica koje u sebi sadrfe veoma mali broj nenultih elemenata.
Provera ovakvih wmodela i algoritama za mrefe sa velikim brojem
&vorova i grana zahteva obradu na vrlo brzim radunarima sa ve—
likom memorijom. Za njihovo reSavanje pored direktnih, egzak-
tni}; metoda kod koji'h .se redenje problema ako postoji dobija ‘
posle konaénbg broja rafunskih operacija, koriste se i indi-
rektne ili iterativne metode bazirane na béskonaénqm broju
iteracije kod kojih reSenje postoji samo.akc- postupak konver-
gira. Nesumljivo da primenom matematidkih metoda za redukciju
slabo popunjenih matrica zahtevi za memorl,]om i ‘brzinom radu-
nanja postaju znatno umereniji. : '

Usled ubrzanog razvoja elekiroenergetskih sistema i sve
veée slofenosti elektroenergetskih urefa 8 poletka sedamdese-
tih godina sve dedée se nagladava potreba za neprekidnim pra-
éenjem radne konfigurscije elektroenergetskih mrefa [4]. Akti-
vnosti vezane za ove probléme predstavljaju znadajan skup fu-
pkcija nadgora u eksploataciji elektroenergetskih sigtema. Une
se bazira;}u pa akviziciji i obradi podataka koji-se putem te~
leinformacionog prenosa dobijaju iz sistema i u osnovi ‘redavaju
probleme identifikacije konfiguraeije (topoloske strukture) -
elektrotenergetskih mrefa. Neophodno je da razvijeni matemati-.
&ki modeli u opStem sluaju sadrie sledeéa tri osnovna aspekta
pomodu kojih se kompletno opisuje proces funkcionisanja siste-
ma: 1° topolodka svojstva, koja zavise od oblika grafa ekvi- -
valentne mreZe; 2% kvantitativna svojstva, vezana za vyrednosti
parametara komponenata mreZe; 3% logiZka svojstva, koja opisu~

. Ju zavisnost kvalitativno razliditih funkcionalnih stanja si-
stema od njegovih topoloﬁklh i kvantitativnih osobina. -

u postupc:.ma identifikacije topolodke strukture elek«

~ troenergetskih mrefa polazi se od tadno opisanih ,topolaéki};
karakteristika komponenata koje ulaze u sastav mrefe da bi se
posle uvodjenja pogodno izsbramih matrica i za usvojeni ori~ -
jentisani graf mrede formirao wodel prilagodjen Zeljeno]

" nameni. : ’

;
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Medjutim, zbog prisustva niza neizvesnosti ne moZe se
sastaviti model koJji bi preslikavao ponaSanje mocdelovanog sis—
tema sa apsolutnom tadnoSéu, usled Eega se u postupku modelo~
vanja mora neprekidno voditi rafuna o nameni’ modela. Za ide—
ntifikaciju konfiguracije elektroenergetskih mreZa, pored de—
terministiékih postupaka, razvijeni su i stohastilki. postupci
[s]: [el.] 7] )

- Deterministiéki pristup polazi od poznate matrice admi-
tansa u baznoj kchfiguraciji i poredi prorafunate i izmerene
vredoosti elemenata vektora stanja, uz istovremeno posmatra-—
nje nekog indeksa koji predstavlja kriterijum za detekciju
nastalih promena u konfiguraciji nmreZe.

Stohastiéki pristup polazi od problema estimacije
stanja sa zaSumljenim merenjims gde se osmatra neki pogodno
izabrani indeks performansi. Ova etimacija bazira se na po-
znavanju konfiguracije mreZe, koja je zavisna od radnog stanja.
Otuda problemi odredjivanja konfiguracije i stacionarnih sta-
nja elektroenergetskih mrefa medjusobno koegzitiraju te Je
neophodno da se reSavaju zajedno. Est;'macija stanja zasnovana
na pogrednim informacijama o konfiguraciji mrefe bila bi besmi-
slena. .

Provera razvijenih metoda identifikascije topoloZke
strukture elektroenrgetskih mrefa izvriena je na mreZfi Srbije
na naponskim nivoima 220 kV i 400 kV. Za stanje mrefe krajem
1977. i potetkom 1978. godine. Ekvivalentna mrefa kojom je za—
menjena realna mrefa sadrZala bi 52 grane i 43 &vora u usvo-
JjenoJ, baznoj konfiguraciji. Medjutim, radi postizanja veée ‘ta—
gnosti pri primeni stohastidkog postupka, koji pored podataka
o admitansama grana i ¢ naponima dvorova koristi merne vredno-—
sti tokova aktivnih snaga, u mreZi su izostavljene grane u ko-
Jima teku samo reaktivne. snage. Na taj na&in ekvivalentna mre—
Za zamenjena je grafow koji sadrii 44 grane i 39 &vorova. Uga
napona 39. dvora uzet je kac referentni.

Primenom razvijenih algoritams pomoéu kojih se sprovo—
di estimacija sumnjivih parametara grana mrefe formirana Je
matrica Jr tipa ;Mxlfz.» Struktura matrice data je sledetom Se-
mom; nenulti elémenti oznadeni su znakom x.
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X X
z x ¥
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P .
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x 3
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X X c
x § xx X, xx%J
X X

U sledeéoj tabeli navedeni su nenulti elementi i nji-

hov poloZaj u matrici. Prva kolona daje vrednost elementa,
druga broj vrste a treéa broj kolone tog elementa.

6,88 1 .1 -1%6,13 16 37 10,32 32 17
-6,88 1 19 © 13,38 17 11. . -10,32 32 " 37
6,88 2 2 ~13,38 .17 12 106,25 33 32
-6,88 2. 20 4,94 M8 - 12 -106,25 33 36
71,49 3 19 -4,94 18 35 4,07 34 32
=71,49 3 20 14,%4 19 13 ~4,07 34 37
25,18 4 20 -14,34 19 "~ 31 11,22 35 33
-25,18 4 36 27,53 20, 14 -11,22 35 38
6,88 5 3 -27,53 20 28 30,24 36 34
~-6,88 5 25 14,30- 21 15 -30,24 36 36
17,85 6 4 -14,30° 21 32 -11,52 37 18
-17,85 6 - 21 8,62 22 25 11,52 37 34
-42,74 7 17 -8,62 22 31 5,01 38 35
42,74 7. 21 3,86 23 25 -5,01 38 38
11,15 8 5 -3,86 23 37 28,29 39 18
-11,15 8 22 25,10 24 26 43%,58 - 40 26
57,47 9 22 .-25,10 24 29 -43,58 40 34
-57,47 9 36 15,12 25 27 10,89 41 14
12,88 10 23 -15,12 25 28 -10,89 41 = 27
11,44 11 6 24,01 26 27 -0,51 - 41 39
-11,44 11 14 7,67 27 28 -15,12 42 17
16,76 12 24 -7,671 271 35 ‘15,12 - 42 26
-16,76 12 27 11,44 28 16 0,20 42 40
13,76 13 7 ~11,44. 28 29 16,94 43 17
-13,76 13 38 13,76 . 29 16 -16,94" - 43 " 32.
5,39 14 8 29 .30 0,41 43 41

'13976
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-5,39 14 33 17,32 30 . 30 ‘3,78 44 33

13,76 15 9 -17,32 30 3L - -3,78 44 37
.=13,76 15 35 - 5,85 31 17 -0,004 44 42

136,13 16‘» 10 -5,85 31 30
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MATRIENI METODI U ALGEBARSKOJ TEORIJI UPRAVLJANJA LINEARNIM
DINAMITKIM SISTEMIMA -

Trajko B. Petrovi¢ -

1. Matematicki model' linearnog sistema u prostoru stanja

Veliki broj radova posvecenih savremenim metodima projektovanja multi-
varijabiInih ‘dinamickih sistema obi&no po&inje frazom: "Neka je dat linearni
nestacionarni dinami¢ki sistem upravljanja: ’

(1a) x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), x(to) =
(1b)  y(t) = C(t)x(t),
gde su: x(t) n-dimenzionalni vektor stanja, u(t) m-dimenzionalni vektor uprav-
1janja (ulaza) i y(t) r-dimenzionalni vektor izlaza sistema. Clanovi matrica

- n = 3 = -
A(t) = naij(t)ll 1 » B(t) = !Ibij(t)ll n | c(t) = ||c1.j(t)l| o SUY opitem slu
¢aju, funkcije vremena. :

Razmotrimo diferencijalnu jednaZinu stanja slobodnog sistema, odnosno
sistema u odsustvu upravljanja: x(t) = A(t)x(t). Ako je A(t) neprekidna funkci-
ja za svako t, reenje jednaZine stanja slobodnog sistema ima oblik:

(2) x(t) = o(t,t )x(t ) za svako t,
gde je o(t,t ) fundamentalna kvadratna matrica sistema reda.n, takva da je:
(3) a(t,to) = A(t)w(t,to), za svakb t, o(tg.t;) = I
(Ije nxn jednagina matrica). .
Matrica ¢(t,t°) se odlikuje sledecim osobinama [1]:
(4a) o(tyuty)e(tyst,) = o(tpty)s z svako t . tys ty;
{4b)  e(ty,ty) = @-1(t°,t1), : za svako tg, ty;
() '(ty,t) = - AT(t)eT(t,,t),  za svako t, t;

(4d) det Q(t,to) = . ; tr A('r) dr # 0, za svako t,to.
o .
SVOJStVO (4c) ukazuje da se ¢ (t ,t) moZe proglas1t1 fundamentalnom
matncom tzv, adjungovanog sistema &iji je model q(t)=-A (t)q(t), dok iz (4d)
sledi da je #(t,t ) nesmgu'larna matrica.
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Pod pretpestavkom da Je A(t) i dalje neprekidna, a B(t) i u(t) u delo-
vima neprekidne funkcije za.svako t, matri¢na jednaina kretanja (reSenja) sta-
nja linearnog nestac1onarnog sistema (1) moZe se za svako t pr1kazat1 u vidu

(5) . x(t) = ¢(t,to)x(t°) + . f o(t, T)B(T)u(r)dr,
) - .
Ovaj rezultat se jednostavno dokazuje direktnim unoSenjem resenja (5) u dife-
rencijalnu jednainu stanja (1a).
Matricna Jednaéma kretanja izlaza y(t) se na'lan smenom integralne
jednacine (5) kretanja stanja u (1b)

(6)  y(t) = C(t)o(t,t,)x(ty) + . f C(t)o(t,)B(x)u(x)dr.

()
Za x(to) = 0, poslednja jedna¢ina poprima oblik:
t s L
) y(t) = f c(t)e(t,)B(x)u(r)dr % s (. v)uf)dr,
% %
gde je
C(t)e(t,r)B(r) (t > 1),
(8) G(t,t) =
(t>1).

G({t,t) je matrica impulsnih odziva modela (1) multivarijabilnog 1inear-
nog kontinualnog nestacionarnog dinamitkog sistema, budu¢i da je element ove
matrice na mestu (i,j) odziv u trenutku t i-te koordinate vektora izlaza, na
jedini¢nu impulsnu pobudu na j-tom.ulazu sistema u trenutku © > tys kada su
sve druge komponente vektora ulaza i sv1 poéetm uslovi jednaki nuh.

U poslednjem sluaju, za slobodan sistem sa-konstantnim parametrima:
A(t) = A, fundamentaina matrica je data sa:

(9)  e(tyr) = a(t-r) = eA(ET),
gde je po definiciji
® k
At kt .
(10) e = I A .
k=0 ®
Red (10) konvergira za svaku konstantnu matricu A i svako t.
Koriicenjem (9), jedna&ina (6) za sistem sa konstantnim parametrima

(pored matrice A, i B i C su kpnstantne matrice) je ob]ika;

. ,
(1) y(t) = cPE Py ) # ¢ J Pt gy (1),
o
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tako da matrica impu]énih odziva stacionarnog sistema sada zavisi samo od
{t-t): ’
(12)  G(t-1) = cef(t-T)p, t> 1.

U cilju formiranja diskretizovanog modela kontinualnog sistema {1),
usvojima ty =t it= tk+1 u integralnoj jednaini (5):

def Lt . ’
= ¢(tk+1,tk)x(tk) + tf Q(tk+1;r)8(r}u(tk)dr
k

{13a) x(tk+1) x{k+1})

]

{13b) = E{k)x(k) + F{kju(k),
gde su t
def - . def k+1
(14) E(k) = ¢(tk+1,tk) i F{k) = tf ¢(tk+1,1)8(r)dr
k

matrica stanja 1 upravljanja, sada, diskretizovanog modela sistema.
Gornji model je postavljen pod pretpostavkom da vektor ulaza u{t} za-
dovoljava: )

15)  utf = ut) B k), foctet,, k=02,

gde je tk+1 - tk = T perioda diskretizacije.
Definicijom fundamentalne matrice diskretnog sistema (13b):
k=1
{16) o{k+1.m) = E(k)e(kom), o{k,m) = 1 E{i} 2a k>m, ¢{mm) = 1,
i=m

jednaline kretanja stanja x(k) i izlaza y(k) su:

i

k-1 .
{172)  x{k} = #{k,0}x{0) + =z o(k, J+1)F(3)u(d)
J=

k-1
{17b) = o(kamix{m) + = o(k J+1IF(F)u(i)s
J=m

(18} (k) = ClkIx{k).

Usvajanjem x(0) = 0, jednatina (18) kretanja izlaza y(k) sistema je:

k-1 des K1 cvgs
{19} ylk) = 0 Clkyelk, J+V)F(JJu(j) = .30 G(k,J)uli).
J= J =

gde je

o Cik)e(k,3+1IF () & > 3)
(20)  G(k,j) =
{k = §)

matrica impulsnih odziva modela {13} 1 (18) multivarijabilnog linearnog dis-
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kretnog nestacionarnog sistema. Primetimo, da za sistem sa konstantnim para-
metrima (matrice E, F i C su konstantre), fundamentalna matrica ¢(k) predstav-
1ja-jedinstveno reenje diferentne matrifne jedacine

@) o(k+1) = Ea(k)s 0(0) =I5 o(k) = EX, k = 0,1,2,....

dok matrica G(k,j) impulsnih odziva zavisi samo od (k-j).

2. ‘Kontrolabilnost i observabilnost

U analizi i projektovanju linearnih dinamickih sistema dominantnu ulo-
gu imaju uslovi kontrolabilnosti i observabilnosti, prvi put uvedeni u origi-
nalnom radu [2]. Ovi uslovi su i polazni u 'izuéavanju'strukturnih osobina sis-
tema i u re3avanju niza problema optimalnog i modalnog upravljanja.

Razmotrimo linearni nestacionarni dinami¢ki sistem upravijanja (1).
Dati sistem je kontrolabilan po stanju u vremenskom intervalu [to'tf]‘ ako i
samo ako egzistira upravljanje u(t) definisano na [to,tf], koje prevodi ma
koji poetni vektor stanja x(to) u ma koji finalni vektor stanja x(tf).

Polaze€i od matriZne jednaZine (5) kretanja stanja sistema (1), Xg U
~trenutku to moZe biti prevedeno u Xe U trenutku tf, ako 1 samo -ako egzistira
}nek'i ulazni signal u(t) u vremenu [t .t.l, takav da je

f
(22) xf-¢(tf,to)x(t.o) = . I '@(tf.r)B(r)u(r)dt.
. | o ’
_Definiimo nxn Gramovu matricu kontrolabilnosti:
t .
f T, .. T
(23)  W(t_,t;) = S o(te,t)B(r)B (r)e (to,r)dr’
0?°f t f f
() : :
i pokaZimo da se vektor (to,xo) moZe prevesti u (tf,xf) ako i samo ako posto-
ji n-dimenzionalni vektor n, takav da je
(24) Xe - °(tf’to)xo = N(to,tf)n.
Ako postoji vektor n, takav da vazi (24), upravljanje u(t) = BT(t)éT(tf,t)n
prevodi (to,x Y u (tf,xf) 1 obrnuto, pretpostavimo da ne egzistira vektor n
za koji vazi (24). Tada se moie odrediti takav n-dimenzionalni vektor z da
Jje ispunjeno W(t ,tf)z =01z (xf ¢(tf,t )x )# 0. Dalje, neka je u(t) vektor
kojim se postize cilj upravljanja. Iz (22) sled1

, £
(25) 2" (xe-e(tpty)¥y) = J 2"0(tesT)B(x)u(x)dr £ 0.
0
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Saglasno definiciji vektora z, dohija se
. % 1 T, T

f oz b(tf,T)B(j)B (r)e (tf,T)Zd'r o
0 . - .

ty T

s HBT(T)wT(tf,r)Zﬂ—zdt =0,

o

ito je tagno (u uslovm\a neprek1dnost1 B, ¢ i usvojene vektor'ske norme - ff ),

ako i samo ako je . 87 (1}@ (tf,'r} z =0 za telt ,tf]. Ispmuerue pos1edn,]eg us-

Tova 1mphc1ra :

(26) zTH(to,tf)z

ot
(27) i z Q(t?'r)B(r)u(t)d'r =0,

()
$to protivreli '(25} Dakle, u uslovima uvedenih pretpostavki ne egzistira up-
ravljanje koje prevodi sistem iz (to,xo) u (tf,xf) '

Iz prethodnog sledi da je sistem {1) kontrolabilan na [to,tf] ako i
samo ako za ma koji n-dimenzionalni vektor z egzistira n-dimenzionalni vektor
n takav da je z = w(to,tf)n. U opstem slucaju, matrina jednagina My = z ima
redenje za ma koje z,..ako i samo ake je broj nezavisnih kolona matrice M jed-
nak dimenziji vektora z. Na taJ natin Je pokazano da je nesingularnost Gramove
matrice W(t ,tf) potreban i dovoljan uslov kontrolabilnosti stanja sistema (1).
Tada, neposredno iz {22), sledi, da za kontrolabilan sistem (1), upravl.]an.]e

(28)  u(t) = BT()0(t et (tgate)(xem @(tf,t %)
prevodi (to,x Ju (tf,xf)

Sasvim jednostavno se moZe pokazati da ovi rezultati ostaju u vaZnos-
ti i za diskretni model (13) nestacionarnog sistema. Vremenski interval [t .th
Jje zamenjen sekvencom k. k°+1....,kf,: tako da diskretni ekvivalent (23) ima
ob1ik:

ke T
(29)  Wlkpokg) = T (kg oK IF(k)F (k)eTtk, ).
’ o

Pod observabilno$tu sistema podrézme'va" se moguénost odredjivanja- sta-
nja slobodnog sistema na osnovu poznavanja izlaza u.nekom vremenskom interva-
1u. Taénije, sistem je observabilan na intervalu [t ,tf] ako i samo ako ‘se
stanje sistema u trenutku t moZe Jednoznaéna odrediti na osnovu vrednosti iz~
laza u intervalu [to,tf] U daljem tekstu, postan ¢emo .uslove observabilnosti
Tinearnih d1skretmh s1stema, a zatim, posebno, i za linearne kontinualne
sisteme. - : .
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Razmotrimo 1inearni diskretni nestacionarni sistem u odsustvu upravlja-
nja: x{k+1) = E{k)}x(k}, y{k} = C{k)x{k). Smenom {17b) u {18) za u(j}) =0 za
svako j, dobija se: ’ '
(30)  ylk) = C{k)a(k,ky)x(ky). B B

Mogutnost jednoznalnog odredjivanja‘x(ko) na osnovu merenja y{k),

K, Zk 5-kf,.direktno je uslovljena rangom tzv. Gramove matrice observabilnos-
ti:
ke o T
-{31) M(ko,kf) = Esz (k,ko)C (k)C{k)@(k,ko}.
0

Realno, x(ko} se moze sralunati ako i samo ake je matrica M(ko;kf) nesingularna.
Da bi ovo dokazali, formirajmo matrifnu jednainu

(32) 4 (kokg)CT(kDy(K) = o (kg ICTRIC()a(K, Kk, Dx (k)

mnoZenjem leve i desne strane u (30) faktoromQT(k,ko)cT(k). Sumiranjem po k i
uzimanjem u obzir (31), dobija se:

koo T , .
(33) 1 e (kk,)C (k)y(k) = M{kgkp)x(ky).

Poslednja jednalina poseduje jedinstveno reSenje ako i samo ako je broj
nezavisnih kolona matrice M(ko,kf) jednak dimenziji vektora na levoj strani iste
jedna&ine. Njegova dimenzija je n, pa prema tome, jednalina (33) ima jedinstve-
no redenje ako i samo ako je matrica~M(k°,kf) ranga n, odnosno nesingularna.

Analogno, kontinua]ﬁh nestaciongran sistem‘(l) je observabilan ako i
samo ako je Gramova matrica observabilnosti
t
fr T
{34) Mt ,t.) = 5 @ (t,t )C (t)C{t)e(t,t )dt
0*f t +] (]
o .
nesingularna, odnosno rang M(to,tf) =n.
Alternativni potrebni i dovoljni uslovi observabilnosti diskretnog si-

stema (13) i (18) mogu se iskazati sa:

{35} rang Qo(ko,kf) =n,
gde je
(36)  Qylkgrke) = NCT(kY 87 (kgth k) IE (gt v @ (kpak g CT (K M

buduéi da vazi



384

ylkg) ,
R RN ,’ T
{3?)' . - Qo(kbi‘kf)x(ko}: M(koskf) - QO{ko’kf)Qo(ko’kf)'
.V(kf) .

" yslovi observabilnosti {35) poprimaju veoma jednostavnu algebarsku
formu za sluﬁaj stacionarnog sisteme {matrice E i C su konstantne u modelu
x(k#1) = Ex(K) ¥ y(k) = Cx(k)):

(38) rang JcTE'CT, (ET K¢ %o ¢’y =n
Dimenzije matrica su takve. da je za vremenski invarijantan sistem rang Q {0.k)
= rang Q {Q,n) za svako k > n. Kako u opitem sluaju moZe vaZiti rang Q (0 k) .

< rang QO(O n) za k > n, izraz (38} je potrebno razmatrati samo za s]uéa.]
kf—k = n, odnosno

{33} rang HCT TeT . (ET n=tcT =

Jje ekvivalentan uslov observabilnosti linearnog stacionarnog sistema.

Naravno, analogno (39}, jednostavno se dokazuje da su potrebni i dovo-
1jni uslovi kontrolabilnosti linearnog stacionarnog sistema dati sa:

. n-1 k ’
(40) rancliB AB ... A7 'Blf=n.

Na kraju, navedimo nekoliko osobina Gramove matrice N(to,tf) kontrola-
bilnosti i Gram matri;e N(to,tf) observabilnosti:

—

% Matrice W(tate) T M(to.te) su;sin"etriéne, najmanje pozitivno semi-
definitne. : )
2° Matrica W(t,tg) zadoyoTjava sledede matri¢ne jednaline:

W(t,t
(1) a_(ﬁ_f.}.. = A(t)w(‘t.tf)+N(t,tf)AT(t)-B(t)BT(t); W(tete) =0,

(42)  W(t,,te) = W(t,,t) + ot S EN(E 0T (£ ,t)
3° Matrica H(t,tf) zadovoljava sledece matﬂéne Jednadine:
M(t,t) T
(43) i = -A (t)M(t,tf)-M(t,tf)A(t)-C (£)C(t); Mltpate) = 0,
(44)  M(ty,te) = M(t,t) + o (£ EIM(E E)0(t E ).

Iz gornjih jednaéma neposredno proizilazi tearema dua!nostx. Sistem
A(+), B( ) je kontrolabilan ako i samo ako “je sistem AT (") Gl (- ) observabilan.
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Sliéne matriéne relacije se mogu postaviti i za matrice M(ko,kf) i
{kgokg)-

3. Stabilnost. Matricna jednaline Ljapunova

Iz prethodnog izlaganja sledi da je analiza strukturnih svojstava sis-
tema uslovljena analizom ispunjenja uslova kontrolabilnosti i observabilnosti.
Prostor stanja sistema moZe biti prikazan kao direktna suma Cetiri podprosto-
ra koja sadrze, redom, kontrolabilna i observabilna, kontrolabilna i neobser-
vabilna, nekontrolabilna i observabilna, i nekontrolabilna i neobservabilna
stanja. Dekompozicija modela sistema ovog oblika je polazna u postavljanju
kanoni¢nih struktura sistema i u re3avanju razli¢itih zadataka upravljanja i
regulacije.

Medjutim, od prakti€nog interesa su sistemi koji, pored uslova kontro-
labilnosti i observabilnosti, zadovoljavaju i uslove stabilnosti.

Koncept stabilnosti po Ljapunovu [3], [4] uve3Cemo polaze¢i od vektor-
ske diferencijalne jednaline stanja x(t)Y= f(x(t),u(t),t) nelinearnog sistema
upravljanja. U tom smisiu, vazno je sagledati, da}li re§énja diferencijalne jed-
nadine stanja ovog sistema neograniieno rastu kada t+«. Ovo osnovno svojstvo
kretanja dinami¢kog sistema, u cilju upro§¢enja, razmotricemo na modelu auto-
nomnog sistema, tj. na sistemu u odsustvu ulaznog signala u(t) i1i, 3to je ek-
vivalentno, ulazni signal u(t) je fiksirana vremenska funkcija. Na taj nacin,
mode] sistema postaje x(t) = f(x(t).t). Uvedimo i nominalno resenje xo(t) koje
zadovoljava diferencijalnu jednalinu stanja Xo(t) = f(xo(t),t). Poseban interes
predstavlja slucaj, kada je xo(t) konstantan vektor x,: tada Xq karakterise -
ravnoteZno stanje sistema. '

Definicija 1. Nominalno redenje xé(t) diferencijalne jednaline stanja

x(t) = f(x(t),t) nelinearnog sistema je stabilno u smislu Ljapunova i1i jednos-
tavno stabilno, ako za ma koje t, i ma koje ¢ > 0 egzistira 6(e,t ) > 0 (zavi-
si od € i, moguée, od t ), tako da Hx(t )- Xy (t )ll <8 1mpl1c1ra

JIx(t)-x, (t)}f <e2a svako t >ty

Stab11nost u smisly LJapunova garantuJe da se stanje sistema suvide
daleko ne udalji od nominalnog redenja, pri poetnom stanqu dovoljno bliskom
nominalnom redenju. Budu¢i.da je ova forma stabilnosti Zesto nezadovoljavajucéa,
koncept stabilnosti se moze prodiriti uvodjenjem asimptotske s}abf!nosti.

Definicija 2. NominaTno rédenje xo(t) diferencijalne jednaline stanja x(t) =
£(x(t),t) nelinearnog sistema je asimptotski stabilno ako: (a) je ono stabil-
no u smislu Ljapunova, (b) za svako t egzistira takvo p(td) > 0 (moguce da
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zavisi od t), tako da Hx(to)-xo(to-)ll < p implicira llx(t)-xo(t)ll +0 za
tro, -

. Na taj na&in, asimptotska stabiinost, sa stabilno3¢u u smislu Ljapuno-
va, garantuje priblizavanje kretanja sistema nominalnom re3enju, pretpostav-
1jajuéi da su pofetna odstupanja definisana vektorskom nejednikoEéu
Hx(to)-xo(to)ll < p. Ipak, asimptotska stabilnost uvek ne daje informaciju
pri velikim poetnim devijacijama od nominalnog re3enja. Sledeéa definicija
vodi slu€aju proizvoljnih poletnih odstupanja.

Definicija 3. Nominalno redenje xo(t) diferencijalne jednaCine stangya

%(t) = f(x(t),t) nelinearnog sistema je asimptotski stabilno u velikom ako:
(a) je ono stabilno u smislu Ljapunova, (b) za ma koje x(to)i ma koje to
lIx(t) - x,(€)]] >0 za to=

Reienje koje je asimptotski stabilno u velikom ima stoga osobinu da se
sva druga redenja njemu asimptotski pribliZavaju u vremenu.

Gornje definicije se odnose na stabilnost re3enja diferencijalne jed-
nadine stanja. Za nelinearne sisteme ovakav prilaz je neophodan usled sloZeno-
sti karakteristika ovih sistema i kompleksnih fenomena koji mogu nastupiti. U
slucaju linearnih sistema, ipak, situacija je jednostavnija, i celishodnije je
govoriti o stabilnosti sistema, a ne o stabiTnosti redenja. Da bi smo udinili
ovaj pristup jasnijim, neka je xo(t) proizvoljno nominalno redenje diferenci-
jalne jednaGine stanja x(t) = A{t)x(t) linearnog autonomnog sistema, a x(t)
proizvoljno drugo reSenje ove jednaZine. Buduci da su xo(t) i x(t) reSenja di-
ferencijalne jednadine stanja linearnog sistema, x(t)-xo(t) je takodje njemno
redenje, tj.

(45)  R(t) - k() = A(t) (x(t)=xy(t)).

OEigledno je da se analiza stabilnosti nominalnog redenja xo(t) moze
svesti na analizu stabilnosti trivijalnog relenja, tj. resenja x(t) = 0. Ako
je nulto re3enje stabilno u ma kojem smislu (po Ljapunovu, asimptotski iT1i
asimptotski u velikom), ma koje drugo redenje je takodje stabilno u tom smislu.

Pored toga 5to sva nominalna re3enja linearnog sistema poseduju iste
osobine stabilnosti, za linearné sisteme ne treba &initi razliku izmedju asim-
totske stabilnosti i asimptotske stabilnosti u velikom. Prethodno sledi iz
Cinjenice da za linearne sisteme redenja mogu biti srazmerno uvecana ili sma-
njena bez izmene njihovog ponadanja,

I na kraju, za linearne sisteme uvedimo def'iniciju‘eksponenci,jalne
stabilnosti: '
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Definicija 4, Linearan sistem %(t) = (t)x(t) Jje eksponenc13a]no stab1]an ako
egz1st1raJu pozitivne konstante « i B takve da je

s)  lixe)ll cae® ) e, tat)
za svako poletno stanje x(to).

Eksponencijalno stabilan sistem se odlikuje osobinom da tekuce stanje
sistema eksponencijalno konvergira nultom stanju, nezavisno od poletnog stanja
sistema.

3.1. Stabilnost i fundamentalna matrica. S obzirom da je resenje
x{t) = @(t,to)x(to) diferencijalne jednaline stanja x(i) = A(t)x(t) u potpuno-
sti odredjenc matricom A(t) $tanja sistema, odnosno odgovarajucom fundamental-
nom matricom ¢(t,to), analizom matrice o(t,to) se moZe re3iti pitanje stabil-
nosti. Razmotrimo Zetiri moguca slufaja.

1. Matrica ¢(t,t0) je ograniena v intervalu [ty +o), tj. egzistira
takav broj M, da je

(47) det ¢..(t,t ) <M (t > tys i, d = 1,2,...,n)
U (47) sa ¢, (t t ) je oznalen i,j-ti elemenat fundamentalne matrice. U tom
slutaju, polazeé1 od resenja x(t) = o(t,t )x(t ) sledi:

(48) lix(t)|l< n 2y maxlx (tg)]

i uslovi stabilnosti su ispunjeni, ako se usvoji, na primer, 8§ < e/nZM. Trivi-
jalno redenje x(t) = 0 je stabilno,

2. Fundamentalna matrica zadovolJava 1l$m¢(t ,t ) = 0. Tada je matrica
o(t, t, ) ograniCena na intervalu [t +=) i zato, kako Je ve¢ bilo dokazano,
kretanJe sistema je stabilno. Os1m toga, iz oblika re3enja s]edi:
Tim x(t) = Mme(t,t_)x(t_ ) = 0 za ma koje x(t_ ). Kretanje sistema je asimptot-
e too () (] ‘ 0

ski stabilno.

3. Fundamentalna matrica ¢(t,to) je neograniena u intervalu [to,m).
To znali da je, u krajnjem slucaju, jedan ¢lan fundamentalne matrice, na pri-
mer, & (t,to) neograniéen u datom vremenskom intervalu. Usvojimo sve poZetne
uslove jednakim ndli, osim x o # 0. Tada je xq(t) = q>qp(t,t°)xpo neograni&ena
funkcija, ma koliko da je po modulu xpo malo; sistem je nestabilan.

4, Na slican naé1n se moie dokazati, da je linearan sistem eksponen-
cijalno stabilan ako fundamenta]na matrica zadovo]aava

(1) [latt,e)ll < we Bt t> g,

2 jesa|lell oznatena normgumqtr1ce‘¢.



388

3.2. Stabilnost stacionarnih sistema. Buduci da se fundamentalna matrica uvek
ne moZe 3ednostavno odrediti, neophodno je analizu stabilnosti linearnog siste-
ma, posebno stacionarnog, svesti na analizu spektra konstantne matrice A sta-
nja sistema. : R

Teorema 1. (1) Linearan stacionaran sistem X(t) = Ax(t) je stabifan u smistu
Ljapunova ako; {a) sve karakteristifne vrednosti matrice A poseduju nepozitiv-
ne realne delove, (b} sve karakteristilne vrednosti &iji su realni delovi jed-
naki nuli (ako takvih karakteristilnih vrednosti ima) su jednostruke nule mini-
malnog polinoma matrice A, i nestabﬂan, ako bar jedan od uslova (a) i {(b) nije
zadovol jen.
{2) Linearan stacionaran sistem X(t} = Ax{(t) je asimptotski stabi-

lan ako i samo ako su reaini delovi svih karakteristi&nih vrednosti matrice A
negativni.

DokaZimo samo drugi ded teoreme, s obzirom da je asimptotska stabilnost
sistema od praktitnog interesa. Dokaz prvog delateoreme moZe se nadi u [5].
Neka sve karakteristitne vrednosti matrice A zadovoljavaju uslov Re Ay < 0.
S1i¢nom transformacijom P'1 AP = Q, matrica A se moZe svesti na trougaonu for~-
mu {na primer, gornju), tako da su na glavnoj dijagbnaﬁ matrice Q postavljene
karakteristiZne vrednosti matrice A: »:;1 = s i=1,2,...,n. Posle zamene
promenljivih stanja sistema z(t) = P~ x(t), gde je P nesingularna kvadratna
matrica transformacije n-tog reda, model sistema u novom prostoru stanja z{t)
ima oblik:

(50} 2{t) = P APz(t) Qz(t)
ili u skalamoj formi

21{t) = %121(” ¥ Q,zzg(t) Foeigy 2 n(t); 11(0} = Zyor

22(1;) = ngzz(t) *eos ﬂznzn(tk 22(0) = Zygs
SN :
2 (t) = aE(8s 2,00 = 2,

1z pos]edn,]e “jednadine u sistemu (51) sledi z (t) =2z, exp(qmt) -0
Za t+e«, poSto je po pretpostavci Re q on < (. Smenom reSen.]a z (t) u (n-1)-voFt’
jedna&ini i njenim integraljenjem odredjujemo zn_d(t) Redenja zn(t) i LI {t)
postavimo u (n-2}-goj jednalini itd. Nastavijajuci postupak, vidi se da je u
svakom keraku potrebno rediti skalarnu jédnaéinu oblika
(52)  2;(t) = agyzg(t) + F(t)s  2;(0) =240 s
gde f{t)} 0 za t++ =, Relenje poslednje jednaline je:



. t

(53) Zi(t) = Zi exP(qi.it) + exP(q'iit)bt ) EXP(-qﬁT)f(T)dT,
odak]e je evidentno da zi(t) >0 za t>o, soobzirom da je Re 9;; < 0. Dakigs,
z;(t) > 0, kada't>= za svako i = 1,2,...,n: dovoljhost uslova teoreme su do
zani. Potrebnost uslova sledi ako se usvoji suprotna pretpostavka.

Naglasimo da se konstantna matrica A, Cije sve karakteristicne vrednos-
ti poseduju negativne realne delove, naziva stabilnom matricom. Saglasno dbka-
zanoj teoremi, stabilna matrica stanja definiSe asimptotski stabilan sistem.

Za ma koju stabilnu matricd>A, broj a > 0, odredjen sa

(54) max Re 3, = -a

defini%e stepen stabilnosti linearnog stacionarnog sistema.

3.3. Linearne matri¢ne jednatine. U prethodnom izlaganju postavljene su linear-
ne diferencijalne matriéne jednaéine (3), (41) i (43), kojima su odredjene, re-
dom, fundamentalna matrica, Gramova matrica kantrolabilnosti i Gramova matrica
observabilnosti. Ove matrilne jednaéine, kac 5to ¢e biti i pokazano u daljem
izlaganju, imaju vaZnu ulogu u algebarskoj teoriji hprav]janja_linearnim dina-

mickim sistemima.
U gornjem smislu, neka je potrebno proceniti veli€inu integrala
t
T
(55) J = S x (t)g(t)x(t)dt,
t
(V)
gde je Q(t) kvadratna matrica n-tog reda ¢iji su &lanovi neprekidne funkcije
vremena u intervalu [t;,t41, duz ma koje trajektorije x(t) sistema x(t) =
A(t)x(t).
Integral J se moZe izraziti u funkciji pocetnog stanja x(to), polazeci
od redenja (2) sistema:
t

1
A O O IS UL ICR
0

gde je sa M(to,t1) oznalen integralni izraz

t

1
(57)  Mitgsty) = 1 oT(t,t,)0(t)e(t,t, )t
+]

koji je identiZan sa (34), definicionoj relaciji Gramove matrice observabilnos-
ti.
Na taj na&in, polazni integral J je dat preko kvadratne forme poletnog
ja x(to) ] M(to,t1), matrice te kvadratne forme. Ako je poznata fundamental-
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na matpica @(t,to), konstantna matrica M(to,q) se moZe odrediti na osnoyu (57).
Medjutim, problem se moZe svesti na zadatak integracije linearne matrigne dife-
rencijalne jedna&ine. Smenom t, sa t i d1ferenc1ran3em M(t, t,) po t, dobija se:

dM(t,ty)
(58)  —gp =a‘-‘f I e (t,t)Q(r)@(T,t)dt

=+Vthn)-Mtﬁmu>-mn

1z deﬁmcmnog izraza za M(t tt) sledi M{tT,t }y = 0. Pes]edma jednadina je ek-
vivalentna sa (43). .

Pridruzivanjem granicnog us?ova dxferencua]nog jednadini {58), defini-
san je direktan postupak sraunavanja integrala J. Primetimo da je (58) sa gra-
nicnim uslovom zadatim, ne u poCetnom trenutku t , nego u trenutku ty - u trenut~

ku zavrSetka prelaznog procesa sistema.
Slutaj konstantnih matrica A i Q je od posebne praktilne vaZnosti. Dife-
rencijaina jednafina (58) postaje stacionarna

dM(t,t,) T
(59) T =~ A M(t‘tf) - M(t)ti)A - Q) - M(tl’tl) =0
i njeno redenje ) V
(6) M{t.ty) = My - exp(A (tl-t})ﬂ.‘exp(A{tft))
je prikazano u zatvorenom obliku, u ustovima egzistencije. redenja M M,, alge~
barske linearne matriZne jednaline : .
(61) ATM+MA+Q=0.
1z redenja (60), u posebnom stufaju, sledi, da ako exp(A(tFt)} + 0 ka-
da ty~=, procena vrednosti integrala J na poTubeskonaénom intervalu (t s dw)
se svodi na reSavanje hnearne algebar:ke matrilne Jednaéme {61), tako da se d
odredjuje po formuli J = x (t Mx(tg). 4
Naravno, na sligan nalin se pokazuje da je integral
1:3 ' :
5 T
(62) J= f q (t)Q(t)q(t)dt.

%
gde je q{t) = ¢ (t »t}q{0), kretanje stanja adaungovanog sistema

(63)  4(t) = -AT<t)q(t), a(0) = a,

odredjen sa J = q (t )W(to,t,)q(t }. Ovde je N(t tj) Gramova matrica kontrola~

bilnosti koja zadovoljava diferencijainu jednalinu (41) {u jednalini (41) treba
te smeniti sa ty, 2 proizvod matrica B(t)BT(t) matricom Q{t)).
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3.4, Matritna jednaéina Ljapunova. Osnovna svojstva algebarske matricne jed-
natine (61), poznate u literaturi kao matrigna jednacina Ljapunova, su u tes-
noj vezi sa uslovima stabilnosti Tinearnih stacionarnih dinamigkih sistema.

Navedimo [51 slede¢i osnovni rezultat:

Teorema 2. Matriéna jednaCina Ljapunova

(64)  AX + A = -q

ima jedinstveno redenje pri ma kojoj realnoj matrici Q, ako i samo ako sve ka-
rakteristicne vrednosti i, (i = 1,2,...,n) matrice A zadovoljavaju x4 + Aj #0
za svako i,J.

S1iéno postupku koji je koriScen u dokazu teoreme 1, za ma koju matri-
cu A egzistira nesingularna matrica T, u opStem sluaju, kompleksna, takva da je
‘l’AT'1 = B gornja trougaona matrica {svi elementi matrice 8 postavijeni ispod
glavne dijagonale su jednaki nuli, a na glavnoj dijagonali se nalaze karakteris-
ticne vrednosti matrice A).

MnoZenjem (64) matricom T sa leve, a matricom TT sa desne strane, dobi-
ja se:

(65)  T(AX+XA)TT 7

TAXTT + TXATT
(rar Ty + (o)At = -1’

il

Primetimo da je T 1 = (T1)'. Definicijom Z = TXT' ima se:

(66) BZ +12B' = - TQT'

ade je B trougaona matrica. Poslednja jednacina je, otigledno, ekvivalentna
polaznoj. Ona se moZe prikazati u vidu sistema linearnih jednaina, a formira-
njem kvadratne matrice reda n2 takvog sistema, zakljutuje se da je ona trou-
gaona, na ¢ijoj su dijagonali vrednosti (a; + Aj), za svako 1,j. Determinanta
matrice je jednaka proizvodu dijagonalnih elemenata, i ona je jednaka nuli
ako 1 samo ako je r; + Ay = 0, pri ma kakvim (moZe biti i jednakim) vrednos-
tima 1 < i, < n.

Zahtev iskazan poslednjom teoremom moZe se jednostavno geometrijski
~ interpretirati: karakteristiﬁng yrednosti matrice A u kompleksnoj; s-ravni ne
smeju biti postavljene simetrilno koordinatnom pofetku i ne smeju biti jedna-
ke nuli. Stoca, na primer, kada su sve karakteristiCne vrednosti postavlaene
u levoj poluravni s-ravni - slucaj stabilne matrice A - jednacina AM+MA —-Q
poseduje jedinstveno reSenje. Pored toga, ake je Q simetri¢na matrica (0= Q )s
"to je i reSenje M simetrina matrica.
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U uslovima stabilne matrice A; Jjedinstveno resenje M matricne jednaci-
ne (61), na osnovu izlaganjau 3.3, zadovoljava izraz:

(67)  «T(0)Mx(0) = éwa(t)Qx(t)dt»

u kome integral na desnoj sgrani, evidentno, konvergira. Buduci da je za stacio~
naran sistem x{t) = exp(At)x{0), sledi

(68) X (0)Mx{0) = xT(G)(ofw exp(ATt) Q exp(At)dt)x(0).

Ovim je pokazano da je jedinstvens reSenje matrilne jednaline (61), kada je
matrica A stabiina, moZe prikazati u vidu konvergetnog integrala

(69) M= s exp(A't) 0 exp(At)dt.
0

3.5. Drugi metod Ljapunova. Drugi 11 direktan metod Ljapunova dopulta formira-
nje efikasnih dovoljnih uslova &ije ispunjenje garantyje stabilnost redenja di-
ferencijainih jednadina stanja sistema. Ovaj metod‘je primenljiv u analizi
najrazli¢itijih sistema diferencijainin jednaé%na: Tinearnih i nelinearnih,
diskretnih i kontinualnih, obicnih i parcijélnih. Pri analizi stabilnosti kreta--
nja direktnom metodom Ljapunova, zadatak je sveden na izbor neke skalarne funk~-
cije koordinata stanja i vremena - funkcije Ljapunova, analogno funkcijama ener-
gije u mehanici. Za linearne sisteme funkcija Ljapunova se moZe odabrati u vidu
kvadratne forme promenljivih stanja sistema. Drugi metod Ljapunova primenimo,- .
najpre, u analizi stabilnosti linearnih stactonarnih kontinualnih sistema. Pot-
rebne i dovoljne uslove stabilnosti konstantne matrice A daje [6] sledeca teor-

ma.

Teorema 3. Da bi matrica A bila stabilna, potrebno-je i dovoljno da matrilna-
jednaina Ljapunova ATM + MA = -Q poseduje pozitivno definitno redenje M, pri
ma kojoj pozitivno definitnoj matrici Q.

Neka je matrica M jedinstveno pozitivno definitno redenje matricne jed-
nadine Ljapunova ATM‘+ MA = -, gde je Q simetriCna pozitivno definitna matrica
(pretpostavka o simetrinosti matrice @ ne naruSava opStost razmatranja). Uvedi-
mo i v(t) = xT(t)Mx(t) iw(t) = kT(t)Qx(t). Saglasno diferencijalnoj jednalini
x{t) = Ax{t) Kretanja stanja sistema, dobija se:

(70)  9(t) = AT(EMR(E) + xT(EMR(E) = X (£) (ATMsMA)x (¢)
T (£)0x(t) = -w(t)
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‘Podto su matrice Q i M simetricne i pozitivr;o definitne, za ma koji [5] mvektor -
x vaZi (sa |ix]| Jje oznaZena norma vektora x): ‘

Ma)  mim(Q) xll? <wit) cman@nxll? :

(71)  mina@) Iixl1 2 < v(t) < maxaqw) Jixl %
1z gornjih hejednakosti sledi

(72) -w(t)_,-——?%}-’mf';:; v(t) il ¥(t) < -av(t), o= % >0,

gde je mina(Q) minimalna karaktenstiéna vrednost matrice Q, a maxx(M) maksimal~

na karakteristi&na viednost matrice M.
Integraljenjem poslednje diferencijaine nejednaZina u intervaiu {0,+=):

(73)  v(t) < v(0)exp(-at) = x' (O)¥x(0)exp(-at),

proizilazi da v(t) » 0, kada t+=, £to je oigledno, moguce ako i samo ako
x(t) » 0, kada t+=. Ovaj poslednji zahtev je ekvivalentan uslovu stabilnosti
matrice A.

Obrnuto, neka je A stabilna matrica. Tada égzistira jedinstveno resenje
M matriéne jednaline ATH +MA = -Q, pri ma kojoj matrici Q. PokaZimo da je to
redenje pozitivno definitno ake je Q pozitivno definitna matrica.

ReSenje M matrifne jednaline Ljapunova u uslovima stabilnosti matrice
A je dato sa (69). Polazeéi od tog redenja:

(78) X (0Mx(0)

13

£ 17 (0)exp(ATt)Qexp (At)x(0)dt
n

It

rXT(t)ex(t)dt > 0
o

neposredno sledi i’spunjenje‘ uslova pozitivne definitnosti matrice M, kada je ’
Q pozitivno definitna matrica. .

Kori€enjem jednatine Ljapunova moZe se odrediti i stepen o stabilnosti
Hnearnog‘ stacionarnog sistema. Naime, iz uslova stabilnosti matrice A-al (1
je Jjednalina matr%ca, max Rex (A) = -a, a > 0), proizilazi stepen o stabilnosti
sistema, a jednaina LJapunova poprima oblik:

(75)  ATM + MA - 2M = - Q..

Takodje, uslovi teoreme 3 f£:1-2 B)ogu os]amh zahtevom pozﬂ:wne sem1def1mtnost1
matrice Q, ako duZ bile koje.trajektorije sistema kvadratna forma promenljivih
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stanja x| (£)0x(t) nije identicki jednaka nuli, pri ma kojim nenultim poZetnim
uslovima. :  ‘ . ' ‘
Analognim pristupom mogu se primenom druge metode Ljapunova postaviti
uslovi stabilnosti stacionarnih diskretnih [71 i nestacionarnih sistema uprav-
ljanja [11, [31. )

3.6. Funkcija Ljapunova i ocena kvaliteta prelaznog procesa -

Neka je matr1ca A-stanja sistema stab11na, aM pgzxtxvno definitno si-
metritno re§en3e matrine jednafine Ljapunova A M+MA -I, gde je I jedini¢na
matrica. Ako su mini(M) i maxi(M) minimalna i maksimalna Karakteristi&na vred-

_ nost matrice M, moZe se napisati nejednakost [11]: :

T T
(76) KM ¢ ey P ¢ XM

S obzirom da je M redenje matriCne jednaline ATM+MA = =1, vazi:

77) ) = T M) = -k xe) 115,
tako da (76) ima oblik

vt - ¥{t o4t - dve dt.
(78) m1'n£(e1§ < ¥(t) <~ max§ T WM SV ST W)
Integracijom izvedene dvostruke nejednakosti dobija se:

(79)  v(O)exp(-t/mina(M)) < v(t) < v(0)exp(-t/maxr(M)),

tako da se kor1§éen3em (76) dolazi do procene norme vektora x(t) duz tra;ekto-
rije sistema:

Gy emt-tmimmns 1x(6) 1% 8l exp(-t/maxa(w).

Poslednja nejednakost omogu€uje jednostavnu procenu vremena prelaza sistema iz
ma kojeg potetnog stanja x(0) u koordinatni pofetak prostora stanJa Na primer,
neka je x{0) = x, i |{x{t) ﬂ 3 2, Iz (80) sledi:

(81 & ¥l exp Ct/ma(n),  t <m0 () IOQ(M

Dakle, ako je poznata funkcija Ljapunova xT(t)Mx(t), pri “zadatom poéet—
nom stanju x{0) = Xy ne re3avajuci matriZnu jednainu stanja .mo%e se dati J
ocena kvaliteta prelaznog procesa, odnesno proceniti vreme prevodjenja sistema
u koordinatni poZetak prostora stanja. Pored toga, ponovo naglasimo, da iz {67)
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sledi da se poznavanjem funkcije Ljapunova vrdi, takodje, i procena srednjeg
kvadratnog odstupanja trajektorije sistema od nule, ne relavajuci diferencijal
nu.jednaéinu stanja.

U zakljutku ovog dela rada istaknimo da je drugi metod Ljapunova efi-
kasan instrument analize stabilnosti kretanja i karakteristika prelaznog pro-
cesa u linearnim dinamickim sistemima upravljanja. U linearnom stacionarnom siu-
&aju, .problem je sveden na odredjivanje resenja Tlinearne matriéne jednaéine Lja-
punova. Budu¢i da funkcija Ljapunova ima jasan geometrijski smisao i, osim toga,
pomocu nje se mogu sagledati kvalitativno osnovne karakteristike prelaznog pro-
cesa, zadatak projektovanja sistema Zeljenih svojstava se moZe formulisati iz-
borom strukture i njenih elemenata (na primer, kola ﬁovratne sprege po stanju
i1i vektoru izlaza), tako da rezultuju¢i sistem poseduje zadatu funkciju Ljépu-
nova.

4. Kvadratni indeks optimalnosti. Riccatijeva algebarska matri€na
jedna&ina

Neka je u linearnom stacionarnom sistemu koji je opisan matriénom dife-
rencijalnom jednaZinom stanja ‘

(8)  4() = Ax(t) + Bu(t),  x(8)= llx;() xp(®) o xp(®) ]

u(t) = || ug(t) up(t) .. up(t) i
potrebno odrediti asimptotski stabilan zakon upravljanja u povratnoj sprezi po
stanju

(83)  u(t) = -f(x(t)), £ = I Fy(8) 00 oo T 1T

koji minimizira kvadratni indeks optimalnosti

B1)  J= 5 (Fnex(t) (BRu(t))dt, Q=07 20, R=R >0
0

A
S obzirom da se u uslovima pretpostavke o egzistenciji asimptotski
stabilnog zakona upravljanja (83), koji minimizira (84), model sistema u zatvo-
renoj povratnoj sprezi i indeks performanse mogu prikazati u obliku

(85) x = Ax - Bf(x), ¢ = J?xTQx+fT(x)Rf(x)) dt,
o ,

refenje postavljenog probléma optimizacije odredicemo primenom direktne metode

.

Ljapunova.
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Usvojimo da je izvod po vremenu ¥ pozitivno definitne funkcije Ljapu-
nova v sistema (85) jednak sa negativnim znakom podintegralnoj funkciji u in-
deksu performanse J, pa se redom dobija:

(86a) V(x) = iV%)t‘_) = - (xTQx+F T (X)RF(X)),
(86b) _VL&) PRI -(<Tax+£T (ORE (X)),

X
© © o
(8c) 3= 7 (00N = - V() = (xg) = g QONT 4x, x(0) = x,

Budu€i da u = -f(x) minimizira J, parcijalnim diferenciranjem J po f i iz usler
va da formiréni izraz mora biti zadovoljen za svako poéetno stanje x(0) = X

proizilazi:

X
4]
.
87y 0=2- J 2 (ux))Tyy, %(a—;(i;l) = 0 za svako x,.

parcijalnim diferenciranjem (86b) po zakonu upravljanja f:
2 Q)T (ax-8f(x)) - B' 24UX) - _2rf(x)
i korigcenjem druge relacije u (87), dobija se.

(89)  f(x) =4 R7'p7 2N

(88)

Supstitucijom (89) u (86b) sledi

(90a) M) BR Tg _El’ix_)+ (XTAT (_M).) BR'1 T)3 M
(90b) - - xTgx - JRUXT gptpT 20X)

odnosno

o1) 3 AT ax s av(x) . 1avlx))T BR"BT —ﬂﬂ + xTox =

1z zahteva da jedna&ina (91) bude zadovoljena za svako x, vidi se
da av(x)/3x treba da bude Tinearna funkcija stanja x:

(92)  MXoap, v =P,

tako da iz (92) proizilazi da je pozitivno definitna realna simetricna matri-
ca P refenje Riccatijeve algebarske matritne jednacine

(93) PA+ ATP - PBR'BTP + Q = 0.
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Linearan zakon upravljanja, model asimptotski stabilnog sistema u. zatvorenoj
povratnoj sprezi i minimaina vrednost kvadratnog indeksa optimalinosti, redom,
su dati sa:

(94)  u(t) = R TBPx(t), x(t) = (A-BR™TBTP)x(t), Jmn v(xg) = x'(0)Px(0),
gde je P = PT > 0. relenje matrine jednadine (93). Optimizacioni postupak ima
smisla ako rezultuje u asimptotski stabilan sistem u zatvorenoj povratnoj spre-
zi, odnosno ako sve karakteristiZne vrednosti matrice stanja (A~BR'1BTP) projek-
tovanog sistema poseduju negativne realne delove. '

4.7, Karakteristiké stacionarnog re§enja Osnovna svojstva gore postavljenog
stacionarnog redenja optimizacije, kac i uslove egzistencije relenja Rlccat13ever
algebarske matriéne jednaline, formulisacemo polazeci od modela sistema

{95a) - x(t)= Ax(t) + Bu(t},
(95b)  y(t) = Dx(t), D'D = @
i njemu pridruenog kvadratnog indeksa performanse u konalnom vremenskom inter-
valu (ty - to):
t . - :
vor ~ T ' T
(96) d= 7 (x(t)ox(t) +  u (tjRu(t))dt + x'(ty)P,x(t,)
t

Q=0">0, R=R">0, Py=P;>0

Odgovarajuca, sada, diferencijalna matri€na Riccatijeva jednaZina je
obTika [4] ‘

(97) - B(t) = P(E)A + ATp(t) - P(L)BR" eTp(t) + Q
sa graniénim us]ovom P(t1) = Py.

{a) Neka je Pl = 0. Tada zaty - redenje diferencijalne matriine
Riccati jednaline (97} te?i konstantnoj stacionarnoj vrednosti P 'ake i sameo
ako sistem (95) ne poseduje istovremeno nestabilne, nekontrolabiine i obser-
vabilne polove.

(b) Ako je sistem (95) stabilizibilan 1 detektibilan {par (A,B) Je
stabilizibilan ako sy nestab11ne karakteristi¢ne vrednosti matrice A kontro-
labilne; par (A,D), gde je D D = Q, je detektibilan ako su nestabilne karak-
teristiéne vrednosti matrice A observabilnel, redenje diferencijalne matricne
Riccati jednaline {97) teZi jedinstvensaj vrednosti B kada tf->¥ za svako P13;&

{c) Ako matrica P egzistira, tada. jé ona pozitivno semidefinitno si-
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metricéno redenje (P = Bl » 0) algebarske matriZne Riccati jednaline (93). Ako
je sistem {95) stabilizibilan i detektibilan, P je jedinstveno pozitivno semi-
definitno simetri¢no reSenje algebarske matriZne jednagine (93}.

{(d) Ako refenje P egzistira, tada je ono poz1t1vno deﬁmtno ako 1 sa-
mo ak¢ Jje sistem {95) observabilan. : -

{e) Ako redenje P egzistira, zakon .upravljanja u povratnoj sprezi po
stanju b
(98)  u(t) = - R 'BTPx(t) 9&F -x(t)
je asimptotski stabilan ako i samo ako je sistem (95) stab]hmbﬂan detekti-
bilan. :

{f) Ako je sistem {95} stabilizibilan i detektibilan, zakon upravija-
nja (98) minimizira kmteruum {96) (kada t1+m) Za svako Pl > 0. Minimalna
vrednost kriterijuma je x (t ) ?x(t ).

1z tagaka (b} i (¢} sledx da su ustovi stabilizibilnosti i detekt1hﬂ~
nosti sistema (95) istovremeno i dovoljni uslovi konvergencije redenja diferen-
cijalne matrigne Riccati jednatine jedinstvenoj matrici P za svako Py > 0, kao
i da algebarska matritna Riccati jednalina poseduje jedinstveno pozitivno semi-
definitno redenje. Naglasimo da su ovi uslovi samo dovoljni, ali ne i 'potrebni.

Osim toga, mogué je 1 slucaj da, mada P e egzistira, egzistira matrica
&= tim R'87P(1).

t,*m v )

Nije tedko zakTjuéiti da zakon upravljanjé (98), ako egzistira, menja
poloZaj u s-ravni samo onih polova sistema u otvorenoj sprezi koji’su istovre-
meno i kontrolabilni i observabilni. NeZeljena situacija moZe nastupiti kada
sistem poseduje nekontrclabilne i neabservabilne polove, posebno, ako su ti
polovi 1 nestabilni. NaZalost, obilno je nemogu;ie izmeniti strukturu sistema
i uéinite nekontrolabilne polove kontrolabilnim. Ako sistem poseduje neobser-
vabilne polove sa néieljenim lokacijama u s-ravni, u vecini sluCajeva je mogu-~
¢e izvriiti izbor novih kontrolisanih (1z‘§azmh) pmmen‘t,)wm tako da sistem
ne poseduje vide neobservabilne polove.

4.2. Numeritke refenje algebarske.Riccatijeve matriZne jednaémé Newton~Raphso-

novim metodom. \Razmotrime algoritam refenja algebarske Riccati - matrigne jed-

nafine {93), koji je zasnovan na sledecem iteracionom postupku:
Neka je formirana matricna funkcija

(99) _F(X)=A'X +XA+Q- XX, S=BRB.

Zadatak se sastoji u odredjivdnjU‘poiitivna definitne (semidefinitne} realne
simetritne matrice X = X, takve da je F(X) =



399

Pretpostavimo da je u k-tom koraku dob1Jeno reSenje Xk koae se neznat-
no razlikuje od traZenog redenja X: X = Xt X. Ako je X malo, F(X)
se'moze aproksimirati izostavljenjem kvadratnog &lana XSX.

(100a) F(X) = AT(XK) + (X #K)A + Q = (X +X)S(X,+X) B
T = = = =
(100b) =~ A (xk+X) + (Xk+X)A +Q - stxk - XkSX - XSXk.

Sustina primene Newton-Raphsonovog.metoda se sastoji u proceni X, kada
se gesna strana izraza (100b) pribliZava nuli. Ako na taj nmacin formiranu proce-
nu X oznagimo sa ik:

(101) Xea1 = LR k =0,1,2,...
i izjednaavanjem desne strane izraza (100b) sa nulom, nalazimo

(102) 0 = (A-sX)' (A-5X) + Q + XS,  k=0,1,2,...

K+t * X
Na taj naéin, formiran je slede¢i algoritam:

(a) Izvr3iti izbor odgovarajuce matrice X° i usvojiti indeks iteraci-
je k =0,

(b) Odrediti Xk+1 iz matricne jednatine (102),

(c) Ako je uslov konvergencije ispunjen, redenje je odredjeno; u pro-
tivnom, poveCati indeks k' za jedan i vratiti se nél(b).

U [12] je pokazano da ako algebarska matriZna Riccatijeva jednaZina
(93) ima jedinstveno pbzitivﬁb semidefinitno reSenje, tada X i Xk+1 zadovo-
1javaju
k=0,1.2,... i tin X = X

k-

(103) . % ., <X

k+1 k*
u uslovima izbora potetne aproksimaci je X, tako da je A-Sxé stabilna matrica.
Drugim reima, konvergentnost reSesja je odredjena korektnim 1izborom Xo’

Ako je izbor Xo nekorektan, algoritam moZe konvergirati nekom proizvo-
1jnom redenju algebarske matridntgednagine (93), i1i se uslov konvergencije
ne moze postic¢i. Za stabilnu matricu A, celishodan izbor je Xo =0, U uslovi-
ma nestabilne matrice A,vizberTM“*hije'bez prisutnih pote$koca. Jedan od na-.
€ina izbora X je primena algor1tma [3] sinteze stabilnog regulatora u povrat-
noj sprezi po stanauus1stema“ IR :

Medjutim, naglasimo da se osnovni problem iznalaZenja numeriZkog re-
$enja ogleda u broju- linedrnifisjedna&ind koje treba rediti u svakoj iteraciji
i koji se izvanredno brzo poggéava sa povecanjem dimenzije sistema (za n = 15,
broj jednaZina je n{nél)/2=120): Uspesna ‘primenaNewton-Raphsonovog metoda
Jje prezentirana u literaturi 3], [41, [8] zan < 15.

SRR o) N
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5. Zakljucak

. Osnovna ideja ovog priloga je da se ukaZe na deo primene matriéne al-
gebre u teoriji upravljanja linearnim dinami¢kim sistemima. I pored toga 3to
je teSko zamisliti teoriju upravljanja bez funkcija prenosa i frekvencijskih
metoda koje imaju jasan fizitki smisao i &ija se primenljivost viSestruko po-
tvrdila u projektovanju realnih sistema, formirajuéi jedinstven, formalan,
strogo matematicki prilaz tipi&nim problemima, savremena algebarska teorija je
omogucila da se na potpuno prirodan naZin primeni aparat i metodika matrigne
algebre, teorije diferencijalnih jednatina i numeritke analize u reSavanju
najvaznijih problemavénalize i sinteze sistema upravljanja. MatriZni metodi,
savrieno formalnim putem, omogucavaju elegantna i matemati¢ki jasna refenja zada-
taka projektovanja sistema sa unapred"zadatim dinamiékim karakteristikama.
Treba primetiti da sliZna postavka zadataka projektovanja nije bila dostupna

u okvirima klasi&ne teorije regulacije.
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LISTA SIMBOLA

Poglavlje 1

"G = (X,V,f) graf-

c kontura duZine n

K, potpun graf sa n &vorova
K

bikompletan graf

nq,n
Knl’nz""’nk k~kompletan graf
Vk broj varijacija k-te klase skupa od n elemenata

P broj permutacija skupa od n elemenata

Vk bioj varijacija sa ponavljanjem k-te klase skupa
od n elemenata

G = (X,+) grupoid

©® mnoZenje po modulu p

GF(n) polje Galoisa sa n elemenata

(v,S) vektorski prostor

x +y 2zbir vektora x i y

&3 proizvod elementa o nekog polja i vektora x

(x,y) skalarni proizvod vektora x i y

dim V' dimenzija prostora V

IxW\ norma vektora x

U1 + U2 zbir potprostora U1 i 02

Uj'e U2 éirektan zbir poiprostora U1 i U2

Poglavlje 2
811 #12 e 8y
821 3 a
b= Jesglmn = | =
- |am1 8o Zmn

matrica tipa mXn



4oz

= "ai 3U’11 kvadratna matrica redé n

Ctr A trag matrice A

Kyakpyeannky g

= Ay submatrica matricée A

il’ i2, cearin
A + B zbir matrica A i B
oL A proizved elementa c& nekog pnlja i matrice A
A - B razlika matrica A i B
-A suproi;na matrica matirice A
AB proizvod matrica A i B
G(A) Konigov digraf matrice A
&G{A) proizved broja & i digrafa G(4)
1 F G, zbir digrafova Gl i Ga

Gl ¥ 92 kompozicija digrafova Gl i (}2

Gl . G2 ﬁroizvod digrafova Gl i GZ
(¢ Om n’ On nula matrica
t 4 B
I, I, jedini¥na matrica
by i3 Kroneckerov gimbol
AT transponovana matrica matrice A

dlag(dl,dz, ...,d ) dl;agonalna matrica sa elementima
2,...,& na glavnoj dijagonali

Ay Ay ees Aglt 1202 304

Ayy  Ayp 4

'S

matrice razbijene na blokove

A@B Kroneckerov proizvod matrica Aki B
Gl@ G2 Kroneckerov proiszvod digrafova Gl i G2

AOB Hadama.rdmr»proizvod matrica A i B
Q =G +G, unija {ili direktna suma) grafova
) ili digrafova & 1 G2

¥
B 1

14,81 komutator matrica A i B
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0.1

o]
Ako neki elementi matrice nisu oznafeni, smatra se da
su jednaki nuli.

Poglavije 3

AR

A

n~ti stepen kva@rétne matrice A

digraf pridrufen matriei A

Vi(A) broj varijacija sa ponavljanjem k-te klase skupa
od n elemenata sa matricom dopustivih parova A

sum ¥ 2zbir svih elemenata matrice Y-

Poglavlje 4

G

A digraf pridruZen matrici A ili Coatesov digraf

matrice A
det A = {A]| determinanta kvadratne matrice A

Poglavlje 5

adj A adjungovana matrica matrice A

2t inverzna matrica matrice A

V{i-~j} veza &vora i sa &vorom }

Poglavlje 6

G’ digraf dobijen od digrafa ¢ na taj nadin 3to je-
prenos svake petlje digrafa G umanjen za 1
AC(G) Coatesova determinanta digrafa G

ZXM(G) Masonova determinanta digrafa G
rang A rang matrice A

~ ekvivalentnost matrica




Poglavlje 7
PA(R) karakteristi®éni polinom matrice A
N sliénost matrica

PG(A) karakteristi®ni polinom grafa G

T konjugovana matrica matrice A

H

A%, A% konjugovano-transponovana (ili hermitski spreg-

nuta) matrica matrice A _
(x|y) skalarni proizvod kompleksnih vektora

Poglavlje 10

per A = TAT permanent matrice A

par K 'parnost l-faktora (ili separacije) K
(@) viZestrukost broja O u spektru grafa G

Pf A pfafijan koso-simetridne matrice A

Poglavlje 11

v (@) ciklomatidki broj (ili nultost) grafa G
r(G) rang grafa G

U(0-~j) modifikovana veza &vora O sa &vorom j
D(@) broj stabala grafa G

G komplement grafa G

G]_V'G2 potpuni proizvod grafova Gl i G2

NEPS nepotpuna profirena p-suma

GlXFGé proizvod grafova Gl i G2
G1-+G2 zbir grafova G1 i 32

g dualni kod koda C

Poglavlje 13

(qa) matrica-vrsta sa koordinatama a;
{a} matrica-kolona sa koordinatama 9y

Dodatak

Al norma matrice A
%% izvod matrice
CI(A) r-ta adjungoﬁana matrica matrice A



PREDMETNI INDEKS

algebarska struktura 24 - Vandermondeova 105

algoritam digraf 12 .
- .Gaussov 194 - delimiéni 16
- za konstruisanje ciklusne - ekvivalentan 247

jako povezan 14
jednostrano povezan 14
kaskadni 250
kondenzovani Kénigov 60
K8nigov 41

linearni 16

pridruZen matricl 62,78

baze 229

- za odredjivanje komponenata
jake povezanosti 205

- za svodjenje na trakastu
formu 210

antifaktorski skup 12

automorfigam 17,27

azbuka 268 reakcioni 280
slabo povezan 14

baza 31 - zvezdoliki 247

- ciklusa 227 dijagonala

- oritonormirana 32 - glavna 38

bilinearna forma 60 - sporedna 38

dijagonalizacija matrice 149
dijametar 6

dimenzija

- 'prostora 31

- reprezentacije 315

binarna operacija 24
blok 47

- matrica 47

bojenje grafova 9

~ pravilno 9

_ drvo 8
Catalanova -konstanta 312 duZina
Cauchyjeve nejednakosti 171 - ciklusa 13
cepanje &vora 253 - konture 7
ciklomatidki broj 227 - lanca 13
ciklus 13 - puta 6 -
- elementaran 226 - redi 268

- trivijalan 226 .
ekskluzivna disjunkecija

dvor 3
- beli 41 grafova 267
crni 41 element

nepovratni 190
povratni 190
sivi 42
spoljasnji 303
susedni 3
unutragnji 303

delilac grafa 328
determinanta 78,92,95

adjungovana 108
digrafa 126
- Coatesova 127 ey g

- Masonova 127 7 =

sistema 119

- dinvertibilan 24 -

- inverzni 24

- jedinidni 24

~ matrice 37

~ neutralni 24
elementarni delioci 361'
endomorfizam 27
ergodidko svojstvo 191

faktor 16

figura

- elementarna 162
- medifikovana 235
- osnovna 162
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formula

- Binet-Cauchyjeva 91

- Coatesova 124

- - modifikovana 236

- Cramexrova 120

- Masonova 127

funkei ja

- Booleova grafova 263

~ Gebidevlijeva II vrste 294

- definisana na spektru
matrice 165

- matrifna 165

- sopstvena 302

generatorski skup 31
graf 3

- beskonadan 4

~ bihromatski 10
bikompletan 8
C-molekulski 274
Chanov 130

cikliéki d-delni 183
Coatesov 78,122
delimidni 4
elementaran 262
grana 256

Hiickelov 274
izomorfan 16
k-dimenzionalne resetke 265
k~-kompletan 7
k-obojiv 9

konadan 4

kvadratne reSetke na
torusu 266

Masonov 126

membrane 304
v-primitivan 262
neorijentisan 3
nepovezan 6

oznadeni 18
Petersenov 16
planaran 218

potpun 7

povezan 6

pridrufen determinanti 80
prizme 265
prostornih dijagonala
prizme 267

- protoka 122

~ - gignala 125

- regularan 7

- trihromatski 10
grana 3

- glavna 154

- orijentisana 12

- sporedna 155

grane vi8estruke 4

grupa -24

Abelova 24
aditivna 25
automorfizama 36
komutativna 24
multiplikativna 25-
simetrije 330
grupoid 24

hamiltonijan 332

hipoteza van der Waerdena 214
homomorfizam 27

hromatski broj 9

indeks

- grafa 185

- Hosoyin topoloSki 276
- imprimitivnosti 182

- slo%enosti digrafa 253
- topoloski 276
invarijantni faktori 361
inverzija 23

- &vora 253

izomorfizam 16

digrafova 16

grafova 16

grupa 26

grupoida 26
muitidigrafova 16

- multigrafova 16

izvor 13

LI N I B

Takobi jev kanonidni oblik 153

l-faktor 11

jednadina

- diferencna 69

- linearna homogena 69

- k-tog reda 69

- sa konstantnim koefici-
jentima 69

- frekventna 339

-~ grafovska 363

- karakteristidéna 70,140

-~ Lagrangeova 338

linearna 118
matrina 361
~ Schrdédingerova 289
Jordanov
- blok 149 .
- kanonidéni oblik 157

karakteristi¥ni polinom 141 159

~ grafa 159

- matrice 141
karakteristika polja 29
karakter reprezentacije 320
- = primitivni 322



Kirchhoffovi zakoni 229,230
klasa konjugovanosti 321
kod 269

~ dualni 271

- linearni 270

- perfektan 269

kofaktor 84

- minora 96

kolona 37
kombinacija 21
komplement

- algebarski 84
- grafa 262

- ortogonalni potprostors 32

komponenta 6

~ jake povezanosti 14

- povezanosti 6

- zavrsna 190 .

kompozicija K6nigovih di-~
grafova 42

komutator 59

konadan automat 66

kondenzacija digrafa 189

kontura 7,15

- neparna 7

- orijentisana 15

- parna 7

Kroneckerov simbol 44

kvadratna forma 60

- definitna 179

- indefinitna 179

~ semidefinitna 179

lanac 13 .
Laplaceova transformacija 243
lineal 31 '
linearna

- algebra 118

- forma 118

- jednadina 118

- kombinacija vektora: 30
- zavisnost

~ - formi 118

- - jednadina 118

- = vektora 30

Markovljev lanac 65
- ciklicki 190

- neperiodidki 190
- neragzlo%iv 190

- periodidki 190
matrica 37

- adjungovana 107

~ antisimetridna 46
- beskonaéna 335

- bistohastidka 99

IlllllllllllIl‘lllllllllllllIIIIIIIIIIIIII~

467

blok-dijagonalna 50
ciklicka 67

ciklomatidka 256
cirkularna 169 -
derogatorna 146
dijagonalna 46 -~
dinamidka sistema 340
donje-trougaona 46
dopustivih parova 69
fundamentalna sistema 379
funkcija prenosa 382
funkcionalna 53
generalisana inverzna
generifuda koda 271
gornje semi-trougaona
igornje-trougaona 46
Gramova 359 .
Hadamardova 177
hermitska 169
hermitski konjugovana
idempotentna 169
imprimitivna 182
incidencije 255

- &vorova i grana 255
indefinitna 172
inverzna 109
involutivna 169
jedinidna 44
Jordanova 149
kanalna 59
koeficijenata 119
kolona 38

kompleksna 38
konadna 335
kontrolna 271
konjugovana 169
konjugovano~transponovana 169
koso~simetri&na 46

kvadratna 38
kvazi-dijagonalna 49
kvazi-trougaona 49

-linearne transformacije 58
linearnog operatora 60
modalna 340

nad poljem 38

nederogatorna 146

negativno definitna 172
negativno semi-definitna 172
nenegativna 64

nepoznatih 119

nerazloZiva 180

nesingularna 110

nilpotentna 64

normalna 169

ortogonalna 169

permutaciona 46

367
213

169
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polinomna 360

pomaéna jedinidna 56
potpuna trakasta 208
potpuno razloZiva 317
potpuno unimodularna 169
pozitivna 180

pozitivno definitna 172

prateda T2

prelaza automata 67
prenosna 313
primitivna 182
prodirena sistema 135
pseudoinverzna 367

- Moore-Penroseova 3%6&
rastiresita 193
razbijena na blokove 47
razredjena 193
realna 38

regularna 110

retka 193

r-ta adjungovana 365
semi-trougaona 213
simetridna 45
singularna 110
sistema 119

skalarna 46

slabo popunjena 193
slobodnih &lanova 119
stohastidka 65

strogo trougaona 75
stepena dvorova 257
suprotna 39

susedstva 158
topolo&ka 275
trakasta 208
transponovana 44
tridijagonalna 208
unimodularna 169
unitarna 169
verovatnoéa prelaza 65
vrsta 38

~ zabrana 69

matrice

- ekvivalentne 134

- jednake 38

- komutativne 40

~ srodne 213

~ slidne 147

matriéni red 168

metod

Chanov 130

- Croutov 202

- Gaussov 194

- Masonov 125

- konturnih struja 230

lllllllllllllllllllll\lIl/llllllllllllllllll

pozitivno semi-definitna 172

Ljapunova 392
prenosne matrice 312
spektralni 267

nata 197
minimalni polinom 146
minor 84
- determinante 84
- glavni 91
~ matrice 84
- reda k 91
most 228
multidigraf 13
multigraf 4

neprekidna deformacija .18

norma

- matrice 358

- kanonidka %58

- vektora 32

normalizacija 252

normalni oblik razloZive
matrice 180

nula-natrica 44

nultost grafa 227

oduzimanje matrica 39
okce 218

operator

- Hamiltonov 289

- Laplaceov 302

- linearni 31

parnost

- l-faktora 215,221
- permutacije 23
-~ separacije 21K
permanent 212
permutacija 21

- cikliéka 68

- neparna 23

- parna 23.
petlja 3
pfafijan 221
podgraf 4

- delimigni 5
polinom

- lebievijev 294
-~ ireducibilan 29
- karakteristidni 141
- sparivanja 300
polje 28

- Galoisa 28
ponor 13
potprostor 31

- invarijantan 32

vodeéih (stoZernih) eleme-



- pravi 31

prenos

. =-delimignog podgrafa 19
- -faktora 78

- grane 18 :

- l-faktora 19

- Konture 19

- puta 19

- geparacije 95

- veze 111

princip

- kombinatorni 20

- superpozicije 237
profil 210 .
proizvod

-~ grafova 265
Hadamardov matrica 52
Kbnigovih digrafova 42
Kroneckerov matrica 50
matrica 40

matrice sa brojem 39
potpuni grafova 262
skalarni 32,170

- vekiora sa brojem 30
prostor

- konadno-dimenzionalan 31
- vektorski 30

- unitaran 32

put 6

-~ elementarni 9

- krugni &

- zatvoren 6

rang

~ &vora 154

- grafa 229

- matrice 132
rastojanje

- &vorova 6

- Hammingovo 26&

~ kodovsko 269

- redi 268
Rayleighev kolidnik 60
razvoj determinante
- Laplaceov 96

-~ po kolonama 85

- po vrstama 85
reé 268
reprezentacija 314
~ ekvivalentna 315
grupe 314
ireducibilna 317
matriéna 314
neraszloZiva 317
negvodljiva 317
razloZiva 317

reducibilna 317

regularna 315

svodljiva 317

totalno simetridna 329
trivijalna 315

unitarna 315

refenje |

- najbolje aproksimatlvno %66
~ op3te 70

- trivijalno 137

separacija 95

- bela 214

- c¢rna 214

sfera 268

simetrija geometrijske
figure 330

‘sistem

~ jednadina 119

- - homogeni 137

- - saglasan 135

skup imprimitivnosti 182

Smithov kanonidni oblik 360

sopstvena vrednost

- grafa 159

- matrice 139

- parcijalne diferencijalne
jednadine 302

sopstveni wektor 139,159

spektar

" - grafa 159

- matrice 141

- parcijalne diferencijalne
jednaéine 302

spojnica 229

stablo 8

stepen 4

- izlazni 13

- ulagni 13

submatrica 39

- glavna 39

. 8irina trake 208

Suma 229

telo 27

teorema

-~ Birkhoffa-von Neumanna 100
Cayley~Hamiltonova 145
Eulerova 218
Frobeniusova 184
GerSgorinova 359
Hadamardova 359
interlacing theorem 171
Jacimirskog 284
Kirehhoffa-Trenta 258
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Kdnigova 10 © vektor

- Kronecker-Capellijeva 135 - ciklusni 226

- McCOlellandova 300 -~ kolinearan 139

- ‘Perronova 359 - nenegativan 356
- reciprodnosti 239 - pozitivan 356

- Schurova 359 veza 110

- Sylvestrova 364 - modifikovana 235- 236
- Theveninova 241 vigestrukost

- Tutteova 12 - algebarska 141
teZina vektora 269 - geometrijska 139
tip matrice 37 vrsta 37

trag matrice 38

transformaci ja . zbir (suma)

direktan

- grafova 262

- matrica 52

~ potprostora 32
grafova 265

Kdnigovih digrafova 41
matrica 39

varijacija 20 nepotpun prodiren

- sa ogranilenjima 23,68 grafova 263

- sa ponavljanjem 22 . - potprostora 32

- bilinearna 58
ekvivalentna digrafa 248
elementarna 134,360
linearna 58

unija grafova 52

Primedba. U indeks su uneseni , sa manjim izuzetkom, samo ma-
tematidki pojmovi definisani u ovoj knjizi.
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