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PEY YHAIIPE

U3 obumne, ganac oauko obpabene lieopuje eAuiiiuskux GyrHKuu-
ja, y osaj kpaitiak yyubeHUK YULA0 je camo OHO WO ce, lipema eaemeninap-
HUM 3HAFUMA U3 GUEPEeHUUJAAHOZ U UHILEeZPANHOZ padyHa, U oliluilie
ieopuje aHaAUUYKUX QYHKYUja, ca Kojuma ce ipeiiiiociiiasba ga pacio-
AAXCY cayuiaoyu, modxce ipehu Ha lipegasarbuma 0g jegHoZ ckpahenHoz
cemecuipa. _

Hoxka3u cy, meciliumuye u Ha pauyH oHakee WAYHOCHU Ca KAKBOM Ce
gaMac pagu, yiipouthenu u ckpaheru Qo Kpajibux 2panuya mozyhHociiu, a y
HAMEPU Qa CAYWAAAY, Wilo aakuie U Opice gohe ma U go 08aauiHe cauke
ciisapu u ga my ce omozyhu yioiipeba pauyHcKOZ UHCIUpYyMeHIUa KOju
upyxajy eautitiuuke ¢gyuxyuje. To je, yociiarom, cee uiilio ce moxice
Wpaxcuitiu og jegroz, 08axko ckpaheHoz, yubenuka.

Hucay



ITPBU OJEJbAK

OCHOBHM ITOJMOBH O
MMEPMOIWYHNM ®YHKILINIAMA

1. TIOJAM O ITEPMOOMNYHOCTU

M3 TpuronoMeTpuje ce 3HA ia, KaJ| CE 3a MEPEHEe YIIIOBa y3Me TaKBa
jeIMHANa Mepe, 1a TIyH yrao UMa 3a BPETHOCT 27, (pyHKIM]a sin z He MEma
ce KaJl ce BPeHOCTH z JOJ[a WM Ofy3Me 2T, IIITO W3paskaBa jefHauYnHa

sin(z+2m) =sin z.

Wcro Tako, n3 EnemenTapue AHanuse 3Ha ce fia je

e?.m‘ — e—21ti =1
npema 9eMy (pYHKIII/Ija & uMa Ty OCOGI/IHy Ja HE MEmba BPEIHOCT KaJl ce
BpECOHOCTH Z JOa WIHN OY3ME 21'Ci, IIITO CE€ U3paxKaBa jeHHa‘-II/IHOM

e_iZm = ¢,
3a Te fBe (PYHKIMjE KaxKe Ce fia Cy uepuogutme ¥ 1a nAMajy 3a ilepuo-
gy, ipBa 6poj 2x, gpyra 6poj 2mi.
Wy onmrre, 3a jegny ¢pynxyujy f(z) xagxe ce ga je ilepuoguina ako io-
ctioju wakas jegan 6poj ®, He3ABUCAH 0F 7, §a Je 34 MA KAKEO Z

flzxw) = f(2).

Bpoj o Ha3uBa ce Tafa iepuoga dhyuxkuuje f(z). Jlako ce ysuba fa,
Kap f(z) mMa Kao mepuofy jefaH 6poj w, uMahe 6eckpajHO MHOTO NEPHO-
na, a To ¢y

to,+20,t3m0,t40,...

Tj. HO3UTHUSHU U HeZatuusHU myaitiuiiau 6poja ®. To ce BUAM U3 TOra IUTO
je O9EeBUIHO
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f(z220) = f(z20) = f(2),
f(z130) = f(z£20) = f(2),
f(zx4w) = f(z£30) = f(2),

Kanp je, gakne, o nepuoaa pyukuumje, 6uhe joj mepuona u mo, rae je m
Ma Kakas, IIO3UTHBAH WM HeraTuBaH, neo 6poj. Kapg je 6poj o Takas ga nc-
ImymaBa oBe morofbe: 1° ma ce cBaka Apyra nepuopa (pyHKImje m3paxasa
Kao MyJITHUILI Tora 6poja; 2° faa je cBaku MYJITHIUI Tora 6poja jeqHa nepH-
ofla (pyHKITHje, OHAa ce 3a TakaB Opoj ® KaXe [1a Je OCHOB8HA, HeC80G/bUBA
iiepuoga pyHRUH]E.

Taxsu cy Hrp. 6pojeBd

® =271 3a ¢pyHKUM]y sin z,
o =27 3a pyHKIHU]y €.

MebyTtum, Takas Huje 6poj T 3a PYHKIM]Y Sin z: TAYHO je [1a Cy CBE Ile-
prone (pyHKIHje MynTUILIH O6poja T, ajld CBaKH HeroB MYJITHILI, HIP. 37,
ST, 7w, ... HUCY.IIEPUOJE.

N3 came peduHunuje OCHOBHE Mepuofie BUAM ce Aa je To Meby cBuma
nepuofaMa OHa Koja je, y paBHH IIPOMEHIBUBE Z, HAjOAUNCA KOOPGUHAULHOM
Uo4eluKxy.

Ho nma ¢yHKimja gnje ce cBe Meprofe He H3pakaBajy Kao MyJITHIUIN
jenHe wcTe nepuofe, Beh ce jeHe u3paskapajy Kao MyJITHIUIN jefHOra 6poja
®;, Ipyre Kao MYJITUIUTH fpyrora KakBor 6poja ®,, Tpehe kao MynTumnnu
Tpekera 6poja w; uTH. rIe cy 6pOjeBH ®,, ,, M3, ... TaKohe nepuoxe ucre
¢yHKLH]e, aNu HY jeaH Off IbUX HUje MYJITHILT APYLOr.

Y TakBOM ce ciy4ajy mMa cMaTpaTH Aa QyHKIHja IMa HEKOIUKO HH-
30Ba Iepuofa

to,tx20,+30,...
+,,+2 w,, £30,,...
tw,, 2 w5, 3 05,...

ey

3a npBY HHE3 HMa ce cMaTpaTH Kao OCHOBHA Ilepuofia 6poj o, 3a Apy-
ru Hu3 6poj M,, 3a Tpehn 6poj w; uTh. 3a GyHKIHM]y MMa ce Takobe cMma-
TpATH Ja MMa OHOJIMKO OCHOBHEX IIepHOJia, KOJIMKO UMa TaKBHX OpojeBa
®[, ©,, O, ...

Kapg cy o, 1 ®, ABe ocHOBHe nepuofe (pyHkuuje f(z), 6uhe

fz+mo) +myw,) = f(z+mw;)= f(z).
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H yommre, Kaf ¢y ®, ®,,..., ®, OCHOBHe nepuoje dpyHkuuje f(z),
6uhe

fz+mw, +m®, +...+m,0,) = f(z),

ra Ma KaKBe BPeTHOCTH MMaJy eI, MO3UTHBHHU MIH HETaTHBHU GpojeBn
my, My, ..., m,. IIpema Tome pyuxumja he, mopey uuzora (1), umaTu Kao ne-
pHO[ie U CBE BPEXHOCTH

(2) 0= ml(l)] + m2(02 +...+m”60”.

M3pa3 (2) je HajomuTHju U3pa3 3a Nepuojie mocMaTpane QPyHKIuje; OH
u3paxkaBa CBaKy IepHOfy Kao JITHEApHY U XOMOTeHY KOMOWHAIN]y OCHOB-
HEX TIepuofa o;, ®,,..., ®,, Iae ¢y KoeduuujenTn KoMOnHauuje nein 6po-
jeBu. CBaka ce Iepuofa M3paxkasa y o0muKy (2), u o6paTHO, CBakd 06IUK
(2) je jenna mepuona pyHKIHjE.
dyuknmje f(z), 3a Koje IMOCTOjU caMo jefan 6poj o, IOMeHyTe BpCTe,
Ha3WBajy ce ipocitioiiepuogutre pynkyuje. OHe 3a KOje MOCTOje ABA TaKBa
6poja W, ¥ W,, HA3UBA]Y Ce ggoliepuoguyte QyHKylje, ca OCHOBHAM IEPHO-
maMa o, I ®,. M yommre ¢yHKIHje 3a Koje OCTOje n TakBUX 6pojeBa
®y, ©y, ..., ®, HA3WBA]y ce n-lepuoguiHe pyHkylje, ca OCHOBHAM IEPHO-
ZaMa o, O, ..., 0,.

2. ITPOCTOINEPMOOVNYHE ®YHKIINIE

Kao mro je Hanpeq Ka3aHo, pyHKIAja f(z) HasuBa ce Apocilioiiepuo-
QUHHOM PYHKUUJOM KAl IMa TIEpHOJie M KaJl Ce CBE IheHe NEePUOofie H3paska-
Bajy Kao MYJITHIUIX jefHOTa UCTOr 6poja ® Koju uMa oBe ocobuHe: 1° cBaka
Apyra nepuoja je MyJITUIU Opoja ; 2° cBaky MyNTHII 6poja ® je jegHa
nepuopna pyHKUmje; 6poj o je u caM jegHa nepuona. bpoj w je Taga ochosHa
fepuoga pyHKUIH]E.

OcHOBHa Tepuofa ® Moxe OWTH pearnaH, WM YACTO UMaruHapaH, uin
KoMmIuiekcal 6poj. Tako Hp. pyHKIH]a sin az, T7e je a pealaH 6poj, UMa 3a
nepuopny peaian 6poj

(dbyuRUHja ¢” UMa 3a NEPUOY YUCTO HMaruHapaH 6poj

27
w =

b

a

a yaknmja ¢"° mMa 3a IEpHONY KOMILIEKCaH Gpoj
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®=(1+m

ITomohy eneMeHnTapHux (pyHKIMja ¢ U sin z MOXe ce popMHpaTh Ge-
CKPajHO MHOTO IPOCTO-TIepHoanIHIX (pyHKIMja f(z). TakBe cy HIp. PYHK-
LHje ca IepruogoM

o= 2.

a
1° cBak¥ IOMUHOM 110 e

f(Z) = A() +A1€az +A262a: + ... +A"ena:«:;

2° cBaka panuoHaliHa (PyHKIHja O ¥, Tj. KOIMYHHUK TaKBa IBa IIOIH-
HOMA, .
3° cBaku KOHBEpreHTaH pefi 00JinKa

F(2)=Ag+Ae® + A%+ =) A"
n=0

Kao u pef o01IuKa

40 f‘(z) - iA"ena: + iBne—llGZ.

n=0 =0
Takse cyu CI)YHKI.[I/I].C Ca nepuojiomM

27
w===,
a

HauME, CBAKH KOHBEPTEHTAH peEN obnuxa

f(z)=A,+Asinaz+A,sin2az+... = EA,,sin naz,

n=0

f(z)=By,+B, cosaz+B,cos2az+... = ZB,, COS naz.
n=0,

3. IOCTAHAK ITEPOJIA

Ca IiefuIlTa OMIITE TEOPHje AHAIMTHYKHIX (PYHKIH]a, nepuofe QyH-
KIlja IpoK3na3e u3 ynkbeHnna n3paxennx Cauchy-eBuM cTaBOBMMA O KpH-
BOJIMHIjCKIM HHTEIPAINMA, a TOHA0CO0 CTABOM O €KBUBAJICHIU]H HHTErPa-
[HOHHX MyTaba U CTABOM O HHTETPANY Y3€TOM Ay>K KOHTYpE IITO ONIKOJba-
Ba cHHTyJIapuTeTe MyHKIHja.
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ITocmatrpajmo uHTETpan
(3) Z:J(u)=J_f(u)st,

rie je f(u) nara yHKUWja IDOMEHBUBE |

4, a g jeflHa cTaJHa Ta4yka Y PaBHU Te
npoMeHnmbuse (ci1. 1). O6pasan (3) gedu-
HUIIE z Kao PyHKunjy J(u) OIpOMEHIBU-
BE U, a Y UCTO BpeMe M u Kao (PyHKIH]y
u(z) nmpoMenmuse z. OBa QyHKIH]a
u(z) HasdWBa CE€ UHEep3uja UHillezpana
J(u).

WHaTerpan J MoXe ce y3eTH IyX pa-
3HMX, 0€CKpajHO MHOTHX IyTara UITO
BOJIE€ Off CTallHe TauyKe a [0 NPOMeHbuBe O
Kpajie Tadke u Koja ce mocMarpa. I1pe-
Ma Cauchy-eBoM cTaBy cBe he Te myrame Cn. 1.

MIOBOJUTH JIO Je[{HE UCTe BPEXHOCTH 2z MH-
Terpaia, OCUM OHHMX IIyTama Mo KOojuMa ce 0OMiIa3d OKO KOra Off CHHTYJa- -
purera pynkumje f(z). Heka cy

v

4) U=0,, Uu=0, U=~0us,...

TaKBH CHHTYJApUTETH, [1a TIpe HO IITO ce
M3BPILIN HHTETpalyja YK AUpeKTHe Iy-
Taibe C MITO BOAHM Off a IO U, U3BPITHAMO
je oy KakBe KoHType C’ Koja oGyxBaTa
jenaH Wik BHIle TUX CHHTYyJapuTeTa (CII.
2). Unrerpan J gyx C’ umahe 3a Bpef-
HOCT jefiaH ofipebeH 6poj w, a pyHKIHja
O[] MHTEeTPaTHUM 3HaKOM, Koja je y 1o- o
7a3HOj TaYKM KOHTYpE UMala jeHy of-
pebeny cBojy nerepmunanujy f(u), MO- Cn. 2.

e o OOWJIACKYy OKO CHHIyJapHTeTa

AYyK KOHTYpe WMAaTH WJIH OIeT Ty UCTY,

WM IPYTY KOjy Off CBOjUX AeTepMHUHaLHja (y ciIy4ajy Kaf je KOju Off CHHTY-
JTapuTeTa KPUTHYKA Tauka (PyHKUHjE).

Youumo ciydaj Kaf je Ta feTepMUHALM]ja, [Tocie o0uIacka, uciiia Kao
ipeobuilina. AXo ce Taja, Tj. mociie o6miacka, IpOAyKHU WHTETPallHOHI
IyT Ay AMpeKTHE IyTawe C, CTIKe ce y UCTY TauKy U y KOjy OM ce CTHIIIO
U [a Ce HUje U3BpIIMIO 3a00MIaxkee OKO CHHI'yIapuTeTa, Beh ce oqMax
AIIIIO MyTamoM C.
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Wurerpan J he gakie, 3a jegHy UCTy Kpajiby TauKy 4 IMATH JBE BPef-
HOCTH z H 7+ ®, IpeMa IIyTambaMa KOJuUMa Ce OJf Ta4Ke a HIUIO IO TAUYKe u.
Jpyrum pedynma: jefHO] HCTO] BpeTHOCTH ¥ OrOBapajy ABe BPENHOCTH Z, O
KOjuX je jefHa jeflHaKa BPEeTHOCTH HMHTerpama J y3eTOr AyX AUpEeKTHE
nyrawe C, a ipyra je jeqHaka BpPeJHOCTH UCTOr'a WHTErpana y3eTor Ay:K
KOMOHMHOBaHe IyTalke cacTaB/beHe U3 nyTawme C u KouType C’'. O6pHYTO:
Kaf ce u cMaTpa Kao (pyHKIHja IPOMEHIbUBE Z, OHla BpEIHOCTUMA Z U Z + (O
OfiroBapa jegHa UCTa BPEJHOCT U.

Dynrkyuja u(z) uma gaxae iy ocobumy ga je, 3a ma Kojy epegrocii
UpomeHouUse Z

u(z+w)=u(z);

OHa je, gakae, Hepuogu4Ha U uma 3a iiepuogy 6poj o.

Kapg ¢pyukuuja f(u#) HeMa HUKaKBHX CHHTYJIapUTeTa, Tj. Kajl je TO Ka-
KBa yesna (PyHKUHja MPOMEHIBHUBE U, CBE CY ITyTambe MITO BOJAE O ¢ O U €K-
BHBaJIeHTHe; KOHTYpe C’ He mocrtoje u ¢pyHKIH]a u (z) HEMa NepHOfa.

Kag f(u) mma caMo jeaH CHHTYIapuTeT # = O., aKO je OBaj IO, fie-
TepMrEHaUUja PYHKIHE]E 0 0OMIACKY OKO Tauke O OCTaje HEIPOMEeHa.
Ca npyre crpane, uaterpain J Ay KoHType C’ 10 K0joj ce 6yne BpIIUIO TO
obunaxeme, jemHak je 6pojy 2mi HOMHOXEHOM ca OCTaTKOM B (dyHKIHje
f(u) 3anox o. Y Tana:

Ako je B =0, ¢pynkyuja u Hema ilepuoga; axo je B pazauuHo og Hyae,
GdyHKyUja u je lepuoguyna u uma 3a iilepuogy 6poj

®=2Ti-B.

3a TakBy IIepHONY ce KaxXKe fa je fosrapHa fepuoga, Jep NPOU3Na3h O
I10Jia 0. ¥ lh€TOBOT OCTaTKa B.

Kan f(u) uma Buire cuaryirapureta (4), MOXe IOCTOjaTH BHUIIIE Pas-
HUX KOoHTYpa C’ nyX Kojux pyHKuHja f(u) HE MEHa CBOJy JETEpPMHUHALH]Y.
JIysx cBake Off wuX HHTETpaa J UMa 1o jegHy ofpebeHy BpegHoCT, I1a ako Cy

®)) W), Oy, ..., O,

TaKBe BPENHOCTH IITO OrOBapajy pasHUM TakBHM KoHTypama C’, Te he
BpepHocTH (5) 6utu mepuone pyHruuje u(z).

ITpu ToM ce MOXKe mecuTH:

1° mnm ga cy ce nepuoje (5) meby cobom HecBOAIBbHBE, Tj. ia CE€ HU
jenHa off BUX HEe MOXe W3Pa3UTH Kao JIMHeapHa U XOMOreHa KOMOMHau#ja
(ca menuM xoedHLMjeHTUMA) IPYTUX, Y TOME CMUCIIYy HECBONJbUBHUX IIE€PH-
ofia; aga ce ceu Opojesu (5) umajy cmaiipaiiiu Kao OCHOSHe iepuoge PyH-
Kyuje u(z);

2° uy cy Heke off nepuopa (5) Mmeby co6oM cBOAIbHBE, Tj. U3paxKaBajy
ce Kao JIMHeapHe U XoMoreHe dyHKIHje (ca nenuM KoeUnujeHTHMa) jef{He
WJIM HEKOJIMKHUX APYTUX HECBOAJLUBHIX MIEPUOJA, HIIP. IEPHOJa
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(6) (D],(.Oz,...,(l)k

TaKo J1a je
Oy = MO + 0,0, + ...+ 1o,
O,y = MO + MO, + ...+ MO,
Oy = MO + mym, +...+ Mo,

Taga ce ceu 6pojesu (6) umajy cmaiipaill Kao Hecsogmuse tepuoge
¢yrkyuje u(z).

Kao miTo ce Buau, 6poj OCHOBHHX HEPHOfa MOXKe OMTH HPOU3BOILHO
BEJIWKM, TpeMa NpUponn PpyHKIHje f(u) MOJ UHTETpaNnHuM 3HakoM. [locitio-
Je, gakae, n-ilepuogutine uHKUUje, 2ge je n UPOU3BOHHO BEAUKU UeO HO3U-
musan 6poj.

Kap jemgua TakBa mepmoja HpOHUCTHYE Off 3a00MIaKema OKO KaKBE
KpuTuyke Tauke GyHKImje f(u), 3a By ce KaxXe [a je Kpulliuika iepuoga
dyukumje u(z).

4. TIOCTAHAK TIEPUOJA OBJAIIILEH ITPIMEPYMA

Hauun nocraHka meproja, 13JI0KeH Y OBOME LITO je Hallpes Kas3aHo,
6utie pacBeTIbEH IPUMEpPUMA ILITO CIENY]Y.
1. ipumep. — YounMo UHTErpas

(7) C z=sw= [
h U

rie (pyHKO@ja MO HHTErPaTHUM 3HaKOM
nIMa caMo jeffaH cuHrynaputeT u = 0 ¥ OH u
je 1moJ mpBoOTa pefa, YMjH je OCTaTak
B = 1. Kag ce 3a xoutypy C’ y3Me jefiHa
Ma KO0ja KOHTYpa KOja OIKOJbaBa Ta4Ky
u =0 (cm. 3), marerpan J [y Te KOHTYpe

nMmahe 3a BpegHoCT /
p Q_/l
owo=B=1 ‘

u mpema ToMe he pyHKIHja

v

Cn. 3.
u(z) = ¢,

Kao uHBep3uja uuTerpana (7), ONTH NepuonIHa ¥ UMATH 33 OCHOBHY IIepH-
ony 6poj
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w=2w-B =21

u Taj 6poj je HoMapHa nepuona PyHKIHje.
2. ipumep. — Y OUNMO HHTEFPAT

(8) z—jﬁ_u

rae QyHKI@ja O[] WHTETPAIHUIM 3HAKOM HMa [ABAa CHHIYJIAPUTETA: TAUKE
u=-luu=+1,ao06acy anrebapcke KpATHUYKE TaUKe IPYrora pexa.
ITocmaTtpajmo aBe KouType C’
WTO nojia3e u3 Tadke O U ONKOJba-
Bajy: mpBa C| Tauyky u = +1, gpyra
C C; Tauky u =-1 (ci. 4).
Cn. 4.
Kontypa C| ekBUBaJeHTHA je
/\c 5 /\ » 3aMKu OabcO cacTaBbeHO] Off Ipa-
NSV T N+L/P T Bux Oa u Oc, Geckpajuo GIuCKuX
Co. 4. peanHoj OCOBMHHU M KpyxXuha abc
OIMCAaHOr OKO Tauke u = +1. [Tyx Te
3aMKe UHTerpaj ¥Ma 3a BpeIHOCT

J+ <]

Oa ahc O

-3

K

HpBI/I Ol Ta TpHU UHTETrpalia UMa 34 BPENHOCT

T

_[ J m [arcsin u]:) = agrcsin 1 = —2—

Jpyru uaTErpan, y3eT n1yx Kpy:xwuha abc nomynpeuHuka r fobuja ce
KaJi ce CTaBH

u=1+ré", du=rie*do
v ycra ce 1a 6 pacre ox 0 Jo 27, OH akJe UMa 3a BPEJHOCT

_[ 2d6

du
a‘,’;‘\/(l—u)(l“Jr u) N2+ re®

BpenHoct nHTerpana, npema Cauchy-eBoM craBy, ocraje WcTa 3a Ma
KOJIHKY BPEJHOCT MOJYIPEYHUKA 7, TIa JaKJIe U 3a r 0ECKpajHO Malo, U3 Je-
ra M3J1a3y 1a je Taj MHTerpaJ je[{HaK HYJIH.
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Tpehu uaTerpan uMa 3a BpegHOCT

du T
J. J\f u? :5}.\/1—142 :E’

e 3HaK — IIpejl APYTUM YJIaHOM [OJa3H OTy/a IITO je (PYyHKIHja [TO) MHTE-
rpalHUM 3HAKOM Ioce o0UIacka OKO KpUTHUKE Tauke u = +1 mIpoMeHnmna
JAeTEPMUHALIM]Y, Tj. CBO]j 3HAK.

Jyx koHType C|maTerpan . uMmahe gakie 3a BpeRHOCT 7T, a y TAUKy O
ce CTHXKe ca JeTepMUHALNjOM

(9) .f(u)——T_

ysxkuuje f(u) MOJ MHTETPAIHUM 3HAKOM.

Ha ucTu HaumH, a Bogehu padyyHa o ToMe Jia je pyHKumja f(u) mapHa
u 11a ce cax u3 O T0Ja3u ca leTepMuHanujoM (9), Halmasu ce fja [y>K KOHType
C; maTerpain J mMa UCTy BPEJHOCT T, a ia ce IPeKOo We cTiKe y O ca ferep-
MEHAI]OM

i
M=

(pyHKIM]e TTOJ HHTETPATHUM 3HAKOM.

TIpema Tome, HEeJOKYITHA BpEIHOCT HHTepana J gy ABOCTPYKE KOH-
Type cacraBibene u3 C| u C; uznocu 2nt. Bpoj o oBfe je gakie ® = 27, IToO
3HAYM /12 je pyHKuHmja

u(z) =sin z

Kao WHBep3uja uHTerpana (8) nepruopuyHa U UMa 3a nepuony ® = 2x. Taj
6poj je KpUTHYKa Nepuoa GyHKuyje.
3. fipumep. — YOUHMO HHTETrpall

i du
(10) z= | —= = J(u),
of U

rjie je U IONMHOM YeTBPTOT CTeNeHa 110 MPOMEHILUBO] U, 0OTIHMKa
(11) U=(1-u®)(1-ku?),

a rje je k kakap cranaH peanas 6poj mrro yexu usmeby O u 1.
dyHKIFja MO] MHTErpaTHEM 3HaKOM MMa YeTHPH CHHIYJIapUTETa

u=-1 u=+l u=——1—, u::+‘—1—
k k
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KOJH Ccy CBH anrebapcke KpUTHYKE TauKe JAPYror pefa.

ITocmaTpajmo Hajupe fBe KoHType C| m C5 (ci. 4) 1ITo rnoiase u3 Ta-
4uke y = () # ONKOoJbaBajy: mpBa Tauky u = +1, Apyra Tauky u = —1.

KonTtypa C| exkBuBajieHTHA je ManonpebamHoj 3amku OabcQ, a [yx
T€ 3aMK€ HHTErpasl J UMa BPEHOCT

J«]+]-
Oa abc O

ITpru o THX WHTErpana mMa 3a BpegHOCT K, rie K o3Hadyje peanHn
ofipebeHu mHTETpaN

du
12 K = :
(12) 6[\/(_1—u2)(1—k2u2)

Ipyru uaTerpan, y3eT AyxX Kpyxuha abc nonynpedyHuka r, gobuja ce
Kaj| ce U3BPIIN CMEHA
u=1+reé¥, du=rie®do

¥ IIYCTH ce Aa 0 pacte ox O 1o 21; OH aKJie UMa 3a BPETHOCT

J‘ rJ’ 4 du .
e (1= u)(l+u)(1 Bty 0\/(2+re°')[1—k2(l+ree'z)J

I1a MONITO BPETHOCT MHTErpaja ocTaje ucTa U Kaj ce MOJNYNPEeYHuK r Oe-
CKpajHO cMamyje, TO je Taj HHTerpas jeqTHaK HylH.
Tpehnm uaTErpan uMa 3a BpeIHOCT

J‘ J'du J%_

TaKo, fa NyX KoHType C| mHTerpanJ uMma 3a BpefHoct 2K, a y Tauky O ce,
O IIOBPATKY, CTYKE Ca IeTePMUHALN]OM

o1
(13) )=~

(yHKIHEjE TOJ HHTETPATHAM 3HAKOM.

Ha wcty HauuH, a Bojehn pauyna o Tome pa je dyakumja f(u) napua
u ma ce 3 O caj nonasu ca gerepmunHanujoM (13), Hanaswm ce fa AyX KOH-
Type C5 uHTerpanJ onmeTr uMa 3a BPeXHOCT 2K a [a ce IPeKo Te KOHType
CTIKe y Tadky O ca [€TepMUHAII]OM
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14 — 4+ L
(14) S +«/ﬁ

IIpema ToMe: LENOKYIIHA BPEHOCT HHTErpana J [yx ABOCTPYKE KOH-
Type cacTaBbere u3 C; u C; usHocHd 4K. bpoj o osfie je 4K, LITO 3HAYH fja
dyuxiuja u(z), "HBep3nja nHTErpana J(u), uMa 3a nepuogy o = 4K.

ITocmaTpajmo caj ABe KOHTY- A
pe, C; u C; mITO IOJIa3e U3 TayKe
0 K OUKOJbaBajy: IpBa TadKy u
u= Il’ npyra Tauky u = -1 (cm. 5). C

k

Koutypa C;, HEe ONKOJhbaBa- SV +1 -
ivhu Tauky u = +1, eKBHBAJIEHTHA 5 ot
]y y . JICHT b a’ I]b a \/b
je 3aMku OabcO Koja Takobe He Ccr C

4 3

ONKOJbaBA Ty TAUKy, a cacTaBJbeHa cns
je u3 npaBux Oa u ¢O GeckpajHo GIIUCKUX peallHOo] OCOBMHH, ¥ Kpy>xuha abc

1
OMUCAHOT OKO TA4YKE U = +;. Hy}K T€ 3aMK€ HHTEIrpall J uma 3a BPEOHOCT

(15) J+J+J.

Oa abc ¢O

IIpBu of Ta TpH MHTETpaIa HMa 3a BPEJHOCT

i
J J
\Oa 0

i

1
=K +L,

'—'—'»I~

rae je

:J‘ du .
JJa—uH (- ku?)

yx npase ( kj BpENHOCT +1— u? je mMaruHapas 6poj, jep je u > 1,

a BpefiHOCT ~/1—k*u? je peanas 6poj, jep je u < ]l AKO ce fakiie, HaluIle
<

\/1—u2 = l'\/M2—1 ,

BpEeHOCT MHTErpasa

1
k
J —1)(1—/«: 2y
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je peanHa u mHTerpain L he nmatu 3a BpegHOCT

L=1g=_ix
I

IpeMa 4emy je

=K - iK’.

—

_[ -

Oa 0

Jpyru ox uarerpana (15), yser aqyx prmmﬁa HONIYIPEYHUKA 7, [OOH-
ja ce Kaj| ce CTaBu

U= %+ ¥, du =rie¥do

u nyctu ce fa 6 pacre ox 0 go 2x; oH, faKJie, UMa BPETHOCT
' [
J‘ . J' e 2‘ do '
J(A—u )(1 ku)(1+ku) JA= )2 + kre”)

abe

KOja TexXM HYJIH Kajf ce MOJNYNPEYHUK r 6eCKpajHO cMamyje, mma je, fakie,
BPEIHOCT MHTETPaIa je[lHaKa HYJIM.
Tpehu ox nnrerpana (15) je

(3HaK — Tpeq APYTUM YJIAHOM IIPOM3JIA3¥ OTYAa, IITO je mocie obmacka

1 .

OKO KpHTHYKE Ta4YKe U = — HKI¥ja IO MHTEerpajJHuM 3HaKOM IIpOME-
k
e

HIJTA CBOj 3HAK), a y Tauky O ce CTIKe ca ferepMuHanujom (13).

W3 Tora m3saswm fja je BpeIHOCT UHTerpana J nyX KoHType C; jefHaka
6pojy 2K —2iK’ u fia ce, mocne o6unacka ToM KOHTYPOM, CTUKE Y TauKy O
ca gerepMmuHanujom (13) byukumje f(u).

AKO ce TIOCIIe TOra MHTerpagja Ipogyxku Ay KoHType Cj, Bogehn
pavyyH O TOME Jia ce moJas3y ca gerepmunHanmujoM (13) dpyukimje nox nHTe-
IpaJlHAM 3HaKOM, HaJjla3m ce, Kao Uy ci. 3. a mHTerpan J fyxX Te KOHTYpe
HMa 3a BPegHOCT 2K u f1a ce y Tauky O, 110 0OMIAcKy AY>K KOHTYpE, CTUXKE
ca nerepmuHanujom (14).

ITIpema TOME, IENOKYIIHA BPEXHOCT HHTerpana J gy JBOCTPyKe KOH-
Type cacTaBikene o C; m Cj, jeqHaka je 6pojy 4K —4iK’, ma nomro Ta
KOHTYpa AoBOAM N0 peTepMuHaumje (14) dyHkIyje mOjx HHTETpaTHUM
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3HAKOM, TO Ce 3aKJbydyje [ia je Taj 6poj jefHa nepuoga pyHkmje u(z). Amu

TIOLITO je HalpeR HabeHo fa je u caM 6poj 4K jegHa mepuoga te GpyHKIH]jE, |

TO crefyje fa je u 6poj — 2iK’, ma gaxie u 6poj 2iK’ jefna mweHa mepuoya.
Pynryuja u(z) uma, gakae, gee iiepuoge

w, =4K 1 o, =2iK’

2ge ¢y K u K’ peannu ogpepenu uniiezpaau:

du
16 K= :
(16) (;[\/(l—uz)(l—kzuz)
1
du
17 K = [ - .
(a7) ;[_J(uz—1>(1—k2-u2)

Cpaka [ipyra KOHTYpa, pasjan4Ha oji OBHX OBJI€ IIOCMaTPaHMX, JOBOJH
WA 1O MCTHX EPHONa ) U O, UK [0 FHXOBHX JIMHEAPHIX KOMOHHAIH]a
KOje He T0BOJie 0 KaKBe HOBE MEPHOJIE.

Habene e nepuofie ®, 1 ®, Cy KPUTUUKE NEPHUOJIe; OHE CY OUEBUA-
HO jefiHa Ha ApYTy HeCBOMJbMBE M MMAjy Ce CMaTpaTH Kao OCHOBHE MEPHONe
dbysxugje u(z). Jenna je off BHX, KAo IITO Ce BUJHU, pealHa, a pyra YucTo -
HMaruHapHa. ‘ o

3a k=0unrerpanu K u K’ ocTajy

f(*‘%i

= J——d”—— = v[log(u, -H/;_{t_l)] = oo
Vu? —1 o S0
Tako, Aa GYHKUHja u(z) = sin z, Ha KOjy ce 3a k = 0 CBOJM WHBEP3Hja UHTE-
rpaiaJ, mMa caMo jeHy KOHauHy HepUORY
o =4K =21.

5. TEOMETPUICKO 3HAYEKE MEPUOINIHOCTHU

IMepuopguyHOCT Ce cacTOju y YHILEHUILN J1a C€ BPEAHOCTH (DYHKIM]je
NOHABIbAJy KaJl ce He3aBHCHO TPOMEHJbHBO] KOMUYMHA [Ofia WM OJy3MeE .
jegHa CTaJIHA KOJIMYMHA (M, KOja Tajia Urpa yJIory Nepuoje.
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Kap ce pagu camMo 0 peaJHUM KoJIH4YMHaMa, a M IepHoOfa je pealHa,
OHJIA je& IEPHOUIHOCT F€OMETPH]CKH H3PasKeHA YMILEHUIIOM JIa CE JIYK KpH-
BE JIMHU]e, IITO [TPeicTaBJba HocMaTpaHny (PYHKIH]Y, IOHABIba Y ofpeheHnM
CTAJIHAM pa3MalliMa He3aBHCHO MPOMeHIbUBE KommumHe (ancmuce) (ci. 6).

Kap ce pagu o mmMaruHapHuM KOJIMYMHaMa, OMJIO [ja je mepuoja pea-
JIHA WJIA KOMIIJIEKCHA, TAKBO j€ TEOMETPH)CKO U3pakaBame NEPUOTHIHO CTH
HEMOI'YhHO Y je[HO] paBHH, jep caMo O3Ha4yaBame IPOMEHa He3aBUCHO ITPO-
MEHJBUBE z 3aXTEBA Je[HY PaBaH, a 03HaYaBame MpoMeHa (hyHKIHje IPYry,
3ace6Hy paBaH.

Y I II 1

wdmonsoewmcitfucalacco musmvatom ocoa s cramece

Ci. 6.

Ja Ou ce BUEI0 3HAYEHE EPUOMUYHOCTH Y PABHH z, PAa3IHKy]MO OBE
cllydajeBe:

IIpeu cnywuaj: Hexa je ilepuoga ® peanna. O3HAYUMO Ha pea-
HOj ocoBuHA (cI1. 7) Tauke

/'S
y
-0 z zto z+2m
o o o} o
A | B | ©
L B
20 -m 0 f 0] 20 3o X
Cn7.

(18) +o, F2m, 230, ...
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¥ KPO3 IbUX IMOBYUMMO yIpaBHE NapaliellHe MMaruiHapHO] OCOBUHH. AKO ce
yOuH jelHa Ma KOja Tauka z y obnacru (A), dpyukuumja he umatu ucry spep-
HOCT M OHJla KaJj Ce Tayka z MPEMECTH Yy TauKy z + ® obxactu (B) wnn y
TauKy z + 20 o6mactu (C) uTA. # To hie BaXKUTH 3a Ma KOjy Tauky z 06IacTH
(A). TleprogmynOCT (PyHKIMHjEe cacToju ce , JaKie, y TOME LITO, KAKBE TOJ
BpefHocTH dhyHKkUHja nobuje y o6nacty (A) y MOjeinHIM BeHNM TayKaMa z,
TaKBe hie ucTe BpefHoCTn OHa JOOUTH U Y ocTanuM obnactuma (B), (C), ...y
ofiropapajyhumM Taukama

(19) zt, z£20, z£3m,...

KOJje ce CBE Hajla3e Ha JeJHOj MpaBoj MapalielIHO] PeaTHO] OCOBHHH.
Hpyrum cnydaj: Heka je liepuoga

YUCIUIO UMAZUHAPHA KoauduHa. Tauka o Ha- e
nasuhe ce Ha UMaruHapHO] OCOBUHY (CIT. 7). 30
Axo ce Ha 0BOj o3Haue Tauke (18), ma ce (C) z+20
KpO3 OB€ IMOBYKY IapajieJIHe PeajlHOj Oco- 20 o
BUHH, fobujajy ce nmojacu (A), (B), (C), ... o
KOJuX, Kaj( (A) cafipsku IOCMaTpaHy TAUKY z, B) éﬂn
CBAKH Of] BbUX CAJIP3KU 110 Je[HY HO] OIr0Ba- ®
pajyhy Tauky (19). OBe ce Tauke cBe Hana- (A) =
3e Ha jelHOj IPaBoj MapasesiHo] IMaruHap- \ o .
HO] ocoBuHH. IlepmommyHocT (yHKIUjE 0 o x
OTET CE CaCTOJM y YMIbeHUNN 1a PyHKIHI]A ¥ -® o
taukaMa (19) Tux nojacesa go6wuja jegHy uc-
Ty BPERHOCT, OHY KOjy OHAa MMa Yy TadKH z
mojaca (A). —20

W y npBoM, u y ApyromM cnyuajy obna-
ctu (A), (B), (C), ... Ha3uBajy ce lojacuma le- Cn 7"

puoguurocitiy pyHKUAje. Tux nojaceBa uMa

6eCKpajHO MHOTO, allK je JIOBOJbHO ITO3HABATH (PYHKIM]Y Y jefHOME, KOME
6mio off ¥uX, na he ce oHa MO3HABATH Y LIEJI0] paBHM, IIOLITO CE OHA MOHAB-
Jha Y CBEMa OCTaNMM HojacesuMa. [Ipsum iiojacom depuoguiHocitii 06uIHO
ce Ha3WBa IIPBHU II0jac ca IeCHE CTpaHe NMarnHapHe OCOBHHE.

Tauke (19) Ha3MBAjy CE XOMON0ZUM TUAHKAMA WITH XOMONOZAMA TAYKE
z 3a mocMatpany oyskuyjy f(z). [leprogudHocT oBe cacToju ce Taja y To-
Me, ITo (PYHKIHja Y CBEMa XOMOJIOTHM TayKaMa UMa HCTY BPEJHOCT, OHY
KOjy MMa y TauKH Z.

MebyTum, 1 y mpBoMe 1 y APYTroM ciiydajy nojacuMa IepUOJUIHOCTH
MOdCe ce gatliv Bpou3somHa opujeriiaylja, ajli Tako fia yBeK ocTany Meby-
co6Ho mapanennu. [IpernocTaBuMo fa ce NIpBOOHTHE IpaBOyIie Koop-
[IMHATHE OCOBHHE OOpPHY OKO KOOPAMHATHOT IIOYETKA 3a yrao ¢, a fia moye-
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Tak ocrane ucrn. Mebycobuu nonoxaju rayaka 0, ®, z u (19) ocrajy Taga
HEU3MEHEHH, NOIITO ce HOp. Tauke O, O, z, z + () HAJTa3e Ha TeMeHuMa Ta-
panenorpaMa Koju ocTaje Hen3MemeH obpTameM ocoBuHa (¢ 8), jep mo-
JI0Xaj|u BEeroBUX TeMeHa 3aBHce caMo Off IpaBala ! IToTera Tayaka z u o, a
He U of mpasala ocoBuHa. IIpema ToMe U nojacl NepHORUUYHOCTH OCTAjy
HCTH, CaMO UM Ce Mema Harub Ipema OCOBHHaMa. A pe3yiTarT je UCTH Kao
Ia cy KOOpAMHATHE OCOBHHE OCTajle HCTEe, a TT0jacH MPOMEHUIIN CBOj HAaruG
nmpemMa ocoBuHama (ci1. 9).

zZ+m
z

v

(]
5 —

Cn. 8. Cn.9.

OG6pTameM OCOBHHA, KOJUM ce HEe Membajy mehycoOHu Horoxaju Ko-
OPIUHATHOT IOYETKA, IIePHUOJie X XOMOJIOTUX TauaKa, MEH:a]y ce caMe 8peg-
HOCHiY CBUX THX Tayaka, W TO Ha JeaH UCTH HAUYUH: IbHXOBH IOTE3N
(MomyITH) OCTajy HEM3MEHEHU, @ MO a P H KU YIVIOBU Ce CMaky]y WK 11O~
BehaBajy (mpema cmucny o0pTama) 3a yrao O, 3a KOju Cé KOODAMHATHH
crcTeM 0OpHYO OKO IOYETKA. Y IPBOME CIIyuajy BPENHOCT z nocTaje ze™ , a
O TocTaje Me™ ; y APYroMe CIIydajy H3MEEHe Cy BPERHOCTH ze ™ U me ™™,

Tpehu cnyuaj: Heka je depuoga komiiaexcra Koauduna. O6p-
TarkbeM KOOPAMHATHOT CHCTEMa OKO HOYETKa, YUME II0jach i XOMOJIOTe Ta-
YKE 0CTajy HeM3MehEeHN, MOXe ce YIMHUTH J1a ce Tauka o Habe Ha peanHoj,
WUTH Ha IMaTMHAPHO] OCOBWHY, I1a JIakJe, a ce ofjpebuBame Tux nojacesa u
THX Tayaka CBeJl¢ Ha IPBU WIX [PYrH CIydaj. A U3 OBOra IITO je Hampep
Ka3aHO U3BOAM Ce Tajia 0Baj 3aKJbyyaK: ~

KakBa Ouna nepropa o, peajiga, YiCTo IMaruHapHa Al KOMIUIEKCHA,
IIPBY II0jac NEPHOAUYIHOCTH lobuja ce Kajl ce Kpo3 MOYETAK ¥ KPO3 TaUKy M
MOBYKY JiBe Meby coGom mapanerse npase L 1 L' IpOA3BOJBHOT NIPABLa; HEe0
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paBHE M3Meby THX [Bejy MpaBuX je IPBU HOjac HEPHUOANIHOCTH, & CBH OC-
Tanu ce fobujajy nosnauehn kpo3 Tauke

20, 30, +4o,...

npaBe napasnenHe npasuMm L u L.

Kao nrTo ce BUAH, TOCTOjamke jelHE IIEPHOJiE M MOBIa4YH cOO0M Oorpa-
HWYEHE flejla paBHH y KoMe (pyHKIuja gobuja cBe MoryhHe cBoje Bpej-

HOCTH, a KOje ce caMo IOHABIbA]y y NojacuMa NepUOJUYHOCTH, V IIXOBUM
XOMOJIOTHM TayKaMa.



OPYTI' OJE/bAK

TEHEPAJIHOCTU O
NBOTIEPUOTMYHNM
OYHKIINIAMA

6. HEITOCPEJIHM HAYMNHW $OPMUPAHA
OBOITEPUOIMYHKUX OYHKLIHNIA

Bujenn cMO Kako ce TpoydaBarmbeM KPABOIMHH]CKAX HHTErPana
i
(20) z= J-f(u)du
a

JIONa3’ [0 ca3Hama fa WHBep3uja u(z) TaKBOra MHTETpalia uMa jeJHy YK
BHIIIC HECBO/JBUBHUX mepuopa. To maje MoryhHOCT fa ce HenmocpegHo pop-
mupajy naTerpanu (20) yuja he muBepsuja GUTH [BONEpHOANYHA (PYHK-
uja,

Takga je jegua QyHKIMja HAaNIpes Ipoy4deHa UHBEp3uja u(z) HATerpana

(21)

Z—JJ(1—M2)(1—/\ W)

Jdpyru jegan HauydH 332 HEMOCPERHO (POPMHUPAILE ABONEPUONMYHHX
(pyHKIMja faje Teopuja pefoBa YHjU je ONIUTH 4uiaH ofpebeHa dyHKUUja
IIPOMEHIBYBE z. Y OUUMO HIIP. Pefl

(22) f(Z) = U() +U1 +U2 +

IUJH j& OIIITH WIaH OOIHKa

(23) UII = MII + D/l’
e je
Z+nw
(24) = .

(e(x _ €:+na))(eﬁ _ e:+nm) ’
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LA
€

(eoc _ e:*na))(eﬁ _ e;—nm) ’

(25) v, =

rfe cy o u B @Be Ma KakBe KOHCTAHTE, a () KOHCTAHTA YMjH je peanaH feo
HEeTaTHUBaH.

ITokazahemo Hajupe fa je pen (22) KOHBEpPreHTaH 3a CBE BPEJHOCTH z,
OCHM 32 OHE 33 KOje IMEHHOIY u3pasa u, u v, ocrajy jenuaku nynu. Kon-
BepreHlyja 3aBUCH Off HAUWHA HA KOjU Ce u, W v, TOHAIIa]y 3a BEIHKE
BpegHocra n. [TomTo je peana# feo KOHCTaHTe ® HETaTHBaH, u3pa3 ¢"'“, na
maxie u €', Texe HyMH Kaj n 6ecKpajHO pacTe, M IpeMa TOMe MMEHUIIALl
uspasa u, IoHamIa ce y 6eckpajunoctu kao P, Unan u, momama ce, ga-

KJi€, Kao u3pas
2470

fe—a:ﬁ" - ez—oc—B e
[ITO 3HAYM J1a ce pef
(25) Ug+ U +Uy+...
OHAIIIa Ka0 TeOMEeTPHjCKa MporpecHja
EPU+e” + 2+ +..)

KOja je KOHBEPIreHTHa, jep je e“ 1Mo cBoMe MOAyJy Mamwe off jegqunnue. [1pe-
Ma ToMme he m peq (26) 6uTH KOHBEpPreHTaH 3a CBE BPEAHOCTH z PA3JIMYHE Off

(27) o—no+2kni u PB-nw+2kni

rye je n Koju G0 Meo Mo3uTBaH 6poj, a k Koju 6uito neo (MO3WTUBAH MK
HeraTuBaH) Opoj; 3a BpegHocTH (27) wiaH u, nocraje 6eCKpajHO BETUKH.
Ila 61 ce mokaszaja KOHBEpTeHIHja peaa

(28) Vo + V) + 0y +...
OpUMETHMO a u3pa3 ¢ '°, ma jgakie u u3pas e "®, 6eckpajHo pacre IpH
paurheny 6poja n, Ha a ce 3a BEJIMKe BPEJHOCTH 1 U3Pa3’

Z—Hw

n 65—6"

ea - e:—ll(l)

TOHAaIajy Kao — ¢ ", Tako fla ce WwiaH v, IOHAaIlla Kao

I—HO
€ —Z4+n0

62(2—110))
Pen (28) noHarna ce, fakie, Kao FeOMETPH]CKa IIPOTPECH)a

(14 e° + e + ¥ +..)
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Koja je KoHBeprenTHa. [Ipema Tome he u peq (28) Gutu KOHBepreHTaH 3a
CBE BPEJHOCTH z Pa3JINIHE Of

(29) o+nw+2kni u B+ nw+2kmni

3a KOje KOHBEepreHlyja IIpecTaje, jep WiaH v, IIocTaje 6eCKpajHo BEJIUKH.
Ilpema ToMe u pex (22), kao 36up pepora (26) u (28), KOHBepreHTaH
je 3a cBe BpegHocTH z ocuM (27) u (29). Te cy spegrociiu (27) u (29) tioao-
8u Upsoz pega 3a gpynxyujy f(z) Kojy uspaxasa peg (22). la je ceaka o Tux
BpefHoCcTH mon QYHKIIMjE, JaCHO je U3 TOra IITO 32 CBAKY Off BHUX M0 jedaH
Oj] YNaHoOBa u, U v, pena (22) mocraje 6eckpajan, a lerosa 0OpHYTa BpeJl-
HOCT nocTaje jeqHaka Hyau. Kan ce f(z) MOMHOXY pa3finkoM z —a, TAE je a
jenHa, Ma Koja, off Bpepuoctn (27) u (29), 6uhe cBaku 4naH u, U L, IOMHO-
SKEH TOM Pa3NuKOM. A TH Cy WIAHOBM J[BOJaKH: JEJlHH, Y] UMEHHUIIAL HEe
NOCTaje jelHaK HyJIH 3a z = @, U APYTH YMj¥ je UMEeHual Hyja 3a z = a. OHa
IPBY TIOMHOXKEHY €a z = @ TI0CTajy jefiHaK! HYJIH 3a z = g, @ APYTHU CE jaBibajy

y NpUBUJHO HeoapebeHoM 00IuKy % ann ce npuMeHoMm L'Hospital-oBor

UpaBuiIa HAJA3H 12 je Ta BPeHOCT KOHaYHa U Off Hylle pa3inyHa. A cBE TO
JoKasyje fa je BpeHOCT z = g OJHCTa IIOJ IIpBOTa pefa 3a f(z), Ia HOIITO
Ta PYHKIAja He MOXKe IMATH XPYIUX CHUHTYIApUTETa OCHM BpenHocTH (27)
1 (29), To je oHa mepomopgra HYHKIMja TPOMEHIBUBE Z.

IMomTo ce HE u, HA U, HE MEWA]y KaJi ce BPEJHOCTH z fofa 27, TO
dyurumja f(z) uma O6poj 2w 3a mepuopy. AN ce MOXKE JOKa3aTH Ja CHa
nMa 33 nepuony u 6poj ®, ¥ TO Ha OBaj HauMH:

ITomrro v, HEje HATITA APYTO A0 U, Kaj ce Yy leMy HHAEKCY n IpoMe-
HU 3HAaK, TO ce pej (22) MOKe HanmcaTh y 0OIuKY

(30) et Uyt Uy U F Uy U Uy U

Tj. y OOJIMKY pefa UHjH Cy MHAEKCH CBH LIeNu 6pojeBd Of — o J0 +o. Kan
Ce Ha MECTO z CTaBH z + O, ONMIITH WiaH u, pepa (30) mocraje

ez+(k+l)m

[eu _ e:+(k+1)w] [eB _ ez+(k+l)(o]

= Upy

u To 6WIO a2 je k mosuTHBaH, OWIIO j1a je HeraTuBaH 1eo 6poj. To 3Haund ga
3aMeHa BPEJHOCTH z BpefHOIhY z + (0 UMa 3a HOCIIeTULy CaMO IIOMEPAbe
yranoBa pefa (30) Ha fecHo 3a jeflaH paHr, ITO HU Y KOJIHUKO HE MeHa 301p
Tora pefa (IPAMETHMO Jia TAKBO MOMEpake WIAHOBA CaMO OHJA HEe Mema
36up pefa, Kajl ce WHAEKC MeHha Of — o [0 + oo; Kaj OH ce OH Memhao caMo
op 0 10 o=, 36Up OU ce MOpPao IMPOMEHATH, jep He 6U MOCTOjao WiaH u, KOjH
01 TaKBMM IIOMEPAIbEM JIOIIA0 Ha MeCTO unaHa u, ). [Ipema cBemy ToMme:
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@ynryuja £(z) je mepomopra pyrkyuja ca gee necsogwuse iepuoge
W, =27 U O, =0.

Ha cy oHe oaucTa HECBOAJbUBE, BUU Ce W3 TOra MITO, KaKO je peajiaH
[eo MePUONie ® pas3Nuyal O Hyle, HU jelHa Off Mepuoja , U 0, He MOXKe
OMTH MYJTHILI IpyTe.

7. JACOBI-eea TEOPEMA O ITEPUOJIAMA IBOIIEPUOCIMYHUNX
OYHKIINTA

3a mepuoae ®; ¥ ®, Ma KOje NBOIEPHOANIHE (PYHKIU]E Be3aHa je
jeqHa apUTMETHYKa OCOOMHA HCKa3aHa CTAaBOM:

Jacobi-esa itieopema: Koauunuk ilepuoga Hukag Huje peasar 6poj.

Jep, Kapl 6m Ta] KOIUYHUK OMO peanaH 6poj, Taj 6u 6poj 6uO panuo-
HAJIAH WM UpalHOHAaIaH, M OHJA:

1° I1pernocraBuMo HajIpe fa je Taj 6poj pauHoHaNaH, Tj. 06IuKa L

q

rae Cy p M ¢ ABa Iena 6poja, 3a Koja ce yBEeK MOXKe CMaTpaTH fa Hemajy 3a-
jerruukuX ynHENava. M3 jeguakocti

O _p
®, ¢
poGuja ce fia je
O _ @
p o q’

Ha axo ce 3ajefHNYKa BPEIHOCT Ta Ba KONUYHHUKA O3HAYM ca A, fo0mja ce
naje
W, = ph, ©, =gA

Tj. 1a CYy ®; ¥ ®, MYJITAIUIHA jefHOT UcTOT 6pojaA. Amu 3a 6poj A MOxKe ce fo-
Ka3aTH fia je U caM nepropa pyukuuje f(z) Koja UMa 3a IIEPUOJE M| U ©,.
Jep, mpeMa IO3HATOM apUTMETHYKOM CTaBy O JIMHEADHHM HeOApeheHuM
jemHaYMHaMa ca (B HEMO3HaTe X U y, Ma KaKBU OWJIM Leau OpOjeBH p U g
(6e3 3ajenHUUKNX YMHAIALA), YBEK MOCTOje el OpOjeBU X B y TAKBH ia je

px —qy = 1.
AKo je x =m, u y = m, jefla map TakBux 6pojena, 6uhe
pmy —gm, = *1.

na nmpema ToMe, MHOXehu ca A



32 EJIUITTHYKE & YHKLIWIE

oflaxye je

I1a nomrro je Taga
f(2)= fz+mw) = f(z+mo, TR) = f(z£L),

TO je A nepuona dyukunje. O6e cy nepuone ©, u ®,, JaKIIe, MYITHILIH je]I-
He JICTe IIepuojie A, na MpemMa TOMe TO HHUCY HECBOIJbHBE IIEPUOTIE.
2° IIpeTnocTaBUMO Jia je IOMEeHYTH Opoj upayuonasan. 3Ha ce ga 3a

CBaKM MpallioHanad 6poj |1 IOCTOJ! TaKBAX PAIlMOHANHUX OpojeBa L KOjH
q

ce Of P pa3NmKyjy 3a KOJHKO ce xohe Mano, mITO ce MOXKE H3pa3uTH
jemHakourhy
p+Ee

q

u:

Tle je € KOIMuKo ce Xohe manu 6poj. 13 jequaunne

O _pte
®; q
nobwuja ce Taga
qW; = pW, + &M,
npema uemy je

[(2) = f(z+q®,) = f(z+ po, +80,) = f(z+20,;)

mTo 61 3HaWWIIO Jla PYyHKIHU]a HMa 32 IEpPUORY 1 0poj €m,. I1a kako Ta me-
proma Moxe OUTH KOJHMKO ce Xohe Maina, Taksa 0: ce pyHKIUja Mopana
CBECTH Ha KOHCTAHTY.

Kao menocpegua mocnenuna Jacobi-eBe TeOpeMe U3BOJU CE 3aKIbyYaK:

Hecsogmuse tiepuoge ®, u ®, He mozy buitiu Hu obe peaare, Hu 0be
qyciio umazuHapHte, jep 6u y oba cilydaja BEXOB KOJIHMYHUK OMO peanan
6poj.

Tako ucTo u3 Wme ciefyje 1 3aKibyyak:

Tauke ©; u ®, HUKAG Ce He HAna3e HA JegHO] Upasoj Witio Upoaasu
Kp03 KOOpQUHailiHy fo4eliak, jep Kaf 61 Tako Ouno, ®, u ®, Ou AManu
UCTH apTyMeHar 6, ma ako M ce MOAYJIX O3Haye ca P, U P, , 0o 6u

0 = Pleei> W, = Pzeei

® )
ma 64, lakye KOJIMYHUK —- GHo peanad 6poj &.
@, o)
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8. TEOMETPUICKO 3HAYEILE IBOITEPUOINYHOCTHU

Hanpen je mokazaHo jia nocrojame jeflHe Iepuoje ®,, 3a aTy QyHK-
nujy f(z) mopmayn coOOM YUILEHUIY fia je JOBOBHO NO3HABATH (PYHKIIHU]Y
3a Tayke z y jJefHOMeE [0jacy MePHOUIHOCTH, 11 ia Ce OHA II03HAje 3a TauKe
Z y €10} PaBHM T€ IIPOMEHIbHBE.

IIpernocraBumo cap ga (hyHKIHja, TOPE] IEPUOie oal, UMa jOII jeHy
EPUOAY ®,, HECBOJJBYBY ca ®,. V] Ta nepuona nosiauu co6oM cBoje moja-
ceBe TIEPUOANIHOCTH, KOJ! he ce YKPIITATH ca OHUMA KOje IIOBJIAYH TIePUO-
na o;. [TomTo cy mpasuy rpaHMYHUX PAaBUX THX HoOjaceBa NPOU3BOJBHH,
OHU Ce€ MOTy u3a0paTH TaKo, fia I0JaCEBU IUTO OATOBAPAjy IPBOj NEPUOIH
OyRy HapalieJIHi OTery Apyre NEpHofe, n 00paTHO: [ja I0jaceBH IIITO ONTO-
Bapajy Apyroj nepuoau Oyny napasuenHu norery npse nepuofe (ci. 10). Ta
he Ba cucrTema 1mojaceBa 06pa3oBaTH Y PAaBHU IPOMEHIBUBE 2 JETHY MP eXCY
fapanenozpama XOju Cy, IO caMOMe HauHMHy CBOTa IOCTaHKa KapaKTepu-
CaHU THME ILITO:

(A)) B)/ (€

Ca. 10.
1° mapanenorpam, npeipTan Ha ¢l 10 ©Ma 3a TeMeHa Tauke

(31) 0, ©, ©;, O +0,;
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2° CBH OCTaiy IapaleorpaMH UMajy 3a TeMeHa XOMOJIOTe Ta4Ke Ta-
ykama (31);

3° cTpane cBHX Ilapajejorpama napajieiHe ¢y HoTe3uMa Iepuoga o,
ao,.

I'eomeTrpujckum cabupameM
JaKO ce yBepHuTH fa he TemeHa
napanenorpama I (cu. 11) mmatn
3a CBOje XOMOJIOre Tadke, a 3a
Hepuony ®;, TEMEHA Iapajiesio-
rpama II, III, ... 3atem, na he
IIPOM3BOJbHA TayKa z y Iapale-
norpamy I umaTu y ceakome of
THX APYrUX IapajerorpaMa Io
jeHy CBOJY XOMOJIOTY TaykKy, y
K0jo] pyHKIM]ja fOOHUja OHY UCTY
BPEIHOCT KOjy uMa y TayKH Z.
IIpema Tome pyHKIHja, oxpebe-
Ha y napajejgorpamy I, noHas/ba
ce y CBakoMe OJf llapanienorpama
IL, 11, ..., IITO 3Ha4yu a HpeHoce-

Cn 11, hu mapanenorpam I gy mojaca
nepuopuunoctu (A), (cu. 10) ta-
Ko na ce I moknama pegom ca I, 111, ..., yunauhe ce ya ¢pyHkuuja Oyae mo-
3HaTa y mesjoMe mojacy (A), a mpemMa TOMe U y CBEMa II0jacEMa HEPHOIU-
yHOCTH (B), (C), .., Ia faKie y UeNI0j paBHM.

Csu cy lapanenozpamis mpexce Ha iaj HA4UH eK8UBANEHIUHIL Y 1O~
2negy epegHoCiiL PYHKYU]e.

JIo mcror 6u ce pe3ynTara JOULIO U Kafl OU ce, Ha MECTO NEPUOAE O,
y3ela Ieprofa ,; ImapajelorpaMil U BUX0Ba yJora ocTaln OU HeusMe-
wenn. Jopahe ce jour u To, fa ce MebycoGHNI 0M0Xaju XOMOJIOTHX Tadyaka
He Memajy o0pTameM KOOPAUHATHUX OCOBMHA 3a IPOU3BOJBAH yTao, Jep
IPABIX OCOBMHA HE UTPAjU HUKAKBY YIIOTY IIPH T€OMETPHU)CKO] KOHCTPYK-
uuju TEX Tayaka. O6prame nma 3a eekaT caMo IpOMeHY Haruba Mpexke
IapanejiorpaMa mpemMa OCOBHHAMA, a He YTHYE HU Ha OOJIHK, HA Ha BEINYH-
Hy TapaieiorpaMa, ma jpakije HH Ha MehycoOHe IonoXKaje XOMOJIOIHX
Tavaka.

[TapanenorpaMu MpesKe Ha3UBaJy Ce ilapanensozpamii lepuoga; mapa-
nenorpam I je ochoshu flapanseaozpam liepioga. A U3 OBOTa LITO je Ka3aHo
ciefyje fAa ce QBONEPHOAUMIHOCT (PYHKIU]E CACTOJU Y TOME, Uiitio ce YyHK-
uuja, ogpebera y jegnome, HIIp. y OCHOBHOM HApAAeA0Zpamy iepuoga, LoHa-
8/ba Y CBAKOME 0 OCTUAAUX HaAPANeA0ZPAMA.
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ITowrro cy 3a gaTy Tauyky z mHEHEe XOMOJIOTE

Tj. OHE IITO Ce M3 z JOOMjajy AOaBaAkEM WIH Oy3UMAaheM MYJITHIUIA TI€-
puona, TO ciuefyje ga:

1° cBako TeMe OCHOBHOT MapajerorpaMa IMa 3a XOMOJIOTY OfIT0Bapa-
jyhe TeMe cBakora o ocTanux napaneiorpama;

2° cBaKa Tayka z Ha je[lHO) CTpaHU OCHOBHOT MapajeiorpaMa uMa 3a
CBOjY XOMOJIOTY IO JEfIHY Ta4yKy Ha OATroBapajyhoj crpaHu cBaxor maparlie-
JorpaMa, ¥ TO OHY ca KOJOM Ce z TIOKJIalla Kaj ce IIOKJIONE mapaieiorpamu;

3° cBaka Ta4ka z y yHyTpallkhOCTH OCHOBHOT IIapalieiorpaMa uMa 1o
JeAHy XOMOJIOTY TauKy y YHYTPAIIhOCTH CBAKOTa Of OCTAINX Iapaneso-
rpaMa, ¥ TO OHY Ca KOJOM ce z ITOKJIana Kaj ce MOKJIONe NapasienorpaMu. Y
CBAKO] O]l XOMOJIOTUX TadaKka (PyHKLHja IMa HCTy BPEJJHOCT KOjy OHA mMa y
TAYKH Z.

OwuepupHo je fga 0u, IpeMa caMOj KOHCTPYKIUjH apajieliorpaMa Iie-
pHuOfa, BUXOBO MOCTOjame OII0 HeMOTYhHO Kaj| O Tayke z = ®, ¥ z = O,
Jexaine Ha JeflHO] IpaBoj IITO IpoJa3yd Kpo3 Tauky z = 0. Ann npema Jaco-
bi-eBOj TEOpEMU O eprofiaMa Taj cllydaj He MOXKEe HUKaf HACTYIIUTH.

9. HEMOI'YRHOCT YHNP®OPMHUX &YHKHNIA CA BUIIE O
ABE IIEPUOOE

W3 nocMmaTtparba nojaca NepuoOMIHOCTE MOKe Ce TeOMEeTPH]CKU CXBa-
THTH A He HOoCioju HUKAK8A YHUDOPMHA QYHKUUJA ca sulLe 0F gée tlepuo-
ge. Jep, Kao IITO je MOKa3aHO, IOCTOjalke CBaKe NMEPUOJe OBIaYN COOOM
OTpaHMYeH-€ [leJla paBHU y KoMe (PyHKLu]ja fo0uja CBE CBOje BPEJHOCTH.
Jegna ocHOBHA IepuOfa ®, OrpPAHUYABA Taj IeO HA jelaH ITOjac, Tj. Ha JIeO
paBHU GeCKpajHO Mabl Off ie. [Ipyra OCHOBHA IIEPHOfa (M, OrpaHUYaBa Taj
mojac Ha jeflaH mapajnenorpam, Tj. Ha jeflaH ieo nojaca 6eCKpajHO Marby Off
mwera. Tpeha ocHOBHa Iepuopia cMamuila OU IapanenorpaM Ha jeflaH HbeTroB
meo GecKpajHO Mamy Off lheTa caMoT, Tako fa 0 (yHKIHja, Koja Ou UMama
Tpu nepuofe, a YHH(OpMHa je, T1a ce MOXKe MPEACTaBATH Y JeAHO] PaBHH,
noOuna cBe Moryhie cBoje BPEHOCTH y GeCKpajHO MaJIoM Jieny fapaiero-
rpama u Mopana O ce CBECTH Ha KOHCTaHTY. |

MebyTuM, Kao TITO je Hampep MOKa3aHO, TocMaTpajyhu MHBEDP3H]y
u(z) mHTErpana

z= ff(u)du,
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¢dhynkumja u (z) MOKe CTBAPHO UMATH KOJHKO Ce Xohe OCHOBHHX IepHoja.
AU, IpeMa FOpPHEM CTaBY, TO c& MOXKE IECHTH CaMo Kaj je Ta QyHKIH]ja
myaiiugopmua, a HUKaJ Kaf je yHugopmHa. Yocranom, 3a MyaTudopMHe
dbynknuje He Mopa IIOCTOjaT! rope HaBe[eHH Pa3ior 3a HEMOTYhHOCT Be-
her Opoja nepuopa ox aBe, jep ce TakBe (hyHKIHje, Ca CBOJUM PasHUM Jie-
TepMUHalMjaMa; He MOTY LIeJIOKYITHE TIPEICTaBUTH Y je[[HOj HCTO] PABHH.

10. HEKOJIMKO OIIITUX OCOBNHA MEPOMOPO®HUX
ABOITEPUOINYHUX ®YHKIINTA

ITopen ocoOnHa, Be3aHUX 32 [10jeINHE BONMEPHUOANYHE (PYHKIU]E, UMa
IX ¥ TaKBHX KOje BaXe 3a cBe MepoMmopdHe (pyHKITje ca gBeMa Iepruoja-
Ma. Ospie hie ce HaBeCTH HEKOJIMKO TaKBHX OMIITHX 0COOMHA, KOje CY OCHO-
Ba OIIUTO] Teopuju (PyHKIHja T BpCTe, y OONHUKY CTABOBA IITO CIEAY]Y.

CrtasB 1.:Huitiezpan ma koje Mepomopgbue geoiiepuoguiHe QyHK-
yuje f(z), y3eiti gyx ma Koza iiapasenozpama liepuoga, jegHax je Hyau.

Jep Takas uHTErpan

(32) J= j_f(z) dz

JelHak je 30Mpy MHTeTpana y3eTUX AyX cTpaHa napajnenorpama. Mebyrum
y CBAaKOj TayKH z jefHe CTpaHe oBora (pyHKIHWja f(z) WMa WCTY BPETHOCT
Ka0 ¥ y HOj XOMOJIOTO] Ta4KH HITO ce Hala3W Ha CYIpPOTHO] CTpaHu napa-
Jejorpama, aly y THM JBeMa TaukaMma dz nMa CylpOTHE 3HaKe, jep Cy IIpa-
BIIY UHTerpanyje cynpoTsor cMucia. Marerpan J fyx jefHe cTpaHe napa-
nenorpama 6uhe, fakiie, jeflHaK MHTErpally y3eTOM YK CyIpOTHE CTpaHe,
aJIu CyIIpOTHO O3HAYEHOM. 30Hp TakBa J[Ba HHTErpaiia jeflHaK je HyJu, a je
pakne nJ=0.

Cras 2.:36up ociuaiiaka ma Koje mepomopghre geoiiepuoguyiie
dyHKYUje, 3a tbeHe Hoa08e WO ce Haaa3e y Ma Kome Hapanenozpamy ie-
puoga, jegHax je Hy.aU.

Jep, ako ce Tu ocranm o3Have ca B, B,, Bs,..., npema Cauchy-eBoj
TeopeMHu HHTerpan (32), y3er AyxK mapajieaorpaMma, IMa 3a BpeTHOCT

J=2mi-y By

IIa IOIITO, IpeMa crasy 1, mopa 6utu J = 0, TO je

Y B, =0.

CrtaB 3.: Mepomopgra gsoiiepuoguuna ¢yHKyUja He moxce Uma-
iy y iapanenozpamy uepuoga camo jegan iioa xkoju ou buo dpsoza pega.
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Jep, mpema craBy 2, 30up ocTaTaka 3a IIOJIOBE cagp>kaHe y mapaerno-
rpaMy IE€pHojia jeHaK je HyJd, a OH TO He OM Morao GuTu Kaj Ou mapalie-
JIOTpaM CajipXkKao caMo jeflal ol Koju 6u 610 IpBora pefia, jep 6u Taga Taj
jeJUHH OCTaTaK, Na fakie u 30up XB,, Mopa OUTH pasnudaH oj Hysie. Me-
bHyTHuM, 3a BUIIIE IPOCTUX IIOJIOBA, KA0 U 32 II0JI BHILIEra pelia, TO MOXKe GHUTH,
jep ocraTak 3a Takas IIOJI, Kao 1 36Mp ocTaTaka, MOXKe OUTH jeTHAK HyJIIH.

Cras 4.:3acsaky mepomoppuy geoilepuoguiny yukyuyy 36up
pegosa Hyaq, cagprcanux y ilapanesozpamy ilepuoga, jegnax je 36upy pego-
84 UON0B8A CAGPICAHUX Y LHOME UAPANEAOZPAMY.

Jep, Kao 1WTO ce 3Ha U3 OIIITE TeOpHje aHAJIMTHIKKX (PYHKIH)a, CBa-
Ka ce Taksa (pyHKIHja MOXKe, 32 BPeHOCTH z y GNU3MHU je[lHE CBOje HYJIe
z = 0L K0ja je m-Tora pefia, HalucaTh y OOIIHKY:

(33) f(2) =(z-)"e(z),
a 'y GIIM3WHY jegHOora CBOTa 1oJja z = [} KOjH je n-Tora pefa y 00Ky
(34) f(2) =(z=B)"w(2),

rae ¢y ¢(z) m y(z) aBe pyHKIH]e KOje He TOCTajy HUl jefHaKe HYIn, HU Oe-
CKpajHe 3a z = 0, OJ{HOCHO 32 z = 3.

Heka je f(z) xakBa MepoMopdHa IBONEpUOANYHA (PYHKIIH]a, 1A Ce
norapuTMucameM u gudepennnjambemeM jeqHaunna (33) u (34) nobuja na
je y ONIM3UHU TayKe O

[ _ m @)

35 )
33) fz)  z—a o(2)
a y 6u3uHu Tavke [3

[ _ -n V(@)
flay  z-B w(2)

N3 (35) u (36) ce Bumm: 1° ga je cBaka HyJa O MOJI IPBOTa pefa 3a

(36)

yuxumjy J;—((%) U [1a je OcTaTaK 3a Taj Mo jefHak 6pojy m; 2° ga je cBaku
z

mox B moJt mpBoOTa pejja 3a UCTH KOJIHWYHEK U fla Je OcTaTak 3a Taj 1ol jefi-

y
Hak —#x. [Ta monITo je KONWIHUK f—((z—) 1 caM MepoMop¢Ha [BONEPUOANYHA
dyHKIMja, ¥ y mapaienorpaMy NEepHofa HE MOXE HMaTH [APYIrUX CHH-
ryJapuTeTa OCMM TAKBUX BPEIHOCTH Kao MITO ¢y ¢ U 3, 30Hp ocTaTaka Te
dYyHKIM]jE 3a MOJIOBE CajipKaHe Y HEHOM Ilapanesorpamy nepuoaa (HcToM
Kao mapanesjorpaM yHKiHje f) MOpa npema craBy 2, 6UTH jefHAK HYIH.
MebyTnm Taj 30up ocraTaka je



38 EMWUITTUYKE &YHKUMWIE

Sm—-Yn
npeMa 4yemy Mopa OUTH
xm=3n,
4UMe je CTaB JOKa3aH.
Cras 5.: Csaxa mepomopgra geotiepuoguuna ¢gyrnkyuja f(z) ima
Y c8ome Uapanenozpamy iepuoga 6ap jegau ioan.
Jep ako ce y mapanenorpamy youn jefHa IIPOM3BOJbHA CTaJHA TayKa

z = a, pyHKIH]a
o(z) = f(z)— fla)

je Takobe MepoMop(Ha 1 [BONIEPHOANYHA, CA UCTUM MapateIorpaMoM Iie-
puopa kKao f(z). IIpema craBy 4 3a Ty pyHKUM]y MOpa OUTH

>m=3¥n,

a TOLITO OHa uMa 6ap jefHy HyJly, a TO je BPEIHOCT z = g, TO 6poj 3. m He
MoOxKe OUTH JeHaK HyJH, I1a jakie Hu 6poj ¥ n. Ila kako cBaku oj 6pojeBa
n IpeJCcTaBba pel 1o jegHora rnoia ¢pyukuuje f(z) (Te aBe QyHKIHjE @ U f
UMajy HMCTe MOJIOBE), TO MOJIOBH OHCTA MOPajy IOCTOjaTH.

W3 oBora cTaBa n3nas3u Kao 06UYHA MOCHENIA:

CraB 6.:Heilociioju HUKaKea yeaa geoiepuoquiHa yHKyuja.

CraB je no3HAT oA HAa3uBOM Liouville-ose ilieopeme. PyHgumja Mmopa y
napanenorpamy nepuoga uMaTH 6ap jeflad MoJd, U MpemMa TOMe He MOXKe
6uTH nena GyHKImja
‘ Y Tome je cTaBy HCKa3aHa jeHa of] pa3nuka u3Meby dyHKnmja ca jen-

HOM, 1 (pyHKIH]ja ca jBe nepuofe. Meby npeuma ce Hanase Hup. uemne QyH-

KIje ¢ U sin z, JOK ce Meby fpyruma He Hara3u HU jefHa 1eia PyHKIIH]a.
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11. ®YHKLIWJE sn, cn, dn M b UXOBE HEMOCPE/THE
MEBYCOBHE BE3E

Hanpepn npoy4asana dpyHkuuja u(z), nedpuHncaHa Kao HHBEp3uja MH-
Terpana

(37

jJ(l—u 2 (1-k*u?y’

MoJIa3Ha je Tauka 3a TeopHjy eaunTHukux ¢pyHkuuja. OHa ce o3Havyje 03-

HaKOM
u(z) =snz.

Ilopen e cy yBefieHe jOII U OBE JiBe IbeHe KOMOnHaIuje: (PyHKIHT]a
(38) cn(z) = 1-sn’z

u pyHKIT]a
(39) dn(z) = +/1-k%n’z.

YBobemeM THX KOMOUWHAIH]a YIUIBLEHO j€ IO AHAJIOTHUjH Ca TPUIOHO-
MeTpHjCKUM (PYHKIHjaMa, KOje ce MOTY CMaTpaTH Kao CHEelHjalHN Cyda-
JeBH eUNTHIKKX (PYHKIH]jA. A TO je yIHHEHO HapOYUTO CTOra, TO Ce Te
IBe KoMOmHaIMje (PYHKIMjE Sn z YeCTO MojaBbyjy y oOpacuuma 3a eJTunTH-
yKke (PyHKUH]je, Ma je 60 Off KOPUCTHU, Kao U IIpU YBObewy KOCHHYCa, Kao
KOMOMHAIIM]e CHHYCa, MPOYYUTH UM JE[IHOM 3a cBarja aHaluTHYKe ocobu-
He, Tla UX €A TaKO MPOYyUYeHAM OCOOMHAaMa YBECTH y payyHe Kao pauyHCKe
eJIeMeHTe.

YBobemwe dyHKIE]je cn z IMATIO je joll B Ty JoOpy cTpaHy IITO, Kaj je
OHa yBeJieHa, 00pacly TeopHje eMUNTHIKIX (DYHKIM]A OCTANHA CY CJHUHH
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ofOpacuyMa U3 TeopHje TPUTOHOMETPHjCKUX (PYHKINja, Ha KOje Ce& OHE CBO-
e y CIelUjajlHOM cIy4ajy Kaj je k # 0.

Kao mro he ce BuneTu u3 onora mrro he gomnnje 6w MoKa3aHo, me-
JOKYIIHA Teopuja eTUNTHUKUX (PYHKIM]ja MOXKE Ce CBECTH Ha MPOyYaBarbe

TpUjy pyHKIH]ja
snz, cnz, dnz
I BUXOBUX anredapckux KombuHaumja. OHe ce cTora Ha3WBajy OCHOBHE
eauliiuuyxe QyHKUlje. :
IIpea HenocpegHa Be3a usMeby Te Tpu pyukumje n3paxkena je obpa-
CHEMa LITO CIy3Ke 3a caMy HBUXOBY e PUuHALHA]Y:

(40) sn’z+cn?z =1,
(41) dn’z+k%*n%z =1

O] KOJHX je IPBM UCTH Kao M OHAJ IITO U3pakasa Be3y u3Meby cuHyca u Ko-
cuHYyca.

Ipyra je Be3a m3paxeHa y obpacuuMa KOjH fajy M3BOJAE TUX TPH]Y
dynxumja. O6pasay (37) foBOAH 0 jeHATHHE

(42) = 1=k
dz

KOja moxasyje fia je
(43) snz=cnz-dnz.
N3 obpacua (40) nobuja ce qudepeHnjabebeM

snz-snz+cnz-cnz=0,
oflaKkie je

?z,

sn z-sn’z

(44) cnz=—-"—"—>==-snz-dnz.
: cnz

Hamnocnerky, u3 (41) go6uja ce mudepeHnnjabemheM

dnz-dnz+k%nz-sn’z =
ofjaKie je

(45) dn’z = —k’n z- cnz.

O6pacnu (43), (44), (45) yonurrapajy eeMeHTapHe oOpacue 3a U3BO-
ne pyHKIAja sin z ¥ cos z, Ha Koje ce cBofie 3a k = 0, a To cy obpacuu

sin”z = cos z,
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cos’z = —sin z.

Hpyre sese u3meby sn z, cn z, dn z, Koje Takobe yonmTaBajy ciudne
Be3e M3Meby ocHOBHMX TpuroHoMmeTpujckux (yHKumja, 6whe mokasane y
Ja/bUM H3JIaramuma.

12. HEKOJ/IMKE OCOBMHE ®YHKIWIE sn z

3a npoyyasame 0cobuHa (PyHKIH]e sn z ToJa3He Cy Tadke:
1° m3pas te pynknuje y o6nuKky uasep3mnje unrerpaia (37)
2° oty wHTErpan fudepeHIjante Jef{HauYnHe IpBora pefia

dy ) _ (1=y*) A= k)
(46) (@J T (I=x2)(1—k%x?)

Koja Hocu Ha3uB Euler-oBe qudpepenumjanne jeffHaYnHe ¥ KOja ce MOXKe MH-
TeTpajIMTH Ha [[Ba HAUMHA: KBaf[paTypaMa U anre0apcKuM onepalgjama.
Hammcana y o6muky

dx _ dy
JA=x2)(1= k%) 1=y (- k)

jemnaumHa (46) IMa 3a OIIITH HHTETPa

(47)

dx _ dy C
IJ(l—xle—kzxZ) u(l—yle—lﬁy% '

(48)

Ca ppyre crpase, Euler je Hamao fa ce HEH ONIUTH UHTETPANl MOXKE
M3pa3UTH U Y anre6apcKoM OOJIuKY

x(1=y) (L= Ky?) =y (1=x®) (A= K*x7) _ .,

1—k2x2y?

(49)

Cnyuaj je cnuyad OHOME ca IIPOCTHjOM AH(EPEHIN]aTHOM JEHAYH-
HOM

HANMMCAHOM Y 00IUKY
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YHjH Ce ONIUTH UHTErpasl MOXKe HANMCATH Y IBa pa3Ha 06IMKa

dy

J/Jl X2 —-J‘Jl
Tj.
arcsin x = arcsiny + C

x\/l—y2 —y1-x2 =,

0 4eMy je J1aKO YBEPHUTH ce Au(EepPeHLH]aATbEHEM Jeflle U IPYre Of ABEjY 1o-
CTlefIIbUX JeHAYNHA.,

ITomohy jemnaunue (49) nokasyje ce ga je sn z yHugopmHa Gyrkyuja
iipomervuse z. Jep, xaj He Ou OWiia TakBa, OHA OW 3a JaTy BPETHOCT z {(H3y-
3uMajyhi NojeuHe, crienyjanHe BPeTHOCTH z) UMalia BUIIE Off jefiHe BpeJl-
HocTu. Heka cy x 1 y iBe TakBe BPeJHOCTH, ILITO OArOBapajy jeJHOME UCTO-
Me z I Membajy ce ca oBoM. [Ipema jennaunun (37), Kojy 3a0BOIbaBa (DYHK-
Uja sn z, Taga 61 Mopajo OUTH

dy
° JJ(l - (,j NCESRREVEE
u3 yera ce mudepeHIMjabemheM BUAN Ia X U y MOpajy 3aloBOJbaBaTH jefi-
HauuHy (47), a mpeMa ToMe U jegHaduny (49), kaj ce y oBoj Oyne MOgecHO
n3abpana Koucranta C’. A osa je onpebeHa TuMe mTO je jegnaunna (50)
3afioBoJbeHa 3a x = 0, y = 0 11a jakie Tako Mopa OUTH U ca jefHaunHoM (49),
mrro faje C” = 0. A rTafa je, mpeMa HCToj jegHaunuu (49)

(1= yH A= k2y?) = (1= x (1= k2x?) = 0

13 uera ce foduja fa je

(51)

X _ y .
-2 (=K J1-yH (- k)
ITopebemem jepraunna (47) u (51) gobuja ce ma je
dx _ dy
x oy
IpeMa 4eMy je UHTerpaimjoM
(52) y=ax,

I'fie je a HHTerpannona Koucranta. CMEHOM Te BPEJHOCTH y Y je[HAYUHN
(51) nanasu ce fa je
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1 _ a
JA=xD(1=k2x2)  J(l-a’x2)(1-ka’y?)’
ma, IOMITO ¢ HE 3aBHUCH Off X, TO MOKe OUTH caMo 32 a = 1. VI3 (52) Taja ce
3aKJbyuyje fia Je y = X, T]. a Ce MPEeTHOCTaBIbEeHE JIBe BPEHOCTH (PyHKIH]e
n z Meby co6oM noxkinamnajy, u npema Tome GyHKnmja je yaupopmua. Ona
Jlakile HeMa KPUTHYKHUX Tadyaka.

A jemnaunHa (42) nokasyje na GpyHKIHja i = sn z, KAO UHTETpal Te jef-
HAUHMHEe, HeMa HU eCeHIWjalTHuX Tavuaka. 1o cieyje U3 MO3HATHX CTaBOBA
13 aHAUIATHYKE Teopuje AudepeHjaTHiX jefHadnHa IpBora pefia, a I1o-
Haocob U3 cTaBa mpeMa KOMe, KaJl je y jefHaYnHI

W= gz )
(byHKUH]ja ¢ 32 jeflaH JaTu ap BPEHOCTH z = O, u = [3 XomoMopHa, Tauka
(o, B) je o6uuHa TauKa 3a MHTETpall ¥ KOjH 3a z = 0. foOuja BpegHOCT u = .

ITormTo sn z, Kao ABOMEPUOANYHA (PYHKIIH]A, HE MOXKE, IIpeMa CTaBsy 6,
6uTH ena PyHKIHja, a HeMa HU KPUTHYKUX, HY eCeHIUjalHuX Tadaka, TO
OHA MOpa MMaTH IOJIOBA, 114 Je IIpeMa TOMEe TO mMepomoppHa (pyHKUuja
OPOMEHILUBE Z.

W3 jemnaunne (42), Kojy 3a10BoJbaBa u = SN z, BUAK CE ga je sn z Heilap-
Ha pyHKyUja IPOMeHIbUBe z. Jep je Ta jegHaunHa 3aJ0BOJbeHA KaJ Ce z
CMEHH ca —z, a U ca —U.

Kao mrro je Hanpey HabeHo, QyHKUUja sn z uma gee OCHOBHE, HeC80g-
/blse iepuoge.

(53) 0, =4K 1 o, =2iK’,

zge cy K u K’ peaanu ogpebenu uitiezpanit:

l du

(54 = ,
: OJ Ja-u?) (- k2u?)
1 CDZA o+ 0,
55) K’ .
( J‘\/(u —1)(1 K2u?) Z
Cranan 6poj k, KOJU JIEXKH U 3-
meby 0 u 1, Ha3BaH je mogyo GyHK- >
1gje snz, ¥ Kao IITO Ce BUH, iUepLo- 0 @
ge ®, U O, cy ogpebene pyHKylUje o2
JI. .

uioza mMogyad.
OcHouu nmapanenorpaM QyHKIHjE sn z je HpaBoyraOHHK qyja cy Te-
MeHa Tauke O, ,, ®,, O, +®, (c1. 12).
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ITomTo je sn z yaudopMHa (pyHKIH]a, TO OHA 32 jeHY JJaTy BPETHOCT
z IMa CaMo Je[lHy, ¥ TO Ta4HO ofipebeny BpepHocT u = . A u3 jeHayune
(37) Hanasu ce ga oHa Wy uciily epegrociil B gobuja 3a geée 8pegHOCiLL Z
KOje HUCY JegHa gpyzo] Xomonoze.
Jep, kap ce uHTErpanyja, o3HaueHa y oGpacuy
(37), u3Bpum no nyramkn C’ cacTaB/bEHO] U3 3aM-
Ke 1To, nonasehu u3 tauke O, OMKO/HABa TAUKY
u u = +1 (cn. 13), u qupekTHe nyTame C ox O 70 u,
C HHTETrpaJl KajJl ce CTUrHe y Tauyky O uUMa 3a Bpef-
+T HOCT 2K, anu ce y Ty TauKy CTUKE ca MPOMEHEHOM
O [EeTepMHAHANU]OM (PYHKIH]E MO MHTETPATHUM
3HAaKOM, Tako fia he ce y Tauky u cruhu ca Bpef-
Homthy 2K — z ncrora uHrerpana. llenokynHa my-
tatba C’+ C Qmaje, gakie, 3a MHTETPall BPETHOCT
2K — z, jox nyTama C faje spegroct z. [1a momrro
o6e myTame JOBOME 10 UCTE TAUKe U, TO PYHKYUJA U = SN Z Uuma iy 0coOUHy

ga

Cn. 13.

(56) sn(2K —z)=snz,

a TO je oco0uHA CIIMYHA OHOJj ILITO BaXKU 3a sin z, fia je

sin(mw—z)=sinz.

Kag gaxane yuxuyuja sn z gobuja jegry spegrociii B 3a z = oL oHa iy
ucity epegrociti gobuja u3za z' = 2K —a..

Tauxe z u z yomire (Tj. KaJ je Tayka z IPOU3BOJBHA) HUCY jeHA APY-
r0j XOMOJIOTE, jep ce He CBOJIE Je/IHA Ha IPYTy HOfaBakbeM WK Oy3UMabeM
MynTunna nepuopa. One cy pasnnute Meby cobom, na ce, unu o6e Hajase y
OCHOBHOM ITapalielIoTpaMy IepHofia y KOME je z, WIH Tauyka z’ BMa CBOJY
XOMOJIIOTY Y TOME HepaNeIoTpamy, IIOIITO Ce JOAaBamkbeM WK OfY3UMaHkeM
nepuopa z’ MO¥Ke JJOBECTH y KOjH ce xOhe maparsenorpam.

[Ipema Tome, kaj QyHKIMja sn z foOHje jefHY aTy BpepgHocT B za Ka-
KBY BPEJIHOCT z = 0, OHA Ty UCTY BpeaHOCT 3 jobuja u 3a 6ecKpajHO MHOIO
BpPEAHOCTH Z, & TO CY:

1° cBe XOMOJIOTe BPERHOCTH O, Tj. BPEJHOCTU

z =0+ 4mK + 2niK’,

TIie Cy m 1 1 Ma KaKBY, IO3UTUBHY WY HETaTUBHHY, Lienu OpojeBy;
2° BpefHOCT

z=2K -

3° cBE XOMOJIOTe BPEHOCTHU 7', Tj. BPEAHOCTH
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7" =z +4mK +2niK’.
Kaj je Tauka 0. y OCHOBHOM INapajejorpaMy mepuoja, OHfia, ako TO
HEje cIydaj U ca ofrosapajyhom TaukoMm z’, jeHa he ce mena xoMomora z”
CHTYPHO HAJa3WTH Yy TOME Inapajenorpamy. Te ce iBe Tauke o0 m z’,
OIHOCHO O M z”, Mory u Meby co6oM NokianaTu, Kao IITO je CIIy4aj HIIp.
kagje a=K.

13. HYJIE 1 TTOJIOBU ®YHKIIWNJE sn z

Jemunauuna (37) 3agoBosbena je 3a z = 0, u = 0, WTo 3HAYM fa (PYHKIH]jA
u = sn z TIOCTaje jeffHaKa Hyau 32 z = 0, a oHa he To 6UTH 1 3a CBE XOMOJIOTe
BPEJHOCTH, Tj. 32
z=4mK +2niK’.

Aunu, npema o6pacuy (56) oHa he OuTH jemHaKa HYIW W 32 BPETHOCT
z = 2K. @yuKyuja sn z uma, gaxkae, y OCHOBHOM Hapanesozpamy uepuoga gee
Hyae
z=0mu z/ =2K.
Kapg ce Tam gBema Hynmama mpujpany MyaTHIUIR 4mK peailHe meprope

dysK1IHjE, TOoOH]ja ce becKkpajHU HU3 HeHUX UOUUUBHUX U HEZALLUBHUX pe-
AAHUX HYAQ, KOJe ce C8e MOZY U3PA3UItiu oUuitium obpacyem

z=2mkK.

A xaj ce oBuMa IpUAay MyITHIUA 2ni K’ UMaruHapHe Nepuoge, fo-
6mja ce 6eCKpajHu HU3 UMAZUHAPHUX HYAA KOJe Ce C8e U3Paxicasajy Ouiiium
obpacuem

2’ =2mK +2niK’.

Cse cy Te HyIe ipociiie, jep Kaf 3a jefHy BpegHocT z Oyze u = 0, u3BOJt
(57) w'(z) = J(1-u®)(1-k*u?)

mobuja ox Hyne pasznuyHy BpepHoct *1. ITa momro cy myne, npocre, TO
pyHKYUja Merba 3HAK TpU GPOAACKY KPO3 C6AKY C60]Y PEanHy HY.LY.

ITo cBOjUM peamHUM HyJaMma sn z MOKasyje CIIMYHOCT ca sin z: B OBa
yuxuja mmMa 6ecKkpajHO MHOTO HyJa, KOje Cy CBE MYJITHIUIH IIOJy-IIEPHO-
Jle T, ¥ CBe Cy mpocTe. AJH, OK sin z IMa caMo peallHe HyJle, sn z X AMa 1
6eCKpajHO MHOTO IMAaTrWHAPHHUX.

IMoTpaxknmo moose dyHknuje sn z. Kay ce y obpaciy (37) crasu Ha
ECHO] CTPaHM J1a je u = oo, HANIA3M ce M1a he jefan nos o pyHKnuje OuTy

J (1—u? )1 k*u?)
) A (
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OTO ¢C€ MOXKE HAIlACAaTH ¥ 06JII/IKy

1
o = jl+f+j.
Y
k

( 1

IlpBu unTerpan uMa 3a BpefHocT K, ipyru —iK’, a Tpehn ce Mmoxe n3-
padyyHaTH Kaji C€ Y IbeMY U3BPIIHU CMEHa

1 dv
(58) o YT T e
KOja Taj MHTerpal npersapa y
_J’l dv -
¢ AJ(1=02)(1=k0%) ’
1a ce Hajasy fia je
o=K-iK'-K :—iK':--% .

A mourro je pyHKIHTja 1 HETTapHA, TO j€ W BPEAHOCT

Y

o =ik =22
2

jenad meH mon. Ca gpyre cTpate, npema o6pacny (56), Hanasu ce ga he u
2K - iK'’ 6urtn jegan non ¢gyuknuje. [Ta nomro he oHa ocraTd non u Xap
JOj ce gopa mapuofa ®, = 2iK’, ro he u o” = 2K +iK’ 6urn Takobe moi.
ITa momrro ce o6e BpegHOocTH O B 0.7 Hala3ze y OCHOBHOM Iapajesorpamy
HEPHOJA, TO ce 3aKIbydyje ja:

Qynkyuja sn z uma y OCHOBHOM Hapaneaozpamy tepuoga gea ioaa,
oba umazuHapHa, a o ¢y 8pegroCiiiu

_ W,

iK'= 2K + ik =Lt O

HopasameM MyJITHILIA TEPHOJA
4mK + 2 niK’

no6uja ce OECKpajHX HU3 MONOBA (PYHKIW]e, KOjU CY CBH UMAaruHapHu. @yH-
Kyuja sn z ocliaje, gaxkne, KOHA4HA 34 C8e peante 8PegHOCIL Z.

Ceu cy nmonosu QyHKIHje sn z ipeoza pega, jep Kaj ce Y je[HaunHu
(57) uzspum cmeHa (58), oHa ocTaje
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V= (1= 07 (1= k202,

CBaKH II0J (PYHKIHMje u je Hyna PyHKIMje L, a 3a je;]Hy TaKBy HyIy A0o6nja
ce 3a V' BPEHOCT *1 pasnuyna off HyJI€.

IToTpaxkumo ocraTke (pyHKIHMjE sn z 32 jefjaH Ma KOjH IeH 1107 z = (.
OcraTax B je TpaHIYHA BPETHOCT KOjO] TEXKHU U3Pas:

(z—)u(z) = 7% ga z=q

1
u
Baz= i 0
a z = 0L Ta Ce BPEAHOCT JaB/ba Y NPUBMAHO HeoipebeHoM 06mHKy o
anu ce mpumenoM L'Hospital-oBOT IpaBuiia Hajlasu fia je oHa
I 1

= 0 = (i 1 e
e e

Ociuatuax ¢pynKyuje sn z 3a mMa Koju weH HoA Uma, gaxkae, 3a 8pegHo-

41
k

_ 1 1
CIU UAU —— UAL +—.
k k

14. BPEJHOCTHU :z 3A KOJE snz JOBMJA

BPETHOCTH + 1Y + /l
K

ITpema obpaciy (37) z uma peaare 8pegrHOCIiL CAMO GOK Ce U MeFbd OF
—1 go +1. 3a ocrane BpegHOCTH 1 WK je U HETATHBHO, WIIH, KaJ je MO3H-
THBHO, HHTETPAJI 7 € HITaK CacTaB/beH U3 30Mpa jeJHOTa PeallHoOT 1 jeqHoTa
YUCTO UMarMHApHOT HHTeTpana:

ITorpaxumo BpegHOCTH z 3a Koje he i JOCTU3aTH CBOje Kpajme pe-
altge BpepHocry 1.

1° BpenHoct z 3a K0jy je u =1 faTa je o6pacuem

L w e

5 (= u?)(1=ku?) 4

Ta Tauka HHje caJp¥kaHa y OCHOBHOM IlapayejnorpaMy nepuopa (p),
any je y oBOMe cajip>KaHa IbeHa xoMojora tadyka 3K, 3a Kojy u Takobe
noduja Bpeguoct —1. Ty ucty Bpegnoct —1 mobuja u u 3a Apyry XOMOJIOTY
Tauky 3K +2iK’, Takobe cappkany y (p). O6pasan (56) He TOBOYU HU O
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Kap ce y unTerpany Ha fecHoj crpasy U3BpIIn cMeHa (58), o mocraje

_J'u dv
¢ =02 (1-k*0?)

na IOLITO IPBU HHTErpas Ha JIeBO] CTPAHM WMa 3a BPENHOCT z, a APYTU
BpepHOCT — iK', TO jemHaunHa (59) nmocraje

s o dv
z+iK' =~
(,'[ \/(1~1)2)(1—k21)2)

W3 Uera ce UHBEP3WjoM BHUM fia je

1):Sﬂ(—z'—l'K’)=-—Srl(Z+l'1'<')=—sn(z+%j;

11a mOIITO je

1
u=snz V=—,
ku

TO ce fobuja obpasar

sn|z+u D)1
2 ksn z
KOjH TIOKa3yje fa:

Kag ce y pyrkuuju sn z epegrocitiu z goga umazunapna iioayiepuoga,

8pegHOCIU (pyHKYLje Tlociiaje — .
ksn z

16. YHUPOPMHOCT ®YHKIMJA cnz WU dn

IMocMaTpajMo hyHKIH]Y
(60) V= D(u),

rae je @ xakBa anrebapcka (pyHKIMja NPOMEHIBUBE U, HHBEP3Hje UHTE-
rpana

= f“ du -
0 \/(I—Lﬂ)(l—kzuz)

(61)

ITowrro. Kao mITo je mMoka3aHo, i HEMa KPUTHYKHUX Tayaka, Hehe ux
umatu HE D(u) xXap rop je @ panmonanHa hyHKuMja. AJU UX MOX¥Ce UMATH
kag je ¢ kaksa anrebapcka HpallHOHajHa (PyHKIH]a, IPEMIa TO He MOpa



OCHOBHE ENUIITUYKE & YHKIIMIE 51

yBeK OUTI: MMa CciaydajeBa Kaj je V yHugopsna pyHKIMja TPOMEHIBHEBE Z,
mopejl cBera Tora 1ITO, CMaTpaHa Kao (PyHKIWja MpOMEHIbUBE i1, HCTA
byHKIA]A UMA KPUTAUYKUX THAYAKA.

Takas ce ciy4aj jaB/ba HIIp. Kaf je

(62) v=+a?-u?,

rjie je a KOHCTaHTa Koja UCIyaBa u3BecHe norofde. CMaTpaHa Kao (PyHK-
[1ja MPOMEH/bUBE U, PYHKIM]a U UMa IBe KPUTHUKE TaukKe U =d U U = —d.
Hexka je A jeman KOpeH jefHaYrMHe

(63) u(z)> —a* =0,

Ia IPeTIOCTaBUMO [1a j¢ KOHCTaHTa g TakBa, [ia je 3a ¥0oj ogrosapajyhu Ko-

peH A jegaauune (63) m3pas u(\ + x) dapHa ¢pyHkyuja ipomensuse X, Koja

uma x =0 kao ceojy obuuny fitauky. Taga ce Ta PyHKIH]ja, 32 BPSTHOCTH X ¥
GIM3UHY HyJIe, MOXKE Pa3BHTH ¥ Pl KOju hie cajp:kaTul caMo NapHe CTeneHe
IPOMEHIBHBE X

UM +x)=Ag +Ax2 + Ax* + Agx® + ...

mro 3a x = 0 naje
Ay = u(h), A =u(d)? =ad?,

moITo je A KopeH jegHaunne (63). [Tpema ToMme je
(64) [uOh+0)]" = a® = x2(By + Byx? + Bex* +..).
AKO ce Tajia 3a X y3Me BPEHOCT X = 7 — A, jefiHaunHa (64) mocraje
w(z)? —a® = (z=N)*[By + By(z=1)* + Bs(z = 1)’ +..),

a mpeMa TOME je
(65) v=rat—u? =(z-My(2),

e je W(z) QyHKIMja KOHAYHA U Off HyJIe pa3lIdyHa 3a z = A.

Jepgnaumna (65) mokasyje jga BPENHOCT z = A HHje KPUTHUKA TadyKa
pynkumje v, Beh jeqHa meHa oOMYHA Hya. A Kao IITO Ce BUJM, TakaB CIy-
Yaj yBeK HACTyIa KaJ| Cy UCIYeHH OBU YCIOBH:

1° kopeH z = A jeguaynne (63) je o6uMIHa TauKa 3a QYHKIH]Y u(2);

2° u3pas u( A + x) je mapHa (pyHKIHja IPOMEHIBUBE X.

A 0YeBHMIHO je fga 6U TO CBE BaXKWJIO M OHAA, Kaj| OU jeflaH WK BHILE
npBuUX Koeuimjenata B,, By, By, ... Ha IeCHO] CTpaHU jefHaunHe (64) Ommn
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jenHaK¥ HyNnH; 7 Taja OW ce OmeT MMao Kao 3ajeHHYKHA IMHHJIAL napan
CTelleH MIPOMEHIBHBE X, 11a OU Ce MMAO MCTH 3aKJbyYaK,
ITpumenumMo caj To Ha QYHKIH]Y
V=cnz=+1-u’.
JepnaunHa (63) je
1-snz=0

1 OHA HMa y OCHOBHOM IapajejiorpaMy IepHofia 3a KOpeHe BPEeNHOCTH

A=K m A=K+2iK’' of KOjuX ce Apyra Moxe CMaTpaTH Kao XOMOJOora

BpegHOoCTH K, 11a je, fakie, JOBOJLHO UCIIUTATH CaMO KOpeH A =K.
CmeHOM z =K + x y JefHAUNHA

sn(2K —-z)=snz

pobuja ce fa je
sn(K —x)=sn(K +x),

LITO TOoKa3yje fa, Kaj ce y3Me 3a A BpefHocT K, n3pa3 sn (A +x) je mapHa
(yHKIIIja TpOMEHIBUBE X, A KaKO je z = K o0nyHa Tauka 3a sn z, To cy o0a
ropwa ycrosa 1° u 2° ucnymeHa, 1 npemMa Tome 3a GYHKIHU]Y U = cn z Bpef-
HOCT z = K Huje kpuTnika Tavyka. Ta pyHKIHja IMa, Jakje, Kao CUHTYIIapHU-
TeT caMO NOJIOBE, TaKO fla je W OHa, Kao M sn z, Mepomopgra pyHKIH]jA
IIPOMEHIBMBE Z.
H3zpas
++/1-sn?

[

CMaTpaH Kao (pyHKIIMja MPOMEHJBUBE Il = SN Z j& HEOCTIOPHO MyNTH(OpMHA
¢dyHKIHja Te TPOMEHIBbUBE, aJId, CMATPAH Kao (PYHKUM]a NPOMEHIbHUBE z, OH
je yaucdopMHa (pyHK1Hja oBe npoMensbuse. OH, ca CBOJUM JBOJHIM 3HAKOM
+ He TIpeACTaBiba ABE AeTepPMHUHAIHje jejHe HcTe MyITH(QOPMHE (PYHKIH]jE,
Beh Be jegHy oj Apyre pasnudHe (PyHKIHjE cn z M —Cn z, Kao LITO je TO
cnyyaj ca m3pa3oM *z', W Kao IITO je Takobe ciydyaj ca m3pasom

++/1—sin’z. OBy nocnegmy MYHKIH]Y 06yXBaTa TOPHHU 3aKIbYYaK O HETO-

. . T
CTOjalby KPUTUIKUX TauakKa, U H0j 32 A OJiTOBapa BPEHOCT A = 5

[IpuMeHNMO cajf TOpHE OIIITE 3aKJbYUKe Ha (PYHKIHU]Y

v=dnz=~1-k%n’z = /1- kK2u>
HaIlWCaHy y O0NUKy

Jeguaunna (63) je
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¥ M2 Y OCHOBHOM IIapaJieJIorpaMy nepuoja 3a KopeHe Bpegnocta K + iK'
u 3K +iK’. Ilomro je 2iK’ nepunojia pyHkuuje sn z, Guhe

sn(2K —z)=sn(2K +2iK’ ~z) =sn z,
Tako fa kKaj ce 3a A yame K + iK', 6uhe
sn(2A—z)=snz,
ma ce CMEeHOM z = A + x HoOuja fia je
sn(A+x)=sn(A—x),

1ITO MOKA3yje fa je u3pas sn (A + x) mapHa QYHKLHE]a IPOMEHIBHBE X.
Taxko ucro, nowrro ¢y 4K u 2iK’ nepuone pyHKIMje sn z, TO aKO €€ 32
kopeH A y3Mme 3K +iK’ 6uhe

sn(6K +2iK’'~z)=sn(2A—z)=snz,

TaKo fia je omet u3pa3 sn (A + x ) napHa (pyHKIM]ja TPOMEHIBUBE X.

To mokasyje na cy ycnosu 1° u 2° HCIYHEHH U 1a KOPEHHU A HHCY 32
dyarunjy v KpuTHyKe Tayke. M pynkuyja dn z uma, nakie, Kao CHHTYIapH-
TeTe caMo TOJNOBE, TAKO A je W OHA MepomopgHa PyHKIMja TPOMEHIbIBE
z.

Hzpas

i\/li k 2snTz

He IPEeCTaBiba lakile, Kao HE Y coy4ajy (pyHKIHjE cn z, [BE AeTEPMUHAIHjE
jene ucre pyHkiyje, Beh aBe paznuvHe QpyHknuje —~dn z 1 +dn z.

17. TIEPUOJE ®YHKIINJA cnz W dn z

ITocMarpajmo oneT PyHKUH]Y

v=>u)

e je @ nara anrebapcka (pyHKOHja IPOMEHIbUBE U, THBEP3Hj€ HHTETrpana
(61).
Morno 6u Ha OpBH IOTIIER U3rIEfaTH fa, IMOIWITO ¥ UMa 3a OCHOBHE
MeproJe BPENHOCTH
o =4K u o, =2iK’,
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Te he ncre BpefHOCTH UMATH 32 niepuofe U gpyHkumja v. Y to he ogucra Ta-
KO OmTHu Kaj rof je @ panuonanHa QyHKLHja TPOMEHIBHBE u. AJIH TO HE
Mopa OuTu Kap je ® upannoHanHa anrebapcka yHKIHja ca BUIIE JeTep-
MHHalygja, la Ma oHa ¥ 6mia yeudopMHa PyHKIM]ja IPOMEHIBUBE Z.

ITpema Hampep H3J10XKEHOM OININTEM IIOCTYIKY 32 ogpebuBarme nepu-
oja (pyHKIH]ja IITO 3aBHUCE Off jeflHEe IPOMEHIBUBE z, BUTH CE {2 OCHOBHE IIe-
puofe (yHKIHjE L 3aBUCe!

1° op BpegHOCTH HHTErpana (61) y3eTor JyK KOHTYpa Y paBHU IpOMe-
HJbUBE U OIMCAHAX OKO KPUTUYKUX Tauyaka PyHKIH]e

\/(1— u*)(1- k2u?);

2° of mpoMeHa JeTepMMHAIfja TOra M3pa3a No oOWIACKY OPOMEH-
JBUBE 1 OKO THX KDUTHUKHX Ta4aKa;

3° o mpomena feTepmuBaiuja pyuxiuje O(u) npu Tum obunacuma.

TTocmaTpajmo Hajipe QyHKIE]Y '

v=+1-u? =cnz,

rae je v mHBep3Hja mHTerpaia (61). Kao miro je Hampen moKa3aHo, Kaj ce
HHTerpaluja U3BPIOK AyX IyTame o3HaueHe Ha ci. 13, momasmu u3 O ca
mgeTepMuHanmjoM (+) KBaIpaTHOT KOPeHa, CTIXKe ce MOHOBO y O ca BpexHo-
nrhy 2K MHTerpania, a ca feTepMUHaINjoM (—) KBapaTHO KOPeHa; Y TauKy
u ce, fakie, CTHXe ca BpegHourthy 2K — z uHTerpana.

Axo ce cap ¢pyHKIH]ja L mocMaTpa, He Kao (PyHKIN]a HPOMEHIBUBE Z,
Beh Kao (PyHKIMja NPOMEHIBUBE U, OHA UMA ¥ = 1 KA0 KPUTHYKY TauKy H
npy 06UIAcKy OKO Te TauyKe Mpejiasd Off leTepMunanyje ++1—u? Ha je-
TepMUHALY]Y —1-u?. Ako ce, naxre, npu ofipendu uHTerpana (61) uge
IupekTHOM myTamboM C of Tauke O fo u, hpyHKIUja L he uMarty 3a Bpef-
HOCT

Vg = +1-u? = +y1—sn?z;

a aKo ce UAe HajIpe KOHTYpOM ci. 13, na 3aTUM SUPEKTHHM HyTEM [0 U,
¢pynkumja v ke maTu 3a BpegHOCT

v = —+/1-sn%(2K - 2).

Vy=cnz, vV =-cn(2K-7z),

ITa momrro je

a dhyHKIHja V = cn z je yHrdOpMHA, A aKie 00¢ MyTarmbe MOpajy TOBECTH
JIO jeqHa UCTe BPERHOCTH L, TO je Uy = VU, Tj.

cen(2K —z)=—cnz
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Kap ce y ToMe obpacily u3Bpig cMeHa

z=2K +x,
OH TIOCTaje
cnx = —ch (2K +x), -

Ha Kajl ce Ta CMEeHa jOII je[HOM TIOHOBH, Tj. CMeHH ce x ca 2K + x, jobuja ce
na je
cn{x +4K)=cn x,
13 yera ce BUAMW 1a cn X HMa 32 epuony 4K.
Ilocmatpajmo cap uuTerpan (61) yser
Nyk KOHType o3HayeHe Ha cl. 14. Hampep je
IIOKa3aHo J1a, KaJ| C& WHTerpanuja u3BPIIA YK
TakBe KOHTYpe, nomasim u3 O ca geTepMuHa-
oM (+) KBagpaTHOT KOPEHa, CTIXKE Ce TIOHO-
Bo y O ca Bpegnomthy 2K — 2iK’ uHTerpana, a
ca leTepMHHaIjoM (—) KBaApaTHOT KOpEeHa
IOl MHTErPalHUM 3HAaKOM; Y Tadky u ce, faK-
ne, cTuke ca pegHomthy 2K — 2K’ —z unTe- Cn. 14.

rpana.
Ca gpyre cTpaHe, ako ce L cMaTpa Kao (pyHKI[Ija TPOMEHIBUBE U, OHA

1 . .
HEMa Tayky U = - @0 KPUETIIKY TadKy (jep cy jo} KpUTHUKE TauKe cCaMmo

1
u = tl), ma, gakie, o OOWIACKY NPOMEHJBUBE K OKO TadykKe U =

dyHKIHja LV HE MeWa leTepMHUHANM]y. AKO ce, faKkJje, Ipu ofpenou uHTe-
rpana (61), uge nupexTHOM nytamoM C on Tauke O Jo u, pyHKImja L he
HMaTH 32 BPEJHOCT

vy = +V1—u? = +/1-sn’z =en z

a aKo ce MJe Hajpe KOHTYpOM cll. 14, a 3aTHM MPEKTHOM Ty TaE-0M 710 4,
CTHKE Ce y U ca BpegHoiuhy

V) = +4/1-sn*(2K — 20K’ - 7).

[Ta mourro je
vy =cn(2K-2iK'-z)=cn(z-2K +2iK"),
TO, aKO ce BpeNHOCTH z fofa 4K (1ITo He Mewa BpeIHOCT (PyHKIH]e, OIITO
je 4K mepuona) nobuja ce f1a je
v, =cn(z+2K - 2iK").

Ako je v = cn z yundopmHa QyHKIH]ja, TO CBE NMyTame MOPajy
ITOBOFUTH 10 jef{HE UCTE BPEJHOCTH L, 1A je, [JaKiae, V) = Uy, a U3 Tora je
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en(z+2K+2iK’)=cnz,

13 yera ce Buu Aa je 2K + 2K’ jeqHa ocHOBHa nepuofa (pyHKumje cn z.
DynKyuja cn z uma; gakae; gee OCHOGHe ilepuoge, jegy peatiy
W, =4K
U jegHy KOMILACKCHY
®, =2K+2iK".
Iben ocHoBHEM mapanenorpaM muma

o6k ci. 15.
Youumo cag QyHKIH]Y

&

2K+2iK’ 6K+2iK’
cnz v=+1-k’u* =dnz
& . » . .
0 K rie je oneT u wHBep3uja uuTerpana (61).
1 Kao 1ITo je Hampex nokasaHo, Kaj ce
JI. .

MHTETpalHfja M3BPIIN AYXK MyTame ci. 13,
MTOHIABIIN ca fIeTePMHUHAIM]OM (+) KBAJ[paTHOT KOPEHa, CTHXKe ce IIOHOBO Y
O ca Bpeguolithy 2K unTerpana, a ca ieTepMUHAINjOM (—) KBaJ[paTHOT KO-
peHa 1oji MHTEeTPaJIHUM 3HAKOM; Y TauKy U Ce CTIDKe ca BpefHouihy 2K — z
nHTerpana (61).

Ila kako, Kag ce V cMaTpa Kao (PyHKIIMja TPOMEHJbYBE ¥, OHA HEMaA
TA4Ky u# = +1 Ka0 KPUTHUKY TAUKy, TO MO OOMIIACKy OKO Te TayKe OHA He
MeHa CBOjJy HONa3Hy AaTepMuHanujy +v1- k*u? . Axo ce, fakie, uje qu-
PEKTHOM IyTawoM off O o u, (pyHKIHMja L he uMaTH 3a BpegHOCT

(66) vy = +1=k2u? = +/1-k%*n?z = dn z;

a aKo ce mie Hajiupe KOHTYPOM cil. 13, Ia 3aTuM JUPEKTHOM IyTamboM C 10
u, oHa he uMaTH 3a BpegHOCT

V) = +/1=E%sn?(2K —z) = dn (2K - 2),
a nouITo je pynknyja dn z yamdopmHa, Mopa OUTH V| = V Tj.
dn(2K ~-z)=dnz

Kapa ce y Tome oGpacuy cMenH z ca —z, fobuja ce, HowTo je dn z
napHa QyHKLH]a, fa je
dn(z+2K)=4dnz

ITO MOKa3yje Aa je 2K nepuopa dyuxiyje dn z.

TTocmaTpajMo cap uHTerpan (61) y3eT Hajope Ay KOHTYpe ci. 14.
Kao mro je moka3aHo. IOIIABIIK u3 () ca leTepMIHALU]OM (+) KBagpaTHOT
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KOpeHa, CTHXe ce MoHOBO y O ca BpepHowhy 2K — 2iK’ uHTerpana, a ca
IeTePMUHALM]OM (—) KBapaTHOr KOpEHa, Y TayKy U CTHXKE CE ca BPEIHO-
uthy 2K — 2iK’ -z ucrora uHTErpaa.

Ca gpyre cTpane, Kaj ce U cMaTpa Kao (pyHKUMja IPOMEHILUBE U, OHA

1
AMa Ta4Ky u = % Ka0 KpUTUYKY Ta4dky, I1a JakKJ€ 10 OGI/IJIaCKy ITPpOMEHJBU-

BE U OKO Te Tauke (PyHKIMja L Memha IeTepMHuHanujy. AKO ce, IpeMa ToMe,
upe TUPEeKTHOM MyTamoM off O mo u, pyHkiuja v he uMaTH 3a BpegHOCT
(66), a ako ce Hajpe ufe KOHTYPOM CII. 14, 1la 3aTHM JUPEKTHOM ITyTaH0M
1O U, CTHXKE ce y u ca BpejHouthy

V) = —/1-k%sn*(2K - 2iK’ — z) = —-dn (2K — 2K’ - 2),
1a MMOIITO Mopa 6uTH v, = v, (jep je PpyHkumja u yundopmHa), TO je
dn (2K —2iK’ —z) = —dn z
a momTo je 2K jemHa nepuopa (pyHKIHjE, TO ce fobmja
dn(-z—-2iK’) = —dn z,
WiH, To1To je dn z mapHa (pyHKIH]ja
dn(z+2iK’) = —dn z

AKo ce caj BpegHOCTH z foma 2iK’, mociaegmu

obpa3sal faje : 4iKi——o 2K+4iK
dn (z+4iK’) = —dn (z +2iK’) = dn z
mTo nokasyje na je 4K’ nepuopa pyHKumje. dnz
Qyuryuja dn z uma gaxae gee OCHOBHE Uepuoge,
Jegry peanHy
O‘)I = 2K
U Jegry YUCio UMAZUHAPHY 0 2K >
(1)2 = 4lK/
Cn. 16.

Hben 0CHOBHE TapaliesorpaM nepuofa uma obyuK cii. 16.

18. HYJIE U T1IOJIOBU @ YHKIIMIE cn z

3a npoyuaBambe PyHKIM]E cn z CIAyKe Kao IoJa3Ha TavyKa IeHe Be3e
ca (PYHKIM]OM sn z icKa3aHe o0paciuuMa
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(67) cnz=~/1-snz,

(68) cn’z =-snz-dnz.

dyHKIMja cn z TIOCTAje jefHAKa HYIU 32 BpETHOCTH 7 3a KOje je
snz=-1 WM snz=+],

a TakBe BPEIHOCTH, cafipXKaHe Y OCHOBHOM MapajeiorpaMy nepruopa QyHK-
muje, jecy

z=3K u z=K.
Kapg ce Tum nBemMa BpegHOCTHMA NPHURAZy MYNTHIUIA peanHe nepuoje 4K
dyuxmuje, fobuja ce beckpajHu HU3 HeHUX HOUTMUBHUX U HeZalllUBHUX
PeAnHUx HYAd, Koje ce cee MOZY U3pasuitiv ouuiium obpacyem

z=(2m+1)K.

A Kkaji ce oBUMa IpUANy MYJITHILIM HUMaruHapHe nepuoge 2K +2iK’,
nobwuja ce OeckpajHu HU3 UMAZUHADHUX Hyaad QYHKUYUJe Koje ce cee u3pa-
Kcasajy oumiiium oopacyem

7 =(2m+DK +2niK’.

Cse cy Te HyIIe ipocilie, jep je 3a CBaKy Off lbUX

snz = +1, dnz=+J1-k2,

a Jgakjie u3soy
cnz=-snz-dn:z

WMa Off HyJie Pa3AMJHy BpegHOCT +~/1-k? .

To mokasyje y HCTO BpeMe Ja QYHKYUJa CN Z Merbd 3HAK UPU CBAKOM
UpOAACKY KPO3 JegHy C80JY PEAAHY HYAY.

N3 o6pacua (67) jacHo je ma cnz numa uciiie lionoee u ucitioza pega
Kao u pyHkyuja sn’z, jep ce 3a BeJMKe BPEJHOCTH sn z TIOTKOPEHHU H3pa3
IOHAIIa Kao sn’z, a caM KBapaTH KOPEH Kao sn z. CBY Cy MOJOBH, IIpeMa
TOMe, umazuHapru u dpocitiv. PyHKIMja cn z ociliaje KOHA4HaA 34 c6e pea-
AHE 8PEeGHOCTULL Z.

W3 nerux pasnora m ocrany (pbyHKIMjE cn z 3a CBAKM HeH IO Z = a ¢y

jeHa Off BpETHOCTHU —71~ wim + /l, jep je rpaHnYHa BPEHOCT U3pa3a
4 k

(z—a)-cnz 3a z=a
HCTO Ka0 ¥ 3a u3pas
z—a)-snz.

IIpEMETHEMO JOII | TO Jia, MOLITO Ce CBEe peanHe BPEJHOCTH (PyHKIH]e
sn z Hanmase uaMeby —1 u +1, npema o6pacny (67) Tako he ncro 6uTH 1 ca
cyHKIIjOM Cn Z.
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Bpenuocru z, 3a Koje cnz goGuja cBoje Kpajime BpeHOCTH *1, jecy
OHe 3a Koje je sn z = 0, a TO Cy Y OCHOBHOM Iapalieliorpamy Iepuopa Bpefi-
noctr O 1 2K.

19. HYJIE Y ITOJIOBU ®YHKIIMJE dn z

W 3a npoyyaBame ocobuna pyHKUEje dn z TOna3HAa je TauKa mheHa Be-
3a ca PYHKIMJOM Sh z, U3pakeHa penanujama

(69) dnz = +1-k?%n?z,
(70) dnz = —k%nz-dnz

dyuKIHja MocTaje jefHaKa HyJIU 332 BPEIHOCTH z 3a Koje je

1
snz==+=,

A9

4 OHE OJf TUX BPETHOCTH, IITO Cy Caip3KaHEe Yy (beHOME OCHOBHOM IIapayierio-
rpaMy Iepuofa, jecy

a=K+iK’ u o' =K+3iK’.

Kap ce Tum nynama npupgagy myartanna 2mK + 4niK’ meHNX Iepuoja
2K u 4iK’, pobuja ce beckpajar HU3 Hyaa YHKYUJe Koje CY c8e UMAZUHAD-
He U uspaxceHe ouiium. oobpacyem

o=2m+DK +(2n+1)iK".
CBe cy Te HyJIe Upocilie, jep 3a Ma KOjy Off IbUX je

snz=il, cnz= l—i,
k k*

Tako Aa u3Boyp (70) uMa off HyJe pa3iuMyHy BPeIHOCT +k2 - 1.

W3 oGpacia (69) Bunu ce ga dn z mMa CBE CBOje IIOJIOBE HUCTE Kao |
SN z W Jia Cy CBU Ups80Za pega, jep ce 3a BeJINKe BPEJHOCTH SN z IIOTKOPEHHA
u3pas (69) monama xao k’sn’z. Cau cy iioaosu, gakie, UMAZUHAPHU U GPO-
ciiu. To moxasyje fa ¢yuxyuja ociiiaje KOHa4HA 34 C6€ pedanHe 8pegHoO-
ctiu Z.

W3 merux pasnora u octaiy PyHKUMje dn z 33 CBAKM HBEH IOJ1 z = a €y
jemHa off BpeHocT t1, jep je TpaHuyYHa Bpe{HOCT U3pasa

(z—a)-dnz 3a z=a
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jeHaKa jeHO] WITH IPYTOj Off THX JIBE]y BPETHOCTH
ITowro dn z Hema peanHuXx HyJa, a MOCTaje jeHAKA JeUHUIA 3a Bpe-
JTHOCTH z 33 Koje je sn z = 0, Tj. 32 BpETHOCTH

z=0, *2K, =+4K, =6K,..
TO Kp¥Ba IUHMUja y = dn x He npecena ocoBuHy Ox. A MOIITO Ce 3a
z=xK, +£3K, =*5K,..

mobuja Kao KpajHa foma TpaHnyHa BpegnocT gyHKimje 6poj ~/1— k2, To je
nesa KpHBa cajipskana y o0yacTu paBHu x(Oy OTpaHHUYEHO] JBEMA MIPaBIMA.

y=1m y=~1-k%.

20. KPUBE IMHWIJE WTO IIPENCTABJ/bAJY OCHOBHE
EJIMIITUYKE ¢ YHKIIUIE

W3 ceera mTo je oBe Ka3aHo MOKE Ce CACTAaBUTH CIMKA O o0IuIIMa
KpHUBUX JIUHHUja KOje IpEfCTaBlbajy OCHOBHE eNUNTHYKe yHKumje. Tu cy
o6uIy npeacTaBbenu Ha cmuuy c1. 17, 18 m 19 u To y OKBUPY jeiHe mepH-
ofie off z = 0 1o z = 4K 3a KpHBe JIAHH]E.

-
Cn. 17.

(71) y=snx U y=cnx,
a y okBHpy jegue nepuofe of z = 0 1o z = 2K 3a KpUBY

(72) y =dnx.

dl
.7+
s
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Kpuse (71) jako nopcehajy Ha kpuse

y=8inx M y=COSX

Cn. 19.

ca IOJIecHO n3abpaHoOM IEPHOAOM. Y Taukama y KOjuMa je

y=-1L y=0 y=+I

kpuse (71) ce TaUHO MOKIIaNajy ca KPUBUM

73 =sin 2 ¥ y=cos =
(73) y=sioSo Hy e
Koje Takobe nMajy 3a nepuopny 4K.

Hcre xpuse (71) w HUCY HAIITA APYro 0 HEMITO fiepopMucaHe KpUBe
(73). Ta gecpopmanyja je y Tonmko ciraduja, y KOJUKO ce k Marbe pasiiukyje
on Hyne. Kan je k=0, xpuse (71) u (73) ce TauHO MOKNamnajy.

21. MO YJTAPHA TPAHC®OPMALIMIJA OCHOBHHNX
EJIUIITUYKNX & YHKIMIJA

O3HauYMMO ca
u, =sn(k,z), U, =sn(ky,z)

dhysxmmje 1 fepuHuCcaHe Kao NHBEp3HWja NHTerpana

Z_JJU—M)U 12u?)

33 JIBe pa3He BPENHOCTH k =k, U k = k, MogyJa k.
Ommrry npo6neM mogyaapte ipancgopmayuje PyHKIMjE sn z cacTo-
jao 6u ce y ToMe fa ce, 3Ha]yhu Be3y

ok, k) =0
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usMmeby mopyna k, u k,, ogpenu Be3a usmeby ogrosapajyhux uM ¢pyHKUHja
U 7 Uy.

Wzmeby cnenmjanaux npobiema Te BpcTe oBfle hie 6UTH peleH jefan
OJ1 HaJIIPOCTHU}UX, TIO3HAT O] UMEHOM Landen-ose tpancgopmayuje. OH ce
CacToju y TOMe ga ce Habe ee3a uamehy u, u U, Kagcy k, u k, eesanu peaa-
yujom obauxa

KA1+ ky)* — 4k, = 0.
Kap ce y jepnaunnu
du

dz =
JA=u?)(1- k2u?)

H3BPIIIM CMEHA

EI N

74 ,
(74) 1+ k'v?

rne cy k u k' Be3aHu penanujom

KX(1+ k) -4k =0,
jeIHaYMHA Ce IpeTBapa y

dv

=U+E) Ja=v?) (- k??)

0 YeMy ce yBepaBaMo HEINOCPENHO, U3BPIIUBIIN TaKBy CMEHY.
AKO ce Tajia y3Me 3a k BpeJHOCT k;,a 3a k’ BpegHOCT k,, byHKIH]a U
riocraje u;, a v mocraje u,. Ca gpyre crpaHe, i3 je[HaUnHE

du du
dz = ! =(1+k,) ! -
J=ud)(1-k2u?) ’ A —ud) (- ku?

HaJa3} ce MHBEP3UjOM fIa je&

=sn(ky, 2), r:nk,—i—.
iy 1 (ky, 2) Uy =8 {21+k2j

ITa mowTo cy u u v Be3anu penanujom (74), ucra he penannja ses3n-
BaTH U, X U,, I1a CE U3 TOra U3BOJH CTaB:
Kag ce y ¢pynxyuju sn(k,, z) epegrociii k, cmeHu gpyzom epegrouhy
k,, xoja je itiakea ga je
k12(1+kz)2 —4162 = 0

usmeby ipeobuitine u Hose pynkyuje sn(ky, z) u sn(k,, z) Hoctioju ee3a




OCHOBHE ENUNTHYKE ®YHKUWIE 63

sn (k;, z) = (1+/(2)1)’

+ky0°

v=sn|k,, —— z
1+k2

Baxmocr crapa jexu y ToMe, IITO OH faje MOryhHOCT /1a ce jenHa na-
Ta (pyHKuHnja sn z u3pasu nomohy apyre unju he Mopyo k' Guru pasnuuan
of Mofyna k pate dynkumje. Tako Hip. pyHKIHjE

3 (4 ) (1 42)
Uu=sn|l-—,zj| V= S8Sn
5 4’5

BE3aHe Cy pellaliijoM
5v

4+0?

zge je

ITomohy Be3a u3meby ynkimja

snz, c¢nz dnz

7aKo je OpMyNHCATH U OfiroBapajyhe cTaBoBe 3a OCTale [IBE eNUIITHIKE
¢pyukuygje cnz u dn z.

>22. JETEHEPAIIMJE OCHOBHUX EJIMIITUYKUX ®YHKITNITA

3a crienyjanHe BpegHOCTH k = 0 &1 k = 1 MOofTyna k OCHOBHE €JIMNTHYKE
¢yHKIHzje cBONE ce (HereHepuIly) Ha eleMeHTapHe (DYHKIUje U Ha KOH-
cTanty. Tako, 3a k = 0 uHTErpaN

75
(75) J\/(l—u 2y(1- k2u?)

mTo geduHue PyHKIM]y ¥ = sn z CBOIH C€ HA MHTETpall

= = arcsin
zZ= j ,———1 . u,

a oxgrosapajyha My uHBep3uja sn z CBOAH ce Ha sin z. PyHKIH]a cn z CBOAH
ce Taja Ha cos z, a pyHkHja dn z Ha 1.
3a k=1 marerpan (75) ce cBoau Ha

Z:J- du =l10g1+u.

h 1—u? 2 1—u
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oarosapajyha ¢yHKIHja sn z CBOU Ce Ha NIPOCTOIEPUONUIHY (PYHKITH]Y

e:’ _ e—.‘.’
»

e +e
a (pysKu@ja cn z 1 dn z Ha je[HY UCTY IPOCTONCPHOTUIHY (PYHKITH]Y

2
¥ e 42
3a cBe ocrane BpENHOCTH k, mTo aexe u3Mmeby 0 u 1, TakBo je cBO-
bewe BemoryhHo n mHBep3uja wHTErpana (75) npefcTaBiba jegHy cacaum
HO8Y WADAHCUeHJeHIIHY (DYHKYU]Y, HECBOGHUBY HU HA KAKGE KOMOUHAUU]e
0ZpaHuyeroz bpoja eaemeriuapuux QynKyuja.
Kao 1To je Hampej mokasaHo, KpuBe JIUHUje
y=snx H y=cnx

MaJo Ce PasyIMKyjy Of KPUBUX

. TX X
y=sm—_—— H Yy=C0S—
2K 2K
ca KOjuMa ce TayHO MOKJalnajy y 6ecKpajHO MHOI'O TadyakKad M TO y OHMMa 3a
Koje je:
y=-1, y=0, y=+1

Ta cnryHOCT, Ka0 U MHOTOOPOJHE APYre CIHIHOCTH Y OcOOMHaMa THX
OCHOBHUX EJIMNITHYKUX M TPUTOHOMETPH)CKUX (PYHKIMja, YUUHUIIE CY A CY
OHH, IITO Cy CTBOPWIM TEOPH]y ENHNTHIKUX (PYHKIUjA, HA3BAIMU SN I
,,JICEyIO-CHHYC", a cn z ,,IceyRo-KocuHyc”. @ynkumja dn z, Koja ce 3a k =0
cBojn Ha 1, OWia je Ha3BaHa ,,[ICEYO-TIONYIIPEYHHK ", jep CHHYC U KOCHHYC
MpeCTaRIbajy MO3HATE U3 TPUTOHOMETPHU]jE Ay>KHUHe 3a KPYr YHjH je IMOJLy-
rpeyHukK 1.

Hcra je cIUIHOCT faa MOBOJA W TOME [a C€ OCHOBHE eNUITHYKE
¢ysxIHje fedrHAIY jOII M HA OBaj HAUKH:

Kay ce y o6pacmy (75) u3Bpiiu cMeHa

u=sin@, du=cosQ-do,

mHTerpan (75) ce npeTBapa y

76 7=
7€) J. I—A sin? q)

VY crnenyjanHoM ciydajy Kaj je k = 0 goGuja ce fa je z = @; Kaj je Mo-
Myo k pasinyaH off HyJe, ¢ ce He HOKJIamna BUHIE ca z, Beh MoKa3syje H3BeCHO
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OfICTyTake Off Te BPEHOCTH, Koje je y Tonuko Behe y KoJuKo ce k Buiie

pasiuKyje Of HyJe.
Jacobi je IpOMEHIBHEBY @ Ha3BAO ,,aMILIATYXOM" IIPOMEHILHBE Z U TO ]e
03Ha4YaBao 3HAKOM
Z =am@.

TTa momrro je 3a k=0

sin z =sin @, €osz = cosy,

TO je 3a k pa3imu4HO off HyJe Jacobi 03HauaBao (PYHKUH]Y sn z ¢a sin am z, a
¢dyHKIHjy cnz ca cosam z. Tex cy monHuje yBejeHe O3HaKe SNz M CNn z.

23. AIUIIMIOHA TEOPEMA 3A EJIUITTUYKE ®YHKUIMIJE

Mma 6e360poj dpysknuja f(z) 3a Koje ce f(a+f), 3a Ma KakBe Bpef-
HOCTH O M 3, MOXKe U3pa3uTH Kao aszebapcka pyHKumja n3pasa flo), fP) u
jeHOT OrpaHUYeHOT Opoja y3acTOIIHIX N3BOAA

fa, f(a), ., F1B) fB, ..

- Kapg ce Tu u3Boam ¥ camu m3paxkaBajy Kao anrebapcke (pyHKUHje
n3pasa f{o) u f(P), onma ce m f(o + ) m3paxkara Kao anredapcka (pyHKIH]jA

uctux m3pasa f{o) u f(B). ‘
Kap jenna pyHKIH]ja ncnywbaBa yCIoB TaKBE BPCTE 32 BY ce KaXe Ja

¥Ma CBOJY aguUUOHy iieopemy: OBa CKa3yje Ha4YMH TOTa U3paxkanamwa 3a Ty
ymxumjy. ‘

3a caky yHKIHjY f(z) He mocTOjH afuIMOHa TeopeMa. Tako HIp. 3a
yuxmIjy

flz)=e”
nobuja ce fa je
flo+By= e = e

Ia TOIITO je
12 (2)

=1
¢ =log f(z) = )

f(o+B) ce m3paxaa y o6auKy
f )£ (B)
o+ B) = ploefarlogfB) — , flo)f(B)

W3 Yera ca BUAHM Ja ce TO M3pakaBa He Kao anrebapcka, Beh Kao TpaHcle-
nenTHa yHKUMja u3pasa f(o), f(B)mnm jour u (o) u f'(B). A 3a Hempe-
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rJlefHy MHOXWHY (DYHKIHja YOIILUTE je M HeMOryhHo mspasutum f(o + )
Tako fla pyHkuja 6yie UMana CBOjy aUuIuOHy TEOPEMY.

Anu mocroju u 6e36poj QyHKIUja KOje UMajy afULUOHY TEOPEMY Y Ha-
BeJeHOM cMucay. Tako Hip. 3a PyHKImjy € je

flo+B)= e = e = flo) f(B).
SBasinzje
floo+B)=sino-cosB+sinf-cosa =

= fla): f(B)+ fB)- f(a) = fla1= f(B)* + F(BI/1~ floy®.

Hcrn je cnyyaj u ca ¢pyHKUHjaMa cos z, tg z, ctg z, a OUeBUAHO je fa he
TaKo OMTH ¥ ca Ma KaKBOM aire6apckoM (PyHKIH)OM IIPOMEHIbHBE Z, HIIN
npoMeHnmpuse e”. Ce TakBe (PyHKIM]E UMaJy CBOJY afuIIHOHY TEOPEMY.

Ospe he 6utu mokasaHo fa U céaxa og Wpujy OCHOSHUX eAURTIULKUX
@pyHKYuja iiakobe uma c8ojy aguyUory itieopemy.

Jloxa3s je cmudaH OHOME Ha KOjH ce JOKa3yje Y MaTeMEeTHYKO] aHaIN31
afiMIIOHA TeopeMa 3a sin z. 3a Ty ce PYHKIH]y Ha elIeMeHTapaH WipuzoHo-
Meilipujcky HAYWMH JOKa3yje IoCTojamke TakBe TeopeMe. Takas ce fokas He
npuMeryje Ha GYHKLHF]Y sn z, ajid ce TeopeMa MO3KE J[OKa3aTH Ha HAYWH
CIIMYaH OHOME KOJUM C€ dHAAUMUYKY UCTIYE Ha BUUK [TOCTOjalke TeopeMe
3a (pyHKRUH]Y sin z.

Taj moka3s 3a sin z OCHOBAH je Ha YMLEHUIM a Ce OIIITH UHTETpal fAu-
deperujanye jefHauuHe

du _  dx

\/l—y2 - \/l—x2

MOXe M3Pa3UTH! y fiBa pasHa o0iIuKa

(77

(78) arcsin x — arcsiny = C,
(79) x1=y* =y1=-x2 = C,

rfe ¢y C u C’ uHTerpanfoHe KOHCTaHTe.

Jepnaumnua (78) ce go6uja HeIoOCpeHOM HHTETrpauujoM obejy cTpaHa
jennaunte (77). A ma je u (79) omurT wHTErpan ucre jenHavune (77), BUgn
ce BeHnM JudepeHnnjabeheM Koje 1aje jefHaYnHy

x 1= y? —dy - A1—x% =0

y K0joj cy , ipema (77), cBa TpH WiiaHa jefHaKa HyJIH.
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MebyTuM, Kao IITO ce 3Ha U3 ONINTE TeopHje AU epeHINjATHIX jeI-
Ha4YWHa IpBOra pefa, Kaj rofl ABe jefHaunHe

fe,yy=C, olx,y)=0C"

IpefCTaBIbajy ONIITH UHTErpal jefHa HCTE je[[HaulHe, OHe He MOTY OUTH
jenHa of mpyre He3aBucHe, Beh je jenHa of dynkumja f u ¢ pyHkIHja gpyre,
Tako Ja je

(30) C’ = ®(C),

Ha Taj ciIy4Jaj Mopa 6uTH U ca iBeMa jegquaunnama (78) u (79).
Ca gpyre cTpaHe, Kaj ce y jeqHauymny (78) cTaBH Aa je

arcsinx = ¢, arcsiny =J,

npeMa demy je
x =sino, y=sinp,
jeIHadYnHa [ocTaje

(81) a-p=C,
a jennaunmua (79) ce mpeTBapay
sino-cosP —sinB-coso = ',
TaKo ja jeqHaunHa (80) mocraje
(82) @0~ B) =sin o~ cos — cos o -sin f.

Ia 6m ce oppenuo o6uuk pyaknuje O, crapumo y (82) ma je f =0, na
ce qobmja
®(0) =sin o

npeMa geMmy (82) mocraje

sin (0t —B) =sin ot~ cos p— cos oL -sin
ny, cMeHoM B ca —f3,

sin (o +B) =sin o - cos+ cosa-sin

Koju oGpasal u3paxkapa afUIMOHy TeopeMmy 3a QYHKIM]Y Sin z.

VcTH ce aHAMATHYKM JOKA3 IpuMebyje B Ha GyHKIu]jy sn z. Kao mro
je Hampeq xas3aHo, Euler-oBa gudepeHnnjanta jefjHaYnna, Hammucana y oG-
JUKY

(83) — =,
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rae je
(84) X = J(1-x?)(1-k%x2),
(85) Y =J(1-y})(1- k),

MOXKE Ce HanucCaTy y 1Ba pa3Ha ob6nmmKka

X y
(86) QC__J'@_=C,
0 X 0 Y
Y —yX
87 M mYA o
@7 1-k%x2y?

IIpema rope KazaHoMe Mopa OUTH
(88) C'=®(C).

Ca ipyre crpase, ako ce CTaBH /12 je
‘d Y d
Ji =q, J'_y_ =B
X Y
0 0

x =snco, y=snB,

npeMa 4emy je

X:d—x:sn’oc, YZEX:SH'B,

do. dp
jennaunna (86) mpeTBapa ce y
o-pB=C
a jequaqunna (87) y
sno-snB-snf-sn'o _
1-k%n%0-sn’p

¢,

na ce 3amMmenoM y (88) moGuja

sno-sn’B—snP-sn‘o

(89) Pla-p)= 1— k%n?a-sn’P

Ha 6u ce ogpenuo o6nux ¢pynkuuje ®, craBumo y (89) na je f = 0, ma
ce, MOIITO je
sn0=0 sn'0=1
nobuja f1a je
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d(a) =sn .
O6pa3an (89) nobuja Taga 06aUK

sno-sn’B—snfP-sn‘a
1—k*sn?o.-sn’P

(90) sn (0~ B) =

ofakJie je, cMeHoM 3 ca -3,

sno-sn’B+snP-sn‘o

, 1 —
©D sn (0 +) 1—-k%n%o-sn?B

A moniro je
snx =cnx-dnux,
TO ce ob6pasarl (91) MoxKke HaNMCATH U Y OOIUKY

sno-cnf-dnfB+snPB-cno-dno

92 =
2) sn (o) 1-k%n?w-sn’p

Hamnocnetky, y o6pacuy (92) mory ce dyHkuuje cn # dn CMEHUTH CBO-
juM m3pa3uMa Kao (PYHKIIje MPOMEHIbUBE sn, IO obpacupuMa

enx =+1-sn?x, dnx =+1-k%n%x,

na ce mo6uja oOpasall Koju u3paxkaea sn (0 + ) xao anre6apcky QpyHKIHAjy
uspasa sn o u sn 3. Taj o6pasan, kao n obpasar (91) moxasyjy na 3a pyHk-
yujy sn z Gociioju aguuuoHa iWeopema W UCTUUY Ha BHAUK OOJIHK Te Teo-
peMe, Tj. Hawur Ha Koju ce sn (o + ) uspaxiasa Kao payuoHasHa GyrHKyuja
uspasa

sn o, sn P, sn’e, snB

uau Kao anzebapcka pyHxkyuja u3pasa

snot 7 osnf.

Tu o6paciy YONIITaBajy eIeMeHTapHA TPUTOHOMETPH]CKH o0pa3aly
3a sin (o + ), Ha Koju ce oHM cBofe Kaf je K =0, Tj, Kafg snz, cnz ¥ dnz
llereHepuIy y sin z, cosz u 1.

W3 ucTux ce o6pasaiia U OHUX IITO UCKa3yjy Be3y usMeby dyHkuuja
sn, cn, dn W3BOJIe M aUIIMOHE TeopeMe 3a cn z 1 dn z, Koje Cy uckasaHe 06-
pacnuMa cmuaHuM o6pacuy (92):

cno-cnPB-sno-snf-dno-dnf

(93) cn(o+P) = 1— k2%sn20-sn B

ki
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dno-dnPB-ksno-snf-cno-cnf

(94) dn (o +B) = 1-k?*sn%o-sn B

ofakie ce, cMeHoM B ca —f3, mo6ujajy o6pacuu 3a
cn(oo—P) m dn(o-p).

Tako ucro, u3 TuX ce oO6pa3ana U3BOLU MHOIITBO APYI'HX KOJH, Kao U
OHH, YOIIIITaBajy 03HaTe TPUIOHOMETpHjcKe obpacie u of Kojux he Heku
OUTH U3BEIEHH Y OBOME IIITO CIIEAyje.

Kao npocr npumep Guhe HaBefeHa IpEMeHa o0pasalna Ha ciydaj Kaj
jea=zuf=K,kaoukagjeo=zuf=-K

snB=snkK =1, snf =sn(—K) = -1,

cnB=cnkK =0, cnB=cn(-K)=0,

dnB=dnK =~/1-k2, dnp = dn(=K)=~/1- k2.
ITpumenom oGpacna 3a sn (o + ) u sn (o — ) Haja3m ce Taja fa je

cn z
9
dn z

sn(z+K)=%  sn(z-K)=-
dnz

Kag ce, gaxae, spegrociiiu z goga 4ellispliuHa peanHe iepuoge, sn z
cnz

_ .. Ccnz __ — .
uocuiaje —; Kag ce ogy3me iia 4elidspuiuna, sn z uocuiaje  —
d
nz

To je yommTeme mpasuiia o KOME je

. T . T
sm(z+5j=cosz, sm(z—5)=—cosz.

24. ®YHKUWMIE sn (mz), cn (mz), dn (mz)

Kap ce y o6pacuuma (92), (93), (94) crasu ga je o = gobmjajy ce
oGpaciu

2sno-cn o -dn o

sn2o = -
1-k*sn’*o
1-2sn’0 + k%sn*a.
95 cn2o =
(93) 1—k%sn*o
dn 20 = 1-2k%n’%o + ksn‘a

1—-k%n*o
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koju ce 3a k=0 cBOJie Ha eJleMeHTapHe TPUTOHOMETPHjCKe obpacie
sin2c =2sino-coso, cos20 =1-2sin?q.
TTomohy oGpasana 3a 36upose o +f u o6paszana (95), yzesum ja je
B =20, obujajy ce o6pacuu noMohy KOjUX ce MOTY H3padyHaTH
sn 30, cn3a, dn 30,

KaJl ce 3Hajy BPeqHOCTH
sno, cno, dno

1 TO C€ MOXKC IIPOAYXKUTH TaKO, fa ¢ HOMOhy NO3HATUX BPEJHOCTH OBHX
MOCIIENHUX U3Pa3a MOTY OIPEIHUTH Y3aCTOIILE CBE BPETHOCTH

sn(ma), cn{ma), dn(mo).

25. OBPACIIH 3A 3E5MPOBE U PA3JIMKE & YHKIMJA

snz,cnz, dnz

CabupameM 1 ofy3uMarmeM obpasaia 3a sn (o + ) u sn (o — ) u cTa-
BHBILIM JIa j&
O + B =D, - B =q,
oJlaKJie je

o = s

nobujajy ce oOpaciy KOju u3paxkanajy
snptsng, cnp*cng, dnptdng,

nmoMohy npousBoza pyHKIMja

snPtd P4 4, P*4
2 2 2

smbP=4 P4 gy P9
2 2 2

Taksu cy HOp. oOpacuu
2sn 24 n P4 gn L4

2 2 2
snp+sng =
[ — ksn? p+q~sn2 pP—q
(96) 2
2snP=9.cn Pt gy PTY
snp—snq = 2 2 2
1= k2sn? rP+q ,2P=4

2
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U ciuyHA obpacuy 3a
cnp+cng, dnp+dng, cnp-cng, dnp-dng.

Tu ob6pacun yonirrasajy Napier-oBe TPHIOHOMETpPHjCKe obpacie Kao
IITO CY

sinp+sinq=251np+q~cosp—q,
2 2
sinp—sinq:ZSinp;q-cosp;q

U cnmaHn obpacny 3a kocunyc. OGpacuu (96) ce cBofe Ha Napier-oBe o6pa-
cue 3a k = 0. OHH cy, Ka0 U OBH, Off KOPUCTH IIPH JTOTAPUTMHUCAY, a TaKo
UCTO 7 33 MOKa3WBahe pa3HUX CTABOBA Y TEOPUJU CIUNTHYKUX (PYHKIIH]a.



YETBPTU OJE/bAK

PA3HU OBJIVILIV PEJTOBA 3A
OCHOBHE EJIUTITUYKE
®YHKIIUJE

26. PASBBUJAILE Y MACLAURIN-OB PE[]

dyuknuje cn z u dn z ¢y iapHe, a yHKIU]ja sn z HellapHa PYHKIHA]jA
npoMmenspuBe z. ITa momrro BpegnocT z = 0 HUje HUKAKAB CHHTYJAPUTET HU
3a jeHy off TUX (PyHKIIM]a, TO C& OHE MOTY pPa3BUTH Yy pefoBe o6mmKa

SNz = Az+ Az + A+
(97) cnz = B()+Bzz2+B4z4+...

dn zZ = CO + szz + C4Z4 + ...
Koedumnujentn A, ogpebyjy ce momohy obpacia

(98) A, =i—d—snz 3a z=0.

n! dz"
Y3acromuu u3poau hyHKLHEje sn foOujajy ce moIIaBiuy of odpacia
snz=cnz-dnz

U3 Kora ce audepeHInjabeheM I CMeHOM u3Boja (yHKImMja cnz u dnz
BUXOBUM BPETHOCTHMA

cnz=-snz-dnz, dnz=—-k’nz-cnz
roGuja Hu3 o6pasana
sn”z = 2k%n%z—(1+k*¥snz,

sn”z =(6k*n*z—1-k*cnz-dnz,
sn”"z = 24k%n’z - 200k + k*)sn%z +(1+ 14k* + k*)sn z

Kax ce y TuM obpacuuma ctaBu z = 0, fobujajy ce 3a y3acTonmHe Ko-
eduLyjeHTe A, BPEIHOCTU:
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DY A £ O S &
s

s

Ha uctn vaunn ce oppebyjy u xoedunnjentu B, u C,, a To cy:

B() :L B2 = 1

—E’
2 .2 4
34:1+4k , BG=—1+44I‘ + 14k ’
4! 6!
. .kz. .
C():L C2:—7,
2 4 2 4 6
C4:4k +k ,C(,:—l6k 441" + k ,

41 6!

Kao mro ce Buau, oitwinu koeguyujenaii Maclaurin-o8o2 pega 3a
ceaxy og ¢pyHkuuja sn z, cn z, dn z, je payUOHANAH PAZAOMAK, KOJU 3A UMe-
Husay uma ogzoeapajyhu gaxitiopujea, a 3a bpojusay, jegar GoAUHOM [0
mogyay k, uuju cy ceu koegpuuyujenitiu yeau 6pojesu.

IMurame je jour: 3a koje he BpenHoCTH z H0OMjeHN PElOBY KOHBEPTH-
patu? ITomTo cBe Tpu (pyHKIUje UMajy UCTE CHHTYIapPUTETE, 4 TO CY Y HbH-
XOBHM IapajejiorpaMuMa IoJIOBH

(99) iK' u 2K +iK’,

To he cBakm ojf ropwma TpHU pefa OUTH KOHBEPIeHTaH 3a BPEJHOCTH Z Y
KPYI'y OMMCAaHOM OKO Tauke z = () ca NOIyIPEeYHUKOM JeIHAKUM OfICTOjamby
Te Tavke IO HAjONMKET joj Moya, a TO 3HAYM ca IoNympeyHukoM K'. A
CMEHHBIIN y pefoBuMa (97) Ha AeCHO] CTPaHU z Ma KOJOM CBOJOM XOMOJIO-
TOM y paBHH z, fo6uhe ce HOBa TpH pepa 3a sn z, cn z, dn z KOju he KOHBEp-
TUPATH 32 CBE BPETHOCTH z ¥ KPYI'Y OIMCAHOM OKO T€ XOMOJIOTe ca HOIly-
MPeYHUKOM K.

27. PABBUJAILE Y LAURENT-OB PE]]

OsHaumMmo ca o jegal Ma Koju mon ¢yukimje sn z. IlomTo cy cBu
DOJIOBY IPBOTA pefia, (PyHKIMja ce MOXKe pasBUTH Y Laurent-oB pef Koju he
OWTH KOHBEPTEHTAH 3a CBE BPETHOCTH z cajp>KaHe Y KpyTy KOJH umMa 3a
LEHTap TA4YKy z = O, a 3a [IOJyIIPEYHUK OJICTOjarhe T€ Tauke N0 HajOmmKer
joj mpyror Kora noua gyskuuje. Pey je obnuka
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snz= +A, +A(z-0)+ A (z —a)? +...

z—0
Hamnpen je moka3aHo Ia CBU ocTaly (pyHKIH]E, 3a CBE HBeHEe MOJOBE,
MMajy 3a BPEHOCT jeHy WU APYry Off BPEIHOCTH —/% I +71*. ITpema
TOME J€

B =%

==

Ha 6u ce ogpenunu KoedHIAjeHTH A,, MOXE CE i CMEHHUTH 3a sn zZ y
jeqHAYMHE KOJy u 3al0BOJbaBa

(100) w?=1-u®)(1-ku?),

nma mopeauT Mehy co60M unaHoBe UCTHX CTeNeHa U3pasa 7 (z—0a),

z—0O

HOIITO Ce Ha J1eBoj cTpanu jegHavunne (100) cmenn

W= ——B A 24,z )+ Az - 0) + ..
(z—a)

I1a fakJje

o _  B*  2AB L 44,8

= + 34,8 +...
(z—o) (z—o)? z—o

u
a Ha JeCHO] CTpaHH,
B

z—0

+A+A(z—0) + Ay (z— ) +...

u =

Tako ce HIOp. HaNa3®W fa Ha JIEBO] CTPaHM He (PUIypHINE 4YlaH ca
1
(z-o)
IOIITO CY k ¥ B pa3nuyHu of HyJe, Mopa 6utu Ay = 0

Pep je, nakne, obnuka

. a Ha JlecHOj OH (urypHiIe 1 UMa 3a Koepuuumjenar 4k*B A, na

101)  snz=tt-l 4 Az-0)+Az-0) +..
kz—-d

a peq 3a KBajipat Te (pyHKUHje je 00JInKa

(102) sn’z = —1~—1——2+M0 M (z—0)+My(z— ) +...

k? (z—o)

_rnie ce KoeduimjenTa M, oppebyjy nomohy xoedunmjenara A,
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Kao mito ce Bugu:
1° Pep 3a sn z He cagp Ky WIaH He3aBUCAH Off (z — Q)

2° Peyt 3a sn’z He cafipXu 4JaH ca Ha IIPBOM CTEIIEeHY.

zZ—0
Ta na npeu norieq 6e3HavajHa YUHEHALIA IMa CBOjY HAPOUYUTY BaxK-
HOCT, 1IUTO he ce BUeTH U3 OBOTA WITO CIENyje.
N3 o6pacua (102) ce Bupu ga je ocitiaitiak ¢pyrkyuje sn’z 3a ma Koju
HeH ioa Jegrak Hyau. V1 TO je Takobe ynmeHnna ojf BasKHOCTH 3a UCTY TeO-
pHjy, jep ¢y MHOTH Pe3yJITaTH Ha 0] OCHOBAHHU.

28. OCHOBHE EJIUIITUYKE ®YHKINJE NU3PAXEHE KAO
KOIMYHHWIIN HEJIMX & YHKINJA

Hamnpep je noxaszaHo fa HUKakBa MepoMopgHa aBonepuonuyHa GyH-
K1[Fja He MOXe OuTH 1ena pyHKIuja. A, U3 ONIITE TEOPHUje aHATHTHIKUX
¢yskImja 3Ha ce ga ce cBaka MepoMopdHa (PYHKIHja MOKE U3PA3UTH Kao
KOJIMYHUK fiBejy uenux ¢pyHkuuja. ITorpaxkuMo kKoje cy To nene GpyHkugje
3asnzcnzdnz

Tora pagu yourMo (yHKIH]Y

(103) Z(z) = k*[sn’z - dz
0
KOja Yy TEOpHUjH eIUNTHYKNX (PYHKIM]a Urpa JOCTa BaskHY YJIOTY M Ha3WBa
ce ,,3eTa-pyHKIMIja“.

U3 o6pacia (103) ce Bupgu ga Z(z) He MOKe UMATH IPYTUX CUHTYIIAPH-
TeTa OCHM OHHMX IIITO MX UMa sn z, & TO Cy II0JIoBU oBe (pyukuuje. M3 obpa-
cia (102) po6uja ce mHTErpanEjOM

anzz~dz S —

K z—a

+My(z—0)+ %(z — )% +...+const,
TaKo f1a ce 3a Z(z) nobuja pey

2
(104)Z(z) = S + kM y(z —a) + -k—a%(z —0)% +...+ const,
-
U3 Yera ce BURHM ga je ceaku ioa pyHKyUje sn z iton iipsoza pega 3a Z(z) u ga
cy csu octilayu ose yHkyuje 3a iie iloaose jegnaku —1. Y UCTH Max ce BUH
u TO fa je Z(z) mepomopgra PpyHKIH]a.

ITomohy Tako pedunucane dpyunkuuje Z(z) popmupajmMo GyHKIH]Y

—J.:Z(:)d:
(105) G(z)=e? ,
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na je OYEBUIHO /1a, Kajl OM OHa MMajla CUHTYJIapuTeTa, OBU OW MOTIIA MPOU-
3ahu camo op dyHKIMje Z(z), Na Aakie 6U ce CBaKW O HBUX MOPAo IMOKJIIO-
IIUTH €& KOJUM II0JIOM Te (yHKIHje. AN, HAjejaH 0T z = 0. Te (PYHKIH]je
He MOXKe OMTH CHHTynapuTeT 3a G(z), jep ce u3 o6pacua (104) mrrerpamm-
joM nobmja ma je

k*M,

k*M
jZ(z)dz = —IOg(z—oc)+—2—(z_ o)’ +—6 Liz—a) +..
TaKO JIa Ce MOX€E HaIUCaTH [a je
(106) G(z) = 8 . /O = (7 - )/ @,

e je f(z) jenna pyHKIUja IpeAcTaBbeHa PeoM ypeberuM mo neyum mo-
3UTUBHUM CTEIICHUMA pasjiuke (z — 0) | Koja, IIpeMa ToMe, HeMa z = 0 Kao
cmHrynaputeT. M3 Tora ce Bupgu ga je G(z) yeaa pynkyuja ipomerpuse z
KOja Uma z = O Kao C80Jy UpOCHLY HYAY, Ua gakae Kao c60]y 0OUYUHY IHAYKY.

ITomohy Taxko pgecdunucane nene ¢pyukuuje G(z) popMmupajmMo cap
bynxumjy

(107) G(z)=snz-G(z).
Oma ce, npema obpaciuma (101) u (106), Moske HanucaT! y 06JIUKY

o1
G(2) _'::tk (z— o)

+A(z -0+ Ay(z—0)? +..](z_ o) el =

= [i—/l—+A1(z—0c)2 + A, (z— o)’ +} e,
Ic

W3 Tor ce u3pasa BuH Aa je z = o 00MYHA Tauka 3a GyHKumjy G(z).
ITa kako cHHTYJIApUTETH Te (PYHKIMje MOTY ITPOM3TAZUTH CaMO OJf TaKBUX
BPEXHOCTH KAao IITO je z = 0, TUME je JOKa3aHOo Jla OHAa HEMa HUKAKBHUX CHH-
rylapuTeTa, mro 31aun ga je G(z) ueaa ¢yuxyuja upomenmuse z. Y13
(107) ce Taga nobuja na je

Tako, Aa je (PyHKIHja sn z u3pakeHa Kao KOJIMYHHK [IBE]Y UeNnX (PyHKIH]a,
3a KOje ce 3Ha M IbUXOB HAaUYuH POpPMHpaIba.

Ha wmcru ce HauwH, a uMmajyhu y Bujy fa ¢yHrumje cn z u dn z uMajy
HCTE TIOJIOBE M UCTOTa Pefia Kao U $n z, HANA3M ga ¢y U QyHKYLje

Gy(z)=cnz-G(z), Gi(z)=dnz G(z)
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uene Qynkylje.,
dyrxumje G, G, G,, G; yBeo je y TEOpHjy eTUNTHYKUX (PYHKIH]a
Weierstrass 1 03Ha4HO UX je O3HaKaMa

G(z)=Alz, G, =Alz, G, =AlLz G;=Alz

U TaKO O3Ha4yeHe OHe Hoce Has3uB Weierstrass-ose ¢pyrkyuje Al.
ITomohy mux ce ocHOBHe enunTHuke (PyHKINjE U3paXxaBajy y 0OIUKY
_ Alyz
Alz’

Al,z
Alz

1,z

_A _
(108) sn(z)= A cn(z) =

, dn(2)

TaKOo Jla ce JOJIa3y [0 OBOT pe3yJTaTa:

Ceaxa og ¢yHKkyuja sn z, cn z, dn z, uapaxcasa ce Kao KOAUYHUK §6e]y
yeaux @yHkuuja, itie pynxyuje cy Weierstrass-ose ¢pynkyuje Al.

Takap HauMH U3pakaBama OCHOBHHAX SIUITAYKUX (PYHKIMja OFf HApo-
YUTE je BaKHOCTH CTOTa, IITO je YIOTPeOIbUB 32 €8¢ 8PEegHOCILU Z Y PABHU
ifie HpomeHsbUBe, TIPH YEMY Ce HeMa HoTpebe BOJUTH padyHa HH O KaKBO]
KOHBEPIeHIHjH, TIOIITO ¢y pyHKnuje Al nene pyHKnuje, ma ce MOry pas3BH-
TN y Maclaurin-oB peJy KOHBEpreHTaH y 11e0] paBHu z. [Ipu cBuMa fgpyrum
HAaYMHUMA W3paxkaBalwa eIunTHUYKuX (pyHKNHja moMohy perosa TO HHuje
CIIy4aj, jep je pel KOHBEpreHTaH U yIoTpeObuB caMo y ogpehenoj obmactu
paBHH z.

29. WEIERSTRASS-OBE & YHKIIMJE Al
Te nene gpyHkumje, yuja je yjaora y TCOPHJH eIUNTUIKUX (DYHKIH]A
HaBeJleHa Malovac, MOTY ce, Ipe cBera, pa3sBuTH y Maclaurin-oB pej KOH-

BEpreHTaH y 1IeJI0j paBHHU z. Tako ce Hanasy fia je

Alz = 1—%z4+éﬁ~z6—&zg+...,

6! 8!
Aliz= Z_§i23 +&25 —ﬁf +o
3! St 7!
Alyz = 1—&22 +—C—4~z4 —&z() +...,
2! 4! 6!
Alyz = 1—2122 -i—&z4 —2—6—26 +...,
| 2! 4! o!

I7ie je cBakM Off Koedunmjenara A,, B,, C,, D, payuonanrarn passomax Koju
uma 3a umeruaay n!, a sa 6pojunay io jegar oaurnom o k, ca koegpuyujer-
muma yeaum bpojesuma.

TMocTynauM n3pavuyHaBameM THX KoeduIujeHaTa Halas3u ce fa je
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A, = 2k, By =1+k2,
Ag = 8(kX+ k"), } Bs = 1+ k* +4k?,
Ag = 32 (k* + k%) + 68k*, By =1+ k8 +9(k? + k%),

Ay = 128(k* + k¥) + 480 (k* + k%), By = 1+ kP +16(k* + k%) - 6k*,

C, =1, D, = k%,
Cy =1+2k%, D, =2k* +k*,
Cs = 1+ 6k* +8k*, Dy = 8k* +6k* +i°,

Cy = 1+12k* + 60k* +32k°, Dy = 32k* + 60k* + 1245 + k°,

®yuknuje Al cy Meby co6oM BezaHe pa3HUM KOHAYHUM M JuepeHITn-
jaTHEM penanmjama, off Kojux he 6uTu u3BejieHe OBe IITO CIENy]y.
Kap ce y jeqHaunnama

sn’z+cn?z=1 ‘k*n’z+dn’z=1
CMEHe sn z, cn z, dn z CBOJUM BPEIHOCTUMA

(109) snz:gl—(i), ansz_(Z)’ dn 7z = Gz(Z),
G(z) G(z) G(2)

no6mjajy ce mameby pyukumja G, penanuje
(110) G2+G2=G? k*G!+G2=G2

MebyTnm, u3 jepnauune (105) nobuja ce xa je
log G = [ Z(2)dz
0

OJIaKJIe je, TIOCNe JIBa y3acToNHa AudepeHlyjabermha,
(log G = -Z'(z).
Ca gpyre crpane u3 jegHaunse (103) je

Z(z) = k*n?z,

npemMa uemy je

2
(log G)” = —k?n’z = —kz[%j .
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Onarne je

G ’”
G =—+-(logG)

k
WIH, KaJ] ce TO pasBuje,

(111) G, =—/1—«/G’2 GG,

i

a Taj o6pa3zar u3paxana pysximjy Al,z nomohy pyrkumje Alz.
U3 jeqnavwmna (110), cmenom (111), gobujajy ce o6pacun

(112) G, = \/Gz +/i(G G”—G'),
iC

(113) Gy =+/G2+GG" -G,

KOju m3paxkasajy pyukuuje Al,z u Al;z nomohy chHKHyje Alz.
Cse itipu ¢pyHKyuje
Alz, Al,z, Alsz

uszpaxcasajy ce gaxae womohby ocHosHe yHkyuje Alz u rwernoz upeoz u
gpyzoz ussoga.

Op unTepeca je IPEMETHTH 1 TO fia ce 3a k = 0 iBe oxf pykuuja Al cso-
me Ha 1, a gpyre ABe Ha sin z u cos z. Jep u3 o6pacua (103) ce Bugu ga ce 3a
k =0 ¢yuKIWja Z(z) CBOIM Ha HYIY, IITO 3HAYNU fa ce PpyHKUHja G CBOIM Ha
jeqUHHIY; TIOLITO Ce TaJa sn z CBOJIM Ha sin z, ¢n z Ha cos z, adn z Ha 1, To ce
BunM fa 3a k = 0 pyukuumje Al mocrajy

Al=1 Al =sinz, Al, =cosz, Al;=1.

IMpumeTumMo jour u To, ga ¢pyuxuuje Al Hucy jeprHe momohy Kojux ce
OCHOBHE eNuNTUYKe (PYHKIWje M3pakaBajy Kao KOIUYHULHN [(BEjy Leaux
dbynkumja. To ce mocTmke u nomohy jegHe ueae GyHKIHUje, KOjy je y Teo-
pujy enuntudkux QyHrnuja yseo Jacobi I Koja c€ MOXe Pa3sBHTH, 3a CBE
BPEIHOCTH 7, y pefl 06uKa

6(2) — i enz+anz

H=—0co0

a rje je a ogpebena KOHCTAHTA, YUjU j€ PEATHN €0 HeraTUBaH, YAME J€
ocurypana KOHBEpreHuuja pefa.

MebyTum, Metona Weierstrass-a, Halpejl u3JI0XkKeHa, Koja mpodieM pe-
mraBa nomohy dysknuja Al, He caMo IITO je 3HATHO MPOCTHja O OCTAJIHX,
seh je m ommTHja, jep ce npuMerbyje u Ha gpyre enuntauke QyHKUAjC y Oe-
cKpajHoM Opojy
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30. PASBUJABE Y PEJ YN CY YTAHOBU PAIITMMIOHAIJIHE
OYHKIWIE U3PA3A e“

Hamnpep je mpoyuena ¢pyHkuuja f(z) u3paxkeHa pefoM

(114) fy= Yu,
The je
(115) u, = e

(e* — ez+nw)(€ﬁ _ e:+nm) ’

rae ¢y o, B, ® KoHcTaHTe (peatHy e0 KOHCTaHTe » Tpeba fa je HeraTu-
BaH), IIa je HabeHo ja OHA UMa JIBe Iepuoje W, = ® U W, = 27, a ia Kao
MOJIOBE MMa BPETHOCTH z = 00 U z = [3, Ka0 U OHE LITO ce godujajy u3 oBUX
npupaBamkeM MyJTunnia nepuopa. CBH Cy TU IOJOBH IPBOTa pefa.

Youumo caj pyHKIH]Y

(116) ¢(z)= f(z)—W-sn Az,

rae ¢y p u A jaBe Heomebene xoucranTe. IlogecHUM H360pOM CBUX KOH-
cTaHaTa MOXe C€ YUYMHUTH

1° ma dynkumja @(z) UMa IHepHOAe jef[HaKe Nepuofama (GyHKUHAJE
snAz;

2° pa @(z) UMa UCTe [I0JIOBE K0 $n Az,
3°ga f(z) uMa 3a Te IOJIOBE UCTE OCTaTKe KAao [L-sn Az.
TTomTo sn Az uMa 3a IepUOJiE BPEMHOCTH

4K 2iK’

—_—u R

Iy A

4K o
na flakjie U BpegHoOCT B TO he ycioB 1° GuTH HCOYHBEH Kaf ce A U ©

n3abepy Tako fa oyge

a To he 6uTH ako ce y3me
A= K o= AKm

, —_

T K’

A TIomrTo sn Az IMa y OCHOBHOM IlapaJiejlorpaMy IEPHOJa 3a II0J0Be
BPEHOCTH
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iK’ : 2K+iK’ _ 2Kn
— =7 u =

= + 17U,
A x k"

TO he ycnos 2° 6uTH HCIYIEH Ka ce 3a O ¥ 3 y3My Te [[Be BPETHOCTH.

Tanma o6e dyrxumje f(z) 1 W -sn Az UMajy BCTe MOJIOBE, KOJU CY CBU
npsora pepa. Ilpema panujeM ONIITEM CTaBy, KOjH BasKM 32 CBE MEPOMOP-
tue nBONEepuonuyHe (hyHKIHje, 36¥Up OocTaTaka 3a Te MOJIOBE jeHaK je HY-
7 3a CBaKy IIOjeuHIle Off TUX (PYHKUH]ja, T1a faKie u 3a pyHKnuje ¢(z), 3a
dyHKIHjy sn Az TH cy ocrany, 3a jefjaH IO Y OCHOBHOM Mapalieiorpamy

nepuona, —é, a 3a JApYyrd ToJa +i. Jep, momro je y 6nu3uHM jeHOTA
nojua t = g pyHKUHje sn ¢
1

snt:——l—*————+...
kt-a

Onhe y 6iM3MHY TTONA Z = % = o pyHKIHje sn Az

: IS 1 1
snhz=—— +o.=——
kAz-a K\ z-o

. 1
TakKo, Ja ke ocraraxk 3a Taj 1moJ1 6T —7-7:, I1a 3a pyry 1noJji OH Mopa ouTH
<

+ i, MOIUTO je 30up ocTaraka jeflHaK Hyiau. 3a (pyHKImjy L -sn Az ocTaTak

kA
3a jemaH mon 6whe, Jakie, — %, a 3a Ipyru noJ he outH +/£.
k c
Ca pmpyre crpane, 3a ¢yHKUH)y f(z) ocTanu Takobe Mmopajy 6mTH
Meby coboM jeHaKH a CYIPOTHO O3HAUEHH, IIOIIITO je U HUXOB 30Hp jefHAK

nynu. Hexa cy Tu ocranu —B u +B; aKO ce 32 KOHCTAHTY I y3Me BPETHOCT

kBK'
==
e

3

6uhe ucnymen u yciaos 3°.
Kap je Tako n3abpaHo cBUX MeT KOHCTaHATA

a, B, ;\': }1» o

dyskunja ¢(z) he ucnymasatu ose moropGe:

a) To je jeytHa MepoMop(Ha ABOIEpHOAnIHA (DYHKIH]a;

6) OHA MMa y CBOME OCHOBHOM NapaJeJiorpaMy MepHoja ABa MoJia,
KOja cy o6a pBOT peja.

MebyTuM, ocraTak 3a CBaku IIOJ je[HAK je HYJH, IMOMITO j¢ Taj Oc-
TaTak jefHaK pasjuIM ocTaTaka yHKUMja f(z) u [ -sn Az, a oBu cy Meby
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co6oMm jennakm. ITpema Tome y Laurent-oBOoM pefly 3a ¢(z) Hepocrajahe

, IITO 3HAYM Jla Cy TauKe z =L U z = 3

yJjIaH ca , Ka0 1 YJaH Ca

z—0 z—
obnuHe Tadke 3a Ty GyHKIujy. ITa DomrTo oHa He MOXe MMATH KaKBHUX
[PYTUX CHHTYJapUTEeTa, OCHM O 1 3 (M BIXOBUX XOMOJIOTa), TO 0¥ OHa Ouiia
ABOIEpHONMYHA (DyKUHja Oe3 CHHI'yIapuTeTa; TakBa (pyHKIHja, mpema
paHuje [OKa3aHOM OIIUTEM CTaBy CBOAM ce Ha KOHCTAHTY.
ITpema Tome je
f(2)—u-sniz=C

z . .
13 dera ce, CMEHUBIIH z ca . nobuja fa je

_ 1 (z) __T iz )
(117) snz—“f(x) C kBK'f(K’j C

ITa momro ce f(z) m3pazkaBa Kao 30Mp pefa YUju Cy WIAHOBH PaIo-
HaTHE (DYHKIMje u3pa3a ¢, TO ce BUAHU ga ce QYHKYUja SN z MOXce U3pasu-
iy Kao 36up pega 4uju cy 4AaHo8U payuoHane QyHKyuje uspasa

@ T
e”,la= .
( K')

Komncranra C, momro ofroeapa gaToj (byHKIHjH sn z, obuja ce kaj ce
y obpacuy (117) crasu ga je z = 0, 0ITO Aaje

oo

) ™ T
C= 0) = ,
wr O i _Zm”

rfe je
_ eil(.l)

Up = (eoc _ enw)(eﬁ — @

IIOIITO € Y TOMe H3paly CMeHe o, 3, ® Hampe[ HabeHUM BpeTHOCTIMA.

Koncranra C ce, gakine, gobuja Kao 36up jeqHOTa pejla KOjH je KOH-
BEPreHTaH, jep je KOHCTaHTa () HeraTUBHA, a IeroB Ce ONMIUTH 4JIaH u, 3a
BeJHKe TO3WTUBHE BPEJHOCTY K ITOHAIA Kao

ne
4

o+p

€
TJ. KO OIIIITH WIAH TEOMETPH]CKE TIPOTPeCH]e

e‘”B(q gt +q+.)
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rae je
g=¢e" <],

1 .
a 34 BEJIUKE HEraTUBHE BPEAHOCTH /1 OH CC NMOHAIlla Ka0 ———, TJ. Kao 4YlIaH

e ’
reoMeTpHjcke Iporpecuje
1, % + % + ..
9 9 9
rhe je
1. _L =e% <1
qg €

CnuuaH ce pe3yaTrat go6uja 1 3a Ipyre ABe enuntuike GyHKIHjE cn z
4 dn z, IOWITO CY MM IIOJIOBHM MCTH M MCTOTA pefia Kao | 3 SN Z.




IIETH OJEJbAK

EJIMIITUYKE ®YHKINIE
DEOPMHNCAHE MHBEP3MJOM
OIIIITHUINX NUHTET'PAJTA

31. MHBEP3UJA MHTETPAJIA IITO CAJOPXE KBAIPATHH
KOPEH OITINTET ITOJIMHOMA TPERET WJIN YETBPTOT
CTEIIEHA

Y oBOME INTO NPETXOAH NpOyYeHe cy MyHKIUje AepHHUCaHEe HHBED-
3WjOM HHTEIpaia :

du

118 = i
(118) z OIJ(I—llz)(l—kzuz)

Tj. HHTErpajla y KOMe ce IOoj KBaJ[paTHAM KOPEHOM HaJjas¥ jefaH CIeld-
janaH NOJIMHOM YETBPTOT CTEIEHa.

Y oBoMme he ofelbky OUTH mpoydeHe (PYHKIHje KOje ce Hobujajy uH-
BEP3UjOM HHTErpana

i WE[M—
0 \/F(”)

rae je F (u) ma kakas iioaurom ueilispitio? cilieiieHa

(119) 7=

(120) F(u)=Au*+Bu*+Cu®*+Du+E

IIpe cBera, ga 6u mMHTerpaj CBOjOM HHBEP3HjOM MOrao JaTH KakKBY
IBOIIEPHOANUHY (PYHKIW]Y, CBE HyJIe monnHoMa F(u) Mopajy GUTH mpocTe.
Jep, kajx Ou Koja HyJIa, HOP. 1 = ¢ OUNa IBOCTPYKa, y F(u) 6u ce jaBHO Kao
KOPEHH YMHHWJIAL M3pa3 (u —c)?, Tako ja OM MOJ KBaJpaTHAM KOPEHOM
0CTao MOJIMHOM JIpyrora cTelleHa Mo i, a HHBEP3Hje HHTEeTpaia IITo cafpsKe
KBajIpaTHU KOPEH KaKBOT MOJIMHOMA PYrOr CTENeHa HUCY ABONEPUOUTHE
¢dbynknuje. Tako 61 ucTO 6MI0 Kaf 6M KOpeH 6MO TPOCTPYKH MM YETBO-
POCTPYKH, MM KaJl BUIIIE O jeHOT KOpeHa He 61 GWIIM IPOCTH.



86 ‘ EJIMIITHYKE $YHKLMIE

Hexka cy, paxne, ¢, c,, ¢, ¢4 Hyae nojauHoma F(u), Koje cy cBe mpo-
CTe, Ila Ce MOKE HallMCaTH

Fu)=A(u —c)(u—cp)(u—c3)(u—¢y).

W3Bpmimmo cmeny

(121) u = O‘y+B, du:Mdy,
Ty +0 (v +8)
e ¢y o, B, v, 0 HeopehbeHe koHcTaHTe: TakBa cMeHa peTBapa jeHaYnHY
dr = du

3

F ( u
y jeflHaAYnHYy 00NIUKa

~Joy)’

rae je O(y) nmoImHOM omeT YeTBpTOr creneHa. [logecHanm n360poM KoHCTa-
HaTa O, 3, v, 0 MOXe ce YUYHHHTH fa ce IOoCJe/iba JeffHaunHa cBefie Ha 00-
JIUK
dz = dy

Ja= py)(1=gy)

Te CY p U g KOHCTaHTe, IITO ce fobuja cTaBbajyhu Aa cy Koe]uuujeHTH
cTemeHa y u y' jejHaKy HyJIH, U [ia je KoeduuujeHar crenena y* jeqHax je-

(122)

z
OHHUIHY, I1a C€ OHJla CMCHH Z Ca E‘

OueBHIHO je [1a, aKO ce TPaKW JIa MHBEp3Hja y MHTerpala jefHauuHe
(122) 6yne psonepuwonuyHa (PyHKIM]ja, HUjeHA Of KOHCTAHATA p U ¢ HE
MoOXe OUTH jeflHaKa HYJH, HA OecKpajHa, HUTU Moxke OUTH p = ¢g. M Tajia je
MOTyhHO M3BpIIUTH TaKBy CMEHY IIPOMEHIbUBE y, la ce jegHaumHa (122)
CBEJIC Ha 00NHK

dx

123 dz = :
(123) : JA=x2)(1-k>x?)

rae he k 6uTr peanan 6poj koju nexu u3meby 0 u 1.
Kan cy p u q peanuu 6pojeBu, TakBa je cMeHa BpJIo mpocTta. Tako:
1° Kap cy ob6a 6poja p u g ucTora 3Haka, Ia ce U3BpILY CMEeHa

dx

y:-x— dy:—
Ja' Ja’
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(rie ¢ o3Hadyje oHaj of iBa Opoja Koju je Behu 110 alCoNyTHO] BPEJHOCTH),
jemnaumHa (122) npeTsapa ce y jeqnaunny (123) y xojoj je

(124) k= |&, mapgakne O<k<g

N

U Tajga je

1
y:“SnZ qy
Vg

rjie sn uMa 3a Mofyo BpegHocT (124);
2° Kap cy OpojeBs p U g CYIPOTHUX 3HAKOBA , HIIP. ¢ NO3UTHBAH, a p
HeTAaTUBAH, Ila ce U3BPIIN CMEHA

y=—L N—x%, dy—--L x dx
q

\/‘ \Q 1—x2’

jemmaumba (122) mocraje (123), rae je

(125) k= _p_, na gakiare 0< k<1
pP—q

M Taja je

y = _ﬁm (- p),

rjie cn uMa 3a MOfyo k Bpexuoct (125).

Y ceaxom cayuajy, jegrnaquna (119) He gosogu HU go Kakee Hose gao-
depuoguuHne pyHkuuje, 6eh camo go payuoHALHUX KOMOUHAYUja pyHKUyUja
SN az u cn az, 2ge je a KOHCIUAHIA.

Jlo ucror ce pesynTara AoJa3W M Y CIAyda]y HMHBEep3Hje HHTETpana
(119), zge je F(u) ma kakas doaurom iipehe? citieiieHa

F(u)=Bu’+Cu®+Du+E.

Taj ce ciayyaj, y ocTanom, ©Ma cMaTpaTH Kao clieldjalIal cly4daj IMOJH-
HOMa F(u) uerspror creneHa (120). Jep, kapn ce y unterpany (120) n3ppum
CMEHa

ob6pa3ar (120) nocraje

7 = _j dv ,
VDv* + VP + Bt + Av
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ma ce Jakjie CBOJU Ha ciayd4aj HOJMHOMA YeTBPTOT CTENeHa, ajld KOju UMa
. . . 1

3a jefiHy CBOJy Hyay BpepuocT v = 0. Oarosapajyha tauka u = —~ Hanasu ce
)

Tafga y 6ecKpajHOCTH, TAaKO Jla ce caydaj nojJuHoMa Tpeher cremena uma
CMATpAaTH Kao cly4aj MOJIMHOMA YEeTBPTOr CTEIICHA, alTH KOJH HMa jeIHY Off
cBOjUX HyJNa y OeckpajHocTy. ITa momTo je cBaka Hyja oBora IOJHHOMA
jeHa KpUTHYKa Tauyka (PYHKLOH]je IO HHTETPAHUM 3HAaKOM, TO ce CIIy4aj
nmoJmHOMa Tpeher cremeHa uMa cMaTpaTd Kao fa je TO IOJHHOM YETBPTOT
cTemeHa, any TakaB fa (DYHKIHjA MOJ WHTETPATHEM 3HAKOM HMa jeTHy
CBOJy KpUTHUKY TauyKy y 6€CKpajHOCTH.

32. HEKOJIMKO OCOBMHA TAKO JEOMHNCAHUX
IBOHNEPMOIVMYHNX & YHKIMITA

Hexa je ¢ jenna ny/a nmoauHoMa Tpeher mwiu uetspTor cremena F(u),
ma moCcMaTpajMoO UHTErpas

du

127 = | ——.
( ) g (J«/F(Ll)

IMpema Hampepn Ka3zaHoMe, ¢ je npocTa Hyna 3a F(u) Kaj TOJl HUHBEp-
suja u mHTerpana (127) gedpuHuine KakBy ABONEPHOAMYHY PYyHKUH]Y. A
Taja ce MOXKe JOKa3aTH OBaj pe3yJ/ITar:

DyHxyuja u ygex je iapHa QyHKIILja UPOMEHDUBE Z.

Ila 6u ce To goka3allo, U3BPIIUMO HHTE-

rpanujy (127) of Tadke ¢ K0 Tayke u AAyhH Iy-

TamOM cu, a he MHTerpas HMaTH U3BECHY Bpefl-

" HocT z. MebyTum, ako ce, Iipe HO IITO ce nobe

/Q/ THM JUPEKTHHM IIyTeM, U3BPIUH OKO Ta4Ke ¢

/“ o6pT AyX jegHora Manor kpyra (ci. 20), na ce

__, TeK OHjia W€ NUPCKTHUM IyTeM cu, MHTerpai

0 ) he 6uTH jegHak 36WMpy IBa MHTeIpaja: JeJHOT

‘ y3eTOT YK Majora Kpyra, Apyrora y3eTor gyx

Ca. 20. nyraibe cu. [IpBH je jeqHaxk HyNH, Jep ako ce, ga

OM ce M3BPINIUTA HHTErpanja 1y Kpyra, CTaBH

z=c+ré", dz=rie¥de,

JTAKO Ce yBEepaBaMo J{a WHTEeIpall TeXH HYJIU Kaj ce r OECKPajHO CMabyje.
Ann, 0GWIaKeheM OKO KPUTHYKE TaukKe ¢ MEeHha ce U IeTEPMHUHalHja KBa-
NpaTHOT KOpeHa mojimHoMa F (i), TaKo ja ako ce Iouuo ca (+), mocmie
o6unacka umahe ce (-). ITa xap ce, ca TakO NPOMEHEHOM JIETEPMUHAIH]OM,
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U3BPIIM MHTETpaluja AyX AUpPEKTHE IyTawme cu, HHTerpad he mmaTh
BPETHOCT Z, aJli Ca IPOMEHEHIM 3HAKOM.

Ilpema TOME, JelHOj HCTO] BPEIHOCTH i OJrOBapajy B jeHaKe, a Cy-
IIPOTHO O3HAYEHE BPENHOCTH +Z U —z, ¥ 0OPaTHO, THM [IBEMa BPEHOCTHMA
oJiroBapa jefiHa UCTa BPEIHOCT u, IITO MOKa3yje a je i, CMaTpaHo Kao (pyH-
KIIja IPOMEHJbUBE z, OINCTA ITapHa (PYHKIH]a.

Taj 3axmyuak eaxcu 6uso ga je iloaurom F(u) weltispitio?, 6unro ga je
imipehe? ciueilena. IIpuMeTMO 12 OH He BaXKH Kaj ce 3a HOWY IPaHHUIly WH-
terpaia (127) y3sMe KakBa BPeIHOCT a KOja HHUje HyJa nojguHoMa F(u), jep
y TOME CIIy4ajy BPEeJHOCT z = ¢ HUje KPUTHUYKA Ta4yKa 33 KBaJ[paTHU KOPEH
(127) xoju, mpeMa ToMe, He MeHa 3HaK IIPH 0GMIACKy OKO TauKe z = d

Kao mTo je nokasaHo, nHBep3Hja u uHTerpana (127) je jegna panuo-
HaJTHa KOMOHMHANIM]ja U3pasa sn az ¥ cn az, rjie je a onpebena koncranTa, I1a
MOWITO Cy Te JiBe (pyHKUUje yHudOpMHEe, TakBa he 6UTH U MHBEp3wja u.
OHa, 04eBUJHO, HE MOXE UMAaTH HUKAKBUX APYTHX CHHTYJIApUTETa OCHM
OJIOBa: TO je, naKne MepoMOHa geoileplioguiHa QyHKUUja IpomeH-
/Use Z.

IMepuone ®, 1 ®, QPyHKUIHje u MOKJAMNA]Y CEe ca 3ajeTHUIKHAM IepPHO-
nuMa (PYHKIMjA Sn gz ¥ cn az, YHja je palroHadHa KoMOuHanuja pyHknuja
u. Kao u e niBe ¢yHKIHje, Kax u o0Hje jeHy BpeHHOCT 3 3a jeqHy Bpen-
HOCT z = O, foOuhe HCTy BpeTHOCT [3 U 3a JOII jeAHY BPEJHOCT z Y CBOME
mapanejgorpaMy Nepuoja MTo cafpKu TaUKy O.

ITpema Tome u he mMaTé y CBOMe OCHOBHOM IapaliesiorpaMy Iepuoya
JIBE HyJe, Off KOJUX je jeHa

du
128 .
(128) z J o
Cge cy HyIle fipocilie, jep KaJ ce y obpaciy

du
(129) = JF(u)
dz
CMEHH z jeTHOM TAaKBOM HYJIOM, ITOMITO je 3a By u = 0, fobuja ce 3a U3BOxK
u’ BpegHocT ~F(0), pa3nmuyHa of HYJIE.
Tako ucro he 1 MaTH y maparnenorpamy gea itoad, off KOJUX je jefan

oo

du

(130) z= j o

Kao je iloarunom F(u) weitispitio? cilleiiena, c8u ¢y ioaosu ipeoza
pega. Jep cMEHOM



90 ENUNTUYKE ¢YHKLWIE

(131) w=1 qu=-%
v v
jennaumna (129) mocraje
(132) v _ p(ij
dz v

ma ako je
F(u)=Au* +Bu*+Cu®* +Du +E,

jenHaunHa (132) mobuja o6IMK

v

= —JEv* + DV} + Cv? + By + A,
Z

na, gakie, 3a V=0 u3BOx v’ 100HUja BPEIHOCT — A , pa3iAYHy Of HyJIe.
Mebyrum, xag je doaunom F(u) iupehez cilieiiena, ceu cy iiorosu
gpyzoz pega. Jep axo je
F(u)= Bu’+Cu® +Du +E,
jemuaunna (132) je

(133) % — _JEv* + DV} + Cv? + B,
z
na 3a v= 0 u3Boj V' mo6uja BpegHOCT JeJHAKY HYJIH, IITO 3HAYH /A je CBAKH
non (pyHKIHje u noJ Builera pefa. I[la kako y OCHOBHOM Iapajenorpamy
nepuoja u Jobuja jejlHy UCTy BPEJHOCT 32 ABE BPEJHOCTH z, Ia aKJye uMa
IBa II0JIa, TO Ce Ta JiBa [0JIa HoKJIanajy. PyHKyuja u uma, gaxae, y iapane-
AozZpamy iepuoga jegar doa, a Maj je ioa gpyzoza pega.

33. WEIERSTASS-OBA HOPMAIJIHA EJIMITTUYKA ®YHKIWJA

Kao mTo je mokazauno, cmena (131) ceopn jeHaumnHy

(134) du [Py,
dz
rae je F(u) monmunom Tpeher cremena, Ha jegnaumny (133), roe je mop
KBafpaTHUM KOPEHOM ITOJIMHOM YETBPTOT CTEICHA, all KOJH MMa BPEJHOCT
v = 0 Kao cBojy mpocTy Hymny. Taj KBafpaTHI KOpEH nUMa, fakie, v = 0 Kao
CBOjy KPHTHYKY Ta4Ky, I1a ce, mpema Tome, y jeqHaaunu (134) mma cMma-
TpaTy Kao fia joj je 1oJ KBaJpaTHIM KOPEHOM KaKaB ITOJIMHOM YeTBPTOT
cTemneHa, ajld KOj¥ UMa jJelHy KPUTHUKY TauKy y 6eCKpajHOCTH.
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Y3MuMO 3a KPUTUIKY Ta4Ky ¢ TY BpEMHOCT ¢ = oo U YOUUMO UHTETpall

(135) 7= mj Jﬁd?u)’

rae je
(136) F(u)=Bu+Cu’ +Du +E.
Cmena

Uu=av+b, du=adv,

(a u b cy mpou3BosbHE KOHCTAHTE ), CBOAH jeaHauunny (135) Ha

Z:aj) dv

JF ()

®(v) = MV* + Nv? + P+ Q,

rae je

u rie he koedunmjentn M u N uMaTH 3a BpeIHOCTH
M =Ba®, N =a*3Bb+0C).

M3abepumo 3a KOHCTaHTE a W b TakBe BpeqHocTH a Oyne M =4, N =0,
mTo he 6UTH aKo ce y3Me

a jeqHaunHa (137) nobuja o61uK

3B _[_dv
1s8) Vel

e je

(139) D(v) = 4v° — 82V~ &3,

UTHE Cy g, U g3 CTAJHU KOe(PUIHjCHTH.
Crapumo y (138) u Ha MecTO L ¥ YOUNMO UHBEP3U]y HHTErpana

(140)

Z___J” du
oo W3_82M“g3

Ta uHBep3Wja HOCH HA3WB HopmaaHe eauiliiuixe Gynkuyuje. by je y
TEeOpHjy eTUNTHUKAX (PyHKIH]ja yBeo Weierstrass, 03HAUHUO j& 03HAKOM
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u = pz,

Hcnmrao joj y mojeguHOCTHMA OCOOWHE M MCTAKHYO Ha BUNUK HhHEHE
BE3€ Ca OCTAINM JBONEPHONYHUM (PyHKIIHjaMa.

W3 oBora, mTo je Halpes Ka3aHo, CIAeAYJe fa J€ pz mepomoppHa geo-
ilepuoguuna ynkyuja mpomMenbuse z. [Ja:6MCMO jo] Opefria nepuoje,
BpaTUMO Ce HampeJ IIOCMaTPaHOM CITy4dajy Kaf je

F(u) = Au* +Bu® + Cu* +Du +E,

Z_jW

Ia HeKa Cy ¢, ¢y, ¢,, ¢3 HyJe nomumHoMa F(u). OHe cy cBe IpoCTe U CBakKa je
OJ] IbUX KPUTHYKa Ta4yKa 3a KBaJpaTHU KOPEH 0] 3HaKOM HHTerpaa.
O6enexuMo y paBHU IPOMEHJBUBE U
JBE Of1 THX Hyuna, HIp. ¢ 1 ¢; (cn. 21). Kap 61
c u ce MHTETPAJT Y3€0 YK NUPEKTHE MyTambe Cu,
o OoH OM MMao WM3BECHY BPENHOCT z. AKO ce
/ = npe Tora OH y3Me JyK KOHType Koja, IloJja-
=y 3ehu of ¢, o6ube jegHuM KpyxuheM TauKy
¢, I1a ce BpaTH y ¢, mHTerpain he umaru 3a
o BpEIHOCT 30Mp OJl TPU MHTerpasa: je[{HOT
y3ETOT AYK MyTambe ca, [Pyrora gy KpyKu-
Cn. 21. ha oko ¢, u Tpeher ayX ac, y 03HaYCHOM Ha
CITUIH CMHCITY.
UnTterpan gyx prmuha jemHaK je HyJu, 0 YeMy ce JIaKO YBEepaBaMo
CTaBUBIIN Y

A

F(u)=A(u~c)(u—c)(u—c)(u=c),
maje
u=c +re¥, du=rie¥de,
U IMyCTHMBIIHN JIa ce r GECKPAjHO CMatbyje

HHTerpan nyx ac jegHaK je HHTerpany AyX ca, jep je 00MIackoM OKO
KpPUTHYKE TayKe ¢; KBafpaTHH KOPEH NPOMEHUO 3HAK, I1a j€ JOUI jeJHOM
IPOMEHHO 3HaK M TUMe IITO je CMUCA0 HHTerpauuje AyX ac CynpoTaH
OHOMeE JyX cd.

ITpema ToMe he uHTETpaN AyX Lele KOHTYPE HMaTH 34 BDEJHOCT

°f ey

ma Kaj ce Kpyxxuh 0eckpajHO cMamHt, TaKo fa ce Ta4Ke g U ¢ TIOKJIONe, OH
he mMatm 3a BpegHOCT 2K, Ifie je
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¢

du

K, :Cj o

IMocne Tor o6unacka CTUXKe ce y Tauyky ¢ ca BpegHourhy 2K, uHTe-
rpana, a ca fieTepMHUHANKjoM (—) KBaApaTHOT KOpeHa MOJ WHTErPATHIM
3HakoM (aKoO ce He 00MIa3; ¥ Tauka c). Kaj ce mocie Tora mpopysKu HHTe-
rpanuja AyX JAHPEKTHE IyTame cu, CTHXKE Ce y TauKy u ca BpegHomhy
2K, -z uaTerpana. Ila momro ce o6eMa nyrambaMa CTHKE Y UCTY TAUKy U,
TO J€

(141) u(2K, - z) = u(z),

HITO 3HaunW fia pysEKuMja 1 [oOuja jegHy UCTYy BPENHOCT Y ABeMa TauKaMma z
g 2K, —z. A momrro je u(z) napua ¢yakumja (mro ciaenyje us § 32), cme-
muBuA y (141) z ca —z, gobuja ce na je

u(z+2K,) = u(z),

nrTo 3Hauy ga Pyskuuja u(z) uMma 3a nepuopny 2K, (uctro 6u 6uno u kaj ou
ce OOWIILTA M TAYKA C, jep je u mapHa (PYHKIHA]j).

MebyTuM, Ha MecTo KpUTHYKE TadKe U = ¢;, MOXKE CE Y3€TH oIl H
jellHa WJIK Apyra of oCTajuxX KPUTHYKUX Tayaka ¢, U ¢;. AKO Ce, IaKie,
O3HAuH fia je

> du szj;a du

K =
: !«/F(a)’ SN

HaJas3| ce Ja:
1° ¢pynKkyuja v uma jegry ucitiy spegrociii y ilaukama

z, 2K, -z, 2K,-z, 2K;-1z

2° ona uma kao depuoge
®, =2K1, (,02 :2K2, (O3 :2K3

Tako 6u m3rmegano fma ¥ WMa TPH OCHOBHE NepHOfie. AJH ce JIaKo
mokasyje ga je itipeha liepuoga jegnaxa 36upy ocitiasux geejy, na fa, npemMa
TOME, OHA He NPEJCTaBlba HECBOJJBUBY NEPUOAY.

Jla 6ucMo ce 0 TOMe YBEPHIIH, TIOCMATpajMO HHTErpasl

J‘ du
NF(u)

y3eT AYK KOHType O3HaveHe Ha ci1. 22, a ca M0JIa3HOM TaYKOM .

(141)
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WHTerpan gyX cBakora Of KpyxXu-
ha oxo Tavaka ¢, ¢, ¢,, ¢; jeTHAK je HyJH,
nomrTo ce Kpyxumhum mory OGeckpajHO
CMamMBAaTH a [1a HHTErpal JyXK HHX He
H3MeHH cBojy BpenHocT. Ca pyre crpa-
He, Ipu 00MIIacKy OKO CBaKe Off TUX Ta-
yaka KBaipaTHH KOpeH Mema 3Hak. Ilpe-
Ma TOME HHTErpai AyxXK LEeJOKYIHe KOH-
o Type uMahe 3a BpegHOCT

Cn. 22,

A 4

2K, +2K, + 2K,

Ca pipyre cTpane, npemMa TEOpeMH O eKBUBAJICHIIM HHTErPAIHUX ITyTa-
1Ba, Taj he mHTErpas OUTH je[HAK UCTOME HHTETpally y3eToM AyxX Kpyra C
ca NEHTPOM Y TIOYETKY, a KOji 00yXBaTa CBE YETHPH TAUKE ¢, |, Cy, C3. 1]
ce Kpyr Moxke u GecKpajHO MIMPUTH, jep DYHKIMja IO HHTETPAJIHAM 3HAa-
koM (141) Hema Apyrux CHHTYJIapUTeTa OCHM T€ YeTHpH Tayke. K3 Tora ce
3akJbydyje ia je Taj HHTerpai iy kpyra C jefnak nynd. Jep Kaj ce nycTu
la ce Tayka u 6ecKpaHO yRalbH Off IOYETKA, IOJUHOM F' (1) ce IMOHalla Kao
FHETOB YJIaH HajBUIIET cTermeHa Au®, a MHTErpaHy eleMeHaT Kao

du
u?~JA
Kapn ce, nakine,pajgu Te uaTerpanuje gyx C, cTasu
u=re¥, du=rie¥de,

WHTETpaJIHU eJIeMeHaT ce IOHAla Kao
P
i e
—— de;
A
OH TeXM HyIu Kaji r 6ecKpajHo pacre, na he Tajja u HHTErpal, y3eT usmeby
KOHavHUX rpanuna 0 u 2%, Takohe TeXNTH HyIH; KaKO j€ HeroBa BPEJHOCT
HEe3aBUCHA Of IIOJYIPEYHUKA 7, TO je OHA jejHaKa HyJIH.
W3 Tora cnenyje na je

ZKI +2K2 +2K3 = O,

TO ject
O+ 0, +0; =0,

a oatTie je
0y = (0, +0y);

Ha IOINTO, Kaj je —® Mepuofa, U + je Mepuojia, TO je ropme TBpheme
IIOKAa3aHo.
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Hanpep je mokasano fa Kaf u fo6uje jefHy BpETHOCT {3 3a jeiHy Bpep-
HOCT z = Ol, OHA Ty BPegHOCT [} 1o0uja u y Taukama

o' =2K, -0, o"=2K,-0a, o”=2K,-

- JIako ce yBepuTH fa cy Tauke oV ¥ 0 XxoMmorore Tauke o, jep je

(X”—-O('-‘—‘?.KZ—ZKI (1)2—0)1,
OC"’—OC'=2K3—2K1=(D3—CO1,
npeMa 4emy je

"’

o =o'+, -0, o"=0"+0;-0,
HITO IOKa3yje fa ce o 1 o pasnukyje o 0 caMo JONATKOM Iepuoja.
J1a 6m ce cBe TO, Kao M OHO INTO je Ka3aHo y § 32., IpPEMEHUIIO Ha HOP-
ManHy equNTHIKY (QyHKIH]y pz, Tpeba y3eTH fa je ¢ = e (Ta je BPeJHOCT
jemHa KpUTHYKA Tadka 3a KBaJpaTHH KOPEH O] HHTerpatHuM 3HakoM). Y
Taja ce Halas3u OBO IUTO CIexyje.
Dynxuyuja pz, uma gee liepuoge, 3a Koje ce MOTy y3€TH [[BE Ma KOj€ Of
TPHUJY BPEJHOCTH

¢ d
®r= zwj«/F?u)’ '[\/F(M) Jﬂ/F(u

e je
F(u)=4u' - gou — gy;

Tpeha je nepuona CBOIUB‘I/IBa Ha OHe JIBe Koje ce OyAy y3ene, IOITo je

W, + 0, +m; =0.

Hyae ¢pyuxyuje cy epegrocitiu

) Jﬁ?(u)

7 =2K, -

£= ZJ-\/F(M) J\/F(u)

1 XOMOJIOTe THX BPETHOCTH; CBE Cy HYJIE dpocilie.
Csu cy flonosu ¢pyHkyuje geociipyku; caMm novetak z = 0 je Takas
TIOJL, jep ce 3a oM Ro6uja BpeAHOCT

oo

du

=
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a OCTalii Cy ITIOJTIOBH IbEHE XOMOJIOTE

ITounrro z = 0 Huje oO6MYHA TauyKa 3a PYHKUW]Y, O ce 084 He MO¥Ce
passuitiu y Maclaurin-oe peg

ag +a12+a222 +...

Anm, momro je z = () mon gpyrora pefa, oHa ce 3a BpeqHOCTH z Y OJid-
3UHM TOTa NoNa Moxe passuiiiu y Laurent-o6 peg o6nmKka
B, B
_2+—1+A0 +A]Z+A222 +...
2
z z
A mourro je ¢pyHKIUja mapHa, Taj pel Mopa cajpXKaTH caMO NapHe
CTelleHe IPOMEHJBHBE z, 1A JaKJIe je 00mmKa

(142) pz = % + Ay + Az Azt

W3 Yera ce BUAY ga je ocitiaitiak 3a oa z = 0 jeguax Hyau, iia ke iako ouidu
U 3a cse ocliane Hoaoee.

Koeduuujeutn B,, Ay, A,, As, ... onpebyjy ce cmenom m3pasa (142) n
u3pasa

p/Z = - ZZB;Z + 2A22+ 4A423 +...

y pudepeHInjantoj jefHaYnHI

2

d /

(143) (—pj =p?=4p' —gr-g
dz

KOJy 3afoBosbaBa (byHKIHUja pz. YHOpehemeM WIaHOBa ca HCTUM CTENEHU-

Ma IPOMEH/bUBE z Ha JIEBO] ¥ JECHO] CTPaHHM TakKo foOujeHe jeHauYMHE,

HaJla3" ce ja je

U Tako ce MoxXe ofipenuTn Konuko ce xohe y3zacTomHux Koepuuuje-

HaTa A,.
IIpema Tome Laurent-08 peg 3a ¢hynkuyujy pz je 06auxa
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(144) pz = iz + A2 + Az +
z

. 1 ..
Tj. PeX HEe CafipX¥ HA YJIaH ca —, HA He3aBucaH wiaH. Ha Toj je ynmenunu
z

OCHOBAHO U3Paxcasarbe GyHKYUje pz KAo KOAUHHUKA g8eJy teaux QyHKyuja.
ITOTHyHO CIAYHO OHOME KOje Je HaIlpeJ| M3JIOKEeHO 3a (PyHKIHje sn z, cn z,
dn z.

34. ATVUITUOHA TEOPEMA 3A ®YHKIINJY pz

Ha paywH cluyaH OHOMe KOJUM Ce JI0JIa3H [0 aJilioHe TeopeMe 3a
(pyHKIIMjE Sin z ¥ sn z, HANPER U3IIOXKEHE, JOJIA3HU Cce U 0 aTUILMOHE TEOPEME
3a pynknujy pz. Ta Teopema uckasyje ga ce epegrociti p (o + B) uspasicasa
Kao anzZebapcka yHKUUja 6pegHOCIUU

po, pB p'o. p'B
iij. xao anzebapcka pynxyuja camux uspasa po. u pf y obauxy obpacya
l ’ /B 2
o-p
(145) (oc+B):~(P—*~—] —pa—ph,
! s\pa-pp) 7T

rfie jomr Tpe6Ga cMeHHTH p'0 B p’B BUXOBUM BPETHOCTHMA

po= \/4P30€—82P0€-g3,
pB=4rB-gpB- g

Kang ce B cmenm ca — u mpuMeTH fa je pz mapHa, a p’z HellapHa
¢yHKIHja TpOMEHJbHBE z, Tobuja ce obpasarl

(146)

(147) p(a—B)=%(%] —po-—pB,

ma ce of o6pasana (145) u (147) Moke YNHUTH HCTa OHAKBa yIoTpeda, Kao

1 OJT aIuIHOHMX o0pa3ana 3a PyHKIH]Y sn z.
Tako, y3esmm fia je B = 0, neBa cTpaHa obpacua (145) nocraje p(2a),

a 3arpajia Ha JeCHOj CTpaHH jaBJba ce Y OOIUKY % la 61 cMO HallIIM H-eHY

OpaBy BPEJHOCT, CTAaBUMO fia je B = O + h, Ma MyCTHMO jia h TeXu HYJI.
3arpapa Taja mocraje ‘
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{P'(ow h) *P'BT _ (p”oc]z
p(o+h)—pP r'o ’

P”a
ra

11a je, faKie,

2
(148) p(2(x)=i( J —2p.

ITpema o6paciy (143) m3Boy p’o. m3paxkaBa ce Kao anrebapcka QyHK-
nuja u3pasa po. M3 mcror o6pacua noduja ce audepennyjabemheM i CKpa-
hemem ca 2 p'o. 1a je

"7 = 6pPz 52 |
P P 5

na ce moMohy Tora obpacua 3a Apyrd usBoj p”z u o6pacua (143) 3a mpau
u3BON M3paza p(20) M3paxkaBa Kao palMOHaTHa (YHKIMja H3pa3a pol K

O6pacuu (145) u (147) poBoxe fo obpasana 3a 36up U pa3iuKky H3pasa
po ¥ pP, Koju pemiaBajy HCTH 3afiaTak Kao 1 Napier-osu o6pacuu y Tpuro-
HOMeTpHju. Tako, ako ce pa3BHjy KBagpaTH 3arpajia y TuM obpacuuma, fo-
6uja ce

pe-pB

plo=PB)—p(a+P)= o= ppr

I1a aKo ce Ty CTaBH Jia je
oa—-B=a, a+P=05,

oflakie je

nobyja ce oGpa3ail

G uliwsl
[P(b;aj—p(b;aﬂ

a Ha CIIMYaH Ha4YWH Gy ce 10o6mo 1 oOpasall 3a 36up u3pasa po u pf.
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35. YHKIIAJA pz N3PAXKEHA KAO KOJIMYHUK LIEJII/IX
PYHKIINTA
IMomohy dynknmje pz dopmupajmMo byHKIH]Y
(148) C(z):—Jpz~a’z.

ITomrro ce pz MOXe, 332 BDERHOCTH z y O/IM3HHU Tauke z = 0, pa3BaTH
y pen obnuka

(149) pz= ~12—+A222 +Az" +.
z
to ce {(z) MOxe pasBuTH y pefj o6InKa

(150) C(z)— +az’ + b2’ +..

u3 Jera ce BUY fa je { Hellapra pyHKUWja mpoMensbuBe z. OHa HE MOXKe
AMATH JPYIUX CHHTyJIapHTETa 0 OHHUX INTO MX mMa dyHKnHja pz. O6pasan
(150), xoju BaxX® U Kaf ce y beMy Tadka z = () CMEHH Ma KOjOM CBOJOM XO-
MOJIOTOM, TIOKa3yje ma { uma beckpajro mHOZo 0A084, KOJU Cy C8U Tip8oza
pega u koju cy obauka

z=mw, +mo0,,

(rme cy @, u ®, Hanpey ofpebeHe nepuosie PyHKIHUjE pz), 8 KOjU C6U UMA-
Jy 3a ociiaitiax 1.

Mebytum pysrImja { Hema 3a fiepuoge HU ©; HU ®©,. Jep, aKo je o je-
Ha OJf TUX eprofia, momro je u3 (148)

L(z)=-pz

m3Boy ((z) mMa MCcTe nepuofie Kao pz. ANM TO He BaXXH U 3a caMy (yHK-
umjy , jep mHTerpanyja jeqHaurHe

§(z+w)=C1(2)
YBJIAYW jeHY HHTETPAalUOHy KOHCTaHTy C U faje

C(z+0)=8(2)+C

.. . ® .
AKO ce y TOj jefHaYMHY CTABHU Ja je z = —5 pobuja ce

5)()e
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OITo flaje

cesfs)

{(z+0)= c<z>+2-c(§j,

ma Jakie

HITO NOoKa3yje Ja ® Huje epuoya pysxkumja .
Popmupajmo can GyHKIH]Y

(151) 6(z)= eJC(z)dz
KOja ce Henocpeno nomohy yHkImje pz U3paxasa y 06IUKY
c(z)= e—”ﬂdz.
ITomrTo je
A A
dz=logz+=2+47 +.,
jpz z=logz 3 z y z
TO je
(152) o (2) = 2e*®,

rae je ¢(z) jemHa pyHkImja Koja uMa z = () Kao cBojy o6uuny Ttauky. [Ia
KaKo Ta (DyHKIIHja HE MOXE UMATH JPYIUX CHHTYJIApHTETa, 10 OHUX HITO UX
¥Ma pz,a To je Tayka z = 0 u BbeHe XOMOJIoTe, TO U3Na3Ht ga je 0(z) yera
@yHkyuja ipomeHvuse z.

Axo ce canf youn (pyHKIIja

(153) G(z)=pz-06(z2)’,
u3 o6pazaiia (149) u (152) Bugm ce na he Tauka z = 0 6uTy 06MYHA TAUKa 32
dyrrumjy G(z), jep ce IpH MHOXewY QYHKIHja p H O WiaH -1—2— MOTHpE
z

ca z2. Ila momTo m G(z) He MOKE HMAaTHU [PYTUX CHHTYJIAPUTETA OCUM
BpegHocTH z = 0 ¥ meHnx xoMoJora To he u ta gyuxyuja G(z) buitu yesra

GyHKyuja ipomenmuse z.
Jemnauuna (153) Tapga gaje

- G@®

154 =
( ) PZ 0(2)2 ’

a imume je QYHKYUja pz Uparcena Kao KOAUHHUK geejy Ueaux QyHKyuja.
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Hene dynxuuje {(z) u 6(z) yBeo je y TeOpH]jy eIUATHUKAX PYHKIH]a
Weierstrass U IIpoy4uo uM je ocobure. OHE Cy y TOj TEOPHjH MO3HATE TIOJ
HA3UBOM ,,3eTa PYHKLHja“ U ,,curMa-(pyHKumja“,

dyukiuja 6 ce u3paxkana noMohy £ o6pacnem (151), a { ce uzpaxasa
noMmohy ¢ oGpacuem

{(2) = f—mgcu),
4

KOjH ce fobuja orapuTMucameM 1 fudepeHunjambemeM obpacua (151).
W3 apnuoHe TeopeMe 3a QYHKUM]Y pz N3BOAH ce 3a { obpasary

o+ B) = La+ (@) + L £ 2D
2 po—ph

KOjH, y Be3H ca oGpacuumMa
pz=-C(), pz=-L"2),
m3paxasa { (o + ) momohy uspasa
(o), §(B), L), T(B), £ (1), " (B)

1 TO Kao panoHaIHy MYHKUM]Y THX H3pasa.

36. BESBA ®YHKIMIE pz CA ®YHKIMNIAMA snz,cnz, dnz

AKoO ce y jeqHAUYNHA

du

155 dz =
(159) S I e

HU3BpIIN CMEHA

(156) W=t gu=—

Cv+a’ 3
2(V+a)?

OHa ITOCTaje

—dv

(157) dz = ,
40 + 0 + gu+h

rie je
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c=43a-k* -1,
g=12a% -8a(1+k?)+ 4k?,
h=4a*—-4a*(1+k*)+ 4ak®.

(158)

KoHcranTa a Moxe ce uzabpatu Tako jia 6yne ¢ = 0, mro he 6utnm ako

ce y3me
2
(159) a=1E5
3
3ameHoM Te BpegHOCTH y jefHaunHama (158) jepnauuna (157) mocraje
(160) dz —dv

- \/41)3 +8,0— & ’
e je

g, = —-‘3£(1—/<2 kY, g = %k2(1+k2).

W3mehy unrerpana u = sn z jegnayune (155) 1 pyHKIMje v mOCTOjH
penanmja (156) roe a nma Bpegnoct (159). ITa nowro jegnaunua (160) nma
3a uHTEerpan QYHKUH)y pz, iio usmeby p z u sn z lociioju 6esa

1

161 e
(161) e Z+1+k2

prT—y

W

1 1442
162 = - .
(162) Pz sn’z 3

ITomohy Bese yHkIHMje sn z ca pyHKIMjaMa cn z 1 dn z, f06Hjajy ce 3a
oBe (yHKIHje HAXOBE BE3E €A pz, a TO CY

cn’z = 1——————1———2—,
Z+1+k
PeT Ty

2
dn?z=1-—Kk

3
N
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_ K 1+k°
1-dn?z 3

Pz

Camo Tpeba MpUMETHTH [a Be3e H3paskeHe ropwuM obpacieM He
BaXke 3a ma Kaxee dynkuuje sn z (oMHOCHO cn z mdn z) ¥ pz. PyHKIHMja pz
CajipXH JIBa NPOMEHIbABA IapaMeTpa g, ¥ g;; TOPHE Bese MOCToje usMeby
jelHe aTe, yocTauoM Ma Koje, (OYHKIHM]e sn z U jefHe Tajia iiauHo ogpebene
¢yHKyuje pz, 1 TO OHE YMjU Cy NapaMeTpu oppebenn momohy monyma k
dbyuximje sn z obpacouma (158) u (159).

W3 Trx Be3a foMa3y ce U 10 3aKJbyuKa 0 Be3u u3Mehy MnojeiuHnx 0co-
6una QyHKIH]a sn z ¥ 0] ofrosapajyhe dyuknuje pz. Tako: pyHkumuja pz

mMa 3a II0JIOBe Hyse (pyHKIMje sn z; 332 CBAaKy IoJ (PyHKIMjE sn z PyHKIHIja
2

pz NoOuja BpeHOCT — uTy.

Bese uameby sn z, cn z, dn z m pyHKIMja pz KOje HMajy Apyre IapaMe-
Tpe g, U g3 KOMIUIMKOBAHH]E Cy U HE yJa3e Y OKBUD OBUX IIpefiaBaba.

: 37. CBOO4JbMBOCT CBUX MEPOMOP®HNX
HABOIMEPUOUYHUX ®YHKIIUIA HA IMHEAPHE
KOMBUHAILINJE ®YHKIIWUIE { 1 BLEHUX N3BOJA

Heka je F (z) jenna ma koja MepoMopgHa ABONEpHOANYHA PYHKIH]a,
YyHje Nepuofe HeKa ¢y ®; U ©,. O3HauuMo ca

Oy, Olgyenn, O,

MOJIOBE Te (PYHKIM]E y HeHOME OCHOBHOM IlapalielorpaMy NepHofa, U
Heka je m; pej 1osua o

TIpema onmrtoj Mittag - Leffler-oBoj TeopeMn 3a u3paxkaBame MEPO-
MopHUX (PYHKIFja, MOXKE CE HAIMCATH [a je ‘

Ay Be o M
-0 (z—oy)? (z—0y)"

(163) F(z)=ZL ]+ G(2),
rae je G(z) jemHa yena (pyHKUHja U Il CE CyMUparhe IIPOTEXE Ha CBE I10-
noBe o,. Pen je KoHBepreHTaH 3a CBe BPENHOCTHU Z, OCHM 3a caMe II0JIOBe
Ol .

Hexa je pz HOpMaiHa enuNTHYKa (PyHKIH]ja KOja UM UCTE NIEPUOJE
®, 1 ©, koje uMa u F (z). VI3 o6pacna (150) no6uja ce ga je
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1_ {(z)~az’ = b2 —...,
z

Lo py3a v 562t

4
Zi3 - _21{"(2)— 3az—10b2 + ...

CMmeHuBIIN y TUM oOpaciuMa z ca z — 0., fobHja ce Hu3 o0pa3ana

Z__la =C(Z—0Ck)_‘~|fl(z)’

k

(Z_LT[:—C’(Z~O€1()+Wz(Z)>
= Oy

EEr I ACRL O}
— Ol

e cy Vi, Vs, Vs, ... PyHKIHjE KOje uMajy z — 0, Kao OOMYHY Ta4Ky.
Muoxkehu neBe U iecHe CTpaHe noclefwbux oOpasana ca A, By, ..., H,
u cabupajyhu Tako fobujeHe jefHavnHe, fo6Hja ce

Ay B 2+...+F-~—H“ .
z—0y  (z—-0y) (z—0)

=Myl(z=0o )+ ML (z=0 )+ + ML (z—0) + D 2),

rme ¢y My, M, ..., M, craman kKoeduuujenty, a @, jeqHa yHKUHja Koja
UMa 0, Kao CBOjy OOHUHY TauyKy.
Ipema o6paciy (163) Moxe ce Tajia HalKCATH fAa je

(164) F(z)=) MoG(z—0)+

+3 MG (2= )+ ML (2= o)+ H(2).

I7ie Cce 3HaK CyMHupama IPOoTeXe Ha CBe IoJoBe O, u rie je H(z) jemHa
(pyHKIHJa KOja UMa Te TOJIOBE Kao 00MIHE TauKe.

3a npsu 36up Ha jecHOj crpanu jegHayuHe (164) Moxke ce foka3aTu
fa peAcTaBiba jefny hyHKIUjY ¢ (z) KOja UMa 3a IEpPHOfie O U M,. Jep,
aKo ce ca () O3Hayd jeflHa YU Apyra Off THX IIephofia, Halpef j€ MOKa3aHo
naje

L(z+w)= c<z>+2§(§),
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mpemMa ueMmy je
(165) cp(z+m):(p(z)+2§(%)-2M0.

MebyTum, KoedumjeHTH M, HUCY HUILITA [PYTO M0 KoeduuujeHT A
IIITO MHOXKE
1 1 1

) ’ g e
Z—=0 Z—00 Z—OL3

y m3pasy (163) 3a dyukumjy F(z); T0 cy, fakie, ocranu te QyHKUEjE 3a
IbeHE TOJI0BE O}, Uiy, O3, ... I1a momTO je F(z) MepoMopdHA ABOIEPHOIH-
yna QPYyHKIH)a, TO je 36Mp THX OcTaTaka jeHaK HYJIH, TaKo j(a je

> My =0,

0z +0)=¢(2),

u jenaaunna (165) ce ceopu Ha

IITO HOKa3yje fa ¢(z) ¥Ma ® Kao IepHoAy, lla npeMa ToMe uMa obe Bpef-
HOCTH ®; B ®, 3a IEpUOJE.

3a mpyru 36Mp je OUYEBHJHO a MMa Te HCTe IepHofe, HOIITO je Ha-
mpeq MoKa3aHo fa Te nepyoje uMa mpsu n3Boy ((z), ma he nx, mpema to-
Me, IMaTH 4 CBU U3Bonu Te (yHKUmje. VI3 Tora cnenyje ga he u H(z) umatn
Te WCTE MEpHOJe, Kao JUHeapHa KOMOWHalMja CaMUX ABONEPUOAHYHUX
¢ynkumja. ITa nomro Ta dyHKuUja ©Ma BPEJHOCTH O, Oy, O3,... KAO OOH-
9He TauKe, a He MOXKE BaH THX BPEHOCTH MMATU HAKAKBUX CHHIYJIapPATETA,
OHa je Yenra PpyHKUMja TpOMEHIbUBE z. A KaKo ce esa (pyHKImja, Koja nMa
JiBe TIEPHOJIE, CBOM HA jeHy KoHCcTanTy C, o6pa3sar (164) nocraje

(166) F(z),=C+ Y [Mo(z—a)+
+M L' (z —Ock)+...+MmC(’")(z—Ock)]

U BCKa3yje OBy TEOPEMY, IO3HATY IO HA3UBOM Hermite-o6e ilieopeme:

Cearxa mepomopgna gsoiiepuoguirna pyrkuyuja F(z) uspaxcasa ce kao
AUHEAPHA KOMOUHAYUja 0Zpanuieroz 6poja udpasa

Cz—o0y), C(z-oy), L'(z-0),..

Z2ge cy Oy, O, 04,... Hoaosu ¢ynkyuje F(z) y wenome ilapanesozpany ie-
puoga, a { osnauyje Weierstrass-oey 3eitia-pyHkyujy, popmupary iomohy
pynxuyuje pz Koja uma uciidy iepuogy kao F(z). '
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BaxxHocT TeopeMe NeXu y ToMe, IITO OHa CBOAH CBE MepoMopdHe
nABonepuoanuHe (PyHKIMjEe Ha jeiHy jemuHy (PYHKIH]Y, a TO je 3eitid-@PyHK-
yuja. Kap je opa npoyueHa, MOXe ce CMaTpaTH Jja Cy MpoydeHe U CBe MePO-
MoptHe gBOoNEepHOAUYHE (PYHKIMjE Y OHOME IITO je& 332 X OUTHO.

JemHa o BakHHX mocnepuiia Hermite-oBe Teopeme je oBa:

Heogpebenu uniiiezpan

(167) J F(z)d:z

JegHe ma koje mepomopgpre geoilepuoguure QyHKYUje U3paiasa ce Kao
AUHeApHA KoMOUHayuja 0zZpasuderoz bpoja u3pasa

2
logo(z—-ay,), ilogo(z—ak,), d—zlogc(z—ock),...
dz dz

e o(z) o3nauasa Weierstrass-o8y cuzma-gpyHkuujy, popmupary iwomohby
@yHnxyuje pz Koja uma uciity iepuogy kao F(z).
To n3nasm oTyga UITO je

_d
| {(2) = - logo(2),
ma je mpeMa Tome
[e-odz =log(z- ),
J& -0 dz =5z - o) = Llogatz—ou),

2
[ore-aya=0E-0)= j—zz—logs(z—ock),

Takas je HauuH U3pakaBama uaTerpana (167) cmuyaHn oHOME Ha KOJH
ce m3paxkaBa MHTETpal jegHe pamuoHaiHe QyHkumje R(z). Kao mro ce 3Ha,
TakBa (PyHKIHja ce H3pa’kaBa Kao JUHeapHa KOMOHMHAIMja OTPaHAYEHOr
Opoja u3pasa

1 1 1
z-oy (zmo)? (z-ay)’

WIK, IOTO j€ KCTO, Ka0 IMHeapHa KOMOWHAaIK]a H3pasa
Mz—o0y), Mz-o0y), A(z—0),..
e je
Az) =1,
Zz
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a o, Oy, O3, ... O3HAUY]Yy NOJIOBe (PyHKLH]e R(z).
WaTerpan

jR(z) dz
m3paxasna ce, Jjaklle, Kao JIfHeapHa KOMOWHaNMja OrpaHlJYeHor 6poja us-
pasza

log(z—a,), ilog(z -0y), i%—log(z — 0l ), .
dz dz?

. 1. _ _
dyaKIMja — je, maKie, pegyKillusHl eAemMeHaill 32 CBe palmOHaIHe
z

¢yHKLH]jE, a 3eTa-(PYHKIM]a je peyKTUBHY eJeMeHaT 3a CBe MepoMopdHe
[BONEPUOANYHE (PYHKIIH]E.

Tako mCTO, JOTAapUTaM je TaKaB eJIeMeHAT 3a WHTerpal Ma KaKBe
panuoHanse yHKIHje, a CArMa-(yHKIM}a 3a Ma KaKBY MEPOMOP(HY [(BO-
NepUONUIHY (PYHKUM]Y.

38. CBOJIJbUBOCT CBUX MEPOMOP®HMX
ABOITEPMOIVNYHUX ¢YHKIIUJA HA PAIHTUOHAJIHE
KOMBHMHAIINIE ®YHKIIMJA snz U sn’z

IIpema oHOME WITO je rope MOKa3aHo, CBaKa ¢e MepoMop(dHa ABOIIe-
puopuuHa ¢yHKIMja F(z) MOXe u3pasuTi y o6auky (166) rue je

(168) ’ Y M, =0,

U I7e Cy O, Oy, O3,... TOJIOBH PyHKIHU]E F(z) cafpXKaHH y HEHOM Naparne-
Jorpamy Iepuopa.
IIpema Hanpef 1oKa3aHoM oGpacily 3a CBe BpelHOCTH o 1 3 je:

(169) C(o+P) = C(a)+C(B>+%%§,

© ma, Kaj ce oL CMeHa ca z, a B ca —o,, fobHja ce fa je

(170) C(z—o) =L(2) - §<a>+”’z AT
2 pz ‘Po‘k

Taxko fa je

ZMOC(Z*OC/()_C(Z)ZMO ZMOZ;(ock)+ ZMO PZ_Pak_
Pz—poy



108 EJUNTVYKE @ YHKIIAJE

ITomrTo je uspas

- ZMOC(%)

HEe3aBHCaH Of z, a JaKkje MpeJicTaBba jeqHy KoHcTaHTy C, TO ce mpemMa
(168) nanasu fa je

Y Mz o) = C+%2M0 -%.
U3 Jera ce BUAHM Ja je u3pas
(171) > Mol (z - o)
panmoHansa QyHKIHUja IPOMEHILUBEX pz U p'z.
U3 (170) ce pobuja gudpepeHimjabemeM 1a je
1dpz—po,

(172) C’(Z—Otk)=C’(2)+5dzm- -

Osnaueno audepeHIujabehe Ha JeCHOj CTPaHH, KaJ| e U3BPIIY, faje
jeHy paloHaJIHy KOMOUHANN]Y PYHKIHja
(173) Pz Pz pz,

1a TOIITO je

(174) C()=-pz, plz= 6p22—%,

TO ce, mpema o6pacny (172), u3pas {’(z — o), na gakiue u 30up
EMlcl(Z— Ol ),

CBOJIM Ha palliOHANHY KOMONHANHY)y PyHKIHja pz U p'z.

Hudepennujamerem obpacua (172) gpobuja ce {”(z -0, ) Kao paumo-
HanHa komOmHanumja gyukumja (”(z) un (173), mro ce, npema obpacuuma
(174) omet m3paxkaBpa paroHaIHO caMo nomohy pz m p’z. Ilpema Tome ce
U u3pa3

2M1C(Z— o)

U3paxkaBa palldOHAIHO IoMohy pz U p'z.

IMpopyxuBmm Tako, y3acTonHIM Au(epeHIjabelhbaMa i CMEHOM U3-
BOfa p”z Wwerosom BpenHomihy (174), Hamasu ce fja ce H3BOJ Ma KoTa pefia
dyHKIHI)E £(z—0,), ma gakje u CBU U3pa3u

ZM)IC(n) (Z - (X'k)
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TaKobe M3paxkaBajy panuoHaIHO noMohy pz W p’z, WITO JOBOIH O OBE
TeopeMe:

Ceaxa mepomopgra geoiiepuoguuna pynxyuja F(z) uspaxasa ce xao
PAyUOHAAHA KomOunayuja pyrnKkyuja pz W p'z Koje wumajy ucide iiepuoge
xao F(z).

A monrTo ce mpema obpaciy

pz= \/41732— 827~ &
W3BOJA p’z H3paxkaBa Kao anreGapcka yHKIOMja HOpManHe (GyHKIHUjE pz,
TO Ta TEOPEMa JOBOJH [0 OBE:

Csaka mepomopdbra geoliepuoguina ynKyuja Uspaxrcasa ce Kao ai-
zebapcka pyHKyUja HOpmanHe pyHKUUje pz Koja uma ucilie iepuoge Kao
F(z).

W3 obpacna

7= ,
P sn’z :

3a KOJH CMO HaIpef] Hallllli fia ¥cKasyje Be3y u3Meby sn z ¥ oHe (yHKIHje
Pz TITO ¥0] OfiroBapa IMpeMa BPeTHOCTH MOflyna k, fobuja ce

\_ _2sn’z

pz=

3
SIIBZ

I0TO AOBOJM O TEOpEME:!
Ceaxa mepomoppra geoiiepuoguyina ¢pynuxyuja F(z) uspaxcasa ce kao
payuoranana hyHkuuja og sn z U sn'z, 6e3aHUx ca 0gzosapajyhom joj gyHk-
uujom pz.
Hanocnerky, mpema obpacity

sn'z = /(1-sn?z)(1—- k%n?z),

n3BOJ| sn’z W3paxkaBa ce Kao anrebapcka (PyHKIMja OCHOBHE €NHMNTHYKE
dyHKIMje sn z, IITO JOBOJAHM [0 OBE TeopeMe:

Ceaka mepomopgHra geoiiepuoguina GyHKYUja uspaiasa ce Kao an-
Zebapcka kombuHayUja pyHKyuje sn z, ee3ane ca ogzosapajyhom joj ym-
Kyljom pz.

Te cy TeopeMe nmo3HaTe y TEOPUJH €NANTHYKUX (PYHKIW]ja ITOJ HA3U-
BOM Liouville-oeux itieopema. FbrxoBa BaxKHOCT JIEXKH Y TOME, IIITO OHE CBO-
e cBe MepoMopdHe JBonepuofuyHe (PyHKUMje Ha Je[Hy Off BHX, a TO je
Ouro Ha pz, OUIIO Ha Sn z; CBE Cy OCTaje caMo anreGapcke KoMOMHanM]e
THX CIIENWjaHIX (PyHKIH]ja.
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To je m pasmor 360r Kora ce MEpoMOop(gHe ABONEpUOANYHE (DYHKIH]jE
Ha3MBajy enunuTHIkuM GpyHkumjaMa. Taj ce Ha3uB paHUje OJHOCHO CaMo Ha
¢yukumje sn z, cn z, dn z; Kaj| je MOKa3aHo fa ce U cBe MepoMopdHe dyH-
KIHje ca JIBe mepuojie CBOJie Ha OBe CIelfjalHe TPaHCUEHeHTe, Ta] Ha3uB
je o6yXBaTHO ¥ CBE IHUX. :



MECTN ONE/BAK

OTIUITH TIOTJIET HA
NBOTEPUOTNYHE &YHKITNIE

39. CJIMYHOCTU 1 PA3JIIMKE USMEBY
MPOCTOIIEPMOINYHNX 1 IBOITEPMOINYHUX ®YHKIINIA

Kao 1mro ce BUgd U3 CBETa 0BOra IITO NPETXONH, eTUNTHIKE (PYHKIIH-
j€, IOl KOJEMa ce UMajy IOofipa3syMeBaTi YOIIITe cBé MepOodOopMHe BOIIE-
puopgnyHe (byHKIHU]E, cACTaBIba]y je[iHy KJiacy aHAMUTUIKUX (DYHKIH]a KOje
II0Ka3y]y BEJIMKe CIMYHOCTH Ca eIeMEeHTaPHAM TPHI'OHOMETPUjCKUM (PYHK-
yjaMa ¥ BUXOBUM anrebapckuM KoMOWHallHjaMa U Ha KOje ce OHe CBOJie
3a CHEIMjalIHy BpegHoCT Mopyia k. Te ¢y CIMYHOCTH MCTaKHyTe Ha BHIUKY
y OHOME IUTO je Halpe[ H3JI03KEeHO, ¥ OHE CE CACTOje HIIp. Y MEPUOTUIHOCTH,
O6UIMMA KPUBHUX JIEHNja IITO UX F€OMETPH]CKH MPECTaBIbajy, Y afAIuo-
HOj TEOpeMH, Y Pa3HOBPCHEM 06paciuMa KOji 1M U3paXkaBajy 0COOHHE, Y
MoryhHocTr m3paxkaBama (PyHKIW]e MYJITHINIA NPOMEHJbUBE NOMOhY
(yHKIIIje caMe Te TPOMEHIbHBE, UT].

Mebyrtum, usmeby nmpocToneprofuYHEX U ABONEPUOAUIHUX (DYHKIIH]a
nocroje u 6uTHe pasnuke. Ilocrojame ABejy mepHofa YWHE fa je CKyI
IBOTIEPHOAMYHIX (PYHKIM]A YXKU HO CKYI IPOCTONEPHOAUYHEX (PyHKIH]a,
Jep cBaKa Iepuojia YHOCH coGOM jefaH CKyIl Imorogaba Koje (pyHKumja Tpe-
0a ma HCIyHH; ABE IIEPUOJie YHOCE BHIE TUX NOrofada Hero jefpHa. A To I1o-
BJIa4M COOOM UecTO U OUTHe pa3iukKe u3mehy Ta gBa ckyna cpyHKImja

Taxo, nocroju 6ecKpajHO MHOIO Le X (yHK1IM]ja ca JefHOM IIepH-
ofoM: TakBe Ou HIIp. 6uie pyHKUHje

&, &, sinz, e,
A He ocToju HEKaKBa Iiena (pyHKIMja ca JBe IepUuofe.
3aTum, cBaka je MepOMopq)Ha IBONEpUOANYHA (PYHKIH]a I/ISpa}KIbI/IBa
Kao anrebapcka (QyHKIMja jedHe JequHe (PyHKIHjE Te BPCTE HIIP. ysxumje
pz WIM snz. A HHKaKBa CIMYHA TeOpeMa He HOCTO]I/I 3a MepoMmopdHe
IpocTonepruoOAuYHe (pyHKIH]E.
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ITpema Hermite-0B0oj TeopeMu cBaka ce MepoMopdHa (pyHKIH]a ca e
NEpHOJe M3paXkaBa Kao JIHHeapHa KOMOHWHAIM)a OTpaHUYEHOT 6poja n3pasa

C(Z_‘O(‘k)’ C,(Z_ak)’ C”(Z_‘(xk),...

JTOK HMKaKBa CIMYHA TeopeMa He NOCToju 3a MepoMopdHe (yHKuIHje ca
jenqHOM TIepmopoM. JeHa TakBa Teopema y CTBapH IIOCTOjU 3a TPUTOHOMeE-
TpHjcKe (PyHKIHje, Tj. 32 palHoHalHe KoMOrHalMje (pyHKIHUja sin z ¥ cos z,
jep ce 3Ha M3 elleMEHTapHe aHaJIu3e J1a ce CBaKa TaKBa KOMOMHAIMja u3pa-
sKaBa Kao JuHeapHa KoMOXHauuja orpaHiyeHor 6poja u3pasa:

sin az, cos az,

iz dpzmo 4z
2 dz 2 e 2
rae cy o, ompebeHe KOHCTaHTE. ‘

Anu ce cBaka MepoMop(Ha IpocroneprofuyHa PyHKIKja HE MOXKE
U3pa3uTh Kao panuoHalHa KoMOuHanuja PyHKIMja sin gz U cos az, ¥ IoCIIe-
iU CTAB HE BaXK¥ 3a CBe (PYHKIIM]E TaKBE BPCTE. ‘

JlokazaHo je ga ce eaufliliuuke QyHKUUje He MOZY C6eCTil HU Ha KAKEe
KOHAauHe Kombunayuje eaemerivaprux ¢ynkyuja. To cy, pakie, moTIIyHO
HOBE TPAHCIIEHIEHTE KOje je Tpeballo MpOoy4YnuTH caMe 3a cebe, He Tpaxehn
ia ce OHE CBely Ha eJeMeHTapHe (DYHKILHje, Ia Ja TEK OHJA, IPEKO OBHX
Oyay Ipoy4ene.

40. IM®EPEHUIMIANTHE JEDTHAYWHE KOJE CE MHTEI'PAJIE
IMOMORY EJIUIITUYKUX ¢YHKIIMTA

ITocroju GeckpajHo MHOTO alrebapckKux Au(epeRIyjalHux jefHaYnHa
OpBOT, Apyror, Tpeher n BulIer pesia, Koje 3a CBOje HHTerpale uMajy eJluil-
THYKE PYHKIH]E.

Taxo ump. jegHaYMHA IPBOT pefa

(175) yi-(1-yH(A-k*y)=0

KMa 3a OIIUTH HHTETpal
y =sn(x + C).

Hcra dyukumja je u maTerpan gudepeHujanie jefHaulnHe Apyror
pena
y’—ay*=by =0,

Ie ¢y a 1 b iBa cTanHa Opoja Be3aHa pelalyjoM



OITITH NOJTEL HA BOTIEPUOAWUYHE ¢YHKIIUIE 113

a+2(b+1) =0

jenHaymHa ce [oduja fudepenunjambemneM jeqHaunte (175).
JexmHauwHa MPBOT pefa

(176) Y2 -4y  —ay—B=0
uMa 3a OIIIIITH I/IHTGI‘paJI
(177) y=pz+C)

calapaMeTpuMa g, = o, gz = .
JepgHauwHa Apyror pena

//_6 Z_E:O
Y Y >

nMa yskimjy (177) Kao jefHy Kiacy CBOjUX MAapTUKYIAPHAX UHTErpaia
Hcru je ciryuaj u ca jeqHadynHoM Tpeher pefia

y///__lzyylz 0
~ xoja ce foGuja nudepeHIjalberheM Halpe]| IOMEHYTE jeHAYNHE

76y L =0,
=6yt =2

ITpema Liouville-0B0j Teopemu cBaka je MepodOpMHa ABOTIIEPUOANIHA
(pyHKIm]ja H3paKIbUBA KA0 pallMoHaIHAa KOMOMHANIT]a

y =R (u,u’)

OCHOBHE eMNNTHYKe (PYHKUMjE ¥ =Sn z U HeHOT U3Bofa u’ =sn’z.
NudepennujamermeM jequaunte (178) gobuja ce

" oR oR
179 r_ 9 s + 22 ,”,
(179) Y T !
11a MOIITO je

(180)  uw? =(1-uH)A-ku*)=1-(1+k*)u® + k*u*,

(181) u” =2k —(1+ku,

eNMMUHALMOM TPHjy HENO3HATHX u, u’,u”: U3 ueTHpu jegHadune (178),
(179), (180), (181) go6wmja ce jeqna anrebapcka nudepeHIMjaNHA je[HATNHA

(182) F(y,y)=0



114 ENUITTUYKE &YHKLMJE

Koja cajipXu caMo (DyHKIHjy y ¥ iseH u3soy y . IIpema Tome:

Csaxa mepomopghra geoilepuoguurna GyHKyuja 3agoeobasa o jegHy
anrzebapcky qugpepeHyUjasny jegnavuny ipeoza pega Koja He Cagpicu exc-
UAUYUIHHO UHTHEZPAUUOHY TP OMEHbUBY Z.

A 3a TakBe jeHaUMHE ce 3HA 4, KaJ[ UM ce N03Haje jellaH lUXOB nap-
THKYJApHU HHTEerpan y = f(z), 3Hahe ce u oNIITH HATErPAJ KOJH je

y = fz+C).

Y3acronmunM pudepeHnnjabemeM jeqaaunte (182) pobmjajy ce pegom
nudepeHLyjanye jefHaunde Apyror, Tpeher u Bumer pefa; cse he wux
3a[l0BOJbaBaTH MepoMopdHe pyHKIHje ca ase nepuone. Mebyrum nocroju
CTaB:

Huxaxea gugpeperyujasna jeguavuHta _
(183) F(z,y,y,y",..)=0,

anzebapcka 0o z,y U U3soguma, ia ma Koza pega ona 6uad, aKko cagpicu
EKCUAULUIURO UPOMEHWBUBY Z, He MOXME UMATHU KAO UHILeZpaAL HUKAKEY ile-
PUOQUHHY PYHKUUJY.

Jep, xay 6u ce jenHauynna (183) pemmna no z, go6una 6u ce jegHa jen-
HayuHa

(184) z=®(y,y,y",...),

rae 6u @ 6uma anrebapcka GyHKIM]a NPOMEHIBMBE y U BeHuX u3Bopa. Kan
6w jeqHaumHa (183) mMana Kao HHTErpaj KakBy NepHOANYHY (DYHKLH]Y ca
[epUOJIOM (), CMEHA BPEIHOCTH z BpefHomhy z +me (rfe je m Ma KakaB
1eo 6poj) ocTaBba BPETHOCTH Y,Y’,y”,... HEpOMemeHe, a dpyHknuja O
MO3Ke 3a Te€ BPEJHOCTH MMAaTH{ HajBUILIE OHOJIUKO BPENHOCTH KOJIUKO OHAa,
Kao anre6apcka GyHKIMja, IMa pa3HUX CBOJUX JETepMHHAIHja, a OBE Cy ¥
KOHAYHOM 6pojy. MebyTum neBa crpana jepHaunne (184) umana 6u Gec-
KpajHO MHOT'O BPETHOCTH Z+ m®, LITO je IPeMa caMoj jefHAYNHA HEMOTY -
hHo.

Ho, xao mrro je moxasaHo, jeqHauune (184), y kojuma He durypuue z,
MOTY HMaTH Kao WHTETpalie u IIPOCTO-IEPAOANYHE, U {BOIEpHOAUYHE PyH-
KImje.

Tako ncTo nocroju u 6ecKpajHo MHOTO CUCTEMA CUMYJATaHUX jeHAIH-
Ha KOje UMajy 3a HHTerpaje JBONepuoauyHe (pyHknuje. Takas je HIOp. cu-
cTeM
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du _ yw = 0,
dz

(185) oy = 0,
dz
Wk =0,
dz

rae je k Kakas peanaH 6poj mwto ce Hanasu usMeby 0 u 1. Cucrem uma 3a
gHTETpale
u

sn(z+C)),
cn(z+C,),
w=dn(z+Cy),

v

0 YeMy Ce JIaKO yBEpHTH CMEHOM THX H3pasa y jeqHauuHama (185) u Bogehn
padyH o ofpacuuMa KOjH H3pakaBajy H3BOJE

sn’z, cn’z, dn’z

nomohy dpyHKIMja
snz, cnz, dnz

A 51axo ce YBEepHTH, Kao M Mayiodac y ciaydajy jenHaumHe (184), na
HUKAKaB CACTEM CHMYJITAHUX jeTHAYNHA

du
dz - f(Z, ua V, W),
dv
dZ - (p(Z’ M, v, W),
dw
dz - \lj(za u, vs W),

rae cy f, ¢, ¥, anrebapcke ¢pyHKIHje TPOMEHIBUBUX KOj€ cafpke, ako Koja
Of IbUX CAAP3KU eKCIUIMIUTHO NPOMEHIbUBY z, HE MOXE MMAaTH Kao HHTe-
rpane nepuofndHe GyHKIHje.

Hexka je HaBeeHO joII U TO, fla Cy Y TEOpHjH anrebapckux [udepeH-
IMjaIHAX jeHa4YrHa [IPBOTa pefa O3HATH HoilipeOHU B gO80/bHU YCIIOBU
na 6um mata jegHaymHa ob6nmka (182) WMaia Kao CBOje MHTErpaie Mepo-
Mopdue pBonepuogudHe dyHkumje. IIpobnem je pemeH NpEMEHOM On-
mrux Cauchy-eBHX TeopeMa U3 TEOpHje aHATUTHYKHUX (PYHKIH]a.

41. KPATKA UCTOPUJA EJMUIITNYKHNX &YHKIIMITA

Hcropuja enmunTrYKuX PyHKIHja MOXKE ce MOAEIINTH Ha JIBE IEPHOJE:
1° npoyuaBame eAuliifiuukux uHitiezpand,
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2° mpoy4aBame eAURMUYKUX PYHKYUja KAO MHBEP3Hja eNUITHYKHX
HHTerpana.

Ilpea nepuoga. — Ilof eNUNTHYKAM HHTErpaIuMa MOAPA3yMEBAjy ce
UHTETPAHA y KOjUMa IO HHTETPalHAM 3HaKOM (PUrypHIle pamuOHAIIHO:
WJM CaM KBafpaTHH KOPEH W3 KakKBOr nmoamHoMa X yeTBpTor wiu Tpeher
CTeNeHa, WK IOpef Iera jOIl U caMa He3aBUCHO NPOMEHIbUBA KOJTMYNHA X.
To cy, nakne, uaTerpanu o6IMKa

J.R(x X)dx,

rae je X KakaB HOJIHiEOM 4eTBpTOr unu Tpeher cremena mo x, a R je pauu-
HaHa (hYHKIHja [BEjy TPOMEHIBUBHX x 1 /X .

Ha rakse je nHTerpase npeu Hammmao Wallis 1655. rogune, mokyirasa-
jyhm na oppepu gyxuny JdyKa enunce. Hajiy6rba MCIUTHBAaba HA €JIMIITH-
YKAM HHTeTpanuMa u3Bpino je Euler koju ux je cBeo Ha HEKOJIHKO HOP-
MaJHUX 00JIMKa ¥ OBMMA UCIUTA0 0COOMHEe. AU OHO, 300T Yera ¢y HBherona
HACOHTHBamka MOCTajla OCHOBHUIA 3a TEOPH]y W eNUNTHYKUX WHTerpajia u
eMNTHYKUX (PYHKIHja, jecTe ’beroB npoHanasax o 1751. rogune o wHTe-
rpany gudepesnujaTHe jeqHauynHe

dx _ dy
VxR
rge je X Ma KakaB MOJIMHOM YeTBPTOT miny Tpeher cremneHa mo npoMeH-
JbUBO]J X, a Y TaKaB UCTH MOJIMHOM IO TIPOMEHIBUBO] Y.

Y oHOMe IITO je Hallpe[ U3JI0XKEHO HaBefeH je OOJIMK Tora HHTerpaa
U OH je uckopuirheH 3a JoOHjalk¢ OCHOBHHUX pe3ylTaTa TEOpHje eJINI-
Tuukmx ¢pyHknmja. Euler je Taj, 3a Teopujy Te Kiace (PyHKIHja, OCHOBHH
NMpoHaJa3aK yYMHUO CPETHUM clydajeM, IpoOOM, HIIH, KaKO OH caM TO
Kaxe ,tentando et divinando“. Lagrange je 1768. roguHe npBU fao NpaBH,
aHaNMATHYKHY Joka3 Euler-oBor pesynrara.

Meby MHOrOGpOjHIM HCHUTHBaKUMa y 00JaCTH €NUNTHYKHAX HHTE-
rpana nocne Euler-oBux pajoBa, HajBHIlle ce UCTHYY OncexXHa Legendre-oBa
HCIATHBaka, BpieHa y npasly Euler-oBux u nyObIuKOBaHa y BETUKOM JEy
TOra MaTeMaTmuapa ,, Traité des fonctions elliptiques et des intégrales eulerien-

“, mrramnanor 1825-1828. rop,. ITomro je enunTHYKE HHTErPANIE CBEO HA
yTBpbeHe Tunose, Legendre je oBe y NojefuHOCTAMA IPOYYNO, AA0 IPAKTH-
YHE METOJIE€ 32 HUXOBO OPOjJHO u3pavyHaBate H CacTaBho Tabnuue »Hu-
XOBHX OPOJHHX BPEHOCTH.

Landen je mocra yHampeawo TEOpHjy eMUITHYKUX MHTEerpasa 1ocra-
BHBIIHM METOAY 3a IbUXOBE MOAyJIapHe TpaHcdopMaluje, Tj. 3a IPOMEHY MO-
nyna k' y OCHOBHOM €JIMITHYKOM HHTEIrpajy )
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,[ dx :J~ do
JA=x)(-k%2) 7 1-k2sin? @

U TUME, HOPENl OCTAINX KOPHUCTH, JaKO YHPOCTHO H IPOIIUPHO YIOTpeby
Legendre-oBux TabIuIa.

Jpyra nepuoga. — Y TOj NEPHOAY UCTOPHj€ EIUNTHUIKUX PYHKIHja
HOYUIbE NPOYyYaBambe THX (PYHKIU]A KAO UHBEP3UJA eAUNTHUYKUX UHITle-
zpasa. OHO Mounibe UcnATHBamuUMa Abel-a (1825 rop.) m Jacobi-a (1828.
rof.), KOju Cy CKOpO Y JEHO UCTO BpeMe, IOTIYHO HE3aBHUCHO JeflaH Off IpY-
rora, AOILIY Ha HAE]y NpOyuaBama MHBEp3HUje EIMNTHIKHX HHTErpasa.
Ony cy ofiMax IPOHALUIK ABOINEPHOTUIHOCT THX HHBEP3Mja U IOCTABHIN
OCHOBHE 00pacie 3a IbUXOBY T€OPH]y, HCTAKIIN HA BUUK HUXOBY aLIOHY
TEeOpeMY U EEHE NOCNEUIe, HALTA HBUX0OBE U3pase y 0O6MuKy 6eCcKpajHuxX
pefoBa M KOJIMYHUKA TaKBUX PEOBA, U3PA3UIN UX Y OONMKY GeCKpajHHX
IpoIyKaTa, HaIllTH Be3e u3Mehy pasHUX eTUNTHYKNX (DYHKIN]a, Be3e u3Me-
by BUXOBHUX IIEpHOAa U MOAya k UTH.

Jacobi je rmaBHE pesyaTaTe CBOJUX MCTPakKUBakkha M3HEO Y CBOME OC-
HOBHOM [iey ,,Fundamenta nova theoriae funct. ellipt. my6nukosanom 1829,
rop. Y THM HCTpa’kuBamUMa OCHOBHY yJIOTY urpa Jacobi-eBa ,,TeTa-pyHK-
mja““, 0 K0joj je OWIO pevn y IpefbuM U3lIarabiMa, U K0ja je MOCIyXKuiia
Kao PeYKTHBHHU eJeMeHaT 3a TPH OCHOBHE eJIMNTHYKE (DYHKIM]E.

Jacobi m BeTOBU caBpeMEHNIHN YIIOTPeOBaBANN Cy 3a OCHOBHE E€JIAII-
THIKe (PYHKIMje snz W ¢n z O3HAKe sin gmz W cos amz, Kao IITO je TO IO-
MEHYTO Y PaHMjuM M3jarakuMa. [laHallkha 03HadYaBama ca snz, cnz, dnz
yBeo je Gudermann Koju je Takohe yHaIpen®o TeOpHjy THX (PyHKIH]ja.

Pasymipueo je ga omura Cauchy-eBa Teopuja aHATUTHUKUX (PYyHKIHjA
MMaTHHApHE TPOMEHJbUBE KOJMYNHE HUje MOTJIa OcTaTH 6e3 jakor yTuIaja
Ha Teopujy exuntuukux pysknuja. [Tpumenom Cauchy-eBux Teopema yuu-
BEHU Cy BEJIMKH HAIPEUH Y TOj TEOPHUjH, a MHOTH Cy, fotiie Beh mosHaTu
pes3ynTarth, nocraiu 60Jbe PacBeT/HEHU KaJ| Ce CTalo0 Ha IVIeJUILTe OIIITE
Cauchy-ese Teopuje. OBa je uHip. gosena Liouville-a (1847. rxo.) mo mojma
IapanenorpaMa Neprofa, 40 OCHOBHOI CTaBa II0 KOME je HHTErpan ABole-
puonuuHe (pyHKUHjE, Y3€T AyK MapanejiorpaMa lepuofa, jefHaK HyJu, 10
CTaBa MO KOME CBaKa TakBa (PYHKIIMja MOpa UMATH CHHTYJIapATETA Y PABHA
HE3aBHCHO NMPOMEHJbUBE KOJIMYNHE HUTH., IITO MY Jé CBE [aJI0 OCHOBUIYY 3a
JEIHY OIITY TEOpH]jy ABONEPUONANIHUX DYHKIHT]a.

Jepan o HajBaskHMjuUX pe3ynTaTa Liouville-oBIX ucTpaxkuBarba j€ CTaB
la ce cBe MepoMopdHe (PYHKIHje ca ABe Nepuojie N3paxanajy Kao paluo-
HaHe KoMOWHanuje PyHKIuja sn z ¥ sn’ z, a Kao anre6apcke KOMONHaNuje
came ¢pyukumje sn z. Liouville je moka3ao u HECBOAJBUBOCT ENUNTHYKUX
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(yHKuHmja Ha eleMeHTapHe (hYHKIHje, MOKAa3aBILH 1a CY TO NOTIYHO HOBE
TPAHCIEHIEHTE, CACBIM HOB aHANTUTHYKH HHCTPYMEHAT.

Ommroj TeopHuju ABONEPHORNYHAX (PYHKIKja MOKHO je MONpUHEO K
Jacobi, mokasasmm m3Meby ocranora, ¥ HeMOTYhHOCT TOCTOjatba yHHU-
dopMuEX (PyHKIM]ja ca BHIIIE Of J{BE MEePUOJe, KA0 CTaB 1a KOJIMYHUK JIBE]Y
[epuoja Huje HUKaf peanad 6poj.

IIpaBo mopexno nepuopa, ca raneguiuTa omure Cauchy-eBe Teopumje
(pyHK1IH]a, IPBH je HCTaKao Ha BUAUK Puiseux, MOKAa3aBIIKM KaKO Ce NIEPUOJIE
110jaBJbajy Kajl NMPOMEHJBYBA, Off KOje 3aBUCH (PYHKIH]ja [TOJ HHTErPATHAM
3HaKOM KaKBOT KPHUBOJUMHH]CKOT HMHTErpaja, ONNCyje pasHe MyTame y
CBOJO] pPaBHH. Y TOMeE Cy IIOIJIEAY jaKO JOIPHHENa pacBeT/baBamy CTBApH
HCTpaxKuBama Riemann-a, KOjH je HAPOYHUTO UCTAKaO YIOTry anrebapckux
KPHUTHYKHUX Tadaka IpH jaBjbamky NEPHOJA, YIOTPeOUBIIN DA TOME CBOJY
HOBY METOfy 3a IpoydyaBame payBamba M leTepMAHALN]a MYITH(OPMHUX
¢dyHKIMja 1 cTBOPHUBIIN 0jaM Riemann-oBUX moBpIIKHA.

On BenuKor ¢y 3HavYaja 3a pa3BUTaK TeopHje eMUNTHIKUX (PYHKIH)a
6una Hermite-oBa ucTpaxmuBama, ornovueta 1844. rop., Bpiiena omer ca
rnepuinTa Cauchy-eBe Teopuje aHanuTrIKUX yHkuyuja. IToper Maoro6po-
jHUX pe3yiTaTa O TpaHcopManyjaMa eIUNTHYKUX MHTerpana W ejul-
THYKUX (PYHKIIWja jefHUX Y Apyre, o Be3aMa u3Meby Mopyna k u nepuopa
¢dyukumje (MonynapHa QyHKIHja), O APUTMETHYKHAM NOCIeAUIAMa TOje 1-
HUX CTaBOBa TEOPHje eIUNTUUKUX (PyHKIHja uTH. Hermite je Joka3ao cras
OJT BeJIMKe BasKHOCTH, Ia je CBaka MepoMop(Ha [BOIEePHOINYHA (PYHKIH]a
U3paXIbUBa Kao JuHeapHa KOOHWHaLHja jefHe jefuHe dyHKIHUje I HeHUX
n3BOJA, a TO je ,,3eTa-PyHKIMja“ Koja je yHanpen npoydena. Tume je HabeH
jenaH TuHeapHU peyKTUBHY eJIeMEHAT 3a CBe QYHKIHU]e Te BPCTE a Kao He-
TIOCpe/HA MOCIEUIA TOTAa CTaBa je YAmEeHUIIA la Ce HHTerajl Ma Koje Mepo-
MopdHe aBOIeproHYHEe (PYHKIMje H3pakaBa Kao InHeapHa KOMOMHAIN]a
jenHe jenuue PyHKIMje U HBEHAX U3BOMA, a TO je pyHKIUja log 6(z) Koja je
TaKkobe Halpe[ nMpoyJeHa.

Teopujy eunTiakux PyHKIM}a Cy 3HATHO YHAIPEuna | MpOIHpHIIIa
ucTpaxkuBama Weierstrass-a, nodera 1840. rogute, Koju je y Ty TEOpHjy
YHEO HOBE IIOTJIefie M HOBE METOfie. Y BOhEmeM CBOje HOpMAaJHe ENUIITHIKE
cdbysrUMje pz, Ha MecTO JOTJIE yBeAeHe OCHOBHE dyHKIHje sn z, Weierstrass
je oOpacle 3a enunTHyke (PYHKIMjE YINHIO TPOCTUJUM H CHMETPUYHU]UM.
OcuM Tora, mokasasno ce fa ce TUMe I caMa METOJla UCTPakKiBamka ONaKIIa-
Ba u ynpomrhapa. Weierstrass je pa3BHo IOTIIYHY TEOPH]y CBOj€é HOpMallHEe
(yEKIMjE pz, MPUIATOAKO jOj CBE IO Taja MO3HATE OOpacle 3a eMUITHYKE
¢dpyHEKIMje, Hallla0 MHOIITBO HOBHX 00pa3alla ¥ UCTaKao Ha BUAUK YOIy T€
¢ yHEKIH]je Kao PEJYKTHUBHOT eleMeHTa 3a CBe OcTane MepoMopdgHe JBoIe-
puopmuae pynkuuje. Haumn, Ha KOjH je OH H3pa3smo pz Kao KONMMYHUK JBE]Y
Hesnx (PYHKIHja, MHOTO je ONUITHjH Off OHOra Ha Koju je Jacobi (momohy
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cBoje ,reTa-yHKUHje“) pemmo mpobneM 3a (PpyHKIMje snz, cnz, dnz.
Weierstrass-0B HAUMH TaKBOT H3parkaBama je U IIPOCTHjH, U MIPOTEXKE CE U
Ha Apyre nponepuonnyHe ¢yHknyuje. M1 MeToaa Kojy je OH yBeo, u 06IHK
KOjH je OH a0 TEOPHjU eIUNTHYKUX (DYHKIHMjA, 3HATHO Ce Pas3iuKyjy Of
OHOTA LITO CE€ UMAJIO 10 FeTOBUX PafioBa.

Briot 1 Bouquet ¢y fonpuHenu TeOpHju UCHUTYjYhH Be3y eMUNTHUKUX
¢dyERIHja ca fudepenuujanauM jegaauntama. Oun cy 1854, rox. Hamu fa
Kaj TOfl je HHTerpan jefHe anrebapcke fudepenyyjagte jefHauYlHe IpBora
peria, Koja He Cafip>K¥ eKCIUIMIUTHO HE3aBUCHO IIPOMEHIBbUBY Z, YHUGDOPMHA
¢dyHKLHja Te IPOMEHJbUBE, OHAA je Taj HHTEerpall yBeK:

1° unm panuoHanHa,

2° UK NPOCTO-NEPUONIAYHA,

3° unum gBONEepHOfUYHA (DYHKIHja Te IPOMEHIbHBE.

HcTn cy maTeMaTHuapy flanu noTpeOHe U JOBOJbHE YCIOBE 32 CBAKH
OJl Ta TPH ciydaja, na Jakie W 3a CIydaj Kaj je UHTeTpall JBOIEePUONNIHA
¢dysKIMja mpoMenbuBe z. OHA Cy CBOja MCTPaXKWBaka NPOIIMPUIIN U Ha
ONINTHjA CIIYYaj KaJl je WHTeTpal myaitiughopmua GYHKIHja NIPOMEHIBABE Z,
ald 32 jeTHY [aTy BPEIHOCT z UMa OrpaHmdeH Opoj CBOJUX BPEJHOCTH. 3a
TakBe CIy4yajeBe OHM Cy HAlUIM fia je uHTeran anredapcka pyHKIuja Wiu
IpOMEHIbYBE z, MM U3pas3a e”, wiu u3pasa sn az (rjie je a cranan 6poj) u
IaJTi Cy HoTpebHe yCIIoBe 3a CBaky Off THX ClydajeBa.

Hermite u Picard cy Hauuiu 3a MHOINTBO ARG EPHIMjAIHAX jelHAYNHA, a
HAPOYHMTO 3a N3BECHE THIIOBE NMHEAPHUX jeJHAYNHA Ca IPOMEHIBUBHUM KO€-
(punimjeHTHMA, fa Cy UM HHTErPalu ABONepROfAIHE (PyHKIH]E.

Ymopepo ca pasBujambeM TeopHje eMUNTHIKAX (PYyHKIH]ja WIIIE Cy U
ILUXOBE IPUMEHE Ha PasHOBPCHe Mpo0iieMe MaTeMaTH4Ke aHanu3e: Bure
AputMmerrke, Aranutndke I'eomeTpuje, Mexanuke, Matematuuke duszn-
ke ¥ ip. TakBe cy mpuMeHe JOBOAMIIE [0 pelllema npobiemMa Koja cy Ouiia
HeMoryhHa min HemoTnyHa 6e3 yBobemwa enunTuukux ¢ysknuja. 1 Te cy
npuMeHe GUIIe jeflaH Off pas3iora IITO ce TeopHhja eTUNTHYKUX (DyHKIH]ja
pa3BHa IO JlaHAIIKkE IbeHe IOTIYHOCTH U OOMMHOCTH.









Cilygeniiu maitiemaitiuxe u capagruyu ipogpecopa Muxauaa Ieiwipo-
suha - Taguja [lejosuh, Anition Busumosuh u Bjeuecaas Kapgeuyxu,
20qune 1924. kaga je Ha Quaozogckom paxyaitielly 0CHO8AHO
Yopyacere cuiygenaiia mamemauuxe Ynusepsuuena y beozpagy. Osa
Zenepayuja 3atioyead je uagasarse AUIHOZPAGUCAHUX CRPULAITQ
ipegasarsa Muxauaa Ileiliposuhia u weZogux capagruxa




MHTETPALUIA TAGEPEHLIMIATHIX
JETHAUYMHA TTOMORY PE[TOBA






ITPBU OJJEJbAK

OIIIITHU ITOJIMOBUA

1. OIIIITH [TOJMOBU O UHTETPAIIUIU TUOEPEHIINIAITHAX
JEMHAYMHA

WnaTerpanuty jeqny mudepeHLyjanty jeflHauudy p-Tora pega

(1) FGy Y,y y?)=0

. , a’y ” d2y (n dny
e je == === .. ==
Ael Y dx dx? Y dx”

3Haun Hahy TakBy (PYHKIH]Y y HE3aBUCHO IPOMEHIBUBE KOJIMYHUHE X, 1a Kaj
ce cMeHH y jeqHaumnHy (1), oBa Oyqe MIEHTHUYKY 3a{0BOJbEHA 3a MIPOU3BO-
JbHY BPEHOCT X.

Tako, Ha IpuMep, jeTHAYNHA IIPBOTA pefia

2) y=-y=0

je MIeHTHYKY 3a0BOJbEHA aKO CE Y3Me J1a je

y=€,
jemHauyMHa Ipyrora peaa
(3) y'+ay=0

6uhe 3a{0OBOIBEHA KaJ] C& CTABH fla j&
y =sin x+/a.

Kao mrro ce 3Ha W3 OMINTe TeopHje AR epeHINjaTHuX jefHaYrHa, 3a
cBaky jemHaumny (1) mocroju, He jenHa, Beh 6eckpajHo MHOro yHKIUjA y
KOje je 3a710B0JbaBajy 3a nmpom3BoJbHY BpepHocT. Taxo, jeqHaumHa (2) je
3aJJ0BOJbEHA 32

X

y="Ce
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3a MPOU3BOJbHE BPENHOCTH X M KOHCTaHTe C; jenHaunHa (3) je 3a0BOJbEeHA
3a

y = Clsinx«/;+C2 cosx~/a

32 IPOHU3BOJbHE BPEXHOCTH X U KOHCTaHTH C, u C,.
Kao mrTo ce omner 3Ha u3 onmre Teopuje AudEepEHIHjATHUX jeI-
Ha4dMHa, 33 CBaKy jemHauyuHy (1) mocroju no jegHa (yHKI#ja IPOMEHILUBE X

(4) y=(|)(x,C1,C2,...CI,)

KOja Caj{pKi OHOJIMKO NPOU3BO/BHEX KOHCTaHaTa C), ..., C, KOJNHUKH je peX
jeqHaYuHe; Te ce NMPOU3BOJbHE KOHCTAHTE HA3UBA]Y UHILEZPAUUOHUM KOH-
CHiARIama.

Kap ce y n3pa3y (4) cBUX p MHTErpaliOHUX KOHCTAHATA OCTaBE Kao
IpOU3BOJBHE, Ta] U3pa3 NpelcTaBiba olwiliu uniiezpan jequaunte (1). Kag
ce y \beMy, [I0je[MHAMA Off TUX KOHCTaHaTa, WM CBUMa, Tafy yTBpheHe, ofi-
pebene BpeHOCTH, OH IPECTaBIbA IO jeflaH HapiliuKyAapHU UHITeZpan je-
nuaunHe: O4YeBUAHO je fa Kaj ce 3Ha OIIITH MHTETrpal jeqHe jefHadnHe,
3Hahe ce M CBM HEroBU MapTUKYJIApPHU MHTETPAJH, KOjuUX UMa GecKpajHO
MHOTO u Meby co60oM ce pas3iuKyjy camo 1o BpeJHOCTHMA KOje Cy mpuaaTe
HOje[UHIM MHTErPaluOHNM KOHCTAHTaMa Y OIIITEM HHTErPay.

Ilox unitiezpayujom jepuauynde (1) mMa ce y rIaBHOM pa3yMeTH
onpenda

1° nnu meHora ONMIITET HHTETpala Y,
2° WM jeHOTa HEHOT MMAPTHKYIApHOT HHTErpana y.

Kap je vaben ommu uHTErpal, 3a jegHaYNHY ce KaxKe [ia je HoililyHo
uHiliezpasvera; Kaj je HabeH jelad meH MapTUKYJIApHA UHTErpal, Kaxe ce
la je UHIIeZPabeHa y yrcem CMUCAY.

Y BenukoM 6pojy cllydajeBa, HHTETrpall jeflHaunHe, OUIo OmIITH, 6110
DapTHKYJIAPHH, CACTABIbEH je M3 KOHAaYHOT Opoja KOMOHHaIMja eJIeMeHTap-
HuX (PyHKIH]a, Tj. OHUX KOje ce U3 HE3aBUCHO IPOMEHIbUBE KOITHMYMHE X KO-
6ujajy: cabupameM, ONy3UMAbEM, MHOXKEHEM, JCHEHEM, CTCIEHOBAKEM
ca CTATHUM WJIU Of X 3aBUCHUM H3JIOXKHONUMA, TOTapUTMUCAKBEM 1 OIepa-
IIjaMa Koje ce M3paskapajy TPUrOHOMETPHjCKUM U IUKIOMETPH]CKEM (PyH-
kumjama. To cy, gakne, pyHKumje Koje ce fobujajy eaeMeHTapHAM KOMOH-
Hal[jaMa OrpaHH4YeHor 6poja ¢yHKIH]ja

x, x% €, sinx, arcsinx, logx.
Y TOKyY pa3Bujarba MaTeMaTHUYKe aHAJHN3e NPHIIIE CYy OBUM €JIEMEH-
TapuuM (PYHKIEjaMa jOIII U HEKe paHuje Heno3Hate pyHkuuje (Kao mITo cy
HIp. enunTHdKe QYHKOHjE), TAKO fa laHac U OHE yia3e Y OKBUD eJeMeH-
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tapHuX (yHKUM]a, a ¥ Taj he oxBup yhu jour Koja crenmjanauja Bpera dy-
HKIIM]ja Kaj oBe Oyly TAYHO M Y CBEMa CBOJHM IIOjeJHHOCTHMA NPOYYEHE.

Kay ce, Ha Ma KOjH Ha4uH, YCIENIO U3PA3UTH MHTErPal y y OGIMKY
xoMOuHaNyja elneMeBTapHuX (QyHKIM]a, KaXe ce fa je nudepeHimjanua je-
IHAYMHA URIUEZPAbEHA Y KOHAYHOM 00AUKY, JEP CY OHJa CBE Oliepaldje, Ha
KOJ€ ce CBOMU MHTErpajl, CBelcHe Ha KOHAYHU Opo] OOMYHMX PAdyHCKHX
omepanyja, Koje ce MOTy pa4yHCKH 0 Kpaja U3BpmmTU. Takas je Hip. CIy-
yaj ca jemHaunnama (2) u (3).

MebyTuMm, y Benukom 6pojy ciydajeBa HeMOTYhHO je M3pasuTH HHTe-
rpaj y TaKBOM KOHaYHOM OOJIMKY, ajlil ce OH M3paskaBa IOMOhy eneMeH-
TapHAX (PYHKIMja M WHTErpajHor 3Haka |. HauMe, MHTETpan ce U3paxana
noMohy eneMeHTapHHUX (PyHKIIMja U je[{HOra KOHaYHOT Opoja HHTerpana

.’.dexy J.Xdea

rae ¢y X,,X,,... oneT ofpebeHe u no3sHaTe KOMOUHaNHje eJIeMEeHTapHUX
(pyHKUHja, ¥ Tle MHTETPaIHN 3HAIM MOTY OUTH U CyIepIOHMpaHu. Y Tak-
BHUM Ce CIyJyajeBUMa Kaxe Jla je jeTHAYNHA UHIUeZDa/beHa efeMeHIuapHUM
¢yHryuja u keagpaiiypama. Tako HIIp. jefHa4YnHA IPBOTa peja

(5) xy'+e—x=0

WMa 3a OIIUTH HHTETPAIL
eX
(6) y=C+x—J—dx;
~ x

OHA je JTaKJie UHTerpabeHa Ha TakaB HAYMH.

JemaBa ce u 3a jeqHavYNHe, Koje cafipxke (PyHKIUje HeNpelu3nupaHe,
OCTaBJbeHe Y OmITeM o6nmuky f(x), ¢©(x), Y(x),... Ja ce MHTErPAIl MOXKE
N3pas3uTy eleMeHTapHAM KOMOWHalMjaMa THX (PyHKIM]ja M OrPaHHYEHUM
6pojeM KBafpaTypa, Tj. HHTEerpalfja U3BpIIEHUX HaJ THM (QyHKIHjaMa U
BUXOBIM KOMGuUHaNMjaMa. Tako HIP. ONIITH UHTeTrpajl TMHeapHe jefHaYu-
He TIpBOTa pefa

() Y+ fH+e=0
(rme cy f v ¢ PyHKIHje He3aBACHO IPOMEHIBHBE KOJIMIMHE X) HMa OOIAK
® y= el dm ga]

Taxas je city4aj ¥ ca jefHaulHOM ipyrora peja

Wy ey =0
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(tme je ¢ dyHKUHja TPOMEHIBYBE X), YHJH j& OMNILTH HHTETpal

y = \/Cl +C2J‘€Mj’(pdx dX .

Benuku 6poj, Kako IojelnHaYHUX Ju(epeHLjalHuX Jef{HaudHa CBa-
KOra KOHAaYHOT pefia, TAKO U MOjeIUHUX OIIITUX THIOBA je[[HAYMHA, MOTY
ce WHTerpaluTu noMohy ereMeHTapHNX (pyHKIHja ¥ KBafpaTypa. Anm oc-
Taje HelperieaHa MHOXKHAHA jeJHAUNHA 33 KOje ce HHTerpas He H3paxana
HH KoMOWHaIMjaMa TakBuX (pyHKUMja, HI MOMOhy KBajgpaTypa. 3a HEeKe
THIIOBE jefHAYMHA YCIEJIO ce JIa Ce U JOKaXKe TaKBa HeMOryhHOCT, Kao HIIp.
3a ommTy Riccati-eBy je[HAYHHY

Y+ ey +y =0

(rme cy f, @, ¥ QyHKIHje HE3aBUCHO IPOMEHIBHBE X), NI 32 OIIUTY JTHHEap-
HY jefHaINHY

y(p) + fy(p—l) + (py(ﬁ—Z) +...+Ay=0

4Hju je pex p = 2. 3a Apyre THIOBE je[lHAYNHA HCTUHA TaKBE HEMOTYhHOCT
HHje 0Ka3aHa, ajld Cy CBY HOKYIIAju la ce OHEe MHTErpaje y KOHaYHOM 00-
JMKY ¥ ToMohy KBafpaTypa, ocTanu 0e3yCHelHH.

2. OITIITU IIOJMOBHU O NUHTETPALIMIU JETHAUMHA IIPBOT'A
PEIA
OmnuTy yHTErpan y faTe audepeHnujaate jefHauYuHe IpBora pefa
) f(x,y,y)=0

MOXKe Ce OJ[PeUTH y CBOja Ba pasHa o0JuKa:
1° Kao ¢yHkigja mpoMeHbUBE X U HHTErpalnone Koucranre C, y 00-

TUKY
(10) y=¢(x,C)
W, OTIITHje, Y OO0NNKY JefHaYNHE

(11) v(x,y,C)=0

TakBe J1a y, ofpeheno TOM jeHauUMHOM, 33[OBOJbABA jegHa4nHy (9) 3a Ma
Kakse BperHoCcTH x 1 C. Tako HIIp. jeqHAYNHA

(12) y'=y=0
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“Ma 3a OIIIITU HHTETpall

(13) y = Ce";
3a JeTHaYnHy

(14) y-xy=0
TO je

(15) y= Ce%;
3a jeHAYNHY

(16) ' +x =0
TO je

(17) x*+y*+C=0.

2° Kao onaj mapTHKyJapHH HHTerpan ucre jeguaumue (9) Koju 3a
X = x, Robuja BPeHOCT y = y,, a KaJ| ce Te BPEJHOCTH X, U Y, CMaTpajy
Kao NMpou3BoOJbHE. ['eOMeTpHjCcKH pedeHo: Ka0 OHA] HHTErPall jefHaUMHEe YH-
j¥ TeOMEeTpHjCKY TIpeJICTaBHIK (MHTErpallHa KPUBA JIMHHMja) MPOJIa3y Kpo3
TIPOM3BOJBHO Y3€TY TA4Ky (X, Yg) Yy paBHU xOYy.

TakaB 6u HIIp. MHTerpan 3a jegHauuny (12) 6uo

(x—xp).

Y =Yo€
3a jeqnaunny (14)

y =ype ?
a 3a jerHaunny (16)
x24+y?-x2-yl=0.

Op obnmka 1° mpenasu ce Ha oOMUK 2° M3pa3uWBIIA Ja WUHTErpajHa
KpHBa NpoJa3u Kpo3 TauKy (X, Yo ), LITO faje jeAHaUYnHY

(17) Yo = @(x9,C) OmHOCHO WY (xg,yy, C)=0

u enuMunuinyhu KoHcranty C u3 gBejy jenuaunta (10), ogrocuo (11) u jen-
mauune (17). Tako ce fobuja oniITH HHTErpan y oO6IuKy

(18) =~ y=A(x,x9,y9) OFHOCHO H(x,y,xy,yo)=0.

Ha nipBu morsen m3rnegano 61 ja Takas ONIITH HHTETPAN cagp>KU ABe
NMPOM3BOJbHE KOHCTAHTE Xy U Y, IITO HE Ou MOTNO GUTH, jep BE TakBe
KOHCTAHTE CaipKu OIIITH UHTETpajl caMo 3a jefHauuHe gpyrora pega. Me-
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byTuM, 1aKo ce yBepuTH fia Mopey CBera Tora IITO ¢y 06e KOHCTAHTe X, 1
Yo IPOM3BOJBHE, OHE CE€ KOJ jefHaYMHA IIPBOTa pefla YBeK IPYIHUILY Y jeTHY
jennny KoHcTaHTy C. Jep ako ce M3pasu ja OMNIITH UHTErpal y ofpehen
HIIP. JeHAYHHOM

(19) 0(x,,C) =0
3a X = x4 fo0uja BpegHOCT y = y,, Ro0Hja ce YCIOBHA jeHaYnHA
(20) ¢ (xg,70,C) =0
U3 Koje, Kafl 6u ce u3pauyHano C, TaKo fa je HIp.
C=0(xg, yo),
oty 61 HHTErpal 6mia PyHKImja y ogpebena jefHaunHOM
®Lx,y,8(x0,y0)1=0

rfe cy ce o0e MpON3BOJbHE KOHCTAHTE X, M Yy, TPYIHUCAlie Y caMo JefiHy, a
Ta je e(x07 y())

Y cBemy nammeM m3naramy opfie he ce y3eTu y 063up OBaj Apyru HaUYNH
oapen6e ommrrera nHrerpana. [Ipo6iem nnTerpanyje jegquaunte (9) jaBma
ce Tajia y oBoMe OOJIHKY:

A) Hahu tiakas uspas y, kao GyHKyuUjy upomenmouse X, ga jegHa4ura
(9) 6yge ugenitiunku 3agosobena 3a ma KAKeo X, U ga iiaj uspas 3a x = x,
gobuje epegHociii Yy = Y,.

Tana, ako ¢y BpeIHOCTH x, U Yy, OCTaBJbeHE IIPOU3BOJbHE, NMahe ce
OTIIITH WHTETPAN jefHaYNHe; aKO Cy Te BPe[IHOCTH yTBpheHe, nMahe ce meH
NapTUKYIAPHU WHTETpajl, © TO OHaj KOjU 3a X =X, NoOuja BPegHOCT
Y =Yo-

MebyTumM, 610 fa ce mMa Imocla ca OMIITUM, OMIJIO ca NMapTHKYJap-
HUM HHTETPAIOM Y, YBEK ce IpOoGIeM MOKe CBECTH Ha OBaj:

B) Hahu iiakas uspa3 y koju ugeHiiu4K 3ago6o.masa gpyey jegry gu-
gepenyujasny jegnavuny, ussegerny us gaiiie, u koju ke 3a x = 0 umaitiu 3a
epegrociti y = 0.

Jep ako cy BpefHOCTH X, U y, KOHauyHe, 11a e U3BPILIK CMEHa

(21) X=xo+t y=y,+u, dy _du

dx dt
U cMaTpa Ce f Ka0 HOoBa HE3aBUCHO IIPOMEHJbMBA KOJIMUUHA, & ¥ Kao HOBa
HeTo3HaTa GyHKIHja, fobuja ce HOBa, TpaHCcopMmucana gudepelnjaaHa
jefHaYnHA

(22) F(t,u,u’)y=0.
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Kagje x =xou y = yy, 6uhe t = 0 m u = 0. IIpema ToMe, Hahu unre-
rpany ]CIIHa‘{I/IHe (9) xoju 3a x = x, fo6uja BpEOHOCT y = y,, 3Ha4n Hahn
pHTerpan u jepHaunse (22) xoju 3a t = 0 go6uja Bpegnoct u = 0.

Y cnydajy Kajije xy, = oo, a y, KOHaUHO, TpeOa M3BPIIUTH CMEHY

1 dy f2 du

x=-, =yt U, —=—fr 2
t y=JYo dx dt

KaJl je Yo = o a X, KOHa4YHO, N3Bpinhe ce cMeHa

1 d 1 du
X =Xxq +1, y:;—’ Ei_:_;—fgt_

1 HAIIOCTIETKY, Kaf| Je X, = co, y, = oo Tpeba I/IBBpH_II/ITI/I CMEHY

_1 _ 1 dy _ * du
X=-, y=—, —
t u o dx  u? dt
na he pobujena qudepennyjanna jegraunna (22), CBOjUM MHTETPAIOM KOj1
3a t = 0 gobuja BpeguocT 1 = 0, gaTu u UHTErpan y jennaurHe (9) Koju 3a
X = X, Kobuja BPEgHOCT y = Y.

Kap je mpo6nem onpebuBama uHTerpaia popMmynucal y obnuky B),
MOCTaBJba Ce MUTame: Kako he ce fohu fo nHTErpana koju 3a x = 0 gobuja
BpenHoct y = 0? Kao mTo je Hanpep Ka3aHo, y HenperiiefHoM Opojy cinyda-
jeBa HE MOXE C€ MHTerpal u3pasuTu noMohy eneMeHTapHUX (yHKIHja 1
kBagparypa. [1a u y cny4ajeBuma kap je To Moryhuo, 1o6ujenn u3pas 3a ui-
Terpaj 4ecTO j€ TaKO KOMIUIMKOBAH M HENOJECaH 3a NPaKTHYHO padyHawe,
la o7 TAKBOT W3pa3a HeMa BeNrKe KOPUCTH. Y TaKBHM CIIyvajeBUMa YN Ce
riefa Jia ce IOHEIITO Y M3pa3y y 3aHeMapH, Kajl To Hehe MHOTO yTHIATH Ha
pesyiTar padyHa, ma he ce uMaTu 6ap NpuGIHKaH U3pa3 3a UHTETPA, WiIn
ce MOKYyIIaBa Jla ce MHTerpas u3pasm y oOnuky 6eckpajHora pefa, Yuju je
OOJIMK YJIaHOBA TAKaB [la CE ca HUMa MOXE JIaKO payyHaTH, UM ce Ha
IBbUMa MOXKe paclio3HaTH KakBa HapOYUTa IIOJeTHHOCT Be3aHa 3a WHTerpall.

IIpenmeT oBe xwure 6uhe Takae Ha4WH ofipefde UHTErpana, Tj. ipo-
baem ga ce uniliezpan gatlie gugeperyujaite jegnavune ogpegu y 06AuKy
' Kaxkeoza pega

(23) y=ug(x)+u(x)+u(x)+...
yuju e wnanosu 6uiliu Kaxee iipocitie pyHKYlUje He3A8UCHO TPOMEHbUBE
Koau4ure X U Koju he buitiu iiakae ga je

(24) 1o (0)+ 1,(0) + 14, (0) +... = O,

Kop cBakora pena (23) Mopa ce BOUTH padyH O TOMe 3a Koje he

BPETHOCTH X OH OUTH ynoTpeOspuB, Tj. KOHBepreHTaH. IIlpeMa ToMe nckasa-
HII Ipo6JieM NHTerpanyje CBOJH ce Ha OBa J[Ba 3ajlaTKa:
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IpsH 3agarak: Hahu popmanno peuterse tpodiema, Tj. Takas pex (23)
ca yCIIOBHOM jegHa4YMHOM (24), fa y M3pakeHO THM pPeJoM HMICHTUIKH
3a[J0BOJBH JaTy AupepeHIH]jaTHY jeqHauYnHY U ycioB (24), 6e3 063upa Ha TO
Ra nu he HabeHu pe KOHBEPTHPATH WU HE.

Jipyru 3agaTrak: HCIIATATH 3a Koje he BpeiHOCTH x HabeHu pep GutH
KOHBEPIreHTaH.

Kap cy, y matome cny4ajy, pemeHa oba Ta 3ajaTka cMaTpa ce Jia je
npo6ieM HHTerpanuje pakTHYKK pellieH, i foOMjeHH pefl cMaTpa fa faje
gaktiuuno peuiervbe Ipodema.

Jlako ce BHAM W3 MPOCTHUX IpuUMepa Ja Huje JOBOJGHO 3HATH CaMO
(hopmaHO penremne npobiieMa, jep ce MoXke IeCUTH ja foOujeHn pex Oyne
HeynoTpeOJbUB, jep HUje KOHBEPTeHTaH HU 3a KOjy BpefHOCT x. Tako Hip.
JEMHAYUHY

x%y —y+x=0
thopMaiHO 3a7JOBOJbABA PEN

y=0x+1x?+21x3 +3x* + ...

KOJjH 3a{0BOJbaBa U YCIOB (24), anu je OH HEYIOTPeOIbHB, jep HE KOHBED-
I'Epa HH 32 KOJY BPEAHOCT X.
Hctu je ciyyaj u ca pegoM

y = 0x + 1(+x )2 +20(Vx )P+

Koju (hOpMATHO 3aJI0BOJbaBa AU ePEHIHjalHy Je(HAUNHY
x(2xy'+1)?—y2=0

'Kao u ycnoB (24), ayu He KOHBEPIHPA HH 3a KOjy BPENHOCT X.
IlerraBa ce u TO 1a je JOOUjeHU peJ KOHBEPIEHTaH 3a HEKE BPENHOCTH
X, HIIP. 32 OHE IIITO Ce Hallase y je[Hoj ofpebeHo] o6iIacTu paBHH X, ajlu fia
ce He MO3Ke yIoTpeOuTH 3a OHY BPEJHOCT X 32 KOJy C& TPaXKu BPETHOCT HH-
Terpana. Tako HIP. pex
y=x+x2+x3+...

(hopMaITHO 3aOBOJbABA jefHAURHY
Y =(y+1?=0

u jeqHaurHy (24) anu je ynoTpe6IipUB caMo 3a BPEAHOCTH X IITO CE Hajlase y
Kpyry noirynpevHrka 1 onucaHoM oko x = 0, jep je pei KOHBEPreHTaH caMo
3a TakBe BPEJHOCTH X.

HamocneTky, fgemaBa ce u To ja je HabeHo ¢dopManHo pelleme
muchepeHIjaTHe jeHaYnHe y OGNHKY Pela KOJi KOHBEpIupa 3a CBe BpEjl-
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HOCTH X 32 KOje Ce TO TpaxW, ajlM [la pel He 3a[0BOJbaBa YCIOBHY jefi-
paunny (24). Takas je Hup. ciydaj ca OpOCTOM jeTHAYNHOM

y'=y
YUjH j€ ONMUTH HHTETrPa
y=Cée
H3paXKIBUB Y OOIMKY pepa
y= C+£x +—C—X2 +£x3 +...
I 2! 3!

KOHBEPTEHTHOT 3a CBaKy BpefHOCT x. MebyTuM, TakaB HHTerpaj camo Tako
MOKe 3aJJOBOJBHUTH jefHaunHy (24) ako je C = 0, anu y ToMe cliy4ajy UHTe-
rpall je HIeHTHYKY jelHaK HyJIH 33 CBE BPEIHOCTH x; TO JaKJe CTBApPHO HUjE
(yHKIIE]a T€ IPOMEHILUBE.

M3 TakBHX ce mpuMepa jacHO BHAY fa ce caMuM (popMaHUM pelle-
BEM He penlaBa nmpo6ieM HHTETpalije; TO pellene joll Tpebda JONyHUTH
pelllembeM 3aflaTKa KOHBeprennuje fo0ujeHora pefa.

3. POPMAIJIHO PEHIELE Y OBJIMIKY PEJA

Heka je gaTa qudepeHnujania je[HaunHa
(25) F(x,9,y)=0

IIa MOKYIIIajMO 3a[l0BOJBUTH je U3pa3oM HHTerpana y y o6imky Maclaurin-
-OBOT pefia

(26) y=ax+ax’ +ax’ +...

3afaTak ce CBOIU y IPBOME PeMly Ha TO Jla ce M3 caMe jemHaumHe (25)
u3padyHajy KoeuIUAjeHTH d;, d,, ds3, ... TAKO Ha m3pasom (26) Ta jegHa-
yuHa Gyfe 3a0BobeHa. [IpeTnocTaBuUBIIN HajIIpE Aa OAMCTA IIOCTOjH TaKaB
jemaH CKyI THX KoeduuujeHaTa, a popMaIHo pelene y o0nuKy (260) ogn-
cTa IIOCTOjH, Ofipeda KoedulmjeHaTa MOKe ce U3BPIINTH Ha OBaj HAUHH:

Kao mrro ce 3Ha 6uhe

_ D™
(27) a, = n '

Ijie yOIIITe Mo 3HAaKOM [@] TpeGa pa3yMeTH pe3ynTar Koju ce qobuja Kaj
ce y M3pasy ¢ CMeHe HyJIOM NIPOMEHIbUBE KOJIMUNHE KOJ€ () CafipKH.
MebyTum, u3 jegHauynse (25) ce Bunn Aa he BpegHOCT
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a, =[y’]
OnTH jefaH Off KOPEeHa jeTHaAYnHe
(28) F(0,0,a)=0

pemiene mo g. CBakoMe Off TaKBUX KOpeHa OArosapa, fakiie, II0 jelHa

MoryhHa BpegHOCT KOehHIHjeHTa a;.

JudepennyjamemeM jegnaurae (25) fobuja ce

aF aF s aF 7
oyt
ax oy’ oy’

=0,

ofaKJie je
oF OoF ,
—_— + paa—
m__0x Oy Y
oF '
dy’

W3pas Ha gecHO] cTpaHd mocnelhe jefHAYNHE, KA Ce Y HheMy CTaBu
. x=0,y=0, y'=a, nocrahe 6poj [y”]. Ako ce gakine Taj u3pa3 o3Hauu ca

F,, bulie
1
ap = E—![Fl]'
HudepeHunjasbemeM JefHaunHe
y'=F,
robuja ce, momrTo F, 3aBHCH Off X, Y, y’,
"o —a£L+QF—1y'+§F—1F1,
ox  dy dy

TaKo fia, aKO Ce U3pa3 Ha IeCHOj CTPaHH OBe jeJJHaunHe O3Hauu ca F,, a Kaf
ce y memy crapu x =0,y =0, y’ = a, fobujenn pesynraT 6uhe 6poj [y

IIpeMa TOMe je
1
as = ;[Fz ]

Tako ucro, nourro u F, 3aBUCH O X, Y,y , TU(pepeHIHjabemEeM jefI-

HaUWHe
yl’l - F2

nobuja ce
yﬂ” — an + an y,+ an Fl,

Cox dy dy’
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TaKoO Ja, aKO Ce U3pa3 Ha [IECHO] CTPaHH O3HauM ca F; My BeMy cTaB x = 0,
y =0, y' = a, nobujenn pesynrtar 6uhe 6poj [y””] u mpema Tome je

1
as = E[FB]'

ITponysXuBIIK TE pajibe U albe, JONa3H Ce O OBOTA 3aKJbyYKa:
Kag ce popmupa nuz ¢pyuxuyuja
(29) F,Fy Fs, ...

[pujy ipomenmusux x,y,y , Koje ce jegna uz gpyze ussoge ito obpacyy

oF oF oF
30 F” — n—1 + n—1 /+ n—1 F ,
(30) oy 0 oy
2ge je
31 Fo=_9r 9
( ) 1 aF
ay’
u zge ce UHgeKcy n gajy ysaciiotine apegrhociiun =2, 3,4, . . ., koeduyuje-
Haill a, umakhe 3a 8pegHOCIl
1
(32) a, = ——'[Fn-l]
n!

Zge ce iiog [F,_,] uma pasymeitiu peayaiiaiti koju ce gobuja xag ce y ¢pyH-
kuuju F,_, cmenu x =0,y =0, y =0, a 2ge je 0. jegan ma Koju og KopeHa
Jegrauume

(33) F(0,0,0)=0

peuieHe o o.

Kao mro ce BUAW TakKaB HauWH ofipefde KoeduujeHaTa @, UMa CMH-
cna caMo OHJa Kaj cBe pyHkumje Hu3a (29) umajy 3ax =0,y =0, y’ = o Ko-
HayHe U ofipeheHe BPEeHOCTH.

dynkumje Hu3a (29) nocrajy NIpoCcTHje y OBUM CIydajeBUMa:

1° Kap je mata gudeperimjanya jefHaylHa Hanucana y 00Ky

(34) y=fl,y)=0

outie
s of o
_9 9 o9
dox ayy
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u IIpeMa ToMe

y’ = gf aff fis
X

= gf' af‘f 5.
29

/III:% %— —

y ax+ay f=hh

TaKO ga ce Hu3 (29) dokaaia ca HU30M yHKYUja

(35) fir os for oo

WO 3asuce 0g geejy UpomMeHbUBUX X, Y, A U3B0ge ce JegHa U3 gpyze ilo 0b-
pacyy

(36) f = a{;" 1y Dt af" LE = fGn ).
X

Koedumujenar a, gat je o6pacuem

a, = “[fu—l]-

n!

2° Kap gudpepennujaina jefHauina He cafp>Ku IPOMEHIBUBY Y, T). Kaj
je oOnuKa

(37) F(x,y)=0,
Tajia je @, JeHaKo jeTHOMe OJf KOPeHa jefHaYIHe
(38) F0,00)=0
N3 (37) je
JF | dF
@ " _ 07
ox 9y’ Y
oflakie je
o
” ox
= - 2L = F R
y aF 1
ay’
3aTAM

”’—%_F_BE‘LFI

= =F,,
dx 9y’
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a m3 Tora ce nobuja jeqHaYnHA

v _ OF, , OF,

ox oy

Fl:F3.

TIpomysKWBIIN Te pafibe U ajbe, oNa3u ce [0 3aK/byuKa:
Hus (29) ¢pynxyuja, iomohy kojux ce, pema obpacyy (32), uspauy-
Haea kKoeguujenait a,, jecitie oHaj koju ce gobuja iomohy obpacya

oF oF

39 F = n—1 n—1 F

(39) o Ty
zge je

oF
— _0x_
(40) Fi=-55.
ady’

Y cnenujarHoM ciyvajy Kaf je jepnaunaa (37) Hanmcana y o0JIHKY
(41) Y =f(x)
uu3 (29) ce cacroju u3 pyHKUHja fi, fo, fi, ..., KOJe ce jegha us gpyze ussoge

iiomohy obpacya

(42) .f;l = '@af;l—__l’ f() = f(X)
: X

3° Kap audepeHuujaiHa jeqHaunHa He cagpKu MPOMEHIBHBY X, TJ. KaJ|
je obnnka

(43) F(y,y)=0
" xoeuImjeHAT 4, je jefHaK jeTHOME Off KOpeHa jelHa nHe
(44) F(0,0)=0
pemene mo o. 13 (43) je
oF  oF
o9y " _ O,
o o
OfaKJe je
o
n_ 0y _
oF ~ 1
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fa ce nu3 (29) gobuja iomohy obpacuya

oF oF
45 F = n=1 n—lF
( ) n ay Yy + ay, 1
Zge je
oF
S
(46) F, = 57
ay’

VY cnenmjanHoM ciy4ajy Kaj je jennaunta (43) HanucaHa y OONUKY
47) y=rf»)
nn3 pysrumja (29) cacroju ce u3 dyukumja fi, fo, fi,... Koje ce jegna us

gpyze uzeoge iio obpacuy

(48) f = y% £ = FO).
'y

Kay cy Koe(HUIHjenTn a, Ha Taj HaYdH M3pavdyHATH, Of HHTEpeca je
IPOBEPHTH 12 Pef
(49) y=ax +axt+axt+...

OJMCTa 3a0BOJbaBa KU EpeHjallHy jelHauYnHy Off Koje ce nomio. Pagu
ynpomthema crBapu oBfe he OUTH IPETIOCTaBBEHO fa je jefHadYMHa
pelreHa o U3BoAy y’, Tj. AaTa y OONHKY

(50) Y = f(x,y).

ITopepn Tora 6mwhe mpermocTaB/beHo fAa je pyHknmja f(x,y) Xomo-
MopdHa (PYHKIH]a TPOMEHIBUBUX X U y ¥ 6nusuEy BpegnocTr X = 0, y = 0.
N3 (49) no6wmja ce na je

(51) y' = by +bx +byx+bx? +...

r7ae je
b0=al, bl=2a2,...,b,,=(n+l)an+l

" IIpEMa OBOME IITO IIPETXON

_ n+l _ 1
(52) , bn - (n+1)'[fn] - I’l'[f”]
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rie je f, Jenas 4ma" Hu3a fi, f5, f3,..., Tj. TOTANHH U3BOJ MO X (PYHKLHU]jE
f,-1, ROOmjeH y3acTomuuM MudepeHIujabehbiMa IPBoGUTHE (YHKIH]je
fo = f(x,y) mo x uy, Bogehu pauyna o Tome fia je y QyHKIHEja IPOMEH-
TBUBE X.

Ca mpyre crpane, mowto je f(x,y) xomoMmopdua PyHKUHja IPOMEH-
JbUBHX X M y Y Onu3uny BpegHocTH x = 0, y = 0, TO Kaj| ce Y ¥0] CMeHH y
penoM ypebeHuM Mo crelneHuMa IMPOMEHIbHBE X, B caMa ce Ta (PYHKIHja
MOXKE Pa3BUTH y TAaKaB je[]aH pefl, la HEKa je TO

(53) - flx,y)=Ag +Ax +Ax? + Ax® + ...

Koedunmjentn pega 6uhe

1
=6—![f],
_A[df Ff
(54) Al_l![dx} 1[ax ayf] il

_ 1 |dh o L o |
Az_Z![dx} 2'[8 f}_ 2t}

W3 Jyera ce BUAH Jia je
1
(55) An = ;}[ﬁ:] = bn'

IIpema Tome pep (51) xoju maje usBop y’, u pea (53) xoju pmaje
dbyHKUHjy f(x,y) TOIITO Ce Y OBOj y cMeHH pefioM (49), uMajy ucre xkoepu-
WjeHTe; Ta Cy ABa pefa gakie Meby cobom jegHaka, Tj:

(56) y' = fxy),

IITO 3HAYHM Ja y, fedpuHucano perom (49) ofucra 3aioBOIbaBa MOoCMaTpaHy
nudepeHInjaIty jeqHa uHYy.

4. TIPUMEPU 3A OJIPEJBY ®OPMAJIHOI PEIIEILA

Y mpenmbeM 0felbKy HaBEICHH HAYMH 32 ofpeAdy hopMamHOr peule-
ha npobliemMa MHTeTpalyje Aaje eKCIUIUTHE U3pa3e KoeuiujeHaTta a,
pefia Koju ImpejcTaBiba To penlewe. OH faje MOryhHOCT fia ce UM u3pavyyHa
a, y obnuky obpacia Kojd Jiaje ONIUTH Koe(puImjeHaT 3a Ma KaKBO 7, UJIH
lla ce u3padyHa OHOJHUKO NMPBUX KoeduuumjeHata d,, d,, ds,... KOITHUKO ce
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xohe. OBo je nocnepmwe ofpebuBame MOTYhHO y cBIMa CITydajeBUMa; OHO
npBo je MoryhHo caMmo y nojegunnM, pebum ciyuajeBuma. Ilpaktuana npu-
MeHa Tora HauuHa Bufehe ce U3 OBMX HEKOJIMKAX IpUMepa:

1. mpumep. — Heka je gara jeqHayuHa

y'=%(y—x+l)3+l,

a ce Hajas3m jia je

1.3
flzT(y—x-i-l)s,
f2=1§'5< —x+1),

1:3.5.7
ﬁ_ 16 (y_x+1)97

U yOIIITe

1-3-5..2n+1 N
fy= 122l D (y g

npeMa yemy ce 3a Koe(uIrjeHTe MHTErPaIHor pejia fo0ujajy BpeHOCTH

_ (2!
an 22'1(11!)2 )
2. mpumep. — JlaTa je jefHaYnHA
’ 1 3
= —(1+y),
y=t y)

IIa CC HaJIa3Hu

1-3
fl = T(1+)')57

1-3-5
fo = 22 (14,
1.3-5.7 9
=== (1+ ,
f T (I+y)
1 YOIIITe
1-3-5..2n+1 P
fi= 2,,&” ) (14 )2

npeMa 4eMy Koe(UIUjeHTH g, UMajy HCTe BPEAHOCTH Kao KoeUuIlujeHTH Y

. 1
NpBOME MPUMEPY, OCEM a; KOJH HMa BPERHOCT 5
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3. mpuMep. — [laTa je jeqHaunHa

(I-x%)y? —4y* -1=0,
I1a Ce HaJla3u
Fo=F =(1-x*)y? - 4y* -1,

F = xy +4y,
1-x2
Fo= (5-2x%)y +12xy
2 = >
(1-x2)?

F. = (33 -18x%)xy’ +(32 +28x%)y
: (1-x2) ’

Tako fia he yommre F, 6utH ob6auka

_ by’ +qy
n (1_x2)n

Ihe cy p, ¥ ¢, MOIHHOMH n-TOT CTEIEeHa IO X.

W3 mudepennmjanae jeguaunne ce Hanasu ga 3a x = 0,y = 0 uzsoq y’
nuMa fiBe BpefHocTH 1. [IpBOj BpeIHOCTH OiroBapa HHTErpall YHjU Cy KOe-
(puimjenTR

al’—‘l, a2=0, (l_q:%, a4—_—-0,...

a Apyroj MHTerpal ca KoepUuInjeHTIMA

4. mpuMep. — YOUrMMO jefHaUYnHy ONmITer oOauKa

,_Plx,y)
57 =Tl
57) Y T 0y

rme ¢y P u Q TMONMMHOMM IO X W Yy, CA TMPETIOCTaBKOM Jla j& BPEeJHOCT
Q(0, 0) paznmuna of HyJe. JeHauUnHA MMa jefjaH, I TO CaMO jeflaH HHTe-
rpai koju 3a x = 0 gobuja BpegHocT y =0, 1 OH ce MOXKe Pa3BUTH Y pefl

y=ax +ax’+ax’+...

4YHju ce Koe(pUIKjeHTH N3padyHaBajy 1o oopaciy



142 HUHTETPALIMIA TIOMORY PEJJOBA

rjge r, O3HavaBa BPEQHOCT KOJy gobmja 3a x = 0, y = 0 u3BecHa ofipehena
panuonanHa ¢gpynkumja R,. Ta je pyHKUHja n-TH YNaH HA3A PAIMOHAIHUX

(pyskumja
Rl’ R2, R3, e

KOje ce JefiHa U3 Apyre H3BOJe Mo 06paciy

(58) Rn - aRn—l +£aRn—l , R P()C, )’)
ax Q ay Q(-xv y)

Osppe he 6uTu nmoxasaHo Jla ce M3pauyHaBame KoeduuujeHata a,
MOXKe CBECTH Ha M3padyHaBame, He HU3a PalMOHANHUX (PYHKIH]a, HET'O jeI-
HOTa HHU3a [TOJMHOMA TIO X, Y.

JHako ce yBeputu fa he dyukumja R, 6UTH jefaH TOJHHOM IO X, y,
nofiesber ca Q°; ma he R, 6GuTH mosnmHOM nofie/beH ca Q°, U jla he yomnTe,
aKO Ce CTaBH Ja je -

1 =

P,
R11=Q2n—1’ Pl:P’ (7121,2,3,---)
P, GUTH ONUHOM 11O X, y. VI3 jemHaunne
P,
Rn—l = Qz,,_lg
no6uja ce fa je
aPn~] _ 2 QQ [
IR, _ ? ox (209 ox P
dx Q2n—2 ’
P, a0
9=l _(2n-3)%.p,
aRn—l — Q ay ( ) ay l
ay Q2n—2
Ia CMEHUBIIE TO V jeqHaunHd (58) gobuja ce
59) P, = 4%t pOPuct L 0n_3ycp, . (n=2,34..)
ox dy

rjie ¢y A, B, C CTalHU IIONIMHOMH, Tj. HE3aBUCHM Off MHEKCA 1, KOjU Ce U3
faTHUX IoJMUHOMA P 1 Q, mito GUrypumty y AudepeHnnjarHuM jefHadYnHama,
H3BOjie 110 obpacimma

(60) A=Q2, BIPQ, C:“(QB—Q'FPa—QJ
’ ox dy



OIMIITH ITOIMOBU 143

KoeduuujenaT a, Taga ce jaBiba y 0GIHKY

L_1[.»,
n n! Q2n—1

Ia axko ce ¢a py, py, P3,... 0O3HAYE WIAHOBU HE3AaBUCHU Of X U y Y IONH-
Hommuma Py, P,, P, ..., a ca ¢ TaKaB 4J1aH y IOIMHOMY (), KOe(pHUIMjeHaT a,
n3pakeH je obpaciueM

-_ P
a, = n'q;n"l '

Kao miTo ce Bugy, u3pavdyHaBame KoedUIUjeHaTa HHTETPATHOT pefa
jemHauymHe (57) cBOmU ce Ha ofpebuBabe WIaHOBA HE3ABUCHUX O XUy Yy
noymHoMuMa Q, P, P,, P, ... KOju ce jefilan U3 fpyrora u3Boje mno oGpacuy
(59) y koMe Tpe6a nohu o1 NOYETHOT ONMHOMA

P =P(x,y)

mTo (PUTYPHILIE ¥ CaMoj [aTo] AUEePEeHIKjalHO] jeIHAYNHH.

5. KOHBEPITEHUMIJA NOBMJEHOI PEJA

OBuM WTO je HOBJe U3IOXKEHO PEUIeH je 3afaTak (GOpMaHOT pellle-
Ba y npobneMy HHTerpanyje audepennnjanse jegHauune. Kao mro ce
BHJIH, y CBUMA ClTy4uajeBuMa je MoryhHo dopMupaTn peq

(61) y=a,+ax+axt+...

koju he MIeHTHYKY 3aJOBOJLUTH ATy jefHAYNHY (56) ¥ OMTH TakaB Jia 3a
x = 0 maje BpegHocT y = 0.

Amu pa 6u fo6ujenu pep ao U (pakTUIKO pelemhe npodiema, Tpeda
3HATH jOII U TO fa JTA hie OH 6UTH KOHBEPTEeHTaH 32 BPETHOCTH X 3a Koje ce
To Tpaku. Kao mro ce 3Ha, cBaku Maclaurin-oB pef IMa CBOj KpyZ KOH8ep-
ZeHyuje; Kax ce BPETHOCT X Haja3u y TOME KPYTry, PeX je HACUTYPHO KOH-
BepredTad. Kpyr uma 3a nesrap tauxky x = 0; ako My je IONYyIpe4yHuKk R
6ecKkpajHO BEJIUKY PEf je KOHBEPTeHTAH 3a CBE BPEIHOCTH X; aKO je je[HaK
HYJW, pefi je IUBEpPreHTaH 3a CBe BPENHOCTH X W HEYNOTPEOJbUB; aKO e
KOHayaH ¥ pa3ifyaH Off Hyle, pef je KOHBEPIeHTaH U yNIOoTpeOIbHB 32 CBE
BPEIHOCTH X ILITO CE Hajase y KPyTy.

Kap 61 ce Morao nmo3HaBaTH IIpaBu KpyI' KOHBEPIeHIH]e, Tj. TaKaB fia
je pen KOHBEpreHTaH 3a CBE BPEJHOCTH X Y YHYTPAIIkbOCTH KPyra, a IuBep-
TEHTaH 3a CBE€ BPEHOCTH X BaH Kpyra, IMao OH ce HajIpOCTpaHU]H MOTY-
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hHy ckyn BpegHOCTH x 3a Koje 6 pej 6U0 KOHBepreHTaH. TakaB ce Kpyr
OCHM Yy H3Y3€THHUM CIIydajeBUMa, He MOXKEe OfpeIuTH. ANM ce YBeK MOXKe
OlpeNUTH TaKaB JefaH KpyT, omucaH oko x = (0, 1a ce MOXe HaCHTYPHO
TBpEnNTH fa he gobujenu pej 3a MHTErpan KOHBEPIUPATH 3a CBE BPEHOCTH
X IITO Cce Halla3e y BEeroBoj yHyTpauiwocTy, 0e3 063upa Ha To fa nx ke on
KOHBEpTIHpaTH U 32 KaKBe BPEIHOCTH BaH Kpyra. OueBUHO je fja KaJ ce He
MOe UMaTHé HajIpOCTPAaHMjH CKYIl BpPEJHOCTH 3a Koje he pejy OUTH yroTpe-
6/puB, ynyheHn CMO Ha TO a ce TPaXkd jelaH Ma M y>XKHM CKYI TaKBHUX
BpeIHOCTHU KakaB Oyfe MoryhHo Hahuz.

3a oxppenly TakBora jegHora Kpyra mocroju Cauchy-esa komiiapa-
HiUBHA Meilioga, IAjU ce IIPUHIHI CACTOJU Y OBOMe:!

Youumo nBe pudepeHIUjaTHe j[ETHAYAHE

(62) yi=flxy)
(63) v =@(x,v)

rae ¢y f 1 ¢ dyHKIUje XonmoMoppHe y 6n3uHK BpefHocTH x = 0, y = 0,
v =0. Te ce ¢ynknmje Taja MOT'y pPa3BUTH Y ABOCTPYKE PEOBE

(64) (X y) - ZzAnmx y ’

m

(65) Ox,v) =D, > Bux™",

m

KOju he HacUTypHO GUTH KOHBEPTEHTHHU y OJIU3UHY THX BPEHOCTH.
IIpeTtniocTaBuMO Ja cy ucnymbeHu oBU Cauchy-08u ycaosu.
1° ga cy csu koeuyujenitiu B, peasnu u GO3UTIUBHU,
2° ga mogyo csakoza koeguyujeritia A, He Upemawlt 8pegHOCHL 0F-
2osapajyhie? koedhuyujeniva B, ilij. ga je

(66) I Amn I S B INH;

3° ga je unitiezpan jegnauure (637) xoaomoppua Gyuxyuja upomer-
/UBE X 3a c8e 8pegHOCIiL X Y JegHome ogpeberome kpyzy C ollucanom oKo
x=0. .

Taja ce, y TaKBUM IIPETIOCTABKaMa, I0Ka3yje OBa IIpeXofiHa TEopeMa:

Peg

67 y=ax +a,xt+axi+...
( y 1 2 ;

Koju je Habern kao Gopmaino peuterse 3a qugpepenyujany jeguaqury (62)
Ouhe HACUZYPDHO KOHEepZeHItan 3a C8e SpegHOCUiL X WO ce HAAa3e Y
kpyzy C.
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Jloxas TeopeMe je OCHOBAH Ha OBUM j[BaMa CTaBOBUMa, KOju he mpeT-
XOHO OUTH JOKA3AHU:

Citias A) Heka je f(x) kakBa pyHKIHja XOIOMOpP(HA 32 BPETHOCTH X
TakBe fia je |x|<r, Tj. 32 BpeQHOCTH X Yy KPYyI'y ¢ NOJYIPEYHHKA I ca LEeH-
TpoM y Tauku x = 0, ¥ HeKa je M jelHa peajiHa U MO3UTHBHA BPEHOCT KOjy
He mpeMaia | f(x)| kag x ocraje y kpyry c¢. Ilopeqn Tora nmpetnocrasiba ce
Ia je pyHKIHja f(x) HEIPEKUIHA 3a BPEJHOCTH X Ha caMoMe Kpyry ¢. Taga
je 3a cee gpegHOCIiL X Y KpYy2Y ¢
arf

dx™

m1 L (m=01273.)

: g

(68)

To usnasu nenocpegHo u3 Cauchy-eBor oGpaciia IO3HATOT U3 OIILITE
TeOopuje aHATUTHYKUX (PyHKIHja

2n
m | . .
d f m. ‘ -[ f(ree, ) e-nezde
-2 ;

dx™ "

(69)

13 KOTa M3JIa3H1 f1a je

2
m ' 4 )
A | m! [1rereyreei. g
dx™ 2T ;
Ta TOIITO je
m! m! ; ;
— . , |e—nel | — L | re(-)z | <M,
rme2m o 2w A )‘
TO je
m 2n
I oy [ ao =2
dx"™ 27" 5 r.

Ciias B) Heka je f(x,y) xakBa ¢pyHKIHja XoaoMopdHa 3a Bpef-
HOCTH X TakBe fia je |x | < r u 3a BpegHOCTH y Takse Aa je |y | < r’ (1j. 3a
BPENHOCTH X ¥ KPYTY ¢ MOIYIPEYHHUKA ', ¥ 38 BDEAHOCTH Y Y KPYTy ¢’ IOJy-
npeynuka r’, ca nentpuma y x = 0, ogHOCHO y = (), a ca IPETNOCTABKOM [ia
je byHKIMja HenpeKuHa 3a BpEJHOCTH X U y Ha CAMUM KPYTOBAMa c U ¢’.
Heka je M jegHa pealHa M TO3WTHBHA BPEJHOCT KOJy He IpeMalna
| f(x,y)] Kaj x ocTaje y Kpyry ¢, a yy Kpyry ¢ . Taga je 3a cee ilaxee 8peg-
Hocliu x A y

g minly, (m—O,l,Z,...)
ox"ay" o’ n=012,...

f(xy)

(70) 4
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Cras je HenmocpegHa mocieaniia crapa A). Jep ako ce 03Ha4m Jja je

9"f _ oix
P o(x,y)
6uhe npema craBy A) 3a BpeTHOCTH X B y y KpyroBumac u ¢’
(71) L0 <2
R
1a IpeMa UCTOM CTaBy U
n 1
(72) 2" n!
ay H 2nr/n

rae je N jemHa peanHa IO3UTHBHA BPEIHOCT KOJy He mpemama | ¢(x, y)|
Kaj x 1 y octajy y kpyrosuma ¢ 1 ¢”. Ila momrro ce mpema (71) Moxe y3eTn

N=_m
r

U TIOLITO j€

gxie _ _@L amf _ am+n
ayn ayn (axmj axm . ayn f(x’ y)

u3 (72) pobuja ce nejegnaunua (70).

Cap ce Ha OCHOBY cTaBoBa A) M B) TeopeMa IITO ce UMa Y BHAY AOKa-
3yje Ha OBaj HAUWH:

Iomurro je ¢dyHkumja v XonoMopdHa 3a BpeJHOCTH X Y Kpyry C, oHa ce
MO3Ke pa3BHUTH Yy pef

(73) V:b1x+b2x2+b3x3+...
Koju hie GUTH KOHBEPreHTaH 3a TaKBe BPEIHOCTH X. YTIOpEAHMO Koeduim-

jenre pena (67) ca ogrosapajyhum xoeduuujentama pena (73). M3 panujux
oOpazara

ar = [f]
 a=lfl= Pf ff}
(74) as = L[ £]= Bf fa’;}
L f L (¥ o, w0
—3!|:8x2+2f8x-8y+f(8j dx dy tf 8y2}
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BUH ce cilipykillypa KoeduIujeHaTa a,, Koja je OBaKBa: a, je ca n! mopge-
7beH 36up cabupaka off KOjUX je CBakH! jJeflHaK IPOW3BONY Pa3HUX CTENeHa
¢dyHKIHjE f 1 BEHAX MAPLUAjaJiHAX U3BOJa IO X 1 Y.

Koeduunjentn b, nobujajy ce Kap ce y obpacuuma (74) dpyukumja f
cMeH? (PYHKLIJOM (; OHY faKJle UMajy UCTY CTPYKTYPY Kao Koe(pUIHjeHTr
a,. Mopnyo cBakora cabupka y obpacuuma (74), mpeMa HejeqHauMHAMA

(75) L,y <M

u (66) Koja ce MOKe HAIMCATH Y OOJIHKY

am+”
dx"dy”" /

am+n

76
( ) ax may n

o

MamHU je Off MOfiylia ofropapajyher cabupka y cIuyHuM oOpaciuMa 3a KO-
edunujernte b,. Ca npyre crpase, CBU Cy aplyjaHu U3BOAH (pyHKIHjE @
mo x u v no3uTuBHH 3a x = 0, v = 0 mo npetnocrasuu 1°. Mogyo cBakor
cabpuka y obpacumma 3a b,, IOIITO ce y oBAMa cTaBu x = 0, v = 0, jeqHax je
[akje caMoMe cabupKy, Ila ce U3 CBera Tora BUAM Jia je ¥ MOlyO Koedunu-
jeHTa a, MamM¥ of 30Mpa TakBAX cabupaka y u3pasy 3a b,, 1a Jakje Mambu
7 Off camor KoeduiyjesTa b,, Tj.

la,l <b,.

I1a xako je pex,
v =bx +b,x*+byx’+...

KOHBEPTeHTAaH 32 BPeXHOCTH x Y Kpyry C, 6uhe y TOMe Kpyry KOHBEpreH-

TaH U pef
y=ax+a,xt+ax’+...,

qEMe je TeopeMa [OKa3aHa.
Y3muMo cajp 32 gudepeHujanty jeqHauny (63) cnenyjaity jepHayy-
HY

dv M

N Co
r r ‘

rae r, ', M uMajy Mamoyac HaBeieHa 3Hauemwa. Kan ce dyHknmja ¢(x, v)
pasBuje y IBOCTPYKH pef [0 CTelleHrMa IPOMERJBHBHX X H v, U3 00pa3saiia

(77)

1 2 3
=1+£+(£) +(£) +...,
1_£ r r r

r
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MHOXEHEM ce fobuja fa je

(78)  @(r,v)= MEZ[ij(lj -3 Y s

rjie OIIITH KoedHunujeHaT IMa 33 BPETHOCT

M

m rn "

rr

(79) B mn =

Kao mrro ce Bunu, Taj KoeduuujeHat 3agoBosbaba Cauchy-eB yciaos 1°.

Ha je, ca TakBoM jegHaumHOM (77), 3amoBosbeH n Cauchy-eB ycios 2°,
MOXKe ce JOKa3aTH! Ha OBaj HauMH:

3Ha ce u3 Teopuje pa3BHjama pynkumja f (x ¥) y nBocTpykm Maclau-
rin-oB pefl fa KoeuuujeHat A, , IMa 3a BpeJHOCT

(80) Ay = — [a f(x,y)J

mlin!| dx"dy”
T7le 3arpajia, Kao W Hampe]], 03Hauyje 6poj Koju ce fobuja Kayx ce y QyH-
kiuju f(x,y) crasu x = 0, y = 0. IIpema Hejeguaunnu (70) Taga ce gobuja
maje
M

m./n
r

(81) A, | <

mITO mpeMa jegHaunnu (79) moxasyje Jia je opucra
(82) I Amn | < an

Tj. Aa je 3amoBosken n Cauchy-eB ycnos 2°.

Hanocnerky, fia je jennaunsoM (77) 3agoBoibeH u Cauchy-eB ycnos 3°,
BUJIY C€ HA OBAj HAUWH:

Jegnaumnna (77) MOKe ce MHTETPAIATH Pa3fBOJUBIIH jOj IPOMEHIBHBE

X # v, YAMe ce Jobuja -
(1———) dv = M .
r -

r

Hurerpanehu nobuja ce

v2
v ——— =—-Mrlog 1-Z |+C,
2r r
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rie je koncranta C ofpebeHa yciioBoM a 3a x = 0 6yze v = 0, mITo 3axTesa
na 6yne C = 0. AKo ce yBeie Ta BpeHOCT 3a KOHCTaHTy C W je[HaunHa ce
pely 1o v, fobuja ce

y = r’i\/r'2 +2Mrr’ log(l—ij.
r

Ycnos fa 3a x = 0 O6yme v = 0 gonymTa mpex KBagpaTHUM KOPEHOM
caMo 3HaK MHHYC; CTOTa 3a HHTerpan v Tpeba y3eTH BpegHOCT

v = r’—\/r’2 +2Mrr’ log(l—f—].
r

Taj je maTerpas v xonomopdHa GyHKIMja IPOMEHIBUBE X § OIIM3MHA
BpefHOCTH X = (), jep CHHIYNapHOCTH (pyHKIHje MPOM3NA3e caMo Off jenl-
HauYpHE

¥+ 2Mrr’ log(l— i) =0
r

log(l—f—) =0.
r

Osa fpyra jegHauynHa fjaje Kao JIOTAPUTAMCKHA KPUTHYKU CHHTYJIa-
pHUTET BPENHOCT X = r, aJli OBaj He [{0JIa3d Yy 003Up IOMITO Ce OBJie MOCMa-
Tpajy caMo BPEXHOCTH Y KPYTY MOJIYIPEIHHKA 7.

[IpBa jegHauwHa, pENIeHa 110 X, IMa CaMo jeJlaH KOPEH H TO
L
(83) Xx=r|l—ge2M |,

Ta je BPemHOCT X jeMHN CHHTYIapuTeT (YHKIHUje Vv, Y KpYyry
HONyIIpeYHrKa r ¥ mpeMa ToMe Ta he dyHKnuja 6uTH XomoMopdHa foKIe
roJ BpPEgHOCT x ocTaje y Kpyry C omnmcaHoM OKo Tadke x = 0 ca
MOJYIMPEYHUKOM

(84) R = r[l— 6-5%;7] .

Ca TaxBHUM KPYIOM 3a0BOJbEH je fakiie u Cauchy-eB ycnos 3°.

W3 ceera oBora ce BUIM ja Clienujasna jenHaynna (77) ucnymasa cBa
Tpu Cauchy-eBa ycioBa fa 61 MOIJIa UTpaTHU YOIy KOMIApaTHBHE jeiHA Y-
He 3a qupepeHumjany jegnavyuny (62). [I[peMa ToMe B paHnjoj IPETXORHO]
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TeopeMu peXt (67), no6ujeH Ha TOKa3aH! HauKH, Ouhe U CaM KOHBEPIreHTaH
y kpyry C nonynpeysuka R ogpebenor obpacuem (84).

6. ICKJbYUYMBOCT JOBUJEHOT PEJJA KAO MHTETPAJTA
JEMHAYNHE

Ocraje jom mocnefmke NuTawe, Koje TpeGa pelmuTy 1a 61 ce HMajo
IDOTIYHO pellele npobieMa UHTerpalnje: 1a I je nHTerpai, fooujeH Ha
IMOKa3aHW HA4WH Y OONIMKY pefia, JeAMHO MOTYhHO pelleme, WK nopey Hbe-
ra IOCTOJU U APYrH KOjM MHTErpas jefHaunHe kKoju 3a x = 0 gobuja Bpen-
HocT y = 0?7 Jep, ako OM ce MoKa3aio fja OfACTa IOCTOjH jOII KOjH HHTEerpal,
noOujeH Ha [PYI' KOJH HAuWH, OHJia OBO Jocajalllibe pelllele He 61 faBaio
MOTIYHO pellerke NpoblieMa HHTerpalmje.

Ila Tako MOCTaBHEHO MUTAKE HHLje H3IUIIHO, MOXKE CE BUECTH U3 IPHU-
Mepa y KojuMa audpepeHnujaata jefHaYlHa OINCTA MMa BHIIE O] JeJHOT
uHTerpaia kKoju 3a x = 0 qobuja Bpennoct y = 0. Takas je HIIp. ciyuaj ca je-
THAYHHOM

w'-1=0,
KOja IMa [[Ba HHTerpana
y=+V2x # y=-2x
KOju cy TakBU 1a 06anBa 3a x = 0 gobujajy spegHoct y = 0. Jegnaunna
x(1+x)y' =(1+2x)y=0
nMa 6eCcKpajHO MHOTO TaKBHX MHTETPala, jep je IbeH OIITH HHTErpal
y=Cx(1+x).

OcuMm TOra, mopefi HayuHa Ha KOJU CMO Yy OBOME ILITO IPETXONH JHO-
6w hopMalHO pellierhe mpoGiemMa HHTeTpalyje, # KOjH ce CaCTOJH y M3-
padyHaBamwy KoeduljeHaTa a, pefa

(85) y=ax+a,x*+ax’+...

fomohy meitioge y3actioiHux gugheperyujasverba, AMa U APYTUX Ha4YKMHA 3a
TO H3padyHaBame. Jenan 6u ol BUX O6HO HIp. oHa] ToMohy wmeilioge Heogpe-
berux Koeghuyujeraitia, KOju ce cacTOju Y OBOME:!

Hamnummmo uHTErpan y y o6auky peaa (85) ca Hemo3HaTHM Koedriy-
jeHTEMa ay, d,, ds, ..., l1a ce u3 Tora gobuja

(86) Yy =a +2ayx +3asx? +dax’ + ..
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Kap ce penosu (85) u (86) crase y gaTy gudepeHNUjaqny jeqHaunHy
Ha MecTo y i y’, jobuja ce jeHa jeTHauYnMHA

O(x)=0

y KOjoj KaJ| ce JeBa cTpaHa ypedHs IO CTelieHNMa IIPOMEHbUBE X, o0umja ce
jenHa jenHaunHa 00NINKa

My+Mpx+Mux*>+...=0

ynju he xoedunujeHTH 3aBUCATH off KoedunujesaTa a,, d,, ds, ... Jla 6u ta
jeHaYMHA MOTTIAa [OCTOJaTH 32 NMPOM3BOJBHY BPEJHOCT X MOTPeGHO je U
JIOBOJBHO a Oye MoHaoco0

My=0, M, =0, M,=0,..

Y u3BecHMM CllyyajeBEMa fieliaBa ce []a e U3 OBUX Je[{HaYUHa MOTY
U3pavdyHaTH KOCUUUJEHTH dy, d,, A3, ..., TAKO Jla CE€ 3a CBaKH OJf IHUX JNO-
Ouje jeHa UM BUILIE KOHAYHUX U ofipebenux BpegHoctu. Kap ce jegan ckyn
Tako ofipeheHnx BpeHOCTH IpUAa THM Koe pHuujeHTrMa, AudepeHIyjarna
jemnaunua 6uhe pefom (85) meHTHYKY 3aJ0BOJbEHA, a TTOIITO ce u3 (85) 3a
x = 0 gobuja y = 0, Tako gobujenn pey MpeAcTaBiba jefHO (OPMAIHO pe-
meme npodaema.

1. mpumep. — Heka je naTa jeqHaunHa
(I-x)%y +y+1=0;
Halla3W ce Ha MIOKA3aH! Ha4yWH [ je

_ 1 1 1
a, = -}, a2=-—2~, a3=—g, a4=~22,...

a oty KoedunyjeHaT a, 3a n=3,4,5, ... uspadyHahe ce u3 obpacna

_@n=3)a,,-(n-2)a,,

n

n
2. npumep. — [laTa je jexHaunHa

y —ef(l+y)=0;
HaJa3y ce fa je

a1=1, a2=1, a:;—_—%, a4:“8—,...

a omTy KoeduujeHar a, 3a n =2, 3, 4, ... u3padynahe ce u3 obpacna
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an:l P L AR L i
n T (n=2)!" (n—1)!

3. mpumep. — [1arta je jJeqHaunHa

(I+x2)y —y+x =0
Hanasm ce Ja je

a a, censpayyHaBazan=3,4,5, ..

1
a, = _(an—l - an~2)'
n

4. mpumep. — aTa je jexHaunHa

y/_y2 __x2 - O;
HaJa3m ce fa je
1 1

a,; =0, a,=0, a,=—=, a,=0, a:=0, a,=—,...
1 2 373 4 5 6= 3g

a a, ce u3pavyHaBa nomohy oOpacna

noc

Kao mto ce BUM U3 TaKBUX NpUMEpPa, HAYMH KOJH je Hallpef yIoTpe-
6ibeH 3a oapenly UHTerpana y y o6nuKy pefia He Mopa OUTH je[MHM HauWH
3a peurewe mpobiieMa M cTora ce OUcTa MOpa IOCTABUTH IITAKE: []a JIX j&
IIOJf IPETIOCTaBKOM YUHEEHOM 3a (pyHKUH)Y f(x,y), BOOHjeHO peliemne
JEOUHU MHTEIpal y jefHaYnHe

y = f(x,y)

Koju 3a x = 0 gobuja Bpenuoct y = 07 IIpernocraska je 6una Ta, fa je
f(x,y) dynkumja xonomopdHa y 6mu3uam BpegHoctd x = 0, y = 0. ITon
TAKBOM IIPETIIOCTABKOM MOXKE CE J0KAa3aTH ga je QoOUujeHo peuerse Oguciila
JequHo peuterve tiupaxcere spciiie.

Jla 6u ce TO goKa3alo, HeKa Cy y U z iBa TaKBa Pellleha, 1a 03HaYAMO
HBUXOBY PasiuKy y —z ca u. Tapga je

M’=y'—2’=f(x’)’)‘f(x,z)
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AIn
u' =@(x,y,u)
rue je

(87) (P(X,)’:M)Zf(x,)’)—f(x’y—u)-

ITomrTo je 3a x= 0w y =0, To MOpa 6utH 3a Ty BpegHocT x 1 u = 0. Kay
cey f(x,y) cMeHU y HabeHHM WHTErpanom, KOju je, Kao IIITO CMO BHJIEIIH,
xonoMopdHa (pyHKIHja poMensbuBe x y Kpyry C, dyHKIMja @(x,y, u)
nocraje XoJioMoppHa (PYHKIHja TPOMEHIBUBYIX X U U4 32 BPETHOCTH X U U Y
6nusuny Bpennocta x = 0, u = 0. OHa ce Taga MOXe pa3sBUTH y pef ypeben
MO CTENEHAMA IPOMEHIBUBE U

(88) O(x,y,u)= Ay +Au +Ayu® +Au® + ...

rre he xoedunujeHTH Ay, A}, A,, As, ... OuTH X0NoMopdhHe PyHKIHjE TPO-
MEHJbUBE X V Onmu3nHu BpegHocTH x = 0 (Imomrro je A, n-Tu mapiujajiHd u3-
BOJX (pyHKIHjE ¢ IO IPOMEHJBUBO] U, KaJ ce Y IbeMy cMeHH u = 0 I pe3ynTar
nopenu ca n!). :

W3 (87) ce Buam ga 3a x = 0 (momrro je Taga u y = 0, u = 0) Mmopa 6ut n
¢ = 0. IIpema jepguaunnu (88) To 3axTeBa fa je A, = 0, a mopex Tora MOry
OUTH jemfHaK¥ HYIH ¥ jOII jefJaH WJIW BHIIEe IPBUX KoedUUUjeHATA
Ay, Ay, As, ... Heka je To cirydaj ca mpBUX k KoedunujeHaTa, Tako fia je

AO :Al :Az :"':Ak—l =0
Jepuaunsa (84) ce Tama cBomu Ha

Q(x,y,u)=u*h(x,u)
rae je
7\,(X, M) =Ak +Ak+1u +Ak+2M2 +...

Kay ce ona Hanuue y OONUKY
(89) o—u=(x,u) (k=1
u

TO, IOILITO JIOrAPUTAMCKY M3BOJ (PYHKIHjE u TlocTaje GecKpajaH Kaf je
u = 0, Tako GX MOpaJIO OUTH U Ca JIECHOM CTpaHoM jegHaunue (85). Ann To
je HemoryhHo, nomro je A(x, u) xonomMopHa QyHKIMja y ONU3NHA BPEN-
wocte x = 0, u = 0. Jepuauuna (85) je gakne HeMoryhHa ako u H¥je HACH-
THYKY jeTHAKO HYJIH, a Tajla je y = z 3a IPO3BOJbHY BPENHOCT X; HHTETPAIIH y
¥l 7 HE Pa3iuKyjy ce, AaKie, Mehy co6om.



JPYTI' ONEJBAK

OCHOBHE TEOPEME U
ITPAKTHUYHA YIITYTCTBA

7. OCHOBHA TEOPEMA O ®PAKTHMYKOM PEUIEWRY ITPOBIIEMA
NHTETPALIINIE

VI3 nenoKyIHOT Jocajlallllber U3jIaramba U3BOJU C& OCHOBHA TeopeMa
3a MHTerpanyjy audepeHnnjalHuX jefHaYnHa IpBora pefia y oonuky Mac-
laurin-oBor pefa, Koja HOCH Ha3|B iieopeme Briot-Bouquet-a.

Heka je gaTa jeqHaunna

(90) yi=fxy)

rae je f(x,y) Ma KakBa (PYHKIHja NPOMEHJbUBHX X U Yy, X0JIoMopdHA ¥
6mm3uHu BpepHocTH x = 0, y =0, Kao U 3a CBe BPEIHOCTH X Y JeTHOME KPYTY ¢
ONHCAHOM Y paBHH IPOMEHJBUBE X OKO Tayke x = 0 U 3a CBe BPEHOCTH y ¥
jeIHOME KPYTy ¢’ ONHMCAaHOM y paBHHU IIPOMEHJbUBE y OKO Tayke y = 0. AKO
cy r ¥ r’ TONyNpeyHuIM Kpyrosa ¢ 1 ¢’, a M Kakap pealaH IO3UTHBAH 6poj
KOjU He TpeMallla BpeTHOCT Moayna ¢yukumje f(x,y) AOK X Hy ocTajy y
THM KpPyroBAMa, OHJla BAaXKH OBa TeopeMma, Kao pe3ylTaT CBera IITO je
Hallpe[] H3J0KEeHO:

OHaj unitiezpan y jeguauune (90), koju 3a x = 0 gobuja epegrociti y =0
yeex ce modxce passuitiu y Maclaurin-o6 peg

y=ax +ax*+ax’+...

Yuju ce oMU KoepuuujeHaill a, uspavyHaea iiomohy é6pacua
1
(91) a,= —|[.f;1—l]’
n!

a zge je 1, §), 5, ... HU3 pynxyuja xoje ce jegua uz gpyze uspauyrasajy iio-
mohy obpacua
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of, o,
(92) fr= Dt p P pos fiay).
ox dy
Hobujenu peg hie Hacuzypro 6uiliu KoneepZeniliar 3a cée 8PEgHOCTTIL X
wino aexce y kpyey C oiiucanom y pasHu x oko iiauxe x =0 kao yenitpa ca
fHoAYUpEUHUKOM

(93) R= r(l—e_j;?)

MeToga KOjOM CMO JOILIH O OBE OCHOBHE TeopeMme, je Cauchy-esa
KomilapaiiueHa meitioga Koja ce cacTOJH Y TOME Ja ce JOOMjeHH pejl 3a UH-
Terpan y ynopeim ca pefoM IITO Aaje HHTerpal v Apyre jefHe RugepeHIu-
jaHe jellHa4yWMHe IpBOTa pefia, 3a KOjU ce 3Ha jefaH Kpyr y KoMe he pen
IITO M3paxkaBa v KOHBeprupaTh. TeopeMmy je npBu flokazao Cauchy, anu cy
je Briot m Bouquet yYHHUIN Ta4vHUjOM, NMOTIYHUJOM H IIPOIIUPHIA jOj
o6nacT yuoTpeOI/bUBOCTH.

C 003upoM Ha HaIlpefl HaBe[eHy CMEHY, KOJOM Ce TaukKe Xy U Y, Y
CBOjUIM paBHUMA MPEMEINTA]y Y KOOPAUHATHH II0YETaK, TEOPEMH Ce MOXKe
IaTH 0Baj OOJIUK:

Heka je ¢ynkumja f(x,y) xonomopcHa y ONH3UHE BPENHOCTH
X =X,, Y =Yy, Ka0O U 3a CBE BPEJJHOCTH X Y KPYI'y ¢ OIIUCAHOM y PaBHHU X
OKO Tauke X = X, U 32 CBE BPEJHOCTH y Y KPYTYy ¢’ OIIMCAHOM y paBHU y
OKO TauKe y = y,; HeKa Cy r U /’ HOJIyIpeYHUUH TUX KPyrosa, a M Kaxkas
peajlaH MO3WTHBaH OpoOj KOjH He NpeMallla BPEJHOCT Mofyna (pyHKIH]e
f(x,y) mok x u y ocTajy y TUM KpyrosuMa. Tapa:

Onaj unitiezpan y jegnaqune (90), koju 3a x = X, gobuja epegrociii
y =y, Moxce ce passuitiu 'y Taylor-os peg

Y = A(r = x0) + Ag(x = x)" + Ay(x = x)" +...

Otwitiu koepuyujenaii A, pega uspauyHnasa ce tiomohy obpacuya
(91), aau zge [f,_,] o3nauyje bpoj koju ce gobuja xag ce y @yuryuju £,
CMEHU X = Xg, Y = Yo. Hus ¢pyuxuyuja f, f,, f;, ... ofieiti ce ogpebyje iiomohy
obpacya (92).

Lobujenu peg he nacuzypro Ouiliu KOHEepZEHIIAH 34 C6€ 8P EGHOCILL X
wiitio aexce y kpyzy C oliucanom y pasHu X oko iauke X = Xy K40 YeHUipa,
ca toayipeyruxom (93).

YocranoM, Hampey je TOKa3aHO KaKo ce CIy4a] X = X,, Y = Yy YBEK
- cBopu Ha cayvaj x = 0, y = 0, Tako ma oBaj Apyru oONHK TeopeMe Huje
- ONIITHjH OF IPBOTA. '

TIprMeTHMO fia IIOMITO je
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> 0,
2Mr

TO je

.
O<e 2M <]
U IIpeMa ToMe
-
O<l—e 2M <

IIa Jakie
R <r

Kpyr C y xome he KOHBeprupaTu MHTETPAIHH PEX y, cajipkKaH je,
lakie, y Kpyry c y kome je ¢yHknmja f(x,y), cMaTpaHa Kao (pyHKIHja
IIPOMEHJBHBE X, XOJIOMOP(QHA.

8. IPAKTUYHA IIPMEHA OCHOBHE TEOPEME

Briot-Bouquet-oBa OCHOBHA TeopeMa NOTIIYHO pelllaBa MpobiieM HHTe-
rpanyje pudepennujande jequaynne mpsora pepa (90) momohy Maclaurin-
oBux u Taylor-oBux penosa. IlpakTHyHa NMpuMeHa TeopeMe Ha IOjefuHe
faTe clydajeBe 3aXTeBa Jla ce ofpefie MOJIYyIIPeYHUIN » U 1’ Kpyrosa ¢ u ¢’
Kao u 6poj M, 3a jary pyHkumy f(x,y).

A) Ogpeg6a tioaylpeunukaru r’.

IIpe cBera mMa ciryyajeBa Kaj ce MOXe 3a r U 1’ y3eTH jeflaH map ma
KOJMKHUX MMO3UTUBHEX O6pOjeBa; TO cy ciiydajeBu Kaf je f(x,y) nena QpyHK-
I1ja HPOMEHJbUBHX X U Y, HIIP. KAKaB IIOJIMHOM IO X 1 y.

Kap Huje Takap ciaydaj, oHja Cy jefaH off Ba MOJyIpeuHuKa, Wix 00a,
orpanmyenu. XonomopdHocT dyHKImje f(x,y) YOIIITe INpecTaje 3a
BPETHOCTH X U y KOje 33/J0BOJbaBajy U3BECHY jefHadyuHy ¢ (x,y) = 0. Taxko
HIp. pyHKIWM]a f IpecTaje OUTH X0IoMOp(Ha 3a TaKBe BPEJHOCTH X, ¥, Kajl
OHa ¥Ma Koju off o0JIuKa

PLDp o yfotey), y> P(x,7)10g¢(x, y).

o(x,y) N O(

Y cnydajy Kaj @ cajjpx# caMo X, XOJIOoMOpPGhHOCT MOXKE IPecTaTH ca-
MO 33 OHEe BPEIHOCTH X 3a Koje Je ¢(x) = 0;Kaj @ cagp>Ku camo y, OHa Ipe-
cTaje caMo 3a OHE BPEJHOCTH y 3a Koje je @(y) = 0. Taga ce y mpoMm ciy-
4ajy MOXKe 3a r y3eTH MOAYO Ma KOje BPeTHOCTH x OiiKe Tauky x = (} Hero
Ma KOjH KOpeH jefHadnHe ¢(x) = 0, jep KaJ Kpyr ¢ UMa HOJIYIPEIHAK Ma-
BH OJf TOTa MOJLyJIa, Taj KPYT He Caj(p>ku Y CBOjOj YHYTPaIIkHOCTH HIKAKaB
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CUHTYNApUTET (PyHKIM]E f; 32 MONYIIPEUHUK I’ MOXKE Ce y3eTH KaKaB Ce XO-
he moswTHBaH 6poj. Y gpyrome ciiydajy Moxke ce 3a 1’ y3eTH MOAyO Ma
Koje BpeNHOCTH y OnmsKke Taukm y = 0 HEro mMa Koju KOpeH jeHaunHe
¢(y) = 0, U3 UcTOra passora Kao y IpBOM CIIydajy; 3a r c€ MOXKE y3eTH Ma
KakaB IosuTuBaH O0poj. HarmocieTky, xan ce jegHadumHa @(x,y)=0
pacnaja Ha fiBe jefHaunHe ¢,(x) =0 u @,(y) = 0, y3ehe ce 3a r Mmonyo Ma
KOje BPENHOCTH x Onme Taykd x = 0 HEro Ma Koju KOpEH jeJHauYdHE
¢, = 0,a3a r’ MOlyo Ma Koje BpeHOCTH y GivsKe Tadku y = 0 HETO Ma KO-
j¥ KOpeH jefHadune ¢, = 0.

Ann je mpo6ileM KOMITUKOBAHUU Kajl ce (PYyHKIMja ¢ He H3pakaBa y
KOMe Off 006JIhKa

P, y)=0(x),  9(x, )=o),  9(x,¥) = ¢ (xX)P2(y),

W yomIITe Kaj jefHauuHa @(x,y) = 0 Hema KOpeHa X = QL MJIH y = [ Ifie cy o
4  KOHCTaHTe. Y TaKBUM Ce CIy4yajeBUMa MOXKe ITOCTYIIMTH OBaKO:

TTowro je dyukimja f(x,y) xomomopdua 3a x = 0, y = 0, BpegHoCT
¢(0, 0) je pazmuana o HyJe. Y BeIHKOM Gpojy ciIyyajeBa MOTyhHO je Hahn
TakBy jeHy peallHy (OYHKIHU]Y A [ABE]y IpOMEIbUBUX KONUYMHA J1a, aKO Ce
CTaBH fia je

Ixl=p, Iyl=p,

6yne 3a CBe BPEJTHOCTH X U y
lo(x, I >A(p.p)  A(0,0)>0.

Ilpu Tpaxkemy Takse jeqHe PYHKUUje A YECTO IoMaxe MpaBuiIo Io
KOMe je MOJIyo 36Hpa Marb| off 36Mpa Mojyiia, a Behu off pasnuke Mofya,
.

tul—=lvi<lu+vi<tul+lvl.

Tako HIp. Kaf je
o(x,y) =1+axy

6uhe
Lo(x,y)I >1-laxy | =1-0opp’, oa=lal.
Kap je
Q(x,y)=1+ax"y"(b+cx?)
ouhe

lo(x,y)l >1-Tax™y" -1 b+cx? 1,
Ta MOIITO je
lb+ex” 1<l bl+1clp?,
Ouhe
Lo (x,y) 1 >1-0p™p"(B+1vp")
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e je
o=lal, B=1bl. y=lcl.

Kap je y gaToMe ciyuajy HabeHa TakBa jemHa dyukumja A(p, p’), oHga
IIOCTOjH OBO IIPABUIIO:

AKo ce peaanu o3utiiueHu bpojesu p u p’ cmaiupajy kao Koopguua-
ile x u'y jegre okpeitine iiauke M (X, y) y pasru xQy, ia ce koHclUpyuuie
peaana Kpusa

(94) A(x,y)=0

u youu obaaciti Q (BUIH CIHMKY) Koja ce caciiioju u3 ceux mozyhrux upa-
soyzaoruxka OM MM, ca epxosuma 'y

0(0,0), M(x,0), M(x,y), My(0,y),

witio ce Haaaze yeau y Ho3uitiusHoj obaacitiu kpuse (94), iwaga ce 3ar u r’

MOZY y3eiliu KoopguHailie jegHe ma Koje iauke y iioj obaaciuiu L2.
Jla 6m ce To gokazalio Tpeba
MOJICETHTH [a, Kao IITO CE 3Ha W3
Amnanutnuke I'eomerpmje, Kpusa
(94) nenu paBaH xOy Ha HO3UMIUBHY
u HezZamiusHy obaacili Te KpuBe, Tj.
a TakBe iBe 00JIacTH, pacTaB/bEHE ca-
MOM TOM KpDHBOM, ia 32 CBE TadKe
M (x,y) y jenHo] of ®mux (pyHKIH]a
A ocTraje HEIpEeCTaHOo MO3UTHUBHA, 4
Q y Apyroj HempecTaHO HeraTHBHA.
3Hak (pyHKIHje A, OHAKaB KaKaB je
32 jeqHy NPON3BOJ/bHO H3a0paHy Ta-
LIS LAY, YKy jegHe TakBe OOJIacTH, OCTaje
0 M, y  HEIpOMemEeH 3a CBE Jpyre Tadyke M
y wucrtoj o6nactu. Kako je
A(0,0) > 0, mosuTuUBHA obnact je
yYBEK OHAa Y KOJOj je KOOpAMHATHHU

© HOYEeTaK.
Ha npnmep, npapa nuHHja

NN\

v

Alx,y)=y+2x+3=0

Aenw paBaH xOy Ha [iBe 06JIaCTH; je{Ha, Y K0jOj je KOOPAUHATHHM II0YETAaK, j€
[O3WTHBHA, jep Y ’beMy (PYHKIMja A ©Ma BPEIHOCT +3; IpyTa, y K0jOj j& HIIp.
Ta4yka X = — 2, y = — 5, je HeraTuBHa, jep y 0BOj Ta4ky (pyHKIUja UMa BpeJ-
HOCT — 6. '
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Tako ucro Kpyr
Mx,y)=x*+y*-4=0

JeJU PaBaH Ha YHYTpallky M CIOJBANIKY KPYKHY OOJACT; 3a TauyKy
M (0, 0) dyHknHja A uMa BpegHOCT — 4, a HIp. 3a Tauky M (2,3) oHa HMa
BPEHOCT + 9. YHyTpamma o67acT je HeraTHBHa, a CIOJballlihba IIO3UTHBHA.

Kap je, makne, KoncTpyucana kpuBa (94) u ofpehena mheHa O3UTHBHA
obnacr, Koja he capXaTh 1 KOOpAHHATHY IIOYETAK, 32 CBE BPEME JIOK CE
tauyka M (x,y) moMepa y TOj o6JacTH, 2 y KBaipaHTy MO3UTHUBHHUX KOOPKH-
Harta, PyHKIM]ja A He MeHa CBO] MO3UTHBHHE 3HaK, Ta he, jakie, 3a KOOpau-
gaTte x =r, y =r’ jegHe Ma Koje Tauke M (x,y) Y HCTOj 0GIACTH OCTATH
no3uTuBHA. To 3HauM fa he 3a cBe Tauke M IOCTOjaTH HejeAHAUNHA

lo(x,y)| >A(r,r")>0.

Axo ce mTa BUIIE Tayka M moMepa y obnacta {2, 3a BpeMe Ma KaKBOT
noMepama of M (0,0) mo M (r,r’), a gox | x | = p pacre off HyJle fio r, a
|yl =p’ oguyne go r’, pynkumja A(x, y) He MOXe OUTH jegHAKa HyIu. A
TO MOKa3yje fa, JOK ce x Kpehe y cBOMe KpYTy ¢ NOJNYIPEYHUKA r H Y Y
cBOMe Kpyry ¢’ IoJynpeyHuka r’, Ma Kako, pyHKumja f(x, y) HENpPeCTaHO
ocraje XonoMop(Ha, YnMe je Topre TBpheme foKka3aHo.

1. mpumep. — Heka je nata jegHauynHa o0IuKa

s _ plx,y)
y = —
a+ bxy

rie je p(x,y) MOJIMHOM TIO X, y, a a U b JIBe NO3UTUBHE KOHCTAHTE. XO0M0-
MopHOCT (PYHKIIHjE Ha {ECHO] CTpaHU je[HaulHe IPECTaje Kay je
a+bxy=0.

ITowmro je
la+bxyl>a-blxl|-1yl=a-bpp’

MOKe Ce 3a r U 1’ y3eTH afciuca ¥ OpfiUHaTa jeffHe Ma Koje Tauke M (x, y)
y HeraTHBHO] 06JIaCTH paBHOCTpaHe Xuiepooie

a
xy——=0
M

U TO y KBaJpaHTy IO3UTHBHUX KOOPAKMHATA, IIOIITO Ce £ mogyfapa ca TOM
obmacru.
2. mpumep. — Hexa je fara jegpaunda oOnuka

N 1€ 75))
y - 2 7
a+bx“+cy
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Ife Cy a, b, ¢ mo3uTHBHE KOHCTaHTe. X0JIOMOP(HOCT HeCHe CTpaHe mpe-
craje kay je
a+bx®+cy? =0,

a MOITO je
la+bx?+cy*l za—1bx?+cy? |,
a
| bx? +cy* | <1bx? 1 +1cy* | = bp? +cp’®.
TO je

la+bx?+cy* | = a—bp*~cp.

3a ru r’ Moxe ce, fakie, y3eTH ancliyica U OpAnHATa jegHe Ma Koje
Tadyke M (x,y) y yHyTpallmbOCTH Kpyra

bx*+cy*—a =0

OIIMCAHOI OKO KOOPAUHATHOT MOYETKA, a Y KBaJPAaHTY HO3UTUBHUX KOOP-
auHaTa, HOIITO CE OIIET Q noaypapa ca TUM KPY2KHAM KBaApPaHTOM.

B) Ogpeg6a 6poja M.

OuesupHO je na 6poj M, Koju Tpeba jja je Takas fa ra MOAyo (PyHK-
muje f(x,y) He mpeMalllyje oK X OCTaje y CBOME KPYT'y ¢ HONyIpeYHHuKa 1,
a y y CBOMe Kpyry ¢’ monynpeyHuka r’, 3aBucH off Bpegnoctu r u 1. [Ipo-
6neM fla ce TaYHO Habe Ta 3aBUCHOCT, HepellUbMB je, n3y3uMajyhu Heke Bp-
JI0 TpOCTe ciyuajeBe. AJM MOUITO HE CaM YCIOB, Koju ofpebyje M, nuje
NPEIU3aH, jep ce Tpaku caMo TO Jla Taj 6poj He Oyfe Mambu Off IOMEHYTOora
Monyna pysKImje f(x,y), TO je mocao ympourheH u 3afaTak oapende 6poja
M y HenperyiemHoM Opojy ciaydajeBa PELUbHB.

ITpe cBera, y MHOTHM CJIy4yajeBUMa IOMaxXe NPaBUIO Aa je MOMAYO
36Mpa Mamku of 30Kupa MofyJa, a Behu off pasnuke Mofyna. Tako Hip.

1° 3a jepHaYMHY
Y =Al-xy

[T—xyl <1+, r=lxl, r=Iyl

M =1+

onhe

I1a Ce MOXE y3eTH
2° 3a jeqHAYNHY

npeMa ‘
Ix2—y2l<ri+r2

MOZKe CE y3eTH
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M =A~r?+r?

3

yr=x?y+1=0

M =31+r%7,

MebyTum nocroju 3a onpendy 6poja M W jefHA OMIITA Meilloga Majo-
puparba, Koja ce cacToju Y OBOMe:
Kap je paTa jeqraunna

3° 3a jegHAYUHY

MOXeE CE€ y3€TH

y'=fxy)
rae je f(x,y) dyHKnuja xonoMopdua y 6mu3mHu BpegHocT x = 0, y =0,

Ta ce (PyHKIHja MOXKE pasBUTH Y ABOCTPYKM Maclaurin-oB pex

(95) FOY) =Y Ay

m n

3a ¢yaxmujy f(x,y) Kaxe ce ja je Majopupara jeqaoM (PyHKIHIjOM
A(r, "), N3paskE€HOM ABOCTPYKHM PEeOM

(96) M= B

m

TIe je
r=lxl, r=1Ityl

aKko cy xoeunumjerTa B, pena (96) cBu peanHu U IO3UTUBHY a IIPU TOM e
3a CBe BPEIHOCTH MHJEKCA 1

(97) I Amn I S an'

ITomTo je

L= DT A, - Ixm - 1y"),

m n

m n m..’n
LA, -1 x™-1y"l £B,,r"

he 3a cBe BpeIHOCTH X y KPYTY ¢ TIONYIPEUHUKA 7, U 3a CBE BPEJHOCTH y Y
Kpyry ¢’ mosnympeunuka r’ (ca HeHTpuMa y KOOPAHHATHOM MOYETKY )

(98) | f(x,y)l <A(r,r).

3apaTak ofipefibe 6poja M cBefeH je Jakie Ha
1° Tpaxkeme peanHuUX NO3UTUBHEX OpojeBa B, 3a Koje he mocTojaTa
HejeqnaumHa (97)
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2° Ha cymupame noMohy HBUX (POpPMUPAHOT ABOCTPYKOT peaa (96).
A Kag Je io u3epuieHo, modxice ce y3eiiu
M = A(r, F).

Y nojep@HUM OMIUTHJUM clIy4ajeBuMa 6poj M ce m3paxkasa HellOCpesl-
HO nomohy came ¢yukuuje f(x,y). Tako he Outu Kaj cy cBH xKoepuIn-
jeHTH A,,, PeajHH, a mopeq Tora

1° unm Cy CBH OHH MO3UTHBHYU; Taa C€ MOXKE Y3€TH
an = Amn

IIa JaKie

A, r) = ZZA,,,,,rmr’" = f(r, 1)

Taxo fa he 6utu
M= f(rr);

2° Wy ¢y cBM KOe(pUIMjeHTH IapHOTa paHra m MO3UTUBHH, a CBU He-
HapHOT PaHra m HeTaTHBHU; Tafd CE€ MOXE y3€TH

M = f(=r1r";

3° wiu cy cBU KOe(pWIWjeHTH MapHOTa paHra n MO3UTUBHH, a CBU
HEMAPHOT PAaHTa n HETaTHUBHH; Tafla CE MOXE Y3ETH

M= f(r,-r").

Tako UCTO, y NOjeJMHAM ONIITHjUM CIydajeBIMa MOXE Ce Majopupa-
e QyHKngje f(x,y) CBeCTH Ha Majopupame IpocTujux dynknuja. Takas
- je Hmp. ciy4aj Kax je pyHKumja f(x,y) obnuka

F=0W +0¥, +03y; +...

rae cy ¢, 4, ¢GyHKIUje IPOMEH/bUBHX X H Y.
ITomTo je Tama

LAl <T@l -ty t+lgyl-Ty, +...
TO KaJl Ce 3Hajy MajopupaTi PyHKIH]E

(pl’ (p29 (Pz,
Vi, Yo, Ya, ..

uMahe ce Majopupana n dpyukimja f(x, y), na he ce Tume, Ha TOpHU HAUUH,
ofpeauTa 1 6poj M.
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IlTo ce Tmue 3amaTKa cyMHpama JBOCTPYKOr pena (96) xojuM ce
M3BpILyje Majopupame pyHknmje f(x,y), a TEMe K oapenda 6poja M, oH
he 6w npegmert ofesbka 10, oBe KibUre.

Osjie he 6uTH HaBeJeHO HEKOJIMKO NPUMEpPa, Y BE3HU ca THM OfeTbKOM
10.

1. mpamep. — 3Ha ce a IBOCTPYKHU pef

nMa 3a 30up PyHKIHU]Y

Ipema ToMe 3a jefHaUnHY

y ' =Ae'e’, A=const >0
MOXKE Ce y3eTH
M = Ae™"

2. mpumep. — 3Ha ce Ja peq

ZZ(m +D(n+1Drr”

uMa 3a 36up QYHKIH]Y

1
A(r,r') = ;
M= Ay
IpeMa TOMe 3a jeTHAYHHY

A
e A>0
Y T A r(1-y)?

MOXKe ce y3eTH
A

T A==

3. mpumep. 3Ha ce J1a pef,

Zz (m+n)' n

m'n'a"'b”

nMa 3a 36up PyHKIM]Y

npeMa ToMe 3a JeAHAYUHY
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’_ A
1-x_Y
a b

(tme ¢y A, a m b IO3UTHUBHE KOHCTAHTE) MOXKE CE Y3E€TH

1
1_L_r_,-
a b

M =

9. CIIELIMJAJIHNJE KOMITAPATUBHE JEJHAYUHE ¥
ITPOBJIEMY UHTETPALITJE

Kao mTo ce BUM U3 HaIpef U3JIOXKEHOTa, onpebHBa}be kpyra C'y
kKome he moOujeHu HHTerpanHu pey

y=ax+a,x* +ax+...

narte fupepeHuujange jegHaunHe y’ = f(x, y) HaCUTypHO OUTH KOHBEPIeH-
TaH, BpIIX Ce KOMIapaTHBHOM METONOM, ynopebyjyhu Taj pen ca pegom
IIITO faje HHTeTpall

V =bx +byx? +byx’ +...

IpyTe jefHe audepeHIujaite jefHauyuHe

(99) v’:(p(x,v)=22Bm,,x’”v”

KOja UCIyHkaBa OBE YCIOBE:
1° ma cy cBu KoeduuujeHT B, pealsy U NO3UTUBHY;
2° ia je 3a cBe BPeJHOCTH HHJEKCA MU 1

lA,, | <B,,;

3° ma ce MoXe ofpeinTH moaynpeynuk R’ kpyra C’ y kome he uHTe-
rpan v 6uTd xooMopdHa (yHKIM]a IPOMEHIBHBE X.

Kap je, 3a naty gudpepeHunjanny jeqHaunny HabeHa TakBa jefiHa jell-
HauuHa (99), MoKe ce TBPAUTHU ga he uHilieZpaanu peg ipee jegHauume
Oultiu KoHeepZeHiliarn 3a c8e 8PegHOCIU X, Y KpYZy oliucanom oko x =0,
Kao yeniipa, ca iloayiipeuHuxom R xoju je 6ap Wiosuko 6eauKy KoAUKUY je
ilonyiipeunux R’ kpyza C’.

Jennauuna (99) je raga komiapaitiusna jegravuna 3a faTy gudepeH-
L¥jaTHy jefHaYnHY
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(100) y = f(x,y)

KomnapaTuBHEX jeqHauNHA NMa Off [IBE BPCTE:

1° jemnux mTo Baxe 3a cBe jegHaunne (100) y xojuma je dyHkumja
f(x,y) xonomopdHa y 6nu3usn BpegHocTH x = 0, y = 0; To ¢y oflwitie Kom-
flapailiusHte jegHavuHe.

2° ppyrux mro Baxe 3a jegHaunne (100) 3a Koje je MOTPeGHO YMHUTH
3a f(x,y) KakBe HapOYUTE NMPETHOCTABKE; TO Cy clleyujartuje Komuapa-
[IUBHE JegHAYLHE.

Cpe 0BO IITO je HAaIIpes U3II0XKEHO 3a ofpebuBaibe Kpyra KOHBEpreH-
muje C MHTETpalHOT pefa y, OCHOBAHO je Ha ynmoTtpebu Cauchy-eBe KOM-
napaTHUBHE je[[HaYNHe Koja je obmuKka

’r_ M
(I—ax)(1-bv)

I7IE Cy a U b ABe peayse NO3UTHBHE KOHCTAHTE.

To, MebyTnM, Huje jeauHa MoryhHa KOMIapaTHBHA jeHAUMHA U I103-
HATO je BUIIE PA3HUX JPYruxX AUEepeHIHjaHUX jefHAYNHA KOje HTrpajy
HCTYy KoMIapaTHBHY yiory kao u Cauchy-esa jefHaunHa. Takse Ou HIIp.
bune Weierstrass-oBa jeflHaYlHA
o= M

1—ax —bv
i Stickel-oBa jeqHauMHA
, M

T (-0 (1-bv)

0 4mjoj yrnoTpebu 3a ofpebuBame Kpyra KOHBepreHIMje HHTETPaIHor pefia
y osge Hehe OmTH roBopa, MOIMITO j€ 3a Wb KOJU Ce UMa IIpef ouynma O6vta
nmoBosbHa Cauchy-eBa jeffHaYUHA.

Crenja;HuX KOMANpPaTABHUX jefHAYAHA IMa MHOIITBO, alld j& BHUX0-
Ba 00JIacT YIOTPEG/BbUBOCTI MHOTO yKa. 3a MOryhHOCT BHXOBE ynorpeoe,
y IOjelMHUM JaTHM cllydyajeBUMa, Be3aHe Cy oapebeHe mpeTmocTaBke o
dyuxumju f(x,y) mro ¢urypuile y faTtoj AudepeHnujantoj jefHaurHu.

Hajuemhe of THX mpeTiocTaBaka Cy OHE O HA4UHy pauifierba Uil
otiagarea Koeguyujeraiiia A,,, TBOCTPYKOT pefia

(101) Y = £ =20 Anx™y",
KaJl WHeKCcH m U n 0eckpajHo pacty. Kako ce mofanu o ToMe Ha4YMHY pall-

hema unm omagarma MOTY HCKOPUCTHTH y IPOGIeMy O KOMe je ped, Buache
ce HIIp. U3 OBHUX IIpaBuya:
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Hexka cy A(n) u p(n) nBe peanHe ¢pyHKIMje NPOMEHILHBOT 1IeJIOra
IIO3ATUBHOI 6poja 1 K TakBe [1a H3pa3n

P, Y, Al

A(m)-u(n) .

OCTajy KOHaYHM Ipu OecKpajHOM palnhery WHAEeKca m U 1. Ako ce ilaga
ciiiasu ga je

Zk(n)x" =X(x),

102
(1 DV =V (),

gugeperyujaiHa jegHavuHa
(103) v =0(x,v)=AXV,

Zge je A flogecho usabpar peanar fio3uitiusarn 6poj, uzpahe yaozy Komia-
pattiusHe jegnavune 3a gaiiy jegnavuny (101).

Jep, moj nocTaB/beHUM yCIIOBEMa, 06a pefa (102) 6uhe xoHBEepreHTHA
y M3BECHAM KPYrOBMMA, ONMCAaHUM OKO IOYeTKa, ca IIONyNpeyHuuma pa-
3MIHEM of HyJie. Ca Ipyre cTpaHe, yClIoB jja H3pas

14, |

104 —m
(109 A(m)-p(n)

He pacre GeckpajHo TpH paurhery HHAEKca m U n, oKa3yje fja MOCTOju
jemaH pealaH 1 IO3HTHBAH 6pOj A TAKaB Jla 32 CBE BPENHOCTH THX HHAEKCA
u3pas3 (104) nma BpeHOCT HenpecTaHo Mawy off A. Tapa je, ako ce crasu ja
je
AL(m)(n) = B,
3a CBe BPEHOCTY HHJEKCa
tA,, | <B,,.

Ca npyre crpane, unrerpan v jeguaunne (103), xoju 3a x = 0 gobuja
BpepHOCT v = (, je H3paXeH JefHaYHHOM

(105) . jdvv = A fde
0 0

M Y CBAKOME JJaTOM CIIy4ajy MOXKe ce ofpeguTu Kpyr C’ oImcaH OKo Imoye-
Tka x = 0 y Kome he dyunkumja v, u3paxena obpacuem (105), 6uTH X0IOMOP-
¢ua. Jegnayuna (103) ucnymana, Jakie CBe yClIoBe Koju Tpeba fa cy ucmy-
mheHd 1a O OGWiia KoMnapaTuBHa jefHaunHa 3a jequaunny (101). IToayipe-
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yHuk R kpyza xoHneepZenyuje unitiezpaaro? pega y jegnauure (101) 6uhe,
gakae, 6ap MoAUKO 8eauklU, KOAUKU Je loayiipewnuk kpyza C'.
A m3 Tora ce U3BOJie HIIP. OBa IIpaBHJa:

1. mpaBune. Kag 2og uspas
(106) min!lA,, !

ocitiaje koHa4da iipu beckpajrom pauihervy UHgexKca m u n, 3a HoAyipeHuK
R wmooke ce ysetiiu spegrociii

1
107 R=log|l+—]|,
(107 og(1+5)

zge A osnauyje jegny Zopry zparuyy uspasa (106).
Jep koMmapaTHBHA jefjHaAUNHA,

v =o(x, v)—AZ = Ae*",

min!
MMa 3a MHTETrpan v, mto 3a x = 0 goduja Bpegnoct v = 0, u3pas
v = —log[l-A(e —1)]
koju uma Bpegaoct (107) Kao cBoj off moveTka x = 0 HajMabe ylalbeH CHH-
TyJIapuTeT.
2. mpaBuio. Kag idg uspas

F'A,, !

(108) (m+D(n+1)

ocitiaje KoHauar Hpu 6eckpajrom pawherby ungekca m u n, 3a HonyUpeHux
R moance ce y3seitiu epegrociid

1

109 = ,
(109) 1+ 34

2ge A osHauasa jegry Zopisy Zpanuyy uapasa (108).
Jep xomMmapaTHBHa je[[HAYNHA

A

v —(p(x y)——AZ(m+1)(n+l)A _m

UMa 3a HHTErpa v, Koju 3a x = 0 goduja BpegHoct v = 0, u3pas
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= l_3}1—(1+3A)x
1—x

a oBaj uMma BpeiHoCT (109) Kao CBOj CHUHI'YTIApUTET HAjOIMKA HOYETKY.

3. mpasuio. Kag Zog cy koeuyujeniiu A, céu peasnu u Lo3uiiu-
6HU, a U3Pa3
(110) m!nlA,,

MOHOULOHO paciiie Upu pawhersy uHgeKca m u 1, 3a KOMUAPAMUUBHY jegHA-
YuMy gaitie gugeperyujaite jegHavuHe

(111) Y= f(xy)
MOMNce ce y3elil jegHauuna |
(112) v =0(x,v)
praf

- 2ge Je ©(x,Vv) ma Koju HapuyLjasHu U3eoq @ynruuje f(x,v).

dxPov
Jep, momro u3pas (110) MoHOTOHO pacTe npu paurhemwy uHgexca, 6u-
he 3a ceako m, n, p
m !I’l !Amn S (m + P) '(l’l + (Z) !Am+/7,n+q
na faxkie
A, < B,

rae je
! !
B = (m+p).(n+q).A
min!

m+p,n+q
Tako fa he jeqHauynHa
v =0@(x,v)=ZXB,x"v"

HTPaATH yIOry KOMIApaTUBHe jefHauYnHe 3a jeqauuny (111) xag rog unTe-
rpail v 3aJ0BOJbaBa rope HaBejleHn yciaoB. MebyTuMm je ose

al’+f1

ox’ov?

XYB,x"v" = f(x,v)
a Ta jef[HaYMHA HACUTYPHO MMa CBO] MHTerpan v, wto 3a x = (0 robuja Bpep-
Hoct v = 0, kao xormoMophHy (PYHKIMjy TPOMEHTbYUBE X Y OIM3UHA BpEa-
HOCTH X = (.

ITpmmeTnhemo na u3 ropmer ycnosa Bezanor 3a u3pas (110) crenyje
na KoeduyujeHaT A,, He omaja HUKaj OpKe HEro u3pas
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1
m!n!

Yy TOKY NOCTYIHOT panrtherba HHIEKCa /1 1 N,
ITpaBuio goBogu A0 3aKJby4aKa Off HHTEpeca Kajl ce IPUMEHH HIIp. Ha
jemHaAunuHY
y' =px,y)+wy(x,y)

rfe je p HOJWHOM 110 X M y, a  IPOM3BOJbHA (PYHKIIM]jA, TAKBA A ECHA
CTpaHa JefHa4MHE 3a0BOJbaBa YCIOB BesaH 3a u3pas (110).

10. CYMUPATE IBOCTPYKUX PEJOBA Y TIPOBJIEMY
MHTETPALIMJE

Kao mrTo je mokasaHo, 1 popMUpame KOMIAPATHBHUX JeAHAUNHA, U
oapenba 6poja M 3a Cauchy-eBy KOMIapaTUBHY jeflHAYNHY 3aXTEBA CYMU-
pame ABOCTpyKMX Maclaurin-oBUX pefoBa

(113) z= Z ZA"UIX my”'

m n

ITpobnem cymupara HeMa ONMOITET pellleha, ald ce OH MOXKe PeIIuTH
y BeJIMKOoMe Opojy OMIITHJUX caydajeBa, u TO Oalll y OHMMa KOJH Cy Off HApo- -
YUTOT HHTEpeca y pobieMy uHTerpamnyje. HajBaXKHUju Off TaKBUX clly4aje-
Ba caJ[p>KaHu Cy Y CTaBOBUMA KOJH CIIEAY]y.

1. craB. Zla 6u ¢pynxyuja z gepunucara pegom (113) 6una uspanmusa
Kao 30up UapiiiuKyAapHUX UHlieZpana napyujante gugeperyujante jegra-
YuHe

(114)

iioitipebHo je u go8omHO ga u3pa3 A, HOULHO ce y emy CMeHU M CA X, an
cay, 6yge 36up Aapiiukyapuux uniezpanra jegnadune (114).
To cnenyje u3 Tora 1o jegHaynHa (114) uMa 3a ONMIITH UHTETpal

(115) 7 =XY,

rie je X mpou3BosbHA (PYHKIHM]a IPOMEHIBYBE X, a Y IPON3BOIbHA (DYHKIH]jA
npomenspuBe y. Jep je u3 (115)
oz oz d*z

Z=xy, Z=xv,
ox dy oxdy

— X/Y/
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u jepHaunHa (114) je 3agoBobeHa 3a pon3BosbHE dyHKuUje X 1Y
AKo je, nakne, ¢pynkmuja (113) jeqnaxa 36upy napTHKYIapHUX HHTE-
rpana jeqHaunHe (114), oHa je o6nauka

(116) Z=X1Y1+X2Y2 +X3Y3 +...

rae je X, yHKIM)ja TPOMEHJBYBE X, a ¥, PYHKIMja TPOMEHILHBE Y.
Onaj geo aBoctpykor peaa (113) mro npownsnasu ox wiana XY, o0-
THUKa je

(Za,x™)(Zb,y")

1 BETOoB KoeunujeHaT MpopyKTa x™y" H3paxkaBa ce Kao 30Up WiaHOBa
obmuka «,f,, rme ce o, Mema caMo ca MHJEKCOM m, a 3, camo ca UHAEK-
coMm n. IIpema ToMe, 1 caM KoeuuHjeHAT A,, U3pakaBa ce Kao 30up wia-
HOBa obimka o3, Ima, jaKie, Kaj ce y leMy CMEHH m ca x, a n ca y, oH he
IIOCTATH JINHeApHA M XOMOT'eHa KOMOuHanuja nHTerpana jegaaunse (114).

‘ OG6pHyTO, Kap rof 6yae HACTyNHO OBaj MOCIEIBH CIy4aj, z je 30Hp
YjaHoBa O0IuKa

Ezam|3nx my "= (Zamx m)(ZBny”) = XkYk

na je, gakie, ¢pyakuygja (113) 36up napTHKyJIapHIX WHTErpasa jeqHadnHe
(114). Ycnos, ncka3aH ropsmbEM CTaBOM, Y HCTO je BpeMe U NoTpedaH U J10-
BOJbAH.

W3 cBera Tora u3iasu ¥ 0Baj, caM 110 ceOn OUeBHAIAaH 3aKI/bydaK:

2. craB. Kag zog je ¢pyuxyuja (113) uspaxcwusa kao 36up dapiiuxyara-
pHUX unitiezpana jeguaqure (114), ona je uspaxspusa Kao xomozeHa Kea-
gpailiudHa pyHKYUja geejy uiu suue QyHKyUja Wildo 3asuce camno og io je-
gHe Gpomesmuge X UAU Y, TakKo ga je ona o6auka (116).

A u3 Tora ce fobuja 1 0Baj 3aK/by4aK:

Ma 6u dyuximja (113) u cama Gua nurerpan jegaagnne (114), morpe-
6HO je U JOBOJBHO Ja TO GYJe CIydYaj M ca (PYHKIHOM A,,, Tj. ia oHa Oye
npojykar nBejy ¢pyHKIHja, OF KOJUX jeHA 3aBUCH CaMoO Off X, a Apyra camo
on y. Takas he uctu 06nMK Taja UMaTH U PyHKIH]A 2.

I

Jepna npocrpana knaca pegosa (113), koju ucnymwasajy yciioBe OBUX
CTaBOBA, JECTE OHA 32 KOjy je xoeduijeHaT A,, payuoHaiHa GyHKIH)A:
1° orpanm4eHor 6poja u3pasa

(117) gy gy Ay -
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IITO Ce MEKAJy CaMO Ca MHIEKCOM m;

2° orpaHm4eHOT Opoja u3pasa
(118) b, by, by, ...

HITO Ce MEHajy CaMo ca MHIEKCOM 7.

Taksa pamuoHanHa ¢pyHKOWja he UcIylkaBaTH yCIOBE TOPHUX CTaBO-
Ba KaJ| TOJ CY ]Oj MOJIOBY CiliaiHU, Tj . HE3aBUCHU Off MHJEKCA m U 1, WIH Kaj
II0JIOBa U HEMaA, Y KOMe ce ClIy4ajy KoedunujeHaT A,, CBOOU Ha IOITHHOM
o mw3pasuma (117) u (118).
Y oBoMe moOCIENmEM CIy4dajy A, je 30Hp orpaHH4YeHOT Opoja UIaHo-
Ba 00mMKa

: p ’ ’ 7”7
(119) ab,al an?, . bl b, b L,

T). 00nHEKa o,f3,, na je, fakne, pynkuuja A,, 30Mp mapTUKyJIapHUX HHTE-
rpana jennagnne (114). ®yukumja z je o6muka (116), rae je 6poj pyHkumja
X, 1 Y, orpaHuYeH.

Y npBOM ciy4ajy, Tj. Kaj pagyuoHayiHa (DyHKIHUja MMa IOJI0BA, a OBU Cy
cranau, Meby m3pa3uma (117) nanasumhe ce orpanuueH 6poj u3pasza ob6iuKa

_r
[alf - 17

a Meby m3pasnma (118) orpanuden 6poj u3pasa o6IMKa

1
(67 = d, 1"

’

THE Cy ¢, U d; CTANHW, Off m U n He3aBUCHK OPOjeBH, a p; U ¢, UEJH I03H-

TUBHHU cTanuu 6pojesu. ®ynkuyja z 6uhe oner obiuka (116), Tj. 6uhe 36up

orpaHmveHor 6poja MapTUKyJIapHUX HHTerpana jequaunse (114).
EmmvuHanmjom dyHKIT]a

(120) X, Xy, X, ...
(121) Y, Y, Y, ...

U BUXOBHX Y3aCTONMHAX W3BOMIA IO X U y U3 HU3a jefHaYNHa Koje ce fobujajy
y3aCTONHUM TapLyjanHuM gudepennnjamebuma n3pasa (116) mo x u y, fo-
Guja ce jeHa maplujaliHa jefHaYrHa KOoja He Caflp>kKy HU Je[HYy Off (pyHKIM]a
(120) n (121) uHu wuxoBe n3Boje. Ta je jeqHaumHa 00IMKa

(122) P(Z,p’q,r,s5t3"'):0’
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rae je P nonmHOM To (DYHKUUJH z W HeHUM NaplujaTHUM U3BOIUMA
p. g, 1, s, t,... mo x 1 y. Kaj ce peft jegHOra nmapijarHor u3Boja cMaTpa Kao
CTEIIEH, Ta] je MOJIMHOM XOMOT'eH; eTOBY KOC(UIIjSHTH CY LeIu GpPOojeBH.
Y ciydajy HIp. Kaf je
2= XY, +X,Y,,

Tj. Kaj ce Koedunujerar A,, u3paxaba Kao 30Hp Of] ABa 4iaHa oOGIHKa
0,3, jenHauuna (122) je y ceoMe pa3BujeHOM OOJIHKY,

[ 9z oz 82] 3z 9%z 3%z 9%z

dxdy _gé; ax 20y*? ox? ay axay

9’z 0’z dz 9’z d'z
~z + 22
dxoy* ox? dy ox ay Bxay 2

(123)

A 3a omuITH Criy4aj BaX# OBa]

3. craB. Kag Zog je A, 06auka upeiiilocitiasmeHoz y osome dapazpa-
@y, pyukyuja z je unitiezpan jegre ilapyujanne gugepenyujaine jeguaiune
koHauHoZ pega obaura (123) koju 3asucu camo og 6poja unranosa o.,B, Ha
yuju ce 36up ceogu A, a He 3aBHCH O 00JIMKa u3pas3a O, u f,.

Jegna wmcra mapiujanHa jeqHadnHa (123) BaXu 3a CBe JJBOCTpPYKE NO-
TEeHIHjalHe PeJloBE z 3a Koje ce KoeduiujeHar A, u3paxasa Kao 30up Off
jemHOTra HCTOr Gpoja WmaHoBa o.,f,. AKO je oBaj 6poj p, jefHauMHA je

2p-ora pefa.

I

Y3MuMO Kao npuMep cirydaj Kaj je

(124) Amn = anAmBn’
rae ¢y A, ¥ B, 4JaHOBH Ma KakBUX O€CKpajHHX HH30Ba
Ag, AL Ay,
(125) b
By, B, B,, ...,

a Q,,, TOIMHOM II0 jeTHOMe OrpaHuueHOM 6pojy WIaHOBa
m, X}, A3

(126)
NTHRTENTLAN
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riae ¢y A, u |, OpojeBHW HE3aBUCHU OJf m U 1, Ka0 U KOoe(PUIMjeHTH MOJIu-
HOMa (.

Koedunujenar A,, u Tajga je jefHak 36upy orpaHmueHor 6poja cabu-
paxa o6uka

CmPr'M"™N"A,B,,
riae cy C, M, N KOHCTaHTe HE3aBUCHE Of m U h, a p U g LIENH NO3ATHBHA OpO-
jesu Takohe HezaBucHH Off m 1 n. PyHKIHja A, j€, 1aKie, 30Mp TAPTHKYIa-
puux mHTerpasia jemHaunmue (114). IIpema ToMme, pyHkIMja z, feduHuCaHA
JIBOCTPYKUM PEAOM
z=2YA,,x"y"

jenHaka je 36upy orpaHmyeHOT 6poja uiaHoBa oOmuka XY, , rje je
X, =AZm"A, (Mx)", Y,=BZn'B,(Ny)",

K The ¢y A ¥ B 1B€ KOHCTaAHTE.
Younmo Taja aBe QyHKIM]e

(127) U,(t)=ZmPA ", V()= ZnB,t",
na he 6uTH
(128) X, = AU,(Mx), Y, =BV, (Ny).

Mebytum, dpyukugje U, u V, onpebene cy pexypcuBHAM 06paciuMa

d
(129) Uyt = rg;Uk_m, Vit) = 1LV (0),
ca NOYCTHUM BpCHHOCTI/IMa
(130) Ug(t) =X A", Vy(t)=2ZB,1".

ITomohy Taxo oapehenux dpyukumja U, u V, dbyHKuH]a z ce U3paxkaBa
Kao 36up orpanuyeHor 6poja 4jaHoBa 00IMKa

(131) CU,(Mx)-V,(Ny).
Axo ce cunrynapuTeTn pyHkunje U,(t) o3nade ca
(132) 80, €12,

a cuarynaputeTn dpynknuje Vo(r) ca

(133) Mo, N> M2y -0
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CHHTYJapuTeTH PyHKIMje z he 6uTn

(134) xz—éﬂ, x=§’~, x=§-2—,.
M M M

- (135) :ﬁ, :ﬂ_l, =ﬂl’.__

(135) y=y Y=y YEY

dynximja z 6uhe XonoMopdHa y Kpyly nmonynpedHnKa

-

M

s

y PABHH IPOMEHJbUBE X, U Y KPYTy ONYIpeYHNKA

y paBHA ﬁpOMeHJLI/IBe y, rae & u n 03Hauyjy HajMawy Meby BpegHOCTHMA
(132) m (133).
‘ 1. npumep. — Heka je

n

a 3HaK XX Ce PaclpoCTUpe Ha BPETHOCTH

=0,1,2,3,...
(136) m
n=012,3...
Tapa je
1 . t
Uy=V,=—, U =V,=——,
O Ty T (1
SR Ly 4+2r
TR T - T T a=ny

Cge cy dyaxmuje U,(¢) u V,(t) paumoHanse, ia fie pynxyuja z ouiiu
DAYUOHAAHA PYHKYUJa UPOMEHDUBUX X U Y, KOja he umailii 3a Hono0ee epe-
gHOCIUU

c =L yzi
M’ N’

Tako ce HNp. HANA3M Jia j€

2=,
=

Z(am +bn+c)x"y" =
0 n=0
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= aU,(x) - Vo(y) + bUo(x) - Vi(y) + cUp(x) - Vo(¥),
f1a MOIITO je
Us(=Vo(n) = 1" = ——,

m=0)

t
(1-0*’

U(n=V(t)= Y mt" =
m=0

TO je
;= ax + by + c
(1-x)Y1-y) (A-x)(1-y)* (A-x)(1-y)

Tako ce ucTo Hanasy ja je

z= EZ(am +bn+c)? xmy" =
m=0n=0

= a’Uy(x)-Vo(p) + b*Ug(x) - Va(y) + 2Up(x) - V() +

+2abU\(x)-Vi(y) +2acU (x)-Vo(y) + 2bcUg(x) - Vi(),

Ia 1mouITo
U()’ VO’ Ulv Vl

HAMajy HCTe BPETHOCTH Kao Majoyac, a

‘ I
U0 =Vat) D mi" = o

m=0

TO, KaJ| CE CBe CBefle, o0mja ce 3a z u3pas

= Ax%y? + Bx2y + Cxy?® + Dx? +Exy+Fy*+Gx+Hy+1

(1-x)y(1-y)

rae ¢y A, B, ..., I KOHCTaHTe 4Hje Cy BPEAHOCTH

A=c*+2(ab—ac-bc), B =b?-2c*-2(ab-2ac-bc),

C=a*-2c*-2(ab—ac—-2bc), D =b*+c*~2ac

E=-2(a>+b*=2c*)+2(ab—2ac—-2bc), F =a*+c*-2bc

G=a*-2(b*+c*—ac), H=b>-2(a’>+c*—bc), I=a*+b*>+c.

Kao cnenujanan ciydaj no6uja ce obpasaig
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o0

zi m+n)? x" ":2x2y2+x2y—xy2+x2—2xy+y2—x—y+2
=0 (1=x)(1-y)’

Hcro Tako je n

oo

= Eli(am2 +bn?)xmy" =
0

m=0 n=

(a+b)(1 2xy)+bx2(1+y)+ay (I+x)+(a-2b)x — (2a—b)y
(1-x)(1-y)

TaKo f1a je

ii(m2+n2)xmytt_x))(x+y 4)+X(X—1)+)’(Y“1)+2

m=0n=0 (I x)g(l J’)z
2. mpumep. — Heka je ‘
Am = _L7 Bll = i’
m! n!

a 3HaK XY ce pacnpoctupe Ha cBe BpegHoctu (136). Tapa je
Uy=Vy,=¢, U=V =te
Uy =V, =(l+1)é, Us=V3=(2+1)¢,
U, =V, =(3+0¢é,...

DyHKYUja z je HOAUHOM HO UPOMEHDUSUMA X, Y U HO PAHUM €KCUOHE-
HYUJANHUM PYHKUUjaMA

2ge cy a, u by, KoHcluanilie yuju je 6poj 0ZpanuyeH.

3. npumep. — Heka je
_(m)! _(2n!
TomH?T " (e

a 3HaK XX ce pacnpocrupe Ha cBe BpegHocta (136). Tapa je

Uy =V, = 1 U =V = 2t

1-4t° ' (=4’




OCHOBHE TEOPEME U ITPAKTUYHA YITYTCTBA 177

214812

Pynryuja z je anzebapcka GyHKUUja UPOMEHBUBUX X Uy, KOJA UMA
8pegroCiiU

U2:V2:

Kao anrzebapcke Kpuiliuuke iauke gpyzoza pega.

4. mpumep. — Heka je A, pamuonanHa yHKIUja IPOMEHIBEBE /1 YHjU
Cy HOJIOBH CBH IPOCTH ¥ jefHAKM HETaTHBHEM CTAJHUM LeJIMM GpOjeBUMa;
Heka je B, dysKIMja TakBe UCTE BpCTe NpoMeHIbuBe n. [lopey Tora, 3HaK
2> OJHOCH Ce Ha BPEIHOCTH

m=12,3,...; n=12,3..
Tamacy A, m B, obnuka
P(m)

(m+ocl)(m+ocz) (m+(x,,)’

5 o)
’ (”‘*’Bl)(”'*‘Bz) (”‘*‘B)

rne ¢y o, u P ledu MO3UTHBHY OpOjeBH HE3aBUCHU O m U 1, a P(m) n
O(n) cy TOJIMHOMH IO 1, OfHOCHO IO 7.
PacraBibameM pallMOHATHUX (PyHKIM]A A, ¥ B, Ha IpOCTe eJIeMeHTe
no6uja ce
n=C+M, B,=C+N,

_ R;
M= z"eroc _2n+k[5k

C,C' R, R;

T7E je

U TTe ¢y

KOHCTaHTe He3aBUCHE O i A n, © TO R, U R} cy ocranu pyukumja A, 1 B,
3a BUXOoBe mojose —o, 1 —P,. Taja je

U =S PR TR,

m+0€1 m+0€

V=S X 3
2

m+B1
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MebyTumM, o6pa3arr

-7 ’+’2+t3+
I+p 24p 3+p

faje HeIoCpeaHo

hind n 2 P
> LD ) v S WP AR
n+p t? 2 p

n=1

npema uyeMy ce HaJasu Jia je
= _WC_ - R, R,
Uy(t) -~ log(1 t)(to“ + en + ) S(1),

rae je S(t) 36up wraHoBa

R, 2 o
L (P
1o 2 Oy

3a
k=12,3,...,h

a rje s o3HadaBa 6poj MosIoBa pauuoHanue PyHKLIHAje A,,.

$yukumja V() uMa ucta oOMUK, caMO HITO Cy Y 0] KoHcTanTe C 1
R, cmemwene koncTanTamMa C’ U R, a MOJOBH O, ca B,.

W3 tux ce nmoueTHUX (pyHKIHja, ToMOohy Hampey HaBeJEeHHX PEKyp-
cuBHUX oOpasara, MOTY U3pasuTu norpedue ¢pyukuyje U, u V, a iiume he
builiu cymupan gattiu peg z omohy ozZparuuenoz 6poja payUoHAAHUX U
A0ZAPUIRAMCKUX PYHKYU]A.

I

YouuMo ucTH ciy4aj Kao y ofessky II, a ca ToM pasnukom mTo je 0,
IIOJIZHOM IIO JEAHOM OTpaHIIeHOM 6pOojy WIaHOBa

_1_ m am am

| ] VERALERERY]
m
l nogn o h
n’ulvubuiw--’

TAe Cy A U |, cTainHu OpojeBU (HEe3aBUCHU Off m U h) Kao U KoeulujeHTH
noxuaoma @,
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WspauynaBame (pyHKLU]jE Z je UCTO Kao y ofelbKy I, ca ToM pasnukom
mro ¢ysxuuje U, u V, uMajy apyrojaue oonuke. Ha ume, 6uhe

A m Bll n
U(f) =) =mem, V()= ) ke,
m n
Te cy dyHkumje y ucru Max ogpebene u pekypcupHEM o6pacuuMa
_ dt _ dt
VD = [UL0T Vit = [V T
ca IOYEeTHAM yuxmjama

Uo(t) = TA, 1", Vo(t) = ZB "

Oue ce, yoCTanoM, MOTY IMaTH ¥ HETIOCPEIHO U3paXkeHe y 00Ky Off-
pebenor unTerpana. Tako, n3 mHTETpanHor obpacua

oo

1 e ™ k—1
. uy k1
mt (k- 1)J !
mobuja ce fa je
k—l
Uit == 1)|JU0(te du,
— U k—1
Vil = o 1)'jV0(te ) u*'du.

VY crneuujaaHOM CIIy4Yajy Kaj je

A,=1 B,=1

a cyMHupame XX ce IPOTeXE Ha BPETHOCTH
m=12,3...
n=123..

ouhe

- ;
Uo(r) =Vo(t)= 31" = —,

m=1
U (t) =Vi(t) = —log(1—1),...

dyurumje U, (t) u V() ce, yocTanoM, H3paxaBajy X HEIIOCPENHO Y
06Ky ofipebeHor HHTErpana
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oo

_ _ t
Uku)—vk(r)—(k_l)!oj

u*du
e’ —t

Pyukxyuja z je waga jegna myatiupopmMHa QyHKYUja ApOoMeHbUBUX X
Uy, Koja uma épegrocitiu X = 1,y = 1 3a rozapuitiamcke kpuiiuske iwaqKe.
Youumo jonr u cirydaj xay je

Amn = (Am + Bn) an

e ¢y A,, B,, 0, ucta Kao y ofesnky Il. Koedununjenar A,, Taja je 36up
orpaHmyeHor 0poja 4JIaHOBa Off ABE BPCTe, jeAHNUX 00IuKa

CmPn'M"™N"A,,
Apyrux o0JIMKa
Cmpl’lquNnB”,

na je, fakue, Pynxuuja A,, oner 36Hp MapTUKYIAapPHUX HHTEeTpala IapIu-
Jamue jenuaunse (114).
3a wraHoOBe NpBOTa OOJIUKA e

Un() = ZApt", Vo) =1,
a 3a 4JIaHOBe Apyrora o0/IuKa
Uo(t) =2 Vo) = B,1"

na 6u ce pyukumje U (1) 1 V,(¢) u3padyHaie IoMOhy peKypPCUBHEX Halpen
HaBefeHux obpasana, a HoMohy BUXOBUX KBaflpaTHUKMX KOMOUHanuja Ou-
na 6u u3pakeHa u (PyHKIH]A z.

v

Y MHOTHM ciy4ajeBuMa MOTYHRHO je cyMHUpaTH ¢ JBOCTPYKE PENOBE
(137) z=2%C,,x"y",

y KojuMa onuitu Koeduuujenat C,, He UCIHyHaBa YCIOBE IPERIBAX CTABO-
Ba, aJK UX 3aJJ0BOJbaBa MOIITO CE NMOJEeIN KaKBUM K3pa3oM B, IITO 3aBH-
CH Of MHJeKCa m U n. ‘

Taxse cy Bpcre peposu (137) y kojuma je dyaknuja C,, [Bejy IpoMe-
HIBMBHX X M y Je[lHAKA IPOXYKTY ABa (pakTopa:
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1° jemnora A, xoju je jefHaK 30Mpy orpaHHYEHOT 6Poja MapTHKYy/Ia-
PHHUX HHTErpaja napuyjanHe jefHaunHe.
2° jennora B,, KOJH je TaKaB Jia je¢ MOT'YhHO CyMupaTH pef

(138) (p(x7 y) = EZBm”X myn'

Youumo, Kao nmpuMep, ciydaj Kajp gakropu A,, # A, uMajy oO0IuK
IIpeTIocTaBbeH y ofernKy 1I. Onmtu koedunujenar C,, Taja je jemHaK
36HUpy orpaHn4yeHor 6poja u3pas3a obIuKa

7.9 m I3
Cm?n'M™N"B,,,,

Tj. 36Mpy orpanmyeHor 6poja mapTUKyJIapHUX HHTeTpana jegHauuHe (138),
(rme cy C, M, N KOHCTaHTe, a p ¥ ¢ CTaJIHA MO3UTHBHHE e 6pOjeBN).

dyuxnuja (137) je u3paxkspuBa Kao 36up orpaHuyeHor Opoja m3pasa
obnuKa

(Mx, Ny),

I’ q
e je
Uy (x,y)= 2¥m’niB,x" y
Mebyrum, dpynxuuje U, , ce MOTy ofpefuTy momohy jeHor uim npy-
ror peKypcuBHOT o0pacra

U,,=x—U U U

Pq ox Pk pg =Y dy p.q-b

rae nodeTHa ¢pysknuja U, , BMa 3a u3pas
UO,O(X5 )’) = (p(x’ )’)

Taxo HIIP. 3a IBOCTPYKU PEN

22 (m+n)' me”,

(m+n)ym!n!

e ce cyMHUpame pacnpoctupe Ha cBe BpenHoctu 0, 1, 2, 3, ... HHEeKca m H
n, ocuM Ha map m = 0, n = 0, 3Ha ce fa ©Ma 3a 36up QPYHKIH]Y

©(x,y)=—log(l-x —y).

Toj dyukumju ofrosapajy dbyskumje U, , o6amuKa
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U, = —2—,
M (- x —y)?
1-x)

y. = ’
T (l-x-y)?

U, = xy(1—x +);),
(1-x —y)

x(1-y)
(1-x—y)*’

_oydtx—y)
2,1 (1——x—y)3 )

_xyd- x? —y? +4xy)
(I-x -y

3 e

na ce, IpeMa TOME, yBEeK MOXe CYMHpAaTH CBaKH pef 06ruKa

(m+n-D)!
2 A

m.,n
mnx y N

Cesaku itiaxas peg uma, gaxae, 3a 36up jegHy KeagpamiuuHy KOmMOuHa-
uujy ¢pynxyuje log(l—x—y) u payuorasnux GyHKyUja GpomeHsueux X u

y.
Taxko ucTo, 3a IBOCTPYKH pex

EZB,",,X myn

e je

[1.3-5..

(2m~-1D][1-3-5..

(2n-D}

(139) an =

3Ha ce 1a uMa 3a 36up PYHKIH]Y

2:4-6...2(m+n)

1
+
¢(x,y) = I-x Al
1+ (1= x)(1-y)
Kao M TO Ja pen
EZBm,,xz'" m- 2n
T7ie je
(140) B =m(m—l)...(m—n+1)'_1_
i 1-2-3...n 2m
yMa 32 361p yExHjy )
1

1) Hermite: Cours d’ Analyse de ' Ecole Polytechique, p. 64.
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ITomohy ropmux pekypcuBaux o6pasana onpebyjy ce u3 oBUX 10YET-
HEX (pynKmmja ofrosapajyhe um dynkumje U, ,, Koje he ce 6urn anre-
6apcke (PyHKIN]je TPOMEHIbUBHX X U .

Ceaku gsociupyku peg

(141) z= ZZAmﬂBﬂinx myn’

zge B, uma 3a uazpasz (139) uau (140), uma 3a 36up o jegny anzebapcky
DYHKUUJY UPOMEHHUBUX X U Y.

Ha nctu 6w ce HaumH cymupanu pegosu (141) 3a xoje B,,, # ¢(x,y)
MMajy KOj! Off OBHX OOJIMKA:

o m+n)! 1
1 an:( ' ') ¢(X,Y)=_;
m!n! 1—x —
2°B,, =1 @(x,y>=—1—;
1—xy
(2m)! 1
3¢ an= 3 X, = e
(m!)? olx.y) 1—4xy
4° B, = g%tg @(x,y)=(ax +by+c)e™.

Y cnyuajesuma 1° u 2° pyHKUMja z je payuonasna GyHKIH}a TPOMEH-
JBUBUX X U y; V cny4ajy 3° z je anzebapcka (pyHKIMja TUX IPOMEHJBUBHX, a ¥
ciy4ajy 4° z je yeaa TpaHCUEHJEHTHA (PYHKIM]a ACTUX IPOMEHIbUBHX.

Y cnyugajy 4°, Kaji je cyMupame pacinpocTPTO Ha BPENHOCTH

m=12,3,...; n=12,3,...
Hanasu ce fa je

Q(x,y)=(ax +by+c)e™ —(ax +c)ef —(by+c)e’ +¢,

a ofrosapajyhe ¢ynkunje U, , nodujajy ce nomohy Hanpey HaBeleHUX pe-
KypCHUBHEX o0pa3zana.

v

OBO, WITO je JOBAE MINOKEHO, HATIA3H HENOCPEeHY IIPAMEHY Y i{pob-
AEMY MAJOpUParea G8OCHIpYKUX HOMEHYUJANHUX Pegosa

(142) f(x,y)=2Za,,x"y".
ITomTo je yBeK

(143) 1 f(x, )1 <ZZla,, ", r=lxIl, =1yl
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TO, Kajj Tof ce | a,,, | MoXe MajoprpaTH KakKBUM H3Pa30M A,, OHAKBOT 00-
NHKa 0 KaKBOM je Hampep Ouia ped, Tj. TAKBUM Jia je A, jeflaH HHTerpar,
UK 30Up orpaHmyeHor Opoja, oBora MyTa peanHHX M MO3WTUBHUX, IAp-
THKYJAPHUX HHTErpaia napuujante gudepennujaite jefHauuHe

zs = pq =0,
ouhe
(144) L fx, )P <F(x,y),
e je
(145) F(x,y)=XXA,,x"y".

W3 oBora mTo IpeTXou BUU CE [ia je y HelpernegHoM Opojy ciyda-
jeBa MoZyhHo umaitiu majoparitiny ¢pynruujy F(x,y) uspaiceny y exciiau-
UUTUHOM 00AUKY KAO (PYHKYUJY UPOMEHAHUBUX X T Y.

A TO ce omeT HemoCpegHO TpuMemyje Ha ipobaem UHIezpayuje
gupeperyujatHux jegnaiuna upsoza pega

(146) "= f(x,y)
ilomohy pegosa
(147) y=ag+ax+axt+...

I'maBHE ieo mpobiema cacToju ce y Ofpedn JefHora Kpyra, Olmcanor
oko Tauke x = 0 y paBHH IpoMeHspuBe x, y KoMe he pepn (147), 3a gaty jen-
HaunHy (146), GUTH HACUT'YPHO KOBEPreHTAaH.

Youumo unrerpan jeguaunne (146) xoju 3a x = 0 gobuja BpegHOCT
y = 0 u npeTmocraBuMo fa ce pyHkumja f(x, y) Moxe pa3BuTn y pep (142)
YHj¥ je ONIITH KoedunujeHaT d,, MOryhHO MajopUpaTH KaKBUM pEalHuM
¥ [OSUTHBHEM H3pa3oM A,, 0 KoMe je Manovac 6una ped. Taxa he dyHk-
nuja f(x,y) 6uTH MajopupaHa ofarosapajyhom pyakuujoM F (x, y) xoja he
OuTH 36Mp MapTUKYJIapHUX HHTErpajla napiujaiHe jejiHaYyuHe

zs — pg = 0.

O3sHaynMo ca v 0Baj HHTErpan AudepeHIrjalHe jefHaYnHe
(148) vi=F{(x,v),

koju 3a x = 0 fobuja Bpegnoct v = 0. Iloayiipeunuix R kpyza koneepzenyuje
unittiezpannoz pega (147) 6uhke b6ap Woauku koauku je ioayupeunux R’
KpY2a X0A0MOD@HOCTHU UHIHEZPAAA V.

Mebyrum, dyrkumja F je Taga o6nuka



OCHOBHE TEOPEME M [TPAKTMYHA YIIYTCTBA 185

F(X,V) :Xl‘/l +X2V2 + ...

rae X, 3aBHCe caMo Of X, a V, caMo Off v, I1a ce MOJEeCHIM H360pOM Te Majo-
paHTHe (pyHKIHje MOXKe YUMHUTH Jla ofroapajyha jemnaunna (148)

v, :XIVI +X2V2 +...

Oyfe mHaTerpabuiIHa, MiId Aa joj ce 6ap Moxe u 6e3 HHTerpalyje ONpeIuTH
IONYyNIPpEYHHK R’ XOJIOMOp(pHOCTH HeHor nHTerpana v. Taga ropmu cras
llaje jemaH Kpyr omucaH oko Tauke x = (), y Kome he maTerpanuu pep (147)
HACHTYPHO KOHBEPIHPATH.

To he 6utu pacseribeHo ciefehenm npumepuma.

1. mpumep. — Hexka cy

R P [ EN I PY I R
[iBa HU3a ITO3UTHBHUX OPOjeBa, TAKRUX JIa KOJIHMIHUK

, a mn |

xm“n
oCTaje KOHAYaH MpH O6ecKpajHoM paurherby MHeKca /m U n; HeKa je A jenaH

CTajIaH I03WTHBaH 6pOj Koju HUje mpeManieH BpeHomthy konnuarka (149).
Tapa ce Moxke y3eTn

(149)

Amn = Axm“m

na he y KommapaTusHoM pefy (145) 6uTH ucnymheHn Hanped 0CTaBIbeHN
ycnosu. ®yukumja F (x,y) Ouhe

F (x7 )’) = Azzklnunxmy” = AA’(X) ’ “(y)’
Izie je
Ax)=Zh,x",  Ww(y)=Zn,y",

a KoMIapaTuBHa jeqHaunHa (148) je Taga

(150) v = AM(x)n(v).

ITonynpevruk R Kpyra KOHBEpPreHINje HHTErPaTHOT pefa

(151) y=ax +a,xt +ax’ +...
jennauumne (146) 6mhe Gap TONUKY, KOIMKH je MOJNYIPEYHUK R’ Kpyra Xo-
noMop¢HOCTH BETerpana v jegHaunte (150), raTor jeqHaumHOM

¥

dv i
= | A(x)dx.
T ijx
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Taxo HIIp. y CllenyjaiHoOM CIIy4dajy Kaj je

7\’ﬂ‘l:-—1—’ “’/1':—1"
m n!

!
Tj. KaJf MO0 ONINTeT Koe(UIUjeHTa a,,, faTe AudepeHLijaHe jefHaYnHe
(146), y Be3u ca n3pasoM (142), He omaja criopuje Hero u3pas

1
T 3
m'in!
MOXKE CE y3eTH
A

A =—
m!nl

mn

Komnaparusna jennaumna (150) je

X"y o
v/ = Az = Ae'™,

m!in!

a eH WHTerpas, Koju 3a x = 0 fobuja BpepHocr v =0, je
v =log(l+A—Aée").

Hberos kpyr xomoMop@dHOCTH UMa 3a ITOTYNPEYHUK

1
R =log!l+—
g( A)

u y ToMe kpyry pen (151), wrro npepcrasiba narerpal jegHaunse (146), Ha-
CUTYPHO je KOHBEPreHTaH.

Y coeumjamHOM CIy4Yajy Kag A, W W, pacry Opxe HO 2™ m 2", Mmoxe
ce y3etu

A — 2m+11A.

mi

Kowmmaparusra jegaaunna (150) je

A

V, - A222m+nxmv o
(1-2x)(1-2v)

a BeH MHTerpall, koju 3a x = 0 go6uja Bpeanoct v =0, jep

v =1-4/1+2Alog(1-2x).

OH je xosoMop(aH y Kpyry NONyInpeYHnKa

1
1—e 24

2

R/

)
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na he y Tome Kpyry 6uTi KoHBerpenTaH u murerpanay pef (151) jeqnaumne
(146).

Ha oBaj nocnenmu ciryyaj ce cBofie u jennaunse (146) y Kojuma Komm-
YHUK

la,,l
m? + n?

ocCTaje KOHaYaH ¥ He IpeMalla jefaH cragan 6poj A. JIOBOBHO je IpUMETH-
TH /12 j€ 32 CBE [TO3UTHUBHE BPEIHOCTU HHIEKCA /1 U 1

m2 +l’l2 < 2m+n'

2. mpuMep. — YoumMo ciydaj Kaj| ce 3a A,,, MOXe y3eTH Kakas u3pa3s
o6uKa

Amn = O(’mBn + 7\'”1}‘1’11’

Tako, fa Je A, jefjaH IapTHKyJapHH MHTErpaj HaplujajiHe jefHavYnHe
(123).
Hexka je
Yo, x" =o(x), ZA,x"=A(x),

ZB,y" =By, ZW,y" = H(y),
na he jequaunna (148) 6utn
(152) v = o(x) B+ h(x)-L(v).

Kag cy dyskuuje o, B, A, U Takse, fa je jegpaunna (152) nurerpa-
OmHa, TONYIPEeYHUK Kpyra XoJIoMOop(hHOCTH HeHOT HHTeTpala v, Koju 3a
x = 0 go6uja BpexgrocT v = 0, gahe jegHy [omy rpaHuIly NOXyIpeYHNKa KPy-
ra koupepreunuje uarerpana (147) jennaunne (146). Jenna og TakBux jen-
HauynHa je HIp. Bernoulli-eBa jefiHaunHa, Koja ce M y OMIITEM CIy4ajy MOxKe
UHTETPAIIATH.

11. PEJOBU IITO MU3PAKABAJY OIIIITHU MHTET'PAIJI
INPEPEHIIMIATIHE JETHAYVHE ITPBOT'A PEJA

Onmrtr wHTErpan gudepeHnyjante je HE IIPBOT pefa

(153)

JbHY BPEHOCT X = X, JOOHja IPOU3BO-
€H je Je[lHOM peJialijoM

Tj. B€H HHTETPAJ KOJI
JbHY BPEHOCT y =
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(154) F(x,9,x9,90)=0
rue je F pyHk1mja yeTupyu MIpoMeHIbHBe
(155) X, Y, X0, Yo

y KOJOj ce x MOozKe IepMyTOBaTH €a X, Y Ca Y, a ia IIpH ToMe (PyHKIHja He
IPOMEHH CBOJY BPEHOCT

Kang map BpefHOCTH (X, Yo ) HE IPEACTaB/ba HUKAKBY CHHTYJIAPHY Ta-
uKky pyHKngje f(x,y), ONIITH HHTErPall y MOXE CE N3Pa3UTH Y OGJIHUKY IO~
TEHIWjATHOT pefia

(156) y=Ag +A(x —x0)+ A (x —x0) +...

rue cy koedunujeHTH A, QYHKIHje TPOMEHIBUBUX X, Vo .
Jeman nmpousBosbHO y3eT pejt (156) Moxe, anu He MOpa GUTH OMINTH
MHTErpaj KakBe jefHaurHe IpBOT pefa. Tako HIp. ped y KoMe je

Ay =Y, Ay =X0Yo +(n—1)x(2)yg

HUje OMIIITH HHTeTPall HUKaKBe jexHauynHe (153); HanmpoTuBs, pefl y KoMe je

AO = Yo, An = —X%

. n.

OIIIITH j& HHTerpajl jeAHaYNHE
‘ y'=y.

Y oBOME Cy Of1eJbKY TOCTaBIbEHa U IIOTIIYHO PEIIeHa OBa IBA [IATAIba:

1° Kakse toiipebre u gososmHe ycaose iipeba ga uciiyne Koeguuuje-
Hitiu A, pega (156), fia ga fiaj peg Upegciiasba OUULTAY UHIEZPAN KAKEE
guepenyujanre jegrnayune ipeoz pega obauxa (153)?

2° Y cayuajesuma kag cy Wi ycao8u UCyHeHU, Hahl gughepenyujaimy
jegrauuny 3a kojy takae peg (156) uspaxcasa roern oliuiiiy URIieZpan.

Heka je (153) jennaunna umju je omiuty uHTerpai pex (156). Tana je

d
(157) Ay =Yy, 4 :[d—i*:l=[.f(%}’)]=f(xo,)’0),
rje yoIITe u3pas [¢] o3navaBa BpeTHOCT KOjy fo6uja Kaksa pyHKIH]a @
jemHe IPOMEHIBUBE X 32 X = X, WU (DYHKIH]ja iBe]y MIPOMEHJBUBHX X, y 3a
X =Xgp, Y= y()'
dopMupajMO HeorpaHudeH HU3 (PYHKIH]a

(158) fis s fas e
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NPOMEHJBUBUX X, y IE(PUHACAHNX PEKYPEHTHOM PeJIaliijoM

(159) fu= Yot +faf" (n=12,3,..).
ox

e je moyeTHa QyHKIH]a

(160) Jo=71(x,y),
na he 6utu
(161) A = %[f,,_l] (n=12,3.).
Penammja (159) Moske ce HanmcaTd 1y 06IUKY
(162) un—{%']wﬂ{%l}
d dy
u3 Jera ce, npema (157), (159) u (161) go6uja
(163) (Rt DAy = By f(xg,y0) L.
ox, a)’o

To noxkasyje ga u3pas

<n+DAM—§“
. _ X 0
(164) A= i

aYO

UMa jeflHy HCTy BpEJIHOCT 3a CBe BpelHOCT n = 1,2,3, ... ¥ Jla ce Ta BPEXHOCT
nokyamna ca f(x,yq). Opyra jeqmaunna (157) tajga mokasyje a cy x, a4 y,
Be3aHU Au(epeHINjaTHOM jefHAYMHOM

(169) Do fxy,30).
X0

Bpepnoct n3pasa A je ucra Kao 1 BpegHOCT KoeuuujenTta A, a 1o je
f(xg, ). Jennaunna (160) no6uja ce, fakie Kaj ce y jefHATHHH

(166)

CMEHH X, Ca X, Yy C
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Ha Taj cy HaunH HabeHn ftofipe6ru yciosu fa 6u pey (156) 6uo omn-
IITH HHTETpaj Kakse jennauyune (153). Jlako ce gokasyje fa cy TO y HCTO
BpPEME U §OB0./bHU YCIIOBU 32 TO; JOKA3 je MCTOBETAH Ca OHUM KOjuM je y 3.
OJIeJbKY OBE KIUTE JOKa3aHOo N1a Kaf| ce Koe(uujeHTH pefa

y=ag+ax +ax®+...

U3padyHajy y3acTOmHuUM nudepeHnujabemneM jegHaunte (153) u neobom
noOHjeHiX U3BOJa ca 1, TaKaB pef (popMaHoO 3ajj0B0baBa jegquaunty (153).

Ha Taj HaywH g0o6HjeHO je pellehe O0CTaBbeHUX NNTakba y 00INKY
OBa JIBa CTaBa:

1. craB. Ja 6u peg (156) iipegctiiasmao otiwiniu unitiezpan Kaxee guge-
peHyujanne jegnasune ipeoza pega, ioilipe6HO je u go8OLHO ga u3pas A
uma jeguy uciiiy spegHociti 3a cgée gpegrociiun=1,2,3, ...

A xap je Taj yCIIOB HCIYHEH, pellele Apyrora of NOCTaB/bEHHUX
MATaba JaTo j&é OBUM CTaBOM:

2. craB. [{ugepenyujasna jegravuna, Yuju je odwiiu uxiiezpan iaga
uspaxcer pegom (156) gobuja ce kag ce y koeuyujeniity A, cmenu X, ca X,

Vo €Ay, ia ce pe3yaiiaill uajegraqu ca %y_
X

VY ciyuajy Kaj ce Tpaxu na gudepeHnujanna jexHaunHa (153), unjn
omuty mHTerpan Tpeba fa 6yae pex (156), He cafpXu EKCINIMLIUTHO IIPO-
MEHIbUBY ¥, jenuadnna (159) ce conu Ha

-
fn+l - f ay’

iYL
[fn+l] - [f] I:ay},

a jeqnaunsa (162) Ha

npeMa 4emy je
0A,

9y

(n+1)An+l = f(xo, yO)

13 4Yera crepyje
3. craB. [la 6u peq (156) dpegciiasmao otuiitiv unitiezpan Kaxee guge-
peruujanne jegnavune ipgoza pega Koja He cagpicu eKCUAULUIEHO He3a6U-
CHO UPOMEHBUBY KOAUHUNY X, HOMIPEeOHO je U §O80/bHO ga u3pas
’ DA
167 A=t DA
(167) W,

9o
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uMma jegry Uciily epegHociii 3a cee epegrociiun=1,2,3, ...

W y Tome cnydajy je ogrosapajyha gudepeHmnujanta jefHaunHa OfIpe-
beHa cTaBoM 2.

Kao mrTo ce Buyy, fa im he gatu pen (156) OGUTH WM He OIIITH HHTE-
rpalt KakBe jeJHa4YiHe IIPBOTra pefia, 3aBUCH UCKIbYYHMBO Off TOTa ga au fe
ezZosu KoeuyujeHitiu A, umaitiu 3a uneapujaHiny uzpas A. A xag je To
cnyvaj, gugepenyujarta jegnavuna iioza pega gobuja ce us came spegHo-
ciiu ilie uHsapujariiie.

3a pen (156) ump. 3a Koju je

Ay =Y0, A= y_o'
n.:
WHBapHUjaHTa je
A=y
3a pej 3a KOju je

Ay =Yo, A= 1:3:5 “,,'(Zn_l)()’o —xo + 12!
2"n!
OHa je
A=L(yy—xo+ D' +1;

3a pell 3a KOju je

Qxg) |, (2xg)? |, (2xy)"™* +}

A = , A":
0= y"[ nt (n=2)1 21 (n-4)!

OHa je
A=2x0Y0;
3a pef rie je ‘
(=120 =2)!
A = s An =
0= n1(n— D12y >
OHa je
1
A=-—;
Yo
3a pef 3a KOjH je
Yo - Jo
Ay =Yy, A4y = v A =,
0o =Yo 4 (4n)! 4n+2 (4n+2)!
A 1—y3 _ J1-y3
4n+l 4 4n+3 — ’
(4n+ 1! (4n+3)!

HaJa3| ce 1a je
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A=1-y3.

OBo mwITO je HAIpe[ W3JOXEHO, MOXKe ce HPEJCTABUTH W Ha OBaj
HAYWH.
Yonurre jeaHa ¢pyHKIHIja

(168) y= (p(xy Cl» C2 )’

KOja caip>kKut IBE NMPOU3BOJpHE KOoHcTaHTe C; U C,, ONIITH je MHTerpall
jenHe gudepeHnyujaaHe jefHaunHe pyror pefa Koja He canpku Hu C; HH
C,. Ta ce jeqHaynHa CBOM Ha jeHAYMHY IIPBOTra pefla Kaj ce u3Mmeby nsejy
KOHCTaHaTa yCIIOCTaBH KaKBa pelanuja

(169) ¥ (C,, C,) = 0.

Tako HIp. pyHKIH]A
y = C;sinx +C, cosx

je omiITH HHTErpal jeHaunHe
yl/ +y — 0;

TO je, MebyTuM, ONILITH HHTETpas jefHaYuHe
y2+y2-1=0

Kaj| ce Mehy KOHCTaHTaMa yCHOCTaBH peJialyja
Ct+C3-1=0.

Aunu, ¢yukunja (168) Moxe GHTH ONIITH HHTETPAIl JeJIHAYUHE IPBOT
pena (koja ne cagpxu vn C; Hn C,) a fa koHcranre C; u C, HE MPECTaHy
6UTH MpOoM3BOJLHE, T]. fla He Mopajy 6mth Mehy cobom BesaHe. Takas je
ciy4vaj ca (hyHKIHjOM

y= (P(X,XO, )’o)

IIITO TPEJCTaB/ha HHTErPAJ KaKBe je[[HAUMHE IPBOTa pefia KOji 3a IPOU3BO-
JbHY BPEHOCT X = x, A0OHja MPOU3BOJBHY BPEJHOCT y = Y, JOBOJBHO j€
y3eTh x5 = Cy, yo = C,.
Taxo Hip. pyHKIH]a
y=Ce e
OIILITH je& UHTETrPaJ jefHAYIHE

(170) y-y=0

dhyHKIHA}A
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y=sin(logCx + C,)

je OIIITH UHTEerpas jefHaAYNHE

(171) x2yt+yt—1=0.

Omninry pasnor TakBoTr (pakTa je OYeBHUAH: Y TAKBAM ClydajeBuMa
yBEK TOCTOjHU jenHa oapebena (pyuxmuja

(172) M(Cy, Cy)
nsejy KoHcTaHaTa C; n C, TakBa fia KaJ Ce CTaBH Jia je

AMC,L,C=C

o0e koncrante C, u C, Hecrajy y U3pasy omllITera HHTerpania y, Koju Io-
craje hyHKIHja TPOMEHJbYBE X M KOHCTaHTe C; OBa Tajla UTpa yIIOTY jefuHe
HHTEerpalioHe KOHCTaHTe.
Tako HIIp. y cnyyajy jennaunne (170) koncranra C je uzpas
C = Cie
3a jegHaumay (171) ona je
C=logC,+C,.

Y0o4uMO caji OIIITH MPOGIeM:
Kap je gaT moTeHImjamua pex

(173) y=Ay +A(x —A)+ A (x — AP +...

e cy A, Ay, Ay, Ay, ... pyHKUH]e [BE]y IPOU3BOILHEX KOHCTaHaTa C; U C,.

1° Hahu olipebHe U goB8OLHE YCA08E 30 €Z3UCTHEHYU]Y JegHe gupepeH-
yujanre jegradumne tipsoza pega, koja ne cagpwu C, u C, uuju he otwmitiu
unitiezpan ouitiu uspaxcer pegom (173);

2° Hahu iy guepeHyUjanty JegHavUny y cAy4ajy Kag oHa HOCiioju.
AKO ce cTaBH Jia je

(174) A(C, Cy) =0, AyC,C) =

napameTpu he o u [ O6utm mo3HaTe ¢yHumje KoHcra”Hata C; m C,.
CMeHUBIIN BbAMa Te KOHCTaHTe, PYHKIM]a y TOCTaje

y=B+B(x — o)+ By(x — o) +...

rge he xkoeduuumjentn B, B,, B,,... OuTH no3Hate (PyHKHMjE MapaMeTpa o
u 3, m mpo6JeM ce CBOIM Ha OHAj HANpef pellleH Y OBOME OfieTbKY; y Tpeba
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la Oyfe MHTerpaj KakBe JeJHa4YMHE IIPBOra pefa Koju 3a x = o gobuja
BpenHOCT y = 3.

Ha nu he pen (173) OuTH UM He ONIITH MHTETPAl KaKBe je/[HAUYMHE
IIpBOTa pefa, 3aBUCH Off Tora fa n he meroBu KoeUuujeHTH B, UMaTH 32
uHBapHjaHTy u3pa3 A (y koMe A, Tpe6a cMeHHTH ca B,) wind He. A Kaj je
TO cy4aj, AudepeHnnjaata jefHauuHa ce Jo0uja eTMMITHALIjOM JBE]y KO-
HcraHata C) u C, U3 TPpHjy jefHAUYNHA

d
(175) A(C,Cy))=x, Ay(C,,Cy) =y, Al<cl,cz>:zlf.

Ha oucmo opgpenumu, nomohy C; u C,, koHcTauTy C Koja he urparn
fasby yIJIOTY JeANHe HHTerpalioHe KOHCTAHTE Y ONMIITeM HHTETPany y, Npu-
MeTuMO facy C; u C,, Ma fja Cy UM BPEIHOCTH NPOU3BOJbHE (Kao INTO je 1
CIIy4aj ca Xxg,Y,), Be3aHH TU(PEPEHINjATHOM PEIalHjoM IITO CIenyje u3
ofHOCA

dap _ aA dC2
=A(C,Cy)=— .
do - En €)= acl ac2 dC,
To je pudpeperuyjanHa jefHaYNHA
dC
176 —2 =0(C,C
(176) =2 C)

rie je @ oxpebena dpynkuuja koucranata C; u C, Koja uMa 3a u3pas
0Ay

acl (Clac2)acl

(177) T
AlC,C 04 94

(€ 2)8C2 ac,

0 TOMe Ce yBepaBaMo AuepeHnnjabebeM IPBUX ABejy jegHaunHa (175) n
CMEHOM Jo0ujeHuX dx u dy y Tpehoj o THX jefHaynHa.
Kag ce ottwiiu unitiezpan jeguaqura (176) naiiuwe y 06.auxy

n(C;, C,) = const

uspas |\ uzpa yaozy koucitianiie C.

12. AHAJIMTUYKO IMMPOAYXEWKE PEJA IIITO NU3PAXKABA
UHTEI'PAJI JETHAYNHE

Kap je gaTa jeqHaunna

(178) y' = f(xy)



OCHOBHE TEOPEME U ITPAKTUYHA YITYTCTBA 195

rie je pyskunmja f(x,y) xonomMopdHa y 6au3uHI BpeaHOCTH X = 0, y = 0,
IIpAMEHOM OCHOBHe Briot-Bouquet-oBe Teopeme [obHja ce HHTETpal, KOju
3a x = 0 moctaje y = 0, y o0nuKy pena ‘

(179) y=ax +ax? +ax+...

KOjH je KOHBEPIeHTaH 3a CBe BPEHOCTH X INTO ce Hanase y Kpyry C onuca-
HOM OKO IOYETKa ca IONYIPEeYHUKOM R, 32 KOjH j& Halpes MOKa3aHo KaKo
ce oapebyje. :

Kap ce BpegHOCT ¥, 3a KOJy ce TpaxkKil Bpe[[HOCT HHTErpaa y Hajasu y
TOME KPYI'y, OBa Ce BPEJHOCT W3pauyHaBa HemocpegHo u3 obpacna (179).
MebyTtuMm, u3 itioza ce pega moxce, iocpeguum iyitiem, U3pavyHalil U speg-
HOCII uHitlezpana u y Kojoj ce xohe auky X = a (OCUM U3Y3ETUHUX U U30N0-
gaHux wakeux mavaka) ear kpyea C.

To ce Moxe BpIINTH OOUYHUM AHAAUTAUYKUM UPOGyHcasarbem PyHK-
nuje nedwHUCAHe PeoM KOJU BaXKH 3a Je[Hy 00JIacT PaBHHU X, Ha TadyKe X
IITO ce Hala3e BaH Te 00JIacTH.

Hexa ce Tpaxu fia ce, ACKOpUCTHBIIY o6pasay (179), u3padyna Bpen-
HOCT MHTErpana y 3a x = a, IJIe je a JeHa laTa TayKa y PaBHHU X BaH Kpyra
xousepreuimje C pena (179). Axo je a o6u4Ha TauyKa 3a MHTErpaj y u3pa-
>KEH THM DEJIOM, OHJ[a Ce TAaKBO aHAIUTHYKO NPOAYyXKaBambe U3BPIIyje Ha
0Baj HAYWH.

Cl
CII

A 4

N

CacraBuMo noueTak x = 0 ca TaAYKOM d jeJHOM NPOU3BOJLHOM IIyTa-
BoM Oa, YOUNMO Ha TOj IyTalbH JefIHY IPOU3BOJbHY TAUKy X = OL Yy yHYTpa-
mrsocTr Kpyra C (B. cnuky). [Tomrro je Ta Tauka y Kpyry C, 3a iy hie axu-
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T pex (179), ma ce u3 Tora pefja MOTY U3padyHATH Y3aCTOIHE U3BONU YH-
KIHje y Y OOIHKY

Y =a;+2a,x +3ax* +4a,x’ +...
y' =2a,+2 3a;x+3-4-a,x*+...

(180)
=2-3ax+2-3-da,;x+3-4-5a5x +...

......................................

W3 o6pa3zana (179) u (180), re cy pegoBu HACUTYPHO KOHBEPTECHTHH
3a X = O, MOI'y C€ H3pauyyHaTH BPETHOCTH

Ao, A A, ...

Koje mobwujajy y,y’,y”, y”... 3a x = o, I1a KaJ| Cy OHe m3pavyHaTe, HHTErpal
Yy MOXE Ce, 32 BpEIHOCTH X y OJIM3UHU TauKe O, U3Pa3uTH Y OOIHKY pefia

(181) y =4, +%(x*a)+%(x—oc)2+

Koju he 6UTH KOHBEPreHTaH 32 CBE BPEIHOCTH X Y YHYTPAIIBOCTH H3BECHOT
kpyra C’ ommcaHOr OKO Tavke O Kao neHrpa. [Tonynpeunuk R’ Tora Kpyra
ompenuo OU ce IPEeMEeCTHBINN KOOPAUHATHY IIOYETAK Yy PAaBHU X y TAUKY O H
NPUMEHUBIIN HATIpe] HaBEeAEeHN 32 TO IOCTYIaK.

OnuimmMo Tafja OKO Tauke o Taj Kpyr C’ M yOUNMO Y ¥HeroBoj YHY-
TPaUIHOCTH, a Ha MyTaku Oa, jenHy Tauky x = f3. ITomro je Ta Tadyka y Kpy-
ry (', 3a by he Baxutu pen (181) ma ce U3 Tora peja MOry u3padyHaTu
y3aCTOIHY U3BOAH (PyHKIHjE y Y OONHKY

’ Al AZ é%_ _ 2
=S+ L) - ¢
(182) = ‘32'+A* (x - u)+*2‘( X — o) +

W3 obpazana (181) u (182), rue cy pejoBHM KOHBEPIeHTHH 3a X = O,
MOTY C€ H3pauyHATH BPeTHOCTH

By.B,.B,, ...

xoje mobujajy y,y’,y”... 3a x = 3, ma xaji cy oHe H3padyHaTe, MOXe Ce 3a
BPEHOCTH X y OJU3MHY TauKe B MHTErpas y H3pa3uTH y OONUKY pefja

y = Bo+Th(x - B)+ 21 (x =B)* +




OCHOBHE TEOPEME M [TPAKTHYHA YITYTCTBA 197

u Taj he pex GHTH KOHBEpreHTaH 3a CBE BPEJHOCTH X y YHYTPANIHOCTH
m3BECHOr Kpyra C” OIMCAHOr OKO TauKe [ Kao UeHTpa, a YAju O’ ce ToMy-
IPEeYHUK R” OIpeNno Ha HCTHM HAYMH KAo IONYNpPEeHuK R’.

Y Taj 61 ce MOCTynak Mpofykuo ugyhu nyTamoM Oa, cBe JOTIE JOK
nocneamy kpyr C* e o6yxsaty u Tauky a. Kag To 6yne, onna he mocme-
JiIbHL TAKO JOGUjeHN Pefl 32 y BasKUTH U OUTH KOHBEPTEHTAH U 32 BPEJHOCT
x = a, na he ce nomohy mwera MohH HEMOCPEAHO U3PaYYHATH BPEHOCT HH-
Terpaa 3a Ty BPEIHOCT X.

IMocTymak u3y3eTHO Hehie BaXKUTH aKo MPOU3BOJLHO 3a0paHa IMyTarmba
Oa npebe npeko KakBora CHHIrynapureTa x = ¢ ¢pyHRUmje f(x,y), jep he
TaKaB CHHIYIApUTET, NPEMA YCIOBEMA KOJH Ce NPETNOCTaBbajy 3a Ty
dyHKIH]y, y TPEHYTKY Kaj ce upyhu mytamoM Oa Hambe Ha mera, OHe-
MOTYhHUTH flajbe KpeTarbhe Ha JOCAalalllibi HAYMH Y IpaBIy Tauke a. MeTosa
3a ofpeady mocienmer noaynpevynnka R tana usneBepasa u yHHM HEMO-
ryhHEM flalbe aHATMTHYKO NPOyXaBamkhe HHTETPAIA AyX Te myTame. Taga
ce MOpa M3MEHUTH NMyTamha Oa W MOKYUIATH PYCd Kakas NyT KOjuM 0| ce
Of TIOCTIENILET KPYKHOT IEHTpa NPHIUIO TAYKH d.



TPERM ONIEJbAK

HEOIPEBEHU OB

13. CJIVHAJ KAL JECHA CTPAHA TVOEPEHITUJAIIHE
JEMHAYHMHE ITOCTAJE BECKPAJHA 3A x=0,y=0

IIpetnocragka, Ha KOjOj je OCHOBaHa OCHOBHa Briot-Bouquet-oBa Teo-
peMa o m3paxkaBamwy HHTerpana gudepeHnnjalte jeqHaunHe, Kao K Teope-
Ma HCTe BPCTE 3a CHCTEM CUMYJITAHHX jeJHAYNHA, CACTOJH CE Y TOME Jia je Y
jeMHAYMHA

(183) y = f(x,y)

dyuknumja f(x,y) xomomopgpHa 3a noueTHe BpefHocTh ¥ = 0, y = 0 mpome-
HJBUBHUX X M y, Tj. Ia je OHa 3a Taj map BPeIHOCTH KOHayHa, ofgpebeHa u fga
HY jefHa [pyra O THX [Bejy BPeTHOCTH HHUje KPUTUYKH CHHIYJIApHUTET
¢yuanmje. Taj ycnoB Huje UCIyHEH

1° mnu xag 3a x = 0, y = 0 pynkumja f(x,y) pobuja 6eckpajHO BEIHKY

. 1.
BPEHOCT, a (pyHKIMja — je XomoMop¢Ha 3a Te BPeIHOCTU IPOMEH/bUBHX;

2° wu Xap ce BpepHocT (0, 0) jaBiba y HeofpeheHOM 00IUKY %

3° wmim Kap je jefgHa miau fpyra, uin obe BpepHocta x = 0, y = 0, Kpu-
THYKHA anre0apcKy WIN TPAaHCUEeHAeHTHN CHHTYIapuTeT PyHKImje f(x,y).

Y TakBHM cIydyajeBHMa MOMEHYTE TeOopeMe cy HeynoTpeOIbHBeE, jep
HHj€ 3aJJOBOJEEH OCHOBHH YCIIOB ITOJf KOJHM Cy OHE M3BEJCHE.

Tako HOp. flecHa cTpaHa jeTHAYHHE
/- y— 1

X

y

3a x = 0, y = 0 mocraje 6eckpajua; He IIOCTOJH HU jeaH MHTErpaj Koju 3a
x =0 mo6mja BpegHocT y = 0. To ce Bugu U3 ©3pa3a ONIITEr HHTETpala KOju
je
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y=1+Cx.
JlecHa cTpaHa jefiHAYMHE
r=_Y
y 2

3ax =0, y =0 jaBma ce y Heoapebenom 06Ky %; uMa OeCKpajHO MHOTO

UHTErpaia Xoju 3a x = 0 gobujajy Bpegaoct y = 0, anu mopeq Te BpeJHOCTH
OHM f100Hjajy ¥ CBaKy APYTY, IPOU3BOJHHY BPEJHOCT W HE MOTY CE PA3BUTH y
pen ypebeH no creneHnMa IPOMEHIbUBE X; TO Ce BHIU M3 U3Pa3a OMIITET

uHTEerpana Koju je
1

y=Ce;

M KOJU UMa BpeJHOCT x = () Ka0 CBOj €CEHIMjaJTHH CHHTYJIAPUTET.
[lecna crpaHa jeqHaYAHE
s 1 1+ y2
T2 (1+x)y

nocraje O0eckpajHa; jeflHaYlHa HMa HHTerpaja Koju 3a x = 0 jobujajy Bpep-
HOCT y = 0; anu ce TH MHTETpaIU He MOTY Pa3BUTH y pex ypebeH mo crerne-
HEMa IPOMEHJBHBE X, HITO C€ BUY M3 H3pa3a OIIITEr HHTerpaja

y=x +C(1+x);

TakBa Cy [iBa NapTUKylapHa WHTErpaia
y=—x W y= +x

KOjH ofroBapajy BpefHocTr C = () HHTerpalmoHe KOHCTaHTe.
HamocneTky, fecHa cTpaHa jefHAYnHEe

’ y—l

Y i

nocraje 6eckpajna 3a x = 0,y = 0, a ©’Ma H BPeHOCT X = ( KAO KPUTHUKY
TayKy; HOCTOj! MHTerpan Koju 3a x = 0 gobuja BpegHOCT y = 0, alu ce OH He
MO3Ke Pa3BUTH Y pel MO CTeIeHHMa IIPOMEHJBUBE X, IIITO Ce BUAM U3 U3pas3a
ONIITET UHTErpana Koju je

y =1+ C(1+/x).

Moske ce U3y3eTHO JJECHTH J]a ce U Y KOMe Off TAKBUX Clly4ajeBa. U TO
CaMo y IOjeUHAYHUM CJIy4yajeBUMa, HIIaK HHTEeTpall MOXKe U3pa3uTH y 00-
nuky Maclaurin-oBor pefa



200 MHTEIPALIAJA TIOMORY PEfIOBA

y=ax +ax*+ax’+...

any, To Tafa Hehe Bullle GUTH MOCAEeUIa HaBEJ[EHNX ONIUTHX TeopeMa Beh
he ce mecuTy U3 APYrux, 3a TaKBE jefHAUMHE CIIELUjaTHUX Pa3iiora.

3a TakBe cinydajeBe, Kaj QpyHKIHAja f(x,y) Huje XomoMopdHa 3a HO-
yeTHHU Iap BpegHocTH x = 0, y = 0, jaBJba ce muTame: y peg Kakeoz obauxa

(184) y = ug(x)+u(x)+uy(x)+...

MOdce ce Tiaga passuiliu uniiiezpan y koju 3a x =0 gobuja epegrociiy =0, a
ga peg 6yge HacuzypHo KOH8epZeHIaH 3a 6pegHOCIIU X Y HeKO] obaaciiiu
DasHu x?

Ox rope mOMeHYTHUX cllyyajeBa Te BpcTe y 0OBoM he ofie/bKy OUTH pa-
cripaBIbeH OHaj Kaf 3a x = 0, y = 0 dynkumja f(x, y) nobuja 6eckpajHo Be-
JIAKY BPEJHOCT.

Heka je, naxne, nara jeqaaunHa (183) y xojoj je

f(0,0) = e
AKO ce jeqHaYMHA Hanuuie y 00/IUKY
dx 1
185 — = =0(x,y)
(159 dy  f(x,)

dbyukmja @(x,y) je xonomopdHa 3a x =0, y = 0, jep je Bpexroct ¢ (0, 0)
TauyHo ofpebena u jenHaka Hynu. OHa ce, IpeMa TOM€e MOXKE Pa3BHTH Y Pefl
ypebeH 1o cTemeHnMa IPOMEHIBHEBE X

(186) Q(x,y) =4, +Ax +Ax 4., Ay =0¢(0,y),

rae he xoedunujentn 6uTH X0IOMOphHE (YHKIMje TPOMEHIBUBE y, Off
KOJHX Ce IOjeMHI MOTY CBECTH WM Ha KoHcTaHTY. Kao wTo he ce BujeTy,
06auk pega (184) u anasuitiuyka dpupoga URIEZPALa 'y 3A8UCU UOZAABULLO
0g Koeuyujeritia A, .

[a 6u ce TO mokasano, pa3JInKyjMo OBa ABa clydaja:

IIpBHu ciyyaj: mpeTHOCTaBUMO Jia KoeduyjeHaT A, He 3aBUCH Off Y.
Tapa o Mopa 6UTH jefHaK HysH, a 61 6uiIo
(187) ©(0,0) = 0.

Axo ce Tafa 6poj npsux Koeduujerata pexa (186), koju cy jeaHakn
HYJIH, O3HAYH ca k, TaKo [1a je

A()=A1=...=Ak_l:O, A/\?&O
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11a fia e pej| CBOfHM Ha
(188) O(x,y) = Axt + AL X + A x L
u3 (185) u (188) ce nobuja pa je

(189) % = (A + Ay +Aox® + .. dy.

Ca gpyre cTpaHe, OUITO je @(x, y) xonoMmopdHa (PyHKIIja IPOMEH-
BUBUX x My 3a x = 0, y = 0, mpeMa Teopemu Briot-Bouquet-a 3a jexHaunny
(185) mocrojahe uHTETpaN X KOjU he Takohe 6uTH XomoMopdHa PpyHKIH]ja
npoMeHibuBe y 32 y = (. Kap ce Taj mHTerpan x CMEHHU Ha JeCHOj CTpaHH
jenuaunse (189), oHa nocraje

W (y)dy

rie je y(y) Takohe xomomopdHa ¢pyHKIHja IpoMeHbuBe y 3a y = 0, u jen-
HauwHa (189) mocraje

d
~)f—, =y (y)dy.
X

Wnrerpanehn o6e crpane y rpanuiama 0 u x, ogaocro 0 1 y, fobuja ce

E= Jwvoa.
0

0

ITomTo je k> 1, 6uimo ma je k = 1 wnu xa je k > 1, mesa crpana mo-
clembe jefHaune nMa 6eCKpajHO BENNKY BPEHOCT, a IECHA CTPaHa 0CTaje
KoHauHa, mTo je HeMoryhuo. To mokasyje ga y osom cay4ajy He iocitioju
Hukakas unitiezpan y jegnadune (183) xoju 3a x = 0 gobuja epegrociti 'y = 0.

Takap ce ciIy4aj jaBiba, Ha IPAMEP, 32 JeAHaYNHY

ﬂ'——"‘x_‘on‘*'Alx,
dy y-
ouhe
Ay =0, Al——l—,
y—1

a U3pas3 OIMOTET HHTEerpaaa
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HoKasyje fa jeflHaurHa Of{CTa HeMa HUjelaH HHTerpaj Koju 3a x = 0 gobuja
BpegHocT y = 0.

Jpyrn ciy4aj: mpeTnocTaBuMO Aa KoeduumjeHaT A, 3aBUCH OF Y.
Kaxo je on xonoMmopua dyHKIUja TPOMEHIbHBE y, MOKE Ce Pa3BUTHU Y pefl
o6nmKa

(189bis) Ag=ag+ay+ay*+...,

rae he xoedunujeHTH a, O6uTH cTaNHA OpojeBd (HE3aBUCHM OF X U y). A
nourto 3a y = 0 Mopa 6utu A, = 0, ga 61 ce umana jepquaunna (187), To Mo-
pa 6ut: a, = 0, a mopey Hera Moxe OUTH je[lHAK HYJIU JOII U jeflaH U3Be-
cTaH 6poj y3aCTONHUX NPBUX KoeduumjeHaTa «,. O3HaunMo ca m 6poj Ta-
KBUX Koe(HIIjeHaTa, Tako Jia je

do=a; =04y =...=d,_1, a,, #0,
na he ce pepx (189%%) jaBuTn y 061Ky
(190) AO = amym + am+1ym+l + am+2ym+2 +..

Kao mrro je kazaHo, MOIITO je @ (x,y) xonomopdHa pysKImja IpoMe-
HJBMBHX X U y ¥ Onusuau BpeguocT x = 0, y = 0, MoXe ce Ha jefHAUHHY
(185) mpumenuTH ocHOBHA Briot-Bouguet-oBa TeopeMa, IpeMa Kojoj ce Taja
HHTErpai x, Koju 3a y = 0 gobuja BpegHocT x = 0, MOXKe pa3sBuTH y pex 00-
TuKa

(191) x =By +By+Byy* +...,

koju he 6uTH KOHBepreHTaH 32 CBE BPEJHOCTH X Y Je[THOME KPYI'y OIIMCAHOM
0Ko Tauke x = 0 y paBHH x.

Koeduumjentu B, 6u ce MOriu u3padyHaTH ONET IO HCTO] TEOPEMH,
alIy ce JIaKIIle JI0 pe3yJITaTa, IITo ce UMa Y BUAY, 013U Ha OBaj Ha4uH:

OdeBupnHO je ma, ako ce y jeqnaunau (185) cmenu dyskimja @(x, y)
cBojuM m3paszoM (186), ma ce y oBome KoedunyjeHaT A, CMEHH PEJOM
(190), a x pexom (191), go6uhe ce jenna jefHaunHA KOja MOpa OUTH MIECHTH-
YKH 3a0BOJbEHA, TIOIITO je x jefaH ke’ HHTerpal. Ta je jeqnaunHa

B, + 2B,y +3B3y?+...=

= (@Y + Ay Y @Y™ L)
+A (By+By+B,y*+..)+

+A, (By +By+B,y*+..)+...

(192)
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+ ITomrro 3a y = 0 Tpe6a na O6yne x = 0, Ta jegraunna (191) mokasyje na
Mmopa Outu B, = 0. Kap ce To yBene y jegnauuny (192), unan Koju He ca-
IpXH y HA JIEBOj CTpaHu je B, a Ha JieCHOj He MOCTOjH, MOpa JaKje OUTH K
B, = 0. Axaj ce H TO yBeJie Y jefHAYNHY, F-CH YIAH Ca y Ha IIPBOM CTEIEHY
Ha II€BO] CTPaHM HMa 3a Koedunujenat 2B,, a Ha ieCHO]j cTpaHd Gpoj 1o-
MHOXEH ca B; npeMa ToMe je ¥ B, = 0. IIpopyxyjyhu u game Tako ca oc-
TaJIIM CTENeHNMa IPOMEHJBUBE Yy, 1O HBEeHOT (m — 1)-0T cTeneHa 3ak/by4HO,
HaJasy ce ja je 7

By=B,=B,=...=B, =0.

Unan xoju cafapxu y” Ha neBoj je crpanu (m+1)B,,,,y", Ha TECHO]
a,y™, IpeMa 4eMmy je
G
m+1’

m+l =

na MoIITO je KoeduuujeHar a,, pa3iudyal off HyJle, Tako he 6uTH U ca Koe-
¢punujerrom B, ;. Ilpema ToMe ce unTerpansu pep (191) ceopm Ha

(193) X = Bm+1ym+l + Bm+2ym+2 + Bm+3ym+q

a u3 mera ce fobuja jegHavnHa

(194)W - (m + I)Bm+1y +(m + 2)Bm+2ym+l +(m + 3)Bm+3ym+2 + ...

H3BpmmmMo y TOj jenﬁaqnﬂﬂ CMEHY

(195) x =" de = (m+ ) mdt
mpeMa Jyemy je
de_dx db_ (g dt
dy dt dy

na he, kaj ce To cMenn y jeraunnu (194), opa mocraTti

(m+1)t" d——(m+l)Bm+1y +(m+2)B,,y™ " +...,
y

IITO C€ MOXE HAIlUCATH Y 06J’II/IKy

dy _ (m+Dt"
E - (m+DB ., y" +(m+ Z)Bm+2ym+] +(m+3)B 3" +e..
A '
(196) ﬂ:(i) L .
d y Bm+l+m+2Bm+2y+m+3Bm+3y2‘+"'
1 m+1
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Ca pmpyre cTpane, ako ce u HeHOCpeaHO Y jeqHaunny (193) usspium
ucra cMena (195), nobuja ce

1 _ 1 2 3
tm+ - Bm+1y ™ + Bm+2ym+ + Bm+3ymJr +...,
oplakine je

m+1
t
(;j :Bm+l+Bm+2y+Bm+3y2+"'

CMeHOM Te BpeHOCTH Y jeHaynnu (196) nobwmja ce jemnaunHa

m

iy__ [Bm+l+Bm+2y+Bm+3y2+"-]m_+l

dr m+2 m+3

(197) .
B, +t—=B,.,y+——=B, 3y +...
+1 m+1 +2Y m+1 +3Y

3a y =0 gecHa cTpaHa OBe je[lHAYHHE CBOJY Ce HA BPEJHOCT

m

(Bm+l)m+l =B L

1 m+l,
Bm+l

a mourTo je koedunujeHat B,,,, pa3IAIMT Off Hyle, Ouhe U OBa MOCIEbA
BpEeJHOCT KOHayHa. Bpegnoctu ¢ = 0, y = 0 He mpejcraBpajy, akie, HUKa-
KBe CHHTynapureTe (PyHKIMje Ha JeCHOj CTpaHu jegqHauymHe (197), ma ce Ha
Ty je[lHAYHHY MOXKe€ IIPUMEHUTH OCHOBHA Briot-bouquet-oBa Teopema. Ilpe-
Ma 0BOj, mHTerpan y jeqHaqune (197), koju 3a ¢ = 0 go6uja BpegrocT y = 0
MOXe Ce Pa3BUTH Y pef O0IHKa

(198) Y =0t + 0y t? + 080+

Kojd he OUTH KOHBEpreHTaH 3a CBE BPEJHOCTH ¢ Y ]e)mome KpPYTy OIIMCAaHOM
OKO Tauke ¢ =0 y paBHH ¢.
Kap ce y peny (198) cMeHu ¢ sheroBoM BpenHotrhy

OH TOCTaje

(199) Yy = ox M o x x4

n3 Jera ce BURHM ga ce urifiezpan y gaitie jegHavune

(200) y' = f(x)

1
MOdHce pa3suiliu y peq ypeber o citiefleHuma epegrociu x ™+,
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A TIOIITO HajMama BPEJHOCT KOjy MOXe UMaTh m je m = 1, To je usno-

1 . .
SKHJTAT] 7 yBEK IpaBH Pa3joMak, 4nja je HajMama MoTyhHa BpegHocT
m+

1 . __ - _ ‘ -
> U IpeMa ToMe je épegrocili X = 0 ygex anzebapcku KpUIUHYKYU CUHZY-

Aapuliielii uniiezpana 'y, peg iakee Kpuiliuike anzebapcke iauke jegHax je
6pojy m foseharnom 3a jeguHuyy.
A w3 cBera 0BOTa MITO IIPETXOU U3BOAY CE OBaj OIIITH 3aK/byYaK:
Heka je pata qudepennujanna jegnaunna (200), rae je f(x, y) PyHK-
ngja xoja 3a x = 0, y = 0 go6uja GeckpajHO BEJIUKY BPETHOCT, ajld TaKBa [1a
je ’eHa pellunpoYHa (PYHKIIja

1
f(x,y)

Q(x,y)=

xonomopdra 3a x =0,y = 0. Bpegnoct
9(0,y) = A

Ouhe Taga WM UICHTUYKH jeTHAKA HYJIH, WK he 3aBUCATH Of] MPOMEHIbUBE
y. 3a jeman u [pyry ciydaj Baxe TeopeMe:

1. reopema: Kag je spegrociti A He3asucHa 0gy (y Kome cay4ajy oHa
Je ugeniiut Ky jegnaka Hyau), He Gociioju uniiezpan jegnadure (200) koju
3a x =0 gobuja epegrociii 'y = 0.

ITpocr nmpumMep 3a TO faje jefHAUNHA

y==— y=1+Cx.

2. Teopema. Kag spegrociti A, 3asucu 0g 'y u paseuje ce y peg ypeber
[0 clielieHuMa UPOMEHDUBE Y, Ud ce Ca T 03HA1U HAJHUNCU cillelier ilo2a
pega tio y, unitiezpan koju 3a x = 0 gobuja epegrociti y = 0 uma spegrocii
x = 0 kao aaZebapcky kpuiiudky iia4ky (m + 1)-02 pega u moxce ce pa3-

suiliu y peg obauxa
1 2 3

Y = oy x Mo x M o L

KOHBepZeHIliaH HA 8PEGHOCIUU X Y JegHOME KPYZY OUUCAHOM OKO THa4Ke
x =0y pasuu x. '

Opnpenba xoedunujeHaTa O,n HETOBOT Kpyra KOHBEPIeHIUje BPIIH
ce TMPHMEHOM OCHOBHe Briot-Bouquet-oBe TeopeMme Ha jepHaumny (197),
IOIWITO OHA, pafu ofapende KoedunujeHaTa B ,, KOju ¢y 3a TO NOTpeOHH, OY-
[le TPETXOIHO NpUMebeHa Ha jeHaunny (185).



206 o : VHTEIPALIMIA TIOMORY PEJIOBA

ITpocr npuMep 32 TO Aaje jefHAYNHA

y’=l, y=+C+2x.

14. CHYYAJEBU KAJI CE IECHA CTPAHA MU®EPEHLINIAIHE

JETHAYMHE 3A x =0,y =0JABJbA Y OBJIUKY %

Kan je pudepennujanya jeqHaunHA

(201) y' = fx,y)

tTakBa fa ce Bpegsoct f(0,0) jaBiba y obnuKky %, npo6ieM HHTerpaimje

noMohy peoBa HocTaje MHOTO TEeXXH, ¥ OH HH [0 JlaHacC JOII Huje Y HOTIy-
HOCTH pellIleH, jep joIll IMa CIeNHjadHnX, Y TOMe HOoraeqy HeJOBOJBHO IIPO-
YUYEHHX cIydajeBa.

Ospe he GuTi mpoy4YeHN HajBa KHAJK M HajuenThy ciydajeBH, y KojuMa
ce mpo6ieM HHTerpalnje Moxe o Kpaja pemnTH. IIpo6aem ce moxe pas-
JIOXKWTH Ha NOjelnHe CIelHjaIHuje TpobieMe Koju he 6UTH pegoM pacipa-
BIbEHH.

A) Onpen6a nH(PUHATE3NMAIHOT peJa HHTerpana

Kap jenna nmpoMeHJpHBa KOMHUYKMHA y, (DYHKIM]a HE3ABUCHO NTPOMEH-
JbUBE KOJIIMYMHE X, Te3KU HYJITH aKO X TeKM! HYJIH, OHa IocTaje 0€CKpajHO Ma-
7a KOJIMYMHA y MCTO BpeMe Kaj U ImpoMensbuBa x. Ilof unguruitiesuman-
HUM pegom GecKpajHO Majle KOMHIUHE y pasyMe ce TaKaB jefjaH IO3UTHBAH
6poj W, 1a KOTHIHEK

Y

KM

TEKM KOHAYHO] ¥ Of] HyJie Pa3iINYHOj TPaHuIK H Kajl x TEXKU HYJIH.
ITomro ce Tpasku uHTerpan koju 3a x = ) gobuja BpegHocT y = 0, TO,
aKko je | mH(UHATE3NMANTHI pej] HHTerpana, 6uhe 3a BpegHoCTH x y Onu-

3WHHU BpegHoCcTH x = ()
L -H+ g,
X 4

Te € TeXH HYJIW Kaf X TEXHU HYJH, IITO ce MOKe HAMCATH Y OOIUKY
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(202) y = Hx" +3§,
rye 1 O TeXW HyJIH Kajl X TEXH HyJIH.
®ynkumja f(x,y) jaBma ce 3ax =0, y =0y o6auKy —8 Mnu hemo y3ze-
TH fia TO [0J1a3H OTYyAa, WITO je f(x, y) KOJIAUYHUK
(203) fx,y = 25D
y(x,y)

nBejy MyHKIMja @ ¥ Y XomoMmopduux y 6ausuam Bpeguoctu x = 0,y = 0,

TaKBHX fia je
(P(O’ 0):()’ W(O, 0)20

dynkIHje ¢ 1 Yy MOTry ce, IpeMa ToMe, PasBATH ¥ JBOCcTpyKe Maclau-

rin-0BE peNoOBe
O(x,y)= D D Bx"y",

m N

YY) =2 Y Ak,

m n

KOHBEpPreHTHE y U3BECHAM KPYroBHUMa onucaHuM oko x = 0 u y = 0 y pas-
HIMa IPOMEHIBUBUX X 1 .
3ameHuBIIN Te u3pase y jennaunay (201) Hamucanoj y o6iuKy

WX,y =0(x,y)

nnu, npema (202), ogaxie je

(204) y = uHx""'+§,
y O0IUKY
(205) WHY (x, y) 27 = @ (x, y) +1

Halasm ce Kajg ce obe cTpaHe, ocle Te CMEeHe, ypefe [0 CTeNeHnMa IIpoMe-
HJBWBE X, OBO IUTO CIEfyje:

1° Ha TeBOj cTpaHU YWIAHOBY HajHIDKET pefla Hanasuhe ce Meby wnaHo-
BUMa OOJIHKA

m+un’ -1
Am'n'x ’

2° Ha IecHOj cTpaHu OHH he ce Hanma3uTu Meby unaHoBuMa o6iuKa

B xm+nu

mhn
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YaHOBM HaJHUXKEr CTeleHa IO x Ha JIeBOj U J{ECHOj CTPaHU MOPajy
6utu Meby co6oM jefHaKy; HEKA je Ha JIEBOj CTPAHM TO WIaH KOjU OroBapa
BPEAHOCTUMA HHIEKCA

n/ —_ a/, ml — [3/’

a Ha I[CCHOj CTpaHd YJIaH IITO OATrOBapa BpEAHOCTHMA HHACKCA

n=da, m=0.

Tapna Tpeba fia je
B’ +pa’+u—1=p+pa,
oflakne je

I+ —o

IMomro cy o, o, B, B’ uenu 6pojesu, To jeqgraunna (206) okasyje ga
je unpuHuTlie3UMarHU peg UHIIeZpanra y y olluitem cay4ajy payuoHanan
Opoj. I3y3zeTak 6u MOrao OMTH caMO Y CIIy4ajy KaJl je Y jefaH uCTH Max

1+B-p'=0, 1+a'—oa=0,

y KOMe ce ciaydajy U jaBba y Heoppebenom oGnuky %

Jemnaunna (205) Baxk¥ 3a CBAKM Tap M3IOKUIANA
m +un’ +u—-1 m m+un

IIPOMEHIBUBE X Ha JIEBOJ U IeCHO] cTpanu jeguadnte (205) momro ce y 0Boj
cMeHe y By’ cBojuM BpepgHocTuMa (202) m (204), anu cBakm Takas rap He
OfiCOBapa YCIOBY KOjH ce MMa y BHUJY, a TO je Ja Tako, moMohy onrosapa-
jyher o6pacna (206), mobujer 6poj | Oyje marbl O CBHjY OHAX IO KOJUX 01
JOBENH OCTaJ{ MapoBH M3JIoXunana. TakaB ce HajMambu 6poj L MOXKE Y
CBaKOME JIaTOM CIIy4ajy OfpPeRuTH PadyyHCKH, anu Briot m Bouquet cy ganu
jeJHY reOMeTpHjCcKy KOHCTPYKIHUjY Koja Taj 6poj ofipebyje momohy koedu-
OUjeHTa Npasia jeflHe Of CTpaHa W3BeCHE NOJWTOHANHE JIMHHje, Koja v
peanHoj paBHU xOy IPOJa3y KPo3 U3BECHE TaUKe

Mo,B+1) u M'(a'+1)

a CBe OCTalle TadyKe OCTaBJba Ha CBOjoj necHoj cTpanu. KoedunujeHat npa-
BIIa jeflHe Ma KOje Off CTpaHa TakBe NOJIMTOHAIHE IHHIje, Kaf My ce TpoMe-
HH 3HaK, flaje TpaxkeHu 6poj W, M CBakKa O THX cTpaHa oapebyje mo jegan
Takap OPOJ KOJU ce MOXKe CMaTpaTH Ka0 MH(PHHUTE3NMATIHHI Pef 110 jefHora
on MoryliHux mHTerpana y jegumaumne (201). Taksa je nuumja mo3HaTa 1MOJ
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UMEHOM Briot-Bouquet-oee iloauzoHanne auHuje Be3ane 3a fatTy pudepeH-
uujanuy jeqHaymay (201).

B) Penykunja gudepennujante jeqnaunne na ynpoulienu o6auk

Hexka je U jegan off Tako godujerux Gpojesa IITO UpeRcTasibajy nHQu-
HUTE3WMAaNHU pefl HHTETpana y, ¥ HeKa cy

7 ’

n=0oa, m=p n=a, m=p§

M3IIOKAOLY IITO (PUTYPHIILY YV WIaHy HAjMALET CTEIICHA IIPOMEHIbHBE X Ha
JeBOj ¥ IECHO] cTpaHy jepHauune (205) mocne HOMEHyTe CMEHe,
TTowiTo je K panmoHaan 6poj, CTAaBUMO 71 je

n==L,
q

I7ie Cy p ¥ ¢ ABa lieJla HeCBOAUbMBA 6poja ¥ U3BPUIMMO Y jefHAYNHI CMEHY
(206) x=1t7, y=w’,

7€ je f HOBA HE3aBUCHO IPOMEHIbIBA KOJIMYMHA, & v HOBA HENO3HATA (PYHK-
nmja.
Ipema (206) 1 mowrro je pg = p duhe

a TOIITO KONHIHHIK —yI Texd 3a x = () KOHAYHO] ¥ Off HyJIe Pa3IHiHO] Ipa-

X
HEIW, BUAH ce fa he n dyakuuja v 3a x = 0 TeKUTH TAKBO] HCTO] IPAHAIN
Kojy hemo o3HaumTH ca A.

Unan
Aﬁ,a/xn y*

pa3suTKa (PyHKUHKjE Y, HA JIeBOj crpany jegHadnHe (205), wTo oArosapa
HajMareM Gpojy |, FOPHOM CMEHOM I10CTaje

Ap oy & ppo b
a
1 ofiroBapajyhu My YiaH Ha JIECHO] CTPaHy UCTe jeiHadnHE IOoCTaje

BBaV atpoc+q[5
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a u3Bof y’ mocraje
p=1 _ .p _(/_1'1
oy _dpyd PO

= -t = — [p — =
Y= T w Y it

IIpema Tome, jeaHaunna (201), Hanrcana y 06Ky
W(x, y)y = o(x,y)
TaKBOM CMEHOM TIOMHOeHa ca gt?~! mocraje

(207) (Aﬁ»arv""t”“’“’ﬂ' +..) (pt”"lv —t? %) = (Bﬁot\)"‘l"’o“”’ﬁ +. gt

| IJle HEWCIIUCAHY YIAHOBH Ha JIEBOj M JIECHO] CTPAHU caj[p3Ke BHUIIE CTEIEHE
IPOMEHILHBE f.
ITo pedpunnnumju 6poja |\, HajMakH CTEIEH MPOMEHILUBE ! Ha JIEBO]

CTpaHu je
po’+qf +p-1
a Ha IECHOJ TO je
potgB+qg-1

a JIaKo ce yBuba j1a cy Ta jBa H3NoXuoIa Meby coboM jenHaky, jep je

_p_1+B-F

p="= ;

g l+o'-o

a IpeMa TOj je{HAKOCTH je
po+4qB’+p = pa+qgp+gq.

AKO ce 3ajelHUYKA BPETHOCT OBa iBa OpOja O3HAYU ca i HajMamwH CTe-
TeH IpOMeHIbHBE  Ha JIeBOj U IeCHOj cTpany jefHaunne (207) 6uhe 7!, ma
KAy ce jelHaumHa mopenu ca ! ona mocraje

(208) (Aﬁwv“’+.”)(pv%—ﬁ%%):=q(Bﬁav“4n.)

rjie HEUCIIUCAHN YIAHOBY Cafpske CTelleHe IPOMEHIbUBE 1.

Kap ce y jeqaawnnu (208) crasu ¢ = 0, OHa Jjaje 3a v KOHAYHY X Off HyJle
pa3IIYHy BPEIHOCT, OHY MCTY KOja je Majodac O3Ha4yeHa ca A. Pesynrar Te
cMeHe Ouhe m3BecHa jeTHaYnHA

(209) D) =0

Koja ompebyje Ty BpennocT A. Y T0j he jeqHaunHu durypucaTi caMo una-
HOBH JIeBe ¥ JlecHe cTpaHe jeguaunte (208) Koju He cafgpke ¢, a TAKBUX 4Jjla-
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HOBA MOKe OMTH U BUIIE Off JIBa, jep UNaHOBA HajJHIDKEra CTelleHa y jefHa-
quay (207) MoxKe GUTH [[Ba WJIM BUILIE O] JIBA.
Jepnaumna (209) je oGnuka ’

(210) P(Apo X +..) = q(Bp A +...),

Ila yOYMMO JEfjaH IbeH KopeH L. 3a Taj he KopeH, 3a 0Baj MaxX, GUTH IPETIIO-
CTaBILEHO [1a HE NOHUIITABA y HCTH Max IoceOuIe W JIEBY U NECHY CTpaHy
jemHaumue (210); y mameM u3narawy Guhe UCIUTAH ¥ TAKAB M3y3€TAH CIIy-
qaj.

YBOAUMO HOBY HETIO3HATY (DYHKIH]y

(211) w=v -2
koja he 6utu jegHaxa Hymm 3a ¢t = 0, jep je Taga v = A. ITo 6uHoMHOM
obpaciyy Taga he outn
Aoy ® = Ao (M + W) = Ay A + VA X I+
a Tako UCTO U

BBOLVOL = BBOL()’ + W)a = BBO)\«OL + (XBB&NX—IW +...

I7ie HeUCINCaHN WIAHOBY CajipKe Kao YMHIIIAL] BHIIE CTETeHe TPOMEHIbH-
BE W.
TakBoM cMeHOM jegHaurHa (208) mocTaje

, . dw
Agr A "Ap g A W+ ) | pA+ pw 2 | =

= (Bﬂako‘ + (XBBOJ\IOL_IW + .. ) q,

IJie HENCIMCaHN YWIAHOBY Y 3arpajiaMa CafipyKe BHIIE CTENIEHE IPOMEHIbUBE
w, Kao I pa3He CTelleHe f IPOMEHIbUBE. )

MebyTtum, umanosu 6e3 w u ¢ ca JIeBe 1 lecHe cTpaHe jefiHaunHe (212)
ynase y cactas jeguaumte (209), Hanmcane y o6muky (210), u onu nmryesa-
Bajy, DOMITO j& BUXOB anrebapcku 36up, 300r caMe OBe jeTHaYnHE, jefHaK
Hynu. A Kaj| Ce TH YJaHOBW M30CTaBe ¥ jeqHaunua (212) mocne Tora peuin

dw . .
10 U3pasy IE’ nobwja ce jemHauMHA

(213) 12 - 098l w A ﬁ'“'xx/_lw, — PAp AW ..
d Ay + g A

K

I'IEC HCHCTIMCAHN YIaHOBU CaJ{p>Ke CTCIEHE IPOMEHIBUBE [ M BULIIE CTCIICHE
IIPOMEHIBUBE W.
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CBu cabupi y 6pojuTeiby iecHe cTpaHe jeqHaunHe (213) cappxe xKao
yrHUNay 6mio w, OUII0 ¢, a TAKO UCTO U CBU caOMpUM HIMEHUTEIbAa, OCUM Ip-
Bora cabupka, Koju To He cagpxu. [Ipema Tome 3a t = 0, w = 0 Gpojuress
HOCTaje jeqHaK HyJIM, a UMEHIITAL] je pa3iinyal of Hyse. Jeguauuna (213) je,
naknie, o6amKa

dw
214 t—=F (1,w),
(214) ” (1, w)

rae je F ¢yHKIMja IPOMEH/BHBHX ¢ U w, XoloMopHa 3a 7= 0,w =0, Koja
caMa IIoCTaje jeflHaKa HyJIH 33 T€ BPEIHOCTH IPOMEH/bUBUX.

Kao 3akibyuak u3 cgera oBora go6Hja ce oBa TeopeMa:

Kayg je gaitia gugpepenyujasna jeguavuna

y' = f(xy)
_ _ . 0 . . o
iwakaa, ga ce spegrociii f(0,0) jasmwa y obauxy o JegHawuHKa je y ouuiiiem

| CAYHAfy, CMEHOM HE3A8UCHO UpOMeHpUBE U Hello3Hallie (hyHKYUje C60gbU-
8a Ha 06AUK

(215) xﬁll=F(x,y),
dx

zge je F ¢hynryuja ipomernmousux x u'y, xoromoppra sax =0,y =0.
W3y3eTHn ciydaj 6mhe HCOUTaH y TOKY JAasber H3llarama.

C) IIpoyuaBame pegyKoBane jefHadnne

ITomTo je dpyukIja F xonoMopdHa y OJIM3UHE BPENHOCTH X 1y, OHA ce
MOKe Pa3BUTH Y TBOCTPYKHU Maclaurin-oB pef 061I1Ka

F(x,y)=ay+bx +cy? +exy+hx*+...

rae he HegocTajaTy wnan 6e3 x ¥ y, mowTo je F (0, 0) = 0. Koedbnuujentn

a, b, ¢, e h..

cy cranuu 6pojeBu. 1 onpa Tpeba ucnuTaTH: y KakaB Ce PeJj MOXKE Pa3BUTU
HHTEIrpal y jefHaYnHe

(216) xy’ =ay+bx +cy* +exy+ha’+..

(THe HEMCIICAHH YWIAHOBH CaJipXKe CTEIEHE IPOMEHJBUBUX X M y BHIIE OX 2)
koju 3a x = 0 go6uja BpenHocT y = 0. Bruhe nokasaHo fia fipupoga uritiezpa-
Aa U 06auK UHIEEZPAAHOZ pega 3asuce UpBeHCIIBeHO 0g KoeguyujeHilia a,
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Tj. o Koe(UInjeHTa YlaHa ca IPBUM CTENIEHOM IPOMEHIBYBE y Ha JECHO]
cTpanu jegHaqduse (216).

Koedpunujenat a moxe 6uTH peanal unn uMargsHapat. Kap je peanan,
A3BECHOM CMEHOM IIPOMEHJBUBE Y MOXKE Ce YBEK YUUHUTH Aa OH Oyfe HeZa-
ffiusan, A3y3UMajyhu cinyuaj Kaf je OH JeHaK HYJIU, Y KOME CIIy4ajy I'a Tpe-
6a OCTAaBUTH TAaKBOT KaKaB je. AKO je HMaruHapaH, U3BECHOM CMEHOM MO-
3X€ Ce YBeK YYMHUTH fla ’eroB peanaH fieo Oyne Hezaitiusar (wnu Hyna). To
ce MOCTMXKe CMEHOM (PYHKIMjE y

(217) y=—( b +z)x

a-—1

rae je z HoBa Hemo3HaTta gyakumja. Opxatie je

(218) b, &
dx a-1 dx
na fakie
(219) c W bx o adz
dx a-1 dx
a 'y ICTO BpeMe je
(220) ay+bx +.. .=~ LAY

a f—
Kay ce, gakie, npeMa jeguaunn (216) yjemgnage (219) m (220) no6uja

ce jefHaYnHA

(221) R A
dx

e he cBM HEHCIUCAHH YIAHOBH CAlpKaTH X2 KA0 YMHHUIIAL, jep CBH OHH
cajipxke Omo x, 6mIiIo y, a y npema (217) cappxu x Kao ynHUsIAL. JeqHaYnHa

(221), ckpahena ca x Ia penieHa 1o u3pasy x j—z nocTaje
X

(222) x%:(a—l)z+A
X

rae A osHauyje CKyII YaHOBa KOJU cafipKe Kao YMHHOLE X U Z.

Jegnaunua (222) n3paxasa x % Kao (PYHKUH]Y MTPOMEHIBUBUX X U 2
X : .

xomoMopduy 3a x = 0, z = 0 ¥ rie AecHa CTpaHa je[HaYMHe [0CTaje jefHaKa



214 UHTEIPALIMIA TIOMORY PEJOBA

HYJIM 33 T€ BPEJHOCTH x ¥ z. JeHAUNHA je, faKJe, HcTora o0auKa Kao jef-
HaumHa (216), camo 1ITO je y 10j KoeduuujeHar Hemo3HaTe PyHKIUje HA
NPBOM CTEIIeHY CMAILEH 3a jeuHuLy. JEMUHU CIy4aj Kaj je TAKBO CMambIBa-
e HeMoryhHo, 6mo 6u Taj kaj je a = 1, jep je Taga cmena (217) HemoryhHa.
Taj usyserad cinyuaj 6uhe y fajbeM U3naramy HaKHAJHO HCIIUTAH.

[MouoBusmM ucry cMeny (217) Ha HoBoj jepuaunuu (222), nobumna 6u
ce OIeT jeTHauYMHA UCTOra OOJIMKa, any rae 6u KoeduujeHar a, 6uo cMa-
I-CH 3a iBe jequnuIe. V1 ako ce CMEHa MOHOBU OHOJIUKO IIyTa KOJIHMKO UMa
neJiux jeuHUIa Y peallHoM fenly 6poja a, fobuhe ce jefHaynHa ucrora o6-
nmuka (216), anu 2ge he peaanu geo Woza 6poja 6uitiu uiu Hyad, uau Heza-
imuear 6poj.

Y cBemy miTo ciefyje 6mhe MpeTHOCTaBLEHO fia jé TaKBO CBObeme
Beh u3BpuIeHO, Tj. Aa je peayH:W eo 6poja g Hyja WIKM HeraTHBaH Opoj.
Bpatumo ce Tafga qudepeHnnjantoj jefHaYnHI

(223) xy' =ay+bx+...= f(x,y)
rae je TakaB KoedHInjeHaT g M MOKYIIajMO 3a[0BOJbUTH je MHTErPaTHIM
penoM obnuKa

(224) y=Ax +Ax? +Ax3 +..

AKO Takas pejl MOXKe 3aXOBOJBHTH jegHadnHy (223) oHa ce Heros
ONTIITH KOe(PHIMjeHaT N3padyHasa 1o odpacuy
1

(225) An = [y(”) ]
n!

Y3acromuu ussogu y’, y”, y”, ... dyHKI@]jE y, noTpeOHH 3a TO H3payy-
HaBame, OPEUIK Ou ce u3 came nucepeHnjante jennaynte (223). Kayg
61 ce OHM M3pavyHaBaju Ha OOMYaH HAYMH, K0 32 jeHAYUHY

y = fx,y),
rae je fxonoMmopdua dynknuja 3a x =0, y = 0, BpegHoCTH

[y/], [y//]’ [y///],”.

jaBuie OH ce y OOIuKy % u 6une 6u Heonpehene. MebyruM nayun, xoju he

oBje OUTH caj] yIoTpeOIbeH, He TOBOAH 10 Te HeoapeheHo T .

O3HAYMMO ca 7 ¥ 1’ MONyNpedHHKe KPyroBa OMACAHAX Y X-DABHE OKO
cpemuiuta x = 0, OJHOCHO y y-paBHH OKO cpepuita y = (), ¥ TaKBHUX Jia je
f(x,y) 3a cBe BpeIHOCTH X ¥ y Y TUM KPYTOBIMA U Ha IbHXOBUM pyOOBHMA
xonomopdua. Heka je M MakcuMuMyM Mojyia Te (pYHKIHjE y IIOCMATPaHO]
o6xactu. ITocMaTpajMo MPETXOAHO OOUYHY jeqHAYNHY
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(226) u=f(x,u).

Omna ogpebyje u Kao UMIIIUIUTHY (PYHKIM]Y Of X, KOja je 3a x = 0 jegHaka
HynH, jep je f(0,0) =0, a ocum Tora u yaudopmHa oko x = 0, jep kaga To
He Ou 6mna, y = 0 6u OMo BHIIECTPYKY KOPEH jeflHaunHe

u—f(O,u):O,

flaxkye 61 ce IOHUIITHO ¥ U3BOJ JIEBE CTpaHe Te jefHa4YuHe, T). 6umno 6u

-3
ou

mTo 3Haun 1 — a = 0, a To He Moxke OUTH jep je 1o npeTnocrasny a # 1. [1a-
Kne u(x) je xomomopdan oko x = 0, 1a ce MOXKe pa3BUTH y pefi 00NInKa

(227) u=Bx+B,x*+Byx’+...
H3pauyHajMo y3acronde u3Bose pyukumje u (x). M3 (226) ce gobuja
du _ f of du
dx  ox au dx’
d*u _ 9*f 282f du azf(duj o d*u
(228)  dx? ox? oxdu dx 8u T dx?
du _ Pf of d’u
=
dx*  ox? du dx?

Opnatne ce gobuja 3ax= 0, u = 0, umMajyhu y BUY ¥ pa3BUTaK QyHK-
muje f(x,y) y obpacmy (223),

du} b

aZfﬂ-Fazf(ﬂ)Z
axaudx ou’ \ dx

y

(229) 1-a

1_ 3

A e }

Kaxko je a # 1, IMEHUTEIbH Cy PA3IMINTH Of HYJIE, aKIe JeBe CTpaHe
nMajy KoHauHe BpefHOoCcTH. Of mux he 3aBUCHTH BeJIMYHHA KPYra KOHBEP-
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rennuje pepa (227). Ha 6u ce [o6uo jefan Kpyr y KoMme he Taj pef Hacuryp-
HO KOHBEpPTUpaTH, Tpaxu ce jegHa ¢yHkuuja v (x), ynju he Maclaurin-oB
pen 6utu MajopanTHH pef 3a pef (227). Taksa ce ¢yHrImja go6uja mouIas-
e off pyHKIHje

2 e ’2 ’n

2 2 my,n
o(x,v)=Av+Bx+M| -+ Y 4 XV 4 |
r r’oor rr

rae A o3HauaBa TakaB ITO3uTHBAH Opoj Mawu o 1,jaje 1-A<Il1-al,aB
Mofyo b. JIako ce Hanmasm
lia_(p - B’
ox

3
dv ’
0 |_2M
dx? r?
o’ |_ M
ox dv rr’

U yomuTe

il

ax mav n rmr/n

{ 2" }: m!n'M

a TO 3HAYM, IPEMa 3HaYeHY BeduunHa M, r 1 1’ ¥ npema cTaBy B) morna-
BJba 5, 1a 32 MOJIyO CBaKOT u3BoAa pyHKIHje f(x, 4) IOCTOJU OJHOC

a”H'n(p aWH‘Nq)
230 d < .
(230) e {axmau"} {axmav"}
ITocmaTpajMo capfa jegHAYUHY
(231) v =0(x,v)

Ona onipebyje v kao dyHKOM]Y 0 x, CTHYHO Kao jegHauynHa (226) mro
onpebyje u xao dyuxumjy of x. 3aro ce, cnmuano obpacuuma (228), mobuja

dv _9¢ _ 99 dv
dc  d9x ov dx’
2 2 2 2 2 2
d*v 8(p+28(pd_v+8(p(dvj +§£ng

232 = )
(232) dx®  ox? oxov dx Jv? v dx?

dx




HEO[PEBEHRU OBIULIU 217

u OTyna
—d_v}_ 2
Ldx ] 1-A°
2 2 2 2
|2 2ol Fold)
d%v ox oxov dx  ov? \ dx
(233) = ,
| dx? I-A

ViMeHnouy cy MO3UTUBHY, a NCTO TakO U U3BOAM (yHKIHje @ 3a x = 0,

v = 0. IIpBa jeguaumHa naje [51} Ka0 HO3UTUBHY BenuuyuHy. CMEHWBHIN je
X

y Opyry jemHavyuny, fobuja ce 6pojunal y TOj jeqHAYMHYA Ka0 30Up O3UTH-
2

. v .
BHUX BCIIMYHHA, TaKJ€C J€ 1 ?ﬁ MMO3WTHUBHA BEJIMYMHA. Ha Tda) HAYMH Ce
X

MOKAa3yje fa Cy yOIIITe CBY N3BOAY (PYHKIHje v IO x 3a x = () IO3UTHBHH.
Yuopenumo caga obpacue (229) u (233). Ilomro je | 1—al 21-A, To

(234) mod [j—ﬂ < [—Zﬂ.

je

Y npyroj jeqnaunnu (229) nobuhe ce BpenHOCT Beha MO MOMyTy, aKO
ce MeCTo Mofyna 6pojuona y3me 361up MOfy/ia leTOBUX YJIaHOBa, a Tafa ce
Hanasm jia je, Ha ocHOBY obpa3amna (230) u (234).

-
32F . F du azf(dujz

d| Ll o du O] pdu g

o {a)ﬁ-* oxou dx+8u2 dx

R0 [ 9% dv 2% [dv )2
< : e
‘[axz}”_axav} [dx }-[8\/2 de ) |’

2 2
mod d—bzl < d—‘;— .
dx dx

Tako ce go6mja u fake, faKne yOIllTe

a ofjatiie cienyje
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Haxine he Maclaurin-oB pef 3a v (x) OUTH 3aUCTa MajOpaHTaH 3a pef
(227) dyukumje u(x). Jegnaunna (231) xoja gedunmme pyHKRUHAjY v (x)
yCTBapH je anrebapcKa U MOXKe ce MACAaTH y OOJIUKY

(g s(2 o a)on - =)

r r

T€ jOj ce JaKile MoxXe Hah¥ 1 NMOoJIyIpeYyHuK R KOHBEPTeHIHje BeHor Mac-
laurin-oBor pena. Kap je oaj HabeH, 3HaMo fakue fa pep (227) HacuUrypHO
KOHBeprupa y Kpyry | x [ <R.

IMocne oBUX NMpUIIPEMHNX TIOCMAaTparba jefHaynne (226) U mEeHor pe-
HIea JaTor y o6mmky (227) Moske ce IOKa3aTH ga je gugeperyujarta je-
grauuna (223) 3auciiia 3agosomena unideZpasnum pegom obaura (224), u
ga 08aj HACUZYPHO KOHEepIZUpa Y KpY2Zy Huji HOAYUPEUHUK UMA TLOMEHYTULY
seauyuny R.

Y3acTonHuM nugepeHnujabeheM jefHaunHe (223) nobuja ce

Bf af
y +xy” =3, ay

2 2 2
’” ” f a f ’ a f 2 af ”
29" + ==L 42 + + 2Ly
(235) oy ox? dx dy PN dy o’
174 ”r 83 f af 107
3 =—=+... +=y7
y” + xy P +. 0+ % y

a kap ce crasu x = 0, y = 0  npuMeTH fla ce ApPYrd 4IaH Ha JIEBO] CTPAHU

CBaKe jeqHAUYNHE I'yOU U laje [g—f} = g ofjaTJie pou3JIa3u
y

[y]=1

1y L P
2 o
) [ax Ty Ty
y [y*]= 4 )
23 -
—ax3+...
[y"]= 34

U YOIIILITE
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2]
o=t

n—a

ITomto je peamHu feo Opoja a HeraTHBaH, TO aKO Ce CTaBU
a = —o.+ i, 6uhe

[1-aPP=1+a)?+B% In—alP=m+0)?+B% (n=12,3..)

faKie
(237) ln—al>l1-al.
ITpema Tome je
[a”f }
(238) mod[y"] < mod—a—x{j;—.

MebyTum n3pa3 Ha HecHOj CTpaHH OBe HEjeJlHAUYMHE HCTOBETAH je ca
MOJYJIOM fieCHe cTpaHe y ofrosapajyhoj jensaunau (229), naxiue je

mod[y’] £ mod[—di},
dx
d?u
mod[y”] < mod, — |,
od[y”] < mo [dxz}
» d*u
mod[y”] < mod —= |,
[y”] [dﬁ}

mod[y"] < mod{ ijﬁf :l,

a TO 3HAYM Jia je YOIIITe U
(239) lA, 1 <1B,1.
Oryna cnenyje obehanu 3akipyuax, fia je ¥ HHTErpall
y=Ax+Axt+Ax + ..
nocMaTpane nrdepeHnnjanHe jefHaunHe

xy = f(x,y)
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KOHBepZeHilaH y kpyzy | x | < R.

HamnocneTky ocraje joIl ¥ nmuTame: Ja JIM Ha TOPIGA HAUWH JO0HjeHH
uHTerpanuu peyn (224) maje jenuHn MHTErpat jequavnne (223) kojuzax =0
nobuja BpegHocT y = 0? Moxe ce [oKa3aTd fa je TO OJHCTa CIy4Yaj: moj
JocafalimkboM IIPeTHOCTABKOM, [a je peaiHu fieo 6poja g HeraTUBAH WA
Je[HAaK HYJIH TO je jeUHH HHTErpall Te€ BPCTe KOoju je XormoMopdHa PyHK-
[¥ja IPOMCHIbUBE X.

Ha 6u ce To HoKa3ano, HeKa je y MHTerpall npefcTaBlbed peaoM (223),
a y+z Apyru jeman wuHTEerpan jegHauyuHe (223) xojum 3a x = 0 mocraje
y +z =0, mrro 3Haun fa 3a x = 0 Tpeb6a fa 6yzae u z = 0. [Tomrro 0b6a MHTE-
rpana Tpea fa 3aJ{0BOJbe HCTY jegHaunny (223), Tpeba na 6yne

xy' =ay+bx +cy’ +...
x(y+z)=a(y+z)+bx +c(y+2)* +...

Kajy ce nmpBa jegHaunHa offy3Me Off pyre, Ha HECHOj CTPAHU Pa3NIHKe
HecTahe CBMX UJlaHOBa KOjH 3aBHCE caMO JO X WJIM caMmo Of y, Tako jia he
CBY WIAHOBH IIITO OCTAjy CafipKaTH IPOMEHIBUBY z, ITO Jaje

x2' = az+2cyz+kz* +...

AXO ce y TO] jeHaYWHA y CMEHH CBOJUM HHTErpayiHuM pefoM (224),
OHa Ce MpeTBapa y jefHy jefHAuYMHy uuja he fgecHa crpana OMTH cacTaB-
JbEeHA;

1° m3 jegnora pefa obnuka

(240) az+1z* +s52° +... = z9(2)

LITO 3aBUCH CaMO Off IPOMEHIBUBE Z;

2° W3 jefHOTa ABOCTPYKOT pefja 10 X U z, YMjU CBAKH WIAH CaJipKHU U X U
z [jep je ckym umaHOBa IITO 3aBHCE caMO OJf x HIYe3a0 Majonpebammum
OJy3UMameM, a CKYIl WIaHOBA IITO 3aBUCE CaMO Off z H3ABOJeH je Kao pex
(240)], m xoju he mpema Tome GuTH 00INKA

xzy(x,z)
e je ¥ jemna gyHknmja xomomopdHa 3a BpegHoctu x = 0, y = 0. Kag ce y
TOj (PYHKUIHJH CMEHH z CBOJUM HM3Pa30M Kao xonoMopdHa (GyHKIH]a Ipo-
MenpuBe x, Y he Ourn xomomopdHa QyHKIHMja caMe MpOMEHTbUBE X (32
x = 0), Koja ako ce o3Ha4M ca A(x), HOBa, TaKO TpaHcOPMUCaHa JeJHa-
ypHa 6uhe o6nuKa

x2'=z@(z)+xzA(x)

ma ce, genehn je ca xz ¢(z), a 3aTuM MHOXKehu ca dx, U3 e fobuja
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(241) _dz _dx Mx)
z¢(z) x  9(2)
dynxumja
1 1
0(z) a+lz+sz®+...

IOIITO je XonoMopHa 32 z = (), MOoXKe ce Pa3BUTH y pel o0uKa

1
—+Ciz+Cyz® +...
a

. A(x . .
a pyHK1Hja %, Kajl Ce Y H0j CMEHH z X0JIOMOP(HOM (DYHKIHjOM poMe-
0(z
HibuBe x (KakBa ce MPETIOCTaB/ba jla je) MOoCTaje W caMa XOJOoMOop(dHa
dbyHKIM]ja Te IPOMEHILBE, Koja he 6uTr 03HaUeHa ca [L(x).

Jepnauuna (241) moMHOXKeHa ca d, jaBlba Ce JaKJe y 0OIHKY

g—z-+a(C1+sz+C3zz +...)dz=a@—+au(x)dx
z X

ma ce, marerpanehn joj MeBy crpaHy y rpaHuliaMa z, U z, a JJECHy y I'DaHu-
mama x, ¥ x, foomja

log =+ aC(z) = log(—x——) +aL(x)

ZO _XO
e je
C2) = Cilz =)+ 1 =) e
L(x)= [p(x)dy,
a ojiaTie je
(243) £ _ (L] AL W-C N
2y Xo

Iyctumo cap ga x Texu Hyad. Jlesa crpaHa jegHaunHe (243) Texuhe
Takobhe HynH, MOMITO IO IPETIIOCTABIM U z Tafa TexXu Hynu. PyHxnuje
C(z) m L(x) Texe KOHAYHUM IpaHuyamMa I1a fakjie u3pa3

e [LW=C)

oCTaje IIp¥ TOM KOHavaH ¥ pas3iimdyaH of Hyle. A nja 6u ce Bufeno mro he
O6uTH ca H3pPa3oM
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=)

= =pe¥, a=a+pi

CTaBHMO Jia je

Xo

a he 6utn
.

x - i

A = g% o e(Blongrae):’

Xo
U3 Jera je

A= pae—ﬁe'

Kap je oo HeraTuBHO, M3pa3 Ha JIEBOj cTpaHu Jo0uja 6ECKpajHO BEIHKY
BPEAHOCT Kaji BpPeTHOCT X, I1a IpeMa ToOMe H P, TeXKU Hyny; Kaf je o = 0, Taj
u3pas noctaje p*® n mMa KOHAUHY M Off HyNle pa3IMYHY BPEHOCT.

Jenwaumna (243) uma, fakne, 3a x = 0, z = 0 CBOjy JIeBy CTpaHy jefHAKY
HYJIH, a CBOjY JIECHY CTpaHy 0eCcKpajHO BEJIMKY WIH KOHAUHY U Off HyJe pa-
3nu4Hy. ITomTo Tako He MOXKe GUTH, HE MOXE IIOCTOjaTH HA IPETIIOCTaBKa
na mopen HabeHor MHTerpana y jenHaduHe (223) mocToju joul jegaH XoJo-
MopdaH HHTeTpan y + z Koju 61, Kao U OHaj IPBH, Jo6n0 BpepHocT z = 0 3a
x = 0. Habenu unTerpan y, us3paxeH y o6muky pena (224), jequHu je WHTE-
rpail Te BpCTe.

A w3 1ienie oBe JUCKYCHje U3BOIM Ce TeopeMa:

Kag zog je y pegyxosanoj qugepernyujanroj jeguavunu (223), itij. cee-
geHoj Ha 0OauK

244 xy’ = ay+bx +cy? +exy+hx?+...
y y

Deannu geo Koeuuujenifia a HeZaltiuéaH, Ul JegHax Hyau, jegHavuHa uma
jegan, u o camo jegar xoromopghar HapiiuKysapHu UHIieZpas Koju 3a
x = 0 gobuja epegrociti y = 0. Taj ce unitiezpan moxce passuiliv y peg ypeben
{0 cileiieHuma UpomenmUse X, Koju He OUulliu KOHB8EPZeHIAH Y jegHOoMe
ogpeberom kpyzy otiucanom oko avke x = 0.

Hnrerpai ce, y IOjeIWHUM CHEIUjaTHAM CIIy4ajeBIMa, MOXKE CBECTH H
Ha y uleHTHIKHY =0, Kao IITO je HIIp. CIy4aj ca JefHaYuHOM

xy’ =-my+oxy, m>0,

YHj¥ je OIILITU WHTErpan
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D) W3y3ernu ciyyajeBn
I

Bujienn ¢cMo y OfieIbKY HOR A), Ipe peAyKoBama audepeHIyjalite je-
IHaunHe Ha 00Uk (244), na ce HHMUHUTE3NMAIIHY Pef L HHTerpana y, KOji
3a x = 0 gobuja BpeguocT y = (), u3payuyHaBa U3 jej{He jefHaUNHE 00IHKa

(245) oUU+B +pu—1=op+p

rae cy o, B, o, B’ ¥3n0KMONM NMPOMEHIBPUBYX X U y IITO (PUTYPHINY Y U3BE-
CcHa MiBa WiaHa jeuaunne (205).

Bpoj u je y ommurem cnyyvajy peasan paurionasan 6poj. Aln ce Moxe
gecuTH Ja je jeguaunna (245) MgeHTHYKM 3aJOBOJHEHA 33 MPOU3BOILHY
BpemHOCT L, ITO hie 6UTH Kaj je Y jJEAHO UCTO BpeMe

l-o+a'=0, 1+B-p' =0,

¥ OHO IITO j€ Hampep Ka3aHo y Be3W ca panuoHanHouthy 6poja [, Taja BH-
e He Baxk#u. bpoj WL Taga Moxe OUTH U UPAYUOHANAH, KAO U UMAZUHADAH; Y
TAaKBOM H3Y3ETHOM CIyUajy MOXKe Ce JECHTH Jla C& y MHTerpaay y jaBibajy
UPANMOHAIHYE WIN UMaruHapHi CTEIIeHH, 11a Jia je BpeHocT x = 0 iipancuye-
GeHIUaH KPUHUYKL CUHZYNApUIHell URLHeZpand.

Takag je, Ha IpUMep, cay4aj ca JudepeHIin)aJHOM je[HaYnHOM

xy” =4y,

I7e je A KaKaB pealiaH MO3UTUBAH MpalLMOHANAH, UK HMaruHapaH 6poj ca
MO3WTHUBHUM peanHuM fenoM. Tafa je

o'=0, f'=1 oa=1 PB=0
U jequaunua (245) ceony ce Ha waeHTHYHOCT. ONIITH HHTErpall jefHaYuHe
y=Cx*

NoKasyje fa CBM MAPTHKYJNApHHU NHTErpanu fobujajy 3a x = 0 Bpegocry = 0,
a uMajy BpegHocT x = 0 Kao TPAaHCIEHAEHTHY KPUTHUKY TauKy.

I

Y opemky B), npu penykumju gudepennujante jegnaunde (201) Ha
cBeyenn o6uK (223), 6UI0 je MPeTMOCTaBILeHo 32 jenaqnty (209)

d(A) =0,
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Koja je obnmka (210) Tj.
(246) pAgeX +..) = q(Bp A" +..),

72 ¥eH YOUEHW KOPEH A He IOHHMIITaBa Yy HCTH MaX MOceOHIe U jeHy H
ApYyry cTpany jemHaumHe. ITpoyumMo caj TakaB u3y3eTaH cilyd4aj, Kaf je 3a
TaKaB KOpeH A

Aﬁ'a/},a/+...=0, BBa}La+...:0.

Tapa ce uwaHOBHM Ha JIeBOj u IeCHOj cTpanu jegHaunne (208), koju He
cajpxe ¢t moTupy u jeguaunna (208) jaBba ce y o0nuKy

(g't+h'v +...)t%=gt+hv +...,
Tj. y 06IHUKY

td_v_ gt+hv +...

(247) = -
. gt+hv+...

I'7ie HeHMCIINCAHN YJIaHOBH CafpsKe BHUIIE CTCIICHE IPOMEHIbABUX [ U V. AKo
C€ TaJ U3BpIIU CMEHA

gt+hv = tu,

T'Ie je ¥ HoBa Hello3HaTa (pyHKUIHja, foduja ce

t av _u— t du
(248) v :—(u—g)’ __:___&g:+____,
h dt h h dt
Tako ga he uinaHoBW TpaHC(hOpMHUCAHE jeHAYMHE, KOJU CafpiKe CTEIEHE
IIPOMEHJBHBE U, CAJIPKATH TOJHMKE HCTE CTENEHe IPOMEHIBHBE /.
JIeBa cTpaHa jenaunHe (247) TaKBOM CMEHOM J00Hja 0OJIHK
2
t* du
atu + bt +——
h dt
a JecHa crpaHa O0JHK
m+...

It+ keu +...

rfe HeHCONCAaH| YWIAHOBH cajipXke Bulle cTelleHe npoMeHsbuBe f. CKpaTH-
BIIM GPOJATETL M IMEHATEID Ca ¢, HOCIEILH Ce 3Pa3 jaBlba y OGIIUKY

u—+...

249 4T
(249) l+ku+...

i€ HEUCIIMCAaHU YIAHOBU CaJpXKe CTEEHE NPOMEHIBUBE 1.
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Ca mpyre crpate, nomro, Kaj ce y jegHaunnn (247) cMeHH v CBOjoM
BpefiHomhy (248), AMEHUTEIL H3pa3a Ha IECHO] CTPaHu 06Hja 06K

(g'—ﬁk—jt+ﬁ:ut+...,
h h

TO Koedunujenat /'y uspasy (249) uma 3a BpeHOCT

h/
I=g -&5
£

Jepnaunna (247), nakne, cmenom (248) mocraje

2
atu+brp A ute.
hod I+ku+...
83451
(250) lz—dy—:—ﬂi:'——ahut—bht:wl.
. I+ku+... L+hu+...

Axo je I # 0 mecHa cTpaHa TIOCNe/tbe jeTHAYUHE j€ je[lHaKa HYIH 3a
t =0, u =0 u xonomopdHra PyHKIIja IPOMEHIbUBUX / U 4 34 T€ IHUXOBE
BpenHOCTH. OHa ce IIpeMa TOMe MOKe Pa3BUTH y IBOCTPYKH pefl O CTelle-
HIMa THX IPOMEHJBUBHEX, I1a he jegHaunna (250) mocraTu

d
g

=owm+Br+...
dt P

(251)
T7le HENCIUCaHN WIAHOBH CajipyKe BUIIE CTelleHe TIPOMEHIbUBUX ¢ 1 U.
Kao m1to ce Bupu, Hamecitio pegykosane jegHavuuHe panujez o6.auxa
xy'=ay+bx +...
jasma ce pegykoearna jegnadura ooauxa
(252) x2y = ay+bx +...

2ge HeucilucaHu 4AaHO8U, Kag Hociiioje, cagpyce suuie cileiiene ipomer-
/DUBUX X UL Y.

3a jeqHaumnne obnuka (252) spegrocili x = 0 je yoiwiiie ecenyujarHu
cunzyaapuideini unitiezpaaay. To ce BUiy, HIP. Ha IPOCTOME PUMEPY jefi-
HayuHe

(253) x%y' = au

YUjH je ONIITH HHTeTpal
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y = Ce *

U ¥Ma BPeRHOCT ¢ = () Kao eceHIWjaHy TauKy.
HcTo ce Buy 1 M3 MOTHYHU]E jeTHAYNHE

. (254) x%y’ = ay+ bx

y= e_;(C+ bJ ex d_x)
X

1 uMa Takobe x = 0 Kao eceHIujaIHy TAUKY.

Op uHTEpeca je HABeCTH 3a jefHaunHe 06nuKa (252) jour u oBy ocobe-
HOCT: y OIIUITEM CIIy4ajy, Kaj O’ ce IMOKYIIANIO [la ce je[lHaYlHa 3a0BObH
penom obnmKa

YHjH je ONMIITH UHTETPa

(255) y = Ax +Ayx? + A+

CBH OH ce Koe(puUujeHTH Aj, A,, A, ... MOIIM H3payyHaTH U3 caMe jeHa4H-
He;, cBM O OMiIM KOHAYHU U ofipebeHm, u Tako popMrpanu pef 61 ogucTa
3a0BOJbaBA0 AU(PEPEHIMjANIHY jeAHAYMHY, 1A HIIaK, He O OMO KOHBEpPre-
HTaH HH 32 KOJY BPEAHOCT X.

Tako HIIp., aKo ce y, eduHucaHo pexoM (255), cMeHU y jeAHAYNHK
(254), na ce Mmeby co6oM yjegHaue KoeULUUjEHTH NCTHX CTENIEHA IIPOMEH-
JBUBE X Ca JIEBE U IECHE CTPaHe jefHauYnHe, Jo0Hja ce HU3 je[[HaYrHa

aAl + b = O,
Al - aA2, 2A2 = aA3, 3A3 = aA4,
13 KOjUX Ce HaJas| Ja je
b b b

Al=—-—, A=-ll—, A =-2!—7 ..
1 a 2 az 3 a3

U YOIIITE
A =—(n-11-2.
a

Mebyrum, Tako oapeber pen

R ORI GR

HHje KOHBEepTeHTaH HI 32 KOjy BpefgHOCT x. Ha ucTy ce ynmeHnIy Haumasn
1 33 OmITy jepHaunny (252), u3ysumajyhu weH cnenujanan cuydaj (253),y
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KOMe Ce Hajla3M 3a cBe KoeuuujeHre A, fa cy jeqaku Hynu. CBe To mpou-
3]1a3M U3 TOTa, Wilio je epegrocit X = 0 eceHYUjasHU CUHZYAAPUTTeT UH-
iiezpana, ila ce 0eaj moxce pa3suiliu He io cilieileHuma ipomenmsuse x, seh

o _ 1
UO CUEUEHUMA UPOMEHDbUBE —, KAO TOTO CE TO BUNIK U U3 FOPHUX IIpAMEpaA.
X '

I

Bupenn cMmo y npegmwenm ofessky II na ce pudepennyjanta jeqHaynaa
(247) cmenom
gt+hv =tu

CBOTIM Ha OOJIHK
2du _ hu+st+...

dt I+ku+...

rae KoedunujeHaT / IMa 3a BpETHOCT

=g —5—.
£
Moxe ce y KOMe CIlelldjaJIHOM ClIy4dajy fiecuTtu fa 6yme / = 0; jegHa-
YHHA Ce Taja CBOIH Ha 00JIMK

pdu _ hut st

256
(256) dt ku+...

¥ HEHa IecHa CTpaHa HHje BHIIe xojioMopdHa 3a ¢ = 0, u = 0. Ako ce Tafa y
(256) m3BpuIm cMeHa cnrYHa Mantonpebanimoj, Tj. aKo ce CTaBH Jia je

hu + st = vt
I7e je v HoBa Hemo3HaTa (pyHKIMja, HoBa he jegHaunHa OUTH 061IUKa

ydv _ Ry s+,
dt L+ ky ...

Axo 6u ce gecuisio fa je u [, = 0, u3BpUIMIA GMCMO IIOHOBA CMEHY
UCTe BPCTe, KOja OM ce IOHaBJballa cBe NOTIE 0K ce He fobe y IMeHuTelbY
o jemHora KoedunujeHTa / KOju BUILE HEje jeAHak Hynu. [locienma Tako
nobwmjeHa jeqHaunHa O6miia 61 oOInKa

mggzhw+¢+m
a  l+pr+..
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ITa mowmTo je Tajga AecHa cTpaHa jegHa4YMHe Xonomopdua 3a ¢ = 0,
w =0, OHa ce MOXe Pa3BUTH Y ABOCTPYKH pef IO CTeNeHNMa IPOMEH/BHBHX
! ¥ W, Tako Jla ce jeHaunHa CBOIM Ha Je(PUHATHBAH O0JIUK

(257) x™y' =ay+bx +...

TakBa JenHa4rHa yorinre (13y3uMajyhu Heke BpJIO ClienujaiHe CiryJa-
jeBe) HeMa MHTeTpana y Koju 6u 3a x = 0 jo6uo Bpennoct y = 0, a Koju 61 ce
MOTao pa3BUTH y pex 06IuKa

(258) y=Ax +Ax? + A3+

Kao IITo ce TO Beh BUjiy U3 crieunjaiHux ciydajeBa Te jeqHaunHe, Kao UITo
cy jepuauune (253) u (254).

v

IIpu npoydaBamy peayKoBaHe jefHaUYMHE
(259) xy'=ay+bx +...

BHJENM CMO Jia Kajj Koe(ulijeHaT ¢ IMa CBO] PEallHd Ie0 HeraTHBaH WX
JEHaK HyJH, OH C€ MOXe pa3BUTH y pef obnuka (258), xoju he 6utn
KOHBEpreHTaH 3a BPEHOCTH X Y Je[lHOM OfipeheHOM Kpyry onucaHoM OKO
Tauyke x = y paBHE poMeHIbHBE x. OCHUM TOra II0Ka3aHO j€ fa MopeJ Tako
ofgpebeHor mHTErpana y He NOCTOjU BUILUE HUKAKAB HHTEIPAJl KOJU UCIyHa-
Ba yciioB #a 3a x = 0 gobuje Bpemnoct y = 0.

Kan 6poj @ He ucnymaBa TaKaB yCIIOB, HACTA]y H3Y3E€THHA CIy4yajeBH, U
OBH MOTY OMTH pa3sHOBpCcHU. CBakyW Of IbUX 3aXTeBa HAPOUYUTO IpOyyaBa-
b€, CIHYHO OHOME KOj€ je U3BEJICHO Y JocafalllbeM n3naramwy. Pesynrara
y Horiepy pasBujamka HHTErpalia y pej Takobe Ccy pa3HOBPCHU, IpeMa apH-
TMETHYKHM IIOJefNHOCTHMA Be3aHuM 3a 6poj a. Tako Ha mpumep:

3a ciy4ajeBe kag je peaaru geo 6poja a iio3uiniusar, Briot 1 Bouquet,
ynoTpe6boM HcTe MeTofie Koja je ynmoTpeb/beHa y OBOME IITO NPETXOAH,
HaIIUIA Cy Jia

1° Jepnauwna (259) uma omet 3a HHTerpal pef o6auka (258), anm 1mo-
Pen Bbera MoXKe UMaTH joll 1 6eCKpajHO MHOTO APYTUX HHTeTpasa Koju 3a
x =0 go6ujajy BpegHOCT y = 0, aIu ce He MOTY Pa3BUTH y pen obnuka (258).

. _ . m
2° Kag Je a kakas peanan, Ho3uiiuéar U payuoHarad 6poj —, UHTe-
n

Tpa y ce MOKe PasBUTH y pell ypeheH 10 creneHnMa u3pasa 4/x

y = Ax + A4, () + AR +
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KOHBEPIEeHTaH 3a BPENHOCTH X Y JeffHOMe ofipeheHOM KPYI'y OMMCAaHOM OKO
Tauke x = 0 y pasnu x. Ta) maTerpan uma Bpegaoct x = 0 Kao cBojy anZeba-
PCKY KPpUTMUYKY HAYKy N-iio2a pega, a OCAM beTa jefHaudHa HeMa HUKa-
KBHX pYI'UX HHTeTpaja Koju 3a x = 0 fobwujajy BpefgHocT y = 0.

IIpocT npumep 3a To faje jeqHaUYMHA

,_m
xy' ==y
n
YUjU j& ONMIITH HHTETpal
y=CEm

3° Kag je a =1, a koegpuyujenaiti b pasauuan og Hyae, He TOCTOJU HH-
Terpan y Koju 3a x = 0 go6uja BpegHoct y = 0 ¥ Koju 61 ce MOrao pa3BUTH Y
pen obmuka (258), anm mMa GecKpajHO MHOT'O TaKBHX HHTErpalia KOju ce
MOTY Pa3BUTH Y pefloBe APYrux oOnuKa.

ITpocT npuMep pmaje jeqHaINHA

xy’ =y +bx
YWjU je OINILITH HHTerpal
y = Cx + bx logx.

4° Kagjea=1,b=0, jeqHaunaa uMa 6ecKpajHO MHOI'O HHTErpajia Ko-
ju 3a x = 0 go6mjajy BpefHOCT y = 0 U Of KOJUX Ce€ CBaKH MOXE Pa3BUTH Y

pen (258).
ITpocr npuMep faje jeqHaunHA

xy'=y
YWjU je ONMIITH HHTerpasn
y = Cx.

Jla 6u ce xako TpebOa pasymenu pe3ynTaTu Briot-Bouquet-a, Tpeba
HMaTH y BHAY [a OHM MOJ MHTErpayioM y, Koju 3a x = 0 fobuja BpegHOCT
y = 0, pa3yMmejy 1 TPHBHJAJIHU HHTerpajl y UACHTHYKY jefHaK HyJlIH, Kao 1
CBAaKHW MHTETpan

y=Ax +Ax*+.. +Ax",

UM Ce MHTETPAIIHE PeJ CBOAY Ha OrpaHu4eH Opoj YIaHOBA.
Tako HIIp. jJefHaYNHA
y'=y y=Ce

UMa Kao je[uHU CBOj MHTETpaJl, KOju HCIymasa ycios x =0, y = 0, TpuBu-
jayHu MHTETpaN y UAeHTHYKH = 0.
Jennauymaa
xy'=ay, y=Cx? a>0,
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nMa GeCKpajHO MHOTO HHTerpaia ca ycinosoM x = 0, y = 0, meby kojuma je n
tpuBujaman nHTerpal y = 0. Kap je ¢ kakaB uMaruHapaH 6poj ca TO3UTUB-
HUM PEaJIHUM JEJIOM, TaKo [a je

a=0+pBi, o>0,

DOCTOjJH MHTErpal y UJECHTHYKH Je[HaK HYJH, U nopej mera 6ecKpajHoO
MHOTO MHTerpana Koju 3a x = 0 mocrajy y = 0, a Koju ce He MOT'y Pa3BUTH Y
pen ypeber 1o creneHuMa npoMeHIbUBe X. Tu cy WHTEerpanu o6auKa

p+ai

y=Cx = Cx"[cos(qlogx)+isin(qglogx)].

Jonywyjyhu pe3yarate Briot-a m Bouquet-a, Poincaré je moka3ao joui u
OBE TEOpEME: ‘

5° Kag je a kaxas yeo Hosuiliusar Opoj, jeqHaYMHA MMa GECKpajHo
MHOTO IIapTUKYJIapHUX HHTerpana Koju 3a x = 0 mocrajy y = 0, a cBaku ce
Ofl BbUX MO3KE Pa3BUTH Y Pel MO CTeNeHNMa JIBEjy MPOMEHIBUBUX ¢ U z, KOje

cy
t=x, z=logx.

IIpocr npuMep faje jefHAYMHA

xy' =y+bx
YHjH je OIIITH HHTerPaj
y = Cx +bx logx.

6° Kag a Huje yeo flo3uitiusar 6poj, a uma c6oj peanrar geo UO3Uiu-
8ar, jefHaYMHA MMa jelaH HHTerpas Koju 3a x = 0 mocraje y = 0, 1 Koju ce
MO3K€e Pa3BHTH Y peJl ypebeH no creneHrmMa NpOMEHJbHUBE X; MOPEN Hhera
OHa MMa jour 6eCKpajHO MHOIO HHTerpasia Koju Takobe mocrajy y = 0 3a
x = 0, a OJf KOJUX Ce CBAKH{ MOXE Pa3BUTH y pef [0 CTeNeHNMa JBejy Ipo-
'MEHJbUBHX ! ¥ U KOje CY

[Ipocr npuMep Aaje jegHaynHa

xy' =ay+bx
YA je ONIITH HHTETPA

y= x+Cx?

l1-a
KOJH, Kaj| je peallHu feo 6poja a O3NTHBAH, TEXKM HyJH 3a x = 0, a camo ce
jelaH o mapTHKyJapPHUX HHTerpaja, OHaj IITO OAroBapa BPEAHOCTH KOH-
cranTe C = (), cBOHM Ha OTpaHUYEH pPefl IO CTENEHNMA IIPOMEHI/BUBE X.
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15. CIIYHYAJ KAJI IECHA CTPAHA JETTHAYWHE UMA
BPEJTHOCTH x =0,y =0 KAO KPUTUYKE CUHI'YIIAPUTETE

Kap je pata pudepenunjanna jequaynna
(260) Y= flxy)

MOXKe ce JeCHTH 1a MOYEeTHY 1ap BpefHocTH X = 0, y = 0 moHUIITAaBa KaKaB
IOTKOpeHu u3pa3 mro ¢urypmme y pynkugju f(x,y). To ce, Ha mpumep,
Jelasa Kajl jeanaunna (260) IpencTasiba jefHo pelerhe o u3Boay y’ Ka-
KBe anrebapcke auepeHunjagHe jefHaunHe

(261) F(x,y.y)=0

rie je F nonuHoM 10 x,y,y’. Tana je map Bpegnoctu x = 0, y = 0 jegan map
anzebapckux Kputiuukux iwavaka dyaxumje f(x,y).

Y KakaB ce pefi Tajjla MOXe Pa3BUTH MHTErPall y jefHavYrHe, KOjH 3a
x =0 gobuja BpefHOCT y = 0?

YouuMo HajIpe jegHaunHy

(262) LY+ ALY+ folx,y)=0

rre ¢y fo, fi, f, nonuHoMu 1o x uy. OHa UMa [iBa pelliesba 110 U3BoAy y U

TO
P Ry
(263) | ALk
,_—h=R-4hh

y__

2h
TIpernocraBuMoO Hajupe fa QyHKITja
(264) =45k

(x0ja je TIOJIMHOM IO x 1 y) Huje jeqHara HyIu 3a x = 0, y = 0. Oupa ce 3a y’
MMajy fBa IpocTa KopeHa (263) jennaumne (262), pa3iuyHa jegaH of fpy-
rora. ITap x = 0, y = 0 Huje HUKaKaB nap anre6apckuxX KPUTUIKUX CHHIY-
napuTeTa 3a PYHKUHU]Y Ha IeCHO] CTpanu jepuaunHe (260).

¥ cBakoj ox mBejy jegHaunHa (263) mecHa cTpaHa je (PyHKIHja XOII0-
MopdHa 3a x = 0, y = 0, 1a ce mpeMa ToMe Ha 00e Te JeflHaYHHEe MOXKe IpH-
MEHWUTH OCHOBHa Briot-Bouquet-oBa Teopema; ipeMa 0BOj, cBaka he off Tux
IBejy jefHa4YMHA JaTH II0 jeflaH HHTerpaln Koju 3a x = 0 gobuja BpegHOCT
y =0 ¥ X0oJu ce MOXe pa3BUTHU y pef 00InKa

y=ax+ax®+ax’+...
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KOHBEPIEHTaH 3a BPEHOCTH X Y jefTHOME KPYTy ONMCAHOM OKO Tauke x = 0
Yy PaBHH X, ofpeheHOoM Ha HaYUH KOJH NMPOIHNCYje Ta TeopeMa.
H3yseTak ce MOXe MMaTH CaMo Y CIydajeBUMa KaJl JleCHa CTpaHa jef-

. . 0
HaywHe nmocrane Oeckpajua 3a x = 0, y = 0, unu ce jaBu y o6IHUKY 6; y THM

6u ce ciyyajeBEMa MHTETPaj IIPOYYNo Ha Hanpesl HaBeJeHH HAYMH, TTOCIe
IOJieCHE CMEHE IPOMEHIBUBHX.

IIpernocraBumo cap fa yukumja (264) nobuja BpegHOCT HYNy 3a Hap
BpefHocTH x = 0,y = 0. Taga ce 0o6a Kopena (263) jennaunne (262) cramnajy
y jenaH HbeH JBOCTPYKH KOPeH, KOJH je

y’ = _._'.fi_,
2h

a TakaB IIap BPeJHOCTH X, y j& jefaH nap anrebapckux KpUTHYKHUX Tayaka
3a JIeCHy CcTpaHy jemHe u jpyre jemHauymne (263). To cy Tama anreGapcke
KpPUTHYKE TaUKe Jpyrora pefa, jep KOpeHH YMHHOLM IITO UM OAroBapajy
CTOje 1OoJ] 3HaKOM KBagpaTHOI KopeHa. A momTo je x = (0 TakBa KpUTHYKa
Tayka 3a u3Boj y’ (jeqHaK eCHOj CTpaHM THX jefHAUMHA), TO he BpegHOCT
x = 0 6wy anrebapcka KpUTHYKa Tayka fpyrora pena u 3a camo y. ITpema
HO3HaTO] TEOPEeMH U3 Teopuje \?D’HKI{Hja, Yy ce Taja Mmoxce passuiin y peg
ypeben o cilielieHuma u3pasa ' x , koju he oulliu koneepzeHilian y jegHome
ogpeberom kpyzy oko x =0y pasnu x.

Youumo cay omurry anrebapcky augepeHIjanHy jefHaduty IpBora
pafa, Koja ce YBeK MO3Ke HAIIHCaTH y 00JINKY

(265) Sy " fuy "+ [y + o =0
rae cy
(266) fO’ﬁ».fZ"'-afm

MATH TIOJINHOMH 110 TPOMEHJEUBIMA X 1 ).
Cmennmo y dyukinmjama (266) spegnocta x = 0, y = 0, na he one mo-
CTATH KOHCTAHTE

Co=1f1, *k=012,...,m)

a Tako UCTo he ¥ u3BOJ Y’ TOM CMEHOM IIOCTATH jefiHAa KOHCTaHTa A. 3a Te
BPETHOCTH x M y jeqHaumHa (265) ce npeTBapa y oOM4Hy anre6apcky jef-
HAYMHY M-TOI CTEICHA

CN"+Cp N+ +CA+C=0

iy y ckpaheHoM o6MIHKy
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(267) (L) = 0.

IIpernocraguMo Hajupe fja Cy CBH KopeHH jefaaunne (267) mpocTw; ga
6u Tako O6uio, TOTPeGHO je M JIOBOJBHO Jia, aKo je O jeflaH KOPEeH Te jel-

HaYWHE, U3BOJ %;3 Oyfe pasnuyaH off Hyje 3a A = . Jeguaunsa (265) nma

Tajga m pelulema 06amKa
(268) Y= f(xy)

¥ map BpegHocTH x = 0, y = 0 Huje nap KPUTHIKUX CHHIYIIAPUTETA HU 32 jefI-
HO Off THX pewierba. PyHKImja f(x,y), aKko je 3a Taj map BpeJHOCTH KOHA-

YHa U HE jaBiba ce Y 0ONUKy %, Ouhe XxonoMopdHa QyHKIKja TPOMEHIBH-

BUX x ¥ y 32 T€ HUXOBE BPEJHOCTH M IIpUMeHA OCHOBHe Briot-Bouquet-oBe
TeopeMe loBelnhe 10 pa3BUTKa UHTErpasia y y oOJInKy pena

(269) y=ax +ax? +axt +..

CBAKO Off m pellera (268) foBOXHU [0 jefHOTa TAKBOT HHTETpaia, na mpemMa
TOME:

Kag cy kopenu anzebapcke jegnauune ceu Upociiiu, qugepeHyujaiHa
Jjegrauuna (265) uma m unitiezpana koju 3a x = 0 gobujajy epegrociti y =0, u
0g KOjux ce ceéaxu moixce passuiiiu y o jegan peg (269) kongepzeniiiarn y
ogpebeHoMm KpY2y y PABHU X.

ITpernocraBuMo caj Aa jeguaynna (267) uMa BHIIECTPYKUX KOpeHa, U
HeKa je A = Ol JegaH TakaB KopeH p-Tora pefa. [la 6u Tako 6110, moTpeGHO
je 1 MOBOJBHO Jla 3a A = o 6ynie

io . 420 dr'e
a2~ o, =0, ..,.2— =
d\ D2 A\

Mudepennujanna jeqaaunna (265) Taga uma jeqHo pemee (268) mo
usBony y’, y Kome he map BpegHoctu x = 0, y = 0 6utu jegan nmap anre6ap-
CKUX KPUTHYKHX Tadaka p-Tora pefa 3a ofarosapajyhy ¢yakumjy f(x,y),
na makie he BpegHoct x = 0 6mTy anrebapcka KpUTHYKA Tauyka p-Tora pefia
3a W3BOJ y’, a mpeMa TOMe U 3a caM oArosapajyhu maTerpan y. OBaj ce,

RaKJje, Moxce passuiliu y peqg ypeheH o ciieileHuma u3pasa Vx Koju he
builiu KOH8epZeHIan y ogpeheHom Kpyzy Y DasHU X.

CpakoMe BHIIECTPYKOM KOpeHy anreGapcke jemHaumue (267) ofro-
Bapahe TO jeflaH MHTETpall y TakBe BpcTe 3a AudepeHInjalIHy JefHAUNHY
(265). M1 kao 1uTO ce BUAHU, 004UK pega y KOoJu ce moxce pa3suiiiu unitiezpan,
3asucu og ipupoge Kopena jegrawune (267), ij. og WWioza ga au cy iy Ko-
PeHU UPpOCiU Ual SULUECTUPYKU, 4 KO2a CY OHIL pega.
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Wzyserax ce jaBba caMo oHfia Kaj pyHKuuja f(x,y)3ax =0,y =0
pobuja 6ecKpajHO BEJIUKY BPEHOCT, WX CE M0jaBh Y OOIUKY % Y TakBEM

cnydajeBuMa Tpeba onrosapajyhy jemHaumny (268) mpoyuuTi Ha Hampep
HaBeJCHU HAYUH.

16. TIPAKTHUYHO YIIYTCTBO 3A MHTEI'PALINTY
JAPEPEHINIAIIHE JETHAYWHE ITPBOT'A PEJJA
Y OBJIUKY PEJOBA

W3 nesokynHor focafallber u3narama MoXe ce, Kao KpajibH pe3yil-
TaT, U3BYhHU OBO ONINTE MPAaKTHUYHO YIIYTCTBO KOje pelllaBa NpobieM HTe-
' rpanuje nudepeHnyjaIHe jefHAYNHE MPBOTa Pefia Y OONUKY OTpaHAYeHnX
UM HeorpaHWYEeHNX PefoBa: ,

IMpernocraBuhe ce fa je jeqHaunHa pelleHa 1Mo W3BORY y’, Tj. Aa je
HanygcaHa y 00JIHKY

(270) y' = f(x,y)

ma jla ce Tpaxku OHaj heH MAapTUWIYIapHH MHTErpaj KOjHu 3a X = X no6uja
BPEIHOCT y = y,, THE CY X U Y, [ABE YHaIpeJ MPOU3BOJBHO JaTe KOHAYHE
‘BPEIHOCTH.
CmMenoM
E=x+x5, M=y+y,

jennaumna (270) cBomu ce Ha APYrY
N =eEmn

umju oprosapajyhu maprukynapuum naTerpan m Tpeba ga 3a & = 0 gobuje
Bpeanocr M = 0. '
Kap je spepnocr x, 6eckpajHa, TpeOa U3BPIIUTU CMEHY

Kaj je BpegHOCT y, GeckpajHa m3Bpiunhe ce cMeHa

y ==
M

a Kaji cy o0e Te BpegHocTH GeckpajHe, Tpeba N3BpUIUTH 00e CMEeHe

el o1
g’ n



HEOAPEREHU OBJIULN 235

Ospe he OuTH MPETIOCTaBILEHO fia Cy TakBe cMeHe Beh usBprene u
na je (270) foGujeHa jelHauMHA "ujH MHTeTpai y 3a x = () Tpeba ma Robuje
BpegHocT y = 0.

PasnmkyjMo Taja oBe ciydajese:

IIpBu caywaj: Heka je dynknuja f(x,y) xomomopdHua 3ax =0,y =0,
na he ce Ha gucdepeHnnjanyy jeguaunty (270) IpUMEHUTH OCHOBHA Briot-
Bouquet-oBa Teopema, 110 K0joj he ce HHTerpai y uMaTl y 0GJIHKY OrpaHu-
YeHOT WJIN HEOTpaHWYEHOT pefa o6imKa

(271) y=ax+ax?+ax’+...

rje ce KoOeUUUjeHTH a, d,, d3, ... A3paUyHaBajy Mo yIYTCTBY Te TeopeMme
(B. 1. ogempak). Habenu pen hie 6uTi KOHBEpreHTAH 3a BPEHOCTH X LITO €€
Hajase y Kpyr'y OMCaHOM Yy PaBHHU X OKO Tayke x = 0 ca MONyNPEYHAKOM

R = r(1—e'5747J

e ¢y r 1+’ MONyNpevYHUIH ABa TakBa Kpyra (jemHora ¢ y paBHH X, pyrora
¢’ y paBuu y) fia je dyHkumja f(x,y) XonoMop(dHa 3a cBe BPEJHOCTH X Y
KPYTY ¢ 4 3a CBe BPEIHOCTH y Y Kpyry ¢’ ; M je Ma KakaB peajlal U MO3UTH-
BaH 6poj of Kora Moayo ¢gyHkugje f(x,y) HAKAKO HHje Behu ma Ma rie ce
HaJIa3UJe BPEHOCTHU X U y Y CBOJUM Kpyrosuma ¢ u ¢’ . Bpegnoctu r, 1’, M,
noTrpebHe 3a ofpebuBame moaympedHuka R, oapebyjy ce mo ymyTcTBY
cafip>kanoM y 1. ogesbky.

Tako no6ujen unrerpan (271) jequnu je xomomopdan HHTErpan KOju
3a x = 0 gobuja BpegHocT y = 0. OH ce, yocTanoM, y IOjeANHAM CIenuja-
HUM CIlyYajeBUMa CBOAY UM Ha TPUBUWjaJIHH HHTErpan y uieHTH4Yky = 0, Koju
ce IMa CMaTPaTH Kao Clenujalan ciuy4daj pefa (271), kao cimydaj y KoMme je

a|:a2=a3:...=0.

Taxo #cTo, y MOojenHuM ciydajeBUMa CBH Koe(ULUUjeHTH d,, ToYe-
BIIIK OJI jeHOT ojipeheHor paHra p, MOy OUTH jefHaK! HYJHU; Pef ce Tajxa
CBOJIM Ha OTpaHWYEH OpOj YIaHOBA, T). HA IIOJIMHOM

y=ax+ax*+..+a, x"

Hpyra cuyuaj: Heka ¢yuknuja f(x,y) KoGuje GECKpajHO BENHKY
BpeaHocT 3a x = 0, y = 0, anu Tako fa je ieHa peuunpoyHa (pyHKIuja

1
o(x,y)= o)
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FXOJIOMOp(I)Ha 3a T€ BPEIHOCTH X 1 Y.
Kap ce dpynruuja ¢(x, y) pa3puje y pep o CTeleHuMa IPOMEHIbUBE X,
Taxo fa je
O(x,y)=Ag +Ax +Ax% +...

KoeuUUjeHTU Ay, A[, A,,... MOTY OUTH WU CTajIHe KOJIWMYNHE, NN PYHK-
Lije IPOMEHJbUBE Y, XomoMopdue 3a y = (.
' OO0nuk pefa y KOju ce MOXE pa3BUTH HHTerpana Koju 3a x = 0 mocraje
y =0, 3aBucu jequHo off KoediujeHTa Ay, U TO Ha OBa] HAYNH:
1° kap je upeHTHYKU A, = 0, He TOCTOjU HU jefaH HHTErpaji Koju 3a
“x =0 po6uja BpegnocT y = 0
2° xayt A, HHje UAeHTUYKKY = (), OH He MOKe OUTH KOHCTaHTa, Beh ca-
MO KaKBa (pyHKIIH]ja IPOMEHJBUBE y KOja Ce MOXKEe Pa3BHUTH y pef o0nuKa

AO = OCly+OL2y2 +Ot3y3 +...

Taj pex MOXke TOYNEHLATH Ca YIAHOM KOJH Cafip>KH y Ha IIPBOM, IPYTOM
UTH. CTENIeHY; HEKa je m HajHUKU CTelleH IPOMeHJbuBe y y ToMe pely. Tana

ce HHTerpasl MOXKe Pa3BUTH Y pell ypebeH no crenennma u3pasa "x
(272) y=a,"Vx +a,("Vx ) +ai("Nx )P+

u BpegHocT x = () je anreGapcka KpUTHYKa Tadka (m + 1)-or pena 3a mHTe-
rpai.

Koeduiujentu u Kpyr KOHBepreHuuje pefa oapebyjy ce IpuMEHOM
ocHoBHe Briot-Bouquet-oBe TeopeMe Ha M3BECHY jeHAUNHY OOIMKa

du

dt (p(tv M)
Koja je y Be3n ca jegHaunnnmM (270) u y K0joj je ¢ xonoMopgHa QyHKIHja
IPOMEHILUBHX ¢ M u 3a Bpefnoctn ¢ = 0, u = 0; To je jenHaunmua (185) mpo-
yueHa y 13. ofesbKy.

Wnrerpan (272) je jenunn uarerpan jeguadnne (270) xoju 3a x = 0 fio-
6uja Bpeguoct y = 0. VI oH ce y IOjefMHAM CleljalHIM CIyJajeBEMa MOXKeE
CBECTH Ha TPHBHjaJIaH MHTETPaJ y UACHTUUYKH = (, MM Ha IOJMHOM IO
uspazy "Wx .

Tpehun cayuaj: veka dynkuuja f(x,y) 3a x = 0, y = 0 gobuje Heo-

0 .
rpebeny BpeHOCT o Hanmmmo je Taga y o0IuKy

(273) y(x,y)y =¢(x,y)

rjie ¢y ¢ u Y xonomopohue (pyHkmje npoMeHmbrBAX x Ky 3a x =0, y =0,
Koje mocTajy obe jeffHaKe HyJ¥ 3a Te BPeAHOCTH X H .
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OnpenuMo Hajnpe MHOWHUTE3UMATHA Pef |l HHTETpasia y, o yIyT-
CTBUIMa M3JI0KeHNM y 14. ofesbKy mog A), Ta youuMoO jejan off TaKo J06H-
JEHHX palHoHaTHUX 6pojesa |l (Kaj ux GyJe BUIE Of jeHOTA, Ca CBAKUM Of
IbUX Tpeba YyPajiuTH CBE OHO IITO GYAEMO YPANHUIH Ca jJeHUM Of HHX).
Cpaku Tako ofipebenn 6poj | Guhie o6amKa

n=">2
q
I7ie Cy p ¥ ¢ Ba nena 6poja.
Wsepmmmo y jegnaunau (273) cmeHy

(274) x=1t1, y=w

I7ie je t HOBa HE3aBHCHO NPOMEHJbYBA, 4 v HOBa Hemo3HaTa (yHKimja. [Jo-
xasyje ce [14. ogemmax nox B)] na v uMma 3a ¢ = 0 KOHAYHY U Off HyJIe pa3/u-
YHY BpeIHOCT A; oBa he GUTH KOpeH M3BECHE jeTHAUNHE

P(A)=0

Koja ce obuja Kaj ce y jepHaunmuu (273) n3ppirn cMeHa (274), ma ce HoToM
y 10j cTaBu fia je v = 0 (WIaHOBHU ca U3BONOM V' THME OTIIANajy U3 jelHa-
YHHE, JEP Y OBOj YBEK IIOPe] TOra U3BO/la CTOJW KA0 YMHMWIIAL KOjU CTelleH
NPOMEHJBUBE 1).
W3pauynajMo KopeHe
Ay Aoy Ag, e

Te jef{HAYMHEe ¥ YOUNMO jéfaH, KOju G0 off BuX (ca CBaKUM Of IbUX Tpeba
YPAIHTH OHO UCTO INTO OGyAeMO YpaiId ca THM IIPBUM); HEKa je TO A, Ia
U3BPIIMMO HOBY CMEHY

v=A+w

rge je w HoBa Hemo3HaTa yHkumja. Kaym ce y HOBOj Tako fo6ujeHoj jen-
. dw

HAYWHM CKPATH CBE IITO Ce MOXKe, Ma CE je[IHaUYNHA PEellH 10 U3pa3y t7, 7
t

lecHa CTpaHa TakKo NOOHjeHOT pellewma pa3Buje 10 CTeleHHMa MpPOMEH-
JBYIBHX ¢ ¥ w, [OOHja ce AeUHUTIBHA PeyKOBaHa jef[HaYlHa 00NIuKa

(275) tii—wi=aw+bt+...
dt

e HeNCIIMCAHU WIAHOBH Cafip>Ke BUILE CTEIleHe IPOMEHIBUBHX ! U w (aKO
TAKBHUX WIAHOBA YOIIIITE WMa).

IIpoOneM je Ha Taj HauUWH CBejileH Ha ofpebuBame pena y KoOjH ce
MOXe€ Pa3BHTH HHTeTpan w jennaunne (275) koju 3a ¢ = 0 gobuja BpegHOCT
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w = (. O6nuK pena he 3aBUCHTH NOrNMaBUTO Off Koe(pUIUjeHTA a, a Taj Koe-
cumjeHaT HUje HUIITA APYTO 0 BPETHOCT KOjy mobuja 3a t = 0, w = 0 npBu
TaplUMjalHy U3BOJ JieCHe CTpaHe jepHayuHe (275) o npoMeHbuBoj w. Cam
Ha4YWH 3aBACHOCTH OONMKa pefia of 6poja a UCKa3aH j€ Y OBAM MpaBHIIuMa:

1° Kap je peannu geo 6poja a pealiaH U HeraTHBAH WIH jeTHAK HYJIH,
HHTErpaj w MOXe Ce pa3BUTH Yy pell 0 CTeIleHNMa IPOMEHJBHBE £, a TO je
Tajla JeluHu UHTETpall jefHauYuHe Koju 3a t = 0 go6uja Bpeguoct w = 0. Koe-

- (ULHjeHTH pefa U BeroB Kpyr KOHBepreHuuje ogpebyje ce mo yImyTcTBy

naTom y 14. opessky moj C).

2° Kayp je peannnm fieo 6poja a IO3UTUBAH, aly a HUj€ I[e0 NO3UTHBAH
6poj, jeqHauMHA ¥Ma jefaH MHTerpal w KOju ce MOKe Pa3BHTH IO CTene-
HUMa IIPOMEHJBUBE f, alli IIOPEJ] ’era IOCTOJH joll 6€CKpajHO MHOTO MHTe-
rpajia w KOju 3a/J0BOJbaBajy ycioB fia 3a ¢ = 0 mocrajy w = (), a cBaku ce off
HBUX MOXE Pa3BUTH Y pef ypebeH no creneHnMa NpoOMEHJBUBHX ¢ U 17,

3° Kag je a Kakas IIe0 MO3UTHBAH OpOj, He IIOCTOjU HUjeJaH NHTerpa
w KOju GW ce MOrao pa3BHTH y peJ IIO CTelleHHMa IpOMEeHJbUBe ¢ (ca
ycrmoBoM ¢ = 0, w = 0), anu mocroju 6ecKpajHO MHOTO HHTerpaja (ca THM
YCIIOBOM), KOJH CE& MOTY Pa3BHTH Y Peji 10 CTeNleHnMa u3pasa ¢t u logz.

Hzyseitinu cayuajesu. IlpuMeryjyhu oBa mpaBria 3a ciaydajeBe Kaf
ce 3a moyeTHe BpeguocT x = 0, y = 0 gecHa cTpaHa pudepeHnujaNne

. . 0 .
jefHaYMHEe jaBba Y OGIHUKY o MOXe ce HamhM Ha M3y3eTHe ciydajeBe Y

KOjuMa Ta mpaBWiIa He Baxe. [IornaBuTH ciny4ajeBd TakBe BpCTE OUIU OH
OBH:

I. Moxe ce gecTu fja ce jeqHauyuHa, Koja oapebyje HH(PUHATE3NMATHHA
pen L MHTerpalia y CBOau Ha HAeHTHYHOCT. Taja L MOXKe OMTH K HpallHoOHa-
JaH 6poj, a BpepHocT x = 0 Moxe OUTH TPaHCLUEHAEHTAaH CUHIYIapUTET HH-
Terpana y. 3a TakaBp ciy4yaj He OCTOj¥ HUKAaKBa OIIITa METOAA 3a OXPen0y
HHTeTrpala y Koju 3a x = 0 fobuja spegnHocT y = 0.

II. Kay ce 6yne Hauwio fa je

p==2
q

Ije Cy p ¥ q fiBa Iieqa 0poja, 1a ce H3BPILIM CMeHa

1
z=1t7, u=vt’
nmobuja ce 3a ¢t = 0 jenHaunHa
d(A)=0

rae A 03HavyaBa BPERHOCT KOjy fo6uja v 3a ¢ = 0. OBa je jeaHaynHa o0IuKa

P(Agg A +..) = q(Bp A +...)
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a ce MOXKe IECUTH J1a HheH YOUEHU KOPEH A MOHUIITaBa MOCeGHIe U jeHy
n npyry 3arpapy. Tana he ce, Kao 1ITO je nOoKa3zaHo, HOBa M epeHIHjaIHA
jefHaYyMHa ca TPOMEHJBUBHMA ¢ ¥ V, JABUTH Y OOIAKY

. gt+h'v+..

td_v_ gt+hv +...

Tme HeNCNUCaHyu YJIaHOBH CaJp>Ke BUIIC CTEIICHE NPOMCHbUBUX [ B V. Axo
CE€ U3BPIINU MOHOBHA CMEHA

gt+hv =tu

(rEe je u HOBa Hemo3HaTa (PYHKIHM]a), Ma Ce CKpaTH CBe WITO C& MOXKe, W
pel jeqHayrHa 110 U3pasy
du
==
dt

jeqHaupHa he ce, IOWITO ce IbeHa [IeCHa CTaHa pa3BHje II0 CTENEHNMa Mpo-
MEHJLUBUX ! U U jABUTH Y OONHUKY

du
tz———t—zocu +Br+...

I7[© HEUCTIHCaHY YIaHOBH cafpXkKe BUILIE CTeIleHe IPOMEHIbUBUX f U u. Bpen-
HOCT ¢t = 0 Tajia je yOIuITe eCeHIHjaIHi CHHTYJIapUTET HHTErpaia y.

Y jour m3y3eTHHjUM ciydajeBuMa (HAmpep HaBeleHNM) nudepeHn-
janHa jeqHaYMHA Ce CAMYHUM CMEHAaMa CBOJM Ha OONIUK

"= =au+bt+...
t

I7Ie je m KaKkaB [leo IO3UTUBaH 6poj.

YerppTH CIy4aj: HeKa je nap BpeaHoctH x = 0, y = 0 jepan nap anreba-
PCKEX KPUTHYKUX CHHrylapuTeTa pyukumje f(x,y). Tapga je x = 0 Takobe
anre6apcka KpUTHYKa Tayka MHTerpana y Koju 3a x = 0 qo6uja BpegHOCT
y = 0. VIeTerpan ce Moxe pasBUTH y pefl 00IHuKa

y=allx +a,Xx) +a,Xx ) + ...
r7ie je p neo 6poj Behn of jefuHUnE, KOJU ce YBEK MOXKe ofpenuTn. CMeHOM
x =1t

HHTEeTrpall y mocraje XxojaoMopdHa (GyHKIHja TPOMEHILUBE f, 1A ce Koedu-
LUUJEHTH A, d,, d3, ... MOTY U3pauyHaBaTH IO OMILITEM OOpacLy
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1 n
a, = ——“'[y( )]
nl!

e € BpEAHOCTU
yl’ y//’ yl//’ .

U3pavyHaBajy U3 caMme fuepeHnujalye jefHauYlHe ¥ OHUX KOoje ce [obujajy
IbEHAM y3aCTOIHIM Ju(epeHjabehuMa.

Kap je, mpema cBeMy ToMe, Ha Taj HaUMH HabeH y 06IUKY pefa UHTe-
rpaxn y, Koju 3a x = 0 gobuja Bpepsoct y = 0, Tpeba ce 0OpHyTUM IyTEM, I10-
MOhy OTNE YYUIEHNX CMEHA IIPOMEHJbUBUX KOJIMYNHA, BPAaTUTH Ha IIPBO-
OWTHEe MPOMEHJBUBE X U y. A aKo ce Tpaxkuiio fla ce Habe mHTerpan y Koju
3a X = x, [06Mja BPEIHOCT y = Y, OHJIa ce OiroBapajyhoM cMeHOM Hampep
IOMeHyTe BpcTe Tpeba BpaTWTH Ha NpBOOUTHY AudepeHUnjalHy jefHa-
JuHY.

17. KOEQUILIMIEHAT a, UHTETPAJIHOI PEOJA KAO ®YHKIIHMJA
CBOT’'A PAHT'A n

Perku cy cnyvajeBu Kaji ce KoepunujeHaT a, HHTETPaIHOr pefa
y = alx +02x2 +a3x3 +...

nate nudpepeHIjaHe JefHaYHe MOXe OPENUTH Kao EKCINIMIATHA QPyHK-
I#ja CBOTA PAHTa 71, I1a fia Ce TaKO y OOJIMKY je[lHOTa OMIITEr o0pacia aMajy
CBHU KOE(PUIHAJEHTH a,,.

Taxkas je, HIIp. Clly4aj ca jJeAHAUNHOM

y' =oy+p
3a KOjy je
n—1
an = B(x
n!
WITH jeTHAYMHOM
Y =%(y—x+l)3+1
3a KOjy je
a, = (2m! .
(n!)222n

Y ommiteM cnyyajy koeddIMjeHTH ce M3padyHaBajy MOCTYIHO, jefiaH
u3 Ipyror, 6mio No MeToAM Heoppebenux Koedunujenara, Koja fOBOAH 0
pekypcuBHE penanuje u3Meby jeHora Hu3a y3acTONHHUX KoedulnjeHara,
WTH, Kao [ITO je moka3aHo y 19. ofesbKy, nomohy o6pacia
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a, = i’[f;z—m] (n=mm+1lm+2,..)
n:

(tne je m pen muepeHLnjaIHe jeqHAYNHE) KOJU CBOJIA U3padyHABakbe KO-
edunujenata Ha ofipen0y HU3a (yHKIHUja [, BE3aHHX HANUpPEJ HABENEHOM
PEKYPCHBHOM Au(EPEHIHI]ATTHOM PETAIH]OM.

Anm y cBakOM Clly4ajy MO3HATe Cy HEKe ONIITe 0COOMHE Koeduuuje-
HaTa a, BE3aHHUX 3a OIITe 00IMKe AuepeHIrjaTHuX jeJHauYnHa, a Koje ce
MOry ca3HaTu 0e3 IoTpebe na jefHaunHa Oyjie HHTerpabeHa, Tj. 6e3 ImoTpe-
Oe [a ce 3HA TayaH aHAJIMTHYKHN U3pa3 Tux Koeduimjenara. Takse cy oco-
OuHEe U3paxKeHe:

1° y HejeHaUYMHaMa INTO ce OFHOCE Ha Koe(HIHjeHAT g, CMaTpPaH
Kao (pyHKIIHja CBOTa paHra #;

2° y craBOBHMA IITO Ce€ OfHOCE Ha Op3mHy pallthelma UM Onafarma
KoeunujeHaTa Kaj UM paHr n 6€CKpajHO pacTe;

3° y craBOBHMA IITO Ce OJHOCE Ha apUTMETHYKE 0coOuHE Koepuumje-

HaTa.
CraBoBu mopt 3° 6umhe nmpepmet 22. ofielbka OBe KIbHATeE; Y oBoMe he
OeJbKy OUTH peUHd O CTaBOBMMA o[ 2°1 3°.

Kapg xakBa jeqHaumHa
(276) v =e(xv)

nMa OCOOUMHE KOje ce TpaXke 32 KOMIIApAaTHBHY jefHAaUNRY AaTe TudepeHLu-
jamHe jeiHaIIHE

(277) Y= f(xy)

MM KaKBoTa cucTeMa (KOoju ce, Kao mTo he OMTH MOKa3aHo, YBEK CBOJIM Ha
CHCTEM CHMYJITaHUX jefHAYMHA NIPBOra pefa) OHJa, ako ce ca b, 03Hadu
OTIIITH Koe(uIIjeHaT HHTErPAIHOT Pefa

(278) v =bx +byx? +bhyx?+...

jemnaumnne (276), a oniTH WHTErpan gate jegHaunue (277) rmacu
(279) y=ax +ax’+axt+.,

3a KoedurmjenTe 06a pefa Baxkuhe oNmTa HejefHAYNHA

la, | <b,.
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Ay TONHKO 1Ipe, KaJ| ce 3a b, MOXKe NO3HaBATH KaKBa HejeqHauYnHA

b <c

A n»

Baxuhe 3a a, HejeTHaYnHA
la,l <ec,

Taxo, Cauchy-eBa omira KoMnapaTuBHA jefHAYMHA

M

(=)

IMa Kao MHTerpan koju 3a x = 0 go6uja BpegHoct v = 0, pyHKIH]jY

v=r—_[r'r=2rr log(l—i)

r

(280) vi=

XO0JIOMOpP(HY Y ofipeheHOM Kpyr'y olMcaHoM oko x = () y paBHU x.

CamyM THME ILITO IOCTOJHM TaKaB XOJIOMOP(HHU HHTErpan KoMIapa-
TuBHE jefpHauyuHe (280), 3Ha ce, npema Cauchy-eBoj HejeqHAUNHH, Ta 3a pex
(278) Baxku HejemHAYUNHA

bH < n
’
Ime A 03HayaBa KakaB IO3UTHBAH OpOj KOJU HUJE IIpeMalleH Off MORY-
na ¢pyHKIFje v JOK x OCTaje Y KPYyry NOJYyIpeyHKa /' Y PaBHU X, Y KOMeE je
necHa cTpana jegHaunHe (277) xonomopdua. I[Tpema Tome:
Onwitiu Koeuyujerail a, unmezpaanoZ pega (279) jeguaqune (277)
3a9080/bA8a 34 c6€ 8PEGHOCIIU Nl HEJeGHAYUHY

(281) la, | <%.

Ta HejegHaUWHA He NPeTIOCTaBJba HUILITA ApYro o pynkumm f(x,y)
OCHM TO Jia je oHa xosloMopdHa 3a noyeTHe BpeaHocTH x = 0, y = 0. Meby-
THM, KaJ ce 0 Toj (DYHKIWJU 3Ha JOII ITa OJIKe, MOTY Ce MMaTH M HUXKE,
Ila fakye npoOuTayHrje rpanulle 3a Taj Koeduuujerar. [1o TaKBuX rpaHuna
IOBOJIE, HA IIPUMEP, CICIUjaTHIje KOMIIapaTHBHE je[HAYMHE, Al YHje HC-
KopuirhaBame 3axTeBa joll U CyluieMeHTapHe IPeTIOCTAaBKe UM O CaMo)j
dbysxumjn f(x,y), Wiu 0 MHTETPAIY Y.

Tako, Kao 1ITO je HalpeJ MOKa3aHo, Kaj je KoeduiujeHaT JBOCTPY-
KOT pefia

fx,y)=2xA,,x"y"

TaKaB fa U3pas
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min!l A |

mn

0CTaje KOHAaYaH Ipu GeckpajHOM palhery MHAeKCa m U 1, MOgyo Koeghu-
Uujeritia a, UHIeZpaNHoz pega marsU je Ho Koeguyujenaili b, gynkuuje

y = —log[l-A(e* - 1)]
Kao I/IHTCI‘paHa KOMHapaTI/IBHC jClIHa‘-II/IHe

v =Ae"t", A>0.
Taxo ucro, kag u3pa3s
[ A,
(m+D(n+1)

ocraje KOHadaH mpu 6ecKpajHOM palthemy WHAEKCa m | 1, MOgYo Koedu-
yujeHitia a, marbU je og Koeguyujerniua b, gynrxyuje

v = 1_3]ﬂ, A> 1,
1—x

Kao uHitiezpana KomuapatiiueHe jegHaysuHe

S - S
(1-x)*(1-v )’

Pa3He npyre xommapaTHBHE je[[HAYMHE, Be3aHE 3a IPETIOCTABKE O
HAYyNHY palrhera UM onajiamkba Koeduuujenra A,, dyHkuuje f(x,y) npu
paurhemy MHEKCA m | i, JOBOJIE A0 Pa3HUX APYIUX FOPHHUX I'pPaHUIA 33
MOAyO KeopHuInjeHTa a,.

An¥ 10 TaKBUX FOPIHUX FPaHMIa MOxKe ce nohu u unHehn npernocra-
BKE O caMOMe MHTeTpany y jeqnaunse (277), Kao (PyHKIMjN IPOMEHILUBE X.
JemHa BpIIO omurTa TakBa paHMUIA, Koja BaXKW 3a OHIITY anrebapcky mu-
thepeHIMjaNHY jefHAUNHY IPBOTA pefa

(282) f(x,3,y)=0

(rme ce yBeK, He yMamyjyhul TeHEpalTHOCT, MOXKE CMAaTpaTH fa je f HeCBO-
IVbMB MOJMHOM IO X,Y,y’) HoOHWja ce IPUMEHOM jeHE TEOPEME KOjy je
mokasao Lindeldf y mormieny ropiwe rpaHuie 3a Ma KOJH peajlHi HHTErpa y
jenuaunne (282), npu pamhemy IPOMEHIBUBE X Y PEATHOM IO3UTHBHOM
npasLy. Teopema rnacu:

Ioueswu og jegHe gosomHO eauke HO3UMLUBHE 8DEGHOCIUU X, 8pey-
HOCUHL UHITEZPAaa Y HUKAKO He fpemauia epegrocili pyHKyuje

i+l

(283) A(x)=e*
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2ge je m cineiien Hoaunoma f o x, a O HO3UMAUBHA KOHCIAHIA Koja ce
MONCEe USPAYYHATIU U3 came gughepeHyujarte JegHa UHe.

Lindelsf je jao u HauWMH 3a U3pavyyHaBamkhe KOHCTAHTE O H-eHA BPEJ-
HOCT, cMeeHa ¥ A(x), oapebyje BemmuuHy ropme rpaHune sMa Koza peai-
HOT pHTerpana jegHauuee (282). Ta rpanuna Moxe OUTH U CTBApPHO HOCTH-
THyTa y HOjelMHUM CIICIHjaTHIM CITy4ajeBUMa, IIITO Ce BHAM HA MpUMEpY
jenHaIHe

(284) y =(m+1)x"y =0,

YYjH je OIIITH HHTETpas
Sl
y=Ce" .
Younmo caji oHe uHTETpane y jemHaunHe (282) Koju cy yesae pyHxyuje
ApOoMeHbUBE X HUJU CY KOepuUUjeHITiU A, C8U pedAHU Ho3uiiueHU Opojesu.
ITomrro cy x, ¢, a, TO3UTHBHH, TO j&

x=lxl=r y=lyl=ar+a,*+a;y +...

na he mpema ropmoj TeopeMu GUTH 3a IOBOJBHO BEJHKE BPENHOCTH X
HEIPeCTaHo

Wik

(285) Lyl <e”

IIITO 3HA4YH Ja U3pas3

l y I e—Otl‘"Hl
He mocTaje GecKpajHO BeJIMKHU Kaj r 6eckpajHo pacre. Ilocroju, fakie, je-
IlaH KOHAYaH TO3UTHBAH O6p0j A TaKaB [1a je 3a CBE BPETHOCTH X HEIIPECTAHO

rm+]

lyle® <A,

IITO 3HAYH JIa j€ 3a CBE BPEAHOCTH X

e+l

(286) [yl < Ae™ .

ITpema ommrroj Cauchy-eBoj HejeqHaunny 3a | a, | 6uhe Taga

I y | e(ll"”“
(287) la,l < —=—<A——.
n R
r r
TTomrTo je y mo mpeTnocTasuy ueja (yHKIUja, MOXe Ce ITOJIyNPEeYHH-
Ky r jjaTu KakBa ce xohe Bpennoct of 0 g0 +eo. M3pa3 Ha fecHO] CTpaHH

Hejenuaunte (287) MOCTHKE CBOj MUHIMYM 32

r=yn*
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I7ie ¢y Y ¥ A pallmOHANHY OpOjeBH

1

o]
Y= . A= -
(m+1Dao m+1

3a caMy BpEJHOCT TOra MUHIMYMa HaJlas3d Ce J1a je OHa

BII
A n An

rie je p KoHcTaHTa
B =[(m+1)eal*

a U3 TOra ce BUAM ga je 3a youeHe uHilieZpane y

n
(288) a,=la,l <A BX .
Hn
n
W3 Tora ce 3akibydka MOI'y U3B€CTH PA3HOBPCHE ITOjeTMHOCTH 34 leJie
dyHKUM]Ee ca MO3UTUBHUM KOe(UUHjeHTHMa d,, KOje 3a/JOBOJbABAjy KaKBY
anrebapcky qudepHIujaIHy jefHaunHy npBor pepa. Tako:
I. 3a cee io3uitiusHe 6pegroCili X UHIIEZPAA He [ipemauia 8pegHoC
ciieyujanre yene pyHxyuje

(289) Q(x)= AZ B,
n=0
Jep nmpema HejenHa?n/IHI/I (288), a momTo cy @, W X MO3UTHBHE, MOpa

ouTH 1
y < o(x).

I1. Y3actioiine Hyae o, 0,,Us,... UHIUEZpaaa y He paciily, upu
pawhersy c60za panza n, cilopuje 1o Wilio pacitie 6pegHOCili n*.
Jep, npema Hejegnaunnuu (288), Bpegnoct 4/l a, | He omaja cnopuje o
1
BpefHOCTH 1", ¥ mpeMa ToMme | a,, | me pacTe cnopuje of n*. A Tpema
jemHO] Teopemu KOjy je mokasao Hadamard, 3a mesne ¢yHknuje yommre,
MOMIyO n-Te Hylle O, TakBe jeflHe (pyHKUMje pacTe OpxKe, Ipu paurhemwy

1
HBEHOT paHra #, Hero mTo pacre uspas | a, » |. I1a nomro Taj u3pa3s He pa-

cre ciopuje off n*, Tako he MCTO GUTH U ca HYJIOM O,

1. Kag zog unitiezpan y, u3padyHaiti y 0OAUKy pega ca Uo3UtiueHUM
KoeguyujeHitiuma a,, upegciiiasma Kakey yeay yHKYujy upomeHmuse x,
apcitia (genre, Gattung) itie pynkyuje je jegar og 6pojesa
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0,1,2,....,(m+1).

To je mocnenuua HejegHaunne (286) u craBa Koju je fokaszao Hada-
mard 3a 1esne yHKIHEje YOIIITe, Xa Kaj je MOAYO jeqHe Takse (DYHKIHUje
Marb| O] BpeJHOCTH M3pasa

e’ r=1lxl
e je oL KakBa IO3UTUBHA KOHCTAHTa, BpcTa QPYyHKIMje He mpeMarra 6poj p.

Op mHTEepeca je HanoMeHyTH a craB IIl He BaXXK K 3a HHTETpAJIE all-
re6apckux qudepeHIjalHuX jefHaYnHa BUILEra pefa; TO C& MOXKE BANETH
Ha OpHUMeEDPY jefHauYnuHe Apyrora peaa

W=yt =yy’ =0

KOja mMa, Kao jeHy KJIacy CBOJUX MapTHKYJIapHUX MHTerpaa, ueie (pyHk-
nuje

X

y=Ce, C>0.

ITomro ¢y cBu M3BOAU (PyHKIH]jE y MO3UTHBHU 32 x = (, TO CYy ¥ CBU
beHn KoeUuIIjeHTH a, TO3UTHBHI, MebyTuM y je nena ¢pyHkuuja 6eckpa-
jHE BpCTE.

HicTo ce BUAM ¥ Ha MPUMEpPY WHTETPATHOT pefja KOju u3pakasa Lely
Pynxumjy

y=e P(x)

rge je P KakaB IIOJIMHOM YHUjU CY KOe(UIMjEHTH CBH IIO3WTHBHH; TaKBa
(yHKIMja 3af0BOJbABA jefHy anrebapcKy AuepeHInjalHy jefHadYHy ApYy-
rora pepa, a MehyTum weHa je Bpcra GeckpajHa.

A Taxo ucro Tpeba IPUMETHTH U TO, [1a liene (pyHKIHje, 0 KaKBAMA e
ped, a Koje cy HHTerpany anrebapckux JugepeHInjaJHux jeqHaIaHa, MO2Yy
buitiu ma xoje konauHe 8pcitie. To ce BUIM HA IpAMEPY jefHAUNHE IPBOT
pena

yl2 +p2 (1_y2)x2(1"1) = 0

(p — neo mosuTHBaH 6pOj), KOja MMa 3a MAPTHUKYIAPHA HHTETPAIT

2p 4p 6p

_l x —xPN PN — X X X
y—2(e +e " )=cos(ix”)=1+ 5] + 2 + <1 +...

Hexa je, Hanocnerky, HaBeleHO X TO fa TOpHAa rpaHuua m + 1 3a
BPCTY MHTeTpalia y 6MBa H CTBAPHO JOCTHTHYTA y MOjeJUHAM CHEIHjaqTHIM
cIy4yajeBHMa, Kao IITO je TO HIp. 3a audepeHnujarty jequaqnny (284) umjn
je ONILITH MHTEerpan uena dpyuxumja (m + 1)-Te Bpcre
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Crasgy III Moxe ce naTu u oBaj 00IHK:
IV. Kag zog xaxas peg

3

(290) y=ax +ax’+ax’ +o
Koju uspaxcasa uniliezpan Kaxee aszebapcke gugepenyujanne jegraqune
iipsoz pega, uma ceoje Koepuyujeniiie a, HOSUUUBHE, A UPEGCULAE/LA KAKEY

ueay QyHruujy fipomenmuse x, ciiieileh guepeHyujare jegnaiune io x
HUKAQ Huje marbu 0g epcitle tiie yeae QyHKUUJE, CMAbERE 3 JeGUHULY.

II

ITocMmaTpajMo capi ciydaj kaj uHTerpaiHu pep (290) xaxse anre-
Gapcke nudepeHunjanHe jefHaYnHe IPBOT PEla UMa cée c80je Koepuuu-
jenilie a, jegrake HO3UMMUBHUM PAUUOHAAHUM 6pojesuma, a TPECTaBIbA

KaKBY ueny yHKYUjy TPOMEHILUBE X. A ‘
Takap cnyyaj HacTyna, Ha mpuMep, 38 AUQEpPEHINjanHy JefiHaYNHY
obnnka

P(x,)
Q(x,y)
rae ¢y P Q NMONWHOMH 1O x ¥ y AU CY KOEPUIHjeHTH MO3UTHBHH
paloHaIHK 6pOjeBH, ca yciIoBoM Aa Oyae
0(0,0)# 0.

(291) y'=

CBH y3aCTOITHE N3BOJH MHTErpala y, 100HjCHI y3aCTOMHAM AucepeH-
nHjabermuMa jeaaunse (291), 6uhe panuonante QyHKIHje MPOMEHIbUBHX
x Uy, Koje he cBe mMaTu Kao UMeHuIAll OfPEheH CTeneH MOJIMHOMA Q. Kan
ce y wiMa craBi x = 0, y = 0 1 pesyTaT IHOENH ca OfroBapajyhm dakro-
pujenoM n!, fobuja ce Koedpuuujenat a, Ka0 NO3ATHBAH pallHOHAIAH 6poj.
Camo Tpeba jouw JloflaTd U TO ga, HpeMa Je[fHO] TO3HATO] TEOPEeMH U3 aHa-
NUTHYKe Teopuje Mu(epeHnjaTHuxX jefHaYAHA IPBOT pefa, usMeby caujy
jemHaumHa ob6muka (291), jemuna wnju ofwiiiy MHTETPAN MOXe GUTH Uela
(pyHKIIH]a, je TMHeapHa jeHaYnHa

Y = fx)y o)
rge ¢y f u ¢ noauHoMu 1o x. MebyruM, # 1pyre jepnadne obnuka (291)

MOTY MIMAaTH fap ik yAdpHUX HHTerpajia KOju ¢y Lene (hyHKumje.
Ha cBe jepHauune

(292) flx,y,y)=0
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(f HECBOIIBLMB MOJIMHOM TIO X, y, y') 4UHju HHTerpaj uMma Koedunujenre a,
[IO3UTHBHE U paljOHalIHe, a MPEICTaB/ba KakBy Leay (PYHKUH]Y, IPUMEHY-
]y ce HeIocpeqHO CBU CTaBOBH M3 IPOIIIOT Haparpada.

Ha nmpumep, paHuju cTaB Jaje je[[Hy ropiby I'paHHUIy MHTETrpana y,
n3paxanajyhd fa 3a MO3UTUBHE BPEAHOCTH X (DYHKIIHja HUKAJ He peMalia
BPETHOCT

A",

Anm, nopen Tako ofpebene Zopre rpaHulle KOjy MHTErPANl HE MOXKE
ipemaruitiu, MOXKe ce IOCTABUTH U jeHA gora TPAHUIA KO]JY OH HUKAJ HE
MoOXe Hogbayuttiu 3a Takse Bpennoctd x. llta Bume, Tako HabeHa goma
rpaHHNIa Baxkuhe ¥ 3a HHTErpae onuite anredapcke quepeHIujaine jef-
HavyuHe Ma Kora KOHaYHOT pefa p

(293) F (x, Y., ") =0.

Jla 61 ce ofpennia TakBa jeflHa [OHka MPAHMLA, IPEIMEHHheMO Ha UH-
Terpan y jeflHy TeopeMy Kojy je noka3ao Polya 3a mHTErpane jegHaunHe
(293). Teopema rnacu:

‘ 3a ceaxu unitiezpan y jegraqune (293) xoju ce uspaxasa y o6auxy
pega
y=ag+ax+ax’+...

uuju ¢y KoeguyujeHiii payuoHasHu 6pojesu, a Koju je KOH8epZeHitiaH 3a
c8e 8PegHOCHL X Y PAGHU UPOMEHBUEE X, U3PA3

[loga, l
n(log n)*

He [Hex U Zpanuyu — o ipu beckpajnom pauwthiersy opoja n.

ITomrro je y oBme mocMaTpaHOM ciydajy KoeduiujeHaT a, peallas,
MO3UTHBAH W TeW HYIU Kag n GeckpajHo pacte (jep je mHTerpani y Hena
(hyHKIWja ca peallHM MO3UTHBHUM KOe(HIHjeHTHMA a,), TeopeMa JOBOAH
10 3aKJbYUKa Jia u3pa3

log—l—
log aﬂ — all

o (logn)*>  n(logn)?

ocTaje, 3a CBE IOBOJLHO BEJIMKE BPEAHOCTH /1, Malby Off JeJHOra KOHAYHOT
IO3UTUBHOT O6poja A. M3 Tora u3nasm a je 3a CBaKy BPeTHOCT

n=1,2,3, ..
HempecTaHo

(294) a, > e—hn(logn)“.
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Hnrerpan y mocMaTpaHe aHaNWTHYKE NPHUPOJAE 3a CBE INO3UTHBHE
BPEHOCTH X IIpeMallla BpeJHOCT cllelljaliHe 1ese pyHKINje

(295) By = ap+ 3 e’ g

n=1

Hejegnaunnae (288) u (294) mocrasspajy rpasnie MoryhHIM Bapujanm-
jaMa koedunyujeHaTa a, U BbUXOBOM HayWHy Ollajfara Ipu OECKpajHOM pa-
nrhewy BUXOBOT paHra n. Tako

1° JepnaumHa (288) orpannyasa Gp3uHy oNafama KoepuuujesTa a, y
TOMe CMUCIY IITO [IpeMa 1oj a, oiaga bpice HeZo u3pas

BH

n A

Aim, ITo je HUCTO, HETO U3pas
1 e—xnlogn;

”)\n

{ .
MOUITO CMEHOM X = B HecTaje (hakTopa By uspasy 3a a,,.

2° mejepnauvHa (294) orpannyasa Op3WHY ONafama KoeduuujeHaTa
a, y TOMe CMHUCITY IIITO IIpeMa 0] a, oilaga cilopuje Hezo U3pas

e—hn(logn)2 )

Kao nrro ce suyu:
Hus xoeguyujenatiia a, (n = 1,2, 3, ...) He modxce oliagaitiu HU cysulLe
ciiopo, HiL cyeuute 6p30, eeh Hajcilopuje oHaxo Kaxo oilaga uspas € "% q

—hn(logn)?

Hajopice OHAKO KAKO 0iaga uspas €



YETBPTU OJEJbAK

CHUCTEMU NTNPEPEHLINJAJIHMX
JEITHAYMHA

18. CUCTEMM CUMYIITAHUX JEJHAYUYMHA ITPBOT'A PEJA

Cauchy-eBa KOMIIapaTHBHA METO/Ia IPUMEYje ce, He caMO Ha OOHYHE
nudepeHnujanne jefHaynHe, Beh n Ha cucreme cHUMyNTaHHUX jefjHAauUMHA.
Ogjpie he 6uTH y TOME NMOTJIeNy IPOYYEH CHCTEM 00IuKa

d

L:fl(x’yhyb""yn)’

dx

dy,

- = X, ) sy YuJs
(296) = Fxyu Yy, ya)

d

—y‘"‘:ﬁz(%)’hh’ "’yn)>

dx

The CY Yy, Yo, .-, ¥, HETIO3HATE (DYHKIIM]je HE3aBUCHO NPOMEHILUBE KONMYH-
He x, Be3aHe Meby coboM cucTeMoM off n fuepeHInjaJHUX JeHaYuHa

npsora pepa (296).
IIpeTnocraBuMoO jja je cBaka off JaTuX (PyHKIH]ja
(297) Tis foreen [

xoloMop®Ha (PyHKIMja IPOMEHIBIBE X Y JEHOME KPYry HONYIPEYHUKA 7,
ONKCaHOM OKO Tauke x = () y paBHU NPOMEHIBHUBE X, Ka0 U XOJIOMOp(dHa
(pyHKIH]a IPOMEHTHLUBUX

(298) Yis Yoseees Yu

y OIU3HHA BPEMHOCTH

(299) )’1=0>)’2=0’---’yn=0’
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Tj. y 11O jeMHOME KPYTy ONUCAHOM OKO THX BPEJHOCTH y PABHHU CBaKe Off THX
n IPOMEHJBYBHUX.

O3HaymMo ca 1’ MONYNpPEeYHNK HajMarmera ojf THX n Kpyrosa, a ca M
jenan 6poj Takap fa ra He IpeMallia MOYO HHU jemHe o n dyHkumja (297)
IOK IPOMEHJBHBE OCTajy Y CBOjUM KPyrOBHMA NOJYIPEYHUKA r ¥ r’, T]. Ta-
KaB Jia je 3a CBE TaKBe BPeJHOCTH IPOMEHIbUBHUX HENIPECTaHO ‘

(300) ‘ LATSML 1 €M, fi I <M.
dopmupajmMo pyHKIMjY 1 + 1 IPOMEHILUBIX KOJIUYMHA

M

(301) (P(x’)’l»}’z,---,yn):
(1—1)(1—h]”.(1—hj
r r’ r

na ynopeguMo uuTerpasie cucrema (296) ca nHTerpaguMa cucTeMa

d
d_\;LZ(p(x,vl’Vz’ ,V”),
dv

(302) jﬂp(x,v.,vz,...,v”),
d ....................
%—(p(x’vl’vz’ ’vn)

Y3acronmumM pudepeHnunjabebuMa jeqaaunna (296) mo x u cMeHaMa
H3BONA
Ay dy, dyy
de " dx T dx

ILMXOBHUM BpeHOCTAMA W3 jemHadnHa (296) nobuja ce jeflaH CUCTEM j€f-
HayMHA KOje M3pakaBajy y3acTONHe BUIIE U3Bojie (hyHKIHM]ja

(303) Y15 Yaseer Yu

Kao (pyHKIHje TPOMEHIbUBHX X 1 (303).
Taxo ucro, noctynnuM pudepeHnmjabebuma jennaunte (302) mo x u
cMeHaMa U3BOJAa

dx " dx T dx

(304)

ILUXOBUM BpefHoCcTHMA U3 jefHaunna (302) mobuja ce cucreM jefiHaYMHA
KOje M3pasKaBajy y3acTOIHE BUILIE U3BOJIE (DYyHKIM]A
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(305) Vi Vayreens Vy

Kao (pyHKIHje mpoMeHsbuBuX x u (305):

Ha Taj vaynH goOujenn u3Bomu pyHkumja y, n GyHKIHja v, AMAjy
UCTY CTPYKTYPY M M3paxkaBajy ce; CBaKU M3BOJI, Kao 30up cabupaka KOjH Cy
OpOM3BOJIM pasHuX creneHa pyHkumja (297), ogHOCHO (PYHKIHjE @, B HBUXO-
BUX NTapIUjaJIHAX H3BOfla IO IpoMenspbuBAMa x 1 (303), ogrocHo x 1 (305).

MebhyTuMm, Ha UCTH HAYMH Kao0 U 32 OOUYHY A epeHIIHjaIHy jeTHaYn-
Hy NIPBOTA pefa, KOju je Halpej H3JI0XKEeH, yBepaBaMo ce fia je MOAyO CBa-
KOTa MapUujaIHoT M3BOfa Ma Koje oft dyukumja (297) Mamy 0o OAroBapa-
jyher napumjansor n3soga ¢yarumje @. To he Taga BaXKuTH U 32 BpeJHOCTH
KOje TH U3BOJHU f00mjajy 3a

x=0 y,=0 y,=0,...,y,=0,
(306) ' ’

x=0, v,=0, v, =0,...,v,=0,

na he, npema nejeqraunnama (300) u jeanauman (301) To mCTO BaXKUTH U 32
BpemHocTu camux pyuknuja (297) n pynkimje ¢. buhe gakie

| £,(0,0,0,...,00! < (0,0,0,...,0),

am+n+p+... . am+n+p+...
—— /(0,0,0,...,0)| < ——¢(0,0,0,...,0),
ox"dyiayl ... dx"viavh ...
a ¥3 TOTa ce, Kao W y paHujeM ciydajy obmuHe guepeHnnjante jefHaYnHe
IpBOra pefa, 3aKJbydyje 1a, ako Ce ca 0, 03HAYd BPEeJHOCT KOjy 006Hja i-
1 u3Bo QyHKuHje y, Mo x 3a x = 0, a ca B BpeanocT Kojy gobuja i-tu
U3BOJ (PyHKIHjE V, IO X, YBEK he OUTH

(307) Lo | < B,

IpH YeMy Tpeba HMATH y BHAY [ia Cy CBe BpegHocTH f, noOujeHe Ha Takas
HauuH, OYEBHUJHO peallHe M IO3UTHBHE, TO Ciejlyje U3 caMe CTPYKType
n3Bona (304) u ynumeHuIE KOjy je Tako IPOBEPUTH fa PyHKLHUjA @, NePUHH-
caHa jefHa4nHOM (301), 1 CBY HeHN NapLMjalIHi H3BORHU, EMA]jy 3a

(308) x=0, vi=0, v,=0,...,v,=0

peaiHe U MO3UTUBHE BPETHOCTH,

ITpeTniocTaBUMO, 3a jeJlaH TPeHyTaK, fa cucreM (296) mMa Kao CBoje
cdopManHO pelnemse jegan cucreM Bpepnoctu (303) m3paxkeH y o00IHKY
Maclaurin-oBuX pefgoBa Koju 3a x = 0 gajy y, = 0
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yi=ax +alx?+aix?+..,

1 2..2 3.3
A>X +asx”° +a>rx” +...,
(309) ) 2 2 2

yy=ax+ax?+axd+...,
a ja, Taxo ucro u cucreM (302) mma Kao popMalIHO pellere jefaH CUCTeM
BpenHocTH (305) H3paskeH y 06Ky pemosa kKoju 3a x = 0 gajy v, = 0

v, =blx +bix% +bix? +...,

vy = byx +bix P+ b3xd + ..,

(310)
vy = b+ B+ B 4
ITomrro je .
a =%, b =B
TO je mpema HejenHaunHn (307)
lai | < b

INTO 3HAYHM Jia e KoeduimjeHat ox x”" ceake o (PyHKUH]a y, MaHkU Off KO-
edpunmjenra of x” ¢yHKUHje v,. AKO je, fakie, cBakd o penosa (310)
KOHBEpPTEHTaH 32 BPEHOCTH X Y jefHOME Kpyry C, OIIMCAaHOM Y PaBHU X
oko Tauke x = 0, y ToMe he Kpyry HacurypHo OMTH KOHBEPreHTaH U Ofro-
Bapajyhu pen (309) ucrora panra k.

MebyTtum, cucrem (302) je MoryhHO MHTETpanuTH ¥ ONPERUTH KPY-
rose C, cBaKora meroBor uarerpana v,. VI3 jeqnaunna (302) ce Bunu na je
3a MPOM3BOJbHE BPEXHOCTH MIPOMEHIBUBUX X U V

dvy _dvy _ _dv,
dx dc« dx
OJIaKJIE e

Vo :V]+CI, V3 = V1+C2,...,V" = V1+Cn_l

rae ¢y Cy, Cy, ..., C,_, HHTerpanuone Koncraute. [1a momro 3a x = 0 cBako
v, Tpeba J1a je jefHaKko HysH, fobuja ce fia je 3a IPON3BOJbHE BPEJHOCTH X

Vi=Vy=...=V,.
Cucrem (302) ce Taja CBOIU HA jefHY jeIUHY jeTHAUNHY

£Zl}—z(p(x,v,v,...,v)

dx
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Tj. mpeMa (301), Ha oOmuny guchepeHIN]jaIHy jeTHAYNHY IPBOra peia

dv _ M

et

Kap ce oBa Hanuiie y o61uky

nobuja ce HHTErpanujom

, n+l
4 {1—(1—1’) }: —Mrlog(l—-x—)
n+1 r r

OJlaKIIe ce Halla3W ja MHTErpan v, Koju 3a x = 0 go6uja Bpepnoct v = 0, mMa

3a ©3pas
v=r [1 - "*\'[1 + (n+hMr ll)Mr log(l - ﬁ)J .
r r

Taj je mHTerpan v xonoMopdHa PyHKIH]a TPOMEHIbUBE X Y OIU3MHA
BpeaHocTH x = 0, jep cuHrynapureTn (PyHKIMje MPOU3a3e caMo Of jefi-

HayuHe
1+(”_+,1;)M10g(1_£) =0.
,

r

Ta jenqHaunHa, peleHa 1o x, ¥Ma caMo jeflaH KOpeH, ¥ TO

-
x = 7’(1— e (n+l)MI'J .

Ta je BpegHOCT jefMHA CHHTYJIApHUTET (PYHKIHUjE v, ¥ IpeMa ToMe Ta
he dynxuuja 6urn xomomopdHa KoKIe rof x ocraje y Kpyry C OnucaHOM
OKO Ta4ke x = () ca HONympeYHnKOM

- r
R = r(l—e (11+1)Mr]

ITomo je dyHkumja v xomomophHa y Tome kpyry C, OHA C& MOXe
Pas3BUTH y pef




CHUCTEMM IU®EPEHLIMIATTHUX JELHAUMHA 255

(311) V= Ax + At + A+

Ia HOWITO Cy cBe (yHKIMle v, jegHake Meby co6oM W ca (PyHKUHjOM v,
CBaKa ce Off IbUX MOYKe pa3BuTH y HcTH peft (311) ca ucTuM Kpyrom KOHBep-
reniyje C. A KaJ| je To ciyuaj, mpemMa OHOME IIITO je Malloyac KazaHo, ouhe
y ToMe ucToMe Kpyry C KOHBEepreHTHH 1 cBH pefosu (309) koju najy ¢op-
MallHO pelllerme y IpodneMy uHTerpanuje cucrema (296). A takso ¢op-
MaJIHO pelIee TIOCTOJU: TO je OHO ITO ce foduja Kafg ce KoeduuujenTama
ai, y obpacumma (309) gany BpegHOCTH

ot

k!

ay =

Ha Taj Hau¥H ce JoJa3u IO OBOTA pe3ynTaTa 3a ciucreM (296):
Hexka je nat cucrem

d

LI f(xayl’ s Yo,

dx

FRRREERRLERRER

_y—i = fn(x’ Yoo yn)’

dx
rfie je cBaka oy pyHKuMja fi,..., f, XxomomMopchHa GPyHKIN]ja TPOMEHIBUBE X
y KpyTry MONYNPEeYHNKa r ONIMCAHOM OKO Tauke x = () y paBHH x, ¥ TaKO UCTO
xonoMopdHa (PyHKIUja IPOMEHIBUBHUX Yy,...,Y, Y CBAaKOMe OJf KpPyrosa

TONyOpeyHHKa r’ OMWCaHUX OKOo Tadaka y, =0,...,y, = 0 y paBHMMa Tux
npomeHsbuBuX. O3HauYnMo ca M jepan Opoj Takas fia Ta He IIpemarliia MOAyO
HU jenHe o n pyHKOHWja f|,..., f, MOK CBaKa Of NPOMEHJBUBUX OCTaje y
CBOME KpPYTy, Ia je Yy OBOMe IUTO IIPeTXONHU AOKa3aHa O0Ba OCHOBHA [Ueo-
pema 3a uuTerpanyjy cucrema (296) nomohy pegosa o61mKa

(312) Ve =apx +apx®+ajx’ +...

Ceaka ce HellO3HATUA PYHKUUJA Vi, ..., Yn, KAO UHIlEZpAA CcUCTlema
(296) koju 3a x = 0 gobuja epegrociti y, = 0, modice pazsuitin y peg obauxa
(312), koju ke HacuzypHo KOHEepzZupailiu 3a c6€ 8PegHOCIIU X Yy KpY2Zy Oilu-
canom oko x =0 ca floayiipeyruxKom

-
R=r 1'—6 (n+1)Mr

OdeBWHO je a Ta TeopeMa W NPOHIMpYyje Ha CHCTEME CHUMYJITaHUX
jenHaunHA OCHOBHY Briot-Bouquet-oBy TeopeMmy 3a ciyuyaj oO6UIHUX udep-
eHIHjaTHAX jeflHavYNHa PBOTra pefa, Ha KOjy ce OHa CBOJM y CIydajy Kaf je
n=1.
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Teopewma je, Kao ITO ce BUAH, H3BEJ[eHA YIIOTPEGOM KOMITApaTUBHUX
JeHa4MHA 3a CBAKY Off jefHAYMHA cTeleHa (296) a cBaka off 1UX IMa 0OINK
Cauchy-eBe KOMIIapaTHBHE jeHAYNHE 32 TU(EPESHIHN]ATHY jeTHAYUHY IPBO-
ra pena. Mebyrum, Kao u 3a 0By, MOTy ce, 0T HAPOUUTAM IMPETIOCTaBKA-
Ma 3a pyHKRUHE fi,..., [,, YIOTPEOUTH U Apyre, CICNH]jaTHIje KOMIIapaTH-
BHE jeJHaYnHE, KOje BaXe CaMo 3a TaKBE CIIydajeBe.

Tako HIp. Kajl ce cBaka off pyHKLHja fi,..., f, pasBuje y RBOCTPYKH
pen 1o cTeneHuMa IPOMEHIBABHX

(313) XYY Y

TaKo jia je cucreM (296) Hanucad y o6IUKy

dyl — 1 my,p K
dx = fi - ZAm,/)...x }){ < Yoo
dy, 2 )
—=f = = ZAm b Xm b }YI,
» b o XUV Y

(314)

dy
D = f =3A"  x"y .y,
I 1, po XYL Y

OHJIa, AKO Cy CBY KOC(DUIMJEHTH A peasHu 1 IIO3UTHUBHU M TaKBM JIa H3pas
i
mipl.. A, .

MOHOTOHO paCTe IIpu pamheH)y HHICKCA m, p ..., 3d CBAKY OQjeng'{MHa
dy,
Y = ﬁ((x’yl’ "'vyn)
dx

MOHce ce y3elil jegHa YuuHa

vy _

X, VeV,
ax Qp(x, v, )

2ge je O Ma Koju Hapuyujasnu useog, u ma koza pega, pynkyuje i io ipo-
mermusuma (313).
Jloka3 npaswuia je uctu Kao gokas Il mpasumna y 9. ogebKy.
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19. INM®EPEHIINIATIHE JETHAYMHE 1 CUCTEMUA
CUMYITAHUX JETHAYMHA BUIIET A PEJA

I

HNudepennmjanta jefHauNHa m-TOra peaa

(315) Y = fy, ")

MOXKe Ce YBEK CBECTH Ha CUCTEM Off 71 CEMYJITAHHX je[[HAUMHA IIPBOTa pefa.
Axo ce cTaBu aa je

_ — _ -1 _
Y=Y, ¥ =Y =y2 YV =y,
uMahie ce cucreM of m jelHAYMHA TIPBOTA pefa

dyo

dx :yl’

(316)

== = (X, Y05 Yiseves Y1)

[IpeTnocTaBuBIIY Jia je f XomoMopdHa GYHKIH]ja IPOMEHIBUBHX

(317) X9, Yy

1 TO y KPYry MONYIPEYHNKA 1 OIICAHOM y PaBHH X OKO Tauke x = (), u mpo-
MEHJBUBUX Y, Y’,..., Y™V y cBakoMe OJf Kpyrosa moJIynpeyHuKa r’ omuca-
HUX OKO Tayaka

(318) y=0,y=0,..,y""=0.
oHa he To UCTO OUTH U 32 IPOMEHIbUBE
(319) Xy Yo Yooos Ym-1-

Axo ce Taja o3Hauu ca M jenan 6poj TakaB fla Ta He IpeMaliajy Hu
BpeRHOCT 77, HU MOAyo (yHKuMje f JOK cBaka off mpoMeHbuBHX (317), of1-
Hocuo (319) ocraje y cBoMe Kpyry, MOXe ce MPUMEHHUTH TOPHA OCHOBHA
TeopeMa, Koja JOBOJU 10 OBOTa pe3yiraTa:
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Ceaxa og UpoOMEeHBUBUX Y, Vis- s Y1, A gaKAE U CAM UHITIEZpAN Y
gugeperyujanne jegnauurne (315) xoju, xao u ceu wezosu uzsogu go
(m - 1)-02 3axmwyuno, gobuja epegrociii Hyay 3a x = 0, moxce ce pazsuitiu y
peg obauka

(320) X ™+ A X" ™+

Koju hie builiu KoHeepZeHIIaH 3a c8e 8PegHOCIIL X WO Aexe Y Kpy2zy oliu-
caHome oxo idauxe X =0 Y pasHU X, €A HOAYUPEUHUKOM

’

.
R=rl1- e_(n+1)M/'

Taxko Hp. pudepenIujansa jefHauYnHa Ipyrora peaa
y' =y, y)

nMahe 3a CBOj mHTerpan y, KOju Kao M HEroB M3BOJ y’, HOCTaje jefHaK
mynu 3a x = 0, pep obnuka
ax?+ax? +axt +...

Koju he OUTH KOHBEpreHTaH 3a CBE BPEJHOCTU X Yy KPYTY OIIMCAaHOM OKO
x =0y paBHHE x ca HONYNIPEYHHKOM

"

R=r|1-¢ ™™

Ocraje fga ce mokaxe Kako ce U3pauyHaBajy KoeuIajeHTn
s Aty Do -+

pena (320). U3 jegnauune (315) noduja ce pudepeHInjalbeHEM 110 X

m of (o . o Jof
(m+D) = —— _— - .. .
y » +8yy +8y’y +. +8y("'_” f

JlecHa crpaHa jeqHa4YMHE je PyHKIH)a TPOMEHILUBHUX
(321) X095y L,y

KOja, ako ce 03Hauu ca f,, Ouhe

y(m+l) = fl(xa v, y/’ s y(m—l))_

Jdudepenuujanehu moHOBO 1O X, fo6Hja ce
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mey _ Ofi |, df o » df;
m2) = 91y O, i
y "y +8 /y +...+ay(m_l) f.

rae he omeT necHa crpana 6uTH yHKIMja IpoMeHIbuBuX (321), Koja ako ce

O3HAYW ca f,, Ouhe
(m+2) _

Y = fxy, ., YY),

TIpony>XuBIIKM TaKo U masbe, fob6whe ce HU3 M3pas3a 3a BUIIE U3BOME
dyHKIHTjE y Y 00IUKY
Y= fon, 3, ),

n=m+1l m+2, m+3,...
Zge ce HU3 yHKYU]ja

(322) fir far for o

u3eogu, jegHa u3 gpyze, o pexypcusHom obpacyy

_ 9 iy o, Wiy -y
h=0 Ty Y Ty T T e

ca MO4YeTHOM (PYHKIH)OM

fo=fx,y,y, .y,

Axo ce Tajia ca [ f,] o3HAUM pe3ynTaT KOjU ce fo0uja Kaj ce y PyHK-
Mjd f, CMEHH! .
x=0,y=0,y=0,..,y"" =0

koeUIMjeHTH ce N3padyHaBajy o o6paciy

am+,,—( . )'[f,, (n=12,3,..).

IMpuMernMO TakaB HauuH ofpebuBama KoedunujeHaTa a, Ha jeJHa-
4YUHY A-TOT pefia

(323) y® =R(x, 3,y .y

e je R panuoHanHa (yHKIUja IPOMEHIBUBUX
(324) X, Y5 Yoo YD,
CraBuMo 112 je

(325) y® =y, (k=012,...h)
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ma he jegquaunua (323) 6utu 06IHMKA

P
(326) Yn ==

Q
rae ¢y P 1 Q MONUHOMHE 110 MPOMEHIbUBHMA
X5 Y05 Voo Vi
rMie ce, pagu XxonomopgHuocTa GyHKImje R y OIU3MHA BPEJHOCTH
(327) x=0y=0y=0,...,y"=0

IpEeTNOCTaBlba J1a je
0(0,0,0,...,0) % 0.

Tapa ce mHTErpaly KOju, Kao HHerOBY Y3aCTONMHU U3Bou 10 (4 — 1)-or
3aKJBYYHO, 32 x = () foOHja BpEJHOCT HYJIy, MOXKE Pa3BUTH y PeX

(328) y=ax"+a,, x" +a,x

Koedummjenar crenena x”" uspadyHasa ce nomohy obpacia

(329) a”:i", n=h+Lh+2,h+3, ...,
n:

e 7, 03Hadyje BPegHOCT, KOjy 3a BpegHocTH (327) gobuja jemHa m3BecHa
¢yHKUMja R,; oBa je PyHKIUja n-TH WIAH HA3a (DYHKIHja

Rh’ Rh+1v Rh+2’ e

KOje ce jefiHa U3 Ipyre m3padyHaBajy moMmohy pekypcuBHOT o0pacua

(330)R” — aRn—l +y, aRn—l +y, aRn—-l o Y aRn—l +£ aRn—l
ax ay() ayl ayh—~2 Q ayh~1
ca ITO4YeTHOM (QYHKI[H]jOM
Rl = £,
Q

HITO ce JOKa3syje, Kao U 3a fu(pepeHIujaiHe je[HaYrHe pBora pefa y 4.
OJleJbKY, H Ha UCTOBETAH HAYWMH, Y3aCTOIHNM AKepeHIjabebuMa jefHa-
yuHe (323) 1o x, Bogehn pauyna o jeguaunnama (323), (325), (326).

Ospie he 6uTH MOKa3aHO fa ce M3padyHaBake KoeduImjeHaTa MoXe
CBECTH Ha M3pavyyHaBare, He HU3a paliHaIHUX (PyHKIM]ja, Beh jegHOra HU-
3a TTOJIMHOMA TI0 IPOMEHIbUBIMA (324).



CUCTEMMU JUPEPEHIIMIATTHMX JETHAYMHA 261

JIako ce yBepaBamo, Kao ¥ 3a je[lHaUHHEe IIPBOTa Pefia, 1a je YOIIITe

Pll
(331) R,= G P,=P, (n=hh+Lh+2,.)
rae je P, monmHOM mo npoMewibnBuMa (324). CmeHnBOIM n ca n — 1 fobuja

ce

P
(332) R” 1= Q2nn 21}1
oflakJjie ce mapiujarHuM gudepeHjabemuma fobuja Hu3 jeJHaYnHa
ox = QZ(n h) ’
oP 30 p
Q-1 —(2n- 2/1—1) P,
OR,, _ — 9y 9y
a}’() - QZ(H h) ’
oP,_ 90
Q=L —(2n-2h- l) P,
oR,| — 9y 9y
(333) S Q¢
e Sp BQ e
0—=L-(2n-2h-1) P,
dR, - Y1 Y1 B
ayh—l . Q2 (n=hy
I1a ce U3 MOoCTeNhe Off HhuX nobuja
PQ% —(2n-2h-1) aaQ PP,
(334) aRn—l _}i — V-1 Vi1
ayh—l Q Q2n—2h+l

W3 o6pa3amna (330) u (331) je

Q2n—2h+l(aRn l+y aRn 1 +y aRn 1 +. + Vo aRn 1+£aRn—-l)
ox Yo 9y, a Vi-z  Q 9V,

a Kaj{ ce Ty CMeHe NapUujaliHi H3BOAM (pyHuMje R, | HEXOBHM H3pa3uMa
(333) u (334) nobuja ce

P,, =A aPn—I +HO aPn—l +Hl aPn—l +H2 aPn—l +
(335) ox Yo 9y, 9y,
+o+H Py +BaP"“+(2n—2h—1)CP,,_1

a Y - ayh-l
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TIe Cy
A B,C Hy, H,,...,H,,

CTaJIHK IIOJIMHOMH IO IPOMEHILABUMA X, Yo, Vi, ..., Y;, Tj. HE3aBUCHHA Off pa-
Hra n KoeduljeHTa a,; a KOju IMajy 3a u3pase

A=0Q* B=PQ

30 . 20 30 . P BQ)
C= + +ot Y +— ,
Q( e Y-t 2 Q OYpo

ox ay,
H — 2 H — 2 H — 2 H — 2
0o =007, 1 =207, 2 =v:0%, ..., Hyy = 5,0

W3pauynaBame Koeduiujenara a, CBOOU ce Jakie Ha ogpendy crail-
HUX Off IPOMEHJBHABHX X, Yy, ..., Y, HE3aBUCHUX WIAHOBA Py, Ppit> Phezs -+ HA-

34 IIOJINHOMaA
Ph’ P/1+l7 Ph+2’

KOJH Ce jeflaH u3 Ipyrora mOCTYIHO M3padyHaBajy u3 oOpacua (336) u crain-
HOTa 4naHa g mojauHoMa (). To n3pauyHaBame GUBa 11O OIIITEM O6pacHy

(336) a,=—2>0 — (n=hh+1h+2,..)

n!q2n—2h+l

IpH YeMy JeflaH MCTH Gpoj ¢ BaXKU 32 CBe Koe(ulujeHTe a,

ITpumeTuhemo jour ga ce u Ha fudepeHnHjaNHe jefHaYNHE BULIEra
pena MOT'y IPUMEHHUTH CIIelijaliHije KOMIIapaTHBHE je[HaunHe, IIpeMa npe-
TIIOCTBaKaMma Koje ce OyIy YHHIIE O (PYHKIM]U f Y jefHaYAHA

(337) Y = fx, v,y .,y ")

Hamocnetky, Heka je mpuMeheHo fa ce U cUCTeMH CHMYNTaHHX jenHa-
YKHA BUIIIETa pefja, 00muKa

dr d dy, d*? d?y,
(338) dx}:”k :fk(x,yl,. Vi D Dkl N yl‘,...]

dx dx " dx?’ dx?

MOTLY CBECTH Ha CHCTEM CHMYJITAHUX jeJHAaYMHa MpBora pefa. To ce mocTu-
K€ yBOhemeM HOBHX HEMO3HATHX DYHKIH]a

Y1 =2 Y2 =250, Yn = Zns
dyl d)’z dyn
— = Zyi e T P — =2
dx ! dx +2 dx :

d2yl d2y2 dzyn

2 = Zop+b = 22 e = Z3ps
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yuju he O6poj 6uTu mn Ha ce cucTem (338) cBO{M HA CHCTEM TPBOTra pefa
cacTaBJbEH U3 mn jefHAUYnHA 0OIKa

dzy _
dx = Zyvke
.......... (k = 1, 2,_'.,},1)
dz ;
(m=1)n+k
#z Fu(x, 2, 200 oty Zi )

Hamnocnerky, Heka je npumeheno u To, 1a ce, KaKo y CHCTEMY IIpBOTa
pena, Tako M Y CHCTeMY BHILETa pefia, Y8eK MOoxHce YHUHUINAU §a CUCTIem He
cagpycu He3asUCHO HpOMeHbUBY KOAUYUHY TIO KOJO] Ce BPILM HHTerpalmja.
JIoBOIBHO je, Mopef yBeieHNX HOBUX HENO3HATUX (DYHKIH]a, YBECTH jOII je-
IHY u, TeUHUCAHY jeIHaYNHOM U = X, IITO y NaTH CUCTEM YBOJH jOUI JEHY
HOBY jelHAUUHY, a Ta je

du
dx

=1
mTo 6poj jepHaunHa nosehasa 3a jeguHuny. To je of MHTEpECA y U3BECHUM
MUTAbUMa Y TEOPUjH CEMYJITAHNX jeHAUNHA.

I

Omurtu uHTErpai AudepeHIyjante jefHadYiuHe p-Tora pefa

(339) Y = fx,y, .,y

je eH MHTerpal KOju 3a IPOU3BOJBHY BPEJHOCT X = X, Jobmja Takobe
MPOM3BOJLHY BPEAHOCT y =Yy,;, a IEroBux p-1 y3acTODHHX H3BOja

v,y ...,y nobujajy npousBosbHe BpERHOCTH Y}, Y, ..., Y™ ". OH je us-
pakeH je[HOM je[[HaYnHOM
(340) F (X9, %0, Y0, s, 70 ") = 0
rie je F yHKImja p + 3 IPOMEHIBUBUX X, ¥, X o, Yo, Y6, ---» Vi . Bpeasoctu
(341) xo,yo,y(),...,yﬁ)”_”

KOjux uMa p + 1, urpajy yiiore HHTerpalliOHNX KOHCTaHaTa KOje ce yBeK
MOTY CMEHUTH CKYIIOM Ofi p TIPOU3BOJbHIX KOHCTAHATa, HA HAYHH CIMYaH
OHOME KOj je HaBeJIeH paHuje 3a fuepenIjaite jefHaulHe IpBora peja.
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Kap je dyukuuja F xonomopgHa 3a BpegHocTH (341), onmuTy wHTe-
rpall ce MOXe U3pa3uTu y 00IUKY pefa

(342) y:AI(X‘”X())+A2(X—X())2+A3(x-—xo)3+.__

rae cy koedunmjeHTHn A, onpebene ¢yHkiyje npomeHbUBUX (341).
Jenman npousBossHO y3eT pex (342) Moxe, anu He MOpa GUTH OMIITH
MHTerpan kakse jegHaunne (339). Mory ce, nakie, IOCTaBHTH [HUTaba:

1° Kaxkse foitipe6re u gosomHe ycaose ilipeba ga uciiyne koeguyu-
Jeniuu A, pega (342), iia ga itiaj peg ipegcitias.ba oULiiy UHITEZPAL KAKEE
gugpeperyujanre jegnaqure (339)?
2° Y cayuajesuma kag cy iU yca08U UCHYIbeHU, HARU gugeperyujairy
jegrauuny (339) 3a kojy youenu peg iipegcitiadma oiuiiu UHeZpan.
Heka je (339) jeqnauuna umju je ommra narerpan (342). Tapa je
1 0 1

= [y’ =XQ_ = —[y” :—6,—

(343)
A = Lpymz L . (p-
p '[y ] 'f(x(),)w)m---,J’O )
p: p:

rfe y OBOj MPWINLH 3HAK [@] 03HaAUaBa BpeHOCT KOjy Aobuja pyHKIUHja @
OPOMEHJBMBUX X, Y,y’,y”,... KaJ Cce y 0] Te MPOMEHIbHBE CMEHE BPEJHOC-

tiMa (341).

Kao wTo je y npeTxomHoM naparpady pedeHo, ako ce (hopMEpa HU3
byukumja f,, f5, f;,... IPOMEWBHBEX X, Y,y ,...,y¥ " a mo pekypcuBHOM
obpacuy

(344) fA — afk-—l +afk—1 y/+ + afk—l f,

ox dy oyPb -
A€ je movyeTHa (PyHKIM]a

.f() = .f(-xay:y'y"'vy(l)—]))$

n-TH U3BOJ (pyHKIHje y 1o x 6uhe f,_,, n mpema Tome je
(345) A=l

Kap ce y jenHavunn (344) mpomeH/bHBE X, Y,y ..., y""V cmene Bpen-
HoctuMma (341) u uMa ce y BUAy fia je
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[y,] = I!Aly [y”] = 2 !Az,
[fn]=<n+1)!An+h [fn—l]z ”l!A”, .
|:af;1 l:| aAn I:afn—l 'aAn
=l
ox x| dy 9y,
neo6oM fobujeHe jeAHaunHe ca n! mobuja ce
(n+DA,,, = 94, + 114, 04, + 214, E)—A—j’+
0x 9y, 90
aAIl aAII
..+(p—1)!A1,_1 W-'-p!AP 5;(7)—_1—)
PemvBiim jeqHaunny 0 A, Hanasu ce la H3pa3
0A 0A, dA, 0A,
n+ DA, ——*-1A 214, —..—(p=-DA _
( ) +1 ax() lay() a , (P ) ! la (p—=2)
A= :
| _OA,
p: yD

Ma 3a BpEJHOCT

—[f] f(xo,yo,yo,. 7 )

A TomrTo je y HcTo BpeMe u

A :L dby [ (17)] (1)) =‘_1_dby()
Poopt dx? p' p' p! dx}

jep je. mo medurmLLjn, ys BpemHOCT KOjy No6uja k-TH M3BOA (PYHKIHje y
KaJ[ Ce Y OBOj CTaBH Ja je X = X, TO Ce Halla3W [ia Cy HpoMeHbuBe (341)
Meby coboM Be3aHe AudepeHIrjaTHOM JefHaYHHOM

d)’o

= f (X0, Y05 Y0s - ,)’EJP 1))
dx}

Ha rtaj je Haunn gobujeHO pellere MOCTaBbeHNUX IUTama y 00Ky
OBa JIBa CTaBa:

1. cras. [la 6u peg (342), 2ge cy koedpuyujeniiiu A, gaitie pyHkyuje
AP OU3BOLHUX KOHCTHAHATIA Xg, Yo, Yo, ..., VI, lipegcitiasmpao oiwiiu uH-
iezpan qupepenyujanne jeguaqune p-iioza pega (338), oitipebHo je u go-
B80/bHO ga U3pas A uma jegy ucitiy spegHociil 3a cée 8pegHOClil UHgeKca n
eehe og Hyae.
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A Kajl je Taj YCIOB HCIYHEH, pelllelke [PYrora of MOCTaBILEHUX
[UTAamwka aTo jé OBUM CTaBOM:

2. eraB. [Jupepenyujasua jegnaquna, 4uju je odwiiiu uniezpan maga
uspaxer pegom (342), gobuja ce xag ce y koeguuyujenitiy A, cmene
X0s Yor Yos - YO epegrocitiuma x,y,y’,...,y*", fia ce pesyaimnaiu usje-
gravu ca y¥.

Kao mrro ce Bunu, fa nu he matu pep (342) 6UTH WK He ONIITH MHTE-
rpan KakBe jefHauuHe p-Tora peaa (339), 3aBUCH HCKIBYYUBO Off TOTA ga AU
he wezosu koeuyujenitiu A, umailiu 3a uneapujaniily uzpaz A. A xan je
TO Clly4aj, AU epeHjalHa jefHaynHa Jobuja ce U3 u3pas3a caMe Te WH-
BapHjaHTe.

I

3Baspuryjyhu oBaj onerbak, nogceTnheMo Ha jeHY OCHOBHY Pas3yIUKy
IITO IOCTOJH M3Meby anrebGapckux puepeHnnjaNHuX jeqHaYnHa HIpBOTa
pena W jefjHauuHa BUIera peja, y MOrNeay CUHIyJIapuTeTa IhIXOBUX HHTE-
rpana.

3a jenny ce audepeHNMjaTHy jefHaUnHY

F(x,y,v,y%,..)=0

Kaxe jia je anzebapcka, xan je F anre6apcka (PyHKIHja TPOMEHIBABHUX
v, y',y”, ..., m OHJa ce je[[HauYrHa YBEK MOXKe HAIlCATH Y TAaKBOM OOJIHKY 1a
je F TIOJIMHOM IO THM TIPOMEHJBUBUM, ca Koe(duIjeHTHMa KOji MOTY OUTH
Ma KakBe (DYHKIHje TPOMEHJbUBE X, anrebapcKe UK TpaHCHEeHAeHTHE (11o-
HeKaJ| ce Tpaxu ja cy u Te pyHKumje anrebapcke; audepeHnujanta jes-
HaYHHa je Tajia anre6apcka y y»KeM CMUCIY).

3a anrebapcke guepeHLyjaNHe JefHauYMHe IPBOra pefa MOJOBU U
anrefapcke KpuTHYKe Tayke (anreGapcKW CHHTYIApHTETH) MOTY OHUTH
clilannuy UK HOKpeliHy, Tj. MOTY OUTH UCTH 32 CBE NapTUKYJapHE HHTe-
rpajie jefHauYnHe, Wik ce MEHATH Off JeHOT MapTHKYJIAapHOT UHTerpana Ao
Apyror. ¥ mpBOME Clly4yajy OHH ce He Merbajy ca HHTeIPalliOHOM KOHCTaH-
TOM Y U3pa3y ONIITera HHTerpaia; y APYroM CIydajy OHH ce MEHmajy ca TOM
KOHCTAHTOM.

Taxo HIIp. jefHaYMHA

(1+x)y’+y=0
MMa 33 ONIUTH HHTErpan
C

x +1

y:

TTa fakiie ¥heHN HHTEeTPAII UMajy CTajaH II0JI IpBora pefa x = — 1.
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Jeqnaumna
x?y +y*-3x%y =0

Ma 3a OImTH HHTETrpall
3

y=—2
x+C

I1a fakJie HeHU HHTerpaad UMajy IOKpeTaH Mo npBora pefa x = — C.
Jegnaunmna
2xy'—y=0

y = Cx;

IbeHM MHTErpalid UMajy cTajHy alnrebapcKy KpUTUUYKY TayKy fpyrora pepa
x=0.
JegnaunHa

VMa 34 OIIIITH UHTErpal

2xyy’ —2y*—x*=0

y=xvx+C

IIa 1heHV UHTETpayl UMajy IOKPEeTHY ajire0apcKy KPUTHUKY TadKy Apyrora

HMa 3a OIIITH HHTETpal

pega x =-C.
3a jegHAUNHY
xy'+a=0
je OMIITH HHTerpan
y=C—alogx
1Ia jOj MHTEerpaly UMajy CTAIIHy KPUTHUIKY JOrapATaMCKy Tadky x = (.
3a jegHAYAHY
x%y' +ay =0
OIIIIITH j& MHTEerpal
y= Ce*

U CBU HE€HU WHTETPAIH UMAjy CTAJIHY €CeHIHjaTHy Tauky x = 0.
Painlevé je mokasao ga Hukakea aszebapcka gugpepenyujasta jegHa-
Yl{Ha IPBOTA pefa

(346) F(x,y,y)=0

He MOXCe UMATTU LOKPeTiHUX TP AHCUEeHYEHITTIHUX CUHZY.AapUilieitia (HIIp. TIO-
KPEeTHHX JIOTAPUTAMCKHUX KPUTHYKUX Tayaka, WId eCeHIUjalHuX CHHIYJIIa-
purera). Kajp rog uHTErpan uMa INOKPETHUX CHHIYIApHUTETAa, il CUHZY-
Aapuiiietiiu MoZy OUIliu camo ual HoA08u, UAU arzebapcke Kpuiiu1ke iia-
uKe. -
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Painlevé-oBa TeopeMa Baxku camo 3a anre0apcke, ajld He BaXKM U 3a
TpaHCIEeHAeHTHE fudepeHInjanHe jefHauYlHe IpBora peaa, Tj. OHe Koje ce
He MOTy HammcaTh y o6nuky (346) rne 6u F 6uo nomwHoM 1mo x H y. Takse
jemHaymHe MOTY (IIpemMaa He MOpajy) UMATH M MOKPETHUX TPAHCUECHIEHT-
HHX CHHTYJapUTeTa (JTOrapuTaMCKUX WIN eceHIMjanHux). Tako Ha npuMep:

TpaucueHgeHTHa AuepeHITjaHa jefHaYnHA

y-e?=0
1Ma 3a OIIIITH HHTerpal
y =log(x +C)
1a jO] HHTerpalld IMajy MOKPETHY JIOTapUTAMCKY KPUTHAUKY Tauky x = —C.

TpaHCcUeHEHTHA jelHaYnHA

y +y(logy)* =0

HMa 3a OIIUTHU UHTErpan
i

y = ex+C

1 MHTErpaiy joj IMajy Kao MOKpEeTHY eceHIHjanHy Tauky x = —C.

Anu, 1 'y TOME JIEXH jeHa OCHOBHA pas3iuKa u3Meby anrebapckux
audepeHIujalHuX JelHauYNHa [IpBOra pefia ¥ OHMUX BHUIIera pena, Painlevé-
OBa TeopeMa He BaXXy 3a jefHauNHe BUILUEra pefa. Jegnauuna suuieza pega

F(x,y,y,y",..0=0

2ge je F anZebapcka ynkyuja ipomernnusux y,y’,y”, ... moxce umaiiu Kao
UoKpeliine U WpanCyeHgeriine uHiiezpante cunzyaapuiiieiie.
Jla To ogucTra MoXe OUTH, BUIH Ce U3 OBAaKBUX IIpUMepa:
JepnaumHa gpyrora pepa
y// +y/2 — 0
HMa 3a OIIUTH UHTErpal
y=C, +log(x +C;)

114 jOj HHTETpaJId UIMajy MOKPETHY JIOTAPUTAMCKY KPUTHUKY Tauky x = —C,.
Hspas

1
x+C;

y="Ce

je omITH MHTETpan jefHe anrebapcke jefHaYNHe Apyrora pejna, Kojy je ja-
KO ¢opMHpaTH JIOTApPATMHACAEM K Au(epeHIjajbeheM Ba IyTa y3acTo-
nie; WHTErpaad Te jeJHAYNHE HMajy MOKPETHY eCEHHUWjalHy TadkKy
x==-C,.

To cy ynmenue xoje TpeGa UMaTH Ha YMY KaJi ce TPaxXKu Jja ce UHTe-
rpai gare nudepeHIjaaHe je(HaurHe WA CACTeMa CHMYJITAHUX jeHa Y-
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Ha (KOju ce, Kao IITO ce 3Ha, MOXe CBeCTH ¥ Ha o0nuHe AudepeHinjaiue
jeHaunHe) pas3Buje y pefl. Jep Kao IITO je MO3HATO U3 OIIITE TeOpHje aHa-
TUTHYKEX (QYHKIMja, OOIHAK pefia y KOjU ce MOXKe Pa3BHUTH jefHa (hyHKIH]a
y GNU3WHYU jelHe gaTe TaykKe X,, OMTHO 3aBHUCH Off IPUPOJE Te TadKe y
norneny Ha Ty ¢pyHkujy. CTaBOBH U3JIOXKEHH ¥ OBOME IITO MPETXONH, Aajy
0o6NIMK WHTETPAJHOT pefia JaTe jefHAYrHe, a U3 TOTra 06JhKa Ce MOXKe ca3-
HaTH ¥ TpHpOfa Tauke x, Kao oOMYHe TauyKe UM CHHIYJIapUTEeTa 3a
HHTerpal.

20. UHTETPATIIMJA TUPEPEHITNIATHMX JETHAUYWHA U
CHUCTEMA 3A MA KAKBE KOHAYHE ITOYETHE BPETHOCTH
IMTPOMEH/BUBUX

Y operbuuMa INITO NPETXOfE IOKA3aHO je KaKO ce M3BPIIyje HHTE-
rpaigja fudepeHIjalHuX JeJHaYnHa ! cucreMa y oOJIuKy pefoBa, Kaj ce’
Tpaxku fja mHTerpai 3a x = 0 mMa BpeIHOCT HyIly, K20 ¥ TO Ia y3aCTOIHYU U3-
BOJIH

yl, yl/’ yll/’ .

IO W3BOJa AaTora panra, Oyay cu jegHaku Hyau 3a x = 0. To cy T3B. itoue-
{iHU yca08U KOJH CYy Yy AOCajjallllbeM H3Jiaramy OMIHM BE3aHHU 3a loueiliHe
8P egrOCIUU TP OMEH/LUBUX

x=0, y=0 y'=0, y=0,...

Y cnydajeBuMa Kaji je HHTerpani peajaH, Taj yCJI0B 3Haul FEOMETPH-
jCKM fja MHTeTpaJiHa KpUBa NMposia3d KpO3 KOOPANHATHYU NTOYEeTaK y paBHU
xOy ¥ a y 1eMy uMa foaup (m — 1)-or pepa ca alclUCHOM OCOBHHOM, Ifle
m O3HavaBa pep gudepeHIjanHe jeqHauYnHe.

MebyTuMm, TaKBA OYETHH YCIOBY MOTY OUTH M ONILUTHUJH, WU [PYyre
KakBe BpcTe. Moxe ce, Ha IpAMep, TPaXKUTH [la HHTErpal 3a faTy MOYETHY
BPEHOCT X = X, IPOMEHJbUBE X MMa KaO CBOJy IIOYETHY BPERHOCT y = y,,
a fla TaKO MCTO MTOYETHE BPEAHOCTH U3BOfla 3a X = X, OYyAY

Y=o Y=y ¥ =y6 ey =y
THE CY Yo» Y0» Yo, Yoo --- YHAIIPEN faTe BPETHOCTH.
Kap je mHTerpan peanaH, Kao ¥ CBe JJaT€ BPEXHOCTH Xg, Yo, Y0, Y0s
y&r ...,y Taj yciaoB reoMeTpHjCKM 3HaUM f1a HHTErpallHa KPHBa JIUHM]a
mpolnia3u Kpo3 HaTy Tauky (xg,Ye) Y paBHE xOy ¥ [ia y BO] UMa JTOJHD
(m — 1)-or pepia ca nu3BecHOM napaboyoM (m — 1)-or cTemnena.
3ayaTax ce pelraBa CTaBUBILH Ja j& "
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(347) X =xg+1¢
y=Px)+ulx—xq)

I7ie je t HOBa He3aBHCHO NMMPOMEHJbHBA KOIMYNHA, ¥ HOBA Hemo3HaTa yH-
Kuyja, a P nommHOM (m — 1) crenena mo x.
AKOo ce cTaBu f1a je

(348) P(x)=hy+hx+hx>+... +h, x™!
a TPAKW CE WHTErpas jef[HaunHe TAKAaB, 1a 338 X = X, OH U HeTrOBH y3acTo-

IIHE U3BOAH 10 (m — 1)-0T 3aKIbYYHO 106Hjajy gaTe BpEIHOCTH

H _ L (m=1)
=Yo

(m—

(349) Y=Yo Y = Y0reer

koedunujentu hy, hy, hy, ..., h,_ | 13padyHaBajy ce U3 m YCIOBHHX je[[Ha-
YuHA
Yo = P(x¢)+u(0),

yo =P (x0)+u’(0),
(350) yo =P"(x¢)+u”(0),

yg)m—l) — })(m»l)(xo)+ u(m—l)(o)‘
AKo ce fakne nmonuHoM P (x) n3adepe Tako jpa oyne

P(xy) =y,
P/ = I’
(351) (x0) =0

P(m—l)(xo) - yg)m—l)

1a ce ca Tako u3abpaHuM NOIMHOMOM Ha JaToj AudepeHINjaHo] jeqHa Yt~
HU U3BPIIIY CMEHA
y=P(x)+u(x —xy),

(352) y,zP,(X)+M/(X—XQ),

y(m—l) — P(m—l)(x)+ u(m—-l)(x _xo)
jenuayuHa he 6nTH TpaHCchopMuCcaHa y HOBY HH(epHIUjaIHY jeAHAYNHY
(353) Ot u,u',u”,.. . u™y=0.

ITomTo cy Taja ucnymenu ycnosn (351), uHrerpaia u Tpeba, npema
ycrnoBuM jegHayrHaMa (350) aa je Takas, 1a 3a x = x, OH M FbETOBH y3aCTO-
OHE U3BOJH 0 (7 — 1)-0T 3aKIbyIHO KOOH]ajy BPEHOCTH
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(354) u=0,u"=0,...u""=0.

AHH, Kan je X =Xy, OHOA je r = O, IMTO 3Ha4Y¥ a4 IOCJIE U3BPHIEHE
CMEcHE
X =Xy + £

uHTerpan jennaunne (353) Tpeba ga 3a r = 0 ucnynn ycnose (354). A tpa-
Xemhe TaKBOT MHTeTpasa je 3ajaTak Koju je O1o IpefaMeT cBera jJocajail-
Iber U3JIarama.

ITomrro je

|
P(/\)(X) Z (” * k) hn+/\x”,

a=0

TO ycnoBHe jequaunHe (351), Hanmcane y O6pHYTOM pefly, y CBOME pa3BHje-
HOM OOMNUKY Cy

(m - 1) ! hm«l = y(m~1)

1 m—
(m 2)'hm 2 +( ) hm 1X0 _yﬁ) 2)’

_ 0 — 1!
(m=3)h, 3 +%hm—2xo +%)—;hm Xo = }’(Jm X
(m—3)! (m—2)!h X +(m—l)!
3

(m—-4th,_,+ = NyaX g

W3 npse jennauynHe go6uja ce HeMOCPEeRHO KoeduuujeHar h,.,; 3a-
MEHOM ¥ IPyroj, obuja ce jeqHaYMHA KOja faje KoeduuujeHar h,_,; 3a-
MeHOM 06a Hahena Koeduumjenta y Tpeho], robuja ce jefHaunHa Koja faje
xoedunujenar h,_; u Ipoxyxkyjyhu taxo, uMahe ce pefomM cBu Koeduiu-
jentn monuuoma P (x). CmenoMm (347) ceenthe ce Tafa 3ajaTak Ha OHAj KaJ|
Cy mOYETHE BPEJHOCTH HEMO3HATe (PYHKUUje U HheHnX (m — 1) y3acTonmHux
H3BOJA CBE jeHAKE HYJIH.

Kap 6ynme onpeben, y o6nuKky pefa, mHTerpan

u(x —xq)=u(t)

HOBe TpaHchopMucaHe jefHaunHe, Koju 3a ¢ = 0 gobuja BpefnocTH (354),
CTaBUBIIW Y 0] Jia je
t=x-xq, u(t)y=u(x—-xg),
mo6uja ce MHTErpan
y=Px)+ulx—xq)

naTe pudpepeHIjaIHe jefHauYnHe, Koju he ucmymaBaTi aTe MOYETHE yC-
JIOBE.
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IToyeTHu ycnoBu MOry OMTH M KakKBe Ipyre BpPCTe, Ha IPUMeEp

1° ma MHETErpaTHa KpUBa Npojla3y Kpo3 JaTH CKYH Tadaka;

2° Wnu ga OHa MpoJa3H Kpo3 ofipebenu 6poj gaTHX Tayaka ’ fa y CBa-
KOj Off lUX UMa ROAup ofipebeHor pefia ca faToM KPUBOM JIMHH]OM.

Y cnyugajy HOp. jeqHaUUHE Apyrora pefa
(355) | f(x,y,y,y")=0

MOXKe ce TPasKUTH Ja WHTeTrpajiHa KpUBa IPOIa3y Kpo3 aTy TadKy (Xg, Yo)
4 Jja TY IbeHa TaHreHTa MMa JlaT KoedunujeHaT npasua o. Taja jexHadynHa

(356) ‘ f(xo,YO,OC,Yf),):O

onpebyje Ipyru u3Boj, y; Ha TOj KPHBO] Yy TAYKH (X ¢, Yo).
Kap ce n3spum cMmeHa (347) u 3a monauHOM P y3Mme ce nuHeapHa (dyH-
KIyja
P(x)=ax +b,

yciosHe jeguaunte (351) 3a Taj MOIMHOM Cy

P(xg)=axy+b=y, Pl(xg)=a=0,
OJakKJie ce HaJla3n
a=0, b=y,-o0x,
Tako fa P rpeba fa 6yge
P(x)=(x—xg)a+Y,.

Kag ce y jeqnaunnn (355) 6yae u3Bpuimiaa CMEHa
(357) x=xo+t y=Px)+u(x)

I71€ X U y o0ujy BpETHOCTH X U Y, TAaKO Aa H3BOJ y’ noOHje 3aaTy Bpe-
HOCT ¢, 6uhie ¢ = 0, a 3a Ty BpeHOCT NpoMeHbuBe ¢ hyHKIH]ja u (x) he mo-
6uTH BpemHocT u(x,), Koja he mpema apyroj jeqHaumun (357) 6urtu jen-
Haka Hymu. 3afgartak je, gakie, CBefieH Ha PaHHjU clydaj Kaj Cy IOYEeTHE
BPENHOCTH HE3aBUCHO MPOMEH/bUBE KOMMYNHE ¥ HENIO3HATE (DYHKIH]E jef-
HaKe HyJH.

Y cnyyajy jexHaunne Tpeher pepa

(358) fO,y Y,y y")=0

MOKE Ce HIp. TPasKUTHU fia MHTerpajHa KpuBa IIpoJa3su Kpo3 JaTy TauKy
(x0,Yo) B JIa y OBOj W3BOHH y’ M y” uMajy gaTte BpenHocTn B 1 o. Taga jen-
HAUMHA

f(x0,90,B,0,y5) =0
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pemena mo y”, oapebyje BpeaHocT Kojy he mMatum w3Bop y”’ y Tauku

(x0,Y0).
Kap ce u3Bpmn cMena (347), ma ce 3a MOIHHOM P y3Me IIOJIMHOM ApY-
TOora CTElicHa

P(x)=ax?+bx +c
YCIIOBHE je[HAYMHE 32 Taj MOIITHOM CY
P(xg)=ax%+bxy+c=y,,
P'(xy)=2axy,+b=0,
P"(x¢)=2a =

W3 wux ce Hanma3m ga Tpeba ja je

2
a:%, b=[3—-0(.x0, C=yO—Bx0+OL7XO,

Tako aa P 6yfe MOJIMHOM
o o
P(x)= Exz +(B-—oxg)x +(y0 —Bx, +5x§) .

W3 Tora ce no6uja fia je
P’(x)=ox +(B—oxg)

na kaj ce y jeqaaunnu (358) Gyne usBpumia cMena (347) onpa, Kajg x 1 y
noGujy BpPETHOCTH X, M Y, , TAaKO fla U3BOJ y’ moOwmje BpenHocT B, a ga npy-
ru u3BoJ y” moOuje BPEMHOCT «,

1° cdbynknuja u(x) he gobutu BpegHocT u(x,) Koja he, npema jex-
HAYWHA

y=Px)+u(x)

OuTH jefHaKa HYJIH;

2° m3Bop u’(x) he mpema jegHaUNHU

Y =P(x)+u'(x)
ROOUTH BPEJHOCT
yo—P'(x)=y;-B=0.

3ajiaTax je omeT CBeJiCH HA PaHU]U CIy4aj Kajl Cy IIOYETHE BPEJHOCTH
MIPOMEHJBYEBE ! M HeNO3HaTe (PYHKUH]E 4 jeHAKEe HYIIH.

Younmo jomi, Kao MpuMep CIMYHE BPCTe, 3afaTaK y KOMe ce TpaXKu fa
WHTeTpaliHa KpuBa jenHaunHe Tpeher pena (358) mpornasu Kpo3 faTy Tauky
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(X9, Vo) ¥ 2 Y 0] IMa TAHTEHTY C laTUM KOe(hUIMjEHTOM TpaBia P u je-
IHY 1aTy KpUBHHY O. AKO Ce Tajja CTaBH Jia je Y TAUKu (X, yg)

(4
yo=B ys=0,

MOMITO KPUBUHA y TAYKH (X, y) AMa 32 u3pas

7

y
3
(1+y"%)?

3a ofipeni0y BpenHoCTH 0. nMahe ce jefHaunHA

- (359) (1+[32)%8—oc=0.
Kajp ce uspauyna o nMahe ce Kao IOUETHH yCIIOB
x=xo y=yo ¥ =B ¥ =0,
na ce cMeHoM (347) npo6reM cBOAY Ha OHaj Kaj Cy IIOYETHH YCIOBH
t=0 u=0 u"=0

U pelaBa ce Ha IIOKa3aHU HauuH, Offpen6oM oauHoMa P (x) KOju HCIyHba-

Ba YCIIOBE 3ajjaTKa.
Ceakowm he mapy pemiema jeqHauuna (359) ogrosapatu no jeIHO pe-
Hniewe npobiieMa HHTerpanmje.



[IETU ONIEJbAK

CIIEHMJAITHN CIIYHYAJEBH 1
OCOBUMHE NMHTEI'PAJTA

21. UIHTETPAN MU®EPEHIIUJAJIHE JETHAYMHE ITPBOT PETA
NBPAXEH KAO MTO3HATA ®YHKIINUJA PEIA
OIPEBEHOT OBJIMKA

ITocToju MHOIITBO clyuyajeBa Kafi ce HHTerpan anrebapcke audepeH-
[UjaJIHe JefHauYnHe IpBOoTra pefa

(360) fx3,y)=0

n3pasu y obnuky asZebapcke HyHKIHje KaKBOra pefla MO3HATOT O6JINKa,
no6MjeHOT HAa HAUWH M3JIOXKEH Y PaHUjUM ofiesblluMa Kaj (pyHKIuja f uc-
NymkaBa HapouuTe, 3a TO NoTpeGHe yCIoBe.

YouyuMo jepaH off TAaKBUX ONIITHJUX ciiydajeBa. CMaTpajMo y jefHa-
ynau (360) peanHe npoMeHBUBE y U Y’ Kao allCUUCY U OpPAMHATY jefHe Ta-
uke M (y,y’) v paBau yOy’, na he jemuaumna (360) npefcraBbaTi y TO]
PABHH jeiHy KJacy anre6apckux KpuBux nunmja C, ¥ K0joj IPOMEHILEBA X
urpa yJory napameTpa IO KOMe Ce jeflHa KpUBa Te Klace pasluKyje Of
Ipyre, NCTE KIace.

ITocToju yBek MOryhHOCT fa ce offHoC M3Meby y u y’, [aT jefHaYuHOM
(360), u3pasu y o61uKy ABEjy IapaMeTapcKuX jeHaYnHa

(361) y=o(x,0),
(362) Y =y(x, 0,

TakBHX, fAa kaj ce u3 (361) u (362) enumuHmIIe NapaMeTap ¢, fobuja ce jen-
Haumna (360). VI3 Tux ce jeqnaunHa Taga goduja ga je

dy 09 ¢ dt 4
363 =t —— = ot
(363) dx oJx Ot dx V0
OfIaKJIe je
(364) AT

dx
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e je
d
365 W_d—;p
dt

Ha pudepennujanuy jegHaunny mpeor pena (364), rae je He3aBUCHO
IPOMEHJBbUBA KOJMUYMHA X, 2 HENIO3HaTa (PYHKIM]a 7, MOXKE Ce Taja IpAMe-
HHUTY CBE LITO j€ HaIpej U3JI0XEHO O MHTeTpaly jef[HayrHE U3PaKEHOM Y
006nuKy pena. Ako ce 3a jeHauuny (360) Tpaxku HHTErpal y, KOju 3a AaTy
BPEJHOCT X = X, J0OH]ja faTy BPEJHOCT y = Y, OHJ|a Cy IOYETHH YCIOBH 3a
jennaumny (364)

X =Xy t=KOpeH jegHaunHe ¢(xy,0) =0

pelieHe 1o ¢ Y clydajy Kaj je OBa jeiHauMHAa HIeHTHYKH 32[J0BOJbEHA 32
Ma KakBO O, MOXKeE Ce 3a 0. Y3€TH KaKBa ce Xohe npon3BoJbHA BPEJHOCT.

AXo je o jefaH KOpeH jefHaunHe (a ca CBaKNM IeHUM KOPEHOM Tpeba
YYHUHATH OBO 1ITO he ce ypauTh ca OBUM YOUCHUM ), CMEHA

r=z+ad
CBOJIH MTOYETHE YCIIOBE TpaHC(popMucaHe jeTHAYNHE

(366) —ji = filx z+a) = f(x.2)
X

Ha x =0, z =0, ma ce npobieM ofipe0de HHTErpala z y oOJIUKY Pefia pelrasa
Ha Hampej U3/10KeHe HaunHe, IpeMa Tome fa i je 3a x = 0, z = 0 ¢pyHKuHja
f2(x,z) xonomop¢pHa, unu gobuja 6ecKpajHO BEIHUKY BPETHOCT, HIHA CE

. 0
jaBiba y HeoapeheHOM OGIIHKY o WU uMa anre0apCKUX KPUTHYKHAX HIIN

TPaHCUEHJEHTHUX CHHIYIAPUTETA.
Y cnydajy kapi je Ta pyHKIMja XomoMopdHa 32 x = 0, z = 0, mHTErpan
ce MoXe, 10 TeopeMu Briot-Bouquet-a pa3But y Maclaurin-oB pen

Z=ax +02x2+a3x3+...

Koju he OMTH KOHBEPIeHTaH Y KPYT'y OIMCAHOM OKO Tauke x = 0 y paBHH x,
ca TOIYNPEYHUKOM R ofipebeHIM TOM TeopeMOoM.

Hemosnara ¢ynxmuja ¢ 6uhe taga nspaxkeHna y o0NuKy pefa

(367) r=o+ax +ax+...
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Ia Kaj| ce TO CMeHN Y jefuadunu (361), umahe ce unitiezpan jeguayuure (360)
uspaxcer y 00auKy jegHe ilo3Hailie arzebapcke QyHKYUje O ApOMEHBUBE X U
pega (367).

Y cny4ajy Kaj pyskumja f,(x, z) gobuja 3a x = 0, z = 0 GeckpajHo Be-
JIUKY BPETHOCT, allll HEMa anreGapcKuX KPUTHUKIX WA TPAHCHCHIEHTHHX
CHTyIapuTeTa, HHTETrpal z pa3euhe ce y pen o6muka

z:alr«"/;+a2(ﬂ;)2+a3('«"/;)3+.,.

a Heno3HarTa ! y OOJIUKy
t=0+z

Tako 6um ce UCTO M y ocTanuM NMOOPOJaHUM ClIyYajeBUMa OfPETHo 00-
JUK pefja 3a HHTETPAll z, U3 Yera Ou ce MMao W pefl 3a WHTerpas ¢, ma 6u ce
IETOBOM 3aMEHOM Yy jeqHauuHy (361) umao unitezpan y jegnauune (361)
oileill Kao anzebapcka yHKyUja ipomeHsUuse X U Hioza pega.

JepaH onmmITH ciryyaj 3a KOJHU je IIO3HAT HaYWH M3paxkaBarba MIPOMEH-
JBUBEX y U y’y OONIEKY mapaMeTapckux jeguaunna (361) u (362), je Taj xap
kpuBe C cacTaBibajy JegHy KIacy YHUKYpcaaHux kpusux aunuja. Ilog Tak-
BHM KPUBHM JINHH]aMa pa3yMejy ce OHe KpHBe 32 KOje Ce KOOPIUHATE X ! y
MOTY U3pa3HuTH Kao payuoHasHe pyHKyuje jefHora napaMeTpa . Ibuxosa je
OMIIITa TEOpHja pasdpabeHa y aHATUTUIKO] TeOMETPHjH; OBlie he ce camo
MIO/ICETUTH Ha HEKOIUKE ONIJINKE TaKBUX KPUBUX JIMHH]ja, KOje CIIyXKe 3a FbH-
XOBO PacloO3HaBaABE.

Ceaka anzebapcka kpuea m-iioz cliieileHa, Koja uma jegry euuieciipy-
Ky auky (m — 1)-02 pega, yHUKypcaara je.

Jep, Kao mITO je MO3HATO M3 aHAIMTHIKE reOMeTpHje, KaJ ce BUIIIE-
CTpyKa TauyKa IpeHece Y KOOPAWHATHHY IOvYeTaK, jeffHaYnHa KpuBe nobnja
00IuK

(pm—l(xs y)+(Pm(x’ Y) =0
e ¢, 1 @, O3HAUY]y XOMOTeHe IIOIMHOME 11O x ¥ y Koju ¢y (m — 1)-or,
OTHOCHO m-TOT cTeneHa. [IpoMeHpnBa Ipasa
y=1x
IITO TIpONa3y Kpo3 KOOPAMHATHY MovyeTak, oophyhu ce oko nmovyeTka npo-
MEHOM mapaMeTpa £, cedye KpuBy y m — 1 Tayaka Koje ce HoKJalajy ca I1o-

YEeTKOM, U JOII y Je[HOj MOKPETHO] TAYKM 4YHje Cy KOOPAMHATE U3pasKeHe
jeMHaYnHaMa

o Qua(bD)
Ou(l 1)’

368
( ) y :_t(pm—-l(la t)

Pn(L 1)
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13 Yera ce BUNM fla je KpUBa YHUKypcaTHa.

Tako cy yHEKypCanHe KpUBe 1

1° cge kpuse gpyzoza ctiietiena (m=2),

2° cee kpuse iipeheza cilietiena (m = 3) ca jegHom geOCIUPYKOM UAU
Ho8patiHOM Wa1Kom, Kao 1ITO Cy HIIP. IUCOHUAA U cTpodonya;

3° cee Kpuse ueltispitioz citietiena (m = 4) ca jegHom HIPOCIUPYKOM
Havkom, UAl ca pu geoctipyKe ual llogpaiiine Ha4Ke,

4° cge kpuse m-iio? citieiiena ca

(m—1)(m—-2)

(369) .

GB8OCHIPYKUX UAU HOBPATUHUX WIAHAKA.
Kao urro ce 3Ha U3 aHaIUTAYKE I‘GOMGTpI/I]C 6poj (369) je y ucro Bpe-
Me 1 HajBehu MoryhHu 6poj TaKBHX Tayaka KOje MOXe HMaTH jeJiHa KpUBa
m-TOT CTeIIeHa, a Ia ce He Pa3/IoXKM Ha BUIIE KPUBUX HUXKEra CTeleHa Of /m.
3a KpuBe ipyrora cTeleHa, HITO MpoJia3e Kpo3 KOOPAUHATHH [T0YeTaK
U YHja je OMIITA jefHAuYnHA

Ax? +Bxy+Cy* +Dx +Ey =0
napameTapcke jegHaunte (368) cy >

___D+E: y=o Dt + Et?
A+Bt+Ct?*’ A+ Bt +Ct?

3a xpuBe Tpehera crenmena nox 2° (WTO Ipoia3e Kpo3 MOYeTak), a
4yyja je OIITA jeHauYnHA

Dx* + Ex?y + Fxy? + Gy* + Ax? + Bxy + Cy* = 0,

A+Bt+Cr’ y=- At +Br* + Ct
D+ Et+Ft* +Gr~ D+Et+Ft? +Gt*

Kap je parta anre6apcka gudepenuujanna jennaunna (360) n mperso-
peHa y napamerapcke jepuavnte (361) u (362), HaMeCTO CTaIHUX KOeHIH-
jeHaTa y BHEMa, Ka0 y ciny4ajy anre6apcKux KpHBUX JIHHH]a, QuUrypucahe
KoeduuujeHTH Koju he 6uTH (pyHKIMje HE3aBUCHO IPOMEHJLUBE KOJIUYAHE
X Kao mapamerpa.

Tako HIp. 3a jeqHAYHHY

yr+yt+xy=0
napaMeTapcKe JelHaYuHe Cy
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X
= at = ’
y=0¢x, 1) i
’ Xt
= a[ = )
Y =wv(x, 1) [
9o _ 1 00 _ 2x

x  1+12 o A+
Ia je ogroBapajyha nugepennunjansa jennaynta (364)

dr _ (1+2)(1-x1)
dx 2xt '

Hexa je, HanocneTKy, MOMEHYTO ¥ TO fia ce apaMeTapcKe jefHaunHe
3a jegHy naty pudepenimjanny jeqnaunny (360) Mory KaTkay JIakuie J{o-
6utn y o6JMUKY jefHAaUMHA TPaHCUEHACHTHUX 1O IapaMeTpy f, ald ca KO-
juEMa je mnak nako pauyHatu. Camo 1TO he ce y TAaKBUM CIydajeBEMA JO-
OWTH MHTETPAN y He Kao arzebapcka, eek Kao MpaHcyeHGeHIuHA yHKULja
no6ujeHora pena. ITpumep 3a To faje nudepeHujalHa jeHaunHa

y2+yr = f(x)=0

3a 4gje ce mapaMeTapcke jeqHaYiHe MOTY y3eTH

(370) y=Af(x)sint, y =.f(x)cost,
IIOINTO Ce HUXOBUM KBaJpuparmeM u cabupameM fobuja jegquaunna (370).
W3 wux ce nobuja 3a ¢ nudepeHIjanta jeqHaunHa

(371) ey 1S,

dx 2 f) EF

Kag je dynkuja f(x) xomomopdHa u pasnudra of HyJe 3a x = 0, ta
jeqHAUYMHA [aje 3a MHTeTpal, Koju 3a x = 0 fobuja BpeHocT ¢ = 0 jefjaH KOH-
BepreHTaH pef] ypebeH o creneHrMa MpoMeHIbUBE X, Ta he ce uHTerpan y,
mTo 32 x = 0 go6uja BpegHOCT y = 0 fO6UTH Yy OOIUKY

y = f(x)sint,

rie ¢ Tpeba CMEHUTH TaKo JOOUjeHUM PEoM.

Hexa je momenyTo jia ce jegunaunna (371) mogecHOM CMEHOM HE3aBH-
CHO TIPOMEHJbUBE KOJIMYUHE X U HeMo3HaTe (PYHKIM]E ¢ CBOAY HA JeTHAUNHY
o6nuKa
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U _ &)+

g

YHUjU ce MHTerpaj u Moxe pa3BuTH y Taylor-oB miau Maclaurin-oB peq, npema
JaTHM DOYETHHUM yCIOBAMA M aHATUTHIKO] mpuponu pyukimje F (&).

22. APUTMETHNYKE OCOBMHE KOE®PULIMIEHTA «, UHTE-
I'PAJTHOTI PEJA

Koedunujentn a, pegona
(372) y=a0+a1x+02x2+... .

y OONMUKY KOjUX ce M3paxkaBajy MHTerpanu gudepeHudjasHux jefHaYrHa
WA CUCTEMA, UMajy U CBOJUX apuiliMeiiu4Kux ocoOuHa, Koje ¢y o TOIUKO
" 'Beher mHTepeca MITO Ipou3ia3e U3 YNIHEHUIIA dHAAUEUYKe TIPAPOJIE, BE3a-
HUX 3a [uepeHInjaine jefHaYnHe, a ca KojuMa On u3riiefano fa OHE He
MOTY CTajaTH HHU Y KaKBOj Be3u. MebyTuM TakBux Be3a uameby apurtmern-
YKUX U aHATATHYKAX YHHH-EHUIA OJ[UCTa UMa U HEKe Off BbHUX CY UCTAaKHYTe
Ha BUVK Y CTABOBHMA KOJU Cy IIPEeIMET OBOTa OfiesbKa.

IIpe cBera, mojeguHe Ojf TAKBUX UMIbEHHUILIA 3amaxKajy ce seh Ha npau
norJeq Ha caMoj fu(epeHIujanHo] jefHaYlHH, KaJ ce BOAH PayyHa O Ha4yu-
Hy M3pavyHaBama Koe(uInjeHTa a, U3 caMe je[HauYnHE.

Tako, mobumMo oj urmeHAIE Ja ce 3a MHTErpall jefHaYuHe p-TOT pefia

(373) Y = fx,y, Ly
KOJU HCIYIbaBa MOYETHE YCIIOBE
(374) x=0, y=0,y'=0,...,y?P=0

OMIITH KoedulyjeHaT a, H3padyHasa 110 obpaciy

(375) a,,:%[f,,_l,] (n=p p+lp+2,..)
rae je
(376) flafZ’]%""

HU3 (PYHKIMja KOJe Ce U3BOJe jeHa U3 ApYyTe 110 PEKyPCUBHOM o0paciyy
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= Yty Ui y’+...+—~——aﬂ“ f (k=p+1lp+2,p+3,..)

S ox dy oy V-

ca MOYeTHOM (PYHKIIHjOM

377) fo=Fleyy, oy,
Youumo ciaydaj Kaj je pyHKUMja f toauHOM IO CBUMA TPOMEHIbABIMA
(378) X9, Y,y

Koje caapxu. [Tpema camoMe HaumHy popMuparma Husa (376) o4eBHHO je
fa he cBaka on dyHKIHTja f, OUTH MONMHOM O mpomersbusuM (378), u na
he cBaku KoedunmjeHaT b TakBora oJIMHOMa OUTH jefan OpOj Koju ce u3
koeduIujeHaTa a caMora MonuHoMa f fobuja cabupamnMa U MHOXKEHIMA
Meby co6oM H ca cTamHuM LeJuM OpojeBuMa IITO IPOUCTUYY Off M3TOXKHU-
nana rnpoMeHbuBUX (378) mpu y3acTonHuM judepeHpjabemuMa. Ocum
TOra, mocne n gudepeHnyjakpema 6poj n ce YBeK MojaBlbyje caMo WIIH Kao
cabupax, UiId Kao YrHUnan y oonuky 6pojesa

(379) n n—-1 n=2,...

WM Kao M3Noxunal] 010 KakBor cTaliHoT 6poja, 6umo jegaora 6poja Koju
je omleT cacTaBibeH U3 cabupaka u ynHmIana obmuka (379).

W3 naunna popmupama Hu3a (376) tama ce suau aa ke 6poj [ f,] outn
cacTaBJbeH U3 cabHpaka Off KOjuX je CBaKW jefHaK IIPOU3BOAY pa3HMX KO-
edunyjenara a, ynaunana (379) u unaunana o6auka A", rae je A unu xaxas
cranaH 6poj, WiId OleT 6poj cacTaBlbeH U3 YnHmIana oonuka (379). A ra-
KBa CTPYKTypa HCTHYE Ha BUAUK OBE YHILCHUIIE!

I. Koeguyujenaili a, unitiezpaanoz pega jeguauure (373) He moxce
cagpxcaitiv y c6ome cacitiasy HuKakse upayuoHasHe bpojese Koju He yaase y
caciiiag camux KoepuuljeHaitia a.

Kag a, cagpxu Ma jefan o TakBUX GpojeBa, MOXKe ce TBPAUTH fia y-
HKIH@ja y, fecdunucana pergoM (372), He Moke OUTH HHTErpajl HUKaKBe je-
muaunne (373), y Kojoj je pyHkumja f monusoM no (378) Koju He cagpXKu Ta-
KBE€ UPAIOHATIHOCTH.

Tako, Ha npumep, pexn (372) y kome 6u Ma U jefaH KoeduuujeHar ca-
Ipkao /2 Ha HemapHOM cTemeHy, uiu log3, MOXKe camMo Tako OUTH HHTe-
rpan kakse jeguaumHe (373) ako Koju off BeHHX KoeulnjeHaTa a cagpKu
Te UPAIMOHATHOCTH.

II. Koegpuyujenaiti a, He moxce cagpicaitii y c6ome Caciiiasy HUKaxKey
@dyHrxyujy ungexca n koja Huje 1° uau dpoussoyg HuHUAAUA KOJU CY CHIAARU,
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0g n nesasucHu 6pojesu, uau cy obaura (379), uau obauxa A" (Zge je A og n
Hezasucan 6poj); 2° uau 36up ozpanuyieroza 6poja tiakeux cabupaka, a
Koju 6poj moxce u pacivu ca 6pojem n.

Kag a, HEje TakBOr 00JIHKA, MOXE ce Takobe TBppuTH 2 GyHKIHjA y
nedunucana pegoM (372) Huje MHTETpaT HUKakBe jegnadune (373). Takan
je HIp. cay4aj Kaf @, Cagp>Ku eKCINIHUUTHO (DYHKUH]Y

Na+bn wmm  log(a + bn)

uinu Kaj n GUrypuiie y AIMGHIONY KoeHuInjeHTa a, Ha APYTH KOju HAUWH,
a HE Kao MPOM3BOJ OTPaHMYEHOr Opoja Iennx GpojeBa MambuX Off 7 (IOIITO
ce a, nobuja u3 6poja [ f,-,] meobom ca n!).

NI Kag cy xoepuyujeriiiu ioaunoma f yeau 6pojesu, iipoussog n'a,
je 3a cee 8pegHOCIiU UHgeKca n yeo Opoy.

Kap je Ma jenaH of THX IPOU3BOAA palOHANaH Pa3lOMaK WM Hpa-
nuoHanan 6poj, pef y He MOXe OMTH MHTEerpan HHKakse jeHadmHe (373)
Takge Bpcre. Tako HIIP. OH Tafa HEe MOXe OUTH MHTerpas HUKaKBe JHHea-
pHe jefHaunHe

Y+ py(x)yPV ot P (XY +p(x)y =0

TE CY Py, Pa» P3» - - HOTAHOMH IIO X YU Cy KoeDUUMjeHTH enn GpOjeBH.
TakaB je UCTH cly4aj U Kajl Je a, WpalloHaNnaH Gpoj YUju je UMEHH-
Jal [eJbUB ca KaKBUM NpocTuM O6pojeM Behum og .

II

IMocmarpajmo cajf onmTy qudepeHIyjaity jefHaYnHy KOHAYHOra pe-
na p, anre6apcky no npomerbuBuMa (378), Hanucany y 0GIuKY

(380) fy Y, y?)y=0

rae je f HONMHOM IO IPOMEHIBUBUMA X, Y, Y, ... KOje CafipKu.

Ospe he 6uTH M3MOXKEH jefJjal HaunH ofpede KoedulujeHaTa HHTe-
TPaJIHOT Pefia, pa3IuyaH Off OHOTa PaHHuje NIPUKa3aHor, a U3 Kora ce 60ibe
MoOKe caryielaTi anre6apcka CTPYKTypa THX KoeduujeHaTa.

EnnvusBIIyhy x U3 ABejy jefHaurHa

f=0mu %=0

ro0wuja ce jefHa4YnHa
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(381) 0,y y" ..., y"™)y=0
e je Q TOJIMHOM IO IPOMEHIbUBUMA
(382) Yoy sy, YD,

Csaka ¢yHKIHja y, KOja 3aJ0BoJbaBa jeqnaunny (380), 3anoBoibaBa y
HCTH Max u jegHauuny (381).
Heka je can:

(383) y:a0+a1x+a2x2+...

jeman Maclaurin-oB peli, KOju 3a10BOJbaBa KakBy jefHaunry obnuka (380),
na MOTPasKUMO ONIITH OONUK Koe(dullkjeHaTa a, TaKBOT jeHOT pefa, Kao
(ysrmje KoedunmjeHara a,, a,, d,, ... LITO My IIPETXOJE.

IToznato je ga cy KoeuunjeHTH:

0 0 0
A()vA 3A27"'

pena:

(384) yP =(ag+ax +ax*+..)" =A) +Alx + AJx? +...

onpebeHn cucTeMoM JINHEAPHUX je[HaUYnHA!

0 0 _
Og1apAy +0pady =0

0 0 0 _
(385) Olpp@ oAy + 0 a Af +0iya,Ag = 0
Qs gAS + 0@ AT + 0y a AL + Oig9a3A0 = 0

rie cy o 1eau 6pojeBHd U TO:

(386) o =k —pi
U rpe je:

U3 Tora ce MaKko H3BOAM jla KeoduumjeHaT A) nMa 3a U3pas:

p-n

(388) 4) = 2P (ag ay....a,)
n:

e je P, MOMUHOM 10 dg,dy,...,d, [1TO (n — k + 1)-or crenena mo a, 3a
k>0,a (n — 1)-or crenena mo a,] ca KoeuuujeHTHMA KOjH Cy CBH LEIH
6pojeBH.
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AKxo ce cap koeduLjeHAT ¢, CMEHU ca:

(m+k)!
k!

m+k

KOju M3pa3 IpeficTaB/ba Koeduuumjenat off x* y Maclaurin-oBoM pepy 1ITo
onrosapa m3Bony y™ (yHKIHMje y, Hajasu ce a ONMITH Koeduuumjerar A’
pena:

(389) [y™]9 = AP + Al'x + ATx? + ...

uMa 3a u3pas

agl " h
(m ')”I/l' n (am’ Appils oo es am+n)

rae je Q) MONMHHOM IO A pyps .oy Ay, [MJH J€ CTENEH TO a; 6PO]
n+m—k+13ak>m,axkojuje crenena n — 1 mo a, ] ca Koeunujearuma
KOju cy uenn 6pojesu, u Iye je:

(391) Al =(mla,)’.

(390) Ay =

Youumo cajj koeunijeHaT A, Ipou3Boja:
(392)  [y17[y' 1" [y 17 Y1 = hg + hpx + Apx? +

7 NOTPakKUMO HEeroB M3pa3 Kao (QYHKIM]y KoeduuujeHara: ag, a;, ds, ...
caMe pyHKIHjE y.
Jlako ce Hanas® fia je:

(393) A, =ZAA] AT
rae je:
(394) i+j+...+h=n

Anu cBaku je koedunujeHaT A’ MOIUHOM TPBOT CTEIlEHAa 1O KoedH-
IUJEHTY a,,, KOju V IeMy (purypuiie u Koju y HCTO BpeMe IpefcTaBiba
ona] Meby kxoedunujenTuma a,, cagpxkaHuMm y A, KOJH je HajBHIIeTa
panra.

Y ucTo BpeMe OYeBUHO je Aa:

1° Miameby cBuX KoeduupjeHara:

0 Al 42
A, AL A LLAT,

OHaj IITO CafgpXM a, HaJBHINera paHra, jecre KoedunujeHatr A" Kome
ofiroBapa a;,, Kao a, HajBHIIIeTa paHra.
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2° Wismeby cBux KoedunmjeHaTa
Aj, AP, AT,... AL,

OHaj LITO CafpXKH «, HajBUIIEra paHTra, jecTe KoeduimjeHaT A;', KoMme
oArosapa d,,, Kao a, HajBUIIera paHra.

3° Hajseha BpegHOCT KOjy MOXe UMaTH i peMa norop6u (394) jecre
h = n,y KOME je cnyyJajy

i=j=..=0.

W3 Tora m3na3u HEMOCPEHO [a je IPOU3BOL;

(395) A,»OA} LAY
IOJIMHOM TIpPBOTa CTEeleHa 1o a,,,,, Tako aaje3an >0

(396) >\’n = Unan+m +Vn
e cy U, u V, MOJIMHOMU TI0

Dy Amals o0 A pom—1

ca KoehuujeHTIMa PaLHOHATTHUM IO

dp, Ay, ..., Ay

U e ¢y 6pojHH KoeUIMjeHTH THX PallMoHATHUX (PYHKIUja U caMy paIio-
HajHE 6pojeBu. [Ipeu KoedunjeHaT A, MMa, y 0CTaloM, 3a u3pas:

(397) Ao = Maloal ...al»

rae je M m3Becan 1eo 6poj.
Younmo, HANOCIETKY, KoeduujeHar i, of x” y 30upy jefHora orpa-
HUyeHora 6poja p wiaHoBa o6muka (392), TOMHOKEHHX ca CTaTHUM Gpoje-

BHUMa:
Hy, Hy, ... H,.

IIpema oBoMe, mTO je rope KasaHo, Koeduuujenat he u, 3a n >0
6uTH 00IHKA:

(398) Wy =X, @pn +Y,
rgecy X, u Y, IONUHOMH IO
Ay Aty oo Appm—1

ca koeuIjeHTAMA KOJH Cy 06InKa
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Yo, H,
a e cy O, M3BecHe panmoHanHe (PyHKIuje 1o
dg, Ay, doy,..., a,,

ca OpojHUM KoedullijeHTNMa KOji Cy CBH paroHansu 6pojesu. Koedumn-
jeHaT |, HMa 3a u3pas’
Ho = XA
U OH j& U3BECaH IOJTHHOM IO
Ay, Ay, Ay

ca koeuIjeHTIMA KOjH Cy 0ONIHKa

ZMI'H[
rae cy M; uenu 6pojeBu.
ITomohy oBux ereMeHaTa JIakKo Ce pelllaBa K IOCTaB/LEHH IPOOIEM:
OIpEeRnTHU ONIITH KoeduijeHaT «, Maclaurin-oBor pesia

(399) y=agt+ax+ax®+...

KOju 3aJl0BOJbaBa KAKBY MU(PepeHIUjalIHy jeJHaYHHy anreb6apcKy 1O x, y
u3BofuMa (pyHKLH]Ee y HO X.
ITowTo ce jeHaYnMHA YBEK MOXKE HOBECTH Ha O0JIHK:

(400) q)(y7yl, y”’“') = O
e je @ 30up jegHOra OrpaHmYeHor 6poja p UnaHoBa o6IHKa
(401) Hl_yﬁoy/pl “.y(m)pm

To he Maclaurin-oB pep, y KOju ce npeTBapa noiuHoM @, Kaj ce y meMmy
6yae cmeHmo y pegom (399) ouru:

(402) Lo + WX +Hox? +...

e Cy W, Wy, Wy, ... TOPE ofipebuBanu KoeduunjenTH, Tako fia je Koeduny-
jeHaT W, maT obpacuem (398). Ja 6u pen (399) 3ax0oBo/baBAO jeAHAYMHY
(400) moTpeGHO je u moBOILHO fa Gype: i, = 0, 1a gakie npeMa obpacuy
(398)

(403) Xn “Apim +Yn =0

ofaKJe je:

(404) Gy = =2
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OTyna oBaj IpBu pe3ynTar:
Kag 209 kakae peg

(405) y=2Za,x"

3ago6omasa Kakey anzebapcxy qupepenyujaity jegna4ury KOHGUHOZA
pega m, KoeguyujeHaill a,, Hoveswi og paHza n =m + 1, moxce ce u3pasu-
iU Kao pauyuoHaAHa QYHKYUJa UpetlixOgHuUx Koeduuujenaiiia:

Ao, Ay, Aoy eeny Ay

U U38€CHOZ 0ZPAHUYEH0Z OPOJa UPAUUHAAHUX KOAUYUHA KOJe He MOZY OUiliu
pasauiHe 0g OHUX Witio 6eh gpuzypuuty y camoj gaitioj gugpep eHyujaninof
JEGHAHUHU; OCUM TTHOZa KOepUYUJeHTTIU 0BUX UPAUUOHANHUX KOAUHUHA YBEK
Cy peanHu yeau Opojesu.

Axo ce can y obpacny (404) cmemyje y3acronue n can — 1, n — 2, UTH.
U3 HHM3a TaKo AOOHMJEHNX je[HaUMHa MOXKe Ce a, M3pAaUyHATH Kao panuoHa-
nHa PYHKOHW]ja caMo KoeduuujeHara ag, d,, ds, ..., d,, ¥ 10JIa31 Ce 0 OBOT
pesyiarara:

Koeguyujenaiti a, je payuonasna (pyHKUUja KOAUHUHA

dg,dy, Ay, ..., Ay

ca rkoeguyujenitiuma Koju cy hosuHomu o kKoeuyujeniiuma came
guepernyujante jegraguHe, a 6pojru KoepuyujeHitiu 06Ux HOAUHOMA CY
peanru yeau 6pojesu.

OHo, gakie, IITO ce Y ONIITeM KOoe(UIHjeHTy a, MOXKe MEHmaTH ca
UHEKCOM 1 jecy: M3T0XKUOIM IIOMEHYTHX MMOIMHOMA U L[eJid OPOjeBH IITO
(purypumy y xoepunujeHTEMA TUX nonuHOMa. CBY MpallMOHANUTETH, KOJI
6u urypucanu y a, HezasucHu cy ogn. OCuM Tora TH Cy RpalllOHAINTETH
panuoHagHe KOMOWHAIMjEe OHUX NPAlMOHATINTeTa IITO (DUTYPHUIILY Y IPBUX
m + n KoeduumjeHaTa pefa [a Koju, y ocramoMm Mory OWTH Ma KakBe
IPUPOJIE, MOIITO CY OBY KOS(UIHMjeHTH TPOU3BOJBHH| H Y KOehUIHjeHTHMA
H,, H,, H,, ... came nudepennmjaine jefHaunHe.

OrTyna oBaj 3aKIby4aK: .

Kag zog jegan peg (405) sagosomasa kaxsy anzebapcky qugpeperyu-
jaany jegHavumy, rezoe je odwiiliu Koeguyujenaiti a, UAU PAUUOHANAH
6poj, uau payuoraara yHkyuja jegnoza ozpanuderoza bpoja upayuona-
AUTHEia Koju ce He merajy ca n; 6pojHu Koeghuyujenitiu e payuoHaiHe
@yHKYUje ceu cy peasnu yeau 6pojesu.

Taj craB ucTyve Ha BUNUK Xuilep-iipanHCUeHgeriilar KapaxKillep Henpe-
IJIeqHOTa MHOINTBA TpaHCUEHeHaTa Ne(UHUCAHUX PENOM

(406) ay+ax +ax*+...
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Tj. HemOZyhAHOCIH ga yHKyUja, KOJy peq Hpegciiasma, byge uHiliezpan Ka-
Kee anzebapcke qugpeperyujante jegraiune KoHa4yHoz pega. A Ta he HeMo-
ryhHOCT nocTojaTu Kaj roji pefi He UCIyHaBa yCcIIOBe ITOCIekher CTaBa.

Ha 3aBpireTKy oBux m3naramwa 6uhe HaBefleHa jeHa ONIITA apATME-
THYKO-aHAIATHIKA TeopeMa Kojy je moxkas3ao Hurwitz gy6poM aHAIU30M
CTPYKTYpe KoeduumjenTa a, pena (406) xoju 3ajoBoJpaBa KakBy anrebap-
CKY audpepeHInjanHy jefHaYuHy

(407) FOx, 9y, .., y")=0.

TeopeMa ce ogHocu Ha pefoBe (406) umju cy Koe(pUIUJeHTH a, pa-
yuoHaaHu GPOJEeBH, U BO] ce MOXke flaTh cnefehn o6muk:

Kap rog pen, momro My ce KOedHIIUJEHTH a, CBENY Ha HAJIIPOCTH]H
n3pas, 3a0BOJbaBa KakBy nuepeHnujanny jequauuny (407), mocroju jegan
TO3UTHBAH [[€0 OpOj A U jeaH HU3 HO3UTUBHUX LETNX OpojeBa

Oy, Oy, g, Olg, ...

ca 0BOM 0COOMHOM BE3aHOM 3a KoepulMjeHTe a, pefa:
Ako ce ca p(z) o3navu GOAUHOM N- [HOZ Cllieliena

p(2) =0+ 0z +0,z2 +.. +0,2"
ceaku Opociu 6poj ca Kojum je gesmus Koju 0g UmMeHUAAUA KoeuyujeHailia
Ays Aptl> Apggseee
cagpicau je kao wuHuaay y ogzoeapajyhiem yeaom 6pojy
p(A), p(A)-p(A+1), p(M)- p(A+D-p(h+2),...

a ceu cy iy yeau 6pojesu passuiHU 0g Hye.

Teopema TOBOAY U KO OBOTa CTaBa Kao CBOj€ IOCIequLlE:

Ako ce ca B, o3nauu Hajeefiu Gipociti 6poj ca KOjum je gebUs UMeHl-
aay koeguyujenitia a,, roZapuitiam 6poja B, He pacitie, ipu pauihersy
ungexca n, 6pxce nezo logn.

A Taj cTaB moBOoIM Takohe 40 3aK/bydaka O XUIEP-TPaHCLEHAEHTHOM
KapaKTepy HelperyeHOT MHOIITBA PEOBa, TAKO Jla OHU HE MOI'Y OUTH UH-
Terpalid HUKakBe anrebapcke nudepeHujante jeqaaunne. Takas je nimp.
cIydaj ca IelIoM (PYHKIHjOM IIPOMEH/BUBE X KOja je IPeACTaBIbeHa PENIOM
PR S SE A

(2% (3H (4hH!

y=1+x

ok paHmje HaBeleHa TeopeMa Pélya jokasyje Xunep-TpaHCUHEHIEH-
TaH Kapakrep (YHKIHja Je[lHOM “UCHIO AHAAUUUYKOM OCOOUHOM Koedu-
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yjeHTa a,, TeopeMa Hurwitz-a ra ucTude Ha BUIUK NOMOhy jeHe apuitime-
MUYKO-aHaAUlliu4Ke OCOOUHE Tora Koe(pulujeHTa.

III

CraBoBH 7 YubeHUINE Koje he OuTyn mpepMeT maparpada IITo clefyje
OCHOBAHM Cy Ha HEKOJIMKHUM YUCULO APUINMETHUYKUM UAU APUTHMETHUYKO-
AHAANUTUUYKUM HOMOAHUM CTUAB08UMA, UHAJU CE TOKA3H Hajlase y yIOeHUuIU-
Ma 3a BHIIY apUTMETHKY Win 3a Anrebapcky Ananuzy. Tu ce noxasu Hehe
u3laraTH, IIOIITO he CTaBOBM OBJl€ MOCIY>KUTH caMO Kao MOMOhHO cpefi-
CTBO 3a OHO MITO Cce MUCTH foKa3aTu. CTaBOBH Cy OBH IIITO CIENY]y.

IIpeu nomohnm cras. [a 6u 6poj (n —1)!+1 6uo gewus ca yeaum iio-
3uitiusHuM Bpojem n, GoWpeOHO je U goso.mHO ga n 6yge Apociti 6poj.

To je mo3unara y Apurmerniu Wilson-oBa TeopeMa, Koja ce 3a ToTpe-
0e oBOTa IITO clefyje MOXKe HCKa3aTH Yy OBOMEe OOJIMKY: aKO ce 03Ha4d fa
je

(n=D+1 _
n
3a CBaKH® MpocT Opoj n je
A=M
a 3a CBaKU CIIOXKeH Opoj 1 je
=M1
n

rae je M neo 6poj. OpgaTie ciefyje Kao HoCIeAruna
Mpyru nomohuu cras. 3a ceaxu ipocili 6poj n je

(n=Dt_ 4, 1
n n

a 3a ceaku caoxceH O6poj, ocum 3an =4, je

(n—l)!:M;
n
san=4je
(n=1D!_3
no 2

Taj craB Hana3yW yecTe IpPUMEHEe Yy UCTPAXKUBAILUMA apHTMETHYKUX
0coOWMHA MHTETPATIHIX PefloBa, U OH hie 0BJe OUTH YeCTO NPAMEHUBAH.

Tpehu momohinn craB. Kag je n xakas ipociti 6poj ca Kojum Huje
ge/bus ueo 6poj a, uspas
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je yeo 6poj.

To je Fermat-oB apuTMeTHYKY cTaB O IpocTuM GpojeBuma. OH He faje,
kao Wilson-0B cTaB, noTpeOHE U JOBOJbHE YCIOBE fla OM m3pa3 [ OHo 1eo
6poj, jep UMa ¥ CIOXKEeHHX OpojeBa n 3a Koje je WL neo 6poj. TakBu cy Gpo-
jeBH jako paspebeHu y npupogHoMe HU3Y Lenux 6pojeBa, H OHM CY Ha3BaHU
Fermat-oBoM 6pojeBuMa; TakBH he cioXeHu 6pojeBH, 3a CIeNUjasIaH CIyYa]
Kaf je a =2, oBae OMTHU O3HAYEHH ca

Cly Cyy C3y . u
Bpoj ¢, je, makie, Ma KOju CIIOXeH Gpoj 1 38 KOJH je

_ 2n—l -1

u = 11e0 6poj.

Io jegmoj Lucas-0BOj apuTMETHUKO] TEOpeMH, 1a 6¥ jeqaH 6poj n 61O
jenan 6poj c,, MOTPe6HO je fa wuMe Gyie Ae/bHB He caMmo 6poj 2°7! — 1, Beh
- u Gap jom jeman 6poj 2° — 1, rae je z Kakas Ijeo 6poj Mamwu of x — 1. Crora
cy Tu 6pojeBu PETKH; HajMarbu Cy Meby BuMa 6pojeBr

¢ =341=11-31,
¢, =1105 = 51317,
¢ = 4369 = 17-257.

ITocroje Tabmuue Tux GpojeBa Koje fajy cBe OpojeBe ¢, IUTO JexXKe
n3meby 0 m 100,000.000 (tabnuue Lehmer-a u Polutet-a). M3 mux ce Bupu ga
m3meby 0 1 1000 nexe 3 Taksa 6poja; uameby 0 u 10,000 uma ux 22; umeby 0
n 100.000 uma wux 79; uzmeby 0 u 1,000.000 uma ux 247; usmeby 0 u
10,000.000 ux je 750, a uamebhy 0 u 100,000.000 nma ux cera 2037.

Yerepru momolinu cras. Kag 2og peg

(408) ag+ax +ax’+...

Yuju cy Koeguyujeniuu payuorarnu Opojesu, dpegcitiaéma kakey anze-
bapcky yHkyujy dpomenmuae X, Hociloju jegar ciiaraH, 0g N HE3A8UCAH
yeo 6poj k iiaxas ga cy ceu tpoussogu

ak" (n=12,3,..)
yeau 6pojesu.

To je Eisenstein-oBa TeopeMa Koja Jiaje noTpe6GHe ycioBe fa 0 pef
(408) npexacraBibao anrebapcky (yHKIH]y npoMeHspuBe x. OHa He Aaje y
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HCTH MaX ¥ TOBOJbHE YCIIOBE 32 TO, jep UMa U TPAaHCUEHACHTHUX (PYHKIH]ja
Koje, pa3smjeHe y pef (408) umajy Kao koedunujerTe a, Gpojese 3a Koje
nocroju Opoj k ca HaBeleHOM apUTMETHYKOM ocobuHoM. TakBa je Hmp.
dyakumja f(x) geduHECcaHa eTUNTAYKUM ofpeheHnM mHTEeTpamomM

dt

1
_2
fe= TCOJ\/(l——tz)(l—16a2x2t2)

I7ie je a Kakas paluoHaiaH 6poj 2 KOja Kay ce passmje y pex (408), nma 3a
q

KoedunujeHar a, u3pas

2
2n . (n+D(n+2)...2n ,,
au:(ﬂ)cﬂ:( J(1+2)...2m o

q
y TOMe je cimy4ajy k = g, jep je
a,q*" =(n+1(n+2)...2n- p* = neo 6poj,

a CBU KOC(ULHUjEHTH d,,,, Cy jefHaK! HYJIH, HOWITO je f(x) mapHa QyH-
KIIdja.
Kao npumep anrebapcke QpyHKIUje 3a KOJy BaKH CTaB, yOUAMO (PyH-
Kuujy
1

=dy+ax +ax’+...
1-x

T7ie je
- 1-3.-5...(2n-1)
§ 2-4-6..2n

Taj ce KoedHIIjeHAT MOXKE HAIIUCATH y OOIHKY
_1-2:3.2n _ A,
a,=-—"——1m =
(2-4-6...2n)* 2%
I7ie je
A = 2m)!

n = (n')z .
ITosnaTo je u3 Teopuje akropujena fa je A, yBex 1eo 6poj; oH je
. . [2n) . .
jenHax 6pojy ( ) Tj. KoepUIUjeHTy Cpefiibera ulaHa y 6HHOMHOM o0pa-
n

cy 3a (1+ x ). IIpema TOMeE, aKo ce 3a k y3me k = 4, u3pa3 a,k” je ogucra
1eo 6poj.
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3 Eisenstein-oBe TeopeMe U3BOAY CE KAO IOCIEqUIIa

IMetn momohnu crae. Kag 2og peg (408) fpegcitiaswa kaxey anaze-
bapcky @yHkyujy ipomerspuse X, Gpocitiu 6pojesu ca kojuma je gesous ume-
HUAAY, a, Y oZpaHuderom cy 6pojy, He pacitivhu beckpajro tipu beckpajrom
pawhersy ungexca n.

Jep, momro je

a)llcn = hll

rae je h, ueo 6poj, gobuja ce fa je

En_‘
kn

a, =

IITO NIOKa3yje la AMEeHuNal KoeduiujeHTa a, He MoXe IMaTH 3a IeIUTeh
HHjefaH npoct 6poj KOjH HUje AeNIUTelh CTAITHOT Opoja k, a OBH Cy JenuTe-
JbH y OTpaHUICHOM Opojy U He pacTty GeckpajHo Impu OeckpajHoM pamhemy
UHIEKCA .

Taj craB McTHYe Ha BUAMK TPaHCHECHAEHTAH KapaKTep MHOINTBA
¢dyukumja gecpuHucanux pegoM (408) ca panuoHaTHEM KoedhUIHjeHTHMA
a,. Tako HIIp. pegoBu

2 3 4

x -t g Ay
2 3 4
2 3

1+ 2y
20 31

nMajy Koe(HuuujeHTe YHju Cy UMEHNOUHN [eJbUBU ca IPOCTHM OpojeBHMa
Koju 6ecKpajHO pacTy ca pamhemeM paHra KoedulujenTa; OHU, Jakje, He
MOTY TIpeficTaBbaTd anrebapcke QyHKIje IpoMeHbuBe x. M ogucTa, Npsu
pen mpencraBiba JiorapuramMcky ¢yHKujy log(l+x), a APyra eKCIOHEH-
nujanyy QyHKIHjy e*.

lllectn momohun crae. Kag Zog ce peg (408) uspamasa y koHauHom
06.auKy fiomohy enemeHIIAPHUX, H]. arZebGapcKUX, eKCHOHEHUUJANHUX U
A0ZAPUIRAMCKUX PYHKYU]a, Hajeehu fpociti 6poj, ca KojuMm je gemnius UmMeHU-
Aay, koeuyujeniiia a,, He paciiie Opxce HO WO pacilie paHz n Koepuyu-
Jeniua.

Ty je TeopeMy mao Ge3 qokasa Yebuies, anu ¢y CBU NOKYIIajH fa ce
OHa WJIM TAa4YHO [OKaxe, Wik Habe fa je HeTauHa, ocTaldu Oe3yCIellHy,
npeMja CBa HCIHWTHBara y TOMe IpaBIly HaTHIby TOME Jla je TeopeMa Ta-
yia. OHa faje MOTYhHOCT a ce YMCTO apUTMETHYKUM NTOCMAaTpambuMa Hc-
TaKHEe Ha BUJHK HECBON/BMBOCT IOjeJUHUX pejoBa Ha KOHayHe KOMOU-
Haluje eneMeHTapHUX (pyHKIWMja. Tako uup. 6poj n® +1 je He/bUB ca mpoc-
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TAM GpojeBUMa KOju pacTy Gpxe Hero n; npema ToMe pep (408) uuju je
ONImTH KoepuuujeHat
1

n?+1

a, =

HECBONJBHB j€ Ha KOHAYHE KOMOVHAIN]e eIeMEeHTAapHIX (PYHKIH]a.

Y naparpaduma IITO creryjy TH he apuTMETHYKN W apATMETHIKO-
AHATUTHYKA CTaBOBHM OWTH NpPUMEHECHU Ha MCIUTHBAaMkE apATMETHUYKUX
ocoOuHa Koe(UIHjeHTa a, HHTETPATHOT pefa AuepeHujaIHuX jeHa-
YHHA.

v

IIpenmeT oBora naparpacda 6uhe aucepeHInjaIHe je[HAYAHE OONINKa
(409) fyy,y’..)=0

T7ie je f MOIMHOM IO IPOMEHIBUBHEM X, y,y’, y”,... KOje cafpXKu ca Koedu-
[UjeHTUMA KOJH CY payuoHaaru 6pojesu (1 3a KOje ce MOXe Y3ETH [ia Cy Ue-
au 6pojesu, MOMTO ce ocloGabameM Off IMEHIIIANA YBEK CIIy4aj MOXe Ha

TO CBECTH).
YouuMo Hajupe jeqHaYnHy IpBoTa pefa
(410) fnyH)=0

KOja He CaJ[pK¥ eKCINTMIUTHO TpOMeHIbuBY x. Eben nnTerpan, koju 3a x = 0
mo6wmja BpegHoCT y = 0, mobuja ce mHBep3HujoM Abel-0BOT MHTETpasIa

Y
(411) x = [vdy
0

roie je Y anreGapcka (hyHKIHja IPOMEHIbUBE y AehUHICaHA PENAlnjoM
1
412 = |=0.
(412) f (y Y)

Ca IpeTmoCTaBKOM J1a Ta jeHAYNHA, PellieHa 10 ¥, iMa jeflad KopeH Y
KOju je XomoMopHa (GhYHKIHja IPOMEHJBUBE y Y ONU3MHA BPeJHOCTH y = 0
1 Koju 3a x = 0 qoOWja BPEHOCT jefHAKY KaKBOME PallHOHANHOM OpOjy,
MOKe ce JOKa3aTH OBaj CTaB:

Ipomenmusa x geunucana gupeperyujasron jeguavurom (410)
MOxCe ce pa3suitii y peg

(413)  x=by+by* +by +...
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2ge ce koeguyujenaiti b, gobuja kao koeguyujeraili ciieilena X" y passu-
Ky gpyHrkyuje

(414) f(x)= xe%

(k = flogecro uzabpan yeo osuiliusar O6poj) Kag ce 08aj LOMHONU JEGHUM
pavyuoHairum 6pojem h,; 6poj A, je yeo 6poj xag je n caoxcen 6poj; kag A,
UMA CBO] UMEHUAAY, PA3AUMAH 0F JequHULe, 1 je Bpociii OpO].

Ma 61 ce To moKa3ano, IPIMETHMO [a IIOIHTO je ¥ (pyHKIH]ja TPOMEH-
JhUBe y XolloMop¢Ha 3a y = (), OHa ce y GIM3MHA Te BPEIHOCTH y MOXKe pas-
BHATH y KOHBEPI'€HTaH PEN

(415) Y=co+ey+oy:+..

Koepunujentu c, Tora pefa 6uhe csu payuoHasnu 6pojesu, mTo ce
BUJI U3 OBOTA IIITO CIENyJe. '

Koeduimjenat ¢, je BpegHOCT Kojy nobuja ¥ 3a y = 0, 1 OHa je, Kao
IITO je MPETHOCTaBIbEHO, PallOHanaH 6poj. JudepennujabemhbeM jeHa-
yune (412) o x go6uja ce

Ly Sy g

dy aY
ofmakie ce, HOWTO je
o1
YTy
H Kaj| ce CTaBH fia je
o 1
oyY
(416) ——gf“ = oY),
oY

pemewmeM o Y’ mobuja fa je
Y= fo(3,Y).

HudepeHnnjabemeM OBE jeHAUMHe IO X HATIA3K ce fia je

Y// — afo yl+%yl

Ty oy
OZaKJe ce, CMEHUBIIIA
> Y = f03

nobwuja
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Y” = fi(y.Y)
rae je
It I
h 8yY+8Yf0'

ITonoBHuM gupepeHnujabemeM Jobuja ce

Y” = f,(»Y)
rae je
daf, 1 | df
= - 4 s
f oY oy Jo
ma he yormiure 6uTu
Y(n) = f;x—l(y’Y)

rae je f,_, wian HE3a GyHKOWja fo, fi, fo, ... KOje ce jefHa U3 Apyre m3pa-
YyHaBAajy IO PeKypPCHBHOM 06paciy

— af}c—l l afk—l
fk ay Y+ aY .fO’

ca moueTHOM (pyHKIHjoM (416).
KoedunujeHar c, u3padyHasa ce 1o o6paciy

¢y = i'[fn—l]
n:

rae [ f,-1] o3HagaBa 6poj Koju ce mobuja xay ce y QyHKUMJA f,_| CMEHH
y= O, Y = Co.

I1a momTo cy cBu KoeduuujeHTH (PyHKIHja f, pPAHOHAIHU OPOjeBH,
OUEBHUJIHO je fia he Tako UCTO OUTH U ca Koe(DUIMJEHTHMA C,.
W3 o6pacna (411) no6uja ce Taja f1a je

(417) x=by+by* +by’ +...
T7iE je
— i
(418) bn - Cou—1 — un Cpt , u” — (n 1)
n (n-1! n

Ca gpyre crpane, mowrro pep (415) npencrasiba anreGapcky QyHK-
Iujy TPOMEWbHEBE y, a Koe(UIUjeHTH Cy My PalHOHaHu OpojeBH, mpema
4yeTBpTOM IIOMOhHOM cTaBy mocrojahe jean 1eo no3uTuBaH 6poj k Takas
J1a je CBaK| IIPOM3BO]
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o,k (n=12,3,..)

1eo 6poj, Koju ako ce o3Hauu ca M, 6uhe

n-1
Cpy = Mn—l(%j ’

bn = unMn—lhn—h

n—1
hn—l = 1 (l‘) .
(n-D!\k

Mebyrum h,, o3HauaBa KoeUIUjeHAT cTeleHa y" y Pa3sBUTKY
dyuxnuje (414). A npema gpyrom nomohHoM crasy 6poj , he 6uTn

1° eo 6poj Kaf je n Ma Kakas CIIOXeH Opoj ocuM n = 4;

2° HEeCBOMJbUB pallMOHANIAH PA3JIOMaK Kaj je n mMpocT Opoj; Moxke ce
NECHTH Jja ce MMEHMJIAll TOra pa3jIoMKa CKpaTH yIopeo ca [elluM GpojeM
M, aJd je CHIYPHO TO J1a Kajl Taj HMEHUIIAIl OCTaHe pasjInyaH Off jefUHHIIE,
n je mpocT 6poj 1 Kao Takap ocrahe y n3pasy 3a |, 11a gakie u y KMEHAOIY
Koe(puIujeHTa c,,.

Tume je crap gokaszaH. A nako ce yBuba ma he cnmuyaH cTaB BasKUTH U
3a ommuty jeguaunny (409) Kaj je oHa TakBa Jja ce U3 e jeHa Koja GIIIo of
IPOMEHJbHBHX Y, y’, y”,... IITO Y H0j QUTYPHIY, U3pasKkaBa Kao payuo-
HAAHA yHKUUJa OCTANHX, a KOeUIUJEeHTH Te PYHKIHjE CY PAUUOHAAHU
6pojesu. VI craB he BaxkuTH HE CaMO 32 TOYETHE YCIOBE

x=0, y=0, y=0, y"=0,...
Hero ¢ 3a yCIoBe
x=m, y=ny, y =n, y' =n,,...

The cy m, ny, Ny, Ny, ... Ma KaKBU payuornanuu bpojesu.
3a ciyuaj jeflHauYMHAa IIpPBOra pejia

,_P(x,y)
419 £\
(“19) TETs

rae cy P 1 Q HONMHOME 110 X My €A PAUUOHAAHUM KOepUUyUjeHiiumMa, a 32
UHTETpaHN PeJl y MOKe Cce JOKa3aTH OBa apUTMETHYKa OCOOHHA!

Hamnpep je nokazano (4. oferbak) fia ce H3padyHaBame KoeduinjeHTa
@, MHTETPAHOT Pefia y CBOAM Ha Ofipefi0y CTallHUX WIAHOBA Dy, Do, P3, ... ¥
MOIUMHOMEMA Py, P,, P;,... KOjU ce jelal U3 JPyror u3pavyyHaBajy noMohy
pexypcuBHOr obpacta (59) u nomohy cranHor unana ¢ roausEoMa Q; Taja je
KoeduuujeHaT a, u3paxeH obpacuemM

(420) a,=—Lr_

ni q2n—l
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IITO C& MOXKE HANIMCATH Y OOJUKY

k,
nlq

an = 2n

rae je k, meo 6poj gp,. VI3 Tora ce Buju fa:
Koeguuujenaiti a, 3an=1, 2,3, ... unitiezpaanoz? pega jegnax je xo-
equyujenily citielierna x" y pas3euilixy ekciioneHyujarte GyHkKylje

f(36)=e‘7—2

HOMHONCEHOM JegHUM Ueaum Bpojem.

To oueBupgHO Baku 1 3a ciyuaj Kag fudepeHnyjanta jeqaadanHa (419)
HE CafpK{ €KCINIMIUTHO HE3aBUCHO NMPOMEHJBUBY KOJIMYUHY X. Y TOMeE
cilyuajy OHa Ipunafa Tuny jefHauynna (410) na uHTErpaIHy pej mMa joIll 1
Ty apETMETHYKY OCOOMHY J1a My je KoeHuuujeHaT a, jefHaK KoepuImjeHTy
creneHa x”"y pa3BuTKy PyHKIMjE

f(X)=xe%

(rne je k mopmecHo n3abpaH Heo NO3uTHBAH 6pOj), MOMHOKEH jeHIM patiuo-
HasHUM OpojeM, KOjU ce CBOAM Ha 1eo 6poj KaJl je n KakaB cIoXeH 0poj, a
KaJ My je IMEeHWIAll pa3iinJyaH Of JeNUHHUILE, 1 j€ IPpoCT Opoj.

Topmu craB 3a jegHaumny (419) yommiraBa ce W MpOIIUpYyje W Ha
nucdepeHnujanHe jeHauNHe BAIIeTa pefa

P

(421) y ==

Q

rpe ¢y P u Q NONMHHOMH IO IPOMEHIBUBUM
(422) 9,9, y(”_l)

YHj¥ Cy KOe(PUIHAJSHTH payuoHaiiu 6pojesu (IUTO Ce YBEK MOXKE CBECTH Ha
cAy4aj Kaj ¢y KoepUuujeHTH yeau OPOjeBH).

Kao mrro je Banpey mokasano (19. ofessak), u3pauyHaBame KOehuiy-
jeHTa @, WHTETPAIHOT pefia y CBOAY CE Tajla Ha ofipeAldy CTaJHHUX YWIAHOBA
Pi» P2s P3s ... Yy IOMAHOMEAMA Py, P,, Py, ... KOjU Cc€ jeflaH U3 Apyrora u3pady-
HaBajy nmomohy pekypcuBHOT obpacua (335) u moMohy cramHOT 4JaHa ¢
nojguHOMa Q; Tana je

n n!q2n—2p+l

IITO C& MOXE HaIlUCaTH Y OOIHUKY
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k

—_— n

an — '
I’l‘q

2n

rie je k, meo 6poj p,q*””'. A To mokasyje ma TOPHM CTaB 32 jeHAUHHY

(419) opucra Baxku 1 3a jeguaunny (421).

v

Hexka je cag maTta Ma KakBa, anrebapcka Uiy TpaHCUCHACHTHA fude-
PEeHIUjaTHA JeTHaINHA

(423) Y =f(x)

rae ce 3a (PyHKUM]Y f IPETIIOCTaBIba CaMo TO fia je XOJIOMOp(bHa dynkumja
npomMenspuBUX x my3ax =0,y =0.

ITpema ocHOBHO] Briot-Bouquet-0Boj TeopeMH, HHTETpal jeHAUNHE,
koju 32 x = () gobuja BpegHoct y = 0 u3paxana ce y OOJIHKY pefa

(424) y=ax +ax®+ax’+...

KOHBEPIeHTHOT Y KpPYTY Koju ofipebyje Ta TeopeMa.
dopmupajMo ToMOhHY HYHKIH]Y

f,u+xu’)y=2u’
x

(425) Q(x,u,u’)=

a momohy me Hu3 pyHKIHja
(426) P, P25 P, -

TPHjy IPOMEHIBUBHX X, 4, u’ KOje ce jeflHa U3 Jpyre uzpadyHasajy 1o pe-
KypCHBHOM o0paciy
— a('pn~l + a(Pn—l ’ a(Pn—l

= +
T T T
ca TOYEeTHOM (PYHKIIH]OM
0o =0(x,u,u’).
YouumMo uu3 6pojena
(427) AL A A, ...

e A, o3Hauyje 6poj Koju ce gobuja Kaj ce v HyHKOUju @, , Hu3a (426)
CMEHH
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(428) x=0, u=0, u'= %f(o, 0).

Tana mocToju jefiHa YUCTO apUTMETHUYKa Be3a u3Meby ABajy Huzosa
6pojeBa
As, Ag, Aq,y ...
ds, dg, A7, ...

7 Ta ce Be3a M3paskaBa OBUM CTaBOM:

Kag zog je xoju og 6pojesa A, jegrnak peyuiipo4Hoj 8pegrociliu Kax-
602 yen0z ([Ho3uiUusHOZ Ul HeZaltiueHoz) bpoja, ga 6u Wako uciio 6uio u
ca koegpuyujenitiom a, Ucitioza pauza, Hoiipe6Ho je u gososbHo ga byge uc-
Hyrb€eH Jeqan usu gpyeu og osa gea apuiimeliuyka yCaosed:

1° uau ga yeo 6poj AL byge gevug can + 1;

n

2° uau ga n Huje Kaxkae Upociti 6poj cmarbeH 3a jeguHULY.

Ia 61 ce TO MOKAa3a10, IPUMETHMO JIa, MOIITO jefHauYnHA (423) uma
MHTETPA y KOju ce y GnmsuHu Bpegroctd x = 0 MOXe pa3suTh y pep (424)
rudepeHIyjanta jeflHaYlHa Apyrora pena

(429) u” =@(x,u,u’)

Takobhe mMa HHTeTpall ¥ KOjU ce y ONU3WHK BPeJHOCTH X = () MOXE pa3sBUTH
y pen

(430) Cu=bx +bxt+bxt .
Jep, ako ce y jeqHaunny (429) U3BpIIN CMEHA
(431) (xu) =xu'"+u=y
u3 vera ce mobuja fa je
(432) y =xu"+2u’,
npeMa (425), (429) u (432) nobuja ce f1a je
Yy =x@(x,u,u)+2u" = f(x,u+xu’)= f(x,y)

U3 yera ce BUNM 3 (PyHKIHja
yl — (xu )/

3af0BobaBa jequaunuy (423). [lpema Tome je

(xu) = ax +a,x? +ax? +...
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a ojaTie ce, 3a MHTerpanl u Koju 3a x = 0 go6uja BpegHocT u = (), nobuja
n3pas

3

u =ijydx =Dy Sy 9305,
X 2 4

3
HITO IOKa3yje fja ce OH OfficTa MOXKe pa3BuTH y pent (430), Kao u TO a Koe-
cdunumjeHar b, Tora pefa uMa 3a u3pas
al

433 b, =~
( ) n n+l

MebyTnm, uctu KoedunujeHaT b, Moxe ce M3padyHaTH H noMohy
Opojena A, Huza (427), jep ce u3 jenHaunHe (429) y3acTomHUM AudepeHIu-
jalbemuMa foouja fia je

I/l”’ — a_(P + a_(p u’ a(p

+ Q=@
dx Ju E)u’(p 1

u////:a_(pl__*_%M/ a(-pl

ax ow VT T

W yOIIITe

00,_3 00, | ;L 09,
() = i=3 + n-3 -+ n=3 = 9, = 4, 5,
" ox ou . ou’ ¢ =92 (1 )

W3 Yera ce BAJM Jia je

(434) b, =2

nt’
VYjennauusiiu feche cTpane jegHavnne (433) u (434) nobuja ce xa je

n+1

a, = 7\’nAn’ ?\’n = )
n.

Ila 6u KoedunujeHaT @, 6UO jefHAK PEUHIIPOYHO] BPEIHOCTH KaKBOT
nenor 6poja, HoTpe6HO je 1 JOBOBHO 1° mwin fa uMeHUnal 6poja A, 6yme
nelbus ca n + 1; 2° unu ga A, Oyge peunnpoyHa BPEIHOCT KaKBOT IEJIOT
6poja. IIpema gpyromM nomohHOM cTaBy, IOLITO j€ IO IPETIOCTABUM 1 > 4,
na 6u cioB 2° 6O MCIyHeH, TOTpeGHO je ¥ JOBOJLHO fAa n + 1 Oyae cioxXeH
6poj, unMe je cTaB JOKa3aH.

Jepan cTaB coudYHE BpCTe MOXKeE ce JOKa3aTH U 3a NPBU H3BOA y’ IH-
depennnjanue jegnaunte (423). Popmupajmo nomohiny GyHRIM]jY
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(435) w(x’u):_____f(x,xu)—u

X
u moMohy mwe Hu3 QYHKIIja
(436) Y Vo, s, oo

IBejy IPOMEHJbUBHX X U U, KOJ€ Ce JeHa U3 ApYyre U3paduyHaBajy o peKyp-
CHBHOM O0paciy

—_ a\Vn—l aWII—l
Wn - ax +W au
ca MOYETHOM (PYHKIIHjOM
Yo = Y(x, u).
Youumo HU3 6pojeBa
C, Cy, Gy, ...

rae C, o3Hadyje Opoj Koju ce fobuja Kaj ce y (OyHKUHJH ¥ H3BPIIKA CMeHa

(437) x=0, u=f(0,0).
Tapa usMmeby HuI30Ba 6pojeBa
C5, C65 C7, vea
Ols, Olg, Oy, ...

rae ¢y o, KOe(uIMjeHTH pefa
Y =0 F O+ Ox

[OCTOjM APUTMETHYKA Be3a H3PAKEHA OBUM CTABOM:

Kag zog je koju og 6pojesa C, jegHax peyuilpo+Hoj epegrociiu
KaK60Z Ueno? (o3uliueHO? UAu HeZaitiueHo?) bpoja, ga 6u iakxo uciio ou-
10 U ca Koepuyujenition O.,, GOUWPeOHO je u goeobHOo ga byge UCiyrbeH je-
gaH uau gpyau og gea apuUiiMettiudka yCaosa.

.1
1° uau ga yeo 6poj o 6yge geswus cak + 1;
k
2° uau ga X Huje kaxae pocili 6poj cmarbeH 3a jeqUHULLY.
JTa 6u ce TO mOKa3aJio, CTABUMO Jia je
L=y,
X

[MapTUKynapHOM HHTErpay

(438) y=ax +ax’+ax’+...
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jenHaunHe (423) ofroBapa NapTHKYJIAPHU HHTETPA

(439) u=2L=co+ox+ox?+...
X
jemHavIHe
(440) u' =vy(x,u)

koju 3a x =0 gobmja BpeHOCT
u=a,= f(0,0).

IIpema jepnaunnu (439) U paHmjeM NpaBUWIy 3a M3padyHaBame Koe-
(pu1yjeHaTa HHTErpaIHoT pefa, Ouhe

(441) ¢, =S,
n!

ma nomro ce u3 (438) u (439) Bunu fa je y McTo BpeMe U
(442) €y = Aupi
ynopehemem jennaunta (441) u (442) gobuja ce na je
G

Ayyy = )
n!
a Kako je
an = (l’l + l)a)H-l
HaJa3" ce a je

Ia ce JOKa3 [OBPIIyje Kao 1 Y MPETXOHOM CIIydajy.
Hpeu npumep. 3a fudepeHnyjanny jJefHaYuHy

(443) y=2tl iy
X
je
y(x,u)=1+u

na ce HajlasH| fia je
Vi=VY, =Y =...=1+u
U IpeMa ToMe
C1=C2:C3=...=1.
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Jepnaumna (440) osne je
u =1+ u;

1 OHA MMa Kao NapTUKYJIapHH HHTETPAl
u=e-1
jenHaunna (443) mMa Kao ofrosapajyhu mapTUKYIapHH HHTETPa

y=x(e-1)
KOJU UMa 3a U3BOJ
y=(x+1)e -1
KOjH pa3BHjeH y pefl faje
2

y' =2x +—23—x2+—x3+——x +—x" +

Sy Los, T o 1
3 24 20 720 630

X+

Ila ce Ha TOMe pefly HeIOCPEeIHO MPOBepaBa Jla ¢y Koe(uIjeHTH OHUX CTe-
IeHa X, jeHaKH PelUIIPOYHO] BPEIHOCTH KaKkBora Iesor 6poja 3a Koje je
n + 1 cioxeH 6poj; OHH TO HUCY 3a OHE BPEIHOCTH # 3a Koje je n + 1 mpoct
6poj.

Jpyrn npumep: 3a audepeHunjanny jeqHaunHy

(444) y =2y fx2-y2
x
je

y(x,u)=~1-u?
Wi = Vi-u?, Yape1 = U,

_ 2 _
Waper = NI=u", Yapys = u,

Ia ce Hamasu fa je

u IpeMa ToMme cBHU Opojesu C, umajy 3a Bpegaoct 0, — 1, + 1. To nosonu 3a
pen y Koju ce MOXe Pa3BHTH U3BOX y’ [0 HCTOT 3aKJby4Ka Kao y IPBOMeE
npuMepy. A 3akJbydak ce IPOBEpaBa HEIIOCPEIHO HA HHTErpaly y KOjH je

y=xsinx
4YUjH CEe U3BOJ
y =sinx +x cosx
MOXeE pa3BUTH y pefl

y' = 2x-——2—x2 +—1—x3——1——x4+...
20 630
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23. APUTMETUYKE OCOBUHE UHTEI'PAJIA
JVNPEPEHINIATHUX JETHAYMHA

Y operbKy LITO NMPETXORU U3TIOXKEHE Cy HEKOJINKE apUTMETHYKE 0CO-
O6uHe KoeduiMjeHaTa a, MHTETpanHor pefa AudepeHInjadHe jeHaunHe
UM CHCTEMa, IIpBOra WM BHILIET pefa. O uHTepeca je ca3HaTH U 3a Toje-
NIWHE apUTMeTHYKe OcoOMHE camora MHTerpana. TakBe cy HIp. ocoOuHe
Be3aHe 32 BPEHOCTH KOje MHTerpal fo0uja Kaj| ce Y leMy HE3aBUCHO IIPOo-
MEHJbUBA KOJIMYUHA X CMEHU L[eJTUM OpojeM, WK 3a HyJle HHTerpala, lhero-
Be MAaKCHIMyMeé U MHHHAMyMe, HeTOBE aCUMITOTCKE BPEXHOCTH, MOjeIUHUX
TeMEeTPHjCKHUX eJeMeHaTa HHTeTpajiHe KprBe nnnuje utyd. Y osoMe he ofie-
JbKy OWTH JaT OIrOBOpP Ha HEKOJIMKA IIUTamka Te BPCTe, a KOja ce HapO4YUTO
THYY YJIOT€ ipocifiux Opojesa y YUCTO aHAIUTHYKUM NpOOIEeMUMa WHTe-
Tpanuje AU epeHIjaTHux jeHaunHa

ITocmaTpajmo ckyn pyHKIHja
y=@(x)

KOje UMajy Ty OCOOGHHY Jla 3a X = Ma KOJIUKOM I1eJIOM TIO3UTUBHOM OpOjy m
dyarumja gobuja Bpegaoct ®(m) Koja je payuornaaar 6poj. Heka cy p u ¢
Opojuitarn 1 IMEHWIAI] ToT'a PallMOHANHOT 6poja IMocle U3BPIIeHOT MOryh-
Hor ckpahuBama, Tako aa je

O(m) = P
q

JIaxo ce yBepuTH jja nocToje

1° rakBe dpyukuuje P (x) ma Kay rof je UMEHUNIAI ¢ Pa3iuvyaH Off Jefu-
HUIE, OH je yBeK csoxern 6poj. Taksa je Hup. npeMa Wilson-oBoj TeopeMu
(momohuu cras y 22. ofelbKy) dyHKIH]ja

@ (x) = L)
X
®yukuuje Te Bpcre oBie he Gutu o3HaueHe Kao yHkuuje A(x);
2° takBe dyHkuumje ®(x) ma Kaj roj je IMeHWIAl g pa3indaH oOf je-
NUHALE, OH Je YBeK ipociti 6poj. Taksa je Hup. omner npema Wilson-oBoj
TeopeMi, PYHKIM]ja

(D(x)z%z zax > 4.
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®ynxnuje Te BpcTe oBAe he 6uTn 03HaUEHE Kao yHkuuje L(x).
Ha mutame pa num anrebapcke qudepeHImjaite jeqHavdnHe

(445) fG,y,y, .., y")y=0

MOTy MMaTu Meby cBojuM mHTerpanuMa u pyHkmje A(x) wim W(x), MOXKe
ce aTU OBaj OTOBOP.

Cse o maHac no3Hate GyHKIHje |(x) Cy Xuilepiipancyergeriilite, Tj.
HUCY MHTeTpany HUKakBe jefHaunHe (445). Anm To He BaxXu U 3a (pyHKUH]je
A(x): gugpepenujanue jegnauune (445) moZy umaitiu Kao ceéoje uHitiezpane
@yuryuje A(x).

Jla 6ucMo ce 0 ToOMe yBEpWIH, TocMaTpajMo PYHKIHA]Y

(446) y = -1—(% e™ —'1) rmeje o =log2 =0,693147...
x

To je jenqna pyHKI@ja A (x), jep ce OHAa MOXKE HAIHCATH Y OOITUKY

B 2,\'—1 _ 1
X

y

a npeMa Fermat-0B0j Teopemn (mmoMohinu craB y 22. oiesbKy) u3pasz 2*71 —1
je meJbMB ca x Kafi Tof Je x Ieo mpoct 6poj; ako, fakiie, BpefHOCT PyHKuuje
y 3a x = eo 6poj UMa UMEHWIAll pa3NudyaH Off JeANHHIe, Ta] IMEHUIAI je
cmoxeH Opoj u y je jeqHa dpyHKIMja A(x). MebyrnMm, Ta pyHKUHM]a y je UH-
Terpas JUHeapHe jeTHaUNHe IIpBOTa pefa

(447) Cxy’+(l-ox)y—-oa=0.

Meby ¢yuakunjama A(x) MOTY ce pa3jMKOBaTH

1° jemne, Koje he OuTn o3Hauene ca A,(x), 1 3a Koje je A,(x) neo 6poj
Kaj TOJ je x 1eo dpociti 6poj, a pa3noMak Kaj Tof je x ieo c.ioixeH 6poj.
TakBa je Hup. pyHKIH)a

doy(x) = L0,
X

2° apyre, koje he 6UTH 03HAUEHE ca A,(x), 3a KOje, KaJl X He IpeMailia
jenan yTBpher 6poj M, BpegHOCT A,(x) HMa ropiky apUTMETHYKY OCOOHHY
yaxkmmja A (x).

3a o caja mo3Hate ¢yHKuHje A (x) HE IIOCTOjH HUKaKBa T epeHnu-
janHa jemHaumHa (445) Koja 61 BUX MMala Kao CBOje HHTETpae. AJH TO HE
BaXu 4 3a QyHKUHje A,(x): docilioje gugpepenyujasne jeguauune (445)
Wiitio umajy Kao c80j unitiezpan kojy og QyHxuuja h,(x).

JTa 6mcMo ce 0 ToMe YBEPWIIH, YyOUnMO (PYHKIH]Y
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(448) y:%(%ew—lj%—;—nﬁ'(}c)sinZﬂx

I7ie je a IpOon3BOJbaH panuoHaiad 6poj, a R (x) pamuoHanHa QpyHKIHja 06-
KA

1+1 1

X—c X—0 x—c,

R(x)=

a Ime ¢y, ¢y, ..., C, O3Havyje cKyl Fermat-oBUX OpojeBa KOjH HE IpEeMaIlyjy
matu 6poj M (B. momohHu cTaB y 22. OieIbKY).

JIako ce yBepuTH Aa ca TaKBOM CTPYKTYPOM palrOHalHe (PYHKIHje
R (x) dyHxumja y uMa Ty ocoOuHY fa nocraje 1eo 6poj Kaj ce x CMEHH Ma
KOJUM TIpoCTHM OpojeM, a fja I0CTaje pa3oMak KaJf ceé X CMEHH Ma KOjUM
CIIoXeHHM OpojeMm MamuM of M. Jep, npema Fermat-oBoj Teopemy, 3a x =
npoct 6poj npBu cabupak yHKLHje y je meo 6poj, a ApyrH cabupak nocraje
jemHaK HyJH; 3a x = CIIOXeH 6poj < M (ocuM x = ¢y, ¢y, ..., ¢, ) IPBH cabHpaK
je pasiomak, a Apyru cabupak jefHaK HYJH; 3a CaMe BPEJHOCTH X = ¢y,
€3,...,C, IIPBH je cabHpak 1eo 6poj, a APYTH je pasfoMak (ITO Ce BUH
npumenom L Hospital-oBor npapwuia Ha Taj cabupak). To moka3syje a pyHK-
IFja y OUCTa WMA OIITUKY (DYHKIH]a A, (X ).

Mebytum, itia ¢pyrkyuja y je unitiezpan jegHe gqugeperyujaite jegHa-
YuHe gpyzoza pega odauka

(449) Py"?+Qy' +8=0

rge ¢y P, Q, S monuHOMHE 10 y ¥y’ ; KOe(PUIUJEeHTH TUX IOJIHMHOMA Cy
paruoHanHe (PYHKIHje NTPOMEHIbUBE X YUjU Cy KOe(HIUjeHTH Lenn 6po-
jeBu. ITomuuoM P je gpyrora cremneHa, Q je Tpeher, a S 4eTBpTOr CTeneHa
o y u y’. Jemuaunna (449) no6uja ce kap ce jexnaunna (448) nudepennu-
jau [Ba myTa y3acTOIllle, IIa ce U3 TaKo KOOWjeHNX IBejy jefHaYnHa ¥ jefi-
HauuHe (448) enMUMUHALILY Sin 27x M COS 27X .

Kap je M < 341, momrro He MOCTOjN HUjenaH 6poj ¢, MamH of M, GyH-
KIuja y ce cBogu Ha QyHKumjy (446), a nudpepenunjanna jequaynna (449)
Ha jenHauuny (447).

Kap je M < 1105, momro mocroju caMo jegaH 6poj ¢, Mawbu of M, a To
je ¢, = 341, bynkuumja y je

__1[1 o ) a sin2mx
y=—=|=e"-1{+—- .
x\2 2n x —341

Kap je M < 4369, nomto mocroje camo f18a 6poja ¢, Mama o M, a To
¢y ¢ = 3411 ¢, =1105, bynkunja y je
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(450) y:l(lem—1)+i~ . N
x 2 2n x? — 1446x + 376805

II

3Ha ce fa mocroju GeckpajHO MHOrO (pyHKNUja 6(x) Koje Cy yHu-
copMHe y 1eN10] paBHU NIPOMEHJBUBE X M UMajy TY O[JIMKY [[a TOCTAjy jeji-
Hake HyJH 32 CBe lpocilie Opojese X, Behe off 2, a pa3nuyHe Cy of Hyje 32
CBe caoxceHe Opojese. AN HU jefHA Of TAKBHX (PYHKIM]ja HUje HHTerpaln
HUKaKBe jeqHaunHe (445).

Ilo amanoruju ca OHHM IUTO je KazaHO y naparpady I, mocrarma ce
IUTake: fia JIM UMa TaKBUX (pyHKUHja O(x) Koje 3aJ0BOJbaBajy KaKBY Of
jenHaunna (445), a IMajy Ty apUTMETHYKY OCOOMHY 3a cBe GpojeBe x WITo
He IIpeMaliajy jegas gatu 6poj M?

Oproeop Ha NMHUTalkE je MO3UTUBAH: HOcCiloje gugepeHyujaire jegna-
uune (445) witio umajy 3a unitiezpas xojy og iaxeux gpyHxyuja 6(x).

Jla 6u ce To BUAENO, MobuMoO Off jefHaUMHe NpBOra pefa

2
1 (Y 2
451 | L] +yr-1=0
sy 4n2(>«2j ’

rae je A, jemHa ox ¢dyHKuMja (448) u3 naparpada I. EnuMuHanujom TpaH-
cienpieHaTa ¢™ u sin 2mx u3 jemHaunHe (451) u ABejy jeqHAYMHA KOje ce U3
oBe mo0wujajy [BaMa y3aCcTOMHUM AN epeHnjajbebuMa, OIa3H ce [0 jeHe
anreb6apcke qudepeHnujanue jefHaunHe Tpehera pena

f(x, y, yl’ y//, ylll) - 0
KOja ¥Ma 32 jeJIaH CBOj TapTUKyJIapHU MHTEeTpas (PyHKIU]y
y =sin(27wh,)

a Ta (pyHKIHja, TpeMa apITMETHYKO] OcoOMHE (hbyHKUHmje A,, HocTaje jen-
HaKa HyJIZ KaJ je x Ma KakaB IpocT 0poj, a pa3lnuyHa je Off HyJle Kaf je x
KaKap CIIOXeH 6poj To He mpemania M.

Anu ¢pysruyje 6(x) TakBe BpCTe MOTY, IOpef IIpOCTUX 6pojeBa, Ma-
TH Ka0 CBOje pealiHe HyJe joul U ipyre OpojeBe KOjU HUCY LeJIH, IOIITO Ce
MOKE JECUTH Ja (PYHKIHIja A,(x) mocTaHe nieo 6poj u 3a KOjy BPEHOCT X
Koju Huje neo 6poj. ITocrasiba ce, fakie, TUTAkE: 1a 1M ©Ma TaKBUX (YyH-
Kumja 6(x) Koje 3af0BOJbABajy KaKBY fupepeHIujanny jefHadnny (445), a
Koje Gu mMaJjle Kao CBOje peallHe HyJIe IITO He NpeMalajy gata 6poj M, uc-
KJbYUYHBO npocte Opojese x?
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OpnroBop je ¥ Ha TO NMUTame NMO3UTHBAH: fociloje gugheperyujante
jegrawune (445) widio umajy 3a uniiezpaa kojy og iiakeux pynxyuja 6(x).
Taksa 6u HIIp. jenHa dyHKIH]a Ouna

8(x)=2—cos2mx ~cos2TA,

jep, fa 6 OHa 3a peayHo x [oOMIIa BPEIHOCT HYJY, TIOTPEBGHO je U JOBOJHHO
fa 6yne y jefaH HCTH Max

cos2mx =1, cos2TA, =1

IpBa jeffHaYNHa IOoKa3yje fa x Tpeba fa je meo O6poj, a Apyra aa je A, Ueo
6poj, na aakie Taj neo 6poj x Tpeba fa Oyae jeHaK Ma KOMe IPOCTOM Gpo-
j¥; 3a Ma KakaB clIoxeH 6poj 1ITo He npeMairia M To Hehe 6uTH cinyyaj.

MebyTtuMm Ta dynxknuja 8(x) je uHTerpan jegue anrebGapcke gudepe-
HIFjalTHe je[HaYnHe Koja ce fobuja eIMMIHALAjOM TpaHCIeHAeHaTa 13 je-
nuaywde (451) 1 OHEX HITO ce U3 e A00ujajy y3acTonHuM gudepenujane-
BUMa.

il

Y mornepy acCHMITOTCKHX BPEJHOCTH MHTErpaja anrebapckux pude-
PEHIMjaJIHIX JelHaYrHa MOXe ce TBPAUTH Aa M OHe MOTy OUTH y Be3H ca
npocruM OpojeBuMa. Tako, ¥Ma NpPOCTpaHUX Kiaca jef[HauYlHa IPBOra Uid
BHIIIET pefia YMjH OIIIITH, WM KOjU MapTAKYJIapHU HHTETPAN UMA 3a ACUMIL-
ftiotlicky 8pegHoCciti 6poj Koju ce uapaxcasa omohy dpociiux bpojesa witio
He Upemawiajy jegan yitiephern 6poj M.

YounMo HOp. jefHAUNHY ApYyrora peja

(452) Y ey + f(x)y =0

rae je ¢(y) pata ¢pyHKIHMja IPOMEHILHBE y, a f(x) maTa pyHKLHja IPOMEH-
muse x. CMeHOM

(453) y' =zY,
OJIaKIIE je&
(454) y” =Yz +YY'2?,

jennaumHa (452) mocraje

(455) 7+ +9Y)zE + fz=0.
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W3abepumo Y Tako fa Oyze

(456) Y +oY =0,
Tj. TAKO f1a je

(457) Y = o0,
na ce jeqHaunHa (455) cBom Ha

(458) 7+ f(x)z=0,
a OBa MMa 32 OIILITH WHTerpal

(459) 2= Cle W

rje je C’ WHTerpaHWOHA KOHCTAHTa.,
Ilpema oGpacuuma (453), (457) u (459) onmmTu MHTErpan jefHavYnHE

(452) je
(460) y= ‘I{C"'C,J‘ e‘y""(*‘)dxdx],
0

e y = y(f) 03HaUyje HHBEp3Hjy HHTErpana
(461) Jej"’(”dydy =1

Younmo cnen;njanaﬁ citydaj xap je:
1° unBep3uja Y (¢) meproauyHa (PYHKIHK]a NPOMEHIBUBE f;
2° ¢pyukimja f(x) EMa OOIHUK

_q_ Pulx)
(462) fx)=1 Pox)’

rie P, o3Hauyje nonmHoM (m — 1)-or cTeneHa

2 m-—1
(463) P(x)=1+Z+% 4 45—
‘ 2 3 m

I7e Cy HIMEHHOIHU cabupaKa WIAHOBH MPUPORHOr HA3a LeuX 6pojesa Koju
He peManiajy m.
Tapa je

Jf(x)dx =x —logP,(x)

1 opeMa TOME
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e IIWd = gmxp (x),

Onmry wHTErpan jexHaunte (452) je gaxire

(464) y= w[C + C’J‘ P.(x) e'*dx},
0
a aCHMIITOTCKA BPEJHOCT y(eo) UHTETPAJIA 32 X = oo J&
(465) y(e) = y(C+CT,),
rae je

Im :L1+L2 ++Lm,

L,=

S

J:oe—xxn—ldx — (l’l - 1)'
0 h ’

ITourro je, mpema panujeM moMohHoOM cTaBy (22. ofierbax)

Y

3a n = npoct 6poj M=M—l,
n n
Y

3a n = cIoXeH 6poj (ocuM 4) (n=D'_ N,
n

3an=4 le_l’
n 2

(rme cy M u N uenm 6pojesu), To he 6utn
y(eo) =y (C+C’s,, —C'A),
rae je A meo 6poj, a s,, 03HaYyje GpOjHy KOHCTAHTY

1

466 =—
(466) =

jenHaky 36Hpy peIUIpOYHUX BPETHOCTH IPUPONHOT HU3a IpOCTUX 6pojeBa
KOjH He TIpeMaltiyjy m.

AKO ce y3My y 063Hp OHH MHTETPald y IITO OATrOBapajy BPEJIHOCTH
HHTeTpalioHe KOHCTaHTe

(467) C'=w,

e je o exeMeHTapHa nepuofja dyakuuje y(¢), 6uhe
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(468) y(eo) = y(C+ws,),

13 Yera ce BUIH fia:
Anzebapcka jegnauuna gpyzoza pega (452), kag ce y woj aaZebapcke
pynxyuje f(x) u 9(y) usabepy Ha Zope HasegeHu HAUUH, UMA JeGHY KadCY
UHIeZpara y witio asuce 04 jegre uritiezpauytione koucitianite C u uuja ce
ACUMTTNOTCKA 8pegHOCT uspaxcasa Homohy Upupogroz Hu3a apociiux
bpojesa marbux og jegHoza ogpeberoZ bpoja.
Takas je HIIp. ClTy4aj ca jeTHAYMHOM

G+ HHA=y>)+yy’? =0,

Kaj je f pauuoHanHa ¢yHKIOFja npoMeHbUBe x oOnuka (462). Toj jen-
Ha4yWHA OfiroBapa ‘

<p(y)=1_yy2, Y = 1-y2, () =sint,

TaKo f1a je HBEH OINIITH HHTETPAN
y =sin [C +C j P, (%) dx}.
0

Ona Kjaca HHTerpajla Te jeJHauYMHEe WIITO OAroBapa BPEgHOCTH -
C’ = 2m xoHcTa"Te C’, UMa rope HaBeJ[eHy ApUTMETHIKY OCOOHHY: BHXO-
Ba aCHMIITOTCKA BPEJHOCT je

y (o) =sin(C + 27s,,).

AY

ITojeguHM reOMETPHjCKY €JIEMEHTH MHTETpaliHe KpUBe JINHU]je TaKobe
MOTY OWTH y Be3H ca NpOCTHM GpojeBHMa U U3paskaBaTH ce IoMohy OBHX.
Kao npumep, oBfe he O6uTH moka3zaHa TakBa Besa IITO IOCTOJH u3Meby
npocTux OpojeBa ¥ MOBPIIMHE HHTETpAIHE KpYBe 3a anrebapcKy fudepeH-
[UjaJIHy jeqHavnHy fpyrora pepa (popMupaHy Ha OBaj HAUKH:

ITobumo op nuHEapHe jefHaYUHE IPBOTA pefia

(469) FO)Y +o(x)y+y(x)=0

TIe je

B_ o
Fle) =", p(x) =~ (ae), W(x)=_(x x)
X x -1
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aau P (o< ) o3nauyjy 1Ba Ma KakBa IieJia Io3uTHBHA Opoja Beha of 4.
Kay ce u3 (469) u jequavunue
N @+ )y +ey+y =0
KOja ce gobuja nudepeHnujabemeM jefHaunHe (469) enumunuiie e*, go-
6uja ce jeqHa T EepeHndjalHa jJefTHaYNHA Jpyrora peia
(470) F(x,y,y,y")=0
e je F IoIMHOM 1o X, y, y’, y”; TO je jeqHaunHa Koja ce OBJIe UMa Y BHNY.
JemqnaumHa (469) MMa Kao jefaH CBOj NapTUKYJIIApHU HHTerpas (PyHK-
Ly

—x B_ o
(471) y= [
x5 x—1

na he wy UMaTH 3a MapTHKYTapHU HHTETpan u jenHauywmHa (470). MHTe-
rpajiHa KpuBa Ipoja3y Kpo3 KOOPAMHATHH NOYETaK, IMa ca JeCHE CTpaHe
. ocoBuHe Oy jelaH NO3UTHBHM MaKCUMYM H OCOBHHA Ox jOj j€ aCUMIITOTa, a
y ICTO BpeMe H upka y mo4eTky, To ce BUM U3 TOra IITO je

B_ ,a
(472) R A T S L
x—1
npemMa 4emy je
SoB_ Lo o o+l B-1
L A O s RS
xg x-1 o+l o+2 B

JemHaynHa MHTErpajHe KPUBE MOXKE Ce, JaKyie, HalluCaTH y 0OIuKY
y=¢"P(x)
rae je P (x) monuuoMm (472). 3Bogx y’ je
y=0(x)e"

e je Q MoIMHOM
p-1
0(x)=P' (x)=P(x)= -2 x4 Cx® + Cpx* 4. -2,
o+l B
a C}, Cy,... Cy KOHCTAHTE H3paxKeHe oOpacueM
_(o+k)? —(a+k+1)
o (o+k)(a+k+]D)
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W3 Tora ce Bupu fa he 3a x = 0 6uty y’ = 0, Tj. fa HHTeTpallHa KpuUBa
MOAUPYj€ aICIHUCHY OCOBHHY ¥ KOOPAMHATHOM I0YETKY. A IOIITO je Gpoj
o+ k Behn op 2, koedunujentu C, Cy CBH MO3WTHBHY, TAKO JIa MOIUHOM
Q(x) nMa cBera jefHy IPOMEHY 3HaKa CBOjUX cabHpaka, a peMa ToMe OH
“Ma HajBHUIIE jeflHy HO3WTHUBHY HyJy. Ta Hyja ofucTa MocToju, jep 3a Jo-
BOJbHO Mally IO3WTHBHY BPEJHOCT X BpERHOCT ((x) je IO3UTHBHA, IOK 3a
BPJIO BeJIMKE BPETHOCTH X OHA je HeraTuBHa (nowmTo je f — 1 HajBumm cre-
neH y nonuHomy Q). Toj jenunoj Hy M nonmHoMa  OArOBapa jefHa Mak-
cumanHa GyHKIH]a y, jep Kaf Ou To OMO jefaH HbeH MEHIMYM, (PyHKIHja Ou
Mopana nmpohu Kpo3 joml jegfaH MaKCUMyM IIp€ HO IITO MOYHE ONajaTH u
TEXUTHU HYJIM KA0 TPAaHUIHO] BPETHOCTH.

Henokymnua moBpigHa S HHTErpajHie KpuBe JIMHHU)e, IITO Ce Hallas3:
ca ieCHe CTpaHe OpHHATHE OCOBUHE, IMa Taja OBY apUTMETHYKY OCOOHHY:

Kag Zzog je Glospwuna S uspaxcenHa KaKsum geyumanrnum 6pojem,
geyumantu geo mioza 6poja jegrnax je goiiyHu go jequHuLe JeUUMAIHOZ gena
36upa peyuiipoynux épegrHociiu céux apociiux 6pojesa wiilio ce Hanase
usmeby o u B.

ITa 61 ce To HoKa3ajuo, mobmmo of ob6pacua

§=[ydr=[ePxdx
0 0
u3 Kora ce fjobuja f1a je
S=Ags1 +Agsr + g+

rme je

1§ et ox
A, =—Jx" le™dx
g

IITO MpeMa TO3HATOM HHTETPATHOM o0paciy

Jx”e“dx = p!
0
naje
A = (n-1!
H n .

ITpema momohHOM cTaBy U3 22. OfielbKa, Kaj| TOXL je n > 4 KakaB CJIo-
xeH 6poj, dakropujen (n—1)! je gemUB ca n, a XKaj rof je n > 4 Kakas
npocr 6poj, ouhie

(n=D!_ Ieo 6poj—l.
n n
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ITpema Tome he 6utn

S = neo 6poj—(l+—1-;+ 1”+...]
p p P

raecy p, p’, p”,... y3acTONHU NpOCTH OpOjeBH WTO ce Hamase nuameby o u B,
Kao ILITO je Tpe6ano JoKa3aTu.
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Hszmeby gea paitia Ha Ynusepsauitieiiiy y beozpagy usaasuana je cepuja
Ipegasarwa na beotpagckom ynusepsuiteiisy. Behuna osux Krouza wiitia-
Mmiiare cy cpegciisuma uz 3agymbune Jlyke henosuha Tpeburya (1854—
1931), meby Hajeehium gobpoitisopuma Yrnusepsuitieitia y Leozpagy.

Iopeg usnoxene gae kruze, Muxauno Ileiliposuh je y 080j cepuju
o6jasuo jow jegan yubenux Pauynamwe ca 6pojuum pazmayuma, beozpag,
1932. (IlogpobHruje y krouau 8 Cabpanux geaa Muxauna Ieitiposuha.)



OBA YIIBEHUKA
MUXAWIIA ITETPOBURA

Y oBoj kwusu Cabpanux gena Muxauna Heipoeutia (1868—1943) uznoxena
Cy BEroBa [ipa yIOeHHKa: Eaudiiliuuke gpynxyuje u Urniliezpayuja gupepenyujan-
HUx jegnavuna iiomohy pegosa.

IIpaxkruuno, oBu IleTpoBuheBH TEKCTOBH Y CAfaullbHM OKBHPHMA HOCE

‘meyat 4eTBpTOr u3fama. Hanme, mkoncke 1925/26. rogure ITetposuh je 3anoueo
CBOj KypC eMUOTUYKUX PYHKIHja 3a CTyAeHTe MaTeMaTHKe Ha PunozodceroM da-
KynreTy y beorpagy. Y To BpeMe OBaj ce IpefMeT HHje IoJjiarac oJBojeHo, Beh y
cactaBy MaTemarnuke ananuse (Ipyru neo). IleTposuh je JO3BONNO fla CTYEHTH
HaYyMHE CKPHUITA O eJUNTHIKUM (PyHKIHjaMa 110 BerOBUM NpeflaBamuMa. Tako je u
6us0, a Mpodecop je NPUIPEMIbEHA CKPUIITA MIPETIERa0 U OfOOpUG 3a TUTOrpadn-
came (yMHOXaBame). To je BpeMe IpBUX MONUHA pafa YIpyXKeha CTyfeHaTa MaTe-
MaTuxe YHuBep3utera y bBeorpany (ocHoBano 1926), te oro Beh 1927. rogure
usgaje nurorpacducana Ilerposuhesa npefgasama nox HasuBoM Teopuja eauiiitiu-
ynux ¢pynxyuja (ctp. 138; 20,6 x 29)! Opa ckpunTa CTyIEHTH Cy IOHOBO M3[AJIH U
Hapense, 1928, roguHe. 3aHUMIBMBO je IPUMETHUTH [ CY CTY[AeHTH MaTeMaTHKe
oBa npefaBama u3ganu u 1937. rogune, He 3Hajyhu ma npodgecop Ilerposuh npn-
mpeMa y TOj MCTOj TOAMHY IITaMIaHy yIIOeHUK NOJ Ha3UBOM Eauiiiiuike yHryu-
Je.

Y 1929. roguHN NOjaBHIIA CY CE JOII jef{Ha CKPHUIITa IPUIpeMIbeHa Ha CIMIaH
HayuH — HniieZpayuja gupepenyujasnux jegnawuna domohy pegoga. Paguno ce
takobe o mpepasamuMa Muxauna IleTpoBuha, 0Baj IyT y OKBHPY IpEAMETa
Judepennnjande jefHaYUHE.

Kao wro je HaBeneHo, [leTposuhepa KibHra 0 eMUNTHYKEM (yHKHHjaMa
m3annia je 1937. ronune Ha 131 crpanm copmara 8°, y usnamy 3anyx6une Jlyke
henosuha Tpebumna (1854—-1931), penukor fobpoTBOopa YHUBEp3UTeTa ¥ Beo-
rpany. Kmura je usamna y cepuju Ilpegasarsa na Beozpagckom ynusepauitieiny y
500 mpumepaka. Hapenne, 1938. roguse, y TOj cepHju je UCTH U3[[aBa4d 00jaBUO
yn6erux HnitieZzpayuja qugpeperyujarnux jegnaquna ilomohy pegosa Ha 219 crpa-
Ha popMmaTa 8°, Takobe y tupaxy of 500 npumepaxa.

L. Tpudynosuh, Jeiofiuc xusoimia u paga Muxauasa Ieiiposubha, CAHY,
Beorpan 1969, crp. 325-329. '
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Tako ce moroguno ja Kpaj cBor pagHor Beka Muxamno Ilerpoeunh o6enexu
yUOGEHUKOM U3 AU(EepEHIUjATHIX jeJHaYnHa, OGNACTH Y KOjOj je MoYeo cBOj Hay4-
HH onyc faneke 1894. rogune aHaMUTAYKOM TEOPHjoM A (pePEHITHjaTHIX jeqHATH-
Ha2. I[Ipyu TOM Basba MOMEHYTH [ia je, 3a Pa3NIKKy Off CBOJHX HPETXOAHHIKA, KAO IITO
cy, Ha mpmmep, HJumurpuje Hemwuh (1836-1904) u Bormam TaBpunosuh
(1864-1947), HeTposuh n36erao ma ce yIUyCcTH Y MHCAE YIGEHHKA ¥ MIATHM TOMH-
Hama. Y MOYeTKY Ce TPYAKO [ia LITO BUIle OPUTHHATHUAX HAYYHUX IPHIOra 00jaBH
y HajyriegHUjUM CBETCKHM YacOIMCHMa, a Nucame yubeHWKa W MOHOrpaduja
OCTaBHO je 3a NIO3HHUje TONUHE.

Tpeb6a kasatm Hexonuko peuu o yaeny Hparocimasa C. MuTprHOBuha
(1908-1995) y npunpemu ynGeHnka o enuntTHukuM yskuujama. Kapa je Ile-
TpoBHh MOTNYHO NPUNPEMHO pyKomuc Eaufiiiiuuke (yHKyuUje 3a 1ITaMITy, MIIagd
Mutpurosuh (610 My je 29 roguHa) IOHYAMO ce 12 BOAM KOpekType. U3 jemHor
TleTpoBuheBor mucma MutpunoBrhy, Koje je o6jaBuo MareMaTHUKu BeCHUK 12
(1960), ctp. 165, ca3najeMo Aa je pyKONIUC Npefar WwraMnapyja 5. janyapa 1937. ro-
RMHE, 1a je KOpPEKType pagro Murpurosuh, a Aa cy nocje Tora 3aBpIIHHE Iperien
o6asunu Muom Pagojunh (1903-1975) u cam TleTposukh.

Mrurpunosuh, Kao IleTpoBuhieB yueHuK y npaBom 3Hauewmy peun (cTynuje,
JKOKTOpAT, CapajHUK) U fajke je, Ha HeKH Ha4YuH, ,,BOJHO padyHa“ O OBHM yUGeHH-
mama. Taxo je o6japuo pedpepare o kwurama y Jahrbuch iiber die Fortschritte der
mathematik, 63, crp. 998, ogHoCcHO 64, cTp. 419. HaBopuMo nipeBoy npuKkasa yoeHu-
Ka o HHTerpandju audepeHnyjaniux jefHaunHa nomMohy peposa. , IIpennsno u cu-
CTEeMaTCKO U3narame MeTofie Briota-a 1 Bouquet-a o HaTerpanuju gudepennujan-
HHX jefiHa4MHa NpBor pefa noMmohy Tejnoposux pefosa. IlojegHoCTaBIBEHN IOCTY-
nax ofipebuBama KoedunrjeHaTa pejga Koju npeacrasba uHTErpan. M3 osor no-
CTYIIKa clefie CTaBOBU O KoedunujerTuma. OTKpuha 3a jefHauuHe BUIIET pefa 1
cucTeMe jefHa4yuHa. FIHTepecaHTHa apUTMETHYKA CBOjcTBa KoeduuyjeHaTa, Kao 1
caMuX MHTerpajua.”

OBuM npukazuMa MurprHOBHh je CKPEHYO CBETCKO] jaBHOCTH NAXKIbY fa Ce Yy
Beorpany, Ha YHusep3urery, seh npenajy 030MIbHE HayYHH Te4YajeBU CTYJEHTAMA
MareMaTHKe.

TTIoBogom croropummune pohewma Muxauna Ilerposuha, Ha npepnor H. C.
Murpurosuha, ,I'pabesuncka kwura” u3 beorpana npemramnana je Ilerposuhe-
Be KBure Fauiliiuuke pyuxyuje n Uuitiezpayuja gugeperyujasnux jegnasuna iio-
Mmohy pegosa u u3nana ux 1969. ropgune y Tupaxy o no 2000 mpumepaka. Penax-
TOpHU OBHX M3fama Gunu cy Munopag Bepromuuo (1929-1980) u Ilerap Bacuh
(1934-1996). 3a oBo u3pame, npodecop Murpunosuh Hamucao je cTyaujy o Mu-
xamy IlerpoBrhy, myHy Hojaraka U3 XHMBOTa H Jiella CBOT podecopa.

Capamme u3fame peAuroBaHo je Ipema opuruHaiduma u3 1937, ogHOCHO
1938. ropgune, npu 4eMy Cy, HapaBHO, KopumheHa 3amaxkama Koja Cy YIHHHIH
MPETXONHHI PEJAKTOPH.

2 M. Petrovich, Sur les zéros et les infinis des intégrales des équations differentielles
 algebriques, Thése, Paris 1894, p. 109.
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Texcrosu o KojuMa je ped, ocuM yIIGeHIUKOT, UMajy CBAKaKO M MOHOTpad-
cKku KapakTep. HanMe, y muMa ce, yak U ca [JIefUIITa JaHallllbe HAYKe, H3T1aXy
TeMe Koje 4ecTO HMCY cafipKaHe y CTaHAapAHHM VHHBEP3UTETCKUM KYyPCCBHMA.
HcTuHa, HEKE O THX TeMa HUCY JaHac y aKTYEJHOM TPEHJY Pa3Boja MaTCMAaTHKeE,
aJIi CBaKaKo OHE cajpKe JOBOJBHO HHTEPECAHTHUX HeTalba U 3a JaHAIlkEeT YUTAO-
ua. IToceGHO ce TO OHOCH Ha IOjMOBE O ENHNTHYKAM (PYHKIUjaMa KOju Cy jefHO
BpeMe OWIM IIOTHCHYTH U3 YHUBEP3UTETCKUX KYpPCEBa, aJId KOJU ¥ HajHOBHJUM J0O-
crTurayhnMa MaTeMaTHKe IOHOBO 3ay3MMajy 3aciysKeHo MecTo. ToMme ke curypHo
JIOIIPHHETH HaJHOBYja HCTpaXUBama Be3aHa 3a anrefapcke Kpuse Koja cy, u3meby
OCTaIIoT, JOBEJa J0 pellekha PepMaoBor IpobaeMa.

Jeman o pasnora LITO ce HaBEJEHM TEKCTOBH HE MOIY, Y IPAaBOM CMHCITY TE
pedn, cMaTpaTH MoHorpadujama, jecte HegocTatak AeTabHuje onbnuorpaduje.
3060r Tora He MoxeMo pehH KOjuM cé OCHOBHHM H3BOpUMA ayTOP KOPHCTUO IPH-
JUKOM IpHIpeMama KIkNTa, Mafla je CUTYPHO f1a Cy TO OUJIM TEKCTOBH HETOBUX
¢ppannyckux npodecopa. Takobe, HHje jacHO fa nu ce HEKM Off pe3yiTaTa MOTY
npunmcaTi camom Muxamny ITetposuhy. [Tpu ToMm, caMm ayTop je aKTHBHO pajio y
HaBefeHUM ob6nacTuma. Tako, Ha pumep, y 06/1acTH JBONEPUMOANYHUX (hYHKIIH]A,
3HA4ajHU Cy HErOBH pafiOBLU: ‘

1. Un mode général de representation des fonctions elliptiques, CR Acad. Sci.
Paris 198 (1934), pp. 698-700.

2. Uspaxaearbe gao-tiepuoguunux yrrkyuja Homohy ogpeberux unitiezpand,
I'mac CLXV (1935), crp. 137-152 (ca J. Kapamarom).?

3. pubauncro uspaxcasarse eAUHIUYKUX HOMORY eAeMeHIUapHUX QyHKYU]a,
Tnac CLXXXIX (1946), crp. 47-70.

TloceOHO je 3aHMMIBUB paj NOA 2, 3aTO LITO j& Yy EBeMy UCIPaBIbeH jellaH
norpeman pesynrat Iloenkapea® o npejcraBbamy ABONEPUONHYHHEX (DYHKUMjA
nomohy urTerpana. To je, uHawe, O CBOJ IIPIIKLY, jeIHHU paj y KojeM je ITeTpo-
BMh MMao kxoayrtopa — TO je OMO meros Haj6ospu yueHumk Josanm Kapamara
(1902-1967).

C ppyre cTpase, Kao WTo je Beh pevyeno, aHaTuTHYKa TeopHja fudepennn;ja-
JHEUX jefHa4YuHa je Guma mpea obnact y Kojoj je [leTposuh naBao Hay4ie NpUIore.
Hekako y ucro BpeMe Kafa je paguo Ha Kmusu MuitieZpayuja gudepenyujannix
jegrawuna iomohy pegosa, oH je v Akagemuju Hayka 29. HopeMOpa 1937. ropune
caonmtro pag [Hoillenyujasni peqosu Willo u3paxcasajy oLy UKIeZpan KaKee
gupepenyujanne jegrauune iipeoza pega ('mac CLXXVII (1939), crp. 31-42)5.
Ospe je ITerposuh ca cTaHOBHINTA HAYYHE paclpaBe [IOKA3a0 IpaBy OPUIHUHAIHY

3 OBaj pap je objasmwen 1 Ha hpaHyckom: M. Petrovitch—J. Karamata, Representations
des fonctions dobulement periodiques au moyen des integrales definies, Acad. royale de Serbie,
Bulletin A, 2 (1935), pp. 239-243.

4 H. Poincaré, Sur les invariants arithmétiques, Comptes Rendus du 10me Congrés de
1’Assoc. franc. pour I’avancements des Sciences (1881), pp. 109-117.

Sn 0Baj paj je o6jaBibeH U Ha dpaHLyckoM: M. Petrovitch, Serie taylorienne exprimant

Uintégrale générale d’ une équations différentielle du premier ordre, Acad. Royale de Serbie,
Bulletin A, 5 (1939), pp. 21-23.
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npusia3 WHTErpaumju noMohy pejoBa, WTO Cy M NOTBPAMIAM ¥ pedepaTUBHUM
yaconucuma P. Franklin (MR X1, p. 247), H. Geppert (Zbl. 21, S. 225) u H. Wittich
(FdM. 65, S. 369-370).

Hayun usnaramka MaTepujana y yuOeHnnuMa je Henocpenal o jacan. Ca rie-
AMLITA BEEBOA CTPOTOCTH KOJH je yOOHYajeH y caBpeMEHMM YHOSHHIUMA, BepO-
BaTHO On ce MOIJIe CTAaBUTH U3BECHE 3aMepKe, Ha IpUMeEp, KOj 00pa3arama HeKuX
IPaHUYHUX IIpea3a WM KOf Ipelu3Npamka HeOMXOJHUX i JOBOJBHUX YCIIOBa KO
CTaBOBa O €r3MCTECHIM}U U JEANHOCTH pelletba. MebyTiM, maxkipuBr YdTanal J1ako
MOK€E CBaKO Off THX ,,CTIOPHUAX" MECTA NOIYHUTH NPENU3HUjUM obpasioxemem. C
Jpyre CTpaHe, HUBO M3J1arama je y HEKHM [IeJI0OBAMa 1 BHUIIH Off OHOT ¥ FaHAIIEKUM
NOJHMIZIOMCKUM KypceBUMa. Taxo , Ha npuMep, y 06a yiIbeHuKa ce cnobojHo Kopu-
CTe Pe3yATaTH O aHAIHTHYKMM (DYHKUMjaMa KOMIIEKCHE IPOMEHIBHUBE K [Eed0KY-
IIHO K3Jarame nogpa3syMeBa ofrosapajyha 3Hama.

Kao n y ocranum Kmwurama opux cabpanux fena, IpWIKKOM peJuroBama Te-
KCTa U3BPIIEHE Cy CaMO OHE M3MeHe Koje ¢y Ousle HeonxonHe. Taxko cy, HapaBHO,
UCIIpaBIbeHE IUTAMIIAPCKE TPEIIKE M HEKH CHTHUjM IPOIYCTH CyLUTHHCKOT Kapak-
Tepa KOjuX HUje GMII0 MHOrO (HEeKH Off HhUX YOUCHH CY Y NPETXONHO] Peakiuju).
ITpaBonuc je mpunarobes caBpeMeHOM, alK TEPMHUHOJIOIH]ja Hifje¢ MEHaHa, YaK HU
TaMmo rfe Cy OACTYNarma PENaTUBHO BEJHUKa y OfHOCY Ha cafjammy. Tako, Ha
opuMep, 3aApKany ¢y TEPMUHN , MHTeTpauyja’ 1 ,,HHTerpan’ yMecrTo ,,pellaBame’
u ,peniewme” fudepeHurjante jefHavnHe, ,,BpcTa’ yMECTO ,,Iopefak’ uene pyHk-
mmje u cnmano. Takobe, HACY BplieHe KOPEKIMje Y CMUCITY IpuiIarobaegama KOHBE-
HIHjaMa KOje C& YIVIaBHOM cafa KOpHCTe, IO KOjUMa Ce, Ha NPHUMED, CIUNTHIKE
dyuruuje He yOpajajy y enemenTapHe. M, HapaBHO, 3aip>KaH je CTUI U3JIararma
Muxauna ITerporha kKoju je BeoMa KUB M KOjH, HPETIOCTaB/baMo, OpaxaBa i
CTUN HErOBUX HpelaBama Koja cy 6uia Bpno nonynapHa. Ilerposuh Huje 6uo
upodecop KOju ce cTyIeHTUMa ofpahao BenukoM cTporomthy u npodiemuma Te-
IIKMM, CKOPO HEPELIHBHUM 34 Taj y3pacT. Tpaxuo je [OoCTyIHOCT , IpauBa‘ CBIMa,
,»KO KeJ¥ BUIE, eTO My YaCONUCH U [iela HA CTPaHIM jJe3unuMa‘’ — FOBOPHO je Je-
cro Ietposnh.

Kao neHsnoHUCaHM PEOBHY NMPOQecop YHUBEP3UTETA aHIaKO0BaH je la XO-
HOpapHO npefaje cryfeHTuMa mareMaruke (1938-1941). To je ynnmo ca 4 Jaca He-
nemuo npepnabajyhu 6am HuiieZpayujy gugepernyujasnux jegnavuna domohby
pegosa. To je U BpeMe Kafa Cy ce MaTeMaTU4apH B3 cTape 3rpaje Y HABEP3UTeTa
npecemta y HoBy (1938) u 610 je cas cpehan 360r Tako BEJIUKOT TPaHamka CTPYKeE
U BeoMa TIOBOJLHHX YCIOBA 34 pajl.

Heocnopro, oBe IleTpoBuheBe Kmure cy yuOEHHIN 3a CTYAEHTE U OFCITH-
KaBajy HUBO OHJIAIILE HACTABE Ha Y HMBEP3UTETY, Kao ¥ caM npodecopos cras. Ca
JaHalIbEer CTAHOBUIITA ¥ HbUMa UMa apXaluvHOCTH, HENOTIYHHUX UCKa3a ¥ CJMYHO.
Aum, oHe gaHac NPEACTaBibajy UCTOPUjCKH CIIOMEHHUK, OHE HEONXOJHE CTeNeHMIE
KOjMa ce Hallla MaTeMaTHKa IIe Bhajia.

3opan Kageabyp?
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