
ÓÍÈÂÅÐÇÈÒÅÒ Ó ÁÅÎÃÐÀÄÓ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÊÈ ÔÀÊÓËÒÅÒ

Àíèòà Çëàòè£

Íåêè òåñòîâè çàñíîâàíè íà áèíîìíîj ðàñïîäåëè

� ìàñòåð�ðàä �

Áåîãðàä, 2017.



Ñàäðæàj

1 Óâîä 1
1.1 Áèíîìíà ðàñïîäåëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Òåñòèðà»å õèïîòåça . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2 Ñòàòèñòè÷êè òåñòîâè 10
2.1 Áèíîìíè òåñò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.1.1 Ïðèìåðè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.2 Êâàíòèë òåñò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2.1 Ïðèìåðè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3 Mî£ òåñòà 39
3.1 Áèíîìíè òåñò-ñèìóëàöèjà ó R-ó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.2 Áèíîìíè òåñò-òåîðèjñêè íà÷èí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.3 Êâàíòèë òåñò-ñèìóëàöèjà ó R-ó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4 Çàê§ó÷àê 52



Ïîãëàâ§å 1

Óâîä

1.1 Áèíîìíà ðàñïîäåëà

Çà îïèñ îâîã ïîãëàâ§à êîðèñòèëè ñìî ê»èãó ”Ñòàòèñòè÷êå ìåäîòå ó ìåòåîðîëîãèjè
è èíæå»åðñòâó”, ÷èjè ñó àóòîðè Â. Jåâðåìîâè£, J. Ìàëèøè£.

Ïîñìàòðàjìî èçâî¢å»å íåêîã åêñïåðèìåíòà, ó êîìå ñå jåäíî èçâî¢å»å íàçèâà
îïèò. Ïðåòïîñòàâèìî äà ñó ó ñâàêîì ïîjåäèíà÷íîì îïèòó ìîãó£à ñàìî äâà,
óçàjàìíî èñê§ó÷èâà èñõîäà, êîjå íàçèâàìî ”óñïåõ” è ”íåóñïåõ”. Îâà äâà òåðìèíà
(óñïåõ è íåóñïåõ) ñå êîðèñòå ñàìî ðàäè ðàçãðàíè÷àâà»à äâà ìîãó£à èñõîäà è
íå îçíà÷àâàjó ”êâàëèòåò” íåêîã äîãà¢àjà. Âåëèêè áðîj åêñïåðèìåíàòà ìîæå ñå
ñòàòèñòè÷êè êëàñèôèêîâàòè íà îâàj íà÷èí. Íà ïðèìåð, ïðèëèêîì áàöà»à íîâ÷è£à
ìîãó£à ñó ñàìî äâà äîãà¢àjà: ïàä ïèñìà èëè ãðáà, ïðîèçâåäåíè àðòèêàë ìîæå áèòè
èñïðàâàí èëè íåèñïðàâàí, èñïèò ñòóäåíò ìîæå ïîëîæèòè èëè ïàñòè, è jîø äîñòà
äðóãèõ ïðèìåðà. Ó ñâàêîì îä îâèõ ïðèìåðà, ó çàâèñíîñòè øòà jå ïðåäìåò íàøåã
èñòðàæèâà»à, jåäàí äîãà¢àj îçíà÷àâàìî êàî ”óñïåõ”, à äðóãè êàî ”íåóñïåõ”. Òàêàâ
îïèò, êîjè ìîæå èìàòè ñàìî äâà èñõîäà íàçèâà ñå Áåðíóëèjåâ îïèò, ïî øâàjöàðñêîì
ìàòåìàòè÷àðó Jàêîáó Áåðíóëèjó (1654 - 1705).

Jàêîá Áåðíóëè 1671.ãîäèíå ìàãèñòðèðàî jå ôèëîçîôèjó íà

Óíèâåðçèòåòó ó Áàçåëó, à 1676. äèïëîìèðàî òåîëîãèjó, ïî

æå§è ñâîjèõ ðîäèòå§à. Ó èñòî âðåìå ñòóäèðàî jå ìàòåìàòèêó

è àñòðîíîìèjó ïðîòèâ æå§å ðîäèòå§à. Jàêîá jå çàïî÷åî

ìàòåìàòè÷àðñêó òðàäèöèjó ó ñâîjîj ïîðîäèöè.

Êàæåìî äà ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà èìà Áåðíóëèjåâó ðàñïoäåëó ñà ïàðàìåòðîì
p, 0< p <1, àêî jå:

X :

(
0 1

1− p p

)
.

Òà÷íèjå àêî jå P (X = 0) = 1−p è P (X = 1) = p. Òàêî ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà äîáèjà
âðåäíîñò 1 ïðè ïîçèòèâíîj ðåàëèçàöèjè îïèòà, à 0 ïðè íåãàòèâíîj ðåàëèçàöèjè.
Îáè÷íî ñå âåðîâàòíî£à 1− p îáåëåæàâà ñà q.
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1.1. ÁÈÍÎÌÍÀ ÐÀÑÏÎÄÅËÀ ÏÎÃËÀÂ�Å 1. ÓÂÎÄ

Ìå¢óòèì, íàñ íå£å èíòåðåñîâàòè ñàìî jåäàí Áåðíóëèjåâ îïèò, âå£ íèç íåçàâèñíèõ,
ïîíîâ§åíèõ Áåðíóëèjåâèõ îïèòà. Òàêàâ íèç îïèòà íàçèâà ñå Áåðíóëèjåâ ïðîöåñ,
óêîëèêî ñó èñïó»åíè ñëåäå£è óñëîâè:

(1) Ñâàêè îïèò èìà ñàìî äâà ìîãó£à èñõîäà: óñïåõ(U) è íåóñïåõ(N).

(2) Âåðîâàòíî£à óñïåõà p = P (U) jå êîíñòàíòíà îä îïèòà äî îïèòà. Âåðîâàòíî£à
íåóñïåõà, P (N) = 1− p, îçíà÷àâà ñå ñà q, òàêî äà jå p+ q = 1.

(3) Îïèòè ñó íåçàâèñíè, îäíîñíî, ðåàëèçàöèjà îïèòà áèëî êîã èñõîäà ó jåäíîì
îïèòó íåìà óòèöàjà íà âåðîâàòíî£ó èñõîäà ó áèëî êîì äðóãîì îïèòó.

Óêîëèêî èçâðøèìî n ïîíîâ§åíèõ Áåðíóëèjåâèõ îïèòà, òàäà áðîj óñïåõà ìîæå
èçíîñèòè 0, 1, 2 . . . , n. Öè§ íàì jå äà îäðåäèìî ôîðìóëó çà èçðà÷óíàâà»å
âåðîâàòíî£å îñòâàðèâà»à ñâàêîã ìîãó£åã áðîjà óñïåõà óíóòàð n íåçàâèñíèõ,
óçàñòîïíî ïîíîâ§åíèõ îïèòà, êîjè ôîðìèðàjó Áåðíóëèjåâ ïðîöåñ. Ðàñïîäåëà äî
êîjå äîëàçèìî íà îâàêàâ íà÷èí íàçèâà ñå áèíîìíà ðàñïîäåëà.

Äåôèíèøèìî ñàäà áèíîìíó ðàñïîäåëó íà ñëåäå£è íà÷èí.

Íåêà ñå, ïîä èñòèì óñëîâèìà è íåçàâèñíî jåäàí îä äðóãîã, èçâîäè n
åêñïåðèìåíàòà è íåêà jå âåðîâàòíî£à ðåàëèçàöèjå äîãà¢àjà À ó ñâàêîì îä òèõ
åêñïåðèìåíàòà êîíñòàíòíà è jåäíàêà p. Àêî jå ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà X jåäíàêà
áðîjó ðåàëèçàöèjà äîãà¢àjà À ïðè îïèñàíèì óñëîâèìà, òàäà êàæåìî äà Õ èìà
áèíîìíó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà n è p: X ∼ B (n, p) .

Äàêëå, ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà ñà áèíîìíîì ðàñïîäåëîì:

X :

(
0 · · · n
pn:0 · · · pn:n

)
, pn,k =

(
n
k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

Ïðèìåòèìî äà jå áèíîìíà ðàñïîäåëà äèñêðåòíà ðàñïîäåëà, jåð ñëó÷àjíà
ïðîìåí§èâà ìîæå óçèìàòè ñàìî öåëîáðîjíå âðåäíîñòè èç èíòåðâàëà 0, 1, . . . , n.
Îíà çàäîâî§àâà îáà óñëîâà êîjå ìîðà äà èñïóíè áèëî êîjà ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£à �
ñâàêà âåðîâàòíî£à êîjà ôèãóðèøå ó ðàñïîäåëè âåðîâàòíî£à jå íåíåãàòèâíà è ñóìà
ñâèõ âåðîâàòíî£à jåäíàêà jå 1. Âèäèìî äà ó ôîðìóëè âðåäíîñòè n è p íèñó óíàïðåä
îäðå¢åíå. Jàñíî jå äà £åìî ìå»à»åì ïîjåäèíà÷íèõ âðåäíîñòè n è p äîáèjàòè
ðàçëè÷èòå áèíîìíå ðàñïîäåëå, îä êîjèõ ñâàêa çàäîâî§àâà èñòó ìàòåìàòè÷êó
ôîðìóëó êîjó ñìî èçíàä íàâåëè, àëè ïðèäîäàjå ðàçëè÷èòå âåðîâàòíî£å ïîjåäèíèì
âðåäíîñòèìà ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå. Ñà ïîâå£à»åì âðåäíîñòè áðîjà n, ðà÷óíà»å
áèíîìíèõ âåðîâàòíî£à ìîæå çàõòåâàòè äîñòà âðåìåíà, ñòîãà ñó ñòàòèñòè÷àðè
êîíñòðóèñàëè ñïåöèjàëíå òàáëèöå ñà âå£ èçðà÷óíàòèì âðåäíîñòèìà. Àêî jå
áðîj îïèòà âåëèêè, è íàëàçè ñå èçâàí îïñåãà äàòèì ó òàáëèöàìà èçðà÷óíàâà»å
âåðîâàòíî£å çà îäãîâàðàjó£å âðåäíîñòè ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå ïðèìåíîì èçíàä
íàâåäåíå ôîðìóëå ïîñòàjå êîìïëèêîâàíî. Óêîëèêî jå âåðîâàòíî£à óñïåõà p âåîìà
ìàëà (íàj÷åø£å ñå óçèìà äà jå p ≤ 0.05) è êàäà jå n ≥ 20, óìåñòî áèíîìíîã ìîäåëà
ìîæåìî êîðèñòèòè Ïóàñîíîâ ìîäåë. Ïðèìåòèìî äà êàäà jå p áëèñêî íóëè çàïðàâî
èñïèòójåìî íåêå ðåòêå äîãà¢àjå. Íàâåäèìî ïðèìåð áèíîìíå ðàñïîäåëå:
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1.1. ÁÈÍÎÌÍÀ ÐÀÑÏÎÄÅËÀ ÏÎÃËÀÂ�Å 1. ÓÂÎÄ

Ïðèìåð. Òðè íóìåðèñàíå êîöêèöå çà èãðó ñå áàöàjó è ó ñâàêîì áàöà»ó
ñå áåëåæè êîjè jå íàjâå£è îä äîáèjåíèõ áðîjåâà. Íåêà jå À äîãà¢àj: íàjâå£è îä
äîáèjåíèõ áðîjåâà jå jåäíàê 2. Îäðåäèòè çàêîí ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå
S5 êîjà jå jåäíàêà áðîjó ðåàëèçàöèjà äîãà¢àjà À ó 5 áàöà»à òå òðè êîöêèöå.

Ðåøå»å: Íàjïðå òðåáà äà îäðåäèìî âåðîâàòíî£ó äîãà¢àjà À, íåêà jå jåäíàêà
p, ïà £å ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà S5 èìàòè áèíîìíó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà 5 è p.
Äîãà¢àj À äà jå íàjâå£è îä äîáèjåíèõ áðîjåâà jåäíàê jå 2 ìîæå ñå îñòâàðèòè àêî ñå
äîáèjàjó áðîjåâè:

1,1,2; 1,2,1; 2,1,1; 1,2,2; 2,1,2; 2,2,1 èëè 2,2,2;
ïà jå âåðîâàòíî£à P (A) = p = 7

63
= 0.0324.

Çàêîí ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå S5 jå:
P [S5 = k] =

(
5
k

)
pk(1− p)5−k ãäå jå k = 0, 1, . . . , 5.

Êàäà ñâå âåðîâàòíî£å èçðà÷óíàìî íà òðè äåöèìàëå äîáèjàìî:

S5 :

(
0 1 2 3 4 5

0.848 0.142 0.009 0.000 0.000 0.000

)
.

Ïîñòóïàê : êîðèñòå£è ôîðìóëó P [S5 = k] =
(
5
k

)
pk(1− p)5−k äîáèjàìî:

k=0

P [S5 = k] =
(
5
k

)
pk(1 − p)5−k =

(
5
0

)
· 0.03240 · (1 − 0.0324)5−0 = 5!

0!(5−0)! ·
0.96765 = 0.96765 = 0.848163

çàîêðóæèâà»åì áðîjà íà òðè äåöèìàëå äîáèjàìî 0.848.
ê=1

P [S5 = k] =
(
5
k

)
pk(1 − p)5−k =

(
5
1

)
· 0.03241 · (1 − 0.0324)5−1 = 5!

1!(5−1)! ·
0.0324 · 0.96764 = 5 · 0.03241 · 0.8765636 = 0.1420033

çàîêðóæèâà»åì áðîjà íà òðè äåöèìàëå äîáèjàìî 0.142.
ê=2

P [S5 = k] =
(
5
k

)
pk(1 − p)5−k =

(
5
2

)
· 0.03242 · (1 − 0.0324)5−2 = 5!

2!(5−2)! ·
0.03242 · 0.96763 = 10 · 0.03242 · 0.9059153 = 0.009409936

çàîêðóæèâà»åì áðîjà íà òðè äåöèìàëå äîáèjàìî 0.009.
Íà èñòè íà÷èí ñå ðàäè çà âðåäíîñòè k = 3, k = 4, k = 5.

Ðåçóëòàòè ñó ñëåäå£è:
ê=3

P [S5 = k] = 0.0003184393

çàîêðóæèâà»åì áðîjà íà òðè äåöèìàëå äîáèjàìî 0.000.
ê=4

P [S5 = k] = 0.000005331
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1.1. ÁÈÍÎÌÍÀ ÐÀÑÏÎÄÅËÀ ÏÎÃËÀÂ�Å 1. ÓÂÎÄ

çàîêðóæèâà»åì áðîjà íà òðè äåöèìàëå äîáèjàìî 0.000.
ê=5

P [S5 = k] = 0.00000003570467

çàîêðóæèâà»åì áðîjà íà òðè äåöèìàëå äîáèjàìî 0.000.

Âåðîâàòíî£à äîãà¢àjà (S5 = 3), (S5 = 4) è (S5 = 5) íèñó jåäíàêå 0, àëè ñó ìà»å
îä 0.0005, ïà ñòîãà èìàìî íàâåäåíè ðåçóëòàò. Çáèð ñâèõ âåðîâàòíî£à ó çàêîíó
ðàñïîäåëå ìîðà áèòè jåäíàê 1, øòî çíà÷è äà ðàçëèêà îä 0.001 êîjà îâäå ïîñòîjè,
ðåçóëòàò çàîêðóæèâà»à íà òðè äåöèìàëå.

Àêî ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà X èìà B(n1, p) ðàñïîäåëó, à ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà Y
èìà B(n2, p), àêî ñó X è Y íåçàâèñíå, òàäà ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà Z = X + Y
èìà B(n1 + n2, p) ðàñïîäåëó. Îâî ìîæåìî îájàñíèòè íà ñëåäå£è íà÷èí: Àêî jå
âåðîâàòíî£à èçâëà÷å»à áåëå êóãëèöå èç êóòèjå jåäíàêà p è n1 ïóòà áèðàìî ñà
âðà£à»åì ïî jåäíó êóãëèöó, è àêî jå X óêóïàí áðîj èçàáðàíèõ áåëèõ êóãëèöà,
òàäà X èìà B(n1, p) ðàñïîäåëó. Àêî íàñòàâèìî åêñïåðèìåíò è èçâåäåìî jîø n2

áèðà»à (òàêî¢å ñà âðà£à»åì), óêóïàí áðîj áåëèõ êóãëèöà êîjè òàäà äîáèjåìî jå
ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà Y ñà B(n2, p) ðàñïîäåëîì. Îájåäè»åíè, îâè åêñïåðèìåíòè
äàjó óêóïàí áðîj áåëèõ êóãëèöà ïðè n1 + n2 áèðà»à, øòî îäãîâàðà ñëó÷àjíîj
ïðîìåí§èâîj Z ñà B(n1 + n2, p) ðàñïîäåëîì.

Ïîêàæèìî îâàj ïðèìåð ó R-ó:
Êîðèñòèìî ôóíêöèjó dbinom(x, size, prob), çàòèì ñòàâ§àìî íàøå âðåäíîñòè ó îâó
ôîðìóëó è äîáèjàìî ñëåäå£è ðåçóëòàò:

> dbinom(x=0:5, size=5, prob=0.0324)
[1] 8.481630e-01 1.420033e-01 9.509936e-03 3.184394e-04 5.331457e-06
3.570467e-08

Àêî äîáèjåíè ðåçóëòàò ðåäîì çàîêðóæèìî íà òðè äåöèìàëå äîáèjàìî:

> round(dbinom(x=0:5, 5, prob=0.0324), digits=3)
[1] 0.848 0.142 0.010 0.000 0.000 0.000

Ìîæåìî ïðèìåòèòè äà ñìî äîáèëè èñòå ðåçóëòàòå.

Ãðàôè÷êè ïðèêàç áèíîìíå ðàñïîäåëå.

Ðàñïîäåëå äèñêðåòíå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå ìîãó ñå ïðèêàçàòè ãðàôè÷êè.
Ïîêàæèìî ñàäà íåêå îä ãðàôèêà áèíîìíå ðàñïîäåëå:

Óçå£åìî äà jå îáèì óçîðêà n = 35 è äà jå âåðîâàòíî£à p = 0.3.
x <- 0:35
> x
[1] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
27 28 29 30 31 32 33 34 35
> prob <- dbinom(x, 35, 0.3)
> barplot(prob, names.arg = x, col = ”black”, main=”B(n=35, p=0.3)”)
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1.1. ÁÈÍÎÌÍÀ ÐÀÑÏÎÄÅËÀ ÏÎÃËÀÂ�Å 1. ÓÂÎÄ

Âèäè ôóíêöèjó dbinom(x, 35, 0.3) ïðèêàçàíó íà ãðàôèêó èñïîä.

Ñëèêà 1.1: Áèíîìíà ðàñïîäåëà

Íàj÷åø£å ñå äèñêðåòíå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå êîjå óçèìàjó âåëèêè áðîj
ðàçëè÷èòèõ âðåäíîñòè, ãðàôè÷êè ïðèêàçójó ó îáëèêó õèñòîãðàìà.

> hist(rbinom(1000, 50, 0.8), breaks = seq(20, 60, 1))
> lines(seq(20, 60, 1), 1e+3∗dbinom(seq(20, 60, 1), 50, 0.8), col = ”green”)

Âèäè íà ñëèöè èñïîä rbinom(1000,50,0.8) ôóíêöèjó ïðèêàçàíó ïîìî£ó õèñòîãðàìà.
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1.1. ÁÈÍÎÌÍÀ ÐÀÑÏÎÄÅËÀ ÏÎÃËÀÂ�Å 1. ÓÂÎÄ

Ñëèêà 1.2: Áèíîìíà ðàñïîäåëà

Ìàòåìàòè÷êî î÷åêèâà»å, äèñïåðçèjà è ñòàíäàðäíî îäñòóïà»å äèñêðåòíå ñëó÷àjíå
ïðîìåí§èâå äàòå áèíîìíèì çàêîíîì ðàñïîäåëå èçíîñè:

• E(X) = n · p

• D(X) = n · p · q

• σ =
√
D(X) =

√
n · p · q

Àïðîêñèìàöèjà áèíîìíå ðàñïîäåëå Ïóàñîíîâîì.

Íàèìå, ñïîìåíóëè ñìî äà jå Ïóàñîíîâà ðàñïîäåëà íàñòàëà êàî ãðàíè÷íè
ñëó÷àj áèíîìíå ðàñïîäåëå, òà÷íèjå êàäà ó áèíîìíîj ðàñïîäåëè ñà ïàðàìåòðèìà
n è p proizvod np → λ àêî jå n âåëèêî à p ìàëî, òàäà áèíîìíà ðàñïîäåëà òåæè
Ïóàñîíîâîj ðàñïîäåëè ñà ïàðàìåòðîì λ. Ó ïðàêñè çàìåíà ñå âðøè àêî jå n ·p ≤ 10.

• P (X = k) ≈ e−λ · λk
k!

• P (X ≤ m) ≈
∑m

k=0 e
−λ · λk

k!

• P (X > m) ≈ 1−
∑m

k=0 e
−λ · λk

k!

Î òåñòèðà»ó õèïîòåçà ó ñëåäå£åì ïîãëàâ§ó, äîäàòíå èíôîðìàöèjå ñìî ïðåóçåëè
èç ìàòåðèjàëà çà íàñòàâó, Åêîíîìñêîã ôàêóëòåòà Óíèâåðçèòåòà ó Êðàãójåâöó.
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1.2. ÒÅÑÒÈÐÀ�Å ÕÈÏÎÒÅÇA ÏÎÃËÀÂ�Å 1. ÓÂÎÄ

1.2 Òåñòèðà»å õèïîòåça

Òåñòèðà»å õèïîòåçà èìà âåëèêó ïðèìåíó êàêî ó ïðàêòè÷íèì òàêî è òåîðèjñêèì
èñòðàæèâà»èìà. Äàíàñ jå, íà ïðèìåð ó SAD íåçàìèñëèâî äîáèòè îäîáðå»å
çà äèñòðèáóöèjó íîâîã ëåêà îä FDA (Food and Drug Administration) ïðå
äåòà§íîã èñïèòèâà»à åôèêàñíîñòè è ñèãóðíîñòè òîã ëåêà, ó êîìå ê§ó÷íó
óëîãó èìà òåñòèðà»å õèïîòåçà. Òàêî¢å ïóáëèêîâà»å ðàäîâà ó ðåôåðåíòèì
ñòðó÷íèì ÷àñîïèñèìà èç ðàçëè÷èòèõ îáëàñòè êàî øòî ñó: ìåäèöèíà, ôàðìàöèjà,
ïñèõîëîãèjà, áèîëîãèjà, ïåäàãîãèjà, è äðóãå îáëàñòè, ÷åñòî ïîäðàçóìåâà äà ñó
òâðä»å è õèïîòåçå ïîòêðåï§åíå ðåçóëòàòèìà íåêîã ñòàòèñòè÷êîã òåñòà. Öè§
òåñòèðà»à jå äà ñå èñïèòà ïðèõâàò§èâîñò íåêîã òâð¢å»à èëè ïðåòïîñòàâêå êîjà ñå
òè÷å êàðàêòåðèñòèêà jåäíîã èëè âèøå îñíîâíèõ ñêóïîâà. Íà ïðèìåð, òåñòèðà»åì
ìîæåìî ïðîâåðèòè ñëåäå£å ñòàâêå:

- Äà ëè jå ïðîñå÷íà äóæèíà ñòóäèðà»à íà ïðèâàòíèì è äðæàâíèì
ôàêóëòåòèìà jåäíàêà?

- Ïîñòîjè ëè âåçà èçìå¢ó íåçàïîñëåíèõ è áðîjà êðèìèíàëíèõ äåëà?

- Äà ëè óçèìà»å àíòèîêñèäàíòà óñïîðàâà ñòàðå»å, è ñëè÷íî?

Ìîæåìî äà ïðèìåòèìî äà íà ñâàêî ïîñòàâ§åíî ïèòà»å, ïîñòîjå äâà ìîãó£à
îäãîâîðà: ”äà” èëè ”íå”. Íàèìå, ìîæåìî ðå£è äà ñå òåñòèðà»å õèïîòåçå âðøè
àêî ñó èñïó»åíà ñëåäå£à òðè óñëîâà:

(1) Ðàñïîëàæåìî íåêèì ïðåòõîäíèì ñàçíà»åì (ïðåòïîñòàâêîì) î
êàðàêòåðèñòèöè ñêóïà;

(2) Íà èñòðàæèâà÷êî ïèòà»å (ïðîáëåì), ïîñòîjå ñàìî äâà ìîãó£à îäãîâîðà, ”äà”
èëè ”íå”;

(3) Ïðîáëåì ñå ðåøàâà êîðèø£å»åì ñëó÷àjíîã óçîðêà.

Ñòàòèñòè÷êà õèïîòåçà jå ïðåöèçíî ôîðìóëèñàíà ïðåòïîñòàâêà î íåêîj âàæíîj
îñîáèíè jåäíîã èëè âèøå ñêóïîâà. Ñòàòèñòè÷êè ìåòîä êîjè íà ñèñòåìàòñêè íà÷èí
åìïèðèjñêå ïîäàòêå óçîðêà êîðèñòè ðàäè óòâð¢èâà»à ïðèõâàò§èâîñòè õèïîòåçå
íàçèâà ñå òåñòèðà»åì õèïîòåçå, à ñàìà ïðîöåäóðà ñòàòèñòè÷êèì òåñòîì. Íàâåäèìî
êîðàêå ïðè òåñòèðà»ó õèïîòåçå:

(1) Ôîðìóëèøó ñå íóëòà è àëòåðíàòèâíà õèïîòåçà è áèðà íèâî
çíà÷àjíîñòè α.

(2) Óçèìà ñå ñëó÷àjàí óçîðàê, è íà îñíîâó àíàëèçèðà»à ïîñòàâ§åíîã
ïðîáëåìà áèðà ïî èñòðàæèâà÷åâîì ìèø§å»ó îïòèìàëàí òåñò.

(3) Ïðîâåðàâà ñå äà ëè ñó èñïó»åíè ïðåäóñëîâè íà êîjèìà ñå çàñíèâà
èçàáðàíè òåñò. Àêî íèñó ïðåêèäà ñå ïðîöåñ òåñòèðà»à è áèðà íåêè äðóãè
òåñò, êîjè ïî÷èâà íà áëàæèì, èñïó»åíèì óñëîâèìà.

(4) Èçðà÷óíàâà ñå òåñò ñòàòèñòèêà. Îäðå¢ójå ñå p-âðåäíîñò (àëòåðíàòèâíî
îäðå¢ójó ñå êðèòè÷íå âðåäíîñòè èç òàáëèöà îäãîâàðàjó£èõ ðàñïîäåëà).

7



1.2. ÒÅÑÒÈÐÀ�Å ÕÈÏÎÒÅÇA ÏÎÃËÀÂ�Å 1. ÓÂÎÄ

(5) Ïîñòàâ§à ñå ïðàâèëî îäëó÷èâà»à. Íà îñíîâó p-âðåäíîñò (àëòåðíàòèâíî
êðèòè÷íèõ âðåäíîñòè) äîíîñè ñå îäëóêà î îäáàöèâà»ó èëè íåîäáàöèâà»ó
íóëòå õèïîòåçå.

(6) Ôîðìóëèøå ñå çàê§ó÷àê, îäíîñíî äàjå îäãîâîð íà ïîñòàâ§åíè ïðîáëåì.

Ïîñòàâ§à»å íóëòå è àëòåðíàòèâíå õèïîòåçå.

Íóëòà è àëòåðíàòèâíà õèïîòåçà ïðåäñòàâ§àjó äâà ïðåöèçíà, ìå¢ó ñîáîì
èñê§ó÷èâà èñêàçà èëè òâð¢å»à. Íóëòà õèïîòåçà ìîæå áèòè ïðîñòà è ñëîæåíà.
Íóëòà õèïîòåçà jå ïðîñòà àêî ñå »îì òâðäè äà jå ïàðàìåòàð jåäíàê òà÷íî jåäíîj,
óíàïðåä ïîçíàòîj íóìåðè÷êîj âðåäíîñòè, òçâ. õèïîòåòè÷íîj âðåäíîñòè. Íóëòó
õèïîòåçó ìîæåìî íàïèñàòè ðå÷èìà, àëè jå, ïî ïðàâèëó, ïèøåìî ñèìáîëèìà, íà
ïðèìåð, H0 : µ = 300. Àêî íóëòà õèïîòåçà îáóõâàòà âå£è áðîj ìîãó£èõ âðåäíîñòè,
íà ïðèìåð, H0 ≤ 300, îíà jå ñëîæåíà. Ñâàêîj íóëòîj õèïîòåçè ñóïðîòñòàâ§àìî
(ïðèäðóæójåìî) àëòåðíàòèâíó õèïîòåçó è îçíà÷àâàìî jå ñà H1 èëè Ha.

Àëòåðíàòèâíà õèïîòåçà (H1 èëè Ha) jå èñêàç (òâð¢å»å) î êàðàêòåðèñòèöè
jåäíîã èëè âèøå ñêóïîâà êîjå jå ñóïðîòíî òâð¢å»ó ñàäðæàíîì ó íóëòîj õèïîòåçè.
Àëòåðíàòèâíà õèïîòåçà ñàäðæè âðåäíîñòè êîjå ïàðàìåòàð ìîæå èìàòè, à êîjå
íèñó îáóõâà£åíå íóëòîì õèïîòåçîì. Çáîã òîãà jå äàòà ó îáëèêó ñëîæåíå õèïîòåçå.
Àëòåðíàòèâíó õèïîòåçó, êîjîì ìîãó£à îäñòóïà»à ñòâàðíå îä õèïîòåòè÷êå
âðåäíîñòè ïàðàìåòðà ïðàòèìî ó îáà ñìåðà íàçèâàìî äâîñìåðíîì èëè äâîñòðàíîì
õèïîòåçîì. Òåñò êîjè ñå ïðèìå»ójå ó îâàêâîj ñèòóàöèjè íàçèâà ñå äâîñìåðíèì
èëè äâîñòðàíèì òåñòîì.

Íèâî çíà÷àjíîñòè òåñòà (íàçèâà ñå jîø ðèçèêîì ïðâå âðñòå) jå âåðîâàòíî£à
äà £åìî îäáàöèòè èñòèíèòó íóëòó õèïîòåçó. Îáåëåæàâà ñå ñà α. Ìå¢óòèì, êàêî
óçîðàê íèêàä íèjå ñàâðøåíî ðåïðåçåíòàòèâàí, ìîãó£à ñó ñëåäå£à äâà èñõîäà: äà
èíôîðìàöèjà èç óçîðêà ïðîòèâðå÷è èñòèíèòîj íóëòîj õèïîòåçè, èëè äà jå ñàãëàñíà
ñà íåèñòèíèòîì íóëòîì õèïîòåçîì. Î÷èãëåäíî jå äà ó îáà ñëó÷àjà äîíîñèìî
ïîãðåøíó îäëóêó. Òî çíà÷è äà ïîñòîjè ìîãó£íîñò äà íàïðàâèìî äâå ðàçëè÷èòå
ãðåøêå ó îäëó÷èâà»ó:

(1) Ïðâà ãðåøêà jå äà îäáàöèìî èñòèíèòó íóëòó õèïîòåçó. Òàêâà ãðåøêà ñå
íàçèâà ãðåøêà ïðâå âðñòå è îçíà÷àâàìî jå ñà α.

(2) Äðóãó ãðåøêó ó òåñòèðà»ó ÷èíèìî àêî íå îäáàöèìî íåòà÷íó íóëòó õèïîòåçó.
Òî jå ãðåøêà äðóãå âðñòå è îçíà÷àâàìî jå ñà β.

Ïîñòóïàê òåñòèðà»à ñïðîâîäèìî òàêî øòî óíàïðåä ôèêñèðàìî ðèçèê ãðåøêå ïðâå
âðñòå, òj. íèâî çíà÷àjíîñòè α. Ïðè òîìå áèðàìî ðåëàòèâíî ìàëè íèâî çíà÷àjíîñòè,
àëè íå òîëèêî ìàëè äà îí îíåìîãó£àâà îäáàöèâà»å ñâàêå íóëòå õèïîòåçå. Âå£èíà
èñòðàæèâà÷à êîðèñòè óãëàâíîì ñàìî äâà íèâîà çíà÷àjíîñòè: 0, 05 è 0, 01.
Íàèìå, Ôèøåð jå ñìàòðàî äà àêî ïðè òåñòèðà»ó âå£ ìîðàìî äà ñå ñóî÷èìî ñà
ìîãó£íîø£ó jàâ§à»à ãðåøêå, îíäà jå ïîòðåáíî äà ñå íåãäå ïîâó÷å äåìàðêàöèîíà
ëèíèjà, à îí jå ëè÷íî ïðåôåðèðàî äà òî áóäå 5%.
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1.2. ÒÅÑÒÈÐÀ�Å ÕÈÏÎÒÅÇA ÏÎÃËÀÂ�Å 1. ÓÂÎÄ

Èçáîð òåñòà.

Îïòèìàëàí òåñò jå îíàj òåñò êîjè çà ôèêñíè íèâî çíà÷àjíîñòè α èìà íàjâå£ó
ìî£. Ìî£ òåñòà jå âåðîâàòíî£à äà ñå îäáàöè ïîãðåøíà íóëòà õèïîòåçà. Ìî£ òåñòà
çàâèñè îä èäåíòè÷íèõ ôàêòîðà êàî è ðèçèê ãðåøêå β ïà jå jàñíî äà »åí íèâî íå
ìîæåìî ïðåöèçíî èçðà÷óíàòè çà êîíêðåòíó õèïîòåçó. Ïðè èçáîðó òåñòà òðåáà äà
èçàáåðåìî îíàj êîjè íàjâèøå îäãîâàðà åìïèðèjñêèì ïîäàöèìà (òj. òåñò çà êîjè ñó
çàäîâî§åíè ïîëàçíè óñëîâè), àëè è òåñò êîjè £å çà èçàáðàíè íèâî ãðåøêå ïðâå
âðñòå èìàòè íàjâå£ó ìî£, è òî çà óíàïðåä èçàáðàíó âåëè÷èíó óçîðêà, n.

Èñïèòèâà»å äà ëè ñó óñëîâè íà êîjèìà ñå òåñò çàñíèâà èñïó»åíè.

Áóäó£è äà ñâàêè òåñò ïî÷èâà íà ñïåöèôè÷íèì óñëîâèìà êîjè ìîðàjó áèòè
èñïó»åíè äà áè ðåçóëòàò áèî âàëèäàí, òðåáà èçàáðàòè îíàj òåñò êîjè jå îïòèìàëàí
ó äàòîj ñèòóàöèjè, à òî çíà÷è òåñò çà êîjè ñó ïðåäóñëîâè ïðèìåíå çàäîâî§åíè.
Íàèìå, òîêîì âå£åã äåëà XX âåêà êîðèø£åíè ñó èñê§ó÷èâî ïàðàìåòàðñêè òåñòîâè,
ïðè ÷åìó jå óñëîâ íîðìàëíîñòè ñêóïà ðåòêî ïðîâåðàâàí çáîã êîìïëèêîâàíå è
íåïîóçäàíå ïðîöåäóðå. Ñèòóàöèjà ñå ïîòïóíî èçìåíèëà, ñà îïøòîì äîñòóïíîø£ó
ðà÷óíàðà è ñòàòèñòè÷êîã ñîôòâåðà, ïðåäóñëîâè ïðèìåíå òåñòîâà ñå ìîãó ëàêî
ïðîâåðèòè, à ñàì òåñò ïðèìåíèòè íà ïîäàòêå èç óçîðêà. Çáîã òîãà íàãëàñàê ó
ìîäåðíîì òåñòèðà»ó õèïîòåçà âèøå íèjå ïóêà ïðèìåíà íåêîã òåñòà, âå£ ïðå ñâåãà:

• Èñïèòèâà»å äà ëè ñó ïðåäóñëîâè íà êîjèìà ñå òåñò çàñíèâà èñïó»åíè.

• Êîíêðåòíà èíòåðïðåòàöèjà ðåçóëòàòà.

Òåñò ñòàòèñòèêà è p-âðåäíîñò

Ñòàòèñòèêà òåñòà jå êðèòåðèjóì íà îñíîâó êîjåã âðøèìî òåñòèðà»å.
Èçðà÷óíàâà»å âðåäíîñòè ñòàòèñòèêå òåñòà èç äîñòóïíèõ ïîäàòàêà è ïîðå¢å»å
ñà ðåãèîíîì ïðèõâàòà»à è îäáàöèâà»à êîjè ñó âå£ äåôèíèñàíè. p-âðåäíîñò jå
âåðîâàòíî£à äà ñòàòèñòèêà òåñòà óçìå âðåäíîñò jåäíàêó èëè jîø åêñòðåìíèjó îä
âðåäíîñòè êîjà ñå óïðàâî ðåàëèçîâàëà ó óçîðêó, ïîä óñëîâîì äà jå íóëòà õèïîòåçà
òà÷íà. Øòî jå ìà»à p-âðåäíîñò, jà÷è ñó äîêàçè ïðîòèâ íóëòå õèïîòåçå.

Ïðàâèëî îäëó÷èâà»à

Ïðàâèëî îäëó÷èâà»à íà îñíîâó p-âðåäíîñòè ãëàñè: Àêî jå p-âðåäíîñò
ìà»à îä íèâîà çíà÷àjíîñòè α, íóëòà õèïîòåçà ñå îäáàöójå. Ó ñóïðîòíîì,
êàæåìî äà íåìàìî äîâî§íî àðãóìåíàòà äà îäáàöèìî H0. Ìîæåìî ðå£è, ó
ñëó÷àjåâèìà êàäà êîðèñòèìî ñòàòèñòè÷êè ñîôòâåð, îäíîñíî, êàäà ðàñïîëàæåìî
ñà p-âðåäíîø£ó, ïðàâèëî îäëó÷èâà»à ïîñòàjå âåîìà ëàêî. Àêî jå âðåäíîñò ìà»à
îä íèâîà çíà÷àjíîñòè α, êàæåìî äà jå äîáèjåíè ðåçóëòàò ñòàòèñòè÷êè çíà÷àjàí, è
íóëòó õèïîòåçó îäáàöójåìî ñà ðèçèêîì α.

Çà îïèñ íàðåäíîã ïîãëàâ§à êîðèñòèëè ñìî ê»èãó ”Practical Nonparametric
Statistics ”, àóòîðàW.J. Conover. Ïîðåä îâå ê»èãå êîðèñòèëè ñìî jîø è ìàòåðèjàëå
çà íàñòàâó Ìàòåìàòè÷êîã ôàêóëòåòà Óíèâåðçèòåòà ó Áåîãðàäó, êîjå jå îájàâèëà
Ìàðèjà Ðàäè÷åâè£.
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Ïîãëàâ§å 2

Ñòàòèñòè÷êè òåñòîâè

Ñòàòèñòè÷êå òåñòîâå ìîæåìî êëàñèôèêîâàòè ïî òðè îñíîâà:

(1) Ïðåìà ïðèðîäè ïðîáëåìà êîjå ðåøàâàìî: òåñòîâè î ïàðàìåòðèìà ñêóïà
(àðèòìåòè÷êîj ñðåäèíè, ïðîïîðöèjè, ìåäèjàíè, âàðèjàíñè, . . . ), î îáëèêó
ðàñïîäåëà ñêóïà, î íåçàâèñíîñòè äâà îáåëåæjà, î ñëó÷àjíîñòè óçîðêà è
äðóãèõ.

(2) Ïðåìà áðîjó óçîðêà íà êîjèìà çàñíèâàìî òåñòèðà»å äåëèìî ó òðè ãðóïå:

� Òåñòîâè çàñíîâàíè íà jåäíîì óçîðêó

� Òåñòîâè çàñíîâàíè íà äâà óçîðêà

� Òåñòîâè çàñíîâàíè íà òðè è âèøå óçîðàêà

(3) Ïðåìà âðñòè è jà÷èíè ïðåäóñëîâà íà êîjèìà ñå çàñíèâàjó:

� Ïàðàìåòàðñêè òåñòîâè

� Íåïàðàìåòàðñêè òåñòîâè

Çàäðæèìî ñå íà òðå£îj ïîäåëè.

Íåïàðàìåòàðñêè òåñòîâè, ïðåäñòàâ§àjó ëîãè÷êó ðåàêöèjó ñòàòèñòè÷àðà íà
÷è»åíèöó äà ñå ïðåòïîñòàâêà î ½íîðìàëíîñòè� ñâèõ ïîjàâà ïîêàçàëà íåòà÷íîì.
Îâè òåñòîâè ñå çàñíèâàjó íà ìíîãî áëàæèì óñëîâèìà î îáëèêó îñíîâíîã ñêóïà,
à ìîãó ñå ïðèìå»èâàòè è íà êâàëèòàòèâíà îáåëåæjà. Íåïàðàìåòàðñêè òåñòîâè
ìîãó áèòè ïðèìå»åíè ó ñâèì óñëîâèìà ó êîjèìà íèñó èñïó»åíå ïðåòïîñòàâêå
çà ïðèìåíó ïàðàìåòàðñêèõ òåñòîâà. Òàêî¢å ìîãó áèòè ïðèìå»åíè è ó óñëîâèìà
êàäà jåñó èñïó»åíå ïðåòïîñòàâêå çà ïðèìåíó íåïàðàìåòàðñêèõ òåñòîâà, àëè òàäà
ïðåäíîñò òðåáà äàòè ïàðàìåòàðñêèì òåñòîâèìà jåð ñó îíè ñíàæíèjè. Çà ñâàêè
ïàðàìåòàðñêè òåñò ïîñòîjè íàjìà»å jåäàí åêâèâàëåíòàí íåïàðàìåòàðñêè òåñò.
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ÏÎÃËÀÂ�Å 2. ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÊÈ ÒÅÑÒÎÂÈ

Îïøòå ïðåòïîñòàâêå êîjå çàõòåâàjó:

• Ñëó÷àjíîñò óçîðêà

• Íåçàâèñíîñò îïñåðâàöèjà (èçóçåâ êîä ïîíîâ§åíèõ ìåðå»à)

Íåêè íåïàðàìåòàðñêè òåñòîâè:

(1) Íåïàðàìåòàðñêè òåñòîâè çà jåäàí óçîðàê.

� Õè-êâàäðàò òåñò

� Áèíîìíè òåñò

� Òåñò êîðàêà

� Êîëìîãîðîâ - Ñìèðíîâ òåñò

� Âèëêîêñîíîâ òåñò ðàíãà ñà çíàêîì

(2) Íåïàðàìåòàðñêè òåñòîâè çà äâà íåçàâèñíà óçîðêà.

� Òåñò ìåäèjàíå

� Ìàí - Âèòíè U òåñò

� Êîëìîãîðîâ - Ñìèðíîâ òåñò

� Âàëä - Âîëôîâèòöîâ òåñò

� Ìîçåñîâ òåñò

(3) Íåïàðàìåòàðñêè òåñòîâè çà äâà çàâèñíà óçîðêà.

� Ìåê Íåìàðîâ òåñò

� Òåñò çíàêîâà

� Ìàðãèíàëíè òåñò õîìîãåíîñòè

(4) Íåïàðàìåòàðñêè òåñòîâè çà Ê íåçàâèñíèõ óçîðàêà.

� Òåñò ìåäèjàíå

� Êðóñêàë - Âàëèñîâ òåñò

(5) Íåïàðàìåòàðñêè òåñòîâè çà Ê çàâèñíèõ óçîðàêà.

� Ôðèäìàíîâ òåñò

� Êåíäàëîâ òåñò W

Íåïàðàìåòàðñêè òåñòîâè èìàjó ìà»ó ìî£ îä ïàðàìåòàðñêèõ. Ó îâîì ðàäó
îïèñà£åìî áèíîìíè òåñò è êâàíòèë òåñò. Òàêî¢å, âèäå£åìî »èõîâó ïðèìåíó
ó ðàçëè÷èòèì îáëàñòèìà.
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2.1. ÁÈÍÎÌÍÈ ÒÅÑÒ ÏÎÃËÀÂ�Å 2. ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÊÈ ÒÅÑÒÎÂÈ

2.1 Áèíîìíè òåñò

Êîä áèíîìíîã òåñòà óçîðàê ñå ñàñòîjè îä n èñõîäà íåçàâèñíèõ åêñïåðèìåíàòà.
Ñâàêè èñõîä ïðèïàäà èëè êëàñè 1 èëè êëàñè 2 àëè íèêàêî íå ìîæå ïðèïàäàòè
îáåìà èñòîâðåìåíî. Áðîj èñõîäà ó êëàñè 1 îçíà÷èìî ñà O1, à áðîj èñõîäà ó êëàñè
2 îçíà÷èìî ñà O2 = n − O1. Ïðåòïîñòàâ§àìî òàêî¢å äà jå âåðîâàòíî£à ñâàêîã
èñõîäà äà áóäå ó êëàñè 1 jåäíàêà p.

Ïðåòïîñòàâêå. Áèíîìíè òåñò ñå ïðèìå»ójå àêî ñó çàäîâî§åíè ñëåäå£è óñëîâè:

(1) Ñâèõ n åêñïåðèìåíàòà ìå¢óñîáíî ñó íåçàâèñíè.

(2) Ñâàêè ïîêóøàj ñà âåðîâàòíî£îì p ðåçóëòèðà ó êëàñè 1, ãäå jå p èñòî çà ñâå
ïîêóøàjå.

Õèïîòåçå. Ìîãó£å jå òåñòèðàòè òðè ðàçëè÷èòå õèïîòåçå. Íåêà p∗ áóäå íåêà
ñïåöèôè÷íà êîíñòàíòà, òàêâà äà jå 0 ≤ p∗ ≤ 1. Õèïîòåçà ìîæå äà èìà jåäàí
îä ñëåäå£à òðè îáëèêà:

A. (Äâîñòðàíè òåñò)

H0 : p = p∗

H1 : p 6= p∗

Á. (Jåäíîñòðàíè òåñò)

H0 : p ≤ p∗

H1 : p > p∗

Â. (Jåäíîñòðàíè òåñò)

H0 : p ≥ p∗

H1 : p < p∗

Ñòàòèñòè÷êè òåñò: Òåñò ñòàòèñòèêà £å ïðåäñòàâ§àòè áðîj åëåìåíàòà êëàñå 1,
òà÷íèjå òåñò ñòàòèñòèêà jå:

T = O1

Ðàñïîäåëà òåñò ñòàòèñòèêå. Ïðèñåòèìî ñå Áåðíóëèjåâå ðàñïîäåëå. Âåðîâàòíî£à
ðåàëèçàöèjå íåêîã äîãà¢àjà À ó ñâàêîì ïîíàâ§à»ó åêñïåðèìåíàòà jå èñòà è
èçíîñè p. Åêñïåðèìåíòè ñó ìå¢óñîáíî íåçàâèñíè. Ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà I èìà
Áåðíóëèjåâó ðàñïîäåëó àêî jå »åí çàêîí âåðîâàòíî£å:

I :

(
0 1

1− p p

)
Äåôèíèøåìî ñëó÷àjíó ïðîìåí§èâó Y êîjà ïðåäñòàâ§à áðîj ðåàëèçàöèjà äîãà¢àjà
À ó n ïîíàâ§à»à åêñïåðèìåíàòà.

12



2.1. ÁÈÍÎÌÍÈ ÒÅÑÒ ÏÎÃËÀÂ�Å 2. ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÊÈ ÒÅÑÒÎÂÈ

Äàêëå, ñëó÷àjíó ïðîìåí§èâó Y ìîæåìî äåôèíèñàòè êàî:

Y =
∑n

j=0 Ij

ãäå ñâàêî Ij èìà Áåðíóëèjåâó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðîì p. Íåêà jå çà íàø
ïðèìåð âåðîâàòíî£à äîãà¢àjà À çàïðàâî âåðîâàòíî£à äà åêñïåðèìåíò èìà ðåçóëòàò
êëàñå 1. Òàäà òàj äîãà¢àj ïîíîâî èìà Áåðíóëèjåâó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðîì p,
òà÷íèjå p jå âåðîâàòíî£à äà åêñïåðèìåíò èìà ðåçóëòàò ó êëàñè 1. Ó òîì ñëó÷àjó
ïðîìåí§èâà Y ïðåäñòàâ§à áðîjà÷ åêñïåðèìåíàòà êîjè èìàjó ðåçóëòàò ó êëàñè 1,
òà÷íèjå ïðåäñòàâ§à áðîj èñõîäà êëàñå 1 îä n íåçàâèñíèõ åêñïåðèìåíàòà.
Ñóìà íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà Áåðíóëèjåâîì ðàñïîäåëîì, èìà áèíîìíó
ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà n è p. Îäíîñíî èìàìî:

Y ∼ B (n, p)

P{Y = k} =
(
n
k

)
pk(1− p)n−k

Ïðàâèëî îäëó÷èâà»à. Çàâèñíî îä òîãà êîjà ñå õèïîòåçà òåñòèðà, À, Á èëè Â, ñëåäå
ðàçëè÷èòà ïðàâèëà îäëó÷èâà»à.

À. (äâîñòðàíè òåñò) Êðèòè÷íà îáëàñò âåëè÷èíå α îäãîâàðà äâîñòðàíîj áèíîìíîj
ðàñïîäåëè ñà ïàðàìåòðèìà p∗ è n, ãäå jå α2 âåëè÷èíà ãîð»åã èñõîäà, à α1 âåëè÷èíà
äî»åã èñõîäà, ïà jå α1 + α2 jåäíàêî α. Çà îäðå¢åíå âðåäíîñòè p

∗ è n, ïîòðåáíî jå
íà£è áðîj t1:

P (Y ≤ t1) = α1,

è íà£è áðîj t2 òàêî äà

P (Y > t2) = α2,

èëè åêâèâàëåíòíî,

P (Y ≤ t2) = 1− α2

ãäå jå Y ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà ñà ïàðàìåòðèìà p∗ è n.

Âðåäíîñòè α1 è α2 òðåáà äà áóäó ïðèáëèæíî jåäíàêå. Îäáàöèòè H0 àêî Ò
ïðåâàçèëàçè t2, èëè àêî je Ò ìà»å èëè jåäíàêî îä t1. Ó ñóïðîòíîì, òðåáà
ïðèõâàòèòè H0.

Á. (jåäíîñòðàíè òåñò) Âåëèêå âðåäíîñòè Ò óêàçójó äà jå H0 íåòà÷íà, à âåëè÷èíà
êðèòè÷íå îáëàñòè α, ñàñòîjè ñå îä ñâèõ âðåäíîñòè Ò êîjå ñó âå£å îä t, ãäå jå t áðîj
äîáèjåí èç òàáëèöå, êîðèñòå£è p∗ è n, òàêî äà:

P (Y > t) = α,

èëè åêâèâàëåíòíî,

P (Y ≤ t) = 1− α
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2.1. ÁÈÍÎÌÍÈ ÒÅÑÒ ÏÎÃËÀÂ�Å 2. ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÊÈ ÒÅÑÒÎÂÈ

ãäå Y èìà áèíîìíó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà p∗ è n. H0 ñå îäáàöójå àêî jå Ò
âå£å îä t. H0 ñå ïðèõâàòà àêî jå Ò ìà»å èëè jåäíàêî îä t.

Â. (jåäíîñòðàíè òåñò) Ìàëå âðåäíîñòè Ò óêàçójó äà jå H0 íåòà÷íà, à âåëè÷èíà
êðèòè÷íå îáëàñòè α ñàñòîjè ñå îä ñâèõ âðåäíîñòè Ò ìà»å èëè jåäíàêî îä t, ãäå jå
t áðîj äîáèjåí èç òàáëèöå, êîðèñòå£è p∗ è n, òàêî äà:

P (Y ≤ t) = α

ãäå Y èìà áèíîìíó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà p∗ è n. H0 ñå îäáàöójå àêî jå Ò
ìà»å èëè jåäíàêî îä t. Ó ñóïðîòíîì ñå H0 ïðèõâàòà.

Ïðèìåð. Ïîä jåäíîñòàâíèì Ìåíäåëîâèì íàñëå¢åì ìîæå ñå î÷åêèâàòè âåçà
èçìå¢ó áè§àêà äâà ïîjåäèíà ãåíîòèïà çà ïðîèçâîä»ó ïîòîìñòâà jåäíå ÷åòâðòèíå
êîjè ñó ”ïàòó§àñòå” è òðè ÷åòâðòèíå êîjè ñó ”âèñîêå”. Ó åêñïåðèìåíòó jå
ïîòðåáíî óòâðäèòè äà ëè jå ïðåòïîñòàâêà ïðîñòîã Ìåíäåëîâîã íàñëå¢à ëîãè÷íà
ó îäðå¢åíîj ñèòóàöèjè, à óíàêðñíè ðåçóëòàòè ó ïîòîìñòâó èìàjó 243 ïàòó§àñòèõ
áè§àêà è 682 âèñîêèõ áè§àêà. Àêî ”êëàñà 1” îçíà÷àâà ”âèñîêå”, p∗ = 3

4
è Ò

ïðåäñòàâ§à áðîj âèñîêèõ áè§àêà. Íóëòà õèïîòåçà î jåäíîñòàâíîì Ìåíäåëåâîì
íàñëå¢ó åêâèâàëåíòíà jå ìîäåëó õèïîòåçå:

H0 : p =
3
4
,

àëòåðíàòèâà jå:

H1 : p 6= 3
4
.

Îä n = 952(243 + 682), àêî jå n≥ 30, êàî øòî jåñòå, ìîæåìî êîðèñòèòè
àïðîêñèìàöèjó íîðìàëíîì ðàñïîäåëîì, êîjó íàì îáåçáå£ójå öåíòðàëíà ãðàíè÷íà
òåîðåìà, òàêî äà èìàìî ñëåäå£å :

t1 = n · p∗ + ω0.025 ·
√
n · p∗ · (1− p∗) = 925 · 3

4
+ (−1.960) ·

√
925 · 3

4
· 1
4
=

667.94,
ãäå jå ω0.025 êâàíòèë íîðìàëíå ðàñïîäåëå çà íèâî 0.025.

È ñâå âðåäíîñòè Ò âå£å îä t2 ãäå jå:

t2 = n·p∗+ω0.975·
√
n · p∗ · (1− p∗) = 925· 3

4
+(1.960)·

√
925 · 3

4
· 1
4
= 719.56,

ãäå jå ω0.975 êâàíòèë íîðìàëíå ðàñïîäåëå çà íèâî 0.975.

Ïîäñåòèìî ñå äà öåíòðàëíà ãðàíè÷íà òåîðåìà çà ïîñëåäèöó èìà jåäíàêîñò:

limn→∞ PH0{ Sn−n·p∗√
n·p∗·(1−p∗)

≤ x} = 1
2·π ·

∫ x
−∞ e

−t2
2
dt.

Âðåäíîñò Ò äîáèjåíà ó îâîì åêñïåðèìåíòó jå 682. Ñòîãà jå íóëòà õèïîòåçà
ïðèõâà£åíà. Ìîæå ñå íà£è êðèòè÷àí íèâî α̂, ïðèõâàòà»åì îáëàñòè òåñòà çà èñòó
îáëàñò ñà îáå ñòðàíå çà n·p∗ = 693.75. Êàêî jå âðåäíîñò 682 ìà»à îä n·p∗, ïîëîâèíà
îä α̂ ñå èçðà÷óíàâà èç P (T ≤ 682), ïðåòïîñòàâ§àjó£è äà jå íóëòà õèïîòåçà òà÷íà,
äîáèjàìî:
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2.1. ÁÈÍÎÌÍÈ ÒÅÑÒ ÏÎÃËÀÂ�Å 2. ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÊÈ ÒÅÑÒÎÂÈ

P (T ≤ 682) = P ( T−n·p∗√
n·p∗·(1−p∗)

≤ 682−n·p∗√
n·p∗·(1−p∗)

) ≈ P (Z ≤ 682−693.75
13.17

)

ãäå Z èìà ñòàíäàðäíó íîðìàëíó ðàñïîäåëó.

α̂
2
= P (T ≤ 682) ≈ P (Z ≤ −0.8922) ≈ 0.186

Çáîã òîãà jå α̂ = 2 · (0.186) = 0.372. Hèâî çíà÷àjíîñòè îä íàjìà»å 0.372 ìîðà áèòè
ïîòðåáàí äà ñå îäáèje H0. Tàêî äà ñó ïîäàöè ó äîáðîj ñàãëàñíîñòè ñà íóëòîì
õèïîòåçîì.

Ïðåòõîäíè ïðèìåð ïðèêàçójå äâîñòðàíè îáëèê áèíîìíîã òåñòà. Ñàäà £åìî
ïðåòõîäíè ïðèìåð ïîêàçàòè ó R-y:

binom.test (c(682, 243), p = 3/4)

Exact binomial test

data: c(682, 243)
number of successes = 682, number of trials = 925, p-value = 0.3825
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.75
95 percent con�dence interval:
0.7076683 0.7654066
sample estimates:
probability of success
0.7372973

Íà îñíîâó p-âðåäíîñòè òåñòà êîjà èçíîñè p-âðåäíîñò=0.3825 è âå£à jå îä 0.05 (ïðàã
çíà÷àjíîñòè), ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà ñó ïîäàöè ó ñêëàäó ñà íóëòîì õèïîòåçîì.

Äà ñòàòèñòè÷êè òåñò ó áèíîìíîì òåñòó èìà áèíîìíó ðàñïîäåëó, ëàêî ñå ìîæå
âèäåòè. Àêî jå Ò jåäíàê áðîjó ïîíàâ§à»à êîjè äîâîäå äî ðåçóëòàòà êëàñå 1, ãäå
ñó èñïèòèâà»à ìå¢óñîáíî íåçàâèñíà è ãäå ñâàêî ïîíàâ§à»å èìà âåðîâàòíî£ó p ó
òèì ðåçóëòàòèìà (êàî øòî jå íàâåäåíî ó ïðåòïîñòàâêàìà), îíäà Ò èìà áèíîìíó
ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà p è n. Âåëè÷èíà êðèòè÷íîã ðåãèîíà jå ìàêñèìàëíà
êàäà jå p jåäíàêî p∗, ïîä íóëòîì õèïîòåçîì, ïà jå óâåäåíà òàáëèöà ñà n è p∗, äà
óòâðäè òà÷íó âðåäíîñò α. Êàî øòî jå ðàíèjå ïîìåíóòî, òåñòèðà»å õèïîòåçà jå
ñàìî jåäàí îãðàíàê ñòàòèñòè÷êîã çàê§ó÷èâà»à.

Ñàäà £åìî ðàçìàòðàòè äðóãå ãðàíå, î èíòåðâàëó ïîâåðå»à. Àêî ïîêóøàâàìî
äà íàïðàâèìî íåêå çàê§ó÷êå ó âåçè ñà íåïîçíàòèì ïàðàìåòðîì êîjè jå ïîâåçàí ñà
íåêèì ñòàíîâíèøòâîì, ëîãè÷íî jå äà ñå èñïèòà ñëó÷àjíè óçîðàê èç òå ïîïóëàöèjå,
è íà îñíîâó òîã óçîðêà äà ñå èìà óâèä ó âåçè ñà ïàðàìåòðîì ïîïóëàöèjå.
Òàêâà èçjàâà ìîæå áèòè ”ïàðàìåòàð ïîïóëàöèjå ëåæè èçìå¢ó a è b”, ãäå ñó
à è b äâà ðåàëíà áðîjà äîáèjåíà èç óçîðêà. Áðîjåâè à è b ñó èçðà÷óíàòè èç
óçîðêà è ðåàëèçàöèja ñó äâå ñòàòèñòèêå. Äâå ñòàòèñòèêå êîjå íàì ïîêàçójó
äî»å è ãîð»å ãðàíè÷íå òà÷êå çà èíòåðâàë £å áèòè îçíà÷åíå ñà L è U, îäíîñíî,
”äî»è” è ”ãîð»è”. Èíòåðâàë îä L äî U íàçèâà ñå èíòåðâàë ïîâåðå»à.
Âåðîâàòíî£à äà íåïîçíàòè ïàðàìåòàð ëåæè ó »åãîâîì èíòåðâàëó ïîâåðå»à çîâå
ñå êîåôèöèjåíò ïîâåðå»à. Ìåòîäà çà ïðîíàëàæå»å èíòåðâàëà ïîâåðå»à çà p,
íåïîçíàòå âåðîâàòíî£å çà íåêè ïîñåáàí èñõîä, jå óñêî ïîâåçàí ñà áèíîìíèì òåñòîì.
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Èíòåðâàë ïîâåðå»à.

Ïîäàöè. Óçîðàê êîjè ñå ñàñòîjè îä çàïàæà»à n íåçàâèñíèõ ñòóäèjà je èñïèòàí,
à áðîj Y íàïîìè»å êîëèêî ñå ïóòà jàâ§à íàâåäåíè äîãà¢àj. Ïðåòïîñòàâêå:

(1) n èñõîäè ñó ìå¢óñîáíî íåçàâèñíè.

(2) Âåðîâàòíî£à p îä íàâåäåíîã èñõîäà îñòàjå êîíñòàíòíà îä jåäíîã èñïèòèâà»à
äî ñëåäå£åã.

Íàâåäèìî ñàäà jåäíó îä ìåòîäà èíòåðâàëà ïîâåðå»à: Çà n âå£å îä 20 ìîæå ñå
êîðèñòèòè íîðìàëíà àïðîêñèìàöèjà. Óïîòðåáà:

L = Y
n
− x1−α

2
·
√

Y ·(n−Y )
n3

è,

U = Y
n
+ x1−α

2
·
√

Y ·(n−Y )
n3

ãäå jå x1−α/2 êâàíòèë çà íîðìàëíó ðàñïîäåëó ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå, äîáèjåí èç
òàáëèöå. Îájàñíèìî êàêî ñìî äîøëè äî îâîã èíòåðâàëà. Òðåáà ïðîíà£è L è U
òàêî äà âàæè:

1− α = P{L < p < U}

Àêî jå Y ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà ñà áèíîìíîì ðàñïîäåëîì ñà ïàðàìåòðèìà p è n,
òàäà jå íà îñíîâó öåíòðàëíå ãðàíè÷íå òåîðåìå:

Z = Y−n·p√
n·p·(1−p)

: N(0, 1)

Ñàäà, àêî ñà x1−α
2
îçíà÷èìî êâàíòèë íîðìàëíå ðàñïîäåëå çà îäãîâàðàjó£è íèâî,

òå àêî ïðèìåòèìî äà jå xα
2
= −x1−α

2
èìàìî,

1− α = P (−x1−α
2
< Y−n·p√

n·p·(1−p)
< x1−α

2

= P (−x1−α
2
·
√
n · p · (1− p) < Y − n · p < x1−α

2
·
√
n · p · (1− p)).

Ïîìíîæèìî ïðåòõîäíó íåjåäíàêîñò ñà -1. Äîáèjàìî:

1− α = P (−x1−α
2
·
√
n · p · (1− p) < Y − n · p < x1−α

2
·
√
n · p · (1− p))

= P (Y − x1−α
2
·
√
n · p · (1− p) < n · p < Y + x1−α

2
·
√
n · p · (1− p)).

Ïîäåëèìî ñàäà ñâå ñà n, èìàìî:

1− α = P (Y
n
− x1−α

2
·
√

p·(1−p)
n

< p < Y
n
+ x1−α

2
·
√

p·(1−p)
n

)
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Óâåäåìî ñàäà àïðîêñèìàöèjó Y
n
≈ p êîjó îïðàâäàâà çàêîí âåëèêèõ áðîjåâà,

ïðåòõîäíà jåäíà÷èíà ïîñòàjå:

β ≈ P (Y
n
− x1−α

2
·
√

Y
n
·(1−Y

n
)

n
< p < Y

n
+ x1−α

2
·
√

Y
n
·(1−Y

n
)

n
).

Àêî ïðåòõîäíè èçðàç ñðåäèìî äîáèjàìî: β = 1− α ≈ P (L < p < U) ãäå jå:

L = Y
n
− x1−α

2
·
√
Y · (n−Y )

n3

è,

U = Y
n
+ x1−α

2
·
√
Y · (n−Y )

n3 .

Ñà jåäíà÷èíàìà çà L è U, çà äàòè íèâî çíà÷àjíîñòè α ìîæåìî äîáèòè ãðàíèöå
èíòåðâàëà ïîâåðå»à çà âåðîâàòíî£ó p. Ðàäè èëóñòðàöèjå îâå ìåòîäå êîðèñòèìî
ñëåäå£è ïðèìåð.

Ïðèìåð. Ó îäðå¢åíèì äðæàâàìà íàñóìè÷íî jå îäàáðàíî 20 ñðåä»èõ øêîëà äà
ñå ïðîâåðè äà ëè èñïó»àâàjó ñòàíäàðäíå íîðìå, êîjå jå ïðåäëîæèî íàöèîíàëíè
êîìèòåò çà îáðàçîâà»å. Óòâð¢åíî jå äà jå 7 øêîëà êâàëèôèêîâàíî è ïðåìà òîìå
ñó îçíà÷åíå ñà ”îäëè÷àí”. Êîjè jå èíòåðâàë ïîâåðå»à oä 95% çà p, òj. ïðîöåíàò
ñâèõ ñðåä»èõ øêîëà ó äðæàâè êîjà áè ñå êâàëèôèêoâàëà çà îáåëåæjå ”îäëè÷àí”?
Ïðâî, ïðåòïîñòàâèìî äà jå áðîj ñðåä»èõ øêîëà ó äðæàâè äîâî§íî âåëèêè
äà ñå ñðåä»å øêîëå ðàçâðñòàâàjó ñà ”îäëè÷àí” èëè ”íèjå îäëè÷àí” íåçàâèñíî
jåäíà îä äðóãå. (Çàïðàâî, çà îäðå¢åí áðîj øêîëà, ÷è»åíèöà äà jå jåäíà øêîëà
êëàñèôèêîâàíà íà jåäàí íà÷èí ãäå òåæè äà ïîâå£à øàíñó äà ñå íàðåäíå øêîëñêå
ãîäèíå êëàñèôèêójå äðóãà÷èjå, jåð áè îíäà áèî íåøòî âå£è ïðîöåíàò øêîëà ó
äðóãîj êàòåãîðèjè ìå¢ó îíèìà êîjå jîø íèñó èçàáðàíå). Ïðåòïîñòàâ§àjó£è äà
jå èçáîð áèî ñëó÷àjàí, p jå èñòè çà ñâå øêîëå è ïðåäñòàâ§à âåðîâàòíî£ó äà ñå
èçàáðàíà øêîëà îáåëåæè ñà ”îäëè÷àí”. Âèäèìî äà jå n jåäíàêî 20 è Y jeäíàêî
7, îäíîñíî Y

n
je 0.35 Äàêëå, íàâåäåíà ìåòîäà êîðèñòè íîðìàëíó àïðîêñèìàöèjó

çàñíîâàíó íà öåíòðàëíîì ãðàíè÷íîì ïðàâèëó, êîjà äàjå:

L = Y
n
− x.975 ·

√
Y ·(n−Y )

n3 = 0.35− (1.960) ·
√
7 · 13

203
= 0.35− 0.21 = 0.14,

è ñàäà èìàìî äà jå,

U = 0.35 + 0.21 = 0.56.

Èíòåðâàë ïîâåðå»à äîáèjåí îâîì ìåòîäîì jå:

P (0.14 < p < 0.56) = 0.95.

Çà îâó ìåòîäó jå ïðîöå»åíî äà jå áî§à óêîëèêî jå n âå£å (≥ 30) è çà âðåäíîñò p
áëèçó 0.5, íåãî çà âðåäíîñò p áëèæå 0 èëè 1.
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2.1. ÁÈÍÎÌÍÈ ÒÅÑÒ ÏÎÃËÀÂ�Å 2. ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÊÈ ÒÅÑÒÎÂÈ

Ïîêàæèìî ïðåòõîäíè ïðèìåð êîðèñòå£è R:

binom.test (7, 20, p=0.5, conf.level=0.95)

Exact binomial test

data: 7 and 20
number of successes = 7, number of trials = 20, p-value = 0.2632
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.5
95 percent con�dence interval:
0.1539092 0.5921885
sample estimates:
probability of success
0.35

Äðóãå ìåòîäå çà äîáèjà»å áèíîìíå ãðàíèöå äàëè ñó Àíäåðñîí è Áóðñòåèí (1967.
è 1968.).

Ïîêàæèìî jîø jåäàí ïðèìåð èíòåðâàëà ïîâåðå»à êîðèñòå£è R:

binom.test (7, 20, p=0.5, conf.level=0.95, alternative="less")

Exact binomial test

data: 7 and 20
number of successes = 7, number of trials = 20, p-value = 0.1316
alternative hypothesis: true probability of success is less than 0.5
95 percent con�dence interval:
0.0000000 0.5580345 sample estimates:
probability of success
0.35

2.1.1 Ïðèìåðè

Ïðèìåð (1).

Çíà ñå äà 20% îäðå¢åíå âðñòå èíñåêàòà èñïî§àâàjó ñïåöèôè÷íó
êàðàêòåðèñòèêó À. Îñàìíàåñò èíñåêàòà òå âðñòå ñó äîáèjåíå èç íåîáè÷íîã
îêðóæå»à, è íèêî îä »èõ íåìà êàðàêòåðèñòèêó À. Äà ëè jå ðàçóìíî ïðåòïîñòàâèòè
äà èíñåêòè èç òîã îêðóæå»à èìàjó èñòó âåðîâàòíî£ó îä 0.20 êàî èíñåêòè èç
ãåíåðàëíîã îêðóæå»à?

Ðåøå»å (1).

Íåêà jå íóëòà õèïîòåçà H0(p = 0.2), à àëòåðíàòèâíà H1(p 6= 0.2), è α = 0.05.
Ðàäè£åìî äâîñòðàíè áèíîìíè òåñò. Ïîñòîjè n = 18 ïîñìàòðà»à, è êàðàêòåðèñòèêó
À ãëåäàìî êàî íà ”êëàñó 1”, à êàðàêòåðèñòèêó Á êàî íà ”êëàñó 2”. Ïîñìàòðàíà
âðåäíîñò òåñò ñòàòèñòèêà Ò jå t = 0, è Ò èìà áèíîìíó ðàñïîäåëó T ∼ B (18, 0.2).
Äîáèjàìî ñëåäå£å:

P (T ≤ 0) = P (T−n·p
∗

√
n·p∗ ≤

0−18·0.2√
18·0.2·0.8) ≈ P (Z ≤ 0−3.6

1.697
)
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ãäå Z èìà ñòàíäàðäíó íîðìàëíó ðàñïîäåëó, êàî øòî jå äàòî ó òàáëèöè çà íîðìàëíó
ðàñïîäåëó.

α
2
= P (T ≤ 0) ≈ P (Z ≤ −2.121) ≈ 0.017

Çáîã òîãà jå α̂ = 2 · (0.017) = 0.034. Tàêî äà ïîäàöè íèñó ó ñàãëàñíîñòè ñà íóëòîì
õèïîòåçîì.

Êîðèñòèìî áèíîìíè òåñò ó R-ó, äîáèjàìî ñëåäå£å ðåçóëòàòå:

binom.test(0,18,0.2)

Exact binomial test

data: 0 and 18
number of successes = 0, number of trials = 18, p-value = 0.03429
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.2
95 percent con�dence interval:
0.000000 0.185302
sample estimates:
probability of success
0

Íà îñíîâó p-âðåäíîñòè òåñòà, p=0.0343, êîjà jå ìà»à îä 0.05, îäáàöójåìî íóëòó
õèïîòåçó äà èíñåêòè èç ñïåöèjàëíå îêîëèíå èìàjó èñòó âåðîâàòíî£ó äà èìàjó
êàðàêòåðèñòèêó À êàî è èíñåêòè èç ãåíåðàëíèõ óñëîâà.

Ïðèìåð (2).

Îä 16 âîçèëà êîjà ñó ïðåãëåäàíà òîêîì êàìïà»å î áåçáåäíîñòè, óòâð¢åíî jå
äà jå 6 âîçèëà íåñèãóðíî. Òåñòèðàòè õèïîòåçó äà jå ìà»å îä 10% àóòîìîáèëà ó
ïîïóëàöèjè íåñèãóðíî. (Ïðåòïîñòàâêà jå äà ñó âåðîâàòíî áèëå ëàæíå ïðèjàâå).

Ðåøå»å (2).

Êîðèñòè£åìî áèíîìíè òåñò çà òåñòèðà»å äà jå ìà»å îä 10% îä àóòîìîáèëà
ó óçîðêó íåèñïðàâíî. Ïîñòàâè£åìî õèïîòåçó òàêî äà jå íóëòà H0(p < 0.1), è
àëòåðíàòèâíó õèïîòåçó H1(p ≥ 0.1).

Ñòàòèñòèêà Ò èìà áèíîìíó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðîì p, è ñà âåëè÷èíîì óçîðêà
n = 16. Èç òàáëèöå çà áèíîìíó ðàñïîäåëó, n = 16, âèäèìî äà jå H0(p < 0.1) òà÷íà,
îäíîñíî:
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Ñëèêà 2.1: Áèíîìíà ðàñïîäåëà.

Äàêëå, ïðèõâàòàìî íóëòó õèïîòåçó äà jå ìà»å îä 10% àóòîìîáèëà íåèñïðàâíî.
Ïðèìåð jå óðà¢åí ó R-ó, äîáèjåíè ñó ðåçóëòàòè:

binom.test (6,16,1/10,alternative="less",conf.level=0.90)

Exact binomial test
data: 6 and 16
number of successes = 6, number of trials = 16, p-value = 0.9995
alternative hypothesis: true probability of success is less than 0.1
90 percent con�dence interval:
0.0000000 0.5654405
sample estimates:
probability of success
0.375
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Íà îñíîâó p-âðåäíîñòè òåñòà çàê§ó÷ójåìî äà ïðèõâàòàìî íóëòó õèïîòåçó,
çàòî øòî jå p-âðåäíîñò âå£à îä 0.05 (ïðàã çíà÷àjíîñòè). Äàêëå, ìà»å oä 10%
àóòîìîáèëà jå íåèñïðàâíî.

Ïðèìåð (3).

Ó èãðè êîöêèöà, ïàð êîöêèöà jå áà÷åí 180 ïóòà. Ðåçóëòàò ”ñåäàì” äîãîäèî ñå
38 ïóòà.

(à) Àêî jå âåðîâàòíî£à ”ñåäàì”, øòà áè áèëî äà ñó êîöêèöå áèëå äðóãà÷èjå?

(á) Íà£è èíòåðâàë ïîâåðå»à îä 95% çà Ð (ñåäàì).

(â) Íà£è èíòåðâàë ïîâåðå»à îä 95% çà Ð (ñåäàì), êîðèñòå£è âåëèêè óçîðàê.

Ðåøå»å (3).

Ïàð íóìåðèñàíèõ êîöêèöà ïðèëèêîì èãðå áà÷åí jå 180 ïóòà. Áðîj 7 ñå ïîíîâèî
38 ïóòà.

(à) Êîðèñòè£åìî áèíîìíè òåñò êàêî áèñìî òåñòèðàëè õèïîòåçó H0(p =
1
6
), ïðîòèâ

àëòåðíàòèâíå H1(p 6= 1
6
). Båðîâàòíî£ó äà ñå ïîíîâè áðîj 7 ïðèëèêîì áàöà»à

êîöêèöà èçðà÷óíàâàìî íà ñëåäå£è íà÷èí. Âåðîâàòíî£à äîáèjà»à ”ñåäìèöå”,
óêîëèêî ïðåòïîñòàâèìî äà ñó ñâè áðîjåâè íà êîöêè jåäíàêî âåðîâàòíè jå:

P (1, 6) + P (2, 5) + P (3, 4) + P (4, 3) + P (5, 2) + P (6, 1) = 6
36

= 1
6

Ïà jå âåðîâàòíî£à äà èñõîä áóäå ”ñåäìèöà” jåäíàêà p = 6 · 1
6
1
6
:

Îä n = 180 êðèòè÷íà îáëàñò ïðèáëèæíe âåëè÷èíå α = 0.05 ìîãó ñå äîáèòè
ïîìî£ó âåëèêîã óçîðêà ïðèáëèæíî äàòèì ó òàáëèöè. Ñòîãà êðèòè÷àí ðåãèîí
îäãîâàðà ñâèì âðåäíîñòèìà Ò ìà»èì èëè jåäíàêèì îä t1, ãäå je:

t1 = n ·p∗+ω0.025

√
n · p∗ · (1− p∗) = 180 · 1

6
+(−1.960) ·

√
180 · 1

6
5
6
= 20.26

è ñâå âðåäíîñòè Ò âå£å îä t2, ãäå jå

t2 = n · p∗ + ω0.975

√
n · p∗ · (1− p∗) = 180 · 1

6
+ (1.960) ·

√
180 · 1

6
5
6
= 39.86

Âðåäíîñò Ò äîáèjåíà ó îâîì åêñïåðèìåíòó jå 38. Ñòîãà jå íóëòà õèïîòåçà
ïðèõâà£åíà. Ïîêàæèìî êàêî èçãëåäà ïðèìåð ó R-ó:

binom.test (38, 180, 1/6)

Exact binomial test

data: 38 and 180
number of successes = 38, number of trials = 180, p-value = 0.11
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.1666667
95 percent con�dence interval:
0.1539369 0.2780534
sample estimates:
probability of success
0.2111111
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Íà îñíîâó äîáèjåíå p-âðåäíîñòè òåñòà êîjà jå 0.11 è âå£à jå îä 0.05 (ïðàã
çíà÷àjíîñòè), ìîæåìî ïðèõâàòèòè íóëòó õèïîòåçó äà ñó êîöêèöå áèëå èñïðàâíå
òîêîì èãðå è äà îâàj óçîðàê îäãîâàðà íóëòîj õèïîòåçè.

(á) Îâàj äåî çàäàòêà ðåøàâàìî êîðèñòå£è R, ðåçóëòàò jå ñëåäå£è:

binom.test (38, 180, 1/6, conf.level=0.95)

Exact binomial test

data: 38 and 180
number of successes = 38, number of trials = 180, p-value = 0.11
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.1666667
percent con�dence interval:
0.1539369 0.2780534
sample estimates:
probability of success
0.2111111

Ìîæåìî äà çàê§ó÷èìî äà jå èíòåðâàë ïîâåðå»à: [0.1539369, 0.2780534], èëè
P [0.15 < p < 0.28] = 0.095.

(â) Çà n âå£å îä 20 ìîæå ñå êîðèñòèòè íîðìàëíà àïðîêñèìàöèjà. Óïîòðåáà ìåòîäå
êîjå ñìî îïèñàëè ó îâîì ðàäó, äîâîäè äî ñëåäå£èõ ðåçóëòàòà:
Ïîäñåòèìî ñå ïðâî jåäíà÷èíà çà L è U.

L = Y
n
− x1−α

2
·
√
Y · (n−Y )

n3

U = Y
n
+ x1−α

2
·
√
Y · (n−Y )

n3

ãäå jå x1−α
2
êâàíòèë çà íîðìàëíó ðàñïîäåëó ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå, äîáèjåí èç

òàáëèöå.

L = Y
n
− x1−α

2
·
√
Y · (n−Y )

n3 = 38
180
− (1.960)

√
38 · 180−38

1803
= 0.1514 ≈ 0.15

U = Y
n
+ x1−α

2
·
√
Y · (n−Y )

n3 = 38
180

+ (1.960)
√

38 · 180−38
1803

= 0.27

Èíòåðâàë ïîâåðå»à óðà¢åí ïðåìà ìåòîäè êîjó ñìî îïèñàëè ó îâîì ïîãëàâ§ó jå:

P [0.15 < p < 0.27] = 0.95

Èñòè ðåçóëòàò äîáèjàìî êàäà êîðèñòèìî áèíîìíè òåñò ó R-ó:

binom.test(38,180,1/6,conf.level=0.95)

Exact binomial test

data: 38 and 180
number of successes = 38, number of trials = 180, p-value = 0.11
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.1666667
percent con�dence interval:
0.1539369 0.2780534
sample estimates:
probability of success
0.2111111
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Ïðèìåð (4).

Ó ïðèìåðó (2), øòà jå 90% èíòåðâàë ïîâåðå»à çà òà÷íó ïðîïîðöèjó íåñèãóðíèõ
àóòîìîáèëà ó ïîïóëàöèjè?

Ðåøå»å (4).

Çà ðåøàâà»å îâîã ïðèìåðà ìîæåìî êîðèñòèòè ïîñòóïàê èç ïðèìåðà (2).
Ïðèìåð jå óðà¢åí ó R-ó, äîáèjåíè ñó ðåçóëòàòè:

binom.test (6,16,1/10,alternative="less",conf.level=0.90)

Exact binomial test
data: 6 and 16
number of successes = 6, number of trials = 16, p-value = 0.9995
alternative hypothesis: true probability of success is less than 0.1
90 percent con�dence interval:
0.0000000 0.5654405
sample estimates:
probability of success
0.375

Íà îñíîâó p-âðåäíîñòè òåñòà çàê§ó÷ójåìî äà ïðèõâàòèìî íóëòó õèïîòåçó,
çàòî øòî jå p-âðåäíîñò âå£à îä 0.05 (ïðàã çíà÷àjíîñòè). Äàêëå, ìà»å oä 10%
àóòîìîáèëà jå íåèñïðàâíî.

Äîíîñèìî çàê§ó÷àê äà jå 90% èíòåðâàë ïîâåðå»à [0.0000000, 0.5654405].

Ïðèìåð (5).

Äâàäåñåò íåçàâèñíèõ çàïàæà»à ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X ñà íåïîçíàòîì
ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F(x) äîâåëî je äî ñëåäå£èõ áðîjåâà:

141 134 98 119 131
103 154 122 93 137
86 119 161 144 158
165 81 117 128 103

Íà£è èíòåðâàë ïîâåðå»à 95% çà F(100).

Ðåøå»å (5).

Äà áèñìî ðåøèëè îâàj çàäàòàê ïîñòàâèìî äà jå:

F (X) = P (X ≤ x), F (100) = P (X ≤ 100)

Êàêî èìàìî äâàäåñåò íåçàâèñíèõ ïîíàâ§à»à, òî çíà÷è äà íàì jå n = 20. Ðåøå»å
ìîæåìî òðàæèòè ïðèìåíîì àïðîêñèìàöèjå íîðìàëíîì ðàñïîäåëîì. Òàêî¢å,
ìîæåìî êîðèñòèòè êàî ó ïðåòõîäíîì ïðèìåðó:
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L = Y
n
− x1−α

2
·
√
Y · (n−Y )

n3 = 4
20
− (1.960)

√
4 · 20−4

203
= 0.025

U = Y
n
+ x1−α

2
·
√
Y · (n−Y )

n3 = 4
20

+ (1.960)
√
4 · 20−4

203
= 0.375

Äàêëå, 95% èíòåðâàë jå (0.025, 0.375)

Ïðèìåð (6).

Ãðóïà ãðà¢àíà jå ïðèjàâèëà ãðàäñêîì âå£ó äà ñó íàjìà»å 60% ãðàäñêîã
ñòàíîâíèøòâà êîðèñíèöè îäðå¢åíèõ îáâåçíèöà. Ãðàäñêî âå£å jå çàòèì ïèòàëî
ñëó÷àjíè óçîðàê îä 100 ñòàíîâíèêà, äà ëè ñó êîðèñíèöè îáâåçíèöà. ×åòðäåñåò
îñàì jå ðåêëî äà. Äà ëè jå èçâåøòàj ãðóïå ñòàíîâíèêà ðàçóìàí?

Ðåøå»å (6).

Ïîñòàâè£åìî íóëòó õèïîòåçó H0(p ≥ 0.6), ïðîòèâ àëòåðíàòèâíå õèïîòåçå êîjà
jå H1(p < 0.6). Èìàìî äà jå n = 48.

1− P (Z ≤ 48−60
4.899

) = 1− P (Z ≤ −2.45) = 0.993

ãäå Z èìà ñòàíäàðäíó íîðìàëíó ðàñïîäåëó. Çáîã òîãà jå α̂ = 0.994. Tàêî äà ñó
ïîäàöè ó äîáðîj ñàãëàñíîñòè ñà íóëòîì õèïîòåçîì.
Ðåøå»å £åìî ïðåäñòàâèòè è ó R-y:

binom.test(48, 100, 0.6, alternative="greater")

Exact binomial test
data: 48 and 100
number of successes = 48, number of trials = 100, p-value = 0.9942
alternative hypothesis: true probability of success is greater than 0.6
95 percent con�dence interval:
0.3941407 1.0000000
sample estimates:
probability of success
0.48

Ìîæåìî çàê§ó÷èòè íà îñíîâó p-âðåäíîñòè êîjà jå 0.0994 è êîjà jå âå£à îä 0.05
(ïðàã çíà÷àjíîñòè), äà ïðèõâàòàìî íóëòó õèïîòåçó. Íà îáà íà÷èíà äîáèjàìî
èñòè ðåçóëòàò. Îâàj óçîðàê îäãîâàðà íóëòîj õèïîòåçè, è äà jå èçâåøòàj ãðóïå
ñòàíîâíèêà äîáàð.

Ó îâîì ðàäó îïèñà£åìî jîø jåäàí òåñò êîjè jå çàñíîâàí íà áèíîìíîj ðàñïîäåëè,
êâàíòèë òåñò.
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2.2 Êâàíòèë òåñò

Áèíîìíè òåñò ñå ìîæå êîðèñòèòè çà òåñòèðà»å õèïîòåçå ó âåçè êâàíòèëà íà
ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå, êàäà ãà çîâåìî êâàíòèë òåñò. Íà ïðèìåð, ìîæåìî èñïèòàòè
ñëó÷àjíè óçîðàê âðåäíîñòè íåêå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X, äà âèäèìî äà ëè je
ñðåäèíà îä X âå£à îä íóëå, èëè jåäíàêa 17 (ðåöèìî). Àêî ñå ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà
ãëåäà êàî íåïðåêèäíà ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà, òåñòèðà ñå õèïîòåçà,

H0 : p
∗ êâàíòèë îä X je x∗

èñòî jå êàî,

H0 : P (X ≤ x∗) = p∗

èç äåôèíèöèjå êâàíòèëà.
Àêî P (X ≤ x∗) ïðåäñòàâ§à íåïîçíàòó âåðîâàòíî£ó çà p, H0 ïîñòàjå:

H0 : p = p∗

øòî jå èñòî íóëòîj õèïîòåçè òåñòèðàíîj áèíîìíèì òåñòîì. Ñòàòèñòè÷êè òåñò
jåäíàê jå áðîjó âðåäíîñòè óçîðêà êîjå ñó ìà»å èëè jåäíàêå îä x∗, ïà ñå ìîæå
êîðèñòèòè äâîñòðàíè áèíîìíè òåñò. Íèjå jåäíîñòàâíî àêî ñå ïðåòïîñòàâ§à äà jå
ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà äèñêðåòíà. Îíäà jå íóëòà õèïîòåçà:

H0 : p
∗ êâàíòèë îä X je x∗

èñòî jå êàî,

H0 : P (X ≤ x∗) ≥ p∗ è P (X < x∗) ≤ p∗

Ñàäà ñå ìîæå êîðèñòèòè áèíîìíè òåñò, àëè ïðèëàãî¢àâà»å òåñòà îâîj
õèïîòåçè jå ìàëî íåçãîäíî, ïà £åìî ïðåäñòàâèòè ïîñòóïàê êàî ïîñåáàí
òåñò.

Õèïîòåçå. Íåêà x∗ è p∗ ïðåäñòàâ§àjó íåêå ñïåöèôè÷íå áðîjåâå, 0<p∗<1.
Õèïîòåçà ìîæå äà óçìå jåäàí îä ñëåäå£à òðè îáëèêà.

À. (äâîñòðàíè òåñò)

H0 : p
∗ ïîïóëàöèîíè êâàíòèë jå x∗.

(Îâî jå eêâèâàëåíòíî ñà H0 : P (X ≤ x∗) ≥ p∗, è P (X < x∗) ≤ p∗ )

H1 : x
∗ íèjå p∗ ïîïóëàöèîíè êâàíòèë.

(Îâî jå eêâèâàëåíòíî ñà H1 : P (X ≤ x∗) < p∗ èëè H1 : P (X < x∗) > p∗.

Á. (jåäíîñòðàíè òåñò)

H0 : p
∗ ïîïóëàöèîíè êâàíòèë jå áàð êàî x∗

(Îâî jå eêâèâàëåíòíî ñà H0 : P (X < x∗) ≤ p∗).
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H1 : p
∗ ïîïóëàöèîíè êâàíòèë je ìà»è îä x∗.

Îâî jå èñòî êàî H1 : P (X < x∗) > p∗.

Â. (jåäíîñòðàíè òåñò)

H0 : p
∗ ïîïóëàöèîíè êâàíòèë íèjå âå£è îä x∗.

(èëè jå H0 : P (X ≤ x∗) ≥ p∗)

H1 : p
∗ ïîïóëàöèîíè êâàíòèë âå£è îä x∗.

(èëè jå H1 : P (X ≤ x∗) < p∗)

Òåñò ñòàòèñòèêà. Êîðèñòè£åìî äâå òåñò ñòàòèñòèêå. Íåêà jå T2 jåäíàê áðîjó
çàïàæà»à ìà»å íåãî x∗, è íåêà jå T1 jåäíàê áðîjó çàïàæà»à ìà»å èëè èñòî x∗.
Òàäà jå T1 = T2 àêî íèjåäàí îä áðîjåâà èç ïîäàòàêà íèjå jåäíàêî x∗. Èíà÷å, T1 jå
âå£å îä T2.

Ïðàâèëî îäëó÷èâà»à. Êàî ó áèíîìíîì òåñòó, ñòàòèñòè÷êè òåñò èìà äèñêðåòíó
ðàñïîäåëó. Äàòà ñó ðàçëè÷èòà ïðàâèëà îäëó÷èâà»à, êîjà îäãîâàðàjó õèïîòåçè À,
Á, èëè Â.

À. (äâîñòðàíè òåñò). Êðèòè÷íà îáëàñò îäãîâàðà âðåäíîñòè T2 êîjå ñó ïðåâåëèêå
(øòî çíà÷è äà jå ìîæäà P (X < x∗) âå£a îä p∗), è âðåäíîñòè T1 êîjå ñó ïðåìàëå
(øòî çíà÷è äà jå ìîæäà P (X < x∗) ìà»å îä p∗). Êðèòè÷íà îáëàñò jå íà¢åíà óíîñîì
ó òàáëèöó (òàáëèöà çà áèíîìíó ðàñïîäåëó), ñà âåëè÷èíîì óçîðêà n è õèïîòåçoì
âåðîâàòíî£å p∗, êàî ó äâîñòðàíîì áèíîìíîì òåñòó. Çàòèì ñå íà¢å áðîj t1 òàêî äà,

(1) P (Y ≤ t1) = α1

ãäå Y èìà áèíîìíó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà n è p∗, è ãäå jå α1 îêî ïîëîâèíå
æå§åíîã íèâîà çíà÷àjíîñòè. Çàòèì ñå íà¢å áðîj òàêî äà,

(2) P (Y > t2) = α2

èëè,

(3) P (Y ≤ t2) = 1− α2

ãäå jå α2 èçàáðàío òàêî äà jå α1 + α2 îòïðèëèêå jåäíàêo çà æå§åíè íèâî
çíà÷àjíîñòè. Îäáàöèòè H0 àêî jå T1 ìà»è èëè èñòè îä t1 , èëè àêî jå T2 âå£è îä
t2 . Ó ñóïðîòíîì, ïðèõâàòàìî H0. Íèâî çíà÷àjíîñòè èçíîñè α1 + α2.

Á. (jåäíîñòðàíè òåñò) Áóäó£è äà âåëèêe âðåäíîñòè çà T2 óêàçójó äà H0 íèjå
òà÷íà, óíîñîì âåëè÷èíå óçîðêà n ó òàáëèöó (òàáëèöà çà áèíîìíó ðàñïîäåëó),
ïðåòïîñòàâèìî äà jå p∗ êàî p. Çàòèì ñå íà¢å áðîj t2 òàêî äà

(4) P (Y > t2) = α

øòî jå èñòî êàî
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(5) P (Y ≤ t2) = 1− α

çà íåêè ïðèõâàò§èâè íèâî çíà÷àjíîñòè α. Îäáàöèòè H0 àêî T2 íàäìàøójå t2.
Ïðèõâàòèòè H0 àêî jå T2 ìà»å èëè jåäíàêî îä t2.

Â. (jåäíîñòðàíè òåñò) Ìàëå âðåäíîñòè T1 óêàçójó äà H0 íèjå òà÷íà, ïà áè
óíîñîì âåëè÷èíå óçîðêà n ó òàáëèöó (òàáëèöà çà áèíîìíó ðàñîäåëó) è íàâåäåíe
âåðîâàòíî£å p∗ ïðîíàøëè t1 òàêî äà,

(6) P (Y ≤ t1) = α

çà ïðèõâàò§èâè íèâî α, ãäå Y èìà áèíîìíó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà n è p∗.
Îäáàöèòè H0 àêî jå T1 ìà»e èëè jåäíàêo oä t1. Ïðèõâàòèòè H0 àêî T1 ïðåëàçè t1.

Ïðèìåð. Óïèñójó£è êîëå¶, áðóöîøè ñó èç ñðåä»å øêîëå äîñòèãëè âèñîê íèâî
îáðàçîâà»à çà äóãè íèç ãîäèíà, à ãîð»à ãðàíèöà jå óñïîñòàâ§åíà ðåçóëòàòîì 193.
Ñðåä»à øêîëà øà§å ïåòíàåñò ñâîjèõ äèïëîìèðàíèõ ñòóäåíàòà íà ñòóäèjå, ãäå ñó
ïîëàãà»åì èñïèòà äîáèjåíè ñëåäå£è ðåçóëòàòè

189 233 195 160 212
176 231 185 199 213
202 193 174 166 248

.

Ïðåòïîñòàâèìî äà îâèõ ïåòíàåñò ó÷åíèêà ïðåäñòàâ§àjó ñëó÷àjàí óçîðàê ñâèõ
ó÷åíèêà òå øêîëå êîjè èäó íà êîëå¶. Jåäàí îä íà÷èíà ïîðå¢å»à ñòóäåíàòà
èç ñðåä»å øêîëå ñà îñòàëèì ñòóäåíòèìà jå òåñòèðà»å õèïîòåçå, äà íàâåäåíè
ðåçóëòàòè äîëàçå èç ïîïóëàöèjå ÷èjà jå ãîð»à ãðàíèöà 193.
Òàêî äà jå:

H0: ãîð»à ãðàíèöà jå 193,

jå èñïèòàí ïðîòèâ àëòåðíàòèâå,

H1: ãîð»à ãðàíèöà íèjå 193,

ãäå ñå ìèñëè íà ãîð»ó ãðàíèöó òåñòà çà ñâå ñòóäåíòå òå ñðåä»å øêîëå, ïðîøëå,
ñàäàø»å èëè áóäó£å. Ïðèìå»ójå ñå äâîñòðàíè êâàíòèë òåñò. Êðèòè÷íà îáëàñò
ïðèáëèæíå âåëè÷èíå 0.05 ñå äîáèjà óíîñîì ó òàáëèöó (òàáëèöà çà áèíîìíó
ðàñïîäåëó) çà n = 15 è p = 0.75. Çà òåñò ñòàòèñòèêó Y âàæè ñëåäå£å,

(7) P (Y ≤ 7) = 0.0173

è,

(8) P (Y ≤ 14) = 0.9866

Êðèòè÷íà îáëàñò âåëè÷èíå

(9) α = 0.173 + 0.0134 = 0.0307
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îäãîâàðà âðåäíîñòè T1 ìà»å èëè jåäíàêî oä t1 = 7, a âðåäíîñòè T2 âå£å îä t2 = 14.
Ó îâîì ïðèìåðó T1 = 7, áðîj çàïàæà»à jå ìà»è îä 193 èëè jåäíàêî, è T2 = 6,
ïîøòî jå jåäíî çàïàæà»å jåäíàêî 193. Ñòîãà jå T1 ïðåìàëî, à H0 îäáà÷åíà. Ãîð»à
ãðàíèöà çà ñòóäåíòå èç òå ñðåä»å øêîëå íèjå 193.

Ïîøòî jå ïîñìàòðàíà âðåäíîñò òåñò ñòàòèñòèêå T1 jåäâà ó îáëàñòè îäáàöèâà»à,
íèâî çíà÷àjíîñòè jå ìàëè, øòî áè ìîãàî áèòè ðåçóëòàò îäáàöèâà»à H0. Çàòî
êðèòè÷àí íèâî ó îâîì ïðèìåðó èçíîñè 0.0307, èñòî êàî íèâî çíà÷àjíîñòè.
Jåäíîñòðàíè êâàíòèëíè òåñò, ñà ïðèáëèæíî âåëèêèì óçîðöèìà, jå èëóñòðîâàí ó
ñëåäå£åì ïðèìåðó. Ïîêàæèìî îâàj ïðèìåð ó R-ó:

> quantile.test < −function(x, xstar = 0, quantile = 0.5, alternative =
”two.sided”){
n < −length(x)
p < −quantile
T1 < −sum(x ≤ xstar)
T2 < −sum(x < xstar)
if(alternative == ”quantile.less”){
p.value < −1− pbinom(T2− 1, n, p)}
if(alternative == ”quantile.greater”){
p.value < −pbinom(T1, n, p)}
if(alternative == ”two.sided”){
p.value < −2 ∗min(1− pbinom(T2− 1, n, p), pbinom(T1, n, p))}
list(xstar = xstar, alternative = alternative, T1 = T1, T2 =
T2, p.value = p.value)}
> testscores
< −c(189, 233, 195, 160, 212, 176, 231, 185, 199, 213, 202, 193, 174, 166, 248)
> quantile.test(testscores, xstar = 193, quantile = 0.75, alternative =
”two.sided”)
$xstar
[1]193
$alternative
[1]”two.sided”
$T1
[1]7
$T2
[1]6
$p.value
[1]0.03459968

Ïðèìåòèìî äà îäáàöójåìî íóëòó õèïîòåçó è äà óçîðàê íèjå ó ñàãëàñíîñòè ñà
íóëòîì õèïîòåçîì. Äàêëå, çàê§ó÷ójåìî äà ãîð»à ãðàíèöà çà ñòóäåíòå èç ñðåä»å
øêîëå íèjå 193.

Ïðèìåð. Âðåìåíñêè èíòåðâàë èçìå¢ó åðóïöèjà ãåjçèðà jå çàáåëåæåí 112 ïóòà, äà
ñå âèäè äà ëè jå ñðåä»è èíòåðâàë ìà»è èëè jåäíàê îä 60 ìèíóòà (íóëòà õèïîòåçà)
èëè äà ëè jå ñðåä»è èíòåðâàë âå£è îä 60 ìèíóòà (àëòåðíàòèâíà õèïîòåçà).
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Àêî jå ñðåä»è èíòåðâàë 60, 60 jå x0.05 èëè ñðåä»à âðåäíîñò. Àêî jå ñðåä»è
èíòåðâàë ìà»è îä 60, 60 jå êâàíòèë çà íåêå p ≥ 0.50. Òàêî jå H0 = P (X ≤
60) ≥ 0.50, è H1 = P (X ≤ 60) < 0.50, ãäå jå X âðåìåíñêè èíòåðâàë èçìå¢ó
åðóïöèjà. Ïðåòïîñòàâèìî äà ñó ðàçëè÷èòè èíòåðâàëè íåçàâèñíè è èäåíòè÷íî
ðàñïîäå§åíè, ìîæå ñå êîðèñòèòè jåäíîñòðàíè êâàíòèëíè òåñò, ñà èçáîðîì ïðàâèëà
Â. Ñòàòèñòè÷êè òåñò T1 jåäíàê áðîjó èíòåðâàëà êîjè ñó ìà»å èëè jåäíàêè îä 60
ìèíóòà, à êðèòè÷íè ðåãèîí âåëè÷èíå 0.05 îäãîâàðà âðåäíîñòè T1 ìà»å îä:

t1 = n · p∗ + ω0.05 ·
√
n · p∗ · (1− p∗) = 112 · 0.5− (1.645)

√
122 · 0.5 · 0.5

(10) = 47.3.

Îä 112 ïóòà, »èõ 8 ñó 60 ìèíóòà èëè ìà»å, òàêî äà jå T1 = 8, à H0 jå ÷âðñòî
îäáèjåíà ó êîðèñò àëòåðíàòèâå ”ñðåä»è âðåìåíñêè èíòåðâàë èçìå¢ó åðóïöèjà jå
âå£è îä 60 ìèíóòà”. Êðèòè÷àí íèâî jå:

(11) α̂ = P (T8 ≤ 8) = P ( T−n·p√
n·p·q )

∼= P [Z ≤ 8−112·0.50√
112·0.50·0.50 ]

ãäå jå Z ñòàíäàðäía íîðìàëía ñëó÷àjía ïðîìåí§èâa. Çàòèì, èç òàáëèöå (òàáëèöà
çà íîðìàëíó ðàñïîäåëó),

(12) α̂ = P (Z ≤ −48
5.3

) = P (Z ≤ −9.05)� 0.0001

êîjå ÷èòàìî ”ìíîãî ìà»å íåãî 0.0001.”

Èíòåðâàë ïîâåðå»à

Ïîäàöè. Ïîäàöè ñå ñàñòîjå îä çàïàæà»à çà X1, . . . , Xn êîjå ñó íåçàâèñíå è
èäåíòè÷íî ðàñïîðå¢åíå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå.

Íåêà X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(r) ≤ · · · ≤ X(s) ≤ · · · ≤ X(n) ïðåäñòàâ§à
âàðèjàöèîíè íèç, ãäå je 1 ≤ r < s ≤ n . Æåëèìî äà ïðîíà¢åìî èíòåðâàë ïîâåðå»à
(íåïîçíàòè) çà p∗ êâàíòèë, ãäå jå p∗ íåêè îäðå¢åíè áðîj èçìå¢ó íóëà è jåäàí.
Ïðåòïîñòàâêå:

(1) Óçîðàê X1, . . . , Xn jå ñëó÷àjàí óçîðàê,

(2) Xis jå íàjìà»åã ðåäà

MÅÒÎÄÀ À (ìàëè óçîðöè). Çà n ≤ 20 ìîæå ñå êîðèñòèòè òàáëèöà (òàáëèöà çà
áèíîìíó ðàñïîäåëó) çà ïðîíàëàæå»å r è s. Óíîñè ñå ñå ñà âåëè÷èíîì óçîðêà n è
âåðîâàòíî£oì p = p∗. ×èòàòè êîëîíó çà p = p∗, ñâå äîê óíîñ íå áóäå ïðèáëèæíî
jåäíàê α

2
, ãäå jå 1 − α ïðèáëèæíî æå§åíè êîåôèöèjåíò ïîâåðå»à. Íåêà òàj óíîñ

áóäå α1, à îäãîâàðàjó£à âðåäíîñò çà y (oñòàòàê îä α1) jå r−1. Äîäàìî 1 äà äîáèjåìî
r. Íàñòàâ§àìî äî êîëîíå p = p∗, ñâå äî ïîñòèçà»à óíîñà êîjè jå ïðèáëèæíî jåäíàê
1− (α

2
), êîjó £åìî íàçâàòè 1− α2. Âðåäíîñò y îäãîâàðà óíîñó 1− α2 êîjè ñå çîâå

s − 1, à 1 ñå äîäàjå êàêî áè äîáèëè s. Òàêî ñìî îäðåäèëè α1, α2, r è s. Tà÷àí
êîåôèöèjåíò ïîâåðå»à jå 1− α1 − α2. Îíäà:

(13) P (X(r) ≤ xp∗ ≤ X(s)) ≥ 1− α1 − α2

îáåçáå¢ójå èíòåðâàë ïîâåðå»à. Àêî ïðåòïîñòàâèìî äà jå íåïîçíàòà ôóíêöèjà
ðàñïîäåëå íåïðåêèäíà, òàäà jå:
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(14) P (X(r) ≤ xp∗ ≤ X(s)) = 1− α1 − α2

ÌÅÒÎÄÀ Â. Çà n âå£è îä 20 ìîæå ñå êîðèñòèòè àïðîêñèìàöèjà çàñíîâàíà íà
öåíòðàëíîj ãðàíè÷íîj òåîðåìè. Èçðà÷óíàâà»åì:

(15) r∗ = n · p∗ + ωα
2

√
n · p∗ · (1− p∗)

è,

(16) s∗ = n · p∗ + ω1−α
2

√
n · p∗ · (1− p∗)

ãäå ñå êâàíòèëå ωp äîáèjàjó èç òàáëèöå (òàáëèöà çà íîðìàëíó ðàñïîäåëó), è ãäå
jå 1 − α æå§åíè êîåôèöèjåíò ïîâåðå»à. Ó ïðèíöèïó, r∗ è s∗ íå£å áèòè öåëè
áðîjåâè. Íåêà r è s áóäó öåëè áðîjåâè äîáèjåíè çàîêðóæèâà»åì r∗ è s∗ íàâèøå ó
íàðåäíå âèøå öåëå áðîjåâå. Îíäà jå ïðèáëèæàí èíòåðâàë ïîâåðå»à äàò jåäíà÷èíîì
(13), èëè jåäíà÷èíîì (14), àêî jå íåïîçíàòà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå íåïðåêèäíà.
Jåäíîñòðàíè èíòåðâàë ïîâåðå»à ñå ìîæå ôîðìèðàòè ïðîíàëàæå»åì ñàìî r èëè s.
Jåäíîñòðàíè èíòåðâàëè ïîâåðå»à èìàjó îáëèê:

(17) P (X(r) ≤ xp∗) = 1− α1

è,

(18) P (xp∗ ≤ X(s)) = 1− α2

àêî jå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå íåïðåêèäíà, èëè

(19) P (X(r) ≤ xp∗) ≥ 1− α1

è,

(20) P (xp∗ ≤ X(s)) ≥ 1− α2.

Ïðèìåð. Øåñíàåñò öåâè jå èçàáðàíî íàñóìèöå èç jåäíå âåëèêå ãîìèëå öåâè
äà ñå òåñòèðàjó. Áðîj ÷àñîâà äî êâàðà jå çàáåëåæåí çà ñâàêè îä »èõ. Æåëèìî
äà ïðîíà¢åìî èíòåðâàë ïîâåðå»à çà ãîð»ó ãðàíèöó, ñà êîåôèöèjåíòîì ïîâåðå»à
áëèçó 90%. Ó òàáëèöó (òàáëèöà çà áèíîìíó ðàñïîäåëó) ñå óíîñè n = 16 è p = 0.75.
×èòà»åì íèç êîëîíó çà âåðîâàòíî£ó 0.0271 jå èçàáðàíà áëèçó 0.05. Âðåäíîñò y
ïîâåçàí ñà α1 = 0.0271 je y = 8, ïà jå r jåäíàêî 9. Âåðîâàòíî£à íàjáëèæa 0.95 jå
0.9365 = 1 − α2, êîjè èìà îäãîâàðàjó£è y çà 14. Ïðåìà òîìå s = 15. Èíòåðâàë
ïîâåðå»à jå:

(21) P (X(9) ≤ x0.75 ≤ X(15)) = 0.9094

(Ðàçóìíî jå ïðåòïîñòàâèòè äà je âðåìå êâàðà íåïðåêèäíà ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà,
òàêî äà ìîæåìî êîðèñòèòè jåäíà÷èíó(14)).
Ñëåäå ðåçóëòàòè òåñòèðà»à ó ðàñòó£åì ðåäîñëåäó.

X(1) = 46.9 X(5) = 56.8 X(9) = 63.3 X(13) = 67.1
X(2) = 47.2 X(6) = 59.2 X(10) = 63.4 X(14) = 67.7
X(3) = 49.1 X(7) = 59.9 X(11) = 63.7 X(15) = 73.3
X(4) = 56.5 X(8) = 63.2 X(12) = 64.1 X(16) = 78.5
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Çàòî øòî ñó X(9) = 63.3 è X(15) = 73.3 , ìîæåìî ðå£è ”èíòåðâàë îä 63.3 h äî 73, 3
h, jå èíòåðâàë ïîâåðå»à îä 90.94% çà ãîð»è êâàðòèë”. Êîðèø£å»åì jåäíà÷èíà
(15) è (16) äîáèjàìî:

(22) r∗ = 16 · 0.75 + (−1.645) ·
√
16 · 0.75 · 0.25 = 12− 2.86 = 9.14

è,

(23) s∗ = 12 + 2.86 = 14.86

Çáîã òîãà je r = 10 è s = 15, ïà èíòåðâàë ïîâåðå»à îä 90% ïîñòàjå (63.4, 73.3).
Ðàçìàòðàìî ïðâî jåäíîñòàâíèjè ñëó÷àj, ãäå jå íåïðåêèäíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå.
Àêî xp∗ jå p

∗ êâàíòèë, èìàìî:

(24) P (X ≥ xp∗) = P (X > xp∗) = 1− p∗

ãäå je ðàñïîäåëà ôóíêöèje X èñòà êàî êîä ñëó÷àjíîã óçîðêà. Ðåäîñëåä ñòàòèñòèêå
íèçà 1, X(1), ïðåóçèìà âå£ó âðåäíîñò îä íåêè îäðå¢åíèõ êîíñòàíòè, ñàìî àêî jå
íàjìà»à âðåäíîñò ó óçîðêó, âå£à íåãî êîíñòàíòà. Çáîã òîãà jå X(1) âå£à íåãî øòî
jå êîíñòàíòà, ñàìî àêî ñó ñâå n âðåäíîñòè ó óçîðêó âå£å íåãî êîíñòàíòà. Èçáîðîì
xp∗ êàî êîíñòàíòå, ìîæåìî çàê§ó÷èòè:

(25) P (xp∗ < X(1)) = P (ñâå âðåäíîñòè ïðåìàøójó xp∗)
= P (xp∗ < X1, xp∗ < X2, . . . , xp∗ < Xp)
= P (xp∗ < X1) · P (xp∗ < X2) . . . P (xp∗ < Xp)
= (1− p∗)n

jåð ñó Xis íåçàâèñíå, è ñâå èìàjó èñòå p∗ êâàíòèëå xp∗ . Àêî jå xp∗ ìà»å îä X
(2),

ãäå ñó n − 1 çàïàæà»à âå£a íåãî xp∗ , ó òîì ñëó÷àjó X(1) ≤ xp∗ < X(2), èëè ñó n
çàïàæà»à âå£a oä xp∗ , ó òîì ñëó÷àjó xp∗ < X(1) < X(2). Äàêëå,

(26) P (xp∗ < X(2)) = P (xp∗ < X(1)) + P (X(1) ≤ xp∗ < X(2))
= P (áàðåì n− 1 oä Xi ïðåâàçèëàçè xp∗)
= P (1 èëè ìà»å îä Xi ñó ≤ xp∗)

Ñàäà jå âåðîâàòíî£à ó jåäíà÷èíè (26) äàòà êàî áèíîìíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå, jåð
ñâàêà Xi èìà âåðîâàòíî£ó p

∗ êîjà jå ìà»à èëè jåäíàêà îä xp∗ , à Xi ñó íåçàâèñíå.
Ñòîãà, ïðåòõîäíà jåäíà÷èíà äîâîäè äî:

(27) P (xp∗ < X(2)) =
∑1

i=0

(
n
i

)
(p∗)i(1− p∗)n−i

Ïðåòõîäíè äîêàç ìîæå áèòè ïðîäóæåí:

(28) P (xp∗ < X(r)) = P (áàðåì n− r + 1 oä Xi ïðåâàçèëàçè xp∗)
= P (r − 1 èëè ìà»å îä Xi cy ≤ xp∗)
=
∑r−1

i=0

(
n
i

)
(p∗)i(1− p∗)n−i

Êîåôèöèjåíò ïîâåðå»à äàjå,

(29) 1− α ∼= P (X(r) ≤ xp∗ ≤ X(s)) = P (xp∗ ≤ X(s))− P (xp∗ < X(r))

Çàòî r è s ìîãó áèòè èçàáðàíè, óç ïîìî£ jåäíà÷èíå 28 è òàáëèöå (òàáëèöà çà
áèíîìíó ðàñïîäåëó), òàêî äà:
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(30) 1− α2 = P (xp∗ ≤ X(s)) = 1− α
2

è,

(31) α1 = P (Xp∗ < X(r)) = α
2

Îíäà £å êîåôèöèjåíò ïîâåðå»à áèòè 1 − α2 − α1
∼= 1 − α. Ïðåòïîñòàâ§à ñå äà jå

ôóíêöèjà ðàñïîäåëå êîíòèíóèðàíà, îíäà èìàìî

(32) P (xp∗ ≤ X(s)) = P (xp∗ < X(s))

Ïðâî £åìî ðàçìîòðèòè êàêî jåäíà÷èíà P (X > Xp∗) ≤ 1 − p∗ óòè÷å íà jåäíà÷èíó
(28), è ìåòîäó çà ïðîíàëàæå»å r ó jåäíà÷èíè (31). Âåðîâàòíî£à P (xp∗ < X(r))
ìîæå áèòè ìà»à íåãî øòî jå áèëà ó íåïðåêèäíîì ñëó÷àjó, êîjà jå çàòèì äàòà
jåäíà÷èíîì (28). Äàêëå, ãåíåðàëíî, óìåñòî jåäíà÷èíå (28) âàæè ñëåäå£à:

(33) P (xp∗ < X(r)) ≤
∑r−1

i=0

(
n
i

)
(p∗)i(1− p∗)n−i

Àêî ñå òàáëèöà êîðèñòè äà ïðîíà¢å r, íà íà÷èí êîjè jå îïèñàí, îíäà:

(34) P (xp∗ < X(r)) ≤ α1.

Ñàäà £åìî ðàçìîòðèòè êàêî jåäíà÷èíà P (X ≥ Xp∗) ≥ 1− p∗ óòè÷å íà âåðîâàòíî£ó
1 − α2, êîjà ïðîèçèëàçè èç íàøåã íà÷èíà èçáîðà s. Êàî ðåçóëòàò, jåäíà÷èíà (28)
jå ìîäèôèêîâàíà ó îïøòåì ñëó÷àjó:

(35) P (xp∗ ≤ X(s)) ≥
∑s−1

i=0

(
n
i

)
(p∗)i(1− p∗)n−i

Àêî ñå òàáëèöà êîðèñòè äà íà¢å s íà îïèñàí íà÷èí, èìàìî,

(36) P (xp∗ ≤ X(s)) ≥ 1− α2

Jåäíà÷èíå (34) è (36), êîjå ñó òà÷íå çà ñâå ðàñïîäåëå, ìîãó ñå êîðèñòèòè êàî
ñëåäå£å:

(37) P (X(r) ≤ xp∗ ≤ X(s)) = P (xp∗ ≤ X(s))− P (xp∗ < X(r))
≥ P (xp∗ ≤ X(s))− α1 ≥ 1− α1 − α2

Äîáèjà»å âåëèêîã óçîðàêà çà r è s çàñíèâà ñå íà êîðèø£å»ó ñòàíäàðäíå íîðìàëíå
ðàñïîäåëå çà ïðèáëèæíó áèíîìíó ðàñïîäåëó. Ðàçëè÷èòå ÷è»åíèöå ìîãó äà ñå
ïëàñèðàjó íà ðàçëè÷èòå íà÷èíå ïðåòâàðà»åì r∗ è s∗ ó öåëå áðîjåâå r è s, àëè
ìåòîäà êîjà jå îâäå äàòà jå jåäíîñòàâíî çàîêðóæèâà»å ãîðå íà ñëåäå£è âèøè öåî
áðîj, êàêî áèñìî îáåçáåäèî äîâî§íî ïðèáëèæàâà»å.
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2.2.1 Ïðèìåðè

Ïðèìåð (1).

Ñëó÷àjíè óçîðàê îáèìà 20 òåæèíà (ó íåêèì jåäèíèöàìà ìåðå»à) äå÷àêà êîjè
ïîõà¢àjó 10.ðàçðåä.

142 134 98 119 131
103 154 122 93 137
86 119 161 144 158
165 81 117 128 103

Òåñòèðàòè õèïîòåçó äà jå ñðåä»à òåæèíà 103.

Ðåøå»å (1).

Íåêà jå íóëòà õèïîòåçà H0(X0.5 = 103), è àëòåðíàòèâíà H1(X0.5 6= 103). Ðàäè
ëàêøåã ïðîíàëàæå»à ñòàòèñòèêà T1 è T2, íàïèñà£åìî áðîjåâå ó ðàñòó£åì ïîðåòêó:

81, 86, 93, 98, 103, 103, 117, 119, 119, 122, 128, 131, 134, 137, 142, 144,
154, 158, 161 ,165.
T1= áðîj èñõîäà ≤ 103
T2= áðîj èñõîäà < 103

Ïà jå: T1 = 6, T2 = 4. Ïîøòî èìàìî äâîñòðàíè òåñò, p-âðåäíîñò òåñòà ðà÷óíàìî
íà ñëåäå£è íà÷èí:

p = 2 ·min{P (Y ≤ T1), P (Y ≥ T2)}
= 2 ·min{P (Y ≤ 6), P (Y ≥ 4)} = 2 ·min{P (Y ≤ 6), 1− P (Y < 4)}
= 2 ·min{0.0588, 0.9982} = 0.1176

Âðåäíîñòè 0.0588 è 0.9982 ñìî äîáèëè èç òàáëèöå çà áèíîìíó ðàñïîäåëó çà n = 20
jåð:

Y ∼ B (n = 20, p = 0.5)

Kako je p = 0.1176 > 0.05 ïðèõâàòàìî íóëòó õèïîòåçó. Äàêëå, ñðåä»à òåæèíà
äå÷àêà jåñòå 103.
Ñàäà £åìî òðàæèòè ðåøå»å ïðèìåíîì àïðîêñèìàöèjå íîðìàëíîì ðàñïîäåëîì.

Z1 =
T1−n·p+0.5√
n·p·(1−p)

= 6−20·0.5+0.5√
20·0.5·(1−0.5)

= −1.565

Z2 =
T2−n·p+0.5√
n·p·(1−p)

= 4−20·0.5+0.5√
20·0.5·(1−0.5)

= −2.9089
p = 2 ·min{P (Z ≤ Z1), P (Z ≥ Z2)}
= 2 ·min{P (Z ≤ −1.565), P (Z ≥ −2.9089)}
= 2 ·min{0.0588, 0.9982} = 0.1176

ãäå Z èìà ñòàíäàðäíó íîðìàëíó ðàñïîäåëó. Òàêî äà ïðèõâàòàìî íóëòó õèïîòåçó
jåð jå 0.1176 âå£å îä 0.05 (ïðàã çíà÷àjíîñòè).
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Ðåøèëè ñìî çàäàòàê íà äâà íà÷èíà è äîáèëè äà jå ó îáà ñëó÷àjà p-âðåäíîñò
0.1176. Ñàäà £åìî ïðèìåð ðåøèòè ó R-ó:

Êàêî íå ïîñòîjè ñòàíäàðäíà ôóíêöèjà ó R-ó çà êâàíòèë òåñò, ìîðàìî
íàïðàâèòè.

> quantile.test < −function(x, xstar = 103, quantile =
0.5, alternative = ”two.sided”){
n < −length(x)
p < −quantile
T1 < −sum(x ≤ xstar)
T2 < −sum(x < xstar)
if(alternative == ”quantile.less”){
p.value < −1− pbinom(T2− 1, n, p)
}
if(alternative == ”quantile.greater”){
p.value < −pbinom(T1, n, p)
}
if(alternative == ”two.sided”){
p.value < −2 ·min(1− pbinom(T2− 1, n, p), pbinom(T1, n, p))
}
list(xstar = xstar, alternative = alternative, T1 = T1,
T2 = T2, p.value = p.value)
}
> quantile.test(x, xstar = 103, quantile = 0.5, alternative =
”two.sided”)
$xstar
[1]103
$alternative
[1]”two.sided”
$T1
[1]6
$T2
[1]4
$p.value
[1]0.1153183

Èç äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà, ìîæåìî âèäåòè äà jå T1 = 6, T2 = 4, a p-âðåäíîñò òåñòà jå
0.115 è âå£à jå îä 0.05 (ïðàã çíà÷àjíîñòè). Çàê§ó÷ójåìî, ìîæåìî äà ïðèõâàòèìî
íóëòó õèïîòåçó.

Ïðèìåð (2).

Ó ïðèìåðó (1) òåñòèðàòè õèïîòåçó äà jå ãîð»è êâàðòèë áàð 150.
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Ðåøå»å (2).

Íåêà jå ñàä íóëòà õèïîòåçà H0(X0.75 ≥ 150), à àëòåðíàòèâíà H1(X0.75 < 150).
Òðàæèìî òåñò ñòàòèñòèêó çà T2.

T2 =áðîj èñõîäà <150, à òî jå T2 = 16.
p = P (Y ≥ T2) = 1− P (Y ≤ 15) = 0.4148

Y èìà áèíîìíó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà n = 20 i p = 0.75. Òàêî äà ïðèõâàòàìî
íóëòó õèïîòåçó jåð jå 0.4148 âå£å îä 0.05 (ïðàã çíà÷àjíîñòè). Òðàæèìî ðåøå»å ó
R-y:

> quantile.test(x, xstar = 150, quantile = 0.75, alternative =
”quantile.less”)
$xstar
[1]150
$alternative
[1]”quantile.less”
$T1
[1]16
$T2
[1]16
$p.value
[1]0.4148415

Êàêî ñìî è íà îâàj íà÷èí äîáèëè äà jå p-âðåäíîñò 0.4148, äîíîñèìî çàê§ó÷àê äà
ïðèõâàòàìî íóëòó õèïîòåçó. Äàêëå, äà jå ãîð»è êâàðòèë áàð 150.

Ïðèìåð (3).

Ó ïðèìåðó (1) òåñòèðàòè õèïîòåçó äà òðå£è äåöèë íèjå âå£è îä 100.

Ðåøå»å (3).

Íåêà jå ñàä íóëòà õèïîòåçà H0(X0.30 ≤ 100), à àëòåðíàòèâíà H1(X0.30 > 100).
Òðàæèìî òåñò ñòàòèñòèêó T1.

T1 êîjè ñó ≤ 100. T1 = 4.
p = P (Y ≤ T1) = P (Y ≤ 4) = 0.2375

Y èìà áèíîìíó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà n = 20 i p = 0.30. Òàêî äà ïðèõâàòàìî
íóëòó õèïîòåçó jåð jå p-âðåäíîñò 0.2375 âå£å îä 0.05 (ïðàã çíà÷àjíîñòè). Òðàæèìî
ðåøå»å ó R-ó:

> quantile.test(x, xstar = 100, quantile = 0.3, alternative =
”quantile.greater”)
$xstar
[1]100
$alternative
[1]”quantile.greater”
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$T1
[1]4
$T2
[1]4
$p.value
[1]0.2375078

Êàêî ñìî äîáèëè äà jå p-âðåäíîñò 0.2375 âå£à îä 0.05 (ïðàã çíà÷àjíîñòè) è
ïðèõâàòàìî íóëòó õèïîòåçó, çàê§ó÷ójåìî äà òðå£è äåöèë íèjå âå£è îä 100.

Ïðèìåð (4).

Ó ïðèìåðó (1) ïðîíà¢è ïðèáëèæíî 90% èíòåðâàë ïîâåðå»à çà ñðåä»ó âðåäíîñò.

Ðåøå»å (4).

Íàïðàâè£åìî ïðâî ôóíêöèjó ó R-ó êîjà ðà÷óíà êâàíòèë òåñòà, ïîøòî òî íèjå
ñòàíäàðäíà ôóíêöèjà.

> quantile.interval < −function(x, quantile = 0.5, conf.level = 0.95){
n < −length(x)
p < −quantile
alpha < −1− conf.level
rmin1 < −qbinom(alpha/2, n, p)− 1
r < −rmin1 + 1
alpha1 < −pbinom(r − 1, n, p)
smin1 < −qbinom(1− alpha/2, n, p)
s < −smin1 + 1
alpha2 < −1− pbinom(s− 1, n, p)
clo < −sort(x)[r]
chi < −sort(x)[s]
conf.level < −1− alpha1− alpha2
list(quantile = quantile, conf.level = conf.level, r = r, s = s, interval =
c(clo, chi))}
> quantile.interval(x, quantile = 0.5, conf.level = 0.90)
$quantile
[1]0.5
$conf.level
[1]0.9586105
$r
[1]6
$s
[1]15
$interval
[1]103 142

Ìîæåìî ïðèìåòèòè äà jå 90% èíòåðâàë ïîâåðå»à çà ñðåä»ó âðåäíîñò [103, 142].
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Ïðèìåð (5).

Ïîæå§íî jå äèçàjíèðàòè àóòîìîáèë êîjè áè îìîãó£èî äîâî§àí ïðîñòîð çà
ãëàâó, äà ñå óäîáíî ïðèëàãîäè ñâèìà, àëè íàjâèøå 5% âèñîêèì §óäèìà êîjè âîçå.
Ðàíèjå ñòóäèjå óêàçójó äà jå 95.ïåðöåíòèë 70.3 èí÷à. Äà áè âèäåëè äà ëè ðàíèjå
ñòóäèjå jîø óâåê âàæå, èçàáðàí jå ñëó÷àjíè óçîðàê âåëè÷èíå 100. Óòâð¢åíî jå äà
12 íàjâèøèõ îñîáà ó óçîðêó èìàjó ñëåäå£å âèñèíå.

72.6 70.0 71.3 70.5
70.8 76.0 70.1 72.5
71.1 70.6 71.9 72.8

Äà ëè jå ðàçóìíî äà ñå êîðèñòè 70.3 êàî 95. ïåðöåíòèëà?

Ðåøå»å (5).

Òåñòèðàjìî íóëòó õèïîòåçó H0 (äà jå 95òè ïåðöåíòèë 70.3), ïðîòèâ
àëòåðíàòèâíå õèïîòåçå äà 95òè ïåðöåíòèë íèjå 70.3 - äâîñòðàíè òåñò. Òåñò £åìî
ðàäèòè ó R-ó.

x < −c(72.6, 70.0, 71.3, 70.5, 70.8, 76.0, 70.1, 72.5, 71.1, 70.6, 71.9, 72.8)
n < −100
percentil < −0.95
t1 < −(100− 12) + sum(x ≤ 70.3)
t2 < −(100− 12) + sum(x < 70.3)
c(n, t1, t2)
[1]1009090
> quantile.test.counts < −function(t1, t2, n, quantile =
0.5, alternative = ”two.sided”){
p < −quantile
if(alternative == ”less”){
p.value < −1− pbinom(t2− 1, n, p)}
elseif(alternative == ”greater”){
p.value < −pbinom(t1, n, p)}
elseif(alternative == ”two.sided”){
p.value < −2 ∗min(1− pbinom(t2− 1, n, p), pbinom(t1, n, p))}
list(alternative = alternative, t1 = t1, t2 = t2, p.value = p.value)}
> quantile.test.counts(t1, t2, n, pstar)
$alternative
[1]”two.sided”
$t1
[1]90
$t2
[1]90
$p.value
[1]0.05637659

Êàêî je p-âðåäíîñò 0.0564 âå£à îä 0.05 (ïðàã çíà÷àjíîñòè), ìîæåìî ïðèõâàòèòè
íóëòó õèïîòåçó. Äàêëå 70.3 ñå ìîæå êîðèñòèòè êàî 95òè ïåðöåíòèë.
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Ïðèìåð (6).

Ó çàäàòêó (5), øòà jå 95% èíòåðâàë ïîâåðå»à 95. ïåðöåíòèëà âîçà÷à îä êîjèõ
jå èçàáðàí óçîðàê?

Ðåøå»å (6).

x <- c(72.6, 70.0, 71.3, 70.5, 70.8, 76.0, 70.1, 72.5, 71.1, 70.6, 71.9, 72.8)

> quantile.interval(x, quantile = 0.95, conf.level = 0.95)
$quantile
[1]0.95
$conf.level
[1]0.9804317
$r
[1]10
$s
[1]13
$interval
[1]72.6 NA

Êðîç îâå ïðèìåðå ïîêóøàëè ñìî äà áî§å ñàãëåäàìî ó êîjèì ñâå îáëàñòèìà è íà
êîjè íà÷èí ìîæåìî êîðèñòèòè íàâåäåíå òåñòîâå.

Ó íàðåäíîì ïîãëàâ§ó çà äîäàòíå èíôîðìàöèjå, êîðèñòèëè ñìî ìàòåðèjàë çà
ïðåäàâà»à, Ìåäèöèíñêîã ôàêóëòåòà Óíèâåðçèòåòà ó Íèøó.
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Ïîãëàâ§å 3

Mî£ òåñòà

Ó îâîì ðàäó îïèñójåìî áèíîìíè è êâàíòèë òåñò. Êàäà êîðèñòèìî îâå òåñòîâå ïðè
òåñòèðà»ó, äîáðî jå çíàòè êàêâà jå ìî£ ïîìåíóòèõ òåñòîâà.

Æåëèìî äà âèäèìî êîëèêî ñó äîáðè òåñòîâè îïèñàíè ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó.
Äàêëå, æåëèìî äà èñïèòàìî ìî£ òåñòà. Ïðè òåñòèðà»ó íóëòå õèïîòåçå ìîæåìî
íàïðàâèòè äâå ãðåøêå:

1) Ãðåøêà ïðâå âðñòå (α), êîjà íàñòàjå êàäà îäáàöèìî èñòèíèòó íóëòó õèïîòåçó.

2) Ãðåøêà äðóãå âðñòå (β), êîjà íàñòàjå êàäà ïðèõâàòèìî íåòà÷íó íóëòó
õèïîòåçó.

Âåðîâàòíî£à îñòâàðå»à ãðåøêå ïðâå âðñòå ñó ïðàãîâè çíà÷àjíîñòè. Çíà÷è ïðàã
èëè ïðàãîâè çíà÷àjíîñòè jå âåðîâàòíî£à ðèçèêà äà íóëòà õèïîòåçà áóäå îäáà÷åíà
èàêî jå èñòèíèòà. Øòî jå p-âðåäíîñò ìà»à, òî jå ìà»à âåðîâàòíî£à äà jå íóëòà
õèïîòåçà òà÷íà. Âåðîâàòíî£à ãðåøêå äðóãå âðñòå ïîâåçàíà jå ñà ìî£è òåñòà. Ìî£
òåñòà γ jå âåðîâàòíî£à äà ñå îäáàöè íåòà÷íà H0, è jåäíàêà jå ðàçëèöè èçìå¢ó 1 è
âåðîâàòíî£å ãðåøêå äðóãå âðñòå. Îäíîñ âåðîâàòíî£à jå γ = 1 − β. Ìî£ òåñòà jå
âå£à, êàäà jå âåðîâàòíî£à ãðåøêå äðóãå âðñòå ìà»à. Øòî jå ìî£ òåñòà âå£à òåñò
jå áî§è.

Ïðèìåð. Ñìàòðàìî äà àêî áàðåì 60% ñòóäåíàòà ïîëîæè èñïèò, îíäà jå èñïèò
óñïåøíî èçâåäåí. Ó ñóïðîòíîì òðåáàëî áè ðàäèòè íà áî§îj ïðèïðåìè ñòóäåíàòà
çà èñïèò, èëè èñïèò áî§å ïðèëàãîäèòè. Óçåò jå óçîðàê îä 500 ñòóäåíàòà äà áè
ñå óòâðäèëî äà ëè jå èñïèò äîáðî ñïðîâåäåí. Äîáèjåíî jå äà jå 270 ñòóäåíàòà
ïîëîæèëî èñïèò.

(1) Äà ëè jå ïîòðåáíî íà îñíîâó äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà ïîðàäèòè íà ïðèïðåìè
èñïèòà?

(2) Íàïèñàòè ôóíêöèjó ó R êîjà ãåíåðèøå èñòðàæèâà»å íà n ñòóäåíàòà è
ïðèêàçàòè ðåçóëòàòå òåñòèðà»à à äà ñòóäåíòè ïîëàæó èñïèò ñà âåðîâàòíî£îì
0.6. Îäðåäèòè 95% èíòåðâàë ïîâåðå»à àêî ñå çíà äà jå 294 ñòóäåíàòà
ïîëîæèëî èñïèò.

(3) Ïîêàçàòè ìî£ òåñòà.
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Ðåøå»å.

Ïîñòàâè£åìî íóëòó õèïîòåçó äà jå èñïèò óñïåøíî èçâåäåí àêî jå áàð 60%
ñòóäåíàòà ïîëîæèëî èñïèò, ïðîòèâ àëòåðíàòèâíå õèïîòåçå äà äîáèjåíè ðåçóëòàòè
ïîêàçójó äà ñå ìîðà ðàäèòè íà áî§îj ïðèïðåìè èñïèòà.
Íóëòà õèïîòåçà:

H0 : p ≥ 0.6.

Àëòåðíàòèâà:

H1 : p < 0.6.

Îäíîñíî, íåêà jå òåñò ñòàòèñòèêà T óêóïàí áðîj ïîëîæåíèõ èñïèòà. T èìà
áèíîìíó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðîì p è n=500.

Çà n= 500, êðèòè÷íà îáëàñò ïðèáëèæíe âåëè÷èíå α = 0.05 ìîãó ñå äîáèòè
ïîìî£ó âåëèêîã óçîðêà ïðèáëèæíî äàòèì ó òàáëèöè. Ñòîãà êðèòè÷àí ðåãèîí
îäãîâàðà ñâèì âðåäíîñòèìà Ò ìà»èì èëè jåäíàêèì îä t1, ãäå je:

t1 = n · p∗ + ω.05 ·
√
n · p∗ · (1− p∗) = 500 · 0.6 + (−1.64)

√
500 · 0.6 · 0.4 =

281.92

Âðåäíîñò Ò äîáèjåíà ó îâîì åêñïåðèìåíòó jå 270. Êàêî îâà âðåäíîñò óïàäà ó
êðèòè÷íó îáëàñò, òà÷íèjå 270 < 281.92, êàæåìî äà îäáàöójåìî íóëòó õèïîòåçó.

Êàêî jå âðåäíîñò 270 jå ìà»à îä n · p∗ = 500 · 0.6 = 300, α̂ ñå èçðà÷óíàâà èç
P (T ≤ 270), ïðåòïîñòàâ§àjó£è äà jå íóëòà õèïîòåçà òà÷íà,

P (T ≤ 270) = P ( T−n·p∗√
n·p∗·(1−p∗)

≤ 270−n·p∗√
n·p∗·(1−p∗)

)

≈ P (Z ≤ 270−300
10.95

) = P (Z ≤ −2.7397)

ãäå Z èìà ñòàíäàðäíó íîðìàëíó ðàñïîäåëó, êàî øòî ñå êîðèñòè ó òàáëèöàìà èëè
êîðèñòå£è ñòàíäàðäíó ôóíêöèjó ó R-ó pnorm.

α̂ = P (T ≤ 270) ≈ P (Z ≤ −2.7397) ≈ 0.0031

Hèâî çíà÷àjíîñòè jå ìà»è oä 0.05, òàêî äà îäáàöójåìî íóëòó õèïîòåçó. Ðåçóëòàò
äîáèjåí ó R-ó je:

> pnorm(−2.7397)
[1]0.003074764

Ïðåäñòàâèìî ðåøå»å ïðèìåðà êîðèø£å»åì áèíîìíîã òåñòà ó R-ó:

binom.test(270, 500, p = 0.6, alternative = "less")

Exact binomial test

data: 270 and 500
number of successes = 270, number of trials = 500, p-value = 0.003714
alternative hypothesis: true probability of success is less than 0.6
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95 percent con�dence interval:
0.0000000 0.5774139
sample estimates:
probability of success
0.54

Íà îñíîâó äîáèjåíå p-âðåäíîñòè òåñòà, p-value = 0.003714, êîjà jå ìà»à îä 0.05
(ïðàã çíà÷àjíîñòè), äàêëå ìîæåìî ðå£è äà îäáàöójåìî íóëòó õèïîòåçó.

Äàêëå, ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà ñå ìîðà ðàäèòè íà áî§îj ïðèïðåìè èñïèòà.

(2) Íàïèñà£åìî ôóíêöèjó ó R-ó êîjà ãåíåðèøå ñëó÷àjàí íèç:

Slucajan_Uzorak_binom <-rbinom(500, size=1, prob=0.6)
Broj_Uspeha = sum(Slucajan_Uzorak_binom)
binom.test (Broj_Uspeha, 500, p=0.6, alternative="less")

Exact binomial test

data: Broj_Uspeha and 500
number of successes = 294, number of trials = 500, p-value = 0.307
alternative hypothesis: true probability of success is less than 0.6
95 percent con�dence interval
0.0000000 0.6247475
sample estimates:
probability of success
0.588

Íà îñíîâó äîáèjåíå p-âðåäíîñòè òåñòà, p-âðåäíîñò = 0.307, êîjà jå âå£à îä 0.05
(ïðàã çíà÷àjíîñòè), äàêëå ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà ïðèõâàòàìî íóëòó õèïîòåçó.

Îâàj óçîðàê jå ó ñêëàäó ñà íóëòîì õèïîòåçîì. Òî çíà÷è äà ñó ñòóäåíòè
ïîëîæèëè ñà âåðîâàòíî£îì 0.6.

Ñàäà £åìî îäðåäèòè 95% èíòåðâàë ïîâåðå»à, àêî çíàìî äà jå 294
ñòóäåíàòà ïîëîæèëî èñïèò.

Êàêî je n âå£e îä 20 òðàæèìî ðåøå»å ïðèìåíîì àïðîêñèìàöèjå íîðìàëíîì
ðàñïîäåëîì. Óïîòðåáà:

L = Y
n
− x1−α

2
·
√
Y · (n−Y )

n3

U = Y
n
+ x1−α

2
·
√
Y · (n−Y )

n3

ãäå jå x1−α
2
êâàíòèë çà íîðìàëíó ðàñïîäåëó ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå, äîáèjåí èç

òàáëèöå.

L = Y
n
− x.05 ·

√
Y · (n−Y )

n3 = 294
500

+ 1.64 ·
√
294 · (500−294)

5003
= 0.587 + 0.036 =

0.0623
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Èíòåðâàë ïîâåðå»à je:

[0, 0.0623]

Èíòåðâàë ïîâåðå»à ìîæåìî äîáèòè ó R-ó:

binom.test(294 , 500, p=0.6, alternative="less")
Exact binomial test

data: 294 and 500
number of successes = 294, number of trials = 500, p-value = 0.307
alternative hypothesis: true probability of success is less than 0.6
95 percent con�dence interval:
0.0000000 0.6247475
sample estimates:
probability of success
0.588

95% èíòåðâàë ïîâåðå»à [0.0000000, 0.6247475].

Ñòàâêó (3) ó îâîì ïðèìåðó ìîæåìî ïîêàçàòè íà äâà íà÷èíà:

• Ñèìóëàöèjîì ó R-ó

• Òåîðèjñêèì ïðèñòóïîì

3.1 Áèíîìíè òåñò-ñèìóëàöèjà ó R-ó

(3) Äàêëå, êàäà ãåíåðèøåìî jåäàí óçîðàê ìè î÷åêójåìî äà £å áèíîìíè òåñò, äà ãà
ïðèõâàòèëè èëè äà ãà îäáàöè.

Êàäà ãåíåðèøåìî 10000 óçîðàêà, ìè òàäà î÷åêójåìî äà £å îòïðèëèêå 500
óçîðàêà äà îäáàöè, jåð ìîðà èìàòè ãðåøêó ïðâå âðñòå, çà α=0.05, à îñòàëèõ 9500
äà íå îäáàöè. Îíäà êàæåìî äà jå òî äîáàð òåñò.

Ñíàãà èñòðàæèâà»à ðàñòå ñà âåëè÷èíîì óçîðêà. Ãåíåðèøèìî ñàäà 10000 óçîðàêà
ñà îáèìîì óçîðêà n = 500 , âåðîâàòíî£îì p = 0.6.

pval < −vector(length = 10000)
for(n in 1 : 10000){
Slucajan_Uzorak_binom < −rbinom(500, size = 1, prob = 0.6)
Broj_Uspeha < −sum(Slucajan_Uzorak_binom)
pval[n] < −binom.test(Broj_Uspeha, 500, p = 0.6, alternative =
”less”)$p.value
}
sum(pval >= 0.05)
[1]9545
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Ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà îä 10000 óçîðàêà, ó 9545 óçîðàêà èñïèò jå óñïåøíî èçâåäåí,
êàî è òî äà jå ó òèì óçîðöèìà áàð 60% ñòóäåíàòà ïîëîæèëî èñïèò.

Êàî øòî ñìî è î÷åêèâàëè, íàø òåñò îäáàöójå 455 óçîðàêà, jåð jå íàïðàâ§åíà
ãðåøêà ïðâå âðñòå, α = 0.05, à îñòàëèõ 9545 óçîðàêà ïðèõâàòà. Ñàäà ìîæåìî
ðå£è äà jå áèíîìíè òåñò äîáàð.

Ñàäà çà âðåäíîñò p óçìåìî âðåäíîñòè èç àëòåðíàòèâíîã ñêóïà. Êîëèêî óçîðàêà
£å îä 10000 óçîðàêà òåñò îäáàöèòè? Çà íåêå óçîðêå £å ïîãðåøèòè è ïðèõâàòèòè,
àëè òî jå ãðåøêà äðóãå âðñòå (β), àëè îíî øòî îäáàöè èëè êîëèêî óçîðàêà îäáàöè,
jåñòå ìî£ òåñòà.

for(n in 1 : 10000){
Slucajan_Uzorak_binom < −rbinom(500, size = 1, prob = 0.55)
Broj_Uspeha < −sum(Slucajan_Uzorak_binom)
pval[n] < −binom.test(Broj_Uspeha, 500, p = 0.6, alternative =
”less”)$p.value
}
sum(pval <= 0.05)
[1]7289

Îâäå ìîæåìî ïðèìåòèòè äà òåñò 7289 óçîðàêà îäáàöójå, øòî jå ïðèáëèæíî äà jå
ìî£ òåñòà 73%. Çà îñòàëå óçîðêå jå íàïðàâ§åíà ãðåøêà äðóãå âðñòå β.

Ó íàñòàâêó òåêñòà âèäå£åìî äà ñìî è íà îñíîâó òåîðèjñêîã ïðèñòóïà äîáèëè
ñëè÷àí ðåçóëòàò.
Ìîæåìî çàê§ó÷èòè íà îñíîâó îäáà÷åíèõ óçîðàêà, äà jå ìî£ òåñòà 73%.

Ñàäà çà âðåäíîñò p óçìåìî íîâó âðåäíîñòè èç àëòåðíàòèâíîã ñêóïà. Êîëèêî
óçîðàêà £å îä 10000 óçîðàêà òåñò îäáàöèòè?

for(n in 1 : 10000){
Slucajan_Uzorak_binom < −rbinom(500, size = 1, prob = 0.5)
Broj_Uspeha < −sum(Slucajan_Uzorak_binom)
pval[n] < −binom.test(Broj_Uspeha, 500, p = 0.6, alternative =
”less”)$p.value
}
sum(pval <= 0.05)
[1]9977

Îâäå ìîæåìî ïðèìåòèòè äà òåñò 9977 óçîðàêà îäáàöójå, øòî çíà÷è äà jå ìî£
òåñòà 99.73%. Çà îñòàëå óçîðêå jå íàïðàâ§åíà ãðåøêà äðóãå âðñòå β.

Ó íàñòàâêó òåêñòà âèäå£åìî äà ñìî è íà îñíîâó òåîðèjñêîã ïðèñòóïà äîáèëè
ñëè÷àí ðåçóëòàò.

Ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå îâäå ìî£ òåñòà âåëèêà, γ = 99.77%. Êàêî jå ìî£
òåñòà âåëèêà, òàêî jå ãðåøêà äðóãå âðñòå ìà»à.

43



3.2. ÁÈÍÎÌÍÈ ÒÅÑÒ-ÒÅÎÐÈJÑÊÈ ÍÀ×ÈÍ ÏÎÃËÀÂ�Å 3. MÎ� ÒÅÑÒÀ

Äîíîñèìî çàê§ó÷àê äà øòî ñå âðåäíîñò âèøå îäà§àâà îä âðåäíîñòè p = 0.6 òî
áèíîìíè òåñò jà÷å îäáàöójå íåòà÷íó õèïîòåçó. Ïîêàçàëè ñìî ìî£ áèíîìíîã òåñòà
ñèìóëàöèjîì ó R-ó. Ñàäà £åìî âèäåòè êàêî òî èçãëåäà êðîç òåîðèjñêè ïðèñòóï.

3.2 Áèíîìíè òåñò-òåîðèjñêè íà÷èí

Êîðèñòèìî ñàäà òåîðèjñêè ïðèñòóï äà ïðèêàæåìî ìî£ áèíîìíîã òåñòà.

Èç ïðèìåðà èìàìî äà jå:

H0 : p ≥ 0.6.

Àëòåðíàòèâà:

H1 : p < 0.6.

Òðàæèìî ñàäà âåðîâàòíî£ó P (T ≤ t1) ïðè ÷åìó Ò ñòàòèñòèêà èìà áèíîìíó
ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà n = 500 è p = 0.6. Òðåáà äà èçðà÷óíàìî t1. Òî
ïîñòèæåìî íà ñëåäå£è íà÷èí:

t1 = n · p∗ + ω.05 ·
√
n · p∗ · (1− p∗) = 500 · 0.6 + (−1.64)

√
500 · 0.6 · 0.4 =

281.92

Ìîæåìî çàîêðóæèòè âðåäíîñò t1 íà 282.

Ìè æåëèìî äà ïîêàæåìî êîëèêà jå ãðåøêà ïðâå âðñòå, òà÷íèjå äà ñå îäáàöè
íóëòà õèïîòåçà êîjà jå òà÷íà.

Êàêî ñìî èçðà÷óíàëè âðåäíîñò çà êðèòè÷íó îáëàñò, ñàäà ðà÷óíàìî
âåðîâàòíî£ó. Ãðåøêà ïðâå âðñòå jåäíàêà jå P (T ≤ 282) = α. Îíà òðåáà äà ïîñòîjè,
è îíà jå jåäíàêà ïðàãó çíà÷àjíîñòè.

P (T ≤ 282) = P ( T−n·p∗√
n·p∗·(1−p∗)

≤ 282−n·p∗√
n·p∗·(1−p∗)

)

≈ P (Z ≤ 282−300
10.95

) = P (Z ≤ −1.6438)

ãäå Z èìà ñòàíäàðäíó íîðìàëíó ðàñïîäåëó, êàî øòî ñå êîðèñòè ó òàáëèöàìà çà
íîðìàëíó ðàñïîäåëó èëè êîðèñòå£è ñòàíäàðäíó ôóíêöèjó ó R-ó pnorm.

α̂ = P (T ≤ 282) ≈ P (Z ≤ −1.6438) ≈ 0.0503.

Øòî çíà÷è äà jå âåðîâàòíî£à ãðåøêå ïðâå âðñòå jåäíàêà 0.05. Çàê§ó÷ójåìî,
êàäà áèñìî óçåëè 10000 óçîðàêà, áèíîìíè òåñò áè 9500 óçîðàêà ïðèõâàòèî, à
îäáàöèî 500 óçîðàêà.

Ñàäà æåëèìî äà èçðà÷óíàìî ìî£ áèíîìíîã òåñòà. Òà÷íèjå âåðîâàòíî£ó
PH1(T ∈ 282) =M

Ñàäà ðà÷óíàìî êîëèêà jå ìî£ òåñòà çà íîâî p èç àëòåðíàòèâíîã ñêóïà. Íà
ïðèìåð óçå£åìî çà p = 0.55.
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P (T ≤ 282) = P ( T−n·p∗√
n·p∗·(1−p∗)

≤ 282−n·p∗√
n·p∗·(1−p∗)

)

≈ P (Z ≤ 282−275
11.1243

) = P (Z ≤ 0.6292)

ãäå Z èìà ñòàíäàðäíó íîðìàëíó ðàñïîäåëó, êàî øòî ñå êîðèñòè ó òàáëèöàìà çà
íîðìàëíó ðàñïîäåëó èëè êîðèñòå£è ñòàíäàðäíó ôóíêöèjó ó R-ó pnorm.

α̂ = P (T ≤ 282) ≈ P (Z ≤ 0.6292) ≈ 0.7353.

Øòî çíà÷è äà jå ìî£ òåñòà 73.53%

Ñàäà ðà÷óíàìî ìî£ çà âðåäíîñò p = 0.5.

P (T ≤ 282) = P ( T−n·p∗√
n·p∗·(1−p∗)

≤ 282−n·p∗√
n·p∗·(1−p∗)

)

≈ P (Z ≤ 282−250
11.18

) = P (Z ≤ 2.8621)

ãäå Z èìà ñòàíäàðäíó íîðìàëíó ðàñïîäåëó, êàî øòî ñå êîðèñòè ó òàáëèöàìà çà
íîðìàëíó ðàñïîäåëó èëè êîðèñòå£è ñòàíäàðäíó ôóíêöèjó ó R-ó pnorm.

α̂ = P (T ≤ 282) ≈ P (Z ≤ 2.8621) ≈ 0.9978.

Øòî çíà÷è äà jå ìî£ òåñòà 99.78%

Çàê§ó÷ójåìî, äà øòî ñå âèøå îäà§àâàìî, ìî£ òåñòà jà÷å îäáèöójå íåòà÷íó
íóëòó õèïîòåçó.

Ìîæåìî äà ïðèìåòèìî äà ñìî ñèìóëàöèjîì è òåîðèjñêèì ïðèñòóïîì äîáèëè
èñòå ðåçóëòàòå çà ìî£ òåñòà, øòî jå è òðåáàëî ïîêàçàòè.

Îâî jå áèî jîø jåäàí ïðèìåð êàêî è íà êîjè íà÷èí êîðèñòèìî áèíîìíè òåñò êàî è
ìî£ òåñòà.
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3.3 Êâàíòèë òåñò-ñèìóëàöèjà ó R-ó

Ïîêàæèìî ñàäà ìî£ êâàíòèë òåñòà êðîç ñëåäå£è ïðèìåð.

Ïðèìåð.
Ãåíåðèøåìî jåäàí ñëó÷àjàí óçîðàê êîjè èìà íîðìàëíó ðàñïîäåëó

Y : N (120, 10). Òåñòèðàòè õèïîòåçó äà jå ìåäèjàíà jåäíàêà 118.

Äîáèëè ñìî ñëåäå£è óçîðàê çà n = 20:

x < −rnorm(20, 120, 10)
> x
[1] 123.4984 116.8789 107.5167 116.6251 135.6093 128.4512
115.7726 124.7335 125.4494 138.6808 104.9128 121.8711 126.9321
118.1623 118.0682 125.2085 133.4363 118.6484 116.0040
118.3202.

Ðàäè ëàêøå óïîòðåáå, ñîðòèðà£åìî íèç ó ðàñòó£åì ïîðåòêó:

y < −zapsmall(x, digits = 0)
> y [1] 123 117 108 117 136 128 116 125 125 139 105 122 127 118 118 125
133 119 116 118
ysort < −sort(y)
> ysort
[1] 105 108 116 116 117 117 118 118 118 119 122 123 125 125 125 127 128
133 136 139.

Íåêà jå íóëòà õèïîòåçà H0(X0.5 = 118), è àëòåðíàòèâíà H1(X0.5 6= 118). Ðàäè
ïðîíàëàæå»à ñòàòèñòèêà T1 è T2, íàïèñà£åìî áðîjåâå ó ðàñòó£åì ïîðåòêó:

105 108 116 116 117 117 118 118 118 119 122 123 125 125 125 127 128 133
136 139
T1 = áðîj èñõîäà ≤ 118
T2 = áðîj èñõîäà < 118
Ïà jå: T1 = 9, T2 = 6.

Ïîøòî èìàìî äâîñòðàíè òåñò, p-âðåäíîñò òåñòà ðà÷óíàìî íà ñëåäå£è íà÷èí:

p = 2 ·min{P (Y ≤ T1), P (Y ≥ T2)
= 2 ·min{P (Y ≤ 9), P (Y ≥ 6)}
= 2 ·minP (Y ≤ 9), 1− P (Y < 6)
= 2 ·min{0.4119, 1− 0.0207}
= 2 ·min{0.4119, 0.9793} = 0.8238

Âðåäíîñòè 0.4119 è 0.0207 ñìî äîáèëè èç òàáëèöå çà áèíîìíó ðàñïîäåëó çà n = 20
jåð Y ∼ B (n = 20, p = 0.5) .

Êàêî jå p=0.8238 > 0.05, ìîæåìî äîíåòè çàê§ó÷àê äà ïðèõâàòàìî íóëòó õèïîòåçó.
Ïîäàöè ñó ó ñêëàäó ñà íóëòîì õèïîòåçîì. Êàî çàê§ó÷àê äîíîñèìî äà ìåäèjàíà
jåñòå jåäíàêà 118.

Ñàäà £åìî òðàæèòè ðåøå»å ïðèìåíîì àïðîêñèìàöèjå íîðìàëíîì ðàñïîäåëîì.
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Z1 =
T1−n·p+0.5√
n·p·(1−p)

= 9−20·0.5+0.5√
20·0.5·(1−0.5)

= −0.2232

Z2 =
T2−n·p+0.5√
n·p·(1−p)

= 6−20·0.5+0.5√
20·0.5·(1−0.5)

= −1.565
p = 2 ·min{P (Z ≤ Z1), P (Z ≥ Z2)}
= 2 ·min{P (Z ≤ −0.2232), P (Z ≥ −1.565)}
= 2 ·min{0.4129, 0.94} = 0.824

ãäå Z èìà ñòàíäàðäíó íîðìàëíó ðàñïîäåëó. Òàêî äà ïðèõâàòàìî íóëòó õèïîòåçó
jåð jå 0.824 âå£å îä 0.05. Äàêëå, îâàj óçîðàê îäãîâàðà íóëòîj õèïîòåçè.

Ðåøå»å ïðèìåðà ó R-ó:

> quantile.test < −function(x, xstar = 118, quantile = .5, alternative =
”two.sided”){
n < −length(x)
p < −quantile
T1 < −sum(x ≤ xstar)
T2 < −sum(x < xstar)
if(alternative == ”quantile.less”){
p.value < −1− pbinom(T2− 1, n, p)}
if(alternative == ”quantile.greater”){
p.value < −pbinom(T1, n, p)}
if(alternative == ”two.sided”){
p.value < −2 ·min(1− pbinom(T2− 1, n, p), pbinom(T1, n, p))}
list(xstar = xstar, alternative = alternative, T1 = T1, T2 =
T2, p.value = p.value)}
> quantile.test(x, xstar = 118, quantile = 0.5, alternative =
”two.sided”)
$xstar
[1]118
$alternative
[1]”two.sided”
$T1
[1]9
$T2
[1]6
$p.value
[1]0.8238029

Ïðèìåòèìî äà jå p-âðåäíîñò 0.8238029 âå£à îä 0.05, çàòî ïðèõâàòàìî íóëòó
õèïîòåçó.

Êàêî ñìî íà îñíîâó p-âðåäíîñè òåñòà çàê§ó÷èëè äà ïðèõâàòàìî íóëòó õèïîòåçó,
òàêî ìîæåìî ðå£è äà óçîðàê îäãîâàðà íóëòîj õèïîòåçè, äà jå ìåäèjàíà jåäíàêà 118.

Ñàäà æåëèìî äà âèäèìî êàêî ñå ïîíàøà òåñò àêî ãåíåðèøåìî íà îñíîâó jåäíîã
óçîðêà êîjè îäãîâàðà íóëòîj õèïîòåçè, 10000 óçîðàêà ñà ïðàãîì çíà÷àjíîñòè 0.05
(ãðåøêà ïðâå âðñòå (α)) è ìåäèjàíîì 118.
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Ïðèêàæèìî êîðèñòå£è R:

> quantile.test < −function(x, xstar = 118, quantile = .5, alternative =
”two.sided”){
n < −length(x)
p < −quantile
T1 < −sum(x ≤ xstar)
T2 < −sum(x < xstar)
if(alternative == ”quantile.less”){
p.value < −1− pbinom(T2− 1, n, p)}
if(alternative == ”quantile.greater”){
p.value < −pbinom(T1, n, p)}
if(alternative == ”two.sided”){
p.value < −2 ·min(1− pbinom(T2− 1, n, p), pbinom(T1, n, p))}
list(xstar = xstar, alternative = alternative, T1 = T1, T2 =
T2, p.value = p.value)}
Ñàäà £åìî ãåíåðèñàòè 10000 óçîðàêà íà îñíîâó óçîðêà êîjè îäãîâàðà
íóëòîj õèïîòåçè, òà÷íèjå êàäà jå ìåäèjàíà 118.
pval < −vector(length = 10000)
for(n in 1 : 10000){
x < −rnorm(20, 120, 10)
pval[n] < −quantile.test(x, xstar = 118, quantile = 0.5, alternative =
”two.sided”)$p.value
}
sum(pval >= 0.05)
[1]9065

Ìîæåìî äà êàæåìî äà íàø òåñò ïðèõâàòà 9065 óçîðàêà îä 10000, à îäáàöójå 935
óçîðàêà. Êàäà àíàëèçèðàìî ðåçóëòàò, âèäèìî äà 90.65% óçîðàêà îäãîâàðà íóëòîj
õèïîòåçè. Òà÷íèjå äà 90.65% óçîðàêà èìà ìåäèjàíó 118.

Ïîíîâèìî ñàäà èñòè ïîñòóïàê ñàìî çà âðåäíîñò ìåäèjàíå 128. Êàêî ñå ïîíàøà
òåñò?

pval < −vector(length = 10000)
for(n in 1 : 10000){
x < −rnorm(20, 120, 10)
pval[n] < −quantile.test(x, xstar = 128, quantile = 0.5, alternative =
”two.sided”)$p.value
}
sum(pval >= 0.05)
[1]2397

Êàî ðåçóëòàò äîáèjàìî äà jå òåñò çà 2397 óçîðàêà íàïðàâèî ãðåøêó äðóãå âðñòå,
jåð jå çà îâå óçîðêå ïðèõâàòèî íåòà÷íó íóëòó õèïîòåçó.

Ìî£ òåñòà ñå îãëåäà ó òîìå, êîëèêî óçîðàêà jå òåñò îäáàöèî, òàj áðîj jå 7603.
Òà÷íèjå ìî£ òåñòà jå 76.03%
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Äà áèñìî ìîãëè äà äîíåñåìî áî§è çàê§ó÷àê î ìî£è êâàíòèë òåñòà, ìîæåìî
ïðèìåíèòè èñòè ïîñòóïàê òàêî øòî ïîìåðèìî âðåäíîñò ìåäèjàíå íà 130.

for(n in 1 : 10000){
x < −rnorm(20, 120, 10)
pval[n] < −quantile.test(x, xstar = 130, quantile = 0.5, alternative =
”two.sided”)$p.value
}
sum(pval >= 0.05)
[1]851

Ìî£ òåñòà jå 91.49%, jåð 9149 óçîðàêà òåñò jå îäáàöèî. Çà îñòàëå óçîðêå, 8.51%,
íàïðàâèî jå ãðåøêó äðóãå âðñòå.

Ïðèìåòèìî, êàêî jå ïðîöåíàò ïðèõâàòà»à íåòà÷íå íóëòå õèïîòåçå ìà»è, òî jå
ìî£ òåñòà áî§à.

Ìîæåìî çàê§ó÷èòè, øòî ñå âèøå îäà§àâàìî îä âðåäíîñò ìåäèjàíå 118, òî jå
îäáàöèâà»å íåòà÷íå íóëòå õèïîòåçå jà÷å.

Jîø íåêà èçðà÷óíàâà»à âåçàíà çà êâàíòèë òåñò.

Êîðèñòå£è ïðåòõîäíè ïðèìåð, òåñòèðàòè ñëåäå£å:

1) Òåñòèðàòè íóëòó õèïîòåçó äà jå ãîð»è êâàðòèë áàðåì 127.

Íåêà jå íóëòà õèïîòåçà H0(X0.75 ≥ 127), à àëòåðíàòèâíà H1(X0.75 < 127).
Òðàæèìî òåñò ñòàòèñòèêó T2.

T2 áðîj èñõîäà <127, à òî jå T2 = 15.
p = P (Y ≥ T2) = 1− P (Y ≤ 14)
= 1− 0.383 = 0.617

Y èìà áèíîìíó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà n = 20 è p = 0.75. Òàêî äà ïðèõâàòàìî
íóëòó õèïîòåçó jåð jå 0.617 âå£å îä 0.05.

Òðàæèìî ðåøå»å ó R-ó:

> quantile.test(x, xstar = 127, quantile = 0.75, alternative =
”quantile.less”)
$xstar
[1]127
$alternative
[1]”quantile.less”
$T1
[1]16
$T2
[1]15
$p.value
[1]0.6171727
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Êàêî jå p-âðåäíîñò òåñòà âå£à îä 0.05, çàê§ó÷ójåìî äà ïðèõâàòàìî íóëòó õèïîòåçó.
Óçîðàê îäãîâàðà íóëòîj õèïîòåçè.
Äàêëå, âðåäíîñò ãîð»åã êâàðòèëà jå áàð 127.

2) Òåñòèðàòè íóëòó õèïîòåçó äà jå äî»è êâàðòèë íå âå£è îä 117.

Íåêà jå ñàäà íóëòà õèïîòåçà H0(X0.25 ≤ 117), à àëòåðíàòèâíà H1(X0.25 > 117).
Òðàæèìî òåñò ñòàòèñòèêó T1.

T1 êîjè ñó ≤ 117. T1 = 6.
p = P (Y ≤ T1) = P (Y ≤ 6) = 0.786

Y èìà áèíîìíó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà n = 20 è p = 0.25. Çàê§ó÷àê jå äà
ïðèõâàòàìî íóëòó õèïîòåçó jåð jå 0.786 âå£å îä 0.05.
Äàêëå, âðåäíîñò äî»åã êâàðòèëà íèjå âå£à îä 117.

Òðàæèìî ðåøå»å ó R-ó:

> quantile.test(x, xstar = 117, quantile = 0.25, alternative =
”quantile.greater”)
$xstar
[1]117
$alternative
[1]”quantile.greater”
$T1
[1]6
$T2
[1]4
$p.value
[1]0.7857819

Ïðèìåíîì êâàíòèë òåñòà ó R-ó, äîáèëè ñìî èñòî ðåøå»å, äà jå óçîðàê ó ñêëàäó
ñà íóëòîì õèïîòåçîì è äà äî»è êâàðòèë íèjå âå£è îä 117.

3) Ðà÷óíàìî 95% èíòåðâàë ïîâåðå»à çà ìåäèjàíó.

> quantile.interval < −function(x, quantile = 0.5, conf.level = 0.95){
n < −length(x)
p < −quantile
alpha < −1− conf.level
rmin1 < −qbinom(alpha/2, n, p)− 1
r < −rmin1 + 1
alpha1 < −pbinom(r − 1, n, p)
smin1 < −qbinom(1− alpha/2, n, p)
s < −smin1 + 1
alpha2 < −1− pbinom(s− 1, n, p)
clo < −sort(x)[r]
chi < −sort(x)[s]
conf.level < −1− alpha1− alpha2
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list(quantile = quantile, conf.level = conf.level, r = r, s = s, interval =
c(clo, chi))}
> quantile.interval(x, quantile = 0.5, conf.level = 0.90)
$quantile
[1]0.5
$conf.level
[1]0.9586105
$r
[1]6
$s
[1]15
$interval
[1]117 125

Ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà 95% èíòåðâàë ïîâåðå»à çà ìåäèjàíó jå [117, 125].
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Ïîãëàâ§å 4

Çàê§ó÷àê

Ó îâîì ðàäó, áàâèëè ñìî ñå òåñòîâèìà êîjè ñó çàñíîâàíè íà áèíîìíîj ðàñïîäåëè.
Îäàáðàëè ñìî äâà òåñòà, áèíîìíè è êâàíòèë òåñò.

Ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà áèíîìíè òåñò êîðèñòèìî êàäà èñïèòójåìî ïîïóëàöèjó
ó êîjîj ïîñòîjå ñàìî äâå ìîãó£íîñòè. Jåäíà ñå ìîæå íàçâàòè óñïåõîì, à äðóãà
íåóñïåõîì. Íà îñíîâó óçîðêà ïîòðåáíî jå èñïèòàòè âåðîâàòíî£ó ïîjàâ§èâà»à
äîãà¢àjà êîjè jå îçíà÷åí êàî óñïåõ. Òåñò ñòàòèñòèêà Ò èìà áèíîìíó ðàñïîäåëó.

Ïðèìåòèìî äà êàäà òåñòèðàìî õèïîòåçå ó âåçè êâàíòèëà, òàäà áèíîìíè òåñò
íàçèâàìî êâàíòèë òåñò.

Êðîç ñàì îïèñ è ïðèìåðå êîjå ñìî íàâåëè ó îâîì ðàäó, ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà
ñå íàâåäåíè òåñòîâè ìîãó êîðèñòèòè ó ðàçëè÷èòèì îáëàñòèìà. Ñâîjó ïðèìåíó
ìîãó íà£è ó îáëàñòè ìåäèöèíå, åêîíîìèjå, ôàðìàöèjå è ìíîãèì äðóãèì îáëàñòèìà.

Ïîðåä ñàìîã îïèñà òåñòîâà, ó îâîì ðàäó ìîãëè ñìî äà âèäèìî êîëèêî ñó òåñòîâè
äîáðè ïðè òåñòèðà»ó ðàçëè÷èòèõ õèïîòåçà. Êîëèêî ñó îíè äîáðè, îöåíèëè ñìî
êîðèñòå£è ìî£ òåñòà. Jåäàí îä çíà÷àjà ðàäà jå äà ñìî ìî£ òåñòà ïðåäñòàâèëè íà
äâà íà÷èíà, ñèìóëàöèjîì ó R-ó è òåîðèjñêè.
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