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1 Uvod

Otkako su Nikolaj Lobacevski i Jano§ Boljaj, nezavisno jedan od drugog, u
trecoj deceniji 19. veka postavili temelje geometrije koja negira peti Euklidov
postulat, ona je postala jedna od najveéih fascinacija ljudskog roda. Beltrami
je znatno doprineo razvoju hiperbolicke geometrije, takode. Razvivsi polusferni
model, uspeo je da dokaze ekvikonzistentnost hiperbolicke geometrije sa eu-
klidskom. Jedan od najveéih podstreka razvoju hiperbolicke geometrije dosao
je sasvim neocekivano, otkrivanjem tesne veze iste sa kompleksnom analizom.
Upravo tim pogledom na hiperbolicku geometriju se bavi ovaj rad.

Autor napominje da rad sadrzi dosta naprednijih matematickih koncepata iz
kompleksne analize i drugih matematickih disciplina, te je namenjen studentima
trece ili Getvrte godine osnovnih studija na Matemati¢kom ili nekim srodnim teh-
ni¢kim fakultetima. Svrha rada je da posluzi kao skripta ili pomoéni materijal
pri kursu hiperbolicke geometrije. Tako stilski veoma siromasan, rad obiluje te-
meljnim dokazima veéine tvrdenja, primerima i razmatranjima. Slike koriséene
u radu radene su u programskom paketu Geogebra, odnosno Geogebra3D.

Sto se tice strukture rada, podeljen je na 4 celine, takoreéi na 4 poglavlja.
U prvom poglavlju daje se veoma kratak istorijski uvod u temu, uz neke na-
pomene koje su relevantne kasnije, poput stereografske projekcije i Rimanove
sfere. Drugo poglavlje bavi se bilinearnim preslikavanjima, njihovim osobinama,
automorfizmima, dvorazmeri i, najvaznije, klasifikaciji. Apel je autora da ¢ita-
lac posebno obrati paznju na ovo poglavlje. Treée poglavlje bavi se Poenka-
reovim disk i poluravanskim modelom, polaze¢i od Svarcove leme, a sa ciljem
nalazenja razli¢itih oblika funkcije h—rastojanja. Poslednje, ¢etvrto poglavlje,
govori o pojmovima hiperbolicke geometrije: h—trouglu i h—krugu i njihovim
povrsinama. Takode, sadrzi deo o trigonometriji h—trougla, a zavrSava se geo-
metrijskim pogledom na bilinearna preslikavanja.

Autor Zeli da se zahvali mentoru na svoj pomodi tokom izrade rada, kao i ko-
legama Lazaru Stanojkovi¢u, Nemanji Juri¢u i Stefanu Budimirovi¢u. Naravno,
autor se najviSe zahvaljuje svojoj porodici na strpljenju i podrski u toku izrade
master rada.



2 Neki osnovni pojmovi geometrije

2.1 Aksiomatizacija geometrije

Geometrija se aksiomatski uvodi tako §to se zadaju osnovni geometrijski
pojmovi - tacka, prava i ravan, i osnovne relacije - relacija incidentnosti, rela-
cija izmedu i relacija podudarnosti parova tacaka. Zatim se navedu aksiome
kojima se iskazuju veze osnovnih pojmova i osnovnih relacija. One (aksiome)
predstavljaju osnovni ,alat” , pored naSeg britkog uma i moéi rezonovanja, u do-
kazivanju teorema, lema, kao i tvrdenja manjeg ili veéeg znacaja a sve sa ciljem
gradenja neprotivre¢ne teorije. Postoji 5 grupa aksioma, od kojih prve 4 grupe
¢ine teoriju apsolutne geometrije, dok izborom jedne od aksioma pete grupe,
zajedno sa aksiomama prve Cetiri, govorimo o euklidskoj, odnosno hiperbolic¢koj
geometriji.

Definicija 1. Za tri ili viSe tacaka A,B,C,... kaZe se da su kolinearne ako
postoji prava koja ih sadrzi; ako takva prava ne postoji, za pomenute tacke kaZe
se da su nekolinearne. Analogno, za cetiri i vise tacaka A,B,C,D,... kazZe se da
su komplanarne ako postoji ravan koja ih sadrzi; ako takva ravan ne postoji, za
pomenute tacke kazZe se da su nekomplanarne.

2.1.1 Aksiome veze

Aksioma 1. Svaka prava sadrzi najmanje dve tacke A i B.

Aksioma 2. Postoji najmange jedna prava koja sadrzi dve tacke A i B.
Aksioma 3. Postoji najvise jedna prava koja sadrzi dve razne tacke A i B.
Aksioma 4. Svaka ravan sadrzi najmange tri nekolinearne tacke A,B,C.
Aksioma 5. Postoji najmange jedna ravan koja sadrzi tacke A,B,C.

Aksioma 6. Postoji najvisSe jedna ravan koja sadrzi tri nekolinearne tacke
A,B,C.

Aksioma 7. Ako dve razne tacke A i B neke prave p pripadaju izvesnoj ravni
m, tada sve tacke prave pripadaju ravni .

Aksioma 8. Ako dve ravni o i B imaju jednu zajednicku tacku A, one imaju
nagmange jos jednu zajednicku tacku B.

Aksioma 9. Postoje cetiri nekomplanarne tacke A,B,C,D.

2.1.2 Aksiome rasporeda

Aksioma 10. Ako su A,B,C tri nekolinearne tacke takve da je B(A, B,C)!,
tada su svake dve od tacaka A,B,C medu sobom razlicite.

1B izmedu A i C



Aksioma 11. Ako su A,B,C tri nekolinearne tacke takve da je B(A, B,C), tada
je B(C, B, A).

Aksioma 12. Ako su A,B,C tri nekolinearne tacke takve da je B(A, B,C), tada
nije B(A,C, B).

Aksioma 13. Ako su A i B dve razne tacke neke prave p, tada na pravoj p
postoji tacka C takva da je B(A, B,C).

Aksioma 14. Ako su A,B,C tri razne kolinearne tacke, tada vaZi najmanje
jedna od relacija B(A, B,C), B(A,C,B), B(C,A,B).

Aksioma 15. (Pasova aksioma) Ako su A,B,C tri nekolinearne tacke i p prava
koja pripada ravni ABC, ne sadrzi tacku A i sece pravu BC u tacki P takvoj da
je B(B, P,C), tada prava p sede pravu AC u tacki Q takvoj da je B(A,Q,C) ili
pravu AB u tacki R takvoj da je B(A, R, B).

2.1.3 Aksiome podudarnosti
Aksioma 16. Ako je (A, B) = (C,D) ? i A= B, tada je C = D.
Aksioma 17. Za svake dve tacke A i B imamo da je (A, B) = (B, A).

Aksioma 18. Ako tacke A,B,C,D,E,F zadovoljavaju relacije (A, B) = (C, D) i
(4, B) = (E, F), tada je (C, D) = (E, F).

Aksioma 19. Ako su C i C’ tacke otvorenih duzi (AB) i (A’B’) takve da je
(A,C)= (A, C") i (B,C) = (B, C'"), tada je i (A, B) = (A’, B').

Aksioma 20. Ako su A,B dve razne tacke i C kraj neke poluprave p, tada na
polupravoj p postoji tacka D takva da je (A, B) = (C, D).

Aksioma 21. Ako su A,B,C tri nekolinearne tacke i A,B tacke ruba neke po-
luravni 7 takve da je (A, B) = (A’, B'), tada u poluravni pi postoji jedinstvena
tacka C’ takva je (A,C) = (A',C") i (B,C) = (B',C").

Aksioma 22. Akosu A,B,C 1A', B',C’ dve trojke nekolinearnih tacaka i D, D’
tacke polupravih BC i B'C’ takve da je (A,B) = (A, B’), (B,C) = (B',C"),
(C,A)= (C", A"), (B, D) = (B, '), tada jc i (A, D) = (A', D)

2.1.4 Aksiome neprekidnosti

Aksioma 23. (Budoks®-Arhimedova* aksioma) Ako su AB i CD bilo koje dve
duzi, tada na polupravoj AB postoji konacan niz tacaka Ay, Ao, ..., Ay, takvih
da je B(A, Ay, As, ..., Ay), pri cemu je svaka od duZi AAy, A1Asg, ..., An_1A,
podudarna duzi CD i B(A, B, A,).

2Uredeni par tacaka (A, B) podudaran sa uredenim parom tacaka (C, D).

3Eudoks sa Knida (408. p.n.e - 355. pne.) je bio gréki matematic¢ar, astronom i nau¢nik,
jedan od Platonovih ucenika.

4 Arhimed (oko 287. p.n.e - 212. pne.) bio je gréki fizi¢ar, astronom i jedan od najvecih
matematicara starog veka.




Aksioma 24. (Kantorova® aksioma) Ako je A1Bi, A3Ba, ..., Ay By, ... niz za-
tvorenih duzi neke prave, takvih da svaka od tih duzi sadrzi sledecu, tada postoji
tacka X koja pripada svakoj duzi tog niza.

2.1.5 Aksiome paralelnosti

Aksioma 25. (Plejferova® aksioma) Ako je p proizvoljna prava i A tacka van
nje, tada postoji jedinstvena prava a koja je komplanarna sa pravom p, sadrZi
tacku A i nema zajednickih tacaka sa pravom p.

Aksioma 26. (Aksioma Lobacevskog”) Postoje tacka B i prava a koja je ne
sadrzi takve da u njima odredenoj ravni postoji vise od jedne prave koja sadrzi
B, a sa a nema zajednickih tacaka.

5Georg Kantor (Petrovgrad, Rusija, 3. marta 1845. - Hale, Nemacka, 6. januara 1918.),
nemacki matematicar, utemeljivac teorije skupova.

6John Playfair(10. mart 1748. - 20. jul 1819.), skotski naué¢nik i matematicar, profesor
prirodne filozofije na Univerzitetu u Edinburgu.

"Nikolaj Ivanovi¢ Lobagevski, (1. decembar 1793., Novgorod - 24. februar 1856., Kazanj),
ruski matematicar; sin arhitekte, roden u Novogordskoj oblasti, postavio temelje neeuklidske
geometrije.



2.2 Traktrisa i pseudosfera

2.2.1 Geometrija u ,,malom”

Jedna od ekvivalencija Plejferove aksiome je da je zbir uglova (euklidskog)
trougla jednak 7 radijana. Logi¢no, to znac¢i da u neeuklidskim geometrijama
postoji razlika izmedu zbira uglova trougla i 7 radijana. Tu razliku nazivamo
defekt trougla E(T) = A(T) — w. Naravno sa FE(T) oznatavamo defekt (ili
eksces) ugla, dok sa A(T') zbir uglova trougla u datoj geometriji. Jasno je da je
u sfernoj geometriji E(T) > 0 (vrlo je lako naéi trougao koji ima ¢ak tri prava
ugla), dok je u hiperbolitkoj geometriji E(T) < 0. Metodama diferencijalne
geometrije se dokazuje da je E(T) = kA(T), gde je k Gausova® krivina, na
povrsima konstantne krivine.

U ovom radu bavi¢emo se, skoro u celini, hiperbolickom geometrijom. Stoga,
namera nam je da dokaZemo logicku neprotivreénost hiperbolicke geometrije
ravni, kao i da predstavimo neke njene modele. Zelimo da u euklidskom prostoru
nademo povrs na kojoj se realizuje hiperboli¢ka planimetrija.

»,No takva povrs ne samo da nije nadena, nego je pokazano da ona i ne
postoji. Pokazano je jedino da u prostoru Euklida postoji povrs na kojoj se
planimetrija Lobadevskog realizuje u malom. Ta povrs je pseudosfera.” (citat
iz knjige [3] sa spiska literature)

Grubo govoredi, realizovanje geometrije ,;u malom” podrazumeva da mali
trougao, koji je deo povrsi konstantne Gausove krivine savrSeno naleze na povrs
prilikom primene razli¢itih geometrijskih transformacija (translacija, rotacija i
sl.). Analogno, ukoliko povrs nije konstantne krivine (a trougao jeste), tada
trougao neée uvek biti savrSeno nalegnut na povr§i. Radi jednostavnosti, po-
smatra¢emo povrsi konstantne krivine. Kako je k > 0 kod sferne geometrije, a
k < 0 kod hiperboli¢ke, to mozemo uzeti ks = +1, kp, = =11 k. =0 9.

2.2.2 Traktrisa i pseudosfera

Na sledec¢e 2 slike prikazana je traktrisa (zelenom bojom). Pokusajmo da
izvedemo njenu formulu.

8 Jochann Karl Friedrich Gauss(30.4. 1777. - 23.2. 1855.) je nemacki matematicar i naud-
nik poznat po klju¢nom doprinosu razvoju teorije brojeva, analize, diferencijalne geometrije,
geodezije, magnetizma, astronomije i optike.

9ke je oznaka za krivinu euklidske, kj hiperboli¢ke, dok je ks oznaka za krivinu povrsi
sferne geometrije.
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Navedeno razmatranje odnosilo se samo na pozitivni krak traktrise. PoSto je
traktrisa simetri¢na u odnosu na z osu, to je formula sledeca:

y(z) ==+ (Rln%n_w2 -V R? —a:2> .

Pseudosfera radijusa R dobija se rotacijom traktrise oko svoje ose, §to je u

ovom slu¢aju x osa.

1
R*
gde je R poluprecnik osnove pseudosfere. Sli¢no sfera ima konstantnu Gausovu

Moze se pokazati da je pseudosfera povrs konstantne Gausove krivine k = —

1
krivinu k£ = ik gde je R poluprec¢nik sfere. Sada se nasluc¢uje motivacija za

naziv pseudosfera.

Slika 1: Pseudosfera

Sada kada znamo kako pseudosfera izgleda, mozemo malo bolje da sagle-
damo koncept realizovanja geometrije ,,u malom” sa sledeéih slika.



k=0 k>0

Slika 2: Povrsi razlic¢itih Gausovih krivina

2.2.3 Beltramijev polusferni model

Posto smo naveli aksiome hiperbolicke geometrije, kao i naveli sustinsku
razliku izmedu euklidske, sferne i hiperbolicke geometrije (vrednost Gausove
krivine), pogodno je navesti i modele hiperbolicke planimetrije. Naravno, radi
se o Poenkareovom disk modelu, Poenkareovom poluravanskom i Klajnovom
disk modelu. U fokusu ovog rada bi¢e samo prva dva. Istinu govoreéi, iako ovi
modeli nose imena Poenkare-a i Klajna, oni su dobijeni od strane Beltramija,
projektovanjem polusfere na odredene ravni.

Slika 3: Poluravanski model

Slika 4: Klajnov i Poenkareov disk mo-
del
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2.3 Stereografska projekcija i Rimanova sfera

Neka je S? = {(z,y, 2)| 22 + y® + 2% = 1} jedini¢na sfera ¢iji je centar ko-
ordinatni pocetak O = (0,0,0). Upotrebom preslikavanja w = x + iy moZemo
poistovetiti svaku tacku (x,y,0) 20y ravni sa kompleksnim brojem w = = + iy.
Time smo dobili kompleksnu ravan C. Konstruis$imo sledecée preslikavanje.

Neka je N(0,0,1) severni pol sfere i P proizvoljna tacka sa iste P € S\ N.
Postoji jedinstvena prava p koja sadrzi tatke N i P. Presek prave p sa kom-
pleksnom ravni C ozna¢imo sa P’. Time smo dobili preslikavanje o : P — P’
i jasno je da za svaku tacku P € S?\ N postoji jedinstvena tatka P’ tako da
je o(P) = P’. Specijalno o(S) = 0, gde je S = (0,0,—1) juZni pol sfere a
0 = 0+ 0 - ¢ koordinatni pocetak kompleksne ravni C. Medutim, ono §to pri-
mecujemo je da §to je P blize N, to je P’ dalje od O. Stoga, mozemo reci da
je 0(N) = oo. Ovako konstruisano preslikavanje naziva se stereografska pro-
jekcija. Preslikavanjem o uspeli smo da svaku tacku sfere S? poistovetimo sa
tackom iz prodirene kompleksne ravni C. Tu sferu nazivamo Rimanovom sferom.

Jasno je stereografska projekcija slika jedini¢nu kruznicu na samu sebe, se-
vernu hemisferu Rimanove sfere na spoljasnjost, a juznu hemisferu na unutr-
$njost jedini¢nog diska. Zanimljivo je primetiti sledece: slika svakog kruga koji
sadrzi N je prava, dok je slika svakog kruga koji ne sadrzi N takode krug u
progirenoj kompleksnoj ravni C. To nam daje motivaciju za slede¢u definiciju.

Definicija 2. Pod terminom uopstena kruznica u C podrazumevamo kruZnicu
ili pravu w C. Prava predstavlja kruznicu beskonacénog poluprecnika.

a"
/ '

Slika 5: Stereografska projekcija Slika 6: Stereografska projekcija
kruga koji ne sadrzi N kruga koji sadrzi N

11



Napomena: Da bi se izbegle zabune u nastavku rada, prefiks ,,h-" odnosi se
na odgovarajucée hiperboli¢ke pojmove. Naime, h-prava predstavlja hiperbolicku
pravu, h-rastojanje predstavlja hiperboli¢ko rastojanje...

S tim na umu, osvréemo se na slike Beltramijevog polusfernog modela. Pri-
mecéujemo da su u Klajnovom modelu jedine geodezijske h-prave delovi euklid-
skih pravih. U Poenkareovom disk modelu to su delovi euklidskih pravih i
krugova. U poluravanskom modelu su to delovi euklidskih pravih i krugova
normalnih na apsolutu.

12



3 Bilinearna preslikavanja

Pod terminom bilinearna (Mebijusova'?) preslikavanja podrazumevamo svako

az+b -

rd a,b,c,d € C, ad — bc # 0. Veliki deo ovog rada
cz
posveéen je proucavanju ovih preslikavanja, kao i njihove iznenadujuée tesne

veze sa hiperbolickom geometrijom. Primetimo sledece:

preslikavanje f(z) =

b d b d b d
az +b <+) o et a e _a i ¢
f(z):cz+d: N d |~

c<z+> zZ+ = z+ -
C C C
bc — ad bc — ad
_a, T :%+%.Laccll:%+ CQd'
z+ - ac(z—i—) z+ —
c [ c

Sada je jasan razlog postojanja uslova ad — bc # 0. Naime, ako je ad — bc = 0,
to je f(z) = ¢ Lonstantno preslikavanje i kao takvo nam nije zanimljivo. Posto
c

bec — ad
bc — ad d
je f(z)zg—l—id,ako proglasimoA:g,Bz ¢ 2a ,C ==, toje
c . c c c
c
B |B|eiargB
A+ —=A+———. 1
J@)=A+ =4+ =1C 1)

Pre nego $to krenemo razmatranje bilinearnog preslikavanja kao kompozicije
preslikavanja, ostaje samo da reSimo jednu nedoumicu.

az+b —d
w=f(z) = el a,b,e,d e C, ad—bc#0, z € (C\{c}
Ovako definisano preslikavanje w : C — C. Medutim, moZemo ga neprekidno
—d
dodefinisati w(o0) = %, c#£0, w (c> =00, ¢ #0, tj.
az+b —d
hatedilihg c\d =L
cz+d’ z€Cy { c } ’
b
gz+a, z€C,c=0;
f(z) = (2)
ga Z=00,¢ 7£ 07
N —d
0, z=—,c#0.
c

10 August Ferdinand Mebijus (nem. August Ferdinand Mgbius, 17.11.1790. - 26.9.1868.) -
nemacki matematicar i teorijski astronom.
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MoZemo nastaviti diskusiju o kompoziciji preslikavanja. Kao §to mozZemo
videti iz (1), bilinearno preslikavanje predstavlja kompoziciju sledec¢ih preslika-
vanja:

e translacije z; = z + C za vektor C,

e preslikavanja zo = —, koje je kompozicija inverzije u odnosu na jedini¢nu
21

kruznicu i refleksije u odnosu na realnu osu,
e rotacije z3 = e**® B2y za ugao arg B,

e homotetije sa centrom u koordinatnom pocetku i koeficijentom k = |B|,
Z4 = |B|23 i

o translacije w = f(z) = A+ 24 za vektor A.

3.1 Osobine bilinearnih preslikavanja
Stav 1. Bilinearno preslikavanje w : C — C je bijekcija.
Dokaz. Dovoljno je da nademo inverzno preslikavanje.

az+b
=——: ad—bc#0
w a1 d a c #

w(cz+d)=az+b
wez +wd =az+b
z(we —a) =b—wd
_b—wd
Cwe—a
_ (=d)z+b
~cw+ (—a)
Dakle, inverzno preslikavanje je takode bilinearno. Time je tvrdenje efektivno
dokazano. Primetimo da smo dokazali i snaznije tvrdenje. Posto je
w : C — C bijekcija, neprekidno na osnovu nacina definisanja, to je i w!
neprekidno. Dakle, w : C — C je homeomorfizam. |

z

, (—d)(—a) — bc = ad — be # 0.

Stav 2. Skup svih bilinearnih preslikavanja (B, o, f~1,I) u odnosu na kompo-
ziciju preslikavanja je nekomutativna grupa.

a1z + by asz + by
Dokacz. = - di—b 0 = - do — b 0
okaz. f1(2) oz d, Wb #0, fa(2) oz 1 dy 2P 202 F#
“ asz + by b
1~ 5 1
o . oz + do . al(a22+b2)+b1(022+d2)
fro falz) = hi(f2(2)) = . azz + by d — c1(asz + bo) 4 di(c2z + do)
1622+d2 !

_ a1a2z + albg + blcQZ + b1d2 _ (alag + blcg) + albg + b1d2 _ Az + B

Z .
ci1a9z + bocy + dicoz + dids oz (01(12 + dlcg) + bacy + dida T Cz + D’
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Potrebno je jo§ proveriti da li vazi AD — BC #0 .

(arag + bica)(bacy + didz) — (a1ba + bidz)(craz + dico) =
a1a2b201+(11Cleld2+b1b20162+blcgd1d2—a1a2b201—aldleCQ—agdgblcl—bldlcgdg =
aldl(ang — bQCQ) + blcl(bQCQ - agdz) = (a1d1 — blcl)(azdg — b2c2) 7é 0

1- 0
Jasno jeda I(z) = % = 2z bilinearno preslikavanje, pa sledi fol = To f =
-z
f. Prethodno smo dokazali da ako je f bilinearno, to vazi da jei f~! bilinearno.
Stoga je fo f~' =1 = f~'o f. Medutim, uopsteno tvrdenje ne vazi tj.

fog#gof.

Primer 1.
e =z+1 (Fog)s) = flglz) = - +1= 11
o) = (90 N() = 9(() =
Time je nas dokaz zavrsen. |

Stav 3. (Kruzno svojstvo) Bilinearna preslikavanja preslikavaju uopstene kru-
Znice na uopstene kruznice.

Dokaz. U dokazu ovog stava predstavljanje bilinearnih preslikavanja kao kom-
pozicija preslikavanja pokazuje se veoma korisnim. Jasno je da translacija, ho-
motetija i rotacija preslikavaju prave na prave i kruznice na kruZnice. Stoga

1
dovoljno je da posmatramo preslikavanje J(z) = —.
z

Kako je jedna¢ina uopstene kruznice data sa EzZ + Iz + [z + H = 0,
E,I,H € C, dovoljno je posmatrati delovanje preslikavanja J(z) = — na nju,
z

kao 8to je dato u slede¢em kratkom razmatranju.

1
JR)=w=-=2=—
z w
1 1 1 = 1
E-~<>—|—I —|—I-<>+H:O
w w w w
11 1
E——+I—+4+I—+H=0/-ww#0
w w w

Huw+Iw+Iwo+E=0,IeC

1

Dakle, preslikavanje J(z) = — slika uopStenu kruZnicu na uopstenu kruznicu,
z

odakle sledi dokaz stava. |
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Stav 4. (Konformno svojstvo) Bilinearna preslikavanja su konformna.

Dokaz. Preslikavanje f = f(z) (kako smo ga definisali u (2)) je konformno ako
¢uva veli¢inu i smer uglova. To je osobina analiti¢kih preslikavanja. Pogto je
a(cz+d) — (az+b)c acz+ ad —acz — be ad — bc
F(2) = ( ) (2 e _ - _ _£0,
(cz+d) (cz+d) (cz +d)

—d
z € C\ {c}’ to je preslikavanje f : C — C konformno.

—d
Kada je z = —, f(z) = oo, pa f’(z) ne postoji. Posmatrajmo zato preslika-
c

1 d —d
vanje Fy(z) = 7 = ZZ_:_ X Konformnost preslikavanja Fi(z) u tacki z = -

povlagice konformnost preslikavanja f(z).

F(z) = <cz+d>’ _claz+b) = (cz+d)a _

az+b (az + b)?
_acztbc—acz—ad  bc—ad
(az+d)? ~ (az +b)?
,(—=d\  bc—ad  be—ad  Abc—ad) 2
1<C) ad 2 Vbe—ad\?  (bc—ad)®  bec—ad
(o) (2F)

ZakljuCujemo, F je analiticka akko ¢ # 0,bc — ad # 0.
1
Konac¢no za z = oo posmatrajmo preslikavanje Fy(z) = fo J(2) = f | -
z
Iz konformnosti ovog preslikavanja u z = 0 sledi¢e konformnost preslikavanja f
u z = 00.

1 L a+ bz
1 a” b
Fz(z):f(): 2 :szd:d”“
z - +d z+c
z z
, bz4+a\'  b(zd+c)— (bz+a)d bdz+be—bdz —ad bc — ad
dz+c¢ (dz+¢)? (dz+¢)? (dz+c)?
bc — ad
Fi(0) = 0072a7 c#0,bc —ad # 0.
Poslednjim razmatranjem je stav u potpunosti dokazan. |

3.1.1 Inverzija
3.1.1.1 Potencija u odnosu na krug

Neka su date kruznica k i tactka A u ravni. Prava [ je proizvoljna prava koja
sadrzi tacku A, a ¢ije su preseCne tacke sa kruznicom k tacke B i C'. Pokazimo
da proizvod AB - AC ne zavisi od izbora prave I.
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Slika 7: Potencija tacke u odnosu na krug

AB-AC = (AD — DB) - (AD + DB) = AD* - DB* = 0A* - OD? — DB?
= 0A? - (OD? + DB?) = OA? —OB? = 0A? - R?
Definicija 3. Proizvod AB - AC = OA? — R? naziva se potencija tacke A u
odnosu na krug k, ¢iji je centar tacka O, a poluprecnik R (kao na slici iznad).
3.1.1.2 Inverzija u odnosu na krug

Definicija 4. Tacke z i z* su simetricne u odnosu na kruinicu K(zo, R) ako
pripadaju polupravi sa pocetkom u zg i |2* — 20|z — 20| = R2.

Posto je 2* — 2z = |2* — 20]€??,0 € R, kao i z — 29 = |z — 20|e?? jer pripadaju
istoj polupravi, to je

R2 R? R?

* = = — = .
s TA |z — 20| |z — z0le=® z-7%

Preslikavanje u skladu sa datom definicijom, za koje vazi
2

JTk(z0,r)(2) = 2" = + zo naziva se inverzija u odnosu na krug K(zo, R).

Z—20

1
Specijalno, za K = K(0,1), Jx(z) = = je inverzija u jedini¢ni krug. U kom-
z
poziciji sa refleksijom u odnosu na realnu osu R(z) = Z dobijamo preslikavanje
1
J(z) = — (Redosled je nebitan, tj. Jx 0o R =R o Tk).
z
Propozicija 1. Tacke z i z* su simetriéne u odnosu na kruznicu K akko je

svaka kruznica T u C koja sadr#i z i z* ortogonalna na K (preuzeto iz knjige
[5] sa spiska literature).

Dokaz. Neka su z i z* simetriéne u odnosu na u odnosu na K i neka je vy
proizvoljna kruznica koja sadrzi ove tacke. Neka je ( € ~ tacka takva da je
prava odredena tackom zp i ( tangenta kruznice y. Na osnovu potencije u
odnosu na kruznicu v je |zo — ¢|? = |20 — 2||20 — 2*| i otuda je |20(| = R, tj.
¢ € K. Dakle, tangenta zp( na v iz 2y je radijus kruznice K, pa su kruznice
ortogonalne (ako je v prava, tada 7 ,prolazi"kroz z; i stoga je ortogonalna na
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K).
Suprotno, ako je proizvoljna kruznica v koja sadrzi z i z* (i specijalno,
prava zz*) ortogonalna na K, to tacke z i z* pripadaju zraku sa pocetkom u zq
i proizvod njihovih rastojanja od zy jednak je R%. Otuda su z i z* simetri¢ne
tacke u odnosu na K. |

Slika 8: Inverzija tacke u odnosu na krug

Pre nego $to nastavimo sa razmatranjem osobina bilinearnih preslikavanja,
posvetimo jo$ malo paznje inverziji. Sledece osobine inverzije u odnosu na krug
navodimo bez dokaza.

1. Inverzija u odnosu na krug je bijekcija, koja slika unutrasnjost kruga na
spoljasnjost i obratno ostavljajuéi tacke na kruznici nepokretnim.

2. Inverzija u odnosu na krug je involucija, tj. Tk (2 r) © Ik (z0,r) = 1d.

3. Kompozicija dve inverzije u odnosu na dva koncentri¢na kruga, K (zg, R1)
2

R
i K5(29, R2), je homotetija sa koeficijentom R—%, tj.

~ ~ o
‘JK(Zle) © JK(20,Rs) = HZO R3 -
’R%

4. Inverzija u odnosu na krug slika uopstene kruznice na uopstene kruZnice,
grubo receno:

e prava koja sadrzi centar inverzije slika se sama na sebe,

e prava koja ne sadrzi centar inverzije slika se u krug koji sadrzi centar
inverzije,
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e krug koji sadrzi centar inverzije slika se u pravu koja ne sadrzi centar
inverzije,

e krug koji ne sadrzi centar inverzije slika se u krug koji ne sadrzi centar
inverzije.

Za poslednju osobinu prilozen je dokaz u slu¢aju inverzije u odnosu na jedini¢nu

1 _

kruZnicu, J(z) = —=. Kako je jednacina uopstene kruznice Ezz+1z+1z+H = 0,
z

to su

1. Iz + Iz = 0 - prava koja sadrzi centar kruznice,

2. Iz+1z+ H =0,H # 0 - prava koja ne sadrzi centar kruznice.

3. EzZ+ 12+ 1z=0,H,I# 0 - krug koji sadrzi centar kruznice,

4. EzZ+ 12+ 12+ H =0,E,1,H # 0 - krug koji ne sadrzi centar kruznice.

Kada preslikavanjem J(z) delujemo na opisane prave, odnosno krugove, jasno
je da dobijamo sledeée rezultate:

1.11+I<1>0 2.]1+I<1>+H0
z z z z
1 -1 1 -1
I-+1-=0/ 2z I-+I-+H=0/ 2z
z z 4 z
Iz+1z=0 Iz+1z+Hzz=0
1/1 1 -/1 1/1 1 -/1
3~E<)+I+I<>:O 4~E()+I+I<)+H=0
Z\Z z z Z\Z z z
11 1 -1 11 1 -1
E-—+I-+1-=0/ 22 E-——+I-+I-+H=0/ 2z
zz 4 V4 zz 4 z
E+Iz+1z=0 E+I1z+Iz+ Hzz=0.

Analogno definiSemo inverziju u odnosu na sferu.

Definicija 5. Ako je zy centar sfere poluprecnika R tacka z slika se u tacku
2* ako pripadaju polupravi sa pocetkom u zy i |2* — z0||z — 20| = R%. Opisano
preslikavanje nazivamo inverzija u odnosu na sferu sa centrom zg polupreénika
R.

Inverzija u odnosu na sferu zadrzava sve osobine inverzije u odnosu na krug,
dok neke i uopStava. Naime, inverzija u odnosu na sferu preslikava ravni i
sfere u ravni i sfere. Nije teSko primetiti da za sferu ¢ sa centrom severnim
polom N(0,0,1) i polupreénikom R = /2 stereografska projekcija predstavlja
restrikciju inverzije u odnosu na sferu o kojom se sfera S? slika u ravan
m={(z,y,0)| z,y € R}, koju smo mi poistovetili sa C.
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Stav 5. Bilinearna preslikavanja cuvaju simetriju.

Dokaz. Tacke z i z* su simetri¢ne u odnosu na kruznicu K i L je bilinearno pre-
slikavanje koje slika z i z* u w i w*, respektivno. Neka je I' proizvoljna kruznica
koja sadrzi w i w*. Tada je na osnovu kruznog svojstva v = L~!(T") kruZnica
koja sadrzi z i z* i stoga je normalna na K. Otuda, kako je L konformno, kru-
7nica I' = L(v) je ortogonalna na K; = L(K), pa su tacke w i w* simetri¢ne u
odnosu na K;. | |

Teorema 1. Neka su z1, 22, 23 @ w1, w2, w3 dve trojke medusobno razlicitih ta-
éaka u C. Tada postoji jedinstveno preslikavanje w = w(z) tako da je
w(z;) = w;,i=1,2,3.

Z—Z1 23 — 22 w— W w3 — w2

Dokaz. Nekaje Ly = Ly(z) = Z— 23 23 — 21 iLy = La(w) = w—wy wg—wy

Preslikavanja Ly i Lo su bilinearna i vazi Lq(z1) = 0 = Lo(w;), L1(22) = 00 =
Ly(ws) i Li(23) = 1 = Ly(ws). Neka je w = w(z) = Ly' o L1(2). To preslika-
vanje je bilinearno kao kompozicija bilinearnih i vazi w(z;) = w;,i = 1,2, 3.

Ostaje da dokazemo jedinstvenost ovog preslikavanja. Neka je U = U(z) bi-
linearno preslikavanje t.d. je U(z;) = w;,i = 1,2, 3. Posmatrajmo preslikavanje
A=LyoUoLjh

A(00) = La(U(Ly(00))) = La(U(22)) = La(wa) = o0

Posto preslikavanje A fiksira tacku z = oo, to je A linearno preslikavanje, tj.
AMz) =az+b,a,b e C.

Analogno, A(0) = Ly(U ( 1(0)))
b = 0. Kona¢no, A(1) = ( (L7
a = 1. Dakle, )\( y=1(z) = z.

Lz(U( 1))

= = Lo(w1) = 0, odakle sledi
))) = La2(U(z3)) =

La(ws) = 1, 8to povlaci

I=X=LyoUoL;'/ol,
Li=LyoU/Ly'
U=L;'oL

Ovim smo dokazali da svako preslikavanje U = U(z) koje zadovoljava navedene
uslove mora da bude oblika w = L;* o Ly, &ime smo dokazali jedinstvenost. W

Primetimo da smo dokazali i slede¢u posledicu.

Posledica 1. Bilinearno preslikavanje ¢ije su nepokretne tacke 0,1 i oo je iden-
titet.

3.2 Bilinearni izomorfizmi i automorfizmi

Definicija 6. Konformno ,1-1” preslikavanje f oblasti 1 na oblast Qs nazi-
vamo konformmni izomorfizam, a oblasti koje takvo preslikavanje dopustaju su
izomorfno ili konformno ekvivalentne. Izomorfizam oblasti na sebe naziva se
konformni automorfizam.'!

1 Preuzeto iz knjige [5] sa spiska literature.
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Za svrhu pisanja ovog rada najzanimljivije su sledeée dve oblasti:
H = {z| Im z > 0} - gornja poluravan i D = {z| |z| < 1} - jedini¢ni disk.
Granice ovih oblasti {z| z € R} i {z] |2| = 1} nazivac¢emo apsoluta poluravan-
skog i Poenkareovog disk modela, respektivno.

Primer 2. Odrediti opsti oblik bilinearnog izomorfizma w : H — D.

az+b_a_z+a

GeTV _ 2 0.
cz+d c 21
c

Neka jew :H — D, w=w(z) =

—b
Postoji zg € H tako da je w(zg) = 0, z0 = —, Im zy > 0 (prethodno smo
a

dokazali da su bilinearna preslikavangja bijekcije, pa ,na” vazi). Tacke zy i Zg
su simetricne u odnosu na R, pa su w(zy) ¢ w(Zy) simetricne u odnosu na

d
T = {w| |w| = 1}, . w(zZy) = co. Stoga je Zg + — = 0, odnosno — = —%;.
c c

Sledi, w(z) = 42720 Kako jew(R) =T, to je za (neko) x € R, |w(x)| = 1.
c z—7
a T — 2 al |z — 2 al |z — 2z a
o[£ 22 122 - )=
T —7Z cl |z —% el |z —7Zg] c

Zakljucujemo da je 4 e a € R odnosno opsti oblik bilinearnog izomorfizma
¢
w:H — D glasi

w(z) = e .z—?’ Imz >0, aeR (3)
Z— 20

Primer 3. Odrediti opsti oblik bilinearnog automorfizma jedinicnog diska D.

_Az+B A Ty

Neka je w : D = D, w(z) = C.iD-C D Analogno, postoji a €
z+ =
C
_ B D ) .
D tako da je w(a) = 0,a = ——,a # e Nadalje postupamo isto kao u
1 1 D
prethodnom primeru. Dakle, w () =00, — = e Preslikavanje w glasi
a a
aa zZ—a . . .
w=w(z) = — = T Kako je w(T) = T, mogude je naci tacku p € D tako
c az-—

da je w(l) =p, p e D.

aa 1l—a aa| [1—a aa| |1—aq aa
Ipl = hw (1)l ¢c a—1 c| |la—1 c| la—1] c
To je au _ e a € R, odnosno opsti oblik bilinearnog automorfizma jedinicnog
c
diska je
w:w(z):em'g aeD,aeR (4)
az—1’ ’ '
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e . . z—a
Napomena: U nastavku rada éemo ¢esée koristiti oblik f(z) = '@

1—-az’
koje ¢emo nazivati ¢,(z). Naravno, ofigledno je da se radi o istom opstem
preslikavanju, posto je f(z) = e'® : _:l = —em,z mLIS R 6m,z e
1—az az—1 az—1
ei(O‘Jr”)fial = eiﬁfial. Pokazimo da postoji jo§ jedan ekvivalentan zapis
az — az —
opstih automorfizama oblasti .
L zZ—a Az +C
Lema 1. f(2) =¢e" . 0 €R,a €D ako i samo ako f(z) = ——
fle) =t TR, flo =S
A,CeC, AP~ |C]?=1.
Dokaz.
0 Z—a
= =e?. = — fcRaecD
) f(2) =€ T e Ra
_ i0, _ if ) &, g
f(z):ewz a _e"z—e a:ezgiew; eza _
1—az —az+1 —az+1
eis eitaq
) , z— _
B €'tz —eitq /1= af? Vi—la?  Az+C
e iSar+e it —eidg N e Cz+A
z
Vi-la? /11—
i _ il 1 2
D R e .
1—lal? V1—|al? 1—|a 1—al
Az+C
— = —, A CeC,|AP-C)*=1
) (2) = 5= ACEC, AP (]
1 . _
f( ) AZ—‘ré AZ—{-@ Z.e2zargA 62iargAz+%62iargA
zZ) = —_— = — - = — =
CZ+A CZ—I—A i eQiargA QeQiargAz+A62iargA
1 A A
6 2iarg A ( C)
- e Z+ —
:€2iargA' z+A — A
ge2iargAZ n |A|€_ZargA 2 arg A g62iargAZ+ef2iargA . 62iargA
A |A|6iargA

. C , C . C , C
2iarg A 2iarg A 2iarg A 2iarg A
_e <Z+A)_ € (z—i—A) _e <Z+A>_e (z+A>
o o C

C o C , c .
1 ~ 2iarg A 1 - 2iarg A 1 ~ darg A 1 i
+Ae < + |A|ezargAe z + ‘A|e z + |A‘efzargAZ
eQiargA Z+g _
A 9 are A -C ia Z—0
= = ar = = — f— .
& & a A “ 1 a

1+%z
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— 2

-C -C
Ostaje jos dokazati — € D, tj. “ < 1. Kako je
<1<:>‘_ <l = =L <1 < < 1, to je lema

A A
¢ CP _lep
A A |Al? 1+]|C?
dokazana. | |
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3.3 Dvorazmera

Definicija 7. Neka su z1, z2, 23, z4 Cetiri razlicita elementa prosirene komplek-

L= 21— R3 21— 24 .
sne ravni C. Izraz (21, 22; 23,24) = ——— : ——— naziva se dvorazmera.
Z9 — 23 zZ9 — 24

Promatrajuéi razli¢ite izvore koji govore o dvorazmeri autor ovog rada naisao
je na razliCite, naizgled protivrecne, definicije dvorazmere. Naime, poSto je
dvorazmera funkcija Cetiri argumenta, jasno je da postoji 24 moguéih rasporeda
istih, a samim time i 24 moguce definicije dvorazmere. Lako je dokazati sledece:

21—2’3.21—2’4:(21—2’3)(22—2’4)222—2’4.2’1—23
Z9 — 23 ' Z9 — 24 (ZQ — 23)(2’1 — 24) Z1 — 24 22 — Z3
Z9 —Z4 R9 — Z3

= = (22721;24,23)
21— 24 21— Z3

) m—23 zm—2  (m—z3)(ko—24) 23—z 24— 2o
(21,22723724) - . - - :
29— 23 zo—24 (20—23)(21—24) 2za—21 23— 29

_R3 T k1 R3 T R2 .
- . - (Z37247Z1)Z2)
24 TRl R4 T R2

, _zm—23 zn—24 (mn—z)(ze—24) -2 23— 2
(21722723724) — . — — :
22 — 23 22 — 24 (22 - 2’3)(21 - 2’4) 23 T 22 24— 21

R4 — 22 R4 21

= T = (24,23522721)
23 —Z2 23— 21

(21,22 23, 24) =

Time smo dokazali :
(21, 225 23, 24) = (22, 21; 24, 23) = (23, 24; 21, 22) = (24, 23; 22, 21).

Ovaj oblik dvorazmere mozemo oznaciti sa (21, 22; 23, 24)1, & samim time ostale
prikladno sa (21, 22; 23, 24)2, (21, 225 23, 24)3, (21, 22; 23, 24)4, (21, 22 23, 24)5
(21, 22; 23, 24)6. Analogno prethodnom razmatranju se dokazuje:

22,24;21,23) = (23721;24,22) = (24,2252372”1) )
z 72’3;21,24) = (23,22;21,2‘4) = (2’4721323,22) z ,22;23,24)3

2y

)

21, 23 22, = (
2 = (21
2’2,21;23,24) = (23,2'4;22721) = (24723;2'1722) = (2’1,22;23,
2 = (21

= (

( z4) = ( 21,223 23, 24)2
(21, 245 22, 23) = (

(21,29; 24, 23) = (
(21 )= (
(

4)4

29,245 23, 21) = (23, 21; 22, 24) = (24, 22; 21, 23) = (21, 225 23, 24)5

2172452372:2) = (22723;24;21) = (23722;Z1724) = (24521522723)

21,235 24, 22
21,225 23, 24)6-

Relativno lako se moze pronaéi veza izmedu ovih 6 jedinstvenih definicija dvo-
razmere.

A—1

(21, 22; 23, 24)1 = A, (21, 223 23, 24)2 = 1 — A, (21, 223 23, 24)3 = N
1 1 A

(21,22;2372:4)4 = 1 (21322;237Z4)5 = T (21,22;2:3,24)6 =3 4

A 11— A—1

Sledec¢e dve teoreme vaze nezavisno od definicije dvorazmere. U njihovom
dokazu, kao i u nastavku rada, koristi¢e se prvobitna definicija dvorazmere,
koju ¢emo ubuduée oznadavati kao i prvobitno, sa (z1, 22; 23, 24). Zainteresovan
Citalac je pozvan da proudi dokaze koristeéi se nekom drugom definicijom.
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Teorema 2. Funkcija f : C = C je bilinearno preslikavanje akko cuva dvora-
zmeru.

az+b
cz+d’

Dokaz. =) Neka je f : C — C bilinearno preslikavanje tj. f(z) =

ad — bc # 0.

. _f(Z1)—f(Z3)_f(Zl)—f(Z4)_

(f(zl>f(z2)7f(23)7f(z4)) - f(ZQ) . f(Zg) . f(ZQ) 7 f(Z4) -
az; +b - azz+b az +b B azs +b

ez +d cz+d cz4+d czp+d o
T azm+b azs+b axm+b az+b

czo +d B cz3+d czo+d czg+d
(az1 +b)(czz3 +d) — (azg + b)(cz1 +d)  (az; +b)(czqa + d) — (azg + b)(cz1 + d)

_ (cz1 + d)(cz3 +d) ) (cz1 + d)(czq + d) _
(azg +b)(czz +d) — (azz +b)(cza +d) ~ (aze +b)(czq +d) — (azq + b)(czo + d)
(czo + d)(cz3 + d) (czo + d)(cz4 + d)

_ (czz +d)[(az1 +b)(cz3 4+ d) — (azz +b)(czy + d)]
ez +d)[(azg + b)(cz3 +d) — (az3 +b)(cze +d)]

(czg + d)[(az1 + b)(czq + d) — (azg + b)(c2z1 + d)] _
(cz1 + d)[(aze + b)(czq + d) — (azg + b)(c2ze + d)]

_ [(az1 +b)(czg + d) — (az3 + b)(cz1 + d)][(az2 + b)(czq + d) — (az4 + b)(cze + d)] _
[(azg + b)(czs + d) — (azs + b)(cze + d)][(az1 + b)(cz4 + d) — (azq + b)(cz1 + d)]

_ (aczi1z3 + adzy + bezs + bd) — (aczyz3 + adzz + bezy + bd)
~ (aczozz + adzs + bezz + bd) — (aczezz + adzs + bezy + bd) .
(aczozy + adzy + bezg + bd) — (aczazs + adzy + bezo +bd)
(acz124 + adzy + bezy + bd) — (aczy 2y + adzg + bezy +bd)
_adzy +bezg — adzg — bezy  adzo + bezy — adzy — bezy
" adzs + bezs — adzs — bezy ' adzy + beczy — adzg — bezy
_ad(z — z3) —be(z1 — 23)  ad(zo — 24) — be(z2 — 2z4)
" ad(za — 2z3) — be(zo — 23)  ad(z1 — z1) — be(z1 — 24)
(
(

_ (ad —bc)(z1 —z3) (ad —bc)(zo —24) 21 —23 20— 24
~ (ad —bc)(zg — 23) (ad —bc)(z1 — z4) 20— 23 21 —24
Rl —R3 Rl 24

= : = (21722;23724)
22 —R3 22— 24

ZakljuCujemo da f ¢uva dvorazmeru.

<) Neka f : C — C ¢uva dvorazmeru i neka je npr. z; = z, 2o = 1,
z3 =0, 24 = 00. Vazi (f(2), f(1); f(0), f(o0)) = (2,1;0,00) = 2.
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J2) = J(0)  J(z) = f(o0) _
F) = 10) " FD) = floo)
J(2) = 1(0) J(1) = f(o0) _
F) = 10) ()= ()
f) = J0) _ J1)=JO)

(F(1) = f(00)) f(2) = (F(1) = f(00)) f(0) = (F(1) = f(0))zf(2) = (F(1) = f(0))zf(c0)
(f(1) = f(o0) = (F(1) = £(0))2) f(2) = (f(1) = f(00)) f(0) = (f(1) = f(0))zf(c0)
)f(0)z + (f(1) = f(0)) f(0)

Dobijeno preslikavanje je bilinearno. Ostaje jo§ da proverimo da li vazi uslov
ad — bc # 0.

ad —be = (£(0) — F(1) () (F(1) = f(00)) — ((1) = F(c0)) F(0)(£(0) — f(1)) =
(£(0) — F))(F(1) — f(0)) )
posto vazi £(0) # f(1), f(1) # f(o0), [(c0) # £(0), po pretpostavci. n

Teorema 3. Dvorazmera (z1,22; 23, 24) je realna akko z1,za, 23 i z4 pripadaju
uopstenoj kruznici u C.

Dokaz. =) Neka je (21, 22; 23, 24) = t,t € R, tj. (21, 29; 23, 24) = (£,1;0,00) = ¢.

Posmatrajmo sledeé¢u funkciju, f : C — C,

f(2) = (z — 23)(22 — 24) e N Tt W et R el S (2, 72: 25, 24).
(z—2z4)(22 —23) 22—23 z2— 24 Zo — 23 Z9 — Z4

Iz definicije ove funkcije zaklju¢ujemo da je f(z1) = (21, 22; 23, 24) =, f(22) =

1, f(z3) =0, f(z4) = co. Dakle, preslikavanje f je bilinearno i f : {21, 29, 23, 24} —

{t,1,0,00}. Medutim, tojei f~! bilinearnoi f =1 : {t,1,0,00} — {21, 20, 23, 24}

Posto {t,1,0, 00} pripadaju uopstenoj kruznici u C, odnosno R, to mozemo pri-

meniti prethodno dokazano kruzno svojstvo bilinearnih preslikavanja na presli-

kavanje f~1, odakle sledi da {zy, 29, 23, 24} pripadaju uopstenoj kruznici u C.

<) Neka 21,22, 23,24 pripadaju uopstenoj kruznici u C. Nadimo vred-
nost dvorazmere. Uo&mo bilinearno preslikavanje f t.d. f(z2) = 1, f(z3) =
0 i f(z4) = oco. Na osnovu prethodno dokazane teoreme, ovo preslikavanje
postoji i jedinstveno je. Sledi (z1,22;23,24) = (f(21), f(22); f(23), f(z4)) =
(f(21),1;0,00). Posto 21, 22, 23, 24 pripadaju uopstenoj kruznici u C (po pret-
postavci), sledi da isto vazi i za f(z1), f(22), f(23), f(24). Kako 1,0,00 € R,
to je f(z1) € R. Nije tesko zakljuciti da je tada f(z1) = (f(21),1;,0,00) =
(21, 29; 23, 24) € R, &ime smo dokazali da je dvorazmera realna. |
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3.4 Klasifikacija bilinearnih preslikavanja

3.4.1 Kilasifikacija bilinearnih preslikavanja prema broju fiksnih ta-
caka
Posto smo proudili razli¢ite osobine bilinearnih preslikavanja, nastavljamo
ovo poglavlje sa namerom klasifikovanja tih preslikavanja, u odnosu na broj
fiksnih tacaka.

Definicija 8. Bilinearna preslikavanja fi i fo su konjugovana'?® ako postoji
bilinearno preslikavanje g tako da vaZi

fi=g lofaog(fo=gofiog™).

Tako smo termin fiksna (nepokretna) tacka koristili u razmatranju inverzije
pod predpostavkom da ¢italac zna Sta ona predstavlja, pokazuje se veoma po-
godnim definisanje tog termina na ovom mestu, a sa ciljem eliminisanja mogué¢ih
nedoumica.

az+b
cz+d

Definicija 9. Fiksna (nepokretna) tacka bilinearnog preslikavanga f(z) =

je tacka z € C tako da vazi f(z) = z.

Lema 2. Konjugovana bilinearna preslikavanja f1 @ fo imaju jednak broj fiksnih
tacaka.

Dokaz. Tacka z je fiksna tacka preslikavanja fi ako i samo ako fi(z) =z

ako i samo ako (g~ ' o fo0g)(2) = 2

ako i samo ako f2(g(z)) = g(z) akko g(z) je fiksna tacka preslikavanja fo

ako i samo ako f1 i f imaju jednak broj fiksnih tacaka. |

Podsetimo se naina na koji smo definisali bilinearna preslikavanja u (2).
Posto je f(o0) = 27 to je oo fiksna tacka akko ¢ = 0. Cini se prirodnim da
c

nase razmatranje broja fiksnih tacaka bilinearnih preslikavanja granamo na dva
slu¢aja: ¢c=01c#0.

c=0: f(z):%z+g,z:oojeﬁksnataéka

a a
nS=1 2) 2 #1
f& =2+ fey=2a4 =
11)b=0 1.2)b#£0 (%fl)z:fg/d
fz)==2 f(z):z+§7éz (a—d)yz=-b

12@ita se kon - jugovana.
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Ne rac¢unajuéi identi¢ko preslikavanje, koje ima beskona¢no fiksnih tacaka, u
sluéaju 1.2) postoji samo jedna fiksna tacka, oo, dok u slu¢aju 2) ima dve fiksne

tacke, o0 i 2z =

d—a’
b
c#0: f(2)= azi—d , 2 = oo nije fiksna tacka.
cz
b
f(z) =z ako i samo ako azj_—d =z ako i samo ako

az+b=cz* +dz akoi samo ako cz*+ z(d —a) —b=0.

Fiksne tacke su resenja kvadratne jednacine cz? + z(d — a) — b = 0, tj.

2
—_— —_— 4
- a—d (a —d)? + 4be

5 102 . Primetimo da smo dokazali sledeé¢u teoremu.
c c

Teorema 4. Bilinearna preslikavanga, koja nisu identitet, imaju jednu ili dve
fiksne tacke. |

Ako je z = oo jedina fiksna tacka preslikavanja f, to je f(z) = z + B,
B # 0. Takode, kada je pored z = oo jo§ jedna tacka fiksna, ona mora biti
b
z = ——. Specijalno, za b = 0, fiksna je tacka z = 0. Zaklju¢ujemo da
—a
bilinearno preslikavanje koji ostavlja fiksnim tacke z = co i z = 0 ima oblik

f(z)=Az, A#+0, A#1.

Teorema 5. 1. Ako f ima dve razlicite fiksne tacke, tada je f konjugovano
sa g(z) = Az, z € C\{0, 1},

2. Ako f ima jednu fiksnu tacku, tada je f konjugovana sa g(z) = z + 1.

Dokaz. 1. Neka su z; i z9 (21 # 22) fiksne tacke bilinearnog preslikavanja
f. Konstruisemo bilinearno preslikavanje L t.d. L(z1) = 01 L(z2) = oo i
posmatramo preslikavanje g(z) = (Lo f o L=1)(2).

zZ—zZ1

L(z) =

=w = z— 2 =w(z— 22)
Z — Z9

Z— 21 =wz—wze, wzg — 21 = z(w—1)
=22 A L7Y(z) =
w—1 z—1

9(0) = L(f(L7(0))) = L(f(21)) = L(z1) = 0
9(00) = L(f(L™"(00))) = L(f(22)) = L(21) = 00

Na osnovu prethodno izloZenog postoji A € C\{0,1} tako da je g(z) = Az i
g=LofoL™ L

ZZ20 — 21

Napomena: Preslikavanje L nije jedinstveno, ali preslikavanje g je-
ste!
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Neka su L; i Ly dva bilinearna preslikavanja t.d. Li(z1) = La(z1) = 0 i
Ll(ZQ) = LQ(ZQ) = Q.

(Lio foLi)(0) = Li(f(z1)) = L1(z1) = 0
(Lyo foLy")(0) = La(f(21)) = La(z1) = 0
(Lyo foLit) (o) = Li(f(22)) = Li(22) = o0
(Lyo foLy')(co) = La(f(22)) = La(22) = o0

— LiofoLi'=g=ILsofoL;"

2. Neka je z; fiksna tacka bilinearnog preslikavanja f. Postupamo analogno
prethodnom dokazu, samo dva puta.

1

zZ— 2z

L(z) =00, L(z) =

=w sledi 1 =w(z—2z1), 1 =wz —wz

1+ wz z-zo+1

) L_l(z) = P

h(o0) = L(f(L™(00))) = L(f(21)) = L(z1) = 00
— postoji B#0, h(z) =2+ B, h(z) =Lo foL™!

14+wz =wz, z=

e b£0, P(2) = 22, PM(2) = bz, (Poho P1)(2) = g(2) = 2 + 1.

b
N . . . . 1 .
Zaklju¢ujemo da je trazeno preslikavanje K(z) = (PoL)(z) = e =21 za koje
zZ— 2z
vazi da je g = K o f o K~!. Time je na$ dokaz zavrien. |

Definicija 10. (Klasifikacija bilinearnih preslikavanja) Bilinearna preslikava-
nja, koja nisu identitet, imaju jednu ili dve fiksne tacke. Ako imaju jednu fiksnu
tacku, ona su konjugovana sa translacijom T1(z) = z + 1 i nazivaju se para-
bolicka. Ona koja imaju dve fiksne tacke konjugovana su sa preslikavanjem
g9(z) = Az i pripadaju jednoj od 3 klase preslikavanja:

e hiperbolicka - A € (0,4+00)\{1}, tj. g(z) je homotetija,
e elipticka - A\ = e, § ¢ R\{2kn},k € Z, tj. g(z) je rotacija,

e loksodromicka - nisu ni hiperbolicka, ni elipticka, X = |\|e®,
Al # 1, 0 € R\{2k7},k € Z, tj. g(z) je kompozicija homotetije i rotacije.
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3.4.2 Kilasifikacija bilinearnih preslikavanja pomoéu matrica

Ako koeficijente bilinearnog preslikavanja prikazemo u obliku 2 x 2 matrice i
uporedimo koeficijente kompozicije 2 bilinearna preslikavanja sa koeficijentima
matrice proizvoda, uvidamo nesto vrlo zanimljivo.

_a1z+ by _azz+ by
fl(Z) o clz—l—dl’ f2(2) o 622+d2
a1z + by as(a1z 4+ b1) + ba(c1z + dq)
a2012+d1 +b2 Clz+d1
(f20 f1)(2) = fal1(2)) = a1z + by T larz +b1) +da(ciz +di)
Co—— +d2
c1z+ dp c1z +dy

aijasz + a2b1 + bgClz + b2d1 - z - (a1a2 + bgCl) + a2b1 + b2d1
a1caz + bica + c1daz + dide z - (a1ca + dacy) + bica + dids

_ (araz +bacr  agby + bady
A(fz o fl) = (alcg +dgycy bica + dldg)

[ b1 _ (a2 b2
A= (2 5) = (2 %)
ag b2 ay b1 aias + b201 CLle + b2d1
A <A = . =

(F2) - A(F1) <02 d2> (01 dl) (Czal +cds biea +dids
Zaista, vazi A(fa 0 f1) = A(f2) - A(f1) ! Naravno, posto vazi za kompoziciju
2 preslikavanja, to vazi za kompoziciju proizvoljno mnogo, pos§to znamo da su
bilinearna preslikavanja u odnosu na kompoziciju preslikavanja nekomutativna
grupa (bitan je raspored). PoSto smo ustanovili vezu izmedu matrice i biline-
arnog preslikavanja, razmotriéemo dve najvaZznije funkcije koje se ti¢u matrica,

determinantu i trag matrice. One ¢e nam pomoci da produbimo prethodnu
klasifikaciju.

az +b a b
f(z)_cz+d’A(f)_<c d),detA(f)—ad—bc,ad—bc#O
az+b a az+b aaz+da aa ab a b
f(z)_cz—kd_oz.cz—kd_acz—l—da’A(f)_(ac ad)_ .<c d)7

det A(f) = o*(ad — be)

Primecéujemo da u opstem slucaju determinanta bilinearnog preslikavanja nije
jednozna¢no odredena. Zbog toga je potrebno normalizovati bilinearno presli-
kavanje.

det A(f) =1 <= a*(ad—bc) =1

) 1 B 1

= -, _ii
T b T T ad e
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Jedina nedoumica ostaje izbor predznaka, ali to neée predstavljati veliki pro-

blem. Od sada nadalje podrazumevamo da su bilinearna preslikavanja norma-

lizovana. Uvedimo trag matrice A(f) normalizovanog bilinearnog preslikavanja
az+b

f(z) =

cz+d’
kao i njegovi koeficijenti, odreden je do na predznak. Zbog toga nam je daleko

ad—bc =1saTr(A(f)) = a+d. Trag bilinearnog preslikavanja,

pokazace se veoma plodonosnim.

Propozicija 2. 7(A(f2) - A(f1)) = 7(A(f1) - A(f2)).
Dokaz.

as bs a1 b aias + bocy  asby + bady
A . A = . =
(2) - A(H) (Cz d2> (61 dl) <02a1 +cidy  bico + d1d2>
T(A(f2) - A(f1)) = (a1az + bacr + eoby + ddz)® = 1
aq bl a9 b2 aiaz + blcg a1b2 + bldg
(£1) - Alf2) <C1 d1> (02 dz) (C1a2 +cody  bocy + d1d2>
T(A(f1) - A(f2)) = (a1az + bicy + c1by + didy)® =TT
I1=1I
|
Propozicija 3. Ako je fi konjugovano sa fa, sledi da je T(A(f1)) = 7(A(f2)).
Dokaz. Na osnovu gore pomenutog razmatranja vazi:
fa=gofiog™ = 7(A(f2)) =7(Algo frog ™)) = 7(Alg) - A(f1) - Alg™")).
Posto je kompozicija bilinearnih preslikavanja takode bilinearno preslikavanje, to
je p= f10g~! bilinearno preslikavanje, tj. A(p) = A(fiog™!) = A(f1)-A(g™1),

na osnovu razmatranja. Sledi, na osnovu propozicije,

T(A(f2)) = 7(A(g) - A(p)) = T(A(p) - A(g)) = 7(A(f1) - Alg™") - Alg))-
Posto je g7t og = Id, to je A(g™1) - A(g) = A(g ' og) = A(Id) = E. Konaéno,

T(A(f2)) = 7(A(f1) - E) = 7(A(f1)). u
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Teorema 6. Normalizovano bilinearno preslikavanje, koje nije identitet,

() = az—+b

cz+d’
e parabolicko — T(A(f)) =4,

ad —bc=1 je

e elipticko <— T7(A(f)) €[0,4),
e hiperbolicko <— T1(A(f)) € (4, +00),
e loksodromicko <— 7(A(f)) € C\R", Rt ={z] z € R,z > 0}.

az+b

cz+d’
ima jednu fiksnu tacku, $to znaci da je konjugovano sa translacijom T (z) = z+1.

Na osnovu prethodne dve propozicije zaklju¢ujemo

Dokaz. Neka normalizovano bilinearno preslikavanje f(z) = ad—bc=1

s =ty =7 (5 1)) =+ =2 =

Normalizovano bilinearno preslikavanje koje ima dve fiksne tacke ima jedan od
a b a az+b

dva oblika, f(z) = az—i— 7 d #1,ad =11l f(z) = et d ad—bec =1. U oba
cz
slu¢aja mora¢emo posebno da razmatramo sve tri vrste mogué¢ih preslikavanja.
b 1
1. f(z)= %Z—'_E’ g;«é lad=1 = d= o= f(2) = a*z + ba.
Tacke T a1 i oo su fiksne. Postupamo isto kao $to smo postupali
—a
a ¢ )
prilikom prve klasifikacije. Preslikavanje L(z) = z — T =277 ¢ 5
—a
- —a
. .. b 1 ba
je takvo da vazi L | :— | =0, L(0) =00, L7 (2) =2+ 1T
—a
- —a
a

g(z) =(LofoL™ ') (2)=1L (f(z+ : iaa2)> =L <a2(z+ : iacﬂ) +ba>

=a®|z+ ba + ba — ba =a’z+ ba + ba — ba =a“z+
N 1—a2 1—a2 1—a2 1—a2

ba® + ba(1l — a®) — ba 5 ba®+ba—ba® - ba 9
=a"z+

1— a2 0 1— a2
. 0

g(z):a%:%

0-z2+—

a

(a) elipticko
N=1LA#1 < |d®|=1,a’#1 < |a| =1, a#+1
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7(A(f)) = 7(Alg)
0 e (0,m) = 7(A(f))
(b) hiperboli¢ko

A€ (0,+0)\{1} <= a®>€(0,+0)\{1} = acR\{0,1,-1}

T(A(f) = (Alg) =7 <<0 0)> - ( " 1>

a € R\{0,1,-1} = 7(A(f)) € (4,400)

Slika 9: f(z) = (z + 1)?
(¢) loksodromicko

A=a?€C, [N#1 <= |d}|#1 <= J|a|#1
— a=ype? 0c(0,7), pcR\{1}

pe’’ 0 0 1 —io ’
T(A) =7(A@) =7 ("9 1.0 ) =|re” + ¢ =
p p
) 1 ) 1
=p?e?? 124 ?6_219 = p*(cos 20 +isin26) + 2 + ?(COS 20 — isin 20) =
1 1
=p200829—|—2'p251n29+2+—2c0529—i—251n29:
P P
_ 0 2 1 . 2 0 2 1
=cos20-|p —&—? +241¢sin20 - ( p —?

Na osnovu grafika sledeéih funkcija zaklju¢ujemo da je

T(A(f)) € C\R*.
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Slika 10: f(x) = 22 + L Slika 11: f(x) = 2> —

x2

az+b

et —be=1
a1 d ad — be

2. f(z) =

—d —d)? +4b
Fiksne tacke su z1 2 = a + (a 4) 2+ . Posto je (a—d)*+4bc =
c

c
(a+d)? — 4ad + 4bc = (a + d)? — 4(ad — bc) = (a + d)? — 4, vazi

(a—d)+£/atd)? 4
2c '

Z12 =

Z— 2 -1
— L —
L)

Z9Z— 21

9(2)(L0foL1)(z)L(f (W» I
o1 i a

P +d
a(z2z —z1) + b(z — 1) .
B a(zoz —21) +b(z — 1)\ c(zoz — 21) +d(z — 1) B
=1 (c(zjz - 211) +d(z — 1)) ~a(zez —21) +b(z — 1) 3
c(z2z —2z1)+d(z—1) 2

a(zoz — z1) + b(z — 1) — z1(c(222 — 21) + d(z — 1))
a(zoz — 21) + b(z — 1) — 29(c(222 — 21) + d(z — 1))
azez —azy = bz —b— z1(czaz — czy + dz — d)
(
(

T azez—az +bz—b— 2z czoz —cz1 +dz —d) o
z-(azg +b) — (az1 +b) — z1(z - (cz2 + d) — (cz1 + d))
z-(azg +b) — (az1 +b) — 22(2 - (cz2 +d) — (cz1 + d))
_ z-((azg +b) — z1(czo +d)) — (az1 +b) + z1(cz1 +d))
z - ((aza +b) — zo(cz2 + d)) — (az1 + b) + z2(cz1 + d)
(azg +b) — z1(cza + d)Z ez +d) — z1(cza +d)
zo(cz1 +d) — (az; +b) zo(cz1 +d) — z1(cz1 + d)
_(mm—z)(cza+d) czm+d

(29— 21)(cz1 + d)z ez +d

z2= Nz
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a—d— a—l—d

czmtd ¢

Cemtd a—d+¢z:z“*
C .

a—d—+/(a+d)?—4+2d a+d+\/7
a—d+\(a+d?—4+2d a+d—/(a+d)?—4

)\+lia+d+\/a+d7 at+d—/la+td?2—4
A atd- \/a+d7 at+d+/latrd?—4

~(a+d—+/(a+d)? +(a+d+/(a+d)?—4)?

= 4 _
a 2 a 27 a 27

_2(a+d) +2i( +d)?—4) A +Z) 8 (0t d) -

Stoga jo 7(A(f)) = 7(A(g) = A+ 1 +2.

(a) elipticko
N=1, A#1, A=¢" 6 e (-7 0)U(0,7]
. . 0
T(A(f)) =€ +e % +2=2cos0 + 2 = 2(cos f + 1) = 4 cos® 3
= 7(A(f)) €[0,4)

(b) hiperbolicko
1
A€ (0,4+00)\{1} = A+ 3> 2
1
TAf) = A+ 1 +2>242=4 = 7(A(f)) € (4,+00)
(¢) loksodromicko
A=pe, p#£1, 0 € (-0 U0,
T(A(f)) = pe'? + = p e 4+ 2 = p(cos @ +isinf) + p(cose —isinf) +2 =

pcost +ipsinb + lCOSG—Z&SiH@—&-Q = cosf (p-i— 1) +2+4isinf (,0— 1) =
p p p p
= 7(A(f)) € C\R™.
||
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4 Modeli hiperbolicke planimetrije

4.1 Poenkareov disk model

Lema 3. (Svarcova'® lema) Neka je f € H(D), |f(z)| < 1, za svako z € D
i f(0) = 0. Tada vazi |f(z)| < |z], za svako z € D i|f (0)] < 1. Ako vazi
|f(2)| = |z, za svako z € D ili |f (0)] =1 to je f(z) = ez, a €R.

Dokaz. Posmatrajmo funkciju ¢(z) = @ Kako je lim,_,0 ¢(2) = lim, 0 M =
z

. f(x -0 _ . flz)=f(00) _ . .

i%ﬁ = ;I—%ﬁ = f(0), to je ¢ € H(D). Oznacimo sa

D, ={212€C:0< |zl <r}iT, ={z] z € C: |z| = r} krug i kruznicu
poluprecnika r, respektivno. Posto vazi ¢ € 7@), to sigurno za restrikciju
funkcije ¢ : D, — C vazi ¢ € H(D,), ¢ € C(D,). Tada, na osnovu principa

maksimuma modula, funkcija |p| : D, — R dostize maksimum na T, tj.

@] _ 1)

= <
|| roT

1 _
—, za svako z € D,.
r

o) = | 2

Fiksirajmo tacku zp € D t.d. za svako r, |z9| < r < 1 odakle sledi 2y € D,

1 1
i]p(20)] < —. Kada pustimo r da tezi 1, to je |¢(20)| < lim,_,;- —, odnosno
r r

. . z
ool < 1. Ako Je 20 £ 0, 10 e o)l = T <1 70 < o
0
Ako je zo = 0, sledi |p(0)| = |f(0)] < 1. Ako je |o(2)] = 1, za neko z € D
sledi na osnovu teoreme Liuvila'? da je |¢| = 1, odnosno ¢(2) = €™, a € R, tj.

f(z) = etz [ |

U nastavku rada sledi lanac lema i teorema koje se oslanjaju na Svarcovu
lemu i koje se mogu ufiniti veoma zamornim i (ne daj BoZe) nepotrebnim.
Citalac se moli da se naoruza strpljenjem, jer ¢e nagrada biti vredna truda. Kao
posledicu tog lanca tvrdenja dobi¢emo metriku u Poenkareovom disk modelu.

|/ ()l

k
T=[f)P ~ =P~

Teorema 7. Ako je f € H(D), tada je
z € D. Jednakost vazi akko f € Aut(D).

zZ—a

Dokaz. Podsetimo se opsteg oblika automorfizma oblasti D, f(z) = e*®- Tz,
—az
z—a

Pogodno je oznagditi sa ¢, (z) = T =
—az

, posto ¢e dato preslikavanje imati velikog

udela u radu.
Uoc¢imo proizvoljnu tacku z € D i preslikavanje F' = @) o fop_.,

13Karl Herman Amandus Svarc (nem. Karl Hermann Amandus Schwarz;
25.1.1843. - 30.11.1921.) - bio je nemacki matematicar, poznat po svojim delima na polju
kompleksne analize.

1470zef Liuvil (franc. Joseph Liouville; 24.3.1809. - 8.9.1882.) - francuski matematicar.
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F:D — DiF € H(D) kao kompozicija preslikavanja sa istim osobinama.
Ocigledno |F(§)] < 1.

F(0) =¢riyofop—(0) =re(fle-2(0) = 05 (f(2)) = 0.

Na osnovu Svarcove leme vazi |F(€)| = [(p(z) 0 fow—(€) <&l
za svako £ € Di |[F'(0)] < 1.

/

F(0) = [(e52) 0 f 0 9-2) (0)] = o2 (f (=2 (0)) - [ (-2 (0)) - . (0)| =

[, l1-@z+(z—a)a l1-—az+az—l|a® 1—|a*]

- {mz) T (-ar  (-a?r (laz)z} -
N N :‘ G I
I (O e R T e T B (e o
_|F&a-1=P)) 20— P _ @I - 2P

=P | T =rer S T A= er
Na osnovu uslova teoreme Jasno jedaje |1 — 2% =1 — |z|2 il—1f(2)? =

| ()11~ |21 |/ (2)] 1
— f(2)]? odakle sledi W <1 = T 17()2 < e
Time smo dokazali prvi deo teoren}e
Ako je |F'(0)] = 1, to je 1 lf|§c?l|)|2 =‘ 1 —1\z|2 i F(§) = e™@¢, za svako
£ €D, a € R Suprotno, ako je F(§) = e'*¢, za svako £ € D, a € R, to je
|F'(0)] =1i |f|]('1;z)|)2 _ Bk Dakle, vazi ekvivalencija. Dokazimo jos da

)-
€ D. Prema prethodnom razmatranju to je

) 1 '
—f)2 11—z

F(&) = (ppzyofop-:)(§) < €“ld=ppzofop_./op,
o, =i ofop_. [(prm)to = f= (o))"

— |z
to mora da znaZzi da je f € Aut(
Neka je F(§) = €€, a € R, ¢

\

ekvivalentno sa |[F'(0)] = 1 i Medutim, vazi sledece.

oeIdo g,.

Potrebno je nadi ¢, 1(z).

z—a
a = = <> 1—7 = — <>
va(z) =w = w(l—az)=z-—a
_ _ w+a
= w—wiz=z—a < wta=z (1+aw) < z= —
14+ aw

o) = T = e = el

To povlaci da je f(f) = @ff(z)(eiald((pz(g))) = Spff(z)(eia@z(f)L a posto je
opsti oblik bilinearnog automorfizma oblasti I dat sa f(z) = A - pp(2), to je
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B I () L
€ Aut(D). Ako pokazemo jos da iz f € Aut(D) sledi = ,
Fe Au®) o8 da e [ Aut®) et T01 )R T TP

to je dokaz nasSe teoreme zavrSen.

. . z a
Neka je f € Aut(D), tj. f(z) =e" T
2
f/(z) = GMQO;(Z) = el (1 _|;z|)2
: i 1—|af? o) | 1=lal? | _ 1—lal*] _ 1-]la?
7@l = A=z~ |"(1—az)2 THho@r 1-aP
9 o Z—Q 2 w12 | z2—a 2 |z — al? 1 —az|? — |z —al?
L=l =1—1e ‘1-az =1-]e"] 1—az| 7|1—Ez\2: |1 —az|?
If (2)] 1—|a? 1 —az 1—|a?
I f)  1—azP2 1—-azPP—|z—a2 |1—az2—|z—a?
1—a|? 1—a|?
T Q-a)(l-a2) - (z-a)z—a) 1-az—az+|a2z]2— |z +az+az—|a?
1— |al? 1— a|? 1

Tl JaP — [P a2 T (T [a)X —[22) T 1|22
||

Lema 4. Ako je f € H(D) tada je o) (f(w))] < |@-(w)], za svako z,w € D.
Jednakost vazi akko f € Aut(D).

Dokaz. Funkcija F' = @g.y o f o ¢, pod datim uslovima zadovoljava uslove
Svarcove leme, pa za proizvoljnu tacku w € I vaii w(w) eDi

|F'(p2(w))| < |- (w)|. Naravno, to je [(¢() © f o p—2) (= (w))| < |- (w)] akko
lo#(z) (f(w))] < [ (w)], ¢ime smo dokazali laksi deo leme. Nastavak dokaza
odigrava se u dve etape. Prvo ¢emo dokazati |F'(£)| = |¢| akko

lor) (f(w))| = [p:(w)] a zatim |pf)(f(w))| = |p.(w)| akko f € Aut(D) i
dokaz ¢ée slediti na osnovu tranzitivnosti.

L |F(&)| = [¢] akko [z (f (w))| = |z (w)]
=)

[F ()] = [§] akko |F(pz(w))] = |@z(w)], Vw € D
akko [(¢g(z) 0 f o p—2)(p=(w) = lp=(w)] akko [ () (f(w))] = |2 (w)]

)
o502 (f (w))] = lpz(w)] akko |(¢g() © f)(w)| = [@-(w)]. Iz natina kon-
struisanja funkcije F' jasno je da je Flo ¢, = ¢y o f. Neka je £ € D
proizvoljna tacka i w = p_,(£), tj. & = p.(w).

[F()] = [F(p=(w))] = [(@r(z) 0 f 0 p—2)(pz(w))] =

= (pr(z) 0 )W) = loge) (f (w))] = loz(w)] = [¢].
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2. @) (f(w))] = [¢=(w)] akko f € Aut(D)

:})
[ps() (f(w))| = |@z(w)] akko [F(§)] = [¢], tj. F = e"Id odakle sledi
[ =0_pe(eIdoy_.), iz tega zakljucujemo f € Aut(D).

)
feb = f(2)=€m'1z__;z
eia w—a eia Z—a
_f(w)—f(z): 1 —aw ‘1—az _
Saf(Z)(f(w)) 1_mf(w) 17762_0(. > —a o w—a
1—-az 1—-aw
o [(W—a z—a (w—a)(l—az) - (z—a)(1 —aw)
o '(1_aw_1—az) i 1 —aw)(1 —a2)
_l—e*ioh zZ—a o, W—a e L (z—a)(w—a)

1—za  1—aw (1—az)(1—aw)

(w—a)(1—az)— (z—a)(1 —aw)

_ o (1 —aw)(1—az) _
(1—-az)(1—aw)— (Z—a)(w—a)

(1—-az)(1 —aw)

w—waz —a+|a?z—z+2wa+a—|aPw 1—az

l—aw—az+ |aPwz—wZtaz+aw—|a? 1—az

w—z+afz—|aPw 1-az . (w—2)(1-]a?)(1-az)

T—wit|aPwzi—|a?2 1-az = (I—zw)(1l—|a®)(1—az)

— ) = IR

[2eY

1o

[P 5o (fw))] = e ((1w—_23)((11:(;?) f '((110_—22}))((11—_6:22)) -
-l =l -l = - e e

Uvedimo funkciju § : D x D — [0,400), §(z,w) = |p.(w)| i ispitajmo
njene osobine.

1. Ako je f € H(D), tada je §(f(z), f(w)) = d(z,w) akko f € Aut(D)
(upravo dokazano).

2. Funkcija § meri rastojanje na D:

e zasvako z,w €D, §(z,w) >0, §(z,w) =0 <= z=uw;
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e za svako z,w € D, §(z,w) = é(w, 2);
e za svako z,w, & € D, 6(z,w) < §(z,&) + §(&, w).

Ocigledno je 6(z,w) > 0, §(z,w) = 0 akko 1w 772 =
—Zw
akko |w — z| = 0 akko w — z = 0 akko w = z.
w—z |w — z| |z — wl |z — w zZ—w
(5 = = = = =
(z,w) 1—7zw 1 — zw| 1—Zzw |1 — zw| w— Wz
o(w, 2).

Dokaz nejednakosti trougla pokazace se malo zahtevnijim. Uz malo muke
nalazimo

2
21 — 2
1= (021, 22)? = 1= 0z, 21)* = 1= fpms (20)[* =1 = || =
— 2221
. mm)E-m) (o)) — (- )G )
(1 —72)(1 - 20%1) (=221 - 271)
_ 1 — 2971 — 2221 +|21|2|22‘2 _ |Zl|2+Z172+22Z— |22|2 _ (1_ ‘z1|2)(1_ |22|2)
It -zal 11 —2221]?

odakle sledi

(= [~ ) (1 a1 [2f?)
= 100k =g Er - T A

Posto je |1 — Z221| < 1+ |Z3]|z1] = 1+ |22]|21], to je

11 =%z < (1+ |22]]21])?, ti.

1 S 1
1 =222 = (14 |22l|21])?

Lako je videti da sledi

1— [ =]z _ (1= |z)(1 — |22

1— 52(2’1,22) = (

> =1—-6%(|z1], -z
imaP S ()P el D
odnosno 8% (z1, 22) < 62(|z1|, —|22|). Posto je funkcija § nenegativna, vazi
6(21722) < 5(|Zl‘7 7|22|)7 tJ
—|z2| — || ‘—(|Zl + |22|)‘ |21] + |22]

521, 20) < 611 —l2al) = loro 1 (=l = | 222212l _ .

o) < e ~P) = bt (-1 = | T = | =
Primenimo dokazane nejednakosti da bismo dokazali treéi uslov.

we(2)| + |pe(w 0(z,8) + (& w

Bz w) = 8 (). () < LS eIl 028 2OE W) 5, ) 4 e )

T 1 pe()lpe(w)]  1+6(2,€) - 0(€,w)
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1+46
Lema 5. Funkcija A : D xD — [0,+00), A(z1,22) = IHM meri
1-— 5(21,2’2)

rastojange na D.

Dokaz. Ocigledno je A(z1,2z2) > 0 na osnovu iste osobine funkcije 4.
1+ 0(z1, 29 1+ 0(z1, 22

<~ 146(z1,22) =1=06(21,22) <= 0(21,22) =0 <= 2z =29
14 60(21,22) I 1+ 6(z2,21)
1—0(z1,29) 1—0(22,21)

Kao i u prethodnom dokazu, dokazivanje nejednakosti trougla je daleko teze.

)\(21, 2:3) S )\(2’1, 22) + )\(22, 2’3)

)\(21,22)20 < In =1

A(z1,22) =In = A(#2,21)

— 1n1—|—5(21,2’3) <In 1—|—6(21722) 1—|—5(2’2,23)
(21723) (21722) (22723)
1+5(zl,23) <1+5(zl,22) 1—1—5(22,2 )>
ln <In
(21723) (2’1732) (2’2,2 )

1+5(zl,22) < 1+(5(21,22) 14 0(22, 23)
1—6(z1,29) — (21, 22) 1—0(z2,23)
(L+6(21,23)) (1 = 6(21, 22))(1 — 5(22723)) < (1= 6(21,23)) (1 + 6(21, 22)) (1 + 6(22, 23)).-
Uvedimo smene: A = 6(z1, 22), B = 0(22,23), C = (21, 23).
— (1+0)(1-A)1-B)<(1-C)(1+A4)(1+B)
— (1+C)(1-B—-A+AB)<(1-C)1+B+ A+ AB)
<~— 1-B-A+AB+C-BC—-AC+ABC<14+B+A+AB—-C—-BC—-AC - ABC
< -B-A+AB+ABC+C<B+A-C-ABC
e 20 +2ABC <24 +2B/:2
< C+ABC<A+B < C(1+AB)<A+B
A+ B
+ AB
< 0(21, 23) S 0(z1,22) + (22, 23)

<:>C< <A+ B

Dokazali smo tvrdenje za funkciju d, odakle proizilazi odgovarajuce tvrdenje za
funkciju A. Jednakost vazi akko z1 = 25 ili 20 = z3. |

Lema 6. Ako je f € H(D), tada je A(f(z1), f(22)) < A(21, 22),
za svako z1,z2 € D. Jednakost vazi akko f € Aut(D).

Dokaz. Kako je 6(f(z1), f(22)
()= 2y

1+1¢
8(z1, 22) 1 funkeija In T3 rastuca

)< -
> 0.t € (—1,1)), sledi

L0 (). S () _ ) 1+ 0(0,2)
—0(f(21), f(22)) = 1=0(21,22)

t2

)‘(f(zl)v f(Zz)) = ln = /\(2’1, ZQ).
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Jednakost vazi akko 0(f(z1), f(22)) = d(z1,22), a dokazali smo da to tvrdenje
vazi akko f € Aut(D). [ |

Definicija 11. Neka je p neprekidna nenula funkcija na D. Izraz p(z)|dz| na-
zivamo elementom duZine luka na D. Neka su z,w € D i~ :[0,1] — D glatka
kriva koja povezuje z i w, v(0) = z, v(1) = w. DefiniSemo ,h-duZinu” krive
v naD salp(y) = fA/ p(2)|dz|. Uzimaguéi infimum po svim moguéim glatkim
krivama koje spajaju z © w odredujemo metriku na D,

dp(z,w) = inf Ip(y).

Bt
. 21 — 22 ..
Posmatrajmo 6(z1, z2) = §(22,21) = |, (21)] = = Kada z; tezi 2o,
— 2921
d
to (21, 22) tezi 1 i 5. Time funkcija f(z) = 5 postaje dobar kandidat
—z —z

za funkciju p, koju nazivamo hiperbolickom gustinom metrike.

Podsetimo se op$teg bilinearnog izomorfizma w : H — D,
Z— 20

. Nalazimo mu inverz veoma lako na sle¢i nac¢in:

— pla
w(z)=e po——
w(z —Zg) = €%z — 29) = wz—wF =%z — €%z

= _ pla
— z(w—e€"Y) =wzg — %2 <= z(w)= %

Neka je a = 0, zg = 1, $to povladi da je preslikavanje z : D — H dato sa

1+w
Diferencirajmo dato preslikavanje.
L.t
a 1—w
1
dz:i~d<+w)
1—w
1-— 1
dz:z'-—w+ +wdw
(1—w)?
2
dz = ——=d
= gt /1|
2|d 2|d
dof = 2wl 2w
|(1—w)?| |1 —w?
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1
Posto je Im z = 2—(2 —Z) to je
i

1(. 1+w | 1+w> 1 ( 1+w . 1+w) 1<1+w 1+w>
Imz=— (1 —1 =— |1 41 == + =

20\ 1l-w 1-w) 2\ 1-w 1-w) 2\1-w 1-w
1 (+w(l-w+1+w)(l-—w) 1 =l-w+w—|wP+l-—w+w—|w?
T2 (1—w)(1—w) T2 (1—w)(1—w) B
] ] S e T
2 l-w?2 |l —w?
1 Im 2 Im =z
Sledi = . Dakl 71 |dz| = 2|dw| - tj.
edi, TP~ (=) akle, vazi |dz| |dw| =Tl j
|dz|  2[dw]|
Im 21— |w}?
Zakljutujemo da je hiperbolicka gustina pp(z) = ————, dok je pu(z) = .
1— |22 Im 2
U nastavku rada nastavi¢emo sa pretpostavkom da je pp(z) = ToE Ona ée
— |z
1
biti opravdana dokazom da je pg(z) = I i ovom vezbom.
m z

Propozicija 4. Ako je f € H(D), onda je p(f(2))|f (2)] < p(z), Vz € D.
Jednakost vaZi akko f € Aut(D).

Dokaz.
PFEDIF (2)] < p(2), V2 €D
= o VO =
' 1
I —fﬁiw SToRP
Na osnovu dokaza prethodnih tvrdenja, sledi dokaz. ]

Propozicija 5. Ako je f € H(D), onda je lp(f o) < lp(y) za svaku glatku
krivu «y : [0,1] — D. Jednakost vazi akko f € Aut(D).

Dokaz.
1
In(f o) = /f p(uw)|du] = / p(F NI DI ()t =
[ots@ls Gzl < [ o)iae

Y
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~ 2 (2)] 2
Ako je f € Aut(ID), vazi = , odnosno
Jo /& AulD) A TG T TP

A%:[y%’t} In(f o) =In(y). Ako je Ip(f o) = In(y),

| 217'(2)| 2z
sledlfyp(f(z 2)||dz| = [y z)|dz|, tj. / |f(z)|2|d| [yl—z|2’lz

. . f(2) 1
Cega sledi 2/ dz| = 0.
=[G 1)
s f(2) 1 . . _
Posto je F(z) = “FE 1= P >0i 7F(z)|dz| =0 to je F(z) =0,
f/(z) L
odnosno = §to je ekvivalentno sa f € Aut(D). |

L=f()1? 1=
Lema 7. Neka su z1,2z2 € D. Ako je f € Aut(D) onda vaZi
dp(f(z1), f(z2)) = dp(z1, 22).
Dokaz. Imajmo na umu da i dalje nemamo konkretnu formulu za dp, veé
dp(z1,22) = inf{f7 p(2)|dz|| v : [0,1] — D je glatka kriva,v(0) = z1,v(1) =
zo} 1dp(f(21), f(22)) = inf{Jp p(2)|dz|| T : [0,1] — D je glatka kriva,T'(0) =

f(z1),L(1) = f(22)}-
Zaklju¢ujemo {ffov 2)|dz| | v:[0,1] — D,v(0) = 21,7(1) = 22} C

{Jr p(2)ldz| | F 0,1] — D, T(0) = f(21) I'(1) = f(z2)}

Kako je ffo z)|dz| = fﬂ/ p(fC)If (2)||dz] = f p(2)|dz| to je

{[, p(2)ldz| | v : [0 1] — D,¥(0) = zw(l) — ) C

{Jr p(2)ldz] [ T : [0,1] — D, T(0) = f(21),T(1) = f(22)}-

Sledi inf{f7 p(2)|dz] | v :[0,1] — D,7(0) = z1,7(1) = 22} > inf{ [ p(z)|dz| | T :
0,1] — D,I'(0) = f(21), (1) = f(22)}, odnosno dp(z1,22) > dp(f(21), f(22))-

Obratno sledi iz sledeceg:

f € Aut(D) = 1 e Aut(D)
= dp(f(z1), f(z2)) = D( FH D) FH(f(22)))
(

= dp(f(21), f(22)) = dp(21, 22).
Spajanjem ove dve nejednacine dobijamo dokaz propozicije,t;j.

dp(z1,22) = dp(f(21), f(22))

Teorema 8. dp(z1,22) = A(21, 22).

Dokaz. Neka su z1, 2z € D. Posmatrajmo funkciju f(z) = e #%9¢=1(:2)p_ (2).
Ocigledno, f € Aut(D), na osnovu dela rada o odredivanju opsteg oblika biline-
arnog automorfizma oblasti . Citalac je pozvan da, po potrebi, ponovo procita

44



taj deo rada.

f(z1) = e Hargpzy (22) 02 (21) = e—targpz(22) .= (

f(z2) = e_i'ar.‘ﬂpzl (22) . (2;2) = e_i'arng1 (22) . |<)021 (22)| . ei'argSDZ1 (22) — |80z1 (22)|

Sledi, dp(z1,22) = dp(f(21), f(22)) = dp(0, |-, (22)])-

Time je zavrSena prva etapa naSeg dokaza. Druga ¢e zahtevati od nas da na-
demo krivu 7 : [0,1] — D, ~(0) = 0, v(1) = |p,, (22)| na kojoj se ostvaruje

minimalno rastojanje.

Neka je v : [0,1] — D, v(0) = 0,v(1) = |¢2, (22)| proizvoljna glatka kriva i

oznadimo sa r = r(z1, 22) = |@z, (22)|.

(1) = a(t) +iB(1), 7 (1) = a' (1) +i8' (1) = ()] = [a)*, |y ()] = |’ (2)]

= 1-))P<1-|at)) =

1 o ,
ORI e 012l @)

(1) o ()]
= h(OF = T- a0

2|dz| /1 21y @) /1 2la’ (¢)] /1 20/ (t)
= ——dt > —dt > ——dt =
/7 L—z[2 Jo 1=P (@) o 1—la(®)? o 1—(a(t)?
2du 14+u 1+r

= [u:a(t), du:oz/(t)dt} :/0 T :lnl—u/6:1n1—r

U skladu sa dosadasnjom definicijom funkcije dp sledi

. 2|dz| 1+
= inf 20,1 D = 1) = >1 .
(0, 7) = in {Al—lzz 7:10,1] — D,4(0) = 0,7(1) r} >t

Uoc¢imo slede¢u (o¢igledno) glatku krivu koja spaja 01 .
7(t) =rt,t€[0,1], m(1) =7

2|dz| boorat " 2du 14+u
[Y11|z|2 /0 1—r2¢? u=rt, du=rdi /0 1—u? nlfu/o

Zaklju¢ujemo

dp(0,7) = inf{L 12_d|il|2 |v:[0,1] — D, 7(0),7(1) = r} =
7’} :lnl—'—r.

Kada spojimo delove obe etape dokaza u jedan zakljucak sledi

Lt fouy (o) _ | 14812
1- ‘(pzl (22)‘ 1- 5(21, 22)

- min{/ 12_|dlzz|2 |7 :[0,1] — D, v(0), (1)

dp(z1, 22) = dp(0, [z, (22)]) = In

= A(z1, 22)-
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Prethodna teorema ¢ini sledeé¢a dva tvrdenja ociglednim.
Propozicija 6. dp meri rastojanje na D.
Propozicija 7. Neka su z1,2z9 € D. Ako je f € H(D) tada vazi
dp(f(z1), f(22)) < dp(z1,22). Jednakost vazi akko f € Aut(D).

4.1.1 Veza izmedu funkcija \i ¢

1 +5<2’1,Zg>

:1 —

/\(21,22) n 1_ 5(21’22)
EYCEN N (21, 22)
1 —0(21,29)

eMEnze) _ AELE2) L5 ) =14 6(2, 22)
R B 6(z1,22) + GA(ZI’Q)(S(ZM 22)

eMEz2) = 821, 29)(1 + e>\(21722))
GA(zl,zz) -1

0(z1,22) = e
Posto vazi
et —e * e2r 1
sinh x 9 z e* — 1 T et —1
AT = oshz € +e® e 4+ 1 e2r 41 Ay = +1
2 er
sledi \
0(z1, z2) = tanh %

U uvodnom poglavlju rekli smo da su geodezijske linije u D delovi pravih kroz
0 i delovi krugova koji ne sadrze 0. Sada nam je jasno da nismo bili dovoljno
precizni. Ako je T' = fory, f(z) = e "®8%:1(22)p_ (2,) deo prave linije koji
sadrzi 0 i |p,, (22)], onda je I' geodezijska linija i I' L T = {z] |2| = 1}. Kako
je f bilinearno ($tavise f € Aut(D)), to je i f~! bilinearno (ista napomena),
pa je glatka kriva f~}(I') = v koja prolazi kroz tacke z; i z2 uopsteni krug i
v L T (bilinearna preslikavanja ¢uvaju uglove). Dakle, izvodimo zakljucak da
su jedine geodezijske krive Poenkareovog disk modela ID delovi pravih u D koje
prolaze kroz 0 i delovi kruznica u D koji su ortogonalni na T.

1 + 5(21, ZQ)
1-— 5(2:1, 22)
bolicko rastojanje, skraceno ,h-rastojanje” na D, dok se funkcijom §(z1,22) =
|2, (22)| meri pseudohiperbolicko rastojanje. Razlog zbog kog funkcija ¢ ne
meri h—rastojanje, ve¢ pseudohiperbolicko rastojanje je taj Sto nije aditivna
duz geodezijskih linija. U euklidskoj geometriji vazi aditivnost duZzi koje pripa-
daju istoj pravoj (slika ispod) i kao analogon tome o¢ekuje se aditivnost h—duzi
duz geodezijskih linija u hiperboli¢koj geometriji. Uverimo se u to.

Dokazali smo da je A(z1,22) = In funkcija kojoj se meri hiper-
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Slika 12: aditivnost duzi

Lema 8. Ako su z1, z2 i z3 tri razlicite tacke u D koje se nalaze, u tom redosledu,
duz geodezijske linije, tada je dp(z1, z3) = dp(z1, 22) + dp(22, 23).

Dokaz. Ako z1,2z5 i z3 pripadaju pravoj koja prolazi kroz 0, aditivnost trivi-
jalno vazi (posto je ona tada deo euklidske prave). Neka je, dakle, u pitanju
netrivijalan slucaj. Neka je f € Aut(D), f(z) = e ?28¢=2(3)p_ (). Tada je
f(z1) = emiom89=()p, (21), f(22) = 0, f(23) = |92 (23)|- k je krug u C odre-
den sa z1,22,23 1 k L T. Sledi, f(k) je krug u C, odreden sa f(z1), f(22), f(23)
i f(k) L T. Posto su f(z3) € R, f(22) =0 € R, to jei f(z1) € R, odakle
zakljucujemo da je f(k) = R. Kako je f(z2) = 0, f(23) > 0, to je f(z1) < 0.
Neka je o = f(1) 1 y = f(za).

ol 22) = dol(a1) S(2) = do(e,0) = In 1~ 1
dp(z2,23) = dp(f(22), f(23)) = dp(0,y) = In 1 i_ ?;: =In 1 i—z

=1(z1) 5 y=f'(23)
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dp(z1,23) = dp(f(21), f(23)) = dp(z,y) = dp(0, | (y)]) =
Yy — ‘ y—z
ln 1— iy o rzyltly—af
Yy — |y-= 11 —zy| - |y — x|
lfxy 1—zy
_plmwyty-e _ l-ztyl-o)  (L-2)(1+y)
l—zy—y+z l-—y+az(l-y) (I-y)(1+2)

1—=x 1+y
n +1In
1+ -y  (I+a2)(1-vy)

dp(z1, 22) + dp(22,23) =1

Kao sto je bilo za ocekivati, funkcija A\ = dp je aditivna duZz geodezijskih
linija. Medutim, to ne vazi za funkciju 6.

Lema 9. Neka su z1, 2o, 23 tri razlicite tacke u .
Tada vazi 0(z1,23) < 6(z1, 22) + d(22, 23).

Dokaz.

A(z1,23) < A(z1, 22) + A(22,23)
2x 1 2

tanhx:;zﬁzlfﬁ = tanhx /, x € R, tanhz =0 < 2 =0

Iz prethodne dve ¢injenice zaklju¢ujemo

5(21, %) = tanh (;)\(zl, 23)> < tanh (;(/\(zl, )+ (2, zg))> .

) sinh(z +y)  sinhzcoshy + sinhy cosh z
Kako je tanh = = —
ako je tanh(z +y) cosh(x +y)  coshxcoshy + sinhzsinhy

sinh « cosh y + sinh y cosh
_ cosh z coshy _ tanhx + tanhy
~ coshzcoshy +sinhasinhy 1+ tanhatanhy
cosh x cosh y

1 1

tanh (2)\(21, z2)> + tanh (2)\(22, z3)>
1 1

1+ tanh (2)\(,21, 22)) tanh (2)\(22, 23)>

1
Cite tacke, to je A(z1, z2) > 0, A(22, 2z3) > 0 = tanh (2/\(2'1, zg)> >0,

, sledi

0(z1,23) < . Posto su z1, 29, 23 razli-

1 1 1
tanh <2/\(22, 23)) > 0. Sledi, 6(z1, 23) < tanh (2)\(21, z2)> +tanh <2>\(z2, 23)) =
5(21, 22) + 5(22, Zg).
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Dakle, za funkciju § vazi stroga nejednakost trougla. Medutim, specijalno
kada su 21,29 i 23, tim redom, razli¢ite tacke duz geodezijske linije u D, vazi
stroga nejednakost, $to povlaci da ne vazi aditivnost duz geodezijskih linija za
funkciju rastojanja 4.
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4.2 Poluravanski model
Lema 10. Ako je u: Q — R, Q C C neprekidna, realna funkcija tako da je
ff w(z)|dz| = 0 za svaku deo-po-deo glatku krivu f : [a,b] — Q, tada je p = 0.

1
Teorema 9. py(z) = i .
m z

Dokaz. Trazimo neprekidnu, nenula funkciju na H tako da je

b
L,(f) =1,(y o f). Posto je lp(f)=/p(2)ld2|=/ p(fENIf (1)]dt i
b ! ¢
Lot = 2)|dz| = ' "(t)|dt sledi
yof /Wofp( )dz| /ap(v(f(t)))lv (FENILf (@)]at

b

b
/ (SO (D))t = / o (FON (FEDIIS (B)ldt

a

za svaki deo-po-deo gladak put f : [a,b] — H i automorfizam oblasti H, ~.

b b
/ (P(F(1) — P (FENY (FEDDIF ()]dt =0 = / 1 (FO)IF (O)de = o.

Na osnovu leme sledi p1, = 0, tj. p(2) = p(z) — p(7(2))]7 (2)| = 0.
Neka su v i ¢ dva automorfizma oblasti H.

Hoo(2) = p(2) = p(r ()Y ()10 (2)] = p(2) = pl())e (2)] + ple(2))]¢ (2)]
(1N (e)le (2)] = p(2) = ple()]¢ ()] + ¢ (2)](p(p(2))—
p(r (Y

Y (0(2))]) = 11p(2) + 1y (0(2)) ¢ (2)]
(

Analizirajmo efekat preslikavanja ~y
a=1.

z) = az+b, a,b € R na u. Prvo, neka je

0= py(2) = p(2) = p(¥(2)) Y (2)] = p(2) = p(z +b), tj. p(z) = p(z +b), b€ R.
Zaklju¢ujemo da p(z) ustvari zavisi od Im z, odnosno p(z) = p(i - Im 2). Za
z = x + 1y to je p(z) = p(iy), pa funkciju p moZemo posmatrati kao realnu
funkciju p(z) = p(iy) = r(y). Neka je b = 0.

0 = iy (2) = p(z) = p(V() (2)] = p(2) = ap(az), tj. p(z) = ap(az). To
povladi r(y) = ap(azx + iay) = ar(ay), odnosno r(ay) = 2r(y). Za y = 1, sledi

1
r(a) = —r(1), gde je r(1) neka konstanta, npr. c.
a

Dakle, p(z) = p(Rez +ilm z) = p(ilm 2) = r(Im 2) = I c , ¢ > 0. Bez
m z
1
umanjenja opstosti, moZzemo uzeti da je ¢ = 1, tj. p(z) = I .
m z
Potrebno je proveriti i druga dva generatoral®, K(z) = — i B(z) = —=.
z

15Pro¢itati napomenu posle dokaza ove teoreme.
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0= ae(2) = 0(e) = PG ) =) -0 ()

1
Uzimajudi p(z) = T dobijamo
m z

~1 -z 1 1 |2|2 |2|2
P\Z )7 122 - —z\ 1 _ :Im(—E):Imz
—1> 11 22 1 1 1

p(z) = p (

z

=0

2

22 Imz Imz |22 Imz Imz

Posto B’ (t) ne postoji, mora¢emo po definiciji, tj. proveravamo da li vaZi
l,(Bof)=1,(f). Nekaje f(t) = x(t) +iy(t), t € [a,b].

(Bo f)(t) = B(f(t) = —=(t) +iy(t), ¢ € [a, ]

b b
%woﬂ=/ mmwz/pwwwmwmmﬂz/ I ()t

1
Bof Im (B(f(t)))
1

b ’
:/a mu (t)|dt=/fp(z)ld2|=lp(f>

Kako je I, invarijanta u odnosu na sve generatore, to je [, invarijanta u odnosu

na svaki bilinearni izomorfizam oblasti H, odakle sledi p(2) = pu(2) =

Im 2

Napomena: Unija svih preslikavanja f : H — H i preslikavanja C(z) =z
¢ini takozvanu uopstenu Mebijusovu grupu, u oznaci Mob(H). MozZe se pokazati
da ova grupa sadrzi dva tipa preslikavanja -

b

filz) = L—td’ a,b,c,d € R, ad — be = 1, koje predstavlja opsti automorfizam
cz
zZ+b
oblasti H1i fo(2) = %, a, b, ¢, d su ¢isto imaginarni brojevi, ad—bc = 1. Ova
cZ
grupa ima tri generatorna preslikavanja: v(z) = az 4+ b, a,b € R, K(z) = — i
z

B(z) = —z.

. a b a 9 .
Ako ¢ =0, to je fl(z):§2+8’ ad=1 = J=a >0, tj. f1=7.

Ako je ¢ # 0, tada je f1(2) = f(K(g(2))), gde su g(2) = ®2 +d, f(z) =2+ 4
Svako preslikavanje oblika fo moze se zapisati kao B om, gde je m preslikavanﬁe
tipa f1~

Primetimo da to znaci da opSte automorfizme oblasti H generi§u samo preslika-
vanja v i K, tj. da je za dokaz teoreme, a i nastavak rada, bilo dovoljno proveriti
samo ta dva preslikavanja.

Definicija 12. Ako su z,w € H, sa T'[z,w] oznacdavamo skup svih deo-po-deo
glatkih puteva f : [a,b] — H takvih da je f(a) =z i f(b) = w (koji povezuju z
iw naH)
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Definicija 13. Funkcija dy : H x H — R data sa
du(z,w) = inf{l,, (f) = w(f)| f € Tz,w]} je h—rastojanje tacaka z i w na H.

Lema 11. Za svako z,w € H i bilinearno preslikavanje v : H — H wvazi

du (2, w) = du(v(2), y(w)).

Dokaz. Postupamo analogno dokazu za dp.

{fI feT[z,w]} C{vyo f| feT[z,w]} C{g|geTl[v(z),y(w)]}

Kako je lgy(yo f) =lu(f) 1 AC B = inf A > inf B, to je

du(v(2),v(w)) = inf{lu(g)| g € T[v(2),v(w)]}
< inf{lm(yo f)| f € Tz, w]} <inf{la(f)] f € Tz, w]} = du(z, w)

Drugi deo dokaza sledi iz &injenice da je y~! takode bilinearno i v~! : H — H.

{9l 9 € T[v(2), v(w)]} € {v ' o gl g € TIv(2),v(w)]} C {f] f € T[z,w]}
dy(z,w) = inf{lu(f)| f € T[z,w]} <inf{la(y " o f)| g € T[y(2),v(w)]}
<Alu(g)l g € T[y(2),y(w)]} = du(y(2),y(w))

Primer 4. Postoji bilinearno preslikavanje f : H — H koje slika h—pravu u
H na I = {z| Rez =0, Im z > 0}.

Dokaz. Izaberimo tacku a na posmatranoj h—pravi [. Postoji bilinearno presli-
kavanje m tako da je m(a) = i. Neka je ¢ = Z(I,m(l)) usmeru od I do m(l). Bi-
cosf -z —sinf

——— takode fiksira i, Z(I, no(I)) = 26.
Sinfz +cosf o o0C Sl (L, mo(D))

Ako uzmemo 6 = £ sledi da su ng(I) i m(l) dve h—prave koje sadrze i, za koje
vazi Z(I,m(l)) = £(I,ne(I)) = ¢. Zakljutujemo da je m(l) = ny(I), pa je
trazeno preslikavanje n, Lom. |

linearno preslikavanje ng(z) =

Na osnovu prethodne vezbe zaklju¢ujemo da za dve proizvoljne tacke
z,w € H je moguce naéi bilinearno preslikavanje v tako da se h—prava [ koja ih
sadrzi slika na I.

Neka je vy(z) = ui, y(w) = M, p < X\. Ako je p > A, uzima se preslikavanje

[ teiazl = = [alt) = 2(t) + iy(t).t € [0.1], |0’ (O)] = Iy (1),
ol [ W [y wde
tm o) = Im Gyi)) = | 77 (D)) = )/0 Ton (D))




. daa(z,w) = da(y(2),7(w)) = da(ui, Ai) > In |4].
Uo¢imo slede¢u glatku krivu koja spaja tacke pi i A, a1(t) = it, t €
[N’a /\]7 al(t) =1

/al pu(z)|dz| = /Oé1 Itiz‘z = /: Il?o”zll(((?1|é§) = /: l.tdt =In

Analogno dokazu za dp zakljuéujemo

I

.

dia (1, \i) = inf {/ pu(2)[d2| | a € T, /\i]} -
. L A
= min pu(z)|dz| | « € T[pi, M) p = In "
Sledi da je (jedna od) formula za hiperboli¢ko rastojanje u H data sa

di(z, w) = du(y(2),7(w)) = du(pi, \i) = In

A‘:ln/\, A >0, A > p.
Iz Iz

A A

Naravno, ako je A < pu, to je — < 1, odnosno In — < 0, 8to nije u skladu sa
1 1

osobinama funkcija rastojanja.

Definicija 14. Ako su z,w € H proizvoljne tacke, da bi se odredilo h—rastojanje,

potrebno je konstruisati bilinearno preslikavanje v : H — H, ~(2) = ui i
v(w) = Ai. Tada je h—rastojanje u H izmedu tacaka z i w data sa

dy(z,w) = dg(pi, \i) =

ln5
I

Postoji jos nekoliko formula za h—rastojanje u H, koje su u skladu sa pret-
hodnom definicijom. PokuSajmo ih nadi.

Neka je situacija kao na slici. Preslikavanje L(z) = z_ a slika 21 u iyy, 2o
—z

72

u iys, a u 01ibuoo. Posto je dvorazmera invarijanta bilinearnog preslikava-

nja to je [z1,22;b,a] = [L(z1), L(22); L(b), L(a)] = [iy1, iye; 00,0] = :‘Z—Q Sledi,
1

du(z1,22) = ‘lnm’ = |Iln[z1, z2; b, a]|. Analogno se moze postupiti i u slucaju
1

Poenkareovog disk modela.
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—(r+1) 147
r—1 — 1—7r
= dp(z1,22) = |In[z1, 22; b, a|

[21, 22;b,a] = (0,751, —1] =

Nastavimo sa ispitivanjem razli¢ith zapisa formula za izra¢unavanje h —
rastojanja u H, sa ciljem da pronademo jos jedan unificiran nacin izra¢unava-

nja h— rastojanja, osim gore pomenute formule koja sadrzi dvorazmeru.
. . . Z—Z .
Neka su tacke z1,z9 € H. Posmatrajmo preslikavanje T, (z) = 2 Presli-
z

— %2
kavanje T, slika H u D, tacke z1 1 zZ1 na T%,(21) i T%,(21), simetri¢no u odnosu
na T = {z]| |z| = 1}, zbog osobine bilinearnih preslikavanja da ¢uvaju simetriju.
Naravno, T;,(z2) =01 T}, (Z2) = 0.
21— 29 21— %22 21722.71722_7722(21)

e ) = e A em nm aeam Tu()

Kako su tacke T, (z1) i T%, (Z7) simetri¢ne u odnosu na T, to je T, (21) T, (Z1) =

. _ 1 . _ —_—
1, tj. T.,(z1) = . Sledi (z1,71; 22,22) = T, (21) - Toy(21) = |1, (21)]?.

z2 21
Uvedimo funkciju 8(z1,22) = |Ts,(21)]. Kako je 62(21,22) = (21,21; 22,%2) =
(L(21), L(z1); L(22), L(%2)) = 6%(L(21), L(22)) za proizvoljni bilinearni automor-
fizam L oblasti H i poSto je § nenegativna na osnovu nacina definisanja, to je
funkcija § invarijanta u odnosu na bilinearne automorfizme oblasti H. Kada
povezemo ovaj zakljuCak sa prethodnim razmatranjem o dvorazmeri, dobijamo

o . iy1 — 1Yo iy1 — Y2
0(z1,22) = 6(L(z1),L(z2)) = 6(iyy, ¢ =T}, (1 = 2= | =
(21,22) = 6(L(21), L(22)) = 6(iy1, 1y2) = [Tiy, (1y1)] F——s i T
Y2
— -1 du(21,22)
R O el Y N Rl )| _¢ ' _1:tanhdH(zl’Z2)
Y1+ 72 ity vty Y24 edsliz) 4 2
Y1
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Uocavamo analogiju sa odgovaraju¢im funkcijama Poenkareovog disk mo-
dela. Zaista, ovako definisana funkcija § predstavlja pseudohiperboli¢ko rasto-
janje na H. Tako nismo to dokazali, moguce je formalnim putem, kroz niz lema
i teorema, analogno dokazu za slucaj Poenkareovog disk modela, doé¢i do ra-
stojanja i pseudohiperbolickog rastojanja u H, ali nama ¢e ovo razmatranje
biti dovoljno. Sada moZemo da uvedemo jednoobrazne oznake za rastojanje,
odnosno pseudohiperboli¢ko rastojanje, u H. Dakle, Ay = dy, oy = 9.

2
Teorema 10. 1. Mg (z1, 22) = arccosh (1 + M),

2|21 — 22)?
(1= |z ?)(1 - |Z2|2)>'

2. Ap(z1, 22) = arccosh (1 +

Dokaz. 1.
M fe M 1 (146g 11— 1 (14 0m)?%+ (1 —0p)?
cosh\y = —=—- - Z. -
2 2 1-6g 146y 2 (1 —om)(1 + om)
9 2’17222
1 2+26§H_1+(6H)2_1+ 207 T E
2 1-6%  1-(m)®> = 1-6% 2 —z|?
a zZ1— 22
2|21 — 2o|?
1y |21 — Z3|? _ 2|21 — 20|?
|21 = 7* — |21 — 2of? |21 — 22| — |21 — 22|?
|21 — Z2]?

Potrebno je jo§ da izrazimo |z; — Z3)? — |21 — 22/2.

|21 =7l — |21 = 20? = (21 =) (21 —22) — (21 — 22) (21 — 22) =
(21 —:) (71— 22) — (21 — 2) (71 — 72) = |21 [* — 2122 — Tz + |22f” — |21 ]?
tum+am |l =a@-2n) A - 2) = (a1 —7) (7@ — 2) =
= 2iIm 2z - (=2i)Im zp = —4i2Im z1Im 2o = 4Im z1Im 2y
Sledi,

2
Am(z1, 22) = arccosh(1+ 21 = 2| ), arccoshz = In(z+v22 — 1), = > 1.

2Im z1Im z9

2.
AMper 1 (14 10 1 1+062+1—62
coshrp = € - (22D p) _ 1 1+8+1-0 _
2 2 \1-ép 140/ 2 (1-0dp)(1+p)
zZ9 — 21
1 24202 1402 262 1_%2,
=5 7 = +H2):1+ D2=1+¢2:
2 1-8  1-8 1-42 2 — 2
C|1-F2
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2
2\22 21|

|1 —7122|2 2|Zl — 22‘2
=1+ — =1+ —
|1—2122|2—|2’2—21|2 |1—2122|2—|22—21|2
|1 —Z1zo?

1—Zizf — 22— 21 = (1 —Z122)(1 — Z122) — (22— 21) (22 — 21) =
(1-Z120)(1 — 21%2) — (22 — 21) (22 — 71) = 1 — 2123 — 7122 + | 21|22 — | 22|
tziz +az = |alf =1— |z + 2 (2 - 1) = 1= [2*)(1 = |2
Sledi,

2|2:1 —22|2
(1= z1?) (1 = |22?)

Ap(z1,22) = arccosh (1 + ) , arccoshz = In(z+v22 - 1), z > 1.

(5)
n

Analizirajmo malo dokazane formule. Ako u prvoj formuli uzmemo bar
jednu tacku (z ili z9) tako da pripada realnoj osi, odnosno da joj je imaginaran
deo jednak 0, primeé¢ujemo da je h—rastojanje beskona¢no. Zakljuc¢ujemo da je
h—rastojanje izmedu proizvoljne tacke u H i tacke na realnoj osi beskonaéno, a
tacke na realnoj osi se, shodno tome, nazivaju beskona¢no daleke tacke.
Analogno vazi i za drugu formulu, tj. uzevsi bar jednu tacku sa oboda jedini¢nog
kruga (T = {z| |z| = 1}), dobijamo beskonaéno rastojanje. Dakle, u Poenkare-
ovom disk modelu D, tacke koje se nalaze na jedini¢noj kruznici T nazivaju se
beskona¢no daleke tacke.

Prethodni zaklju¢ak moze se izvesti i iz drugih oblika funkcija h—rastojanja
u H, odnosno D, ali je miSljenje autora da su prethodno dokazane formule naj-
prikladnije za to. Takode, uprkos ¢injenici da se izvedeni zaklju¢ak navodi u
veéini relevantne literature bez dokaza, ¢esto i kao uvod u znatno komplikova-
nija razmatranja, autor se nada da ¢e ga Citalac ceniti, poSto je izveden kao
posledica duge i pedantne sekvence dokazivanja, ma kako trivijalno delovao.

4.3 Funkcija Lobacevskog

Neka je posmatrani model H. Analogno se moZe dokazati u bilo kom drugom
modelu hiperbolic¢ke planimetrije.
Podsetimo se da smo veé dokazali dy (21, 22) = dm(pi, Ai) = In %, A >0,
A > p. Radi lakoée zapisa oznac¢imo h—rastojanje sa d i posmatrajmo slede¢u
sliku. Tacke A(ui) 1 B(\i) nalaze se na imaginarnoj osi i posmatrana h—duZzina
je du(A, B) = d. Iz naSeg dosadas$njeg znanja poluravanskog modela znamo
da su h—prave M F i M E polukruznice normalne na apsolutu, tj. realnu osu.
Stoga, ako obelezimo /MAB = a, jasno je da je ZMAB = ZAQE = «,
kao uglovi sa normalnim kracima. Takode, poSto je ZAME periferijski ugao
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naspram h—prave (luka) AFE, to je ZAME = %LAQE = %a.
Kako je d = In 8—?, sledi
ed—O—B——OM—ct g——l
oA 04 PaT @
2
—d o d d

o
— tg-=e

5 . 5 = arctge “, a = 2arctge “.

Primetimo da §to je tacka A bliza tacki B, tj. kad d — 0, to a — 5. Sli¢no,
Sto se tacka A priblizava 0, tj. kad d — o0, to &« — 0.

Ako oznadimo sa II(d) = a = 2arctge™? tzv. funkciju Lobagevskog, primeéu-
jemo da funkcija II(d) opada od 5 do 0 kad d raste od 0 do oo.
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5 Hiperbolicka geometrija

5.1 H-—trougao
5.1.1 Trigonometrija h—trougla

Sledece tri propozicije ¢e nam pomoéi u nalazenju kosinusne teoreme hiper-
bolicke geometrije.

Propozicija 8. h—krug sa centrom 0 i h—poluprecnikom r je euklidski krug sa
centrom u 0 @ poluprecnikom tanh 3.

Dokaz.

1 1
2 € kp(0,7) < dp(0,2) =r < In + 12 =r < + 12 =e"
1—|z] 1—|z]
— 14zl =1—z])e" <= |z|+|zle"=€" -1 <= |z|(e"+1)=€"—1

T

e
= =50

r r
= tanh 5 = kn(0,r) =k (O,tanh 5)

Propozicija 9. Za svako z1, 2o € C vazi
1. cosh® z; —sinh? 2 = 1,
2. 2cosh z sinh z; = sinh 2z,
3. sinh? zZ1 = %cosh 2z1 — %,
4. cosh® 2z, = %cosh 221 + %,
5. sinh? 27 cosh? 2 + cosh? 2 sinh? 2o = % cosh 2z; cosh2z9 — 1,
6. 1 —tanh? z; = sech® 2.
Dokaz.

2 2
1 1 1
cosh® z; — sinh® 21 = (2 (e +e-“>> - <2<€Zl — e-“>> = (@ f 24 e

4=1

el W

1 1
Z(6221 _2+e—221) _ Z(6221 +2+6_2Z1 _6221 +2_e—221) _

() = (e7)?) =

N

1 1
2sinh z; coshz; =2 - 5(621 —e *1). i(ez1 +e ) =
1
5(6221 — e ?%1) = ginh 2z,
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1 11 11
Feosh2z + o= (€% +e7M) + o = (¥ 247 =

1
sinh? 21 cosh? 29 + cosh? 21 sinh? 29 = 5 cosh2z1 cosh2zy — 1 =

(;(em - e_zl))z - (;(ezz + 6—22)>2 + (;(621 + e-21)>2 . (;(eg - e—ZZ)>2 _

1 1 1 1
Z(e2z1 _ 2_"_6—221)1(6222 +2+€—222) 4 Z(62,21 +2+€—221)Z(6222 _ 2+e_2Z2) _

1/1 1/1 1/1
- ((e2z1 +62Z1)1) - ((6222+€222)+1) +§ <2(6221 +62Z1)+1> .

2\2 2\2

1 1 1
3 —(e%*2 4 e %) — 1) = Z(COSh 2z1 — 1)(cosh 2z + 1) + Z(cosh 2z1 4+ 1)(cosh2zy — 1) =

(cosh 221 cosh 225 + cosh 221 — cosh 229 — 1 + cosh 227 cosh 229 — cosh 227 + cosh 2z, — 1) =

N R
N =

1 1
= 1(2 cosh2z1 cosh 2z — 2) = i(cosh 2z1 cosh2z9 — 1)

2z1_1 2 221 12_ 221_12
1—tanh221=1—(e > :(e +1) (e )

6221 _|_1 (6221 + 1)2
et 427 41—t 4202 — 1 4 2e71 \? B
(62,21 + 1)2 - (62;:1 + 1)2 T\ g2 +1 -

2 2 1’
= = = h2
<ez1 +e * ) (cosh z1 ) sect A1

Propozicija 10. Za svaki par tacaka z1,z2 € D vaZi
o1 1
sinh idm(zl’ 29) | = i(coshdm(zl, 29) — 1).

Dokaz. Dokaz se oslanja na formulu za rastojanje u Poenkareovom disku D, (5),
i 3. stavku prethodne propozicije. |

Neka je T kompaktan h—trougao u D sa temenima wvy,ve i v3 i neka su
a,b,c h—duzine stranica naspram temena vi,vs,v3, respektivno, i unutrasnji
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uglovi a, 8 1 v kod temena vy, vs i v3, respektivno. Kako bilinearni automorfi-
zmi oblasti D ¢uvaju uglove i h—rastojanje, to mozemo izabrati f € Aut(D)
td. f(v1) =0, f(v2) =7 >0, f(vs) = se™,a € (0,7) i dp(vi,v;) =
dp(f(v:), f(vj)), © # j,i, j = 1,2,3. Radilakoce zapisa, pretpostavimo da je ve¢
izvrieno preslikavanje f i proglasimo v; = 0,v2 = r > 01 v3 = se!®*, a € (0, 7).
Na osnovu prve propozicije zaklju¢ujemo r = tanh §,s = tanh %, gde je r eu-
klidska duzina stranice v1vs, a ¢ h—duzina iste stranice, odnosno analogno za
s 1 b u odnosu na stranicu vivs. Primenimo euklidsku kosinusnu teoremu na
euklidski trougao sa temenima vy, vs i v3.

Slika 13: h-trougao

lvg — v3]? = 1% 4+ 5% — 2rscosa

c b c b
lvg — v3|* = tanh? 3 + tanh® 3 2 tanh 3 tanh 5 cosa

Na osnovu druge propozicije vazi da je

[vg — vg? |vg — v3? YA ey
= = h 7d = h .
0Tl o) Q) -2 i gioleees) | = sinh 3

Sledi, na osnovu stavki tre¢e propozicije

b
lug — v3)? = (1 —72)(1 — s?) sinh? % = (1 — tanh? g) (1 — tanh? 2) sinh? g =

b
= sech? g sech? = sinh? a

2 2
— sech? ¢ sech? é sinh? 4 _ tanh? ¢ + tanh? é — 2tanh ¢ tanh 9 Ccos
2 2 2 2 2 2 2
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b b
sinh? g sinh? g sinh? = sinh ¢ sinh —

S = + -2 cosa / - cosh® gcosh2

cosh? ¢ cosh? g cosh® g cosh? é cosh : COSh%

b b b b
<= sinh? a_ sinh? ¢ cosh? = + sinh? = cosh? ¢ 2 sinh ¢ sinh = cosh ¢ cosh = cos «
2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
= icoshaf 3= i(coshbcoshcf 1) — isinhbsinhccosa /2

<= cosha — 1 = coshbcoshec — 1 — sinh bsinh ccos «

<= cosh a = cosh bcosh ¢ — sinh bsinh ¢ cos «

Formula
cosh a = cosh b cosh ¢ — sinh bsinh ¢ cos a

—~
=)
=

naziva se I kosinusna teorema hiperbolicke geometrije. Specijalno, za o =

)

|

dobija se
cosha = coshbcosh ¢ (7)

koju nazivamo Pitagorinom teoremom hiperboli¢ke geometrije. PokuSajmo da
izvedemo sinusnu teoremu hiperboli¢ke geometrije iz kosinusne. Oznacimo sa
A =cosha, B =coshbiC = coshe. Zakljuéujemo

_ coshbcoshc—cosha  BC — A
cosa= sinh bsinh ¢ " sinhbsinhc

BC - A

. 2 2
—sin“a=1—cos“"a=1— | ———
(smhbsmhc

)2 / - sinh? bsinh? ¢
sin? asinh? bsinh? ¢ = sinh® bsinh® ¢ — (BC' — A)? =
(cosh®b — 1)(cosh® ¢ — 1) — (BC' — A)?> = (B?> —1)(C? — 1) — (BC — A)?
=B’C? - B*-C?+1- B°C*+2ABC — A =1- A*> - B> - C* + 2ABC
sina  1— A% - B?-C?+2ABC

19 T 12 . 1927 . 12 =K
sinh” a sinh” a sinh” bsinh” ¢
.2 .2
.. sin“p . sin®#y .. .. .
Analogno se dobija ——— = K i = K. Kada spojimo sve tri jednakosti
2 s 1.2
sinh” b sinh” ¢ ) )
. .. sin? a sin’ B sin? y sinh” a sinh” b
u jednu dobijamo ——— = ———- = ——— odnosno —— = —— =
sinh” a sinh” b sinh” ¢ sin® « sin“ 8
sinh? b . .. .. ) :
ey Posto su sve navedene funkcije pozitivne pod uslovima datim u ovom
sin

razmatranju, to mozemo uzeti kvadratni koren jednacine, ¢ime dobijamo

sinha sinhb sinhe

(8)

sin o sin 3 sin vy

koju nazivamo sinusna teorema hiperbolicke geometrije. Jasno je da zamenom
stranica i odgovarajuéeg naspramnog ugla dobijamo tri varijante kosinusne te-
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oreme:

cosh a = cosh b cosh ¢ — sinh bsinh ¢ cos a
cosh b = cosh a cosh ¢ — sinh a sinh ccos 3

cosh ¢ = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos y

odnosno, u skladu sa uvedenim smenama,

BC—-A BC—-A
cosa= simhbsinhc \/(32 —1)(C?2—1)
. AC-B _ AC-B
cos f = sinhasinhe /(A2 - 1)(C? - 1)
AB-C AB-C
cosy =

sinhasinhd /(A2 — 1)(B2 — 1)
Takode, na osnovu prethodnog izvodenja, znamo
1-A?—-B*>-C?4+2ABC 1-A?—-B?-(C?+42ABC
sinh? bsinh? ¢ B (B2 -1)(C?2—1)
Dakle. sina— | 1~ A? — B* — C? + 2ABC
’ N (B2-1)(C%?-1) '
Analogno, sin 3 1—-A%2-B%2-(C?+4+2ABC
nalogno, sin § =
she: (A2 —1)(C?—1)
Nadimo vrednost izraza — cos « cos 3 + sin a:sin 3 cosh c.
A—- BC AC - B

sinhbsinh ¢ sinhasinhe

sina =

—cosacos 3+ sinasin 8 cosh c =

+\/1—A2—BQ—02—|—2ABC.\/1—A2—BQ—C2+2ABC o
(B2 -1)(C%?-1) (A2 —1)(C?—1)
(A— BC)(AC — B) 1—A? - B?-(C?+2A4BC
CT- )R- -1 (- ) -DE 1)
A?C — AB — ABC? + B?C + C — A’C — B?C — C* + 2ABC?
(€2 - 1)/(A42 - 1)(B2 - 1) -
—-AB+ ABC?*+C—-C*  AB(C?*-1)-C(C*-1) _
(C2—1)/(A2-1)(B2—1) (C°—1)/(A-1)(B>-1)
(AB - C)(C? - 1) AB-C
@-nJE-nE-) JE-nBE-h
Jednacina koju smo upravo dokazali
cosy = —cosacos 3+ sinasin S coshc 9)

naziva se I I kosinusna teorema hiperboli¢ke geometrije. Ona ne vazi u euklidskoj
geometriji, niti ima neki ekvivalent u istoj.
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5.1.2 Povrsina h—trougla
Lema 12. Zbir unutrasnjih uglova proizvoljnog h—trougla je mangji od .

Dokaz. Dokazimo u . Ako je proizvoljni h—trougao takav da mu je jedno
teme 0, tada su mu dve stranice delovi polupravih iz 0, a treéa je deo kruznice.
Stoga su h—uglovi na trecoj stranici o¢igledno manji od odgovarajuéih euklid-
skih uglova, pa vaZi tvrdenje. Ako proizvoljan trougao u ID nema za jedno teme
0, uvek je moguce izabrati bilinearni automorfizam oblasti D koji slika jedno
teme trougla u 0, ¢ime se dobija prethodni sluc¢aj. Time je dokaz zavrsen. W

Definicija 15. Teme h—poligona u H je idealno ako se dve h—linije koje ga
sadrze seku u oo.

Deﬁnicija 16. Pouwrsina oblasti X u H data je sa
1
Pu(X) = [ pti(2)]dz| = fX 2|dz| / — dxdy.
Im XY

Teorema 11. Poursina oblasti X u poluravanskom modelu H je invarijantna u
odnosu na delovanje opsStih automorfizama oblasti H.

Dokaz. Dokaz ove teoreme je primer primene teoreme o promeni koordinata.
Takodje, posto smo uspostavili identifikaciju tacaka iz xy ravni sa tackama

z = x + 14y iz C (specijalno H), niSta nas ne sprec¢ava da opste bilinearne auto-
morfizme oblasti H, koje su funkcije oblika f = f(z) posmatramo kao vektorske
funkcije F' dve promenljive, x i y.

Povrsina skupa F'(X) data je sa

/ pus(z,y)dedy = / (pi o F) ()| det(DF) | dzdy .
F(X) X

Kako je opsti oblik automorfizma oblasti H

£(2) az+b (az+b)(cz+d) acx?+ acy? + bd + bex + adr Yy
= = = ’L .
T rd (cz+d)(cz+d) (cx + d)? 4 2y? (cz + d)? + 2y?’

a,b,c,d € R, ad —bc=1,

za funkciju F' izabrac¢emo funkciju

Fla,y) = acx? + acy? + bd + bex + adx Y
4= (cx + d)? + 2y? " (ex 4 d)? + c2y?
(cx +d)? — c2y? 2cy(cx +d)
Racunski se pokazuje da je DF (z,y) = ((ex +d)? +c2y2)2 ((cx +d)? + Czy?z

—2cy(cx + d) (cx +d)? — 2y
((cx+d)? + c2y?)?  ((cx +d)? + 2y?)?

1

idet(DF(m,y)) = ((CI ¥ d)z I 62y2)2
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Da bismo izra¢unali povrsinu oblasti u H moramo da integralimo funkciju gu-
A2 1+ 242)2
(o + )" ¥ W) geqs
Y

1
stine py(x,y) = —;, odnosno (py o F)(z,y) =
Y

Pa(F (X)) = [

1
( )pH(x,y)dxdy = / —drdy = / (p o F)(x,y) | det(DF (z,y))|dvdy =
F(X X

FXx)Y

d 2 2,2\2 1 1
:/ ((C$+ )2+Cy) . 5 5 22dl’dy:/ ?dl'dy:PH(X)
X Yy ((cx +d)* + c2y?) xY
Time je teorema dokazana. |

Lema 13. Ako je T hiperbolicki trougao sa jednim idealnim temenom i unutra-
Sngim uglovima kod druga dva o i (8, tada je Py(T) =7 — (a+ f).

Dokaz. Bez umanjenja opstosti, neka je ivica h—trougla kona¢ne duzine deo
polukruga jedini¢ne kruznice (kao na slici). Naravno, u slucaju kada je ivica
konaéne duzine deo polukruga u H sa centrom u tacki a i polupreénikom R,
dovoljno je primeniti bilinearno preslikavanje f(z) = #*z* na trougao, ¢ime se
problem svodi na prethodni slucaj.

Py(T) = /T ;|dz| = [z =2+ iy, x € [cos(m — a),cosB], y € [V1 —a?Q,oo]]

(Im 2)?
_/cosﬁ (/oo dy) i |:/oo @2 B ;1 P B 1 :| _
cos(m—a) Vi—z? y2 Vi—z2 Y Yy 1-a? V31— 22
cos B B _ g
:/ dix:[a::cose, dx:—sinﬁde]:/ M:
cos(m—a) V 1— 22 T—a sin 6

:—0/§_a:0/2‘“2#—@—,@:77—(04%—6)

cos(r —a) 0 cos

Teorema 12. (Gaus-Boneova formula) Neka je T proizvoljni h—trougao sa
unutrasnjim uglovima o, 8 i v u odgovarajuéim temenima a,b i c, respektivno.
Tada je Pu(T) =7 — (a+ B8+7).
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Dokaz. Ako je slucaj kao na levoj strani sledece slike, prvo se izvrsi bilinearno
preslikavanje f, h—rotacija oko tacke a koja dovodi stranicu ac u vertikalni
polozaj. Primecujemo da je tada povrSina h—trougla jednaka razlici povrsina
h—trougla sa jednim idealnim temenom, tj.

Py(T) =7 —(a+(B+0) - (- (r—7)+0)) =
=r—a-f-0—-r4+n—v+b0=m—a—-pB-—y=m—(a+B+7)

Definicija 17. h—poligon u H sa konacno mnogo stranica je razloZiv ako ne
sadrzi H.

Teorema 13. Neka je S razloziv h—poligon sa temenima vy, va, ..., Uy & unutra-
Sngim uglovima kod svakog temena aq, aa, ..., &, respektivno. Tada je Py(S) =

(n—2)r =320 o

Dokaz. Ideja je da se h—poligon razlozi na h—trouglove, iskoristi Gaus-Boneova
formula za povrsinu svakog h—trougla, a zatim primeni sumacija.

Neka je izvrSena dekomporzicija h—poligona na n h—trouglova, u oznaci
T;, i = 1,2,...,n, kao na slici. Oznacimo tac¢ku u unutrasnjosti h—poligona
sa z 1 uglove sa temenom u x sa A;, ,i = 1,2,...,n. Jasno je daje Y . A\ =
27. Takode, izvrsivsi dekompoziciju h—poligona primecéujemo da se svaki ugao
a;, 1 =1,2,...,n deli na dva manja ugla. Ozna¢imoihsaa;1ia;2,i=1,2,....,n.
Numeracija svih pomenutih uglova vrsi se u smeru suprotnom od smera kazaljke
na satu. Dodajmo takode da je a1 1 = 1 1, pa sledi

n n n

Pyu(S) = Z Pu(T;) = Z[ﬂ' — (2 + ajp11+N)] =nm — Z(am + 11 + Ni)
i=1

i=1 i=1

n n n n n
:nw—(Zaig—&—ZaHH—i—Z)\i):n7r—27r—<Zaiz+Zai+u>:
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n

= (n72)7r7 (ZO@Q#’ZO@Q) = (n72)7rfz(0ti1+061;2) = (’I’L*Q)TF*ZOLIL' .

=1
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Slika 14: Razloziva jednakost povrsina

5.2 H-—krug

Lema 14. Hiperbolicki krug u D je euklidski i obratno, mada se centar i h— centar,
kao i polupreénik i h—poluprecnik mogu razlikovati.

Dokaz. Napomena: Dokaz ove leme predstavlja u velikoj meri parafraziranje
dokaza iste leme u knjizi [1] sa spiska literature.
Laksi slu¢aj smo dokazali prvom propozicijom. Neka je C' h—krug u D sa
h—centrom ¢ i h—polupre¢nikom s. Neka je m € Aut(D)(m(z) = ¢(z), npr.)
bilinearno preslikavanje koje slika ¢ u 0 i ¢uva rastojanje. Tada je m(C) hiper-
boli¢ki krug u D sa h—centrom 0 i h—poluprec¢nikom s. Na osnovu propozicije,
m(C) je takode i euklidski krug sa centrom u 0 i polupreénikom s . Pogto je
m bilinearno i m € Aut(D) to je m~! bilinearno i m™ € Aut(D) i m~! slika
uopstene krugove u C na uopstene krugove u C. Kako ne postoji tacka u D koja
se slika u co (posto se radi o izomorfizmu oblasti D), to su uopstenu krugovi u
C zapravo krugovi, pa je C = m~1(m(C)) takode euklidski krug u D kao slika
euklidskog kruga m(C).
Suprotno, neka je C euklidski krug u D. Bez umanjenja opstosti je to krug ¢iji
centar ¢ nije 0 (taj smo slu¢aj pokrili propozicijom). Neka je L euklidska linija
koja prolazi kroz 0 i euklidski centar kruga C',c,i L L C. L je takode i h—linija u
D (staviSe, geodezijska linija). Neka je tacka p takva da je dp(p,a1) = dp(p, az),
gde je LNC = {ay,az}. Izaberimo m € Aut(D) koji slikap u0i L uR. m ¢uva
rastojanje, pa su slike tacaka aq i ag tacke s 1 —s, s € R. m(C) je euklidski
krug (na osnovu propozicije) i m(C) L R. m(C) je takode i hiperbolicki krug
sa h—centrom u 0. Sledi, m~!(m(C)) = C je hiperboli¢ki krug u D.

[ |
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Propozicija 11. Obim hiperbolickog kruga h—polupreénika r je 2w sinhr.
Dokaz.

2
O(Cn(0,7)) = [y EE |dz| = [ ~(t) = tanh g cost + i tanh g sint,
) - r 2m 2tanhg 2tanhg r
’y(t):—tanhfsint—kitanhfcost]:/ —tdt =21 ———— 5 - =
2 2 0 1—tanh2§ 1 — tanh” 2
e —1 e —1
-2 - er+1 — 47 - er+1 :477.%:
. em —1\2 X" 4+ 2" +1—e2 2" —1 4e”
B (eTJrl) (em +1)2
e?r —1
=T — :ﬂ-(er—e_’"):27r-§(eT—e_T):27rsinhr
|
Propozicija 12. Pouvrsina h—diska h—poluprecnika r jednaka je 47 sinh? g
Dokaz.
P(Dp(0,7)) =P (D(O,tanh C)) = // %dwdy =
2 D(oann 3) (1= (22 +92))
= [x = Rcosf,y = Rsinf,J =R, R € [O,tanhg],Q € [0, 27] } =
2m tanh 5 4 tanh 5 4
= ———RdR | df =27 - RdR =
/o / (1—R2)? " / (L+RP(1- R
B / 4RdR B / 1 B 1 JR — / dr
N (1+ R)2(1 - R)2 (1-R)? (1+R)? )] 1—-R)?
dR 1 1 2 2 tanh £
= = =27 — 2
/(1+R)2 —RTiTR 1R | T i/
1 1—1+tanh®
=4r 95, — 1 =47 - + aI; 2 _
1 — tanh” 5 1 — tanh” 5
sinh? r
cosh? r sinh? r r
= 7 2 7 =47 2 — 4rsinh?® =
cosh? 3~ sinh? = 1
n® =
cosh” 5
|
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5.3 Gausova krivina

-1
Definicija 18. Funkcija k : Q@ — R, k(z) = k(pa(2)) = 20 A (In(pa(2)))
Palz
naziva se Gausova krivina na §, gde je pa(z)|dz| Rimanova metrika na i A
Laplasijan.

Teorema 14. Gausova krivina na D i H je jednaka —1.

Dokaz. Dokaz se izvodi ra¢unskim putem, u skladu sa prethodnom definicijom.
2 2

z = x + 1y sledi

Posto je pp(z) = =22 - 2
(1—a? -2 2
kp(@,y) = - A5
2
f(xvy)*lnl_an_yZ
1—22 -9 —2-(-22z 2z
folz,y) = : 2( 2)2: 2_ 2
2 (1—22—y?) 1—a2—y
fonl )_2(1—x2—y2)—2x~(—2x)_2—2x2—2y2+4a§2_2+2x2—2y2
zz\T,Y) = (1_x2_y2)2 - (1_x2_y2)2 - (1_x2_y2)2
1-a®—y> —2-(=2y) 2y
fy(@,y) = T2 — 0202 ] — 2 _ 2
2 (1—22—y9y?) 1—ax2—y
201 — 2% —9y?) —2-(=2y) 2+ 2y* — 222
fyy(xvy): _ 2 _ .2)2 = 2 _ 2)2
(1—22 —y?) (1—a?—y?)
2 + 222 — 2y + 2 + 2y% — 222 4
Af(x,y) = frz(q:ay) + fyy(xay) = (1 2 yg)z = (1 22— y2)2
—(1— 22 —y?)? 4
= k = : =-1
p(z,y) 4 (1—a2—y2)2
. 1
Analogno se radi i za pg = = - T+ 1y
Imz Y’
ku(z,y) = —y A( >
1
f(z,y -
(z,y) = ny
- -1
fo(@,y) = fou(z,y) =0, fy(z,y) =y- w2
Y Y
1 1
fyy(xay): E - Af(:r,y):fm(:c,y)Jrfyy(x,y):?
2. 1

= ky(z,y) = -y~ 5 =—L

Y
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5.4 Bilinearna preslikavanja sa stanovista geometrije

Sledeéi deo rada tice se geometrijskog videnja klasifikacije bilinearnih presli-
kavanja i u velikoj meri predstavlja parafraziranje delova teksta iz knjige [7] sa
spiska literature. Slike su takode preuzete iz iste knjige.

Citaocu se savetuje da ponovo procita deo rada koji se tice klasifikacije bili-
nearnih preslikavanja. Iz iste znamo da su elipticka preslikavanja konjugovana sa
rotacijom R, hiperboli¢ka sa homotetijom g, 5 i loksodromicka sa preslikava-
njem g(z) = Az, |A| # 1, A € C, koje prestavlja kompoziciju rotacije i homote-
tije. Naravno, jasno je da su tada trivijalno Rg, Ho, x1g(2) = Az, |A| # 1, A€ C
elipticka, hiperbolicka i loksodromicka preslikavanja, respektivno, tj. njihovi ar-
hetipovi. Znamo, takode, da su paraboli¢ka preslikavanja konjugovana sa trans-
lacijom T = z + 1, pa je T} arhetip paraboli¢kog preslikavanja. Ovi arhetipovi
¢e zaokupiti nasu paznju u nastavku rada. Jasno je da preslikavanje u C ,indu-
kuje” isto preslikavanje na Rimanovoj sferi S?, pa ¢emo posmatrati, na kratko,
Rimanovu sferu. U skladu sa stereografskom projekcijom severni pol sfere N
poistove¢ujemo sa tackom z = oo, a juzni pol S sa tackom z = 0. NaSe tvrdenje
o broju invarijantnih ta¢aka se potvrduje, to su 0 i co za prva 3 preslikavanja i
oo za Cetvrto. Invarijantne krive prikazane su strelicama.

[b]

Slika 15: Arhetipovi preslikavanja na Rimanovoj sferi
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5.4.1 Inverzija - IT deo

Veé smo rekli da je inverzija u odnosu na krug K(zg, R) ima oblik Jx(2) =
R2

= T . Zapi8imo taj izraz malo drugadije.
R? R?> 4+ 202 — 2070 20 -Z+R?>—|n|> Az+B
i) = —E = +70700: 0 +7 7| ol _ 7+
zZ— 2 Z — 2o 1-Z2—7% Cz+D

Proverimo jo§ ponaSanje kompozicije 2 inverzije.

A12+B1
Tres 0 T (2) = Tc <A12+Bl) _ A2701§+D1 + Bs _
2 1 *\Ciz+ Dy ng 4D,
Ciz+ D,
_ As(A1Z+ B1) + Bo(CiZ4 Dy)  Z-(A1Ay + BoCh) + AsBy + BoDy
~ Cy(A1Z+ By) + Do(C1Z+ Dy)  Z-(A1Co + DoCy) + B1Cy + D1 Dy
Az + B
“orrp - Tl

Dakle, inverzija u odnosu na krug je zapravo bilinearno preslikavanje'® i, sa-
mim time, nema potrebe za razdvajanje ta dva pojma. Posto je kompozicija
dve inverzije bilinearno preslikavanje i kompozicija dva bilinearna preslikavanja
(a samim time i kona¢no mnogo) je bilinearno preslikavanje, to povladi da je
kompozicija parno mnogo inverzija bilinearno preslikavanje. To nam daje mo-
tivaciju za sledec¢u teoremu, za koju ¢emo priloziti samo skicu dokaza. Ali, pre
toga, jedna mala digresija.

5.4.2 Radikalna osa i pramenovi kruznica

Definicija 19. Radikalna osa predstavija skup tacaka koje imaju jednake poten-
cije u odnosu na 2 zadata kruga.

Razlikujemo 3 slucaja:

1. krugovi se seku - njihova radikalna osa sadrzi presecne tacke tih dvaju
krugova,

D
. 2

Fradkalne esa

16potklasa bilinearnih preslikavanja
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2. krugovi se dodiruju - njihova radikalna osa je zajednicka tangenta tih dvaju
krugova u njihovoj dodirnoj tangenti,

o
N

m
o
k

Frodkolne oso

3. krugovi su disjunktni - zadati krugovi se preseku tre¢im i ponovi se slucaj
1) dva puta.

N
s Fir udil—si\lr\o 50

Definicija 20. Skup svih krugova jedne ravni od kojih svaka 2 za radikalnu osu
imaju istu pravu zvacemo pramenom krugova.

Defini8imo sada tri vrste pramenova krugova:

1. elipticki - svaka dva kruga pramena seku se u dvema razli¢itim tackama,

e e

e
—— \
ra e A

5 ({r /?5'}\)\ | o
\ ¥
B R F

- rodikolre osa pronena

2. parabolicki - svaka dva kruga pramena dodiruju se u istoj tacki,
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N\ =%

= odikolra 0S0 promenc

3. hiperbolicki - svaka dva kruga pramena su disjunktni.

&

—iradikolre bso prorens

Posto posmatramo podskupove produzene kompleksne ravni C, H i D, to slike
pramenova, tj. njihove graficke reprezentacije, nece biti ,cele”. U H to ¢e biti
polukrugovi i poluprave, kao radikalne ose, odnosno delovi krugova i pravih u
D.
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5.4.3 Dekompozicija bilinearnih preslikavanja

Teorema 15. Elipticka, hiperbolicka i parabolicka preslikavanja mogu se izraziti
kao kompozicija 2 inverzije, a loksodromska kao kompozicija 4 inverzije.

Dokaz. Nagin na koji se dokazuje ova veoma bitna teorema je tako sto se odgova-
rajuca preslikavanja prvo svedu na svoje arhetipove. Zatim se vrsi dekompozicija
arhetipova, a zatim se inverznim preslikavanjem nade trazeno preslikavanje ,,u
originalu”. Jasno je da ¢e osobina bilinearnih preslikavanja da ¢uvaju simetriju
imati velikog udela u dokazu.

-elipticki slucaj: Posto je arhetip rotacija koja se moZe rastaviti na kompo-
ziciju 2 refleksije ¢ije su ose seku pod uglom g, toje f=TgoJa, gdesu Ja i
Jp h—refleksije, odnosno inverzije, i kruznice A i B se seku u fiksnim tackama
preslikavanja f pod uglom od %.

-hiperbolicki sluc¢aj: Kako je arhetip homotetija, koja se moZze rastaviti na kom-

C e . .. . . . .. r
poziciju 2 inverzije u odnosu na koncentri¢ne kruznice sa koeficijentom —ZB, to
r
A

je f = JgoJa, gde su A i B koncentricne h—kruznice koje ne sadrze fiksne
2
r

tacke preslikavanja i —]23 = ), gde se radi o odnosu kvadrata dva h—polupre¢nika
r

v . A
h—XkruZnica.

-parabolicki sluc¢aj: Kako je arhetip translacija 7, koja se moZe rastaviti na

c . co s . . S .. .
kompoziciju dve refleksije ¢ije su ose paralelne i udaljene 5 (na slici oznaceno
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T
sa o ) jedna od druge, to sledi f = Jg o Ja, gde su A i B kruznice koje se

dodiruju u fiksnoj tacki preslikavanja.

-loksodromski slucaj: Posto je arhetip kompozicija rotacije i homotetije, koje
se pojedinacno rastavljaju na kompoziciju 2 preslikavanja, jasno je zaSto se
svako loksodromsko preslikavanje rastavlja kao kompozicija 4 inverzije. Zaista,
f=(Tgody)o(Toda) = (TIpoTda)o(Tg 0T, ), gde su A i B kruznice koje
se seku u fiksnim tackama preslikavanja f, dok su kruZnice A'iB ortogonalne
na AiB. |

zZ—a

5.4.3.1 Geometrijska interpretacija preslikavanja f(z) = = 7
az —
Ocigledno, f(a) =01 f(0) = a. Stavise, f je jedini bilinearni automorfizam
oblasti D koji medusobno razmenjuje tacke a i 0. To znaéi da, ako konstruisemo
preslikavanje g sa ovim svojstvima, tada je f = g.
Trazimo inverziju Jx za koju je Jk(a) = 01 Jx(0) = a. Kako su tacke a i

1 . . : 1y . :
a* = — simetri¢ne tacke u odnosu na D, to su Jk(a) i Jk | = | simetri¢ne u
a a

1

odnosu na Jx (D) = D. Posto je Jx(a) =0, to je Tk (:) = 00. Po definiciji
a

inverzije, centar inverzije se slika u oo (gledajuéi inverziju kao preslikavanje

f: C — C), odakle zaklju¢ujemo da je centar kruga tacka —. Posto je inverzija
a

(= /B

\“-\‘_,_L/\‘ f
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antikonformno preslikavanje!”, to moramo uraditi kompoziciju sa jo§ jednim
preslikavanjem. Imajuéi u vidu da su tacke a i 0 ve¢ zamenile mesta, moramo
izabrati preslikavanje koje fiksira pravu L = a0. Dakle, f = R o Jx. Pazljivim
razmatranjem zapazamo da je raspored preslikavanja nebitan, tj. f = RpoJx =
R o Jk. Fiksne tacke ovog preslikavanja su tacke preseka kruga inverzije K i
prave L, u oznaci & i & . f je konjugovano sa ¢ = —z = €™z, pa ovo
preslikavanje predstavlja h—rotaciju za m oko tacke preseka Jx i L koja se
nalazi u D u pozitivnom smeru.

5.4.4 Pramenovi i epicikli ~—ravni u oba modela

Definicija 21. Neka je x pramen pravih i X proizvoljna tacka u ravni w tog
pramena koja ne pripada svim pravama pramena X. Skup svih tacaka ravni
7w osnosimetricnih tacki X uw odnosu na prave pramena x zvaéemo epiciklom i
obelezavacéemo ga sa €(x, X).

U geometriji Lobacevskog postoje 3 vrste pramenova pravih:
e elipticki - pramen konkurentnih h—pravi,
e hiperbolic¢ki (ili ortogonalni) - pramen hiperparalelnih h—pravi,

e parabolicki - pramen paralelnih A—pravi, tj. onih A—pravi koje se seku u
jednoj tacki A apsolute.

Epicikli koji odgovaraju navedenim pramenovima su krugovi, ekvidistante i ori-
cikli, redom.
Poluravanski model:

17¢uva vrednost ugla, ali ne i smer
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Slika 17: Epicikli hiperboli¢kog pramena

Slika 18: Epicikl parabolickog pramena

Poenkareov disk model:

Slika 19: Epicikl eliptickog pramena Slika 20: Epicikl eliptickog pramena
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Slika 22: Epicikl paraboli¢kog pramena
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6 Zakljucak

Zavrsimo rad citatom iz knjige [3]| sa spiska literature. U njemu prof. dr
Mileva, Prvanovié govori o neprotivreénosti Poenkareovog disk modela, ali se
analogno moze tvrditi i za poluravanski model, kao i za Klajnov model, koji,
iako pomenut, nije bio u fokusu ovog rada.

,Osnovni objekti tog modela su objekti geometrije Euklida. Osnovne relacije (re-
lacija pripadanja, relacija izmedu, relacija podudarnosti) su u stvari izvesne Eu-
klidske relacije izmedu Euklidskih objekata. Drugim re¢ima, cela H—geometrija
posmatranog modela je jedan deo geometrije Euklida. Svakoj teoremi Hiperbo-
licne geometrije odgovara jedna teorema u ovom modelu, a ova je opet, teorema
geometrije Euklida. Dakle, ako bi u Hiperboli¢noj geometriji postojala neka
neprotivre¢nost, ona bi se pojavila i u Poenkareovom modelu, pa dakle i u geo-
metriji Euklida. Otuda ova osnovna teorema:

Teorema 16. Ako je geometrija Euklida neprotivreéna, neprotivrecna je i Hi-
perbolicna geometrija.”

8



Literatura

[1] Anderson J., Hyperbolic Geometry, 2ed, Springer, 2005.
[2] Marek Svetlik, Beleske sa predavanja iz Geometrijske teorije funkcija

[3] Mileva Prvanovi¢, Neeuklidske geometrije, Prirodno-matematicki fakultet,
Novi Sad 1971.

[4] Miodrag Mateljevié, Hyperbolic Geometry and Schwarz lemmma, Matema-
ticki fakultet, 2015.

[5] Miodrag Mateljevi¢, Kompleksne funkcije, Matematicki fakultet, Beograd
2006.

[6] Srdan Vukmirovié, Modeli geometrije Lobadevskog, skripta, 2005.
http://alas.matf.bg.ac.rs/vsrdjan/files/geomlob.pdf

[7] Tristan Needham, Visual Complex Analysis, Oxford University Press Inc. ,
2004.

[8] V.V. Prasolov, V.M. Tikhomirov, Geometry, American Mathematical Soci-
ety, 2001.

[9] Zoran Luci¢, Euklidska i Hiperbolicka geometrija, Matematicki fakultet,
Beograd 1997.

79



