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YBOT,

Teopuja pempesentanuja HaM oMoryhaba jia amcTpakTHe ajrebapcke CTPyKType
HpeJICTABEMO Kao JIMHEApHa IpecauKBaiba BEKTOPCKUX Ipoctopa. llomohy me mo0u-
jaMo 1mpesia3 ca ancTpakTHuUX cumbosia Ha marpuie. KomOuHATOpHMKa HAM JI0aTHO
nmoMazke Jia ONMWINeMO pernpe3eHTaruje. YcrnoctaBuhemo Be3y m3mel)y pernpeseHTaluja
rpyma u cuMeTpUIHUX (pyHKIHUja Kopuctehn KoMOUHATOPHE 0OjeKTe Kao MITO Ccy JaH-
rosu tabson u l'endana-lleTanHOBH HU30BH.

Cumerpuune (pyHKIHje Cy jejaH O HAJOCHOBHHUJHX II0JMOBaA aJredapCcke KOMOMHA-
TOpHKE. ¥ paJiy ca IbUMa ce 10jaBsby]y Tako3Banu Kocrkunu u JIurasyn-Puyapnconosu
opojesn. Onu ce nojassbyjy n y [IlybeproBoM Kaakyirycy Ha rpacMannjannMa. [lokasa-
heMmo 1a oHM MMAajy Be3e ca HPEAYIUOMJIHUM pelpe3eHTaldjaMa CUMETPUIHUX U OIl-
mrux guaeapaux rpyna GL(n, C). Tume hemo mobutn anrebapcku onuc Koctkuuux n

JInrasyn-Pudap/iconosux Opojesa, KOju Cy IIPBEHCTBEHO KOMOMHATOPHU O0jEKTH.



1 Penpe3eHranuje KOHAYHUX TpyIia

[Tonpazymesahiemo f1a je cBaK# BeKTOPCKH mpocTop Hajl nosbeM C ako npyravuje auje
nariameno. Penpesentanuja rpyme G je xomomopdusam rpymna p : G — GL(V), tae je
V' komitekcau Bekropeku poctop, a GL(V) rpyna ayromopduzama ox V. Hecro hemo
cam mpoctop V HasmeaTu pernpesentanujom rpymne G, a ymecto p(g)(v) hemo mucarn
g - v jep umamo ja G aejcrByje na V.

Jlaspe mogpa3ymeBamo ja je rpyna (G KoHadHA, Kao U Ja je V' KOHaYHO-TUMEeH3UOH!
BekTOpCcKH 1poctop. Cremnen penpesenraiuje p je JMMEH3Hja BEKTOPCKOr mpocTopa V.

Xomomopduzam penpesentanuja V u W rpyne G je mHeapHO MPECINKABAHE BEK-
TOPCKUX MPOCTOPA (¢ TaKBO Ja 3a cBako ¢ € G m v € V Baxkn ¢(g-v) = g - p(v), Tj.

crenehn aujarpaM KOMyTHpa

W

v
| el
VoW

3a cBe g € (. 3a TakBO MpecauKaBame KaxkeMo 1a je G-mmHeapHo. AKO je XOMOMOp-
duzam pernepesenTanja OujeKInja, OHIa je OH W30MOPGU3aM perpe3eHTaIn]a.

Heka je p : G — GL(V) pemnpesenrtanuja rpyme G. AKO 3a BEKTOPCKH TOTIIPOC-
top W on V Baxu g-W C W 3a cBako g € G, 1j. W je G-unBapujantan, Taja
je npecimkasame u3 Gy GL(W), naro ca g — p(g)w, 106po nedunncano u 1o je
pernpe3enTarmja rpyma. 3a W kaxkemo Ja je moipemnpeseHTarnja pernpeseHrtamuje V.
Axko penpesentanuja V' Hema npaBu HeTpuBHjaJaH G-MHBapHjaHTaH IOTIPOCTOP, 33 V

KazkeMo J1a je HpeayIuOnIHa pelrpe3eHTallH]a.

JIema 1.1 Axo je p: G — GL(V) npouseonna penpesenmavuja xonaune 2pyne G u
W wena nodpenpesenmauvugja, mada nocmoju G-unsapujanmuu nomnpocmop U makas

da V=W @& U. Tada xascemo da je V dupexmma cyma penpezenmayuja W u U.

Zloxaz: Y3mumo mpousBo/bHI XepMuTCcKH npouspoa H : V x V — C u pedunummnmo

HOBH XepMHTCKH pou3sox H : V x V —» C nomoliy jexnakoctu

F[(UDUZ) = ZH<9‘U1,9‘U2),

geG

3a v1,vy € V. OBUM ¢MO JOOWJIM XePMUTCKHU ITPOM3BOJ TAKAB JI3 ﬁ[(h cvp, hoovg) =
]:I(vl,vg), 3a cBe h € H u vy,vy € V. Tpaxkenn norupocrop U je OpTOKOMILJIEMEHT
normpocopa W y oaHoCy Ha HOBH XePMHUTCKHU TTPOU3BO/I H. Kaxko je W = Ut Baxu

V =W @& U. Tpeba jom nokasaru ga U je G-uHBapujaHTaH, Tj. /12 38 IIPOU3BOJHHE



u€eUmngeGsaxnu g-u € U. 3acBako w € W numamo

H(w,g-u)=H(g™" -w,u) =0
w
€

na je U G-unBapujanTan. [

[Iperxoana Jiema HaM gaje ciegehy odurIe Hy MOCTIEIUILY:

IMocaeguua 1.2 Csaxa penpesenmavuja V xonaune epyne G ce moosce npedcmasumas

Kao Jupexmmua cyma upedyyubUusHUT PeNpe3eHmauu]a.

Cueniehe tBpheme 30Bemo [lyposa jema:
CraB 1.3 Hexa cy
p1:G— GL(V}) u py:G— GL(13)

dse upedyyubuasne penpesenmauvuje xonaune 2pyne G u uexa je W : Vi — Vo xomo-

mopdusam penpesenmauuje. Tada easce caedeha mepherva:
(i) xomomoppusam V je usu u30MOPPHUIAM UAU HYAG-NPECAUKABAILE;

(it) axo je Vi = Vi, onda W = NI, 2de je A € C, a I udenmuuro npeciurasarve.

Jlokas: (i) N3 nedununuje xomomopdusma pernpesentanuja caean na je ker(V) G-

uHBapHjanTan nornpocrop o Vi. Heka cy g € G u v € ker (V) npoussosbau. Taja
U(g-v)=g-¥()=g-0=0,

ma g -v € ker(V), 1j. ker (¥) je samcra G-uusapujantan. Taxobe, im(¥) je G-
unBapujantan nornpoctop oa Vo, Heka je ¢ € G u w € im(V¥). Heka je v € V)

TakBo Jga w = ¥(v). mamo

g-w=g-V(v)="Y(g-v),

ofakse BUANMO 12 ¢ - w € im(W), 1j. 1a je n im(V) G-uHBapujaHTaH.

Kaxko cy oBo upeaynubuiige penpeseHTaluje, nMaMo JBa ciydaja. [IpBu ciyuaj je
aa je ker(¥) = Vi, rana je ¥ = 0. V apyrom cayudajy, ker(¥) = 0, raga je im(V) # 0,
na je im(W) = V5 360r upeaynuOuIHOCTH, OJaKIe 3aKbydyjeMo na je ¥ uzomopdusam.
(7i) Axko je Vi = Vs, onma je ¥ enmoMopduzaM KOMILUIEKCHUX BEKTOPCKHUX ITPOCTOPA.
Kapakrepuctuunu nmoannom uma 6ap jegan koper A € C 300r ajrebapcke 3arBOPEHOCTH
moJba KOMILTeKCHUX OpojeBa. Omapre 3aksbyayjemo na W — A\ mMa HETPUBHjaIHO je3rpo,
na u3 nperxoiaHor 3akspyudyjemo jga ¥ — Al = 0, 1j. W = AI, mTo cMO U XTeJIH Jia

nokazkemo. [



Csaxa penpesenranuja p : G — GL(V) nedunume dbynkmujy x, : G — C nary
ca
Xp(9) = Tr(p(g)),

Tj. X,(g) je Tpar 1uHeapHOr mpeciaukasama p(g) : V — V. 3a rpuBujasiny penpesenra-
unjy po : G — GL(V), rae je V = C, mary ca g — 1l¢, IMaMo KapaxkTep X,,(g9) = 1,
3a cBe g € G.

[Ipe Hero mTo HACTABUMO, PA3MOTPHUMO je/IaH €KBUBAJICHTAH HAUMH HA KOJU MOYKEMO
na nocmarpamo rpynnu nperet C[G). Enemente C[G| MoxkeMo 1a BUAIMO Kao QyHKITH]je
G — C, a omepanmje m3mehy mux geduHucane Tako Ja OArOBapajy CTaHIAPIHO]

gedbuHAIM]K onepalyja y rpynHoM npereny. Ako cy ¢1, ¢o € C[G], Tana

(f1 + ¢2)(g) = ¢1(g) + ¢2(9), g€G,

(P12)(9) = Z 61(g1)02(92),, g€ G.

9192=9
Haname fiemo ciioboH0 Kopuctutu 06e nedbunuiyje rpymnuor nperesa ClG).
Oyukmuja f : G — C je knacHa dyHKuja ako je WHBapWjaHTHA Ha KJacamMa
koujyranuje, Tj. 3a wy saxu f(ghg™') = f(h) 3a cse g,h € G. Tlomro ce Tpar He Merba
OPUINKOM KOHjyTallije, IMaMoO Ja Cy KapaKTepHu penpe3eHTalnja KjaacHe (PyHKIHje.
Ckyn kinacaux GyHKiuja Cepass(G) Moxkemo Bujetn ka0 C-BeKTOPCKH MOTIPOCTOP
on C[G]. dumensuja tor mornpoctopa je 6poj Kiaaca Koujyramuje rpyne G: 6a3y dmhe

dbyunxuuje-unauxaropu O : G — C, nare ca,
0, h
O[g}(h) = , hed,

3a cBe KJace KoHjyranmje [g] ox G.

CraB 1.4 Hexa cy dame penpesenmayuge p : G — GL(V) ut: G — GL(W). Tada:
(1) xvew = xv + Xw;
(7)) Xvew = XvXw;

(iid) xv- = Xv-

Jlokas: (i) Penpezenranuja 1 : G — GL(V @ W) je nara Ha ouuryienan Ha9uH

g-v+w)=g-v+g-w, veViweWgea.



Heka je g € G durcupano. Ako cy {\;} concrsene Bpennocru ox p(g), a {u;} ox 7(g),
onga cy {\;} U {y;} concrsene Bpexnocru ox 9. Omasze caenn Xyvaw = Xv + Xw-
(17) Penpesentamuja v : G — GL(V ® W) je nara ca

g-v@uw)=g-v®g-w, veViweW,geaG.

Kopuctumo oznake u3 (7). Mmamo na cy {\;pu;}concrsene Bpennoctu on ¥s(g), ma

oJlaTiie CJIeINn Xyvew = XV XW-
(1i1) Penpesentarmuja p* : G — GL(V™) je mara ca

(g-f*,v):<f*,g_1-v), Uev?f*GV*vgeG

Comcrene BpeaHOCTH 071 p(g) o3HaumMo oneT ca {\;}. Omma cy {\; '} concrpene Bpe-
Hoctu oneparopa p*(g). 36or konaunoctu rpyne (G, CONCTBEHE BPEJHOCTH CY KOPEHU
jenuHMIE, 11, )\;1 = \,. Omasne caean yy- = xy.

Axo mmamo penpesentanmjy p : G — GL(V), ca V¢ ozmagasamo moTmpocTop

G-uHBapHujaHTHUX BeKTOpa v V, Tj.
“={veV]g-v=v3acegcV}
Mpumerumo ga V= o ker(p(g) — 1)

Cras 1.5 Heka je p : G — GL(V) npoussonna penpsenmanuja konauwne epyne G.

Tada je npecaurasarve

’G|Zp ) € End(V)

geG

npojexyuja ca V na VO,

Jloxas: Heka je v € VY mponssospan Bekrop. Tama

II(v) ‘G’Zg U_‘G‘ZU |G|v

geG

na umamo ja v € im(I1). Kako je v 6uo npoussosman u3z VY, nobujamo V¢ C im(I1).
Heka je cag v € im(I), 1j. mocroju w € V rakso sa II(w) = v. 3Ba upousBosbHO
h € G Baxku

1
h-v=~h g-w | =— hg) -w = g-w=wv,
(|G|QGZG ) a0 = 3

crora v € VY mro nam maje ga im(I1) C VC. Jlaxme, im(I1) = V. U3 nperxomanx
jesHaxkocTn uMaMo fa 3a ceako v € V, I12(v) = I(v), Tj. 11> = II, na I 3aucra jecre

npojexnuja. []



Ha upocropy kjaacuux GpyHKIM]ja yBOJUMO XEPMUTCKHU YHY TPAIIELU ITPOU3BO/IL TOMONY
dopmy.ie
‘G’ ZSD 807%0 € Cclass<G)-

geG
[Ipe Hero mTo MUCKOPUCTUMO JePUHUCAHH XEPMHUTCKU HMPOU3BOJ, HABEJIMMO IIap
opuMepa pelpe3eHTannja Koje hemMo KopucTHTH. AKO MMaMO pelnpe3eHTaluje pp :
G — GL(V}) u ps : G — GL(V3), Ttaga umamo u peupesenraiujy p : G —
GL(Hom(V3,V3)). Omna je nara ca

p(9)() = p2(g) oo pi(g™),

3a g € G, ¢ € Hom(V4,V5). 3a meH KapaxTep BaXKH X, = Xp; Xp,- 10 Cjeanm u3
craBa 1.4 u uzomopduzma Hom(Vy, V5) =2 Vi* @ V. JIpyru Gutan npumMep je Tako3BaHa
peryiapna penpesentamuja R @ G — GL(C[G]). Axo je ¢ = > _a,9 € C[G], a

h € G, uspaz
h-¢= Zaghg = Zahqgg

geG geG

naje aejcreo G na C[G]. Kapakrep perynapHe pernpesentanuje je gar popMyaoM

|G|7 g=e€
0, g#e

®ukcupajmo g. Enementu rpyne cy 6aza 3a C|G|, u g - k = gk, 3a cBe k € G. Onanne

xr(9) =

UMaMo, y caydajy g # e, ga cy 0 Ha aumjaronanu marpuie R(g) y 6asu G, ma je
Tr(R(g)) = 0. Y cayuajy g = e, 36or e - k = k, sugumo ga je Tr(R(e)) = |G|, na

J1001jaMo Jia je TauHa IPETXOJHO HaBejeHa (hOpMYJIa.
ITocnenuua 1.6 Baosicu caedehe:

(1) Axo je p: G — GL(V) penpesenmayuja xonaune epyne G u X, woj npudpyorcen

Kapaxmep, oHda 8aHCU

dim V¢ = Z Xo(g

geG

(2) Axocypr: G — GL(V}) upy : G — GL(V3) dse upedyyubuane penpezernmanuje
epyne G, onda je

L, il
<XP1 ) sz = Z Xpl Xﬂz = .
gEG 07 ‘/1 % ‘/2

(3) Kapaxmepu upedyyubusnuz penpesenmanuja konaure epyne G wune opmoHopmu-

par cucmem y npocmopy kaacrut Pyrryuja Coass(G) y 00nocy na (- ).

6



(4) Bpoj neusomopprux upedyyubusnux penpezenmauja konaune epyne G je Konaswan

u on Huje eehu 0d 6poja kaaca xonjyaavuje epyne G.

(5) Hexaje{p;: G — GL(V;) |i € I} xonauan ckyn ceux upedyyubuinux penpesenma-
yuja epyne G. Tada npouseomny penpesenmauujy epyne p : G — GL(V)

MOHCEMO 00 PASAOHCUMO KGO QUPEKMHY CYMY UPedyUuubUuU/MHULT

= @ V;EBmi(P)’

iel

ede cy myamunavyumemu m;(p) nojasnusara upedyyubuane Komnonwerme V;

jednosnauro odpeheru 3a ceako 1 € I.

(6) Hexa je p : G — GL(V) npoussomna penpesenmauugja, a p; - G — GL(V})
upedyuubUAHA PENPESEHMALUTA KOJa ce nojaspyje ca myamuniuyumemom m;(p)

y V. Tada saorcu jednarocm mi(p) = (Xp, Xp;)-

(7) Csaxa upedyyubuana penpesenmavuja p; : G — GL(V;) xonaune epyne ce no-
jasnwyje y peeyaapnoj penpesenmavuju R : G — GL(C[G]) ca myamunauyume-

mom jednakum m;(R) = dim V;.

(8) Hexa je{p;: G — GL(V;)|i € I} xonauan ckyn upedyuubuinus penpesenmanuja
epyne G. Tada sasicu opmyaa

Gl =3 (dimV;)?.

el

Jlokas: (1) Kako je I1 : V. — V| nedunncano y mperxoJHOM CTaBy, IPOjeKInja Ha
V& mvamo ga je Tr(II) = dim VY. Onasze cien

1 1 1
Tr(IT) = Tr (@ gezgp(g)> =1 QEZGTr(p(g)) =@ > Xo(9),

geG

oJlaKJie J00MjaMO TParKeHy jeTHAKOCT.

(2) Heka je p : G — GL(Hom(V, V3)) panuje naBenena penpesentanuja. Kako cy Vi u
Vo upenynubnine penpesenrarje, #Ha ocaoBy [lypose geme nm Hom(Vi, V,) = C win
Hom(V3, V3) = 0. Tpaxeny dopmyry nobujeMo IPIMEHOM jeIHAKOCTH X, = Xp; Xps H
TBphema (1).

(3) OBo je mocsrenuna tBphema (2).

(4) Panuje cmo Bumenn ja je aumensuja BekTopckor npoctopa Cepss(G) jeanaka 6pojy
KJIaca KOHjyrammje, a KaKo XepMHUTCKH MPOCTOP He MOZKe MMATH OPTOHOPMHUPAH CHCTEM

Behu o1 cBoje maumensuje, gobujamo TpaxkeHo TBpheme. Ojapie gobujamo jga je 6poj



Hen3oMOp(HUX upe iy IMOMITHUX pelpe3eHTalja KoHauHe rpyle KOHavYaH.

(5) V (4) cMo 3aKk7By9uIN KOHATHOCT GpOja Hen30MOpMHUX HPe Y ITUOUTHIX perpe3eHTa-
nuja, a JieMa HaM Jiaje Jia [IOCTOjU pa3Jarame Ha JUPEKTHY cyMy. JeIMHCTBEHOCT TaKBOT
pasjarama, Tj. jeJHO3HAYHOCT MYJITHILTAIHTETA caean u3 (6).

(6) U3 mexommosumuje 100MjaMo 12 je X, = Y ;o5 Xp» Ta u3 TBphema (2) mobujamo
TpaxKeny (popmymry.

(7) Kopucrehin (6) n kapakTep peryjiaphe penpeseHTanuje uvamo ciaegehn Hu3 jes-

HaKOCTH

mi(R) = (Xr: Xp:)
ﬁZxR—(sﬁxm(g)

geG

1
= @XR(G)Xpi(e)
1
= —|G|Tr(1y,
= dimV;.

Hobunu cmo Tpazxkeny jegnakoct. [Ipumerumo aa je m;(R) > 0 jep je cBaku V; numeH-

zuje Behe o 0.
vdimVi

(8) U3 (7) nmamo na saxu C|G] = P, V; , TIa BaYKH
dimC[G] =)~ dim(V;"™") =) “(dim V;)?,
iel el

IIITO CMO M XTeJIH 13 JOKazxKkeMo. []

Heka je H noarpyma ox G. Tauma csaka peupesenrtamuja V' ox G Moxke ja ce
pectukyje na Oyjae pemnpesentamuja o H. To ce obesexxkana RestV. Heka je V
pernpesentarmja on G mw W < V H-unBapujanTtan mormpocTop. 3a cBako g € G,
nornpocrop g - W 3asucu camo ox gH jep gh-W =g-(h-W)=¢g-W. 3ac € G/H,
numieMo o - W 3a taj mornpoctop ox V. Kaxemo na je V ungykoBana ca W, ako ce

CBaKH €JICMCECHT U3 V, MO2KE Ha je,ZLI/IHCTBeH Ha'4vUH 3alluCaTH KaO CyMa eJIeMeHaTa TaKBHUX

V=P oW

oceG/H

Tpauncaara og W, Tj.

Taza mumemo V = IndG V.
Ako mmamo H < G u penpesentanujy W on H, mmamo penpesentanujy V ox G

V = C[G] QciH] W,
rae je nejctBo G Ha V' maro ca
9 (9 ®w)=g¢ @w.

8



Ba 0 € G/H, o3uauumo ca g, € G takBo ja je g,H = o. Ilpumerumo na 6a3y ox V
qnHe g, ® u, 3a cBe 0 € G/H u 6a3ne BekTope u penpesentanuje W. Onasie caenn na

ve oW,

oceG/H

je

1j. V = IndSW.



2 Janrosu TadJjion

2.1 JauroBm aujarpaMm u MoOILy BbaBamha

JaHroB gujarpam je Kojekmuja hennja mopehanux y pesioBe, Koju Cy JIeBO TOPaB-
HaTH, ca HepacTtyhuMm Opojem hiesmja y cBakoMm peay. Ako ykymHo mMmamo n heinmja,
opoj heuja y cBakoM pemy HaMm Jaje naptunujy opoja n. Ilapruiujy hemo yriaaBHom
obejieykaBaTu ca MaJIUM CJIOBOM rpukor ajicadera, najuenthe A. Mmamo u oOpuyTO.
3a cpaky mapruimjy Opoja n mmamo oxrosapajyhm Janros mmjarpam. 30or osora,
yecTo hiemo moucroBehmBaTu mapTHUIE]y ca JAUjarpaMoM M Ibera hemo ucTo obeseka-
Batu ca A. [laprumuja je mara Hu30M Heomaaajyhumx MO3UTHUBHUX IeJIUX OpojeBa, TO
hemo nucaru A = (A, Ag, ..., \y). Hekay hemo j103B0o/baBatTu nojaB/buBambe KOHAUHO
nan Yak OeCKOHAYHO MHOTO HyJIa HA KPajy, ako HaM TO Ojakimasa 3amuc. Jlyxwuna
naprungje [(A\) je 6poj A; pasnumumrux ox 0. Takohe hemo maprurujy 3agaBatu ca
A= (d}',ds?, ..., d%) Kaga KeJuMo 13 YKaKeMO Ha TO Ja maprunmja 6poj d; cajpxku
a; myta , 1 <1 < s. Ilumemo A F n ga o3Haummo ga je \ maprumnuja oa n. Y TOM
caydajy, 3a n muieMo |A|, Tj. 0Bo je o3Haka 3a 6poj unja je A naprunmja. [Tomro mMamo
JEeIHO3HAYHY KOPECTOHIeHIN]jy u3Mehy naujarpama m napTuiinja, moMohy Tora MOzKeMo
neUHAIIEMO KOHJYTOBaHY MApTHINjy. AKO HaM je Jara IapTHIHja A, KOHjyTOBaHY
MapTUIHA]Y A J0OMjaMO TaKO IITO JUjarpaM o A MPOUYUTAMO IO KOJOHAMA.

VuucuBame MO3UTUBHEX Teux OpojeBa y hejuje Janrosor jaujarpama hemo nasu-
BaTH MONYyIaBambeM JjarpaMa u obejexxkaBahemo ra ca 1. Janros Tab/o, Wi camo
TabJ10, je TOIymhaBamhe 3a KOoje BaxKd Jia je:

e Heonajajyhe y cBaKoM pejy;

e CcTpoOro pacryhe y ¢Bakoj KOJIOHH.

3a Tabao Kaxkemo 1a je tabso Ha aujarpamy A. Crapgapmam Ta0j0 je oHaj TabJo Koju
je monymen GpojeBuma o1 1 10 |A|, npu demy ce cBaku oj GpojeBa MOjaBJbyje TauHO
jeTHOM.

Heka je A\ mmjarpam m T meroso momymaBame. DPUKCHpajMO jBe KOJIOHE U O k
henuja y cBakoj on mux. Pasmeny (u3melly jaBe KosoHe ca m3abpaHUM CKyIOBHMA OJ
k hennja) nedununmmemo kao nonymasarme T’ Koje qobujamo ox T’ Tako MITo 3aMEeHNMO
caJipkaje n3abapaHux hesuja y JIeBOj KOJIOHKM €& OHUM U3 JIeCHE, U OOPHYTO, IIPU deMy
qyBaMO pejociaes U3 TPpBOOUTHOT MONyHhaBama 1.

Yeeaumo ypehemwa Ha Janrosum aujarpamuma. Heka cy A = (A, Ay, ..., As) u X =
(N[, AL, ..., L) maprunumje, mpu Yemy 103BOJhABAMO Jla IPU Kpajy Oyay Hyse Kako Ou
3amnucu OWaH UCTUX JayzkuHa. AKo 3a cBako i, 1 < i < s, Baxu A\; < A, KaxkeMo 71a je
A cagpxkaa y N u mumemo A C N, Kaxemo ga je A Mamu o1 Ay JIeKCHKOrpadCKOM

nopeTKy, y osHamu A < | ako 3a HajMarme ¢ TaKBO Ja A\; # A, (aKo TaKBO 10OCTOjH),
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Baxku \; < A.. Ilpumernmo na je oBo Toraano ypeheme. Pehu hiemo ga X gomunupa A,
y o3uarmm A < )\| ako 3a CBAKO § Bakm A; + -+ + A\; < A] 4+ -+ + A\, 3a paznmky of
nekcukorpadcekor ypehema, C u < HEUCY pejalyje TOTAJIHOr IoperKa. Ilpumernmo aa

3 A C N caequ A < N, mro nopnaun A < N,

2.2 RSK aaropuram

Heka je nar Tabso 1" n npupogan 6poj k. OBre hemo yBecTn onepaiujy yoarnpama
y peq o6poja k 'y tabo T, ckpaheno ybarusambe, v o3uanu 1’ <— k. Paju jgaxmer 3ammuca,
ca T;; iemo obestexkaBatu yHoce hennje y i-ToM pely u j-Toj Kosonu. Ty hemmjy hemo
HEKaJ| IPUPOHO o3Ha4asaru ca (i, 7). Hexa je r majsehn meo 6poj rakas xa T ,_1 < k.
VY caygajy na je Ty > k, yaumamo na je r = 1. Axko T uma r — 1 kosony, oH1a ybammmo
k ma kpaj npsor pema. Ako T umak mma Gap r KoJioHa, 3ameHumo 17, ca k. Tama ce
eneMmenT k' = T, majpe y APYrd peJ ¥ HOHOBMMO HABEIEHH MOCTYHAK U 3a mera. OBO
HACTaB/baMO CBe JIOK C€ eJIeMEeHT He IMOCTABM Ha Kpaj pela, Iph 4eMmy je Moryhe ma To
Oyze mpBHU eleMeHT HOBOI pega. OBume mobujamMo momymaBame 1 <— k aumjarpama ca
jennom henmjom purme. Ilokazahemo ma je m ono Janros tabso. Ckyn henmja koje cy

yUecTBoBase y yOAnnBamy, HA3UBAMO MyTAamoM ybarmuBamba u obesexkasamo ca [ (1T <

k).

JIema 2.1 (a) Kada ybauyjemo 6pojk y mabao T, onda ce nymarva ybayueatva nomepa
yaeso. JIpyeum pewuma, axo (r,s), (r+1,t) € I(T < k), onda s < t.

(6) Hexa je T mabao u j, k nosumuenu ueau Opojesu maxeu da j < k. Tada ce
nymara [(T < j) nasazu cmpozo aeso y odnocy wa 1((T < j) < k), mj. axo
(r,s) € I(T < j) u (r,t) € I((T < j) « k), onda je s < t. Taxohe, nymaroa
I((T < j) « k) ce ne enywma ucnod I(T < j). Ilpeyusnuge,

[I((T" 4= ) = B)[ < [I(T = j)|-

oxas: (a) Heka (r,s) € T. Vnu heauja (r+1, s) ne nocroju wiu 1,41 5 > T,s. Y npBoM
CAYYajy, OUUTTIETHO He MOXKe Ja Oyjae t > s jep OMCMO UMATU TPA3HUHY YV JIHjarpaMy.
Y apyrom ciydajy, nonymwabame 1 <— k je pacryhe 1o pepoBuma, na k He 01 MOIJIo
na Oyne JecHo y onmocy Ha s-Ty Kosony jep k < 1T,s < 1,1 5. Hakme, y oba ciaydaja
nyTama ybanupama He MOXKe Ja Ue YIECHO.

(6) Tlormro 6poj Moxke camo crporo Belim 6poj Ja HOIIA/be Y HOBH DeJl MPUIUKOM
ybanuBama, oja/ie ciaeian ja ce k ydaiyje crporo JIeCHO y OJIHOCY HA J y HOIYhaBahe
T < j. To paspe moBia4u, HHAYKIMjOM 110 Ty:KUHU myTame, aa ce (T < j) Hanasu
crporo seBo y omuocy Ha I((T < j) < k). Enement b najumke hemmje y (T «+ j)

ce HaJIa3u Ha Kpajy peja 1o jeduHunuju yoanupama. V3 nperxogHor uMaMo Ja ce ¢,
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eqement Hajuuzke hemmje y I((T < j) < k) manasu jecHo ox b, na He Moxke 6uTH y

HoBoM pexy. lakie, myramwa [((T < j) < k) we une ncnox nyrame (T < j). O
IMocnenuuna 2.2 Axo je T mabao u k > 1, onda je u T < k mabao.

Jloxaz: N3 nedpwannmje ybannsama nMamo Ja je nomnymwapawme 1 <— k pactyhe yHyTap
penoBa. OcTaje 1a T0KaXKeMo Ja je cTporo pactyhe yHyTap KoJoHa. Bpoj a Moxke camo
crporo Behu 6poj b ga momaske y HoBU pen. U3 mena (a) jeme 2.1, umamo jga ce b
HaJI1a3M JIEBO Y OJIHOCY Ha @, 1a UCIOo/ a Mopa outu crporo Behu 6poj y T' < k. /lakie,
T < k jecte cTrporo pactyhe no koJsionama. [l

Hexka je A = (a;;);;>1 N-Marpumna ca KoHaUHEM HOocadeM. MOKeMO je mOcMaTparn
Kao OeCKOHAYHY MATPHILY ca KOHAYHO MHOTO HEHYJIa YHOCA HJIH M X N MATPHILY TJe Cy
a;; = 0 kaza je 1 > m uam j > n. Marpunu A MoxkeMO 13 IPUAPYKUMO TeHePaIH30-

BaHy MEPMYyTaIUjy w4 JAePUHUCAHY Ca

i1 9 i3 ... im
wa = . . . . )
Ji J2 J3 - Im
IpH 9eMy BayKW:
19 0 <ip < - gy
2° ako je i, =1 ur < S, OHIA Jr < Js;

3° 3a cBaku map (i, j) HocToOju @;; BpegHOCTH 7 TakBUX 14 (i, J,) = (4, j).

Craka marpuna A jeauuctBeno oapehyje w4, u 0OPHYTO, CBAKM HU3 KOjU 33/ 10BOHABA
OpEeTXOHe YCI0Be opehyje MaTPUIly ca KOHATHUM HOCAYEM.

Cana hiemo marpumu A, Tj. reHepaJH30BAHOj MEPMYTAIUjA W4 TPUIAPYKUTH ype-
henu nap rabaoa (T, S) na caegehu naunn. Heka je (T7°(0),S(0) = (0,0), rue je 0 npazau
tabro. Ako je t <mu (T(t), S(t)) neduuucano onga

() T(t+1)=T() < Jeys;

(17) S(t+1) ce mobuja ox S(t) Tako mro gomamo hemujy ga T'(t+ 1) u S(t + 1) umajy

UCTU OOJUK U Y Y CTaBUMO I41.

IToctynax ce 3appmasa 3a t = m u gebunumemo (T,5) = (T'(m),S(m)). OBy ko-
DECIOHICHIH]y O3HAYABAMO ca A ——b (T,S) n nazusamo je RSK amropurmom. U3
nocseaune 2.2 cuaepu jga je T tabao. Ocraje HaMm ja mokazkeMo ja je S 1abso jga 0u 0BO
Jl0/ieJbUBakbe 6110 100pOo jJeduHuCcaHO.

Kako pegom ynocumo enemente y S Koju ¢y pactyhu, mmamo ga je S pacryhe mo

peroBuMa u KoioHama. (OcTaje HaM J1a TIOKaxKeMo jAa je S cTporo pactyhe yHyTap
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kojioHa. Tpeba ja moKarKeMo Jia JIBa je/IHAKa eJIEMEHTA U3 TOPIEr Pejia y w4 He MOTY
na ce Haly y uctoj koiouu o S. AKO 3a HEKO k BaXKW! iy = ipi1, OHIAA Ji < jrr1. V3
nena (6) meme 2.1 umamo na je myramwa ybamnusamwa [(T(k) < jri1) CTPOro mecHo y
onnocy na nyramwy [(T(k — 1) < ji), ka0 u ga mehe npoxyxutu ucmof me. Omase
CJIeTH /13 eJIeMEeHTHU HajHUKUX he/nja TUX MyTamba JexKe Y Pa3InduTuM KoJaoHama o1 1
na he konone ox S 6utu crporo pacryhe jep momymaBarbe mpaTn obauk ox 1. Jakie,
u S je Tabj10, 1a je 0OBO MPUAPYKUBAHE T0ODPO J1ehUHUCAHO.

[Ipe mero mro masegeMo riaaBHy Teopemy o RSK kopecnoneHIuju, IpUMETHMO
J1a MOXKEMO JIa U3BPIIAMO OIEepalnjy WHBep3HY ybOammBamy. AKo HaM je mar Tabi1o
T < k, 10BO/bHO HAM je Jla 3HAMO KOja hejmja jgojara IMpBOOUTHOM Hjarpamy Jia
oucmo yrepauwan 1 u k. Ako je b enement gonare hemnnje, leroba mpeTxoaHa MO3UIN]a,
y pelly U3HaJ, HajOIMKa IeCHOM Kpajy pefa, Ha Kojoj je 6poj crporo mamu o7 b. OHaa
3a Taj OpOj IMOHOBHMO IOCTYIIAK, H HACTABHUMO IIPOIEC CBE JOK He JobujeMo O6poj Koju

je m3baven u3 1UPBOI pejia, Tj. TpazkeHu 6poj k.

Teopema 2.3 RSK anecopumanm je 6ujexyuja usmehy N-mampuya A = (a;;)ij>1 ca
KonauhuMm Hocavem u ypehenur naposa Janzosux mabaoa (T, S) ucmoe obauka. Y 060j
KOPeCnoHOeHYUjU

7 ce nojasmyje y T mawro Zaij nyma,

1 ce nojasnyje y S mauno Z a;; NYmMa.
J
Zokas: N3 nedununmje agropurma ciaeqn ga cy 1 u S mcror obInKa, Kao U Ja BaxKe
HaBejieHe jepnakocru. Ilpe mokaza ¢cMo nmokasasm jga cy 1 u S 3amcra Ttadaoun. Ocraje
HaM Ja yTBPAUMO Oujekiujy u3mehy oBa jBa CKyIia.

Heka je narta renepanmsoBana nepmyrtanuja wy u nap (1,5) = (T'(m), S(m)) nobu-
jeH on me. Heka je S,; HajaecHuje mojaB/buBame HajBeher yHoca y S. U3 mokaza na je
S Tab10, IMaMO Ja ce jeJHaKH eJIeMEeHTH YHOCE CJeBa HAJeCHO, 1A je S,.s = 1,,. OmaBie
umamo S(m — 1) u Moxemo ga ogpeumo T'(m — 1), 3aro mro 3uaMo Kojy hesujy cmo
nonaan T'(m—1) ga 6ucmo nobusm T'. TTpumenom nuBep3a ybarmparba hennje qo6ujanvo
Jm 1 T(m—1). Hakme, 106011 ¢MO (i, jm) 1 (T'(m—1),S(m—1)). Ilonasmamem oBor
HOCTYIKa J00MjaMO w4, A 3aK/bYIyjeMO Ja je doae/buBame nHjeKTuBHO. Heka je cama
(T, S) upousso/bHu AP Tab/I0a UCTOr Aujarpama. [I[pUMEHUMO IIPETXOJHU OCTYIAK U
J1001jeMo Hu3

i i,
wa = | . . )
Ji - Im
3a KOjW HAM OCTaje Ja YTBPAUMO Ja 33/I0B0JbaBa YCJIOBE TeHepAJN30BaHe TepMyTalnje.

Ouursienao Baxu 11 < - -+ < 4,,. OcTaje HAM Ja TTOKAXKeMO Ja, aKO iy = ix41, OHJA BaYXKN
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Jk < Jrr1- Heka je ip = Sps w1 tpi1 = Sup. Tama je r > uu s < v. Ilyrama nunsep3nor
ybanuBamba, ca nzabpanum T, kpehe u3 v-re kosone. Kaja ce maep3 npumMenu 3a 1.,
IpeceK Te IMyTame ca U-TUM pPeJIoM Mopa OUTH CTPOrO JIEBO ¥ OMHOCY HA U-TY KOJIOHY.
NunyknujoM o AyKUHA TyTamkbe UHBep3a 3a 1), 3aK/byIyjeMo Ja ce OH HaJa3W CTPOTO
JIECHO Y OJIHOCY Ha TyTame uuBep3a 1,s. /Jlakse, Ha moveTKy ce ji HaJa3wWo JIeBO O
Jra1, ma je jr < jrr1- Omamae mobujamo, ma je 0BO JI0Ie/bUBARE OMjEKIHja, IMTO CMO U
XTeJN Ja JOKaxkeMmo. [

OBa xopecnoneHIja he HaM OUTH O/ 3HAYAja Kala HAIPABUMO Be3y u3Mehy Tabaoa
u cuMmerpuyHnx dyHrnkuja. Cana heMo je MpUMeHWTH Ja YTBPAUMO jOII jeTHY HHH-
jeHuIly Be3aHe 3a TabJioe.

Ako mmamo marpuily mepmyTanuje A, oIHOCHO mepMmyTanmjy w,4, OHAA he ce OHa
CJVKATH Y Tap cTaH apAHuX Janrosux Tabuioa. Taxobhe, ako mMaMo AT map cTaHIapI-
HUX Tab/0a, WHBEP3HUM IIOCTYIKOM H3 JIOKa3a TeopeMe heMo JOOUTH ITepMyTalujy.
Hakae, mocroju Oujekimja usmehy mepmyranuja ckyna [n] u cBux ypehenux naposa

tabjioa aujarpaMa A, rjie A npoJia3u CBUM HAPTUIMjaMa A OJ 1, Tj. BarKu:

Cras 2.4 3a npupodan 6poj n, saxcu jednarocm

nl=> (F)

A

ede je f* 6poj cmandaponux mabroa dujazpama .
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3 Cumerpuune pyHKIHIje

3.1 Ilpcren cumerpuyHux (pyHKIHja

Heka cy x1,...,z, Heonpehene u mocmarpajmo nperen Z[xy, ..., z,|. Ha mera e-
jeTByje rpyna S, ca o - x; = %,(;), 3a cBako i € [n]. Ilominome Koju cy dbuxcupanu npu
OBOM JI€JCTBY 30BEMO CUMETPUYHU TOJUHOME U OHU YHHE TOTUTPCTEH Of Z[T1, . .., Ty]

koju o3navaBamo ca A,. Craku f € A, MoxkeMO 78 TpeACTABUMO Y O0JIUKY

F=> 1",

r>0

e ¢y f) xomorenu wimanosn cremena ry f. Kako cy m f) cumerpudnn, mmamo

3ampano na je A, rpajgupaHu TpPCTEH, Tj.

_ T
A= DAL
r>0
riae cy A7 rpyne cHMeTPHYHHX MOJIMHOMA CTelleHa T Y OIHOCY Ha cabupabe.
[Mocmatpajmo cag u A, 1, IPCTEH CAMETPAINX TIOJHHOMA ¢a N+ 1 TPOMEH/BUBOM 1
YOUMMO NpUPOAHO pedpuHucan enuMopdu3aM IpaIupaHux npcreHa m, : A, 1 — Ay,
aT ca
x;, 1€ [n],

(i) =
0, 2=n+1

Axo morsieiamo 1o EuBomMa, T, ¢ AL, — A, IMamo Ja je T, CypjeKTHBHO 3a CBAKO

n?

r > 0 u usomopduzam 3a r < n.

Cana moxkemo jiepuHUCATH TPCTEH cuMeTpudHnx pyHkiuja. Heka je npso
A" = li%n Al

Umanmo A™ = {(fy)nen | fr ciMeTpuaHE TOJMHOM CTENEHA I ¢a 1 IPOMEHBUBUX, Ty, (1)
= fn, 3a cBako n € N}. Tlosmrome f,, MOZKeMO Jia BUANMO Kao mapiujasHe cyme peaa f

MOHOMA CTelleHa 7 ca 6eCKOHAYHO MHOT'O IpoMeH/buBuX. Hampasumo u cienehu rpajiu-

A:@A’".

r>0

pPaHU IPCTeH

Hberose enemenTe Ha3UBaAMO CUMETPHIHUM hyHKIMjaMa 1 A ce caMUM THM 30Be IPCTEH
cumerpuunux pyukiuja. Osae hemo umaru enumopduzam 6, : A — A, xoju he ucro
CJIMKATH T, y 0, 3a cBe m > n.

Kako je A cioboman Z-Momy/a, y WHTEpeCy HaM je Ja OAPeanMO pPasjanduTe Oase 3a

A.
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3.2 MounomujajiHe, eJieMEHTapHE U

KOMILJIETHE cuMeTpuYHe (PYyHKIHje

Heka je mara naprurmmja A = (A1, Ag, ... ), IJie MOApa3yMeBaMo JIa je CAMO KOHAYHO
MHOI'O HOuYeTHHX usanoBa pasiamuanto ox 0. Owa oapehyje monom z* = xi\lwg‘Q e
MoHoMHjaJIHY CEMETPpUYHY (PYHKIH]Y M)y JAePHHUIIEMO KAa0 CYMY CBUX Pa3THIUTHX
MOHOMa KOjH ce M00Hjajy oI =7 mepMyTallijoM ITPOMEeH/BUBHX. Kalga IpecamkaMo my
ca 0,, 106UjaMO MOHOMUjAJIHU CUMETPHYHU TIOJUHOM My (T1,...,T,) € A,. Ciuka je

pazamaura ox 0 ako u caMo ako je [(A) > n.

CraB 3.1 Monomujannu cumempuyuny, noaunomu my(xy, ..., T,) wune 6a3y A, 20e A
npoaasu ceum napmuyujama oyscune () < n. Monomujaane cumempuune Gynryuje

wure a3y 3a N\, 2de X\ npoaasu ceum napmuyujama.

Jokaz: Hexa je f(z1,...,2,) € A", 7 < n, u meka ce 2 = 27! -+ -

nojaBasbyje y f
ca koedunujerrom a # 0, pu demy je X = (Aq,...,\,) MakcumanaH y JeKcukorpad-
CKOM IIOPETKY N-TOPKH. 300I' CHMETPUIHOCTH UMaMO Ja je A\ maprunuja. OjaBie, Kajia
omy3Memo amy(xy, ..., T,) o f omer 106UjaMO CUMETPUYAH MOJUHOM CTEeIeHa ', aJli je
OH Mambu y Jekcukorpadcekom noperky o f. Kako nmMa KOHAYHO MHOTO IMApPTHILja O/
r, OBaj MPOIeC MOZKEMO J1a TOHOBUMO KOHAQYHO MHOTO ITyTa 1 jgo0uhemo () 3aT0 MITO yBeK

n06ujaMo CUMeTpUYaH MOJHMHOM HCTOr cTeneHa. (JaBje 3aK/bydyjeMo Ja Cy MOHOMU-

"1 ma ey mya(xr, ..., Ty)

jAJIHH CUMETPUIHY MOJUHOMHU CTeleHa I reHepaTopu 3a A
regepaTopu 3a A,,.

AKO Cy JdBa MOHOMI/IjaﬂHa CUMETPpHUYIHQ IIOJIMHOMA PA3JIMYUTUX CTeII€eHa, OHU CYy
OYMTJIETHO JITHEAPHO HE3aBUCHU. 3aTO MOCMaTpajMo, my(Z1, ..., &,) KOjH Cy CBH CTe-
neHa r u Heka je »  ayxmy(xy,...,z,) = 0. Kao Majgonpe, y3MeM0 MaKCUMAJHY N-TOPKY
A 32 Kojy je ay # 0. MebhyTuMm, omapie uMaMo 12 je KoeHIHjeHT ay y3 2° Pa3IdauT oJl
0, mro je y KoHTpaukimjn ca »_ ayxmy(xy,...,x,) = 0. Hakae, my(z1,...,x,) daue
6a3y 3a A, rae \ mposasn mapTUIlnjaMa IyKuHe Mambe o1 n. V3 mpeTxoaHor caean 1a
my duHe 6a3y A rme A mposasu cBuM mapTuimjama. [

Heka je p = (17). ¥YBoauMmo eqeMeHTapHY CHMETPUIHY DYHKITH]Y
eT:mM: Z Liy * " Ty,
1< <l

3a r = 0, nedunumemo ey = 1. Heka je t mogarna npomensbuBa. Tajga umMaMo renepa-
TOpHY pYHKIH]Y

E(t) =) et =[] +at). (1)

r>0 i>1
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CraB 3.2 3a ceaxy napmuyujy X = (A1, Ae,...), Heka je ex = ey en, - -. lada cu-
mempuune Gynkuyuje ey wune basy sa N, 2de A npoaasu ceum napmuyujama. FEreusa-

aenmuo, N =Zley,es, ... uey,es, ... cy areebaperu nezasucnu Hao 7.

/okas: IlocmaTpajmo e, rae je A KOHjyroBaHa mapruiuja o A. Cumerpudna pyHKIIH]ja
e; je cyma mMoHOMa (74, - "xi;1>(le . -x%) =t e iy < v <y, g1 <t < iy
u Tako jgasbe. llopehajmo i1,...,45, y NOpBY KOJOHY mujarpama A OJ BpXa Ka JHY,
J1s -+ 5 J5, Y APYTY KOJIOHY JHjarpaMa Ha HCTH HAYWH, W IIOHOBAMO 33 OCTaJle KOJOHE JOK
He nonyaumo A. IIpumerumo ga 3a cBako r > 1, OpojeBH Mabu WU jJEJIHAKHA T MOPajy
Ja ce HaJlaze y UpBHX I peaoa aujarpama. Omapie 3ak/bydyjeMo aa o + -« + a, <

A1+ -+ Ay 33 cBako 1 > 1, ¥ OHJIA MOYKEMO JIa U3Pa3uMo e Ha cjejehn nauu:

es =mx+ Z A\ My,
AD 1
e cy ay, HeHeraTUBHU Ie100pojuu Koedunujentu. Kako gobujamo cucreM jegHadnHa
KOjH MMa TPOYTraoHu OOJIMK, BUAUMO JIa MOXKEMO 6a3y m) MpeJCTaBUMO KAao JUHEAPHY
KoMmOunanujy e,. Tume n pobujamo ga one yune 6azy. [
3a cBako r > 1, neduHUIIEMO KOMILIETHY CUMETPUYIHY (DYHKIIHjy CTENeHA I Kao

CyMy CBUX MOHOMA CTeIleHa 7, Tj.
hr = E my.

3a r = 0, nedpunnmeno hy = 1. U oBre numamo rerseparopry ByHKIH]Y,

H(t) =Y ht" = ][0 —a:t)™". (2)
r>0 i>1
Cana u3 jeqnaunna (1) u (2), nobujamo H(t)E(—t) = 1, mro nam gape naje

S

> (=1Yejhy =0, (3)
=0
3a cBako s > 1. Kako cy e, arre6apcKu He3aBUCHH, MOXKEMO /13 Te(DHHALIIEMO XOMOMOP-
duszam nperena w : A — A, e, — h,, r > 1. VHAYKIUjOM 11O CTEIICHY 7' CHMETPUIHIX
dbyuknuja u npumenom jexnakocru (3), nobujamo w(h,) = e,, 3a cBako r > 1. YerBapu
umamo w?(e,) = w(w(e,)) = e, 1j. w? = 15. N3 crasa 3.2, nobujamo xa cy hy, ha, ...
anrebapcku He3aBucHU Had Z u Zlhy, ho,...] = Z[ey, eq,...]. Tume cmo u nokaszaiu

ciaenehn crap, Tj. ompeaman cMmo jomr jeaHy 6asy 3a A.

Cras 3.3 3a ceaxy napmuyujy X = (A, A, ...), neka je hy = hyen, . Tada cu-

mempuune pynruuje hy wune 6a3y 3a A, 2de A nposasu ceum napmuyujama.
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3.3 CreneHu peJoBU U CKAJIAPHU MPOU3BO]]

3a cBako r > 1, nedmHnIeEmMO pex cremeHa r, p, = m, = »_ xi, ae je g = (7).

['eneparopna dbyHKIM]ja je gaTa ca
r— Li
P(t):Zprt IZZW’ (4)
r>1 i !

H'(t)
H(t)

HITO je ycrBapu jeanako P(t) = . Kaga sammmemo H'(t) = P(t)H(t), ako y3memo

koedunujente y3 t" 1, gobujamo

.
rhr = ijh’r—j7
j=1

3a cBako r > 1. Nnaykunujom 1o r, gobujamo na h, € Q[py,...,p,| u p. € Zlhy, ..., h,],

IIa “UMaMO:

Cras 3.4 Ilpcmen cumempuunus Gynxyuja ca payuorarrum xoedpuyujenmuma Ao je
jeduak Qlp1,p2, ... upr, P2, ... cy aneebapcru nezasucny nad Q. Exeusarenmmo, py =
DPaPrg - - - wune 6a3y nad Q 3a Ag.

E'(t)

E(t)
E(t) y H(t), n 0bpHyTO, K20 M WUXOBe U3BOe, Hobujamo na w(P(t)) = P(—t). To nam

Camdaro mperxomHoM, umamo P(—t) = Kako muBOyImja W CANKA CJINKA

naje w(p,) = (=1)""'p,, 3acee r > 1.
/

t d
H((t)> == log H(t). 113 Tora nobujamo ciaegaehu HU3 jeHAKOCTH:

pt
H(t) = exp( b )
r>1 r

_ prt”
= JJew™

r>1

ST (%))

Ako je A = (1™1,2™2 ) Heka je

[Tpumerumo j1a je

ma oJiaT/ie UMaMo Ja je



Koedunujenr zy je 3anpaso 6poj ejemenara koje dbuxcupajy nepmyranujy uz C(A\) npu
nejerBy korjyramujom. [Tomohy Tora mozxkemo aa onpeaunvo |C'(N)|. Knaca konjyranuje
C()) je opbuta esementa

= [L2,... M +LA+2,. 0,0+

BYETD VSIS VEPIEES JD VINED VIR IPURIED VNS S IR VIR E) ISP Yy

npu aejcrBy S, kKoHjyrammjom. Ob6egekumo ca m, Opoj mukiayca myzxuHe r. Ilep-
MyTanmje Koje purcupajy f cy onpehene mejerBom Ha 1, A\i+1, ..., Aj+ Ao+ -+ Ap_1+1.
Hbux uma 2, na u3 TeopeMe o opobuTH u crabuauzaTopy umamo ja je |C(N)| = :—

Heka cy © = (z1,22,...) u ¥y = (Y1,Y2,...) JBA HU3A HE3ABUCHUX HpOMeHJb/\HBI/IX.
3a cumerpuuny byukumjy f € A, yBomumo osnake f(x), f(y), f(zy), Koje pemom 03-

HavaBajy 71a je y mmTamy QYHKIHja 110 TPOMEHBUBAMA T;, Yj, T;Yj. AKO caj nmckopmuc-

THMO TO 3a CJIy4aj CTeNeHHX peioBa, HMaMO
pr(ry) =Y (@) = pr(@)pe(y),
i,
onakJe pobujamo py(zy) = pa(z)pa(y), 3a cBe maprunumje A.

ITocmaTpajmo npousBo,
(z,y) = H(l — ;)
4,3

Nmamo

M(z,y) = > holzy)

n>0
= D z'malay),
A
Tj. TpeMa Tope HaBeJIeHOM,
(z,y) = Z 2 'oA(@)pa(y). (6)
A
Ako gpyraumje pacnuireMmo, 1001jaMo

M(z,y) = [[Hw)
= 11 2. halo)i.

k or>0

oJakJie JTaJbe Caedu



rJe je Jpyra jeJHakoCT camo JIo0ujeHa 3aMeHOM T | /.
Cana nedunnimemo OWInHEaApHU MPOU3BOM, Ha A Koju camMKa y Z, Taka j1a cy Oase
(hy) m (m)) myanse jenma apyroj, tj. ma je (hy,m,) = 0,,, 33 cBe maprumuje \ u i,

rae je 0y, Kponekeposa menra.

Cras 3.5 3a cearo 1 > 0, nexa cy (uy), (vz) 6ase sa Ay, 2de cy A cee napmuyuge 0d

r. Tada cy caedeha dea ycrosa eK6UBANEHMHA:
(a) (ux,v,) = 0xu, 3a cee napmuyuje A, (1 00 T;
(6) >y ux(x)oa(y) = (z,y).

Jlokas: 3anumuMo cBaKH BeKTOP ¢y ToMohy KOMIIETHHX, & U, HOMOLY MOHOMH]jaJITHUX

CUMETPUYHUX (DYHKIIU]a:
Uy = E axphp, v, = E bucme.
P o

Tama

(ur, vu) = Z arpbpup,
p
ma (a) mocTaje eKBHBAICHTHO Ca
Z a/\pbup = 5/\N (3“7)
p
Ha ocuoBy (7), ycios (6) je ekBuBajeHTaH
> un(@valy) =D hy(z)m,(y),
A p

118, IMAMO
Z xpbro = 045 (6)
A
Kaxo cy (a’) u (6) ekBuBasienTHH, TaKo ¢y u (a) u (6), IITO CMO H XTeJIN 13 JOKAZKEMO.
[

13 nperxoznnor crasa u (6) godbujamo (py, p,) = dru2, U3 Uera CIean Ja je CKaTapHu
IPO3KUBOJ CUMETPUYAH U IIO3UTBHO JebMHHUTAH M Ja cuMeTpudHe (PYHKIHje py UHHE
oproronanny 6a3y 3a Ag. U3 w(p,) = (—1)"p,, nobujamo ma je w(py) = £p,, crora Ha
OCHOBY TOPbe jemHaKOCTH M06ujaMo 1a je w u3omerpuja, 1j. aa je (w(u),w(v)) = (u,v)

3a cBe u,v € A.
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3.4 IllypoBe dyHKIHje

Hexka je A\ maprumumja npupoguor 6poja n. Kaxkemo na je tabmo 1T aumjarpama A
TexuHe o = (1, (g, ... ) aKo ce 6poj i mojasmyje a; = (1) myTa y wemy. 3a JaHros

Tabso T TexxuHe o O3HAYABAMO

T T
QjT —_= x?l( )a’/‘g@( ) ...

[yposa dyuknmja s, aujarpama A je peduHrCcaHa Kao CyMa
S\ — Z QfT,
T

no cBuM Jaunrosum Tabsonma 1’ amjarpama A.
Cras 3.6 3a ceaxu dujaepam \ Illyposa ynruuja sy je cumempuuna Gyrruuja.

Jlokas: JToBOJBHO je MOKa3aTH Jia ce Sy He Merha KaJjla 3aMeHNMO X; U T;41. Heka je |\ =
nuHeka je « = (aq, ag, ... ) pacTaBajbame O n; oy, @ € N, cy HeHeraTuBHH 11e/11 6pOjeBu
TaKBH Ja HX je KOHAYHO MHOTO pasmmdutux of 0 m ) ..ya; = n. Ca o osmaummo
(o1, gy ooy QG 1, Qg 1, Qi Qg . . ). Ckyn JanroBux 1abjioa TeKuHe o 00€/IeKUMO Ca
Tra, & ckyn Tabsaoa Texkune o ca Ty . 7zKeanmo na koncrpyumemo 6ujexiujy usmehy
Ta JiBa CKyIa, Y Kojoj hemo Memaru camo hesuje y Kojuma ce mojaBibyjy ¢ u ¢ + 1.

Heka je T' € T, . AKo KoJIOHa He caJpzKu HUjeaHy on henuja ca ¢ nan ¢ + 1, 3aMeHa
Ha Y He yTUdUe, Ia He pa3zMaTpamo Taj caydaj. Hu ciydaj kaga cy obe oBakse henmje y
MCTOj KOJIOHW HAC HE 3aHMMA, 3aTO IITO Ty 3aMeHa He MOYKE 13, Ce W3BPIIH, & 13 MOIMYH-
jaBame octane Tabmo. CTora, mocMaTpamMo KOJIOHe y KojuMa ce Hajase heanje ca i, a He
i+ 1. Anasoraso pasmarpame he BaxkuTn 1 3a oOpHYT ciy4aj. Heka ce y pexy nanasu r
hesnja ca yHOCOM %, HCIIOJ KOjuX HEUCY hesuje ca yHocoM ¢+ 1 1 s hennja ca ynocom i+ 1,
M3HA/I KOjuX HUCY hejnja ca yHocoMm ¢. Tajia HalpaBuMo JApyTu Tabyio 01 HPeTX0oHOT,
TaKO TITO Yy JIEBUX § OJ TUX 7 + S henuja ynuiiemo 4, a y JAecHuXx r hejumja yHecemo
i+ 1. [lonaBasparmeM OBOI' IIOCTYIIKA 33 CBAKH pejl, jobujamo tabao 1" € Ty . OBume
cMo KoHCTpyHcatn oujekinjy Tho — Tha, T +— T'. llomro je lllyposa dbyukmuja
CyMa MOHOMA MHJIEKCUPAHUX Tab/IOMMa, U3 IPETXOMHOT 3aKJ/bY 1yjeMO J1a, HUCMO [TPOMe-
HUJTH HUIITA, KA/ 3aMEeHIMO MPOMeH/bUBE, Beh caMo MPOMEHUMO Peoc/es] CyMUParha.
Jlakse, sy ce He Mema aKo 3aMEHUMO T; U T;y1, Tj. Sy je cuMerpudna. [J

AKo je « pacraB/parbe IPUPOIHOT Opoja n u A - n, ca K, o3HagaBamo 6poj Tab/1oa

texkune «. Hbux 3oBemo Koctkunu 6pojeBu. Ilpumernmo na u3 pedpununuje [Llypose

dbyHKIHje caean
S\ = Z Ky,
(03
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rJe je cymMa 10 CBUM pacTaB/batbuMa OJ v. lIperxoyHu craB 1oBjaavu

Sy = ZK/\/’LTTL#. (8)

pukn

CraB 3.7 Ilpemnocmasumo da cy |1 u A napmuyuje ucmoz npupodroz bpoja. Axo je
Ky, #0, onda je p QN Jodamno, Ky = 1.

Aoxas: Heka je K, # 0. To 3naum ga nmoctoju Tabno T' amjarpama A Texune p. Heka
je k npousBosban npupojan 6poj. Taja ce 6pojeBu o1 1 10 k Mopajy HaIa3uTH Y MTPBUX
k penoma Tabsioa T'. NV cympOTHOM, MPETIOCTABUMO JIa TTOCTOjU ¢ TAKBO Jia je 1 > k u
Ja ce k nasgasu y i-tom peay. Mehyrum, To je memoryhe jep cy Ttabjion crporo pacryhu
o Kojouama. llomro je k 6uyio mpou3BosbHO, 300T IIPETOXIHOT, HMAMO Ja 3a CBaKO k
BaXKU U] + -+ g < A+ -+ Mg, 7). 0 <A Ako je A = p, OHZIa 38 CBAKO i, ¥ 1-TOM
pe/ly Mopa jia ce Haja3u caMo Opoj ¢, I1a TOCTOjU caMo jejiaH TakaB Tadso0, Tj. Ky, = 1.
0

[Tpumenom oBor craba Ha (8), M00HjaMO TPOYTAOHH CHCTEM jeTHAYHHA

Sy =my + E me“,
AD 1

ca JeIMHWIHOM JIMjarOHAJIOM, T1a 3aKJ/byIyjeMO

IMTocaemuua 3.8 Illypose dynruyuje s\ wurne 6asy za A", xad A\ npoaadu ceum nap-
muvyujama 0d n, odnocno Ilypose dynxuyuje sy wure 6a3y 3a A xad A\ nposrasu ceum

napmuULIaMma.

ZKemuMo 1@ oKaxkeMo Jia je OBO OpTOHOpMHUpaHa 6a3a y oJlHOCY Ha paHuje aeduH-

HCaHU CKaJlapHU IIPOU3BO/.

Cras 3.9 Baotcu Kowujes udenmumem:

[[O = zy) ™ =) sa@)sa(y).

1,J A
/loxas: 1locmaTpajmo
-1 d;;
[Ta =)™ =TT | D ()™
(] 5,J  \di;j =0
Unan z%y° nobujamo 6mpamem N-MaTpuiie ca KOHAUHIM HOCAYEM 33 KOjy BarKu

Zdij =q;, 3acBak0 1 > 1 m Zdij = ﬁj’ 3a cBako j > 1.
J i
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Opasje umamo Ja je koebunujenr y3 r®y” 6poj Nas osaksux marpuna. Koedbunujenr
y3 wnan x%y” y uspasy >, sxa(z)sx(y) je jeamak 6pojy n.s naposa Janrosux Tabsoa
(T,S), tne cy T texxune o, S Texxune 5. Melyrum, Teopema 2.3 Ham naje Oujeknujy
u3Mely TpaHcIOHaTa HaBeJeHNX MATPHUIA M OBAKBHX IapoBa Tabioa, ma Baku N,z =
Nag, ONAKJIE CIeU TpazkeHa jeJHakocT. []

Ha ocnoy crasoBa 3.5 u 3.9, umamo ma Illypose dpyHKIMje YnHe OPTOHOPMHPAHY

bazy 3a A.

ITocaeguua 3.10 3a npoussony napmuuujy [b 8axcu jedHaKOC

h# = S#—FZK)\#S)\

AD

Zokas: Kopuctumo opronopmupanocT Lllyposux dynknuja, jayajsHoct 6a3a MOHOMHU-

jaTHUX W KOMIUTeTHHX (DYHKIUja U jeTHAKOCT W3 cTaBa 3.7

s,\:m,\+ E K,\umu
AD L

[TomTo Ilypose pyuknuje anne 6a3y, 3aIUIIIMO

hu: E CxpuSXs

A

3a Heke Koedumujente cy, € Z. Kaxo Ilypose dbynknuje unne oproHopMupany 6asy,

nMaMO

C)\M = <h/>“8)\> = <h/“m)\ + ZK)\lel> = K)\/JJ

A>v
0JIaKJIe CJIe/in TparkeHa jejaHakoct. []
Ha xpajy oBor aena hemo partu jorr jegay dpopMysy riae KOpucTumo 6a3y Kojy dune
[Iypose dpyukiuje. Heka cy A\ u p npoussosbHe nmaprumuje. Taga

o v
S\8, = E CauSvs

v

rJe cyMa uje 1o cBUM mapTtunmjama v. Ileaobpojan koedummjentn c ., € 30By JIutaBy-

Puaapnconosu 6pojesu. OHU Cy HEHETaTUBHU U MOCTOjU HUXOB KOMOMHATOPHU OIIHC.
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4 Penpesenranuja S,

4.1 ejcTBO S, Ha TabJjoe

Y oBom geny hemo nojapasyMeBaTh jia Cy CBa MOMyHaBarma AujarpaMa A ca n hemiunja,
opojeBuma om 1 mo n, 6e3 moHaB/bama. (CuUMeTpHUYHA rpyna S, JejCTBYje HA CKYII
OBaKBUX MOIYHaBamha TaKo MmTo 6poj ¢ y henmju 3amenu ca o(i), o € S,. lujarpam
nobujen ox T' momohy o hemo obenexaparu ca o -T. Ca R(T) hemo obesnexkaBatu 1m0/~
IpyIy O S,, Koja e cacToju O MepMyTalfja Koje dyBajy peaoBe, Tj. MepMyTyjy YHOCE
u3mehy henmja koje ce Hamaze y ucrom pey. Ounriento Baxu R(T) = Sy, X -+ - x S),,
3a maprunujy A = (A; > -+ > Ay > 0). OakBe moarpyme o S, 9ecTO HA3HBAMO
Janrosum noarpynama. Anajoruno gedununiemo u noarpyiy C(7), uepmyranuja Koje

9yBajy KOJIOHE. 33 bUX BaKH
Rlo-T)=0c-R(T)-07', Clo-T)=0c-C(T)- 07,
3a CBAaKoO 0 € S,,.

Jlema 4.1 Hexa cy T u T' nonyreasarwa dujazpama A u N'. IIpemnocmasumo da \ e
domunupa cmpozo N. Tada fie sasrcumu jedan 00 caedeha dea uckasa:

(1) Ilocmoje 6ap dea pasauwuma 6poja Koju ce nojaswyjy y ucmom pedy y T u ucmoj
rxononu y 1';

(1) N = X\ u nocmoje nepmymayuje p € R(T") uw q € C(T) maxee da p' - T' =q-T.

Jlokas: Tlpernocrasumo ga we Baxku (7). Tama ce yHocn y npBoMm peay ox 1" mopajy
HAJTA3UTH y pasamautuM kKosonama ox 1. Opasae mvamo ga ) < A\ u ga mocroju
¢1 € C(T) TakBo 1a ce ¢BU yHOCH U3 TIPBOT pega y 1’ namasze u y mpBoM peay v g - 1.
Kako C(T) uyBa KoJOHe, a He Baxku (i), IMaMO Caj Ja ce eJIeMEeHTH U3 APYTOT pefa
y T', nanase y pasjuantum Kojsonama oj qp - 1. Tlomro ¢y T u ¢ - T ucror obJinka,
nvamo A) + Ny < Ay + Ay Takobe, cax umanmo g € C(T') TakBO Jia ce eleMeHTH U3 MpBa
nBa pena y T’ Hajase u y UpBa JIBa peaa y ¢z - ¢p - 1. HacraBmajyhu oBaj mocrynak,
J00UjaMO eJIeMenTe ¢, qo, - - ., qx € C(T) TakBe ga ce eseMeHTH W3 UpBUX k pemosa y
T’ nanase u y upBux k peaoBa y q----- q2-q1 - T. Omapae, Kao MaJIOIpe, 3aK/by 1y jeMO
JaN + - F A <A+ A, ma N DA

Kako A\ He mommuupa crporo X, Baxku A = \. Ako je k 6poj pemoBa y A, y3MeMO
eqeMeHT ¢ = ¢, - -+ - qx € C(T) u ouma fie ¢ - T u T' umaTu wcTe yHOCE O PEJIOBUMA.
Taga nocroju nepmyyranuja p’ Koja aysa pegose y T takpa na p' - T = ¢ - T, wro je
n Tpedasio ja jgokaxkemo. [l

Heka je S Heko monymaBame aujarpaMa (. SamuiimMo CBe yHoce u3 S, O JHA JI0

BpXa, IOYEBIIHN OJ1 JIeBe KoJIoHe B oMepajyhu ce najgecuno. OBy ped 30BeMO ped-KOJIOHA,
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1 06esIerKaBaMo Ca Weo (S). YBeaumo JuHeapHo ypeheme > Ha CBUM HOIYHaBambaMma
n = |A| = |N| heauja pazamaurum 6pojeBuma on 1 10 n. Ako je A crporo mame o1 N\’
y JiekcukorpadpckoM moperky, raga 1’ > T. Axko Baxku A = X, onga je T" > T ako ce
Hajselin 6poj, Koju ce nojasibyje y pasauuntuM henujama y T u T”, panuje mojapibyje
y T xajma nocmarpamo ped-koJtone ox 1" u T

Ba crammgapane tabsoe, oBo ypeheme nma ciemehy ocodbuny. Axo je T cranmapaHu
TabJ10, OH/IA

p-T>T, T2>q-T,

3acee p € R(T)uqe C(T). To ce Buau 3aro mro ce uajsehn yuoc y T' ca p momepn

yJIEBO, a Ca ¢ Harope.

IMocaemuua 4.2 Hexa cy T u T' cmandaponu mabrou maxeu da T' > T. Tada noc-

moje dea pazausuma bpoja maxea da ce Haraze y ucmom pedy y T u ucmoj Koronu y
T/

Hoxasz: Kako je T" > T, aumjarpam mnonymaBammba 1 He MOXKe CTPOTO Ja JOMHUHUPA
aujarpam ox 1", TlpermoctaBuMo CynpoTHO, ja He MOCTOju TpakeHn nap 6pojesa. Ha
ocuoBy Jieme umamo p' € R(T") u ¢ € C(T) maxse ga p-T" = q-T. Tlomro cy T n
T’ Tabyion, U3 TPETXOAHO HaBejgeHe ocobune umamo 1> q-T =p - T' > T', mro je y

KoHTpaaukimju ca 7" > T. [

4.2 IIlnexToB MOIYJI

YBenuMo pestanujy eKBUBaJIeHIje Ha MONMykhaBambuMa ujarpaMa A Tako mto cy 1’
u T’ y pelanyju ako U caMO aKO UMAjy HCTe YHOCe YHyTap penoBa. Kiace HazmBaMo
tabounuMa u tabsons koju oarosapa 1’ obesrexasamo ca {1'}. IIpumerumo ga {T'} =
{T'} kax nmocroju p € R(T) makso na p-T = T'. Caga umamo u jejctBo S, Ha
rabrouuma garo ca o - {T}={o-T}, o € S,.

Osnaunmo ca A rpynun nperen C[S,]. Penpesenraruja rpyme S, je jepu A-Moy.1.
3a jaro nomnymaBame 1’ aujarpama ca n heamja, nupm demy ce cBakud 0poj ox 1 10 n

1ojaB/byje jeanoMm, aeuHUIeMo

ar= Y p, br= ) sen(q)q.

peER(T) qeC(T)

YBeauMo W O3HaKy cp 3a npousBoi br - ar. Haemene enemenTte 30BeMo JaHrosu

cumerpusepu. Ilokaxkumo Heke ocobune ar u br. Heka je g € C(T) npousBosbHO.
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Tana

qeC(T)
= > sgu(g)sgn(g)sgn(q)g - g

= sgn(g) sgn(g-q)g - q

Hobunm cmo na Baxu g - by = sgn(g)br, 3a ceako g € C(T). Ucro, by - g = sgn(g)by.
Coumano ce mokasyje ar- f = f-ar = ar 3a ce f € R(T). Kao mocyrenuiy npeTxoaHux
jemnakoctu, nmamo ar - ar = |R(T)|ag u by - by = |C(T)|br.

JedunnineMo KOMILIEKCHH BEKTOPCKH mpocTop M umjy 6asy umne cBu Taba0mMIM
{T} nmjarpama A, rme A - n. Kaxo S, mejersyje ma tabmonmuma, aejcrsyje u na M2,

na je M* jenam nesu A-momyn. 3a nomymasame T mujarpama \, 1ebUHAIIEMO eIeMEHT

vr=br-{T} = sen(q){q-T}.

qeC(T)

Heka je o € S, mpomssossna nepmyranmja. Kopucrehn C(o - T) = o - C(T) - 07!

J1001jamo

oovr = o- Y sgn(g){q- T}

qeC(T)

= Y s T)

qeC(T)

= Z sgn(c-q-c Vo-q-07'-0-T}

qeC(T)

= Y sen(@fG-o-T}
GeC(oT)
= Ug.T

Jaxme, vy = 0 - vr, 3a ¢cBe 1T U cBako 0 € S,,.

Jlema 4.3 Hexa cy T uT’, pedom, nonyrwasarsa dujazpama X\ u N, u npemnocmasumo
da X\ ne domunupa cmpozo N. Axo nocmoju nap pasiunumux 6pojesa Koju ce nojassyjy
y ucmom pedy 00 T u ucmoj koaronu 00 T, onda bp-{T"} = 0. V cynpomnom, by-{T"} =
vp uau by - {T'} = —vr.

26



Jloxas: Ako mocroju Takap map OpojeBa, OH/IA UMaMO TPAHCIO3UIM]Y T KOja UM MEHa

mecta. Ona npunaga R(T') uw C(T). Tana by - 7 = —by. Oparie
bT . T/ = bT . {T . T/} = —bT . {T’},

ma Baxu by - {T'} = 0.
Ako He mocToju Takas map, ouja us jeme 4.1 nocroje g € C(T) u p' € R(T') Taksu

nap -T"=q-T. Jame umamo

br AT} = br-{p'-T"}
= bT{(]T}
= sgn(q)br - {T'}
= sgn(q)vr,

onakJe 3akpyuyjemo na je by - {1T"} = vy wim by - {1} = —vp. O

ITnextos Momyn S je mormopcrop mpocropa M? pasaler BeKTOpuMa Up, 3a CBA
nonymabama 1 aujarpama A pazamautuM ejgementama o 1 1o |A|. Kako 3a cBako
o € S, u nomymasame 1 BakKH, 0 - Up = V,.p, IMaMO 1a je S A-mommomyn on M u
Baxku A - vp = SN

N3 pedununuje BUIUMO Ja HAjeHO U HEjE HYa, 11a je u [1lenxToB MOy pa3/jindauT
on nyre. Taxobe, S* = S ako u camo ako A = X. To 3aK/bydyjeMO IPHMEHOM JeMe

4.3 u ocobuna br jep BaxKn

by - M =bp-S*=Cup #0

by - MY =bp- S =0,
ka1 je A < A. Anajorno 3a X' < A. Tlocseanna oBux jeJHAKOCTH j€ U UPELYUOUIHOCT
penpesenTammje S™.
13 mocaenune 1.6 mMamo ma MpeAyMUOMIHAX pPEOpe3eHTalllja KOHAYHE IPyIe He

MOzKe OMTH BHINE HEro KJjaca KoHjyramuje. Kako S, mMa OHOJIHKO KJjaca KOHjyralmje,

KOJIMKO UMa MapTHUIUja OJ N, U3 TPETXOAHOT J00HjaMo:

CraB 4.4 3a ceaxy napmuuyujy X 00 n, S* je upedyyubuana penpesenmavuja 00 S,.

Ceaxa upedyyubuana penpesenmavuja 00 S, je usomopdra maywro jeonom S>.
ITomohy mapenne jgeme hemo mokaszarn xoju Lllmexorsu Moxynn anme M2,

Jlema 4.5 Heka je h : M» — MY zomomopdusam penpesenmayuja 00 S,. Axo S
Huje cadpotcano y jesepy 0d h, onda N < \.
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Joxas: Heka je T monymaBatbe amjarpaMa A TakKBO JIa Ur He HpHUIaga je3rpy oz h.

[TomTo je h npecaukaBame perpe3eHTalja, BazKu
br - h({T}) = h(br - {T}) = h(vr) # 0,

OJIaKJIe 3aKJ/byUyjeMo Jia MOCToju nonymasatme T’ mujarpama A takso ga by - {T'} # 0.
IIpernocraBumo 1a A He JOMHHEpa cTporo A, Kao U Ja HHUCY jeJHaKe maprundje. Tama
ce paau o cayuajy (i) seme 4.1, na u3 geme 4.3, umamo ga je by - {T'} = 0, unme

nobujamo KouTpaguknmjy. Jdakie, mopa N < \. [
ITocneguua 4.6 3a v > A\, nocmoje nenezamustu yeau bpojesu k,, maxeu da sasxrcu

M ~ > ® @(Su)@km
V>
oxasz: Obenexkumo ca k,y 6poj xoauko nyta ce ITlmexToB momya S” mojaBbyje y
pacTap/bamy penpesenTanmje M?. 3a cBaxo v, nMamo npojexunjy MY — S”. Ako
ce S¥ nojasswyje y M?, onga Illnexros moxyn S” Huje caJpzKaH y je3rpy KOMIIO3UIITje
yranama SY — M u upojeknuje MY — S¥. Opasjie, Ha OCHOBY LPETXOJHE JIeMe,
nobujamo 1a je A < v. Kazna je v = A\, npumenom jeanaxocru bp - M = bp - S* = Cup

3a mpounsBosbHO 1, mobujamo kyy = 1, ma jobujamo Tpaxkenu mspas. []
CraB 4.7 Esemenmu vy, 2de cy T cmandapdnu mabaou, wune 6asy 3a S*.

Jlokas: Bekrop vr je amneapua kombunarmja {71}, ca koedbunmjenrom 1, n u Tabsonna
{q-T},3a qe C(T), ca koepunujerrnma 1 wim —1. Heka je > xgvg = 0, re HUCH CBH
koedunujentu jequaku 0. 3a tabaoe cmo npumerunan ga Baxu 1 > q-T,3aq € C(T)\
{id}, y uperxonno gedbunncanom ypelemy >. lomarno, KaKo je OHO JIMHEAPHO, y U3pa3y
> xsvg = 0 mocroju makcumanno T, 3a koje ce {T'} nojaBmyje ca kKoedwunujeHTOM
pazamauTuM o Hyse. To je y KOHTpa uKIMju ca JMHeAPHOM He3aBUCHOIINY Tabyiouia
y M*, 1a Mopajy csu Koedunujentn xg 6utn nyaa. Omasie qo6ujaMo u 1a je THUMeH3H]ja
BeKTOpPCKOI 1pocropa S» 6ap f*, 6poj cramjapanux 1TabJoa Jujarpama \.

Ha ocnoBy craBa 2.4 BaxKu jeIHAKOCT

> () =nl,

AFn

IMTO HAM Jiaje

al = 3 (dim(SY) = () =l

AFn A-n
r7ie je npBa jeamaxoct m3 nocaeaute 1.6. Omasie mobujamo ma je dim(S*) = f*, 3a cre

A, OJaKJIe CJIean Ja vp pasamuby S, rae T Mposasyu cTanIapiHuM TabaonMa Ha A. [J

28



Bparuwmo ce na penpesentannjy p : S, — GL(M?). Kako tabiouau {1} unne 6azy
3a M?*, tpar enementa p(g) je 6poj dbuxcupannx Tabaouna aejcrsom g - {T} = {g-T}.
Heka g mpumaga kiacu kowjyrammje C(p), p = n. Ilepmyramuja g he dbukcuparn
rabaoug {T} ako CBU eJIeMEHTH HCTOT [UKJIA, ¥ IMUKJIYCHO] JTeKOMIIO3UIIN]H, TPUIAIA]y
ncroM peny. ObejexkuMo ca m, 0poj ¢-IUKIOBa y IMUKJIYCHO] AeKOMIO3UIUU ¢, & Ca
r(p, q) 6poj MUKJIOBa Iy:KUHE ¢ KOje CMO cMecTun y p-tu pex tabmonna {1}, 1j. auju

ce CBaKM eJIEeMEeHT HaJIa3u y TOM pejy. Taja je Opoj Tabionga (pukcupanux ca g jenax

- myg!
Zq[[l r(L,q) W

...r(n,q)!

rze je cyma mo csuM (r(p, q))1<p.g<n TAKBHM 712

D ird) = Y rlisg) =my,
j=1 i=1

3a cBe pu qon 1l gon. Ca apyre cTpaHe 3a CBakKoO ¢

my!
q L. q\mq _ E q qr(1,q) qr(n,q)
(w144 ah) r(l,q)!...r(n,q)!xl R

rze je cyma no cuM (r(p, q))1<pg<n TakBuM ga » . r(i,q) = my, 3a cBe ¢ ox 1 10 n.

Vckopuctumo mro MoHOMHEja He (hyHKIMje duHe 06a3y 3a A u 3aIuIImmo

Pu = Zéﬁm)\ (2)

A
Opasje ce sakspydyje ga je 6poj u3 jeamaxocru (1) xoedummjent &) y3 .y
nOHHOMY Py(21, -+, ) = [[0_y (2] + - + 2d) ™.

Jlema 4.8 Bpednocm xapaxmepa M> na xaacu wonjyeavuje C(p) je xoeduyujerm fl’)
00 2 y p,.

4.3 Penpesenramuja S,

Ba nonymwasawe T aujarpama A\, umamo Janrosy noarpyny R(T) < S,. Bekropu
o -{T}, rie o nponasu Kpo3 cee npejcrapauke kiaaca y S,/R(T), uune Gasy za M*.

To mosaaun 12 je M m3oMopdHa perpe3eHTAIHjH KOjy HHIYKYje TpuBujagHa I:
M* = Indjy . (1) = C[S,] @ciaey) C (3)

[Tocmarpajmo perpe3eHTalnje o S, W pesallijy eKBHBAJICHIN]e Ha HBIMa, TAKBY 13

Cy JIBe pelpe3eHTalldje eKBUBAJEHTHE aKOo U caMO akKo cy m3oMopdue. ledbuHummmo
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R, ka0 cj1060/iHy KOMYTATHBHY I'DYIly HaJ| KJIacama UpPepyluOuIHUX Pelpe3eHTalmja.
Axo 3a penipesentarujy V on S, Baxu V = @(S*)®™, ona oapehyje knacy [V]y R, ca
[V] = > my[S?]. Exsusasnentno, R, M0xKeMo jia BUIIMO Kao c1060Hy AGesioBy rpyIy
HaJl K1acama ekBuBaseniuje [V ¢cBuX penpesenranuja S, MOILY/IO HOATPYIIa TeHEPUCAHA

ca [V @ W]|—[V]—[W]. Heka je

R:éRn,
n=0

rjie je Ry = Z. Jledpunumemo npoussoj o : R, X R,, — R, 1., dopmyiom
Vo W] =Indg'iz, Ve W.

Penpesenranuja V @ W ox S, X S,, je nara ca
(o,7) - (v@w)=0-vQRT-w,

S, XS, cenocMarpa Kao MOATPYNIa o1 S, ,, HA CTAHIApJaH HAYUH, S, /ejcTBYje HA
OpBHUX N, a S, Ha MOCJeIHBUX m OpojeBa. VHAyKoBaHa pernpe3eHTalnja ce JeHHUIIE
dopmysiom
Indg)35,V @ W = ClSuim] Ocp, x5, (VOW). (4)

OBaj npoussos je m00po jedunucaH, u R je KOMyTaTWBHU, aCONU]ATUBHU TPAJIUPAHT
MPCTEH €a JeIMHUTIOM.

JledbunumuMo cKatapHu OIpou3Bos (-, -) Ha R, Taxo ma Gaza kojy uune [SA], A F n,
oyse opronopmupana. Ako cy V = @(SM)®™ u W = @(S*)P™ npe penpesenranuje
o1 S, caean aa

(V] W) = 3 mana.
[Ipumenom nocemuie 1.6 Ha MPETXOAHY jeIHAKOCT, JOOHjaMO
1 _
(VWD =~ > xv(e Hxw (o), (5)
oES),

rjae ¢y Xv U Xw, peJoM, Kapaktepu penpesentaruja V u W. Panuje cMo nokazaJiu jia

je |C(n)] = &7 a HaM OBO Jaje hopMyTy
Zp

(V107D = 25 3 v (Clman ) (0

Kako nmamo nBa rpajupaHa nmpcreHa, pernpe3eHTalnja U CHMETPUIHAX (DYHKIIH]a,
JebUHUIIINMO aJUTHBHE XOMOMOopdu3am ¢ : A — R Ha 6a3HUM eJleMeHTHMa HUBOA Ca

@(hy) = [M?], 3a cBe maprumuje .
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Teopema 4.9 Xomomopgpuzam ¢ : A — R je xomomoppusam epadupanux npcmena u

mo uzomempury usomopdusam. Taxohe, sa Ilypose dynxuuje sy sasicu o(sy) = [S?].
Jokas: Y cayqajy A = (n), umamo na je R(T) = S,,. U3 jeaqnaxocru (3), nobujamo
M =M™ = Indg"(I) = L,

na 3ak/bydyjemMo ja ce h, ca ¢ ciauka y Kjacy TpubmjajiHe perpesentanuje. Ilomro
A = Z[hy, he, . ..], 1a 6ucmo mokazaan aa je ¢ XoMoMopdu3aM, JTOBOJBHO je TOKa3aTh
J1a

(M) o - 0 [MOW] = [,

3a A = (A1,..., ). Heka je T nonymasatbe A, pejgom oi 1 110 n, 110 pejoBuma 0/ Bpxa
Ka JHy, CJIeBa HaJecHo ynyrap pegosa. Taza je R(T) =Sy, x --- x S,,. Cazna tpaxena
jeHaKoCT caean w3 jenHakocTH (3), mpuMenermeHe Ha nzabpano A u 1. Tlocrenuna 4.6
HaM Jaje ga [M?] uune 6a3y 3a R, na gobujamo 1a je o uzomopduszaM.

Jla 6meMo mokaszaam ocTaTak Teopeme, KopucruheMmo crenene pepose. 2Kemmmo na
nedbunumemo xoMoMopduzam 1 1 R — Ag Takas Ja je KOMIO3UIHjA 1) O ¢ yTalame

Ay Ag. Axo mpumennmo gyanHOCT 6a3a MOHOMHjAJIHUX W KOMILIETHHX (DYHIKHja HA

Lo
ha=>_ z_f“p”’
I

[Tomohy oBora mozkemo ja ojgpeaumo rie ¢ cauka [M?]. V3 jeme 4.8 umamo ja je

jemnakocr (2), gobujamo

BpesHoCT KapaxTepa M? na wmacu xomjyrammje C(u) Gamr xoedurujent 5,1\- Tume

nedbwHUTITEMO 1) ca

1
([V]) = Z Z_XV(C(M))pM'
PR
[IpecimkaBame v je aauTHBaH XOMOMOpdU3aM U3 ropime jeduHuiyje, a Ha OCHOBY
IPETXOHOT MMaMo 11 je Yo yraname A y Ag. Kako je ¢ msomopdusam A u R, caean
J1a je ¢ uapepsaH uszomopdusam R u A.
Jla 6ucmo jokazaau jia je ¢ u30MeTpuja, J0BOJLHO je TOKA3aTH Ja TO BayKH 3a 1.

U3 nedbununuje 1, umamo

WV (WD) =) : Xv (CA))xw (C (1)) (Px, D)

2,2
A A

U3 (px,pu) = Oxu2a, 1 jeaaakoctn (6), mobmjamo

VD, w(W]) = 25 3 xv(o)xw(o) = {[VI, W),

) O'ESn
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3a npousBosbHe pernpesenranuje V u W, na 3ak/bydyjeMo Ja je 1) nu3oMerpuja, a caMum
TAM U Q.

W3 nocieauna 3.10 u 4.6 umamo

ha=sx+Y Kpas, n [MY=[S+Y ka[s"].

> v>A

Kako je ¢(hy) = [M?], cremu
p(52) =[S+ D dnl9"],
3a Heke d,y € Z. Mehyrum, ¢ je m3omerpuja. Crora Bazkn

1= (sn,80 = ((s2), 0(s0)) = 1+ Y,

IITO 3HAYH Ja ¢y Koedurujentu d,, jeanakn 0, na 1061ujaMo TpayKeHy jeTHAKOCT p(sy) =
[S*. O

OBa Teopema HaMm jaje jeaHosHadHy Kopecnongennujy n3mehy Ilyposux dyHKImja
U UPeJyIUOWIHUX pelpe3eHTanyja cuMerpuyune rpyne. Jlakjie, cBe 1mTo 3HaMO O CH-

METPUYHHUM (DYHKIHjaMa, MOKEMO JIa IIPEHeCeMO Ha Pelpe3eHTalnjy S,.

Ilocaenumna 4.10 Baowcu Janzoso npasuno:
M= S e @H(S)FR,
V>

ede cy K, Kocmrxunu 6pojesu.

Ilocnenuua 4.11 Baocu Jlumasyd—Puvapdcornoso npasuno:

$o 502 s

v

ede cy cf,, Jlumasyd-Puuapdcornosu bpojesu.

4.4 JlyasiTHa KOHCTPYKIIIja

Cana hemo ce GaBuTH IyaJTHOM KOHCTPYKIHjOM, Koja he HaM KacHHje MOCTYKUTH
KaJa ce Oymemo OGaBmam pempesentanujom ominre JjuHeapue rpyme GL,C. Ilocma-
tpahemo Tabouge KoJIOHA YyMECTO TabJIOUIe PejaoBa Kao MAaJOIpe, Y3 MaJjd JI0JaTakK.
Venthemo opujenrtaiujy na tabjgoujguma. JIBa rtabsouya cy y MCTOj KJIaCH €KBUBaA-
JIEHIIHje aKo WMajy HmcTe yHoce mo KosoHama. OHH €y HCTe OpHjeHTalllje ako je mep-
MyTalfja, Koja CJIMKa jeTHO MONYHaBame ArjarpamMa y JApyTro, TapHa, OJHOCHO Pa3Jiv-

quTe aKo je HemapHa. Ako mmamo nomnymapamwe T, onga hemo nucaru [T] 3a Tabnoune
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anja je opujenranuja oapehena ca T. Ilucahemo —[T'] ako cy Tabmonam nobujeru o
HenapHux mnepmyTtamnuja 1 .

3a maptunujy A oa n, ca M, osnagaBamo BekTopcku mpocrop Hax C, qujy Oa3zy
quHe TabJaouIu, He y3uMajyhu y o03up »uxXoB 3HaK. CuMeTpruyHa Tpyna S, /AejcTBYje
na M* npema npaBuiy o - [T] = [o-T]. Tana je M penpesenTaimja cuMeTputme rpyIie.

Hedbunummmo C[S, |-nonmomy. S* om M? pasamer esemerTHMA

ir=ar-[T]= Y [pT].

PER(T)
Anajiorso cirydajy TabJionga peaoBa IMaMoO J1a BaXK# U,.p = 0 + U7, Kao H

CraB 4.12 Baowcu
M = §h e @(S7)FR,
>

ede cy K 5 Kocmwunu 6pojesu.
Jedunuiiumo cypjekiuje
a: M — S [T]— vp;
B: M — S {T}w op.

Ogo cy no6po aedunncann xomomopduzmu C[S,|-monyra. [Tokaxkumo 3a «, ciudHO je
3a (. ToBosbHo je mokasaru na je oo - [T]) = o - vp. MehyTum, To ciaeau u3 Tora mro
je Vo.r = 0 - vp, mpu Yemy lie ce To caaratu ca npomeHoMm opujertanuje 3a o € C(T).

Y ToMm ciydajy, Baxku o - vp = sgn(o) - vr, jep g - by = sgn(g)br, 3a cse g € C(T).
Jlema 4.13 Hexa cyip : S* < M* wic : S < M* ymanara. Tada cy

g,\:zﬁoiR:S’\—>§)‘ U g},\::aoz'c:g)‘—>5)‘
USOMOPPUIMU.

Zlokas: Heka je T npou3BO/bHO HONMYIbaBaIbe JHjarpaMa A pa3auduTUM OpojeBHMa O

1 10 n. leduHummmo n, Kao KapAUHATHOCT CKYIIa

{1, 1,02, 2) € erf |p1,p2 € R(T), q1,q2 € C(T), praup2qe = id, sgn(q1) = sgn(ge)}-

Bpoj ny me zapucu og uzbopa T'. Ako 6memo ymecro T', uzabpau o -1, 3a HEKO 0 € S,,,
ymecro rpyna R(T) u C(T) 6ucmo camo umajin o-R(T)-0 ' u o-C(T)-0~!. Tlokazahemo

Ja Cy KOMIIO3UTII]e
LE])\ogA:S)‘—>S>‘ u gAO§AZ§A—>§)\
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3aIPABO MHOZKEELE Ca M).
Xomomopduzam f cniuka vy = by - {T'} y by - o = (br - ar) - [T] mro o cauka y

(br - ar) - vp. U3 nedununmje v IMaMO jeTHAKOCT

(br-ar) -vp = Z sen(qrge){q - p1-q2- T}

q1,92€C(T)
p1ER(T)

@ukcupajmo g € C(T) u nocmarpajmo jeauaauny {q; -p1-qe- T} = {q- T}, ca ycaosom
sgn(qiqa) = sgn(q). Iomro je {q-T} = {o - T} onma Kaja HOCTOjH TEPMYTAIH]ja
p € R(T) takBa 1a ¢ = op, 100HjaMo 1a TPeTXOIHA jeTHAUNHA, CA 33aTHM YCJIOBOM,
uMa Garr ny pemema, 1j. ga Baxku (br - ar) - vp = nyvr. OBHMe MO HOKa3au aa je
Jx © g\ m3oMopdu3am, a Ha CJAUYAH HAYMH Ce TIOKa3yje /Ia je TO U KOMIIO3UIIH]A gy O ).
Opapie podbujamMo Ja cy gy U gy U30MOpMU3MH, IITO CMO H XTeJIH JIa JoKaxkemo. []

IIpeTxoaHa JeMa HAM faje da cy S* S* mzomopdue penpesenTtanuje. Jlobuam cmo
JIyaJiHy KOHCTPYKIM]Y UPeJIyIUOMJIHUX pelpe3enTalnja cumerpudne rpymne. Mehyrum,
HKEJANMO 13 BIIHMO S Ha JOIT je/laH HAYWH.

HeKaje,uzj\Hl:Al. Bal<j<Il-1ul<k < pj nnonymasame 1’

JujarpaMa A pasjauduTuM OpojeBuMa o 1 10 n, neduHUAITIEMO

me(T) = _[S] € M?,

/e je cyMa o CBUM momymaBamuMa S mobujennx o 1T pazmenom uamelhy j-te u (j+1)-
Be KOJIOHE, ca (DUKCUpPAHUM Kk-TOWIaHUM CKYIOBUMa y u3abpanuM kosionama. [Tomohy

Tora gepunnmemo Q* kao mormpocrop o1 M?, pasamer ereMHTIMA 00/IIKA
[T] — Tk (T)7

riae T mposiasu nomymhaBambuMa Jujarpama A pazamautam 6pojenma us [n], 1 < 7 <1—1
w1l <k < pj. Iormpocrop Q* je C[S,]-momyn jep ce medbunmimja 7, ciaxe ca

JejeTBOM cuMerpudHe rpyue Ha rabsoune, 1j. k(o - T) =0 - 7wk (T), 0 € S,,.

Jlema 4.14 Kaace [T, 20e T nposasu cmandapdnum mabiouma na X\, pazanury KoAu-

nuk npocmop M* JQN.

Jokas: YBeaumo ypeheme na nonymasamuma 1 og A. Ilumemo 77 = T ako y Ha-
j/IeCHIjO] KOJIOHH II0 KOjOj C€ PAa3JIMKY]y, V HAjHHKO] hie/nuju Koja uMa pasjuduT yHOC,
T" uma Behu 6poj ox T'. Cragaapaau TabIon ¢y MaKCHMAaJHH y OBOM ypelhemy, Tako
JIa je JIOBOJbHO 1OKa3aTu, ako 1’ Huje craHjap/Hu Tad/io, Ja ra MOXKEMO HPeJICTaBUTU
npexo smHeapHe Kombunamje kaaca [S], S = T, kopucrehn penamuje y Q*. Axo T nuje
pactylie Mo KoJoHaMa, Taja Ta MOYKEMO 3aMeHuTH ca 1”, monymhaBameM KojeM Cy ype-

hene konone. Tama je [T'] = £[T] u T" > T, na nam TO J03B0JbABA /1A MPETIOCTABAMO
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na T jecre pacryhe mo komonama. Axo T ca pacryhmm Komonama Huje TabJyio, OHIA
MOZKeMO Ja IIpeTiocTaBuMo Ja k-ta hesnmja y j-oj Kosonn ox 1T’ uma Behu yuoc ox k-te
y j + 1 xononn. Tagma, 3a cBako on momymasama S y 7y, Baxku S > T, mTo HaM
3aBplaBa JIOKa3 jep je oBaj mpoiec KoHadan. [,

Crenehnu craB he Ham omoryhuTtu 1a BHIAMO S ma JIPYTH HAYUH.
Cras 4.15 IIpocmop Q" je jesepo npecauxasara o : M —s S*, [T] — vr.

Jloxas: JoBosbHO je moxasaTu aa je Q* camp:kano y jesrpy. Tama a MoxkeMo dak-
topucarn kpo3 M?, 1j. nobmjamo cypjexmujy M* — S*. Opamie 3axsbydyjemo aa
je M* numensuje Gap f* = dim(S?). MebhyTum, n3 nperxosine JaeMe 3aKJbydyjemMo aa
IUMeH3nja He MoxKe 6mTH Beha ox f*, ma m00HjaMo Ia 0BO IMpecaUKaBame Mopa OHTH
uzoMopduzaM, mMTo 3Ha4n 1a je Q* = ker(a).

@ukcupajmo j, 1 < j < A u Heka je Y Henpasan nojckyn hesuja (j + 1)-e
KOJIOHE TIoNyHhaBama ' qujarpama A pazauautuM opojesuma o1 1 10 n. ledununemo
Yy (T) € M* dbopmynom

Ww(T) =Y esmlS),

/e je cyMa o CBUM TonymaBabumMa S 1obujenux of T pasmenom uzmeljy j-te u (j+1)-
Be KOJIOHE, €a MOJICKYIIOM oJ Y V JIeCHOj U cKymnoM heJsimja ucre KapIuHAJIHOCTH Y JIEBOJ
koonn. Ca €(g7) CMO O3HAUMIM 3HAK IepMmyTamuje Taxse ga je S = o - 1. Tepaumo
na vy (T) € ker(a) 3a cee T u Y.

Heka je X ckym yaoca j-Te Kostone. Hedurnmumo noarpyne K < H < §,,, rme ce H
cacToju ofi lepMyTaiuja duje pecrpukiuje ua [n]\ (XUY') cy nnenrurere, a K noarpyna
on H koja ciamka X u Yy cebe came. Ilomro je K < C(T), axu k - [T] = sgn(k)[T],
3a cBe k € K. To nam maje jerankoct

> sen(k)k - [T] = | X|1Y|![T]
keK
Enement 7y (1) moxkemo Bujern kao »_ sgn(o)[o - T, rue je cyma 1o nupejcraBHUIuMa
kiaaca H/K. Opatie nvamMo jefHaKOCT
XY I (T) = S sgn(h)h - (7).
heH

Jlakse, Tpeba mokasaTu

Z sgn(h)h - vp = Z sgn(q) (Z sgn(h)h - {q- T}) = 0.

heH qeC(T) heH
3a cBako q € C(T), q-T mopa umartu 6ap aBa exementa u3 X UY y ucrom peay. Heka

je T TpaHCIO3UIKja TaKBa JiBa ejeMeHTa. laja

> sen(h)h-{q-T}=> sen(g)g- (id—7)-{g-T},

heH
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rje je Apyra cyma 1o upejacrasaunuma g kinacay H/(T). To je jennako 0 jep 7-{q-T'} =
{q-T}. Onapae 3aksmyuyjemo aa vy (1) € ker(a).

CaJia TBP/IMMO J1a BaXKU jeTHAKOCT

mk(T) = [T] = (=) (1),

Y

e je cyma mo CBUM MOJACKynoBuMa Y oj ckyna npsux k hemnja y (j + 1)-Boj Komonn

nonymwabaa 1. Obenexumo ca W ckyn npsux k heauja (j + 1)-Be kosone. Y je-

> =Y (1) = S0 (D esmls))

JApyra cyMa je 1mo nomymaBamumMa S aobujerux ox 1 pa3sMeHoM, Tie ¢y w3abpaHu MOJ-

HaKOCTH

ckyn Z on W u ckyn y j-oj kononn. Ako je Z = W, orga ce cBako S mojaBbyje TauHO
jennom u €57y = (—1)F, ma y oM cayuajy mobujamo m;(T). Kana je Z = (), mmanmo

na ce S = T mojasbyje jeIHOM 3a cBako HenpasHo Y, ma mobujamo y3 [T'] koedunujent

Kana je 0 < |Z| < k, S ce mojassbyje 3a cBako Y koje caapxu Z. Takso Y je obiauka
Z UV, 3a caku noackyn V ox W \ Z u xoedurmjent je (—1)VI(—1)™ = (—1)VI.
Opnasne je koedunujeHr y3 S

k
k
DV =3 "(=1)! = 0.
DI yEi(
v 1=0

Tume cMO mOKa3au TPazKkeHy jeJHAKOCT, ma 3akpydyjemo ga ce m;(1T) — [1] mory
3amucaT Kao anHeapHa komOunanuja exemenara vy (17). Ogasne crenn 7, (1) — [T] €
ker(a), Tj. 1a je Q* C ker(a). O

13 mperxo/He J1eMe 3ak/bydyjemo aa je M /Q* = S* u poGujamo:

Iocneauna 4.16 Bexmopcku npocmop S je sadam zenepamopuma vy, 20e T npoaasu
COUM NONYHABATUMA QUja2pama A passuvumum 6pojesuma od 1 do n u perauujama
obauka vy — Y vg, 2de je cyma no ceum S dobujenum us T pazmenom usmely cycednux

Koaona ca uzabparux k heauja.

Osakse pemanuje he ce nojasutu u y cay4dajy GL,,C u mperxonny nociaeaury hemo

MCKOPHUCTHU ITPU aHAJIM3UPAIby pelpe3eHTalje OIITe JuHeapHe rpyte.
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5 Penpezenrammja GL,,C

5.1 IllypoB mMmomyJ

Heka je R komyraruphu npcren, a E R-moayia. 3a mary naprummjy A\, ca EX*
obestexkasamo JlekapTos mpousBo n = |\| konuja F, npu demy cy MO3UIKjE eeMeHaTa
y n-topim onpebhene hemmjama Janrosor mmjarpama . JIpyruMm peunmma, v € E>X* ce
3aj1aje oabupom esiemenTa u3 F 3a cBaky henujy y A.

3a matu R-momyn F, mocMmarpajMo mpeciamkaBama ¢ : EX* — F Koja nmajy

cienehe ocobume:
(1) ¢ je MmysTHIRHEADHO.
(2) ¢ je anrepuupajyhie mo ejgeMeHTHMA YHYTAD KOJOHE.

(3) Ba cBako v € E** ¢(v) = Y. p(w), rae je cyma no ceum w € E** nobujennx
u3 v pasMenom usMely JBe Jare KOJIOHE ca JaTuM HOACKyloM hejuja y J1ecHoj

KOJIOHH.

U3 ocobuna (1) u (2) 3aksmydayjemo ga p(v) = —p(v') ako je v’ gobujeHo u3 v 3aMeHOM
cajp:kaja n3mehy ape henuje ucre xKosione. 113 oBe jiBe ocobuHe MMamo Jia je JTOBOJHHO
MOCMATPATH Pa3MeHe Kajia cy JecHO0j KoJiouu Oupajy henuje ca noderka. Takohe, mpume-
THMO J1a, aKO je V JeCcHOj u3abpaHoj KOJIOHH, AYKUHE ¢, n3abpano k heswja, umamo (;)
Moryhux paszmena.

MyAaTrInHeapHa IpecInKBama u3 XA ca oBIM ocobunama, 3ajeHo ca R-Moaymmma
y KOje CJIMKajy, MOKeMO Jia MOoCMaTpamMo Kao Kareropujy. 3a aBa objekta (Fi,¢1) n
(Fy, p2), Mmopduszam usamelhy mux je xomomopduzam R-momyna f : Fy — F, takas 1a
f o1 = py. Cana moxkemo na nedbunutremo [lypoB Momyn Kao yHUBep3aTHH 0OjeKaT
y oBoj xareropuju. To je R-momyn E?, y3 koju uMmamo npecinkasamwe B — EXN
v +— v, TakBO fa 3a caxu R-momyn F u cBako ¢ : E** — F ca ocobunama (1), (2) u
(3), mocroju jemuucTBern XoMoMopdmzaM Momya ¢ 1 BN — F takas ga o(v) = ¢(v)
3a cBe v € EX,

Koncrpyumumo E*. Ako Janros amjarpaM A\ UMa 7 KOJIOHA, O3HAYHMO HHHXOBE
ayxuse ca fi;, tne 1 < i < r. OGexexumo R-momyn N“'"EQp - Qp A" E ca
FME) u pebunnmenmo npeciukapame 0 : EX* — FAE) Ha npupojan Haunn: 3a
v € EXA, 1pBo y3MeMo aHTHCHMeTPHYHI TPOU3BO eleMeHata y henjaMa ucre KoJIoHe,
3aTUM y3MeMO TeH30PCKU MPOU3BOJI JOOMjeHuX eremMenara. Y mecrto 6(v), mucahemo Av.
[pumerumo ja § 3a080/basa ocodbune (1) u (2). Hexa je Q(F) noamonyn on FA(E)
reHepHCcaH ejleMeHTHMa o0JnKa Av — Y Aw, TJe je cyMa 10 CBHM W KOju Cy J00H-

jenu o1 v pazMenoMm u3Mmehy jiBe u3abdbpame KojoHe ca (PUKCHPAHUM heujaMa v JecHO].
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Ako je m 1 FNE) — FME)/QMFE) npojekumja, onga m o § 3a10B0/baBa 0COOHHE
(1), (2) u (3). Osnaunmo F*E)/QME) ca E* u yBeaumo oznaxy v* 3a 7o 6(v), e
v € XA Taga je (E*, mod) ynuBep3agnn 06jeKaT y KaTerOPHjH; aKO HMaMO IIPeCIHKa-
Bame ¢ : X% — I, onga Moxkemo nebunncatn ¢ : B — F Ha remepaTopmMa ca
P(v*) = (v), v € EX*. Tume cmo mobuin Moxyn E* ca TpaskeHEM ocobUHAMA.

13 KoHCTpPYKIHje 106ujaMo na je aoiesuBame 1lyposor moayiaa EY R-monyay E

dyukTopujaaHOo, Tj. XOoMOMOpdm3am momyia f 1 B — I oapebhyje xomomopduzam

f*: E* — F*. Ou je 3azar na remeparopuma v*, v = (vy,...,v)), jexnakomhy
PN = (f(or), s flopa)
Heka cy eq,... e, nekn enementn u3 F. Ako nmamo nonymasame 1 gujarpama A

eJleMeHTHMA U3 [m], OHJa MOXkKeMo Ja A00ujemMo eaemenT n3 F XA rako mTo cBako iy T’

3aMeHIMO ca e;. CImKy oBOT eqeMenTa y E fiemo o3HadaBaTH ca er.

Jlema 5.1 Axo je E caobodan ca 6a30Mm €y, . . ., ey, onda je E* =2 F/Q, 20e je F' caobo-
dan Ha eaemenmuma er 3a cea nonyrwasarea T dujazpama X uz [m] u 2de je Q) nodmodya

CEHEPUCAH EAEMEHTNIUMA.

(i) er axo T uma dea ucma esemenma y KOAOHU;

(it) er+ep 2de je T dobujeno us T' samenom cadporcaja usmely dse heauje y koromu;

(iii) er — Y eg, 20e je cyma no ceum S dobujeruzr us T pazmenom xao y (3).

Hanomena: OBae numamo 3a0ynorpedy nHoramuje. IIpBo cMo ca er 06eIeKIIn eJIeMeHTe
y E* nobujane Ha ONMCaHM HAYWH, & Cajl CY HAM TO I'eHEPATOPH HEKOT CJI0boIHOr R-
MO/IyJIa, TJe CBAaKOM IONyHaBamy 1', 0AroBapa pasjnduTu eaeMeHT er. OBa j1eMa HaM
HoKa3yje 7a Ty HeMa HeKe KJbYUHEe PAa3IuKe y CJIyUajy CI000THUX MOIYJIA.

Jokas: Nmamo aa je npecaukasame I — EX naTo ca er — ep, 3a nomymasame 1
emmmopduzaM jep cy er remepaTopu of £ 36or MyntmamHeaprocT. Taxobe, Kako ce
remepaTopu of () OBHM mpecaukaBameM caukajy v 0 (36or ocobuna (2) u (3)), mmamo
enumopduzam 1 : F/Q — E*. To je sanpaso uzomopduszam. Kaza T npobe csum mon-
yibaBarbuMa Jnjarpama \, ep dune 6asy 3a E®*. Kopucrehu sese (i) u (ii), gobujamo
monynr FAE) = N""EQp-+ Q@ N\ E. Basy Tor moxgyna aure er, 3a T ca crporo
pactyhum caapzxajem xomona. Ha xpajy, Bese y (i44) renepummy nomvonyn Q*(E) 36o0r
MYJITHJIMHEAPHOCTH M Yuibenuiie ja je E ciaoboman. /[lakie, ¢ je msoMmopduszam jep

B = FNE)/Q\E). O
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Jlema 5.2 3a ceaxe dee p x p mampuuye M u N, ul <k <p,
det M det N = " det M’ det N’

ede je cyma no ceum naposuma mampuya (M'; N') dobujenuxr 0d M u N samernom
Purcuparoe ckyna k xorona N ca 6uno xojux k xosrona M, marxeom da ce wysa nopedak

KOAOHA.

Jlokas: MoxkeMo 72 IpeTnocTaBuMO, 300r TOTA IITO je JTeTepMHHAHTA MYJITHIAHEAPHO
asgTepHEpajyhe mpecamkaBame KOJIOHA, Ja (DUKCHPAHU CKYII KOJOHA Marpuile N dnHe
Gam npsux k kosoHa. Ako Marpumy M uuHE KOTOHE Vy,...,v, € RP, a N unme

wy, ..., wp, € RP, yBeauMO 0O3HaKe
|v1...vp| = detM, |w;...wpy| = detN.

Veeaumo npecaukasame g : (RP)PT — R:

g(vr, .. vp,wy) = g U1 wy W ||V U W - Wy
i <o <
IJe Cy Y CYMH KOJIOHE Wi, ..., W) PEIOM 3aMEIbeHe KOJOHAMA Vj,, ...,V . Jla Gucmo

MOKa3aJIi JIa BayKH jeHAKOCT U3 JIeMe, JOBOJbHO je JoKa3aTu na je [ aarepuupajyha
dbyHuKIHja KOIoHA (MyATHIHHeAPHA je 3001 MyITHIHHEAPHOCTH JeTePMUHAHTE) jep Taa
OHa MOpa OWTH HyJa. 3a TO HAM je JIOBOJBHO JIa MOKaykeMo aa je g(vy,...,vp,wi) =0
KaJl Cy HeKe JIBe y3aCTOIIHe KOJIOHe JeJHaKe, v; = Vit1, 1 < ¢ < p, mam v, = w + 1.
OBo je TaYHO y MPBOM CJIYyYajy jep 3aMeHa 4yBa MOPeIaK KOJOHA U JIETEPMHHAHTA je
aarepuupajyha ¢ynknumja kosiona. Y japyrom chaydajy, jgedunuinemo GyHKIujy h -
(RP)PTL —s R:

h(v, ..., v, we) = g V1w WUy U WE w0y
i< <ig
Caza je 10BOJBHO Ja MOKaxkeMo 1a je h(vq, ..., v, wy) = 0 KaJ cy HeKe JIBe y3aCTOIIHe

KOJIOHE jeflHaKe, U; = Vjp1, 1 < ¢ < p, mam v, = wy. Y 0b0a caydaja je TO Ta4HO U3
HCTHX Pa3Jiora Kao W y IPBOOMTHOM ciydajy masonpe. OpaBae 3ak/bydyjeMo aa je h
ajrTepuupajyha, ma tTume u ¢, U3 dera cjegu TparkeHa jeaHakocT. []

Hexka cy Z;; neompelene, 1 <i < n, 1 < j < m, n o3naunmo ca R[Z] upcren momn-

HOMA Ca HABEJEHUM IPOMeH/bHBaMa U KoeduiujeHTnma y K. 3a 1pou3BO/bHY P-TOPKY

i1,...,1, e1eMenarta u3 [ml, rae je p < m, yBogumo asreprupajyhy dbynkunjy
Zl,il . Zl,ip
Di;...ip =
Zpiy - Zpﬂ‘p



3a Janros mmjarpaM A ca HajBHUIIE N PeJOBa U 3a IIPOU3BOJHHO HOIMyHaBame 1 om A ca

OpojeBuma u3 [m], yBoauMo

!
DT = HDT(l,j),...,T(M]',j)7
j=1
7€ je fi; JyKuHA j-Te KOJIoHe of A, [ = Ay u T'(4, j) je caapxxaj hemuje y i-ToM peay u

J-TOj KOJIOHH.

Jlema 5.3 Axo je E caobodan ca 6asom eq, . .., €y, 0HOG NOCMOJU KAHOHCKY TOMOMOD-
$pusam E* — R[Z] dam ca ep — Dy 3a cee T.

Hoxasz: Kako je E caobogan Momya, MoxkeMO jaa KopucTuMo Jjemy 5.1. JloBosbHO je
na mokazkemo na Dy 3amoBosbaBa ocobune Koje ofarosapajy (i), (i) u (iii). 36or Tora
MTO je JeTepMHHAHTA MYITHINHeapHa anarepuupajyha (yHKIHMja KOJIOHA, HMaMO 12
Dt 3anoBosbaBa ocobune koje oarosapajy (i) u (ii): Dy = 0 kag T’ uma HCTH eJeMeHT
y aBe pasanunte henuje ucre koaoue, Dy + D = 0 xaz je T nobujeno ox T 3ameHoM
cagpzxaja mamehy ase hemuje y koionn. Ocraje Ham jour ja nmokaxkeMmo ga Dr = > Dg

rie je cyma mo csuM S npodujenum u3 1 pazmenom u3Mely /Be KosoHe ca (DUKCHPAHUM

ckynom hemmja y gecnoj kononn. Hexa snesa xojiona uma ejgeMenTe ii,...,% y CBOJUM
hesmnjama, a gecHa ji, ..., j,. O3HaunMO

Z17i1 e Zl,ip Zl,jl c. ZL]‘(I 0

Zp,i1 Zp,ip Zp,h Zp,jq Ip—q

" TPUMETUMO J1a je

Z17j1 .« e Z17jq 0 Zl7j1 o lejq
detN = | : : =| : : :

Zp,jl szjq ]p—q qu Zq,jq

[Ipumenom Jeme 5.2 Ha oBe ABe MAaTPHIE U U3aOpaHU MOACKYII KOJIOHA JIPYTe MaTPHUIE

(koju oaroBapa mzabapuum henmjama y pasmenu), 100ujaMo Tpazkeny jeanaxocrt. [

Hlypos momy1 E* Moxe ma ce nobmje Kaja y pesaluj (3) mo3BO/LABAMO CAMO
pasmene uzMmely cyceanux kosona. JloBosbHO je mokasatu ga je mogmonya QM E) uz
KOHCTDYKIHUje renepucan ejieMentuma Av — y  Aw, riae v € FA(E), aw € FAE) cy jo-
Obujenu u3 v pazMeHoM u3Mel)y mzabpanux cyceHUX KOJIOHA ca (DUKCUpaHuM heaujama
y JIeCHOj KOJIOHW. JejJaH HauYWH Ja ce JoKayke je MHAYKIHUjoM 1o Opojy KoaoHa uamelhy

JIBe KOje YUIeCcTBY]Y V pa3MeHH.
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Teopema 5.4 Axo je E caobodan ca 6a3om e, ..., e, onda je B> crobodan na ene-

menmuma er, 2de cy T mabaou na A ca yrocuma uz [m).

Jlokas: YBeaumo nopejax Ha nounymwasambuma gujarpama: 1 = T’ ako n camMo ako y
HAjIECHI]Oj KOJIOHU KOja je pa3jindyuTa, y HajHuzK0j hesimju 1mo Kojoj ce pasymkyjy, sehu
yaoc je y T'. llokazkumo mpBo jJa cy er remeparopu, rie cy 1 rtabmou. Heka cy F u
@ u3 jgeme 5.1. Ilokazahemo na je moBo/bHO Ja cBako 1 Koje Huje TabJIO MOXKEMO JIa
IpeJICTAaBUMO Kao JUHeapHy KOMOWHAIHU]Y eleMeHaTa u3 () M eJieleMeHaTa eg, 3a Koje
Baxku S > 1. Takobhe, MOXKeMO J1a IPETIIOCTABUMO Ja Cy YHOCH O KojioHaMa 1’ cTporo
pactyhu; kopcurehin Bese (i) u (i), MOKeMO Jia 3aMEHUMO er Ca e7s, TJe CY YHOCH IO
koioHama y 1" crporo pacryhu. Ilpumernmo na taga 7" = T. Heka T Huje Tabio, Tj.
Heka 3a k-Tu pel BaxKu J1a je 6poj y j-Toj henuju crporo Behu ox 6pojay 7+ 1-8oj. Tana
er—>_ es € Q, vae cy S cBu aujarpamu n1o6ujeHn pasMeHoM npBux k KyTtuja j+ 1-Be u
k xytuja j-te komone y T. Takobe, 3a cBako takBo S Baxku S = T. Jlakse, moka3aan
CMO Jla CBaKo er, rae 1" Huje Tab10, MOXKeMO Ja IPeJCTABIMO Kao TPayKeHy JHUHEAPHY
koMOmHanujy. OBaj mporec ce 3aBpIlaBa, Tj. CBAKW €y MOXKEMO Ja MPeICTaABUMO Kao
JuHeapHy KoMOuHanujy egv, rae cy 1’ rtabsou, u enemenara n3 (. To cienm u3 rora
MITO MMa KOHAYHO MHOTO HOIyhaBama (ncTuM OpojeBuMma) Koja cy Beha ox Ty oBom
MOPETKY, Kao u 300r YUI-eHHIIE, jIa aKo HeMma Beher, oHja je momymaBarmbe TabJIo.
JlokaxKuMo cajl 1a ¢y OBaKBU e JIMHeapHO He3aBUCHU. Ha ocHOBY Jseme 5.3, mo-
BOJbHO je JOKa3aTu ja cy oarosapajyhm Dr JuHeapHO He3aBHCHH. Y BEIUMO IOpeIaK
Ha Z; ;i Z;; < Zyj ako u caMo ako ¢ < ¢ win ¢ = ¢ u j < j'. Monom 1o osum
npovensbusaMa M je mamu o1 Mo, y oznamm My < Ms, ako 1 caMo aKo HajMame Z; ;
KOje ce TI0jaB/byje Ha PAa3JIUYIHUT CTEeleH, je Mamer cTenieHa y My Hero y M,. Kako Baxku
na je MyNy < MyNy kan My < My m Ny < No, mmMamo Ja je HajMama MOHOM Y Dy, i,

11 < --- < 1p, IPOU3BO/, ejileMeHaTa Ha AUjaroHanu i, ... Z 3 oBora caejau jia je

Dyip*
najmamu MoHOM y Dy, 3a T koje nma pactyhe xomone, [[(Z;;)™7@9), rae je mr(i, 5)
Opoj mojaBa/bUBaIba J y 1-TOM pejly, a HpousBog jemocBuM i u 7, 1 <1< n, 1 < j < m.

YBeaumo caja nopejak 3a tabjoe: 1T < T ako ¥ caMo ako y IPBOM PeIy 110 KOM Ce
pas3auKyjy, y upBoj heauju no Kojoj ce pasuukyjy, 6poj je sehu y T”. Ipyrauuje pedeno,
T < T'" ako u caMo aKo 3a HajMare i 3a Koje moctoju j takso na mr(i, j) # mg(i,7), n
3a HajMarbe TakBo J, Baxku mr (i, j) < mq(i,j). VI3 oBora m Ha OCHOBY MPETXOHOT pa3-
MaTpama, caead, ako T < T’ oHzia je HajMamd MOHOM KOjU ce TojaBibyje y Dr Marmbu
on Hajmamer mouoma y Dpv. Heka je Y rpDp = 0, tae rr € R u HECY CBU jeTHAKH
Hysu. Yavmmo murmMano S Taxso ga rg # 0. Taga je xoedbumujent yz [[(Z; ;)™ @)
y >_rpDr 6am rg, mro Huje moryhe jep je Y rpDp = 0. Ogaszae ciaeau na cy CBH T
jeTHAKW HYJIU, Tj. Jla Cy er JUHeapHO He3aBUCHU. Kako cMo Mokasaju Ja OHW YWHE U

reHepaTOPHH CKYII, JOKA3aJl CMO Ja 3alpaBo duHe 6a3y 3a £, [
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Mocaeauna 5.5 [Ipecauxasarwe E* — R[Z] je monomopdusam u u twezosa cauka

D? je caobodna na nosunomuma Dy, 2de cy T mabaou na A ca yrnocuma us [m).

Kaxo je E* dbyuxTopujaino, ceaku ennomopdusanM o1 E oapehyje emmomopdusam
on E*. Opasue umamo n gejerso rpyne GL(E) na E*. Ako je E ciobogan Momy. ca
garoMm Oasom, onga je Endg = M,,R. Heka je g = (¢;,;) € M,,R u T je nomymeno

OpojeBumMa ji, ..., Jz- Taja, 300r MyITHINHEADHOCTH U jeHAKOCTH

1Al

9g-€ = E 9i,j€is
i=1

BaXKU:
_ E o o *
g-er = Givgu - Gipxgodin €T ( )
rJie je cyma 1o cBuM nonymasambuma 1" nobujennx o T 3aMenoM BpeHoCcTH (Ji, . . ., jjy|)

Ca (il, e ,Z|)\|)

5.2 Penpesenrtanuja GL,,C

Heka je caga E m-numensuonn sekropeku npocrop nag nobem C. Tagajen V = B
BEKTOPCKH POCTOP, & HeroBy 6a3y 4dune tabaon ca ynocuma u3 [m]. 13 jenmakocru (*)
ciemm ma je perpesentannja p : GL(E) — GL(E?), nata ca p(g)(er) = g - er, momm-
nomujaana. Ilokazahemo ja je oHa m upeaylnuOUIHA pENPE3eHTALH]a OIIITe JUHeAPHEe

rpyIe.
Nzabepumo Gazy 3a F, anme unenrtuduryjemo GL(E) ca GL,,(C). Hexka je H <

GL(F) noarpyna aujaroHaJHUX MaTpHIa n obesexknmo ca r exemente diag(xy, Ta, ..., Ty ).
BekTop v penpesenTtaruje V' ce HA3UBA TEKUHCKU TeXuHe @ = ((1, g, .. ., Q) T CY
a;, 1 < 1 < m, nenobpojun KoedUIHjeHTn ako Baxkn - v = z7'x5? ... 2% v 3a cBe

x € H. O6esiexkumo ca B < GL,,,(F) uoarpyiy ropmux TpoyraoHux Marpuna. TeKuH-

CKU BEKTOP ¥ je BeKTOp HajBehe Texxkumre ako B - v = C*v.

Jlema 5.6 Jedunu eexmop najeehe meocune y E*, do na muosicerve crarapom, je eu()

2de je U(N) mabao na \ y wujem i-mom pedy je camo i.

Jlokas: U3 jemnakoctu (*), cienn na je ¢cBako e € V T€KUHCKE BEKTOP, IIPU YeMy je
a; 6poj kosmko 1yTa ce | nojasmwyje y T. Heka je tabio T'= U(A\) u g € B. Kako
g er = Gingr - Gipngn € 1 iy = 0, 321 > j, jeunn e y3 xoju je xoedunujent

pasm4uT oJ1 HyJse je Oam er. [lakie, oH jecTe BeKTOp HajBelie Texkume.

42



[Mpernocrasumo ga T° # U(N). Heka je p-tu upBu pej y Kome ce mnojasibyje 6poj
Behu ox1 p u Heka je HajMamu eleMeHT Behu o1 p y ToM pefy q. [ledpunummmmo enement
g€ B:

L, i=jwm(i,j) = (p,q)

0, wHaue

gz’] =

Tagajeg-er => iy, - - i €T = > es, TJe je apyra cyma 1o S Koju ¢y go0ujeHn
u3 1T, 3aMeHOM HEeKuX ¢ ca p. Y3 eg, 3a S Koje je mobujero ox 1 Tako mITO je y p-TOM
peJly CBaKO ¢ 3aMeHeHO ca p, Koedunujenr je 1, ma ep He MoxKe OUTH BEKTOp HajBehe
Texkune. OBAM CMO IIOKa3aJd Ja je jeJuHH BeKTop Hajselie Texkuueer (y). [
Kopucruhemo ciaemehy ammbenune: penpesentanuja V' ox GL,,C je upexymubnina
aKo M CaMO aKO MMa jeIMHCTBEHU BEKTOpP HajBehe TeKnHe, 10 Ha MHOYKEhe CKAJIapPOM;
JIBE pelpe3eHTaluje cy m30MopdHe aKo U caMO aKO IbUXOBH BEKTOpH HajBehe Texkume

nMajy WCTe TeyKWHe.

Teopema 5.7 Axo \ uma najsuwe m pedosa, onda je penpesenmavuja E* 00 GL,,C
upedyyubunna ca eekmopom Hajeehe mescune X = (A1, Ao, ..., Ap). 060 cy cee upe-
dyyubuane nosurnomujasne penpesenmavuje 0d GL,,C. Jodamno, 3a cee a = (a, g,
ce,Qy), 20e CYy qp > Qg > e >y UeAU, Nocmoju jeduncmeena upedyuubuana
penpesermayuja 0d GL,,C ca sexkmopom najeehe meocune «. Ona je usomoppna
FA® D% 20e jek € Z u )i = a; —k > 0 3a cse i, 20e je D®F jednodumensuona
penpesenmauuja dama ca g — det(g)*.

Jloxas: V3 nperxomuor umamo na je B mpemyrmbmana pempesentanuja. OcTaje HaM
JIa MOKAaXKeMO Jia Cy cBe upeaynubuiane noaumnomujasine penpesentanuje GL,,C Gam
[ypoBu MoyJiu.

Heka je W upenyumbuina nomuaomujanana penpeserramnuja GL,,C. Tama ona nma
jemnHCTBEHN BeKTOp HajBehe Texkmue o = (aq,...,Q,), TAe CY «; HEHETATHBHU jep je
W nonmunomujaana. Opabupom norogue 6a3e 3a W nmamo J1a je o 3apaBo HapPTUILH]a.
Mehytum, onasae ciaenu ga je W = E% 1ITO CMO U XTeIU Ja JTOKAXKEMO.

Npeanybuine penpesenranuje cy jeuHcTBeHo ojipehene cBojum BekTopoMm Hajsehe
teskune. Perpesenrtannja E* @ D®F nma BexTop HajBehe Texuue o, rie a; = \; + k,
11a BaykKi IOCJIeIHH J1e0 TBphema. [

Cana hemo puhu penpesentanuju GL,,C Ha apyraunju HauwH u yrBpauhemMo Be3y
[Muexroux u [lyposux momayna. U paswe je £ m-uMeH3M0HH KOMILJIEKCHU BEKTOPCKHI
upocrop HaJt nobeMm C. Cumerpuuna rpyna jaejersyje saecta sa F" = EQc. .. EQcE

Ha CcTaHJap/aH HadHlH:
(U1 @ -+ D Up) - O =Up(1) @ * D Ug(r), Uty .-, Uy € B 1 0OS,.
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Takobe, umamo nejerso caesa rpyne GL(E) na E®", koja upoucruue u3 jgejcrsa Ha F:
g- (U R Quy) =g U R Rg-Uy, Up,...,u, € EugéeGL(E).

3a penpesentanujy M cumerpudne rpyme S, yBOANMO BeKTOpcKH nmpoctop (M) mnedbun-

ncaH ca

E(M) = E*" ®cs,] M.
3a nperxogna aejcrea S, u GL(E) na E®™ Baxu
(g (m® - Qup))-o=g- (11 @ Qun)-0),
ma umamo aejcrso caesa GL(E) na E(M):
g-(wev)=(g-w)®v, g¢ge€GL(F),weE* nve M.

Hakme, E(M) je penpesenraiuja GL(E), n To moJnHOMEIjaTHA.

[Iperxonna koHcTpykimja je dbynkropujaana: xomomopduzam C[S,]-monyna ¢ :
M — N onapebyje xomomopduzam C[GL(E)]-monyna E(p) : E(M) — E(N), upu
TeMy jOIT MMaMo, aKo je @ emuMopdusaM, 1a je 1o u F(yp).

Hageumo neke npumepe 3a KoHkperHe penpesentanuje M, koje hemo kacuuje mnpu-

merutu. Axo je M = C[S,], rana je
E(M) = E®" ®cps,) M = E®" @cgs,) C[Sn] = EF".

Pasmorpumo ca cayaaj MA, A = (A, ..., \x) F n. Heka je T m1pon3BosbHO HOMyHaBame
aujarpama A u3 [n], 6e3 monasbama. Tajga younmo npecinkasame ¢ : C[S,] — M?,
nato ca x — x - {T}. Ono je emumopduzam C[S,]-Momyna u BaxKu 1a je jesrpo JeBu
njeas reuepucan ca p — id, tae ¢y p eqementu Janrose moarpyme R(T'). Ouurmegno je
(p—id)per(r) C ker(yp). Toxkammumo u gpyru cmep. Hexa ) s a,0 € ker(p). 3a mera
BaK1

Zaoa-{T}:O.

o€Sy,

3060r JauHeapHe He3aBUCHOCTH TabJIOMIA, JOBOJHHO je Ja TIeJaMo IepMyTalhje Koje
mamy 1y ucry knacy. Heka cy oy u oy takse, 1j. Heka Baxku o1 - {1} = oy - {T'}.
Taga je o = poy, 3a Heko p € R(T'). Axo Baxu aoy - {T'} + boy - {T'} = 0, onga
mopa 6utu a = —b jep je {o1 - T} = {02 - T}. Hakine, aoy + boy € (p — id). Tlomohy
OBOTA, MHAYKIIJOM 3aKbyIyjeMo Ja Y s a0 € (p—id)per(r). Hobumm cMo ma Baxn
u apyru cvep, ua ker(p) = (p — id)pern).-

[Tpumennmo caga dbyukrop E ma oo mpecaukasame. Hmamo E(p) : E®" —
E(M?). Kaxo je ¢ cypjeknuja, To je m E(p). W3 dbyHKTOpHjaIHOCTH, HMAMO 2 je

j€3TPO OBOI' MIPECINKABAE TEHEPHUCAHO Ca
up(1)®®up(n) _u1®...®un’
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rae p uposasu R(T) =Sy, X --- X S,,. Onasae gobujamo ga je
E(M?*) = Sym™(E) ® - -- ® Sym™ (E).

AHaIorHO TOME, 38 peIpe3eHTaI]Y MA CUMEeTPHUYHE TPYIIE S,, TMaMO E(M’\) ~ AN"(E)®
@ N"(E), tae je A= (1, ..., ju).

Cras 5.8 [Tocmoju xanoncku usomopdusam E = E(SH).

Joxas: Heka je v € E** u U nonymasame AfjarpaMa \ pasimuauToM OpojeBnMa, of 1
j0 n. O6enexxkumo ca v(U) eneMeHT v1 ® -+ @ v, € E®" rjie ¢y v; €JIeMEHTU Y V U3
hemuje ca ynocom i nomymasama U. Heka je npeciukapame ¢ : EX* — E(S?) mato
ca

v = v(U) ® vy,

rie je vy reseparop Llnexrosor Momyaa S». Ono me 3apucu o1 u36opa U. AKo mmamo

JIPYTo TIONyhaBaibe, OHO je jerHako o - U, 3a Heko o € S,,. Tana
vie-U)@v,y=v(e-U)@c-vyg=v(e-U)-c@vy =v(U)® vy,

npu demy cMo uckopuctwin fa je v(o - U) - o = v(U), mro caequ u3 gedunummje.
I[IpecoinkaBarbe 1) je MyJITHJIHHEAPHO 360T MYJTHIMHEADHOCTH TEH30PCKOI IPOU3BOIA.
Heka je v BeKTOp ca jeHAKUM YHOCHMA Y JIBE pa3jndunuTe hewje ucte KojoHe. Tama

nocroju tpancnosunuja 7 € C(U) Taksa na v(U) = v(7 - U), mro HaM nape gaje
viU)@uvy =v(1-U)@u,y =v(U) @7 vy = —v(U) - vy,

omaxJie cireqn fa je v(U)®vy = 0, 1j. gobmiu cMo ga je 1) anrepuupajyhe mo KoaoHama.
Hexka je can v € E** npousBo/baH BEKTOP M HEKAa Cy W BEKTOPU JOOUjEHMM HEKOM
MpOMU3BO/LHOM pa3menoM m3mely dbuxkcupaHux KoJioHa ca ojapeherum Opojem hesmja.
[Momymapama Koja mwrMa oaropapajy obesexxumo ca W. Taga w(U) @ vy = v(U) @ vy,

IIa

U—Zw > V(U)®UU—ZW(U)®UU
(U)@UU—ZV ® vy
= V(U)®( va>
V)@

= VvV

= VvV

I
e

Osume cmo ao6min na ¥ 3amososbasa (1), (2) u (3) u3 5.1, ma mame 3aKbydIyjemMo Ja
je EX = E(M™)/E(Q"). Onapze ciemn ga je EX =2 E(S*) jep je S* = M*/Q* n 360r

dyukTopujaanoctu. [

45



[Tomro umamo Bezy Hlyposux u [lnexroBux Momy/a, MOXKEMO Ja MPUMEHUMO OHO
IIITO 3HAMO U3 PENMPEe3eHTAlNja CAMETPUIHUX TPyHa. AKO MIPUMEHHMO TPETXOIHU CTaB

Ha HaBeJleHe IIpuMepe, NMaMo:

IMocnenuna 5.9 Iocmoje caedehu usomopdusmu:

E®n ~ @(E)\)@Ju;

AFn

SymME® --- ® Sym™FE = F* & @(E”)EBK“;

>

NE®- o \"E=EoPE)

v>p

ede cy Ky, Ky, Kocmxunu 6pojesu.

Hekaje \Fl,uFkul+k=n. Taga

E(SA oSty = E®n RS, ] (C[S,] B[S xSi] (SA ® Sk))
= (E®" @cgs,) ClSnl) ®csixsy (5 © S*)
>~ E%" Qcs,xse (5 ® S*)
= (E¥ @ E®*) ®cpxs, (S © S*)
> (B ®cps) V) © (B ®cps,) )
B(S") © B(")

I

/i€ CMO UCKOPUCTHJIN JIa S; U Sy J1ejCTBY]Y, PE/IOM, Ha UPBUX [ U 33X k KOOpIuHATA
renzopckor npoussoaa £%". Kajga npumenumo cras 5.8 u nocaeuny 4.11 Ha nperxoanu

HU3 n3o0Mopduzama, J100ujamo:

ITocaenuna 5.10 Baosicu
F*® E* = @(EV)@CKM’

2de cy ¢, JTumasyod-Puuapdconosu bpojesu.
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6 T'eadana-IleramroBe Gaze

6.1 Tendana-IlermaOBM HU30BM

Y oBOM Jie/ly YBOJIMMO HOBH KOMOWHATODHH TI0jaM, KOjU je y Be3W ca JaHroBUM

tabsouma. Heka je n npupogan 6poj. YBeIMMO TPOYTIaOHHM HU3 HEHETaTUBHUX IEJIUX

opojena,
mn1 ry) e Myn
mp—1,1 o Mp—1,n—1
)
ma1 ma2
mi1
TaKaB /2 BAXKH Myt < Mi_1,; < My, tne ¢ = 1,...,k —1,3a cBako k = 1,...,n.

IIpuMeTumo 1a 6pojeBn y cBakoM pesy oapebyjy naprumujy. O6enesxumo ca A9 napru-
uujy onpeheny OpojeBuMa y i-TOM pejy, riae peaoBe MOCMaTpaMoO 0J03710 Harope. 300r
HaBegenux ocobmua, mmamo u ga Baxku AD C A®) C ... C A\ = )\ Osakas uu3
zopemo [escpbana-llerimHOB HU3 NpUAPY:KEH MAPTHIHJH A U 0besrexkaBaMo ra ca A.
YemocTaBEMO Be3y ca TabJaomMa, KOjy MO HaBeJHd Ha MOYeTKY OBOr aeaa. AKo
uMaMo Hu3 A, ca n pejoBa, IPUJIPYKEH MAPTUIUjU A, TIOIYHUMO JjarpaM A TAKo MITO
y6artyjemo 6poj k y hemuje AW\ ANE=D 53 &k > 2w 6poj 1y AV, JTo6ujeno nonymasame
jecte Tabso 300T ycaoBa my v < Myg_1; < My, © = 1,...,k — 1, jep nam To naje na
nocToju HajBuIIe jeana fiemmja y meroj Koaoun y A%\ A*=Y - O6pryro, axko mam je gat
Jamros Tabno T' nujarpama A, ca momymaBameM u3 [n|, a3 A Moxkemo ga 100ujeMo Ha
crenehn naann. Hajsumm pes, koju je myxume n, mvamo jep je A = A, Vz6anusamenm
hesja koje cajaps:ke n, mobujamo mujarpam A1) u meroso nomymasame Koje ocTaje
tabio. lloHaBpamo mocrymak. Ako mmamo pex AF) = (M1, - . . Myg), n3baNUBAEEEM
hennja koje caapzxke k, gobujamo A*~1 C \*) | 113 pazsora mTo cy penoBu mapTuimje,
raxse 1a AF~1) C A#®) kao u 360r Tora 1o ce y cBAaKOM KOpakKy 100uja tabio, nMaMo
N2 BaKH My ip1 < Mp—1,; < My, @ = 1,...,k — 1. Jaxae, u3 Tabaoa T' cmo gobuan

lendang-lleraunos Hu3 A. 3 nperxoaHor ciemn:

Cras 6.1 Heka je \ napmuuyuja, a n Hexu npupodan 6poj. Tada nocmoju bujexuyuja
usmehy ckyna Janzosuxr mabaoa dujaepama A, nonyrwenoz bpojesuma us [n] u ckyna

Teagpano-ILlemaunosur nusosa N, ca n pedosa, npudpysrcenus napmuyuju X.

6.2 Penpesenranuja gl,C

Heka je gl,C JlujeBa asrebpa n X n Mmarpuna najg mobeMm C, ca cramgapiaam

cabupameM M MHOXKEIbeM CKaJapoM, MPH YeMy je KoMyTaTop AeduHucan popMmyaom
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[A,B] = AB — BA, 3a cee A,B € gl,C. Penpesenranuja Jlujese asnre6pe gl,C
je mmueapuo npecamkaBame p @ gl,C — End(V), koje ce ciaaxe ca KoMyTaTopow,
. [X,Y]v = X(Y(v)) — Y(X(v)), 3a cBe X,Y € g[,C u cBe v € V, rae gopuc-
tumo ckpahenn 3anuc X (v) = p(X)(v). U3 oBe medununmje numamo 1a je KOHATHO-
JIUMeH3Hn0Ha pemnpe3enTtanuja V' oapehena marpurnama pema N, TakBum jga A — a u
B+ b noBnaun AA — Aa u [A, B] — [a,b]. Kao u cayuajy penpesenraiuje rpyie, yKe-
JIUMO JIa OJIPeJINMO HPEIyIINOUIHE PElpe3eHTallje, a OHE CY JeJIMHCTBEHO ojpeheHe Bek-
topuMa Hajpehe Texkmae. AKo je mara mapTHnmja A\, 03HAYUMO TAKBY pPelpEe3eHTAIN]y
ca V).

Ob6enexxumo ca Fy, marpune crangapane 6aze 3a gl,C, 1 <, k < n. U3 nedunuruje

KOMYTaTOpa TMaMO

(B, Eu] = Eg (i #1),
[Eik, Eyi] = Ei — Egg,
[Eij7Ekl] =0 (]7’“‘3?”7”)

Obene:xxnMo ca e;; MaTpuie pega N Koje 0AroBpajy MPeTXOJHUM, ¥ PeNpe3eHTAIuju p.
Kaxo je cBaka marpuna y gl,C sinneapna kombunanuja Fij, ciein Ja je peupeseHraiuja
jeTmHCTBEHO o/ipehena efleMeHTHMA, €;,. Jlakie, onpehuBambe npeayniuOnIHe perpe3eHTaliije

on gl C ce cBoiu Ha HaslaxKeme n’ MaTpHIA €;, TAKBUX Ja:

le,ent] = eq (i #1),
[eika eki] = €4 — Ckk, (1)
[eij7€k’l] = 0 (j#kui#l).

CraB 6.2 [locmoju 6asa &y 00 Vy, napamempusosana nuzosuma N, 2de bazne mampuue

gl,,C dejemeyjy na wux dopmyrama

k k-1
Ewén = (Z Mg — ka—l,i> &a,

k

(Ui = ler11) - (b — le1 k1)
E -3 ’ ’ |
.l
k
(i = le—11) - (e — lg—1.6—1)
E ‘ : 5
T+ 1,kEA E (Ui — Do) - (s — L) §A—sy,;

=1

Husosu A £ 0y; ce dobujay us A samenom my; ca my; + 1, dok je l;, = my; — 1+ 1.
Hoodpasymesa ce Ex = 0 kad A nuje depunucarno. Ca N cmo o3navwusu u3bayusarse

daxmopa ly; — lg; u3 npoussoda.
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Jlokas: TIpso hemo mokasaru ga Baxke pesaruje (1) 3a nedbunucana nejersa. Haxon
rora hemo, nmomohy umnpyknuje, gedpunucaTu Jejcrsa IPOU3BOLHUX [;; u nposepuTu

penanuje (1) 3a wux. Heka je A mpoussosban Lendang-Ilerannos uu3. [lokazkumo
[Exks Expr1] = Er g

[Eiks Erpr1lén = Eri(Erpr1(6r)) — Ergr1(Eke(€n))

k
boi — lornn) - (e — 1
— Ekk: (_ E ( k k+1,1) ( k k+1,k+1)€A+6ki)

— (lki — lkl) e A (lki _ lkzk)
k k—1
—FE k1 ((Z Mipj — kaLj) §A>
Jj=1 j=1

_ Zk: (i — le1,1) - (i — U k+1>Ekk(§A o)
(i = lea) - A (U — i) ok

k-1
- < Mygj — ka—l,j> B jer1(€n)
j j=1

_ Xk: (i = Iern) o (s = D pn)
(Ui — lgr) - - Ao (L — i)

B

Il
—

=1

k k—1

E My — E Mmy—1; + 1| Ervsy,
Jj=1 j*1

Jj=
i (lgi — Uiy, 1) (Ui — lk+1,k+1>£A S
(i —lpr) - A (L — L) 0k

=1

B Z (Ui = ler10) -+ (L — lk+1,k+1>€A S
Py (lei — lg1) - /\"'(lki_lkk) Ok

= Eprt1(&a)

Hakre, Baxu [Eyy, Ex k1] = Epgs1. AHaMOTHO ce mokaxke 32 [Epyq i1, Eprip] =
Bk
Moxaxumo [Ey g1, Ert1x] = Exk — Egt1 p+1. AHAJIOTHO ce IOKa3yje ga BaxKu je-

HaKOCT [EkJrl,k; Ek,k+1] = Ek+1,k+1 — By
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(B gt1, Ery1k)éa

e je

By k1(Err1.(60)) — Ers1k(Erp1(€a))

i (lki - lk—l,l) o (lkz‘ - lk—Lk—l)
— (i = lp1) - A (L — lew)

(lkj - lk+1,1) e (lk‘j - lk+1,k+1)
j:1 (log — k1) A (g — lo)
B Z Z (i — le—11) -+ (lgi — lg—1.6—1) .
purt (Ui = U) - (Loi = L) == AN (Lo — L)
JFi
(g = lrg10) - (g —
(lkj — 1) - (g —
B Z (ki = le—1,1) - (e — b1 1)
— lm U)o A (L — lik)

(lkz — 1 —lgg11) - (i —
(lki—l—lkl)"'/\"‘

Eyr+1(6r—s,,)

+

Eri16(6a1s,,)

lks1kt1)
lki“‘l)"‘/\"'(lkj—

lkk) gA—(Ski‘Hskj

1— lk+1,k+1)€A
(lei — 1 — lix,)

(lkj lk—i—l 1) T (lkj - lk—i—l k+1)

+ZZ (lej — lgr) - (lk] — i) N - '7<lkj — )

i;y
(Ui = lo=11) -+ (Lgi — Le—1 k1) ¢ '
(lki — 1) (e — g — 1) Ao (I — k) Aot okj

(Ui — le11) -+ (lei — L1 1)
+ J .
Zl (Ui = gr) == N (L — L)

(i + 1 —le—1a) - (i + 1 — L1 —1)
(lki+1_lk1)"'/\ (g + 1 — k)

B Z (i = l—11) -+ (i — Le—1.6—1) _
A (U — k)

€a

— lm lka) -
(i =1 =lpgr1) - (s — 1 = lk+1,k+1)§A
(lki_1_lk1)"'/\"‘(lki_1_lkk)

k

Z (ki — Drgr1) = (lei = Drgpsn) _
(e = lea) - A (Ui — L)
(i +1—l—1a) - (i + 1 — L1 5—1)

A
Eglb

&a

B= J[ (i~ )i —lkj+ (i — ey — 1)

1<i<j<k
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ITpBo hemo nokaszaru na B|A. @ukcupajmo 1, s € [k],r # s.

— lkS|AI

ITocmarpamo cabupke 3a 7 U S, yKYIIHO UX je 4eTUPH U OHH Cy cJiejieher obJinKa:
—PATATA;ATP + D ATATAT AP — PLASATAZ AT P+ DLACAT A AL P

e KOPUCTUMO cJjiejiehe o3nake:

(i = Um10) - (i = Uma 1) (s — 1= lgr1) - (I — 1 — g 1),

(Ui — U1 1) - (b — Do) (Ui + 1 = lomr1) -+ (L + 1 — L1 =1
Af = (i — lkl_1)"'/\"'(lkz’_lkk_1)u

(i =l +1) - (I — Lo + 1),

(i — ha) - A---(lﬁﬁ---(zm—zm

P 3ajeJHUYKH YJIaH.

Kama zamenumo ly, = I, nobujamo na je P, ATATA; ATP = —P,ASATA-ATP
u D, ATATA; AP = —D A3 AT A AL P, onakise cienn na ly, — lys|t,s. Ocranm
cabupnm y A caapxke wiaH l, — lps, 300r cBohema Ha 3ajeHUUYKH JeInJIall, I1a

nobujamo ma lg, — lks|A.

20 lkr - lks - 1|A

OBae mocMarpamo
AT ATT AR ATQ+ D AT AT AT ALQ — PAT AT AT ANQ+ DA AT AT ANQ,
riae cMmo, nopes Beh KopunrheHnx o3HaKa, UMaJH 1

A = (= la = 1) A (= hf = 1) (B = i — 1),
AT = (= ba+ D) A (g = TR+ 1) (s — D+ 1),

Q 3ajeJHUYKH YJIaH.

Kama 3amenumo Iy, = lys + 1, pobujamo —P, AT~ ATTATATQ = D ASTAST AL ASQ)
u D, ATTATTATATQ = PyAST AST AT ASQ, onakae caean na ly, — lgs — 1| A.

3° lkr — lks + 1|AZ

Baxku cjin4HO, KA0 y HPETXOJHOM CJIy4ajy.
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A
Hobuun cmo na B|A, 1j. h = 5 je nmoaunom. B je cremena 3k — 3, jiok je A crenena
3k — 2 jep ce wnanoBu cremnena 3k — 1 mokpare. /lakie, h je niuHeapaH, ca 1e100pojHUM

KoeUIUjeHTUMa, Tj.

k+1 k

k—1
h = Z Ailgy1i + Z bilk; + Z Cilk—1; +d
i=1 i=1 i=1

Tpebda na oapenumo koedwurujente. To MokeMo mOMONY aCHMITOTCKE AaHAJIH3E
uzpasa. Vcnucahemo moctynak 3a b; = 2, mpu 4eMy HAIIOMHILEMO JIa Ce HCTOM MeTOI0M
nokasyje 1a a; = ¢; = —1 un d = 0.

Xohemo ma oapemaumo koepuniujetT y3 l,, e je r bukcupano. Y3MuMo Jia
l, — “+00, li — 0, 1 7A ru lk—l,j = lk—l—l,j = 0. Taja je

LA G e = D) G (e D
be B (e — DR I (e + DR
(=(ler =1 + B ) (e — D* Uy + D
Uer (U — 1)F =1 (L + )R

B lk:r'

Kaxko je h nuHeapaH, ofasje mobujamo jaa je by; = 2, 3a cBe i € [k].

Jlobum cMo j1a BaxKu

k1 k k-1
(Ers1, Errip)én = (- Z 1 + 2 Z lyi — Z lk—l,i) &
i—1 i1 i1
k+1 k k—1
= <— Z Mpt1, + 2 Z M — Z mk—l,i) &a,
=1 i1 i1

Tj. Ja Oalll BayKH TpazkKeHa jeTHAKOCT

[Eksi+1, Err1.k]) = Erk — Bkt 541

Octaje nam tpeha jennakoct y peramuju (1), [Ei ky, Ei k) = 0, Kax je iy # ko u

io # k1. 3a onumcana JgjcTBa, HMaMO HapeJHe CIydajeBe:
o [Ew, Byl =0, tae je k # 1
o Bk, Eriv1] =0, [Exg, Ery1g] =0me je k £ 11+ 1;
o [Erki1, Eiip1) =0, [Exrk, Eiv1y) =0, tae je k # 1+ 1ul # k+1;

o [Eipt1, Erp1y) =0, rue je k # 1.
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IIpBu cayuaj je jacam. Y apyrom, mocmarpajmo [Egg, Ejq], vae je k # 1,1+ 1. Ty
nMaMo JIBa mojcay4aja, kaga je k < [ — 1w k > [ + 2. Pacuumumo apyru mojcaydaj,

3a [IPOU3BOJHHHU BEKTOP & .

(B Eriilén = Ere(Eriga(6a)) — B (Erei(éa))
!

(L — liyan) (lli —liy141)
= , E |
Zzl (L — 1) - ol = Iy) e (EA+,:)

k k—1
— <Z M — kal,j> El,l+1(§A)
j=1 j=1

l

(le' - ll+1,1) e (lli - ll+1,l+1) )
(i =) AN (i — )

i=1

k k-1
<Z my; + 1 — Z My—1j — 1) Enton
j=1 j=1
k k—1
+ (Z Mg — ka—u) :
— —

l

Z (L — Ui, 1) -l — lz+17z+1)§A 5
(i =) - Ao (I = 1y) 0

‘*1

Anasorno 3a npBu HOACHYYaj, Kao u [Eyy, Eir1y] = 0, toe k # 1,1 + 1. Tlocmarpajmo
caq [Egt1, Eii41) u3 tpehier ciyuaja. Ty mmamo gsa moxcmyuaja: k=lu k #1. Y

MPBOM MOJACTYYA]y OUUTJIETHO BaXKHM jJeIHAKOCT. PacmuImuMo ApyTH TOACTYYa;].

(Erk+1, Blis1lén = Erps1(Ers1(6a)) — B (Er g1 (€n))

_ El: (i = lipan) - (s — byagen)
(i —=ln) - AN (= ly)

=1

i (lej = lopr1) -+ (lij = losps1)

(lkj — k) o N (lkj — ) 5A+5h+5kj

_i(zm i)+ (g = b))
(lej = ler) == A (kg — e

i (hi = lisan) - (i — lz+1,l+1)€A 8o +0
(lli—lll)-u/\...(lli_l”) +3k5+01;
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36or Tora ro k # I,k # 1+ 1,k # | — 1, umamo na Fy, v Ej; He Memajy, peaoM,
koepunmjente [; n lp;. Oparie ciaeayu IPeTXOAHN HU3 jeHAKOCTH W UUILEHAIA 71 je
[Erkt1s Ergg1] = 0. Camdno mpeTxXofHuM ce MOKa3yje W MOCJeIIbH CIydaj, CaMo IITO
Ty uMma Tpu nmojcaydaja: k=1+ 1, k+1=luk+1#0Lk#1+ 1.

Hakon oBora, wHIYKTUBHO AedmHuineMo HaYuH Ha Koju Fj mejcrByje. Heka je
i < k. Axo je nejcrBo E; 1 nebunucano, Ej, Tpeba mga 3a10Bo/baBa IPBY peJallijy n3

(1), na rako u gedunumemo. Ako je £, TPON3BO/bAH BEKTOD, OHJIA je
Eién = [Ei k-1, Er—1.1)éa-

Jedunumnuja je mobpa y caydajy k —¢ = 1, IITO ¢MO IPETXOAHO MOKa3au. AHAIOTHO
nedWHUITEMO KaKo fejcTyByje Fi, Kaaa je ¢ > k.
Cana hiemo nokasartu Ja Bazke jennakoctn y penanujama (1) 3a B g, , Fik,. Joxa3y-

jemo mHAyKIHjoM 110 S = |iy — k1| + |iz — k2|. Vmamo
[E’ii7 Ekk] = 07

na Baxku Oaza waAykuuje. Heka penaruje (1) Baxe 3a cBe i1, ki, i9, ko, TakBe jJa je
S < K, tne je K > 0 ¢dukcupano. [lokaxkumo jia one Baxku u ciay4dajy kajje S = K+1.
[IpernioctaBumo 1a je is < ks. AHAJIOTHO ce J0Ka3yje Kaza je io > ko, OMHOCHO 11 > ki,

300T AaHTUCUMETPUIHOCTH JIujeBUX 3arpaja.

1° by =dgmiqg # ko + 1:
Panan mperneanoctu, oznaunmo ky = iy ca i, i1 ca k u ko ca [. Tpeba ma moxaxkemo
[Eik, Exi41] = Eir1. Axo je k =1, 1o caeqn u3 gedununuje E,,. Hexa je kb < [.
Taga nmamo ga je |i —k|+|l—(+1))| < [i—k|+]k—1|, na moxkemMo0 j1a npuMEHEMO

UHIYKTUBHY Xunore3y. llomohy JakobujeBor uaenTuTeTa M100MjaMoO,
[Eiks Eira] = [Eik, [Eris Erigal]

= —[Euw, [Eys1, Eil] — [Ess [Biks Ewl]

0— By, Bal, i#1
0—[Eyg1, By — B, i=1

) B, i #
(Eu, Eria], i=1
. Ei,l+17 i # [
By, i=1

IOITO CMO M XTeEJIN Jda JOKazKeMO.
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2° k1 =iomiy = ko + 1:

30

Omner, o3HaumMO 300T TPErIegHoCTH k1 = io ca i, a i1 = kg ca k. Tpeba na
nokaxKeMO [Fii1 g, Exit1] = Eij1i41 — Ege. Cayuaj k = i + 1 je TpuBujasam,
a paHmje je TIOKa3aHO Ja OBO BaxKW Kaju je k = i. Heka je k < ¢. IlomTo je
i—(@+ )| +)i+1—-kl <|i+1—kl+|i+1—Fklul|i+1—-FKk+]|k—1i <
li+1—Fk|+ |k — (i+1)|, Barku HHAYKTHBHA XUIOTE3a, 14 TMaMO
[Eitips Brivi] = [Eigik [Bri, Biigal]

= —[Ek, [Eiiv1, Eiv1 )] = [Eiiv1s [Eit ks Eril]

= —[Bui, Bi| — [Biiy1, Biy1]

= —Ey+LEi—E;+Eii.n
= Eitrin — B,

ITo je u TpebaJso JIOKa3aTu.

ki £ ig mwiqg # ko + 1:

[IpernocTaBuMo IpBO 14 je 1o = ko+1. AKo je iy = ki, OHIA jeIHAKOCT OUUIJIETHO
BaXK. be3 ymamema OnmTocTH, TPeTnocTaBuMo Ja je i1 < ky. Caydaj i1 +1 = ky
je obpabhen panmje. Moxkemo jg01aTHO j1a mpermnocTraBuMo ki — 11 > 2. Taja u3

JakoOujeBor WJIEHTUTETa U WHYKTUBHE XUIIOTE3€e J1001jaMo:

[Eiskys Bigis] = —[Biyiy, [Eiy v 15 Eiy 11,0
= [Biyit15 [Biy 11,k Biyio)] + [Biy 1005 [Bigias Bi iy 11]]
)0 i Fa A+l
N —[Eivigs Bisky ] — [Eig ey Eiyin], t2 =11+ 1
oo i #at
o, =i 41

YHUMe CMO TIOKA3aJId JIa jeTHAKOCT BazKh KaJa je io = ko + 1. Hexka je caga io < ks.

Vamumo nupso ja je i1 = k1. Tazga
[Eiivs Bigkas1] = [Eigiys [Bigkys Ery kp 1))
= —[Bisky, [Brobot1, Bivir]] = [Brabot1, [Bivirs Bigks]
0, i1 # ko
[Bisks> By io1] + [Erokor1, Bigky), 11 = ko

07 7:1 7é k?
0, le = ]{?2
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Jlaxkje, ocraje HaM J1a JOKayKeMO IOCIEIbY pPeaaujy Kajaa je io < ko u i1 < k.
To ce, mocsie cananor kopumnihema JakobOujeBor HWAEHTHUTA, HA Kpajy CBeje Ha

JIOKa3UBahe jeTHAKOCTH

[Eyit+1, Bk pra) =0,

(B pt2, Ergiits] = 0,

IMTO ce MOoKa3yje JUPEKTHOM TpoBepoM. Pacmucahemo camo npBy jeaHakocT.

IIpBo Tpeba na 3amumreMo Kako JejcTByje [y jyo.

Eyii26r = Epgr1(Brg1r+2(68)) — Bkt pro(Erpr1(En))

kb1
~ B i: (let1j — Uer21) -+ (les1j — U2 pt2) Ervs .
’ — (1 = leprn) - A (g — leprpn)

k

lei — ol — 1
+Ek+1,k+2 (Z ( k k+171) ( i k+1’k+1)£A+5m‘>

(g = lea) - A (Ui — i)

— i zk: lk+1,j —lpg21) - (l’f“vj — vz )

s — lk+1,g lk-l—l,l) AR (lk+l,j - lk+1,k+1)

(i = ligr 1) = (D = lpgr g — 1) - (I — lkz+1,k+1)§A Sps+6
(i — ler) - A (Lo — L) +OkitOrt1

k k41

B Z Z (b = bern1) - (i = Do) - (i — leaesn)

(i — lkl)"'/\"'(lki_lkk)

=1 j=1
(lkJrl,j - lk+2,1) e (lk+1,j - lk+2,k+2)

(g = lerrn) o A (g — b e
k  k+1

_ Z Z (i = bern1) - (i = Do) - (i — Degaern)
({

(i — lkl)"'/\"'<lki_lkk)

Ikt — lkr21) - - (kg — lkropr2)

) EA+8pi+0rsn 5

=1 j5=1

(g1 = legrn) - A (legry — lk+1,k+1)§A+5M+ék+l’j
YBeauMo O3HaKe
L - (k1 — les21) - (kg1 — lhgopr2)
(Ber1g = bernn) o A (v — lepgn)
j\rj = €A+5ki+6kr+5k+1,j
7= Enistben,

1 ITOKazKMMO TpazKeHH UICHTUTET.
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Pacnucyjemo [Eg k11, Bk g2J€A:

Ek k41 (Ek k+2 <£A)) - Ek k+2(Ek,k+l (€A>)
k k41

_ Z Z (ki = ern1) = (B = Boag) - (i — Do orn)

(lgi — lkl) A (U — D)

LiEg ks (§A+6ki+5k+1,j )

=1 j5=1

k
Lo — 1 el — 1
+Z (e = Trg11) = (ler — Dy hs1)

E
—1 (lkr - lkl) e A e e (lkr _ lkk) k7k+2(§A+5M)

- i § i (i = lrgr1) - (i — ligag) - - (L — lk+1,k+1)L' '
=1 j=1 =1 (Iki — lkl) A (i — bog) j

(ler — lk-l—l,l) o (L — ley1,; — D) (e — lk+1,k+1) irj
(lkr — b)) (U =l = 1) A (b — b)) 2

_ Z i % (Ter = lrg10) - (e = lig1g) -+ (ke — legr 1) .
(I lk1>"'/\"'(lkr_lkk)

r=1 =1 j=1 kr
ir

(lki - lk+1,1) e (lkz - lk—l—l j) (lkz lk+1 k—i—l)L 617"]
(i — lg1) -+ (g — g — 1) - - (e = lr)

ko kel
N Z Z (Ui = lg10) -+ (i — lk—i—l,]) (li — lk+1,k+1)Lj _
— = lk:_lkl) A (U — L)
(i 1 =legrn) - (i + 1=l — 1) - (leg + 1 = i p1) i
(i + 1 =la) - AN (g + 1 — L) A
k  k+1

_ Z Z (Ui = Ueg10) - (i = legrg) -+ (i + 1 — L1 1) ‘

P lk—lm) AN (U — D)

(i +1 = lig10) - (L + 1 — lk+1 ) (Ui + 1= Lot jeg1)
(i +1 —la) - (i + 1 = lek)
k1 k

_ : (ki = leg11) -+ (lk;i — lig1g) e (ki — leg1 1)
= 2 L) -
= (boi = i) =+ A (L — L)

L&y

i=1 r=1

r#i

(e = lgr,1) = (e = Uiy — 1) - (T — Derht1) i
(lkr_lkl) e =l = 1) A (e — )

k+1

(i = legr1) -+ (ki — Leng) - (lei — ler etn)
-3 1, : : .
Z ZZ ({gi _lk1> A (U — L)

117"1

(e = lrgr,1) = (e = ligrg) = (ler = Dot p1) i
(e — i) - (lr — D — 1) o A (L — D) ™
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k+1 k k

(lei — lgs1) -+~ (lkiflk\—f—l i) (i = lesa o)

= L ) I’ .

Z J;‘Zl ) A O i)
r#i

(lkr - lk+1,1) e (lkr - lkJrl,j - 1) o (lkr B lk+1,k+1) iy

— A
(e = ler) - (pr = T — 1) - Ao (D — i)
— 0,

TOo je u TpebaJso MmoKa3aTu.

OBuMe cMO 3aBPIIWIH JI0Ka3, JOOWIN CMO Jla ce pempe3eHTaldja cjayke ca KOMyTa-
Topom. [

13 Teopuje JIujeBux rpymna u ajrebpu je mo3HATO Ja HaAM je JJOBOJHHO JTa 3HAMO jeTHY
on penpesentanuja gl,C u GL,C, 1a 6ucmo 3namu ony apyry. [lperxognu craB nam
naje Be3y usmehy lendana-llermurosux ausosa u penpesentanuje GL,C, kojy cmo Beh
noezasin ca Janrosum rtabsiouma, ojnocHo Kocrkuuum u JIuriasyj-PuuapiaconoBum
opojesuma. lendany-IlerinnoBu Hu30BU HAM Jabe OMOTYhyjy jJa TO TIOBEXKEMO Ca re-

OMETPHjCKUM KOMOMHATOPHUM 06jeKTuMa Koju ce 30By [endang-Ilerinnosu mojmroru.
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3akJpydaK

Koctkunn n Jlutasyn-Pudapaconosu 6pojeBu cy 3Ha4YajHU 32 pa3He MaTeMaTHUKe
00J1aCTH, OJ1 TeOpHje perpe3eHTalnnja 10 aarebapcke reomerpuje. OHE Cy BeOMa TEIIKU
3a padyH, mTo je nokazao Hapajanan y paxy On the complexity of computing Kostka
numbers and Littlewood-Richardson coefficients, koju je objaBmen 2006. roguue, y 4da-
conucy Journal of Algebraic Combinatorics. Mako je mokasamno ja je mUX0OBO op/ehu-
Bambe TENTKO, OJIAKIaBajyha OKOJHOCT y Pajly ca BHUMa je MTO MOXKEeMO JIa UX MOCMa-
TPaMO €& KOMOMHATOPHOT, aarebapCKor, TeOMETPU]CKOT M TOHOJIONIKOT CTAHOBUIITA. Y
OBOM paJy je ommcana ajredapcka u komoOunaropua npupojga Kocrkunux u Jlutisyn-
PuuapiconoBux 6pojeBa, Tj. KaKO ce OHU T0jaBJbY]y Y TEOPHUjU CUMETPUIHUX (DYHKIU]jA

U TEOPHjU pelpe3eHTallH]ja.
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