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1 Uvod

U danax�e vreme qeka�e je neminovni deo svakodnevnice. Qeka se u redu u poxti
ili u banci, na kasi u prodavnici, na semaforu, u saobra�aju, na ulazu u parking, za
korix�e�e lifta, na ukaziva�e pomo�i u bolnici, brodovi qekaju da uplove u luku,
zahtevi koji sti�u do procesora raqunara qekaju da budu obra�eni. Do stvara�a redova
dolazi jer je potreba za uslugom ve�a od kapaciteta koji sistem (banka, poxta, . . . ) mo�e
da pru�i. To bi moglo da se rexi tako xto se otvori vixe xaltera u poxti, proxiri
broj parking mesta, zaposli vixe kasirki u marketu ali to nije ekonomski isplativo.
Qak i kada bi se pove�ao kapacitet, redovi bi se i da	e formirali jer dolasci
klijenata nisu savrxeno uskla�eni i traja�e pru�a�a usluge varira od sluqaja do
sluqaja. Zbog toga je potrebno prona�i naqin da se sma�i qeka�e u redu bez pove�a�a
kapaciteta i da se postigne maksimalni uqinak. Teorija redova qeka�a (queueing the-
ory) ili teorija masovnog opslu�iva�a je matematiqka disciplina koja pokuxava da
odgovori na ova pita�a korix�e�em teorije verovatno�e i sluqajnih procesa. Ona se
bavi izuqava�em sistema masovnog opslu�iva�a, odnosno sistema zasnovanog na odnosu
klijent - server (objekat koji upu�uje zahtev za izvestan vid usluge - objekat koji pru�a
uslugu). Klijent ulazi u sistem i ako su svi serveri zauzeti mora da qeka, u suprotnom
�egovo opslu�iva�e poqi�e odmah. Nakon xto je opslu�en, klijent napuxta sistem.
Primer jednog takvog osnovnog modela je prikazan na Slici 1.

Slika 1: Sistem masovnog opslu�iva�a

Prvi znaqajni doprinos teoriji redova dao je A. K. Erlang1 1909. godine u svom delu

”
The Theory of Probabilities and Telephone Conservations ” [3]. On se bavio prouqava�em
telefonskog saobra�aja i �egova dostignu�a predstav	aju osnov u teoriji redova. �egov
rad nastavili su E.C.Molina2, Félix Pollaczek3, Kolmogorov4, Khinchin5 i mnogi drugi.
Sve do sredine osamdesetih godina proxlog veka najve�i deo rezultata nije imao prakti-
qnu primenu. Problemi u realnom svetu ne odgovaraju u potpunosti matematiqkom
modelu i zbog toga je sada fokus na aproksimacijama, kompjuterskim proraqunima a
ne na striktnim teorijskim rezultatima.

Iz svega prethodno navedenog zak	uquje se da je ovo oblast koja je jako raznovrsna
sa ogromnom primenom i u konstantnom razvoju. Pre nego xto pre�emo na opisiva�e

1Agner Krarup Erlang (1878-1929), danski matematiqar i in�e�er
2Edward Charles Molina (1877-1964), ameriqki in�e�er
3Félix Pollaczek (1892-1981), austrijski in�e�er i matematiqar jevrejskog porekla
4Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987), ruski matematiqar
5Aleksandr Yakovlevich Khinchin (1894-1959), ruski matematiqar
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sistema masovnog opslu�iva�a, objasni�emo pojmove iz teorije verovatno�e i procese
koji su neophodni za razumeva�e da	eg teksta.

1.1 Eksponencijalna raspodela

Definicija 1.1. Sluqajna veliqina X ima eksponencijalnu raspodelu ε(λ) sa parame-
trom λ, λ > 0, ako je �ena gustina raspodele verovatno�a f(x) oblika

f(x) =

{
λe−λx, x > 0
0, x < 0

ili ekvivalentno, ako je funkcija raspodele F (x) data sa

F (x) =

{
1− e−λx, x > 0
0, x < 0

.

Matematiqko oqekiva�e eksponencijalno raspode	ene veliqine je EX = 1/λ i
disperzija DX = 1/λ2.

Najznaqajnija osobina eksponencijalne raspodele je odsustvo se�a�a (memoryless
property)

P{X > t+ s|X > t} = P{X > s} za t, s > 0.

Naime, ako sluqajna promen	iva X predstav	a du�inu rada u satima nekog ure�aja bez
kvara, tada nejednakostX > t znaqi da je ure�aj ispravan posle t sati rada. Verovatno�a
da ure�aj radi ispravno bar jox s sati jednaka je verovatno�i da je ure�aj ispravan s
sati od uk	uqe�a. Odnosno, ure�aj ne pamti xta se ranije desilo, kao da

”
ne zna"da je

radio t sati.
Eksponencijalna raspodela ima veliku primenu, u teoriji pouzdanosti, meteorolog-

iji, biologiji, sistemima masovnog opslu�iva�a i povezana je sa mnogim drugim raspo-
delama verovatno�a.

1.2 Puasonov proces (Poisson process)

Definicija 1.2. Sluqajni proces {N(t), t > 0} je Puasonov6 ako ima slede�a svojstva:

1. N(0) = 0 skoro sigurno;

2. proces N(t) ima nezavisne priraxtaje;

3. postoji neopadaju�a funcija µ : [0,+∞) → [0,+∞) koja je neprekidna sa desne
strane i za koju va�i µ(0) = 0. Za proizvo	ne s i t, 0 < s < t va�i da N(t)−N(s)
ima Puasonovu raspodelu sa parametrom µ(t)− µ(s), tj.

N(t)−N(s) ∼ P
(
µ(t)− µ(s)

)
.

Funkcija µ naziva se funkcija sred�e vrednosti Puasonovog procesa N.

4. sa verovatno�om 1 trajektorije
(
N(t, w)

)
t>0

sluqajnog procesa N su neprekidne
sa desne strane za t > 0 i imaju levu graniqnu vrednost za t > 0.

Nezavisnost priraxtaja znaqi da su za proizvo	ne 0 = t0 < t1 < . . . < tn sluqajne
veliqine N(tk)−N(tk−1) nezavisne za svako k = 1, 2, . . . n.

Ako je funkcija sred�e vrednosti apsolutno neprekidna onda se mo�e predstaviti

u obliku µ(s, t] =
t∫
s
λ(u)du, s < t za neku nenegativnu funkciju λ koja se naziva funkcija

intenziteta.
6Siméon Denis Poisson (1781-1840), francuski matematiqar
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Definicija 1.3. Ako je funkcija sred�e vrednosti µ Puasonovog procesa {N(t), t > 0}
linearna funkcija vremena, odnosno µ(t) = λt za t > 0 i λ > 0, onda se taj proces naziva
homogen Puasonov proces sa intenzitetom λ. Tada

N(t)−N(s) ∼ P
(
λ(t− s)

)
.

Ukoliko je λ = 1 onda se proces naziva standardni homogen Puasonov proces.

Definicija 1.4. Potok doga�aja {V (t), t > 0} je sluqajni proces koji uzima nenegati-
vne celobrojne vrednosti, qije trajektorije ne opadaju i za koji va�i V (0) = 0.

Proces V (t) ima smisao broja doga�aja koji su nastupili u intervalu [0, t]. Homogen
Puasonov proces je najprostiji potok doga�aja kod koga je verovatno�a da u intervalu
du�ine t nastupi taqno k doga�aja

P{N(t) = k} =
(λt)ke−λt

k!
, k ∈ N0.

Sluqajna veliqina N(t) ima Puasonovu raspodelu sa parametrom λt i �eno oqekiva�e,
kao i disperzija iznosi λt.

Uslovi koji dovode do Puasonovog potoka su stacionarnost priraxtaja, odsustvo
posle-dejstva i ordinarnost.

Stacionarnost priraxtaja znaqi da verovatno�a pojav	iva�a k doga�aja u intervalu
(s, s + t) ne zavisi od s, ve� samo od k i t (zavisi samo od du�ine intervala, a ne od
�egovog polo�aja na vremenskoj poluosi).

Odsustvo posle-dejstva oznaqava da pojav	iva�e doga�aja u intervalu (s, s + t) ne
zavisi od broja doga�aja i sta�a sistema do trenutka s.

Ordinarnost potoka je uslov da je nemogu�e pojav	iva�e dva ili vixe doga�aja
istovremeno, tj. u istom trenutku vremena.

Puasonov proces ima vrlo bitno svojstvo u literaturi poznato kao PASTA svojstvo
(na engleskom jeziku akronim sintagme Poisson Arrivals See Time Averages). Ono pokazuje
da klijent koji do�e u sistem u skladu sa Puasonovim procesom vidi sistem koji je
dostigao ravnote�no sta�e na isti naqin kao da je doxao u proizvo	nom trenutku.
Ravnote�no sta�e ili ekvilibrijum predstav	a situaciju kada sistem dostigne stacio-
narnu raspodelu, tj. kada prestanu da se me�aju verovatnosna svojstva sistema sa pro-
tokom vremena. Ako je pj stacionarna verovatno�a da je sistem u sta�u Ej u bilo kom
trenutku (posmatra klijent koji je van sistema) i p∗j verovatno�a da je sistem u sta�u
Ej neposredno pre dolaska klijenta, iz PASTA svojstva sledi da je pj = p∗j .

1.3 Lanci Markova

Definicija 1.5. Proces Markova7 {X(t), t ∈ T} je stohastiqki proces sa svojstvom
da ukoliko je poznata vrednost X(t), na vrednosti X(s), s > t ne utiqu vrednosti
X(u), za u < t. Odnosno, kada je poznato trenutno sta�e procesa, verovatno�a pona-
xa�a procesa u budu�nosti ne zavisi od ponaxa�a procesa u proxlosti.

Kolekcija svih mogu�ih vrednosti koje promen	iva X(t) mo�e da uzme je prostor
sta�a S. Ukoliko je taj skup konaqan ili prebrojiv, {X(t), t ∈ T} je proces sa diskr-
etnim prostorom sta�a, za koji se koristi i naziv lanac. Ako vrednosti koje prome-
n	iva X(t) mo�e da ima pripadaju intervalu, bilo konaqnom ili beskonaqnom, onda
je u pita�u proces sa neprekidnim skupom sta�a. U ovom radu bi�e razmatrani samo
procesi Markova sa diskretnim prostorom sta�a.

7Andrey Andreyevich Markov (1856-1922), ruski matematiqar
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1.3.1 Lanci Markova sa diskretnim vremenom

Ako se prelasci iz sta�a lanca Markova doga�aju u diskretnim vremenskim tre-
nucima, odnosno ako je parametarski skup T prebrojiv onda se proces {X(t), t ∈ T}
naziva lanac Markova sa diskretnim vremenom.

Definicija 1.6. Niz sluqajnih promen	ivih X0, X1, X2, . . . sa prebrojivim skupom
sta�a S = {x0, x1, x2, . . . } zove se lanac Markova sa diskretnim vremenom ako va�i

P{Xn+1 = xn+1 | X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn} = P{Xn+1 = xn+1 | Xn = xn}.

Za lanac Markova sa diskretnim vremenom koristi se oznaka {Xn, n ∈ N0}.

Definicija 1.7. Verovatno�a prelaza iz sta�a i u sta�e j u jednom koraku ako
prelaz poqi�e u vremenskom trenutku n je

pij(n) = P{Xn+1 = j | Xn = i}

za svako i, j ∈ S i za svako n > 0.

Ukoliko verovatno�a pij(n) ne zavisi od n (od vremenskog trenutka), onda je lanac
homogen i sledi da je

pij = P{Xn+1 = j | Xn = i} = pij(n) za svako n > 0.

U da	em radu bi�e reqi isk	uqivo o homogenim lancima Markova.

Verovatno�e pij , gde i, j ∈ S, qine matricu prelaza za jedan korak P = [pij ]i,j . Za

matricu P va�i da je
∑
j∈S

pij = 1 za svako i ∈ S, odnosno nisu dozvo	eni prelasci u

sta�e koje ne pripada prostoru sta�a S.

Sliqno, mo�e da se govori o verovatno�i prelaza iz sta�a i u sta�e j ali u n
koraka.

Definicija 1.8. Verovatno�a prelaza iz sta�a i u sta�e j u n koraka je

p
(n)
ij = P{Xn+k = j | Xk = i}.

Matrica verovatno�a prelaza za n koraka je

Pn =
[
p

(n)
ij

]
i,j
.

Izraqunava�e verovatno�a prelaza u n koraka omogu�ava jednaqina Kolmogorov-
Chapman8

p
(m+n)
ij =

∑
k∈S

p
(m)
ik p

(n)
kj =

∑
k∈S

p
(n)
ik p

(m)
kj .

Prelaz iz sta�a i u sta�e j za m+ n koraka mo�e da se postigne tako xto se iz sta�a

i za m koraka pre�e u me�usta�e k sa verovatno�om p
(m)
ik . Zatim se iz sta�a k pre�e u

sta�e j za n koraka.

Sta�e j je dosti�no iz sta�a i ako je p
(n)
ij > 0 za neko n ∈ N. Lanac Markova je

nesvod	iv (irreducible) ako je svako sta�e dosti�no iz bilo kog drugog sta�a.
Za svako sta�e i sa fi oznaqimo verovatno�u da �e proces kre�u�i iz sta�a i ikada

ponovo u�i u sta�e i. Sta�e i je povratno(reccurent) ako je fi = 1, odnosno prolazno
(transient) ako je fi < 1.

Sta�e i ima period d ako je p
(n)
ii = 0 kad god n nije de	ivo sa d, a d je najve�i prirodan

broj sa ovim svojstvom. Ako je period jedan (d = 1) sta�e je aperiodiqno(aperiodic).

8Sydney Chapman (1888-1970), britanski matematiqar
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Definicija 1.9. Lanac Markova je ergodiqan ako postoje graniqne vrednosti
lim
n→∞

pij(n) = p∗j , za svako i, j ∈ S, koje ne zavise od i i pri qemu je
∑
j∈S

p∗j = 1. Raspodela

{p∗j , j ∈ S} predstav	a graniqnu raspodelu lanca Markova.

Ukoliko su sva sta�a nesvod	ivog lanca povratna i aperiodiqna lanac je ergodiqan.

Definicija 1.10. Raspodela verovatno�a π = {πj , j ∈ S} je stacionarna raspodela
lanca Markova sa matricom prelaza P ako va�i da je π = πP, odnosno po kompo-

nentama πj =
∑
k∈S

πkpkj za svako j ∈ S, pri qemu je πj > 0 za svako j ∈ S i
∑
j∈S

πj = 1.

Teorema 1.1. Za nesvod	iv, aperiodiqan lanac Markova slede�a svojstva su ekviva-
lentna:

1. lanac je ergodiqan;

2. lanac ima stacionarnu raspodelu;

3. lanac ima graniqnu raspodelu.

U ovom sluqaju stacionarna i graniqna raspodela su jednake i pozitivne su.

1.3.2 Lanci Markova sa neprekidnim vremenom

Kod lanaca Markova sa neprekidnim vremenom prelazi iz sta�a se dexavaju u
bilo kom vremenskom trenutku i vreme koje sistem provede u datom sta�u je sluqajna
promen	iva koja ima eksponencijalnu raspodelu.

Definicija 1.11. Sluqajni proces {X(t), t > 0} je lanac Markova sa neprekidnim
vremenom i prebrojivim skupom sta�a S = {x0, x1, x2, . . .} ako za svako n ∈ N i niz
vremenskih trenutaka t0, t1, . . . , tn+1 tako da je 0 < t0 < t1 < . . . < tn+1 va�i

P{X(tn+1) = xn+1 | X(t0) = x0, X(t1) = x1, . . . , X(tn) = xn}
= P{X(tn+1) = xn+1 | X(tn) = xn}.

Definicija 1.12. Verovatno�a prelaza za jedan korak iz sta�a i u sta�e j je

pij(s, t) = P{X(t) = j | X(s) = i}

za svako i, j ∈ S i za 0 < s < t.

Kod homogenog lanca Markova verovatno�e prelaza se definixu kao

pij(τ) = P{X(s+ τ) = j | X(s) = i}

gde je τ zapravo t− s.
Jednaqina Kolmogorov-Chapman za prelaz za t+ h koraka, t, h > 0, je

pij(t+ h) =
∑
k∈S

pik(t)pkj(h).

Za opisiva�e lanaca Markova sa neprekidnim vremenom potrebno je definisati i
intenzivnost (brzinu) prelaza qij . Pretpostavimo da je

lim
t→0+

pij(t) =

{
1, za i = j
0, za i 6= j

.
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Definicija 1.13. Intenzitet prelaza iz sta�a i u sta�e j za homogen lanac
Markova sa neprekidnim vremenom je dat sa

qij = p′ij(0) = lim
t→0+

pij(t)

t
za i 6= j

qii = p′ii(0) = lim
t→0+

pii(t)

t
za i = j.

MatricaQ = [qij ]i,j∈S naziva se infinitezimalni generator ilimatrica intenzi-

vnosti. Zbir elemenata po vrstama matrice Q je nula,
∑
j∈S

qij = 0 za svako i ∈ S.

Du�ina boravka procesa u nekom sta�u, tj. vreme do prvog izlaska iz nekog sta�a ima
eksponencijalnu raspodelu qiji parametar zavisi od tog sta�a.

Teorema 1.2. Graniqna raspodela ergodiqnog homogenog lanca Markova sa neprekidnim
vremenom jednaka je stacionarnoj raspodeli i izraqunava se rexava�em sistema jedna-
qina

qjjπj +
∑
k 6=j

qkjπk = 0

ili u matriqnom zapisu
πQ = 0

uz uslov da je
∑
i∈S

πi = 1 i π = (π0, π1, π2, . . .).

2 Karakteristike sistema masovnog opslu�iva�a

Sistem masovnog opslu�iva�a sastoji se od klijenata ili muxterija koji u sluqa-
jnim vremenskim trenucima sti�u na mesto gde dobijaju odre�eni vid usluge i onda
odlaze. Pri tome dolazi do stvara�a redova ukoliko je ve�a potra��a za uslugom nego
xto su mogu�nosti servera koji daju uslugu. Na vreme qeka�a i du�inu reda utiqu pre
svega intenzitet pristiza�a i intenzitet obrade zahteva, ali i naqin opslu�iva�a
i drugi parametri. Na osnovu svih tih parametara izvrxena je karakterizacija i
klasifikacija sistema masovnog oplslu�iva�a.

2.1 Ulazni potok (Arrival process)

Ulazni potok klijenata je sluqajni proces i momenti dolaska klijenata u sistem
su nenegativne sluqajne veliqine τ1, τ2, τ3, . . . ure�ene monotono neopadaju�e. Klijenti
mogu da dolaze pojedinaqno (u jednom trenutku samo jedan klijent) ili u grupama
proizvo	ne veliqine (batch ili bulk arrivals). Sluqajna veliqina τi predstav	a dolazak
i-tog klijenta, odnosno i-te grupe.

Intenzitet ulaznog potoka λ je proseqan broj klijenata koji do�u u sistem u
jedinici vremena. Mo�e biti vremenski zavisan, xto je sluqaj u restoranima kada je
pove�an broj dolazaka u veqer�im satima ili da zavisi od sta�a sistema, na primer
kada je du�ina reda ograniqena.

Nakon dolaska u sistem u kome se ve� formirao red, klijent mo�e da odluqi da
qeka koliko god je neophodno ili da napusti sistem pre nego xto bude opslu�en. Ako
pristigli klijent odbije da qeka ili mu nije dozvo	eno (jer je sistem pun) ka�emo
da je odbijen (balked). Klijent mo�e da qeka, pri qemu posle izvesnog vremena izgubi
strp	e�e i odluqi da ode. U ovom sluqaju klijent je odustao (reneged). Kada postoji
dva ili vixe paralelnih redova klijenti mogu da prelaze iz jednog u drugi (u nadi da
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�e xto ma�e qekati) odnosno biraju najbo	u poziciju (jockey for position). Prethodna
tri navedena sluqaja predstav	aju primer tzv. nestrp	ivih klijenata.

Za opisiva�e sistema masovnog opslu�iva�a jako je bitno odrediti raspodelu
vremena koje protekne izme�u dolaska klijenata u sistem. Pretpostav	a se da su vremena
izme�u uzastopnih dolazaka T1 = τ1 − 0, T2 = τ2 − τ1, T3 = τ3 − τ2, ... nezavisne i jednako
raspode	ene sluqajne veliqine. Ukoliko su i eksponencijalno raspode	ene onda je
ulazni potok homogen Puasonov proces. U tom sluqaju verovatno�a dolaska n klijenata
u intervalu du�ine t je

P{N(t) = n} =
(λt)ne−λt

n!
.

2.2 Proces opslu�iva�a (Service process)

Kao i ulazni potok i proces opslu�iva�a je sluqajni proces. Neka je Bi vreme koje
je potrebno da server pru�i uslugu i-tom klijentu. Du�ine opslu�iva�a B1, B2, B3, ...
su nenegativne, nezavisne i jednako raspode	ene sluqajne promen	ive.

Intenzitet opslu�iva�a µ je proseqan broj opslu�enih klijenata u jedinici vreme-
na kada je server zauzet. Traja�e opslu�iva�a mo�e da zavisi od sta�a sistema i od
vremena. Server mo�e da radi br�e ukoliko ima vixe zahteva ali sa druge strane mo�e
da postane i usporen. Vremenska zavisnost podrazumeva da se vremenom pobo	xavaju
sposobnosti onih koji vrxe opslu�iva�e.

Iako je uobiqajeno da se na jednom serveru opslu�uje samo jedan klijent, mo�e se
desiti da istovremeno jedan server opslu�uje vixe klijenata. To je sluqaj kod raqunara
kod kojih je mogu�e paralelno izvrxava�e zadataka. Jox jedan primer su turisti na
vo�enoj turi za obilazak razliqitih destinacija, gde ulogu servera ima turistiqki
vodiq.

Qak i pri velikom intenzitetu opslu�iva�a opet dolazi do formira�a redova
jer klijenti u sistem dolaze nasumiqno u proizvo	nim vremenskim trenucima. Stoga,
raspodela verovatno�a du�ine reda zavisi od ulaznog procesa i procesa opslu�iva�a,
koji su uglavnom me�usobno nezavisni.

2.3 Broj servera (Number of servers)

Sistem mo�e da se sastoji od jednog ili vixe paralelnih servera, qak i beskonaqno
mnogo. Neka je s oznaka za broj servera. Razliqiti serveri mogu da imaju razliqit
intenzitet opslu�iva�a. U sistemu sa vixe servera mo�e da postoji samo jedan red
tako da klijent koji je na redu za opslu�iva�e pristupa prvom slobodnom serveru
(primer je red u poxti) ili da za svaki server postoji zaseban red (kao na kasi u
hipermarketima).

2.4 Kapacitet sistema (System capacity)

Maksimalni broj korisnika u sistemu (u redu i na opslu�iva�u) predstav	a kapaci-
tet sistema i oznaqava se sa c. Mo�e se smatrati da je kapacitet beskonaqan ukoliko
nije drugaqije naznaqeno. Ako je kapacitet konaqan i broj klijenata u sistemu je jednak
c, novim klijentima nije dozvo	en ulazak u sistem.

2.5 Populacija (Population)

Veliqina populacije predstav	a ukupan broj klijenata u sistemu i van sistema
opslu�iva�a, i oznaqava se sa p. Obiqno je veliqina populacije toliko velika u
pore�e�u sa brojem klijenata u sistemu pa se mo�e smatrati beskonaqnom. Za populaciju
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ka�emo da je homogena ukoliko su klijenti me�usobno sliqni u svojim potrebama i
naqinu na koji se vrxi �ihovo opslu�iva�e.

2.6 Disciplina opslu�iva�a(Queue discipline)

Disciplina opslu�iva�a predstav	a naqin na koji se bira koji �e klijent iz reda
biti slede�i opslu�en. Najqex�a je FIFO (first in, first out), poznata i pod akronimom
FCFS (first come, first serve), gde je slede�i klijent koji se opslu�uje onaj koji je
najdu�e u redu, koji je prvi doxao od prisutnih. Kod LIFO (last in, first out) ili
LCFS (last come, first served) discipline, posled�i klijent koji se prik	uqio redu
bi�e prvi uslu�en. SIRO (service in random order) ili RSS (random selection for ser-
vice) je metod kod koga se klijent bira iz reda na opslu�iva�e na sluqajan naqin i svi
klijenti imaju jednaku xansu da budu izabrani. U informacionacionim tehnologijama
i komunikaciji najvixe se koristi PS (processor sharing) disciplina. Za PS metodu
karakteristiqno je da opslu�iva�e svih klijenata odmah poqi�e (nema qeka�a) ali je
intenzitet opslu�iva�a proporcionalan broju klijenta u sistemu. Kod prioritetnog
opslu�iva�a ili PR (priority) discipline, klijenti su pode	eni u grupe razliqitog
prioriteta. Klijenti sa najvixim prioritetom se prvi opslu�uju nezavisno od toga
kada su uxli u sistem, a potom oni sa ni�im prioritetom. Tipiqan primer ove metode
je na ode	e�u hitne pomo�i u bolnicama, gde se pacijentima koji su u kritiqnom sta�u
prvo ukazuje pomo�.

2.7 Kendalova notacija (Kendall notation)

Kendal9 je 1953. godine u svom qlanku
”
Stochastic Processes Occurring in the Theory of

Queues and their Analysis by the Method of the Imbedded Markov Chain” [4] uveo notaciju
koja se i danas koristi za opisiva�e sistema masovnog opslu�iva�a. Naime, sistem se
mo�e opisati pomo�u niza simbola A|B|s|c|p|Z, pri qemu slovne oznake imaju slede�e
znaqe�e:

A - priroda ulaznog potoka odnosno tip raspodele intervala izme�u uzastopnih
dolazaka u sistem;

B - proces opslu�iva�a, tj. tip raspodele du�ine opslu�iva�a klijenata;

s - broj servera;

c - kapacitet sistema;

p - veliqina populacije;

Z - disciplina opslu�iva�a.

Simboli koji se najqex�e koriste za opis ulaznog potoka i procesa opslu�iva�a su:

• M - Markov	ev proces, oznaqava da su vremena izme�u uzastopnih dolazaka klije-
nata u sistem ili du�ine traja�a opslu�iva�a eksponencijalno raspode	ene;

• Ek - Erlangova raspodela reda k, znaqi da vremena izme�u uzastopnih dolazaka
klijenata u sistem ili du�ine traja�a opslu�iva�a imaju Erlangovu raspodelu;

• D - deterministiqka raspodela, tj. konstantno vreme koje protekne izme�u dolazaka
klijenata, odnosno konstantno vreme potrebno za opslu�iva�e svakog klijenta;

9David George Kendall (1918-2007), britanski matematiqar
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• G - generalna, bilo koja raspodela.

O znaqe�ima ostalih simbola bilo je reqi u prethodnom delu.

Zapis M |D|2|∞|∞|FIFO predstav	a sistem sa Puasonovim ulaznim potokom, dete-
rministiqkom raspodelom opslu�iva�a, dva paralelna servera, neograniqenim kapaci-
tetom i neograniqenom veliqinom populacije i FIFO disciplinom. Ako je populacija
beskonaqno velika (p =∞) i disciplina opslu�iva�a FIFO (Z = FIFO), onda se ovi
simboli izostav	aju iz notacije. Tako�e, ako je i kapacitet sistema beskonaqan (c =∞)
i ta oznaka se izostav	a. U ve�ini situacija koriste se samo prva tri simbola. Tako
M |M |3 oznaqava sistem sa Puasonovim ulaznim potokom, eksponencijalnom raspodelom
vremena opslu�iva�a, tri servera, neograniqenim kapacitetom i populacijom i FIFO
disciplinom.

2.8 Performanse sistema

U analizi efikasnosti sistema bitno je utvrditi koliko vremena klijent mora
da provede u redu, xta dovodi do stvara�a reda, kao i koliko vremena su serveri
neaktivni. Kako su u pita�u stohastiqki sistemi, ove mere su sluqajne veliqine qije
se raspodele, ili bar oqekivane vrednosti mogu izraqunati.

Kada je req o vremenu koje klijent utroxi razlikuju se dva tipa, vreme koje provede
u redu i ukupno vreme koje provede u sistemu. U zavisnosti od ci	a analize, znaqajno
je jedno ili drugo ili qak oba. Ako se posmatra zabavni park, treba se fokusirati na
vreme koje je izgub	eno qeka�em u redu, dok je za popravku maxina znaqajno celokupno
vreme dok se maxina ponovo ne osposobi za rad. Shodno tome, bitno je proceniti i
proseqan broj klijenata u redu, kao i u qitavom sistemu. Neaktivnost servera mo�e se
meriti za svaki server pojedinaqno ili na nivou celog sistema.

Neka je λ intenzitet ulaznog potoka, X sluqajna veliqina koja predstav	a du�inu
opslu�iva�a i s broj servera u sistemu. Iskorix�enost sistema ρ je mera sistema

koja se izraqunava kao ρ
def
= λE[X]/s. Ako je ρ > 1(λE[X] > s), proseqan broj dolazaka

klijenata u sistem ve�i je od proseqnog broja klijenata koje svi serveri mogu da opslu�e
i vremenom dolazi do stvara�a sve ve�eg reda. Da bi se dostiglo ravnote�no sta�e
sistema ρ mora da bude strogo ma�e od 1. Kada je ρ = 1 i ukoliko ulazni potok i proces
opslu�iva�a nisu deterministiqki, ne dosti�e se ekvilibrijum, poxto nikad ne�e
do�i do pra��e�a sistema.

U sistemima masovnog opslu�iva�a osnovno je na�i broj klijenata u sistemu N . Taj
broj predstav	a sumu klijenata koji qekaju u reduNq, i onih koji su na opslu�iva�uNs.
Kako se nakon du�eg vremenskog perioda sistem uravnote�i (dostigne ekvilibrijum)
mo�e se na�i stacionarna raspodela πn = P{N = n}. Proseqan broj klijenata u sistemu
je

L = E[N ] =

∞∑
n=0

nπn,

i proseqan broj klijenata u redu

Lq = E[Nq] =

∞∑
n=s+1

(n− s)πn,

pri qemu je s broj servera. Neka Tq predstav	a vreme koje klijent provede qekaju�i u
redu i T ukupno vreme provedeno u sistemu (T = Tq+X). Dve osnovne mere performanse
su proseqno vreme qeka�a u redu Wq = E[Tq] i proseqno vreme koje klijent provede u
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sistemu W = E[T ] i za �ih va�i slede�a veza

L = λW (2.8.1)

i
Lq = λWq. (2.8.2)

Prethodne dve formule predstav	aju Little-ov zakon10(Little’s law). Little je ove formule
razvio xezdesetih godina proxlog veka i to je jedan od najva�nijih rezultata u teoriji
redova. Nigde se ne pretpostav	a kakav je sistem u pita�u, koji je ulazni potok,
disciplina opslu�iva�a, ve� rezultati va�e za sve sisteme. Dovo	no je na�i jednu
od qetiri oqekivane vrednosti iz formula i mogu se na�i ostale. Pri tome, jasno je da
va�i E[T ] = E[Tq] + E[X], odnosno W = Wq + E[X].

Jox jedan zanim	iv rezultat dobija se na osnovu Little-ovog zakona

L− Lq = λ(W −Wq) = λE[X].

3 Matematiqke transformacije

Ponekad nije jednostavno dobiti eksplicitne rezultate za razliqite performanse
sistema kao xto su vreme qeka�a u redu, broj klijenata u sistemu, proseqna du�ina reda
itd. U tom sluqaju za �ihovo izraqunava�e koriste se matematiqke transformacije.
Pored toga xto se name�u kao prirodno rexe�e problema, imaju i brojne osobine koje
omogu�avaju lakxa izraqunava�a i dobija�e drugih znaqajnih rezultata. Transfo-
rmacije koje su najvixe korix�ene u radu objax�ene su u tekstu koji sledi.

3.1 z-transformacija

Neka je fn, n > 0, realan niz. Za fn z-transformacija se definixe na slede�i naqin:

F (z)
def
=

∞∑
n=0

fnz
n.

Za datu funkciju fn z-transformacija je jedinstvena. F (z) je funkcija kompleksne
promen	ive z i postoji sve dok niz funkcija fn ne raste br�e nego geometrijski, tj.
sve dok postoji a > 0 tako da je

lim
n→∞

|fn|
an

= 0.

Jedna od najbitnijih osobina z-transformacije je konvolucija. Konvolucija funkcija
fn i gn se definixe na slede�i naqin

fn ∗ gn
def
=

n∑
k=0

fn−kgk.

z-transformacija konvolucije funkcija je

fn ∗ gn = F (z)G(z),

pri qemu su F (z) i G(z) odgovaraju�e z-transformacije funkcije fn, odnosno gn. Dokaz
se mo�e na�i u [1].

10John Little (1928- ), ameriqki in�e�er
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Neka je X diskretna sluqajna veliqina sa datom raspodelom verovatno�a. Funkcija
generatrisa verovatno�a, odnosno generatorna funkcija od X je

F (z) =
∞∑
n=0

P{X = n}zn = E[zX ].

Funkcija F (z) je zapravo matematiqko oqekiva�e sluqajnog elementa zX .
Ako je |z| ≤ 1 onda je |F (z)| 6 1, odnosno

|F (z)| 6
∞∑
n=0

|P{X = n}||zn| 6
∞∑
n=0

P{X = n} = 1.

Prvi izvod funkcije F (z) u taqki 1 jednak je prvom momentu sluqajne veliqine
X, F ′(1) = EX. Drugi izvod od F (z), tako�e u taqki 1 iznosi F ′′(1) = E[X2] − EX.
Uopxteno va�i da je

E[X(X − 1) . . . (X − n+ 1)] =
dn

dzn
F (z)

∣∣∣
z=1

.

Na osnovu formule dolazi se do oblika z-transformacije neke funkcije fn. Me�utim,
obrnut sluqaj, iz z-transformacije dobiti fn nije uvek jednostavno. Postoje formule
inverzije, a qesto se na �ih prime�uju numeriqke metode. Znaqaj ovih transformacija
je u tome xto se iz �ihovog oblika mo�e do�i do originalne funkcije. Pregled nekih
funkcija i odgovaraju�ih z-transformacija dat je u k�izi [1], Appendix I.

3.2 Laplasova transformacija

Laplasova transformacija neprekidne funkcije f(t), t > 0, je

F ∗(s)
def
=

∫ ∞
−∞

f(t)e−stdt.

F ∗(s) je funkcija kompleksne promen	ive s i ima sliqna svojstva kao i z-transfo-
rmacija. Za funkciju f(t) Laplasova transformacija je jedinstvena i postoji sve dok
f(t) nema rast br�i od eksponencijalnog, odnosno dok postoji realan broj b tako da je

lim
τ→∞

∫ τ

0
|f(t)|ebtdt <∞.

Laplasova transformacija konvolucije funkcija f(t) i g(t) je

f(t) ∗ g(t) = F ∗(s)G∗(s),

pri qemu su F ∗(s) iG∗(s) odgovaraju�e Laplasove transformacije funkcije f(t), odnosno
g(t). Dokaz ove jednakosti mo�e se na�i u [1].

Ukoliko je f(x) funkcija gustine neke sluqajne promen	ive X, Laplasova transfo-
rmacija predstav	a matematiqko oqekiva�e elementa e−sX

F ∗(s) = E(e−sX).

Momenat reda n sluqajne veliqineX mo�e se izraziti preko Laplasove transformacije

E[Xn] = (−1)nF ∗(n)(0),

gde F ∗(n) oznaqava n-ti izvod Laplasove transformacije.
Kao i kod z-transformacije, tako je i ovde mogu�e iz oblika Laplasove transfo-

rmacije odre�enim metodama do�i do originalne funkcije. Jox neke osobine Laplasove
transformacije kao i neke bitnije funkcije sa odgovaraju�im transformacijama nalaze
se u k�izi [1], Appendix I.
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4 M |G|1 sistemi
Centralni deo ovoga rada posve�en je M |G|1 sistemima. To su sistemi koji nemaju

markovsko svojstvo i to ote�ava opisiva�e svojstava sistema. Razvijene su razliqite
metode za ovu klasu procesa, a ovde je korix�en pristup pomo�u umetnutih lanaca
Markova (imbedded Markov chain). U praksi se koristi i metod sta�a (method of stages),
ali �egova najve�a mana je xto rezultati nisu dati eksplicitno pa se ne mogu ispi-
tivati svojstva. Tre�i pristup je pomo�u Lindlove integralne jednaqine (Lindley’s
integral equation) koja je pogodna za G|G|1 sisteme.

M |G|1 je sistem u kome je ulazni potok homogen Puasonov proces, du�ina traja�a
opslu�iva�a je sluqajna veliqina koja ima opxtu (neodre�enu) raspodelu verovatno�a
i opslu�iva�e vrxi jedan server po redosledu pristiza�a klijenata u sistem. Raspo-
dela vremena izme�u dolazaka data je funkcijom raspodele

A(t) = 1− e−λt, t > 0, λ > 0.

Intenzitet kojim klijenti dolaze je λ klijenata po jedinici vremena, proseqno vreme
izme�u dolazaka 1/λ odgovaraju�e jedinice vremena, varijansa σ2 = 1/λ2. Neka je
funkcija raspodele du�ine traja�a opslu�iva�a B(x) i funkcija gustine b(x).

Za opisiva�e sta�a sistema u nekom trenutku t pored broja klijenata u sistemuN(t),
potrebno je odrediti i X0(t), vreme do trenutka t utroxeno na opslu�iva�e trenutnog
klijenta. Ovo je neophodno jer je raspodela du�ine traja�a opslu�iva�a proizvo	na
i u opxtem sluqaju nema svojstvo odsustva memorije, za razliku od ulaznog procesa.
Stoga, sluqajni proces {N(t), t > 0} nije markovski proces dok familija vektora
{(N(t), X0(t)), t > 0} jeste. Ovaj vektor je vektor sta�a i sadr�i sve informacije o
proxlosti sistema koje su relevantne za ponaxa�eM |G|1 sistema u budu�nosti. Sistem
se mo�e analizirati i korix�e�em ovog vektora.

4.1 Umetnuti lanac Markova

Poxto je komplikovano i nepraktiqno za izraqunava�e koristiti dvodimenzionalni
vektor, ideja je da se vektor (N(t), X0(t)) uprosti na jednodimenzionalni vektor N(t). U
tom sluqaju mora se zadati potroxeno vreme klijenta koji se opslu�uje. Ovo se posti�e
tako xto se gleda samo odre�eni diskretan skup taqaka sa svojstvom da ukoliko se
utvrdi broj klijenata u sistemu u jednoj takvoj taqki mo�i �e da se izraquna i u slede�oj
takvoj taqki. Postoji mnogo skupova takvih taqaka ali je najpogodniji skup taqaka u
trenutku napuxta�a sistema. U tim taqkama vreme potroxeno na opslu�iva�e je nula
za klijenta koji tek treba da bude uslu�en (jer jox nije poqelo �egovo opslu�iva�e),
a i za sve ostale klijente u sistemu. Na taj naqin odre�eno je potroxeno vreme X0(t)
i sma�ena je dimenzija vektora sta�a. Ovde je zapravo opisan polu-markovski proces
(semi-Markov process), jer se prelazi iz sta�a dexavaju u trenucima odlaska klijenata
iz sistema. U tim instancama se definixe umetnuti lanac Markova koji predstav	a
broj klijenata u sistemu nakon odlaska. Verovatnosna raspodela vremena koje protekne
izme�u promene sta�a je ista kao raspodela vremena opslu�iva�a B(x), sem u sluqaju
kada nakon odlaska ostane prazan sistem.

U umetnutim taqkama posmatra se broj klijenata koji je ostao u sistemu i na osnovu
toga ispituje ponaxa�e sistema. Rezultati dobijeni u ovim taqkama odlaska prenose
se na sve taqke tokom vremena. Bi�e objax�eno zaxto se to mo�e uqiniti.

Neka je Ek sta�e sistema kada je k klijenata u �emu. Jedini prelasci koji su mogu�i
iz sta�a Ek su za jedan korak u Ek+1 i Ek−1, Ek → Ek+1 i Ek → Ek−1, pri tome da je
posled�i prelaz mogu� samo kada je k > 0.
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Slika 2: Mogu�i prelazi sistema iz sta�a Ek

Prelazi tipa Ek → Ek+1 odgovaraju dolasku klijenta u sistem i dexavaju se u
taqkama dolaska, dok Ek → Ek−1 prelazi predstav	aju odlaske iz sistema i doga�aju
se u trenucima odlaska. Broj ovih prelaza mo�e se razlikovati najvixe za jedan
(vixe dolazaka nego odlazaka) ali nakon du�eg vremena ovaj broj se izjednaqava. Zato
je graniqna raspodela sta�a sistema odre�ena dolaskom u sistem jednaka graniqnoj
raspodeli sta�a sistema odre�enoj odlaskom iz sistema, odnosno va�i slede�e:

1. kada je ulazni potok Puasonov proces va�i da je

πk = P{dolazak u trenutku t zatiqe k klijenata u sistemu};

2. ako broj klijenata ima samo diskretne promene u veliqini i ako bilo koja od
slede�ih graniqnih raspodela postoji, onda postoje i ostale raspodele i jednake
su:

rk ··= lim
n→∞

P{dolazak u trenutku t zatiqe k klijenata u sistemu}
dk ··= lim

n→∞
P{odlazak u trenutku t ostav	a k klijenata u sistemu}

rk = dk

i za M |G|1 va�i
rk = πk = dk.

4.2 Verovatno�e prelaza

U trenucima odlaska klijenata definixe se umetnuti lanac Markova kao broj
klijenata koji ostaje u sistemu nakon odlaska. Na ovaj naqin su kompletno opisana
sta�a sistema jer je vreme potroxeno na opslu�iva�e klijenta u tom momentu jednako
nuli i vreme dolaska posled�eg klijenta ne utiqe na budu�nost zbog svojstva odsustva
memorije. Da bi opisali ovaj lanac potrebno je na�i verovatno�e prelaza. Uvedimo
slede�e oznake koje �e se koristiti da	e u radu:

Cn predstav	a n-tog klijenta koji je uxao u sistem;

τn je trenutak dolaska klijenta Cn;

tn = τn − τn−1 vreme koje protekne izme�u dolaska klijenta Cn−1 i Cn;

xn vreme potrebno za opslu�iva�e klijenta Cn;

qn je broj klijenata koji ostanu u sistemu nakon odlaska klijenta Cn;
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vn je broj klijenata koji do�u u sistem dok se Cn opslu�uje.

Verovatno�a prelaza za jedan korak definixe se kao

pij
def
= P{qn+1 = j | qn = i}

pri qemu prelaz nije mogu� ako je qn+1 < qn − 1. Mogu�i su prelazi kada je ispu�en
uslov da je qn+1 > qn − 1. Verovatno�e prelaza se raqunaju na slede�i naqin:

p00 = P{qn+1 = 0 | qn = 0} = P{vn+1 = 0},

p01 = P{qn+1 = 1 | qn = 0} = P{vn+1 = 1},

p02 = P{qn+1 = 2 | qn = 0} = P{vn+1 = 2},

odnosno verovatno�a da je nakon odlaska Cn ostalo i klijenata, a nakon odlaska Cn+1

j klijenata jednaka je verovatno�i da je za vreme opslu�iva�a Cn+1 doxlo j − i + 1
klijenata

pij = P{qn+1 = j | qn = i} = P{vn+1 = j − i+ 1}.

Ako sa αk oznaqimo verovatno�u da je tokom opslu�iva�a Cn doxlo k klijenata, αk
def
=

P{vn = k}, za svako (i, j = 0, 1, 2, . . .) verovatno�e prelaza su

pij =


0, j < i− 1

αj−i+1, i > 1, j > i− 1

αj , i = 0

.

Matrica verovatno�e prelaza P = [pij ](i, j = 0, 1, 2, . . .) ima slede�i oblik

P =



α0 α1 α2 α3 . . .
α0 α1 α2 α3 . . .
0 α0 α1 α2 . . .
0 0 α0 α1 . . .
0 0 0 α0 . . .
...

...
...

. . .
...


Na Slici 3 prikazan je graf promene sta�a iz sta�a i.

Slika 3: Mogu�i prelazi iz sta�a i
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Intenzitet ulaznog potoka ne zavisi od sta�a sistema, ni du�ina traja�a opslu�i-
va�a za Cn ne zavisi od n (xn ima proizvo	nu raspodelu B(x)). Broj klijenata vn, koji
je doxao tokom xn zavisi samo od du�ine traja�a xn, ne i od n. Zbog tih nezavisnosti
mo�emo xn zameniti sa x̃ i vn sa ṽ. Verovatno�e αk raqunamo na slede�i naqin korix-
�e�em zakona totalne verovatno�e:

αk = P{vn = k} = P{ṽ = k}

=

∫ ∞
0

P{ṽ = k | x̃ = x}b(x)dx.

Tokom vremena x̃ doxlo je k klijenata i poxto je ulazni potok Puasonov proces,
va�i

αk =

∫ ∞
0

(λx)k

k!
e−λxb(x)dx. (4.2.1)

Verovatno�e αk su pozitivne za svako k > 0, pa je svako sta�e dosti�no iz bilo kog
sta�a i Markov	ev lanac je nesvod	iv i aperiodiqan.

Sistem dosti�e stacionarnu raspodelu ako je intenzitet opslu�iva�a klijenata
ve�i od intenziteta dolaska klijenata. U suprotnom red se nikada ne bi sma�ivao,
konstantno bi rastao. Stacionarna raspodela postoji ako va�i π = πP i

∑
j∈S

πj = 1, gde

je vektor π = (π0, π1, π2, . . .) i P matrica verovatno�a prelaza. Kako je lanac Markova
nesvod	iv i aperiodiqan, iz teoreme (1.1) sledi da je stacionarna raspodela ujedno i
graniqna raspodela, odnosno πk = dk = P{q̃ = k}.

4.3 Pollaczek-Khinchin-ova formula

Na osnovu Pollaczek-Khinchin (en. mean value formula) formule mo�e se izraqunati
broj klijenata u sistemu, u redu, vreme koje klijent provede qekaju�i i ukupno vreme
koje provede u sistemu. Za izraqunava�e ovih veliqina potrebni su osnovni parametri,
intenzitet dolaska klijenata i poznava�e raspodele du�ine traja�a opslu�iva�a.

Pretpostavimo da je umetnuti lanac Markova ergodiqan i da sistem u nekom trenu-
tku dosti�e ekvilibrijum. U tom sluqaju na osnovu stacionarne raspodele mo�emo
dobiti graniqne vrednosti pojedinih veliqina. Poqe�emo sa izraqunava�em broja klije-
nata u sistemu. Iako je umetnuti lanac Markova formiran u taqkama odlaska, broj
klijenata u tim trenucima predstav	a broj klijenata u sistemu zbog toga xto sistem
vidimo na isti naqin i u taqkama dolaska i u taqkama odlaska i samim tim u svim
taqkama (PASTA svojstvo).

Najpre je potrebno prona�i vezu izme�u qn+1 i qn, gde je qn broj klijenata koji ostanu
u sistemu nakon odlaska klijenta Cn. Razlikuju se dve situacije: kada nakon odlaska
klijenta Cn ostane prazan sistem, qn = 0, i kada nakon odlaska Cn postoje klijenti u
sistemu, qn > 0. Prvi sluqaj je prikazan na dijagramu (Slika 4).
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Slika 4: Sistem kada nakon odlaska klijenta Cn nema drugih klijenata u sistemu

U ovom sluqaju je broj klijenata koji je ostao nakon odlaska Cn+1 zapravo broj
klijenata koji je doxao tokom opslu�iva�a Cn+1, qn+1 = vn+1. Napomenimo da se ovde
i da	e u radu podrazumeva FIFO metoda opslu�iva�a koja utiqe na du�inu qeka�a u
redu, ali ne na du�inu reda i periode kada je server zauzet.

Kada je qn > 0, broj klijenata koji ostane u sistemu nakon odlaska Cn+1 jednak je
sumi klijenata koji su ostali nakon odlaska Cn, izuzimaju�i samog klijenta Cn+1, i
klijenata koji su doxli tokom opslu�iva�a Cn+1, qn+1 = qn − 1 + vn+1. Primer ove
situacije prikazan je na Slici 5.

Slika 5: Sistem kada nakon odlaska klijenta Cn ima klijenata u sistemu
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Ove dve situacije mogu se grupisati u jednu qime se dobija slede�i izraz za qn+1

qn+1 =

{
qn − 1 + vn+1, za qn > 0
vn+1, za qn = 0

Uvedimo funkciju ∆k

∆k
def
=

{
1, za k = 1, 2, 3 . . .
0, za k 6 0

Koriste�i funkciju ∆k, qn+1 se mo�e zapisati na slede�i naqin

qn+1 = qn −∆qn + vn+1. (4.3.1)

Izraz (4.3.1) predstav	a vezu izme�u qn+1 i qn i osnov za prouqava�eM |G|1 sistema.
Pretpostavimo da postoji graniqna vrednost j-tog momenta od qn, odnosno

lim
n→∞

E[qjn] = E[q̃j ].

Na�imo matematiqko oqekiva�e leve i desne strane izraza (4.3.1)

E[qn+1] = E[qn]− E[∆qn ] + E[vn+1].

Kada n→∞ graniqna vrednost je

E[q̃] = E[q̃]− E[∆q̃] + E[ṽ].

Indeks n kod sluqajne veliqine ṽ je zanemaren jer broj klijenata koji do�u tokom
opslu�iva�a ne zavisi od n.

Iz posled�eg izraza dobija se da je

E[∆q̃] = E[ṽ] (4.3.2)

Desna strana ove jednakosti E[ṽ] predstav	a proseqan broj klijenata koji do�e u
sistem tokom opslu�iva�a klijenta. Na osnovu definicije matematiqkog oqekiva�a,
leva strana se izraqunava

E[∆q̃] =

∞∑
k=0

∆kP{q̃ = k} = ∆0P{q̃ = 0}+ ∆1P{q̃ = 1}+ . . .

Kako je ∆k = 1 za k > 0, a u svim ostalim sluqajevima je nula, prethodni izraz se svodi
na

E[∆q̃] =
∞∑
k=1

P{q̃ = k} = P{q̃ > 0}.

Verovatno�a P{q̃ > 0} predstav	a verovatno�u da je sistem zauzet, odnosno da nakon
odlaska u sistemu uvek ima klijenata. Ta verovatno�a je zapravo iskorix�enost sistema
ρ

ρ
def
= (proseqan intenzitet dolaska klijenata)·(proseqno vreme opslu�iva�a)= λE[x].

Ovo se mo�e protumaqiti kao da je u sistem doneto λE[x] posla jer svaki klijent donese
koliqinu posla za qije obav	a�e je potrebno proseqno E[x] vremena. Kada je u pita�u
sistem sa s servera iskorix�enost je ρ = λE[x]/s.

Iz jednakosti (4.3.2) dolazi se do zak	uqka da je

E[ṽ] = ρ. (4.3.3)
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Da bi sistem dostigao ekvilibrijum potrebno je da va�i ρ < 1, inaqe dolazi do
preoptere�enosti sistema i nagomilava�a klijenata u sistemu. Takve sisteme nije
mogu�e analizirati.

Prethodnim raquna�em matematiqkog oqekiva�a obeju strana jednakosti (4.3.1) nije
dobijen rezultat za E[q̃]. Isti postupak se mo�e primeniti na kvadriranu jednakost
(4.3.1)

q2
n+1 = q2

n + (∆qn)2 + v2
n+1 − 2qn∆qn + 2qnvn+1 − 2∆qnvn+1.

Iz definicije funkcije ∆k sledi da je (∆qn)2 = ∆qn i qn∆qn = qn. Prime�uju�i ovo
dobija se da je

E[q2
n+1] = E[q2

n] + E[∆qn ] + E[v2
n+1]− 2E[qn] + 2E[qnvn+1]− 2E[∆qnvn+1].

Broj klijenata vn+1 koji je doxao tokom opslu�iva�a Cn+1, i broj klijenata qn koji je
ostao u sistemu nakon odlaska Cn, nezavisne su sluqajne veliqine i oqekiva�e �ihovog
proizvoda je jednako proizvodu oqekiva�a. Ukoliko n→∞ dobija se

0 = E[∆q̃] + E[ṽ2]− 2E[q̃] + 2E[q̃]E[ṽ]− 2E[∆q̃]E[ṽ].

Koriste�i izraz (4.3.2), a potom i (4.3.3), sledi da je

E[q̃] =
ρ+ E[ṽ2]− 2ρ2

2− 2ρ
.

Potrebno je jox na�i E[ṽ2].
Pomo�u z-transformacije nalazi se bilo koji momenat sluqajne veliqine ṽ. Kako

je αk = P{ṽ = k}, z-transformacija od ṽ ima slede�i oblik

V (z) = E[zṽ] =
∞∑
k=0

αkz
k.

U prethodnom poglav	u odre�ena je eksplicitna formula αk =
∞∫
0

(λx)k

k! e−λxb(x)dx.

Primenom Beppo-Levi teoreme dobija se

V (z) =

∞∑
k=0

∫ ∞
0

(λx)k

k!
e−λxb(x)dxzk

=

∫ ∞
0

e−λx
∞∑
k=0

(λxz)k

k!
b(x)dx

=

∫ ∞
0

e−λxeλxzb(x)dx

=

∫ ∞
0

e−x(λ−λz)b(x)dx.

Laplasova transformacija za raspodelu vremena opslu�iva�a je

B∗(s) =

∫ ∞
0

b(x)e−sxdx.

Izraz za V (z) je zapravo Laplasova transformacija B∗(s) samo za vrednost λ− λz

V (z) = B∗(λ− λz). (4.3.4)

18



Posled�a jednakost predstav	a veoma korisnu i bitnu vezu izme�u z-transformacije
raspodele sluqajne veliqine ṽ i Laplasove transformacije gustine sluqajne veliqine
x̃.

Iz osobina Laplasove i z-transformacije sledi da je

B∗(k)(0) =
dkB∗(s)

dsk

∣∣∣∣
s=0

= (−1)kE[x̃k] (4.3.5)

V ′(1) =
dV (z)

dz

∣∣∣∣
z=1

= E[ṽ] (4.3.6)

V ′′(1) =
d2V (z)

dz2

∣∣∣∣
z=1

= E[ṽ2]− E[ṽ]. (4.3.7)

Radi lakxeg oznaqava�a umesto E[x̃k] i E[ṽk] koristi�emo xk i vk, respektivno. Da bi
izraqunali E[ṽ2] = v2 potreban nam je drugi izvod funkcije V (z) u taqki z = 1. Iz
jednakosti (4.3.4) sledi da je

d2V (z)

dz2
=
d2B∗(λ− λz)

dz2
.

Drugi izvod funkcije B∗(λ− λz) je

d2B∗(λ− λz)
dz2

=
d

dz

[
dB∗(λ− λz)

dz

]
=

d

dz

[
− λdB

∗(λ− λz)
d(λ− λz)

]
= λ2d

2B∗(λ− λz)
d(λ− λz)2

.

Dobili smo da je V ′′(1) = λ2B∗(2)(0) i koriste�i formule (4.3.5) i (4.3.7) va�i da je

v2 = v̄ + λ2x2.

Vratimo se na izraz E[q̃] =
ρ+ E[ṽ2]− 2ρ2

2− 2ρ
. Sada su sve veliqine u desnom delu ove

jednakosti poznate i dobija se

E[q̃] = ρ+
λ2E[x2]

2(1− ρ)
. (4.3.8)

Posled�a formula je Pollaczek-Khinchin P-K mean value formula kojom se izraqunava
proseqan broj klijenata u M |G|1 sistemu. Ako u izraz (4.3.8) uvrstimo formulu za
kvadratni koeficijent varijacije raspodele vremena opslu�iva�a C2

b = σ2
b/E[x]2

dobija se

E[q̃] = ρ+ ρ2 (1 + C2
b )

2(1− ρ)
. (4.3.9)

Na osnovu Little-ovog zakona i jednakosti (4.3.8) i (4.3.9) mo�e se izraqunati prose-
qno vreme provedeno u sistemu W, proseqno vreme provedeno u redu Wq i proseqan broj
klijenata u redu Lq.

W = E[x] +
λE[x2]

2(1− ρ)
= E[x] +

ρE[x](1 + C2
b )

2(1− ρ)
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Prvi qlan sume je proseqno vreme opslu�iva�a E[x], dok drugi qlan predstav	a prose-
qno vreme provedeno u redu (vreme qeka�a)

Wq =
λE[x2]

2(1− ρ)
=
ρE[x](1 + C2

b )

2(1− ρ)
.

Proseqan broj klijenata u redu je

Lq =
λ2E[x2]

2(1− ρ)
=
ρ2(1 + C2

b )

2(1− ρ)
.

U dobijenim formulama figurixu samo intenzitet ulaznog potoka i prvi i drugi
momenat raspodele opslu�iva�a. Znaqaj P-K formula je u tome da znaju�i samo raspo-
delu ulaznog potoka i raspodelu opslu�iva�a mo�emo izraqunati osnovne performanse
sistema.

4.4 Raspodela broja klijenata u sistemu

P-K formule iako znaqajne ne daju nikakvu informaciju o raspodeli sluqajnih
veliqina. Kako u opisu M |G|1 sistema koristimo umetnuti lanac Markova i posma-
tramo sta�e sistema u trenucima odlaska klijenata, raspodela broja klijenata je raspo-
dela sluqajne veliqine qn, odnosno �ene graniqne vrednosti q̃. Ovu raspodelu �emo na�i
pomo�u z-transformacija. Neka suQn(z) iQ(z) z-transformacije od qn i q̃, respektivno

Qn(z) =
∞∑
k=0

P{qn = k}zk = E[zqn ], (4.4.1)

Q(z) = lim
n→∞

Qn(z) =
∞∑
k=0

P{q̃ = k}zk = E[zq̃]. (4.4.2)

Za izraqunava�e Qn(z) koristimo ranije izvedenu jednakost qn+1 = qn − ∆qn + vn+1.
Najpre raqunamo stepen sa osnovom z

zqn+1 = zqn−∆qn+vn+1 ,

a potom i matematiqko oqekiva�e

E[zqn+1 ] = E[zqn−∆qn+vn+1 ].

Leva strana prethodne jednakosti je zapravo Qn+1(z). Sluqajne veliqine qn i vn+1 su
nezavisne, samim tim i �ihove funkcije, i oqekiva�e proizvoda jednako je proizvodu
oqekiva�a. Dobija se da je

Qn+1(z) = E[zqn−∆qn ]E[zvn+1 ].

Broj dolazaka tokom opslu�iva�a klijenta zavisi samo od du�ine opslu�iva�a, tako
da vn+1 ne zavisi od n i mo�e se zameniti sa ṽ. Izraz E[zṽ] je z-transformacija od ṽ
koja je u poglav	u 4.3 definisana kao V (z). U jednakosti

Qn+1(z) = E[zqn−∆qn ]V (z) (4.4.3)

nepoznat je jox samo faktor E[zqn−∆qn ]. Na osnovu definicije matematiqkog oqekiva�a
sledi da je

E[zqn−∆qn ] =
∞∑
k=0

P{qn = k}zk−∆k = P{qn = 0}z0 +
∞∑
k=1

P{qn = k}zk−1.
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Suma u posled�oj jednakosti sliqna je izrazu (4.4.1), ali se razlikuje u eksponentu i
indeksu sumacije. To mo�e da se transformixe na slede�i naqin:

∞∑
k=1

P{qn = k}zk−1 =
1

z

∞∑
k=0

P{qn = k}zk − 1

z
P{qn = 0}z0

=
1

z
(Qn(z)− P{qn = 0}).

Uvrstimo posled�i rezultat u izraz (4.4.3)

Qn+1(z) =

(
P{qn = 0}+

Qn(z)− P{qn = 0}
z

)
V (z).

Na�imo limes ove jednakosti kada n te�i beskonaqno

Q(z) =

(
P{q̃ = 0}+

Q(z)− P{q̃ = 0}
z

)
V (z). (4.4.4)

Verovatno�a P{q̃ > 0} je verovatno�a da u sistemu uvek ima klijenata i iznosi
ρ, pa je P{q̃ = 0} = 1 − ρ. Podsetimo se veze izme�u z-transformacije proseqnog
broja klijenata koji do�u u sistem tokom opslu�iva�a i Laplasove transformacije
proseqnog vremena opslu�iva�a V (z) = B∗(λ − λz). Zamenom ovih vrednosti u (4.4.4)
dobija se

Q(z) = B∗(λ− λz) (1− ρ)(1− z)
B∗(λ− λz)− z

(4.4.5)

Ovo je Pollaczek-Khinchin-ova jednakost (Pollaczek-Khinchin P-K transform equation) kojom
je data raspodela broja klijenata u sistemu. Ona je predstav	ena u vidu transformacija
i zbog kompleksnosti izraqunava�a nije uvek jednostavno do�i do eksplicitnog oblika
raspodele za qn. Situacija se komplikuje kada vrednost P-K formule pokuxamo da
izraqunamo za z = 1. Jav	a se neodre�eni oblik i potrebno je koristiti L'Opitalovo
pravilo iako je poznato iz definicije Q(z) da je Q(1) = 1.

4.5 Raspodela vremena koje klijent provede u sistemu i u redu

Disciplina opslu�iva�a nije imala uticaja na dosadax�e rezultate za M |G|1
sisteme. Za odre�iva�e raspodele vremena koje klijent provede qekaju�i bitan je naqin
opslu�iva�a. Pretpostavimo da se opslu�iva�e vrxi u skladu sa FIFO (first in, first
out) metodom.

Na slede�oj slici prikazano je vreme koje klijent Cn provede u sistemu, od trenutka
ulaska u sistem do momenta kada ga napusti.
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Slika 6: Vreme koje klijent Cn provede u sistemu

Sluqajna veliqina wn predstav	a vreme koje protekne od kada Cn u�e u sistem dok
ne poqne �egovo opslu�iva�e. To je vremenski period koji Cn potroxi qekaju�i u redu.
Du�ina traja�a opslu�iva�a je xn, dok je sn ukupno vreme koje Cn provede u sistemu,
tj.

sn = wn + xn.

Klijenti koji se nalaze u sistemu u trenutku odlaska Cn su zapravo oni koji do�u
tokom boravka klijenta Cn u sistemu. Ovo sledi iz qi�enice da je u pita�u FIFO
disciplina opslu�iva�a i da klijenti napuxtaju sistem tek kada budu uslu�eni.
Neka je Sn funkcija raspodele verovatno�a ukupnog vremena koje klijent Cn provede u
sistemu

Sn(y) = P{sn 6 y}, za y > 0.

Poxto pretpostav	amo ergodiqnost umetnutog lanca Markova, niz sluqajnih veli-

qina sn konvergira u raspodeli11 ka s̃, sn
D−→ s, odnosno niz funkcija raspodele Sn

konvergira ka funkciji raspodele S, Sn ⇒ S kada n→∞.
Dakle,

S(y) = P{s̃ 6 y}, za y > 0.

Laplasova transformacija ukupnog vremena provedenog u sistemu je

S∗(s) =

∫ ∞
0

e−sydS(y) = E[e−ss̃].

Podsetimo se jednakosti (4.3.4)

V (z) = B∗(λ− λz).

V (z) je z-transformacija raspodele broja klijenata koji dolaze u skladu sa Puaso-
novim procesom (sa intenzitetom λ) tokom opslu�iva�a klijenta. Desni deo jednakosti

11Niz sluqajnih veliqina (Xn)n∈N, sa funkcijom raspodele (Fn)n∈N, konvergira u raspodeli ka
sluqajnoj veliqini X ako za svaku ograniqenu i neprekidnu funkciju f : R→ R va�i lim

n→∞
E[f(Xn)] =

E[f(X)], oznaka Xn
D−→ X, kada n→∞. Ako konvergira u raspodeli niz sluqajnih veliqina, konvergira

i odgovaraju�i niz funkcija raspodele Fn ⇒ F i obratno.
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je Laplasova transformacija raspodele opslu�iva�a B(x) u konkretnoj taqki. Ova
veza �e va�iti za bilo koje dve promen	ive od kojih jedna predstav	a broj dolazaka
klijenata gde je ulazni potok Puasonov, a druga vremenski interval tokom koga se ti
dolasci broje. Ako je taj vremenski interval ukupno vreme koje klijent Cn provede u
sistemu sn, qn je promen	iva kojom se opisuje broj dolazaka klijenata. Iz analogije sa
formulom (4.3.4) dobija se slede�e

Q(z) = S∗(λ− λz). (4.5.1)

Pollaczek-Khinchin-ova jednakost iz prethodnog poglav	a (4.4.5) daje raspodelu za qn.
Kada tu vrednost uvrstimo u (4.5.1) dobija se

S∗(s) = B∗(s)
s(1− ρ)

s− λ+ λB∗(s)
. (4.5.2)

Ovo je druga P-K jednakost kojom je data raspodela ukupnog vremena provedenog u
sistemu u obliku Laplasove transformacije. U formuli figurixu samo poqetni para-
metri, intenzitet Puasonovog procesa i raspodela vremena opslu�iva�a.

Funkcija raspodele verovatno�a vremena koje klijent provede qekaju�i definixe
se kao

Wn(y) = P{wn 6 y}, za y > 0.

Kao i u sluqaju ukupnog vremena provedenog u sistemu, wn konvergira u raspodeli ka

w̃, wn
D−→ w̃ i Wn ⇒W, kada n→∞. Funkcija raspodele za w̃ je

W (y) = P{w̃ 6 y}, za y > 0.

Odgovaraju�a Laplasova transformacija je

W ∗(s) =

∫ ∞
0

e−sydW (y) = E[e−sw̃].

Vreme opslu�iva�a klijenta ne zavisi od vremena koje klijent provede u redu.
Dakle, ukupno vreme provedeno u sistemu je suma dve nezavisne promen	ive. Poxto
posmatramo graniqne raspodele zapis je slede�eg oblika

s̃ = w̃ + x̃. (4.5.3)

Laplasova transformacija izraza (4.5.3) je

S∗(s) = W ∗(s)B∗(s).

Ovo sledi iz Laplasove transformacije konvolucije funkcija. Iz jednakosti (4.5.2)
dolazi se do rezulata za W ∗(s)

W ∗(s) =
s(1− ρ)

s− λ+ λB∗(s)
. (4.5.4)

Ovim je odre�ena i raspodela vremena qeka�a klijenta u sistemu. Rezulatat (4.5.4) je
poznat kao tre�a P-K jednakost.
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4.6 Period kada je server zauzet

Sistem masovnog opslu�iva�a prolazi naizmeniqno kroz periode kada je zauzet (bar
jedan klijent je u sistemu) i kada je neaktivan (u sistemu nema klijenata). Potrebno je
na�i raspodelu du�ine traja�a perioda zauzetosti i perioda kada je sistem neaktivan.

Neka je U(t) funkcija koja predstav	a nezavrxen posao u sistemu u trenutku t. Mo�e
se interpretirati i kao vreme potrebno da se uslu�e svi korisnici koji su u trenutku
t prisutni u sistemu. Kada je u pita�u FIFO disciplina opslu�iva�a, U(t) je i vreme
qeka�a (vreme koje provede u redu) klijenta koji je u momentu t uxao u sistem. Sama
funkcija U(t) ne zavisi od discipline opslu�iva�a. Iz definicije funkcije sledi
da je sistem zauzet kada je U(t) > 0, a neaktivan kada je U(t) = 0.

Na Slici 7 prikazano je kako se sme�uju zauzeti i neaktivni vremenski intervali.
Oznaqimo traja�e perioda zauzetosti sa Y1, Y2, Y3, . . . i neaktivnih perioda sa I1, I2, I3, . . .

Slika 7: Grafik funkcije U(t), periodi zauzetosti i neaktivni periodi

Klijent C1 ulazi u sistem u trenutku τ1 i poxto ne zatiqe druge klijente odmah
poqi�e �egovo opslu�iva�e. Time je zavrxen jedan neaktivni interval i poqeo je
period zauzetosti sistema du�ine Y1. C1 je doneo odre�enu koliqinu posla za koju
je potrebno vreme opslu�iva�a x1. Funkcija U(t) ima skok veliqine x1. Kako vreme
protiqe, funkcija U(t) opada jer se opslu�iva�e privodi kraju. Nakon t2 jedinica
vremena, u momentu τ2, u sistem ulazi klijent C2. U(t) ima skok veliqine x2, tj. vremena
potrebno za opslu�iva�e klijenta C2. Funkcija U(t) ponovo opada, sve dok u sistem
ne u�e C3 kada dolazi do skoka veliqine x3. Period zauzetosti traje sve do trenutka
τ1 + Y1, kada je zavrxeno opslu�iva�e svih klijenata i sistem je prazan. Tada poqi�e
novi neaktivni period I1. Neaktivni period traje sve do dolaska klijenta C4 kada se
inicira poqetak novog perioda zauzetosti. Na ovaj naqin se sme�uju periodi zauzetosti
i neaktivni periodi. Funkcija U(t) ima skokove kada klijenti dolaze u sistem i opada
sve dok je pozitivna. Definiximo funkcije raspodele du�ine neaktivnog perioda i
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perioda zauzetosti sistema

F (y)
def
= P{In 6 y}

def
= raspodela du�ine neaktivnog perioda,

G(y)
def
= P{Yn 6 y}

def
= raspodela du�ine perioda zauzetosti.

Kada se zavrxi period zauzetosti, zapoqi�e novi neaktivni period koji traje sve
dok klijent ne u�e u sistem. Poxto raspodela vremena do dolaska slede�eg klijenta
ima svojstvo odsustva memorije, raspodela du�ine neaktivnog perioda je

F (y) = 1− e−λy, za y > 0. (4.6.1)

Raspodelu du�ine perioda kada je sistem zauzet nije jednostavno izraqunati. Posma-
trajmo Sliku 8.

Slika 8: Periodi kada je sistem zauzet

Klijent C1 ulazi u sistem u trenutku τ1 i poqi�e period zauzetosti du�ine Y .
Tokom �egovog opslu�iva�a (du�ine x1) u sistem dolaze drugi klijenti C2, C3 i C4

koji produ�avaju period zauzetosti. Kako je du�ina perioda zauzetosti nezavisna od
discipline opslu�iva�a, mo�e se izabrati last in, first out (LIFO) metoda, odnosno
da klijent koji do�e posled�i bude prvi opslu�en. Kada se zavrxi opslu�iva�e C1

slede�i na redu je C4 koji je doxao posle C2 i C3. Za klijente C2 i C3 mo�e se smatrati
da su trenutno izvan sistema. Opslu�iva�e C4 inicira novi potperiod zauzetosti qiju
du�inu qemo oznaqiti sa X4. X4 obuhvata opslu�iva�e C4 i svih onih koji do�u tokom
�egovog opslu�iva�a, C5 i C6. U trenutku τ1+x1+X4 zavrxen je potperiod i nastav	a
se opslu�iva�e u skladu sa LIFO metodom. Prednost nad C2 ima C3 i on generixe novi
potperiod tokom koga �e biti opslu�eni C3, C7, C8 i C9 (C7, C8 i C9 su doxli tokom
opslu�iva�a x3). Na kraju je na redu C2 sa potperiodom du�ine X2, nakon qega je
sistem prazan i zavrxava se glavni period zauzetosti du�ine Y .
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Sa Slike 8 se vidi da su konture potperioda identiqne konturama glavnog perioda,
samo su translirane na vremenskoj osi (za vrednost koja je jednaka sumi opslu�iva�a
klijenata qiji potperiodi jox nisu generisani). Potperiodi se statistiqki ponaxaju
na isti naqin kao glavni period du�ine Y . Sluqajne veliqine {Xk} su nezavisne i
jednako raspode	ene i imaju istu raspodelu kao du�ina glavnog perioda zauzetosti.
Promen	iva Y je suma 1 + ṽ sluqajne promen	ive, gde je ṽ broj klijenata koji do�e u
sistem tokom opslu�iva�a klijenta C1

Y = x1 +Xṽ+1 +Xṽ + . . .+X3 +X2.

Funkcija raspodele du�ine perioda zauzetosti definisana je sa G(y), a Laplasova
transformacija je oblika

G∗(s) =

∫ ∞
0

e−sydG(y) = E[e−sY ].

U izraqunava�u raspodele du�ine zauzetog perioda koristi�emo uslovno matemati-
qko oqekiva�e. Posmatra�emo dva uslova za Y : du�inu opslu�iva�a klijenta C1 i broj
klijenata koji do�e tokom tog perioda. Iz nezavisnosti Xk sledi da je

E[e−sY | x1 = x, ṽ = k] = E[e−s(x+Xk+1+...+X2)]

= E[e−sxe−sXk+1 . . . e−sX2 ]

= E[e−sx]E[e−sXk+1 ] . . . E[e−sX2 ]

Vrednost x je konstanta i iz osobina matematiqkog oqekiva�a va�i da je E[e−sx] = e−sx.
Potperiodi du�ine Xk imaju funkciju raspodele G(y) i Laplasovu transformaciju
G∗(s). Dobija se da je

E[e−sY | x1 = x, ṽ = k] = e−sx[G∗(s)]k.

Broj dolazaka ṽ tokom intervala x ima Puasonovu raspodelu sa parametrom λx.
Uklonimo uslov za ṽ

E[e−sY | x1 = x] =

∞∑
k=0

E[e−sY | x1 = x, ṽ = k]P{ṽ = k}

=

∞∑
k=0

e−sx[G∗(s)]k
(λx)k

k!
e−λx

= e−x(s+λ−λG∗(s)).

Na sliqan naqin mo�e se skloniti i drugi uslov za x1

G∗(s) =

∫ ∞
0

E[e−sY | x1 = x]dB(x)

. =

∫ ∞
0

e−x(s+λ−λG∗(s))dB(x)

Integral na desnoj strani jednakosti je Laplasova transformacija raspodele du�i-
ne traja�a opslu�iva�a u taqki s+ λ− λG∗(s)

G∗(s) = B∗(s+ λ− λG∗(s)). (4.6.2)

Ovo je glavni rezultat za raspodelu perioda zauzetostiM |G|1 sistema. Dat je u obliku
Laplasove transformacije koju je najqex�e nemogu�e invertovati kako bi se dobila
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eksplicitno raspodela. Me�utim, za date vrednosti s mogu�e je izraqunatiG∗(s) pomo�u
slede�e iterativne jednakosti

G∗n+1(s) = B∗(s+ λ− λG∗n(s))

gde je 0 6 G∗0(s) 6 1. Za ρ = λE[x] < 1 izraz �e konvergirati ka G∗(s) i mogu�e je
numeriqki do�i do gustine raspodele.

Iz jednakosti (4.6.2) mogu se izraqunati momenti du�ine perioda zauzetosti. Neka
je E[Y k] k-ti momenat raspodele du�ine perioda zauzetosti. Na�i �emo prvi momenat
E[Y ] a sliqno se izraqunavaju i ostali momenti (za bilo koje k). Iz osobina Laplasove
transformacije va�i da je

E[Y k] = (−1)kG∗(k)(0) (4.6.3)

E[xk] = (−1)kB∗(k)(0). (4.6.4)

Direktno iz izraza (4.6.3) dobija se

E[Y ] = −G∗(1)(0) = −B∗(1)(0)
d

ds
[s+ λ− λG∗(s)]

∣∣∣
s=0

= −B∗(1)(0)[1− λG∗(1)(0)]

= E[x](1 + λE[Y ]).

Na kraju se dobija da je proseqna du�ina perioda zauzetosti za M |G|1 sisteme

E[Y ] =
E[x]

1− ρ
. (4.6.5)

Ova vrednost zavisi samo od intenziteta ulaznog potoka i proseqne vrednosti du�ine
opslu�iva�a.

4.7 Broj klijenata opslu�enih u periodu kada je sistem zauzet

Neka je Nzp broj klijenata uslu�enih u periodu kada je sistem zauzet. Odgovaraju�i
zakon raspodele verovatno�a definixe se kao

fn = P{Nzp = n}. (4.7.1)

Za raspodelu fn z-transformacija je

F (z) =
∞∑
n=1

fnz
n = E[zNzp ]. (4.7.2)

Qlan u sumi za n = 0 je izostav	en jer bar jedan klijent mora da bude uslu�en u periodu
kada je sistem zauzet. Podsetimo se da promen	iva ṽ predstav	a broj klijenata koji
do�u u sistem tokom perioda opslu�iva�a klijenta Cn+1 i da za �enu z-transformaciju
V (z) va�i jednakost (4.3.4)

V (z) = B∗(λ− λz).

U prethodnom poglav	u uveden je pojam potperioda perioda zauzetosti sistema.
Svaki dolazak u sistem tokom opslu�iva�a klijenta C1 generixe jedan potperiod.
Neka je Mi broj klijenata uslu�enih u i-tom potperiodu. Sluqajne veliqine Mi su
nezavisne i jednako raspode	ene sa zakonom raspodele

Mi :

(
1 2 . . . k . . .
f1 f2 . . . fk . . .

)
za svako i.
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Nezavisnost veliqinaMi potiqe od nezavisnosti du�ina potperiodaXi. Pretpostavimo
da je ṽ = k i na osnovu toga izraqunavamo matematiqko oqekiva�e broja klijenata
uslu�enih u periodu zauzetosti

E[zNzp | ṽ = k] = E[z1+M1+M2+...+Mk ]

= zE[zM1 ]E[zM2 ] . . . E[zMk ]

= z[F (z)]k.

Ako sklonimo uslov za broj dolazaka ṽ dobija se

F (z) =
∞∑
k=0

E[zNzp | ṽ = k]P{ṽ = k}

= z
∞∑
k=0

[F (z)]kP{ṽ = k}.

Suma u posled�oj jednakosti je z-transformacija sluqajne veliqine ṽ za vrednost
F (z). Sledi da je

F (z) = zV [F (z)].

Na osnovu jednakosti (4.3.4) konaqno se dobija z-transfomacija broja klijenata
opslu�enih u periodu kada je sistem zauzet

F (z) = zB∗[λ− λF (z)]. (4.7.3)

Momenti za broj klijenata uslu�enih u periodu zauzetosti izraqunavaju se pomo�u
(4.7.3). Oznaqimo sa hk momenat reda k

hk = E[Nk
zp].

Proseqan broj klijenata opslu�enih tokom perioda zauzetosti je

h1 = F ′(1) = B∗(1)(0)(−λF ′(1)) +B∗(0)

= E[x]λh1 + 1.

Dobija se da je

h1 =
1

1− ρ
.

Iz analize perioda kada je sistem zauzet mo�e se dobiti raspodela vremena koje
klijent provede qekaju�i u redu. Raspodela vremena qeka�a zavisi od discipline
opslu�iva�a i ne mo�e se koristiti ideja iz pasusa 4.6 o promeni redosleda opslu�i-
va�a klijenata. Stoga, ovde razmatramo samo M |G|1 sisteme sa FIFO disciplinom
opslu�iva�a. Ideja je da se glavni period zauzetosti du�ine Y (koji zapoqi�e dolaskom
klijenta C1) podeli na periode du�ina Xk. Prvi period je X0, period opslu�iva�a
klijenta C1 qija je du�ina x1. Svi klijenti koji su doxli tokom X0 bi�e opslu�eni
u toku slede�eg perioda du�ine X1. Traja�e X1 jednako je vremenu potrebnom za
opslu�iva�e klijenata koji su doxli tokom X0. Kada istekne interval u traja�u
X1 zapoqi�e slede�i period du�ine X2 u kome �e biti opslu�eni svi koji su doxli
tokom vremena du�ine X1 i tako se proces nastav	a. Zapravo, Xi je du�ina vremenskog
perioda u kome �e se opslu�iti svi klijenti koji su doxli tokom prethodnog perioda
du�ine Xi−1. Ukupna du�ina perioda zauzetosti Y je

Y =
∞∑
i=0

Xi.
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Ako je ρ < 1 sistem u nekom trenutku dosti�e ekvilibrijum i broj perioda Xi je
konaqan, odnosno server nije konstantno zauzet.

Neka je NXi(y) funkcija raspodele za Xi

NXi(y) = P{Xi 6 y}, za y > 0

i odgovaraju�a Laplasova transformacija

X∗i (s) =

∫ ∞
0

e−sydNXi(y) = E[e−sXi ].

Neka je Ni broj klijenata koji do�u u sistem tokom perioda du�ine Xi. Sluqajna
veliqina Xi+1 predstav	a sumu Ni traja�a perioda opslu�iva�a, pri qemu svaka
du�ina traja�a opslu�iva�a ima raspodelu B(x).

Potrebno je prona�i rekurentnu formulu za X∗i (s) koriste�i uslovno matematiqko
oqekiva�e. Pretpostavimo du�inu periodaXi−1 i broj dolazakaNi−1 tokom tog perioda

E[e−sXi | Xi−1 = y,Ni−1 = n] = [B∗(s)]n.

Posled�a jednakost proizilazi iz osobine konvolucije Laplasove transformacije i
qi�enice da su du�ine traja�a opslu�iva�a nezavisne i jednako raspode	ene. Prvo
sklonimo uslov za Ni−1

E[e−sXi | Xi−1 = y] =

∞∑
n=0

P{Ni−1 = n}[B∗(s)]n

=
∞∑
n=0

(λy)n

n!
e−λy[B∗(s)]n,

potom i za y

E[e−sXi ] =

∫ ∞
0

∞∑
n=0

(λy)n

n!
e−λy[B∗(s)]ndNXi−1(y)

=

∫ ∞
0

e−(λ−λB∗(s))ydNXi−1(y).

Iz posled�eg izraza dobija se veza izme�u Laplasove transformacije sluqajnih
veliqina Xi i Xi−1

X∗i (s) = X∗i−1(λ− λB∗(s)). (4.7.4)

Pretpostavimo da je novi klijent doxao u sistem tokom perioda zauzetosti du�ine
Y, konkretno tokom intervala du�ine Xi. Neka je w̃ vreme koje provede qekaju�i u
sistemu. To vreme se sastoji od preostalog vremena opslu�iva�a u i-tom intervalu i
vremena opslu�iva�a svih klijenata koji su doxli pre �ega. Izraquna�emo transfor-
maciju E[e−sw̃ | i] vremena qeka�a klijenta koji je doxao tokom perioda du�ine Xi

pomo�u uslovnog matematiqkog oqekiva�a. Oznaqimo sa Yi preostalo vreme perioda
du�ine Xi nakon dolaska posmatranog klijenta i sa Ni broj klijenata koji su doxli
tokom Xi ali pre posmatranog klijenta. Iz nezavisnosti i osobine konvolucije sledi
da je

E[e−sw̃ | i,Xi = y, Yi = y′, Ni = n] = [B∗(s)]ne−sy
′
.

Ulazni potok je Puasonov proces, i n klijenata je doxlo u intervalu du�ine y− y′, pa
va�i

E[e−sw̃ | i,Xi = y, Yi = y′] =

∞∑
n=0

(λ(y − y′))n

n!
e−λ(y−y′)[B∗(s)]ne−sy

′

= eλ(y−y′)B∗(s)e−λ(y−y′)e−sy
′

= eλ(y−y′)B∗(s)−λ(y−y′)−sy′ .
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Zajedniqka raspodela perioda Xi i Yi dobija se pomo�u

P{y′ < Y 6 y + dy′, y < Xi 6 y + dNXi} =
dNXi(y)dy′

E[Xi]

za 0 6 y′ 6 y 6 +∞ (izvo�e�e ove zajedniqke raspodele mo�e se na�i u [1]). Zamenom
ove verovatno�e i skla�a�em uslova u izrazu za E[e−sw̃] dobija se

E[e−sw̃ | i] =

∫ ∞
y=0

∫ y

y′=0
eλ(y−y′)B∗(s)−λ(y−y′)−sy′dNXi(y)dy′/E[Xi]

=
1

(−s+ λ− λB∗(s))E[Xi]

∫ ∞
y=0

(e−ys − e−y(λ−λB∗(s)))dNXi(y)

=
X∗i (s)−X∗i (λ− λB∗(s))
(−s+ λ− λB∗(s))E[Xi]

.

Korix�e�em rekurentne formule (4.7.4) za X∗i (s) posled�i izraz postaje

E[e−sw̃ | i] =
X∗i+1(s)−X∗i (s)

(s− λ+ λB∗(s))E[Xi]
.

Verovatno�a da je klijent doxao bax tokom i-tog intervala jednaka je E[Xi]/E[Y ].
Ako pretpostavimo da je klijent doxao bilo kada tokom perioda zauzetosti du�ine Y
dobija se da je

E[e−sw̃ | dolazak tokom Y ] =
∞∑
i=0

E[e−sw̃ | i]E[Xi]

E[Y ]

=
1

(s− λ+ λB∗(s))E[Y ]

∞∑
i=0

(X∗i+1(s)−X∗i (s)).

Kako sistem dosti�e ekvilibrijum suma
∞∑
i=0

(X∗i+1(s)−X∗i (s)) se svodi na 1−X∗0 (s).

X0 je vreme opslu�iva�a prvog klijenta i iznosi x1, pa je X
∗
0 (s) = B∗(s) i

E[e−sw̃ | dolazak tokom Y ] =
1−B∗(s)

(s− λ+ λB∗(s))E[Y ]
.

Proseqna du�ina perioda zauzetosti izraqunata je u poglav	u 4.6 (jednakost (4.6.5))
i iznosi E[Y ] = E[x]/(1− ρ). Verovatno�a da �e klijent do�i u sistem u periodu kada
je server zauzet je pribli�no ρ = λE[x]. Konaqno se dobija da je

E[e−sw̃] =ρE[e−sw̃ | dolazak u periodu kada je server zauzet]

+ (1− ρ)E[e−sw̃ | dolazak u periodu kada je server slobodan]

= ρ
(1−B∗(s))(1− ρ)

(s− λ+ λB∗(s))E[x]
+ (1− ρ)E[e0]

= λ
(1−B∗(s))(1− ρ)

s− λ+ λB∗(s)
+ (1− ρ)

=
s(1− ρ)

s− λ+ λB∗(s)
. (4.7.5)

Ovo je zapravo tre�a Pollaczek-Khintchin-ova jednakost za du�inu qeka�a klijenta u
sistemu data formulom (4.5.4), koju smo ranije izraqunali. Ovim je pokazano da se do
raspodele vremena qeka�a mo�e do�i i preko analize perioda kada je server zauzet.
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4.8 Simulacija

U narednom delu bi�e prikazana simulacija sistema kod koga je ulazni potok Puaso-
nov proces, raspodela opslu�iva�a eksponencijalna, kapacitet beskonaqan i opslu�i-
va�e vrxi jedan server (M |M |1|∞ sistem). Sistem funkcionixe na slede�i naqin:
klijent u�e u sistem, qeka u redu ako je server zauzet, opslu�uje se i napuxta sistem.
Pri tome se podrazumeva da klijenti ne napuxtaju sistem pre nego xto budu kompletno
opslu�eni (nema odustaja�a), svaki klijent koji u�e u sistem mora biti opslu�en,
server radi neprekidno, bez pauza i nema ograniqe�a u broju klijenata u redu.

Najpre je potrebno odrediti traja�e simulacije i vremenske jedinice. Da bi se
postiglo ravnote�no sta�e sistema potrebno je da se simulira na dovo	no velikom
vremenskom intervalu. U ovom sluqaju je to 1000 sati i merna jedinica su sati. Pretpo-
stavimo da simuliramo rad nekog sistema, pri qemu je intenzitet ulaznog potoka 3
klijenta po satu, a intenzitet opslu�iva�a proseqno 4 klijenta po satu. Klijenti se
opslu�uju u skladu sa FIFO disciplinom bez prioriteta me�u klijentima. Uporedi�emo
teorijske i rezultate dobijene na osnovu simulacije za proseqan broj klijenata u redu
i proseqno vreme qeka�a i time proveriti ispravnost simulacije.

Na Slici 9 prikazano je sta�e sistema kroz vreme (broj klijenata u sistemu).

Slika 9: Simulacija M |M |1 sistema

Sistem dosti�e ekvilibrijum ukoliko je iskorix�enost sistema ρ < 1. I to je u
ovom sluqaju ispu�eno jer je

ρ =
λ

µ
=

3

4
.

Ako sluqajna veliqina X predstav	a du�inu opslu�iva�a, teorijski rezultati za
proseqno vreme qeka�a i proseqan broj klijenata u redu su

Wq =
λE[X2]

2(1− ρ)
=

3 · 2
42

2
(
1− 3

4

) = 0.75 sata = 45 min,

Lq =
λ2E[X2]

2(1− ρ)
=

32 · 2
42

2
(
1− 3

4

) = 2.25 klijenata.
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Nakon ponav	a�a simulacije dovo	an broj puta, dobijeni rezultati su

Wq ≈ 0.78 sata = 46.8 min,

Lq ≈ 2.31 klijent.

Dobijeni rezultati su pribli�ni teorijskim vrednostima i to ide u prilog ispra-
vnosti modela. Ukoliko je du�ina traja�a simulacije jox ve�a dobijaju se sve bo	i
rezultati, pribli�niji teorijskim vrednostima. Tako�e, sa slike 9 uoqava se da se
vrednosti broja klijenata grupixu oko vrednosti 2.5. U nastavku je dat kod u program-
skom jeziku R kojim je odra�ena simulacija M |M |1 sistema.

lambda <- 3 # intenzitet ulaznog potoka

mi <- 4 # intenzitet opsluzivanja

T <- 1000 # trajanje simulacije

t <- 0 # pocetno vreme

red <- 0 # prazan red na pocetku

s <- 0 # broj klijenata u redu

t1 <- rexp(1,lambda) # prvi dolazak u sistem

trenutnired <- 1

vremedogadjaja <- t1

t <- t1

dogadjaj <- 1 # ukupan broj dogadjaja

while (t<T)

{
dogadjaj <- dogadjaj+1

if(trenutnired >0) # u redu ima klijenata

{
t1 <- rexp(1,lambda+mi) # vreme do sledeceg dogadjaja

p <- runif(1,0,1)

red[dogadjaj] <- trenutnired

trenutnired <- ifelse(p<lambda/(lambda+mi),

trenutnired+1, # dolazak

trenutnired-1) # odlazak

}
else

{
t1 <- rexp(1,lambda) # prazan red

red[dogadjaj] <- trenutnired

trenutnired <- 1

}
t <- t+t1

vremedogadjaja[dogadjaj] <- t1

s <- s+t1*red[dogadjaj]

}
# grafik

plot(cumsum(vremedogadjaja),red,type="l",xlab="Vreme",ylab="Broj klijenata",

main=paste("M/M/1"))

lq=s/t # prosecna duzina
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5 M |G|1 sistemi sa prioritetnim opslu�iva�em

Disciplina opslu�iva�a predstav	a naqin izbora klijenta koji �e biti slede�i
uslu�en. Ta odluka zavisi od vremena dolaska klijenata u sistem, du�ine opslu�iva�a
ili od pripadnosti klijenata nekoj grupi. Ukoliko redosled osplu�iva�a zavisi od
pripadnosti klijenata odre�enoj grupi req je o sistemima sa prioritetnim opslu�i-
va�em. Prioritet se mo�e posmatrati kao naqin da se minimizuju troxkovi i gubici
na raqun kax�e�a odre�enih klijenata.

U trenutku dolaska klijenta u sistem izraqunava se funkcija prioriteta i na
osnovu �ene vrednosti odre�uje se kojoj grupi klijent pripada. Obiqno se vixi pri-
oritet oznaqava ma�im brojem, tako da je grupa oznaqena sa 1 najvixeg prioriteta.
Klijenti sa vixim prioritetom se prvi opslu�uju u odnosu na one sa ni�im pri-
oritetom bez obzira kada su stigli u sistem. Postoje dva tipa prioriteta: relativni
(nonpreemptive) i apsolutni (preemptive). U sluqaju apsolutnog prioriteta, klijent koji
zatekne sve linije zauzete prekida opslu�iva�e klijenta ni�eg prioriteta ako takav
postoji na opslu�iva�u. Ovde se razlikuju tri sluqaja, klijent qije je opslu�iva�e
prekinuto nastav	a sa opslu�iva�em (resume), ili kre�e ponovo iz poqetka, ili dobija
otkaz, tj. mora trajno da napusti sistem, pri qemu �egovo opslu�iva�e ne�e biti
kompletirano. Kod relativnog prioriteta klijent sa vixim prioritetom ne prekida
opslu�iva�e klijenta sa ni�im prioritetom, ve� samo staje u red ispred klijenata
ni�eg prioriteta. Pri tome, klijenti istog prioriteta obiqno formiraju red i unutar
tog reda opslu�uju se po FIFO disciplini.

Sistemi sa prioritetom imaju veliku primenu ali ih je mnogo te�e modelirati
nego one bez prioriteta. Mnogi rezulatati koje smo ve� dobili ne zavise od discipline
opslu�iva�a. Do promena dolazi u raspodeli vremena koje klijent provede qekaju�i.
Izraquna�emo osnovne performanse sistema (proseqno vreme koje klijent provede u
sistemu, proseqno vreme qeka�a, proseqan broj klijenata u redu i u sistemu) za M |G|1
sisteme sa relativnim i apsolutnim prioritetom.

Pretpostavimo da klijenti dolaze u sistem u skladu sa Puasonovim procesom i
da postoji r razliqitih grupa prioriteta obele�enih brojevima od 1 do r. Klijenti
oznaqeni brojem 1 imaju najvixi prioritet, dok su oni sa oznakom r najni�eg prioriteta.
Neka je λi intenzitet dolaska u sistem klijenata koji pripadaju i-toj klasi. Du�ina
traja�a opslu�iva�a klijenta koji ima prioritet i je sluqajna veliqina Xi koja ima
neodre�enu funkciju raspodele verovatno�a Bi(x).

Sluqajna veliqina T qi predstav	a vreme koje klijent prioriteta i provede qekaju�i
u redu, dok je Ti ukupno vreme koje provede u sistemu. Proseqno vreme qeka�a u redu
klijenta grupe i je W q

i = E[T qi ] i proseqno vreme provedeno u sistemu je Wi = E[Ti].
Sluqajne veliqine Ni i N

q
i predstav	aju broj klijenata prioriteta i u sistemu, odnosno

u redu. Proseqan broj klijenata prioriteta i u sistemu je Li = E[Ni] i proseqan broj
klijenata u redu je Lqi = E[N q

i ].

5.1 Ciklusi zadr�ava�a, uopxteni periodi zauzetosti i raspodela

du�ine qeka�a

Ciklusi zadr�ava�a (delay cycles) sastoje se od inicijalnog vremena qeka�a kli-
jenta u redu i od ukupnog vremena traja�a prekida tokom zapoqetog opslu�iva�a
klijenta. Na osnovu �ih se izraqunava Laplasova transformacija gustine uopxtenog
perioda zauzetosti, kao i Laplasova transformacija raspodele du�ine qeka�a.

Neka je Yc ciklus zadr�ava�a, inicijalno vreme qeka�a Y0 i Yb vreme traja�a
prekida tokom zapoqetog opslu�iva�a. Na Slici 10 je prikazan jedan ciklus zadr�ava�a.

33



Slika 10: Ciklus zadr�ava�a

Funkcije raspodele verovatno�a sluqajnih veliqina Y0, Yb, Yc su redom G0(y), Gb(y),
Gc(y) i odgovaraju�e Laplasove transformacije G∗0(s), G∗b(s) i G

∗
c(s). Inicijalno vreme

qeka�a u redu sastoji se od preostalog vremena opslu�iva�a klijenta koji se trenutno
opslu�uje i vremena potrebnog za opslu�iva�e svih klijenata koji �e se opslu�iti
pre posmatranog klijenta. Ova vrednost se najqex�e mo�e izraqunati i koristi se u
izrazima za G∗b(s) i G

∗
c(s). Period Yb qine sva vremena opslu�iva�a klijenata vixeg

prioriteta koji su doxli tokom opslu�iva�a posmatranog klijenta i prekinuli �egovo
opslu�iva�e. Postupak izraqunava�a vrednosti G∗b(s) i G

∗
c(s) je sliqan kao u poglav	u

4.6, gde je odre�ena raspodela perioda zauzetosti servera korix�e�em potperioda zauze-
tosti. Neka je N0 broj klijenata koji do�u u sistem tokom inicijalnog vremena qeka�a
Y0. Koriste�i uslovno matematiqko oqekiva�e dobija se

E[e−sYb | Y0 = y,N0 = n] = [G∗(s)]n,

gde je G∗(s) Laplasova transformacija gustine perioda zauzetosti. Posled�a jednakost
sledi iz qi�enice da su potperiodi nezavisni i imaju istu raspodelu kao glavni period
zauzetosti. Uklonimo uslov za N0

E[e−sYb | Y0 = y] =

∞∑
n=0

[G∗(s)]n
(λy)n

n!
e−λy

= e−(λ−λG∗(s))y

potom i za Y0

G∗b(s) = E[e−sYb ] =

∫ ∞
0

e−(λ−λG∗(s))ydG0(y).

Posled�a jednakost je Laplasova transformacija gustine sluqajne veliqine Y0 u taqki
λ−λG∗(s). Raspodela vremena traja�a prekida (uopxtenog perioda zauzetosti) data je
sa

G∗b(s) = G∗0(λ− λG∗(s)). (5.1.1)

Za izraqunava�e G∗c(s) koriste se uslovi za N0 i Y0

E[e−sYc | Y0 = y,N0 = n] = e−sy[G∗(s)]n
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odakle sledi da je

G∗c(s) = E[e−sYc ] =

∫ ∞
0

e−sy
∞∑
n=0

[G∗(s)]n
(λy)n

n!
e−λydG0(y)

=

∫ ∞
0

e−(s+λ−λG∗(s)).

Laplasova transformacija raspodele du�ine qeka�a klijenta data je sa

G∗c(s) = G∗0(s+ λ− λG∗(s)). (5.1.2)

Za izraqunava�e G∗(s) koristi se jednakost (4.6.2), G∗(s) = B∗(s+ λ− λG∗(s)).

5.2 Zakoni odr�a�a (Conservation laws)

Sisteme koje klijenti ne napuxtaju pre nego xto budu kompletno opslu�eni, kao i
u kojima server nije neaktivan ako ima klijenata u �emu, nazivamo

”
konzervativnim".

Na ovakve sisteme mogu se primeniti zakoni odr�a�a. Zapravo, dok god je disciplina
opslu�iva�a nezavisna od du�ine opslu�iva�a, raspodela broja klijenata u sistemu
i proseqno vreme qeka�a su invarijantni u odnosu na redosled opslu�iva�a.

Neka je sluqajna veliqina qn, definisana u poglav	u 4.2 kao broj klijenata koji
ostanu u sistemu nakon odlaska klijenta Cn, u ovom sluqaju broj klijenata koji ostanu u
sistemu nakon odlaska n-tog klijenta. Sliqno je i vn broj klijenata koji do�u u sistem
tokom opslu�iva�a n-tog klijenta. Na ovaj naqin dozvo	ena je proizvo	na disciplina
opslu�iva�a i jednakost (4.3.1) i da	e va�i. Analogno kao u poglav	u 4.4 dobija se da
Pollaczek-Khinchin-ova jednakost za raspodelu broja klijenata u sistemu va�i za bilo
koju disciplinu opslu�iva�a nezavisnu od du�ine opslu�iva�a

Q(z) = B∗(λ− λz) (1− ρ)(1− z)
B∗(λ− λz)− z

.

Ovim je pokazan prvi deo tvr�e�a zakona odr�a�a.
Za proseqno vreme qeka�a sistema sa relativnim prioritetom u kome disciplina

opslu�iva�a ne zavisi od vremena opslu�iva�a va�i da je

r∑
i=0

ρiW
q
i =


ρ

r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2(1−ρ) , ρ < 1

∞, ρ > 1

. (5.2.1)

Naime, pomno�ena suma du�ine qeka�a klijenata ne�e se nikada promeniti. Ako je u
trenutku t Ni(t) broj klijenata prioriteta i u redu i ako j-ti od �ih (j = 1, 2, . . . , Ni(t))
ima du�inu opslu�iva�a Xij i ako je X0 preostalo vreme opslu�iva�a klijenta koji
se u trenutku t opslu�uje, tada je bez obzira na redosled opslu�iva�a nezavrxeni
posao U(t)

U(t) = X0 +

r∑
i=1

Ni(t)∑
j=1

Xij .

Na�imo matematiqko oqekiva�e prethodnog izraza

E[U(t)] = E[X0] +
r∑
i=1

∞∑
ni=0

P{Ni(t) = ni}
ni∑
j=1

E[Xij ].
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Kada t→∞, E[Xij ] ne zavisi od j i

lim
t→∞

E[U(t)] = E[X0] + lim
t→∞

r∑
i=1

∞∑
ni=0

P{Ni(t) = ni}niE[Xi]

= E[X0] +
r∑
i=1

E[Xi]E[Ni].

Iz Little-ovog zakona va�i da je E[Ni] = λiW
q
i i

lim
t→∞

E[U(t)] = E[X0] +
r∑
i=1

ρiW
q
i . (5.2.2)

Kod sistema sa Puasonovim ulaznim potokom nezavrxeni posao u trenutku t mo�e se
posmatrati kao proseqno vreme qeka�a klijenataW q. Iz Pollaczek-Khinchin-ove formule

sledi da je W q =
λE[X2]

2(1− ρ)
. Drugi momenat du�ine opslu�iva�a je

E[X2] =
r∑
i=1

λi
λ
E[X2

i ].

Korix�e�em izraza (5.2.2) za lim
t→∞

E[U(t)] i E[X2] dobija se da je

r∑
i=0

ρiW
q
i =

ρ
r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2(1− ρ)
. (5.2.3)

Iz zakona odr�a�a sledi da sma�iva�e du�ine jednog vremena qeka�a utiqe na
pove�a�e drugog i obratno, kako bi suma ostala neprome�ena. Specijalni sluqaj kada
je proseqna du�ina opslu�iva�a jednaka za sve klase prioriteta, zakon odr�a�a za
ρ < 1 ima slede�i oblik

r∑
i=1

λiW
q
i =

λ
r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2(1− ρ)
.

Iz Little-ovog zakona va�i da je λiW
q
i = E[N q

i ] i

r∑
i=1

E[N q
i ] =

λ
r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2(1− ρ)
.

Odavde sledi da je proseqan broj svih klijenata u redu i proseqno vreme qeka�a
konstantno kada je proseqna du�ina opslu�iva�a ista za sve klase

E[N q] =

λ
r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2(1− ρ)

W q =

r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2(1− ρ)
.

Zapravo, ove mere ne zavise od discipline opslu�iva�a.
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5.3 Opslu�iva�e sa relativnim prioritetom

Vreme koje klijent utroxi qekaju�i sastoji se od tri dela: vremena koje je potrebno
da se zavrxi opslu�iva�e klijenta koga je u trenutku svog dolaska zatekao na opslu�i-
va�u, vremena potrebnog da se opslu�e svi klijenti koji su ispred �ega u redu i
vremena da se opslu�e klijenti vixeg prioriteta koji do�u nakon �egovog dolaska.

Neka je u sistem doxao klijent prioriteta i.Proseqno preostalo vreme opslu�iva�a
klijenta koji ima prioritet j i koji se u trenutku dolaska posmatranog klijenta

opslu�uje iznosi
E[X2

j ]

2E[Xj ]
. Zadr�ava�e klijenta uzrokovano ovom situacijom je

r∑
j=1

λjE[Xj ]
E[X2

j ]

2E[Xj ]
=

1

2

r∑
j=1

λjE[X2
j ].

Neka je Nj broj klijenata prioriteta j koji su u redu ispred klijenta prioriteta i
i koji �e se opslu�iti pre �ega. Proseqno vreme potrebno da se zavrxi opslu�iva�e
takvih klijenata je

r∑
j=1

E[Xj ]E[Nj ].

Tre�i deo vremena koje klijent provede qekaju�i qini opslu�iva�e klijenata vixeg
prioriteta koji su doxli nakon �ega Mj i koji moraju biti opslu�eni pre �ega. To
vreme iznosi

r∑
j=1

E[Xj ]E[Mj ].

Vreme qeka�a u redu klijenata prioriteta i je

W q
i =

1

2

r∑
j=1

λjE[X2
j ] +

r∑
j=1

E[Xj ]E[Nj ] +
r∑
j=1

E[Xj ]E[Mj ]

=
1

2

r∑
j=1

λjE[X2
j ] +

r∑
j=1

E[Xj ](E[Nj ] + E[Mj ]). (5.3.1)

Kako se u okviru istog prioriteta opslu�iva�e vrxi u skladu sa FIFO disciplinom,
klijenti ni�eg prioriteta ne utiqu na qeka�e posmatranog klijenta prioriteta i i
va�i da je

E[Nj ] = 0 za j = i+ 1, i+ 2, . . . r

E[Mj ] = 0 za j = i, i+ 1, . . . r.

Svi klijenti prioriteta i i vixeg koji qekaju u redu moraju biti opslu�eni pre
posmatranog klijenta. Iz Little-ovog zakona sledi da je proseqan broj takvih klijenata

E[Nj ] = λjW
q
j

za svako j = 1, 2, . . . i. Sliqno, svi klijenti vixeg prioriteta koji do�u dok posmatrani
klijent qeka bi�e uslu�eni pre �ega. Dolasci klijenata razliqitog prioriteta su
me�usobno nezavisni i proseqno dolazi λjW

q
i klijenata prioriteta j tokom perioda

qeka�a posmatranog klijenta

E[Mj ] = λjW
q
i za j = 1, 2, . . . i− 1.

37



Zamenom vrednosti u formulu (5.3.1) dobija se

W q
i =

1

2

r∑
j=1

λjE[X2
j ] +

i∑
j=1

E[Xj ]λjW
q
j +

i−1∑
j=1

E[Xj ]λjW
q
i za j = 1, 2, . . . r.

Rexava�em jednaqine dobija se da je

W q
i

(
1−

i∑
j=1

E[Xj ]λj

)
=

1

2

r∑
j=1

λjE[X2
j ] +

i−1∑
j=1

E[Xj ]λjW
q
j

= W q
i−1 −W

q
i−1

i−2∑
j=1

E[Xj ]λj

= W q
i−1

(
1−

i−2∑
j=1

E[Xj ]λj

)
.

Iskoristimo qi�enicu da je ρj = E[Xj ]λj (ρj je iskorix�enost sistema, odnosno
zauzetost servera klijentima prioriteta j.) Pomno�imo levu i desnu stranu prethodne

jednakosti sa 1−
i−1∑
j=1

ρj

(
1−

i∑
j=1

ρj

)(
1−

i−1∑
j=1

ρj

)
W q
i =

(
1−

i−1∑
j=1

ρj

)(
1−

i−2∑
j=1

ρj

)
W q
i−1.

Ovim je data veza izme�u uzastopnih veliqina W q
i . Iterativnim postupkom dobija se

da je (
1−

i∑
j=1

ρj

)(
1−

i−1∑
j=1

ρj

)
W q
i = (1− ρ1)W q

1 . (5.3.2)

Proseqno vreme qeka�a klijenta najvixeg prioriteta jednako je vremenu potrebnom
da se zavrxi opslu�iva�e trenutnog klijenta i svih klijenata �egovog prioriteta
koji ve� qekaju u redu, tj

W q
1 = λ1W

q
1E[X1] +

1

2

r∑
j=1

λjE[X2
j ],

i

W q
1 =

r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2(1− ρ1)
.

Kada rezultat za W q
1 uvrstimo u jednakost (5.3.2) dobija se da je proseqno vreme koje

klijent i-tog prioriteta (i = 1, 2, . . . r) provede qekaju�i u redu

W q
i =

r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2
(

1−
i∑

j=1
ρj

)(
1−

i−1∑
j=1

ρj

) . (5.3.3)

Na osnovu (5.3.3) i Little-ovog zakona izraqunava se proseqan broj klijenata i-tog
prioriteta (i = 1, 2, . . . , r) u redu Lqi , i u qitavom sistemu Li i proseqno vreme koje
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provedu u sistemu Wi

Lqi =

r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2
(

1−
i∑

j=1
ρj

)(
1−

i−1∑
j=1

ρj

) ,

Li =

λi
r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2
(

1−
i∑

j=1
ρj

)(
1−

i−1∑
j=1

ρj

) + λiE[Xi],

Wi =

r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2
(

1−
i∑

j=1
ρj

)(
1−

i−1∑
j=1

ρj

) + E[Xi].

Najqex�e je texko izraqunati preostalo vreme opslu�iva�a sem u sluqaju kada
je raspodela vremena opslu�iva�a eksponencijalna sa istim parametrom za sve klase
prioriteta. Proseqno vreme qeka�a za klijente vixeg prioriteta je ma�e u odnosu na
klijente ni�eg prioriteta, ali je na nivou sistema du�e vreme qeka�a nego kod sistema
bez prioritetnog opslu�iva�a. To se mo�e kontrolisati tako xto se klijentima sa
kra�im vremenom opslu�iva�a da vixi prioritet i ukupno vreme qeka�a se sma�uje.
Kod sistema sa relativnim prioritetom qeka�e u redu za klijente vixeg prioriteta
zavisi i od klijenata ni�eg prioriteta (jer se opslu�iva�e ne prekida) i mo�e se
re�i da klase ni�eg prioriteta nisu nevid	ive za klase vixeg prioriteta.

Pomo�u ciklusa zadr�ava�a mo�e se odrediti raspodela du�ine qeka�a klijenta
za svaku klasu prioriteta. Neka je W ∗i Laplasova transformacija raspodele du�ine
qeka�a klijenta prioriteta i 12

W ∗i (s) =
(1− ρ)(s+ λH − λHG∗H(s)) + λL(1−B∗L(s+ λH − λHG∗H(s)))

s− λi + λiB∗i (s+ λH − λHG∗H(s))
(5.3.4)

gde su indeksom L oznaqene mere vezane za klase ni�eg prioriteta, sa H vixeg priori-
teta od posmatranog klijenta prioriteta i i va�i da je

λH =
i−1∑
j=1

λj - intenzitet dolaska klijenata vixeg prioriteta;

λL =
r∑

j=i+1
λj - intenzitet dolaska klijenata ni�eg prioriteta;

B∗H(s) =
i−1∑
j=1

λj
λH
B∗j (s) - Laplasova transformacija raspodele du�ine opslu�i-

va�a klijenata vixeg prioriteta;

B∗L(s) =
r∑

j=i+1

λj
λL
B∗j (s) - Laplasova transformacija raspodele du�ine opslu�i-

va�a klijenata ni�eg prioriteta;

G∗H(s) = B∗H(s + λH − λHG
∗
H(s)) - odnos Laplasovih transformacija raspodele

du�ine perioda zauzetosti i raspodele du�ine opslu�iva�a klijenata vixeg
prioriteta;

12Rezultat je preuzet iz k�ige [2] bez dokaza sa istom logikom oznaka kao u k�izi.
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B∗j (s) - Laplasova transformacija du�ine opslu�iva�a j-te grupe prioriteta.

Ukoliko je u pita�u sistem bez prioritetnog opslu�iva�a, odnosno r = 1, tada je
λH = λL = B∗H(s) = B∗L(s) = G∗H(s) = 0 i λi = λ i izraz (5.3.4) postaje Pollaczek-Khinchin
jednakost (4.5.4), xto je i oqekivano.

5.4 Sistemi sa relativnim prioritetom i SPTF disciplinom

Jedan od najjednostavnijih oblika sistema sa prioritetom je onaj kod koga prednost
ima klijent sa najkra�im vremenom opslu�iva�a, poznat pod nazivom Shortest Process-
ing Time First (SPTF) sistem. Funkcija prioriteta zavisi od vremena opslu�iva�a.
Ako imamo dva klijenta, jedan sa proseqnim vremenom opslu�iva�a x, drugi sa vremenom
opslu�iva�a y i y > x, proseqno vreme qeka�a u qitavom sistemu je ma�e (u odnosu na
FIFO disciplinu opslu�iva�a) ako se prvo opslu�i prvi klijent.

Pretpostavimo da je u M |G|1 sistemu intenzitet dolaska klijenata λ, raspodela
opslu�iva�a B(x), funkcija gustine opslu�iva�a b(x) i da se du�ina opslu�iva�a
klijenta mo�e odrediti odmah po ulasku u sistem kako bi klijenti mogli da budu
raspore�eni u skladu sa SPTF disciplinom. Neka je u sistem uxao klijent qije je
vreme opslu�iva�a x. On staje u red ispred svih klijenata sa vremenom opslu�iva�a
ve�im od x a iza svih onih sa vremenom opslu�iva�a ma�im od x. Klijenti qije je
vreme opslu�iva�a u intervalu (x, x+ dx) pripadaju istoj klasi prioriteta i �ihovo
proseqno vreme qeka�a mo�e se izraqunati na osnovu formule (5.3.3)

W q
i =

r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2
(

1−
i∑

j=1
ρj

)(
1−

i−1∑
j=1

ρj

) .
Intenzitet dolaska ovakvih klijenata u sistem je λdB(x)/dx = λb(x) i iskorix�enost

sistema je ρ(x) = λb(x)x. Suma
i∑

j=1
ρj ponaxa se kao

x+∫
0

ρ(y)dy. Proseqno vreme qeka�a u

sistemu sa SPTF disciplinom opslu�iva�a za klijente qija je du�ina opslu�iva�a
x dato je sa

W (x) =

r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2
(

1− λ
x−∫
0

yb(y)dy
)(

1− λ
x+∫
0

yb(y)dy
) . (5.4.1)

Kada je B(x) apsolutno neprekidna funkcija izraz za W (x) postaje

W (x) =

r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2
(

1− λ
x∫
0

yb(y)dy
)2
.

Qesto se postav	a pita�e na koji naqin dodeliti prioritet klijentima i koji su
neophodni parametri za odre�iva�e funkcije prioriteta. Najqex�e je glavni zadatak
optimizovati sistem i sma�iti troxkove. Neka je Di gubitak u odabranoj valuti koji
pretrpi sistem za svaku sekundu (ili neku drugu vremensku jedinicu) kax�e�a svakog
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klijenta prioriteta i. Proseqni troxak po sekundi na nivou qitavog sistema koji ima
r klasa prioriteta je

D =

r∑
i=1

DiLi

gde je Li proseqan broj klijenata prioriteta i u sistemu. Iz Little-ovog zakona va�i da
je bez obzira na disciplinu opslu�iva�a Li = λiWi = λi(W

q
i + E[Xi]) i

D =
r∑
i=1

Diρi +
r∑
i=1

DiλiW
q
i . (5.4.2)

Potrebno je na�i disciplinu opslu�iva�a koja minimizujeD za sisteme sa relativnim
prioritetom. Jednakost (5.4.2) se mo�e napisati kao

D −
r∑
i=1

Diρi =
r∑
i=1

Di

E[Xi]
(ρiW

q
i ).

Neka je fi =
Di

E[Xi]
i gi = ρiW

q
i i potrebno je minimizovati sumu

r∑
i=1

figi. Iz zakona

odr�a�a (5.2.1) suma
r∑
i=1

gi je konstantna bez obzira na disciplinu opslu�iva�a. Ako

promenimo indekse i redosled funkcija fi tako da je

f1 > f2 > . . . > fr, (5.4.3)

najbo	i naqin da kombinujemo qlanove gi i fi je da najve�i f1 spojimo sa elementom
gi najma�e mase i tako da	e. Minimum funkcije gi = ρiW

q
i dobija se sma�iva�em

proseqnog vremena qeka�a W q
i poxto je ρi konstantno. Najvixi priortet kao xto je

podrazumevano imaju oni klijenti sa najma�im vremenom qeka�a. Disciplina opslu�i-
va�a kojom se ovo posti�e je SPTF dode	uju�i najvixi prioritet prvoj klasi. Proseqni
novqani gubitak koji nastaje u sistemu zbog kax�e�a klijenata minimizuje se SPTF
disciplinom poxtuju�i raspored funkcija kao u izrazu (5.4.3).

5.5 Opslu�iva�e sa apsolutnim prioritetom

Pretpostavimo da M |G|1 sistem sa apsolutnim prioritetom opslu�iva�a ima r
razliqitih klasa opslu�iva�a. Kada u sistem do�e klijent Ci prioriteta i, ako je
server slobodan i u sistemu nema klijenata vixeg prioriteta odmah poqi�e �egovo
opslu�iva�e. Ukoliko je na opslu�iva�u klijent vixeg prioriteta, klijent Ci staje
u svoj red na osnovu prioriteta i qeka. Ako se trenutno opslu�uje klijent ni�eg
prioriteta k, k > i, �egovo opslu�iva�e se prekida i zapoqi�e opslu�iva�e pridoxlog
klijenta. Nakon zavrxenog opslu�iva�a klijenta Ci i svih klijenata prioriteta k− i
koji su doxli u me�uvremenu, nastav	a se opslu�iva�e klijenta prioriteta k. Ovde
�emo razmatrati sluqaj da se opslu�iva�e nastavi tamo gde je prekinuto a ne da kre�e
iz poqetka.

Za razliku od sistema sa relativnim prioritetom ovde postoji nekoliko razliqitih
preostalih vremena opslu�iva�a, najvixe jedno po klasi prioriteta. Zbog toga je
komplikovano izraqunati performanse sistema. Na klijente prioriteta i ne utiqu
klijenti ni�eg prioriteta, praktiqno su nevid	ivi i mo�e se smatrati da je λj = 0
za j > i. Proseqno vreme koje klijent sa prioritetom i provede u sistemu jednako je

Wi = W q
i + E[Xi] + E[Ii], (5.5.1)

41



pri qemu je W q
i proseqno vreme qeka�a, Xi sluqajna veliqina koja predstav	a du�inu

opslu�iva�a i Ii sluqajna veliqina koja oznaqava ukupno vreme prekida tokom opslu�i-
va�a. Ukupna koliqina posla koju server treba da obavi ne zavisi od tipa prioriteta
opslu�iva�a, ista je i kod relativnog i apsolutnog prioriteta. Shodno tome, proseqno
vreme koje klijent provede qekaju�i izraqunava se na isti naqin kao kod sistema sa
relativnim prioritetom

W q
i =

r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2
(

1−
i∑

j=1
ρj

)(
1−

i−1∑
j=1

ρj

) .
Vreme prekida tokom opslu�iva�a sastoji se iz dva dela: vremena opslu�iva�a

klijenata koji su inicijalno prekinuli opslu�iva�e posmatranog klijenta i od vre-
mena opslu�iva�a klijenata koji su doxli tokom prvobitnog prekida,

Ii = xi

i−1∑
j=1

λjXj + Ii

i−1∑
j=1

λjXj .

Sledi da je

E[Ii] =

E[Xi]
i−1∑
j=1

ρj

1−
i−1∑
j=1

ρj

.

Zamenom vrednosti za W q
i i E[Ii] u jednakost (5.5.1) dobija se proseqno vreme koje

klijent prioriteta i provede u sistemu

Wi =

r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2
(

1−
i∑

j=1
ρj

)(
1−

i−1∑
j=1

ρj

) +
E[Xi]

1−
i−1∑
j=1

ρj

.

Proseqan broj klijenata i-tog prioriteta u redu Lqi i u qitavom sistemu Li je

Lqi =

λi
r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2
(

1−
i∑

j=1
ρj

)(
1−

i−1∑
j=1

ρj

)

Li =

λi
r∑
j=1

λjE[X2
j ]

2
(

1−
i∑

j=1
ρj

)(
1−

i−1∑
j=1

ρj

) +
ρi

1−
i−1∑
j=1

ρj

.

Pored navedenih disciplina prioritetnog opslu�iva�a postoje i mnoge druge gde
funkcija prioriteta (funkcija na osnovu koje se odre�uje prioritet klijenta ukoliko
nije konstantan, tj ako se me�a tokom vremena) zavisi od vremena i du�ine opslu�iva�a
i planiranog rasporeda opslu�iva�a. Deta	nije o ovome mo�e se na�i u k�igama [2]
i [5].
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6 Zak	uqak

Ovaj rad predstav	a uvod u teoriju redova sa Puasonovim ulaznim potokom i priori-
tetnim opslu�iva�em. Baziran je na ve� ustanov	enim i dokazanim jednakostima koje
qine neophodnu osnovu za da	e poznava�e i razumeva�e ove oblasti. Odre�ene su raspo-
dele verovatno�a broja klijenata, vremena koje klijent provede u sistemu i u redu,
periodi zauzetosti servera i Pollaczek-Khinchin-ova formula. Za sisteme sa priorite-
tnim opslu�iva�em prikazani su ciklusi zadr�ava�a, zakoni odr�a�a, raspodele
du�ine qeka�a i performanse sistema sa relativnim i apsolutnim prioritetom.

Dub	a analiza sistema sa prioritetom i razliqitih funkcija prioriteta mo�e se
na�i u k�igama [2] i [5].

Teorija redova je oblast matematike koja se neprekidno razvija i koja ima jako
veliku primenu. Savremene informacione tehnologije ne mogu se zamisliti bez upotrebe
teorije mre�a u qijoj je osnovi teorija redova. Ta oblast je jako kompleksna i zbog
optimizacije sistema i sma�iva�a troxkova. Primeri redova jav	aju se i u bolnicama
i hitnoj pomo�i, gde je pacijentu potrebno pru�iti pomo� u zavisnosti od stepena
povrede. Iz svega navedenog nastaje potreba za prioritetnim opslu�iva�em, pri qemu
se sma�uje vreme qeka�a klijenata vixeg prioriteta na raqun pove�a�a vremena qeka�a
klijenata ni�eg prioriteta. U sistemima sa stacionarnim prioritetom taj odnos se
ne mo�e iskontrolisati i zato sistem mo�e pokazati loxe performanse. Kontrola
vremena qeka�a mo�e se posti�i akumuliranim prioritetom, odnosno prioritetom koji
nije konstantan ve� se me�a tokom vremena. Time se mogu analizirati raspodele qeka�a
i momenti tih raspodela. Analiza modela sa akumuliranim prioritetom predstav	a
po	e interesova�a matematiqara posled�ih godina, i neki od novijih radova na tu
temu su [7], [8] i [9].
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