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1 V¥YBoxg

Y nmanHanimbe BpeMe UeKarhe je HEeMWHOBHU JIe0 CBAKOTHEBHUIE. UeKka ce y peay y TmOmTH
nin y OGaHm, Ha KAcH y IpOJABHUIM, Ha ceMadopy, y caobpahajy, Ha ymasy y HapKUHT, 3a
rkopuintheme nudra, Ha ykazusame nomohu y Gosrauiu, 6pofoBu 4Yekajy Ja ynjoBe y JyKy,
3aXTEBH KOJH CTHKY JO IIPOIIECOpa padyHapa Jekajy ga 6ymy obpabenn. /lo crBapama pemosa
nmodiasy jep je norpeba 3a ycayrom Beha o kanamurera Koju cucreM (GaHKa, MOIITA, . . . ) MOYKE
Jia ipyku. To 61 MOTJIO JIa Ce pellry TaKo IITO Ce OTBOPH BHUIIE IAJITEPA Y TOIITH, IPOIIUPH
Op0oj MAPKUHT MECTa, 3aM0CJIU BUINE KACUPKU Y MAPKETY aJK TO HUje EKOHOMCKH WMCILJIATHUBO.
Yak m Kaga 6um ce mopehao KamammTeT, pedoBu Ou ce M jgasbe (QOPMUPAIHA jep AOJIACIIH
KJIMJEHATa HUCY CABPIIEHO yCKyaleHm m Tpajame mpyKama yCcjayre Bapupa OJ CJIydaja 0
caydaja. 36or Tora je norpebHo rnponahu HauYuH 73 ce cMambu Yekame y peay 0e3 nmosehama
KATAIMTeTa U JIa Ce TIOCTUTHE MAKCHMAJHU yuuHak. Teopuja pemoBa dekama (queueing the-
Ory) WJIM TeOpHja MACOBHOI OTICJIYXKMBaHa, je MaTeMATHIKA JIMCITUIINHA KOja MOKYIaBa J1a
OJICOBOPH HA OBa THUTAHa KOpuUIThemeM Teopuje BepoBarTHohe u ciaydajuux rporeca. OHa ce
0aBY M3YIABAHLEM CHCTEMA MACOBHOT OTICIYKWBAHA, OHOCHO CHCTEMa, 3ACHOBAHOT Ha OIHOCY
KJujeHT - ceprep (objekar koju ynyhyje 3axres 3a u3BecTaH B ycayre - 00jeKaT KOjU MpyKa
yeayry). KnujenT ynasm y cucrem u ako Cy CBU CepBEpH 3ay3eTH MOPA 3 9€Ka, y CYyIPOTHOM
IETrOBO OICIYKUBAKE MMOUNbe oiMax. HakoH MITO je Onciy»KeH, KIUJEHT HAIYIIITa, CHCTEM.
[Tpumep jegHor TakBOr OCHOBHOT MOjiea je npukasad Ha Courm 1.
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Cmuka 1: CucreM MacOBHOT OICJTY KHABATHA

ITpBu 3Ha9ajHE qOTPUHOC Teopuju peaosa gao je A. K. ErlangE] 1909. roawne y cBOM nesry
» The Theory of Probabilities and Telephone Conservations ” [3]. O ce 6aBrO TpoyYaBambeM
resiecporckor caobpahaja u mwerosa jjocrurayha 1peJcTaB/bajy OCHOB y Teopuju pejosa. Hberos
pal HACTABUJIU CY E.C.Molinaﬂ Félix Pollaczelﬂ Kolmogorovﬁ, Khinchinﬂ ¥ MHOTH JIPYTH.
Cae 110 cpesinHe ocaMIeceTnX TOANHA TTPONLIOT BeKa HajBehn fAeo pe3ysiTara Hilje UMAao PaKTH-
any npumeny. IIpobsemMu y peasTHOM CBETY HE OJAroBapajy y MOTIYHOCTH MATEMaTHIKOM
Mozesry u 36or Tora je cama (poKyC Ha alpOKCHMAIIA]jaMa, KOMIJYTEPCKUM IIPOPAYYHHMA &
HE Ha CTPUKTHUM TeOpI/IjCKI/IM pe3yiaTaTuMa.

W3 cBera mperxoaHo HaBeIeHOT 3aKJ/bydyje ce J1a je OBO 0DJIACT KOja je JaKO pa3HOBPCHA
ca OTPOMHOM IIPUMEHOM W y KOHCTAHTHOM pa3Bojy. Ilpe mero mrro mpehemo Ha onmcuBambme

! Agner Krarup Erlang (1878-1929), mancKu MaTeMaTHIap U HHAKCIHED

?Edward Charles Molina (1877-1964), amepwyku wHKermbep

3Félix Pollaczek (1892-1981), aycTpujcKu MEKeIbep M MATEMATHIAD jeBPEjCKOr TOPEKTa
4 Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987), pycku MareMarmdIap

% Aleksandr Yakovlevich Khinchin (1894-1959), pycku maremarmap



CHCTEMa MACOBHOT OIICY>KHUBaibha, objacHrheMo mojMoBe U3 Teopuje BepoBaTHOhe M mpomece
KOJU Cy HEOITXOJHU 33 Pa3yMeBAhe JAJbET TEKCTA.
1.1 ExcnoHeHmmjajgHa paciojeja

Hedbunnnnuja 1.1. Cayuajra seauvuna X uma excnonenyujaany pacnodesy () ca napame-
mpom A, A > 0, axo je wena eycmuna pacnodese eeposammuoha f(x) obauka

)\e_)‘x, x>0
@)= {0, <0

UAU eKeUBaAEHMNO, ako je dynkyuja pacnodeae F(x) dama ca

l—e™™ >0
F(z) = LU
0, z <0
MaremMaTHuKO OYEKMBaFhe eKCIOHEHIMjaJIHO pacnojesbeHe peawunne je EX = 1/A n

nucnepsuja DX = 1/)2,

Hajsnawajamja ocobmna ekCHOHEHIMjaJHe pactogese je oxcyctso cehama (memoryless
property)

P{X >t+s|X >t} =P{X >s}3ats=>0.

Hawnme, ako caydajua npoMen/buBa X IpeICcTaBiba AyKUHY Paja y caTuMa Hekor ypehaja 6e3
KBapa, Taja vHejeqHakoct X > t3uaqwm 1a je ypehaj ucnpasan nocse t catu paga. Beposatnoha
aa ypebaj panu mcrnpasHo 6ap jour s caTH jeaHaka je BepoBaTHOhH Ha je ypehaj mcmpaBaH s
caTu of, yKpy4dewma. OauocHo, ypehaj He maMmTu mrta ce paHuje IeCUio, Kao Ja ,,He 3Ha” 14 je
paauo t caTu.

Excronenrujasaa pacnosena nMa BeJIUKY MPUMEHY, Y TEOPUjU TIOY3AHOCTH, METEOPOJIOT-
uju, 6MOJIOruju, CUCTEMUMA MACOBHOT OIICJIYKABAaKA, U TIOBE3aHA je €A MHOI'UM JIDYTUM PacIio-
JesaMa BepoBaTHONA.

1.2 TIlyaconos nporec (Poisson process)

Hedurnnmja 1.2. Cayuajuu npoyec {N(t),t > 0} je Tyaconod| axo uma caedefia ceojemear
1. N(0) = 0 ckxopo cueypno;
2. npouec N(t) uma nesasucne npupawmaje;

3. nocmoju neonadajyha dyrnyuja p : [0,400) — [0,+00) Kkoja je menpexudna ca deche
cmpane u 3a kojy sascu (1(0) = 0. 3a npoussowne s ut,0 < s <t easrcu da N(t)—N(s)
uma ITyaconosy pacnodeay ca napamempom u(t) — p(s), myj.

N () = N(s) ~ P(pu(t) — pls)).
Dynryuja 1 wa3usa ce gynryuja cpedrwe epednocmu Ilyaconosoe npoueca N.

4. ca eeposammnohom 1 mpajexmopuge (N(t,w))t>0 cayuagnoe npoueca N cy nenpexudne
ca decne cmpane 30 t = 0 u umajy aesy epanuuny epednocm 3a t > 0.

Hezasucunoct mpupamraja 3HaYM Jia ¢y 3a npouspobHe 0 =ty < t1 < ... < t, clIydajHe
sesimunne N (t) — N (tx—1) He3aBucHe 3a cBako k = 1,2,...n.
Axo je pyHrIHEja Cpeame BPeIHOCTH AlICOIYTHO HEMPEKUIHA OHJIA CE MOXKE IIPEJICTABUTH
t
y 06muky pu(s,t] = [ A(u)du, s < t 3a nexy nHemeraTueHy (DyHKIHjy A KOja ce HA3MBA PyHKUUIQ
S

uHmMeH3UMEMA.

5Siméon Denis Poisson (1781-1840), dbpamiyckn MaremMaTaaap



Hedununnuja 1.3. Axo je dpynrxyuja cpednwe epednocmu p Ilyaconosoez npoueca { N (t),t > 0}
Auneapra Pynryuja epemena, odrnocro u(t) = At sat > 0 u A > 0, onda ce maj npovec nazusea
zomozen Ilyaconos npouec ca unmensumemom . Tada

N(t) — N(s) ~ CP()\(t — s))
Yxoauro je A =1 onda ce npouec naszusa cmandapdnu romozen Ilyaconos npouec.

Heduunnuja 1.4. Ilomox dozahiaja {V (t),t > 0} je cayuajnu npoyec koju ysuma nene2amu-
eHe ueaobpojhe epednocmu, wuje mpajexmopuje we onadajy u 3a koju sasrcu V(0) = 0.

IMpouec V() mvma cmucao 6poja gorabhaja koju cy nacrynmiau y uarepsady [0, t]. Xomoren
[IyaconoB mporiec je HajupocTHju MOTOK jgorahaja Kom Kora je BepoBaTHOhA 3 Yy WHTEPBAJLY
Jyxkuse t Hacryuu tagno k jorabhaja

(At)kef/\t

PN() = k} = =

, k € Np.
Cayuajna Beqmuuna N (t) uma IlyaconoBy pacnogeny ca napamerpom At m BEHO OYEKMBAHE,
Ka0 W JUCIIEP3Wja U3HOCH L.

Yenoeu koju sioBogie 110 IlyacoHoBOr moToKa Cy CTAIMOHAPHOCT IIPUPAIITAjd, OJICYCTBO
TIOCJIe-JIejCTBA, U OPAUHAPHOCT.

CranuoHApHOCT TPUPAINTAja 3HAYH J1a BepoBaTHONA MojaBbuBakha k norahaja y uHTEpBaTY
(s,s + t) ne 3aBucu o s, Beli camo ox k v t (3aBucu camMo O JiyKWHE MHTEpBaJa, a He OJ
ETOBOT TI0JIOXKAjA HA BPEMEHCKO] MOJIYOCH ).

OxcycTBO mocse-yigjcTBa O3HAMABA, 1A TOjaB/buBame moralaja y uaTepsaay (s,s + t) He
zaBucu of OGpoja gorahaja u cTama CHCTEMa JI0 TPEHYTKa S.

OparHapHOCT TIOTOKA je yCJioB jia je Hemoryhe miojaB/buBame JiBa wim Buile goraljaja
HUCTOBPEMEHO, Tj. y UCTOM TPEHYTKY BPEMEHA.

ITyaconor mporiec uma Bpsio OUTHO CBOjCTBO y Jimreparypu no3uaTo kao PASTA cBojcrBo
(Ha eHryieckoM je3uky akpouuM cuaTarme Poisson Arrivals See Time Averages). OHo moka3yje
Jla KJujeHT Koju Jobe y cucrem y ckiajy ca Ilyaconosum nporecom Buju cucrem Koju je
JIOCTUTA0 PABHOTEKHO CTahe Ha MUCTU HAYWH KAO Ja j€ JIOTMA0 y TPON3BOJHLHOM TPEHYTKY.
PasroTeX)HO CcTalkhe WK eKBUIUOPHU)yM IPEICTABbA CUTYAIIN]Y KaJa CUCTEM JOCTUTHE CTAITHO-
HAPHY PAaCIOIey, Tj. KaJa MPEeCcTaHy Jia Ce MEemajy BePOBATHOCHA CBOjCTBA CHCTEMA Ca, MPO-
TOKOM BpeMeHa. AKO je p; CcTalMoHapHa BepoaTHOha &a je cucteM y cramy E; y Ommo koM
TPEHYTKY (mocMaTpa KJMjeHT KOjU je BAH CUCTEMA) W p; BeposarHoha na je cucTeM y cramy
Ej nenocpeano npe ponacka kiamjenta, n3 PASTA csojersa cienn na je pj = pj.

1.3 Jlaanm MapxkoBa

Jedununuja 1.5. Ipoyec Map%oet[] {X(t),t € T} je cmoracmuuwku npouec ca ceojcmeom
da yroauko je nosnama epednocm X (t), na epednocmu X (s), s > t ne ymuuy epednocmu
X(u), 3a u < t. Odnocro, Kada je NOZHAO MPEHYMHO CIAIE NPOUECE, GePOSaAHONG NOHA-
wara npoueca y 6ydyhnocmu He 3a6ucu 00 NOHAULAISA NPOUEC Y TPOULAOCTIIU.

Kosneknpmja ceux moryhnx BpeaHocTn koje npomensbusa X (1) MOXKe jia y3Me je mpocTop
crama S. YKOJIHUKO je Taj cKyn KoHauaH wian npebpojus, {X (t),t € T'} je npouec ca duckp-
EMHUM NPOCTNOPOM CTNAHHA, 33, KOJU Ce KOPUCTH W HA3UB AQHAY. AKO BPEIHOCTH KOj& TTpoMe-
mpuBa X (1) MOXKe Ja MMa MPHUIAJA]y WHTEPBAIY, OUI0 KOHAYHOM MM GECKOHAYHOM, OHJA
je y muTamy npouec ca HenpekudnuMm CKYnom cmara. Y oBoM pasy Owhe pasmarTpaHu camo
mporecu MapKoBa ca JIMCKPETHAM TTPOCTOPOM CTaba.

" Andrey Andreyevich Markov (1856-1922), pycKi MaTeMaTmIap



1.3.1 Jlaanmu MapkoBa ca AUCKPETHUM BPEMEHOM

Axo ce npenaciu u3 crama Janna Mapkosa gorahajy y JUCKPeTHHM BPEMEHCKHM Tpe-
HyIMMa, OJIHOCHO akKo je mapamerapcku ckyn 1 npebpojus onga ce npouec {X(¢),t € T}
HazuBa JaHall MapKoBa, ca JIMCKPETHUM BPEMEHOM.

Hedbununumja 1.6. Hus cayvajrur npomensusur Xg, X1, X2,... €a NPedPojusum CKynom
emarwa S = {xg,x1,T2,. ..} 308e ce aanay Maprosa ca duckpemHum BPEMEHOM QKO BAHCU

P{Xn+1 = Tn+1 | Xo == l’o,Xl =T, .. .,Xn = l‘n} = P{XnJrl = Tn+1 ‘ Xn = :L‘n}
3a Jsianan MapkoBa ca JUCKPETHUM BpeMeHOM Kopuctu ce o3naka {X,,n € Ng}.

Hedbunumja 1.7. Beposammnoha npesasza u3 cmara i y cmarwe j Y jedHom KOPaxy aro
NPEAA3 NOYUE Y BPEMENCKOM MPEHYMEY N je

pij(n) = P{Xp11 =7 | X» =i}
3a ceaxo i,j € S u 3a ceaxo n = 0.

Ykosmko BeposarHoha p;;j(n) He 3aBucH o1 n (0 BpeMEHCKOT TPEHYTKA), OHJA je AaHAY,
TOMOZeH U CJCIU I je

pij = P{Xnt1 =7 | X5y =i} = pij(n) 3a ceako n > 0.

Y massem pasry buhe petun MCKIBYYMBO O XOMOTEHUM Jiaumma Mapkosa.

Beposaruohe p;j, rae i,j € S, unue marpuiy npesasa 3a jeman kopak P = [p;;i ;. 3a
marpuny P Baxwu na je Zp,»j = 1 3a ¢Bako i € S, OTHOCHO HUCY JI03BOJHEHU TIPENACIA Y
jes
CTame Koje He TIPUIAJa IPOCTOPY CTama S.

Crauuno, MOXKe Jia ce TOBOpPH O BepoBarTHOhW mpesiaza W3 cTama ¢ y CTambe j ajau y n
KOpaxa.

Hedbunuimja 1.8. Beposammoha npesasa us cmara i Yy cmare j y n Kopaxa je

P = P{Xpir = | Xy = i}.

Mampuua seposammuoha npeasasa 3a n KOpaxa je

Pn = {pgl)}z i

5J

M3pauaynasame BepoBaTHOha mpesada y n Kopaka omoryhasa jemmauwna Kolmogorov-

Chapmanf]|
i = = > e ey
keS keS

[Ipenasz u3 cTama i y cTame j 3a M + n KOPaKa MOXKe JIa ¢e TIOCTUTHE TAKO IITO Ce U3 CTAHbha
1 3a M Kopaka mnpebe y mehycrame k ca BepoBarHOhOM pz(»Zl). 3arum ce u3 crama k upehe y
CTa€ J 33 N KOPAaKa.

Crame j je TOCTHIKHO U3 CTarba | aKo je pz(?) > (0 3a mexko n € N. Jlanam Mapkosa je
neceodwue (irreducible) axo je cBako CTame JOCTHXKHO U3 OGUIIO KOT JIPYTOT CTamba.

3a cBako crame i ca f; o3HaunMo BepoparHohy ja he npornec kpehyhu u3 crama i ukana
noHoso yhu y crame i. Crame i je nospammuo(reccurent) ako je f; = 1, OIHOCHO NPOAG3HO
(transient) axo je f; < 1.
Z(-?) = 0 ka1 roj1 1 HUje JIespbuBO ca d, a d je Hajsehn nupupoman
6poj ca oBuM cBOjcTBOM. AKO je mepuop jeman (d = 1) crame je anepuoduyno(aperiodic).

Crame ¢ uma nepuod d ako je p

8Sydney Chapman (1888-1970), 6puTaHcKE MaTeMaTHIAD



Hedbununuja 1.9. Jlanay Maprosa je epzodunan arxo nocmoje epanuymne 8pedHocmu
Jgrgopij (n) = p}'f, 3a csako i,j € S, Koje ne 3asuce 00 i u npu uemy je > p;'f = 1. Pacnodensa
jes
{p;‘»,j € S} npedemaena epanuvny pacnodeay aanya Maprosa.
YKOIUKO Cy CBa CTakha HECBOJJBUBOT JIAHIIA, TIOBPATHA, U ATIEPUOIUIHA JIAHAIL j& ep200UunaH.

Hedunnunuja 1.10. Pacnodena seposammnoha m = {m;,j € S} je cmayuonapna pacnodena

aonye Maprosa ca mampuyom npeaasa P axo eaosrcu da je m1 = wP, odnocno no xomno-

HEHTAMA Tj = Zwkpkj 3a ceako j € S, npu wemy je mj >0 3a ceaxo j € S u Yy, m;=1.
kesS JES

Teopema 1.1. 3a necsodnus, anepuoduyan sarnay Maprosa caedeha ceojcmsa cy exeusa-
ACHTIVHG:

1. aamnavy, je epeoduyan;
2. AGHAY UMG CTMOGUUOHADHY DACTIOOEsY;
3. AQHAY, UMG 2DAHUYNHY DACTOOENY.

Y 0680M cAYyuaTY CTNAUUORAPHG U 2PAHUYHA PACNOOeAs CY jednake u No3umueHe cy.

1.3.2 Jlaanmu MapkoBa ca HENPEKUIHUM BpPEeMEHOM

Koy sanama MapkoBa ca HEnmpeKuJHMM BPEMEHOM IIPEJIA3d M3 CTabha Ce JIEIIaBajy y
OMJI0 KOM BPEMEHCKOM TPEHYTKY M BPEME KOje CHCTEM IPOBEJE Y JATOM CTahy je CiIydajHa
ITPOMEH/BUBA KOja MMa, €KCIIOHEHITHjAJTHY PAcIoIey.

Hedunannuja 1.11. Cayuajnu npouec {X(t),t > 0} je aanay Maprosa ca nenpexudnum
epemerom u npebpojusum cxynom cmarwa S = {xg,x1,T2,...} axo 3a ceaxo n € N u nuz
epemencrur mpenymaxa to,t1, ..., tht1 maxo da je 0 < tg < t; < ... <tpy1 6avicu

P{X (tn+1) = Tn+1 | X(to) = x0, X(t1) = x1,..., X(tn) = 0}
= P{X(tnt1) = Tny1 | X(tn) = zn}.

Hedunuuja 1.12. Beposammnoha npeaasa 3a jedan xopax u3d cmarba i Yy cmaree j je
pij(s,t) = P{X(t) = j | X(s) =i}
36 c6axo 1,7 €S usa0<s<t.

Kox xomorenor nanna Mapkosa BepoBaTHONe mpenasa ce gedrHHAITY Kao
pij (1) = P{X(s+71)=j| X(s) =i}

rie je T 3amnpaBo t — s.
Jemmaunna Kolmogorov-Chapman 3a mpena3 3a t + h kopaka, t,h > 0, je

pij(t+h) = Zpik(t)pkj(h)~
kes

3a onwmcuBame JiaHaia MapKoBa €a HENPEKUIHUM BpeMEHOM HOoTpebHO je JjieduHucaT u
UHTEeH3UBHOCT (6p3uHy) mpesasa ¢;;. IIperocTaBumMo Ja je

. 1, Bai=j
t£%1+pl](t)_{0, 3ai£j



Hedbununumja 1.13. Uumensumem npeaada u3 cmara i Yy CMarwe j 306 TOMO2EH AGHAY,
Mapxosa ca nenpexudnum epemenom je dam ca

oy . Dij (t) .

¢ij = pi;(0) = lim === sai# ]
e Di(?) .
gii = py;(0) = tglgl_i_ ; 3a1=7j.

Marpuna Q = [gij]i jes HA3MBA Ce UNPUHUMESUMANHU 2EHEPAMOP A MAMPUUL UHMEHIU-

enocmu. 306up enemeHaTa 1Mo Bpcrama marpuiie Q je Hyuia, E gij = 0 3a cako ¢ € S.
jes

Jyxuna 60paBKa MPOTEca y HEKOM CTamby, Tj. BpeMe JI0 TPBOT U3JACKa, U3 HEKOT CTaha MMa

eKCITOHEHTIN]AJTHY PACTIONENTY THjU MapaMeTap 3aBUCHU OJ TOT CTAThA.

Teopema 1.2. I'panuyna pacnodesa epzoduunoz xomozenoe aanus Maprosa ca nenpexudnum
BPEMEHOM JeIHAKA J& CTNAGUUOHADHO] PACTIONEAY U USPGHYHABA CE PEUWABATOEM CUCTEMA JedH -
HYUHA
¢imj + ) ajmi =0
K]
UAU Y MAMPUYHOM 3aNUCY

Q=0

Y3 ycaos oa je Zm =1wun=(mp,m1,m2,...).
€S

2 KapakTepucruke cucteMa MAaCOBHOT OIICJIY>KMBamba

CucreM MAaCOBHOT OTICIYXKHUBAKHA CACTOJU CE O] KIUJeHATA WU MYIITEPHja KOJU y CIyda-
JHUM BPEMEHCKWM TPEHYIIMMA CTHXKY HA MECTO rie nobmjajy ompelhenu Bu ycjayre u OHIA
omnaze. [Ipu Tome s101a3u 10 CTBapama peJoBa YKOJUKO je Belia MOTpakiba 33 yCIyroM HEero
IIITO Cy MOTYNHOCTH cepBepa Koju Aajy ycuyry. Ha Bpeme yekama u yKUHY PE/Ia YTUTY TIPE
CBera MHTEH3UTET NPUCTU3AHka W UHTEH3UTEeT 00paje 3aXTeBa, aJld U HAUUH OICJIYKUBAHA
n gpyru napamerpu. Ha ocHOBY cBMX THMX mapaMeTapa W3BPINEHA je KAPAKTEPU3aImja, u
KJIACH((DUKAIIM]a CUCTEMA MACOBHOT OILICJIYKUBAA.

2.1 Vaazum nmotok (Arrival process)

Vaa3uu MOTOK KJIWjEHATA je CJyYajHu MPOIEeC W MOMEHTH JIOJACKA KJINjeHATa Y CHCTEM
Cy HEHEraTUBHE CJIydYajHe BeJIUdHHe T1, T2, T3, ... ypehere moHoTOHO Heomanajyhe. Koujentn
MOTy JIa JI0JIa3e TI0jeuHaqHO (y jeJHOM TPEHYTKY CAaMO jeJIaH KJWMJeHT) WJIM y Ipynama
npomn3BosbHe Besimanne (batch mwin bulk arrivals). Cinyuajuna BesimunHa 7; IpeiCTaBIba JT0JIA3aK
1-TOT KJIMjJEHTA, OJHOCHO i-T€ TPYIIE.

Hrmensumem yaasnoz nomokxa A je mpocedan Opoj KiaujeHaTa Koju mgohy y cucrem y
jenuHUIM BpeMeHa. Moxke OUTH BPEMEHCKH 3aBHCAH, IITO je CIy4Yaj Y PECTOPAHMMA Kaa je
noBehan 6poj fAoma3aka y BEUYEPHUM CATHMA WJIK 3 3aBUCH OJ CTaha CUCTEMA, Ha TMPUMEpP
KaJia je JIy>KWHA PeJia, OTPAHIIeHA.

Hakon nmomacka y cuctem y xome ce Beh ¢dhopMupao pej, KJIMjeHT MOXKE 13 OJIyYIH I
YeKa, KOJUKO TOJI jé HEeOMXOIHO WM JIa HAIYCTH CHCTEM TIpe HeTO MITO Oyje omncayXkeH. AKo
NPHUCTUTIN KJIHUjeHT 0J0Huje Ja YeKa WJIM My HHUje J03BOJbEHO (jep je CucTeM IIyH) KarXKemo
na je odoujen (balked). KnujeHT MOXKe Ja UeKa, MPH Y€MY HOCJE W3BECHOT BPEMeHa M3ryOu
CTPIUBEE U OJIyun J1a Ojie. Y OBOM CJydajy KJaujeHT je odycmao (reneged). Kana mocroju
JIBa WJTH BUIIE APAJICTHAX PEJIOBA KJIMJEHTH MOTY JIa TIpeJsia3e u3 jeJHor y apyrd (y Haam jaa



he mTo Mame WekaTH) OMHOCHO 6upajy najbony nosuyufy (jockey for position). Ilperxomna
TPHU HABEJIEHA CJIyYaja MPEJCTABIbAjy MPUMEDP T3B. HECTPINbUBUX KJIMjEHATA.
3a ommMCHBAaKbE CHCTEMa MAaCOBHOT OICJIYXKUBAHKA jaKO je OUTHO OJPEIUTH PACIOIEITY
BpeMeHa KOje IpoTeKHe n3Mel)y mosacka kamjenarta y cucteM. [Ipernocrasma ce 1a cy Bpemena
n3Mmely yzacronuux gosazaka 1y =711 — 0,175 = 7o — 7,15 = T3 — 7o, ... HE3ABHCHE U j€IHAKO
pacrmojiesberne CayvdajHe BeImduHe. Y KOJWKO CY U EKCIIOHEHIMjaJIHO PACIOAe/HeHEe OHIA je
YJIa3HU TIOTOK zomozen [lyaconos npouec. Y Tom caydajy BepoBarHoha /lo/1acka n KJMjeHATA
y MHTEpBaJy ayxkune t je \
n,—At
P{N(t) =n} = W)nf

2.2 Ilpouec onciuyxkuBama (Service process)

Kao u ynazum moTok u mporec omcyKuBamba je caydajum mporec. Heka je B; Bpeme koje
je moTpebHO 118 cepBep MPYXKHU YCIYTY i-ToM Kianjenty. Jlyxume onciayxuBama By, By, Bs, ...
Cy HEHEraTWBHE, HE3ABUCHE W JeJHAKO PACIOe/beHe CIIydajHe MPOMEHIbUBE.

WHTeH3UTET ONCTYKUBAKHA (4 j€ TpocedaH Opoj ONCIYKEHNX KIUjeHATA Y Je IMHUIU BpeMe-
Ha KaJ1a je ceprep 3ay3er. Tpajame OmCIyKUBabHa MOXKE 18 3aBUCH OJ, CTAHa CUCTEMa, U O
BpemeHa. CepBep MOXKe Jia pajiu OpKe YKOJIMKO UMa BHIIIE 3aXTEBA aJIU €3 JIPYTe CTPAHE MOXKE
Jia TIOCTaHe W ycrnopeH. BpeMencka 3aBUCHOCT TOAPA3yMeBa 14 C€ BPEMEHOM TOOOJBITABAjy
CoCOOHOCTU OHUX KOjU BPIIE OICIYKUBAE.

Naxko je yobuwuajeno ma ce Ha jeaHOM CEepPBEPY ONCIYXKYje CAMO jeIaH KJIMjEHT, MOXKE Ce
JECUTH JIa UCTOBPEMEHO jeJIaH CepBeP OINCIYXKYje BUINE KJIujeHaTa. 10 je ciiydaj KoJl padyHapa
KOJI, KOjux je moryhe mapaJjiesiHO M3BPINABAHE 33/aTaKa. JOII je/IaH IPUMEDP Cy TYPUCTH HA
BoheHO] Typu 3a 00MJIa3aK PA3JIUUATUX JIECTUHAIM]A, TJIe YJIOI'Y CEPBEDPA MMa TYPUCTHIKH
BOJIA.

YHak u 1py BEJIMKOM WHTEH3UTETY OMCJIYXKWBAHA OMET 033U 10 (POPMHUPAHa PEIOBa
jep KJMjeHTHU y CUCTEM J0JIa3e HACYMUUHO y TTPOU3BOJLHUM BpEeMEHCKUM Tpernyruma. Crora,
pacro/esna BepopaTHONa JyKWHE Pesa 3aBUCU OJ1 YJIA3HOT IPOIECA U TTPOIECA OIICTYKUBAHA,
KOJU Cy YIJIABHOM MelhycoOHO He3aBHUCHM.

2.3 Bpoj cepsepa (Number of servers)

CucreM MOXKe J]a ce CaCTOjU OJT Je/THOT WJIU BUIINE MAPAJIETHUX CepBEpa, YaK U OECKOHATHO
muoro. Heka je s o3Haka 3a 6poj cepBepa. PasamanTu cepBepH MOTY O3 WMAJy Pa3JIHIAT
MHTEH3UTET OICJYKUBAaMma. Y CHCTEMY Ca BUIE CEpBEpPa MOXKe JIa MOCTOJU CAMO jedaH pPej
TAKO J1a KJIWJEHT KOJHU je Ha PeJIy 33 ONCIyKHUBae TMPUCTYIA TPBOM CIODOJHOM Ceprepy
(mpumep je pen y mOIITH) WJM JIa 338 CBAKW CepBep mocroju 3aceban pes (Kao Ha Kacw y
XUIIEPMAPKETUAMA,).

2.4 Kananurer cucrema (System capacity)

Maxkcumastau 6poj KopucHuKa y cucremy (y Pejly B Ha OICIY X KUBAY ) TIPEICTABIbA KAIAIH-
TeT CUCTEMA W O3HAYaBa ce ca c. Moxe ce cMarparu Ja je KamanureT 6eCKOHAYAH YKOJHMKO
HUEje JApyraduje Ha3HaYeHO. AKO je KalaluTeT KOHAYaH U OpOj KIMjeHATa y CHCTEMY je jeJIHAK
¢, HOBUM KJIMj€HTUMA HUj€ JIO3BOJHEH YJIA3aK Y CUCTEM.

2.5 TIlomymanmja (Population)

Besimauna nonynamuje npesacrasmpa ykynan Opoj KiujeHAaTa y CHUCTEMY M BaH CHCTEMA,
OTICJIy KWBatha, W o3Ha4aBa ce ca n. OOMUHO je BeJUYWHA TIOMYJAIlje TOJUKO BEJIUKA Y
nopehemy ca bpojeM KIMjeHaTa y CHCTEMY TIa Ce MOYKE CMATPATH DECKOHAYHOM. 33, TOTYJIAITH]Y



KaXkeMO JIa je XOMOreHa YKOJUKO Cy KaujeHTH MehycobHO CAMYHH y CcBOjuUM moTpebaMa u
HaYUHY Ha KOjI/I Ce BpIIU IbUXOBO OICITYZKUBAHE.

2.6 JucnunuaumHa ouciay>kuBama (Queue discipline)

Hucruniraa OnCIyXKuBaba IPeICcTaB/ba HAUNH Ha KOJU ce 6upa Koju he xkaujenT us pega
6uru caeselin oncoryxen. Hajuenrha je FIFO (first in, first out), nosnara n noj akpoHuMOM
FCFS (first come, first serve), rme je caenehu kiamjeHT KOju ce ONICIAyXKyje OHA] KOju je
HAjyKe y peiy, Koju je mpeu gomao ox npucytaux. Kog LIFO (last in, first out) wmum
LCFS (last come, first served) mucnmninHe, HOCTEAHU KJIXJEHT KOJU C€ TPUKIBYUHO DEJY
6uhe npeu ycayxken. SIRO (service in random order) mnm RSS (random selection for ser-
vice) je MeTOJI KO/ KOra, ce KJIMjeHT OUpa M3 peJia Ha ONC/IY KUBAKE HA CJIyUajaH HAIUH U CBA
KJIMJEHTU MMAajy jeJIHAaKYy [aHcy Jia Oy iy uzabpanu. Y nHOOPMAIMOHAIIMOHUM TEXHOJIOIMjaMa
1 KOMyHHUKaIuju Hajpuire ce Kopuctu PS (processor sharing) mucnumimaa. 3a PS meromy
KAPAKTEPUCTUIHO j€ J1a OIIC/LY XKMBAE CBUX KJIMJEHATA, OJMAX NOYMIbe (HEMA YEKAbA) AU je
WHTEH3UTET OTCIYKWBAKHA MTPOTOPIMOHAJIAH Opojy KiaujenTa y cucremy. Ko mpuopuTeTHOT
onciyxkuBatka uu PR (priority) mucrumuinsae, KIMjeHTH CY TOJIE/bEHU Y TPYIE PA3THIUTOT
npuopureTa. KIIMjeHTH Ca HAJBUIAM ITPUOPUTETOM C€ TPBU OICJYXKY]y HE3ABHUCHO O TOTA
KaJia Cy YIUIA Y CACTEM, a ITOTOM OHM Ca HUXKUM TpuopuTeToM. Tunuyan mpuMep oBe METOE
je Ha ogespery xuTHe ioMohu y HosiHuIAMA, TJIe Ce TAlMjeHTUMa KOjU CY Y KPUTUIHOM CTaby
pBO yKasyje momoh.

2.7 Kennasosa nHoranuja (Kendall notation)

KeH,zLaﬂﬂ je 1953. roaune y cBom wiranky ,, Stochastic Processes Occurring in the Theory of
Queues and their Analysis by the Method of the Imbedded Markov Chain” [4] yeeo HoTamujy
KOja Ce M TAHAC KOPUCTH 33 ONMCHBAKE CHCTEMA, MACOBHOT OICJIy KHUBama. Haume, cucrem ce
Moxke ommcaru nomohy Husa cumbosia A|B|s|c|p|Z, npu yemy cioBHe o3HaKe uMajy cienehe
3HAUECHE:

A - mpupoaa yIa3HOT MOTOKA OJIHOCHO THI PACTIOJEE WHTEPBAJa U3Mehy y3acTOTHUX
J0J1a3aKa y CHCTEM;

B - tporiec oncity KuBama, Tj. TAM PACIOJENE IyXKUHE ONCIY KUBAHA, KJINjeHATA;
s - 6poj cepsepa;
¢ - KAIAIUTET CUCTEMA,;
P - BEJIMUUHA MOIYJIAIIN]E;
7 - TACHWTIJINHA, OTICJIY XKUBAIHA.
Cumbosu Koju ce Hajuernie KOPUCTE 34, OMUC YIA3HOT MOTOKA W MPOTIECA, OTICTY KUBAHA CY:

o M - MapkoBJ/bEB IIPOTIEC, O3HAYUABA Ja CYy BPEMEHA n3Mel)y y3aCTOMHUX JI0JIa3aKa, KJIH]je-
HATA y CHCTEM WJIH JIy’KUHE TPajarba OICIYKUBAaHa €KCIOHEHIIUJAJIHO PACIIO/IE/hEHE;

e [}, - Epnanrosa pacmojiena pena k, 3uaun jna Bpemena u3Mmely y3acTonHux Jjiojasaka
KJUjeHaTa y CHCTEM WM JIyKUHE TPajamkha OICIYKUBamkha uMajy EpilaHropy pacroieny;

e D - meTepMUHUCTHIKA PACIIONENIA, Tj. KOHCTAHTHO BpeMe KOje IIPOTEeKHe n3Mely mos1a3aka
KJIMjEHATA, OMHOCHO KOHCTAHTHO BPEME MOTPEOHO 33 OIC/IyKUBAHE CBAKOL KJIU]CHTA;

9David George Kendall (1918-2007), 6puTancky MaTeMaTadap



e ( - reHepaJina, OUI0 KOja PACIIOeia.

O 3znavemuMa ocrajux cuMmbosia GUIIO je pedn y MPEeTXOIHOM Jey.

Bamuc M|D|2|oco|oo| FIFO upencrasba cucreM ca LlyacoHOBEM ya3HEM HOTOKOM, jeTe-
PMUHHUCTHYKOM PACIIOZEJIOM OIIC/Iy )KUBabha, JIBA lIapaJieHa CEPBEPA, HEOIPDAHUYEHUM Kallalu-
TETOM W HeOTpaHWIeHOM BeswauHoM nomyriangje u FIFO mucrummurom. Ako je momymamuja
6eckoHAYHO BesmKa (p = 00) u aucuuimaa onciayxkusamwa FIFO (Z = FIFO), ouga ce oBu
cuMboJIn m30CcTaBbajy u3 Hotanmje. Takobhe, ako je m kanamureT cucreMa 6eckoHaqaH (¢ = 00)
¥ Ta O3HAKa ce M30cTaBsha. ¥ BehmHm cuTyarumja kopucrte ce camo tpsa Tpu cumbosa. Tako
M |M |3 o3nauasa cucreMm ca I1yacoHOBAM yJIa3HUM HOTOKOM, €KCIOHEHIUJATHOM PACIOIEIOM
BpeMEHA, OICIIY ) KUBAkha, TPU CEPBEPA, HEOTPAHUUIEHUM KananuTeToM u nomnyianujom u FIFO
JIMCITATIITUHOM.

2.8 Ilepdopmance cucrema

Y ananusu eduKacHOCTH cucTeMa OWTHO je YTBPAUTH KOJIMKO BPEMEHA, KJIMJEHT MOpa
Jia TIPOBEJIE V Dejy, IITa JIOBOJM JIO CTBApama Pe/ia, Ka0 W KOJMKO BPEMEHA CYy CEepBEPH
HeaKTUBHHU. Kako cy y mUTamy CTOXACTHYKU CHCTEMH, OBE Mepe Cy CJAYy4YajHE BEJIMIWHE UHje
ce pacmozesie, uin 6ap 0YeKWBAHE BPEAHOCTA MOTY U3PATyHATH.

Kana je ped o BpeMeHy KoOje KJIHjeHT YTPOIIH PA3JUKYjy Ce ABa THUIIA, BPpEME KOje TIPOBeIe
Yy Pely U YKYITHO BpeMe KOje MPOBEJe Y CHCTEMY. ¥ 3aBHUCHOCTH OJ IUJba AHAJIN3E, 3HAYAJHO
je jemno wim apyro min dak oba. AKo ce mocMarpa 3abaBHE HapK, Tpeba ce GhoKycHpaTH Ha
BpeMe KOje je u3ryO0/beH0 9eKamheM y PeJLy, 0K je 3 MONPABKY MAIIUHA 3HAYAJHO IEJOKYITHO
BpeMe JOK Ce MAallliHa, TOHOBO He ocmocobu 3a paj. CxXoaHo Tome, OUTHO je TPOIEHUTH U
npocedan O6poj KIMjeHaTa y peay, Kao U y YUTaBOM cucTeMy. HeaKTUBHOCT cepBepa MOXKeE Ce
MEPUTH 33 CBAKU CEPBEP MOjeIUHATHO WJIM HA HABOY IEJIOT CHCTEMA.

Hexka je A uarensureT yaa3Hor moToka, X CIydajHa BEJIUIAHA KOja MPEICTABHA LY KUHY

OTICTTyKWBaFha U S Opoj cepBepa y cucremy. VckopuimheHocT cucteMa p je Mepa CHCTeMa

KOja, Ceé M3PavdyHABa Kao ) ek AE[X]/s. Ako je p > 1(AE[X] > s), upoceuan 6poj jpona3aka

KJIMjEeHaTa y CHCTEM BehH je o1 mpocedHor Opoja KJIMjeHaTa KOje CBU CepBEPH MOTY 3 OIICJIy7Ke
¥ BPEMEHOM J0JIa3u JI0 cTBapama cBe Beher pema. Jla 6u ce JHOCTUTIIO PABHOTEKHO CTAHE
cuctema p Mopa Aa Oyae crporo mame o, 1. Kaga je p = 1 u yKOIWKO y/Ia3uu TOTOK U TPOIIEC
OTICJTY KUBaHha HUCY JIETEPMUHUCTHIKY, HE JOCTHXKE Ce eKBUJIMOPHUjyM, TOIITO HUKAJL Hehe
nohw 10 TIpakKmkema CUCTEMA.

Y cucreMuMa MACOBHOT OICJIYKUBaHha OCHOBHO je Hahu 6poj kimjenara y cucremy N. Taj
Opoj IpeacTaBba CyMy KinjeHaTa KOJu 4eKajy y peay Ny, ¥ OHHX KOjH Cy Ha, ONCIy KuBamy V.
Kako ce HAKOH JiyKer BPEMEHCKOT MEePHOJIa CHCTEM YPABHOTEXRKHU (JOCTUTHE €KBUIMOPUjyM)
Mmoxke ce Hahu craronapua pacuogesa T, = P{N = n}. [Ipoceuan 6poj kimjenara y cucremy
je

[e.9]
L=E[N] =) nm,,
n=0

u mpocevuan 6poj KIMjeHaTa y pemy

o

Ly=EINj = Y (n—s)m,
n=s+1

npu gemy je s 6poj cepsepa. Heka T;, mpejcraB/ba BpeMe Koje KJIHMjeHT IIPOBeJie YeKajyhm y
peay u T ykyuno Bpeme nposegeno y cucremy (' = T, + X). JIse ocnoie Mepe nepdopmamce
cy mpocedno Bpeme dekama y peay W, = E[T,] u upocedno BpeMe Koje KJIMJEHT LPOBEJE y



cucremy W = E[T| n 3a »mux Baxu ciejeha esa

L=\W (2.8.1)

Ly = AW, (2.8.2)

[Iperxomue mBe popmysie npescrassbajy Little-os 3aK0H{T_U](LZttle ’s law). Little je ose dopmyse
Pa3BHUO Ie3/IeCETHX TOMHA ITPOIILJIOT BEKA W TO je jeJIlaH O/ HajBaKHUjUX PEe3YITaTa Y TEOPH)U
pernosa. Hurne ce He mpeTmocTaB/hba KaKaB je CHCTEM y THUTAmy, KOjU je YIa3HU TOTOK,
JIUCIIUTIINHA OTICJIyKMBaha, Beh pe3ysirarn Baxke 3a cBe cucreme. Jloposso je mahwm jeamy
OJI, YeTUPH OYEKHBaHEe BPeIHOCTH u3 (popMysia u Mory ce Hahu octase. [Ipu Tome, jacHo je ma
saxu E[T| = E[Ty| + E[X], oqnocno W = W, + E[X].

Jorm jerman 3aHuMIBUB pe3yirTaT nobuja ce Ha ocHoBy Little-oBor 3akona

L— Ly, =AW —W,) = AE[X].

3 Maremarunuke TpancdopmMarliuje

Iloneka, 1 Huje jeHOCTABHO JOOUTHU €KCILIMIMUTHE PE3yJITare 3a pasiudure rnepdOopMaHCe
CHCTEMA KA IITO Cy BPEME Y€KAba Y Pe/Ly, OP0j KJIIMjeHaTa y CUCTEMY, IIPOCEYTHA, Jy )KUHA, PEIA
AT, Y TOM CJIy4ajy 3a BUXOBO M3PAUyHABAIE€ KOPUCTE Ce MaTeMaTwdkKe TpaHcdopMmaliuje.
[Topen Tora mTo ce nHamehy Kao mpupoaHO pelneme mpobiemMa, nMajy u 6pojue ocobuHe Koje
omoryhaBajy Jjakia m3padyHaBama W J100Mjame JAPYyrux 3Ha4ajHux pesyiarara. Tpancdo-
pMaliFje Koje ¢y HajBuilne Kopuirhene y pamy objallmene ¢y y TeKCTY KOJU CJICIM.

3.1 z-tpancdopmaruja

Hexka je f,,n > 0, peanan auz. 3a f, z-Tparcdopmalinja ce gedWHUIIE HA CIIeehn HAUWH:
(b (o)
e
F(z)'= Z fn2".
n=0

3a gary dbyukuujy f, z-tpancdopmanuja je jeqmucrBena. F(z) je dbyHKIMja KOMIIEKCHE
MIPOMEHJbUBE 2z M IOCTOJU CBe IOK HuW3 hyHKIHja f, He pacTre OpKe HEro reOMeTPUjCKH, Tj.
cBe JIOK nocroju a > 0 Tako Jia je

lim M

n—oo ™

=0.

Jenma on majouTHMjux ocobuna z-Tpancdopmariuje je kouBosyImja. Konposymuja dpyHKIIMja
fn 1 g ce medununire Ha caegehn HaTHH

n
ed
fn * On = Z fn—kgk-
k=0
z-TpaHchopMalpja KOHBOIYIIHje (PyHKIH]a, je
fn* gn = F(2)G(2),

npu uemy cy F'(z) u G(z) ogroapajyhe z-rpancdopmarmje dbyHkimje f,,, OMHOCHO gy,. JToka3
ce moxke Hahn y [1].

10John Little (1928- ), amepwaxu mHKermbep
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Hexka je X muckperna ciaydajHa BeJIHUYRHA Ca JATOM pacuomesoM BepoBarHoha. OyHkimja
remeparpuca BepoBaTHoha, OaHOCHO remepaTopua dynkmuja ox X je

F(z) =) P{X =n}z" = E[z"].
n=0

Oynxiuja F(2) je 3anpaBo MaTeMaTHIKO OUEKHBAIHE CIIYUajHOT eIeMEeHTa 27 .

Axo je |z| <1 onna je |F(z)| < 1, omrocHO
oo [e.e]
[F(2)] <Y IP{X =n}|l"| <) P{X=n}=1
n=0 n=0

ITpeu usBox dyurmje F(z) y tauku 1 jesHak je NPBOM MOMEHTY CJIyYajHE BeJIMUMHE
X, F'(1) = EX. dpyru ussox on F(z), Takobe y tauku 1 msmocu F”(1) = E[X?] — EX.
YorrreHo Baxxu Jia je

dn
EX(X-1)...(X—n+1)] = dz”F(Z) o

Ha ocuory dopmysie nosrasu ce 1o 0bimka z-rpancgopmarmje veke Gyakimje f,. Mehyrum,
OOpHYT cily4aj, u3 z-TpaHchopMmanuje 1obutn f, Huje yBek jemunoctapuo. Ilocroje dopmysne
WHBEP3Hje, & 9eCTO Ce Ha HUX MPUMEYjy HyMepUUIKe MeTose. 3HaUa] OBUX TpaHcdopMaImja
je y ToMe IITO ce U3 BUXOBOr 0bJuKa MoXKe jiohu jio opuruHaane ¢pyuknuje. [Ipersen Hekux
dbyukmja u ogrosapajyhux z-rpancopmanuja gar je y kmusnu [1], Appendix I.

3.2 JlamsacoBa TpaHcdopMarlimja

Jlannacosa tpancdopmanuja Henpekuae dynkuuje f(t),t > 0, je
o0
F*(s) " / F(t)e .
—00

F*(s) je dyHKIMja KOMIJIEKCHE [TPOMEHJbUBE S U UMa CJIMYIHA CBOJCTBA K0 M z-Tpancdo-
pmarmja. 3a dyukmmjy f(t) Jlannacosa tpancdopmanuja je jeMHCTBEHA W TOCTOJU CBE JIOK
f(t) mema pact GpxkuU 0/ EKCIOHEHIM]AJIHOT, OJHOCHO JIOK MOCTOju peasan 6poj b Tako na je

T

lim |f(t)|ebtdt < oo.

T—00 0
Jlamnacosa rpancdopmanuja kousoaynuje byuakumja f(t) u g(t) je
f(#)*g(t) = F*(s)G"(s),

npu uemy cy F*(s) m G*(s) onrosapajyhe Jlamracose rpancdopmanuje bynakuumje f(t), oqHOCHO
g(t). doxas oBe jemnakoctu moxke ce Hahu y [1].

Ykouuxko je f(x) dbynkuuja rycrune neke caydajue npomensbuse X, Jlamnacosa Tpancdo-
PMAIIHja IPeCTaB/ba MATEMATHIKO OUeKABAIbE EJIEMEHTa, € °%

F*(s) = E(e’SX).
Mowmenat pesia n ciaydajae Beaudntae X MOKe ce U3pa3uTH mpeko Jlamracoee TpauncdopMmaiimje
E[X"] = (-1)"F*")(0),

rne F*(™ ozmauasa n-tu nseox Jlamwiacose Tpauncdopmarmje.

Kao u koj z-Tpancdopmanmje, Tako je u oBiie moryhe u3 obsuka Jlaminacoee tpancdo-
pmarmje oapehernnm meTomama mohu 10 opurrnaasne gpyukiuje. Jorn neke ocobure Jlanmacose
TpaHchopMalnje Kao 1 Heke buTHHje (pyHKIEje ca oaropapajyhumM rpancdopMalmjaMa HaIa3e
ce y kmusn [1], Appendix I.

11



4 M|G|1l cucremn

Ienrpasnu jieo osora paja nocselien je M|G|1 cucremnma. To cy cucremu Koju Hemajy
MapPKOBCKO CBOJCTBO M TO OTeXKaBa OIHUCUBAIE CBOjCTaBa cUcTeMa. Pa3BHjeHe Cy pa3ImunuTe
METO/le 33 OBY KJACy IPOTeca, a OBJe je KOpuimheH mPuCTyn mOMONy yMETHYTHX JIaHAIA
Mapxkosa (imbedded Markov chain). Y npakcu ce KOpucTa u MeTos, cTamba (method of stages),
anu merosa HajBeha mMaHa je MITO pe3ysaTaTh HUCY JATH EKCIUIMIUTHO 114, C€ He MOTY WCIIH-
tuBatu cBojcTBa. Tpehu mpucryn je momohy Jlunaose waTerpasne jemunauwmne (Lindley’s
integral equation) koja je norogua 3a G|G|1 cucreme.

M|G|1 je cucrem y KoMe je ysa3Hm HOTOK XoMoreH llyacoHOB mporiec, JAyKuHA Tpajama
OIICJTy XKMBAha j€ CJIyajHa BeJuumHa Koja uma ommry (Heoapeheny) pacnogeny seposarHoha
U OIICJTY’KUBAThe BPIMHU jeIAH CepBep 0 PeIOciey TPUCTU3aha KanjeHara y cucreM. Pacimo-
Jeaa BpeMena m3Mely mosazaka gaTa je MYHKIIHJOM PACIONese

Aty =1—e M t>0,X1>0.

NuaTensurer KOjUM KIMjEHTH JA0Ja3€ je A KJIUjeHATa [0 jeMHUIN BPEMEHA, IIPOCETHO BpeMe
m3mely momasaka 1/)\ oarosapajyhe jemmmmme Bpemena, sapujamca o2 = 1/)\%2. Heka je
dbyrkumja pacnojesne jayxune Tpajama oncayxusamba B(x) n dyuknuja rycrune b(z).

3a onmcuBame cTamba CUCTeMa y HEKOM TPeHyTKY t nopes 6poja kiujenara y cucremy N (),
notpebHo je oxpemutu u Xo(t), Bpeme 10 TpEHYTKA ¢ YTPOIIEHO HA OICIY KUBAHE TPEHYTHOT
kimjerTa. OBO je HEOIXOMHO jep je PACIOesia Iy KWHe TPajatha ONCIyKUBAKkA TPOU3BOFHA
My ONIITEM CJy4Yajy HEMA CBOJCTBO OJICYCTBA MEMOPH]je, 33 Pa3JMKy OJI yJIa3HOT IIPOIECA.
Crora, cayuajam mpornec {N(t),t > 0} HHje MAPKOBCKH OpoIec JOK (hbaMHInja BEKTODA
{(N(t), Xo(t)),t = 0} jecre. OBaj BeKTOD je BEKTOD CTaa U cajapku cBe uHbOpMAaImje o
IPOIJIOCTH CHCTEMA Koje ¢y pejieBaHTHe 3a moHammawme M|G|1 cucrema y 6yayhaocru. Cucrem
ce MOXKe aHAJM3UPATHA W KOPUTITNEHEM OBOT BEKTOPA.

4.1 VYwmernyTu Jjanan Mapkosa

ITomTo je KOMIUIMKOBAHO ¥ HEITPAKTUYHO 34 U3PAUYHABAHE KOPUCTUTU JBOJIMMEH3NOHATHI
BEKTOD, njeja je na ce sekrop (N(t), Xo(t)) yupocru Ha jespopumensunonanuu sekrop N (t). Y
TOM CJIyYajy MOpa Ce 33/IaTU MOTPOIIEHO BpEME KJIUjeHTa Koju ce onciayxKyje. OBo ce mocruzxke
TaKO IITO CE IJIeJa CaMO ojpeheHn JMCKpeTaH CKyll Ta4aka Cca CBOJCTBOM JIa YKOJIMKO Ce
yTBpm Opoj KJAUjeHaTa y CUCTEMY ¥ je/IHOj TaKBO] Taduku Mohu he 1a ce mu3padyHa u y cienehoj
TakBoj Tauku. I[locToju MHOrO CKynoBa TAKBUX TAYAKA AJIHM j€ HAJUOTOIHU]U CKYIl TAYAKa Yy
TPEHYTKY HANYIITAHa CACTEMA. ¥ THM TaYKaMa BpeMe MOTPOIIEHO HA ONCJIYKUBAHE je HyJa
3a, KJIMjeHTa KOju TeK Tpeba ja Oyme ycay:keH (jep oIl HUje MOYeI0 BeroBO OMCIIY JKUBAKE),
a ¥ 3a cBe ocrajie KiujeHnte y cucremy. Ha Taj naaun oxpelheno je norporeno speme Xo(t)
U CMambeHA je MUMEH3HUja BEKTOPa crarma. OBJie je 3aIpaBo OMUCAH MOJIY-MAPKOBCKH MPOIIEC
(semi-Markov process), jep ce npeiia3u U3 crarba J€IaBajy y TPEHYIUMA O/JIACKA KJUjeHaTa
U3 cucreMa. Y THM HHCTAHIAMA ce JieduHule yMeTHYTH JaHal MapKoBa KOju Mpe/CTaB/ba
Opoj KiMjenara y CHCTEMY HAKOH OJJIacKa. BepoBaTHOCHA PAaCIIONesia BPEMEHa KOje TTPOTEKHE
u3mely mpoMeHe CTama je UCTa Kao PaCIojiesia BpEMeHa ONcayRuBamba B(x), ceM y ciaydajy
Ka/1a HAKOH 0JJIaCKa OCTaHE 1Ipa3aH CUCTEM.

Y yMeTHYyTHM TadKaMma MOCMaTpa ce Opoj KJinjeHaTa KOju je 0CTa0 ¥y CUCTEMY U HA OCHOBY
TOra MCHMTYje LoHAalIawe cucrema. Pedyiararu jiobujenu y oBuM Tavkama 0/j1aCcKa IIPEHOCE
ce Ha CBe Ta4yke TOKOM BpemeHa. buhe objarmmheHo 3arTo ce T0 MOXKe YIUHUTH.

Hexka je Ej crame cucreMa Kaja je k KIujeHaTa y HheMy. JeInHn Ipesiaciii Koju cy Moryhu
nu3 crawma Fy cy 3a jegan kopak y Fyy1 n Ey_1, By — Epy1 v B, — Ey_1, upn Tome 12 je
nocaeamu npeaas Moryh camo xaga je k > 0.
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Cauka 2: Moryhu npenasu cucrema u3 crama Fy

IIpenaszu tuna Eyp — Ejiy1 oxarosapajy J0J1acKy KJIWJEHTa y CUCTEM W JEIIaBajy Ce y
TaYKaMa JOJacKa, 10K Fp — Ejp_q mpenasu mpeicTaBsbajy OIJIacKe W3 cUcTeMa U jgorabajy
ce y TPeHyIuMa OJ/IaCKa. DPOoj OBHX mpesia3a MOXKE Ce Pa3JMKOBATH HAJBUINE 33 jEIaH
(BuIe moJIa3aKa HEro OJIa3aKa) ajid HAKOH JIy’Ker BpeMeHa oBaj Opoj ce m3jeaHadaBa. 3aTo
je TpaHWYHA PACIOJE/a CTAamka CUCTEMA oJipehenHa [I0JIACKOM y CUCTEM € IHAKA TPDAHUYIHO]
pacIojiesiu cTama cucTeMa ojipel)eHoj 0/IJIACKOM M3 CUCTEMA, OJHOCHO BaxKu cjejehe:

1. xaga je ymazau notok [IyacoHOB mporiec BaxKu Jia je

7 = P{nonazak y tpenytky ¢ 3arude k KIujeHATA Y CHCTEMY };

2. ako O6poj KIMjeHaTa WMMa CAMO JIMCKPETHE HpOMEHEe y BEeJWYMHM W aKO OWI0 KOja oI
cieiehnx rpaHUYIHUX PACIOEsia MOCTOjU, OHA TTOCTOje W OCTAJIE PACIIONENe U jeIHAKE

cy:

ri := lim P{josa3ak y TpenyTky t 3aruue k KiMjeHATA y CHCTEMY }
n—oo

di := lim P{oanazak y TpeHyTKy ¢ ocTaBiba k KIHjeHATA y CHCTEMY }
n—oo

Tk = dk
u 3a M|G|1 Baxnu

Tk:Wk:dk.

4.2 BepoBaTHohe nmpeJsiaza

Y TpeHynuMma ojjiacka KiujeHara jgeduHUIIE ce yMeTHYTH Janar MapkoBa Kao 0poj
KJIMjeHaTa KOjU OCTaje y CMCTEeMy HAaKOH ojyiacka. Ha oBaj HaUMH Cy KOMIUIETHO OIMCAHA
CTala CACTEMa jep je BpeMe IOTPOIIEHO Ha OICIYKUBAKhE KJIHjeHTa ¥ TOM MOMEHTY jeTHaKO
HYJIU ¥ BPEME JI0JIACKA MOCJeIIher KIIMjeHTa He yTude ua OymayhaocT 300r cBOjCcTBaA O/CcyCTBA
memopuje. Ja 6u onwmcasum oBaj Jsianan norpebHo je Hahu BepoBaTHOhe mpesaza. YBeauMO
ciesiehe o3make koje he ce kopucTuTu gasme y pasy:

C), TIpeJICTaB/ba N-TOT KJIMJEHTA KOJU je YIIIA0 Y CUCTEM;

Tn j€e TpeHyTak poJacka kiaujerta Cp;

t, = Tn — Tn—1 BpeMe Koje npoTekHe u3Mely momacka Kiaujeata Cp,_1 1 Cy;
Ty, BpeMe TOoTpebHO 33 oncayRuBame KiaujerTa Cp;

Gn je O6pOoj KaMjeHaTa KOjU OCTaHy y CHCTEMY HAKOH omracka kiujenta Cp;
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vy, je 6poj kiujenaTa kKoju mohy y cucrem nok ce C, ONCIyXKYyje.

Beposarnoha npesnasa 3a jegan kopak jgedrHHIIE ce KAO

b . .
pij = Plgns1=J| qn =1}

py 4YeMy mpeJsia3 Huje Moryh ako je gni+1 < g¢n — 1. Moryhu cy npesia3u kajia je ucuymeH
YCJIOB JIa je qn+1 = Gn — 1. BepoBarHohe mpesiaza ce padyHajy Ha caefehu HaIuH:

poo = P{¢n+1 =0 ¢, = 0} = P{vp41 =0},

po1r = P{Qn+1 =1 | dn = O} = P{UnJrl = 1}7
po2 = P{gn+1 =2 | ¢n = 0} = P{up1 =2},

omHOCHO BepoBarHOha 53 je HakoH ojnacka C) ocTajo ¢ KiujeHaTa, a HakoH ojjacka Cpyq
Jj KamjemaTa jegmaka je epoBaTHONhM ma je 3a Bpeme omcayxkuBama Cpiqp gomuro j — i + 1
KJIHjeHaTa,

b = Planst = L n =} = Plonss = — i +1}

. . ned
Axo ca oy, ozaaunMo BepoBaTHOhY 7a je TOKOM omncayxkuBamba Cy, JOTUIO k KAWjeHaTa, oy =
P{v, =k}, 3a cako (i,j = 0,1,2,...) Bepoparuohe npesnasa cy

0, j<i—1
Dij = § Qj—it1, =1, 73=21—1.
g, 1=20

Marpurna sepoBarnohe mpesnaza P = [p;;](i,j = 0,1,2,...) nma ciaegehn o6iuk

Qp a1 Q2 Qa3

Qp Q1 Q2 Q3

0 ayg a1 Q9

P=10 o ap o
0

0 0 (67

Ha Crumu 3 mpukaszan je rpad mpoMeHe CTamba U3 CTabha, 4.

Cnuka 3: Moryhn npenasu u3 crama, @

14



WHTeH3UTET YIA3HOT MOTOKA HE 3aBUCH OJT CTAha CHCTEMA, HU JIy JKUHA, TPA]atha OTCITY K M-
Bama 3a C,, He 3aBucu o n (r, WMa npousBosbHy pacnogeiny B(z)). Bpoj kaujenara vy, koju
je JIOTIa0 TOKOM X, 3aBUCU CAMO OJT JYKWHE TPAJatha T, HE U OJ N. 300T THX HE3ABUCHOCTH
MOXKEMO T, 3AMEHWUTH Ca T U U, ca U. BepoBaruohe «j pauynamo ua ciemehn naumn xkopwurm-
hemem 3aK0oHA TOTaJHE BepoBaTHOhE:

a = P{v, =k} = P{o =k}
= /o P{o =k |z =xz}b(x)dx.

Tokom Bpemena T Jjonwio je k KJMjeHaTa W HOMITO je yra3nu norok IlyacoHoB mporec,
BaXXu

k!

BepoBaraohe «j cy mozutusHe 3a cBako k > (0, ma je cBako CTame JOCTUKHO U3 OMIJIO KOr
crama u MapKOB/HEB JIAHAIL je HECBOJJHUB U AITEPUOIAIAH.

CucreM J0CTHKE CTAIMOHAPHY PACIOJIENY AKO je MHTEH3UTET OICIYKUBakha KJINjeHATA
Belim o] MHTEH3UTETA JOJACKA KJUjeHaTa. Y CYIPOTHOM PeJ, ce HHUKaaa He OW CMamuBao,
KOHCTaHTHO 61 pacTao. CranuonapHa paclofesa HOCTOji ako Baxku ™ = P u ) m; =1, rue

jes
je BekTOp ™ = (70, M1, M2, ...) U P Marpuma BepoBarHoha mnpesaza. Kako je manar Mapkosa
HECBO/UbUB U anepuojauyan, u3 reopeme (1.1) caeam ja je cranponapHa pacuojesna yjegHo u
IPaHWYHA PACIOENa, OMHOCHO T = d = P{q = k}.

o > ()‘x)ke—)\.r )dax
ak—/o b(z)da. (4.2.1)

4.3 Pollaczek-Khinchin-oBa ¢popmyna

Ha ocuoBy Pollaczek-Khinchin (en. mean value formula) dbopmyse moxe ce uzpauaynaru
Opoj KJujeHaTa y CMCTEMY, Y De€Jly, BpeMe Koje KJIMjeHT NPOBeJie YeKkajyhu u yKyITHO Bpeme
KOje POBeJIie y CUCTEMY. 3a U3PAIyHABAE OBUX BEJIMUNHA TOTPEOHU Cy OCHOBHU APAMETPH,
WHTEH3UTET J0JACKA KJIMjEHATA W MO3HABAIE PACTIOJENE JYKWHE TPAjarha OTCITY KUBATHA.

IIpermocraBumo Jia je ymeTnyTH jaHan MapKoBa eproguvaH u Ja CHCTEM y HEKOM TPEHY-
TKY J0CTHXKe eKBUubpujyM. Y TOM Cilyyajy Ha OCHOBY CTAIMOHADHE PACIOENEe MOXKEMO
J0OUTH rpaHrIHE BPeIHOCTH IOjeINHUX BendnHa. Ilouehemo ca m3paaynasameMm 6poja Kianje-
nara y cucremy. Mako je ymermyrm smanarr Mapkosa dbopmMupan y Tadykama OfJjacka, 6poj
KJIMjeHAaTa Yy TUM TPEHYIHMMA IPEeJICTaB/ba Opoj KiMjeHara y cucreMmy 300r TOra IITO CUCTEM
BUAVUMO HA UCTU HAYUH W y TadKaMa JOJaCKa U y TavKaMa OJIaCKa U CaMUM TUM y CBHUM
taiakama (PASTA csojcrso).

Hajmpe je morpebro nponahu Besy namely gn11 ¥ gy, TJ1€ je g, 6pOj KiMjeHaTa KOju ocTany
y CHCTeMy HAakKOH opjiacka kaumjeHta Cp,. Pa3naukyjy ce jBe cuTyalmje: Kajia HAKOH OJIJIACKA
rumjerTa C), ocTaHe mpazaH cucteM, ¢, = 0, ¥ KaJa HAKOH ofyiacka (), TOCTOje KIUjeHTH y
cucremy, g, > 0. Ilpsu ciydaj je mpukaszan Ha gujarpamy (Cimka 4).
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Cn Ch+1

gn=0 Xn+1 gne1
Cepsep
A
—
Cn Cnu1 Bpeme
Pen

Cn Cn+1

1]

Vn+1

Cauka 4: CucreM Kajia HAaKOH ofjiacka kiaujerta C), HeMa JAPYIUX KJHMjEeHATa, Y CHCTEMY

Y oBoM ciyuajy je Opoj KjujeHaTa KOju je ocTao HaKOH omiacka Cpyi 3ampaBo 0poj
KJIMjeHATa, KOJU je JIOMA0 TOKOM OnCay ) KuBawba Cpil, Gnil = Upt1. HamoMeHUMO 13 ce OBJe
u jasbe y paiy nojpasymesa FIFO merona onciyxuBama Koja yTUUe HA JyKUHY Y€Kaba y
pe/ly, aJii He Ha JyKUHY PeJla U LIEPUO/IE KaJla je cepBEpP 3ay3er.

Kagma je g, > 0, 6poj kimjenaTa Koju OCTaHe y CHUCTeMy HAKOH ojjiacka C,11 jeTHaK je
CyMU KJIMJEHATa, KOJU Cy ocTajim HaKOH ojyiacka Cp, uzysumajyhu camor rkimjerrta Cpiq, u
KIIMJEHATa, KOJU CY JIONMLIA TOKOM OMCIAyRuBamha Cpii, Gni1 = qn — 1 + vn41. [Ipumep oBe
curyanuje npukasaH je wa Comrm 5.

Cn Cn+1

gn Xn+1

/'y

B (n+1

Cepeep

Cn Cn+1 BDGME

Pep,

Cn Cn+1

1]

Vn+1

Cnuka 5: CucreM KaJia HAKOH ofjtacka kiamjenta C), MMa KIHjeHATa Y CUCTEMY
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OgBe jBe cuTyalldje MOTY ce TPYNUCATH y jedHy uuMme ce nobuja ciemehu uzpas 3a gn41

¢ _ qn — 1+ vpy1, 32 ¢, >0
S Un+1, 3a g, =0

YBemumo GyurIAjy A

A zed 1, zak=1,23...
k 0, 3ak<0

Kopucrehn dyurmmjy Ak, ¢nt1 ce Moxke 3ammcatn na ciaegehn naanm

dn+1 = Gn — Aqn + Upa1. (431)

Uspaz (4.3.1) npeuacrasiba Be3y uzmely ¢n41 u ¢, u ocHOB 3a npoyuasawe M|G|1 cucrema.
[TpeTnocTaBuMoO JIa MOCTOJW TPAHWYHA, BPEIHOCT j-TOT MOMEHTA, OJL ¢p, OJHOCHO

lim Elg}] = E[¢].

n—oo

Habhumo maremMaTudko ouekuBame JjeBe u JjiecHe crpane uzpasa (4.3.1)
Elgni1] = Elgn] — E[Aq,] + Elvn 1]
Kana n — oo rpaHumYHa BPETHOCT je
E[q) = E[q) — E[Ag] + E7].

Nunekc n kom cayuajue Besmuamue ¥ je 3aHemapen jep Opoj kimjenata koju molly TOKOM
OTICJTY JKUBAHa HE 3aBUCH OJT N.
W3 nocrenmer uzpasza nobuja ce ma je

E|A;] = El4) (4.3.2)

Jlecua crpana ose jennakoctu F[0] mpencraBiba mpocedan 0poj KiamjeHaTa Koju jaohe y
CHUCTEM TOKOM OIICJTYKUBarha Kiaujeata. Ha ocHOBy meduHUIEje MATEMATHIKOT OYEKUBAMbHA,
JIEBa, CTPAHA Ce M3PATYHABA

E[Af] =) AP{G=Fk}=AP{G=0} + A P{G=1}+...
k=0

Kako je Ay = 13a k > 0, a y ¢cBUM ocTajnM CIIydajeBUMa, je HYJIa, MTPETXOMHN U3PAa3 Ce CBOJN
Ha,

E[Ag] =) P{i=k}=P{i>0}.
k=1

Beposaruoha P{q > 0} npeacrasiba BepoBaTHoliy Jia je cucrem 3ayser, OJHOCHO Jia HAKOH
OIIJIACKA Y CUCTEMY YBEK HMa KjaujeHara. Ta BepoBaTHoha je 3ampaBo nckopuitheHoCT cucreMa
P

ned .

p = (IpoCeYaH MHTEH3UTET JIOJIACKA KJIMJeHAT], ) (IIPOCETHO BPEME OIC/Ly KuBamwa)= \F[z].
OBo ce MOXKe IPOTYMaYUTH Kao Jia je y cucreM joreTo AE[x] mocsa jep cBaku KJIMjeHT J0Hece
KOJIMIUHY TIOCJIa 33 duje obaBibame je morpebHo mpoceuno E[x] Bpemena. Kana je y nuramy
cucreM ca § cepeepa uckopumthenocr je p = AE[z]/s.

U3 jenmakocrn (4.3.2) monasu ce j10 3akibydka jia je
E[v] = p. (4.3.3)
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Ha 6u cucteMm jocTurao eKBWIHOPUjYM MOTPEOHO je jia Baxku p < 1, uHAYE I0J1a3U JI0
npeontepeheHOCTH CHCTEMa W HArOMWJIABAHA KJIHjeHaTa y cucreMy. Takse cucreme HUje
Moryhe aHaJIH3MpPaTH.

[IperxoganM padyHameM MATEMATHIKOT OUYeKUBaKa, 00€ejy cTpaHa jeqrakocta (4.3.1)) nuje
nobujen pesysrar 3a E[G]. Ucrn nocrynak ce MoXe NPUMEHUTH Ha KBAaJPUPAHY jeJHAKOCT

(4.3.1)
q721+1 = q721 + (Aqn)2 + U?H—l — 200, + 2qnVni1 — 284, Vny1-

s nedununpje bynkuuje Ay, cremm aa je (Ag,)% = Ay, 1 gnl\y, = ¢y Hpumemyjyhu oo
aobuja ce ma je

Elgn 1] = Elap] + ElAq,] + Blvg 1] — 2Elgn] + 2E[anvn+1] — 2E[Aq, vns1].

Bpoj kimjenaTa vy,1 Koju je A01mao TokoMm oncayxRuBama Cy11, 1 OPOj KIHMjeHaTa ¢, Koju je
OCTA0 Y CHCTEMY HAKOH ojyiacka C,, HE3ABUCHE CY CJIyUajHE BEJIMIMHE U OUEKUBAE HUXOBOT
TIPOM3BO/IA j& jeIHAKO MPOMU3BOY OYEKUBAHA. ¥ KOJUKO N — 00 100mja ce

0 = E[Ag] + E[t°] — 2E[q] + 2E[q|E[8] — 2E[A4) E[4).

Kopucrehu uspas (4.3.2), a norom u (4.3.3)), caeam na je

_ p+ E[0?] — 2p?
N 2—-2p '

E[q]
[Torpe6mo je jomr mahm E[v2].

Tlomohy z-tpancdopmanuje namasu ce OMIO KOju MOMEHAT CaydajHe Besuauue ¥. Kako
je a = P{0 = k}, z-rpancdhopmanuja ox v uma cienehin o6k

V(z) = E[2°] = Zakzk.
k=0

o0 k
V nperxoasoM nornasiby oapebena je excrumuuraa dopmyna ap = [ (/\kx!) e~ b(x)dz.
0

[Ipumenom Beppo-Levi Teopeme mobuja ce

Jlanmnacosa TpancdopMalmja 3a PAcIOIey BPEMEHa OICTYXKUBAHA je

(o)
B*(s) = / b(x)e **dx.
0
Uspas 3a V(z) je sanpaso Jlannacosa tpancdopmanumja B*(s) camo 3a BpegHocT A — Az

V(z) = B*(A— A\z2). (4.3.4)
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[Tocnenma jeTHAKOCT MPEJCTaB/ha BEOMa KODUCHY u OUTHY Be3y m3Mely z-Tpancdopmarmje
pacroJene ciydajHe Beswdue U u Jlanmacose TpancdopmMaliyje ryCTHHE CIIy4YajHe BeJnIruHe
z.

M3 ocobuna Jlammacose u z-tpancdopmaruje cieam ia je

B*®)(0) = dkf*k(s) = (—-1)*E[z"] (4.3.5)
S s=0
V(1) = d‘gi’z) . = B[] (4.3.6)
2 z
V(1) = d ng ) = E[?] — E[9)]. (4.3.7)

Payu makimer ozHadaBama ymecTo F (%] u E[t*] xopucruhiemo 2F u vF, pecriekruemno. [la 61
mspauyramm E[02] = v2 morpeban mam je apyru mssos, dbynxumje V(z) y tauxkw z = 1. Uz

jennakocru ((4.3.4) caenu na je

d?V(z)  d*B*(A—Az)
dz2 dz? ’

Hpyru uzsox dbyukumje B*(A — Az) je

EB*A—\2)  d [dB*()\ - /\z)]

dz? Cdz dz
Cd[ L dB*A—)2)
Cdz d(X—\z)
B =)
A0 —A2)?

Ho6ummu cvo ma je V(1) = A2B*?)(0) u kopucrelin dhopmyne [.3.5) u ([£.3.7) Baxu ma je

02 =7+ N2

E ~21 _ 2 2
Bparumo ce Ha uspas Elg] = Pt 2[U ]2 P Caja ¢y cBe BeTHIWHE Y JECHOM JIETY OBE
—2p
jeIHAKOCTH MMO3HATE U 100Hhja ce
N E[2?]
Elg =p+ 221 (4.3.8)
2(1-p)

[Tocrenma dopmyia je Pollaczek-Khinchin P-K mean value formula KojoM ce m3padyHaBa

npoceyan 6poj kmujenara y M|G|1 cucremy. Ako y m3pas yBpCTEMO (hOPMYJTy 3a

KBaJIpaTHH KoeUIHjeHT BapHjallkje pacuojiese BpeMena onciayxusama Cp = o /E[z]?

nobwuja ce

,(1+C)
2(1-p)

Ha ocnosy Little-oBor 3akona u jeapakocru (4.3.8)) n (4.3.9) moxe ce m3pauynaTu npoce-
YHO BpeMe IPoBeJieHo y cucreMy W, nmpocedno Bpeme mposesieHo y peay W, n nmpocedan 6poj

KaujeHata y pemy L.

Elgl=p+p (4.3.9)

22
W:E[J:}+2>21E[_p]):E[az]+

pE[z](1+ CF)
2(1=p)
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[IpBu wiaH CyMe je TIPOCETHO BpeMe ONCIy KubBama E[r], 1ok Apyru wian npeacraBba Ipoce-
YHO BPEME MPOBEJEHO y Pejly (Bpeme uekama)

_ AE[#?] _ pE[z](1+CF)
201 -p 20-p)

[Ipoceuan 6poj kaujenara y pemy je

B N E[z?] B p?(1+ C3)
T21-p) 20-p)

Y nobujenvm hopmysiama (QUTYyPHITY CAMO WHTEH3WTET YJIA3HOT MOTOKA W MPBHU W JIPYTH
MOMEHAT pacuo/iesie onciyxupama. 3uadaj P-K ¢opmysia je y tome na 3uajyhu camo pacro-
JIEJTy YITA3HOT TIOTOKA U PACTIOIEITY OTICITY XKUBAHA MOKEMO H3PATYyHATH OCHOBHE mepdopMance
CHCTEMA.

4.4 Pacnogena 6poja KaujeHaTa y CUCTEMY

P-K dopmysie nako 3nadajue He jiajy HUKaKBY MHQOPMAIMjy O PACIOJENN CJIYUYajHUX
esmanna. Kako y omucy M |G|l cucrema KOpuCTAMO yMeTHYTH JiaHali, MapkoBa u mocMma-
TPaAMO CTal€ CUCTEMA Y TPEHYIIMMA OJJIACKA KJIMjEHATA, pacioesa Opoja Kimjenara je pacio-
JieJia, cJIydajHe BeJIUUIUHE ¢y, OJHOCHO HheHe rpanndte Bpeanoctu . OBy pacuoseiry hemo nahu
nomohy z-rpaucdopmanuja. Heka cy @, (2) u Q(z) z-Tpancdopmarmje oJ1 ¢, u ¢, PECIIEKTHBHO

Qn(2) =Y P{gn = k}z" = E[z%], (4.4.1)
k=0
Q(2) = lim Qu(z) = > P{g=k}" = B[, (4.4.2)
k=0

Ba m3padynasambe Q,(2) KOPHCTHMO paHWje M3BEAEHY JEHAKOCT Gnit1 = Gn — Dg, + Unt1.
Hajmpe padyHaMo cTeleH ¢a OCHOBOM Z

Gn+1 — oGn—LDqp+Vnt1
zn+ = pin qn n"r’

a IIOTOM M MATEMATUYKO OYECKUBAIHE
E[ZQ77,+1] — E[ZQn_Aqn"FUn-&-l].

JleBa crpana mperxozmHe jeHAKOCTH je 3ampaBo Q,+1(z). CiaydajHe Beswdaune ¢p M Upt1 CY
HE3aBUCHE, CAMUM THUM U HUXOBe (PYHKIHjEe, ¥ OUYEKUBATHE TPOU3BOJA j&IHAKO j€ TPOU3BOIY
ouekmBama. Jlobuja ce ma je

Qn1(2) = Bl Son | E[z"+1].

Bpoj monazaka TOKOM OICIYXKUBALA KJIMJEHTa 3aBHCHA CAMO OJI AyKHHE OICJIYXKHUBAKA, TAKO
Jla Up+1 HE 3ABUCH OJ N ¥ MOXKe ce 3amenuTu ca 0. Uspas E[z"] je z-rpancdopmarmja ox 0
KOja je y moryaBiby 4.3 nedbwunucana kao V(z). Y jemnakocTu

Qni1(2) = E[z AoV (2) (4.4.3)

HenosHaT je jom camo daxrop E[z9 ;). Ha 0cHOBY seUHALI]E MATEMATHYKOT O4CKHBAA
cen J1a, je

B[z Bm] = " P{gy = k}2" % = P{g, = 0}2" + ) P{gn = k}z"1.
k=0 k=1
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Cyma y mociemoj jeHakocTu candna je uspasdy (4.4.1), amu ce pasaukyje y eKCIOHEHTY W
nHAeKCy cymarmje. To moxke ma ce Tpamcdopmuie Ha cienehn magwn:

> Plgn=k}z" == Plgn = k}z" — ~P{g, = 0}2°
2 {a }z 22 {a 12" =~ Plgn =0}z

= (Qu(2) — Plan = 0}).

YBpcrumo nocsieambu pesyarar y uspas ((4.4.3)

z

Quir(2) = <P{qn 0} +

Habumo sinmec oBe jegnakoctu kasa n Texxn 6eCKOHAYHO

Q(z) = (P{q~ =0} + Q) - 1:{(1 - O}>V(z). (4.4.4)

Beposarunoha, P{G > 0} je BepoBarnoha sa y cmcreMy yBEK WMa KJIHjEHATA W H3HOCH
p, na je P{g = 0} = 1 — p. Toucernmo ce Bese uamely z-rpancdopmaruje poceTHOr
6poja kaujeHaTa Koju 10Dy y cucTEM TOKOM OICJy»KHUBama u Jlammacose TpanchopMalyje
NPOCeYHOr Bpemena onciayxusama V(z) = B*(\ — \z). 3aMeHOM OBUX BPEJHOCTH Y
jaobuja ce

N (1-p)(1—2)
Q(z) = B* (A — )\Z)B*(/\ Vo (4.4.5)
Ogo je Pollaczek-Khinchin-osa jemnakocr ( Pollaczek-Khinchin P-K transform equation) xojom
je mara pacnojesa 6poja kiaujenara y cucremy. OHa je IpeJCTaB/hEeHa Y BULY TpaHcphopMaIiyja
n 300T KOMIIJIEKCHOCTH M3PAdyHABAHA HUj€ YBEK JeTHOCTABHO M0NW 0 eKCIIUIUTHOT 00JIMKa
pacmnojene 3a ¢,. Curyanuja ce Komiuiukyje Kaja epemgHoct P-K dopuysne mokymamo ja
n3pauyHamo 33 z = 1. JaBspa ce Heogpehenu obsimk u orpebno je kopuctutu JI'OmuTasioBo
IpaBIJIO MAKO je mo3Haro u3 jedununuje Q(z) ma je Q(1) = 1.

4.5 Pacnogesa BpeMeHa KOje KJIUJEHT NPOBEAE Y CUCTEMY U Y pPeay

Jlucrunawaa ONC/Ty KMBaka HUje MMaJa yTUIaja Ha, gocanamme pesyarare 3a M|G|1
cucremMe. 3a ojpehuBame pacio/iesie BpeMeHa Koje KJIMjeHT IpoBe/ie yekajyhu buran je HaUWH
onciry KuBama. IIpernocrasumo ja ce onciyxupame spiu y ckiay ca FIFO (first in, first
out) MeTO/IOM.

Ha cnenehoj cautu npukasano je Bpeme Koje kaujent C), TpoBese y CUCTEMY, OJT TPEHYTKA
YITaCKa y CUCTEM JI0 MOMEHTa, KaJia, T HAMYCTH.
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Cnuka 6: Bpeme koje kimjerT O, IpOBEJE y CUCTEMY

Cay4dajHa BeJIMUUHA Wy, MPEJICTABIbA, BpeMe Koje mporekHe o Kaja C, yhe y cucrem oK
He TIOYHe HeroBo oncayxkubame. 1o je Bpemencku nepuos koju C,, TOTpoIm Yekajyhu y pety.
Jlyx)uHa Tpajama ONCIyKUBAHA Je Tp, JOK je S, YKYITHO BpeMe Koje (), TIpOBeJie ¥ CUCTEMY,
Tj.

Sy = Wy + Tp.

Kaujentu koju ce Hajaze y cucremy y TpeHyTKy ojgiacka Cp Cy 3ampaBo oHEM KOju 10Dy
TokoM Oopapka kuujenta C), y cucremy. OBO ciiein w3 uuibeHure Ja je y nurawmwy FIFO
JICITUIIIMHA OIICJYKUBAbA W JIa KJIMJEHTHU HAIYIITA]y CHCTEM TeK KaJia Oy/y YyCJIyKeHH.
Heka je S,, dyukiuja pacnozesne BepoBaTHoha yKyIHOT BpeMeHa Koje KimjeHT C), poBeJe y
CHCTEMY

Snl(y) = P{sn <y}, say=>
TTomrro npernocras/bamMo €proJuaHoCT yMeTHyTOI‘ Jiania MapkoBa, HU3 Cily4yajHUX BeJiu-

qUHA S, KOHGEP2UPA Y pacno&e,/m. Ka §, Sy D, S, OMHOCHO Hu3 (DyHKIMja pacuogeie Sy,
KOHBEprupa Ka (hyHKIuju pacnogesie S, S, = S kama n — 00.
Hakne,
S(y) =P{5<y}, say>

JlamracoBa TpaHcdopMalnja YKyITHOT BDEMEHA [TPOBEJIEHOT y CUCTEMY je
o0 ~
S (s) = / e~ VAS(y) = Ele™).
0
[Toacerumo ce jemmakoctn (4.3.4))
V(z) = B*(A — Az).

V(z) je z-tpancdopmanuja pacmoiese 6Gpoja KinjeHaTa KOju Josa3e y cruaay ca Ilyaco-
HOBUM ITPOTECOM (Ca MHTEH3UTETOM \) TOKOM OIC/TY KUBabha, KJaujenTa. JlecHn J1e0 jeHaKoCT!n

YUHus caywajuux semraumma (X, )nen, ca dyuxmujom pacrnogene (Fy,)nen, KOHBEPrupa y Dacromesld Ka
cay9ajuoj Bemmaman X aKo 3a CBaKy orpanuteHy u Hempekumny byskmmjy f: R — R Baxu lim E[f(X,)] =
n—oo

E[f(X)], o3naka X, 2x , Kasia n — 00. AKO KOHBeprupa y paclo/ie/iu HUu3 C1yYajHuX BeJIMYrHa, KOHBEPrupa
u oxgrosapajyhu uu3 dbyuknuja pacuogene F, = F u obpartHo.
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je Jlamnacosa Tpancdopmarmja pacmojiesie onciayxupawa B(r) y KOHKpeTHO] Tauku. OBa
Be3a he BaxkwTu 33 OMJIO KOje JBe MPOMEHJbWBE O KOjUX jeaHa MpeCcTaBsba Opoj mosmasaka
KJIMjeHaTa TJie je yiaa3uu noTok llyacoHoB, a jipyra BpeMEHCKU WHTEPBAJ TOKOM KOTa Ce TH
Jgomacty 6poje. Ako je Taj BpeMeHCKM WHTEpBAJ YKYIHO BpeMme Koje kjaujent C), mpoBeae y
CHCTEMY Sp, (pn J€ TPOMEH/bMBA KOJOM Ce omucyje Opoj Josasaka Kiadjenara. 3 anagoraje ca
dopmynom (4.3.4) mobuja ce caemehe

Q(z) = S* (A= Az). (4.5.1)

Pollaczek-Khinchin-osa jemnakoct n3 nperxognor norsiassma (4.4.5) naje pacnogesy 3a ¢y,.
Kana 1y spennoct yeperumo y (4.5.1) nobuja ce

s(1—p)

S'(9) = B () ;=5 B ) (4.5.2)

Ogo je apyra P-K jeamakocT kojoMm je jara pacrmofesa yKYITHOT BPEMEHa, TPOBEJECHOT Y
cucreMy y obsuky Jlamnacose Tpancdopmarnuje. Y dbopmyiu GuUrypuiiny camo modeTHH Tapa-
Merpu, wHTeH3uUTET [lyacoHOBOT TIpoTeca U pACHOesa BPEMEH], ONICTY dKUBAHA.
OyHKIHEja pacnoiese BepoBaTHONAa BpeMeHa KOje KJIAWjeHT IpoBeje dekajyhm meduHume
ce Kao
Wi(y) = P{w, <y}, 3ay=0.

Kao u y ciyuajy yKyIHOr BpeMeHa IPOBEIECHOI' Y CUCTEMY, W, KOHBEPIUPA y PACIONEIN Ka

W, wy, > @ u Wy, =5 W, kagta n — co. Gynximja paciogese sa b je
W(y) = P{w <y}, say=>0.

Onrosapajyha Jlamracosa Tparcdopmaimja je
S ~
W*(s) = / e YdW (y) = Ele”*"].
0

Bpeme oncayxupama KIMjeHTa HE 3aBUCH OJf BPEMEHA KOje KJIMJEHT TPOBEJE y PEiy.
Jlakse, yKyIIHO BpeMe TPOBEIEHO Y CHCTEMY je CyMa JiBe He3aBHCHE TpoMensbuse. [lomro
IMIOCMAaTPaMO TPAHUYHE PACIOIesIe 3aIuc je caeaeher obauka

S=w+T. (4.5.3)
Jlannacosa rpancdopmanuja nzpasa (4.5.3)) je
S*(s) = W*(s)B*(s).

Ogo canenm uz Jlamracose Tpanchopmanyje kouposynuje dpyuakmnmja. U3 jemrakocru (4.5.2)
JI0JIa3M ce J1o pesyrara 3a W*(s)

s(1—p)

Ws) = s— A+ AB*(s)’

(4.5.4)

Osum je onpeljena u pacnozesna BpeMeHa uekamba KJiujeHrta y cucremy. Pesysarar (4.5.4) je
nozuaT kao Tpeha P-K jemmakocr.
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4.6 Ilepuon Kasza je cepBep 3ay3eT

CucreM MaCOBHOT OIICJTY )KUBaa IPOJIA3H HAM3MEHUTHO KPO3 MEPHOJIE KaJ1a je 3ay3eT (6ap
jelaH KJIMjeHT je y cucreMy) W KaJia je HeakTuBaH (y cucreMy HeMma KjamjeHara). [loTpebHo je
Hahu pacrojiesty Jy)KuHe Tpajama MePUo/Jia 3ay3eTOCTH U MIEPUOJIA KAJIa je CUCTEM HeaKTHBAH.

Hexa je U (t) dbynknmja koja npecTaBiba HE3ABPIIEH MOCA0 y CUCTeMY y TpeHyTKy t. Moxe
Ce UHTEPIPETUPATU U KAO BpEMeE ITOTPEOHO J1a Ce yCJIYKE CBU KOPUCHUIU KOJU Cy Y TPEHYTKY
t nupucyrau y cucremy. Kaga je y nurawy FIFO pucnuiuiuna oncayxusama, U(t) je u Bpeme
yekamba (BpeMe Koje MPOBeJie y Pejly) KJUjeHTa Koju je y MoMenTy ¢ ymao y cucrem. Cama
dbyukumja U(t) He 3aBUCH O] IUCIMIUIMHE ONCJIyKuUBama. VI3 nedununmje GyHKImje cieam
Ja je cucreMm 3ayser kaga je U(t) > 0, a neakruBan kaza je U(t) = 0.

Ha Cinnm 7 npukazaHo je Kako ce CMEembY]y 3ay3eTH U HEAKTUBHU BPEMEHCKU WHTEPBAJIH.
OzHaYnUMO Tpajarmke meproIa 3ay3eToCcTh ca Y1, Yo, Y3, . .. u HeakTuBHUX ntepuoya ca Iy, I, I3, . ..

) uo

As

X5

A

—+f2>)<— fa—»(-qi L —— 4;54»{4{5»(471‘77
Y— I Y- fo—p Ys
3ayser HeakTuBaH 3ayser HeakTuBaH 3ayser

Cawuka 7: I'padur dbyuxmuje U(t), nepuojy 3ay3eToCTH ¥ HEAKTUBHU TI€PUON

Knujenr C) ymasu y cucrteM y TPEHYTKY T1 W TIOMITO HE 3aTWYe JPYyTe KIUjEHTE OJIMAaxX
TTOYUIHLE HEerOBO OICJIYKMBame. THUMe je 3aBpIleH je/laH HEAKTUBHU WHTEPBAJ M TIOYEO je
MepuoJT, 3ay3eToCTH cucteMa ayxuHe Yp. Cp je jmoHeo ompelheHy KOJMMIUHY TOCIA 33 KOy
je morpebGHO Bpeme oncayxusama 1. Pynkuuja U(t) uma ckok Beawunne r1. Kako Bpeme
nporuue, dbyuknuja U(t) omaga jep ce omciayKupame TpuBoaAM Kpajy. Hakon to jequnuma
BPEMEHa, Y MOMeHTY Ty, y cucreM yna3u Kiaujent Cy. U(t) uma CKOK BesinvmHe Tg, Tj. BpEMEHaA
notpebHO 3a oncayxkupame Kaujenta Cy. Oynkmuja U(t) moHOBO omaja, cBe JOK y CHCTEM
e yhe C5 kama J10a3u 10 CKOKa BeJmuuHe T3. llepmoa 3ay3erocTu Tpaje cBe JI0 TPEHYTKA
71 + Y1, KaJia je 3aBPINEHO ONCIYKUBAaIbe CBUX KJIMjeHaTa W CUCTeM je mpas3aH. Tama mounmse
HOBU HeakTuBHE epuoj I1. Heaktusuau nepuos Tpaje cee jio jgonacka kiaujenra Cyq Kaia, ce
MHUIUPA, IOYeTaK HOBOI IEPUO/Ia 3ay3eTocTu. Ha 0Baj HAUMH ce CMemby]y IEPUO/IU 3ay3eTOCTH
u HeakTusHY nepuoay. Oyuknuja U(t) nMa CKOKOBE KaJia KIMJEHTH JI0JIa3e Y CUCTEM U OTaja
cBe JOK je mo3uTuBHA. Jledbwunummmo byHKIM]Ee pacmoaesie JIyKuHe HEAaKTUBHOT TEPUOJa, U
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HEPHOJIA 3ay36TOCTH CHCTEMA,
ned ned
F(y) = P{I, <y} = pacnogena JyKnHe HEAKTUBHOT MEPUOJIA,
ned ned
G(y) "= P{Y, < y} "= pacnojena ny}RuHe IEPUOJA 32ay3ETOCTH.

Kaya ce zaBpim nepuos, 3ay3erocTn, 3al0Unmbe HOBY HEAKTUBHU IIEPHUOJ] KOjU TPaje cBe
Jok kimjent we yhe y cucrem. Ilormro pacmnogesna BpeMena J0 JI0ackKa ciaemeher KimjeHTta
WMa, CBOjCTBO OJICYCTBA MEMOPH]je, PACIIONesa Ay KUHe HeaKTUBHOT TEPHUOJIA, je

Fly)=1—e M, zay>0. (4.6.1)

Pacmoneny nyxune nepmosia Kaaa je cucTeM 3ay3eTr Huje jemnocTtaBao n3paaynaru. [locma-

Tpajmo Crauky 8.
j\\“\
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135
S :
N ~ I

i
g : R X2)
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=3 ; ; ' " !
« X4 ‘ ~ - e AR S
\\ : g z’al - L “ N }
% | o I Ry 1
N ~) ~ s
l >
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i¥e —
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knujeHra Ci

Cruka 8: llepuonu kaja je cucteMm 3ay3er

Knujenr C ynasu y cucrem y TpeHYTKY 71 U HOYHEbE MEPHOJ, 3ay3€TOCTU JyKUHE Y .
TokOM HEroBOT Onciy)KuBama (myxune 1) y cucrem jodaase apyru kaujenru Cy, Cs u Cy
KOjU TIPOJIy2KaBajy Mepuoj, 3ay3eTocTu. Kako je JyKuHa MePUoa 3ay3€TOCTH HEe3aBUCHA, O]
JIUCIIUIIMHE ONCJYKUBamba, MOXKe ce m3abparu last in, first out (LIFO) meroma, ogaocHO
Jla, KIWjeHT KOju Johe mocaenmu Oyae mpBu omcayxken. Kama ce 3aspmu onciayxubaimbe Ch
cnenehu ua peay je Cy xoju je mormao nocae Co u C3. 3a kaujente Co u C3 MOXKe ce cMaTpaTh
J1a, ¢y TpeHyTHO n3BaH cuctema. OncayxuBame Cy WHATMPA HOBY TTOTTIEPHO, 32y3€TOCTH UHjy
JIyKUHY 9eMO o3HauuTh ca X4. X4 obyxBaTta onciayxuBame Cy U CBUX OHUX KOjU 0Dy TOKOM
BEroBOT oncayRuBawa, Cs u Cg. Y TpeHyTKY T1 + 21+ X4 3aBpIlEH je TOTIePUo, U HACTABbA
ce orcirykuBame y ckaary ca LIFO meronom. Ilpegnoct was Co uma Cs v OH TeHEpUIlle HOBH
nornepuog, TokoM Kora he 6urm oncayxenn Cs, C7,Cs u Cg (C7,Cs u Cy cy monmum TOKOM
omciyxkuBamka x3). Ha kpajy je ma pemy Co ca mormepuofiom jyxkuHe Xo, HAKOH 4era je
CUCTEM TIPA3aH W 3aBPIIABa Ce IJIABHU TIEPUOJ 3ay3€TOCTH JTyKUHE Y .
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Ca Cuke 8 ce BUM J1a Cy KOHTYPe MOTHEPHUOIA UICHTHIHE KOHTYPaMa TJIABHOT IIEPUOJIA,
caMo Cy TPaHCAMPAHE HA BPEMEHCKO] OCH (3a BPEIHOCT KOja je jeTHAKa CyMU OTICJTY KUBAHA
KJIMjeHATA, YUjU TOTIEPUOJIM JOIIl HUCY reHepucanu). IloTmepuoau ce cTaTHCTHYKA TOHAIIA]Y
HA MCTH HAYMH Kao TyiaBHU nepuoj jyxuHe Y. Cayuajue sesmumne { X} cy HesasucHe n
jeTHAKO paclofieJbeHe W MMajy HCTY PACIOJeNy Kao JyKWHA IVIABHOT IEPHOJIA 33y3e€TOCTH.
[Tpomenmusa Y je cyma 1 + ¥ cayuajue mpoMmeHsbuBe, Te je U Opoj KiMjeHata Koju jgohe y
CHCTEM TOKOM OIICJIy2KHBamba Kiaujenta C)

Y=21+Xo1 +X5+...+ X3+ Xo.
Dyuknmja pactojese gy KuHe epuoa 3ayseroctu geduaucana je ca G(y), a Jlamrmacosa
TpaHchopMalnja je obmKa

G*(s) = /OOO e ¥dG(y) = Ele™*Y].

VY u3padyHaBamy paCIoesie Iy KUHE 3ay3eTOT IePUOIa KOPUCTHTEMO YCJIOBHO MATEMATH-
4Ko ouekuBame. [locmarpahemo jBa ycioBa 3a Y: gyxRuHy onciayxuBama Kiujerra C1 u 6poj
RJTHjeHaTa Koju jiohe Tokom Tor nepmoma. V3 mezaBucuoctu Xj, caenm na je

Ele™ |21 = 2,0 = k] = Ele$@FXrt4X2))

= Ele™5%e 5Xk+1 | om5X2]
= E[e %] E[e™*Xk+1] ... E[e™ 2]

BpenHocT x je KOHCTaHTa ¥ U3 OCOOMHA MATEMATHIKOT OUeKUBAA BaxKu Ja je Fle "] = e757,
[Mornepuogy myxuue Xj mmajy dyskmujy pacnogene G(y) m Jlannacosy tpancdopmanujy
G*(s). dobuja ce ma je

Ele™Y | z1 = 2,0 = k] = e [G*(s)]*.

Bpoj momazaka v tokom muaTepBasia r mma llyacomoBy pacmomeny ca mapaMeTrpoM AX.
VYKIOHAMO YCIIOB 3a ¥

Ele™ oy =a] =) Ele™ |21 ==,5 = k|P{6 =k}
k=0

e

LN s ok A0 g
—kzoe (G*(s)) o ¢ A

— e—x(s-&-)\—)\G* (s) )

Ha. CJINYaH HAa4YHWH MOXKe C€ CKJIOHUTH U ,ZprI‘I/I yCHOB 3a T
o
G (s) = / Ele= | 21 = 2]dB(x)
0

= / 6—x(s+>\—>\G*(s))dB(x)
0

Warerpadtt va JiecHoj crpanu jegnakocTu je Jlamnacoa Tpancgopmaliija pacioesie 1y K u-
HE TPajamba ONCHYKUBaba, y Taukh S + A — AG*(s)

G*(s) = B* (s + A — A\G*(s)). (4.6.2)

ORo je rmaBHE pe3ysTaT 3a pacuojey mnepuoaa 3ayserocta M|G|1 cucrema. Jar je y obnuky
Jlannacose Tpamcdopmanmje Kojy je majuerrhe Hemoryhe wmHBEpTOBATH KakKo Ou ce jgo0mia
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eKCILUTUIUTHO pacnozesna. Mehyrum, 3a mare spegaoctu s moryhe je mspauynaru G*(s) nomohy
ciesiehe nrepatuBmHe jemHakOCTH

Gri1(s) = B (s + A = AG(s))

rae je 0 < Gi(s) < 1. 3a p = AE[z] < 1 u3pa3 he komsepruparu ka G*(s) u moryhe je
HyMepuYKu J0Nu JI0 TYCTUHE PACIIOIETIE.

N3 jemnakocTn MOTY ¢e U3padyHaTH MOMEHTH JyKUHE IIEPUOJIa 3ay3eTocT. Heka
je E[Y*] k-tu MmoMmenar pacmogene mys:Kuue mepuofa 3ayseroctu. Hahu fiemo mpsu Momenar
E[Y] a canuno ce n3pavdyHaBajy u octaiu MOMeHTH (3a 6uiio Koje k). VI3 ocobuna Jlaniacose
TpaHchoOpMaIije BaXKu 13 je

ElY*) = (=1)*G*®)(0) (4.6.3)
E[z*] = (=1)*B*®)(0). (4.6.4)

Jupekrro u3 nspasza (4.6.3)) mobuja ce

d
W)= NG
(O)ds [s + A — AG*(s)] o

=~ O(O)[1 - AG" D (0)
= Elz)(1+ AE[Y)).

ElY] = —G*1(0)

Ha kpajy ce mobuja ja je mpocedHa, JiykuHa nepuoja 3ayseroctd 3a M |G|l cucreme

_ Elz]
1—p

ElY]

(4.6.5)

Opa BpEJHOCT 3aBUCH CAMO OJf HHTEH3UTETA, YJIA3HOT [IOTOKA U ITPOCEYHE BPEIHOCTH JIyKUHE
OTICJTY JKUBAHA.

4.7 bBpoj kaujeHaTa ONCIYKEHUX Yy MEPUOAY KAJIa je CUCTEM 3ay3€eT

Hexa je N, 6poj kimjenara yciyKeHUX y Hepuoiay KaJa je cucrem 3ayser. Oarosapajyhu
3aKOH paciojese BepoBaTHoha jeduHuIne ce Kao

fn = P{sz = n} (4.7.1)

3a pacmozeny f, z-Tpancdopmanuja je
oo
F(z) = Y faz" = B:N7). (4.72)
n=1

Yanan y cymu 3a n = 0 je uocransben jep 6ap jesan KiaujeHT Mopa, 13 Oy/1e YCIIyKEH y TePUOLy
Kaja je cucreM 3ayser. Iloacerumo ce ja mpoMeH/bHBA U MIPEACTaB/ba OpOj KiHMjeHATa KOju
Jiohy y cUCTEM TOKOM TIEPUOJIA, OTICTY )KUBakha KiujenTa Cy 1 U 12 33 beHy 2-TpaHc(opMaIiujy
V(2) Baxu jemguakocr (4.3.4))

V(z) = B*(A — Az).

YV IOpeTXOmHOM IOIJIABJBY YBeAEH je MOojaM IMOTHEPUOAa HEPHUOAA 3ay3€TOCTH CHCTEMA.
Cpaku JI0JIa3aK y CUCTEM TOKOM OIICJIYy>KUBakba, KJiujeHTa C|] TEHEpHINEe jejaH MOTIEPUO/IL.
Heka je M; 6poj kimjenara yciyskeHux y i-toMm nornepuony. Ciayuajue Benuuwmne M; cy
HE3aBUCHE U jJEeJIHAKO PACIONE/beHE Ca 3aKOHOM PACIIOJesie

1 2 ...k ...
MZ’I .
(fl f2 fk ) 3a CBaKoO 1
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HezasucuocT Bemuaunna M; moTwde o1 HE3aABUCHOCTH JTY XKWHA moTnepuoa X;. IIpeTnocrapumo
Ja je ¥ = k W HA OCHOBY TOTA M3PAUyHABAMO MATEMATHYKO OYeKMBame Opoja Kimjenara
VCIAYXKEHUX Y EPUOLY 3ay3ETOCTH

E[zNZP |0 =k] = E[21+M1+M2+...+Mk]
= 2E[zM|E[M?]... E[zMk]
= 2[F(2)]*.

Axo ckionumo ycios 3a 6poj nosasaka ¥ mobuja ce

F(z) =Y E[z" |0 =kP{t =k}
k

0
o)
=22

[F(2)]FP{t = k}.
k=0

Cyma y mociiejiib0j jeITHAKOCTH je z-TpaHchopMalyja CiIydajHe BeJUInHE U 33 BPEITHOCT
F(z). Caepu aa je

Ha ocHoBy jemmakoctu (4.3.4) xomauno ce nobuja z-tpancdomanuja 6poja KiaujeHaTa
ONCJTYZKEHHUX y TIEPUOJLY KAJIA j€ CHCTEM 3ay3eT

F(z) = 2B*[\ — AF(2)]. (4.7.3)

MomenTu 3a 6poj KiIHjeHATa YCAYKEHUX v IEPUOIY 3ay3€TOCTH M3PadyHaBajy ce moMohy

(4.7.3). Osnaummo ca hy momenar pena k
k
hy = E[N,,].
[Ipoceuan 6poj KAMjeHAT OICIYKEHUX TOKOM IIEPHOIA 3ay3€TOCTH je

hy = F'(1) = B*W(0)(=AF'(1)) + B*(0)
= E[z]Ahy + 1.

Hobuja ce ma je
1

hi = ——.

1—p

W3 amanuze neproma kaja je cucreM 3ay3eT MOXKe Ce JI00UTH PacIoie/ia BPEeMEHa Koje
KJIMjeHT mporejie vekajyhm y pemy. Pacrojesna Bpemena uekama 3aBUCH OJ1 JVCIUILIIUHE
OTICITTY ’KWBaFha M HE MOXKe ce KOPUCTUTHU HJIeja U3 TMacyca 4.0 O MPOMeHHU PeIOCIeNa OTICITY KH-
Bama kiujenara. Crora, opse pazmarpamo camo M|G|1 cucreme ca FIFO aucumminaom
orcyry KuBama. Vlieja je 1a ce riiaBHA TEpUOJT 3ay3eTOCTH Iy KuHe Y (KOjU 3aI09UEbe J0IACKOM
kaujenra C1) momenn Ha nepuoge ayxunaa Xp. [Ipeu nepuon je X, nepuo, omncsy KuBamba
kimjerTa Ch uuja je ayxuua r1. CBU KiaujeHTH KOju cy jonuin TokoMm Xg 6uhe orcirykeHu
y ToKy caerneher mepmoma myxune X;. Tpajame X; jennako je Bpemeny moTpeOHOM 3a
OIICJIY)KHABah€ KiUjeHaTa Koju cy Jionutu TokoM Xo. Kajga mcTeKHe WHTEpBaJ y Tpajamy
X1 zanouumse cuepehu nepuox ayxune Xo y kome he Outu oncsykeHu CBU KOju Cy JIONLIH
TOKOM BpEMeEHa, Jiy>KuHe X| U TAKO Ce IPOIEC HACTABJbA. 3AIPaBO, X; e JyKUHA BPEMEHCKOT
1epuoJia y KoMe he ce OLC/IyKUTH CBU KJIMJEHTU KOjU CY JOILIA TOKOM LIPETXO/HOI 1EPUOJIA
ayxune X;_ 1. YKynHa JyKUHA Mepuoja 3ay3eroctn Y je

o0
Y = ZX
=0
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Axo je p < 1 cucreM y HEKOM TPEHYTKY JIOCTHKE eKBUIMOpHjyM u 6poj mepmoma X; je
KOHa4YaH, OJIHOCHO CEPBEP HHUje KOHCTAHTHO 3ay3eT.
Heka je Nx,(y) dyuxmmja pacuogene 3a X;

Nx;(y) = P{Xi <y}, say >0

u oarosapajyha Jlammacosa Tpancdopmarmja
o
Xi(s) = [ e taN () = B,
0

Heka je N; 6poj kmmjenarta koju mohy y cmcrem TokoMm mepmoga gyxuuae X;. Ciayuajua
BesimuuHa X;41 HpeicraBiba cymy N; Tpajama MEPUOJA OICIYKHBAA, [IPA UEMy CBaKa
Jly2KUHA TPAjalba OLCJIYXKUBaba uMa pacuojetay B(z).

IMoTpebro je nporahu pekypentny dbopmyiay 3a X*(s) kopucrehu yciaosro maremaTako
oueknBame. IIpeTmocTaBuMo gy KuHy mepuoga X, 1 u 6poj momazaka [N;_1 TOKOM TOT IIEPUOIA

Ele™% | X;_1 =y, Ni_1 = n] = [B*(s)]".

[locnenma jepnakocT npoususaa3u U3 ocobuHe KOHBOJIyIuje JlarsiacoBe TpaHcdopmaluje u
UUBbEHUTIE Ja Cy JTyKUHE TPajarma ONCIyKUBakha HE3aBUCHE U JeTHAKO pacmojeshere. [IpBo
CKJIOHUMO ycJioB 3a N;_1

Ble™ | Xiiy = y) = 5 P{Nit = n}[B*(s)]"
n=0

= > P e

IOTOM 7 32 Y

0

P = 73 OB N )
n=0

= / e_(A_AB*(S))deXi_l(y).
0

W3 nocnenmer uzpasza jobuja ce Be3a usmely Jlammacose tpancdopmanuje ciyuajHuX
pegumumna, X; u X;_1

X*(s) = X (A — AB*(s)). (4.7.4)

(2
IIpernocraBumo 13 je HOBM KJIM]EHT JOIMIA0 y CHUCTEM TOKOM HEPHOJIA 3ay3€TOCTH Ty KUHE
Y, KoHKpeTHO TOKOM wmHTepBaJa ayxkuHe X,;. Heka je w Bpeme Koje mpoBeae uekajyhwm y
cucreMmy. To BpeMe ce cacroju 0J| IIPEOCTAJION BPEMEHA OLICJLYKUBAHA Y 1-TOM HHTEPBAJLY M
BpeMeHA OICJIYKUBakha CBUX KJIUjEHATA KOjU Cy JIOILIH IIpe wera. 3pauynahemo rpancdop-
mammjy E[e™*? | i] BpeMena uekama KIHjeHTa KOjU je JOMIA0 TOKOM TEPHOAA JyKHHE X;
moMohy YCJIOBHOT MATEMATHIKOT OdeKmBama. (J3maummo ca Y; mpeocTaso BpeMe Mepuoia
ayxupe X; HAKOH JIOJACKa IMOCMATPAHOT KJIHjeHTa W ca [N; Opoj KAujeHaTa KOjU Cy AOILIN
TOKOM X; aju mpe MOCMATPAHOT KimjenTa. VI3 He3aBucHOCTH U OCOOWHE KOHBOJIYITHjE CJIEIH
Ja je
Ele™ |i,X; =y,Y; = ¢, N; = n] = [B*(s)]"e™V".

Vnaseu notok je [Tyaconos mpomec, 1 n KJInujeHaTa je JOILI0 Y MHTEPBAJLy JAyXKHAHE y — Y, Ta
BaXKu

o "\n

Bl 1, = .Y = o) = 3 U I o e e
n=0
— AY=Y)B(8) o= Ay=y) o sy’

— AMY=Y) B (5)=Ay—y')—sy"
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3ajeaunuka pacrojesna nepuona X; u Y; gobuja ce momohy

dNXi (y)dy/

Py <Y <y+dy,y<X;<y+dNx,} = BX]

3a 0 < ¢ <y < +oo (u3Boheme oBe 3ajeumuke pacnogene moxe ce Hahn y [1]). 3amenom
oBe BepoBaTHOhe U cRyIamameM ycyioBa y uspaly 3a Ele™ Y| mobuja ce

Ele=* | i / / HNVVB N )~ N (y)dy /E[X]

[e.9]

T (st A AB*(S))E{XA /y_o
X7 (5) ~ X7 (A~ AB*(s))
(—s+ X —AB*(s))E[X;]

(70 — e WOy, (y)

Kopumhemem pekypentre dbopmyie (4.7.4) 3a X (s) nocmenmu wspas mocraje

Xin(s) = X7(s)
(s — A+ AB*(s)E[X;]

Bl | i] =

Beposarnoha ma je KiujeHT J01mao 6ain TOKOM i-Tor nHTepBaJsa jennaka je E[X;]/E[Y].
Ako TIpeTmocTaBuMO J1a je KIIMjeHT [0Ia0 0o Kajia TOKOM TEePHOA 3ay3eTOCTH Iy KuHE Y
aobuja ce ma je

Ele™*% | nonmazax Toxom Y] = iE[e*m | Z]E[XZ]
, ElY

=T AB* 77 2 (Kina(s) = Xi(9)).

oo
Kako cucrem mocTuke eKBIIHOPHjYM CyMa Z(XZ-*H(S) — X/ (s)) ce ceomu ma 1 — X (s).
=0
X0 je BpeMe onciy>kKuBarba IPBOT KJMjeHTa U u3HOCcU X1, na je Xj(s) = B*(s) u

1 — B*(s)

E[e—sw | JI0J1a3aK TOKOM Y] = (S — A+ )\B*(S))E[Y] .

ITpoceuna ay>kuna MEPUO/IA 3ay3€TOCTH U3PATYyHATA, je y noraasiby 4.6 (jemmaxoct (4.6.5)))
u uznocu E[Y] = E[z|/(1 — p). BepoBataoha na he knujent mohu y cucrem y nepuomy kaja
je cepsep 3ayser je npubinxuo p = AE[z]. Konauno ce nobuja aa je

Ele™*%] =pE[e™*" | momazax y mepuoiy Kaja je cepsep 3ay3er]
+ (1 — p)E[e™*? | momazak y meprosy Kaja je cepsep caIob6omam]
) (1—B"(s))(L - p)
(s = A+ AB*(s))Elx]
(1—B*(s))(1 - p)
A 1-—
s — A+ AB*(s) +(1=7)
__ s(l=p)
s— A+ AB*(s)’

(1= p)E[

(4.7.5)

Ogo je zampaso Tpeha Pollaczek-Khintchin-oa jeamakoct 3a mqykuny dekama KITJEHTA ¥
cucremy gara dopmysiom ((4.5.4), kojy cmo panuje mspadyHaau. OBAM je IOKA3aHO Ja cE JI0
pachoiesie BpeMeHa 9eKamba MOXKe J0liM U MPeKo aHaJu3e Nepuojia Kaja je cepsep 3ay3er.
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4.8 Cumynamnuja

Y HapemHoM jiety 6uhe npukazaHa cuMyJIalinja CUCTEMA KOJI KOTa je ysia3uu noTok llyaco-
HOB IIPOIIEC, PACIIO/IENIA OILICTYKHBAKHA €KCIIOHEHIM]aJIHA, KananuTeT 6eCKOHAYAH U OIICITY K-
Bame Bpimm jeman cepeep (M|M|1ljoo cucrem). Cucrem dyHKImMoHUIIE HA ciegehn HAYMH:
rurjenT yhe y cucreM, 9eKa y peiy ako je cepBep 3ay3€T, ONCIYyXKYje Ce W HAMYIITA CHCTEM.
[Ipu Tome ce mompa3ymesa Jia KIUjEHTH HE HAIYINTA]y CUCTEM IIPE HEro IITo Oy /1y KOMILIETHO
oncirykenn (HeMa OJyCcrajara), CBAKM KJMjeHT Koju yhe y cucrem Mopa OGuTH ONC/IyIKEeH,
cepBep pajau HempekuIHo, 663 may3a u HemMa OrpaHutveha y Opojy KiujeHaTta y pemy.

Hajope je morpebmo ompenntu Tpajame cEUMyJannje W BpeMeHcKe jemguuure. la 6m ce
MTOCTUTJIO PABHOTEXKHO CTaFh€ CHCTEMa MOTPEOHO je Jia ce CUMYJIMpa HA JOBOJHHO BEJIMKOM
BPEMEHCKOM UHTEPBAJIY. ¥ 0BOM cayd4ajy je To 1000 catu m MepHa jemwauma cy catu. llpermo-
CTABUMO 3 CHMYJMPAMO PaJi HEKOI CHCTEMA, IPHA 9YeMy j€ MHTEeH3WTeT YJIA3HOT TOTOKA 3
KJHJEHTa, 110 ¢aTy, 8 WHTEH3UTET OICIYKHUBaHKha IPOCETIHO 4 KIUjeHTa o caTy. KiujenTu ce
oncayxyjy y ckaay ca FIFO pucnummmaom 6e3 npuopurera Mehy kiaujertuma. Y mopeaulieMo
TEOPHUJCKE U Pe3yJITare Jo0OHjeHe Ha OCHOBY CHMYJIAIKjE 33 IpocedaH Opoj KIujeHaTa y peay
7 IPOCEYHO BPEME YE€Kalha W TUME ITPOBEPUTH UCIPABHOCT CHMYJIAIIA]E.

Ha Counum 9 npukasano je crame cucreMa Kpo3 BpeMe (6poj KJIMjeHaTa y CHCTEMY ).

16

10

Broj klijenata

200 400 600 800 1000
Vreme

[ -

Ciuka 9: Cumymamuja M|M|1 cucrema

CucreMm jocTuke eKBUINOPHUjyM YKOJMKO je uckopuiiheHoct cucrema p < 1. U 1o je y
OBOM CJIy4ajy UCIIYEEHO jep je

p = — = -,
[T
Ako cayuajua pesmunna X MpencTaB/ba IYKHHY OICIYKHBAIbA, TEOPUJCKU PE3YITATH 34

MPOCEYHO BpeMe 9eKama U Ipocedan Opoj KaujeHaTa y pemy cy

AE[X? 3-%

W, = X _ £ = 0.75 cara = 45 mu,
20—-p) 2(1-3)
2EIX? 3%

L, = MEIXT 12 =225 KJIMjeHaTa.

T2 -p)  2(1-3)
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Haxkon moHap/bama cUMyJIaIKje A0BOBAH Opoj yTa, JOOUjeHH PE3YITATH CY

Wy~ 0.78 cara = 46.8 mumn,

L4 =~ 2.31 knujent.

Hobujenu pesysiraru cy npubJIimKHAI TEOPUJCKAM BPEIHOCTUMA U TO UJE Y IIPHUJIOT UCIPA-
BHOCTH MOJieJia. YKOJIHUKO je JIy’KWHA Tpajama cumysaiuje joir Beha jobujajy ce cse 60sbu
pesyaTaTv, TpUOIMKHUJU TEOPHUjCKUM BpemHocTuMa. Takohe, ca cimke 9 youaBa ce ja ce
BpeaHocT 6poja KinjenaTa rpPynuITy OKO BpejaHocTH 2.5. Y HACTaBKY je JIaT KOJ, y Tporpam-
ckoM je3uky R kojum je ogpaljena cumynammja M|M|1 cucrema.

lambda <- 3 # intenzitet ulaznog potoka
mi <- 4 # intenzitet opsluzivanja
T <- 1000 # trajanje simulacije
t <- 0 # pocetno vreme
red <- 0 # prazan red na pocetku
s <- 0 # broj klijenata u redu
tl <- rexp(l,lambda) # prvi dolazak u sistem
trenutnired <- 1
vremedogadjaja <- tl
t <- t1
dogadjaj <- 1 # ukupan broj dogadjaja
while (t<T)
{
dogadjaj <- dogadjaj+1
if (trenutnired >0) # u redu ima klijenata
{
tl <- rexp(l,lambda+mi) # vreme do sledeceg dogadjaja
p <- runif(1,0,1)
red[dogadjaj] <- trenutnired
trenutnired <- ifelse(p<lambda/(lambda+mi),
trenutnired+1, # dolazak
trenutnired-1) # odlazak

}

else
{
tl <- rexp(l,lambda) # prazan red
red[dogadjaj] <- trenutnired
trenutnired <- 1
}
t <- t+tl
vremedogadjajaldogadjajl <- t1
s <- s+tl*red[dogadjaj]
}
# grafik
plot (cumsum(vremedogadjaja) ,red,type="1",xlab="Vreme",ylab="Broj klijenata",
main=paste("M/M/1"))
lg=s/t # prosecna duzina
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5 M|G|1 cuctemu ca IPUOPUTETHUM OIICIY>KUBAHEM

Jucrumnivaa, OnCI Ty )KUBakHa MPEICTaB/ha HAYUH n3bopa KiujenTa Koju he 6utu cienehu
ycayxken. Ta ofyryKa 3aBUCH OJT BpEMEHA JIOJIACKA KINJEHATA Y CUCTEM, JIYKUHE OTICIY XKUBAHA
WM OJT TIPUTIQIHOCTH KJIMjEeHATA HEKOj TPYTH. Y KOJHMKO PEIOCITe]] OCIITY AKUBAMHA, 3aBUCH O]
[IPUIIATHOCTH KJIMJEHATA Ope)eHOj IPYIIHU PEY j€ O CUCTNEMUMA G NPUOPUMEMHUM ONCAYHCU-
garbem. IIpuopureT ce MOXKe TOCMATPATH KA0 HAYWH Ja C€ MUHMMHU3Y]Y TPOITKOBA U TyOuim
Ha padvyH Kalllihermha ojpehennx kimjenara.

Y TPeHyTKy m0JacKa KIWJEHTA Y CHCTEM M3padyHaBa ce (bYHKIMja TPUOPUTETA W HA
OCHOBY HeHe BpeJiHOCTH ojipelyje ce Kojoj rpynu kiujeHT npumnaia. O6uvHo ce BUIM TIPU-
OpHUTET O3HAYABA MAKUM OpPOjeM, TAKO Ja je rpyna O3HAYEHA Ca 1 HAJBUINEr IPHOPHUTETA.
Knujentu ca BumiuM mprOpUTETOM Ce IPBU OICIYXKY]Y V OJHOCY HA OHE Ca HUXKUM IIPU-
opureToM 6e3 003mpa Kaja cy cturiau y cucreM. [locToje gBa THIa TPUOPUTETA: PETATUBHU
(nonpreemptive) n ancosythu (preemptive). ¥ ciyuajy ancoayTHOT IPHOPUTETA, KIUJEHT KOjU
3aTEKHE CBE JIMHUje 3ay3eTe TMPEKUIA ONCIYKUBAKE KIUJEeHTa HUXKEr TPUOPUTETA KO TAKAB
oCcTOju Ha oncayx)uBamy. OBje ce pasuKyjy TpH CJIydaja, KIUJEHT THje je OTCIIY KUBAHE
IPEKUHYTO HACTABIhA, CA OTICIYKUBAKEM (resume), win kpehe IOHOBO U3 moveTKa, uiu g00uja
0TKa3, Tj. MOPa TPAjHO Ja HAIYCTH CHCTEM, MPU YEeMy HEroBO OICIyXKuBame Hehe Owrm
KOMILIETUPAHO. Ko/ peslaTHBHOI MPUOPHUTETA KJIUJEHT Ca BUIIHMM IIPUOPUTETOM HE HPEKUJIA
OTICJTY JKUBAME KJIMjeHTa C& HIKHUM TPHOPUTETOM, Beh camo cTaje y pes uCIpes KJnjeHaTa
Huxer npuopurera. Ilpu Tome, kiujerTu uctor npuopuTera 06MIHO HOPMUPA]Y PEJl U YHYTAD
Tor pexa onciyxkyjy ce no FIFO jgucnumiivan.

CucreMu ca IPUOPUTETOM KMAjy BEJIUKY IPUMEHY aJid UX j& MHOI'O TeXKe MOJIEJINPATH
Hero oue 6e3 mpuopurera. Muoru pesysnaratu Koje cmo Beh jgobwiu He 3aBUCe O IUCTIUILIHHE
oncayKuBama. Jlo nmpomMena JoJa3n y paclojiesin BPeMeHa Koje KJIMjeHT MpoBejie yekajyhu.
Uspauaynahemo ocHoBHe nepdopMaHce cucTeMa (IPOCETHO BpeMe KOje KJIHMJEeHT TIPOBEJE Y
cHUCTeMY, IIPOCEYHO BPEMe YeKarha, IIpocedan 0poj KiujeHara y peay u'y cucremy) 3a M|G|1
CUCTEME Ca, PEJIATUBHUM U AICOJYTHUM MPUOPHUTETOM.

IIperniocTapuMo J1a KJIWjeHTH JI0JIa3€e y CHCTEM y cKJaay ca IlyacoHOBEUM TpoIecoM u
Ja TIOCTOjU T PA3JIMYIUTHUX T'Pyna mpuopureTa obesexennx bpojesuma ox 1 mo r. Kimjenru
oszHadeHu 6pojeM 1 UMajy HAjBHUIIA IPHOPUTET, JOK CYy OHU C& O3HAKOM I" HAJHHKET IIPHOPUTETA.
Heka je \; mHTEH3UTET JMOJACKA ¥ CHCTEM KJIMjEHATA KOjU TPHUIAIAjy i-Toj Kaacu. Jlyxwna
Tpajarba OICIYKHUBAHA, KJIUJEHTa KOJU UMa, IPHOPUTET | je CAydajHa BeaumduHa X; KOja mMa
neonpelieny dyukumjy pacmnomene seposaraoha B;(z).

Cuyuajra Besmanna T npeacTaBsba BpeMe KOje KIMJeHT IPUOPUTETA, | MPOBeJie deKajyhn
vy peay, JoK je T; yKYIIHO BpeMe Koje mpoBeje y cucteMy. IIpocedHo BpeMe deKama y peiry
kamjerta rpyne ¢ je W = E[T}] n npoceuno Bpeme nposeneno y cucremy je W; = E[T;].
Crnyuajue Besimanne N; u Nf IIpeJIcTaB/bajy OpOj KIUjeHATA IPUOPUTETA, ¢ Y CUCTEMY, OJTHOCHO
y peay. Ilpoceuan 6poj kimjenara npuopurera i y cucremy je L; = E[N;] n npoceuan 6poj
kamjeHara y peay je LI = E[N]].

5.1 Iwkaycu 3aap>kaBamba, YONIITEHU MMepHUOAM 3ay3e€TOCTH W pacnojesa
AY?KUHE YeKamha

IMukaycn 3anpxasawa (delay cycles) cacroje ce 0ji MHAIMjATHOT BPEMEHa, Y€Katha KJIU-
jeHTa y pesy W oJi YKYIIHOI BpPEMEHa Tpajalka HPEKUJAa TOKOM 3al0YeTOr OICIYKUBAHA
rimjenta. Ha ocnoBy mux ce m3pauynana Jlamracosa TpamcdopMaliija ryCTUHE YOIIIITEHOT
[epUoJIa, 3ay3€TOCTH, Kao u JlanmacoBa TpancdopMaliuja pacuojiese JIyKUHe IeKAba.

Hexka je Y. mumkiyc 3amgpkaBarha, WHUIM]AJHO BPEME U€Kama Yy U Y; BpeMe Tpajarma
IIPEKU/Ia TOKOM 3a1o4eTor onciayxupampa. Ha Cauru 10 je npukazaH jesaH MUKIYC 33/ Ip2KABAA.
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Yec

A
Y

Yo Yb

A

Bpeme

Muuuujanto speme Bpeme Tpajar-a Npekuaa
yekara

A
Y

Luknyc 3agpaBara

Cruxka 10: Lukiayc 3ajipxKaBama

Dynknuje pacnogese sepoparHoha ciayuajaux Besmuuna Yy, Yy, Yo cy peaom Go(y), Gp(y),
G.(y) n onrosapajyhe Jlannacose rpancdopmanuje G (s), Gy (s) u Gi(s). Ununujanno Bpeme
YEKATha Y PEJIy CACTOJU Ce OJT MTPEOCTAJIOT BPEMEHa OTICTY KUBatha KJINjEeHTa KOjU C& TPEHYTHO
OTICJTYKYje W BPeMeHa MOTPEeOHOT 33 OICJIyKUBAHEe CBUX KJMjEHATA KOju he ce ONC/IyKUTH
mpe mocMaTpaHor Kianjenta. OBa BpeIHOCT ce Hajduernlie MOXKe M3PAUYYHATH W KOPUCTH Ce Y
uspaznma 3a Gy (s) u G(s). Ilepron Y}, amHe cBa BpeMeHa OICIY KWBaFha KJINjEHATa BUIIET
TMPHOPUTETA, KOJH CY JIOTILIM TOKOM OTICITY AKUBAHA TTOCMATPAHOT KJIMJEHTa, U PEKUHYITH HEeTOBO
oncnyxuBame. [locrynak nspadyrasama pegnoctu Gy (s) u G (s) je cimgan Kao y IOTIaBiby
4.6, r1ie je onpehena paciojesa Iepuojia 3ay3eToCTH CEPBepa KopulilhemeM MOTIEPUOIA 33y 3€e-
roctu. Heka je Ny 6poj kumjenara Koju jiohy y cucreM TOKOM MHUIMjAJIHOI BPEMEHA YEKAHA
Yy. Kopucrehn ycaoBHO MaTeMaTHIKO OYEeKHBambe 100Hja, ce

Ele™" | Yo =y, No =n] = [G*(s)]",

rae je G*(s) Jlamtacosa TpancdopMalija rycTHHE eproja 3ay3etoctr. Llocieama jeHakocT
CJIEIN N3 YUIHLEHUIIE Ja CYy TOTIIEPprUoa HE3ABUCHU 1 I/IMa.Jy UCTY PpacCloaesry Kao I'JIaBHU IIEPUO/
3ay3eTOCTH. ¥ KJIOHUMO YCJIOB 33 Ny

Bl Yo = 9] = Yl P e
n=0 ’

_ o AAGT (9

HOTOM M 33 Y[
o
Gi(s) = Ble] = [~ O Onagy(y),
0

[Tocnenma jeqaakoct je Jlannacosa Tpancdopmalinja IyCTUHE CITyYIajHE BETUIUHE Y) Y TAUKH
A — AG*(s). Pacniosienia Bpemena Tpajarma npekusia (yoIlnTeHor Ieproja 3ay3eTOCTH) JIaTa, je
ca

Gi(s) = Go(N = AG*(s)). (5.1.1)

3a mspauynasame G (s) kopucre ce yciaosu 3a Ny u Y

Ele™™" | Yy =y, No =n] = e ¥[G"(s)]"
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OoJaKJIe CIean Ja je

Gilo) = Ele ] = [T e Sian @ e ac(
n=0 '

_ / o (FAAGH ().
0

Jlannacosa Tpancdopmaluja paciojesie JyKUHE YeKamba, KJAUjeHTa JIaTa je ca
Gi(s) = Gy(s+ A — AG*(s)). (5.1.2)

3a m3pauynasame G*(s) kopucru ce jeguaakocr (4.6.2), G*(s) = B*(s + A — AG*(s)).

5.2 3akonu oxapxkama (Conservation laws)

Cucreme Koje KIUJEHTH HE HAIMYIITA]Yy HIPE HEro mTo OyJ/ly KOMIUIETHO OICIYKEeHH, KA U
Yy KOjUMa CepBep HEje HEAKTUBAH aKO MMa KJIN]EHATA ¥ HEeMY, HA3UBAMO ,, KOH3EPEAMUSHUM .
Ha oBakse cucreme MOry ce MPUMEHUTH 3aKOHHU OJP¥Kakba. 3allpPaBo, JIOK TOJI je TUCITUILINHA
OIICJIY KMBAha HE3ABUCHA, OJ] Iy KUHE OIC/Iy>KHUBamba, Paciiojesa Opoja KinjeHara y cucremy
U IIPOCEYHO BpPEME YeKatha Cy WHBAPHUJAHTHU Y OJHOCY HA PEJOCJIE]] OICJIYKUBAA.

Hexka je cayuajua Besmuuwna g, gedunucana y norjiaBby 4.2 kao O6poj kimjeHara kKoju
OCTaHy y CHCTeMY HAKOH ofjIacka Kaujerta Cy,, y OBOM cay4ajy 6poj KinjeHaTa KOju OCTaHy y
CUCTEMY HAKOH OJJIacKa N-Tor KiaujenTa. Cinaro je u v, 6poj KinjeHata Koju Johy y cucrem
TOKOM OTICJTY )KUBaha N-TOT Kinjerta. Ha oBaj HaYuH 103BO/bEHA j€ TPOU3BOJHHA, AUCITATIIINHA
OTICJTY )KUBAHA U jE€THAKOCT U Jajbe BaxKu. AHaJIOrHo Kao y IOTJIaBJLY 4.4 H06Hja ce na
Pollaczek-Khinchin-osa jemmakocT 3a pacmoaery 6poja KiujeHaTa y CHCTEMY BaxXu 3a Owmio
KOJy JIUCIUATUIMHY OIICJIYKUBAaHa HE3ABUCHY O]l JIY2KUHE OIICJIYKUBAA,

Q(z) = B*(\ — \2) él (; ’i) ()\12')_—2)7:

OBuM je moOKa3aH PBU JI€0 TBPHema 3aKOHA, OIPKAA.
3a MpPOCEeYHO BpeMe YeKaiha CHCTEMA, Ca PEJIATHBHUM IIPUOPUTETOM y KOME JUCIUILINHA
OTICJIYy KUBAFha, HE 3aBUCH OJI BDEMEHY, OLICYKUBAhA BAXKHU JI3 je

. P 3 B3]
i=
ZpiWiq =9 “oa=y  P<L. (5.2.1)

Hamme, momHOXKeHa cyma IyKuHe dekama Kinmjenara mehe ce nukama mpomenntrn. AKo je y
TperyTKy ¢ N;(t) 6poj KiujeHaTa IPUOPUTETA i Y Pejly U aKO j-TH of kux (j = 1,2,..., N;(t))
uMa, JIy>KUHY ONCIyKHBama X;j U ako je X( IPeocTao BpeMe OIC/IyKUBarbha, KJIHjeHTa, KOjI
ce y TpeHyTKy ¢ omciyxkyje, Taja je 6e3 o63upa Ha pejociiel] OICJIY>KHUBakha HE3aBPIIeHH
nocao U (t)

r Ni(t)
Ut)=Xo+»_ > Xij.

i=1 j=1

Halhumo MareMaTnako OUeKWBamHe TMPETXOIHOT N3Pa3a,

E[U®t)] = E[Xol + > _ Y P{Ni(t) = n;} X:E[Xij].
j=1

i=1 n;=0
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Kana t — oo, E[X;;] ne 3asucu on j u

Jim E[U(1)] = E[Xo] + tlggoz > P{Ni(t) = ni}niE[X]
i=1 n;=0

T
= E[Xo] + Y E[Xi]E[N,].
i=1
13 Little-oBor 3axkona saxu jaa je E[N;] = \,\W! n

lim E[U(t)] = E[X()} + ipiwiq. (5.2.2)

t—o0 ‘
=1

Kon cucrema ca [lyaconoBuM yja3HWM TTOTOKOM HE3aBPIMEHW TOCA0 ¥ TPEHYTKY t MOXKe ce
IIOCMATPATH KAo MMPOCETHO BpeMe YeKkamwa Kiaujenara W4, 13 Pollaczek-Khinchin-ose ¢hopmyie
AE[X?]

cnemm ga je W= ——
2(1=p)

. JIlpyru MoMeHaT Jy’KWHE OICIyKUBAHA, je

E[X?] = Z %E[Xf].

i=1
Kopumihemenm n3pasa (5.2.2)) 3a 1tlim E[U(t)] m E[X?] nobuja ce ma je
—00

T

p ;A;’E[Xf]

J
“a (5.2.3)

r
=0

W3 3akoHa ofprKama CIEIH 3 CMAThUBAE JYKHUHE jJeJHOr BPEMEHA UeKarmha yTUde Ha
nosehame apyror u 06paTHO, KaKO Ou cyMma ocTaja HempoMmermeHa. CHerujajnu cirydaj Kajaa
je TpocevHa IyKUHA OTCJIYKUBAMHA Je/IHAKA 33 CBE KJIACe MPUOPUTETA, 3aKOH OJIPKAbA 34

p < 1 uma cuejnehu obiiuk
T

. A Y NEXF
MW = =t
; ! 2(1=p)

U3 Little-osor 3akona Baxu na je \;\W; = E[N{| u

A3 NEX]]
=1

2(1-p)

> EIN =

Opasne ciaeau jga je mpocedaH Opoj CBUX KJHWjeHATa y Pey W MPOCETHO BPEME UEKabha,
KOHCTAHTHO K313, je TPOCETHA JIYKUHA OTICIYKUBAha UCTA 33, CBE KJIACE

T

A Y A E[X2]

FIND = =5y
JZT% JE1X7]

M= Sa

3ampaBo, OB Mepe He 3aBUCE OJI JUCITUIIINHE OICYXKUBAA.
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5.3 OmncayXuBame ca peJJaTUBHUM IMPUOPUTETOM

Bpewme koje kimjenT yrporu gekajyhu cacToju ce o Tpu Aesa: BpeMeHa Koje je IoTpebHo
J1a, Ce 3aBPIIH OIICIIY XKMUBAHE KJIMJEHTA KOT'a je y TPEHYTKY CBOT JI0JIACKA 3AT€KA0 HA OIICJIY K1~
Baly, BpeMeHa MOTPeOHOr 3 Ce OICJyKE CBH KJHUJEHTH KOJU Cy HWCIIPEJ Ihera y pejiy u
BPEMEHA, J]a C€ OIC/IyKE KJIMJEHTHU BUIINET MPUOPUTETA, KOju 0y HAKOH HErOBOT JIOJIACKA.

Heka je y cucTeMm Jionmao KiaujeHT mpuopuTeTa ¢. [I[pocedaHo mpeocTao BpeMe OIC/Iy X KABAKbA,
KJIMJEHTa KOJjU MMa, IPUOPUTET j W KOjU C€ Yy TPEHYTKY JO0JIACKA IMOCMATPAHOI KJIAjEHTA

E[X?]

2B[X;]

OTICITYKY]je U3HOCH 3aipkaBabe KIMjeHTa Y3POKOBAHO OBOM CHTYAIUJOM je

Z)\E Z)\EXQ

Hexa je IN; 6poj kymjeHaTa IPUOPHUTETa j KOJU Cy Yy pejy UCIIpe]i KJIUjeHTa IPHOPUTeTa
u Koju he ce oncayxutu mpe mera. [Ipocedrno Bpeme moTpedHO 18 Ce 3aBPINHU OICIY XKUBAHE

i: E[X;]E[N
j=1

Tpehu feo Bpemena Koje KJIMjeHT TPOBeJIe YeKajynu YNHN OTICIIy )KUBAhe KJINjEHATA BUTITET
IpHOpUTeTa KOjH €y JOIIIN HaKOH Bmera M; m Koju Mopajy OMTH omnciIyKeHH mpe mera. 1o

> EIXGE[M;).
j=1

Bpeme yekama y pejly KaujeHATa TPUOPUTETA ¢ je

TAaKBUX KJIAjEHATA je

BpeMe U3HOCH

Wi = 72)\ E[X +ZE I+ EIX;EM;]

zszE +ZE N;] + E[M;)). (5.3.1)

Kako ce y okBUpY BCTOT IPUOPUTETA, OTICY XKUBAFe BpIH y ckiaay ca FIFO mpucimmnwaoM,
KJIMJEHTH HUXKEr IIPUOPUTETa HE YTUIYy HA YeKaIbe IMOCMATPAHOI KJIMjeHTa HPHOPUTETA | U
BaXu J1a je

EN;J=03aj=i+1,i+2,...7
EM;]=03aj=d,i+1,...7

Ceu KJWjeHTH TPUOPUTETA, { W BUINEr KOjU UYEKA]y Y peay MOopajy OuTH OmCyKeHHu Ipe
IIoCMaTpaHor KiaujeHTa. V3 Little-opor 3akona ciienu f1a je mpocedan 6poj TaKBUX KJIHjeHATA

E[N;] = ,W?

3a cBako j = 1,2,...4. CiM4HO, CBM KJIUMJEHTH BUILIET ITPUOPUTETA KOJU JIOGYy JOK HOCMATPAHI
KJIMjeHT 4Yeka Owhe yciaykeHu mpe mera. Jlomaciu KiujeHara pPas3jidnduTor TPUOPUTETA Cy
MeDycoGHO He3aBuCHE U mpocedHo nonasu AW kimjeHata npropuTeTa j TOKOM IIEPHOIA
9eKaha TOCMATPAHOT KJIMjEHTa,

E[M]] :AJWZ(Z 33]:1,2,1—1
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3amenom BpegaocTH y dhopmyay (5.3.1) mobuja ce

1—1
Z/\EX2+ZE AN CBIXINWE saj=1,2,...r
J=1

Pemasamem jennaunne mobuja ce ma je

7 r i—1
W (1 -3 E[Xj]Aj) - % STNEXE + Y BIX AW
j=1 =1

Jj=1

— Wi, (1- ZiE[Xj]Aj).

Wckopuctumo dumennty ga je p; = E[X;]\; (p; je uckopumhenoct cucrema, 0JHOCHO

3ay3€TOCT CEPBEPA KJMjeHTUMA MPUOpuTeTa, j.) [TOMHOXKKMMO JIEBY M JIECHY CTPaHy IPETXO/IHE
i—1

jemmakocTtu ca 1 — Z p;
Jj=1

(EO OIS FRIERITE wAICE WIS

. q .
Osum je nara Besa mamel)y ysacromnmx semmaumna W.'. UTepaTusrum mocTynkoM jgobuja ce

Ja je A
(1-30)(1- Zpg) (1 pyWi. (532)
j=1

TIpocewno Bpeme wekarma KIWjeHTa HAJBUINET MPUOPUTETA jeTHAKO je BPEMeHY mOTPeOHOM
JIa, Ce 3aBpIINU OICJIYXKUBAKkE TPEHYTHOT KJHUjEHTA W CBUX KJIUjEHATA E-ETOBOI MPUOPHUTETA
Koju Beh 4Yekajy y peny, Tj

Wi = MW{E[X1] + Z)\ E[X7],

T
Zl N E[X?]
wi=21"—"—___
! 2(1 - /01)
Kana pesyarar 3a W{ yspcrumo y jeanakoct 2) mobuja ce ma je MpOCEYHO BpeMe KOje
KJMjeHT i-Tor mpuopurera (i = 1,2,...7) mposeje quaJth y peny
- 2
z:l ANE [X j}
q _ J=
Wi = - P . (5.3.3)
2(1 -2 pj) (1 -2 pa)
Jj=1 J
Ha ocnosy (5.3.3) m Little-opor 3akona m3padynasa ce nmpocedan 6poj KamMjeHATA i-TOT
npuopmreta (i = 1,2,...,7r) y peay LI, n y unrasom cucreMy L; m mpocedHO BpeMe Koje
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mposety y cucremy W

> A B[]
L= jjl i1
2(1- 32 5) (1= 5 0))
Ai Z N E[X?]
Li= = ——— + MEB[X),
2<1 - lepj) b j1pj>
ETJ N E[X]]
W; = = 1 B[X)].
2(1- 3 0)(1- £ 00)

Hajuemnhe je Temko m3padyHaTu HpeOCTaO BPEME OIC/IYXKHUBAbHA CEM Yy CJydajy KaJa
j& pacrojiesia BpEMEHa, OTICIY )KUBaha eKCITOHEHIIN]AJIHA, €4 UCTHM TapaMeTPOM 33 CBe KJIace
npuopuTeTa. Ilpocedno BpemMe dekarma 3a KJIMjEHTE BUIIET TPUOPUTETA, je MAalkhe Y OJHOCY HA
KJIMjeHTe HUXKEr TPUOPUTETA, AJIU je Ha, HUBOY CUCTEMA, Iy Ke BPEME UeKamha HEro KOJI CUCTEMA
6e3 MPUOPUTETHOT OICIYKHUBaKa. 10 ce MOXKe KOHTPOJIUCATH TAKO IITO CE KJIMJEHTHMa Ca
KpahnM BpeMEHOM OIC/IyKUBaHa 1a BUIU MIPUOPUTET W YKYITHO BPEME YE€Kamha Ce CMamyje.
Kon cucrema ca pelaTUBHUM ITPHOPUTETOM UEKAIE Y PEJY 33 KJHUjeHTe BUIIET ITPUOPUTETA
3aBUCH W O] KJIMJEHATA HUYKET IPUOPHUTETa (jep Ce ONCIyKUBAMKHE HE MPEKUJA) U MOXKE Ce
pehu na KJiace HUXKer IPUOPUTETA HUCY HEBUJJHUBE 33 KJIACe BHUIIET IPUOPUTETA.

Tlomohy mmksyca 3ajprkaBama MOXKE C€ OJIPEIUTH PACIIONEIa Iy KUHE YEKAba KJIHjEHTa,
3a cBaKy Kiacy npuopurera. Hexa je W/ Jlammacosa Tpancdopmanuja pacmojiese JIyKuHe
YCKaba KJIMJEHTA IIpuopurera

(1 — p)(S + AH — )\HG}}(S)) + /\L(l — BZ(S + )\H — )\HG}kr_I(S)))
S — >\i + )\ZBZ*(S + >\H - )\HGE(S))

Wr(s) =

(2

(5.3.4)

rJie cy mHJeKcoM L o3HaveHe Mepe Be3aHe 3a KJiace HuXKer npuopurera, ca H Bumrer npruopu-
TeTa O TOCMATPAHOT KJIUjeHTa MPUOPUTETA ¢ W BaXKU 13 je

i—1
AH = ) A\j - HHT€H3WUTET JIOJIACKA KJINjeHATa BHUIIEr IPHOPHUTETA;

J=1
T
AL = ). Aj- MHTEH3WUTET JOJIACKA KIIMjeHATa HUXKET MPUOPUTETA;
j=itl
i1
Bj(s) = > 3-Bj(s) - Jlannacosa Tpancdopmalija pacnojiee J1yKuHe OICILyKu-
J=1

Baa KJIMjEHATA BUIET TPHOPUTETA;

,
by .
* _ J R*
Bj(s) = ‘Z;rl 5L Bj(s) - Jlannacosa TpancopMaluja pacuoee Ly KUHE OLCILY K-
j=i
Bamba KJIMjEHATA HUKET MPUOPUTETA;

G3(s) = By(s + Au — AuGy(s)) - ommoc Jlammacosux Tpancdopmanuja pacuoiese
JIy>KHHE TIEPUOJIA 3ay3€TOCTH U PACIOJEJE Jy?KUHE OICIYKUBAKA KJIM]EHATA BHIIET
PUOPHUTETA;

12PegyrarT je mpeyser u3 Kmure [2] 6e3 mokasa ca mcTOM JOTMKOM O3HAKA KAO y KESU3W.
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B;-k(s) - Jlamracoea TpancgopMalja Iy KUHE ONCIYKUBAHA j-T€ TPYIe TPUOPUTETA.

YKOJMKO je y TuTamy cUcTeM 0e3 NPHOPUTETHOr ONCIIYKHUBaKba, OJIHOCHO r = 1, Tana je
Mg = A = Bj(s) = B (s) = G;(s) = 0m \; = A muspas (5.3.4)) mocraje Pollaczek-Khinchin
jennakoct (4.5.4), mro je u oueKUBaHO.

5.4 Cucremu ca penaruBauM npuopurteroM u SPTF mucnunamaoM

Jenan o HajjetHOCTABHMjMX OOJIMKA CHCTEMA Ca MIPUOPUTETOM j€ OHAj KO KOTa, MPETHOCT
MMa, KJIMJEHT ca HajKpahuM BpeMeHOM OICJIY KUBaha, IIO3HAT 101, HazueBoM Shortest Process-
ing Time First (SPTF) cucrem. PyHnknuja npuopurera 3aBUCH O BPEMEHA OIICJLY JKUBAMA.
AKo UMaMoO JBa KIMjEHTA, j6/TAH Ca MPOCETHNM BPEMEHOM OIICITY KUBAA, T, IPYTHU CA BPEMEHOM
OIICJIy XKUBAha Y U Y > &, IPOCEYHO BPEME YEKAha, y YMTABOM CUCTEMY je Mambe (y OJHOCY Ha
FIFO pucrumuimiy onc/Iy)KuBama) ako Ce TIPBO ONCJIYYKHU MPBYU KJIMJEHT.

IIpermocrasumo na je y M|G|1 cucreMy MHTEH3UTET JOJACKA KJIMjEHATA A, PACIOIETA
oncayxupamwa B(z), dyHnkuuja rycrune onciyxusama b(z) u Ja ce JayKUHA ONCIYXKUBAKbA
KJIMJEHTa MOXKE OJIPEJIUTU OJMAX IO YJIACKY y CHCTEM KaKO OM KJIMJEHTH MOIJH Jia Oymy
pacmopebern y ckiaany ca SPTF mucnmnmmaom. Heka je y cumcrem yimao KinjeHT quje je
BpeMe onciayxuBama x. OH cTaje y peji UCIpel] CBUX KJMjEHATa CA BPEMEHOM OIICIYKHUBAKHA
BehuM Of T & u3a CBUX OHMX C& BPEMEHOM OICIYXKWBAaMHa MamuM of x. KiujenTtu uuje je
BpeMe OICJIY KUBalha y UHTEpBaIy (z, x + dr) Ipunaiajy ucToj Kiacu IPUOPUTETA U HHUXOBO
TPOCETHO BPEME UeKaha MOXKE €€ M3PATYHATH HA OCHOBY (hOPMYyJIe

T
Zl N E[X7]
q_ Iz
Wi B ) i—1
2<1 -2 pj) (1 > pa)
7j=1 7j=1
Nurensurer pojacka 0BaKBUX KiujeHara y cucreM je AdB(x)/dx = \b(z) m nuckopunihenocr
i zt
cucrema je p(z) = A\b(z)z. Cyma Y. p; nonama ce kao [ p(y)dy. Ilpoceuno Bpeme uekama y
J=1 0

cucteMmy ca SPTF auctumninHOM OmCayKUBamba 3a KIMJEHTe Unja je JyKUHA OICTYKUBAHA
X 1aTo je ca
T
; N E[X3]
W (z) = = . (5.4.1)

xzt

2(1- A wbtw)dy) (1 X T vbiw)dy)

Kana je B(x) ancoayrHo HenpekuHa dyHKImMja uszpas 3a W (z) nocraje

S A E[X?)

2 (1 - A of yb(y)dy) g

YecTo ce TIOCTaBba MUTAE HA KOJH HAYHH JIOJEUTH IMPUOPUTET KJIMjEHTHMa U KOJU CY
HEOITXOIHM mapaMeTpu 3a oapehuBame Qpyukiuje npuopurera. Hajuernrhe je roiaBaum 3amaTak
OIITUMM30BATH CHCTEM M CMAambUTH TpoliikoBe. Heka je D; rybutak y omabpaHoj BaJIyTH KOJU
IpeTpPHu CUCTEM 34 CBAKY CEKYH/y (MM HEKY JAPYTy BPEMEHCKY jeJIMHUILY ) KAIIbEHma CBAKOT
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KJIMjenTa npuoputeTa ¢. [Ipoceann Tpormak mo ceKyHIM HA HUBOY YUTABOT CHCTEMA KOjU MMa

D = i D;L;
=1

rae je L; mpoceuan 6poj kiujenara mpuopureTa ¢ y cuctemy. U3 Little-oBor 3akona Baxkwm ma
je 6e3 obzmpa Ha mucnuuMHY oncayxusama L; = \\W; = Ni(W! + E[X;]) u

r KJIACA MPUOPHUTETA, je&

T T
D =) Dipi+» DiNWL (5.4.2)
=1 =1

[TorpebHo je Hahy TUCTIMILINHY OIIC/IY XKHUBabha KOja MUHEMU3Yje D 3a crucTeMe ca peJIaTUBHUM
upuopureroM. Jeauakoct (5.4.2) ce Moxke HammcaTH Kao

r T D;

i=1
r

Heka je f; = ﬁ);} u g; = piW; u norpebuo je MUHUMU3OBATH CyMY Z fig;- N3 3akona
¢ i=1

T
) cyma g gi je koHCcTaHTHA 6e3 003Mpa HA JUCIUILIUHY OIC/IY KUBamba. AKO
i=1
IIPOMEHUMO HHIEKCE U penociaer (pyHKIHja f; TaKO Ia je

fizhz...2F (5.4.3)

ospxama (5.2

Hajb0/bH HAYKH Ja KOMOMHYyjeMO WwiaHoBe ¢; W f; je ma Hajsehm fi cmojumo ca eremenTom
g; HajMame Mace M Tako Jajpe. Munmmym dbyHkmumje g; = p,-VVZ-q aobuja ce CMambUBAHEM
IIPOCEYHOT BpeMeHa 4ekama W) momro je p; xomcrantHo. Hajsumm nproprer Kao mro je
MOJIPA3YMEBAHO UMAajy OHU KJIUJEHTH Ca HAajMAahUM BPEMEHOM YeKarba. JIUCIUTIINHA OTICITY 2K U-
Bama KojoM ce oo moctuke je SPTF nonemyjyhu vajsuimu npuopurer nproj kiaacu. [Ipocewrn

HOBYAHU ryOMTAK KOjU HACTAje y cHCTEMy 300T Kallllbelha KiaujeHata muauMusyje ce SPTF
jqucrnuHoM tomryjyhin pacnopes dynknmja kao y uzpasy (5.4.3).

5.5 OmnciayKuBame ca ancoJlyTHUM IPUOPUTETOM

TIperniocrapumo ga M \G ]1 CHCTEM Ca alCOJIyTHUM HPUOPUTETOM ONCIYyKWABAHA UM T
Pa3IMIUTUX KJIAca OlciyxkuBama. Kaga y cucrem jmohe knujent C; mpuoputeTa i, ako je
cepsep cJ000JaH W y CHCTEMY HEMa KJIMjeHATa BUIIEr TPHOPUTETA OJ/IMAX IOYUIHE FHEerOBO
OTICJTY XKUBaMe. ¥ KOJUKO je HA ONCIYKUBAhY KJUJEHT BUIIET TpUOpuTeTa, KinjeHT C; craje
y CBOj peJl HAa OCHOBY TIPHOPUTETA W eKa. AKO ce TPEHYyTHO ONCIyXKYyje KIWjeHT HUXKer
npuopurtera k, k > ¢, (berOBO OIICJIYXKUBAE Ce TPEKUIA U 3ATI0UNbE OIICIY 2KUBA € TTPUJIOILIOT
kimjenTa. HakKoH 3aBpIeHOT OTIC/Ty KuBamkha Kianjenta C; 1 CBUX KiHjeHaTa mpuopureta k — i
KOju Cy Jonuid y MehyBpeMeHy, HACTABI/bA CE OICJIYKUBale KiaujeHta npuoputera k. Opne
hemo paszmarpaTy CiIyda] J1a ce OICIY X KUBAHE HACTABH TAMO TJI€ je IIPEKUHYTO a He 13 Kpehe
M3 IOYEeTKA.

3a pazauKy OJi CACTEMA, CA PEJIATHBHUM MPUOPUTETOM OBJIE TIOCTOjU HEKOJTUKO PABTUIATHX
MIPEOCTAINX BPEMEHA OTICJIyKWBakha, HAJBUINE jeJHO O KJIACK TpPUOpHUTEeTa. 300T TOTa, je
KOMILTUKOBaHO u3pauyHaTu nepdopmance cucrtema. Ha kiaujenTe mpuopureTa ¢ HE YyTUTY
KJIMjJeHTU HUXKET TPUOPUTETa, IPAKTUYHO Cy HEBWIJbUBU W MOXe ce cMarparu ja je Aj = 0
3a j > i. IIpocedno BpeMe Koje KIMjeHT ca MPUOPHUTETOM ¢ TMPOBEJIE V CUCTEMY jeTHAKO je

W; = Wiq + E[XZ] + E[IZ‘], (5.5.1)
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IIpu YeMy je VVZ-q IIPOCEYHO BpeMe UeKama, X; CIyUajHa BEJIMUUHA KOja IPEJICTABIbA JIY KUHY
OTICJTY ’KUBATHA ¥ I; CIIy9ajHa BEJIMUMHA, KOja 03HATABA YKYITHO BPpeMe TPEKH 18 TOKOM OTICITY K-
Bala. YKYITHA KOJUYIUHA MOCHA KOjy cepBep Tpeba ja 06aBu He 3aBHUCH O] TUIA MPUOPUTETA
OTICJTY XKUBaHa, UCTA je U KOJ, PEJIATUBHOT U AIICOJY THOT mpuopurteTa. CXOMHO TOME, TPOCETHO
BpeMe Koje KJIHJeHT IpoBele YeKajyhu m3padyHaBa ce Ha MCTH HAYMH KO KOJ CHCTEMa Ca
peJIATUBHUM IIPUOPUTETOM

Bpeme mpekuia TOKOM OICTYXKHBaMba CACTOJU Ce M3 JBA JIEJIa: BPEMEHA OMCJIYXKHUBAbha
KJIMjeHaTa KOjU Cy WHUIIMJjAJIHO MPEKUHYJIN OTCIYKHUBATHEe TTOCMATPAHOT KJIMjEeHTa U OJ1 BPe-
MEHA OIICITYKHUBaha KJIHjeHATa KOJU €Yy JOILIN TOKOM ITPBOOHTHOT IIPEKU/IA,

i—1 i—1
I, =x; Z)\ij + I; Z)\]X]
P =1

Cnemn na je
i—1
EIX] '21 Pj
J:
Elli] = ——>5—
1= > pj
j=1
Bamenom ppegnocru 3a Wi u E[I;] y jemmakocr (5.5.1) mobuja ce mpoceano Bpeme koje

7
KJIMJEHT TPUOPUTETS | TPOBEJE y CUCTEMY

ZlAjE[Xf]
j:

Wi = E[.Xi]

- i i—1 i-1
fﬂl—iim)@f-zpﬂ 1=2pj
=1 j=1 j=1

[Ipoceuan 6poj kimjenata i-Tor npuopurera y peay LI u y unrasom cucremy L; je

&i%mﬁ]
Li= z‘Fl i1
2(1 —];pj) 1 —jzlpj)
XY A B[X2)
Li= ZFI i1 zpil
2<1_]§1PJ>(1_]§1P]> 1_];:0]

Ilopen HaBeMEHUX JUCIUILIMHA, IPUOPUTETHOT OIICJIY2KUBAKA IIOCTOje U MHOTE JIpyTe IJe
dbyukmja npuopurera (hyHKIHja HA OCHOBY Koje ce ofpelhyje IpuopuTeT KIUjeHTa YKOIUKO
HUje KOHCTAHTAH, Tj AKO CE MEa TOKOM BPEMEHA ) 3aBUCH 0] BPEMEHA, U /Iy >KUHE OTICJIy AKUBATHA,
U IUIAHUPAHOT PACIOpeJa ONCIyXKuBama. JlerajbHuje 0 0BOMe MOXke ce Hahu y Keurama [2]
u [5].
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6 3ak/pydak

Ogaj paj mpecTaBiba, YBOM, y TeOPH]jy peroBa ca [lyacoHoBUM yIa3HUM TOTOKOM W TTPHOPU-
TETHUM OIICJIyKHUBambeM. basupan je Ha Beh ycTaHOB/bEHUM 1M JOKA3AHUAM jE€IHAKOCTHMA KOje
YrHe HEOTXOIHY OCHOBY 33 Jiajhe MO3HABAWE W pa3yMeBame ose obiactu. Oppeherne cy pacio-
Jesae BepoBaTHoha 6Gpoja KiHjeHAaTa, BpeMeHa KOje KJHJEHT IPOBEIe y CHCTEMY U YV Peldy,
nepuoym 3ay3eroctu cepsepa u Pollaczek-Khinchin-osa dpopmymna. 3a cucreme ca mpuopure-
THUM OIICJIYKUBAHEM MPUKA3AHU Cy IUKJIYCH 33J[PKABAA, 3aKOHU OJIPXKAKA, PACIIOJEse
JyKUHE TeKaha U MePGOPMAHCE CUCTEMA, Ca, PETATHBHUM U ATICOJTYTHUM MPUOPHATETOM.

Hy6iba aHasm3a cucTeMa ca MPUOPUTETOM U PAa3TUIUTUX (DYHKIHjA TPUOPUTETA MOKE CE
Halin y kmurama [2] u [5].

Teopuja penoBa je objacT MaTeMaTHKe KOja Ce HEIMPEKHIHO pPAa3BHja W KOja MMa jaKO
BestnKy npuMeny. CaBpeMene nH(pOPMAIHOHE TEXHOJIOTH]e HE MOT'Y ce 3aMUCTuTH 6e3 yrmoTpebe
Teopuje MpeXa y 4Yujoj je OCHOBHM Teopuja pejsoBa. Ta objact je jako KOMILIEKCHA W 360T
OIITUMHU3AIIN]e CHCTEMa U CMAaIhbUBalha TPOIIKOBa. [IpuMepn pegosa jaBbajy ce Uy OoIHATIAMA
M XWTHOj TIOMOhH, Tjie je manujeHTy HoTpebHO IPYKUTH 1OMON y 3aBUCHOCTH O/ CTENeHA
roBpejie. M3 cBera HaBejieHOT HacTaje MOTpeba 33 MPUOPUTETHUM OIICJIYKUBAKEM, [IPUA UEMY
ce cMambyje BpeMe TeKarha KIMjeHaTa BUIIET MPUOPUTETA HA PATyH moBeNama BPeMeHa TeKamha
KJIMjeHATa HUXKET MPUOPUTETa. Y CUCTEMHMA €3, CTAIMOHADHUM HPUOPUTETOM Taj OJIHOC CE
He MOXKe WCKOHTPOJHUCATH W 3aTO CHCTEM MOXKe MoKazarw Joie mnepdopmance. Konrposa
BpPeMEHA YEKAHa MOXKE Ce TIOCTUNHN AKYMYJIUPAHUM IIPUOPUTETOM, OTHOCHO IPUOPUTETOM KOJH
HUje KOHCTAHTaH Beh ce Mema TOKOM BpeMeHa. TrMe ce Mory aHAJM3UPATH PACTIOENE ICKAHA,
¥ MOMEHTH THX pacmojena. AHAIU3a MOJeNIa ca aKyMYJIUPAHAM TPHOPUTETOM IIPEICTABIHA
TI0Jh€ WHTEPECOBAA MATEMATHUIAPA MOCIEAHUX TOANHA, U HEKUW OJ HOBHJUX PAJIOBA HA Ty
remy cy [7], [8] u [9).
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