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Poglav	e 1

Lorencova kriva i �inijev

koeficijent {

nastanak, osobine i znaqaj

Znaqaj Lorencove krive i �inijevog koeficijenta, kao pokazate	a
nejednakosti u raspodeli, prisutan je u najrazliqitijim druxtvenim
i nauqnim sferama i �ihovo po	e delova�a se xiri sa potrebama
druxtva. Ideja o ovim statistikama se najpre rodila u ekonomiji,
pa ne qudi xto su pojmovi Lorencove krive i �inijevog koefici-
jenta najprisutniji u savremenim ekonomskim naukama, kako u izuqa-
va�u nacionalne ekonomije i raspodele dohotka, tako i u teoriji cena
i makroekonomiji. U ci	u mere�a ekonomskih nejednakosti, name�e se
pretpostavka postoja�a odre�enih pokazate	a koji omogu�avaju rangi-
ra�e i upore�iva�e raspodela dohotka, odnosno bogatstva, razliqitih
posmatranih zema	a, regiona, pa qak i trenutaka u vremenu. Loren-
cova kriva i �inijev koeficijent zaista i jesu najpoznatije mere ispi-
tiva�a dohodne nejednakosti, kako zbog svoje pouzdanosti, tako i zbog
lakog tumaqe�a i vizuelne interpretacije podataka. Grafiqko pred-
stav	a�e podataka doprinosi interpretaciji rezultata, jer se infor-
macije koje dobijamo vizualno lakxe pamte i porede. Podaci koji su
pravilno prezentovani i interpretirani poma�u u donoxe�u raznih
odluka.

1.1 Lorencova kriva

Odgovor na pita�e, da li je ukupna koliqina novqanih dohodaka ra-
spore�ena ravnomerno ili neravnomerno, ne mo�emo dobiti iz deskri-
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1.2. FORMIRA�E I SMISAO LORENCOVE KRIVE

ptivnih statistika. Me�utim, na ovo pita�e, kao i mnoga sliqna �emu,
odgovor daje Lorencova kriva.

Lorencova kriva pru�a veoma pouzdanu vizuelnu predstavu o
raspodeli dohotka u jednoj zem	i. Ime je dobila po svom tvorcu Maksu
Lorencu1. Lorenc je bio nezadovo	an i kritiqki nastrojen prema meto-
dama koje su se koristile za utvr�iva�e kreta�a raspodele dohotka,
odnosno da li raspodela dohotka postaje vixe ili ma�e nejednaka (nera-
vnomerna).

Lorenc je smatrao:,,�elimo da budemo sposobni da ka�emo u kom
trenutku �e zajednica biti smextena izme�u dva ekstremna sluqaja,
jednakosti sa jedne strane i posedova�a individualnog bogatstva sa
druge strane!".[6]

Da bi ostvario ovaj ci	 Lorenc uvodi novi pristup, kasnije nazvan
Lorencova kriva, koji u raqun simultano uvodi promene u dohotku i
populaciji, xto bilo koje dve zajednice sa potpuno suprotnim uslovima
mo�e dovesti u poredbeni polo�aj. Ova kriva danas ima veoma xiroku
primenu u analizi ekonomskih i socio-ekonomskih pojava, o qemu �e u
nastavku biti vixe reqi, mada je prvobitno prime�ivana isk	uqivo u
prouqava�u raspodele novqanog dohotka izme�u pojedinaqnih qlanova
jednog druxtva, pore�e�u raspodele dohotka odre�ene zem	e u razli-
qitim vremenskim periodima ili pore�e�e raspodele dohotka razliqi-
tih zema	a u istom vremenskom periodu.

1.2 Formira�e i smisao Lorencove krive

Lorencova kriva se posmatra u prvom kvadrantu koordinatnog
sistema, gde x i y uzimaju vrednosti ≤ 1. Smextena je u kvadratu
stranice 1 prikazanom na Slici 1, koji je kasnije nazvan �inijev
kvadrat, prema numeriqkom pokazate	u nejednakosti izvedenom iz
Lorencove krive.

Postupak formira�a Lorencove krive je slede�i:
1. Na apscisu se nanose kumulativni procenti stanovnixtva (od

najsiromaxnijeg ka najbogatijem), a na ordinatu procentualno izra�en
dohodak.

2. Podaci se prenose na koordinatnu ravan, tako da se dobijaju razli-
qite taqke. Na primer, na Slici 1, taqki A odgovaraju vrednosti od 20%
na skali stanovnixtva i 11% na skali dohotka. To znaqi da najsiroma-
xnijih 20% stanovnika prisvaja samo 11% ukupnog dohotka. Dok sa

1 Max Otto Lorenz (1876-1959), ameriqki ekonomista
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1.2. FORMIRA�E I SMISAO LORENCOVE KRIVE

druge strane, taqka B ima koordinate (80%, 68%). Analogno, zak	uqu-
jemo da 80% najsiromaxnijih stanovnika ostvaruje 68% nacionalnog
dohotka. Informacija sadr�ana u taqki B mo�e se i drugaqije inter-
pretirati, posmatra�em Lorencove krive "odozgo" { najbogatijih 20%
stanovnika prisvaja 32% ukupnog dohotka. Prema tome, taqka A nam
daje podatak da najbogatijih 80% stanovnika prisvaja qak 89% ukupnog
dohotka. Linija koja spaja opisane taqke naziva se Lorencova kriva.

Slika 1

Lorencova kriva predstav	a izlom	enu liniju koja polazi od
koordinatnog poqetka (0%,0%), spajaju�i odgovaraju�e taqke, i zavr-
xava se u taqki (100%,100%). To je sa ekonomskog aspekta i logiqno,
jer 0% stanovnika prisvaja 0% nacionalnog dohotka, dok cela pop-
ulacija, 100% stanovnika, prisvaja ceo dohodak, odnosno svih 100%
dohotka. Sada se dodatno mo�e precizirati da je Lorencova kriva
u potpunosti sadr�ana u trouglu qija su temena taqke (0,0), (1,1) i (0,1).
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Ekstremne vrednosti:

Sada �e biti predstav	ene dve kraj�e ekstremne situacije:
Potpuna jednakost | Po�e	no je razmotriti sluqaj kada bi

svaki pojedinac prisvojio jednak dohodak i kako bi kriva tada iz-
gledala. U tom ci	u, na Slici 1 mogu se uoqiti i taqke, A′(20%,20%) i
B′(80%,80%). Poveziva�em ovih i sliqnih taqaka, koje tako�e imaju
iste vrednosti apscise i ordinate, formira se linija potpune je-

dnakosti, odnosno tra�ena Lorencova kriva. Jasno je da se u sluqaju
ravnomerne raspodele dohotka, radi o pravoj liniji, pod uglom od 45o,
xto predstav	a dijagonalu kvadrata u kom su taqke raspore�ene. Pot-
punu jednakost, dakle, oznaqava dijagonalna linija koja predstav	a
hipotetiqku raspodelu dohotka u kojoj svi pojedinci imaju jednake do-
hotke.

Mo�emo re�i da se u realnim ekonomskim prilikama nikada ne�emo
sresti sa ovim ekstremnim sluqajem. Svetska ekonomija je takva da se
stvara sve ve�a razlika izme�u najbogatijih i najsiromaxnijih slojeva
stanovnixtva. Sa pove�a�em razlika u raspodeli dohotka, Lorencova
kriva se savija ispod linije jednakosti. Xto su dispariteti u dohocima
ve�i, to je kriva vixe uda	ena od linije ravnomerne raspodele.

Slika 2
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Potpuna nejednakost | Suprotan ekstremni sluqaj u raspodeli
dohotka bio bi kada bi se pojedincu pridru�io qitav nacionalni do-
hodak, dok drugi stanovnici ne prisvajaju nixta.

Potpuna nejednakost se tako�e ne mo�e oqekivati u realnim okol-
nostima. Ona zauzima najni�u poziciju na dijagramu, tj. lomi se pod
uglom od 90o i odre�ena je katetama ranije pomenutog trougla.

Da rezimiramo prethodna razmatra�a: Lorencova kriva pred-
stav	a grafiqku reprezentaciju raspodele dohotka, prikazuju�i za
p1% najsiromaxnijih stanovnika populacije koliki procenat p2%
od ukupnog dohotka prisvajaju. Ako je p1 = p2, Lorencova kriva je
prava linija koja ukazuje na potpunu jednakost u raspodeli dohotka.
Svako zakriv	e�e ispod linije 45o predstav	a razliqite oblike
nejednakosti u raspodeli.

1.2.1 Lorencova kriva - matematiqka definicija i

interpretacije

Jasno je da Lorencova kriva jedna funkcija koja opisuje naqin
raspodele ukupnog dohotka u odre�enoj populaciji. Uzimaju�i u obzir
razmatra�a iz prethodnog poglav	a, mo�e se formirati matematiqka
definicija empirijske Lorencove krive:

Neka postoji uzorak od n osoba iz date populacije i neka je obele�je
Xi prihod osobe i, i = 1,2,3,. . . ,n, tako da va�i X1 ≤ X2 ≤ · · · ≤ Xn.
Lorencova kriva uzorka predstav	a izlom	enu liniju koja redom spaja
taqke (h/n, Lh/Ln), h = 0,1,2,. . . ,n, gde je L0 = 0 i Lh =

∑h
i=1 Xi

ukupni prihod h najsiromaxnijih osoba. Otuda, Lorencova kriva ima
za svoju apscisu kumulativni procenat stanovnika koji primaju doho-
dak, pore�anih rastu�e, dok za svoju ordinatu ima odgovaraju�u propor-
ciju prim	enih dohodaka.

1.2.2 Teorijska Lorencova kriva

Nastanak Lorencove krive proistekao je iz velikog interesova�a
ekonomista i statistiqara za raspodelu dohotka u populaciji, pa da	e
i nejednakostima u raspodeli dohotka. Kasnije je Lorencova kriva
naxla primenu u svim oblastima koje prouqavaju raspodele, ali se ideja
primarno rodila u raspodeli dohotka. Sa tim u vezi, neka se posma-
tra odre�ena populacija sa obele�jem X koje predstav	a, npr. upravo
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prisvojeni udeo u nacionalnom dohotku. Pretpostav	a se da je X neneg-
ativna promen	iva, smatraju�i da je najma�i mogu�i iznos prihoda
jednak nuli. Neka je F (x) = p odgovaraju�a funkcija raspodele, qija je
gustina f(x) i konaqno matematiqko oqekiva�e µ = E(X).

Teorijska definicija Lorencove krive, za p = F (x), se tada formira
na slede�i naqin:

L(p) =

∫ x
0
tf(t)dt∫ +∞

0
tf(t)dt

=

∫ x
0
tf(t)dt

µ
=

1

µ

∫ x

0

tf(t)dt.

Popularniju notaciju za zapisiva�e Lorencove krive uveo je Gastvirt2

1971.godine. Naime, on je u obzir uzeo qi�enicu da va�i x = F−1(p).
Kako su uqesnici u raspodeli pore�ani rastu�e po prihodima, a pro-
cenat prisvojene dobiti kumulativno, funkcije raspodele prihoda pos-
matramo kao strogo rastu�e i neprekidno-diferencijabilne funkcije.
Stoga je x(F ) = F−1(p) dobro definisano. Ovim je omogu�eno da se
Lorencova kriva zapixe na slede�i naqin, uvode�i inverznu funkciju
G = F−1:

L(p) =
1

µ

∫ p

0

G(t)dt =
1

µ

∫ p

0

F−1(t)dt.

Alternativna definicija Lorencove krive posti�e se primenom
relacije µ =

∫ 1

0
G(t)dt, daju�i direktnu formulaciju preko inverzne

funkcije:

L(p) =

∫ p
0
G(t)dt∫ 1

0
G(t)dt

=

∫ p
0
x(F )dF∫ 1

0
x(F )dF

.

Mo�e se desiti da F−1 ne postoji, jer funkcija raspodele ima intervale
konstantnih vrednosti. U tom sluqaju, funkcija se mo�e dodefinisati
na slede�i naqin:

F−1(t) = inf {y : F (y) ≥ F}.

U interpretaciji preko inverzne funkcije, brojilac sumira dohotke
najsiromaxnijih p% populacije, a imenilac sumira dohodak qitave
populacije. Kada su pojedinci ure�eni rastu�e po vrednostima prisvo-
jenog dohotka, Lorencova kriva L(p) tako ukazuje na proporciju ukupnog
dohotka prisvojenu od najsiromaxnijih p% uqesnika populacije.

2 Joseph L. Gastwirth
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1.2. FORMIRA�E I SMISAO LORENCOVE KRIVE

1.2.3 Osobine Lorencove krive

Neke osobine Lorencove krive za klasu neprekidno-
diferencijabilnih funkcija raspodele sa konaqnim matematiqkim
oqekiva�em:

1. U ekstremnom sluqaju kada svi qlanovi populacije prisvajaju
jednak prihod, podela populacije i podela ukupnog dohotka je iden-
tiqna. Tada je Lorencova kriva ekviraspodela, odnosno identiqka
funkcija F = L, L(p) = p.
2. Lorencova kriva se definixe za pozitivne promen	ive, sa pozi-
tivnim matematiqkim oqekiva�em.
3. Lorencova kriva je potpuno sadr�ana u jediniqnom kvadratu, jer
procenat p i L(p) uzimaju vrednosti iz segmenta [0, 1].
4. Ako je osnovna promen	iva pozitivna i ima gustinu, Lorencova
kriva je neprekidna funkcija. L(p) < p, pa je kriva uvek ispod linije
45o ili se u sluqaju potpune jednakosti sa �om poklapa.
5. Lorencova kriva je funkcija sa L(0) = 0 i L(1) = limp→1− L(p) =
limx→∞ F (x) = 1.
6. Lorencova kriva je invarijantna u odnosu na mno�e�e sluqajne
promen	ive pozitivnom konstantom, tj. X i cX imaju istu Lorencovu
krivu, za c > 0.
7. Sred�a vrednost dohotka u populaciji se dobija u procentu p za
koji va�i da je nagib funkcije L(p) jednak 1, odnosno gde je q(p) = µ,
tj. u taqki F(µ). Ovo je lako dokazati jer prvi izvod Lorencove krive
iznosi upravo x

µ
.

8. Medijana, kao procenat sred�e vrednosti, data je kao nagib Loren-
cove krive u taqki gde je p = 0.5. Kako su mnoge raspodele dohotka
nakriv	ene udesno, sred�a vrednost je qesto ve�a od medijane.
9. L(p) je rastu�a, konveksna funkcija od p, tj. koeficijent pravca
svakog odseqka Lorencove krive ve�i je od koeficijenta pravca
prethodnog odseqka. Naime, prvi izvod ove funkcije je dL(p)

dp
= q(p)

µ
= x

µ

gde je x = F−1(p). Prvi izvod je uvek pozitivan, jer je i dohodak
uvek pozitivan. Tako da	e va�i i za drugi izvod, xto ukazuje na
konveksnost. Lorencova kriva je konveksna u p, pa kako p raste, novi
dohoci koji se kumulativno dodaju postaju ve�i od onih koji su do tada
obraqunati. Konveksnost Lorencove krive dosta otkriva o gustini
raspodele dohotka u razliqitim procentima. Xto je ve�a gustina
raspodele f(q(p)) u kvantilu q(p), to je ma�a konveksnost Lorencove
krive u L(p). Na Slici 3, gustina raspodele je vidno ve�a za ma�e
vrednosti procenta p, kako se upravo u tim vrednostima nagib od L(p)
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1.2. FORMIRA�E I SMISAO LORENCOVE KRIVE

me�a sporije uz porast procenta p.

Slika 3[5]

10. E|X−µ|
2µ

= F (µ)− L(µ) = maxx[F (x)− L(x)].

Ova osobina je jasnija pomo�u Slike 4, uzevxi u obzir slede�e:
- L(y) =

∫ y
0
xdF (x)/E(Y ),

- F (µ)− L(µ) = maxy[F (y)− L(y)],
- F (µ) + L(µ) > 1, dL/dF |y=µ = 1,
- dL/dµ = tan Θ = y/E(Y ).

Slika 4[6]

Dodatne osobine Lorencove krive mogu se formulisati slede�im
dvema teoremama.[5]

8



1.2. FORMIRA�E I SMISAO LORENCOVE KRIVE

Teorema 1: Pretpostavimo da je L(p) definisana i neprekidna na
[0, 1] sa drugim izvodom L′′(p). Funkcija L(p) je Lorencova kriva ako i
samo ako

L(0) = 0, L(1) = 1, L′(0+) ≥ 0, L′′(p) ≥ 0 na (0, 1).

Ako je kriva Lorencova kriva, ona odre�uje raspodelu sluqajne
promen	ive X do faktora skalira�a, xto jeste sred�a vrednost µ.
Sred�a vrednost se lako mo�e izraqunati, obrnutim postupkom iz
formule Lorencove krive.

L(p) =
1

µ

∫ p

0

F−1(t)dt,

xto se mo�e zapisati i kao:

µL(F (x)) =

∫ x

0

ydF (y).

Ovaj izraz se mo�e diferencirati.

µL′(F (x))f(x) = xf(x).

De	e�em sa f(x) i ponovnim diferencira�em, konaqno se dobija

µL′′(F (x))f(x) = 1.

Iz prethodno navedenog sledi i druga teorema.

Teorema 2: Ako L′′(p) postoji i pozitivan je svuda na intervalu
(x1, x2), tada FX ima konaqnu pozitivnu gustinu raspodele na inter-
valu (µL′(x+

1 ), µL′(x−2 )) koja je zadata sa

fX(x) =
1

µL′′(FX(x))
.
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1.2.4 Lorencove krive i grafiqko pore�e�e neje-

dnakosti

Mogu�nost formira�a i iscrtava�a Lorencove krive daje pros-
tor za procenu relativnog stepena nejednakosti u odre�enoj raspodeli.
Ipak, dosta va�nije, daje prostor za pore�e�e dve ili vixe krivih.
Poznato svojstvo Lorencove krive jeste da svaka raspodela koja ima
konaqno oqekiva�e, jedinstveno odre�uje svoju Lorencovu krivu do na
transformaciju skalira�a, xto u ovom sluqaju i omogu�ava donoxe�e
zak	uqaka o raspodelama, na osnovu upore�iva�a �ihovih Lorencovih
krivih.

U tom smislu, va�e slede�a pravila:
{ Ako jedna Lorencova kriva le�i u potpunosti iznad druge, raspodela
dohotka je ravnomernija u prvom, nego u drugom sluqaju.
{ Ako se dve Lorencove krive poklapaju, stepen nejednakosti je u oba
sluqaja isti.
{ Ako se dve Lorencove krive seku, potrebne su dodatne informacije
da bi se izvrxilo pore�e�e nejednakosti.

Primer 1:

Imaju�i u vidu navedena pravila i upotrebom statistiqkog softve-
ra R, mo�e se grafiqki prikazati osobina Lorencove krive o nepro-
men	ivosti pri skalira�u.

Sluqajni uzorak v1 iz uniformne raspodele i isti uzorak pomno�en
pozitivnim skalarom c, v2 = v1 ∗ c, daju identiqnu Lorencovu krivu,
xto se mo�e videti na graficima sa Slike 5. Grafici su rezultat R-
koda datog u Dodatku 1. Funkcija koja omogu�ava generisa�e Lorencove
krive, zove se Lc funkcija iz paketa ineq, uzimaju�i za svoje parametre
vektore uzorka i odgovaraju�ih frekvencija.

Slika 5
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Kako drugo pravilo navodi, za sluqaj kada su dve Lorencove krive
identiqne, tada je i stepen nejednakosti za oba sluqaja identiqan.

Primer 2:

Grafiqkim pore�e�em Lorencovih krivih, mo�e se ilustrovati do-
datna osobina ovog pokazate	a, a to je da je na podskupu ve�a neje-
dnakost u raspodeli, gledano u odnosu na xiri uzorak iz populacije, ili
pak celu populaciju. Primer ilustruje Lorencove krive uniformne
raspodele na datom segmentu [0, 100] i �egovom podskupu [10, 30]. Loren-
cova kriva koja odgovara xirem segmentu je svuda iznad Lorencove krive
podskupa, sa najve�om uda	enox�u od potpune jednakosti u taqki koja
odgovara 60% stanovnixtva. R-kod koji generixe krive na sliqan naqin
opisan u Primeru 1, dat je u Dodatku 2 :

Slika 6

Prilikom procene nejednakosti, bazirane na pore�e�u Lorencovih
krivih, prostor za diskusiju i dodatno istra�iva�e se, jasno, jav	a u
tre�em sluqaju, kada se Lorencove krive seku. Qi�enica je da se dve
Lorencove krive mogu se�i, kao bilo koje dve krive u ravni. To znaqi
da svaka kriva u jednom intervalu mo�e le�ati ispod, a u slede�em in-
tervalu iznad neke druge krive. U ovom sluqaju se Lorencov kriteri-
jum ne mo�e primeniti kao kriterijum za pore�e�e. Stoga su izgra-
�eni precizniji, numeriqki pokazate	i nejednakosti, na osnovu kojih se
mogu porediti sve raspodele pozitivnog obele�ja, dode	uju�i im odgo-
varaju�e numeriqke vrednosti. Jedan takav pokazate	, direktno izveden
iz Lorencove krive, jeste �inijev koeficijent.

11



1.3. �INIJEV KOEFICIJENT

1.3 �inijev koeficijent

Za �inijev koeficijent se mo�e re�i da je najpoznatiji numeriqki
pokazate	 nejednakosti. �ega je 1912. godine uveo Korado �ini3, te je
po �emu i dobio ime. Slikovita grafiqka prezentacija qini ovu meru
lako razum	ivom i dopad	ivom za statistiqare.

Veoma korisna informacija dobijena iz Lorencove krive je �eno
odstoja�e, p − L(p), od linije potpune jednakosti u raspodeli. Neje-
dnakost u raspodeli odvaja procenat p − L(p) ukupnog dohotka od naj-
siromaxnijih p% populacije. Xto je ve�a ta razlika, to je ve�a ne-
jednakost u raspodeli. Sa pove�a�em stepena nejednakosti u raspodeli
dohotka Lorencova kriva se sve vixe uda	ava od linije 45o, a samim
tim se pove�ava i povrxina koja le�i izme�u �ih.

Otuda dolazi interes za izraqunava�em proseqne distance Loren-
cove krive od linije jednakosti, pa da	e i izraqunava�em povrxine
izme�u �ih, kao potencijalnog numeriqkog pokazate	a nejednakosti.
�inijev koeficijent upravo izra�ava odnos izme�u povrxine koju
Lorencova kriva zatvara sa linijom jednakosti i ukupne povrxine
trougla ispod linije 45o.

1.4 Formira�e i smisao �inijevog koefi-

cijenta

1.4.1 Interpretacija teorijskog �inijevog koefi-

cijenta

Neka je X obele�je populacije, pozitivna veliqina, npr. prisvojeni
udeo u nacionalnom dohotku. Pod pretpostavkom da X ima funkciju
raspodele F (x) = p, i Lorencovu krivu predstav	enu funkcijom L(p),
koja je monotono-rastu�a i integrabilna na segmentu [0, 1] i za koju va�i:
L(0) = 0, L(1) = 1, 0 ≤ L(pi) ≤ pi za svako i ∈ [1, n], mo�e se izvesti
teorijska formula �inijevog koficijenta sa slede�im osobinama:
{ G ∈ [0, 1],
{ G = 0 akko L(p) = p , osim za konaqno mnogo p ∈ [0, 1] za koje je
0 ≤ L(p) ≤ p,
{ G = 1 akko L(p) = 0, osim za konaqno mnogo p ∈ [0, 1] za koje je 0 ≤
L(p) ≤ p.

3 Corrado Gini (1884-1965), italijanski statistiqar, demograf i sociolog
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1.4. FORMIRA�E I SMISAO �INIJEVOG KOEFICIJENTA

1.4.2 �inijev koeficijent kao povrxina

�inijev koeficijent je nenegativan realan broj, odre�en odnosom
povrxina na grafiku Lorencove krive. Ako je sa A oznaqena povrxina
izme�u linije potpune jednakosti i Lorencove krive, a sa B povrxina
ispod Lorencove krive, �inijev koeficijent se tada definixe kao G =
A

A+B
. Lorencova kriva je smextena unutar jediniqnog kvadrata, pa je

povrxina do�eg trougla A + B = 1
2
. Stoga je �inijev koeficijent

G = 2A = 1− 2B.

Slika 7

Koeficijent time ostaje sadr�an u vrednostima izme�u 0 i 1, a
prethodna definicija se mo�e interpretirati slede�om integralnom
jednakox�u:

G = 2

∫ 1

0

(p− L(p))dp = 1− 2

∫ 1

0

L(p)dp.

Postoje mnoge formule, tumaqe�a i interpretacije �inijevog ko-
eficijenta, xto je sve u kraj�oj liniji ekvivalentno i daje korisniku
slobodu odabira.

Ekstremne vrednosti:
Vrednost koeficijenta se teorijski kre�e u rasponu od 0 do 1.

Xto je Lorencova linija zakriv	enija, to je �inijev koeficijent
ve�i. Ukoliko Lorencova linija uzme ekstremnu vrednost i poklopi
se sa horizontalnom osom od (0,0) do (100,0), pa zatim ode do (100,100),

13



1.4. FORMIRA�E I SMISAO �INIJEVOG KOEFICIJENTA

ceo dohodak prisvaja samo jedan pojedinac i vrednost �inijevog
koeficijenta je 1, xto je potpuna nejednakost. Ukoliko se, pak, Loren-
cova kriva poklopi sa linijom jednakih dohodaka, tada je vrednost
�inijevog koeficijenta jednaka 0. Prethodno je razmatrano da se
granice ostvaruju samo u teoriji, dok se u realnim okolnostima ne mogu
oqekivati. Interval kome pripadaju stvarne veliqine ovog pokazate	a
je znatno u�i, obiqno izme�u 0.20 i 0.50.

1.4.3 �inijev koeficijent kao kovarijacija

�inijev koeficijent kao kovarijacija se direktno izvodi iz �egove
integralne formule, koriste�i parcijalnu integraciju sa du = 1 i
v = L(p).

G = 1− 2

∫ 1

0

L(p)dp = 1− 2[pL(p)]10 + 2

∫ 1

0

pL′(p)dp = −1 + 2

∫ 1

0

pL′(p)dp.

Uvo�e�em smene promen	ive p = F(x) i primenom osobine L′(p) = x
µ
,

dobija se

G =
2

µ

∫ ∞
0

xF (x)f(x)dx− 1 =
2

µ
[

∫ ∞
0

xF (x)f(x)dx− µ

2
].

Konaqno se jav	a mogu�nost interpretira�a �inijevog koefici-
jenta pomo�u kovarijacije Cov(x, F (x)) = E(xF (x)) − E(x)E(F (x)).
Odakle sledi,

G =
2

µ
Cov(x, F (x)).

Sledi zak	uqak da je �inijev koeficijent proporcionalan kovari-
jaciji izme�u promen	ive i �enog ranga u raspodeli dohotka.

1.4.4 Interpretacija empirijskog �inijevog ko-

eficijenta

Za posmatranu populaciju, obele�je X je nenegativna veliqina.
Neka je x1, . . . , xn niz sluqajnih veliqina, takav da xi ≥ 0 za svako
0 ≤ i ≤ n, i postoji barem jedno i takvo da je xi > 0. Bez uma�e-
�a opxtosti mo�e se pretpostaviti i da je niz neopadaju�i, tj.
x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn.
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1.4. FORMIRA�E I SMISAO �INIJEVOG KOEFICIJENTA

�inijev pristup mere�u nejednakosti zasniva se na pore�e�u pojedi-
naqnih parova dohodaka i sabira�u apsolutnih vrednosti izmerenih
razlika. Tako se nejednakost za celu raspodelu predstav	a kao zbir
razlika u parovima dohodaka:

1

2n2x̄

n∑
i=1

n∑
j=1

|xi − xj|,

gde su xi i xj dohoci i -tog i j -tog pojedinca, x̄ je proseqan dohodak, a
n ukupan broj primalaca dohotka.

Poxto se svaka apsolutna razlika |xi − xj| raquna dva puta (drugi
put kao |xj − xi|, kad i i j zamene mesta), ceo izraz se deli sa 2. Uz to,
da bi se dobio pokazate	 zadovo	avaju�ih svojstava, suma apsolutnih
dohodaka se deli kvadratom broja stanovnika, tj. uqesnika u raspodeli
(koji odgovara broju posmatranih parova), kao i proseqnim dohotkom.

Formula pokazuje da je �inijev koeficijent zapravo jednak
polovini aritmetiqke sredine apsolutnih vrednosti razlika izme�u
svih parova dohodaka, posmatrane u odnosu na proseqan dohodak.

Poxto upore�uje svaki par dohodaka pojedinaca, �inijev koefici-
jent je vrlo direktna mera nejednakosti. Ovaj pokazate	 na sintetiqki
naqin izra�ava disparitete u dohocima preko cele raspodele.

1.4.5 �inijeve sred�e razlike

Prethodno smo definisali empirijski �inijev koeficijent kao
sred�u vrednost apsolutnih razlika, pode	enu dvostrukom sred�om
vrednox�u dohotka. Ako su x i y dve sluqajne promen	ive iz iste
raspodele F, iz teorijske definicije sledi

IG =
1

2µ

∫ ∞
0

∫ ∞
0

|x− y|dF (x)F (y).

Tako�e je poznato da su F(x) i 1 – F(x) procenti koje stanovnici
individualno ostvaruju u dohotku ispod i iznad vrednosti x, pa inte-
gracija kroz sve mogu�e vrednosti x daje ponovo �inijev koeficijent,
u svojoj formi 1

µ

∫
F (x)[1− F (x)]dx.

Ako se izvo�e�u pristupa korak po korak, prvo treba primetiti
|x − y| = (x + y) − 2 min(x, y), pa je oqekiva�e ove apsolutne razlike
∆ = E|x− y| = 2µ− 2E(min(x, y)).
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1.4. FORMIRA�E I SMISAO �INIJEVOG KOEFICIJENTA

Da bi se izraqunalo posled�e oqekiva�e neophodna je raspodela
statistike minimuma za 2 proizvo	ne promen	ive iz iste raspodele.
Ono xto se mo�e pokazati je da je tra�eno oqekiva�e jednako
1− (1− F (y))2, dok je izvod ovog oqekiva�a −2d(1− F (y)). Odatle,

∆ = 2µ+ 2

∫ ∞
0

yd(1− F (y))2.

Posled�i integral mo�e se transformisati parcijalnom inte-
gracijom sa u = y i v = (1− F (y))2:∫ ∞

0

yd(1− F (y))2 = [y(1− F (y))2]∞0 −
∫

[1− F (y)]2dy.

Konaqno, kako je [y(1 − F (y))2]∞0 = 0, dobija se integralna forma
�inijevog koeficijenta

IG =
∆

2µ
= 1− 1

µ

∫
[1− F (x)]2dx.

Ova reprezentacija pokazuje da �inijev koeficijent meri rela-
tivnu nejednakost, jer predstav	a odnos mere disperzije, sred�e
razlike, i sred�e vrednosti µ.

1.4.6 Primeri izraqunava�a u R-u

Statistiqki softver R omogu�ava odre�iva�e empirijskog �ini-
jevog koeficijenta za date podatke iz istra�iva�a. S tim u vezi,
omogu�eno je i generisa�e odgovaraju�e empirijske Lorencove krive.

ineq je funkcija iz istoimenog paketa u R-u koja slu�i za
izraqunava�e mere nejednakosti u vektoru podataka.

Upotreba:
ineq(x, parameter = NULL, type = c(”Gini”, ”RS”, ”Atkinson”, ”Theil”,
”Kolm”, ”var”, ”square.var”, ”entropy”), na.rm = TRUE)
Gini(x, corr = FALSE, na.rm = TRUE)
RS(x, na.rm = TRUE)
Atkinson(x, parameter = 0.5, na.rm = TRUE)
Theil(x, parameter = 0, na.rm = TRUE)

Argumenti:
x { vektor koji sadr�i nenegativne vrednosti populacije;
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parameter { parametar kao mera nejednakosti (ako je NULL koristi se
podrazumevani parametar odgovaraju�e mere);
type { string koji predstav	a meru koja se koristi za izraqunava�e ne-
jednakosti. Mora biti jedan od stringova u podrazumevanom argumentu
(prvi karakter je dovo	an). Podrazumevana vrednost je ”Gini”.
corr { logiqka vrednost. Argument funkcije Gini precizira da li
treba primeniti konaqnu korekciju uzorka.
na.rm { logiqka vrednost koja ukazuje treba li nedostaju�e vrednosti
ukloniti pre proraquna.

Primer 3:

AirPassengers je baza koja sadr�i podatke o meseqnom broju me�u-
narodnih avio putnika, izra�ene u milionima, od 1949. do 1960., i
prikazana je u Dodatku 3. Ova baza se mo�e iskoristiti za analizu
koncentracije i odre�iva�e mere nejednakosti za posmatrani period.

Izraqunava�e �inijevog koeficijenta i generisa�e Lorencove
krive, mo�e se izvrxiti prethodno opisanim funkcijama ineq i Lc.
Odgovaraju�i R-kod upotreb	en u primeru se mo�e prona�i u Dodatku
3. Kao rezultat, dobijen je podatak o �inijevom koeficijentu od pri-
bli�no 0.24, uz odgovaraju�u Lorencovu krivu, prikazanu na Slici 8.

Slika 8

Komentar: Mo�e se zak	uqiti da je u pita�u slaba nejednakost
u raspodeli putnika po mesecima u godini. Iako ih najvixe putuje u
let�im mesecima, �inijev koeficijent od 0.24 ukazuje na priliqno
ravnomernu raspodelu u posmatranih 11 godina.

Lorencova kriva i �inijev koefcijent mogu se generisati i pozivom
funkcije lorenz.curve iz paketa lawstat:
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Upotreba:
lorenz.curve(data, weight=NULL, mul=FALSE, plot.it=TRUE,
main=NULL, xlab=NULL, ylab=NULL, xlim=c(0,1), ylim=c(0,1),...)

Argumenti:
data { ulazni podaci. Ako je argument niz, matrica, baza podataka ili
lista, onda se prva kolona tretira kao vektor sa podacima, a druga
kolona kao vektor vrednosti na y osi.
weight { Ukoliko je ve� uk	uqen u data argument, tj. ako postoji druga
kolona u data, onda se ignorixe.
mul { logiqka vrednost koja ukazuje da li se iscrtava Lorencova kriva
sa vixe pondera.
plot.it { logiqka vrednost koja govori da li �e Lorencova kriva biti
iscrtana na ekranu.
...
Primer 4:

data1963 je baza R-ovog paketa lawstat koja sadr�i podatke iz
1963. godine o odnosu broja senatora i broja stanovnika u 13 ameriqkih
okruga. lorenc.curve funkcija generixe Lorencovu krivu za posmatranu
bazu podataka i na grafiku daje vrednosti:
Gini { �inijev koeficijent za ulazne podatke;
relative mean deviation { relativno sred�e odstupa�e od ulaznih
podataka;
L(1/2) { medijana kumulativnog dela zbira podataka;
> data(data1963)
> lorenz.curve(data1963)

Slika 9

18



1.5. POKAZATE�I I POZITIVNE RASPODELE

1.5 Pokazate	i i pozitivne raspodele

Tompson, 1976. godine, dokazuje navedeno va�no svojstvo Lorenco-
ve krive da svaka raspodela koja ima konaqno matematiqko oqeki-
va�e jedinstveno odre�uje svoju Lorencovu krivu do na transformaciju
skalira�a. Kao pokazate	 izveden iz Lorencove krive, isto va�i i
za �inijev koeficijent. Neka je X nenegativna sluqajna promen	iva
koja predstav	a obele�je populacije, npr. prisvojeni udeo u nacional-
nom dohotku. �ena funkcija raspodele F (x) = p, ima gustinu f(x) i
konaqno matematiqko oqekiva�e.

Prethodno definisanim formulama pokazate	a nejednakosti, a
na osnovu direktne veze sa raspodelom obele�ja, u ovom poglav	u
bi�e prikazani teorijska Lorencova kriva sa grafikom i �inijev
koeficijent za neke pozitivne raspodele.

Uniformna raspodela, U [a, b]: f(x) = 1
b−a , a ≤ x ≤ b,

LU(x) =

∫ x
0
tf(t)dt∫ 1

0
tf(t)dt

=

∫ x
0

tdt
b−a

a+b
2

=
x2 − a2

b2 − a2
,

GU =
b− a

3(b+ a)
.

Slika 10

Eksponencijalna raspodela, E(λ): f(x) = λe−λx, x ≥ 0,

LE(x) = 1− e−λx(1 + λx),
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GE(x) =
1

2
.

Slika 11

Paretova raspodela: f(x) = (α− 1)(x+ 1)−α, 0 < x,

LP (x) = 1− (1− x)1− 1
α ,

GP (x) =
α− 1

2α− 3
.

Kod Paretove raspodele zahteva se da va�i da je α > 2, kako bi
�inijev koeficijent bio upotreb	iv podatak. Mo�e se primetiti da
xto je α bli�e broju 2, to je �inijev koeficijent bli�i jedinici,
a samim tim nejednakost je ve�a. Za α = 2 Lorencova kriva odgovara
potpunoj nejednakosti, sa G = 1. Ova qi�enica nanovo pokazuje
direktnu vezu izme�u parametara funkcija raspodela sa Lorencovom
krivom i �inijevim koeficijentom, konkretno ukazuju�i da Paretove
raspodele uz xto ve�i parametar α imaju i ve�u jedankost.

Tako�e va�i, kada α→∞⇒ G→ 1
2
. To se objax�ava qi�enicom da

sa pove�a�em parametra α Paretova raspodela konvergira ka eksponen-
cionalnoj.
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Slika 12

Beta raspodela B(α, β): F (x) =
∫ x

0
tα−1(1−t)β−1dt

B(α,β)
,

f(x) =
1

B(α, β)
xα−1(1− x)β−1, 0 < t < 1.

Mo�e se dokazati da va�e slede�e jednakosti:

LB(x) = Fα+1,β(x) =

∫ x

0

tα(1− t)β−1dt

B(α + 1, β)
,

GB(x) =
B(2α, 2β)

α(B(α, β))2
.

Lorencove krive za B(n, 1) i B(1, n), date su redom graficima:

Slika 13 - B(n, 1)
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Slika 14 - B(1, n)

Koriste�i se osobinom Beta funkcije B(α, β) = Γ(α)Γ(β)
Γ(α+β)

, lako se
dokazuje za:
- B(n, 1), �inijev koeficijent od G = 1

2n+1
,

- B(1, n), �inijev koeficijent od G = n
2n+1

.

Sliqno Paretovoj raspodeli, Beta raspodela sa parametrima α = 1
i β = n konvergira ka eksponencionalnoj raspodeli pri uslovima:
n→∞ i G ↓ 1

2
.

Gama raspodela G(α): f(x) = xα−1e−x

Γ(α)
, x ≥ 0

Nakon komplikovanijeg izvo�e�a, dobija se slede�a formula �ini-
jevog koeficijenta za jednoparametarsku Gama raspodelu:

GG =
1

4ααB(α, α + 1)
.

I sama Lorencova kriva odre�ena je vrednostima koje uzima α, pa
je mogu�e prona�i i zavisnost kvantila od �inijevog koeficijenta.
Primera radi, Lorencova kriva Gama raspodele sa parametrima 0.5 i
5 data je na grafiku koji sledi. Lorencova kriva Gama raspodele sa
parametrom α = 0.5 predstav	ena je punom linijom, dok je za α = 5,
isprekidanom.
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Slika 15

�inijev koeficijent Gama raspodele sa parametrom 0.5 iznosi
0.64, dok za Gama raspodelu sa parametrom 5, �inijev koeficijent
iznosi 0.25. Ako parametar Gama raspodele te�i beskonaqno, �inijev
koeficijent te�i nuli, odakle se mo�e zak	uqiti da za xto je ve�i
parametar Gama raspodele, ma�a je nejednakost u raspodeli, ponovo
dokazuju�i uzroqno-poslediqnu vezu izme�u raspodele i �oj odgo-
varaju�eg pokazate	a nejednakosti.

Log-normalna raspodela LN(µ, σ2):

Gustina: f(x) = 1√
2πσx

e−
(ln x−µ)2

2σ2 ,

Matematiqko oqekiva�e: µ =
∫∞

0
1√

2πσ2
e−

(ln x−µ)2

2σ2 dx = eµ+σ2

2 ,

Lorencova kriva: LLN(x) = F( lnx−µ−σ2

σ
),

�inijev koeficijent: GLN = 2F( σ√
2
)− 1.
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Slika 16

Vejbulova raspodela:

f(x) = k
λ
(x
λ
)k−1e−( x

λ
)k ,

�inijev koeficijent: G = 1− 2−
1
k .

Slika 17
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1.6 Znaqaj, prednosti i nedostaci

�inijev koeficijent nalazi xiroku primenu u raznim oblastima
kao xto su sociologija, ekonomija, medicina, ekologija, agrikultura i
druge. Iako se najqex�e upotreb	ava u ekonomiji, �inijev koeficijent
se mo�e primeniti u bilo kojoj nauci koja prouqava raspodele.

�inijev koeficijent u obrazova�u oce�uje nejednakosti u stepenu
obrazova�a odre�ene populacije. Na osnovu nauqne studije iz 1990.go-
dine, qiji je predmet bilo 85 zema	a, dobijena je informacija da
je dr�ava Mali imala najvixi �inijev koeficijent obrazova�a u
iznosu od 0.92 xto je ukazivalo na jako visoku nejednakost u stepenu
obrazova�a. U istoj studiji Sjedi�ene Ameriqke Dr�ave ostvarile
su najma�i �inijev koeficijent od 0.14. U periodu izme�u 1960.
i 1990. godine, Severna Koreja, Kina i Indija zabele�ile su naj-
br�i pad �inijevog koeficijenta nejednakosti u obrazova�u. Tako�e,
istra�iva�a su pokazala da se �inijev koeficijent u Sjedi�enim
Ameriqkim Dr�avama blago pove�ao u periodu od 1980. do 1990. go-
dine. [11]

U ekologiji se �inijev koeficijent koristi za mere�e biodi-
verziteta (bioloxke raznovrsnosti). U zdravstvu se mo�e primeniti
kao mera nejednakosti zdrav	a u zavisnosti od kvaliteta �ivota popu-
lacije. Nalazi primenu i u hemiji, izra�avaju�i selektivnost pro-
teina kinaze. Oblasti primene su, dakle, nebrojene.

Slika 18 - �inijev koeficijent raspodele dohotka u svetu [11]

�inijev koeficijent raspodele bogatstva u svetu:
Posmatrano na nivou sveta, �inijev koeficijent se kre�e u inter-

valu do�e granice do oko 25% (skandinavske i neke sred�eevropske
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dr�ave) i gor�e granice do oko 60% (uglavnom afriqke dr�ave i Latin-
ska Amerika). Prema zvaniqnim informacijama Svetske banke, oce�eni
�inijevi koeficijenti variraju od 0.195 (Slovaqka) do 0.629 (Siera
Leone). Izraqunat �inijev koeficijent za Kanadu je 0.315, dok je za
SAD to vrednost 0.401. Dr�ave u Africi imaju najvixe �inijeve
koeficijente, sa Ju�noafriqkom republikom na prvom mestu sa 70%.
Vrednost �inijevog koeficijenta Srbije nalazi se na nivou proseka
dr�ava regiona.[11]

Na osnovu podataka iz 2014. godine o �inijevom koeficijentu kao
meri nejednakosti u raspodeli dohodaka razliqitih zema	a, na Slici
18 dat je vizuelni prikaz o sta�u u svetu. Crvenom bojom su obele�ene
dr�ave sa visokom, a zelenom bojom sa niskom nejednakox�u u raspodeli
dohotka. �inijev koeficijent qitavog sveta u celini, oce�uje se na
osnovu razliqitih stanovixta i iznosi izme�u 0.61 i 0.68.

Grafik na Slici 19 prikazuje vrednosti i kreta�e �inijevog ko-
eficijenta odre�enih zema	a, poqev od zavrxetka Drugog svetskog rata.

Slika 19 - �inijev koeficijent nakon Drugog svetskog rata [11]

Prednosti i ograniqe�a:
Mere�e nejednakosti u raspodeli je slo�en statistiqki zahvat, pa je

sigurno da ne postoji potpuno zadovo	avaju�i pokazate	 nejednakosti.

Korisne karakteristike �inijevog koeficijenta su:
1. jednostavna interpretacija { najzaslu�nija qi�enica za popular-
nost ovog pokazate	a;
2. anonimnost { nebitno je ko ima niske, a ko visoke dohotke;
3. skala nezavisnosti { �inijev koeficijent ne uzima u obzir, na
primer, da li je u pita�u proseqno siromaxna ili bogata dr�ava;
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4. nezavisnost stanovnixtva { neva�no je kolika je populacija odre�ene
dr�ave;
5. princip transfera { ukoliko se dohodak prenese sa bogate na
siromaxnu osobu pove�ava se ravnomernost raspodele.

Pripisuju mu se i izvesni nedostaci:
1. Oset	iv je na sve segmente raspodele dohotka podjednako, odnosno ne
pridaje ve�u va�nost do�em delu dohodne lestvice, na kome se nalaze
siromaxniji pojedinci;
2. Nije aditivan, tj. zbir �inijevih koeficijenata podgrupa stanov-
nixtva nije jednak koeficijentu za celu populaciju;
3. Ignorixe promene u druxtvu kao xto su rast populacije i promene
populacije usled emigracije i imigracije;
4. Razliqite raspodele mogu imati isti �inijev koeficijent, xto je
posledica qi�enice da se dve Lorencove krive mogu se�i. U takvoj
situaciji, svaka raspodela dohotka (predstav	ena odgovaraju�om
Lorencovom krivom), u nekom segmentu ima ve�i stepen nejednakosti od
druge raspodele sa kojom se poredi;
5. Ne raspoznaje efekte strukturnih promena u populaciji, tj.
ignorixe promene u �ivotnom veku u populaciji. �udi u mladosti
imaju ni�e prihode i bogatsvo nego u svom starijem dobu, pa pro-
porcija mladog i starog stanovnixtva znaqajno utiqe na ekonomske
nejednakosti.

1.6.1 Neke alternativne mere nejednakosti

Uzimaju�i u obzir ograniqe�a ovog koeficijenta, treba pomenuti
i neke statistiqke metode koje omogu�avaju ugrad�u pristrasnosti u
korist siromaxnijih ili nekih drugih pojedinaca. Neizbe�no je u tom
sluqaju pomenuti Tilov i Atkinsonov indeks kao mere entropije.

Tilov indeks

T =
1

N

N∑
i=1

(
xi
x̄

ln
xi
x̄

)

Ako svaki pojedinac prisvaja jednak dohodak, tada je Tilov ko-
eficijent jednak 0. Sa druge strane, ako pojedinac prisvaja qitav
dohodak, tada koeficijent iznosi lnN . De	e�e koeficijenta sa lnN
normalizuje vrednosti na raspon od 0 do 1.
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Atkinsonov indeks

Za E = 1: AE(y1, . . . , yN) = 1− 1
µ
(
∏N

i=1 yi)
1
N

Za 0 ≤ E 6= 1: AE(y1, . . . , yN) = 1− 1
µ
( 1
N

∏N
i=1 y

1−E
i )

1
1−E

Kada je Atkinsonov parametar E jednak nuli i Atkinsonov indeks
iznosi 0, ukazuju�i na odsustvo nejednakosti u raspodeli. Za E = ∞,
Atkinsonov indeks bi�e 1 i smatra se da je izvesna velika nejednakost.
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Poglav	e 2

Ocene pokazate	a

nejednakosti i testovi

Qest ci	 statistiqkog istra�iva�a jeste oce�iva�e parametara
koji zavise od funkcije raspodele ispitivanih podataka. Takvi se
parametri mogu nazvati funkcionalnim parametrima. Na primer,
matematiqko oqekiva�e sluqajne promen	ive sa funkcijom raspodele
F, µ(F ) =

∫∞
−∞ xdF (x).

Lorencova kriva, a time i �inijev koeficijent, predstav	aju
nexto slo�enije funkcionalne parametre, o qijem je znaqaju i pri-
menama u druxtvu reqeno u prethodnom poglav	u. Oqigledno je da je
vrednost L(F) u zavisnosti od funkcije raspodele F, pa se stoga i mo�e
razmix	ati o L(F) kao o realnom funkcionalu na prostoru funkcija
raspodela. Analogno va�i za �inijev koeficijent.

2.1 Ocena Lorencove krive i test sagla-

snosti s eksponencijalnom raspodelom

Kao xto je prethodno definisano, Lorencova kriva jeste funkci-
onalni parametar u zavisnosti od funkcije raspodele F . Za funkciju
raspodele F koja je strogo rastu�a, gde je G �en jedinstveni inverz,
teorijska Lorencova kriva definisana je sa

L(p) = µ−1

∫ G(p)

0

xdF (x) = µ−1

∫ p

0

G(t)dt =
ν(p)

µ
.

29



2.1. OCENA LORENCOVE KRIVE I TEST SAGLASNOSTI S

EKSPONENCIJALNOM RASPODELOM

Pod pretpostavkom da je X1, . . . , Xn niz pozitivnih sluqajnih
promen	ivih sa statistikama poretka X(1), . . . , X(n), neka je r = [np]
najve�i ceo broj ma�i ili jednak od np. Tada je ocena Lorencove

krive bazirana na uzorku definisana sa

Ln(p) =

∑r=[np]
i=1 X(i)∑n
i=1 X(i)

.

Kako svaka raspodela sa konaqnim oqekiva�em jedinstveno odre�uje
svoju Lorencovu krivu i obrnuto, prirodno se name�e ideja da se ocena
Lorencove krive mo�e iskoristiti za test saglasnosti s odre�enom
raspodelom.

Test zasnovan na ovoj ideji objav	en je u [2], sa nultom hipotezom:

H0 : F (x) = 1− e−λx, x ≥ 0

i λ > 0 nepoznatim parametarom. Za datu pretpostavku o funkciji
raspodele, teorijska Lorencova kriva bi�e

L(p) = λ

∫ p

0

[−λ−1 ln (1− t)]dt = p+ (1− p) ln (1− p),

a test statistika, ocena Lorencove krive:

Ln(p) =

∑r=[np]
i=1 X(i)∑n
i=1 X(i)

.

U svom radu([2]), Gejl ispituje razliqita svojstva i osobine ove
ocene, uzimaju�i u obzir razliqite vrednosti p i dokazuje da se najbo	i
rezultati posti�u upravo za p = 0.5.

Raspodela za Ln(p) pod H0: F je funkcija eksponencijalne raspodele

Pri hipotezi H0, da je F (x) = 1− e−λx, za x ≥ 0, mogu�e je odrediti
raspodelu test statistike Ln(p). Konkretno za p = 0.5, Ln(0.5) kao
najbo	a mogu�a ocena ima slede�u raspodelu, pri uslovu 0 < l < r

n
:

P{Ln(0.5) ≤ l} = 1−
ψ∑
j=0

n!(r − j − l(n− j))n−1(−1)j

(n− j)(n− r)r−1(r − j)n−r−1j!(r − j)!(n− r)!
,
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EKSPONENCIJALNOM RASPODELOM

gde je r = [np] i ψ = r−ln
1−l . Na osnovu tabliqnih vrednosti (Tabela 1 ),

donosi se odluka o prihvata�u hipoteze.

Tabela 1 [2]

Primer 5:
Neka uzorak {1,2,3,4,5,6,7,11,14,18,22,28,33,35,36,39,41,42,51,64} daje

podatke o du�ini �ivota u mesecima nakon dijagnostikovane bolesti,
za 20 sluqajno odabranih pacijenata obolelih od raka. Testira se
pretpostavka da sluqajna veliqina X, koja predstav	a du�inu �ivota
nakon dijagnostikova�a bolesti, ima eksponencijalnu raspodelu. Kako
se iz grafiqke reprezentacije ne mo�e do�i do pouzdanog zak	uqka,
mo�e se pribe�i testu saglasnosti pomo�u ocene Lorencove krive na
datom uzorku, L20(0.5).

L20(0.5) =

∑r=[10]
i=1 X(i)∑20
i=1X(i)

=
71

462
= 0.1319

Za α = 0.05, pomo�u tablice posmatra se kritiqna vrednost. Na
osnovu toga se mo�e doneti zak	uqak da su podaci saglasni sa hipote-
zom o eksponencijalnoj raspodeli, tj. H0 se prihvata.
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Primer 6:
Uzmimo u razmatra�e sluqajni uzorak iz gama raspodele γ(3.1),

obima 20. Neka je H0: F (x) = 1 − e−λx, tj. pretpostav	a se da je
raspodela eksponencijalna.

X = {0.47, 0.66, 0.80, 1.11, 1.14, 1.24, 1.25, 1.28, 1.34, 1.40, 1.48, 1.49, 1.54,
1.57, 1.73, 1.74, 2.16, 3.76, 4.37, 5.11}

Ocena Lorencove krive ovog uzorka raquna se po istom principu.

L20(0.5) =

∑r=[10]
i=1 X(i)∑20
i=1X(i)

=
10.69

35.64
= 0.2999,

xto je ve�e od odgovaraju�e kritiqne vrednosti 0,23636. H0 se odbacuje,
i zak	uqujemo da i bez prethodnog zna�a da su podaci iz gama raspodele,
mo�e se odbaciti ideja o eksponencijalnoj raspodeli.

Monte Karlo ocena empirijske mere i mo�i:

Posmatrano na 10 000 sluqajno odabranih uzoraka, mo�e se odredi-
ti empirijska mera i mo� Lorencove statistike za test saglasnosti s
eksponencijalnom raspodelom.

Za odre�iva�e empirijske mere, 10 000 uzoraka obima 20 generisano je
iz eksponencijalne raspodele. Pri pragu znaqajnosti α = 0.05, a pomo�u
R-koda prikazanog u Dodatku 5, dobija se proporcija uzoraka pri ko-
jima se H0 odbacuje. Dobijeni procenat iznosi 0.0454, daju�i grexku
prve vrste i ukazuju�i da u sluqajno generisanih 10 000 uzoraka iz
eksponencijalne raspodele, 454 odbacuju hipotezu eksponencijalnosti,
testom sprovedenim preko Lorencove statistike.

S druge strane, za empirijsku mo� posmatra se 10 000 uzoraka iz
γ(3, 1) raspodele u odnosu na H1 pretpostavku. Dobijena empirijska mo�
testa u odnosu na alternativnu hipotezu, pri datim uslovima, iznosi
0.7139.

2.2 Ocena �inijevog koeficijenta

Kada je funkcija raspodele F poznata mo�e se do�i do teorijske
vrednosti �inijevog koeficijenta. To uglavnom nije sluqaj ili
je sam integral komplikovan za izvo�e�e. Pristup koji se qex�e
sprovodi u mere�u nejednakosti, jeste ocena �inijevog koeficijenta
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na odgovaraju�em uzorku iz populacije.

Ocena: Uobiqajena metoda ocene bazira se na ideji da su podaci
grupisani u odgovaraju�e dohodne klase, segmente, a sred�a vrednost
dohotka u svakom segmentu je poznata. Ako se za uzorak X posmatraju
sred�e vrednosti po prepoznatim segmentima, dobija se ocena �ini-
jevog koeficijenta za osnovnu funkciju raspodele - uopxtena ocena

�inijevih sred�ih razlika1.

Ako je fj frekvencija intervala qija je sred�a vrednost (centar)
xCj : kumulativne frekvencije Fj, na apscisi, i kumulativne globalne
vrednosti Qj, na ordinati, odre�ene su na slede�i naqin:

Fj =
∑
x≤xj

pj;Qj =
∑
x≤xj

qj;

pj =
fj
n

; qj =
xCjfj∑n
j=1 xCjfj

;

n∑
j=1

pj =
n∑
j=1

qj = 1

Slika 18

Primena statistiqkog softvera R pri oceni �inijevog ko-
eficijenta i formira�a odgovaraju�e Lorencove krive uzorka: Ocena
�inijevog koeficijenta mo�e se dobiti pomo�u funkcije gini iz
paketa reldist.

1 Gini mean difference
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Upotreba:
gini(x, weights=rep(1,length=length(x)))

Argumenti:
x { vektor koji sadr�i nenegativne elemenate;
weights { opcioni vektor qije vrednosti se nanose na y osu;

Primer 7:
Neka je data populacija od 22 269 stanovnika, za koju je potrebno

odrediti stepen nejednakosti u raspodeli dohotka. Iz tog razloga,
mo�e se pribe�i oceni �inijevog koeficijenta na osnovu uzorka.
Neka vektor X pozitivnih vrednosti, sadr�i redom 10 preseka
stanovnixtva, posmatrano od najsiromaxnijih ka najbogatijim.
X = {548, 1763, 2495, 3438, 4257, 5481, 6392, 8304, 12904, 22269}

Pretpostavimo da uzorsak Y iz uniformne raspodele daje podatke o
odgovaraju�im prisvojenim dohocima, koji se nalaze na y-osi �inijevog
kvadrata.

Slika 19

Ocena �inijevog koeficijenta u ovom primeru iznosi 42%, xto
ukazuje na priliqan stepen nejednakosti u raspodeli dohotka za dati
uzorak uniformne raspodele, qiji teorijski koeficijent iznosi 1

3
.

R-kod upotreb	en za odre�iva�e ove ocene, i generisa�e odgovaraju�e
Lorencove krive (Slika 19 ), prikazan je u Dodatku 4.

U nastavku �e biti opisane neke naprednije metode oce�iva�a
�inijevog koeficijenta i primena tih ocena.
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2.3. OCENA �INIJEVOG KOEFICIJENTA BAZIRANA NA

SRED�IM VREDNOSTIMA

2.3 Ocena �inijevog koeficijenta bazi-

rana na sred�im vrednostima

Prethodno je ilustrovano uopxte�e ove ocene preko sred�ih vredno-
sti odabranih segmenata. U ovom poglav	u bi�e deta	nije opisan po-
stupak ocene i definisa�e graniqnih vrednosti �inijevog koefici-
jenta.

Neka je L(p) Lorencova kriva populacije. Standardna metoda oce�i-
va�a �inijevog koeficijenta bazira se na aproksimaciji po	a kon-
centracije - A (izme�u linije jednakosti i Lorencove krive), xto se
vrxi odabirom k segmenata odre�enih taqkama: 0 = p0 < p1 < · · · <
pk < pk+1 = 1 i analizom izlom	ene linije zadate redom taqkama
(0, 0), (p1, L(p1)), . . . , (pk, L(pk)), (1, 1) i po	a koje obuhvata.

Ova procedura definixe do�u granicu za povrxinu A, ali i
�inijev koeficijent G jer prava linija koja povezuje (pi, L(pi)) i
(pi+1, L(pi+1)) le�i iznad L(p). Stoga, do�a granica za G bi�e:
G ≥ 1−

∑k
i=0(pi+1 − pi)[L(pi) + L(pi+1)].

Radi utvr�iva�a taqnosti prethodne granice potrebna je i
gor�a granica od G. Za ovu potrebu mo�e se upotrebiti in-
terpretacija �inijevog koeficijenta preko sred�ih razlika
G = ∆

2µ
. Neka je dato n brojeva pore�anih rastu�e i grupisanih u

(k + 1) podgrupa x1, . . . , xm1 ;xm1+1, . . . , xm2 ; . . . ;xmk+1, . . . , xn, gde su
m1 = np1,m2 = np2, . . . ,mk = npk i 0 < p1 < · · · < pk < pk+1 = 1. Tada je
ocena za sumu sred�ih razlika ∆:

∆∗ = (
n

2
)−1

∑
i<j

∑
i<j

‖xi − xj‖ =
∑
i 6=j

∑
i 6=j

γiγj‖µi − µj‖+
k+1∑
i=1

γ2
i ∆
∗
i ,

gde µi predstav	a sred�u vrednost i-te podgrupe, ∆∗i tako�e odgovara
i-toj grupi, a γi predstav	a proporciju opservacija zahva�enih i-tom
grupom (npr. γ1 = p1, γ2 = p2 − p1, ... , γk+1 = 1− pk).

Zanemaruju�i razlike u dohocima unutar grupa, �inijev koefici-
jent je ograniqen sa gor�e strane statistikom koja se naziva "korekcija
grupisa�a": G ≤ (2µ)−1

∑
γ2
i ∆
∗
i . [4]

Ovim je omogu�ena ocena �inijevog koeficijenta bez poznava�a
raspodele populacije. Bez obzira koja je gustina raspodele, �inijev
koeficijent oce�en na osnovu uzorka ima�e vrednost u datim grani-
cama. U svom radu iz 1972.,Gastvirt pokazuje da razlika izme�u ovako
definisanih granica iznosi oko 0.006 qime dobijamo preciznu ocenu.
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METODOM ZAMENE

2.4 Ocena �inijevog koeficijenta

metodom zamene

Neka je X1, . . . , Xn niz nezavisnih jednako-raspode	enih sluqajnih
promen	ivih sa funkcijom raspodele F i neka je G �inijev koefici-
jent, funkcionalni parametar u zavisnosti od F .

Veza funkcije raspodele sa odgovaraju�im �inijevim koeficijen-
tomG, ukazuje na mogu�nost ocene ovog parametra tako xto �e se prona�i
odgovaraju�a ocena za F , F̂ , a zatim tom ocenom zameniti F u formuli
parametra i dati �egovu ocenu: Ĝ = G(F̂ ).

Za ocenu funkcije raspodele F najqex�e se uzima empirijska
funkcija raspodele tog uzorka F̂ (x) = 1

n

∑n
i=1 I(Xi ≤ x). U sluqaju kada

empirijska funkcija ne proizvodi zadovo	avaju�u ocenu, koristi se
"glatkija" ocena:

F̃ (x) =

∫ ∞
−∞

R(x− y)dF̂ (y) =
1

n

n∑
i=1

R(x−Xi),

gde je R neprekidna funkcija raspodele koncentrisana blisko oko nule.
Ocene F̂ i F̃ su jako bliske u smislu da je |F̂ − F̃ | jako malo.

U ovom sluqaju nema potrebe za naprednijom ocenom od empirijske
funkcije, pa se prema �oj formira odgovaraju�a ocena �inijevog
koeficijenta metodom zamene:

Ĝ = G(F̂n) = (
n∑
i=1

Xi)
−1

n∑
i=1

(
2i− 1

n
− 1)X(i).[1]

Primer 8:
Pretpostavimo da podaci u Tabeli 2 predstav	aju uzorak od 30

poreskih prihoda, dobijenih iz niza sluqajnih jednako-raspode	enih
promen	ivih X1, . . . , X30, qija je funkcija raspodele F nepoznata.

3841 7084 7254 15228 18042 19089
22588 23972 25694 27592 27927 31576
32528 32921 33724 36887 37776 37992
39464 40506 44516 46538 51088 51955
54339 57935 75137 82612 83381 84741

Tabela 2 [1]
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2.5. OCENA �INIJEVOG KOEFICIJENTA

METODOM MAKSIMALNE VERODOSTOJNOSTI

Upotrebom ovih podataka mo�e se izvrxiti ocena �inijevog ko-
eficijenta G(F ) = 1 − 2

∫ 1

0
L(t)dt metodom zamene, iako je funkcija

raspodele nepoznata.

Ocena postupkom zamene za G(F) bi�e:

Ĝ = G(F̂ ) = (
30∑
i=1

Xi)
−1

30∑
i=1

(
2i− 1

30
− 1)X(i),

gde su X(1) ≤ · · · ≤ X(30) statistike poretka niza sluqajnih veliqina.
Za date podatke, ocena �inijevog koeficijenta G(F) iznosi 0.311

ukazuju�i na sred�i stepen nejednakosti u raspodeli dohotka.

Standardna grexka ocene Ĝ mo�e biti oce�ena �eknajf2 metodom i
iznosi�e

ŝe(Ĝ) =
29

30

30∑
i=1

(Ĝ−i − Ĝ•)2 = 0.0398,

gde Ĝ• = 0.310 predstav	a sred�u vrednost za niz Ĝ−1, . . . , Ĝ−30. Tabela

3 prikazuje vrednosti ocena Ĝ−i za G(F ), dobijenih izostav	a�em odgo-
varaju�e i -te vrednosti niza prilikom izraqunava�a.

0.2912 0.2948 0.2950 0.3028 0.3055 0.3064
0.3092 0.3103 0.3115 0.3127 0.3129 0.3148
0.3153 0.3154 0.3157 0.3166 0.3168 0.3168
0.3170 0.3170 0.3169 0.3167 0.3161 0.3159
0.3152 0.3140 0.3069 0.3033 0.3028 0.3020

Tabela 3 [1]

2.5 Ocena �inijevog koeficijenta

metodom maksimalne verodostojnosti

Prethodno opisane metode ocene �inijevog koeficijenta spadaju
u neparametarske metode, koje se ne zasnivaju na pretpostav	enoj ili
poznatoj raspodeli iz koje uzorak potiqe. Suprotno, parametarske
metode uvek kre�u od pretpostavke o raspodeli, bila ona taqna ili
pogrexna.

2 Jackknife
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2.6. OCENA �INIJEVOG KOEFICIJENTA RAZLIQITIM

METODAMA

U ovoj metodi, polazi se od pretpostav	ene raspodele F (x,Θ) qiji
se parametri Θ oce�uju metodom maksimalne verodostojnosti. Na taj
naqin, uvrx�iva�em ocene parametra u izraz �inijevog koeficijenta
G, dobija se odgovaraju�a �inijeva ocena Ĝ = G(Θ̂).

Naredno poglav	e prikaza�e neke primere oce�iva�a ovom metodom,
kao i pore�e�e sa neparametarskom ocenom i teorijskim vrednostima.

2.6 Ocena �inijevog koeficijenta razli-

qitim metodama

Oce�iva�e se vrxi na osnovu niza nezavisnih jednako{raspode	enih
sluqajnih veliqina X1, . . . , Xn, koji predstav	a sluqajan uzorak iz
iste populacije. Posmatrajmo u nastavku uzorke iz dve raspodele,
log-normalne i Paretove. Pronaxavxi odgovaraju�e ocene �ihovih
�inijevih koeficijenata, mogu se doneti zak	uqci o ocenama do-
bijenim neparametarskim metodama, i parametarskim metodama sa
poznatom i nepoznatom raspodelom.

Log-normalna raspodela:

Neka su dati uzorak i gustina log{normalne raspodele, sa σ = 1:
XLN = {0.20, 0.39, 0.41, 0.46, 0.47, 0.64, 1.12, 1.14, 1.19, 1.32, 1.46, 1.50, 1.54,
1.97, 2.1, 2.62, 3.25, 3.31, 3.65, 3.93},

fLN(x;µ, σ) = 1√
2πσx

e(− (ln (x)−µ)2

2σ2
) za x > 0,

gde ln (Xi) ∈ N(µ, σ2).

Teorijski �inijev koeficijent log{normalne raspodele zavisi samo
od σ i dat je sa

GLN(σ) = 2Φ(
σ√
2

)− 1,

gde je Φ(x) funkcija normalne raspodele N(0, 1).

Ocena maksimalne verodostojnosti za σ je

σ̂n = ( 1
n

∑n
i=1(Yi − Ȳn)2)

1
2 , gde je Yi = ln (Xi).

Stoga je odgovaraju�a ocena �inijevog koeficijenta GLN(σ̂n).
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2.6. OCENA �INIJEVOG KOEFICIJENTA RAZLIQITIM

METODAMA

Za dati uzorak XLN ocena parametra iznosi�e:

σ̂20 = (
1

20

20∑
i=1

(Yi − Ȳ20)2)
1
2 = (

13, 8302

20
)
1
2 = 0.83.

Odatle, ocena �inijevog koeficijenta je Ĝ = G(σ̂) = 2Φ(0,83√
2

)−1 = 0.44,
ukazuju�i na priliqan stepen nejednakosti.

Uzmimo u obzir neke teorijske vrednosti �inijevog koeficijenta
za log-normalnu raspodelu. Za fiksirane vrednosti σ = 0.5, σ = 1 i
σ = 3, redom se dobijaju G(0.5) = 0.27, G(1) = 0.52 i G(3) = 0.96.

Za neparametarsku metodu, kao xto je metoda sred�ih razlika,
navedeni uzorak sa σ = 1 daje neparametarsku ocenu G20 = 0.39. U ovom
sluqaju se mogla primeniti i ocena metodom zamene.

Paretova raspodela:

Posmatrajmo sada uzorak i gustinu Paretove raspodele sa α = 5:
XP = {6, 8, 12, 15, 22, 27, 30, 34, 45, 65, 72, 80, 109, 112, 200, 315, 400, 621, 700, 789}

fP (x;α) = (α− 1)(x+ 1)−α za x > 0,

Teorijski �inijev koeficijent Paretove raspodele zavisi od α:

GP (α) =
α− 1

2α− 3
.

Ocena maksimalne verodostojnosti za α je

α̂n =
n∑n

i=1 log Xi
X0

.

Analogno, odatle je ocena �inijevog koeficijenta G(α̂n) = 0.48.

Ponovo se mogu odrediti neke teorijske vrednosti pokazate	a za
fiksirane α. Na primer, za α = 5, α = 10 i α = 50, dobijaju se
vrednosti G(5) = 0.57, G(10) = 0.53 i G(50) = 0.50. S druge strane,
neparametarski metod preko sred�ih razlika, tako�e daje pribli�nu
ocenu G20 = 0.69.

Dodatno, mogu se proveriti i ocene za pogrexno pretpostav	enu
raspodelu, pri H1. Naime, �inijev koeficijent uzorka XLN ocenimo
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2.6. OCENA �INIJEVOG KOEFICIJENTA RAZLIQITIM

METODAMA

sa ĜP = G(α̂) xto odgovara Paretovoj raspodeli, i obrnuto, za XP ,

odredi�emo ĜLN = G(σ̂).

Posmatrajmo najpre podatke iz XLN i pri H1 za Paretovu raspodelu,
odredimo ocenu ĜP = G(α̂). Po prethodno objax�enom postupku, dobi-
jaju se slede�e vrednosti:

α̂20 =
20∑20

i=1 log Xi
0.20

=
20

36.09
= 0.55

i Ĝ = 0.45
1.9

= 0.23.

Sliqno, za podatke XP , pod pogrexnom pretpostavkom o log-
normalnoj raspodeli, �inijev koeficijent se oce�uje sa ĜLN = G(σ̂).
Pri tome se dolazi do rezultata:

σ̂20 = (
1

20

20∑
i=1

(Yi − Ȳ20)2)
1
2 = (

55.69

20
)
1
2 = 1.67,

time sledi, Ĝ = 0.76.

Tabela 5 koja sledi, sumira primere navedene u ovom poglav	u:

Uzorak Parametar Teorijska vr. Neparam. ocena ĜLN ĜP

XLN σ = 0, 5 0.27 0.33 0.30 0.15
XLN σ = 1 0.52 0.39 0.44 0.23
XLN σ = 3 0.96 0.51 0.71 0.40
XP α = 5 0.57 0.69 0.76 0.48
XP α = 10 0.53 0.63 0.79 0.45
XP α = 50 0.50 0.60 0.76 0.43

Tabela 5

Mo�e se doneti zak	uqak da, iako skoro nikada nije najbo	a, isto
tako ni najgora, ocena dobijena neparametarskim metodama se name�e
kao najsigurniji izbor prilikom oce�iva�a �inijevog koeficijenta.
Ova metoda isk	uquje rizike loxe odabranog uzorka i ne zavisi od
pretpostavki.

40



2.7. TEST SAGLASNOSTI S EKSPONENCIJALNOM

RASPODELOM BAZIRAN NA �INIJEVOM KOEFICIJENTU

2.7 Test saglasnosti s eksponencijalnom

raspodelom baziran na �inijevom ko-

eficijentu

Nakon formira�a test statistike, ideja i postupak su sliqni proce-
duri predstav	enoj u testu saglasnosti baziranom na oceni Lorencove
krive. Neka je obele�je X pozitivna sluqajna veliqina.

Nulta hipoteza: Pretpostavka je da je uzorak Xn iz eksponenci-
jalne raspodele.

H0 : F (x) = 1− e−λx, x ≥ 0.

Teorijski �inijev koeficijent eksponencijalne raspodele ne zavisi
od parametra λ i iznosi 1

2
.

Test statistika: Kao polazna taqka formira�a �ini test stati-
stike, uzima se empirijski �inijev koeficijent:

Gn =

∑
i,j |Xi −Xj|

2n(n− 1)X̄
.

Ova formula mo�e se transformisati u slede�i zapis, koji su u
svom istra�iva�u uveli Gejl i Gastvirt:

Gn =

∑n−1
i=1 i(n− 1)(X(i+1) −X(i))

(n− 1)
∑n

i=1Xi

.

Oni tako�e uvode, normalizovana rastoja�a δi+1 = (X(i+1)−X(i))(n−
i) koja su jednako raspode	ene sluqajne veliqine iz eksponencijalne
raspodele, xto da	e omogu�ava slede�i zapis:

Gn =
n−1∑
i=1

iδi+1

(n− 1)T
,

gde su T =
∑n

i=1Xi =
∑n

i=1 δi, i Di = δi
T
, n Dirihleovih prome�ivih iz

Γ(n), Di ≥ 0 i
∑
Di = 1. Prethodni zapis daje tra�enu test stati-

stiku koja se mo�e zapisati i kao:

Gn =
n−1∑
i=1

i

n− 1
Di =

n∑
j=1

n− j
n− 1

Dj.
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Raspodelu za Gn pod nultom hipotezom, 1969. godine uveli su
Dempster i Klajl:

P (Gn ≤ x) = xn−1{
n−1∏
i=1

ci}−1 −
n−1∑
j=r+1

(x− cj)n−1{cj
n−1∏
k 6=j

(ck − cj)}−1,

gde je cj = n−j
n−1

, a r je najve�i indeks takav da x ≤ cr. Za velike
vrednosti x (a time male vrednosti r), znatno zgodniji zapis je

P (Gn ≤ x) = 1−
r∑
j=1

(cj − x)n−1{cj
n−1∏
k 6=j

(cj − ck)}−1.

Tabela 6 sadr�i poznate p-vrednosti za Gn, n = 3, 4, . . . , 20, na
osnovu kojih se donosi odluka o prihvata�u hipoteze.

Tabela 6 [3]

Prethodna tabela daje vrednosti za obim uzorka do 20. U sluqaju
ve�ih uzoraka, mo�e se pribe�i normalnoj aproksimaciji, koja je ade-
kvatna qak i za ma�e obime uzorka. Hefding u svom radu dokazuje, da
samo pri uslovu EX2 <∞, va�i da Gn−E(Gn)

var(Gn)
1
2
u raspodeli te�i normal-

noj raspodeli, N(0, 1).
Uzimaju�i u obzir nultu hipotezu o eksponencijalnoj raspodeli,

oqekivana sred�a vrednost i varijacija mogu se izraqunati iz izvedene
test statistike preko Dirihleovih promen	ivih i �ihovih momentata.

Zaista, EGn = 0.5 za sve n i var(Gn) = 1
12(n−1)

, pa tako

Vn = (Gn − 0.5)(12(n− 1))
1
2 te�i standardnoj normalnoj raspodeli.

42



2.7. TEST SAGLASNOSTI S EKSPONENCIJALNOM

RASPODELOM BAZIRAN NA �INIJEVOM KOEFICIJENTU

Primer 9:

Da bi ilustrovali sluqaj testa saglasnosti s eksponencijalnom
raspodelom, posmatra se sluqajno odabran uzorak iz eksponencijalne
raspodele obima 20. Neka je H0: F (x) = 1− e−λx, tj. pretpostav	a se da
je raspodela eksponencijalna.

X = {0.04, 0.09, 0.11, 0.21, 0.27, 0.35, 0.44, 0.54, 0.58, 0.72, 0.77, 0.90, 0.98,
1.21, 1.40, 1.57, 1.95, 2.43, 2.45, 4.69}

Test statistika je ocena �inijevog koeficijenta:

G20 =
19∑
i=1

iδi+1

19T
,

gde se Di i δi vrednosti mogu izraqunati prema poznatim formulama.
Izraqunava�em se dobija ocena,

G20 =
206.8

412.3
= 0.50157.

Poznato je da je teorijski �inijev koeficijent eksponencijalne
raspodele jednak 0.5, pa se mo�e naslutiti da �e hipoteza biti pri-
hva�ena usled jako malog odstupa�a. Pri pragu znaqajnosti α = 0.05,
provera odgovaraju�e tabliqne vrednosti 0.60902 uverava nas da se H0

prihvata, tj. raspodela uzorka jeste eksponencijalna.

Primer 10:

U ovom primeru uzmimo u razmatra�e sluqajni uzorak iz gama
raspodele γ(1.5, 1) obima 50, da bi izbegli grexku druge vrste, na qijem
je razmatra�u pisano u [2]. Pretpostavimo ponovo da je uzorak iz
eksponencijalne raspodele, H0: F (x) = 1− e−λx.

X = {0.47, 0.66, 0.80, 1.11, 1.14, 1.24, 1.25, 1.28, 1.34, 1.40, 1.48, 1.49, 1.54,
1.57, 1.73, 1.74, ..., 2.16, 3.76, 4.37, 5.11}

Ocena �inijevog koeficijenta u ovom sluqaju bi�e:

G20 =
19∑
i=1

iδi+1

19T
= 0.61708,

gde se Di i δi vrednosti mogu izraqunati prema poznatim formulama.
Pri pragu znaqajnosti α = 0.05 i proverom odgovaraju�e tabliqne
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vrednosti, dolazimo do zak	uqka da se H0 odbacije, tj. uva�ava se H1

pretpostavka da raspodela nije eksponencijalna.

Monte Karlo ocena empirijske mere i mo�i:

Kao u sluqaju testa saglasnosti pomo�u Lorencove statistike, na
sluqajno odabranih 10 000 uzoraka, mo�e se oceniti i empirijska mera
i mo� testa saglasnosti pomo�u �inijeve statistike.

Pri oceni mere, 10 000 uzoraka obima 20 generixe se iz eksponenci-
jalne raspodele. Pri pragu znaqajnosti α = 0.05, kao xto je prikazano
Dodatku 6, dobija se proporcija uzoraka pri kojima se H0 odbacuje. Do-
bijeni procenat iznosi 0.3209, xto govori da u sluqajno generisanih
10 000 uzoraka, �ih 3209, odbacuju hipotezu eksponencijalnosti, daju�i
grexku prve vrste.

Suprotno, u oceni mo�i testa, generixe se 10.000 uzoraka iz γ(2, 1)
raspodele. Posmatraju�i u odnosu na alternativnu hipotezu H1, dobija
se empirijska mo� od 0.142.
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Poglav	e 3

Zak	uqak

Lorencova kriva i �inijev koeficijent, kao mere nejednakosti
u raspodeli, naxli su svoju primenu u mnogim nauqnim oblastima.
�ihova uzroqno-poslediqna veza sa raspodelom olakxava i omogu�ava
donoxe�e razliqitih zak	uqaka: o stepenu nejednakosti u populaciji
na osnovu poznate raspodele, ili o samoj raspodeli na osnovu oce�enih
mera nejednakosti.

Ocene Lorencove krive i �inijevog koeficijenta mogu biti
neparametarske uz potpuno nezna�e o raspodeli posmatranih opser-
vacija, ali i parametarske uz poznatu ili nepoznatu, tj. pogrexno pret-
postav	enu raspodelu. Ono o qemu je bilo reqi u radu, a pokriveno je i
kroz razliqitu literaturu o ovim pokazate	ima, je da u ve�ini sluqa-
jeva najbo	a je parametarska ocena sa taqnom raspodelom. Suprotno,
parametarska ocena sa pogrexnom raspodelom, daje najloxije rezultate.
Kao najsigurniji izbor pri oce�iva�u mera nejednakosti, name�u se
neparametarske metode, koje niti su najbo	e, niti najgore, a daju ocene
zadovo	avaju�ih svojstava.

Upravo iz ovog razloga, neparametarske ocene su iskorix�ene u
opisu testova saglasnosti s eksponencijalnom raspodelom, a baziranih
na Lorencovoj krivoj i �inijevom koeficijentu. �inijev koeficijent,
kao numeriqki pokazate	 izveden iz Lorencove krive, jeste preciznija
mera koja je za razliku od Lorencove krive upotreb	iva u bilo kom
pore�e�u nejednakosti.

Prikazani testovi pokazali su razliqitu empirijsku mo� u odnosu
na alternativnu hipotezu o gama raspodelama. U navedenoj literaturi
mogu se prona�i analize mo�i i za neke druge alternativne raspodele,
Vejbulovu, Paretovu i uniformnu. Pri alternativnoj hipotezi o Vej-
bulovoj i uniformnoj raspodeli, ve�u oset	ivost pokazao je test sagla-
snosti pomo�u �inijeve statistike. Dok za Paretovu i gama raspodelu,
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ve�u oset	ivost ima test pomo�u Lorencove statistike.
Prostor za dodatna istra�iva�a je xirok, poqev od unapre�e�a

Lorencove krive, i mera nejednakosti uopxte, na obele�ja negativnih
vrednosti, do razbija�a razliqitih mitova o oset	ivosti �inijevog
koeficijenta na strukturu i promene u strukturi populacije.
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Poglav	e 4

Dodaci

1) R-kod, na osnovu kog su proizvedeni rezultati iz Primera 1 :
> x <- c(25,68,93,123,179,211,297,364,400,470)
> v1<-runif(length(x))
> v2<-100*v1
> par(mfrow=c(1,2))
> plot(Lc(x,v1),col=”purple”,lwd=2)
> plot(Lc(x,v2),col=”purple”,lwd=2)
> par(mfrow=c(1,1))

2) R-kod, na osnovu kog su proizvedeni rezultati iz Primera 2 :
> x<-c(25,68,93,123,179,211,297,364,400,470)
> v1<-runif(length(x),10,30)
> v2<-runif(length(x),0,100)
> plot(Lc(x,v1),col=”purple”,lwd=2)
> par(new=TRUE)
> plot(Lc(x,v2),axes=FALSE,col=”coral”,lwd=2)

3) Baza AirPassengers sadr�i podatke o obimu putnika u avio sao-
bra�aju za period od 1949. do 1960. godine. Baza je upotreb	ena u
Primeru 3 za analizu nejednakosti u raspodeli.
> AirPassengers
Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec
1949 112 118 132 129 121 135 148 148 136 119 104 118
1950 115 126 141 135 125 149 170 170 158 133 114 140
1951 145 150 178 163 172 178 199 199 184 162 146 166
1952 171 180 193 181 183 218 230 242 209 191 172 194
1953 196 196 236 235 229 243 264 272 237 211 180 201
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1954 204 188 235 227 234 264 302 293 259 229 203 229
1955 242 233 267 269 270 315 364 347 312 274 237 278
1956 284 277 317 313 318 374 413 405 355 306 271 306
1957 315 301 356 348 355 422 465 467 404 347 305 336
1958 340 318 362 348 363 435 491 505 404 359 310 337
1959 360 342 406 396 420 472 548 559 463 407 362 405
1960 417 391 419 461 472 535 622 606 508 461 390 432

R-kod, na osnovu kog su proizvedeni rezultati bazirani na
prethodnim podacima, a opisani u Primeru 3 :
> ineq(AirPassengers,type=”Gini”) # Djinijev koeficijent
[1] 0.2407563
> plot(Lc(AirPassengers),col=”purple”,lwd=2) # Lorencova kriva

4) R-kod, na osnovu kog su proizvedeni rezultati iz Primera 7 :
> library(reldist)
> x <- c(548, 1763, 2495, 3438, 4257, 5481, 6392, 8304, 12904, 22269)

> y <- runif(n=length(x))
> plot(Lc(x,y),col=”purple”,lwd=2)
> gini(x,y)
[1] 0.4234095

5) Lorencova test statistika - empirijska mera i mo�
> brojac = 0
> n = 10000

> for(i in 1:n){
+ uzorak < − rexp (20, 1)
+ sortuz < − sort(uzorak)
+ ocena < − sum(sortuz[1]:sortuz[10])/sum(sortuz[1]:sortuz[20])
+ if (ocena > 0.10055) brojac < − brojac + 1
+ }
> m < − brojac/n

6) �inijeva test statistika - empirijska mera i mo�
> brojac = 0
> n = 10000
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> for(i in 1:n){
+ uzorak < − rexp (20, 1)
+ sortuz < − sort(uzorak)
+ delilac = 19*sum(sortuz)
+ for(j in 1 : 19){
+ clan = j ∗ (sortuz[j + 1]− sortuz[j]) ∗ (19− j)
+ deljenik < − deljenik + clan
+ }
+ ocena < − deljenik/delilac
+ if (ocena > 0.39098) brojac < − brojac + 1
+ }
> m < − brojac/n
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