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Iloriaasipe 1

JIopennoBa KpuBa u DuHujen
KoedUuIjeHT —
HacTaHaK, OCOOMHE 1 3Ha4aj

Sunauaj Jlopenmnose kpuse u ‘BunujeBor KoedunujeHTa, Kao Mmoka3areba
HejeJTHAKOCTH Y PacIofesr, IPUCYTaH je y Hajpa3JIudIuTHjuM JIPYIITBEHUM
U HayIHUM cdepamMa W FHUXOBO IMOJbe JeI0Bama ce TIMPHU ca moTpedamMa
JgpymrtBa. Haeja o oBuM craTucTukaMa ce Hajlpe pojuia y eKOHOMUjH,
na He 4yju mrTo cy nojMosu JlopenmoBe kpube u ‘DunujeBor kKoedwuiu-
JeHTa HAJUPHUCYTHUjH Y CaBpeMeHHM eKOHOMCKHM HayKaMa, KaKo y u3yda-
Bamy HaIMOHATHEe eKOHOMUje W paclojiesie TOXOTKA, TAKO W Y TEOPHUjH IeHa
U MaKpOEKOHOMUjU. Y THM/BYy Meperma eKOHOMCKUX HejeHaKocTH, Hamehe ce
[PETIOCTaBKa 1ocTojamba ojipehenux mokasare/ba Koju oMoryhaBajy paHIu-
pame u ynopehupame paciojesa J0X0TKa, 0JJHOCHO OOraTcTBa, Pa3anduTHX
MIOCMATPAHUX 3eMaJba, PErvMoHa, Ma 4YaK W TPeHyTaka y Bpemeny. Jlopen-
MoBa KpuBa n 'DUHUjeB KoeUIINjeHT 3auCTa U jecy HAjIO3HATHje Mepe HUCITH-
THBaba JIOXOJHE HejeTHAKOCTH, KaKO 300T CBOje MOY3IaHOCTH, TAaKO U 300T
JIAKOD TyMadera W BH3YeJHe HHTepuperanuje mojgaraka. I'paduuro nped-
cMmassarbe nodamara TOTPUHOCH HHTEPIPETAIN)H Pe3y/aTara, jep ce mHdOop-
Marmje Koje jo0ujamMo BU3yasHO Jiakiie namte u nopeje. Ilogamu koju cy
MPABUIHO MPE3eHTOBAHH U WHTEPIPETHPAHU MTOMAXKy Yy JIOHOIIEHY PasHUX
OJIITyKa.

1.1 JlopeHmnoBa KpuBa

OJsroBop Ha MUTAILE, JIA JIM je VKYITHA KOJUIMHA HOBYAHUX JTOXOJaKa pa-
crnopeheHa paBHOMEPHO MJIM HEPpABHOMEPHO, HE MOXKEMO JTOOUTH U3 JeCKPH-
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ITUBHUX cTaTUCTHKA. MehyTuMm, Ha OBO MUTAHE, KAO U MHOTA CJAUYHA IHeMY,
o/IroBOP jaje JIopeHIOBAa KpHUBA.

JlopeHnoBa KpHuBa IpyzKa BeoMa IMOY3JaHy BH3YEeJTHY MpEACTaBY O
paciojiesin J0X0TKa y jeiHoj 3emsbu. Fme je nobusia mo ceom TBopiy Makcy
Jlopermy!. Jlopenr je 610 He3a10B0/baH B KPUTHIKH HACTPO]€H MPEMa METO-
JlaMa Koje Cy ce KOPHUCTHJIe 3a yTBphuBame KpeTama paciojiesie JIOXOTKA,
OJTHOCHO JIa JTH PACTIOJIEJIa JIOXOTKA [OCTaje BUIIe W Makbe HejeTHaKa (Hepa-
BHOMEPHA).

Jlopenr je cmarpao:,, Keaumo da 6ydemo cnocobru da KanHcemo y Kom
mpenymry he 3ajednuya bumu cmewmena uamehy 08a eKcmpemna cayuaja,
jednakocmu ca jedHe cmpare u nocedosara uHIusudyasHoz bozamemed ca
dpyee cmpane!” [6]

Jla 6u ocTBapuo oBaj MUJb JIOpeHIl YBOIM HOBU IPUCTYII, KACHUj€ HA3BAH
JlopeHroBa KpuBa, KOju y padyH CHMY/JITAHO yBOJIM HPOMEHE y JOXOTKY U
OMyJAaIju, IITO OMJIO KOje JBe 3ajeJHUIle Ca MOTIYHO CYNPOTHUM yCJIOBAMA
MOYKe JIOBECTH y Topei0ern mookaj. OBa KpuBa JaHac UMa BeOMa TTHPOKY
IpUMEHY y aHAJU3U €KOHOMCKHX U COIIMO-€KOHOMCKHX II0jaBa, O 4yeMy he y
HACTaBKy OUTH BHUIIE pedd, MaJa je MPBOOUTHO NPUMEIbUBAHA UCKJ/bYIUBO Y
[pOoyYaBamy Paclojesie HOBYAHOI JIOXOTKA u3Mel)y MojeIMHaIHIX YJIaHOBA
jesHor ApyIiTBa, nopehemy pacrozesie JOXOTKa ojpehene 3emM/be y pas3Jiu-
IUTHM BPEMEHCKUM TIePUOINMA WK TIopehere paco/ierie JOX0TKA Pa3/Intidu-
THX 3€MaJba Y HCTOM BPEMEHCKOM IIEPHOLY.

1.2 ®opmupame u cmucao JIopeHiioBe KpuBe

JlopeHnoBa KpuBa ce mocMarpa y [IPBOM KBaJPAHTy KOODPIAMHATHOL
cucrema, riae r u Yy ysmmajy Bpemnoctu < 1. Cmemrena je y Kaapary
crpabnnne 1 mpukazanom Ha Cauyu 1, Koju je KacHWje Has3BaH BDunujes
Keadpam, TpeMa HYMEPUUYKOM IIOKa3aTe/by HejeHAKOCTH H3BEJICHOM U3
JlopeHtoBe KpuBe.

[Tocrynak dpopmupama JlopeHiose kpuse je ciegaehn:

1. Ha amcmmcy ce HaHOCE KYMYJIaTHBHHM MPONEHTH CTAHOBHUIITBA (O
HajcHpOMAIIHHEjer Ka HajboraTujeM), a Ha OPJIWHATY MPOIEHTYATHO H3PazKeH
JIOXOJIAK.

2. Tlosanu ce npeHoce Ha KOOP/IMHATHY PpaBaH, TAKo jia ce jobujajy pasJim-
qure Tauke. Ha npumep, na Cauyu 1, tauku A ogrosapajy speaunocru oz 20%
Ha ckaam cranoBaumTBa U 11% na ckamm moxorka. To 3naum ja Hajcumpoma-
maujux 20% cranmosmuka npucsaja camo 11% ykymmor moxorka. ok ca

1 Max Otto Lorenz (1876-1959), aMepiyKy eKOHOMHICTa
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Japyre cTpane, Tauka B uma koopauuare (80%, 68%). AHaToTHO, 3aK/byUy-
jemo ma 80% HajcMpoMalIHMjUX CTAHOBHUKA OcTBapyje 68% mHamumonasnor
jnoxoTka. ndopmaiuja cajpxkana y Tauku B MO¥XKe ce U Jpyraduje uHTep-
IpeTupary, nocMarpameM Jlopermnose kpuse ”ono3ro” — majoorarmjux 20%
cTaHOBHHKa npucBaja 32% yKynHor n0xXoTKa. Ilpema tome, Tauka A Ham
naje nojaTak na Hajboratujux 80% craHoBHEHKA mpucBaja 9ak 89% yKymHOD
jioxorka. JInHuUja Koja cuaja onucaHe Tauke HasuBa ce JIopeHIMoBa KpuBa.

100%
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Cauxa 1

Jlopennosa KpuBa INpeACTaB/ba HU3JOM/beHY JHHH])Y KOja IIOJa3d O
koopauuaraor moderka (0%,0%), cnajajyhm omromapajyhe rtauke, u 3aBp-
masa ce y tauku (100%,100%). To je ca eKOHOMCKOI' acIeKTa M JIOTHYHO,
jep 0% cramosamka npucsaja 0% HaOIMOHAJIHOr ITOXOTKA, JOK IeJa IIOI-
yiaanuja, 100% cramoBnuka, npucsaja 1eo g0xXogak, oaHocHo csux 100%
goxorka. Caga ce I0JaTHO MOXKe IpPeIU3uparH na je JIopeHmosa Kpusa
y TIOTIYHOCTH caJipyKaHa y Tpoyriay dmja cy remena tadke (0,0), (1,1) u (0,1).
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Excrpemue BpegHOCTH:

Capna he butu npejcTaB/beHe JIBe KPAjibe eKCTPEMHE CUTyaIlnje:

ITornyna jeamakoct — Iloxke/pHO je pasMoTpuTH caydaj Kajga Ou
CBaKH IIOjeIMHAIL MPHCBOJUO jeJHAK JOXOJAK M Kako OM KpHUBa Tala W3-
riaegana. Y tom nmby, Ha Cauyu 1 mory ce yountu u tauke, A'(20%,20%) u
B'(80%,80%). IloBe3uBamem OBHX M CJAMYHUX Tadaka, Koje Takohe mmajy
HUCTe BPEIHOCTH AICHHUCe W OpauHaTe, (OpMUpA Ce JINHH]ja IMOTIIyHEe je-
JHAKOCTH, OTHOCHO TpaykeHa JIopeHNoBa KpuBa. JacHo je ma ce y ciaydajy
paBHOMEpPHE pacrojiesie TOXO0TKa, Pajd O MpaBoj JHHUJU, MO yIaoM of, 45°,
IITO MPeJ/ICTaB/ba AWjaroHATy KBaJpaTa y KoM cy Tauke pacrnopebhene. [loT-
IIyHY jJeJIHAKOCT, JaKJe, O3HadaBa JMjaroHaJHa JUHH]JA KOja HPeACTaB/ba
XATMOTETUYKY PACIOAENY JOXOTKA Y KOjOj CBU IMOjeTUHIN UMajy jelHaKe J10-
XOTKe.

Mozxemo pehu 1a ce y peaJJHIM €KOHOMCKHM TPUINKaAMa HUKaJ1a HehieMo
CPEeCTH ca OBHM eKCTpeMHHM ciydajeM. (UBeTcKa €KOHOMHja je TaKBa Ja Ce
crBapa cse Beha paz/iuka uzmely HajooraTujux u HajCHPOMAIIHUJUX CJIOjeBA
cranopHumTBa. Ca mopehameM pas3jnka y pacrIoiesan I0X0TKa, JIopeHoBa
KPUBA ce caBuja ucnoj aunuje jegnakoctu. 1to cy qucnapurern y goxomuma
Behn, TO je KprBa BUIIlE yIa/beHa O] JUHUje PABHOMEDHE paclojee.

potpuna jsdnakost
LoregZova kriva

| potpuna nejednakost
M,

e

Cauxa 2
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ITornyna mejeaqHakoct — CynpoTaH eKCTPEMHHU CJIyYaj Y PACIONen
JIoxoTKa 6mo Ou kKaJa O6M ce Moje uHIy HUPHAPYZKHO YNTAB HAIMOHAJIHE J10-
XOJIaK, JIOK JIPYTH CTAHOBHUIIM HE TIPUCBAjajy HUIITA.

[loTmyHa HejeqHAKOCT ce TakKohe He MOYKe OUEKHBATH y PEATHUM OKOJ-
HocTuMa. OHa 3ay3uMa HAJHUXKY MO3WIH]Y HA JUjarpamy, Tj. JOMH Ce MO
yriom ox 90° u omgpehena je karerama paHuje MOMEHYTOT TPOYTJIA.

Jla pesumMmpamo mpeTxojHa pa3Marpama: JIopeHoBa KpuBa Tpe/i-
cTaB/ba TIpadUIKy pempe3eHTallnjy paclojese JI0XOTKa, Hpukazyjyhm 3a
p1% majcmpoMalIHMjMX CTAHOBHHKA MONyJIalyje KOJIMKH IIpOHeHaT pe%
0T YKYIHOT JOXOTKa HpHCBajajy. Axo je p; = po, JlopenmnoBa kpusa je
mpaBa JWHUja KOja YKa3yje Ha IMOTIYHY JeJHAKOCT Y PaCHOJIeSd JIOXOTKA.
Cpako 3akpuB/beme WuCHOM JuHEje 45° mpejcTaB/ha pa3andnTe O00JHKe
HejeHAKOCTU Y PACIOAEJIN.

1.2.1 JlopeHmoBa KpuBa - MaTeMaTU4Ka AedUHANTja U
MHTEepIIpeTanuje

Jacno je na Jlopennosa kpuBa jejgna (pyHKIMja KOja OlUCYje HAYUH
pacmojiesie YKyIHOT JOX0TKa y ojpehenoj nomyaanuju. Y3umajyhu y o63up
pa3maTparba U3 MPeTXOHOr MOrJIaB/ba, MOXKe ce (POPMUPATH MATEMATHUIKA
nedununyja emnupujcke JlIopeHmoBe Kpuse:

Heka nocToju y3opak ox n ocoba u3 jgare IomyJIaluje 1 HeKa je oberexje
X; upuxoj ocobe 1, 1 = 1,2,3,...,n, tako jia Baxu X; < Xo < -+ < X,
JlopeHtoBa KpuBa y30pKa IpeJICTaB/ba U3J0M/beHY JIMHU]Y KOja PEJIOM Cliaja
trauke (h/n, Lp/L,), h = 0,1,2,...,n, tne je Ly = 0 u L, = Z?:lXi
VKYIHE Ipuxo/i h Hajcupomamaujux ocoba. Oryma, JlopeHroBa kpuba nma
3a CBOJy aIlCIuCy KYMYJAaTUBHU MPOINEHAT CTAHOBHUKA KOJU MTPUMA]V 10XO-
nak, mopehanux pactyhe, 70K 3a ¢BOjy opAHHATY UMa oarosapajyhy mpomop-
IHjy TPAMJ/bEHUX JOXO/IAKA.

1.2.2 Teopujcka JlopeHmoBa kKpuBa

Hactanak JlopeHIOBe KpuBe MPOUCTEKAO je W3 BEJUKOT HHTEpPEeCOBaha
€KOHOMHUCTA U CTATUCTHIAPA 32 PACIOHENY JTOXOTKA V HOIYIAIN]H, 1A Ja/be
1 HejeJlHAKOCTUMA Yy paciojein joxorka. Kacuuje je JlopenmoBa kKpuba
HaILIa IPUMEHY y CBUM 0bJIacTUMa KOje IpoyvaBajy paciojesie, ajan ce ujieja
IPUMapPHO POANIA y pacrnojgenu aoxorka. Ca THM y Be3W, HEKA Ce MOoCMa-
Tpa ojapehena momysanuja ca odesexkjeMm X Koje IpeacTaB/ba, HIP. YIPABO
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MIPUCBOjeHN V/Ie0 ¥ HAIMOHATHOM JTOXOTKY. [IpeTrmocTtaBiba ce 1a je X Hemner-
aTUBHA IPOMEH/bUBA, cMmarpajyhu ma je HajMamu MOryhm HM3HOC IPUXOA
jennax mynu. Heka je F'(z) = p oarosapajyha dyukumja pacmnojene, duja je
ryctuHa f(r) 1 KOHAYHO MaTeMaTudko odekuBame (1 = F(X).

Teopujcka nedbununuja Jlopennose kpuse, 3a p = F(x), ce raga dopmupa
ma ciaenehn maumm:

_ Jy tf(t)at _fomtf(t)dt_l @
L(p)_f0+ootf(t)dt_ P _u/o tf (t)dt.

[MonynapHjy HOTAIU]Y 3a 3alicHBambe JIopeHIoBe KpubBe yBeo je lacTBupT?
1971.ropune. Hanme, on je y o63up y3eo unmenuily ja saxu x = F~'(p).
Kaxko cy yvecannu y pacnomenu nopehanu pactyhe mo mpuxoanmma, a mpo-
IeHAT TPUCBOjeHe TOOUTH KYyMYJIaTHBHO, (DYHKITHje pacrojesie MpuxXo/1a moc-
MaTpaMo Kao cTporo pacryhe u HenpekuiHo-judepennujaduine pyHkiumje.
Crora je z(F) = F~Y(p) nobpo nebunucano. Opum je omoryheno jaa ce
Jlopenmnosa Kpusa 3amnuiie Ha ciaejehn HadwH, yBojgehu nnpep3ny yHKINjy
G=F1
1 1

L(p) = - /Op G(t)dt = . /Op F~Y(t)dt.

Anreprarura gedununuja JlopeHoBe KpuBe MOCTUKE Ce MPUMEHOM
penanyje p = fol G(t)dt, najyhn mupextHy opMmysianujy mpeko HHBEP3He
dyHKIHI]E:

Jo Gyt [§x(F)dF

Lr) = JFewdt [T a(F)dF

Mozxke ce necutn 1a F~! ne nocroju, jep dynKunnja pacmnoese nMa HHTEPBAJIE
KOHCTAHTHUX BPEJTHOCTH. Y TOM CJIy4ajy, PyHKIHja ce MOZKe Jo/1edunncaTu
Ha ciaenehn mavmm:

F7i(t) =inf{y: F(y) > F}.

Y uHTepIpeTaluju MPeKo uHBep3He GyHKIUje, Opojusal cCymMupa J0XOTKe
HAjCUPOMAITHUjuX p% NOIyJanmje, a HMEHHJAN CyMupa JIOXOJaK YNTaBe
nonyaamnuje. Kaga cy nojeanuim ypehenn pacryhe o BpemgHocTrMa MpUCBO-
jenor noxotka, Jlopennosa Kpusa L(p) Tako yKa3yje Ha TPOHOPIH]Y YKYITHOT
JOXOTKA IPHUCBOjeHY OJ HAJCHPOMAIIHUJUX pY YYeCHUKa HOIyJIaluje.

2 Joseph L. Gastwirth
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1.2.3 Ocobune JlopeHniioBe kKpuBe

Heke  ocobune  Jlopenmose  KpuBe 3a  KJacy  HEIPEKHJIHO-
JqudpepennujabuInux (QyHKIHja paciojesie ca KOHAYHHUM MaTeMaTHIKHM
OYEKHNBAIHEM:

1. V¥V ekcrpemMHOM cCJiydajy Kaja CBH UJaHOBH IIOIYJIAIMje ITPUCBAjajy
je/IHaK TPUXOJ, IMOjesa MOMYyJalje W TOoJe/]a YKYIHOT JOXOTKa je WIeH-
tuyHa. Tajga je JlopeHmoBa KpuBa €KBHUPACIOJEIA, OIHOCHO WJIEHTUYKA
dynkumja F' = L, L(p) = p.

2. JlopennoBa kpuBa ce JeduHUIIE 33 NO3UTWBHE TPOMEH/bUBE, Ca TO3U-
TUBHUM MATE€MaTHUYKUM OYEKHBAHEM.

3. JlopennoBa KpuBa je TOTIYHO CaJipzKaHa y jeJJMHUYHOM KBaJIpary, jep
nponeHat p u L(p) yaumajy BpemHoctn 3 cermenta [0, 1].

4. Axo je ocHOBHA NMpPOMEH/bMBA IO3UTHUBHA W HUMa TycTuHy, JlopeHmosa
KpuBa je mempekugna gynkmuja. L(p) < p, ma je KpuBa yBeK UCIOJ, JHHU]E
45° unm ce y ciydajy HOTIIYHE JeJHAKOCTU €A HOM IOKJIAIIA.

5. Jlopennosa kpusa je dyuxuuja ca L(0) = 0 u L(1) = lim,,;_ L(p) =
lim, o, F'(z) = 1.

6. JlopennoBa KpuBa je WHBapHWjaHTHa Yy OJHOCY HA MHOXKeHe CJIydajHe
POMEHJbUBE MTO3UTHBHOM KOHCTaHTOM, Tj. X u c¢X mmajy ucty JlopeHmnoBy
KpUBYy, 3a ¢ > 0.

7. Cpeama BpeIHOCT JOXOTKA Yy TOMYJIANHjH ce J00Hja y NPOHEHTY P 3a
Koju Bazku ja je Haru® dbyukmuje L(p) jennak 1, ogrocuo rue je q(p) = u,
1j. y Tauku F(p). OBo je jako mokasaTu jep IpBU U3BOJ JIOpeHIOBe KpuBe
U3HOCH YIIPABO %

8. Meaujana, Kao IPOIEHAT Cpeiibe BPEIHOCTH, AaTa je Kao Harub Jlopen-
nose kpue y tadku rje je p = 0.5. Kako cy MHOre pacrojesie J0X0TKa
HAKPUBJHEHE YJECHO, CPE/IEha BPEJTHOCT je decTo Beha o Mejmjane.

9. L(p) je pacryha, xouBekcHa dyHKIHja 01 p, Tj. KoedHUIMjeHT TpaBIa
cBakor ojcedka Jlopennose kpube Behu je ox KoedwuiujeHTa IpaBia

IpeTXOJHOr ojcedka. Hawmme, mpBu u3Boz oBe (byHKIHje je %ﬁ)p) = @ = ﬁ
rge je # = F7'(p). Tlpeu u3Boj je yBek NO3UTHBAH, jep je U JIOXOJAK

yBeK TO3UTWBaH. Tako jga/be Baxku M 3a JAPYTW HM3BOJ, IITO yKa3yje Ha
KOHBEKCHOCT. JIopeHIOBa KpuBa je KOHBEKCHA y p, Ia KaKO P pacTe, HOBU
JIOXOIIM KOJH ce KYMYJATHBHO JI0Hajy MOCTajy Belu OJ1 OHUX KOJjU CY JO TaJa
obpauynatu. Konpekcrnoct JlopeHIoBe KpuBe JT0CTa OTKPHBA O T'YyCTUHU
pacuojiesie JIOXOTKa y pasjmautum nponenruma. IllTo je Beha rycruna
pacnomese f(q(p)) y xBamTmay ¢(p), To je Mama KOHBEKCHOCT JIopeHIoBe
kpuse y L(p). Ha Cauuu 3, rycruna pacmojese je BuaHo Beha 3a mambe
BPEHOCTH MPOIEHTA P, KAKO e YIIPABO Y THM BpeJHocTHMA HArub ox L(p)



1.2. ®OPMUPAKE 11 CMUCAO JIOPEHIIOBE KPUBE

Mema CIOpHje Y3 MOPacT MPOIEHTA P.

L(p)

i as®

0.5 Fy) 1

~

Q0.5

Cauka 3[5]

10. B2 — P() — L) = ma, [F(x) — L()].

2p

OBa ocobuna je jacuuja momohy Cauxe 4, y3eBim y ob63up ciaemehe:
- L(y) = [y @dF(z)/E(Y),
- F(p) — L(p) = max, [F(y) — L(y)],
- F(p) + L(p) > 1,dL/dF|,=, = 1,
-dL/dp =tan© = y/E(Y).

&, gl 8

= L{N]

| e

Cauxa 4[6]

Jlonarue ocobune Jlopennose Kpube Mory ce opMmysaucaTu cJeaehum
JBeMa Teopemama. [5]
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Teopema 1: IIpemnocmasumo da je L(p) depunucana u nenperxudua na
[0,1] ca dpyeum ussodom L"(p). @yuruyuja L(p) je Jlopenyosa kpusa axo u
Camo aKo

L(0)=0,L(1)=1,L'(0+) > 0,L"(p) > 0 na (0, 1).
Ako je kpupa JlopenmoBa KpuBa, OHa oapehyje pacmnomeny ciydajHe
npomenspuBe X 10 (PaKTOpa CKAIUpama, IITO jeCTe CPeIrha BPEIHOCT /.

Cpenma BPeJHOCT €€ JIAKO MOXKe H3PAadyHATH, OOPHYTHM IOCTYIKOM M3
dopwmye Jlopenmose Kpuse.

IITO Ce MOKe 3AIUCATH U KaO:
pL(F) = [ dF).

OBaj u3pas ce MoxKe AudepeHIupaTu.
pL'(F(x)) f(x) = o f(z).

Hememem ca f(z) n monoBanM audepeHnupameM, KOHATHO ce 100uja

uL(F(x)) f () = L.

M3 mpeTx0oHO HABEJIEHOT CJAed U JIPyTa TeopeMa.

Teopema 2: Axo L"(p) nocmoju u nosumusan je ceéyda na unmepsany
(1, T2), mada Fx uma Konauny nosumueHy 2ycmuny pacnodeie Ha unmep-
sany (uL'(z]), pl'(x3)) ®oja je sadama ca

1

AT
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1.2.4 JlopeHnmoBe KpuBe u rpadmiko mopeheme Heje-
JHAKOCTH

Moryhuoct ¢dopmupamwa u ucnuprabama JIopeHIioBe Kpuse jiaje 1poc-
TOp 3a MPOIEHY PEeJATUBHOI CTEleHa HEejeIHaKOCTU Y ojpeheHoj pacnoie/in.
Nmak, jocra BakHuUje, gaje mpocTtop 3a mnopeheme JiBe WN BUIlle KPUBUX.
[loznato cBojcTBO JlOpeHIIOBe KpuBe jecTe ja CBaKa paclojiesa Koja nMa
KOHAYHO OYeKWBame, jeIMHCTBeHO oapehyje cBojy JlopeHnoBy KpuBy 10 Ha
TpancdopMalijy cKaJaupama, IITo y 0BOM cjydajy u oMmoryhasa JloHOIIEHE
3aK/bydaka O paciojiesama, Ha OCHOBY yropehuBama mwuxoBux JlopeHIoBux
KPUBHUX.

Y Tom cMmumcay, Bazke cieneha mpasmia:

— Axo jeina JlopeHroBa KpuBa JieyKH Y MOTIYHOCTH H3HAJL JIPYTe, PACIOIEIa
JIOXOTKA je paBHOMEpHHja Y IIPBOM, HETO Y JAPYTOM CJIYYAjy.

— Axko ce aBe JlopeHmoBe KpuBe IOKJIAIAjy, CTEINEH HejeTHAKOCTH je y oba
cJIydaja UCTH.

— Ako ce nBe Jlopemmose KpuBe ceKy, morpebne cy jgojgarHe uHbOpMaImje
J1a 61 ce U3BpHIWIO nopeherbe Heje IHAKOCTH.

ITpumep 1:

Nmajyhu y Buy HaBejeHa npapmia U ynorpedOM CTATHCTUYKOT cOpTBe-
pa R, moxke ce rpaduyaku npukazatn ocobuna JIopeHIoBe KpuBe 0 HEIPO-
MEHJbUBOCTH IIPH CKAJTHPAILY.

Cay4dajuu y3opak v; u3 yHudopMHe paciojie/ie U HCTH y30paK MOMHOKEH
HO3UTUBHUM CKaJIAPOM C, Uy = Uy * ¢, JIajy uJieHTu4ny JIopeHnoBy Kpusny,
IITO ce MOKe BuaeTn Ha rpadunuma ca Cauke 5. I'padunnu cy pesyarar R-
koga garor y Jdodamxky 1. @yaknmja koja omoryhasa renepucaibe JIopeHose
KpuBe, 30Be ce Lc pynknuja u3 makera ineq, yauMmajyhu 3a cBoje nmapamerpe
BEKTOPE Y30PKa U oJroBapajyhux ¢ppekBeHInja.

Lorenz curve Lorenz curve
10 10
08 08
_. 06 s HOBES
e o
~ 04 ~ 044
02 o 02 4
00 T T T 00 (R O
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
p p
Cauxra 5

10
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Kako npyro mpaBmio HaBOH, 3a CJaIydaj Kaja cy jBe JlopeHnoBe Kpuse
UJIeHTHYHE, Ta/la je U CTeleH HejeTHAKOCTH 3a 00a cjyvaja UIeHTHYaH.

IIpumep 2:

['padprakum nopehemem JIopeHITOBUX KPUBHUX, MOYKe Ce UIYCTPOBATH JI0-
JaTHa OCOOMHA OBOI IOKa3aTesba, a TO je Ja je Ha HmoacKymy Beha meje-
JIHAKOCT Y PACIIOIE/H, TJIeJIAaHO y OJIHOCY HA IIUPHU Y30PaK U3 IMOIyJIalluje, Ui
nak 1eny nomysianujy. Ilpumep miaycrpyje Jlopentoe Kpube yHuMOpMHE
pacmogese ua garom cermenty [0, 100] u merosom nogekymy [10, 30]. Jlopen-
IIOBa KpHUBa KOja OJroBapa IMupeM cerMeHTY je cByIa m3Had JlopeHoBe KpuBe
IOJICKYTIa, ca HajBehoM yma/beHOIINy O MOTHYHEe jJeIHAKOCTH Y TaYKU KOja
oarosapa 60% cranoBaumTBa. R-Koj| KOju reHepuine Kpuse Ha CJAMYaH HAYUH
omucan y Ilpumepy 1, nar je y Jodamxy 2:

Lorenz curve

Cauxa 6

[IpwiukoM mporieHe Heje HAKOCTH, Oa3upane Ha nopehemy JloperioBux
KPHUBHX, TPOCTOP 3a AUCKYCH]Y U JO/IATHO UCTPaKNUBAamhe Ce, jacHO, jaB/ba Y
TpeheMm ciyuajy, Kaga ce Jlopenmose kpuBe cexy. Yumenuna je ma ce jBe
Jlopenmnose Kpuse Mory cehu, Kao OUJI0 KOje JiBe KpuBe y paBHu. 10 3Ha4n
Jla CBaKa KPUBA y jeJHOM MHTEPBAJy MOKe JIeXKATU UCIOJ, a y cjejgehem nH-
TepBaJIy W3HAJ HEKe JApyre KpuBe. Y OBOM caydajy ce JIopeHNOB Kpurepu-
jYM He MOKe IMPUMEHHTH Kao KpurepujyM 3a mnopeheme. Crora cy wmsrpa-
heHn mpenu3Huju, HyMEepuIKH TOKa3aTe bl Heje THAKOCTH, Ha OCHOBY KOJUX ce
MOT'Y MOPEJIUTH CBE PACIojesie MO3UTUBHOI obesiexKja, J10/1e/byjyhu um ojaro-
Bapajyhe HymMepu4ke BpeJHOCTHU. JelaH TaKaB MoKa3aTe/b, JUPEKTHO U3BEJICH
n3 Jlopenmnose kpuse, jecte Dunujes xoeduyujerm.

11



1.3. BHUHHWJEB KOEOUIINJEHT

1.3 'BuaujeB xkoedwuimjeHT

3a Dunnujes koedunujent ce Mmoxke pehn j1a je HAJIOZHATHJH HYMEPHIKA
nokaszaTe/b HejenHakocTd. Ibera je 1912. rogune yseo Kopano Dunu?, Te je
o weMy U j106mo ume. CianKoBUTA rpadUvKa Mpe3eHTalja YUHA OBY Mepy
JIAKO Pa3yMJbUBOM H IO IJbUBOM 3& CTATUCTHYAPE.

Beoma xopucna wndopmanuja godujena u3 Jlopennose kKpuse je HEeHO
oncrojame, p — L(p), o1 JuHUje MOTTIYHE jeJHAKOCTH y pacromesnn. Heje-
JHAKOCT y PACHOIETH O/Baja mponeHat p — L(p) yKymHOT JOXOTKA O Haj-
cupomaminujux p% nonynanuje. IIto je Beha Ta pasimka, To je Beha He-
jeanakoct y pacnogesn. Ca nosehamem crenieHa HejeJHAKOCTH Y PACIOIeN
Jioxorka JlopeHiioBa KpuBa ce cBe BHIlE yjaas/baBa oj1 jJuHuje 45°, a camum
TuM ce nmoBehaBa u moBpIIMHA KOja Jiexku u3Mel)y mux.

Oryaa foJsa3m mHTepec 3a W3padyHABaHmEM IIpocedHe aucTanie JlopeH-
MOBe KPWBe O JIMHWje jeTHAKOCTH, Ta JaJbe U U3PAUyHABAEM MOBPIITHHE
n3Mehy HUX, Kao MOTEHIWjAJTHOT HYMEPUUYKOT TOKa3aTe/ha HejeTHAKOCTH.
Dunujes koedunujeHT yupano H3pazkaBa OJIHOC H3MeDhy HOBpIIHHE KOJY
Jlopenmnosa KpuBa 3aTBapa €a JUHUJOM jeIHAKOCTH W YKYyIHE MOBPIIAHE
Tpoyraa uctos Juamuje 45°.

1.4 ®Popmupame u cmucao huHujeBor koedu-
IIjeHTa

1.4.1 MWaTepnperanuja TeopujcKor BuHUjeBOr Koedun-
I1jeHTA

Heka je X obesrexkje nomyanuje, Mo3UTHBHA BEJIMYMHA, HIP. HPUCBOjEHU
ylIeo y HamumoHaJHOM J10XOTKY. llom mpermocraBkoM pa X mma (DyHKIH]Y
pacmozene F(x) = p, u JlopennoBy kpuBy npesacrasbeny byukmujom L(p),
KOja je MOHOTOHO-pacTyha 1 mHTerpabuana va cermenty [0, 1] u 3a kojy Baxu:
L(0) =0, L(1) =1, 0 < L(p;) < p; 3a crako i € [1,n]|, Mmoxke ce u3BecTH
Teopujcka dhopmyna ‘DunujeBor KodunujerTa ca ciaegehnum ocobmHaMa:

-G e|0,1],

-~ G = 0 akko L(p) = p , ocum 3a konauuo muoro p € [0,1] 3a koje je
0< L(p) <p,

~ G =1 akko L(p) = 0, ocum 3a xorauno muoro p € [0,1] 3a koje je 0 <
L(p) < p.

3 Corrado Gini (1884-1965), uraujancku craTucTadap, gemorpad u COnuoIor

12



1.4. ®OPMUPAKE 11 CMUCAO BHUHUJEBOI' KOEOUIINJEHTA

1.4.2 'BuHujeB koedUNNjeHT Kao MOBPIINHA

Pununjes xoedunujenT je HeneraTuBaH peaJsian Opoj, oapehen omxHOCOM
HOBpINKHA Ha rpaduky Jlopenmnose kpuse. AKo je ca A o3HaUeHA IOBPIIHHA
u3Mely JimHHEje moTnyHe jeanakocTu u JlopeHnose Kpuse, a ca B moppriunna
ucnon Jlopenmose kpuse, ‘DunujeB KoedunujenT ce Taga gedpunuire kao G =

MLB. JlopeHIloBa KpuBa je CMelITeHa yHyTap JeJUHUYHOI KBajpara, Ha je
HOBPIIAHA JOWer Tpoyria A + B = % Crora je 'DunujeB koedunujeHT

G=2A=1-2B.

Cauxa 7

Koedumujent TuMe octaje cagpzkan y Bpeanoctuma usmehy 0 m 1, a
nperxojiHa JepuHUIAja ce MOXKe WHTepIpeTuparu ciejgehoMm maTerpasHoM
jennakormhy:

G = 2/0 (p— L(p))dp =1— 2/0 L(p)dp.

[locToje mHOTE bopmyse, TymMadema W WHTepIpeTanuje DUHUjeBOT KO-
eduImjeHTa, MITO je CBe Y KPajiboj JUHUJH €eKBUBAJECHTHO U Jaje KOPUCHUKY
cnobony omabupa.

ExcTpemHe BpegHOCTH:

Bpeanocr koedunujenta ce Teopujcku Kpehe y pacrnomy ox 0 o 1.
[Ito je Jlopenmoa JWHHWja 3aKpUBJbEHH]A, TO je 'DuHUjeB KoeduUnujeHT
Behn. VYkonuko JlopeHIOBa JUHUja y3Me €KCTPeMHY BPETHOCT U MOKJIOIH
ce ca xopuzontaiaaom ocom oz (0,0) o (100,0), ma 3arum oge a0 (100,100),

13



1.4. ®OPMUPAKE 11 CMUCAO BHUHUJEBOI' KOEOUIINJEHTA

Ieo JIOXOJaK MpHCBaja caMoO jefJaH TOjeIMHAI] W BpPEeJTHOCT DHUHHUjeBOT
koeduimjerTa je 1, mTo je MOTIYHA HejeJHAKOCT. Y KOJHUKO ce, mak, JlopeH-
IMoBa KpHWBa TOKJIOMHW C€a JIMHUJOM jeIHaKWUX JOXOJaKa, Taja je BPEeIHOCT
Dunujesor xoedunujenta jemnaka 0. [Iperxoamno je pasmarpano ja ce
IPAaHUIE OCTBAPYJY CaMO Y TEOPHjH, JIOK Ce Y PeaJHUM OKOJHOCTHMA HE MOI'Y
odyekuBaTH. HTepBaa KoMe NMPHUIIAIAjy CTBApHE BEJIUUNHE OBOT HMOKA3aTeha
je 3narno yzxu, obuuno uzmehy 0.20 u 0.50.

1.4.3 'DBDuHujeB KoedUUjeHT Kao0 KOBapujarunja

Punujes koedunujeHT Ka0 KOBapujanuja ce JUPEKTHO U3BOIU U3 HEIOBE
unrerpaJjne ¢popmyse, Kopucrehu mapruujajsny marerpaiujy ca du = 1 u
v=L(p).

1

G=1- 2/0 L(p)dp = 1 —2[pL(p)ls +2/0 pL'(p)dp = —1 +2/0 pL'(p)dp.

YBohemeM cvene nipomensbrBe p = F(x) n upumenom ocobure L' (p) =
Jobuja ce

z
w’

—g Oox z)f(z)dx — :g Oox T xx—/—L
G== [ ar@s@ie—1= 21| oF@/@ -5

Konauno ce jaB/ba MoryhHOCT HMHTepHperupama DuHujeBor KoeduIu-
jenta momohy xomapujaruje Cov(z, F(x)) = E(zF(x)) — E(x)E(F(z)).
OmakJie caeju,

2
G = ;C’ov(m, F(z)).

Cnenu 3ak/pydak jna je DunnjeB koeduujeHT TPOMOPIUOHATAH KOBAPH-
januju u3Mehy npoMeH/bHBE U HEHOI PAHIa Y PACHOAEJH JTOXOTKA.

1.4.4 UWHaTeprnperanuja eMOupujckor THHHHjeBOT KO-
edulmjeHra

3a mocmarpaHy mnomysianujy, obernekje X je HeHeraTHBHA BeJTMYMHA.
Heka je z1,...,z, HU3 CJy4YajHUX BeJWYWHA, TakaB Ja r; > ( 3a cBako
0 < ¢ < n, nu nocroju H6apem jejaHo ¢ TakBo jia je xr; > 0. be3 ymarbe-
Iba ONIITOCTH MOYKE C€ MPeTHOCTaBUTH W Jia je HHU3 Heomaaajyhu, Tj.
Ty S X < -k S Ty

14



1.4. ®OPMUPAKE 11 CMUCAO BHUHUJEBOI' KOEOUIINJEHTA

BunujeB mpucTyn Mepemy HejeTHAKOCTH 3aCHUBA ce Ha mopehersy mojeau-
Ha4vHHUX IIapOBa JOXOJaKa M Ca61/1pa}by AIlICOJIYTHUX BpPEAHOCTH HU3MEPEHUX
pazsmka. Tako ce HejeHAKOCT 3a TeJIy paclojesy HpejcTaB/bha Kao 30Mp
pas3JinKa y MapoBUMa JOXOTAKa:

1 n n
e Do e —ayl,

i=1 j=1

rje ¢y o; 4 T; JOXOIU ¢-TOT U j-TOr HOjeJNHIIa, T je HpocedyaH JOXOIaK, a
n yKyuaH Opoj npumaJiana JJOXOTKa.

[Tomro ce cBaka ALCOIYyTHA PAa3luKa |T; — ¥;| padyHna asa myTa (Ipyru
IyT Kao |x; — ;|, Kag ¢ W j 3aMeHe MeCTa), IIe0 m3pa3 ce JeJu ca 2. Y3 To,
Jla 6u ce 100MO MoOKa3aTe/b 3aJ0BOJhaBajyNuX CBOjcTaBa, CyMa alCOJYTHUX
JIOXOJIAKa ce JIeJIn KBaJpaToM Opoja CTAaHOBHWKA, Tj. YUECHHKA Y PACIOIeTN
(koju oxroBapa Gpojy MOCMATPAHUX TMAPOBA), KAO M MPOCEYHUM JOXOTKOM.

Qopmyna mokazyje Jga je 'DunujeB koedwurumjeHT 3ampaBo jeIHAK
ITOJIOBUHU apPUTMETHYKE CpPeInHe alCOJyTHUX BPEIHOCTH Pa3Jjinka u3Mehy
CBUX TTApOBa J0XO/aKa, IOCMaTpaHe y OJHOCY Ha IpOCevYaH JTOXOAK.

[lomro ynopehyje cBaku map 1oxofaka moje/inHaIa, DuHUjeB KoedUIu-
JEHT je BPJIO MUPEeKTHa Mepa HejeaHakocTu. OBaj moKa3aTes/h Ha CHHTETHYKH
HAYWH N3PAZKaBa JUCHAPUTETE Y JOXOIUMA MPEKO Iejie PACIOoIee.

1.4.5 'DHuHHjeBe cpeame pa3inKe

[Iperxoano cmo jedunucasm eMnupujcku DunujeB koedunujeHT Kao
CpeJiby BPEJIHOCT alCOJYTHUX PA3JIMKA, TOJAE/beHY JIBOCTPYKOM CPEJIHHOM
BpeHOIINY 0XOTKA. AKO Cy = U Yy JBe CAydajHe MPOMEH/bUBE U3 HCTE
pacnogene F, u3 Teopujcke jgedunuimje ciaean

=5 [ N / "o — yldF (@) ().

Takobe je nmosnaro ma cy F(x) m 1 — F(x) nponeHT Koje CTAaHOBHUIIN
WH/IUBUJLYAJIHO OCTBAPY]Y V JOXOTKY MCIIOJ M W3HAJ BPEIHOCTH I, IIa WHTe-
rpaimja Kpo3 cBe Moryhe BpemHOCTH T Jaje MOHOBO 'DuHHUjeB KoeduUIujeHt,
y ¢B0joj dbopmu %fF(:v)[l — F(z)]dz.

Ako ce m3BOhemy mpuCTyma KOpakK MO KOPAaK, MPBO Tpeba MPUMETHTH
|z —y| = (z + y) — 2min(z,y), na je oUeKuBabE OBE ANCOJYTHE DA3JIHKE
A = FElx —y| = 2p — 2E(min(z,vy)).
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1.4. ®OPMUPAKE 11 CMUCAO BHUHUJEBOI' KOEOUIINJEHTA

Jla Om ce mM3padyHAJIO TOCJIEIHe OUYeKHBAe HEONXOJHA je Paclomena
CTATUCTUKE MUHUMYMa 3a 2 IPOU3BOJHHE IMPOMEHJbUBE M3 UCTE PACIOJIEIe.
OHO mTO Cce MOKe TOKa3aTh je Ja je TparkKeHO OYEKHBAaIbhe jeIHAKO
1 — (1 — F(y))?, nox je uzsox osor ouekusamba —2d(1 — F(y)). Onarne,

A =2+ 2/000 yd(1 — F(y))>.

[Tocrenmyu MHTErpal MOXKe ce TPaHCOPMHUCATH NAPIUjaJHOM HHTE-
rparujoM ca u =y u v = (1 — F(y))*

| vt = PP = - FPl - [l PP

Konauno, kako je [y(1 — F(y))?]® = 0, nobuja ce murerpaana dbopma
‘BunujeBor kKoedunujenta

A 1
Ig = —zl——/[l—F(x)]zdx.
20 "

OBa penpeseHraiuja IoKasyje ja DuHujeB KOeQUIUjeHT MepH pead-
mueHy Hejednakocm, jep TMpencTaB/ba OTHOC MeEpe IHCIEP3Hje, CPeIhe
pa3JIKe, U CPe/Iibe BPEIHOCTH [i.

1.4.6 Ilpumepm n3pauyyHaBama 'y R-y

Cratuctuuku codprBep R omoryhasa ompehuBaime emnupujckor bDunu-
jeBOr KoedWIWjeHTa 3a JaTe MOJaTKe W3 HCTpaxKupBama. C THM y Be3H,
omoryheHo je n rerepucare onrosapajyhe emmnupujcke JIopermose Kpuse.

ineq je ¢yskmuja w3z umcrommenor makera y R-y Koja ciayxu 3a
n3padyHaBambe Mepe HejeTHAKOCTH Yy BeKTOpY IOJaTaKa.

Ynorpeba:

ineq(x, parameter = NULL, type = ¢(”Gini”, "RS”, ” Atkinson”, " Theil”,
"Kolm”, "var”, ”square.var”, "entropy” ), na.rm = TRUE)

Gini(x, corr = FALSE, na.rm = TRUE)

RS(x, na.rm = TRUE)

Atkinson(x, parameter = 0.5, na.rm = TRUE)

Theil(x, parameter = 0, na.rm = TRUE)

AprymenTn:
T — BEKTOD KOjH CAJIPKU HEHETATUBHE BPEIHOCTHU IOIYJIAIHU]E;
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1.4. ®OPMUPAKE 11 CMUCAO BHUHUJEBOI' KOEOUIINJEHTA

parameter — napaMerap Kao Mepa HejegHakocTu (ako je NULL kopuctu ce
HOJpa3yMeBaHU mapameTap oaropapajyhe mepe);

lype — CTPUHT KOjU NPEJICTaB/ba MEPY KOja Ce€ KOPUCTH 3a U3pavdyHaBambe He-
jennakoctu. Mopa OUTH je/aH Ol CTPHHIOBA Y IIOJPAa3yMeBaHOM apryMeHTY
(mpBu KapakTep je qoBosbaH). Ilogpasymesana Bpeanoct je " Gini”.

corr — JIormYkKa BpemHocT. Apryment ¢dyukmuje Gini mpenmsumpa ga Jm
Tpeba NPUMEHUTH KOHAYHY KOPEKIU]y y30pKa.

na.rm — JOTHYKa BPEIHOCT KOja yKasyje Tpeba jim HejgocTajyhe BpeIHOCTH
YKJOHUTH IIpe MpopadyHa.

IIpumep 3:

AirPassengers je 6a3a Koja caapzKu IOJATKe 0 MecedHoM Opojy mebhy-
HApOJHUX aBUO MyTHUKA, W3pakeHe y MmamonmMa, ox 1949. mo 1960., u
npukas3ana je y Jodamxky 3. Oma 0a3a ce MOYKe MCKOPUCTHTHU 33 AHAJIU3Y
KOHIIEHTpaIuje u ojpehuBame Mepe HejeJHAKOCTH 3a ITOCMAaTpPaHU HEePUO/I.

Uszpauynasame HunujeBor koedwunujenta u reHepucame Jloperiose
KpUBE, MOXKE Ce U3BPIIUTHU [PETXOJHO oiucaHuMm QyHKIjama ineq u Lc.
Onrosapajyhu R-kox ynorpeb/beH y npumepy ce Moxke nponahu y JJodamrky
3. Kao pesynrar, nobujen je moparak o ‘DunujeBom KoedunujeHTy oJ1 mpu-
omzxao 0.24, y3 oarosapajyhy JlopertnoBy kpuBy, mpukaszany Ha Cauyy 8.

Lorenz curve

10

08 T

04 P

0.2

0.0 = T T T
0.0 0z 04 06 08 10

Cauxa 8

KomeHnTap: Moxke ce 3ak/byduTu Ja je y TUTamby cjiaba HejeIHaKOCT
y pacrojie/ln MyTHUKA 1O MecenumMa Vv ToamHu. lako mx HajBuime myTyje y
JeTHUM MecenuMa, DunujeB koedburumjent on 0.24 ykazyje Ha MPUJIMIHO
PaBHOMEPHY paclojesy y nocmarpanux 11 rojguna.

JlopennoBa kpuBa u ‘DunnjeB kKoedIUjeHT MOTY ¢€ TEHEPUCATH U TO3UBOM
dyukiuje lorenz.curve u3 nakera lawstat:
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1.4. ®OPMUPAKE 11 CMUCAO BHUHUJEBOI' KOEOUIINJEHTA

Ymorpeba:
lorenz.curve(data, weight=NULL, mul=FALSE, plot.it=TRUE,
main=NULL, xlab=NULL, ylab=NULL, xlim=c¢(0,1), ylim=c(0,1),...)

AprymenTn:

data — ynasum nogamu. AKO je apryMeHT HHU3, MATPUIA, 0a3a MOaTaKka WjIn
JINCTA, OHJA Ce TMPBa KOJOHA TPETHPa Kao BEKTOP Ca HOJAIMMa, a JpyTra
KOJIOHA KA0 BEKTOD BPETHOCTH HA Y OCH.

weight — Ykonuko je Beh ykpyden y data aprymenT, Tj. ako MOCTOjU JIpyra
KoJoHa y data, oHJa ce UTHOpHIIIE.

mul — JIOrudKa BPeJIHOCT KOoja yKasyje Jia Jiu ce uciprasa Jlopeniosa Kpusa
ca BHUIIE TTOHIEPA.

plot.it — jiormyuka BpeJHOCT KOja roBopu ja Jim he Jlopennosa Kpusa Outu
UCI[PTAHA HA eKpaHy.

ITpumep 4:

datal963 je 6a3a R-oBor makera [awstat Koja cajapiKu IOJATKe u3
1963. romune o ojHOCY OpoOja cenaropa u 6poja cTaHOBHUKA y 13 aMepuIKux
oKpyra. lorenc.curve dpyHKNUja rereputie JIopeHIIOBY KPUBY 3a MOCMATPaHy
0a3y mojaTaka u Ha rpaduKy Jaje BPeIHOCTH:
Gint — 'Dunnjes koedunujenT 3a yaa3He MOJIATKE;
relative mean deviation — peJIATUBHO CPEIIbEe OJCTYNAmbe O yJIa3HuX
O/IATAKA;
L(1/2) — meaujana KyMyJTaTUBHOL jesia 30Mpa moaTaKa;
> data(datal963)
> lorenz.curve(datal963)

Lorenz Curve

1
gl %

ﬁ ;ﬂEIIJﬂHJJ

o~
[=)
[ P e
o

mulative fraction of sen1963

T T I T
00 02 04 06 08 1.0

Cu

Cumulative fraction of pop1963

Cauxa 9
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1.5. IIOKA3BATE/bU U [IO3BUTUBHE PACIIO/IEJIE

1.5 Iloka3aTte/bu U MO3UTUBHE pacHojieie

Towmmicon, 1976. roamue, j0Ka3yje HaBEJIECHO BarKHO CBOjcTBO Jlopemiio-
Be KpHBe Jla CBakKa pacmojena Koja MMa KOHAYHO MATeMaTHYKO OYeKH-
Bame jeIMHCTBEHO onpelhyje cBojy JIopeHNOBY KpUBY /10 HA TpanchopMaIujy
ckaJimpama. Kao nokazare/b usBejieH u3 JIopeHIoBe KpuBe, UCTO BaXKU U
3a Dunujes koepunujent. Hexa je X HeneraTupHa CjaydajHa TPOMEH/HHBA
KOja mpejicTaB/ba obesexkje moryJiannje, Hip. TPUCBOjeHN yAe0 Vv HAIMOHAJ-
HOM JI0XOTKY. Fbena dynkuuja pacnogesre F(z) = p, uma rycruny f(z) u
KOHAYHO MAaTeMATHIKO OUeKHBAKHe.

[Tperxojno jedpunucanum QopmyiamMa oKa3are/ba HEJeHAKOCTH, a
HAa OCHOBY JHUPEKTHE Be3e Ca PacrojejoM obesiexkja, y OBOM IOIJIABJbY
ouhe npukazanu teopujcka Jlopenrmoa kpupa ca rpadpukom u Dunujes
KoedHUIIjeHT 3a HeKe TMO3UTHBHE pPacHojele.

- 1L

Ynugopmma pacnodena, Ula,b]: f(r) = 7, a <z <D,

CStfwde fo s 2 —a?
RO
b—a

)

Y

LU(IE)

Gy =

Lorenz curve

08

06

04

02

0.0 T T T T
0.0 02 0.4 06 0.8 10

Cauxra 10

Excnonenyujanna pacnodesa, E(N): f(x) = Ae ™ x>0,
Lp(r) =1—e (14 A1),
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1.5. IIOKA3BATE/bU U [IO3BUTUBHE PACIIO/IEJIE

Lorenz curve

08

06

04

02

0.0 T T T T
00 02 04 06 08 10

Caura 11

Iapemosa pacnodeaa: f(x) = (a—1)(z+1)7%0 < z,

Lp(r)=1-(1-2)""%,
a—1
Grlr) = 20 — 3

Kox [laperoBe pacmojese 3axTeBa ce Ja BaxkKd Jia je o > 2, Kako 0u
Dunujes koedunmjenT 6mo ynorpedspuB momatak. Mozke ce mpuMeTHTH J1a
mro je « Osmzke Opojy 2, 1o je ‘DunujeB xoedunujent OJUKU jeUHUAIM,
a caMHM THM HejemHakocT je Beha. 3a a = 2 JlopermoBa Kpupa oaronapa
noTnyHoj HejegHakoctu, ca G = 1. OBa YNBEHUIIA HAHOBO TOKa3yje
JINPeKTHY Be3y u3Mehy mapamerapa hyHKIHja pacmojena ca .JIopeHmoBom
KpuBOM 1 ‘DuHUjeBUM KoedunujeHTOM, KOHKpeTHO YKasyjyhm ma [lapetose
pacuojiesie y3 mro Behu napamerap « umajy u sehy jemankocr.

Takobe Baku, kKaga a — oo = G — % To ce objarmbaBa YULEHUIIOM 1A

ca moBehamem mapamerpa « [lapeToBa pacmojiesia KOHBeprupa Ka eKCIOHEeH-
IIHOHAJIHO].
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1.5. IIOKA3BATE/bU U [IO3BUTUBHE PACIIO/IEJIE

075 -

L(F) 050 -

0.25=

000 -

Cauxa 12

Bema pacnodeaa B(a, B): F(z) = [y %’

1
zf(lg = Z3<C¥7[3>

Mozxke ce jjokazaTu jia Baxe cjejiehe jelHaKOCTH:

M1 —x)P o<t <1

(1 —1)"d
Laa) = Forplo) = [ =0,
B(2a,25)

Co®) = (Bl

Jlopentose kpuse 3a B(n,1) u B(1,n), nare cy peaom rpadunuma:

Lorenz curve

08

06

04

02

0.0 T T T T
0.0 02 04 0.6 0.8 1.0

Cauka 18 - B(n, 1)
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1.5. IIOKA3BATE/bU U [IO3BUTUBHE PACIIO/IEJIE

Lorenz curve

08

06

04 -

02

00 T T T T
0.0 02 04 06 08 10

Cauxa 14 - B(1,n)

L()I(B)
L'(a+p) ’

Kopucrehu ce ocobunom Bera dbyukuuje B(a, ) =
JIOKa3yje 3a:
- B(n, 1), Dunujes koedunujent og G =
- B(1,n), bunujes koedunujent og G =

JIAKO Ce

_1

2n+17?
n

2n+1°

Cimmuno ITaperosoj pacuogesu, Bera pacnogena ca napamerpuma o = 1
U = n KOHBEPrupa Ka eKCIIOHEHI[MOHAJHOj DACHOJe]H IIPH YCIOBUMA:
n—oonGl 1.

I'ama pacnodena G(a): f(x) = ;x>0

Hakon komiinkoBanujer ussobhema, jgoduja ce ciaepeha dpopmyna Hunn-
jeBor KoedwuinjeHTa 3a jeaHonapamerapcky l'ama pacnosmery:

1

Gg = :
7 4oaB(a, o+ 1)

1 cama Jlopenmosa kpuBa ojpehena je BpejHOCTHMA KOje y3UMa (v, 1A
je moryhe npomahu u 3aBucHOCT KBanTWIa 0 DunujeBor koeduiujeHTa.
[Ipumepa paju, Jlopennosa kpusa [ama pacnogene ca napamerpuma 0.5 u
5 nata je Ha rpacduky koju ciaemu. Jlopenmnoa xpuBa ['ama pacmnomesne ca
mapaMeTpoM « = (.5 mpejicTaB/beHa je TYHOM JHUHHUJOM, TOK je 3a o = O,
HUCIIPEKU AaHOM.

22



1.5. IIOKA3BATE/bU U [IO3BUTUBHE PACIIO/IEJIE

1.0

0.6 0.8

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 04 0.6 08 1.0

Caura 15

Dununjes koedbwurnujent ['ama pacmogene ca napamerpom 0.5 u3HOCH
0.64, 1ok 3a ['ama pacmnogesny ca napamerpoM 5, Dunuje koedwuiujeHT
m3nocu 0.25. Ako mapamerap I'ama pacmogese Texku 6ecKoHAYHO, DuHMjeB
KoepUIMjeHT TeXKU HYJIH, OJaKJe ce MOXKe 3aKJ/byUUTH Jia 3a ITo je Behwm
napamerap l'ama pacrojese, Mamwa je HEjJeJIHAKOCT Yy PaCIOJesin, [OHOBO
Jloka3yjyhu y3pouHo-mocjeuyuny Be3y wusMely pacrogene u mH0j OAro-
Bapajyher mokazare/ba HejeIHAKOCTH.

Jloe-nopmanna pacnodeaa LN (u, 0?):

[ycruna: f(x) =

(lnavfu)2 o2
o0 _ g_
MaremaTH4Ko OUeKuBambe: j = [ \/21—26 202 dx =elTT,
To

Jlopennosa Kpusa: LLN(.I') — (I)(lnx—ff_(;?),

[

‘Dunnjes koedburnujent: Gpy = 2@(\%) -1
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1.5. IIOKA3BATE/bU U [IO3BUTUBHE PACIIO/IEJIE

Lorenz curve
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00

0.0

Bejoyaosa pacnodena:

fla) = k(§te @,

02 04 06 08

Crura 16

Bunujes koebunujent: G =1 — 27k,

Lorenz curve

08
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02

0.0
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02 04 06 08

Caura 17
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1.6. BHAYAJ, IIPEJIHOCTHU U HEJJOCTALII

1.6 3Hauaj, IpeJHOCTU M HEAOCTAIN

Dunujes koeduujeHT HAJA3M MUPOKY MPUMEHY Y Pa3HUM 00JIACTUMA
Kao IITO Cy COMUOJIOTHja, eKOHOMH]ja, MeINIINHA, €KOJOTHja, alPUKYATYpa U
npyre. Mako ce Hajuenthe ynorpeb/baBa y ekonomuju, Hunnjes koedunujent
ce MOzKe IPUMEHUTH y OuJIo KOjOj HAyld KOja IpoydaBa paciiojelie.

Punuje koedunujenT y obpaszoBamy Olemyje HEjeTHAKOCTH Y CTEIeHy
obpasoBama oapehene nomynamuje. Ha ocroBy nHayuwne cryaumje u3 1990.ro-
JIMHe, 4Uju je mpeaMeT Omiao 85 3emasba, JA00UWjeHa je mWHpOpPMAINHja aa
je nmpxaBa Manm umana Hajsumm DuHUjeB KoedUIHjeHT 0Opa3oBama y
n3nocy ox 0.92 mTo je yKa3zumBaJO Ha JaKO BHCOKY HEJEJIHAKOCT Yy CTEIleHy
obpasoBama. ¥ ucroj cryauju Cjemmmene Amepuure JIp:kaBe ocTBapuiie
cy najmamu DunujeB koedunujent ox 0.14. NV mnepuomy uzmehy 1960.
n 1990. romumne, Ceepna Kopeja, Kuna u nauja 3abenexuie cy Haj-
Oopxu maa DuaMjeBor KoeduimjeHTa HejeJHAKOCTH Y obpa3oBamy. Takobe,
NCTpaXKWBarma cy mnokasana ja ce DunujeB koedunujent y CjenumeHnM
Awmepuuxknm [IprkaBama 6saro nmosehao y mepmomy ox 1980. mo 1990. ro-
e, [11]

Y exkosoruju ce 'DuHujeB KoedUINHjeHT KOPUCTH 3a Mepeme Omou-
BepsuTeTa (GHOJIOMIKE PASHOBPCHOCTH). Y 3JPABCTBY Ce MOYKe MPUMEHUTH
Kao Mepa HejeHAKOCTH 37IpaBba Y 3aBUCHOCTH OJ KBAJIUTETa YKUBOTA MOITY-
jganuje. Hanasu npumeny w y xemuju, u3parkabajyhu cejqeKTHBHOCT IHPO-
TenHa KuHaze. O0JacTH IpUMeHe Cy, daKJe, HeOpojeHe.

ﬁ.“?‘r& .

p P
Gini Index o
(Income equality = 0)\( - ‘ ‘
P2-30 : ; -
130-35
35-40 v
40 - 45
45 - 50 3
50-55
55-60
60 - 66

No data

Caura 18 - Bunujes koeuyujenm pacnodeae doxomxa y ceemy [11]

Punujes KkoeduujeHT pacioaeae 6oraTcTBa y CBETY:
[locmaTpano Ha HEUBOY cBeTa, DunujeB Koedumujent ce kpehe y unrep-
BaIy JOe rpanuie g0 oko 25% (CKaHIMHABCKE M HEKe CPEeJHeeBPOICKe
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1.6. BHAYAJ, IIPEJIHOCTHU U HEJJOCTALII

JpKaBe) u ropibe rparuie 10 oko 60% (yriasaom adpuuke apxkase u JlaTu-
cka Amepuka). TIpema spanmaanm nndopmannjama Cercke GaHKe, ONEHEHN
Dunujesn koedunujentn Bapupajy o 0.195 (Cromauka) mo 0.629 (Cuepa
Jleone). UMspauynar Dunujes koedunujent 3a Kanary je 0.315, 1ok je 3a
CAZ o Bpemnoct 0.401. Ilp:kape y Adpurum nmajy Hajpuine Dunujebe
koedunujente, ca Jy:kuoadppuakoM pemyOamkoM Ha IpBoM Mecty ca 70%.
Bpenunoct Dunujesor koedurmjenta Cpbuje Hasia3m ce HA HUBOY MPOCEKA
JaprkaBa peruoma.[11]

Ha ocnoBy nogataka m3 2014. rogune o ‘DuHujeBOM KoeduiujeHTy Kao
MepHU HejeJTHAKOCTH Y PACIoe N JOX0AaKa PAa3JnInTHX 3eMasba, Ha Cauyu
18 nmat je BU3yestHM pUKa3 O cTamy y cBeTy. LpBernom GojoM cy obennexkene
JIPZKaBE Ca BUCOKOM, & 3€JIeHOM 00jOM Ca HUCKOM HEjeTHAKOIINY y pacuo/iein
JIOXOTKa. DuHujeB KoeUIMjeHT YUTaBOT CBeTa y IEJWHH, Olemyje ce Ha
OCHOBY pazn4uTux cranoputta u u3nocu usmehy 0.61 u 0.68.

['pacbuk na Caunyyu 19 upukasyje BpeJHOCTH U KpeTarbe BDuHujeBor Ko-
edunujenta oapeheHnx 3emasba, IOUEB OJ1 3aBpIIeTKa Ipyror cBeTckor para.

Gini Index - Income Disparity since World War |1

Where 0 is perfect equalty, and 100 s perfect inequally (ie., one person has al the inicome)

Caura 19 - Bunujes koedpuyujenm naxon /Ipyeoe ceemckoe pama [11]

IIpeanocTu 1 orpaHnYeHAa:
Mepeme HejeITHAKOCTU y PACIIOJIEH je CJA0ZKEH CTATUCTUYIKU 3aXBaT, 114 je
CUTYDHO Jia He TOCTOjH TOTIYHO 3a/10BO/haBajyhu mokaszaresh Heje THAKOCTH.

Kopucne kapakrepuctuke BunujeBor Koedunujenra cy:
1. jemHocTaBHa WHTepHIpeTalnnja — HAJ3aCJIYKHU]a YUHEHUIIA 3a HOIyJIap-
HOCT OBOI' IOKA3aTe/ba;
2. AaHOHMMHOCT — HEOUTHO je KO MMa HUCKE, & KO BHCOKE JIOXOTKE;
3. cKaja He3aBHCHOCTH — DunHjeB koedunujeHT He y3uMma y o03up, Ha
IpuMep, Ja JH je y MHTalky MPOCeYHO CHPOMAITHA Win OoraTa JprKaBa;
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1.6. BHAYAJ, IIPEJIHOCTHU U HEJJOCTALII

4. He3aBHCHOCT CTAHOBHHUIITBA — HEBAKHO je KOJINKA je Tomyaanuja oapehene
JIpZKABE;

5. upuHIun TpaHcdepa — YKOJHUKO Ce JOXOJaK IpeHece ca Oorare Ha
cUpoMaIllHy ocoOy nosehaBa ce paBHOMEPHOCT pacliojieie.

[Tpunucyjy My ce m U3BeCHU HeIOCTAlIlN:
1. Ocer/buB je Ha CBe CEIMEHTE PACIOee JOXOTKA MOJIjeIHAKO, OJHOCHO He
npujiaje Behy BazKHOCT JOHEM JeJy JOXOJIHE JIeCTBUIE, Ha KOME Ce HaJa3e
CHPOMAIITHU]H TI0jeTUHIIN;
2. Huje amutusan, 1j. 30up DunmjeBnx KoedurumjeHara moArpyna cTaHOB-
HUIITBA HEje jeJHAK KOeMUIHjeHTY 3a IeIy HOIY/IaIn]y;
3. Nruopumie npomMene y JApymTBy Kao IITO Cy pacT HOIyJialuje U [poMeHe
ToMyJiarnyje ycjaes eMUTpalije 1 UMUTPAIje;
4. Paznuuure pacrnojgese MOTY MMaTH UCTU DHHUjeB KOMUIMJEHT, TITO je
oCJIeIUIA YUIbeHuIle Ja ce e Jlopenmoe Kpube Mory cehu. VY TakBoj
CUTYAIlWju, CBaKa pachojesia JOXOTKa (IpejicTaB/beHa oaroapajyhom
JIopeH1I0BOM KPUBOM), ¥ HEKOM CerMeHTy uMa Beli CTerieH Heje iHAKOCTH O]
JIpyTre paciojese ca KOjoM Ce IMOPE/In;
5. He pacnosnaje edexre CTPYKTYpPHUX TpPOMEHA Yy TOMYJIAIUjUA, Tj.
UTHOpHUIIE TPOMeHe y YKUBOTHOM BeKy y momyjaanuju. Jbyam y miamoctu
nMajy HUYKe TPHUXOoJe W OOraTcBO HEro y CBOM CTapujeM J00y, ma Tpo-
MOpIMja MJIAJIOT W CTAPOT CTAHOBHUIITBA 3HAYAJHO YTHYE HA EKOHOMCKE
HejeTHAKOCTH.

1.6.1 Heke anTepHaTUBHE Mepe HejeTHAKOCTHU

Y3umajyhu y 063up orpanuyera oBor KoeduiujeHTa, Tpeda MOMEHYTH
U HEKe CTATHCTUYKE MeToJ/ie Koje oMoryhaBajy yrpajmy HTPUCTPACHOCTH Y
KOPHCT CHPOMAIIHUJUX WU HEKHUX JpYyrux nojeaunana. Heuszbexkuo je y Tom
cay4dajy moMmenyTr TuiaoB u ATKHHCOHOB MHIEKC KAaO0 Mepe eHTPOIIHje.

Tunos undexc

1 N T T
T =— Zin 2
N;(f n )

AKko cBakm mojefWHAIl MPUCBaja jeIHAK AOXOMaK, Tagaa je Twuiaos Ko-
edumujent jeagnak 0. Ca gpyre crpaHe, ako IOjeJIWHAIl MPHCBaja YNTAB
JIoXoJ1aK, Taja koedunujent uznocu In N. /[lemerme Koeduiujenta ca In N
HOpMaJIN3yje BpeIHOCTH Ha paciion ox 0 1o 1.
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Amxurconos underc
N 1
Ba & =1: Ae(yr,...,yn) =1— %(Hi:l Yi) N
N Y-
Ba0<E#1L As(yr,...,yn) =1— %(% [T,y %)=
Kana je Arkwacono mapamerap &£ jeaHak HYJIH W ATKUHCOHOB MHJIEKC

mznocu 0, yka3yjyhu wa ojacycTBo mejegHakocTu y pacmojenu. 3a & = 00,
ArkuncoHOB mHIeKe Ouhie 1 u cMaTpa ce /1a je U3BeCHA BeJIMKA HEjeTHAKOCT.
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Iloriaasipe 2

O1eHe nmoka3areJjba
HejeJHAKOCTU U TeCTOBU

YecT 1u/b CTATHCTUYKOr MCTPAYKUBaa jecTe OIEHhNBAEe IapaMerapa
KOju 3aBHce oJ (pYHKIHje paclojese UCHUTHBAHUX IojaTaka. TakBu ce
mapaMeTpu MOT'Y Ha3BaTu (PYHKIMOHAJIHUM mapaMeTpuma. Ha npumep,
MaTeMATUIKO OUYeKHBAIbe CAydajHe MPOMeHbUBE ca (DyHKIHMjOM pacioiesie

F, u(F) = [7_xdF ().

JlopennoBa KpuBa, a THMe U 'DuHujeB KoedUIH]jEHT, IIPEICTAB/HA]Y
HEITO CJIoKeHuje (PYHKIMOHAIHE MapaMeTpe, O 4YHjeM je 3Hadajy u IpH-
MeHaMa y JPYIITBY PEYEHO y MPETXOJHOM MOTJIaB/ky. OUuTIesHo je na je
Bpeanoct L(F)y 3aBuchocru oj hyHKuuje paciogese F) na ce crora u Moxe
pasmutbara o L(F) kao o peaqHoM yHKIHOHALY HA TPOCTOPY (BYHKIHja
pacrioziesia. Auamorao Baxku 3a ‘DuHujeB koeduImjenT.

2.1 Omnena JlopeHIioBe KpWBe U TECT carJia-
CHOCTU C €KCITOHEHIINjAaJTHOM PAacCIIOaeJIOM

Kao miro je mperxonno aedunucano, Jlopenmnosa Kpusa jecte dOYHKIHU-
OHAJIHK IapaMerap y 3aBHCHOCTH oJ dyHKIHje pacnogene F. 3a dyHknumjy

pacmogene F koja je crporo pacryha, rae je G meH jeIMHCTBEHH HHBEPS3,
Teopujcka JlopeHiona kpusa jedpuHuCcaHA je ca

G(p) p y
L(p) = ! /0 2dF(z) = ! /O G(t)dt — %.
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2.1. OLEHA JIOPEHIIOBE KPUBE U TECT CAI'JIACHOCTU C
EKCIIOHEHIINJAJIHOM PACIIOAEJIOM

[Tox unpernocraBkom ja je Xi,...,X, HHU3 TO3UTUBHUX CJIyYajHUX
IPOMEH/BUBHUX Ca CTATHCTHKaMa Ioperka X(1y,...,X(n), HeKa je 7 = [np]
najsehu 1meo 6poj Mamu wiu jeanak ox np. Tana je omena JlopeHmose
KpuBe 0a3upaHa Ha Y30pKy jJedunucana ca

Yo X
2im X
Kako cBaka pacrojesa ca KOHAUHHM OYEeKHBAbEM jeIMHCTBEHO oapehyje
cBojy JlopenoBy KpuBy u 00pHYyTO, HpUpOHO ce Hamehe ujeja ja ce onena
JlopeHrose KpuBe MOYKe HMCKOPUCTHTU 3a TECT CArJIACHOCTH € ojpeheHoM
PACIIOJIEIOM.

Ln(p) =

Tect 3acHOBaH Ha OBOj Wjeju 00jaBibeH je y [2], ca HyJITOM XUMOTE30M:
Hy:F(z)=1—e*2>0

u A > ( HEeMO3HATHM TapaMeTapoM. 3a JaTy TPeTHOCTaBKY O (DYHKIWjU
pacmojene, Teopujcka JlopeHmnosa Kpupa ouhe

4
L) = [[-A (1= ldt=p+ (1= p)ln(1 - ),
0
a TeCT CTAaTHCTHUKA, orena JlopeHiose Kpuse:
S X
> e Xa)

Y cBom pany([2]), Tejn ucnmryje paznmumra cBOjcTBa W OCOOHHE OBe
oreHe, y3uMajyhu y o03up pasjimauTe BPeJHOCTH p U JOKa3Yje jJa ce HAjOo/bu
pe3yJITaTu MOCTUKY yrnpaso 3a p = 0.5.

Ly (p) =

Pacnodeaa 3a L, (p) nod Hy: F je dynxyuja excnonenyujasne pacnodene

[pu xunoresu Hy, na je F(r) =1 —e % 3a x > 0, moryhe je ompeautn
pacmomesy tect craructuke L,(p). Komkperno 3a p = 0.5, L,(0.5) kao
najbospa Moryha omnena nma caenehy pacnogeny, npu ycaopy 0 <[ < -

PL(05) i nl(r —j = l(n = j))" (=1

(=) —r)y=t(r =)t = )l — )t
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2.1. OLEHA JIOPEHIIOBE KPUBE U TECT CAI'JIACHOCTU C
EKCIIOHEHIINJAJIHOM PACIIOAEJIOM

rae je r = [np] u ¢ = % Ha ocuomy tabamanux Bpeanoctu (Tabesa 1),

JOHOCH C€ O/IJIYKa O NMpHuXBaTalby XUIIOTE3e.

Probability level

n [-8n] 0.01 0.026 0.05 o1 0.9 0.95 0.975 0.99
2 1 0.00500 0.01250 0.02600 0.05000 0.45000 0.47500 0.48750 0.49500
3 1 0.00167 0.00418 0.00844 0.01711 0.22792 0.25880 0.28063 0.26099
4 2 0.02405 0.038563 0.05532 0.08007 0.33809 0.37228 0.39862 0.42529
5 2 0.01328 0.02140 0.03083 0.04522 0.22380 0.26198 0.27553 0,30103
@ k] 0.03802 0.05422 0.07008 0.08152 0.29618 032504 034869 0,37439
7 3 0.02600 0.03630 0.04716 0.06204 0.21944 0.24438 0.26548 0.28906
8 4 0.04850 0.068420 0.07880 0.08779 0.27185 0.29742 0,31888 0,34274
9 4 0.03640 0.04739 0.05841 0.07289 0.21501 0.23751 0.25677 0.27860
10 5 0.06725 0.07124 0.08477 0.10203 0.25606 027914 0.20873 0.32080
1" 5 0.04472 0.05584 0.06668 0.08060 0.21117 0.23178 0.24956 0.26984
12 L} 0. 0.07659 0.08827 0.10522 0.24487 0.26509 0.28406 0.30463
13 ] 0.06148 0.06252 0.07308 0.08644 0.20789 0.22702 0.24356 0.26257
14 7 0.06814 0.08088 0.00286 0.10778 0.23644 0.25601 0.27283 0.28208
16 7 0.05713 0.06708 0.076823 0.08108 0.20508 0.22290 0.23860 0.26641
16 a 0.07221 0.08444 0.09564 0.10993 0.22084 0.24812 0.26380 0.28204
17 a 0.06181 0.07254 0.08250 0.08487 0.20266 0.21953 0.23419 0.25114
18 a 0.07570 0.08746 0.09836 011178 0.22449 0.24171 0.25650 0.27377
18 il 0.06604 0.07644 0.08611 0.08805 0.20054 0.216563 0.23045 0.24658
20 10 0.07873 0.09009 0.10056 0.11338 0.22006 0.23636 0.26048 0.26685
21 10 0.06964 0.07982 0.08822 0.10077 0.19867 0.21380 0.22717 0.24250
22 1" 0.08140 0.08240 0.10248 0.11476 0.21632 0.23183 0.24530 0.26080
23 1" 0.07283 0.08278 0.08183 0.10312 0.18700 0.21167 0.22428 0.23905
24 12 0.08378 0.09445 0.10418 0.11802 0.21310 0.22793 0.24081 0,25576
25 12 0.07667 0.08542 0.09433 0.10618 0.186560 0.20048 0.22168 0.23580
26 13 0.08594 0.08630 0.10573 011716 0.21030 0.22452 0.23689 0.25126
27 13 0.07823 0.08777 0.09647 0.10703 0.19415 0.20761 0.21837 0.23306
28 14 0.08788 0.08787 0.10712 0.11818 0.20784 0.22152 0.23343 0.24727
20 14 0.08056 0.08990 0.09838 0.10867 0.19282 0.20681 0.21726 0.23049
30 15 0.08966 0.09949 0.10838 011811 0.20666 0.21884 0.23034 0.24371
n 16 0.08287 0.08183 0.10013 0.11016 0.19180 0.20436 0.21534 0.22815
3z 16 0.09128 0.10088 0.10956 0.11887 0.20370 0.21645 0.22756 0.24051
33 16 0.08481 0.08358 010171 0.11160 0.19076 0.20204 0.21358 0.22601
34 17 0.09279 0.10217 0.11062 0.12077 0.20183 0.21428 0.22506 023761
35 17 0.08640 0.08522 0.10316 011272 0.18681 0.20164 0.21198 0.22406
36 18 0.08418 0.10336 0.11161 0.12151 0.20033 0.21232 0.22278 0.23497
ar 18 0.08805 0.09671 0.10448 0.11386 0.18803 0.20043 0.21048 022223
38 19 0.09548 0.10447 0.11263 0.12219 0.19887 0.21082 0.22069 0.23254
30 19 0.08958 0.09808 0.10673 0.11480 0.18810 0.19830 0.20809 0.22054
40 20 0.09668 0.10550 0.11338 0.12283 0.18753 0.20887 0.21877 0.23032

Tabena 1[2]

ITpumep 5:

Heka ysopak {1,2,3,4,5,6,7,11,14,18,22,28,33,35,36,39,41,42,51,64} naje
MOJIaTKe O Jy’KUHU YKUBOTA Y MecellnMa HAKOH JIMjarHOCTUKOBaHe 00JIecTH,
3a 20 caydajHo omaOpaHHMX MamyjeHaTa o0oJenuxX of paka. Tectupa ce
MIPETIIOCTaBKa Jla CAydajHa BeTudnHa X, KOja TMPeIcTaB/ba JYAKUHY KHUBOTA
HAKOH /INjarHOCTUKOBaa 00/IeCTH, NMa eKCIOHEHINjaaHy pacnojeny. Kako
ce 3 rpadguUKe pernpe3eHTaInje He MOXKe A0NW JI0 MOy3JaHOT 3aK/bydKa,
Mozke ce mpubehm Tecty caryacHoctu nomohy onene JlopeHnose Kpube Ha
JATOM Y30PKY, Log(0.5).

M xe 71
Lao(0.5) = # — = 0.1319
> im1 XG0 462
3a o = 0.05, momohy Tabaume mocMarpa ce KpUTHYIHA BpegHOCT. Ha
OCHOBY TOTA €€ MOKe JOHETH 3aK/bydakK /[ Cy HMOJAIU CALJIACHU Ca XUIIOTe-

30M O eKCIIOHEHIHjaJIHO] paciojienn, Tj. Hy ce mpuxsara.
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2.2. OLUEHA BHUHUJEBOI' KOEOQHUIIIJEHTA

ITpumep 6:
Y3MuMO y pasmarTpame CIydajHu y3opak u3 rama pacnogene y(3.1),
obuma 20. Heka je Hy: F(xr) = 1 — e, 1j. npernocrabba ce Ja je

pacmojiesia eKCIIOHeHIH)aTHA.

X = {0.47,0.66,0.80, 1.11,1.14,1.24, 1.25,1.28, 1.34, 1.40, 1.48, 1.49, 1.54,
1.57,1.73,1.74,2.16, 3.76,4.37,5.11}

Omnena Jlopenose KpuBe OBOI' Y30PKa padyHa ce I10 UCTOM HPUHIIMILY.

S X 10.69
20 =

Yo X 35.64

mTo je Behe ox onarosapajyhe kpuruune spennoctu 0,23636. Hy ce ombamyje,

1 3aKJbydyjeMo Jia 1 0e3 IIpeTXoHOT 3Haha J1a Cy 1OJIAalld U3 raMa Paciio/jielie,
MOZKe ce OJ0AIUTH HJieja O eKCIIOHEHINjaJTHO] PACIIO e IH.

Loo(0.5) = = 0.2999,

MonTe KapJjo ornena emnupmujcke mepe u mohu:

[Tocmarpano na 10 000 ciydajuo ojadpaHux y30paka, MOXKE €€ OJpe/iH-
TH eMIUpHjcKa Mepa u Moh JIopeHIoBe CTaTUCTHKE 3a TECT CArJIaCHOCTH C
€KCIIOHEHIIHjAJTHOM PAaCIOJIE/IOM.

3a oapehuBame emnupujcke Mepe, 10 000 y3opaka obuma 20 reHepucaHo je
n3 eKcnoHeHTIMjaaHe pacnojene. [Ipw npary 3nauajaoctn o = 0.05, a momohy
R-xoma npukazanor y Jodamxky 5, mobuja ce TpomOpIHja y30paka IpPU KO-
juma ce Hy ombamyje. Jlobumjenu mporenar msnocu 0.0454, najyhwm rpemky
npBe Bpcre u ykasyjyhu ja y caydajuo renepucanux 10 000 ysopaka wu3
eKCIIOHeHIjaTHe pacnojene, 454 oadaIyjy Xunore3sy eKCHOHEHIINjaTHOCTH,
TeCTOM CITPOBE/IEHUM MpeKo JIopeHIoBe cTaTnCcTHKe.

C napyre crpamne, 3a eMmnupujcky moh mocmarpa ce 10 000 yzopaka u3s
v(3,1) pacnomene y onuocy Ha H; npernocraky. Jlobujena emnupujcka moh
TecTa y OJHOCY HA aJITEPHATUBHY XUIIOTE3Y, IIPU JATAM YCJIOBUMA, U3HOCH

0.7139.

2.2 Omnena PunujeBor koedunujeHTa

Kana je dyukinuja pacnojgene F' nosuara Moxke ce johu 70 Teopujcke
BpeHocT ‘DPunujeBor xoedunmjenta. 1o yrjaaBHOM HUje CIyda] WJIH
je caM umHTerpaJ KOMILTHKOBaH 3a u3Boheme. Ilpuctyn koju ce demrhe
CIIPOBOJN y Mepemy HejeTHAKOCTH, jecTe OleHa DwWHMjeBOr KoedHUIUjeHTa
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2.2. OLUEHA BHUHUJEBOI' KOEOQHUIIIJEHTA

Ha ojiroBapajyheM y30pKy U3 HOILyJIAIje.

Omena: Yobuuajena meroja olleHe 0Oas3wpa ce Ha WIEjU Ja Cy MOIAIN
rpynucanu y ojrosapajyhe mpoxogHe kjace, cerMeHTe, a Cpeamba BPEIHOCT
JIOXOTKa y CBAKOM CEIMEHTY je mo3Hara. AKo ce 3a y3opak X DOCMaTpajy
Cpe/libe BPEJHOCTU 110 IPEIO3HATUM CerMeHTHMa, Jj1obuja ce onena Dunu-
jeBor koeduimjeHTa 38 OCHOBHY (DYHKIIM]Y paciojese - yOIIIITeHa OImeHa
PunnjeBUX cpelmuX pasauka’.

Ako je f; dpexBeHnuja WHTEpBasTa UHja je Cpeama BpeIHOCT (IeHTap)
Tc,: KymynatusHe ¢dppekpennuje Fj, Ha anciucd, U KyMyJaTHBHE TI0OaTHE
BpenHOCTH (j, Ha opAmHATH, oAapehene cy Ha ciaenehn navwmn:

F; = ij;Qj: Z%’;

z<z; <z

p‘zﬁ'q-z xcjfj )
T T we fy

D pi=2 41
j=1 j=1

Q)

Cauxa 18

ITpumena cratmcTuukor codprBepa R upu onenn ‘Dunujesor ko-
edpunujenta n popmupama oarosapajyhe Jlopenmnose kpuse yzopka: Onena
Dunujesor koedunmjenta Moxke ce jgobuTn nomohy dyHKIHUje gini u3
naketa reldist.

I Gini mean difference
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2.2. OLUEHA BHUHUJEBOI' KOEOQHUIIIJEHTA

Ymuorpeba:
gini(x, weights=rep(1,length=length(x)))

AprymenTn:
T — BEKTOD KOJH CaJIPyKU HEHEraTHBHE eJIeMEeHATe;
weights — ONIMOHU BEKTOP YHje BPEIHOCTHU €€ HAHOCE HA Y OCY;

ITpumep 7:

Heka je mata momymamumja on 22 269 cTaHOBHUKA, 3a KOjy je MOTPeOHO
OJIpeJIUTH CTelleH HejeJJHAKOCTH Y paclojiesin JIoxoTka. VI3 Tor passora,
MoxKe ce mpubehm orenm ‘DunujeBor kKoedwunujeHTa HAa OCHOBY Y30DKA.
Heka BexTop X mosuruBHUX BpegHocTH, calpxu pegom 10 mnpeceka
CTAHOBHUIITBA, MOCMATPAHO OJ] HAJCHPOMANTHUjUX KA HAjOOTaTUjIM.

X = {548,1763, 2495, 3438, 4257, 5481, 6392, 8304, 12904, 22269 }

[IpeTmocTaBuMo 11a y3opcak Y u3 yHHMOpPMHE pacrnoiese naje mogaTKe o
oJiroBapajyhum nprcBOjeHNM JIOXOIIMA, KOjU e HaJla3e Ha y-OCH DUHHUjeBOT
KBaJpara.

Lorenz curve

10
0.8

0.6

Lo

04

02

Cauxra 19

Omnena Dunujesor koedunumjenta y oBom npumepy usuocu 42%, mrro
yKa3yje Ha NPUJINYAH CTEIIeH HEjeTHAKOCTH Yy PACIOMAE/NH JOXOTKA 33 JAaTH
. . . 1

y30paK yHH(OPMHE pacHoiese, UUju TEOPUJCKH KOCMHIHUjEeHT H3HOCH 3.
R-xon ynorpeb/beH 3a ojpehuBaimbe OBe olieHe, W IeHepHcaibe oJaroBapajyhe

Jopennose kpuse (Caura 19), npukasau je 'y Jodamxy 4.

Y nacrtaBky he OuTm onmcane Heke HaIpeJIHHUje METOJIe OlleHhNBakha
‘DunujeBor KoedunujerTa 1 NpuMeHa TUX OIEHA.
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2.3. OLEHA 'BHHUJEBOI' KOEOUIINTJEHTA BASHPAHA HA
CPEJAHKUM BPE/IHOCTHMA

2.3 Omnena 'DBunujeBor kKoeduiimjeHTa 0a3u-
paHa Ha CpeaibuM BPEITHOCTUMA

[IpeTx0HO je MIYCTPOBAHO YOIIITEHe OBe OlleHe TTPEKO CPEIIbUX BPETHO-
cTu ojabpaHux cermMenara. » OBOM IIOIJIaB/by Ouhe Jiera/bHHje OIUCAH I10-
CTynak orneHe u jeduHUCAIHE TPAHUYHUX BPEIHOCTH DunujeBor xoedwuim-
jenTa.

Heka je L(p) Jlopennosa kpusa nomysnaiuje. CramzapiHa METOIA OlEHH-
Bamba DuHUjeBor Koedunujenta Oazupa ce Ha ANPOKCUMAIMU TO/bA KOH-
nenrpanuje - A (u3meby smnnje jegmakocrn u Jlopennose Kpuse), mTo ce
BpIH 0fabupoMm k cermenara oapehenux Taukama: 0 = pg < p; < -+ <
e < Pry1 = 1 W aHaIM30M W3JIOMJbEHE JIMHU]Ee 3aJaTe PeJIoM TadTKama
(0,0), (p1, L(p1)), - - - (P, L(px)), (1,1) m mospa xoje obyxsara.

OBa mupornenypa Jedunuine 0y TPAHUIY 3a HOBpImuHy A, amum u
Punujes koedbunujenr G jep upasa JwmHuja koja nosesyje (p;, L(p;)) u
(piv1, L(piz1)) mexum msman L(p). Crora, mnoma rpanuna 3a G 6uhe:
G>1— Y8 o(pis1 — pi)[L(p:) + L(pis1)].

Pagun yrBphuBama TadHOCTH NPETXOJHE TpaHulle HoTpedHA je u
ropma rpanuna ox G. 3a oBy morpeby MOxKe ce VIOTPeOUTH HH-
Tepuperanyja DunujeBor  KoedUIMjeHTa 1PEKO  CPEIbUX  Pa3/nKa
G = %. Hexka je maro n 6pojeBa mopehanmx pacryhe m rpynucanux y
(k 4+ 1) moarpyua &1, ..., Tmy; Tmgtls- -« Tmyi -3 Tmptls -« s Lny LHAE CY
mip =npy, Mg =nNPa, ..., M =P 10 < p; < -+ < pp < prr1 = 1. Taga je
OIleHA 3a CYMY CPeIIbUX pasinka A:

k+1
A = ()7 YN =l = 303 vl — gl + 2T
i<j i<j i#j i#j i=1

rje fi; UPeJCTaB/ba CPEeImby BpeJHocT i-Te moarpyune, Af rakohe oarosapa
1-TOj TPyIH, a 7y; NPEeJACTaB/ba MPOINOPIUjY ONcepBalinja 3axBaheHux i-ToMm
TPYNoM (HTID. Y1 = P1, Y2 = P2 — P1y > Vhi1 = 1 — Pi).

Sanemapyjyhu pa3ziuke y jmoxonuMma YHyTap rpyna, DurujeB koedburm-
JEHT je orpaHHYeH ca IOpHe CTpaHe CTATHCTUKOM KOja ce Ha3UBa ~KOPEKIIH]a
rpynucama”: G < (2u)~ 1 > 2AL. [4]

OsuMm je omoryhena omena DunujeBor koedunujerta 0e3 IO3HABAHA
pacmojiesie nionyaamnuje. be3 ob3upa Koja je TycTHHa pacrojesie, DuHujen
KoeUIMjeHT OIEH-eH Ha OCHOBY y30pKa mMahe BpeJIHOCT yV JaTHM TI'DaHH-
nama. ¥ cBoM pajay u3 1972. T'acTBUpT mokasyje ja pas/iuka u3mehy oBako
nedunncanuxX rpanuna u3Hocu oko 0.006 umme m00HjaMoO MPEIu3Hy OIEHY.
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2.4. OLEHA BHUHUJEBOI' KOEOQUIINJEHTA
METOAOM BAMEHE

2.4 Omnena bunujeBor koedumnmjeHTa
METOJIOM 3aMeHe

Hexka je Xi,...,X,, HU3 He3aBUCHUX jeJTHAKO-PACTOIC/HEHUX CIYUajHUX
IPOMEH/BUBUX ca (pyHKIHjOM pacrojesne F' u neka je G Dunujes koeduru-
jeHT, MYHKIIMOHAJIHI apamMerap y 3aBucHocTH o F.

Besa ¢dynkimje pacrojesie ca oaropapajyhum DunujeBnm koeduimjen-
Tom (7, yKasyje Ha MOIyllHOCT o1leHe OBOT lapamerpa Tako mro he ce nponahu
oarosapajyha ormena 3a F, F a 3aTUM TOM ONEHOM 3amenuTn F'y dbopmynn
lapamerpa 1 aaTi werosy oteny: G = G(F).

3a oueny byuknuje pacnogene F Hajuemhe ce ysmma eMumupHjcKa
dbyukmja pacrnoesne Tor yzopka F(z) = % Yoo (X < ).V cayuajy kana

eMIIpHUjcKa (PYHKIMja He IMPOM3BOJAM 3aJI0BO/baBajyny olleHy, KOPHCTH Ce
"rnaTkuja”’ oneHa:

n

Fa) = [ Rlo—dF(y) = Y R - X))

- i=1

riie je R nenpexkuina GpyHkuja pacnojesne KOHIEHTPHCAHA OJIHCKO OKO HYJIE.
Ouene F u F Cy jako GJIMCKe Yy CMHCIY J1a je |F F| jako mao.

Y oBoM cjiydajy Hema morpede 3a HaAIPEIHUJOM OIEHOM OJI eMIIMPUjCKe
dbyHknmje, ma ce mpema mb0j (opmupa ojarosapajyha onena ‘DuamjeBOT
KoeduImjeHTa MEeTOI0M 3aMeHe:

ZX — DX

i=1

ITpumep 8:

[Tpermocrapumo jga noxanm y Tabeau 2 mpeacrapibajy y3opak ox 30
MOPECKUX IPUXO/IA, JOOMjEHHX M3 HU3A CAYYajHUX jeIHAKO-PACIIOIE/beHIX
IpoOMeH/bUBHX X1, ..., X390, udja je (byHKIHja pacmojene F Helmo3HaTa.

3841 | 7084 | 7254 | 15228 | 18042 | 19089
22588 | 23972 | 25694 | 27592 | 27927 | 31576
32528 | 32921 | 33724 | 36887 | 37776 | 37992
39464 | 40506 | 44516 | 46538 | 51088 | 51955
54339 | 57935 | 75137 | 82612 | 83381 | 84741

Tabena 2[1]
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2.5. OLIEHA 'BUHUJEBOI' KOEQUIINJEHTA
METOJAOM MAKCHUMAJIHE BEPOJOCTOJHOCTH

Yuorpebom OBHUX IOJAaTaKa MOYKE Ce U3BPIIUTH OlleHA DUHUjeBOr KO-
ebunmjenra G(F) = 1 — 2f01L(t)dt METOJIOM 3aMeHe, Mako je (PYHKIHja
pacrojiesie Hermo3Hara.

Omena noctynkoMm 3amene 3a G(F) 6ulie:
30

30 .
~ ~ B 20 —1
G=G(F) = X)) (55— DX,
i=1 =1

rae ¢y Xy < -+ < X(30) CTATHCTHKE ITOPETKA HU3a CAYIajHAX BEIMIMHA.
3a gare nomarke, omnena Dunujesor koedunujenra G(F) mzmocu 0.311
yKa3yjyhu Ha cpe/ibu CTEleH HEejeIHaKOCTU Y PACIOJIEIN JTOXOTKA.

Cranyap/iHa rpemika ornete G Mozke 6uTH onemena [lexnajdp? MeTonoM

n3nocuhe
30

~ 929 -
Se(G) = — Y (G—; — G.)* =0.0398,
(6) = 35 2| )
rJe é\. = 0.310 mpeacTaBsba Cpeamy BPeTHOCT 38 HU3 C/J_\l, ce @. Tabena

3 mpukasyje spegaoctu orieHa G_; 3a G(F'), 1061jeHIX H30CTaB/HAHEM OO0~
Bapajyhie i-Te BpeIHOCTH HI3a IPHIMKOM H3padyHABaIbA.

0.2912 | 0.2948 | 0.2950 | 0.3028 | 0.3055 | 0.3064
0.3092 | 0.3103 | 0.3115 | 0.3127 | 0.3129 | 0.3148
0.3153 | 0.3154 | 0.3157 | 0.3166 | 0.3168 | 0.3168
0.3170 | 0.3170 | 0.3169 | 0.3167 | 0.3161 | 0.3159
0.3152 | 0.3140 | 0.3069 | 0.3033 | 0.3028 | 0.3020

Tabera 3[1]

2.5 Omnena bunujeBor koedumnmjeHTa
METOJIOM MAaKCHUMAaJIHE BEPOOCTOjHOCTH

[TperxomHo ommcane meroje oreHe DuHujeBor KoeduIMjeHTa CIIaIa]y
y HellapaMeTapCKe MeTo/e, Koje ce He 3aCHHBAjy Ha MPeTIOCTaB/heHO] WUIN
MO3HATO] paCIoes]n W3 Koje y3opak morumde. CympoTHO, TapaMeTapcke
MeTosie YBeK Kpehy oj mpeTmocTaBke O pacnojenuw, Ouaa OoHa TavyHA WU
HOT'PEIITHA.

2 Jackknife
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2.6. OI[EHA BHHHIJEBOI KOEQUIINJEHTA PA3TITYNTHAM
METOJAMA

Y 0BOj MeTOiH, LOJA3U Ce 0J] IpeTHocraBbere pacuogese F(x, ©) uuju
ce mapaMerpu O OIemyjy METOIOM MaKCHMaJHe BepomocTojHocTH. Ha Taj
HaunH, yBpmhnBameM oOleHe mapamerpa y uspas bunnjesor koebunujenra
G, nobuja ce onrosapajyha Dunujesa onena G = G(O).

Hapejino noryias/be 1pukazahe Heke npumepe onemuBaba OBOM METOJIOM,
Kao u rnopeheme ca HemapaMeTapcKOM OIEHOM U TEOPUjCKUM BPEIHOCTHMA.

2.6 Omnena PuHUjeBOr KoedmuimjeHTa pasin-
YUTHUM MeToJaMa

OrnerpuBame ce BPIM Ha OCHOBY HU3a HE3ABUCHUX j€THAKO—PACIIOIE/HEHITX
cAy4dajHuX BeJwdnHa Xi, ..., Xp, KOJH IpeJcTaB/ha CJAydajaH y30paK u3
ncte momynamnuje. IlocmaTpajMo y HacTaBKy Y30pKe W3 JiBe PacIojienie,
slor-uopmasine u I[laperose. Ilponamasmnim ojrosapajyhe onene mwuxoBux
Dunujesux koedurujenara, MOry ce JOHETH 3aK/bydIld O OIEHAMA JI0-
OujeHUM HemapaMeTapcKuM MeToJ[aMa, M [apaMeTapcKuM MeToJamMa Cca
MO3HATOM W HEMO3HATOM PAaCIOIETOM.

Jlor-HopmaJsina pacmojeJia:

Hexka cy maTm y3opak u IycTuHa JOT-HOPMAaJIHE paciojesie, ca o = 1:
Xy ={0.20,0.39,0.41,0.46,0.47,0.64,1.12,1.14,1.19, 1.32, 1.46, 1.50, 1.54,
1.97,2.1,2.62, 3.25,3.31, 3.65, 3.93},

(—Un (w)—u)2)
202 3ax >0,

Jin(z;p,0) =

2mox

rae In (X;) € N(p,0?).

Teopujeru Bunujes koeduyujernm n0or—HOPMAIHE PACIOLCTIE 3aBUCH CAMO
O]l o | JaT je ca
o
Gon(o) = 20(-22) — 1,
(0) =207
rie je ®(z) dbyuxmuja Hopmaane pacnogene N(0,1).
Ouena marxcumaine 6epodocmojHocmU 3a o je

n = (5 Dis (Yi = Ya)?)?, nae je Vi = In (X;).

Crora je onroapajyha onena bunujesor xoedunujeara Gy (a,).
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2.6. OI[EHA BHHHIJEBOI KOEQUIINJEHTA PA3TITYNTHAM
METOJAMA

3a garu y3opak Xy OIleHA Mmapamerpa u3Hocuhe:

20
—~ 1 — 1 13,8302, 1
o = (55 d (Vi = Yy)?)? = (—5g )2 =083

i=1

w

Onatie, onena Dunnjesor koedunnjenta je G = G(o) = 2@(%) —1=0.44,
yKa3yjyhu Ha IpuaddaH cTeleH HejeIHAKOCTH.

¥Y3MuMo y 003Up HEKe TeOpHjcKe BPEeJIHOCTH DWHUjeBOT KoedHIujenTa
3a JIOT-HOpPMaJHy pacmozeny. 3a dpukcupasne spegaoctu 0 = 0.5, 0 = 1 u
o = 3, pexom ce nobujajy G(0.5) = 0.27, G(1) = 0.52 u G(3) = 0.96.

3a HemapaMeTapcKy METOAY, Kao INTO je Memoda cpedrwur padsuka,
HaBeJeHHW y30pak ca o = 1 jgaje nemapamerapcky omeny Gy = 0.39. YV oBoMm
CAy4Yajy ce MOTJIa MPUMEHUTH U ONEHA METOJOM 3aMeHe.

IlaperoBa pacmozesa:
[locmaTpajmo caza y3opak u ryctuny llaperoBe pacnojerne ca o = 5:
Xp =16,8,12,15,22,27, 30, 34,45, 65, 72,80, 109, 112, 200, 315, 400, 621, 700, 789}

fr(z;a)=(a—1)(z+1)"*3a x>0,

Teopujeru Bunujes xoedpuyujernm IlapeToBe pacmomese 3aBUCH O o

- a—1
20 -3

Gp(Oé)

Ouena maxcumanre sepodocmojrocmuy 3a « je

— n
Oy = 5, % -
XA
2z log %

Amnanorno, ogatie je onena Dunujesor koedbumnujenra G(a,) = 0.48.

[ToHOBO ce MoOry OJpeanTH HEKe TEOPHjCKe BPETHOCTH IMOKa3aTe/ba 3a
dukcupane «. Ha npumep, 3a o« = 5, @ = 10 u o = 50, mobujajy ce
speanoctn G(5) = 0.57, G(10) = 0.53 u G(50) = 0.50. C mpyre crpane,
HelmapaMeTapCcKH MeTOJI IMPEKO CPeIbuX pas3inka, Takohe mgaje MpHOIHKHY
omeny Gog = 0.69.

JlojaTHO, MOry ce IPOBEPUTH M OIEHE 3a IOrPENIHO IIPETIOCTAB/HEHY
pacnogeny, nupu H;. Haunme, Dunujep xoedbunujent yzopka Xy OIEHHEMO
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2.6. OI[EHA BHHHIJEBOI KOEQUIINJEHTA PA3TITYNTHAM
METOJAMA

ca Gp = G(a) mro oxrosapa IlaperoBoj pacmozenun, n o6puyTO, 33 Xp,

onpenuhemo Gy = G(7).

[Tocmarpajmo Hajupe nonarke n3 Xy n npu H; 3a [Taperosy pacnoneany,
onpenumo oneny Gp = G(@). Tlo mperxoaHo 06jalimbeHoM OCTYIKY, J00H-
jajy ce cienehe BpeHOCTH:

20 20

= =0.55
21221 log 0‘%’0 36.09

Qoo =

~ 0.45 __
uG= Io = 0.23.

Cimuno, 3a nomarke Xp, IO IIOIPEIIHOM HPETIOCTABKOM O JIOI-
HOpMaJsHOj pacnozesn, Dunujes kKoedunujent ce onemyje ca Gy = G(7).
[Ipu ToMe ce Toaa3K 10 pe3yITara:

20
_ 1 -
020 = (2—0 Z(Yz - Y20)2)

i=1

95.69
20

)z = 1.67,

SIS

=

TUME CJIE/H, G = 0.76.

Tabena 5 Koja ciegan, cymMupa npuMepe HaBeeHe Y OBOM IOTJIaBJbY:

Yzopak | [Tapamerap | Teopujcka Bp. | Hemapam. omena | Gy | Gp
XN c=20,5 0.27 0.33 0.30 | 0.15
XN c=1 0.52 0.39 0.44 | 0.23
XN c=3 0.96 0.51 0.71 | 0.40
Xp a=5 0.57 0.69 0.76 | 0.48
Xp a=10 0.53 0.63 0.79 | 0.45
Xp a =50 0.50 0.60 0.76 | 0.43

Tabenra 5

Mozke ce jioHeTH 3aKJ/bydaK Ja, HaKo CKOPO HUKaJla HUje Hajoo/ha, UCTO
TaKO HU HAjropa, oleHa Jo0MjeHa HelrapamMeTapcKuM MeTojama ce namehe
Ka0 HAjCUTYPHHUjU M300p MPUWINKOM OllehhBama DuHHjeBOr KoeduiujeHTa.
OBa MeToJa MCKIByUYyje PU3WKe JIOMIe 0Ja0paHOT y30pKa W He 3aBHCU O]
MPETIIOCTABKH.
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2.7. TECT CAIVIACHOCTHU C EKCIIOHEHIINJAJIHOM
PACIIOAEJIOM BABUPAH HA BUHUJEBOM KOEQUIINJEHTY

2.7 Tect carjacHOCTU C €KCIIOHEHIINjaJIHOM
pacriogesioM b6a3zupaH Ha TuHMjeBOM KO-

eduimjeHty

Hakon ¢popmupama TecT CTATUCTUKE, UJIeja U IIOCTYIAaK CY CJAUYHH MPOIe-
JIyPU TIPEJICTAB/bEHO] Y TECTY CarjiacHoCTH 6a3upaHoM Ha onenu JlopeHrone
kpuBe. Heka je obesiexkje X Mmo3uTHBHA CIyYajHA BEJIHIHHA.

Hynra xumore3a: llpernocraBka je 1ma je y3opak X, W3 eKCIOHEHIIH-
jaJiHe paciiojieJie.

Hy:F(z)=1—¢"12>0.

Teopujcku ‘Dunujes koepuiujeHT EKCIOHEHITUjaIHE PACIO/IEIE HE 3aBUCH
0J1 mapaMeTpa A\ U H3HOCH %

Tect craructuka: Kao nmomasua tauka dbopMmupama Dunu tect craTu-
CTHKE, y3UMa ce eMIHUPUjcKu DunujeB Koeduiujenr:
Zij ’Xi - Xj’

Gn = 2n(n — )X

OBa ¢dopmyna moxke ce TpanchopmucaTu y ciegehu 3amme, Koju cy y
CcBOM ucrpazkuawy yseju lejsi u lacrBupr:

n—1 .
>y Un = DX — X))
(n—1)> 0 X
Omn Takohe yBoe, HopMaIn3oBana pacTojama 01 = (Xy1) — X)) (n —

i) Koja Cy jeJTHAKO PACIOeshbeHe CAydajHe BeJNUHHe U3 eKCIIOHEeHIIH]asTHe
pacmojiesie, MmTo jJajbe oMoryhasa ciejehu 3armmuc:

G, =

ecy T'=>0" X, =" 0;,uD; = %, n JIupHUX/1e0BIX IPOMEUBUX U3
['(n), D; > 0wu Y D; = 1. IlperxogHu 3almuc jJaje TpaKeHy TECT CTATH-
CTHKY KOja Ce MOXKe 3aIUCATH U KAO:
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2.7. TECT CAIVIACHOCTHU C EKCIIOHEHIINJAJIHOM
PACIIOAEJIOM BABUPAH HA BUHUJEBOM KOEQUIINJEHTY

Pacnoaeny 3a (G, moa HyaToM xumore3oM, 1969. romuse yBen cy
Jemmucrep n Kiajir:

n—1 n—1 n—1
PGy <a)=a" Y]]} " = D (@w—c)" He [ J(x — e},
i=1 j=r+1 k#j
riae je ¢; = Z%{, a r je HajBehm mHIEKC TakaB Ja T < ¢,.. 3a BeJIHKe

BPETHOCTH = (a TUMe MaJjie BPEJIHOCTH T'), 3HATHO 3TOJIHUJU 3AIUC je

r n—1
PG <o) =1-=> (c;—o)" He; [[(e; =)} ™"
=1 ki
Tabesa 6 cagp:ku mozHare p-ppegnoctu 3a G,, n = 3,4,...,20, Ha

OCHOBY KOJUX C€ JIOHOCH OJJTyKa O IPUXBATAHY XUIIOTE3E.

Probability level Probability level
n 0950 0975 0-990 n 0950 0975 0-990
3 084189 0-88818 0-92932 12 064337 066992 0-70020
4 077686 0-82288 086951 13 063725 066275 069183
5 073834 077997 0-82501 14 063185 065641 068443
6 071307 075079 0-79260 15 062704 065076 0-67792
7 069439 072931 0-76831 16 062273 064567 067197
8 067988 071252 0-74921 17 061882 0-64107 066659
9 066821 069896 (073370 18 061527 063688 066168
10 0-65855 0:-68768 0-72070 19 061201 0-63304 0-65723
11 065039 067816 0-70972 20 0-60902 0-62952 065308
Tabena 63]

[Iperxonna tabena maje BpeaHocTH 3a obuM y3opka 1o 20. V caydajy
Behux ysopaka, Moxke ce npubehu HOpMaJIHO] alpOKCUMAIMju, KOja je aJje-
KBaTHA YaK M 3a Mame o0uMe y30pKa. XedIUHI' y CBOM pajy JdoKasyje, J1a

—E(Gy)

Gn
camo mpu yeiaoBy EX? < 0o, BayKW 112 ﬁ y pacrojiejiv TeKW HOpMaJi-
var(Gn)?2

1oj pacmomenu, N (0, 1).

Yaumajyhu y 063up HYITY XHIIOTE3y O €KCIOHEHIHjaJHO] PacIoNesH,
OYEKHUBAHA CPE/IHHa BPEJIHOCT U BAPUjaIlja MOTY Ce H3DATYHATH U3 U3BEICHE
TeCT CTaTUCTHUKE ITPEKO ZLI/IpI/IXﬂeOBI/IX IPOMEH/bUBUX U IbUXOBUX MOMEHTAaTA.

Baucra, FEG, = 0.5 3a cse n u var(G,) a TaKo

1

12(n—1)
1

Vi, = (G, —0.5)(12(n — 1))2 Texu crangapAHOj HOPMATIHO] PACIOIEIH.
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2.7. TECT CAIVIACHOCTHU C EKCIIOHEHIINJAJIHOM
PACIIOAEJIOM BABUPAH HA BUHUJEBOM KOEQUIINJEHTY

ITpumep 9:

Ja Om miaycTrpoBanm ciaydaj TeCTa CArJIACHOCTH € EKCIIOHEHIIW]aJITHOM
PACIOIENIOM, [OCMaTpa Ce CAYYajHO oJabpaH y30paK M3 €KCIIOHEeHIUjaJIHe
pacnogese obuma 20. Hexka je Hy: F(z) = 1 — e %, 1j. npermnocrapba ce Ja
j€ pacuojesia eKCIOHEHIIjaJHa.

X = {0.04,0.09,0.11,0.21,0.27, 0.35, 0.4, 0.54, 0.58, 0.72, 0.77, 0.90, 0.98,
1.21,1.40,1.57,1.95,2.43, 2.45, 4.69}

Tect craructuka je omnena DunujeBor KoedUIIjeHTA:
19

041
G =2 T

i=1

rje ce D; u ; BpeTHOCTU MOTY W3padyHATH MpeMa MO3HATUM (DOopMyIaMa.
Nszpauynasamem ce j100uja oneHa,

~206.8
4123

llozraTo je nma je Teopujcku DuHUjeB KoedUIHjeHT eKCIIOHEHITUjaTHe
pacrozesie jemnak 0.5, ma ce MOKe HAacJYTUTH Ja he XwWmore3a OWUTH MpU-
xpahena ycJjej jako maJjior ojcrynamma. llpu npary 3nadajuoctu o = (.05,
nposepa ojarosapajyhe tabauune spegunoctu 0.60902 ysepasa nac ja ce Hy
TpUXBaTa, Tj. pacnoaesa y30pKa jecTe eKCIMOHEHIINjaTHA.

= (0.50157.

20

IIpumep 10:

Y 0oBOM IHpuMepy yY3MHUMO y pa3Marparmbe CJAydajHu y30paK M3 rama
pacrnomese (1.5, 1) obuma 50, na 6u u3berin rpemKy apyre Bpere, Ha dujeM
je pasmarpamy mucano y [2]. TIpermocraBumMo TOHOBO j1a je y3opak wu3
eKkcIoHeHnujaTHe pacnogese, Hy: F(z) =1 — e ",

X = {0.47,0.66,0.80,1.11,1.14,1.24,1.25, 1.28,1.34, 1.40, 1.48, 1.49, 1.54,
1.57,1.73,1.74, ..., 2.16,3.76,4.37,5.11}

Onena Hunnjesor kKoedumnujerTa y oBoM caydajy Ouhe:

19

0341
Gop = Z T 0.61708,

=1

rjie ce D; u 0; BpeTHOCTH MOTY H3padyHATH IIpeMa IO3HATHM (POpMysIaMa.
[Ipu npary smadajuocty o = (.05 m mposepoMm oarosapajyhe Tabandne
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2.7. TECT CAIVIACHOCTHU C EKCIIOHEHIINJAJIHOM
PACIIOAEJIOM BABUPAH HA BUHUJEBOM KOEQUIINJEHTY

BPEJIHOCTH, JIOJIA3UMO JI0 3aK/bydka ja ce Hy ojgbanuje, 1j. yBaxkaa ce H,
MIPETIIOCTaBKa Ja Paclofiesia HUje eKCIOHeHINjaTHA.

MonTe KapJjo ornena emnupujcke mepe u mohu:

Kao y ciyuajy recra caryiacnoctu nomohy JIopeHioBe crarucruke, Ha
cay4ajuo ogabpannx 10 000 y3opaka, MOXKe Ce OIEHUTH U eMITUPUjCKa Mepa
n Moh Tecta caryiacHoctu nomohy Dunujese crarucruke.

[Ipu onenn mepe, 10 000 y3opaka oduma 20 renepuiie ce u3 eKCIOHEHIU-
janne pacrojgeste. [Ipm mpary sradajaoctu o = (.05, Kao mMTO je TpUKa3aHO
odamxy 6, nobuja ce mpomopiuja y3opaka npu Kojuma ce Hy ogbamyje. lo-
oujenu nponenar mznocu 0.3209, 1mTo roBopu Jla y CJIYYAjHO T€HEPUCAHUX
10 000 yzopaxka, mux 3209, oxbairyjy Xumore3y eKCHOHEeHIINjaTHOCTH, j1ajyhu
I'PEIIKy IIPBe BPCTe.

Cymporno, y onenn mohn Tecta, renepumte ce 10.000 y3opaka u3 v(2,1)
pacnogene. I[locmarpajyhu y ogHocy Ha anTepHAaTUBHY xumnoresy Hp, moduja
ce emrupujcka moh oz 0.142.
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IlorsgaaBibe 3

3akJpy4dak

JlopennoBa kpuBa u ‘DunujeB koeduiujeHT, Kao Mepe HejeTHAKOCTH
y paciojesu, HalLId Cy CBOjy HPUMEHY y MHOI'MM HaydHHM O00/aCTHMA.
HhuxoBa y3podHo-nocienyHa Be3a ca pacloiesioM ojlakiiaBa u oMoryhasa
JIOHOIIEhe PA3ININTHX 3aK/bydaKa: O CTelleHy HejeHAKOCTH Y MOIYJIAIjI
Ha OCHOBY MO3HATe PAcIojiese, WX O CaMOj PACIOIENH Ha OCHOBY OIEHeHIX
Mepa HejeJTHaKOCTH.

Omnene Jlopenmose kpue u "BDuaujeBor koedwurujenta mMory OuTn
HelapaMeTapcke y3 MOTIYHO HE3HAWmEe O PaclojIe/d IMOCMaTPaHUX OICep-
Ballfja, aju U napaMeTapcKe y3 MO3HATY U HEMO3HATY, Tj. MOTPEITHO MpeT-
oCTaB/beHy pacnojery. OHO 0 4eMy je OUJIO pedn y pajly, a HOKPUBEHO je U
KDO3 Pa3JUUYUTy JUTEPATYPY O OBUM TOKa3aTebuMa, je 1a y Behunu cioyda-
jeBa HajOoOJba je mapamMerapcka OIeHa ca TadHoM pacuogeaoMm. CymnporHo,
ITapaMeTapcKa OIeHa, ¢a MMOTPEITHOM PacIofieJioM, Jaje Hajaolnje pe3yaTaTe.
Kao najcurypuuju u3bop npu onemuBamy Mepa Hejeanakoctu, Hamehy ce
HelapaMeTapcke MeToje, Koje HUTH ¢y Hajoo/be, HUTH Hajrope, a Jiajy OleHe
3aJ10BoJ/baBajyhux cBojcraBa.

YipaBo U3 0OBOI' pa3J/iora, HellapaMeTapcke OlleHe cy ucKopuiihene y
OIHUCY TECTOBA CAIVIACHOCTU € EKCIIOHEHIIMjAJTHOM PACIOIe/IOM, a Oa3upaHux
na Jlopennosoj kpusoj u DunujeBom Koeduiujenty. Dunujes koedunmjent,
Kao HYMepHUUKH IMOKa3aTe/b W3Be/IeH n3 JlopeHIioBe KpuBe, jecTe Mperu3Hnja
Mepa Koja je 3a pas3nauky of JlopeHIOBe KpwBe ymoTpeO/pbuBa y OWIO KOM
nopehemy HejeTHaAKOCTH.

[Tpukazanu TECTOBHM MOKa3aJ/M Cy Pa3/JIUUATy €MIUPHjCKY MON y OJHOCY
Ha aJTepHATUBHY XUIOTE3y O raMa pacrojejama. ¥y HaBeJeHO] JUTepaTypu
Mory ce mpoHahn aHagn3e Mohm W 3a HeKe Apyre ajJTepHATHBHE PACIoJee,
Bejoynosy, [laperoBy u yuudopmuy. Ilpu anrepuarusnoj xumnoresu o Bej-
Oy10B0j 1 YHUGDOPMHO] paciojenn, Bely oceT/bUBOCT IOKA3a0 je TeCT carja-
cuoctu riomohy Dunujese craructuke. /lok 3a [TaperoBy u rama pacmojey,
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Behy ocersbuBocT uma tect nomohy Jlopennose craTucruke.

[TpocTop 3a jojaTHa UCTPaKUBara je IMUPOK, MMOo4YeB OJi yHampehema
JlopeHtioBe KpuBe, U Mepa HejeTHAKOCTH YOIIITe, Ha obejierkKja HeraTUBHUX
BPEJIHOCTH, JI0 pas3bujamba pas3IuduTHX MUTOBA O OCETJFUBOCTH DHHHjeBOT
KoeHUIMjeHTa Ha CTPYKTYPY U IPOMEHe Y CTPYKTYPHU IOIYJIAIlHje.
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IloriaasJipe 4

Jonaim

1)

R-KOJI, HA OCHOBY KOT €y IPOU3BeAeHN pesyararn u3 [Ipumepa 1:
> x <- ¢(25,68,93,123,179,211,297,364,400,470)

> v1<-runif(length(x))

> v2<-100*v1

> par(mfrow=c(1,2))

> plot(Le(x,v1),col="purple” ,lwd=2)

> plot(Lc(x,v2),col="purple” lwd=2)

> par(mfrow=c(1,1))

R-ko0j1, HA OCHOBY KOI' Cy Lpou3BejieHu pesyJiraru u3 [lpumepa 2:
> x<-¢(25,68,93,123,179,211,297,364,400,470)

> vl<-runif(length(x),10,30)

> v2<-runif(length(x),0,100)

> plot(Le(x,v1),col="purple” lwd=2)

> par(new=TRUE)

> plot(Le(x,v2),axes=FALSE,col="coral” lwd=2)

Basza AirPassengers cajip:ku mojaTke 0 06UMYy TYTHUKA y aBHO Ca0-
opahajy 3a nepuos o 1949. no 1960. romune. baza je ynorpebsbena y
Ilpumepy 3 3a aHaau3y HejeHAKOCTU y PACIIOJIEIN.

> AirPassengers

Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec

1949 112 118 132 129 121 135 148 148 136 119 104 118

1950 115 126 141 135 125 149 170 170 158 133 114 140

1951 145 150 178 163 172 178 199 199 184 162 146 166

1952 171 180 193 181 183 218 230 242 209 191 172 194

1953 196 196 236 235 229 243 264 272 237 211 180 201
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1954 204 188 235 227 234 264 302 293 259 229 203 229
1955 242 233 267 269 270 315 364 347 312 274 237 278
1956 284 277 317 313 318 374 413 405 355 306 271 306
1957 315 301 356 348 355 422 465 467 404 347 305 336
1958 340 318 362 348 363 435 491 505 404 359 310 337
1959 360 342 406 396 420 472 548 559 463 407 362 405
1960 417 391 419 461 472 535 622 606 508 461 390 432

R-kox, Ha OCHOBY KOI' Cy IIPOM3BEJEHH pe3yaTard Oa3supaHd Ha
IPETXOJHUM MOJAIMMA, & OMUcaHu y Ipumepy 3:

> ineq(AirPassengers,type="Gini”) # Djinijev koeficijent

[1] 0.2407563

> plot(Lc(AirPassengers),col="purple” lwd=2) # Lorencova kriva

R-ko0j1, HA OCHOBY KOT' Cy Lpou3BejieHu pesyJiraru u3 [Ipumepa 7:
> library(reldist)
> x <- ¢(548, 1763, 2495, 3438, 4257, 5481, 6392, 8304, 12904, 22269)

> y <- runif(n=length(x))

> plot(Lc(x,y),col="purple” lwd=2)
> gini(x,y)

[1] 0.4234095

JlopeHIoBa TecT CTaTHCTUKA - eMIUPUjCKa Mepa U MOh
> brojac = 0
> n = 10000

> for(i in 1:n){

+ uzorak < — rexp (20, 1)

+ sortuz < — sort(uzorak)

+ ocena < — sum(sortuz[1]:sortuz[10]) /sum(sortuz[1]:sortuz[20])
+ if (ocena > 0.10055) brojac < — brojac + 1

+1

> m < — brojac/n

Dunujesa Tect crarucTUKA - eMIUPHjCKa Mepa U Moh
> brojac = 0
> n = 10000
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> for(i in 1:n){

+ uzorak < — rexp (20, 1)

+ sortuz < — sort(uzorak)

+ delilac = 19*sum(sortuz)

+ for(jin 1: 19){

+ clan = j * (sortuz[j + 1] — sortuz[j]) * (19 — j)
+ deljenik < — deljenik + clan

+1

+ ocena < — deljenik/delilac

+ if (ocena > 0.39098) brojac < — brojac + 1
+1

> m < — brojac/n
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