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PREDGOVOR 

Ova knjiga predstavlja udzbenik iz predmeta Matematika I koji se stu
dentima Elektronskog fakulteta u Nisu predaje u I semestru pocev od skolske 
2004/2005. godine. 

Knjiga je potpuno uskladena sa akreditovanim planom i programom 
studija na Elektronskom fakultetu u Nisu, a maze se koristiti i na drugim 
elektrotehnickim i, uopste, tehnickim fakultetima. 

NajveCi deo knjige je posvecen oblasti linearne algebre koja je, sama 
po sebi, dosta apstraktna matematicka disciplina. Tu se studenti I godine 
prvi put susrecu sa nekim opstim algebarskim strukturama Cije su posebne 
(konkretne) oblike imali priliku da sretnu u prethodnom skolovanju. Tu se, 
dakle, dolazi do neceg ,opsteg" iz cega se, opet, maze dobiti niz ,posebnih" 
(,konkretnih ") slucajeva. Taj postupak dobijanja ,opsteg" na osnovu ,po
sebnog", neka vrsta apstraktne generalizacije ili uopstavanja, je vrlo vazan 
nacin razmisljanja koji ce studente tehnike, i ne samo tehnike, pratiti tokom 
celog daljeg skolovanja, pa i zivota. Zbog toga je ovaj kurs iz linearne algebre 
vazan ne samo u strogo matematickom okviru, nego i u okviru ovladavanja 
jednim novim naCinom razmisljanja koji studenti treba sto pre da usvoje 
kako bi sebi olaksali dalje studiranje i, uopste, povecali svoje saznajne ka
pacitete. Jer, kada covek zna ,opste" ne mora da pamti sve ono ,posebno", 
vee ga maze lako dobiti konkretizovanjem ,opsteg" u ,posebnim uslovima". 

Zbog svega recenog, bilo bi dobra da studenti prihvate ovaj predmet kao 
vrstu izazovne igre putem koje, ne samo cia sticu nova matematicka znanja, 
nego dobijaju i jednu dodatnu vaznu dimenziju u svom nacinu razmisljanja. 
Ta uspesnost u prepoznavanju onog sto je ,opste" u ,posebnom", ta gener
alizacija pri razmisljanju i stalna kriticnost misljenja (stalno preispitivanje 
zakljuCivanja) su, verovatno, one misaone karakteristike kojima svaki obra
zovan covek, intelektualac, ako hocete, treba da stremi. 

Sadl'Zaj knjige je segmentiran u 7 celina (glava). Svaka glava je podeljena 
na poglavlja, a poglavlja na odeljke. 

Knjiga zapoCinje kratkim podsecanjem na elemente matematicke logike, 
skupove, relacije i preslikavanja u meri koja je neophodna za dalju dobni 
matematicku komunikaciju. 



Potorn se razrnatraju neke apstraktne algebarske strukture sa jednorn 
(grupoid, semigrupa, grupa, Abelova grupa) ili dve binarne operacije (prst
en, telo, polje), a posebna paznja je posvecena polju kompleksnih brojeva s 
obzirom na njegovu vaznost za studente elektrotchnike. 

Razrnatranjem klasicnih vektora, kao i opracija izrneciu njih i sa skalari
ma, dolazi se (nekom vrstom generalizacije) do pojma linearnih (vektorskih) 
prostora. Posebno je analiziran prostor prosto-periodicnih oscilacija, znaca
jan za studente elektrotehnike. Razrnatrani su normirani i unitarni prostori, 
s tim u vezi i metricki prostori (koji su generalizacija pojma klasicnog trodi
mcnzionalnog prostora u korne je bitno rastojanje-metrika izmeciu objekata), 
te Banachovi i Hilbertovi prostori. 

Koncept matrica i matricnog racuna uvodi se na prirodan naCin uz 
teoriju linearnih operatora. Detaljno je izlozena teorija matrica i deter
minanata. 

Sistemima linearnih jednacina je posvecena znacajna paznja. Dati su 
osnovni metodi za njihovo resavanje, a razmatrani su i problemi u vezi sa 
egzistencijorn tog resenja. 

Ukratko, ali u dovoljnoj meri za studente tehnike, izlozena je teorija o 
algebarskim polinomirna i resavanju algebarskih jednaCina. Razmatrana je i 
klasa Hurwitzovih polinoma koji igraju znacajnu ulogu u teoriji stabilnosti 
automatskih sistema. Dati su osnovni rezultati u vezi rastavljanja prave 
racionalne funkcije na parcijalne razlomke. 

Izlozen je osnovni konccpt problema sopstvenih vrednosti i sopstvenih 
vektora. 

Pri kraju knjige, ukratko je izlozena analiticka geometrija u trodirnen
zionalnom prostoru. 

Posebno treba napomenuti da su na kraju svake glave dati naroCito 
pazljivo izabrani i slozeni zadaci u okviru poglavlja Zadaci za vezbu sa ci
ljern da korisnik ove knjige, njihovom izradorn, prethodno izlozena teorijska 
razrnatranja u knjizi, pretvori u sopstveno funkcionalno znanje. NajveCi deo 
tih zadataka su zadaci koji se proraciuju u okviru casova racunskih vezbi iz 
predrneta Maternatika I na Elektronskom fakultetu u Nisu. U tom izboru 
zadataka autori su irnali veliku pornoc ponajvise od koleginice prof. dr 
Slaciane Marinkovic, a potom i od koleginica prof. dr Lidije RanCic, as. dr 
Jovane Dzunic i kolege as. rnr Marjana Matejica, svi sa Katedre za mate
rnatiku Elektronskog fakulteta u Nisu, na cemu irn autori i ovom prilikom 
zahvaljuju. 

Nis, 10. rnaja 2012. godine. 
Au tori 
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G AVA I 

1.1 ELEMENT! OPSTE ALGEBRE 

1.1.1 Elementi matematicke logike 

Zbog konciznosti kojoj se tezi u matematickoj komunikaciji cesto se lco
ristimo nekim pojmovima i oznakama matematicke logike. 

Definicija I.l.l.l Za recenicu koja ima smisla i koja mora biti ili istinita 
iii neistinita i ima samo jedno od ta dva svojstva, kazemo da je iskaz ili sud. 

Ovo je opisna, intuitivna, definicija iskaza (suda). 
U rriatematici koristimo i naziv teorema ili stav za neke istinite iskaze. 
Istinosna vrednost istinitog ( tacnog) iskaza se oznacava sa T ili sa 1, a 

neistinitog (netacnog) sa _l ili 0. 

Kada se od jednog ili vise iskaza formiraju neki novi, slozeniji iskazi, za 
njih kazemo da su nastali kao posledica operacija nad tim polaznim iskazom 
ili iskazima. Ovim se bavi poseban deo inatematicke logike koji se naziva 
iskazni racun ili iskazna algebra. 

N avodimo najcesce koriscene operacije nad iskazima: 

(1) Negacija iskaza p, u oznaci --,p, je istinit iskaz alco i samo ako je iskaz 
p neistinit. 

(2) Konjunkcija iskaza pi q, u oznaci p 1\ q, je slozen iskaz koji je istinit 
ako i samo ako su oba iskaza p i q istinita. Alternativno, za konjunkciju se 
koristi i termin operacija i, tako da se p (\ q cita kao: p i q. 

1 



2 CLAVA I. OSNOVI ALGEBRE 

(3) Disj1mkcija iskaza p i q, u oznaci p V q, je slozen iskaz koji je istinit 
ako je bar jedan od iskaza p i q istinit. Drugim reCima, p V q je neistinit 
iskaz ako i samo ako su oba iskaza p i q neistinita. Za disjunkciju se koristi 
i termin opemcija ili, tako da se p V q Cita i kao: p ili q. 

( 4) Irnplikacija p =? q je slozen iskaz koji je neistinit ako i samo ako je 
p istinit a q neistinit iskaz. Implikacija p =? q se Cita i na jedan od sledeCih 
nacina: 

- iz p sleduje q, 
- q je posledica iskaza p, 

- ako p tada q, 
- p je dovoljan uslov za q, 

- q je potreban uslov za p. 

(5) Ekviva.lenC'ija p {::} q je slozen iskaz koji je istinit ako i sarno ako oba 
iskaza imaju istu istinitosnu vrednost. Ekvivalencija p {::} q se cita i kao: 

- p je ekvivalentno sa q, 
-- p je alm i samo ako je q, 
- p je potreban i dovoljan uslov za q. 

(6) Ekskluzivna. disjunkcija. py_q je slozen iskaz koji je istinit ako i samo 
ako iskazi p i q imaju razlieite istinitosne vrednosti. Dakle, ekskluzivna 
disjunkcija predstavlja negaciju ekvivalencije, tj. •(p {::} q). Za ekskluzivnu 
disjunkciju se koristi i termin operacija iskljucivo ili, tako da se py_q Cita i 
kao: ili p ili q. 

U sledecoj tabeli, tzv. tablici istinitosti, dat je pregled vrednosti istini
tosti za prethodno uvedene operacije: 

p q 'P pl\q pVq p=?q p{:}q pY._q 
j_ j_ T j_ j_ T T j_ 

j_ T T j_ T T j_ T 
T j_ j_ j_ T j_ j_ T 
T T j_ T T T T j_ 

Istinosnu vrednost recenice: Broj x je rnanji od broja y, nije moguce 
utvrditi s obzirom da nisu specificirane vrednosti za x i y. Medutim, ako 
uzmemo x = 2 i y = 3, recenica daje istinit iskaz. Dakle, recenice ovog 
tipa sadrze izvesne prornenljive. Dajuci konkretne vrednosti ovim promenlji
vama, recenice postaju iskazi (istiniti ili neistiniti). Za takve recenice kazemo 
da su iskazne funkcije, a za odnos izmedu promenljivih koristi se termin 
predikat. Tako u prethodnom primeru predikat ... je rnanji od ... povezuje 
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promenljive x i y. Prema tome, ako ovaj predikat oznaCimo sa P, recenica 
definise iskaznu funkciju od dve promenljive P(x, y). U opstem slucaju, 
iskazna funkcija moze zavisiti od jedne ili vise promenljivih. 

Na kraju ovog kratkog pregleda osnovnih elemenata matematicke logike 
pomenirno jos i tzv. kvantifikatore koji se primenjuju na prornenljive u iskaz
nirn funkcijarna. 

Postoje dva kvantifikatora: 
(1) univerzalni kvantifikator: svaki (ili za svaki), sa oznakorn V. 
(2) egzistencijalni kvantifikator: neki (ili postoji), sa oznakorn 3. 

Primena kvantifikatora na sve prornenljive u iskaznoj funkciji, prevodi 
iskaznu funkciju u iskaz. 

Primer 1. Iz prethodno pornenute iskazne funkcije P(x, y) rnozerno 
forrnirati iskaz 

(Vy) (:Jx) P(x, y), 

koji znaci: Za svaki broj y, postofi broj x takav da je x manji od y. 6. 

N apomena 1. Cesto kvantifikatore upotrebljavarno u jednom ograni
cenorn srnislu, tj. prornenljive ogranicavamo na elemente izvesnih skupova1 

X, Y, itd. Na primer, uzimamo (Vx E X) ili (:Jy E Y), itd. U takvirn 
slucajevirna kazerno da radimo sa kvantifikatorirna ogranicenog opsega. 

Primer 2. Neka je P(x) data iskazna funkcija na skupu X. Iskaz 

(Vx EX) P(x), 

sa kvantifikatorom ogranicenog opsega, rnoze se proturnaCiti na sledeCi nacin 

(Vx) (x EX =? P(x)). 6. 

Napomena 2. U cilju konciznijeg pisanja, cesto cemo, kada ne moze 
doCi do zabune, u daljem izlaganju, umesto 

(Vx E X) (Vy E Y) ... P(x, y, .. . ), 

koristiti 
P(x, y, .. . ) (x EX, y E Y, ... ). 

Konacnom upotreborn kvantifikatora i iskaznih funkcija, uz uvedene ope
racije nad iskazima, dobijarno slozene iskaze. 

10 skupovima, kao i o oznad E, videti u narednom odeljku 
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(3) Dis]'unkcija iskaza p i q, u oznaci p V q, je slozen iskaz koji je istinit 
ako je bar jedan od iskaza p i q istinit. Drugirn reCirna, p V q je neistinit 
iskaz ako i samo ako su oba iskaza p i q neistinita. Za disjunkciju se koristi 
i termin opemcija ili, tako da se p V q Cita i kao: p ili q. 

( 4) Irnplikacija p ::::} q je slozen iskaz koji je neistinit ako i samo ako je 
p istinit a q neistinit iskaz. Implikacija p ::::} q se cita i na jedan od sledeCih 
nacina: 

- iz p sleduje q, 
- q je posledica iskaza p, 

- ako p tada q, 
- p je dovoljan uslov za q, 

- q je potreban uslov zap. 

(5) Ekviva.lenC'ija p <=? q je slozen iskaz koji je istinit ako i sarno ako oba 
iskaza imaju istu istinitosnu vrednost. Ekvivalencija p <=? q se cita i kao: 

- p je ekvivalentno sa q, 
-- p je ako i sarno ako je q, 
- p je potreban i dovoljan uslov za q. 

(6) Ekskluzivna disjunkcija py__q je slozen iskaz koji je istinit ako i sarno 
ako iskazi p i q irnaju razlicite istinitosne vrednosti. Dakle, ekskluzivna 
disjunkcija predstavlja negaciju ekvivalencije, tj. •(p <=? q). Za ekskluzivnu 
disjunkciju se koristi i termin operacija iskljucivo ili, tako da se py__q Cita i 
kao: ·ili p ili q. 

U sledecoj tabeli, tzv. tablici istinitosti, dat je pregled vrednosti istini
tosti za prethodno uvedene operacije: 

p q •P pl\q pVq p=}q p<=?q py__q 
_l _l T _l _l T T _l 

_l T T _l T T _l T 
T _l _l _l T _l _l T 
T T _l T T T T _l 

Istinosnu vrednost recenice: Broj x je rnanji od broja y, nije moguce 
utvrditi s obzirom da nisu specificirane vrednosti za x i y. Medutim, ako 
uzmemo x = 2 i y = 3, recenica daje istinit iskaz. Dakle, recenice ovog 
tipa sadde izvesne pr-ornenljive. DajuCi konkretne vrednosti ovim promenlji
vama, recenice postaju iskazi (istiniti ili neistiniti). Za takve recenice kazemo 
da su iskazne funkcije, a za odnos izmedu prornenljivih koristi se termin 
predikat. Tako u prethodnom primeru predikat ... je rnanji od ... povezuje 
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promenljive X i y. Prema tome, ako ovaj predikat oznacimo sa P, recenica 
definise iskaznu funkciju od dve promenljive P(x, y). U opstern slucaju, 
iskazna funkcija rnoze zavisiti od jedne ili vise prornenljivih. 

Na kraju ovog kratkog pregleda osnovnih elernenata rnaternaticke logike 
pomenimo jos i tzv. kvantifikatore koji se primenjuju na promenljive u iskaz
nim funkcijama. 

Postoje dva kvantifikatora: 
(1) univerzalni kvantifikator: svaki (ili za svaki), sa oznakom \f. 
(2) egzistencijalni kvantifikator: neki (ili postoji), sa oznakom :3. 

Primena kvantifikatora na sve promenljive u iskaznoj funkciji, prevodi 
iskaznu funkciju u iskaz. 

Primer 1. Iz prethodno pomenute iskazne funkcije P(x, y) mozemo 
formirati iskaz 

(\fy) (:Jx) P(x, y), 

koji znaCi: Za svaki broj y, postoji broj x takav da je x manji od y. ~ 

N apomena 1. Cesto kvantifikatore upotrebljavamo u jednom ograni
cenom smislu, tj. promenljive ogranicavamo na elemente izvesnih skupova1 

X, Y, itd. Na primer, uzimamo (\fx E X) ili (::iy E Y), itd. U takvim 
slucajevima kazemo da radimo sa kvantifikatorima ogranicenog opsega. 

Primer 2. Neka je P(x) data iskazna funkcija na skupu X. Iskaz 

(\fx EX) P(x), 

sa kvantifikatorom ogranicenog opsega, moze se protumaCiti na sledeCi naCin 

(\fx) (x EX =? P(x)). ~ 

Napomena 2. U cilju konciznijeg pisanja, cesto cemo, kada ne moze 
doCi do zabune, u daljem izlaganju, umesto 

(\fx E X) (\fy E Y) ... P(x, y, .. . ), 

koristiti 
P(x, y, .. . ) (x EX, y E Y, ... ). 

Konacnom upotrebom kvantifikatora i iskaznih funkcija, uz uvedene ope
racije nad iskazima, dobijamo slozene iskaze. 

10 skupovirna, kao i o oznad E, videti u narednorn odeljku 
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1.1.2 Skupovi 

Skv.p ( mnozina, mnostvo) i njegovi elementi ( Clanovi, tacke, objekti) su 
osnovni pojmovi u rnatematici ionise ne definisu. 0 njima imamo intuitivno 
znanje. 

Ako simp A saCinjavaju elementi a, b, c, ... , oznacavamo ga sa A = 
{a, b, c, ... } . Treba razlikovati a od {a}. 

U najopstijern slucaju elemente skupa ne mora da karakterise nista drugo 
do pripadnost tome skupu. Ako, pak, elemente skupa A karakterise nekakva 
osobina P, tada taj skup oznacavamo sa A= {xI P(x)}, sto citamo: skup 
A se sastoji od elemenata x sa osobinom P(x) 

Cinjenicu da je a element skupa A oznacavamo sa a E A, a ako a nije 
element skupa A sa a tf:. A. 

Definicija I.1.2.1 Za dva skupa A i B se kaze da su jednaki i to pisemo 
A = B, ako skupovi A i B imaju iste elemente. 

Dakle, skup ne zavisi od poretka kojim su dati njegovi elementi. Tako, 
na primer, skupovi {a,b,c} i {b,c,a} sujednaki. 

Ako je n prirodan broj, skup A = { a1, a2, ... , an} od n elemenata 
a1, a2, ... , an je konacan. Slmp je beskonacan ako broj njegovih elemenata 
nije konacan. 

Slmp prirodnih brojeva N = {1, 2, 3, ... , n, . .. } je beskonacan. Za ovaj 
beskonacan skup kazemo da je prebrojiv. Uopste, kazemo da je neki besko
nacan skup S prebTOjiv ako i samo ako se svi njegovi elementi mogu poredati 
u niz XI, x2, ... , Xn, .... Drugim reCima, simp S je prebrojiv ako je svakom 
elementu skupa N moguce pridruiiti odreden element skupa S tako da ra
zlicitim elementima iz N budu pridruzeni razliCiti elementi iz S i da pri tome 
svaki element skupa S bude pridruien jednom elementu skupa N. 

Definicija !.1.2.2 Za simp B kazemo da je sadrzan u skupu A, tj. da je B 
deo ili podskup skupa A, ako je svaki element skupa B takode element skupa 
A (inkluzija izmedu skupova). 

Cinjenicu da je B podskup od A oznacavamo sa B c A ili A :) B. 
Logickim simbolima ovu Cinjenicu pisemo u obliku 

B c A {:} (\f X) (X E B ::::;, X E A). 

Primetimo da A C B ne iskljucuje mogucnost da je A = B. Ako je 
A C B i A =F B, kazemo da je A pravi deo od B ili da je inkluzija A C B 
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striktna. Istovremeno vazenje obeju inkluzija A C B i B C A ekvivalentno 
je sa A= B, tj. 

A = B {:::} A c B 1\ B c A. 

Ako izmedu dva skupa A i B ne vazi A c B niti B c A, kazemo da su oni 
neuporedivi. 

Polazeci od jednog ili vise skupova, mogu se na razliCite naCine (opera
cijama nad skupovima) formirati novi skupovi. 

Definicija 1.1.2.3 Unija skupova A i B, u oznaci AU B, je skup svih ele
menata koji se nalaze bar u jednom od skupova A i B. 

Dakle, 

AU B = {x I x E A V x E B}. 

Lako je pokazati da vazi: A u A = A, A u B = B u A (komutativnost), 
AcAUB, BcAUB. 

Definicija 1.1.2.4 Presek skupova A i B, u oznaci An B, je skup svih 
elemenata koji pripadaju istovremeno i skupu A i skupu B. 

Dakle, 

AnB {xixEAI\xEB}. 

Lako zakljucujemo da vazi: An A = A, An B = B n A (komutativnost), 
A::JAnB, B::JAnB. 

Za dva skupa kazemo da su disjunktni ako nemaju zajednickih elemenata. 
Dakle, presek dva disjunktna skupa je po definiciji 1.1.2.4 slmp, ali taj 

skup, u ovom slucaju, ne saddi elemente. Za takav skup bez elemenata 
kazemo da je prazan skup. Oznacavamo ga sa 0. 

Kada hocemo da istaknemo Cinjenicu da neki skup nije prazan skup, 
zvacemo ga neprazan skup. 

Ocigledno, za prazan skup vazi: 0 c A, AU 0 = A, A n 0 = 0. 

Definicija 1.1.2.5 Razlika skupova A i B, u oznaci A\ B, je skup svih 
elemenata iz A koji ne pripadaju B. (Pri tome ne mora biti A C B.) 
Specijalno, ako radimo sa skupovima koji su svi sadrzani u nekom osnovnom 
skupu E, tada E\A (ACE) zovemo komplement skupa Au odnosu na skup 
E i oznacavamo ga sa A~ ili, krace, sa A' ako je jasno o kom osnovnom skupli 
je rec. 



6 

Dakle, 
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A\ B ={xI x E A!\ x If B}, 

A' = A'e = {X I X E E !\ X If A}. 

Iz definicije neposredno sleduje: 

An A'= 0, AU A'= E, (A')'= A, 0' = E, E' = 0. 

Definicija !.1.2.6 Simetricna rdzlika skupova A i B, u oznaci A6B, data 
je sa (A\ B) u (B \A). 

Definicija 1.1.2.7 Partitivni skup (skup delova) JID(A) je skup svih delova 
skupa A. 

Dakle, 
JID(A) ={BIB c A}. 

Po definiciji 1.1.2.7 je A E JID(A) i 0 E JID(A). 

Sledece tri teoreme navodimo bez dokaza. 

Teorema !.1.2.1 Vaie jednakosti 

AU (B U C) 

An (B n C) 

= .' (AU B) U C, 

(An B) nc. 

Ove jednakosti zovemo, redom, osobina asocijativnosti za uniju i presek 
skupova. Nairne, ta osobina ukazuje da redosled uniranja i presecanja sku
pova, koji namecu napisane zagrade, nije od znacaja, pa se zagrade mogu 
izostaviti i pise se AUBUC umesto AU(BUC) ili (AUB)UC, tj. AnBnC 
umesto An (B n C) ili (An B) n C 

Teorema !.1.2.2 Vaie jednakosti 

AU (B n C) 

An (B U C) 

(AUB)n(AUC), 

(An B) U (An C). 

Ove jednakosti predstavljaju osobinu distributivnosti unije u odnosu na 
presek i preseka u odnosu na uniju. 

Primetimo da osobina obostrane distributivnosti nije uobicajena. Na 
primer, mnozenje brojeva je distributivno u odnosu na sabiranje brojeva, ali 
obrnuto ne vazi. 
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Teorema 1.1.2.3 (De Morganovi2obrasci) Vaie jednakosti 

(!.1.2.1) 

(!.1.2.2) 

(AU B)' 

(An B)' 

A'nB', 

A'UB'. 
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Dokaz. Jednakost (1.1.2.1) ce vaziti ako pokazemo daje (AUB)' c A'nB' 
i, obratno, A' n B' c (Au B)'. Prvo sleduje iz 

X E (Au B)' =? X tt. Au B 

=? xt/.AAxt/.B 

=? X E A' 1\ X E B' 

=? x E A' n B' 

a obrnuto tvrdenje, ako u ovom lancu logickih zakljucaka idemo u suprotnom 
smeru. Analogno se dokazuje (!.1.2.2). 0 

Videli smo da je unija skupova, slcup koji je jednoznacno odrediv, dok 
obrnuti problem, u opstem slucaju, nije jednoznacno resiv. 

Definicija 1.1.2.8 Za disjunktne podskupove skupa X, Cija je unija citav 
skup X, kazemo da Cine particiju skupa X 

Dakle, u opstem slucaju, jedan slcup ima vise particija. 

Na kraju ovog odeljka navescemo uobicajene oznake za neke standardne 
skupove brojeva: 

N - slmp svih prirodnih brojeva, 

No - skup svih prirodnih brojeva zajedno sa nulom, tj. No = N U {0}, 

Z - slcup svih celih brojeva, 

Q - skup svih racionalnih brojeva, 

IT - slcup svih iracionalnih brojeva, 

lR - slcup svih realnih brojeva, 

JR+ - slcup svih pozitivnih realnih brojeva, 

JRt - slmp svih nenegativnih realnih brojeva, tj. JRt = JR+ U {0}. 

0 oznakama nekih drugih skupova bice reCi docnije. 

2 Augustus De Morgan (1806-1871), skotski matematicar i logicar.' 
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I.1.3 Uredeni par 

PisuCi {a, b} i {b, a} oznacavali smo isti simp od dva elementa. Medutim, 
ako je bitan poredak dva elementa u paru, tada cemo takav par zvati ureaeni 
par i oznacavacemo ga sa (a, b). Ovde a zovemo prvom komponentom, a b 
drugom komponentom uredenog para (a, b). Dakle, jasno je da cemo smatrati 
da je (a, b) razliCito od (b, a), osim ako je a= b. 

Parovi (a, b) i ( c, d) jednaki su ako i samo ako je a = c i b = d. 
Pojam uredenog para mozenio uopstiti i govoriti o ureaenoj n-torki 

(al, ... , an), kod koje je, dakle, bitan poredak elementa, pa su dve n-torke 
jednake ako i samo ako su im odgovarajuce (po redosledu) komponente jed
nake. 

I.1.4 Dekartov proizvod 

Definicija !.1.4.1 Dekartov3 proizvod dva skupa X i Y je skup Z Ciji su 
elementi uredeni parovi sa prvom komponentom iz skupa X i drugom iz 
skupa Y, tj. 

Z =X X Y = {(x, y) I x EX 1\ y E Y}. 

Naravno, u opstem slucaju ne vazi jednakost X x Y = Y ><X, osim ako 
je X= Y. 

Definicija Dekartovog proizvoda analogno se prenosi i na slucaj kada 
imamo vise od dva skupa. Tako, Dekartov proizvod od n skupova X 1 , ... , Xn 
je dat sa 

xl X ... X Xn = {(xl,··. ,xn) I Xl E xl 1\ ... 1\Xn E Xn} 

Dekartovi proizvodi X x X, X x X x X, ... obelezavaju se redom sa 
x2, x3, ... 

I.1.5 Relacija 

Definicija 1.1.5.1 Ako su Xi Y neprazni skupovi, binarna relacija u skupu 
X x Y je bilo koji njegov podskup. 

Primer 1. Neka je X= {1, 2, 3}, Y = {1, 2}. Tada je 

X X Y = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2)}. 

3 Rene Descartes (Cartesius) (1596-1650), veliki francuski filozof i matematicar. 
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U posmatranom skupu X x Y relacije su, na primer, 

{(1, 2), (3, 1)}; 

{(1, 1), (2, 1), (3, 1), (3, 2)}. 

Isto tako binarne relecije u skupu X x Y su i njegovi podskupovi 

{(x, y) I x = y} = {(1, 1), (2, 2)}; 

{(x,y) I x < y} = {(1,2)}; 
{(x, y) I x- y ?:_ 1} = {(2, 1), (3, 1), (3, 2)}; 

{(x,y) I x ?:_ y2
} = {(1,1),(2,1),(3,1)}; 

{(x, y) I y = x3 + 4} = 0. 6. 
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Definicija 1.1.5.2 Neka je p binarna relacija u skupu X x Y. Kazemo da 
je x u relaciji p sa y ( u oznaci x p y) ako je ( x, y) E p. 

Dakle, (x, y) E p {::} x py. 

Slicno je (x,y) rf. p {::} xnonpy. 

Ako je Y =X, tada za binarnu relaciju u skupu X x Y =X x X= X 2 

kazemo jednostavno da je binarna relacija u skupu X. 
Cesto binarnu relaciju p u skupu X definisemo tako sto relaciju identi

fikujemo kroz postojanje osobine p kod uredenog para ( x, y) elemenata iz 
X, tj. 

par (x, y) ima osobinu p {::} (x, y) E p iii x py, 

par (x,y) nema osobinu p {::} (x,y) rf. p ili xnonpy. 

Primer 2. Dobro su nam poznate relacije >, <, ::::;, ?:_ u skupu realnih 
brojeva JR. 6. 

Definisimo sada osobine koje moze, ali ne mora, imati neka relacija u 
skupu X. 

Definicija 1.1.5.3 Relacija p u skupu X je refleksivna ako za svako x E X 
vazi da je X px. 

Definicija 1.1.5.4 Relacija p u skupu X je simetricna ako za svako x, y EX 
za koje je x py, sleduje da je i y px. 

Definicija 1.1.5.5 Relacija p u skupu X je antisimetricna ako za svako 
x,y EX za koje je xpy i ypx, sleduje daje x = y. 

Definicija 1.1.5.6 Relacija p u skupu X je tranzitivna ako za svako x, y, z E. 
X za koje je x py i y pz, sleduje da je x pz. 
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I.1.6 Relacija ekvivalencije 

Definicija 1.1.6.1 Za Relaciju p u skupu X koja je refieksivna, simetricna 
i tranzitivna kazemo da je relacija ekvivalencije u skupu X. 

Primer 1. Jednakost je relacija ekvivalencije (na primer, u skupu ffi.) 
jer je ova relacija refieksivna, simetricna i tranzitivna. 6. 

Primer 2. N a skupu S = {a, b, c, ... } pravih a, b, c, . . . u Euklidovoj 
ravni posmatrajmo relaciju paral~lnosti Jl .. 

Naravno, svaka prava je paralelna sa samom sobom ((\fa E S) a II a), 
pa je relacija refieksivna. 

Ako je jedna prava paralelna nekoj drugoj pravoj (a II b), tada je i ta 
druga paralelna prvoj (b II a), sto znaCi da je paralelnost simetricna relacija. 

Ako je jedna prava paralelna nekoj drugoj pravoj i ta druga paralelna 
trecoj pravoj (a II b 1\ b II c), tada je i prva paralelna trecoj pravoj (a II c), 
pa paralelnost ima osobinu tranzitivnosti, 

Dakle, relacija paralelnosti je relacija ekvivalencije u skupu S. 6. 

Primer 3. N a skupu S = {a, b, c, ... } pravih a, b, c, ... u Euklidovoj 
ravni posmatrajmo relaciju normalnosti _l, 

S obzirom da relacija _l od potrebnih triju osobina ima samo osobinu 
simetricnosti, ona nije relacija ekvivalencije. 6. 

Kada je relacija p relacija ekvivalencije, tada cemo je oznacavati sa "'· 
Sa Cx oznaCimo slmp svih elemenata z E X koji su u relaciji "' sa 

elementom x, tj. 
Cx = {z EX I z rv X} 

Definicija 1.1.6.2 Za slmp Cx C X kazemo da je klasa ekvivalencije skupa 
X koja odgovara elementu x. 

Primetimo da Cx nije prazan skup jer mu pripada bar element x. N a
ravno, ako Cx sadrzi vise medusobno ekvivalentnih elemenata, maze se sma
trati da je Cx klasa ekvivalencije koja odgovara svakom od tih elemenata. 

Ako su Cx i Cy klase ekvivalencije koje odgovaraju elementima x i y, 
tada je moguca samo sledeca alternativa: ili se Cx i Cy poklapaju ili su 
disjunktne. Na taj naCin skup X podeljen je na medusobno disjunktne 
klase - klase ekvivalencije - tako da su svi elementi iste klase medusobno 
ekvivalentni, a elementi iz razliCitih klasa to nisu. Dakle, relacija "' u skupu 
X omogucava jedno razlaganje tog skupa na disjunktne podskupove (klase 
ekvivalencije). 
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Definicija 1.1.6.3 Skup ciji su elementi klase ekvivalencije skupa X u od
nosu na relaciju"' zovemo skup-kolicnik skupa X u odnosu na relaciju "', u 

oznaci X/"'· 

Primer 4. Za skupu S = {a, b, c, ... } pravih a, b, c, ... u Euklidovoj 
ravni u odnosu na relaciju paralelnosti pravih, za koju smo videli u primeru 
2 da je relacija ekvivalencije, jedna klasa ekvivalencije je skup pravih iz ravni 
koje su sa jednim te istim pravcem, a skup-kolicnik je skup svih mogucih 
pravaca u ravni. 6. 

1.1. 7 Relacija poretka 

Definicija 1.1.7.1 Za Relaciju p u skupu X koja je refleksivna, antisi
metricna i tranzitivna kazemo da je relacija poretka (ureaenja) u skupu X, 
a za skup X kazemo da je ureaen ili da ima strukturu poretka. 

Relaciju poretka oznacavacemo sa~' a uredene skupove sa (X,~). Ako 
je x ~ y ili je pak y ~ x, kazemo da su elementi x i y (x, y E X) uporedivi. 

Relacija :::; u skupu realnih brojeva je jedna relacija poretka. 

Primer 1. X je skup celih pozitivnih brojeva i 

x ~ y ako je broj y deljiv sa x 6. 

Dakle, ovako definisana relacija se razlikuje od relacije ekvivalencije u 
samo jednoj osobini. Dok je relacija ekvivalencije bila simetricna, relacija 
poretka je antisimetricna, pa je kod nje sada vazno koja je prva komponenta, 
a koja druga u relaciji, dok je 'to bilo nebitno kod relacije ekvivalencije. 
Otuda ova relacija kao da uspostavlja ,poredak" izmedu dva elementa skupa 
X, naravno, ako su oni u relaciji, tj. ako su uporedivi. Ako su rna koja dva 
elementa uredenog skupa m(')dusobno uporediva, kazemo da je slmp (X,~) 
totalno ureaen. 

Skup prirodnih brojeva i skup realnih brojeva su totalno uredeni skupovi 
u odnosu na relaciju :::;. Skup iz primera 1 je (delimicno) ureden slmp u 
odnosu na uvedenu relaciju poretka. 

Definicija 1.1.7.2 Neka je A deo uredenog skupa (X,=;<). Element (3 EX 
je majoranta od A, ako je .x ~ (3 za svako x E A. Ako je uz to (3 E A, (3 je 
maksimum skupa A, u oznaci (3 = max A. 
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Simetricno se definise minoranta i minimum skupa A c X. 

Jasno je da A moze imati samo jedan maksimum (minimum). Zaista, 
kada bi ih bilo dva, (31 i (32, imali bisrno istovrerneno fJ1 =;< (32 i (32 =;< (31, pa 
zakljucujemo da je (31 = (32. 

Dakle, mogli bismo reCi, u zargonu, da je majoranta nekog skupa A svaki 
onaj element iz X koji je ,veCi ili jednak" od svih elernenata tog skupa A. 

Od svih tih majoranata ,najinteresantnija" je ona koja je ,najmanja" , 
jer ona ,najostrije omeduje" skup_A ,sa gornje strane", pa je zovemo goTnja 
meaa ili supTemum skupa A. Preciznije: 

Definicija 1.1.7.3 SupTemum ili gomja med:a skupa A. C X, u oznaci sup A, 
je minimum skupa. ma.jora.na.ta. od A, ukoliko ovaj postoji. 

Simetricno se definise infim'um ili donja meaa skupa A, kratko inf A. 

Supremum (infimum) moze biti samo jedan. 
Ako slmp ima max (min), on je i njegov sup (inf), ali obrnuto, u opstem 

slucaju, ne vazi. 

Posrnatrajmo sada. skup rea.lnih brojeva. JR. koji je relacijom :::; ureden. 
Koriscenjem ove rela.cije i relacije < uvescemo neke pojrnove veza.ne za skup 
realnih brojeva .. 

Definicija !.1.7.4 Skup {x E JR. I a < x < b}, u ozrmci (a,b) zoverno 
inter-val, a slmp {x E JR. I a:::; x:::; b}, u oznaci [a, b] zovemo segment. 

Definicija 1.1.7.5 Skup {x E JR. I a:::; x < b}, u oznaci [a,b) kao i skup 
{.x E JR. I a < x :::; b}, u oznaci (a, b], zovemo polusegment ili poluinteTval. 

Lako je proveriti da vazi 

a= inf(a, b) = inf(a, b], b =sup( a, b) = sup[a, b), 
a= rnin[a, b) = min[a, b], b =max( a, b] = rnax[a, b]. 

1.1.8 Grafovi 

Definicija 1.1.8.1 Neka je X nepraza.n skup i p binarna relacija u X. 
Uredeni parr= (X, p) se naziva gmf. Elementi skupa X su cvoTOvi graja, 
a elernenti skupa p gmne gmfa 

Graf obicno predstavljamo crtezom na. korne su cvorovi grafa predstav
ljeni tacka.ma. Cinjenicu da (a, b) E p oznacavamo linijom koja spa.ja tacke 
a i b i orjentiserno je strelicorn u smeru od a ka b. Ta linija predstavlja 
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granu grafa. Naravno, ako je (a, a) E p to simbolizujemo malim, takode 
orjentisanim, lukom povucenim od tacke a do te iste tacke a i taj luk, tj. 
granu grafa, zovemo petlja grafa. 

Primer 1. Ako je X = {a, b, c, d} i ako je 

p = {(a,a), (b,b), (a, b), (b,a), (a, c), (c,b), (c,d), (d,c)}, 

tada graf r = (X,p) izgleda kao na slici 1. Naravno, ako je relacija re
fleksivna, tada je na grafu oko svakog cvoora opisana petlja, sto ovde nije 
slucaj. 6 

b 

d 

c 

Sl. 1 Sl. 2 

Primer 2. Relacijap= {(a,a),(b,a),(b,c),(c,a)} uskupuX = {a,b,c} 
nije refleksivna, alije tranzitivna, sto se moze lako uoeiti na grafu r = (X, p) 
koji je predstavljen na slici 2. Nairne, s obzirom da postoje grane grafa r 
od cvora b ka cvoru c i od cvora c ka cvoru a, tada mora postojati i grana 
od cvora b ka cvoru a, sto se moze lepo videti na slici 2. 6 

Primer 3. 1° Relacija 

p ={(a, a), (b,b),(c,c), (a, b), (a, c), (b,a), (b,c), (c,a),(c,b)} 

je relacija ekvivalencije u skupu X = {a, b, c} Ciji je graf prikazan na slici 3. 

2° U skupu {1, 2, 3, 4, 5} relacija 

p = { (1' 1)' ( 1' 3)' (1' 5)' (2, 2)' (2, 4)' (3, 1)' (3, 3)' 

(3, 5), (4, 2), (4, 4), (5, 1), (5, 3), (5, 5)} 

je relacija ekvivalencije, a njen graf je predstavljen na slici 4. Sa slike je lako 
uoeiti da je skup-kolicnik X/ p = { {1, 3, 5}, {2, 4}}. 6 
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Sl. 3 Sl. 4 

Ako paru cvorova a, b odgovaraju dve grane (a, b) i (b, a) na crtezu se 
obicno ne povlace dve linije izmedu cvorova a i b, nego se, jednostavno, linija 
dvostrano orjentise ili se uopste ne orjentise (strelice se na grani izostc:wljaju). 

Definicija I.L8.2 Graf r = (X, p) je simetrican ili neorjentisan ako i samo 
ako je p simetricna relacija. 

Definicija 1.1.8.3 Graf r = (X, p) je antisimetrican ili orjentisan ako i 
samo ako je p antisimetricna relacija. 

1.1.9 Preslikavanje Hi funkdja 

Ako svakom elementu x skupa X odgovara na neki naein odredeni ele
ment y skupa Y, kazemo da je slmp X preslikan u skup Y; x je original a 
y njegova slika. Ako sa f oznacimo ovo preslikavanje, za sliku y pisemo i 
f ( x). Simbolicki: 

X H j(x), x EX, j(x) E Y 

ili krace 
f:XHY. 

Slmp slilm svih elemenata x E X obelezavamo sa f(X). OCigledno je 
j(X) c Y. 

Cesto, umesto o preslikavanju f skupa X u skup Y, govorimo o funkciji 
f cija je oblast definisanosti skup X, a skup vrednost?: skup f (X). Dakle, 
funkciju karakterisu tri elementa: oblast definisanosti, skup vrednosti i za
konitost koja uspostavlja vezu. 

Uz termin funkcija koristimo i izraz operator ili tmnsformacija (pogotovu 
ako je X = Y). Ako su X i Y brojevi govorimo o numerickoj funkciji, a 
ako je samo Y skup brojeva, o funkcioneli. Najzad, ako je X skup prirodnih 
brojeva N, funkciju f : N H Y zovemo niz tacaka (u Y) i oznacavamo ga sa 
f(n) ili sa fn (n = 1, 2, ... ) ili, jednostavno, Un}nEN· 
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ImajuCi u vidu prethodno receno, funkciju mozemo i formalno definisati 
koriscenjem pojma relacije: 

Definicija 1.1.9.1 Za relaciju f C X x Y kazemo daje funkcija f: X r---7 Y 
ako 

(1) (Vx E X)(3y E Y) (x,y) E f (definisanost), 

(2) (x, y) E f 1\ (x, z) E f * y = z (jednoznaconst). 

Primer 1. Neka su X= {1,2,3} i Y = {a,b}. 
1° Relacija { (1, a), (2, b)} nije funkcija jer nije definisana slilca elementa 

3 EX (relacija nema osobinu definisanosti). 
2° Relacija {(1, a), (2, b), (3, a), (3, b)} nije funkcijajer jedan original (3 E 

X) ne moze imati dve slike a E Y i b E Y (relacija nema osobinu jed
noznacnosti). 

3° Relacija {(1, a), (2, a), (3, a)} je funkcija definisana na skupu X pomo
cu x r---7 f(x) = a . Dakle, skup vrednosti funkcije j, sastoji se samo od 
jednog elementa, f(X) {a}. 6 

Navedimo dva jednostavna preslikavanja: 
1° Neka je c E Y. Preslikavanje f :X r---7 Y, definisano pomocu x r--+ 

f ( x) = c naziva se konstantno preslikavanje. Takode, kaze se i da je funkcija 
f konstanta. 

2° Neka je Y = X. Preslikavanje f : X r---7 X, definisano pomocu 
x r--+ f ( x) = x naziva se identicko preslikavanje skupa X. 

Definicija 1.1.9.2 Neka je funkcija fi definisana na skupu X1, a funkcija 
h na skupu X2. Ako je X1 = X2 i 

(I.l.9.1) (Vx E X1) fi(x)·= h(x), 

kazemo da su funkcije fi i h jednake. 
Ako je, medutim, X 1 c X 2 i ako vazi (I.l.9.1), kazemo da je funkcija h 

ekstenzija (prosirenje) funkcije !I sa xl na x2, odnosno da je funkcija h 
restrikcija (suienje) funkcije h sa x2 na xl. 

Kod preslikavanja f : X r--+ Y razlikovacemo sledeca dva moguca slucaja: 
f(X) C Y i f(X) = Y. U prvom slucaju kazemo da je skup X preslikan u 
skup Y, au drugom daje skup X preslikan na skup Y. Postoje dakle, sa tog 
stanovista dve vrste preslikavanja: preslikavanje u slmp i preslilcavanje na· 
skup. Za ovo drugo jos se kaze da je surjekcija ili surjektivno preslikavanje. 
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Po definiciji, svako preslikavanje f : X f---7 Y je jednoznacno, tj. 

Ako vazi i obrnuto, tj. 

kazemo da je f injekcija ili injektivno preslikavanje ili 1--1 preslikavanje. 

Za svako preslikavanje koje je istovremeno surjekcija i injekcija kaze se 
da je bijekcija ili bi-univoko ( obostrano jednoznacno) preslikavanje. 

Definicija !.1.9.3 Neka su data preslikavanja f : X f---7 Y i g : Y 1---7 Z. 
Tada preslikavanje h : X H Z definisano sa 

(Vx EX) h(x) =(go f)(x) = g(f(x)), 

zovemo sloiena funkcija ili kompozicija preslikavanja i obelezavamo ga sa 
(g 0 f). 

Kao sto vidirno, slozena. funkcija h preslikava elemente X skupa X u 
elemente y = f(x) skupa Y koje, zatim, funkcija g preslikava u elemente 

z = g(y) skupa Z, tj. x ~ y r--!4 z = x ~ z. Dakle, na jedan posredan 
naCin, pomocu dva meaupreslikavanja f i g, vrsi se preslikavanje skupa X 
u, ili na, slmp Z. 

Naravno, jedno slozeno preslikavanje se maze realizovati i sa vise medu
preslikavanj a. 

Primetimo da, ako su sva medupreslikavanja jednog slozenog preslika
vanja biunivoka preslikavanja, ta.da je i slozeno preslikava.nje biunivoko. 

Definicija 1.1.9.4 Ako je f : X f---7 Y i ako postoji preslikava.nje f- 1 

f(X) f---7 X, takvo da va.zi 

(Vx EX) 
(Vy E f(X)) 

u-1 
0 f)(x) = x, 

(! 0 f-1)(y) = y, 

ta.da. preslika.vanje f- 1 zovemo inverzno pre8likavanje preslikavanja f. 

Teorema 1.1.9.1 Ako je f : X f---7 Y biunivoko pre8likavanje, tada po8toji 
inverzno pre8likavanje koje je biunivoko i jedin8tveno. 
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Dokaz. N a osnovu pretpostavke iz teoreme, preslikavanje f : X I-t Y je 
biunivoko, tj. takvo da je to 

(a) preslikavanje na skup Y i 
(b) 1~ 1 preslikavanje. 
Na osnovu (a) je Y = f(X), pa za svako y E Y postoji x EX takvo daje 

f(x) = y, ana osnovu (b), x je jedinstven element iz X za koji je f(x) = y. 
Dakle, svakom elementu y E Y pridruzuje se na ovaj nacin jedinstven 

element X E X cime je uspostavljeno biunivoko preslikavanje f : y I-t X. 
Tada, imamo 

(1.1.9.2) 
(Vx EX) 
(Vy E Y) 

(/ o f)(x) = x, 
(f 0 /)(y) = y, 

pa je f inverzna funkcija funkcije f, tj f = f~ 1 . 
Da bismo jos dokazali da je ovo inverzno preslikavanje i jedinstveno, 

pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da postoji jos jedno inverzno 
biunivoko preslikavanje 1 : Y I-t X (koje, dakle, takode zadovoljava uslove 
(I.l. 9. 2)) . 

Ako je 1 =f. /, to mora postojati bar jedan element y E Y za koji je 1 (y) =f. 
f(y), odakle, zbog osobine (b), sleduje j(f(y)) =f. j(f(y), pa zakljucujemo 
da je y =f. y, sto je nemoguce. 0 

Primetimo, na kraju, da je inverzno preslikavanje za f~l samo preslika
vanje f. 

1.2 OSNOVNE ALGEBARSKE STRUKTURE 

I.2.1 Binarna operacija, grupoid i njegove osobine 

Neka je G neprazan skup. Neka je, dalje, svakom paru elementa a, bE G, 
kao uredenom paru (a, b), pridruzen tacno odredeni element c E G. Cini se 
kao da elementi a i b iz G, na odredeni naein, proizvode, odreduju, treci 
element c, takode iz G. Najzad, mozemo reCi da elementi a i biz G stupaju 
u jednu opemciju kojom se dobija element c iz G. 

ImajuCi u vidu prethodno receno, binarnu operaciju mozemo formalno 
opisati pomocu preslikavanja f : G x G I-t G, tako da je c = f ( (a, b)), a sto 
cemo zbog jednostavnijeg zapisa pisati c = f (a, b). Dakle: 

Definicija 1.2.1.1 Preslikavanje (a, b) I-t c = f(a, b) (a, b, c E G), u ozna-· 
ci a * b = c, zovemo binarna opemcija. 
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Kod ove definicije je bitno uociti da polazeCi od proizvoljnih elemenata 
iz G, rezultat binarne operacije * je ponovo u G. Zato se kaze da je skup G 
zatvoren s obzirom na operaciju * (elemenata iz G). 

N adalje cemo sa *, ili na neki drugi nacin, na primer sa o, o, *, ... , 
oznacavati binarnu operaciju. 

Definicija 1.2.1.2 Slmp G snabdeven operacijom * naziva se gntpoid. Oz
nacavacemo ga sa (G, *). 

Definicija I.2.1.1 je, ustvari, uopstenje pojrna operacije koji nam je dobro 
poznat na primerirna sabiranja i mnozenja u skupu realnih brojeva, unije 
i preseka kod skupova, logickog i i ili nad iskazima (sudovima), itd. Isto 
tako, te operacije su irnale i neke osobine (svojstva), pa sada mozerno i kod 
opste binarne operacije govoriti o postojanju ili nepostojanju nekih osobina 
(svojstava) te operacije, ili preciznije, grupoida (G, *). 

Definicija 1.2.1.3 Kazemo da je u grupoidu ( G, *) binarna operacija * aso
cijativna ako za svako a, b, c E G vazi 

a* (b *c) ==(a* b)* c. 

Dakle, ako je operacija * asocijativna, nije potrebno navoditi zagrade 
koje definisu prioritet operacije, s obzirom da je rezultat izraza a* (b * c) i 
izraza (a * b) * c isti, pa ga mozemo pisati bez zagrada a * b * c. 

Definicija 1.2.1.4 Kazemo da je u grupoidu ( G, *) binarna operacija * ko
mutativna ako za sva.ko a, b E G va.zi 

a* b == b *a. 

Definicija 1.2.1.5 Ako u (G,*) postoji element e E G, takav daje za svako 
aEG 

a * e == e * a == a, 

kazerno da je e E G neutralni ili jedinicni element. 

Jedinicni element skra.ceno zoverno jedinica. Dakle, kada jedinica ulazi 
u operaciju sa bilo kojim elementom, ona je neutralna u tom smislu da ne 
deluje na prornenu elementa sa kojim ulazi u operaciju - element ostaje 
nepromenjen. (Setirno se broja 1 koji je neutralni element kod mnozenja 
realnih brojeva.) 
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Teorema I. 2 .1.1 Ako u ( G, *) postoji neutralni element, onda je on jedin
stven. 

Dokaz. Pretpastavima supratna, tj. da u skupu G pastaje dva neutralna 
elementa e1 i e2 (e1 #- e2). Tada bi, s abziram na definiciju neutralnag 
elementa, vazila: el = el * e2 = e2, sta je u kantradikciji sa pretpastavkam 

e1 #- e2. 0 

Jednakast b = c, kaja izrazava identicnast dva elementa skupa G, pavlaci 

(\::Ia E G) a* b = a* c i b * a = c *a. 

Medutim, ne mazema tvrditi da vazi abrnuta, tj. da je 

(!.2.1.1) a * b = a * c ::::} b = c, 
b * a = c * a ::::} b = c. 

Definicija !.2.1.6 Aka za neka a E G i svaki par b, c E G za kaji vaze 
jednakasti 

a* b a* c, 
b *a= c *a, 

vaze i implikacije (!.2.1.1), za element a kazema da je regularan element za 

aperaciju *· 

Primer 1. Za aperaciju mnazenja na skupu lR realnih brajeva svi ele-
menti asim 0 su regularni. 6 

Tearema I. 2 .1. 2 Ako u ( G, *) postoji neutralni element, on je regula ran. 

Dokaz. Neka je e neutralni element za aperaciju * u skupu G. Ako su 
a, bEG i aka vazi daje e*a = e*b, tada, s abziram daje e*a =a i e*b = b, 
sleduje a = b. 

Slicnim rasudivanjem dabijama a * e = b * e ::::} a = b. 0 

Definicija I.2.1. 7 Aka u ( G, *) pastaji neutralni element e i ako za a E G 
pastaji element a- 1 E G, takav da je 

kazema da je a-1 inverzni ili simetricni element za a E G, u odnosu na· 
aperaciju *· 
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Naravno, ako u (G,*) postoji, za element a, inverzni element a-1 , tada 
je, na osnovu definicije !.2.1.7, za a-1 inverzni element a, tj. (a-1 )-1 =a. 

Teorema 1.2.1.3 Neka u (G, *) postoji neutralni element e i neka je * aso
C'ijativna operacija. Aka za element a E G postoji inverzni element a-1 E G, 
tada je on jedinstven. 

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka za a E G postoje dva meciu
sobno razlicita inverzna elementa a}1 i a21 iz G. Tada vazi 

-1 -1 -1 ( -1) ( -1 ) -1 -1 -1 a 1 = a 1 * e = a 1 * a * a 2 = a 1 * a * a 2 = e * a 2 = a 2 , 

sto je u suprotnosti sa ucinjenom pretpostavkom da je a1 1 j:: a2 1
. D 

Teorema 1.2.1.4 Aka je u grupoidu (G, *) operacija * asocijativna i aka 
element a E G ima inverzni element a- 1 E G, tada je a regularan element 
za operaciju *. 

Dokaz. Da bi a bio regular an element u ( G, *), moraju da vaze imp
likacije !.2.1.1. Kako je 

a*b=a*c ==? a- 1 *(a*b)=a-1 *(a*c) 

==? (a- 1 *a)* b = (a-1 *a)* c 

==? e*b=e*C 
=} b = c, 

a slicnim postupanjem dobijamo i implikaciju b * a = c * a ==? b = c. D 

Teorema I. 2 .1. 5 N eka je ·u grupoidu ( G, *) operacija * asocijativna. Aka 
je a- 1 inverzni element za a i b-1 inverzni elernent za b (a, a-1, b, b-1 E G), 
tada i element a * b ima inverzni element i vaii jednakost 

Dokaz Tvrcienje teoreme proizlazi iz sledeCih jednakosti: 

(b-1 * a-1
) *(a* b) = b-1 * (a-1 *a)* b = b- 1 * e * b = b- 1 * b e, 

(a* b)* (b-1 * a-1
) =a* (b * b- 1

) * a-1 =a* e * a-1 =a* a-1 e. D 
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1.2.2 Polugrupa, grupa i Abelova grupa 

Skup G snabdeven nekom binarnom operacijom * smo nazvali grupoid i 
oznacili sa ( G, *). Za ( G, *) kazemo da je algebarska struktura. Ta je struk
tura utoliko bogatija ukoliko grupoid (G, *) ima vise svojstava (osobina). 
Neke takve strukture su posebno interesantne, pa ih onda zovemo posebnim 
imenima. 

Definicija 1.2.2.1 Za grupoid (G, *) kod koga je operacija * asocijativna 
kazemo da je polugrupa ili semigrupa. 

Primer 1. Ako je simp prirodnih brojeva N i + operacija sabiranja, 
struktura (N, +) je polugrupa. 6. 

Definicija 1.2.2.2 Ako u grupoidu (G, *) postoji neutralni element, tada 
kazemo da je to gT'Upoid ( G, *) sa jedinicom. 

Primer 2. Struktura (No,+) je grupoid sa jedinicom ili, jos preciznije, 
polugrupa sa jedinicom. Jedinica (ili neutralni element), kakve li igre reci, 
je u ovoj strukturi 0. 6. 

Definicija 1.2.2.3 Za grupoid (G, *) kazemo da je grupa ako su ispunjeni 
sledeci uslovi: 

1° operacija * je asocijativna; 
2° u skupu G postoji neutralni element za operaciju *i 

3° za svaki element iz G postoji u G njemu inverzni element u odnosu 
na operaciju *· 

Definicija 1.2.2.4 Za grupu (G; *) kazemo da je komutativna i1i Abelova, 
ako je operacija * jos i komutativna. 

Grupa ( G, *) je konacna ako je slmp G konacan, inace je beskonacna. 
Primetimo da su, na osnovu teoreme 1.2.1.4, svi elementi jedne grupe 

regularni za operaciju grupe. 

Primer 3. Slmp racionalnih brojeva, u odnosu na sabiranje, obrazuje 
beskonacnu Abelovu grupu. Ovde je jedinicni element 0, a inverzni element 
racionalnog broja r je -r. 6. 

Primer 4. Prirodni brojevi ne obrazuju grupu u odnosu na mnozenje, · 
jer ne postoje inverzni elementi. 6. 
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I.2.3 Podgrupa 

Neka je (G, *) grupa i neka je H C G takav da vaze implikacije 

(1.2.3.1) 

(1.2.3.2) 

x, y E H =} X* y E H, 

x E H =? x- 1 E H. 

U skupu H mozemo definisati. binarnu operaciju o pomocu 

(!.2.3.3) 

jer je, na osnovu (1.2.3.1), X*Y E H. Dokazacemo da (H, o) ima strukturu 
grupe. 

Nairne, 

1° Operacija je asocijativna, jer za svako x, y, z E H 

x o (yo z) = x * (y * z) = (x * y) * z = (x o y) oz. 

2° N eka je e jedinicni element grupe ( G, *). Element e prpada i skupu 
H jer, prema (1.2.3.2), za neko x E H postoji x- 1 E H, pa na osnovu 
(!.2.3.1) sleduje e = X*X- 1 E H. S obzirom daje za proizvoljno x E H 

x o e = x * e = x, eo x = e * x = x, 

zak~jucujemo da je e takode jedinicni element i za operaciju o. 

3° Na osnovu (!.2.3.2), za svako x E H postoji inverzni element x- 1 E H 
u odnosu na operaciju *, pa je 

x o x- 1 = x * x- 1 = e x-1 ox= x-1 * x = e 
' ' 

tj. x-1 je takode i inverzni element za x u odnosu na operaciju o. 

Prema tome, (H, o) ima strukturu grupe. 

Definicija 1.2.3.1 Ako je (G, *) grupa i H c G, pri cemu vazi (1.2.3.1), 
(!.2.3.2), (1.2.3.3), grupa (H, o) naziva se podgrupa date grupe (G, *). 

Uobicajeno je da se operacija o identifikuje kao operacija *, pa cemo 
nadalje, umesto (H, o) pisati (H, *). 

Svaka grupa ( G, *) ima dve trivijalne podgrupe, a to su sama grupa 
(G,*) i ({e},*). 
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1.2.4 Homomorfizam i izomorfizam grupa 

Definicija 1.2.4.1 Neka su (G1 , *) i (G2 , o) grupe. Ako postoji preslika
vanje f skupa G1 u (na) skup G2 takvo da je 

(Va, bE G1) f(a *b) = f(a) o f(b), 

kazemo da je f homomorfizam grupe (G1, *) u (na) grupu (G2, o). Ako je 
f preslikavanje na, za grupu ( G2 , o) kazemo da je homomorfna slika grupe 
(G1, *). 

Primer 1. Posmatrajmo grupu (Z, + ), gde je Z slmp svih celih brojeva 
i + obicno sabiranje i grupu (G, ·), pri cemu je G = { -1, 1} i · obicno 
mnozenje. Preslikavanje f : Z r-+ G definisano sa 

f(2m) = 1 (mE Z), f(2m + 1) = -1 (mE Z) 

je homomorfizam grupe (Z, +) na grupu ( G, ·). 6 

Definicija 1.2.4.2 Neka su (G1, *) i (G2 , o) grupe. Ako postoji biunivoko 
preslikavanje f skupa G1 na slmp G2 takvo da je 

(Va, bE G1) f(a *b) = f(a) o f(b), 

kazemo daje f izomorfizam grupe (G1,*) na grupu (G2,o) ida su ove dve 
grupe izomorfne. 

Razlika izmedu homomorfizma i izomorfizma je u tome, sto se kod izo
morfizma trazi da je preslikavanje obostrano jednoznacno (biunivoko), dok 
se kod homomorfizma taj uslov rie zahteva. 

Primer 2. Neka je JR. slmp svih realnih brojeva, JR.+ skup svih realnih 
pozitivnih brojeva, + obicno sabiranje i · obicno mnozenje. 

Funkcija x r-+ f(x) = log(x) je jedan izomorfizam grupe (JR.+,·) na grupu 
(JR.,+). Zaista, ovo preslikavanje je biunivoko i preslikava slcup JR.+ na JR. i 
vazi jednakost 

(Va, bE JR.+) log( a· b) =log( a)+ log(b). 6 

Teorema 1.2.4.1 Ako je preslikavanje f izomorfizam grupe (G1, *) na gru
pu (G2, o), tada je inverzno preslikavanje f-1 izomorfizam grupe (G2, o) nci 
grupu ( G 1, *) . 
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Dokaz. Neka su xi y bilo koji elementi iz G2 . S obzirom daje f biunivoka 
koreskodencija izmedu G1 i G2 , postoje jedinstveni elementi a, bE G1 za koje 
vazi X= f(a) i y = f(b). Nadalje imamo 

f- 1(x o y) = f- 1 (f(a) o f(b)) = f-1 (f(a *b)) =a* b = f- 1(x) * f- 1(y). 0 

Primer 3. S obziro da je eksponencijalna funkcija inverzna logari
tamskoj, na osnovu teoreme !.2.4.1 i primera 3, funkcija x c-+ f(x) = ex 

je jed an izomorfizam grupe (JR, +) na grupu (JR+, ·). Zaista, ovo preslika
vanje je biunivoko i preslikava skup lR na JR+ i vazi jednakost 

Razmotrimo u cemu je sustinski znacaj izomorfizma. 
Neka je f izornorfizam grupe (G\, *) na grupu (G2, o). Neka je, dalje, 

c =a* b (a, b, c E Gl) i x = f(a), y = f(b), z = f(c), (:r, y, z E G2). Zbog 
izomorfizrna imamo z f(c) = f(a *b) = f(a) o f(b) = x o y, pa je 

c = a* b {:::> z x o y. 

Dakle, ako hocemo da odredimo rezultat operacije * nad neka dva operanda 
a i b u grupi ( G 1 , *), to mozemo uraditi tako sto cemo naCi rezultat operacije 
o nad slikama operanada a i b, tj. nad xi y u ( G2, o ), a onda je original tog 
rezultata z, za preslikavanja j, nas trazeni rezultat c. Naravno, moguc je i 
obrnut pristup (od grupe (G2,o) prema grupi (GI,*)). Prema tome, kada 
imamo izomorfne grupe, mozemo birati grupu u kojoj cemo ,raditi" ( tamo 
gde nam je to jednostavnije), jer su operandi i rezultati iz jedne i ~huge 
grupe povezani izomorfizmom. · 

Primetinio takode, lako je to pokazati, da izomorfizam preslikava neu
tralni element grupe G1 u neutralni element grupe G2 i inverzni element a-1 

od a E G1 prebacuje u inverzni element f(a)- 1 elementa f(a) E G2. 
Dakle, izomorfne grupe imaju istu strukturu, samo su im elementi ra

zliciti. 

Definicija !.2.4.3 Izomorfizam grupe ( G, *) na samu sebe naziva se auto
rnorfizam te frupe. 

Primer 4. Preslikavanje (\fa E JR) a c-+ (3a, gde je (3( i 0) realna kon
stanta, je automorfizam grupe (JR, + ), jer data funkcija biunivoko preslikava 
lR na lR i vazi 

(Va, bE JR) f3(a +b) = f3a + f3b. 6. 
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I.2.5 Algebarske strukture sa dve operacije 

Neka je S neprazan skup i neka su u njemu definisane dve binarne ope
racije * i o. Samim tim, (S, *) i (S, o) su izvesne algebarske strukture. 
Medutim, moguce je govoriti i o novoj strukturi koju Cini skup S u odnosu 
na te dve operacije. 

Pre nego sto proucimo neke od ovih struktura, definisacemo mogucu 
interaktivnost izmedu ovih dveju opearacija. 

Definicija !.2.5.1 Neka su u jednom skupu S definisane dve binarne ope
racije * i o. Ako vazi 

(Va,b,cES) a*(boc)=(a*b)o(a*c), (b o c) *a= (b *a) o (c *a), 

kazemo da je operacija * distribut-ivna u odnosu na o. 

Primetimo da ako je operacija * komutativna, tada je druga jednakost u 
definiciji 1.2.5.1 neposredna posledica prve i ne mora se posebno proveravati. 

Primer 1. Mnozenje realnih brojeva je distributivno u odnosu na sabi
ranje realnih brojeva. Obrnuto ne vazi, tj. sabiranje nije distributivno u 
odnosu na mnozenje realnih brojeva. 6 

Definicija !.2.5.2 Neka su u jednom skupu S definisane dve binarne ope
racije ED i 8. Ako su ispunjeni uslovi: 

1° (S, ED) je komutativna grupa, 
2° operacija 8 je asocijativna, 
3° operacija 8 je distributivna u odnosu na ED, 

kazemo da slmp S Cini prsten u odnosu na operacije ED i 8, oznacavajuCi ga 
sa (S, ED, 8). . 

S obzirom na iskustva koja imamo sa obicnim mnozenjem brojeva, to 
cemo i operacije ED i 8 zvati, redom, sabiranje i mnozenje. Isto tako, neu
tralni element operacije ED oznacavacemo sa 0. 

Definicija 1.2.5.3 Ako je (S \ {0}, 8) grupa, za prsten (S, ED, 8) kazemo 
da je tela. 

Definicija 1.2.5.4 Ako je (S \ {0}, 8) Abelova grupa, za prsten (S, ED, 8 )· 
kazemo da je polje. 
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Primer 2. Aim je Z skup svih celih brojeva, a + i · obicno sabiranje 
i mnozenje, tada je (Z, +, ·) prsten. Zaista, ovde je (Z, +) Abelova grupa, 
operacija · je asocijativna i, najzad, operacija mnozenja · je distributivna 
u odnosu na operaciju sabiranja +. Jos preciznije, (Z, +, ·) je komutativni 
prsten sa jedinicom s obziorom da je operacija · komutativna i za nju postoji 
jedinicni element 1 E Z. Ipak, (Z, +, ·) nema strukturu ni tela, ni polja, jer 
(Z \ {0}, ·) nije grupa. ~ 

Primer 3. Skup svih realnih 'brojeva lR i skup svih racionalnih brojeva 
Q, u odnosu na sabiranje i mnozenje brojeva, imaju strukturu polja. ~ 

Definicija !.2.5.5 Aim su (81, +, ·) i (82, EEl, 0) polja i ako je f obostrano 
jednoznacno preslikavanje skupa 81 na skup 82, za koje je 

f(a +b) = f(a) EB f(b) f(a ·b) = f(a) 0 j(b) (a, bE 81), 

kazemo da je f izomorfizam polja (81,+,·) na polje (82,Efl,8) ida su ova 
dva polja izomorfna. 

Imajuci u vidu teoremu 1.2.4.1, lako je pokazati da vazi: 

Teorema 1.2.5.1 Ako je preslikavanje f izomorfizam 
polje (82, EEJ, 0), tada je inverzno preslikavanje f- 1 

(82, EEl, 0) na polje (81, +, ·). 

polja (81,+,·) na 
izomorfizam polja 

Dakle, kada imamo izomorfizam izmedu algebarskih struktura (u na8em 
slucaju radilo se, ranije, o grupama, a sada o poljima) vidimo da je to svo
jstvo para algebarskih struktura jer izomorfizam u jednom smeru, obezbedu
je postojanje izomorfizma u suprotnom smeru (f i j-1). Zbog toga i kazemo 
jednostavno da su polja 81 i 82 izomorfna, umesto da je sl izomorfno sa 
82 iii da je 82 izomorfno sa 81. Naravno, kao i ranije, izomorfne algebarske 
strukture cemo poistovecivati ako je algebarska struktura jedino sto nas u 
njima interesuje. 

I.2.6 Polje realnih brojeva 

Vee smo pomenuli da simp realnih brojeva, snabdeven operacijama sabi
ranja + i mnozenja · brojeva, ima strukturu polja. Te operacije, tj. tu 
strukturu (JR, +, ·), smo dobo proucili u prethodnim kursevima matematike. 
To polje cemo, kada ne postoji mogucnost da dode do zabune, oznacavati 
jednostavno sa JR, dok cemo za elemente skupa lR reCi da su realni brojevi. 



I.2. OSNOVNE ALGEBARSKE STRUKTURE 27 

Uobicajeno je da se, uz pomocu vee pomenutih operacija + i ·, u skup 
IR uvode jos dve operacije: oduzimanje - i deljenje / realnih brojeva. 

Nairne, neka je -y simetricni (inverzni) element za y u odnosu na ope
raciju sabiranja realnih brojeva. Tada se oduzimanje definise kao x - y = 

x + ( -y). Broj x- y naziva se razlika brojeva xi y. 
Slicno, ako y- 1 inverzni (simetricni) element za y(-j. 0) u odnosu na 

mnozenje realnih brojeva, deljenje se definise kao xjy = x · y- 1 . Broj xjy 
naziva se kolicnik brojeva x i y. Umesto oznake xjy koriste se i oznake ~ i 

x : y. Zato, umesto y- 1 cesto pisemo 1/y. Takode, proizvod x·y oznacavamo 
jednostavno xy, izostavljajuCi oznaku operacije. 

1.2. 7 Kompleksni brojevi 

(a) Polje kompleksnih brojeva 

Do polja kompleksnih brojeva cemo doCi tako sto cemo u skup urednih 
parova realnih brojeva 

IR2 = IR x IR = {(x,y) I x,y E IR} 

uvesti dve binarne operacije: + i ·, koje cemo zvati, redom, sabiranje i 
mnozenja uredenih parova. Ove oznake nas asociraju na oznake za obicno 
sabiranje i obicno mnozenje realnih brojeva. To, naravno, nije slucajno, 
jer, kao sto cemo videti, pokazace se da su realni brojevi podskup skupa 
kompleksnih brojeva. 

S obzirom da imamo neke dve operacije u skupu IR2, a pominjemo 
nekakvo polje kompleksnih brojeva, to cemo najpre pokazati da je struk
tura (IR2, +. ·) takva da je mozemo zvati poljem. 

No, krenimo redom. 

Definicija 1.2. 7.1 Zbir dva uredena para (x1, Yl) i (x2, Y2) iz IR2 odreden 
je sa 

Definicija 1.2.7.2 Proizvod dva uredena para (xl,Yl) i (x2,y2) iz IR2 odre
den je sa 

Iz definicije I.2.7.1 neposredno sleduje: 
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1° Operacija sabiranje uredenih parova je komutativna operacija jer za 
bilo koja dva uredena para (x1, Yl) i (x2, Y2) iz IR2 je 

(x1 + x2, Yl + Y2) 

(x2 +XI, Y2 + yl) 

(x2, Y2) +(xi, Yl)· 

2° Operacija sabiranje uredenih parova je asocijativna operacija jer za 
bilo koja tripara (x1, YI), (x2, Y2), (xa, Ya) iz IR2 je 

(x1, Yl) + (x2 + xa, Y2 + Ya) 

(xl + X2 + xa, Yl + Y2 + Y3) 

(xi + x2, Yl + Y2) + (xa, Ya) 

((x1,yl) + (x2,y2)) + (xa,Ya). 

3° Za operaciju sabiranje uredenih parova postoji u IR2 neutralni element. 
To je par (0,0) jer za svaki uredeni par (x,y) E IR2 je 

(x, y) + (0, 0) (x+O,y+O) 

(x, y). 

Napomenimo da zbog komutativnosti operacije + nije potrebno pro
veravati jednakost (0, 0) + (x, y) = (x, y). 

Zbog jedinstvenosti neutralnog elementa (videti teoremu !.2.1.1) mo
zemo biti sigurni da, osim nadenog para (0, 0), nema drugih neutralnih 
elemenata za operaciju sabiranje uredenih parova. 

4° Akoje par (x', y') E IR2 simetricni (inverzni) element za par (x, y) E IR2 , 

u odnosu na operaciju sabiranje uredenih parova, tada mora da vazi 

(x, y) + (x', y') = (0, 0) => (x + x', y + y1
) = (0, 0) 

=> x + x' = 0 1\ y + y' = 0 

=> x' = -x 1\ y' = -y. 

Dakle, na osnovu prethodnog, a imajuci u vidu i osobinu komuta
tivnosti, zakljucujemo da svaki par ( x, y) E JR2 ima suprotni ( ili in
verzni) element (-x, -y) E JR2 . 

Prema tome, vazi sledece tvrdenje: 
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Teorema 1.2. 7.1 (IR2 , +) je kornutativna grupa. 

Isto tako, iz definicije 1.2.7.2 sleduje: 

1° Operacija mnozenje uredenih parova je komutativna operacija jer je 

(x1x2 - Y1Y2, X1Y2 + Y1x2) 

= (x2x1 - Y2Yl, X2Y1 + Y2X1) 

(x2, Y2) · (x1, yt). 

2° Operacija mnozenje uredenih parova je asocijativna operacija jer je 

(xt,Yl) · ((x2,Y2) · (xg,yg)) = 

(x1, Yt) · (x2x3- Y2Y3, X2Y3 + X3Y2) 

= (x1(x2x3- Y2Y3)- Yt(X2Y3 + Y2X3), 

Xt(X2Y3 + Y2X3) + Yt(X2X3- Y2Y3)) 

((x1x2 Y1Y2)x3- (XtY2 + y1x2)yg, 

(x1Y2 + Y1x2)x3 + (x1x2- Y1Y2)Y3) 

(x1x2 Y1Y2, X1Y2 + YlX2) · (xg, yg) 

((x1,yt) · (x2,y2)) · (xg,yg). 

3° Ako za komutativnu operaciju mnozenje uredenih parova postoji neu
tralni element, on mora biti oblika ( e1 , e2 ) E IR2 , jedinstven je ( videti 
teoremu 1.2.1.1) i takav da za svaki uredeni par (x, y) E JR2 mora da 
vazi: 

(x, y) · (e1, e2) = (x, y) =? (xe1- ye2, xe2 +yet) = (x, y) 

=? xq - ye2 = x 1\ xe2 + ye1 = y 

=? (e1 = 1/\ e2 = 0) 1\ (e2 = 01\ e1 = 1) 

=? e1 = 1 1\ e2 = 0 

Dakle, uredeni par (1, 0) je neutralni element za mnozenje uredenih 
parova (x, y) E IR2

. 

4 ° Ako je par ( x', y') E JR2 inverzni ( simetricni) element za par ( x, y) E IR2 , 

u odnosu na operaciju mnozenja uredenih parova, tada mora da vazi 

(x,y) · (x',y') = (1,0) =? (xx' -yy1,xy1 +yx') = (1,0), 
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pa iz uslova jednakosti odgovarajuCih komponenti uredenih parova (i 
uz malo preuredivanje) dobijamo sistem od dve jednacine sa dve nepoz
nate x', y' E IR. 

xx'- yy' 1, 

yx' + xy' 0. 

Ako prvu jednaCinu pomnozimo sa x a drugu sa y i saberemo ih, a 
zatim prvu sa -y a drugu sa x i saberemo ih, dobijamo, uz uslov 
x2 + y2 f 0, tj. (x, y) i- (0, 0): 

1\ y' =- y 
x2 + y2 · 

Dakle, za svaki uredeni par (x, y) E IR.2 , sem za par (0, 0), u odnosu 
na komutativnu operaciju rnnozenje uredenih parova, postoji jedan i 
samo jedan inverzni element 

(x', y') = (-X- - y ) E IR_2 
x2 + y2 ' x2 + y2 ' 

takav da je 

(x,y)·( 2x 2'- 2y 2)=(1,0). 
X +y X +y 

Prema tome, vazi sledece tvrdenje: 

Teorema 1.2.7.2 Struktura (IR.2 \ {(0,0)}, ·) je komutativna grupa. 

Na osnovu definicija !.2.7.1 i !.2.7.2 mozemo dokazati da je operacija 
mnozenje uredenih parova distributivna prema operaciji sabiranje uredenih 
parova. Zaista, imamo 

(x1,yi) · ((x2,y2) + (x3,y3)) = 

(x1, Yl) · (x2 + X3, Y2 + Y3) 

(x1(x2 + x3) Yl(Y2 + Y3), xl(y2 + Y3) + Y1(x2 + x3)) 

((x1x2- Y1Y2) + (x1x3- YlY3), (x1Y2 + Y1X2) + (x1Y3 + Y1X3)) 

(x1x2- Y1Y2, X1Y2 + Y1x2) + (x1x3- Y1Y3, XIY3 + Y1x3) 

(x1, yr) · (x2, Y2) + (x1, Yl) · (x3, Y3), 

a odavde, zbog komutativnosti operacije mnozenje uredenih parova, imamo 

Na osnovu dokazanih teorema !.2.7.1 i !.2.7.2 i distributivnosti mnozenja 
prema sabiranju, zakljucujemo da vazi sledece tvrdenje: 
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Teorema I. 2. 7. 3 Str-uktum (IR2
, +, ·) je polje. 

Nadalje pokusajmo da uprostimo sprovodenje uvedenih operacija nad 
parovima realnih brojeva. 

U tom cilju, elemente polja (IR2 ,+, ·), tj. uredene parove (x,y) pred
staviCemo na naCin koji je pogodniji za rad sa njima. Naime, svaki se uredeni 
par (x, y), u skladu sa operacijom sabiranje uredenih parova, moze napisati 
na sledeCi naCin 

(x, y) (x, 0) + (0, y). 

Medutim, kako je, za svako y E IR, 

(0, y) = (0, 1). (y, 0), 

mozemo pisati 

(x, y) = (:r, 0) + (0, y) = (x, 0) + (0, 1) · (y, 0), 

tj. 
(x, y) = (x, 0) + i(y, 0), 

gde smo uveli oznaku (0, 1) = i i izostavili znak za operaciju mnozenje 
uredenih parova. 

Posmatrajmo sada slmp uredenih parova oblika (x, 0), tj. slmp 

IR5 = {(x, 0) I x E IR}. 

OCigledno, IR5 je podskup skupa IR2 . Nije tesko proveriti da (IR5, +, ·), ta
kode, ima strukturu polja. Zaista; s obzirom da za svako (x, 0) i (y, 0) iz IR5 
imamo: 

(:r:,O) + (y,O) 

(x, 0) · (y, 0) 

(x+y,O), 

(x:y, 0), 

L~akljucujen:w da je slmp IR5 zatvoren u odnosu na mnozenje i sabiranje 
ureclenih par ova iz IR5. Dalje, na osnovu onoga sto smo imali za ( x, y) E IR2

, 

za svako (x, 0) iz IR6 je simetricni (inverzni) element ( -x, 0) E IR6 za sabi
ranje, a (1/x, 0) E IR5 (x =j::. 0) je inverzni (simetricni) element za mnozenje 
uredenih parova iz IR5. Samim tim, jasno je da je slmp IR5, kao podskup 
skupa JR2 , automat ski povukao sve osobine operacija mnozenja i sabiranja 
uredenih parova u JR2 , pa dakle (IR5, +, ·) ima strukturu po~ja, a s obzirom · 
da je IR5 C IR2 to je (IR5, +, ·) potpolje polja (IR2

, +, -). 
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Iz prethodnog, lako uocavamo da se parovi oblika (x, 0) algebarski isto 
ponasaju u odnosu na svoje operacije + i · kao i realni brojevi u odnosu na 
svoje operacije + i · (sad vidimo da nije slucajno sto smo ove operacije u 
jednom i drugom skupu isto oznaCili). Drugim recima, precizno matematicki 
receno, polje (JR6, +, ·) je izomorfno polju realnih brojeva (JR, +, ·). Nairne, 
preslikavanje f: JR6 ---+ JR, definisano sa (x, 0) f---7 f((x, 0)) = x je izomor
fizam polja (JR6, +, ·) na polje (JR, +, ·). Zaista, f je bijekcija i, za svako 
(x, 0), (y, 0) E JR6, imamo 

f((x,O) + (y,O)) = f((x +y,O)) = :t + y = f((x,O)) + f((y,O)) 

f((x,O) · (y,O)) = f((xy,O)) = xy = f((x,O)) · f((y,O)) 

Stoga cemo, imajuCi u vidu pomenuti izomorfizarn, svesno praviti gresku 
pisuCi umesto (x, 0) samo x, au svakom trenutku mozemo umesto x pisati 
(:c, 0), tj. (x, 0) B x. To, zapravo, znaci da cemo poistoveCivati uredeni par 
(x, 0) i rea.lan broj x. 

Na.ra.vno, tada mozemo pisa.ti 

(x,y) = (x,O) +i(y,O) = x+iy. 

N avedena nekorektnost u pisanju omogucice na.m da. opera.cije sa urede
nim pa.rovima. oba.vlja.mo jednosta.vnije, a da, pri tome, formalno nekorektno 
pisanje ne moze dovesti do pogresnog zakljucka. 

Dakle, sva.ki uredeni par (x, y) je moguce predsta.viti brojevima. x i y i 
koriscenjem oznake i za uredeni par (0, 1). 

Bilo bi zgodno da onda i uredeni par (x, y) smatramo brojem. U tu svrhu 
uvedimo oznaku z = (x, y). Umesto uredenog para (x, y) posmatra.cemo z, 
ka.o broj, i zvacemo ga kompleksan broj, a njegov oblik z = x + iy zvacemo 
algebarski oblik kompleksnog broja z = ( x, y). Tad a i oznaka i nije vise samo 
ozna.ka, vee kompleksan broj kojim smo oznaCili uredeni par (0, 1). Ta.j broj 
na.zivamo imaginarna jedinica. Uredeni par (1, 0) zovemo realna jedinica i, 
saglasno izornorfizrnu, oznacavarno sa 1. Takode, par (0, 0) nazivarno nula i 
oznacava.rno sa 0. Skup svih kornpleksnih brojeva cerno oznacavati sa <C. 

Interesa.ntno je da.je i 2 = (0,1) 2 = (0,1) · (0,1) = (-1,0), pa sagla.sno 
izornorfizrnu irna.rno da je i 2 = -1. 

S obzirorn da. operacije sa.biranja i rnnozenja, bilo u skupu uredenih 
pa.rova realnih brojeva ili sarnih realnih brojeva. (a operacije srno isto oznaCili 
u jednorn i drugorn skupu), irnaju osobine kornutativnosti, asocijativnosti i 
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distributivnosti, sada sa kompleksnim brojevima napisanim u algebarskom 
obliku vrlo lako sprovodimo ove operacije. Nairne, ove operacije sa komplek
snim brojevima vrsimo po pravilima algebre realnih brojeva, tj. kompleksni 
broj smatramo kao binom po i, samo sto umesto i2 stavljamo -1. Dakle, 
za proizvoljna dva kompleksna broja Z1 = x1 + iy1 i z2 = x2 + iy2 imamo 

Xl X2 + X1 iy2 + iy1 X2 + iy1 iy2 

(x1x2- YlY2) + i(x1Y2 + YlX2)· 

Naravno, dobijeni rezultati za z1 + z2 i z1 · z2 su u skladu sa definicijama 
1.2.7.1 i 1.2.7.2, pa je samim tim, s obzirom na teoremu 1.2.7.3, jasno da vazi 
sledece tvrdenje: 

Teorema 1.2.1.4 (C, +, ·) je polje. 

To cemo polje jednostavno oznacavati saC, a zvacemo ga polje komplek
snih brojeva. 

Primetimo da je polje realnih brojeva IR potpolje polja kompleksnih bro
jeva C, s obzirom na izomorfizam po kome uzimamo daje (x, 0) = x (x E IR). 

Kako je svaki par (x, y) E JR2 imao, u odnosu na sabiranje, suprotni (iii 
inverzni) element ( -x, -y) E JR2 , to sada za kompleksni broj z = x + iy, 
kazemo da ima suprotni broj i oznacavamo ga sa -z = -x- iy. 

Slicno, kako je svaki uredeni par (x, y) E IR2
, sem par (0, 0), u odnosu na 

operaciju mnozenje uredenih parova, imao inverzni element Cz~yz , xz~Yyz) E 

JR2 , to sada za broj z = x + iy -j. 0 kazemo da ima inverzan ili reciprocan 
broj i oznacavamo ga sa 

-1 1 X . -y 
z =-= +z . 

z x2 + y2 x2 + y2 

Primetimo da oznaka ~ nije samo formalna s obzirom da je 

x- zy 
-=---=---·---= 

x2- (iy)2 
1 1 1 x zy X +. -y 

x2 + y2 
2 
x2 + y2 · z X+ iy X+ iy X- iy 

ImajuCi u vidu sabiranje i mnozenje kompleksnih brojeva, sada je mogu
ce, kao i kod realnih brojeva, uvesti operacije: oduzimanje i deljenje kom
pleksnih brojeva. Tako, za kompleksne brojeve Zl = x1 + iy1 i z2 = x2 + iy2 
1mamo 
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Primer 1. Ako je z1 = 2 - 3i, z2 = -1 + i, vaze jednakosti 

Z1 + Z2 = (2 3i) + ( -1 + i) = (2 - 1) + i ( -3 + 1) = 1 - 2i, 

Z1Z2 = (2- 3i)(-1 + i) = -2 + ~i + 3i- 3i2 = -2 + 3 + 2i + 3i = 1 + 5i, 

2 - 3i 

-1+i 

2-3i -1-i -2-2i+3i+3i2 -5 1. 
-1 +i. ---1---i = (-1)2 - (-i)2 = 2 + 22' 

(b) Realni i imaginarni deo kompleksnog broja 

Videli smo, dakle, da se kompleksan broj z, odreden uredenim parom 
(x, y), moze predstaviti u algebarskom obliku 

Z =X+ iy (x, 'Y E IR). 

Realni broj x zovemo realni deo kompleksnog broja z, u oznaci Re z, a realni 
broj 'Y zovemo imaginarni deo kompleksnog broja z i oznacavamo ga sa Im z. 

Dakle, 
z = x + iy = Re z + i Im z. 

Kompleksni broj z je realan ako i samo ako je Im z 
izomorfizma po kome uzimamo da je (x, 0) = x). 

Ako je Re z = 0, kaze se da je broj z Cisto imaginaran. 

(c) Konjugovano kompleksni brojevi 

0 (setimo se 

Ako je z = x + iy kompleksan broj, tada za kompleksan broj z = x- iy 
kazemo da je konjugovan broju z. Naravno, vazi z = z. Isto tako je 

1 
Rez= 2(z+z) 

Nije tesko proveriti sledece tvrdenje: 

Teorema I.2. 7.5 Vaie jednakosti 

1 
Im z = -(z- z) 2i . 
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Naravno, matematickom indukcijomje moguce dokazati opstije tvrdenje: 

Teorema 1.2. 7.6 Vaie jednakosti 

(d) Modul i argument kompleksnog broja 

Kako je izmedu skupa ~2 = ~ x ~ i tacaka jedne ravni, uvodenjem ko
ordinatnog sistema, moguce uspostaviti obostrano jednoznacnu korespon
denciju, to je moguce uspostaviti korespondenciju i izmedu skupa svih kom
pleksnih brojeva C i skupa svih tacaka jedne ravni. Prema tome, svaki 
kompleksan broj z je moguce identifikovati sa jednom jedinom tackom M 
u ravni (slike 1 i 2 ). Tu ravan zovemo kompleksna ravan ili z-ravan, x-osu 
zovemo realna osa, a y-osu imaginarna osa. 

U slobodnijem izrazavanju, za tacku M kompleksne ravni koja odgovara 
kompleksnom broju z govoricemo da je kompleksan broj z. 

)/ y 

M(.?:,y) z =(a:, y) 
)/ y 1----------. 

0 :r: 0 X X 

Sl. 1 Sl. 2 

Definicija 1.2.7.3 Broj lzl = Jx2 + y2 zovemo modul ili moduo komplek
snog broja z = x + iy. 

OCigledno je lzl = lzl, kao i zz = lzl 2
. Takode, vaze i nejednakosti: 

Re z ~ lzl Im z ~ lzl. 
Na slici 3 na strani 36, predstavljeni su kompleksni brojevi z, z, -z i 

-:z. Svi ovi brojevi imaju isti moduo. Duzina r =OM na slici 4 predstavlja 
moduo kompleksnog broja z. Za duz OM cesto kazemo da je poteg tacke 
M. 

Geometrijske interpretacije sabiranja i oduzimanja dva kompleksna broja 
date su na slikama 5 i 6 na strani 36, respektivno. 
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y 

<Y=(-x, y) 

-z=(-x,-y) 

Sl. 3 

z =(x, y) 

' 
' 
' ' 
' < 

z=(x,-y) 

y 
Zl + Z2 

' z, 
Z2 

0 :r 

Sl. 5 
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y ----------------
M(:v, y) 

r 

:r e 

0 X X 

Sl. 4 

y 

Z1 

Z2 

:t: 

-Z2 

Sl. 6 

Teorema 1.2.7.7 Ako s·u z1 i z2 kompleksni brojevi, tada je 

1° lz1z2i = iz1i·lz2i; 

2° lz1 + z2l::; lz1l + lz2l i 

3o liz1i-lz2ii:S lz1- z2l· 

Dokaz. Za dokaz jednakosti 1° dovoljno je primetiti da je 

lz1z2l2 
= (z1z2)(z1z2) = (z1z2)(z1z2) = (z1z1)(z2z2) = iz112iz212. 

2° Kako je 

(z1 + z2)(z1 + z2) 

(z1 + z2)(z1 + z2) 

Z1Z1 + Z1Z2 + Z2Z1 + Z2Z2 

Z1Z1 + Z2Z2 + Z1Z2 + Z1Z2 

lz1l 2 + lz2l2 + 2Re(z1z2) 
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Re(z1:Z2):::; lz1:Z2I = lz1llz21 = lzlllz2l, zakljucujemo daje 

lz1 + z2l
2

:::; lz1l
2 

+ iz21
2 

+ 21z1llz21 = (lz1l + lz2i)
2
, 

odakle sleduje nejednakost 2°. 

3° StavljajuCi w1 = z1-z2 i w2 = z2, nejednakost lw1 +w2l:::; lw1l+lw2l 
se svodi na lz1l:::; lz1- z2l + lz2l, tj. 

lz1l lz2l :::; lz1- z2l· 

Kako su z1 i z2 proizvoljni kompleksni brojevi, zakljucujemo da vazi i 
nejednakost 

lz2l-lz1l:::; lz2- z1l = lz1- z2l· 

Poslednje dve nejednakosti daju 

tj. nejednakost 3°. 0 

Napomena 1. Stavljajuci -z2, umesto z2, nejednakosti 2° i 3° svode 
se na 

Napomena 2. Odgovarajucom geometrijskom interpretacijom, mozemo 
videti da su nejednakosti 2° i 3° u prethodnoj teoremi, u stvari, poznate 
nejednakosti za stranice trougla. 

Matematickom indukcijom lako se dokazuju generalizacije nejednakosti 
1 o i 2° za slucaj n kompleksnih brojeva: 

Teorema I.2. 7.8 Aka su zk (k = 1, 2, ... , n) kompleksni brojevi, tada je 

n n 

[I~>kl:::; I:lzkl· 
k=l k=l 

Ugao e koji zaklapa poteg OM sa pozitivnim delom realne ose Ox zo
vemo argument kompleksnog broja z = x + iy (videti sliku 4). 

Ocigledno vaze jednakosti 

(!.2.7.1) 

ali i jednakost 

(!.2. 7.2) 

X= lzl COS 0 

y 
- = tane 
X 

y = lzl sine, 

(x :/- 0). 
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Definicija !.2.7.4 Svaki broj () koji zadovoljava jednakosti (1.2.7.1) zove 
se argument broja z i obelezava se Arg z. Ako broj (), pored jednakosti 
(1.2.7.1), zadovoljava i uslov -1f < () :::; 1f tada se zove glavna vrednost 
arg1tmenta broja z i obelezava se arg z. 

Argument broja 0 ne definise se. 

Zbog periodicnosti funkcija () H cos() i () H sin(), vaze i jednakosti 

x = Jzl cos(()+ 2k1f) 1 · y = JzJ sin(()+ 2k1f) (k E Z), 

pa prema tome imamo 

Arg z = arg z + 2k1f (k E Z). 

Prirodno je da se glavna vrednost argumenta kompleksnog broja z od
reduje iz jednakosti (1.2.7.2), pri cemu se moraju imati u vidu jednakosti 
(1.2.7.1). Dakle, odredivanje glavne vrednosti uslovljeno je polozajem tacke 
z u kompleksnoj ravni, sto, zapravo, znaci vrednostima realnih brojeva x i 
y. U stvari, moze se zakljuCiti da je 

arctan'}!_ (x > 0), 
X 

y 
+ 1f (x < 0, y;:::: 0), arctan-

() = arg z = 
X 

arctan'}!_ - 1f (x < 0, y < 0), 
X 

1f /2 (x = 0, y > 0), 
-1f/2 (x = 0, y < 0). 

Primer 2. Za kompleksne brojeve 

Z1=1+i, Z2=-1-i, Z3=1-iV3, Z4=-1+iV3, 

imamo 

argz1 = 1fj4, argz2 = -37r/4, argz3 = -1f/3, argz4 = 27r/3. 6. 

Na osnovu prethodnog razmatranja, za kompleksan broj z ciji je moduo 
JzJ = r i ciji je argument arg z = (), moze se pisati · 

z = T (cos() + i sin()). 

Ovo je tzv. trigonometrijski oblik kompleksnog broja z. 
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Takode, u upotrebi je i eksponencijalni ili Eulerov4 oblik kompleksnog 
broja z 

z = reie 
' 

gde je e osnova prirodnih logaritama. Pravo objasnjenje ovog oblika kom
pleksnog broja zahteva znanje iz kompleksnih funkcija. 

Iz trigonometrijskog i eksponencijalnog oblika kompleksnog broja sleduje 
jednakost 

eiB = cos e + i sine. 

Napomenimo da je moduo kompleksnog broja cos e + i sine jednak je
dinici, tj. 

1 cos e + i sine 1 = 1. 

Za ovaj broj kazemo da je unimodularni broj. Pored pomenute ekspo
nencijalne notacije eiB, za unimodular an broj se koristi i oznaka cis e. Tako 
se svaki kompleksan broj z moze predstaviti kao proizvod modula r i uni
modularnog broja cis e. Dakle, z = r cis e. 

Ocigledno, za 

z = r(cose + ·isine) = rcise = reiB 

imamo 

Z = r(cos e- i sin e) = r(cos( -e)+ i sin( -e)) = T cis (-e) = re-iB. 

Ovo znaCi da je: Arg z = - Arg z lzl = lzl. 

(e) Moivreova5 formula 

Kao sto cemo videti, za neka razmatranja trigonometrijski ili eksponen
cijalni oblik kompleksnog broja pogodniji je od njegovog algebarskog oblika. 

Neka su kompleksni brojevi z1 i z2 odredeni sa 

(I.2. 7.3) 
r'l (cos el + i sin el) = rl ei

81
' 

r2 (cos e2 + i sin e2) = r2ei82 . 

4 Leonhard Euler (1707-178·3), veliki svajcarski matematicar. 
5 Abraham de Moivre (1667-1754), engleski matematicar. 
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Tada je 

Z1Z2 7'1 (COS el + i Sin el) · 7'2 (COS e2 + i sin e2) 

ili 

- 7']'1'2 ( (cos el cos e2 -sin el sin e2) + i(sin el cos e2 +cos el sin e2)) 

7'17'2(cos(el + e2) + isin(el + e2)) 

r 1T2 cis (rh + e2), 

Z]Z
2 

= 7'] ei01 T2ei(h :::::: 7'] r2e·i01 +i02 = 7'] r2 e·i(01 +02) 
1 

pa zakljucujemo da vazi 

lz1z2l = 7'J7'2 = lz1llz2l, 

Arg(zlz2) = el + e2 = Arg Z] + Arg Z2 

Kako je 

(1.2, 7.4) (cos e + i sin e) -l 
1 cos e - i sine 

cos e + i sin e cos e - i sin e 
cos e- i sine 

(cose) 2 - (isine)2 

cos e- i sine 

cos( -e) + i sin( -e) 

tada za kolicnik brojeva z1 i z2 (~ 0) datih pomocu (1.2.7.3), imamo 

Z] 7'] cis el 7'] . . 7'1 . 
- =- · -.- =-CIS e1CIS ( -e2) =-CIS (el- e2), 
Z2 7'2 CIS e2 7'2 7'2 

ili 

sto znaci da je 

I 
ZJI = TJ = lzll 
z2 r2 lz2l 

Teorema 1.2.7.9 (Moivreova formula) Aka je z = cose + isine, vaii 
jednakost 

(1.2.7.5) zn = (cose + isine)n = cosne + isinne 

za svako n E Z. 
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Dokaz. Za n 1, jednakost je tacna. 
Pretpostavimo sada da je ona tacna i za n = k ;:::: 1. Tada je 

(cos e + i sin e)k+l (cos e + i sin e)k (cos e + i sin e) 

(cos k8 + i sinkB)(cos e + i sinO) 

cos(k + 1)8 + i sin(k + 1)8. 

Ovim smo dokazali formulu (1.2.7.5) zanE N. 
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Posle stepenovanja jednakosti (1.2.7.4) sa n E N i primenom, sada vee 
dokazane formule (1.2.7.5) zanE N, dobijamo 

(cos e + i sine)-n = (cos( -8) + i sin( -B))n =cos( -nO)+ i sin( -nO), 

pa prema tome Moivreova formula (1.2.7.5) vazi ako je n ceo broj (pozitivan, 
negativan ili nula), gde smo stavili da je 

(cosO+ isin8) 0 = 1 D 

(e) Trigonometrijsko resenje binomne jednacine 

Na kraju ovog odeljka razmotricemo problem odredivanja kompleksnog 
broja z, za koji je 

(1.2.7.6) 

gde je a (# 0) dati kompleksan broj in EN. Drugim reCima, razmotricemo 
problem resavanja binomne jednaCine (1.2.7.6). 

Naravno, zan= 1 postoji jedno jedino resenje z =a. Zan= 2 i a > 0, 
poznato je, postoje dva resenja: zo = yfG, i z1 = -yfil,. 

Neka je kompleksan broj a dat u trig~nometrijskom obliku 

a = R( cos <p + i sin <p). 

Resenja jednaCine (1.2.7.6) potrazimo, takode, u trigonometrijskom ob
liku 

z = r(cos e + i sine). 

Tada imamo 

rn(cos e + i sin et = R(cos <p + i sin<p), 

tj. 
rn(cos ne + i sin nO)= R(cos <p + i sin<p), 
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odakle zakljucujemo da mora biti 

Dakle, 

rn = R 1\ nO= <p + 2m7r (mE Z). 

1\ 0 = Om = <p + 2m1r 
n 

(mE Z). 

Prerna tome, sva resenja jedn~cine (1.2.7.6) data su pomocu 

nrc;::;. <p+2m1f. 
Zm = V .tt CIS ---

n 
(mE Z). 

Lako je, medutirn, videti da skup resenja { Zm I m E Z} irna samo n 
razlicitih tacaka, na primer, 

Zaista, ako m ~ {0, 1, ... , n- 1 }, tada se takvo m moze predstaviti u 
obliku m = pn + k, gde je p = [m/n], a k odgovarajuCi ostatak pri deljenju 
m san. U tom slucaju imamo 

Om= <p + 2m1l 
n 

<p + 2k7r 
-'---- + 2p7r = ok + 2p7r, 

n 

gde k E {0, 1, ... ,n- 1}. Kako je cos Om = cosOk i sin(;lm = sinOk, 
zakljucujemo da je, za svako m E Z, Zm = zk, gde sup = [m/n) i k = 
m - pn. Dakle, 

n r;::; . <p + 2k7r 
Zk = V .ttCIS 

n 
(k = 0, 1, ... , n- 1). 

Prerna tome, vazi sledece tvrdenje: 

Teorema 1.2.7.10 Ako je a= R(cos<p + isin<p) =/= 0, sva resenja binomne 
jednacine 1.2.7.6 odreaena su pomocu 

n r;::; ( <p + 2k7f <p + 2k7r) 
(I. 2. 7. 7) Zk = v n cos n + i sin n (k = 0, 1, ... , n- 1). 

Geometrijska interpretacija ovog rezultata pokazuje da su svi kornpleksni 
brojevi Zk rasporedeni na krugu poluprecnika VR tako da predstavljaju 
temena pravilnog poligona od n strana. Slucaj n = 8 prikazan je na slici 7. 

Ako sa En oznacimo unimodularan broj sa argU:rnentom 27r jn, tj. 

. 27f 27r . 27r 
En = CIS - = COS - + sm-, 

n n n 
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formule (1.2. 7. 7) mogu se iskazati u obliku 

(1.2. 7.8) 
11~ cp 

zo = v ncis -, 
n 

Zk=Zof~ (k=0,1, ... ,n-1). 
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Geometrijski posmatrano, rotacijom zo za ugao 211 jn u pozitivnom sme
ru, dobija se z1. Uopste, rotacijom Zk-1 za isti ugao 211/n dobija se Zk. 

Primer 3. Neka je z3 = -1 - i. 

Kako je R =I 1- il = /2 i cp = arg( -1- i) = -311/4, imamo 

6tr; . ( 11 2k11) 
Z k = V ,t, CIS - 4 + -

3
- (k = 0, 1,2), 

tj. 

zo 

6tr; [ 511 . . 511] z1 v ,t, cos l2 + ~ sm 12 , 

z2 = V2 [cos \
3
; + i sin 

1
:;] . 

Ako stavimo E3 = cis (211 /3) = ( -1 + iv'3) /2, na osnovu (1.2. 7.8), imamo 

J3- 1 + i( J3 + 1) 
Zl = ZOf3 = 3 , 

2\12 
Koreni zo, z1, z2 prikazani su na slici 8. Napomenimo da dobijeni ar

gument 1311/12 kod korena z2 nije glavna vrednost argumenta. Nairne; 
argz2 = -117r/12. S 
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1.2.8 Skalari i vektori 

Velicine sa kojima se sreeemo u matematici, prirodnim i tehnickim nan
kama, vee nam je dobro poznato, mogu se podeliti na: 

1 o VeliCine koje se karakterisu samo svojom brojnom vrednoseu i njih zo
vemo skalarne velicine ili kraee skalari. (Na primer: povrsine geometrijskih 
figura, zapremina tela, temperatura, masa itd.) 

2° VeliCine koje se karakterisu ne samo svojom brojnom vrednoseu, vee 
i svojim pravcem i smerom i njih zovemo vektorske velicine ili vektori. (Na 
primer: sila, brzina, ubrzanje, elektricno polje itd.) 

Iako nam je rad sa ovim veliCinama, i jednim i drugim, relativno dobro 
poznat, mi eemo se ovde fokusirati na rad sa vektorima ito iz dva razloga. 

- Jedan razlog je da se podsetimo operacija sa vektorima, dakle, sabi
ranja dva vektora i mnozenja vektora skalarom, kao i svojstava ovih opera
cija. 

- Drugi razlog je da u tom podseeanju pokusamo da uoCimo ono sto je 
sustinski bitno u gradenju strukture koju Cini slmp vektora sa dve pomenute 
operacije, tako da mozemo da izgradimo istu strukturu, ali sada sa nekim 
drugim skupom umesto skupa vektora i nekim drugim dvema operacijama, 
ali sa istim osobinarna kao sto ih imaju i one, pomenute dve, nad vektorima. 

1.2.9 Vektori i operacije sa vektorima 

Nezavisno od fizikalnog znacenja, vektor geometrijski predstavljamo or
jentisanim (usmerenim) odseckom prave linije, tj. usmerenom duzi. 

Koristieemo sledeee oznacavanje: E za skup svih tacaka prostora koji 
opazamo; R za proizvoljnu ravan u E; p za proizvoljnu pravu u E. Velikim 
slovima latinice A, B, C, M, 0 itd. oznacavaeemo proizvoljne tacka iz E. 

Neka su A i B dve razlicite tacke iz E. One oCigledno, na jedinstven 
nacin, odreduju jednu duz ili odsecak AB kao slmp tacaka koje se nalaze na 
pravoj izmedu tacaka A i B. Ako pri tom definisemo jednu od tih tacaka 
kao pocetnu, a drugu kao krajnju, dobieemo tzv. orijentisanu duz. Ako je, 
recimo, A pocetna, a B krajnja tacka, duz je orijentisana od tacke Aka tacki 
B. Za tako orijentisani odsecak kazemo da je vektor, koji deluje u tacki A. 
Cesto se kaze da je to vektor vezan za tacku A. Ako je neophodno nagla
siti pocetnu i krajnju tacku vektora, koristi se notacija AB. U protivnom, 
dovoljno je za vektor koristiti notaciju a ili a ( videti sliku 1). 

Rastojanje izmedu tacaka A i B naziva se intenzitet vektora ili norma 

vektora i oznacava se sa IABI ili lal ili lai. Ponekad se umesto lal koristi 
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]l 

D 

A 
A 

Sl. 1 Sl. 2 

samo oznaka a. Za vektor Ciji je intenzitet jednak jedinici kazemo da je 
jedinicni vektor ili art i oznacavamo ga obicno sa indeksom nula, na primer, 
ao. 

Prava p koja prolazi kroz tacke A i B odreduje pravac vektora AB. Za 
rravu p kazemo da je nosac vektora .AB. 

Najzad, kazemo da vektor AB ima smer od A prema B. 

Vektor ciji je intenzitet jednak nuli nazivamo nula-vektor i oznacavamo 
ga sa o. To je, zapravo, vektor Cija se pocetna i krajnja tacka poklapaju. 
Pravac i smer takvog vektora nisu odredeni. 

Posmatrajmo skup svih moguCih vektora V = V(E) = {AB I A, BEE} 
i njegov podskup 

(!.2.9.1) VA= VA(E) = {AB I BEE}. 

OCigledno, 

V= U VA. 
AEE 

u radu sa vektorima veoma je vazno koje cemo vektore tretirati kao 
jednake, sto zavisi od uvedene relacije jednakosti u V. 

Definicija !.2.9.1 Za dva vektora AB, Cfjj E V kazemo da su jednaki, tj. 

(!.2.9.2) 

ako i samo ako postoji translacija takva da tacku A prevede u tacku C i 
istovremeno tacku B u tacku D. 

Pomenuta translacija predstavlja tzv. paralelni prenos vektora AB u· 
tacku C (slika 2). Ako se pritom tacka B poklopi sa tackom D vazice 
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jednakost (1.2.9.2). Jasno je, iz ove definicije, da jednaki vektori imaju i jed
nake intenzitete. Pri ovako uvedenoj definiciji jednakosti vektora, za vektore 
iz skupa V kazemo da su slobodni vektori6

. 

S obzirom da uvedena relacija jednakosti poseduje osobine: refleksivnost, 
simetricnost i tranzitivnost, zakljucujemo da vazi sledece tvrdenje: 

Teorema !.2.9.1 Relacija jednakosti dva vektora iz V je relacija ekvivalen
cije. 

Uvedenom relacijom ekvivalencije, izvrsena je particija skupa V na klase 
ekvivalencije, ~e se veoma lako mogu opisati. Nairne, posmatrajmo proiz
voljan vektor AB. Paralelnim prenosom ovog vektora u svaku tacku prostora 
E dobijamo slcup vektora 

(1.2.9.3) wAH= {a E v 1 a AS}, 

koji predstavlja jednu klasu ekvivalencije. Dakle, svi vektori iz WAH su 
medusobom jednaki, pri cemu u svakoj tacki prostora deluje jedan i samo 
jedan od njih. 

Imajuci u vidu dobijene klase ekvivalencije, za nase dalje tretiranje vek
tora dovoljno je uzeti samo po jedan vektor iz svake klase ekvivalencije, 
takozvanog predstavnika klase, pri cemu se mozemo opredeliti tako da svi 
oni deluju u istoj tacki, tj. da imaju isti pocetak. 

Dakle, ako uzmemo jednu proizvoljno fiksiranu tacku prostora, na primer 
0 E E, trazeni skup vektora (predstavnika svake klase ekvivalencije) bice, 
saglasno notaciji (1.2.9.1), 

(1.2.9.4) 
-:-::-J-

Vo = Vo(E) ={OM I ME E}. 

Primetimo da nula-vektor a= GO pripada ovom skupu. 

Napomena 1. Neka su 0 i O' dve fiksirane tacke prostora E. Sa
glasno definiciji 1.2.9.1 o jednakosti dva vektora, prostori V0 ,(E) i Vo(E) 
mogu se tretirati kao ekvivalentni. Prostor Vo' (E) nastaje iz prostora Vo(E) 
translacijom. 

6 U nasem daljem razmatranju iskljuCivo cemo raditi sa slobodnim vektorima. Medu
tim, cesto u primenama u fizici, mehanici i elektrotehnici, vektorske velicine su vezane za 
tacku iii pravu. U tom slucaju imamo tzv. vektore vezane za tacku iii vektore vezane za 
pravu. Na primer, kod vektora vezanih za tacku, za jednakost dva vektora., pored definicije 
1.2.9.1, zahteva se da oba vektora deluju u istoj tacki. Naravno, kod vektora vezanih za 
pravu, dodatni zahtev, u definiciji jednakosti dva vektora, je da oba vektora imaju isti 
nosac. 
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Kao sto smo videli, slmp WAH, dat sa (1.2.9.3), predstavlja skup vek

tora koji su jednaki sa datim vektorom A:E}. U mnogim razmatranjima od 
in teresa su i drugi podskupovi od V, na primer, slmp kolinearnih ili skup 
komplanarnih vektora. 

Za sve vektore ciji je nosac data prava p, ili prava koja je paralelna sap, 
kazemo da su kolinearni vektori. KoristeCi paralelni prenos vektora u tacku 
0 E p i notaciju (1.2.9.1), skup kolinearnih vektora moze se predstaviti u 
obliku 

--::-::--i 
Vo(p) ={OM I ME p}. 

Slicno, za sve vektore koji leze u datoj ravni R, ili u bilo kojoj ravni 
paralelnoj sa R, kazemo da su komplanarni vektori. U ovom slucaju to je 
skup 

--::-::--i 
Vo(R) ={OM I MER}. 

N a slikama 3 4 prikazani su proizvoljni elementi skupova Vo (p) 
Vo(R). 

p 

Sl. 3 Sl. 4 

OslanjajuCi se na tzv. slaganje sila u mehanici, sto se ogleda kroz delo
vanje rezultante za dve sile, moguce je uvesti sabiranje vektora. 

Neka su data dva vektora a = A:E} i b = cD i neka se, paralelnim 
prenosom vektora au tacku 0, krajnja tacka B vektora a prevodi u tacku 
M. Tako dobijamo ekvivalentni vektor OAJ. Sada, paralelnim prenosom 
vektora b u tacku M, dobijamo ekvivalentni vektor MN, pri cemu je tacka 
D prevedena u tacku N (videti sliku 5 na strani 48). Za vektor c = oN 
kazemo da je zbir vektora a i b, tj. 

~ c= a+b. 
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Drugim reCima, ako paralelnim prenosom vektore a i b dovedemo u tacku 
--=--::---t ~ ..... 

0 tako da je 0 M = a i Ott = b, a zatim nad njima konstruisemo paralel-
ogram OMNQ (slilca 6), tada ce vektor c = M predstavljati zbir a+ b. 
Ovakav naCin sabiranja dva vektora poznat je kao pravilo paralelograma. 
Dakle, oba vektora se dovedu na isti pocetak i kon~truise se paralelogram nad 
njima kao susednim stranicama. Zbir vektora se, zatim, dobija kao dijago
nala paralelograma usmerena od zajednickog pocetka. Iz ovoga proizilazi da 
je sabiranje vektora komutativna operacija, tj. a + b = b + a. 

~r 
c 

() 

Sl. 5 Sl. 6 

Na ovaj naCin, vektore prvo svodimo na vektore skupa Vo, koji je dat 
pomocu (1.2.9.4), a zatim dobijamo zbir koji je vektor iz istog skupa. 

Teorema !.2.9.2 Neka je + sabiranje vektora. Struktura (Vo, +) je kornu
tativna grupa. 

Dokaz. Pre svega treba uoCiti da je operacija sabiranja vektora komuta
tivna i asocijativna, tj. da je 

(a+b)+c=a+(b+C) (a,b,cEVo). 
Za asocijativnost operacije videti sliku 7. 

Kako je, za svako a E Vo, 

a+a= a+a= a, 

zakljucujemo da je nula-vektor o neutralni element za sabiranje vektora. 
Najzad, za svaki vektor a E Vo postoji vektor a' E Vo takav da je 

(1.2.9.5) a+a'=a'+a=o 
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Za vektor a' kazemo daje suprotni vektor vektoru a i oznacavamo ga sa -a 
(videti sliku 8). Ovaj vektor je, u stvari, inverzni element za a. 

Prema tome, (Vo, +) je Abelova grupa. 0 

Sl. 7 Sl. 8 

Jednakost (1.2.9.5), napisana u obliku 

__, ( __,) ( __,) __, __, a + -a = -a + a = o, 

sugerise uvodenje operacije oduzimanje vektora: 

Dakle, razlika a- b je vektor koji se dobija kao zbir vektora a i suprotnog 
vektora od b ( slika 9 na strani 50). 

Za zbir a+ a pisemo 2a. Naravno, za a+ a+ a= 2a +a pisemo 3a. U 
opstem slucaju, za n jednakih vektora, pisemo 

a+a+ .. ·+a=na. 
Vektor na je kolinearan sa vektorom a. Njegov pravac i smer se poklapaju sa 
pravcem i smerom vektora a, dok mu je int.enzitet n puta veCi od intenziteta 
vektora a. 

Za n = 0 i n = 1 imamo 

1a =a. 
Formalno, za n = -1, dobijamo suprotni vektor vektoru a, tj. imamo 

(-1)a= -a. 
Na slican naCin mozemo uvesti, na primer, vektor -ma, gde je m EN.· 

To ce biti vektor suprotan vektoru ma, tj. imace pravac vektora a, smer 
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suprotan ovom vektoru, dok ce mu intenzitet biti m puta veci od intenziteta 
vektora a. 

Na osnovu prethodnog, mozemo uvesti operaciju mnozenje vektora pro
izvoljnim realnim brojem .\, koji nazivamo skalar. Dakle, .\a je vektor Ciji 
se intenzitet dobija mnozenjem intenziteta vektora a sa l.\1, pravac mu se 
poklapa sa pravcem vektora a, a smer zavisi od znaka skalara .\. Nairne, 
ako je .\ > 0, smer se poklapa sa smerom vektora a, dok je, za .\ < 0, smer 
suprotan smeru vektora a. Naravno, a i .\a su kolinearni vektori. 

Navedena operacija mnozenja vektora skalarom moze se tretirati kao 
preslikavanje skupa lR x Vo na slmp Vo. Za razliku od operacije sabiranja 
vektora u Vo, koja je interna binarna opracija u Vo, jer se radi o preslika
vanju skupa Vo x Vo na skup Vo, ovde je rec o jednoj eksternoj operaciji. 
Naravno, obe operacije daju rezultat iz Vo, pa kazemo daje slmp Vo zatvoren 
s obzirom na operacije sabiranja i mnozenja skalarom (vektora). 

0 

81. 9 81. 10 

Nije tesko dokazati sledeCi rezultat: 

Teorema 1.2.9.3 Za mnoienje vektora skalarima imamo 

2° (.\ + 1t)a =.\a+ J-ta, 

3° .\(a+b)=.\a+.\b, 

4° la =a, 

za sve vektore a, b i sve skalare .\, 1-i· 

M 

OCigledno, pri fiksiranoj tacki 0 E E, svakoj tacki M E E odgovara 
--:"--::---+ 

jedan i samo jedan vektor OM, koji je usmeren od tacke 0 prema tacki M. 
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Definicija !.2.9.2 Za vektor oM kazemo da je radijus vektor ili vektor 
polozaja tacke M u odnosu na tacku 0. 

Za radijus vektor OM koristimo oznaku r ili r (videti slilm 10). 

Napomena 2. Preslikavanje J: E--+ Vo, dato pomocu M H OM, je 
biunivoko. 

1.3 ZADACI ZA VEZBU 

1. Ako sup, q, r sudovi, pokazati da vaze sledece ekvivalencije 

a) (p 1\ ( q V r)) {:} ( (p 1\ q) V (p 1\ r)) , 

b) (p V ( q 1\ r)) {:} ( (p V q) 1\ (p V r)) . 

2. Proveriti De Morganove zakone: 

a) •(p V q) {:} (•p 1\ •q) 

b) • (p 1\ q) {:} ( •P V •q). 

3. Ako su A, B, C skupovi, proveriti jednakosti: 

a) An B =A\ (A\ B), 

b) A6B = (AUB) \(An B), 

c) An (B6C) (An B)6(A n C). 

4. Data je relacija p na skupu X = {1, 2, 3, 4, 5} sa 

p = {(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),(3,1), 

(3, 3), (3, 5), (4, 2), (4, 4), (5, 1), (5, 3), (5, 5)}. 

Dati graf relacije p i pokazati da je p relacija ekvivalencije. 

5. Na nepraznom skupu S data je relacija p = 8 2 . Dokazati da je p relacija 
ekvivalencije. 

6. Na skupu X= {z I z = ai, a E JR, a¥- 0} definisana je relacija 

Dokazati da je p relacija ekvivalencije. Odrediti klase ekvivalencije ele-· 
menata i i -i. 
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7. Ako su a i b celi brojevi, kazemo da je a kongruentno sa b u odnosu na 
modul rn (EN), oznacavajuCi to sa a= b (mod m), ako je razlika a-b deljiva 
sam, tj ako postoji k E Z tako da je a= b + km. 

Pokazati da je kongruencija celih brojeva po modulu m jedna relacija 
ekvivalencije. Odrediti klase ekvivalencije. 

8. Neka je JPl(S) partitivni skup nekog skupa S i 

xpy ako je · x C y; x, y E JPl(S). 

Pokazati da je relacija p relacija ( delimicnog) poretka. 
Ako je A C JPl(S), odrediti njegovu minorantu, infimum, majorantu i 

supremum. 

9. Dati su skupovi 

A = {z I z = ai, a E JR} B {z I z = ai, a E JR+} 

i relacija p definisana sa 

Ispitati da li je relacija p relacija totalnog poretka 

a) na skupu A; 

b) na skupu B. 

10. Dat je skup A = {a, b, c, d} i funkcije 

{ ~:A(~~ c d) 
b a d c 

a) Odrediti : f(j(a)), f(j(b)), f(g(j(a))), g(f(g(a))). 

b) Odrediti kompoziciju funkcija f i g, kao i g i f. 
c) Da li su fig ,1-1" i ,na" preslikavanja? 

11. Da 1i su 

{ 
f:JR---?JR 
f(x) = 2x + 3 

,1-1" i ,na" preslikavanja? 

{ 
g:JR---?JR 
g(x) = x2 
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12. NaCi funkciju f(x) ako je f(x- 1) = x + 1 (x E JR). 

13. Neka je m fiksirani prirodan broj, neka je n E N i neka je f funkcija 
definisana sa 

{ 
m-n 

nt---'tj(n)= m+n 
(n < m), 
(n ~ m). 

a) Odrediti skup f (N). 
b) Ako je f obostrano jednoznacno preslikavanje, odrediti funkciju 

f- 1
: f (N) ---+ N. 

Rezultat. a) J(N) =N\{m,m+1, ... ,2m-1}, b) Inverznafunkcija 
f-1 postoji i odredena je pomocu 

1 { m-n n 1---'t f- (n) = 
n-m 

(n < m), 
(n ~2m). 

14. Neka je (G, *) grupa i a E G. Dokazati da je funkcija f G -t G 
definisana sa f(x) =a* x bijekcija. 

15. Ispitati algebarsku strukturu (JR, *), gde je 

X* y = X+ y- xy, x, y E JR. 

Dokazati da je (JR \ {1}, *) Abelova grupa. 

16. Neka je S = {a, b, c} skup u kome je definisana binarna operacija * sa 
osobinama predstavljenim tzv. Cayleyevom tablicom: 

* a b c 
a a b c 
b b c a 
c c a b 

Proveriti tvrdenje: (S, *) je komutativna grupa. 

17. Neka su (G, *) i (H, o) grupoidi i neka je f : G -t H (!(G) =H) sa 
osobinom 

f(a *b)= f(a) o f(b), a, bE G. 
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Dokazati tvraenje: ako je ( G, *) grupa, tad a je i ( H, o) grupa. 

18. Neka je (G, *) grupa i g E G. Definisimo f : G -t G pomocu f(x) = 
g * x * g- 1

. Dokazati da je f automorfizam grupe G. 

19. Ispitati sledece strukture: 

a) (JR.\ {0}, * ), gde je operacija * definisana sa a* b = 2ab; 

b) (G, *), gde je G ={(a, b) lc:, bE Q, b =I= 0} i operacija * je definisana 
sa 

(a, b)* (c, d) = (ad-d+ c, bd),· (a, b), (c, d) E G; 

c) ( G, +, ·), gde je G = {a + bvf2 I a, b E Q}. 

20. U kompleksnoj ravni predstaviti tacke z ako je 

{ 
iz + ij = 2, 

a) arg (z + i) = -1r /3; 

b) Re(z + 1) = -2; 

c) Z trece teme jednakostraniCnog trougla cija SU dva temena Zl = 0 i 
Z2 = 2i. 

21. Ako je 
J3 -i 

z=--
-1 +i' 

odrediti Rez, Imz, jzj, arg z, z12 i sve vrednosti ifi. 

(
l+i)n (1-i)n 22. Ako je f(n) = y'2 + y2 (n EN), dokazati da je 

f(n + 4) + f(n) = 0. 

23. NaCi sva resenja jednacine 

a) z2 + (5 + 2i)z + 5(1- i) = 0, b) z4 + 8(1 + 2i)z2
- 33 + 56i = 0, 

c) z3 + 4 + iv'48 = 0, 

e) z2 + jzj = 0, 

d) z4 = i(z- 2i) 4 , 

f) 22z12 = 22012. 

24. Neka z1, z2 E <C zadovoljavaju sistem jednaCina 

Zl + Z2 = 6 + 3i, ·- z2 11 4. 2Zl + --;- = - 2. 
2 
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Odrediti Z3 E C tako da tacke odredene brojevima z1, z2, z3 budu temena 
jednakostranicnog trougla. 

25. Kompleksnim brojevima 

Zl = 2 + i, Z3 = -2 + 3i 

odredena su naspramna temena kvadrata u kompleksnoj ravni. Odrediti 
preostala dva temena. 

26. Dokazati da je 

21. Izracunati zbir 

e 5 tan e - 10 tan3 e + tan5 e 
tan 5 = ----~------:;-::---

1-10tan2B+5tan4B 

S 1 
sin x sin 2x sin 3x sin nx 

n = + -.- + -.-- + -.-- + ... + -.-.-. 
smx s1n2x s1n3 x smnx 

U putstvo. Posmatrati uporedo i zbir 

C 
cos x cos 2x cos 3x cos nx 

=--+--+--+ .. ·+--· 
n sinx sin2 x sin3 x sinn x 

28. Ostrvo sa blagom.7 Neki mornar je nasao stari pergament koji opi
suje tacnu lokaciju gusarskog blaga na pustom ostrvu. Pergarnent je, pored 
ostalog, sadrzavao i sledece instrukcije: 

Na ostrvn sn vesala i samo dva drveta, palma i e'Ukaliptns. Poai ad vesala 
i broj korake n pravoj liniji sve do enkalipt'Usa. Kad stignes do enkaliptnsa 
okreni se za goo nalevo i hodaj napred n pravoj liniji isti broj koraka. U tacki 
gde stane8, zabodi stap n zemljn. Sada se vrati do vesala i hodaj 'U pravoj 
liniji, brojeci korake, ad vesala do palme. Kada stignes do palme, okreni 
se za goo nadesno i idi isti broj koraka, pa stavi drngi stap u tacku gde se 
zaustavis. K opaj u tacki tacna na sredistu rastojanja izmeau stapova i naci 
ces blago. 

7 Problem iz knjige: One, two, three, ... , to infinity, D. Gamova (1904-1968), prvi put 
publikovane 1947. godine (The Viking Press, New York), koji se elegantno moze resiti 
koriscenjem racuna sa kompleksnim brojevima uz njihovu reprezentaciju u kompleksnoj 
ravni. 
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Mornar je odluCio da potrazi blago, iznajmio brodic i otplovio do ostrva. 
Lako je nasao palmu i eukaliptus, ali, nazalost, zub vremena je uCinio svoje 
i vesala su nestala. Ne znajuCi poloza.j vesala, mornar nije video naCin za 
nalazenje blaga i, posle nekoliko uzaludnih kopanja, vratio se praznih ruku. 

Da je mornar bio upoznat sa osnovnim operacijama i osobinama kmn
pleksnih brojeva, kao i njihovim predstavljanjem u kompleksnoj ravni, mo
gao je naci blago. A, vi? 

Uputstvo. Kao osnova za resavanje ovog problema neka posluzi sledeca ge
ometrijska interpretacija specijalnog slucaja mnozenja kompleksnih brojeva. 
Nairne, ako je z kompleksni broj predstavljen tackom Au kompleksnoj ravni 
i tacku A rotiramo oko centra kompleksne ravni za goo u smeru suprotnom 
od kretanja kazaljke na satu, nova pozicija tacke A' ce biti odredena kom
pleksnim brojem z' = zei~ = iz. Slicno, ako tacku A rotiramo za goo u 
smeru kretanja kazaljke na satu, njena nova pozicija A" je odredena kom
pleksnim brojem z" = ze-i~ = ( -i)z. 



GLAVA 

11.1 STRUKTURA LINEARNOG PROSTORA 

II.l.l Uvod 

U odeljku I.2.9 smo razmatrali vektore iz skupa Vo = Vo(E) i uveli 
I 

smo dve operacije nad njima. Jedna je sabiranje ( +) dva vektora iz Vo, 
koja daje opet vektor iz Vo, pa za tu operaciju kazemo da je unutrasnja 
( interna) operacija u Vo. Druga operacija je mnozenje vektora skalarom, 
gde je jedan operand iz skupa realnih brojeva IR, dakle van skupa V0 , a 
drugi je vektor iz Vo, pri cemu je rezultat vektor iz Vo, pa kazemo da je ta 
operacija spoljasnja ( eksterna). Obe operacije daju rezultat koji je iz Vo, pa 
kazemo da je skup Vo zatvoren s obzirom na operacije sabiranja i mnozenja 
skalarom (vektora). 

Te operacije su imale i neka svojstva, pa smo pokazali da je (Vo, +) 
Abelova grupa, dok je mnozenje vektora skalarom takvo da vaze jednakosti 

(II.l.l.l) >.(11Ji) = (>.J.t )a, ( >. + J.t )a = >.a+ J.ta, >.(a+ b) = >.a+ >."6, la = a, 

za sve vektore a, bE Vo i sve skalare ).., J.t E JR. 
ImajuCi u vidu celu ovu strukturu sa dve uvedene operacije nad vek

toTima, jednom internom i jednom eksternom, mogli bismo reci da je Vo 
vektoTski prostor nad poljem lR realnih brojeva. 

UocavajuCi ono sto je bitno u gradnji ove strukture, pokusajmo da sada 
definisemo opsti pojam vektorskog pmstora. Dakle, za opstu definiciju vek
torskog prostora moramo imati dva skupa: 

1 o skup X elemenata koje zovemo vektori ( u prethodnom razmatranju to 
je bio slmp Vo) i 

57 
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2° simp K elemenata koje zovemo skalari (u prethodnom razmatranju to 
je bio skup JR). 

Slcup K mora imati strukturu polje, dakle moraju biti definisane operacije 
sabiranja i mnozenja sa posebnim svojstvima. Na skupu X moraju takode 
biti definisane dve operacije: sabiranje vektora koje pretvara X u Abelovu 
grupu i mnozenje vektora skalarom koje zadovoljava uslove slicne onim iz 
II.l.l.l. 

II.1.2 Pojam linearnog (vektorskog) prostora 

Dakle, opsti vektorski ili linearni prostor mozemo formulisati sledecom 
definicijom: 

Definicija II.1.2.1 Nekaje X neprazan slmp Cije cemo elemente u, v, w, .. . 
nazivati vektorima i neka je (JK, ·) polje Cije cemo elemente .A, f.l, v, .. . 
nazivati skalarima. ( Operaciju · cemo izostavljati u pisanju.) Za skup X 
kazemo da je vektorski ili linearni prostor nad poljem K, ako je snabdeven 
sledecom algebarskom strukturom: 

(1) U skupu X definisana je binarna operacija + koju nazivamo sabi
mnje1 vektora, u odnosu na koju skup X Cini Abelovu grupu; 

(2) Svakom vektoru u iz X i svakom skalaru .A iz lK odgovara po jedan 
element u X - proizvoa2 vektora u i skalara .A, koji oznacavamo sa .Au. Ope
raciju koja vektoru 'U i skalaru .A pridruzuje vektor .Au nazivamo mnozenje 
skalarom (vektora) pri cemu vaze sledeCi aksiomi: 

1° A(f.lu) = (.Af.l)u, 

2° (A+f.l)U=AU+f.lu, 

3° .A(u + v) =.Au+ .Av, 

4° 1u = u, gde je 1 jedinicni (neutralni) element za operaciju . u lK. 

Za sabiranje vektora i mnozenje vektora skalarom koristimo jos i termine 
unutrasnja i spoljasnja kompozicija u linearnom (vektorskom) prostoru. 

1 Cinjenicu da zbir dva vektora i oznacavamo na isti nacin kao i zbir skalara ne moze 
da dovede do zabune, jer vektore oznacavamo latinskim a skalare grckim slovima. 

2 Cinjenicu da proizvod skalara i veldora oznacavamo na isti nacin kao i proizvod skalara 
(kada izostavljamo znak · za operaciju mnozenja) ne moze da dovede do zabune, jer vektore 
oznacavamo latinskirn a skalare grckirn slovima. 
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Neutralni element u skupu X za sabiranje vektora (nula-vektor) oznaca
vamo sa e, a neutralni element u skupu IK za sabiranje skalara sa 0. 

Za vektor u E X simetricni (inverzni) element u odnosu na sabiranje 
vektora oznacavacemo sa -u E X, a za skalar A E IK simetricni (inverzni) 
element u odnosu na sabiranje skalara oznacavacemo sa -A E IK, a u odnosu 
na mnozenje skalara sa A -l E IK. 

Po konvenciji u - v oznacava u + ( -v) za u, v E X, kao i A - t-t sto 
oznacava A+ ( -t-t) za A, t-t E IK. 

Najcesce se kao polje IK uzima polje realnih ili polje kompleksnih brojeva. 
U tim slucajevima kazemo da je rec o realnom, tj. kompleksnom vektorskom 
prostoru. 

Na osnovu uvedenih aksioma definicijom II.l.2.1, u linearnom (vektor
skom) prostoru vaze ova pravila za rad: 

Teorema II.1.2.1 Aka je X vektorski prostor nad poljem IK, gde u, v, wE 

X i A, t-t E IK, tada vaii: 

(a) u+v=u+w =? v=w, 

(b) u = v '¢::} u v = ()' 

(c) Ou = e, 

(d) AB = e, 

(e) (-l)u = -u. 

Dokaz. Imajmo na umu da je, na osnovu definicije II.l.2.1, (X,+) 
Abelova grupa i (IK, +, ·) polje. 

(a) Tako imamo 

(b) Takode, 

( -u) + (u + v) = (-u) + (u + w) 

((-u) +u) +v = ((-u) +u) +w 

=? () + v = () + w =? v = w. 

u = v =? u - v = u + ( -v) = v + ( -v) = (). 

Na slican naCin dokazuje se i obrnuto tvrdenje. 
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(c) Stavljajuci A 
II.l.2.1), dobijamo 

0 u 2° a imajuCi u vidu 4° ( u definiciji 

(1 + O)'U = 1'U + Ou 1 'U = 1 u + Ov. 

=? u = 'U + Ou 

=? u = Ou + u, 

pa zakljucujemo da je Ou neutral!li element u odnosu na sabiranje vektora, 
tj. Ou =e. 

(d) Na osnovu 3° iz definicije II.l.2.1 je 

AU A(u +e) 

Au+Ae 

AB+ Au, 

pa zakljucujemo da je Ae neutralni element u odnosu na sabiranje vektora, 
tj. Ae e. 

(e) Za A = 1 i p, = -1 u 2° iz definicije II.1.2.1, a imajuCi u vidu (c), 
unamo 

(1 + (-1))u = 1'U + (-l)u Ou = 'U + ( -1 )u 

e = 'U + (-1)'U 

e = ( -1 )'U + u, 

pa zakljucujemo da je ( -1 )u simetrican (inverzan) element za u E X, u 
odnosu na sabiranje vektora, koji smo se dogovorili da cemo oznacavati sa 
-u, pa je dakle -u = ( -1)u. D 

N a osnovu svega, kratko mozemo reCi da je linearni ili vektorski pros
tor slmp X u kome znaino da sabiramo njegove elemente ( vektore) i da 
ih mnozimo skalarima (najcesce realnim, odnosno kompleksnim brojevima). 
Pri tome te operacije sabiranja i mnozenja zadovoljavju uobicajena pravila 
za sabiranje i rnnozenje realnih brojeva i one nas ne izvode iz skupa X, tj. 
kazemo da je slmp X zatvoren s obzirom na te dve operacije. 

Primer 1. Skup realnih brojeva JR. (kao vektora, tj. X = JR.) obrazuje 
linearni prostor nad skupom realnih brojeva JR. (kao skalara, tj. IK. = JR.), 
ako pod unutra8njom kornpozicijom podrazumevamo sabiranje, a pod spo-
ljasnjom mnozenje realnih brojeva. 6 
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Primer 2. Skup .!Rn = { (x1, x2, ... , Xn) \ Xi E lR (i = 1, ... , n)} obra
zuje vektorski pros tor nad poljem lR (A E IR), ako unutrasnju i spoljasnju 
kompoziciju definisemo sa: 

(xl, X2, · · ·, Xn) + (yl, Y2, · · ·, Yn) (xl + Yb X2 + Y2, · · ·, Xn + Yn), 

A(xl, x2, ... , Xn) (Axl, AX2, ... , AXn)· 

U .!Rn je nula-vektor () tacka (0, 0, ... , 0). 6. 

Primer 3. Ako u slmp neprekidnih funkcija C[a, b] (u, v E C[a, b]) nad 
poljem lR (A E IR) uvedemo unutra8nju i spoljasnju kompoziciju sa 

(u + v)(t) = u(t) + v(t), odnosno (Au)(t) = Au(t), 

ovaj postaje vektorski prostor. Nula-vektor mu je funkcija identicki jednaka 
nuli. 6. 

Primer 4. Neka su 1, t, t 2 , ... , tn stepeni broja t E JR. Posmatrajmo 
slmp X Pn svih polinoma t r---t P(t) =co+ c1t + · · · + cntn (co, c1, ... , Cn E 
IR) stepena ne viseg od n. Mnozenje polinoma P sa A E lR i sabiranje dva 
polinoma P i Q definisimo na prirodan naCin, tj. 

(AP)(t) = ACo + AClt + · · · + ACntn = AP(t), 

(P + Q)(t) = P(t) + Q(t). 

Ovim prirodnim operacijama skup Pn postaje vektorski prostor nad po
ljem JR. Elementi toga prostora su polinomi, pa polinome ovde posmatramo 
kao jedinke, tj. tacke ili vektore prostora X. Nula-vektor ovog prostora je 
polinom koji je identicki jednak riuli. 6. 

11.1.3 Linearna zavisnost vektora· 

Neka su u1, ·u2, ... , Un EX i Al, A2, ... , An E K, gde je X linearni prostor 
nad poljem K, tada za vektor 

kazemo da je linarna kombinacija vektora u1, u2, ... , Un-

Definicija II.1.3.1 Kazemo da su vektori u1, u2, ... , Un EX lineano neza
visni, ako iz 

(II.1.3.1) 
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sleduje )11 = 0, A2 = 0, ... , An = 0. Naprotiv, ako jednakost II.1.3.1 moze 
biti zadovoljena i tako da bude Ak i= 0 bar za jedno k E {1, 2, ... , n }, tada 
kazemo da su vektori ui, u2, ... , Un linearno zavisni. 

Da bisnw poblize videli sta znaCi linearna zavisnost vektora, pretpo
satvimo da je Al i= 0 i 

AI UI + A2U2 + · · · + An Un = (}. 

Tada, s obzirom da je A1 i= 0 pa, dakle, postoji X[1 E K, imamo 

UI = ( -01I A2)u2 + · · · + (-A} I An)Un, 

tj. vektor u1 je linearna kombinacija vektora , u2, ... , Un. 
Primetimo da se medu linearno nezavisnim vektorima ne moze nalaziti 

nula-vektor jer bi u tom slucaju imali 

18 + Ou2 + · · · + Oun = e. 

pa bi vektori (}, 'U2, ... , Un bili linearno zavisni. 

Definicija II.1.3.2 Za beskonacno mnogo vektora kazemo da su linearno 
nezavisni ako su vektori koji pripadaju bilo kojem konacnom podskupu tih 
vektora linearno nezavisni. 

Broj linearno nezavisnih vektora u nekom vektorskom prostoru X oCi
gledno moze biti konacan ili beskonacan. Taj broj ce, kako cemo dalje videti, 
bitno uticati na karakteristike prostora. 

Definicija II.1.3.3 Ako u vektorskom prostoru postoji n linearno nezavis
nih vektora i ako je svaki skup od n + 1 vektora linearno zavisan, kazemo 
da je prostor n - dimenzionalan. Ukoliko u vektorskom prostoru postoji 
beskonacno mnogo linear no nezavisnih vektora, kazemo da je on beskonacno
dimenzionalan. 

Primer 1. Vektori t H 1, t, t2, ... , tn, vektorakog prostora Pn iz primera 
4 na strani 61, linearno su nezavisni. Da bismo to ustanovili posmatrajmo 
jednakost 

Ao1 + Ait + A2t2 + · · · + Antn = 0 (Ao, A1, A2, ... , An E JR). 

Kako ovo mora biti ispunjeno za svako t E JR, na osnovu poznatog stava 
algebre zakljucujemo da mora da vazi Ao = AI = ... = An = 0, tj. da je 
tvrdenje ispravno. !::::. 



II.l. STRUKTURA LINEARNOG PROSTORA 63 

11.1.4 Algebarska (ili Hamelova) baza vektorskog prostora 

Pretpostavimo da je prostor X n-dimenzionalan, sto skraceno pisemo 
dimX = n. To znaCi, na osnovu definicije II.1.3.3, da ako skupu od n li
nearno nezavisnih vektora dodamo bilo koji vektor iz X, taj skup od n + 1 
vektora ce biti linearno zavisan. Tada se, kako se to moze lako zakljuCiti 
na osnovu razmatranja u clanu II.l.3, taj novododati vektor moze pred
staviti kao linearna kombinacija onih, pocetnih, n linearno nezavisnih vek
tora. Dakle, bilo koji, a to znaCi svaki, vektor iz X se moze predstaviti kao 
linearna kombinacija od tih n linearno nezavisnih vektora. 

Slicno razmatranje vazi i u slucaju beskonacno dimenzionalnih prostora. 
Dakle, ti vektori koji odreduju dimenzionalnost prostora su, na neki 

naCin, bitni za taj prostor jer se svaki element tog prostora moze prikazati 
njihovom linearnom kombinacijom. 

Da bismo ovu situaciju precizno i koncizno (matematicki) opisali, uve
scemo jos neke pojmove. 

Definicija II.1.4.1 Neka je A podskup vektorskog prostora X nad poljem 
K. Lineal nad A, u oznaci L(A), je slmp svih linearnih kombinacija oblika 

gde je ( u 1 , u2, ... , un) bilo koja konacna n-torka (n E N) vektora 1z A 
)q, A2, ... , An su proizvoljni skalari iz K. 

Definicija II.1.4.2 Skup B linearno nezavisnih vektora prostora X obra
zuje Hamelovu ili (algebarsku) bazu prostora X ako je L(B) =X. 

Primer 1. U vektorskom prostoru Pn, polinoma ne viseg stepena od 
n, iz primera 4 na strani 61, na osnovu ra:z;matranja u primeru 1 na strani 
62, vi deli smo da je skup vektora B = { 1, t, t2 , ... , tn} linearno nezavisan. 
S obzirom da se njihovom linearnom kombinacijom moze dobiti bilo koji 
polinom ne viseg stepena od n, tj. L(B) = Pn, zakljucujemo da je B jedna 
baza tog pros tor a. Kako ona sadr:Zi n + 1 elemenata, prostor Pn je dimenzije 
n+ 1. 6 

Napomenimo da linearni prostor, u opstem slucaju, ima beskonacno 
mnogo razliCitih baza. Medutim, moze se dokazati da se izmedu bilo koje 
dve od njih moze uspostaviti biunivoka korespodencija, sto za slucaj konacno 
dimenzionalnog prostora znaci da imaju jednak broj elemenata. Kod n- · 

dimenzionalnog prostora baza sadrzi tacno n vektora. Dakle, svaki skup od 
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m (> n) vektora u n-dimenzionalnom prostoru je linearno zavisan. S druge 
strane, sva.ki linearno nezavisan slmp vektora. je ili baza. prostora ili je deo 
neke baze tog prostora.. 

Primer 2. Neka. je X = C slmp kompleksnih brojeva, a lK = C polje 
kompleksnih brojeva.. Skup C je linea.rni prostor na.d poljem C pri stan
da.rdno uvedenim opera.cijama sa.biranja. i mnozenja kompleksnih brojeva.: 

>.z=(a,f3)·(x,y)=(ax-(3y,ay+f3x) (zEC i >-EC). 

Ova.j linea.rni prostor je jednodimenzionalni jer se za proizvoljne tacke Z1 
Z2 iz C (z1 f. z2) mogu odrediti kompleksni skalari Al i >.2, tako da je 

sto zna.Ci da su ta.cke z1 i z2 linea.rno zavisne. Takve vrednosti skalara. su, 
na primer, A 1 = z2 i >.2 = - z1. Dakle, za bazu ovog prostora se moze uzeti 

· bilo koji kompleksni broj razlicit od (0, 0). 

Medutim, ako za polje lK uzmemo polje realnih brojeva. ffi., tada je odgo
varajuCi linearni prostor dvodimenzionala.n. Uobicajena ba.za u tom pros
toru sastoji se od realne i imagina.rne jedinice, tj. B = {1, i}. Kao sto je 
poznato, sva.ki vektor z E C, tj. sva.ki kompleksan broj z = (x, y), moze biti 
predstavljen u obliku 

Z = X · 1 + y · i = X + iy, 

gde su xi y koordinate (realni i imagina.rni deo kompleksnog broja). 6 

Teorema II.1.4.1 Svaki vektor linearnog prostora X maze se na jedinstven 
nacin izraziti kao linearna kombinacija vektora algebarske baze tog prostora. 

Dokaz. Dokaz cemo izvesti za slucaj konacno dimenzionalnog prostora, 
a slicnim rezonovanjem se tvrdenje dokazuje i za slucaj beskonacno dimen
zionalnih prostora. 

Dakle, neka je B = { u1, u2, ... , un}· Kako je L(B) = X, svaki vektor 
u E X moze se predstaviti kao linearna kombina.cija vektora baze B. Da 
bismo pokazali jedinstvenost ovog predstavljanja, pretpostavimo suprotno, 
tj. da postoje dve reprezenta.cije 
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gde Ai,J.Li E K (i = 1, ... ,n). Tada je 

(Al- p,l)u1 + (A2- 1-L2)u2 +···+(An- J.Ln)un = B, 

odakle, zbog linearne nezavisnosti bazisnih vektora, sleduje 

Al = /-Ll, A2 = P,2, ... An= J.Ln· D 

Dakle ako je poznata baza B = { u1, u2, ... , 'Un} nekog konacno dimen
zionalnog prostora X nad poljem K, tada se svaki vektor tog prostora moze 
na jedinstven nacin predstaviti sa 

gde su x1, x2, ... , Xn E K potpuno odrecieni skalari. Dakle ako znamo bazu 
B i skalare x1, x2, ... , Xn, vektor u EX je potpuno odrecien. Zato za bazu B 
kazemo da je koordinatni sistem tog prostora, a skalare x1, x2, ... , Xn zovemo 
koordinate vektora u i sematski ih prikazujemo koordinatnom reprezentaci
jom 

Cesto se, ako to ne dovodi do zabune, u i x poistovecuju. 

Primer 3. Vektorskom prostoru P 2 svih polinoma ne viseg stepena od 
dva, iz primera 4 na strani 61, tj. 

P2 = { u I u ( t) = co + c1 t + c2 t2, co, c1, c2 E lR} 

je trodimenzionalan (videti primer 1 na strani 63). 
Naravno, umesto baze B = {1, t, t2 } mqguce je uzeti i neku drugu bazu, 

na primer B' = {1, t + 1, t2 + t}. Tako, trinom 

u(t) = 3+2t+5t2 

u novoj bazi B' ima reprezentaciju 

u(t) = 6- 3(t + 1) + 5(t2 + t). 

Dakle, koordinatne reprezentacije ovog elementa u u bazama B B' su, 
respektivno, 
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Primer 4. Kao jedna baza prostora n-torld realnih brojeva. lR11 na.d 
poljem lR iz primer a. 2 na. stra.ni 61, moze se uzeti slmp B = { e1; e2, ... , e11 }, 

gde su 

e1=(1,0, ... ,0), e2=(0,1, ... ,0), ... e11 =(0,0, ... ,1). 

Za.ista., s obzirom da. je la.ko poka.zati da. su ovi vektori linearno neza.visni 
ida. se sva.ki vektor u = (x1, x2, ... , x 11 ) E lR11 moze predsta.viti sa. 

tj. da. je L(B) = lR11
, za.kljucujemo da. je ova.j skup vektora. iz B stva.rno 

baza. prostora. lR11
• 

Za. ovu ba.zu ka.zemo i da.je prirodna ba.za, jer vektor u = (x1, x2 , ... , x 11 ) 

ima. koordinatnu rcprezentaciju u ovoj (prirodnoj) ba.zi datu sa. 

x= [jJ 
Da.kle, vektor (ta.cka) u i njegova koordina.tna. reprezentacija x opisuju se 
pomocu istih ska.la.ra Xl, x2 1 ... , Xn E Jl~, pa za.to cesto, poistovecujuCi 'U i X, 

koristimo i notaciju x = (x1, x2, ... , x11 ). 6 

II.1.5 Algebarska baza u vektorskom prostoru V0 (E) 

Vratimo se opet vektorskorn prostoru Vo(E). Nekaje u prostoru E data 
prava. p i rava.n R. Skupovi 

~ 
Vo(P) ={OM I M Ep} 

~ 
Vo(R) ={OM I MER}, 

sna.bdeveni opera.cijom sa.biranje vektora. i opera.cijorn rnnozenje vektora ska.
la.rom, cine ta.kode vektorske prostore. Prvi od njih, vektorski prostor pra.ve 
p pridruzen ta.cki 0, na.ziva se prostor kolinearnih vektora. Za vektorski 
prostor Vo ( R) ra.vni R pridrtiZen ta.cki 0 ka.zemo da je pros tor komplanarnih 
vektora. 

Prostor V0 (p) je jednodimenzionala.n. Sva.ki vektor a f. o vektorskog 
prostora. Vo (p) je njegova. ba.za.. Zaista., proizvoljni vektor bE Vo (p) moze se 
jednoznacno predstaviti u obliku b = >..a, sto je, u stvari, karakterizacija koli
nearnih vektora. Ako poslednju jedna.kost na.piserno u obliku A. a+ ( -1) b o, 
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zakljucujemo da su vektori a i b linearno zavisni. Dakle, dva vektora u 
prostoru Vo (p) su linearno zavisna, pa je on jednodimenzionalan. 

Pros tor komplanarnih vektora Vo (R) je dvodimenzionalan. Bilo koja 
dva linearno nezavisna vektora a i b prostora Vo(R) Cine njegovu baz.u, tako 
da se proizvoljan vektor c E Vo(R) moze jednoznacno predstaviti u obliku 
(videti slilm 1) 

Iz poslednje jednakosti, koja karakterise komplanarne vektore, moze se za
kljuCiti da su vektori a, b i c linearno zavisni. 

Prostor Vo(E) je trodimenzionalan. Kao njegova baza moze se uzeti bilo 
koji slmp od tri linearno nezavisna vektora, na primer, B = {a, b, c}. Tada 
se svaki vektor i E Vo(E) moze jednoznacno predstaviti u obliku (videti 
sliku 2) 

(II.1.5.1) i = >-a + p,b + vc. 

Cetiri proizvoljna vektora u Vo(E) su uvek linearno zavisna. Napomenimo 
da su vektori baze u Vo(E) tri nekomplanarna vektora. 

Posmatrajmo prostor Vo(E) sa bazom B = {a, b, C}. Vektori baze B 
odreduju jedan koordinatni sistem prostora Vo(E). Tacku 0 nazivamo ko

ordinatni pocetak. Neka su oA = a, oB = b i oC = C. Bazisni vektori 
odreduju triose, u oznaci x, y i z, respektivno (videti slilm 3 na strani 68). 
Na osnovu (II.1.5.1) vidimo da je vektor J potpuno odreden skalarima, tj. 
koordinatama A, p,, v. 

Ako su vektori baze izabrani tako da su im pravci uzajamno upravni, a 
intenziteti jednaki jedinici, tada kazemo da je zadat pravougli koordinatni 
sistem. U tom slucaju, bazisne jedinicne vektore oznacavamo redom sa ?:, .f 
~ --+ " 

i k. UoCimo proizvoljnu tacku M E E i radijus vektor r = OM. Tada se 
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vektar OM moze predstaviti pomocu 

( ) 0
---::--1 __, __, k__, 

II.1.5.2 M = xz + YJ + z ·, 

---::--1 
gde su koardinate x, y i z jednaznacna adredene vektaram 0 M, tj. tackam 
M ( videti sliku 4). Za kaardinate x, y i z kazema da su red am apsC'isa, 
ordinata i aplikata tacke M. S druge strane, svakaj uredenaj trajki real-

~ 
nih brajeva (x, y, z) jednoznacno se maze pridruziti vektor OM, tj. tacka 
M, taka da vazi (II.1.5.2). Dakle, preslikavanje g: E ----t JR3 , data pamacu 
(II.1.5.2), je biunivaka. Istu Cinjenicu sma konstatavali i za preslikavanje 

---::--1 f: E ----t Vo(E), data pamacu M H OM (videti napamenu 2 na strani 51). 
ImajuCi sve avo u vidu, cesta identifikujema tacku M sa uredenam trajkam 
(x, y, z), pisuCi M = (x, y, z) iii, pak, r = (x, y, z) . 

. z -
M 

I / y 
-, I / 

A :r: --- ____ .::::::,,.!/ 

x/ 
Sl. 3 81. 4 

S obziram na ovo, a imajuCi u vidu da se unutrasnja i spalja8nja kam
pozicija u prastoru Vo (E), kada su vektori izrazeni pamacu 

-+ 01\1[ __, -+ k__, __,, OM' /-+ I__, 'k-+ r = = xz + YJ + z r = x z + y J + z , 

svade na 

_, _,, ( ')__, ( ')-+ ( ')-+ r+T = x+x z+ y+y J+ z+z k, >.r = (>-x)i' + (>-y)j + (>-z)k, 

tada nije teska zakljuCiti da skup JR3 , snabdeven unutra8njam i spaljasnjom 
kompozicijam 

( ) ( I I ,./) ( I I ') X, y, Z + X, y,"" = X+ X, y + y, Z + Z , >.(x, y, z) = (>.x, >.y, >-z), 

za svaka (x,y,z), (x',y',z') E JR3 i svako), E IR, cini vektarski prastar nad 
poljem JR. Th cinjenicu sma, inace, vee ranije konstatavali u primeru 2 na 
strani 61. 
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H.1.6 Potprostor i direktna suma potprostora 

Definicija II.1.6.1 Neka je X vektorski prot>tor nad poljem K. Slmp Y C 
X je vektarsk·i patpmstar od X ako je on sam za sebe vektorski prostor nad 
istim poljem K u odnosu na kompozicije iz X. 

{ e} i X primeri su potprostora svakog pros tor a X, pa se zato zovu 
trivijalni patprastari. 

Jasno je da ako je skup Y zatvoren u odnosu na sabiranje njegovih ele
menata i njihova mnozenja skalarima iz polja K, tada ce on biti automatski 
vektorski prostor sam za sebe jer ce ove operacije imati potrebne osobine u 
Y posto ih imaju u X (Y c X). Jos preciznije: 

Teorema II.1.6.1 Skup Y c X je vektarski patprastar ad X tada i sama 
tada aka iz 

(II.l.6.1) u,v E Y Au+ p,v E Y (VA,p, E K). 

Dakaz. Ako je Y vektorski potprostor, tada oCigledno vazi (II.l.6.1). 
Obrnuto, ako vazi (II.l.6.1), tada za A = p, = 1 odnosno p, = 0 specijalno 
sledi da je u + v E Y i AU E Y, sto znaci da je Y sam za sebe vektorski 
prostor (jer su osobine operacija u Y iste kao onih u X s obzirom da je 
Y c X). 

Primer 1. Neka su u prostoru E data prava p i ravan R koje sadrze 
tacku 0. Prostori Vo(P) i Vo(R) su potprostori vektorskog prostora Vo(E). 
['., 

Primetimo da je lineal nad podskupom A vektorskog prostora X, L(A) 
(A c X), vektorski potprostor od X. Nairne, ako su u, v E L(A) tada je 

·m 

u =I: AiUi, 
i=l 

No tada je 

p 

v =I: P,j'Vj 
j=l 

m p 

AU+ p,v = L(AAi)ui + L.::(P,P,j)Vj 
i=l j=l 

(A, p, E K) 

kao linearna kombinacija elemenata iz A, element od L(A), tj. L(A) je · 
potprostor od X. 
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Neka je {Yi}iEJ proizvoljna kolekcija vektorskih potprostora od X i 
stavimo Y = n Yi. PrimenjujuCi dva puta teoremu II.l.6.1, iz 

iE/ 

u,v E Y u, v E Yi (Vi E I) 

)..u + pv E Yi 
Att + pv E Y 

(ViE I \f).., floE K) 

(V)..,p E K), 

zakljucujemo da je i Y jedan vektorski potprostor od X. Prema tome, ako 
je A proizvoljan slmp u X, tada postoji najmanji vektorski potprostor od 
X koji sadrzi skup A; to je presek svih onih vektorskih potprostora od X u 
kojima lezi A. 

Videli smo da je L(A) vektorski potprostor od X. L(A), kao skup svih 
linearnih kombinacija od A, oeigledno sadrzi A. S obzirom da svaki vektorski 
potprostor od X koji sadrii A mora sadrzati i sve linearne kombinacije 
elemenata iz A, zakljucujemo da. je L(A) najmanji vektorski potprostor od 
X koji sadrzi A. 

Prethodnim ra.zmatanjem smo, ustvari, dokaza.li sledece tvrdenje: 

Teorema II.1.6.2 Aka je A padskup vektarskag prastara X, tada je lineal 
nad A, 'U aznaci L(A), najmanji vektarski patprastar ad X kaji sadrii A. 

Lako je dokazati sledecu teoremu koju dajemo bez dokaza. 

Teorema Il.1.6.3 Neka su Y1 i Y2 dva patprostara ad X. Suma vektarskih 
patprastara Y1 + Y2, gde je 

je tak01le vektarski potprostor ad X. 

Za nas su posebno interesantne sume vektorskih potprostora koji su dis
junktni. S obzirom da nula vektor () mora sadriati svaki potprostor, za 
potprostore Y1 i Y2 vektorskog prostora X kazemo da su disfunktni ako vazi 
Y1 n Y2 = {e}, 

Definicija II.1.6.2 Sumu vektorskih potprostora prostora X, Y1 + Y2 , se 
naziva direktna suma i oznacava sa Y1 + Y2, ako su Y1 i Y2 disjunktni potpro
stori od X. 

Teorema II.1.6.4 Svakim elementam wE Y1 +Y2 jednaznacna su adred:eni 
elementi u E Y1 i v E Y2 taka da je w = u + v, 
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Dokaz. Zbog Y1 + Yz = Y1 + Yz svaki vektor w E Y1 + Yz ima reprezentaciju 
pomenutog oblika. Kada bi postojala jos jedna takva reprezentacija, na 
primer w = u' + v' (u' E Y1, v' E Yz), iz u + v = u' + v' sledilo bi da vektor 
z = u - u' = v' - v lezi kako u Y1 tako i u Yz, tj. z E Y1 n Yz. Kako su 
potprostori Y1 i Yz disjunktni, to je u- u' = e i v- v' =e. 0 

Definicija II.1.6.3 Ako je Y1 + Yz = X, tada kazemo da su Y1 i Yz komple
rnentami vektorski potprostori od X. 

Primer 2. Neka su e1, e2, e3 linearno nezavisni vektori u Vo(E), a 
Vo(R) = L(e1, e2) i Vo(p) = L(e3). Tada je Vo(R) vektorski potprostor 
ravni R odredene sa e1 i e2, a Vo(p) vektorski potprostor prave p odredene 
sa e3. Iz geometrijskih razloga sledi da je Vo(E) direktna suma potprostora 
Vo(R) i Vo(p) pa su, dakle, ovi potprostori komplementarni. 

Zgodno je dana ovom primeru uoCimo da jednim potprostorom, u nasem 
slucaju neka to bude Vo(R), nije jednoznacno odreden drugi, njemu komple
mentaran, potprostor, u nasem slucaju to je bilo koji prostor Vo(P) za svako 
p, tj. svaki vektor e koji nije u ravni R a koji odreduje pravu p. l:, 

Jedan od glavnih problema teorije vektorskih prostora i funkcija na njima 
jeste u tome da su u datoj situaciji na zgodan naein celi prostor X prikaze 
kao direktna suma svojih potprostora. Time se proucavanje problema u 

celom prostoru svodi na proucavanje slicnih problema u ,manjim" pros
torima. Talco se, na primer, izvesni problemi u prostoru Vo(E) svode na 
slicne probleme u Vo(R) i Vo(p), tj. na probleme u ravni ina pravoj. 

Neka je X linearan prostor dimenzije n sa bazom B = { u1, uz, ... un}· 
Alm definisemo jednodimenzionalne potprostore Yk kao lineale nad Bk = 

{ uk} (k = 1, 2, ... , n), tj. 

. .. ) 

tada je, oCigledno, X= Y1+Yz+ ... +Yn. 
Naravno, prostor X se moze razloziti na direktnu sumu potprostora i 

na druge naeine, uzimanjem potprostora razlicitih dimenzija. U vezi s tim, 
navodimo sledecu teoremu koju nije tesko dokazati. 

Teorema II.1.6.5 Neka su Y1, Yz, ... , Ym potprostori konacno dimenzion
alnog prostora X. Jednakost 
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vaii aka i sama aka je 

dim X = dim Y1 + dim Y2 + · · · + dim Y m. 

Dakle, ako su B1, B2, ... , Em baze potprostora Y1, Y2, ... , Ym, respektivno, 
tada unija ovih baza predstavlja bazu prostora X. 

11.2 Izomorfizam linearnih prostor 

Posmatrajmo skup svih linearnih prostora X nad istim poljem OC. Svaki 
od posmatranih linearnih prostora sadrzi konkretne elemente vektore tog 
prostora, cija priroda nam ne mora biti bitna, vee su nam daleko znacajnije 
uvedene operacije nad tim elementima (unutra8nja i spoljasnja kompozicija), 
kao i svojstva tih operacija koja su nezavisna od prirode elemenata. U vezi 
s tim, vazan je pojam izomorfnih prostora. 

II.2.1 Definicije i teoreme 

Definicija II.2.1.1 Za dva vektorska prostora X i X' nad istim poljem IK, 
kazemo da su izamarfni prastari ako postoji biunivoko preslikavanje f: X -+ 
X' takvo da je za svako u, vEX i svako A E IK 

(II.2.1.1) f(u + v) = f(u) + f(v), j(Au) = Aj(u). 

Za funkciju f kazemo da je izomorfizam prostora X na prostor X'. 

Napomenimo da se za prvo svojstvo funkcije f u (11.2.1.1) kaze da je 
aditivnast, ada se njena druga osobina u (II.2.1.1) naziva hamagenast. 

Lako se moze dokazati sledece tvrdenje: 

Teorema 11.2.1.1 Aka je preslikavanje f izamarfizam prastara X na pro
star X', tada je inverzna preslikavanje f- 1 izamarfizam prastara X' na 
prostar X. 

Neka je u' = f(u) (u EX, u' EX'). Ako sa() i ()' oznaCimo nula-vektore 
u prostorima Xi X' respektivno, tada, na osnovu (II.2.1.1), imamo 

(II.2.1.2) f(()) = f(Ou) = Of(u) = Ou' = ()'. 

Dakle, nula-vektor prostora X preslikava se u nula-vektor prostora X'. 
Jos vaznije svojstvo izomorfnih prostora odnosi se na preslikavanje skupa 
linearno nezavisnih vektora. 
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Teorema II.2.1.2 Neka je A= {u1, ... ,un} skup linearno nezavisnih vek
tam u X i neka je f: X --+ X' izamarfizam pros tara X na prastar X'. 
Tada je A'= f(A) = {f(u1), ... , f(un)} skup linearna nezavisnih vektara u 
prastaru X'. 

Dakaz. Posrnatrajrno linearnu kornbinaciju vektora iz skupa A', koja je 
jednaka ()'. Tada, s obzirorn na (II.2.1.1) i (II.2.1.2), irnarno 

()' = )qj(u1) + · · · + Anf(un) = /(A1U1 + · · · + AnUn) = f(()), 

odakle sleduje 

A1U1 + · · · + AnUn = (), 

Kako su vektori u1, ... , Un linearno nezavisni, iz poslednje jednakosti 
zakljucujerno da svi skalari Ak (k = 1, ... , n) moraju bitijednaki nuli. 0 

Teorema II.2.1.3 Dva kanacna-dimenzianalna prostam Xi X', nad istim 
paljem OC, imaju jednake dimenzije aka i sama aka su izamarfna. 

Dakaz. Na osnovu prethodne dve teorerne rnoze se zakljuciti da izomorfni 
vektorski prostori irnaju jednake dirnenzije. 

Pretpostavirno sada obrnuto, tj. da je dirnX = dimX', i dokazimo da 
su X i X' izomorfni. U prostorima X i X' izaberimo proizvoljne bazise 
B = { u1, ... , un} i B' = { u~, .. . , u~}, respektivno, i definisimo preslikavanje 
f : X --+ X' pomocu 

(II.2.1.3) 

gde je 

(II.2.1.4) 

Preslikavanje f je biunivoko jer su razl;:tganja (II.2.1.3) i (II.2.1.4) jedin
stvena (videti teoremu II.1.4.1). Da bismo dokazali da su prostori X i X' 
izornorfni, izaberimo dva proizvoljna vektora u, v E X i proizvoljni skalar 
A E K Neka su koordinatne reprezentacije vektora u i v date sa 

U = A 1 U 1 + · · · + An Un, 

Tada imamo 

V = /)o1U1 + · · · + fJ.n'Un· 

f(u + v) f((A1 + fJ.1)u1 +"·+(An+ fJ.n)un) 

= (A1 + fJ.1)u~ +···+(An+ fJ.n)u~ 

(A1U~ + · · · + Anu~) + (tJ.1U~ + · · · + fJ.nU~) 
= f(u) + J(v) 
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f(>.u) = f((>.>.l)ul + · · · + (>.>.n)un) = (>.>.l)ui + · · · + (>.>.n)u~ 

= >.(>.1ui + · · · + Anu~) = >.j(u). 0 

Na osnovu prethodne teoreme zakljucujemo da je za proizvoljan n-di
menzionalni vektorski prostor nad poljem ]!{, sa algebarske tacke gledista, 
dovoljno poznavati vektorski prostor ]!{n (za prostor JRn videti primer 2 na 
strani 61). Za vektorski prostor ]!{n cesto kazemo da je koordinatni ili arit
meticki pros tor. 

Definicija II.2.1.2 Ako je preslikavanje f izomorfizam vektorskog prostora 
(X,+,·) na vektorski prostor (X,+,·), za preslikavanje f kazemo da je au
tomorfizam prostora (X,+,·). 

II.2.2 Linearni prostor prosto-periodicnih osdlacija 

Za zadati fiksni pozitivan broj w, posmatrajmo skup funkcija t H u(t) = 

A cos ( wt + <p), definisanih na JR, gde je A ~ 0 i -n < <p ::; 7T, tj. 

Xw = { u I u(t) = Acos(wt + <p), A~ 0, -n < <p::; 7T }. 

Takve funkcije su periodicne sa periodom T = 2n / w i u fizici i tehnici su 
poznate kao prosto-periodicne oscilacije. Pri tome, za nenegativni param
etar A kaze se da je amplituda, dok se za <p kaze da je pocetna faza. Ako je 
amplituda A jedanka nuli, odgovarajuca funkcija se svodi na nulu i tu funk
ciju cemo oznacavati sa u0 = u0 (t) = 0. Razumljivo, zbog periodicnosti, 
dovoljno je ove funkcije posmatrati kada proizvod wt E [-n, n]. 

Neka su u1 (t) = A1 cos(wt +<pi) i u2(t) = A2 cos(wt + <p2) dve bilo koje 
funkcije iz Xw. Ako u Xw, na uobicajeni nacin, uvedemo operaciju sabiranja, 
tada je 

(ul + u2)(t) = u1(t) + u2(t) 

= A1 cos(wt +<pi) + A2 cos(wt + <p2) 

= (A1cos<p1 +A2cos<p2)coswt- (A1sin<p1 +A2sin<p2)sinwt. 

Pretpostavimo, sada, da postoje takve realne vrednosti A i <p za koje je 

Ako bi jos vazilo i da je A ~ 0 i -1r < <p ::; 7T, tada bi skup Xw bio zatvoren 
u odnosu na uvedenu operaciju sabiranja, i imali bismo 
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u(t) = (u1 + u2)(t) = Acoswtcos<p- Asinwtsin<p = Acos(wt + <p), 

Problem odredivanja realnih vrednosti A i <p za koje vaze jednakosti 
(II.2.2.1) je potpuno analogan odredivanju modula i glavne vrednosti argu
menta kompleksnog broja 

koji je, ina.ce, zbir kompleksnih brojeva z1 = A1 eicp 1 i z2 = A 2ei'P2 • Dakle, 
postoji moduo zbira z = z1 + z2 i on je, evidentno, jednak A :2': 0, dok je <p 
gla.vna. vrednost njegovog argument a ( -7f < <p ~ 7f). Dakle, 

z = Z1 + z2 =A( cos <p + i sin<p) = Aeicp. 

Na. osnovu prethodnog za.kljucujemo da zbir u E Xw. 

Ocigledno je da je uvedena operacija sa.biranja. komuta.tivna i a.socija
tivna. Neutralni element je u 0 = 0, dok je za u = A cos(wt + <p) sim.etricni 
element u' = -u = A cos( wt + <p1

), pri cemu je pocetna fa.za 

(II.2.2.2) I { tp+1f,. -7r < tp:::; 0, <p = 
<p-1f, 0<<p::;1f. 

Prerna tome, vazi sledece tvrdenje: 

Teorema II.2.2.1 (Xw, +) ima strv.ktv.ru Abelove grupe. 

Primer 1. Neka su 

u1 = cos(wt- 1rj6) u2 = J3 cos(wt + 27r/3), 

tj. A1 = 1, 'Pl = -1rj6, A2 = J3, <p2 = 21fj3. 

Kvadriranjem jednakosti (II.2.2.1), a zatim sabiranjem, nalazimo 

pa, s obzirom da trazimo da je A :::: 0, uzimamo A = 1. Sada, na osnovu 
(II.2.2.1), imamo 

cos <p = A1 cos 'Pl + A2 cos <p2 = 0, sin <p = A 1 sin 'Pl + A2 sin 'P2 = 1, 

paje <p, iz intervala (-7T,7f], dato sa <p = 7r/2, tj. 

u(t) = (u1 + u2)(t) = cos(wt + 7f /2) ( = - sinwt). 
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Grafici funkcija u 1 (isprekidana linija), u2 (linija tipa tacka-crta) i zbira 
u (puna linija), kada wt E [-1r, 1r], prikazani su na slici 1. 

S druge strane, odgovarajuci kompleksni brojevi z1 = e-i1r/6 = {} - ~ i 
i z2 = v'3 ei21r/3 = - {} + ~ i prikazani su na slici 2. Njihov zbir je z = 
z1 + z2 = i, tj. z = ein)2 . Dakle, moduo je A = 1, a glavna vrednost 
argumenta je cp = 7f /2. 

" 2 

- 1 '\ ., 
- 2 

Sl. 1 

/ 

wt 

... ...._ .. ~ 

z2 
'\ .. 

\ 

\ z 
\ 
\ 

\ 
\ 

\ . 
···- ----

-0.5 

Sl. 2 

Primetimo da je znatno lakse obaviti operaciju sabiranja u skupu kom-
pleksnih brojeva, nego sabrati dve prosto-periodiCne oscilacije. 6 

Ako uvedemo mnozenje prosto-periodicne oscilacije u(t) = Acos(wt+cp) 
skalarom ..\ E JR., pomocu 

{ 
..\A cos ( wt + cp), 

(..\u)(t) = ..\u(t) = -..\A cos(wt + cp'), 
..\ 2: 0, 
..\ < 0, 

gde je cp' odredeno sa (II.2.2.2), mozemo lako zakljuciti da, za svako u, v E 

Xw i svako ..\, t-t E JR., uz to sto (..\u)(t) E Xw vaze i sledece jednakosti: 

..\(t-t u(t)) = (..\t-t)'u(t), 

..\(u(t) + v(t)) = ..\u(t) + ..\v(t), 
(..\ + t-t)u(t) = ..\u(t) + t-tu(t), 
lu(t) = u(t). 

Dakle, na osnovu prethodnog zakljucujemo da vazi sledece tvrdenje: 

Teorema II.2.2.2 Skup prosto-periodicnih oscilacija Xw snabdeven opera
cijom sabiranja + i operacijom mnoienja realnim skalarom cini vektorski 
prostor nad poljem JR. 
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U primeru 2 na strani 64 naveli smo da je CC linearni dvodimenzionalni 
prostor nad poljem realnih brojeva JR. 

Teorema II.2.2.3 Linearn·i prostori Xu i CC (nad ·istim poljem skalara IR) 
su izomorfni. 

Dokaz. Nekaje u(t) = Acos(wt+<p) (A :2:0, -7r < <p ~ 1r) proizvoljan 
element prostora Xw. Uocimo preslikavanje f: Xw ---+ CC, definisano pomocu 

f (A cos ( wt + <p)) = Aeicp, 

koje je ocigledno biunivoko. 

Neka su u1(t) = A1 cos(wt +<pi) i u2(t) = A2 cos(wt + <,02) dva 
proizvoljna elementa prostora Xw, Cije su slike Z1 = A1ei'P 1 i z2 = A2ei'P2 , 

respektivno. Kako je u(t) = u1 (t) + u2 (t) =A cos(cJt + <,o) a z = z1 + Z2 = 

Aei'P imamo 
) 

f(u(t)) 

z 

ZI + Z2 

f ( U 1 ( t)) + f ( U2 ( t)), 

sto znaci da je f aditivna funkcija (prvi uslov u (II.2.1.1)). 

Neka je sada u(t) = Acos(wt + <,o) (A :2: 0, -7r < <p ~ 1r) proizvoljan 
element prostora Xw, <p1 definisano sa (II.2.2.2) i nekaje A proizvoljan realan 
broj. 

Za A :2: 0 imamo 

j(Au(t)) = j(AAcos(wt + <,o)) = AAeicp::::: Aj(Acos(wt + <,o)) = Aj(u(t)), 

a za A< 0, 

j(Au(t)) = (AAcos(wt + <,o)) f(-AAcos(wt + <p1
)) 

->.Aeicp' 

>.Aeicp 

>- j (A cos ( wt + so) ) 

A.f(u(t)). 

Dakle, i drugi uslov u (II.2.1.1) je zadovoljen. 
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Ovim smo dokazali da je f izomorfizam prostora Xw na pros tor C, tj. 
da su ovi prostori izomofni. 0 

Zahvaljujuci izomorfizmu prostora Xw i prostora C, analiza linearnih 
sistema sa prosto-periodicnim oscilacijama se znacajno pojednostavljuje. 
Nairne, sva izracunavanja koja treba sprovesti nad prosto-periodicnim os
cilacijama u prostoru Xw se mogu sprovesti nad odgovarajuCim kompleksnim 
brojevima u prostoru C, a zatim je potrebno samo interpretirati rezultate 
u prostoru Xw. Tipican primer .se pojavljuje u elektrotehnici kod analize 
linearnih elektricnih kola sa naizmenicnow strujom. 

N a kraju, primetimo da je, s obzirom na pokazani izomorfizam i teoremu 
II.2.1.3, i ovaj vektorski prostor Xw, kao i vektorski prostor kompleksnih bro
jeva nad poljem IR, dvodimenzionalan. Dakle, bilo koje dve linearno neza
visne ne-nula prosto-periodicne oscilacije3 mogu se uzeti za bazu linearnog 
prostora Xw. 

II.3 Normirani prostor 1 unitarni prostor 

II.3.1 Normirani prostor 

U dosadasnjim razmatranjima linearni prostor X je bio definisan kao 
Abelova grupa nad poljem JK. Prema tome skup X je imao samo algebarsku 
strukturu. Bas zbog te cinjenice osnovni pojmovi geometrije trodimenzion
alnog prostora, kao sto su rastojanje, ugao, upravnost (normalnost), itd., 
nisu do sada nasli svoje mesto u opstoj teoriji linearnih prostora. Uvodenjem 
pojma norme u linearni prostor mi algebarskoj strukturi prostora X do
dajemo topolosku strukturu koja je zasnovana na pojmu rastojanja i tako 
dolazimo do pojma slozenije matematicke strukture, koja omogucava da se 
u mnogim problemima klasicne analize, na izgled raznorodnim, nadu za
jednicke crte i ovi podvedu pod iste opste principe. 

Definicija II.3.1.1 Linearni prostor X nad poljem lK (C ili IR) je normi
ran ako postoji nenegativna funkcija u 1---7 !lull, definisana za svako u E X, 
takva da je 

(1) IIBII = o llull > o za u 1- e 
(2) ll>.ull = 1>.1 · llull 

( definisanost), 

(homogenost), 

3 Ne-nula prosto-periodicne oscilacije sa pocetnim fazama <p1 i <pz su linearno zavisne 
(kolinearne) ako su te faze jednake ( <p1 = <pz) iii ako se razlikuju za 1r, tj. ako je <p1 = <pz±7r 
(videti (II.2.2.2)). · 
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(3) llu +vii :::; llull + llvll (relacija trougla), 

gde su u, v E X i .\ E lK. Za ovakvu funkciju u f---7 llull kazemo da je norma 
ili duiina vektora u. 

Dakle, norma ili duzina vektora je nenegativan broj ll·ull koji se pridruzuje 
vektoru u E X, pri cemu to ,pridruzivanje" mora imati osobine date defini
cijom II.3.1.1. Pokazacemo data funkcija u f---7 llull ima sva svojstva duzine 
klasicnog vektora, tj. udaljenosti dveju tacaka prostora, odnosno apsolutne 
vredenosti realnog broja. 

Primer 1. U primeru 1 na strani 60 smo videli da je skup R linearni 
prostor nad poljem R. Ovaj prostor se moze normirati ako uvedemo normu 
elementa .\ E lR sa ll.\11 = l.\1, sto mozemo tvrditi s obzirom da su nam dobro 
poznata svojstva (1), (2) i (3) iz definicije II.3.1.1, za apsolutnu vrednost 
realnog broja. 

ImajuCi ovo u vidu, moglo bi se reCi, da je funkcija u f---7 llull prosirenje, 
no,. elemente opsteg linearnog prostora, funkcije .\ f---7 l.\1 koja broju .\ E R 
pridruzuje njegovu apsolutnu vrednost. 6 

Primer 2. Linearni prostor polinoma Pn na segmentu [a, b]moze postati 
normiran ako za svako u E Pn uvedemo normu, na primer, pomocu 

llull = max lu(t)l. 
a:;,t~b 

Za ovu normu kazemo da je uniformna norma. 6 

Primer 3. Vektorski prostor Vo(E) je normiran jer se za svaki vektor 
r moze uvesti norma vektora kao intenzitet tog vektora, tj. llfll = If! = r, 
pri cemu je lako proveriti da su ispunjeni svi uslovi iz definicije II.3.1.1. 

Ako bismo definisali pravougli koordinatni sistem sa bazom B = {t, j, k}, 
tada se intenzitet vektora f = xt + yj' + zk moze izraziti u obliku 

(11.3.1.1) 

Neka su M1 i M2 proizvolnje tacke u prostoru tacaka E, odredene svojim 
1 . 1 - . ~ 01\l[::t . __, OM T d . M M _, ~ . ve{tonma po ozaJa r1 = 1 1 T2 = 2· a a Je 2 1 = r1- r2, pa 

je rastojanje izmedu tacaka M1 i M2 jednako intenzitetu (duzini) vektora 
~ .,----,-------- ----=--:t -::-:--::-:t -::-::--::--:t 
M2Nh, tj. IM2M1I ili IM1M2I, s obzirom da je IM2M1I = IM1M2I· Dakle, 
ako to rastojanje izmedu tacaka 1\lh i M2, odnosno vrhova vektora f1 i f2, 
oznaCimo sa d(f1, f2), tada imamo 

d(f1, r2) = IM1M2I = 1f1- f2l = llf1- r2ll· 
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Ako u dobijenoj jednakosti vektore f1 i f2 iz prostora Vo(E) zamenimo sa 
vektorima u i v iz nekog normiranog prostora X, dobijamo ovakvu formulu 

(II.3.1.2) d(u, v) = \\u- vJJ (u,v EX) 

koja bi, imajuCi u vidu uspostavljenu analogiju, trebalo da predstavlja ,meru 
rastojanja" izmedu vektora u, v E X. 

Lako je proveriti da funkcija definisana sa (II.3.1.2) ima sledeca svojstva: 

(1) d(u,v) 2': 0 za sve u,v EX, 

(2) d( u, v) = 0 onda i samo onda, ako je u = v, 

(3) d(u, v) = d(v, u) za sve u, vEX, 

(4) d(u,v)=d(u,w)+d(w,v) zasve u,v,wEX. 

Slmp X, u kojem je zadata funkcija d koja svakom paru u, v E X pri
druzuje nenegativan realan broj d( u, v) s navedenim svojstvima (koja, inace, 
ima i klasicno rastojanje izmedu tacaka u prostoru) zove se metricki prostor, 
a funkcija d se zove metrika ili mstojanje u tom prostoru X. Dakle, normi
rani pros tor je istovremeno i metricki prostor ( u odnosu na metriku koja je 
inducirana normom, tj. u odnosu na metriku datu formulom (II.3.1.2)). 

Primetimo da je za postojanje metrickog prostora dovoljno da imamo 
neprazan skup X i metriku d, tj. da skup X ne mora biti linearan prostor, 
a da moze da bude metricki prostor (ako postoji funkcija d sa pobrojanim 
svojstvima). Drugim recima, pojam metrickog prostora je siri nego pojam 
normiranog prostora. 

Sada, JJuJJ vektora u iz normiranog prostora X mozemo shvatiti i kao 
rastojanje tog vektora u od nula vektora e EX, s obzirom da vazi 

\\u\\ = \\u- B\\ = d(u, e). 

Primer 4. Vektorski prostor ~n se moze na razliCite nacine normirati 
uvodenjem neke od normi elementa x = (x1, ... , xn) pomocu 

(II.3.1.3) (1 ~ p < +oo) 
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Od svih normi (II.3.1.3), najcesce se koriste norme zap= 1 i p = 2, tj. 
no nne 

n 

llxll1 = 2:: lxkl 
k=l 

Norma zap= 2 poznata je kao euklidska norma i cesto se oznacava sa llxiiE· 
Specijalno, u prostoru ffi.3 euklidska norma vektora svodi se na (II.3.1.1) 
Primetimo da je rastojanje (koje proizilazi iz euklidske norme) izmeciu vek
tora u = (x1,Y1,zl) i v = (xz,yz,zz), gde u,v E ffi.3 , dato sa 

sto nam je dobro poznata formula za rastojanje dve tacke u trodimenzional
nom prostoru sa koordinatama ( x1, Yl, z1) i ( xz, Yz, zz). 

Napomenimo da se u slucaju n = 1, tj. u slucaju vektorskog prostora ffi., 
sve ponuciene norme svode na normu datu u primeru 1 na strani 79. 6. 

Postojanjem norme u linearnom prostoru, on automatski postaje i rnetri
cki prostor, a to narn omogucuje da razmatramo razliCite pojmove i probleme 
koji su u vezi sa pojmom ,rastojanja", pa tako i probleme konvergencije 
nizova tacaka u X. 

Neka je X normirani prostor i neka je Uk (k = 1, 2, ... ) jedan niz tacaka 
u X. Nizove cemo kratko oznacavati sa { uk} kEN. 

Definidja II.3.1.2 Niz {uk}kEN u normiranom prostoru X konvergira ka 
tacki u E X, ako za svako c: > 0 postoji prirodni broj ko tako da 

k ?_ ko 

Za u kazerno da je granicna vrednost niza { uk} kEN i piserno uk ---+ u ( k ---+ oo) 
ili lim uk = u. 

k-++oo 

Definicija II.3.1.3 Niz { uk}kOl u normiranom prostoru X je Cauchyev4 

niz ako za svako c: > 0 postoji prirodni broj ko tako da 

m>k?_ko 

Definicija II.3.1.4 Metricki prostor je kompletan prostor ako u njemu sva
ki Cauchyev niz konvergira. 

4 Augustin Luis Cauchy (1789-1857), veliki francuski matematicar. 
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Definicija II.3.1.5 Za kompletan normirani prostor kazemo da je Bana
chov5 prostor. 

Dakle, Banachov prostor je jedna slozena struktura koja u algebarskom 
pogledu ima strukturu linearnog prostora, a u topoloskom jednu, na speci
jalan nacin uvedenu, metricku strukturu u odnosu na koju je svaki Cauchyv 
niz u tom prostoru konvergentan. 

II.3.2 Unitarni prostor 

Uvodenjem pojma skalarnog proizvoda u opsti linearni prostor X u mo
gucnosti smo da govorimo o uglu izmedu elemenata (vektora) linearnog 
prostora X, pa tako i o njihovoj medusobnoj upravnosti (normalnosti)
ortogonalnosti, sto je do sada bila privilegija klasicnih vektora iz prostora 
Vo(E). Uz to, skalarnim proizvodom se u prostor X, na jedan specijalan 
naCin, uvodi norma, pa prema tome i metrika (rastojanje) i svi oni pojmovi 
koji su u vezi sa rastojanjem. 

Definicija II.3.2.1 Vektorski prostor X nad poljem lK realnih ili komplek
snih brojeva naziva se prostor sa skalarnim proizvodom ili unitarni prostor 
ako postoji funkcija (·, ·): X 2 -+ lK koja za svako u, v, w E X i ,\ E lK 
zadovoljava sledece uslove: 

(1) (u, u) ~ 0, 

(2) (u,u)=O -R u=B, 

(3) (u + v, w) = (u, w) + (v, w), 

(4) (-\u, v) = ,\(u, v), 

(5) (u, v) = (v, u). 

Funkcija ( u, v) se naziva skalarni proizvod. 

Teorema II.3.2.1 Za skalarni proizvod vaii: 

1° (u, ,\v) = .\(u, v), 

2° (u, v1 + v2) = (u, vl) + (u, v2), 

5 Stefan Banach (1892-1945), poznati poljski matematicar. 



II.3. NORMIRANI PROSTOR I UNITARNI PROSTOR 83 

3° i(u,vW ~ (u,u)(v,v). 

Dokaz. Tvrdenja 1 o i 2° se jednostavno dokazuju. 
Da bismo dokazali tvrdenje 3°, koje je poznato kao Bunjakowsky6

-

Cauchy-Schwarzova7 nejednakost, uzmimo tacku w = u + t(u, v)v, gde jet 
realno i u, vEX. Kako je, na osnovu (1) iz definicije II.3.2.1, 

(w,w) = (u+t(u,v)v,u+t(u,v)v);::: 0, 

koriscenjem osobina (3)-(5) iz definicije II.3.2.1 i osobina 1 o i 2° zakljucu
jemo da je 

odakle sleduje da diskriminanta D dobijenog kvadratnog polinoma po t sa 
realnim koeficijentima mora biti manja ili jednaka nuli, tj. 

D 4 = !(u,v)! 4 -i(u,v)i 2 (u,u)(v,v) ~ 0. 

Iz poslednje nejednakosti, za ( u, v) =I 0, sleduje nejednakost 3°. 
Za ( u, v) = 0, nejednakost 3° je trivijalno ispunjena. 0 

Unitaran vektorski prostor moze se normirati uvodenjem norme pomocu 

(II.3.2.1) !lull=~, 

s obzirom da funkcija u H-~ ispunjava sve uslove iz definicije II.3.1.1. 
Zaista, s obzirom na (1) i (2) definicije II.3.2.1, imamo 

lluil;::: 0 1 llull = 0 {::} u = e, 

ana osnovu (1) definicije II.3.2.1 i 1° teoreme II.3.2.1 je 

11>-ull = J(>.u,>.u) = )>->-(u,u) = vl>-l 2 (u,u) = 1>-1~ = 1>-lllul!. 

Najzad, ako koristimo uvedenu oznaku (II.3.2.1), nejednakost iz 3° teoreme 
II.3.2.1 uzima oblik 

(II.3.2.2) l(u,v)l ~ l!ullllvll 
6Viktor Jakovlevic Bunjakowsky (1804-1889), ruski matematicar. 
7Karl Herman Amandus Schwarz (1843-1921), nemacki matematicar. 
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pa imamo 

llu + vll 2 = (u + v, u + v) (u, u) + (v, v) + (u, v) + (v, u) 

tj. 

llull 2 + llvll 2 + (u, v) + (u, v) 

= llull 2 +llvii 2 +2Re(u,v) 

< llull
2 

+ llvll
2 

+ 2l(u, v)l 

< llull
2 

+ llvll
2 

+ 2llullllvll 

· < (!lull+ llvll)
2

, 

llu +vii ::::; !lull+ llvll· 

Dakle, stvarno J(u,U} ima sve osobine norme, tj. vazi !lull = J(u,U}. 
Za tako uvedenu normu kazemo da izvire iz skalarnog proizvoda. 

Ako umesto kompleksnog vektorskog prostora (OC = q imamo realni 
vektorski prostor (OC = JR), tada se osobina (5) u definiciji II.3.2.1 skalarnog 
proizvoda ( ·, ·): X 2 ---+ JR, svodi na osobinu simetrije 

(51
) (u, v) = (v, u). 

U tom slucaju za prostor X kazemo da je Euklidov ili euklidski prostor. 

Posmatrajmo sada proizvoljni euklidski prostor. Nejednakost (II.3.2.2) 
svodi se na 

_ 1 < (u,v) 
- llull · llvll ::::; 

1
' 

(u,v =I=(}) 

sto daje ideju da se uvede jedan geometrijski pojam u opsti unitaran-eu
klidski prostor, ugao uzmedu dva vektora u i v, pomocu 

(II.3.2.3) 
(u,v) 

cos <p = !lull · II vii' 

Definicija U.3.2.2 Unitaran vektorski prostor sa norrrtom (II.3.2.1) nazi
va se pred-Hilbertov8 prostor. Ukoliko je ovaj prostor kompletan naziva se 
Hilbertov. 

Dakle, na osnovu prethodnog, mozemo reci da je Hilbertov prostor jedan 
specijalan Banachov pros tor, pa sve sto smo u prethodnim odeljcima rekli 
o Banachovom prostoru vazi i za Hilbertov prostor. Medutim, struktura 
Hilbertovog prostora je bogatija (zbog postojanja skalarnog proizvoda) od 

8 David Hilbert (1862-1943), veliki nemacki matematicar. 
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Banachovog prostora, te je u Hilbertovom prostoru moguce uvesti pojmove 
koji nemaju analogona u Banachovom prostoru. Takode, do mnogih poj
mova, koji postoje i u Banachovom prostoru, moze se u Hilbertovom pro
storu doci na specifican i, cesto, jednostavniji nacin. 

II.3.3 Primed prostora sa skalarnim proizvodom 

1ako je unitarni prostor (prostor sa skalarnim proizvodom) apstraktno 
definisan, primeri koji slede pokazuju da niz konkretnih prostora zadovoljava 
sve zahteve unitarnog prostora, te da je skalarni proizvod upravo generali
zacija skalarnog proizvoda klasicnih vektora u trodimenzionalnom prostoru. 

U primerima koji slede moramo dati vektorski prostor Xi funkciju koja 
uredenom paru u, v E X pridruzuje skalar ( u, v) E lK. Nakon toga treba 
verifikovati da tako definisana funkcija zadovoljava sve zahteve (aksiome) 
1-5 skalarnog proizvoda iz definicije II.3.2.1. Tada vektorski prostor X i 
tako definisana funkcija ( u., v) zajedno cine unitara.n prostor koji i dalje 
oznacavamo sa X. 

Primer 1. Neka je X= Vo(E) trodimenzionalni vektorski prostor. 

Pretpostavimo da je u prostoru Vo(E) zadata baza B = {z,j~ k}. Neka 
su dalje 

a= oA = atz + a2] + a3k i b = oB = hz + b2j + b3k 

dva proizvoljna vektora u Vo(E). 

Pokazimo da je funkcija (-, ·): V0 (E) 2 --+ JR., definisana pomocu 

(11.3.3.1) 

skalarni proizvod. 

Direktno cemo proveriti osobine (1)-(4) iz definicije 11.3.2.1 Kako je 
Vo(E) vektorski prostor nad poljem JR, potrebno je da vazi uslov (51

), tj. 
(a, b) = (b, a), sto je ocigledno tacno na osnovu (II.3.3.1). 

Kako je (a, a) = at +a~ +a~, zakljucujemo da je (a, a) ;::: 0, pri cemu 
je (a, a) = 0 ako i samo ako je a1 = a2 = a3 = 0, tj. a= o. Takode, za tri 
vektora a, b i C (= q Z + c2j + C3k), imamo 

(a1 + b1)Ci + (a2 + b2)c2 + (a3 + b3)c3 

(a1c1 + a2c2 + a3c3) + (btcl + b2c2 + b3c3) 

(a, C)+ (b,C). 
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Najzad, za svako .A E ffi. i svako a, bE Vo(E) vazi jednakost 

(.Aa, b) = (.Aa1)b1 + (.Aa2)b2 + (.Aa3)b3 

= .A(a1b1 + a2b2 + a3b3) =.A( a, b). 

Umesto oznake (a, b), za skalarni proizvod (II.3.3.1) uobicajeno se koristi 
oznaka a . b ili jos jednostavnije ab. 

Norma koja izvire iz skalarnog proizvoda (II.3.3.1) je euklidska norma, 
definisana pomocu (II.3.1.1). Dakle, ovde imamo 

11 ""'112 (""' ""') 2 2 2 1""'12 2 a = a, a = a1 + a2 + a3 = a = a , 

tj. 

Koriscenjem geometrijske interpretacije vektora, moguce je skalarni pro
izvod dva vektora uvesti i na jedan drugaCiji nacin. Neka vektori a= OA i 
b = C51J zaklapaju ugao tp (videti sliku 1). 

cp = 7f /2 

Sl. 1 Sl. 2 

Primenom kosinusne teoreme na trougao OAB dobijamo 

I BA 1
2
=1 oA 12 +I oB 1

2
-21 oA 1·1 C51J l·costp, 

tj. 

(II.3.3.2) 

-----7 __, 
jer je B A = a - b. 

S druge strane imamo 

Ia- bl 2 =(a- b,a- b)= (a, a)- (a, b)- (b,a) + (b,b), 
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tj. 

(II.3.3.3) 

Poredenjem (II.3.3.2) i (II.3.3.3) dobijamo jednakost 

(II.3.3.4) 

koja se obicno uzima za definiciju skalarnog proizvoda dva vektora s obzirom 
daje njegova forma nezavisna od izabrane baze u prostoru Vo(E). Nije tesko 
pokazati da su definicione formule (II.3.3.1) i (II.3.3.4) ekvivalentne. 

Na osnovu (II.3.3.4), zakljucujemo da je skalarni proizvod dva vektora a 
i b skalar, Cija se vrednost nalazi izmedu -ab +ab. OCigledno, iz uslova 
ab = 0 sleduje da je 

Dakle, skalarni proizvod dva vektora a i b jednak je nuli ako je bar jedan 
od vektora jednak nula-vektoru ili ako su vektori ortogonalni, tj. ako je 
cp = 1r /2. Na slici 2, na strani 86, prikazani vektori a i b su ortogonalni. 

Kako su na8i bazisne vektori {f, J, k} ortogonalni i jedinicni, imamo 

f. f= 1, 

J·f=O, 
k ·f= 0, 

f·J= o, 
f·J= 1, 
k·f= 0, 

f. k = 0, 

f·k =0, 
k·k=l. 

Za takvu bazu {f, J, k} kazemo da je ortogonalna baza. Stavise, koristi se 
termin ortonormirana baza, ukazujuCi time da su u pitanju bazisni vektori 
sa normama (u nasem slucaju, intenziteti:ma) jednakim jedinici. 

Ako formiramo skalarne proizvode vektora 

redom, sa bazisnim vektorima f, J, k, dobijamo 

S druge strane, na osnovu (II.3.3.4), imamo 

m= acosa, __,__, (3 aJ =a cos , ak =a cos,, 
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gde su a, (3, ry uglovi koje vektor a zaklapa redom sa vektorima 2, J, k. Dakle, 
vektor a se moze predstaviti u obliku 

(II.3.3.5) a= a( cos a2 +cos (3] +cos ryk). 

Kako je lal =a, zakljucujemo da je 

cos2 a+ cos2 (3 + cos2 ry = 1. 

Kosinusi uglova a, (3, ry mogu se odrediti pomocu 

al 
cos a=-, 

a 

a2 cos f-1_ -· ,_,_ ' 
a 

a3 
cos--y=-. 

a 

U opstem slucaju, koriscenjem skalarnog proizvoda dva vektora moguce 
je odrediti ugao 'P koji oni zaklapaju. Tako imamo 

ab albl + a2b2 + a3b3 
COS((J=- = -,~==~==~-r~==~~ 

ab Jay + a~ + a~ )by + b~ + b~ ' 

sto dodatno opravdava ranije datu formulu (II.3.2.3) i njen geometrijski 
smisao u opstem unitarno-euklidskom prostoru. 

Specijalno, neka su u prostoru Vo(E) dati vektori a = 22 + k b = 

42 +]- 3k. Kako je njihov skalarni proizvod 

ab = (22 + k)(42 + :r- 3k) = 2. 4 + o. 1 + 1. ( -3) = 5, 

a intenziteti 

zakljucujemo da je 'P =arccos( J5/26). 6 

Primer 2. Lako je proveriti da vektorski prostor JRn postaje euklidski 
ako se skalarni proizvod uvede pomocu 

n 

(II.3.3.6) (x, y) = L XkYk, 

k=l 

gde su x =(xi, ... ,xn) i y = (yl, ... ,yn)· 

Za vektore baze { e1, e2, ... , en}, date u primeru 4 na strani 66, mozemo 
reCi da su medu sobom ortogonalni s obzirom daje (ei, ek) = 0 (i-=/= k), pa na 
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osnovu (II.3.2.3) zakljucujemo da je ,ugao" izmedu vektora ei i ek (i i- k) 
jednak 1f /2. 

Norma koja izvire iz skalarnog proizvoda, u ovom slucaju 

llxll = ~ = Jxr + · ·· +x~, 
je, u stvari, euklidska norma llxlle (videti primer 4 na strani 80). 

Lako je videti da za vektore ortogonalne baze { e 1, e2, ... , en} vazi, II ei II = 

1 (i = 1, ... ,n), paje dakle {et,e2, ... ,en}, ustvari, ortonormirana baza 
U ]Rn. 

Na osnovu (II.3.2.3), ugao izmedu vektora x i y odreden je sa 

X1Y1 + ' ' ' + XnYn 
COS~= -r~======~~~======~ V xt + ' ' ' + X~ V Yt + ' ' . + Y~ 

Slicno, ako razmatramo kompleksan vektorski prostor en, skalarni pro
izvod je moguce uvesti pomocu 

n 

(x, y) = L Xklh· 
k=l 

Primetimo da se koordinate vektora y pojavljuju kao konjugovane vrednosti. 

Bunjakowsky-Cauchy-Schwarzova nejednakost u en ima oblik 

Primer 3. Neka je C[a, b] linearni prostor realnih neprekidnih funkcija 
na segmentu [a, b] iz primera 3 na strani 61. Za dve funkcije u, v E C[a, b] 
generalizacija formule (II.3.3.6) daje · 

(u, v) = 1b u(t)v(t) dt 

Iz osobina integrala sledi da su zadovoljeni zahtevi (1), (3), (4), (5'), a 
uslov (2) iz definicije II.3.2.1 proizilazi iz Cinjenice da 

(u, u) = 1b lu(t)1 2 dt = 0 

i neprekidnost funkcije u(t), povlace u(t) = 0 za svako t E [a, b], tj. u = 0. · 
h. 
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II.3.4 Konstrukcija ortogonalne baze 

U prethodnom odeljku pominjali smo ortogonalnu i ortonormiranu bazu 
u euklidskim prostorima Vo(E) i !Rn i pojam ortogonalnosti je proizilazio iz 
formule (II.3.2.3) za euklidske prostore. 

Mectutim, moze se definisati i ortogonalnost dva vektora u bilo kakvom 
unitarnom prostoru X ( ne samo euklidskom) sa skalarnim proizvodom ( ·, ·). 

Definicija II.3.4.1 Vektori u i v· iz X su ortogonalni ako je (u, v) = 0. 

Ortogonalnost vektora u i v oznacavamo sa u _i v. Vodeci racuna o 
definiciji norme, lako je pokazati da iz u _l v sleduje 

( uopsteno Pitagorino pravilo). 

Definicija II.3.4.2 Skup vektora U = {u1,u2, ... ,un} u unitarnom pros
toru X je ortogonalan ako je (ui, uk) = 0, za svako i -j. k. Ukoliko je i 
llukll 1 (k = 1, 2, ... , n), kazemo da je slmp U ortonormiran. 

Neka je U = { u1, u2, ... , un} proizvoljan skup ortogonalnih nenula vek
tora. Pokazimo, najpre, da je ovaj skup linearno nezavisan. 

Ako poctemo od jednakosti 

i obrazujemo skalarni proizvod sa proizvoljnim vektorom uk (1 ::; k ::; n), 
dobijamo 

sto se, zbog ortogonalnosti, svodi na >.k(uk, uk) = 0. Kako je (uk, uk) 
llukll2 -j. 0 i k proizvoljno, sleduje >.k = 0, sto znaCi da je posmatrani skup 
vektora linearno nezavisan. 

Jedan ortonormiran skup B* = { ui, u2, ... , u~} predstavlja bazu u X 
ako se svaki vektor u E X, na jedinstven naCin, moze da predstavi linear
nom kombinacijom 

(II.3.4.1) 
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OCigledno, ovo je moguce ako je dim X = n. Za takvu bazu kazemo da je 
ortonormirana. Ukoliko imamo ortogonalnu bazu B = { u1, u2, ... , Un}, tada 
se vektori ortonormirane baze B* = { u]', u2, ... , u~} jednostavno dobijaju 
pomocu 

(k = 1,2, ... ,n). 

Skalare x1, x2, ... , Xn, tj. koordinate vektora u u ortonormiranoj bazi B*, 
mozemo dobiti formiranjem skalarnog proizvoda ( u, uZJ. Tada iz (II.3.4.1) 
sleduje 

(k=1,2, ... ,n). 

Napomenimo, takode, da se skalarni proizvod dva vektora u i v pred
stavljenih u obliku (II.3.4.1) 

svodi na 

(u, v) Xl'[h + X2ih + · · · + XnYn · 

Naravno, 

Zbog jednostavnosti u primenama, ortogonalna baza ima prednosti nad 
algebarskom bazom u unitarnom prostoru. Zato je od interesa prouciti pos
tupak za konstrukciju ortogonalne baze. 

N eka je dat slmp linearno nezavisnih vektora { v1, v2 , ... } u unitarnom 
prostoru X. Postupak kojim se oyom skupu vektora moze pridruziti ortog
onalni sistem vektora { u1, u2 , ... }, tako da se lineali nad ovim skupovima 
poklapaju, poznat je kao Gram 9'-Schmidtov 10 postupak ortogonalizacije i 
on se moze iskazati na sledeCi naCin: 

Uzmimo najpre u1 = v1, a zatim u2 predstavimo u obliku 

gde je >.21 nepoznati parametar koji odrectujemo iz uslova da je vektor u2 
ortogonalan sa u 1 . Tada je 

9 Jorgen Pedersen Gram (1850-1916), danski matematicar. 
10 Erhard Schmidt (1876-1959), nemacki matematicar. 
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odakle sleduje 

( v2, ui) 
u2 = v2 - ( ) u I 0 

UI, UI 

Pretpostavimo sad a da smo konstruisali skup vektora { ui, u2, 0 0 0 , Uk-I} 0 

Vektor Uk predstavimo u obliku 

Uk = Vk + AkiUI + Ak2U2 + 0 0 0 + Ak,k-IUk-Io 

Tada nepoznate parametre Aki (i = 1, 2, 0 0 0, k - 1) odredujemo iz uslova 
ortogonalnosti vektora v.k sa svim prethodno konstruisanim vektorima UI, 

u2, 0 0 0' Uk-Io Dakle, 

k-I 

( uk, u.i) = ( Vk, Ui) + ~ Akj ( Uj, ui) = 0 
.i=I 

(i = 1, 2, 0 0 0 'k- 1) 0 

Kako iz ovih jednakosti sleduje 

Aki = _ (vk, ui) 

( Ui, Ui) 

imamo 

(Ilo3o4o2) 

(i = 1, 2, 0 0 0 'k- 1)' 

(k = 2, 3, .. o)o 

Dakle, u opstem slucaju, vektori ortogonalnog sistema { ui, u2 , 0 0 0} mogu 
se konstruisati uzimanjem ui = VI i dalje pomocu formule (Ilo3.4o2) 0 Odgo
varajuCi ortonomirani sistem vektora je { u}', u~, 0 0 0 }, gde su 

(k = 1, 2, .. o)o 

Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije transformise skup linearno 
nezavisnih vektora {VI, v2, o o 0} u ortogonalan, a samim tim i linearno neza
visan skup vektora { ui, u2, 0 0 0}, tako da se line ali nad ovim skupovima pok
lapajuo 

Primer 1. Neka su u prostoru Vo(E) dati vektori 

a= 2?:+ f, S = 4?:+ f- 3k, c= -t+ 2f+ 2ko 



II.3. NORMIRANI PROSTOR I UNITARNI PROSTOR 93 

Gram-Schmidtovim postupkom ortogonalizacije odredicemo ortogonal
nu bazu { u, v, w}. 

Stavimo, najpre, i1 = a = 2z + k. 
Kakoje uu = 4+0+1 = 5 i b·i1 = 8+0-3 = 5, imamo )121 = -5/5 = -1, 

paje 
v = S + -\21 a = 4z + f- 3k - ( 22 + f) = 22 + f- 4k. 

Kako je, dalje, uv = 4 + 1 + 16 = 21, cu = -2 + 0 + 2 = 0 i CiJ = 

-2 + 2- 8 = -8, dobijamo A31 = -0/5 = 0 A32 = -(-8)/21 = 8/21. 
Tadaje 

tj. 

·w = 
2
5
1 

(-z+ 10j+ 2k). 

Odgovarajuca ortonormirana baza je 

{ 
1 ( _, k_,) 1 ( _, _, """') 1 ( _, _, """') } R 2z + , M1 2z + J - 4k , ~ -z + 10J + 2k 

v5 v21 v 105 

IL3.5 Ortogonalni potprostori 

Sem ortogonalnih vektora u prostoru X, moguce je razmatrati i tzv. 
ortogonalne skupove vektora. Za dva sknpa vektora. Y1 i Y2 (Y1, Y2 C X) 
ka.zemo da. su ortogona.lna. a.ko je sva.ki vektor u E Y1 ortogonala.n sa sva.kim 
vektorom v E Y2 . Ovu cinjenicu ozna.ca.va.mo sa Y1 _L Y2 . Ako skup Y1 sadrzi 
sa.mo jedan vektor, na primer Y1 = { u}, tada se moze govoriti o ortogonal
nosti vektora u na skup Yz. Dakle, u _L Y2 ako je vektor u ortogona.lan sa 
svakim vektorom skupa Yz. Nije tesko dokazati sledeCi rezultat: 

Teorema 11.3.5.1 Da bi vektor u E X bio ortogonalan na potprostor Y 
(Y c X) potrebno je i dovoljno da je on ortogonalan sa svim vektorima 
proizvoljne baze potprostora Y. 

Dokaz. Neka je {v1, vz, ... , vrn} proizvoljna ba.za potprostora Y. Ako je 
u _L Y, ta.da je u ortogona.lan sa svim vektorima iz Y, pa i sa vektorima 
ba.ze. 

Obrnuto, pretpostavimo da je (u, vk) = 0 za k = 1, 2, ... , m i neka. je v 
proizvoljan vektor iz Y. Tada se v moze, na jedinstven naCin, predstaviti 
pomocu linearne kombinacije bazisnih vektora 

v = X1v1 + AzVz + · · · + ArnVrn, 
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odakle dobijamo 

(u, v) (u, )qvl + A.2v2 + · · · + AmVm) 

_\I(u, vi)+ ,\2(u, v2) + · · · + >-m(u, Vm) = 0. 

Dakle, u _L Y. 0 

Na osnovu prethodnog, zakljucujemo da su dva potprostora Y1 i Y2 or
togonalna ako i samo ako su im proizvoljne baze ortogonalne. 

Definicija II.3.5.1 Za sumu razliCitih potprostora Y1, Y2, ... , Ym kazemo 
da je ortogonalna ako su svaka dva potprostora medu sobom ortogonalna. 
Takvu sumu oznacavamo sa 

(II.3.5.1) 

Teorema II.3.5.2 Ortogonalna suma Y nenula potprostora Y1, Y2, ... , Ym 
je uvek direktna suma. 

Dokaz. Ako u svakom od potprostora Yk (k = 1, 2, ... , m) izaberemo 
ortonormiranu bazu Bk, onda se svaki vektor iz ortogonalne sume (II.3.5.1) 
moze na jedinstveni nacin izraziti kao linearna kombinacija vektora iz unije 
bazisa, tj. iz skupa B = B1 U B2 U · · · U Bm. Slmp vektora B je baza u Y 
jer su, zbog ortogonalnosti, svi vektori iz B linearno nezavisni. 0 

Pretpostavimo da je prostor X ortogonalna suma svojih potprostora Y1, 
Y2, ... , Ym, tj. da je 

Kako se vektori u, v E X, na jedinstven nacin, mogu predstaviti u obliku 

V = VI + V2 + · · • + Vm , 

gde je uk, vk E Yk (k = 1, 2, ... , m), skalarni proizvod (u, v) moze se izraziti 
jednostavno kao 

Na kraju ovog odeljka razmotricemo slucaj dva potprostora koji su kom
plementarni (videti definiciju II.l.6.3 na strani 71). 
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Definicija II.3.5.2 Neka je Y ( 1= { 61}) potprostor unitarnog prostora X. 
Za skup svih vektora u EX koji su ortogonalni naY, tj. 

Y_L = {u EX I u j_ Y}, 

kazemo da je ortogonaln·i komplement potprostora Y. 

Teorema II.3.5.3 Ortogonalni komplement Y _L potprostora Y je, takoae, 
potprostor. 

Dokaz. Ako u, v E Y _L, tad a je u j_ Y i v j_ Y. Takode, au + f3v j_ Y za 
svako a, f3 E IK, sto znaci au+ f3v E Y _i. 0 

Teorema II.3.5.4 Neka je Y potprostor unitarnog prostora X. Tada vaii 
jednakost 

Dokaz. U potprostorima Y i Y _L izaberimo ortogonalne baze B1 i B2, re
spektivno. Tada je skup vektora B = B1 U B2 , zbog ortogonalnosti, linearno 
nezavisan. Potrebno je dokazati da je skup vektora B baza prostora X. 

Pretpostavimo suprotno, tj. da B nije baza, a zatim dopunimo ovaj 
skup ortogonalnim vektorima do baze. OznaCimo sa e ( E X) jedan od tih 
dopunskih vektora. Tada iz Cinjenice da je e j_ B1 sleduje e j_ Y, tj. e E Y _L. 

Isto tako, iz e _l B 2 sleduje e j_ Y _L. Dakle, vektor e istovremeno pripada Y _L 
i ortogonalan je naY j_' sto je moguce jedino ako je e =B. Kako nula-vektor 
ne moze biti bazisni vektor, zakljucujemo da je skup B baza. 0 

11.4 ZADACI ZA VEZBU 

1. Koji od sledecih skupova vektora Cine bazu u vektorskom prostoru ~3 ? 

a) (1,0,2), (0,1,0), (4,8,-3); 

b) (3,3,0), (0,3,0), (3,0,3); 

c) (7,2,2), (-3,2,5), (1,2,4); 

d) (2,0,3), (-1,2,-1), (1,6,3). 

2. Date skupove vektora dopuniti do baze u vektorskom prostoru polinoma 
stepena ::::; 3. 

a) P1(t) = 3 + 2t + 3t2-:- 2t3 , P2 (t) = t- t3 ; 

b) pl ( t) = 1' p2 ( t) = 3t2
' p3 ( t) = t + t 2 

- t3
. 
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3. Vektori vektorskog prostora X dati su svojim koordinatnim reprezentaci
jama u nekoj bazi sa 

Dokazati da vektori dati koordinatnim reprezentacijama x1, x2, xs i sami 
formiraju bazu, a zatim nac i koor.dinate vektora datog sax u toj novoj bazi. 

4. Da li sledeCi slmp vektora P predstavlja linearan potprostor vektorskog 
prostora JE.S; ako jeste, odrediti mu jednu bazu i dimenziju. 

a) P = {(x1,0,xs) I x1,xs E R}, 

b)P={(x1,x2,xs)lx1+x2+xs=O 1\ x1,x2,xsER}, 

c) P = {(x1,x2,xs) I x1 +x2 +xs = 1 1\ x1,x2,xs E R}, 

d)P={(xl,X2,xs)lxl Xs 1\ Xl,X2,xsER}. 

5. Neka su u, v, w E X, gde je X unitarni prostor (prostor sa skalarnim 
proizvodom). Aka je 

(u,v) = 1 +i, (u,w) = i, 

odrediti 
(v, u), (u, v + 2w), (u, iw). 

6. Odrediti dimenziju i jednu bazu potprostora X unitarnog prostora Rs, 
gde je 

X= {(m,O,m) I mER}. 

U skupu X naCi sve jedinicne vektore (vektore cija je norma koja izvire iz 
skalarnog proizvoda jednaka jedinici) i odrediti ugao izmedu njih. 

7. Dokazati da su vektori 

u1 = (1, 1, 0, 0), u2 = (0, 0, 1, 1), Us= (2, 1, 0, 0), u4 = (0, 0, 0, 3), 

unitarnog prostora ~4 , linearno nezavisni. Polazeci od ovog skupa vektora 
{ u1, u2, us, u4}, primenom Gramm-Schmidtovog postupka ortogonalizacije, 
odrediti slmp ortogonalnih vektora { v1, v2, vs, V4}. 
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III.l LINEARNI OPERATOR! 

III.l.l Pojam linearnog operatora 

' 

N elm su X i Y linearni pros tori nad is tim poljem skalara JK. Radi jedno
stavnijeg pisanja, oznacavacemo nula-vektor i unutrasnju i spoljasnj u kom
poziciju na isti naCin ( (), +) u oba prostora. 

Preslikavanje A pros tor a X u prostor Y oznacavamo sa u 1----+ g = A( u) 
ili jednostavno sa 

(III.l.l.l) u ~----+ g =Au 

kad god je to moguce. U mesto terinina preslilmvanje ili funkcija, odsad cemo 
koristiti naziv operator. 

Prostor X se naziva oblast definisanosti operatora A. Element g iz 
(III.l.l.l) naziva se slika elementa u, a sam element u original. Skup svih 
slilm, tj. {An \u E X}, naziva se oblast vrednosti operatora A i oznacava 
se sa A(X). U slucaju, kada svakom elementu g E .A(X) odgovara samo 
jedan original, za operator se kaze da je obostrano jednoznacan, tj. da je 
preslikavanje A bijekcija prostora X na .A(X). 

U daljem razmatranju interesuju nas samo tzv. linearni operatori, koji 
imaju znacajnu ulogu u opstoj teoriji operatora. Posebno su interesantni 

97 
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linearni operatori na konacno-dimenzionalnim prostorima jer su oni u uskoj 
vezi sa nekakvim posebnim semama brojeva koje zovemo matricama kao i 
sa teorijom koja je iz toga nastala. 

Pre nego sto definisemo linearni operator, definisacemo aditivni operator 
i homogeni operator. 

Definicija III.l.l.l Operator A: X ----+ Y je aditivan ako je 

A(u+v) = Au+Av 

za svako u, vEX. 

Teorema III.l.l.l Aka je A: X----+ Y aditivni operator, tada je AB = e i 
A(-u) = -A(u) (u EX). 

Dokaz. Iz 
Au = A( u + B) = Au + AB 

sleduje da je AB nula-vektor u Y, koji cemo, shodno gore uvedenoj konven
ciji, opet oznaciti sa e, tj. Ae =e. 

Isto tako, iz 

e = AB = A(u + (-u)) =Au+ A(-u) 

sleduje 
A(-u) =-Au, 

tj. slika simetricnog elementa od u poklapa se sa simetricnim elementom 
slike od u. 0 

Definicija III.l.l. 2 Operator A: X ----+ Y je homogen ako je 

A(-\u) =-\Au 

za svako u E X i svako ,\ E K 

Primetimo da na osnovu homogenosti operator a A: X ----+ Y i rezultata 
teoreme II.l.2.1 na strani 59, takode imamo 

AB = A(Ou) = OAu = e 

A(-u) = A((-l)u) = (-l)Au =-Au, 

sto sui rezultati teoreme III.l.l.l za aditivni operator A. 
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Definicija III.1.1.3 Operator A: X -+ Y je linearan ako je istovremeno 
aditivan i homogen, tj. ako za svako u, v EX i svako .A, f-L E ][{ imamo da je 

Definisimo dva specijalna linearna operatora: nula operator i · identicki 
operator. 

Definicija III.1.1.4 Za operator 0: X -+ Y, za koji je Ou = (J za svako 
u E X, kaiemo da je nula-operator. 

Definicija III.l.l. 5 Za operator I: X -+ X, za koji je I u = u za svako 
u E X, kaiemo da je identicki operator. 

Primer 1. Neka je a fiksirani skalar iz polja ][{ i neka je operator 
A: X -+ X definisan pomocu Au = au za svako u E X. Operator A je 
linearan jer je 

A(.Au + f-.LV) = a(.Au + JW) = (a.A)u + (af-.L)v = (.Aa)u + (f-.La)v, 

tj. 

Ovako definisan operator A naziva se skalarni opemtor. U specijalnom 
slucaju, kada je a= 0, operator A se svodi na tzv. nula-operator 0, dok se 
za a = 1 operator A svodi na identicki (jedinicni) operator I. 

Primetimo da ovaj nula-operator 0 preslikava svako ·u E X na neutralni 
element (J E X, £:., 

III.1.2 Rang linearnog operatora 

Neka su, nadalje, X i Y konacno dimenzionalni linearni prostori nad 
istim poljem skalara lK. 

Za linearni operator A: X H Y skup A(X) zove se oblast vrednosti tog 
operatoar i oznacava se sa RA, tj. RA = A(X). Nije tesko utvrditi da je 
RA potprostor prostora Y. 

Zaista, za vektore g i h iz RA postoje vektori u i v iz X sa svojstvom da 
je g =Au i h = Av. No tada za svako a, (3 E K imamo 

ag + (3h = aAu + (3Av = A(au + (3v), 

sto pokazuje da linearna kombinacija vektora iz RA ponovo lezi u RA, tj: 
RA jeste potprostor u Y. 
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Slicno, skup svih u E X za koje je Au = () obrazuje potprostor u X. 
Taj potprostor se zove nula-potprostor ili jezgro operatora A i oznacava se 
saNA ili ker A, tj 

N A = ker A = { u E X I Au = ()}. 

Potprostori RA i N A prvi su potpuno odredeni i vazni pratioci svakog 
linearnog operatora. Zbog toga mnoga pitanja u vezi operatora A zavise u 
prvom redu od tih dvaju potprostora. 

Definicija III.1.2.1 Dimenzija potprostora RA zove se rang operatora A, 
u oznaci r A ili rang A, a dimenzija potprostora N A defekt operatora A i 
oznacava se sa nA ili def A. 

Veza izmedu ranga i defekta data je sledecom teoremom: 

Teorema III.1.2.1 Neka je dimX = n i A: X ---+ Y linerani operator. 
Tada je 

(III.l.2.1) rang A+ defA = n. 

Dokaz. Da bismo teoremu dokazali uzmimo bazu e1 , e2 , ... , ek u NA 
i dopunimo je s vektorima ek+l, ... , en do baze u X. Svaki vektor u E 

X moze se predstaviti u obliku u = uo + UM, gde je uo E NA, a UM je 
linearna kombinacija vektora ek+l, ... , en. No tada je Au= A(uo + UM) = 
Auo + AuM = AuM. Odavde se vidi da operator A preslikava potprostor 
MA = L{ek+l, ... , en} na RA· Pri tome su vektori Aek+lJ ... , Aen linearno 
nezavisni. Zaista, 

n n 

L ajAej = () =? A L ajej = (), 
j=k+l j=k+l 

sto po definiciji potprostora NA znaci da je 'L,j1=k+l ajej E NA. No ovo je 
moguce samo ako je ak+l =···=an= 0. Prema tome, vektori 

su linearno nezavisni i Cine jednu bazu potprostora RA (Ae1 = · · · = Aek = 
()). Dakle, dimRA = n- k = n- dimNA, sto smo i trebali dokazati. 0 

Iz dokaza prethodne teoreme se vidi da vektori ek+l, ... , en cine bazu 
potprostora MA u X, koji je komplement potprostora NA. Jasno je da taj 
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komplementaran potprostor nije jednoznacno odreden potprostorom NA. 
No cim se uzme baza uNA ita baza dopuni do baze u X, dobija se mogucnost 
konstrukcije potpuno odredenog komplementarnog potprostora, za koji smo 
pokazali da ga operator A preslikava na RA, tj. operator A svaki komplernent 
potprostora NA preslikava na RA· 

N apomenimo jos da je to preslikavanje A : MA 1---7 RA biunivoko. Drugim 
recima, proizvoljan vektor g E RA je slika jednog i samo jednog vektora 
iz MA· Nairne, ako pretpostavimo postojanje dva vektora Ulvf E J\!JA i 
u'tvJ E MA, za koje je 

g =AuM =Au~, 

tada imamo 

tj. Ulvf- u~1 E NA· 

S druge strane, Ulvf -u'tvJ E MAjer je MA potprostor. Kako je, medutim, 
NAn J\!JA = {B}, zakljucujemo da mora biti U!vf = tt'tvJ· 

Prema tome, linearni operator A predstavlja biunivoko preslikavanje vek
tora iz potprostora MA na RA, tj. A je izomorfizarn ovih potprostora pa i 
zbog toga vazi da je dimMA = dirnRA = r A (videti teorernu II.2.1.3), tj. 
da je Aen1, ... , Aen jedna baza prostora RA (videti teoremu II.2.1.2). 

Na osnovu (III.l.2.1) imamo 

rang A= dimRA = dimMA::; dimX = n, 

sto znac1 da dimenzija oblasti vrednosti operatora ne moze biti veca od 
dimenzije oblasti definisanosti operatora. 

111.1.3 Linearni prostor L(X, Y) 

Skup svih linearnih operatora koji preslikavaju prostor X u prostor Y 
(nad istim poljem IK), oznaCicemo sa L(X, Y). Taj se skup na prirodan 
nacin moze pretvoriti u linearni (vektorski) prostor. Time linearni opera
tori postaju jedinke, elementi, odnosno vektori izvesnih vektorskih prostora. 
Struktura u skupu L(X, Y) odredena je Cinjenicom da su elementi tog skupa 
operatori, tj. funkcije. 

Tako, iz definicije operatora sleduje da su dva operatora A, B E L(X, Y) 
jednaka ako i samo ako je Au= Bu za svako u EX. U tom slucaju pisemo· 
A=B. 
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Definicija III.1.3.1 Zbir operatora A i !3, u oznaci A+ !3, je operator C 
odreden pomocu 

Cu = (A+ !3)u = Au+ !3u (VuE X). 

Lako je videti da je ovako definisan operator C = A + !3 element skupa 
L(X, Y). Stavise, vazi sledece tvrdenje (dajemo ga bez dokaza): 

Teorema III.1.3.1 Za svako A,. !3, C E L(X, Y) imamo: 

(1) A+ (!3 +C) = (A+ /3) + C, 

(2) A+ 0 = 0 +A = A, 

(3) Za svaki operator A E L(X, Y) postoji jedinstven njemu suprotan ope
rator -A E L(X, Y) takav da je 

A+ (-A) = (-A) +A = 0, 

(4) A+!3=!3+A. 

Dakle, struktura (L(X, Y), +) je Abelova grupa. Neutralni element je 
nula-operator 0 ( Ou = f) (Vu E X)). 

Definicija III.1.3.2 Proizvod operatora A i skalara A iz polja lK je operator 
C odreden pomocu 

Cu = (AA)u = A(Au) (VuE X). 

Jasno je da AA E L(X, Y). Takode, bez dokaza navodimo i sledece 
tvrdenje: 

Teorema III.1.3.2 Za svako A, !3 E L(X, Y) i svako A, p, ElK vaii 

(1) A(p,A) = (Ap,)A, 

(2) (A+ p,)A = AA + p,A, 

(3) A( A+ /3) = AA + A/3, 

(4) 1A =A. 

Na osnovu teorema III.l.3.1 III.l.3.2 zakljucujemo da vazi sledece 
tvrdenje: 
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Teorema III.1.3.3 Skup L(X, Y), snabdeven operacijom sabiranja kao 
unutrasnjom kompozicijom i mnoienjem operatora skalarom kao spoljasnjom 
kompoziciJ'om, obrazuje linearni prostor nad poljem skalara IK. 

Dakle, polazeCi od vektorskih prostora X i Y, dolazimo do novog vek
torskog prostora L(X, Y). Kasnije cemo pokazati da je prostor L(X, Y) 
konacno dimenzionalan, ako su X i Y konacno dimenzionalni, te da je 
dimL(X, Y) = dimX dimY! 

III.1.4 Proizvod operatora, regularan i inverzni operator 

Definicija III.l.4.1 Proizvod operatora A: Y---+ Z i B: X---+ Y je operator 
C = AB : X ---+ Z, definisan pomocu 

Cu = (AB)u = A(Bu) (VuE X). 

Lako je pokazati da je proizvod linearnih operatora (ako je definisan) 
ponovo linearan operator. Jasno je, takode, da komutativnost u opstem 
slucaju ne vazi (stavise, ako postoji AB uopste ne mora postojati BA). 

Osobine asocijativnosti proizvoda operatora i distributivnosti proizvoda 
prema zbiru operatora su sacuvane, kadgod imaju smisla navedeni proizvodi, 
o cemu svedoCi sledeca teorema. 

Teorema III.1.4.1 Neka su X, Y, Z, W linea.rni pmstori nad poljem IK. 
Tada vaii: 

(1) A(BC) = (AB)C za sva.ko A E L(Z, W), BE L(Y, Z), C E L(X, Y), 

(2) A(B +C)= AB + AC za svako AE L(Y, Z), B, C E L(X, Y), 

(3) (A+ B)C = AC + BC za. sv~ko A, B ~ L(Y, Z), C E L(X, Y). 

Dokaz. Dokaz asocijativnosti mnozenja sleduje iz cinjenice da za svako 
u EX imamo: 

(A(BC))u 

((AB)C)u 

A(BCu) = A(B(Cu)), 

AB(Cu) = A(B(Cu)). 

Za dokaz distributivnosti mnozenja operatora prema sabiranju operatora 
podimo, opet, od proizvoljnog vektora u E X. Tada imamo redom 

(A(B + C))u = A((B + C)u) = A(Bu + Cu) = A(Bu) + A(Cu) 

(AB)u + (AC)u = (AB + AC)u, 
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odakle sleduje jednakost (2). 
Dokaz poslednje jednakosti izvodi se na slican nacin. 0 

Ako za svako u E X =? Au E X, tada se moze definisati iterirani 
operator An (n-ti stepen operatora A) kao 

(n EN), 

pri cemu je A0 ='I identicki operator. 
Za operatore An i Am (n, m E No), s .obzirom na asocijativnost proiz

voda, vazi jednakost 
An Am= An+m. 

Za skup linearnih operatora koji preslikavaju X u X, u oznaci L(X, X), 
na osnovu prethodnog (videti teoreme III.l.3.1 i III.l.4.1) zak~jucujemo da 
vazi sledeci rezultat: 

Teorema III.1.4.2 (L(X, X),+,·), gde je + sabiranje operatora, a· mno
ienje operatora, ima algebarsku strukturu prstena sa jedinicom. 

U skupu linearnih operator a koji preslikavaju X u X, za koje obicno 
kazemo da deluju u X, moguce je odrediti neki podskup operator a koji ima 
strukturu grupe u odnosu na operaciju mnozenja operatora. Da bi se odredio 
takav podskup potrebno je uvesti pojam regularnog operatora. 

Definicija III.1.4.2 Za linearni operator A: X --+ X kazemo da je regu
laran ili da je nesingularan ako se njegovo jezgro sastoji samo od nula
vektora e. 

Za operator koji nije regularan kazemo da je singularan ili da je neregu
laran operator. 

Primer 1. Skalarni operator A, uveden u primeru 1 na strani 99 je 
regularan operator za svako a =J 0. Na primer, identicki (jedinicni) operator 
'I je regular an (a = 1), ali je nula-operator 0 singular an (a = 0). !::,. 

Regularni operatori poseduju vise interesantnih osobina: 

1° Defekt regularnog operatora A: X --+ X jednak je nuli, odakle je 

rang A= dimX; 
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3° Za svako g E X postoji jedinstveno u E X takvo da je Au = g (jedin
stvenost originala); 

4° Proizvod konacnog broja regularnih operatora je regularan operator. 

Osobina 3° je izuzetno vazna. Da bismo je dokazali pretpostavimo da za 
neko g E X postoje dva vektora u, u' E X takva da je 

Au=g Au'=g. 

Tada je A(u- u') = e. Kako se, s druge strane, jezgro regularnog ope
ratora A sastoji samo od nula-vektora, zakljucujemo da je u- u' = e, tj. 
u = u'. N apomenimo da se cesto za definiciju regularnog operator a uzima 
osobina 3°. 

Osobine 2° i 3° kazuju da je regularan operator A bijekcija prostora X 
naX. 

Ranije smo videli da za proizvod operatora generalno vazi asocijativni 
zakon, sto znaCi da i na podskupu regularnih operatora koji preslikavaju X 
na X ovaj zakon vazi. 

Vidimo, takode, da vazi 

(VA: X ---t X) AI=1A=A, 

gde je I identicki operator u X, za koji smo vee videli da je regularan 
operator. 

Da bi skup svih regularnih operatora koji deluju u X Cinio grupu u 
odnosu na mnozenje operatora, dovoljno je jos pokazati da za svaki regular an 
operator A postoji regularan operator A - 1 , takav da je 

Saglasno osobinama 2° i 3° da svakom vektoru g E X odgovara jedan i 
samo jedan vektor u E X, a imajuCi u vidu da su operatori u sustini funkcije, 
moze se za svaki regular an operator A definisati inverzan operator A - 1 . 

Definicija III.1.4.3 Neka je A: X ---t X regularan operator. Za preslika
vanje A - 1, za koje vazi 

(VuE X), 

kazemo da je inverzan operator od A. 
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Teorema 11!.1.4.3 Neka je A: X-+ X regularan linearni operator. Tada 
je inverzan operator A-I, takoae, regularan linearni operator. 

Dokaz. Neka su Au1 = g1 i Au2 = 92, tj. A-1g1 = u1 i A-192 = u2, 
i neka su c1 i c2 proizvoljni skalari iz polja K. S obzirom da je A linearan 
operator, imamo 

A-1(c1Au1 + c2Au2) 

A-1A(c1u1 + c2u2) 

= CI U.1 + C2U2 

CIA-191 + c2A-192· 

Dokazimo da je i A-1 regularan operator. 
Za svako 9 E ker A - 1 imamo 

Primenom operatora Ana levu i desnu stranu poslednje jednakosti dobijamo 

A(A-19) = Ae, 

tj. g = e, jer je .Ae = e. Dakle, jezgro operatora A-1 sastoji se samo od 
nula-vektora, tj. operator A-1 je regularan operator. 0 

Dakle, slmp svih regularnih operatora cini grupu u odnosu na mnozenje 
operatora. Ova grupa nije komutativna. Medutim, moguce je izabrati jedan 
podskup Sk regularnih operatora tako da (Sk, ·) ima strukturu komutativne 
grupe. 

111.2 MATRICE 

III.2.1 Pojam matrice 

U mnogim problemima nauke i tehnike veoma je cest slucaj da se po
javljuju izvesne ,veliCine" opisane konacnim ili beskonacnim nizom brojeva, 
na primer, 

ili 

ili pak nekom pravougaonom semom brojeva, na primer, 

au a12 a1n 

a21 a22 a2n 
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u kojoj se pojavljuje m vrsta i n kolona. Napomenimo da, ponekad, broj 
vrsta i kolona ne mora biti konacan. Jasno je da svaki niz moze biti tretiran 
kao pravougaona sema sa jednom vrstom (m = 1). Obicno, brojevi ai, ili 
aij, pripadaju nekom brojnom polju OC. U na8im razmatranjima uvek cemo 
pretpostavljati da je lK. = IR ili lK. = C. U opstem slucaju, kao elementi 
pravougaone seme mogu se pojavljivati i drugacije ,veliCine". 

Definicija III.2.1.1 Za pravougaonu semu brojeva aij E OC (i = 1, ... , m; 
j = 1, ... , n), predstavljenu u obliku 

(III.2.1.1) 
[an a12 

a21 a22 
A= 

aml am2 

kazemo da je matrica tipa m x n nad poljem OC, a za brojeve aij kazemo da 
su elementi matrice A. 

U zavisnosti od toga da li je polje IR ili C, za matrice kazemo da sti realne 
ili kompleksne matTice. 

Umesto oznake (III.2.1.1) u upotrebi su i oznacavanja 

au a12 aln 

("11 
0,12 

a1n ) 
a21 a22 a2n a21 a22 a2n 

aml am2 amn aml am2 amn 

Elementi matrice A sa istim prvim indeksom cine jednu vrstu matrice. 
N a primer, elementi 

Cine i-tu vrstu matrice A. Slicno, elementi sa istim drugim indeksom cine 
jednu kolonu matrice. Prema tome, prvi indeks odreduje pripadnost vrsti, 
a drugi indeks pripadnost koloni matrice. Element aij pripada i-toj vrsti 
i j-toj koloni matrice A, tj. on se nalazi u preseku i-te vrste i j-te kolone 
matrice, pa se za njega kaze da se nalazi na mestu ( i, j) u matrici A. Kod 
oznacavanja elementa matrice aij, indekse i i j obicno ne odvajamo zapetom, 
tj. ne pisemo ai,j, sem u slucajevima kada je to neophodno radi identifikacije. 
Na primer, a2i-l,j+l je element koji se nalazi na mestu (2i -l,j + 1) u datoj -
matrici A. 



108 GLAVA III. LINEARNI OPERATOR!, MATRICE I ... 

Umesto oznake (III.2.1.1) cesto se koristi kraCi zapis 

A= [aij]mxn, 

pn cemu aij predstavlja opsti element matrice A, koja ima rn vrsta i n 

kalona. Dakle, prvi indeks i uzima red om vrednosti iz skupa { 1, 2, ... , m}, 
a drugi indeks j iz skupa {1, 2, ... , n }. 

Ako su dve matrice istog tipa, za elemente na mestu (i, j) kazemo da su 
odgovarajuci elementi. Na primer, za matrice A = [ai}]mxn i B = [bij]mxn 
elementi aij i bij su odgovarajuci. 

Definicija III.2.1.2 Za dve matrice A i B kazemo da su jednake matrice 
ako su istog tipa i ako su im odgovarajuCi elementi jednaki. 

To znaCi da su matrice A = [aij]mxn i B = [bij]pxq jednake ako i samo 
ako je m = p, n = q i aij = bij (i = 1, 2, ... , m; j = 1, 2, ... , n). 

Napomenimo da je jednakost matrica, uvedena definicijom III.2.1.2, jed
na relacija ekvivalencije u skupu matrica. 

Definicija III.2.1.3 Matricu tipa m x n Ciji su svi elementi jednaki nuli 
nazivamo nula-matrica i oznacavamo sa Omn· 

u slucajevima kada ne moze doci do zabune, nula-matricu oznacavacemo 
jednostavno sa 0. 

Matricu tipa 1 x n nazivamo matrica-vrsta i tada pri pisanju elemenata 
izostavljamo prvi indeks. Na primer, matrica-vrsta je 

Slicno, matricu tipa n x 1 nazivamo matrica-kolona. U ovom slucaju, 
koristi se i termin vektor-kolona, ili prosto vektor, i pri tom se oznacava sa 

U ovom slucaju za elemente a1, a2, ... , an kazemo da su koordinate ili 
komponente vektora a. Cesto za i-tu koordinatu vektora a koristimo oznaku 
ai = { a}i. 

Ako su svi elementi vektora jednaki nuli, govoricemo da je to nula-vektor 
i oznacavacemo ga sa On, ili jednostavno Sao, kada ne moze doci do zabune. 
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Definicija III.2.1.4 Za matricu tipa 

[au CL12 

a'"] a21 a22 a2n 
(III.2.1.2) A= [aij]nxn = : 

anl U.n2 U.nn 

kazemo da je kvadmtna matrica reda n nad poljem OC. 

Umesto oznake [aij]nxn, korisc.ene u (III.2.1.2), za kvadratne rnatrice 
reda n cesto se koristi oznaka [aij ]]\ koja ukazuje da oba indeksa ( i i :i) 
uzimaju redom vrednosti od 1 do n. 

Svi elementi kvadratne matrice A, kod kojih su oba indeksa jednaka, tj. 
elementi au, a22, ... , ann, obrazuju glavnu dijagonalu matrice A. Slicno, 
elementi a111 , az,n-1, ... , anl obrazuju sporednu dijagonalv. mai,rice A. 

K vadratnu matricu D, formiranu samo od dijagonalnih elemenata mat
rice A, tj. od elemenata na glavnoj dijagonali, oznacavacemo sa diag A. 
Dakle, 

D = diagA = 

ili 
D = diag A= diag (au, a22, ... , a1117 ). 

Svi elementi van glavne dijagonale matrice D = diag A su jednaki nuli. 
Dakle, u opstem slucaju, ako su clementi kvadratne matrice D = [dij]1 takvi 
da je d·ij = 0 za svako ·i f. j, a bar jedan element na glavnoj dijagonali razlicit 
od nule, za matricu D kazemo da je dijagonalna. 

Definicija III.2.1.5 Dijagonalna matrica reda n Ciji su svi elementi na 
dijagonali jednaki jedinici naziva se jedinicna matrica. i oznacava se sa In. 

Prema tome vazi jednakost In= diag (1, 1, ... , 1). 

U slucajevima kada je jasno koga je reda, jedinicnu matricu In oznaca
vamo samo sa I. 

U vodenjem Kroneckerove1 delte, pomocu 

oij = { ~: ~ f ~: 
1 Leopold Kronecker (1823-1891), nemacki matematicar. 



110 GLAVA III. LINEARNI OPERATOR!, MATRICE I ... 

jedinicna matrica In moze se predstaviti kao 

In= [6ij]~. 

Na kraju, uvedimo i pojam tzv. trougaone matrice: 

Definicija 111.2.1.6 Ako za kvadratnu matricu R = hj]~ vazi 

i > J ::::} Tij = 0, 

kazemo da je R gornja trougaona matrica. 
Ako za kvadratnu matricu L = [lij ]f vazi 

i < j ::::} iij = 0, 

kazemo da je L donja trougaona matrica. 

Dakle, gornja i donja trougaona matrica redan imaju sledece oblike: 

R= 
[

ru 

lJ. 
Primetimo da su svi elementi ispod glavne dijagonale u matrici R, kao i 

svi elementi iznad glavne dijagonale u matrici L, jednaki nuli. 

Naravno, matrice ne bi imale takav znacaj kakav imaju u nizu pro
blema savremene nauke i tehnike, naroCito pri konstrukciji odgovarajuCih 
linearnih matematickih modela koji imaju izvesna algebarska svojstva, da 
se nad matricama ne mogu sprovoditi razliCite operacije, gotovo kao nad 
brojevima. Mozemo reCi da one, u izvesnom smislu, uopstavaju brojeve. 
Stavise, razvijena je citava teorija matrica i ona predstavlja jednu vaznu 
oblast savremene matematike, i teorijske i primenjene. Popularnosti matrica 
i odgovarajuceg ,matricnog racuna" doprinela je ne samo potreba za takvim 
sistemima kojima se veoma koncizno opisuju relativno obimni fizicki sistemi, 
nego i cinjenica da se na racunskim masinama (racunarima) mogu izvoditi 
racunske operacije koje su definisane medu matricama i koje se izvode u 
delicu sekunde, a za koje bi nam inace trebalegodine (nije preterivanje) za 
njihovo izvodenje bez racunara. 

Linearni operatori i algebra nad njima su u uskoj vezi sa matricama i 
operacijama koje se uvode nad njima, iako se teorija matrica moze tretirati 
i potpuno nezavisno od vektorskih prostora i operatora. 

Mi cemo, ovde, taj ,matricni racun" uvesti uz pomoc operacija sa li
nearnim operatorima i koriscenjem veza koje postoje izmedu operatora i 
matrica. 
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III.2.2 Matrica linearnog operatora na 
konacno-dimenzionalnim prostorima 

111 

N eka su X i Y konacno-dimenzionalni vektorski prostori nad is tim po
ljem IK, dim X = n, dim Y = m, i neka je u prostoru X zadata baza 
Be= {et, e2, ... , en}· Neka je, dalje, A: X-? Y linearan operator. 

U prostoru X uoCimo proizvoljan vektor u. Tada se on moze na jedin
stven naCin prikazati kao linearna kombinacija vektora baze Be, tj. 

(III.2.2.1) 

Primenom operatora Ana (III.2.2.1) dobijamo 

Au = A(x1e1 + xzez + · · · + Xnen) 

A(x1e1) + A(x2e2) + · · · + A(xnen) 

x1Ae1 + xzAez + · · · + XnAen. 

Lako je uociti da je linearan operator A potpuno odreden ako su poznate 
slike bazisnih vektora Vj = Aej (j = 1, 2, ... , n). Tada je, naime, 

u prostoru y uocimo bazu 

i razlozimo vektore Aei ('i = 1, 2, ... , n) po vektorima baze B !· Tada imamo 

(III.2.2.2) 

Ae1 = anh + az1fz + · · · + O.mlfm, 
Aez = a1zh + azz.fz + · · · + O.mzfm, 

Na osnovu (III.2.2.2) formirajmo matricu 

Definicija III.2.2.1 Za Ate kazemo da je matrica operatora A: X -t Y u
odnosu na baze Be i Bj, tim redom. 
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Napomenimo da broj vrsta u matrici operatora odgovara dimenziji pros
tara Y, a broj kolona dimenziji prostora X. Kolone matrice A su, u stvari, 
koordinate vektora Aej (j = 1, 2, ... , n) u odnosu na izabranu bazu B f. 
Dakle, da bismo odredili element aij potrebno je primeniti operator A na 
vektor ej, i u slici Aej uzeti i-tu koordinatu 2 , sto cemo oznaCiti sa 

(III.2.2.3) 

Posmatrajmo sada vektore u E X i v E Y, Cije su koordinatne reprezen
tacije, u bazama Be i Bj, date nidom sa 

Neka je 

(III.2.2.4) 

tj. 

u = x1e1 + x2e2 + · · · + Xnen, 

v = Yd1 + Y2h + · · · + Ymfm· 

v =Au, 

~ Ydi =A(~ x;e;) = ~ x;Ae; 

Koriscenjem (III.2.2.2) imamo 

~Ydi = ~x;(~a;;f} 
odakle, promenom redosleda sumiranja na desnoj strani, dobijamo 

~Ydi = ~(~a;;x;)k 
Kako je sistem vektora B f linearno nezavisan, dobijamo vezu izmedu 

koordinata vektora u i v 

tj. 

(III.2.2.5) 

n 

Yi = L aijXj 

j=l 

(i=1,2, ... ,m), 

YI = aux1 + a12x2 + · · · + alnXn, 

Y2 = a21X1 + a22X2 + · · · + a2nXn, 

2 Matrica operatora je nad istim poljem skalara lK kao i prostori X i Y. 
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Dakle, kod preslikavanja vektora u u vektor v pomocu linearnog opera
tara A, pri fiksiranim bazama u pros to rima X i Y, veze izmedu koordinata 
ovih vektora date su sistemom jednaCina (III.2.2.5). Koeficijenti ovog sis
tema jednaCina su ocigledno elementi matrice operatora. Prema tome, pri 
fiksiranim bazama u X i Y, postoji uzajamno jednoznacna koresponden
cija izmedu operatorske jednacine (III.2.2.4) i sistema jednacina (III.2.2.5). 
Drugim recima, operatorski pristup i matricni pristup3 su potpuno ravno
pravni i dovoljno je tretirati samo jedan od njih. Nairne, uvek se iz (III.2.2.4) 
moze preCi na (III.2.2.5) i, obrnuto, iz sistema jednaCina (III.2.2.5) na oblik 
(III.2.2.4). Po pravilu, matricni pristup je jednostavniji za rad. 

Promenom bazisa u prostorima X i Y doCi ce do promene matrice ope
ratora. Ovaj problem bice tretiran kasnije. 

Razmoticemo sada nekoliko primera u kojima dajemo konstrukciju mat
rica nekih operatora. 

Primer 1. Kod nula-operatora 0: X ---t Y imamo 

(Vi, j) 

Dakle, ako je dim X = n i dim Y = m, matrica nula-operatora 0 je nula-
matrica tipa m x n. 6. 

Primer 2. Kod identickog operatora I: X ---t X imamo 

{ 
1, ako je ·i = j, 

O.ij = {Iej}i = {ej}i = 
0 

k .. --1- • 
, a OJez 1 J, 

sto znaci da je matrica ovog operator a jedinicna matrica I, Ciji red odgovara 
dimenziji prostora X. 6. 

Primer 3. U primeru 4 na strani 61 i primeru 1 na strani 63 razmatrali 
smo vektorski prostor svih polinoma stepena ne viseg od n, u oznaci Pn. Di
menzija prostora Pn je n+l. Prirodna baza ovog prostoraje {1, t, t 2

, .•. , tn }. 
Definisimo sada linearni operator 1J: P n ---t P n-1 pomocu slika bazisnih ele
menata 

(k = 0, 1, ... , n). 

Ovo je, u stvari, operator diferenciranja, koji jedan polinom iz prostora Pn 
( dimenzije n + 1) preslikava na neki polinom u prostoru P n-1 ( dimenzije n). 
Na8 zadatak je da odredimo matricu D = [dij]nx(n+1) ovog operatora. 

3 Koristi koordinatne reprezentacije vektora i matricu operatora. 
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K k . j-1 ( . 1 1) . a o Je ej = t J = , ... , n + 1 

Dej = (j- 1)tj-2 = (j- 1)ej-1, 

imamo, za i = 1, ... , n, 

ako je j - 1 = i, 
ako je j - 1 -:f i. 

UzimajuCi u prostoru Pn-~ prirodnu bazu, za matricu operatora D 
dobijamo 

III.2.3 Operadje sa matricama 

U odeljcima III.l.3 i III.l.4 uveli smo operacije sa linearnim operatorima 
tako da mozemo odrediti: 

1° zbir dva operatora; 
2° proizvod operatora skalarom; 
3° proizvod dva operatora. 

U prethodnom odeljku pokazali smo da je, pri fiksiranim bazisima u pros
to rima X i Y, linearni operator A jednoznacno odreden svojom matricom 
A= [aij]mxn, gde sum= dimY, n = dimX, a elementi matrice dati sa 
(III.2.2.3). 

ImajuCi u vidu ove cinjenice, moguce je uvesti i odgovarajuce opera
cije sa matricama, uspostavljajuCi na taj nacin dva ekvivalentna pristupa u 
tretiranju problema: operatorski i matricni pristup. 

1° Razmotrimo najpre sabimnje dve matrice A i B. I deja za uvodenje 
zbira C = A+ B sastoji se u tome da matrice A i B budu, u stvari, matrice 
dva linearna operatora A i B i da zbir C bude matrica operatora C = A+ B. 
Kako je zbir operatora uveden za operatore u prostoru L(X, Y), to proizilazi 
da matrice A i B moraju biti istog tipa, recimo m x n, gde su m = dim Y 
i n = dimX. 

Dakle, neka su A = [aij]mxn i B = [bij]mxn- Na osnovu (III.2.2.3) 
definicije III.l.3.1 za elemente matrice C = [ciJlmxn imamo 

Cij = {Cej}i = {Aej + Bej}i, 
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tj. 
Cij = {Aej}i + {Bej}i = aij + bij· 

Ovo sugerise sledecu definiciju za sabiranje matrica: 

115 

Definicija III.2.3.1 Zbir matrica A = [a·ij]mxn i B = [bij]mxn je matrica 
C = [cij]mxn, gde je 

(i = 1, ... , m; j = 1, ... , n). 

Primer 1. Neka su 

A= [ ~ -~ -~] B = [ -~ -~ ~]. 
Tadaje 

[ 
1 -5 7 ] 

C = A + B = 1 2 -4 . 

2° Razmotrimo sada proizvod matrice skalarom. Neka je A = [aiJlmxn 
matrica operatora A: X -t Y. SaC= [cij]mxn oznaCimo matricu operatora 
C = .AA. Tada, na osnovu (III.2.2.3) i definicije III.l.3.2, imamo 

Definicija III.2.3.2 Proizvod matrice A = [aij]mxn i skalara A je matrica 
C = [cij]mxn, gde je 

Cij = Aaij· (i = 1, ... , m; j = 1, ... , n). 

Primer 2. Za matricu A iz prethodnog primera imamo 

[ 
9 -15 9 ] 3A = 0 12 -21 ' OA=O. 

Za matricu ( -1) A = -A kazemo da je suprotna matrica matrici A. Zbir 
A i -A daje nula matricu. Koriscenjem suprotne mat rice moze se uvesti 
oduzimanje matrica istog tipa na sledeCi naCin: 

Definicija III.2.3.3 Razlika matrica A = [aij]mxn i B = [bij]mxn je mat
rica C = [cij]mxn, gde je 

(i = 1, ... , m; j = 1, ... , n). 
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Dakle, vazi 
A-B=A+(-B). 

3° Razmotrimo sada najslozeniji slucaj ~ proizvod dve matrice A i B, 
koji treba da odgovara proizvodu operatora A: Y-+ Z i B: X-+ Y. Neka 
su prostori X, Y, Z sa dimenzijama n, m, p i bazama 

{h, h, · · ·, fm}, 

respektivno, i neka je proizvod C ·= AB: X -+ Z dat definicijom III.1.4.1. 

N ajpre treba ustanoviti dimenzije odg'ovarajucih mat rica A, B, C. N a 
osnovu definicije III.2.2.1, ove matrice su redom tipa p x m, m x n, p x n. 
Dakle, imamo: 

C = [cij]pxn· 

U skladu sa (2.3.3) za elemente matrice C imamo 

Na osnovu (III.2.2.2), za operatore A i B imamo 

p 

Afk = :2::: avk9v (k = 1,2, ... ,m) 
v=l 

m 

Bej = :2::: bkj fk (j = 1, 2, ... , n), 
k=l 

odakle sleduje 

tj. 
m 

Cij = Lbkj{A!k}i. 
k=l 

Najzad, kako je {Aik}i = aik> dobijamo 

m 

Cij = L aikbkj. 
k=l 

Ovaj rezultat sugerise sledecu definiciju za mnozenje matrica: 
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Definicija III.2.3.4 Proizvod matrica A = [aij]pxm 
matrica C = [cij]pxn, Ciji su elementi dati sa 

B [bi}]mxn je 

m 

(III.2.3.1) Cij = L aik bkj 

k=l 

(i = 1,2, ... ,p; j = 1,2, ... ,n). 

Dakle, mozemo zakljuCiti: 

1° Proizvod matrica C = AB defininisan je samo ako je broj kolona u 
matrici A jednak broju vrsta u matrici B; 

2° Broj vrsta u matrici C jednak je broju vrsta u matrici A; 

3° Broj kolona u matrici C jednak je broju kolona u matrici B, 

sto je predstavljeno i na sledecoj semi: 

! ~x ~~ lpx ml lmx nl ===> 
I f t 

A B c 

Ako izdvojimo iz matrice A elemente i-te vrste i formiramo vektor-vrstu 

a iz matrice B elemente j-te kolone i formiramo vektor-kolonu 

1
::: I , 
bmj 

tada se, na osnovu formule (III.2.3.1), raeunanje elementa Cij, na preseku 
i-te vrste i j-te kolone matrice C, moze sematski prikazati kao ,proizvod" 
i-te vrste matrice A i j-te kolone matrice B 

Primer 3. Neka su 

[1 3] 
A= 0 4 
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Proizvod AB je matrica tipa 2 x 3. Dakle, 

AB- - . - [1·2+3·1 1·1+3·3 1·(-1)+3·(-2)]- [5 10 -7] 
0. 2 + 4. 1 0. 1 + 4. 3 0. ( -1) + 4. ( -2) 4 12 -8 

Ako uvedemo vektore x i y kao koordinatne reprezentacije vektora u E X 
i v E Y u bazama Be i Bt, respektivno (videti prethodni odeljak), 

X = 1;:1· y = 1~: I 
Xn Ym 

sistem jednacina (III.2.2.5) moze se, vrlo koncizno, predstaviti u matricnom 
obliku 

(III.2.3.2) y =Ax, 

gde je A= Ate matrica operatora A: X-----+ Y. Formula (III.2.3.2) je analo
gon operatorskoj formuli (III.2.2.4). 

Osobine koje vaze za operacije kod operatora vaze i za odgovarajuce 
operacije sa matricama. Tako, na primer, osobina asocijativnosti vazi i kod 
sabiranja i kod mnozenja matrica. Dakle, jednakosti 

A+ (B + C) = (A+ B) + C A(BC) = (AB)C 

vaze, naravno, pod uslovom da naznacene operacije imaju smisla. 

Operacija sabiranja je komutativna, tj. A+ B = B +A. Medutim, 
mnozenje dve matrice nije komutativno. Pre svega, ako postoji proizvod 
AB, ne mora postojati proizvod BA. Cak i u slucajevima kada postoje AB 
i BA (na primer, kada su matrice istog reda), u opstem slucaju je 

AB =/= BA. 

Da bismo se uverili u to, posmatrajmo jednostavan primer 

Tadaje 

AB = [~ ~] = 0, 
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Dakle, AB i= BA. Iz ovog primera se moze izvuCi jos jedan vazan 
zakljucak: 

AB = 0 =t? A = 0 V B = 0. 

ImajuCi ovako definisane operacije sa matricama, skup matrica se moze 
posmatrati kao neka algebarska struktura. Tako, na primer, sledeci rezultat 
predstav lj a analog on teoremi III.l. 3.1 : 

Teorema III.2.3.1 Neka je Mm,n skup svih matrica tipa m X n. Struktura 
(Mm,n, +) je Abelova grupa. 

Slicno se, kao analogon teoremi III.1.3.3, moze formulisati sledece tvrde-
nje: 

Teorema III.2.3.2, Skup matrica Mm,n, snabdeven operacijom sabiranja 
matrica i operacijom mnoienja matrice skalarom, obrazuje vektorski pTOstor 
nad poljem skalara K 

Postavlja se pitanje sta se moze uzeti kao baza u ovom prostoru, kao 
i to kolika je dimenzija ovog prostora. Nije tesko uociti da se kao baza u 
prostoru Mm,n moze, na primer, uzeti skup matrica 

{Epq I Epq= [efJ]mxn' p=1, ... ,m; q=1, ... ,n}, 

Ciji su elementi, koriscenjem Kroneckerove delte, dati pomocu ef} = OipOjq· 
Ocigledno, dim Mm,n = mn. Kako je pros tor Mm,n analogon prostoru 
L(X, Y), tj. ovi prostori su izomorfni, to je i dimL(X, Y) = mn, gde su 
n = dim X i m = dim Y. 

Najzad, kao analogon teoremi 1II.l.4.2 imamo sledeCi rezultat: 

Teorema III.2.3.3 Neka je Mn skup svih kvadratnih matrica redan, snab
deven operacijom sabiranja + i operacijom mnoienja matrica, u oznaci · . 
Tada je struktura (Mn, +, ·) prsten sa jedinicom. 

Primetimo da je ta jedinica u stvari jedinicna matrica I E Mn kao neu
tralni element za mnozenje matrica iz Mn. Dakle, lako je proveriti da za nju 
vazi 

AI= IA =A 

Naravno, to se i moglo ocekivati s obzirom da je identicki operator I E 

L(X, X), Cija je matrica upravo I E Mn (videti primer 2 na strani 113), · 
neutralni element za mnozE'mje operatora iz L(X, X). 
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III.2.4 Transponovana matrica 

Definicija III.2.4.1 Transponovana matrica matrice 

A= [ai;]mxn = [~t 
je matrica 

[ :1:.1~ 
AT= [aji]nxm = 

a1n 

(i-ta vrsta u A je i-ta kalona u AT, J·-ta kalona u A je j-ta vrsta u AT). 

Primer 1. Ako je A= [-~ -~ -~] , njena transponovana matrica 

je 

[1 -2] 
AT= -3 7 

-1 2 

Primer 2. Transponovanjem vektora 

dobija se matrica-vrsta 

Primer 3. Skalarni proizvod vektora x i y, gde su 

Xn] . T [ 
1 y = Yl Y2 · · · Yn] ' 
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moze se predstaviti u obliku (videti primer 2 na strani 88 i primer 4 na strani 
66) 

n 

(x,y) = LXkYk = YT x. 
k=l 

Ako se radi o kompleksnim vektorima, tada je 

n 

(x, y) = L XkYk = y*x, 
k=l 

gde y* oznacava vektor koji se dobija transponovanjem vektora y i konju-
govanjem njegovih koordinata. ~ 

Za operaciju transponovanje vaze osobine iskazane sledeCim teoremama: 

Teorema III.2.4.2 Aka suA i B matrice istog tipa tada je 

Teorema III.2.4.3 Za matrice A i B, za koje je definisan proizvod AB, 
definisan je i proizvod BT AT i vaii jednakost 

(III.2.4.1) 

Dokaz. Neka suA= [aij]mxn i B = [bij]nxp· Tada je element na mestu 
(i,j) u matrici AB = C = [cij]m~p jednak 

n 

Cij = L aikbkj 
k=l 

(1 ::::; i :S m; 1 ::::; j::::; p). 

Element Cij nalazi se u j-toj vrsti i i-toj koloni matrice (AB)T, koja je tipa 
px m. 

S druge strane, proizvod matrica BT i AT, tj. 

[~~~ ~~~ 
BTAT = 

blp b2p 

bnll [au bn2 a12 

bnp a1n 
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takode je tipa p x m, pri cemu na mestu (j, i) imamo element 

n n 

hjail + · · · + bnjain = '2::: bkjaik = '2::: aikbkj, 

k=l k=l 

sto je, U stvari, element Cij. 0 

Matematickom indukcijom moze se dokazati sledeCi opstiji rezultat: 

Teorema III.2.4.4 Za m matri·ca A1, ... , Am, za koje je definisan proizvod 
A1 ···Am, vaii jednakost 

Ako su elementi matrice aij kompleksni brojevi, tada se moze definisati 
tzv. konjugovano-transponovana matrica, u oznaci A*, pomocu 

[

an 
a12 

A* = [aji]nxm = _; 

a1n 

Primer 4. Ako je 

[

1- i 2i l 
A= -3 7 + 2i , 

-1 2 + i 
konjugovano-transponovana matrica je 

A* = [1 + .i -3 -1 ] 
- 2~ 7 - 2i 2 - i . 

Teoreme III.2.4.1 - III.2.4.4 ostaju u vaznosti ako se transponovanje 
zameni sa konjugovanim-transponovanjem (ina desnoj strani jednakosti 2° 
teoreme III.2.4.1, umesto A, tada stoji :\). Na primer, analogon jednakosti 
(III.2.4.1) je (AB)* = B*A*. Naravno, kod matrica nad poljern lR vazi 
A*= AT. 

Primer 5. Neka je u prostoru matrica M2,2 zadata baza (videti teoremu 
III.2.3.2) 

[0 OJ [0 OJ } = {En E12 E21 E22} 
1 0 ,' 0 1 ' ' ' . 
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Odredicemo: (a) matricu operatora transponovanja T: M2,2 -+ M2,2i 
(b) matricu operatora F: M2,2 -+ M2,2, definisanog pomocu 

FX=AX+XB, 

gde su A, B E M2,2 konstantne mat rice. 

(a) Kako su 

TEn= En, TE12 = E2\ TE21 = El2, TE22 = E22, 

na osnovu (III.2.2.3), za matricu operatora transponovanja u datoj bazi B, 
dobijamo 

l~ 
0 0 

~] T= 
0 1 
1 0 
0 0 

(b) Neka su 

A= [au a12] 
a21 a22 

B = [bu b12] . 
b21 b22 

Kako su 

AEu + Ell B = [au + bu b12] , 
a21 0 

AE12 + E12 B = [b21 au+ bn] , 
0 a21 

AE21 + E21 B = [ a12 0 ] , 
a22 + b11 b12 

AE22 + E22 B = [ 0 a12 ] 
b21 an + b22 ' 

tj. 

FE11 =(au+ bn)E11 + b12E12 + a21E21 , 
FE12 = b21E11 +(an + b22)E12 + a21E22 , 
FE21 = a12E11 + (an+ bu)E21 + b12E22 , 
FE22 = a12E12 + b21E21 +(a22 + bn)E22

, 

za matricu operatora :F u bazi B dobijamo 

[

au+ bu 

F = b12 
a21 
0 
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III.2.5 Stepenovanje kvadratne matrice 

Definicija III.2.5.1 Neka je A kvadratna matrica. Stepen matrice A defi
nise se pomocu 

An= AAn-l (n = 1, 2, ... ). 

Jednostavno se dokazuje sledece tvrdenje: 

Teorema III.2.5.1 Aka su k i m nenegativni celi brajevi, vaie farmule 

S obzirom na stepenovanje, moguce je uvesti neke specijalne klase kva
dratnih matrica: 

Definicija III.2.5.2 Ako je Am = 0 za neko m E N, tada za matricu A 
kazemo da je nilpatentna. Najmanji broj k EN za koji je Ak = 0 naziva se 
stepen nilpatentnasti. 

Definicija 111.2.5.3 Ako je A2 = A za matricu A kazemo da je idempa
tentna. 

Definicija 111.2.5.4 Aka je A 2 = I za matricu A kaiema da je involutivna. 

Primer 1. Neka je A = [~ ~]. Tada je 

A2 A. A = [~ ~] . [~ ~] = [~ 1!] = [2; 
A3 = A·A2=[~ ~]·[~ 1!]=[~ 3~]=[2; 

Moze se naslutiti da je 

(III.2.5.1) 

Da bismo dokazali (III.2.5.1) koristicemo metod indukcije. 

Tvrdenje je tacno za n = 1. 
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Pretpostavimo da formula (III.2.5.1) vazi zan = k, tj. da je 

k - [2k 3k2k-1] 
A - 0 2k (kEN). 

Tada imamo 

tj. 

N apomena 1. Kada su svi elementi na glavnoj dijagonali matrice A me
dusobno jednaki, za nalazenje stepena An moze se koristiti binomna formula. 
Metod je posebno efikasan ako je matrica A trougaona. Za matricu A iz 
primera 1 imamo 

An= (2I + B)n 2ni + (7)2n-lB + (~)2n-2B2 +···+(~)En, 

gde je B = [~ ~]. Kako je B 2 = 0, dobijamo 

(
n) [2n 3n2n-1] An = 2n I + 1 2n-1 B = 0 2n . 

Primetimo da je matrica B nilpotentna sa stepenom nilpotentnosti dva. D. 

Napomena 2. U opstem slucaju, binomna formula 

(C+B)n ~ t (~)cn-kBk 
k=O 

vazi samo ako su matrice C i B komutativne. 

Primer 2. Neka je A= [-~ ~]. Tada redom imamo 

A
2 A·A=[-~ ~]·[-~ ~]=[! ~], 

A3 A. A2 = [-~ ~] . [! ~] = [~~ 2~] , 

A4 A·Aa·=[-~ ~]·[~~ 2~]=[4~ s~]· 
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Moze se naslutiti da je 

pri cemu je tesko identifikovati izraz za a21 ( n). !':-,. 

Napomena 3. Pokazacemo kako se za proizvoljnu kvadratnu matricu 

d d 4 A [a b] , . , . . rugog re a = c d moze nac1 n-tl stepen 

(III.2.5.2) 

Primetimo da je 

(III.2.5.3) au (0) = a22(0) = 1, 

i neka je 

(III.2.5.4) au (1) =a, a12(1) = b, a2I(1) = c, a22(1) =d. 

Kako je An+l =A· An, na osnovu (III.2.5.2) imamo 

[
au(n + 1) a12(n + 1)] = [a b] . [au(n) a12(n)] 
a21(n + 1) a22(n + 1) c d a21(n) a22(n) ' 

odakle sleduje 

au(n + 1) = aau(n) + ba21(n), a21(n + 1) = cau(n) + da2I(n), 

a12(n + 1) = aa12(n) + ba22(n), a22(n + 1) = ca12(n) + da22(n). 

Ovaj sistem jednaCina, uz uslove (III.2.5.3) i (III.2.5.4), definise elemente 
rna trice An. Kako su prve dve jednaCine sistema, evidentno, nezavisne od 
poslednje dve jednacine, to cemo ih posebno razmatrati. 

Sabiranjem prve dve jednaCine, uz prethodno mnozenje prve jednaCine 
sa d, a druge sa -b, dobijamo 

(III.2.5.5) dau(n + 1)- ba21(n + 1) =(ad- bc)au(n). 

4 Metod je opsti i vazi za matrice proizvoljnog reda, ali se komplikuje sa porastom reda 
matrice. 
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S druge strane, povecavanjem indeksa n za jedinicu u prvoj jednaCini, nala
zimo 

(III.2.5.6) au(n + 2) = aau(n + 1) + ba21(n + 1). 

Najzad, eliminacijom a21 (n + 1) iz (III.2.5.5) i (III.2.5.6), dobijamo 

au(n + 2)- (a+ d)an(n + 1) +(ad- bc)au(n) = 0. 

Dakle, dobili smo tzv. diferencnu jednacinu oblika5 

(III.2.5.7) z(n + 2)- 2az(n + 1) + (3z(n) = 0, 

gde su 2a = a + d i (3 = ad - be. 
Nije tesko videti da cemo i za ostale elemente matrice An imati istu jed

naCinu (III.2.5.7). Naravno, resenja. ce se razlikovati s obzirom na pocetne 
uslove (III.2.5.3) i (III.2.5.4). 

Pokazacemo sada kako se na jedan formalan naCin moze naci resenje 
jednacine (III.2.5.7). 

Pretpostavimo resenje jednacine (III.2.5.7) u obliku n r---1- z(n) = An. 
Tada imamo da je 

Kako trivijalno resenje A = 0 nije od interesa, zakljucujemo dace An biti 
resenje jednaCine (III.2.5. 7) ako je 

(III.2.5.8) 

Za kvadratnu jednaeinu (III.2.5.8) kazemo da je karakter·isticna jednacina 
diferencne jednacine (III.2.5. 7). . 

Neka su A1 i A2 koreni karakteristicnejednaeine (III.2.5.8). Razlikova
cemo dva slucaja: 

SLUCAJ A1 =f. A2 . Ovaj slucaj se pojavljuje kada je a 2 =f. (3. Tada suA~ 
i A~ resenja jednaeine (III.2.5. 7). Takode je i njihova linearna kombinacija, 

(III.2.5.9) 

resenje jednaCine (III.2.5.7), pri cemu su C1 i C2 proizvoljne konstante. 
Moze se pokazati da resenje (III.2.5.9) sadrzi sva resenja nase jedna

Cine (III.2.5.7) kada je a 2 =f. (3. Zato se resenje (III.2.5.9) naziva opste 

5 Jednacine ovog oblika nazivaju se diferencne jednacine. Ovde se radio tzv. homogenoj 
linearnoj diferencnoj jednacini ·drugog Teda sa konstantnim koeficijentima. 
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resenje diferencne jednacine (III.2.5.7). Napomenimo da je za nalazenje 
opsteg resenja dovoljno poznavati dva linearno nezavisna resenja jednaCi
ne (III.2.5.7), sto su, u na8em slucaju, upravo resenja Ar i A~. Linearna 
kombinacija dva takva resenja daje opste resenje jednaCine (III.2.5. 7). 

Koreni karakteristicne jednaCine (III.2.5.8) mogu biti i konjugovano
kompleksni brojevi, na primer, Al = (!eiO i A2 = (!e-iO. Tada je 

z(n) C1Ar + C2A'2 = Qn(C1ein1J + C2e-in1J) 

Qn ( ( C1 + C2) cos ne + i( C1 - C2) sin nO), 

tj. 
z(n) = (!n(D1 cosn() + D2 sin nO), 

gde su D1 i D 2 proizvoljne konstante. 

SLUCAJ A1 = A2 . Ovaj slucaj nastupa kada je a 2 = (3. Pored resenja 
Ar, koje je evidentno, moguce je pokazati da je i nAr resenje diferencne jed
naCine (III.2.5.7). Zaista, zamenom z(n) = nAr, leva strana u (III.2.5.7), u 
oznaci L[z(n)], postaje 

L[nXrJ (n + 2)A~+2 - 2a(n + 1)A~+l + j3nAr 

nL[A~] + 2A~+l(AI- a). 

Kako je L[ArJ = 0 i AI =a, zakljucujemo da je L[nArl = 0. 

Dakle, u ovom slucaju, opste resenje je 

gde su CI i c2 proizvoljne konstante. 

Koriscenjem opsteg resenja jednaCine (III.2.5. 7) i definisanih pocetnih 
uslova (III.2.5.3) i (III.2.5.4), nalazimo elemente matrice An. !:;,. 

Primer 3. Za matricu A iz primera 2 karakteristicna jednaCina iz 
(III.2.5. 7) postaje 

A2 - 2A- 3 = 0 
' 

cija su resenja AI = 3 i A2 = -1. Opste resenje odgovarajuce diferencne 
jednacine 

z(n+2) -2z(n+ 1) -3z(n) = 0 

je dato sa 

(III.2.5.10) 
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gde su cl i c2 proizvoljne konstante. 
Da bismo, na primer, odredili a21 ( n), primetimo najpre da je a21 ( 0) = 0 i 

a21 (1) = 2. StavljajuCi redom n = 0 in= 1 u (III.2.5.10), za z(n) = a21(n), 
dobijamo 

odakle sleduje cl = 1/2, c2 = -1/2. 
Prema tome, 

a21(n) = ~(3n- (-1t). 

Slicno se mogu naCi i ostali elementi matrice An. Tako imamo da je 

111.3 DETERMINANTE 

Iako su determinante istorijski nastale pre matrica, one se danas definisu 
kao funkcije nad matricarna. U toj definiciji, iz koje proizilaze mnoge oso
bine determinanata, figurisu i permutacije, a to su elementi matematicke 
discipline koju zovemo kombinatorika. 

Zbog toga cemo ovo poglavlju zapoceti razmatranjem osnovnih rezulta
ta vezanih za permutacije, u meri koja nam je neophodna za kasnije pro
ucavanje determinanata i njihovih svojstava. 

III.3.1 Permutacije 

Neka je Sn = { a1, a2, ... , an} ·konacan skup i p obostrano jednoznacno 
preslikavanje skupa Sn na skup Sn. 

Simbolicki to preslikavC).nje p: Sn -i- Sn moze se predstaviti u obliku 

(III.3.1.1) 

koji omogucava da se uoCi slika aik svakog elementa ak (k = 1, 2, ... , n). 
Zapravo vidi se da je aik = p( ak), gde su aiu ai2 , ••• , ain razliciti elementi 
skupa Sn. 

Definicija III.3.1.1 Svako obostrano jednoznacno preslikavanje skupa Sn · 
na skup Sn zovemo permutacija elemenata a1, a2, ... , an skupa Sn. 
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Pokazacemo da broj takvih preslikavanja, tj. broj permutacija, zavisi od 
broja elemenata skupa Sn. Oznacimo, zbog toga, taj broj sa P(n). 

OCigledno, ako je S1 = { a1}, tada je preslikavanje a1 H Pl (a1) = a1, tj. 
identicno preslikavanje, jedino obostrano jednoznacno preslikavanje skupa 
S1 na slmp S1. Dalde, P(1) = 1. 

Za skup S2 = { a1 , a2}, pored identickog preslikavanja 

i preslikavanje P2, odredeno sa 

je biunivoko preslikavanje skupa s2 na slmp s2. u skladu sa prethodno 
uvedenom notacijom (III.3.1.1) imamo 

Prema tome, P(2) = 2. 

Za skup S3 = { a 1, a2, a3} nije tesko utvrditi da postoji sest obostrano 
jednoznacnih preslikavanja skupa S3 na skup S3 : 

P1 : a1 H Pl(al) = a1, a2 H Pl (a2) = a2, a3 H P1(a3) = a3; 

P2 : a1 H P2(al) = a1, a2 H P2(a2) = a3, a3 H P2(a3) = a2; 

P3 : a1 H p3(a1) = a2, a2 H p3(a2) = a1, a3 H p3(a3) = a3; 

P4: a1 H P4(al) = a2, a2 H P4 (a2) = a3, a3 H p4(a3) = a1; 

P5 : a1 H p5(a1) = a3, a2 H p5(a2) = a1, a3 H p5(a3) = a2; 

P6: a1 H P6(a1) = a3, a2 H P6(a2) = a2, a3 H P6(a3) = a1, 

tj. preslikavanj a: 

( a1 a2 a3 ), ( a1 a2 a3 ), ( a1 a2 a3 ), Pl = P2 = P3 = 
a1 a2 a3 al a3 a2 a2 a1 a3 

( a1 a2 a3 ), ( a1 a2 a3 ), ( a1 a2 a3 )· P4 = P5 = P6 = 
a2 a2 a3 al a3 al a2 a3 a1 

To znaCi da je P(3) = 6. 

Kako je P(1) = 1 = 1!, P(2) = 2 = 2! i P(3) = 6 = 3!, intuitivno se 
moze pretpostaviti da je P(n) = n!. Matematickom indukcijom dokazacemo 
da je ova pretpostavka. tacna. 
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Pre formulisanja odgovarajuce teoreme, napomenimo da cemo, nadalje, 
svaku permutaciju identifikovati sa zapisom 

sto, u stvari, predstavlja drugi red u notaciji (III. 3.1.1). 

Teorema III.3.1.1 Broj permutacija skupa ad n elemenata je P(n) = n!. 

Dokaz. Kao sto smo videli, tvrdenje je tacno za n = 1, 2, 3. Pret
postavimo da je tvrdenje tacno za neko n = k ;:: 1, tj. pretpostavimo da je 
P(k) = k!. 

Da bismo odredili P(k+ 1), posmatrajmo skup Sk+l, tj. skup elemenata 
a1, a2, ... , ak, ak+l· Kako je broj permutacija elemenata a1, a2, ... , ak prema 
induktivnoj hipotezi jednak P(k) = k!, broj permutacija elemenata skupa 
sk+l dobicemo na sledeCi naCin: 

Za svaku permutaciju elemenata skupa Sk odredicemo one permutacije 
elemenata skupa sk+l za koje je element ak+l na poslednjem mestu u re
dosledu. Na primer, za permutaciju a1a2a3 ... ak imamo a1a2 ... akak+li za 
permutaciju a1a3a2a4 ... ak permutaciju a1a3a2a4 ... akak+l· Takvih per
mutacija elemenata skupa sk+l ima onoliko koliko ima permutacija eleme
nata skupa sk, sto znaCi k!. 

Zatim cemo, za svaku permutaciju elemenata skupa Sk, odrediti one per
mutacije elemenata skupa Sk+l za koje je element ak+i na pretposlednjem, 
k-tom mestu. Naravno, i takvih permutacija skupa Sk+l ima k! i sve su 
one nove, tj. razliCite od prethodnih k! permutacija. 

ProdliZujuCi ovaj postupak odredivanja novih k! permutacija elemenata 
skupa Sk+l za svako novo mesto elementa ak+l u redosledu, dobijamo da je 
broj permutacija elemenata skupa sk+l odreden sa 

P(k + 1) = P(k)(k + 1) = k!(k + 1) = (k + 1)!. 

Dakle, za svako n EN vazi P(n) = n!. 0 

Prema tome, ako sa Pn oznaCimo slmp svih permutacija od n elemenata, 
tada imamo 

Pn = {Pl,P2, · · · ,Pn!}, 

gde smo sa Pv oznacili permutaciju ciji je indeks TJ, a taj indeks moze biti 
redni broj nastale permutacije u nekom definisanom postupku dobijanja· 
(ispisivanja) permutacija. 
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Permutaciju a 1 a2 ... an zvacemo osnovna permutacija ili polazna permu
tacija, a naznaceni poredak elemenata normalan. Naravno, u svakoj drugoj 
permutaciji taj normalni redosled je narusen. Ako jedna permutacija nas
taje iz neke druge tako sto dva elementa zamene svoja mesta, kazemo da je 
ta permutacija nastala transpozicijom tih elemenata. 

Posmatrajmo sada proizvoljnu permutaciju 

(1 ::; ij :Sn; j = 1, 2, ... , n) 

od elemenata a1, a2, ... , an. 
Ako je ik < im kazemo da elementi aik i aim zauzimaju normalan polozaj. 
Ako je ik > im kazemo da elementi aik i aim obrazuju inverziju. 

Broj inverzija u posmatranoj permutaciji odredujemo na sledeci nacin: 
Uporedimo po veliCini i1 sa brojevima i2, i3, ... , in; zatim i2 sa brojevima 

i3, i4, ... , in; i najzad in-1 sa in. 

Definicija III.3.1.2 Neka je j ukupan broj svih inverzija u nekoj per
mutaciji. Ako je j parno, za permutaciju kazemo da je parna ili da je parne 
klase. Ako je j neparno, permutacija je neparna ili je neparne klase. 

Osnovna permutacija nema nijednu inverziju i ona se uvrscje u permu
tacije parne klase. 

Primer 1. Neka jeSs= {al,a2,a3,a4,as}. Odredicemo broj inverzija 
u permutaciji a4a1a2a5a3. 

Kako inverzije obrazuju sledeci parovi elemenata: 

zakljucujemo da je broj inverzija u permutaciji a4a1 a2a5a3 jednak cetiri. 
Dakle, ova permutacija je parne klase. 6 

Teorema III.3.1.2 Permutacije koje nastaju jedna iz druge transpozicijom 
dva elementa pripadaju razlicitim klasama parnosti. 

Dokaz. Ako su elementi Cijom transpozicijom nastaje nova permuta
cija susedni elementi, tada se broj inverzija u ovim permutacijama razlikuje 
za jedinicu. U tom slucaju se posmatrane permutacije zaista razlikuju u 
parnosti, tj. pripadaju razlicitim klasama. 

Pretpostavimo sada da se izmedu elemenata Cijom je transpozicijom na
stala nova permutacija nalazi s elemenata. Nova permutacija je, u stvari, 
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nastala tako sto je jedan od tih elemenata izvrsio s uzastopnih transpozi
cija sa susednim elementima, a drugi s + 1 transpoziciju sa sebi susednim 
elementima. Prema tome, izvrseno je ukupno 2s + 1 transpozicija susednih 
elemenata, sto znaCi da je broj inverzija promenjen za neparan broj. 

Dakle, i u ovom slucaju ove dve permutacije pripadaju razliCitim klasama 
parnosti. 0 

Primer 2. Ako u parnoj permutaciji a4a1a2a5a3 iz primera 1, izvrsimo 
transpoziciju elemenata a1 i a3, dobijamo permutaciju a4a3a2a5a1. 

U ovoj permutaciji imamo inverzije 

Prema tome, nova permutacijaje promenila klasu, tj. postalaje neparna, 
sto je u skladu sa dokazanom teoremom. !.:, 

UI.3.2 Definicija determinate 

Neka je Mn skup svih kvadratnih matrica reda n nad poljem C. Defi
nisacemo i izuCiti jedno preslikavanje, u oznaci det, skupa Mn u slmp C. 
Preslikavanje det : Mn -+ C definisacemo postupno, najpre za n = 1, n = 2 
in= 3. 

SLUCAJ n = 1. Neka je A= [au] kvadratna matrica reda jedan. Presli
kacemo ovu matricu u kompleksan broj au, pisuci 

det A= laul =au. 

SLUCAJ n = 2. Matricu drugog reda A = [au 
a21 

kompleksan broj aua22- a12a21, simbolizujuci to sa 

SLUCAJ n = 3. Kvadratnoj matrici 

al2] l'l ' pres 1 cacemo u 
a22 
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pridruzicemo kompleksan broj det A, odreden sa 

detA 
au a12 a13 

a21 a22 a23 

a31 a32 a33 

a11a22a33- a11a23a32 - a12a21a33 

+ a12a23a31 + a13a21 a32 - a13a22a31· 

Kao sto mozemo primetiti, u s·vim slucajevima, u definiciji det A imamo 
n! sabiraka i to svaki sa po n faktora, koji. predstavljaju elemente matrice. 
Na primer, pri n = 3 imamo 3! = 6 sabiraka ito svaki sapo tri faktora. 

Primetimo, dalje, da svaki sabirak saddi jedan i samo jedan element iz 
svake vrste i svake kolone matrice. Prvi indeksi elemenata u svakom sabirku 
poredani su na istovetan naCin u tzv. normalnom redosledu. Na primer, 

za n=1 

za n=2 

za n=3 

(1); 

(1, 2); 

(1, 2, 3). 

Drugi indeksi elemenata u svakom sabirku Cine po jednu permutaciju 
osnovnog skupa. Tako imamo, 

za n = 1 

za n = 2 

za n = 3 

( 1); 

(1,2), (2,1); 

(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1). 

Najzad, primetimo da su neki sabirci kompleksnog broja det A sa pozi
tivnim, a neki sa negativnim predznakom. Isto tako, moze se uociti da sabirci 
kod kojih drugi indeksi elemenata obrazuju permutaciju parne (neparne) 
klase imaju pozitivan (negativan) predznak, tj. predznak sabirka je (-1)J, 
gde je j broj inverzija u permutaciji drugih indeksa elemenata u sabirku. 

Primer 1. Za matricu 

1mamo 

det A= ~~ !I = 2 · 4- 1 · 3 = 5. 
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Primer 2. Ako je 

imamo 

tj. 

detA = 

A= [-~ ~ ~] 
1 -5 -2 

3 2 1 
detA = -1 0 3 

1 -5 -2 

3. 0. (-2)- 3. 3. (-5)- 2. (-1). (-2) 

+ 2. 3. 1 + 1. (-1). ( -5)- 1. 0. 1 = 62. 

135 

ProsirujuCi prethodni koncept moguce je definisati preslikavanje det A za 
matrice proizvoljnog reda. 

Neka je matrica A E Mn data sa 

[ :~~ :~~ :~:] 
A= 

a~1 an2 ann 

Preslikavanje A 1---t det A definisacemo pomocu 

detA = 

gde se sumiranje izvodi preko svih permutacija Pv = (h, )2, ... , Jn) skupa 
{1, 2, ... , n }, dok je j broj inverzija u permutaciji Pv . 

Definicija III.3.2.1 Broj D = det A zovemo deterrninanta rnatrice A. 

Determinanta D ima red, koji je jednak redu kvadratne matrice A. Sim
bolicki je predstavljamo slicno matrici, navodeci elemente matrice izrnedu 
dve vertikalne crte, pri cemu su elementi, vrste, kolone, dijagonale, ... mat~ 
rice A sada elementi, vrste, kolone, dijagonale, ... determinante det A. 
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Analizom z bira 

(III.3.2.1) "'(-1)jal· a2 · .. ·a · ~ ]1 ]2 n]n 

zakljucujemo sledece: 

1° Broj sabiraka u (III.3.2.1) je n! jer je to ukupan broj permutacija 
skupa indeksa {1, 2, ... , n }; 

2° Svaki sabirak u (III.3.2.1) predstavlja proizvod od n elemenata mat
rice A, pri cemu se iz svake vrste i svake kolone matrice A pojavljuje jedan 
i samo jedan element; 

3° Sabircima sa parnim (neparnim) permutacijama Pv = (]1,]2, ... ,jn) 
odgovara pozitivan (negativan) predznak; 

4° Svaki element matrice A javlja se kao cinilac u (n- 1)! sabiraka. 

Napomenimo, ovde, da se kao prvi indeksi elemenata u svim sabircima 
u (III.3.2.1) ne mora uzeti osnovna permutacija Pl (1, 2, ... , n). Nairne, 
moze se fiksirati bilo koja permutacija, na primer p/-L = (i1, i2, ... , in)· Ako 
je njen broj inverzija jednak i, tada se zbir (III.3.2.1) moze izraziti u obliku 

(III.3.2.2) 

gde se sumiranje opet izvodi preko svih permutacija Pv = (j1,h, ... ,jn) 
skupa { 1, 2, ... , n} i gde je j broj inverzija u permutaciji Pv . 

Dakle, u zbiru (III.3.2.2) permutacija p/-L = (i1, i2, ... , in) je fiksna. Po
znavajuci osobine permutacija, nije tesko uoCiti da su zbirovi (III.3.2.1) i 
(III.3.2.2) identicni. Nairne, preuredenjem elemenata u svakom sabirku (uze
tog bez predznaka) 

(III.3.2.3) 

u smislu da prvi indeksi elemenata budu redom 1, 2, ... , n, tj. da se od per
mutacije PJL do de do permutacije Pl, oCigledno se nista nece promeniti u 
vrednosti sabirka (III.3.2.3), ali ce drugi indeksi elemenata u sabirku obra
zovati novu permutaciju Pv' = (jLj~, ... ,j~) koja sada ima j' inverzija. 
Dakle, permutacija Pv' = (j~, j~, ... , j~) je diktirana transpozicijama eleme
nata zbog uredenja prvog indeksa. Kako je, na osnovu osobina permuta
cija, ovaj broj transpozicija odreden brojem inverzija i permutacije p/-L, to je 
( -1)i+j = ( -1)J'. Dakle, (III.3.2.2) postaje 

L 
., 

(-1)1 a 1 -,a2 ·' ···a ., 
]j Jz 11Jn' 
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sto je ekvivalentno sa (III.3.2.1). 

Primer 3. Neka je n = 3. Izaberimo permutaciju P3 = (2, 3, 1), Ciji je 
broj inverzija i = 2. Na osnovu (III.3.2.2) imamo 

an a12 a13 

det A= a21 a22 a23 = ( -1) 2 
(a21a32a13- a21a33a12- a22a31a13 

a31 a32 a33 

Preuredenjem svakog sabirka tako da prvi indeksi budu uredeni po veliCini, 
dobijamo 

sto je ekvivalentno sa ranije uvedenom definicijom ( videti slucaj n = 3). 6 

Na osnovu prethodnog moze se zakljuciti da zbir (III.3.2.2) predstavlja 
detA i u slucaju kada fiksiramo permutaciju (j1,]2, ... ,jn), a sumiranje 
sprovedemo preko svih permutacija PJ.L = ( i 1, iz, ... , in) skupa { 1, 2, ... , n}. 

Prema tome, vazi opsti rezultat: 

Teorema III.3.2.1 Neka je matrica A E Mn data sa 

[an a12 

a21 a22 
A= 

anl an2 

Tada se det A moie izraziti u obliku 

d tA - "( 1)i+j . . . ..... . e - L.-J - atut at2J2 atnJn, 

gde je i broj inverzija u permutaciji ( i1, i2, ... , in), a j broj inverzija u per-
mutaciji (}1, h, ... , Jn) i gde se sumiranje izvodi preko svih pennutacija pr·vih 
( drugih) indeksa elemenata skupa { 1, 2, ... , n}, dok su drugi (prvi) indeksi. 
elemenata fiksirani. 
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III.3.3 Osobine determinanata 

U ovom odeljku izucicemo neke osobine determinanata. 

Teorema Ill.3.3.1 det AT = det A. 

Dokaz. Neka je A = [aij]nxn· Kako je AT = [aji]nxn 1 po definiciji, 
1mamo 

T "\:""""" . 
det A = .L) -1)1 a]I1a]22 · · · ajnn' 

odakle, na osnovu teoreme III.3.2.1, sleduje det AT= det A. D 

Na osnovu teoreme III.3.3.1, zakljucujemo da sve osobine determinanata 
koje se odnose na njene vrste, vaze i ako se u tim iskazima rec vrsta zameni 
recju kolona. Prema tome, u iskazima koji tretiraju osobine determinanata 
vazi dualizam: vrsta ~ kolona. Zbog toga cemo, u daljem tekstu, sve osobine 
determinanata dokazivati u formulacijama koje se odnose na vrste, znajuCi 
da se te iste osobine mogu formulisati i dokazati i za kolone. 

Teorema III.3.3.2 Ako se svi elementi jedne vrste matrice A pomnoze ne
kim brojem A i dobijenu matricu obeleiimo sa B, tada je det B = A det A. 

(Alternativno bi se ovo tvrdenje moglo i ovako definisati: Determinanta 
se mnoii brojem tako sto se svaki element jedne i samo jedne njene vrste 
pomnozi tim brojem.) 

Dokaz. Neka je A= [aij]nxn i neka je matrica B dobijena iz matrice A 
mnozenjem njene i-te vrste skalarom A. Tada, na osnovu definicije determi
nante, imamo 

detB = "\:""""(-1)ja1·a2· ···(Aa .. ) .. ·a · L...J ]1 ]2 ~Ji n]n 

= A "\:""""(-1)ja1· a2· ... a ..... a · L...J ]1 ]2 ~Ji n]n 

AdetA. D 

Teorema III.3.3.3 Neka su elementi i-te vrste matrice A = [aij]nxn dati 
u obliku zbira 

(i fiksno; j = 1, 2, ... , n). 

Ako suA' i A" matrice koje se dobijaju iz A tako sto se u i-toj vrsti elementi 
aij zamene sa aij i arj, respektivno, tada je 

det A= det A'+ det A". 
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Dokaz. N a osnovu definicije determinante, imamo 

detA ""(-l)jal· ···(a'· +a"·) .. ·a · L...,. ]I ~Ji ~Ji n]n 

""(-l)jal· ···a'· ···a · + ""(-l)jal· ···a~'- ···a · L...,. ]I ~Ji n]n L...,. ]I ~Ji n)n 

det A'+ det A". D 

Teorema III.3.3.4 Aka su elementi jedne vrste matrice A jednaki nuli, 
tada je det A= 0. 

Dokaz. Tvrdenje teoreme sleduje na osnovu zakljucka navedenog pod 2° 
u analizi zbira (III.3.2.1). D 

Teorema III.3.3.5 Aka su u matrici A elementi jedne vrste jednaki odgo
varajucim elementima neke druge vrste, tada je det A= 0. 

Dokaz. Neka su i-ta i k-ta vrsta u matrici A jednake, tj. neka je 

(III.3.3.1) (p=l,2, ... ,n). 

Uocimo proizvoljan sabirak determinante det A 

(III.3.3.2) (-l)jal· a2· ... a ..... ak· ... a · 
]I ]2 ~Ji Jk n)n · 

Takode, uocimo sabirak koji se razlikuje od ovog samo po jednoj transpoziciji 
indeksa ji H ik· Ta.kav sabirak je 

(III.3.3.3) 

Njegov predznak je suprotan predznaku S?-birka (III.3.3.2) s obzirom da je 
transpozicijom promenjena parnost u permutaciji indeksa. 

S obzirom na (III.3.3.1), sabirak (III.3.3.3) se svodi na 

-(-l)ja1· a2 · .. · ak · .. ·a .. .. ·a · ]I ]2 Jk ~Ji nJn' 

sto u zbiru sa (III.3.3.2) daje nulu. Za ovakva dva sabirka reCi cemo da su 
odgovarajuca. 

Kako za svaki uoceni sabirak postoji njemu odgovarajuci sabirak u pret-
hodnom smislu, zakljucujemo da je det A= 0. D 

Sledece tvrdenje je posledica teorema III.3.3.2 i III.3.3.5. 
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Teorema III.3.3.6 Ako su u matrici A elementi jedne vrste proporcionalni 
odgovarajucirn elementima neke druge vrste, tada je det A= 0. 

Takode, na osnovu teorema III.3.3.2, III.3.3.3 i III.3.3.6 vazi sledeCi rezul
tat: 

Teorema III.3.3. 7 Deterrninanta matrice ne menja vrednost ako se ele
mentima jedne vrste dodaju odgovarajuci elementi neke druge vrste, pretho
dno pomnoieni istim skalarorn. 

Na osnovu teorema III.3.3.4 i III.3.3.7· sleduje tvrdenje: 

Teorema III.3.3.8 Ako je u matrici A jedna vrsta linearna kombinacija 
ostalih vrsta, tada je det A = 0. 

Teorema III.3.3.9 Ako odgovarajuci elementi dve vrste rnatrice A prome
ne svoja mesta i dobijenu matricu obeleiimo sa B, tada vaii jednakost 

(III.3.3.4) det B = - det A. 

Dokaz. Neka odgovarajuCi elementi u i-toj i k-toj vrsti matrice A pro
mene mesta. Tada je 

au a12 a1n au a12 a1n 

ail ai2 a in akl ak2 akn 

A= B= 

akl ak2 akn ail ai2 a in 

anl O.n2 ann O.nl O.n2 O.nn 

Da bismo dokazali (III.3.3.4), koristicemo se teoremom III.3.3.7. 

Podimo od det A. Njena vrednost sene menja ako elementima i-te vrste 
dodamo odgovarajuce elemente k-te vrste. Tako imamo 

detA = 
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Ako, sada, elementima k-te vrste dodamo odgovarajuce elemente novofor
mirane i-te vrste, prethodno pomnozene faktorom -1, dobijamo 

au a12 aln 

ail+ akl aiz + akz ain + akn 
detA = 

-ail -aiz -ain 

anl anz ann 

Najzad, dodavanjem k-te vrste i-toj vrsti i izvlacenjem faktora -1 iz k-te 
vrste, dobijamo 

det A = - det B. 0 

Teorema III.3.3.10 Neka su date kvadratne matrice A= [aij]nxn i B = 
[bij]nxn· Tada je 

(III.3.3.5) det(AB) = (det A)(det B). 

Dokaz. Neka je C = AB = [cij]nxn, gde je 

n 

Cij = L aikbkj 
k=l 

(i,j = 1,2 .... ,n). 

Podimo od 

detC = 

n 

I: a1kbkl 
k=l 

n 

I: azkbkl 
k=l 

n 

I: a1kbk2 
k=l 

n 

I: azkbkz 
k=l 

n 

I: alkbkn 
k=l 

n 
I: azkbkn 
k=l 

ImajuCi u vidu teoremu III.3.3.3, a kako su elementi prve vrste zbirovi od 
po n sabiraka, det C moze se predstaviti kao zbir od n determinanata koje sve 
imaju iste vrste, od druge do n-te, au prvoj vrsti su sabirci odgovarajuCih. 
suma, tj. 
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al)l bj1l a1j1 b112 al)! bjln 
n n n 

2::: a2kbkl 2::: a2kbk2 I:; a2kbkn 
k=l k=l k=l 

(1 '5: ]I '5: n). 

n n n 

I:; ankbkl I:; ankbk2 I:; ankbkn 
k=l k=l k=l 

Svaka od ovih determinanata u drugoj vrsti ima clanove koji su zbirovi od po 
n sabitraka, pa se svaka takva deteminanta moze predstaviti kao zbir od n 
determinanata (slicno prethodnom). Prema tome, det C se moze predstaviti 
kao zbir od n 2 determinanata. ProduzujuCi ovo rezonovanje, zakljucujemo 
da se det C moze predstaviti kao zbir od nn determinanata oblika 

a1)! b)ll aljl bjl2 al)l bjln bjll bjl2 b)ln 

Dk= 
a212b1z1 a21zb122 a2jzbj2n 

Qk 
bhl b)22 bjzn 

anjn bjnl anjn bjn2 anjnb)nn bjnl bjn2 bjnn 

gde je Qk = a1j1 a212 · · · an)n. 

Ako su neki od brojeva j1, h, ... , Jn jednaki, tada je determinanta na 
desnoj strani poslednje jednakosti jednaka nuli, s obzirom da ima bar dve 
jednake vrste. Ako su, medutim, svi brojevi j1, j2, ... , Jn medu sob om 
razliCiti, preuredenjem vrsta determinante tako da u m-toj vrsti elementi 
umesto indeksa Jm imaju indekse m, tj. indeksi vrsta posle njihove razmene 
(transpozicije) Cine osnovnu permutaciju (1, 2, ... , n), imamo da je 

Dk = a1 · a2 · .. ·a · (-1)1 (det B) Jl )2 nJn ' 

gde je j broj inverzija u permutaciji (]1,)2, ... , Jn). 
Prema tome, 

Kako je determinanta matrice jednaka determinanti njene transponovane 
matrice, na osnovu (III.3.3.5) zakljucujemo da je 

det C = det(AB) = det(ABT) = det(AT B)= det(AT Br), 
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sto znaCi da kao matricu C = [cij]r mozemo uzeti bilo koju od sledece cetiri 
matrice: AB, ABT, AT B, AT BT. Drugim reCima, proizvod dve determi
nante moze se predstaviti kao determinanta lciJir, uzimajuCi za elemente Cij 

(i,j = 1, ... ,n) bilo koji od sledeca cetiri izraza: 

n 

Cij = L aikbkj, 

k=l 

n 

Cij = L akibkj, 

k=l 

n 

Cij = L akibjk· 

k=l 

111.3.4 Razlaganje determinante 

Vee smo videli da se izracunavanje deteminanta drugog reda (n 2) 
sprovodi po formuli 

det A= I au 
a21 

tj. tako sto se proizvod elemenata determinante na silaznoj dijagonali uzme 
sa + predznakom, ana uzlaznoj dijagonali sa - predznakom. 

Slicno, umesto po definicionoj formuli, determinantu treceg reda (n = 3) 
mozemo izracunati koriscenjem tzv. Sarrusovog6 pmvila koje se sastoji u 
prosirenju determinante, dopisivanjem prve dve kolone, i uzimanju svih 
proizvoda po silaznim dijagonalama sa pozitivnim predznakom i svih proiz
voda po uzlaznim dijagonalama sa negativnim predznakom. Dakle, 

au a12 a13 au a12 

a21 a22 a23 a21 a22 (au az2a33 + a12a23a31 + a13a21 a32) 

a31 a32 a33 a31 a32 

-(a31a22a13 +a32a23a11 +a33a21a1z). 

Situacija se komplikuje pri izracunavanju determinanata viseg reda. 
Medutim, mi cemo ovde pokazati kako je moguce determinantu n-tog 

reda izracunati pomocu n determinanata reda n-1. Time smo u mogucnosti 
da problem izracunavanja determinate viseg reda svedemo na problem vise
strukog izracunavanja determinanata treceg ili drugog reda. Pored ovoga, 
dobijene formule imaju i siri, teorijski, znacaj. 

Da bismo dosli do ovih formula, krenimo najpre od izracunavanja de
terminante treceg reda i postupimo talco sto cemo izdvojiti iz svih sabiraka. 

6 Pierre Frederique Sarrus (1798-1861), francuski matematicar. 
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clemente samo jedne vrste, ili samo jedne kolone. Izaberimo, na primer, 
prvu vrstu. Tako imamo 

an a12 a13 

D det A a21 a22 a23 

0.31 0.32 0.33 

au(a22a33- 0.230.32)- a12(a21a33- 0.230.31) + a13(a21a32- a22a31). 

Ako izraze u zagradama protumaC'imo kao determinante drugog reda, imamo 

tj. 

(III.3.4.1) 

gde smo sa Dij oznacili determinante, koje se dobijaju iz determinante D 

izostavljanjem i-te vrste i j-te kolone. U nasem slucaju imamo da je i = 1. 
Za determinantu Dij kazemo da je minor ili subdeterminanta elementa aij 

date determinante. Za formulu (III.3.4.1) kazemo da je razlaganje ili razvoj 
determinante po elementima prve vrste. 

Moguce je dati razvoj determinante D i po elementima bilo koje vrste, 
tj. bilo koje kolone. Tako imamo razvoje 

D -a21D21 + a22D22- a23D23 

a31D31 - a32D32 + a33D33 

auDn - a21D21 + a31D31 

-a12D12 + a22D22 - a32D32 

a13D13 - a23D23 + a33D33· 

Na osnovu dobijenih razlaganja determinante treceg reda, zaldjucujemo 
da uz neke clemente u razvoju stoji predznak +, a uz neke predznak -. 
Primetimo da uz element O.ij uvek stoji ( -1 )i+j. Dakle, ovaj predznak je 
iskljuCivo odreden pozicijom elementa aij u determinanti, pa se zato i naziva 
predznak mesta ( i, j). 

Slicno, moze se razmatrati i slucaj determinante n-tog reda. RazvijajuCi 
takvu determinantu po elementima bilo koje vrste, tj. bilo koje kolone, do
bijamo linearnu kombinaciju od n determinanata ( n - 1 )-og reda. 
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Definicija III.3.4.1 Ako se u determinanti n-tog reda 

(III.3.4.2) D = detA = 

izostave elementi i-te vrste i j-te kolone ( i, j = 1, 2, ... , n ), za dobijenu 
determinantu (n -1)-og reda, u oznaci Dij, kazemo da je minor ili subde
terminanta elementa aij. 

Za proizvod predznaka mesta (i,j) i minora elementa aij, u oznaci Aij, 
kazemo da je kofaktor elementa aij. 

Dakle, 
A-· - (-1)i+J D .. t) - tJ (i,j 1,2, ... ,n). 

Da bismo razvili determinantu (III.3.4.2), na primer, po elementima prve 
vrste, podimo od definicione formule 

(III.3.4.3) 

gde se surniranje izvodi preko svih permutacija Pv = (j1,]2, ... ,jn) skupa 
{1, 2, ... , n }, dok je j broj inverzija u permutaciji Pv. 

Da bismo odredili koeficijent uz an u izrazu (III.3.4.3), posmatrajmo 
sve one perrnutacije Pv koje poCinju sa 1, tj. one kod kojih je Jl = 1. Tada 
je koeficijent uz a11 , upravo, zbir 

(III.3.4.4) V(-l)ka2 · ag · .. ·a · L__r . )2 )3 n)n • 

Sumiranje se izvodi preko svih pennutacija (h, h, . .. , Jn) osnovnog skupa 
{2, 3, ... , n }, a k je odgovarajuCi broj inverzija u permutaciji (]2, ]3, ... , Jn)· 
Naravno, po definiciji determinante, zbir (III.3.4.4) predstavlja determi-
nantu 

a22 a23 a2n 

a32 a33 a3n 
Dn = 

an2 an3 ann 

Dakle, koeficijent uz element an je minor Dn = (-1)1+1Dn =Au. 

Odredimo sada koeficijent uz element a12· Taj slucaj se svodi na pret
hodni. Nairne, permutacijom prve i druge kolone u (III.3.4.2) (ovde izraz 
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permutacija kolona koristimo u smislu uzajamne razmene mesta tih kolona), 
dolazimo do determinante koja je po znaku suprotna determinanti D. Dakle, 

(III.3.4.5) D=-

Na osnovu prethodnog, izostavljanjem prve vrste i prve kolone u deter
minanti na desnoj strani u (III.3.4.5), dobijamo koeficijent uz a12 u razvoju 
ove determinante, sto je, u stvari, minor 

Dakle, koeficijent uz a12 u razvoju determinate III.3.4.2 je 

U opstem slucaju, za odredivanje koeficijenta uz element a 1k potrebno 
je k-tu kolonu u determinanti D redom permutovati sa (k- 1)-om, (k- 2)
gom, ... , i, najzad, sa prvom kolonom, dovodeCi na taj nacin element a1k 

na poziciju (1, 1). Kako se, pri ovome, Cini k- 1 permutacija kolona, to je, 
saglasno prethodnom, koeficijent uz a1k u razvoju determinante D jednak 
(-1)k-lDlk = (-1)1+kDlk. 

Prema tome, determinantu D mozemo razviti na sledeCi naCin 

ili, koriscenjem kofaktora, 

Naravno, kao i u slucaju determinante treceg reda, moguce je opstu 
determinantu n-tog reda razloziti po elementima bilo koje vrste, tj. bilo 
koje kolone. Tako, u stvari, imamo Laplaceove7 formule, date sledecom 
teoremom: 

7 Pierre Simon de Laplace (1749-1827), veliki francuski matematicar. 
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Teorema III.3.4.1 Determinanta D, odreaena sa (III.3.4.2), maze se po
mocu kofaktora njenih elemenata razloiiti na sledece nacine: 

n 

(III.3.4.6) D = LaikAik (i=f,2, ... ,n), 
k=l 

n 

(III.3.4. 7) D L akjAkj (j = 1, 2, ... , n) . 
k=l 

U vezi sa Laplaceovim formulama moguce je postaviti jedan opstiji prob
lem. Nairne, ako u razvoju (III.3.4.6) umesto kofaktora Aik, koji odgovaraju 
elementima i-te vrste, uzmemo recimo kofaktore Ajk, koji odgovaraju ele
mentima j-te vrste, sta ce biti sa ovim zbirom? Slicno pitanje moze se 
postaviti i za formulu (III.3.4. 7). Odgovor na ova pitanja daje sledeca teo
rema: 

Teorema III.3.4.2 Za svako i, j = 1, ... , n vaie identiteti: 

(III.3.4.8) 

(III.3.4.9) 

n 

L aikAjk = Dbij , 
k=l 

n 

L akiAkj Dbij , 
k=l 

gde je Jij J( roneckerova delta. 

Dokaz. Dokazacemo samo formulu (III.3.4.8). Formula (III.3.4.9) doka
zuje se analogno. 

Za j = i formula (III.3.4.8) postaje (III.3.4.6). 

Pretpostavimo sada da je j # i. Ako determinantu D razvijemo po 
elementima j-te vrste, imamo 

(III.3.4.10) 
n 

LajkAjk =D. 
k=l 

Ako u determinanti D stavimo ajk = a,ik (k = 1, ... , n), imamo da je 
D = 0 (jer su u posmatranoj determinanti dve vrste identicne), tako da 
(III.3.4.10) implicira 

n 

L~>ikAjk = 0 (i # j). 
k=l 
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Ovim je dokazan identitet (III.3.4.8). 0 

Primer 1. Pri resavanju mnogih problema javlja se potreba za izracu-
navanjem determinante 

1 xo x2 
0 

xn . 0 

1 XI x2 n 
I XI 

Vn = v;,(xo, XI, ... , Xn) = 1 X2 x2 
2 

xn 
2 Xi-:/- Xj (i-:/- j), 

1 Xn x2 
n 

xn 
n 

koja je poznata kao Vandermondeova8 determinanta. Red ove determinante 
je n + 1. Pokazacemo sada da je 

(III.3.4.11) 
O~i<j~n 

gde se mnozenje obavlja po svim indeksima i,j, za koje je 0 S i < j S n. 

Ako elementima (k+1)-ve kolone determinante Vn dodamo odgovarajuce 
elemente k-te kolone, prethodno pomnozene sa -xo, redom za k = n, n 
1, ... , 1, dobijamo 

1 0 0 0 
1 XI- Xo x· 2 X X "I - 0 I x~- xox~-I 

Vn = 1 X2- XO 'E2 . 2 X0X2 X~- XoX~-I 

1 Xn- xo 
2 xn - xox~-I Xn- XoXn n 

RazvijajuCi Vn po elementima prve vrste, determinanta se svodi na slede
cu determinantu n- tog reda 

Xl- Xo (xi - xo)xi ( ) n-I XI - Xo XI 

Vn = 
X2- Xo (x2- xo)x2 ( ) n-I X2- xo x2 

Xn- xo (xn- xo)xn ( ) n-I Xn- xo Xn 

odakle, izvlacenjem zajednickih faktora iz prve, druge, ... , n-te vrste, dobi
jamo 

1 
1 

1 Xn 

8 Alexandre Theophile Vandermonde (1735-1796), francuski matematicar. 



III.3. DETERMINANTE 149 

tj. 

Vn(xo, x1, ... , Xn) = (x1 - xo)(X2 - xo) · · · (xn- xo)Vn-1 (x1, x2, ... , Xn)· 

Ovim smo dobili rekurzivnu formulu, Cijom primenom nalazimo redom 

Iz dobijenih jednakosti neposredno sleduje (III.3.4.11). 

Primer 2. Neka je 

k k k 
Sk = x1 + x2 + ... + Xn 

gde su Xi (i = 1, 2, ... , n) dati brojevi. 

Odredicemo determinantu n-tog reda 

D= 

(k ~ 0), 

Sn-1 

Sn 

Neka je Vn-1 = Vn-1 (x1, x2, ... , Xn) Vandermondeova determinanta n
tog reda razmatrana u prethodnom primeru. Na osnovu teoreme III.3.3.10 
i komentara koji sledi ovu teoremu, imamo 

1 1 1 1 X1 
n-1 

x1 

Xt X2 Xn 1 n-1 

v;_l = 
X2 x2 

n-1 
xl 

n-1 
x2 

n-1· 
Xn 1 Xn 

n-1 
xn 

tj. 
so 81 Sn-1 

v:2 1 = 
81 82 Sn 

n- =D. 

Sn-1 Sn S2n-2 

Najzad, koriscenjem rezultata iz prethodnog primera i teoreme III.3.3.1 
dobijamo 

D =;: IT (xj - Xi)
2

. 6. 
1:5,i<j:5,n 
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III.4 INVERZNE MATRICE 

III.4.1 Adjungovana i inverzna matrica 

Neka A1n oznacava slmp svih kvadratnih matrica redan. 

Definicija III.4.1.1 Neka je Aij kofaktor elementa O.ij matrice 

1

0.11 

. 0.21 

A = [aiJlnxn = : 

O.n1 

Tada se matrica 

[

An 
A12 

adj A= adj [a.ij]nxn = : 

A1n 

naziva adjungovana matr'ica matrice A. 

Primetimo da se kofaktori, kao elementi matrice adj A, pojavljuju u tzv. 
transponovanom obliku, tj. Aij se nalazi u j-toj vrsti i i-toj koloni, dakle, 
na poziciji koja odgovara elementu O.ij u transponovanoj matrici AT. 

Teorema III.4.1.1 Za matrice A i adj A vaii jednakost 

(III.4.1.1) A · ( a.dj A) = ( adj A) · A = ( det A) I . 

Dokaz. Neka je C = [cij]nxn =A· (adj A). Tada se elementi matrice C 

n 

Cij = L O.ikAjk, 
k=1 

na osnovu (III.3.4.8), mogu izraziti u obliku Cij = ( det A)Jij, gde je rlij 
Kroneckerova delta. Dakle, C = (det A)I. Slicno se, koriscenjem (III.3.4.9), 
dokazuje da je (adj A)A = (det A)I. 0 

Teorema III.4.1.2 Za matricu A E Mn vaii jedna.kost 

(III.4.1.2) det(adjA) = (detA)n-1 . 
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Dokaz. Primenom teoreme III.3.3.10 na (III.4.1.1) dobijamo 

( det A) det(adj A) = ( det A)n. 

Ako je det A i- 0, na osnovu prethodne jednakosti, dobijamo (III.4.1.2). 
Moze se pokazati da ova formula ostaje u vaznosti i u slucaju kada je 

detA = 0. 0 

Za determinantu adjungovane matrice koristi se i termin adjungovana 
determinanta. 

Definicija III.4.1.2 Neka A E Mn. Za matricu X E Mn kazemo da je 
inverzna matrica matrice A ako je 

(III.4.1.3) AX=XA=I. 

Kada postoji matrica X koja zadovoljava (III.4.1.3), primenom teoreme 
III.3.3.10, zakljucujemo da mora biti (detA)(detX) = deti = 1, tj. da se 
potreban uslov za egzistenciju inverzne matrice svodi na uslov det A i- 0. 
Naravno, tadaje det X = 1/ det A. Jednostavno se pokazuje daje ovaj uslov, 
det A i- 0, istovremeno i dovoljan uslov za egzistenciju inverzne matrice X, 
za koju cemo, nadalje, koristiti oznaku A - 1. 

Teorema 111.4.1.3 Aka i sama aka je det A i- 0, tada kvadratna matrica A 
ima inverznu matriw A -- 1, ana je jedinstvena i maie se predstaviti ·u obliku 

A-1 1 d'A 
= detA a J · 

Dokaz. Videli smo da je uslov det A i- 0 potreban. Pretpostavimo sada 
da je det A i- 0. Deljenjem jedna1wsti (III.4.1.1) sa det A, dobijamo 

A (de~ A adj A) = . (de~ A adj A) A = I , 

odakle, poredenjem sa (III.4.1.3), zakljucujemo da je matrica 

X= de~A adjA 

inverzna matrica za A. 

Za dokaz jedinstvenosti inverzne matrice mozemo se pozvati na teoremu 
1.2.1.3 koja je data na strani 20 ili, pak, da pretpostavimo da postoje dve 
inverzne matrice X i Y, takve da je 

AX =XA=I AY=YA=I. 
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S obzirom da je proizvod matrica asocijativan, imamo 

X= XI= X(AY) = (XA)Y = IY = Y. D 

Primer 1. Neka je 

A= [-~ -~ -~] 
3 2 -4 

Kako je det A = -1 -1- 0, zakljucujemo da postoji inverzna matrica A -l. 

Odredicemo najpre adjungovanu matricu adj A, pri cemu je pogodno 
poCi od transponovane matrice 

AT= [-~ -~ ~] 
--1 2 -4 

Nairne, umesto da izracunavamo kofaktore elemenata u matrici A, na mesto 
kojih ih upisujemo, pa tako dobijenu matricu transponujemo, nwzemo prvo 
da transponujemo matricu A pa da na rnesto njenih elemenata upisujemo 
odgovarajuce kofaktore. 

Tada redom (po vrsta.ma matrice adj A) nalazimo 

Au = Du ~~ -~~ = -32, A21 = -D21 = I=~ -~1 = -14, 

A31 = D31 =I=~ ;I = 1, A12 = -D12 =-I-~ -!I= -2, 

A22 = D22 = ~-~ -!I= -1, A32 = -D32 = -~-~ -~1 = 0, 

Al3 D13 = ~-~ ~I= -25, A23 = -D23 =-I-~ 231 -11, 

A33 = D33 = ~-~ -~~ = 1. 

Prema tome, 

[ 

-32 
adj A= -2 

-25 

-14 
-1 

-11 
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Najzad, dobijamo 

A-1 = - 1
-adjA = 

detA 

153 

[ 

32 14 -1 l 
2 1 0 . 

25 11 -1 

Definicija III.4.1.3 Ako za matricu A E Mn postoji inverzna matrica ka
zemo da je matrica A regularna ili nesingularna matrica. 

U protivnom, za matricu A kazemo da je singularna ili neregularna. 

N apomena 1. Ako je A matrica operator a A: X -+ X (dim X = n) u 
odnosu na neku fiksiranu bazu B, tada je mat rica inverznog operator a A - 1, 

ukoliko postoji, upravo, matrica A-1 . Kao sto je poznato samo regularni 
operatori imaju inverzni operator. Dakle, matrice regularnih operatora su 
regularne matrice. 

Primer 2. Neka je Mn(x, a) slcup kvadratnih matrica n-tog reda oblika 

x+a X X X 

X x+a X ,']; 

A= A(x,a) = X X x+a X 

X X X x+a 

Za odredivanje determinante matrice A postupimo na sledeci naCin: 

1° Elementima druge, trece, ... , n-te vrste determinante, redom doda
jemo odgovarajuce elemente prve vrste, prethodno pomnozene sa -1. Tada 
dobijamo 

x+a X X X 

-a a 0 0 

detA = -a 0 a 0 

-a 0 0 a 

2° Elementima prve kolone dodajmo redom odgovarajuce elemente dru
ge, trece, ... , n-te kolone determinante. Tako dobijamo trougaonu determi
nantu 

detA = 

nx+a x 
0 a 
0 0 

X 

0 

0 0 0 

X 
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Dakle, matrica A je regularna ako je a 1- 0 i nx: +a 1- 0. U tom slucaju, 
inverzna matrica postoji. Pokazacemo da je A - 1 istog oblika kao i matrica 
A, tj. da je A(~c, a)- 1 = A(y, {3), gde su y i f3 parametri koje cemo odrediti 
u funkciji pararnetara x i a. 

Ako sa U oznaCimo rnatricu n-tog reda, ciji su svi elementi jednaki je
dinici, tada se rnatrica A moze jednostavno izraziti u obliku A= xU+ ai. 

Pretpostavirno da je A-1 = yU + {31. Tada imamo 

AA-1 (xU+ ai)(yU + f3I) 

xyU2 + ayU + f3xU + af3I 

(nxy + ay + f3x)U + af3I 

jer je U2 = nU. 

Kako jc AA --l = I, na osnovu prethodnog, mora biti 

odakle sleduje 

nxy + ay + f3x = 0 

X 
y=----

a(nx +a) 

Daklc, A(x, a)- 1 = A(y, {3). !::, 

af3 = 1, 

!3=!... 
a 

Teorema III.4.1.4 Za Tegularnu matricu A vaii 

(III.4.1.4) 

Dokaz. Kako jc A regularna matrica, to je i AT, takode, regularna 
matrica. Transponovanjem jednakosti AA-1 =I, tj. 

dobijamo (videti (III.2.4.1) na strani 121) 

odakle sleduje (III.4.1.4). D 

Kao specijalan slucaj teoreme 1.2.1.5 (strana 20) irnamo sledeCi rezultat: 

Teorema III.4.1.5 Za regularne matrice A i B vaii jednakost 

(III.4.1.5) 
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Dokaz. Kako je 

(AB)(B- 1A-1 ) =A (BB- 1) A-1 = AIA-1 = AA-1 =I 

(B-1 A-1 )(AB) = B-1 (A-1 A) B = B-1 IE= B-1 B =I, 

zakljucujerno da jednakost (III.4.1.5) vazi. 0 

Maternatickorn indukcijorn rnoze se dokazati da vazi sledece tvrdenje: 

Teorema III.4.1.6 Za regularne matrice A1 , ... , Am vaii jednakost 

(A1 · · · Am)-1 = A;1 
· · · A;:-

1
. 

Za regularne rna trice rnoze se definisati step en rnatrice A k i za negativno 
celo k. Nairne, ako je k prirodan broj, rnozerno uzeti da je 

a, s obzirorn na prethodnu teorernu, takode vazi 

111.4.2 Blok matrice i operacije sa njima 

Definicija III.4.2.1 Ako se rnatrica A tipa m x n rnrezorn horizontalnih 
i vertikalnih pravih razlozi na vise rnatrica, kaze se da je matrica razbijena 
na blokove. 

Blokovi rna trice A su rna trice Aij tip a mi · x nj, gde su 

q 

.Lnj=n. 
j=1 

Operacije sa rnatricarna razbijenirn na blokove su forrnalno iste sa ope
racijarria kod obicnih rnatrica. Nairne, vaze sledeCi rezultati: 

Teorema III.4.2.1 Neka su matrice A i B razbijene na blokove, tj. neka 

Je 

A= ~~~~ ~~~ 
A~1 Apz 

B = ~~~~ ~~~ 
B~1 Bpz 
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gde s·u Aij i Bij matrice istog tipa. Tada je 

>.A21 >.A22 
>.A= 

[

>.Au >.A12 

>.Apl >.Ap2 

A+B= 
[

An +flu· 
A21 +B21 

Apl + Bpl 

Teorema III.4.2.2 Neka su 

A21 A22 A2q 

A12 + B12 
A22 + B22 

A 
[

Au A12 . . . A1ql 

. ' B= 

Apl Ap2 Apq 

(>. E IK) 

A1q + B1ql 
A2q + B2q 

Apq + Bpq 

[

Bu B12 ... 
B21 B22 

Bql Bq2 

i neka s·u blokovi takvi da je broj kalona bloka Aij jednak broju vrsta bloka 
Bjk (i = 1, ... ,p; j = 1, ... ,q; k= 1, ... ,s). Tadaje 

q 

[

Cu C12 ... 
C21 c22 

AB= 

Cpl Cp2 

gde je cik = L AijBjk (i = 1, ... ,p; k = 1, ... 's). 
j=l 

Primer 1. Neka su 

Ako stavimo 

2 0 
1 0 
0 8 
0 5 

B= [-~ 0 
0 

-2 -1 0 
5 2 0 
0 0 2 
0 0 -5 
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mamo 

Kako je 

[5 2] [ 1 -2 -21] = [o1 o1 -01] AnBn = 2 1 . -2 5 

dobijamo 

AB= 

1 
0 

0 
0 

0 -1 
1 0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

1 
0 

0 
0 

0 
1 

Neposrednirn mnozenjern moze se dokazati sledeCi rezultat: 

Teorema III.4.2.3 Neka je 
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regularna matrica, gde su An i A22 kvadratne matrice. Aka je matrica A22 
regularna, tada je 

gde su 

Xn =(An- A12A22
1 A21)-l, 

X21 = -A22
1 A21Xn, 

X12 = -XnA12A2{, 
X22 = A2i(I- A21X12). 

Primer 2. Za matricu 

A= [~ ~ ~ -~] 
2 7 6 -1 
1 2 2 -1 
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odredicemo A -l . N eka su 

Na osnovu teoreme III.4.2.3, imamo redom: 

Xu 

Dakle, 

-1 3 -7 20 

A-l = ~ 
-'7 -3 5 -10 

6 
9 3 -3 6 
3 3 -3 6 

Neka je A kvadratna matrica reda n podeljena na blokove na sledeci 
nacin 

(III.4.2.1) 
[

Au A12 ... 
A21 A22 

A= 

Ap1 Ap2 

(p::::. 2), 

tako da su dijagonalni blokovi Au, A22, ... , App kvadratne matrice. 

Definicija III.4.2.2 Za matricu A, datu sa (III.4.2.1), u kojoj su svi vandi
jagonalni blokovi Aij = 0 (i 1- j), kazemo da je kvazidijagonalna matrica i 
oznacavamo je sa 

(III.4.2.2) A= Au +A22 + · · · +App· 
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Dijagonalni blokovi matrice A, koji se pojavljuju u formuli (III.4.2.2), 
cesto se oznacavaju izostavljanjem drugog indeksa. Tako, formula (III.4.2.2) 
postaje 

(III. 4. 2. 3) A= A1 +A2 + .. · +Ap. 

Primer 3. Matrica 

1 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 

A= 
0 0 2 0 0 0 
0 0 0 1 2 0 
0 0 0 0 1 3 
0 0 0 0 0 1 

je kvazidijagonalna i moze se predstaviti u obliku 

A= [~ ~] + [2] + [~ ~ ~] . 
Na kraju ovog odeljka navescemo dve teoreme koje se odnose na operacije 

sa kvazidijagonalnim matricama. 

Teorema III.4.2.4 Ako je A skalar i k prirodan broj, za kvazidijagonalnu 
matricu A, oblika 

A= A1 +A2 + .. · +Ap, 

gde su matrice Ai ( i = 1, ... , p) istoga red a, vaie jednakosti 

Teorema III.4.2.5 Za kvazidijagonalne matrice 

gde su matrice Ai i Bi ( i = 1, ... , p) istoga red a, vaie jednakosti 
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III.4.3 Neke specijalne klase matrica 

U ovom odeljku navodimo nekoliko vaznih klasa kvadratnih matrica. 

Definicija III.4.3.1 Matrica A je r-ealna ako su joj svi elementi realni bro
jevi. 

Definicija III.4.3.2 Matrica A je pozitivna ako su joj svi elernenti pozitivni 
brojevi. 

Analogno se definisu: negativne, nenegativne i nepozitivne matrice. 

Definicija III.4.3.3 Kvadratna matrica A je simetricna ako je AT= A. 

Definicija III.4.3.4 Kvadratna matrica A je koso-simetricna ako je AT= 
-A. 

Kod simetricnih matrica imamo da je a·ij = aji, a kod koso-simetricnih 
aij = -aji· Iz poslednje jednakosti sleduje da su kod koso-simetricnih mat
rica elernenti na glavnoj dijagonali jednaki nuli, tj. da je aii = 0. 

Definicija III.4.3.5 Ako za kvadratnu matricu A vazi AT A = I, gde je I 
jedinicna matrica, matrica A se naziva ortogona.lna matrica. 

Za kvadratne matrice nad poljem CC mogu se uvesti klase hermitskih i 
koso-hermitskih matrica pomocu sledeCih definicija: 

Definicija III.4.3.6 Kvadratna matrica A je hermitska ako je A* =A. 

Definicija III.4.3. 7 K vadratna matrica A je koso-hermitska ako je A* = 
-A. 

Definicija III.4.3.8 Ako za kvadratnu matricu A vazi A* A= I, gde je I 
jedinicna matrica, matrica A se naziva unitarna rnatrica. 

Neka je Vn slmp svih kompleksnih vektora9 x = [x1 x2 

Koriscenjem skalarnog proizvoda dva vektora 

Y = [Yl Y2 

9 Moze se uzeti da je v;, = IC". 

T 
Xn] · 
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de:finisanog pomocu 
n 

(x, y) = y*x = ~ XkfJk, 
k=l 

uslov za hermitsku matricu (A = A*) moze se predstaviti u ekvivalentnom 
obliku 

(Vx, y E Vn) (Ax, y) = (x, Ay). 

Slicno, uslov za koso-hermitsku matricu (A= -A*) moze se predstaviti 
u obliku 

(Vx,y E Vn) (Ax, y) + (x, Ay) = 0. 

111.5 ZADAC1 ZA VEZBU 

1. Neka su operatori A : JR3 -+ JR3 i B : JR3 -+ JR3 zadati sa A(x, y, z) 
(3x,2y- x,x- z), B(x,y,z) = (x + 2y,x + y- z,x). Odrediti matrice 
operatora A, B, A+ B, ABu prirodnoj bazi. 

2. Neka je operator A: JR3 -+ P1 definisan sa A( a, b, c) = (2a + b)x + (b- c). 

a) Dokazati da je A linearan operator. 

b) Odrediti matricu operatora Au bazarna { (0, 1, 2), (0, 3, 0), (1, 1, 0)} i 
{2x + 1, x }. 

c) Odrediti rang i defekt operatora A. 

3. Neka je operator A : JR3 -+ M2 definisan sa 

· [ x x+zy]· A(x,y,z) = y+i 

a) Dokazati da je A linearan operator. 

b) Odrediti matricu operatora Au bazama { e1, e2, e3} i {B1, B2, B3, B4}, 
gde su 

e1 = (1,0,0), e2 = (1, 1, 0), e3 = (1,1,1) 
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c) Odrediti rang i defekt operatora A. 

4. Neka je operator A: JR.3 -t JR.2 zadat matricom 

A= [2 3 7] 
1 -1 2 

u bazama {(1,1,0),(0,1,1),(0,0,1)} i {(1,1),(1,-1)}. Odrediti matricu 
operatora Au prirodnoj bazi, kao i A(2, -2, 2). 

5. Nekaje M2,2 vektorski prostor kvadratnih matrica reda dva i A: M2,2 -t 

M2,2, operator definisan sa: 

1 ( 7') AX="2 X+X . 

a) Dokazati da je operator A linearan. 

b) Odrediti matricu operator a A u odnosu na bazu 

c) Odrediti rang i defekt operator a A. 

6. Neka su date matrice A i B, 

. - [1 0 
A- 0 -1 B = 1 0 . [1 -1] 

Ispitati da li postoje matrice: 

AB, BA, 

i, ako postoje, odrediti ih. 

-1 
a ' 

1 -1 

2A, 2A+B, 

7. Neka je M skup svih kvadratnih matrica oblika 

[ 
1 0 X l 

Mx = -x 1 -x2 /2 
0 0 1 

(x E IR). 
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Ako je operacija · mnozenje matrica, ispitati strukturu (M, ·). 

8. Neka je Ma kvadratna matrica reda n oblika 

(a E JR.). 

Ako je M = {Ma I a E JR., a -=/: 0}, ispitati strukturu (M, ·), gde je · 
mnozenje matrica. 

9. Ako je M skup svih matrica oblika 

[

a 0 0] 
M(a, a) = 0 1 a 

0 0 1 
(a> 0, a E JR.), 

ispitati strukturu (M, ·). Koje osobine ima preslikavanje f: M---+ C, defin-
isano pomocu 

f (M(a, a)) = aeia. 

10. Odrediti sve kvadratne matrice A, reda dva, za koje je A2 = A. 

Rezultat. Trazene matrice su 

gde je a E JR.. 

11. Odrediti sve kvadratne matrice A, reda dva, ciji je kvadrat jedinicna 
mat rica. 

Rezultat. Trazene matrice su: 

[~ ~] ' [-1 OJ 
0 -1 [a b] (a 2 + be = 1). 

c -a 

12. Odrediti sve matrice M koje komutuju sa matricom A = [~ ~], a 

zatim pokazati da skup svih tih matrica Cirri komutativni prsten u odnosu · 
na sabiranje i mnozenje matrica. 
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Rezultat. M _ [a 2b ] 
- 3b a+ 3b (a,b E C). 

13. Odrediti sve matrice M koje su komutativne sa matricom 

A= [H ~] 
a zatim odrediti mat rice Mn, gde je n prirodan broj. 

14. Neka je 

A= [-~ --~ ~] 
-1 0 -1 

(a E q. 

a) Odrediti (A+ 1) 3 . 

b) Izracunati An (n EN). 

15. Ako je A= [~ -~], odrediti An (n EN). 

16. Date su matrice 

[-1 2] 
B = -5 6 . 

Ako je n prirodan broj, odrediti matrice An Bn. 

Rezultat. 

n - 1 [5- 22n+l 22n+l - 2] 
B - 2 5 - 5 · 22n 5 · 22n - 2 . 

17. Neka su matrice A i B zadate sa A= [~ ~] 

a) Dokazati da su A i B slicne matrice. 

b) Odrediti mat rice A 100 i B 100. 
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18. Neka je data matrica 

Odrediti vrednost izraza A 2008 - A 3. 

19. Ako je 
21f . . 21f 

z = cos - - z sm- odrediti vrednost determinante 
3 3 

20. Proveriti rezultate: 

1 1 1 X 

a) 
1 1 X 1 

= (x- 1) 3 (x + 3); 
1 X 1 1 
X 1 1 1 

1 1 4 4 

b) 
-1 3- x2 3 3 

= 23(x2 - 4)(x2 - 9). 
7 7 5 5 

-7 -7 6 x2 - 3 

21. Izracunati vrednost determinante n-tog reda Dn 

5 6 0 .. . 0 0 
1 56. 0 0 

Dn = 0 1 5 0 .0 

0 0 0 1 5 

nEN. 
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22. U zavisnosti od realnog parametra a odrediti vrednost determinante 

a+1 a 0 0 
1 a+1 a 0 

Dn = 0 1 a+1 0 nEN. 

.. 
0 0 0 .a+ 1 
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23. Odrediti vrednost determinante n-tog reda 

2x x+1 0 0 
x-1 2x x+1 0 

Dn = 0 x-1 2x 0 X E JR., n EN. 

0 0 0 2x 

24. Odrediti x E JR. tako da matrica 

[

-1 

A= ~ 

bude regularna, a zatim za x = -5 odrediti A - 1 . 

25. Resiti rnatricnu jednacinu AX= B, ako su date matrice 

[1 3] [3 5] a) A = 3 4 ' B = 5 9 

26. Neka je (Xw, +, ·) linearni prostor prosto-periodicnih oscilacija nad 
poljem JR. i neka je 1J operator definisan pomocu 

V(A cos(wt + <p)) = -wA sin(uJt + <p). 

a) Dokazati da je 'D automorfizam prostora (Xw, +, · ). 

b) Odrediti matricu opearatora 1J u bazi B = {coswt,-sinwt}. 

c) Ako je f izomorfizam prostora (Xw, +, ·) i (C, +, · ), odrediti f(B). 

d) Dokazati da je preslikavanje Vc = fTJ f- 1 automorfizam prostora 
(C,+,. ). 

e) Odrediti matricu operatora Vc u bazi Be = {1, i}, a zatim odrediti 
f- 1(Bc). 
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IV.l METODI RESAVANJA 

IV.l.l Cramerove formule 

Posmatrajmo sis tern od n linearnih jednacina sa n nepoznatih ( x 1 , x 2 , 

... 'Xn) 

(IV .1.1.1) 

aux1 + a12X2 + · · · + a1nXn = h, 
a21X1 + a22x2 + · · · + a2nXn = b2, 

Ako je b1 = b2 = · · · = bn = 0, za sistem jednacina (IV.l.l.1) se kaze da 
je homogen sistem. 

Definicija IV.l.l.l Za uredenu n-torku.brojeva (6, 6, ... , ~n) kazemo da 
je resenje sistema jednacina (IV.l.l.1) ako se svaka jednacina ovog sistema 
za Xk = ~k (k = 1, 2, ... , n) svodi na identitet (tj. kolokvijalno receno, 
svaka jednaCina je zadovoljena). 

Naravno, postavlja se pitanje egzistencije tog resenaja, a onda i njegove 
jedinstvenosti ukoliko uopste ono postoji. 

Primetimo da homogeni sistemjednacina uvek ima tzv. trivijalno resenje 
~k = 0 (k = 1, 2, ... , n). 
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168 CLAVA IV. SISTEMI LINEARNTH JEDNACINA 

Sis tern jed11aci11a (IV.l.l.1) moze se predstaviti matric11o u obliku 

(IV.1.1.2) Ax =b, 

gde su A, b, x, redom 

(IV.1.1.3) 

U upotrebi je sledeca terrni11ologija: rnatrica A je matrica sistema jed
nacina, b je vektor slobodnih clanova, a x je vektor nepoznatih ili vektor 
resenja. 

Pod pretpostavkorn da je 

(IV.l.l.4) D = detA = fO, 

pokazacemo da postoji resenje sistema jed11aci11a (IV.l.1.1), da je 0110 jedi11-
stve11o, a pokazacemo i kako se o11o rnoze odrediti. 

Kako je, u ovom slucaju, rnatrica A regularna, rn11oze11jem rnatric11og 
oblika sistema jed11aCi11a (IV.1.1.2) i11verz11orn rnatricorn A-1 sa leve stra11e, 
dobijamo 

(IV.1.1.5) 

Da je ovo i jedinstve11o rese11je sistema jed11aci11a (IV.1.1.2) lako se je 
uveriti. Nairne, ako pretpostavirno da postoji i vektor y f x koji je takode 
rese11je datog sistema jeda11aCi11a, tj. Ay = b, tada bisrno irnali da je 

Ay =Ax, 

odakle, rn11oze11jern sa i11verz11om rna tricorn A - 1 sa leve stra11e, dolazirno do 
ko11tradikcije da je y = x. 

Odredimo sada elerne11te vektora rese11ja iz (IV.1.1.5). To rnozerno ura
diti direkt11o 11a os11ovu (IV.1.1.5) (videti 11apome11u 1 11a stra11i 169), a 
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wzemo ina jedan prirodniji nacin. Nairne, ako u determinanti 

a1,k-1 a1kxk a1,k+1 
a2,k-1 a2kxk a2,k+1 
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lemenmtima k-te kolone dodamo odgovarajue elemente svih ostalih kolona 
>OSto ih redom pomnozimo sa x1, ... , Xk-1, Xk+1, ... , Xn, dobijamo, uzi
aajuCi u obzir da su zadovoljene jednaCine (IV.1.1.1), 

(IV.l.1.6) D·xk=Dk (k=1,2, ... ,n), 

gde je 
an a1,k-1 b1 a1,k+1 a1n 

a21 a2,k-1 b2 a2,k+1 a2n 
Dk= 

an1 an,k-1 bn an,k+l ann 

S obzirom da je po nasoj pocetnoj pretpostavci D -1 0, na osnovu 
(IV.l.1.6) imamo da je 

(IV.l.1.7) (k=1,2, ... ,n). 

Fonnule (IV.l.l. 7) su poznate kao Crarnerove1 forrnule. Interesantno je 
primetiti da je ove formule izveo Leibnitz2 jos 1678. godine, a Cramer ih je 
nasao tek 1750. godine. 

N apomena 1. Primetimo da smo do Cramerovih formula mogli doCi i 
direktno na osnovu (IV.l.1.5), oda~de imamo 

pa su odgovarajuCi elementi vektora x 

(IV.l.1.8) 
1 n 

Xk =- LbiAk 
D i=1 

An11 [b11 An2 b2 

Ann bn 

(k=1,2, ... ,n). 

1 Gabriel Cramer (1704-1752); svajcarski matematicar. 
2 Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716), veliki nemacki matematkar. 
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Kako se suma na desnoj strani u (IV.l.l.8) moze interpretirati kao razvoj de
terminante Dk po elementima k-te kolone, dolazimo do Cramerovih formula 
(IV.1.1.7). 

Daklc, na osnovu prethodnog razmatranja, zakljucujemo da ako je D = 
det A-::/- 0, sistem jednaCina (IV.l.1.1) ima jedinstveno resenje dato Crame
rov im formulama (IV .1.1. 7). 

U slucaju kada je D = 0, a bar jedna od determinanata Dk razlicita 
od nule, imajuci u vidu formule (IV.l.l.6) koje su izvedene na osnovu pret
postavke da su jednacine (IV.l.l.1) zadovoljene, zakljucujemo da to nije 
slucaj, tj. sistem jedna.Cina (IV.l.l.1) je nemogw5 (protivv.recan). Medutim, 
ako je D 0 i Dk = 0, za svako k = 1, 2, ... , n, na osnovu prethodnog 
razmatranja ne mozemo nista konkretno zakljuCiti o resivosti datog sistema 
jednaCina. Taj slucaj biCe razmatran kasnije. 

Na osnovu Cra.merovih formula moze se izvesti zakljucak da homogeni 
sistem jedn<tcina, za koji je D -::/- 0, ima samo trivijalno resenje xk = 0 
(k=1,2, ... ,n). 

Primer 1. Neka je dat sistem jednacina 

Kako je 

4xl- 2x2- X3 = 1, 
2xl + 2x2 + X3 = 5, 
8x1 - X2 + X3 = 5. 

4 -2 -1 
D = 2 2 

8 -1 
1 = 18, 
1 

sistem ima jedinstveno resenje 

1 -2 -1 
_ D1 _ 1 

Xl- D- 18 5 2 1 = i~ = 1, 
5 -1 1 
4 1 -1 

X2 -- D2 - _!_ 
- D - 18 2 5 1 - 36-2 

- 18- ' 
8 5 1 

4 -2 1 
- !2.:J.- 1 

X3- D - 18 2 2 5 = 1~8 = -1. 
8 -1 5 
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Napomena 2. Cramerove formule imaju vise teorijski, nego prakticni 
znacaj. One zahtevaju izracunavanje n + 1 determinanata n-tog reda. Ako 
bismo vrednost determinante n-tog reda izracunavali po definiciji, potrebno 
je izvrsiti Sn = n! -1 sabiranja (iii oduzimanja) i Mn = (n -1)n! mnozenja, 
sto ukupno iznosi Pn = Sn + Mn ~ n · n!. Pod pretpostavkom da je za 
obavljanje jedne racunske operacije na racunaru potrebna 1 f-LS, to bi za 
izracunavanje vrednosti jedne determinante tridesetog reda bilo potrebno 
oko 

30. 30! . 1 . 10-6 5 1020 d' 
3600 · 24 · 365 ~ 2' . go ma. 

Uopsteno govoreCi ovakav postupak je prakticno neprimenljiv vee za deter
minante reda n > 4. 

IV.1.2 Gaussov metod eliminacije 

Neka je dat sistem linearnih jednaCina 

(IV.l.2.1) 

anx1 + a12X2 + · · · + alnXn = b1, 

a21X1 + a22X2 + · · · + a2nXn = b2, 

koji ima jedinstveno resenje. Sistem se moze predstaviti matricno u obliku 

(IV.1.2.2) Ax= b, 

gde suA, b, x dati pomocu (IV.l.l.3). 

Osnovni metod za resavanje sistema linearnih jednaCina je Gav.ssov3 me
tod eliminacije, koji ima vise varijanata. U sustini, Gaussov metod se zasniva 
na redukciji sistema (IV.l.2.2), primenom tzv. elementamih transformacija, 
na trougaoni sistem jednaCina 

(IV.l.2.3) Rx=c, 

gde su 

R= 
[

rn 

3 Carl Friedrich Gauss (1777-1855), veliki nemacki matematicar. 
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Te elementarne transformacije moraju biti takve da sistem jednaCina 
(IV.1.2.3) ima ista resenja kao i polazni sistem (IV.l.2.2). Za takve sisteme 
jednaCina kazemo da su ekvivalentni sisterni. 

Sistem jednaCina (IV.l.2.3) resava se sukcesivno polazeCi od poslednje 
jednacine. Naime, 

Cn 
Xn=--, 

Tnn 
(i = n -- 1, ... , 1). 

Napomenimo da su koeficijenti Tii 1- 0 jer po pretpostavci sistem (IV.l.2.2), 
tj. (IV.1.2.3), ima jedinstveno resenje. 

Pokazacemo sada kako se sistem (IV.l.2.1) moze redukovati na ekviva
lentan sistem sa trougaonom matricom. 

Pod pretpostavkom da je a 11 1- 0, izracunavamo najpre tzv. eliminacione 
faktore 

(i=2, ... ,n), 

a zatim, mnozenjem prve jednaCine u sistemu (IV.l.2.1) sa mil i oduzima
njem od i-te jednacine, dobijamo sistem od n- 1 jednacina 

(2) (2) (2) 
a22 X2 + ... + a2n Xn = b2 ' 

(IV.l.2.4) 

gde su 

(2) (2) (2) 
an2X2 + · · · + annXn = bn , 

a(2
) - a· · m · a · ·ij - zJ - zl lJ, b(2

)- b m· b i - i- tl 1 (i,j=2, ... ,n). 

Pod pretpostavkom da je aW 1- 0, primenjujuci isti postupak na sistem 

jednacina (IV.l.2.4), sa mi2 =a;;) fa~~ (i = 3, ... , n), dobijamo sistem od 
n - 2 jednaCine 

(3) (3) (3) 
a 33 X3 + · · · + a3n Xn = b3 , 

(3) (3) (3) 
an3 X3 + · · · + annXn = bn , 

gde su 

b(3) - b(2) - . b(2) 
i - i ffiz2 2 (i,j = 3, ... ,n). 
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NastavljajuCi ovaj postupak, posle n- 1 koraka, dolazimo do jednaCine 

a (n)x = b(n) 
nn n n · 

Najzad, ako iz svakog od dobijenih sistema uzmemo njegovu prvu jed
naCinu, dobijamo trougaoni sistem jednacina 

(1) (1) (1) (1) 
a 11 x1 + a 12 X2 + a 13 X3 + · · · + a 1n Xn 

(2) (2) ~) 
a 22 X2 + a 23 X3 + · · · + a 2nxn 

(3) (3) 
a33 X3 + ... + a3nXn 

• v d' . d b t' t '1' - (1) b - b(1) pn cemu smo, ra 1 Je noo raznos 1, s av1 1 aij = aij , i = i . 

Ovim smo sistem (IV.1.2.2) sveli na trougaoni oblik (IV.1.2.3). 

Navedena trougaona redukcija ili, kako se cesto kaze, Gaussova elirni
nacija ili Gaussov algoritarn, svodi se na izracunavanje koeficijenata 

b(k+1) = b(k)- m;kbk(k) 
1 1 ,, , 

za i, j = k + 1, ... , n i k = 1, 2, ... , n- 1. 
Primetimo da su elementi matrice R i vektora c dati sa 

Tij = ag), ci = b~i) (i = 1, ... ,n; j = i, ... ,n). 

Da bi navedena trougaona redukcija egzistirala, potrebno je obezbediti 

uslov aW =I 0. Elementi ar~ su poznati kao glavni elernenti ili stoierski 
elernenti. Pod pretpostavkom da je matrica A sistema (IV.l.2.2) regularna, 

uslove a~~ # 0 moguce je obezbediti permutacijom jednacina u sistemu. 

Primer 1. Primenimo Gaussov metod eliminacije na sistem jednaCina 
koji je posmatran u primeru 1. na strani 170. 

Kako su m 21 = 1/2 i m31 = 2, posle prvog eliminacionog koraka 
dobijamo 

3 9 
3x2 + 2x3 2' 
3x2 + 3x3 3. 
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S obzirom da je m 32 1, posle drugog eliminacionog koraka imamo 

3 3 
-X3 = --. 
2 2 

Dakle, dobili smo trougaoni sistem jednaCina 

4xl - 2x2 - X3 1, 

3 9 
3X2· + -X3 2' 2 

3 3 
-X3 
2 2 

Najzad, polazeci od trece jednacine, dobijamo resenja 

Primetimo da trougaona redukcija obezbeduje jednostavno izracunava
nje determinante sistema. N aime, vazi 

uz eventualnu promenu znaka ako je izvrsen neparan broj pennutacija jed
naCina sistema ( tj: vrsta matrice sistema). 

N apomena 1. Za resavanje sistema od n jednacina sa n nepoznatih, 
ukupan broj racunskih operacija u Gaussovom metodu iznosi 

Za dovoljno veliko n imamo N(n) ~ 2n3 /3. Na primer, za resavanje sis
tema od n = 30 jednacina (ili izracunavanje vrednosti determinante 30-tog 
reda) potrebno je 0.018 s ako se jedna racunska operacija obavlja za 1 fi>S, a 
vi deli smo ranije ( videti napomenu 2 na strani 171) da je za izracunavanje 
jedne determinante 30-tog reda na osnovu definicije, a sa istim vremenom 
za obavljanje jedne operacije, bilo potrebno ~ 2.5 · 1020 godina. 

Sa numerickog stanovista (imajuCi u vidu kumuliranje gresaka zaokrug
ljivanja koje su neminovne u postupku izracunavanja na racunskoj masini, 
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1 u zelji da se kumulirana greska uCini sto manjom) u toku eliminacionog 
procesa treba vrsiti permutacije jednaCina u cilju dobijanja maksimalnog po 
modulu glavnog elementa u svakom eliminacionom koraku. Ovakva modi
likacija Gaussovog metoda se zove Gaussov metod sa izborom glavnog el
~menta i taj metod se najcesce nalazi u korisnickim softverskim paketima 
z;a numericko resavanje sistema linearnih jednaCina. 0 drugim detaljima 
Gaussovog metoda, kao i o drugim metodima za resavanje sistema jednaCi
na, moze se naCi u knjizi: G. V. MILOVANOVIC, Numericka analiza, Ideo 
(trece izdanje), Naucna knjiga, Beograd, 1991. 

Gaussov metod moze biti primenjen i na resavanje sistema 

aux1 + a12x2 + · · · + a1nXn b1, 

(IV.l.2.5) 

kod koga je broj jednacina veCi od broja nepoznatih, tj. m > n. U tom slu
caju, primenom Gaussovog metoda dobijamo ekvivalentni sistem jednaeina 

(IV.l.2.6) 

a(n) X bm(n). 
mn n 

Dakle, sistem (IV.l.2.5) imace resenje ako se iz poslednjih m - n + 1 
jednaCina u sistemu (IV.l.2.6) dobija ista vrednost za Xn, tj. ako je 

b~) b~) 
Xn = {;) = ... = (n)' 

ann amn 

Napomena 2. Gaussov metod eliminacije moze se veoma uspesno pri
meniti i na inverziju matrica. (Primetimo da bi za direktno odredivanje 
inverzne matrice neke regularne kvadratne matrice reda n bilo potrebno iz
racunati vrednost jedne determinante redan in2 determinanata reda n-1.) 
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Neka je A= [aij]nxn regularna matrica i neka je 

X= 

Xnt Xn2 

njena inverzna matrica. Vektori x1, x2, ... , Xn su redom prva, druga, 
n-ta kolona matrice X. Definisinio vektore e1, e2, ... , en pomocu 

S obzirom na jednakost 

... , 

problem odredivanja inverzne matrice moze se svesti na resavanje n sistema 
linearnih jednacina 

(IV.l.2.7) (i = 1, ... , n). 

Za resavanje sistema (IV.l.2.7) pogodno je koristiti Gaussov metod eli
minacije, s obzirom da se matrica A pojavljuje kao matrica svih sistema, 
pa njenu trougaonu redukciju treba izvrsiti samo jednom. Pri ovome, sve 
transformacije koje su potrebne za trougaonu redukciju matrice A treba 
primeniti i na jedinicnu matricu I = [e1 e2 en]. Na taj nacin 
matrica A transformise se u trougaonu matricu R, a matrica I u matricu 
C = [c1 c2 en]. Najzad, ostaje da se rese trougaoni sistemi jedna
Cina Rxi = Ci (i = 1, ... ,n). 

Prema tome, primena Gaussovog metoda moze se iskazati kao transfor
macija matrice [A I] u matricu [ R C]. 
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IV.2 EKVIVALENTNI SISTEMI VEKTORA 
I MATRICA 

IV.2.1 Ekvivalentni sistemi vektora 

177 

Neka su u linearnom prostoru X nad poljem K data dva konacna skupa 
(sistema) vektora U = { u1, u2, ... } i U' = { ui, u~, ... } takvi da se lineali 
nad njima poklapaju, tj. 

(IV.2.1.1) L(U) = L(U') = Y. 

OCigledno, svaki vektor iz Y ( C X) moze bitipredstavljen kao linearna kom
binacija vektora iz sistema U ili vektora iz sistema U'. 

Definicija IV.2.1.1 Za dva sistema vektora U i U' kazemo da su medu 
sobom ekvivalentni sistemi ako svaki vektor iz sistema U moze da se izrazi 
kao linearna kombinacija vektora iz sistema U' i obrnuto. 

N a osnovu prethodnog, sistemi U i U' su ekvivalentni ako i samo ako 
vazi (IV.2.1.1). Lako je proveriti da je ekvivalentnost sistema po definiciji 
IV.2.1.1 stvarno jedna relacija ekvivalencije u skupu sistema vektora. 

Neka je S slcup svih sistema vektora u prostoru X. S obzirom na uvedenu 
relaciju ekvivalencije, slmp S se moze razbiti na klase ekvivalencije. Ako su 
U i U' dva proizvoljna sistema vektora iz jedne klase ekvivalencije, tada se, 
videli smo, lineali nad U i U' poklapaju. Interesantno pitanje koje se moze 
postaviti odnosi se na broj vektora u ekvivalentnim sistemima. U vezi s tim, 
bitnu ulogu igra linearna nezavisnost vektora u sistemu. 

Teorema IV. 2.1.1 N eka je U = { u1, u2, : .. , Urn} sistem linea rna nezavis
nih vektara. Aka se svaki vektar iz U maze izraziti kaa linearna kambinacija 
vektara iz sistema U' = { u~, u~, ... , u~ L tad a je m S n. 

Dakaz. Pre svega uoCimo da u sistemu U ne postoji nula-vektor i pret
postavimo, suprotno tvrdenju teoreme, da je m > n. Takode, radi pregled
nijeg oznacavanja stavimo U' :::: U(1). 

Pridruzimo sistemu U(l) vektor u1 i posmatrajmo novi sistem vektora 

(IV.2.1.2) 

koji je ekvivalentan sistemu u(l). 
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Kako se, prema uslovu teoreme, vektor u1 moze izraziti kao linearna 
kombinacija vektora is sistema u(l)' tj. kako je 

n 

u1 = L Aliu~, 
i=l 

zakljucujemo da je sistem vektora (IV.2.1.2) linearno zavisan. Ovo, pak, 
znaci da se, prenumeracijom, neki od vektora sistema u(l)' na primer vektor 
u~, moze izraziti kao linearna kombinacija preostalih n vektora iz sistema 
(IV.2.1.2). Ako sada iskljueimo ovaj vektor iz (IV.2.1.2), dobijamo novi 
sistem vektora 

(IV.2.1.3) U (2) _ { I I} - u1,u2, ... ,un . 

Jasno je da se, sada, svaki vektor sistema U moze da izrazi kao linearna 
kombinacija sistema U(2), sto znaei da se, u uslovu teoreme, u(l) moze 
zameniti sa U(2). 

Nastavljajuci ovakav postupak izmene sistema U(k) (k = 1, 2, ... ), uvo
denjem novih vektora iz sistema U, proizilazi da se vektorima iz U mogu 
zameniti svi vektori polaznog sistema U 1 = u(l), svodeCi ga tako na sistem 

Medutirn, ovo bi znaeilo da se svaki vektor iz U moze izraziti kao lin
earna kombinacija vektora iz jednog njegovog podsistema u(n+l) (c U), sto 
protivureCi Cinjenici da je U sistem linearno nezavisnih vektora. Dakle, ne 
moze biti m > n. 0 

Posmatrajmo sada dva ekvivalentna sistema linearno nezavisnih vektora. 
N a osnovu prethodne teoreme svaki od ovih sistema sadrzi ne vise vektora 
od drugog, sto znaci da se ekvivalentni sistemi linearno nezavisnih vektora 
sastoje od istog broja vektora. 

S druge strane, ako imamo sistem U linearno zavisnih vektora, pri cemu 
svi vektori nisu istovremeno jednaki nula-vektoru, tada u U postoji ekviva
lentni podsistem linearno nezavisnih vektora. Za ovaj podsistem kazemo da 
je baza sistema vektora U. N aravno, svaki sistem vektora moze imati vise 
baza, ali se sve one sastoje od istog broja vektora. Sve baze ekvivalentnih 
sistema su istovremeno ekvivalentni sistemi. 

Definicija IV.2.1.2 Broj vektora baze jednog sistema U naziVa se rang 
sistema U i oznacava se sa rang U. 
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Drugim recima, rang U je maksimalan broj linearno nezavisnih vektora 
sistema U. 

Primer 1. Nekaje u prostoru IR4 dat sistem vektora U = {ul,··· ,u4}, 
gde su 

Ul = (4,-2,-3,-1), U2 = (-7,3,5,3), U3 = (1,1,0,-4), U4 = (-2,0,1,3). 

Kako su, na primer, u3 i u4 linearno nezavisni vektori i u1 = -2u3- 3u4, 
u2 = 3u3 + Su4, zakljucujemo da je rang U = 2. Sistem U je ekvivalentan sa 
njegovim podsistemom B = { u3, u4}, koji predstavlja bazu. Naravno, ovo 
nije jedina baza sistema U. Na primer, baza je i sistem vektora {u1,u2}. 
Jedan praktican naein za odredivanje ranga sistema vektora bice dat kasnije. 
6 

IV.2.2 Zavisnost matrice operatora od baze- ekvivalentne i 
slicne matrice 

U odeljku III.2.2 uveli smo matricu linearnog operatora A: X ---+ Y 
na konacno-dimenzionalnim prostorima i, pri tom, naglasili da matrica op
eratora zavisi od izabranih baza u prostorima X i Y. U ovom odeljku 
proucicemo tu zavisnost. 

Razmotricemo najpre promenu koordinata proizvoljnog vektora u pros
torn X dimenzije n pri promeni baze Be = { e1, ... , en} u bazu Be' 
{ ei, ... , e~}. 

Najpre, definisimo linearni operator P: X---+ X sa svojstvom da je 

(j = 1, ... ,n). 

Ovako definisani operator P je regularan: Zaista, s obzirom da se svaki 
element u E X moze predstaviti pomocu baze Be sa u = x1 e1 + x2e2 + · · · + 
Xnen (x1, x2, ... , Xn E K), to, jedno za drugim, imamo 

Pu = e =} P(xlel + X2e2 + ... + Xnen) = e 
=} xlPel + X2Pe2 + ... + XnPen = e 

I I I e =? x1e1 +x2e2 + ··· +xnen = 

=} Xl = X2 = · · · = Xn = 0 

=} u=e, 

pa je, dakle, operator P stvarno regularan. 
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Kako se novi bazisni vektori ej (j = 1, ... , n) mogu razviti po vektorima 
baze Be, imamo 

(IV.2.2.1) 

Pe1 = e~ 

Pe2 = e; 

P11e1 + P21e2 + · · · + Pnlen, 

P12e1 + P22e2 + · · · + Pn2en, 

pa je matrica P prethodno definisanog operator a P u odnosu na par baza Be 
i B f pros tor a X, pri cemu je drug a baza identicna sa prvom, tj. B f = Be, 
data sa 

(IV.2.2.2) [" P12 

P21 P22 
P =Pee= 

nl Pn2 

Plnl P2n 

' 

Pnn 

a koju sada zovemo matrica transjormacije koordinata pri prelasku sa baze 
Be na bazu Be' s obzirom na jednakosti IV.2.2.1. Primetimo da je ova 
matrica regularna (kao matrica regularnog operatora). 

Uocimo sada proizvoljan vektor u E X i razlozimo ga po vektorima jedne 
i druge baze. Tada imamo 

n n 

(IV.2.2.3) u =I: Xiei = L xjej. 
i=l j=l 

n 
Kako je ej = 2: Pijei (j = 1, ... , n), (IV.2.2.3) postaje 

i=l 

Odavde je 

tj. 
n 

Xi = I: Pij xj 
j=l 

(i=1, ... ,n). 
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Prema tome, ako su odgovarajuce koordinatne reprezentacije vektora u E X 
u bazama Be i Be' date sa 

1 [ I ']T x = x1 ... Xn , 

imamo odgovarajucu matricnu formulu 

(IV.2.2.4) x = Px', 

gde je matrica P data sa (IV.2.2.2). Odavde, s obzirom da je matrica P 
regularna, sleduje 

(IV.2.2.5) 

sto izrazava koordinate vektora u E X u novoj bazi pomocu koordinata 
tog vektora u staroj bazi. Ta veza se ostvaruje pomocu inverzne matrice 
operatora koji staru bazu prevodi u novu. Ako, dakle, operator P bazu Be 
prevodi u bazu Be'' onda matrica p-l = Pe~l koordinate vektora u u staroj 
bazi Be prevodi u koordinate toga vektora u novoj bazi Be'. 

Slicno, u prostoru Y dimenzije m uocimo dve baze B f = {h, ... , f m} 
i B !' = {!{, ... , J:n}. Neka je odgovarajuca, matrica transformacije koordi
nata Q = [qij]mxm· Tada se transformacija koordinata vektora v E Y, pri 
prelasku sa baze BJ na bazu Bf', saglasno formuli (IV.2.2.5), moze pred
staviti u obliku 

(IV.2.2.6) 

gde su 
I [ I I ]T Y = Y1 · · · Ym · 

Razmotrimo sada pro menu rna trice operator a A: X ----+ Y pri promeni 
bazisa. 

Saglasno definiciji III.2.2.1, sa A = Ate oznaCimo matricu operatora 
A: X ----+ Y u odnosu na baze Be i B f. Ako promenimo baze u prostorima 
X i Y tako da su one Be' i B !', tada odgovarajucu matricu istog operator a 
A oznacimo sa A' = A!' e'. 

Teorema IV.2.2.1 Neka su date baze Be i Be' u prostoru X i baze B f i B !' 
·u prostoru Y. Aka su P i Q odgovarajuce matrice transformacija koordinata 
pri prelasku sa baze Be na Be' i sa baze B f na bazu B f', tada za matrice 
operatora A= Afe i A'= Af'e' vaii jednakost 

(IV.2.2.7) 



182 GLAVA IV. SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA 

Dokaz.Posmatrajmo parove baza (Be, B f) i (Be', B !' ). Tada za matricni 
analogon jednakosti v =Au (u EX, v E Y) imamo dve jednakosti 

(IV.2.2.8) 

(IV.2.2.9) 

y 

y' 
AjeX =Ax, 

A I A' f f'e'X = X. 

Na osnovu jednakosti (IV.2.2.6), (IV.2.2.8) i (IV.2.2.4) dobijamo 

y' = Q- 1y = Q- 1Ax = Q- 1APx', 

odakle, poredenjem sa (IV.2.2.9), dobijamo (IV.2.2.7). 0 

Na osnovu prethodne teoreme zakljucujemo da jednom linearnom ope
ratoru A: X ---+ Y odgovara skup njegovih matrica A = Afe, definisanih 
preko svih mogucih parova baza (Be,BJ) u prostorima Xi Y. Sve te mat
rice, kako smo videli, nisu potpuno nezavisne, vee su medusobno povezane. 
Preciznije receno, one su u relaciji ekvivalencije koja je data sledecom defini
cijorn. 

Definicija IV.2.2.1 Neka je Mm,n prostor matrica tipa m x n i neka je 
Mn = Mn,n· Za dve matrice A, B E Mm,n kazemo da su ekvivalentne, u 
oznaci A ~ B, ako postoje regularne kvadratne matrice S E Mm i T E Mn 
takve da je 

(IV.2.2.10) B =SAT. 

Nije tesko uociti da je ekvivalentnost matrica stvarno jedna relacija 
ekvivalencije. Zaista, relacija ~ je refieksivna, tj. A ~ A, jer jednakost 
A = SAT vazi, na primer, ako su S i T jedinicne matrice reda m i n re
spektivno. Za dokaz osobine simetricnosti primetimo da iz A ~ B, tj. iz 
Cinjenice da postoje regularne matrice S i T takve da je B = SAT, sleduje 
A = s-1 BT-l, sto znaci da je B SO! A. Najzad, iz A ~ B i B ~ C, tj. iz 
B = S' AT' i C = S" BT", gde su S', T', S", T" regularne matrice, sleduje 
C = S"S'AT"T' =SAT, tj. A~ C, gde suS= S"S' iT= T"T regularne 
matrice, sto znaci da je relacija ~ tranzitivna. Skup Mm,n se, prema tome, 
moze razbiti na klase ekvivalentnih matrica. 

Dakle, na osnovu (IV.2.2.7) zakljucujemo da su matrice A i A', koje 
odgovaraju is tom lin earn om operatoru A: X ---+ Y, ekvivalentne. Drugim 
reCima, matrice koje odgovaraju operatoru A: X ---+ Y uzete u razlicitim 
parovima baza (Be, B f) u prostorima X i Y, pripadaju jednoj klasi ekviva
lencije matrica u odnosu na relaciju ekvivalencije datu definicijom IV.2.2.1. 
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Naravno, odmah se postavlja pitanje: da li u toj klasi ekvivalencije ima 
i takvih matrica koje nisu matrice tog operatora A u nekom paru baza 
(Be, B J )? Odgovor na ovo pitanje je odrecan, o cemu govori sledeca teo
rema koju navodimo bez dokaza. 

Teorema IV.2.2.2 Svakoj klasi ekvivalentnih matrica u odnosu na defini
ciju IV.2.2.1, se maze pridruiiti bar jedan linearni operator A: X -+ Y 
(dim X = n, dim Y = m) takav da ta klasa ekvivalentnih matrica pred
stavlja skup matrica tog operatora u svim mogucim parovima baza (Be, B J) 
( u prostorima X i Y). 

Prema tome, svakom linearnom operatoru A: X ---+ Y odgovara neka 
klasa ekvivalentnih matrica, pa je proucavanje tog linearnog operatora mo
guce sprovesti preko proucavanja klase medu sobom ekvivalentnih matrica. 
Svojstva takve klase su, dakle, svojstva samog operatora. Naravno, s tim 
u vezi, odmah se moze postaviti pitanje za koji par baza (Be, B J) matrica 
operatora A: X -+ Y ima najjednostavniju strukturu, sto ,blizu" nekoj vrsti 
dijagonalne forme, jer je dijagonalna mat rica po svojim svostvima , blizu" 
broju? Sta vise, ta matrica mora imati takvu formu da se iz nje mogu 
izvuCi sva svojstva operatora A, tj. sva svojstva klase ekvivalentnih matrica. 
Odgovor na ovo pitanje bice dat kasnije. 

Na kraju ovog odeljka pornenimo i slucaj kada operator A deluje u pros
tom X, tj. kada je Y = X. Tada operatoru A: X ---+ X odgovara kvadratna 
matrica A E Mn. U tom slucaju, transformacione matrice P i Q se pokla
paju i urnesto ekvivalentnosti moze se uvesti pojam slicnosti matrica: 

Definicija IV.2.2.2 Za dve kvadratne matrice A, B E lvfn kazemo da su 
slicne matrice, u oznaci A ~ B, ako postoji regularna kvadratna matrica 
P E Mn takva da je 

(IV.2.2.11) 

Za matricu P kazemo da je matrica transformacije slicnosti. 

Relacija slicnost matrica je jedna relacija ekvivalencije u skupu matrica 
Mn. U klasi slicnih matrica, problem konstrukcije matrice najjednostavnije 
strukture je znatno tezi nego u klasi ekvivalentnih matrica. 
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IV.2.3 Rang matrice 

Neka je data rnatrica A= [a.iiJmxn E Mrn,n· Izaberimo p vrsta i q kolona 
ove matrice, sa indeksirna i 1 , i 2 , ... , ip i )I, }2, ... , ]q respektivno, pri cemu 
JC 

1 ::; J1 < h < · · · < ]q ::; n. 

Definicija IV.2.3.1 Za matricu tipa p x q datu pomocu 

[

a.idl 
. . . a.i ' 

AJl,]2, ... ,Jq = 2]1 

Z1 1't2, ... ,2p : 

a.ip)l 

a.il}ql a.i2}q 

Q..ipjq 

kazemo da. je subnwtrica rnatrice A= [a.ij]mxn· 

Nije tesko videti da za jednu matricu tipa m x n postoji ukupno (;) C) 
submatrica tipa p x q. U daljem razmatranju za nas ce biti od interesa samo 
kva.dratne submatrice. Shodno prethodnom, za posmatranu matricu tipa 

m x n postoji ukupno (;) C) submatrica reda p, gde je p::; min(m, n). 

Definicija IV.2.3.2 Matrica A ima rang r (sto oznacavarno T = rang A) 
ako mectu njenim kvadratnim submatricama reda r postoji bar jedna koja je 
regularna, dok su sve kvadratne submatricc viseg reda od T, ukolilw postoje, 
singularne. Rang nula matrice je 0. 

Za determinante kvadratnih submatrica kazemo da su rnmon. Svaki 
minor reda T (=rang A), koji je razliCit od nule, naziva se bazisni minor, a 
vrste i kolone matrice A na kojima je on definisan nazivaju se bazisne vrste 
i bazisne kolone. Napomenimo da moze da postoji vise bazisnih minora. 

Na osnovu prethodnog, svaka regularna matrica A E M11 ima rang n, 
dok za proizvoljnu matricu A E Mm,n vazi nejednakost rang A ::; min( m, n). 

Primer 1. Data je matrica 

u 2 -1 

;] A= 1 4 
-1 5 -1 
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Rang ove matrice ne maze biti veCi od tri jer je min(m, n) = min(3, 4) = 3. 

Ukupan broj submatrica treceg reda jednak je G) G) = 4 i to su: 

[ 
1 ~ -1] [ 1 ~ 3] [ 1 - ~ 3] [ 2 -1 3] 

-~ -1 : -~ -1 -~ -~ 5 -~ -~ : -~ 
Determinante svih ovih submatrica su jednake nuli jer, dodavanjem ele

menata trece vrste odgovarajuCim elementima prve vrste, prva vrsta u svirn 
ovirn determinantarna postaje identicna drugoj vrsti. Dakle, sve submatrice 
treceg reda su singularne. 

Kako je minor drugog reda 16 i I = 1 i- 0, zakljucujerno da je on bazisan 
i da je rang A = 2. Kao bazisne vrste i kolone, koje odgovaraju ovorn 
bazisnorn minoru, pojavljuju se prva i druga vrsta i prva i druga kolona 
matrice A. Naravno, postoje i drugi bazisni minori drugog reda. 6 

Iz osobina determinanata neposredno sleduje: 

Teorema IV.2.3.1 Za proizvoljnu matricu. A vaii rang A= rangAT. 

Doka.z. Transponovanjem kvadratnih submatrica rnatrice A dobijamo 
sve kvadratne submatrice za AT. Kako se transponovanjem rna trice ne 
menja njena deterrninanata (videti teorernu III.3.3.1), zakljucujemo da tvr-
denje teoreme vazi. 0 

IV.2.4 Broj linearno nezavisnih vrsta i kolona matrice 

Neka je data rnatrica A = [a.ij]rnxn E 'Mm,n kompleksnih elemenata i 
neka a1, a2, ... , an E ]1.4rn,l = v;n oznaca.vaju kolone te ma.trice, tj. 

[ ""] [ "" [ Gt,n I 
(IV.2.4.1) 

- (].2:1 0.2:2 a2,n 
a1- . , a2 = . ' 

... ) an= . 

O.m,l am,2 am,,n 

Teorema IV.2.4.1 Aka rna.trica. A = [a.ij]mxn ima. rang T, posioji T l'ine
a.rno neza.visnih kalona ma.trice A i to su bazisne kolone. Sve osta.le kolone · 
sn linea.rna kornbinacija. tih r bazisnih kalona.. 
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Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je minor reda r u gornjem levom uglu 
matrice A razliCit od nule. Taj minor je izdvojen crticama u (IV.2.4.2) 

an a12 a1r al,r+l a1n 

a21 a22 a2r a2,r+l a2n 

(IV.2.!1.2) A= aTl ar2 arr ar,r+l arn 

------------
ar+l,l ar+1,2 ar+l,r ar+l,r+l ar+l,n 

aml am2 (J,mT am,r+l amn 

U opstem slucaju minor reda r koji je razlicit od nule (bazisni minor) 
ne mora se nalaziti u gornjem levorn uglu, ali se on moze premestiti tamo 
pornocu pogodnog niza transpozicija vrsta i kalona rnatrice A. Pri tome 
sene menja rangA (o cemu ce biti reci kasnije, teorema IV.2.6.1), niti se 
menjaju, jasno je, svojstva linearne zavisnosti ili nezavisnosti koje postoje 
izmedu kalona te matrice. 

Dokazimo da su bazisne kolone a 1, a2, ... , ar linear no nezavisne. Dakle, 
treba pokazati da jednakost 

(IV.2.4.3) 

gde je vektor o E Vrn sa svim koordinatama jednakim nuli, vazi samo ako je 
--\1 = --\2 = · · · = >-r = 0. 

Zaista, jcdnakost (IV.2.4.3) je ekvivalentna sistemu jednaCina 

(IV.2.4.4) 
1' 

LAjaij = 0 (i = 1,2, ... ,m). 
j=l 

S obzirmn da podsistem 

T 

LAjaij=O (i=l,2, ... ,r). 
j=l 

ima determinantu razliCitu od nule, na osnovu Cramerovih formula za
kljucujemo da ovaj podsistem, a time i sistem (IV.2.4.4) ima samo trivijalno 
resenje --\1 = --\2 = · · · = Ar = 0. 

Dokazimo, sada, da postoje kompleksni brojevi p,1 , p,2 , ... , ttr takvi da 
se bilo koja druga kolona ak (k > r) moze predstaviti u obliku 

(IV.2.4.5) 



IV.2. EKVIVALENTNI SISTEMI VEKTORA I MATRICA 

Jednakost (IV.2.4.5) je ekvivalentna sistemu jednaCina 

(IV.2.4.6) 
r 

I: /-ljaij = aik (i = 1, 2, ... , m). 
j=l 

Posmatrajmo podsistem 

(IV.2.4.7) 
r 

I: f-Ljaij = aik (i = 1, 2, ... , r). 
j=l 

187 

Kako je determinanta ovog podsistema razliCita od nule (Cramerov slucaj) 
postoje jednoznacno odredeni brojevi a1, a2, ... , ar takvi da su za /-lj = O:j 

(j = 1, 2, ... , r) jednaCine (IV.2.4.7) zadovoljene. 
Ako brojevi a 1 , a 2 , ... , a 1• zadovoljavaju i poslednjih m- r jednaCina 

sistema (IV.2.4.6), onda vazi (IV.2.4.5). 
Zato pretpostavimo da neka od tih m- r jednaCina, neka je to s-ta jed

nacina, nije zadovoljena ako se /-lj zameni sa O:j (j = 1, 2, ... , r), tj. neka 
je 

r 

(IV.2.4.8) I: ajaij = aik ('i = 1, 2, ... , r), 
j=l 

T 

I: O:jO.sj f. O.sk · 

j=l 

Posmatrajmo onda sledeCi minor reda r + 1 matrice A 

al1. au 
a2r 0.2k 

arT ark 

O.s.r O.sk 

On je jednak nuli jer je rang A = r. Ako prvu kolonu ovog minora pomnozi
mo sa a1, drugu sa a2, ... , r-tu sa aT i njihov zbir oduzmemo od poslednje 
kolone, na osnovu (IV.2.4.8) dobijamo 

an a12 O.lr 0 

0.21 a22 a2r 0 

=0. 
O.rl ar2 O.rr 0 

T 

asl O.s2 O.sr ask - I:; O:jasj 
j=l 
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Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je minor reda r u gornjem levom uglu 
matrice A razlicit od nule. Taj minor je izdvojen crticama u (IV.2.4.2) 

an a12 a1T al,r+l a1n 

a21 a22 a2r a2,T+l a2n 

(IV.2.4.2) A= ad ar2 a1-r ar,1·+l a.,.n 

---------
aT+1,1 ar+1,2. ar+l,T ar+l,r+l a1+l,n 

aml am2 amr am,r+l amn 

U opstern slucaju minor reda r koji je razlicit od nule (bazisni minor) 
ne mora se nalaziti u gornjem levom uglu, ali se on maze premestiti tamo 
pornocu pogodnog niza transpozicija vrsta i kalona matrice A. Pri tome 
se ne menja rang A (o cemu ce biti reci kasnije, teorema IV.2.6.1), niti se 
menjaju, jasno je, svojstva linearne zavisnosti ili nezavisnosti koje postoje 
izmedu kalona te matrice. 

Dokazimo da su bazisne kolone a 1 , a 2 , ... , aT linear no nezavisne. Dakle, 
treba pokazati da jednakost 

(IV.2.4.3) 

gde je vektor o E Vm sa svim koordinatama jednakim nuli, vazi samo ako je 
)q = A2 = ... = AT = 0. 

Zaista, jednakost (IV.2.4.3) je ekvivalentna sistemu jednacina 

(IV.2.4.4) 
T 

I:Ajaij=O (i=l,2, ... ,m). 
j=l 

S obzirom da podsistem 

T 

Ajaij = 0 (i = 1,2, ... ,r). 
j=l 

ima determinantu razliCitu od nule, na osnovu Cramerovih formula za
kljucujemo da ovaj podsistem, a time i sistem (IV.2.4.4) ima samo trivijalno 
resenje A] = A2 = ... = AT = 0. 

Dokazimo, sada, da postoje kompleksni brojevi P,1, P,2, ... , J-tr takvi da 
se bilo koja druga kalona ak (k > r) moze predstaviti u obliku 

(IV.2.4.5) 
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Jednakost (IV.2.4.5) je ekvivalentna sistemu jednaCina 

(IV.2.4.6) 
r 

L P,jaij = aik (i = 1, 2, ... , m). 
j=l 

Posmatrajmo podsistem 

(IV.2.4.7) 
r 

L P,jaij = aik (i = 1, 2, ... , r). 
j=l 

187 

Kako je determinanta ovog podsistema razliCita od nule ( Cramerov slucaj) 
postoje jednoznacno odredeni brojevi a1, a2, ... , ar takvi da su za /-lj = aj 

(j = 1, 2, ... , r) jednacine (IV.2.4.7) zadovoljene. 
Ako brojevi a1, a2, ... , a 1• zadovoljavaju i poslednjih m - r jednaCina 

sistema (IV.2.4.6), onda vazi (IV.2.4.5). 
Zato pretpostavimo da neka od tih m- r jednaCina, neka je to s-ta jed

naCina, nije zadovoljena ako se P,j zameni sa aj (j = 1, 2, ... , r), tj. neka 
je 

(IV.2.4.8) 
r 

L ajaij = aik ('i = 1, 2, ... , r), 
j=l 

r 

L Oijasj #ask· 

j=l 

Posmatrajmo onda sledeCi minor reda r + 1 matrice A 

a11· au 

a2r a2k 

arr ark 

a~r ask 

On je jednak nuli jer je rang A = r. Ako prvu kolonu ovog minora pomnozi
mo sa 011, drugu sa a2, ... , r-tu saar i njihov zbir oduzmemo od poslednje 
kolone, na osnovu (IV.2.4.8) dobijamo 

an a12 a1r 0 
a21 0,22 a2r 0 

=0. 
arl ar2 arr 0 

1' 

asl as2 asr ask - 2::: Oijasj 
j=l 
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RazvijajuCi ovu determinantu po elementima poslednje kolone, imamo 

au 0.12 O.Jr 
r 

0.21 0.22 0.2r 
( O.sk - L ajO.sj) = 0, 

j=1 
O.r] Q.T2 0.1'1' 

sto je u suprotnosti sa (IV.2.4.8) i pretpostavkom da je mmor reda r u 
gornjem levom uglu matrice A r~zlicit od nule. 

Prema tome, pretpostavka da neka od poslednjih m-r jednacina sistema 
(IV.2.4.6) nije zadovoljena kada se /-lj zam'eni sa aj, nije tacna. 0 

Teorema IV.2.4.2 Ako matrica A ima rang r, postoji r linearno neza
visnih vrsta. matTice A i to su bazisne vTste. Sve ostale vTste su linearne 
kornbinac·ije tih r bazisnih vrsta. 

Doka.z. Ovo tvrdenje se dobija ako se teorema IV.2.4.1 primeni na trans-
ponovanu rnatricu, tj. na AT (videti teoremu IV.2.3.1). 0 

Teorema IV.2.4.3 Deterrninanta kvadmtne rnatrice A E ]\1[11 jednaka je 
n:uli ako i swmo ako su kolone (vTste) njene rnat?·ice linearno zavisne. 

Dokaz. Uslov je potreban, jer iz pretpostavke da je det A = 0 sleduje 
rang A < n. Prcma tome, bar jedna kalona (vrsta) nmtrice je linearna 
kombinacija ostalih kalona (vrsta). 

Uslov je dovoljan, jer aka su vrste (kolone) ave matrice linearno zavisne, 
determinanta je jednaka nuli (videti teoremu III.3.3.8). 0 

Dakle, na osnovu teorema IV.2.4.1 i IV.2.4.2, ako matrica A= [aijlmxn E 

Mm,n ima rang r, tadaje maksimalan broj linearno nezavisnih kalona (vrsta) 
matrice A takode jednak r. Vi deli smo da su te linearno nezavisne kolone 
( vrste) ustvari bazisne kolone ( vrste), sto, taka de, mozemo zakljuCiti i aka 
teoremu IV.2.4.3 primenimo na bazisni minor matrice A. 

N apomena 1. Kada smo prethodno koristili termin bazisne kolone mat
rice A= [a.ij]mxn E Mm,n, pod tim smo podrazumevali kolone koje su unutar 
bazisnog minora matrice A. Medutim, na osnovu prethodnog razmatranja 
(videti teoremu IV.2.4.1), taj termin se maze koristiti i u smislu toga date 
bazisne kolone Cine algebarsku bazu jednog linearnog prostora k(A) C Vrn, 
prostora kalona rnatTice A, koji se formira kao lineal nad kolonama (IV.2.4.1) 
matrice A , tj. 

n 

k(A) = {a I a= L Ajaj (>.1, ... , An E q }· 
j=l 
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Primetimo da, na osnovu teoreme IV.2.4.1, vazi 

rang { a1, a2, ... , an}= rang A= r. 

Ono sto smo u napomeni rekli o bazisnim kolonama, slicno se moze in
terpretirati i za bazisne vrste. 

IV.2.5 Jednakost ranga matrice operatora i ranga operatora 

Teorema IV.2.5.1 Rang bilo koje matrice linearnog operatora A: X-+ Y 
jednak je rangu operatora A. 

Dokaz. Neka je Be= {e1, ... , en} baza u X, Bt = {h, ... , fm} baza u 
Y i A: X -+ Y linearni operator ciji je rang r. Tada sve moguce linearne 
kombinacije vektore Ae1, Ae2, ... , Aen Cine potprostor RA, tj. 

S obzirom da je rang operatora A jednak dimenziji potprostora RA, tj r = 
dimRA, to je onda i broj linearno nezavisnih vektora niza Ae1, Ae2, ... , Aen 
takode jednak r. U matricnoj reprezentaciji operatoru A odgovara matrica 
Ate = [aij]mxn, a vektoru Aej = a1jh + a2jh + · · · + amjfm odgovara 
j-ta kalona aj = [alj a2j ... amj]T (j = 1, 2, ... , n) te matrice . Odavde 
sleduje, da je rang operatora A jednak broju linearno nezavisnih kalona 
matrice Ate, a to je, na osnovu teoreme IV.2.4.1, rang matrice Ate, tj. 
rang A= rang Ate= r. 

S obzirom da prethodno razrnatranje vazi za bilo koji izabrani par baza 
(Be,Bj) u prostorima Xi Y, pa samim tim i za bilo koju matricu Ate 
operatora A, tvrdenje teoreme je' dokazano. 0 

Videli smo ranije (teorema IV.2.2.2) da linearnom operatoru A: X -+ Y 
odgovara klasa ekvivalentnih matrica koju Cine matrice tog operatora u svim 
mogucim parovima baza (Be, B 1) ( u prostorima X i Y) i obrnuto. Sada, na 
osnovu teoreme IV.2.5.1, znamo da sve te matrice, tj. ekvivalentne matrice 
u smislu definicije IV.2.2.1, imaju isti rang ion je jednak rangu operatora 
A. 

Pokusajmo sada da u toj klasi ekvivalentnih matrica odredimo onu mat
ricu koja je sa najjednostavnijom strukturom. Dakle, treba da izaberemo 
par baza (Be'' Bf') za koje matrica operatora A: X ---t Y ima najjednostav- · 
niju strukturu, sto , blizu" nekoj vrsti dijagonalne forme. 
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Kao i u dokazu teoreme III.1.2.1, razlozimo X na direktnu surnu X = 
NA + MA, gde je NA jezgro operatora A i MA bilo koji njernu kornplernen
taran potprostor. Potprostori MA i RA su izornorfni (videti kornentar iza 
dokaza teoreme III.l.2.1), pri cernu je A jedan izomorfizam. 

Dakle, imamo da je dimMA = dimRA =rang A= r. 
Uocimo jednu bazu u MA: {e1

1, ... , e1r}· Kako je {Ae1
1, ... , Ae11'} sis

tem linearno nezavisnih vektora (videti dokaz teoreme III.l.2.1), to on pred
stavlja bazu u RA· Oznacirno redorn vektore ove baze sa j{, ... , J;, tj. 

(IV.2.5.1) Ael = ] 1 

J J 
(j =·1, ... , r). 

S druge strane, na osnovu formule (III.l.2.1), za potprostor NA vazi 

dimNA = defA = n- rang A= n- r. 

Izaberimo bazu potprostora N A koja se sastoji od n- r linearno nezavisnih 
lt • ,. 'h d I I ve c or au 1 oznacnno 1 re om sa er+ 1 , ... , en. 

OCigledno, B~ = { e~, . .. , e;., e~+l, ... , e~} je jedna baza u X. Primetimo 
da je 

(IV.2.5.2) (j = r + 1, ... , n). 

Najzad, bazu potprostora RA dopunimo linearno nezavisnim vektorima 
J;+l> ... , J:n do baze prostora Y, talco da je Bj = {f{, ... , J;, J;+l, ... , J;n}· 

Odredimo sada matricu Er = Af'e' = [aij]mxn operatora Au prethodno 
odabranirn bazama Be' i B !'. Koriscenjem standardne forrnule (III.2.2.3), 
na osnovu (IV.2.5.1) i (IV.2.5.2), za svako i = 1, ... , m, imarno 

(j = 1, ... , r), 
(j = r + 1, ... , n), 

gde je 8ij Kroneckerova delta. Prema tome, matrica Er = Af'e' = [aij]mxn 
operatora A, izrazena kao blok matrica, irna oblik 

(IV.2.5.3) 

gde je Ir jedinicna matrica reda r. Ostala tri bloka u matrici Er su nula 
matrice odgovarajucih tipova. Ocigledno, matrica Er ima rang r. 
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Dakle, u klasi ekvivalentnih matrica koja odgovara linearnom operatoru 
A: X-+ Y ranga r, matrica ET ima najjednostavniju strukturu, pa za nju 
kazemo da je Hermitova kanonicka forma matrice operatora A. 

Razmotrimo sada kako se, polazeCi od nekog proizvoljnog para baza Be 
i B f u prostorima X i Y moze konstruisati par baza Be' i B !', u prostorima 
Xi Y, za koji se matrica operatora A: X-+ Y svodi na matricu ET. 

Neka je, dakle, Be = {e1, ... ,en} proizvoljna baza u prostoru X. Sa 
r oznacimo broj linearno nezavisnih vektora u skupu {Ae1, ... , Aen}· Ne 
umanjujuCi opstost, pretpostavimo daje taj skup vektora {Ae1 , ... , AeT }4 , a 
zatim izrazimo preostale vektore { AeT+l, ... , Aen} kao linearne kombinacije 
ovih vektora: 

(IV.2.5.4) 
T 

Aej = L CjkAek 
k=l 

(j = r + 1, ... , n). 

Tada se u X moze definisati nova baza Be' = { e~, ... , e~} na sledeCi 
nacin: 

(j = 1, ... , r), 
T 

ej = ej - I: Cjkek 
k=l 

(j = r + 1, ... , n). 

Na osnovu (IV.2.5.4), imamo 

T 

Aej = A( ej - L Cjkek) = e (j=r+1, ... ,n). 
k=l 

Stavimo, dalje, 
(j = 1, ... , r), 

gde su {!{, ... , J;}, po pretpost~vci, linearno nezavisni vektori. Dopunimo 
ovaj skup vektora do baze u Y vektorima· J;+l, ... , J:n. Dakle, sada imamo 
novu bazu i u prostoru Y 

Kako smo videli u prethodnom razmatranju, matrica operatora A za 
novi par baza (Be', B !') je, upravo, matrica Er. 

Teorema IV.2.5.2 Neka suA, BE Mm,n· Tada je 

AS:' B ~ rang A= rangE. 

4 Ovo se, jasno, moze ostvadti prenumeracijom bazisnih vektora. 
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Dokaz. Ako je A ~ B onda su matrice A i B (videti teoremu IV.2.2.2) 
matrice istog operatora A: X ---+ Y samo u razliCitim parovima baza (Be, B f) 
iz prostora X i Y respektivno. Tada, na osnovu teoreme IV.2.5.1, matrice 
A i B imaju isti rang kao i operator A, tj. rang A = rang B. 

Obrnuto. Neka je sada rang A= rangE= r. 
Matrica A E Mrn,n u bazama Be i Bf, u prostorima Xi Y respektivno, 

jednoznacno odreduje neki linearni operator A: X ---+ Y, ciji je rang, na 
osnovu teoreme IV.2.5.1, takode jednak r. Medutim, u prostorima X i Y 
moguce je, kao sto smo videli, izabrati nove baze Be' i B f', tako da matrica 
operatora A ima oblik Er (videt.i (IV.2.5.3)). Prema tome, mat.rice A i Er 
su ekvivalentne jer odgovaraju istom operatoru A. 

Na isti naCin razmisljajuCi o ma.t.rici BE Mrn,n koja. takode ima. rang r, 
zakljucujemo da. su mat.rice B i E1• ekviva.lentne. 

Na osnovu ovoga, za matrice A i B ist.og ra.nga. vazi irnplika.cija 

rang A= rangE= r =} (A~ Er 1\ B ~ Er)· 

Najza.d, kako je ~ relacija ekvivalencije, koriscenjem njenih osobina 
simetricnosti i tranzitivnost.i, iz prethodnog dobijamo 

rang A= rangE =} A~ B. 0 

IV.2.6 Prakticno odredivanje ranga matrice 

Neka je data ma.trica. A = [aij]rnxn E Mrn,n· Pred nama je problem 
konkretnog odredivanja ranga r i konkretnog odredivanja r linearno nezavi
snih vrsta. i r linea.rno nezavisnih kolona te matrice A. 

Definicija IV.2.6.1 Pod elernentamim tmnsforrnaC"ijarnajedne matrice po
drazumevamo sledece radnje: 

1° transpozicija (uzajamna zamena mesta) dve vrste (kolone); 

2° dodavanje elementima jedne vrste (kolone), odgovarajuCih elemenata 
neke druge vrste (kolone), posto se prethodno ovi poslednji pomnoze 
jednim proizvoljnim skalarom; 

3° mnozenje elemenata jedne vrst.e (kolone) nekim skalarom razlicitim od 
nul e. 

N apomena 1. Primetimo da. ako se nekom elementarnom transforma
cijom matrica A transforrnise u rnatricu B, tada postoji odgovarajuca, obr
nuta, elernentarna transforrnacija kojorn se rnoze rnatrica B transforrnisati 
u rnatricu A. 
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Teorema IV.2.6.1 Primenom neke ad elementarnih transormacije rang 
transformisane matrice ostaje nepromenjen, tj. rang transformisane mat
rice je isti kao i rang pocetne matrice. 

Dokaz. OgraniCimo se samo na elementarne transformacije na vrstama 
jer je dokaz potpuno analogan za transformacije na kolonama. 

1° Neka je A proizvoljna matrica ranga r i neka je B matrica koja se 
dobija iz A transpozicijom dve vrste. 

Posmatrajmo minor reda r matrice A koji je razliCit od nule (a takav 
postoji jer je rang matrice jednak r). Isti taj minor ili mozda taj minor 
sa izmenjenim redosledom vrsta je takode i minor matrice B. Kako se iz
menom redosleda vrsta moze samo izmeniti znak determinane, zakljucujemo 
da matrica B ima minor reda r razlicit od nule. 

Uocimo, sada, proizvoljni minor reda q > r (ako postoji). Isti taj minor, 
ili taj minor sa promenjenim redosledom vrsta, takode je minor matrice A, 
te je zato jednak nuli. Dakle, rang B je takode jednak r. 

2° Pretpostavimo da se B dobija iz A talco sto se j-toj vrsti doda i-ta 
vrsta pomnozena sa .\. 

Neka je rang A= r i uocimo proizvoljni minor reda q > r matrice B (ako 
postoji). 

Ako taj minor nema elemenata iz j-te vrste matrice B, on je jednak 
odgovarajucem minoru matrice A, tj. jednak je nuli jer je r = rang A. 

Ako taj minor obuhvata elemente iz j-te vrste matrice B, on se moze 
napisati u obliku (videti osobine determinanata date teoremama III.3.3.2 i 
III.3.3.3) 

gde je M1 odgovarajuCi minor matrice A. Ako M sadl'Zi i elemente iz i-te 
vrste matrice B, tada M2 ima dve iste vrste, te je M2 = 0. Kako je i M1 = 0 
jer je r = rang A, zakljucujemo da je i M = ·0. Ako M ne obuhvata elemente 
iz i-te vrste matrice B, tada je M 2 takode ( s tacnoscu do redosleda vrsta) 
minor matrice A, pa je opet lVft = M 2 = 0. Time smo dokazali da su svi 
minori reda q > r matrice B (ako postoje) jednaki nuli, odakle sleduje da 
je rang A~ r, tj. 

rang A~ rangE. 

Obrnuto, matrica A se dobija iz matrice B na taj naCin sto se j-toj vrsti 
doda i-ta vrsta matrice B prethodno pomnozena sa-.\. To je opet elemen
tarna transformacija tipa 2°, pa mozemo primeniti izvedenu nejednakost. 
Tako zakljucujemo da je 

rang B ~ rang A. 
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Iz dveju prethodno dobijeneih nejednakosti sleduje rang A = rang B. 

:3o Najzad, pretpostavimo da se B dobija iz A mnozenjem i-te vrste sa 
konstantom c -:1 0. 

Svaki minor matrice B jednak je odgovarajucem minoru matrice A ako 
ne sadrzi elemente iz i-te vrste, a u suprotnom je jednak proizvodu odgo
varajuceg minora matrice A i konstante c(-=/c 0). Prema tome par minora, 
jedan matrice B i odgovaraj11ci minor matrice A, su istovremeno jednaki n11li 
ili su istovremeno razliCiti od n11le. Prema tome, rang A = rang B. D 

Dakle, na osnov11 teorema IV.2.6.1 i IV.2.5.2 posle konacnog broja ele
mentarnih transformacija dobijarno matric11 koja irna isti rang kao i pocetna 
matrica, tj. te matrice su ekvivalentne. 

Primetimo da su u Gaussovom algoritrn11 koriscene upravo elementarne 
transforrnacije nad vrstama matrice sistema jednacina, uklj11cujuCi i vektor 
~lobodnih clanova, sa strategijom redukcije matrice sistema jednaCina na 
trougaoni oblik. 

Za prakticno odrectivanje ranga matrice A E lv1nt,n veoma je pogodno 
koriscenje elementarnih transforrnacija slicno kao u Ga11ssovom algoritmu, 
pri cemu se ovde izvrsavaju elementarne transformacije i nad vrstama i 
nad kolonarna matrice A, sa strategijom dovoctenja matrice na Hermitovu 
kanonicku fornm (IV.2.5.3). 

Ukoliko matrica A nije nula matrica (rang Om,n = 0), 11vek je mog11ce, 
razmenom vrsta ili kolona (transformacija 1 °), dovesti na pozicij11 (1, 1) 
element matrice razlicit od n11le, koji cerno kao i 11 Gaussovorn algoritmu 
zvati glavni element. Taj element se moze svesti na jedinic11 ako se nad 
prvom vrstom (kolonom) izvrsi elernentarna transformacija 3° - rnnozenje 
prve vrste (kolone) reciprocnom vrednoscu glavnog elementa. Zatim se, na 
isti nacin kao u Ga11ssovom algoritm11, an11liraju elementi 11 prvoj koloni 
koji se nalaze ispod ,dijagonale" . Slicno, primenorn transformacije 2° nad 
kolonama, anuliraju se svi elernenti u prvoj vrsti desno od ,dijagonale" , do
davanjem elemenata prve kolone odgovarajucim elementima ostalih kalona, 
uz prethodno mnozenje pogodnim skalarima. Ovim postupkom, dobijamo 
rnatricu 

koja je ekvivalentna matrici A. 
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Primenom istog postupka na matricni blok At, tipa (m- 1) x (n- 1), 
dobijamo 

A(2) = -- -- - ____: --
[ 

h 02 n-2] 
Om-2,2 A2 

NastavljajuCi ovaj algoritam dolazimo do ekvivalentne matrice Er date 
sa (IV.2.5.3), iz koje se jednostavno identifikuje rang date matrice A. 

N a taj naCin elementarne operacije matricu A prevode u matricu Er. 
Jasno je da prvih r vrsta i prvih r kalona matrice Er su linearno nezavisne, 
a to je slucaj i sa prvih r vrsta i prvih r kolona matrice A (jer su zahvacene 
bazisnim minorom reda r u gornjem levom uglu matrice A) ako nije bilo 
nikakvih transpozicija vrsta i kalona u toku realizacije definisanog algoritma. 
Ako je pak takvih transpozicija bilo, onda samo treba voditi racuna koje 
su to pocetne vrste (kolone) matrice A transpozicijom, transformisuCi se u 
toku prevodenja matrice A u matricu E1., dosle na neko od prvih r mesta 
vrsta (kalona) matrice Er, pa su, dakle, te pocetne vrste i te pocetne kolone 
matrice A linearno nezavisne i Cine bazu prostora kalona (vrsta) matrice A. 

( Ovo sto je u prethodnom pasusu receno, mozemo i ovako, alternativno, 
iskazati: Ako elementarne operacije koje prevode matricu A u matricu Er 
obrnemo, tada od Er mozemo dobiti A. Pri tome prvih T vrsta i prvih T 

kolona matrice Er prelaze u r linearno nezavisnih vrsta i T linearno nezav
isnih kalona mat rice A, tj. u r bazisnih vrsta i r bazisnih kalona mat rice A. 
Te kolone ( vrste) cine bazu prostora kalona ( vrsta) matrice A.) 

Primer 1. Neka je 

4 -2 
5 
4 

[

0. -3 

A= 1 ·o -2 : -~]-
2 1 3 -1 0 

Kako je element na poziciji (1, 1) jednak nuli, izvrsicemo najpre razmenu, 
na primer, prve i trece vrste, dobijajuCi talco ekvivalentnu matricu 

[

1 0 -2 
4 -2 4 
0 -3 5 
2 1 3 

1 2] 1 1 
0 -3 . 

-1 0 

U cilju anuliranja elemenata u prvoj koloni ispod ,dijagonale", dodacemo· 
elemente prve vrste odgovarajuCim elementima druge i cetvrte vrste, uz 
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prethodno mnozenje sa -4 i -2 respektivno. Tako dobijamo matricu 

[
1 0 -2 1 2] 
0 -2 12 -3 -7 
0 -3 5 0 -3 . 
0 1 7 -3 -4 

Da bismo anulirali i elemente u prvoj vrsti, sem, naravno, elementa na 
poziciji (1, 1), dodacemo element.e prve kolone odgovarajuCim elementima 
trece, cetvrte i pete kolone, uz prethodno ~nnozenje sa 2, -1 i -2. Tada se 
prethodna matrica svodi na matricu 

[

1 0 

A(l) = 0 -2 
0 -3 
0 1 

1~ -~ -~] 
5 0 -3 ) 
7 -3 -4 

koja je ekvivalentna polaznoj matrici A. 

Mnozenjem druge vrste u matrici A (l) sa -1/2 dobijamo ekvivalentnu 
matricu kod koje je element na poziciji (2, 2) jednak jedinici: 

[

1 0 
0 1 
0 -3 
0 1 

0 
-6 

5 
7 

0 
3/2 

0 
-3 

~2]· 
-4 

PonavljajuCi isti postupak na anuliranje elemenata u drugoj koloni i 
drugoj vrsti (ispod i desno od ,dijagonale") dobijamo ekvivalentnu matricu 

A(2) = 0 1 0 
0 0 -13 

0 0 
9/2 15/2 [

1 0 0 

0 0 13 

0 0 l 
-9/2 -15/2 

Mnozenjem trece kolone sa -1/13 dobijamo jedinicu na poziciji (3, 3). 
Anuliranjem elemenata trece kolone i trece vrste (ispod i desno od ,dijago
nale" ) dobijamo matricu Eg, tj. 

4(3) = [~ - 0 

0 

0 0 0 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 0 
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Dakle, rang A = rang E3 = 3. 
S obzirom da su prva, druga i treca vrsta bazisne vrste matrice E3, to 

su i treca, drug a i prva vrsta mat rice A bazisne vrste mat rice A ( setimo se 
da zbog izvrsena razmena mesta prve i trece vrste matrice A, imamo da je 
prva vrsta matrice E 3 transformisana treca vrsta matrice A i treca vrsta 
matrice E3 transformisana prva vrsta matrice A). Dakle, u svakom slucaju, 
prve tri vrste matrice A su bazisne i njihovom linearnom kombinacijom se 
mogu dobiti sve ostale vrste (u na..'3em slucaju, cetvrta vrsta) matrice A. 
(Zaista, cetvrta vrsta matrice A se moze dobiti ako se elementi prve vrste 
pomnoze sa -1, druge vrste sa 1 i trece vrste sa -2 i med uso bno saberu 
ovako pomnozeni odgovarajuCi elementi ovih vrsta.) 

Slicno, s obzirom da su prva, druga i treca kolona bazisne kolone matrice 
E 3 , a kako nismo razmestali kolone mat rice A to su i prva, drug a i tree a 
kolona bazisne kolone matrice A, pa se, dakle, preostale kolone matrice A 
(cetvrta i peta) mogu dobiti linearnom kombinacijom prve tri. 6 

Naravno, nije uvek neophodno da u cilju odredivanja ranga date matrice 
A vrsimo njeno svodenje elementarnim transformacijama na ekvivalentnu 
matricu Er. To moze biti i neki drugi oblik ekvivalentne matrice (do koga 
dolazimo sa manjim brojem transformacija), samo je vazno da iz njega lako 
mozemo da odredimo rang te ekvivalentne matrice. 

Primer 2. Matrica 

0 1 2 4 0 3 
0 0 1 2 1 0 

A= 0 0 0 0 1 5 
0 0 0 0 0 0 
O· 0 0 0 0 0 

ima trapezoidalnu formu. Lako je zakljuciti da su njene prve tri vrste 
bazisne, tj. njen rang je 3. 6 

Koriscenjem teoreme IV.2.4.2 moguce je problem nalazenja baze datog 
sistema vektora U = { u1, ... , um}, u linearnom prostoru X dimenzije n, 
svesti na problem nalazenja bazisnih vrsta jedne matrice tipa m x n. 

Ocigledno, ako je U skup linearno nezavisnih vektora, tada on sam pred
stavlja jednu bazu. Medutim, u opstem slucaju, dati skup vektora U ne 
mora biti linearno nezavisan. U cilju resavanja postavljenog problema, iza
berimo u X bilo koju bazu B = {e1, ... , en}, a zatim razlozimo vektore· 
skupa U po vektorima baze B. Tako dobijamo 
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u1 = ane1 + a12e2 + · · · + alnen, 
u2 = a21e1 + a22e2 + · · · + a2nen, 

Na osnovu (IV.2.6.1) formirajmo matricu A tako da koordinate vektora 
u1, u2, ... , um budu vrste u toj matrici. Dakle, 

[

an a12 

a21 a22 
A= 

a~!l am2 

Kako, u ovom slucaju, vrste matrice A predstavljaju koordinatne repre
zentacije vektora iz datog skupa U, problem odredivanja baze skupa vektora 
U svodi se na nalazenje baze vektora vrsta matrice A. 

Primer 3. Neka je, kao u primeru 1 na strani 179, u prostoru IR4 dat 
sistem vektora U = { u1, ... , u4}, gde su 

U1 = (4,-2,-3,-1), U2 = (-7,3,5,3), U3 = (1,1,0,-4), U4 = (-2,0,1,3). 

Ako izaberemo prirodnu bazu u prostoru IR4 , tada odgovarajuca matrica 
koordinata ovih vektora postaje 

A= l-~ -~ -~ -!] 
1 1 0 -4 

-2 0 1 3 

PrimeniCemo sada elementarne transformacije nad vrstama matrice A, 
slicno kao u Gaussovom algoritmu, sa strategijom svodenja matrice na trape
zoidalnu formu. 

Najpre, razmenimo prvu i trecu vrstu, dovodeCi element 1 na poziciju 
(1, 1), a zatim anulirajmo elemente u prvoj koloni ispod dijagonale, dodavan
jem elernenata prve vrste odgovarajuCirn elernentirna druge, trece i cetvrte 
vrste, uz prethodno mnozennje sa 7, -4 i 2, respektivno: 

A~ [-1 
-2 

! ~ -~] ""' l~ 
-2 -3 -1 0 

0 1 3 0 

1 
10 
-6 

2 
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Sada, mnozenjem druge vrste sa 1/10, element na poziciji (2, 2) postaje 
jednak jedinici. Najzad, dodavanjem elemenata druge vrste odgovarajuCim 
elementima trece i cetvrte vrste, uz prethodno mnozenje sa 6 i -2, respek
tivno, dobijamo 

[

1 1 0 -4 ] 
A~ 0 1 1/2 -5/2 

0 0 0 0 . 

0 0 0 0 

Dakle, rang A = 2, a prva (inace treca transformisana vrsta matrice A) 
i druga vrsta su bazisne vrste poslednje dobijene ekvivalentne matrice. S 
obzirom na ucinjenu transpoziciju u ovakvom postupku svodenja na trape
zoidalnu formu, zakljucujemo da su treca i druga vrsta matrice A njene 
bazisne vrste. 

Dakle, zakljucujemo da je maksimalan broj linearno nezavisnih vektora 
iz sistema U jednak 2, tj. rang U = 2, a za bazu sistema U moze se uzeti 
skup vektora B = { u2, u3}. 

Primetimo da ovo nije i jedina baza sistema U. Nairne, s obzirom da 
je rang A = 2, bazisni minor mat rice A je drugog reda. N adalje, vidimo 
da minori nastali od elemenata u preseku prve dve kolone matrice A i bilo 
koje dve vrste rna trice A su bazisni minori (to je lako proveri ti u ovom 
jednostavnom slucaju direktnim izracunavanjem pomenutih minora- svi su 
razliCiti od nule). To znaci da su bazisne vrste mat rice A bilo koje dve njene 
vrste, pa shodno tome i bilo koja dva vektora uzeta iz skupa U cine bazu 
sistema U. (Tako smo u pomenutom primeru 1 sa strane 179 koristili bazu 
B = {u3, u4} pomocu koje je u1 = -2u3 - 3u4 i u2 = 3u3 + 5u4.) 6 

U prostoru X sa skalarnim proizvodom ( ·, ·) moguce je, bez razlaganja po 
bazisnim vektorima, ustanoviti da li je neki sis tern vektora U = { u 1 , ... , Um} 
linearno zavisan ili linearno nezavisan. 

Definicija IV.2.6.2 Za determinantu 

G(U) = 

kazemo da je Gramova determinanta sistema vektora U = { v.1, . .. , um}· 
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Teorema IV.2.6.2 Sistem vektam U = {u1 , ... ,um} je linearna zavisan 
aka i samo aka je G(U) = 0. 

Dakaz. Pretpostavimo, najpre, da je sistem vektora U = { u1, ... , um} 
linearno zavisan, tj. da postoje skalari A1, A2, ... , Am, koji istovremeno nisu 
jednaki nuli, a da je pri tome 

(IV.2.6.2) 

Skalarnim mnozenjem (IV.2.6.2) sa Uf, za svako j 
jamo 

tj. 

1, 2, ... , m, dobi-

(j = 1,2, ... ,m), 

odakle zakljucujemo da su vrste u determinanti zavisne, pa je G(U) = 0. 

Pretpostavimo sada obrnuto, tj. da je G(U) = 0. Tada je rang odgo
varajuce matrice rnanji od m, sto znaCi da su njene vrste linearno zavisne, 
tj. postoje skalari Al, A2, ... , Am takvi da istovremeno nisu svi jednaki nuli 
ida je 

(j=1,2, ... ,m), 

tj. da za svako j = 1, 2, ... , m vazi jednakost 

Mnozenjem poslednje jednakosti sa Aj dobijamo5 

Najzad, sabiranjem ovih jednakosti za j = 1, 2, ... , m, nalazimo da je 

tj. daje 

sto znaCi da su vektori sistema U linearno zavisni. D 
5 U slucaju kompleksnog prostora treba mnoziti sa >.j. 
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IV.2.7 Kronecker-Capellieva teorema 

Prethodno su razmatrani neki metodi za resavanje sistema linearnih 
jednacina. Sada je, koriscenjem pojma ranga matrice, moguce dati potrebne 
i dovoljne uslove pod kojima jedan sistem linearnih jednaCina sa pravougao
nom matricom ima resenje. 

Posmatrajmo sistem jednaCina 

aux1 + a12x2 + · · · + alnXn b1, 

(IV.2.7.1) 

sa matricom sistema A i vektorom slobodnih clanova b: 

[

an a12 

a21 a22 
A= 

a~1 am2 

b 

Definicija IV.2.7.1 Za sistem jednacina (IV.2.7.1) kazemo da je saglasan 
ili da je resiv ako postoji bar jedna uredena n-torka (6,6, ... ,~n) za koju 
se svaka jednacina sistema (IV.2.7.1) za Xk = ~k (k = 1, 2, ... , n) svodi na 
identitet. Ta uredena n-torka (6,6, ... ,~n) zove se resenje sistema linear
nih jednac·ina (IV.2.7.1). 

Formirajmo matricu B, tip a m x ( n + 1), dodajuCi vektor slobodnih 
clanova b matrici sistema A kao(n + 1)-vu kolonu, tj. 

Za matricu B kazemo da je prasirena matrica sistema (IV. 2. 7.1). 

Teorema IV.2. 7.1 (Kronecker-Capellieva6 teorema) Sistem jednaci
na (IV.2.7.1) je saglasan aka i sama aka je 

rang A= rang B. 

6 Alfred Capelli (1855-1910), italijanski matematicar. 
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Dokaz. Sa a.1 , 0.2, ... , O.n oznacimo vektore-kolona matrice A. Kako se 
rang matrice poklapa sa rangom sistema vektora-kolona (videti napomenu 
1 na strani 188), to je, prema tvrdenju teoreme, sistem jednacina (IV.2. 7.1) 
saglasan ako i samo ako je 

(IV.2.7.2) 

Pretpostavimo, najpre, daje sistemjednacina (IV.2.7.1) saglasan, tj. da 
postoje brojevi 6, 6, ... , ~n takvi da je 

Dakle, vektor-kolona b je linearna kombinacija vektora a1, a2, ... , an. Ovo 
zna.Ci daje bilo koja baza sistema vektora-kolona matrice A, tj. baza prostora 
kolona, istovrerneno i baza za sistern vektora { a1, a2, ... , an, b }. Prema to
me, posmatrani sistemi vektora su ekvivalentni i vazi (IV.2.7.2), tj. rang A= 
rangE. 

Obrnuto, neka je rang A = rangE, tj. neka vazi (IV.2.7.2). Za sistem 
vektora { a1, a.2 , ... , an} izaberimo bazu koju Cine neki ili svi7 njegovi vek
tori. Pod uslovom (IV.2.7.2), ona ce, takode, biti i baza za prosireni sis
tern vektora { 0,1' o,z' ... ' O.n' b}' sto znaci da se b moze izraziti kao linearna 
kombinacija vektora baze. Samim tim, b se moze izraziti i kao linearna 
kombinacija svih vektora-kolona a1, a 2 , ... , O.n· Dakle, sistem jednacina 
(IV.2.7.1) je saglasan. 0 

Neka je rangA =rangE. Tada medu vrstama matrice A, tj. matrice 
E, postoji tacno r linearno nezavisnih vrsta, sto znaci da postoji m - r 
jednaCina koje mozemo odbaciti ako je r < m (te jedna.cine se mogu do
biti linea.rnom kombina.cijom onih r linea.rno neza.visnih, pa. u sebi ne nose 
nika.kvu novu ,informaciju" o nepoznatim). Ne umanjujuCi opstost, pret
posta.vimo da. je jeda.n bazisni minor ma.trice A definisan pomocu prvih r 
vrsta i prvih r kolona.8 ma.trice A. Ako je r < m, odba.civanjem poslednjih 
m - r jedna.cina. (iz vee objasnjenih ra.zloga.) dobija.mo sistem 

(IV.2.7.3) 

aux1 + a12X2 + · · · + a1rXr = b1 - al,r+lXT+l - · · · - a1,nXn, 

a21X1 + a22X2 + · · · + a2TXT = bz- a2,1·+IXT+l - · · · - a2,nXn, 

7 Ovo ce biti slucaj kada se radi o sistemu linearno nezavisnih vektora. 
8 Ovo se, inace, moze postici razmenom vrsta i kolona u matrici A. 
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pretpostavljajuci pri tome da je r < n. Za promenljive Xr+l, ... , Xn, koje 
se nalaze na desnoj strani u sistemu jednaCina (IV.2.7.3), kazemo da su 
slobodne ili nezavisne promenly'ive jer kakve god vrednosti im dodelili, iz 
odgovarajuceg sistema jednaCina (IV.2.7.3) nalazimo jedinstveno resenje, tj. 
vrednosti za nepoznate x1, ... , Xr (setimo se Cramerovih formula), pa ih zato 
zovemo bazisne ili zavisne promenly'ive. Naravno, ako je r = n, u sistemu 
jednaCina ne postoje slobodne promenljive. 

Prema tome, ako saglasan sistem jednaCina sa n nepoznatih ima rang 
mat rice sistema r < n, tada se bazisne promenljive x 1 , ... , Xr mogu, pri
menom Cramerovih formula, jednoznacno izraziti pomocu slobodnih promenljivih 
Xr+l, ... , Xn- Dakle, u ovom slucaju, slobodne promenljive se biraju proiz
voljno, pa sistem jednacina ima beskonacno mnogo resenja. 

Ako je, pak, r = n, saglasan sistem jednacina sa n nepoznatih ima 
jedinstveno resenje. 

Dakle, saglasan sistem linearnih jednaCina ima ili beskonacno mnogo ili, 
pak, samo jedno jedino resenje. 

Teorema IV.2. 7.2 Da bi saglasan sistem linearnih y'ednacina imao jedin
stveno resenje potrebno je i dovoljno da rang matrice sistema bude jednak 
broju nepoznatih. 

Dokaz. Ako je r = rang A = n, na osnovu prethodnog, sistem jednaCina 
ima jedinstveno resenje dato Cramerovirn formulama. 

Obrnuto, ako sistem (IV.2.7.3) imajedinstveno resenje, tada on ne maze 
imati slobodne promenljive, sto znaCi da mora biti r = n. 0 

Kod homogenog sistemajednaCina (b1 = b2 = · · · = bm = 0) ocigledno je 
rang A = rang B, taka da je ovaj sistem saglasan. Zaista, homogeni sistem 
uvek ima tzv. trivijalno resenje ek = 0 (k ::::::: 1, 2, ... , n). Maze se postaviti 
pitanje pod kojim uslovima homogeni sistem jednaCina ima i netrivijalno 
resenje. 

Teorema IV.2. 7.3 Da bi homogeni sistem linearnih jednacina imao netri
vijalno resenje potrebno je i dovoljno da rang matrice sistema bude manji 
od broja nepoznatih. 

Dokaz. Na osnovu teoreme IV.2.7.2, homogeni sistem jednaCina ima 
jedinstveno ( dakle, trivijalno) resenje ako i samo ako je r = rang A = n. 
Suprotno, za postojanje netrivijalnog resenja homogenog sistema jednacina · 
potrebno je i dovoljno da je r < n. 0 
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Ako je matrica A kvadratna, tj. ako je broj promenljivih jednak broju 
jednaCina u homogenom sistemu, tada se potreban i dovoljan uslov za ne
trivijalno resenje homogenog sistema svodi na det A = 0 (sto znaCi da je 
rang A < n). Ako je, medutim, det A =/:- 0 (tj. rang A = n), homogeni 
sistem ima samo trivijalno resenje. 

Primer 1. Neka je dat sistem linearnih jednacina 

(3+2A)xl+ 
3Axl+ 
3Axl+ 
3Axl+ 

(1 +~A) x2 + AX3 + (A- 1)x4 = 3, 
(3 + 2A) x2 + AX3 +(A- 1)x4 = 1, 

3Ax2 + 3x3 +(A -1)x4 = 1, 
3AX2 + A:E3 +(A -1)x4 = 1, 

gde je A proizvoljan realan parametar. 

Podimo od prosirene matrice sistema 

[

3 + 2A 1 + 3A A 
B = 3A 3 + 2A A 

3A 3A 3 
3A 3A A 

A-1 I 3] 
A- 1 I 1 
A- 1 I 1 . 

A- 1 I 1 

Dodavanjem elemenata trece vrste odgovarajucim elementima prve, druge i 
cetvrte vrste, uz prethodno mnozenje sa -1, dobijamo ekvivalentnu matricu 

[

3- A 1 A- 3 
0 3-A A-3 

3A 3A 3 
0 0 A- 3 

o I 2] o I o 
A -1 I 1 . 

o 1 o 
Sada, dodavanjem elemenata cetvrte vrste odgovarajuCim elementima prve 
i druge vrste, uz prethodno mnozenje sa -1, dobijamo matricu 

[

3- A 1 
0 3- A 

B2 = 3A 3A 

0 0 

0 
0 
3 

A-3 

o I 2] o I o 
A- 1 I 1 . 

o I o 
S obzirom na vrednost parametra A, razlikovacemo tri slucaja: 

SLUCAJ ..\ = 1. Matrica B2 se svodi na 

[~ ~ 
3 3 
0 0 

0 0 
0 0 
3 0 

-2 0 
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Mnozenjem prve i druge vrste sa 1/2 i cetvrte vrste sa -1/2, a zatim 
dodavanjem elemenata prve vrste odgovarajucim elementima trece vrste, uz 
prethodno mnozenje sa -3, redom imamo 

Razmenom trece i cetvrte vrste, a zatim dodavanjem elemenata druge i 
trece vrste odgovarajuCim elementima cetvrte vrste, uz prethodno mnozenje 
sa -3/2 i -3, respektivno, redom dobijamo 

[

1 1/2 o o I 
o 1 o o I 
o o 1 o I 
o 3/2 3 o I 

Iz poslednje matrice zakljucujemo da je rang matrice A datog sistema 
jednaeina jednak 3, a rang odgovarajuce prosirene matrice jednak 4, sto 
znaei da sis tern nije saglasan 9 . 

SLUCAJ >. = 3. Sada se matrica B2 svodi na 

[

010012] o o o o 1 o 
993211' 
o o o o 1 o 

Mnozenjem trece vrste sa 1/9, a zatim sukcesivnom razmenom prve i 
trece, pa druge i trece vrste, redo.J;ll dobijamo ekvivalentne matrice 

l
o 1 o 
0 0 0 
1 1 1/3 
0 0 0 

0 
0 

2/9 
0 

2 '] [1 ·1 1/3 2/9 1 1/9] 
0 ""01 0 012 

1/9 = o o o o 1 o 
o oo o o 1 o 

odakle zakljucujemo da je rang A = rang B = 2. Na osnovu Kronecker
Capellieve teoreme, sis tern jednaeina je sag las an. U stvari, on je ekvivalentan 
sistemu jednaeina 

X2 = 2, 

9 Cesto se kaze da je sistem protivurecan iii nemogu6. 



206 CLAVA IV. SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA 

odakle nalazimo sva resenja: 

gde skalari a i f3 uzimaju proizvoljne vrednosti. Napomenimo da su, u ovom 
slucaju, X3 i X4 slobodne promenljive. 

SLUCAJ A -f. 1/\ A -f. 3. Mnozenjem prve, druge i cetvrte vrste matrice 
B2 sap, pi-p, respektivno, gde je p = 1/(3- A), matrica B 2 se transformise 
u ekvivalentnu matricu 

1 0 
3-:\ 
1 0 

0 

0 
3A 
0 

3 A -1 
1 0 

3~:\l 
1 . 

0 

Razmenom trece i cetvrte vrste, a zatim dodavanjem elemenata prve, 
druge i trece vrste odgovarajuCim elementima cetvrte vrste, uz prethodno 
rnnozenje pogodnirn skalarirna, dobijamo 

[

1 3~:\ 0 0 
r--.1 0 1 0 0 

B 3 = 0 0 1 0 

0 0 0 A-1 

2 l 3-:\ 
0 
0 . 

3-7:\ 
3-:\ 

N ajzad, mnozenjern cetvrte vrste sa 1 j (A -1), matrica B3 se transformise 
na ekvivalentnu matricu 

0 0 
0 0 
1 0 
0 1 

2 l 3-:\ 
0 
0 ' 

3-7A 
(3-:\)(>--1) 

odakle zakljucujemo da je rang A = rang B = 4, sto znaci da sis tern jedna
Cina ima jedinstveno resenje dato sa: 

3 -7A 
X4 = ...,-----,-------c-

(3- A)(A- 1) . 
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IV.3 ZADACI ZA VEZBU 

1. RazliCitim metodima (Cramer, Gauss, ... ) resiti sisteme jednacina 

3x + 2y- z = 1, 2x- y + z == 8, 
a) x + y + 2z = 2, b) x - 3y - 5z = 6, 

2x + 2y + 5z = 3, 3x + y - 7 z = -4. 

Rezultat. a) x=-8, y=12, z=-1, b) x=2, y=-3, z=l. 

2. Resiti sistem jednaCina 

x- y+ z- 3u+ v = o, 
2x- y+2z- u+ v 3, 
x+3y+ z- 2u- v = -1, 

3x- 2y- z+ u +2v 12, 
x+ y- z- 2u+ v 5. 

Rezultat. x = 2, y = 1, z = -1, u = 1, v = 3. 

3. U zavisnosti od realnog parametra A diskutovati i resiti sistem linearnih 
jednaCina 

2x- y = A, 

a) x- 2z = 3, 

AX- 4y = 32. 

X+ y + Z = 1, 

b) AX + AY + 2z = 2, 

x + AY + 2Az = 3. 

4. U zavisnosti od parametra a E lR diskutovati i resiti sistem linearnih 
jednaCina 

x + (2- a)y +(a- 2)z = 0, 

a) x + 
x+ 

y

ay+ 

z = 1, 

az = 2. 

(a- 1)x + (1- a)y + z = 0, 

b) -x+ y+z=1, 

(1 + a)x +(a+ 1)y + z = 2. 

5. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih 
jednaCina 

x + 4y + 3z = 3, 

a) -x + y + az =:= 1, 

3x + ay - z == a - 1. 

X+ y + Z = 1, 

b) x + ay + z = a2
, 

x + y + a2z =a. 
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6. U zavisnosti od realnih parametara a i b diskutovati i resiti sistem line
arnih jednacina 

x + 2y - 2z = -3, x + ay = 0, 

a) 3x- 12z = b, b) ay + bz = 0, 

-6x + ay = 0. x + abz =b. 

7. U zavisnosti od realnog parametra k diskutovati i resiti sistem linearnih 
jednaCina 

x+ y+ z=2 
X + 2y + 3z = 0, 

a) 
x+ y + kz = 1 

b) 
X + (k+6)y =6, 

X+ ky+ z=l 2x ky z = 14, 

kx+ y+ z = 4. kx 8y + 3(k + 2)z = -12. 

8. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih 
jednaCina 

x+ y+ az = 1, 
ax + (2a- l)y + (a+ 2)z = 0, 

a) 
x+ay+ az =a, 

b) 
(a- 1)y + (a- 3)z = 0, 

ax+ y+a2z=l, ax + (3a- 2)y + (3a- 2)z = 0, 

ax+ ay + z = 1. 
2ax + (3a- l)y + (a+ 7)z = 0. 

9. U zavisnosti od realnih parametara a i b diskutovati i resiti sistem line-
arnih jednaCina 

2x + y 5z + u = 8, 
X 3y 6u = 9, 
X + 4y + az + bu =b. 

10. Ispitati za koje vrednosti parametra a E IR homogeni sistem linearnih 
jednaCina ima netrivijalna resenja i odrediti ih: 

X+ y- Z = 0, 

a) ax + 4y + z = 0, 

5x +(a+ 1)y- 4z = 0. 

3x + 
b) -x + 

4x 

(a- 6)y + (3- 2a)z =0, 
2y + az = 0, 
3y (3a - 7)z = 0. 
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V.l ALGEBARSKI POLINOMI 

V.l.l Prsten polinoma 

Neka je (OC, +, ·) polje koje cemo oznacavati prosto salK i neka su 0 i 1 
neutralni elementi u odnosu na operacije + i ·, respektivno1. Umesto a· b 
(a, b E OC) pisacemo jednostavno ab. Neka je, dalje, operacija stepenovanja 
uvedena na uobicajeni naCin pomocu 

(Vx E OC) 

Definicija V.l.l.l Ako x E OC i ak E OC (k = 0, 1, ... , n), formalni izraz 

(V.1.1.1) 
n 

P(x)=ao+a1x+···· +anxn=Lakxk 
k=O 

naziva se algebarski polinom po x nad poljem K Za elemente ak kazemo da 
su koeficijenti polinoma P(x). Ako je koeficijent an =f. 0, za polinom P(x) 
kazemo da je stepena n i to oznacavamo sa dgP(x) = n. Za koeficijent 
an =f. 0 kazemo da je vodeci ili najstariji koeficijent polinoma P( x). 

1 Dobar deo materijala za ovu glavu preuzet je iz monografije: G. V. Milovanovic, D. 
S. Mitrinovic, Th. M. Rassias, Topics in Polynomials: Extremal Problems, Inequalities, 
Zeros, World Scientific, Singapore- New Jersey- London- Hong Kong, 1994. 
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Dakle, stepen polinoma P(x) je najvisi stepen od x koji se pojavljuje u 
izrazu za P(x) sa nenula koeficijentima. 

Definicija V.1.1.2 Za polinom 

O(x) = 0 + O:r: + · · · + Oxn-l + Oxn 

kazemo da je n'Ula polinom i oznacavamo ga prosto sa 0. 

Stepen nula polinoma O(x) (= 0) se m~ definise. 

Polinomi stepena nula se nazivaju koristante i to su elementi polja OC. 
Element x E ][{ moze se interpretirati kao polinom prvog stepena definisan 
sa P(x) = x. Za element x koristi se termin neodrerlena. Za polinom P(x) 
definisan sa (V .1.1.1) kaze se da je polinom, po neodredenoj x. 

Definicija V.1.1.3 Za polinom Ciji je vodeCi koeficijent jednak jedinici ka
zemo da je monic an. 

Dakle, monicni polinom ima oblik 

Simp svih polinoma nad poljem ][{ oznacavamo sa OC[x]. Od interesa je 
cesto uoCiti slmp svih onih polinoma Ciji stepen nije veCi od n. Taj podskup 
cemo mmacavati sa Pn[x] (videti primer 4 na strani 61). Proizvoljni polinom 
iz Pn[x] ima oblik 

n 

P(x) = Lakxk 
k=O 

pri cemu ako je dgP(x) = m < n imamo da je am+l =···=an= 0. 

U skup OC[x] mozemo uvesti relaciju jednakost kao i operacije: sabiranje 
i mnozenje polinoma na sledeci naCin: 

Definicija V.1.1.4 Polinomi 

su jednaki ako i samo ako je ak bk za svako k 2:: 0, tj. kada su njihovi 
koeficijenti jednaki. 
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Definicija V.l.1.5 Za dva polinoma 

P(x) =ao+a1x+··· +anxn 

zbir i proizvod su redom 

Q(x) =bo+hx+··· +bmxm 

(P + Q)(x) = P(x) + Q(x) =co+ qx + · · · + CrX
1
• 

(PQ)(x) = P(x)Q(x) =do+ d1x + · · · + d8 x8
, 

gde su 
ck = ak + bk (0 ==:; k ==:; r = max(n, m)) 

k 

dk = L aibk-i (0 ==:; k ==:; s = n + m). 
i=O 
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Dakle, ako P(x) E Pn[x] i Q(x) E Pm[x], tada (P + Q)(x) E PT[x] i 
(PQ)(x) E Ps[x], gde sur = max(n, m) i s = n + m. Napomenimo da za 
nenula polinome P(x) i Q(x) vazi 

dg (PQ)(x) = dgP(x) + dg Q(x). 

Takode, ako P(x), Q(x) E JK[x] and P(x) + Q(x) -=J- 0, tada je 

dg(P+Q)(x) ==:; max{dgP(x),dgQ(x)}. 

Primer 1. Neka je lK = lR i 

P(x) 2- 3x + 5x2 

Tadaje 
S(x) = (P + Q)(x) = 2- x + 4x2 + 2x3 

R(x) = (PQ)(x) = 4x- 8x2 + 17x3 -llx4 + 10x5
. 

Dakle, dgS(x) = 3 i dgR(x) = 5. 

Ako je, medutim, P(x) = 2- 3x + x2 - 2x3 , tada je (P + Q)(x) = 2- x, 
sto znaei da je zbir ova dva polinoma polinom prvog stepena. !':::,. 

Kao specijalan slucaj proizvoda polinoma imamo proizvod polinoma 
P(x) skalarom a (E JK), koji se moze tretirati kao polinom nultog stepena. 
Dakle, 

aP(x) = a(ao + a1x + · · · + anxn) = (aao) + (aa1)x + · · · + (aan)xn. 

Nije tesko dokazati sledeCi rezultat: 
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Teorema V.l.l.l Skup JK[x] snabdeven sabiranjem i mnoienjem polinoma 
cini komutativni pr-sten sa jedinicom. 

U odnosu na operaciju sabiranja, inverzni element od elementa Q(x) = 
m m 
2.:: bkxk (E JK[xl) je 2.::(-bk)xk, koji cemo oznacavati sa -Q(x). Tada 

k=O k=O 
mozemo definisati oduzimanje polinoma pomocu 

(P- Q)(x). = P(x) + (-,-Q(x)). 

Napomenimo da za polinome u skupu JK[x] ne postoji operacija deljenja, 
tj. operacija inverzna operaciji mnozenja (videti sledeCi odeljak). 

Polinomi se, takode, mogu razmatrati nad strukturama koje su jedno
stavnije od polja, na primer, nad prstenom sa jedinicom. Razmotrimo sada 
jedan takav slucaj. 

Saglasno teoremi III.2.3.3 (strana 119), skup 1\!Im svih kvadratnih mat
rica reda m nad poljem skaJara lK (realnih i1i kompleksnih brojeva), snab
deven operacijama sabiranje i mnozenje matrica, predstavlja prsten sa je
dinicom I (jedinicna matrica reda m). Ako X E 1\!Im i Ak E Mm (k = 
0, 1, ... , n), tada za 

n 

(V.1.1.2) P(X) = Ao + A1X + · · · + AnXn = LAkXk 
k=O 

kazemo da je polinom nad Mm ili prosto matdcni polinom. U slucaju kada 
su matricni koeficijenti Ak dati kao Ak = aki (k = 0, 1, ... , n), gde su ak 
skalari iz polja JK, a I jediniCna matrica reda m, tada se matricni polinom 
(V.l.1.2) svodi na 

n 

P(X) = aoi + a1X + · · · + anXn = LakXk. 
k=O 

Na kraju ovog odeljka ukazimo na vaznu cinjenicu da se polinom moze 
tretirati i kao funkcija. Nairne, na osnovu (V.1.1.1) moze se definisati pres
likavanje P: lK --+ JK, pomocu 

i uoCiti homomorfizam P(x) I-t P(t). Preslikavanje P nazivamo polinom
ska funkcija. Napomenimo da je ovde x neodredena, a t promenljiva. Ne 
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ulazeCi dublje u algebarsko tretiranje ovog problema2 napomenimo da se 
moze dokazati sledeCi vazan rezultat: 

Teorema V.l.1.2 Homomorfizam P(x) r-+ P(t) je izomorfizam aka i samo 
aka je polje lK beskonacno. 

Dakle, za beskonacna polja jednostavno necemo praviti razliku izmedu 
polinoma i polinomske funkcije, a za neodredenu x koristicemo i termin 
promenljiva. Takva beskonacna polja su, na primer, JR. i C. Medutim, u 
konacnim poljima iz jednakosti polinomskih funkcija ne sleduje jednakost 
polinoma. 

Kada ne moze doCi do zabune, umesto termina polinomska funkcija t r-+ 
P(t) koristicemo jednostavno termin polinom P. Skup svih polinomskih 
funkcija (polinoma) ne viseg stepena od n oznacavacemo sa Pn· 

V.1.2 Deljivost polinoma 

Dokazacemo, najpre, jednu veoma vaznu osobinu polinoma. 

Teorema V.1.2.1 Za svaki polinom P(x) i svaki nenula polinom Q(x), 
postoje jedinstveni polinomi S(x) i R(x) takvi da vaii jednakost 

(V.l.2.1) P(x) = S(x)Q(x) + R(x), 

pri cemu je R(x) nula polinom ili dgR(x) < dgQ(x). 

Dokaz. Pretpostavimo da P(:r;) i Q(x) imaju stepene n i m, respektivno, 
ida su 

Ako je n < m ili P(x) = 0, tada (V.1.2.1) vazi sa S(x) = 0 i R(x) = P(x). 
Pretpostavimo zato da je n ~ m. 

Posmatrajmo polinom 

2 Za detalje videti, na primer, knjigu: N. Jacobson, Basic Algebra I, W. H. Freeman 
and Company, New York, 1985: 
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Ciji je stepen, ocigledno, rnanji od n. Sa n1 oznacirno taj stepen, a sa a~1) 
najstariji koeficijent polinorna P 1 (x). Ako je n1 2m stavirno dalje 

(1) 

P2(x) = P1(x)- an:_ Xn 1-mQ(x), 
bm 

i sa n2 i a~2} oznaCirno stepen i najstariji koeficijent ovog polinorna, respek
tivno. Proces nastavljamo ako je n2 2 m. 

Jasno je da stepeni polinorna P1 (x), P2(x), ... opadaju ida posle konac
nog broja koraka dobijarno jednakost 

(k-1) an -
Pk(x) = Pk-l(x)- _bk-1 xnk--1-mQ(x), 

rn 

u kojoj je P~c ( x) nula polinom ili takav da mu je step en n1c rnanji od m. U torn 
slucaju proces prekidamo, a P~c(x) se, koriscenjem prethodnih jednakosti, 
maze predstaviti u obliku P~c(x) = P(x)- S(:r)Q(x), gde smo stavili 

(1) (/c-1) 

S(x) an n-m + an1 n1 --m + + ank-1 nk_1-m -x -x ... --x . 
bm bm bm 

Dakle, ovaj polinom S(x) i R(x) = Pk(:r) zadovoljavaju jednakost (V.l.2.1), 
pri cemu je R(x) nula polinom ili je njegov step en rnanji od stepena polinoma 
Q(x). 

Za dokaz jedinstvenosti polinorna S(x) i R(x), pretpostavirno da postoje 
i polinomi S(x) i R(x), koji zadovoljavaju jednakost 

P(x) = S(x)Q(x) + R(x), 

pri cemuje R(x) = 0 ili dgR(x) < dgQ(x). Tadaje 

(V.l.2.2) (S(x)- S(x))Q(x) = R(x)- R(x), 

pri cemu je polinom na desnoj strani ove jednakosti nula polinom ili je, 
pak njegov stepen manji od stepena polinoma Q(x). S druge strane, ako 
je S(x) - S(x) =1:- 0, tada polinom na levoj strani u jednakosti (V.l.2.2) 
je ne manjeg stepena od stepena polinoma Q(x). Prema tome, jednakost 
(V.l.2.2) je moguca samo ako je 

S(x) = S(x), R(x) = R(x). 0 

Kao sto je receno u prethodnom odeljku, za polinome u skupu IK[x] ne 
postoji operacija deljenja, inverzna operaciji mnozenja. Moze se, medutim, 
saglasno osobini iz prethodne teoreme, definisati deljenje polinoma poli
nomom sa ostatkam. 
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Definicija V.1.2.1 Za polinom S(x) koji zadovoljava (V.l.2.1) kazemo da 
je kolicnik pri deljenju polinoma P(x) polinomom Q(x) (¥ 0), a za odgo
varajuCi polinom R(x) da je ostatak pri tom deljenju. 

Ako je ostatak nula polinom, kazemo daje P(x) deljivo sa Q(x) i polinom 
Q(x) zovemo delilac polinoma P(x). 

Cinjenicu daje Q(x) delilac polinoma P(x) simbolizujemo sa Q(x)\P(x). 
Neke osobine deljivosti polinoma navodimo u sledecoj teoremi. 

Teorema V.1.2.2 Za proizvoljne polinome P(x), Q(x), U(x) vaie tvraenja: 

(a) P(x)\P(x); 

(b) Ako Q(x)\P(x) i P(x)\Q(x), tada je P(x) = aQ(x) za neko a ElK; 

(c) Ako U(x)\Q(x) i Q(x)\P(x) tada U(x)\P(x); 

(d) Ako U(x)\P(x) i U(x)\Q(x), tada U(x)\aP(x) + (3Q(x) za svako 
a,(3 E K 

V.1.3 NajveCi zajednicki delilac 

Definicija V.1.3.1 Polinom D(x) je zajednicki delilac za polinome P(x) i 
Q(x) ako D(x)\P(x) i D(x)\Q(x). 

Definicija V.1.3.2 Polinom D(x) je najveCi zajednicki delilac za polinome 
P(x) i Q(x), tj. D(x) = NZD(P(x), Q(x)), ako je zajednicki delilac za ove 
polinome i ako je deljiv sa svim ostalim zajednickim deliocima ovih poli
noma. 

Primetimo da ako je D(x) = NZD(P(x), Q(x)), tadaje i polinom aD(x) 
(a-=/= 0, a E IK) takode najveCi zajednicki delilac polinoma P(x) i Q(x). 

Teorema V.1.3.1 Za svaka dva polinoma P(x) i Q(x) postoji najveci za
jednicki delilac D(x) i on je jedinstven do na multiplikativnu konstantu. 

Dokaz. Pretpostavimo daje dgP(x);:: dgQ(x). Sa S1(x) i R1(x) oznaci
mo redom kolicnik i ostatak pri deljenju polinoma P(x) sa Q(x). Ako je 
R1(x) = 0 tada je Q(x) najveCi zajednicki delilac polinoma P(x) i Q(x). 
Medutim, ako R1 (x) nije nula polinom, tada delimo polinom Q(x) sa R1 (x), · 
i odgovarajuci kolicnik i ostatak pri deljenju oznacavamo sa S2 (x) i R2 (x), 
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respektivno. Ako je R2(x) = 0 tada je R1(x) najveCi zajednicki delilac za 
polinome P(x) i Q(x). Zaista, iz 

(V.l.3.1) 
P(:r) = S1(x)Q(x) + R1(x), 
Q(x) = S2(x)Rr(x) + R2(x), 

sleduje P(x) = (S1(:r:)S2(x) + l)R1(x) i Q(x) = S2(.1:)R1(x), tj. R1(x)IP(x) 
i R1 (x)IQ(x). Da bismo dokazali da je R1 (x) najveCi zajednicki delilac za 
P(x) i Q(x) dovoljno je pretpostaviti da ovi polinomi imaju zajednicki delilac 
D(x) i primetiti da iz (V.l.3.1) sieduje D(x)IR1 (x). 

Medutim, ukoliko R2(x) nije nula polinom, prethodni postupak se na
stavlja, saglasno sledeCim jednakostima, 

(V.l.3.2) 

R1(x) = S3(x)R2(x) + R3(x), 
R2(x) = S1(x)R3(x) + R4(x), 

Rk-l(x) = Sk+l(x)Rk(x) + Rk+1(x), 

sve do ispunjenja uslova Rk+ 1(x) = 0. Tada je Rk(x) = NZD(P(x), Q(x)). 
Ovo zakljucujemo slicnim rezonovanjem kao u slucaju k = 1. 0 

Napomena 1. U dokazu ove teoreme koriscenje Euklidov algoritam, pri 
cemu su za odredivanje najveceg zajednickog delioca (NZD) dva polinoma 
bitni samo ostaci R 11 (x), a ne i kolicnici S11 (x), v = 1, 2, .... ImajuCi na umu 
jedinstvenost NZD do na multiplikativnu konstantu moguce je u svakom 
koraku Euklidovog algoritma mnoziti ostatke R11 (x) pogodnim konstantama 
razliCitirn od nule u cilju dobijanja jednostavnijih izraza pri deljenju. 

Definicija V.1.3.3 Ako je najveCi zajednicki delilac za polinome P(x) 
Q ( x) konstanta, za te polinome kazemo da su uzajamno prosti. 

Primer 1. Za polinome u JR[x], 

P(x) = 2x4 + 4x3 + x2 - 2x- 8, Q(x) = x3 + x2 + 4, 

odrediCemo NZD. Kako je 

(2x4 +4x3 + x2 - 2x 8) (x3 + x2 + 4) = 2x + 2 
2x4 +2x3 + 8x 

2:r:3 + x2 -lOx - 8 
2x3 +2x2 + 8 

- x2 -lOx -16 
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imamo 

P(x) = (2x + 2)Q(x) - (x2 +lOx+ 16). 

Uzmimo da je R1(x) = x2 +lOx+ 16 (pomnozeno sa -1) i podelimo Q(x) 
sa Rt(x). Dakle, 

(x3 + x2 + 4) (x2 + lOx+ 16) = x - 9 
x3 + 10x2 + 16x 

9x2 16x + 4 
9x2 90x -144 

74x +148 

tj. 

Q(x) = (x- 9)R1 (x) + 74x + 148. 

Uzmimo R2(x) = x + 2 (pomnozeno sa 1/74) i podelimo Rl(x) sa R2(x). 
Kako je R1(x) = (x + 8)R2(x), zakljucujemo da je 

NZD(P(x), Q(x)) = R2(x) = x + 2. 6 

V.1.4 Bezoutov stav 

Neka je a ElK i P(x) = ao + a1x + · · · + anxn. Tada je 

jedan element u polju JK. Za P( a) kazemo da je vrednost polinoma u tacki 
x =a. 

Teorema V.1.4.1 (Bezoutov3 stav) Os'tatak pri deljenju polinoma P(x) 
sa x - a jednak je vrednosti polinoma P( a). 

Dokaz. Kako je Q ( x) = x- a polinom prvog stepena, na osnovu teoreme 
V.1.2.1, postoji jedinstveni polinom S(x) i konstanta R (polinom stepena 
nula) tako da je 

(V.1.4.1) P(x) = S(x)(x- a)+ R. 

Stavljajuci x =au (V.1.4.1) dobijamo R = P(a). 0 

3 Etienne Bezout (1730-1783), fra.ncuski rna.tema.tica.r. 
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Za element a E lK kazemo da je nula polinoma P(x) E JK[x] ako je 
P(a) = 0. U tom slucaju, za polinom prvog stepena x- a kazemo da je 
linearni faktor polinoma P(x) s obzirom dana osnovu (V.l.4.1) imamo 

P(x) = S(x)(x --a), 

tj. P(x) je deljiv polinomom (prvog stepena) x- a. 

Koriscenjem prethodne teoreme, svaki polinom P(x) E JK[x] stepena n 

mozemo na jedinstven nacin predstaviti (razloziti) po stepenirri.a od x - a, 
tj. 

(V.l.4.2) P(x) = Ao + A1(x- a)+ A2(x- a) 2 + · · · + An(x- a)n, 

gde su Ak, k 0, 1, ... , n elementi polja lK. Zaista, na osnovu (V.l.4.1) 
imamo 

(V.l.4.3) P(x) = Ao + Pl(x)(x- a), 

gde smo stavili A0 R = P(a) i P1(x) = S(x). Ako je P1(x) polinom 
nultog stepena trazeni razvoj (V.l.4.2) je dobijen. U protivnom slucaju, 
delimo polinom n (X) Sa X - a, dobijajuCi pritom da je 

(V.l.4.4) 

gde je A1 = Pl(a). Na ovaj naCin, kombinujuCi (V.l.4.3) i (V.1.4.4), dobi
jamo 

NastavljajuCi ovaj postupak dobijamo razvoj (V.l.4.2). 

Neka je, nadalje, do kraja ovog odeljka lK = lR ili lK =<C. 

Definicija V.1.4.1 Ako je a ElK i P(x) = Ao + A1(x- a)+ A2(x- a) 2 + 
· · · + An(x- a)n proizvoljan polinom iz JK[x], tada za polinom 

P'(x) = A1 + 2A2(x- a)+··· + nAn(x- a)n-l E JK[x] 

kazemo da je (prvi) izvod polinoma P(x). Za preslikavanje P(x) 1--1 P'(x) 
kazemo da je diferenciranje u prstenu lK[x]. 
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Visi izvodi p(k)(x) definisu se rekurzivno, tj. 

p(O)(x) = P(x), p(k)(x) = (p(k-l)(x))' (kEN). 

Napomenimo da je dgP'(x) = dgP(x)- 1, pri cemu je P(x) polinom koji 
nije konstanta. Takode, za svako k > n = dgP(x) imamo daje p(k)(x) nula 
polinom. 

Na osnovu prethodnog, lako ju ustanoviti da vazi 

P(a) = Ao, P'(a) = 1!A1, P"(a) = 2!A2, ... , p(n)(a) = n!An, 

tj. 

(V.1.4.5) (k = 0, 1, ... , n). 

Taka dobijamo Taylorovo razlaganje 

P'(a) P"(a) 2 p(nl(a) n 
P(x) = P(a) + --(x- a)+ --(x- a) + .. · + (x- a) , 

1! 2! n! 

pri cemu smo imali lK = lR ili lK = C. 

V.1.5 Hornerova sema 

Jedan elementaran, ali vazan problem je izracunavanje vrednosti poli
noma za data x = a. Predstavimo polinom po opadajuCim stepenima 

(V.1.5.1) 

Aka bismo izracunavali vrednost polinoma P(a), na osnovu (V.1.5.1), 
bilo bi potrebno 2n- 1 mnozenja (n- 1 mnozenja u formiranju stepena ak 
(k = 2, ... , n) i n mnozenja stepena a i odgovarajuCih koeficijenata poli
noma) in sabiranja. Medutim, ukoliko P(x) predstavimo u obliku 

(V.l.5.2) 

potrebno je samo n mnozenja i n sabiranja. 

Ta ,usteda" od n - 1 mnozenja nije beznacajna, narocito u situaciji 
kada je stepen polinoma n relativno veliki i kada treba, u nekom racunskom 
postupku- algoritmu, vise (stotina, pa i hiljada) puta izracunavati vrednost" 
nekog polinoma. 
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Sa bo,bJ, ... ,bn-1 oznacimo koeficijente polinoma S(x) u (V.1.4.1) i 
stavimo bn = R. Tada imarno 

aoxn + a1xn- 1 + · · · + akxn-k + · · · + an-1X +an 
= (box"- 1 + b1xn-Z + · · · + bk-lXn-k + bkxn-(k+l) + · · · + bn_l)(x- a)+ b, 

odakle, uporedivanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene na levoj i des
noj strani prethodne jednakosti, dobijamo 

ao = bo, (k = 1, ... , n). 

Na osnovu ovihjednakosti moze se formirati rekurzivni postupak za izra
cunavanje vrednosti polinorna za x =a: 

(V.l.5.3) bo = ao, (k=l, ... ,n), 

koji posle n koraka (pa, dakle, posle n mnozenja in sabiranja) daje vrednost 
polinorna, tj. P(a) = bn. Primetirno da su koeficijenti bk, u stvari, vrednosti 
u odgovarajuCirn zagradarna u (V.l.5.2) izracunate za x =a. 

Izlozeni postupak (V.l.5.3) poznat je kao Hornerova4 sema s obzirom da 
se ove formule rnogu pregledno interpretirati kroz sledecu semu: 

a ao a1 a2 a3 

boa b1 a b2a 
bn = P(a) 

Prvu vrstu, dakle, zapocinjerno sa vrednoscu x = a za koju izracunavamo 
vrednost polinorna, a zatirn piserno koeficijente polinoma (V .1. 5.1), pocev 
od najstarijeg koeficijenta. U trecoj vrsti pisemo koeficijente b1" koje izracu
navarno sabiranjern odgovarajuCih elemenata prve i druge vrste, pri cemu 
je bo = ao. Elernente druge vrste formiramo rnnozenjem vrednosti a sa 
prethodnim elementom iz trece vrste. Elementi trece vrste su, dakle, koefi
cijenti polinoma S(x) i ostatak pri deljenju R = P(a). 

NastavljajuCi postupak deljenja dobijenog kolicnika S(x) sax-a moguce 
je dobiti razlaganje (V.l.4.2). Koeficijenti u tom razlaganju Ak su, upravo, 
ostaci pri ovim deljenjirna. Na taj nacin, Hornerovom semom i koriscenjern 
(V.l.4.5), mogu se odrediti svi izvodi polinoma P(x) u tacki x =a, 

(V.l.5.4) (k = 1, ... , n). 

Primer 1. Nekaje P(x) = 4x4 -4x3 +13x2 -16x-12 E JR[x]. Primenom 
Hornerove seme odredicemo vrednost P(2): 

4 William George Horner (1773-1827), engleski matematicar. 
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2 4 -4 13 -16 -12 
8 8 42 52 

4 4 21 26 40 

Dakle, P(2) = 40. Kolicnik pri deljenju polinoma P(x) sax- 2 je polinom 
S(x) 4x3 + 4x2 + 21x + 26, a ostatak deljenja je R = P(2) = 40. Nave
dena sema se moze uprostiti izostavljanjem druge vrste (cije elemente i dalje 
izracunavamo, samo ih ne pisemo nego odmah dodajemo odgovarajucem el
ementu prve vrste i dobijamo odgovarajuci element trece vrste). Tako, na 
primer, za a= -1/2 imamo uproscenu Hornerovu semu 

-1/21 ! -4 13 -16 -12 
-6 16 -24 0 

odakle zakljucujemo da je a= -1/2 nula polinoma P(x). 

Primenimo sada postupak sukcesivnog deljenja u cilju dobijanja razla
ganja polinoma P(x) po stepenima od x-2 i izracunavanja izvoda polinoma 
u tacki x = 2. 

Postupak je prikazan u sledecoj tabeli: 

2 4 -4 13 -16 -12 
4 4 21 26 40 
4 12 45 116 
4 20 85 
4 28 
~ 

Prema tome, 

P(x) = 40 + 116(x- 2) + 85(x- 2) 2 + 28(x- 2) 3 + 4(x- 2)4, 

a kako je, s druge strane, (videti kraj odeljka V.1.4) 

to imamo redom P'(2) = A1 = 116, P"(2) = 2A2 = 170, P"'(2) = 6A3 = _ 
168, p(4)(2) = 24A4 = 96. t-, 
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V.1.6 Osnovni stav algebre i faktorizacija polinoma 

U daljem izlaganju posmatracemo polinorne na tzv. algebarski zatvorenim 
poljima. 

Definicija V.1.6.1 Za polje lK kazerno daje algebarski zatvoreno ako svaki 
polinorn P(x) E K[x], razlicit od konstante, ima bar jednu nulu u lK. 

Da sva polja nisu algebarski zatvorena ukazuje sledeCi primer. 

Primer 1. Posmatrajmo polinom P(x) = 1 + x2 nad poljem lK. Ako 
je lK polje racionalnih brojeva ili polje realnih brojeva, P( x) nema ni jednu 
nulu u K Medutirn, na polju <C ovaj polinom irna dve nule x = i i x = -i. 
6. 

Sledeca teorema o algebarskoj zatvorenosti polja kornpleksnih brojeva, 
tradicionalno se naziva osnovna teorema algebre: 

Teorema V.l.6.1 (Osnovna teorema algebre) Svaki polinorn P(x) E 

<C[x] stepena n ~ 1 ima bar jednu nulu. 

Postoji vise razliCitih dokaza ove teoreme. Jedan kratak dokaz se rnoze 
dati metodirna K ompleksne analize. Koriscenje elementarnog matematickog 
aparata zahteva kornplikovan dokaz pa cemo ga ovde zbog toga izostaviti. 

Teorema V.l.6.1 se cesto formulise i u obliku: 

Teorema V.1.6.2 Svaki polinom P(x) E <C[x] stepena n ~ 1 je proizvod n 
hnearnih faktora. 

OCigledno iz teoreme V.1.6.2 sleduje teorerna V.l.6.1. Obrnuto, ako je 
x1 nula polinoma P(x) E <C[x] koja postoji na osnovu teoreme V.l.6.1, tada 
je, na osnovu teoreme V.l.4.1, P(x) deljiv linearnim faktorom x- x 1 , tj. 
vazi 

P(x) = (x- x1)P1(x), 

gde je PI(x) polinom stepena n - 1. Ako je n ~ 2, tada ponovo primenorn 
teorerne V.l.6.1, zakljucujemo da P1 (x) ima bar jednu nulu, recimo x2 , tako 
daje 

dg P2 ( x) = n - 2. 

Dakle, 
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NastavljajuCi ovakav postupak dolazimo do faktorizacije 

P(x) = (x- xl)(x - xz) · · · (x- Xn)Pn(x), 

gde je dgPn(x) = 0, tj. Pn(x) se svodi na najstariji koeficijent polinoma 
P(x). 

Dakle, polinom 

(V.l.6.1) 

sa kompleksnim koeficijentima ao, a1, ... , an i an ::f. 0 ima n kompleksnih 
nula Xl, Xz, ... , Xn, i vazi 

(V.l.6.2) P(x) = an(x- Xi)(x- xz) · · · (x- Xn)· 

Medu kompleksnim brojevima Xl, Xz, ... , Xn moze biti i jednakih. u 
sledecoj definiciji uvodimo pojam visestruke nule polinorna P( x). 

Definicija V.1.6.2 Za. nulu x1 polinoma P(x) E q.-r]lcazemo da. je vise
struka. reda k (EN) a.ko postoji polinom Q(x) ta.ka.v da. je 

(V.l.6.3) 

Ako je k = 1 ka.zemo da je nula. x1 prosta ili jednostruka.. 

Teorema V.1.6.3 Aka je x = XI visestruka nula reda k > 1 palinarna 
P(x) E qx], tada je ana nula reda k- 1 izvadnag pal·inama P'(x) E qx]. 

Dakaz. Pretposta.vljajuCi da. je x = XI visestruka nula. reda. k > 1 poli
noma. P(x) E qx], na. osnovu prethodne definicije postoji polinom Q(x) 
ta.ka.v da. va.zi (V.1.6.3). Ta.da je5 

P'(x) = k(x -- xi)k-1Q(x) + (x- xl)kQ'(x) = (x- x1)k-lQ1(x), 

gde je Q1(x) = kQ(x) + (x- xl)Q'(x). Ka.ko je Q1(xl) = kQ(xl) ::f. 0, 
za.kljucujemo da. je x = x1 visestruka. nula. reda. k - 1 izvodnog polinoma. 
P'(x). 0 

Teorema V.1.6.4 Karnpleksan broj x1 je visestruka nula reda k palinarna 
P(x) E qx] aka i sarna aka je 

(V.1.6.4) P(xl) = P'(xl) = · · · = p(k-l)(xl) = 0, p(k)(xi) ::f. 0. 

5 Ne pravimo razliku izmedu polinoma i polinomske funkcije i koristimo pravila za · 
diferenciranje funkcija. 
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Dokaz. Pretpostavimo da je x = x1 visestruka nula reda k polinoma 
P(x) E C[x). Tada, sukcesivnom primenom prethodne teoreme na P(x), 
P'(x), ... , p(k-1)(x), dobijamo (V.1.6.4). 

Obrnuto, ako pretpostavimo da vazi (V.l.6.4), tada se Taylorovo razla
ganje polinoma u tacki x = x1 (videti kraj odeljka V.1.4) 

svodi na 

k [p(k) (x1) p(k+1) (x1) p(n) (xi) n-k] 
P(x) = (x-xl) k! + (k + l)! (x-x1) .. ·+ n! (x-x1) , 

tj. P(x) = (x- X1)kQ(x), gde je Q(x1) = p(k)(x1)/k! =/= 0, sto znaCi da je 
x1 visestruka nula reda k polinoma P(x). D 

Primer 2. Da bismo dokazali da je polinom 

deljiv sa (x - a) 3 dovoljno je proveriti da li su ispunjeni uslovi P(a) = 
P'(a) = P"(a) = 0. Kako je 

P'(x) 

P" (x) 

2(n + l)xn - 2n(n + l)an-lx + 2(n2 - l)an, 

2n(n + l)xn-1 - 2n(n + l)an-1, 

nalazimo redom 

P(a) 

P'(a) 

P"(a) 

2an+1 - n(n + l)an-1a2 + 2(n2 - l)ana- n(n- l)an+l = 0, 

2(n + l)an- 2n(n + l)an-1a + 2(n2 - l)an = 0, 

2n(n + l)an-1 - 2n(n + l)an-l = 0. !::, 

Kao direktnu posledicu teoreme V.l.6.2 imamo sledeci rezultat: 

Teorema V.1.6.5 Neka su X1, X2, ... , Xm meau sobom razlicite nule poli
noma P(x) E C[x) stepena n sa redom visestrukosti k1 , k2 , ... , km, respek
tivno. Tada vaii faktorizacija, tj. kanonicko razlaganje polinoma 

(V.l.6.5) 

gde je k1.+ k2 + · · · + km = n, a an je najstariji koeficijent polinoma P(x ). 
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reorema V.1.6.6 Kanonicko razlaganje (V.l.6.5) je jedinstveno. 

Dokaz. Pretpostavimo da, pored kanonickog razlaganja (V.1.6.5), pos
;oji drugo kanonicko razlaganje 

5de je h + h + · · · + lr = n. Tada mora vaziti jednakost 

Nije tesko videti da se skupovi nula 

moraju poklapati. Nairne, ako to nije slucaj, jednakost nije moguca za 
svako x E C. Na primer, ako x1 (j. Y;., tada za x = x1 leva strana u (V.1.6.6) 
postaje nula, dok je pri tome desna strana razliCita od nule. Prema tome, 
ako postoje dva kanonicka razlaganja onda bijednakost (V.l.6.6) eventualno 
bila moguca samo kada je Xm = Y;., tj. kada je 

Pretpostavimo sada da je, na primer, k1 i- h i neka je k1 >Lt. Deobom 
prethodne jednakosti sa faktorom (x- :z:l) 11 dobijamo 

odakle, stavljajuCi x = x1, zakljucujemo da mora biti k1 = h jer bi u 
protivnom slucaju leva strana bilanula, a desna razliCita od nule. Na ovaj 
naCin dokazujemo da mora biti ki = li za svako i = 1, ... , m, sto znaci da je 
kanonicko razlaganje (V.1.6.5) jedinstveno. D 

Napomena 1. Na kraju ovog odeljka ukazimo na mogucnost da se po
linom sa visestrukim nulama, cije je kanonicko razlaganje dato sa (V.1.6.5), 
moze redukovati na polinom sa samo prostim nulama x1, x2 , ... , Xm. Pret
postavimo da je D(x) na.jveci zajednicki delilac za polinome P(x) i P'(x), 
tj. D(x) = NZD(P(x), P'(x). Ukoliko je D(x) konstanta, polinomi P(x) i 
P'(x) su uzajamno prosti, sto znaci da oni nemaju zajednickih faktora, tj. 
polinom P(x) ima samo proste nule. Medutim, ukoliko je dgD(x) 2:: 1, po
linom P(x) ima visestruke nule jer su tada faktori polinoma D(x), upravo, 
zajednicki faktori polinoma P(x) i P'(x). Zato deljenje polinoma P(x) sa 
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D(x) daje kao kolicnik polinom koji ima iste nule kao i polinom P(x), ali su 
one sve proste. Dakle, taj polinom ima faktorizaciju 

P(x) 
D(x) = c(x- x1)(x- x2) · · · (x- xrn), 

gde je c neka konstanta. 

V .1. 7 Vieteove formule 

Posmatrajmo polinom P(x) sa kompleksnim koeficijentima stepena n 

predstavljen u obliku 

P(x) = an(x- x1)(x- x2) · · · (x- Xn), 

gde su x1, x2, ... , Xn nule polinoma P(x). 

Iz identiteta 

+ · · · + a1x + ao 

= an(x- x1)(x- x2) · · · (x- Xn) 

dobijamo tzv. Vieteove6 formule 

Xl + X2 + · · · + Xn 

X1X2' '' Xk + ''' + Xn-k+1Xn-k+2'' 'Xn 

6 Franc;ois Viete (1540-1603), poznati francuski matematicar. 
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Oznacimo leve strane u prethodnim jednakostima red om sa (Jl, ()2 , ... , 

Tn. Ove veliCine se, inace, nazivaju elementame s·imetricne funkcije. Nije 
.esko zakljuciti da vazi 

V.1.8 Nule realnih polinoma 

Neka je 

(V.1.8.1) 

gde su koeficijenti ao, a1, ... , an realni brojevi i an :f. 0. Za takav polinom 
koristicemo termin realni polinom. On ima n nula, sto real nih, sto kom
pleksnih. Ako ima kompleksnih nula, pokazacemo da se one javljaju kao 
parovi konjugovano-kompleksnih brojeva. 

Teorema V.1.8.1 Aka je Xv kompleksna nula reda kv realnog polinoma 
P(x), tada je i Xv takorle njegova kompleksna nula istog reda. 

Doka.-c. Na osnovu (V.1.8.1) imamo 

S druge strane, na osnovu faktorizacije (V.l.6.5), tj. 

zakljucujemo da je 

tj. 
P(x) = an (x - x1)k1 (x - .'i2)k2 • • • (x - Xm)km, 

odakle neposredno sleduje tvrdenje teoreme. 0 

Dakle, na osnovu prthodnog, mozemo zakljuCiti da realni polinom moze 
imati realne nule i/ili parove konjugovano-kompleksnih nula. Pretpostavimo 
da polinom P(x) ima realne nule :c1, ... , ;x:m, reda visestrukosti k1, ... , km, 
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respektivno, i parove konjugovano-kompleksnih nula 0:1 ± i(31, ... , o:z ± i(Jz, 
reda visestrukosti s1 , ... , sz, takode respektivno. Naravno, mora biti 

m l 

Lkv + 2 LSv = dgP(x). 
v=l v=l 

Kako je 

(x- O:v- if3v )(x- O:v + if3v) = (x- O:v )2 + (3~ = x2 + PvX + qv (Pv, qv E IR), 

parovima konjugovano-kompleksnih nula odgovaraju kvadratni faktori 

2 X + PvX + qv 

odgovarajuce visestrukosti sv. 

Prema tome, realni polinorn P(x) se moze faktorisati u obliku 

m l 

(V.1.8.2) P(x) =an II (x- Xv)kv II (x2 + PvX + qv) 8 v, 
v=l v=l 

gde jean najstariji koeficijent polinoma P(x). 

Primer 1. Neka je P(x) = x6 2x3 + 1. Kako je 

P(x) = (x 3 1) 2 = ((x- 1)(x2 + x + 1))
2

, 

faktorizacija (V.l.8.2) postaje P(x) = (x- 1)2(x2 +X+ 1)2, sto znaci da 
polinom ima dvostruku realnu nulu x = 1 i par konjugovano-kompleksnih 
nula x = ( -1 ± iV3) /2, ciji je red visestrukosti, takode, dva. t:,. 

Primer 2. Odredimo nule polinoma P ( x) = 4x4 - 4x3 + 13x2 - 16x- 12 
ako znamo da je jedna njegova nula -2i. 

Kako je ovo realni prolinom, on mora imati i konjugovanu nulu 2i. Po
linam P(x) je, dakle, deljiv faktorom (x + 2i)(x- 2i) = x2 + 4. Kako je 

(4x4 -4x3 +13x2-16x-12): (x2+4) =4x2 -4x-3=4(x+~)(x-~), 
faktorizovani oblik polinoma P(x) je 

P(x) = 4(x + ~) (x- ~)(x2 + 4). 

Njegove nule su redom x1 = -1/2, x2 = 3/2, X3 = -2i, X4 = 2i. L,. 

Razmotrimo sada potrebne uslove da jedan realni polinom sa celobrojnim 
koeficijentima ima racionalne nule. 
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~eorema V.1.8.2 Neka je P(x) realni polinom sa celobrojnim koeficijen
ima, 

!ko je x1 = p / q n'Ula ovog polinoma, gde s·u p i q 'UZajamno prosti celi 
'rojevi, tada ao deljivo sap ian deljivo sa q, tj. vaie relacije piao i qian. 

Dokaz. Pretpostavimo da je x 1 = pjq E Q nula polinoma P(x), tj. da je 

(
p)n (p)n-1 p 

P(x1) =an q + an-1 q + · · · + a1 q + ao = 0. 

Ako ovu jednakost pomnozimo sa qn-1 dobijamo da je 

odakle zakljucujerno da qian jer su p i q uzajarnno prosti brojevi. Slicno, 
mnozenjem poslednje jednakosti sa qjp dobijamo 

qn 
n-1 n-2 + n 1 0 anp + an-1P q · · · + a1 q - + ao- = , 

p 

odakle zakljucujemo da piao. 0 

Primer 3. Na polinom iz primera 2 mozemo primeniti prethodnu teo
remu. Faktori broja 12 (= -ao) su: ±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±12. Pozitivni 
faktori broja 4 (= a4) su: 1, 2, 4. Na osnovu teoreme V.l.8.2, racionalne 
nule polinoma (ukoliko postoje) pripadaju sledecem skupu: 

1 1 . 3 3 
{ ±1, ±2, ±4, ±2, ±3, ±2, ±4, ±4, ±6, ±12 }· 

To su, kao sto srno videli u prirneru 2, x1 = -1/2 i x2 = 3/2. 6 

U matematickoj analizi je poznata Rolleova teorema koja se ovde moze 
iskazati na sledeCi nacin: 

Teorema V.1.8.3 Izmea'U dve 'UZastopne realne n'Ule x1 i x2 (x1 < x2) 
realnog polinoma P ( x) nalazi se bar jedna n'Ula izvodnog polinoma P' ( x). 

Takode, za realne polinome vaze sledeci rezultati koji su posledice Rolle
ove teoreme: 
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Teorema V.1.8.4 Izmeau dve uzastopne realne nule x~ i x; (x~ < x;) 
realnog ·izvodnog polinorna P' (x) nalazi se najvise jedna nula polinoma P(x). 

Teorema V.1.8.5 Ako su sve nule realnog polinoma P(x) realne, tada su 
i sve nule izvodnog polinoma P'(x) r-ealne i nule izvodnog polinoma P'(x) 
razdvajaju nule polinorna P(x). 

Teorema V.1.8.6 Realni polinom P(x) ne moie irnati vise od k+ 1 realnih 
nula ako izvodni polinom P' (x) ima k realnih nula. 

V.2 ALGEBARSKE JEDNACINE 

V.2.1 Resavanje algebarskih jednaeina 

Jedan od glavnih problema algebre je nalazenje re8enja algebarskih jed
nacina. 

Definicija V.2.1.1 Ako je P(x) polinom stepena n, pod algebarskom jed
nacinom n-tog stepena podrazurnevarno jednaCinu 

(V.2.1.1) 

Koren ili resenje jednacine (V.2.1.1) je svaka nula polinorna P(x). 

OCigledno je da resenje jednaCine (V.2.1.1) zavisi od koeficijenata ao, 
a1, ... , an. Dakle, ako je x = a resenje ove jednaCine, tada je a funkcija 
koeficijenata, tj. a= F(ao, a1, ... , an)· 

Pretpostavirno da je funkcija F obrazovana konacnorn prirnenorn ope
racija sabiranja, oduzirnanja, rnnozenja, deljenja i korenovanja nad koefici
jentirna a0 , a 1 , ... , an. Resiti jednacinu (V.2.1.1) pornocu radikala znaCi 
odrediti sve takve funkcije F za koje je F(ao, a1, ... , an) resenje jednaCine 
(V.2.1.1). 

Za resenje opste kubne jednaCine zasluzni su italijanski algebristi Scip
ione del Ferro, Niccolo Tartaglia i Gerolarno Cardano iz sesnaestog veka7. 

U torn periodu dobijeno je i resenje za opstu algebarsku jednacinu cetvrtog 
stepena. 

7 Njihov rad je veoma znacajan za istoriju algebre. Scipione del Ferro (1465-1526) 
nikad nije publikovao svoje resenje, vee ga je samo saopstio nekim svojim prijateljima. 
Gerolamo Cardano (1501-1576) je bio cuveni lekar, astrolog, filozof i matematicar, koji je 
ziveo u Milanu. Niccolo Tartaglia (1500-1557) je, takod:e, italijanski matematicar, cija je 
godina rod:enja, prema raspolozivim izvorima, nesiguran podatak. 
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Svi napori tokom sledeca dva veka bili su usmereni na resavanje opstih 
'1lgebarskih jednacina stepena veceg od cetiri, ali bezuspesno. Jedan od 
vaznih doprinosa Gaussa u teoriji algebarskih jednaCina je, svakako, kom
pletno resenje binomne jednaCine8 

(V.2.1.2) xn -1 = 0, 

pomocu radikala. Resavanje binomne jednaCine razmatrali smo ranije (stra
na 41). Prisetimo se samo da su koreni ove jednaeine kompleksni brojevi 
rasporedeni na jedinicnom krugu tako da predstavljaju temena pravilnog 
poligona od n strana koji je upisan u ovaj krug. Dakle, binomna jedna.Cina 
(V.2.1.2), ili ka.ko se druga.cije kaze n-ti karen iz jedinice, ima n resenja. koja 
odgovaraju tzv. granama n-tog korena., kojih ima tacno n. 

Za jednaeinu (V.2.1.1) ka.zemo da je opsta algebarska jednac·ina ako su 
njeni koeficijenti ao, a1, ... , an opsti brojevi. Ukoliko su, medutim, svi 
koeficijenti dati ka.o fiksne numericke konstante, ta.da zajednacinu kazemo da 
je numericka algebarska jednacina. Ruffini9 , Abel, Galois 10 , i drugi, doka.zali 
su da. se opsta. a.lgeba.rska. jednaCina. stepena n ? 5 ne moze resiti pomocu 
radika.la. Resenje je, dakle, moguce samo za. jednacine stepena n ::; 4. U 
narednim odeljcima dajemo resenja za kvadratne jednaCine (n = 2), kubne 
jednaCine (n = 3) i jednacine cetvrtog stepena (n = 4). 

S druge strane, numericke algebarske jednaCine mogu se resiti sa proiz
voljnom tacnoscu raznim iterativnim metodima11 . 

Na kraju ovog odeljka na.pomenimo da je Galois dao kompletan odgovor 
na. pitanje pod kojim se uslovima neka algebarska jednaCina moze resiti 
pomocu radikala. 

8 Ova jednaCina je usko povezana sa konstrukcijom pravilnog poligona od n strana koji 
je upisan u dati krug. Starogrcki mistik, matematicar i prirodnjak Pitagora (569?-500? 
pre nase ere) znao je da konstruise pravilne poligone sa 3., 4, 5 i 6 stranica. Njihove 
konstrukcije se mogu naci i cetvrtoj knjizi Euklidovi elementi. Gauss je bio jos na Uni
verzitetu (1796) kada je otkrio da pravilan poligon sa 17 stranica moze biti upisan u dati 
krug koriscenjem samo lenjira i sestara. Kasnije, on je dokazao da pravilan n-tougao moze 
biti konstruisan samo pomocu lenjira i sestara ako i samo ako je ispunjen bilo koji od 

k 
sledeCih uslova: (1) n je prost broj oblika 22 + 1, ili je proizvod razliCitih prostih brojeva 
ovog oblika; (2) n je neki stepen od 2; (3) n je proizvod brojeva koji zadovoljavaju uslove 
(1) i (2). Na osnovu ovoga, pokazano je da mogu biti konstruisani pravilni poligoni sa 257 i 
65537 stranica. Godine 1801. pojavilo se znacajno Gaussovo delo ATitmeticka. ispit·1:va.nja.. 

9 Paolo Ruffini (1765--1822), italijanski matematiCar. 
10 Evariste Galois ( 1811 ~ 1832),. francuski rnatematicar. 
11 Ovi metodi se proucavaju u okviru kursa Nume1·icka. matema.tika.. 
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V.2.2 Kvadratna jednaCina 

Neka su x1 i x2 koreni kompleksne kvadratne jednacine 

(V.2.2.1) 

reprezentovani pomocu kompleksnih brojeva a i {3, 

(V.2.2.2) x1 =a+ {3, x2 =a- {3. 

Tadaje 

(V.2.2.3) 

Iz (V.2.2.3) dobijamo a = -al/2 kao i linearnu jednaCinu za {32 iz koje ±{3 
moze biti odredeno. Dakle, 

(V.2.2.4) 

Napomena 1. Grana kvadratnog korena u (V.2.2.4) moze biti izbrana 
proizvoljno. Izbor grane utice samo na redosled resenja x 1 i x2 . Slicna 
primedba vazi i za jednaCine treceg i cetvrtog stepena. 

V.2.3 Kubna jednacina 

Posmatrajmo kompleksnu jednaCinu treceg stepena, ili tzv. kubnu jed
nacinu, 

(V.2.3.1) 

Njeni koreni x1, x2 i X3 se mogu predstaviti kompleksnim brojevima a, f3 i 
'Y u obliku 

(V.2.3.2) 
x1 =a+ qof3 + qo"f, 
x2 =a+ qlf3 + qn, 
x3=a+q2f3+qn, 

gde su qk, k = 0, 1, 2, dati sa 

qo = 1, 
-1 + iV3 

2 
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Tada, na osnovu Vieteovih formula 

(V.2.3.3) 

imamo 

(V.2.3.4) 
3a = -a2, 

3a2 
- 3(3"1 = a1, 

a 3 + (33 + "13 
- 3a(3'Y = -ao. 
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Iz jednacina (V.2.3.4) mozemo naCi sumu 33((33 + "13 ) i proizvod 36 ((33/'3 ), 

pomocu kojih se moze formirati kvadratna jednaCina 

(V.2.3.5) 

Cija resenja su (3(3)3 i (31')3. 

Ako stavirno 

(V.2.3.6) Q =a~- 3al, 

iz kvadratne jednaCine (V.2.3.5) sleduje 

(V.2.3.7) 

Dakle, 

(3(3)3 = R + y' R2 -- 4Q3 ' 
2 

a2 _ ~ 3/.R+.)R2- 4Q3 
(V.2.3.8) a= - 3 , (3-

3 
y 

2 
. 

Grana kubnog korena u drugoj jednacini u (V.2.3.8) moze biti izabrana 
proizvoljno, ali u trecoj jednacini ona mora biti izabrana tako da je f3'Y = 

Q/9. Poslednji zahtev proizilazi iz druge jednacine u (V.2.3.4). 

Napomena 1. U knjizi: D. S. MITRINOVI<J12 i D. Z. DoKovr613 , 

Polinomi i matrice, Naucna knjiga, Beograd, 1966 (str. 121-126) izlozen je 
Cardanoov metod za resavanje kubne jednaCine. 

12 Dragoslav S. Mitrinovic (1908-1995), poznati jugoslovensld matematicar. 
13 Dragomir Z. Dokovic (19387 ), poznati jugoslovenski matematicar koji zivi i radi u · 

Kanadi. 
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V.2.4 Jednacina cetvrtog stepena 

Neka su koreni XI, X2, X3 i X4 kompleksne jednacine cetvrtog stepena 

(V.2.4.1) 

reprezentovani pomocu 

(V.2.4.2) 

x1 ~ a + (3 + 'Y + 6, 
x2 = a + (3 - 'Y - 6, 
X3 = a - (3 +. 'Y - 6, 
x4 = a - (3 - 1 + 6, 

gde su a, (3, ·1, 6 kompleksni brojevi. Tada imamo 

(V.2.4.3) 

4a = -a3, 
6a2 - 2((32 + "(2 + 62) = a2, 

4a3 - 4a(/P + 1 2 + 62) + 8(3"(6 = -a1, 
a4 + ((32 + 12 + 62)2 _ 2a2((32 + 1 2 + 62) 

-4((32"(2 + (3262 + 'Y262) + 8a(3"(6 = ao. 

Na osnovu (V.2.4.3) dobijamo 

koji su, u stvari, koeficijenti kubne jednaCine 

(16v2)3 -(3a~- 8a2)(l6v2)2 

(V.2.4.4) +(3aj -l6a2a~ + l6a1a3 + 16a§- 64ao)(16v2) 
-(a~- 4a2a3 + 8a1)2 = 0. 

Njena resenja su (4(3) 2 , (4'Y) 2 i (46) 2. Dakle, jednaCine (V.2.4.3) definisu 
vrednost za a, a= -a3/4, i impliciraju jednaCinu treceg stepena (V.2.4.4) 
za odredivanje (32 , 1 2 i 62 . 

Ako stavimo 

P a~- 4a2a3 + 8a1, 

(V.2.4.5) Q = 12ao +a~- 3ala3, 

R 27 aoa~ - 9a1 a2a3 + 2a~ - 72aoa2 + 27 ai 
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ao 
2 8 

a3 - 3 a2, 

(V.2.4.6) flo 
4_1R+)R2

- 4Q3 

3 2 ' 

')'o 
4_ 1 R-)R2

- 4Q3 

3 2 ' 

tada su 

a3 
a -4, 

1 
fl 4 J ao +flo + ')'o, 

(V.2.4.7) 1 
1' 4 J ao + q1flo + q2')'o, 

5 
1 
4 J ao + q2flo + qno, 

gde su q1 i q2 dva ne-realna kubna korena iz jedinice, Ciji redosled nije bitan. 

Bilo koji izbor grane kubnog korena u (V.2.4.6) za koji je 

(V.2.4.8) 
. 16Q 
flo1'o = -

9
-

je dozvoljen. Slicno je moguc proizvoljan izbor znaka kvadratnog korena u 
(V.2.4.7) za koji je 

(V.2.4.9) 

Ogranicenje (V.2.4.9) za izbot znaka veliCina fl, 1' i 5 u (V.2.4.7) proizilazi 
iz prve tri jednacine u (V.2.4.3). 

Moze se, takocte, dokazati sledeca karakterizacija: 

Teorema V.2.4.1 Neka je 

(V.2.4.10) 

realna jednacina cetvr·tog stepena i neka su 

Q = 12ao +a~- 3ala3, 

R 27aoal- 9a1a2a3 + 2a~- 72aoa2 + 27ai, 
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(V.2.4.11) (
iR+.jR2 

-4Q
3

) T = 3a~ - 8a2 + 8Re 
2 

. 

Ako korene racunarno sa njihovirn visestrukostirna, irnarno da 

(1) ako je R 2 
- 4Q3 > 0 tada su dva i sarno dva korena posrnatrane 

jednacine (V.2.4.10) realna; 

(2) ako je R2
- 4Q3 = 0 tada su dva korena jednacine (V.2.4.10) realna, 

dok su preostala dva korena realna, ako i samo ako je T ;::=: 0 za sva tri 
rnoguca izbora kubnog korena u (V.2:4.11); 

(3) ako je R2 - 4Q3 < 0 tada su (a) cel'iri korena jednacine (V.2.4.10) 
realna ako i sarno ako J·e T ;::=: 0 za sva tri moguca izbora kubnog korena 
u (V.2.4.11); i (b) Nijedan karen jednacine (V.2.4.10) nije realan ako 
i sarno ako je T < 0 za najmanje jedan od rnoguca tri izbora kubnog 
korena u (V.2.4.11). 

Isto tako vaze i sledeca dva tvrdenja: 

Teorema V.2.4.2 1° Kubna jednacina (V.2.3.1) irna dva jednaka korena 
ako i sarno ako je R 2 

- 4Q3 = 0 i irna tri jednaka korena ako i sarno ako 
je R = Q = 0, gde su 

Q =a~- 3a2; 

2° Jednacina cetvrtog stepena (V.2.4.1) irna dva jednaka korena ako i 
sarno ako je R 2 

- 4Q3 = 0 i irna tr·i jednaka korena ako i sarno ako je 
R = Q = 0, gde su 

R 27aoa~- 9a1a2a3 + 2a~- 72aoa2 + 27at, 

Q 12ao +a§- 3ala3. 

Ove teoreme se mogu neposredno dokazati koriscenjem algebrskih resenja 
koja su prethodno data. 

Teorema V.2.4.3 1° Jednacina cetvrtog stepena (V.2.4.1) irna dva para 
jednakih korena ako i sarno ako su ispunjeni uslovi 

32R = 27a8. 

2° Jednacina (V.2.4.1) irna cetiri jednaka korena ako i sarno ako je R = 
Q = ao = 0. 
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V.3 HURWITZOVI POLINOMI 

V.3.1 Definicija Hurwitzovih polinoma 

U mnogim problemima koji se odnose na stabilnost sistema ( elektron
:kih, mehanickih, itd.) pojavljuju se polinomi Cije sve nule imaju negativan 
ealni deo. U ovom poglavlju razmatracemo takvu klasu polinoma i dati 
>Otrebne i dovoljne uslove da jedan polinom pripada ovakvoj klasi. Jedno 
Llgoritamsko resenje ovog problema iz 1877. godine, koje je nedovoljno poz
tato u literaturi, potice od Routha14 . Elegantno resenje ovog problema u 

Jeterrninantnom obliku dao je Hurwitz 15 1895. godine i zato se polinorni iz 
ove klase nazivaju Hv,rwitzavi palinami ili krace H-palinami. 

Dakle, realan ili kornpleksan polinorn 

(V.3.L1) 

je H-polinorn ako sve njegove nule Xk (k = 1, ... , n) irnaju osobinu Rex~;; < 0. 

Teorema V.3.1.1 Aka je realni pal·inam (V.3.1.1) H-palinam, tada su svi 
njegavi kaeficijenti istag znaka ( svi kaeficijenti su veci ad rmle ili s·u svi manji 
ad nv,le - nema jednakih nv,li). 

Dakaz. Pretpostavirno da H-polinorn (V.3.1.1) irna konjugovano korn
pleksne nule 

Xk == --ak + i(3k, X2rn-k+l = Xk, k = 1, ... , m, 

i realne nule 
k = 1, ... , n- 2m, 

gde su ak, "fk > 0. Tada se on rnoze faktorisati u obliku 

rn n-2m 

P(x) =an II (x + ak- if3k)(x + ak + if3k) II (x + 'Yk), 
k=l k=l 

tj. 
rn n-2m 

P(x) =an II (x2 + 2akx +a%+ (3~) II (x + 'Yk)· 
k=l k=l 

14 Edward John Routh, Stability of given state of motion, London, 1877. Blize biografske 
podatke o Routhu ne posedujenw .. 

15 Adolf Hurwitz (1859-1919), nemacki matematicar. 
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Kako svi kvadratni i linearni faktori imaju pozitivne koeficijente, zakljucu
jemo da polinom P ima sve koeficijente ak (k = 0, ... , n) razliCite od nule i 
oni su is tog znaka kao sto je znak koeficijenta an. 0 

Napomena 1. Obrnuto tvrdenje vazi za n = 1 i n = 2, tj. polinomi 
ao + a1x i ao + a1x + a2x2, sa ao, a1, a2 > 0 ili ao, a1, a2 < 0, su H-polinomi. 
Ovakvo tvrdenje ne vazi zan 2:: 3. Na primer, 1+x+x2+x3 nije H-polinom. 
Njegove nule se mogu odrediti iz faktorizacije 

V.3.2 Schurov metod 

Posmatrajmo proizvoljan kompleksni polinom 

(V.3.2.1) 

Sa P*(x) oznacimo polinom koji se dobija iz (V.3.2.1) zamenom koeficijenata 
sa odgovarajucim konjugovanim vrednostima i promeni znaka koeficijentima 
uz neparni step en od x, tj. 

(V.3.2.2) 

Primetimo da iz P(x) = U(x)V(x) sleduje P*(x) = U*(x)V*(x). Takode, 
(P*)*(x) = P(x). 

Pretpostavimo da su Xk = Olk + if3k, k = 1, ... , n nule polinoma P*(x). 
Tada imamo faktorizacije 

n 

(V.3.2.3) P(x) =an II (x- xk), 
k=l 

n n 

(V.3.2.4) P*(x) =an II ( -x- Xk) = ( -l)nan II (x + Xk)· 
k=l 

Dokazacemo sada jedan pomocni rezultat: 

k=l 

Teorema V.3.2.1 Aka je P(x) H-polinom, tj. Re Xk 
1, ... , n, tada vaie nejednakosti 

IP(x)l > IP*(x)l 2:: 0 

IP*(x)l > I P(x) I 2:: 0 

IP(x)l = IP*(x)l > 0 

za Rex> 0, 

za Rex<O, 

za Rex=O, 

Olk < 0, k = 
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Dakaz. Za dokaz ovih nejednakosti dovoljno je za proizvoljno k (1 :::; k :::; 
n) uoCiti razliku 

D \x+xk\2 -\x-xk\2 

(x + xk)(x + xk)- (x- xk)(x- xk) 

(x + x)(xk + xk) 

S obzirom da je Re Xk = o:k < 0, zakljucujemo da vazi 

\x- xk\ 

\x- Xk\ 

\x -xk\ 

> \x + xk\ 

< \x+xk\ 

\x +xk\ 

zaRex>O, 

zaRex<O, 

zaRex=O, 

sto zajedno sa (V.3.2.3) i (V.3.2.4) daje tvrdenje teoreme. 0 

Nejednakosti u teoremi V.3.2.1 nazivaju se Schurave16 nejednakasti. Ko
riscenjem tih nejedakosti mozemo doka.zati sledece tvrdenje: 

Teorema V.3.2.2 Aka sua ·i b praizvaljne kampleksne kanstante takve da 
je \a\ > \b\, tada je P(x) H-palinam aka i sarna aka je 

(V.3.2.5) Q(x) = aP(x)- bP*(x), 

H-palinam. 

Dakaz. Ako polinom P(x) ima samo nule sa negativnim realnim delom, 
tj. a.ko je on H-polinom, tada. na. osnovu prethodne teoreme, za. Rex 2_::: 0 
imamo \P(x)\ 2_::: \P*(x)\. Sta.vise, za \a\> \b\ ima.mo 

\aP(x)\ > \bP*(x)\ (Rex 2_::: 0), 

sto znaci da je Q(x) -/= 0 za svako x za. koje je Rex 2_::: 0, tj. Q(x) je H
polinom. 

Obrnuto, neka Q(x) ima samo nule sa negativnim rea.lnim delom. Tada, 
na osnovu 

Q(x) = aP(x)- bP*(x), Q*(x) = aP*(x)- bP(x), 

16 Issai Schur (1875-1941), nemacki matematicar. 
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dobijamo 

(V.3.2.6) P(x) = [a[2 ~ [b[2 Q(x) + [a[2: [b[2 Q*(x). 

Kako je koeficijent uz Q(x) u (V.3.2.6) veCi po modulu od koeficijenta uz 
Q*(x), na osnovu prvog dela tvrdenja, zakljucujemo daje P(x) H-polinom. 
D 

Neka je ~ proizvoljan kompleksan broj sa negativnim realnim delom. 
Ako je P(x) H-polinom, na osnovu Schurovih relacija imamo da je 

(V.3.2.7) 

Ako stavimo a= P*(O i b = P(O, na osnovu prethodne teoreme i (V.3.2.5) 
zakljucujemo da je polinom 

(V.3.2.8) 

H-polinom. Vazi i obrnuto, ako je Q~(x) iz (V.3.2.8) H-polinom i (V.3.2.7) 
vazi za Re ~ < 0, tada je P(x) H-polinom. 

Ako imamo u vidu daje x = ~ nula polinoma Q~(x), prethodno recenim 
smo dokazali da vazi sledece tvrdenje: 

Teorema V.3.2.3 Neka je ~ proizvoljan kompleksan broj takav da jeRe~ < 
0. Polinom P(x) (dgP(x) 2 2) je H-polinom samo aka je 

(V.3.2.9) S~(x) = P*(~)P(x)- P(~)P*(x) 
x-~ 

H-polinom i [P*(O[ > [P(~)[. 

Poslednja teorema daje rekurzivni postupak, poznat kao Schurov metod, 
za ispitivanje da li je jedan polinom Hurwitzov ili nije. Nairne, problem za 
polinom stepena n se svodi na odgovarajuCi problem za polinom stepena 
n - 1 uz proveru jedne nejednakosti. Obicno se uzima ~ = -1. 

V.3.3 Primena Schurovog metoda 
na polinome sa realnim koeficijentima 

Prethodno izlozeni Schurov metod se moze uprostiti ako je polinom 

(V.3.3.1) (ao > 0). 
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sa realnim koeficijentima. 
Da bi takav polinom mogao da bude H-polinom, svi njegovi koeficijenti 

moraju da budu istog znaka (videti teoremu V.3.1.1), pas obzirorn da srno 
uzeli da je ao > 0, to su ak > 0 (k = 0, 1, ... , n). Za takav polinorn vazi 

IP*(-1)1 > IP(-1)1, tj. 

Zaista, kako je 
P*(-1) =ao+a1+a2+···+an 

vazi nejednakost 

Prema tome, na osnovu teorerne V.3.2.3 gde srno uzeli ~ = --1, polinom 
P(x) = L~=O akxk (ak > 0, k = 0, 1, ... , n) je H-polinorn ako i samo ako 
je 

(V.3.3.2) 

H-polinorn. 

S(x) = P*(--1)P(x)- P(-1)P*(x) 
x+1 

Primer 1. Posmatrajmo polinom treceg stepena 

Polinorn iz (V.3.3.2), za ovaj slucaj, ima oblik 

odakle se dobija 

Potreban i dovoljan uslov da je dobijeni polinorn drugog stepena H-polinorn, 
je da su mu svi koeficijenti istog znaka (videti napomenu 1 na strani 238). 
S obzirorn da je ak > 0 (k = 0, 1, 2, 3), to je zadovoljeno za 
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Dakle, na osnovu prethodnog, realni polinom treceg stepena 

(V.3.3.3) 

je H-polinom ako i samo ako je ak > 0 (k = 1, 2, 3) i a1a2 - aoa3 > 0. 

Ovom tvrdenju se moze dati i ovakva forma. Polinom (V.3.3.3) je H
polinom ako i samo ako je 

D(3
)- a1 > 0 

1 - ' 
(3) la1 ao I D 2 = = a1 a2 - aoa3 > 0, 

a3 a2 

0 

Primer 2. 1° Koeficijenti polinoma 2 + x + x2 + x 3 su a0 = 2, a 1 

a2 = a3 = 1, pa su odgovarajuce determinante redom jednake: 

ni3l = 1 > o, D~3) = -1 < o, npl = -1 < o. 

Ovo znaCi da dati polinom nije H-polinom. 

2° Za polinom 1 + x + 2x2 + x 3 odgovarajuce determinate su 

ni3l = 1 > o, D~3l = 1 > o, D(3)- 1 > 0 
3 - ' 

odakle zakljucujemo da se radi o H-polinomu. 6. 

Uopste, kada se radio realni.m polinomima stepena n, vazi sledece tvrdenje 
koje navodimo bez dokaza. 

Teorema V.3.3.1 Palinam P(x) dat pamacu (V.3.3.1) je H-palinom aka i 
sama aka je 

a1 ao 0 0 0 
a3 a2 a1 ao 0 

D(n)- as a4 a3 a2 0 > 0, k -

a2k-1 a2k-2 a2k-3 a2k-4 ak 

za k = 1, 2, ... , n, gde treba staviti aj = 0 za j > n. 
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Primer 3. Na osnovu teoreme V.3.3.1, polinom cetvrtog stepena sa 
realnim koeficijentima 

(ao > 0) 

je H-polinom ako i samo ako su ispunjeni uslovi 

ni4l = a.1 > o, D(4) = la.1 
2 0.3 

a.ol 
0.2 

= a.1a.2- aoa3 > 0, 

0.1 ao 0 
D(4)- 2 2 

3 - 0.3 0.2 0.1 = a.1a.2a.3 - aoa3 - a.4a.1 > 0, 

0 0.4 0.3 

0.1 ao 0 0 

D(4)- 0.3 0.2 0.1 ao = a.4D~4) > 0. '1 - 0 0.4 0.3 0.2 

0 0 0 0.4 

V.4 RACIONALNE FUNKCIJE 

V .4.1 Racionalna funkcija 

Neka su P(x) i Q(x) a.lgebarski polinomi ta.kvi da. je dgP(x) n 1 

dgQ(x) = m, tj. 

n 

P(x) = L G.kXn-k 
k=O 

m 

. Q(x) = L bkxm-k (ao, bo # 0). 
k=O 

Definicija V.4.1.1 Funkcija. x 1--7 R(x) =· P(x)jQ(x) na.ziva. se mcionalna 

funkcija reda. [n/m]. 

Definicija V.4.1.2 Ako su polinomi P(x) i Q(x) relativno prosti, tj. ne
ma.ju za.jednicki fa.ktor stepena. r 2 1, ta.da. se za. ra.cionalnu funkciju x 1-7 

R(x) = P(x)/Q(x) ka.ze da. je nesvodljiva. mciona.lna funkcija. 

Definicija V.4.1.3 Ako je stepen polinoma. P(x) ma.nji od stepena. poli
noma Q(x), tj. a.ko je dgP(x) < dgQ(x), ra.ciona.lna funkcija x 1--7 R(x) = 
P(x)jQ(x) na.ziva se prava. ra.cionalna funkcija.. 

U protivnom sluca.ju radi se o nepra.voj ra.ciona.lnoj funkciji. 
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Svaka neprava racionalna funkcija uvek se moze prestaviti kao zbir jednog 
polinoma i jedne prave racionalne funkcije, sto se postize deljenjem polinoma 
P(x) polinomom Q(x). 

Primer 1. Posmatrajmo racionalnu funkciju 

x6 + 3x4 + x3 - 5x2 + 4x - 7 
R(x)= x4+5x2+4 . 

Deljenjem brojioca imenioce:t;n dobijamo 

(x6 +3x4 +x3 5x2 +4x -7) ·: (x4 + 5x2 + 4) = x2 - 2 
x6 +5x4 + 4x2 

-2x4 +x3 9x2 +4x -7 
-2x4 -10x2 -8 

x3 + x2 +4x +1 

tj. 

R( ) 
_ 2 _ x3 + x2 + 4x + 1 

X -X 2+ 4 2 4 , 
x +5x + 

U nasem daljem razmatranju ogranicicemo se samo na realne racionalne 
funkcije, tj. na slucaj kada su P(x) i Q(x) realni polinomi. Najpre cemo se 
upoznati sa tzv. prostim ili parcijalnim razlomcima, kao i sa odgovarajuCim 
rastavljanjem ili razlaganjem nesvodljive prave racionalne funkcije. 

Definicija V.4.1.4 Funkcije 

A Mx+N 
X M -:--:::-------:-:-

(x2 + px + q)k 
(k = 1, 2, ... ), X M ( )k x-a 

gde su A, M, N, a, p, q realne konstante i p2 - 4q < 0, nazivaju se prosti ili 
parcijalni razlomci. 

V .4.2 Rastavljanje prave racionalne funkcije 
na parcijalne razlomke 

U mnogim primenama veomaje vazno rastavljanje prave racionalne funk
cije na parcijalne razlomke. To je, na primer, slucaj kod integracije racional
nih funkcija. 

Neka je x f--t R(x) = P(x)/Q(x) nesvodljiva prava racionalna funkcija. 
Rastavljanje takve funkcije na parcijalne razlomke oslanja se na sledece dve 
leme. 
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Lema V.4.2.1 Neka je a realan karen reda visestrukosti r polinoma Q(x), 

tj. neka je 

(V.4.2.1) Q(x) = (x- arQl(x) ( dg Q 1 (X) = dg Q (X) - r). 

Tada postoji jedinstveno rastavljanje prave racionalne funkC'ije u oMiku 

(V.4.2.2) 
P(x) 

Q(x) 

Ar P1(x) 
(x- a)r + (x- a)r-lQl(x)' 

gde je Ar realna konstanta, a drugi clan na desnoj stran·i jednakosti (V.4.2.2) 
je, takorte, prava racionalna funkci,ja. 

Dokaz. Pretpostavimo da vazi (V.4.2.2). Tada imamo 

(V.4.2.3) 

odakle zakljucujemo da je Ar = P(a)jQl(a). Konstanta Ar egzistira jedin
stveno jer je Q1(a) 1- 0. Zamenom ove vrednosti za Ar u (V.4.2.3) dobijamo 

Pl(.x) = P(x)- ArQl(x). 
x --a 

Ocigledno je 

dg P1 (X) :s; max ( dg p (X) , dg Q 1 (X) ) - 1 :s; dg Q (X) 2. 

Kako je stepen polinoma (x- a)'!'- 1Q1 (x), koji se pojavljuje na desnoj 
strani u (V.4.2.2), jednak dgQ(x) -1, zakljucujemo daje ovaj clan, takode, 
prava racionalna funkcija. 0 

I1ema V.4.2.2 Neka je x2 + px + q (p, q E IR; p2 < 4q) faktor visestrukosti 
s (sEN) polinoma Q(x), tj. neka je 

(V.4.2.4) Q(x) = (x2 + px + q)BQ1(x) (dgQ1(x) = dgQ(x)- 2s). 

Tada postoji jedinstveno rastavljanje prave racionalne funkcije ·u obliku 

(V.4.2.5) 
P(x) 
Q(x) 

Msx+Ns P1(x) 
(x2 + px + q)s + (x2 + px + q)s-lQl(x)' 

gde su Ms i N 8 realne konstante, a drugi clan na desnoj strani u (V.4.2.5) . 
je, takoae, prava racionalna funkcija. 
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Dokaz. Koreni kvadratnog trinoma x2 + px + q su konjugovano-komp
leksni brojevi jer je p 2 < 4q. Oznacimo ih sa a± i{3. Slicno, kao i u dokazu 
prethodne leme, pretpostavimo da egzistira (V.4.2.5). Tada imamo 

(V.4.2.6) 

Stavljajuci x = a = a + i{3 i x = a = a - i{3 dobijamo 

tj. 

P(a) 
Q1(a) = w, 

_ P(a) ( P(a) ) _ 
Msa+Ns = Ql(a) = Ql(a) = w. 

Napomenimo da su Q1(a) i Q1(a) razliCiti od nule. 

Resavanjem sistema jednaCina (V.4.2.7) nalazimo jedinstvena realna re-
senja 

Ms = Im(w) 
Im(a) 

jer je Im (a) = {3 f= 0. 

N _ Im(aw) 
s- Im (a) ' 

Potrebno je jos dokazati da je drugi clan na desnoj strani u (V.4.2.5) 
prava racionalna funkcija. Stavljanjem n~denih vrednosti za Ms i N 8 u 
(V.4.2.6) dobijamo 

PI(x) = P(x)- (Msx + Ns)QI(x), 
x2 + px + q 

i tada, jednostavno kao u prethodnoj lemi, dokazujemo da je 

dg P1 (X) < dg Q (X) - 2. 0 

Ako lemu V.4.2.1 primenimo r puta, zakljucujemo da se prava racionalna 
funkcija x f---7 R(x) moze predstaviti u obliku 

R( ) P(x) Ar Ar-1 A1 ( ) 
x = Q(x) = (x- a)r + (x- ay-1 + .. · + x- a+ R1 x ' 

gde je X f---7 R1(x), takode, prava racionalna funkcija ciji je imenilac polinom 
Q1(x), definisan pomocu (V.4.2.1). 
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Slicno, primenom Ierne V.4.2.2 s-puta, dobijamo 

R( ) P(x) M 8 x + Ns M1x + N1 R ( ) 
x = Q(x) = (x2 + px + q)s + ... + x2 + px + q + 2 x ' 

gde je x f---7 R2 (x) prava racionalna funkcija Ciji je imenilac polinom Q1 (x) 
odreden pomocu (V.4.2.4). 

Pretpostavimo sada da polinom Q(x) ima realne nule a1, ... , am, reda vi
sestrukosti r1, ... , Tm, respektivno, i parove konjugovano-kompleksnih nula 
a 1 ± if31, ... , at± if3t, reda visestrukosti s1, ... , st, takode respektivno. Na
ravno, mora biti 

m l 

LTk + 2 I:>k = dgQ(x). 
k=l k=l 

Parovima konjugovano-kompleksnih nula odgovaraju kvadratni faktori 
x2 + PkX + qk (Pk = -2ak, qk =a~+ {3f) odgovarajuce visestrukosti sk. 

Polinom Q(x) se moze faktorisati u obliku 

m l 

(V.4.2.8) Q(x) =A II (x- akrk II (:~;2 + PkX + qk)Sk' 
k=l 1~:=1 

gde je A najstariji koeficijent polinoma Q(:r;). Ne umanjujuci opstost moze 
se uzeti A = 1. 

Na osnovu prethodnog izlaganja, prava racionalna funkcija se moze ras
taviti na parcijalne razlomke Ciji oblik zavisi od oblika faktora u (V.4.2.8). 
N aime, faktoru ( ;r; at odgovara oblik 

A] A2 AT __ . + +···+---
x-a (x-a)2 (x-a)T' 

a faktoru (:r2 + px + q) 8 oblik 

M1x + N1 M2x + N2 Msx + Ns + + ... + -;-,:----,--
x2 + px + q (x2 + px + q)2 (x2 + px + q)s. 

Tako imamo sledeCi rezultat: 

Teorema V.4.2.1 Neka je x f---7 R(x) = P(x)/Q(x) nesvodljiva prava raci
onalna funkcija, pri cemu se polinom Q(x) moie faktorisati kao u (V.4.2.8). 
Tada je 

(V.4.2.9) 
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gde se nepoznati koeficijenti Akn, Mkn, Nkn, mogtt odTediti metodom neo
drer1enih koeficijenata. 

Primer 1. Na osnovu (V.4.2.9), racionalna funkcija 

R x _ 8x3 + 21x - 11 
( ) - (x- 1)2(x2 + x + 1)2 

moze se predstaviti u obliku 

(V.4.2.10) 
AI . A2 M1x + NI M2x + N2 

R(x) = x- 1 + (x- 1)2 + x2 + x + 1 + (x2 + x + 1)2 · 

Nepoznate koeficijente Ak, Mk, Nk (k = 1, 2) odredujemo iz identiteta 

tj. iz 

AI(x- 1)(x2 + x + 1)2 +A2(x2 + x + 1)2 

+(Mix+ N1)(x- 1)2(x2 + x + 1) +(M2x + N2)(x- 1)2 

= 8x3 + 21x- 11, 

(A1 + M1)x5 +(AI+ A2- M1 + NI)x4 

+(Al + 2A2- NI + M2)x3 + ( -A1 + 3A2- MI -2M2+ N2)x2 

+(-AI+ 2A2 +MI-NI+ M2- 2N2)x + (-A1 + A2 + N1 + N2) 
= 8x3 + 21x - 11 , 

Dakle, trazeni koeficijenti su resenja sistema linearnih jednacina 

AI +MI 0, 

AI + A2 - M1 + N1 0, 

A1 + 2A2 - NI + M2 = 8, 

- A1 + 3A2 - MI - 2JI/h + N2 = 0, 

-AI+ 2A2 + M1- N1 + M2- 2N2 = 21, 

-A1+ A2 +N1 + N2=-11, 

odakle nalazimo 

Vazi, dakle, rastavljanje 

1 2 
R(x) = -- + ( )2 x-1 x-1 

x+4 x+8 
x2 + x + 1 
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Napomena 1. Koeficijenti A1 i A2 u (V.4.2.10) mogu se odrediti tzv. 
metodom ostataka. 17 

Ako R(x) pomnozimo sa (x- 1)2 , a zatim pustimo da x -t 1, dobijarno 

. 2 . 8x3 + 21x - 11 
A2 = hm(x- 1) R(x) = lun ( 2 ) 2 = 2. 

x-+1 x-+1 X +X+ 1 

Koeficijent A1 dobija se, na nesto komplikovaniji naCin, kao 

A 1 = lim !!_ { ( x 
x-+1 dx 

d { 8x
3 

+ 21x - 11 } 
1)2R(x)} =lim -d ( 2 1)2 ' 

x-+1 X X +X+ , 

odakle je 

A 
_ 

1
. (24x2 + 21)(x2 + x + 1)- 2(2x + 1)(8x3 + 21x- 11) 

1 ~ lffi ( 2 )3 
x--+1 X +x+1 

1. 

U opstem slucaju, metod ostataka je pogodan za odredivanje koeficije
nata Akn u razlaganju (V.4.2.9), pri cemu je 

za k = 1, 2, ... , m; i = 0, 1, ... , rk - 1. 

Primer 2. Na osnovu (V.4.2.9), racionalna funkcija 

ima razlaganje 

1 
R(x) = (;, + 1)(x + ~)2(:r + 3)3 

R(.T) 
Au 

x+1 
A21 A22 + -- + -,--~-::-

x+2 (x+2) 2 

A31 A32 A33 

+ X+ 3 + (x + 3)2 + (:E + 3)3. 

17 Ovaj metod se proucava u Kompleksnoj analizi. 
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Primenom metoda ostataka dobijamo 

. 1 1 
An = lun --

x-t-1 (x + 2)2(x + 3) 3 - 8' 

. 1 
An= hm = -1, 

x-t-2 (x + 1)(x + 3)3 

A21 = lim !:_ { 1 
} = lim -

4
x -

6 
= 2, 

x-t-2 dx (x + 1)(x + 3)3 x-t-2 (x + 1)2(x + 3)4 

. 1 1 
A33 = hm - --

x-t-3 (x + 1)(x + 2)2 ~ 2' 

A32 = lim - = lim . = --, d { 1 } -3x- 4 5 
x-t-3 dx (x + 1)(x + 2) 2 x-'-+-3 (x + 1)2(x + 2) 3 4 

A31 = 2_ lim _:!__ { 1 } = ~ lim 12x2 + 32x + 22 = - 17 
2! x-t-3 dx 2 (x + l)(x + 2) 2 2 x-t-3 (x + 1)3(x + 2) 4 8 · 

Dakle, imarno 

1 1 
R(x) = 8 · x + 1 + 

2 1 
---
X+ 2 (x + 2)2 
17 1 5 1 1 1 
8 · x + 3 - 4 · (x + 3)2 - 2 · (x + 3)3 · 

V.5 ZADACI ZA VEZBU 

1. Odrediti realne parametre a i b tako da je polinom x 4 + 3x2 + ax + b 
deljiv polinomom x2 

- 2ax + 2. 

2. Odrediti najveCi zajednicki delilac za polinome 

(1) 

(2) 

P(x) 

Q(x) 

P(x) 

Q(x) 

= x5 + x 4 + 2x3 + 2x2 + 2x + 1, 

x4 + 4x3 + 6x2 + 5x + 2, 

x5 + x4 + 3x3 + 4x2 + 4x + 2, 

x5 + 2x4 + 3x3 + 6x2 + 6x + 2. 

Rezultat. (1) x2 + x + 1, (2) x 3 + 2x + 2. 

3. Odrediti polinom P(x) = x3 + ax2 + bx + c (a, b, c E JR) koji ima nulu 
x = iv'2, a pri deljenju sa (x - 2) daje ostatak -6. 
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4. NaCi astale nule palinama P(x) = x3 + a2 x + 10a3 (a E IR) aka se zna da 
je jedna nula a(l + 2i), ada se pri deljenju palinama P(x) sa (x- a) dabija 
astatak -12. 

5. Aka je astatak deljenja palinama P(x) stepena n 2: 2 binamam x- 3 
jednak 4, a astatak deljenja binamam x-2 jednak 2, adrediti astatak deljenja 
palinama P(x) palinamam (x- 2)(x- 3). 

6. Dat je palinam P(x) = 3x4 + px3 + qx2 + 4x- 2 (p, q E IR). 

a) Odrediti pi q taka da je x 1 = 1 + i jedna nula palinama P(x); 

b) Odrediti astale nule palinama P(x ). 

1. Odrediti a, bE IR taka da je palinom P(x) = x3 + ax2 + bx- 15 deljiv sa 
(x + 2)(x- 3), a zatim razviti P(x) pa stepenima binama (x- 2). 

8. Odrediti palinam P(x) stepena n = 7, aka se zna da je 

P(1) = P(112) = P(1l3) = P(114) = 0, 

P' ( 1) = 1) P' ( 1 I 2) = P' ( 1 I 3) = P' ( 1 I 4) = 0. 

( 2
1 )2 (x· Rezultat. P(a;) = (x- 1) x 

9. Odrediti palinam P ( x) cetvrtag stepena sa realnim kaeficijentima ka ji 
ima dvastruku realnu nulu -2, kompleksnu nulu 1-2i i za kaji vazi P(-3) = 
20. 

10. Odrediti A E IR taka da za nule x1 i x2 palinama P ( x) = x3 - x2 +AX+ 6 
vazi x1x2 = 2. NaCi sve nule palinama P(x). 

11. Odrediti palinam P(x) x3 + ax2 + bx + c cije su nule x1 + x2, x 1 + x3, 
x2 + x3, gde su x1, x2 i X3 nule palinama Q(x) = x3 - 2x2 - 3. 

12. Odrediti realni parametar A taka da je jedan karen jednacine x3 - 7x + 
A= 0 dva puta veci ad drugog. 

13. Odrediti vrednast realnag parametra A u jednaCini 2x3- x2 -7 x +A = 0. 
ako je zbir dva karena ave jednacine jednak 1. 
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14. Ako su a, {3, --y resenja jednaCine 

z3 + pz2 + qz + 1 = 0, 

izracunati determinantu 

15. NaCi sve nule polinoma 

P(x) = 3x4
- 7x3 + llx2

- 21x + 6. 

16. Za koje vrednosti realnog parametara a je polinom 

Hurwitzov? 

17. Za koje vrednosti realnih parametara a i b je polinom 

P(x) = x4 + 2x3 + ax2 + x + b 

Hurwitzov? 



G AVA VI 

E 
ERAT MAT 

VLl PROBLEM SOPSTVENIH VREDNOSTI 

VI.l.l Sopstveni vektori i sopstvene vrednosti 

Neka je X konacno-dimenzionalni linearni prostor nad poljem lK i neka je 
A: X --7 X linear an operator koji vektoru u E X pridruzuje vektor v = Au 
koji, takocte, pripada prostoru X. Od interesa je prouciti sluca.j ka.da su 
vektori u i v kolinearni. 

Definicija VI.l.l.l Ska.la.r A E lK i nenula. vektor u E X se nazivaj u sop
stvena vTednost i sopstveni vektor za. operator A: X --7 X, respektivno, ako 
je Au= AU. 

Pored termina sopstvena vrednost i sopstveni vektor koriste se i termini: 
kamkteristicna ( svojstvena) VTednost i karakteTisticni ( svojstveni) vektoT. 
Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore za dati operator A zna.Ci 
resiti tzv. problem sopstvenih vrednosti za· operator A. 

N a. osnovu prethodne definicije mozemo zakljuCiti sledece: 

1° Ako je u ( "# (}) sopstveni vektor operator a A koji odgovara sopstvenoj 
vrednosti A, tada za svako a "# 0 (a E JK) vektor au je, takocte, sopstveni 
vektor koji odgovara istoj sopstvenoj vrednosti A. 

2° Ako su u i v sopstveni vektori operatora A koji odgovaraju istoj 
sopstvenoj vrednosti A, tada je u + v, takocte, sopstveni vektor koji odgovara 
istoj sopstvenoj vrednosti A. 

253 
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3° Simp svih sopstvenih vektora koji odgovaraju istoj sopstvenoj vred
nosti A ne obrazuje linearni potprostor prostora X jer nuia vektor 0 ne 
pripada ovom skupu. Aim, medutim, prosirimo ovaj simp sa nula vektorom, 
tada on postaje potprostor, koji se naziva sopstveni potprostor operatora 
A koji odgovara sopstvenoj vrednosti A. Ovaj potprostor oznacavacemo sa 
U;.... 

Primer 1. Posmatrajmo skalarni operator A: X ---+ X definisan pomocu 
Au= au (u EX), gde je a fiksirani skaiar iz poija lK. Ovaj linearni operator 
ima samo jednu sopstvenu vrednost A= a i jedan sopstveni potprostor koji 
se pokiapa sa X. Napomenimo da su nuia~operator 0 i identicki operator I 
specijaini slucajevi posmatranog operatora A, za a= 0 i a= 1, respektivno. 
6 

Primer 2. Posmatrajmo tzv. projekcioni operator ili projektor P: X ---+ 
X, za koji vazi P 2 = P. Kako je 

P(Pu) P 2u = Pu = 1·Pu, P((I-P)u) = (P-P 2 )u = 0 = O·(I-P)u, 

zakljucujemo da projekcioni operator P ima bar dve razlicite sopstvene vred
nosti Al = 1 i A2 = 0. Odgovarajuce sopstvene potprostore Cine skupovi 
vrednosti operatora P i operatora I- P, tj. Rp i Rr-P· 6 

Primer 3. Neka je u prostoru Vo(R) (datom na strani 66) definisan 
operator rotacije R, koji vektor r = r(fcos a+ fsin a) preslikava na vektor 

s = Rr = r [rcos (a+~)+ fsin (a+~) J = r [ -fsina + fcos a]. 

Kako vektori r i Rr ne mogu biti kolinearni, zakljucujemo da operator 
rotacije nema sopstvene vektore. 6 

Neka je A: X ---+ X linearan operator i ao, a1, ... , an skalari iz polja lK. 
Posmatrajmo linearni operator B: X ---+ X, definisan pomocu tzv. opera
torskog polinoma 

(VI.l.l.l) 

Kako za dva polinoma P(A), Q(A) E lK[A] vazi P(A)Q(A) = Q(A)P(A), ovo 
svojstvo se jednostavno prenosi i na operatorski slucaj. Dakle, imamo 

P(A)Q(A) = Q(A)P(A). 

Ova osobina bice cesto koriscena u daljem razmatranju. 
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Teorema VI.l.l.l Ako je A sopstvena vrednost i u sopstveni vektor ope
ratora A: X-+ X, tada je u, takoae, sopstveni vektor operatora B = P(A), 
koji odgovara sopstvenoj vrednosti P(.A) = ao + a1.A + · · · + anAn. 

Dokaz. Kako je 

Au .Au, 

A 2u A(Au) = A(.Au) =>.Au= .A2u, 

A 3u A(A2 u) = A(.A2u) = >.2 Au= .A3u, 

moze se zakljuciti da je 
Aku = Akv., 

tj. da je u sopstveni vektor i za iterirani operator A k, koji odgovara sop
stvenoj vrednosti ).k. N ajzad, na osnovu 

P(A)u (ao.:I + a1A + · · · + anAn)u 

ao.:Iu + a1Au + · · · + anAnv. 

aou + a1.Au + · · · + an.Anu 

(ao + a1A + · · · + an.An)u, 

zakljucujemo da je tvrdenje teoreme tacno. 0 

Teo:rema VL1.1.2 Neka su u1, u2, ... , Um sopstveni vektori opemtom A, 
koji odgovaraju meau sobom mzlicitim sopstvenim vrednostima AI, A2, ... , 
Am. Tada je U = { u1, u2, ... , urn} sistem linearno nezavisnih vektora. 

Dokaz. Tvrdenje je, oCigledno, tacno za m = 1 jer sopstveni vektor ne 
moze biti nula-vektor. Pretpostavimo sada da je tvrdenje tacno za bilo koji 
sistem od m - 1 sopstvenih vektora, a da nije tacno za sistem U. Dakle, 
pretpostavimo da je u sistem linearno zavisnih vektora, sto znaci da postoje 
skalari a1, a2, ... , am takvi da je 

(VI.l.l.2) 

a da pri tome svi skalari nisu istovremeno jednaki nuli. Na primer, neka je 
a1 i= 0. Kako je Auk = Ak'l.l!~ (k = 1, 2, ... , m), primenom operatora Ana 
(VI.l.l.2) dobijamo 

(VI.l.l.3) 
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S druge strane, mnozenjem (VI.l.l.2) sa -Am i sabiranjem sa (VI.l.l.3), 
dobijamo 

Kako je, po pretpostavci, svaki sistem od m - 1 sopstvenih vektora linearno 
nezavisan, zakljucujemo da svi koeficijenti u (VI.l.1.4) moraju biti jednaki 
nuli, pa i a1 ( A1 - Am) = 0. Ovo, medutim, protivureei Cinjenici da je 
A1 i= Am i pretpostavci da je a1. i= 0. Dakle, sistem vektora U je linearno 
nezav1san. D 

SledeCi rezultat je neposredna posledica prethodne teoreme: 

Teorema VI.L1.3 Neka je X n-dimenzionalni linearni prostor. Linearni 
operator A: X --7 X ne maze imati vise ad n med:u so bam razlicitih sop
stvenih vrednosti. 

Definicija VI.1.1.2 Za linearni operator A, koji deluje u n-dimenzional
nom linearnom prostoru X i ima n linearno nezavisnih sopstvenih vektora, 
kazemo da je operator proste strukture. 

Neka su u1, u2, ... , Un linearno nezavisni sopstveni vektori operator a 
proste strukture A: X --7 X, koji odgovaraju sopstvenim vrednostima Al, 
A2, ... , An. N a osnovu prethodnog, takav sis tern vektora { u1, u2, ... , Un} 

moze se uzeti za bazu n-dimenzionalnog prostora X. Kako je 

(j = 1, 2, ... , n), 

zakljucujemo da matrica operatora proste strukture u ovoj bazi ima dijago
nalni oblik ( videti odeljak III.2.2) 

(VI.l.l.5) 

Vazi i obrnuto, tj. ako je matrica operatora A u nekoj izabranoj bazi 
{ul,u2, ... ,un} dijagonalna, tadaje taj operator proste strukture, pri cemu 
su bazisni vektori u1, u2, ... , un, u stvari, njegovi sopstveni vektori, a dijago
nalni elementi rna trice su sopstvene vrednosti tog operator a. N apomenimo 
da pritom sve sopstvene vrednosti ne moraju biti medu sobom razlieite. 
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Prema tome, za operatore proste strukture problem konstrukcije baze u 
kojoj matrica operatora ima najprostiji moguCi oblik je veoma jednostavan. 
Baza se, dakle, sastoji od sopstvenih vektora, a matrica operatora je dija
gonalna sa sopstvenim vrednostima na glavnoj dijagonali. Drugim recima, 
matrica operatora proste strukture uvek je slicna nekoj dijagonalnoj matrici 
(za slicnost matrica videti definiciju IV.2.2.2 na strani 183). 

Napomenimo da klasa operatora proste strukture ne iscrpljuje skup svih 
linearnih operatora L(X, X). Nairne, poseban je problem da se za proizvo
ljan linearni operator na konacno dimenzionalnom prostoru X konstruise 
takva baza u prostoru X u kojoj matrica tog operatora ima najprostiji 
moguCi oblik, tzv. Jordanov1 kanonicki oblik. 

VI.1.2 Karakteristicni polinom 

Kao sto smo videli u prethodnom odeljku, moze se desiti slucaj da jedan 
linearni operator nema sopstvene vektore. Ovaj odeljak posvecujemo prob
lemu egzistencije sopstvenih vektora putem karakterizacije ovog problema 
pomocu algebarske jednaCine. 

Neka je X n-dimenzionalan linearni prostor nad poljem OC (JR ili C) i 
A: X -t X linearan operator. U prostoru X izaberimo proizvoljnu bazu 
Be = { e1, ez, ... , en}. Tada jednaCini 

(VI.l.2.1) Au= >.·u, 

koja definise problem sopstvenih vrednosti za operator A, mozemo pridruziti 
odgovarajucu matricnu jednaCinu 

(VI.l.2.2) Ax= >.x, 

gde je A = [aij]nxn matrica operatora A u bazi Be i x = [x1 xz X ]
T ... n 

koordinatna reprezentacija vektora · 

Matricni analogon problema (VI.l.2.1) je, dakle, definisan homogenim 
sistemom linearnih jednaCina (VI.l.2.2), tj. 

(VI.l.2.3) (A- >.I)x = o, 

Cija nas netrivijalna resenja x interesuju. Takva resenja predstavljaju koor
dinatne reprezentacije sopstvenih vektora operatora Au bazi Be. Takode, za 

1 Marie Ennernond Camille Jordan (1838-1922), francuski rnaternaticar. 
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njih kazemo da su sopstveni vektori matrice A. Odgovarajuce vrednosti ,\ za 
koje postoje ova netrivijalna resenja predstavljaju odgovarajuce sopstvene 
vrednosti matrice A, tj. operator a A. 

Kao sto je poznato (videti odeljak IV.2.7) sistem jednaCina (VI.l.2.3) 
ima netrivijalna resenja ako je njegova determinanta jednaka nuli. Dakle, 
1mamo 

(VI.l.2.4) det(A- >.I) = =0. 

Razvijanjem determinante u (VI.1.2.4) dobijamo polinom stepena n po 
>., ciji je vodeci koeficijent ( -1 )n. Koeficijenti tog polinoma ne zavise od ,\ 
i odredeni su pomoeu elemenata matrice A. 

Napomenimo ovde dati koeficijenti ne zavise od izbora baze u X, vee 
samo od osobina operatora A. Zaista, uzimajuei drugi bazis, na primer 
Be' = { e~, e;, ... , e~ }, razliCit od B, odgovarajuca matrica operatora postaje 
A', koja je slicna sa matricom A (videti definiciju IV.2.2.2 na strani 183). 
Dakle, A' = p-1 AP, gde je P matrica transformacije slicnosti. Kako je 
det(P- 1) = 1/ det(P) imamo redom 

det (A' - >.I) det (P-1 AP- >.P-1 IP) 

det (P- 1(A >.I)P) 

det (P-1
) det(A- ,\J) det(P) 

det(A- >.J). 

Prema tome, polinom ,\ r-t det(A- >.I) ne zavisi od izabrane baze u 
prostoru X vee samo od karakteristika operatora A. 

Definicija VI.1.2.1 Za ,\ r-t P(>.) = det(A- >.I) kazemo da je karakteri
sticni polinom operatora A (ili matrice A). Za monican polinom 

(VI.1.2.5) 

gde su fk (k = 1, 2, ... , n) funkcije elemenata matrice A, kazemo da je 
normalizovani karakteristicni polinom operatora A (ili matrice A). 

Na osnovu prethodnog, slicne matrice imaju isti karakteristicni polinom. 
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Jedan od Inetoda za odredivanje koe:ficijenata karakteristicnog polinoma 
~asniva se na transformaciji matrice A na tzv. Frobeniusov2 oMik 

h h fn-1 fn 
1 0 0 0 

:vr.1.2.6) F= 0 1 0 0 

0 0 1 0 

)ri cemu su matrice A iF slicne. S obzirom da slicne matrice imaju identicne 
.mrakteristicne polinome, jednostavno se, na osnovu (VI.1.2.6), dobija karak
teristicni polinom matrice A. 

Nairne, prva vrsta matrice F odreduje koe:ficijente karakteristicnog poli
noma s obzirom da, aka det(F- )..I) razvijemo po elementima prve kolone, 
dobijamo 

P()..) = det(F- )..J) = (h- >-.)(->-.)n-1 - h(->-.t-2 + · · · + (-1)n-lfn, 

tj. 

Na osnovu prethodnog mozemo zakljuciti da potreban i dovoljan uslov 
da ).. E JK: bude sopstvena vrednost matrice A, tj. operatora A, je da takvo 
).. bude resenje tzv. karakteTisticne jednacine operatora A (ili matrice A) 

(VI.l.2.7) ,n J ,n-1 J ,n-2 j' 0 
/1 - 1/1 - 2/1 - • • ·- n = , 

tj. bude nula karakteristicnog polinoma. 
Napomcnimo da, u opstem slucaju, algcbarska jednaCina (VI.1.2.7), sa 

koe:ficijentima iz polja IK, ne mora uvek imati resenje u polju IK, sto pokazuje 
sledeCi primer. · 

Primer L Za operator rotacije R koji deluje u realnom prostoru Vo(R) 
( videti primer 3 na strani 254), u bazi B = {i', j'} imamo 

[0 -1] 
R = 1 0 ' 

Karakteristicna jednaCina )..2 + 1 = 0 nema korene na polju realnih bro-
jeva, sto je u skladu sa ranijim zakljuckom u primeru 3. 6, 

2 Ferdinand Georg Frobenius (i849-1917), nemacki matematicar. 
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Primer 2. Neka operator A deluje u dvodimenzionalnom prostoru nad 
poljem lR i neka je njegova matrica u nekoj bazi data sa 

A= [~ ~] . 

N a osnovu karakteristicne jednaCine 

1
1-A 2 1=(1-A)2-4=0 

2 1- A 

dobijamo sopstvene vrednosti operatora: 'Al = -1 i A2 = 3. 

Da bismo odredili sopstvene vektore koji odgovaraju ovim sopstvenim 
vrednostima, posmatrajmo odgovarajuCi homogeni sistem jednaCina dat u 
(VI.1.2.3), tj. 

(VI.1.2.8) (1 - A)xl + 2x2 = 0, 2xl + (1 - A).x2 = 0. 

Za A= Al = -1, (VI.1.2.8) se svodi na jednu jednaCinu 2x1 + 2x2 = 0, 
odakle sleduje x2 = -x1 . Uzimajuci x 1 = 1 nalazimo x2 = -1, pa je 
odgovarajuCi sopstveni vektor 

gde je 01 proizvoljna realna konstanta razlicita od nule. 

Za A = A2 = 3, (VI.1.2.8) se, takode, svodi na jednu jednaCinu -2x1 + 
2x2 = 0, tj. na x1 = x2. Dakle, mozemo uzeti da je x1 = x2 = 1. Odgo
varajuci sopstveni vektor je 

X2 = 02 UJ' 
gde je 02 proizvoljna realna konstanta razlicita od nule. b. 

Sarno u algebarski zatvorenom polju lK (videti definiciju V.1.6.1) svaki 
polinom sa koeficijentima iz lK ima bar jednu nulu u ovom polju, sto znaci da 
svaki linearni operator A koji deluje u linearnom prostoru X nad algebarski 
zatvorenim poljem lK ima bar jedan sopstveni vektor. Kao sto je poznato, 
takvo polje je, na primer, polje kompleksnih brojeva C. 

U daljem tekstu razmatracemo linearne operatore koji deluju u komplek
snom linearnom prostoru (JK = q. U tom slucaju, karakteristicni polinom 
ima faktorizaciju 

(VI.1.2.9) 
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gde su )q, ?-2, ... , AT medu sobom razliCite sopstvene vrednosti, Cija je 
visestrukost redom n1, n2, ... , nT i pri cemu je n1 + n2 + · · · + nT = 'IL 

VI.1.3 Dijagonalizacija matrice operatora proste strukture 

Neka je A linearni operator proste strukture koji deluje u ·n-dimenzional.
nom kompleksnom linearnom prostoru X i neka je A = [aij]nxn matrica tog 
operator a u proizvoljnoj bazi Be = { e1, e2, ... , en}. 

Saglasno definiciji VI.l.l. 2, operator A ima n linearno nezavisnih sop
stvenih vektora ·u1, tt2, ... , v,n· Neka su x1, x2, ... , Xn njihove koordinatne 
reprezentacije u bazi Be, tj. 

(k=l,2, ... ,n). 

Ako .ie A matrica operatora A u bazi Be, tada se na osnovu onoga sto 
je receno na kraju prethodnog ocleljka i u ocleljku IV.2.2, moze zakljuCit.i 
cla se, pri prelasku sa baze Be na bazu sastavljenu od sopstvenih vektora 
{v,l,'U2 1 ••• ,un}, matrica A_ transfonnise na dijagonalni matric:u D oblilca 
(VI.l.1.5), pri cemu je transformaciona matrica P data pomocu 

[

:ru 

:r21 

Jcn] = ; 

XnJ. Xn2 

X'1nl X2n 

.'Enn 

1 

pa je, dakle, D = p-- 1AP. Tada kazomo d?- smo matricu A dijagonoJizirali 
pomocu matrice P. 

Da jc to stvarno tako, mozerno se uveriti i sledecim direktnim razrna
tranjem. Naime, kako je 

p--1 p = p-1 [xl X2 Xn] [P-1x1 p-IX2 -1 J P Xn =I, 

imamo 

P- 1AP p-l [Ax1 Ax2 Axn] 

p-l [>-1x1 A2X2 AnXn] 

[/\1P-1x1 A2p-lX2 Anp- Xn , 1 ] 
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tj. 

gde su )q, A2, ... , An sopstvene vrednosti operator a proste strukture. (Kao 
sto je ranije napornenuto sve sopstvene vrednosti ne rnoraju biti rnedu so born 
razlicite.) 

Primer 1. Operator A iz prirnera 2 na strani 260 sa rnatricorn u nekoj 
bazi 

A= [~ ~] ' 

je proste strukture jer ima dva linearno nezavisna sopstvena vektora. 
Uzimajuci za bazu sopstvene vektore (na primer, sa 0 1 = C2 = 1) dobi

jamo dijagonalnu matricu operatora u toj bazi 

[-1 OJ D = 0 3 . 

Transformaciona matrica P, sastavljena na osnovu koordinatnih repre
zentacija sopstvenih vektora, je 

Zaista, imamo 

p-lAP=~ [1 -1]. [1 2]. [ 1 1] =~ [-2 OJ =D. 
2 1 1 2 1 -1 1 2 0 6 

Primer 2. Neka je data matrica operatora sa 

A= [-~ -~ -~] 
-2 2 0 

Za odgovarajuCi karakteristicni polinom dobijamo 

3- A -1 1 
P(A) = -2 4- A -2 = (2- A) 2 (3- A), 

-2 2 -A 
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odakle zakljucujemo da su sopstvene vrednosti operatora (tj. matrice A) 
date sa: A1 = A2 = 2, A3 = 3. 

Kao i u primeru 2 na strani 260 odredujemo sada sopstvene vektore iz 
sledeceg homogenog sistema jednacina 

(VI.l.3.1) 
(3 - A)xl 

-2x1 + 
-2x1 + 

X2 + X3 

(4- A)x2 2x3 
2x2 AX3 

uzimajuCi za A dobijene sopstvene vrednosti. 

0, 
0, 
0, 

Tako za dvostruku sopstvenu vrednost A = AI = A2 = 2, sve tri jednaCine 
iz prethodnog sistema svode se na istu jednacinu 

odakle zakljucujemo da imamo dve slobodne promenljive, na primer x 1 i x2 , 

a da je promenljiva x3 tada odredena sa X3 = :r:2 - :r1. Prema tome, ako 
uzmemo recimo x1 = x2 = 1, dobijamo X3 = 0. Slicno, za :t1 = 0, x2 = 1, 
dobijamo x3 = 1. Na ovaj nacin nalazimo dva linearno nezavisna sopstvena 
vektora, cije su koordinatne reprezentacije redorn 

Za A= A3 = 3, sistem (VI.l.3.1) se svodi na dve jednacine 

odakle, uzimajuCi da je x1 slobodna promenljiva, dobijamo 

Tako, ako stavimo x 1 = -1, imamo x2 = ::r3 = 2. Pre rna tome, sopstveni 
vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti A3 = 3 ima reprezentaciju 

S obzirom da imamo tri linearno nezavisna sopstvena vektora, operator 
koji razmatramo je proste strukture, sto znaCi da se njegova matrica moze 
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svesti na dijagonalni oblik. Saglasno prethodnom, transformaciona matrica 
P i njena inverzna matrica su redom 

[1 0 -1] 
P= 1 1 2 , 

0 1 2 
p-1 = [ ~ 

-1 
-~ -~] ' 

1 -1 

paje 

(VI.l.3.2) 

N apomena 1. Kod matrica operator a proste strukture veoma je jed
nostavno odredivanje stepena matrice A k (k E N), s obzirom na jednakost 

k puta 

odakle sleduje 

>,.k 
n I p-1, 

gde su >.. 1, >..2, ... , An sopstvene vrednosti operator a proste strukture i P 
transformaciona matrica. 

Primer 3. Na osnovu (VI.1.3.2) imamo da je 

[ 

3 -1 1] k [ 3k 
-2 4 -2 = pnkp-1 = 2(2k- 3k) 
-2 2 0 2(2k- 3k) 

za svako kEN. 6 

VI.1.4 Cayley-Hamiltonova teorema 

2k- 3k 
2. 3k- 2k 
2(3k - 2k) 

Teorema VI.1.4.1 Neka je P(>..) karakteristicni polinom linearnog opera
tara A.: X--+ X. Tada je P(A.) = 0 (0 - nula-operator). 
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Drugim reCima, ako je A matrica operatora A: X--+ X, tada je P(A) = 

0, tj. matrica A zadovoljava svoju karakteristicnu jednacinu. Ovaj rezultat 
je poznat kao Cayley-Hamiltonova3 teorema. 

Dokaz teoreme VI.1.4.1. Neka je 

P(>.) = det(A- >.I)= (-1f' [>.n- ft;>..n-l- hAn- 2
- · · ·- fn] 

karakteristicni polinom operator a A, tj. mat rice A. 

Primetimo najpre da se svi elementi matrice B = adj (A- >.I) = [ bij] n x n 
mogu predstaviti u obliku polinoma ne viseg stepena od n- 1, tj. kao 

(VI.l.4.1) 
n-l 

b .. -"' b(khk 
t) - L.., ij 1\ 

k=O 

(i,j=1, ... ,n), 

gde koeficijenti b~) ne zavise od >.. Zaista, elementi bij se mogu predstaviti 
u obliku (VI.l.4.1) jer kao kofaktori elemenata matrice A- >.I predstavljaju 
determinante reda n - 1. 

Sada se matrica B maze predstaviti u obliku 

n-1 

(VI.1.4.2) B = 2: Bk>.k = Bo + B1>. + · · · + Bn-1An-I, 
k=O 

gde je Bk = [b~7)Jnxn (k = 0, 1, ... ,n). 

Kako je, na osnovu teorerne III.4.1.1 na strani 150, 

F =(A- >.I)B = det(A- >.I)I = P(>.)I, 

koriscenjem karakteristicnog polin9ma imamo 

tj. 
n 

F = (-1)n+ll:fn-kAki (fo = --1). 
k=O 

S druge strane, na osnovu (VI.1.4.2) zakljucujemo da je 

n-1 

F =(A- >.I)B =ABo+ 2: (ABk- Bk_t);>..k- Bn-1An. 
k=1 

3 William Rowan Hamilton (1805-1865), irski matematicar i astronom. 
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Uporedivanjem dobijenih izraza za F nalazimo: 

AB0 

ABk- Bk-1 

-Bn-1 

( -1)n+1 fni, 

( -l)n+1 fn-ki (1 :::;: k:::;: n- 1), 

( -1t+l foi = ( -1)n+2 I, 

Cijim mnozenjem redom sa I, Ak (1 :::;: k:::;: n- 1), An, a zatim sabiranjem 
tako dobijenih jednakosti, dobijamo 

(VI.l.4.3) ( -1)n(- fni- fn-1A- fn-2A2 - · · ·- fiAn- 1 +An)= 0, 

tj. P(A) = 0. D 

Na osnovu (VI.l.4.3) stepeni matrice Ak za k 2: n mogu se izraziti kao 
linearne kombinacije matrica I, A, ... , An-1. Tako imamo 

(VI.1.4.4) 

Mnozenjem sa A dobijamo 

An+l =hAn+ hAn-1 + · · · + fn-1A2 + fnA, 

odakle, koriscenjem (VI.1.4.4), nalazimo 

An+1 = (ff + h)An-1 + (hh + h)An-2 + · · · + (hfn-1 + fn)A + hfnl. 

Ponavljanjem ovog postupka moguce je dobiti matrice An+2, An+3, ... kao 
linearne kombinacije matrica J, A, ... , A11

-
1. 

S druge strane, ako je matrica A regularna, tada, mnozenjem (VI.l.4.3) 
sa A-1, dobijamo 

1 
A-1 = fn [An- 1 - fiAn- 2 - · · ·- fn-2A- fn-1I], 

gdeje fn = (-1) 71+1P(O) = (-1) 71+1 detA /:-0. 

VI.1.5 Minimalni polinom 

Neka je j(>..) proizvoljan algebarski polinom i A matrica operatora A 
koji deluje u n-dimenzionalnom linearnom prostoru X. Jasno je da postoji 
beskonacno mnogo polinoma za koje je f(A) = 0, tj. f(A) = 0. Jedan 
takav polinom je, na primer, karakteristicni polinom P(>..), razmatran u 
prethodnim odeljcima. Moze se postaviti pitanje odredivanja polinoma na
jnizeg moguceg stepena sa ovakvom osobinom. 
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Definicija VI.1.5.1 Monicni polinom M(A) najnizeg moguceg stepena za 
koji je M(A) = 0 naziva se minimalni polinom operatora A. (Koristi se i 
termin minimalni polinom matrice A jer je M(A) = 0.) 

Teorema VI.1.5.1 Svaki operator A: X-+ X ima samo jedan minimalan 
polinom. 

Dokaz. Neka je H(A) normalizovani karakteristicni polinom operatora 
A. Postojanje bar jednog minimalnog polinoma obezbecieno je cinjenicom 
da je H(A) = 0. 

Da bismo dokazali jedinstvenost minimalnog polinoma pretpostavimo 
da postoje dva razlicita minimalna polinoma M(A) i M(A) za operator A 
(dgM(A) = dgM(A) = m). Tada je r(A) = M(A)- M(A) polinom nizeg 
stepena ~ m i za njega vazi r(A) = 0. Ovo protivureci cinjenici da su 
M(A) i M(A) minimalni polinomi za operator A. 0 

Teorema VI.1.5.2 Svaki polinom j(A) za koji je j(A) = 0, gde je 
A: X -+ X linearni operator, deljiv je minimalnim polinomom M(A) ope
ratora A. 

Dokaz. Ako pretpostavimo, suprotno tvrcienju teoreme, da polinom j(A) 
nije deljiv minimalnim polinomom M(A), tada je 

j(A) = M(A)p(A) + q(A), 

gde je q(A) =f= 0 polinomi po A nizeg stepena od stepena polinoma. M(A), a 
p(A) odgovara.juCi polinom. Ako ovde stavimo A= A, dobijamo 

q(A) = j(A)- M(A)p(A). 

Kako je f(A) = 0 (pretpostavka u stavu) i M(A) = 0 (po definiciji mini
malnog polinorna), bice q(A) = 0, sto protivreci uslovu da je M(A) rnini-
mala.n polinorn, cirne dolazirno do kontradikcije. 0 

Posledica 1. Minimalni polinom operatora A je faktor njegovog karakter
isticnog polinoma. 

Teorema VI.1.5.3 Svaka n71,la karakteristicnog polinoma operatora A je i · 
n71,la njegovog minimalnog polinoma. 
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Dokaz. Neka je P(A.) karakteristicni polinom operatora A, M(A.) njegov 
minimalni polinom i neka je Ai nula karakteristicnog polinoma P(A.). Na 
osnovu Bezoutovog stava (videti teoremu V.l.4.1 na strani 217) imamo da 
je 

gde je q(A.) odgovarajuCi polinom. Neka je, dalje, Ui sopstveni vektor koji 
odgovara sopstvenoj vrednosti Ai· Tada je 

gde je I identicki operator. Kako je 

1mamo 
0 

Posledica 2. Nule minimalnog i karakter'isticnog polinoma se poklapaju i 
mogu se razlikovati samo svojim redom. 

Dakle, minimalni polinom treba traziti samo medu polinomima koji su 
faktori karakteristicnog polinoma i imaju iste nule kao i karakteristicni po
linom. 

Primer 1. Za matricu iz primera 2 na strani 262 normalizovani karak
teristicni polinom je H(A.) = (A.- 2) 2 (>.- 3). 

Videli smo da minimalni i karakteristicni polinom moraju imati iste 
skupove nula, a da se mogu, eventualno, razlikovati samo redovi visestrukosti 
tih nula u jednom i drugom polinomu. S obzirom na to, za nas minimalni 
polinom bili bi kandidati polinom (A.- 2)(>. - 3) kao i sam normalizovan~ 
karakteristicni polinom H(A.). 

Kako je 

A - 21 = [- ~ - ~ - ~] 
-2 2 -2 [ 0 -1 1] 

A - 3! = -2 1 -2 , 
-2 2 -3 

i (A-2I)(A-3I) = 0, zakljucujemo daje minimalni polinom M(A.) odreden 
sa 

M(A.) =(A.- 2)(>.- 3) = >.2 - 5>. + 6. 6 
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Vl.2 ZADACI ZA VEZBU 

1. Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice 

2. NaCi sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrica A i f(A) gde su 

a) A= [~ ~] , f(x) = x2
- 3x + 1; 

b) A= [-! -~ 
4 -8 

~], f(x)=x 5 -x3 +2. 
-2 

3. Naci sopstvene vrednosti matrice 

[
3 a 0] 

A= 0 3 a 
0 0 3 

(a E ffi.). 

Odrediti sopstvene vektore matrice A u slucaju kada je 

a) a# 0, b) a= 0. 

4. Neka je operator A: ~4 ~ ffi.4 definisan sa A( a, b, c, d)= (d, c, b, a). 

a) Odrediti matricu A operatora Au prirodnoj bazi. 

b) Odrediti sopstvene vrednosti mat rice A. 

c) Ispitati da li je A operator proste strukture. 

5. Odrediti sopstvene vrednostii sopstvene vektore matrice 

[ 

2 0 1 l 
A= 1/2 2 1/2 , 

1 0 2 

a zatim odrediti regularnu matricu P i dijagonalnu matricu D taka da vazi · 
D = p-1AP. . 
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6. Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice 

A= [~ ~] ' 

a zatim naci An (n EN). 

7. Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice 

[ 

0 a 

M = 1/a 0 
1/a2 1/a 

a zatim odrediti matrice Mn (n E N) i M~1 . 

a2] 
a ' 
0 

Rezultat. )q = A2 = -1, A3 = 2, Xl = [-a 1 of', X2 

[-a2 0 1]r, X3 = [a2 a 1jT, 

Mn =- (-l)n [-!a2 -~:2 :: l + 2n [: :~ ::] 
3a2 1 a -2a2 3a2 1 a a2 , 

M-l ~ 2~,r-r -":, ~:,J . 
8. Neka je 

A=[~ ~ ~]· 
-1 -1 3 

Koriscenjem Cayley-Hamiltonove teoreme odrediti A6 - 25A2 + 112A. 

9. Neka je A= [-: -~ -~] 
-6 6 -4 

Odrediti sopstvene vrednosti, sopstvene vektore i minimalni polinom 
matrice A. 

10. Odrediti minimalni polinom matrice 

A~ [~ ~ ~ ~] 
Rezultat. M(.A) = (.>.- 1)(>.- 2) 2 . 
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VII.l VEKTORSKA ALGEBRA 

VII.l.l Pravougli koordinatni sistem 

U ovorn poglavlju posebnu paznju posvecujerno izornorfnirn prostorima 
Vo(E) i ~3 , koje srno razrnatrali u odeljeirna 1.2.9, II.l.5, II.3.1, II.3.3. 
Torn prilikorn, uveli srno pravougli koordinatni sistern sa bazisnirn jedinicnim 
ortogonalnirn vektorirna f, j, k, tako da se svaki vektor f' E Vo (E) opisuje 
pornocu tri koordinate: x, y, z kao 

f' = xf + yj + zk. 

Na taj nacm srno uspostavili biunivoku korespondenciju izrnedu ovih 
prostora, ukljucujuCi, naravno, 1 sam prostor E. Sledeca sema ukazuje na 
tu korespondenciju. 

E )1,1 

/\ /~ 
Vo(E) (x,y,z) 

Kao sto je navedeno u odeljku II.l.5, tacke ovih prostora obicno pois
tovecujerno pisuCi M = (x, y, z) ili, pak, f' = (x, y, z). 

271 



272 GLAVA VII. ELEMENT! ANALITICKE GEOMETRIJE 

Za pravougli koordinatni sistem koristimo i termin Dekartov pravougli 
koordinatni sistem ili Dekartov ortogonalni trijedar. Jedinicni vektori f, j i 
k, postavljeni u tacki 0 definisu tri koordinatne (Dekartove) ose: x-osu, y
osu i z-osu, respektivno. Pravougli koordinatni sistem oznacavamo sa Oxyz. 

U dosadasnjem izlaganju, medusobni polozaj bazisnih (koordinatnih) 
vektora nije bio bitan. Za na8 dalji rad, medutim, neophodno je pre
cizirati ovaj polozaj. U upotrebi su dva pravougla koordinatna sistema: 
desni ( engleski) i levi (francuski) · (slike 1 i 2). Kod desnog sistema ili tzv. 
trijedra desne orijentacije rotacija vektora f prema vektoru j oko z-ose na
jkraCim putem, posmatrano sa kraja vektora k, izvodi se u smeru suprotnom 
kretanju kazaljke na casovnikli. Suprotno, kod levog sistema ili tzv. trije
dra leve orijentacije pomenuta rotacija vektora izvodi se u smeru kretanja 
kazaljke na casovniku. 

z z 

y 

k 
f 

j X 

r 
f 

X y 

Sl. 1 Sl. 2 

Trijedar desne orijentacije se moze opisati i kao onaj kod koga bi rotaci
jom desne zavojnice, postavljene duz z-ose, rotirajuCi je tako kao kada bi 
vektor ftrebali da dovedemo do poklapanja sa vektorom J, najkraCim putem, 
doslo do pravolinijskog kretanja (usled zasrafljivanja) zavojnice (srafa) u 
smeru vektora k. U nasem daljem razmatranju uvek cemo koristiti trijedar 
desne orijentacije. 

VIL1.2 Dva jednostavna problema 

U odeljcima II.3.1 i II.3.3 definisali smo normu ili intenzitet vektora 
i skalarni proizvod dva vektora. Ovde cemo ukazati na dva jednostavna 
problema: 

1. Rastojanje dve tacke u prostoru. Neka su date tacke M1 i 
Mz, kojima odgovaraju radijus vektori f'1 = (xi,Yl,zl) i f2 = (xz,yz,zz), 
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respektivno (slika 3). 

Sl. 3 Sl. 4 

-::-::-::-::7 
Kako je M1M2 = f2- f'1, rastojanje tacaka M1 i M2 moze se odrediti 

kao 

tj. 

2. Deoba duzi u datoj razmeri. Neka je data duz M 1M 2 sa radijus 
vektorima 171 = (x1, Yl, z1) i f2 = (x2, y2, z2) tacaka M1 i M2 i nelm je 
potrebno odrediti radijus vektor 'rG = (xo, Yo, zo) tacke Mo koja deli duz u 
datoj razmeri, tj. tako da je 

(VII.1.2.1) M;Kilo =A 
MoM2 

(A> 0). 

Kako je ( videti sliku 4) 

MM - _, 
1 o = ro- r1, M -::-::tM .... _, 

o 2 = r2- ro, 

iz kolinearnosti ovih vektora i jednakosti (VII.1.2.1) sleduje 

.... _, '(_, .... ) ro - r1 = /\ r2 - ro , 

odakle dobijamo 

(VII.l.2.2) 
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tj. 

(VII.l.2.3) Yl + AY2 
Yo= 1 + >.. , 

U specijalnom slucaju, kada je >.. = 1, imamo deobu duzi na jednake 
delove. Tada se (VII.l.2.2) i (VII.l.2.3) svode redom na 

VII.1.3 Projekcija vektora na osu 

Neka je dat vektor a = AB i osa u orijentisana jedinicnirn vektororn 
uo. Kroz tacke A i B postavimo ravni koje su normalne na u-osu (slika 1). 

-----,------7 
Preseci ovih ravni sa osom odreduju tacke A' i B'. Vektor A' B' rnoze se 
izraziti pomocu jedinicnog vektora i£0 

(VII.1.3.1) 
----,----+, _, _, 
A B = p u0 = a cos £.P uo , 

gde je a= lal =lAB I £.P ugao koji zaklapaju vektori AB i i£0 . 

'U 

Sl. 1 Sl. 2 

Definicija VII.1.3.1 Za veliCinu p = Ia! cos £.P iz (VII.1.3.1) kazemo da je 

projekcija vektora AB na osu u i oznacavamo je sa 

p = PruAB. 
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Umesto Pru koriste se i oznake gde umesto ose u stoje vektori koji karak
terisu orjentisanost prave u, tj. Pra0 ili Pra, gde je i1 = >.ilo (,\ > 0). 

Iz jednakosti Pru a = a cos <p zakljucujemo da vazi 

-a:::; Pru a:::; a. 

Ako vektor a lezi u ravni koja je normalna na osu u, tada je Pru a= 0 (slilca 
2). Ocigledno da je Pru a> 0 ako je ugao <p ostar, dok je u slucaju tupog 
ugla projekcija negativna. 

Nije tesko zakljuciti da je preslikavanje a 1---t Pru a linearno, tj. da vazi 
sledeCi rezultat: 

Teorema VII.1.3.1 Za proizvoljne vektore a i b i proizvoljni skalar ,\ vaii 
jednakost 

Pru (>.a) = ,\ Prn a. 

U odeljku II.3.3 definisali smo i razmatrali skalarni proizvod dva vektora 
iz prostora Vo(E). Koriscenjem projekcije vektora na osu, skalarni proizvod 

moze se predstaviti u obliku 

Na kraju ovog odeljka naglasimo da su koordinate vektora 

~ 

a=~lz+azf+a3k, 

upravo, projekcije vektora ana koordinatne ose, tj. 

VII.1.4 Vektorski proizvod dva vektora 

U odeljku II.3.3 definisali smo skalarni proizvod dva vektora iz V = 
Vo(E). Mogucno je, medutim, definisati i proizvod dva vektora tako da je 
rezultat vektor. Drugim reCima, uredenom paru (a, b) E V2 treba dodeliti 
treCi vektor c E V. 

Neka su dati vektori a= a1f + azf+ aak i b = b1f + bzJ + b3k. 
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Definicija VII.1.4.1 Vektorski proizvod vektora a i b, u oznaci a x b, je 
vektor 

(VII.l.4.1) 

sto se moze predstaviti i u obliku determinante treceg reda 

(VII.l.4.2) 

Iz osobina determinanata, ana osnovu (VII.l.4.2) sleduje: 

Teorema VII.l.4.1 Za proizvoljne vektore a, b, c i svaki skalar).. vaie jed
nakosti 

3° ax(b+C)=axb+axc, 

4 ° (a + b) X C = a X C + b X C, 

S0 ()..a) X b =ax ()..b) =)..(a X b). 

Iz osobina 2° i so sleduje da je vektorski proizvod dva kolinearna vek
tora a i b = Aa jednak nula-vektoru. Vazi i obrnuto. Ocigledno je da se 
kolinearnost vektora a i b, u skalarnom obliku, moze iskazati na nacin 

~ = b2 = b3 =A. 
a1 a2 a3 

Za bazisne (koordinatne) vektore 7:, j, k imamo 

?:x 7:= a, Jx J= a, 

Na osnovu definicije 1.3.1 imamo 

7: j k 
?:xj= 1 0 0 =0·f+O·J+1·k=k. 

0 1 0 

Slicno se moze pokazati da su j x k = f i k x f = j. Dakle, imamo 

fx J= -jx f= k, 
... ... 

jx k = -k x J= f, 
... ... 
k X f = -f X k = j. 
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reorema VII.1.4.2 Neka je <p (0 :::; <p :::; n) ugao izmeau vektora a i b. 
Tada se intenzitet vektorskog proizvoda a X b moie izraziti u obliku 

:vn.l.4.3) 

Dokaz. Na osnovu (VII.l.4.1) imamo 

tj. 

(a2b3- a3b2) 2 + (a3b1- a1b3) 2 + (a1b2- a2b1)
2 

ai(b~ + b~) + a~(bi + b~) + a~(bi + b~) 
-2a2a3b2b3- 2a1a3b1b3- 2a1a2hb2 

(ai +a~+ a~)(bi + b~ + b~)- (a1b1 + a2b2 + a3b3)
2

, 

lal2lbl 2 - (ab) 2 
= lal 2lbl2 -lal2lbl2 

cos
2 cp 

1al2lbl2 sin2 cp. o 

Jednakost (VII.1.4.3) pokazuje da je intenzitet vektorskog proizvoda 
a X b jednak brojno povrsini paralelograma konstruisanog nad vektorima 
a i b. Zaista, sa sl. 1 vidimo da je visina paralelograma h = lbl sin <p, pa je 
odgovarajuca povrsina 

h 

Sl. 1 Sl. 2 

Prethodno smo vee ustanovili da je vektorski proizvod dva kolinearna 
vektora jednak nula-vektoru i obrnuto. Sada je to, na sonovu teoreme 
VII.1.4.2 i geometrijski jasno, s obzirom da jedino kolinearni vektori formi
raju paralelogram visine nula, a time i povrsine jednake nuli. 
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Primer 1. Neka su a i b proizvoljni nekolinearni vektori. Za vektorski 
proizvod vektora a+ b i a - b imamo 

(a + b) x (a - b) = (a x a) + ( b x a) - (a x b) - ( b x b) = -2 (a x b) . 

InterpretirajuCi vektore a+b i a-bkao vektore dijagonala paralelograma, 
konstruisanog nad vektorima a i b (sl. 2 na strani 277), imamo da je 

d~xd~=-2axb, 

odakle sleduje 
ldt X d;i = 2la X bl, 

tj. povrsina paralelograma Cije su stranice dij}gonale d~ i d~ nekog dru
gog paralelograma jednaka je dvostrukoj -P-O'lrBlni tog drugog paralelograma. 
6 

Da bismo ustanovili pravac i smer vektorskog proizvoda c = a x b u 
odnosu na vektore a i b, primetimo, najpre, da je skalarni proizvod vektora 
c i a jednak nuli. Zaista, s obzirom na definiciju skalarnog proizvoda vektora 
i osobina determinanata, imamo 

r j k al a2 a3 
ca =(ax b)a = a1 a2 a3 (a1'f+ a2J+ a3k) = al a2 a3 =0. 

bl b2 b3 bl b2 b3 

Kako se na slican naCin moze pokazati daje, takode, cb = 0, zakljucujemo 
da je vektor c ortogonalan i na vektor a i na vektor b. Dakle, geometrijski 
posmatrano, pravac vektorskog proizvoda a X b je upravan na ravan u kojoj 
leze vektori a i b. 

Najzad, ostaje otvoreno pitanje smera vektorskog proizvoda. Od dva 
moguca smera, pravi smer je onaj koji obezbeduje da vektori a, b, c Cine 
trijedar desne orijentacije. Da je ovo zaista tako, zakljucujemo polazeci od 
cinjenice da je rx j = k, a znamo da bazisni vektori r, j, k, cine trijedar desne 
orijentacije. 

Na osnovu prethodnog, moguce je vektorski proizvod ekvivalentno defi
nisati i na sledeCi nacin: 

Definicija VII.1.4.2 Vektorski proizvod a x b je vektor c takav da vazi: 

1° intenzitet vektora c je brojno jednak povrsini paralelograma konstru
isanog nad vektorima a i b; 
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2° pravac vektora c je normalan na ravan ovog paralelograma; 

3° vektori a i b i njihov vektorski proizvod c obrazuju trijedar desne ori
jentacije. 

Na slici 3 prikazan je vektorski proizvod ckao vektor koji je normalan na 
ravan paralelograma konstruisanog nad vektorima a i b i sa njima obrazuje 
trijedar desne orijentacije. 

Sl. 3 Sl. 4 

U opstem slucaju, svakoj ravnoj figuri moze se korespondirati tzv. vektor 
povrsine. U tom cilju, potrebno je najpre utvrditi smer obilazenja po konturi 
ravne figure (slika 4). Vektor povrsine je tada onaj vektor koji je norrnalan 
na ravan figure i s Cijeg kraja se usvojeni smer obilazenja konture vidi kao 
suprotan srneru kretanja kazaljke na casovniku 1. Za ovako definisani smer 
vektora povrsine kazemo da je saglasan orijentaciji konture. 

Vektorski proizvod a X b je, prema tome, vektor povrsine paralelograma 
konstruisanog nad vektorima a i b, pri cemu se za smer obilazenja po konturi 
paralelograma uzima smer prvog vektora au vektorskom proizvodu. 

Definicija VII.1.4.3 Vektor povrsine mvne figure je vektor Ciji je: 

1° intenzitet brojno jednak velicini povrsine ravne figure; 

2° pravac normalan na ravan figure; 

3° smer saglasan orijentaciji konture ravne figure. 

Primer 2. OdrediCemo povrsinu trougla Cija su temena u nekolinearnim 
tackama Mk, sa radijus vektorima rk = (xk, Yk, zk) (k = 1, 2, 3) (slika 5). 

1 U fizici i elektrotehnici se ovo interpretira kao pravilo desne zavojnice. Nairne, okre
tanjern desne zavojnice u srneru .obilazenja po konturi, njeno pravolinijsko kretanje je u 
smeru vektora povrsine. 
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Kako je povrsina trougla 6M1M2M3, u oznaci Pt;,., jednaka polovini 

povrsine paralelograma konstruisanog nad vektorima M1M2 i M1M3 i kako 
je 

MM 
-> _, 

1 2 = r2- r1 

1mamo 

Koriscenjem koordinatnih reprezentacija vektora i jednakosti (VII.l.4.2), 
dobijamo 

j k l Y2 - Yl Z2 - Z1 I ' 
Y3- Y1 Z3- Z1 

tj. 

1

2)1/2 Y2- Y1 
Y3- Y1 

Sl. 5 Sl. 6 

Ako su sve tri tacke, na primer, u ravni Oxy, tada je z1 = z2 = Z3 = 0, 
pa se prethodna formula svodi na 

1 2 I (x2- x1)(y3- Y1)- (Y2- Y1)(x3- xl) I 
1 
2 I Xl(Y2- Y3) + X2(Y3- Y1) + X3(Y1- Y2) I . 
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VII.1.5 Mesoviti proizvod tri vektora 

Definicija VII.1.5.1 Skalarni proizvod vektorskog proizvoda ax b i vektora 
c, u oznaci (ax b)c, naziva se mesoviti proizvod vektora a, b, c. 

Neka su dati vektori a, b, c·. Konstruisimo paralelopiped nad ovim vek
torima i stavimo a X b = d ( slika 6 na strani 280) . 

Kako je 
(a X b)c = a'c = d Prd~c 

i d = lcll = Ia X bl povrsina paralelograma konstruisanog nad vektorima a 
i b, tj. povrsina osnove prethodno konstruisanog paralelopipeda, i kako je, 
u nasem slucaju, PrJc = h > 0 visina paralelopipeda koja odgovara ovoj 
osnovi, zakljucujemo da 

(ax b)c= dh 

predstavlja zapreminu v paralelopipeda konstruisanog nad vektorirna a, b, c. 
Moguca je, medutim, i takva situacija da je Pr d--C < 0. Tada je mesoviti 

proizvod vektora jednak --V. 

U svakom slucaju, mesoviti proizvod tri vektora po apsolutnoj vrednosti 
jednak je zapremini paralelopipeda konstruisanog nad ovim vektorima 

1 (a x b) C1 = v . 

tada se mesoviti proizvod moze izraziti u obliku 

r j k c1 C2 C3 

(VII.l.5.1) (ax b)c= 0.1 0.2 0.3 ( C1 f + c2) + C3k) = 0.1 0.2 0,3 
' 

bl b2' b3 b1 b2 b3 

s obzirom da je 

Ako u determinanti na desnoj strani jednakosti (VII.1.5.1) zamenimo, 
najpre, prvu i drugu, a zatim drugu i trecu vrstu, vrednost determinante se 
nece promeniti2

. Na taj naCin, (VII.l.5.1) svodi se na 

0.1 a2 ag 

(VII.l.5.2) (a x b) c = b1 b2 bg 
Cl C2 C3 

2 Pri ovakvoj transpoziciji vrsta, samo je znak determinante dva puta bio promenjen. 
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InterpretirajuCi dobijenu determinantu u (VII.1.5.2) kao mesoviti proiz
vod, na osnovu (VII.l.5.1), zakljucujemo da je (ax b)c = (ex a) b. Dakle, pri 
ovakvoj permutaciji vektora, koju nazivamo ciklicka permutacija, vrednost 
mesovitog proizvoda se ne menja. Tako, u stvari, imamo 

(VII.l.5.3) (ax b)c = (c x a)b = (b x C) a. 

Mectutim, ako permutujemo samo dva vektora, iz osobine determinanata 
sleduje da mesoviti proizvod me~ja znak. Dakle, imamo 

(ax b)c =-(ax C)b = -(b·x a)c = -(c x b) a. 

S obzirom da, na osnovu osobine skalarnog proizvoda, za poslednji Clan u 
(VII.1.5.3) vazi (b x C) a= a(b x C), to na osnovu (VII.1.5.3) imamo (ax b)c = 
a(b X C), sto kazuje da, U mesovitom proizvodu, skalarni i vektorski proizvod 
mogu uzajamno da promene mesta. 

Polazeci od (VII.l.5.2), a imajuCi u vidu osobine determinanata, jedno
stavno se dokazuje sledece tvrdenje: 

Teorema VII.1.5.1 Za proizvoljne vektore a, b, c, J i proizvoljni skalar >., 
vaie jednakosti 

P >.((ax 'b)c) =>.(ax b)c= (>.ax b)c= (ax >.b)c= (ax b)>.c, 

2° (ax b)(c+ d)= (ax b)c+ (ax b)J, 

3° ((a+b) xc)d=(axC)d+(bxC)d, 

4 o (a x ( 'b + C)) J = (a x b) J + (a x C) J. 

Iz osobina determinanata sleduje da je mesoviti proizvod tri vektora 
jednak nuli ako i samo ako postoji linearna zavisnost mectu vrstama deter
minante. Poslednji uslov se svodi na linearnu zavisnost vektora a, b, c, tj. 
na njihovu komplanarnost. Prema tome, komplanarnost vektora izrazena 
pomocu (videti odeljak II.l.5) c = >.a+ t-tb (), t-t skalari) moze se iskazati i 
pomocu mesovitog proizvoda 

(ax b)c= o. 

Ovo se, takocte, moze zakljuCiti i iz geometrijske interpretacije mesovitog 
proizvoda. Zaista, zapremina paralelopipeda konstruisanog nad vektorima 
a, b, c jednaka je nuli ako i samo ako su vektori komplanarni. 
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{11.1.6 Dvostruki proizvod tri vektora 

)efinicija VII.1.6.1 Za vektorski proizvod vektora a i vektorskog proiz
:o~a b X c, U oznaci a X (b X C), kazemo da je dvostruki proizvod vektora a, 
,, c. 

Za dvostruki proizvod tri vektora koristi se i termin dvostruki vektorski 
1roizvod. 

Na osnovu osobine vektorskog proizvoda nije tesko zakljuCiti da su vek
ori b, c, a X (b X C) komplanarni, sto znaCi da je dvostruki vektorski proizvod 

moguce izraziti kao linearnu kombinaciju vektora b i c, tj. 

(VII.1.6.1) 

gde su A i J.L neki skalari. 

Preciznije, vazi sledeCi rezultat: 

Teorema VII.l.6.1 Za tri vektora a, b, c vaii 

ax (b x C) = (aC)b- (ab)c, 

sto se moie predstaviti i u oblikv, determinante 

~ (b~ -'\ b c a X X CJ = ~~ ~~ , 
ab ac 

gde su ac i ab skalarni proizvodi vektora a i c, i a i b, respektivno. 

Dokaz. Neka su redom a =; a1f + a2) + a3k, b = b1i' + b2] + b3k, c = 

c1f + c2]+ c3k i neka je J = b x c = dtt + d2) + d3k. 

Kako je 

a X (b X C) = a X d = 

imamo 

i' j k 
a1 a2 a3 , 
dt d2 d3 

Odredicemo, najpre, prvu koordinatu dvostrukog vektorskog proizvoda. 



284 

Kako je 

nnamo 
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a2(b1c2- b2c1)- as(bscl- b1c3) 

b1 (a2c2 + a3c3) - c1 (a2b2 + a3b3), 

odakle, dodavanjem i oduzimanjem clana alblq, dobijamo 

b1(a1c1 + a2c2 + a3c3)- c1(a1b1 + a2b2 + a3b3) 
b1 (O:C) - c1 (ab). 

Na osnovu dobijene jednakosti i jednakosti (VII.1.6.1) naslucujemo da 
je A = ac i fJ = - ( ab), sto se i tvrdilo teoremom. Da je to stvarno tacna 
mozemo se uveriti taka sto, na slican naCin kao u prethodnom postupku, 
nalazimo 

Prema tome, 

a3d1 - a1d3 

a1d2 - a2d1 

b2(0:C)- c2(ab), 

b3(0:C)- c3(ab). 

a: x (b x C) = (O:C)b- (ab)c. o 

VII.2 RAVAN I PRAVA 

VII.2.1 Razni oblici jednaCine ravni 

Neka je u prostoru Vo(E) definisan pravougli koordinatni sistem. Koor
dinate tacaka koje leze u nekoj ravni ne mogu biti proizvoljne, vee moraju 
zadovoljavati izvesne uslove date tzv. jednacinom ravni. 

Pretpostavimo da ravan R prolazi kroz tacku M1 i da je normalna na dati 
vektor ii (slika 1 na strani 285). Odredicemo jednaCinu skupa svih tacaka 
M koje leze u ravni R. Neka su radijus vektori tacaka M1 i M redom fi i r. 
Kako vektor M1M = r- r1 lezi u ravni R to je on normalan na dati vektor 
n, pa je njihov skalarni proizvod jednak nuli, tj. 

(VII.2.1.1) 
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Ocigledno, vazi i obrnuto, tj. ako radijus vektor r proizvoljne tacke M E E 
zadovoljava jednaCinu (2.1.1), tada tacka M pripada ravni R. 

Ovim smo dobili jednaCinu ravni koja prolazi kroz datu tacku M1 i koja 
je normalana na dati vektor n. Za vektor n kazemo da je vektor normale. 

Sl. 1 Sl. 2 

Ako stavimo r1n = -D, (VII.2.1.1) se svodi na tzv. opsti oblik jednacine 
ravm 

(VII.2.1.2) rn+D = o. 

Ako uzmemo da su koordinate vektora nor male red om A, B, C, tj. i''i = 
(A, B, C), odgovarajuCi skalarni opsti oblik jednacine ravni je 

Ax+By+Cz+D=O, 

sto se dobija iz (VII.2.1.2) stavljanjem r = (x, y, z). Takocte, za f'1 
(x1, y1, zl) iz (VII.2.1.1) dobijamo odgovarajuCi skalarni analogon 

Kako je ravan potpuno odrec!ena pomocu tri nekolinearne tacke A1k, 
sa koordinatama xk, Yk, Zk (k = 1, 2, 3), koriscenjem (VII.2.1.1) moguce je 
naCi jednacinu te ravni R ako se prethodno odredi vektor normale n. Kako 
vektori 

leze u ravni R (slika 2), za vektor normale se maze uzeti njihov vektorski 
proizvod. Dakle, 
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pa je odgovarajuca jednaCina ravni data mesovitim vektorskim proizvodom 

(VII.2.1.3) 

Interpretirajuci mesoviti vektorski proizvod u (VII.2.1.3) kao determi
nantu treceg reda, dolazimo do skalarne jednaCine 

X - XI Y - YI Z - ZI 

(VII.2.1.4) X2 - XI Y2 - YI Z2 - ZI = 0 . 
X3 - XI Y3 - YI Z3 - ZI 

Ako tacke Mk (k = 1, 2, 3) odaberemo na koordinatnim osama, tj. uzme
mo ri =at, r2 = bj, r3 = ck, na osnovu (VII.2.1.3) dobijamo 

(r-at) [(bj- at) x (ck- at)] = 0, 

tj. 
(r- ai)(bct + acj + abk) = 0. 

Iz ove jednacine, ili direktno iz (VII.2.1.4), sleduje tzv. segmentni oblik 
jednaCine ravni 

(VII.2.1.5) 
X y Z 
-+-+-=1, 
a b c 

gde su a, b, c odgovarajuCi odsecci na koordinatnim osama (slika 3). 

z 
c 

a 
0 

X 

Sl. 3 Sl. 4 

Do segmentnog oblika mozemo doCi i iz opsteg oblika (VII.2.1.2) delje
njem sa - D i- 0. Tako dobijamo 

(VII.2.1.6) - ii r. -D = 1. 



VII.2. RAVAN I PRAVA 287 

Ako stavimo A/(-D) = 1/a, B/(-D) = 1/b, C/(-D) = 1/c, imamo 

fi L. L.. 1 k_, 
-=-2+-J+-' -D a b c 

pa se (VII.2.1.6) svodi na (VII.2.1.5). Napornenimo da slucaj D = 0 odgo
vara ravni koja prolazi kroz koordinatni pocetak. 

Od interesa je prouCiti i tzv. normalni oblik jednaCine ravni. Neka je p 
odstojanje pola. 0 od ravni R, tj. ON= p > 0, i neka je fio jedinicni vektor 
normale za ravan R (slika 4 na strani 286). Kako je 

oN= pfio lfiol = 1, 

imamo 
(T- pfio)fio = 0, 

tj. dobijamo normalni oblik jednaCine ravni 

(VII.2.1. 7) frio- p = 0. 

S obzirom da svaki vektor moze da se izrazi pomocu kosinusa uglova a, 
fJ, 1, koje ovaj vektor zaklapa redom sa vektorima z,j,k (videti (II.3.3 .. 5)), 
to za jedinicni vektor .Pi0 imarno 

i?,o = (cos a, cos fJ, cos 1) . 

Ka.ko je f = (x, y, z), iz (VII.2.1. 7) sleduje odgovarajuCi skalarni oblik 

x cos a + y cos fJ + z cos 1 ~ p = 0. 

Normalni oblik jednaCine ravni mozemo dobiti i iz opsteg oblika datog u 
(VII.2.1.2), koji podelimo san= lfil ili sa-n, pri cemu u jedna.cini 

__, fi D 
r·-+-=0 

±n ±n 

treba izabrati znak + ili - tako da. je 

D 
- =-p<O. 
±n 

Odgovarajuci skalarni analogon ima oblik 

(VII.2.1.8) 
Ax +By + Cy + D = 

0 -±-:-:-\/t=A:=i<2=+===B:::;;:2::=:.:+=C~2 ' 
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gdeje 
D 

±JA2+B2+C2 =-p<O. 

Normalni oblik jednaCine ravni je veoma pogodan za odredivanje odsto
janja neke tacke M1 od date ravni R, tj. za nalazenje intenziteta vektora 

-,-------,----7 
d = IM2M1I, gde je M2 ortogonalna projekcija tacke M1 na ravan R (slika 
5). 

Sl. 5 Sl. 6 

Kako tacka M 2 pripada ravni R, njen radijus vektor f2 zadovoljava 
jednacinu (VII.2.1.7), tj. vazi 

(VII.2.1.9) 

Vektor M2M1 je kolinearan sa fio, tako da se moze izraziti u obliku M2M1 = 

.\fi0 . Kako je f'1 - f'2 = A.n0 , na osnovu (VII.2.1.9) dobijamo 

(f'1 - A.no)no - p = o, 

tj. 

Dakle, trazeno odstojanje je 

Ako je f'1 = (x1, Yl, z1), iz skalarnog oblika (VII.2.1.8) sleduje 

d = Ax1 + By1 + Cy1 + D 
±JA2 +B2 +C2 
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Na kraju ovog odeljka razmotrimo slucaj dve ravni 

(VII.2.1.10) 

Ravni R1 i R2 su paralelne ili se poklapaju ako su im vektori ih 1 n 2 
kolinearni, tj. ako je fi2 = An1, gde je A skalar. Ovaj uslov paralelnosti moze 
biti izrazen i u obliku 

Kada se ravni Rt i R2 seku (slika 6 na strani 288), ugao <p izrnedu ovih 
cavni je, u stvari, ugao izrnedu vektora narmala fi1 i fi2. Dakle, 

Uslov ortogonalnosti ravni R 1 i R 2 rnoze se izraziti u obliku 

Ako su ravni date skalarnim jednaCinama 

tada se uslov ortogonalnosti svodi na 

a uslov paralelnosti na 
A1 · B1 C1 
A2 .B2 C2. 

VII.2.2 Razni oblici jednacina prave 

Neka su date ravni R1 i R2 kao u (VII.2.1.10) i neka je ih x ii2 # o, 
tj. neka se ravni seku. Tada njihov presek odreduje pravu p, koja se rnoze 
predstaviti skupom jednaCina 

(VII.2.2.1) 

Za jednaCine (VII.2.2.1) kazerno da predstavljaju opsti vektorski oblik 
jednaCina prave u prostoru .. Odgovarajuce skalarne jednaCine su date sa 
(VII.2.1.11). 
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Skup svih ravni koje prolaze kroz presek ravni R1 i R2 naziva se pra
men ravni. Svaka ravan koja pripada ovom pramenu moze se definisati 
jednaCinom 

tj. 

(VII.2.2.2) 

i dobija se iz (VII.2.2.2) za neku .konkretnu vrednost ..\. 
Da je to stvarno tako sleduje iz toga .sto je (VII.2.2.2) jednaCina neke 

ravni, s jedne strane, i s druge strane, ako je jedna proizvoljna tacka na liniji 
preseka ravni iz (VII.2.2.1) tada ce vektor polozaja r te tacke zadovoljavati 
jednaCine (VII.2.2.1), a isto tako i jednaCinu (VII.2.2.2). 

(Primetimo da se ravan R 1 moze dobiti iz (VII.2.2.2) za ..\ = 0, dok se 
ravan R2 moze dobiti iz (VII.2.2.2) deljenjem sa..\ of:. 0, a zatim prelazenjem 
na granicnu vrednost kada ..\ ---+ +oo (ili -oo).) 

Dakle, na osnovu prethodno recenog, prava p se moze definisati i pomocu 
dve proizvoljne ravni pramena (VII.2.2.2). 

Prava p se daleko cesce zadaje pomocu tacke M kroz koju ona prolazi i 
vektora a kome je paralelna. 

Neka je M proizvoljna tacka prave p i neka su r i r1 radijus vektori 
tacaka M i M1, respektivno (slilm 1). Kako su vektori a i M1Af = r- r1 
kolinearni, imamo da je r- r1 = ..\a, gde je ..\ skalar. Dakle, 

(VII.2.2.3) 

predstav~ja vektorsku jednacinu prave kroz datu tacku. Za a kazemo da je 
vektor pravca prave p. 

Kako se uslov kolinearnosti moze izraziti i pomocu vektorskog proizvoda, 
Imamo 

( _, _,) _, __, 
r- r1 x a= o, 

tj. 

(VII.2.2.4) 
_, 

rx a= b, 

gde smo stavili f'1 X a = b. 
Ako uzmemo r = (x, y, z), r1 = (x1, Yl, zl), a= (a1, a2, a3), iz (VII.2.2.3) 

sleduju tzv. parametarske jednacine prave: 

(VII.2.2.5) 
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0 

0 
Sl. 1 Sl. 2 

Eliminacijom parametra A iz (VII.2.2.5) dobijamo tzv. simetricni oblik 
jednaCina prave: 

(VII.2.2.6) 
X - X1 y - Y1 z - Zl 

a1 a2 a3 

Simetricni oblik (VII.2.2.6) moze se izraziti i u obliku 

X - X1 y - Y1 z - Zl 

cos a cos (3 COS/ 

gde su a, (3, 1 uglovi koje zaklapa vektor a sa koordinatnim vektorima i', j, 
k, respektivno. 

Prava p je potpuno odredena dvema tackama J\11 i M2. Neka su radijus 
vektori ovih tacaka redom fi = (x1, Yt, z1) i f'2 = (x2, Y2, z2) (slilca 2 na 
strani 291). Kako se vektor M1M2 = r2- f'1 moze uzeti kao vektor pravca 
prave p, na osnovu (VII.2.2.3), dobijamo vektorsku jednaCinu 

(VII.2.2.7) 

tj. 
( ~ ~) (~ ~) __, r - 7'1 x 7'2 - r1 = o, 

odakle sleduje 

OdgovarajuCi parametarski oblik jednacine prave kroz dve date tacke je 
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a simetricni oblik jednacina prave kroz dve tacke je 

Primer 1. Simetricni oblik jednacina prave koja prolazi kroz date tacke 
(1,-1,3) i (5,-4,3) je 

tj. 

x-1 __:_ y+1 z-3 
5 - 1 -4 + 1 ' 3 - 3 ' 

x-1 

4 
y+1 
-3 

z-3 

0 

Vektor 4f- 3j je vektor pravca ove prave. Odgovarajuce parametarske 
jednaCine prave su: 

X = 1 + 4,\, y = -1 - 3,\, Z = 3, 

gde je A proizvoljan skalar. 
Primetimo da sve tacke na pravoj imaju z-koordinatu jednaku 3, pa je, 

dakle, prava paralelna Oxy ravni i od nje udaljena tri merne jedinice. To se 
i moglo ocekivati s obzirom da su date tacke kroz koje prava prolazi na istoj 
visini, z 3, u odnosu na ravan Oxy. 6 

Sada cemo razmotriti problem svodenja jednog vektorskog oblika jedna
cina prave na drugi. To su, u stvari, oblici (VII.2.2.1), (VII.2.2.3) i 
(VII.2.2.4). 

1. (VII.2.2.3) =} (VII.2.2.4). Ovo je pokazano ranije, gde je b = ri X a. 
2. (VII.2.2.4) =? (VII.2.2.3). Ako (VII.2.2.4) pomnozimo vektorski sa a, 

1mamo 
.... ( __, .... ) .... b_, ax rxa =ax , 

odakle, razvijanjem dvostrukog vektorskog proizvoda, dobijamo 

( ........ ).... ( .... ;;'\ __, __, b .... aa r- ar Ja = a x , 

tj. 

(VII.2.2.8) 
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sto predstavlja oblik (VII.2.2.3) sa 

3. (VII.2.2.1) =? (VII.2.2.4). Mnozenjem druge jednaCine u (VII.2.2.1) 
sa rh i prve sa -i£2, a zatim sabiranjem tako dobijenih jednaCina, imamo 

Koriscenjem dvostrukog vektorskog proizvoda, poslednja jednacina postaje 

(VII.2.2.9) 

sto predstavlja oblik (VII.2.2.4), pri cemu je 

4. (VII.2.2.3) =? (VII.2.2.1). Mnozenjem (VII.2.2.3) bilo kojirn vek
torima nl i i£2 (nl I= n2) koji su ortogonalni na a, dobijamo 

tj. 

gde smo stavili D1 = -r1r'h i D2 = -r1n2. Napomenimo da ova reprezen
tacija nije jedinstvena i da se obicno za fi1 i fi2 uzimaju neka. dva od ova tri 
vektora: (a2, -al, 0), (a3, 0, -al), (0, a3, -a2), gde je a= (al, a2, a3)· 

Primer 2. Neka su date dve t'avni 

(VII.2.2.10) X + 2y - Z + 1 = 0, X- y + Z + 3 = 0. 

Ove ravni se seku jer je 

2 j k 
n1 x n2 = (1, 2, -1) x (1, -1, 1) = 1 2 -1 = (1, -2, -3) =1= a. 

1 -1 1 

Njihov presek odreduje pravu p Ciji je vektor pravca 

a= n1 x ii2 = (1, -2, -3). 
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Kako je 

b = D1n2- D2ih = (1, -1, 1)- 3(1, 2, -1) = ( -2, -7, 4), 

na osnovu (VII.2.2.9), jednaCina 

r x (2- 2J- 3k) = -22- 7J + 4k 

predstavlja pravu p. 

Kako je 10:1 = JI4 

2 j k 
1 -2 -3 = -29z+ 2J- nf, 

-2 -7 4 

na osnovu (VII.2.2.8), dobijamo 

r= 1~ (-29z+ 2J-llk) + A(2- 2J- 3k). 

OdgovarajuCi simetricni oblik jednaCina prave je 

(VII.2.2.11) 
x+29/14 y-1/7 

1 -2 
z + 11/14 

-3 

Do simetricnog oblika jednacina prave mogli smo doci jednostavnije uz
imajuci proizvoljnu tacku prave p. Ako, na primer, stavimo z = 0, iz 
(VII.2.2.10) sleduje X= -7/3 i y = 2/3, sto znaci da tacka (-7/3,2/3,0) 
lezi na pravoj p, ciji je simetricni oblik 

(VII.2.2.12) 
X +7/3 

1 

y- 2/3 z 
-2 -3' 

Moze se pokazati da sujednaCine (VII.2.2.11) i (VII.2.2.12) ekvivalentne. 
Zaista, odgovarajuce parametarske jednaCine 

29 
X= -14 +A, 

1 
Y =-- 2A 

7 ' 

2 
y =-- 2t-t, 

3 

11 
z = -- -3A 

14 

su ekvivalentne jer se za 11 =A+ 11/42 svode jedne na druge. 

Razmotrimo sada slucaj dve prave 

(VII.2.2.13) 
_, 

(p2) r = f'2 + t-tb. 
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Za ugao cp koji zaklapaju vektori a i b kazemo da je ugao izmedu ove dve 
prave. Dakle, 

ab 
cos cp = ab (a= lal, b = lbl). 

Uslov normalnosti pravih moze se iskazati pomocu ab = 0, dok se uslov 
paralelnosti iskazuje kolinearnoscu vektora a i b ili pomocu a x b = o. 

Primer 3. Neka su jednaCinama (VII.2.2.13) date dve mimoilazne 
prave Pl i P2· Odredicemo najkrace rastojanje izmedu ovih pravih. Stavise, 
odredicemo jednacine zajednicke normale, tj. jednacine prave p koja prolazi 
kroz najkrace rastojanje pravih p1 i p2 . Vektor pravca prave p je, ocigledno, 
vektor a X b. 

Postavimo, najpre, ravan R koja prolazi kroz pravu P2 i paralelna je 
pravoj Pt, a zatim konstruisimo dve ravni Rt i R2 koje su normalne na R i 
prolaze kroz prave Pl i P2, respektivno (slika 3). 

Sl. 3 Sl. 4 

Vektor normale ravni R je, u stvari, vektor pravca prave p, pa je jednaCi
na ravni R data sa 

(VII.2.2.14) 

Kako je ravan R1 normalna na ravan R i prolazi kroz pravu Pt, to se za 
njen vektor normale moze uzeti vektor ih = (a x b) x a. Slicno, za vektor 
normale ravni R 2 moze se uzeti n2 = (a x b) x b. Imajuci u vidu da ove 
ravni prolaze kroz prav~ Pl i P2, tj. kroz tacke Mt i M2 sa radijus vektorima 
f'1 i f'2 , respektivno, jednostavno dobijamo njihove vektorske jednaCine: 

(Rt) (f'- rt)[(a x b) x a]= o, 
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Ovaj simp jednacina predstavlja jednaCine zajednicke normale p pravih 
PI i P2. J asno je da je prava p normalna na ravan R i da sece obe prave PI i P2. 
Rastojanje izmedu presecnih tacaka je, u stvari, najkrace rastojanje izmedu 
mimoilaznih pravih. Ono se, medutim, moze odrediti i kao odstojanje bilo 
koje tacke prave PI od ravni R jer je prava PI paralelna sa njom, a prava 
P2 lezi u njoj. Prema tome, ako uzmemo, na primer, tacku MI i normalni 
oblik jednacine ravni iz (VII.2.2.14), dobijamo najkrace rastojanje 

(VII.2.2.15) d = IWI- r2)(~ x b) I . 
Ia x'bl 

Na osnovu (VII.2.2.15) zakljucujemo da se uslov preseka dve prave moze 
iskazati u obliku 

(VII.2.2.16) 

Do ovog uslova moze se doci i jednostavnije. Nairne, ako se prave PI i P2 

seku, to su onda vektori a, b i MIM2 = f2 - ri komplanarni, pa je njihov 
mesoviti proizvod jednak nuli. 

Uslov (VII.2.2.16) se moze predstaviti i u skalarnom obliku 

X2- XI Y2- YI 
ai a2 
bi b2 

Z2 - ZI 
a3 = 0, 
ba 

gde smo uzeli da su vektori pravaca pravih PI i P2 redom a= (ai, a2, aa) i 
b= (bi,b2,ba), kao i f'I = (xi,YI,ZI) i f2 = (x2,Y2,z2)· 

VII.2.3 Uzajamni odnos prave i ravni 

Posmatrajmo pravu p i ravan R cije su jednacine 

(VII.2.3.1) rn + D = o. 

Ako je an= 0, prava p je paralelna ravni R i1i lezi u njoj. 

Ako je a= >.n, tj. ako je a X n = o, prava je normalna na ravan R. 

U opstem slucaju, kada je an =;f 0, prava sece ravan. Za ugao e koji 
zaklapa prava p sa svojom projekcijom u ravni R kazemo da je ugao izmedu 
prave i ravni. To je, u stvari, ugao koji je komplementaran uglu izmedu 
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vektora pravca prave p i vektora normale ravni R (slilca 4 na strani 295). 
Dakle, 

sine= cos(n/2- e)= an 
a.n 

Kako radijus vektor tacke preseka prave i ravni mora zadovoljavati obe 
jednaCine u (VII.2.3.1), imamo 

tj. 

(f'1 + Aa)fi + D = o, 

A=_ r1n + D 
an · 

Dakle, radijus vektor tacke preseka je 

Primer 1. Neka su date prava pi ravan R pomocu 

(p) 
x-1 

1 

y 2 
2 

z-3 

3 
(R) X+ 5y- z- 10 = 0. 

Ovde je a= (1, 2, 3) in= (1, 5, -1). 

Kako su parametarske jednacine prave p 

(VII.2.3.2) X = 1 + A, y 2 + 2A, z = 3 + 3A, 

stavljajuci ove vrednosti koordinata tacke na pravoj u jednaCinu ravni do
bijamo 

1 + A+ 5(2 + 2A) - (3 + 3,\) - 10 = 0, 

tj. A= 1/4. Sada, zamenom ove vrednosti u (VII.2.3.2), nalazimo 

5 
X= 4' 

Dakle, presek prave pi ravni R je u tacki (5/4, 5/2, 15/4). 

Kako je a. = lal = JM, n = lnl = V'Yf an = 8, za ugao e izmedu 
prave i ravni vazi 

sine = afi_ = 4y'42 . 
a.n 63 

Primer 2. Neka je data ravan R pomocu x + 2y- z- 5 = 0 i tacka M1 

sa koordinatama (1, 2, 3). Odredicemo pravu p koja je normalna na ravan R 
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i prolazi kroz tacku M1 . Za vektor pravca takve prave moze se uzeti vektor 
normale ravni R, tj. a = n = ( 1, 2, -1). Dakle, simetricni oblik jednaCina 
prave p je 

x-1 

1 

x-2 

2 
x-3 
-1 

Prema tome, presek prave pi ravni R je u tacki (3/2, 3, 5/2). 

VII.3 ZADACI ZA VEZBU 

1. Odrediti ravan (a) koja prolazi kroz tacku M(1, -2, 3) i upravna je na 
ravmma 

((3) 2x + y- z- 2 = 0 X- y- Z- 3 = 0. 

2. Odrediti pravu p koja prolazi kroz tacku M(2, 2, -2) i sece prave 

( ) . { y + 3z - 5 = 0, 
q · :r + 2z - 7 = 0 

(r): x+2 
-3 

3. Date su ravni R1 i R2 i prava p jednaCinama 

y-1 
2 

z+3 
--· 
-2 

x-1 y-2 z 
(p): -=-=-· 

1 2 -1 

Ako su P1 i P2 tacke prodora prave p kroz ravni R1 i R2, odrediti tacku 
P3 E R1 n R2 tako da povrsina trougla P1P2P3 bude minimalna. 

4. NaCi presecnu tacku i ugao izmedu prave 

X y+ 1 
-
1 3 

i ravni 2x + y - z - 4 = 0. 

z+5 
-3/2 

5. Odrediti jednaCinu prave p koja saddi tacku M(1, -1, 1) i normalna je 
na pravu 

q : { y - z + ~ : ~: 
Odrediti ugao koji prava p zaklapa sa z-osom. 
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6. Naci jednaCinu ravni koja sadrzi pravu 

, . { 4x - y + 3z - 1 = 0, 
p . X + 5y - Z + 2 = 0, 

i normalna je na ravan 2x - y + 5z - 3 = 0. 
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7. Nacu ugao izmedu ravni koja sadrii tacke M1 (0, 0, 0), M2(2, -2, 0), 
M3(2, 2, 2) i Oxy ravni. 

8. Date su prave 

{ 

X - y - Z - 7 = 0, 
Pl : 3x - 4y - 11 = 0, 

• { X + 2y - Z - 1 = 0, 
1 p . 2

. X+ y + 1 = 0. 

Dokazati da se prave Pl i P2 seku i odrediti jednaCinu ravni koja ih sadrii. 

9. Napisati jednaCinu ravni a koja sadrzi tacku .l\11(1, 2, 3) i: 

a) paralelna je ravni Oxz; 

b) paralelna je ravni 5x + 2y + z = 1; 

c) sadrii pravu 

. { X- Z := 3, 
P · y + 2z = 1. 

10. Na pravoj 
. { X - y + Z + 2 = 0, 

p . X -:- y - Z + 1 = 0, 

odrediti tacke A i B koje su od tacke C(1, 3/2, 1/2) na rastojanju ,;2. 
Izracunati povrsinu !'::,ABC. 

11. Odrediti tacku B koja je simetricna tacki A(69, 0, 0) u odnosu na pravu 

12. Data je prava 

x + 3y- 2z + 1 = 0, 
2x - y + z - 3 = 0. 

x-1 y-2 z-3 
p: -2- = -3- = -1-
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i tacka 0(1, 1, 1). NaCi jednacinu prave p' simetricnu pravoj p u odnosu na 
tacku 0. 

13. U Descartesovom koordinatnom sistemu, date su prave Pl i P2 jednaci
nama 

. { X - y - Z + 8 = 0, 
(PI) · 5x + y + z + 10 = 0 { 

X + y + Z - 2 = 0, 
(p2 ) : 2x + y- 3z + 9 = 0. 

Ako je M tacka njihovog preseka i M1, M2, M3 njene projekcije na 
koordinatne ose, odrediti zapreminu tetraedra OM1M2M3 i povrsinu trougla 
M1M2M3. 
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