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PREDGOVOR DRUGOM IZDANJU

Prvo izdanje ,Programiranja numerickih meto-
da na FORTRAN jeziku* objavijeno je 1979. godine
i za kratko vreme rasprodato tako da su autori bili
prinudeni da bez vedih izmena daju u Stampu dru-
go izdanje ove knjige.

Knjiga je podeljena u pet glava, od kojik je prva
uvodna. Druga glava je posvedena optimizacijama
FORTRAN programa u smisly tacnosti izracunava-
nja, racionalnog koriséenja ceniralne memorije racu-
nara i brzine izvrSenja programa. U trecoj glavi dat
je vedi broj kompletno reSenih problema, koji imaju
za cilj savladivanje osnovnih principa programiranja,
kao i posiepeno uvodenje Citaoca u sloZenije nume-
ricke procese, U Getvriof glavi su obradeni numericki
metodi u linearnoj algebri, dok je peta glava posvede-
na metodima za integraciju funkcija, refavanju inte-
gralnih jednacing, kao i numerickim metodima za
resavanje obicnih i parcijainih diferencijainih jedna-
dina.

Knjiga je prvenstveno namenjena studentima
tehnickih fakulteta kao udZbenik, ali ona moze bifi
od koristi i svima onima koji u svojoj praksi koriste
numeriCke metode.

Svi programi koji su dati u knjizi testirani su na
racunaru PDP—11/40 Gradevinskog fakulteta u Nisu,

1 avgust 1981,
Gradimir V. Milovanovic
Borde R. Pordevié



1Z PREDGOVORA PRVOM IZDANJU

Iz oblasti numericke matematike ova knjige je
prva na naSem feziku po svojoj koncepciji i sadvZaju.
Naime, na nasem jeziku posioji vedi broj knjiga koje
se bave programskim jezicima (uglavnom, FORTRAN
i COBOL) i relativno mali broj knjige iz oblasti nu-
meyicke analize. Zadatak ove knjige je da uputi &itao-
ce u programsku realizaciju numeri¢kih metoda no
FORTRAN jeziku.

Rukopis za ovu knjigu proisiekao je iz preda-
vanja koje je prvopoipisani autor drZao studentima
poslediplomskih studife na Gradevinskom fakultetu
# Nisu u toku Skolske 1978/ 79. godine, kao i iz vise-
godisnje nastave na Elektronskom fakultetu u Nisu
iz predmeta Numericka analiza I i Numericke ana-
liza 11,

7. aprila 1979.
Gradimir V. Milovanovié.
Borde R. Pordevic
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1.UVOD U PROGRAMIRANJE

1.1. PREDSTAVLIANJE ALGORITAMA BLOK SEMAMA

Savremena nauka i tehnika postavljaju niz matemati¢kih problema koji se
klasi¢nim matemati¢kim metodima ne mogu uvek uspesno rediti ili bi njihovo resa-
vanje bilo suviSe glomazno, s obzirom da se najéesée zahteva numericki rezultat,

U opstem sluéaju, problem koji treba refavati zvaéemo ulaznom informaci-
jom. Postupak transformacije ulazne informacije (x) u izlaznu informaciju (v) zva-
éemo algoritmom (4). Navedena transformacija se moze predstaviti blok dijagra-
mom

Ulazha . Izlazna
informacija A]gozwtam informacija
(x) (A) (v)

ili simboli¢ki x - y.

Svaki algoritam treba da poseduje sledece osobine: diskretnost, determinisa-
nost, rezultativnost i masovnost.

Diskretnost je takva osobina algoritma da svakom algoritamskom koraku od-
govara diskretni vremenski interval na vremenskoj osi.

Determinisanost je osobina koja obezbeduje jednozna&nost medurezultata
posle svakog algoritamskog koraka u odnosu na ulaznu informaciju.

Osobina rezultativnosti algoritma obezbeduje da se posle konagnog broja al-
goritamskih koraka dobije trazeni rezultat (izlazna informacija). '

© Masovriost algoritma je osobina algoritma koja obezbeduje resavanje Sire kla-
se problema. ' :

Pri resavanju nekog problema potrebno je izabrati pogodan algoritam koji naj-
brze dovodi do Zeljenog rezultata. Ovo je narocito vaino kod primene savremenih
elektronskih radunskih masina, s obzirom na cenu masinskog vremena. Izbor naj-
racionalnijeg algoritma u prethodnom smislu, predstavlja vilo sloZen problem, koji
teorijski u opstem slucéaju jo§ uvek nije resen.

Razradom i realizacijom algoritama i analizorn greske u izlaznoj informaciji
bavi se posebna oblast matematike, tzv. numeri¢ka matematika.

Centralni deo numericke matematike &ine mumericki metodi. Oni moraju
biti takvi da su pogodni sa stanovi§ta primene savremenih elektronskih racunskih
masina. Problemima prakti¢ne realizacije algoritama bavi se oblast teorija programi-
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ranja koja se u poslednje vreme uspesno razvija. Jedan od njenih osnovnih zadataka
je pripremsa i sastavljanje programa za radunsku masinu prema izabranom algoritmu.

Da bi se olakialo sastavljanje programa najéesce se algoritmi predstavljaju
blok emama, a ponekad i tekstualnim opisom. U daljem tekstu ukazaéemo na gra-
ficko predstavljanje algoritama pomodéu blok fema, koristeci sledece blokove:

Pocetak

Racunski " Blok
blok odluke

Blok
odluke

Ulazni
biok’

Dodeljivanje vrednosti @ promenljivoj x oznadavaéemo sa x := a. Blokovi za
ulaz i izlaz informacija se esto izostavljaju.

Primer 1.1. Blok Sema algoritma za izraunavanje sume

data je na sl. 1.1.

Primer 1.2, Kod odredivanja vrednosti
u =min (x, max (y,z))

treba, najpre, odrediti » = max (y,z). Odgovarajuca blok $ema algoritma data je na
sl. 1.2, pri emu su blokovi za ulaz veli¢ina x, y, z i izlaz veliGine uizostavijeni.

- Primer 1.3. Posmatrajmo konvergentni iterativni proces

Zoza) Zn+1:f(zn) (n:0>la"')'

Ako se kao kriterijum za prekidanje ovog procesa izabere uslov | 2, — z,, |
< ¢, gde je e zadata tadnost, blok §ema algoritma za odredivanje graniéne vrednosti
niza {‘Zn} (sa tadnogtu € ) izgleda kao na sl. 1.3. Primetimo da u ovom algoritmu
koristimo samo dve sukcesivne vrednosti niza { 2, } . Naime, na osnovu.z, izra-
¢unavamo z;, a zatim z, proglafavamo za z, i ponavljamo proces do ispunjenja
usvojenog kriterijuma za prekad procesa.

Na primer, jedan iterativni proces za nalafenje m—tog korena iz broja
A (> 0) ima oblik

1 A

2 =z A7 (TRIT —2z,) (n=01,...
" om 7 " ’ )

n+i

Primer 1.4, Za izraGunavanje vrednosti polinoma

2 () = o, n—1 4 3
Fy=ax" va _|x bl tagx tag

10



koristi se Hornerova Sema, po kojoj se polinom & predstavlja u obliku

F)=a, +x(ay +x(@*+.. . txl@, | txa)...)).

Pocetak

Potetak

v =y v = Z
|
i
ne
X2V
1 = da
S: =
u =y U = X
I
Sle
S:=Sm1b1 { Poéetak)
Zp:i=a

sl 51.1.3.

11



Na ovaj nadin se broj mnoZenja od 2n-1, koliko je potrebno kod direktnog izradu-
navanja, svodi na samo » mnoZénja. Blok fema algoritma, u ovom sluéaju, izgleda

kaonasl. 1.4,
Pocetak
Ulaz: n, X
; a.
i
F: = a,
|
n: = n-1
1
Fe= F><+an_1
i

51. 14,

5’ Primer 1.5, Blok Sema algoritma za izradunavanje vrednosti funkcije f, date pomoéu
veriznog razlomka

Fx)=a; + &
@y +

data je na sl 1.5,
- + oo
£ Primer 1.6, Posmatrajmo konvergentni red f (x) = % u,(x). Opdti ¢lan i parci-

[} Y I3 n
jalna suma ovog reda mogu se predstaviti u obliku

u ()=@@mx)u, | (x) i s, =8, tu (%),

1 n n
gde je s, = u, (x) .
U konkretnom slu¢aju hismo imali:

12



X
a)Za f(x)=e": g =1, @ (n,x)="-;
2

b)Za fx)=shx: uo=x,<1)(ﬂ,x)= (2’“_1)—2—” .

Ako je algoritam za priblizno odredivanje sume f (x) takav da se sumiranje
prekida kada je opSti ¢lan reda po apsolutnoj vrednosti manji od unapred zadatog
pozitivnog broja e, njegova blok Jema izgleda kao na sl. 1.6.

Pocetak

S1L1.5

SL16

= Primer 1.7, Neka je
1 (x i+ 1yI<1 Vx=0),

(Ixl+ Iy I>1Ax<0Ay<0),

[

z(x,y)=
3 (lxl+ lyI>1TAx<0Ay=0)

Na osnovu sl.1.7., na kojoj je ravan xQOp razdeljena na tri oblasti, obrazovan je
algoritam &ija je blok Sema data nasl. 1.8.

13



( Kraj}

Primer 1.8. Blok $ema algoritma za izraGunavanje vrednosti funkcije

SL1.8.

_))3 ‘—1 (])’ |<‘1)’
F(y)=S 2 1<y 1<2),

za n vrednosti promenljive x, pri Semu je y = x* +x—1,data je nasl. 1.9.

,j:Primer 1.9. Blok Sema algoritima za odredivanje sume proizvoda

predstavljena je na si. 1,10.

[j Primer 1.10. Blok $ema algoritma za reSavanje kvadratne jednadine

ax? +bx +c=0 (a5 0)
prikazana je nasl. 1.11.

14



f‘ Pocetak

yi o= x+x-1

da

F: =y3«1 F: =2y Fr

fiinr\

ne

ne

lyl <2

da

L ool

ne

S1.1.9.

Primer 1.11. Konstruisimo jedan algoritam za odredivanje svih prostih brojeva do
M (M prirodan neparan broj) i njihovo prebrojavanie.

Iz razmatranja, najpre, isklju¢imo sve parne brojeve. Neka je trazeni skup
prostih brojeva 4 = {al, Cee an} . Pri ispitivanju da li neparan broj / pripada sku-
pu 4, dovoljno je ispitati deljivost ovog broja samo brojevima iz podskupa {al e

15



i J ] 7 ...: m
O T

1 ‘a 11 a 12 a 1m
L 2] n+ e m-T)n+ 2

21 2y d22 82m

IL 2n | ]__nm

n i An2 S

Tabela 2.1
Neka su '
25123 18444 11111 6.102]
A= |- 1532 0.456 3470 2412

4210 0.345 0. 3.153

~ 1456  13.555 21,526 -24.654
B= 1.234  7.254 327144  0.542
~ 7.654 21.687 22,687  15.198

Sluéaj 1. Neka su elementi matrice 4 i matrice B dati na karticama, u formaty
8F10.3, po vrstama

Tkartica:a,1,a19,d13,%14,%21, 922,823,324,
Il kartica: @34, @39, 33,834,011, b19,b14, 014,
1Y kartica: by g, bas, bas, brs, bay, b33, bas, bag.

Programom

DIMENSION A(3,4),B(3,6),C(5,4)

%éﬁg(ﬁ:ﬁo) (CACT,d)od2Y,4),181,3), ((BLI,d),J81,4),121,3)
10 FORMAT(BF10.3)

Do 15 I81,3

Do 15 Jei.é
95 CCL,J)8ACL, JYI+R(T,J)

WRITE(5,25) ((6(T1,J),Jd=1,6),781,3)
25 FORMAT(1H1,5X, "MATRICA C'//(4F12.3))

cat.i EXIT

EWD

realizuje se odredivanje elemenata matrice C =4 + B. Izlazna lista ima oblik

MATRICA ¢

23,667 31,999 10,415 =18,552
=0,298 T.710 36,214 =1, 870
“3.6b6 22,032 22,687 18,361

18



Elementi matrice 4 (takode i elementi matrica B1i C) su memorisani prema ta-
beli 2.2. Primetimo da se elementi prve vrste matrice 4 memoridu u registrima sa
relativnim adresama 1, 4, 7, 10, elementi druge vrste u registrima sa relativnim ad-
resama 2, 5, 8, 11, i najzad, elementi trece viste u registrima sa adresama 3, 6, 9,
12.

N[ 2 3 4 N > | 3 4
L] e [z ho KR RN BN EA T
tloagg | aq2| 33 | 244 Vol oagy | ags | a3 | 232
Lz | [s| [s]| [1] lz| 5| lsf [
2 agy | 25| 323 | 24 2 1 Ay | agr | 224 | 233
s [e] [o] hz Ls| lof lof [
3] agy | a3p| 233 | 234 3| 313 | 322 | 331 | 234
Tabela 2.2 Tabela 2.3

Prethodni- program smo mogli realizovati i korii¢enjem jednodimenzionalnih
nizova, sa istim ulaznim podacima:

DIMENSION A(12),8(12),C(12)
READ(8,10) A,R

10 FORMAT(8F10.3)
pa 15 I=1,12

15 €¢1)=A(1)+8(1)
WRITE(5,25) C

25 FORMAT(IHA, 5%, "MATRICA C'//(4F12.3))
caLL EXIT
END

Nagin memorisanja elemenata matrice 4 dat je u tabeli 2.3. Primetimo da se,
u ovom sludaju, elementi prve viste matrice 4 memorisu u registrima sa relativnim
adresama 1, 2, 3, 4.

Pretpostavimo sada da su elementi matrica 4 i B dati na karticama u slede¢em
redosledu (po kolonama):

IKkartica:ay1,d01,831,812,022,832,813,823,
W kartica: @33, @14,424,834, 011,021,031, b12,
Il kartica: by 5, b3, 013,023, bas, Bia, baa, baa.

Tada odgovarajuéi program ima oblik

DIMENSION AC12),B(12),C(12)
READ(8,10) A,B

10 FORMAT(ABF10.3)
Do 15 I=4,12

15 C{I)=ACI)+B(I)
WRITE(S,20)

20 FORMAT(1H1,5X, '"MATRICA C'/)
DO 30 I=1,3



30 WRITE(5,25) (C(J),d81,12,3)
25 FORMAT(' ',4F12,3)

cALL EXIT
END

Registrovanje elemenata matrice 4 je kao u tabeli 2.2.

Sludaj 2.

Neka matrice 4; = [ ;i lnym 1 B2 =[ Dj]nxm imaju dimenzije manje od

dimenzija definisanih u naredbi ISIMENSION (3 x 4 ili 12). Na primer, neka je, u
konkretnom slu&aju, n = 2, m = 3 i neka su 4; i B, glavne submatrice tipa 2 x 3
prethodno kori§éenih matrica 4 i B respektivno.

Pretpostavimo da su elementi matrica 4, i By (u programu 4 i B) dati na kar-
ticama, u formatu 8F10.3, na sledeéi nadin:

Ikartica: @y, @12, a13, 851,022,023, D11,b14,
IIkarﬁca:bla,bzl,bzg,b23.

Program i izlazna lista, u ovom sludaju, su

10

15
20

30
25

DIMENSINN A(3,4),8(3,4),C(3,4)
READ(B,;5) N,M

FORMAT (214)

READ(B,103 (C(ACT,J).ds1,M), I, N),((BCT,J),J1, M), 121,N}

FORMAT(8F10,3)

D0 15 I=9,N

no 45 Jei,M
CCI,JI=ACToJ)4B(Tsd)
WRITE(5,20)
FORMAT(1HT 5%, 'MATRICA C'/)

DO 30 T=1,N
WRITE(S5,25)(C(1,d),J=21,M)

FORMAT(Y ',4F42,3)
CALL EXIT
END
MATRICA C
23,667 31,999 10,415 .
=0,298 7,710 36,214

Deo programa koji se odnosi na §tampanje matrice C' mofe se uprostiti ko-
rif¢enjem naredbe FORMAT, koja je definisana promenljivim celobrojnim aritme-
tiékim izrazom, Tada prethodni program postaje

10

19

2%

20

OIMENSTION A(3,4),B(3,4),C(%,4)
READ(B,5) NgM

FORMAT(211)

READ(B,10) ((ACTI,J)od21,M), T2, NI, ((BCI,J)oJ21,M),I21,N)
FORMAT(8F10.3)

DO 15 IE'],N
no 15 J=1.M

CeI,J)2A(T,J)¢BCI, )

WRIVE(5,20)
FORMAT (1HA,5%, YMATRICA C'/)
WRITE(S5,25)CCC(T1:,J),Jd21,M), 121, N)
FORMAT (Y ', <M>F12,3)

CALL EXIT
END



Nadin memorisanja elemenata matrice 4 dat je u tabeli 2.4.

N 2 3 4 N 2 3 4
L] Tef [7] Lo L] Tef 2 To
1 TR EE VoA |ag
2 5 8 I_ll 2 Ls_ 8 11
2 azli— az\;z_“ az‘i— 2 a12L'""*22 L‘ L’
T L LELE T E
Tabela 2.4 Tabela 2.5

Prethodna dva programa, korii¢enjem jednodimenzionalnih nizova (sa istim
ulaznim podacima), postaju

10
15

2n

25
30

io

en

30

DIMENSION AC12),8C12),C(12)
READ(8,5) N,M

FORMAT(211)

NMzMuM

READ(B,10) (ACTY,I31,NM) (B(IY,T=1,NM)
FORMAT(8F10,3)

DO 15 I=1,NM

C{I)sac1)+B(I)

WRITE(5,20)

FORMAT (1H1,5X, *MATRICA C'/)
NO 25 I=1,NM,M

lLeMad+]

VRITE(S,30) (C(J)JJEIVL)
FORMAT (Y ¥, 4F12,3)

CALL FXIT

END

DIMENSION A(12),B(12),C(12)
READ(R,5) N M

FORMAT(211)

NMzNaM

READCB,10) (ACTY, I21,MM)5 (B CT) 151, N4)
FORMAT(RF10,3)

DO 15 T=1,Nm

CCII=ACTY+BCI)

WRITE(5,20)

FORMAT C1HT,5X, '"MATRICA C'/)
WRTTE(5,30)(CCJY,J=1,NM)
FORMAT(Y ', aM»F12,.3)

CALL EXTT

END

U ovom sludaju elementi matrice 4, su registrovani kao §to je prikazano u ta-

beli 2.5.

Na kraju, pretpostavimo da su elementi matrica 4, i B, dati nakarticama, u
formatu 8F10.3, na sledeéi nadin {po kolonama):
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Lkartica:ayy,@,1,d12, 822,413,823, 011, D21,
11 kartica: bl 2, bz 2 bl 3, b23.
U sluéaju koriséenja jednodimenzionalnih nizova, imamo sledec¢i program:

DYMENSTON A(12),R(12),C0(12)
RFAD(H,5) MM
5 FARMAT (214)
PNy
RFAD(R,10) (A(TI),1=1,0M),(B(T),I=1,NM)
10 FORMAT(RF10,3)
N 15 I=1,NM
15 C(IY=A(I)+R(T)
WRITE(5,20)
20 FNRMAT(1H1,5X, "MATRICA Ct/)
N 2% T=1,N
25 WRITE(S,30) (C(J),J =1 .NM,N)
30 FORMAT(Y ',4F12,3)
catlL EXIT
END

Smestanje elemenata matrice 4, je dato u tabeli 2.6.

“ o 2 3 4
BRI KA
Va2
NBpOROED
N P YRR BT
D L6 | o | |12
30 a4 ] 23

Tabela 2.6

1.3. NIZOV]I I MATRICE U POTPROGRAMIMA

U ovom poglavlju razmotri¢emo slucajeve kada su nizovi i matrice argumenti
potprograma. U protivnom, ukoliko to nisu, imamo jednostavan sluc¢aj. Naime, tada
je potrebno, pomoéu naredbe DIMENSION, definisati maksimaine vrednosti in-
deksa u cilju obezbedenja potrebnog memorijskog prostora,

Kao $to je poznato (videti [1]), za nizove koji su argumenti potprograma;
obezbedenje memoriiskog prostora u okviru potprograma nije potrebno, s obzirom
da je to uginjeno u glavnom programy. Medutim, da bi se u potprogramu znalo da
se vadi o nizu, potrebno. je koristiti naredbu DIMENSION. lustrujmo ovo prostim
primerom. Neka je niz A argument u poiprogramu SIGMA (A, N, F), Tada je do-
voljno u naredbi DIMENSION staviti samo A (1), tako da podetni deo potprogra-
ma izgleda

SUBROUTINE SIGMA (A, N, F)
DIMENSION A (1)
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Fiktivni argument N ukazuje na konkretan broj elemenata niza A, Potguno
isti efekat je ako se stavi A (N). Poslednji oblik je dozvoljen samo u potprogramima,
za nizove koji su argumenti potprograma.

Nesto slozeniji slucaj javlja se kod matrica kada se nadu kao argumenti pot-
programa: Ilustrovaemo ovo na primeru matrice

1 2 3 4
K=!5 6 7 8 |-
9 10 11 12

U sledeéem programu, matrica K se generise, a zatim se pozivaju potprogrami
PP1, PP2,PP3iPP4, u kojima je redom, u naredbi DIMENSION, uzeto K (N, M),
K(,D,EKGDIK).

Iz odgovarajuéih potprograma §tampa se matrica K za sve moguée viednosti
NiMW=1,2,3; M=1,2,3,4).

DIMENSTON K(3,4)
DO 20 I=1,%
DN 20 J=1,4

20 K(I1:,J)e(Tl=1)ub4]
DO 10 1Jd=s1,4
WRITE(5,11)1J

11 FORMAT(VA1,6%, "MATRICA K U PPV, T9//76X, 'NY, 94X, 1M1 /)
DO 10 N=1,3 )
DO 10 Ng1pla
GO TO(1,P,3:,4),1Jd

1 CALL PPACK, N M)
GO T0 1qo0

2 CALL PP2(K,N,M)
GO TO 10

% CALL PPI(K,N,M)
GO T0 10

4 CALL PP4L4LK N, M)

10 CONTINUE
CALL EXIT
END

SURROUTINE PRI (HaNM)
NIMENSTON K (N, #)
PRITE(S 20 M, M, (CH(T, ), Js1,M),I21,N)
20 FORMATC/Z6X, 112X, 110<M>TA/T{9X,2M>14)) /)
RETURN
END

SUBROUTIME PP2{K,N,M)
DIMENSION K(1,1)
WRITE(S, 200N, M, ((K(T,3)ad=1,M),Ta%,.,
20 FORMAT(/6X,T1,1Xe 11, <M T4/0(OX, aM>]4)) 7.
AETURN
EnD
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SUBROUTINE PPE(K,N,M)
DIMENSION K(3,1)
WRITE(S, 203N, M, ((K(I,J)oJe1,MysT81,N)
20 FORMAT(/6X,T1, X 11, <4016/ ((9X,<M=14)1)/)
RETURN
END

SURROUTINE PP4 (KN, M)
DIMENSTION K(1)
WRITE(S5,10)IN,M
10 FORMAT(/5X,212)
NMENaM
DO 15 Is1.N
15 WRITE(5,20) (K(JIY,JdsI NM,N)
20 FORMAT('+1, <MPIL/(OX aM»IhY)
RETURN
END

Elementi matrice X smesteni su u redosledu (po kolonama)

Elementi
matrice K| 1 5§ 9 2 6 10 3 7 11 4 8 12
Relativna
adresa |1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12

Pri prenofenju matrice K u potprogram moZe se, pri nepravilnoj definiciji u
naredbi DIMENSION, doéi do pogresnog rezultata, §to se lepo vidi iz ovog primera.

Posmatrajmo, najpre, potprogram PP1, gde je u naredbi DIMENSION stavlje-
no K (N, M). Pri ovome, za fiksirano N i M (1 SN <3; 1 <M <4) iz niza eleme-
nata matrice K uzima se prvih & - Af elemenata, na osnovu kojih se formira nova
matrica sa /V vista i M kolona. Na primer, za N = 2 1 M = 3 uzima se prvih Sest ele-
menata: 1, 5,9, 2, 6, 10, na osnovu kojih se formira matrica tipa 2x 3

19 6J
5 2 10
Primetimo da se tadan rezultat dobija kada je N = 3, tj. kada V ima vrednost
maksimalnog prvog indéksa u naredbi DIMENSION u glavinom programu. Naravno,
tacan rezultat se dobijaiu sluéaju kadaje M = 1.
Potpuno isti rezultat se dobija ako se w potprogramu umesto matrice koristi

niz (potprogram PP4), §to znadi da su elementi niza jednaki elementima matrice,
koji su poredani u niz kolona po kolona.

Ako je u naredbi DIMENSION u potprogramu prvi indeks matrice isti kao u
naredbi DIMENSION u glavnom programu (videti PP3), na osiiovu prethodnog mo-
7e se zakljugiti da ée elementi matrice u potprogramu imati pravilan tretman.

U potprogramu PP2 u naredbi DIMENSION je uzeto K {I,1). U ovom sluéa-
ju, niz elemenata matrice K, u potprogramu se tretira kao da matrica ima samo jed-
nu vrstu. Na primer, za N = 21 M = 3 dobijamo u prvoj visti redom elemente 1,5, 9,
dok se elementi kolona, normalno, dobijaju po pravilnom redosledu niza, polazeéi
od odgovarajuéeg elementa prve vrste. Dakle, na ovaj naéin dobijamo matricu
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[

1
5

5
9

9
2

}o

Pri radu sa matricama u potprogramu, treba postupati dosta obazrivo i uvek
imati na vmu prethodno razmatranje. Bolje je, medutim, u potprogramima raditi

samo sa nizovima, o Gemu ée biti re¢i u drugoj glavi. Slededi deo programa

IK=K+I
10 B(K)=A (1))

vréi konverziju matrice A tipa N x M u niz B duzine N - M.

MATRICA K U PP1

N M
i1 9
12 1 5

1 & 4 5 9
2 1 q
5
2 2 1 9
5 4
23 4 9 6
5 2 10
2 4 1 ? 6
5 2 10
31 1
5
9
32 1 i
5 )
9 10
33 1 2 3
5 é 7
9 10 11
3 4 1 2 3
§ & 7
g 10 11

Y

MATRICA K

N W
11 1
i 2 1
13 1
1 4 1
21 1
5
2 2 1
5
2 3 1
5
2 4 1
5
31 1
5
9
32 1
5
¢
33 q
5
9
3 4 1
5
9

U pPpe
]
H 9
5 9
5
9
5 9
9 2
5 9
9 2
3
9
2
5 9
9 2
2 é
] 9
9 2
2 &

S O

25



MATRICA K U PP3 MATRICA K U PP&

NoM N M
L 11 1
1 2 1 2 1 2 1 5
13 1 2 3

21 1
5 L2 7
5
22 1 2
5 4 22 1 o
5 2
23 1 2 3
5 6 7
23 1 e 4
5 2 10
24 1 2 3 a4
5 6 7 8
24 1 9 6 3
5 2 16 ¥
39 1
5
39 9
° 5
Q
32 1 2
56 50 1
v 10 9 10
33 1 2 3
33 2 3
6 7 5 & 7
9 10 41 9 10 1
34 1 2 3 & 34 9 5 4
5 & 7 & °5§"§§
9 10 1 12 § 10 41 12

1.4. PREGLED BIBLIOTECKIH FUNKCIJSKIH POTPROGRAMA
Z4 RACUNAR PDP—11/40

U ovom poglavlju dajemo pregled biblioteckih funkcijskih potprograma koji
se mogu koristiti u svakom programu, navodenjem njihovih imena. U priloZenoj ta-
beli, za tip argumenta i tip rezultata, koriféene su sledece oznake:
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1 celobrojna velicina (INTEGER)

R realna veliGina obigne tagnosti (REAL)
D realna veli¢ina dvostruke tagnosti (DOUBLE PRECISION)

C kompleksna veliina (COMPLEX)

z=x+iy, Rez=x, Imz=y
Ix1 apsolutna vrednost

[x] celi deo od x

sgn x znak od x.

OBLIK TIp OPIS
UFORTRANu | u matematici arg.| rez.

ABS (X) x| R | R
1ABS (1) 17 | I I Apsolutna
DABS (X) Ix | b | D yrednost
CABS (Z) |z)=/x?ty? C | R
FLOAT (I) i | R
IFIX (X) R | I
SNGL (X) D R Konverzija
DBLE (X) R D velidina
REAL (Z) Rez=x C R
AIMAG (2) Imz=y C R
CMPLX (X,Y) z=z+iy R| C
AINT (X) [ 1x1]sgnx R| R
INT (X) R i Odbacivanje decimala
IDINT (X) D | I datom broju
MOD (1,J) i(modj) I I Modularna
AMOD (X,Y) x—y [Z£] R| R aritmetika
DMOD (X.Y) Y DD
AMAXO (13, .. )i max (G7,..) I R
AMAX] (XY, ... R| R Odredivanje
MAXO (1,1,..) i I maksimalnog
MAXI (X,)Y,..) R 1 argumenta
DMAXI (XY, ... DD
AMING (13,..) {min(i,7,..) I R
AMINL (XY, ...) R R Odredivanje
MINO (13, ..) 1 1 minimainog
MINI(XY,..) R H argumenta
DMINT (.Y, .. ) D | D




]

SIGN (3,Y) Iplsgn x R | R Znak prvog argumen-
ISIGN (1,]) I I ta dodeljuje se modu-
DSIGN (X,Y) D |D lu drugog argumenta
DIM (X.Y) x—min (x, ») R | R Pozitivna
IDIM (1Y) i—min (4,7 ) I I razlika
EXP (X) e* R | R
DEXP (X) D | D Eksponencijalna
CEXP (Z) é’ C C funkcija
ALOG (X) log, R .| R
ALOGI10 (X) logyig x R | R Logaritam
DLOG (X) D 1D
DLOG10 (X) D |D
CLOG (Z) log, z C C
SQRT () Vx R [ R
DSORT (X) D | D Kvadratni koren
CSQRT (Z) vz c | cC
SIN (X) sin x R R
DSIN (X) D D
CSIN (Z) sin z C C Trigonometrijske
COs (X) cos X R | R funkcije
DCOS (X) D |D
CCOS (Z) cos z C C
TANH (X) thx R |R Hiperboli¢ki tangens
ATAN (X) arctg x R |R
DATAN (X) D |D Inverzna funkcija od
ATAN2 (XY) reta R [ R tangens
a —
DATAN2 (X,Y) £y D |D
CONIG (7) x—iy C C Konjugovani broj
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2. METODI OPTIMIZACIJE FORTRAN PROGRAMA
2.1.UVOD

Algoritamski re8iv problem moZe se programirati na viSe razligitih nadina.
Programi koji ispravno resavaju jedan isti problem-mogu se prema svojim perfor-
mansama prilino razlikovati. Na primer, prema zauzeéu memorije i brzini izvrienja,
razlike dostiZu i odnos 1:50. Novije verzije kompajlera, podrZane medernijim proce-
sorima i operativnim sistemima, imaju u sebi ugradene rutine za izvesnu optimizaci-
ju programa. Razume se, logi¢ka optimizacija programa je bila i ostala primarni za-
datak koji se reava u dijalogu &ovek — masina. Optimizacija koja se odnosi na opti-
malnu hardversku podr¥ku programa, odnosno optimalno koriséenje postojece ragu-
narske konfiguracije, obuhvata:

1. Tagnost izratunavanja;
2. Racionalno korii¢enje unutrainje memorije ratunara;
3. Brzinu izvrienja.

Naredbe i podaci potrebni za izvrienje programa smestaju se u unutrasnju—
operativau memoriju, Razlidite operacije nad podacima odvijaju se u komunikaciji
izmedu memorije i komandnog organa — procesora. Kako je memorija ogranide-
nog kapaciteta, u nju realno moze da stane ograniden broj naredbi i podataka sto
znadi da je velidina programa ogranidena kapacitetom centralne memorije. Prob-
lem racionalnog koriséenja memorije refava se na viSe nacina:

— Izborom optimalne duzine podataka; _

— Vifestrukim korii¢enjem istih. memorijskih prostora i to:
a) na nivou promenljivih,
b) na nivou programskih celina.

2.2. TACNOST IZRACUNAVANJA

U skoro svim numerickim problemima, izlazna informacija, ili kako se &ece
kaze numeri¢ko resenje, pradeno je greskama &iji izvori mogu biti razli&iti. Medu-
tim, u opstem studaju, moZe se reéi da greska izlazne informacije potite od

1. greske ulazne informacije;

2. greske algoritma,

i moZe se predstaviti sledeéim blok dijagramom:
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GreSka ‘ ‘ Greska
L_ﬂazne Greska — izlazne
informacije algoritma informacije

U ovom poglavlju ukazaemo samo na neke vaZnije pojmove koji se srecu pri
analizi gresaka,

Priblizan broj X je broj koji zamenjuje taan broj x u izradunavanjima i nez-
natno se razlikuje od njega. Odgovarajuca greska* je

e=xX — X

Svaki broj x moze se predstaviti u normalizovanom obliku

(2.1) x=(x0aja; ... apey,, ...)b" (g, #0),

gde je » osnova brojnog sistema, a @ (/= 1,2, .. .) cifra brojnog sistema (0 <¢; <b).
Broj £ 0. aya, . .. aa . i zvaéemo mantisom i oznadavati sa x*. Broj &k

zvaéemo karakteristikom. Dakle, moZemo pisati

x = x*b"

Najéese je u upotrebi binarni ili decimalni brojni sistem, tj. b= 2 ili b = 10.

Za x se kaZe daaproksimira broj x sa m znalajnil cifara ako je m najve-
¢i broj cifara mantise, za koji [%* — x* | ne prelazi jedinicu m—tog mesta.

U praktiénim izradunavanjima, primenom elekironskih radunara, prinudeni
smo da radimo sa jednim vrlo uskim skupom brojeva. Naime, svaki realni broj ob-
lika (2.1) koji se dobija kao rezultat odredenih radunskih operacija, zamenjuje se
pribliznim brojem oblika

x =(0.a10, ... a ) b" (a; #0).

U ovom slugaiu kaZzemo da imamo mantisu sa # razreda.
Proces odbacivanja cifara mantise u broju x, podev od cifre a, , , naziva se
prosto odsecanje. Apsolutna greska pri ovome je

lel<pk-n,

Apsolutna greska, pri zameni broja x brojem X , moZe se smanjiti ako se ko-
risti tzv. postupak zaokrugljivanja brojeva. Taj postupak se sastoji u slededem:

10 Akoje

a

1
—1
ae1 Tl b +...<2b

koristi se prosto odsecanje;

) Gesto se ova greska naziva apsolutnom greskom. Medutim, ovo je pogreino ier je apsolutna
greska le [= | —x |
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29 Akoije _ 1
J a ., ta b 1+"'>_§b

cifraa  se povetava zajedinicu, acifrea, , , @ _,,,. .. se odbacuju;

39 Akoje

1
._1 -
Phe1 +an+2b +~--“2b

ravnopravno se mogu koristiti pravila 191 29.

Na radunskim masinama zackrugljivanje se najéesée izvodi dodavanjem broja

2
slugaju 39 uvek @ zamenjuje sa a, + 1 (pravilo 29).

Napomenimo da se kod ruénog zaokrugljivanja brojeva u dekadnom sistemu
(b = 10) u neresenom sludaju 39 preporuduje sledeée pravilo:

Ako je cifra 2 paran broj koristiti pravilo 19, a ako je neparan broj koristiti
pravilo 29.

Na primer, sukcesivno zaokrugljiivanje broja m = 3.1415926535897932 daje
redom brojeve:

B*~™ rezultatu x, a zatim se vrsi prosto odsecanje. Ovo znadi da se u nerefenom

3,1415926535897932
3,141592453589793%
3.146159265358979
3,14615926535898
3.141592653590
3,146159265359
3,14615926536
3.1461592454
3,16159265
3.14615927
3,1461593

3.94159

3.14176

3,142

3.4

3.1

3,

Apsolutna greska kod zaokruglienog broja je
: 1
lel<—p— 0tk

2 .

Detaljnija analiza gresaka mozZe se na¢iu {2].

2.3. RACIONALNO KORISCENJE UNUTRASNJE MEMORIJE RACUNARA

2.3.1. Smestanje podataka

Najmanja adresibilna jedinica memorije je bajt (byte). To jé skup od osam
osnovaih jedinica memorije — bitova. Dva susedna bajta ine Sesnaesto bitnu re¢,
koja se Sematski moze prikazati kao nasl. 2.1,
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gornii bajt | donji bajt
l i 1 [ l L.l i ? i i T i 1

15 B -7 0

SL2.1

Memorija se moZe posmatrati kao niz adresiranih. bajtova (sl. 2.2), ili niz parova
bajtova — niz re&i (sI. 2.3). ’

Ukazimo sada na nacine smestanja podataka u memoriji ratunara.

L. Smestanje INTEGER brojeva. Celi brojevi se smestaju u binarnoj komple-
mentamnoj reprezentaciji (videti sl. 2.4) u jednu re¢ (dva bajta), §to se zahteva pri
kompilaciji programa zahtevom ,,/ON“ (ONE WORD = ONE INTEGER). Bez
zahteva ,,ON*“‘, celobrojne konstante i promenljive zauzeée adresom dve redi, dok
¢e se njihova vrednost smestiti u jednu re&. Celobrojne konstante i promenljive mo-
raju da leZe u intervalu od — 32768 do. + 32767,

8-bitni bajt -16~bitna rec
R, N,
. donii 000000 000001 gornji donji. 000000
rec gornid 000001 000003 gornji donji 000002
; dongi 000002 000005 { ——gornji donJi 000004
rec { gornji 000003
donji 000004
Jornii 000005
M
Mws”“ e S e
donji 177774
govnyi 177775 —
donji 177776 177775 |__90rnJi donji 177774
qornis 177777 177777 gornii donji 177776
$1.2.2 S1.2.3
znak
?:j binarni broj
5 1h 0
SL.2.4

2. Smestanje REAL brojeva (obi¢na tagnost) . REAL brojevi se predstavjaju
u pokretnoj tagki (Floating Point) i smestaju u dve redi—detiri bajta (sl. 2.5). Kako
je bit najvece teZine mantise, posle izvrSene normalizacije uvek jednak 1, postize
se efektivna preciznost od 24 bita ili aproksimativno 7 decimalnih cifara. Ovim se
postiZe registrovanje brojeva koji leZe pribliZno u intervalu od 0,14 - 10-38 do 1.7 .
- 1038 Naravno, ovde je re& samo o brojevima sa najviSe 7 znadajnih decimalnih
cifara.
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re¢ n+2:

?zf eksponent mant;gaaviéeg
'S 1w 7 6 0
mantisa niZeg reda
15 0
SL 2.5

3. Smestanje REAL brojeva (dvostruka taénost). Brojevi dvostruke tadnosti
se smeitaju u 4 re¢i—8 bajta (videti sl. 2.6). Efektivna preciznost je 56 bitova ili
aproksimativao 16 decimala. Broj po apsolutnoj vrednosti mora da lezi u intervalu
0d 0.14 . 10—28 do 1.7 - 1038,

rec n:

reé¢ n+2:

re¢ n+d:

re¢ n+6:

4. Smestanje komplelcsnih brojeva. Kompleksni broj se predstavlja parom real-

znak
= - s
?z_ eksponent mant;ggav1seg
15 ik 7 6. 0
mantisa niZeg reda
15 1]
mantisa niZeg reda
15 0
mantisa najniZeg reda
18 0

S1.2.6

nih brojeva datih u obi¢noj tagnosti (sl. 2.7).

znak N
=+ mantisa
P e A
rec n 1=-| eksponent videg reda
15 14 7 & 0
red n+2: mantisa niZeg reda
1y 0
znak
. 0=+ o
re¢ n+d: eksponent mantisa
et n+é 1=- P viseg reda
TS 18 TE 3
re¢ n+6: mantisa niZeg reda
15 1]
S1. 2.7

>

realni deo

deo

imaginarni
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5. Smestanje podataka tipa BYTE (il LOGICAL* 1}. Brojevi se smestaju u je-
dan bajt, piema sl. 2.8, 1 mora da se nalaze u intervalu od —128 do +127.

Nespecificirano podatak

15 8 7 0

SI1.2.8

6. Smestanje Hollerith—podataka. Tekstovi, alfanumericki znaci (karakteri),
smeitaju se u memoriji po jedan karakter u jedan bajt, s time da pretposlednji bajt
ostaje prazan u sludaju nepamog broja karaktera. Maksimalan broj karaktera je 255
(videti sl. 2.9).

rec¢ 0: 2. karakter t. karakter

15 == (I o
re¢ 2: 4. karakter 3. karakter

15 ’ g 7 0

¢ D, - n-ti karakter

rec =: prazno—408 (n<255)

15 8 7 0

S1.2.9

7. Smedtanje podataka tipa LOGICAL. Logicke promenljive se memoriu
jednoj redi i mogu se koristiti u logiékim i aritmeti&kim izrazima, Logi¢ke vied-
nosti TRUE i FALSE prikazane su na si. 2.10.

True: 1 7 7 7 7 7
15 0
False: 0 0 0 0 0 0
15 o
S1.2.10

U logigkoj iF naredbi svaka vrednost razlidita od FALSE iretira se kao TRUE.
U tabeli 3.1 daje se pregled smestanja predhodno navedenih podataka u me-
moriji.

Vrsta podatka DuZina podatkalbajt]
Minimall Maksim{Stand.

I T EGER 2 4 4

REAL(REA L*B) 4 B 4

COMPLEX 8 8 8

LOGTICAL(BYTE) 7 z 2

Hollerith 2 255 2-255

Tabela 3.1
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2.3.2. Odredivanje duzine podataka

Za sve podatke koriséene u programu pretpostavlja se standardna duZina. Po-
red standardne duZine, postoji i minimalna i maksimalna duZina podataka. U za-
visnosti od programskih zahteva, odreduje se optimalna duzina, s ciljem da se zauz-
me minimalni memorijski prostor.

Tip promenljivih u prograrmu se moZe definisati opisnom naredbom za impli-
citnu deklaraciju

IMPLICIT lista,
ede su elementi liste oblika

tip*s (niz pocetnih slova),

s je duZina podataka u bajtovima koja se odnosi na odgovarajucu vrstu promenljivih,
¢ija imena pocinju slovima navedenim u nizu. Ako promenljive koje se implicitno
deklarisu imaju standardnu duZiny, lista se pie u obliku:

tip (niz podetnih slova).

Implicitno definisanje tipa promenljivih koje visi sam kompajler odgovara
naredbama:

IMPLICIT REAL (A-H), (0-2)

IMPLICIT INTEGER (I-IN)

Naredba

IMPLICIT INTEGER (X, Y, Z), REAL* 8 (R, S, T)
znadi da ée sve promenljive ¢ija imena podinju slovima X, Y, Z biti celobrojne i sva-
ka ée zauzeti 4 bajta—2 re&i (bez specifikacije ,,/ ON‘* pri kompiliranju, §to znaéi da
se jedna celobrojna promenljiva smesta u jednu re¢—dva bajta), a promenljive &ija
imena poéinju slovima R, S, T bice realne promenljive dvostruke tadnosti, duZine
4 rei—8 bajtova.

Pri implicitnom odredivanju tipa promenljivih treba obratiti paZnju na to da
ne promenimo tip nekih bibliote¢kih funkcija (svih osim onih koje daju komplek-
san rezultat ili rezultat dvostruke tadnosti). Tako ée funkcija FLOAT u programu:

IMPLICIT INTEGER (A-Z)

REAL X

I=1

X =FLOAT (D)

da generife pogrefan rezultat tipa INTEGER i da ga dodeli promenljivoj X. Ovaj
program mora da sadyZi i naredbu za eksplicitno definisanje tipa promenljive:

REAL FLOAT :

Eksplicitno odredivanje tipa promenljivih za svaku odredenu promenljivu il
polje (niz, matricu) vid se naredbama:

INTEGER

INTEGER*2 (isto kao INTEGER)

REAL

REAL* 4 (isto kao REAL)

DOUBLE PRECISION

REAL* 8 (isto kao DOUBLE PRECISION)

COMPLEX

LOGICAL

BYTE

LOGICAL* 1



Predhodno data razmatranja mogu se koristiti-za optimizaciju duZine podata-
ka.

2.3.3. Visestruko koriséenje memorijskog prostora na nivou promenljivih

Visestruko kori§enje memorijskog prostora na nivou promenljivih moZe se
primeniti

— unutar jednog programa,

— od strane viSe programskih jedinica.
Opisna naredba za viSestruko korid¢enje memorijskog prostora na nivou promenlji-
vih unutar jednog programa definise zajedni¢ka polja i ima oblik

EQUIVALENCE lista, '
gde je lista spisak promenljivih razdvojenih zarezima koji zauzimaju isto mesto u
memoriji ako su iste duzine, ili se preklapaju, ako su razli¢itih duzina. Tako, na pri-
mer, imamo '

EQUIVALENCE (J K), (TEZ, DUZ), (A, B, C)
§to znaci da ée promenljivim J i K biti dodeljeno isto polje u memoriji duzine 2
bajta, realnim promenljivim TEZ 1 DUZ isto polje duzine 4 bajta (2 reéi), i promen-
liivim A, B, C polje duzine 4 bajta. Bez koriiéenja predhodne naredbe za smestanje
u memoriji bilo bi nam potrebno 24 bajta (J, K, TEZ, DUZ, A,B,C - 2x2+5x4
= 24). Korii¢enjem naredbe EQUIVALENCE potreban memorijski prostor se svodi
na 2 +2 x 4 =10 bajtova.

Ako imamo

DIMENSION A (100), B (100)

EQUIVALENCE (A, B)
usteda u memoriji ¢e biti 400 bajtova.

Za promenljive razliitih duzina zajedni¢ko polje odredeno je promenljivom
najveée duzine. Na primer, ako imamo

COMPLEX C1, C2

REAL*8 A,B,C

REALI,T,K

INTEGER*2 KOKA, KOLA

LOGICAL 14,13

FQUIVALENCE (C1, C2, A, B,C,I,J,K,KOKA,KOLA, L4, L3)
polje sa rasporedom promenljivih izgleda kao na sl. 2.11.

Nizovi se takode mogu smestati u zajednicka polja sa obiénim promenljivim
ili sa drugim nizovima. Naredbe

DIMENSION Y (20)

EQUIVALENCE (Y, X)

imaju isti efekat kao i naredbe

DIMENSION Y (20)
EQUIVALENCE (Y (1), X).
Raspored promenljivih, definisanih naredbama
DIMENSION X (7),Y (3),Z (2,2)
EQUIVALENCE (X (5), Y (3),Z (2,1)

u zajednickom polju izgleda kao na sl. 2.12.

U daljem tekstu razmotriéemo viestruko koriséenje memorijskog prostora
na nivou promenljivih od strane vise programskih jedinica.
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- zajednicko polje
8 [ 7 1 6 [ 5 [ & [ 3 T 21 T Jbaiv)
C1
c?
A
8
C
I
J
K
KOKA
KOLA
L4
L3
SL.2.11
polje )
b, | sl | alw, L wls, | R | iolo,7fs,olu, afz 1](bait)

X(7) | x(6) | X(5) | X(8) { X(3) | X(2) X(1)
Y(3) | Y(2) § Y(1)

(2,2 ¢, ) ze2, 1) 2(1,1)

Sl 2.12

Dok naredba EQUIVALENCE qmoguéuje visestruko koriséenje istih memo-
rijskil prostora unutar jednog programa ili potprograma, postoji potreba za vife-
strukim koris¢enjem istih delova memorije od strane vise programskih jedinica—pro-
grama, potprograma ili niza povezanih programa. Naredba za definisanje zajednicke
zone je

COMMON lista,

gde je lista spisak promenljivih, medu sobom odvojenih zarezima. Ako u programu
imamo

COMMON X1, X2, X3,1,J

a u potprogramu naredbu

COMMON A,B,C, L, M

tada e zajedniéki prostor u memoriji biti kao na sl. 2.13.

program

J I X3 X2 X1
16 T15 T14 713 |12 11 107 9 8T716 7151431271
M L C B A
potprogram
S1.2.13
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Jasno je da naredba COMMON omoguéuje ulaz podataka iz programa u potprogram
i obrnuto, bez njihovog navodenja kao argumenata potprograma, §to doprinosi,
zbog direktnog adresiranja, poveéanju brzine izvrSenja programa.

Pored neimenovanih zona navedenih u COMMON opisu, postoje i imenovane
zone, koje sadrZe grupu ili blok promenljivih:

COMMON /R/X,Y/ /B,C,D

Ovde imamo blok—zonu R, koja sadrZi promenljive X, Y i neimenovanu zonu sa
promenljivim B, C, D. Ova naredba se moZe napisati i ovako:

COMMON B,C,D/R/X,Y
Ako, na primer, program sadrZi:

COMMON A,B/R/X,Y,Z .
kao prvu naredbu za zajednicko podruje, a potprogram sadrZi naredbu:

COMMON /R/U, V,W/ /D, E
pristup istoj zoni memorije iz programa i potprograma izgledace kao na sl. 2.14.

program
B A y4 Y X
200 | 7] 1 D32l ] Jots] T 151 4] 1 T1 |+ hajt
E | i) W v v
potprogram
Sl 2.14

Kombinacijom naredbi COMMON i EQUIVALENCE mogu se postici jof vece
ustede u memorijskom prostoru. Na primer,

COMMON /R/X,Y,Z
DIMENSION A (4)
EQUIVALENCE (A, Y)

prouzrokovaée raspored u memoriji prikazan na sl 2.15.

[

12

|9

<~bajt

A(3)

z
l
A(2)

91.2.15
Medutim, nepaZljivo programiranje moze dovesti do pogre$nih zahteva. Neka
je, na primer, dato:

COMMON /R/X,Y,Z
DIMENSION A (4)
EQUIVALENCE (X, A(4))
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S obzirom da je izvrieno preklapanje prve promenljive bloka R, X i Eetvrtog &lana
niza A (4), niisu ostavljena mesta za A (1), A (2)1 A (3) (videti sl. 2.16).

l

[ v S

A4) | AGY 1 A() 1A

faN]

S1.2.16

Da ne bi doslo do pogresnih opisa promenljivih prouzrokovanih nekorektnim
redosledom opisanih naredbi, navodimo njihov ispravan redosled.

1. Eksplicitna deklaracija vrste promenljivih (INTEGER, REAL, DOUBLE
PRECISION, COMPLEX, LOGICAL, BYTE);

2. Implicitna deklaracija vrste promenljivih (IMPLICIT);

3. Navodenje imena potprograma koji se javljaju kao argumenti drugih pot-
programa (EXTERNAL);

4. Dimenzionisanje polja (DIMENSION),

5. Definisanje zajedniGkog memorijskog prostora za viSe programskih jedini-
ca (COMMON);

6. Definisanje zajednickog memorijskog prostora u jednoj programskoj je-
dinici (EQUIVALENCE);

7. Funkcijske naredbe;

8. Programska procedura.

2 3 .4 Visestruk o koris¢enje memorijskog prostora na nivou programskih celina

Vilo éesto se defava da i pored optimalnog koriséenja memorije na nivou
promenljivih, veli¢ina programa prevazilazi kapacitet memorije. Taj problem se re-
fava deobom programa na manje programske jedinice (segmente) i uvodenjern tih
segmenata u memoriju prema potrebi—po pozivu. Preklapanje (OWERLAY) prog-
ramskih jedinica vr¥ se tek onda kada je prethodna jedinica zavr§ila rad i pozvala
narednu. Ovakva organizacija se zove LOCAL (load—on—call). Na primer, ako se
program sastoji iz vise programskih jedinica, sekvencijalna ema programa (sl. 2.17)
se moZe preurediti u razgranatu §emu prema sl. 2.18. Razgranata struktura progra-

A5k A 'ISk
B 5k ! [
¢ sk SkI B - c ISk
U hok : o
E F ISk
tok | | P
£ sk
F 5k
Si,2.17 S1.2.18



ma koja se bazira na preklapanju programskih jedinica Bi C,D,E,FiDiE,F, na-
ravno ne u isto vieme, omogudéiée smestanje programske strukture veli¢ine 45 kW
(kilo—re&i) u memoriji veliine 20 kW. Princip ovakve organizacije (LOCAL-
--OWERLAY) je da se u jednom trenutku u memoriji nalaze samo aktivni program-
ski delovi, a da se ostali delovi uvode u memoriju samo po potiebi, na poziv opera-
tivnog sistema. Uvodenje potrebnih programskih delova u memoriju moZe se vriiti
na kraju izvriene programske jedinice naredbom CALL LOAD (,,ime nove program-
ske jedinice®), ili automatski, programiranjem $eme redosleda uvodenja program-
skih segmenata u memoriju, §to je podrZano operativiim sisternom. Medurezultati
programa moraju se &uvati u posebnom delu memorije sa kojim se nikada ne vrii
preklapanje i koji se zove osnovni deo programske strukture ili koren (ROOT), oz-
nacen u femi sa A. O uticaju ovakve organizacije smestanja programa u memoriji,
na brzinu izvidenja programa, bice redi u daljem tekstu.

2.4.BRZINA IZVRSENTA

Dve osnovne karakteristike operativne—brze memorije u pogledu brzine su
vieme pristupa i memorijski ciklus, §to za sistem PDP11/40 iznosi:

vreme pristupa 360 ns;

memorijski ciklus 900 ns.

Za numeri¢ki orijentisane probleme od velike su vaZnosti bizine izvrfavanja
aritmeti¢kih operacija (FLOATING POINT), koje su date u tabeli 4.1,

Min Max Srednje
Oparacijal vrene vreme vreme
fus] | fus] | ns)
+ 186.78 34.18 26.48

- 19.08 34.18 26.48

* 29.00 37.50 33.25
/. 46.72 55.22 50.97
Tabela 4.1

Pri radu sa diskovima (kori§¢enje virtuelne memorije na disku), vaZno je znati
karakteristike disk jedinice RKOS:

— kapacitet 1.2 - 10° redi;

— vrere pristupa 70 ms;

— vreme prenosa 11 ys.

Sada éemo ukazati na izvesne nacine za povecanje brzine izvrienja programa.

Pri nepaZljivom pisanju programa pojedine aritmeticke operacije mogu se
nepotrebno ponavljati, §to poveéava vieme izvrienja. Na primer, umesto

Ql=A+X=Y
Q2=B+Y +X
Q3=X+Y+C
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treba pisati

T=X=*Y

Ql=A+T

Q2=B+T

Q3=T+C
Umesto

DG 101=1,100

10 §S=2.0+Q*A(D+S
treba pisati
P=2.0+Q
DO 101=1,100
10 S=P*A(+S
gde izvladenjem izraza 2.0+ Q ispred petlje eliminifemo 99 operacija mnoZenja.
Zamenom jedne aritmeticke IF naredbe oblika
IF (X — 3.141592) 10, 20, 10
10 CONTINUE
naredbom

IF (X.EQ.3.141592) GO TO 20
10 CONTINUE

§tedimo viSe operacija testiranja i grananja.

Svi podaci u memoriji radunara su adresirani da bi mogli da budu pronadeni
i da bi mogli da budu podvrgnuti Zeljenim operacijama. Postoje dva osnovna nadina
adresiranja podataka u memoriji:

a) direktno adresiranje

b) indirektno adresiranje.
Ove dve vrste adresiranja imaju vife razliditih podvrsti o kojima nece biti reéi. Pri-
stup direktno adresiranim podacima je brZi pa iako je programeru u FORTRANu
teze da podesi naéin adresiranja ima primera gde se to moZe postici:

Primer 2.4.1. Ako imamo potprogram tipa SUBROUTINE ili FUNCTION, adresi:
ranje parametara potprograma je indirektno pa je prenosenje argumenata iz progra-
ma u potprogram i obrnuto sporije. Brzina izvrienja se moze povecati ako se umesto
programa i potprograma oblika '

Potprogram: , _ Program

SUBROUTINE PRIMER (A,B,C D)

A=, CALLPRIMER (X,Y,Z,T)

B=... -

: END
RETURN

END
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napisu program i potprogram u obliku:
SUBROUTINE PRIMER COMMON X.Y,Z.T
COMMON A B,CD .

_— CALL PRIMER

RETURN END
END

Kada radimo sa poljima veéih dimenzija od 1, usled toga $to radunar radi
samo sa jednodimenzionalnim nizovima (vektorima), interno preradunavanje adre-
sa dovodi do velikih gubitaka u vremenu. Zato se preporuduje rad sa jednodimen-
zionalnim nizovima umesto viSedimenzionalnih (matrica).

Na kraju, ukaiimo kako segmetacija programa utide na brzinu izvifenja prog-
rama.

Kada se, usled veligine programa, vr§i njegova podela na segniente koji se po
pozivu (load—on-—call) uvode w iste blokove interne memorije, dolazi do velikih
gubitaka vremena. Jasno je da se preporuduje stvaranje §to vecih mitina za prekii-
vanje, jer se tako broj uvodenja u memoriju smanjuje, a time i gubici u vremenu.
Tehnikom prekrivanja (OWERLAY), omogucuje se rad veéih programa na radun
vremena izvrSenja, §to se vidi sa slike 2.19.

yreme eme

G[H D

o

memorija

memovrija



3. PROGRAMIRANJE UVODNIH PROBLEMA

U ovoj glavi da¢emo veci broj kompletno reenih problema, koji imaju za cilj
savladavanje osnovnih principa programiranja, kao i postepeno uvodenje Eitaoca
u sloZenije numeri¢ke procese.

{Ml"** 3.1. Sastaviti blok $emu algoritma i napisati program za izralunavanje sume

e

n
S= 3 x
i=1 1
gde je
2 452 4 .2
a; +b3 +cf (e, +b, >c),
x=q 1, +2bc (g, +b, = ¢,
a;tb,—c, (a +h <c)
Trojke ulaznih podataka a,, b, ¢, (i=1,..., n)suzadate na karticama, tako

da je na svakoj kartici po jedna, u formatu 3F8 2. Broj # je odreden brojem kartica
sa podacima. Kraj podataka je oznaden praznom karticom.
Izlazni rezultat §tampati u obliku:

ZBIR XXXX SABIRAKA IZNOSIL:
S =X XXHKRXXXELKX

Resenje: Blok Sema algoritma po kojoj je napisan pxogram data je nasl. 3.1.
Kao kriterijura za zavrSetak algoritma iskoris¢en je uslov D = a +b% + c2l =0. Od-
redivanje vrednosti za X, viSi se testiranjem znaka autmetlckog izraza ) = atb—c,.
Primetimo da je algoritam tako organizovan da se sukcesivno obraduju tro;ke ulaz-
nih podataka, tako da vodenje racuna o indeksu i nije potrebno.

Program ima sledeéi oblik:

Y FZRACUNAVANJE SUME 8§

N=0
820,

6 READ(8,10)4,8,C

10 FORMAT(3F8,2)
DeAnA+BeB+Cal
TF(D.EQ.0,)GR. TO 4
NaN+1
IF(A+B=C)F,2,3

1 XahA+B=C
G0 0 §



? Xzh+2,4BeC
- GO TO 5
% x=D
5 §=8+4X
G0 TO 6
L WRITE(5,20)N,8
20 FORMAT(/9X,'ZRIR ',I4,' SABIRAKA IZNOST '//
19X, 'S2 1,E15.8 // )
caLl EXIT
END

Za odredeni skup ulaznih podataka, pomoéu ovog programa, dobijen je izlaz-
ni rezultat

ZBIR 5 SABIRAKA IZNOSI

82 N,46000000E+02

v Pocetak

S1.3.1
32. Prema blok femi algoritma iz primera 1.4 (poglavlje 1.1) napisati program za
izraéunavanje vrednosti polinoma & (x). U programu predvideti moguénost da se
vrednost polinoma moZe izradunati za viSe vrednosti argumenta x.
Program testirati na polinomu
F(x)=15+2.5x%+3.5x% —3.25x> — 1.55x* +2.123x° — 5.22x°,
uzimajuéi za x redom 1., 1.5, — 1., 0.53, -0.55, 1.02.
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Redenje: Frogram 1 1z1azna usta imaju oblik:

10
40

15

20

25
35

30

TIZRACUN

PDIMENSION A(10)
READ(B:5) N

FARMAT(I2)

N1EN+1

READ(8,10) (A(T),T=1,N1)
FORMAT(8F10,0)
WRITE(S5,40)
FORMAT(5X, ' TZRACUNAVANJE VREDNOSTI POLIMOMA?Y
1t PO HORNEROVOQJ SEMIt//)
READCE,10,END=30) X

NaNi =g

FzA(Ne1)

IF(N,EQ.0) GO TO 25
FaFaX+A(N)

NzNe 4

60 T0 20

WRITE(5,35) X.F

FORMATCIOX,'X8 1,F5,2,5X, 'FI{XIs 'F10,6)
GO TO 18
caLL EXIT
END
AVANJE VREDNOSTI POLINOMA PO HORNEROVOJ SEMI
¥z 1,00 F(X)z =0,397000
X2 1.50 F(X)E =49,02R160
Xz =1,00 F(e =3,14%000
Xz 0,53 FOO=2  3,175082
Xg =0,55 F(X)z  1.,331294
Xz 1,02 F(X)z  «1,030540

— 3.3. Prema algoritmu iz primera 1.6 (poglavlje 1.1) napisati program za izratunava-
nje i tabeliranje funkcije f (x) =sh x za x = 0.1(0.1)0.8. Funkcijskim naredbama

definisati u_1¢ (1, x).

Regenje: Program i izlazna lista imaju oblik:

i0

15 FORMAT(S5X,'TABELA VREONOSTI FUNKCIJE SH(X)'///

PIMENSION F(8)

Hox)=Xx
FIC(NX)aXaX/FLOAT((2aN+T1)u2eN)
nn 10 I=1,8 .
X=0,18FLOATCI)

H=U0(X)

820,

Neq

S=8+U

UasFI(NX)sll

NzN+1

IF(ABS(1))oGTo1.E=6) GQ TO 5
F(I)=8

WRITE(5,15) (I,F(I),1=1,8)

TALX, VXY g 6N, PSHIXY W/ /(13X "0, 11,F12.6))
CALL EXIT
END
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TABELA VREDNOSTI FUNKCIJE SH(X)

X SHX)
0.1 0.,100167
0.2 0.201336
0,3 0,304520
0.4 0.490752
0,5 0,521095
0.6 0,636654
0,7 0,758584
n.8 N,888106

3.4. Prema algoritmu iz primera .11 (poglavlje 1.1) napisati program za odrediva-
nje svih prostih brojeva manjih od 1000. .

Regenje: Program za odredivanje prostih brojeva zaklju¢no do 999 i njihovo
prebrojavanje ima oblik :

c PROGRAM ZA ODREDJIVANJIE PROSTIM RROJEVA
NIMENSTON LE500)
NH2QGQ
Leidel
Leeyse
L.(3)=3
M23 ‘
noo1h e NN, 2
Ka3
TFILKI=I/L(K=9))1,7,¢
2 NzN+d
L(N)s]
6o 10D 158
4 JsisL(K)
Mz TeJul (K)
TF(MIM5,15,4
4 KeK+1
Gn 105
95 CONTINUE
WRITE(S5,28)INs (L(T),I21,N)
28 FORMAT(IHT 20X, Y TARELA PRVIH' I5,' PROSTIH RROJEVA'// (6111))

R

FMD
TABELA PRVIH 1469 PROSTIH BROJEVA

9 2 3 5 7 1
13 17 i9 23 29 31
37 41 43 47 53 59
6 67 71 73 79 83
89 97 101 103 107 109
113 127 131 137 139 149
151 157 163 167 173 179
181 191 193 197 199 211
223 227 229 233 239 241
251 257 263 269 271 277
284 283 293 307 311 313
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317 339 337 347 349 353

359 347 373 379 %83 389
397 401 409 499 621 431
433 439 443 449 457 4414
4h3 447 L79 487 491 499
5073 509 5219 52% 541 567
557 563 569 571 577 587
5073 599 401 607 413 417
619 631 641 643 647 453
659 661 473 677 483 691
7014 709 719 727 733 739
743 754 757 7419 760 773
787 797 an9 211 821 R25
827 829 239 853 257 as5e
843 877 a9 29% 287 aa?
911 919 929 037 941 947
953 967 971 977 0871 991
997

éb 3.5, Nacrtati blok $emu algoritma i napisati program za izraGunavanje rastojanja i
“~direkcionog ugla, ako su koordinate tadaka 4 (x,, ¥{) i B (x5, ¥2) u drzavnom
koordinatnom sistemu date na po jednoj kartici u formatu 478.3.
Kada u &itadu nema vise kartica zavrSiti program.

Racgunati po formulama:

Mx=xy —xy, Ay=y, —yy, R=+/ (Ox)*+(y),

Ay . ~,
aICtgﬂ (A.X>O,Ay,//0),
Ay P
-+ arctg Tx (Ax< O),_

_ Ay

o= 2ﬂ+mmgA“ (Ax>0,Ay <0y,
X

/2 (Ax=QA%>OL

3n/2 (Ax=0, Ay <0).

Slu¢aj Ax = Ay = 0 ne razmatrati. Slugaj | Ax | < 107 tretirati kao Ax = 0.
Ugao dobijen u radijane pretvoriti u stepene, minute i sekunde. :

Rezultate Stampati u obliku:

X1/¥1 X2/Y2 R STEF  MIN SEC
5,0,0:0.0.0.0 QD 0.9.0.9.0.0 ¢

KKK KXX HEXKKXX XAXKAXXX XXX XX XX

Regenje: Prema blok Semi sa sl. 3.2 sastavljen je slede¢i program:



C

48

20
u
7

10

s

6

30

99

PT=3.146159265

STAMPANJE ZAGLAVLJA
WRITE(5,20)
FORMATCIHA//3X s " XT/YT Y e 5X, PX2/Y2 8%, 7R ,58X,
1VSTER MIN SECY/ )
CYTAVANIE KNORDINATA

READ(B, M0, FNDBO9IXT , Y1, 42,Y2
FNRMAT(LF8,3)

NX=EX2=X1

nysY2eY1

RaSURTIDXxDY+DYwDY)
TFCABS(DX) ol To1.E=6)6N TO 4
TF(DX.LTL.NIGD TO 2

TFIDY,LT. 0,60 TO 3 -

Fl=0,

G0N TO 4

Fi=PT

oo 10 4

FI=2,%P1

FI2FI¢ATANCDY/DX)

Gn TO 5

IFINDYLT,0.)G0 TO 4

Fi1=PI/2,

6o THOS

FIe3,#Pl/2,

STEP=FI#180,/P]

TSTEP=STEPR
AMINZ(STEP=ISTEPY#40,
MTN=AMTN

SECa(AMIN=MIN) 260,

1SECsSEC

WRITE(S,30) X1,X2,Y1,Y2,0, ISTEP,MIN, [SEC
FORMATCIXN o F B B,2X,F8, 3/ 1Ko FB.B3,2XoFR, 32X,
TFO.3p2Xo F3,2X,12,7X,12/7)

Gn TO 7

CALL EXTT

FND

Primenom ovog programa dobijeni su sledeéi rezultati:

X1/Y1 Xe/Y2 R STEP MIN 8EC
1500 3,000

1,000 3,000 2.500 53 7 48
23,000 2.000

2,000 5,000 5.831 30 57 49
=2.000 =R,000

1.500 6.500 7.810 140 11 39
=3,000 291,000
=5.000 224,000 20,616 247 9 58
2,000 7770

23,000 =R,880 8.238 314 27 32



{ Pocetak

Dx:=x2—><1

Dy:=y2—y1

R:JVE;§:EJE

{

di=0 + arctg-%%

&

Pretvaranje ugla
datog u radijanima
u step..min, sek.

Izlaz:ixq,y, 5%
yzsR,StEP,m1n, .

]

S1.3.2
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2N !
{ 1) "= 3.6. Nacrtati blok Semu algoritma i napisati plogram za izradunavanje vrednosti

funkcije definisane pomocu

1
03—yt == <0.1),
YA v .

z=4 0 0.1)
lw+y+7ﬂ VT3 >0,

o/ xP=3x+212
gdeje p= '—“4—_1.

x+1

Vrednosti za x su date na po jednoj kartici u formatu F8.3.

Resenje: Blok Sema algoritma je data na sl. 3.3.

<6%)>\>J
\’{

|

z::,/1+y+\/2--./1r—y-%y2
I l

{ Iz1az:x,y,z\

Si. 3.3
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— -
 pposEnESeC R R SRS E R RS SRR SRS SR A S SRS S 32SS828E
EEEE-1- B4

C
C IZRACUNAVANJE VREDNOSTI FUNKCIJE 7
t

am ===
zmsszsnEss

FCX)WSQRT(AHS((XMX 3 BX92,12)/(X+1.31))
WRITE(S,10)
10 FORMATCIHA/43X, YXM T 14X, 'Y
5 READ(B,20,END255)X
20 FORMAT(F8,3)
yeF(X)
TF(Y=0.19)1,2,3
1 7=80RT(0,3=Y)+1,/80RT(2,=Y)
6o TO &
2 720
G0 TO 4
3 7280RT(1+Y4Y#Y)eS0RT(1=Y+YaY)
L WRITE(S5,30)%,Y,2
30 FORMAT(AX,3(1X,E14,7))

RIS PRVAND |

G0 70 5
55 cALL EXIT
END

Primenom programa, koji je napisan prema prethodnom algoritmu, na odrede-
ni skup ulaznih podataka dobijeni su sledeéi rezultati:

X A Z
N,8300000E401  0,2226671F+01  0,9292143E+00
2300000F+01  0,3317784E401  0,9669118F+00
0.2500000E402 0,4A08187E+01 0,9826026E+00
9.1300000E+02 0,3071993E+401 0,9415967E%00
0,1620000E402 0,325616RE401 0,945684RE400

apisati program za tabeliranje vrednosti funkcije

SECEE)  CE= e )

zax =0.1(0.1) 0.9.

Regenje: Program i izlazna lista imaju sledeéi oblik:

meeoaDEE e DR Eo Coamammoamme ey moosmas
Eﬁgﬁmﬁﬂﬂmgﬁguzwggﬁm EIECEEER2CERIERES BRERTEEEBIESE

Czs =
C TZRACUNAVANJE VREDMNOSTT FUNKFTJE Y
C 2

_____________________________

FERYe2.8%eX 4 1,/(1
WRITE(S,1)

1 FORMAT(IHI/ZA41X, ' X
na 10 I21,9
X20,1%1
YeF (X))

YeF(Y)
YsF(Y)
WRITE(S5,2)X,Y
2 FORMATCIOX,F3.9,4X,E14,.7)
10 CONTINUE
calLL EXIT
123 1]

e =X

s AAX, Y /)
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X ) ¥

0e1 0:5154017E+02
0.2 0.2545556E+01
0.3 0,24655243E402
0.4 0.9450357E+02
0.5 0,2799632E+03
0.6 0.8230203E403
0.7 0,2724354E+04
0.8 N, 1238341E+05
0,9 0.1657512E+06

%} %{%38 Napisati program za tabeliranje vrednosti

a+bx tex? (a=-1),
x%sin’x ' (@a=0),
y={ Vat+bx @,
alog |x| (a=2),
Ti-ax“ +%bx2 @=3)

ako su vrednosti za g, b, ¢, x date na karticama u formatu (I12,3F8.2).

Kada u ¢itadu nema vife kartica sa podacima zavrsiti program. Za vrednosti 2
izvan predvidenog opsega Stampati poruku IZVAN OPSEGA.

Regenje.
(ereEzcs=eEErR S ER R SR eI RS E e R e LS RSEERREE32RS3sREsnEEsgaR
c 1ZRACUNAVAMJIE VREONDSTI ¥
CoeczranE e R E S EE2EE R o R E S Er eSS SR SR OeEEInEEES322SRERESE
INTEGER A
c STAMPANJE ZAGLAVLJA

ARITE(S,40)
40 FORMATCIHI/3X, YA ;X YBY L BX, 'CF o BX, "X, 10X, VY7 )
[ UCITAVANJE PODATAKA
1 READCR,T10,END213)YA,B,C, X
10 FORMAT(12,3F83,2)
TF(A,GT,3)GO TO 2
TF(A LT =1)60 TN 2
Tzlh4?
GO T0(3,4,5,6,7),1
3 YehsRaX+CuXaX
G0 TO 8
4 Ya(XaSIN(X))su?
GO 70 8
5 Y=SORT(A+BuX)
G0 TO 8
6 Y=AxALOG(ARSCXY)
GO TO &
7 YeAuXeub/LeBaXaX/2
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B WRTITE(S,20)8,B,C,X,Y

20 FORMAT(2X,T2,3C1X%,FR,2),1%X,E13:.4)
Gn TO 1

2 WRITE(5,30)4A

30 FORMAT(2X,712,5X,'1ZVAN OPSEGAY)
Gn 70 1

13 calL EXIT

END

Za odredeni skup ulaznih podataka dobijeni su slede¢i rezultati:

b

NSO -

-

B C " v

1.00 2.00 3,00 0,200000E+02
1.00 2.00 3.00 0.179234E400
1.00 2.00 3,00 0,200000F¢01
1ZVAN QPSEGA

1.00 2,00 3.00 0,219722€E+01
1.00 2,00 3,00 0,652500€402

qg 3.9/. U pravouglom koordinatnom sistemu zadate su tri kruZnice, &ije su jednacine

“redom

x2 +Jﬂ =1

(-x“l)z +y2= ’

@+ )yt =1.

SL.34

Ove kruznice dele ravan na sedam oblasti prema sl. 3.4.

Napisati potprogram tipa SUBROUTINE koji ¢e odredivati oblast u kojoj le-
Z¢ tacke sa koordinatama (x, y).

U glavnom programu uéitavati koordinate proizvoljnog broja tadaka zadatih

na po jednoj kartici u formatu 2F7.3.

Regenje: Program i potprogram imaju oblik:

Czsg==

c

Ca==ss=
10
11
20

30

7

A e R e N A e T R R R RE TR Bl e Rl R R 2 m o e o9 e oo o @ e e

WRITE(S5,10)
FORMAT(THI//710Xs TR BR.V,E6X, "X O, 'Y, 5X,'OBLASTYY )
T=0

READ(H, 20, END=7?7)X, Y

FORMAT(2F7,3)

Tsl+1

CalLl OBLAST(X.Y.Jd)
WRITE(S5,30)T,X,Y,d

FORMAT (10X, 12s5XsF7o3,3XsF703:6¥%,11)
s 10 11

caLL EXIT

END

53



U potprogramu OBLAST tagéki sa koordinatamia x.i y dodeljuje se kod J, sa
vrednostima od 1 do 7, zavisno od polozaja tatke u koordinatnoj ravni.
Testiranje programa dalo je sledeée rezultate:

SUBROUTINE QBLAST(X,Y.J) R.BR, X Y NBLAST
AsXuXeYayY
Be(Xel,)uua23YeY 1 0,000 0,500 3
Ca{Xelo)uud2eYuy 4 0.750 1.000 A
IF(AGT,T1,)60 TO 1567 3 1.500 0,500 5
IF(B,LE.1.)60 TN 4 4 =1,500 0,250 1
TF(C.LE.1,)60 Tn 2 5 =1,000 20,500 9
J=3 é 1,000 3.009 é
RETURN 7 =1.000 =3,000 7
e J=2 B =], 000 2,000 7
RETURN 9 1,000 =7,800 6
4 J=b
RETURN

1567 IF(B.LE.1,)60 TO
IF(C.LEL1,)G0 T0
TF(X,GE,0,)C0 TO
J=7
RETURN

6 Jsé
RETURN

5 =5
RETURN

1 Jui
RETURN
END

]

y %&—»&{\\310 Sastaviti program za izratunavanje koeficijenta korelacije sluéajnih veli¢ina
X=(xy,...,x )i Y=(yy,...,yp) po formuli

n n n
n(Z x,}’,)—(z xl)(z yl)
i=1 i=1 i=1

r= A n = =
2 2 2 P
\/(;l izﬁlxi - ( iEI xi) )(n i§1 yi - (Elyl) )

Ulazni podaci su rasporedeni na slede¢i na&in: Na prvoj kartici n u formatu’
12, a na ostalim karticama xy, . . . ,xn,'yl. ceLp,u formatu 8F10.3.

Refenje: Program za izradunavanje koeficijenta korelacije ima oblik:

C PROGRAM ZA IZRACUNAVANJE KOEFICTJENTA KORELACTJE

DIMENSTON X(100),Y(100)

READ(B,10) N
10 FORMAT(I2)

READ(8,11) (XY, 121, ), (Y (D), T2T,N)
14 FORMAT(8F106,3)

8x=0,

8Y=0,

sxe=f,
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8Ye=0,
8XY=0,
nn 15 I=i,N
SYX=IX+X(T)
y=8Y+y(I)
SX2EHA2HX (I uX (1)
sY2=8Y2+Y(I)sY(I)
18 SXY=aSXY+X (1))=Y (I)
A=N
R2(A#SXY=8X#8Y)/S0RT((A4SX2=SX28X)u(AsSY2=
1 3Y«8Y))
WeITE(S,20) R
20 FORMAT(IRT,"KOEFICTJENT KORELACTJIE JE',F9,5)
CALL EXIT
END

}W’”i?;;‘3.ll. Neka su date vrednosti X, (i=1,...,100) na deset kartica u formatu 10F8.3.
Sastaviti program za izraSunavanje vrednosti

k

2
z (xn+i - xn— i)
=9

y = i (n=1,...,100),
" (k+1) (k+2)
gde je
n—1 akoje l <n <11,
k=110 ako je 11 <n <90,
l 100—n ako je 90 <n < 100.

Rezultat Stampati prema sledecoj listi:

VREDNOSTI X
):0.0.9.9.0.9.¢ KXXH XXX XXX XXX  XXHKX XXX XXXX XXX

0]
¢

VREDNOSTI Y
EXXXXEEXX =X XXXEBEXX X XXXB£XX X XXXBxXX +XXXXE+XX

4
Resenje:
Cgﬁg3233322333333532:333:ﬁ23g25zEE22EE%E:EEE:::EEESE:EE&%:Eﬂ
o TZRACUNAVANJE VELICINE YN
(-t F RIS E - R - R AL R A P L] ]

NTMENSION X{T0OD),YL(100)
READ(R,10)X

10 FARMAT(F0FR, 3)
N 11 N21,100
TFINLE.T1)G0 T0 1
TFINLGEL90)IGO TA 2
K210
nO T3
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1 KaMNei

o To 3

Kai100=N

1=20

a=0

b SS+(X(N+])eX(N=T))uu2
TF(I.GE,K)YGO 7O §
I=l+1
GN 70 &4

5 Y(NI=SART(S/(K+1,)/(K+2))

11 CONTINUE
WRITE(S,20)X
WRITE(S5,30)Y

N

20 FORMAT(IHAZISX, 'V R E D N D 8 T T XYAZ(2X,5(FR,3,2X))
30 FORMATCIHO/45X,'V R E O & 0 8 T 1 Y'//(2X,5(F8,%,2X%)))
cALL EXITY
END

3.12. Sastaviti program za izralunavanje vrednosti

¥ ¢<xy>+kq>(x/y) el
T (x* +y=0),

!IV

Fxp)y=("
‘2_108e (I+(x/p)?) e +y0),

gdeje ¢ ()= /Il +u’] -

Za sve kombinacije ulaznih podataka x; (i=1,...,ni ¥ (i=1,...,m
izraCunati F (x,, y)

Resenje: Program ima sledeéi oblik:

NDIMEMSION X (100),Y(100)
FYUYZSORT (ARS (1, +Une3))
READ(R, 5)N, M
§ FARMAT(2T12)
READ(B,10) (X(1), I=1, M), (Y (I}, 1m%,M)
10 FNRMAT(I0OFR,3)
WRITE(5,20)
20 FORMAT(IHI/22%,'T A4 8 F L & VR EDNODST Iv//
FAOX, YU 12X P G AN, VRN, YY)
no 11 Ist,h
PO 11 Jsi,M
TFX(T)ee2eY(I))1,2,1
1 F20.58MN6G 1, ¢ (XCI)/Y I euld
o T0 47
e Fan,
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AzFT(X(IdeY{Jd))

ReFI(X(IY/Y )Y

AzReR

DM 43 Ls1,18

Kzl=1

Fefd(AtlaBRY (T, +KaK)
33 AONTTNUE
17 ARITE(S5,30)%(1),Y(J),F
K1t FﬂR’MI\T(1SXIFRazlSXvFguZEerE"3«75)
11 EONTINUE

caLL EXIT

FaD

Za odredeni skup ulaznih podataka {n =3,m=135) dobijena je sledeéa tabela:

TARELA VREDNDOINDST I

X Y FE{X,Y)

1.00 100 0,846657464E400
1,00 29,00 0.000000E+N0
1,00 2,00 0,111572E400
1.00 =2 ,00 0,111572E+00
1,00 2,00 0,.303123E=01
2,00 1,00 N,RO0L719E 400
2.00 =1,00 0, ROLTIVESOD
2,00 2.00 0,344574E+00
2.00 22,00 0. 366576E400
2,00 @b o 00 0,480770E+02
3,00 1.00 N,115129€4+01
3,00 =1,00 0,115129€6401
3,00 2.00 0,589%21E+00
3,00 =2 ,00 0,58932RE4+00
3,00 @l N0 0,223164LE400

B " o . . - . 370 .
i,/4-( 3.13.'Napisati program za izradunavanje sume S= 2 (ai - bi)z, gde sua, ib, dati
pomodu =1

i (i neparno) i (i neparno)
i/2 (i parno) ) P {7 parno)

Resenje: Program i izlazna lista, u.ovom slu¢aju, imaju oblik:

S=0,
¢  STYAMPANJF NASLOVA
WRITE(5,102
10 FORMAT(IHTZ/ 40X, VI, 7%, YACLY Y,
16X, 'B(IYY /)
Do 11 I=1,30
€ I8PITIVANJE PARNNSTI
IF(I/282,F0, 1360 TO 2
A=T



Relsl
60 TO 3
2 AsFLOAT(T)/2.
pzfesd
C STAMPANJE ,4,8
3 WRITE(5,20)1.A:R
20 FORMATCI0X%, T2, 7XeFlhol 1% F7.1)
€ SUMIRANJE
Sz8+(AaB)eu?
11 enONTTINUE
C  STAMPAMJE VREDNOSTI 8UME
WRITE(5,30)38
30 FORMAT(1HO,10X,'S = VLEY16,T)
call EXIT
FD

1 A(L) B(1)
1 1o0 1.0
2 1.0 8.0
3 3.0 Gl
b 200 64,0
5 5.0 25,0
& 3.0 216,0
7 7.0 49,0
& 460 512.0
G 9.0 31,0
10 5.0 1000,0
11 11,0 121.0
12 6.0 1728,0
13 13,0 169,0
14 7.0 2744,0
i5 15,0 225.0
16 B.0 4096,0
17 170 289,0
18 9.0 5832.0
19 19.0 361 .0
20 10.0 8000,0
21 21,0 441,0
22 11,0 10648,0
23 23.0 529.0
24 12.0 13824,0
25 25,0 625.0
26 13,0 17576.0
ev 27,0 729.0
28 T4.0 21952,0
29 29.0 841,0
30 15,0 27000,0

§ = 0.1950279E+10

3
2 3.14. Napisati program za izratunavanje vrednosti w = vz za z=0.5(0.5)15.0,
primenom iterativiie formule

1z .

= + e ) =

Woeg TW, T3 (‘w 7 —w) (n=0,1,..).
n
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Pocetnu vrednost w_ odrediti po formuli

2/3 > 1),
z (z<1).

Kada je zadovoljen uslov W WS 107 iterativni proces prekinuti i

za rezultat uzeti W

Resenje: Program i deo izlazne liste imaju sledeci oblik:

WRITE(5,10)
10 FORMAT(IHTI//6X, VIZRACUNAVANJIE KURNAG KARENA' /16X, 21,
IEER PR AW
no 41 1=5,150,5
720,141
1F(Z.6E.1) GO TO 2
wos?z
G0 70 3
wosZ/3%,
wWiBWO+t o /3,8 (Z/H0an2=10)
IFCARS(Wi=WN) ,LE,T1,E=5) GO T0O 4
RELR]
G0 7O 3
L WRITE(5,20) Z,w1
20 FORMAT(I4X,Fbotob6X,F9,6)
41 CONTINUE
caLL EXIT
END

[F~ )

TZRACUNMAVANJE KUBNOG KORENA
Z W

0.793701
1.000000
1164714
1.259921
1.357209
1.442250
1518294
1.587401
1.650964
1.709976
1.765174
1.817121
1.866256
1.912931
1.9574634
2,.000000
2.040828
2,080084
2.117912
2.1546635

NS OWVIW S DW= -aO

O G 0D 0D

2 » ®» © @ 5 © © S @ © ® ¥ © 5 O B B O O

SO NSO DUOWMDNOW O OW D

-
pe



10,5 2.189759

11.0 2.223%980
1945 20257179
12,0 2.2B9428
12.5 2.32079¢4
13.0 2,351335
13.5 2.381102
14,0 2.410142
1445 2.4638499
15.0 2.466212

®@£3.15. Sastaviti program za izralunavanje vrednosti sume

5= A 1+x? +/]1 v ’
13y k*+3.5

gde sux =u,, y =u,,au; iu, realni koreni kvadratne jednadine

ay’ + bu+e =0 (a;%0).

Ako je b} — da,c, <0 uzeti u; = u, = 0.Brojevia, b, c.(i=1,...,n)sudatina
karticama (po jedna trojka na kartici) u formatu 3152, éroj n je dat na prvoj kar-
tici u formatu 2.

Za refavanje kvadratne jednadine obrazovati potprogram tipa SUBROUTINE,

Regenje. U potprogramu QVAD (A, B, C, U1,U2) za dato A, B, C odredu-
juse Ul (=x)iU2 (=y), prema zadatom kriterijumu.

SUBROUTINE QVADCA,B,C,U1,02)
NzBuBe=b #Aul
IF(N,LT,0,)60 TO 9
P=SART (D)
Uiz(=B+D)/(2,44)
H2s(=B=D)/(2,44)
RE TURN

1 Ut=0,
ye=0,
RE TURN
END

Glavni program ima sledeéi oblik :

L Y -] EECnIonneREaEnS

(=z2zsez=ssCEE S SEERE SRS NSNS oo EEESESRESREES e
C TZRACUNAVAMNJE VREDNOSTI SI
(e=EcssssEsE TSNS EsE S S S S EENEEEs o NSNS ESSEERsEsSEs

C STAMPANJE 7AGLAVLJA
WRITE(S5,10)
10 FORMAT(IHI /2%, 1 s B c X Y',10%,18"
1/ )
C UCITAVANJE ULAZNTIH PODARAKA A,B.C
READ(B,20)N
20 FORMAT(12)
i=0
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47 READ(8,30)A,8,C

30 FORMAT
Tal+1

(3F5,2)

C RESAVANJE KVADRATNE JEDNACINE
CaLl QVAD(A,B,C.X,Y) '
C TZRACUNAVANJE SUME §

8=0,

neg 11 K=1,20
N8=(SART(T,+Xu#X)+SART(ARS (1. +XuY) I/ (KuK+3,5)

11 §s8+DS

C STAMPANJF REZULTATA
WRITE(5,40)1,A,R,C,%X,Y,8

40 FORMAT(AX,12,3C1X,F5.2),2(1X,Fb,3),1X,E13,4)
IFCI.LT.NIGO To 41

caLL EXIT

FMD

Za odredeni skup ulaznih podataka dobijena je sledeca tabela:

—

A

1,00
3,00
1,00
5.50

=1,10

=g, 20

B s

B

2.00
2.00
3.00
8,20
=3.30
3,00

C

3,00
1,00
2,00
1.00
2.00

«%,00

0,000
0,000
=1 ,000
«0,.134
©3,597
0.000

X Y

B

0.000 0,1294729E+01
0,N00 0,12942984+01
=2.000 0,203924F+01
=1,357 0,135R55E+n1
0,517 0,295414F 401
0,000 0,120429F+01

3.16. Za date grani¢ne uslove Mik =12 Mpm, M, . = 6 Mpm i optereenje kao na

i

sl. 3.5, napisati program za odredivanje maksimalne vrednosti momenta savijanja,
kao i presek u kome se on javlja. Za korak uzeti A x = 0.01 m. Za proradun koristiti

formule

M('x) = _Mlk - li'
ik

q
Mk M
i k ;pﬁi
X
Tix T
ik
S13.5
3 M, —M
X _ 1 ik ki
o T Tucgdh T

Ulazne podatke M,, =12 Mpm, M, , = 6 Mpm, I, =6 m, ¢ = 2 Mp/m ugitati

u formatu 4F5.2,

Izlaznu listu $tampati v obliku:

MAKSIMALNI MOMENT M= #XX.XXXX  UPRESEKU X = X, XXXX
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Retenje: Program i izlazna lista imaju oblik:"

IYWACHKAVANJE NAKSTMAL“HG MOMENTS SAVIJANJA

REAL MUK MKT oL TKy MMAX ", LMAX
READ{E, TOIMIK,MKY,LIK,q
10 FORMAT(LFS.2)
MMAXE=T,ES
TIK=O#LIK/64¢ (MIKaMKTY /LK
X¥=0,
1 ¥2X¢0,.01
MemMIKeRuXend/ (64LTKISTIKEX
TF(M LT MMAXIGO TO 2
HMMA Xz .
LMAXEX
2 TF(X.GE.LIK)GO TO 3
GO TO 1
3 WRTTEC(S,20)MMAX, LMAYX
20 FORMAT(4X, "MAKSTIMALNI MAMENT ™M = T, FR 4,

10 1 PRESEKU X = ',F7,4)
cabt FYIT
FAD
MAKSTMALNT MNMENT M = 23,5147 U PRESEKU X = 4,240n

. 3.17./,‘}Sastaviti program za tabeliranje vrednosti koeficijenta ocza izralunavanje tor-
zione konstante pravougaonog preseka

h_(_2_7’l+1)7i‘b
N
473 @ w n=o (2}11‘1)_5

gde je @ manja stranica pravougaonika, za b/a = 1 (0.1) 10.
Proces sumlramamn kada op#ti &lan reda postane manji od 107.

[2:% ‘»\Jb\/\,ﬁ' 0L~—

Resenje.

DIMENSION ALFA(C10)
WRITE(S5,10)(1,1=29,9)
10 FORMAT(IHY,4X, *VREDNOSTI ALFA ZA IZRACUNAVANJE'
o' TORZ.KONST . PRAVOUG,PRESY//76X,'o0',9(4%,'1,11)7)
P1=3,14159265
DO 11 I=1,10
Do 22 J=1,10
BAZI+(J=1)%0.1
850
Nz
1 As(2aN+1)ePlaBA/2
Az (EXP(A)=EXP (=A) )/ (EXP{A)}+EXP(=A))
AzA/(2aNeT o) wad
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22
11
20

Sz8+A

IF(AB8{A).LT,1.E=3)60

NaN¢

GO 70 1

ALFA(IIEBA/3abb/PTxub%8
WRITE(B5,20)1,ALFA
FORMAT(1X,12,10F6,3)
CALL EXIT
END

TO 2¢

Y
R 1:(}\@\

VRPEDNOETT ALFA ZA TZRACUNAVANJE TORZ,.XONST.PRAVOUG,FPRES,

o 0

o N -

0,790
4 1,123
5 1.657
4t 1,790
7 8a123
8 2,457
9 2.790

10 3.123

0

o

0,161 0,149
0,457 0,491
L8273

1,157

1
1
?

690
L8723
157
2,
2.
3.

L9n
823
157

2

0,199
0,524
0,557
1.190
1523
1,857
2.190
?.523
2.857
3,190

a3

0,230
0,557
0,890
1.223
1.587
1.890
2.223
24557
2,890
3,223

ol

0,262
0,590
N,92%
1,257
1590
1923
Pa?57
2.590
2,923
3.257

]

0,294
0,623
0,957
14290
1,623
1957
2.290
2,623
2,957
3,290

ol af o8

0,326 0,359 0,399
0,657 0,690 0,723
0,990 1,023 1,087
1.%23 1,357 1.390

857 1.690 1,723
1.990 2.023 2,057
2.323 2,357 2,390
2.687 2.690 2,723
2,990 3,023 3,057
3.323 3,357 3,390

o9

0,674
N, 757
F.,090
Tel2d
1,787
2:090
2,623
2,757
3,090
3,623

3.18. Koriste¢i metod sukcesivnih aproksimacija, sastaviti program za odredivanje
vrednosti za A koja zadovoljava uslov

uzimajuéi za A

2 3
n=1 dn —

ti u obliku:

m

podetno

XXX

LAM
XXX KXXXKEEXK

Resenje: Prema blok Semi dlgoutma sa s]

.6 napisan je slede¢i program:

(2E3rne=-0 eSS 88 S SR RE ENENCE TS B SS RS SEEERES3SRERS
C TZRACUNAVANJE VREDNOSTI LAMDA

comme Y
(EcsSopE o EE RS R R R RS R 2R e R e SR O R RSN NS SRS 2R 2RSSR =g

REAL LAM

PT1=3.1415926

c STAMPANJE ZAGLAVLJA
WRITE(S5,10)

10 FﬂRMAT(1Hl/5X:'L'aRXn'LﬂM'/ )
C PETLJA ZA PROMENU L

ERERITEITIZTTIERER 2

BRERE

’—L-r ANAN=0.01)iL=5 (1) 10. Tzlaznu listu stampa-
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DLAMZ0, 09
no 99 L2510
LaMsRI /AL
16 LAMeLAMsDLAM
SIGMA=Z0,
C PETLJA ZA IZRACUNAVANJE SUMA
DO 22 N=%,50
ALFA=N#PI/L
SIGMA=SIGMAGALFARALFA/ (ALFAsL=L AMrL)
IF(SIGMALE.1.E=3)60 TO 15
22 CONTIRUE
G0 T0 16
G STAMPANJE REZULTATA
15 WRITE(5,20)L,LAM
20 FORMAT(LX,12,3%X,E14,7)
11 CONTINUE

ceaLl EXIT

END

L LLAM

5 0,A3R3185E+00
é 0.533598FE+00
7 0.4687989E+00
8 O,6026991E+00
9 0,3590458E+00
40 0.3241592E+00

. {\%:1?) Napisati program za refavanje jednadine
JE)=1-x"*+(1-x)""=0 (@ =0.5(0.1) 2.8).

primenom Newtonovog metoda, sa taéno$éu € = 107°. Za po&etnu aproksimaciju
refenja uzeti x = 0.5. Na izlazu Stampati vrednost parametra a, koren jednacine
x 1 odgovarajuéu vrednost f(x) u obliku:

A X F (X)
X.X XX XXXXKX XX XXXXXX

Resenje: Funkeiju 1 njen izvod f7, koji se javijaju u Newtonovom metodu

X =X —&_—l*)— n=1,2,..),

n n—lwf’(xnml)

definisac¢emo funkcijskim naredbama. Kriterjjum za prekid iterativnog procesa je
taénost €. Naime, smatraéemo da je koren jednacine odreden sa taénosicu e, ako
J (%) menja znak u intervalu (x, —¢ x * €). Program ima sledeéi oblik:
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71 =3. 14159263

tampanj e
zaglavlia

le=1+41
4

!

Izlaz: 1,X

sl. 3.6



v e @ D s b GD ) D D O G oD D Y T oy Y o = ar em e EmoEn G2 e D OB OGN 3 GR P D nw T3 ND M 4V D ED mp OB M3 op G U Oh on ooy 3
(Eorrners e e R e e S R N s R I BN CE RS S ECREC X RERESRECER22ER2RE

C RESAVANJE JEDNACINE
¢ 1 e Xaw(=AY ¢+ (i=X)eu(=A) = 0
£ NJUTNOVIM METODOM

R T T Tty I —_—
[-t-3-3-F-EFF 242 AL R-R3- -5 33 S-S 4 F- A Rt AR L feb =44 535 -J -] Bzsaz

FUNK(X,8)sqeXss(=A)+ (T=X)su (=)
PRIZ(X,A)2heXau(ebol)thn(leX)is(=Aa])
WRITE(5,10)
10 FORMATCTHIZ/Z10X, YA 40X, "X, 12X, YE(X) /)
EPSe1 . E=5
no 1% 1=5,28
A=T®0,1
X0=0,5
6 XaX0=FUNK(X0,A)/PRTIZ{(X0,A}
TE(FUNK(H+EPS, A #FUNK (X=EPS, ) LT.0,) GO TN 7
xosx
GO TO 6
7 YsFUNK(X,A)
WRITE(5,20)YA, %X, Y
20 FORMAT(OX,FE.4,9%,F9.,6,5X,F9.4)
11 CONTINUE :
caLL EXIT
END

dok je odgovarajuca izlazna lista:

A X F{xX)
0.5 N,219949 =0,000015
N,6 0,267609 0,000000
0.7 0,306996 =0,000026
0.8 0.336722 =0,000003
0,9 0.361641 =0.000000
1.0 0.381964 =0,000001
1.1 N,598689 N,000000
1.2 0,612563 0,000001
1.3 0.424159 =0.000084
Tab 0,433933% «0,000064
15 0:,4642217 =20.000023
Tah 0.,4469281 =0,000012
17 0,455337 =0,000007
1.8 0,460554 =20,000003
1.9 0.465068 =0, 000004
2.0 0,468990 0.000000
251 0.472410 =0,000000
“al 0,4754602 0,000000
23 0.,478029 0.,000001
daby 0,480340 =0,000001
2e5 0,6823R0 0,000000
2.6 0.484184 0,000000
&7 0.485784 =0,000001
2R 0.487205 =0,000004

3.20. Sasiaviti program za priblizno refavanje sistema jednadina
F(x,y)=0,
G(x,»)=0,
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gde su F'i Gneprekidno-diferencijabilne funkcije, primenom Newton—Raphsonovog
metoda

Yar1 % _Axn

(1) (n=0,1,2,..)
Vet =¥~ AJ}n

polazeéi od nekih pribliznih vrednosti X, i Vo pri Cemu su
f;’ (xn’yn) F; (xn’yn)

Jx,py )= ‘ #0,
Goxny) G,y

Ax = | Flx, y“) F;' (xn’ Vo)
7
"I ek, 7)) GG,y
Ay = __1 F;( (xn’yn) F(xn'yn)
noJLy)
n s v o
TGy Gy

Parcijalne izvode F' ’x, F ’v, G ’X, G ’y izradunavati numericki.
Tterativni postupak (1) prekinuti kada budu istovremeno ispunjeni uslovi
b, =3 0<e iy —y.l<e

gde je € zadata tadnost.
Za proveru uzeti primer

F(-x.y‘)izxa _y2 ;1:07
G, »)=xy’-y-4=0,

sax_ =12,y =171 e=10"10,
[} [

Regenje: Za izradunavanje parcijalnih izvoda funkcije f (x, ) koristimo sle-
deée priblizne izraze

¥ fethy) )
ox 2h

of _fy+h) —fly—-h)
oy 2h
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gde je i dovoljno mali prirastaj (ovde je uzeto 4= 107%),

Funkcije ' i G zadate su u potprogramu tipa FUNCTION.

S obzirom da se zahteva tagnost 107'° | program éemo realizovati u dvostru-
koj ta&nosti.

IMPLICIT REALUR (AeM,0=Z)
DIMENSTON R(2)
READ(&,15) XP,YP,EPS,H

15 FORMAT(4D10,0)
WRITE(S,16)

16 FORMAT(1H1,25X, "NEWTON=RAPHSON=0V METOD ZA RESAVANJE!,
1t SISTEMA JEONACINA'///41%,'2.02Xua3aYuu2=l,80.'//
245K, " XuY#u3aYab 20,V // /16X, YBROITER, YV 6X, 1 XY,
JISXp 'Y 512X, "FCXY) 010X, "GN, Y) /)

1TER=0

20 ITER=ITER#] )

CALL NEWT(XP,YP, XK, YK, FD,H,A,8)

IF(FD) 5,6,5

WRITE(S,17) .

FORMAT(/15%, 'JACOBI=EVA MATRICA SINGULARNA?')

G0 TO 90

DO ¥ I=1,2

8 R(IYSEEFF (1,XK,YK)
WRIVE(5,18) ITER, XK, YK, (R(J),J=1,2)

48 FORMAT(I15X,15,4F16.10)

IF(DABS(A)=EPS) 30,30,40
30 IF(DABS(B)=EPS) 90,90,40
40 XPsXK

YP=YK

60 TO 20
90 CALL EXIT

END

-5 O~

(521

SUBROUTINE NEWT(XP,YP, XK, YK FD,H,A8,8)
IMPLICIT REAL#8 (A=H,0=7)
DIMENSION R(2),0X(2),0Y(2)
X=XP
YaYP
Do 4 I=1,2
RCI)2EEFF(I X, Y)
DXC(1)=20.500/He (CEEFF (I, X¥Hp Y)=EEFF (T, X=H,Y))
b DY (1)=0.5D0/He (EEFF (I, X, Y¢H)=EEFF(T,X,YaH))
FO=DX(1)aDY(2)=DY(1)4DX(2)
IFCED) 5,645
5 Az (R(1)#DY(2)=R(2)#DY(1))/FD
Bz (R(23#DX(1)=R(1)#DX(2))/FD
KREX=4
YREY=H
6 RETURN
END

FUNCTION EEFF(J,%,Y)
IMPLICIT REAL#B (A=H,0=2)
GO T0(50,60),J

50 LEFF22,.008X283=YaYul,.D0
RFTURN

60 EEFFsXaYeadeYesd DO
RETURN
END
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NEWTON=RAPHSON=OY METOD ZA RESAVANJE SISTEMA JEDNACInA

BRLITER, X

R

1.23648762635%
1.2342746753
1.2362766%61
1.23427446861

ot XapdaYuul=al, =0,

XeYu#iaYab 20,

Y

1.66097946808
1.6615262759
166152646668
1.6615264668

FIX,Y)

0,0073200054
D,0000023823
0,0000000000
=, 0000000000

G(Xx,Y)

=0,0022341784
=0.00000084838
=0,0000000000
=0.0000900000

321 Neka jednaéiqa J(¥) = 0 ima koren x = a u intervalu (o, B), pri ¢emu je
f '(a) @ <o. Naglsati program za nalazenje korena x = a sa tadnoscu e, korisce-
njem metoda polovljenja intervala, koji se moze iskazati kroz sledeca detiri koraka:

1°k:=0, x;,=0, y,:=4;
P ki=ktl, z :=—é(xk‘+yk);

3% Akoje
f(zk)f(xk)<0 uzeti, X, =X, Vw1t =2
>0 P T Zo Ve T Ve
=0 kraj izradunavanja « : =25
4° Ako je

'y o
Dio1 = Xt =€ pre¢ina 27,

<e kraj izraunavanja a : =z .

Na izlazu §tampati: k, (xk, yk), f(zk), zak =0, 5,10, ... iza poslednje k,
pri kome je postignuta zahtevana taénost. Na kraju ove tabele Stampati vrednost
izracunatog korena u cbliku:

A = EX XXX XXXXXXXXXXD+XX (SA TACNOSCU EPS = 0.XD—XX)

Program realizovati u dvostrukoj tacnosti. Za testiranje programa uzeti:

J)=e* —2(x D%, (a,p)=(-05,10), e=107"7%

Resenje: Program i izlazna lista imaju oblik:
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(=z=22ozccS2eEESCoa SR eSS RESSSS S ESEESs e eSaSesesssnEnEas
C METOD POLOVLJENJA INTERVALA
(EcrEEcs=sS2ESEEESSEEe eSS NS SRS oSS EESSCSaRESSSREEEas2Szases
DOURLE PRECISION X,Y,Z,F,FZ,EPS
FX)SDEXP(X)=2 % (X=1,)0ue
c STAMPANJE ZAGLAVLJA
WRITE(5,9)
9 FORMAT(IHA//72X, YKV 22X, Y pBX, PX(K) Y, BXp Py ' o 8X, 'YK,
18X, ') SX YF(Z(K))Y YY)
c UCITAVANJE INTERVALA
READ(B,10)ALFA,RETA
FORMAT(2F5.0)
EPSs1,D=12
Ke=1
X=ALFA
YeBETA
5 KzK+1
220,54 (X+Y)
Fi=F (2}
IF(K/5e5=K,LT,0)60 TO 2F
WRITE(5,20)K,X,Y,F2
20 FORMAY(IX,12:2X, (Y ,D20,13,%,1,D20.93,')',2%,D12.5)
25 YF(FZeF(X))1,2,5
1 Y=4
GO TO &
2 IF(r/545=K.EQ,0) GO TO 4
GO TO 7
3 X=Z
4 TF(DABS{Y=X).0E.EPS)GO TO 5
Z7=20,5%(X¢Y)
KzK+1
F2ek (Z)
7 WRITE(5,20)KeX%X,Y,FZ
6 WRITE(5,30)2,EPS

(ALFA,BETA)

10

30 FORMAT(/5X,%A 8 1,D20,13,"' (5A TACMOSCU EPS 2 1,D7,1,' 0")
CALL EXIT
END

K( X (K) ’ Y (K) ) F(Z(K))

0 (=0,5000000000000D400, 0.70000000000000401) 0,15903D+00

5 € 0,20512500000000+00, 0,25000000000000400) 0,578 @
10 ( 0.211914062500004+00, 0,21337890625000400) wo»g;oggg-g;
15 ( 0021§28735351560+00, N.21353312988280400) 0»?04?50«05
BQ ( 0,2133073806763D+00, 0,2133088111877D+00) =0,23607D=05
25 ( 0=?13§0865?3738D+00; 0.2133086770773D400) 0,8955?0»0%
30 ( 0.29133086337706D+00, 0.£2143086351678D400) 0a53?330-09
35 ( 0,2133086343383D400, 0.271330863438200400) 0,54801D=70
40 ( 0,213308634346450+00, 0,21330863654790400) 0@19760Dm1?
41 ('0«21330865&3&65D+00; 0,2133086543472D400) 0,6480620=12

A

g 0,2133086343468D+00 (SA TACNNSCU EPS =

0,1D=99 )

3.22. Napisati program za refavanje jednaéine f(x) = 0 metodom regula—falsi
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Funkciju f zadati funkcijskom naredbom. Iterativni proces prekinuti kada je
ispunjen uslovf(xi — <—:)f(xi +€) < 0 (uzeti, na primer, € = 107%). Izlaznu listu sian-
pati u obliku:

I X1

EXAXKXKKXKLEYY

F (XI)
X XXXKXXXKELY Y

ces PO

Za testiranje programa uzeti jednaginu iz prethodnog primera.

Regenje: U ovom slugaju uzeéemo x_ = —0.5,x, = 1. Program i izlazna lista
imaju oblik:

(ZZ=cescEsERSREEcEEaSESEERRs g EES R8s SEsS SSEREsSRES223R
9 RESAVANJE JEDNACINE

C EXP(X) = 2a(X=1)%22 = 0

C METODOM REGULA=FALSI

(2=2EcE=2ScE NS eSS EeESCSSEEES oSS S CSSESsEEESBS2SReSa22E2Es
C

FUX)ZEXP(X)=2a (X=1)##2
WRITE(5,10)

10 FORMAT(IHAZ/Z9X, P TI o 10X, YXTF 146X, 'F(XI) /)
X0=m=0,5
X1=1
=2

3 X2(X0aF (X1)=X1aF (X0))/(F{(X1)=F({X0))
YeF (X)
WRITE(SpEO)laK,Y

20 FORMAT(BX, [2,5%,E164.7,2%E14,.7)
TFLF (Aol obwb)#F (X411 ,E=53)1,1,2

2 Xi=sX
=141
GO T0 3

1 CaLl EXIT
END
1 i1 FeXI)
K 0,3833066E+00 0,7065065E+00
3 0,2476L03E400 . 0.,14689089E+00
I 0,2200995E+00 0,2971089E=01
5 0.2166660E+00 | 0.5861440E=02
é 0.2135718E400 0.1155708E=02
7 0,2153004E400 0,2268553E=03
8 0,2133188E400 0,6670348E=04
9 0.2153106E400 0,8702278E=05

3.23. Neka je dat polinom P (x) = a,2> +a,2? +ayz +a, (a, #0). Napisati prog-
ram za odredivanje nula ovog polinoma po stedeéem algoritmu:

\ 1° Jednu realnu nulu odrediti primenom Newtonovog metoda (videti primer
3.19) sa tacnoséu 1077 (¥, | —x,1< 1077y;
‘ 2° Sa tako nadenom nulom z, odrediti koeficijente polinoma Q (z) =P (z) /
z~zy); \
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3° Resiti kvadratnu jednaginu Q (z) = 0 pomocu standardne formule (videti
primer 1.10 iz poglavlja 1.1).

Za 1zraéunavan]e vrednostl polinoma napisati potprogram tipa FUNCTION.
Algoritamske korake 1° i 2° obaviti u jednom potprogramu tipa SUBROUTINE,
Takode, za algoritamski korak 3° obrazovati potprogram tipa SUBROUTINE.

U programu predvideti moguénost refavanja proizvoljnog broja jednagina. Na
izlazu $tampati koeficijente polinoma P i @ i korene jednadine P (z) = 0.

Program testiratisa P(z)=32> —72° +8z—2 i P(z)=2" —~52% —z+5.

ReSenje: Za izraunavanje vrednosti polinoma obrazovan je funkeijski pot-
program PL, kori§¢enjem Homerove feme. Argumenti u potprogramskoj listi imaju
sledeée znadenje:

Z — vrednost argumenta;
A — koeficijenti polinoma;
N — stepen polinoma.

FUNCTION PL(Z,A,N)
DIMENSION ACT)
PL=A(1)
DO 10 I=1,N

10 PLEPL#Z+A(I¢1)
RETURN
END

SUBROUTINE KJ(A,B,CoXTpY1o%2,Y2)
DebluBwd, 4 Aul
IF(DIR5,10,20

10 X12=8/(2.44)
Xe=Xx1

15 Y1=0,
Y2e0a.
FETURN

20 X1=(=B+SORT(D))/(2.4A)
X22(=B=8QRT(D))/(2.4A)
60 TD 15

25 X12=B/(2.%A)
X2eX1
Yi1=28QRT(=D)/(2.%A)
\FELA K
RETURN
END

Potprogram PL koristimo za izradunavanje vrednosti polinoma P (z) i polino-
ma P(z).

Za refavanje kvadratne jednagine Q (2) = az® + bz + ¢ = 0 obrazovan je pot-
program KJ. Argumenti u potprogramskoj listi imaju sledeée znalenje:

A, B, C - koeficijenti jednadine;

X1,Y1 - yealni i imaginarni deo prvog korena ;ednaéme
X,, Y2 — realni i imaginarni deo drugog korena jednadine.
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Za realizaciju algoritamskih koraka 1° i 2° obrazovan je potprogram NEWT,
sa argumentima:

A - koeficijenti polinoma P;

B - koeficijenti polinoma P’, a zatim polinoma Q;

N - stepen polinoma P (N = 3);
Z1 — realni koren jednacine P (z) = 0 odreden Newtonovim metodom.

C
5

c
10
15

c
20
25

SUBROUTINE NEWTCA,B,N,21%)
DIMENSION AC1),B(1)

ODREDJIVANJE KOEFICIJENATA P'(2)
DD 5 Is1,3

BAII=A(I)#FLOAT (4=1)

ODREDJIVANJE REALNOG KORENA Z(1)
2080,
21820=PL(Z20,4,N)/PL(Z0,B,N=1)
IF(ABS(Z120)=1,E=F)20,15,15
20=21

G0 T0 10

ODREDJIVANJE KOEFICIJENATA G(Z2)
B(1)=4(1)

DO 25 I1=2,3

B(I)=A(1)+8(I=1)%21

RETURN

END

Glavni program i izlazna lista imaju oblik:

TP LT EEFCEFEEE P EELEEFEELEEETTEELEEEE LY
C RESAVANJE JEDNACINE TRECEG STEPENA
(Z2ZEsSnsESs3 ErE S EEEEsSnEEEs NS R STa52555S235253ESE88E 8282858
DIMENSION A(C4),B(3),ZR(3),Z1(3)
5 READ(B,10,END=99) (A(I),I=1,4)
10 FORMAT(4F10,0)
IF(ACT)) 15,99,15
15 CALL NEWT(A,B,3,71)
R(1) =21
Z1(1)=0,

30

35

99

WRITE(5,20) (I,ACT),1=1.4)
20 FORMAT(1HY,22X, '"KOEFICIJENTI POLINOMA P(Z)'//5%,
$6 (AT, )=, FR.5,3X)//)
WRITE(5,25) (I,R(1),1=1,3) :
25 FORMAT(/23X, *KOEFICIJENTL POLINOMA Q(2)'//5X%,
#3080, 11,')2',FB8.,5,3X)//)
WRITE(5,30)

FORMAT (/23X%, !

NULE POLINOMA P(Z)!'//27X,'REAL' ,8X, 'IMAG'/)

CALL KJ(B(1),8(2),B(3),ZR(2),Z1€2),ZR(3).71(3))
WRITE(S5¢35) (1,ZRCI),ZI(1),1I=m1,3)
FORMAT (/18X V20, 11,%)8",2F12,7)
GO T0 5

CALL EXIT

END
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KOEFICIJENTL POLINOMA

PCZ)

00000

A(b)==2,00000

1)

A{1)= 3,00000  A(2)a=7,00000 A(3)s 8,
KUEFICTJENTI POLINUMA (7))
B{1)= 3.00000 B(2)2=6,00000 B(3)= 6,00000
NULE POLINOMA PCZ)
REAL IMAG
Z(i)= 0,3333553 0,0000000
Z2(2)=  1,0000000  1,0000001
Z(3)s  1.0000000 =1,0000001
KUEFLCIJENTI POLINDMA P(Z)
AL4)= 1,00000  A(2)==5,00000 A(3)S=1,00000  A(4)s
KOEFICTIJENTT POLINOMA 0(Z)
B(1)s 1,00000 B(2)= 0,00000 B(3)==1,00000
NULE POLINOMA P(Z)
REAL IMAG
Z(1)e  5.0000000  0,0000000
Z(2)= 1.0000000 4.0000000
Z{3)e «4,0000000 0,0000000
3.24, Sastaviti program za odredivanje koeficijenata polinoma
) PR n a1t - -
) P(é)»CnHz +C 2 +.. .+ Crz +Cy (CnH—
ako su poznate sve njegove nule z, = X, iy k=1,...,n).

Regenje: Neka je

def

5,00000

« k ]
Po(2)= I @ -2) =) 2+ 0 e oz 4 o)



Tada za polinom (1) vazi P (z) =P @), 4. C,= C(i“) (i=1,...,n+1).
Kako je

Pk (Z) = (Z - ZK)PR— 1(Z)
vaze sledeée rekurentne relacije

Cgk) = — chl(k— )

(2) ) =l Doz k=Y (=2, 0,
k) _ Ak~
Ck+1 "Ci( b

pri emu se polazi od Cfl) =-z, C§1)= 1.

Na osnovu (1) obrazovan je potprogram VIETE, &iji argumenti u listi imaju
sledede znadenje:

Z — vektor zadatih nula duzine IV,

N — stepen polinoma;

' — koeficijenti polinoma;

KB — kontrolni broj (KB = 0 korektno zadat stepen polinoma, KB = 1 stepen
polinoma manji od jedinice).

SUBROUTINE VIETE(Z,N,C,KRB)
COMPLEX Z(1),C(1)Y,A.8
IF(N,GE.1) GO 70 5
KB=q
RETURN

5 KB=Q
C()s=2(1)
c(2)=1,
IF(N,GE,2) GO TO 20
RETURN
20 DO 15 K=2,N
AsC (1)
C(1)z=Z(K)2C (1)
DO 10 I=g,K
B6aC (1)
C(Ti=A=Z(K)#B
10 A=B
15 C(K+1)sA
RETURN
END

Potprogram, kao i glavni program, realizovani su u kompleksnoj aritmetici.
Glavni program i izlazna lista (za jedan konkretan slucaj) imaju oblik:
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C FORMIRANIE KDEFICLJEMATA PNLINOMA NA OSNOVU
C ZADATIH NULA

e EmoEEsENEC S EN s e E o s NS Emmmorosnsms P p——
(-2 2 A R et R R

CUMPLEY Z2(10),C(11)
¢ UCTTAVANJE MULA POLINOMA
2 READ(B,10,ENDE99)YN, CZ(T)»I=1,M)
10 PURMAT(I2/C10F8,2))
C POZIV PODPROGRAMA VIETE
CALL VIETEC(Z.N,C,KB)
IF(KB.ER,0) GO 10 1
WRITE(5,20)
20 FORMAT(1H1/5%X, 'GRESKA U PODACIMA: STEPEN POLINOMA !
TIMANJT 0D 11//)
GO TO 2
C STAMPANJE NULA T KOEFICIJENATA POL TNOMA
9 WRITE(S5,25)(CL,Z2(I),131,N)
25 FORMAT(16X, "NULE POLINQMAY//99X, TREAL Y ,5X, 'IMAGY//
TL10X, V20,11 /90412, )2 0 b X, FiI0, 7, 1X,F10,7))
ERR] : '
WRITE(9,300(1,C(I),I=1,N)
30 FORMAT(/ 16X, "KOEFICIJENTI POLINOMAY/ /23X, '"REALY,5X,
AVIMAGY /7 CI0X, "0, I<I/10812, )80 04X, F10,7, 1%, F10,7))

GO 10 2
99 CALL EXIT
END

NULE POLINOMA

REAL IMAG
Z(1)= 1.0000000 1,0000000
()= 1.,0000000 1,0000000
Z2(3)= 1.0000000 =1,0000000

KOEFICIJENTI POLINOMA

REAL IMAG
C{= “2.0000000 =2,0000000
c(2)= 4,0000000 2,0000000
C(3)= =3,0000000 =1,0000000
Cl4)= 1.,0000000 0,0000000

3.25. Sastaviti program za odredivanje kompleksnog korena transcendentne jednadi-
ne f(z) = 0 primenom Newtonovog metoda
() & e o
zZ =z~ z ,
n+1 n f‘(zn) n

gde jez =x + v, (n=0,1,...). Iterativni proces prekinuti kada istovremeno
budu ispunjeni uslovi

X [<e€

Ixn-*lh n ’

(2

Iym_ - yn[ <e€,
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gde je e unapred zadata tacnost.

Program organizovati na slede¢i nacin:

1° U potprogramu tipa FUNCTION zadaju se funkcije: Re (f (2), Im (£ (2)),
Re (f " (2). Im (f ' (2)).

2° U potprogramu tipa SUBROUTINE izradunava se jedan iterativni korak po
formuli (1).
-3° Glavni program treba da sadrzi:
a) Ucitavanje ulaznih podataka X,V €
b) Pozivanje potprograma tipa SUBROUTINE i ispitivanje uslova (2);

¢) Stampanje naslova i tabele u obliku:
NEWTONOV METOD ZA RESAVANJE TRANSCENDENTNE JEDNACINE
F(Z)=EXP(Z)-02%Z+1=0
BR.ITER REAL(Z) IMAG (2) REAL (F(Z)) IMAG (F(Z))
0 XKXXXXXXX XXXXXXXX X XXXXXX XXXXXXX
. ZADATA TACNOST IZRACUNAVANJA EPSILON = 0.XE£XX

Ukoliko je f”(z,) = O Stampati:

PRVI'1ZVOD FUNKCIE JEDNAK NULI

i prekinuti iterativni proces.
Za resavanje uzeti primer: f(z)=e’ ~0.2z+ 1,z =1+mi,e=10"°

Problem resiti u realnoj i kompleksnoj aritmetici.

Resenje: S obzirom da je z =x + iy, iz formule

f@) -
Z"“:Z"—f’(zn) n=0,1,...),

razdvajanjem realnog i imaginarnog dela, sleduje

$oey =%y~ 7 (Re (F(2,) Re (' (2,)) +Im (f(2,)) Im (' (2,.)

Yart =Vn % (Im (f(z ) Re (f' (z)) —=Re (f(z, ) Im (f (2 ))),

gdeje A= If @ )P = Re (7" @ NP + |Im (£ & ).
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Kako je u nasem sludaju

f(z)=e?—02z+1 i [fAz)=e -

imamo redom

Re (f(z)) = e’cosy —02x+1,
Im (f(z)) = e*siny—02y

Re (f'(z))= & cosy —0.2

Im (f'(z)) = e¥siny.

Potprogrami i glavni program u realnol antmet1c1 kao 1 odgovarajuéi rezultati
imaju oblik:

FUNCTIDN BFeXp Vs SUBRLUTImE TRANS (XN, YN, A1, R)
GO TO(10,20,50,40),1 C=FF(X0,Y0,3)

70 LF2EXPLX)#CO8(Y)=2%XtT, DEEF (X0, YU, &)
RETURN F=CuCeDal)

20 EFSEXP(X)#SIN(Y)w 2uY IF(R) 5,10,5
RETURN 5 X0EXU=(AsC=BrD) /K

30 FF=EXP{X)&COS(Y)=,2 YO=YO= (BuaCapuD) /P
RETURN 10 RETURN

L0 BEF=EXP(X)2SIN(Y) En
RETURN
END

E PROGRAM ZA NALAZANJE KOMPLEKSNOG KOREMA TRANBCENDENTVE
C JEDNACINE F(Z) = 0 PRIMENOM NEVWYONOVOG METODA

[ REALNA ARTITMETIKA

C

RtAD(R 5) XG,Y0,EPS
5 FORMAT(2F10,0,E5,0)
WRITE(S5,90)
10 FORMAT(//10X, "NEWTONOV METOD ZA RESAVANJIE TRANSCENDE!
T, 'NTNE JEDNACINE' /722X, 'F(ZIZEXP(Z) =0, 282+ 120" //
2OX, "BROITER ' &X, "REAL (Z) Y, 5X, "IMAG(Z) ' 4X, "REAL(F(Z))?!
3,2X, VIMAGCF(ZI) ')
ITER=Q
KARE1
15 AsEF(X0,Y0,1)
RebEF (X0,Y0,2)
WRITE(5,20) ITER,XO,YD,A,R
20 FORMAT(BX» 142X, 2F15.7,2F12.6)
GO TU (22,50) ,KAR
22 ITER=ITER+1
X§=X0
YS=Y0
Call TRANS(XU,YD,AB,R)
IF(R) 25,25,35
25 WRITE(5,30)
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30 FORMAT(//5X, "PRVI 1ZVOD FUMKCIJE JENNAK WULT?')
G0 TO 50

35 IF(ABS{X0=xS5)=EPS) 40,40,15

A0 TF(ARS(YS=YU)I=ERS) 465,465,158

L5 KRAR=?
60 TG 15

50 wHITE(S,55%) EPS

58 FORMAT(/S5X,'2A08TA TACWOST IZRACLHAVANIA ERPSIi)q =!
T1:07.7)
caLL EXIT
END

NEWTONOV METOD ZA RESAVANJE THANSCENDENTNE JEDNACIWNE

FQZ)23EXP(Z)=0,242+130

BRLITEH, REAL(Z) IMAG(Z) REAL(F(Z)) IMAG(F(Z))
0 1.0000000 3.14615920 =1,9182R2 #0,6283%316
1 0,3426672 2,92628381 =0,644L709 20.2846296
2 0.0572189 2.,700283R8 0,056076 =0,096757
3 0,0697325 2,6625617 0.067235 =(,025535
4 0.0911206 2.,6659618 0.,018186 =0.0082354
5 0,1015006 2,64658960 0.006090 =0,002721
6 0,104695438 2,6659036 0,002026 =0,000908
7 0,1060993 2,6659043 0,000678 =20,000304
8 0.1064821 2,6459065 0,000227 =N,000102
9 0.1066100 26459043 0,000077 =0,000034

10 0,1066533 2,64659045 0.,000025 =0,000012
11 0.,1066675 2,646590635 0,000009 «0,000006
12 0,1066727 2.6659065 0.,000003 =0,000001%
13 0:,1066741 2,66590463 0,000001 =0,000000
14 0.1066747 2.64659045 0,000000 =20,000000

ZADATA TACNOST IZRACUNAVANJA EPSILON =20,1E=05

Navedeni potprogrami i glavni program mogu se znatno jednostavnije realizo-
vati u kompleksnoj aritmetici. Interesantno je primetiti da je u ovom sludaju za
odredivanje kompleksnog korena posmatrane jednaéine sa istom ta¢noiéu (107¢)
potrebno samo 5 iteracija. Do ove razlike u broju iteracija dolazi zbog taénijeg iz-
vrsavanja potprograma CEXP, u odnosu na potprograme EXP, SIN { COS,

COMPLEX FUNCTION F(Z,I) SURRUUTINE NEW(Z,Z0)

COMPLEX 2 COMPLEY Z,20,F

60 TO(1,2),1 Z3Z0= F(Z0,1)/F(20,2)
1 F2CEXP(Z)=0,247+1, RETURN

RE TURN END
2 FeCEXP(Z)=0.2 '

RETURN

END
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C PROGRAM ZA NALAZANJE KOMPLEKSNOG KORENA TRANSC
C JEDNACINE F(Z) = 0 PRIMENDOM NEWTONOVQG METOD
C KOMPLEKSNA ARTITMETIKA
o L L L L P E P L R R LR L Ezaszssaessns
COMPLEX 2,20,F,Y,A
READ(&,10)20
10 FORMAT(2E16.7)
EPS=qE=b
WRITE(5,20)
20 FORMAT(//10X, '"NEWTONOV METOD ZA RESAVANJE TRANSCENDE!
1o 'NTNE JEONACINE'//22X, 'F{Z)=EXP(ZY=0,24L+180"'//
25X "HROITER Y s X, "REAL(Z) 'y 53X, VIMAG(Z) Y p X, YREAL(F(ZY)?
32X, VIMAGCF(Z2)) /)
ITER=O
Y=F(20,1)
13 WRITE(S5,30)ITER,Z0,Y
30 FORMATC(SX, 14,2X,2F13,7,2F12:6)
Y= F(20,2)
BeCABS(Y)
IF(B:.EQ.0,)GO TO 99
CALL NEw(Z,Z20)
ITERSITER%1
Y=F(Z,1)
Azl=10
IF(ABS(REAL(A)),GT.EPSIGD TO 95
IF(ARSCAIMAG(A)) LEEPS)GO 10 93
95 2087
GO T0 13
99 WRITE(5,40)
40 FORMAT(I0X, *PRVT IZVOD FUNKCIJE JEDNAK NULI'//)
GU TO 97 '
98 WRITE(5,30)ITER,Z ,Y
97 WRITE(5,55) EPS
55 FURMAT(/5X, YZADATA TACNOST IZRACUMAVANJA EPSILON =¢
10E7.1)
CALL EXIT
END

> 7 0%
=Z i
oo
]
Z 1
- B
< 0
s I 14

NEWTONOV METOD ZA RESAVANJE TRANSCENDENTME JENNACTNE

FOZIZEXP(Z)=0.2274120

BR,ITER, REAL (Z) IMAG(Z) REAL(F(Z)) 1IMAG(F(Z))
0 1.,0000000 5,1615920 =1.91R282 =0,6238314
1 0,35626675 2.9262831 =0,4447009 =0,2%46296
2 0.1036774 2.70021838 =0,023705 =0, 066273
3 0,1054018 2.645R714 0,001517 @0, 000434
4 0,10667586 2.6459965 =0,000001 0,000090
5 0.,106674R 2.6659043 0,000000 0,000000

ZADATA TACNOST IZRACUNAVANJA EPSILON =0,1F=05

3.26. Dat je niz od n brojeva x, (i = 1, .. ., 1), na svakoj kartici po 10 brojeva, u
formatu 10F8.2. Broj n je dat na prvoj kartici u formatu I3.

Napisati program za preuredenje niza tako da na podetku niza budu pozitiv-
ni brojevi u neopadajuéem redosledu, a zatim negativni brojevi u nerastuéem re-
dosledu.
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Regenje: Program i izlazna lista za odredeni skup ulaznih podataka imaju
oblik:

[ PROGRAM ZA PREUREDJ&NJE NIZA

DIMENSION X(999)
READ(#,10)n
10 FURMAT(IS)
¢ UCITAVANJE NIZA
READ(8,20)(X(T),I=1,N)
20 FORMAT(10F®,.2)
C UREDJENJE N1ZA PO NERASTUCEM REDQSLEDY
K=nm
bo 11 I=1,K
LzT+1
NO 1% JdsbLyN
IFEXCIY 6T XCI)IGO TO 11
R=X(1)
X=X
X(Jr=r
11 CONTINUE
NP=0
C PREBROJAVANJE PUZITIVNIH BROJEVA
DD 22 I=1,N
IF(XCT) oLT,0.360 TO 53
22 NP=NP+1
C  UKEDJENJE POZITIVHNIH BROJEVA U NEOPADAJUCKEM REDGSLEDU
33 L=NP/2
DO 44 I=1,L
R=Xx(1)
X(T)aX(NPe4T=1)
X(NP4+1=T1)8R
Lé CONTINUE
C  STAMPANJE UREDJENOG NIZa
WRITE(S5,30)(X(1),I=21,N)
30 FORMAT(AHT/Z 16X, "UREDJENT NIZ'//7(1%, 601X, F8,2)))

CALL EXIT
END
. UREDJEN] NI/
1.00 2,00 FL,00 4,00
by 00 5,00 5.00 7,00
7,00 4,00 8,00 9,00
10,00 1,00 12,00 13.00
13,00 13,00 13,13 144,00
18,00 18,00 19,00 20,00
21.00 22.00 23,00 25,00
30,00 33,00 60, N0 =8,00
=0,00 29,00 «10,00 211,00
»12,00 =12,00 =15,00 216,00
=22.00 =25,00 =31,00 =352,00
=35,00 235,00 = 40,00 =465,00

=50,00 =169, 00



3.27. Neka je funkcija f definisana pomocéu f (x, y) = e>*sin xy + x%y — y log x.
Parcijalni izvodi funkcije f u tacki (x, »,) mogu se priblizno izradunati pomocu
sledecih formnla:

of Gy, TG thy) —f(xgp,)
ox - h

4

of (g ¥,) [y ys T —f )
ay = h

J

gde je & dovoljno mali prirastaj argumenta.

Napisati program za tabeliranje vrednosti funkcije i njenih parcijalnih izvoda
zax =1(02) 1.6iy =01(0.2) 0.4, uzimajuéi & = 0.01. Paralelno radunati i tadne
vrednosti parcijalnih izvoda (radi provere datih formula). Izlaznu listu dati u obliku:

X Y FOLY) DFXP DEXT DFYP DEYT
KX KX XXIXXEELK X XXKXEEXK N XAXKEEXK X XKKKEEXK X XXXKELXX

v

gde su DFXP i DFYP, DFXT i DFYT redom priblizne vrednosti parcijalnih izvoda
po x iy, odnosno njihove taéne vrednosti.
Funkciju f i njene parcijalne izvode zadati u potprogramu tipa FUNCTION.

Resenje: Potprogram, program i odgovarajuca izlazna lista imaju oblik:

FUNCTION FP(X,Y,1)
;5; i:l gﬁgL;NAJU SE VREDNOSTI FUNKCTIJE F
- se UNAJSU 8E VREDNOSTI PARCIJALNIH I7Zv0DA DF/DX
24 133 RACUNA SE VYRET i K
U:bxwtzT#E) JU SE VREDNOSTI PARCIJALNIH IZVODA DF/DY
GOOTO (1,2,3),1

1 FF’:U%SIN(X%Y)#X%X&YwYeéALUG(x)
RETURN

2 FPsU%(3,48IN(X
wE U (X#Y)4+YuCOS(XuY) )42 6 XuY=Y/X

3 EPaXaURCOSIXRY ) ¢ XuX=ALUG(X)
RETURN
[T

[eRaRel

READ(H,5) XPoXK DX, YP,YK,DY,H
5 FORMAT(TFS.0)
NP IX((XK=XP)/DX)+1
MEIFIXC(YK=YPY/DYY+1
WRITE(S5,10)
VO FNRMATOTHY 56Xy "X 3, FY 58X, "FUX, Y)Y, 7%, 'DFXPY,
VX, "OFXTY 8%, "DEYR T, 8%, POFYTY /)
ND15 I=i,iv
XaXPsDX#FLOAT(Tw)
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DO 1y J=i,m

YzYP4DY#FLOAT (J=1)

FFP(X,Y: 1)

DFXP=(FP(X+H,Y,1)=F)/H

DEYPE(FP(X,Y4H,1)=F)/H

DFXT=FP{X,Y,2)

DEYT=2FP(X,Ys3)
A5 WRITE(S,20) X, Y,F,DFXP,DFXT,DFYP,DFYT
2G FORMAT(4X,2F41,561204)

CALL EXTT

END
X ' FIX,Y) NFXP DFXT DFYP DEYT
1.0 0,0 0,N000E+00 0,0000E+00 0,0000E+00 0.?109§+02 0.,2109E+02
1.0 0,2 0.46190F+01 0,1661E+02 0.1611E402 0,2066E+02 0,2069E+02
1,0 Ooh  0,8222E+01 0,3189E+02 0,31278+02 0,19&6§+0? 0.1950+02
162 U0 0,0000E+00  0,0000E+400 0,0000E+00 09451?E+03 0.4518E+02
102 0.2 0.,8951E+01 0,3613E+02 0.3352E+402 0,43585E402 0m4502E+0g
1.2 0.b (.1T60E+02 N,.64947E+02 0.6431E+402 0.4009E4+02 0.A021§+02
1.4 0.0 0,00006400 0,0000E+00 0,0000E+00 0,9693E¢02 0,9498E+¢02
Tob 0e2 0,1875F+02 0.6975E402 0,6852E402 0,9116E+02 0,91355E+402
1.6 0ok 0,3607E+02 0.1%20E+03 0,1297E+03  0,8037E+02 0,807;E+02
7,6 0,0 0.,0000E+00 0,0000E+00 0.,0000E+00 0,1965E403 0.1965€+03
106 0.2 0.3864E402 0,1407E+035 0,1383E+03 On1861E+0§ 0,1866E+05
1.6 0.6 0,7340E407 0,2621E403 0,2577E+03  0,1571E+03  0,1580E+03

3.28. Sastaviti program za tabeliranje funkcije greske
. 2 X 2
: = 2 1

Elf(X) \/;T— L{ et dr

za x =0 (0.5) 10 sa tagnoséu 107 °. Izralunavanje izvoditi u potprogramu tipa
SUBROUTINE na sledeéi nagin:

a) za x < 3 podintegralnu funkciju razviti u potencijalni red u okolini nule i
integraliti dobijeni red &lan po &lan;

b) za x 2 3 koristiti pribliznu asimptotsku formulu

2
L e 113 135
(1) e’f (x)_ 1 — x\/:r? (1 - »2](:2 + 22x4 - 23 3'(,6 o )

Glavni program treba da obezbedi potrebnu promenu argumenta x i §tampa-
nje tabele u obliku: .

X ERF (X) X ERF (X)

XX XXXXX XX XXXXXX

Resenje: S obzirom na razvoj

2 e (*“l)kl‘ﬂ(

’—ko k!

e“t

jlind
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Imamo

(2)

( l)k 2k+1

e’f()“)_\/—vko k! (2k+1) .

Prema uslovu zadatka, za izradunavanje vrednosti funkcije greske, koristimo
razvoj (2) za x < 3 irazvoj (1) za x 2 3. Za sumiranje ovih redova (videti primer
1.6, poglavlje 1.1), funkcija ¢ bice

g=_ k-1 _ 2 <3
¢k, x)=— kT D X x<3),
¢ (k,x)= —Z—k—{—L (x> 3).

Odgovarajuci programi i izlazna lista imaju oblik:
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i5
10

20
25

15
10

20

21

IMPLICIT REAL#8 (Ae=H,u=7)
DIMENSION ER(20),X(20)

VRITE(5,15) .

FORMAT (THT,2 (60X, X' o 4X, VERF (X)) /)
po 10 125,100,5

Kel/5

X(K)=0,1D04DRLE(FLOAT (1))

CALL FGIX{KI,ER(K))

00 20 121,10

X(IYsX(1)+0,001D0
X(I+10)sX(I+10)+0,00100
WRITE(S5,25)X(I)sFRCI),X(E+10),FR(T+10)
FORMAT(S5X sFbal eF9ob,4XeFhal,F.5)
CALL EXIT

END

SUBROUTINE FGIX,ERF)

IMPLICIT REAL®8 (A=H,0=Z)

FI1=3,1615926535D0

PI=0SGRT(PI)

YaXuX

EPSz21,D=5

8z0,00

M=

JF(X=3,00)5,10,10

UzX

su8+l

A=DBLE(FLOAT(N))

Dam(2,D08A=1,00)/(A#(2.D04A+1,D0))uYel

EE

TF(DABS(U)=EPS)Y15,16,16

ERF=2,00/PT#8

RETURN

FaDEXP(=Y)/(X#PI)

et.D0

£=84U

A=DBLE (FLOAT(N))

an(e DO#A=T,DO)/(2,D0%Y)aU
=N+

IF(DABS(U&F)@EPS)21IZ1pZO

FRF21,00=F«8

RETURN
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X ERF (X) X ERF(X)

0,5 0,52049 5.5 1,00000
10 0,84270 6,0 1,00000
Te5 0.96610 6.5 1,00000
2,0 0,99532 7.0 1,00000
2.5 0,99960 7.5 1,00000
3,0 0.99998 8,0 1,00000
3.5 1,00000 8.5 1.,00000
6,0 1,00000 9.0 1,00000
bo5 1,00000 9.5 1,00000
5.0 1.00000 10,0 1,00000

3.29. Lagrangeov interpolacioni polinom za funkciju x —J (x), za interpolacione
gvorove X, (i=1,... n),ima oblik

Uzimajuéi za interpolacione &vorove x

P(x)=i r—xy) - x )e—x, ) (e=x )

i=1 Cxi—-xl)'"(xi—wxi~l)(xi“'xHﬁ)"‘(xf—xn)

(=X, - Dh (@=

£ ).

I, ...

. 1),

x, = 0, h=0.5, n =10, sastaviti program za izra¢unavanje vrednosti polinoma P
(za funkciju £ (x) = e*sin x) u m zadatih tadaka.

Resenje: Program i izlazni rezultati imaju oblik:

[aNeRe]

40

15
10
20

25
30

2 EZE SRS EIESCESNESSSSSSSESRESSaIEEREERaARISE
LAGRANGE=OVA INTERPOLACIJA

o e D e g T v o e e 2 v D b T G S D D FD ) G G T e G362 G O SH M S
AR R R R R R R e E N E e R R SRR EE R EE2EREaE S22 E8R2eRE

REAL L(20)
DIMENSION X(20),Y(20),XP(20)
FF{XIZEXP(X)#SIN(X)

READ(8,5) NyX0,DX

READ(8,5) M, (XP(1),1=1,M)
FORMAT(12/(8F10,0))

DO 7 I=1,N

XCI)=X0+DXuFLOAT(I=1)
YCI)sFF(X(I))

WRITE(5,40)

FORMATCUHA , BX, YK 3%, UX, 41X, VR 16X, 'FT /)
DO 25 K=1,M

DO 10 J=i,n

Led)=1.

DO 10 I=1,N

1F(I=J) 15,10,15

LCJISL ) e (XPCKI=XCL)I/Z(XCII=X(1))
CONTINUE

Fa0o

DO 20 Is1,N

Fefal(T)eY(I)

FT2FF{XP(K))

WRITEC(5,30) Ko XP(K),F,FT
FORMAT(IN0,F6,2,2F1547)

CALL EXIT

£ 4D
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X F FT

K

T 0,22 0,2703708 0,2719308
2 0,76 TobT33748 Tob?731042
3 1.28 3.46455631 3.44656384
b 1,94 6,L898572 6,6898362
5 2,73 6.1342893 6.1342211
6 3.14 0,0367036 0.,0367950
7 3.65 278, 7286777 =18,7289619
B 6,35 »72.4501190 =72:64L646188

+ o0
3.30. Napisati program za sumiranje sporokonvergentnog reda o u, (%), gde je u, (x) =

: 4 . .
=(-1)k htlra TAx= 0(0.5) 5, primenom nelinearne transformacije

hY =8

n+l " n-—1 n

- : n=1,2,..)).
! Sn+1-FSn—1V‘QSn

T =T/(S) =S4

gdeje S = kZ:JO U, (x). Sumiranje prekinuti kada je ispunjen uslov

\T,,, —T,1<e gdeje e=107". Na izlazu Stampati

X N S (N) T (N)

XX XX XXEXXHKXKELXN X XXXAXKKEEXX

Regenje: Program i izlazna lista imaju oblik:

o R P E e LR E L L B B EEEE LR EE T R
C 1ZRACUNAVANJE SUME SPORDKONVERGENTNOG REDA
e T e R Y S S P EEE P PPt P R LT

FICI,X)2=(FLOAT(281=13¢X)/(FLOAT(22I+1)4X)
WRIVE(5,100)
100 FORMAT(GY, 'SUMIRANJE SPOROKONVERGENTNOG REDAY//
TEX G P p X INY 7R, PS(N) 1%, PT(NY V)
READ(B,200)XPy XK, DX, EPS
200 FORMAT(3F5,2,E8.1)
X=XP
22 U0s4./(1.4X)

Usebd, /(3. 4X)

120

31=40

AdEl,E10

i=1

Sztjo+U

832=8§

10 1=141

UsUeFI(I,X)

§=8+U

§3=5

AR2E52=(83=82) 442/ (S1+83=2,232)
TF{ABS(A2=A1)=EPE) 20.20,15
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15 81=52
$2s83
Af=A2
60 T0 10
20 wWRITE(5,30)1%,1,8%,A2
30 FORMAthxyF591p2x,13y2(1x7E1ag73)
{F(X.GE.XK)GO TO 11
XsX+0X
6o 7o 22
149 CALL EXIT
END

SUMIRANJE SPORUKOMVERGENTNOG REDA
X N §() T(N)

0 38 0,3167229E+01 0,3161597E+01
5 38 0,1975656E+01 0,1969987E+01
0 37 0,1360324E+401 0,1386289E+01
5 37 0,10384T64E401 0,1064211E+01
0 37 0,8327705E+00 0,8584028E+00
5 37 0,6912112E+00 0,7166803E400
0 36 0,6396754E+00 0,6137105E¢00
5 36 0,5615863E+400 0,5357883E+00
0 36 0,5005631E200 0.,47493509E+00
5 36 0,6516462E300 0,6261771E400
0 35 0,30603268E+00 0,3862897E+00

=la, ], niB= (0514 (7 < 20, m < 8). Odrediti mat-
C ¢iji su elementl odtedeni formulama

a; + bij (aij <bij)’
€= aﬁ"’bu (aﬁ>>bUL
aijhij (a.U. = bij)'

Na listi §tampati elemente matrica 4, B, C.

C

DIMENSICN A(eﬂr:‘ﬂ 9‘3(?0 8),C(20, 8)
C UCITAVANJIE MATRICA A 1 8
READ(8,1 N, M
1 FORMAT(LI2,11)
AEAD(B,2)((ACT d),Jd=1,M), 181N}, C(B(Y; ), d=1,M),121,N)
2 FORMAT(<M>FB,2)
C TZRACURAVANJIE €
DO 11 Isf,N
DO 41 J=1,M
IFCACT J)=B8(1.J)310,20,30
10 COIJIaA (T, JieGCI, 1)
GO 10 11
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20 C(I,J)=A(T,J)=B(T,J)
GO 70 11 ’

30 C{I,J)=A(T,J)=B(1,J)

11 CONTINUE

c STAMPANJE TZLAZNIH REZULTATA

11=1HA
12268
1331HC

WRITE(S5,100) 11, CCA(T,J),J=1,M),[=1,N)
WRITE(5,100312, ((BL{T,J3,J=1,M),1=1,M)
WRITE(SAOO)I},((C(I,J),JM;"’U,IE’UN)

100 FORMAT(//<MuB5=64>%,'MATRICA

CALL EXIT
END
MAYHICA A
1,00 2,00
5.00 6,00
9,00 10,00 11,00
MATRICA B
9,00 10,00 11,00
5.00 6,00
1,00 2,00
MATRICA C
10,00 12,00 14,00
25.,00 36,00 49,00
8,00 8,00

3.32. Napisati program za transponovanje matrica 4 = {a
na polja u centralnoj memoriji, ve¢ pomocéu upisa na disk 1 ucitavanja sa diska di-
rektno u transponovanom obliku. Na izlazu Stampati matricu 4 i njenu transpo-

novanu matricu.

Redenje: Program i izlazni rezultat za konkretno datu matricu A tipa 3x4 ima

oblik:

ChnmEEs e R CE D e D m e
[ 13- -F-F-FF -2 2243 3-2-2-F % 14

C TRANSPONOVANJE MATRI
v

C UCItava

RS CCESRERCEESRBEEEEERS

DIMENSION A(50,50)
DEFINE FILE 1(50,100,U,11)
c UCITAVANJE MATRICE A
READ(B,10)M, N
10 FURMAT(212)

READ(8,20) ((A(1:J),Jd=i,N),Tlei,M}

20 FUORMAT (<N>F8,2)
C STAMPANJE MATRICE A

WRITEC(S,30) ((A(I,J)pdaT, Ny, IaishM)
30 FORMAT(//7<aNe5=462X, "MATRICA A /s (2N (2X,FB8,2)

88

4,00
8,00
12.00

12,00
8,00
44,00

16,00

64,00
8400

ﬁ]mx

D]

VLR /(<M (2X,FB.2) )

o D€ koristeé¢i pomoé-

/



C UPIS NA D1SK
11s1
DU 11 I=1,4
11 WRITECI'IIYC(ACLI,J) o JdB1,N)
€ UCITAVANJE SA DISKA
I1I=1
DO 22 I=1,M
22 READCIVITI) (AL, 1) ads1,N)
C  STAMPANJE TRANSPONDVANE MATRICE A
WRITEC(S,40)CCALI,J)pJda1,M)181,N)
40O FORMAT(//<Ma5ob4>X, "MATRICA A = TRANSP,'//
1(<M>(2X,F8.2) )]

CALL EXIY
END

MATRICA A
1,00 2,00 3.00 6,00
5,00 6,00 7.00 Ba.00
9.00 10,00 1100 12.00

MATRICA A = TRANSP,

1.00 5,00 9.00
2.00 6,00 10,00
3.00 7,00 11,00

Lo00 Bo00 12,00






4, NUMERICKI METODI U LINEARNOJ ALGEBRI
4.1, ELEMENTI MATRICNOG RACUNA

4.1.1. LR faktorizacija kvadratne matrice

Cesto se kod refavanja sistema linearnih jednaéina javlja problem predstavlja-
nja kvadratne matrice kao proizvod dve tfougaone matrice. Ovaj odeljak posveéen je
ovom problemu.

Teorema 1.1.1. Ako su sve determinante

a1 ...alk
A = k=1,...,n-1)

a

O Kk

razli¢ite od nule, matrica 4 = [azij 1, «n MoOZe se predstaviti u obliku

(1.1.1) A=LR,
gde je L donja i R gornja trougaona matrica.
Trougaone matrice L i R reda n, imaju oblike:
(1.1.2) L=[lij]nxn (1ij =0¢i§j),
(1.1.3) R=[u]m(n (r =Q«=i>)).
Raziaganje (1.1.1), poznato kao LR faktonzacud {dekompozicija), nije jedin-
stveno, s obzirom na jednakost
_ 1
LR={cL)(—R) (Y c#0)
¢
Medutim, ako se dijagonalnim elementima matrice R (ili L) fiksiraju vrednosti od
kojih nijedna nije jednaka nuli. cazlaganje je jedinstveno.

S obzirom na (1.1.2) i (1.1.3) i imajuéi u vidu da je

max{i.j) o
%y ME';] Lt (Li=1,...n)
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elementi matrica L i R mogu se lako odrediti rekurzivnim postupkom, ukoliko se
unapred zadaju elementir,; (F0)ili/, (#0)(i=1,...,n).

Tako, na primer, neka su dati brojevi Y (#0)(i=1,...,n). Tadavazi

i1
lll =
Fii
qi
1i ]ll
(i=2,...,n)
ap
li]:_‘__ .
n
O b 5 .
i) L. =—}{a, — ),
i ii k=1 ik ki
11
l( iill )
v, =—(a, — o Ty
T B ik (i=2,...,1).
G=i+1,...,n);
l :-l_v i”"ll
o, @~ |£Z=1 i)

Sliéno bismo mogli iskazati i rekurzivni postupak za odredivanje elemenata
matrica L i R ako su unapred daii brojevi [, (¢ 0)(i=1,.. ,n). =

U primenama, najcesce se uzimar, =1 (=1, .. L) ili ;=1 (i=1,...n).

U primenama vilo gesto se javljaju visedijagonalne matrice, tj. matrice éiji su
elementi razli¢iti od nule samo na glavnoj dijagonali i oko glavne dijagonale. Na pri-
mer, ako je a, #0za li-jI<1i a;,=0za |i—jI> 1, matricaje trodijagonalna,
Obiéno elemente ovakve matrice predjstavljamo vektorima (a5, . . ., a.), (by, .. .bn),

€y G b 10

by ¢ 0...0 0
a by ¢, 0 0
(1.1.4) A= 10 a3 by 0 O

LdOOab

Akojea. #0( [i—jI<2)i a; = 0 ¢ li=j1> 2), imamo slu¢aj pentodijago-
1 .
nalne matrice.
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Pretpostavimo sada da trodijagonalna matrica (1.1.4) ispunjava uslove teore-
me 1.1.1. Za dekompoziciju ovakve matrice dovoljno je pretpostaviti da su

B, 0 0...0 0]
@ B, 0 0 O

1= [0 a3 B; 0 O 616, ...B,#0)
-0 0 0 o, 611_

i

1 v, 0...0 OW

R= 0o o 1 00
00 0 0 1]

Uporedivanjem odgovarajuéih elemenata matrica A i matrice

8, Biv: 0 A 0 0

o, Y By Bav2 0 0
LR=|0 o4 Q32 63 0 0

[_O O 0 an a]]7n~1+62

dobijamo sledece rekurzivne formule za odredivanje elemenata o;, §;, 7;:

Cy
By =bys ‘ ’)’1.=K>
‘ G .
(1.15) o =aq, B,=b,— oy, 71:[}— (i=2,...,n-1),
i
O‘n:an’ 6n=bn Y P

4.1.2. Sopstveni vektori i sopstvene vrednosti matrica
Definicija 1.2.1. Neka je A kompleksna kvadratna matrica reda n. Svaki vektor

hvd o g . . .
x €C™, koji je razligit od nula—vektora, naziva se sopstveni vektor matrice 4 ako
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postoji skalar AeC' takav da je

(12.1) AX=\X.

Skalar A naziva se odgovarajuéa sopstvena vrednost.
S obzirom da se (1.2.1) mozZe predstaviti u obliku

(A-N) X=0,

zakljuéujemo da jednagina (1.2.1) ima netrivijalna resenja (po %) ako i samo ako je
det (4 — A= 0.

4.2. DIREKTNI METODI U LINEARNGJ ALGEBRI

4.2.1. Uvodne napomene

Numeriéki problemi u linearnoj algebri mogu se klasifikovati u nekoliko gru-
pa: :
19 Resavanje sistema linearnih algebarskil jednadina

AT =D

sa regularnom matricom A, izradunavanje determinante od A i inverzija matrice 4;
2° Resavanje proizvoljnog sistema linearnih jednagina metodom najmanjih
kvadrata;

39 Odredivanje sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora date kvadratne mat-
rice;

40 Resavanje zadatka linearnog programiranja.

Za refavanje ovih problema razvijen je &itav niz metoda, koji se mogu podeli-
ti u dve klase.

Prvu kiasu ovih metoda ¢ine tzv. direktni metodi ili kako se ponekad naziva-
ju taéni metodi. Osnovna karakteristika ovih metoda je ta da se posle konaénog
broja transformacija (koraka) dolazi do rezultata. Ukoliko bi se sve radunske ope-
racije izvodile taéno, dobijeni rezultat bi bio apsolutno tagan. Naravno, kako se
proces ralunanja izvodi sa zaokrugljivanjem medurezultata, konadan rezultat je og-
rani¢ene ta¢nosti.

Drugu klasu metoda ¢ine iterativni metodi, kod kojih se rezultat dobija posle
beskonaénog broja koraka. Kao pocetne vrednosti resenja, kod primene iterativnih
metoda, najéeSée se koriste rezultati dobijeni nekim od direktnih metoda. O opitoj
teoriji iterativnih procesa bilo je re&iu treéoj glavi. U poglavlju 4.3 izloZiéemo glav-
ne osobine iterativnih metoda koji se koriste u linearnoj algebri. Napomenimo da
se kod refavanja sistema sa velikim brojem jednaéina, kakvi se javljaju pri resavanju
parcijalnih diferencijalnih jednaé¢ina, koriste uglavnom iterativni metodi.
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4.2, Gaussov metod eliminacije sa izborom glavnog elementa

Posmatrajmo sistem linearnih algebarskih jedna¢ina
ag1x) tagax, o .+amxn=b1,

T2iXt gy ,x, +.. . ta, x =b, ,

anlx1 +anzx2 +"‘+annxn_bn ’

ili u matri¢nom obliku

gde su
(2, a a, ] [ b | x|
‘1 dyz .. 4 | 1 X1
ayy @37 4y, b, X
A= h = >
- 3 - X =
nit [lnz ann bn xn

Zasistem jednacina (2.2.2) pretpostavljamo da ima jedinstveno redenje.
Poznato je da se reSenja sistema (2.2.1), tj. (2.2.2), mogu izraziti pomocu
Cramerovih formula

det Ai
x. =
Podetd

—
gde je A; matrica dobijena iz matrice 4 zamenom i—te kolone vektorom b. Medu-

tim, ove formule su nepogodne za praktiéna izraCunavanja, s obzirom da je za iz-
ra¢unavanje u + 1 determinanata potreban veliki broj radunskih operacija. Naime,
ako bismo vrednost determinante n—tog reda izra¢unavali razvijanjem determinante
po vistama ili kolonama, potrebno je izvrsiti S, = n!—1 sabiranja i M, =n! (e—1)
mnozenja (n > 4), §to znaci da je ukupan broj ra¢unskih operacija P, = M, + 8, =
=nle. Pod pretpostavkom da je za obavljanje jedne radunske operacije potrebno
100 us, §to je shudaj kod brzih radunara, to bi za izraGunavanje vrednosti determi-
nante tridesetog reda (n = 30) bilo potrebno oko 2.3 - 10?° godina. Uopsteno go-
vore¢i ovakav postupak je prakti¢no neprimenljiv, ve¢ za determinante redan > 5.

(i =1,...,n),
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Jedan od najpogodnijih direktnih metoda za resavanje sistema linearnih jed-
nacina je Gaussov metod eliminacije. Ovaj metod se zasniva na redukciji sistema
(2.2.2), primenom ekvivalentnih transformacija, na trougaoni sistem

(223)  R¥Y=?

gde su
-1'11 712...rlnh _Cl‘
Faa Ton . Cy
R= i o=
B I'nn—J ' hCnJ

Sistem (2.2.3) se refava sukcesivno polazeéi od poslednje jednadine. Naime,

Cn
Xn: ,

Fan

1 ( g
x,=— (c¢. - 7. X i=n-1,...1).
i rii i keiti ik k) ( ) )

Napomenimo da su koeficijenti rj; % 0, jer po pretpostavei sistem (2.2.2), tj. (2.2.3)
ima jedinstveno refenje.
Pokazaéemo sada kako se sistem (2.2.1) moZe redukovati na ekvivalentan sis-
tem sa trougaonom matricom.
Pod pretpostavkom da je @, #* 0, izradunajmo najpre faktore
.. = ajy
i g

a zatim mnoZenjem prve jednadine u sistemu (2.2.1) sa m;; i oduzimanjem od
i—te jednadine, dobijamo sistem od n—1 jednadina

(2) (2), =p2)
a; Xt tay Uy b2 ,

(2.24)
(2) 2 = pl2
dyq X2 +"‘+an(n)xn_b$1 )’
gde su
) = 2)_ R
g’ =ay-mga, ., bf =b - my b, (i,j=2,...,n)



Pod pretpostavkom da je ag) # 0, primenjujuéi isti postupak na (2.2.4) sa

m,, =ai(22)/a§§) (i=3,..., n)dobijamo sistem od n—2 jedna&ine
a3(33) Xyt +a3(r?)xn =bg3) ,
(zf]23) Xyt +an(:)xn =b;(13) ,
gde su
3. 2) (3) _ (2 (2 A
a; —afj )~mi2a(2j , b7l = ) m;, b, ) (i,j=3,...,n).

Nastavljajuéi ovaj postupak, posle n—1 koraka dolazimo do jednacine

), = p(n)
ann xn bn ’

Iz dobijenih sistema, uzimanjem prvih jednac¢ina, dolazimo do sistema jedna-
¢ina

(). (1) )., (D), =)
ajp Xy tagx, taydx, b tay x =0y
2), 4 ,2) (2),. —4(2)
Gy Yy bty Iy =T

(3) (3)y, =43
033'V3+"'+a3rl)‘1\ b3 K

(n),. = p(n)
[Znnxn bn ’

pri ¢emu smo stavili ai(jl) =a;, bi(” =b,.

Navedena trougaona redukcija ili kako se cesto kaze Gaussova eliminacija,
se svodi na izradunavanje koe ficijenata ‘

(k)
ik
= (k+ 1)~ (k) (k) pk+1) - p(K) (k) (=
Mik =T 4 apt —mya b =b7 oy B G =kt L)
akk
zak =12 ..., n-1. Primetimo da su elementi matrice R i vektora & dati sa
= (1) = (1) - R
Il.j aij, ¢ .bi (1=1,....0n;7=i ..., n).



Da bi navedena redukcija egzistirala, potrebno je obezbediti uslov aff) # 0.
Elementi aé"i) su poznati kao glavni elementi ili stozerski elementi*. Pod pretpos-

bediti permutacijom jednacina u sistermu.

Stavise, sa stanovi§ta tacnosti rezultata potrebno je koristiti tzv. strategiju
izhora glavnog elementa. Modifikacija Gaussovog eliminacionog metoda u ovom
smislu, naziva se Gaussov metod sa izborom glavnog elementa. Prema ovom metodu

. . - K)o Lo oo
za glavni element u k—tom eliminacionom koraku uzimamo element ar‘k‘.) zu Koji
je la(::”: max la](‘l:)l ,uz permutaciju k—te i r—te vrste.

r <i<n

Ako dozvolimo i permutaciju nepoznatih najbolje je za glavni element 111

k—tom eliminacionom koraku uzeti element ¢ (%, za koji je {a(*) | = max I‘ai(i‘)i

. ) ’ EARESS) ’
uz permutaciju k—te i r—te vrste | k—te i s--te kolone. Ovakav postupak se naziva
metod sa totalnim izborom glavnog elementa.

Moze se pokazati (videti [2] ) da ukupan broj radunskih operacija u Gausso-
vom metodu iznosi

' 1
N (1) =‘(‘(4n3 +9n* — Tn).
J

Za dovoljno veliko n imamo N (1) = 2n*/3. Dugo vremena se mislilo da je Gau-
ssov metod najoptimalniji u pogledu broja radunskih operacija. U novije vreme V.
Strassen je, uvodeéiiterativni algoritam za mnozenje i inverziju matrica, dao jedan
metod za resavanje sistema lineainih jednadina, kod koga je broj radunskih ope-
racija reda n'°227. Strassenov metod je, dakle, optimalniji od Gaussovog metoda
(log,7 <3).

Trougaona redukcija obezbeduje lako izrac¢unavanje determinante sistema.
Naime, vaZi

= 4(1) ,(2) (n)

detAd=ai) ayy . ..a .
Ukoliko je koriséen Gaussov metod sa izborom glavanog elementa treba samo vo-
diti raduna o broju permutacija vrsta (i kolona kod metoda sa totalnim izborom
glavnog elementa), koje utitu na znak determinante. Ovakav nacin za izracunava-

nje determinante je veoma efikasan. Na primer, za izratunavanje determinante re-
da n =30, putrebno je 0.18 s, ako se jedna radunska operacija obavlja za 10 us.

*) Na englesk m jexiku pivotal element, ili prosto pivot.

98



4.2.3. Inverzija matrica pomoéu Gaussovog metoda

Nekaje 4 = [aij]nxn regularna matrica i neka je
_ . -
Xy X12..-X1p
X911 .\‘2 2 .X2n
_ = 3 —>
X= =[x Xy xn]
L_xnl A’l’l2 xnn
. . . > - —>
njena inverzna matrica. Vektori Xy, ¥,, . .., X, su redom prva, druga, . ... n—1a
N e - —> - .
kolona matrice X. Defini§imo vektore ey, e,,. .., €, pomocu

é=[10...01", &=[01...01" ....¢ =[00...1]".

S obzirom na jednakost AX = 4 XAX, .. . A ?n 1=1= [?l Zy .. .?n ], prob-

lem odredivanja inverzne matrice moZe se svesti na refavanje n sistema linearnih
jednacéina

—

(23.1)  AX;=¢,  (i=1.....n).

Za resavanje sistema (2.3.1) pogodno je koristiti Gaussov metod, s obzirom
da se matrica A4 pojavljuje kao matrica svih sistema, pa njenu trougaonu redukciju
treba izvriiti samo jednom. Pri ovome sve elementarne transformacije koje su pot-
rebne za trougaonu redukciju matrice A treba primeniti i na jedini¢nu matricu

- - -> . w . I .
I=[e, ¢ ...¢, | Na taj nadin se matrica 4 transformiSe u trougaonu matricu
. . —> > - . . . .
R, a matrica / u matricu C=[¢; ¢, ... ¢, | Najzad, ostaje da se rese trougaoni
sistemi
- > .
Rx;= ¢, (i=1,...,n).

4.2 4. Faktorizacioni metodi

Faktorizacioni metodi za refavanje sistema linearnih jednadina zasnivaju se
na razlaganju matrice sistema na proizvod dve matrice ¢iji je oblik takav da omo-
guéava svodenje sistema na dva sistema jednadina koji se jednostavno sukcesivno
refavaju. U ovom odeljku ukazaéemo na metode zanovane na LR faktorizaciji
matrice (videti odeljak 4.1.1).

Neka je dat sistem jednacina

(2.4.1) AX=b >

sa kvadratnom matricom A4, &iji su svi glavni dijagonalni minori razli¢iti od nule.
Tada, na osnovu teoreme 1.1.1, postoji faktorizacija matrice 4 = LR, gde je L do-
nja i R gornja trougaona matrica. Faktorizacija je jednoznaéno odredena, ako se, na
primer, usvoji da matrica L ima jedini¢nu dijagonalu. U tom slucaju, sistem (2.4.1),
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.
j. sistem LR X = b, se moze predstaviti u ekvivalentnom obliku

(242) L¥=b, RX=y.

Na osnovu prethodnog, za refavanje sistema jednacina (2.4.1), moze se for-
mulisati slede¢i metod:

10 Stavimo Li=1 (i=1,...,n)

20 Qdredimo ostale elemente matrice L = [ lij |y §matrice R = | rij]
(videti odeljak 4.1.1);

39 Resimo prvi sistem jednacina u (2.4.2);

49 Resimo drugi sistem jednadina u (2.4.2).

Koraci 3° i 49 se jednostavno izvode. Naime, neka su

nxn

-

b=lbyby... b Y=y iy ..y ¥=lixy. . ox 1"

Tada je
i—1 .
Yi=by, y;=b,- 2 Ly, (i=2,...,n)
k=1 )
i
n Lo n ) (i=n-1 0
X FEe—, X T - FoX i=n—1,..., ).
no, o y! k=it ik k
nn 1t

1zloZeni metod se u literaturi srece kao metod Haleckog. U slugaju kada je
matrica 4 normalna, tj. kada je simetri¢na i pozitivno definitna, metod Haleckog

se moZze uprostiti. Naime, tada se moze uzeti da je L = RT. Dakle, treba odrediti
faktorizaciju matrice A u obliku 4 = RTR. Na osnovu formula iz odeljka 4.1.1 za
elemnente matrice R vaZe formule

(i=2,...n).
I i—1
L — 3 5 { = 7 -
s (a;, ],E_l'ki’kj) (j=i+1,....n)
i T

U ovom slugaju sistemi (2.4.2) postaju

R'Y=b, RX=Y).
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Primedba 2.4.1. Determinanta normalne matrice se moZe izraGunati po metosi
kvadratnog korena kao

detd =(ry,ry, ... rnn)2 .

Faktorizacioni metodi su naro&ito pogodni za reavanje sistema linearnih
jednagina, kod kojih se matrica sistema ne menja, ve¢ samo vektor slobodnih &la-
nova b . Ovakvi sistemi se Zesto javljaju u tehnici.

Sada ¢emo pokazati da se Gaussov metod eliminacije moze interpretirati kao
LR faktorizacija matrice 4. Uzmimo matricu 4 takvu, da prilikom ehmmacne ne

treba vidiri permutaciju vrsta i kolona. Polazni sistem oznagimo sa AWK = b“)

Gaussov eliminacioni postupak daje n—1 ekvivalentnih sistema 4(?) ¥ = LN
s
AW Y =p ™ pri Gemu matrica 4% ima oblik
IR |
1 1 1
ajy’ oa,’ . alk). .. "1(n)
(2) a2) (2)
T2 Tok %3n
A(k) =
k) 20
T Pen
(k) I
ank al(l(n)
L _

Analizirajmo modifikaciju elementa 2 (=4 (1) ) u procesu trougaone reduk-
cije. Kakoje,zak=1,2,...,n~I,

alk+ D=, _ (k)» (i,j=k+1,...,n),

ij ij ik k]
i
(k+1) 2 (kil) o (k+1)_ ' _
a5 P Ty 0 (i=ktl, .n),

sumiranjem dobijamo

= (1)— k s
ay = e =a) + Zlmk“;(q) (i<))

i
a a(1)~0 + Z’_ My k(Jk) @>7).
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Definisuci m,; = 1 (i=1,. .., n), poslednje dve jednakosti se mogu predstaviti
u obliku '

(243) q =k>§l a3 (ij=1,...,n),

gde je p = min (4, ). Jednakost (2.4.3) ukazuje da Gaussova eliminacija daje LR
faktorizaciju matrice 4, gde su

1 Fir Fia.oo Ty
myy 1 Faz Fan

L= , R=
_mnl mnz e 1_ L. rnna

iFy = ak(jk) . Pri programskoj realizaciji Gaussovog metoda u cilju dobijanja LR

faktorizacije matrice 4, nije potrebno koristiti nove memorijske elemente za pam-
¢enje matrice L, vec je pogodno faktore iy, smestati na mesto koeficijenata matri-
ce A koji se anuliraju u procesu trougaone redukceije.Na taj naéin, posle zavriene tro-
ugaone redukcije, na mesto matrice 4 bi¢e memorisane matrice L i R, prema slede-
¢oj Semi

Uoéimo da se dijagonalni elementi matrice L, koji su svi jednaki jedinici, ne moraju
memorisati.

Metod Haleckog, zasnovan na LR faktorizaciji, primenjuje se u slu¢ajevima
kada matrica 4 ispunava uslove teoreme 1.1.1. Medutim, primenljivost ovog metoda
moZe se prodiriti i na druge sisteme sa regularnom matricom, uzimajuéi u obzir per-
mutaciju jednadina u sistemu. Za faktorizaciju iskoristimo Gaussov eliminacioni
metod sa izborom glavnog elementa. Pri ovome bi¢e LR = 4’ gde se matrica 4’ do-
bija iz matrice 4 kona&nim brojem razmena vrsta. Ovo znadi dau procesu elimina-
cije treba memovisati niz indeksa glavnih elemenata /' = (py, ..., p,_ ), pii Cemu
je py broj viste iz koje se uzim_}a glavni element u k—tom eliminacionom koraku.

Kod resavanja sistema 4 X = b, nepostedno posle faktorizacije treba, u skladu sa
—
nizom indeksa I, permutovati koordinate vektora b. Na taj nadin se dobija trans-

N
formisani vektor b’, pa se refavanje datog sistema svodi na sukcesivno resavanje tro-
ugaonih sistema

5 _), , =
Ly=b | ¥ =

o

!

P
#2
\
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4 3. ITERATIVNI METODI U LINEARNOJ ALGEBRI

43.1.Uvod
Posmatrajmo sistemn linearnih jednacina

ag1x; tap,x, t. ..+a1nxn=bl N
a1 Xy Fagxn .o ta, Xy :bz ’
(3.1.1)

X, +.oo e x =by

anlxl +an.2

koji se moze predstaviti i u matri¢nom obliku

(3.1.2) AX¥=b,
gde su
aiq alz...(lln (xl b]
a1 @22 4y, X2 b,y
- —
A= , X = ., b=

: X

Lanl Ana dnn_ | Lb"_

Uvek u ovom poglavlju, pretpostavljamo da sistem (3.1.1), tj. (3.1.2) ima je-
dinstveno resenje.
Tterativni metodi za re3avanje sistema (3.1.2) imaju za cilj odredivanje refenja

X sa unapred zadatom ta¢noS¢u. Naime, polazeéi od proizvoljnog vektora X
(= [??0) . .'x(no)}'r), iterativnim metodama se odreduje niz F (F0O =
=[x, % xn(k) 1) takav da je

lim. x®) =¥

k-—+ o

4.3.2. Metod proste iteracije
Jedan od najprostijih metoda za refavanje sistema linearnih jednadina je me-

tod proste iteracije. Za primenu ovog metoda, potrebno je prethodno sistem (3.1.2)
predstaviti u ekvivalentnom nbliku
(321)  X=px+p.

Tada je metod proste iteracije dat sa

(322 *x® =30 =12,
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Ako se pode od proizvolinog vektora x(®), pomoéu (3.2.2) generise se niz
—>(k) oo . . . TN X .
gx ,koji pod izvesnim uslovima konvergira refenju datog sistema.

Akoje
byy b12--~b1n i
byy bay b2n B,
B= i f=
bnl bn2 bnn fnﬁ

iterativni metod (3.2.2) moze se predstaviti skalarno
x(lk) = b, 1x1(k—1)+ . +b1nx$1k_1) +Bi,

x=byy XDy, x 7D gy

k) _ k1 (k—1)
xgl()—bnlx’(( )+"‘+bnnxn +ﬁn !
gdejek=12,....

Moze se pokazati (videti [2]) da iterativni proces (3.2.2) konvergira ako su sve
sopstvene vrednosti matirce B po inodulu manje od jedinice. S obzirom da je odre-
divanje sopstvenih vrednosti matrice dosta komplikovano to se kod praktiéne pri-
mene metoda proste iteracije ispituju samo tzv. dovoljni uslovi za konvergenciju.
Naime, za matricu B se mogu definisati razlidite norme, kao na primer,

3

1/2
181=(2 5,%)"
13

n
(3.2.3) I1B1,= miax Ex lbij[ ,

n
By =max = 1b |
joi=t Y

Nije tesko pokazati da iterativni proces (3.2.2) konvergira ako je I 8 Il <1,
pri proizvolinom po&etnom vektoru x (),

4.3.3. Gauss—Seidelov metod
Gauss—Seidelov metod se dobija madifikacijom metoda proste iteracije. Kao
§to smo ranije videli, kod metoda proste iteracije, vrednosi i—te komponente xg("“)
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=>(Kk) " . — - :
vektora ¥ %) izragunava se na osnovu viednosti X, k=1 ., xn<k b 1.

n .
=3 bijxj(k“ RS G=1,....mk=12,...).
i=1
Ovaj metod moZe se modifikovati na taj nacin §to bi se za izradunavanje vrednosti

(k'),. Cx®) x(k_l), . ,x](]k_l), 1.

xl(k) koristile vrednosti x| XX

i—1 n -

(3.1 xM =3 bx©+2pxDwg (=1 0 k=12,..).
i=t ’ j=i

Navedena modifikacija metoda proste iteracije poznata je kao Gauss—Seide-

lov metod.
Iterativni proces (3.3.1) moZe se predstaviti i u matrié¢noj formi. Naime, neka

je
B:Bl +BZ s
gde su
0 0 0 byi b1, In
31: . i B’Z: .
Lbnl bnz bn,nvl OJ i) 0 bnrﬂ
Tada (3.3.1) postaje
-
(3.3.2) ¥®=p 3 4 g Fk-D 4 g (k=102,...).

Teorema 3.3.1. Pri proizvoljnom vektoru X <) iterativni proces (3.3.2) konvergira
ako i samo ako su svi koreni jednatine

o

bll")\ bl2-~.
det [By—(I-BIN}= | by A byg-\

In

O
1
o

2n

R nl n2 nn

po modulu manji od jedinice.
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4.4, PROGRAMSKA REALIZACIJA

Ovo poglavije je posveceno programskoj realizaciii metoda izloZenih u ovoj
glavi. Za uspeino pradenje materije u okviru ovog poglavlja neophodno je pozna-
vanje celokupne materije izloZéne u prethodnim poglavljima ove glave.

U svim potprogramima koje dajemo, matrice se tretiraju kao vektori,

44.1. Potprogram za transponovanje matrice MTRN ima oblik
SUBROUTINE MTRNCA,B, N, M)

TRANSPONOVANJE MATRICE A

o RaNe]

DIMENSION AC1),BC(1)
IC=0
DO 5 I=1,N
Id=leN
DO 5 J=f,M
IJald+n
1CeIC+1
5 B(IC)=A(IJd)
RETURN
END

Parametri u.potprogramskoj listi imaju sledece znadenje:

A ulazna matrica tipa NxM, koja se tretira kao vektor duzine NM (uzet kolo-
na po kolona); ‘

B izlazna matrica tipa MxV (B = AT). Tretman matrice B je isti kao i tretman
matrice 4.

442, Potprogram za mnozenje matrica 4 (tipa NxM) 1 B (tipa MxL ) ima oblik

SUBROUTINE MMATCA,B,C, N, M, L)

MATRICA A TIPA Naw
MATRICA B TIPA Musl
MATRICA € TIPA Nsl
MNOZENJE MATRICA C=A«B

[aNeNeNeNeNel

DIMENSION A(1),B(1),C(1)
Ic=0
Iga=Mm
Do 5 Jsisl
12=12+M
po s 121;7‘\]
IC=TC+1
TAzl=n
IB=I2
C{ICI=0,
DU 5 K=1,M
Ta=lAsn
IR=T1B+1
5 CUIL)=C(ICH+ALTAY«HB(IR)
RETURN
END

pri ¢emu jo Cizlazna matrica (C = AR) tipa NxL.

4 4.3. Sastavimo program za odredivanje matrice BT A, koriséenjem prethodnih pot-
programa, ako su matrice 4 i B date, Neka je matrica.4 tipa N*xM, a matrica B tipa
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NxK (broj elemenata jedne i druge matrice nije ve¢i od 100).

Program ima oblik

DIMENSION A(100),8(100),C{100)
HEAD(B,10) NyM,K
10 FORMAY(312)
Mz g
NKzN#K
RMEKEM
READ(8,200 (ACI),I29,NM4), (R(I),131,NK)}
20 FORMAT(16F5.0)
CALL MTRN(HB,CpN,K)
CALL MMAT(C,A,BKyN,M)
wHRITE(S:30) ((B(J) Jal, KM K),I21,K)
50 FORPAT(S5X, 'MATRICA CsB(TR)#AV//(2X,<M>F6,1))
CALL EXIT
END

Testirajuéi ovaj program sa matricama

1 3 0 2 [1 3 0

14 1 5 0 4 -6
A= 1 g 1 2 ol iB=| 5 1 o~

-2 3 1 3 -1 5 1

dobijamo slededi reznliat:

MATRICA C=B(TR)xA

Ta0 2.0 =h,0 =1,0
23,0 21,0 11,0 29,0
el 0 19,0 «9.0 =270

44.4. Metod Haleckog za refavanje sistema linearnih jednagina (videti odeljak

4.2.4) moze se programski realizovati na sledeéi nadin:

C METOD HALECKOG

e e moem o e m e EamEEn e eSS e e D MO Do @
IR DEE NS S E R R E S E ST R e R 2Nl ST SRS RR ISR RSB EESEREEREER

DIMENSION AC10,10),B8(10)
33 READ(B,100) N
100 FORMAT(I2)
IF(NI11,22,%1
11 READ(B,101) (B(I},1=1,N)
101 FORMAT(8F10.4)
READ(8,101) C(CA(I,J),ds1, N L=1,N;
WRITE(5,102)
102 FORMAT(///75X, "MATRICA A',<(N=1)&12+34>X, 'VEKTOR 8" /)
WRITE(5,903) C({A(1,J),J21,N),B(L),1I=57,N)
103 FORMATIAX, ¢N»F12.7.F15%.7)
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C FAKTORIZAGIJA MATRICE A U OBLIKY A= LéR
DU 10 I=2,nN
10 A 1I=AM,1)/8(01,1)
DO 25 I=2,N
I1=21=1
S=a(1,1)
DO 20 K=1,11
20 Ss8=A(I, K)ua(K,1)
A(l,I)=8
IF(I.EQ.N) GU TOQ 40
Id=s1+1
DO 25 J=lJ,wn
S=A(I,J)
T=A(J, 1)
DO S0 K=1,11
Bu8wmA (I, K)#A(K,J)
30 TaT=A(JsK)#a(K, 1)
A(L,J)=8/74(1,1) °
25 A, D) =T
40 WRITE(S,107)
107 FORMAT(//5X, "MATRICA L'/)
DO 111 I=1,N
111 WRITE(5,103) CA(T,J),Jd=1,1)
WRITE(5,708)
108 FORMAY(//5X, "MATRICA R'/)
NlizN= g
DO 222 I=1,N1
112141
MaN=]
222 WRITE(5,99) (ACL,J),JsLl,N)
WRITE(5,99)
99 FURMAT(<1241=82X,"'1,0000000", <M>F12,7)
C NALAZENJE VEKTORA RESENJA
BO1I=B(1)/AC1:1)
DU 59 1=2,N
1i=1=4
Db 65 K=1,11
@5 RO1)=8(L)=A(],K)¥R(K)
55 BCI)=B(I)/A(CI, 1)
Ly 50 J=1,N19
ITzh=y

11=1+1
Ui 50 K=11,N

50 B{1)=B(I)=A(I,K)e8(K)
wRITE(S,109)

109 FORGBAT(//13%, "VEKTOR RESENJAY /)
WRITE(5,106) (R(I),I=1,N)

104 FORMAT(I2X,F12,7 )

GO T0 33
27 Call t£x17
EnD

Kod faktorizacije matrice 4 (= LR) uzeli smo u gornje trougaonoj matrici
R jedini¢nu dijagonalu, tj. r,, =1 (/ =1, ..., n). Program je organizovan tako da
se matrica 4 transformiSe u matricu 4, &iji se donji trougao (ukljudujuéi i glavau
dijagonalu) poklapa sa matricom L, a strogo gornji trougao sa matricom R. Prime-
timo da se dijagonalni elementi u matrici R ne pamte, veé se samo kod §tampanja,
pomodéu naredbe FORMAT formalno $tampaju. Takode, pnmetlmo da je u odeljku
4.2.4, uzeta jedini¢na dijagonala u matrici L.
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Primenom ovog programa na jedan konkretan sistem jednadina dobijaju se

slededi rezultati:

MATRICA A VEKTOR B
1.0000000 46,0000000 1.0000000 3,0000000 9.0000000
0,0000000 =9,0000000 2.0000000 =1,0000000 0,0000000
3,0000000 16,0000000 4,0000000 1,0000000 22,0000000
1.0000000 2.,0000000 2,0000000 9.0000000 14.0000000

MATHRICA L
1.,0000000
0.0000000 =1,06000000
3,0000000 2.0000000 5.0000000
1,0000000 =2,0000000 =3,0000000 2.0000000

MATRICA R
1.0000000 44,0000000 1.,0000000 3.0000000

1,0000000 =2,0000000 1.0000000
1.0000000 «2,0000000
1.,0000000

VEKTOR RESENJA

1,0000000
1,0000000
1,0000000
1,0000000

44.5. Sli€no se realizuje i metod kvadratnog korena za refavanje sistema linearnih
jednadina sa simetri¢nom pozitivio definitnom matricom. U ovom sludaju dovoljno
je uditati samo elemente matrice A sa glavne dijagonale i, na primer, elemente iz
gornjeg trougla.

Program i izlazna lista za konkretan sistem jednadina su dati u daljem tekstu.
Napomenimo da je sa stanovista ustede memorijskog prostora pogodnije matricu 4
tretirati kao vektor, Medutim, zbog lakseg razumevanja &itaoca, na ovom mestu,
nismo postovali ovu pogodnost. '

Organizacija programa je takva da se pored refavanja sistema jednacina izra-
Cunava i determinanta matrice sistema. U izlaznoj listi donji trougao simetriéne
matrice 4 je izostavljen. '

RN R BN e s RS NS S CBE SRS e EEERE3s2e]82323

SISTEMA LINEARNIH JEDMACINA METODOM KVADRATNOG

DIMENSION AC10,10),8(10)
3 READ(8,100) N
100 FORMAT(I12)
IF(NY 1,2,1
C UCITAVANJE VERTURA B
1 READ(B,101) (B(I),I=1,M)
101 FORMAT(8F10,4)
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C UCITAVANJE GORNJEG TROUGLA MATRICE A
READ(B,101) (CA(Y,J),pJd=1,0),1I29,N)
WRITE(S,102)

102 FORMAT(///5%, "MATRICA SISTEMA /)
WRITE(5,99) ((ACI,J),J=I,N),I21,N)

90 FORMAT(<128I=11>X,<N=I¢1>F12.7)
WRITE(5,105)

105 FORMAT(//5X, "VEKTOR 3LOBODNIH CLANOVA v
WRITE(5,433) (B(l),I=1,n)

133 FORMAT(IX,10F12.7)

C NALAZENJE ELEMENATA GORNJE TROUGAONE MATRICE
A(1,1)28GRT(A(T1,1))

DO 11 J=2,N
11 A, J)=A(1,J)/A(C1,.1)
DO 12 I=2,N
520,
IMjele=1
DO 13 wet,IM1
13 S=8+A (K, I)2A(K, 1)
A(L,I)=SQRT(ACI,I)=S)
IF(I=N) 29,12,29
29 IP1=1+1
. DO 146 J=lP1,n
520,
DO 15 Ket,IM9
15 S=S+A(K, 1) #A(K,J)
16 A(L,Jd)=(A(L,J)=8)/AC1,1)
12 CONTINUE

€ IZRACUNAVANJE DETERMINANTE SISTEMA

DET=1,
La 60 Iz9,N

60 DET=DET#A4(1,1)
DET=DETuDET

C RESAVANJE SISTEMA LevYeB

BC1)=B(1Y/A01,1)
DO 7 1=2,N
M al=1
520,
DO 8 K, 41
8 S=S5+A(K,1)eB(K)
Pei./A(Ll,1)
7 B(1)SPe(B(1)=8)
C RESAVANJE SISTEMA RuXxsaY
C WREZULTAT SE SMESTA U VEKTOR B

B(N)BB{N)/A(N,N)
Ny EN=g
DO 350 LXl=1,NM1
JJeN=11
S=20,
JIP12JdJ+1
DO 50 K=JJP1sN
50 SzS+A(JJI,K)eB(K)
30 B(JJ)E(B(JJI=837A(Jd,JJ)

C STAMPANJE REZULTATA

WRITE(5,201)

201 FORMAT(//5X%,'"MATRICA R'/)
DO 222 l=1,N

222 WRITE(5,99)(A(I,J),J=IsN)
WRITE(5,208) NET

208 FUORMAT(//5X, 'DETERMINANTA SISTEMA D=',F11.7/)
WRITE(5,109)

110




109 PURMAT(//5%, 'RESENJE SISTENMA )
WRITEC(S5,153) (B(I),I=1,8)

60 TO 3
2 CALL EXJT
END

MATRICA STSTEMA
3,0000000 0.0000000 1.,0000000
2,0000000 1.0000000
1.,0000000
VEKTOR SLOBODNIM CLANDVA

6,0000000 3,0000000 3,0000000

MATRICA R
1.7320509  0,0000000 0,5773503%

1.61462135 0,7071068
0,608246483

DETERMINANTA SISTEMA D= 1,0000002

RESENJE SISTEMA

0,9999999 09999998 1,0000002

MATRICA SISTEMA
1.0000000 0,0000000 1.,0000000
: 4,0000000 2.,0000000
9,0000000
VEKTOR SLOBODNIH CLANOVA

2,0000000 6,0000000 12,0000000

MATRICA R
1.0000000 0,0000000 1.0000000

2,0000000 10000000
2:64657515

DETERMINANTA SISVTEMA D= 28.000003%

RESENJE SISTEMA

1.0000001



4.4.6. Faktorizacioni metod za reSavanje sistema linearnih jednadina baziran na Ga-
ussovoj eliminaciji sa izborom glavnog elementa (videti odeljke 4.2.2 1 4.2.4) moZe
se programski realizovati pomocu sledeéih potprograma:
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OO0

e Nl

OO0

loNeNel

OO0

10
20

15

25

30

35

40

45

SUBROUTINE LRFAK(A,N,IP,DET,KB)
DIMENSION A(1),IPC1)

KB=0 ’

NYsNeq

INVE0

DO 45 K=i,n1

IGE= (K=o1)uiveK

NALAZENJE GLAVNQG ELEMENTA U K=TOM
ELIMINACIONOM KORAKU

GE=A(IGE)
I11=1GE+1
I2=K#N
IMAX=]GE

DD 20 1=l4,12
IF(ABS(A(I))=ABRS(GE)) 20,20,10
GEsAC(I)

IMAXE]
CONTINUE
IF(GE)R25,15,25
Kp=1

MATRICA SISTEMA JE SINGULARNA

RETURN
IP(K)BIMAX=N® (Ka1)
IF(IP(KY=K) 30,40,30
1=k

IK2IP(K)

PERMUTACIJA VRSTA U MATRICI

DO 35 Ja1,N
§=A(1)
ACI)=A(IK)
ACIK)=S
IsI+N
IKsSIK+N
INVEINY$1

KeTl ELIMINACIONI KORAK

DO 45 I=I1,12
A(T)2A(])/GE

IA=s]

ICc=IGE

KK

DO 45 J=K1,N

IAsTA+N

IC=IC+N
ACIA)=ACIA)=A(I)«ACIC)

1ZRACUNAVANJE ODETERMINANTE
DET=1,

DO 50 Isi,N
INDEI4+(I=1)uN




50 DET=DET#ACLIND)
IFCINV=INY/242) 55,555,060
60 DET==DET
55 RETURN
END

SUBROUTINE RSTS(A,N,1P,B)
DIMENSION A1), IPC(1),R(1)

SUKCESIVND RESAVANJE TROUGAGNIH SISTEMA

s RaNe)

NieN=1
C PERMUTACIJA VEKTORA B
DO 10 I=1,N1
11=1P(1)
IF(I1=1)5,10,5
5 §sB(I)
B(I1)=B(I1)
B(I1)=8
10 CONTINUE
C RESAVANJE DONJE TROUGAONOG SISTEMA
DO 15 K22,N
JAz=N+K
K12K=1
DO 15 I=1,K1
TASTA+N
15 B(R)=B(K)=A(IA}&B(I)
C RESAVANJE GORNJE TROUGAONOG SISTEMA
NNSNEN
B(N)BB(N)/A(NN)
DO 2% KK=1,N1
KzNeaKK
TAZNNaKK
IaMeq
DO 20 J=1,KK
izl=1
B(K)sB(K)=A(TA)#B(T)
20 IA=1AeN
25 B(K)eB(K)Y/A(TIA)
RETURN
END

Parametri u potprogramskoej listi kod potprograma LRFAK imaju sledece
znacenje: .

A — Ulazna matrica reda & memorisana kao niz kolona po kolona. Posle
N-—1 eliminacionih koraka matrica 4 se transformise u matricu koja sadrii trou-
gaone matrice L i R (videti odeljak 4.2.4);

N — red matrice 4; ,

IP — vektor duZine N—1, koji se formira u procesu eliminacije i predstavlja
niz indeksa glavnih elemenata (videti odeljak 4.2.4).

DET — izlazna veli¢ina koja daje vrednost determinante matrice sistema 4,
kao proizvod elemenata na glavnoj dijagonali u matrici R, sa taénos¢u do na znak.
Ova vrednost se koriguje znakom, na kraju potprograma, imajuci u vidu broj permu-
tacija vrsta u matrici u toku eliminacionog procesa.

KB — koatrolni broj sa vrednostima KB = 0 ako je faktorizacija korektno iz-
vedena i KB =1 ako je matrica sistema singulama. U poslednjem sluéaju LR fak-
torizacija ne egzistira.
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Potprogram RSTS sukcesivno reSava sisteme jednacina (2.4.4). Parametri u
potprogramskoj listi imaju sledeée znacenje: '

A — matrica dobijena u potprogramu LRFAK;

N —red matrice 4;

1P — vektor dobijen u potprogramu LRFAK;

B — vektor slobodnih ¢lanova u sistemu jednaéina koji se refava. Ovaj vektor
se transformiSe u vektor reenja datog sistema.

Glavni program je organizovan tako da se, najpre, data matrica A faktorizuje,

pomocu potprograma LRFAK, a zatiLn je moguéno rediti sistem jednadina 4 X=b
za proizvoljan broj razlicitih vektora b , pozivanjem potprograma RSTS. Glavni pro-
gram i jzlazna lista imaju oblik:

DIMENSION AC100),B(10),IP(9)
READ(B,5) N

5 FORMAT(I?)
NNEN&N
READ(8,170) (A(I),I=1,NN)

10 FORMAT(16F5,0)
WRITE(5,34)

34 FORMAT(THT,5X, "MATRICA A'/)
N0 12 I=9,N

12 WRITE(5,15) C(ACJ),J=L, NN N)

15 FORMAT(10F10.5)
CALL LRFAK(A,N,IP,DET,KH)
IF(KB) 20,25,20

20 WRITE(5,30)

30 FORMAT(1HO, 'MATRICA & JE SINGULARNA'//)
GO TO 70

25 WRITE(5,35)

35 FORMAT(1HO,5%, 'FAKTORIZOVANA MATRICA'/)
D0 55 I=1,N

55 WRITE(5,15) (A(J),J=1,NN,N)
WRITE(S5,75) DET

75 FORMAT(/5X, "DETERMINANTA MATRICE A ='Fi0,6/)

50 READ(B,10,END=270) (B(I),I=1,N)
WRITE(5,40) (BCI),I=1,n)

40 FORMAT(/5X,'VEKTOR B'//(10F10.5))
CaLL RSTS(A,N,IP,B)
WRITE(S5,45) (B(I),I=1,N)

45 FORMAT(/5X, YRESENJE'//(10F10,5))
GO TO 50

70 CALL EXIT
END

MATRICA A
3,00000 1,00000 6,00000
2.,00000 1,00000 3,00000
1.,00000 1,00000 1.00000

FAKTORIZOVANA MATRICA
3.00000 1.,00000 6,00000
0.33333 0,66667 =1,00000
0,66667 0,50000 =0,50000

DETERMINANTA MATRICE A = 1,000000
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VEKTOR B

2.00000 7.00000 ABOOOdO
RESENJE

19.00000 =7,00000 =8,00000
VEKTOR B

1.00000 1.00000 1,00000
RESENJE

0,00000 1.,00000 0,00000

4.4.7. Koris¢enjem potprograma LRFAK i RSTS i imajuéi u vidu odeljak 4.2.3, 1a-
ko se moZe obrazovati program za inverziju matrica. Odgovarajuéi program i izlaz-
ni rezultat (za matricu iz prethodnog primera) imaju oblik:

(E=5=EZ5esESSSc2EESsSSs22ssSCISSSesSScaEEE32SEES8aSE E5RSESSEE
C INVERZIJA MATRICE
(EsEc=s2=ESSEEEEC8SR SN2 SSSSCasSE S CEeSRRERa22S3223820233

DIMENSION A(100),8(10),IP(9),AINV(100)
READ(8,5) N
5 FORMAT(I2)
NN=N#N
READ(8,10) (A(I),I27,NN)
10 FORMAT(16F5.0)
WRITE(5,34)
36 FORMAT(1H1,5X, "MATRICA AY/)
NO 12 I=s1,N
12 WRITE(35,15) (A(J),J=I,NN,N)
15 FORMAT(10F10,5)
CALL LRFAK(A,N,IP,DET,KB)
IF(KB) 20,25,20
20 WRITE(5,30)
30 FORMAT(1HO, "MATRICA A JE SINGULARNA'//)
G0 TO 70
25 DO 65 Is1,N-
D0 40 J=1,N
40 B(J)=0,
B(I)=1,
CALL RSTB{A,N,1IP,8)
INE(I=1) &N ’
DO 45 J=1,N
IND=IN+J
45 AINV(IND)=8B(J)
WRITE(5,50)
50 FORMAT(1HO,5X, ' INVERZNA MATRICA'/)
DO 55 I=1,N
55 WRITE(5,15) (AINV(J),J=1,NN,N)
70 CALL EXIT
END

MATRICA A
3.00000 1.00000 6,00000

2,00000 1,00000 3.00000
1.00000 1.00000 1.00000
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INVERZNA MATRICA

«2,00000 5,00000 =3,00000
1.00000 =3,00000  3,00000
1.00000 =2,00000 1,00000

44.8. Sastivimo sada program za refavanje sistema linearnih jednaCina oblika
¥=Bx+ B, metodom proste iteracije (videti odeljak 4.3.2). S obzirom da metod

proste iteracije konvergira kada je norma matrice B manja od jedinice, to ¢emo za
ispitivanje ovog uslova obrazovati potprogram NORMA, po kome se u zavisnosti od
k (u potprogramu K) izradunavaju norme | B I, (k = 1,2,3) saglasno formuli
(3.2.3) iz odeljka 4.3.2. Parametri u listi imaju sledec¢e znadenje:

A — matrica memorisana kao vektor, &ija se norma traZi;
N — red matrice; ,

K — broj koji definise normu (K =1, 2, 3);

ANOR - odgovaraju¢a norma matrice 4.

SUBROUTINE NORMACA,N,K, ANOR)
DIMENSION AC(1)
NU=N &N
ANOR=0
GO TO(10,20,40),K
10 DO 15 I=1,NU
15 ANOR2ANOR+A(I)#u2
ANOR2SORT (ANOR)
RETURN
20 DO 25 I=1,.N
La=N
520,
DO 30 J=i,N
Lal+N
TAzL+]
30 8=5+ABS(A(IA))
IF (ANDR=8) 35,25,25
35 ANOR=S
25 CONTINUE
RETURN
40 Lzen
DO 50 Jri,N
820,
Lzl +N
B0 45 I=1,N
Lisbel
45 G=S+ABS(ACLI))
IF(ANOR=8) 55,50,50
5% ANOR=S
50 LONTINUE
RETURN
END

Glavni program je organizovan tako da se pre podetka iterativnog procesa us-
tanovljava konvergencija. Naime, ukoliko je bar jedna od normi I B I <1 (k =
=1, 2, 3}, prelazi se na iterativni proces, dok se u protivnom sluéaju stampa poruka
da uslovi za konvergenciju nisu zadovoljeni i u tom sludaju se program zavr§ava.
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Za mnoZenje matrice B vektorom S0 koristimo potprogram MMAT, koji
je datu 4.4.2, Za podetni vektor % uzimamo vektor ﬁ

Kao kriterijum za zavrietak iterativnog procesa usvojili smo

lekx~xfk“1)lsée(i=1,...,n)

Na izlazu Stampamo poslednju iteraciju koja zadovoljava gornji kriterjjum.

DIMENSION B(100),BETA(10),X(10),X1(10)
READ(8,5) N,EPS
S FORMAT(I2,E5.0)
NnsNaN
READ(8,10) (BCI), 11 ,NN),(BETACI),TI=1,N)
10 FORMAT(16F5.1) .
WRITE(S5,13)
13 FORMAT(THT,5X, "MATRICA B',24X,'VEKTOR BETA')
DO 15 I=1,N
15 WRITE(5,20) (B(J),J= I,NN,N) RETAC(CI)
20 FORMAT(/2X,4FB,1,5X,Fid,1)
D0 30 K=1,3
SCALL WORMA(B,N,K,ANOR)
IF(ANQR=1,) 25,30,30
30 CONTIWUE
WRITE(5,35)
35 FORMAT(5X, "USLOVI ZA KOWNVERGENCIJU NISU ZADOVOLJENT!)
GO TO 75
25 1TER=0
DO 40 I=1,N
40 X(I)sBETAC(I)
62 ITER=ITER+1
CALL MMAT(B, X, X1,0,N,1)
DO 45 I=1,nN
45 X1 (L)=XT(I)+RETA(L)
00 55 I=1,w
IF(ABS(X1 (L)X (1) )=FEPS)55,55,60
55 CONTINUE
WRITEF(5,42) ITER
42 FORMAT( /3X%,13,',ITERACIJIA'Y)
WRITE(S5,50) (I, X1(1),Im1,N)
50 FORMAT(3X,4 (1%, "X (', 12,')2',F9, 5))
GO Ty 75
60 DO 65 I=1,N
65 X(1)=Xx1(1)

GO T0 62
75 caLL ExIT
END

Uzimajuéi tadnost € = 107°, za jedan konkretan sistem jednagina Getvrtog
reda (videti izlaznu listu) dobijamo redenje u Getrnaestoj iteraciji.
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VEKTOR BETA‘

MATRICA 8

=0, 0.6 0.1 0a1
Oobs =0.1 0,1 041
0,1 0.1 =062 0.2
0.1 0,1 0.2 afl,2

14, ITERACTIUA

X 1)=

1,00000 X( 2)=

1.00000 X( 3)=

1.00000 X( 4)= =1,00000

4.49. Kod resavanja sistema sa velikim brojem jednagina pojavljuje se problem
smeStanja matrice sistema u centralnoj memoriji radunara. U tim slu¢ajevima koris-
timo virtuelnu memoriju na disku. Sledeéi program je realizovan za takve sisteme, a
‘zasnivan je na Gaussovoj eliminaciji (bez izbora glavnog elementa). U programu je
obezbedeno mesto za matricu stotog reda. Medutim, po potrebi se, bez teskoca,
mogu refavati i sistemi jednacina proizvoljnog reda, uz profirenje datoteke na disku.
Program je realizovan u dvostrukoj taénosti.

[N

(e R g]

e N
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PROGRAM ZA RESAVANJE VELIKIHW STSTEMA JEDNACINA
DATOTEKA VIRTUELNE MEMORIJE
REAL#8 A(100),8(100),X(100),DT,E1,E2,21

10

NEFINE FILE 7(302,600,U,KL)

N = BROJ JEDNACINA LINEARNQG

READ(8,10)N
FORMAT(L3)

SISTEMA (N>1)

UPISIVANJE PARAMETARA LINEARNOG SISTEMA

U

20

11

DATOTEKU 7 NA DISKU

DO 11 L=d,N
READ(8,20) (ACT) ,I=1,N)
FORMAT(5D014,10)

kL=l
WRITE(7'KLY(ACI),I1,N)
READ(8,20)(B(I),I=1,n)
KiaN+1

WRITE(7'RKLI(B(I) ,T=1,1)

RESAVANJE LINEARNOG STSTEMA
PRIMENGOM VIRTUELNE MEMORIJE

KLEN+T
READ(/'KL)B
NiEN=1

0o 1 Kst, M
KL=K

. READ(7'KL)A

N2=K+1

IF(A(R) o NEL,O.D0)GO TO 111
DO 2 Kisn2,N

KL =K1

READ(7'KL)X
IFIX(R) 4 NEL,0,DOYGO TO 29
D4 LEK,N

21=A(L)

AlL)=x (L)

X(Ly=z1




3 CNNTINUE
KLEK
WRETE(7'KL)A
KL=K1
WRITE (7KLY X
21=8(K)
REK)=B(KT)
A(KAI=Z1
6N TO 111

21 COMTINUE

2 COmTINUE

GO 1O 222

119 BE138(R)/A(K,
DO 4 JENZ,WN
Ki.=J
READ(7'KL)X
H(JIEB(J)=X(K)2ET
E22X(K)/A(K)
DO 5 IsK,WN
XC1)=X(I)=A(l)uER

5 CONTINUE
KL=J
WRITE(7'KL)IX

4 CONTINUE

conTINUE

PO 6 KINmZ2,N
KzNe2=KIN
KLaK

READ(7 FKL)A
E1=R(KY/A(K)
N3sK=1

DO 7 J=1,N3
KLzJd
READ(7'KL) X
B(JI=B(JI=X(K)=E
X(K)=0,D0
KLaJ
WRITE(7'KL)X

7 CONTINUE

6 CONTINUE
DT7=21.00
PO 8§ L=1,N
KL=l
READ(7'KL)A
XC(L)=B(L)/A(L)
DT=DT2A(L)

8 CONTINUE
KLan+1
WRITE(7'KL)B
KL=N+2
WRITE(FIRL)X
60 TO 333

222 DTs0,00
PO 9 L=1,N
X(L)=0,00
9 CONTINUE
333 CONTINUE

C STAMPANJE RESENJA SISTEMA JEDNACTINA
KLsN+2
READ(7'KLIX
WRITE(5,30)(X(1),181,N)

30 FORMAT(2D24,14)
CALL EXIT
END
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4.4.10. Obrazujmo program za nalaZenje matrice § = e®, gde je A data kvadratna
matrica reda n, kori§¢enjem formule

toeo ]
1 A=y — 4k,
( ) k=0 k!

Neka je Sy k—ta parcijalna suma reda (1), a Uy njen opsti &lan. Tada vaze jed-
nakosti

1
) U=—U._ A, S, =S, _,+U_  (k=1,2,...)

k 1 k

pri Eemu je Uy =S, = I(jediniéné matrica reda n).
Korisenjem jednakosti (2) moze se obrazovati program za sumiranje reda (1),
pri Cemu se, kao kriterijum za prekidanje procesa sumiranja, obi&no uzima slugaj

kada je norma matrice Uy, manja od unapred zadatog malog pozitivnog broja €. U
nasem sluéaju uzeéemo normu lI-ll, (videti formulu (3.2.3) )ie=10-5.

Korigéenjem potprograma MMAT za mnozenje matrica (videti 4.4.2) i pot-
programa NORMA za izradunavanje norme matrica (videti 4.4.8), sastavili smo sle-
deéi program za nalaZenje matrice eA .

ODREDJIVANJE HMATRICE EXP(A)

= s o e e e D Y v e e g T e e o e mEmmmm e e o e e e o ea
R CECEE S S RE S E S RS RS B E R N E E E R L R RS R E S5O SRR EEER R RER

DIMENSIOM AC100),SC100),UC100),P(100)
READ(8,10) N,EPS
10 FUORMAT(12,E5,.0)
MNEN&N
READ(B,15) (A(I),lz1,NM)
15 FORMAT(14F5.0)
C FORMIRAMJE JEDINICNE MATRICE
N0 20 I=1,NN
$(1)1=0,
20 U(il)=0,
NN+
DO 25 I=1,NN,N1
s(1)=1,
25 U(D)=1,
C SUMIRANJE MATRICNQG REDA
K=0
30 KsK+1
CALL MMAT(UA,P, N, N, N
Bz, /K
DO 35 I=1,NN
Ulid=daP (1)
35 S(I)sS(I)+U(l)
C ISPITIVANIE USLOVA ZA PREKID BUMIKANJIA
CAaLL NORMACU,N,;2,ANOR)
1F (ANOR,GT.EFS) GO TO 30
WRITE(5,460) C(ACT)»Imd, N, NY, J1,N) .
40 FORMAT(1HO, s584N=92X, ' A T R I C A At/ (SN2F10,5))
WRITE(S5,65) ((S(I),Isd, NN M), J=t,N)
45 FORMAT( //<54N=9»X, 't & T R T € &  EXP(AI'//{<N>F10,5))
caLl EXIT
END

o e Nl
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Dobijeni program testirali smo na primeru

4=

LN N

za koji se analiti¢ki moZe dobiti
(3) 3e-2
eh=e |2e-2
de—4

Izlazna lista ima oblik

MoA

4,00000
2,00000
4,00000

MoAT
16,73060

9.34155
18,68310

3 -3
3 2
4 -3
3e~3 —3et3
2e—-1 —2e+2
de—-4  —4et5

TRICA A

3,00000 =3,00000
3,00000 =2,00000
4,00000 =3,00000

K1 CA EXP(A)
14,01232 =14,01233

12,05983 =9,.346155
18,68310 =15,96682

Koriséenjem (3) nije tedko proveriti da su sve decimale v dobijenim elemen-

tima matrice e® ta¢ne.
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5. NUMERICKI METODI ZA INTEGRACITU

5.1. KVADRATURNE FORMULE
5.1.1. Uvodne napomene

Numeriéka integracija funkcija sastoji se u pribliZnom izradunavanju odrede-
nih integrala na osnovu niza vrednosti podintegralne funkcije po odredenoj formuli.

Formule za numeri¢ko izracunavanje jednostrukih integrala nazivaju se kvad-
raturne formule. Slidno, formule za dvostruke integrale nazivaju se kubaturne for-
mule. U nafem izlaganju zadrzaéemo se uglavnom na kvadraturnim formulama.

Potreba za numeri¢kom integracijom javlja se u velikom broju slu¢ajeva. Na-
ime, Newton—Leibnitzova formula

(L) [f@dx=F ) - F(a),

gde je F primitivna funkcija za funkciju f, ne moZe se uvek uspe§no primeniti. Na-
veS¢emo neke od tih sludajeva:

1° Funkcija F se ne moZe predstaviti pomoéu kona&nog broja elementarnih
funkcija (na primer, kada je f (x) = e*‘z).

2° Primena formule (1.1.1) &esto dovodi do vrlo sloZenog izraza, dak i kod
izradunavanja integrala jednostavnijih funkcija; na primer

3 dx 3 1 2 . 1 av/3
= L — g+ e Judh ‘A
{) T+ log3/1a + 1 3 log(a® —a 1)+\/§- arctg g

3° Kod integracije funkcija, &ije su vrednosti poznate na diskretnom skupu
tadaka (dobijene, na primer, eksperimentalno), nije moguéno primeniti formulu
(1.1.1).

Veliki broj kvadraturnih formula ima oblik

b . n
(L1 Jf ) dx =2 Af,
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gleje fi, =/ (x ) (@<x, <...<x <b) Akojex =a i x =b,zaformulu
(1.1.2) kazemo da je zatvorenog tipa, dok u ostalim sludajevima kazemo da je ot-
vorenog tipa. Napomenimo da se za integraciju diferencijabilnih funkcija koriste i
formule u kojima se pored vrednosti funkcije pojavljuju i vrednosti izvoda.

Od interesa su i formule za izradunavanje integrala

}) p (x) [(x)dx,

a

gde je x —p (x) data tezinska funkcija.

Jedan prost nacin za konstrukciju kvadraturnih formula zasniva se na prime-
ni interpolacije. Formule dobijene na ovaj nacin nazivaju se kvadraturne formule
interpolacionog tipa.

Neka su vrednosti funkcije / u datim tatkama x_, xq, . . ., X (Ea, b))
redom f, f1. ..., [, ti.

fo =1 () (k=0,1,....n).

Na osnovu ovih podataka, mozemo konstruisati Lagrangeov interpolacioni polinom

_a o w®
BO= 2 () @)

gleje o (0= (x —x) (x—x)... (x —x,).
Tada je
[0 () Fxdx [ p( P, (9 dx 4R, ()
t.

b n
(1.1.3) afp(x) f(x)ax= Wz A TR (D)

gde smo stavili

P pwE _ |
Ak —af (x —xk)w’(xk) dx {(k=0,1,...,n).

U formuli (1.1.3), velicina R (f) naziva se ostatak kvadraturne formule i pred-
stavlja gresku koja se &ini zamenom integrala konadnom sumom. Indeks # + 1 u
ostatku oznadava da se integral priblizno izratunava na osnovu vrednosti podin-
tegralne funkcije u n + 1 tadaka.

SaTr_ oznac¢imo skup svih polinoma ne viseg stepena od n.
Kakojezaf(x)=x* (k=0,1,..., n),f(x)= P (x}, imamo
Rn+1(xk) =0 (k=0,1,...,n),
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odakle zukljutujemo da je formula (1.1.3) tatna za svako f €T . bez obzira na iz-
bor interpolacionih ¢vorova x, (k' =0, 1.. ... n) i u ovom slucaju kazemo da tor-
mula (1.1.3) ima algebarski stepen tacnosti n.

5.1.2. Newton—Cotesove formule

U ovom odeljku izveséemo kvadraturne formule zatvorenog tipa u kojima su

interpolacioni ¢vorovi X, =x kh(k=0,1, ..., 1) uzetiekvidistantno sa kora-
—a

komhi=——.
n

Ako uvedemo smenu x — x _ = ph, imamo

(1.2.1) WE) = - x )@ -x) . (x=x )= p(p- 1) (p-n)

(1.2.2) W) —x )y — X D X ) (g X))
=" (DMK (- k)!

Uvodenjem oznake za uopsteni stepen x =x (x = 1) ... (x — s+ 1), na os-
novu (1.2.1), (1.2.2) i rezultata iz prethodnog odeljka dobijamo

o (__ l)“_kp(n+1)ﬁ

ko Wk—)!dp (k=0,1,...,n)

t.
A= -a)Hd,  (k=0,1,....m)

gde smo stavili
U p(n+1)

—1 n—k
123) H= =S ()]

P dp (k=0.1,....n).

Koeficijenti f, u literaturi (videti na primer [2]) poznati su kao Newton—Co-
tesovi koeficijenti, a odgovarajuce formule

b

(124 T 4y (k EN)

onﬂ

noo b
f @) dx = (bfa)k%O ka @+ k p

kao Newton—Cotesove formule.

U daljem izlaganju dademo pregled Newton—Cotesovih formula za n < 4.

b—a )
oo f =TI k=0,1, ).

Pri ovome koristimo oznake 22 =

1) n =1 (trapezno pravilo)
XL _h neo,
ff(x)dx“—f,‘(fo"'fﬂ‘l‘; (£1);
X 2 2
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2) =2 (Simpsonovo pravilo) ‘

X2 . _ h o 115 v
JI(x) dx= S 4 1) < g5 Y ()
Xo

3) n = 3 (Simpsonovo pravilo ?33_ )

X , 5
P re de =2 G e300 - S 1Y GE)

4) n =4 (Booleovo pravilo)

X4 _ 2N B 5 oY 8/17 (6)
TSGR dx = g0 (O, #3300 H 136 4335 1 Tfa) = e 1) (6a)

o]

gde §E(x , x, ) (k=1,....4).

5.1.3. Uopstene kvadraturne formule

Da bismo talnije izracunali vrednost integrala potrebno je podeliti segment
[2,b] na niz podsegmenata, a zatim na svakom od njih primeniti neku od kvadra-
turnih formula. Na taj nadin dobijamo uopstene ili kompozitne formule. U ovom
odeljku razmotriéemo uopstene formule dobijene na bazi trapezne i Simpsonove
formule.

Podelimo segment [a, b] na niz podsegmenata [x, ,, x](@=1,... , ) tako
dajex,=a+ih(i=0,1,..,n)ih=( —a)/n.

Y /
y= £(x)
x°=a X x2 x3 X1 x’nzb X
sh1.3.1

Primenom trapezne formule na svaki od podsegmenata dobijamo

b nooXi n B
[f(x) dx = 2 xfi_lf(x) dx= 2 (%l(fi_ﬁfi) - 5 1@,
tj.
b 13 n
[f@dx=T,~ 55 2 /")

b | T
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gde su

—

1 .
TET, G W=h(Ff +fit. tf,_ 51
i Yo <E<x(i=1,...,n).

i—

Teorema 1.3.1. Ako f €C? [a, b] vazi jednakost

. 2
7w ax -1, =~ C2D pry @<g<o)
Kvadraturna formula
[reax=1,¢n =270

naziva se uopstena trapezna formula.

b — . T
Pretpostavimo sada da je 4 = *Ta tj.x,=a+ih(i=
sl. 1.3.2), a zatim na podsegmente [x X1, . [x an_a2 ¥
novu formufu. Na ovaj nagin dobx;amo uopstenu S1mpsonovu ?ormulu

freyar=s ¢n @=L,

gde je

, 2n) (videti

] primenimo Simpso-

SnESnm‘h)=g3f0+4(fl A )20 2)+f2n$'

¥
e

i

- | c - >
%5 a * Xon-2 *n
sl.1.3.2

Teorema 1.3.2. Ako f €C* [a, b] vazi jednakost

o

" )dx - = S <E< B
Jf@ds =8 =— emm FV® @<t )
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5.1.4. Rombergova integracija

Za izrac¢unavanje odredenih integrala, u praksi se najéesce koristi uopStena
trapezna formula u jednom specijalnom obliku, koji je poznat kao Rombergova in-
tegracija (videti [2]).

Sa Tf“) oznagimo trapeznu aproksimaciju 7 (f; k) (n = 224, = (b —a)/
25, Rombergova mtegrauja se sastou u koustrukcul dvodimenzionalnog niza
T(m) m=0,1,... kik= . .) pomoéu i

(m~—1) (m—1)
Tle “Tkm

4™ 1

(141 1™ =
Na osnovu (1.4.1) moZe se konstruisati tzv. T tabela
A I L CORRY A CONNN L ©))
o] . o] o 8]
S / R
Tﬁu)“ TEI) o TEZ) .

) e N -
o
T§ — T(z -

o)

70—

uzimajuéi k =0, 1, ... im =1, 2, ... U prvoj koloni ove tabele nalaze se redom
pnbhzne vrednost1 mtegrala I dobuene pnmenom trapezne formule sa /i = (b - a)
/2K (k= . .). Druga kolona ove tabele dobija se na osnovu prve, kouscenjem

formule (1 4 1) treca na osnovu druge, itd.
[terativni proces, definisan sa (1.4.1) predstavlja standardni Rombergov me-
tod za numeriCku integraciju. Moze se dokazati da nizovi {T(,:“)} kEN i
{T(m } m e n. (po kolonama i vrstama u T—tabeli) konvergiraju ka 7. Kod prak-
(8

ticne primene Rombergove integracije, iterativni proces (1.4.1) se najéeice prekida
kada je fT(O"‘) - TE)"‘" Y <, gde je e unapred data dozvoljena greska, i tada se
uzima / =7(m) |

5.1.5. Programska realizacija

U ovom odeljku dajemo programsku realizaciju Simpsonove i Rombergove
integracije.

1.5.1. Za integraciju po uopstenoj Simpsonovoj formuli realizovan je potprogram
INTEG. Parametri u listi imaju znacenje koje je objasnjeno C—karticama u pot-
programu. Podintegralna funkeija se zadaje u potprogramu FUN, i moze zavisiti
od jednog parametra Z. Celobrojnim parametrom J je obezbedeno istovremeno
zadavanje vife podintegralnih funkcija.

128



Potprogram INTEG je organizovan tako da se pocetni broj podsegmenata
moZe povecavati (redukcijom koraka /i na £/2) do MAX = 1000. U slu&aju kada je
relativna razlika u vrednosti integrala, dobijenog sa korakom % i korakom A/2,
manja od 107°, ragunski proces se prekida i vrednost integrala izradunata sa dotad
najmanjim korakom se uzima kao definitivna vrednost integrala. Ukoliko se ovaj
kriterijum ne moZe ispuniti sa manje od MAX podsegmenata daje se poruka
KBR =1 (u protivnom je KBR = 0).

Za testiranje ovog potprograma uzeli smo izradunavanje sledec¢ih integrala:

1 2%
7 d =1.0(0.1) 1.5),
S (z=1.0(0.1) L.5)

1/2 ,
I msin (wzx) dx (z=1.0(02) 1.4),

0

2 log(x+z) sinx
1zt et X

dx  (z=0.{0.1)0.5).

Potprogrami, glavni program i izlazna lista imaju oblik:

OO0

ioRoRoNeReoReReRel

15

20
25

TZRACUNAVANIE ODREDENOG INTEGRALA FUNKCIJE
F{Xplodd SIMPSONOVDIA FORmULNM

PRl ettt ety ki
[

SURROUTINE INTEG(A, R, S, F,J, KRR, 2)

A = DONJA GRANICA INTEGRALA

Ho= GORNJA GRANICA INTEGRALA

S = YWREDNOST INTEGRALA Sa TACwWOSCU EPS=1,E=S
KBR = KONTROLNT 8ROJ

w320 INTEGRAL KOREKTING [ZRACUNAT

KBR=21 INTEGRAL NTJE IZRACUWAT SA ZAHTEVANWNUM TACNUSCH
7 = PARAMETAR U PODINTEGRALNOJ FUNMKCIJI]
POCETNMT BRUOJ PODEGKA JE 2aMP,A MAKSIMALNI MaXz1000
MpPels

MAX=1000

KHR=0

Nz, xmP

30=20.

SABaF (A Z,J)+F(B8,Z,0)

Hz (H=A) /FLOAT(N)

X=h

8120,

NEgBENag

DO 5 I=2,N2,2

X&8X42 o 6H

81s814F (X 2,J)

§2=50,

X=A=H

NpEN=1

DO 15 I=1,N1,2

XsX+2qH

S2382+F (X, 2,J)

S2H/3.4(SAB+2.4#51+6,582)

REL=(8=80)/8

IF(ABS(REL)=1.E=5) 35,35,20

IF(N=MAX) 25,25,30

Nz2aN

H=0 5%



[ N

30
35

10

20

30

5

277710 %Xp VY 4 X, PDUNJAY S5X, PGORNIAY ,3X, 'PARAMETARY 43X, ' VREDNOST '/

AROJ PODEOKA St UVECAVA DVA PUTA 1
1ZRACUNAVA SE NOVA VREDNOST ZA 81
598851+82 '
80=8

6D fO 10

KBER=1

RETURN

END

FUNCTION FUN(X,2,J)

GO TO(10,20,30),J
FUNSEXP(Z#X)/ (XuX+28Z)
RETURN
PIa3,1415926535
FUNSPI#SIN(PI#X®Z)
RETURN
FUNSALOG(X+Z) /7 (Z4Z+EXP (X)) #SIMN(X)/X
RETURN

END

EXTERNAL FUN
WRITE(5,5) -

FORMAT (1M1 ,2X, YTZRACUNAVANJE VREDNOSTI INTEGRALA PRIMENQHM ¥,
1'SIMPSONOVE FORMULE® /714X, ' TACNOST IZRACUNAVANIA EPS = q.E«S5!

316X, 'GRANICAY ) 3X, "GRANTICAY p5X, 2", ?X, Y ENTEGRALAY//)

15

18

20
30

25
35

40

DU 40 Js1,3

READ(B,15) DG,6G,2P,DZ,ZK
FORMAT(5F5,.1)

12iP=02

2=2+DZ

IF(Z2,6T,4K) GO TO 40

CALL INTEG(DG,GG,SyFUNyJyKBR,Z)
IF (KBR) 20,25,20

WRITE(5,30)

FORMAJ (/11X VINTEGRAL NIJE KOREKTNO IZRACUNAT'!/)

Gy TU 18

WRITE(S5¢35) J,DG,GG6,Z,8

FORMAT (11X, 11,F8.1,2F10,1,F15.6/)
GO TU 18

CONTINUE

CALL EXIV

END

IZRACUNMAVANJE VREDNOSTI INTEGRALA PRIMENOM SIMPSONOV
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VTACNOST IZRACUNAVANJA ERS = 1,E=5

J DONJA BORNJIA PARAMETAR VREDNGST

GRANICA  GRANICA z INTEGRALA
1 0,0 1.0 1.0 1.270726
1 0.0 1.0 11 1.153890
1 0.0 1.0 162 1.059770
1 0,0 1.0 1.3 0,9830609
1 0,0 1.0 Tob 0,920013%

E FORMULE



1 0.0 Tou 105 0,867848

2 0,0 0.5 1.0 1000000
Fa 0.0 0.5 Te2 1.090848
g 0.0 0.5 1ok 1.1346133%
3 1.0 2.0 0.0 0,068047
3 1.0 2,0 001 0,059599%
3 150 ol 0.2 0,069940
3 1.0 2.0 Ge3 0,079052
3 160 2,0 Oub 0,086920
3 160 2a0 0.5 0,0945558

1.5.2. Sada dajemo programsku realizaciju Rombergove integracije (videti odeljak

5.1.4) u dvostrukoj ta¢nosti. Lista u potprogramu ROMBI ima sledece znadenje:

DG — donja granica integrala;
GG -- gornja granica integrala;
FUN — ime funkcijskog potprograma kojim se definiSe podintegralna funkcija;
EPS — zahtevana taénost izradunavanja;

VINT — yrednost integrala sa taénoséu EPS, ukoliko je KB = 0;

KB -- kontrolni broj (KB = 0 integral korekino izra¢unat; KB = 1 tagnost iz-
radunavanja integrala nije postignuta sa 15 predvidenih koraka, tj. sa

brojem podsegmenata 2" %),

Za testiranje ovog potprograrna uzeto je tabeliranje funkcije

Fa =] et dr (¢ =0.1(0.1) 1.0).

sa ta¢nodéu 107%. Programi i izlazna lista imaju oblik:

RS R RS e e R rooRAs e R R SR a TSR Ee Ao Esangsgnganes

R R R E P R R RSB R R C R E R B S BTSN S S R R ST S SN E BN B ARSI RS R ASSEs

11

15
25
10

DOUBLE PRECISION GG,FUN,VINT

EXTERNAL FUN

EPS=1,E~8

WRITE(5,11) : .

FORMAT (1HO» 5X o "X, 7X, "INTEGRAL (0. X) /)
DO 10 I=1,10

GG=0,1#]

CALL ROMBI(0.D0,GG,FUN,EPS,VINT,KB)
IF(KB)5,15,5

WRITE(5,20)66
FORMAT(S5X,F3.1,6X, ' TACNOST NE ZADOVOLJAVA'//)
G0 70 10

WRITE(5,25)66,VINT
FORMAT(S5X,F301,4X%,F14.9)

CONTINUE

CALL EXIT

END
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13 ] /

SUBROUTINE ROMBI(DG,B6,FUN,EPS,VINT,KB)
DOUBLE PRECISION FUN,VINT,T(15),06,66,H,A,POM,B,X
KB=0
H=G6=D6
A=(FUN(DB)+FUN(GG)) /2,
POMEH#A
DO 50 K=s1,15
X=D6+H/2,
10 AzA+FUNCX)
XzX4H
IF(XaLT.GG)GO TO 10
T(KI=H/2,8A
Bs1,
IF(K.EQ.1)G0 TO 20
K1=sK=1
DO 15 M=1,K1
jzKem
Be4, 4B ' .
15 T(1)=(BaT(I+1)=T(1))/(B=1,)
20 B4, «B
VINT=(BeT(1)=POM)/(B=1,) v
IF(DABS(VINT=POM) ,LE,EPS) RETURN
POM=VINT ‘
50 HzH/2,
KB=1
RETURN
END

FUNCTION FUN(X)
DOUBLE PRECISION FUN,X
FUNSDEXP f=XuX)

RETURN
END
X INTEGRAL(0,,X)
0 0,09966766h
0.197365034
0.291237894
0.309652845

0.4661281006
0:.535153543%
0,600685661
0,657669863%
0,706241531
07466824135

2O ODODODODO
® & 2 ° @ © © v e o
T LR NN DN -

5.1.6. O numeridkom izraGunavanju jedne klase dvostrukih integrala

U ovom odeliku ukazacemo na jedan nacin za priblizno izralunavanje dvo-
strukih integrala oblika

(1.6.1) JIf & y)dxdy,
G

gde je oblast integracije jedini¢ni krug, tj. G = {(x, WIxt+y* < 1}. Naime, za
numeri¢ko izradunavanje integrala (1.6.1) u literaturi ([3]) je poznata formula
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(162) 1 F@y)dudy =5 @AO* 2 F04)),
G

gde O predstavlja koordinatni pocetak, tj. 0 = (0,0), dok tacke M, imaju polarne
koordinate

;,.2\/?%:% (-1) (=1,2...,6).

1

Prema formuli (1.6.2) realizovaéemo program za izratunavanje dvostrukih
integrala, gde je oblast integracije jedini¢ni krug. Organizacija programa bice takva
da se funkcijskim potprogramom EF mogu definisati viSe razli¢itih podintegralnih
funkcija f. Parametri u listi imace sledece zna&enje:

X — vrednost argumenta x;
Y — vrednost argumenta y;
K — celobrojni parametar kojim se difinisu razli¢ite podintegralne funkcije.

Formula (1.6.2) realizovana je kroz potprogram DVINT, &iji parametri u listi
imaju sledeée znadenje:

EF — ime funkcijskog potprograma,;
K — celobrojni parametar, kao u potprogramu EF; ‘
VRINT — izradunata vrednost integrala, prema kubaturnoj formuli (1.6.2).

SUBROUTINE DVINT(EF,K,VRINT)
PI1=3,1415926535
RO=§GRT(2,/3.)

PI13=PI/3,

Flz=PI3

VRINT=2 ,8EF(0,,0,,K)

DO 10 I=1,46

FI=FI+PI3

X=RO#COS(FI)

YzRO#SIW(FI)

10 VRINTEVRINTHEF(Xs»Y oK)
VRINTEPI/8, #VRINT
RETURN
END

Glavni program ima oblik:

e e mE EEE R A ENE NS RSN N s SR RS R m e E R @
i Tt E e e s T P L

C TZRACUNAVANJE DVOSTRUKOG INTEGRALA

EXTERNAL EF
WRITE(5,5)
S FURMAT(IHT//710X, 'TZRACUNAVANIE DVOSTRUKQOG INTEGRALA'//)
Do 10 K=1,3
Call DVINT(EF,K,VRINT)
10 WRITE(S,15)K, VRINT
15 FORMAT(15X,11,' PRIMER'Y//10X,'"VREDNOST INTEGRALA ='
1pyF12.067/7)
cAaLL EXIT
END
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Primenom ovog programa priblizno smo izracunali vrednosti sledecih integ-
rala: v

16 x? y?

Taa? syt s

1° gy
G

2° [NV THA+x)7 +y? dxdy;
G

24 x?

3° {; J —\/2——:—*;—_‘? dxdy.

Funkcijski potprogram EF i izlazna lista imaju oblik

FUNCTION EF(XpY,K)
GO TN(10,20,30),K

10 EFs(16uXaxXaYaY) /(1 ¥+ XuXeYuY)
RETURN

20 EFsSART(To+YeYs(ToeX)uu2d
RETURN

30 EF=(24 #XeX)/SURT(2 ,aXuX=YuY)
RE TURW
END

1ZRACUNAVANJE DVDSTRUKOG INTEGRALA

1. PRIMER
VREDNUST INTEGRALA = 1.256658
2. PRIMER
VREDMUST INTEGRALA = 4,858377
3. PRIMER
o
VREDNNST INTEGRALA = 16,5326198

5.2. INTEGRALNE JEDNACINE
5.2.1. Uvod
Jednadina

@LD) y@=f &) ALK (s )y (1

gde su i K poznate funkcije, ¥ nepoznata funkeifa { A numericki parametar, nazi-
va se Fredholmova integralna jednagina druge viste.
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Funkcija K se naziva jezgro integralne jednagine (2.1.1). U nasim razmatra-
njima pretpostavljacemo uvek da je jezgro definisano i neprekidno na D = { ()|
as<x<b, as<t<bjy-

Ako je f(x) #£0, jednagina (2.1.1) se naziva nehomogenom, a u slugaju kada
je f(x) =0, jednatina je homogena.

Integralna jedna¢ina oblika
b
F(x) +N[Kx,D)y(t)dt=0
a

naziva se Fredholmova integralna jednaéina prve vrste.

Volterraove integralne jednadine prve i druge vrste imaju oblike

F6) NS K(x,0)y(@0)d=0

y(x) = f(x) *AJ K@Dy (O dt

respektivno.
7a resavanje Fredholmove jednacine (2.1.1) cesto se koristi metod sukcesiv-

nih aproksimacija koji se zasniva na jednakosti

®ydr (n=1,2,...),

n-=1

b
(21.2)  y, )=f@ AKX Dy
a
pri Cemu se uzima y_ =f (x). Naime, ako definifemo niz funkcija {fk} pomodcu

—_ N — b » _—

VoW =y, 0)=f{x), B &®=[K x5 _(Dd (k=1,2,...).
a

tada se (2.1.2) moze predstaviti u obliku

(2.1.3) y ()= kS:_ NF ) (=1,2,...).

Moze se pokazati daniz p, konvergira ka tatnom redenju jednacine (2.1.1)
L . 1 i oa
ako je ispunjen uslov A< ————= gadeje M= max (K(x, ) 1.
<O je ispunjen ‘ M (b —a) gdaeje m wtelab] (x, 1)

5.2.2. Primena kvadraturnih formula na refavanje Fredholmove integralne
jednadine druge viste

U cilju reavanja jednacine (2.1.1) uzmimo kvadraturnu formulu

(2.2.1) FF () dx =

—
M=

A F (x) +R_(F),
i J n
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gde su apscise x,...,x iz [a, b] Aj tezinski koeficijemj koji ne zavise od F'i
R (F) odgovarajuci ostatak.

Akou (2.1.1) stavimo redom x =x, (i = 1,. .., n), imamo
. . b . . .
yx)=f(x) + X [ KX ny@de  (@=1,....n),
a
odakle primenom kvadraturne formule (2.2.1) sleduje
(22.2) y(x)=f &)+ X ‘AK(\ )y )R (F) (i=1,...n),

gde je F, (t) K(x, )y (z) (1 =1, n) Odbdcwanjem clanovaR (F) (i=1,

(2.2.3) Y- A A]Kuy = (i=1,....n),
i=1

gde smo stavili y, =y (x,), 1 =f(xi), Kij =K (x, xj).

Sistem (2.2.3) se moze predstaviti i u matricrom obliku

1-NAK, Ky, a4 K 1 (n] A
- )\A1K21 l~'>\A2K22 - >\AnK2n y2 fz
I VISP V7P S B VN S P r,

Regavanjem dobijenog sistema linearnih jednacina po yy, ...,y . priblizno
refenje jednadine (2.1.1) se moZe predstaviti u obliku

(224) =@+ A .ﬁlAjK(x,xj) »,
P

5.2.3. Programska realizacija

Metod izloZzen u prethodnom odeljku realizovademeo kori$¢enjem uopstene
Simpsonove kvadraturne formule, kod koje je

h=%_ga , n=2m+1, xi=a+(i~-~- Bh {(=1,...,n),

h 4l 2
A= dy =g Ay=Ag=. =4, = T dy=As= =4, =
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Za resavanje sistema linearnih jednadina (2.2.3) koristi¢emo potprograme
LRFAK i RSTS iz 4.4.6 (poglavlje 4.4).

U potprogramu FRED formira se sistem jednacina (2.2.3). Parametri u listi
ovog potprograma imaju sledece znadenje:

X — vektor apscisa kvadraturne formule;

A - vektor tezinskih koeficijenata kvadraturne formule;

FK -~ ime funkcijskog potprograma kojim se zadaje funkcija fi jezgro K,
PL - vrednost parametra A;

C - matrica sistema (2.2.3), memorisana kao vektor (kolona po kolona):
F— vektor slobodnih ¢lanova u sistemu jednacina (2.2.3).

SUMKDUTINE FRED(X, A, N,FK,PL,C,F)
DIMENSION X(1),AC1),C(1),F(1)
InNDs=N
DO 15 J=1,N
IND=INDEN
DO 10 Is1,N
IJ=InD+]
C(1J)E=PL#A(J)#FK(X(I)X(J),2)
IF(1=J)10,%,10

5 C(lJi=1+C(1J)

10 CONTINUE

15 FCJIspRIX(I) XCT1), 1)
REJURN
END

Funkcijski potprogram FK ima sledeée parametre u listi:

XiT - vrednosti argumenata x i 7 respektivno;
M — celobrojni parametar, koji definife izracunavanje vrednosti funkcije

f(M = 1) i izradunavanje vrednosti jezgra K (M = 2) pri zadatim vred-
nostima argumenata,

FUNCTIUN FK(X,TpM)
GO TU(10,20),M

10 FRK=EXP(X)
RETURN

20 FRsX#EXP(X#T)
RETURN
END

Uzimajuéi kao primer jednacinu
! 1 o
yi(x)=e¥ — [ xeX'y(r)dt
O

iM=12W =3, 5) dobijeni su rezultati koje navodimo iza odgovarajueg progra-
ma. Primetimo da je tadno reenje date jednaéine y (x) = 1.
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10
1%

20

25

30

35
45

40
50

60

1.

U

EXTERNAL FK

DIMENSION X{10),A(10),C(100),B(10),IP(9)

RELAD(R,5) PL,DG,GG
CFORMAT(3F5.0)

READ(8,15,END=60) M

FORMAT(I2)

NEP ]

HE (GG=DG) /(2. #FLOAT(M))

X(1}=06

DO 20 I=2.N

X(I)eX(l=1)+H
. Q=R/3,

A{1)=4

A(N)=Q

DO 25 Is1eM

A{2ul)=bu0

pU S0 Is2,M

A(2#let)=2out)

CALL FRED(X,A,NFK,PL,C,8)

CALL LRFAK(C,N,IP,DET,KB)

IF(KB) 35,60,35

WRITE(5,%5) :

FORMAT(1HO, *MATRICA SISTEMA SINGULARNA'//)

Gu TO 60

CALL RSTS(C,N,IP,RB)

WRITE(5,50) (B(I),I=21,N)

FORMAT (/5% "RESENJEY//(10F10,5))

GO TO 10

catil EXIY

END

RESERJE
0nooo0 0,943%28 0.79472
RESENJE

00000 1.,00000 1.00000 7.00000 0,99997

5.3. OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

5.3.1. Uvod

Ovo poglavlje je posveceno, uglavnom, refavanju Cauchyevog problema kod

obignih
razvrstan

diferencijalnih jednagina, tj. problema sa pocetnim uslovima. Metodi su
fu dve opite klase i to:

1° Klasa linearnih viSekoraénih metoda,
2° Klasa metoda Runge—Kutta.

Takode. wkazagemo i na refavanje konturnih problema kod obi¢nih diferen-
cijalnih jednacina.
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5.3.2. Eulerov metod

Eulerov metod je najprostiji numericki metod za reSavanje Cauchyevog prob-
lema

@21 y'=fxp), y(x )=y,

i bazira se na pribliznoj jednakosti

yx)=y(x) +(x—x)y (x),
.
(322) y(x)=y(x,) +x—-x)f (x,»,)

s obzirom na (3.2.1). Ako sa y; oznac¢imo pribliznu vrednost za y (x,), na osnovu
(3.2.2) imamo

Y=y, —x ) F(x,p,).

U opstem slu¢aju, za proizvoljan skup tadaka x | <x; <x, <...,pribliz-
ne vrednosti za y (x ), u oznaci y, , mozemo odrediti pomocu

Poslednja formula definiSe Eulerov metod, &ija je geometrijska interpretacija
datanasl 3.2.1.

s1.3.2.1

Poligonalna linija (x , yo) = (x(,¥1) — (¥, ¥3) — ... poznaia je kao Fulerov
poligon.
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Na]cesce se tatke x_ blldJU ekvidistantno, tj. x 41 — X, =h=const (>0)
(n=0,1....)iutom slucaju (3.2.3) se svodi na '

Voer Tyt (x 0 )0) (n=0.1,...).

5.3.3. Opéti linearni viSekoraéni metod

U ovom i narednim odeljcima ovog poglavlja razmatra¢emo jednu opstu kla-
su metoda za refavanje Cauchyevog problema
(331 y'=fxy, ¥ (x) =y, (x <x<b).
b—x
N

Ako segment [x _, b] podelimo na N podsegmenta duzine /1 = ? dobi-

jamo niz tadaka x = odreden sa
xn=x0+nh (’1:0)15"'>N)'

Neka y_  oznaéava niz pribliznih vrednosti refenja problema (3.3.1) u tackama
x, inekajef = =f (x V. ). Pred nama se postavlja problem odredivanja niza "y _.

Za resavan]e ovog problema razraden je veliki broj metoda. Jedan od ovih metoda
je 1 Eulerov metod koji je razmatran u prethodnom odeljku. Kod Eulerovog meto-
daniz y_ seizradunava rekurzivno pomocu

(3.3.2) =hf,  (n=0,1,...).

Yn+1 7 Vn
pri emu postoji linearna veza izmedu y , y ., i/, . U opstem slucaju za izratu-
navanje niza y = mogu se Koristiti slozemje rekurentne relacije, nego §to je (3.3.2).
Medu metodlma koji proistidu iz ovih relacija, vaznu ulogu igraju metodi kod kojih
postoji linearna veza izmedu y_,,, f, ., (0 =0,1,..., k) ioni gine klasu tzv. linear-
nih vifekoradnih metoda®.

Opéti linearni viSekoradni metod moze se predstaviti u obliku

k K
(3.3.3) iZZO &y = Eo B.f .y (1=0,1,...),

gde su o, i f§, konstantni koeficijenti odredeni sa tadno$¢u do na multiplikovanu
konstantu. Da bismo obezbedili njihovu jednoznaénost uzecemo o, = 1.

Ako je B, = 0, kazemo da je metod (3.3.3) otvorenog tipa ili «da je eksplici-
tan;u protivnom metod je zatvorenog tipa ili implicitan.

U opstem sludaju (3.3.3) predstavlja nelinearnu diferencnu jednacinu, s ob-
ziromdajef o EF0G, L V00

Za odredivanje niza y_ primenom metoda (3.3.3) potrebno je poznava-
nje startnih vrednosti y, (I = 0 1, , k — 1). Kako nam je unapred poznata je-
dino vrednost y_, pose{)an prob]em u primeni viSekora¢nih metoda (3.3.3) pred-

*) Na engleskom: multistep method.
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stavlja odredivanje ostalih startnih vrednosti. Ovom problemu biée posveéen pose-
ban odeljak.
Pod pretpostavkom da su poznate startne vrednosti y, (: = 0,1,..., &k — 1),

kod eksplicitnih metoda direktno se izracunavaju y, , Vigp, o Yy Pomocu

yn+k:h iz:o ﬁi fn+i4 i:}(:) Oz'iyn+i (n=0.1,... ’Nﬂk)'
Medutim, kod implicitnih metoda za odredivanje vrednosti Y4y treba reiti jed-
nacinu

(3'3'4) yn+k =h Bk f (xn+k’ -Vn+k) to

gde je

k-1 k~1

¢=h Z Bifn+i c oz RTPLTSE
= i=o

1=0

Kada je (x, ¥) —f (x, y) nelinearna funkcija koja zadovoljava Lipschitzov
uslov po ¥ sa konstantom L, jedna¢ina (3.3.4) se moZe re§iti iterativnim procesom

(335)  ylsth=mg rx L 0Bl0+e

polazeéi od proizvoljne vrednosti y[n‘jr]k ako je
hiB L <1

Uslov dat ovom nejednakodéu obezbeduje konvergenciju iterativnog procesa

(3.3.5).
Zametod (3.3.3) definiSimo diferencni operator [ : C! [x,, 61 =>Cx , b]

pomocu
| .
(336) L =2 [o,p(x+h) —hg p’ (x +il)].
i=o
Neka funkeijag e C” [x_, 6] Tada se L, [g] moze predstaviti u obliku

(33.7)  L,lgl =Cg(x) +Cig’ () +Col’g" @) +...,

h

gde su Cj (G=0,1,...)konstante, koje ne zavise od 2 ig.

Definicija 3.3.1. Linearni viSekoradni metod (3.3.3) ima red p ako je u razvoju
(3.3.7)

C =Ci=...=C.=0 i C__, 0.

(9]
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Neka je x =y (x) taéno reenje problema (3.3.1)i v, niz pribliznib vred-
nosti ovog reenja u tackama x _=x_+nh (n=0,1,...,N)dobijen primenom me-
toda (3.3.3), sa startnim vrednostima =S MG=0,1,...,k-1).

Definicija 3.3.1. Za linearni viSekora¢ni metod (3.3.3) se kaZe da je konvergentan
ako je za svako x e [x , b]

lim Y=y (x)
X0
X—Xy=nh

i ako za startne vrednosti vazi lxim ; (") =Y, (i=0,1,.... k- 1)
h . 0 i

Linearni vi§ekoraéni metod (3.3.3) se moZe okarakterisati prvim i drugim ka-
rakteristidnim polinomom koji su dati respektivno pomocu

p(&)=

1

N
<o

. k .
af i o@E)= 2 BE

Dve vaine klase konvergentnih visekora¢nih metoda koje se sreéu u primena-
masu:

1° Metodi kod kojih je p (¢) = £ — g5~ 1,

2° Metodi kod kojih je p (&) = ¢ - £5—2.
Eksplicitni metodi prve klase nazivaju se Adams—Bashfortovi, a implicitni Adams—
Moultonovi. Sli¢no, eksplicitni metodi druge klase nose naziv Nystromovi metodi,

dok se odgovarajuéi implicitni metodi nazivaju generalisani Milne—Simpsonovi.
Naravno, postoje metodi koji ne pripadaju ovim klasama.

5.34.1zbor startnih vrednosti

Kao §to je ranije napomenuto, kod primene linearnih visekoracnih metoda na
refavanje problema (3.3.1), potrebno je poznavanje startnih vrednosti y, = s, (),
takvih da je hlim s;(=y (=1...., k1) Naravno, ovaj problem se postavlja

- 0
kadaje k> 1.

Ako je metod (3.3.3) reda p, tada oCigledno startne vrednosti s, (1) treba bi-
rati tako da je

s () =y (x)=0P"Y)  (i=1,...,k-1),

gde je x —y (x) tagno reenje problema (3.3.1). :
U ovom odeljku naveiéemo jednu klasu metoda za odredivanje potrebnih
startnih vrednosti.
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Pretpostavimo da je funkcija f u diferencijalnoj jednacini (3.3.1) dovoljan
broj puta diferencijubilna. Tada na osnovu Taylorovog metoda imamo

: . o, h¥
ylx th=y (x )ty (x,) +Ty (x )+...+ ;f y(P)(xo) +0(hPH ).

Poslednja jednakost ukazuje na to da se moze uzeti

s (I =p(x )+ -'+/72 D (x )+ +—hi’(l’) )
s 0=y () + ' )+ )+ ),

s obzirom da je tada s, (h) —~y(x,)=0(P Y (x, = X+ A). Isti postupak se moze
primeniti i na odredivanje ostalih startnih vrednosti. Naime, u opStem slucaju, ima-
mo

’ 12 ' . hP
U=y G )ty )+ S ) Py

j—

pri Cemu za y (x;_ ) uzimamos, _ ().

5.3.5. Prediktor—korektor metodi

Kao §to je navedeno u odeljku 5.3.3 primena implicitnih metoda je skop&ana
sa refavanjem jednacéine (3.3.4) na svakom koraku integracije, pri ¢emu se za ovo
refavanje koristi iterativni proces (3.3.5). Bez obzira na ovu teskoc¢u implicitni me-
todi se dosta koriste za refavanje Cauchyevog problema, s obzirom da imaju niz
prednosti nad eksplicitnim metodima (visi red, bolja numeriéka stabilnost). Pocet-

na vrednost yr}ﬂ’rlk . u primenama se odreduje koris¢enjem nekog eksplicitnog meto-

da, koji tada nazivamo prediktor. Implicitni metod (3.3.4) nazivamo korektor. Me-
tod dobijen ovakvom kombinacijom nazivamo prediktor—korektor metod.

Za odredivanje y_, . iterativni proces (3.3.5) treba primenjivati sve dok ne
bude ispunjen uslov

plstil —y ki<,

n+k

gde je e dozvoljena greska, obi¢no reda lokalne greske zaokrugljivanja. Tada se za

5 s lst L)
Y4 MOZE uzet1yn+k .

Medutim, ovakav naéin se najcesée ne primenjuje u praksi, s obzirom da zah-
teva veliki broj izracunavanja vrednosti funkcije f po jednom koraku i uz to je ovaj
broj promenljiv od koraka do koraka. Da bi se smanjio ovaj broj izradunavanja,
broj iteracija u (3.3.5) se fiksira. Dakle, uzima se samo.s=0,1,.. . ,m — 1.
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5.3.6. Programska realizacija visekoraénih metoda.

U ovom odeljku daéemo programsku realizaciju kako eksplicitnih tako i im-
plicitnih metoda. Dobijene programe testiraéemo na primeru (sa 1= 0.1).

yiExtty, y()=1  (1<x<2).

Ta&no redenje ovog problema je y (x) = 6e* 1 — x% — 2x — 2.

3.6.1. Eulerov metod
Vo1 = Vo =0 (n=0,1,...).

éﬁﬁemdp=],iA¢mme%h%ﬂovmemdne%gmda

) ) = h 73 : o
')ll+3 ~_'}n+2 - E(~Jf;1+2 - 16jn+l +an) (l? :O’ ]’ e )’

realizovani su pomoc¢u potprograma EULER i ADAMS respektivno.

SUBROUTINE BULER(XP, XK, H, Y, FUN)
DIMENSION Y (1)
Nz (XKeXP)/h
X=XpP
NO 11 181,N
Y(I+1)sY (LY +HeFUNCX,Y (1))
11 X=X4H
RE TURN
EwnD

FUNCTION FUN(X,Y)
FuNsX#X+Y

RETURN

Ewo

SUBROUTINE ADAMS(XP, XKy, Y, FUN)
DIMENSION Y(1)
NE(XKeXP)/H
XsXP
FOSFUN(X,Y(1))
FAisFUN(X+H,Y(2))
NZ2sNe?
DO 11 I=1,n2
FREFUN(X+2.4¢H,Y(I+2))
Y(I43)=Y(142)+Hu (23 #F2=16,%F145,4F0)/12,
FosF1
Fi1sF2
11 XeX+H
RETURN
END
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Parametri u potprogramskoj listi imaju sledece znacenje:

XP1XK - pocetnaikrajnja tacka intervala integracije;

H

-- korak integracije;

Y — vektor pribliznih vrednosti reSenja dobijen viSekoradnim metodom, pri

¢emu kod Eulerovog metoda Y (1) predstavlja datu pocetnu vrednost,
a kod Adamsovog metoda startne vrednosti su date kroz Y (1), Y (2) i
Y (3);

FUN — ime funkcijskog potprograma kojim se definiSe desna strana diferen-

cijalne jednacine f (x, »).

Startne vrednosti za Adamsov metod odredujemo primenom Taylorovog me-
toda za p = 3 (videti odeljak 5.3.4). Naime, kako je

y(y=1, y'(H=2, y"(M=4, y"()=6, h=01,

dobijamo Y (1)=1.. Y(2)=1.221, Y (3)=1.48836.

10

Glavni program i izlazna lista imaju oblik:

Cz=a=

C RE

T T E e P L L T T Y e T T I T e T
RN S S a N E B R SR E R SRR S S C RO RE S ESREEE50REESaE2EREsgE2

SAVANJE DIFERENCIJALNIH JEDNACINA EKSPLICITNIM METODIMA

2 e o g e N R B3 S 2 5 FD D A e i o sy e g s ) e D O R D im e D RS NI KD S m D 6n E fo 2 O 6D e o T
R C e RS e R RSN R e E SR A RS E RS En S CRE S RREERRTER3REaE e

10

22
20

EXTERNAL FuUN

DIMENSION Y(100),2(100)

FUX) 26 #EXP(Xw] ) =XutXm2 0 X=2,

WRITE(S,10)

FORMAT(BX, '"RESAVANJE DIFERENCIJAL,JEDEKSPLICITNIMY,
1Y METODIMAY//8X, VXN, 8X, "YN(IYY 5%, 'GRESKA(X) ', 3%,
2ZVYNCIT) Yo 4X, "GRESKA(%) /)

XP=1.

XK=2,

Hz0,1

Y(1)=1a

CALL EULER(XP, XK H, Y, FUN)

Z(1)=Y (1)

Z(2)s1,221

Z(3)1=1.468836

CALL ADAMS(XP,XK,H,Z,FUN)

Ns(XKeXP)/H

MN=N4q

X=XP

RO 22 T=1,NN

GA12ABS((Y(L)=aF(X))/F(X))%i00,

G22ABS((Z(I)=F(X))/F(X))at100,

WRITE(S5,20)3X,Y({I),61,2(1),62

XaX+H

FORMAT(BX,F3,1,204X,F9:5, Ax F5,2))

CALL EXIT

END

RESAVANJE DIFERENCIJAL (JED EKSPLICITNIM METODIMA

XN YNCI) GRESKA (%) YNCIT) GRESKA(Y)
1.0 1.00000 0,00 1.,00000 0,00
1e1 1.20000 1,72 1.,22100 0400
1.2 1.446700 3.19 1.48836 0.00
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1.3 172910 bhot? 1.,80883 0,02
Tob 2,071017 5.47 2.19028 0,03
15 2ebtl1 6,37 2.64126 0,04
1.6 2.94652 7,13 3.,17116 0,05
T 3.49717 779 3,79040 0.06
1.8 4.13589 8,36 4.51065 0,06
1e¥ 4,B7348 8,87 5,34603 0,07
2.0 50.72183 94352 6,30518 0.07

3.6.2. Uzimajuéi Fulerov metod kao prediktor i trapezno pravilo (p = 2)
=l (n=0,1,...)
y"+177yn-_jg(fn f;+1) n=u, ...

kao korektor (sa brojem iteracija m = 2} obrazovan je potprogramm PREKOR. Glav-
ni program, potprogram i izluzni rezultati imaju oblik:

C RESAVANJE DIF JED, METODOM PREDIKTOR= KQREKTOR

S EEScEEsEESESCRECEEEE SR RS R e e RS S SR RS EEE S SEEEEEas
(it E R3S 1 S-S S PR R R0 F RS S R E Y P R - S L E L P

EXTERNAL FUN
DIMENSION Y(100)
FUX)Zb o EXP(X=] ) =XaX=2,4X=2,
WRITE(5,10)
10 FORMAT(8X,'RESAVANJE OIF,JED, METODOM PREDIKTOR=KOREK!
1, YTOR? F7A5X VAN p 13X, YYNY 10X, YGRESKA(R) /)
READ(B,5)XP, XK, YP, H
5 FORMAT(4F6.1)
CALL PREKOR(XP, XK, YP,HpY,FUN)
Nz (XKe=XP) /H
NNEN+1q
XeXp
DO 11 I=1,NN
GsABSC(Y(I)=F(OX))/FOX))#100,
WRITE(S,15)X,Y(I),6
15 FORMAT(15XsF3.1,8XeF9:5,BX,F5.2)
11 X=X+h
CALL EXIT
END

SUBRUUTINE PREKQR(XP, XK, YP,Hs Y, FUN)
DIMENSION Y(100)
Mz (XK=XP)/H
re P
Y({1)=YP
00 10 I=,N
C PROGNOZIRANJE VREDNOSTI
FXYSFUNCX,Y(I))
VP=Y (I)4H8FXY
C HKOREKCIJA VREDNOSTI
D20 M=E1,2
20 YP2Y(I)+H/2 . % (FXYS$FUNIX+H, YP))
Y(I+i)=YP
10 ¥eX+H
RETURN
D
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RESAVAWJE UIFJED, MFTODOM PREDIKTUR=KOREKTOR

Xty ' GRESKA (%)
1.0 1.00000 0,00
11 1,22152 0,06
1.2 1.48952 0,07
1.3 1.81097 0,10
Tot 2,19363 0,12
T8 2,66602 0,14
1.6 3.17760 0.15
Te7 3.79681 0,17
1.8 40521148 0.18
1.9 5035747 0,18
2.0 6.32177 0,19

5.3.7. Metodi Runge—Kutta

U prethodanim odeljcima razmatrani su linearni viSekoradni metodi za reSava-
nje Cauchyevog problema (3.3.1). Red ovih metoda se moze povecatl povecanjem
broja koraka, Medutim, ukoliko se Zrtvuje linearnost ko;u poseduju ovi metodi, mo-
gude je konstruisati jednokora¢ne metode sa proizvoljnim redom.

Za refavanje Cauchyevog problema oblika (3.3.1) sa dovoljno puta diferenci-
jabilnom funkcijom f, mogude je, takode, konstruisati jednokoradne metode viSeg
reda (na primer, Taylorov metod).

Posmatrajmo opéti eksplicitni jednokoragni metod

(3'7‘1) yn+1_yn=h¢(xn:yn:ll)
Definicija 3.7.1. Metod (3.7.1) je reda p ako je p najveéi ceo broj za koji vazi

y(xthy— y(x)—h¢ Gy (x),n)= 0K,

gde je X - (x) taéno refenje problema (3.3.1).

Definicija 3.7.2. Metod (3.7.1) je konzistentan ako jed(x y,00=1(x, »).

Primetimo da je Taylorov metod specijalan slu¢aj metoda (3.7.1). Naime, kod
Taylorovog metoda reda p imamo

- i ) 3y
(3.72) ¢y =0, (x, h)=i":zo1 (l,—f—-l)!( el W)f(x,y)-

U specijalnom sludaju, kod Eulerovog metoda je ¢ (x, y, h) = f (x, »).

U ovom odeljku razmatraéemo jednu specijalnu klasu metoda, oblika (3.7.1),
koju je 1895. godine predlozio C. Runge ([4D. Kasnije, ovu klasu metoda razvili su
W. Kutta ({5]) i K. Heun ([6]).
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Kao §to ¢emo kasnije videti, svi ovi metodi sadrze slobodne parametre. S ob-
zirom na vreme u kome su se pojavili ovi metodi, slobodni parametti su bivani tako
da se dobiju §to jednostavnije formule za prakti¢no ra¢unanje. Medulim, ovakve
vrednosti parametra ne obezbeduju optimalne karakteristike posmatranih metoda.
U daljem tekstu ove metode zvacemo klasi¢nim.

Opsti eksplicitni metod Runge—-Kutta ima oblik

(37.3) Yy Y =holy, ),

gde su
b )= 3 ¢ ki,
i=1
kl =f (x, J’),
ki=f(X+“ih'y+ b, n) (Gi=2,...,m).
i— 1 ) i
(3.7.4) =3 o b=3a k
N
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Primetimo da iz uslova konzistencije metoda (3.7.3) sleduje ¢ =1

i=1

il

Nepoznate koeficijente koji figurisu u ovom metodu, odredujemo iz uslova da
metod ima maksimalni red. Pri ovome, koristimo sledeéu éinjenicu: Ako se
& (x, v, h), razvijeno po stepenima od /, moze predstaviti u obliku

¢ e,y h)= g (x,p, ) +0 (hP),

gde je ¢, definisano pomocu (3.7.2), tada je metod (3.7.3) reda p.
Prethodno nadimo razvoj 2 (x, y, h) po stepenim od h. Koris¢enjem Monge-
ovih oznaka za paicijalne izvode imamo

(5% * 5 [ = [ 4, =F

3 9w, .8
(a*“f‘a‘)‘,)zf- fay)F G+ f,F,

gde smo stavili G=f,__ -+ 2ff +f2f . Tada iz (3.7.2) sleduje

(3.7.9) by X, ¥, h) = f+ hF+—h (G+fF)+0(k)
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se da je za dobijanje metoda treceg reda dovoljno uzeti m = 3. U tom shi€aju. for-
mule (3.7.3) se svode na

¢(xv,vxh):c1k]+€2kz+636'4
ky=f(x ).
ky=f (x tah, y+byh),

ky=f(x +ash, y+byh

Ay =gy, by= oy ky,
@3 =03, +03y, b= 0y kgt ky.
Razvijanjem funkcije &, u Taylorov red, u okolini tagke (x, y), dobijamo
ky=1f +ay Fh+t = d} Gh> +0 ().
Kako je
by=ag kg +aasky =ogyf+ag, (f+aFh '*_]2“”3 GH*)+0 (n°)
imamo
by=asf+ay 0y FR+0(h%) i by=asf +0(h).

Razvijanjem funkcije k3 u okolini tagke (x, y) i koris¢enjem poslednjih jedna-
kosti imamo

ka=fHasFh++ (203 005 B, +a5 O i +0 (1),

Najzad, zamenom dobijenih izraza za ki, kq, k3 uizrazu za ¢ (x, y, h) dobija-
mo :

¢y, m)=(cite; teg)ft(caay + c303)F)1

2
+ (CZCZ%G + 2()3&20( 32ny +C3H§G) % +0 (}13).

Poslednja jednakost dozvoljava konstrukciju metoda zam =1, 2, 3.

Slu¢aj m = 1. Kako je ¢, = ¢3 =0 imamo
px, v, )=c; f+0 (113), _
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Uporedivanjem sa (3.7.5) dobijamo
by (50, )~ 0, 1= (1 — e )+ =1 G+ F) +O (),
odakle zakljugujemo da se za ¢; = 1, dobija metod
Vowr = Vn =My

¢iji je red p = L. S obzirom da je ovo Eulerov metod mi vidimo da on pripada i klasi
metoda Runge--Kutta.

Slu¢ajm=2.0Ovdejecy=01i

p, ) =(c, tey)f+eqa, F/1.+% cy ag Gh> +0 (113)

£

Kako je
8662 1) = by (5,9, 1) = (1 + €3 — 1) f+(ea 0y — ) Fh+
+%[(3c2 ay —1)G —fF] Rt o),
zakljuéujemo da se pod uslovima
(3.76) crte=1l 1 ey =5

dobija metod drugog reda sa jednim slobodnim parametrom. Naime, iz sistema jed-
nakosti (3.7.6) sleduje

1 ~‘2a2~1
2(12 ! €1= 2(12 ’

Cy =

gde je a, (# 0) slobodan parametar. Dakle, sa m = 2 imamo jednoparametarsku fa-
miliju metoda

h
Yar1 “Va = 34, ((2a, — 1)k, +ky),

ey =fl.p,)
ky=f(x tayhy *taykyh)
U specijalnom sluéaju, za a, = IT dobijame Euler- Cauchyev metod
1 [ ;
Vosr — Vo =W 5 h oyt ) hfix v )
Sliéno, zaa, = 1, dobijamo tzv. poboljan Euler—-Cauchyev metod
ho.. )
Yar1 7 s :_2— Ir (xn’ yn) +f(xn th, Ya + hf(xn’ yn”'
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O geometrijskoj interpretaciji dobijenih metoda videti, na primer, [71

Sluc¢aj m = 3. Kako je

. 1
oy, h) — o G,y h)= (e tegtey—1)fF(caas tegay ) Fht

+[(02q,22+03a§——;‘)G+(2C302(X32 )Ff ] +0(; )
zakljucujemo da su za dobijanje metoda treceg reda dovoljni uslovi
¢y tegtez =1,

1
Ccytiy t c3a3=7

(3.7.7)
2 2_ 1
€20z te3a3 =7,

C3dy 03y =

2=

S obzirom da imamo &etiri jednadine sa Sest nepoznatih, izlazi da, u slu¢aju m =3,
imamo dvoparametarsku familiju metoda Runge—Kutta. MoZe se pokazati da medu
metodima ove familije ne postoji ni jedan metod &iji je red veéi od tri.

U speugalnom slucalu kada je a, = =3 iag= 2 ,iz (3.7.7) sleduje ¢, = —i—,
=0,¢3= a % T . Dakle dobili smo metod
vy = 4 3ky)
Yn+l T S g VY °3)
C=F ),

. ho ok
k2 :f (xn + ?,J’n +—§— kl ),

2h " 2h
ky=flx, + =5y, + 5 k),

koji se u literaturi sre¢e kao Heunov metod.

]
Zaay=ra3=1(=c; =c¢3=

dobijamo metod

_ »
‘Vn+l - .yn “A-g (]C} + 4](2 +k3),
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kl :f(xn“])n)’
v / / .
ky=f(x + 7z yy k),

K3 =1 (v, + 3, Iy + 20y,

k_oji je najpopularniji medu metodima treceg reda sa stanovista ruénog izragunava-
nja.

U sluéaju kada je m = 4, dobijamo dvoparametarsku familiju metode etvrtog
reda. Naime, ovde se, analogno sistemu (3.7.7), javija sistem od 11 jednacina sa 13

nepoznatih.
Sada navodimo, bez dokaza, metod Runge—Kutta Cetvrtog reda

J
(B78) .., -, =~g (ky + 2k, + 2k5 +Ky).
ky=7(x,p.),

. h h
k?. :f(xn +‘? ’ )’n +?kl)!

i h
ka=f(x, *5 ¥, t5 k)

ka =f(xn th, oyt hlc3),

koji se u primenama tradicionalno najvise koristi.

Od metoda Eetvrtog reda Cesto se koristi i tzv. Gillova varijanta ([8]), koja se
moZe iskazati slede¢im rekurzivnim postupkom:
n:=0,0 :=0

* = = n( 1 .
() ¥or=Vn kii=hf(x,v,), Yii=Y, f 50 —20,),

Y2: 7Y (1 =v1/2) (ky = Q1), Q3: =0, +3(1 = V172) (ky = Q) (1 ~/172) ky

] ey
ki =hf (x, +572) Y3 =Ya +(1+VI72) (ks - Q,),

03:=0, +3 (1 + \/1//2) (]€3 — Qz) *4(1 + \/1/2) ki kg :hf(xn 1, Y3),
1 1 1
Y4:iTY3 +_6‘(k4 ~ 203), Q,:=03* ‘E(kcz —-203) "‘«jka,.- Pori =Ya

n:=n+l
Preéi na (+).
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Za razliku od linearnih vifekoracnih metoda, metodi Runge—Kutta ne zahte-
vaju poznavanje startnih vrednosti (sem y (x| )= Y, koja, inage, definiSe Cauchyev
pioblem) ali su za praktiénu primenu znatno kompllkovamp s obzirom da zahte-
vaju m izradunavanja vrednosti funkcije f u svakom koraku.

5.3 8. Programska realizacija metoda Runge—Kutta

U ovom odeljku dajemo programsku realizaciju Euler—Cauchyevog, pobolj-
ganog Euler—Cauchyevog metoda, kao i metoda Cetvrtog reda (3.7.8) i Gillove va-
rijante metoda Runge—Kutta. Dobijene programe testiratemo na primeru iz odelj-
ka5.3.6.

3.8.1. Potprogramom EULCAU realizovani su Euler—Cauchyev i poboljan Euler—
Cauchyev metod. Parametri u listi imaju sledeée znaenje

XP — po&etna tadka intervala integracije;

H — korak integracije;

N — ceo broj, takav da je N + | duzina vektora ¥

M — ceo broj koji definise nadin konstrukcije vektora Y. Naime, u vektoru ¥
se redom memorise svaka M—ta vrednost refenja dobijena u procesu in-
tegracije;

Y — vektor refenja duzine N + 1, pri gemu Y (1) predstavlja zadati pocetni
uslov y ., ¥ (2) je vrednost reSenja dobijena integracijom u tacki XP +
M- H, nd

FUN — ime funkcijskog potprograma, kojim se definiSe desna strana diferen-

cijalne jednagine f(x, y);

K — ceo broj, sa vrednostima K = 11K =2, kojim se zadaje integracija po
Euler—Cauchyevom i poboljfanom Euler—Cauchyevom metodu respek-
tivno.

Potprogram EULCAU ima oblik:

SUBKOUTINE EULCAUCKXP, MpNaM, Y, FUN,K)
DIMENSION Y (1)
Xz XP
Yi=y (1)
MNNzN+1
DO 10 I=2,uN
00N 20 Jsi,m
Ya=vy1
Y1=FUN(X, YO)
GO TU(1,2),K .
1 Y1aYO HRFUN(XE0,58H,Y0+0,54M=Y)
Gn TO 20 '
2 YT1aYO04+H#(YV14FUNCX+H, YO+HEY 1)) /2,
20 Xz=X+H
10 Y(I)=v1
RETURIN
FND

Glavni program i izlazna lista su dati u daljem tekstu. Kao ulazne parametre
za integraciju smo uzeli # = 0.1, N = 10, M = 1, a u drugom sludaju H = 0.05,
N =10, M = 2. Kolone YIN i Y2N, u izlaznoj listi daju vrednosti za reSenje datog
Cauchyevog problema, po obiénom i pobolj§anom Euler—Cauchyevom metodu res-
pektivno. Pored ovih kolona, u izlaznoj listi su date i kolone sa odgovarajuéim gres-
kama (izrazene u %) u odnosu na taéno redenje.
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Uy

N

c
C
c

cmEm=en R R AR R g O R R mmw e m d m o m e o w o wwo G e m D e
sEEcEERERcEaRtEsREEEEEsRazzEe? sEsozsgsa=z EZzRsSc3EE=EzsasgEzess

RESAVANJE DIF,JED,EULER=CAUCAYEVIM T PORO

LJISANTM METONOM

- D @ BN e e s Do E e D oo v 2 n o cy R T o oy o g
SEREEEZa2s B me R e R R R R R e E B EEEE R R CE R R R RN E RS ESEESEE sz Es

EXTERNAL FUN

DIMENSION Y(100),2(100)
FUX)Z6 #EXP(X=1 ,)eXuX=2 4X=?,

WRITE(5,10)

10 FORMAT(T0X, *RESAVANJE DIF.JED, EULER=CAUCHYEVIM [ PO',
TYEOLJSANIM METODOM! )
20 READ(8,25,END=299)IXP, Y (1) ,H, N, M
25 FORMAT(3F6,1,213)
CALL EULCAUCXP, HyN MY, FUN,9)

Z¢A)=sY (1)

CALL EULCAUCXP,H,NpM,Z,ELIN, 2)

WRITE(S5,30)H

30 FORMAT(THO, 30X, ' (HR',F6.6,"')"//15X, "XV, BX,'YIN', 4X,

TIGRESKA(R) ', 5X, 'Y2N'p

NNZN T
Kz XP
DO 11 I=1,NN

GIsABS((Y(L)=F (X))/F(X))#100,
Gg=aB8((Z(L)=F(X))/F(X})#100,

WRITE(S,15)X,Y(I),61,2(1),G2

LX, "GRESKA(Z) /)

15 FORMAT(I5X,FE301,3X0F a6, 2XsFTo5,3%:F90652X,F7,5)

11 K=XeHaM
GO YO 20

99 CALL EXIT
END

RESAVANJE DIF,JED. EULER=CAUCHYEVIM 1 POBOLJSANIM METODOM

XN YiN

1.0 1.000000
1o 1.220250
T2 1.486676
1.3 1.806227
1ok 2,186581
105 2.636222
T 3.164526
1af 3.781851
1.8 4.699645
1.9 5.330558
2.0 6.288567
XN YN

1.0 $.000000
901 1.220824
1.2 14687963
1.3 1.808391
el 2.,189811
1.8 2.640738
1.6 3,170589
Va7 3,789740
1.8 4,509705
9.9 $5.543177
£q.0 5.306192

(H=20,1000)
GRESKA (%)

0,00000
0.06349
0.11696
016179
0.19934
023109
0.25814
0,28130
0,30134
0.31909
0.33481

(H=0.0500)
GRESKA (%)

0,00000
0,01652
0.03069
0,046219
0,05192
0.06019
0,06728
0,07329
0.,07845
D.08311
0.08717

¥ 2N

1.000000
1,220500
1.6487203
1,807059
2,187750
2,637764
3.,166479
3,7846260
4,502557
50,334026
6,292649

Y2N

1.000000
1.220838
1.488098
1.808606
2190911
2.661933
3.971082
3.790357
4,5104652
53646067
6.305239

GRESKA(%)

0,00000
0.04302
0,08161
0.,11583
0.14598
0,17274
0.19654
0.21778
0,23682
0.25424
0.27012

GRESKA (%)

0.00000
0.01128
0,02143
003041
0,0382¢4
0,04522
0.05148
0.,05700
0,061590
0,06643
0,07058



3.8.2. Prema formulama (3.7.8) za standardni metod Runge—Kutta Getvrtog reda

obrazovan je potprogram RK4:
SUBROUTINE RK&4(X0,YO0,H,

o1 o o 9 Un o7 R e o ey B g e
EoEansEsasssasszzas2ssa

METOD RUNGE=KUTTA CETVR

SEERERRcEERzEssEgeasss

DIMENSION YVEK(1)
TsH/2,
X=X0
Y=Y0
PO 20 I=1,N
DO 10 J=1,M
A=F(le)
BafF (X+T,Y+T#A)
CeF(X+ToY+T28)
D=F (X4+He Y+H2C)
XEX+H"
10 YeY4H/ 6,8 (A42 ., uB+2,4C4D)
20 YVEK(I)=®Y
RETURN
END

[aNeRe)

Parametri u listi imaju sledeée znacenje:

X0, X0 — definiSu zadati pogetni uslov (Y0 = y (X0);
H — korak integracije;

M, N — celi brojevi sa znaéenjem sliénim kao u potprogramu EULCAU;

YVEK - vektor duzine NV koji se dobija kao rezultat numeri¢ke integracije,
pri emu je Y (1) vrednost dobijena u tagki X0 +M - H, Y (2) vred-

nost u tadki X0 + 2M - H, itd.

F — ime funkcijskog potprograma kojim se definiSe desna strana diferencijal-

ne jednadine f (x, y).

Glavni program ima oblik:

EXTERNAL FUN

DIMENSION Y(100)
F(X)2b#EXP(Xol)oXstXm2 #X=2,
wRITE(S5,10)

10 FORMAT (14X, 'RESAVANJE DIF.JEN, METODOM RUNGE=KUTTA!

20 READ(8,5,ENDEQ9IX0, YO, HyN,M
5 FORMAT(3F6,.1,213)
CALL RK&(XD, YO, H, M, Y FUN)
Gz0,
WRITE(5,25)MH,%X0,Y0,6

25 FORMAT(IHO 28X, Y (HB) yFH 6, ') /715X, VXN, 13X, 'YN, 10X,

TIGRESKACKAI Y/ /15X, FA1o8XpFR.6,7X,F7,5)
X=Xx0
D0 11 I=1,N
X=X+HaM
GzABSC(Y(1)=F))/F{(X))#100,
11 WRITE(S5,15)%,Y(1),G
15 FORMAT(ISX,F3.1:8X,F9,6,7X,F7.%)

G0 TN 20
9% CALL EXIT
END
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Uzimajuéi = 0.1, N = 10, M = 1 dobijeni su sledei rezultati:

RESAVANJE DIF,JED, METODOM RUNGE=KUTTA

(H=0,1000)
Xh YN GRESKA (%)
1,0 1,000000 0,00000
1.1 1,221025 0,00000
1.2 1.488416 0,00008
143 1.809152 0.00016
1ot 2.190947 0.00009
145 2,642325 0,00011
1.6 3,172710 0,00019
1.7 ©3,7902512 0,00018
1,8 6.513260 0,00012
1.9 5,347612 0,00019
2.0 6.309683 . 0,00015

3.8.3. Gillovu varijantu metoda Runge—Kutta realizova¢emo u dvostrukoj tatnosti.
Parametri u listi potprograma GILL, X0, H, N, M. Y, FUN imaju isto znaZenje
respektivno kao parametri HP, H, N, M, Y, FUN u potprogramu EULCAU. Prime-
timo da je ovaj potprogram realizovan tako da je izvrSena optimizacija u pogledu
broja promenljivih.

Ulazne parametre za integraciju smo uzeli kao u 3.8.1.

EXTERNAL FUN
REAL#8 Y(100),F,FUN,X0,X,H,5
CF(X)26.#DEXP(X=1,)eXuX=2,4Xa2,
WRITE(Y,10)
10 FORMAT(BX, 'RESAVANJE DIFQJEDa METONOM RUNGE=KUTTA (GILL'
1, '0VA VARIJANTAY! )
20 READC(8,25,ENDE99YX ,Y(1),H,N,M
25 FORMAT(3F6,1,213)
X0=X
CALL GILL(XO,H,N;M, Y, FUN)
WRITE(S430)H
30 FORMAT(THO 28X, " (HS! yFbobs ') //715X, VXN 313X, 'YN, 90X,
1V GRESKACY) '/ )
NNzN+1
D0 11 I=1,NN
GsDABSC(Y(T)=F(X))/F(X))4100,
WRITE(S, 15X, Y(I1),6
15 FORMAT(1SX,F3.1,8X,F9.6,6%,010,3)
19 XeX4HaM
GO TO 20
99 CALL EX1Y
END

SUBROUTINE GILL (X0, H,Ns™M, Y,FUN)
REALB Y(1),H, FUN, X0, Y0, 0,K,4,R
R2DSORI(0,5D0)

=000

Yo=Y (1)

NhaENeT
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20
16

NN 10 I=2,NN

DO 20 Jzi,M
KsH#FUNCX0,Y0)
A20,5%#(Ke2,2Q)
YO=YO+A
BzU+3uA=0 B aK
KaHabFUN(XO0+H/2,,Y0)
Az (1.=B)%(K=Q)
Y0O=YO+A
020¢+3,9A=(1,=B)#K
KeHeFUN(X0+H/2.,Y0)
As(1.48)2(K=Q)
YO=YO+A
UEQ+3e%A=(1,+8) 8K
KaH#FUN(XO0+H,Y0)
Az (K=2,#Q) /6,
YO=YO+A
O=R+3.8A=K/2,
X0=X0+H

Y(I)=yo

RE TURNM

END

FUNCTION FUN(X,Y)
REAL#8 FUNgX,Y
FtinzX#X+Y

RF TURN

END

RESAVANJE DIF,JED, METODOM RUNGE=KHTTA (GILLOVA VARIJANTA)

>
z

[ R Y N
© 8 © 5 8w & b & ° o &
O N DN D

[ R N N W G GGy >
=z
<

© © » ® © s © 5 o © »

SO NOMS WD

1.000000

1.488616
1.809152

2,642325
3.172709
3.7925%192
6.513240

1.221025

1.809153
2.190948

3.172713
3.792516
4.513245
5.347618
6.309690

GRESKA (%)

0,000D+00
Na2b6N=04
0.460D=04
0,647D=04
0,8080=04
0,949D=04
0,1n7N=03
0,1180=03
0,1280=03
0,136D=03
0,14660D=03

GRESKA (%)

0,0000+00
0,162D=05
0,303N=05
0,425D=05
0.531D=05
0,623N=05
0,706N=08
N, 775D=05
0,838D=05
0,894D=05
0,946D=05
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5.3.9. Refavanje sistema jednacina i jednacina viseg reda

Metodi koji su bili razmatrani u prethodnim odeljcima mogu se uopstiti u
tom smislu da budu primenljivi za resavanje Cauchyevog problema za sistem od p
jednacina prvog reda

G y=fGeyn. vy )=y, (=1, D).

U ovom slu&aju, sistem jedna&ina (3.9.1) treba predstaviti u vektorskom ob-
liku
- > -

(392) =1, ye)=r,

gde su

Y1 Yio ) [ (x-'J’b---,J’p)

fp (X;yp e ».Vp)

Od interesa je i refavanje Cauchyevog problema za diferencijalne jednadine
vifeg reda. Primetimo, medutim, da se ovaj problem mozZe svesti na prethodni.
Naime, neka je data diferencijalna jednadina reda p

(3.93) yPY=f(x,p, ¥, ..., yP" 1)
sa poCetnim uslovima
(3.9.4y YO x )=y, (=01, ,p—1).
Tada se, supstitucijama
zy =y, 2=y, ... 2, =plp— 1)

jednadina (3.9.3) sa uslovima (3.9.4), svodi na sistem

r_

Z1 < 2y,
I_._

iy T 23,
z =z
p—1 m’

zp'=f(x;zl,22,...,zp),

sa uslovima  z, (xo) TS R i=1,...,p).
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Linearni viSekora&ni metodi, koje smo do sada razmatrali, mogu se formalno
generalisati na vektorski oblik

k - e

z O[iyn-i-i:h

i=o i=o

o

ﬁian

- N
gde je £, =f(x ., ;M, ), a zatim se kao takvi mogu primeniti na refavanje
Cauchyevog problema (3.9.2).
Takode, metodi Runge—Kutta za refavanje Cauchyevog problema (3.9.2)
imaju oblik
- —>

- -
Vorg =Y Zho(x, y, ),

gde su

- Mmoo =
@(x,?, h) = _Zlciki,
i=
T
?f [,

-
Z=f (x +aih,)7+5:h)

i—1 - =1 = (i=2 ... m).
ai=2ai. s bi =2 a'ijk, ' ’ 1)
=1 Y =t

Sva analiza, koja je data u prethodnim poglavljima formalno se moze preneti
na navedene vektorske metode.

Kao primer realizujmo standardni metod Runge-Kutta getvrtog reda (3.7.8)
za refavanje sistema od dve diferencijalne jednacine

Y EAC Y2, 2=hEy 2,

priuslovima y (x,)=y, i z (x,) =2,

Odgovarajuéi potprogram ima oblik:

SUBROUTINE RKS(UP, XKRAJ,YP,ZP,H, N, YY,22)
REAL KYT,KY2,KY3,KYL,KZ1,KZ2,KZ3,KZ4
DIMENSION YY(1),ZZ(1)

Ke (XKRAJ=XP) / (H#FLOAT(N))

N1aN+1

KaXP

YeYP

Z=7P

TEH/ZI

YY(iday

27(1)=Z
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DO 6 I=2,N1
DD 7 Jmi,K
KY12FUN(1, X,.Y, 2)
KZ18FUN{Z, XY, Z)
KY22FUNCI o X4 To Y+TaKY 1, ZeToKZ1)
KZ2=FUN(2pX4T, Y4TuKY1,Z+4T8KZ1)
KY3I2FUN(T o Xe T, Y4TuKY2,Z+TaKZ2)
KZ32FUN(2,X¢T, Y+TwKY2,Z+ToKZ2)
KYGsFUNCTp X4H, YeHeKY3, Z4HaKZ3)
KZLsFUN(R, XeH, YeHeKY3, 2+HsKZ3)
YaY4Hu (KYT142. % (KY24KY3) $KY4) /6,
Zel+He (KZ142 o # (KZ24KZ3)+KZ4) /6,
7 XaX+H
YY(I)sy
6 27(1)=2Z
RETURN
END

Koriste¢i ovaj potprogram resili smo sistem jednacina

y'=xyz, 2'=xy/z,

pri ustovima Y (1) = 1/3 iz (1) = 1, na segmentu [1, 2. 5] uzimajuéi korak integia-
cije i1 = 0 . 01, dok na izlazu Stampamo x sa korakom 0.1 i odgovarajuée vrednosti
zay, Y1, 2, 27, 8de su Yy iz tadna refenja ovog sistema i data su sa

7 S
——— 1 P~ .
(7—x*)? e

yr =

«©
#
9
91
&
4]
il
8
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n
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n
ki
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ki
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il
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€ RESAVANJE SISTEMA DIF.JED.METODOM RUNGE=KUTTA
CE33553====232=EEE========:=======EE==========5==E=E:ﬂﬂﬁﬂﬂ:z
DIMENSION YTC16),ZTC(16),YY(16),Z2(16),%(16)
YEG(X)BT2. /(T ooXuX)unl
ZEG(X)B6 ./ (To=XuX)
READ(B,15)N, XP, YP, ZP, XKRAJ
15 FORMAT(IZ,4F3.1)
YPeYP/3.
Hz0.1
NeN+1
PO B8 I=1,N1
X(1)eXP+HaFLOAT(I=1)
YTCLIBYEG(X(I))
§ ZT(I1)BZEG(X(1))
WRITE(5,22)
He0,01
CALL RKS(XP,XKRAJ,YP,ZPyH, N, YY,ZZ)
WRITECS5,18) Hy (XCI),YY(X)oYTCIYpZ2ZCT3,2T(1),121,N9)
18 FORMAT(//7X, "KORAK INTEGRACIJE He ,F6,3///7%: ' X',
TAIXe VY 10X, "YTACNO ' s 41X YZV 510X, VZTACNO' //(F10e2,4F14,7))
22 FORMAT (1M1, 9X,'RESAVANJE SISTEMA SIMULTANIH',
1! DIFERENCIJALNIH JEDNACINA'//33X,'Y!'axXYZ'//33X,
LANARE STV AD]
CALL EXIT
END
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FUNCTION FUN(JIsXoeYe )
60 TO(50,60),.J
50 FUNzXaYal
RE TURN
60 FUNaX»Y/Z
RETURN
END

Odgovaraju¢i program i izlazna lista imaju sledeci oblik:

RESAVANJE BISTEMA SIMULTANIH DIFERENCIJALNIH JEONACINA
Y'axXyz

L'=xXY/s2

KORAK INTEGRACIJE Hz 0,010

X Y YTACNO z ZTACNO
1.00 0,3333333 0,3335333 1.0000000 1.,0000000
P10 0.3709342 0,3709341 1.0362694 1.036269¢4
1.20 0,4188979 0.46188979 1.0791367 1,0799367
1.30 0,4808936 0,4808936 1.1299436 1.1299435
Tab0 0,5623%944 0,5623943 11906763 1.,1904762
1,50 0.6718182 0,6718181 1.2631581 1.2631578
160 0,8225904 0,8225903 1.3513514 1.3513515
1-.70 10370675 1.0370678 1.4598541 1.6598541
1.80 1.,3344686 1.35446689 15957446 1.59574647
1.90 1.8481333 1.8481344 1.7699113 1.7699116
2.00 2.6666656 2.66666647 1:9999998 2,0000000
20,10 bo1441259 bo14613521 2.3166014 2,3166029
2.20 7216464836 7.1464646917 2.7777747 2. 7777779
2030 146,3993673 146,3996160 3.5087693 5.5087738
2ob0 37.7629280 37.7631035 L 8387012 4,8487108
2,50 170,6636674 170.6646714 7.9999280 8,0000000

5.3.10. Konturni problemi;

U ovom odeljku ukazatemo na diferencni metod za refavanje konturnog
problema ‘

G.10.1) et ply ey = £ () @) =4, y(b)=B,

gde su funkcije p, g, f neprekidne na [ a,b].

b—a
Nt
X, =a+nh(n=0]1, ..,N+1).Utadkamax, (n=1,...,N) diferencijalnu jed-
naéinu iz (3.10.1) aproksimirajmo sa

Segment [a,0] podelimo na N + 1 podsegmenata duZine h = tako da je

Y1~ Wn tTVny Yn+17Vn-1
+p
h? 2h
11 161
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gdesu p =plx.), q,=qx.), f,= Rx,)

Ako uvedemo smene
B h 2 B h
%1—1‘_§pn’bn_h 4,2, Cn“1'+z;Pn ’
(3.10.2) se moze predstaviti u obliku

. 2 _
(3.10.3) ay,_tby tey . =hL (n=1,...,N).

S obzirom da se konturni uslovi y, = 4 i YI\Lng ='B, pred nama se postavlja
problem re§avanja sistema linearnih.jednacina Ty =d, gde su

r)’l- _]’lzfl—Adx_v by e O... OW
2 N nf, a, by ¢ O
;3’ = s = , T=
B2 fzsz—BcN o o o0 by

Matrica sistema je trodijagonalna. Za reavanje ovog sistema pogodno je izvriti de-
kompoziciju matrice T'u obliku 7'= LR (videti odeljak 4.1.1), &ime se problem svo-
di na sukcesivno refavanje dva trougaona sistema linearnih jednaCina. Ovakav pos-
tupal za refavanje konturnog problema (3.10.1), u literaturi je poznat kao matri¢na
faktorizacija.

Sledeci program je realizovan na osnovu izloZenog postupka.

DIMENSION A(C100),B(1Nn03},C(100),00100)

P E B RS R M D e m o S w2 0 m mem ez
e R SRR R R R S E S B S ERERER BRI EREE

MATRICNA FAKTORIZACIJA ZA RESAVANJE
KOGNTURNIH PROBLEMA KOO LINEARNIH
DIFERENCIJALNIH JFDNACINA TI REDA
Y'Y o« POOYY ¢ Q0X)Y = F(X)

¥(DG) = YAy Y(GG) = Y&

OO0

PEAD(B 5) DG,YA, GG Y8
5 FORMAT(4F10.5)
UCITAVANJE BROJA MEDJUTACAKA PREKO
TERMINALA LA 30
10 READ(6,15) N
15 FORMAT(12)
MlENed
IF(NERL,Q)-60 TN 40
He (GG=DG)/FLOAT(NYT)
HHsH%H
X=DG6
DO 20 I=1,N
XzX4h

O
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YEH/2,#PAF (X,1)
A(I)eto=Y

ClldelanY
BlI)SHH#PREF (X,2)=2,

20 D(I)=2HH*POF (X,3)
D(1)=D(1)=YA%A(])
D(NI=D(N)=YBaC(N)
C(I=C(1)/801)

DO 25 1=2,N
B(D)=B(I)=A(1)}aC(I=1)

25 c(I)=C(l)/BC0)

D(1)=DC1)/BC1)
DO 30 I=2,N

30 DCI)=(DCL)=A(I)aD(I=1))/B(1)
ANMIN=q
DO 35 I=1,nM
JaliMe 419

35 DANED(S)=C(J)#D(J+1)
WRITE(5,60) Ny(I,1=1,N1)

40 FORMAT(///5X,"BROJ MEDJUTACAKA N =7, 15///5%,71',6X%X,'07,9110)
DO 45 I=1,N
CCL)=DG+HaFLOAT(I)

45 B(I)=PQF(C(I),4)

WRITE(5,50) DG, (C(I),I=1,N),66
WRITE(5,55) YA, (D(I),I=7,n),YR
WRITE(S5,65) YA, (R(I},I=1,N),YR

50 FORMAT(/5X, "X (I)',10(Fb6.2,6X))

55 FORMAT(/SX,'Y(I)',10F10.6)

65 FORMAT(/5X,'VYEGZ',10F10,6)

G0 T0 10
60 CalLL EXIT
END

Primetimo da je program tako realizovan da se broj medutadaka NV uéitava
preko terminala L4 30. U sludaju kada je ¥ = O program se zavr§ava. Takode, u
programu je predvideno i tabeliranje taénog reSenja u posmatranim tackama, radi
kontrole. Jasno je, medutim, da ovo poslednje ima smisla samo u kolskim primeri-
ma gde nam je reSenje poznato. Tako je, na primer, za konturni problem

y'=2xy'2y=—dx; y(0)=1, y(1)=1+e=3.7182818,
tadno reenje  y =x +exp (x?).

Za ovaj konturni problem funkeiiski potprogram za definisanje funkcija p, g,
/. kao i taénog resenja, nazvali smo PQF. Za sluc¢aj N = 4, dobili smo sledeée rezul-
tate . '

FUNCTION POF (X,M)
GO TU{10,20,30,40),M
10 PUFs=2,%X
RETURN
20 PQF==2.
RETURN
30 PRFe=4,%X
RETURN
LO POFX+EXP(X&X)
RETURN
END



AROJ MEDJUTACAKA N 4

I 0 1 2 3 4 5
X(1) 0.00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00
Y(I) 1.000000 1,243670 1,577952 2.038018 2.699739 3.718282

YEGZ 1.000000 1,240811 1,573511 2.033330 2,696487 3,718282

5.4. PARCIJALNE DIFERENCHALNE JEDNACINE

5.4.1. Metod mreia

U ovom poglavlju ukazaéemo samo na jedan naéin za numericko refavanje
parcijalnih jednadina. Naime, razmotriéemo- samo kako se metodom mreZa refava
Laplaceova jednadina (eliptickog tipa) i talasna jednacina (hiperboli¢kog tipa). Sli¢-
no se refavaju i ostale jednadine; na primer jednadina provodenja toplote (parabo-
ligkog tipa).

Metod mreza ili diferencni metod, kako se &esto naziva, predstavlja osndvai
metod za refavanje jednadina matematicke fizike (parcijalne jednacine koje se jav-
ljaju u fizici i tehnici).

Neka je data linearna parcijalna diferencijalna jednadina

(4.1.1)  Lu=f

i neka se u oblasti D, koja je ograni¢ena krivom I" (D = int ), traZi ono njeno rese-
nje koje na krivoj I" zadovoljava dati konturni uslov

(4.1.2) Ku=4Yy  ((xy)el).

U primeni metoda mreZa, najpre, treba izabrati diskretni skup taéakaDh, koji
pripada oblasti D (= D UI') i koji se naziva mreZom. Najdeice se u pnmenama za
mrezu uzima familija paralelnih pravih x; = xo +ih, y; =y, +j! (j=0,21,£2,

. ). Tagke preseka ovih pravih se nazivaju &vorovima mreZe, a velidine %1 / kora-
cima mreZe. Dva vora mreZe se nazivaju susednim ako su udaljena pox iy osi sa-
mo za jedan korak. Ako sva &etiri susedna &vora nekog &vora pripadaju oblasti D

onda se taj ¢vor naziva unutradnjim; u protivnom ¢vor mreZe Dy se naziva granié-
nim &vorom. U primenama pored pravougaone mreze koriste se 1 drugi oblici mre-
Za.

Metod mreZa se sastoji u aproksimaciji jednaéina (4.1.1)1 (4.1.2) pomoéu od-
govarajuc¢ih diferencnih jednadina. Naime, operator L. moZemo aproksimirati dife-
rencnim operatorom, veoma jednostavno, zamenom jzvoda odgovarajucim diferen-
cama, u unutrainjim évorovima mreZe. Pri ovome se koriste sledeée formule

ou (x,, y}.) o, — i

au(xl,y) u1+11 ui,j i+1,) Ti-1j
3 — F

ox h oy 2h
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" _N +
] u(xi,yj)wuiﬂ‘j Sy T Uy 1

Ax? h?

Potpuno simetri¢ne su lormule za parcijalne izvode po promenljivoj y.

Aproksimacija konturnih ustova, u nekim shugajevima, moze biti vilo slozen
problem, $to zavisi od oblika operatora K i konture I'. Kod tzv. konturnih uslova
prve vrste, kod kojih je Ku = u. jedan prakti¢an naéin za aproksimaciju predlozio je
L. Collatz i on se sastoji u slededem:

Neka je grani¢nom &voru A najbliza tadka sa konture I, tadka B i neka je nji-

hovo rastojanje & (videtisl. 4.1.1).

A
M -
T
B/ln ¢
e
1
X
SL4.1.1

Na osnovu vrednosti funkcije u taékama B i C, linearnom interpolacijom do-
bijamo

N iy (B) +éu (C)

u(Ad)
h+§6

Aproksimacija konturnog uslova (4.1.2), u ovom sluaju-se sastoji u definisa-
nju jednacina gornjeg oblika za svaki graniéni évor.

Jednacine dobijene aproksimacijom jednaéine (4.1.1) i konturnog uslova
(4.1.2) predstavljaju sistem linearnih jednagina, &ijim se resavanjem dobijaju traZena
numericka reSenja postavljenog problema.

U daljem izlaganju ukazacemo na dva osnovna primera.

54.2. Laplaceova jednadina
Neka je potrebno naéi resenje Laplaceove jednacine
=T T (pen)
U=—"—+—= X, p)e ,
ax? ay* Y
koje na konturi kvadrata D = { G, ) 10<x <1, 0<y < } ispunjava odredeni
uslov u (x, ¥) = ¥ (x,p) ((x, p) € T). Izaberimo mrezu Dy, kod kojeje I =h :]VLT’
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tako da su ¢vorovi mreze taike (x;, yj) =((i-Dh, G-1I1) Gj=1,...,N).

Standardna diferencna aproksimacija (Sema) za refavanje Laplaceove jednaCine ima
oblik

1
2 (i ¥y g Tty Pty ) = 0

ili u obliku

1
Uiy = g gy Pty P P )
Uzimajuéi 7j = 2, . . ., N—1 u posiednjoj jednakosti dobijamo sistem od

(N—2)? linearnih jednadina. Za resavanje  ovog sistema obiéno se koristi metod
proste iteracije ili, $to je jo§ prostije, Gauss—Seidelov metod (videti odeljak 4.3.3).
Odgovarajuéi program za refavanje posmatranog problema ima oblik

e v e e e e D G e G D T R D na D CF Tu O3 S RS2 4D 3 03 S £3 G2 M £
SRR RS R E e RS R EE RSt rm R s

o g T S 2 59 K T3 o e m 9w G e fm g WA G e o D 9 O 9N Mo T b T s 7
RO R R R SR ECEC R R NSRRI RERSERR

DIMENSTION U(25,25)
READ(B,4) N
4 FORMAT(I2)
Maieq
TREAD(B, 1) (U1, 0),J=1,4), CU(N, J),Jd=1,NY,
TCUCL 1) 122, M), (UCTN),182,M)
1 FORMAT(BF10.0)
Do 10 I=2,
DO 10 Js2,M™
10 U(LsJI=0,
TMAX=0
20 READ(6,4) MAX
IF(MAX.EQ,0)GO YO 100
PO 50 ITER=1,MAX
DO 30 I=2,M
DO 30 J=2,M
30 UCIpd¥s(UCTd+1)+UCL,Je1)+UCI=1,J)40CI%1,d))/6,
IMAXETMAX$MAX
WRITEC(5,65) IMAX,(J,J=1,N)
65 FORMAT(//26%X, VBROJ ITERACIJA JE',13//17X,
T4(5X, ') =t ,12))
DO 40 I=%,N
60 WRITE(S5,66) Lo (U(I,J),JB1sN)
6é FORMAT(I3X, 1 =2, 12,6F10,46)

GO Tu 20
100 CALL BEXIT
END

Za refavanje sistema linearnih jedndéina koristili smo Gauss—Seidelov metod

_sa poZetnim uslovima ;=0 (1,j=2,...,N~1), pri cemu se na broj iteracija mo-
Ze uticati preko terminala L4 30. ZaN 4 i konturne uslove
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U1 =0, uy2 =30, uy3 =060, ura™

90,

us= 180, ug, =120, g3 =00, Ugq =0,

u21:60, M31=120, 1124:60, 113,4:30j

dobijeni su

et s i et it e et it et s

[ e -

slededi rezultati:

0o oo

g ot 8 9 87 ot 18

LI I A

top 01

g = o o= o =

R S

HROJ ITERACIJA

J s 1 J = 2

0.,0000 30,0000
60,0000 L7 .8125
120,0000 83,9063
180.,0000 120,0000

BROJ ITERACIJA

J =19 J o= 2
0,0000 30,0000
60,0000 59.9981
120.0000 89,9940
180.0000 120,0000

BROJ ITERACIJA

J oz 1 J = 2

0,0000 30,0000
60,0000 59,9993
120,0000 89,9996
180,0000 120,0000

BROJ ITERACIJA

J = 1 J = 2

N,0000 30,0000
60,0000 59,9994
120,0000 89,9999
T80,0000 120,0000

BROJ ITERACIJA

J =1 J = 2?2
0,0000 30,0000
60,0000 60,0000
120,0000 90,2000
80,0000 120,0000

§ 4.3, Talasna jednaéina
Posmatrajmo talasnu jednacinu

(4.3.1)

o’y |1 0%u

ax?  a* of

JE 2

Jd = 3
60,0000
53,9062
56,9531
60,0000

40,0000
59,9940
59,9970
40,0000

JE 9

J = 3
60,0000
59,9994
50,9998
60,0000

JE 10

J = 3
60,0000
59,9999
60,0000
50,0000

JE 11

J o= 3
60,0000
60,0000
60,0000
60,0000

J a 4
9N,0000
60,0000
30,0000

00,0060

J = 4
90,0000
60,0000

© 30,0000

0,0000

J o= 4
90,0000
60,0000
30,0000

00,0000

J = 4
90,0000
60,0000
30,0000

0,0000

J = 4
90,0000
60,0000
30,0000

00,0000
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sa pocetnim uslovima
(432 w(x.0)=1(x), u, (x,0)=g(x) (O<x<bh)
i konturnim uslovima

(433)  u0,6)=¢ (), u(b,t)=y(r) (t=0).

Koris¢enjem konac¢nih razlika, jednacina (4.3.1) se moze aproksimirati pomo-
¢u

1
| = -
T T T S

(434) u (u 2uptu ),

i+t
ro. . , ,

gde je r= a; (il sukoraci pox it osi respektivno) i U =u (x, L ). Na osnovu

prve jednakosti u (4.3.2) imamo

(4.3.5) U o =r(x)=f .

Uvodenjem fiktivnog sloja j=— 1, drugi podetni uslov u (4.3.2) moZe se jed-
nostavno aproksimirati pomocu

Uy U
21

(4.3.6) U, (xi? 0)= g(xi)=gi =

Akou (4.3.4) stavimo j= 0 dobijamo

1
L =it ) (ui‘l—zfi+lli,—1)= 0,

odakle, s obzirom na (4.3.6) sleduje

1
u Tl tht 5”2 (fa =202

£,
1
(4.3.7) u; =g (=) fit —2-}’2 (fur Tfim)-

S druge strane iz (4.3 .4) sleduje

I
(4.3.8) wu ui+1,j-|»_ui—-1,j)_ui,j~1 +2(’; - l)ui,j .

ije1 ;_2 (

Ako stavimo 2= b /N i X = (G-Dh(i=1,2,...,N+1),naosnovu konturnih
uslova (4.3.3) imamo

4.3.9)  uy =)= uy, =Y =Y,
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gde jej=0,1,... Zaodredivanje re§enja u pravougaoniku p = {(x HIo<x <y,
0 <t < Ty }, maksimalna vrednost indeksa ; je celobrojni deo od T,/ 4.

]max

=M=[Thax/!]

Na osnovu jednakosti (4.3.5), (4.3.7), (4.3.8), (4.3.9) jednostavno se nalaze

priblizna refenja datog problema u ¢vorovima mreZe pravougaonika P, §to je realizo-
vano sledeé¢im programom.

10

15

20
25

30
35

40

45
50

DIMENSION U(3,9)
READ(B,5IN,A,B,R,TMAX
FORMAT(I2,4F5.2)

N1eN+1

WRITE(5,10)(1,1=1,N%)

FORMAT(IHT p 10X, THI p 2N+ 12 (44X, U s T1,'5,J)1) /)
H=8/FLOAT(N)

EL=R#H/A

MaTMAX/ZEL

Tz0.

DO 15 K=1,2

UK, 1)2FF(T»B,3)

UKo NY)EFF(T,B,4)

T=T+EL

X20,

RZ=R&R

00 20 I=2,N

XX +H

U1, T1)SFF(XeB,1)
U2,1)3EL#FF(X,8,2)+(1.=R2)#U(1,1)
DO 25 I=m2,N
U(2,1)2UC2,1)+R2/2.2CUCT, I+1)3U(T51=1))
J=0

WRITE(5,38)J,(UCT,1),I21,N1)
FORMATEIX, I5,<N1>F10.4)
IF(J.EQ.M)GO TO 50

Jed+i

U(3,1)sFF(T,8,3)

UC3,N1)YSFF(T,R,46)

DO 60 I=2,N

U(3,1)= (U(211¢1)+U(2:I 1))/R2 UL, I1)=2,#(1,/R2=1,)2U(2,1)
T=aT+EL

DO 45 I=1,N1

U1, 1)=U(2,1)

U2, 1)=u(3,1)

GO TO 30
CALL EXIT
END

Primetimo da se vrednosti refenja u tri uzastopna sloja j—1, j, j + 1, pamte u
prvoj, drugoj i treéoj visti matrice U, respektivno.

Funkcije f, g, ¢, definisu se funkcijskim potprogramom FF zal =1, 2, 3,4,
respektivno,
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Ukoﬂqanmnsméﬂuzaa=2,b=4,Tmax=6,f(x)=x(4~x)g(x)=0,
;zb (1=0,y()=0,N=4ir= 1, potprogram FF i odgovarajuéi rezultati imaju ob-
ik:

FUNCTION FF(X,8,1)
G0 TO(10,20,30,60),1
10 FFaX#(B=X)

RETURN
20 FF=0,
RETURN
30 FFR0,
RETURN
L0 FF=0, .
RETURN
END
J Utt,J) ucz2,J Ue3,J) Utd,J) Ues,
0 0.0000 35,0000 4,0000 3.0000 00,0000
1 0.0000 2.,0000 3,0000 2.0000 00,0000
2 0,0000 0,0000 0.0000 00,0000 0.0000
3 0,0000 =22,0000 =3,0000 =2,0000 0.,0000
[ 0,0000 «%,0000 =4,0000 =3,0000 0.0000
5 0.0000 =22,0000 =%,0000 ag 0000 00,0000
é N,0000 0.0000 0,0000 0,0000 0,0000
7 00,0000 2.0000 3.0000 2.,0000 0,0000
8 N,0000 3,0000 46,0000 3.0000 0,0000
9 00,0000 2.0000 35,0000 2.0000 00,0000
10 0,0000 0,0000 0.0000 00,0000 0,0000
11 10,0000 =2,0000 23,0000 =g, 0000 0.0000
12 0.0000 =3,0000 =h, 0000 =3,0000 00,0000
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