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Predgovor

U posled�ih nekoliko godina doxlo je do ekspanzije interneta, tako
da u ovom trenutku skoro svako poseduje pristup internetu i �egovom
sadr�aju. Podaci Republiqkog zavoda za statistiku pokazuju da inter-
net u Srbiji svakoga dana koristi vixe od 2,85 miliona 	udi. Ovi
doga�aji doveli su do xire�a sportskih kladionica, jer se i kom-
panije xire zajedno sa internetom u ci	u zadovo	e�a potrebe tr�ixta.
Xire�e sportske kladionice ogleda se u proxire�u ponude, koja sada
mo�e u realnom vremenu brzo da promeni ponudu kvota u skladu sa
svakom promenom scenarija meqa. Usled pomenutih promena sportske
kladionice nude 24 qasovno kla�e�e na internetu na najrazliqitije
igre, naroqito vezane za fudbalske utakmice. Igraqi mogu da se klade
na: rezultat meqa, koji �e igraq na utakmici slede�i posti�i gol, vreme
kada �e gol biti postignut, broj �utih kartona koje �e sudije na mequ
dodeliti... Razlog velike popularnosti fudbala je razliqit, prven-
stveno req je o modernim klubovima koji predstav	aju profitabilne
kompanije, dok je drugi razlog novac potroxen na sportske opklade koji
bele�i veliki rast u Evropi. Uz sav novac koji 	ubite	i sportskog
kla�e�a ula�u na fudbalske meqeve jav	a se prirodno pita�e: mo�emo
li koristiti matematiku za predvi�a�e rezultata fudbalskih meqeva?
Statistiqka literatura pru�a najrazliqitije modele kao odgovor na
pomenuto pita�e. Neki modeli daju odgovor na pita�e pobednika meqa,
dok se drugi odnose na taqan rezultat meqa. Sa druge strane izbor
modela kojim �elimo da predvidimo ishod nekog meqa zavisi i od
lige odnosno takmiqe�a kome meq pripada. U narednim poglav	ima
pokuxa�emo da predvidimo rezultate fudbalskih meqeva koji su mnogo
puta okarakterisani kao nepredvid	ivi. Posmatra�emo: rezultate
fudbalskih meqeva, kako tim napada i brani se, formu tima i pita�e
efekta doma�eg terena. Tako�e �emo razmatrati kako su drugi pokuxali
da predvide rezultate istih fudbalskih meqeva.
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Poglav	e 1

Puasonovi modeli

Pretpostavimo da su doga�aji na sportskim meqevima sluqajni. Uzmimo
na primer fudbalski meq, gde timovi posti�u golove tokom sluqajnih
trenutaka vremena traja�a meqa. Ukoliko je na primer rezultat meqa
4:2, golovi su postignuti u 18, 26, 36, 45, 52 i 85 minutu, pritom ne
vode�i raquna o tome koji je tim dao gol, meq mo�emo posmatrati kao
sluqajni proces.

Definicija 1.0.1 Neka je N(t) ukupan broj doga�aja koji se dese u in-
tervalu [0, t]. Stohastiqki proces {N(t), t ≥ 0} naziva se proces bro-
ja�a doga�aja ili proces prebraja�a.

Proces prebraja�a ima slede�e osobine:
1. Za fiksirano t, N(t) je sluqajna promen	iva qije su vrednosti iz
skupa N0.
2. Funkcija N(t) je neopadaju�a, tj.

N(t2)−N(t1) ≥ 0, ako je t2 > t1 ≥ 0,

xtavixe N(t2)−N(t1) predstav	a broj doga�aja koji se dogode u inter-
valu (t1, t2]. [3]

Definicija 1.0.2 Homogeni Puasonov proces sa stopom rasta λ,gde
je λ > 0, je proces prebraja�a {N(t), t ≥ 0} za koji va�i:
1. N(0) = 0;
2. Proces N(t) ima nezavisne priraxtaje;
3. Broj doga�aja u proizvo	nom intervalu du�ine t ima Puasonovu
raspodelu sa parametrom λt, odnosno

P{N(t+ s)−N(s) = n} = e−λt (−λt)
n

n!
, za svako t ≥ 0 i n ∈ N0.
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Puasonovi modeli 2

Iz prethodne jednakosti mo�emo zak	uqiti da Puasonov proces ima sta-
cionarne priraxtaje jer raspodela doga�aja {N(t+ s)−N(s)} ne zavisi
od s, odnosno zavisi samo od du�ine intervala, a ne zavisi od �egovog
polo�aja na vremenskoj osi.
Ukoliko posmatramo fudbalski meq kao Puasonov proces, osobina da su
nezavisni priraxtaji mo�da i nije sluqaj sa fudbalskim meqom. Ovo
mo�da nije sluqaj jer fudbalski meq ima dva poluvremena, rezultat
drugog poluvremena nije u potpunosti nezavisan jer od rezultata pr-
vog poluvremena itekako zavisi igra i scenario drugog. Npr. trener
mo�e uvesti bo	e igraqe u igru jer je bio nezadovo	an ishodom prvog
dela meqa. Ukoliko posmatramo fudbalski meq na samom poqetku je
N(0) = 0, dok ukoliko je rezultat na kraju meqa 4:2 tada je N(90) = 6.
Postoji mix	e�e da fudbalski meqevi nisu nezavisni zbog varira�a
snage timova, zatim svaki tim ima neku posebnu snagu kada igra na
doma�em terenu. Uprkos svemu ovome, mnogi ipak pokazuju da se
rezultat fudbalske utakmice mo�e modelirati korix�e�em Puasonovog
procesa.[3]



Poglav	e 2

Puasonova sluqajna

promen	iva i osnovne

osobine

Definicija 2.0.1 Naka je X diskretna sluqajna veliqina za koju
va�i zakon raspodele:

P (X = x) = λxe−λ

x!
, gde x uzima vrednosti x = 0, 1, 2, . . . . .

Ova raspodela se zove Puasonova raspodela sa parametrom λ, u oznaci
X ∼ P (λ).

Definicija 2.0.2 Funkcija generatrise verovatno�e sluqajne veli-
qine X ∼ P (λ) jednaka je :

gX (t) = E
(
tX
)

=
∞∑
k=0

tk λke−λ

k!
= e−λ

∞∑
k=0

(λt)k

k!
= e−λeλt = eλ(t−1) .

Diferencira�em prethodno date funkcije generatrise verovatno�e do-
bijamo:

g,X (t) = λeλ(t−1) ,
g,,X (t) = λ2eλ(t−1) ,

Zamenom t = 1 u prethodnu jednakost dobijamo:

g,X (1) = λ ,
g,,X (1) = λ2.

Oqekiva�e sluqajne prome	ive X mo�e se definisati koriste�i
prethodne jednakosti kao:
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Puasonova sluqajna promen	iva i osnovne osobine 4

E (X) = g,X (1) = λ,

odnosno disperzija sluqajne promen	ive X :

D (X) = g,,X (1) + g,X (1)− (g,X (1))2 = λ .

Dakle ukoliko X ∼ P (λ) , λ > 0 tada va�i : E (X) = D (X) = λ .
Oqekiva�e i disperzija Puasonove sluqajne promen	ive jednaki su λ,
tako da nema potrebe oce�ivati posebno svaki od ova dva parametra.
Kao xto �emo videti kasnije, Puasonova raspodela je pogodna za mod-
elira�e prebrojivih podataka. Realni podaci koji ne mogu biti dobro
modelirani pomo�u Puasonove raspodele obiqno imaju ve�u disperziju
od sred�e vrednosti i tada imamo problem prerasprxenosti podataka.
U tom sluqaju model mora biti prilago�en ovoj osobini.[4]



Poglav	e 3

Uopxteni linearni

regresioni modeli

Uopxteni linearni modeli predstav	aju znaqajnu generalizaciju lin-
earne regresije u uopxteniju regresiju, koja koristi eksponencijalnu
familiju raspodela. Uopxten linearan model model je zasnovan na
slede�em:

• registrovane vrednosti se uk	uquju u model putem linearne
funkcije (XTβ)

• uslovno oqekiva�e zavisne promen	ive se predstav	a kao
funkcija linearne kombinacije

E (Y |X) = µ = f(XTβ)

• dobijene vrednosti se izvode iz eksponencijalne familije
raspodela sa sredinom µ .

Uopxteni linearni modeli se sastoje iz tri komponente:

• Komponenta sluqajnosti ili zavisna promen	iva
definixe uslovnu raspodelu obele�ja Yi (za i-tu od n nezavinsih
vrednosti), za date vrednosti nezavisnih promen	ivih u modelu.
U originalnoj formulaciji raspodela, Yi je qlan eksponencijalne
familije raspodela koju qine: Normalna, Puasonova, Binomna,
Gama i inverzna Gausova raspodela.
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Uopxteni linearni regresioni modeli 6

• Komponenta sistematiqnosti ili linearni prediktor
je linearna funkcija parametara regresije

ηi = β0 + β1Xi1 + β2Xi2 + . . . βkXik.

Linearni prediktor mo�e biti saqi�en od: nezavisnih
promen	ivih, transformacija nezavisnih promen	ivih i nelin-
earnih funkcija promen	ivih ( kao u polinomijalnoj regresiji).
U sluqaju polinomijalne regresije model ostaje linearan sve dok
je linearan vektor parametaraβ.[4]

• Glatka i invertibilna funkcija veze koja
transformixe oqekiva�e obele�ja,

g (µi) = ηi = β0 + β1Xi1 + β2Xi2 + . . . βkXik .

Kako je funkcija veze invertibilna,mo�emo tako�e da napixemo

µi = g−1(ηi) = g−1(β0 + β1Xi1 + β2Xi2 + . . . βkXik) .

Stoga se uopxteni linearni modeli mogu posmatrati i kao linearni
modeli transformacija oqekiva�a obele�ja ili kao nelinearni regre-
sioni modeli obele�ja. Inverzna veza se naziva i funkcija sred�e
vrednosti. Najqex�e korix�ene funkcije veze i �ihove inverzne vred-
nosti date su slede�om tabelom 3.1, gde µi predstav	a oqekivanu vred-
nost rezultata, dok ηi predstav	a linearno predvi�a�e.[4]

Tabela 3.1: Najqex�e korix�ene funkcije veze i �ihove inverzne vred-
nosti

Veza g (µi) = ηi µi = g−1(ηi)
Identitet µi ηi
Log lnµi eηi

Inverzna µi
−1 ηi

−1

Inverzna kvadratna µi
−2 ηi

−1/2

Kvadratni koren
√
µi ηi

2

Logit ln µi
1−µi

1
1+e−ηi

Tabelom 3.2 date su raspodele iz eksponencijale familije, odnosno
�ihove kanoniqke veze, domen rezultata i uslovne funkcije disperz-
ije. Parametar σi je parametar disperzije, ηi linearno predvi�a�e, a µi
predstav	a oqekivanu vrednost Yi .
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Tabela 3.2: Raspodele iz eksponencijale familije
Familija Kanoniqka veza Domen Yi D(Yi|ηi)
Gausova Identitet (−∞,+∞) σi
Binomna Logit 0,1,2,...ni

ni

µi(1−µi)
ηi

Puasonova Log 0,1,2.. µi
Gama Inverzna (0,+∞) σiµi

2

Inverzna Gausova Inverzna kvadratna (0,+∞) σiµi
3

Koriste�i statistiqki softver R uopxtene linearne modele
mo�emo modelirati uz pomo� standardnih raspodela datih tabelom 3.2
. Prilikom izbora modela, qitav niz regresionih modela uzimamo u
razmatra�e. Modeli koje razmatramo su: kompletan ili potpun model
(ima onoliko parametara koliko i registrovanih vrednosti), maksi-
malni model (najve� model koji smo spremni razmatrati), minimalni
model (sadr�i minimalan skup parametara koji moraju biti prisutni)
i trenutni model (model koji je trenutno predmet istra�iva�a, a
nalazi izme�u minimalnog i maksimalnog po broju prediktora). Pot-
puni model opisuje registrovane vrednosti taqno, ali bax zbog toga
ima vrlo male xanse da bude pogodan za ponav	a�e istra�iva�a uz
korix�e�e istih metoda, ali drugih registrovanih vrednosti. On ne
naglaxava va�ne osobine podataka. Nasuprot tome, minimalni model
ima dobre xanse da odgovara i podacima iz ponov	enih istra�iva�a.
Me�utim, bitne karakteristike podataka su kod minimalnog modela
obiqno ispuxtene. Dakle, mora se prona�i balans izme�u uspexnosti
uklapa�a podataka i jednostavnosti. [4]
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Puasonova regresija i

definisa�e Puasonovog

regresionog modela

4.1 Osnovne osobine modela

Puasonova regresija je vrsta uopxtenih lineralnih modela, gde zavisnu
sluqajnu promen	ivu modeliramo pretpostav	aju�i da ima Puasonovu
raspodelu. Puasonova raspodela podrazumeva sluqajne promen	ive sa
nenegativnim celobrojnim vrednostima, kao xto su, prebrojivi podaci.
Zavisna promen	iva predstav	a broj doga�aja u odre�enom vremenskom
intervalu.
Kao xto smo ve� napomenuli, kod linearnih modela procene sred�ih
vrednosti mogu da budu negativne, me�utim kada posmatramo prebrojive
podatke, sredine moraju biti nenegativne. Da	e, prebrojivi podaci
qesto ispo	avaju heteroskedastiqnost, gde ve�a disperzija prati
ve�u sred�u vrednost. Najjednostavniji uopxteni linearni model
za podatke dobijene prebrojava�em podrazumeva Puasonovu raspodelu
komponente sluqajnosti.
Modelova�e Puasonove regresije se odvija u qetiri koraka:

• postav	a�e modela

• oce�iva�e parametara modela

• provera adekvatnosti modela ili drugaqije reqeno koliko model

8



Puasonova regresija i definisa�e Puasonovog regresionog modela 9

dobro uklapa podatke

• zak	uqak

Pretpostavimo da imamo uzorak obima n, dat sa y1,y2 , . . . , yn koje
mo�emo posmatrati kao realizaciju nezavisnih Puasonovih sluqajnih
promen	ivih odnosno Yi ∼ P (µi), definixemo model oblika:

log (µi) = xi
Tβ ,

odnosno

µi = E (yi|xi) = exi
T β .

Zatim, ukoliko diferenciramo prethodnu jednakost, dobijamo slede�e:

∂µi
∂xi

= ∂E(yi|xi)
∂xi

=
∂E
(
exi

T β
)

∂xi
= exi

T ββi = µiβi .

Glavna osobina Puasonovog modela je da su matematiqko oqekiva�e i
disperzija jednake, odnosno da va�i:

E (yi|xi) = µi = exi
T β = D (yi|xi) .

Ukoliko se, pak dogodi da je E (yi|xi) < D (yi|xi), tada su posmatrani
podaci prerasprxteni, i Puasonov model mora biti modifikovan, da
bismo dobili dobro slaga�e modela sa podacima.

4.2 Oce�iva�e parametara modela

metodom maksimalne verodostojnosti

Posmatrajmo n nezavisnih sluqajnih promen	ivih Yi gde i uzima
vrednosti i = 1, 2, . . . , n, odnosno y1,y2 , . . . , yn �ihove realizovane
vrednosti. Funkcija verodostojnosti za promen	ive Yi predstav	a
verovatno�u da dati uzorak bude izabran i data je slede�om jednakox�u:

li (θi, yi) = P (Yi = yi) = e(yib(θi)+c(θi)+d(yi))

gde θi, i = 1, 2, . . . , n predstav	a parametar raspodele.
Funkcije li (θi) i ln li (θi) posti�u maksimum za istu vrednost θi , u
praksi je qesto lakxe na�i maksimum prirodnog logaritma funkcije
verodostojnosti. U tom sluqaju va�i slede�a jednakost
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ln li (θi, yi) = yib (θi) + c (θi) + d (yi) .

Ukoliko diferenciramo funkciju ln li (θi, yi) po ∂θi dobijamo slede�e:

Ui (θi, yi) = ∂lnli(θi,yi)
∂θi

= yib
, (θi) + c, (θi) .

Na prethodno navedeni naqin definisana funkcija Ui naziva se skor
statistika i ona predstav	a ocenu nepoznatog parametra βi. Kako
mo�emo primetiti, funkcija Ui zavisi od realizovanih vrednosti yi.
Mo�emo je posmatrati i kao sluqajnu promen	ivu na slede�i naqin:

Ui = Yib
, (θi) + c, (θi) .

Tada je oqekivana vrednost ovako definisane sluqajne promen	ive Ui
data kao:

E(Ui) = E(Yi)b
, (θi) + c, (θi) ,

odnosno

E(Ui) =
(
− c,(θi)
b,(θi)

)
b, (θi) + c, (θi) = 0 .

Disperzija sluqajne veliqine Ui naziva se informaciona matrica i
oznaqi�emo je sa Ii . Na osnovu osobina disperzije o linearnim trans-
formacijama sluqajne promen	ive i definiciji sluqajne promen	ive
Ui dobi�emo slede�u jednakost:

Ii = D (Ui) = b,2 (θi)D (Yi) .

Disperzija sluqajne promen	ive Ui data je sa:

D (Ui) = b,.(θi)c
,(θi)

b,(θi)
− c,. (θi)

Navedena skor statistika ima primenu kod statistiqkog oce�iva�a i
testira�a parametara uopxtenih linearnih modela.
Poxto je E(Ui) = 0 za disperzija sluqajne promen	ive Ui va�i:

D (Ui) = E
(
Ui

2
)
− E2 (Ui) = E

(
Ui

2
)
.

Funkcija verodostojnosti za sve Yi , i = 1, 2, , n je:

L =
n∑
i=1

lnli (θi) =
n∑
i=1

yib (θi) + c (θi) + d (yi) .

Sluqajna veliqina Uj zadovo	ava slede�u jednakost :
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Uj =
n∑
i=1

(Yi−µi)
D(Yi)

xik

(
∂µi
∂ηi

)
.

Elementi kovarijacione matrice sluqajne veliqine Ui imaju oblik:

Ijk = E (Uj Uk ) .

Ukoliko iskoristimo E ((Yi − µi) (Yl − µl)) = 0 za i 6= j, jer kako je
ranije reqeno sluqajne veliqine Yi , i = 1, 2, ..., n su me�usobno nezavisne,
elementi kovarijacione matrice sluqajne veliqine Ui dobijaju slede�i
oblik:

Ijk =
n∑
i=1

xij xik
D(Yi)

(
∂µi
∂ηi

)2
.

Na osnovu svega napisanog dobijamo slede�u jednakost:

b(m) = b(m−1) +
(
I(m−1)

)−1
U (m−1) ,

gde je b(m) vektor ocena parametara β1, . . . , βp u m-toj iteraciji i(
I(m−1)

)−1
inverzna informaciona matrica sa elementima Ijk . Uko-

liko pomno�imo obe strane prethodne jednakosti sa I(m−1) dobijamo:

b(m)I(m−1) = I(m−1)b(m−1) + U (m−1) ,

odnosno

I = XTWX ,

gde je W dijagonalna matrica dimenzije n× n sa elementima:

wii = 1
D(Yi)

(
∂µi
∂ηi

)2
.

Kod uopxtenih linearnih modela ocene dobijene metodom maksimalne
verodostojnosti koriste algoritam iterativnih te�inskih najma�ih
kvadrata.

4.3 Test koliqnika verodostojnosti

Statistiqku proveru definisanog modela vrximo uz pomo� intervala
povere�a i testira�a hipoteza.
Testira�e hipoteze vrxi se tako xto se porede dva modela i koliko
se dobro poklapaju sa podacima. Kada je req o uopxtenim linearnim
modelima o kojima je u ovom radu req, dva modela trebalo bi da imaju
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istu raspodelu verovatno�a i istu funkciju veze, ali linearni predik-
tor jednog modela treba da sadr�i vixe parametara od drugog. Jednos-
tavniji model, koji odgovara H0 hipotezi mora biti specijalan sluqaj
drugog modela koji je opxtiji. Ukoliko pak jednostavniji model jed-
nako dobro opisuje podatke kao i opxtiji tada �emo naravno koristiti
jednostavniji model.
Kako bismo uporedili dva modela, moramo postaviti statistike koje
opisuju dobro model, odnosno koliko se isti dobro poklapa sa podacima.
Takve statistike mogu biti bazirane na funkciji verodostojnosti, mak-
simalnoj vrednosti logaritma funkcije verodostojnosti, kriterijumu
minimalne vrednosti sume kvadrata ili pak razlici statistika za
odstupa�e reziduala.
Ukoliko je S statistika koju posmatramo, osnovna ideja je da pod
odre�enim uslovima aprokcimacija zadovo	ava slede�e:

S−E(S)√
D(S)

∼ N (0, 1) ,

odnosno

(S−E(S))2

D(S)
∼ χ2 (1) .

E(S) i D(S) redom predstav	aju oqekiva�e odnosno disperziju statis-
tike S.
Ovde �e biti reqi o logaritmu funkcije verodostojnosti kao o naqinu
procene adekvatnosti modela, na taj naqin xto ga upore�ujemo sa op-
xtijim modelom koji sadr�i maksimalan broj parametara koji se mogu
oceniti.
Pretpostavi�emo da imamo n nezavisnih sluqajnih promen	ivih Yi,
i = 1, 2, ., n. Oznaqi�emo sa βmax vektor parametara potpunog mod-
ela, odnosno bmax ocenu za βmax dobijenu metodom maksimalne verodos-
tojnosti. U tom sluqaju funkcija verodostojnosti za potpuni model u
taqki bmax odnosno l (bmax; y) bi�e ve�a od bilo koje druge funkcije vero-
dostojnosti za date registrovane vrednosti. Oznaqimo sa l (b; y) mak-
simalnu vrednost funkcije verodostojnosti za model koji posmatramo.
Tada va�i slede�a jednakost:

Λ = l(bmax;y)
l(b;y)

,

odnosno

log (Λ) = log (l (bmax; y) )− log (l (b; y)) .
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Ukoliko je vrednost log (Λ) velika, to ukazuje da posmatrani model slabo
opisuje podatke u odnosu na potpuni model.
Kako bismo odredili kritiqnu oblast za log (Λ) , potrebno je da znamo
�egovu uzoraqku raspodelu. Pretpostavimo da su posmatranih n neza-
visnih sluqajnih promen	ivih Yi , sluqajne veliqine sa Puasonovom
raspodelom Yi ∼ P (µi). Tada logaritam funkcije verodostojnosti zado-
vo	ava slede�u jednakost:

ln l (β; y) =
∑
yi ln (µi)−

∑
µi −

∑
lnyi! .

Ukoliko je model kompletan, tada su µi razliqite za sve , i = 1, 2, . . . , n
odnosno β = [µ1, µ2, . . . ., µn]T .
Pretpostavimo da model koji testiramo odnosno poredimo sa potpunim
modelom, ima p parametara gde je p < n. Ocenu dobijenu metodom
maksimalne verodostojnosti b mo�emo koristiti kako bismo izraqunali
µ̂i, jer je E(yi) = µi. Tada je maksimalna vrednost logaritma funkcije
verodostojnosti jednaka:

ln l (β; y) =
∑
yi ln (ŷi)−

∑
ŷi −

∑
lnyi! .

Uzoraqko odstupa�e reziduala statistike Dr dato je sa:

Dr = 2(ln (l (βmax; y) )− ln (l (b; y)) = 2
(∑

yi ln
(
yi
ŷi

)
−
∑

(yi − ŷi
)
.

Me�utim, za ve�inu modela se mo�e pokazati da va�i
∑
yi =

∑
ŷi i

tada uzoraqko odstupa�e reziduala statistike Dr zadovo	ava slede�u
jednakost:

Dr = 2
∑
σiln

σi
ei
.

U prethodnoj jednakosti σi je registrovana vrednost za yi, dok je ei
ocena oqekivane vrednosti za ŷi. Vrednost Dr mo�emo uporediti sa
χ2

n−p , tako xto proverimo da li je ispod repa navedene raspodele i za-
tim ukoliko jeste mo�emo re�i da se model dobro poklapa sa podacima.
Hipoteze o vektoru parametara β du�ine p mogu se testirati uz pomo�
Valdovog testa qija statistika:

(̂β − β)T I (̂β − β) ,

ima pribli�no χ2
p raspodelu.
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4.4 Prerasprxtenost ili prekoraqe�e

disperzije modela

Ukoliko je sistematiqki deo Puasonovog modela odgovaraju�i, xto bi
znaqilo da nijedan va�an parametar nije izostav	en, i da su funkcije
dobro definisane, a ipak postoji pove�a�e varijacije oko oce�enih
vrednosti, tada je polazna pretpostavka o Puasonovoj raspodeli ne-
taqna. Prerasprxtenost predstav	a definisa�e stohastiqke kompo-
nente, pri qemu je sistematiqka struktura modela taqna. Potenci-
jalno rexe�e navedenog problema mo�e biti zamena Puasonovog regre-
sionog modela negativnim Binomnim ili Kvazipuasonovim modelom.
Postoje specifiqni testovi koji registruju prerasprxtenost modela
ali vrlo qesto je dovo	na standardna statistika χ2 . Prisustvo pre-
rasprxtenosti modela nikada ne treba ignorisati jer qak iako je forma
modela taqna, zanemariva�e prerasprxtenosti dovodi do ocena disperz-
ija proce�enih koeficijenata koje su previxe male, qime nastaju pre-
vixe uski intervali povere�a i suvixe male p vrednosti testova. [4]

4.5 Kvazipuasonov model

Kada je disperzija prebrojivih podataka ve�a nego xto je ona mod-
elirana Puasonovim regresionim modelom, jedan od naqina da to pre-
vazi�emo je da uvedemo parametar rasprxe�a koji �e dozvoliti preko-
raqe�e disperzije.
Pretpostavimo da su posmatranih n nezavisnih sluqajnih veliqina,
veliqine sa Puasonovom raspodelom Yi ∼ P (µi) i ukoliko uvedemo
parametar θ iz prethodno navedenog razloga na slede�i naqin:

D (Yi) = θµi .

Ukoliko je vrednost uvedenog parametra θ > 1 tada je disperzija ve�a od
oqekivane vrednosti, a ukoliko je θ < 1 tada je disperzija ma�a u odnosu
na oqekivanu vrednost u Puasonovom modelu. Navedeno prilago�ava�e
Puasonovog regresionog modela uz pomo� parametra rasprxe�a, koji
linearno zavisi od funkcije sredine naziva se Kvazipuasonov regre-
sioni model.
Uvo�e�e parametra rasprxe�a za prerasprxtene podatke odrazi�e se na
ocene standardnih grexaka, koje �e sve biti pomno�ene sa

√
θ u odnosu

na Puasonov regreioni model.
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4.6 Negativni binomni model

Ukoliko kod Puasonovog modela prepoznamo xum prilikom mere�a pre-
brojivih podataka, mo�emo definisati modifikaciju kod koje na stan-
dardni model dodajemo stohastiqki deo εi i tada model dobija slede�i
oblik:

log(λi) = xi
Tβ + εi ,

pritom je eεi : G(θ, θ)(E(eεi ) = 1, D(eεi ) = 1/θ) za svako i i cov (εi , εj ) =
0 za sve i 6= j. [4] Posledica dodava�a stohastiqkog dela εi je λi koji
predstav	a modifikaciju µi za xum εi.
Ovako definisan model mo�e se smatrati i Puasonovim modelom sa
dvostrukom sluqajnox�u, jer pored sluqajnosti koja je uk	uqena u Pua-
sonov model imamo i drugi deo sluqajnosti εi . Uvo�e�em sluqajnosti
εi , Puasonova formulacija sada dobija slede�i oblik:

f (yi|xi, λi) = e−λiµi (λiµi)
yi

yi!
.

Posledica je da uslovna raspodela sada ne zavisi samo od xi ve� i od λi,
me�utim ipak ostaje i da	e Puasonova. Sada se postav	a pita�e kako
da odredimo raspodelu za yi, koja zavisi samo od xi jer su one zapravo
nezavisne promen	ive koje posmatramo. Funkcija raspodele za yi koja
zavisi samo od xi data je slede�om jednakox�u:

f (yi|xi) = (θ+yi)
(1+yi)(θ)

ri
yi(1− ri)θ ,

gde je ri jednako

ri = µi
µi+θ

.

Disperzija za uslovnu sred�u vrednost µi nije µi ve�:

µi
(
1 +

(
1
θ

)
µi
)

= µi +
(
1
θ

)
µi

2 .

Vrednosti parametara β i θ mo�emo oceniti metodom maksimalne vero-
dostojnosti. Tako�e mo�emo dobiti i ocene standardnih grexaka za oba
parametra.
Jedan od naqina da proverimo da li postoji prerasprxtenost podataka
je da to uradimo pomo�u ocena iz negativnog Binomnog modela. Kako
ovaj model daje ocenu parametara disperzije parametra θ potrebno je
da postavimo nultu hipotezu H0 : θ = 0. Ukoliko dobijemo da je
θ = 0, koristi�emo Puasonov model, dok ukoliko je θ > 0 postoji pre-
rasprxtenost, sluqaj θ < 0 znaqi da je disperzija ma�a od sred�e vred-
nosti.



Poglav	e 5

Dvodimenzionalan Puasonov

regresioni model

Definicija 5.0.1 Neka su X1, X2, X3 tri nezavisne sluqajne veli-
qine sa Puasonovm raspodelom, redom sa parametrima λ1, λ2, λ3 . Sluqa-
jan vektor ( X , Y ) definisan na slede�i naqin:

X = X1 +X3 ,

Y = X2 +X3 ,

ima dvodimenzionalnu Puasonovu raspodelu u oznaci BP (λ1, λ2, λ3). Za-
kon raspodele ovako definisane dvodimenzionalne Puasonove raspodele
zadat je slede�om jednakox�u:

fBP (x, y) = PX,Y (x, y) = P (X = x, Y = y) =

exp {− (λ1 + λ2 + λ3)} λ1
x

x!
λ2
y

y!

min(x,y)∑
k=0

(
x
k

)(
y
k

)
k!
(

λ3
λ1λ2

)k
.

Neka je i-ta opservacija modela predstav	ena kao:

(Xi, Yi) ∼ BP (λ1i, λ2i, λ3i)
log (λki) = wkiβk k = 1, 2, 3

gde i predstav	a broj iteracije, wki oznaqava vektor promen	ivih za
posmatra�e i-te opsevacije korix�en za modelira�e λki i βk oznaqava
odgovaraju�i vektor koeficijenata regresije.
Jasno je da na svaki parametar dvodimenzionalne Puasonove raspodele
mogu uticati razliqite karakteristike i promen	ive. Iz tog razloga
objax�avaju�e promen	ive koje se koriste za modelira�e parametara
λki mogu biti razliqite. Procena parametara za takav model nije

16
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jednostavna, koristi�emo algoritam iterativnih te�inskih najma�ih
kvadrata, koji je efikasna iterativna procedura za procenu param-
etara, na osnovu kriterijuma maksimalne verodostojnosti .
Konstrukciju algoritma za dvodimenzionalni Puasonov regresioni
model mo�emo iskoristiti za izvo�e�e dvodimenzionalne Puasonove
raspodele. Iz pomenutog razloga za svaku opservaciju i, uvex�emo
pomo�ne sluqajne veliqine X1i, X2i i Si koje imaju Puasonovu raspodelu,
redom sa parametrima λ1i, λ2i i λ3i . Zatim se definixu sluqajne veli-
qine Xi i Yi na slede�i naqin:

Xi = X1i + Si
Yi = X2i + Si .

Algoritam iterativnih te�inskih najma�ih kvadrata proce�uje nepos-
matrane podatke preko �ihovih uslovnih oqekiva�a i zatim mak-
simizuje verovatno�u kompletnog skupa podataka. On je name�en prob-
lemima u kojima su neke promen	ive skrivene (nisu vid	ive u opser-
vacijama). Dakle, dobijamo oqekiva�e sluqajnih veliqina X1i , X2i i Si
ukoliko su poznati podaci i trenutne vrednosti parametara , i zatim
maksimizujemo verovatno�u kompletnog skupa podataka uklapa�em tri
Puasonova regresiona modela.
Sada je ci	 proceniti regresione koeficijente βk za k = 1, 2, 3 . Nave-
deni algoritam je veoma fleksibilan i mnoge varijacije dvodimenzion-
alnog Puasonovog modela mogu se lako izvesti uz male modifikacije.
Oznaqimo sa φ slede�i vektor parametara φ = (β,1, β

,
2, β

,
3) tada je log-

verovatno�a qitavog skupa podataka data jednakox�u:

l (φ) = −
n∑
i=1

3∑
k=1

λki +
n∑
i=1

3∑
k=1

xki log (λki)−
n∑
i=1

3∑
k=1

log(xki!) ,

gde je λki odre�ena sa log (λki) = w,kiβk k = 1, 2, 3 .
Algoritam je odre�en slede�im:

• Koriste�i vrednosti aktuelnih parametara za iteraciju k dobi-
jene su slede�e vrednosti: φ(k), λ1i

(k), λ2i
(k) i λ3i

(k). Navedene vred-
nosti koriste se za odre�iva�e oqekivane vrednosti sluqajne veli-
qine X3i za i = 1, . . . ., n :

si = E
(
Si|Xi, Yi, φ

(k)
)

={
λ3i

(k) fBP (xi−1,yi−1|λ1i(k),λ2i(k),λ3i(k))
fBP (xi,yi|λ1i(k),λ2i(k),λ3i(k))

, min (xi, yi) > 0

0 , min (xi, yi) = 0
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gde je fBP (x, y|λ1, λ2, λ3) zakon raspodele sluqajnog vektora (Xi, Yi).
Uslovna oqekiva�a sluqajnih promen	ivih X1i i X2i zadovo	avaju
slede�e [6]:

E
(
X1i|Xi, Yi, φ

(k)
)

= Xi − si
E
(
X2i|Xi, Yi, φ

(k)
)

= Yi − si .

• Prognoza je data slede�im jednakostima:

β
(k+1)
1 = β̂ (x− s,W1),

β
(k+1)
2 = β̂ (y − s,W2),

β
(k+1)
3 = β̂ (s,W3),

za k = 1, 2, 3 gde je s = (s1, . . . ., sn)T vektor dimenzije n×1 dobijen
u prethodnom koraku, β̂ (x,W ) je ocena metodom maksimalne vero-
dostojnosti vektora x i matrice W je matrica podataka. Param-
etar λl

(k+1) , l = 1, 2, 3 se raquna direktno iz definicije modela.
[6]



Poglav	e 6

Primena modela na

predvi�a�e broja golova

fudbalskog meqa

6.1 Fudbalski podaci (Xpanska Primera

liga sezona 2016/2017 godine)

Xpanska primera liga prvi put je odigrana u sezoni 1928-1929, kada
je fudbalski klub Barselona postala prvi xampion. Tada xpanski
fudbalski savez donosi odluku kojih deset timova ulazi u takmiqe�e.
Do tada xpanski fudbal bio je organizovan kao xampionat Xpanije.
Od 1950-te godine Real Madrid i Barselona su dominirali xampi-
onatom, Real Madrid je qak 33 puta bio xampion dok je Barselona to
ostvarila 24 puta. Pored ostalih timova koji uqestvuju u xpanskoj
Primera ligi, Real Madrid, Barselona i Atletiko Madrid su tri
nauspexnija tima. Xpanska Primera liga je trenutno druga u UEFA
lestvici evropskih liga na osnovu �ihovih nastupa u posled�ih pet
godina, iza engleske Premijer lige, ali ispred Italijanske serije A.

Tokom sezone, koja traje od avgusta do maja, svaki klub igra dva puta
sa svakim od ostalih 19 timova, jednom u gostima a jednom kao doma�in.
Ukupno se igra 38 kola. Za pobedu tim dobija tri poena, jedan poen do-
bija u sluqaju nerexenog rezultata dok se za izgub	eni meq ne dobijaju
poeni. Timovi se rangiraju prema bodovima, i tim koji na kraju se-
zone ima najvixe bodova postaje prvak. Ukoliko timovi imaju isti broj
bodova, tada �ihov me�usobni duel odluquje prvo mesto na tabeli. Na
kraju svake sezone, tri najloxije rangirana tima ispadaju u drugu ligu,

19
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dok prva tri rangirana tima druge lige dobijaju xansu da se plasiraju
u vixi rang odnosno Primera ligu.
Da	u analizu i definiciju modela vrxi�emo nad zavrxenih 36 nede	a
xpanske Primera lige sezona 2016-2017 godine,qiji rezultati tokom
odigranih 359 meqeva sezone nalaze se u slede�oj tabeli:

Tabela 6.1: Primera liga sezona - 2016/2017 godina
Tim BR BRPK BRNK BRIK BRGDK BRGPK BRPOG BRNEG BRIZG BRGDG BRGPG P
Barcelona 36 14 3 1 60 15 12 3 3 48 19 84
Real Madrid 35 13 4 1 44 19 13 2 2 52 20 84
Atletico Madrid 36 13 2 3 37 13 9 6 3 29 12 74
Sevilla 36 13 4 1 34 16 7 5 6 29 29 69
Villarreal 36 11 3 4 35 18 7 6 5 18 14 63
Athletic Club 36 13 3 2 35 17 6 2 10 16 22 62
Real Sociedad 36 10 4 4 28 22 9 1 8 27 27 62
Eibar 36 10 3 5 29 20 5 6 7 25 26 54
Espanyol 36 8 5 5 28 23 6 6 6 19 25 53
Alaves 36 6 8 4 16 20 7 4 7 21 21 51
Malaga 36 11 1 6 32 22 2 7 9 15 28 47
Celta Vigo 35 9 1 7 27 26 4 4 10 22 34 44
Valencia 36 8 4 6 31 29 4 3 11 23 33 43
Las Palmas 36 9 6 3 32 21 1 3 14 20 46 39
Betis 36 6 6 6 21 23 4 1 13 17 38 37
Leganes 36 5 5 8 21 22 3 4 11 13 31 33
Deportivo La Coruna 36 6 5 7 24 23 1 6 11 16 38 32
Sporting Gijon 36 5 3 10 24 36 1 6 11 15 34 27
Granada 36 4 4 10 16 30 0 4 14 12 48 20
Osasuna 36 1 7 10 21 38 2 2 14 16 50 18

Sintaksa kolona u prikazanoj tabeli je slede�a :
-BR (Broj odigranih meqeva tima)
-BRPK (Broj pobeda kod ku�e tima)
-BRNK (Broj nerexenih meqeva kod ku�e tima)
-BRIK (Broj izgub	enih meqeva kod ku�e tima)
-BRGDK (Broj datih golova kod ku�e tima)
-BRGPK (Broj golova prim	enih kod ku�e )
-BRPOG (Broj pobeda u gostima tima)
-BRNEG (Broj nerexenih u gostima tima)
-BRIZG (Broj izgub	enih u gostima tima)
-BRGDG (Broj golova u gostima tima)
-BRGPG (Broj prim	enih golova u gostima)
-P (Broj poena tima) .

6.2 Modelova�e fudbalskih rezultata ko-

riste�i Puasonovu raspodelu

Da li je broj golova meqa Puasonova raspodela testirali smo uz pomo�
χ2 testa, jer je Puasonova raspodela diskretna raspodela. Skup po-
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dataka koji smo nada	e u radu koristili sadr�i 36 nede	a xpanske
Primera lige sezone 2016/2017 godine odnosno rezultate 359 meqeva.
Koriste�i se χ2 testom testirali smo nultu hipoteza H0: raspodela
ukupnog broja golova po mequ ima Puasonovu raspodelu.
Test statistika χ2

t zadovo	ava slede�u jednakost:

χ2
t =

n∑
i=1

(Oi−Ei)2
Ei

,

gde su Oi posmatrane vrednosti podataka, Ei oqekivane vrednosti
raspodele i n je broj doga�aja koje posmatramo (u naxem sluqaju broj
meqeva).
Oqekivane vrednosti dobijene su korix�e�em funkcije goodfit() u
statistiqkom programu R, parametar navedene funkcije bi�e Pua-
sonova raspodela kao tip raspodele na koju testiramo podatke i
method=”ML” odnosno metod maksimalne verodostojnosti. Na navedeni
naqin dobijene su slede�e vrednosti:

> gf< −goodfit(tabela golovi,type=”poisson”,method=”ML”) #method
ML-maximum Likelihood
> gf

Observed and fitted values for poisson distribution
with parameters estimated by ‘ML’

count observed fitted
0 83 68.4388587
1 100 113.4293062
2 90 93.9978234
3 51 51.9300881
4 20 21.5169933
5 10 7.1323738
6 3 1.9701775
7 2 0.4664766
> summary(gf)
Goodness-of-fit test for poisson distribution
Xˆ2 df P(> Xˆ2)
Likelihood Ratio 9.332982 6 0.1556992.

Kao xto mo�emo primetiti u prikazanoj tabeli date su vrednosti
iz posmatranog skupa podataka i odgovaraju�e vrednosti Puasonove
raspodele sa zadatim parametrima. Na ovaj naqin dobili smo
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χ2
t = 9, 332982 sa 6 stepeni slobode i p vrednox�u P (> X2) = 0, 1556992.

Nultu hipotezu da podaci zadovo	avaju Puasonovu raspodelu �emo
dakle prihvatiti. [2]

6.3 Primena Puasonovog regresionog mod-

ela

Osnovni skup podataka sadr�i: ime doma�ina, ime gosta, broj golova
ostvarenih na mequ doma�ina i analogno za gosta. Uz pomo� navedenih
podataka �emo predvideti oqekivani broj golova oba tima .
> head(podaci)

Domacin Gost br golova domacin br golova gost
1 Malaga Osasuna 1 0
2 Deportivo La Coruna Eibar 2 1
3 Barcelona Betis 6 2
4 Granada Villarreal 1 1
5 Sevilla Espanyol 6 4
6 Sporting Gijon Athletic Club 2 1

Kako bismo definisali Puasonov regresioni model na osnovu datih
podataka definisali smo jox prediktora i oni su:

• broj poena doma�ina (kolona dobija vrednost 3 ukoliko je tim
doma�ina bio pobednik na mequ, odnosno 1 ukoliko je rezultat
meqa nerexen i 0 i ukoliko je tim doma�ina izgubio na posmatra-
nom mequ)

• broj poena gosta (kolona dobija vrednost 3 ukoliko je tim gosta
bio pobednik na mequ, odnosno 1 ukoliko je rezultat meqa nerexen
i 0 ukoliko je tim gosta izgubio na posmatranom mequ)

• proseqan broj golova kao doma�in ( proseqan br. golova doma�ina
ostvaren do posmatranog meqa)

• proseqan broj golova kao gost ( proseqan br. golova gosta ostvaren
do posmatranog meqa)
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• proseqan broj bodova kao doma�in (do posmatranog meqa proseqan
broj bodova po mequ doma�ina kojeg posmatramo )

• proseqan broj bodova kao gost (do posmatranog meqa proseqan broj
bodova po mequ gosta kojeg posmatramo )

• klasa tima doma�ina ( umesto broja poena koristi�emo kojoj grupi
odnosno klasi je tim doma�ina pripadao u prethodnoj sezoni (1-
najbo	i timovi (timovi koji su u prethodnoj sezoni imali vixe
ili jednako od 88 poena), 2-sred�i (timovi koji su u prethodnoj
sezoni imali izme�u 48 i 64 poena) i 3-najloxiji (timovi koji su
u prethodnoj sezoni zabele�ili ma�e od 48 poena)))

• klasa tima gosta ( umesto broja poena koristi�emo kojoj grupi
odnosno klasi je tim gosta pripadao u prethodnoj sezoni (1-
najbo	i timovi (timovi koji su u prethodnoj sezoni imali vixe
ili jednako od 88 poena),2-sred�i (timovi koji su u prethodnoj
sezoni imali izme�u 48 i 64 poena) i 3-najloxiji (timovi koji su
u prethodnoj sezoni zabele�ili ma�e od 48 poena))).

• doma�i teren (prediktor koji uzima vrednost 1 ukoliko je tim
doma�in odnosno 0 ukoliko je tim gost).

Najpre �emo definisati model za predvi�a�e rezultata utakmice
Espa�ol - Valensija. Iz poqetnog skupa podataka izvuqene su sve
utakmice za proteklih 36 nede	a u kojima je tim Espa�ol bio kako
doma�in tako i gost i podatke smo smestili u dataset Espanyol. Prvo
je definisan opxti Puasonov regresioni model za tim Espa�ol koji
sadr�i sve prediktore:
> summary(Espanyol puason model1)

Call :
glm(formula = br golova na mecu tima ∼ br golova protivnika +
prosecan broj bodova tima + prosecan broj bodova protivnika +
prosecan br golova tima + prosecan br golova protivnika +
factor(tip tima na mecu) + factor(klasa protivnika), family =
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poisson, data = dataset Espanyol)

Deviance Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-1.7294 -0.6903 -0.1650 0.3503 1.8732

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) -0.81335 0.80711 -1.008 0.3136

br golova protivnika 0.33622 0.13138 2.559 0.0105 *
prosecan broj bodova tima 0.21983 0.46316 0.475 0.6351

prosecan broj bodova protivnika 0.16326 0.50154 0.326 0.7448
prosecan br golova tima -0.01657 0.27404 -0.060 0.9518

prosecan br golova protivnika -0.42995 0.59794 -0.719 0.4721
factor(tip tima na mecu)1 -0.22300 0.16593 -1.344 0.1790
factor(klasa protivnika)1 -1.41732 0.73924 -1.917 0.0552 .
factor(klasa protivnika)2 0.36038 0.42409 0.850 0.3954

—

Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 49.223 on 35 degrees of freedom
Residual deviance: 24.605 on 27 degrees of freedom
AIC: 101.78

Number of Fisher Scoring iterations: 5 .

Klasa tima protivnika i tip tima na mequ su u modelu definisani kao
faktori jer uzimaju konstantne vrednosti ranije definisane. Vidimo
da se broj golova tima Espa�ol mo�e predvideti uz pomo� prediktora
broj golova protivnika i klase protivnika.
Testira�emo nultu hipotezu H0 : β1 = β2 = . . . = β8, uz pomo� testa
koliqnika verodostojnosti.
> lrtest(Espanyol puason model1)

Likelihood ratio test



Puasonov i Dvodimenzionalan-Puasonov regresioni model 25

Model1 : br golova na mecu tima ∼ br golova protivnika +
prosecan broj bodova tima + prosecan broj bodova protivnika +
prosecan br golova tima + prosecan br golova protivnika +
factor(tip tima na mecu) + factor(klasa protivnika)

Model2 : br golova na mecu tima ∼ 1
#Df LogLik Df Chisq Pr(> Chisq)
1 9 -41.889
2 1 -54.198 -8 24.618 0.001804 **
—
Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1 .

Kao xto mo�emo primetiti, test statistika ima vrednost 24,618,
odnosno p vrednost testa jednaka je 0.001804 xto je ma�e od 0.05,
dakle odbacujemo nultu hipotezu da su svi prediktori jednaki nula.
Ovo znaqi da postoji barem jedan βi koji nije jednak 0. Vrednost
koeficijenta determinacije R2 mo�emo dobiti iz slede�e jednakosti:

1−Residual deviance/Null deviance = 0.5001

xto znaqi da se promene zavisne promen	ive sa 50,01% objax�avaju
promenama nezavisnih promen	ivih. Informacije o koeficijentima
ispred prediktora se mogu na�i pomo�u funkcije confint(). Navedena
funkcija daje 95% intervale povere�a za koeficijente ispred predik-
tora i time dobijamo :

> confint(Espanyol puason model1)

2.5 % 97.5 %
(Intercept) -2.49240937 0.70402512

br golova protivnika 0.07881353 0.59717645
prosecan broj bodova tima -0.65301297 1.18338727

prosecan broj bodova protivnika -0.84468214 1.13225530
prosecan br golova tima -0.63495153 0.47268549

prosecan br golova protivnika -1.59603676 0.76096657
factor(tip tima na mecu)1 -0.55712099 0.09730438
factor(klasa protivnika)1 -3.39876619 -0.20996506
factor(klasa protivnika)2 -0.40467556 1.40694870 .

Iz prilo�enog vidimo da samo koeficijenti uz prediktore broj golova
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protivnika i klase protivnika ne sadr�e nulu. Zatim smo proverili
da li postoji korelacija izme�u promen	ivih koje predstav	aju
prediktore uz pomo� funkcije

> summary(Espanyol puason model1, corr = TRUE)$cor .

Dobijena je velika korelacija izme�u proseqnog broja bodova pro-
tivnika i proseqnog broja golova protivnika, iznosi -0,78 (korelacija
izme�u �ihovih koeficijenata je negativna).
Prema svemu do sada reqenom shvatili smo da nije neophodno da svi
prediktori u�u u model. Model treba da bude xto jednostavniji jer se
time olakxava interpretacija. Izbor prediktora mo�e se izvrxiti na
vixe naqina, jedan od �ih je funkcija rugsubsets(). Navedena funkcija
predla�e koje prediktore treba uvrstiti u model, u zavisnosti od
broja prediktora koji ulaze u model. Rezultati koje smo dobili su
slede�i:

w1 < regsubsets(br golova na mecu tima ∼ br golova protivnika +
prosecan broj bodova tima + prosecan broj bodova protivnika +
prosecan br golova tima + prosecan br golova protivnika +
factor(tip tima na mecu) + factor(klasa protivnika), data =
dataset Espanyol)

p < −summary(w1)

plot(2 : 9, p$cp, xlab = ”No.ofParameters”, ylab = ”CpStatistic”)

abline(0, 1)
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Na osnovu prikazanog grafika najbo	i broj prediktora je 8 i 9. Bira
se onaj model gde je taqka najbli�a pravoj. Poxto je model sa svih 9
prediktora ranije definisan uopxteni model, sada �emo definisati
model sa 8 prediktora na slede�i naqin:

> summary(Espanyol puason model2)

Call:
glm(formula = br golova na mecu tima ∼ br golova protivnika +
prosecan broj bodova tima + prosecan broj bodova protivnika +
prosecan br golova tima + prosecan br golova protivnika +
factor(tip tima na mecu), family = poisson, data = dataset Espanyol)

Deviance Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-2.0562 -0.8590 -0.1037 0.5190 1.9585

Coefficients:

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)
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Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) 0.5567 0.5126 1.086 0.277

br golova protivnika 0.1634 0.1123 1.455 0.146
prosecan broj bodova tima 0.5452 0.4358 1.251 0.211

prosecan broj bodova protivnika -0.2087 0.4692 -0.445 0.656
prosecan br golova tima -0.1555 0.2490 -0.624 0.532

prosecan br golova protivnika -0.6462 0.5829 -1.109 0.268
factor(tip tima na mecu)1 -0.1754 0.1633 -1.074 0.283

Null deviance: 49.223 on 35 degrees of freedom
Residual deviance: 33.209 on 29 degrees of freedom
AIC: 106.38

Number of Fisher Scoring iterations: 6 .

Poxto ne dobijamo znaqajne parametre ovim modelom definisali
smo slede�i model 4 koji sadr�i prediktore: broj golova protivnika i
klasu protivnika.

> summary(Espanyol puason model4)

Call:
glm(formula = br golova na mecu tima ∼ br golova protivnika +
factor(klasa protivnika), family = poisson, data = dataset Espanyol)

Deviance Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-1.5862 -0.6228 -0.2387 0.2500 1.9031

Coefficients:

Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 49.223 on 35 degrees of freedom
Residual deviance: 27.292 on 32 degrees of freedom
AIC: 94.465
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Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) -0.96744 0.40970 -2.361 0.018209 *

br golova protivnika 0.33477 0.09812 3.412 0.000645 ***
factor(klasa protivnika)1 -1.58590 0.67624 -2.345 0.019019 *
factor(klasa protivnika)2 0.38889 0.38835 1.001 0.316644

—

Number of Fisher Scoring iterations: 5

Kao xto mo�emo videti broj golova tima Espa�ol mo�e se predvideti
uz pomo� prediktora: broj golova protivnika i klasa protivnika.
Proverili smo da li postoji prekoraqe�e disperzije ovako defin-
sianog modela na osnovu slede�e funkcije:

> dispersiontest(Espanyol puason model4)

Overdispersion test

data: Espanyol puason model4
z = -1.5968, p-value = 0.9448
alternative hypothesis: true dispersion is greater than 1
sample estimates:
dispersion
0.747821

Poxto je p vrednost testa ve�a od 0.05 i iznosi 0.94 , prihvatamo
nultu hipotezu da ne postoji prekoraqe�e disperzije. S obzirom da
prekoraqe�e disperzije ne postoji nema potrebe da se Puasonov model
me�a kako ni Kvazipuasonovim modelom tako ni negativan Binomnim
modelom. Na osnovu svega reqenog model 4 najbo	e opisuje oqekivani
broj golova tima Espa�ol. Puasonov regresioni model za tim Espa�ol
zadovo	ava slede�u jednakost:

log (µi) 0, 9674 + 0.335X1 − 1, 586X2 + 0, 389X3,

gde X1 predstav	a broj golova protivnika, X2 faktor klase protivnika
1 i X3 faktor klase protivnika 2 .
Modelom 4 dobijamo da je oqekivani broj golova tima Espa�ol µi
jednak 0.531. Verovatno�a da tim Espa�ol ostvari 0 golova jednaka
je 0.588, odnosno 1 gol 0.312. Model 4 predvi�a da �e tim Espa�ol na
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posmatranom mequ protiv tima Valensije posti�i 0 golova.
Analognim postupkom definisan je Puasonov regresioni model za
tim Valensije. Broj golova tima Valensije predvi�ali smo uz pomo�
prediktora proseqan broj bodova tima i proseqan broj bodova pro-
tivnika. Na taj naqin definisali smo model 4 koji je najbo	e opisivao
posmatrane podatke.

> summary(V alencia puason model4)

Call:
glm(formula = br golova na mecu tima ∼ prosecan broj bodova tima +
prosecan broj bodova protivnika, family = ”poisson”, data =
dataset V alencia)
Deviance Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-2.0830 -1.1153 -0.2542 0.6595 1.4509

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(> |z|)
(Intercept) 0.3444 0.3139 1.097 0.27264

prosecan broj bodova tima 0.8061 0.3917 2.058 0.03961 *
prosecan broj bodova protivnika -0.6772 0.2446 -2.769 0.00563 **

—

Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 46.084 on 35 degrees of freedom
Residual deviance: 37.431 on 33 degrees of freedom
AIC: 104.12

Number of Fisher Scoring iterations: 5 .

Da li postoji prekoraqe�e disperzije modela proverili smo na
osnovu slede�e funkcije:

> dispersiontest(V alencia puason model4)
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Overdispersion test

data: V alencia puason model4
z = −1.1691, p− value = 0.8788
alternative hypothesis: true dispersion is greater than 1
sample estimates:
dispersion
0.8091217

Kako je p vrednost je ve�a od 0.05 i iznosi 0,87, prihvatamo nultu
hipotezu da ne postoji prekoraqe�e disperzije. Ovako definisan
model 4 najbo	e opisuje podatke na osnovu najma�e vrednosti AIC-a
kao i jednostavnosti. Puasonov regresioni model za tim Valensije
zadovo	ava slede�u jednakost:

log (µi) = 0, 344 + 0, 806X1 − 0, 677X2 ,

gde X1 predstav	a proseqan broj bodova tima i X2 proseqan broj bodova
protivnika.
Oqekivani broj golova tima Valensije µi jednak je 1.45. Verovatno�a da
�e tim Valensije osvojiti 0 golova na mequ jednaka je 0.57, 1 gol 0.24
odnosno vixe od jednog gola 0.19. Dakle navedeni model najvixe xansi
daje da �e tim V alencia posti�i nula golova na mequ.

Analogno prethodno opisanom postupku za meq Espa�ol - Valen-
sija, definisan je Puasonov regresioni model za predvi�a�e rezultata
slede�ih utakmica: Betis - Atletiko Madrid i Las Palmas - Barselona.
Za tim Betis koji je doma�in u mequ Betis - Atletiko Madrid dobijena
je slede�a jednakost: :

log (µi) = 0.5562− 0.3929X1 ,

gde X1 predstav	a proseqan broj bodova protivnika. Ovako defin-
isanim modelom dobili smo da je oqekivani broj golova tima Betis
jednak 0.865. Najve�a verovatno�a 0.42 je da posmatrani tim ne�e imati
golova na mequ, zatim 0.36 da �e dati jedan gol.
Za tim Atletiko Madrid koji je bio gost u posmatranom mequ dobijena
je slede�a jednakost:

log (µi) = 0.3903 + 1.2109X1 − 0.6262X2 − 0.6875X3 ,

gde X1 predstav	a proseqan broj bodova tima, X2 proseqan broj bodova
protivnika i X3 proseqan broj golova tima. Na osnovu navedenog do-
bili smo da je oqekivani broj golova tima Atletiko Madrid 1.96. Dakle
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navedeni model daje najve�u verovatno�u 0.275 da �e tim dati jedan gol,
dok je verovatno�a da �e dati dva gola jednaka 0.271.
Ovako definisan Puasonov regresioni model daje najve�e xanse da �e
rezultat utakmice Betis - Atletiko Madrid biti 0-1.
Za tim Las Palmas koji je bio doma�in na mequ protiv Barselone na-
jbo	i Puasonov regresioni model ima slede�u jednakost:

log (µi) = 0.9357− 0.4727X1 − 0.5670X2 ,

gde X1 predstav	a proseqan broj bodova tima i X2 tip tima na mequ.
Dakle oqekivani broj golova tima Las Palmas je 0.758, odnosno najve�a
verovatno�a 0.4687 je da �e tim dati nula golova.
Puasonov regresioni model za tim Barselona, koji je bio gost na mequ
protiv Las Palmasa je:

log (µi) = 1.4651− 0.3048X1 ,

gde X1 predstav	a proseqan broj golova protivnika. Dakle oqekivani
broj golova tima Barselona je 2.5699, odnosno najve�a verovatno�a 0.253
da �e tim dati dva gola na posmatranom mequ.
Na osnovu navedenog Puasonov regresioni model predvi�a 0-2 kao rezul-
tat meqa Las Palmas-Barselona.

6.4 Primena dvodimenzionalnog Pua-

sonovog regresionog modela

Osnovna ideja dvodimenzionalnog Puasonovog regresionog modela je da
postoji efekat igre na doma�em terenu i da on treba biti uraqunat
u model. Ovaj parametar se direktno raquna iz paketa bivpois() koji
�emo nada	e koristiti. Navedene modele postavili su prvi Dimitris
Karlis i Joanis Dzufras 2000 godine. Oni su definisali dvodimen-
zionalni Puasonov regresioni model za koji va�e slede�e jednakosti:

(Xi, Yi) ∼ BP (λ1i, λ2i, λ3i)
log (λ1i) = µ+ home+ atthi + defgi

log (λ2i) = µ+ attgi + defhi ,

gde i = 1, 2, 3, 4, , n predstav	a redni broj meqa, hi i gi tim doma�ina
odnosno gosta u mequ i, Xi i Yi broj golova doma�ina odnosno gosta, λ1i
i λ2i oqekivani broj golova doma�ina odnosno gosta i, µ je konstantan
parametar, home predstav	a efekat igre na doma�em terenu i attk i
defk su napadaqke odnosno odbrambene sposobnosti tima k.
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Osnovni model koji su razmatrali je da u utakmici uqestvuju dva
tima pribli�no istih snaga, na neutralnom terenu. Zatim su defin-
isali parametar napada i odbrane kao odstupa�a od proseqne napadaqke
odnosno odbrambene spososbnosti tima.[1] Za parametar kovarijacije λ3i,
razmatrali su razliqite mogu�nosti linearnog prediktora koji zado-
vo	ava slede�u jednakost:

log (λ3i) = βcon + γ1β
home
hi

+ γ2β
away
gi

,

gde je βcon konstantan parametar, βhi
home i βgi

away parametri koji za-
vise od tima doma�ina odnosno gosta respektivno. Parametri γ1 i γ2
su jednostavni binarni indikatori, koji uzimaju vrednost 0 ili 1 u za-
visnosti od modela koji definixemo. Npr. ukoliko je γ1 = γ2 = 0
tada posmatrani model ima konstatnu kovarijaciju, dok ukoliko je
(γ1, γ2) = (1, 0) tada kovarijacija modela zavisi isk	uqivo od tima
doma�ina.... Parametar λ3 mo�e se interpretirati kao sluqajan efekat
koji utiqe na uslove igre. [1]
Dvodimenzionalni Puasonov model mo�e se jednostavno izmeniti uko-
liko: postoje dodatne informacije o timovima, napadaqke sposobnosti
timova nisu iste u igri kod ku�e i gostima i ukoliko efekat igre kod
ku�e varira od tima do tima.

Osnovni model, ranije definisan primenili smo na podacima 36
nede	a xpanske Primera lige sezone 2016/2017. Kako bismo defin-
isali model korix�en je statistiqki softver R, u kome je definisan
paket bivpois. Ono xto je generalno problem sa Puasonovim regresionim
modelima je ve�i broj nerexenih rezultata koji qesto pokvare model.

Za poqetak treba definisati kako parametar na-
pada c(home.team, away.team) tako i parametar odbrane
c(away.team, home.team) [1].
Parametri λ1 i λ2 zadovo	avaju slede�u jednakost:

forma < − ∼ c(Home.team,Away.team) + c(Away.team,Home.team).

Za kodira�e promen	ivih koristimo slede�e:

options(contrasts = c(”contr.sum”, ”contr.poly”)).

Dakle suma svih koeficijenata je 0, navedena funkcija contr.sum
daje ortogonalne kontraste kada poredimo svaki nivo sa ukupnim
oqekiva�em. Odnosno koeficijent npr. tima Espa�ol se dobija kao
suprotan znak sume svih ostalih koeficijenata, dok je interpretacija
svakog koeficijenta zapravo odstupa�e od sposobnosti napada (odbrane)
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svakog tima u odnosu na oqekiva�e napada (odbrane).
Kako bismo definisali dvodimenzionalni Puasonov regresioni model
koristili smo funkciju lm.bp(), koja je sastavni deo paketa bivpois i
�en osnovni oblik je :

lm.bp(l1, l2, l1l2 = NULL, l3 =∼ 1, data, common.intercept =
FALSE, zeroL3 = FALSE,maxit = 300, pres = 1e − 8, verbose =
getOption(”verbose”)).

U prethodnoj definiciji dvodimenzionalnog Puasonovog modela
parametri su:
- l1 predstav	a model oblika x ∼ X1 + X2 + . . . + Xp za parametar
log(λ1)
- l2 predstav	a model oblika y ∼ X1 + X2 + . . . + Xp za parametar
log(λ2)
-l1l2 predstav	a model oblika ∼ X1 + X2 + . . . + Xp za zajedniqki
parametar od log(λ1) i log(λ2)
-zeroL3 je logiqki argument koji kontrolixe da li vrednost parametra
λ3 uzima vrednost 0 ili ne.[1]

Definisali smo qetiri dvodimenzionalna Puasonova regresiona
modela u zavisnosti od kovarijacionog koeficijenta λ3. Razliqitost
modela ogleda se u qi�enici da li λ3 zavisi od: tima doma�ina, tima
gosta, od oba tima ili nijednog tima koji posmatramo. Navedeni modeli
zadovo	avaju slede�e jednakosti:

model 2 < −lm.bp(ghome ∼ 1, gaway ∼ 1, l1l2 = forma, data = podaci)

model 3 < −lm.bp(ghome ∼ 1, gaway ∼ 1, l1l2 = forma, l3 =∼
Home.team, data = podaci)

model 4 < −lm.bp(ghome ∼ 1, gaway ∼ 1, l1l2 = forma, l3 =∼
Away.team, data = podaci)

model 5 < −lm.bp(ghome ∼ 1, gaway ∼ 1, l1l2 = forma, l3 =∼
Home.team+ Away.team, data = podaci).
[5]

Model 2 ima konstantan koeficijent kovarijacije, odnosno γ1 = γ2 =
0. U modelu 3 koeficijent kovarijacije zavisi isk	uqivo od tima
doma�ina, odnosno γ1 = 1 γ2 = 0. Koeficijent kovarijacije zavisi
isk	uqivo od tima gosta, odnosno γ1 = 0 γ2 = 1 u modelu 4, dok u modelu
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5 zavisi kako od tima doma�ina tako i od tima gosta.
Kao kod regularnog Puasonovog regresionog modela tako i kod dvodi-
menzionalnog, model opisuju dve vrednosti AIC i BIC, koje koristimo
za upore�iva�e posmatranih modela. Navedene vrednosti zadovo	avaju
slede�e jednakosti:

AIC = −2 log (verovatno�e) + 2p
BIC = −2 log (verovatno�e) + plog (n) .

Za poqetak trebamo uporediti koji od navedena qetiri modela najbo	e
opisuje posmatrane podatke xpanske lige, a zatim da odredimo koji
rezultat predvi�a tako dobijeni model.
Slede�a tabela prikazuje definisane parametre za posmatrane modele:

Naziv modela Osobine modela Vrednost log(verovatnoce) Vrednost AIC Vrednost BIC
model 2 3=const. -1020.699 2123.132 2310.767
model 3 3 zavisi od tima domac1ina -1013.194 2145,771 2420,359
model 4 3 zavisi od gosta -1013.431 2146,041 2420,629
model 5 3 zavisi kako od domac1ina tako i od gosta -999.8093 2156,525 2518,066 .

Kao xto mo�emo primetiti najbo	u vrednost parametra AIC ima
model 2, a zatim i model 3. Ovo znaqi da zapravo najednostavniji mod-
eli najbo	e opisuju podatke. Pretpostav	a se da je to posledica ve-
likog broja nerexenih meqeva. U slede�oj tabeli prikaza�emo parame-
tre napada i odbrane za model 2 i model 3 koji su oce�eni kao najbo	i.
Navedene parametre dobi�emo iz funkcija:

round(model 2$beta1, 3) odnosno round(model 3$beta1, 3).

Koje za rezultat daju konstantu kao i vrednosti parametra napada
(attack) odnosno odbrane (defence), u obliku Home.team..Away.team1
kao i Away.team..Home.team1 gde je 1 redni broj tima Alaves. Mo�emo
primetiti tako�e da u rezultatu navedenih funkcija nema parametara
za redno 20. tim odnosno tim Vi	areal, za koji �emo navedene parame-
tre dobiti na slede�i naqin:

-sum(model 2$coef [2 : 20])(parametar napada u modelu 2)
-sum(model 2$coef [21 : 39])(parametar odbrane u modelu 2)

odnosno

-sum(model 3$coef [2 : 20])(parametar napada u modelu 3)
-sum(model 3$coef [21 : 39])(parametar odbrane u modelu 3).
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Konstante koje imamo u definiciji u jednakostima log(λ1), log(λ2) i
log(λ3) odnosno µ, µi β

con dobijene su redom kao rezultati slede�ih
funkcija kako za model 2 tako i za model 3:

round(model 2$beta1, 3)(vrednost intercept)
round(model 2$beta2, 3)(vrednost intercept)
round(model 2$beta3, 3)
odnosno
round(model 3$beta1, 3)(vrednost intercept)
round(model 3$beta2, 3)(vrednost intercept)
round(model 3$beta3, 3)(vrednost intercept).

Vrednost kovarijacionog koeficijenta λ3 dobijena je kao rezultat
funkcije:

exp(model 2$beta3)

odnosno

exp(model 3$beta3)(vrednostintercept).

Konstante p i θ dobijene su kao rezultat slede�ih funkcija:

model 2$p,model3$p

odnosno

model 2$theta,model 3$theta.

Efekat doma�eg terena dobili smo kao rezultat slede�e funkcije:

model 2$beta1[1]−model 2$beta2[1]

odnosno

model 3$beta1[1]−model 3$beta2[1].

Na osnovu svih definisanih parametara dobijena je slede�a tabela za
meq koji smo prvo predvi�ali, a to je Espa�ol - Valensija. Analognim
postupkom mo�emo dobiti vrednosti i za ostalih 18 timova.
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Rb. Tim
model 2 model 3

attack defence attack defence
9 Espanyol -0,077 -0,129 -0,154 -0,205
19 Valencia -0,085 0,216 -0,079 0,226

Vrednost konstante µ u jednakosti za λ1 0,253 0,228
Vrednost konstante µ u jednakosti za λ2 -0,049 -0,077

Vrednost konstante (βcon) u jednakosti za λ3 -1,762 -5,180
λ3 0,172 0,00563

Efekat domaceg terena 0,302 0,305

Na osnovu vrednosti dobijenih u prethodnoj tabeli dvodimenzionalni
Puasonov regresioni model 2 daje slede�e vrednosti:

log (λ1) = µ+ home+ atthi + defgi = 0, 253 + 0, 302− 0, 077 + 0, 216 =
0, 694 odnosno λ1 = 2, 002

log (λ2) = µ+ attgi + defhi = −0, 049− 0, 085− 0, 129 =
−0, 263 odnosno λ2 = 0.7687

log (λ3) = βcon + γ1β
home
hi

+ γ2β
away
gi

= −1, 762 odnosno λ3 = 0, 17

odnosno model 3

log (λ1) = µ+ home+ atthi + defgi = 0, 228 + 0, 305− 0, 154 + 0, 226 =
0.605 odnosno λ1 = 1.831

log (λ2) = µ+ attgi + defhi = −0, 077− 0, 079− 0, 205 =
−0, 361 odnosno λ2 = 0.697

log (λ3) = βcon + γ1β
home
hi

+ γ2β
away
gi

= −5, 180 + 1 ∗ 4, 115 =
−1, 065 odnosno λ3 = 0, 345 .

Model 2 daje jednake xanse slede�im rezultatima 1-0 i 2-0 , dok model
3 najve�e xanse daje 1-0. Verovatno�e svih rezultata meqa date su
slede�im:
> round(bivpois.table(6, 5, lambda = c(2.002, 0.7687, 0.17)), 3)

[, 1] [, 2] [, 3] [, 4] [, 5] [, 6]
[1, ] 0.053 0.041 0.016 0.004 0.001 0.000
[2, ] 0.106 0.090 0.038 0.011 0.002 0.000
[3, ] 0.106 0.099 0.046 0.014 0.003 0.001
[4, ] 0.071 0.072 0.036 0.012 0.003 0.001
[5, ] 0.035 0.039 0.021 0.007 0.002 0.000
[6, ] 0.014 0.017 0.010 0.004 0.001 0.000
[7, ] 0.005 0.006 0.004 0.002 0.000 0.000

> round(bivpois.table(6, 5, lambda = c(1.831, 0.697, 0.345)), 3)
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[, 1] [, 2] [, 3] [, 4] [, 5] [, 6]
[1, ] 0.057 0.039 0.014 0.003 0.001 0.000
[2, ] 0.104 0.092 0.039 0.011 0.002 0.000
[3, ] 0.095 0.102 0.051 0.016 0.004 0.001
[4, ] 0.058 0.073 0.043 0.016 0.004 0.001
[5, ] 0.026 0.038 0.026 0.011 0.003 0.001
[6, ] 0.010 0.016 0.012 0.006 0.002 0.000
[7, ] 0.003 0.005 0.005 0.002 0.001 0.000

Analogno navedenim dvodimenzionalnim Puasonovim modelima za
meq Espa�ol-Valensija ura�eni su modeli i za meqeve Betis - Atletiko
Madrid i Las Palmas - Barselona. Dobijene vrednosti date su slede�om
tabelom:

Rb. Tim
model 2 model 3

attack defence attack defence
5 Betis -0.266 -0.256 -0.199 0.260
2 Atl. Madrid 0.003 -0.278 -0.083 -0.400
11 Las Palmas -0.093 0.351 0.166 0.413
4 Barcelona 0.870 -0.397 0.894 0.367
Vrednost konstante µ u jednakosti za λ1 0,253 0,228
Vrednost konstante µ u jednakosti za λ2 -0,049 -0,077

Vrednost konstante (βcon) u jednakosti za λ3 -1,762 -5,180
λ3 0,172 0,00563

Efekat domaceg terena 0,302 0,305

Na osnovu vrednosti datih u tabeli i prethodno opisanom naqinu za
meq Espa�ol - Valensija, model 2 mequ Betis - Atletiko Madrid pred-
vi�a rezultat 1-0 sa verovatno�om 0.148, dok model 3 predvi�a rezul-
tat 1-1 sa verovatno�om 0.111. Ukoliko pak posmatramo meq Las Pal-
mas - Barselona model 2 ka�e da je najverovatniji rezultat 1-3 sa
verovatno�om 0.075 kao i model 3 sa istom verovatno�om. Slede�om
tabelom dati su uporedni rezultati posmatrana tri meqa :

Meq Stvarni rezultat Predv. jedno.Puas. Predv. dvo. Puas. mode. 2 Predv. dvo. Puas. mode. 3
Espanjol - Valensija 0 - 1 0 - 0 1 - 0 1 - 0
Betis - Atletiko Madrid 1 - 1 0 - 1 1 - 0 1 - 1
Las Palmas - Barselona 1 - 4 0 - 2 1 - 3 1 - 3

Iz navedene tabele prvo xto se zapazi je jedino taqno predvi�a�e
dvodimezionalnog Puasonovog modela 3 za rezultat meqa Betis -
Atletiko Madrid. Navedeno takore�i pogrexno predvi�a�e taqnog
broja golova timova uslov	eno je: malim brojem meqeva koje smo pos-
matrali, velikim brojem nerexenih rezultata u posmatranoj sezoni kao
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i jednakox�u tre�e klase timova po snazi. Ukoliko pogledamo ma-
trice verovatno�a posmatranih modela, stvarni rezultati meqeva imaju
pribli�no jednake verovatno�e sa najve�om verovatno�om posmatranog
modela. Sportske kladionice pored navedenih modela koriste i rezul-
tate prethodnih sezona timova koji su igrali, kao i ogromno praktiqno
iskustvo kladioniqara koji odgovaraju�e verovatno�e transformixu u
kvote. Jednodimenzionalni Puasonov regresioni model je za nijansu
bo	e predvideo pobednike posmatranih meqeva, dok je dvodimenzion-
alni taqnije predvideo broj golova timova.



Poglav	e 7

Zak	uqak

U radu smo dali definiciju uopxtenih linearnih modela. Nakon upoz-
nava�a sa uopxtenim karakteristikama modela, definisali smo Pua-
sonov regresioni model i dvodimenzionalni Puasonov model.

Navedene modele definisali smo u ci	u definicije regresionih
modela za tim Espa�ol i Valensiju, odnosno �ihovog oqekivanog broja
golova u zajedniqkom mequ. Zatim smo analognim postupcima raqunali
oqekivani broj golova za uqesnike sledede�ih meqeva: Betis - Atletiko
Mardid i Las Palmas - Barselona. Puasonova regresija bila je dobar
izbor jer su u pita�u prebrojivi podaci, gde su doga�aji ograniqeni u
nekom vremenskom intervalu, odnosno u naxem sluqaju 90 min ukoliko
meq nema produ�etaka i pri qemu su timovi me�usobno nezavisni.

Sluqaj dvodimenzionalne Puasonove regresije obra�en je gotovim
paketom u statistiqkom softveru R, koji su definisali statistiqari
Dimitris Karlis i Joanis Dzufras jedni od najcitiranijih u oblasti
predvi�a�a ishoda sportskih meqeva.

Nakon definisa�a modela Puasonov regresioni model kao i dvodi-
menzionalni nisu sa potpunom preciznox�u predvideli rezultat pos-
matrana sva tri meqa xpanske Primera lige. Me�utim ukoliko
pogledamo rezultate matrice verovatno�a za sve scenarije za svaki meq,
primeti�emo da Puasonov regresioni model prihvat	ivo dobro pred-
vi�a pobednika meqa, dok dvodimenzionalni Puasonov model bo	e pred-
vi�a broj golova timova na mequ. Navedeni dvodimenzionalni modeli
dali su dobre rezultate ali je u naxem sluqaju dvodimenzionalni Pua-
sonov model bio precizniji, xto ne mora biti sluqaj i sa ostalim
meqevima. Struq�aci u ovoj oblasti smatraju da je kod navedenih mod-
ela problem xto ili precene ili potcene nerexene rezultate. Na os-
novu reqenog matematiqari Dimitris Karlis i Joanis Dzufras tvrde
da ukoliko ima dosta nerexenih meqeva u nekom takmiqe�u dijagonalin-

40
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flatorni modeli daju najpreciznije rezultate. Ono xto je definitivno
je da postoji uticaj doma�eg terena, odnosno da on utiqe na kraj�i ishod
meqa kao i parametri napada odnosno odbrane timova.
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