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Iloriaasipe 1

YBOI

cropnja xomyna nounme 1940. roqune Xedaunrosnm ([16]) ncrpaknsarbu-
Ma BHIIIEIUMEH3UOHUX pacnojena. IIpsa miaeja o moBe3aHOCTH BUIIEIUMEH-
3UOHUX M ojaroBapajyhumx Maprunaianux (yHKIHMja paciojesa IojaB/byje ce
1951.ronuue y paay Ppemrea ([11]). Ckuap ([31]) y ¢B0joj JOKTOPCKOj Te3u
1959. rojune jgaje oAroBOP Ha MOCTaB/beHA NHUTAMA U JAeUHUIIE HAjBaK-
HUjy Teopemy y 0oB0j objactu. OH yBOAM WMe KOMYJ/1a, U3BEIEHO O]l JIATHHCKE
pedn copulare IITO 3HAYN CIAjarhe, IOBE3UBAIbE. Y I'PAMATHUIH CE 0Baj U3pas3
KOPHCTH 33 CHHTArMy Koja IoBe3yje cyOjekaT u mpeaukar. AHAJIOTHO KOII-
yJe y MaTeMaTHIU [10Be3Y]y BUIIEJIMMEH3UOHY Ca MapIUHAJHUM jeIHOIMMEH-
3UOHUM PACIIOJEIAMA.

Y upBEM JeleHnjaMa KOIyJie ce pa3Bujajy y OKBUPY HpoydaBarba MeT-
PUYKHX IIPOCTOPA KOJI KOJUX C€ pacTojarbe Mepu (PYHKIIMjOM paclojieie Be-
posaTHOhe. MHTepecoBarme cTaTHCTHUYKE 3ajejIHHIE ce jaBsba 1947. roanne
KaJIa je OTKPUBEHO J1a ce KOIIyJIe MOTY KOPUCTUTH 33 KOHCTPYHUCAIhe HellapaM-
€TapCKUX Mepa 3aBUCHOCTH M 3& MOJIECIUPAhe BUIICIUMEH3UOHUX PACIOJIe-
ga. Komyne numajy moBosbHe ocobuHe: He 3aBuce o n3bopa MapruHaJTHUX
pacIo/iesia, MHBapHjaHTHe Cy Yy OJIHOCY Ha MOHOTOHE TpaHc(OpMallije U J10C-
TYIIaH je BeJIMKH Opoj (pbaMuiimja Koje ce jeITHOCTABHO MOJIEJHPA]Y.

Kiacuunu KOHIENT KopeJsalpje je oaroBapajyha Mepa 3aBUCHOCTH CaMO
KaJja Cy y HuTamy eJunTudke pacuojesne. Koedunujentu kopesaluje paH-
roBa Cy MHBAPUjAHTHU Y OJHOCY HA& MOHOTOHE TpaHchopMaluje ajan 1 jJ1abe
MPEJICTaB/bajy CKaJapHy Mepy Koja HUIITa He TOBOPU O 3aBUCHOCTU €KCTPEM-
HUX BPEJIHOCTH KOja MPEICTaB/bha BayKaH KOHIENT y (DUHAHCH]CKO) ITPUMEHH.
36or Tora ce yBOJIM MOjaM KOIIyJIa KOje OCIMKABAjy CTPYKTYPY 3aBUCHOCTH
KpO3 1eJLy paculoJeny.

Ox 1990. rommue omp:kaBajy ce HaydHe KOH(EPEHIje IO HA3HBOM
Probability distributions with given marginals Koje cy gonpuHese pa3Bojy
oBe obiactu. Excnansmja Komysra Hariao pacTe KpajeM 90-uxX roauHa ycjen



npuMeHe y dbuHAHCHjaMa U aKTyapcTBY. CTATUCTUYKU MOJETN TOMaXKy y
pa3yMeBarby BapujaOUIHOCTH BeJIUYUHE MITETa, IeHa U hIyKTyanuja (puHaH-
CHjCKHMX cpeacTaBa. HoBu mpomsBomm y OGaHKaMa W OCUTYpamby IoBehaBajy
3aBUCHOCT Y CTPYKTYpPH IOpTdesba 1a NOTPEIHa ITPOIeHa MOZKEe JOBECTH JI0
3HaYajHe TOTIEHeHOCTH pu3uka. Hajsehy nmpumeny koryse numajy y obJjactu
yIpaB/babha PU3UINMA, y Ope)uBamy IeHa ONIHja U MOIEeIUPAhY eKCTPeM-
HEX Jorahaja.

[Ipumemsyjy ce n 'y OMOIOTHjU, XUIAPOJIOTH]H, METHITMHCKAM HAyKaMa, UH-
dopMalMOHUM TEXHOJIOTHjaMa U PA3/JIMYUTUM IpaHaMa nHKemepersa. Mnak,
npuMeHa y (PUHAHCHUJCKMM WHCTHTYIHjaMa je JIoBeJa J0 pa3Boja MeToja u
AIJINKAIN]a 3a pelllaBaibe MPAKTHIYHUX MIPo0JIeMa Y pa3InInTuM 00JIacTuMA.

[lopea cBHX HpeAHOCTH KOje MOCEHyjy, 9ecTo ce OMpajy KomyJe Koje je
HajIaKime MojeaupaTu 6e3 o03upa Ha TO KOJHKO OJroBapajy mocTojehmm
OJAIMMa, 11a MOZKe JIOhU JI0 MOTIEHEHOCTH BEeJIMYMHA KOje Ce hUMa Mepe.
[Ipema TOME, MAKO Cy MIHPOKO PACIPOCTPAIbEHE Y PAJIHIUTHM 00/ IacTUMA,
Tpeba Tpey3eTn Mepe ornpesa Kaja je y MuTamy 01adup KOIyJIe.

Hejpu JIun ([19]) y cBoMm paxy u3 2000. rojuHe Yy OKBUPY MOJeIa Kpe-
UTHOT PU3UKa JepUHUIIE HAYUH 3a oJpehuBaibe 1eHa (DUHAHCHjCKUX HH-
CTpyMeHaTa KOju Cy HMO3HATH Kao OCHIypambe 3a mospar ayral. Mogen ko-
puctu ['aycoBy KoIry/y Koja HOTIEIbYje PU3UK y €KCTPEMHUM CUTYAIMjaMa.
Cwmatpa ce ga je osa dopmy/ia WHIXPEKTHO M3a3BaJia (PUHAHCH]CKY KPH3Y
2008. rommue. Illmpoka mpuMeHa J0Besta je W 0 3JI0yIOTpede KOmyJaa ma
ce TPUPOJIHO jaB/hajy W KPUTHKE OBOTI' KOHIENTA, O] KOJUX je Hajuo3HaTHja
Mukomesa ([22]) u3 2006. roxuwe.

'Enr. Collateralized Debt Obligation



IloriaaBsipe 2

Hedunuiinja u ocodbrHe KOILyJia

Y oBOM mOTJIaB/By yBeltheMo T0jaM KOIyJa, HABECTH HUXOBY JIeDUHUIIN]Y,
OMHCATH Be3y ca BUIETNMEH3HOHUM pacnojenaMa aaty CKIapoBOM Teope-
MOM ¥ HaBecTH OCHOBHe ocobune. Objacauhemo mojam @pemnre—XedbaAuHTOBIX
I'PaHUIA KA0 U HbUXOBO 3HAYEHE 3a ojrosBapajyhe paciojesie.

Hedbunaunuja 2.0.1 Konyaia je suwedumenduona Pynkuuja pacnodese ca
MAPRUHAAHUM pacnodesama yrudopmuum wa unmepsaay [0, 1].

Heka cy Uy, Us, ..., U, caydajue BeqnduHe ca YHHMDOPMHOM PacIIogeIoM
uu= (uy,us,...,u,),u; €[0,1]. Taxa je komyna C Bekropa (Uy,Us, ..., U,)
nedunncana ca:

C(u) = C(uy,ug, ..., u,) = P(Up <up, Uy <wug,...,U, < uy)

Hedbunannuja 2.0.2 Pynxuyuje C : [0, 1]" — [0,1] je xonyaa axo easrcu:

o C(uy,...,u,) =0 ako je bap jedna xomnonernma u;,i € {1,...,n} jeo-
Haxa 0
o C(uy,...,up) =u;avojeu=(1,...,Lu;1,...,1) sanexoi € {1,...,n}
o 3a cee (ug, ..., Un1), (U2, ..., un2) € [0, 1]" maxse da je uy < uz 3a
i€ {l,...,n} saswcu nejednarocm:
2 2 i1+...+in
Zilzl e Zinzl (—1)“ ! O(Uh‘l, . ,Um‘n) Z 0
[Iperxoana mHejegnakocT roBopu Ja ykoauko sektop (Ui,...,U,) mma

dbyukiujy pacnogese C, BayKu:

Puin Uy S g, .yt S U, < ugg) > 0.
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2.1 CkJaapoBa Teopema

Y nacraBky he OuTH HaBejieHa TeopeMa KOja 3ay3uMa IEeHTPAJIHO MECTO Y

Teopuju komyna. [lpBu myT je mpesacrabmera 1959. rommue y pamy Abe
Ckuap-a ([32]).

Teopema 2.1 Heka je X = (X, Xo, ..., X,) cayuajuu eexmop ca dynryu-
Jom pacnodeae F u mapeunasnum pacnodesama Fy, 1 < i < n. Tada 3a ceaxo
x; € [—00, +00],1 < i < n nocmoju dynruuja C 3a Kojy easrcu:

(1) C(Fi(x1), Fa(xs), ..., Fu(2,)) = F(x1, 29, ..., ),

KOJY HA3UBAMO Konysom eexmopa X .

Axo cy Ppynwyuje F;, 1 < i < n nenpexudne, xonyaa C je jeduncmeena;
y cynpommuom je jeduncmeeno odpebena na D(Fy)x...xD(F,), 2de D(F;)
osnavasa domen pynryuje F;.

Baostcu u 06prymo, axo je pynryuja C' n-dumensuona xonyaa u Fy, ... F,
dynruuje pacnodeae, mada je Pyrxyuja F dedpunucara y jednaxocmu (1) n-
dumenauona pynryuja pacnodese ca mapaurasrnum pacnodesama Fi, ... F,.

Jemmakoct (1) mpefcraB/ba OCHOBY 3a CHUMYyJallfje Koje ce Dasmpajy Ha
3a/1aT0j KOIYJIM ¥ MaprUHAJHAM pacnojgesama. lIpe Hero mro JI0KazKeMo
Teopemy Omhe jarTe JieMe YHju Ce Pe3yaTaTH KOPHUCTE y J0KA3Y.

Jlema 2.1.1 Hexa je X cAyuajHG 6EAUNUHG €A HENPEKUOHOM DYHKUUIOM
pacnodene F. Tada cayuajua seavuuna F(X) uma ynugopmmny pacnodeny
na unmepsany [0, 1].

Jlema 2.1.2 Hexa je U cayuajna eesusuna ca YHUGOPMHOM PACTOOEAOM HA
unmepsaay [0,1] u F dynryuja pacnodeae. 3a 0 < t < 1 deunuwemo
YOnULIMeny UHGEP3HY GYHKUUTY

F7(t) =inf{r € R, F(z) > t}.
Tada cayuajna seauvuna X = F~YU) uma dynxyujy pacnodese F.

OBa JlemMa ce KOPUCTH 3a CUMYJIAIN]Y CAYyYajHUX BeJIUINHA ca YHUMDOPM-
HOM (DYHKIIJOM pacIoiee.

Hokaz 1 (Tteopeme) Axo cy mapeunasne pacnodene Fi, 1 < i < n nenperudne,
npema Jlemu 1 cayuajne seaunune Fi(X;) umajy yrnudopmny pacnodeay wa
unmepsaay [0, 1] na gynryujy C' dedpunuwemo na caedehu nawum:
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C(uh e ,un)
= P(F\(X)) <ui,. .oy Fo(X,) < uy)
= P(X; < Fl_l(ul)7 sy Xp < F"_l(u”))
— F(Fl_l(ul)a Ce Fn_l(un))7

2de je I, (t) yonwmena uneepsna dynryuja.
/a je osaxo depunucana dynruyuja C xonyara eexkmopa X caedu wa ochosy
caedehux jednarxocmu:

F(x1,29,...,2y)
=P(X; <z, Xo<w,...,X,, <)
= P(Fi(X1) < Fi(21), - -+, Fu(Xa) < Fo(n))
= C(Fi(x1), Fy(22),), ..., Fu(zy))

Obsupom da je opuzuHasru JOKa3 3G CAYHQ] KGOA NPOMEHHUBE HEMAJY
HENPEKUOHY PAcnodeny KOMNAUKOBAH U €& NYHO METHUNKUT 0emana, i AUm-
epamypu ce mozy nPoHaliu PassuMumy 00KaA3U Koju KOPUCTE MeoPujy 6epo-
samtohe, cmamucmuky aisu U monoaso2ujy. Jedan 00 najese2anmHUIULT U
unmyumusrujur doxasa je dam y [28].

2.2 ®@peme-XedanHTOBE I'PAHUIIE

Xedauar u Ppenre cy HE3aBUCHO JIONLINA J0 3aK/byUKa JIa Ce KOIYJa YBEK
naJjiazu u3mehy oxapehenux rpanumna. Pazsor 3a To je nocrojame eKCTpeMHUX
cJIydajeBa 3aBUCHOCTH.

[TocmaTpajmo yaupOpMHO pacnoge/bere caydajue Bejguwunne Uy u Us.
Y cayyajy kaga je U; = U, moctoju cappiieHa 3aBucHOCT uzMely oBux
BeJIMYMHA W KOMYyJIa je jeTHaKa

C(Ul,UQ) = P(Ul S Uy, U2 S UQ) = min{ul,UQ}.

3a cayuajue Bequmunae X um Y oOBa KOmysa ce moctuzke ako ¢y X m Y
KOMOHOTOHE. YKOJHKO MOCTOjH CJydajHa BeaunHa Z Tako ja je X = u(Z)
nY = v(Z) ckopo curypHo, rje cy u u v Heonajgajyhe dynkuuje, X u Y
HA3MBAMO KOMOHOTOHUM. KOMOHOTOHOCT Ipe/ICTaB/ba CABPINEHY TO3UTHBHY
3aBUCHOCT CJIy4YajHUX BEJIMYUHA.

Axko cy Benmmumne U; u U, mesaBucue oaromapajyha xomysa he mmarm
00JIUK



CymnpoTHO 07T KOMOHOTOHOCTH, ciaydajHe BeqmumHe X W Y cy KOHTpa-
MOHOTOHe ako cy X m —Y KomoHOTOHe. KOHTPaMOHOTOHOCT TpencTaB/bha
CaBPINEeHY HETATUBHY 3aBUCHOCT CJAYYAJHUX BeJTHUWHA. Y CIAYUajy YHUDOPM-
HOX BenunHa ce moctmke 3a Us = 1 — Uy, Ako je 1 —uy < uq omroeapajyha
KOTIyJIa je jeJTHaKa

C(U],UQ)ZP(Ul§U1,1—U1SUQ):P(l—UQSUl§U1)2U1+U2—1.

Y cayuajy 1 — ug > uy Kollysa je jeiHaAKa HYJIH.
OBe ocobune ce MOry HpEHETH Ha BUIICIUMEH3IWOHU CJYINAj A BaKN
caeneha Teopema:

Teopema 2.2 3a ceaky konyasy C' u cee uy, ..., uy;u; € [0, 1] saorce caedehie
Hejednakocmu:

max{u; + ... +u, —n+ 1,0} < C(u1,...,u,) <min{uy,...,u,}

Oyukiuje W(uy, ug, ..., u,) =max{d . u;—n+1,0} u
M (uy,ug, ..., u,) = min{uy,ug, ..., u,} 30By ce jgoma u ropwma Pperre—
Xedauarosa rpaHuIa.

Oyuknuja M je ysek Koiryjia Jiok 3a hyHkiujy W to Baxku camo y JBo/iu-
MEH3UOHOM CJIy4ajy.

Cmuka 2.1: Jlowa @Ppeme-XedaunHroBa IpaHuna, KOIY/a HE3aBUCHOCTH,
ropma Dperre-XedauHroBa rpaHumna

Hdokaz 2 (sa deodumensuonu cayaj) lpema dedpuruvyuju xonyae eastcu



C(uy,uz) = P(Uy < uy, Uy < uy)

sa gynkyuje Uy u Uy ca ynudopmmom pacnodesom na urnmepsany [0, 1].
Baoice caedehe nejednarocmu:

Clur,ug) = P(Uy < up,Us S ug) < P(Uy S up) =g
Clur,ug) = P(Uy < up, Uy <up) < P(Uz < ug) = uy
= C(uy, uz) < minfuy,us}
1> P(U; < uau Uy < uy)
=P(U; <w)+ P(Uz <uy) — P(Uy < up, Uy < uy)
= uy + uy — C(uy, us)

2.3 Ocobune komyJia

Teopema 2.3 Heka je X = (Xi,...,X,) cayuajnu eexmop ca nenperud-
HoM PyHryujom pacnodese F u mapeunasnum pacnodesama Fy, Fy, ... F,.
Tada je wonyara eexmopa X jednaka KONYAU HE3GBUCHOCTU (M). KONYAU
npouseoda), ca osnarom 11, axo u camo axo cy X1, ..., X, nezasucue cayua-
JHE seauruHe.

M(wp, .oy Up) = U e Uy

Teopema 2.4 Hexa je X = (X1,...,X,) cayuajnu eexmop ca Henpekuonom
sajednuom dynrkyujom pacnodese I u mapeuransnum pacnodesama Fy, Fy, . ..
Tada je xonyaa eexmopa X jednaxa 20prwoj Ppewe-Xehounz060] eparun

M(uq, ... u,) =minf{uy, ..., u,}

aKo U CaMO GKO NOCMOJU CABPULEHE MOHOMOHG 3GEUCHOCTL Y CMUCAY 06 CAYYa-
Jru eexmop (X1, ..., X,) uma ucmy pacnodeay xao (T1(Z),...,Tu(Z)), ede
je Z caywagna seauduna u Ty, ..., T, pacmyhe dynryuje.

Teopema 2.5 Hexa je X = (X, X2) cayuajnu eexmop ca Henpekudnom 3a-
jednuurom pynryujom pacnodese F u mapeunasnum pacnodesama Fy u Fs.
Tada je xonyra eexmopa X jednaxa dowoj Ppewe-Xehounz060j eparuu

W (uy,ug) = mazx{u; +uy — 1,0}

ako u camo ako je X9 = T(X1) crxopo cueypno 3a nexy onadajyhy dynruujy
T.

Osa ocobuna ce mootce npowupumu Ha dumenduje d > 3 airu Yy Mom cAYajy
dyrrxyuja W nuje xonyaa.



[TocmaTpajmo caydajue emuanne X1, Xo u X3. Moxkemo uzabparu X u
X5 Tako ja 6yny KoHTpamMoHOoTOHe, Kao 1 X1 u X3 . Tama mehyrum mocroje
orpannvemma 3a Xo 1 X3 . Ako je ma mpumep X; pacrtyha, taga u Xo n X3
Mopajy outu onasajyhe dpynkiuje ma e mory outu Kourpamonorone. lakie,
HE TIOCTOJU TPOJMMEH3NOHA KOITY/Ia KOja 3a/I0BO/baBa yCJIOBE U3 TeopeMe.

Teopema 2.6 Konyae cy umnsapujarmme y odnocy wa pacmyhe mparcgdop-
mayuje ceojux apeymenama mj. konyaa C cayuajnoz eexmopa (X, ..., X,)
je y ucmo epeme u xonyaa eekmopa (T1(X1), ..., T,(X,)), ede cy Ty, ..., T, :
R — R pacmyhe pynryuje.

Hokaz 3 Hexa cy Xq,...,X, Henpexudne cayuajne 6eiunune ca GyHryu-
jama pacnodeaa Fy, Fy, ... F, u xonyasom C u T1(X1),...,Th(X,) cayuajne
seaunune ca pyuryujama pacnodesa G, ..., G, u xonyasom Cr.

CT(Gl(.Il), ey G (In))
:P(Tl(X1)§I1,7T< )<I’n)
=P(X: <Ty N(z1),.... X, <T, —1( n))
(2) = CET (1)), . BulT ()

3a ceako i € {1,...,n} saxcu u credehe:
Gi(x:) = P(T(X,) < @) = P(X; < T, (21)) = Fi(Ti ()

Bamenom npemzodne jednarocmu y (2) dobujamo da 3a cee xq,...,T, € R
8aICIU:

Cr(Gr(@1), ., Gn()) = C(Gr(21), - ., Gn(1)).

Teopema 2.7 /J[sodumensuona xonyaa C' 3adosomasa Jlunwuyos ycios: 3a
cee Uy, U1, Ug, Vg € [0, 1] saorcu:

|C(uz,v2) — Cur,v1)] < |ug — us| + |v2 — vy
Kao nocaeduua, xonysra C je yHudopmmno Henpexudna na ceom domeny.

Hoxkasz 4 Hexa je C xonyaa cayuajnoz eexmopa (X1, X2) ca mapeunasrum
pacnodesama Fy u Fy. 3a up < ug, v1 < vy 6astcu:

C(ug,v9) — C(uy,v1)
= C(ug,vy) — C(ug,v1) + C(ug,v1) — C(uy, vy)
= P(X7 <ug, Xy <v3) — P(X; <, Xo <wp) + P(Xq <ug, Xp <
v1) — P(X1 < up, Xp <)
= P(X1 <wug, v < Xo <wg)+ Plug < Xy < g, Xo <vy)
< Py < Xo <) + Pug < Xy < up)
= Fy(v2) — Fo(v1) + Fi(ug) — Fi(uq)

8



Kaxo cy Fy u Fy ynugopmne pacnodene na unmepsany [0,1], caedu:
C(ug,ve) — Cluy,v1) = vg — v1 + ug — uy.

Teopema 2.8 Hexa je C' deodumensuona xonyaa. 3a cearo v € [0, 1] nap-
YUJaAHU U3600 %—S(u, v) nocmoju 3a ckopo ceako u € [0, 1] u sasrcu:

0< %(u,v) <1.

v) uv — Lu,v) cy

Ananoeno 0 < % (u,v) < 1. Pynryuje u — %(u,] 5o
0,1].

dobpo depunucane u neonadajyhe cxopo ceyda Ha |

Hoxkaz 5 Hejednakocmu caede ma ochosy npemzodue meopeme. Komnae-
mar dokas ce moxce nahu y [4].



Iloriaasipe 3

Mepe 3aBuUCHOCTH

CTpyKTypa 3aBHCHOCTH CIyYajHUX BEJIUUYHHA je ¥ TOTIYyHOCTH onpehena mu-
XOBOM 3ajeITHIIKOM (hyHKIujoM pacmojene. OreHe Kao IMITO je JHHeApHU
KoepUIMjeHT Kopesaluje o0yXBaTajy caMo HeKe JeJ0Be CTPYKTYpe 3aBHUC-
nocru. Ilopes inneapuor koeduiujenTa, y 0BOM 1orjiaB/by Ouhe npukazanu
n KoedUIUjeHTH Kope/ialuje pPAaHroBa Kao M IhUX0Ba Be3a Ca KOIY/JIaMa.

O63upom ga BehuHa pu3nKa y HE)KHBOTHOM OCHUTYParhy UMa, Pacroiese ca
TeITKUM PeloBUMa, He MOT'Y ce aJeKBaTHO IPEeJICTABUTU HOPMAJTHOM PACIIOIe-
JoM. Besa usmely pasiaumuuntux pusHka Hajdemhe Huje JuHeapHa. 300r
Tora ocjatatbe Ha [IupcoHoB KoedunujeHT MOZKE JIOBECTH JI0 HOIPEITHUX
3aK/bydaka. Y TOM CJAyd4ajy ce KOpPHCTe HelapaMeTapCKu KOeUuIujeHTH KO-
penanuje Kenmamoro tay m CrupmanoBo po. OHu He KOPUCTE BPEIHOCTH
nojaTaka BehmuxoBe paHroBe. 3a pa3juWKy O/l JUHEApHE 3aBUCHOCTHU, OBE
Mepe YKa3yjy Ha MOHOTOHY 3aBUCHOCT BeJTUYUHA.

3.1 IIupcoHoB kKoedUNMjeHT KOpeJaalnje

JemHa 01 HAJMO3HATUJUX Mepa CTATHCTUYKE 3aBUCHOCTH je IlupcoHos (nuH-
eapHu) KoebUIUJEHT KOPeJIaIuje.

Hedburunuja 3.1.1 3a cayuajue seaunune X u'Y ca kKoHaunum 0ucneps-
ujama Tlupconos xoeuyujenm rwopeaayuje je jedHax

(3) p(){7 Y) _ cov(X)Y)

oOxX0oy
ede je cov(X,Y) = E[(X — pX)(Y — pnY)] wosapujarnca u o cmandapona
0eBUIAUUIA CAYHATHUL BEANUNUHA.

OBa mepa Toka3zyje cMep W jaunHy JIMHeApHe MOBE3aHOCTH CJIYYajHUX
BeJIMYMHA &JIU HHje MHBAPHUJAHTHA y OJIHOCY HA IbUXOBE HeJIMHEApHEe TPAHC-
dopmarnuje. KoedunujeHt Kopesanuje 3aBUCH O MAPTUHAIHUX PaCIoIesa
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CAYYaJHUX BEJUYMHA U Y HEKUM CJIYy4ajeBHMa ce He MOI'Y IOCTHNH cBe Bpej-
HocTH w3 mHTepBata [—1,1]. Takolje, Kopenanuja jeaHaka HyJu He 3HAYN
Ja Cy BeJUUNHE He3aBUCHE (OBO je eKBUBAJEHTHO CAMO Y CJAYYAjy JBOJIUMEH-
3HOHe HOPMaJIHe PACIIojiee).

3.2 ChnupmaHoB KoeUIINjEeHT p

Hedbuaunuja 3.2.1 3a cayuajne seauvune X uY ca pynrxyujama pacnodesa
Fx u Fy Cnupmanoso po je jednaro

ps = p(Fx, Fy)
2de je p auneapnu Koepuyujenm degunucan y (3).

Teopema 3.1 Cnupmanos xoeduyujenm xopesayuje aa eexmop (X,Y) mooce
ce uspasumu nomohy xonyae C' Koja onucyje 3a8UCHOCM USMEDY 06UL EAUMUHA
na caedehin nawun:

ps(X,Y)=12 | [ C(u,v)dudv — 3

o .
o

Hokas 6 ps(X,Y) = p(Fx, Fy)
_ cov(Fx,Fy)
- OFy OFy
_ E[(Fx—3)(Fy—12)]

= 12E(FxFy — 1)

11
=12 [ [ C(u,v)dudv — 3
00

3.3 KengamnoB koedpuiijeHT 7

Kenpanos koeduIujeHT 7 je HellapaMeTapcKa Mepa 3aBHCHOCTH 3aCHOBAHA
Ha Opojy corarama/Hecaarama y y30pKy mapoBa. Heka cy (x1,y1) u (22,y2)
JiBe HezaBucHe peajusanuje ciaydajuor sekropa (X,Y). Ilapose nasusamo
carjlacHUM ako ce y3 Behe BpeHocTH jejiHe KOMIIOHEHTe peayin3y]y Behe Bpe-
HOCTH JIpyTre KOMIOHEHTE Tj. aKO BayKWu:

(1 —22) (1 —y2) > 0

Hedbunnmuja 3.3.1 Hexa cy (X1,Y7) u (Xo,Y3) Hesasucnu cayuajuu ex-
Mopu HENPEKUIHUT sesuduna udenmuyno pacnodemeny kao (X,Y). Kendanos
Koepuyujenm xopesayuje panzosa 3a cayuajne seauvure X u'Y je mada jeod-
HaK:
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P(X,Y) = P(Xa — X1)(Ys = Vi) > 0] = P[(X; — X,)(¥; — Vi) < 0].

Crnupmanos u Kenjaaos KoedHuIujeHT KopeJaligje 3a/I10B0J/baBajy cieehe
ocobuHe:

e Ako cy X u Y mesasucue Besimunne, Taja je 7(X,Y) = pg(X,Y) = 0.
e Ako cy X u Y xomonorone Besmaune, taga je 7(X,Y) = pg(X,Y) = 1.
e Axo cy X u Y xourpamonorone, taja je 7(X,Y) = pg(X,Y) = —1.

e llHBapujaHTHH CY V OJHOCY HAa MOHOTOHE TpaHchopMalyje caydajHux
BEJIMYNHA.

Ako cy t; u ty crporo pacryhe (mmu crporo onasajyhe) dyukmuje ua
noMmeny nedunucanoctu X u Y, Baxku cienehe:

pS(tl(X)7t2(Y>> = pS<X7 Y)
T(t1(X), 6(Y)) = 1(X,Y).

Cnenehe Teopeme mokazyjy na ce CnupmanoB u KempaaoB koedwuiu-
JEHT KopeJialjje MOry H3pa3uTH IOMONY KOIyJe W IpeMa TOMe He 3aBHCe
0JT MApPrUHAJIHUX PACIOIeIa;

Teopema 3.2 Kendanros xoeduyujenm xopesauuje ce Mosxce udpasumau nomohy
konyse C' Koja onucyje 3asucrocm uamehy osuxr seaununa wa caedehu Hawumn:

7(X,Y) =4[ [ c(u,v)dC(u,v) — 1.

o ..
o ..

Jokaz 7 Ha ocrosy 0cobuna HENPEKUOHUL CAYUATHUT BEAUNUHA BANHCU.

P{(Xy — X3)(Yo = V1) <0} = 1= P{(X; — Xy)(Y2 = V1) > 0}
(4) = 7(X,Y) =2P{(X; - X;)(Ya— Y1) > 0} — 1
(5)P{(X2—X1)(Y’2—Y’1> >O} :P(X2 >X1,Yé >Y’1)+P(X2 <X1,Yé <
Yi).

Cayuagne seaunune X u Xq odnocrno Y u Y] cy jednaro pacnodemwene na cy

seposammohie y 36upy (5) jednaxe. Kada npemzoono samernumo y jednarocmu
(4) dobujarmo:

T(X, Y) = 4P<X2 < X17Y.2 < Yl) —1.

12



Hexa je H sajednuura dynruyuja pacnodeae 3a (X1,Y1) mj. (Xo,Y3) ca
mapaunasrum pacnodesama F 3a X1 u Xy odnocrno G 3a Yy u Y. Hexa je
C wonyaa eexmopa (X1,Y1) u (Xa,Ys) mj. saoicu H(z,y) = C(F(z),G(y)).

Beposamnoha P(Xy < X1,Ys < Y1) ce mooce nanucamu wa caedehu
HOMUH:

P(Xs < X1,Ys < Y1)
P(X <z,Y <y)dH(x,y)

(F(x),G(y))dC(F(x), G(y))-
Yeodumo cmene F(x) =u u G(y) = v u dobujamo:
11
P(Xy < X1,Ys <Yy) = [ [ C(u,v)dC(u,v).
00

Konauno sascu:

C(u,v)dC(u,v) — 1.

o .

1
=4/
0

WaTerpaa y nperxomaHoj popMysIn je MaTeMaTHIKO OYeKUBarbe (pyHKIIHje
C(U,V), tme cy U u V yuudopmue ciydajue BeJIHIHHE €A 3ajeTHHIKOM
dyuknujom pacnogene C. KengagioBo tay ce mpema TOME MOYXKE 3alUCATH
Kao

7(X,Y) =4E[C(U, V)] -1

3.4 3aBucHOCT eKCTpeMHUX gorabhaja

CBu HaBeJleHU KOeUIMjEHTH Cy CKaJapHEe BeJHYNHE KOje Mepe jaunHy 3a-
BucHocTH. MelhyTuMm, IUXOB HEIOCTATAK je TO IITO He YKa3yjy Ha TO KaKO
3aBHCHOCT Bapupa KPOo3 PACHOIETy.

Excrpemue curyanuje Kao 1To cy Ha npuMep (GUHAHCHjCKA KPU3a WK
3eMJbOTpeEC (MpeJIcTaBbhajy JECHH pell Daclojiese) J0BOJe J0 HCTOBDEMEHe
peasm3anyje pu3nKa 3a Koje ce WHaUYe CMaTpa Ja Cy HeKOPeJWCAHW WIN ca
cnabom kopenanujoM ((bUHAHCH]CKH TYOUIM Y PA3JIHIUTHM BPCTAMA OCHUTY-
pama: HMOBWHA, HE3r0Ja, OJrOBOPHOCT UTH). 360r Tora je BaskKHO BHIETH
KaKO Ce 3aBHCHOCT IIOHAIIa Ha PeIy pacrojieJie.

Hedunnumja 3.4.1 Hexa je (X,Y) sexmop ca mapeunarnum gyrnkyujama
pacnodeaa Fx u Fy. Jlepunuwemo decru koeduyujenm excmpemante 3a6-
UCHOCTU:
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M (X, Y) = lim, 1 P(Y > Fy ' (u)| X > Fx'(u)),

ako \y € [0, 1] nocmoju.
Jlesu Koeduyujernm excmpemanre 3a6UCHOCU:

A(X,Y) = limyo P(Y < By Hu)|X < Fx '(u)),
ako A\r, € [0,1] nocmoju.

Mozke ce okazaTu Jia y JBOJIMMEH3NOHOM CJIY4ajy aKO HaBeJIeHU JINMeCH
IOCTOje, BayKn

A (X,Y) = lim,_,, =2uCluw

1—u

AL(X,Y) = lim, o 02

3a pas3JiMKy 0/ IPEeTXOJHUX Mepa, 3aBUCHOCT Ha Pelly paclojese oCMaTpa
€KCTPEMHE BPEIHOCTHU CJAYYajHUX BejuduHa. [lo3uTHUBHA 3aBUCHOCT JECHOT
pena pacrojiejie THTYUTHBHO 3HAYN JIa Ce Ca BeJWKWM BPETHOCTHMA jeTHe
caydajHe BeJMUNHE OUeKyje peaju3allija BeJIUKAX BPEIHOCTH Ipyre Ipo-
MeHJbUBe. AHAIOTHO, 3aBHCHOCT JIEBOT Pena pacrojene 03HAYaBa BEJTUKY
BepoBaTHONY @ 00e NPOMEH/bUBE UCTOBPEMEHO IIOCTHZKY MaJie BPEHOCTH.
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Iloriaasipe 4

damMniinje KoIlryJa

Komnysie nmajy Besmku Opoj pamuinja ca pasjuduTUM KapaKTEPHCTUKAMA
IITO UM Jlaje MPEeJHOCT TPH MOJEeJTUPA’my CTPYKTYpa 3aBUCHOCTH. Y OBOM
MOTJIABJbY CY NpeJicTaB/beHe HajBakHuje dpamuanje komyaa. O63upoM Ha TO
Jla ce He pa3J/IMKyjy MHOIO 110 CTEleHY 3aBUCHOCTU KOoju 00e30ebhyjy Behiio
TOME y KOM JIeJIy Paciojesie je 3aBUCHOCT Hajjada, mocedbaH OCBPT je Ha 3aB-
MCHOCTHU eKCTpeMHuX jorahaja.

4.1 Eauntuydke KoOITyJie

Hajuemnthe ce kopucre l'aycoBa u cryiaentoBa pacrojena. Bekrop X nwma
CJUIITUYKY PACIIOJETY aKO Ce MOZKe NMPUKA3ATH Y O0JIHKY

X =pu+ RAU

rae je 4 € R" BexTop mnoxammje, Y = AAT xopapmjanmona martpuma, U
ciyuajuu BekTop yuudopmuo pacnogesben na cpepu S"1 = {u € R uy? +
...+ u,? =1} u R > 0 ciayyajua Bequunna uesasucua oj U.

OyHKIEja IYCTHHE eTUITHYKAX PACIo/Iesna je 3a cBako x € R” jeqHaka

f(x) =[S fl(@ — ) S @ — ).

BEsmnruyuke Komyse cy KOmyje eJUNTUYKUX paciiofesa: Heka je F' Buream-
MeH31OHa eunTudka GyHkuja pacnogene u Fy, i € {1,2,...,n} maprunaine
paciozeste ca naBepsuMa F; 1. Taza je eaunTudxa Komyia GbyHKIH]a

C(Ul, Ug, . . . ,Un) = F(Fl_l(ul), Fg_l(UQ), e ,Fn_l(un)).

Mogiesiupajy ce Ha OCHOBY 0/IroBapajyhux BUIIEUMEH3UOHUX PACIO/IEIa ITPH-
MenoM CkitapoBe Teopeme. EJuOTHYKIM KOIIyIaMa ce He MOTY Ha aJIeKBaTaH
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HAYUH IPUKA3ATH ACUMETPUIHH MOJAnu - v Behuuu ocurypasajyhux apyii-
TaBa U (PUHAHCHjCKUX MHCTUTYIHMja Beha je 3aBucHocT uzMmely BelMKux ry-
ouTaka #Hero uaMehy Benukux godomraka. PaMmimje eTUNTUIKAX PACIOIETA
UMajy BeJIMKY IIPUMEHY y CTATUCTUIIM M MOJEIUparby (PUHAHCHJCKHUX I10-
JlaTaka ycJie/] IbIXOBe jeJHOCTaBHE MMILIeMEeHTAIHje.

4.1.1 TaycoBa komyJa

[aycoBa (HOpMaJIHA) KOTIYJIa je KOIyJia BUTIENMEH3HOHe HOPMAJTHE DACIIOeIe.
Y cay4ajy n-aumensuone 'aycoBe pacrojesie ca KOPeJaaloHOM MaTPHUIOM
>, KoImyJia uMa OOJIHK

Cs(u) = ¢ps(o~ (w), ..., 07 (un)),

rie je ¢s n-TUMEH3HOHa HOpMaJHa pacliofefa a ¢ ' WHBep3 cTaHIap/IHe
HOpMaJIHe (DYHKIMje pacio/ieie.

Ko IN'aycoBe Kormysie eKcTpeMHe BPeITHOCTH CAYYajHIX BEJINIUHA CY aCHMII-
TOTCKU He3aBHCHE (6e3 003upa Koju KoeduInjeHT Kopealyje ce u3abepe He
[OCTOJU 3aBHCHOCT HA PEIy) Ma HHje MOTOJHA 33 MOJEIUPAE PACIOIENA Ca
TEIKAM PEIOBUMA.

4.1.2 CryneHToBa KomyJja

Komyna sumienumensnone CTyneHTOBe pacmojerne je t-komysaa. Bektop X
nMa n-auMeH3uony CTYIEHTOBY pacIoeNy €a V CTeNeHH CJI0DoIe aKo mMa
penpeseHTanmjy
m
X =pu+ \%Z,
rae je g € R™ BeKTOp OdeKuBamba, S CIyuajHa BeIMIHHA €2 X,> PACIOICIOM
nesasucua o1 Z € N,(0,3).
Tana CrynenToBa KolyJsa ca KOPeJIaldoHOM MaTPHUIIOM Y UMa O0JIUK

Cys(u) =t,s(t, Hur), ..., t,7 (u,)),

rae je t, jeAHOOUMeH3UOHA U ¢,y n-nuMmensuona CTyaeHToBa pacloesa ca
UV CTeleHu cjaoboe.

3a paznuky oz ['aycose xotmyie, t-komyna numa penny 3aBucaoct. O63upom
Jla je pacriojiesia CAMeTPUYIHA, KOSPUITUJEHTHU CY je/IHAKA:

Y ey ==
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Crernen acHMITOTCKE 3aBUCHOCTH je ojpehen 6pojem crenenu ciaodoje. Ilto
je 6poj crenenu c10060/1e MarbU TO je 3aBHCHOCT Ha pemy pacrojesie Beha. Kan
v — 00 oBa Komysa je 0aucka [aycoBoj. Ha cnenehoj ciunm cy nmpukaszame
JIBOJIMMEH3MOHe t-KOoIyJsie ca MCTUM KOoedUIMjeHTOM KopeJanuje u Opojem
crenenu cyobone v = 20 ogHOCHO UV = 2.

A T e L S T
e A il
s (L] aF

Cnuka 4.1: JIBoguMeH3MOHA CTYIEHTOBA t-Komysa ca OpojeM CTeleHH CJIO-
ooxe 20 u 2

4.2 ApxmMmenoBe KOIyJie

3a pasauKy o KOIIyja Koje ce a00ujajy W3 BHUIIEIMMEH3HOHe (PYHKIHje pa-
criojiesie, MpuMepu n3 oBe (pbaMuinje cy HajMoIyJapHEje KOIyJe 3ajaTe eK-
CILTHIUTHO. ApXHMenoBe KOILyJIe UMajy OOJIHK:

Cluy, g, ... un) = @ o(ur) + ... + @(uy)),

T1e je ¢ HempekuaHa, onanajyha, kousekcua dbyukimuja ¢ : [0, 1] — [0, oo],
©(1) = 0 Koja ce Ha3UBA TeHEPATOD KOIIYJIe.

Yumennna 7a cy cBe nH(opMaImje 0 CTPYKTYPH 3aBUCHOCTH CAJIPIKAHE ¥
reHepaTopy ¢ (Huje moTpebHa KopeaanuoHa MATPUIIA ) UX THHH jeTHOCTABHUM
3a MoJieJIupame Ma UMajy MHAPOKY MpuMeHY. Kako ce KOpHcTh camo jeTaH
mapaMeTap, 3a IUMeH3Hje 1 > 2 TO 3HAYM 14 CY CBU €JIEMEHTH KOpEeIAIMOHe
MaTPHIE jeTHAKH. 3a PA3JUKY OJ eJTUNTHIKUX, KOIyJe U3 oBe hpaMIImje cy
acuMeTpuIHe 1Ma OMOryhaBajy MOIe/mpame Paclojeia KoJ KOJHX Ce 3aBUC-
HOCT jaB/hba Ha jeTHOM pely pacrojese. HapemheMo HEKOJIMKO HpHMepa U3
oBe (bamMusmje KomyJia:
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4.2.1 KuaejToHoBa KomyJja
QyHKIMja KOja TeHepHuIe KOmyJ/Iy je jeaHaka
o(t) = %(t‘e —1)3a6 € [-1,00)\{0}.

OBe komyse mMajy 3aBHCHOCT Ha JIEBOM peIy pacrojese, KoepHIUjeHT je
jennak A\, = 277 Kam # — 0 jennake cy KONyIH HE3aBUCHOCTH, KaJl
6 — oo ropmoj Ppernre-XedauHrosoj rpauunu, 3a § = —1 gobuja ce Ja0ma
FPAHUILA.

4.2.2 DdpeHKOBa KOMmyJja
['emepaTop KomyJsie je jeIHAK
p(t) = —2log(l — (1 — e )e™), tme je 6 € R\{0}.

OBuM KoIIy/1aMa ce He MOKe OIHMCATH 3aBHCHOCT HA PEILy Paciojielie.

4.2.3 TI'ymbesoBa KomyJia
QyHKIMja TeHepaTop KOIIyJe je jeiHaKa
o(t) = (—logt)?, tae je 0 € [1,00).

Ba rpanuiy 6 = 1 jennaka je KOIy/JaHW NMPOU3BOAa, a Kajaa 6 — 00 TOPHO]
Operre-Xedanarosoj rpanunu. (OBe KOIyJle MMajy U3PazKeHy 3aBUCHOCT Y
rOpIbEM Pely pactozere, Koedunnjent je jeanax Ay = 2—2%?. Ha cianmu 4.2
cy npukasane japojuMmensuone Kuiejronosa, @penkona u ['ymbesoBa Koiry/ia
ca mapamerpom 6 = 2.

4.2.4 EmMnOompujcke KoIryJje

Hedunuumja 4.2.1 Hexa je dam yaopak (1, y1), (T2,92), .- ., (Tn, Yn) 06uma
n Heke 0600uMER3UOHE Henpekudne cayuajre seaunune. Evnupujera xonyaa
je pynxuuja C,, dama ca

Cn(i l) _ 6poj naposa (zy) MAKEUT 00 x<w(;y<y:

n’n n

2de cy T(;) U Y(j) cmamucmuke nopemsa us ysopxa. Ppexeenyuja emnupujere
Konyae je dynkuuja ¢, deurucana ca

)= %, axo je(T (), Y)) eremenm us ysopra
| 0, wunawue.
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Cnuka 4.2: Kiejronosa, @penkosa u ['ymOe0Ba IBOINMEH3NOHA KOITYJIA Ca
mapaMeTpoM 2

MozkeMo 1a IpUMETHMO Ja Cy eMnupujcka komyaa C, u meHa HpeKkBeH-
1Mja ¢, MoBe3aHe Ha ciaeaenn HaYUH:

Cn(%a %) = Z;:l 22:1 Cn(%a %)

Hagenthemo Teopemy Koja rOBOpH O MOBE3AHOCTH €MITUPUjCKUX KOIYJIa U
Mepa kao mto ¢y Kengasmoso 7 u CimpMaHORBO p.

Teopema 4.1 Hexa cy dame emnupujcka konyaa C, u rwena gpersenyujo
Cn- AK0 ca p u T obeaestcumo yaopauke epednocmu Cnupmanosoz koehuyu-
jenma p u Kendanrosoe xoeduvyujenma 7, mada je

- #TLELGED -G
T = % ?:2 Z;‘l:2 Z;_:1 Z{z; [Cn(%7 %)C’n(%, %) — cn(%7 %)Cn(%7 %)]
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Iloriaasspe 5

IIpumena komymna y
HE>KMBOTHOM OCHUT'ypPalby

Ocurypasajyha apyinrsa ce cyodaBajy ca OpOjHHM PU3UIKMMA KOjU MOI'Y H3a-
3BaTH (PUHAHCUjCKE I'yOUTKE: TPYKUIIHUA, KPEJUTHHU, OIIEPATUBHY, PU3UIIHA OC-
uUryparba uTJ. ¥ WHTEPHUM MOJIeJIMMa KOIy/ie ce KOpHUCTe 3a ojpehuBarbe 3a-
BHCHOCTH pHU3HMKa U HUXOBY arperanujy. Hajsehy npumeny umajy y obJiactu
yIPaB/balba PU3UIUMA: Y CTPEC TECTOBHMA, 33 AJOKAIU]Y KAIUTAJIa, MOJ-
eupamhe eKCTPEMHUX BPEIHOCTH BUIIEIMMEH3UOHUX PACIIOIea UTII.

Kanuranuun 3axTeB npejcraB/ba HPOIEHEHY KOJUYUHY KalluTajia Kojy
KOMITaHIja MOPa Ja ITOCe/Iyje Kako OM MOTJIa Jia JIyTOPOYHO MOKPHje TTOMEHYy Te
pU3MKe M U3MHPYje mpeys3ere obaBese. 3a ojpehuBambe W3HOCA HEOIXOIHOT
KaIlTaJ a IOTPebHO je KBAaHTU(DUKOBATH PUBUKE Ca KOJUMA, ce JPYIITBO CYO-
YaBa M OJIPEIUTH IHUXOBY 3aBHCHOCT.

Y HEKUBOTHOM OCHUT'ypalby HajBayKHUJU je PU3UK OCUI'yparba KOjH 00yX-
BaTa PU3UK JOBOJHHOCTH IMPEMUje U PU3UK pe3epBUCaba. PU3MK mpemuje
roBopn o moryhuocTu ma 3apaleHa mpemuja HUje A0BOJbHA 3a HAJIOKHALY
mrera. Pusuk nmorude o ojcrynama Oyayhux mrera o IbUXOBE OYEKHBAHE
BPEIHOCTU KOja je OCHOBHH eJIeMeHT 3a ojapehuBame npemuje. Pusumk pes-
€pBUCAaba IPEJICTaB/ba HEU3BECHOCT Y IOIVIEJy HUCILIATa 3a IITeTe Koje Cy
HacTaJie ajii jOIl yBeK HUCY perieHe. 3Bop pusuka cy rpemike y MmpoIreHH
pe3epBH 3a IITeTe.

Y OBOM IIOIJIABJ/BY je MJIYCTPOBaHA MPHUMEHA KOIYJIa Y HEKUBOTHOM OCHT-
ypamy 3a HaJayKeme paciojese Koja OlMucyje 3aje JTHIIKO MOHAIake pU3uKa
npemuje u pusuka pesepsucama. I[locrynak ce cacroju y ciaejehem:

1. Onena MapruHaJIHEX paclojiesa Ha OCHOBY UCTOPHUjCKHUX ITOTATAKA

2. N36op damunauje Korysa u oleHa HEMO3HATOT TapaMeTpa
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3. O6pauyH KammTaJHOT 3aXTeBa.

5.1 Ilomamnm

Y panay cy KopuniheHu TOJANN CPICKOT OCUTYpPaBajyher ApyIiTBa o mTeTaMa
HaCTaJUM Ha UMOBUHH OJI TIo¥Kapa, peajusoBanum o 2008. 1o 2016. rogune.
CBu M3HOCH TITETa Cy TOMHOYKEHH KOHCTAHTOM DAJIH aHOHUMU3AIIH]e.

Y mpakcu ce 3a OMUCUBAIbE U3HOCA TITETAa KOPUCTE raMa U JIOTHOPMAJIHA,
pacrojena.

Koamoropo-CMUPHOB TecT je HemapaMeTapCKH TeCT KOjH ce y CIydajy
JeJIHOT y30pKa KOPHUCTH 3a IIPOBEPY Jla JIM y30paK Hpuiajia ojpehenoj reopu-
jckoj pactioziesin. Mozke ce TpUMEHUTH CaMO Ha HEIIPeKUHe pachojene. Tect
CTATUCTUKA TPEJICTaB/bha HajBehe pacrojame m3mely emmnupujcke dyHKIHMje
pacrozesie y3opka F,(z) u Treopujcke dyuknuje pacunogene F(z):

D,, = max |F,(z) — F(x)|

Bupa ce pacrojiesa koja jaje HajMamwy BPEIHOCT TECT CTATHCTHUKE.

On monyhennx pacrnozgena ogmabpaHa je rama pacrioiesa Koja Jaje HajMarmhe
KoamoroposibeBo pactojame D, 01 y30paukKux BpeJHOCTH InTeTa. Bpei-
HOCTH TeCT CTATUCTHKA cy Jate y caejehoj Tabesu:

lama pacmogesa | JIormopmaJina pamomgesna
K-C Tect craTrncruka 0.247 0.275

Tabena 5.1: Bpennoctu Kommoropos - CMUPHOB TeCT CTATHCTHKE 33 PU3UK
pemuje

[ama pacnojiena je Henpeku/iHa pacrojesia unja (pyHKIuja rycruHe nma
00/IHK:

f@) = it e v 20

rie je a > 0 mapamerap obauka u b > 0 mapamerap pasmepe. MareMaTHIKo
oveKmBarLe je jenako ab, a crammapiana jesujarmmja ab?. 3a o = 1 jennaxa
j€ eKCIIOHEHIHjaJIHO] PACTIOEIH.

Ha ocHOBY neTOPHjCKUX MoJaTaka MEeTOI0M MOMEHATA CY OleHheHn cJieehin
HapaMeTpH raMa pacIojelie:
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[Tapamerap obauka | Ilapamerap ckaaupama
Fama pacriozena a=2.72 b=1.05

Tabena 5.2: Tlapamerpu rama pacrojiesie olemheHn MeTOoJI0M MOMeHaTa,

['yecruna rama pacnojesie ca ONEHEeHNM apaMeTpuMa je MPUKa3aHa Ha
caenehoj cannm:

Rizik premije

Cauka 5.1: I'yctura rama pacrogerre - pusuK IIpemMije

OcnoBHa obesexKja ogabpane pacmojerne cy gara y ciaeaehoj Tadbenn:

Munnmym | Makcumym | OdekuBame | CTaHIAPIHO OJCTYIAE
0.14 15.78 2.86 1.73

Tabena 5.3: Obesexja omadbpane raMa pacrojeie

OnmrenpuxsaheHo je ma ce PU3UK pe3epBUCAA Y MHAYCTPH)U OCUTYPAha
OTMHUCYyje JOTHOPMAJHOM pacIofesoM. Hemo3znatu mapaMeTpun ce onemy]y ak-
TYyapcKuM MeTojaMa. JIorHOpMaJiHa pacmojiena je HempeKuIHa paclojesna
YUjU JIOrapuTaM MMa HOPMaJIHYy pacutojeny. Pacnogesa y3uma 1mo3uTuBHE
peajiHe BpeTHOCTH, Has3mWBa ce W [asToHoBa pacmonena. IIma mpumeny y
OWoIOTMju U MEIWIMHU, XUAPOJIOTHju, neMorpaduju n ekoHoMHju. AKo je
Z cJydajHa BeJWYMHA Ca CTaHJIapIHOM HOPMAJHOM PAacCIoesoM, Taja ce
cay4ajHa BeJIWYnHa X ca JIOTHOPMAJHOM PAcIoJIeIOM MOYKe 3aIUcaTh Kao
X = e!9% rhe ¢y pu 0 OYeKHBAILE M CTAHJADAHA JEBUjAlUja HPUPOIHOL
JlorapuTMa oBe npomen/pbuBe. ['ycTuna pacrnogese uMma o0JIUK

22



f(z) = =2 e_lgigu,x >0

xo\/ 2T

rje je u € R mapamerap obsmka n ¢ > 0 mapamMerap CKaJaupamba.
2

. . g . .
MaTeMaTH4KO OYEKHBAILE je JemHako €72, a crammapaHa JIeBujanuja

(602)6“+§.

Y mopeny he butn kopuithena pacrojena us caejehe Tabese:

[Tapamerap obauka | Ilapamerap ckaaupama

JlorHOpMAaIHA pacmojenna

=117 o =0.76

Tabena 5.4: Onemenn napamMeTpH JIOTHOPMaJHe paclojese PpH3HK pe3-

epBHUCAIHA,

Ha cinunm je npukazana ryctuna JIOTHOPMaJIHE PACIojese KOjOM OIUCY-

JEMO PU3HUK pe3epBHCAA:

Rizik rezervisanja

005 010 01s
! .
s

000
l\"-\.

Cnmka 5.2: 'ycruna jorHopmaJine pacrojesie — pu3uK Pe3epBUCaAmHA

OcnosHe nndopMaryje o 01abpaHoj pacnoeu cy aate y ciaeaehoj rabenu:

Munumym | Makcumym

OuekuBame | CTaHIAPTHO OJCTYIIAME

0.92 91.67

4.30 3.81

Tabena 5.5: Obenexxja omabpaHe JOTHOPMAJIHE PACIIOIETE
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Herarusuu jmoraljaju y jegnoj kareropuju pusnka (HeJOBOJbHA MpeMHja
3a mokpulie mITeTa) MOTY W3a3BaTH HeraTuBHe jorahjaje y Ipyroj Kareropuju
(HeIOBOJBHA pe3epBallyja 3a MITeTe) Ma ¢ He MOYKE TPETTIOCTABUTH HEe3aBHC-
HOCT M3Mey pa3/JMuuTuX BpcTa pusuka. MehyTuMm, npernocraBka o MOTILYHO]
3aBUCHOCTH 3Ha4ajHO ToBehaBa KoJm4Ynny morpebnor kanuraia. [Ipema rome
BaykaH 33/IaTaK je aJeKBATHO OJPEUTHU 3aBHCHOCT n3MeDy pHU3HKA IIpeMuje
U pHU3HMKa pe3epBUcama. llpermocraB/ba ce ja He MOCTOje HeraTHBHE KO-
penanyje: pW3WK y jeIHO] KAaTeTOPHjH He MOXKe YMAabUTH PU3UK Y JIPYTOj.
Ha cnenehoj ciniu npukazana je 3ajeiHIYKa paciojesia 3a CJIydajHo reHep-
HCcaHe Y30PKe 0JJa0paHUX PaCHo/Iema:

Zajednicka raspodela

* 2 Rizik premipe
Rizik rezerasania
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Cauka 5.3: 3ajegnudka pacrnojesia PU3NKa MpeMuje ¥ PU3NKa Pe3epBHCaha

Ha ocuoBy peamm3zoBanor y3opka oxpehen je Crnupmanos xoeduiimjeHT
KopeJsaluje panroa 0, 46.

5.2 TaycoBa komyJja

Y mpakcu ce 3a ONACUBaIhe 3aBUCHOCTH PU3WKA Y OCUTYparby Kopuctu L'aycoBa
komysa. OHa je jeaHOCTaBHA 3a KOHCTPYKIM]Y W HE 3aXTeBa IPOIEHY J10-
JIATHUX mapamMerapa. Kao KpuTuka OBOI IPHUCTyIa U300py KOoIyje ce Ha-
jaenthe HaBoau Moryha MOTIEHREHOCT KallMTAJIHOT 3axXTeBa, jep ['aycoBa Kor-
yJla yKa3yje Ha Maiby 3aBHCHOCT €KCTPEMHHX BPEJIHOCTH OJ Ha IpuMep t-
KomyJse. JemaH o/ MpUCTyHa KOJU Ce YeCcTO KOPUCTU Y MPAKCH 3a pellerhe
oBOI' IpobJIeMa je Jla ce 3a MOJIe/Inpathe KOILyJie KOpUucTe KopeJjaiyje sehe o
OHHUX KOje Cy OIeIbeHe HAa OCHOBY eMIHPHjCcKuX mojaraka. Mebhyrum, mako
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0Baj npucTyn nosehaBa KalHWTaJHH 3aXTe€B, OH He Merba aCHUMITOTCKY 3a-
BucHOCT. lIpuKymbenu nomanu odyXBarTajy peJlaTHBHO KPaTaK IEPHOJ Ia
HEMa JOBOJHHO INTETA 33 MOJAETHPahe eKCTPeMHHX BPEeIHOCTH. 300T ToTra
KOPUCTUMO JPYTH, aJeKBATHUJH NPUCTYI: KANUTAJHU 3aXTe€B 3a KaTacTPO-
dasHe mITeTEe KOje MPUIaIajy JTeCHOM pemy pPAaclojesie ce padyHa HE3aBHCHO
0JI OCTAJIUX PU3UKA, HA OCHOBY TPKHUIITHUX BPEJIHOCTH.

3a KOHCTpPYKIHMjy Komy/iaa Kopuctumo naker Copula u3 R codrsepa.
dyuknuje u3 0BOT makera cy gerabuo omucane vy [36]. Ha crenehoj caumnm
Cy mpuWKa3aHe ABOAUMEH3nOHa (PyHKIMja pacmoere u ofarosapajyha rycruna
nobujerne Monte KapJsio cumyamujama ['aycose KorryJe, ca 3a/aTUM MapTruHaJI-
HuM pacmogenama u CnupMaHOBIM KOeMDUIIHjEHTOM KOpeallmje.

Funkcija raspodele Gustina raspodele

Cnuka 5.4: @yHKIHMja pacrnojene u ryctuHa ogabpane [aycose komyme

Pacmonesne pusuka npemMuje u pu3uka pesepBucarmba J00ujeHe Kao MapruHa/IHe
pacmosesie w3 ['aycoBe KoIyse, Kao W BUXOBa Kopealurja MpuKa3aHe cy Ha
cani| 5.5:

5.3 CrynenToBa t KorryJja

3a TecTupame aJeKBATHOCTH MOJeNa Ce Kao aJTePHATHBHU MOJEJ OOWTHO
oupa crymeHTtoBa t-komyiaa. MehyTtum, oHa 3axTeBa JIONATHU MapamMerap
(6poj crenenu caobose), YUjy BPETHOCT je TENTKO UHTYUTHBHO MPOIEHUTH.
Jejlan oJ| ajropuramMa 3a OLEHY je Jla ¢e UTEePATUBHO padyHa Opoj cTeneHu
cs1000/1e JIOK ce He J100uje KOIry/1a KO/ KOje je KopeJalfja jeHaKa OleHheHOM
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Rizik rezenvisanja -5

0.41

Rizik premije

W X

TT T T b

Chmka 5.5: TaycoBa komysia - MapruHajiHe Pacrojeie U BhUXOBA KOPEIAIja

Cunupmanosom koedunujenty. Ha cienehoj caunu je mpukasana JIBOIUMEH-
3u0Ha (BDYHKIHja pacrojese U I'yCcTUHA 3a t-Komyay ca 10 cremenu ciobose,
3aJIATUM MapruHAJHUM paciiojiesiaMa u KoepuImjeHToM Kope/ialuje.

Funkcija raspodele Gustina raspodele

Cnmka 5.6: @yukiuja pacuojese u ryctuHa t-komysie ca 10 crenenn ciaodome

TpenyrHo Hajnomy/lapHuja Mepa 3a ojpehuBambe pHU3HKa je MaKCUMaIHU
rybutak y noprdesby 3a 3aJaTH HHBO IoBeperma. Haswmsa ce BpegHOCT 1O
PU3UKOM' 1 y cMucTy BepoBaTHONE jeIHOCTABHO IIpeIcTaB/ba ojpeljenn KBaH-
T pacuojese. Hajuemthe ce kopuctu 99.5 KBaHTHI KOju yKasyje ja je
BepoBarHoha Jia ocurypasajyhe JapymTBo He MOKe Ja U3MUPH ODaBe3e Marba

'Eur. Value—at-Risk
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o1 0.05%. V caenehoj Tabenu je gaT KAIUTAJIHA 3aXTeB JOOUjEH MOICTHPAH-
jeM 'aycoBe u cTyIeHTOBE t-KOIIyJ/Ie ca pas3IuduThM OpojeM cTeleHu caoboe,
Ka0 U KANUTATHU 3aXTeB Y CIYYajy IMPETHOCTaBKe Ja Cy PU3UK IpeMuje u
PU3UK PE3epPBUCAIHA MOTIYHO 3aBUCHHU.

laycosa kormyia T-komya [TornyHa 3aBUCHOCT

df =50 | df =10 | df = 2

Bp. mox pusukom 24.41 32.34 33.11 37.56 49.88

Tabena 5.6: Kamuraaau 3axTeB H00HjeH pa3THIATHM METOIAMA

Kao mTo je 1 oueknBaHo, t-Komysa 300r gebsber pema pacrojiesie gaje 3Havua-
jHO Behim KanuTasHKM 3axTeB y onHOCY Ha [aycoBy komymy (u 10 35%). Mely-
THM, OYUIJIEJHO je U Jia Pe3yaTaT J00ujeH MmoMoy t-KomyJie y BeJIUKO] MepH
3aBHCH O ojabupa caoboaHor mapamerpa. AKko je 6poj cremeHu ca00oIe
2 Mogeaupanu pusuK je Beum 35% 1ok ce ca mopehamem cremenu caoboe
oH TpubaMKaBa pe3yarary u3 Laycose komysae. Y oba ciaydaja, KaluTATHA
3aXTeB e 3HA4YajHO MambH HEro ako MPEeTIOCTaBUMO Ja Cy PHU3UIHA MOTILYHO
3aBUCHU U KaO Pe3y/ITaT y3MeMo muxoB 36up. Vako ce nperxojne KomyJie Ha-
jaenhe TpUMEIBYjy vV HHAYCTPUjH OCUTYparba, MpoBepruheMo Koja KOIy/ia Ha-
juie oxrosapa nojanuma. Kopucrumo dbyukmujy BiCopSelect() u3 nakera
VineCopula. @yHKIMje U3 OBOT MAKeTa Cy JIeTa/bHO omucane y [29].

[Tomenyra dyHKIMja OLEbyje HElNO3HATe HapaMerpe 3a CBe JIOCTYIIHE
JIBOJIMMEH3UOHE (haMUINje KOIY/JAa METOJO0M MaKCHMaJHe BEPOIOCTOJHOCTH.
Nreja oBor meTo/a je j1a ce n3adepe BPeIHOCT MapaMeTpa Ipu KO0joj je Bepo-
BarHoha peasuzanuje jgodbujeHor y3opka najseha . Haxom mro cy onemenu
mapaMeTpH PacHojiesa, 3a CBAKy TaKO JIOOHjeHy KOIYJIy ce padyHa Bpe/-
noct AkankeoBor mH(MOPMANUOHOI KpuTepujyma. Axanke mHPOPMAIMOHU
KPHUTEPHUjYM CJIY2KHU 3a 07abup Mojiesa Koju Hajobo/be 0/iroBapa eMIIPHjCKUM
nojanuMa. BpeaHocT Kpurepujyma je jeaHaka

AIC =2k — 23N In[C(us, v;]0)]

riae ¢y u;,v;,t = 1,2,..., N exementu u3 y3opka, C' o3naka ojarosapajyhe
KomyJie, k Opoj HEelmo3HATHX TapamMeTapa u 6 muxosa ouena. Bupa ce xom-
yJla KOjH Jiaje HajMalby BPEAHOCT MH(pOPMAIMOHOr KpuTepujyma. Kpajurer
CTATUCTUYKE OIEHE 3aBUCH OJ] MPABUJIHOT M300pa MapruHAJTHUX PACIIOJEIA.
Kana je 3ajaTta daMuinja KomyJsia, 3a OlleHy IapaMerapa ce MO¥Ke KOPUCTHTU
u dyukuuja fitCopula() u3 nakera Copula. 3a rama u JJOTHOPMATHY KOTYJTY
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ca OIe-eHUM HapaMeTpuMa ojadbpana je KiejToHoBa KolyJsa KojgupaHa opo-
jem 3. Ilapamerap 6 je onemen ca —0.63. Ha cuenehoj ciunu cy npukasane
dbyHKITja pacmnogene nu oaropapajyha rycruna.

Funkcija raspodele Gustina raspodele

Cnuka 5.7: @ynknuja pacrnofesre u ryctuna KiejTtonose komyJte

Bpeanocr mnopa pusukom ojpehena momohy Kiejronose komyse musnocu
24.21 mrro je canaHo pesyarary jgobujenom n3 [aycose komyste. Ha ciegehem
rpapuKy MOZKe ce YOUUTH U3parKeHa aCUMIITOTCKA 3aBUCHOCT HA, JIEBOM PeILy
pacmojiesie KoJ orereHe KitejToHOBe Kory.e.

Grumrys bapyde Timgwis Elaying bopris

Cnauka 5.8: Ilopeheme acuMITOTCKe 3aBUCHOCTH KOJI OIEHH-€HUX KOIIYJIa,

Ha cnenehoj comnum cy mpukazane BpeHOCTH CUMYJIUPaHe U3 TOMEHYTHX
KOIyJ1a y mopehemy ca BpeJIHOCTHMA KOje Cy KOPHUIITEHe 33 HUXOB 01a0up.
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Ha ocuoBy rpaduka 3ak/bydyjemMo ja MoJe/upane BPeJIHOCTH HA JIeKBATAH
HAYUH OCJUKABAjY Pean30BaHe BPEIHOCTH PU3UKA, MaJla eKCTpeMHe Bpeji-
HOCTH PU3UKA MpeMuje MOTY OUTH OJIaro MmoTIemheHe.

Cnuka 5.9: PeanuzoBane u Mojeaupane BpeIHOCTH

Y mpakcu ce jocTta nakme mocpehyje o1abupy MapruHaJHUX PacHoiesia
u ojrosapajyhe xomyje, MehyTum peTko ce mpoBepaBa KOJUKO J10OPO MOJIE
ocsmKaBa peanqusoBane nojatke. Pyukiuja GofCopula() uz makera Cop-
ula() xopuctu Kpamep-pon-Muzsec Tect 3a omeny pacmomese. [IBogmven-
3UOHA pAaCIojiesia Koja O/roBapa oJadpaHo] KOMYJH ce TOpPeIu ca eMIUp-
MjCKOM KOIyJIoM. Ha OCHOBY N-BpEJHOCTH TeCTa 3aK/bydyjeMO Jia Ce HHU
3a jeJIHy OJ MOCMaTpaHUX KOIyJa He oxballyje XHUIOoTe3a O aJeKBATHOCTH
pacnozesie. Takobe, cBe KomyJie 1ajy CJIMYIHE BPEJIHOCTU TECT CTATHCTUKA.

laycosa xomyna | T-xomyna | KiejroroBa Komysia
P-BPEIHOCT 0.55 0.68 0.72
Tect craTucruka 0.0234 0.0205 0.02

Tabena 5.7: Pesynratn Kpamep - ¢pon - Musec recra

Y cayuajy ga cy KaracrpodaJsiHe ITere Koje NpeJ/CTaB/bajy AECHH pPell
pacrioziesie yK/bydeHe y y30pak KopuiinheH 3a aHAIU3Y, Pe3y/aTaTH Cy 3HaYa-
JHO ZApyraduju. ['aycoBa KoIlyja y TOM CJay4ajy MOTIEHYje BPEIHOCT pU3UKa
jep He oC/IMKaBa Ha aJeKBaTaH HAYHMH pell pacuomene. Tamga Ha OCHOBY P-
BPEJIHOCTH TeCTa oj0allyjeMo ajiekBaTHocT Mojiesia ['aycose komyste. 11y oBom
cJy4ajy pus3uK ce Hajoosbe onucyje KiejToBoBoM JBOAMMEH3MOHOM KOITYJIOM.
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['aycoBa xomya

T-komyna

KnejroroBa Komysia

P-BPEIHOCT

0.0257

0.129

0.247

Tabena 5.8: Pesynratn Kpamep - ¢pon - Musec recra

30




IloriaaBsspe 6

3aKJby4aK

Y pany je neduHUCaAH 1MOjaM KOIyJa, HaBeIeHe Cy FhUXOBe OCHOBHE OCODUHe
U Be3a ca JIPYruM MepaMa 3aBUCHOCTHU. llpencTaBibeHe cy TpaHuIle y OKBUPY
KOJUX KOITyJle Y3UMajy BPEIHOCTH Kao W cJaydajeBe Yy KOjIMa ce OHe IOC-
mKy. Hedunucana je CkiaapoBa TeopemMa Koja HOBE3yje KOIyJIe Ca BHIIE/I-
UMEH3HOHUM (DYHKIIH]aMa PACIIONe e U HPeACTaB/ha OCHOBY 3a EHHIXOBO MO/I-
enupame. llpukazane cy damuinje Komy/ja Koje UMajy HajIIupy HpPUMEHY
(emunTuyke, ApXuMeIoBe W eMIUPHjCKe KOIMyJe) W FbUXOBO IMOHAIIAKE HA
pely pacrojiee.

Jpyru geo pajia ce 0aBu UPUMEPOM IPUMEHE KOILyJia y obJiacTu yli-
paB/balba PU3NKA YV HEKHBOTHOM ocurypamy. Onapehene cy maprunasine
pacroziesie 3a pU3NK MpPEMHUje W PU3UK PEe3epBUCAA KAa0 W IHUXOB Koedu-
MUjeHT KopeJjanmje. 3ajeTHIYKA pacrojesa je onucaHa y3 nomohlaycose
KOITyJIe KOja y WHAYCTPHjU TPeJcTaB/ba CTAHIADM 33 MOJEIUpahe PU3HKA
ocurypama. llopea Tora pesyararu cy J00HjeHH U t-KOIYJIOM KOja CJIYVKH
Kao aJITEPHATHUBA Yy CTPeCc TecToBHMa. YouaBamo ja [aycoBa Komysa jaje
3HAYA]HO ITOBOJ/bHU]E BPEIHOCTHU 33 KOMIIAHU]Y, IMITO Mel)yTum MozKe 3HAYNTH
HOTIEHEHOCT PU3HKA aKO HUCY Ha aJleKBaTaH HauWH obpaleHe ekcTpemHe
BpeHOCTH pacmogena. Ca Apyre cTpaHe, pe3ylaTaTH t-KOIMyJe y BeJHKO]
MepH 3aBHuce 011 Opoja cTemeHu ¢J1000e, a 0Baj MapaMeTap je TEIIKO IPOIeH-
HNTH.

Oyuknuje u3 copreepa R cy kopuithene 3a oneny KormyJ/ie Koja y CTaTUC-
TUYKOM CMUCTY HajOo/he OJroBapa mojannmMa n3 mocMarpasor y3opka. Omga-
opana je Kuiejronosa komysia u3 Apxumenose damuiuje. OBako gobujen
KAIUTATHU 3aXTeB je CIMYaH pe3ylaTaTuMa u3 [aycoBe KoIyse, OCHM IITO
[IOKa3yje aCUMIITOTCKY 3aBUCHOCT Ha JIEBOM PeIly PacIoJeJie.

TecToBu carmacHOCTH MOKa3yjy Ja Ce CBe TPH MOMEHYTe KOIYJe MOrY
MPUXBATUTH 33 OMMCUBAHE PU3NKA. 3aKJBYIYjeMO Jia YKOJIUKO Cy eKCTPeMHe
BPE/IHOCTH TOJaTaka He3aBHCHO obpahene, [aycoBa Komymna je agekBaTHa 3a
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O,ZLpQEI/IBaH)e KalluTaJIHOI' 3aXTe€Ba y HE2KMBOTHOM OCUI'YDalby.
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Buorpaduja:

Mapujana Apaauh je pohena 30. oxTobpa 1992. rogune y Hosoj Bapommn.
I'mvuasnjy [luso Kapamarujesuh y Hosoj Bapommu je zaprmia 2011. ro-
quHe Kao Bykomar. IIlkoscke 2011/12 rommue ynucana je Maremarwdaku
dakynarer y Beorpaay, cmep Crarncruka, akryapcka n GUHAHCHJCKA, MaTeM-
aTuka Ha KoM je jaurmiomupasia 2015. roguae. Hakon 3aBpimenor gaxkyarera
je modyesia Ja paju y OCUTypamy y 0OJIACTH yIpaB/baiba PUUIEMA.
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