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Poglav	e 1

Uvod

Istorija kopula poqi�e 1940. godine Hefdingovim ([16]) istra�iva�i-
ma vixedimenzionih raspodela. Prva ideja o povezanosti vixedimen-
zionih i odgovaraju�ih marginalnih funkcija raspodela pojav	uje se
1951.godine u radu Frexea ([11]). Sklar ([31]) u svojoj doktorskoj tezi
1959. godine daje odgovor na postav	ena pita�a i definixe najva�-
niju teoremu u ovoj oblasti. On uvodi ime kopula, izvedeno od latinske
reqi copulare xto znaqi spaja�e, poveziva�e. U gramatici se ovaj izraz
koristi za sintagmu koja povezuje subjekat i predikat. Analogno kop-
ule u matematici povezuju vixedimenzionu sa marginalnim jednodimen-
zionim raspodelama.

U prvim decenijama kopule se razvijaju u okviru prouqava�a met-
riqkih prostora kod kojih se rastoja�e meri funkcijom raspodele ve-
rovatno�e. Interesova�e statistiqke zajednice se jav	a 1947. godine
kada je otkriveno da se kopule mogu koristiti za konstruisa�e neparam-
etarskih mera zavisnosti i za modelira�e vixedimenzionih raspode-
la. Kopule imaju povo	ne osobine: ne zavise od izbora marginalnih
raspodela, invarijantne su u odnosu na monotone transformacije i dos-
tupan je veliki broj familija koje se jednostavno modeliraju.

Klasiqni koncept korelacije je odgovaraju�a mera zavisnosti samo
kada su u pita�u eliptiqke raspodele. Koeficijenti korelacije ran-
gova su invarijantni u odnosu na monotone transformacije ali i da	e
predstav	aju skalarnu meru koja nixta ne govori o zavisnosti ekstrem-
nih vrednosti koja predstav	a va�an koncept u finansijskoj primeni.
Zbog toga se uvodi pojam kopula koje oslikavaju strukturu zavisnosti
kroz celu raspodelu.

Od 1990. godine odr�avaju se nauqne konferencije pod nazivom
Probability distributions with given marginals koje su doprinele razvoju
ove oblasti. Ekspanzija kopula naglo raste krajem 90-ih godina usled
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primene u finansijama i aktuarstvu. Statistiqki modeli poma�u u
razumeva�u varijabilnosti veliqine xteta, cena i fluktuacija finan-
sijskih sredstava. Novi proizvodi u bankama i osigura�u pove�avaju
zavisnost u strukturi portfe	a pa pogrexna procena mo�e dovesti do
znaqajne potce�enosti rizika. Najve�u primenu kopule imaju u oblasti
uprav	a�a rizicima, u odre�iva�u cena opcija i modelira�u ekstrem-
nih doga�aja.

Prime�uju se i u biologiji, hidrologiji, medicinskim naukama, in-
formacionim tehnologijama i razliqitim granama in�e�erstva. Ipak,
primena u finansijskim institucijama je dovela do razvoja metoda i
aplikacija za rexava�e praktiqnih problema u razliqitim oblastima.

Pored svih prednosti koje poseduju, qesto se biraju kopule koje je
najlakxe modelirati bez obzira na to koliko odgovaraju postoje�im
podacima pa mo�e do�i do potce�enosti veliqina koje se �ima mere.
Prema tome, iako su xiroko rasprostra�ene u razliqitim oblastima,
treba preuzeti mere opreza kada je u pita�u odabir kopule.

Dejvid Li ([19]) u svom radu iz 2000. godine u okviru modela kred-
itnog rizika definixe naqin za odre�iva�e cena finansijskih in-
strumenata koji su poznati kao osigura�e za povrat duga1. Model ko-
risti Gausovu kopulu koja potce�uje rizik u ekstremnim situacijama.
Smatra se da je ova formula indirektno izazvala finansijsku krizu
2008. godine. Xiroka primena dovela je i do zloupotrebe kopula pa
se prirodno jav	aju i kritike ovog koncepta, od kojih je najpoznatija
Mikoxeva ([22]) iz 2006. godine.

1
Eng. Collateralized Debt Obligation
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Poglav	e 2

Definicija i osobine kopula

U ovom poglav	u uvex�emo pojam kopula, navesti �ihovu definiciju,
opisati vezu sa vixedimenzionim raspodelama datu Sklarovom teore-
mom i navesti osnovne osobine. Objasni�emo pojam Frexe{Hefdingovih
granica kao i �ihovo znaqe�e za odgovaraju�e raspodele.

Definicija 2.0.1 Kopula je vixedimenziona funkcija raspodele sa
marginalnim raspodelama uniformnim na intervalu [0, 1].

Neka su U1, U2, . . . , Un sluqajne veliqine sa uniformnom raspodelom
i u = (u1, u2, . . . , un), ui ∈ [0, 1]. Tada je kopula C vektora (U1, U2, . . . , Un)
definisana sa:

C(u) = C(u1, u2, . . . , un) = P (U1 ≤ u1, U2 ≤ u2, . . . , Un ≤ un)

Definicija 2.0.2 Funkcija C : [0, 1]n → [0, 1] je kopula ako va�i:

• C(u1, . . . , un) = 0 ako je bar jedna komponenta ui, i ∈ {1, . . . , n} jed-
naka 0

• C(u1, . . . , un) = ui ako je u = (1, . . . , 1, ui, 1, . . . , 1) za neko i ∈ {1, . . . , n}

• Za sve (u11, . . . , un1), (u12, . . . , un2) ∈ [0, 1]n takve da je ui1 ≤ ui2 za
i ∈ {1, . . . , n} va�i nejednakost:∑2

i1=1 . . .
∑2

in=1 (−1)i1+...+inC(u1i1 , . . . , unin) ≥ 0

Prethodna nejednakost govori da ukoliko vektor (U1, . . . , Un) ima
funkciju raspodele C, va�i:

P (u11 ≤ U1 ≤ u12, . . . , un1 ≤ Un ≤ un2) ≥ 0.
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2.1 Sklarova teorema

U nastavku �e biti navedena teorema koja zauzima centralno mesto u
teoriji kopula. Prvi put je predstav	ena 1959. godine u radu Abe
Sklar-a ([32]).

Teorema 2.1 Neka je X = (X1, X2, . . . , Xn) sluqajni vektor sa funkci-
jom raspodele F i marginalnim raspodelama Fi, 1 ≤ i ≤ n. Tada za svako
xi ∈ [−∞,+∞], 1 ≤ i ≤ n postoji funkcija C za koju va�i:

(1) C(F1(x1), F2(x2), ..., Fn(xn)) = F (x1, x2, ..., xn),

koju nazivamo kopulom vektora X.
Ako su funkcije Fi, 1 ≤ i ≤ n neprekidne, kopula C je jedinstvena;

u suprotnom je jedinstveno odre�ena na D(F1)x . . . xD(Fn), gde D(Fi)
oznaqava domen funkcije Fi.

Va�i i obrnuto, ako je funkcija C n-dimenziona kopula i F1, . . . , Fn
funkcije raspodele, tada je funkcija F definisana u jednakosti (1) n-
dimenziona funkcija raspodele sa marginalnim raspodelama F1, . . . , Fn.

Jednakost (1) predstav	a osnovu za simulacije koje se baziraju na
zadatoj kopuli i marginalnim raspodelama. Pre nego xto doka�emo
teoremu bi�e date leme qiji se rezultati koriste u dokazu.

Lema 2.1.1 Neka je X sluqajna veliqina sa neprekidnom funkcijom
raspodele F . Tada sluqajna veliqina F (X) ima uniformnu raspodelu
na intervalu [0, 1].

Lema 2.1.2 Neka je U sluqajna veliqina sa uniformnom raspodelom na
intervalu [0, 1] i F funkcija raspodele. Za 0 < t < 1 definixemo
uopxtenu inverznu funkciju

F−1(t) = inf{x ∈ R,Fi(x) ≥ t}.

Tada sluqajna veliqina X = F−1(U) ima funkciju raspodele F .

Ova lema se koristi za simulaciju sluqajnih veliqina sa uniform-
nom funkcijom raspodele.

Dokaz 1 (teoreme) Ako su marginalne raspodele Fi, 1 ≤ i ≤ n neprekidne,
prema Lemi 1 sluqajne veliqine Fi(Xi) imaju uniformnu raspodelu na
intervalu [0, 1] pa funkciju C definixemo na slede�i naqin:
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C(u1, . . . , un)
= P (F1(X1) ≤ u1, . . . , Fn(Xn) ≤ un)

= P (X1 ≤ F1
−1(u1), . . . , Xn ≤ Fn

−1(un))
= F (F1

−1(u1), . . . , Fn
−1(un)),

gde je Fi
−1(t) uopxtena inverzna funkcija.

Da je ovako definisana funkcija C kopula vektora X sledi na osnovu
slede�ih jednakosti:

F (x1, x2, . . . , xn)
= P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, . . . , Xn ≤ xn)

= P (F1(X1) ≤ F1(x1), . . . , Fn(Xn) ≤ Fn(xn))
= C(F1(x1), F2(x2), ), . . . , Fn(xn))

Obzirom da je originalni dokaz za sluqaj kada promen	ive nemaju
neprekidnu raspodelu komplikovan i sa puno tehniqkih deta	a, u lit-
eraturi se mogu prona�i razliqiti dokazi koji koriste teoriju vero-
vatno�e, statistiku ali i topologiju. Jedan od najelegantnijih i
intuitivnijih dokaza je dat u [28].

2.2 Frexe-Hefdingove granice

Hefding i Frexe su nezavisno doxli do zak	uqka da se kopula uvek
nalazi izme�u odre�enih granica. Razlog za to je postoja�e ekstremnih
sluqajeva zavisnosti.

Posmatrajmo uniformno raspode	ene sluqajne veliqine U1 i U2.
U sluqaju kada je U1 = U2 postoji savrxena zavisnost izme�u ovih
veliqina i kopula je jednaka

C(u1, u2) = P (U1 ≤ u1, U2 ≤ u2) = min{u1, u2}.

Za sluqajne veliqine X i Y ova kopula se posti�e ako su X i Y
komonotone. Ukoliko postoji sluqajna veliina Z tako da je X = u(Z)
i Y = v(Z) skoro sigurno, gde su u i v neopadaju�e funkcije, X i Y
nazivamo komonotonim. Komonotonost predstav	a savrxenu pozitivnu
zavisnost sluqajnih veliqina.

Ako su veliqine U1 i U2 nezavisne odgovaraju�a kopula �e imati
oblik

C(u1, u2) = P (U1 ≤ u1)P (U2 ≤ u2) = u1u2.
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Suprotno od komonotonosti, sluqajne veliqine X i Y su kontra-
monotone ako su X i −Y komonotone. Kontramonotonost predstav	a
savrxenu negativnu zavisnost sluqajnih veliqina. U sluqaju uniform-
nih veliqina se posti�e za U2 = 1−U1. Ako je 1− u2 < u1 odgovaraju�a
kopula je jednaka

C(u1, u2) = P (U1 ≤ u1, 1− U1 ≤ u2) = P (1− u2 ≤ U1 ≤ u1) = u1 + u2 − 1.

U sluqaju 1− u2 ≥ u1 kopula je jednaka nuli.
Ove osobine se mogu preneti na vixedimenzioni sluxaj pa va�i

slede�a teorema:

Teorema 2.2 Za svaku kopulu C i sve u1, . . . , un;ui ∈ [0, 1] va�e slede�e
nejednakosti:

max{u1 + . . .+ un − n+ 1, 0} ≤ C(u1, . . . , un) ≤ min{u1, . . . , un}

Funkcije W (u1, u2, . . . , un) = max{
∑n

i=1 ui − n+ 1, 0} i
M(u1, u2, . . . , un) = min{u1, u2, . . . , un} zovu se do�a i gor�a Frexe{
Hefdingova granica.

FunkcijaM je uvek kopula dok za funkcijuW to va�i samo u dvodi-
menzionom sluqaju.

Slika 2.1: Do�a Frexe-Hefdingova granica, kopula nezavisnosti,
gor�a Frexe-Hefdingova granica

Dokaz 2 (za dvodimenzioni sluaj) Prema definiciji kopule va�i
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C(u1, u2) = P (U1 ≤ u1, U2 ≤ u2)

za funkcije U1 i U2 sa uniformnom raspodelom na intervalu [0, 1].
Va�e slede�e nejednakosti:

C(u1, u2) = P (U1 ≤ u1, U2 ≤ u2) ≤ P (U1 ≤ u1) = u1

C(u1, u2) = P (U1 ≤ u1, U2 ≤ u2) ≤ P (U2 ≤ u2) = u2

⇒ C(u1, u2) ≤ min{u1, u2}
1 ≥ P (U1 ≤ ili U2 ≤ u2)

= P (U1 ≤ u1) + P (U2 ≤ u2)− P (U1 ≤ u1, U2 ≤ u2)
= u1 + u2 − C(u1, u2)

2.3 Osobine kopula

Teorema 2.3 Neka je X = (X1, . . . , Xn) sluqajni vektor sa neprekid-
nom funkcijom raspodele F i marginalnim raspodelama F1, F2, . . . , Fn.
Tada je kopula vektora X jednaka kopuli nezavisnosti (tj. kopuli
proizvoda), sa oznakom Π, ako i samo ako su X1, . . . , Xn nezavisne sluqa-
jne veliqine.

Π(u1, . . . , un) = u1 . . . un.

Teorema 2.4 Neka je X = (X1, . . . , Xn) sluqajni vektor sa neprekidnom
zajedniqom funkcijom raspodele F i marginalnim raspodelama F1, F2, . . . , Fn.
Tada je kopula vektora X jednaka gor�oj Frexe-Hefdingovoj granici

M(u1, . . . , un) = min{u1, . . . , un}

ako i samo ako postoji savrxena monotona zavisnost u smislu da sluqa-
jni vektor (X1, . . . , Xn) ima istu raspodelu kao (T1(Z), . . . , Tn(Z)), gde
je Z sluqajna veliqina i T1, . . . , Tn rastu�e funkcije.

Teorema 2.5 Neka je X = (X1, X2) sluqajni vektor sa neprekidnom za-
jedniqkom funkcijom raspodele F i marginalnim raspodelama F1 i F2.
Tada je kopula vektora X jednaka do�oj Frexe-Hefdingovoj granici

W (u1, u2) = max{u1 + u2 − 1, 0}

ako i samo ako je X2 = T (X1) skoro sigurno za neku opadaju�u funkciju
T .
Ova osobina se mo�e proxiriti na dimenzije d ≥ 3 ali u tom sluqaju
funkcija W nije kopula.
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Posmatrajmo sluqajne veliqine X1, X2 i X3. Mo�emo izabrati X1 i
X2 tako da budu kontramonotone, kao i X1 i X3 . Tada me�utim postoje
ograniqe�a za X2 i X3 . Ako je na primer X1 rastu�a, tada i X2 i X3

moraju biti opadaju�e funkcije pa ne mogu biti kontramonotone. Dakle,
ne postoji trodimenziona kopula koja zadovo	ava uslove iz teoreme.

Teorema 2.6 Kopule su invarijantne u odnosu na rastu�e transfor-
macije svojih argumenata tj. kopula C sluqajnog vektora (X1, . . . , Xn)
je u isto vreme i kopula vektora (T1(X1), . . . , Tn(Xn)), gde su T1, . . . , Tn :
< → < rastu�e funkcije.

Dokaz 3 Neka su X1, . . . , Xn neprekidne sluqajne veliqine sa funkci-
jama raspodela F1, F2, . . . , Fn i kopulom C i T1(X1), . . . , Tn(Xn) sluqajne
veliqine sa funkcijama raspodela G1, . . . , Gn i kopulom CT .

CT (G1(x1), . . . , Gn(xn))
= P (T1(X1) ≤ x1, . . . , Tn(Xn) ≤ xn)

= P (X1 ≤ T1
−1(x1), . . . , Xn ≤ Tn

−1(xn))
(2) = C(F1(T1

−1(x1)), . . . , Fn(Tn
−1(xn)))

Za svako i ∈ {1, . . . , n} va�i i slede�e:

Gi(xi) = P (Ti(Xi) ≤ xi) = P (Xi ≤ Ti
−1(xi)) = Fi(Ti

−1(xi))

Zamenom prethodne jednakosti u (2) dobijamo da za sve x1, . . . , xn ∈ <
va�i:

CT (G1(x1), . . . , Gn(xn)) = C(G1(x1), . . . , Gn(xn)).

Teorema 2.7 Dvodimenziona kopula C zadovo	ava Lipxicov uslov: za
sve u1, v1, u2, v2 ∈ [0, 1] va�i:

|C(u2, v2)− C(u1, v1)| ≤ |u2 − u1|+ |v2 − v1|

Kao posledica, kopula C je uniformno neprekidna na svom domenu.

Dokaz 4 Neka je C kopula sluqajnog vektora (X1, X2) sa marginalnim
raspodelama F1 i F2. Za u1 ≤ u2, v1 ≤ v2 va�i:

C(u2, v2)− C(u1, v1)
= C(u2, v2)− C(u2, v1) + C(u2, v1)− C(u1, v1)

= P (X1 ≤ u2, X2 ≤ v2)− P (X1 ≤ u2, X2 ≤ v1) + P (X1 ≤ u2, X2 ≤
v1)− P (X1 ≤ u1, X2 ≤ v1)

= P (X1 ≤ u2, v1 < X2 ≤ v2) + P (u1 < X1 ≤ u2, X2 ≤ v1)
≤ P (v1 < X2 ≤ v2) + P (u1 < X1 ≤ u2)

= F2(v2)− F2(v1) + F1(u2)− F1(u1)
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Kako su F1 i F2 uniformne raspodele na intervalu [0,1], sledi:

C(u2, v2)− C(u1, v1) = v2 − v1 + u2 − u1.

Teorema 2.8 Neka je C dvodimenziona kopula. Za svako v ∈ [0, 1] par-
cijalni izvod ∂C

∂u
(u, v) postoji za skoro svako u ∈ [0, 1] i va�i:

0 ≤ ∂C
∂u

(u, v) ≤ 1.

Analogno 0 ≤ ∂C
∂v

(u, v) ≤ 1. Funkcije u → ∂C
∂v

(u, v) i v → ∂C
∂u

(u, v) su
dobro definisane i neopadaju�e skoro svuda na [0, 1].

Dokaz 5 Nejednakosti slede na osnovu prethodne teoreme. Komple-
tan dokaz se mo�e na�i u [4].
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Poglav	e 3

Mere zavisnosti

Struktura zavisnosti sluqajnih veliqina je u potpunosti odre�ena �i-
hovom zajedniqkom funkcijom raspodele. Ocene kao xto je linearni
koeficijent korelacije obuhvataju samo neke delove strukture zavis-
nosti. Pored linearnog koeficijenta, u ovom poglav	u bi�e prikazani
i koeficijenti korelacije rangova kao i �ihova veza sa kopulama.

Obzirom da ve�ina rizika u ne�ivotnom osigura�u ima raspodele sa
texkim repovima, ne mogu se adekvatno predstaviti normalnom raspode-
lom. Veza izme�u razliqitih rizika najqex�e nije linearna. Zbog
toga osla�a�e na Pirsonov koeficijent mo�e dovesti do pogrexnih
zak	uqaka. U tom sluqaju se koriste neparametarski koeficijenti ko-
relacije Kendalovo tau i Spirmanovo ro. Oni ne koriste vrednosti
podataka ve��ihove rangove. Za razliku od linearne zavisnosti, ove
mere ukazuju na monotonu zavisnost veliqina.

3.1 Pirsonov koeficijent korelacije

Jedna od najpoznatijih mera statistiqke zavisnosti je Pirsonov (lin-
earni) koeficijent korelacije.

Definicija 3.1.1 Za sluqajne veliqine X i Y sa konaqnim disperz-
ijama Pirsonov koeficijent korelacije je jednak

(3) ρ(X, Y ) = cov(X,Y )
σXσY

gde je cov(X, Y ) = E[(X − µX)(Y − µY )] kovarijansa i σ standardna
devijacija sluqajnih veliqina.

Ova mera pokazuje smer i jaqinu linearne povezanosti sluqajnih
veliqina ali nije invarijantna u odnosu na �ihove nelinearne trans-
formacije. Koeficijent korelacije zavisi od marginalnih raspodela
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sluqajnih veliqina i u nekim sluqajevima se ne mogu posti�i sve vred-
nosti iz intervala [−1, 1]. Tako�e, korelacija jednaka nuli ne znaqi
da su veliqine nezavisne (ovo je ekvivalentno samo u sluqaju dvodimen-
zione normalne raspodele).

3.2 Spirmanov koeficijent ρ

Definicija 3.2.1 Za sluqajne veliqine X i Y sa funkcijama raspodela
FX i FY Spirmanovo ro je jednako

ρS = ρ(FX , FY )

gde je ρ linearni koeficijent definisan u (3).

Teorema 3.1 Spirmanov koeficijent korelacije za vektor (X, Y ) mo�e
se izraziti pomo�u kopule C koja opisuje zavisnost izme�u ovih veliqina
na slede�i naqin:

ρS(X, Y ) = 12
1∫
0

1∫
0

C(u, v)dudv − 3

Dokaz 6 ρS(X, Y ) = ρ(FX , FY )

= cov(FX ,FY )
σFX σFY

=
E[(FX− 1

2
)(FY − 1

2
)]√

1
12

√
1
12

= 12E(FXFY − 1
4
)

= 12
1∫
0

1∫
0

C(u, v)dudv − 3

3.3 Kendalov koeficijent τ

Kendalov koeficijent τ je neparametarska mera zavisnosti zasnovana
na broju slaga�a/neslaga�a u uzorku parova. Neka su (x1, y1) i (x2, y2)
dve nezavisne realizacije sluqajnog vektora (X, Y ). Parove nazivamo
saglasnim ako se uz ve�e vrednosti jedne komponente realizuju ve�e vred-
nosti druge komponente tj. ako va�i:

(x1 − x2)(y1 − y2) > 0

Definicija 3.3.1 Neka su (X1, Y1) i (X2, Y2) nezavisni sluqajni vek-
tori neprekidnih veliqina identiqno raspode	eni kao (X, Y ). Kendalov
koeficijent korelacije rangova za sluqajne veliqine X i Y je tada jed-
nak:
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τ(X, Y ) = P [(X2 −X1)(Y2 − Y1) > 0]− P [(X2 −X1)(Y2 − Y1) < 0].

Spirmanov i Kendalov koeficijent korelacije zadovo	avaju slede�e
osobine:

• Ako su X i Y nezavisne veliqine, tada je τ(X, Y ) = ρS(X, Y ) = 0.

• Ako su X i Y komonotone veliqine, tada je τ(X, Y ) = ρS(X, Y ) = 1.

• Ako su X i Y kontramonotone, tada je τ(X, Y ) = ρS(X, Y ) = −1.

• Invarijantni su u odnosu na monotone transformacije sluqajnih
veliqina.

• Ako su t1 i t2 strogo rastu�e (ili strogo opadaju�e) funkcije na
domenu definisanosti X i Y , va�i slede�e:

ρS(t1(X), t2(Y )) = ρS(X, Y )
τ(t1(X), t2(Y )) = τ(X, Y ).

Slede�e teoreme pokazuju da se Spirmanov i Kendalov koefici-
jent korelacije mogu izraziti pomo�u kopule i prema tome ne zavise
od marginalnih raspodela:

Teorema 3.2 Kendalov koeficijent korelacije se mo�e izraziti pomo�u
kopule C koja opisuje zavisnost izme�u ovih veliqina na slede�i naqin:

τ(X, Y ) = 4
1∫
0

1∫
0

c(u, v)dC(u, v)− 1.

Dokaz 7 Na osnovu osobina neprekidnih sluqajnih veliqina va�i:

P{(X2 −X1)(Y2 − Y1) < 0} = 1− P{(X2 −X1)(Y2 − Y1) > 0}
(4) ⇒ τ(X, Y ) = 2P{(X2 −X1)(Y2 − Y1) > 0} − 1

(5)P{(X2 −X1)(Y2 − Y1) > 0} = P (X2 > X1, Y2 > Y1) + P (X2 < X1, Y2 <
Y1).

Sluqajne veliqine X i X1 odnosno Y i Y1 su jednako raspode	ene pa su
verovatno�e u zbiru (5) jednake. Kada prethodno zamenimo u jednakosti
(4) dobijamo:

τ(X, Y ) = 4P (X2 < X1, Y2 < Y1)− 1.
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Neka je H zajedniqka funkcija raspodele za (X1, Y1) tj. (X2, Y2) sa
marginalnim raspodelama F za X1 i X2 odnosno G za Y1 i Y2. Neka je
C kopula vektora (X1, Y1) i (X2, Y2) tj. va�i H(x, y) = C(F (x), G(y)).

Verovatno�a P (X2 < X1, Y2 < Y1) se mo�e napisati na slede�i
naqin:

P (X2 < X1, Y2 < Y1)

=
∫
<

∫
<
P (X < x, Y < y)dH(x, y)

=
∫
<

∫
<
C(F (x), G(y))dC(F (x), G(y)).

Uvodimo smene F (x) = u i G(y) = v i dobijamo:

P (X2 < X1, Y2 < Y1) =
1∫
0

1∫
0

C(u, v)dC(u, v).

Konaqno va�i:

τ(X, Y ) = 4
1∫
0

1∫
0

C(u, v)dC(u, v)− 1.

Integral u prethodnoj formuli je matematiqko oqekiva�e funkcije
C(U, V ), gde su U i V uniformne sluqajne veliqine sa zajedniqkom
funkcijom raspodele C. Kendalovo tau se prema tome mo�e zapisati
kao

τ(X, Y ) = 4E[C(U, V )]− 1.

3.4 Zavisnost ekstremnih doga�aja

Svi navedeni koeficijenti su skalarne veliqine koje mere jaqinu za-
visnosti. Me�utim, �ihov nedostatak je to xto ne ukazuju na to kako
zavisnost varira kroz raspodelu.

Ekstremne situacije kao xto su na primer finansijska kriza ili
zem	otres (predstav	aju desni rep raspodele) dovode do istovremene
realizacije rizika za koje se inaqe smatra da su nekorelisani ili sa
slabom korelacijom (finansijski gubici u razliqitim vrstama osigu-
ra�a: imovina, nezgoda, odgovornost itd). Zbog toga je va�no videti
kako se zavisnost ponaxa na repu raspodele.

Definicija 3.4.1 Neka je (X, Y ) vektor sa marginalnim funkcijama
raspodela FX i FY . Definixemo desni koeficijent ekstremalne zav-
isnosti:
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λU(X, Y ) = limu→1 P (Y > FY
−1(u)|X > FX

−1(u)),

ako λU ∈ [0, 1] postoji.
Levi koeficijent ekstremalne zavisnosti:

λL(X, Y ) = limu→0 P (Y < FY
−1(u)|X < FX

−1(u)),

ako λL ∈ [0, 1] postoji.

Mo�e se pokazati da u dvodimenzionom sluqaju ako navedeni limesi
postoje, va�i

λU(X, Y ) = limu→1
1−2u+C(u,u)

1−u
λL(X, Y ) = limu→0

C(u,u)
u

.

Za razliku od prethodnih mera, zavisnost na repu raspodele posmatra
ekstremne vrednosti sluqajnih veliqina. Pozitivna zavisnost desnog
repa raspodele intuitivno znaqi da se sa velikim vrednostima jedne
sluqajne veliqine oqekuje realizacija velikih vrednosti druge pro-
men	ive. Analogno, zavisnost levog repa raspodele oznaqava veliku
verovatno�u da obe promen	ive istovremeno posti�u male vrednosti.
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Poglav	e 4

Familije kopula

Kopule imaju veliki broj familija sa razliqitim karakteristikama
xto im daje prednost pri modelira�u struktura zavisnosti. U ovom
poglav	u su predstav	ene najva�nije familije kopula. Obzirom na to
da se ne razlikuju mnogo po stepenu zavisnosti koji obezbe�uju ve�po
tome u kom delu raspodele je zavisnost najjaqa, poseban osvrt je na zav-
isnosti ekstremnih doga�aja.

4.1 Eliptiqke kopule

Najqex�e se koriste Gausova i studentova raspodela. Vektor X ima
eliptiqku raspodelu ako se mo�e prikazati u obliku

X = µ+RAU

gde je µ ∈ <n vektor lokacije, Σ = AAT kovarijaciona matrica, U
sluqajni vektor uniformno raspode	en na sferi Sn−1 = {u ∈ <n;u1

2 +
. . .+ un

2 = 1} i R ≥ 0 sluqajna veliqina nezavisna od U .
Funkcija gustine eliptiqkih raspodela je za svako x ∈ <n jednaka

f(x) = |Σ|−
1
2f [(x− µ)TΣ−1(x− µ)].

Eliptiqke kopule su kopule eliptiqkih raspodela: neka je F vixedi-
menziona eliptiqka funkcija raspodele i Fi, i ∈ {1, 2, . . . , n} marginalne
raspodele sa inverzima Fi

−1. Tada je eliptiqka kopula funkcija

C(u1, u2, . . . , un) = F (F1
−1(u1), F2

−1(u2), . . . , Fn
−1(un)).

Modeliraju se na osnovu odgovaraju�ih vixedimenzionih raspodela pri-
menom Sklarove teoreme. Eliptiqkim kopulama se ne mogu na adekvatan
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naqin prikazati asimetriqni podaci - u ve�ini osiguravaju�ih drux-
tava i finansijskih institucija ve�a je zavisnost izme�u velikih gu-
bitaka nego izme�u velikih dobitaka. Familije eliptiqkih raspodela
imaju veliku primenu u statistici i modelira�u finansijskih po-
dataka usled �ihove jednostavne implementacije.

4.1.1 Gausova kopula

Gausova (normalna) kopula je kopula vixedimenzione normalne raspodele.
U sluqaju n-dimenzione Gausove raspodele sa korelacionom matricom
Σ, kopula ima oblik

CΣ(u) = φΣ(φ−1(u1), . . . , φ−1(un)),

gde je φΣ n-dimenziona normalna raspodela a φ−1 inverz standardne
normalne funkcije raspodele.

Kod Gausove kopule ekstremne vrednosti sluqajnih veliqina su asimp-
totski nezavisne (bez obzira koji koeficijent korelacije se izabere ne
postoji zavisnost na repu) pa nije pogodna za modelira�e raspodela sa
texkim repovima.

4.1.2 Studentova kopula

Kopula vixedimenzione Studentove raspodele je t-kopula. Vektor X
ima n-dimenzionu Studentovu raspodelu sa ν stepeni slobode ako ima
reprezentaciju

X = µ+
√
µ√
S
Z,

gde je µ ∈ <n vektor oqekiva�a, S sluqajna veliqina sa χν
2 raspodelom

nezavisna od Z ∈ Nn(0,Σ).
Tada Studentova kopula sa korelacionom matricom Σ ima oblik

Cν,Σ(u) = tν,Σ(tν
−1(u1), . . . , tν

−1(un)),

gde je tν jednodimenziona i tν,Σ n-dimenziona Studentova raspodela sa
ν stepeni slobode.

Za razliku od Gausove kopule, t-kopula ima repnu zavisnost. Obzirom
da je raspodela simetriqna, koeficijenti su jednaki:

λU = λL = 2tν+1(−
√

(ν+1)(1−ρ)
1+ρ

).

16



Stepen asimptotske zavisnosti je odre�en brojem stepeni slobode. Xto
je broj stepeni slobode ma�i to je zavisnost na repu raspodele ve�a. Kad
ν → ∞ ova kopula je bliska Gausovoj. Na slede�oj slici su prikazane
dvodimenzione t-kopule sa istim koeficijentom korelacije i brojem
stepeni slobode ν = 20 odnosno ν = 2.

Slika 4.1: Dvodimenziona studentova t-kopula sa brojem stepeni slo-
bode 20 i 2

4.2 Arhimedove kopule

Za razliku od kopula koje se dobijaju iz vixedimenzione funkcije ra-
spodele, primeri iz ove familije su najpopularnije kopule zadate ek-
splicitno. Arhimedove kopule imaju oblik:

C(u1, u2, . . . , un) = ϕ−1(ϕ(u1) + . . .+ ϕ(un)),

gde je ϕ neprekidna, opadaju�a, konveksna funkcija ϕ : [0, 1]→ [0,∞],
ϕ(1) = 0 koja se naziva generator kopule.

Qi�enica da su sve informacije o strukturi zavisnosti sadr�ane u
generatoru ϕ (nije potrebna korelaciona matrica) ih qini jednostavnim
za modelira�e pa imaju xiroku primenu. Kako se koristi samo jedan
parametar, za dimenzije n ≥ 2 to znaqi da su svi elementi korelacione
matrice jednaki. Za razliku od eliptiqkih, kopule iz ove familije su
asimetriqne pa omogu�avaju modelira�e raspodela kod kojih se zavis-
nost jav	a na jednom repu raspodele. Navex�emo nekoliko primera iz
ove familije kopula:
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4.2.1 Klejtonova kopula

Funkcija koja generixe kopulu je jednaka

ϕ(t) = 1
θ
(t−θ − 1) za θ ∈ [−1,∞)\{0}.

Ove kopule imaju zavisnost na levom repu raspodele, koeficijent je
jednak λL = 2−1/θ. Kad θ → 0 jednake su kopuli nezavisnosti, kad
θ → ∞ gor�oj Frexe-Hefdingovoj granici, za θ = −1 dobija se do�a
granica.

4.2.2 Frenkova kopula

Generator kopule je jednak

ϕ(t) = −1
θ
log(1− (1− e−θ)e−t), gde je θ ∈ <\{0}.

Ovim kopulama se ne mo�e opisati zavisnost na repu raspodele.

4.2.3 Gumbelova kopula

Funkcija generator kopule je jednaka

ϕ(t) = (−logt)θ, gde je θ ∈ [1,∞).

Za granicu θ = 1 jednaka je kopuli proizvoda, a kada θ → ∞ gor�oj
Frexe-Hefdingovoj granici. Ove kopule imaju izra�enu zavisnost u
gor�em repu raspodele, koeficijent je jednak λU = 2−21/θ. Na slici 4.2
su prikazane dvodimenzione Klejtonova, Frenkova i Gumbelova kopula
sa parametrom θ = 2.

4.2.4 Empirijske kopule

Definicija 4.2.1 Neka je dat uzorak (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn) obima
n neke dvodimenzione neprekidne sluqajne veliqine. Empirijska kopula
je funkcija Cn data sa

Cn( i
n
, j
n
) =

broj parova (x,y) takvih da x≤x(i),y≤y(j)
n

gde su x(i) i y(j) statistike poretka iz uzorka. Frekvencija empirijske
kopule je funkcija cn definisana sa

cn(
i

n
,
j

n
) =

{
1
n
, ako je(x(i), y(j))element iz uzorka

0, inaqe.
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Slika 4.2: Klejtonova, Frenkova i Gumbelova dvodimenziona kopula sa
parametrom 2

Mo�emo da primetimo da su empirijska kopula Cn i �ena frekven-
cija cn povezane na slede�i naqin:

Cn( i
n
, j
n
) =

∑i
p=1

∑j
q=1 cn( p

n
, q
n
).

Navex�emo teoremu koja govori o povezanosti empirijskih kopula i
mera kao xto su Kendalovo τ i Spirmanovo ρ.

Teorema 4.1 Neka su date empirijska kopula Cn i �ena frekvencija
cn. Ako sa ρ i τ obele�imo uzoraqke vrednosti Spirmanovog koefici-
jenta ρ i Kendalovog koeficijenta τ , tada je

ρ = 12
n2−1

∑n
i=1

∑n
j=1Cn( i

n
, j
n
)− i

n
j
n

τ = 2n
n−1

∑n
i=2

∑n
j=2

∑i−1
p=1

∑j−1
q=1 [cn( i

n
, j
n
)cn( p

n
, q
n
)− cn( i

n
, q
n
)cn( p

n
, j
n
)].
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Poglav	e 5

Primena kopula u

ne�ivotnom osigura�u

Osiguravaju�a druxtva se suoqavaju sa brojnim rizicima koji mogu iza-
zvati finansijske gubitke: tr�ixni, kreditni, operativni, rizici os-
igura�a itd. U internim modelima kopule se koriste za odre�iva�e za-
visnosti rizika i �ihovu agregaciju. Najve�u primenu imaju u oblasti
uprav	a�a rizicima: u stres testovima, za alokaciju kapitala, mod-
elira�e ekstremnih vrednosti vixedimenzionih raspodela itd.

Kapitalni zahtev predstav	a proce�enu koliqinu kapitala koju
kompanija mora da poseduje kako bi mogla da dugoroqno pokrije pomenute
rizike i izmiruje preuzete obaveze. Za odre�iva�e iznosa neophodnog
kapitala potrebno je kvantifikovati rizike sa kojima se druxtvo suo-
qava i odrediti �ihovu zavisnost.

U ne�ivotnom osigura�u najva�niji je rizik osigura�a koji obuh-
vata rizik dovo	nosti premije i rizik rezervisa�a. Rizik premije
govori o mogu�nosti da zara�ena premija nije dovo	na za nadoknadu
xteta. Rizik potiqe od odstupa�a budu�ih xteta od �ihove oqekivane
vrednosti koja je osnovni element za odre�iva�e premije. Rizik rez-
ervisa�a predstav	a neizvesnost u pogledu isplata za xtete koje su
nastale ali jox uvek nisu rexene. Izvor rizika su grexke u proceni
rezervi za xtete.

U ovom poglav	u je ilustrovana primena kopula u ne�ivotnom osig-
ura�u za nala�e�e raspodele koja opisuje zajedniqko ponaxa�e rizika
premije i rizika rezervisa�a. Postupak se sastoji u slede�em:

1. Ocena marginalnih raspodela na osnovu istorijskih podataka

2. Izbor familije kopula i ocena nepoznatog parametra
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3. Obraqun kapitalnog zahteva.

5.1 Podaci

U radu su korix�eni podaci srpskog osiguravaju�eg druxtva o xtetama
nastalim na imovini od po�ara, realizovanim od 2008. do 2016. godine.
Svi iznosi xteta su pomno�eni konstantom radi anonimizacije.

U praksi se za opisiva�e iznosa xteta koriste gama i lognormalna
raspodela.

Kolmogorov-Smirnov test je neparametarski test koji se u sluqaju
jednog uzorka koristi za proveru da li uzorak pripada odre�enoj teori-
jskoj raspodeli. Mo�e se primeniti samo na neprekidne raspodele. Test
statistika predstav	a najve�e rastoja�e izme�u empirijske funkcije
raspodele uzorka Fn(x) i teorijske funkcije raspodele F (x):

Dn = max |Fn(x)− F (x)|

Bira se raspodela koja daje najma�u vrednost test statistike.
Od ponu�enih raspodela odabrana je gama raspodela koja daje najma�e

Kolmogorov	evo rastoja�e Dn od uzoraqkih vrednosti xteta. Vred-
nosti test statistika su date u slede�oj tabeli:

Gama raspodela Lognormalna rapodela
K{S test statistika 0.247 0.275

Tabela 5.1: Vrednosti Kolmogorov - Smirnov test statistike za rizik
premije

Gama raspodela je neprekidna raspodela qija funkcija gustine ima
oblik:

f(x) = 1
bΓ(α)

x
b
α−1e−

x
b , x ≥ 0

gde je α > 0 parametar oblika i b > 0 parametar razmere. Matematiqko
oqekiva�e je jednako αb, a standardna devijacija αb2. Za α = 1 jednaka
je eksponencijalnoj raspodeli.

Na osnovu istorijskih podataka metodom momenata su oce�eni slede�i
parametri gama raspodele:
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Parametar oblika Parametar skalira�a
Gama raspodela α = 2.72 b = 1.05

Tabela 5.2: Parametri gama raspodele oce�eni metodom momenata

Gustina gama raspodele sa oce�enim parametrima je prikazana na
slede�oj slici:

Slika 5.1: Gustina gama raspodele - rizik premije

Osnovna obele�ja odabrane raspodele su data u slede�oj tabeli:

Minimum Maksimum Oqekiva�e Standardno odstupa�e
0.14 15.78 2.86 1.73

Tabela 5.3: Obele�ja odabrane gama raspodele

Opxteprihva�eno je da se rizik rezervisa�a u industriji osigura�a
opisuje lognormalnom raspodelom. Nepoznati parametri se oce�uju ak-
tuarskim metodama. Lognormalna raspodela je neprekidna raspodela
qiji logaritam ima normalnu raspodelu. Raspodela uzima pozitivne
realne vrednosti, naziva se i Galtonova raspodela. Ima primenu u
biologiji i medicini, hidrologiji, demografiji i ekonomiji. Ako je
Z sluqajna veliqina sa standardnom normalnom raspodelom, tada se
sluqajna veliqina X sa lognormalnom raspodelom mo�e zapisati kao
X = eµ+σZ , gde su µ i σ oqekiva�e i standardna devijacija prirodnog
logaritma ove promen	ive. Gustina raspodele ima oblik
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f(x) = 1
xσ
√

2π
e−

lnx−µ
2σ2 , x > 0

gde je µ ∈ < parametar oblika i σ > 0 parametar skalira�a.

Matematiqko oqekiva�e je jednako eµ+σ2

2 , a standardna devijacija√
(eσ2)eµ+σ2

2 .
U modelu �e biti korix�ena raspodela iz slede�e tabele:

Parametar oblika Parametar skalira�a
Lognormalna raspodela µ = 1.17 σ = 0.76

Tabela 5.4: Oce�eni parametri lognormalne raspodele rizik rez-
ervisa�a

Na slici je prikazana gustina lognormalne raspodele kojom opisu-
jemo rizik rezervisa�a:

Slika 5.2: Gustina lognormalne raspodele { rizik rezervisa�a

Osnovne informacije o odabranoj raspodeli su date u slede�oj tabeli:

Minimum Maksimum Oqekiva�e Standardno odstupa�e
0.92 91.67 4.30 3.81

Tabela 5.5: Obele�ja odabrane lognormalne raspodele
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Negativni doga�aji u jednoj kategoriji rizika (nedovo	na premija
za pokri�e xteta) mogu izazvati negativne doga�aje u drugoj kategoriji
(nedovo	na rezervacija za xtete) pa se ne mo�e pretpostaviti nezavis-
nost izmeu razliqitih vrsta rizika. Me�utim, pretpostavka o potpunoj
zavisnosti znaqajno pove�ava koliqinu potrebnog kapitala. Prema tome
va�an zadatak je adekvatno odrediti zavisnost izme�u rizika premije
i rizika rezervisa�a. Pretpostav	a se da ne postoje negativne ko-
relacije: rizik u jednoj kategoriji ne mo�e uma�iti rizik u drugoj.
Na slede�oj slici prikazana je zajedniqka raspodela za sluqajno gener-
isane uzorke odabranih raspodela:

Slika 5.3: Zajedniqka raspodela rizika premije i rizika rezervisa�a

Na osnovu realizovanog uzorka odre�en je Spirmanov koeficijent
korelacije rangova 0, 46.

5.2 Gausova kopula

U praksi se za opisiva�e zavisnosti rizika u osigura�u koristi Gausova
kopula. Ona je jednostavna za konstrukciju i ne zahteva procenu do-
datnih parametara. Kao kritika ovog pristupa izboru kopule se na-
jqex�e navodi mogu�a potce�enost kapitalnog zahteva, jer Gausova kop-
ula ukazuje na ma�u zavisnost ekstremnih vrednosti od na primer t-
kopule. Jedan od pristupa koji se qesto koristi u praksi za rexe�e
ovog problema je da se za modelira�e kopule koriste korelacije ve�e od
onih koje su oce�ene na osnovu empirijskih podataka. Me�utim, iako
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ovaj pristup pove�ava kapitalni zahtev, on ne me�a asimptotsku za-
visnost. Prikup	eni podaci obuhvataju relativno kratak period pa
nema dovo	no xteta za modelira�e ekstremnih vrednosti. Zbog toga
koristimo drugi, adekvatniji pristup: kapitalni zahtev za katastro-
falne xtete koje pripadaju desnom repu raspodele se raquna nezavisno
od ostalih rizika, na osnovu tr�ixnih vrednosti.

Za konstrukciju kopula koristimo paket Copula iz R softvera.
Funkcije iz ovog paketa su deta	no opisane u [36]. Na slede�oj slici
su prikazane dvodimenziona funkcija raspodele i odgovaraju�a gustina
dobijene Monte Karlo simulacijama Gausove kopule, sa zadatim marginal-
nim raspodelama i Spirmanovim koeficijentom korelacije.

Slika 5.4: Funkcija raspodele i gustina odabrane Gausove kopule

Raspodele rizika premije i rizika rezervisa�a dobijene kao marginalne
raspodele iz Gausove kopule, kao i �ihova korelaciija prikazane su na
slici 5.5:

5.3 Studentova t kopula

Za testira�e adekvatnosti modela se kao alternativni model obiqno
bira studentova t-kopula. Me�utim, ona zahteva dodatni parametar
(broj stepeni slobode), qiju vrednost je texko intuitivno proceniti.
Jedan od algoritama za ocenu je da se iterativno raquna broj stepeni
slobode dok se ne dobije kopula kod koje je korelacija jednaka oce�enom
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Slika 5.5: Gausova kopula - marginalne raspodele i �ihova korelacija

Spirmanovom koeficijentu. Na slede�oj slici je prikazana dvodimen-
ziona funkcija raspodele i gustina za t-kopulu sa 10 stepeni slobode,
zadatim marginalnim raspodelama i koeficijentom korelacije.

Slika 5.6: Funkcija raspodele i gustina t-kopule sa 10 stepeni slobode

Trenutno najpopularnija mera za odre�iva�e rizika je maksimalni
gubitak u portfe	u za zadati nivo povere�a. Naziva se vrednost pod
rizikom1 i u smislu verovatno�e jednostavno predstav	a odre�eni kvan-
til raspodele. Najqex�e se koristi 99.5 kvantil koji ukazuje da je
verovatno�a da osiguravaju�e druxtvo ne mo�e da izmiri obaveze ma�a

1
Eng. Value–at–Risk
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od 0.05%. U slede�oj tabeli je dat kapitalni zahtev dobijen modeliran-
jem Gausove i studentove t-kopule sa razliqitim brojem stepeni slobode,
kao i kapitalni zahtev u sluqaju pretpostavke da su rizik premije i
rizik rezervisa�a potpuno zavisni.

Gausova kopula T-kopula Potpuna zavisnost
df = 50 df = 10 df = 2

Vr. pod rizikom 24.41 32.34 33.11 37.56 49.88

Tabela 5.6: Kapitalni zahtev dobijen razliqitim metodama

Kao xto je i oqekivano, t-kopula zbog deb	eg repa raspodele daje znaqa-
jno ve�i kapitalni zahtev u odnosu na Gausovu kopulu (i do 35%). Me�u-
tim, oqigledno je i da rezultat dobijen pomou t-kopule u velikoj meri
zavisi od odabira slobodnog parametra. Ako je broj stepeni slobode
2 modelirani rizik je vei 35% dok se sa pove�a�em stepeni slobode
on pribli�ava rezultatu iz Gausove kopule. U oba sluqaja, kapitalni
zahtev je znaqajno ma�i nego ako pretpostavimo da su rizici potpuno
zavisni i kao rezultat uzmemo �ihov zbir. Iako se prethodne kopule na-
jqex�e prime�uju u industriji osigura�a, proveri�emo koja kopula na-
jvixe odgovara podacima. Koristimo funkciju BiCopSelect() iz paketa
VineCopula. Funkcije iz ovog paketa su deta	no opisane u [29].

Pomenuta funkcija oce�uje nepoznate parametre za sve dostupne
dvodimenzione familije kopula metodom maksimalne verodostojnosti.
Ideja ovog metoda je da se izabere vrednost parametra pri kojoj je vero-
vatno�a realizacije dobijenog uzorka najve�a . Nakon xto su oce�eni
parametri raspodela, za svaku tako dobijenu kopulu se raquna vred-
nost Akaikeovog informacionog kriterijuma. Akaike informacioni
kriterijum slu�i za odabir modela koji najbo	e odgovara empirijskim
podacima. Vrednost kriterijuma je jednaka

AIC = 2k − 2
∑N

i=1 ln[C(ui, vj|θ)]

gde su ui, vi, i = 1, 2, . . . , N elementi iz uzorka, C oznaka odgovaraju�e
kopule, k broj nepoznatih parametara i θ̂ �ihova ocena. Bira se kop-
ula koji daje najma�u vrednost informacionog kriterijuma. Kvalitet
statistiqke ocene zavisi od pravilnog izbora marginalnih raspodela.
Kada je zadata familija kopula, za ocenu parametara se mo�e koristiti
i funkcija fitCopula() iz paketa Copula. Za gama i lognormalnu kopulu
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sa oce�enim parametrima odabrana je Klejtonova kopula kodirana bro-
jem 3. Parametar θ je oce�en sa −0.63. Na slede�oj slici su prikazane
funkcija raspodele i odgovaraju�a gustina.

Slika 5.7: Funkcija raspodele i gustina Klejtonove kopule

Vrednost pod rizikom odre�ena pomo�u Klejtonove kopule iznosi
24.21 xto je sliqno rezultatu dobijenom iz Gausove kopule. Na slede�em
grafiku mo�e se uoqiti izra�ena asimptotska zavisnost na levom repu
raspodele kod oce�ene Klejtonove kopule.

Slika 5.8: Pore�e�e asimptotske zavisnosti kod oce�enih kopula

Na slede�oj slici su prikazane vrednosti simulirane iz pomenutih
kopula u pore�e�u sa vrednostima koje su korixtene za �ihov odabir.
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Na osnovu grafika zak	uqujemo da modelirane vrednosti na adekvatan
naqin oslikavaju realizovane vrednosti rizika, mada ekstremne vred-
nosti rizika premije mogu biti blago potce�ene.

Slika 5.9: Realizovane i modelirane vrednosti

U praksi se dosta pa��e posve�uje odabiru marginalnih raspodela
i odgovaraju�e kopule, me�utim retko se proverava koliko dobro model
oslikava realizovane podatke. Funkcija GofCopula() iz paketa Cop-
ula() koristi Kramer-fon-Mizes test za ocenu raspodele. Dvodimen-
ziona raspodela koja odgovara odabranoj kopuli se poredi sa empir-
ijskom kopulom. Na osnovu p-vrednosti testa zak	uqujemo da se ni
za jednu od posmatranih kopula ne odbacuje hipoteza o adekvatnosti
raspodele. Tako�e, sve kopule daju sliqne vrednosti test statistika.

Gausova kopula T-kopula Klejtonova kopula
p-vrednost 0.55 0.68 0.72

Test statistika 0.0234 0.0205 0.02

Tabela 5.7: Rezultati Kramer - fon - Mizes testa

U sluqaju da su katastrofalne xtete koje predstav	aju desni rep
raspodele uk	uqene u uzorak korix�en za analizu, rezultati su znaqa-
jno drugaqiji. Gausova kopula u tom sluqaju potce�uje vrednost rizika
jer ne oslikava na adekvatan naqin rep raspodele. Tada na osnovu p-
vrednosti testa odbacujemo adekvatnost modela Gausove kopule. I u ovom
sluqaju rizik se najbo	e opisuje Klejtovovom dvodimenzionom kopulom.
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Gausova kopula T-kopula Klejtonova kopula
p-vrednost 0.0257 0.129 0.247

Tabela 5.8: Rezultati Kramer - fon - Mizes testa
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Poglav	e 6

Zak	uqak

U radu je definisan pojam kopula, navedene su �ihove osnovne osobine
i veza sa drugim merama zavisnosti. Predstav	ene su granice u okviru
kojih kopule uzimaju vrednosti kao i sluqajeve u kojima se one pos-
ti�u. Definisana je Sklarova teorema koja povezuje kopule sa vixed-
imenzionim funkcijama raspodele i predstav	a osnovu za �ihovo mod-
elira�e. Prikazane su familije kopula koje imaju najxiru primenu
(eliptiqke, Arhimedove i empirijske kopule) i �ihovo ponaxa�e na
repu raspodele.

Drugi deo rada se bavi primerom primene kopula u oblasti up-
rav	a�a rizika u ne�ivotnom osigura�u. Odre�ene su marginalne
raspodele za rizik premije i rizik rezervisa�a kao i �ihov koefi-
cijent korelacije. Zajedniqka raspodela je opisana uz pomo�Gausove
kopule koja u industriji predstav	a standard za modelira�e rizika
osigura�a. Pored toga rezultati su dobijeni i t-kopulom koja slu�i
kao alternativa u stres testovima. Uoqavamo da Gausova kopula daje
znaqajno povo	nije vrednosti za kompaniju, xto me�utim mo�e znaqiti
potce�enost rizika ako nisu na adekvatan naqin obra�ene ekstremne
vrednosti raspodela. Sa druge strane, rezultati t-kopule u velikoj
meri zavise od broja stepeni slobode, a ovaj parametar je texko procen-
iti.

Funkcije iz softvera R su korix�ene za ocenu kopule koja u statis-
tiqkom smislu najbo	e odgovara podacima iz posmatranog uzorka. Oda-
brana je Klejtonova kopula iz Arhimedove familije. Ovako dobijen
kapitalni zahtev je sliqan rezultatima iz Gausove kopule, osim xto
pokazuje asimptotsku zavisnost na levom repu raspodele.

Testovi saglasnosti pokazuju da se sve tri pomenute kopule mogu
prihvatiti za opisiva�e rizika. Zak	uqujemo da ukoliko su ekstremne
vrednosti podataka nezavisno obra�ene, Gausova kopula je adekvatna za
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odre�iva�e kapitalnog zahteva u ne�ivotnom osigura�u.
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