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PREDGOVOR 

Ova knjiga iz oblasti numeričke analize 
predstavlja nastavak udžbenika koji je autor 
štampao 1979. godine. Oba udžbenika pro
istekla su iz nastavile prakse, tj. iz predavanja 
koje je autor poslednjih godina držao studenti
ma IV godine Elektronskog fakulteta u Nifu 
i studendima poslediplomskih studija na Malin
skom i Građevinskom fakultetu u Nišu. 

Knjiga je podeljena na dve glave, koje 
su označene kao osma i deveta, s obzirom da 
prvi deo sadrži sedam glava. Osma glava je pos
većena približnim metodima za rešavanje obi
čnih diferencijalnih jednačina (Cauchyev pro
blem i konturni problemi). U devetoj glavi se 
obrađuju metodi za rešavanje linearnih parci
jalnih diferencijalnih jednačina, metodi za re
šavanje linearnih integralnih jednačina, kao i 
projekciono-varijacioni metodi za rešavanje li
nearnih operatorskih jednačina na Hilbert-ovim 
prostorima. Na kraju knjige je dat pregled 
zadataka iz numeričke analize sa ispitnih ro
kova na Elektronskom fakultetu u Nišu za pe
riod od 197 3. do 19 77. godine. 

Organizacija knjige je ista kao i organiza
cija prvog dela. Naime, glave su pode/jene na 
pdglavlja, ·a poglavlja na odeljke. Numeracija 
objekata (definicija, teorema, formula i sl.) 
u okviru jednog odeljka izvršena je pomoću 
tri broja od kojih prvi ukazuje na poglavlje, 
drugi na ode/jak, a treći na redni broj tog ob
jekta u posmatranom odeljku. Na taj način 
je uspostavljena jednoznačna numeracija objeka· 
ta u okviru jedne glave .. Poslednje poglavlje 
u svakoj glavi predstavlja spisak citirane i ko
rišćene literature. 



Knjiga je namenjena prvenstveno stu
dentima Elektronskog fakulteta u Nilu, ali 
ona može biti od koristi i studentima drugih 
tehničkih. i prirodno-matematičkih fakulteta, 
na kojima, je u poslednje vreme, u nastavni plan 
uvedena ova matematička disciplina. Takođe, 
knjiga može poslužiti i svima onima koji u svo
joj praksi koriste numeričke metode. Autor se 
nada da će publikovanje ove knjige ublažiti 
nedostatak literature na naiem jeziku iz ove 
oblasti. 

Profesori dr Petar M. Vasić, dr Radomv 
t. Đorđević i dr Dobri/o Đ. Tolić, u svojstvu 
recenzenata, pročitali su rukopis ove knjige 
i dali korisne sugestije na kojima im autor za
hvaljuje. 

Takođe, autor se zahvaljuje docentu 
dr Igoru t. Milovanoviću i asistentu Milanu 
A. Kovačeviću, koji su mu prižili nesebičnu 
pomoć u zavr/noj fazi pripreme rukopisa za 
Itampu. 

Kompletan rukopis je prekucala na ele
gantan način Anđelka Mi/inčić, daktilograf -
internacion4lni velemajstor,. na čemu joj se 
autor ovom prilikom zahvaljuje. 

10.12.1980. Gradimir V. Milovanović 
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8.PRIBLIŽNO REŠAVANJE OBIČNIH 
DIFERENCIJALNIH JEDNAČINA 
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8.1. PRIBLIZNI ANALITICKI METODI ZA RESA VANJE 
l 

CAUCHYEVOGPROBLEMA 

8.1.1. Uvodne napomene i problem egzistencije reAenja 

U ovom poglavlju razmatraćemo približne analitičke meto

de za rešavanje običnih diferencijalnih jednačina sa datim po

četnim uslovima. Ovakav problem se naziva Cauchyev problem. U 

drugom i trećem poglavlju ove glave razmatraćemo numeričke me

tode za rešavanje Cauchyevog problema. Četvrto poglavlje biće 

posvećeno rešavanju konturnih problema kod običnih diferenci

jalnih.jednačina. 

Najveći deo izlaganja biće posvećen rešavanju Cauchyevog 

problema za diferencijalne jednačine prvog reda oblika 

(1.1.1) y' = f(x,y), y(xo) = Yo· 

Metodi koji se koriste za rešavanje navedenog problema 

mogu -se uopštiti u tom smislu da budu primenljivi za rešavanje 

Cauchyevog problema za sistem jednačina prvog reda 

(1.1.2) 
y' = fi(x;y1, ••• ,ym) 

yi(xo) = Yio 
( i=1, ••• ,m) • 

Napomenimo da je u ovom slučaju potrebno sistem jednačina 

(1.1.2) predstaviti u vektorskom obliku 

(1.1.3) 
_,.. -+ -+ _,.. 
y 1 = f (X, y) , y ( x

0
) 

gde su 

3 



4 8. Približno rešavanje običnih diferencijalnih jednačina 

Od interesa je i rešavanje Cauchyevog problema za dife

rencijalne jeđn.ačine višeg ređa. Primetimo, medjutim, da se 

ovaj problem može svesti na prethodni. Naime, neka je data dife

rencijalna jeđnačina reda m 

(1.1.4) 
(m) , (m-1) y = f(x;y,y , ••• ,y ) 

sa početnim uslovima 

(1.1.5) y(i) (x ) 
o 

Tada se, supstitucijama 

(i=0,1, ••• ,m-1). 

zi= y, z2 = y', ••• , z = y<m-1), 
m 

jeđnačina (1.1.4) sa uslovima (1.1.5), svodi na sistem 

sa uslovima 

(i=1, •.. ,m). 

tz standardnih kurseva matematičke analize, koji ohrađju

ju obične diferencijalne jeđnačine, poznato je da se većina jed

načina ne može integraliti pomoću elementarnih funkcija u konač

nom obliku. Medjutim, u praksi, najčešće, nije ni potrebno takvo 

rešenje, pa se iz tih razloga pristupa približnom rešavanju. 

Metodi za približno rešavanje mogu biti analitički i nu

merički. 

r 



8. 1. Pri bl i žni ana l i tički metodi ... 

Posmatrajmo, na primer, diferencijalnu jednačinu 

y' 2xy + l 

Opšte rešenje ove jednačine je 

y 
x2J e -t2 x2 

e dt + Ce , 
l + t:l 

gde je e proizvoljna konstanta, dok je rešenje koje zadovoljava 

uslov y(x
0

)=y
0 

dato sa 

X 

y J 

5 

Primenjujući numeričku integraciju na integral u poslednjoj for

muli, dobićemo numeričko rešenje za datu jednačinu. 

Pre nego što predjemo na izučavanje približnih metoda za 

rešavanje diferenqijalnih jednačina, razmotrićemo neke probleme 

vezane za egzistenciju i jedinstvenost rešenja diferencijalnih 

jednačina. Pri ovome biće nam potrebno sledeće uopštenje Banach~ 

ovog stava (teorema 1.2.1 iz treće glave). 

Teorema 1 .. 1.1. Ako je X Banachov prostor, T:X +X neprekidni ope

rator, i ako A=Tn predstavlja kontrakciju, tada jednačina 

Tu = u 

ima jedno i samo jedno reš~nje. 

Dokaz. Neka je a nepokretna tačka operatora A, tj. neka 
k je Aa=a. Konstruišimo niz {A u

0
}ktN , gde u

0
tX. Kako je A kon-

trakcija važi .o 

S druge strane, zbog neprekidnosti operatora T imamo 

Ta 



6 8. Približno rešavanje običnih diferencijalnih jednačina 

s obzirom da je A kontrakcija (videti definiciju 1.2.1 

iz 3. glave) iz 

(O~q< l) 

sled uje 

tj. Ta=a • 

Kako je svaka nepokretna tačka operatora T, nepokretna 

i u odnosu na kontrakciju Tn, to iz teoreme 1.2.1 (3. glava) 

izlazi da operator T ima jednu i samo jednu nepokretnu tačku, 

koja je rešenje jednačine Tu=u. 

Napomenimo da navedena teorema važi i u slučaju kada T 

zadovoljava zahtevane uslove na nekom zatvorenom delu D(CX), 

ukoliko T:D +D. 

Predjimo sada na pitanje egzistencije i jedinstvenosti 

rešenja diferencijalnih jednačina. 

Neka je D= {(x,y>llx-x
0

1 ~a, jy-yc;;l ~a}. 

Definicija 1.1.1. Funkcija (x,y)~f(x,y) zadovoljava Lipschitz

ov uslov po y u oblasti D, ako postoji nenegativna konstanta 
L takva da je 

\ za svako (x,y 1) i (x,y2 ) iz D. 

Primetimo da funkcija f zadovoljava Lipschitzov uslov, 
k at · t' · k · 'č a o ay egz~s ~ra na D l. a o Je ogranJ. en. Zaista, na osnov~ 

Lagrangeove teoreme o srednjoj vrednosti imamo 

gde je e izmedju y 1 i y2 , odakle, pod pretpostavkom 

at 
ay ~L (V(x,y) e: D) , 



l 

l 
! 
i 

8.1. Približni analitički metodi .•. 

sled uje 

Sledeća teorema daje uslove za egzistenciju jedinstvenog 

rešenja Cauchyevog problema (1.1.1). 

Teorema·1.1.2. Neka su ispunjeni uslovi: 

1° f neprekidna funkcija na D i lfCx,y)l ~M; 

2° f zadovoljava Lipschitzov uslov na D; 

3° h~ min(a, ~). 

Tada u I=Cx
0
-h, x

0
+hJ postoji jedinstveno rešenje Cauchyevog 

problema (l. l. 1) • ' 

Dokaz. Integracijom (1.1.1) dobijamo 

X 

(1.1.6) y(x) = y
0 

+ J f(t,y(t))dt. 
X o 

l 
u prostoru C(I) uočimo njegov zatvoreni deo A za koji je 

max lyCx)~y0 1 ~B i definišimo preslikavanje T pomoću 
xei 

Ty 
X 

y
0 

+ J f(t,y(t))dt 
X o 

(yeA) • 

Primetimo da je ovo preslikavanje neprekidno. 

Dokažimo, najpre, da T presiikava A u A. 

Neka XEI i yEA (CC(I)). Tada je očigledno TyEC(I). šta
više, zbog uslova 1° i 3°, imamo 

ITy-yol = l /xf(t,y(t)dtl ~ ~lx-xol ~Mh~ a, 
X o 

tj. TyeA •. 

Dokažimo sada da je neki stepen preSlikavanja T kontrak

cija. Neka y1 ,y2 EA. Tada je za xei na osnovu uslova 2°, 

l Ty 1-Ty2 1 = l ( (f (t,y l (t)) - f (t,y2 (t)) dil 
. xo 

7 



8 8. Približno rešavanje običnih diferencijalnih jednačina' 

tj. 
X 

ITY 1-TY21~ Llxf IY 1 (t) - Y2(t) ldtj 
o 

< L l x - x
0 

l max l Y 1 (t) - Y 2 (t) l , 
te: I 

odakle dalje sleduje 

ali i 

(1.1.7) 

gde je ll Yll = maxly(t) l· 
te: I 

Uzimajući maksimum (po xei) leve i desne strane u nejed

nakosti (1.1.7), dobijamo 

Kako se može izabrati broj n dovoljno veliki, tako da 

(Lh)n < l 
n! , 

zaključujemo da je Tn kontrakcija. 

s otzirom da je A zatvoreni skup u C(I), iz prethodnog 

sleduje da su svi uslovi za primenu teoreme 1.1.1 zadovoljeni, 

na osnovu koje zaključujemo da integralna jednačina (1.1.6), 

tj. Cauchyev problem (1.1.1) ima jedinstveno rešenje. 

Ovim je dokaz teoreme završen. 

Sličan rezultat se može dokazati i za opštiji slučaj, 
tj. za Cauchyev problem (1.1.3). 

Neka je G={(x,y)l lx-x0 1 ~a, ll y-y
0

ll ~ 6}, gde je 11·11 

norma vektora u Rm (videti odeljak 4.1.6). 

l 



8.1. Pribi ižni analitički metodi ... 9 

1 Teorema 1. 1. 3. Neka je funkci j a f: R x Rm+ Rm na G neprekidna i 

ll f(x,y) ll~ M. Sem toga, neka f zadovoljava Lipschitzov uslov, 

tj. neka je 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
llf(x,y 1) - f(x,y2 ) ll < Lli Y1 - Y2ll 

za svako (x,y1 ) i (x,y2 ) iz G. Tada Cauchyev problem (1.1..3) 

ima jedinstveno rešenje u oblasti 

Primer 1.1.1. Posmatrajmo problem 

(1.1.8) Y
, = 1/3 y , 

Lako se pokazuje 

y(O) = O • 

l l ly l/31 -~ l f(x,y) = (O~x~l, IYI~l). 

Kako f ne zadovoljava LipsG:hitzov uslov po y, jer 

l f(x,y 1)- f(x,y2 ) l 

IYl -y21 

l 1/3 1/31 yl - y2 l 

može postati proizvoljno veliko kada su y 1 i y2 dovoljno mali, 

na osnovu teoreme 1.1.2 zaključujemo da problem (1.1.8) nema 

jedinstveno rešenje. Primetimo, medjutim, da je za svako aeCO,lJ 

funkcija 

x~+ya(x) = 
o 

(~(x-a))3/2 
3 

rešenje datog problema. 

(O~x~a), 

(a<x~l) 

Teorema 1.1.4. Ako je (x,y)~f(x,y) analitička funkcija u 

(x
0

,y
0

) tada za o dovoljno malo postoji jedinstveno rešenje 

x~-+ y (x) koje je .analitičko za x
0 
-o ~ x ~ x

0 
+o i koje zadovoljava 

Cauchyev pr ob lem (l. l. l) •. Ako je f anali tička za svako x i y , 

tada je syako rešenje problema (1.1.1) analitičko. 



10 8. Približno rešavanje običnih diferencijalnih jednačina 

8.1.2. Taylorov metod 

Taylorov metod spada u grupu približnih metoda za rešava

nje Cauchyevog problema 

(1.2.1) y'=f(x,y), 

koji daju rešenje u analitičkom obliku. 

Neka je funkcija (x,y)~f(x,y) analitička u tački (x
0

,y
0
). 

Tada na osnovu teoreme 1.1.4, postoji jedinstveno rešenje x~y(x) 

koje je analitičko u x
0

• Drugim rečima, y irna u okolini x
0 

izvo

de proizvoljnog reda pa je 

(1.2.2) 

Na osnovu (1.2.1) možemo izračunati potrebne izvode 

y(i)(x
0

) (i=l,2, ••• ). Naime, imamo redom 

Primer 1.2.1. Za problem 

(1.2.3) y' = x2 + }?2 ' y(O).= l, 

sukcesivnim diferenciranjem dobijamo 

y' x2 + y2 
l 

y" = 2x + 2yy' 

y"' 2 + 2yy" + 2y l 2 

y"' 2yy"' + 6y'y" l 

(i) gde srno stavili y
0 

y' = o 

y" = o 

y'" = o 
y'v 

o 

x2 + y2 = l o o 

2x
0 + 2y y' o o 2 

2 + 2y0y~ + 2y' 2 8 o 

2y y"' + 6y'y" = 28 . o. o ' o o 

. l 
! 

l 



j 

8.1. PribJižni analitički metodi ... 

Zamenom dobijenih vrednosti u (1.2.2) dobijamo 

x2 x3 xq 
y(x) = 1 + x + 2 2T + 8 31 + 28 iT+ ••• , 

tj. 

y(x) l+ x + x2 +j x 3 +t xq + ••• 

8.1.3. Metod neodredjenih koeficijenata 

Za razliku od Taylorovog metoda, ovde rešenje problema 

(1.2.1) tražimo u obliku 

(1.3.1) 

gde nepoznate koeficijente ak (k=O,l, ••• ) formalno odredjujemo 

iz uslova da (1.3.1) zadovoljava problem (1.2.1). Očigledno je 

ao=Yo· 

11 

Primer 1.3.1. Metodom neodredjenih koeficijenata rešimo problem 

(1.2.3). Kako je x
0

=0 i y 0 =1 imamo 

y(x) = l + a 1x + a2 
){2 + a x3 

3 + a xq 
4 + ... 

i 

y' (x) = al + 2a2x + 3a x 2 + 4a x3 + ... l 3 ·4 

odakle zamenom u (1.2.3) dobijamo 

a 1+2a2x+3a3x2+4a4x 3+ ••• = x 2+(l+a
1

x+a
2

x2+a
3

x3+ ••• )2, 

tj. 

(a1-1)+(2a2-2a1 )x+(3a3-l-2a2-af)x2+(4a4-2a
3
-2a

1
a 2 )x3+ ••• =O 

Iz poslednjih jednakosti sleduje 

Dakle, 

+ •• ' 



12 8. Približno re~avanje običnih dlferencijalnih jednačina 

8.1.4. Picardov metod sukcesivnih aproksimacija 

Kao što je poznato iz odeljka 8.1.1, Cauchyev problem 

(1.4.1) y' "" f(x,y), 

se može formulisati i u integralnom obliku 

X 

y(x) y
0 

+ J f(t,y(t))dt. 
X o 

Picardov metod sukcesivnih aproksimacija sastoji se u 

generisanju niza funkcija {y[sJ(x)}seN pomoću iterativnog 
o 

procesa 

(1.4.2) y[s+lJ (x) = Ty[sJ_(x) ( s=O, l, .•• ) , 

gde je operator T definisan pomoću 

X 

Ty(x) = y
0 

+ J f(t,y(t))dt. 
X o 

[O] 
Najčešće se uzima y (x)=y

0
, mada je bolje uzeti, na primer, 

neki konačan odsečak Taylorovog ra~vcja traženog rešenja. 

Pod uslovima iz teore~e 1.1.2, iterativni proces (1.4.2) 

konvergira ka jedin~tvenom rešenju x.-..y(x) problema (1.4.1), tj. 
važi lim / 5 J (x)=y(x) (xE!). 

S+f'!:. 

Sledeća teorema daje oceriu 'tre~ke kOđ Picardovog metoda. 

Teorema l • 4. 1. Neka su ispunjeni us ~ovi teoreme 1.1. 2 i neka se 
[S] [O] 

niz {y (x) }seN generiše pomoću (1.4.2) polazeći od y · (X)""Yo• 

Tada. je za svako xei 

(1.4.3) IY[SJ (x) - y(x) l ~ML s 
l l S+l x-x

0 
(s+l) ! (s= O, l, ••• ) • 

Dokaz. Uvedimo oznaku es (x) =l y[ sJ (x) -y (x) l (xEl) • Kako 
je 

y[S+lJ(x) -y(x) = T(y[sJ(x) -y(x)) 

J 
l 



r 
l 

imamo 

tj. 

(1.4.4) 

8.1. Približni analitički metodi. •. 

es+l (x) ~ r. IJ\s (t) dt l , 
o 

s obzirom da f zadovoljava Lipschitzov uslov. 

s druge strane, na osnovu Lagrangeove formule imamo 

(1.4.5) 

13 

gde je E; neka tačka izmedju x
0 

i x. Kako je l y' (O l = 

lf'(E;,y(E;))j ~M (uslov 1° u teoremi 1.1.2),·iz (1.4.5) sleduje 

Polazeći od poslednje nejednakosti, na osn.ovu (1.4.4) 

sukcesivno nalazimo 

l l s+ l x-x
0 

e (x) =< MLs s (s+l)! 

čime je dokaz teoreme završen. 

Primetimo da iz (1.4.3) sleduje 

lim. IY[sJ(x) - y(x) l =O (xEI). 
S++oo 

,i 
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Primer 1.4.1. Primenimo Picardov metod na rešavanje problema 

iz primera 1.2.1. 

Neka je y[OJ(x)=l. Tada je 

Y[lJ(x) 
X 

l +x+!x 3 l + J (t2 + l)dt = 3 o 

Y[2 J (x) 
X 

+(l +t+! t 3 )2 ) dt l + J (t2 3 o 

itd. Primetimo da se aproksimacija y[
2

J(x) poklapa sa Taylora

vim razvojem u prva tri člana. Ocenimo sada grešku ove aproksi

macije pomoću (1.4.3). Kako je funkcija (x,y)~-+ f(x,y)=x2+y2 de

finisana i neprekidna za svako (x,y)ER2 , to za a i a možemo iza-
l brati proizvoljne brojeve. Uzmimo, na primer, a = a = '!• Tada je 

D = { (x,y) l l xl ~ ~' l y-11 ~t}' 

M= max l f(x,y) l 
(x,y) ED 

= <!> 2 + <i/ = ~ ' 

L= max~~~~= 2•j = 3. 
(x,y)ED 

S obzirom na nejednakost h ~min(a, A> = ~, izaberimo 

h=0.2. Tada je, saglasno (1.4.3), za svako XEI = c-0.2,0.2J 

l 
[2] l 5 2 l x[3 

x (x)-y(x) ~ 2•3 - 6 - = 3.75lxl 3 , 

tj. 

l 
[2] 

max. y (x) -y(x) l ~ 3.75• (0.2) 3 = 0.03. 
XE! 

Ocena greške po formuli (1.4.3) u mnogim slučajevima mo

ze biti komplikovana. Jedan praktični kriterijum za preki·danje 

iterativnog procesa (1.4.2) je 

(XE I) ' 

gde je E unapred zadata tačnost. 

.r 
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Picardov metod sukcesivnih aproksimacija može se prime

niti i na sistem jednačina (1.1.3), predstavljajući prethodno 

·ovaj 

gde 

sistem u integralnom obliku 

... ... x... ... 
y = Yo + J f(t,y)dt 

X o 

je 

Tada je Picardov metod dat pomoću 

+Cs+ lJ y 
X 

= y
0 

+ J f(t,ycsJ)dt 
X o 

+[O] + 
gde se za y može uzeti, na primer, y

0
• 

(s= O , l, ••• ) , 

Primer 1.4.2. Primenimo Picardov metod sukcesivnih aproksima

cija na Cauchyev problem 

y' xy + z , y(O) = O 

(1.4.6) 

z' y + xz, z(O) l . 

Stavimo 

f = [xy + z ] 
y + xz 

... 
y(O) 

+[O] + 
Polazeći od y =y

0
, dobijamo 

15 
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+[2J 
y 

[

OJ [ ; (t(r +j t2) dt J 

l + ~X (t+t(l+~ t 2 ) dt > 

o 

[ 

l J 
x + 2 x3 

l + x2 +k x4 , 

[ 

x + ~x3 + .!xs J 3 8 

l+x2+ lx4 + _.!_xs 
8 48 

+[oJ 
itd. Primetimo da se za y može uzeti bolja aproksimacija ne-

+ go što je y
0

• Naime, kako iz (1.4.6) sleduje 

y'(O) =l i z'(O)=O, 

to se može uzeti 

y[OJ = [y(O) + y' (O)x] =[X] • 
z(O) + z' (O)x l 

Oblast prirnene Picardovog metoda teorijski je mnogo šira 

nego kod Taylorovog metoda, s obzirom da se ne zahteva uslov 

analitičnosti funkcije f. Medjutim, veliki nedostatak ovog me

toda, koji ga često čini praktično neprimenljivim, sastoji se 

u potrebi za izračunavanjem sve komplikovanijih integrala (sa 

porastom broja iteracija s) • 

Jednu modifikaciju Picardovog metoda, kod koje je elimi

nisan problem izračunavanja komplikovanih integrala, dao je 
*[sJ K. Orlov ([lJ) i ona se sastoji u konstrukciji niza {y } N 

SE 

pomo6u 

y + o 

x (s+l) 
f f(t,;[SJ) dt ( s=O, l, ... ) , 

X o 
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(s+l) 

Ć *[oJ mb l f(x,y[sJ) č polaze i od y = y 
0

• Si o ozna ava da funk-

ciju f treba razvi ti u Taylorov red po stepenima od x - x
0 

i 

pri tome zadržati samo prvih s+ l članova. Jasno je da ovaj po

stupak zahteva analitičnost funkcije f u okolini x=x
0

, y=y
0

• 

Primer 1.4.3. Neka je dat Cauchyev problem 

y(O) = O. 

Primenom modifikovanog Picardovog metoda dobijamo redom 

y
0 

= O , 

f(x,§[oJ) 

*C2J 
y 

*[O] 
y 

l , 

= o 

f ( *[O]) x,y 
l *Cl] X 

=l, y = J dt 
o 

*[JJ 
y 

X 

= J (l+ t 5 + .!tlO)dt = 
3 X + .!x6 + ...!..xl l 

6 33 • o 

= X 

17 



8.2. UNEARNI VISEKORACNI METODI 

8.2.1. Eulerov metod 

Eulerov metod je najprostiji numerički metod za re~ava

nje Cauchyevog problema 

(2.1.1) y' = f(x,y), 

i bazira se na približnoj jednakosti 

koja se svodi na 

(2.1.2) 

s obzirom na (2.1.1). Ako sa y 1 označimo približnu vrednost za 

y(x1), na osnovu (2.1.2) imamo 

u opštem slučaju, za proizvoljan skup tačaka x
0 

< x 1 < 

< x2 < ••• , približne vrednosti za y (xn) , u oznaci y n, mo:..:emo 

y 

y(x) 

9o Tx- ,y
0

J 
o, 

l 
l 

o X 

Sl. 2.1.1 

18 
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odrediti pomoću 

(2 .1.3) (n=O, l, ••. ) • 

Poslednja formula definiše Eulerov metod, čija je georne~ 

trijska interpretacija data na Sl. 2.1.1. 

Poligonalna linija (x
0

,y
0

) - (x1 ,y1 ) - (x2 ,y2 ) - ••• 

poznata je kao Eulerov poligon*. 

Najčešće se tačke xn biraju ekvidistantno, tj. xn+l- xn= 
h=const(>O) (n=O,l, ••• ) i u tom slučaju (2.1.3) se svodi na 

(n=O, 1, ••• ) • 

Primenimo sada Eulerov metod na rešavanje model-problema** 

(2.1.4) y' +Ay = O, y(O) = y
0 

·. (A= const) 

na segmentu [Q,lJ. 

Segment [0,1J podelimo na N podsegrnenta dužine h = ~, 
tako ·da je l Ah l < l i xn = nh (n=O, l, ••• ,N) • Prema Eulerovom me

todu imamo 

(n=O, l, ••• ) , 

tj. 

(n=O, l, • · •• ) ~ 

Iz poslednje diferencne jednačine sleduje 

S druge .strane, .tačno rešenje problema (2 .l. 4) je dato 
-Ax sa y(x)=y

0
e , odakle je 

. -Axn 
y(xn) = yoe • 

Kako j e , pr i l Ah l < l , 

* Nazi va se i Euler-cauchyev -poligon. 

*"*Problem (2.1:.4} se nazi-va model-problem, s obzirom da se koristi za 
testiranje karakteristika numeridkih metoda. 
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imamo 

X /h 
(l-Ah) n 

X 

e xp ( :: log (l-Ah)) 

X l 
exp(- ::(Ah+2 A2 h 2 +0(h 3 ))) 

exp(-Ax )exp(--
2
1 A2 hx )exp(O(h2 )) n n 

dok je odgovarajuća greška data sa 

Dakle, e (xn) -+O, kada h-+ O, pri čemu ovu konvergenciju 

treba shvatiti u smislu da xn (=nh) ostaje konstantno kada h+ O. 

Da ne bi došlo do zabune pišemo 

lim e (xn) = O • 
h-+0 

xn=nh=const 

Problemu konvergencije biće posvećen odeljak 8.2.3. 

8.2.2. Opšti linearni višekoračni metod 

U ovom i narednim odeljcima ovog poglavlja razmatraćemo 

jednu opštu klasu metoda za rešavanje Cauchyevog problema 

(2.2.1) y' = f(x,y), 

pretpostavljajući pritom da funkcija f ispunjava uslove kao u 

teoremi 1.1.2, što obezbedjuje jedinstveno neprekidno-diferen

cij~ilno rešenje x~-+y(x) problema (2.2.1). 

Ako segment cx
0

,bJ podelimo na N podsegmenta dužine 

b-x 
h=~, dobijamo niz tačaka {xn} odredjen sa 

x + nh o (n=O, l, ••• ,N) • 
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'Neka {Yn} označava niz približnih vrednosti rešenja problema 

(2.2.1) u tačkama xn i neka je fn a f(xn,yn). Pred nama se po

stavlja problem odredjivanje. niza {Ynl· Za rešavanje ovog pro

blema razradjen je veliki broj metoda. Jedan od ovih metoda je 

i Eulerov metod koji je razmatran u prethodnom odeljku. Kod Eu

lerovog metoda niz {yn} se izračunava rekurzivno pomođu 

(2.2.2) (n=O, l, ••• ) , 

pri čemu postoji linearna veza izmedju Yn• Yn+l i fn. U opštem 
slučaju za izračunavanje niza {yn} mogu se koristiti složenije 

rekurentne relacije, nego što je (2.2.2). Medju metodima, koji 

proističu iz ovih relacija, važnu ulogu igraju metodi kod kojih 

postoji linearna veza izmedju Yn+i' fn+i (L=O,l, ••• ,k) i oni čine 
klasu tzv. linearnih višekoračnih metoda*. 

Opšti linearni višekoračni metod može se predstaviti u 

obliku 
k k 

(2.2.3) 

gde su ai i ai konstantni koeficijenti odredjeni sa tačnošđu 

do na multiplikovanu konstantu. Da bismo obezbedili njihovu 

jednoznačnost uzeđemo ak=l. 

Ako je Sk=O, kažemo da je metod (2.2.3) otvorenog tipa ili 

da je eksplicitan; u protivnom metod je zatvorenog tipa ili 

implicitan. 

U opštem slučaju (2.2.3) predstavlja nelinearnu diferencnu 

jednačinu, s obzirom da je fn+i = f(xn+i' Yn+i). 

Za odredjivanje niza {Yn}' primenom metoda (2.2.3) potrebno 

je poznavanje startnih vrednosti yi (i=O,l, ••• ,k-1). Kako nam je 
unapred poznata jedino vrednost y

0
, poseban problem u primeni 

višekoračnih metoda (2.2.3) predstavlja odredjivanje ostalih 

startnih vrednosti. Ovom problemu biđe posveđen poseban odeljak. 

Pod pretpostavkom da su poznate startne vrednosti 

yi(i=O,l, •••. ,k-1}, kod eksplicitnih metoda direktno se izračuna

vaju yk., yk+l, ••• "yN pomoć'u 

* Na en!!ll'esicom,: .multistep 'IIIE!itibJođ. 
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k-1 k-1 
Yn+k=hi: Bif -I: aiyn+i (rt=O,l, ... ,N-k). 

i=o n+i i=o 

Medjutim, kod implicitnih metoda za odredjivanje vrednosti 

Yn+k treba re§iti jednačinu 

(2.2.4) 

gde je 

Kada je (x,y)~f(x,y) nelinearna funkcija koja zadovoljava 

Lipschitzov uslov po y sa konstantom L, jednačina (2.2.4) se mo

že re§iti iterativnim procesom, 

[s+l] _ . [sJ 
(2.2.5) y n+k -hBk f(xn+k'Yn+k) +' (s=O,l, •.• ), 

polazeći od proizvoljne vrednosti y~~~' ako je 

Uslov dat ovom nejednakošću obezbedjuje konvergenciju 

iterativnog procesa (2.2.5). 

Za metod (2.2.3) definišimo linearni diferencni operator 

Lh : c1 
(x

0
,b] +C[x

0
,b) pomoću 

k 
(2.2.6) Lh[Y] = I: [a. y(x+ih) -hB. y~(x+ih)]. 

i=o 1 1 

Neka funkcija gEC~[x0 ,b]. Tada se Lh[g] može predstaviti 

u obliku 

(2. 2. 7) ••• l 

gde su ·C. (j=O,l, ••. ) konstante, koje ne zavise od h i g. 
J . 

Definicija 2.2.1. Linearni višekoračni metod (2.2.3) ima red p 

ako· je u razvoju (2. 2. 7) 

C
0 

= c1 = ... =e =o . p 
i 

Razvijanjem funkcija xt+ g (x+ih) i x~-+ g~ (x+ih) u Taylorov 

red u okolini tačke x, lako se dobija (2.2.7). Za konstante ej 

dobija se redom 

T 
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(2.2.8) 

e l ( +2j kj ) l (O +2j-1 0 + +kj-lok) 
j =31 al a2+. • .+ ak -(j-1) l "l "2 • • • " 

(j=2,3, ••• ). 

Primer 2.2.1. Za k=2, konstruiširno implicitni metod oblika 

(2.2.3) koji irna maksimalni red i koji sadrži jedan proizvoljan 

parametar. Neka je a
0

=a proizvoljan parametar i a 2=1. Nepoznate 

koeficijente a
0

, a
0

, a1 , a2 odredimo iz uslova da se dobije mak

simalni red, tj. iz uslova C
0

=c 1=c2=c3=o. Rešavanjern sistema 

jednačina 

dobijamo 

- (l +. a) , 

l 
12 (5 + a) ' 

o 

6
0 

= -...!..(1 + Sa), 
12 

tj. metod (2.2.3), u ovom slučaju, postoje 

(2.2.9) 

Kako je 

zaključujemo sledeće: 

~(1-a), 
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1° Ako je a'l-1 (~c4 :;o), metod (2.2.9) je trećeg reda; 

2° Ako je a=-1 (~c4 =o i c5 :;o), metod (2.2.9), tj. 

metod 

je četvrtog reda. Primetimo da poslednja formula predstavlja 

Simpsonovo pravilo (videti odeljak 7.2.2). 

Primedba 2.2.1. Umesto koeficijenata ej u nekim slučajevima lak

še je operisati sa koeficijentima Dj koji se javljaju u razvoju 

Lh[gJ (u okolini tačke x +th) 

S obzirom na jednakosti 

(j=2 ,3, ... ) 

zaključujemo da važi ekvivalencija 

o • 

Takodje, 

Formule za koeficijente Dj' analogno formulama (2.2.8), su 

Do = ao + al + • •. + ak ' 

(2.2.10) D1 = -ta
0 

+ ( 1-t) a 1 + (2-t) a2+ ••• +(k-t) ak- ( a
0 

+a 1 + ••• +ak), 

l . . . 
D. =-.-

1 
(-t)Ja +(1-t)Ja

1
+ ••• +(k-t)Jak 

J J• o 

(j~lll <-tlj-lao+<l-tlj-lal+ ••• +(k-tlj-lak 

( j=2 , 3, ••• ) • 

T 
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Za t=O formule (2.2.10) se svode na (2.2.8). Podesnim 

izborom parametra t, formule (2.2.10) mogu se u izvesnim slu

čajevima znatno oprostiti. 

8.2.3. Konvergencija višekoračnih metoda 

Neka je x~-+y(x) tačno rešenje problema (2.2.1) i {yn} 

niz približnih vrednosti ovog rešenja u tačkama xn=x
0

+nh 

(n=O,l, .•. ,N) dobijen primenom metoda (2.2.3), sa startnim 

vr~dnostima yi=si(h)~(i=O,l, ... ,k-1). 

Definicija 2.3.1. Za linearni višekoračni metod (2.2.3) se kaže 

da je konvergentan ako je za svako XECx
0

,bJ 

lim· Yn = y(x) 
h+O 

x-x
0

=nh 

i ako za startne vrednosti važi lim s. (h) =y (i=O,l, ••• ,k-1). 
h+O 1 o 

Linearni višekoračni metod (2.2.3) se može okarakterisati 

prvim i drugim karakterističnim polinomom koji su dati respek

ti vno pom~ću 

(2. 3. l) p (!;) 
i 

E a.l; 
. 1 
1=0 

k i 
a (l;) - · E l'! .t; 

. 1 
1=o 

k 

Definicija 2.3.2. Za linea'X'ni višekoračni m.et:od se kaže da je 

konzistentan ako ima red p~ 1 . 

. Uslov konzistencije može se iskazati jed~akostima 

k 
E a. 

. 1 
1=0 

o i 
k 
E iai 

i=o 

il-i pomoću ka;rakterist_ičnih politloma (2 .• 3 .• l·) 

(2 .3 .2) p (l) = o i p'(n ;,.,·.o (l> 

·:'; 

Ovaj uslov je ;,_~oph.'~dan za konv.ergenc').ju metoda. (2 .2 .3), 
l--.-.-

na šta ukazuj~ sledeć~ he~r,istički "argument· 
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Pretpostavimo da Yn +y(x) (tO), kada h+ O i x-x
0
=nh=const. 

Tada za fiksirano k, imamo takodje yn+l+ y(x) (i=O,l, ..• ,k),tj 

y(x) = yn+i + O(h) ( i=O , l , ••• , k) • 

Kako je 

k k k 
l: aiy(x) = l: aiyn+i + l: ai O(h) , 

i=o i=o i=o 

tj. 

k k 
y(x) l: ai h l: si fn+i + O(h) 

i=o i=o 

k 
iz poslednje jednakosti, pri h"+ o, sled uje l: ai=p(l) =o, 

i=o 
s obzirom-da je y (x) 1 o. 

Kako l ye:C Cx
0

,bJ, imamo 

Yn+i - Yn 
ih + y' (x) (i= l , ••• , k) , 

tj. 

(i=l, ••• ,k), 

kada h+ O (x-a=nh=const). Tac;la je 

tj. 

(2.3.3) 

k k 

k 

k 
h_l: iaiY'(x) + O(h2), 

l.=O 

hi~osifn+i- YnP(l) = hy'(x)p'(l) + O(h2). 

s druge strane, kako je p(l)=O i fn+i-+f(x,y(x)) (h+O, 

nh=x-x0 ), iz (2.3.3), prelaskom na graničnu vrednost, sleduje· 

f(x,y(x))o(l) = y'(x)p'(l). 

Na osnovu poslednje jednakosti zaključujemo da x~y(x) zadovo

ljava diferen~ijalnu jednačinu (2 .2 .l) ako i samo ako je 

p'(l)=o(l), što predstavlja drugi uslov u (2.3.2). 



8.2. L;nearnl višekoračnl metodi 27 

Kao što je ranije napomenuto uslov konzistencije je po
# 

treban za konvergenciju metoda (2.2.3). Medjutim, može se poka-

zati da ovaj uslov nije dovoljan. 

Na osnovu (2.3.2) zaključujemo da kod konzistentnih me

toda, prvi karakteristični pelinom irna nulu ~=+1. OVu nulu na

zivamo glavnom nulom i označavamo je sa ~ 1 • Ostale nule ~ 2 , ••• ,~k 

polinorna p nazivamo sporednim nulama i o nji~ uslov konzisten

cije ne pruža nikakvu informaciju. Medjutim, sporedne nule bit

no utiču na konvergenciju metoda (2.2.3). Naime, kako se dife

rencijalnq jednačina prvog reda (2.2.1), primenom metoda (2.2.3), 

zamenjuje diferencnom jednačinom k-tog reda, to se pored rešenja 

koje pri h+ O treba da konvergira ka tačnom rešenju jednačine 

(2.2.1) mogu javiti i rešenja koja divergiraju, tzv. "parazitna 
rešenja". 

Posmatramo jedan trivijalan problem 

(2.3.4) y' = o , y(O)=O, 

čije je rešenje y(x) :0. Prirnena metoda (2.2.3) na problem 

(2.3.4) dovodi do diferencne jednačine 

(2.3.5) 

Pretpostavimo da su nule ~l' ~ 2 , '• •• , ~k karakterističnog 

.polinoma p realne i različite. Tada je rešenje diferencne jed

načine (2.3.5) koje zadovoljava uslov yi +y(O) =O (i=O,l, ••. , 

k-l), kada h+ O, dato sa 

gde su ci (i=l, ••• ,k) proizvoljne konstante i ~1=1. 

Da bi metod (2.2.3) bio konvergentan potrebno je da 
Yn +O (h+ O, x=nh=const). 

Kako je 

lim h~':l 
h+O 1 

x=nh 

~1_1 
x lim .....!. = O * 1 .. 

1
.1 =< l (1.' 1 k) n ., = , ••• , ' 

n++co 
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zaključujemo da metod (2 .2. 3) divergira a'ko postoji bar jedno 

; i takvo da je l ; i l > l . 

Razmotrimo sada slučaj kada je nula ~i višestruka reda 

rn(>l). Tada ovoj nuli, u rešenju diferencne jednačine (2.3.5), 

odgovara član 

S obzirom na ekvivalenciju 

lim hns~~ 
h-+'0 ~ 

x=nh 

s-1 n l l x lim n ~i. O# .. ~i < .1. (s~l), 
n++"' 

zaključujemo da metod (2 .2 .3) divergira ako je l'i. l ~) ;' 
~ 

Slično bi se rnogao ispitati i slučaj kada je neka nula 

polinorna p kompleksna. '' 
Navedeno razmatranje sugeriše slede6u definiciju. 

Definicija 2.3.3. Za linearni višekoračni metod se kaže da je 

nula-stabilan ako prvi .karakteristični polinorn nema •lflUle sa· 

rnodulorn večim od jedinice .:i. ako su sve ·nule. sa rnodulom jedan 

proste. 

Dakle, nula~sta.bilnost metoda 9be:z;bedjtij~: c;l,a "para:d tna 

rešenja", o kojima je prethodno bilo reči, teže nuli kada h+ O. 
r: ... 

Teorema 2. 3 .l.~ Potfebi).i idov<;>~jni uslovi. za kon:ver.,genciju li

nearnog višekoračno9 metoda su kcmzisten<;::ija i nu~~~stabiln,.os.t~ 

Dokaz ove veoma važne teoreme može se na6i, na.prirner,: 

u [2]. 

Primer 2. 3 .1. Posrnatraj'rno Eulerov mete-d 

(2.3.6) (n=O,l, ••• ). 

Ovde je k=l i 

T 
! 
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o , 

odakle zaključujemo da je red ovog metoda p= l, tj. da ·je metod 

kon~istentan. U ovom 'slučaju konzistentnost povlač;i. i nula-sta

bilnost, s obzirom da je ~ 1=1 jedina nula polinoma ~t+p (0 =~-l. 

Dakle, Eulerov metod je konvergentan. Primenom ovog meto

da na problem 

(2.3 • .7) y' = xz + y' y (l) l (l ~X.~ 2 .5) 1 

sa korakom h=O.l, dobijen je niz približnih vrednosti rešenja 

{yn} koji je dat u tabeli 2 •. 3.1 (druga kolona). S obzirom da je' 

tačno rešenje datog problema dato sa 

y (X), ~ 6 e x-l - X 2 - 2 X - 2 
1 

radi'uporedjenja, u ~estojkoloni'ove tabele date su tačne vred

nosti' rešen:ja y(xn) (n=O,'l, ••• ,:LS). 

Primer 2.3.2. Metod 

(2. 3. 8) 

nije konzi'ste'rttair~ jer :)e 
',, 

i, '-'· 

2a2 - (So+Sl+S2) 

(n=O,l, ••• ) 

~ :; o 
3 

Inače, ovaj· metod je nula-stabilan (p (0=~ 2 -~, ~1=1, ~ 2=0). 
Primenjujući ga na rešavanje problema (2.3.7) dobija se niz {yn} 

koj i da 'J: u trećoj k~loni tabel$ 2. ~~L Za startnu . v:rednost · y 1 
je uzeto tačno rešenje, tj. y 1=y(x1 ). 

''.1, ~·- ·~- ' l -, : 

),'.' 
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Tabela 2.3.1 

~ 
Metod Metod Metod Metod y(xn) 

(2.3.6) (2.3.8) (2.3.10) (2.3.11) n 

1.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 
l. l 1.200000 1.221026 1.221026 1.221026 1.221026 
1.2 1.441000 l. 330795 1.485679 l. 488308 l. 488416 
1.3 1.729100 1.445806 1.802980 1.809423 l. 809153 
1.4 2.071010 1.574667 2.180643 2.189278 2.190948 
1.5 2.474111 L 719080 2.627090 1.649598 2.642328 
1.6 2.946522 1.880343 3.151622 3.137695 3.172713 
1.7 3.497174 2.059772 3.764511 3.956209 3.792516 
1.8 4.135892 2.258726 4.477106 3.741659 4.513246 
1.9 4.873481 2.478614 5.301946 8.976315 5.347619 
2.0 5.721829 2.720894 6.252883 -lO. 766107 6.309691 
2.1 6.694012 2.987076 7.345218 87.756825 7.414996 
2.2 7.804413" 3.278724 8.595857 -369.34432 8.680702 
2.3 9.068854 3.597458 10.023474 1788.7931 10.125780 
2.4 10.504474 3.944955 u:648703 -8357.1615 ll. 771200 
2.5 12.131212 4.322954 13.494334 39390.867 l~ 640134 

Primer 2.3.3. Razmotrićemo sada metod 

(2.3.9) 

Kako je C
0

=C1=c2=0, c 3 = 1
1
2 (5+a) 1 c 4 = l4 (9+a) , zaključujemo da je 

metod konzistentan, s obzirom da je njegov red p=2 (a~-5) i p=3 

(a=-5). Za ispitivanje nula stabilnosti konstruišimo prvi karak

teristični pelinom 

P CO = ~ 2 - (l+a) ~ + a = (~-1) (~-a). 

Kako je ~ 1=1 i ·~ 2=a izlazi da je metod nula-stabilan ako je 

-1 ~a< 1, dok je za a< -1 ili a~l nula-nestabilan. Dakle, za 

-1 ~a< 1 metod je konvergentan. 

Metod (2.3.9) za a=O i a=-5 se svodi na 

(2.3.10) 

i 

(2.3.11) 

(n=O, l, ••• ) 

(n=O, l, ••• ) 

respektivno. Prvi od njih je konvergentan, a drugi divergentan. 

U četvrtoj i petoj koloni tabele 2.3.1 dati su rezultati dobijeni 
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primenom ovih metoda na problem (2.3.7) sa korakom h=O.l, pri 

čemu je uzeto y 1=y(x1). 

U primenama od interesa su samo konvergentni višekoračni 

metodi. 

Jedno interesantno pitanje koje se može postaviti u vezi 

sa višekoračnim metodima je sledeće: Koji je maksimalni red me

toda za dato k , a da pri tome netod bude nula-stabilan? Odgo

vor na ovo pitanje daje sledeća teorema, koju navodimo bez do

kaza. 

Teorema 2. 3. 2. Za fiksirano k , nula-stabilan metod može imati 

najviši red k+l ako je k neparne i k+2 ako je k ~arno. /' 

Definicija 2.3.4. Nula-stabilan k~koračni metod koji ima red 

k+2 naziva se optimalan metod. 

Može se pokazati da kod optimalnog metoda sve nule polino

ma p leže na jediničnom krugu. 

Primer 2.3.4. Simpsonovo pravilo 

je optimalan metod, jer je .k=2 i p=4 (=k+2). Nule karakteristič

nog polinoma p· (0=E; 2 -l su E; 1=1 i E; 2=-l. 

Primer 2.3.5. Konstruišemo optimalni metod za k=4. S obzirom 

da se u ovom slučaju sve nule polinoma p nalaze na jediničnom 

krugu, možemo staviti 

l' E;2 = -1, 
-i e 

e (0<8<'1!). 

Tada je 

(2.3.12) p (E;) = E; 4 - 2aE; 3 + 2aE; 2 - l , 

gde smo stavili a=cose. Na osnovu (2.3.12) imamo 

~o = -1, a 2 = -2a, l . 

Kako je potreban uslov p=k+2=6, to iz uslova 
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D0=D1= ••. =D6=0, gde su koeficijenti Dj dati pomoću (2.2.10), 

sleduje' 

l 
f3 4 = 45 ( 14 +a) , l 

45 (64 - 34a) 

l s2 = 15C8- 38a) 

Konstanta greške ovog metoda je 

c
7 

= D = _ 16 + ISa 
7 1890 (-l<a<l) 

4 
Za a = 19 ·, ovaj metod se svodi na Quadeov metod 

Dve važne klase konvergentnih višekonačnih metoda koje 

sreću u primenama su: 

lo Metodi kod kojih je p (E;) !;k k-l 
1; ; 

20 Metodi kod kojih je p (E;) 
k k-2 

~ 1; - 1; . 

se 

Eksplicitni me.todi prve klase nazivaju se Adam!?-Bashfortovi, a 

implicitni Adams-Moultonovi. Slično, eksplicitni metodi druge kla

se nose naziv Nystromovi·metodi, dok se odgovarajući implicitni 

metodi nazivaju, generalisani Milne-Simpsonovi. 

Naravno, postoje metodi kbji ne p'ripadaju ovim klasa'ma~ 

Na kraju ovog odeljka dajemo pregled konzistentnih metoda za 

k=l; 2, 3, pri čemu su date i ·vrednosti za red p i konstantu greške 

Cp+l" Svi navedeni metodi imaju najveći mogući red. Naime, slobo

dni parametri a i b, koji se javljaju u formulama za koeficijente 

ai. i f3 i, ne mogu se izabrati tako da red bude veći od datog, a da 

pri torne metod bude nula:-stabil.a,n. · 

lit U formulama ( 2 ., 2. 1 O) pogodno j e uzeti t=2. 

l 
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~. Eksplicitni metodi 

k=l =-l a =l p= l e 
l 

ex p+ l =2 o o 
ex 1=1 

l 
k=2 ex =a a =--(l+a) 

o o 2 l 
ex

1 
=- ( l+a) l p=2 ep+l = 12 (s+al a

1 
=

2
(3-a) 

ex
2

=1 

k:-:3 ex =-b a
0 

= 1
1
2 (S+a+Sb) l o p=3 

ex 1=a+b l ep+l = 24 (9+a+b) 
a =-(-4-2a+2b) 

l 3 
ex i='- ( l+a) l 

ex =l 
a 2 =n(23-sa-bl 

.3 

.2. Implici tn.i, metodi 

k=l ex =-1 a o 
l 

p=2 e 
l = 2 ;::: - 12 o p+ l 

ex 1=1 
al 

l 
= 2 .. 

k=2 
l l ex

0
=a a

0 
=- 12 (1+5a) p=3 e =--(l+a) 

(a~...:l) p+l 24 
ex 1=-(l+a) 2 a =-(1-a) . • ! .. J. 3 . 

p=4 l ex 2=1 l e =-90 a2 :"" 12(5+a)-. (a=- l) p+ l 

- k=3 ex
0

=:-b 
l l 

.ao:-c24(l+a+9b) ep+ l =-720 (19+Ila+19b) 

- .-. l . . p=4 
a1=a+b a 1=-24 (s+l3a-19b) 
.. 
a.2=- (l+a) l a 2 = 24 (19-13a-Sb) • ! 

C!.3 =l l 
a3 =:' 24 (9+i=i+b) 

8.2.4.Izbor startnih vrednosti 

Kao št9 je ra1-1ije napomenuto, kod primene linearnih više

koračnih metoda na rešavanje probiema (2.2.1), potrebno je pozna

vanje startnih vrednosti y1=si (h),_ takvih da je lim si (h)=y
0 

(i=l 1 ••• ,k-l). Naravno, ovaj problem se postavlj!;J:"~0kada je k> l. 
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Ako je metod (2.2.3) reda p, tada očigledno startne vrednosti 

si(h) treba birati tako da je 

si(h)- y(xi) = O(hp+l) (i=l, ••• ,k-1), 

gde je x t-+y (x) tačno rešenje problema ( 2. 2 .l) • 

U ovom odeljku navešćemo jednu klasu metoda za odredjiva

nje potrebnih startnih vrednosti. 

Pretpostavirno da je funkcija f u diferencijalnoj jednačini 

(2.2.1) dovoljan broj puta diferencijabilna. Tada na osnovu Tay

lorovog metoda imamo 

Poslednja jednakost ukazuje na to da se može uzeti 

s 1 (h) = y (x )+hy '(x
0

) + h
2 1

y" (x
0

)+ ••• + h~ y (p) (x ) , o . p. o 

s obzirom da je tada s 1 th)-y(x1 )=0(hp+l) (x1=x
0
+h). Isti postupak 

se može primeniti i na odredjivanje ostalih startnih vrednosti. 

Naime, u opštem slučaj-u, imamo 

(h) ( ) +h , ( ) +h_ y" ( '+ hp (p) ( ) (i l k l) si =y xi-l Y xi-l 2! xi-11 • • • +p! Y xi-l = , .•• , - ' 

pri čemu za y(x1~ 1 ) uzimamo si-l (h). 

Taylorov metod u svetlu linearnih višekoračnih metoda se 

može tretirati kao generalizacija Eulerovog metoda, u smislu ko

rišćenja viših izvoda. Prirodno se može postaviti pitanje da li 

se mogu konstruisati metodi koji bi u navedenom smislu bili gene~ 

ralizacija implicitnih višekoračnih metoda'. Takvi metodi postoje 

i oni zajedno sa Taylorovim metodbrn čine klasu metoda Obreškova. 

Opšti oblik ovih metoda je 

_ r i (i) (i) 
aly +l+a Y - l: h (~l.yn+l +aoiyn ) (r~2 )' n o n i=l ~ 

gde su a1 , a
0

, ~li' ~oi (i=l, ••• ,r) konstantni koeficijenti. 

Na primer, za r=2 i r=3 imamo 

(2.4.1) 

i 

h ( , + ') 2 Yn+l Yn 
h2 
-(y" - y") 12 n+l n 
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(2.4.2) __ h(.'+') h2 h3 111 

Y -y - Y Y --(y" -y") +--(yn"'+l +yn ) • n+l n 2 n+l n 10 n+l n 120 

Primedba 2.4.1. Metodi (2.4.1) i (2.4.2) su četvrtog i §estog 

reda respektivno. 

Sem napred navedenih metoda, za odredjivanje startnih 

vrednosti si(h) (i=l, ••• ,k-1) mogu se koristiti i metodi Runge

Kutta, koji će biti razmatrani u poglavlju a.2. 

Primer 2.4.1. Da bismo za rešavanje Cauchyevog problema 

(2.4.3) y ' = X 2+y , y ( l ) = l (l~ X~ 1.5) 

primenili metod 

(2.4.4) 

potrebno je naći startne vrednosti. Uzmimo h=O.l. 

s obzirom da je ovaj ~etod trećeg reda, za odredjivanje 

startnih vrednosti y 1=s 1 (h) ;i. y2=s2 (h) možemo iskoristiti Taylo

rov metod za p=3. 

Iz (2.4.3) sleduje 

y' x2 + y, 

(2.4.5) y" 2x + y' = 2x + x2 + y, 

y"' = 2 + y" = 2 + 2x + x 2 + y. 

Kako je y(l)=l, y'(l)=2, y"(l)=4, y'" (1)=6, na osnovu 

s l (h) = y (l) +hy, (l) + ~: h ll (l) + ~: y"' (l) , 

imamo 

Uzimajući za y(l.l), vrednost s 1 (0.1), imamo 

y (l. l) "' l. 221, y, (l. l) "' 2. 431, y" (l. l) "' 4. 6 31, y"' (l. l) " 6. 6 31. 

Tada je 

s 2 (0.l) = 1.221+0.1·2.431 + 0 •2°1 ·4.631 + 0 ·~ 01 ·6.631 = 1.48836. 
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Tabela 2.4.1 

xn Yn f t:.f ll 2 f .n n n 

1.0 1.00000 2.00000 
0.43100 

1.1 :J...22100 2.43100 0.06636 
0.49736 

~ 1.2 1.48836 2.92836 ---0.57047 
1.3 1.80883 3.49883 0.08098 

0.65145 
1.4 2.19028 4.15028 

1.5 2.64125 

Dakle, sada imamo potreb~e startne vrednosti 

(2.4.6) Yo = l' 1.221, y2 = l. 48836 

:Pr imenom metoda (2. 4. l) 'možemo odredi ti tačnij'e startne 

vrednosti, s obzirom da je ovaj metod Četvrtog reda. Zaista; 

iz (2.4.1) i (2.4.5) sleduje 

tj. y 1 "'1.2210253, pri čemu se ova vrednost'poklapa sa tačnim 

rešenjem (videti tabelu 2.3.1) n~ pryih pet decimalnih mesta. 
'• .. , ' ' ' ', ' 

Slično bismo mogli odrediti i y2 • 

Primenimo sada metod· (2 ~ 4. 4) · 1,1p. r~šiivanje p;roblema datog 

sa (2.4.3), koristeći startne vrednosti (2.4.6). Radi lakšeg ra-

čunanja, metod (2.4.4) možemo predstaviti u obliku 

u našem slučaju je, . f ,;.x2 + y ; .. · n n n 

u tabeli. 2 .• 4.1 dati su pregiednb dobijeni rezultati, pri 

čemu su svi medjurezultati zaokrugljeni na pet decimalnih,mes-t;a. 

Primedba 2.4.2. Adams-;Bashfortov metod (2.4.4) može se dobiti in

tegracijom drugog· Newtonovog· int:erpoHtcd.onog polinoina drugog ste

pena. Ako se koristi pelinom trećeg stepena dobija se metod 

Yn+4- Yn+3 = t4 (55fn+3- 59f I).+2 + 37f n+ l- 9:1;n). 
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8.2.5. Analiza grešaka 

Neka je x~-+y(x) tačno rešenje problema (2.2.1) i {yn} 

niz približnih vrednosti ovog rešenja u tačkama xn=x
0

+nh 

37 

(n=0,1, •.. ,N) dobijen primenom metoda (2.2.3) sa datim startnim 

vrednostima. 

Definicija 2.5.1. Veličina en=y(~)..:.yn se naziva ukupna diskre

tizaciona greška u tački x=xn (n=0,1, ••• ,N). 

Definicija 2.5.2. Veličina Tn+k odredjena sa 

k 
(2.5.1) 

naziva se lokalna greška odsecanj~, metoda (2,-2.3), u tački 

Xn+ke:[xo,x,NJ. 

Primetimo da u de:f;ini.ciji lokal,ne .greške odsecanja uče

stvuje tačno rešenje x~-+y(x) problema (2.2~1). Ova greška je lo

kalna u sledećem smislu ... P:r;etpostavill\0 da y +' = y (x +') (i=O, l, . · · . · n 1 n 1 

.•. ,k-1), tj. da ne postoje greške u veličinama Yn+i (i=0,1, ••• , 

k-l) i tada primenimo metod (2.2.3) na odredjivanje yn+k", ' 

Pod navedenim lokalnim pretpostavkama može se pokazati da 

je 

i·-,-. ' , 

df(xn+k 1cn+k) . 
gde je Fn+k = 3~ 1 cn+k tačka izmedju yn+k i 

'i .. :. 

y(xn+k). 

!i-. 

Nai~:t~e·;. kako je·. tada :na osnovu -(2. 2; 3) 

·" k-l. 
Yn+k -hSkf(xn+k'Yn+k) =.E [hflif(xri+i'y(xn+i))-aiY(xn+i)J 

1=0,, i ,__ . '. ' 

imamo 

. ' / l 

• ' ' ' l 

odak le ,pl:lisnieno:rii ta:g:tangeove :teoreme s !'edu je prethodna formula. 

Dakle, lokalna greška odsecanja (2 .5 .l) je proporcionalna 

,qre~i y (xii+~> '-''Yi:J.:_..k. ~ u slučaju kad~ :le 'rnetod. Ci. 2. J) . eksplicitan 

(Bk =O) imamo Tn+k = y (xn+k) -y_n+k. 
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Ako je x~o+y.(x) tačno rešenje probl~a (2.2.1) dovoljan 

broj puta diferencijabilno lokalna greška odsecanja se može pred· 

staviti u obliku 

(2.5.2) Tn+k =e hp+ly(p+l) (x ) + o (hP+2), 
p+l n 

gde je p red metoda (2.2.3). Član ep+l hp+l y (p+l) (xn) se naziva 

glavni član lokalne greške odsecanja, dok se koeficijenat ep+l 
naziva konstanta greške. 

Interesantno je postaviti pitanje da li se (2.5.2) može 

predstaviti u obliku 

(2.5.3) T = e h p+ly (p+l) (x +0h) 
n+k p+l n (O<Đ<.k), 

što bi bilo analogno ostatku kod Taylorove formule. Odgovor na 

ovo pitanje nije potvrdan u opštem slučaju. Naime, ako defini

šeme tzv. influencnu funkciju G pomo6u 

(2.5.4) 

gde je 

(2.5.5) 

G(t) = 

(z~ O) 

(z< 0) 

može se dokazati formula (videti, na primer, e JJ) 

(2.5.6) 
hp+l k . 

Tn+k =-pr JG(t)y(.p+l) (xn+th)dt. 
o 

Pod uslovom da G(t) ne menja znak na [O,k], primenom teoreme o 

srednjoj vrednosti odredjenih integrala, formula (2.5.6) se može 

predstaviti u obliku (2.5.3). U opštem slučaju važi ocena 

(2.5.7) 

gde ·SU 

(2.5.8) 

l T l hp+lG Y 
n+k ~ n' 

k 
G= Pl' JIG(t)ldt. 

. o 

U.nejepnakosti (2.5.7) Yn se može zameniti sa veličinom 
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(2.5.9) Y = max IY(p+l) (x) l. 
xe: [x0 ,~J 

Primer 2.5.1. Za metod (2.4.4) odredičemo influencnu funkciju. 

Na osnovu (2.5.4) imamo 

5 2 16 2 
G<·t> = [-3·rr<o-t>+J + [-3 <-rr> (1-t> +J 

l 

odakle, s obzirom na (2.5.5), sleduje 

l 
i t2 

G(t)= ~4+8t- 1lt2 
( 3 - t) 3 

(O~t,il), 

(l<t~2), 

(2<t~3). 

Grafik ove funkcije prikazan je na Sl. 2.5.1. 

izvod 

2 

5 
4 
l 

G(t) 

o l 2 3 t 

Sl. 2.5.1 

Funkcija G je neprekidna na segmentu [0,3J. štaviše njen 

(O!"'t~l), 

G' (t) = (l<t~2), 

-3(3-t) 2 (2<t~3) 
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takodje je neprekidna funkcija na segmentu C0,3J. 

Kako G(t) ne menja znak na C0,3J, lokalna greška odse

canja kod metoda (2.4.4), primenjenog na problem (2.4.3), se 

može predstaviti u obliku 

gde je c 4 G 
l 3 

TI /G(t)dt 
o 

3 
š . 

(0<9<3), 

Kako iz poslednje jednakosti u (2.4,5) sleduje y'v=y"', 

imamo y"' =6, y~'~=y"' =~ex, s obzirom da je y"'(l) =6. 

Dakle, 

g X +Sh 
Tn+3 = 4e hlfe n (0<9<3). 

Na primer, ako se traži rešenje na segmentu Cl,l.5J, kao u pri

meru 2. 4 .l, za lokalnu grešku odsecanja važe nejednakosti 

Nadjimo sada vezu izmedju ukupn·e diskretizacione greške i 
df 

lokalne greške odsecanja, pod pretpostavkom da postoji ay' 

Ako jednakost 

(2.5.10) 
k 

.E a.iYn+i 
~=o 

oduzmemo od jednakosti 

dobija,mo 

k 

tj. 

(2.5.11) 

k 

h.E aif(xn+i'yn+i) 
~=o 

k 

k 

h. E .a iF n+ i en+ i + Tn+k' 
~=o 

T 

.•. 

' l 
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gde je Fn+i 

izr,ledju y n+ i 

af (xn+i 'cn+i) 
ay (i=O,l, ... ,k) i cn+i tačka 

Ako startne vrednosti y 0
, y 1 , ... ,yk-l sadrže greške 

41 

e
0

, e 1 , ... ,ek-l respektivno, na osnovu (2.5.11) (zan=O) za·klju

čujerno da na grešku ek pored navedenih grešaka utiče i lokalna 

greška odsecanja Tk. U opštern slučaju, en+k zavisi od en' 

~n+l'''''en+k-l i od lokalne greške odsecanja Tn+k' 

Odredjivanje granice za ukupnu diskretizacionu grešku, u 

opštern slučaju je vrlo kornplikovano. 

Ne upuštajući se u dokaz, daćemo granice za ukupnu diskre

tizacionu grešku kod eksplicitnih višekoračnih metoda, kod kojih 

jeli'< 

(2.5.12) 
k 

a.i ~O (i=O,l, ... ,k-1), a.k=l, E a.i=O. 
i=o 

Neka su : L Lipschitzova konstanta za f (po argumentu y), 

Yi G definisani pomoću (2.5.9) i (2.5.8) respektivno, p red me-

toda, 

B 

Tada je 

(2. 5 .13) 

k-l 
E 

i=o 
i 

Dokaz ove nejednakosti (kao i nekih srodnih) može se naći 

u [3] . 
U dosadašnjoj analizi nismo razmatrali uticaj grešaka zao

krugljivanja, koje se javljaju u procesu računanja. Naime, urne

sto niza {yn}' koji zadovoljava (2.5.10), pri praktičnom računa

nju dobijamo niz zaokrugljenih vrednosti {yn}' za koji je 

k k 
~ ~ 

i~oa.iYp+i = hi~osif(xn+i'Yn+i) + Rn+k' 

gde je Rn+k odgovarajuća greška zaokrugljivanja. 

' ~ ~ 
Ako stavimo en=y(xn)-yn' istim postupkom kojim srno izveli 

(2.5.11), dobijamo diferencnu jednačinu 

~ Za metode sa osobinom (2.5.12) kaže se da pripadaju klasi A 
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(2. s .14) 

gde je ~n+k = Tn+k - Rn+k" 

Pod pretpostavkom da je IRn+kl ~ Rhq+ll za grešku ~n važi 

ocena 

koja se za R=O svodi na (2.S.l3). 

Dobijene ocene za leni i leni su veoma grube i praktično su 

neprimenljive za odredjivanje koraka h iz uslova da ukupna greška 

u tački xn bude manja od unapred zada~e vrednosti e. 

Primer 2.S.2. Nadjimo ograničenje za ukupnu diskretizacionu greš

ku kod Eulerovog metoda primenjenog na model problem 

y 1 = Ay 1 y (O) = l (A< O) 1 

pod pretpostavkom da greške zaokrugljivanja ne postoje. 

Kako je p=l 1 G(t)=-t(tEC0 1 1J), G=i, L= IAI,B=l~ x
0

=0, 

y o = l(=* 8 = o) , na osnovu (2.S.l3), imamo 

(2 .s .lS) 
l IAixn 

l en l ~ 2 xn hYe , 

gde je xn= nh i Y max IA2eAxl 
XE[0 1 XNJ 

Pokazaćerno sada da se u ovom konkretnom slučaju može do

biti mnogo bolje ograničenje, nego što je (2.S.lS). S obzirom 

na pretpostavku o nepostojanju grešaka zaokrugljivanja
1 

na osno

vu (2.S.ll), imamo 

(Fn =A), 

gde je Tn+l =i h 2 y" (xn+ eh) (O <e <l). Kako je e
0 

=O iz poslednje 

diferencne jednečine sleduje 

n . 
(2.S.l6) E (l +Ah)n-~T .. 

i=l ~ 

l 
l 
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l 
Neka je h izabrano tako da je l +Ah > O, tj. h <-A • Tada, 

s obzirom na nejednakost ITn+ll ~ih2 Y, iz (2.5.16) sleduje 

(2.5.17) 
n 

l h 2 y ( l+ Ah) - l 
2 Ah 

Korišćenjem nejednakosti (videti C4,str.36J) 

n nx 
{ l+x) ~ 1 + l+ ( l-n) x {-1 <X < -

1- • 2 J ) 
n-l ' n= ' ' • • • ' 

na osnovu {2.5.17) dobijamo 

(2 .5 .18) 
1 xnhY 

leni ~ 2 l- (n-l)Ah' 

što je, evidentno, znatno strožije od {2.5.15). 

Uzmimo konkretan slučaj A= -4, h=O .2, xN= l. 

Kako je y n= {l +Ah) n = O. 2n, xn = nh =O. 2n {n=O, l, ••. , 5) , 

Axn -4xn 
Y (xn) = e = e , imamo 

e n 

le l ~ 0.32ne0 · 8n 
n 

-o. Sn_ 
0 2n e . , 

gl {n) .(na osnovu (2.5.15)}, 

l l l. 6n ( ) e < ---- = n n = 4n+l g2 (na osnovu (2.5.18)), 

Uporedjenja radi, u tabeli 2.5.1 su date vrednosti za en, 

g 1 (n), g2 (n) (n=O,l, ••. ,5). 

Tabela 2.5.1 

n X e gl (n) g2(nl n n 

o 0.0 0.000 0.000 0.000 
l 0.2 o .249 0.712 0.320 
2 0.4 o .162 3.170 0.356 
3 0.6 o .083. lO .582 0.369 
4 o.a 0.039 31.402 0.376 
5 l. O o:o1a 87.357 0.381 
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8.2.6. Numerička stabilnost 

Jedan od glavnih problema u primeni višekoračnih metoda je 

izLor veličine koraka h. U odeljku 8.2.3 razmatrali smo problem 

konvergencije višekoračnih metoda. Naime, tada smo definisali 

konzistenciju i nula-stabilnost, kao dve važne i neophodne oso

bine koje garantuju konvergenciju metoda u smislu definicije 

2.3.1, tj. kada h -..o, n++ao, nh=const. Medjutim, situacija se me

nja kada za h uzmemo fiksiran pozitivan broj. Pri ovome je potre

bno uvesti zahtev da se ukupna diskretizaciona greška (uključuju

ći i grešku zaokrugljivanja) na stabilan način prostire kroz ra

čunski proces. Dakle, treba razmatrati promenu greške en kada n 

raste. Stoga posmatrajmo j~QnaoinY {2.5.14). 

Da bismo mogli uporedjivati karakteristike različitih više

koračnih metoda uvedimo pretpostavke 

(2.6.1) 

i 

_!!=A 
ay 

~n = ~ 

(A = const) 

(~ = const). 

Tada se (2.5.14) svodi na jednačinu 

k "' 
E (a.-Ahsi)e +' ~. 

i=o ~ n ~ 

čije je opšte rešenje odredjeno sa 

(2.6.2) 
k 
E c.r~ 

i=l ~ ~ Ah cr (l) ' 

gde su Ci proizvoljne konstante i ri nule karakterističnog poli

noma 

(2.6.3) 1r(r,h) - i 
E (a.-hi3. )r 

i=o ~ ~ 

k 
p (r) -ho (r) (h=Ah), 

za koje smo pretpostavili da su medjusobno različite. 

Polinom 1T(r,h) se naziva polinomom stabilnosti. 

Definicija 2.8.1. Ako za dato h sve nule r 1 polinoma 1T(r,h) is

punjavaju uslov /ri/ <l (i=l, ••• ,k), tada kažemo da je linearni 

višekoračni metod apsolutno stabilan za dato h; u protivnom kažemo 
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da je apsolutno nestabilan. Ako je metod apsolutno stabilan za 

svako hE(a,al, interval (a,al nazivamo intervalom apsolutne sta

bilnosti. 

Uslov stabilnosti JriJ < l (i=l, .•. ,k) obezbedjuje da se 

greška ~n ne povećava kad n raste, čak i u slučaju kada je neka 

od nula ri višestruka. Interval apsolutne stabilnosti zavisi sa

mo od koeticijenata metoda. Medjutim, odgovarajuća.vrednost za h, 

za koju je metod apsolutno stabilan, zavisi od A (h=hA), gde je 

A dato pomoću (2.6.1). Mada~~ nije konstantno u opštern slučajut 
prethodno razmatranje ne gubi od značaja, s obzirom da se za A 

može uzeti neka srednja vrednost izvoda. ~~ na dovoljno malom 

podsegmentu ~jE[x0 ,bJ. Naime, seqment [x
0

,b], na kome tražimo re

šenje diferencijalne jednačine, podelimo na niz podsegrnenata 8j 

i na svakom od njih odredimo vrednost za A(=Aj). Na taj način, 

dobićemo na svakom podsegmentu maksimalno dozvoljenu vrednost 

za h. 

Kako je rr (r,O) =p (r), zaključujemo da se za h=O, nula ri 

poklapa sa nulom ~i polinoma P· Dakle, ri=ri(h)+~i (i=l, ••. ,k), 

kada h+O. Može se pokazati da su ri neprekidne funkcije od h. Ako 

je p red linearnog višekoračnog metoda, nije teško pokazati i 

asirnptotsku jednakost 

(2.6.4) (h+ O), 

iz koje sleduje da je za dovoljno malo pozitivno h, r 1 >l, što 

znači da je svaki metod apsolutno nestabilan za takvo h. Može se 

postaviti pitanje da li za konvergentan metod (konzistentan i 

nula-stabilan) postoji interval apsolutne stabilnosti. Odgovor na 

ovo pilanje nije potvrdan. Na primer, optimalni metodi (videti 

odeljak 8.2.3) nemaju interval apsolutne stabilnosti. 

Hoguće je uvesti i drugi koncept numeričke stabilnosti-, po 

kome bismo kontrolisali relativnu grešku. 

S obzirom da je opšti Cauchyev problem, za koji važi pret

postavka (2.6.1), 

y' =Ay+ g(x), y(x
0

) = y
0

, 

gde je g proizvoljna neprekidna funkcija, imamo 

*Pretpostavka (~.6.1) važi samo ako je E(x,y)=Ay+g(x), gde je g proizvoljna 
neprekidna f~mkcija 
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(2. 6. 5) y 
A(x-x

0
) 

y
0

e + •(x), 

gde smo stavili 

• (x) 
Ax X -Ax 

e fg(x)e dx. 
X o 

S druge strane, član u izrazu (2.6.2), koji odgovara nuli r 1 , je 

- A(x -x ) 
c1 r~ = c

1
enh + 0(6 p+l) = c

1
e n ° + O(hp+l), 

s obzirom na jednakost (2.6.4). Ako pretpostavimo da je nula r 1 
dominantna u odnosu na ostale, tj. !la je lr1 1 > lril (i=2, ••• ,k), 

na osnovu poslednje jednakosti i jednakosti (2.6.5i zaključujemo 
'U 

da greška en i tačno rešenje (2.6.5) na sličan način rastu (opa-

daju), kada n raste. Drugim rečima, relativna greška ostaje og

raničena, kada n raste. Na ovaj način dolazimo do nove definicije 

stabilnosti. 

Definicija 2.6~2. Ako za dato h nule polinoma (2.6.3) ispunja

vaju uslov l r 1 1 > l r i l (i=2, ••• ,k), tada kažemo da je linearni 

višekoračni metod relativno stabilan za dato h; u protivnom ka

žemo da je relativno nestabilan. Ako je metod relativno stabilan 

za svako he(a,e), onda ovaj interval nazivamo intervalom relativ

ne stabilnosti. 

Primer 2.6.1. Kod Simpsonovog pravila 

pelinom stabilnosti je 

Ovaj .metod je apsolutno nestabilan za svako h. 

Pokazaćemo sada da ovaj metod ima interval relativne sta

bilnosti. Posmatrajmo sada slučaj kada je h dovoljno malo. Tada 
- -2 -je, s obzirom na (2.6.4), r 1=l+h+O(h ). Kako r 2+-l (h+O), mora 

biti r 2=-l+yh+O(h
2
), pa iz uslova 7r(r2 ,h)=O nalazimo y =~'tj. 

1- -2 
r 2 =-l + 3h + O (h ) . Dakle, za dovoljno malo 6, imamo 

i 

T 



8.2. Linearni višekoračnt metodi 

Položaj ovih nula, u odnosu na jedinični krug u ravni r, za 

h=O, h.>O, h<Q prikazan je na Sl.2.6.1. 

h=O h>O h<O 

l 

Sl. 2.6.1 
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Kako je za h>O, r 1 >1, a za h<O, r 2 <-l, zaključujemo da je u pos

matranom slučaju, metod apsolutno nestabilan. Kako je medjutim, 

lr1 1>1r2 1 za h>O, izlazi da metod ima interval relativne stabil

nosti koji je oblika (O,S). Direktnim uporedjivanjem tačnih izra

za za ·r1 i r 2 može se pokazati da. je S=+oo. 

S obzirom da se transformacijom rt-+ z r-1 l l r+l krug r <l iz 

r-ravni, preslikava na oblast Re z<O u z-ravni, problem ispitiva

nja apsolutne stabilnosti višekoračnih metoda se može svesti na 

ispitivanje da li je polinom Q, dat pomoću 

Q(z) = (1-z)k{p(l+z) - h.cr(l+z)} 
1-z 1-z ' 

Hurwitzov. O Hurwitzovim polinomima videti C5J. 

Primer 2.6.2. 

i 

Q (z) 

tj. 

Za metod Yn+ 2 - Yn 

- 2 1-
n(r,h) = r - 2hr 

2 
(l-zl2[(l+z) -.!.h. (l+z) 

1-z 2 1-z 

Q(z) = ~h.z 2 + (4 + 3h)z- 2h. 

imamo 

Polinom Q je Hurwitzov ako hE(- j,o), što znači da je interval 

apsolutne stabilnosti za dati metod. (- j, o). 
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Iz prethodnog razmatranja možemo zaključiti da se veličina 

koraka h, kod primene.nekog metoda mora izabrati tako da se 

h=Ah nalazi u intervalu apsolutne ili u intervalu relativne sta

bilnosti metoda. 

Na kraju napomenimo da su u pogledu numeričke stabilnosti 

bolji metodi sa većim intervalom stabilnosti. U tom pogledu su, 

na primer, implicitni metodi znatno bolji od odgovarajućih eks

plicitnih metoda. Ilustracije radi navešćemo interval apsolutne 

stabilnosti (a,O) za Adamsove metode (eksplicitne i implicitne). 

Tabela 2.6.1 

Adams-Bashfortovi metodi Adams-Moultonovi metodi 

k l 2 3 4 l 2 3 4 

p l 2 3 4 2 3 4 5 

-2 -l 6 3 -6 -3 90 a -rr -rr -oo -49 

8.2.7. Prediktor-korektor metodi 

Kao što smo ranije videli, implicitni metodi imaju niz 

prednosti nad eksplicitnim (viši red, bolja numerička stabilnost), 

medjutim, njihova primena na rešavanje Cauchyevog problema 

y' = f(x,y), y(xo) = Yo 

zahteva rešavanje nelinearne jednačine 

(2. 7.1) 

k-l k-l 
gde je <Pn= h E S.f +' ·- E a.y +',po yn+k u svakom koraku, pri 

i=o ~ n ~ i=o ~ n ~ 

čemu su vrednosti yn+i (i=O,l, ••. ,k-1) poznate. Kao što je napo

menuto u odeljku 8.2.2 jednačina (2.7.1) se može rešiti iterativ

nim procesom 

(2. 7. 2) ( s=O; l , ••• ) , 

koji konvergira 'pod uslovom da je 
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h < 

gde je L Lipschi t zova konstanta za f . 

Početna vrednost y~~~ može se odrediti korišćenjern nekog 

eksplicitnog metoda, koji tada nazivamo prediktor. Implicitni 

metod (2.7.1) nazivamo korektor. Metod dobijen ovakvom kombina

cijom nazivamo prediktor-korektor metod. 

Za odredjivanje yn+k' iterativni proces (2.7.2) treba 

prirnenjivati sve dok ne bude ispunjen uslov 

l [S+1] [S] l 
Yn+k - Yn+k < E, 

gde je E dozvoljena greška, obično reda lokalne greške zaokrug-
cs+1J . 

ljivanja. Tada se za yn+k može uzeti yn+k • Pr1 ovakvom postup-

ku, karakteristike metoda su iste sa karakteristikama korektora 

pri čemu prediktor može biti čak i nula-nestabilan. 

Medjutim, ovakva način se najčešće ne prirnenjuje u prak

si, s obzirom da zahteva veliki broj izračunavanja vrednosti 

funkcije f po jednom koraku i uz to je ovaj broj prornenljiv od 

koraka do koraka. Da bi se smanjio ovaj broj izračunavanja, broj 

iteracija u (2.7.2) se fiksira. Dakle, uzima se samo s=0,1, •.• , 

rn-1. U ovom slučaju, karakteristike prediktor-korektor metoda 

zavisiće ne samo od karakteristika korektora, već i od karakte

ristika prediktora. 

Prethodno uvedirno neka označavanja. Naime, neka P ozna

čava primenu prediktora, C primenu korektora i E jedno izraču

navanje vrednosti funkcije f. Na primer, ako y~~~ izračunavarno 

, -"'kt t' ' v f[O] f( [O]) ' ' pornocu pre .. :.l" ora, za 1rn 1zracunavarno n+k = xn+k'Yn+k 1 naJ-

[1] 
zad prirnenirno korektor za izračunavanje vrednosti yn+k' imali 

bismo postupak označen sa PEC. Ako sada izračunavarno f~!~ = 
::f(xn+k'y~!~) i ponovo prirnenirno korektor za izračunavanje vred-

nosti y~:~, imamo postupak koji se označava sa PECEC, ili kraće 
P(EC)2 • Ako iterativni proces (2.7.2) prirnenirno m puta, tj. sa 

, m CrnJ 
s=0,1, ... ,rn-1, tada imamo P(EC) . Pri ovome srno izračunali yn+k' 

dok je poslednja izračunata vrednost za fn+k' f~:~ 1 J -

- crn-lJ 
=f(xn+k'.Yn+k ). 

Dalji postupak prirnene prediktor-korektor metoda može ići 
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na izračunavanje yl~~+l pomoću prediktora. Medjutimj pre ovog 

korakamože se izračunati nova vrednost funkcije f~:k -

f(xn+k'y~:~), što se označava sa P(EC)mE. Dakle, u primeni 

prediktor-korektor metoda postoje dva načina P(EC)m i P(EC)mE; 

Interesantno je napomenuti da im se karakteristike numeričke 

stabilnosti bitno razlikuju (što je m manje). 

Pretpostavimo sada da su prediktor i korektor definisani 

pomoću karakterističnih polinoma 

k - i k-l i p (E;) ;U;) -
= l.: ai~ , = l.: SiE; 

i i=o i=o 

k i k i 
p (E;) l.: ai E; l cr (E; ) = l.: SiE; 

i=o i=o 

respektivno. Tada su načini P(EC)m i P(EC)mE redom definisani sa 

[o] + k-l_ [m] 
y k l.: a.y +' 

n+ i=o l. n l. 

i 

[o] + 
k-l - [m) 

l.: Yn+k 
i=o 

aiyn+i 

f[s] 
n+k 

k-l [ ] 
h l.: Š.f m-:-1 

i=o l. n+J. ' 

k-l S f[m] h l.: i n+i' 
i=o 

f(xn+k' 
[s] 

Yn+k) 

hi3 f [s] + h k;l 13. f [m~ 
k n+k . 1. n+J. 

l.=O 

(s=O ,l, •• ~ ,m-l), 

(s=O,l, ••• ,m-1), 

Neka je red prediktora p~ O, red korektora p~ 1. Analizom 

lokalne greške odsecanja prediktor-korektor metoda može se doći 

do sledećeg zaključka (videti [3] ): 

r 
l 
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1° Ako je p~ p, lokalna greška odsecanja je ista kao 

kod korektora; 

51 

2° Ako je p= p-q (0 < q ~p), lokalna greška odsecanja je 

- ista kao kod korektora za m~ q + l, 

- istog reda kao kod korektora (ali ne i identična) 
za m=q, 

P-q+m+l p-q+m+2 - oblika Kh + O (h ) za m~ q - t . 

Razmotri6emo sada posebno slučaj kada je p=p. 

Može se postaviti pitanje da li se glavni član lokalne 

greške odsecanja može oceniti bez upotrebe viših izvoda. Odgovor 

na ovo pitanie daje Milneovo pravilo. 

tor 

i 

Neka su ep+l i ep+l 
respektivno. Tada je 

e hp+l (p+l> (x > ~ 
p+l Y n 

konstante greške za korektor i predik-

[o] 
y(xn+k)-yn+k (za prediktor) 

e hp+l (p+l) ( ) - (- )- [m] 
p+l Y xn - Y xn+k Yn+k (za korektor), 

odakle oduzimanjem dobijamo 

(e - e )hp+ly(p+l) (x ) 
p+l p+l n 

~ y[m] _, y[o] 
n+k n+k · 

Dakle, za korektor imamo 

e hp+ l (p+l > (x > 
p+l Y n 

pa se vrednost y~~~ koja se dobija ~rimenom korektora može modi
A Lm] 

fikovati (korigovati) na vrednost Yn+k' gde je 

y.[m] = y[m] + ep+l (y[m] - y[o]). 
n+k n+k e .,.. e n+k n+k 

p+l p+l 

Slično prethodnom, za prediktor imamo 

e 
p+ l ( [m] _ [o J ) 

- Yn+k Yn+k • 
e .hp+l (p+ l) (x ) ~ 

p+l y n . (2. 7. 3) 

ep+ l- ep+ i 

Vrednost za y~~~-ne može se direktno modifikovati pomoću 
(2.7.3), s obzirom da se u tan momentu ne zna vrednost za y[m]. n+k 
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Kako je, medjutim, 

C hp+l (p+l) (x )+0(hp+2 ) 
p+l Y n-l 

cp+l [mJ (o] 
- (y n+ k-l - Y n+k-1)' 
cp+ l- cp+l 

za modifikovanu vrednost prediktora može se uzeti 

• [o] _ [o] cp+l [m] _ [oJ 
Yn+k- Yn+k + (yn+k-1 Yn+k-1). 

cp+l- cp+l 

Postupak modifikacije simbolički označavamo sa M, tako da ranije 

posrnatrani načini P(EC)m i P(EC)mE, sa upotrebom navedenih modi

fikacija postaju 

Primer 2.7.1. Uzmimo Eulerov metod (p=l) kao prediktor i trape

zno pravilo (p=2) 

kao korektor sa brojem iteracija m=2. Tada P(EC) 2 E ima oblik 

f[S] 

n+l 
[S] 

f(xn+l' Yn+l) 

[2] 
f(xn+l'Yn+l). 

-

( s=O, l) , 

S obzirom da je q=p-p=l i q+1=m, na osnovu prethodnog, 

imamo da je lokalna greška odsecanja prediktor-korektor metoda 

ista kao kod korektora. 

Primenom ovog metoda na rešavanje Cauchyevog problema 

(2.4.3) sa h=O.l dobijamo rezultate koji su dati u tabeli 2.7.1. 

U poslednjoj koloni tabele data je relativna greška 
[ 2 J . 

rn= (yn -y(xn))/y(xn) izraženau-procentima (procentualna 

l 
l 

l. 
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x-1 2 greška) . Tačno rešenje problema je dato sa y (x) =6e -x -2x-2. 

Tabela 2.7.1 

[O] [2] 
rn(%) n X Yn Yn n 

o l. O 1.0000 1.0000 o.oo 
l l. l 1.2000 1.2215 0.04 
2 1.2 l. 4647 l. 489S 0.07 
3 1.3 l. 782S 1.8110 0.10 
4 1.4 2. 1611 2 .19 36 0.12 
s l. S 2.6090 2.6460 0.14 

Primer 2.7.2. Za prediktor uzmimo Adams-Bashforthov metod 

- 2S1 
čiji je red,p=4 i konstanta greške Cs = 720 , a za korektor Adams-

Moultonov metod 

čiji je red, takodje, p:=4, a Cs=- 7
1:}0 . s obzirom da je korektor 

trokoračan, a prediktor četvorokoračan, kod formiranja predik-

tor-korektor metoda treba u korektoru povećati n za jedinicu i 

time usaglasiti broj koraka. Daćemo sada algoritam za PMECE• 

Kako je 

cs 2S1 i 
cs 190 

270 = ---
cs- cs cs- cs 

270 

na osnovu prethodnog imamo sledeći algoritam: 

M: 

E~ 
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[l] ~[lJ 

C: Yn+4- Yn+3 

M: 

E: 

1!_(9f[oJ + 19f[lJ- Sf[lJ + f[lJ) 
24 n+4 n+3 n+2 n+l ' 

8.2.8. Prirnena višekoračnih metoda na sisteme jednačina 

i jednačine višeg reda 

Kao što je navedeno u odeljku 8.1.1 sistem diferencijal

nih jednačina prvog reda (1.1.2) se. može predstaviti u vektor

skom obliku (1.1.3), tj. u obliku 

(2.8.1) 
-+- -+ -+ -+ 
y' = f(x,y), y(x

0
) 

Linearni višekoračni metodi, koje srno do sada razmatrali, mogu 

se formalno generalisati na vektorski oblik 

(2.8.2) 

+ + + 

k + 
h. E 13 i fn+i, 

1=0 

gde je fn+i =f(xn+i' yn+i), a zatim se kao takvi mogu prirneniti 

na rešavanje Cauchyevog problema (2.8.1). Pri ovome skoro sve 

osobine višekoračnih metoda mogu se formalno preneti na metod 

(2.8;2). 

Primer 2.8.1. Prirnenirno Eulerov metod 

na rešavanje diferencijalne jednačine drugog reda 

y" 
2 

2y (l+ y ) , 

sa uslovima y(O)=l i y' (0}=2. 

Ako stavimo y'=z, data jednačina se svodi na sistem 

y' = z 
(2. 8. 3) 

z' 

sa uslovima y(O}=l i z(0}=2. Tada prirnenorn Eulerovog metoda na 

sistem jednačina (2.8.3) dobijamo 

l 
1 
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(n=O, l, .•• ) , 

gde su y
0

=1 i z
0
=2. 

s obzirom na važnost i zbora koraka inte gr aci je h , ovde 

ćemo se posebno zadržati na problemu numeričke stabilnosti. 

Slično kao i u odeljku 8.2.6 može se razmatrati apsolut

na i relativna stabilnost metoda (2.8.2). Pri ovome pretpostavka 

(2.6.1) zamenjuje se pretpostavkom da je Jacobieva matrica za f 

konstantna, tj. 

+ -~ 

W(f(x,y)) + A ' 
ay 

gde je A konstantna kvadratna matrica reda m . Takodje, za vek
+ 

tor greške ~ pretpostavljamo da je konstantan. Analogan veli-
n -

čine h, je sada h=Ah, gde je A proizvoljna sopstvena vrednost 

matrice A. Kako u opštem slučaju matrica A može imati komplek

sne sopstvene vrednosti to je ovde umesno, umesto intervala sta

bilnosti, uvesti oblast stabilnosti u kompleksnoj ravni h. 

Definicija 2.8.1. Za. linearni višekoračni metod (2.8.2)· kažemo 

da je apsolutno stabilan u oblasti D kompleksne ravni ako, za 

svako hED, sve nule ri polinoma rr(r,h), definisanog pomoću 

(2.6.3), ispunjavaju uslov lril <l (i=l, ... ,k). 

Definicija 2.8.2. Za lin~arni višekoračni metod (2.8.2) kažemo 

da je relativno stabilan u oblasti D kompleksne ravni ako, za 

svako hED, nule polinoma (2.6.3) ispunjavaju uslov lr1 1 >Iri! 

(i=2, ... ,k). 

Korak integracije h , tr~ba birati tako da h=AhED, gde 

je >- bilo koja sopstvena vrednost matrice A. Naravno, rezona

vanje, vezano za promenu koraka u toku integ-racije, koje je da

to u odeljku 8.2.6 ostaje i ovde u važnosti. 

Analizirajmo apsolutnu stabilnost Adams-Houltonovog me-

toda 
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čiji skalarni analogon ima interval apsolutne stabilnosti (-6,0) 

(videti tabelu 2.6 .1). 

Nije teško uočiti da će granica oblasti apsolutne stabil

nosti r (Sl. 2.8.1) biti definisana parametarski pomoću jedna

kosti 

Sl. 2.8.1 

x(a) 6(4cosa- cos2a- 3)/g(a), 

y(a) 6(14sina- sin26)/g(a), 

g(a) 45 + 32cosa- 5cos2a, 

koje sleđuju iz 

h (a> 
12 (e2 i6 - eia) 

Se2 i6 - 8e~ 6 - 1 
x(a)+iy(a). 

Da bismo primenili ovaj metod na rešavanje, na primer, 

diferencijalne jednačine 

y" + 20y' + 115y = o 

sa nekim unapred zadatim početnim uslovima, treba jednačinu sve

sti na sistem jednačina prvog reda. Standardnim postupkom dobi-
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j·amo ekvivalentni sistem 

z' 
l 

za koji je Jacobieva matrica 

A 

i čije su sopstvene vrednosti >. 1 , 2 = -10:t4i 

Dakle, u ovom slučaju, imamo 

h(-10±4i). 
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Ako se h izabere tako da h 1 i h 2 pripadaju oblasti D(=int r ) 
metod će bi ti apsolutno stabilan. Na primer, ako je h=O. S=* h 1 2= 

- t 
=-5±2i(eD), dok za h=0.6 vidimo da h

1
, 2=-6±2.4i ne pripada ob-

lasti D, tj. za takvo h metod nije :apsolutno stabilan. 

Razmotrimo sada klasu problema oblika 

Za rešavanje ovakvih problema na segmentu cx
0

,bJ, mogu~ 

se koristiti direktno linearni viš,koračni metodi oblika 

(2 .8.4) 
k 
E o..y +' 

i=o ~ n ~ 

l 

gde su o.k=l i lo.0 l + ls
0
1 >O. 

Za metod (2.8.4) definiše se linearni operator 

Lh:c2 cx
0

,bJ ~ccx0 ,bJ pomoću 

k 
LhcyJ = Ho.iy(x+ih) -h2 13iy"(x+ih)J. 

i= l 

Ako gec"'cx
0

,bJ, korišćenjem Taylorovog- razvoja, imamo 

gde su 
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C2 = 2~ (al+22a2+ •.• +k2ak)-(Bo+Bl+ .•• +Bk)' 

l i i IT (a 1 + 2 a 2 + • • . + k ak) 

l i-2 
(i-2)1(Bl+ 2 62 + ••• + k i-2Bk) ( i=3' 4' .•• ) . 

Definicija 2.8.3. za metod (2.8.4) kaže se da ima red p, ako 

je 

i 

Koeficijent Cp+2 se naz.iva konstantna greška, a član 

e 2hP+2y(p+2 ) (x ) glavni qlan lokalne greške odsecanja u tač-
p+ n 

ki xn+k" 

Definicija 2.8.4. Ako je red metoda p~l kaže se da _je metod 

konzistentan. 

Primetimo da je metod konzistentan ako i samo ako je 

p(l)=p'(l)=O i p"(l)=2cr(l), gde su polinomi p i cr definisani 

kao u odeljku 2.8.3. Dakle, pelinom p ima dvostruku nulu ~=1. 

Stavimo ~ 1=~ 2=1. 

Definicija 2.8.5. Metod (2.8.·4) je nula-stabilan ako pelinom 

p nema nula sa modulom većim od jedan i ako su sve nule sa mo

dulom jedan najviše višestrukosti dva. 

Neka su r 1 i r 2 nule polinoma 

11(r,h) = p(r) -hcr(r) (h=h2A) 

koje. odgovaraju nulama ~l i ~ 2 <~ 1=~ 2 =1). 

Definicija 2.8.6. Ako za dato h sve nule polinoma 11(r,h) zado

voljavaju uslov lril~l (i=l, •.• ,k), za metod (2.8.4) se kaže 

da je apsolutno stabilan za takvo h. Ako je, medjutim, 

lril ~min(lr 1 1,,1r2 1) (i=3, ... ,k) kaže se da je za takvo h metod 

relativno stabilan. 
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Od metoda iz klase (2.8.4) najviše su u upotrebi metodi 

i 

(2 .8 .5) 

Prvi od njih je drugog reda (C
0

=C1=c2'•c3=o '· c4 • ft), dok 

je drugi četvrtog reda (Ci=O (i=O,l, ••• ,5), c6 =- 1~0 ). Metod 

(2.8.5) poznat je kao metod Numerova. 



8.3. METODI RUNGE-KUTfA 

8.3.1. Uvodne napomene 

U prethodnom poglavlju razmatrani su linearni višekoračni 

metodi za rešavanje Cauchyevog problema 

(3.1.1) y"' = f(x,y), 

Red ovih metoda se može pove6ati pove6anjem broja koraka. Medju

tim, ukoliko se žrtvuje linearnost koju poseduju ovi metodi, mo

gu6e je konstruisati jednokciračni metod sa proizvoljnim redom. 

Za rešavanje Cauchyevog problema oblika (3.1.1) sa dovo.ljno 

puta diferencijabilnom funkc~jom f, mogu6e je, takodje, konstru

isati jednokoračne metode višeg. reda (na primer, Taylorov metod). 

Posmatrajmo opšti eksplicitni jednokoračni metod 

(3.1.2) 

Definicija 3.1.1. Metod (3.1.2) je reda p ako je p najve6i ceo 

broj za koji važi 

y (x+h) - y (x) -M (
1

1x,y (x) ,h) = O (hp+l), 

gde je x H-y (x) tačno rešenje problema (3 .1.1). 

Definicija 3.1.2. Metod (3.1.2) je konzistentan ako je 

<I>(x,y,O) = f(x,y). 

Primetimo da je Taylorov metod specijalan slučaj metoda 

( 3. 1·. 2) • Naime, kod Taylorovog metoda reda p imamo 

(3.1.3) 
p-1 

4> (x,y ,h) = <I>T (x,y ,h) = . E 
~=o 

hi a a i 
(- + f "Y) f(x,y). (i+l)! ax a 

U specijalnom ,slučaju, kod Ey]..erovog metoda je <I> (x,y ,h) =f (x,y). 
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.r 
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Neka je 

D { (x,y,h) l x0 ~x~b, IYI < + ... , O ~h~h0 } 

Teorema 3.1.1. Neka funkcija~ ispunjava uslove: 

1° Neprekidna u oblasti D; 

2° I~Cx,y,h)-~(x,y,h) l~ M ly-yJ za svako (x,y,h), 

(x,y,h)ED. 
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Metod (3.1.2) je konvergentan (u smislu definicije 2.3.1) 

ako i samo ako je konzistentan. 

Dokaz ove teoreme može se naći, na primer u [2J. 

Ovo poglavlje biće posvećeno metodima Runge-Kutta, koji či

ne specijalnu klasu eksplicitnih jednokoračnih metoda. Analiza 

ovih metoda je znatno teža, nego što je kod linearnih višekorač

.nih metoda, zbog odsustva linearnosti. u novije vreme ra2:vij·aju 

se i implicitni metodi Runge-Kutta, koji nad klasičnim eksplicit-
' nim metodima imaju izvesne prednosti:u pogledu numeričke stabil-

nosti. / 

8.3.2. Klasični metodi Runge-Kutta 

u ovom odeljku razrnatraćerno jednu specijalnu klasu metoda, 

oblika (3.1.2), koju je 1895. godi~e predložio C.Runge ([6J). 
l 

Kasnije, ovu klasu metoda razvili~~ W.Kutta ([7J) i K.Heun ([SJ). 
;' " 

Kao što ćemo kasnije videti,, svi ovi metodi sadrže slobodne 

parametre. S obzirom na vreme u kome su se pojavili ovi metodi, 

slobodni parametri su birani tako da se dobiju što jednostavnije 

formule za praktično računanje. Medjutim, ovakve vrednosti pa

rametra ne obezbedjuje optimalne karakteristike posrnatranih me

toda. u daljem tekstu ove metode zvaćemo klasičnim. 

Opšti eksplicitni metod Runge-Kutta irna oblik 

(3. 2 .l) 

gde su 

~ (x,y ,h) 
m-
E c.ki, 

i=l ~ 
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(3.2.2) 

f (x,y), 

f(x+aih, 

i-1 

y+bih) 

i-1 (i=2, ••• ,m). 

E ai., 
j=l J 

bi= Eai.kJ. 
j=l J 

Primetimo da iz uslova konzistencije metoda (3.2.1) sleduje 
rn 
E ci = 1. 

i=l 

Nepoznate koeficijente koji figurišu u ovom metodu, odre

djujemo iz uslova da metod ima maksimalni red. Pri ovome, kori

stimo sledeću činjenicu: Ako se t(x,y,h), razvijeno po stepenima 

od h, može predstaviti u obliku 

t(x,y,h) 

gde je t~ definisano pomoću (3.1.3), tada je metod (3.2.1) reda p. 

Prethodno nadjimo raz~oj ~T(x,y,h) po stepenima od h. Kori

šćenjem Mongeovih oznaka za parcijalne izvode imamo 

a 
+ f aay> f 

l 

<ax fx + ff = F y 
i 

a +f-a-> 2f = (~ + f~)F· fyF' <ax ay ax ay = G + 

gde smo stavili G=fxx + 2ff + xy f 2 f yy Tada iz (3.1.3) s~ ~duje 

(3. 2. 3) 

Razmotrićemo sada samo metode Runge-Kutta, čiji je red 

p,;;" 3. Pokazuje se da je za dobijanje metoda trećeg reda dovoljno 

uzeti m=3. U tom slučaju, formule (3.2.2) se svode na 

i 

~(x,y,h) = c 1k1 + c 2k 2 + c 3k 3 , 

k 1 f (x,y), 

k 2 f(x+a2h, y+b2h), 

k 3 = f (x+a3h, y+b3 h) 

a2 a21' b2 = a2lkl' 

a3 a31 + a32' b3 = a3lkl + a32k2. 

Razvijanjem funkcije k 2 u Taylorov red, u okolini tačke 
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(x ;y), dobijamo 

k 2 f + a 2Fh + ~ a~Gh2 + O(h3 ). 

Kako je 

imamo 

b 3 = a 3f+a 2a 32Fh +O (h
2

) i b; = a;f
2

·+ o (h). 

Razvijanjem funkcije k 3 u okolini tačke (x,y) i korišće

njem poslednjih jednakosti imamo 

l 2 2 3 
k 3 = f+a 3Fh+ 2 (2a3a 32Ffy+a3G)h + O(h ). 

Najzad, zamenom dobijenih izraza za k 1 ,k2 ,k3 u izrazu za 

~(x,y,h) dobijamo 

~(x,y,h)=(c1 +c2+c3 )f+(c2 a2+c3 aj)Fh 

2 l 2 h 2 3 
+ (c2a 2G+2c

13
a 2 a 32Ffy +c3a 3G)"! +0,(~ ) • 

Poslednja jednakost dozvoljava konstrukciju metoda za m=l,2,3. 

Slučaj m=l. Kako je c 2=c3=o imamo 

3 
~(x,y,h) = c 1 f + O(h ). 

Uporedjivanjem sa (3.2.3) dobijamo 
ll l 2 3 

~T(x,y,h)-~(x,y,h) = (l-c1 )f+.2hF+Gh (G+f F) +O(h ), 
l y 

odakle zaključujemo da se za c 1=l,Jdobija metod 

Yn+l - Yn = hfn' 

čiji je red p=l. s obzirom da je ovo Eulerov metod mi vidimo da 

on pripada i klasi metoda Runge-Kutta. 

Slučaj m=2. Ovde je c 3 = O i 

l 2 2 3 
~(x,y,h) = (c

1
+c2 )f + c 2a 2Fh + 2 c 2a 2Gh + O(h ). 

Kako je 

~(x,y,h) - ~T(x,y,h) 
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zaključujemo da se pod uslovima 

(3. 2. 4) i 

dobija metod drugog reda sa jednim slobodnim parametrom. Naime, 

iz sistema jednakosti (3.2.4) sleduje 

1 2a2-l 
c2 = 2a2 i cl = ~, 

gde je a2 (~0) slobodan parametar. Dakle, sa m=2 imamo jednopara

metarsku familiju metoda ' 

(3.2.5) 

k 2 f(xn+a2h,yn+a2k 1h). 

U specijalnom slučaju, za a 2 = i• dobijamo Euler-Cauchyev 

metod 

Slično, za a 2=1, dobijamo tzv. poboljšan Euler-Cauchyev metod 

Yn+l-yn = ~[f(xn,yn) + f(xn+h, yn+hf(xn,yn)J. 

O geornetrijskoj interpretaciji dobijenih metoda videti, na pri

mer, [9 J • 
Slučaj m=3. Kako je 

zaključujemo da su za dĐbijanje metoda trećeg reda dovoljni uslov: 

(3.2.6) 

c
1 

+ c 2 + c 3 = 1, 

l 
c2a2 + c3a3 = 2 , 

l 
3 l 

S obzirom da imamo četiri jednačine sa šest nepoznatih, izlazi 

da; u slučaju m=3, imamo dvoparametarsku familiju metoda Runge-
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Klitta. Može se pokazati da medju n.etodima ove familije ne posto

ji ni jedan metod čiji je red veći od tri. 

l u specijalnom slučaju, kada je a 2 = 3 i a 3 
2 
3 , iz (3.2.6) 

l 
sleduje c 1 = 4' c 2 = O, 

3 2 
c 3 = 4' a 32 = 3· Dakle dobili smo me-

tod 

h 
(k l + 3k3), Yn+l - Yn 4 

k l f(xn' Yn)' 

k2 f(xn 
h h 

+J' Yn + 3 kl) 

k3 = f(xn 
2h + 2h k ) +J' Yn 3 2 

koji se u literaturi sreće kao Heunov metod. 

l l 2 
Z a a 2 = 2 , a 3 = l ( '* e l =e 3 = 6 , e i = 3' a 3 2 = 2 ) 

dobijamo metod 

h 
+ 4k2 + k3), Yn+l - Yn 6(kl 

k l f(xn' yn)' 

k2 f(xn 
h 

+ 2' Yn 
h 

+ 2kl) , 

k3 f(xn+h, yn-hk1+2hk2 ), 

koji je najpopularniji medju metodima trećeg reda sa stanovišta 

ručnog izračunavanja. 

U slučaju kada je m=4, dobijamo dvoparametarsku familiju 

metode četvrtog reda. Naime, ovde se, analogno sistemu (3.2.5), 

javlja sistem od ll jednačina sa 13 nepoznatih. 

Sada navodimo, bez dokaza, metod Runge-Kutta četvrtog reda 

h 
2k2 + 2k3 "+ k4), (3. 2. 7) yn+l - Yn 6(kl + 

k l f(xn' Yn)' 

k2 f(xn 
h h 

+ 2' Yn + 2 k l) 

k3 f(xn 
h h 

+ 2' Yn + 2 k2) 

k4 f(xn + h, Yn + hk3), 

koji se u.primenama tradicionalno najviše koristi. 
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Primer 3.2.1. Primenom metoda (3.2.7), sa korakom h=O.l, na 

rešavanje Cauchyevog problema 

y' = x 2 + y, y(l) = l (l~x~l.5), 

dobijaju se rezultati koji su sredjeni u tabeli 3.2.1. 

Tabela 3.2 .l 

X Yn k l k2 k3 k4 n 

l. O 1.000000 2.000000 2.202500 2.212625 2. 4 31262 

l. l l. 221025 2.431025 2.665076 2.676779 2.928703 

1.2 l. 488416 2.928416 3.197337 3.;210783 3.499494 

1.3 1.809152 3.499152 3.806610 3.821982 3.960251 

1.4 2.187762 4.147762 4.497650 4. 515145 4.889276 

1.5 2 .• 638806 

Primedba 3.2.1. Ako funkcija f ne zavisi od y, metod (3.2.7) 

se svodi na Simpsonovo pravilo. 

Od metoda četvrtog reda često se koristi i tzv. Gillnva 

varijanta ( ClO J) kod koje se slobodni parametri odredjuju tako 

da se smanji potreban memorijski prostor kod realizacije metoda 

na računskim mašinama. Ušteda memorijskog prostora je, medjutim, 

takva da se njen efekat primećuje tek kod odgovarajućeg vektor

skog metoda kada se primeni na rešavanje velikog sistema dife

rencijalnih jednačina. Potreban memorijski prostor za rešavanje 

sistema od M jednačina je 3M+q (q ne zavisi od M), u poredjenju 

sa 4M+q kod opšteg metoda Runge-Kutta četvrtog reda. 

Gillova varijanta ima oblik: 

f(xn,yn), 

h h 
f(x+2, Yn +2kl) 

h - h /2 
f(xn +2, Yn+(,l2-1)2k 1 +(l- 2 )hk2 ) 

12 12. . 
f(xn+h, Yn -Thk2+(1 +T)hk 3 ). 
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Pri programskoj realizaciji ([llJ) koristi se sledeći 

algoritam: 

n: =O, 0
0

: =O, x: = x
0

, 

(*) y : 
o 

l 
Yn' G1 : =hf(x,Y

0
), Y1 : = Y

0
+2(G1-20

0
), 

l l h 
= 0

0
+3[2(G 1-20

0
)J -2Gl~ G;2: = hf(x+2,Yl), 

Yl+(l- h/2) (G2-0l)' 

= 0 1+3[(1-h/2) (G2-01 )J-(l-h/2)G2 , 

h e-::: . G
3

: = hf(x+ 2 ,Y2 ), Y3 : = Y2+(l+tl/2) (G 3-02 ), 

0 3 : = 0 2+3[(1+11/2) (G3-o2 )J-(l+ll/2)G3 , 

l G4 : = hf(x+h,Y 3), Y4 : = Y3 +6(G 4-203), 

Ako je x~b, kraj algoritma. 

x: = x+h, n: n+l, 

Preći na (*). 

u slučaju kada greške zaokrugljivanja nebi bile prisut

ne, imali bismo o4=o, što jasno skoro uvek nije tačno. Aprok

simativno 0 4 je srazmerno greški zaokrugljivanja u vrednosti 
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Y4 (tj. Yn+l), koja je akumulirana na n-tom koraku integracije. 

Uzimanjem o4 kao Q
0

, u sledećem koraku se kompenzira uticaj 

grešaka zaokrugljivanja. 

Primedba 3. 2. 2. Neka p (m) označava maksimalni mogućni red me

toda (3.2.1). Tada je 

p(m) m 

m-l 

m-2 

~ m-2 

(m=l,2,3,4) 

(m=5,6,7) 

(m=8,9) 

(m=lO,ll, ... ) • 
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Za razliku od linearnih višekoračnih metoda, metodi 

Runge-Kutta ne zahtevaju poznavanje startnih vrednosti (sem 

y(x
0

)=y
0

, koja, inače, definiše Cauchyev problem), ali su za 

praktičnu primenu znatno komplikovaniji, s obzirom da zahte

vaju m izračunavanja vrednosti funkcije f u svakom koraku. 

Kao što je napomenuto u odeljku 8.2.4, metodi Runge-Kutta mogu 

se uspešno primenjivati i za dobijanje·startnih vrednosti za 

linearne višekoračne metode. 

8.3.3. Analiza grešaka 

U ovom odeljku ukazaćemo samo na neke osnovne rezultate 

vezane za analizu grešaka kod metoda Runge-Kutta. 

Definicija 3. 3.1. Veličina Tn+l odredjena sa 

naziva se lokalna gre~ka odsecanja opšteg jednokoračnog metoda 

(3.1.2), u tački xn+l' pri čemu je x~o+y(x) tačno rešenje prob
lema ( 3 • l. l ) • 

Pod pretpostavkom da je y n =y (xn) (lokalna pretpostavka) 
v.aži jednakost 

Tn+l = y(xn+l) - Yn+l' 

što je isto kao i kod linearnih višekoračnih metoda. 

Analogan izrazu (2.5.2), kod nelinearnih jednokoračnih 
metoda, je 

(3.3.1) 

gde funkcija (x,y) 1-+ljl (x,y) na komplikovan način zavisi od x 
i y • 

Primer 3.3.1. Odredimo funkciju lj! za metod (3.2.5). 
Kako je 

Tn+l y(xn+l)-y(xn)-h4>(xn,yn,h) 

h(4>T(xn,yn,h)-4>(xn,yn,h)} 

~h 3 C(l-~a2 ) G+fyFJ _ _ ( ) +O(hlf) 
x-xn•Y-Y xn 

T 
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neposredno dobijamo 

2-3a2 1 
ij1 (X 1 y) = ~G+ 6 fy F. 

Jedan praktičan način za ocenu lokalne greške odsecanja 

zasniva se na Richardsonovoj ekstrapolačiji. Naime, ako želimo 

da ocenimo lokalnu grešku odsecanja Tn+l u tački x=xn+l za me

tod reda p, pored vrednosti Yn+l izračunate pomoću Yn sa kora

kom h, izračunavamo i odgovarajuću vrednost Yn+l pomoću Yn-l 
sa korakom 2h. Tada, s obzirom na (3.3.1) imamo 

odakle je 

ijl(xn-l'y(xn-1)) (2h)p+l+O(hp+2) 

ijl(~,y(xn))hp+l 2P+l + O(hP+2 ) 

p+l p+2 
2 (y(xn+l)-yn+l) + O(h ), 

Dobijena ocena se često koristi za kontrolu dužine ko

raka h . Naime, ako je ocena za Tn+ l takva da je veća od neke 

unapred dozvoljene vrednosti (tolerancije) e:, korak h treba 

smanji ti. 

U cilju dobijanja ocene za ITn+ll, M.Lotkin ([12J) je 

uveo pretpostavku o ograničenosti funkcije f i njenih parci

jalnih izvoda na skupu 

Q { (X 1 y) l x
0 
~ X ~ b 1 IYI < + oo}. 

Naime, za svako (x,y)e:Q pretpostavio je uslove 

l f (x,y) l < M i 
ai+jf(x,y) 

axi ayj 

' gde su .M i N pozitivne konstante i p red metoda. Na taj način 

je, za metod (3.2.5), dobio ocenu 

(3.3.2) 

a z a me tod ( 3 • 2 : 7) 
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Odgovarajuće ograničenje za lokalnu grešku odsecanja 

kod opšteg metoda trećeg reda dao je A. Ralston ([13J). 

Jedan od načina za odredjivanje slobodnih parametara u 

metodima Runge-Kutta zasniva se na minimizaciji granice za lo

kalnu grešku odsecanja. Tako na primer, u slučaju p=2, iz 

(3. 3. 2) sleduje a 2 = 1' tj. dobija se metod 

Na kraju, navodimo ograničenje za ukupnu diskretizacio

nu grešku e (=y (X,.,) -yn) , pod pretpostavkom da nam je ograniče-n .. 
nje za lokalnu grešku ođsecanja poznato. Naime neka je 

l l < p+l 
Tn+l - Kh • 

Tada je 

gde je L Lipschitzova konstanta za fi.mkciju f po argumentu y. 

Primetimo da i ovde, kao i kod linearnih višekoračnih 

metoda, granica za ukupnu diskretizacionu grešku ima red za je

dinicu ni·ži, nego što je red gr~ice za lokalnu grešku odseca
nja. 

8.3.4. Numerička stabilnost 

Slično kao kod linearnih višekoračnih metoda, analizu 
numeričke stabilnosti sprovodima na jednačini 

y' = Ay ' (A=const). 

"' Neka je x~-+y(x) ·tačno rešenje datog problema i {yn} niz nume-
ričkih vrednosti. rešenja dobijen primenom metoda Runge-Kutta 

sa greškom zaokrugljivanja Rn+l. Tada iz 

i 
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sleduje 

(3.4.1) 

gde su 

i 

Razmotrićemo samo slučaj metoda Runge-Kutta kod kojih 

je p=m~4. Tada korišćenjem izraza (3.2.1) i (3.2.2) sa 

f(x,y)=Ay i ignorisanjem člana ~n+l (kao i kod linearnih više

koračnih metoda), na osnovu (3.4.1) dobijamo 

"' e n+ l 

tj. 

(3.4.2) "' e n+ l 

gde smo stavili 

"' "' (h+.! i? - en + ... en 2 

"' o, - rl e n 

l + h + _21 h 2 + • • • + ...!... fiP 
p! 

+ l -p PT h >, 

(h=Ah) 

Kako je rešenje jednačine (3.4.2) odredjeno sa 

(c1 proizvoljna konstanta), 

"' da bismo obezbedili da en +O (n++=) potreban je uslov lr1 1<1. 

Ovo je uslov apsolutne stabilnosti. O relativnoj stabilnosti 

kod metoda Runge-Kutta nema smisla govoriti. 

S obzirom da je za h >O, r 1 > l, zaključujemo da interval 

apsolutne stabilnosti ne može da sadrži pozitivni deo realne 

ose. Iz uslova -l < r 1 < l možemo naći interval apsolutne stabil

nosti, koji ima oblik (a,O), gde je a <0. Tako·nalazimo 

za P = m l interval (-2,0), 

2 (-2,0), 

3 (-2.51,0), 

4 (-2.78,0). 

Primetimo da svi metodi kod kojih je p=m(~ 4) imaju isti inter

val apsolutne stabilnosti. 
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8.3.5. Primena na rešavanje sistema jednačina 

Sva analiza data u prethodnim odeljcima može se formal

no preneti i na vektorski oblik metoda Runge-Kutta 

gde su 
m .... .... .... 

t(x,y,h) = I: e. k., 
i=l ~ ~ 

.... .... .... 
k 1 = f(x,y), 

a. 
~ 

i-1 
I: ai.' 

j=l J l (i=2, ••• ,m) , 
i-1 .... 

I: a .. k. 
j=l ~J J 

koji se koristi za rešavanje Cauchyevog problema za sistem di

ferencijalnih jednačina prvog reda 

-+, -+ + -+ -+ 
y = f(x,y), y(xo) = Yo· 

Primer 3.5.1. Posmatrajmo sistem od dve jednačine 

sa početnim uslovima y(x
0

)=y
0

, z(x
0

)=z
0

• Analogan metodu (3.2.7) 

je metod 

gde .sU: 

-+ -+ + -+ 
k 4 = f (xn +h , y n +hk 3 ) 

i 

.... 
y 

.... 
f(x,y) 

[

f 1 (x, y, z)] . 
f 2 (x,y,z) 
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Na kraju napomenimo da je program RKGS (iz 1130 Scien

tific Subroutine Package (ll30-CM-02X) firme IBM) za rešavanje 

sistema diferencijalnih jednačina prvog reda sačinjen na osnovu 

Gillove varijante metoda Runge-Kutta četvrtog reda (O program

skoj realizaciji metoda za rešavanje diferencijalnih jednačina 

na FORTRAN jeziku, pored pomenutog priručnika, videti (CllJ). 



8.4. NUMERICKO RESA VANJE KONTURNIH PROBLEMA 

8.4.1. Uvodne napomene 

Ovo poglavlje je posvećeno rešavanju konturnih (granič

nih) problema za diferencijalne jednačine. Za razliku od Cauchy

evog problema, gde su uslovi koji odredjuju partikularno rešenje 

diferencijalne jednačine dati u jednoj tački, kod konturnih pro

blema uslovi se zadaju najmanje u dve tačke. ~U ćemo razmatrati 

samo konturne probleme kod kojih su uslovi dati u dve tačke. Ja

sno je da konturni problemi imaju smisla kod jednačina najmanje 

drugog reda. Na primer, za jednačinu drugog reda, konturni pro

blem se može definisati na sledeći način: Naći rešenje jednačine 

(4.1.1) F(x,y,y',y") =O (a~x~b), 

koje zadovoljava uslove 

cp 1 (y(a),y'(a)) O, 

(4.1.2) 

cj>2(y(b),y'(b)) =o. 

U specijalnom slučaju, ako su jednačina (4.1.1) i uslovi 

(4.1.2) linearni, imamo tzv. linearni konturni problem 

(4.1.3) y" + p(x)y' + q(x)y f(x) 

(4.1.4) B, 

gde su· funkcije p,q,f neprekidne na Ca,bJ i a
0

,a. 1 ,A,S
0

iSl'B 

date konstante, pri čemu je 

i 

74 
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Ako je A=B=O, za uslove (4.1.4) kažemo da su homogeni. 

Ako je f(x) =o i ako su uslovi (4.1.4) homogeni, odgovarajući 

problem nazivamo homogeni konturni problem. 

Ako definišerno linearne operatore L, Ga' G0 pomoću 

' 
LCyJ = y" + p(x)y' + q(x)y, 

konturni problem (4.1.3)-(4.1.4) možemo predstaviti u obliku 

(4.1.5) L[yJ = f(x) 

Stavimo 

D 
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gde su y 1 i y 2 dva linearno nezavisna rešenja jednačine LCyJ=O. 

Lako se može dokazati sledeće tvrdjenje: 

Teorema 4.1.1. Ako je D~O, konturni probl~rn (4.1.5) irna jedin

stveno rešenje za proizvoljne vrednosti A i B. U slučaju, kada 

je D=O, konturni problem, u opštern slučaju, nema rešenje. Samo 

za odredjene vrednosti A i B, konturni problem može imati bes

konačno mnogo rešenja. 

Takodje, za homogeni problem (f (x) = O, A=B=O) može se 

dokazati: 

Teorema 4.1.2. Ako je D~O, postoji jedinstveno (trivijalno) 

rešenje y =o. Netrivijalna rešenja postoje ako i samo a~o je 

D=O. 

Problem nalaženja netrivijalnih rešenja homogenog kon

turnog problema naziva se problem sopstvenih· vrednosti. 

U opštern slučaju, kod konturnih problema mogu nastati 

sledeća tri slučaja: 

1° post?ji jedinstveno rešenje; 

2e> postoje više rešenja (-ili beskonačno mnogo); 

3° ne postoje rešenja. 
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U poredjenju sa Cauchyevirn problemom, konturni problemi 

se češće javljaju u prirnenarna u tehnici, medjutim, njihovo re= 

šavanje je znatno teže. 

U ovom poglavlju razrnatraćerno neke od približnih metoda 

za rešavan~e konturnih problema za jednačine drugog reda, pret

postavljajući pri torne uvek egzistenciju jedinstvenog rešenja. 

U opštern ~lučaju pri.tli~ni metodi za rešavanje konturnih 

problema mogu se klasifikovati u tri grupe: 

1° Diferencni metodi; 

2° Metodi pogadjanja; 

3° Projekciono-varijacioni metodi. 

U ovom poglavlju razrnatraćerno metode iz prve dve grupe, 

dok ćemo projekciono~varijacione metode, zbog svojih specifič

nosti, razmatrati u posebnoj glavi. 

U ovom poglavlju razrnatraćerno metode iz prve dve grupe, 

dok ćemo projekciono-varijacione metode, zbog svojih specifič

nosti, razmatrati u posebnoj glavi. 

S obzirom da se jednačine višeg reda mogu svesti na sis

tem jednačina prvog reda, to se konturni problemi mogu razmatra

ti i u obliku 

+ 
NCyJ 

-+, -+ -+ 
y - f(x,y) 

+ o (a~x~b), 

(4 .l. 6) 
+ -+ -+ '-+ 
g(y(a), y(b)) =O, 

+ + + 
gde su y, f, g n-dirnenzionalni vektori. U specijalnom slučaju, 

linearni konturni problemi se mogu posrnatrati u obliku 

-+, -+ -+ . 
y - A(x)y = h(x) 

+ s l 
+ + + 

gde su y, h, S n-dirnenzionalni vektori i A(x), Ba' Bb matrice 

reda n. 

8.4.2. Diferencni metodi 

Diferencni metodi ili metodi konačne razlike za rešava

nje konturnih problema sastoje se u aproksirnaciji izvoda pomo

ću konačnih razlika, pri čemu se rešavanje konturnog problema 

svodi na rešavanje sistema diferencnih jednačina. 
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Neka je dat konturni problem 

( 4. 2 .l) y" - f(x,y,y') =O (a~ x~ b), 

(4 .2 .2) y{a) =A, y{b) =B. 

Segment ca,bJ podelimo na N+l podsegmenata dužine h=~~~, 
tako da je xn=a+nh {n=O,l, ... ,N+l). U tačkama xn (n=l, ..• ,N) di

ferencijalnu jednačinu (4.2.1) aproksimirajmo pomoĆu 

(4. 2. 3) 
Yn+l- 2Yn+yn-l yn+l-yn-1 

= f (xn, Y n, 2 h ) (n= l , ... , N) . 
h2 

Jasno je da smo, pri ovome, iskoristili formule za numeričko 

diferenciranje 

y -2y +y 
n+l n n-l+O(h 2 ). 

h 

Kako je, zbog (4.2.2), y
0

=A i yN+l=B, problem odredjiva

nja niza približnih vrednosti rešenja konturnog problema u tač

kama xn{n=l, ... ,N), svodi se na rešavanje sistema (4.2.3) od 

N jednačina sa N nepoznatih, koji je, u opštem slučaju, neli-

near an. 

Ukoliko, umesto konturnih uslova (4.2.2) imamo opštije 

uslove (4.1.4), tada za aproksimaciju izvoda u tačkama a i b, 

koristimo .formule 

(4 .2. 4) 

y' {a) 

3YN+l - 4YN + YN-1 
y'{b) = y'(x._ ) "' N+1 2h 

kod kojih je greška reda O(h 2 ). Tada se konturni uslovi (4.1.4) 

približno svode na 

( 4.2. 5) 

Ako sistemu jednačina (4.2.3) pridodamo jednačine (4.2.5) 
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problem nalaženja niza y
0

,y 1 , ... ,yN+1 se svodi na rešavanje 

sistema od N+2 jednačine sa isto toliko nepoznatih. 

Umesto formula (4.2.4), za aproksimaciju konturnih uslo

va (4.1.4), često se koriste formule manje tačnosti 

i y(b) 

kod kojih je greška reda O(h). 

U slučaju kada je jednačina (4.2.1) linearna, diferencni 

metod nas dovodi do sistema linearnih jednačina, čija je matri

ca trodijagonalna. Sledeći odeljak biće posvećen r.ešavanju ovog 

problema, dok će u ođeljku 8.4.4 biti razmatran jedan iterativ

ni diferencni metod za rešavanje konturnih problema sa neline

arnom diferencijalnom jednačinom. 

Rešavanje opšteg konturnog problema (4.1.6), pomoću dife

rencne aproksimacije 

gde je n=1, .•. ,N+1, razmatrao je H.B. Keller (videti C14J, clSJ). 

Opštu teoriju diferencnih metoda za rešavanje konturnih 

problema oblika (4.1.6) razvili su H.B. Keller i A.B. White u 

radu e 16 J. 

8.4.3. Diferencni metod za linearne konturne probleme 

Neka je jednačina (4.2.1) linearna, tj. neka ima oblik 

(4 .3 .l) LCyJ = y" + p(x)y' + q(x)y = f(x). 

Tada je odgovarajuća diferencna aproksimacija 

(4. 3.2) 

gde su pn=p(xn)' qn=q(xn), fn=f(xn) i n=l, ... ,N. 

Operator ~' definisan pomoću (4.3.2), predstavlja jednu 
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diferencnu aproksimaciju diferencijalnog operatora L. Pretpos

tavljajući da y~:C 1f[a,bJ, ~ije teško pokazati da je u tačkama 

xn (n= l, ... ,N) 

što znači da je Lh aproksimacija drugog reda za L. 

Predjimo sada na rešavanje sistema jednači~a (4.3.2). 

Ako uvedemo smene 

a 
n 

(4.3.2) se može predstaviti u obliku 

(4. 3. 3) 

h 
l+ 2 Pn 

(n=l 1 ••• 1 N). 

Neka su konturni uslovi y
0

=A i yN+l=B. Pred nama se po

stavlja problem rešavanja sistema linearnih jednačina 

·+ + 
(4. 3. 4) Ty = d , 

gde su 

yl h 2 f -Aa l l bl cl o ... o 

+ 
y 

y2 h 2 f a2 b2 c2 o + 2 
d= l T= 

YN h 2 f -Bc N N o o o bN 

Matrica sistema (4.3.4) je trodijagonalna. Za rešavanje 

ovog sistema pogodno je izvršiti faktorizaciju matrice T u ob

liku T=LR (videti formule (1.2.5) u odeljku 4.1.2) 1 a zatim suk· 
-+ -+ -+ -+ 

cesivno rešiti trougaone sisteme jednačina Lz=d i Ry=z. Ovakav 

metod je poznat kao metod faktorizacije~. Kako je ovaj metod u 

suštini zasnovan na Gaussovoj eliminaciji, to se on može ekvi

valentno iskazati kroz sledeći eliminacioni postupak: 

Jednakost y
0

=A predstavimo u obliku 

( 4 ~ 3. 5) 

gde su L
0

=0 i K
0

=A. Pomoću (4.3.5) eliminišimo y
0 

iz jednačine 

if U ruskoj literaturi metod faktorizacije se vrlo često sreće kao metod 
progonki. 
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a
1

y
0

+b
1
y

1
+c 1y 2=h 2 f 1 , koja je dobijena iz (4.3.3) za n=l. Tada 

dobijamo 

gde su 

i 

Navedeni postupak eliminacije nepoznatih može se nastavi

ti za n=2, ... ,N. Naime, ako u (4.3.3) stavimo 

dobijamo 

(4 .3 .6) 

gde su 

(4. 3. 7) 

{4. 3. 8) 

-e 
n i 

hzfn - anKn-1 

bn + anLn-1 

Posle N eliminacionih koraka imamo 

Kako je yN+l=B, to na osnovu poslednje jednakosti izračunavamo 

yN. Na dalje, korišćenjem {4.3.6), za n=N-1, ... ,1, izračunavamo 

redom yN_ 1 , ... ,y1 . 

Dakle, metod faktorizacije se sastoji u sledećem: 

1° Polazeći od L
0

=0 i K
0

=A, pomoću formula {4.3.7), za 

n=l, ... ,N izračunavaju.se koeficijenti Ln i Kn; 

2° Izračunava se niz {yn} pomoću 

Yn+l B, 

{n=N, ... ,l). 

Ukoliko su, umesto uslova y
0

=A i yN+l=B, dati uslovi 

i 

1 
l 
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navedeni postupak treba modifikovati u sledećem smislu: 

Kod izračunavanja koeficijenata Ln i Kn treba poći od 

L
0
=a i K

0
=A. 
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Ka.ko je na osnovu datog konturnog uslova yN+l - 13YN=B, a 

na osnovu (4.3.8) yN-~YN+l=KN, zaključujemo da je 

B + 13KN 

YN+l = l - 13~ 

Ostali članovi niza {yn} izračunavaju se na isti način kao u 2°. 

Opširnije o metodu faktorizacije može se naći, na primer, 

u Cl7J, Cl8J, Cl9J. Dva osnovna svojstva ovog metoda su mali 

broj aritmetičkih operacija pri njegovoj realizaciji (u odnosu 

na druge metode rešavanja sistema linearnih jednačina) i slaba 

osetljivost na numeričke greške (greške zaokrugljivanja se ne 

akumuliraju). Poslednja činjenica je prisutna ako je sistem jed

načina (4.3.3) dobro uslovljen. Jedan dovoljan kriterijum dobre 

uslovljenosti (videti Cl7J ) je da postoji o >O tako da je 

Primer 4.3.1. Nadjimo približno rešenje jednačine 

y" - 2xy' - 2y - 4x , 

koje zaddvoljava konturne uslove 

y(O) =l, y(l) = l+ e"' 3.7183. 

Uzmimo h=O. 2, tj. xn=nh=O. 2n . (n=O, l, ... ,5) . Kako je pn=-2xn, 

qn=-2, fn=-4xn, imamo 

Tada je 

l-0.04n 
2.08- (1+0 .04n)L 

1 
i Kn 

n-

0.032n+(l+0.04n)Kn-l 

2.08- (l+0.04n)Ln-l 

Rezultati dobijeni primenom metoda faktorizacije dati su 

u tabeli 4. 3. l. U poslednjoj koloni tabele date su vrednosti ta

čnog rešenja (y=x+exp(x2 )). 
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Tabela 4.3.1 

n X L K Yn y(xn) n n n 

o 0.0 o. l. l. l. 
l 0.2 o. 4615 0.5154 l. 2 436 1.24081 
2 0.4 0.5817 o. 382 4 1.5778 1.57351 
3 0.6 0.6160 0.3749 2.0379 2.03333 
4 0.8 0.6152 0.4122 2.6997 2.69648 
5 1.0 3.7183 3. 7182 8 

Razmotrimo sada diferencne aproksimacije za diferenci

jalne jednačine date u Sturm-Liouvilleovom obliku. 

Ako jednačinu (4.3.1) pomnožimo sa r(x)=exp(fp(x)dx), 

tada se ona svodi na Sturm-Liouvilleov oblik 

( 4. 3. 9) rLCyJ = (ry')' + qy = f, 

gde su q(x)=r(x)q(x) i f(x)=r(x)f(x). 

Primer 4.3.2. Za jednačinu 

LCyJ = y" - ~y' + 2y = x2 

Sdx l integracioni faktor (množi lac) je r (x)=exp (- xl =X: , pa je 

Sturm-Liouvilleov oblik 

Kod rešavanja konturnih problema sa jednačinom u Sturm

Liouvilleovom obliku javlja se problem aproksimacije diferen

cijalnog izraza 

(4.3.10) MCyJ = (ry')' • 

S obzirom da je MCyJ=r(x)y"+r'(x)y' može se koristiti, 

kao i ranije, diferencna aproksimacija 

pri čemu je u tačkama xn (n=l, ..• ,N), ~1:CyJ-MhCynJ=O(h 2 ). 
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!-1edjutim, za aproksimaciju diferencijalnog operatora 

{4.3.10) češće se koriste sledeće dve aproksimacije 

H.( l) Cy J 
n n 

H( 2 ) Cy J 
h n 

pri čemu je rs= r(x
0

+sh) (se:Z). 

Do prve aproksimacije ~llcynJ dolazimo aproksimacijom 

izvoda pomoću centralne razlike. Naime, imamo 

MCyJ 1 (r y' - r y' l h n+l/2 n+l/2 n-1/2 n-1/2 ' 

tj. 

MCyJ 

dok se M~2 lcy J dobija iz M~ 1 lcynJ aproksimacijom rn+l/2 i 
l n l 

rn-l/2 sa 2(rn+r + rn) i 2(rn+rn_ 1 ) respektivno. 

Nije teško pokazati (videti, na primer, C20J ) da je u 

tačkama xn (n=l, ... ,N) pri r,ye:c 4ca,bJ 

(i=l,2), 

tj. da su obe diferencne aproksimacije reda dva. 
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Korišćenjem izraza za M~ 1 lcynJ' diferencijalna jednačina 
(4.3.9) se svodi na 

tj. 

(4.3.11) 

gde· su q = q(x )-r q f = f(x )=rf i n n-nn' n- n nn 

a ( l)=r 
n ·n-1/2' 

(n= l, ••• ,N) , 

h 2 f (n= l, ••• ,N), n 

(l)_ 
en -rn+l/2" 
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Kako je c( 1 )=a(l) zaključujemo da je matrica sistema jed-
n n+1 

načina (4.3.11) simetrična. Ako je, osim ovoga, matrica pozitiv-

no definitna, prethodno izloženi metod faktorizacije se može rno

difikovati u smislu korišćenja metoda kvadratnog korena (vide

ti odeljak 4.2.4). 

Na kraju prirnetirno da integracioni faktor r za svodjenje 

jednačina na Sturrn-Liouvilleov oblik, nije uvek mogućno odrediti 

u konačnom obliku. Medjutim, za dovoljno malo h egzistira tzv. 

diskretni integracioni faktor, tj. takvo rn da aproksimacija 

rn~[ynJ daje sirnetričnu matricu. Naime, kako je 

(n=1, ... ,N), 

to iz uslova simetričnosti matrice sistema 

dobijamo rekurentnu relaciju za rn 

r n (n=0,1, ... ,N-1), 

pri čemu se može uzeti, na primer, r
0
=1. 

8.4.4. Iterativni diferencni metod 

Razmotrimo problem rešavanja nelinearne diferencijalne 

jedn ači ne 

y" = f(x,y,y') 

sa linearnim konturn:.._n uslovima 

Kao što srno videli u odeljku 8.4.2, diferencni metod dovodi do 

sistema nelinearnih jednačitla (4.2.3), sa uslovima (u najpresti

jem slučaju) 

T 
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Jedan od načina za rešavanje ovakvog sistema jednačina 

je korišćenje metoda proste iteracije 

Y
(k+l) 2 (k+l) + (k+l) 
n+l - Yn Yn-1 

( 4. 4. l) A (k= O , l , ... ) , 

G Cy(k+l)J B 
N+l n 

gde je 

(k) (k) 

f(k) _ f( (k) Yn+l- Yn-1) 
n = xn,yn ' 2h · 

Na ovaj način, rešavanje problema se svodi na rešavanje 

sistema linearnih jednačina na svakom koraku k , pri čemu se za 

startovanje iterativnog procesa (4.4.1) usvajaju početne vred

nosti y(o) (n=O,l, ... ,N+l). Zahvaljujući specijalnom obliku 
n 

ovog sistema jednačina, može se naći eksplicitni oblik za 
(k+ l) 

Yn . 

(4.4.2) 

gde su 

(4. 4. 3) 

i 

(4. 4. 4) 

Potražimo rešenje u obliku 

(k+l) 
Yn 

o, G [W J o n B. 

Nije teško uočiti da ako postoje zn i wn takvi da zado

voljavaju (4.4.3) i (4.4.4) respektivno, to će y~k+l), odredje

no sa (4.4.2), biti rešenje sistema (4.4.1). 

Iz (4.4.4) sleduje wn=C 1~c2 n, gde konstante c1 i c2 tre

ba odrediti iz uslova 

ss 

o 
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A, 

B • 

Ako je 

(4.4.5) 

iz poslednjeg sistema jednačina sleduje 

i 

Kako se problem (4.4.3) može predstaviti kao sistem line

arnih jednačina 

-2+y l o o o 

l -2 l o o 
(4. 4. 6) =h2 

o o o -1 -2+/i 

gde su y=a 1/Ca 1-ha
0

) i o=a 1/<a 1+ha ) , rešenje zn je očigledno 

linearna kombinacija veličina h2 ff~> (i=l, .•. ,N), tj. ima oblik 

N (k) 
I: g. f. , 

i=l 1n 1 

gde su gin koeficijenti koje treba odrediti. Primetimo da je ma

trica sistema ( 4. 4. 6) .trodijagonalna i simetrična. Njeni nenu l ti 

elementi su 

all= -2+o, ann= -2 (n=2, ... ,N-l), aNN -2+o, · 

a =a =l (n=l, ... ,N-1). n,n+l n+l,n 

Ako sa D označimo determinantu ove matrice, a sa A. 1n 
odgovarajućih elemenata aij' nije teško primetiti da 

=A. /D. Takodje, lako se uočava da je g. =g .. 1n . · 1n n1 

kof ak tore 

je g. = 1n 

T 
! 
,, 
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Na osnovu 

N 
l:Ai.a. =Do., 

j=l J nJ ~n 

gde je oin Kroneckerova delta, u našem konkretnom slučaju pri 

proizvoljnom iE{l, ... ,N}, za n=l, ... ,N dobijamo redom 

(4. 4. 7) 

(4. 4. 8) 

(4. 4. 9) 

o. 
~n 

(n=2, ... ,N-l), 
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Za odredjivanje gin dovoljno je pretpostaviti rešenje u 

obliku 

gin = Cin + Di + En + F (i ~n), 

gde su e, D, E, F zasad nepoznati koeficijenti. Zbog simetrije 

imamo 

gin = Cni + Dn + Ei + F (i ~n). 

Na, osnovu (4.4.7), za i=l dobijamo y(C+E)-(1-y) (D+F)=l, 

a za i~2, (yC-(1-y)E)i+yD-(1-y)F=O, odakle sleduje 

yC = (1-y)E, yD= (1-y)F, E- D= l 

Stavimo sada i=n u (4.4.8). Tada dobijamo E-D=l. Prime

time da za i~n pretpostavljene rešenje zadovoljava jednačinu 

(4 .4. 8). 

Najzad, na osnovu (4.4.9), za i~N-1, dobijamo 

(C+(l-o) (CN+D))i + (E+(l-o) (EN+F)) =O, 

a za i=N 

(CN+D) (l+ (1-o) N) + l + ( 1-o) (EN+F) O, 

odakle sleduje 

(l+ ( 1-o)N)C+ ( 1-o) D=O, (l+ ( 1-o) N)E+ ( 1-o )F=O, E-D= l. 

Dobijene jednakosti _za nepoznate.. koeficijente mogu se 

predstaviti u obliku 
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Kako je 1 

dobijamo 

pa je 

tj. 

8. Približno rešavanje običnih diferencijalni h jednačina 

(1+(1-o)N)e + ( 1-o) D o l 

zbog 

e 

F 

ye (1-y)D 1-yl 

(1-y)E Ye 1 

(1-y)F yD. 

(4. 4 .s) l 

yoh 2 
- (l+ ( l- o) N) ( l- y) - y (l- o ) = --t:, -:f O 1 

a1 13 1 

(l-o) (1-y) 
t::, l 

y(l+(l-o)N) 
t::, l 

D 
(1-y) (1+(1-o)N) 

t::, l 
E 

f( (1-y)i+y) (l+ (l-o) (N-n)) 
l 

(i ~n) 1 

(i ~n) 1 

(i ~n). 

Na osnovu prethodnog imamo 

N 
y(k+l) - e + e

2
n + h 2 L g. f~k) 

n - l i= 
1 

J. n J. 

O problemu konvergencije ovog iterativnog metoda i ana

lizi grešaka može se naći u C21J. 

Primer 4.4.1. Uzimajući h=0.2 nadjimo približno rešenje kontur

nog problema 

y ll = 2 +y 2 
l y (o ) = y ( l ) o • 

Kako je N=4; a
0

=1 1 a 1=0~ A=01 13
0

=1 1 13 1=0 1 B=O; y 0=y 5=0~ 

fn=2+y~ 1 xn=nh=0.2n(n=0 1l 1 ... 15) 1 imamo t::,=5 1 e 1=e2=0 1 

T 
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"l ~1 (n-5) 
(i ~n), 

gin 
in(i-S) (i ~n), 

4 
(k+l) 

(4 .4 .lO) f~k) = 2+ (y ~k)) 2 l h2 E g. f~k) 
~ ~ Yn i=l ~n ~ 

Vrednosti 

Tab e la 4 . 4 . l 

~ l 2 

l -0.8 -0.6 

2 -0.6 -1.2 

3 -0.4 -0.8 

4 -0.2 -0.4 

koeficijenata 

3 4 

-0.4 -0.2 

-o .8 -0.4 

-1.2 -0.6 

-0.6 -o. 8 

fin date su u tabeli 4. 4.1. 

Za početno rešenje y(o) 

izaberimo funkciju y{o)=x(x-1) 

koja je rešenje problema 

y" = 2, y{O) = y{l) = O. 

Tada je za n=l,2,3,4 

y~o) = xn(xn-1)=0.2n(0.2n-l). 

Ove vrednosti su navedene u 

tabeli 4.4.2. Korišćenjem formula (4.4.10) dobijamo niz vredno

sti za y~k) (n=l,2/3,4; k=l, •.• ). U tabeli 4.4.2 navedene su vred

nosti za prve dve i te racije. 

Tabela 4.4.2 

n X 
y(o) f(o) y (l) f{l) - ( 2) 

n n n n n Yn 

l 0.2 -o .16 2.02S6 -0.1633 2.0267 -o .163S 

2 0.4 -0.24 2. os 76 -0.24S6 2.0603 -0.24S9 

3 0.6 -0.24 2. os 76 -0.24S6 2.0603 -0.24S9 

4 0.8 -o .16 2.02S6 -o .1633 2.026 7 -o. 16 3S 

Primetimo da je jy~2 )- y~ 1 )! <10-
3 

(n=l,2,3,4). Ukoliko 

ova tačnost zadovoljava potrebe, možemo uzeti y "'Yn(2 ) , n 

Na kraju razmotrimo klasu konturnih problema oblika 

(4.4.11) y" = f(x,y), y{a) =A, y(b) =B. 

Pretpostavljajući podelu segmenta ca,bJ na N+l podsegmenata du

žine h=~~~, primenimo na (4.4.11) linearni višekoračni metod 

(2.8.4) 

(4.4.12) 
k 

. r .aiYn+i 
~=o 

(n=O,l, ••. ,N+l-k) . 
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Kako je y
0
=y(a)=A, f

0
=f(a,A), yN+l=y(b)=B, fN+l=f(b,B), 

(4.4.12) predstavlja sistem od N+2-k jednačina sa N nepoznatih 

y 1 , ... ,yN. Da bi bio ispunjen uslov N+2-k=N treba uzeti k=2, tj. 

metod (4.4.12) treba biti dvokoračan. Najčešće se za ovu svrhu 

koristi metod Nurnerova (2.8.5). U tom slučaju sistem jednačina 

(4.4.12) se može predstaviti u matričnom obliku 

-2 l o o 

l -2 l o 

o o o -2 

yl 10 l o 

y h 2 l 10 l 
2 =rr 

o 

o o 

o 

S obzirom da je fn = f (xn ,y n) , poslednji sistem jednačina 

je, u opštem slučaju, nelinearan i za njegovo rešavanje se može 

koristiti neki iterativni metod, na primer, metod Newton-Kanto

roviča (videti ode ljak 5. 2. 2) . 

Primer 4.4.2. Prirnenom metoda Nurnerova sa h=l/2 na konturni· pro

blem 

y" = 16 (x2 +y-l), y(-1) 

dobijamo sistem linearnih jednačina 

y (l) l 
- 8 

[
-2 1 .o] [Y 1

] 16 [10 l o] [y
1
-3/4] [-1112] 

l -2 l • y2 = 48 l 10 l . y2-l o 

o l -2 y3 o l 10 yJ-3/4 -1/12 

odakle je 

yl = 0.625, y2 0.875, y3 = 0.625. 

8.4.5. l-1etod pogadjanja 

Posmatrajmo nelinearan konturni problem 

(4.5.1) 
y" ,= f(x,y,y') (a~x~b), 

y(a) = A, y(b) B. 
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Metod pogadjanja za rešavanje ovog problema sastoji se 

. u nalaženju ekvivalentnog Cauchyevog problema 

y" = f(x,y,y') (a~x~b), 

( 4 .s .2) 

y(a) =A, y' (a) tg Cl. 

Naime, treba odre~iti a tako da se rešenje problema (4.5.2) po

klapa sa rešenjem problema (4.5.1) (videti sl.4.5.1). Neka je 

x~~y(x,a) rešenje Cauchyevog problema (4.5.2). Menjajući ugao 

y 

A 

a 

Sl. 4.5.1 SL 4.5.2 

Y(b,a.) 
l 

Y(b,a,) 

Y(b,ao) 

X 

b 

a menja se rešenje ovog problema (Sl.4.5.2) i za x=b dobija se 

niz vrednosti rešenja y(b,a
0
), y(b,a 1 ), itd. Nas interesuje sa

mo ono rešenje za koje je 

Y(b.a) 

a 
a• 

Sl. 4.5.3 

y(b,a) = B. 

Takvo a označimo sa a* (vi

deti Sl. 4.5.3). 

Dakle, problem se svodi 

na rešavanje jednačine 

(4.5.3) f(a)=y(b,a)-B=O. 

U opštem slučaju, funk

cija F nije zadata analitički, 

već je odredjena pomoću algo

ritma za rešavanje problema 
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(4.5.2). O rešavanju Cauchyevog problema bilo je reči u poglav

ljima 8.li 8.2 i 8.3. 

Za rešavanje jednačine (4.5.3) mogu se koristiti razli

či ti metodi. 

Na primer, kod metoda polovljenja intervala (odeljak 

5.1.5), izaberemo a
0 

i a 1 , tako da je F(a
0

)F(a1 )< O, a zatim 

stavimo a 2=(a
0

+a 1 )/2 i izračunamo F(a2 ). Sledeću vrednost za 

a izračunavarno pomoću 

J. 
2(al + a2) 

a3 

.!(a 
2 o + a2) 

Proces izračunavanja se nastavlja sve dok ne Đude, na 

primer, ispunjen uslov IF(an>l~e:, gde je e: unapred zahtevana 

tačnost. 

Slično, kod metoda sečice (ode ljak 5 .l. 4), sa unapred 

izabranim a
0 

i a 1 izračunavamo niz {an} pomoću 

F(an) 
(n=l,2, ..• ). 

Metod pogadjanja može postati numerički nestabilan ako 

rešenje x~-+y(x,a) bitno zavisi .od parametra a, tj. ako je 

l
aya(xa,a)l << l. U takvim slučajevima pogodno je izvršiti line-

arizaciju pPoblema (4.5.1) u sledećem smislu. 

Neka je poznata izvesna dva puta neprekidno-diferencija

bilna funkcija x~-+y0 (x) koja zadovoljava konturne uslove iz 

(4.5.1), tj. y
0

(a)=A, :y:
0

(b)=B i koja grubo aproksimira tačno 

.rešenje problema (4.5 .l). Ako stavimo 

y(x) = y
0

(x) + z(x) 

i pretpostavimo da je funkcija f diferencijabilna, na osnovu 

Taylorove formule imamo 
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odakle, odbacivanjem poslednjeg člana na desnoj strani i zame

nom u (4.5.1) dobijamo 

(4 .s. 4) z"+ p(x)z' + q(x)z = r(x), z(a) 

gde su 

at (x,y
0

,y ~) 
p(x) =----,a,...y--

o t 

Rešavanjem linearnog konturnog problema (4.5.4) nalazimo 

"popravku" z, odakle je nova aproksimacija rešenja 

Primetimo da je y 1 1- y, što je posledica od z 1- z. 

Navedeni postupak, koji se često naziva Newtonov metod, 

može se nastaviti uzimanjem nove aproksimacije y 1 , umesto y
0

, 

itd. 

8.4.6. Redukcija linearnog konturnog problema na Cauchyev 

problem 

U ovom odeljku razmotrićemo jedan relativno jednostavan 

postupak za redukciju linearnog konturnog problema na Cauchyev 

problem. 

Posmatrajmo konturni problem 

(4. 6 .l) LCyJ = f(x), y(a) =A, y(b) =B, 

gde je linearni diferencijalni operator L definisan pomoću 

LCyJ = y" + p(x)y' + q(x)y, 

a p,q,f date neprekidne funkcije na Ca,bJ. 

Rešavanje ovog problema može se svesti na rešavanje dva 

Cauchyeva problema: 

(4.6.2) A, Yi(a) =O 

i 

(4.6.3) LCy2J o, l. 
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Za tačku x=b, na osnovu (4.6.2), možemo dobiti y 1 (b), a 

na osnovu (4.6.3) vrednost za y2 (b). Kako zbog linearnosti pro

blema (4.6.1) možemo staviti 

to za x=b imamo y(b)=B=y 1 (b)+ey2 (b), pa je rešenje konturnog 

problema (4.6.1) dato sa 

B-y 1 (b) 
y (x) = y1 (x) + y2 (b) y2 (x), 

pretpostavljajući pritom da je y2 (b) 'f O • . 
Posmatrajmo sada opštiji konturni problem 

(4.6.4) 

i potražimo njegovo rešenje u obliku 

(4.6.5) y(x) = eu(x) + v(x), 

gde je e zasad proizvoljna konstanta, u netrivijalno rešenje 

jednačine LCuJ=O i v partikularno rešenje nehomogene jednačine 

L[VJ=f(x). 

Da bi funkcija y, definisana sa (4.6.5), zadovoljavala 

prvi konturni uslov u (4.6.4) za svako e, tj. da je 

potrebni i dovoljni uslovi su sledeće jednakosti 

a
0
u(a) + a1u'(a) O, 

(4.6.6) 

Odredimo sada konstantu e tako da rešenje (4.6.5) zado

voljava konturni uslov u tački x=b. Dakle, iz 

sleduje 

f 
! 
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e 
B- (~ 0v(b)+~ 1 v' (b)) 

~ 0u(b)+e 1 u(b) 

pri čemu srno pretpostavili da je a
0

u(b)+a 1u'(bhil0. 

95 

Primedba 4.6.1. Uslovi (4.6.6) su ispunjeni, na primer, ako je 

i 

v(a) 

ili 

v(a) 

A 
=a' o 

o l 

v' (a) o 

v' (a) = ..!!... 
al 

(rn=const;o) 

Na kraju ovog odeljka izložićerno jedan metod (C22J) za re

šavanje konturnog problema 

(4.6.7) y"+q(x)y=f(x), y'(a)=ay(a)+A, y'(b)=Sy(b)+B, 

gde su q i f date neprekidne funkcije na Ca,b J. 

Ovaj metod se zasniva na odredjivanju funkcija u i v 

tako da je rešenje diferencijalne jednačine prvog reda 

(4.6.8) y' = u{x)y + v{x), 

istovremeno i rešenje posrnatranog konturnog problema. Diferen

ciranjem (4.6.8) dobijamo diferencijalnu jednačinu drugog reda 

(4 .6. 9) y" = (u'+u 2 )y+(uv+v'). 

Ako stavimo 

(4 .6 .10) i . v'+uv=f{x), 

jednačina (4 .6 .9 r se svodi na jednačinu kontumog prob'lema 

(4.6.7). S druge strane, stavljajući x=a u (4.6.8) i uporedji

vanjem sa datim konturnim uslovom u tački x=a, dobijamo 

( 4. 6 • ll)' u(a) = a i v(a) = A. 

Dakle, (4.6.10) i (4.6.11) definišu Cauchyev problem za 

sistem od dve jednačine prvog reda 
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u' -u2 + q(x) 
(u (a) =a., v (a) =A) , 

v' f (x) - uv 

iz kojih se, nekim od metoda integracije može naći u(b) i v(b). 

Tada iz (4.6.8) za x=b, tj. iz 

y' (b) = u(b)y(b) + v(b) 

i datog konturnog uslova 

y' (b) = ay (b) + a, 

pod pretpostavkom u(b)~e, sleduje 

(4.6.12) y(b) = ~~~~~f y' (b) 13v(b) - Bu(b) 
e - u(b) 

Na ovaj način dati konturni problem je sveden na Cauchyev 

probiem za jednačinu drugog reda 

y" + q(x)y f(x) 

sa uslovima (4.6.12). 

Primetimo da je početni uslov, u ovom slučaju, dat u kraj

njoj tački segmenta integracije, tj. u tački x=b. Integraciju 

treba sprovesti ka tački x=a, tj. sa "negativnim" korakom, što 

znači da u odgovarajućim formulama za numeričku integra9iju ume

sto h treba uzeti -h. 

8.4.7. Problem sopstvenih vrednosti 

U ovom odeljku razmatraćemo rešavanje konturnog problema sa 

sopstvenim vrednostima oblika 

(4.7.1) ~x(p(x)y') + Aq(x)y f(x)y (a ~ x ~ b), 

(4.7.2) y(a) y(b) o. 
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Naime, daćemo dva metoda za numeričko odredjivanje nctrivijalnih 

rešenja konturnog problema (4.7.1) - (4.7.2). Pri ovome pretpo

stavljamo da p~c 1 ca,bJ, q,f~cca,bJ i p(x)>O, q(x)>O, f(x)~O 

(xEC a,bJ). 

l. Diferencni metod za odredjivanje sopstvenih vredno$ti 

konturnog problema (4.7.1) - (4.7.2) zasniva se na podeli seg-
b-a menta ca,bJ na N+l podsegmenata dužine h = N+l , tako da su deo-

ne tačke xn=a+nh (n=O,l, .•. ,N+l), i aproksimaciji izvoda odgova

rajućim diferencama. 

Ako stavimo ps::p(x
0

+sh) (s~R), qn::q(xn), fn:f(xn), na rezul

tat iz odeljka 8.4.3, problem (4.7.1) - (4.7.2) se može svesti na 

algebarski problem sopstvenih vrednosti 

(n= l, • ; . , N') 

sa yo=yn+l=O. 

Neka su ~k i ~~ sops~vene vrednosti diferencijalnog i odgo

varajućeg diferencnog problema respektivno, i neka su, pritom, 

poredjane po veličini, tj. neka je 

i 

Razmotrimo sada model-problem (p(x):l, q(x):l, f(x):O) 

(4.7.3) y" + ~y = O, y(O) y(l) = o, 

čije su tačne sopstvene vrednosti ~k=k2 n 2 (k=l,2, ••• ), a odgova

rajuće sopstvene funkcije wk=sinknx (videti C23J). 

Odgovarajući diferencni analogan je 

o (n=l, ••• ,N), 

tj. 
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o (n=l, ... ,N), 

Yo = YN+l = O. 

Rešenje poslednje jednačine je dato sa 

gde su ~l i ~ 2 koreni karakteristične jednačine 

(4. 7.4) 

(4.7.5) 
n -n 

c1~1 + c2~1 · 

.rz uslova y
0

=yN+l=O sleduje 

c 1 + c2 = o, 

Za egzistenciju netrivijalnog rešenja ovog sistema jednačina po

treban i dovoljan uslov je 

tj. 

l 

-(N+l) 
~l 

k TI i 
~l= exp n+l (k=O,l, •.• ,2N+l). 

Najzad, na osnovu (4.7.4) dobijamo 

(4.7.6) 2 k11 
- (.1 - cos N+ l) 
h2 

4 . 2 k11 
h2 SJ.n 2(N+l) 

o l 

r 
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l Ako u (4.7.5) stavimo c 1=-c 2 2i, dobijamo odgovarajuće 

sopstvene funkcije diferencnog analogona 

k l ( inkn inkn ) nkn 
wn = 2i exp (N+ l ) - exp (- N+ l ) =sin N+ l • 

Na osnovu (4.7.6) zaključujemo da su sopstvene vrednosti A~, ••• , 

A~ medjusobnc različite. Isti zaključak važi i za odgovarajuće 
sopstvene funkcije w~, •.. ,w~, koje čine potpun sistem sopstvenih 

funkcija, s obzirom da je posmatrani problem ekvivalentan sa pro

blemom sopstvenih vrednosti za matricu reda N. 

Dokazaćemo sada da je A~ aproksimacija za Ak' čiji je red 

dva, tj. da je A~-Ak=O(h 2 ) (k=l, •.• ,N). 

l x 2 
Kako je h=N+l i cos x= 1-T + O(x4 ), iz (4.7.6) sleduje 

Ah 2 l 2 + o (h 4 )) k2n2 + o (h 2 ) l = """'7 (l - l + 2 (kn h) k h 

tj. 
Ah 
k = Ak + o (h 2 ) . 

Primedba 4.7.1. Za dovoljno veliko N važi 

Ah 
4 n N 4(N+l)2i2 

; (l- N! l) 'V __i. N sin 2 
AN 2 (N+ l) --- s n 

n2N2h2 n2 N ll2 

Primer 4.7.1. Odredimo približno najmanju sopstvenu vrednost 

konturnog problema 

( 4. 7. 7) ...9._((1 +x2 ).Qy) +AY= O, y(-1) = y(l) 
dx dx o l 

korišćenjem diferencne aproksimacije 

kod koje je greška u rešen jima Yn, a takodje i u vrednostima za 

A, reda O(h 2 ). 

Uzmiino h= 1· Na osnovu datih konturnih uslova imamo 

y
0

=y 3=o. KoriŠćenjem činjenice da je rešenje problema (4.7.7) 
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parna funkcija (takodje, diferencna aproksimacija poseduje osobinu 

simetričnosti), zaključujemo da je y 1=y2 , što znači da je za odre

djivanje tražene sopstvene vrednosti dovoljno uzeti samo jednu je

dnačinu iz (4.7.8). Na primer, za x 1= -1/3, imamo 

tj. 

Poslednja jednačina ima netrivijalno rešenje (y 110) ako je 

A = ? = 3.25 

Radi dobijanja tačnije vrednosti A uzmimo manji korak h, 

na primer h=~. U tom slučaju, imamo y
0

=y5=0, y 1=y 4 , y 2=y 3 . 

Iz (4.7.8), za n=l i n=2 (tj. x 1 =-~ i x2 =-~) sleduje 

tj. 

o . 

Ovaj sistem jednačina ima netrivijalna rešenja ako i samo ako je 

A _ 35 
T 

29 
T 

29 A _ 29 
T T 

'2 - ~' + 1189 o 
1\ 4 1\ 16 l 

tj. ako je A=A 1 =3.50 ili A=). 2 =~1.25. Za najmanju sopstvenu vred

nost, u ovom slučaju, se dobija A1=3.50. 
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Dakle, za najmanju sopstvenu vrednost smo dobili pri h 1 = ~, 
(l) o 2 (2) 

~l =3.25, a pr~ h 2 =s, Al =3.50. Richardsonovomekstrapolacijom 

možemo dobiti tačniju vrednost. Naime, kako je greška pri odredji

vanju ovih sopstvenih vrednosti reda O(h 2 ), ekstrapolacijom dobi

jamo 

A (2) 
A (2) - A (l) 

- l l 
Al + = 3.6 4. l h 2 

(__!) - l 
h2 

2. Metod superpozicije za odredjivanje sopstvenih vrednosti 

konturnog problema sastoji se u konstrukciji funkcije x:l-+y (x:,A) 

koja zadovoljava (4.7.1) i početne uslove 

(4. 7.9) y(a,A) =O, y'(a,A) =l, 

a zatim se rešava jednačina 

( 4. 7 .lO) y (b, A) = O. 

Drugim rečima, najpre se rešava Cauchyev problem definisan sa 

(4.7.1) i (4.7.9), pri čemu je <!>(Al njegovo rešenje u tački x:=b. 

Jednačina (4.7.10).se, u opštem slučaju rešava iterativno 

nekim od metoda za rešavanje nelinearnih jeđnačina. Pri ovome 

iterativna funkcija metoda ne srne da sadrži izvode od <1>. Takvi 

su, na primer, metod sečice, metod regula-falsi, Steffensenov 

metod, metod polovljenja intervala, itd. 

Primenu metoda superpozicije ilustrovaćemo na odredjivanje 

sopstvenih vrednosti model-problema (4.7.3). 

Ako stavimo y '=z, jednačina mode l-problem ( 4. 7 .3) se svodi 

na sistem 

Y' =AY, 

.... 
gde su y [:] i A 

.[ o l] 
-A o 
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l 
Segment CO, l] podelimo na N+l podsegmenata dužine h= N+ l , 

tako da su deone tačke hn=nh(n=O,l, ... ,N+l). Sa Yn i zn označimo 

približne vrednosti od y i z u tački xn. 

Pri prirneni metoda superpozicije, za konstrukciju funkcije 

x~y(x,A) iskoristićemo trapeznu formulu~, koja daje 

(4.7.11) 

T + T T 
zn J , pri čemu je početni uslov y 

0
=Cy

0 
z

0
J =CO lJ 

Nas interesuje vrednost yN+l' s obzirom da je <I>(A)=l(l,A)"' 

yN+l" Približne sopstvene vrednosti, u oznaci A~,·odredićemo iz 

uslova yN+l=O. 

Pokazaćemo sada da se, u ovom konkretnom slučaju, vrednost 

yN+l može analitički eksplicitno odrediti. 

Na osnovu (4.7.11) imamg 

tj. 

(4.7.12) 

Kako je 

i 

primenom binornne formule nalazimo 

N 2N+2 h 2k+l k 
+ E (2k+l) (z) (-ll 

k=o 

'JI' Implicitni linearni jednokoračni metod 
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Na osnovu (4.7.12) i poslednje jednakosti dobijamo 

N 2k+l 
l E (2N+2) (h) (-l)k).k 

2 N+l k=o 2k+l 2 
(l + ).~ ) 

što se uvodjenjem smene hf= tg! svodi na 

=h sin(N+l)6 
2" 6 

tg2 

Iz uslova ~().)=yN+l=O dobijamo (N+l)6k=kn (k=l, ••• ,N), tj. 

(4.7.13) h _.!. 2 kn ).k"' ).k= tg -2 - (k=l, •.. ,N). 
h2 N+2 

Na primer, za N=2 (h=l/3) imamo 

Na osnovu (4.7.13) vidimo da je 

tj. da je, i u ovom slučaju, greška reda O(h2). 
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9.1.-METODI ZA RESA VANJE PARCIJALNIH DIFERENCIJALNIH JEDNACINA 

9.1.1. Uvod 

U ovom-poglavlju razmotrićemo nekoliko metoda za rešava

nje linearnih parcijalnih diferencijalnih jednačina, prvenstve

no drugog reda. 

Opšti oblik linearne parcijalne jednačine drugog reda od 

dva argumenta je 

(1.1.1) 
a2u a2u a2u 

A + 2B +e---- · axay 
-ax 2 ay2 

D au +E au + F u + G 
ax ay 

gde su A,B,C,D,E,F,G date funkcije, koje u opštem slučaju zavi

se od x i y. 

Neka je D= AC - B2 • 

Ako je u datoj oblasti definisanosti funkcija A,B,C,D,E, 

F,G: 

lo -D > O, jednačina (1.1.1) je eliptičkog tipa; 

20 -D o l jednačina (l. l. l) je paraboličkog tipa; 

30 D < O, jednačina (1.1.1) je hiperboličkog tipa. 

U slučaju kada ·o menja znak, jednačina (1.1.1) je mešo

vitog tipa. 

Primer 1. 1. 1. Laplaceova jednačina 

a2 u a2 u + -- o 
ax2 ay2 

je eliptičkog tipa, jer je A=C=l, B=O, tj. D=AC-B 2=1 > O. 

109 
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Primer 1.1.2. Jednačina provodjenja toplote 

au - a2 a2u = O 
at 

je paraboličkog tipa, jer je D=c-a2)0 - o2 o. 

Primer 1.1.3. Talasna jednačina 

a2u _ c2 a2u = 0 
at2 ax2 

je hiperboličkog tipa, jer je Č= ( -c2) l - O 2=-c2 < O. 

9.1.2. Fourierov metod razdvajanja promenljivih 

Jedan prost metod za rešavanje parcijalnih jednačina, 

pod odredjenim početnim i konturnim (graničnim) uslovima, zas

niva se na razdvajanju promenljivih pri čemu se problem svodi 

na rešavanje običnih atferencijalnih jednačina. Ovaj metod, ko

ji se naziva Fourierov metod razdvajanja promenljivih, može se 

primeniti na jednačine oblika 

(1.2.1) A(x)a2u+C(y)a2u=D(x)~u+E(y)~Yu+ (Fl(x) +F2(y))u 
ax2 ay2 x 

sa početnim uslovima 

(1.2.2) u(x,o) = f(x), uy(x,o) = g(x), 

i konturnim uslovima 

gde su f i .g date funkcije i a o' al l a o' 131 ,a date konstante. 

Pr~tpostavimo da se rešenje problema (1.2.1)-(1.2.2)

(1.2.3) može predstaviti u obliku proizvoda dve funkcije, od 

kojih je jedna samo funkcija od x , a druga samo od y , tj. 

(1.2.4) u(x,y) = X(x)Y(y) • 

r 
l 
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Tada je 

A(x)X"Y+C(y)XY" = D(x)X'Y+E(y)XY' + (F1 (x) +F2 (y))XY, 

tj. 

X" X' Y" Y' 
A(x)X - D(x)X - F1 (x) = -(C(y)y- E(y)-y- F2 (y)) • 

Iz poslednje jednačine sleduje 

(1.2.5) A(x)X" - D(x)X' - (Fl (x) + A) X o 

i 

(1.2.6) C(y)Y" - E(y)Y' - (F2 (y) - A)Y =O, 

111 

gde je A konstanta. Pri ovome, konturni uslovi (1.2.3) se svode 

na 

(1.2.7) 

Na osnovu Sturm-Liouvilleove teorije zaključujemo da 

problem (1.2.5)-(1.2.7) ima beskonačno mnogo sopstvenih vredno

sti An(n=l,2, ••• ) za koje postoje netrivijalna rešenja (sopstve

ne funkcije) Xn (n=l,2, ..• ). 

Sa Yn označimo opšte rešenje jednačine (l. 2. 6) koje od

govara vrednosti A=An. Ako su Y1n i Y2n dva linearno nezavisna 

partikularna rešenja jednačine (1.2.6) pri A=An' tada je 

gde su Cn i Dn proizvoljne konstante. 

(1.2.8) 

Funkcije Y1n i Y2n odredimo tako da su ispunjeni uslovi 

Yln(o)=l, Y' (o)=O ln 

1 
Kako je un(x,y)=Xn(x) (CnYln(y)+DnY2n(y)) rešenje problema 

(1.2.1)-(1.2.3), na osnovu principa superpozicije, imamo da je 

i funkcija u 1 definisana -sa 
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+ao 
u(x,y) r Xn(x) (enyln(y) +D Y2 (y)) 

~l n n 

takodje rešenje ovog problema. Da bi ovo rešenje zadovoljavalo 

početni uslov (1.2.2), na osnovu (1.2.8) zaključujemo da mora 

biti 

f(x) = 
+"" 

r e x (x) 
n=l n n 

i g{x) -
.+ao 
rD x (x), 

n=l n n 

čime je problem odredjivanja konstanti en i Dn sveden na raz

vijanje funkcija f i g u red po sopstvenim funkcijama Xn. 

Dakle, Fourierov metod razdvajanja promenljivih se svodi 

na nalaženje sopstvenih vrednosti i sopstvenih funkcija kontur

nog problema ( 1. 2. S)- (l. 2. 7) , rešavanje eauchyevog problema za 

jednačinu (1.2.6) sa uslovima (1.2.8) i najzad, razvijanje funk

cija f i g u red po sopstvenim funkcijama konturnog problema 

(1.2 .s) -1(1.2 ~7). 

Primer 1.2.1. Nadjimo rešenje sledećeg problema za talasnu jed

načinu (jednačina žice koja treperi) 

(1.2.9) u(O,t) u(a,t) = O 

u(x,O) x(a-x), ut(x,O) o (O~x~a), 

gde su a i e konstante. 

Ako stavimo u(xrtl=X(x)T(t), iz (1.2.9) sleduje 

(1.2.10) X" + l-X= O, X(O) X(a) = O, 

Sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije problema (1.2.10) su 

i =sin !!,g 
a (n= l ,2, ••• ) • 

r 
l 
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N~dalje, rešavajući Cauchyeve probleme 

T" + l c 2 T • O, ln n ln l, o ' 

T" + l c 2T 2n n 2n o, o' l ' 

dobijamo 

T ln (t) =cos n;c t, T2n (t) = n:c sin n;c t. 

Najzad, razvojem funkcija f(x)=x(a-x) i g(x)=O (O~x~a), u 

n'll'.x Furierov red po funkcijama Xn= sin--a-, nalazimo 

0 ' c2n-l (n=l, 2, ••• ) , 

tj. 

u(x,t) 
2 +oo 

Ba E l sin (2n~l) 'II'X cos (2ri-!) 'II'Ct 

'11' 3 n=l (2n-1) 3 

9.1.3. Metod mreža 

Neka je data linearna parcijalna diferencijalna jedna-

čina 

(l. 3.i) Lu g 

i neka se u oblasti D ograničenoj krivom r(D=intr) traži ono 

njeno rešen]e koje na krivoj r zadovoljava dati konturni uslov. 

Medju jednačinama oblika (l.J.l) tretiraćemo uglavnom jednačine 

koje se javljaju u fizici i tehnici, tzv. jednačine matematičke 

fizike. Opšti' konturni (linearni) uslov predstavljaćemo u obliku 

(1.3.2) Ku = s ((x,y)d). 

Jednač .. inu (1.3.1) sa konturnim uslovom (L3.2) možemo 

predstaviti u operatorskom obliku 

(1.3.3) Au f ' 
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gde su linearan operator A i f dati sa 

{ Lu ( (x,y) e:D), 
Au -

Ku ( (x,y) e: r) 

i 

{ g(x,y) ( (x,y)e: D), 
f -

s(x,y) ( (x,y) e:r). 

Rešenje u:D + R, jednačine (1.3.3)' može se tretirati 

kao element izvesnog normiranog prostora U
0

• U našim razmatra

njima uzećemo aa je U
0

=C(D) (prostor neprekidnih funkcija na D). 

Osnovni metod za numeričko rešavanje jednačine (1.3.1) 

je metod. mreža (diferencni metod). U primeni ovog metoda, naj

pre, treba izabrati diskretan skup tačaka Dh' koji pripada ob

lasti D(=DUr). Skup Dh naziva se mreža. Najčešće se, u prime

nama., za mrežu uzima familija paralelnih pravih 

(i=O ,±1 ,±2., ••• ), 

(j =O , ±l , ± 2 , ••• ) • 

Tačke preseka ovih pravih nazivaju se čvorovi mreže, a veličine 

h i R. koraci mreže, pri čemu se obično uzima da R. zavisi od h, 

tj. R.=R. (h) (najčešće je R.=rh ili R.=rh 2 , gde je r data konstan

ta). 

Dva čvora mreže Dh nazivaju se susednim ako su udaljena 

po x- ili y- osi, samo za jedan korak. Ako sva četiri susedna 

čvora nekog čvora pripadaju oblas~i D, onda se taj čvor ~aziva 

unutrašnjim. 

y 

ir' 
l 
\ 

1 
R. 
l 

r 
....... 

~""'-, 

~ 
r" v 

-h 1--

Sl.l.3.1 

\ 

·/ 

X 

Skup unutrašnjih čvorova 

(na Sl.l.3.1 označeni tačkom .) 

čini tzv. mrežnu oblast i ozna

čava se sa Dh. čvorovi kod. ko

jih bar jedan od susednih čvo

rova ne pripada D~ nazivaju se 

graničnim čvorovima. 

Skup graničnih čvorova 

(na Sl.l.3.1 označeni sa x) 
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naziva se granicom mrežne oblasti i označava sar*. 

Pored navedene pravougaone mreže u upotrebi su i drugi 

oblici mreža; na primer, kao na Sl. 1.3.2 i Sl. 1.3.3. 

Sl. 1.3.2 Sl. 1.3.3 

Sa Uh i Fh označimo normirane prostore funkcija defini

sanih na mreži Dh. 

Posle konstrukcije mreže Dh' potrebno je izvršiti dis

kretizaciju jednačine (1.3.3) u obliku 

(1.3.4) 

gde je Ah linearan diferencni operator koji preslikava Uh u Fh. 

Funkcija u (h) (e:Uh), koja je rešenje j~dnačine (1.3.4), 

daje tablicu približnih vrednosti rešenja jednačine (1.3 .3) u 

čvorovima mreže. Označimo sa CuJh (e:Uh) funkciju koja odredjuje 

tablicu tačnih vrednosti rešenja jednačine (1.3.3) na mreži Dh. 

Funkcije definisane na mreži Dh obično se nazivaju mre

žne funkcije. 

Norma u prostoru Uh treba biti takva da aproksimira nor

mu prostora u
0 

u sledećem smislu 

limll v(h) ll u. = ll vii 
h+O · n uo 

(h) 
gde je v (~,y)=v(x,y) kada (x,y)e:Dh. U tom slučaju kažemo da 
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su norme u prostorima uh i u
0 

saglasne. 

Jednačinu (1.3.4) u daljem radu zvaćemo diferencnom še

mom. Diferencna šema treba biti tako konstruisana da je ispu

njen uslov konvergencije 

(l. 3.5) ll u(h)- CuJhll +O 
uh 

(h ... o). 

Ukoliko je, za dovoljno malo h, 

ll u (h) - CuJhjl < Chk 
uh = 

CC-konstanta), 

kažemo da je konvergencija reda k • 

Problem konstrukcije konvergentne diferencne šeme može 

se svesti na dve etape: 

(1.3.6) 

1° Aproksimacija jednačine (1.3.3); 

2° Provera stabilnosti dobijene šeme. 

Neka je of(h) definisano pomoću 

of (h) 

Naime, Of(h) predstavlja ostatak u jednačini (1.3.4) koji se 

dobija pri zameni U(h) sa [U]h. 

Definicija l. 3 .1. Diferencna šema (l. 3. 4) aproksimira rešenje 

jednačine (1.3.3), ako ll Of(h) ll F + O, kada h+ O. 
h 

Ako je, za dovoljno malo h, 

(1.3.7) (C1 -konstanta) 

kažemp da je aproksimacija reda k • 

Definicija ·1. 3.2. Ako postoji h
0 

>O takvo da za h < h
0 

i svako 

f(h)EFh' diferencna šema (1.3.3) ima jedinstveno rešenje, pri 
čemu je 
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(1.3.8) (c2 - konstanta) , 

kažemo da je ova ~erna stabilna. 

Teorema 1.3.1. Ako diferencna šema (1.3.4) aproksimira rešenje 

jednačine (1.3.3) i ako je stabilna, tada je uslov konvergen

cije ( 1. 3. 5) ispunjen. štaviše, ako je aproksimacija reda k , 

tada je i konvergencija istog reda. 

Dokaz. Neka je h < h
0

• Zamen irno u jednačini (l. 3. 4) , f (h) 

sa -of(~Fh). Tada je na osnovu (1.3.6), 

Na dalje, zbog uslova stabilnosti imamo 

gde je c2 konstanta koja se javlja u nejednakosti (1.3.8). 

Najzad, iz poslednje nejednakosti i nejednakosti (1.3.7) 

sledu je 

čime je dokaz teoreme završen, 

9.1.4. Aproksimacija diferencijalnog operatora 

Aproksimacija jednačine (1.3.3) pomoću (1.3.4) zahteva 

rešavanje dva problema: 

1° Aproksimacija diferencijalnog operatora L jednačine 
(1.3.1) pomoću diferencnog operatora Lh; 

2° Aproksimacija konturnog uslova (1.3.2). 

u ovom odeljku bavićemo se rešavanjem·prvog problema. 

Jedan jednostavan način za aproksimaciju operatora L po

moću diferen~nog operatora sastoji se u zameni izvoda odgovara

jućim diferencama u unutrašnjim čvorovima mreže Dh' pri čemu 
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pretpostavljamo da je rešenje (x,y~u(x,y) dovoljan broj puta 

diferencijabilno. 

Za čvor (xi,xj)EDh koristićemo oznaku (i,j). Aproksima

cije izvoda pomoću diferenci zasnivaju se na sledećim jednako

stima 

(1.4.1) (~~} (i,j) 
ui 1 · -u. · h a2 + ,] l.,]- (__l!) + o (h 2 ), 

h 2 ax2 (i ') . , J 

u i · - u i 1 · h a 2 ,] - ,] +-(__l!) + o (h 2 ), 

h 2 ax2 (i ') . ,] 

(~~} (i,j) 

(1.4.2) 

često se koristi i aproksimacija 

a ( au>l Pi+l/2,j(ui+l,j-ui,j)-pi-l/2,j(ui,j-ui-l,j) 
ax Pai (i,j) = n2 

kod koje je greška O(h 2 ). 

Slične jednakosti važe i z~ izvode po drugom argumentu y. 

Za aproksimaciju mešovitog izvoda ~:~Y koristi se sledeća 
aproksimacija 

(~:~y} (i,j) =< 2~ {(~~) (i,j+l) - (~~) (i,j-1)} 

Razvijanjem u.+l '+l po Taylorovoj formuli oko tačke (i,j) dobi
l._ , J-

jamo 

T 
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Primer 1.4.1. Posmatrajmo Cauchyev problem za jednačinu prvog 

reda 

(1.4.3) l 
au au 
ay - ax = g(x,y) 

u(x,O) = s(x) 

(-CD < X < + "" , 0 :;" y :;" Y) , 

(-oo < X < + CD ) , 

koji se može predstaviti u obliku (1.3.3) stavljajući 

Au 

f 

au au 
ay - ax 

u(x,O) 

-l g(x,y) 

s (x) 

(-oo < X < + oo ' O:;"y:;"Y), 

(-oo <X < + oo) f 

(-"" <X < + "", 0 ~y :;" Y), 

( _". < X < + CD ) • 

Za mrežu Dh izaberimo skup tačaka (xi,xj) takvih da je 

yj =jR. (i=O,±l, ••• ; j=O,l, .•• ,N; N= [t]>. 
Neka je R.~rh (r=const. Tada je [uJh={u(xi,xj)} tablica rešenja 
u(x,y) u tačkama mreže Dh. 

Kod najprostije diferencne šeme za problem (1.4.3) može 
se uzeti 

(1.4.4) A u (h)= 
ll 

(l. 4. 5) f (h) 

u. .+1-u. . u. 1 .-u. . 
~.J ~.J- ~+ rJ ~.J 

u. 
~,o 

rh h ( i=O ,± l, ••• i 

j=O,l, ••• ,N-1), . 
( i=O ,± l, ••• ) , 

g (ih, jR.) ( i=O ,± l , ••• ; j=O, l , ••• , N-1) , 

s(ih) (i={) ,± l , ••• ) • 
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Diferencna jednačina koja u ovom slučaju aproksimira datu di

ferencijalnu jednačinu, može se predstaviti u obliku 

(l. 4.6) ui,j+1 = (1-r)ui,j +rui+1 ,j +rh g (ih,jrh). 

S obzirom da je ui =s(ih) (i=0,±1, .•• ), primenom (1.4.6) mogu

ćno je redom izrač~ati vrednosti rešenja u(h) u tačkama mreže 

na pravama y=i, y=2i, itd. 

U cilju ilustracije rezultata iz prethodnog odeljka odre

dimo red aproksimacije za diferencnu šemu odred jenu sa (l. .4. 4)

(1.4.5). 

Neka je u prostoru Fh norma uvedena pomoću 

ll f (h) ll = max l g . . l + ma. x l s i l , Fh . . ~,J , 
~,J ... 

gde je g .. =g(ih,ji), s;=s(ih). 
~l J ... 

Pretpostavimo da rešenje u, problema (1.4.3), ima ogra

ničene druge parcijalne izvode. Na osnovu (1.4.1) i (1.4.4) ima

mo 

[
au_ au+ rh.a 2u _ ~.a 2u] + O(h2) 
ay ax 2 ay 2 2 ax2 (i,j) 

u. 
~,o 

S obzirom na jednakost (1.3.6), iz (1.4.7) sleduje 

o l 

odakle, zbog pretpostavke o ograničenosti drugih izvoda, zaklju

čujemo da postoji konstanta e takva da je 

ll Of (.h) ll F ~ Ch , 
h 
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što znači da se radi o aproksimaciji prvog reda. 

Što se tiče stabilnosti, može se pokazati (vjdet1 . 1, ) 

da je za r ~l posmatrana diferencna šema stabilna. 

Primer 1. 4.2. Razmotrimo Cauchyev problem za. jednači :•t r::nJo

djenja toplote~ 

l 
au - az a2 u g(x,t) ('xl o ' t T), at ax 2 

~ 

(l. 4. 8) 

u(x,O) s(x) (j X l < + ") . 

Mrežu Dh izaberimo na isti ,_,ačln ,-c::to u prcthodno1n rri

meru. Korišćenjem aproksimacija 

(1.4.8) se svodi na 

(l. 4.9) 

gde su 

i 

A
(l) (h) 
h u 

A
(l) (h) 
h u 

u. 
J.,O 

g (ih l j ll) 

s (ih) . 

u. .-2u. ru 
l+ l l J ---- -"· . __ l_ __ ;,_-: ' . ..' .' l 

11 

f (h) l 

+u. 
L_~L:l_d 

Ako se za aproksimaciju izvoda iskoriste formule 

u .. +1-u .. 
( t ) J.,] J.,] 

ut xi' j tl "' R. i 

* 'Poseban slučaj difuzione jednačine 
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dobija se diferencna šema 

(1.4.10) 

gde je 

A
(2) (h) 
h u 

f (h) , 

u .. 1-u. . u.+l "+l-2u. '+l+u._l '+l 
~,J+ ~,J - a2 ~ ,J ~,J ~ ,J 

A
(2) (h) 
h u 

u. 
~,o 

~ h2 

Grafički prikaz čvorova koji učestvuju u diferencnim 

šemama (1.4.9) i (1.4.10) dat je na Sl. 1.4.1 i 1.4.2 respek

tivno. 

(i,j+1) ri-L,j+1) (i, j+1) (i+1,j+l) 

_ _l ______ _ '~---:>-l-0 

'' .1 '' 
\ L- ' 1 J) (i, j) (i+ l' j) (i, j) 

Sl. 1,4.1 Sl. 1.4.2 

Neka je ~=rh2 {r=const) . Suštinska razlika diferencnih 

šema (1.4.9) i (1.4.10) sastoji se u tome što je prva od njih 

eksplicitna, a druga implicitna. Naime, kod šeme (1,4.9), pola

zeći od u. =s(ih) (i=O, 1, ... ), pomoću 
~,o 

u .. 1=(1-2ra2 )u .. +ra2 (u.+l .+u. 1 .)+rh2 g(ih,jrh2) 
~,]+ ~,] ~ ,] ~- ,] 

možemo direktno odredi ti u. l (i= O,± l:, ••• ) , a zatim na isti na
~, 

čin u. 2 (i=O,±l, ... ), itd. Kod druge šeme, medjutim, nije mogu
~, 

ćno na ovaj način odredi ti vrednosti u. . , već je potrebno reša-
. ~,] 

vati sistem linearnih jednačina. Jasno je da ukoliko želimo pos-

tići veću tačnost u rešavanju, treba uzeti dovoljno mRlo h 

("gušću" mrežu), što s druge strane dovodi do sistema sa veli

kim brojem jednačina. Za rešavanje ovakvih sistema koriste se 
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relaksacioni metodi (videti poglavlje 4.3). 

Dakle, primena, implicitne šeme je znatno teža nego 

primena eks~licitne. Medjutim, u pogledu stabilnosti implici

tna šema ima bolje karakteristike. 

Neka je norma u Fh uvedena kao u ~rethodnom primeru. Obe 

od navedenih diferencnih šema imaju red aproksimacije dva. Doka

žimo to, na primer, za šemu (1.4.9). Na osnovu (1.4.2) i anale

gona od (1.4.1) (za izvod po drugoj promenljivoj). imamo 

tj. 

u. 
~.o 

l 
h2 [r a2u - a2 a2u J + o (h4) 
2 a t 2 

6 a x 4 (i , j ) 

o 

Dakle, 

pri čemu smo pretpostavili da je 

(C - konstanta). 

Primetimo da se u slu·Čaju kada je g(x,t)= O, može dobiti 

viši red aproksimacije. Naime, kako je ut =a2 uxx, diferenciranjem 
d b .. - 4 T d . o ~.)amo utt-a uxxxx· a a )e 

· 41 a 4u ( 1 J l Q(u) = a .--- r - --- , 
ax 4 6a 2 

odakle zaklj~čujemo da je l za r = ---, 
6a2 

Q(u)=O, tj. 
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Primer 1.4.3. Razmotrimo konturni problem za Poissonovu jedna

činu 

) 
a2u a2 u g(x,y) ( (x,y) eO), + --. 
ax2 ay2 

(1.4.11) 

u (x,y) =s (x,y) ((x,y)er), 

gde je D kvadrat { (x,y) l O< x <l, O< y <l} sa granicom r 

(videti Sl. 1.~.3). 

y 
r 

l 

(i-l,j) 

o l X 

Sl. 1.4.3 

Izaberimo mrežu Dh kod koje 

Sl. 1.4.3 je uzeto n=4. Standardna 

problema (1.4.11) je Ahu(h) = f(J:'l), 

(i,j+l) 

(i,j) (i+l,j) 

(i' j-l) 

Sl. 1.4.4 

l je R.=h i h= n (neN) • Na 

diferencna šema za rešavanje 

gde su 

l 
-(ui+l . + u1. l . +u. '+l+ u. . l - 4u. . ) h2 ,] - ,] 1,] 1,]- 1,] 

J l 
g(ih,jh) 

f(h) 

s(ih,jh) 

r 
l 



r 
l 
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Nije teško pokazati da je 

o • 

Na Sl. 1.4.4 prikazan ~e raspored čvorova koji učestvuju u 

ovoj diferencnoj šemi. 
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Jedan opštiji način za konstrukciju diferencnih šema je 

metod neodredjenih koeficijenata. Ovaj metod se zasniva na .di

rektnoj aproksimaciji diferencijalnog operatora. Naime, oko 

čvora (i,j), koji označavamo indeksom o, izaberirno N čvorova 

označavajući ih redom sa l, ••• ,N. U čvoru k , vrednost funkci

je u označimo sa uk. 

Pod pretpostavkom da je funkcija (x,y)r+u(x,y) n+l puta 

diferencijabilna, razvijemo je po Taylorovoj for~uli u okolini 

čvora (i,j) (sa indeksom o) i odgovarajuće· izraze za uk zame

nimo u linearnoj kombinaciji 

gde su ck zasad neodredjeni koeficijenti. Tada imamo 

n+l 
gde je ykm linearn.a kombinacija koeficijenata ck, a R=O (h ) 

odgovarajući ostatak. 

Koeficijente ~km biramo tako da se Lhuo poklapa sa dife

rencijalnim izrazom Lu u tački (i,j) do odredjenog reda. 

Primer 1.4.4. Jedna aproksimacija biharmonijskog operatora 

Lu d '+u + 2 a'+u 

ax'+ ax2 ay2 
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je 

~u(h) = u· +2 ·+u· · +2+ui-2 · +ui · -2 +2 (ui+l · +l+ui-1 ·+l ~ ,] ~,] ,] ,] r] r] 

+ 20 ui . , J 

Primer 1.4.5. Elektrodni sistem jedne elektronske cevi prika

zan je na Sl. 1.4.5. Potencijal katode je O V, a rešetke -1 V. 

Pretpostavljajući da je ovaj elektrodni sistem beskonačne du

zine, odredićemo minimalni potencijal anode da bi potencijal 

u tačkama rešetke označenim sa x bio pozitivan. 

An oda 

Rešetka 

Katoda 

Sl. 1.4.5 

'3 u~ 

u4 ~ 

-l 

u 
a 

UJ 

u4 

-l 

o v 

Sl. 1.4.6 

ul 

Uz 

-l 

S obzirom da je raspodela potencijala odredjena Lapla

ceovom jednačinom u x + uy =O, konstrukcijom mreže kao na Sl. X y . 
1.4.6 i diferencnom aproksimacijom ove jednačine dobijamo sis-
t em linearnih jednačina 

u + 2u3 + u2 - 4u1 o a 

ul + 2u4 - l - 4u2 o 

ua + 2u1 + u4 - 4u3 o 

2u2 + ~3 + us - 4u4 = o 

u4 - 2 - 4u5 o 



sledu je 

9.1. Približno rešavanje parcijalnih jednačina 

Za u
5

=0 V, tj. u 4=2 V, iz dobijenog sistema jednačina 

132 
35 3. 8 v . 
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Primer 1.4.6. Metodom mreža izračunajmo približno najmanju sop

stvenu vrednost konturnog problema 

3 2u + .! · 2 (r .2.!!) + A u O 
az 2 r ar ar 

u(z,r) =O ((z,r)Er), 

gd~ je r pravougaonik definisan jednačinama z=-1, z=l, r=4, 

r=6. Za diferencnu aproksimaciju date diferencijalne jednačine 

može se uzeti 

ri+l/2 + ri-1/2 
u. "+l+ u .. l+ u.+l . r ul..-l,J' l.,J l.,J- ri l. ,J i 

sa istim korakom h po koordinatama z i r • 

Neka je h= l. Tada dobijamo (4-H):;:O, odakle je A=A 1=4. 

2 
Neka je sada h= 3 . Odgovarajući sistem jednačina je 

u + ..!2.11 u - (4- d.) u o 
l 14/3 2 .9 l , 

u -
l 

o . 

Manja vrednost za parametar A, pri kome ovaj sistem ima netri

vijalno rešenje je A=A 2 =4.495. 

Primenom Richardsonove ekstrapolacije dobijamo tačniju 

vrednost za traženu sopstvenu vrednost 

A 4.495 + 0 • 495 = 4.89. 
3 2 . 

(2) -L 
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9.1.5. Aproksimacija konturnih uslova 

Kao što je napomenuto u prethodnom odeljku konstrukcija 

diferencne šeme zahteva aproksimaciju konturnog uslova (1.3.2) 1 

tj. uslova 

(1.5.1) Ku = s ((x,yEf). 

Naime, neophodno je ovaj uslov aproksimirati nekim uslovom ko

ji je definisan na granici mrežne oblasti r*. 

Pod uslovom (1.5.1) podrazumevaćemo, u opštem slučaju, 

skup uslova 

((x,y)Efi) (i=1, ••. ,m), 

gde je ri deo krive r. 

Najjednostavniji konturni uslovi su oni kod kojih je 

Ku=u; tzv. konturni uslovi prve vrste. Jedan praktičan način 

koji se koristi za aproksimaciju konturnih uslova prve vrste 

predložio je L. Collatz i on se sastoji u sledećem: 

Neka je graničnom čvoru A najbliža tačka sa konture r, 

t~čka B i neka je njihovo rastojanje 6 (videti 81.1.5.1). 

y 

'l' 
e/ A e 

1/8 ,.-h~ 
l 

Sl. 1.5.1 

X 

Na osnovu vrednosti 

funkcije u tačkama B i C, 

linearnom interpolacijom 

dobijamo 

_hs(B) + 6u(C) 
- h+ 6 

Nije teško pokazati da je 

greška, koja se čini pri 

ovoj aproksimaciji, drugog 

reda u odnosu na h, tj. 

da je 
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Dakle, aproksimacija konturnog uslova (1.5.1), u ovom 

slučaju, se sastoji u definisanju jednačina oblika (1.5.2) za 

svaki granični čvor. 

Korišćenjem više graničnih čvorova mreže Dh' moguće je 

dobiti tačnije aproksimacije, nego što je (1.5.2)." Na primer, 

za rešavanje Poissonove jednačine 

u + u = g(x,y) xx yy 

sa konturnim uslovom prve vrste (prvi konturni problem ili Di

richletov problem) , Miceladze je koristio sledeću aproksimaci

ju (videti Sl. 1.5.2) 

u(A) E hs(D) + ou(C) + o hs(E) + EU(B) 
"' E +o • h + O E +o . h + E 

o Eh g(A) 
2 (E+O) 1 

kod koje je greška trećeg reda u odnosu na h. Na Sl. 1.5.3 

y y 

y v et):.-
·~ e o A ta-

E e 

lfl.S t-111.5 ~ 
.L 

B B 
X 

Sl. 1.5.2 Sl. 1.5.3 

prikazan je slučaj kada je E=h i u(E)=S(E). 

Razmotrimo sada slučaj kada je 

(1.5.3) Ku CII.U + 8~ an ( (x,y) Ef), 

X 

gde su a i f3, u opštem slučaju funkcije od x i y i takve da 

je a2 +s? >O i ~~ izvod funkcije u , u pravcu normale na r, 
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ka unutrašnjosti oblasti o. Za a=O imamo tzv. konturni uslov 

druge vrste. Odgovarajući konturni problem naziva se Neumanov 

problem. 

Ukazaćemo sada na dva načina za aproksimaciju konturnog 

uslova sa operatorom K definisanim sa {1.5.3). 

1° Neka je kontura r sastavljena od odsečaka pravih, 

paralelnih koordinatnim osama i neka je mreža Dh konstruisana 

kao na Sl. 1.5.4. Tada se izvod u tački A može aproksimirati, 

na primer, pomoću 

au 
an 

au 
ax 

u {B) - u {A) 
h 

pri čemu je greška reda O{h). Dakle, aproksimacija konturnog 

uslova {1.5.3), u ovom slučaju je 

{Ku)A"' {K u{h)) 
h A 

r 
y 

A B e j_ 
R, 

T 

.... hl--

X 

Sl. 1.5.4 

a {A) u {A) + 13 {A) u {B) - u {A) 
h 

- h -
y r 

e A B 

Sl. 1.5.5 

.l 

R, 

T 

X 

Tačnija aproksimacija (greška O(h2)) se može dobiti uzi

majući u obzir i vrednost funkcije u u tački e. Naime, ta ap

roksimacija je 

{Ku) A "' {K u {h)) 
h A 

a{A)u{A) + I3{A) -3u{A) +4u{B) -u{C) 
2h 

2° Jedan od načina za aproksimaciju konturnih uslova ob

lika {1.5.3) sa povišenom tačnošću zasniva se na korišćenju fik-
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h R. 
tiVnih čvorova. Naime, konstruišimo mrežu pomerenu za 2 i 2 
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po osama x i y respektivno, tj. takvu mrežu da kontura r pro

lazi kroz srednje tačke izmedju čvorova (videti Sl. 1.5.5). 

čvorovi koji su van oblasti D=intr zvaćemo fiktivnim čvorovi

ma. S obzirom da se izvođ u tački A može aproksimirati korišće

njem formule sa centralnom razlikom 

( au) = u(B) - u(C) + O(h2) 
TriA h ' 

a vrednost funkcije pomoću formule 

u(A) = !(u(B) + u(C)) + O (h2), 

imamo 

(Ku) A aJA>(u(B) +u(C)) +a~A)(u(B) -u(C)), 

gđe je 

(Ku)A- (K u(h)) = O (h2). h A 

9.1.6. Problem stabilnosti điferencnih šema 

U ode ljku 9 .1. 3 dali smo definiciju stabilnos.ti điferen

cnih šema i ukazali na važnost ove osobine. Naime, problem sta

bilnosti điferencnih šema je usko povezan sa problemom konver

gencije. Nestabilna điferencna šema je veoma osetljiva na greš

ke zaokrugljivanja koje se javljaju u procesu rešavanja đife

rencnog problema, tako da se može dobiti rešenje koje se bitno 

razlikuje od rešenja postavljenog diferencijalnog problema. Za

to problem stabilnosti zaslužuje poseban tretman. Ne upuštajući 

se dublje u teoriju stabilnosti, ovde ćemo analizirati stabil

nost điferencnih šema u odnosu na početne uslove i u vezi s tim 

daćemo tzv. spektralne uslove stabilnosti. 

U primeru 1.4.1 ukazano je da je điferencna šema 

(1.6.1) 
. (h) {h) 
Ahu = f . , 
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definisana pomoću (1.4.4) i (1.4.5), za rešavanje Cauchyevog 

problema (1.4.3) stabilna kada je r=i/h~l. Sada ćemo dokazati 

da je za r>l, šema (1.6.1) nestabilna. 

Pretpostavimo da je g(x,y) :O(~g(ih,ji) =O), Y= l, a ko

rak h izabran tako da tačka (O, l) pripada mreži Dh, tj. da je 

N=.!.=_!_ ceo broj (videti sl.1.6.1). Tada se (1.4.6) svodi na 
i rh 

( 1.6 .2) (1-r)ui,j + rui+l,j 
i 

(r=h=const). 

y 

(O, l) 

o (l ,0) X 

Sl. 1.6.1 

Primetimo da za j+l=N, vred

nost u '+l(=u N)., koja predsta-
O,J ?') 

vlja rešenje u n u tački (0,1), 

na osnovu ( 1.6 .2) se izračunava 

pomoću vrednosti u . i u 1 . u 
o' J 'J 

tačkama mreže (0,1-i) i<h,l-i). 

Na dalje, ove vrednosti se izra

čunavaju pomoću vrednosti uo,j-l' 

ul,j-l' u2 ,j-l u tačkama mreže 

(O,l-2i), (h,l-2i}, (2b,l-2i), 

itd. Dakle, možemo zaključiti da 

se vrednost u N dobija na osno-o, 
vu vrednosti u. u tačkama 

1,0 
(0,0), (h,O), (2h,O), ... ,(Nh,O), 

koje sve leže na segmentu 

0 ~ X ~ Nh 
h 
r, 

l -r 

prave y=O, na kojoj je, inače, dat početni uslov u(x,O)=s(x). 

Na osnovu prethodnog zaključujemo da rešenje u N u tački o, 
(0,1) dobijena pomoću (1.6.2) ne zavisi od vrednosti funkcije 

xH:s (x) u tačkama koje leže van segmenta CO ,~J. 

S druge strane, rešenje problema (1.4.3) (sa g(x,y) = 0) 

može se naći jednostavno i ono je oblika u(x,y)=s(x+y), što 

znači da je u(x,y)=const na svakoj karakteristici x+y=const. 

Dakle, u(O,l,l =u(l,O)=s(l), odakle zaključujemo da zar> l kon

vergencija diferencne šeme (1.6.1}, na-smislu (1.3.5}, u op~tem 

slučaju, ne postoji, jer se tada tačka x=l nalazi izvan segmen-· 
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l 
t;a [O,r:J· 
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Ne narušavajući ograničenost drugog izvoda funkcije s, 

tj. rešenja u(x,y)=s(x+y), može se izvršiti promena s u tački 

x=l i njenoj okolini, takva da se odrazi na rešenje u(O,l), 

a da aproksimacija, u swislu definicije 1.3.1, ostane u važno

sti. Tada bi, na osnovu teoreme 1.3.1, iz aproksimaci]e i sta

bilnosti sledila i konvergencija diferencne šeme (1.6.1)~ Me

djutim, kako za r>l nije ispunjen uslov konvergencije, zaklju

čujemo da šema (1.6.1) za r>l nije stabilna. 

Izložićemo sada Neumanov metod za ispitivanje stabilno

sti diferencnih šema, koji daje spektralne uslove stabilnosti. 

Neka su u prostorima Uh i Fh uvedene norme pomoću 

llu(h) ll U =maxlui .1, llf(h) IIF =maxlg .. l+maxlsil 
h i,j ,] h i,j ~,] i 

i neka J označava skup svih mogućnih vrednosti indeksa j 

Uslov stabilnosti (1.3.8) se tada može svesti na 

(1.6.3) (\J ke:J) 

koji mora biti ispunjen pri proizvoljnim vrednostima g. . i 
~,] 

si. Naravno, u posebnom slučaju, uslov (1.6.3) mora biti is-

punjen sa g. . =O i proizvoljno s~, tako da se svodi na 
~,] ... 

(1.6.4) maxlum,kl 
m 

~ c2 rriaxl s. l 
i ~ 

(" ke: J) 

Uslov (1.6.4) mora biti ispunjen za proizvoljnu ograni

čenu funkciju x»s (x), i naziva se uslov stabilnosti šeme 

( 1.6 .l) u odnosu na promenu početnih uslova. U daljem tekstu 

umesto oznake i za prvi indeks korist.ićemo m , dok će i ozna

čavati 1-1. 

Ako u (1.6.4) specificiramo si tako da je 

(m=O, ± 1, ••• ) , 

gde je a realan parametar, dobijamo potrebne spektralne uslove 
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stabilnosti. Naime, tada rešenje homogenog diferencnog proble

ma tražimo u obliku 

(1.6.5) 

gde je A, u opštem slučaju, funkcija od a i h, tj. A=A(a,h). 

Kako je maxlu ki=IAik, uslov (1.6.4) se svodi na uslov 
m m, 

k 
l A l < c2 ( V ke: J) , što je ispunjeno, za dovoljno malo h, ako 

je 

(1.6.6) 

za bilo koju malu pozitivnu vrednost e:. U slučaju kada \ne 

zavisi od koraka mreže spektralni uslov (1.6.6) se svodi na 

(1.6.7) 

Razmotrimo nekoliko primera. 

Primer 1.6.1. Za diferencnu šemu (1.6.1), zamenom (1.6.5) u 

(1.6.2) dobijamo 

i a A (a) = l - r + re · 

što u kompleksnoj ravni A predstavlja kružnicu sa centrom u 

tački A~l-r i poluprečnikom r. Uslov (1.6.7) je ispunjen ako 

je r~l (slika 1.6.2), a nije ako je r>l (slika 1.6.3). 

r>l 

l 

Sl. 1.6.2 Sl. 1.6 .• 3 
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Primer 1.6.2. Za eksplicitnu šemu (1.4.9) dobijamo 

A-l -ia 2 + ia 
_R._ _ a2 e - e 0 , 

h2 

tj. 

A (a) (r=i/h2 ). 

Pri promeni a, lako je uoči ti da važi l-4ra2 ~A~ l, što 

znači da je za stabilnost neophodno da je 

tj. l r <--
=2a2 

l - 4ra2 > -1, 

Kod implicitne šeme (1.4.10) imamo 

o, 

tj. 

A (a) l (r=i/h2 ). 

Ova šema je stabilna za svako r, jer je uvek ispunjen uslov 

( 1.6. 7). 

9. l. 7. Diferencne šeme razdvajanja 

Kod rešavanja nestacionarnih višedimenzionalnih problema 

matematičke fizike vidno mesto zauzimaju tzv. diferencne šeme 

razdvajanja. Ideju za konstrukciju ovakvih šema izložićemo na 

rešavanju Cauchyevog problema 

(1.7.1) 

au 
at Bu 

u(x,y,O)=s(x,y) 

( (x,y) E:D, O<t~T), 

( (x,y) E:D), 

gde je B op~ r a tor po pr os tornim koordinatama x i y • a s :D + R 
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data funkcija. Pretpostavimo da je 

Bu _ a2 u a2 u + --
ax2 ay2 

Po koordinatama x i y izaberimo kvadratnu mrežu sa kora

kom h, tako da dobijemo mrežnu oblast D~. Definišimo indeksni 

skup I pomoću I={(i,j) l (xi,yj)ED~}. Po vremenskoj koordinati 

t uzimamo korak R., gde je .t= [~J (N .t~ T< (N+ l) R.). 

Pretpostavimo sada da nam je poznato rešenje p~oblema 

(1.7.1) u trenutku t=tk=k.t, tj. da nam je poznata vrednost 

u(x,y,tk)' koju ćemo kraće označqvati sa uk. Tada, po Taylo

rovoj formuli imamo 

(1.7.2) 
k+l 

u k aul 2 u + R. at t=~ + O(R. ) 

gde je I identički operator. Razdvojimo sada operator B na 

B1 =~i B2 a~, tako da je B=B 1+B2 • U tom slučaju problem 
ax2 ay2 

(1.7.1) se raspada na dva problema 

(1.7.3) 

i 

(1.7.4) 

Teorema 1.7.1. Važi jednakost wk+l=uk+l+O(.t2). 

Dokaz. Slično kao u dokazu jednakosti (1.7.2) imamo 

k+l v 
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odakle, s obzirom na (1.7.4) i (1.7.3), sukcesivno sleduje 

k +l (I + 1B2) vk+l + 0(1 2 ) w 

(I + R.B2 ) (I 
k 

+ 0(1 2 ) = + 1B
1

) v 

(I + 1B2 ) (I + 
k 

+ 0(1 2 ) = 1B1 )u 

k 2 k 2 [I + R. (B l +B2 ) J u + R. B2 B1 u + O ( R. ) 

Teorema 1.7.1 pokazuje da se rešenje dvodimenzionalnog 

problema (1.7.1) može dobiti sa tačnošću O(R. 2 ) na osnovu suk

cesivnog rešavanja jednodimenzionalnih problema (1.7.3) i 

(1.7.4). 

Razmotrimo sada konstrukciju eksplicitnih i implicitnih 

diferencnih šema za rešavanje problema (1.7.3) i (1.7.4). 

1° Eksplicitne šeme. Izaberimo raspored čvorova kao 

na slici l. 7. l. 

(i,j,k+l) (i,j,k+l) 

(i+l,j,k) (i,j+l,k) 

(i-l,j,k) (i, j-1 ,k) 

Sl. l. 7. l 
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Tada su odgovarajuće diferencne aproksimacije za (1.7.3) 

i (l. 7. 4) redom 

(1.7.5) l ((i,j)ei, keK) 

i 

(1.7.6) J l 
w~"!"l _ 

((i,j)EI, keK)~ 

gde je K={O,l, ••. ,N-1} i 

JL(vk 2 k k ) 
h2 i+l,j - vi,j + vi-l,j ' 

l k k k 
-(w .. l - 2wi . + wi,J'-1). h2 ~,J+ ,J 

Na osnovu prethodnog može se konstruisati jednos~avan 

algoritam za rešavanje problema (1.7.1) 

k:=O, u~.:=s(fh,jh) 
~J 

((i,j)ei); 

(*) Ako je k=N kraj izračunavanja. 

k k 
vij :=uij + R.Axx(uij) ((i, j) e I); 

k+l 
u . . : =v . . + i A (V • • ) ( ( i , j ) E I ) ; 
~J ~J yy ~J 

k:= k + l; 

Preći na(*). 

2° Implicitne šeme. Izaberimo sada raspored čvorova 
kao na slici 1.7.2. 

Tada dobijamo sledeće diferencne aproksimacije 
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(i+1,j,k+1) (i,j+1,k+l) 

(i:-1,j,k+1) 

(i,j,k) (i,j,k) 

Sl. 1.7.2 

( (i , j) e: I , k e: K) • 

u ovom slučaju algoritam za rešavanje problema (1.7.1) 

je znatno složeniji, nego prethodno izloženi, jer na svakom 

vremenskom sloju (za svako k) treba rešavati sistem linearnih 

jednačina. Taj algoritam se može formulisati na sledeći način: 

k:=O, u~j :=s (ih,jh) ((i,j)e:I); 

(*) Rešiti sistem linearnih jednačina 

((i,j)e:I); 

Reši ti sistem linearnih jednačina 
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((i,j)EI); 

k:=k+l; 

Ako je k <N pređi na (*); 

Kraj izračunavanja. 

U pogleđu stabilnosti điferencne šeme (1.7.7) i (1.7.8) 

su mnogo bolje od eksplicitnih šema (~.7.5) i (1.1.6). Naime, 

za stabilnost šema ( 1. 7 .S) i (l. 7.6) potreban je uslov 1!. ~jh2 , 
dok u slučaju implicitnih šema (1.7.7) i .(1.7.8) nema nikakvih 

ograničenja za 1!. i h • 

9 .l. 8. Diferencna šema za jeđnačine hipe.rboličkog tipa 

U ovom ođeljku razmatraćemo talasnu jeđnačinu 

(1.8.1) a2 u _ ..!.... a2 u = 0 
ax2 a2 at2 

sa početnim uslovima 

(1.8.2) u(x,O) = f(x), ut(x,O) g(x) (O<x<b) 

i konturnim uslovima 

(1.8.3) 

t 
T 

o 

u(O ,t) = <I> (t), u(b,t) = .p (t) (t~O). 

b X 

SL 1.8.1 

Potražićemo rešenje u pravougao

niku (slika 1.8.1) 

P= { X , t) l 0 <X <b , 0 <t< T}. 

Izaberimo mrežu Dn' tako da je 

h=b/N i xi=(i-l)h (i=l,2, ••• ,N+l) 

na x-osi., a R.=T/M i y j=j 1!. ( j=O , l , ••. , 

M) . na t-osi. 

«or:.i~ćenj~m aproksimacije (1.4.2), 

jeiinačina (1.8.1) se može aproksi

mirati pomoću 
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(1.8.4) 
l 

ui+l .-2u. .+u. l . - -(ui '+l-2ui .+ui ·-1> 
' J ~ ' J ~- ' J r2 ' J ' J ' J 

o' 

gde srno stavili r=a~/h. 

Na osnovu prve jednakosti u (1,8.2) imamo 

(1.8.5) u. = f(x~) = f~. 
~,o ... ... 

Uvodjenjern fiktivnog sloja j=-1, drugi početni uslov u 

(1.8.2) može se jednostavno aproksirnirati pomoću 

(1.8.6) 

Ako u (1.8.4) stavimo j=O i imajući u vidu (1.8.5) dobijamo 

odakle, s obzirom na ( 1.'8.6), sleduje 

tj. 

(l. 8. 7) 

S druge strane, iz (1.8.4) sleduje 

(1.8.8) l l 
-(u.+l . +u. 1 .) -u .. 1+2(--l)u ... 
r2 ~ 'J ~- 'J ~ 'J- r2 ~ 'J 

Najzad, na osnovu konturnih uslova (1. 8. 3) imamo 

(1.8.9) u .. = <I>(t.) = ~. 
~,J J J 

i 

141 

Dakle,. na osnovu jednakosti (1.8.SL (1.8.7), (1.8.8), 

(1.8.~) jednostavno se nalaze približna rešenja datog problema 
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u čvorovima mreže Dh koja pripadaju pravougaoniku P. 

Analizirajmo stabilnost šeme (1.8.4) u odnosu na prome

nu početnih uslova. Tada imamo 

l l 
~(>.-2+-) 
r2 >. 

o, 

tj. 

Kako je >. 1 >. 2=1 i diskriminanta ove jednačine 

lako se može zaključiti da su spektralni uslovi stabilnosti 

i spun jeni ako je r ~ l • 



... 

9.2. PRIBUZNO RESA V ANJE INTEGRALNIH JEDNACINA 

9.2 .l. Uvod 

Ovo poglavlje biće posvećeno metodama za približno re

šavanje linearnih integralnih jednačina Fredholmovog i Volter

raovog tipa. 

Jednačina 

(2.1.1) 
b 

y(x) = f(x) + ;~. /K(x,t)y(t)dt, 
a 

gde su f i K poznate funkcije, y nepoznata funkcija i ;~. nume

rički parametar, naziva se Fredholmova integralna ~ednačina dru

ge vrste. 

Funkcija K naziva se jezgro integralne jeđnačine (2.1.1). 

U našim razmatranjima pretpostavljaćemo uvek da je jezgro defi

nisano i neprekidno na D={(x,t) la~x~b, a~t.:;,b}. 

(2.1.2) 

1 .• 

Volterraova integralna jednačina druge vrste ima oblik 

X 

y(x) = f(x) + ;~. /K(x,t)y(t)dt. 
a 

Primetimo da se Vol terraova jeqnačina može tretirati kao Fred-, 

holmova sa jezgrom K1 , koje je definisano pomoću 

K
1 

(x,t) = { :(x,t) (t~x), 

(t > x) • 

I-iedjutim, jezgro K1 je prekidna funkcija ukoliko je K(x,x) j. O. 

Akoje f(x),j.O, jednačine·(2.1.l) i (2.1.2) se nazivaju 

nehomogenim, a u slučaju kada je f(x) = O odgovarajuće jeđnačine 

su hoig.ogene. 

143 
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Integralna jednačina oblika 

b 
f(x) + A /K(x,t)y(t)dt = O 

a 

naziva se Fredholmova integralna jednačina prve vrste, dok se 

jednačina oblika 

X 

f(x) + A /K(x,t)y(t)dt O 
a. 

naziva Volterraova integralna jednačina prve vrste. 

Integralne jednačine kod kojih je bar jedna od granica 

integrala beskonačna, ili kod kojih jezgro ima singularitete 

u oblasti integracije, nazivamo singularnim jednačinama. Na 

primer, Abelova jednačina 

X 

f(x) +A/ 
o 

x(t) dt=O 
(x-t) s 

(O<s<1) 

je singularna integralna jednačina. Takodje, jednačina 

.je singularna. 

+CD 
y(x) = f(x) +A/ cosxty(t)dt 

o 

Na osnovu Banachovog stava o nepokretnoj tački može se 
dokazati sledeća teorema. 

Teorema 2.1.1. Fredholmova integralna jednačina (2.1.1), gde 

su K i f neprekidne funkcije, ima jedno i samo jedno neprekid
no rešenje pod uslovom 

(2.1.3) IAI <" M(b
1
-a), 

gde je M = max IK(x,t) l. 
x,te:ca,bJ 

Dokaz. Defini šimo preslikavanje T:CCa,bJ + CCa,bJ pomoću 

b 
Ty = f(x) + A/K(x,t)y(t)dt. 

a 
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b 
1Tyl-Ty21= l ). l • l J K (X , t) ( Y l (t) -y 2 ( t)) d t l 

a 

b 
~ I).IM J 1Yl(t)-y2(t) ldt 

a 

~ I).IM(b-a) max IY 1 (t)-y2 (t)l 
te:[a,bJ 

imamo 

ll TYl - Ty2ll ~ l ).IM(b-a) ll y 1 - Y2ll ' 

gde je ll . ll standardna norma u prostoru C[a,bJ. 

Dakle, T je kontrakcija ako je ispunjen .uslov (2.1.3). 

U tom slučaju, postoji jedna i samo jedna funkcija y(e:C[a,bJ) 

takva da je Ty=y i ona je. jedinstveno rešenje integralne jed

načine (2. l. 1) • 

Ovim je dokaz teoreme završen. 

Dakle, ako su ispunjeni uslovi ove teoreme, niz funkci

ja {yn}ne:N definisan pomoću 

(2.1.4) 
b 

yn(x)=f(x)+).J K(x,t)yn_ 1 (t)dt 
a 

(n=l,2, ••• ), 

konvergira ka jedinstvenom rešenju jednačine (2. L l) za proiz

voljno y
0

e:C[a,bJ. 

Teorema 2.1.2. Volterraova integralna jednačina (2.1.2), kod 

koje su K i f neprekidne funkcije za a~ t ~x ~b i ). proizvo

ljan parametar, ima jedinstveno neprekidno rešenje. 

Dokaz ove teoreme sličan je dokaz·u prethodne teoreme i 

teoreme 1.1.2 iz odeljka 8.1.1. Naime, ovde treba dokazati da 

postoji prirodan broj m takav da je operator Tm kontrakcija, 

pri čemu je operator T:C[a,bJ+C[a,bJ, u ovom slučaju, defini

san pomoću 
.x 

Ty f (x) + ). J K (x,t)y (t) dt. 
a 

U našem daljem razmatranju, osnovni problem koji ćemo 
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tretirati je nalaženje rešenja nehomogenih integralnih jedna

čina pri datoj vrednosti parametra A. Sem navedenog problema, 

od interesa je i problem nalaženja sopstvenih vrednosti i sop

stvenih funkcija jezgra K, tj. nalaženja takvih vrednosti para

metra A, pri kojima homogene jednačine imaju netrivijalna reše

nja. Ova netrivijalna rešenja homogenih jednačina nazivamo sop

stvenim funkcijama jezgra. 

Pri svim .razmatranjima u ovom poglavlju pretpostavljaće

mo neprekidnost funkcija f i K. 

9.2.2. Metod sUkcesivnih aproksimacija 

Metod stikcesivnih aproksimacija za rešavanje Fredholmove 

integralne jednačine (2 .1.1) z asni va ·se na primeni jednakosti 

(2.1.4), pri čemu se uzioma y
0

(x)=f(x). 

Ako definišemo niz funkcija {yk }keN pomoću 

(2.2.1) 

y
0

(x) = f(x), 

b 
jK(x,t)yk_1 (t)dt 

a 

tada se (2.1.4) može predstaviti u obliku 

(2.2.2) 

koji se naziva Neumanov razvoj. 

(k=1,2, ••• ) l 

(n=l, 2 ,' ••• ) , · · 

Na osnovu teoreme .2.;1..1, niz {yn}neN konvergira. ka tač..: 

nom rešenju jednačine (2.1.1) ako je ispunjen uslov (2.1.3). 

Sledeća teorema daje ocenu ·greŠke približn~'g rešenja y .(x). - . . . . ·.. ·.- .. n ., 

Teorema 2.2.1. Neka su ispunjeni uslovi lffx>l ~E' (a'~!K~b) i 
q=Mr). l (b-a) <l (M= max l K (x,t) l). Tada je, 'za svako n N; i 

x,teCa,bJ 

svako xe Ca,b J, 

IYn (x) - y(x) l 
< Fgn+l 
= l- q 
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Dokaz. Na osnovu učinjenih pretpostavki, korišćen jem jed

nakosti (2.2.1) nalazimo redom 

tj. 

- k k 
IYk(x) l ~M F(b-a) (k=O , l , ... ) , 

odakle sleduje 

< F I: q 
k=n+l 

k F n+l 
!9..--. 
1-q 

Metod sukcesivnih aproksimacija može se primeniti i za 

rešavanje Volterraove jednačine (2.1.2). Niz funkcija {yk}kEN 

u ovom slučaju, definiše se pomoću 

f (x) , 

X 

yk (x) = J K(x,t)yk-l (t) dt 
a 

(k=l l 2 l ••• ) • 

Tada se; n-ta aproksimacija rešenja može predstaviti, ta

kodje u obliku (2 .2 .2). za odgovarajuću grešku aproksimacije 

važi 

F n+l i 
IY11 (x) - y(x) l ~ (~+l) 1 ___ ;;;....__ 

l _ _g_ 
n+2 

(n+2 >q), 

gde.suq,.,M, F. qefinisani .isto k?to u t~?oremi,2 .• 2.1; 

9.2.3. Primena kvadraturnih formula u rešavanju 

integralnih jednačina . 

. u cilju reša,v~ja Jrredholmoye. j.~dnačine (2 .1.1) uzmimo 

kvadraturnu formulu 

(2.3.1) 
b 
fF(x)dx 

a 

n 
I: A.F(x.) + ~(F), 

j=l J .. J 

gde su apscisecx1 , ••• ,xn iz Ca,bJ, Aj težinski koeficijenti ko-
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ji ne zavise ofF i ~(F) odgovarajući ostatak. 

Ako u (2.1.1) stavimo redom x=xi (i=l, ••. ,n), imamo 

b 
y(xi) = f(xi)+A /K(xi,t)y(t)dt 

a 
(i= 1 , ••• , n) , 

odakle primenom kvadrat urne formule (2. 3 .l) sleduje 

n 
(2.3.2) y(x.) = f(x. )+A l: AJ.K(x1 ,x .. )y(x.)+XR (Fi) 

J.. J. j=l J J -n 

gde je Fi(t)=K(x1 ,t) (i=l, ..• ,n). Odbacivanjem članova u kojima 

se pojavljuje ostatak kvadraturne formule, na osnovu (2.3.2) 

dobijamo sistem linearnih jednačina 

(2.3.3) 
n 

Yi - J. l: A . K .. Y . = fi 
j=l J l.) J 

(i=l, ..• ,n), 

gde smo stavili fi=f(xi) i Kij=K(xi,xj)' a sa Yi označili pri
bližne vrednosti od y(xi). 

Sistem (2.3.3)_ se može predstaviti i u matričnom obliku 

-AA K -ll ln 

Rešavanjem dobi jenog sistema linearnih jednačina po Y 1 , 

••• ,Yn' približno rešenje jednačine (2.1.1) se može predstaviti 
u obliku 

"' (2.3.4) y(x) 
n 

= f(x) +.A E A.K(x,x.)Y .• 
j=l J ' J J 

Primer 2. 3 .l. Nadjimo približno rešenje i ·tegralne jednačine 

(2.j.S) y(x) X 
e 

l 
Jxexty(t)dt, 

o 

primenom Simpsonove kvadraturne formule 

_, 

l 
l 
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l 
jF(t)dt = t(F(O) + 4F(l/2) + F(l)). 

o 

x xt Kako je A=-1, f(x)=e , K(x,t)=xe , x1=0, x2=1/2, x3=1, 

A1=A3=1/6, A2=2/3, sistem jednačina (2. 3. 3) se, u ovom slučaju, 

svodi na 

yl l l 

(l + kl/4)Y + -Ael/2y 1/2 l 
3 2 12 3 e - rr, 

~1/2 y + e l 
3 2 (6 + l)Y3 = e - 6 l 

odakle je 

yl = l, y2 = 1.00003, 

Na osnovu (2.3.4) imamo 

y3 = 0.99958. 

"' X X X/2 X y(x) =e -6(1+4.00012e +0.99958e). 

Primetimo da je tačno rešenje jednačine (2.3·.5) y(x)=l. 

Predjimo sada na odredjivanje približnog rešenja Volter

raove jednačine (2.1.2) na segmentu [a,bl. U tom cilju, izaberi· 

mo korak h i ekvidistantne tačke xi (i=O,l, .•• ,n) tako da je 

xi=a+ih (i=O,l, •.• ,n; xn~ b <a+ (n+l)h). Takodje, izaberimo kva 

draturnu formulu zatvorenog tipa sa ekvidistantnim čvorovima 

(2.3.6) 
~ 

J F(x)dx = 
X o 

k 

.E ~iF(xi) + Rk+l(F), 
l.=O 

gde su ~i odgovarajući težinski koeficijenti i Rk+l(F) ostatak 
Na primer, možemo izabrati uopštenu trapeznu ili uopštenu Simp

sonovu formulu (videti odeljak 7.2.3). 

Ako u (2. L 2) stavimo x=xk i primenimo formulu (2. 3. 6) 

dobijamo 

(2. 3. 7) 
k 

"Yk- A E ~-Kk.Y. = fk (k=l, ••• ,n), 
i=o 1 1 1 

' 

pri čemu smo, kao i kod rešavanja Fredholmove jednačine, zane-· 

marili ostatak kvadraturne formule i uveli ista označavanja. 
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Sistem jednačina (2.3.7) se jeanostavno rešava, s obzi

rom da je njegova matrica donje trougaona. 

Izloženi metod za približno rešavanje integralnih jedna

čina često se naziva metod kvadraturnih formula. 

9. 2. 4. Metod zamene je zgra in te gr alne jednačine 

degenerisanim jezgrom 

Jezgro Fredholmove integralne jednačine se naziva dege

nerisanim ako se može predstaviti u obliku 

(2.4.1) K(x,t) 
n 

K (x,t) = I: ~ (x)bk (t), 
k=1 

gde su {a1 , .•• ,an} i {b 1 , ..• ,bn} linearno nezavisni skupovi ne
prekidnih funkcija na [a,bl. 

(2.4.2) 

Integralna jednačina sa degenerisanim jezgrom 

b 
y(x) = f(x) + ~ /K(x,t)y(t)dt 

a 

može se jednostavno rešiti na sledeći način. 

(2.4.3) 

tj. 

(2. 4. 4) 

Zamenom (2.4.1) u (2.4.2) dobijamo 

n b 
y (X) = f (X) + ~ l.: ~ (X) J bk ( t) y ( t) d t 1 

k=1 a · 

y(x) 
n 

f(x) +~I: ck~(x), 
k=1 

gde smo stavili 

b 
ck= J bk(t)y(t)dt 

a 
(k=1, •.. ,n). 

Da bismo odredili konstante Ck(k=1, ... ,n), zamenimo 
(2 .. 4.4) u (2.4.3). Tada dobijamo 

n b n 
I: [Ck- Jbk(tl(f(t) +~I: c.a.(tl)dtJak(x) =o, 

k=1 a j=1 .J J 

odakle, zbog linearne-nezavisnosti funkcija ak (k=1, ... ,n), 
s.leduje 

i 
. ' 
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b n 
ck - f bk (t) ( f (t) + A r e . a . (t) ) d t 

a j=l J J 
O (k=l, ••• ,n), 

tj. 

n 
(2.4.5) ck - Aj!,l~jcj (k=l, .•• ,n), 

gde smo stavili 

b b 
(2.4.6) Ak.= fa.(t)bk(t)dt, fk= Jbk(t)f(t)dt (k=l, .•• ,n). 

J a J a 

Sa D (A) označimo determinantu sistema jednačina (2. 4. 5) , 

tj. 

l-AA 
ll 

-AA 
12 

-AA 
ln 

-AA21 l-XA22 -AA 
D(A) 2n 

-A An l -AAn2 1-A~n 

Pod pretpostavkom da je D(A)~O, sistem (2.4.5) ima je

dinstveno rešenje. Rešavanjem ovog sistema, u tom slučaju, i 

zamenom dobijenih vrednosti za c 1 , ... ,cn u (2.4.4) dobijamo 

rešenje integralne jednačine (2. 4.2). 

S obzirom da je D(O)=l, zaključujemo da determinanta 

D (A) ne može bi ti iden tički jednaka nuli, već je D (A) algebar

ski pelinom ne višeg stepena od n • Prema tome, D (A) se može 

anulirati za najviše n vrednosti parametra A, koje nazi vamo 

sopstvenim vrednostima jezgra K. Napomenimo da je rezolventa 

jednačine (2.4.2) (ili jezgra K) data sa 

R(x,t;A) = D(xltiA) 
D (A) 

gde je 

o a 1 (x) ~(x) 

D(x,t;A) 
bl (t) 

= 
1-AAll -AAln 

bn (t) -AAnl 1-AAnn 
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Prirnedba 2.4.1. Ako je D(A);o, rešenje (2.4.4) se može predsta

viti u obliku 

b 
y(x) = f(x)- A /R(x,t;A)f(t)dt. 

a 

Jedan metod za rešavanje jednačine (2.1.1) zasniva se 

na aproksimaciji jezgra K pomoću degenerisanog jezgra K, tako 

da se umesto jednačine (2.1.1) rešava, prethodno izloženim po

stupkom, jednačina 

b 
(2.4.7) y(x) = f(x) + A Jicx,t)y(t)dt. 

a 

Prirodno je očekivati da će rešenje ove jednačine biti blisko 

rešenju jednačine (2.1.1) ukoliko je aproksimacija jezgra K 

pomoću degenerisanog jezgra K dovoljno dobra. Pre nego što da

mo ocenu za grešku, navodimo tri standardna načina za aproksi

maciju jezgra K. 

1° Razvoj u stepeni red. Ovaj način je prirnenljiv ako 

je j'ezgro (x,t) 1-+K(x,'t) analitička funkcija po argumentu X 

ili argumentu t u dovoljno širokoj okolini odsečka Ca,bJ. 

Pretpostavimo da je K anali tička funkcija po argumentu t u 

okolini tačke cECa,bJ koja obuhvata segment ca,bJ, tj. u obla

sti lt-cl<r, gde je r>b-c. Na primer, za c=(a+b)/2 treba da je 

r> (b-a) /2. 

Na osnovu učinjene pretpostavke, jezgro K(x,t) se može 

razviti u stepeni red 

a 1 a2 
K(x,t) = K(x,c) + (~K(x,c))(t-c) +-21 (-K(x,c)) (t-c)2+ 

a • at2 

koji je konvergentan u oblasti l t-cl <r. Prirnetimo da su koefi

cijenti ovog razvoja funkcije samo od x. Uzimajući konačan 

broj prvih članova razvoja dobi j amo aproksimaciju 

K(x,t) "' K(x,t) = 
m .· k k 
E k

1
1 (~K (x,c)) (t-c) , 

k=o · at 

pri čemu je K degenerisano jezgro. 

Slično se postupa i u slučaju kada je K analitička funk

cija od x. 

t 
l 

l 
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9.2. Približno rešavanje Integralnih jednačina 

Primer 2. 4 .l. Neka je data integralna jednačina 

l 
y(x) = sin x + J (1-x cos xt)y(t)dt. 

o 
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Jezgro K(x,t)=l-x cos xt je analitička funkcija u odnosu na oba 

argumenta (u oblasti l xl<+~ i Itl<+~), pa se može razviti u po

tencijalni red, na primer, u okolini t=c=O. Tada imamo 

pa je 

K(x,O) 

a3 
--K(x,O) 
at 3 

a 
1-x, atK(x,O) 

o' 
a" --K(x,O) 

at" 

o' 
a2 

--K(x,O) = x 3 , 
at2 

..;xS, itd., 

Primetimo da smo do ovog razvoja mogli doći prostije razvojem 

funkcije cos xt po stepenima od xt , tj. 

K(x,t) =l- x{l- i(xt) 2 + 2~(xt)'~- ••• } • 

Uzmimo 

K(x,t) 

tj. 

Odgovarajuća jednačina sa degenerisanim jezgrom je 

y (x) 
l l -

sinx +J (l-x+ 2 x3t2)y(t)dt. 
o 

Na osnovu (2. 4. 4) rešenje ove jednačine ima oblik 

gde su c1 i C2 rešenja sistema jednačina (2. 4 . .S). Korišćen jem 

formula (2. 4.6) nalazimo redom 
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l 
= J (1-t)·ldt = f, 

o 

l 
f 1 = /l·sintdt=l-cosl =0.459697, 

o 

l 
f 2 = Jtt 2 sintdt=sinl+tcosl-l=O.Hl6225, 

o 

pa iz sistema (2. 4 .s) sleduje cl = 1.00 307 i c2 =o .16 736 l tj. 

(2.4.8) y(x) = sinx + 1.00307(1-x) + 0.16736x2 • 

2° Razvoj u Fourierov red. Pretpostavimo da se K(x,t) 

može razviti po argwnentu t u uniformno konvergentan Fourier

ov red 

gde su 

2 fb 2kn .( 2 fb 2kn 
Ak(x) =b-a K(x,t)cos b-a tdt, Bk x) =b-a K(x,t) sinb-atdt. 

a .a . 

Za odgovarajuću aproksimaciju (u degenerisanom obliku) može se 

uzeti konačan odsečak Fourierovog reda. 

Slično se postupa i u slučaju kada se K (x,t) može razvi

ti po x u Fourierov red. 

3° Interpolacioni metod. Na segmentu l:a,bJ izaberimo n 

interpolacionih čvorova t 1 ,t2 , ••• ,tn i konstruišimo, na primer, 

Lagrangeov interpolacioni polinom za jezgro K. Dakle, imamo 

K(x,t) = Ktx,t) = 
n 
I: K(x,tk) 

k=l (t-tk)w'(tk) 

w(t) 

Metod degenerisanog jezgra se oslanja na tvrdjenju sle

deće teoreme koja daje ocenu greške reše~ja. 
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9.2. Priblifno re~avanje Integralnih Jednačlna 

.Teorema 2.4.1. Neka je R(x,t;A) rezolventa jednačine (2.4.7) 

i neka postoje pozitivne konstante M i m takve da je 

b b 

155 

f l R (X, t; A) l dt <M, 
a 

f IK<x,t)-K(x,t) lđt<m, IAimU+IAIM) <l. 
a 

Tada jednačina (2.1.1) ima jedinstveno relenje xt.+y(x) 

i pri tome· vaU 

(2.4.9) 
FIAim<l+IAIM> 2 

ly(x) - y(x) l ~ 1- jAjm(l+jAjM) (a~x~b), 

gđe je F = maxlf<x>l. 
a~x~b 

Dokaz. Pretpostavimo da jednačina (2.2.1) ima ograniče

no rešenje y, tj. da je 

suply<x>l =Y<+ .... 
~X~ 

Neka je, dalje, y rešenje jednačine (2.4.7). Ako definišemo 

funkcije g i h pomoću 

(2.4.10) 

imamo 

i 

b 
g(x) = f(x) +Ar (K(x,t) -K(x,t))y(t)đt, 

a 

h(x) = g(x)- f(x), 

b 
y(x) = g(x) + A r K(x,t)y(t)đt 

a 

b_ 
y(x)- y(x) = h(x) +~l K(x,t)(y(t) - y(t))đt, 

a 

odakle sleđuje 

(2 .4.11) 

(2' r4 .12) 

b 
y{x) = 9(X) - l f ~f~,t~AJ9ft)đt 

a 

b 
y(x.-yfx:)i ==' hc~X) -A f R(x,t;A)h(t)dt. 

a 
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Na osnovu (2. 4.10) imamo 

b 
lg(xll ~ lf(x)l +IAI J IK(x,t)- K(x,tll·ly(t)ldt 

a 

~ F + 1,}.\mY =G, 

a na osnovu (2.4.11) 

b 
ly(x) l~ lg(x) l+fi·l. J IR(x,t;A) l·lg(t) ldt~G(I+I AIMl, 

a 

odakle nalazimo 

Y ~ (F.+ IAimY) (I+IAIMl, 

tj. 

F (l + l A l M) 
(2.4.13) y ~ ----------------

1 - l A l m (l + l A l M) 

što znači da je rešenje xt-+y (x) zaista ograničeno za svaku ogra

ničenu funkciju f. Ova činjenica ukazuje na to da vrednost za 

A, data uslovom teoreme, ne može bi ti sopstvena vrednost jezgra 

K, što dalje znači da jednačina (2.2.1) ima jedinstveno rešenje. 

Zaista, ako bi A bila sopstvena vrednost jezgra K, kojoj odgova

ra sopstvena funkcija x~ys(x) (sa tačnošću od multiplikativne 

konstante), tada nehomogena jednačina (2.2:1) ne bi imaia jedin~ 

stveno rešenje. Naime, ako je x~-+y(x) jedno njeno rešenje to će 

onda i funkcija x~-+-y (x)+cys (x), gde je e proizvoljna konstanta, 

biti takodje njeno rešenje. Naravno, ovakvo jednoparametarsko re

šenje može se izborom konstante e, učiniti većim od bilo koje 

date konstante Y, što je u kontradikciji sa (2 .4.13). 

Da bismo dokazali nejednakost (2. 4.9) primetimo da na os

novu (2.4.10) i datog uslova u teoremi imamo 

S druge strane, na osnovu (2. 4.12) imamo 

b 
ly(x)-y{x) l~ lh(x) l+ IAI J IR(x,t;A) l·lh(t) ldt, 

a 
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.odakle, na osnovu prethodnog, sleduje 

ly(x)-y(x)l ~ 1>-lmY(l+ 1>-IM). 

Najzad, poslednja nejednakost i nejednakost (2.4.13) daju 

(2.4.9). 

Pored nejednakosti (2.4.9), za ocenu greške koja se čini 

kod primene ovog metoda, koristi se još jedna nejednakost koja 

daje ocenu za normu greške ll y- y ll u izabranom funkcionalnom 

prostoru X. 

Neka je K(x,t)=K(x,t)+E(x,t). Za >-=1, sa RK(x,t) i RK(x,t) 

označimo rezolvente od K i K respektivno. Nadalje sa ll K ll , ll K ll 

i ll E ll označimo norme operatora sa odgovarajućim jezgrima K, K 

i E. Može se pokazati da je 

(2.4.14) ll Y - Y ll ~ (l + ll ~ll ) (l + ll Ri( ll ) ll E ll ·ll f ll ' 

gde je 

/ ll K ll 
ll RK ll ~ l - l >-l • ll K ll 

ll K ll 

ll Ri( ll ~ l - l >-l· ll i ll 
i 

Na primer, ako je X prostor neprekidnih funkci j a imamo 

b 
ll K ll = max J l K ( x, t) l dt, ll f ll = max l f ( x H . 

a~~ a a~~ 

Ako je, medjutim, X prostor L2 imamo 

bb b 
ll K ll~ (ff K(x,t) 2 dxdt) 1/ 2 , ll fil = (J f(x) 2 dx) 112 • 

aa a 

Primenom formule (2.4.11) ooenimo normu greške u prostoru 

L 2 za rešenje (2.4.8). 

Kako je 

l l 
ll K ll ~ ( J J (l-x cos xt) 2 dx·dt) l/2 

oo 
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l l s l/2 
= (2 cos l - i cos 2 + T6 sin 2 - 6) < O .6 , 

l l ~ 
ll K ll~( J J (l-x+jx 3 t 2 ) đxđt) 1 /2 = 1f4 < 0.6, 

o o 

l l 
ll Eli~ (J J - 1-x10 t 8đxđt) 1/2 = _!_ < 4.2•10- 3 , 

o o 576 721iT 

ll fil= ( /sin2 xđx) 1 /2 = i<2 -sin2) 112 
< 0.523, 

o 

i >.=1, ll ~ll~ 1.5, ll Rj<ll ~ 1.5, imamo 

ll y-yll < (l+l.SH1+1.5)•4.2·10- 3·0.523 < 0.014. 



9.3. PROJEKCIONO-VARIJACIONI METODI 

9.3.1. Uvod 

u ovom poglavlju razmatra6emo neke klase približnih ana

litičkih metoda za rešavanje linearne operatorske jednačine 

(3.1.1) Au = f 

~ 
na realnom, separabilnom Hilbertovom prostoru X. 

Pretpostavimo da jednačina (3.1.1) ima jedinstveno reše

nje u
0 

i neka je konstruisana funkcionela F:X + R, koja dostiže 

minimum jedino u tački u=u
0

• Tada se problem rešavanja jednači

ne (3.1.1) može zameniti ekvivalentnim problemom mini~izacije 

funkcione.le F. Metodi zasnovani na ovoj ideji, nazivaju' se va

rijacionim. u našem izlaganju zadrža6emo se samo na Ritzovom 

metodu, koji se široko primenjuje za rešavanje konturnih prob

lema, kako kod običnih diferencijalnih jednačina, tako i kod 

parcijalnih jednačina. Važnu primenu nalazi i kod integralnih 

jednačina. 

U našem izlaganju razmotri6emo i jednu opštu klasu, tzv. 

projekcionih metoda za rešavanje jednačine (3.1.1). Skoro svi 

projekcioni metodi mogu se tretirati kao posebni slučajevi me

toda momenata. U ruskoj literaturi ovaj metod se često naziva 
metod Galerkina-Petrova. 

Naveš6emo sada neke definicije i te·oreme, koje se odnose 

na linearne operatore u Hilbertovom prostoru (opširnije videti, 

na primer, c2J, E3J, c4J). 

Neka je A linearan ograničeni operato~ na X. 

if Metrički prostor se naziva separabilnim, ako u njemu postoji 
najviše prebrojiv svuda gust podskup. 

159 
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Definicija 3.1.1. Za operator A*, definisan na X, kaže se da 

je adjungovan operatoru A, ako je za svako u,vEX 

(Au,v) = (u,A*v). 

Teorema 3 .1.1. Adjungovan operator A* je linearan i ograničen 

operator, pri čemu je ll A* ll = ll All . 

Definicija 3.1.2. Ako je A* = A, tj. 

(Au,v) (u,Av) (V u,vEX), 

za operator A se kaže da je sebi adjungovan. 

Teorema 3.1.2. Ako je A sebi adjungovan operator, tada je 

ll All = sup l (Au,u) 1. 
llull=l 

Za operator A,' koji je sebi adjungovan, uvodi se poja,m 

gornje i donje granice pomoću 

(3.1.2) MA sup (Au,u) i mA inf (Au,u). 

11 uli =l ll uli =l 

Primetimo da se tada, norma može predstaviti u obliku 

Takodje., iz (3 .1.2) sleduje 

(3.1.3) ( 'rJ UEX) • 

Definicija 3.1.3. Sebi adjungovan operator A naziva se pozitivan 

ili 'po~itivno definisan (definitan) ako je mA> o. 

Na osnovu (3.1.3) zaključujemo da je kod pozitivnog ope~ 

ratara (Au,u)=O ako i samo ako je u=e. Nije teško pokazati da 
-l pozitivan operator A ima inverzan operator A , za koji je 
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l 
~m. 

A 
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Napomenimo da jednačina (3.1.1) sa pozitivnim operatorom A irna 

jedinstveno rešenje za svako feX. 

Sledeća definicija ne zahteva ograničenost operatora. 

Definicija 3.1.4. Linearan operator A definisan na nekom svuda 

gustom podskupu D(C~), naziva se simetričnim, ako. je za svako 

u,veD 

(Au,v) = (u,Av). 

Prirnetirno da je sebi adjungovan operator specijalan slu

čaj sirnetričnog operatora. Naime, on je ograničeni .simetrični 

operator, kod koga je D=X. Naporn~nirno da se D, kao oblast defi

nisanosti operatora A označava sa D{A), a odgovarajući skup vred

nosti operatora A sa R{A). 

Primer 3.1.1. Neka je operator A definisan na skupu dvaput ne

prekidno diferencijabilnih funkcija na Ca,bJ koje se anuliraju 

u krajnjim tačkarna, tj. na 

D{A) = {y l yec 2 ca,bJ, y{a) = y(b) o}, 

pomoću 

Ay d~ (py,) + qy, 

gde su 

peclca,bJ, qeCCa,bJ, p{x) ~p0 >O, q {x) > O (xe ca,bJ). 

Lako je pokazati da je operator A linearan. 

Posrnatrajrno D{A) kao podskup u L2 (a,b.). Može se pokazati 

da je D(A) svuda gust u prostoru L2 (a,b) (videti, na primer [JJ ) 

način 

Neka je u L2 (a,b) uveden skalarni proizvod na standardan 

(f ,g) 
b 
J f{x)g{x)dx 

a 
(f ,geL2 (a,b)). 
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Operator A je simetričan. Zaista ,• za proizvoljno 
y,zED(A), imamo 

tj. 

b d 
(Ay,z) = l e- dx(py') + qyJzdx 

a 

b b 
= -py 'z l b + l py ' z 'dx + l qyzdx 

a a a 

b 
= (-py'z + pyz'>l= + l e- d~(pz') + qzJydx, 

a 

(Ay,z) = (y,Az) • 

Dokaza6emo sada da je operator A pozitivno definisan, 

u tom smislu da postoji konstanta Y > O, takva da je 

(3.1.4) (Ay,y) ~YIIYII 2 ('fyED(A)). 

Kako je, za proizvoljno yED(A), 

b b 
(Ay,y) = -l (py') 'ydx + l qy 2dx 

a a 

-py'yj: + 
b b 

= lpy' 2 dx + l qy 2dx 
a a 

b 
~ l py' 2 dx 

a 

i p(x) ~p0 >O za svako XECa,bJ, imamo 

(3.1.5) 
b 

(Ay,y) ~p0 ly' 2dx. 
a 

S druge strane, kako je y(a)=O, koriš6enjem Cauchyeve 
nejednakosti imamo 
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l za svako XECa, !(a+b)J, odakle integracijom dobijamo 

a+b 
-2-

f y2dx ~ j<b-a) 2 
a 

a+b 
-2-

f y' 2dx. 
a 

163 

l Analognu nejednakost možemo dobiti i za segment C!(a+b),bJ, pa 

zaključujemo da važi 

b b 
J y 2dx ~ j<b-a) 2 J y' 2dx. 

a a 

OVa nejednakost može se poboljšati. Naime, može se pokazati da 

je najbolja konstanta l/n2 (umesto 1/8). 

Korišćenjem poslednje nejednakosti, iz (3.1.5) sleduje 

(Ay,y) 

tj. ( 3. 1. 4) sa y = 

> Bpo ll Yll 2 

- (b-a) 2 

> o. 

Primedba 3.1.1. Za pozitivnost operatora A iz prethodnog pri

mera, uslov q(x) >O(xECa,bJ) nije neophodan. Naime, neka je 

min q(x) = q
0

• Tada je, na osnovu prethodnog, 

b b 
(Ay ,y) = J py' 2dx + J qy2dx 

a a 

Bp 
~ ( 

0
2 + q0 ) ll Y ll 2 , 

(b-a) 

što znači da se može uzeti 

'Y = 
Bp o 

--~ + qo > o. 
(b-a) 2 

Primetimo da qp može biti i negativno. 
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Primedba 3.1.2. Uslov (3.1.4) obezbedjuje egzistenciju inverz

nog operatora. Zaista, ako je Ay=B, iz (3.1.4) sleduje y=B. 

Primedba 3.1.3. Ako je operator A iz primera 3.1.1 definisan 

na skupu 

o1 (A) = {yjytC2[a,bJ, y'(a) = y'(b) =O}, 

tada je on takodje simetričan i pozitivno definisan na o1 (A). 

Primer 3.1.2. Neka je G ograničena otvorena oblast dvodime~zio

nalnog euklidovog prostora sa deo .po deo glatkom granicom r i 

neka je q neprekidna funkcija na G=G Ur. Neka je; dalje, 

X=L2 (G) i D(.A) skup funkcija u, koje zadovoljavaju uslove: 

-
u, ux' uy neprekidni na G; 

uxx' uxy' uyy neprekidni u G i pripadaju r.,2(G); 

Operator A definisan na D(A), pomoću 

Au a2u a2 u . -l1u + qu = - (-- + -) + qu , 
ax2 ay2 · · 

poseduje osobinu simetričnosti, pri čemu je 

(Au,v) = 1,[ (ux .~:" + uyvy + quv)dG • 

[.5]) • 

. Neka je q
0

=min q (x,y) . Korišćenjem nejednakosti (videti 

ll ull 2 = f fu2dG ~ (2PL) 
2
·! f (u2 + uy2)dG, 

G 11 G X 

gde je P površina oblasti G i L dužina luka krive r, dobijamo 
da je (Au,u) ~ y ll uli ~ gde je 

Dakle, operator je pozitivno definisan na D(A), ako je q
0 

takvo 
da -je· 2ad~volj'eJ1 ·uslov r > o. 
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9 .·3. 2. V arij ac ioni prilaz u rešavanju operatorskih jednačina 

u cilju rešavanja jednačine (3.1.1), definišimo !~cio

nelu F:X-+- R pomoću 

(3.2.1) F(u) = (Au,u) - 2 (u,f) ~-

Teorema 3.2.1. Neka je A pozitivan operator. Da bi u
0

e:X bilo 

rešenje jednačine (3.1.1), potrebno je i dovoljno da funkcio

nela F ima najmanju vrednost za u=u
0

• 

Dokaz. Neka u., VE X i te: R. Tada je 

(3.2.2) F(u+tv) = (A(u+tv) ,\J+tv) - 2 {u+tv,f) 

2 F(u) + 2t(Au-f,v) +t (Av,v), 

s obzire~ na jednakost (Av,u)=(v,Au)={Au,v). 

Neka je u=u
0 

rešenje jednačine (3.1.1). Tada iz (3.2.2), 

za t=1, sleduje ' 

(3.2.3) 

Kako se proizvoljna tačka we:X može predstaviti u obliku w=u
0
+v, 

na osnovu (3.2.3) zaključujemo da F postiže najmanju vrednost 
u tački u

0
• ·. 

Pretpostavimo sada obrnuto. Naime, neka F postiže najma~ 

nju vrednost za u=u
0

, tj. neka je F(u0+tv)~F{u0 ) za svako te:R 

i svako vtX. Posmatrajmo funkciju h , definisanu sa 

Kako, po pretpostavci, funkcija h postiže najmanju vredpost za 

t=O, zaključujemo da mora biti (Au
0
-f,v)=O, odakle, zbog proiz

voljnosti tačke v, sleduje da je u
0 

rešenje jednačine (3.1.1). 

Ovim je dokaz teoreme završen. · 

Definicija 3.2.1. Za niz {un}ne:N kažemo da je minimizirajući za 
funkcionelu F, ako je 
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lim F(un) = min F(u) • 
n++• 

Teorema 3.2.2. Ako je A pozitivan operator, svaki qtnimiziraju-

6i niz {~}ntN konvergira k~ re§enju jeQnačine (3.1.1). 

~· Ako,·u· (3 •. 2.3) stavimo v=un-.u0 , gde je u0 re§enje 

jednačine · ( j',l. 1) , dobi j aJIIO 

Kako je , na osnovu teoreme 3 • 2 • l , F ( u
0

) =min F (u) i kako je· ni z 
• 

{un}ntN minimiziraju6i, imamo F(un) +F(u0 ) (n++oo), tj. 

(3.2.4) (n++e»), 

Ako stavimo u=un-u
0

, iz (3.1.3) sleduje 

§to zajedno sa (3.2.4) daje ~+u0 (n++CD), 

9.3.3. Ritzov metod 

u ovom odeljku razmotri6emo Ritzov metod za približno 
rešavanje jednačine (3.1.1), koji je zasnovan na minimizaciji 
funkcionele (3.2.1). Pri ovome pretpostavljamo da je operator 

A pozitivan. 

U prostoru X izaberimo proizvoljan sistem linearno neza

visnih vektora {vk}ktN' kompletan u tom smislu da u prostoru X 
ne postoji nijedan vekt:or v "19, koji je istovremeno ortogonalan 
sa svim vektorima vk(k=l,2, ••• ). 

U~imaju6i Bn={v1 , ••• ,vn} za bazu, konstruišimo n-dimen

zionalni podprostor Xn=L(Bn) i u njemu potražimo tačku un u ko
joj funkcionela F, definisana sa (3.2.1), ima najmanju vrednost. 
S obzirom da svako UEXn ima reprezentaciju 
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(3.3.1) 

problem odredjivanja tačke u=un u kojoj F postiže najmanju vred

nost svodi se na odredjivanje koeficijenata ck (k=l, ••• ,n) iz 

uslova da funkcija ~. definisana sa 

~(cl, ••. , en) 

n n n 
= r r cick(Avi,vk) -2 r ck(vk,f), 

i=l k=l k=l 

postiže najmanju vrednost na Rn. Kako funkcija ~ ima neprekidne 

parcijalne izvode u svim tačkama prostora Rn, to je najmanja 

vrednost funkcije ~ istovremeno i minimum ove funkcije. Tada, 

iz uslova 

(k=l, ••• ,n), 

dobijamo sistem linearnih algebarskih jednačina 

(3.3.2) 
n 
r (Avi'vk)ci = (vk,f) 

i= l 
(k=l, ••• ,n). 

Da bismo dokazali da sistem (3.3.2) ima jedinstveno reše

nje, dovoljno je dokazati da odgovarajući homogeni sistem 

n 
(3.3.3) r (Av. ,vk) e. = O 

i=l l. l. 
(k=l, .•• ,n) 

ima samo trivijalna rešenja ci=O (i=l, ••• ,n). 

S obzir.om da se sistem jednačina (3.3.3) može predstavi

ti u obliku 

n 
(A(.r civi), vk) =O 

J.=l . 
(k=l, .•• ,n) 

n 
zaključujemoda je vektor Av,. gde smo stavili v = r c.v. 

i=l l. l. 

(ci su rešenja sistema (3.3.3)), ortogonalan sa svim vektorima 

vk (k= l, •.. ,n) • štaviše, tada je vektor Av ortogonalan sa svim 
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vektorima iz X , pa i sa vektorom v. Zbog pretpostavke o pozin 
tivnosti operatora A, iz (Av,v)=O sleduje v=e, ilto daje ci= O 

(i=1, ••. ,n), s obzirom da su vektori v 1 , ••• ,vn linearno nezavisni 

Dakle, za odredjivanje približnog rešenja jednačine (3.1.1 

u = n 

treba prethodno rešiti sistem linearnih .jednačina (3. 3.2). 

Prethodno navedeni rezultati važe i u opštijem slučaju. 

Pretpostavimo da je u jednačini (3.1.1) operator A simetričan i 

definisan na skupu D(A) svuda gustom u X. Na dalje, neka je A 

pozitivno defin~san u smislu (3.1.4). Tada, očigledno, postoji 
-1 

A i jednačina 

(3.3.4) Au= f 

ima jedinstveno rešenje za svako fe:R(A). 

Pod navedenim uslovima, tvrdjenja teorema 3.2.1 i 3.2.2 

ostaju u važnosti, s tim što sada funkcionelu F:D(A) +R, treba 

minimizirati na D(A). 

Kod primene Ritzovog metoda, sistem linearno nezavisnih 

vektora {vk}ke:N treba izabrati tako da vkrD(A) i da je ovaj si

stem kompletan u D(A), u tom smislu da za svako UED(A) i svako 

e: > O postoje prirodan broj n i vektor ve:Xn (Xn linea! nad bazom 

{v1 , ••• ,vn}) takvi da je 

(3.3.5) (A(v-u) ,v-u) <e:. 

Na osnovu (3.1.4) i poslednje nejednakosti dobijamo 

ll v - u ll 2 < ~ 
y 

odakle, s obzirom da je e: proizvoljno, sleduje da svako ue:D(A) 

pripada i adherenciji od Xn' tj. Xn je svuda gust u D(A). 

Dokažimo sada konvergenciju niza približnih rešenja {un} 

koji se dobija primenom Ritzovog metoda na rešavanje jednačine 
(3.3.4). 

l 
l 
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min F (u) 
UE Xl 

F(u) ~ .•• ~ min F(u) ~ ••. l, min F(u), 
UEXn UED(A) 

tj. 

(3.3.6) 

gde je u
0 

rešenje jednačine (3.3.4). 

Za proizvoljno malo e: >O izaberimo m i vexm tako da je 

(3.3.7) (A(v-u
0
), v-u

0
) <e:. 

' S druge strane, na osnovu (videti (3.2.3)) 

l F(v) = F(u
0

) + (A(v-u
0

) ,v-u
0

) 

za v=um i nejednakosti (3.3.7) imamo 

odakle je, s obzirom na (3.3.6), 

(\t'n~m). 

Iz poslednjih nejednakosti sleduje konvergencija niza {un}neN" 

9.3.4. Neke primene Ritzovog metoda 

Posmatrajmo konturni problem za linearnu diferencijalnu 

jednačinu drugog reda u Sturm-Liouvilleovom obliku 

(3.4.1) d du dx(p(x)dx) - q(x)u = g(x), 

u(a) = A, u (b·) = B. 

Pod pretpostavkom da je 

(xe:[a,bJ), 
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moguće je Ritzovim metodom naći približno rešenje konturnog 

problema (3.4.1). 

uvodjenjem smene u=y+z, gde je 

B - A z(x) =A+ b_ a(x- a), 

konturni problem (3.4.1) se svodi na problem 

(3.4.2) 

gde je 

d~(p (x)y') + q (x)y f(x), y(a) y(b) - o, 

f {X) - d~ (p (X) Z 1 
) - q (X) Z - g (X) 

_Bb- A(p'(x) -q(x)(x-a)) -Aq(x) -g(x). 
- a 

Definisanjem operatora A na skupu D(A), kao u primeru 

3.1.1, rešavanje problema (3~-4.2) se svodi na rešavanje opera

torske jednačine 

(3.4.3) Ay = f. 

S obzirom da je operator A simetričan i pozitivan na svuda 

gustom skupu D(A) u L 2 (a,b), jednačina (3.4.3) se može rešavati 

minimizacijom funkcionele 

(3.4.4) F ( y) = (Ay , y ) - 2 ( y 1 f) 
b 
J (py' 2 + qy2 - 2fy)dx. 

a 

Primedba 3.4.1. Jednačina (3.4.2) je Eulerova jednačina za funk

cionelu (3.4.4). 

KaO što je napomenuto u prethodnom odeljku, kod primene 

Ritzovog metoda, sistem bazisnih funkcija {vk}keN treba da is

punjava uslov kompletnosti u D(A). Da bi ovaj uslov bio ispu

njen, funkcije vk je dovoljno izabrati tako da se ,za svako 

yeD(A) i svako E >O može naći l,i.nearna kombinacija (sa konač
nim n) 

n 
z(x) E akvk(x), 

k=1 

l 
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:takva da je 

max{ l z(x)-y(x) l, l z' (x)-y' (x) l}< E (\JXE[a,bJ). 

Tada je uslov oblika (3.3.5) ispunjen. Zaista, imamo 

b 
(A(z-y),z-y) = J (p(z'-y') 2 + q(z-y) 2 )dx<ME 2 , 

a 

b 
gde smo stavili M= J (p (x) +q (x)) dx ( < + ao) • 

a 
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Sistemi bazisnih funkcija, koji ispunjavaju prethodni 

uslov i koji se najčešće koriste kod primene Ritzovog metoda su 

k 
vk(x) = (x-a) (b-x) 

• kTT ( ) = s~n-- x-a b-a 

(k=l,2, ••• ); 

(k=l,2, •.• ). 

Primer 3.4.1. Primenom Ritzovog metoda odredićemo gribližno re

šenje konturnog problema 

(3.4.5) u" - (l +x2 ) u + x (l +x2 ) = l , u (-l) = -l, u (l) = l • 

Smenom u=y+z, gde je z(x)=x, dati konturni problem se 

svodi na problem (3.4.2), gde su 

p(x) = 1, q(x) = 1+x2 , f(x) = "-1. 

Izaberimo sistem funkcija vk(x)=l-x2k (k=l,2, ••• ). Neka 

je n=2, tj. neka približno rešenje tražimo u obliku 

d2 
Primenom operatora A=---+ (l+x2 ) na v1 i v2 dobijamo 

dx2 

Kako je 
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sistem (3.3.2) postaje 

17 +26c 5 
Tel 9 2 =- 6' 

13cl + 194c = -2. ' ll 2 ~ 

odakle dobijamo c 1 ~ -0.3217 i c 2 ~ -0.01805. 

Dakle, približno rešenje konturnog problema (3.4.5) je 

Primedba 3.4.2. Kod rešavanj,a opštijeg konturnog problema 

- ...!!_ (py,) + qy =- f , 
dx 

ay(a) + y' (a) = O, f3y(b) + y' (b) O 

treba minimizirati funkcionelu 

b 
F(y) =l (py' 2 +g:y2 -2fy)dx-ap(a)y(a) 2 +f3p(b)y(b)z. 

a 

Ritzov metod se može primeniti i na rešavanje konturnih 

problema kod parcijalnih diferencijalnih jednačina. Ilustrujmo 

to na jednom primeru. 

Primer 3.4.2. Odredimo približno rešenje Laplaceove jednačine 

u oblasti G={(x,y) lx>O,~>O,x+y<l}, koje zadovoljava uslov 

u(x,y) = x 2 + y 2 ((x,y)er), 

gde je r granica oblasti G. 

Uvodjenjem smene u=w+x2 +y 2 , ovaj problem se svodi na 

Aw = -6w = 4, w(x,y) = O ( (x,y)Er). 

Osobine operatora A date su u primeru 3.1.2. Izaberimo sistem 
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funkcija 

i potražimo rešenje za n=3, tj. u obliku 

Prethodno izračunajmo integral 

k m 
Ik = ff x y (1-x-y)dxdy 

m G 
(k,me:N). 

Sukcesivnom integracijom nalazimo 

l 
I = f 

km 
0 

l-x k m m m+l 1 1 k +2 
f (l ) J d d .! X (l -x) m dx , x y [ -x y -y . x y = (m+l) (m+2) 

o o 

k!m! 
(k+m+3)! 

Kako je 

imamo redom 

(Av
1 

,v
3

) 2 (I22 +I
13

) l 
252' 

(Av
2 

,v
2

) 2 (I 41 +I23 ) + 6I32 

(Av
2 

,v
3

) 2 (I32+Il4) + 6I23 

(Av
3

,v1 ) l (Av3 ,v2 ) 
252 ' 

Takodje je, 

(k ,me: N) • 

(Av2 ,v1 ) 

- 2I22 

- 2I13 

l 
840 ' 

l 
252 ' 

l 
504 ' 

l 
840 ' 

l 
840 • 

l 
252 ' 
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pa sistem linearnih jednačina (3. 3. 2) postaje 

l l l = l 
90 cl + 252 c2 + 252 c3 30 l 

l l l l 
252 cl+ 504 c2 + 840 c3 = 90' 

l l l l 
252 cl+ 840 c2 + 504 c3 90 , 

odakle, zbog simetrije, sleduje c 2=c3 • Stavljajući u prve dve 

jednačine ovog sistema c3=c2, dobijamo 

14 7 
odakle je c 1 = 3 i c2 =- 3 · 

Dakle, približno rešenje datog konturnog problema je 

u
3

(x,y) x2 + y2 + w3(x,y) 

x2 + y 2 + ~xy (l-x-y) (2-x-y). 

Ritzov metod ima važnu primenu kod odredjivanja sopstve

nih vektora i sopstvenih vrednosti operatora A:X +X. Naime, ov

de se Ritzov metod primenjuje na nalaženje netrivijalnih reše

nja jednačine (A:-A.I)u=B, gde je I identički operator u X. U 

ovom slučaju sistem (3.3.2) postaje 

n 
.E C(Avi,vk)- (vi,vk)Jci 
l.= l 

o (k=l, ••• ,n), 

koji ima netrivijalna rešenja ako i samo ako je 

D(A.)= 

(Av1 ,v1 )-A.(v1 ,v1 ) 

(Av2 ,v1 )-A.(v2 ,v1 ) 

(Av1 ,vn)-A.(v1 ,vn) 

(Av2 ,vn)-A.(v2 ,vn) 
o • 

Vrednosti parametra A. pri kojima je D(A.)=O uzimaju se kao pri

bližne . .sopstvene vrednosti operatora A. 

T 
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Primer 3.4.3. Neka je kontura r eliptičke merr~rane (81,3.4.1) 

definisana jednačinom 

y 

2 X 

Sl. 3.4.1 

Primenom Ritzo

vog metoda odredićemo 

približno prve tri 

sopstvene vrednosti 

ove membrane .. , tj. 

sopstvene vrednosti 

operatora A, defini

sanog na L 2 (G), po

moću 

Au=-llu=- (u +u ) , xx yy 

gde je G=int r . Ose

bine operatora A date su u primeru 3.1.2 (q=O). Za bazisne funk-

cije uzećemo 

Prethodno izračunajmo integral 

I 1 ff x2ky2mdxdy 
k.m = 1T G 

Prelaskom na polarne koordinate x=2r cos 6 , y=r sin 6 , a zatim 

smenom sin2 6=t, poslednji integral postaje 

2k+l l 2k+l 
2 J tm-1/2 (l-t)k-l/2dt = 2 B( +!k+ l) 

11 (k+m+ l) 
0 

11 (k+m+ 1) m 2' 2" ' 

gde je B beta funkcija. U tabeli 3.4.1 date su vrednosti inte

grala Ikm za O~ k+m ~ 4 • 

Kako je (u,v)= J J u (x,y) dxdy, pomoću vrednosti Ikm nala
G 

zimo skalarne proizvode (Avi,vk) i (vi,vk) (i,k=l,2,3). Na 

primer, 

~ Sopstvene funkcije (oscilacije) eliptičke membrane mogu se egzaktno 
predstaviti pomoću Mathieuovih funkcija, ali je takva reprezentacija 

veoma komplikovana. 
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Tabela 3.4.1. 

~ o l 2 3 4 

o 2 1/2 1/4 5/32 7/64 
l 2 1/3 1/8 1/16 
2 4 1/2 3/20 
3 lO l 
4 28 

ff (-10) (x2 +4y 2 -4)dxdy = -1011 (I 10+4I01-4I00 ) = 4011 
G 

Na taj način dobijamo karakterističnu jednačinu za približno 

odredjivanje prve tri sopstvene vrednosti operatora A: 

lO ~A 20 - _!A 5 !A - 3 3 -3 3 3 

D (A) 411 
20 !A 46 ~A 5 2 o , 3- 3 3- 5 6 - ISA 

5 - ! A 5 2 47 l 
3 3 6 15 A 24 - 10 A 

Uvodjenjem smene A=5(1-z/2), poslednja jednačina se 

svodi na jednačinu 

6z 2 + 73z 2 + 124z - 96 = O , 

odakle rešavanjem nalazimo prve tri sopstvene vrednosti 

Al = 3.569, A2 " 12. o 45, A3::: 29.803. 

Primedba. Ako uzmemo n=2 u Ritzovom metodu dobiđemo grublje 

aproksimacije za prve dve sopstvene vrednosti. Naime, tada ima

mo k-arakterističnu jednačinu 

lO ~A 20 !A - 3-3 3 
o , 

20 - ! A 46 ~A 
3 3 3- 5 
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28 
tj. jednačinu S >. 2 - 88>. + 245 =O, odakle je 

3.616 i 12.098. 

9.3.5. Metod momenata 

Neka su X i Y Banachovi prostori, A linearan.operator 

definisan na D(A)C X i sa vrednostima u R(A)CY. Prpjekcioni 

metod za rešavanje jednačine 

(3.5.1) Au f (fe:R(A)) 

zasniva se na zameni ove jednačine, jednačinom 

(3. 5.2 J 

177 

korišćenjem dva niza podprostora {Xn}ne:N i {Yn}ne:N (XncD(A), 

Ync Y) i linearnog operatora (projektora) Pn:Y +Yn koji zado

voljava uslove 

i (n=l,2, ••• ). 

Kao približno rešenje jednačine (3.5.1) uzima se reše

nje jednačine (3.5.2) un (e:Xn). 

Na dalje, pretpostavimo da su prostori X i Y Hilbertovi 

i (.,.) skalami proizvod u Y. 

U D(A} i Y izaberimo nizove linearno nezavisnih vektora 

{vk}ke:N i {wk}ke:N respektivno. Prvi od njih nazivamo koordinat

nim, a drugi projekcionim. Za podprostore Xn i Yn uzmimo linea~ 

le nad {v1 , ••• ,vn} i {w1 , ••• ,wn} respektivno, a za Pn operator 

ortogonalnog projektovanja (ortoprojektor Y na Yn). 

Lema 3.5.1. Za svako we:Y jednakost 

(3.5.3) 

i sistem jednakosti 

(3.5.4) o {k=l, ••• ,n) 

·su ekvivalentni. 
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Dokaz. Pretpostavimo da važi (3.5.3). Tada je, zbog jed

nakosti wk=P nwk (k= l-, ..• ,n), 

(k=l, ... ,n). 

Pretpostavimo sada obrnuto, tj. neka važe jednakosti (3.4.5). 

S obzirom da PnwEYn' imamo 

pa je 

p w 
n 

n 
(P w, E akwk) 

n k=l 

n 

n 
E- ak(Pnw'wk) 

k= l 

Eak(w,wk) O, 
k= l 

tj. (3.5.3), čime je dokaz završen. 

Na osnovu dokazane leme, jednačina (3.5.2) je ekvivalen

tna sistemu jednačina 

(3.5.5) (k=l, •.. ,n). 

Kako unEXn' to znači da je za njegovo odredjivanje potrebno na

ći koeficijente ck (k=l, •.• ,n) u razvoju 

(3 .5 .6) 
n 
E c.v .• 

i=l ~ ~ 

Zamenom (3.5.6) u (3.5.5) dobijamo sistem jednačina za 

nalaženje koeficijehata ck (k=l, .•• ,n) 

(3.·5.7) 
n 

E (Avi,wk)ci. 
i=l 

(k=l, ... ,n). 

Izloženi metod se naziva metod momenata ili metod Galer

kina-Petrova. Izborom.nizova {vk} i {wk} dobijamo različite me

tode. Ne upuštajući se u analizu pojedinih metoda navešćemo ne

ke od njih koji se najviše koriste u praksi. 
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Neka je X=Y i wk=vk {k=l, ••• ,n). Tada se sistem jednači

na {3.5.7} svodi na 

{3. 5. 8) 
n 
I: {Avi,vk)ci 

i= l 
{k=l, ••• ,n). 

Ovaj metod se naziva metod Galerkina ili metod Bubnov-Galerkina. 

Primetimo da je sistem {3.5.8) ekvivalentan sa sistemom {3.3.2) 

kod Ritzovog metoda, ali je ovde operator A proizvoljan. 

Ako uvedemo vektor-ostatak rn=Aun-f, ~ada se {3.5.8) 

svodi na uslov ortogonalnosti vektora rn sa svim vektorima vk 

{k=l, .•• ,n) , tj. 

{k=l, ••. ,n). 

Ako izaberemo wk=Avk {k=l, ..• ,n) dobijamo metod najma

njih kvadrata. Tada se {4.5.7) svodi na 

n 
I: {Av. ,Avk)ci 

i=l l 

U ovom slučaju imamo 

{k=l, .•. ,n). 

o (k=l, ••. ,n). 

Primetimo da se pri ovako odredjenom un minimizira funk-

ci one la 

F {u) =ll Au - f ll 2 

na skupu xn. 

Na osnovu {3.5.2) zaključujemo da rešenje un ne zavisi 

od izbora koordinatnog i projekcionog niza vektora, već samo 

od podprostora Xn i Yn. Naime, važi sledeća teorema. 

Teorema 3.5.1. Neka su B1={v{, ... ,v~} i B2={w{, ... ,w~} sistemi 

linearno nezavisnih vektora iz D{A) i Y respektivno, takvi da 

je L{B 1 r=xn i L{B2 l=Yn. Neka j~, u ovom slučaju, sistem jed-. 

načina 

n 
{3.5.9) I: {Av."',wk)b. 

i=;l l l 
{k= l,.~·. ,n) 
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analogan sistemu (3.5.7). Tada važe tvrdjenja: 

1° u pogledu egzistencije (i jedinstvenosti) rešenja, 

sistemi (3.5.7) i (3.5.9) su ekvivalentni. 

2° Ako je skup {e.}. 1 jedinstveno rešenje sis-
1 1= , ••• ,n 

tema (3.5.7), tada je 

( 3. 5. lO) 
n 
L c.v. 

i=l 1 1 

n 
L b.v; 

i=l 1 

gde je skup {b.}. 1 rešenje sistema (3.5.9). 
1 1= , ••• ,n 

Dokaz. Tvrdjenje 1° sleduje iz činjenice da je egzisten

cija (i jedins.tvenost) rešenja svakog od navedenih sistema us

lovljena egzistencijom (i jedinstvenošću) rešenja un(eXn) jedna

čine (3.5.2). S obzirom da je leva i desna strana jednakosti 

(3.5.10) rešenje jednačine. (3.5.2), zaključujemo da važi tvr

djenje 2°. 

Na osnovu tvrdjenja teoreme 3 .S .l zaključujemo aa trans

formacije koordinatndg i projekcionog niza, koje očuvavaju pod

prostore Xn i Yn' ne menjaju rešenje un. Medjutim, sa numerič

kog stanovišta, pomenute transformacije su korisne, s obzirom 

da se njima može uticati na stabilnost sistema linearnih jedna

čina. Naime, treba odabrati takve nizove {vk}keN i {wk}keN da 

je matrica sistema (3.5.7) dobro uslovlj~na. 

Ne upuštajući se u probleme vezane za izbor pomenutih 

nizova, kao ni u dalju analizu metoda momenata, navešćemo dva 

primera koji ilustruju primenu Galerkinovog metoda. 

Primer 3.5.1. Metodom Galerkina odredimo približno rešenje kon

turnog problema 

z" - z ~cos x + zsinx sin x, 

z(-TI) = z(11) = 2. 

Smenom z=y+2, dati problem se svodi na problem homoge

nim konturnim uslovima 

y" ·- y"'cos x + ysin x =-sin x, 
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d2 d Uzmimo X=Y=L2 (~7T 1 7T), A=--- cosxdx + sinx, 
dx2 

D(A) y(7T) =O}, 

v 1 = sin x, v 2 cos x +l, v 3 S in 2 X 1 V 4 = COS 2 X - l • 

Kako je 

-sin x -cos 2x , Av2 = sin x -,cos x +sin 2x, 

l 
4sin 2x 3 "3 Av3 - 2 cos 4 - -2 COS X 

l . 
4cos 2x 3 Av4 =- 2 s~n x - + 2 cos 3x, 

f = -sin x, 

sistem jednačina (3.5.8) postaje 

l -l o l 
l 2 cl 

o l l o o 2 c2 

o -l 4 o c3 o 

l o o 4 c4 o 

z - y + 2 = 2 + ~ sin x +i sin2 x. 4 - 4 7 7 

Primetimo da je tačno rešenje datog konturnog problema 

z = esin x + 1 • 

Primer 3.5.2. Rešimo integralnu jednačinu 

l 
y(x) x + J xty(t)dt 

-l 
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metodom Galerkina uzimajući za bazisne funkcije Legendreove 

polinome, tj. vk(x)=Pk_ 1 {x) (k=l,2, •.. ). Neka je X=Y=L2 (-l,l), 

operator A, definisan na D(A)=CC-l,lJ pomoću 

l 
Ay y - J xty (t) dt 

-l 

i neka je n=3. Kako je 

l , X ' 

l 
Av2 = 3 X, 

i f{x)=x, sistem jednačina (3.5.8) postaje 

2 o o cl o 

o 2 o 2 
9 c2 3 

o o 2 o s q3 

odakle dobijamo c 1=0, c 2=3, c 3=0, tj. y 3 {x)=3x. 

Na kraju navedimo još jedan metod za približno rešavanje 

jednačine (3.5.1). Neka su X i Y, kao što smo na početku odelj

ka pretpostavili, Banachovi prostori. U D(A) izaberimo koordi

natni niz vektora {vk}kEN' a za projekcioni niz {wk}kEN linear

ne funkcionele definisane na Y (wk su dakle, elementi konjugo

vanog prostora Y*). Prema ovom metodu, koeficijenti u približ

nom rešenju 

n 
u = E c.v., 

n i=l 1 1 

odredjuju se iz sistema jednačina 

tj. 

(3.5.11) 

n 
wk (A E e. v.) 

i=l l l 

n 
E e. wk (Av.) 

i=l l l 

(k= l, ••. ,n) , 

(k=l, ••. ,n). 
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Razmotrićemo sada jedan specijalan slučaj ovog metoda, 

koji se naziva metod poklapanja ili metod kolokacije. 

Neka je Y=CCa,bJ i neka su funkcionele wk: CCa,bJ-+ R de

finisane pomoću 

gde je {x1 , .•. ,xn} zadat sistem čvorova na Ca,bJ. Za. rešavanje 

konturnog problema 

y" + py- + qy = f, y(a) = y(b) = O, 

gde su p,q,f date neprekidne funkcije na Ca,bJ, pomoću metoda 

poklapanja uzimamo X=Y=CCa,bJ, D(A)={yjyEC2 Ca,bJ, y(a)=y(b)=O}, 

Ay=y"+py-+qy. Za koordinatni niz možemo uzeti, na primer, 

k-1 
vk (x) = (x-a) (b-x) x (k=1,2, .•• ). 

Izborom različitih čvorova xk (k=1, .•• ,n) na segmentu ca,bJ, 

sistem (3.5.11) postaje 

Ay j x=xk (k=1, ••. ,n) , 

tj. 

(3.5.12) (k=1, ••• ,n). 

Primer 3.5.3. Neka je dat konturni problem 

o, y(-1) = y(1) o . 

Izborom bazisnih funkcija v 1=1-x2 i v 2=x2 (1-x) i čvorova 

x 1=0 i x 2 =i i rešavajući sis::.em jednačina (3.5.12) dobijamo 

Primedba 3.5.1 .. Metod kolokacije može se formalno dobiti iz me

toda momenata uzimajući za projekcioni niz funkcije wk(x)=o(x-xk) 

(k=1, ..• ,n), gde je o Diracova funkcija. 



9.4. liTERATURA 

1. C.K.IO,D,YHOB, B.C.Pfl5EHbKV1V1: Pa3HOCTHbiB cxsMbl. MocHBa 1973. 

2. 5.3.BY~V1X: Bss~BHHB s $YHH~HOHanbH~~ aHanH3. MocHsa 1958. 

3. S.ALJANČIĆ: Uvod u realnu i funkcionalnu analizu. Beograd 

1968. 

4. S.K.BERBERIAN: Introduction to Hilbert Space. New York 1976. 

5. D.S .lUTRINOVIĆ (saradnik P .r-L VASIĆ): ·Anali tičke nejednakosti. 

Beograd 1970. 

6. A.A.CAMAPCKV1V1: TsopHA pa3HOCTH~x cxsM. MocHsa 1977. 

7. 5.n.,LJ,EMV1,D,OBV1Y, V1.A.MAPDH. 3.3.WYBA~OBA: YHcnsHH~s Mero~~ 

aHanH3a. MocHsa 1962. 

8. V1.C.5EPE3V1H H H.n.mV1,D,KOB: Mero~~ BhlYHcnsHH~ (II). MocHsa 

1960. 

9. M.K.IABYPV1H: ~sH~HH no MBTo~aM s~YHcnBHH~. MocHsa 1a71. 

10. M~A.KPACHOCE~bCKV1, I.M.BAV1HV1KKO, n.n.3A5PEV1KO, fl.5.PYTV1UKV1V1, 

B.fl.CTEUEHKO: npH6nHm8HH08 p8W8HH8 onsparopH~X ypaBHBHH~. 

MocHsa 1969. 

ll. ~.B.KAHTOPOBV1Y H r.n.AKV1~0B: ~YHH~HOHanbH~~ aHanH3 B HOpMH

posaHH~X npocrpaHcTsax. MocHBa 1959. 

12. D.S.MITRINOVIĆ i J.D.KEČKIĆ: Jednačine matematičke fizike. 

Beograd 19 72 . 

13. L.M.DELVES, J.WALSH: Numerical solution of integral equations. 

Oxford 1974. 

14. I.BABUŠKA, H.PRAGER, E.VITASEK: Numerical processes in dif

ferential equations. London 1966. 

15. G.STRANG, G. J .FIX.: An analysis of the fini te element method. 

New Jers,ey 1973. 

184 

T 



T 

• 9.4. Literatura_ 185 

16. J. STOER, R.BULIRSCH: Einfi1'uung in die Nurrerische Hatherna

tik II. Berlin-Heidelberg-New York 1973. 

17. R.F.HARRINGTON: Hatrix t1ethods for Field Problerns. Proe. 

IEEE 55 (1967), 136-149. 

18. F.B.HILDEBRAND: Introduction to Numerical Analysis. New 

York, 1974. 

19. A .RALSTON: A first course in numerical analysis. New York, 

1965. 

20. D.t-LYOUNG and R.T.GREGORY: A Survey of Numerical Matherna

tics. Addison-Wesley Publ.Cornp. 1973. 

21. G.V.HILOVANOVIĆ i DJ.R.DJORDJEVIĆ: Programiranje numeričkih 

metoda na FORTRAN jeziku. Niš, 1979. 

22. L.COLLATZ: Eigenwertaufgaben mit technischen Anwendungen. 

Leipzig 1963. 

23. ~-~-~AWHO, B.~.MAHAPDB, A.A.CHOP05DrATbHO: MeTo~~ s~~Hcne

HHfi, HHes, 1977. 

24. B.~.HP~~OB, B.B.~06HOB, n.~.MDHACT~PH~~: B~~HcnHTenbH~e 

MBTO~bl (II). MocKsa 1977. 





ZADAO SA PISMENIH ISPITA* 

OI (7. Vl 1973.) 

1.1. Funkciju x -+ f (x) = x4 aproksimirati algebarskim polinomom drugog stepena na 
segmentu [0,2] 

l 0 srednjekvadratnom aproksimacijom i odrediti veličinu najbolje aproksimacije; 

2° Lanczosovom ekonomizacijom pomoću Čebiševlje\'ih polinoma i naći maksimalno od
stupanje. 

1.2. Date su nesingularne matrice A i X0 . Neka je F0 =l-· X0 A (Ijednačinamatrica) 
iX0 takvamatricadaje ~~~o il..;;q<I. 

l 0 Dokazati jednakost 

2° Ispitati konvergenciju iterativnog procesa za nalaženje inverzne matrice od A 

(k=O,l, ... ). 

1.3.-Izvesti formulu Čebiševljevog tipa 

'lf/2 
J f(x) cosx dx= A (f(xd + f(x 2 ) + f(x3)) + R3 (0, 

-'If /2 

a zatim primenom ove formule približno izračunati 

1r /2cos x 
J --

2
- dx. 

o 3+x 

1.4. Dat je sistem jednačina 

F 1 (x,y)=x 2 +y~ +x -1.441 =0, 

F 2 (x,y)=x 3 +y2 +y 2.411 =0. 

Polazeći sa x<o> =O i y<o> =l. odrediti x(l) i y<2> primenom 

l 0 Newtonovog metoda; 

2° modifikovanog Newtonovog metoda: 

*) Na Elektronskom fukultetu u Nišu, numerička analiza se predaje počev od školske 1971/72. go
dine, najpre u okviru predmeta OBRADA.INFORMACUA (VII i VIli semestar), a od školske J97S/ 
/76. godine predaje se kroz dva predmeta NUMERIĆKA ANALIZA I (VII semestar) i NU ME RIČ K l\ 
ANALIZA ll (VIII semestar). Ovde su dati ispitni zadaci iz ovih predm!lta počev od juna 1973. godine, 
pri čemu su za odgovarajuće predmete korišćene skraćenice OI, NAJ i NAli. · 

187 
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1.5. Data je diferencijalna jed načina y' + (I + ee- 2 x) y = l, gde je e realni parametar, 
takav da je le l< l. Odrediti rešenje ove jed načine u obliku 

y(x)=yo(x)+ €Yt(x)+e2 y2 (x)+ ... , 

pri čemu je y0 (O)= l. 

OI (7. IX 1973.) 

2.1. U skupu polinoma ne višeg stepena od petog aproksimirati funkciju x ~ f (x) = x6 

na segmentu [-·l, l] mini-max metodom i odrediti maksimalno odstupanje. 

2 2 F k .. f ( ) X+ 13 k . . t• L . . t l . . l' . . un CIJU x ~ x = -;+1 a pro stmtra 1 · agrangeovtm m e~po actomm po mom om 

trećeg stepena uzimajući za čvorove interpolacije tačke čije su apscise O, l, 2, 3. Na osno
vu toga približno izračunati f (1.5) i naći grešku aproskimacije za x = 1.5. Takođe, prime
nom Aitkenovog postupka izračunati f (1.5). 

2.3. Dat je Cauchyev problem y' =x-y, y (O)= 2. 

l 0 Metodom sukcesivnih aproksimacija naći prve tri iteracije; 

2° Eulerovim metodom sa h= 0.5 približno izračunati y (2). 

2.4. Dat je iterativni proces 

(l) (k= l ,2, ... ) 

za nalaženje A ·-t , gde je B 1 data matrica. 

l 0 Dokazati da je proces (l) analogan Newtonovom metodu za izračunavanje recipročne 
vrednosti datog broja; . 

21-1 
2° Ako se uvede Ck= I- ABk, dokazati da je Ck= C1 

3° Dokazati da je dovoljan uslov za konvergenciju iterativnog procesa (l) da sopstvene 
vrednosti matrice C1 leže ujediničnom krugu. 

2.5. Ako u nekom krugu sa centrom u koordinatnom početkujednačina 

ima jedinstven prost koren x = t primenom teoreme Kčniga dokazati da je 

(l) 

Prim enom (l) izračunati koren jednačine 



sa jednom tačnom decimalom. 

3.1. Za dati skup podataka (xi, fi): 

{ (-2, 2.75), (-1,2),(0,1),(1,4).(2,28),(3,128)} 

naći interpolacionu funkciju primenom Pronyevog metoda. 

1H9 

OI (7 X 1973.) 

3.2. Neka se za nalaženje prostog korena x =a jednačine f (x) =O koristi iterativni proces 

(l) 
f(yk) 

Xk+l =yk- f'(xk) (k=0,1, ... ). 

Ako proces (l) konvergira ka rešenju a, dokazati da je 

xk+1--a f"(a) .. xk+I -a l f"(a) 
lim( .=-f(·1 hm =-(-f())2 

k~+oo Yk -a) (xk -a) ' a) k~+oo (xk- a)3 2 ' a ' 

pretpostavljajući pritom da je funkcija f dvaput neprekidno - diferencijabilna u 'okolini 
korena x =a. 

3.3. Izvesti kvadraturnu formulu 

čiji je algebarski stepen tačnosti pet. Kotišćenjem dobijene formule približno izračunati 

I dx 
J--

o l+ x2 

i naći odgovarajuću grešku aproksimacije. 
~ 

3.4. Dat je sistem linearnih jednačina A i= b i iterativni proces 

(l) 
~ ~ ~ 
~+ 1 =(1 +DA)~ -Db (k= 0,1, ... ), 

gde je D neka nesingularna matrica. 

l ° Kakav uslov treba da ispunjavaju sopstvene vrednosti matrice DA, da bi proces (l) bio 
konvergentan za pwizvoljni početni vektor~. 
20 Dokazati da proces (l) konvergira rešenju datog sistema, ako je zadovoljen uslov iz l 0 • 
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3.5. Data je funkcija f, pomoću 

l X l 
f(x)=e-x /l J e1 12 dt. 

o 

Naći asimptotski razvoj ove funkcije i odrediti koliko članova ovog asimptotskog razvoja 
treba uzeti da bi se dobila maksimalna tačnost za x = lO. 

OI (17. I 1974.) 

4.1. Funkciju x + f (x) = ~ na segmentu [0,1] aproksimirati funkcijom x + 1/J (x) = 
=ax + b primenom 

l 0 srednje -kvadratne aproksimacije; 
2° mini-max aproksimacije. 

4.2. Odrediti C1 , C1 , C3 tako da kvadratuma fonnula 

+l 
J p (x) f(x) d?C ~e, f(-'-1) + C2 f(O) + C3 f(l) 

-l 

ima algebarski stepen tačnosti tri, uzimajući za težinsku funkciju 

4.3. Odrediti funkciju h, tako da iterativni proces 

za nalaženje prostog korena jednačine f (x) = O, ima red konvergencije tri, a zatim naći 
asimptotsku konstantu greške ovog procesa. 

4.4. Odrediti kvadratnu matricu X trećeg reda koja zadovoljavajednačinu 

l o 3 
~~ - 1- xn = 2 1 2 
n=o n[ o o 2 

4.5. Data je diferencijalnajednačina xy'= 2x-y, sa početnim uslovom y (l)= 2. 

l 0 Metodom sukcesivnih aproksimacija naći Yk (x) (k= l ,2,3). 

2° Eulerovim metodom naći y (2), uzimajući za korak in te gracije h = l /2. 

01(29111 1974.) 

5 .1. Funkciju x + f (x) =sin x na segmentu [O, 1T/2] aproksimirati funkcijom x +<l> (x) = 
=ax+ b srednje-kVadratnom aproksimacijom sa težinom 
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1.0 p (x) = l; 2° p (x) = x. 

5.2. Jedn aćina f (x) = O ima koren x =a, čiji je red višestrukosti p, i neka se za njegovo 
određivanje koristi iterativni proces 

(k=O,l, ... ). 

Odredi ti red konvergencije i asimptotsku konstantu greške ovog procesa, pretpostavlja

jući da f E ('P+ 1 [a--h, a+h](h >O). 

5 .3. Na rešavanje sistema linearnih jednačina A~.: b, predstavljenog u obliku t= Bt +{J, 
primenjen je metod proste iteracije 

~(k) =Bt<k-1) +~ (k= 1,2, ... ). 

Ako je ll Bil < l, dokazati 

;<k> =Bk t<o> +(I+B + ... +Bk-l);; 

-,o 11 ~-~(k) !i<IIBIIk ll t<o>ll + ll !ll · IIBIIk (~-tačno rešenje sistema). 
l -11811 

5 .4~ Za izračunavanje integrala 

b 
J (x -- a)(b - x) f (x) dx 

a 

izvesti Gaussovu kvadraturnu formulu algebarskog stepena tačnosti pet. 

5.5. (1.5.) 

OI (23. IV 1974.) 

6.1. Neka je a pozitivan koren jedna-čine ex- ex -l = O. Funkciju x + f (x) =ex na seg
mentu [o, a] aproksimirati_ pomoću algebarskog polinoma prvog stepena koristeći 

l o mini-max aproksimaciju; 
2? srednje-kvadratnu aproksimaciju. 

+oo 
6.2. Izvesti asimptotski razvoj za f (x) = J 

X 

6.3. Izvesti Gaussovu kvadraturnu formulu 

e-t 
-t-dt. 

l 
J Vxf(x)dx=At f(x 1)+A2 f(x2)+R2 (f). 

o 

6.4. (4.4.). 

6.5. (1.4.) 



192 

OI {6. VI 1974.) 

7 .l. Funkciju x + f {x) = x6 na segmetnu [0,2] aproksimirati kvadratnim trinomom 

l 0 srednje -kvadratnom aproksimacijom, 
2° postupkom ekonomizacije. 

7 .2. Izvesti kvadratu mu formulu oblika 

h 
J f(x)dx:::= h(af0 +bft)+h2 (cf~+dfi), 

o 

gde su f0= f (o) i f1 = f (h), a zatim proceniti grešku ove približne formule i rezultat is
koristiti za poboljšanje tačnosti ekstrapolacijom prema granici. 

7.3. (3.2.). 

7 .4. Odrediti red višekoračnih metoda 

lo Yn+2-yn=2hfn+l; 

-20 Yn+4-yn=~h(2fn+3-fn+2+ 2fn+l), 

a zatim ispitati koji je od ovih metoda konzistentan, koji je nula-stabilan, a koji konver
gentan. 

Takođe, odrediti konstante a0 , a1 , a2 , a3 tako da metod 

ima najveći mogući red i ispitati konvergenciju do bijenog metoda. 

OI (7. IX 1974.) 
l 

8.1. Izvesti formulu za rešavanje diferencijalne jedmičine y' = f (x,y) u obliku 

i proceniti grešku. Koeficijente a,b,c,d,e odrediti iz uslova da je formula (1) tačna za 
Y =l ,X-Xn, (X-Xn)2

, (X-Xn)3
, (X-Xn)4

• 

8.2. Funkciju x +sin x na segmentu [O, 7T~ aproksimirati kvadratnim trinomom 

l 0 srednje-kvadratnom aproksimacijom; 

2° mi~i-max aproksimacijom. 

8.3. Dokazati da iterativni proces 

(k=O,l, ... ) 

r 
l 
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za određivanje prostog korena jednačine f (x) = O, gde e može zavisiti od fi xk, ima li-
nearnu konvergenciju, izuzimajući slučaj e= l /f' (xk)- . 

8.4. (2.4.). 

OI (7. X 1974.) 

9 .l, Pokazati kako bi se primenom metoda najmanjih kvadrata skup tačaka (l ,60), 
(2,30), (3,20), (4, JS) aproksimirao funkcijom x + y =a ebx. 

9.2. (6.2.). 

9 .3. Odrediti parametre a,b,c,d tako da kvadratuma formula 

h 
J y (x) dx= ay

0 
+ by 1 + cy~ + dy'; + R (y) 

o 

ima algebarski stepen tačnosti tri, pri čemu su Yo = y (o) i y 1 = y (h), a zatim odrediti 
ostatak R (y), pretpostavljajući da je funkcija y dovoljan broj puta neprekidno-diferenci
jabilna na [O,h]. 

9 .4. Data je diferencijalna jednačina y" + y + ey3 =O, gde je i€1 41; l. Metodom malog pa
rametra odrediti ono partikularno rešenje Yp (x), za koje je Yp (O)= l i y~ (O)= O. 

DI (23. XII 1974.) 

10.1. Izvesti Gaussovu kvadraturnu formulu oblika 

10.2. Funkciju x ... f (x) = arcsin x razviti po Cebi~vljevim polinomima prve vrste T n (x). 

10.3. Pokazati da funkciJ·a x +ct> (x) = x - ~ff' određuje iterativni proces xk+l = 
2f --ff" 

=cf.> (xk) (k = 0,1, ... ) trećeg reda za nalaženje prostog korenajednačine f (x) =O. 

01(17.1 197S.) 

ll .l. Neka je P po linom stepena n sa r,azličitim nulama Xi (i = l, ... , n). Dokazati jed
nakost 

n 
P' (x) = ~ P' (xi) Li (x)2

, 
j= l 

d . L ( ) _ P.(x) 
g e Je j x - P' ( ) ( ) . Xj X -Xj 
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11.2. Funkciju x + f (x) =cos x na segmentu [O, 1T /2] aproksimirati funkcijom x-+; 4> (x) = 
=ax +b srednje-kvadrat!lom aproksimacijom. 

11.3. Dat je sistem jednačina 

exp(x2 +y 2 )=3, 

x + y - sin (3 (x+y)) =O. 

Konstruisati Newton ov metod za rešavanje ovog sistema. 

11.4. Za izračunavanje integrala 

2 
J v'x(2-x) f(x) dx 

o 

izvesti Gaussovu kvadraturnu formulu algebarskog stepena tačnosti pet. 

OI (26. V 1975.) 

12.1. Funkciju x + f (x) =ex (O.:;;;; x.:;;;; l) aproksimirati pomoću srednje-kvadratne a p rok· 
simacije linearnom funkcijom x + 4> (x) =ax+ b. 

· 12.2. Za izračunavanje integrala 

l 
J (l + x) f (x) dx 

-l 

izvesti Gaussovu kvadraturnu formulu algebarskog stepena tačnosti tri i naći odgovarajući 
ostatak. 

12.3. Izračunati vrednost determinante n-tog reda 

a O O O 
l a l O O 

O O O a i 
O O O l a 

u zavisnosti od parametra a. 

12.4. Pokazati da iterativna formula 

(n-l) x~ +(n+ l) a 
Xk+l = Xk 

(n+ l) x~ +(n-l) a 
(k= 0,1, o o.), 

koja se koristi za izračunavanje vrednosti Va (a > O), ima red konvergencije tri. Odrediti 
asimptotsku konstantu greške ovog procesa. 
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OI (2S. IX 1975 .) 

13:1·. Funkciju f, datu pomoću f (x) = lxl, na segmentu [-1,1) aproksimirati srednje
kvadratnom aproksimacijom pomoću polinoma petog stepena i naći veličinu najbolje 
aproksimat:ije. 

13.2. Izračunati integral 

razlažući podintegralnu funkdju u stepeni red i koristeći sedam članova razvoja. Oceniti 
grešku. 

13.3. (5.2.). 

13.4. Gaussovim metodom eliminacije rešiti sistem jednačina: 

x 1 + 3x 2 - 2x 3 - 4x4 = 3, 

- 2x 1 +6x 2 --7x 3 --10x 4 =-.2, 

-x1 - x2 +5x 3 +9x4 = 14, 

-3x 1 - 5x 2 + 15x4 = -- 6. 

OI (24. XI 1975.) 

14.1. Funkciju x + f (x) = sin 2 -x aproksimirati polinomom drugog stepena na segmentu 
[ -?T/2, ?T/2] srednje-kvadratnom aproksimacijom. 

142. Ispitati konvergenciju metoda proste iteracije primenjenog na sistem jednačina 

l l l l 4 
x = 3x --gY+ 9, y = 2x t 3Y- 3· 

14.3. Za iterativni proces xk+ 1 =~ (k= 0,1, ... ), sa Xa= O, odrediti red konvergen
cije i asimptotsku konstantu greške. 

14.4. (1.3.). 

NAI (14. II 1976.) 

15.1. Na osnovu veze između operatora E,/::"., 'V izvesti prvu i drugu Newton ovu interpola
cionu formulu. 

152. Niz x 1 , x 2 , ... formira se pomoću rekurentne formule 

l 
xk+1=2cosxk (k=O,l, ... ),x0 =1. 

l 

l 0 Ispitati konveigenciju ovog niza; 

2° Kakva je geometrijska interpretacija dobije nog rezultata; 
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3° Na koji se način može ubrzati konvergencija datog niza. 

15.3. Polinom x + l - (x/5)2 + (x/5l'-(x/5)6 (x E [-1,1]) aproksimirati polinomom 
drugog stepena primenom postupka ekonomizacije i odrediti grešku aproksimacije. 

15.4. Newton~otesove formule za numeričku integraciju. Izvesti posebno Simpsonovu 
formulu i odrediti grešku. 

OI (13. III 1976.) 

16.1. Naći l..agrangeov interpolacioni polinom P2 za funkciju f, defmisanu pomoću 

f (x) = sin ~ uzimajući za interpolacione čvorove tačke x0 =O, x 1 = l, x2 =2. Odrediti 

funkciju <fJ u jednakosti 

f(x)- P2 (x) = <fJ (~) x (x-I)(x-2) (O<~< 2), 

kao i max 1<1J Wl. 
~E (0,2J 

16.2. Za funkciju x + f (x) = ~ (x+l)2 naći srednje-kvadratnu aproksimaciju oblika 

X+ <fJ (x) = ax+b sa težinom p (x) = (1-x2 r 112 na segmentu (-l ,l J. 
16.3. Primeniti metod Newton-Kantoroviča na rešavanje sistemajednačina 

Startujući sa (x0 , y0 ) = (0.8, 0.4), naći (x 1 , Y1 ). 

16.4. Odrediti koeficijente A; (i= l ,2,3,4) i grešku R (f) u kvadraturnoj formuli 

1 
J f(x)dx=A 1 f(-l)+A2 f(l)+A3 f'(-l)+A4 f'(l)+R(0, 

-l 

tako da je ona tačna za polinome ne višeg stepena od trećeg. 

• 1r enskO -cosklf> . 
17.l.NekaJeik= J 0 1/> dO(kceobroJ). 

o cos -cos 

Pokazati da Ik zadovoljava diferencnu jednačinu 

'Ik+2-2C9SI/>Ik+l+Ik;=O 

i početne uslove 10 = O, I 1 = 1r. Izračunati Ik. 

17 .2. U formuli za približnu integraciju 

l ' 
J f (x) dx= A0 f (O)+ A1 f (l)+ A2f'(O) + A2f' (l) 

o 

OI (7. IV 1976.) 



()drediti težine Ai(i =O, I ,2,3) i oceniti grešku. 

17 .3. Izvrši ti eko n omizacij u rada 

i oceniti grešku. 

17 .4. (5.2.). 

18.1. Za linearni dvokoračni metod 

(l) 
h 

Yn+2 - Yn+ l = I 2 (Sfn+2 + 8fn+ 1- fn) 
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NAil (16. VI 1976.) 

naći red p i konstantu greške CP+ 1 . Ako je metod (I) konvergentan, naći intervale apso· 
!utne i relativne stabilnosti. 

18.2. Metodom Galerkina naći približno rešenje kon turn og problema 

y"-2xy'+2y=x; y(O)=O, y'(l)= l. 

Za bazisne funkcije uzeti u0 = ax, u 1 = x2 +bx, u2 =x3 +cx, gde konstante a,b,c treba odre· 
diti. 

18.3. Data je parcijalna diferencijalna jednačina 

sa uslovima u (O,t) =u (l ,t)= O (O< t< T), u (x,O) = I (O.;;;; x.;;;; I). 

I 0 Naći rešenje ovog problema Fourierovim metodom; 

2° U~imajući da je Nh = I i r = l/h2
, naći diferencnu aproksimaciju datog problema u 

obliku 
Unj+l =Aunj +Bun-l,j +Cun+l,i• U0 ,j =uN,j =0, Un, o= l 

i predstaviti njeno rešenje u obliku konačnog Fourierovog reda; 

30 Upoređivanjem dobijenih rezultata, dokazati da rešenje diferencne aproksimacije kon
vergira ka tačnomrešenju datog problema ako su ispunjeni spektralni uslovi za stabilnost. 

18.4. Diferencnim metodom sa istim korakom h po koordinatama, izračunati približno 
najmanju sopstvenu vrednost problema 

gde je r'kontura kvadrata z = l, z =·-1, r = 4, r = 6. Računati sa h= l i h= 2/3, azatim 
primeniti Richardsonovu ekstrapolaciju. 
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NAI (18. YI 1976.) 

19 .1. Dokazati da su operatori 

ekvivalentni, razvijajući ih po stepenima od E. 

Na osnovu prethodnog, naći razvoj operatora JJ.O po stepenima od 6 i po stepenima od 'V. 

19 2. Na rešavanje sistema linearnihjednačina 

primenjuju se metod proste iteracije i Gauss-Seidelov metod. Ispitati konvergenciju ovih 
procesa. 

19.3. Odrediti koeficijente A,B,C i grešku R (f) u kvadratnoj formuli 

(l) 
o 

tako daje ona tačna za polinome najvišeg mogućeg stepena. 

Po formuli (l) približno izračunati 

l 
B(p,q)= J xP- 1(1-x)q-ldx (p,q>O). 

o 

U specijalnom slučaju naći B ( ; , ~ ). 

19.4. Izvesti dovoljne uslove za konvergenciju iterativnog procesa 

(k= 0,1, ... ). 

Koja je od funkcija Fi (i= 1,2,3), datih pomoću 

pogodna za rešavanje jednačine xecx = l (e> O)? Šta se može reći o redu konvergencije? 

NAI (22.1X 1976.) 

20 .l. Operatore D i D 2 razviti po stepenima od li. 
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20.2. Ako je~ rešenje jednačine ~=B~+ P (B =B 1 + B2 ) i ako je IIBII.;:;; q < l, dokazati 
n'ejednakost 

ll~(k) -·~ll,;;::~ ll~(k)_ ~(k-!)11 
X X ""' J -IIBII X X 

(k EN), 

gde se niz { t<k >}generiše pomoću Gauss-Seidelovog metoda 

t<kl = B1 ~(k)+ B2 
~(k-l>+; (k= l ,2, ... ). 

20.3. Odrediti koeficijente A,B,C i ostatak R(f) u formuli za numeričku integraciju 

(l) / f (x) dx= A (f(a) + f ( a;b) + f (b ))t Bf'(a) + Cf'(b) + R (() 
a 

tako da je ona tačna za polinome najvišeg mogućeg stepena. Sukcesivnom za:menom 

(a,b)= (i-l )-)(i= l, ... ,m)u(l),naćikompozitnuformuluza / f(x)dxioce· 
m m o 

niti grešku. 

20.4. (6.1.). 

NAU (24. IX 1976.) 

21.1. (9 .4.). 

21.2. U zavisnsoti od parametra a ispitati nula-stabilnost i red linearnog dvokoračnog 
metoda 

l 
Yn+J +a (Yn+2 - Yn+ l)- Yn = 2(3 +a) h (fn+ 2 T fn+l)· 

21.3. Dat je Cauchyev problem 

(l) 
u (x, O)= 1/; (x) (lxl<+oo), 

gde je 1/1 poznata funkcija. Uzimajući za čvorove tačke (i-l,j), (i, j), (i+ l,j), (i,j +l) i 
r = l/h 2 , naći diferencnu aproksimaciju 

za problem (l), a zatim u zavisnosti od parametra r odrediti red aproksimacije i ispitati 
spektralne uslove za stabilnost. 

21.4. Rešiti integralnu jednačinu 
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l 
f(x) =sin x + J (l-x cos xt)f(t) dt 

o 

metodom degenerisanogjezgra. Koristiti najmanje tri člana Taylorovog razvoja. 

NAJ (2. X 1976.) 

22.1. Odrediti red konvergencije i asimptotsku konstantu greške iterativnog procesa 

3 
xk + 2a 

3 2"-k +a 
(k= 0,1' ... ) 

za nalaženje korena jednačine x3 -a= O (a -:1= 0). 

222. Razviti operator h- 1 J po stepenima od: l 0 E; 20 t.; 3° \7; 40 Fi i so hD. 

22.3. Funkciju x 7 f (x) = x 4 aproksimirati polinomom drugog stepena na segmentu 
[0,1 ]: a) srednje kvadratnom aproksimacijom sa težinom p (x) = x (1-x). b) mini max 
metodom i naći najveće odstupanje. 

22.4. Odrediti Ai, Xi (i= l ,2,3) iR (f) u Gauss-Hermiteovoj formuli 

(l) 
+oo 2 2 3 

J e-a x f(x) dx= ~ Ai f(xi) + R (t). 
i= l 

+oo -t 

Primenom formule (l) približno izračunati integral / le+ t dt i oceniti grešku. 

NAU (3. X 1976.) 

23.1. Izvesti opštu formulu Runge-Kutta drugog reda oblika 

(l) Yo = Y, Yn+I= Yn +h (A (a) kt +B (a) k 2 ) (n= 0,1, ... , N-l), 

gde su 

za re šav anje Cauchyevog pro b lema y' = f (x ,y), y ( x0 ) = Y. 

Primenom formule (1), za slučaj A (a)= B (a), odrediti y (2) za problem y' =L_ y 2
, 

, X 

y(I)=l,uzimajućih=O,S. ··· ' · 

23.2. Metodom Ritza, odrediti prve dve sopstvene vrednosti i odgovarajuće sopstvene fun
kcije graničnog problema 

y"+A.y=O, y(O)=y(l)=O 
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i uporediti ih sa tačnim vrednostima. 

Za bazisne funkcije uzeti vk(x) = xk( 1-x) (k = l ,2). 

23.3. Koristeći metod mreža sa h= l=: , naći približno rešenje problenra 

Utt ·U xx =O; u (x, O)= x (7T- x), Ut (x,O) =O; u (O, t)= u (1T, t)= O 

zat.:;;;7T. 

23.4. Konstruisati optimalni višekoraćni metod četvrtog reda. ' 

NAD ( 4. XII 197 6.) 

24.1. Odrediti red i konstantu greške dvokoraćnog metoda 

Primenom ovog metoda, sa h= l /2, rešiti konturni problem 

y"=l6(x2 +y--1), 
l 

y( 1)=y(l)=-g--

23.2. Neka jer kontura osmougaonika, ćija su temena redom tačke (1/2, O). (1/2, 1), 
(1,1), (1,2), (-1,2), (-1,1), (-1/2,1), (-1/2,0). Metodom mreža, sa korakom h= 1/2, 
naći U oblasti int r rešenje konturnog problema Uxx -fi Uyy=- l, Ur= 0. 

24.3. Korišćenjem Simpsonove kvadraturne formule u tri tačke, približno rešiti integral- · 
nu jednačinu 

l 
f (x) + J xext f (t) dt= ex. 

o 

24.4. FourieroV:im metodom razdvajanja promenljivih rešiti problem 

Utt- Uxx =O; U (:x,O) =X (1r-x), Ut (x,O) =O; u (O, t)= u (1T, t)= O. 

NAI (S. XII 1976.) 

25 .1. ( 6.2.) .. 

25.2. Ispitati konvergenciju Gauss-Seidelovog metoda primenjenog na sistem jednačina 
~ ~ # 
x = Bx + p , gde su 

[
xl] 

; = :: , 
~ [-. 1/2] ~ = -1 

11/4 
[

o 112 

B= 1/2 O 
1/2 1/4 

1/21 
1/4 
o 
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26.3. (10.3.). 

25 .4. Koristeći se-Gauss-Čebiševljevom kvadraturnom formulom, dokazati formulu 

1 

J 
-1 

gde je R ostatak koji treba odrediti. 

25.5 .. Postupkom ekonomizacije aproksimirati polinom P, definisan pomoću P (x) = 

= l - ~ (~)l + !! ( 1r; )4 (xE [-1 ,l]), polinomom drugog stepena i odrediti grešku 

aproksimacije. 

NAil (ll. ll 1977 .) 

26.1. Za dvokoračni metod Yn+ 2 ~ Yn+1 + ~ Yn = ~f n+ 2 odrediti red p i konstantu 

greške Cp+ t· Ako je metod konvergentan, naći intervale apsolutne i relativne stabilnosti. 
Proceniti grešku ly (xs) -y5 l, gde je y (xn) tačno rešenje problema y' =- 3y, y (O)= l u 
tački Xn= nh, a Yn odgovarajuće numeričko rešenje dobijena sa korakom h= 0.1. Startnu 
vrednost y 1 odrediti po Eulerovom metodu. 

26.2. Metodom faktorizacije rešiti kontrolni problem 

y"=16{x2 +y-1); 8y(1)+y'(-l)=l, 8y{l)-2y'(l)=3, 

uzimajući h= 1/3. 

26.3. (18.3.). 

26.4. Korišćenjem kvadratne mreže sa korakom h = l /2 odrediti približno rešenje prob· 
lema 

gde jer kontura petougaonika sa temenima u (--l' -l), (1, -l), (1, 0), {0,1/2), (--1,0). 
Za aproksimaciju kon turn ih uslova koristiti metod L. Collatza. 

NAI (12.11 1977 .) 

27 .1. Izraziti operator D2 po stepenima od l) i na o.snovu toga izvesti petotačkastu formu
lu za drugi izvod funkcije f čije su vrednosti date u ekvidistantnim tačkama sa korakom h. 

27 .2. Dokazati da se na rešavanje sistema linerarnih jednačina 

(l) 
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može prime niti Gauss-Sei de lov metod. Polazeći od ~(o> = [I 1.5 - 1.5 ]T odrediti ~(2 ). 
~Proceniti potreban broj iteracija k, tako da važi ll~(k)- ~liE ~ 10- 3 11 ~(o) - ~!1E, gde 

je~ tačno rešenje sistema (l). 

27 .3. Dat je sistem jednačina 

x1 -y1 +!=0, x+y-5=0. 

Uzimajući x<o) =}\l>)= l, odredili x< 2 ) i y<2 ) primenom: a) metoda Newton-Kantorovi
ča; b) modiflkovanog metoda Newton-Kantoroviča. 

27 .4. Sa težinskom funkcijom x +p (x.) = .Jx( 1-x),na segmentu (0,1 ], ·odrediti: 

l 0 Prva tri člana niza ortogunalnih polinoma {Ok}; 
2° Najbolju srednjekvadratnu aproksimaciju u skupu .pol in oma ne višeg stepena od drugog 
za funkciju x + Vx; 
3° Koeficijente A 1 , A1 , x 1 , x 1 i grešku u kvadratnoj formuli Gauss-ovog tipa 

l 
J p (x) f (x) dx=; At f (xd + A1 f (x1) + R1 (f). 

o 

NAil (21.111 1977 .) 

28.1. Za linearni dvokoračni metod 

odrediti red p i konstantu greške CP+ 1 , a zatim ispitati nula stabilnost u zavisnosti od 
parametara a. Ako je a = - 5 konstruisati influencnu funkciju s+ G (s) i odrediti granicu 
za lokalnu grešku odsecanja kada se ovaj metod prime ni sa korakom h = l l 4 na rešavanje 
problema 

Da li na granicu za lokalnu grešku odsecanje utiče nula nestabilnost? 

28.2. Primenom metoda Runge--Kutta četvrtog reda sa korakom h, odrediti niz Yn za 
problem y' = Ay. y (x0 ) = y0 , gde je A konstanta takva da je IAh1 ~ 2. Ako je x + .y (x) 
tačnu rešenje datog problema, dokazati formulu 

IY (xn) -- Yn l ~ 

28.3. (18.4.). 

f 
l 

l l A
5
h

4 
( ) Ah (Xn- X0 ) (A::;;,. O), Yo 120 Xn- X o e ~ 

(A<O) 
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NAI {22.III 1977 .) 

29.1. (4.4.). 

29.2. Operator (l+ E) J razviti po stepenima od 1:::. i na osnovu toga izvesti Simpson ovu 
formulu za numeričku integraciju. 

29.3. (16.3.). 

29.4. Funkciju x -+ f (x) = cos 1T x aproksimirati algebarskim polinomom drugog stepena 
na segmentu [-l, l] srednje-kvadratnom aproksimacijom sa težinom p (x) =l- ix l 
29 .S. Izvesti potrebne i dovoljne uslove za konvergenciju Gauss-Seidelovog metoda. 

NAI (24. IV 1977 .) 

30.1. Neka jednačina f (x) =O ima koren x = a višestrukosti p i neka se za njegovo određi
vanje koristi iterativni proces 

(k=O,l, ... ), 

gde je uvedena oznaka g (x) = f (x) f" (x)/f' (x). Pri proizvoljnom p, odrediti red kon
vergencije ovog procesa za q = l. Šta je sa redom konvergencije kada je p= l i q = l /2. 

30.2. Operator 1:::. razviti po stepenima od o, zaključno sa članom koji sadrži o 7 
.. , 

30.3. (1.3.). 

30.4. Za funkciju x+ f(x) = x2 (1-x2
), na segmentu[-2, 2], naći algebarski aproksimacioni 

po linom drugog stepena korišćenjem: 

l 0 Prvog Newtonovog interpolacionog polinoma sa interpolacionim tačkama x 0 =-l /2, 
x1 = 1/2, x2 = 3/2; · 

2° Srednje-kvadratne aproksimacije sa težinom p (x) = 2/~; 

3° Ekt>nomizacije. 

31.1. U zavisnosti od parametra b odrediti red dvokoračnog metoda 

l 
Yn+2 + (b-1) Yn+ 1- by n= 4h [(b+ 3)fn+2+ (3b + l) fn]· 

NAil (26. IV 1977 .) 

Za maksimalni red met{>da ispitati njegovu nula stabilnost. llustrovati divergenciju metoda 
. za b = -l primen6m na problem y' = y, y (O)= l i rešavajući do bij enu diferencnu jedna
činu uzimajući za početne vrednosti y 0 = l, y 1 = l. 

31.2. Ritzovim metodom sa trigonometrijskim bazisom 
problem y" + y +l= O, y (O)= y (7t/2) =O. 

31.3. {23.3.). 

31.4. (21.4.). 

_l 

{ l , cos x, sin x }· , rešiti konturni 
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PREDMETNI INDEKS 

A be lova jednačina,l44 
Adams-Bashfortovi metodi, 32 
Adams-Moultonovi metodi, 32 
aproksimacija konturnih uslova, 128 
- L. Collatza, 128 
- Miceladzea, 129 

Banachov stav (uopštenje), 5 
biharmonijski operator, 125 

Cauchyev problem, 3 

diferencne šeme razdvajanja, 135 
__:_ eksplicitne, 13 7 
- implicitne, 138 
diferencni metodi, 76 
- za linearne konturne probleme, 78 
Dirichletov problem, 129 

_Eulerova jednačina, 170 
Eulerov poligon, 19 

Fourierov metod razdvajanja pramen
ljivih, ll O 

generalisani Milne-Simpsonovi meto
di, 32 
Gillova varijanta metoda Runge-Kutta 
četvrtog reda, 66 

influencna funkcija, 38 
integralna jednačina, l Zl-3 
- F redholmovog tipa, 143 
- homogena, 143 
- nehomogena, 143 
- singularna, 144 

· - Volterraovog tipa, 143 
iterativni diferencni metodi, 84 

jednačina provođenja toplote, 110 
jezgro integralne jednačine, 143 
- sopstvene funkcije, 146 
- sopstvene vrednosti, 146 

Konturni problem, 74 

- homogeni, 7 5 
- linearni, 74 

Laplaceova jednačina, l 09 
Linearne parcijalne diferencijalne jed
načine, 109 
- eliptičkog tipa, 109 
- hiperboličkog tipa, l 09 
- paraboličkog tipa, 109 · 
Linearni višekoračni metodi, 21 
- apsolutna stabilnost, 45 
- eksplicitni, 21 
- glavni član lokalne greške odse-

canja, 38 
- granica za ukupnu diskretizacionu 
' grešku, 41 
- greška zaokrugljivanja, 41 
- implicitni, 21 
- konstanta greške, 32 
- konvergencija, 25 
- konzistencija, 25 
- lokalna greška odsecanja, 3 7 
- nula stabilnost, 28 
- numerička stabilnost, 44 
- optimalan metod, 31 
- polinom stabilnosti, 44 
- prvi i drugi karakteristični poli-

nom, 25 
red metoda, 22 
relativna stabilnost, 46 
startne vrednosti, 21 
ukupna diskretiza~iona greška, 37 

- vektorski oblik, 54 
Lipschitzov uslov, 6 

metod 
- Bubnov-Galerkina, 179 
- Euler-Cauchyev, 64 
- Eulerov, 18 

faktorizacije, 79 
- Heunov, 64 
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- kvadratnog korena, 84 
- kvadraturnih formula, l SO 
- momenata (Galerkina-Petrova), 177 
-· najmanjih kvadrata, 179 
- neodređenih koeficijenata, ll 
-- neodređenih koeficijenata za kon-

strukciju diferencnih šema, 12S 
- Newtonov, 93 
- Numerova, S9 
- pogađanja, 90 
- poklapanja (kolokacija), 183 
- prediktor-korektor, 49 
- Ritzov, 166 
- sukcesivnih aproksimacija, 146 
- Taylorov, 10 
- zamen~ jezgra integralne jednačine 

degenerisanim jezgrom, l SO 
metod mreža, 113 
- eksplicitna šema, 122 
- implicitna šema, 122 
- konvergencija, 116 
- red aproksimacije, 116 
- spektralni uslovi stabilnosti, 131 
- stabilnost, 117 
metodi Obreškova, 34 
metodi Runge-Kutta, 60 
- apsolutna stabilnost, 71 
- eksplicitni, 61 
- greška zaokrugljivanja, 70 
- implicitni, 61 
- klasični, 61 
- konvergencija, 61 
- konzistencija, 60 
- lokalna greška odsecanja, 68 

numerička stabilnost; 70 
- red metoda, 60 

- ukupna diskretizaciona greška, 70 
- vektorski oblik, 72 
Milneovo pravilo, Sl 
Mrežna oblast, 113 
Mrežne funkcije, rl S 

Neumanov metod za ispitivanje stabil
nosti diferencnih šema, 133 
Neumanov problem, 130 
Neumanov razvoj, 146 
Nystromovi metodi, 32 
operator 
- adjungovan, 160 
- biharmonijski, 12S 
- inverzan, 160 
-- pozitivan (pozitivno definitan), 160 
- sebi adjungovan, 160 

simetričan, 161 
- sopstvene vrednosti, 174 
-- sopstveni vektori, 174 

Picardov metod sukcesivnih aproksi
macija, 12 
- jedna modifikacija, 16 
problem sopstvenih vrednosti, 96 
- diferencni metod, 97 
-- metod superpozicije, 101 
projekciono-varijacioni metodi, l S9 
Poissonova jednačina, 124 

RKGS program, 73 
Simpsonovo pravilo, 24 
Sturm-Li ou ville ov oblik diferencija
lne jednačine, 82 

talasnajednačina, Ill 
trapezno pravilo, S2 







 
 
    
   HistoryItem_V1
   PageSizes
        
     Action: Make all pages the same size
     Scale: Scale width and height equally
     Rotate: Clockwise if needed
     Size: 6.693 x 9.331 inches / 170.0 x 237.0 mm
      

        
     0
            
       D:20180313172050
       671.8110
       Blank
       481.8898
          

     Tall
     1
     0
     287
     198
    
     qi3alphabase[QI 3.0/QHI 3.0 alpha]
     None
     Uniform
            
                
         1
         AllDoc
         347
              

       CurrentAVDoc
          

      

        
     QITE_QuiteImposingPlus3
     Quite Imposing Plus 3.0f
     Quite Imposing Plus 3
     1
      

        
     20
     218
     217
     218
      

   1
  

 HistoryList_V1
 qi2base



