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IIpearosop

Osaj HoBd oTucak Xun6eproBux ,OcHoBa reomerpuie,
Huje HeKa NpaBa HOBa Ipepaja. YNpaBO Y4HHEHE Cy CaMO Heke
HCOpaBKe U Mamwe gonyHeb.

Y nmonyuu 1 cy CcKyn/beHe HEKE 3aBHCHOCTH 'y CHCTEMY
aKkcuoMa peanHux Opojesa, paHdje HaBejeHe y pmogarky VI
Honyna IIl je y cymTuHH noHaB/bame jenHe nonyHe pojatka II -
y NeToM H3lany, KOja ce OJHOCH Ha M3BOJAJ/bHBOCT jelHE Jakbe
aKCHOME MOIYNapHOCTH U3 YXe aKCHOMEe y3 momoh jeaHe akcu-
OMe CMEIITama.

Kao monysna II momarta je HOBa ynpomrhena ¢opmynangja
HayKe O NpOnopHHjaMa, 4Hja je panuja QopMynanuja 3ajxpiaHa
y rnaBHom Texcry §§ 14—16.

On monaraka |—X cexMor u3jama YHETH Cy OMNET C€aMo
OHH I'€OMETPHCKOr Kapakrepa, Tj. I—V.

Pazu opujentanuje O CeIMOM H3namy HaBemhemo w3 Xui-
6epTOBOT NpeAroBOpa TOM H3mamy creaehe: ,OBO CeMO H3Tame
moje Kmwure ,OCHOBe reOMeTpHje“ je, CnpaM paHMjUX H3Iamba,
3HAaTHO MONPAB/HEHO H JONYHEHO, W TO JMAENOM [OPeMa MOjUM
KaCHHjHM IpPEeIaBalkbHMa O OBOM NpPEIMETY, a HEJOM KAaKO Cy TO
3aXTeBalH PE3YJTAaTH KOje Cy y MehyBpeMeHY NOCTHIVIH IPYId
aytopu. CxoxHo ToMe je npepahen TEKCT IVIaBHOT J€Na KIbHTre.
Perxo paparoneny nomoli nps TOME NPYXKHO MH je jefaH OX
mojux ydewska X. Apnoax Mmut (H. Arnold Schmidt).
OH He caMO WTO je 3a MeHe BPWIHO CaB paZ KOju je 3a1a3uo
y nojepunoctu, Beh oX mera nmoTdy ¥ MHOro6pOjHe CaMOCTaJIHE
npumenbe H [0JalH; NOCEGHO, OH je C€aMOCTAaliHO Ja0 HOBY

1) TToce6HO omycTano ce of mo cebu Moryher H3banuUBaba AKCHOMA PAcHo-
pena H3 aQUHOr 3aCHMBaA payyHa AyxuMa (Hapouuto y §§ 24—26).



VI

cTuiusaumjy noxatka Il. 3a oBy mweroBy momoh H3paxasaM My
HajCpPauHKjy 3aXBaJHOCT®.

-Jlaibe Tpe6a joml yKa3aTH W Ha HCTOPHCKH nperden ,O
Xun6epTorom 3acHuBamy reomerpuje“ (Zur Hilberts Grundlegung
der Geometrie) koju je mao A. llMuT y Xunbeprosum ,Cky-
mbeHuM cnucuma“ (Gesammelte Abhandlungen) cB. II (Depaun
1933), ctp. 404—414. '

LHupux, mapra 1956 ‘ [1. Bepnajc
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LlenoxynHo mynacko casHame MOYHHE
Ca OnamajuMa, onatie HAe Ka [0jMO-
BHM& H 3aBplIaBa ce Huejama.

K anrT, Kputnka uyncror yma v
Yyemwe 0 eneMeHTHMA, Neo 2, onemak 2.

YBog

3a noTnyHo u3rpaljuBame reoMeTpHje — HCTO Kao W apHT-
MeTdKe — norpe6GaH je caMo Manu 6pOj NMPOCTHX OCHOBHHX CTa-
BoBa. OBH OCHOBHH CTaBOBH Ha3WBajy C€ aKCHOMaMa reoMe-
TpHje. [locTaB/bame aKCHOMAa T€OMETPHj€ H HCMHTHBAHKE HHXOBHX
y3ajaMHHX OJHOCa jecTe 3aNaTak KOjH je joml 'OX BpeMeHa
Eyxkaupga 6u0 npeaMer MHOro6pOjHHX H3BPCHHX pacnpaBa
MaTeMaTH9Ke JuTepatype. OBaj ce 3ajaTak CBOJM Ha JIOTHUKY
aHa/MH3y Haller NPOCTOPHOr Onaxaja.

Cnenehe HCTpaXKuBame NpeTCTaB/ba HOB NOKyIIaj Ja ce Yy
TeOMETPAjU MOCTAaBE NOTNYH H IUTO NMPOCTH]H CUCTEM aKCH-
OMa M [Ja Cé U3 OBHX aKCHOMa W3BENY HajBaXKHHJH [EeOMETPHCKH
CTaBOBH TaKO Ja Ce€ jaCHO BHAHW KaKO 3Haba] Pa3J¥dUTHX rpyna
aKCHOMa TaKO H J[OMalaj MoCJexMIa Koje CAeAy]y H3 NOjeIHHHX
axKcuoMma.

"OCHOBR TeoMeTpHje - 5 . 1






[IpBa raaea

et rpyna akcuoma

§ 1. EneMeHTH reoMeTpHje H ner rpyna akcHoMa

" Nedununuja. MH 3aMHIBAMO TPH DasAHYHTA CHCTEMA
CTBapH: CTBapd I PBOT CHCTEMAa Ha3HBaMO [Mayxama ¥ O3Haya-
BaMO ux ca A, B, C,...; cTBapy A pYyYToOr CHCTEMA Ha3WBaMO
fipasuma ¥ O3Ha4aBaMO HX ca a, b, ¢,...; cTBapH Tpeher cu-
CTeMa Ha3HBaMO paBHuMA W O3HAayaBaMO HX ca «, B, Y,...; Tauke
Ce Ha3MBajy W eneMeHIluMa nuxeapHe reomeilipuje, TAuKe W Npapbe
Ce Ha3HBa]y eaeMenlluma pasne reomelipuje, a Tauke, NPaBe H
paBHH Ha3HBajy Ce enemeriiuma fpocliopHe reomelipuje HIH ene-
MenMuma Gpocidopa..

MH 3amuI/baMO Tayke, NpaBe M PaBHH Yy H3BeCHHM Mehy-
COGHHM OJHOCHMA H O3HAYaBaMO OBE OJHOCE PEUHMA ,JeXaTH,
LA3Mehy%  ,moxpynxapHoO“ ,mapajJenHo“, ,Henpe-
KHJIHO“; TauaH H 32 MaTeMaTHdKe CBpPX€ NOTNYH OMHC OBHX
OJHOCZ TIOCTHXKe ce moMohy awcuoma reomelipuje.

Axcuome reoMeTpHje MOXEMO INOJEJHTH Y MeT  TIpyna;
CBaKa MOjelHHAYHO OJ OBHX IpyNa H3pa)aBa H3BECHE N0Be3aHe
OCHOBHE YHHILEHHUIle Haller onaxkaja. Mu hemo oBe rpyne akCHOMa
HA3MBATH Ha caefehM HAaumH:

I 1—8. akcuome Bese,

I 1—4. akcuowme paciiopesa,

Ml 1-—5. akcuome Hoxyaaprociin,
v " aKCHOMa iapanearux,

V 1—2. akcHome weliperugnociiu.

§ 2. I'pyna axcuoma I: Axcnome Bese

AxcHomMe OBe rpyne nocras/bajy Be3y u3Mehly rope Hase-
'JleHHX CTBapH: TayaKa, NPaBHX W DaBHH H IJyace:



4 ‘ I. Ter rpyna akcuoma

I,. 3a aBe maurke A, B, focioju yBex HipaBa a koja lpuilaga
cBaKoj o4 oBux ABejy Mauawa A, B. ‘

I,. 3a gBe mauke A, B ne focioju Buue of jeiHe [pase
Koja 6u Opuliafana cBaxoj o7 ZABejy Mauaxa A, B.

- OsBne, Xa0 W y Ja/bHM H3/aramHMa, NOJ ABEMA, TpHMZ, ...
TauKkaMa OJH. NpaBHMa, paBHUMA YBeK C€ NOJpa3ymeBajy pa3-
AHYHTE TauKe, ONH. NMPaBE, PIBHH., '

Mecto ,npumangar e yn0Tpe6.11>aBaheMo H Ipyre HaduHe
u3paXkaBatha, Halp. NpaBa ¢ NPOJNAa3H KPo3 Tauke A u B,
npaBa a Bedyje A a B wiu Besdyje A ca B, A nexu
Ba a, A je Tauka npaBe d, MOCTOJH Tauka A Ha a
HTA. AKO Tauka A JeXu Ha MpaBOj @ W, OCHM TOra, Ha APYroj
npasoj b, ynorpe6uhemo Takohe u3pase: npase a u b ce
cexy y TaukH A, umajy Tauky A 3ajeHUUKY HTL

Iy. Ha fipasoj focmoje ysex Hajmawe jase auke. [Toclioje
Hajmare Tpu Madke KOje He Jedce HA jeAHoj IpPABoj.

l,. Ma 3a roje Wpu Wayke A, B, C, roje ne nedxce na uciioj
fnpasoj, Hocloju yBex paBan o Koja fpullafa cBaxoj ox oBe Hpu
mauke A, B, C. 3a cBaky paBan yBex ifoclioju Hauka koja joj
diputiana.

Mu hemo ynoTpe6ibaBaTi M m3pase: A JexHm y a; A je
TayKa pPaBHH o« HTA

I;. Ma 3a rkoje Mpu maure A, B, C, roje ne nedxce Ha ucimoj
ipasoj ne Hocloju Buwe 0A jeaHe paBHu Koja Upuliaza CBAKOj OX
osux mpujy davaxa A, B, C.

Ig. Axo gBe dauke A, B ilpase a aexce y pasHu a, OHAG
cBaxa Mayka OpaBe a Jaexce y PABHU a.

Y oBoM cnydajy KaxemO: NMpaBa a4 JE€XH Yy PaBHH
o HTH.

I,. Axo aBe paBru o, B umajy 3ajegnuuxy Wauwy A, OHAa
OHe uMajy Hajmaree jow jeany 3ajefnuuxy Mauxy B.

lg. Iloctoje najmawe uellupu Mayke Koje He Jexce y jeAHO]
pasHu. ' '

Axcnoma I, u3paxasa X4 MPOCTOD HeMa Buule OJ TPH
IHWMEH3Hje; HanpOTHB, akcuoma Ig Hspamaaa Ia npocmp HeMa
Mame Ol TPH IHMEH3Hje,



§ 3. I'pyna akcnoma II: AxcHome pacnopena 5

Axcuome [,_g MOry ce Ha3BaTH arkcuomama pasuu rpyie |
3a pa3jiMKy OX aKcuOoma [,_ KoOje Ha3WBaM OpoCHOpHUM QHCUO-
mama rpyie 1. ' ‘

Ox craBoBa KOjH caenyjy Hu3 akcuoma I, nmomenyhemo
caMO OBa JBa:

Cras 1. [IBe npaBe KoOje Jexe y HCTOj PaBHH HMajy HJIH
jeAHy 3ajeIHHYKY TayKy, HJIH HEMajy HHjeJHY 3ajelHHYKY TauKy;
JBE PaBHH HJIM HeMajy HUjeIHY 3ajeIHHYKy TauKy, WIH HMajy
3ajeJHHYKY INpaBy H OCHM TOTa HHJeIHY JIPYyry 3ajeHHUKY
TauKy; paBaH M NpaBa KOja HE JE€XH y OBOj PaBHH WJIH HeMajy
HHjeJHy 3ajeIHMIKY TadKy HWJIH HMajy jeaHy 3ajelHHYKY TadKy.

CrtaB 2. Kpo3 npaBy ® Tagky KOja HE JieM Ha OBOj mnpa-
BOj, K20 H KpO3 JIB€ DPA3NIHYHTE MpaBe Ca 3ajeJHHYKOM TAUKOM,
IpOJa3H yBeK jelHa ¥ CaMO jelHa paBaH.

§ 3. I'pyna axcnonia II: Axkcuome pacnopepgal)

Axcuome oBe rpyne aeduHHly mnojaM ,u3Mely“ u omo-
ryhaBajy Ha OCHOBY OBOr mnojMa paciiopej Tadaka Ha NpaBOj, Y
paBHH H y NPOCTODY.

Hedunununuja Tauxe Heke npaBe cTOje y H3BeCHHM Mehy-
COOHHM OJHOCHMA. 33 ONMHC OBHX OJHOCA CJIYXKHMO C€ HaPOYHTO
pedjy ,usmehy“. :

II;. Axo mauxa B nexcu usmehy mawaka A u C, onga cy
A, B, C mpu pasnuuulie Mauxe Gpase u B aexcu Marohe uzmehy
CuA.

A & c -

Il,. 3a gBe TWauwe A u C yBex Hoclioju Hajmawe jeiHa
Mauka B nd fpasoj A B, maro ga C aexcu usmehy A u B..

A (A4 B

lly. Oz .ma rojux Wpujy Wavara Gpase He foclioju Buuie 0f -
jeane koja nexcu usmehy one apyre Ase. ‘
’ 1) Ose akcnome je npBo ucupmgo mcnutao M. Mam (M. Pasch) y cBo-

jum Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Leipzig 1882. Hapouuto axcuoma Il
npumaaa mo caapxuAH M. [Tamy.



6 L. Mer rpyna axchoma
OcuM 0oBUX suHeapHux axcuoMma paciioperga noTpebHa je jom
- jemHa axcuoma paciiopesa 3a papan. ‘

HNebuuuuuja. I[locmarpajMo Ha npaBoj a aBe Tduke A
H B; cuctem pBejy Tauaka A u B 3pahemo zyoc W 03HagaBaTH
ca AB umu BA. Tauxke u3mehy A u B 3Bahemo Taukama AyxH
AB umn Taukama Koje Jexe y yuylpawmwoclno AYy¥H AB; Tauxe
A, B uasuBajy ce kpajwum mMaskama pyxa AB. Cse ocrane
TauKe NPaBe ¢ HA3MBAjy C€ TauKaMma Koje Jewe BaH Nyxu AB.
I,. Hexa cy A, B, C mpu Madxe wxoje He Jnexce HA jeJHO]
fipasoj u nera je a fGpasa y paBuu ABC roja ne @ponasu Hu kKpo3
jeany op mux wWawara A,B,C: aro
e maga GpaBa a GPponasu kpo3 jeAHY O
Mavaxka zyxcu AB, ona mopa lOpona-
3uidiu Kpo3 jeany oa Mauarxa ayicu AC
\ unu kpos jeany ox Mauara ayxcu BC.
2 W3paxaBajyhn ce ounraejHo mo-
/ xemo pehu: ako npaBa yJasd y yHy-
o TPalllOCT TPOYTIA, OHA H H37Ta3H M3
mera. [la npaBa a npu TOME HE MOKe

npecenath o6e ayxu AC u BC, MOXe ce JOKa3aTH.

§ 4. lNocneguue U3 aKcHMoOMa Be3e H pacnopeja

H3 akcuoma rpyma 1 u Il cnexyjy crasoBu:

CraB 3. 3a nBe rtauke A u C NmOCTOjH HajMare jeXHa
Tauka D Ha mpeoj AC koja nexn usmehy A u C.

Hokas. [pema akcuomu Iy moctoju
BaH .npaBe AC jemna tauka E, a mpema
akcuomH Il nocroju Ha npasoj AE Tauka
F tako na je E Tauka nywu AF. Ilpema
HCTO] aKCHOMH ‘M npema axcuomu Il mo-
cTOj¥ Ha mpaBoj FC Tauka G KOja He
nexxu Ha AyxdH FC. Taxo, npema ax-
cuomu Il npasa EG wmopa cehm nyx AC y Heko] TaukH D.

Crae 4 Ox ma kojux Tpujy Tauaxa A, B, C jexse mpase
yBeK MOCTOjH jelHa KOja Jexu H3Mehy ApYyrax npejy.

Hoka3s') Heka A e nexu usmely A u B. Cnojumo Tauky
D xoja He JexH Ha npasoj AC ca TaukoM B u opmabepumo,
—’TOTA] fokas notHwe on A. Baana (A, Wald).




§ 4. Nocnennue H3 akcHoMa Bese M pacnopena 7

npema akcuomu Il,, Ha cnojHoj npaBoj Tauky G Tako na D nexu
usmehy B u G. [lpumenom acuome I, nokasyje ce ma ce mpase
AD u CG cexy y Hekoj Tauku E Koja Je-.
xH u3mely C u G; Ha HCTH HauHH ce JO6HBa
na ce mpae CD u AG ceky y Tauku F
koja nexu u3mehy A mw G. Axo ce caxa
npumenn axcuoma II, Ha Tpoyrao. AEG wu
Ha mnpaBy CF, nokasyje ce nxa D Jexu
nameljy A u E, a NIpEMEHOM HCTe aKCHOME
Ha Tpoyrao AEC u npaBy BG uosﬂa]e ce na Tauka B Jexu
uamehy A u C.

CraB 5. Ma Koje yeTHpH Tauke jeJHE MpaBe MOTY Ce yBeK
o3HauuTH ca A,B,C,D Tako Ja Tayka O3HadyeHa ca B Jjexw
usmehy A u C u Taxohe u3mehy A uw D u, jgabe, Ja Tauka
o3Hauena ca C nexu uwamehy A u D u Ttakohe usmehy B u D.')

Jdoxas. Heka cy A, B, C,D uetupu Tauxe npase g. Jloxa-
3ahiemMo0 Hajmpe OBO:

A B (4

1. Axo Tauka B mexu Ha AyxH AC,
a tauka C Ha ayxu BD, onma Tauxke B
u C nexe u Ha nyxu AD. M3za6pahemo,
cxomHo axcuoMH Iy u Il,, Tauky E koja
He JIeXKH Ha [paBOj g W Tauky F Tako
Ja E nexn usmehy C u F. Buwectpy-
KOM npuMeHoM akcuoma llgu I, moxasyje
ce na ce nyxu AE u BF cexy y HEKO]
Taukd G H, Jame, Aa npaBa CF npecena Ayx GD y Tauku H.
[Tomro Ha Taj Hauun H nexu Ha Ayxs GD, a E, npema aKcu-
omu Il;, He nexn Ha Ayxu AG, TO npema axcuomu lI, npasa
EH npeceua ayx AD, 1j. C nexu Ha nyxu AD. Vicro ce Tako
JOKa3yje CHMeTPHYHO JIa M Tauka B Jexu Ha OBOj ILYKH.

1) OBaj craB, O3HaYeH y NMPBOM H3Ialky ka0 akcHoMa. mu3peo je E. X
Myp (E. H. Moore), Trans. Math, Soc. 1902, a0 mOCAeNHIy aKCHOMAa Be3e H
pacrnopena TOCTaB/beHHX 3a paBaH. Y1. Takohe y Be3H ca oBHM pamoBe Be6-
nena (Veblen), Trans. Math. Soc. 1904 u lIBajuepa (Schweizer), American
Journ. 1909. McupnHo HCTPAKHBAMKE HESABHCHOCTH CHCTEMA. JHHEADHHUX
4KCHOMA pacnopeja, koje yTBphy]y pacmopex Ha mpaBUMa, MOXe ce Hahu KOIL
E.Xantuurtona (E. v. Huntington) ,A new set of postulates for between-
ness with prool of complete independance“, Trans. Math. Soc 1924 yn. 1axohe
Trans. Math. Soc, 1917.
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2. Axo Tauka B sexn Ha ayxH AC, a tauka C Ha LY XH
AD, onna u Tauka C JexxH Ha AyxHu BD, a u Tauka B Ha ny;im
AD. Opabepumo Heky Tauky G BaH NpaBe g W jeAHy APYTy
Tauky F Tako ma G nexu Ha Ayxu BF. [pema axcuomama I,
u ll; npasa CF une npecena vu ayx AB nu ayx BG, u 3aro,
npema axcuomu lI, ona Takohe He npecena. Hu Ayx AG. Aam,
nomro Tauka C sexu Ha xyxu AD, To mpaBa CF mpeceua Iyx
GD y Hekoj Tauku H. Ho npaBa FH, omeT npema axcHOMaMa
Il; u II,, npecena ayx BD. Hakne, C nexwu Ha Ayxu BD.
Octanu meo TBphewa creayje, mpema Tome, W3 TBphemwa 1.

Heka cy canm mare Ma kxoje uerdpu Tauke jexHe mpase.
¥Y3MuMO TpH Ox THX Tauaka H 03HaYMMO ca Q OHY O IHX KoOja,
npema ctaBy 4 u axcuomu llg, nexu usmehy nBejy Apyrux, a
o6e oBe O3HayuMO ca P W' R u, Haj3aj, NOCTEAHY OX HETHDH
ZaTe Tagke o3HauuMo ca S. Tama omer u3 axchome lI; um craBa
4, mpousunasH Ja TauKa S MOXKe HMAaTH jeJaH OJ OBHX MNeT
noJI0XKaja:

R nexu uamehy P u S,

Wi P nexu usmehy R u S,

HiH S nexn uamehy P u R u y ucro Bpeme Q usmehy Pu S,

u1d S nexu usmehy P u Q,

uwin P nexu uamely Q u S.

[Ipee weTupu moryhHocTH npyxkajy npeTnocTaBke Nox 2,
a nocnenwy npernocraBke nox 1. Tume je ctaB 5 IOKasaH.

CraB 6 (yommreme crtaBa 5). AKO je IaT Ma KOjH KOHa-
9aH 6pOj Tadaka Ha NpaBOj, OHAA C& OHE MOTY YBEK O3HAUMTH
ca A;B,C,D,E,..., K, Tako na Tauka O3HaueHa ca B Jexu
uamelly A c jexne ctpame u C, D, E,..., K ¢ jgpyre crpaHe,
mawe C usmehy A, B c jenwe crtpane u D, E,..., K ¢ apyre

cTpane, 3atuM D u3mehy A, B, C c jepne ctpane H E,..., K ¢
a8 co & il

i
U T T T T

apyre crpaie uTA. OCHM OBOr HauHMHAa O3HayaBara NMOCTOjH O
camo jenaH OOpHYTH HauuH o3HavaBawa K,..., E, D, C, B, A xoju
UMa HCTO CBOjCTBO. '

Cras 7. M3mehy ma Koje xse Tauke jejHe mpaBe NOCTOjH
yBeK 6ecKpajHO MHOrO Tauaka. ‘
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CraB 8, CBaka mnpaBa g KOja JieXH y PaBHH a pa3JBaja
TauKe OBE PaBHH & KOje He Jiexe Ha TOj mpaBoj y ABe 06JacTH
caenehier - cBojcTBa: CBaKa Tadka A jeaHe O6JaCTH Ca CBaKOM
tauakoM B gpyre o6maacté oxpehyje ayx AB y 4ujoj yHyTpa-
IWHOCTH JeXH jelHa Tayka NpaBe d; HanpoOTHB, Ma KOje JBe
Tauke A H A’ ucre o6iacTH oxpehyjy Ayx AA’ Koja He CalpXK
HUjeHy OX TadaKa IpaBe 4.

Hebununnja. Pehn hemo ma Tauke A uw A’ nexe y.
paBru o Ca uclie ciipane ojx ipaBe a u jAa Mauxe A u B nexe
y PaBHu @ ca pasHux cipana ox fpase a. ;

“ Jdebununuja. Hexa cy

A, A', O, B ueTupu TauKe Ha npa-

A BOj a Tako Aa Tauxka O JEXH

@ usmehy A u B, anu He JeXH

uamMehy A m A'. Tama hemo

Ka3aTH: Tauke A, A’ neoxce Ha

OpaBoj a ca uclle clipaHe 04

B mauke O, a Mawke A, B neoce

Ha @pasoj a ca paanux clipana ox Mauxe O. Cpe TauKke IpaBe &

KOje unexe ca mcTe cTpame oy Tauke O, Hasupajy ce W Hoay-

ipaBom Koja fonasu of Maywe O; npema TOMe, CBaKa Tauka
npaBe JAenW Ty NpaBy Ha ABE NOJyMpaBe.

a__ A 0 d

Hedbununuja. Cucrem nyxu AB, BC, CD,. KL KO]H
' Besdyje Tauke A u L HasuBa Ce UBTOMIDEHOM AUHUJOM; OBa H3/I0M-
/b€Ha JIHHH]ja O3HayaBa ca KpaTko ca ABCD... KL. Tauke koje

Jexke y YHYTpammocTH AyXH AB, BC, CD,..., KL, kao u Tauke
A,B,C,D,..., K,L Ha3uBajy ce cBe 3a]e1mo mMauKama u3nom-
‘mweHe auHuje. Ao ce tauke A, B, C ‘D,..., K,L cBe Hanmase y

jeAHOj paBHH, a OCHM TOra aKo Ce Tauyka L IOKJana ca TauKoM
'A, Taksa he ce H3IOM/beHA JHHH]a Ha3BaTH LOJNUTOHOM ¥ O3HAYHTH
Kao nonuroH ABCD...K. Oyxu AB, BC, CD,..., KA Ha3uBajy
ce chipanama fonuroua, a Tauke A, B, C, D,... K Hewmenuma io-
aurona. Tlomuron ca 3, 4,...,n TeMeHa HasuBa ce€ MpOyrioM,
4ellIBOpOYTraoOM, . .., N-TOYIIOM,
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INepuuunnja. AKO Cy CBa TEMEHA MOJHTOHA pastana‘
M HHjeJHO TeMe IOJIMIOHA HE JIEXH Ha jeJHO] HEroBOj CTPaHH
M aKO Ma KOje ABe CTpaHe MOJHIOHAa HEMajy HUjeIHY 3aje IHHUKY
TayKy, Taj CE MOJHIOH Ha3uBa HPOCHUM.

[Tomohy crasa 8 mohu heMO caga 6e3 3HaTHHX Temxoha
Ao cnexehux crasosa:

CrtaB 9. CBaku NPOCTH MOJHITOH KOjH JI€XH y PaBHH &
pasiBaja OHe TauKe DaBHH « KOje He NMpPUNafajy MOJHIOHY Ha
/\ ABe 064aCTH, yrylipawmwy u cloma-

wry, €2 OBUM CBOjCTBOM: aKo je A

\.ﬂ TAYKa YHYTpailibe obnacty (yHY

Tpama Tayka), a B Tauka cmo-

Jpalibe O06JaCTH (CTMOJb AWl a

TauykKa), CBaka H3JIOM/b€HA JIHHH]a

KOja JIEXXH y DaBHH a H Be3syje

Tauke A H B HMa HajMame jegHY

3ajeJHHYKY TauKy Ca NMOJHIOHOM; HalNPOTHB, akKo Ccy A, A’ gBe

YHYTpalli€ Tauke IOJHIOHA, a B, B’ 1Be crno/ballkbe Tauke, TO

Yy PaBHH o MOCTOje YBeK H3JOM/beHe JIHHHje KOje cnajajy TaukKy

A ca A' u Tauky B ca B’ u HeMajy HHjeIHY 3ajeIHHYKY TauKy

ca noauronom. [Ipn momecHoM u36opy HasuBa 3a 06e 06JacTH

NOCTOJe YBEK NpaBe y PaBHH o KOje LieJe Jeéxe Yy Cno/balliboj

06/1aCTH MOJIMIOHA, a HAaNpPOTHB, He MOCTOjW HHjelHa IpaBa KOja
64 1ena nexana y yHyTpPallbOj OGJIaCTH MOJHTOHA.

Cras 10. Caka paBaH « pa3iBaja OCTajse TaukKe IPOCTOpa
y ZABe 06JaCTH KOje HMajy OBO CBOjCTBO: CBaKa Tauka A jexHe
o6nacTH ca CBakOM TaykoM B jpyre obaactu oxnpehyje myx
AB xoja y ce6H cagpXu jeAHy .TauKy PaBHH o; HanpOTHB, Ma
Koje nBe Tauke A u A’ jemHe W HcTe ob6mactd onpelyjy myx
AA' xo0ja HE calpXH HH]eJHY TauKy PaBHH o.

Heduuunnja. Kopucrehn ce ossakama u3 crasa 10,
pehu hemo: Tauke A u A’ nexe y npocTopy ca ucilie clipaue

Of paBHu «, a Tauke A H B Jjexe y NpOCTOPY ca pasauquiiux
‘cpaHa Of PABHU c.

CraB 10 u3paxaBa HajBaXHH]e UYHICHHIE Yy OLHOCY Ha
pacnopej eJeMeHaTa y NMPOCTOPY; OTyla Cy OBE UHILEHHLE

HCK/bYYHBO MOCTeJHLA [OCai MNOCMAaTPaHHX aKCHOMa M HHje
notrpe6GHa HH]jeJHa HOBa MPOCTOpPHa akcuoma rpyune Il
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§ 5. 'pyna axcHoMa Ill: AKcHome mopyAapHOCTH

Akcuome oBe rpyne aedHHHWY mnOjam NOAYAAapHOCTH a
THME H N0jaM KpeTama.

Hedbunununja. JIyxu cToje y u3BeCHAM OZHOCHMa Mmehy
co60M, 3a UHja HaM O3Ha4aBamba CJIYXKe DPeuYH ,,Zogyaapro” (KOH-
TPYEHTHO) HIH ,,jeanHaro”.

III,. Axo cy A, B aBe [auke na GpaBoj a u axo je, Aampe,
A’ mayka Ha ucloj unu Ha Apyroj GpaBoj @', oHAA ce MOJCe yBek
Hahu Tiaxsa Mauxa B' fipaBe a' na jailioj cilipanu ox Mayke A’,
Aa ayac AB 6yjpe Dogynapna unu jegnara gyxcu A' B', wro hemo
O03HAUHTH Ha caefgehu Hauuu: ' :

AB=A'B".

OBa akcuoMma 3axTeBa MOTyhHOCT ipenowerwa Iy XH.
JeZHO3HauHOCT TAaKBOI NPEHOMICHa 6Gulie NOUHK]je NOKa3aHa.

-dyx je 6una nedunucana NPOCTO Kao CHCTeM JBEjy Tauaxa
H O3HayeHa ca AB unn BA. [lopefak oOBuX Tauaka Huje y He-
¢ununuju y3er y o63up; 3ato hopmyie

AB=A'B, AB=B'A,
BA=A'B, BA=BA’
HMa]y HUCTO 3HayeHe.

Ml,. Ako cy ayacu A'B' u A" B" hoayaapue jepuoj uciiof
ayocu AB, Guhe u ayac A'B' fdogyrapua - gyacu A" B”, unu
Kpaliko: awo ¢y ABe Jyocu UOJYAAPHE dipehoj, Togyzaapre cy u
Mehy cobom.

[MowTo ce MOAYAapHOCT MM jeJHAaKOCT YBOJXH TeK nmomohy
OBHX aKCMOMa, TO Hajlmpe HHje caMO mo cebu pasyM/bHBO .a je
CBaKa IyX caMa ceGH NOJLyJdapHa; ald OBa YHILCHHIA
clenyje W3 NpBHX ABE]y aKCHOMa NMOJLYXAaPHOCTH, Kal IPEHeceMo
Iyx AB Ma Ha KOjy NOJyNpaBy TakO Ja je€ KOHCTpYHCaHa Ay
A'B' nonynapna nyxu AB u Taga npumeHdmo akcuomy III, Ha
noaynapsocty AB=A'B' u AB=A'B".
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Ha ocroBy Tora 1o6uea ce xabe, npumenom akcuome III,,
Ja NMOXYyHNapHOCT AYXH HMa CBOjCTBO cumempu;e H tupauaumua-
HOCIU, Tj. Ja BaxKe CTaBOBH:

aKo je AB—A’B'
OHJa je H A’B'=AB,

-AKO je AB=A'HB
H A'B'=A"B"

oHma je u. AB=A"B".

Ha ocHOBY cumerpuje noxyAapHOCTH LYiKH MOxe ce pehn:
JABE LYXH CY ,,.Mehycobno foxyaapHe”.

lll;. Hera cy AB u BC aBe zydcu na dpasoj a 6e3 3ajex-
Huygux Mauaxa u Hexa cy, aawe, A'B' u B'C' jgBe Ayacu Ha

A /3 (A . a
1 } 1
T T

A . F' c’ a’

ucilioj Gpapoj a uau Ha Heltoi. Apyroj GpaBoj a' koje uclio Maro
Hemajy sajenHuykux Mavaxa; awo je Maza
AB=A'B' u BC=B'C',
6uhe yBek U
AC=A'C.
OBa axkcHOMa H3pakaBa 3axTeB MoOryhaocTtu cabu-
pama AYXH.

INpenowerwe yraosa 6uhe HCTO TAKO MCIMTAHO KaO W npe-
Homemwe AyxH. OCHM MOryhHOCTH npeHomewa yrjaoBa cBa-
KaKO CE€ MOpa aKCHOMAaTHYKH 3aXTeBaTH jOWl jeJHO3HAa4-
HOCT; HaNPOTHB, TPaH3HTHBHOCT 4 36MP/LUBOCT MOTY Ce XOKa3aTH.

Jdedununnja. Heka je « npoussobHa paBaH, a h H k
HeKka Cy JABe Ma KOje pa3iHyHTe NOoJymnpaBe KOja H3/la3e H3
taqke O y paBHH a H npunazajy pa3HuM mnpaBuMa. CHcTeM
oBe ABe noJjynpase h, k Ha3sahemMo yriox ¥ o3Haumhemo ra ca
X (h, k) nmu ca <X (k, h).

[Nonynpase h, k& Ha3usajy ce kpayuma yriaa, a Tauka O
Ha3uBa Ce leMeHOM Yria.

[TonoxeHH W HCMym4eHH YIVIOBH HCK/bYYEHH Cy OBOM e
¢$UHALH]OM.
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Hexa noaynpasa h npunafga npasoj h, a noaynpasa k npa-
BOj k. MNonynpase h u k ysere 3ajexno ca Taukom O, nene
ocTajle Tauke paBHH y JIBE OONacTH: 3a CBe Tauke Koje ca h
NeXe Ha MCTOj CTPAHH OX k W €a k HAa HCTO] CTPaHH OX h, Ka-
KeMO Ja Jexe y yHyTpammwocTH yraa <L (h k); 3a cee
JIpyre Tayke Ka)XXeMO Ja Jiexe Yy CHO0/ballHOCTH HJIH BaH OBOI
yria. ' '

Ha ocunosu arcuoma I u Il nako ce noka3yje na o6e o6xa-
CTH CajpXe TauKe H Ja LYK KOja Be3yje JABe TauKe y YHyTpall-
BHOCTH YIVIa, YBEK [eJa JIeXH y YHYTPawmOoCcTH yriaa. Mcro ce
TaKO JJAKO MOry HIOKa3aTH ciaefehe YnmeHuue: Jexu au Tauka H
Ha h u Tauka K Ha k, TO nena nyx HK JexXd y yHYTpPaulmbOCTH.
[Tonynpaea xoja nosasu u3 Tauke O WIH NeJa JEXH Y YHYTPaIkO-~
CTH yIVIa WM IleJ1a JIeXXH BaH TOra yIJia; NOJIyNpaBa KoOja JEXH Y
YHYTPALIOCTH yIJia Mpecena Xyx HK. Axo je A rtauka jenmHe
o6nacm, a B tauka zgpyre o06JacTH, TO CBaKa H3/IOM/b€Ha KOja
Be3yje A M B uiH npoja3y Kpo3 Tauky O uwiH uUMa ca h Wiau k
Hajmame jefHy 3ajeJHHUKy TauyKy; HanpoTus, ako cy A, A’ Tauke

- BcTe 06/1aCTH, TO YBEK IIOCTO{H - M3JIOMJ/bEHa KOja Be3yje TauKy
A ca A’ W HETH TPONAsd KpO3 Tauky O HHTH KPO3 HjeIHY OZ
Tauaka MOAynpaBux 1 H k.

Hedununuja. Yraoey croje y u3BecHuM MehycoGHHM
OIHOCHMA 3a 49Hjeé HaM O3HauaBalbe Takohe C/lyXe peud “hdogy-
AapHo” (KOHIPYEHTHO) WJH ., jeHaK0".

Il,. Hexa je pam yrao I (h, k) y paBru o u GpaBa a' y
pasru o' Kao u oppehena chipana pasnu o' Gpema fpasoj d'.
Hexa R o3navaBa fonyipasy fpaBe a’ woja Gonasu u3 Maure O';
onga y paBuu o ‘doclioju. jegna u camo jexna Honydpasa k'
maro ga je yrao <X (h, k) Doayaapan unu jeguax yray <t (i, k')
u y uciio Bpeme cBe yHympawwe Mayre yraa <t (A, /c') Hanase
Ce Ha jJalioj chipanu of fipaBe a', wio hemo 03HaYumu HA O0BGj
HAYUH:

X (W= (1)

Caaru je yrao togyzapan camom cebu, mj. yBex je

X k)= (8 K).
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Yxpatko pedeno:  CBaKM yrao ce MoOxe Ha jeXHO3HayaH
HayuH upeneum y ZaTOj paBHM Ha JaTy nOJynpaBy ca "Jare
CTpaHe.

Ipr nedunucamy yr.ua HHCMO y3HMaJlH y 063up cmep o6p-
Tamwa, Kao0 IUTO HHCMO Y3HMalH y 063up cMep Kox nyxu. OTyza
H O3Hake .

X K)E X (R, ) = < (R ),
% (6 =30 K), (1) =5 (4, )
HMajy HCTH CMHCAO. _

Iled)nﬂunn]a ¥rao Ca TEMEHOM Y TauKH B na ynjem
. JeAHOM- KpaKy JexH Tauka A, a Ha ZPyroM Tauka C,.03HauaBa
ce u ca 9C ABC umh, KpaTKo, ca < B. ¥riaoBu ce 03HauaBajy H
‘MaJIUM TPYKHM CJIOBHMA. '

Hl;. Awxo 3a gea mpoyraa ABC u A'B'C' Baxce fozyZzap-
Hociiu . , .

AB= A'B', AC=A'C', X BAC=<B'A'C,
onja ysex foclioju u HoZYAAPHOCIT
X ABC=<X A'B'C".

I[lojam Tpoyraa je medmuuucan ma crp. 9: IIpomenom osua-
Ka H3Ja3d Ja NOJ NPETNOCTaBKaMa OBe aKCHOME yBeK MO0CTOje
OBe I1BE NOLYNXAapPHOCTH

X ABC=<£ A'B'C' u < ACB= A'C'B".

Akcuome III,_, canpie camo HCKaze O NOLYAAPHOCTH AY¥H;
3aTO Ceé OHe MOTY Ha3BaTH .JuHedpHum aKcHomama rpyme IIl.
Axcuoma Ill, caapxmu HcKaze O NOXyHapHOCTH yraoBa. AKCHOMA
A .z g Besyje mehy co6om mnojmoBe momy-

o’ HapHOCTH AyXH ¥ yraosa. Axcuome IlI,
u Ill; campxe uHckase O eneMEHTUMA
paBHe reoMeTpHije H 3aTO ce MOry Ha3-
BaTH akcuomama pasHu rpyne IlL

JelHO3HauHOCT mnpeHoume-
Bba AYyXH clenyje H3 jelHO3HAaYHOCTH
npeHowewa yraosa y3 nomoh axcuome Ill;. IlpernocraBumo
ma ce Ayx AB MOXe INpEHeTH Ha MOJymnpaBy KOja noJa3d M3
tTauke A’ Ha JBa Hau¥Ha, HaumMe IO Tauke B' u n0 Tauke B’
V3ehemo Tajza Ttauky C’ BaH npaBe A'B’ u po6uhemo KOHIpY-
eHnuje

A B' g
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A'B'=A'B", A'C'=A'C'", < B'A'C'=< B"A'C,
Aakjae, MpeMa aKCHOMH 111,
<X A'C'B'=< A'C'B"
IUTO NPOTHBPEYH jENHO3HAYHOCTH MpPEHOWEHha Yriaa Koja ce
saxTeBa y akcuomu IlI,.

§ 6. Ilocnenuue axkcHoMa NOAYLAPHOCTH

HNebunnunja. JlBa yria koja uMajy 3aje[HHUKO TeMe H
jeman 3ajeXHMuKM Kpajy a UHjH He3ajeJHHUKH KpaLH 0Gpasyjy
npaBy HasdBajy ce ylapeAHum yraosuma. ‘J[pa yria ca 3sajen-
HAYKHM TEMEHOM 49HjH Kpaud o0pa3yjy ZBe mnpaBe Ha3WBajy
Ce YHAKPCHUM yraoBuma. Yrao .KOjH je CBOM ynopenﬂom yray
nojAyjapaH Ha3HBa C€ UpaBuM YrioM.

JlokasahemMo caga penoM OBe CTaBOBe:

CtaB 11. ¥ Tpoyray ca paBse mozylapHe CTpaHE YIVIOBH
KOjH Jexe HacmpaM THX CTPaHA Cy NOAYAApHH, HIH, kpahe: y
PaBHOKDAaKOM TPOYIJY YIIOBM HAa OCHOBHIM Cy jeIHAKH.

OBa craB crepyje u3 axcuome Ill; B mocmenwer ngena ak-
cuome III,. ‘

Hebununuja. 3a tpoyrao ABC kaxe ce Aa je noay-
" mapaH tpoyray A’ B’ (', ako ¢y noayZapHOCTH

AB=A'B, AC=A'C, BC=BC(C,
XB=<x A, XB=<xB, xC=<x
CBE 3aJ0BOJbEHE.

CraB 12 (npBu® cTaB © ndnyLLapHOCTH Tpoy-
raoBa). Tpoyrao ABC je noamypapas Ttpoyray A’B'C’, ako
BaX<e NMOAYIapHOCTH

AB=A'B', AC=A'C, A=< A.

A o B .

Jokasa. Ilpema axcuomu 1ll;, mocroje noAyZapHOCTH

¥B=4B, ¥C=X0,
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H 3aTO OCTaje caMO jOII ha Ce AOKAXe 14 BaXH NOLYAaPHOCT
BC=PB’'C". TlpeTnocTaBUMO CYIPOTHO, HauMme Xa BC Huje fOAY-
IapHO ca B'C' u oxpexumo Ha B'C' tauky D' Tako ja je BC=
.B'D'. Tana .ce, snpumenom axcuome Ill;--Ha Tpoyrne ABC .u
A'B'C', no6usa ma je .<c BAC= <X B'A'D',  Buo.6u, fakne, yrao
<CBAC KOHrpyeHTaH KakO YIVIy <X B'A'D', Tako wu yriy
<X B'A'C’; oBo je nemoryhe, momTo -ce ‘MpEMa : aKCHOMH 1Il,
(CBaKM yra0 MOXe y PaBHM NPEHETH CaMO Ha ]enaﬂ HauHH_ Ha
AaTy IoXynpaBy ca JaTe CTpaHe y paBHH. — Tume je' 1OKa3aHO
Ja ]e Tpoyrao ABC KOHIpyeHTaH Tpoyrny A'B'C.
- McTo Tako mako ce nokasyje cnexehm Cras.

Cras 13 (xpyrm cTaB 0 no,uy,uapx—xocn: Tpoy
rnosa). Tpoyrao ABC nozynaapad je apyrom Tpoymy A'B'C’,
aKo BaXe MOJyZIapHOCTH

AB=A'B, <A=<XA', XB=<XB.

CraB 14. Ako je yrao <t ABC noxynxapan ZpPYyrom yriay
<< A'B'C" 6uhe u mweros ymopexnn yrao << CBD noxyAapau

¢ c’

) D A B D'

ynopeasom yray < C'B’D’ onor japyror yria.
Jloka3s. Msabepumo Ttauke A’,(C',D' Ha KpauuMa KOjH
nonase u3 Tauke B’ Tako ja Gyne -

AB=A'B', CB=C'B', DB=D'B".
U3 crasa 12 Tama ciepyje za je 'rp.oyrao ABC nozynapan Tpo-
yray A’B'C’ Tj. Baxe MOLYNapHOCTH
AC=A'C' u X BAC =< B'A'C".
A ocum ToOra, Kako je npema axcuomu Ill; ayx AD nony-

napHa Lyxu A’D’, TO 3 HCTOr cTaBa 12 crexyje na je Tpoyrao
CAD nonynapan tpoyray C'A'D’, Tj. Baxe nonynapﬂocm

CD=C'D' u < ADC=A'D'C,
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a ojatae crenyje, nocMatpajyhu Tpoyriaose BCD u B'C'D',
npema akcuomu Illg;
' <X CBD =< C'B'D".
Henocpenua nocnaemuna crasa 14 jecte cTaB 0 mony-
ZapHOCTH YHAKPCHHX yraoOBa. '

~ Jambe, u3 HCTOT CTaBa crenyje eraucreﬂuu]a npasor
yrna (Bugu crp. 15). _

Axo ce, HauMe, MNpeHece NPOH3BOJ/bAH yrao Ha MOJYNpaBy
OA ox Tauke O Ha 06€ CTpaHe M HA CAOGOZHHM KpamuMma OJ
Tauke O y3My KovrpyentHe ayx® OB=O0C, to he nyx BC
cetim mpaBy OA y nHekoj Taukd D. [loknonu au ce npd TOMe
Tauka D ca Taukom O, onga cy yraoBu JCBOA u << COA
jennaks ynopeaHHM YIJIOBHMa H 3aTO [PaBH. Jlexu au mak D
Ha noaynpasoj DA, 6uhe npema KoHcTpykunju, <x DOB = < DOC,
a y cayuajy Aa D nexu ) B
Ha JApPyroj NOJYNpaBoj, TO / \\<\ ‘
u3 crasa 14 cnexyje nome-
HyTa noxynapuoct. [1pema \” A2 /<y A
axcuomu III, ceaka je pyx ‘
noayzapsa camoj ce6H:
OD = OD. Tlpema Tome, Ha OcHOBY akcuome IlI; cneny)e Ia je
<X ODB < ODC.
4 Crtas 15. Hexa ¢y h, k [ c jenne crpame u W, K, [
C Ipyre CTpaHe IO TPH NMOJYNpPaBe KOje [0Ja3e H3 HCTE Tauke
O oxu. O' u nexe y paBHM a onH. o«'. Hexa mpu Tome h, k, u
o, k' nexe uian Ha"nc‘Toj CTPaHH WIX Ha Da3HHM CTpaHama of [
onH. I'.. Ako Taza nocrme HOXYNapHOCTH

X D=, l) w (k)= < WD),

OHJa je YBEeK H

[ c

<% (b k)= < (I, k). |

Jloxas he GuTu u3BeZeH 3a clyda] Kag h H k Jexe Ha
HCTOj CTpaHH O [, a mpeMa NpPeTNOCTABUH Takohe h' u k' mexe
Ha HCTOj cTpanu O I'. [Tlomohy craBa 14 apyru ce caydaj cBOIH
Ha NpBu c1y4aj.— M3 nedununuje Ha cTp. 13 crenyje Aa uau h nexu
y yray < (k, 1) wau k y yray <¢ (h, [). ¥3MuMO O3HauaBamba Taxo
Ja haexu y yray <t (k, [). Opabepumo Ha xpanuma k, k' [, I' Tauxe

OCHOBH reoMeTpHje . 2
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K, K, L, L', Tako na Gyze OK = O'K' u OL = O'L". Tlpema jex-
HOM CTaBy HaBeJEHOM Ha CTP. 13, nmonynpasa h npecena Xy

K KL y Ttauku H. ¥Ys-
mMuMO Taduky H' Ha
noaynpasoj f' Tako
ma 6yae OH=O'H'
Y Ttpoyrauma OLH n
O'L'H', xao u y TpOy-
I7IHMa OLK H O'L'K', Ha OCHOBY cTapa 12 no6nBa]y ce momy-
JapHOCTH-

L
0 7 :

X OLH=< O'U'H', < OLK = O’L‘K’,

LH=LH\, LK=LK'
H Haj3ap,
‘ < OKL =< O'K'L'.

Kako ce, npema axcuomu Ill,, cBakd yrao mMoxe camo Ha
jenaH HauWH NPEHETH Ha JaTy -MOJyHnpaBy Ca JaTe CTpaHe y
HeKOj paBHH H KakO H' W K', npemMa mnpeTHnOCTaBIH, JEKE Ha
MCTOj cTpaHH oX I, TO Ha OCHOBY JBejy MOLYIapHOCTH MOMe-
HyTHX Yy MOUETKY, TauKa H' nexxu una mpaBoj L'K'. Otyna ce,
Ha OCHOBY JBejy MOMEHyTHX MOAYIAaPHOCTH AYXH H Ha OCHOBY
axcyome lll; nako noxasyje nma ja HK = H'K'. I3 noxyznapHocTu
OK=0'K'u HK = H'K' n <t OKL = < O'K'L’ moxe ce nomohy
axcuome lIl; u3BeCTH TauHOCT Hamer TBphema.

Ha cnuuan Hadud n07na3sdMO A0 OBe UHILEHHIE:

- Cras 16. Heka je yrao < (h, k) xoju je y paBHH a NOAY-
napad yray <¢ (4, &') xoju-je y paBHH o' W Heka je [ moay-
npaBa y PaBHH @ KOja MNoJa3H 43 TemeHa yraa <t (h, k) u npo-
CTHPE C€ y YHYTPalwbhOCTH OBOr yrJa: Taja Yy PaBHH o' NOCTOjH
yBeK jefHa M CaMO jenHa mnoaynpaea [’ KOja MOJa3H H3 TeMeHa
yraa <C (f, k') ¥ npocTHpe ce y YHyTpalumOCTH OBOT yraa Tako
Ia je

X D=, 1 (kD=1

JIla 6ucM0o noGuan TpehW CTaB MOAYAAapPHOCTH M OCOOHHY
cuMeTpuje MOLYAApPHOCTH YIJOBa, u3pemheMO Hajupe M3 CTaga
15 jom oBaj cTaB:
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Cras 17. Axo xpe Tadke Z, u Z, nexe Ca pa3sHHX CTpaHa
npase XY W aKO.MPH TOME Baxe NOAyZapHOCTH XZ,=XZ, u
YZ,=YZ,, 6uhe u yrao < XYZ, nopymapan yray <X XYZ,.

I oxaa. Ilpema craBy 11 je < X2, Z, X
=<XXZ,Z, wxXYZ,Z,=xYZ,Z, . 3ar0 \

H3 cTaBa 15 crenyje nopynapuocr: <X XZ,V ¢ z;
=< XZ,Y. Hapouutn cnygajeBn kax X

oxH. Y nexe Ha Z,Z, pemaBajy ce joul

npocraje. M3 nocaeme noOAynapHOCTH H v
NpeTnoCTaB/beHHX Noaynapuocta XZ, = XZ,

u YZ, = YZ, cnenyje npema akcuomu llI; TBpheme:

XXYZ, =¥ XYZ,.

CraB 18 (rpehuw cTaB O NOAYyLAPHOCTH TPOY-
raoBa). Axko cy y nsa tpoyrna ABC u A'B'C’ ozarosapajyhe
CTpaHe MOAyIapHE, OHJA CYy TPOYIJIOBH NOAYZIApHH.

Noxa3. Kaxo je ma ctp. 12 f0Ka3aHa 0cO6HHA CHMETpHe
3a MOJYJapHOCT AYXH, TOBOJBbHO je JOKa3aTd Aa je Tpoyrao ABC

NOAyJNapaH TPOyILay

A'B"(C'. Ilpenecumo

yrao << BAC Ha no-
8" nynpaBy A'C' ca ofe
g cTpaHe KOXI Tauke A'.
Ha xpaky' Kkoju ca

TauKoM B’ mexu ‘ca

ucte crpane oj A'C’ omabGepumo Tauxky B, Tako na je A'B,=AB;
H 0nabepuMO Ha APYroM ca060JHOM KpaKy Tauky B” Tako na
je A'B"=AB. Ilpema craBy 12, 6ahe BC=ByC' u HCTO TaKo
BC=B"C". U3 nocaxn nomeHyTux MOXY AaPHOCTH 3ajelHO ca MOJ-
YAapHOCTHMa H3 npernocraBke npema axcuomu llI, no6uBamo
0Ly AaPHOCTH ' - '

AB"=A'B,, B"C' = B,C'

A'B"=A'B', B"C'=B'C".
Ipernocraske cTasa 17, naknae, Baxe Kako 3a 06a TpOyria
A'B"C' u A'B,C' Taxo HcTO u 3a 06a Tpoyraa A’'B"C'u A'B'C’, 1j.
yrao X B"A’C' noxynapau je kako yray << B,A’C', Tako W yray
< B'A’C’. Ho xako ce, npema axkcuomu Ill,, cBaku yrao moxe

2
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€aMO Ha jeZaH HAauMH NpPEHeTH HA JaTy MOJNYyNpaBy ca jAaTe
CTpaHe y HEKOj paBHH, TO ce moaynpaBa A’B,.MOpa HOKJIOMNHTH
ca noaynpasom A'B', Tj. yrao KOHrpyenrtan yray << BAC xoju
je mpener ca oxpehene ctpane Ha A'C’ jecte yrao X B'A'C". U3
nonyAapHOCTH 9 BAC=B'A'C' 1 U3 NPETNOCTaB/bEHUX NONYHAP- -
HOCTH LYXH clenyje, npema cTaBy 12, TBpheme Hame Teopeme.
' Cras 19. Axo cy asa yraa (i, ¥) u <C(h", k") noa-
yrapHa tpehem yray-<¢(h, k), onma je ® yrao @:(h k’) nox-
yzapau yray <t (h", k") ' .-

OBaj CTaB KOj4 OAroBapa aKCHOMH lIIz, MOXKeE ce OBaKo
popmynucaTd: ako Cy JIBa yria NOAYZAapHa TpehemM, OHM CY
Mely co6om nonynapHu.

HOoxa3. Heka cy Tauke o', O" H. O TeMEHa TpH jaTa
yraa. Ona6epumMo Ha nO jeJHOM KpaKy CBakOl' OJ OBHX yIJOBa
Tauke A’, A" u A Tako na 6yme O'A’=0OA u O'A" = 0A. Vcro
TaKO 0JabEpHMO Ha JADPYrUM Kpanuma Tauke B', B” u B Tako Ia
6yne O'B'=0B u O"B"=0B. Ose nonynapﬂocm 3ajefHO Ca
of6e mpernocraBKe

L (B, kY=< (h k) m < (h", k") = (h, k),
npema ctaBy 12, majy moayzapHocTH
A'B'=AB u A"B"= AB.
[Tpema akcuomu Ill,, makae, cBe Tpu onrqQeapajyhe cTpaHe

Tpoyraosa A'B'O’ u A"B"O” nonynapﬂe Cy, a THME, mpema
craBy 18, Baxu

X (R, k) =< (B, k"),

U3 craBa 19, HcTo kao 3a ayxd u3 akckowme lII,, caexyje
0cO6HHa CHMETPHje MOLYZIapHOCTH YIVIOBa, Tj.: aKO je I« =< B,
OHIa Cy YyrMOBH<Xa ¥ <CB Mehy CO60M NOXyZapHH.
Hapouuro, cTaBoBH 12—14 mory ce cai H3pa3dTH Y CHMETPHY-
Hoj ¢opmH.

Can MOXeMO 3acHOBaw'M ynopehuBamwe BeJTHYHHA
yraosa. '

1) Osaj nokas crasa 19, xojH je y NpBOM H3namY Y3€T 3a aKCHOMY, TO-
tHye og Posentana (A. Rosenthal), yn. Math. Ann. kw. 7/. A. PoseH-
Taay npunana # ynpowhena ¢popmynauuja akchome I, yn. Math. Ann. k. 69
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Crap 20. Hexa cy maTa ma koja zxsa yraa <¢ (h, k)
W <X (k). Ako ce Tama npa npewowerwy yraa <t (h, k) Ha
nonaynpasy h' ca cTpaHe Ha KOjoj je moaynpasa /', no6uje yHY-
Tpamwwma mnoaymnpasa Kk,
OHJa C€ NMPEHOLIEHEM . yria
<X (#',I') na noaynpasy h L/ K
ca CTpaHe Ha KoOjoj je k
n06¥Ba CNOJ/balliba M0-
aynpasa [ B OGDHYTO.
Joxas. Ilpernocra-
BHMO Ja [ IeXH y yHyTpall-
wocTH yraa < (h, k). Tlo-
wTo je I (h, k) = < (A, k'),
10, NpemMa cTaBy 16, yuy-
Tpalkoj noJaynpasoj [ ox-
' roBapa noaynpasa [” y YHYTPaWwOCTH yria %: (n, ’)
TaKO Ja BaXH nonygapﬂocr,{ (hyIy=<< (#', I"). Tlpema npetna-
€TaBUM K 360r cCHMeTpPHje KOHTPYEHIMje yriaoBa Baxu <X (h, /)=
=< (#, /'), npn uemy cy /' u ["” Hy»XHO Da3JMYHTH, a TO MOpO-
TUBpPEYM jEeJHO3HAaYHOCTH [OpEHOWIEHA yraa no akcHomd I, .
OG6pHyTH CTaB AOKa3yje ce CIH4HO. ' ,
OHedbununuja. Axko npu npenomewmy yraa <X (h, k)
omugcaHoM y ctaBy 20, monynpaBa k' majHe y YHYTPaUbOCT
yraa << (', I'), onma xaxemo xa je yrdao <<(h, k) mamu ox
yraa < (W', I), a namemo: <X (h, k) < < (', I'); axo au ce mnak
npd ToMe nobuje crnoJbamima NMOJMYyNpaBa, OHIA hemo pehu: yrao
<X (h, k) je Behu oa yraa <c (N, I'), a nucatu: << (h, k) K (A" 1).
BugumMo Ja 3a- ABa yIvla « W B yBeK NOCTOJH jeXHa H
caMoO jeZHa ojJ oBe Tpd moryhHocTH:

alBuf>a, a=p, a>puflua.
YnopehuBame BeJHuHHa yraoBa jé wpauautuusno, Tj. U3 CBaKe
O TPHjy NPETNOCTABKH

L.a>B,B>y; 2 a>B B=y; 3. a=§ >y
cienyje ‘

h

x>,
yﬂOthHBal—be BeJHYHHA JYXH Ca aHATOTHHM
CBOjCTBMMA HemocpexHO ciaeAyje w3 akcuoma II u Ill; u jexmo-
3HAYHOCTH NpEHOIema NYyXH, NOKasaHe Ha CTp. 14.
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Ha ocnosy ynopehuBama BEeJMUMHA YIJIOBa MQCTHXE ce
IOKa3 HapeJHOr MPOCTOr .cTaBa Koju je Eyxaug — mo Mmome
MHI/bEHY Ge3 npaBa — CTaBHO Mehy aKCHOME.

Cras 21. CBu fpaBu yraosu cy GoAyAapHu mehy coGom.’>

Iloxas. Ilpas yrao je, mpema JAedHHHNM]W, Takas yrao
Koju je moayJhapaH cBoM ynopeanom yray. Hexa cy yriaosu a

wig < (h, I) v B nian

A L - <X (k, I) ynopezsu y-

TJIOBH, HCTO TaKO H

yraosy o’ 4 ', H HEeKa

je «a=fun o'=p"Ilper-

b <'|a’ I10CTaBUMO, CYNPOTHO

TBphemy craBa 21, aa

yrao o' HHje MOAYZAapaH ymy «. Tama ce, mpeHOIIEILEM YIVa

o/ Ha noaymnpaBy h ca CTpaHe Ha Ko0joj sexH [, nmo6uBa noxay-

npasa [", pasnmuunta of [ Ha Taj Hauuu [’ nexu unu y yHyTpami-

HOCTH yIVIa o WIH Y YHYTPallkOCTH yraa f. ¥ cnyqa]y na ["
JIEXKH Y YHYTPaIUHOCTH YIia &, BaXKHJI0 Ou:

Xh MN<a, a=P, B A(k .
OnmaBne cienyje Ha OCHOBY TPaH3WTHBHOCTH ymopeljuBama

BesqHuMHa <X (h, [") < <X (k, "). C ppyre cTpaHe mnpema nper-
NOCTaBIH BaXXH H CTaB 14

{ (h, lll) = al, = Br’ plE { (k, lu),

a U3 TOra crexyje.

- X )= 1,

WTO NpOTHBpedH oxHocy <X (h, I") <A (k, ["). ¥ cayuajy na
[ nexu y YHYTPalllhOCTH yria {3, 10Ja3d ce A0 NOTNyHO aHa-
JOrde npoTHBPEUHOCTH. THMe je craB 21 pokasaH.

Hedununuja Yrao xoju je Behn ox CBOr ynopessHor
yraa oaH. BehH OX mnpaBoOr yria, Ha3uBa ce MyduM YIJIOM;
yrao KoOj4 je MatbH OL CBOT YNODEAHOTr YI/a, OXH. MalbH OX
NpaBoOT yrJa, Ha3dBa Ce owlipum YTJOM.

H T. Baaen (Th. Vahlen) y csojoj kmuau ,Abstrakte Geometrie®,
Leipzig 1905, crp. 242 npumehyje na je joms Jlexannp nokasao oBa) cTaB. Ann
je Jlexannp npernocTaBHO 1a yrJioBH 06pasy)y HempeKHAHH CHCTeM BeJHYHHA.
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"OcHOBHH cTaB, kOju je jom koj Eyxaupa Hrpao Baxsy
yJory, W3 KOra caeiyje HH3 BaXKHMX YHHIEHHIa, jecre CTaB O
CNOJbAllIbEM YITY.

Jedbuununuja. Yraosa < ABC, XBCA u 3XCAB xoju
npunagajy rtpoyray ABC Ha3suBajy ce yraoBHMa TOTa
TPOyraa; YIIOBH KOjH Cy YNOPEIHH OBMM YIJIOBHMAa Ha3H-
Bajy ce chomaurbum Yraosuma TPOYIJa.

CraB 22 (cTaB o cnobammeM yray). Cnobawibu
yrao Tpoyraa Behu je of cakor oj 06a mEMy HecyceaHa yraa
y Tpoyray. :

Jdoxa3s. Hexka je yrao <¢ CAD cno/bambu. yrao Tpoyraa
ABC. Heka ce tauka D opaGepe Tako Aa je AD=CB.

JlokaxuMo Hajnpe xa je <K CADsl=<x ACB. Axo 6k 6uno,
Haume, <x CAD =< ACB, T0 6u, ycien nogynapiocta AC= CA
u npeMa axcuomu llI;, Baxuno: < ACD =< CAB. W3 craBosa
14 u 19 cneposano 6u cajga JAa je yrao < ACD noaypapat

o yray woju je ynopenaun yray << ACB.

: Tama 6u, npema axcuomu III,, Tauka
ﬁ’\\' D nexana Wa npasoj CB, wTO npo-
5 ; " . THBpeud akcuomd [,. Baxu, nakie,
z % CAD=< ACB.

Ho Ttaxkohe ne moxe 6utd <X CAD < <X ACB jep Taja
6uCMO, NpeHomeweM cnobauimer yria < CAD y Tauky C
Ha CA ca oHe crpaHe Ha KOjoj Jexu B, noGunu KpaK KOjd
Ce NPOCTHPE y YHYTPaWmOCT yraa <X ACB; Taj xpak 6u mpe-
cenao nyx AB y Hekoj Tauku B'. Tama 6u y tpoyray AB'C
cnospautbn yrao << CAD 6uo noxynapan yray < ACB'. A To,
Kao LITO je rope NOKa3aHO, HHje :
moryhe. Jlakne, octaje jow camo

moryhroct: 92 CAD > ¢ ACB.
o Hcro rtako crnenyje na je
yrao KOjH je yHaKpcaH yray
<C CAD Behn on yrma < ABC,
2 U3 NOJYJapHOCTH YHAKPCHAX YIJIOBA H TPAH3UTHBHOCTH YIO-
pehuBaa BeinMuMHa yIMOBa cajia Caenyje <):CAD>4:ABC

Tume je TBpheme nornyno AOKa3aHo.
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BaxHe NOCAEHHIE H3 CTaBa O CHO/bALIBEM YTy ]ecy Ha-
penHu CTaBoObBH. : ‘
CraB 23. ¥ cBakoM Tpoyr.rly npema Behioj CTpaHH JeXH
Betin  yrao. ‘ :
Iloxas. [IpeHecuMO Mamy ‘01 ZABE)Y nocmanaHfux cTpaHa
TpPOyria OX 3ajeAHHIKOr TemeHa Ha Behy crpany. Tepheme Tana
caenyje ycaen TPaH3WTHBHOCTH Ymope-
huBaba BeJMYHHA YIVIOBA H3 CTaBOBa
11 u 12 | ] |
Cras 24. Tpoyrao ca 1Ba jeXHaKa
yraa je paBHOKDaKH.
Oga . uHBep3uja cTaBa- 11 _]ECTE Henocpezma nocnennua
craBa 23. .
Vs cTaBa 22 noGuBa ce Jlajbe Ha MPOCT HAauHH JOIyHA APY-
ror craBa NMOAYAAapHOCTH TPOYIJOBa: _
"CraB 25. Jlpa Tpoyria ABC u A'B'C' noayxapHa cy jemaH
_ ApYyroM aKo MocTojeé NOAYAapHOCTH

AB=A'B, < A=<xA'"u <C=< C.
CTaB 26. Cpaka ce IyX MOKE MPENOJIOBHTH.

ILoxkas. [Ipenecamo Ha naty Ayx AB KOX HWEHHX Kpaj-
1bHX TauaKa Ca Pa3HMX CTPaHa HCTH Yyrao « na Ha c1060JHe Kpake
1z ‘ c

A D 2

npesecumo jenuake Ayxu: AC = BD. [Nowro Tauke C u D nexe .
Ha pa3HMM CTpaHama ox AB, To nyx CD npeceua npasy AB y
HeKOoj] Tauku E.

[lpernoctaBka ma ce Tauka E mokJana ca TauykoM A HIH
B, nenocpeaHo npoTHBpedH cTaBy 22. Y3mMeMO JH Ia B JeXHK
usmehy A u E, onna 6u, npema crasy 22, 6uno:

<X ABD > <t BED > < BAC,
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IUTO MPOTHBPEYH KOHCTPyKNHHju. McTa ce nporuspeyHocT HJ0o6HBA
U3 [peTnocTaBke Ja Tauka A nexu usmehy B u E.

Haicre, npeMa crasy 4, Tauka E nexu Ha ALyxu AB. [Ipema
TOMe ¢y yraosd <L AEC u <t BED, XaO yHakpCHH YIJOBH, NO-
AyZapHH. 3aTO ce cTaB 25 MOXe IMPHMEHHTH Ha Tpoyrae AEC
u BED, a TuMe ce mo6uBa

AE = EB.

Kao nenocpenHa nocaenuua H3 cTaBoBa I/ u 26. ciaenyje
YHILEHUIla: CBAKM CE yrao MOXE TIPENnOJOBHTH. -

Ilojam mOAyZapHOCTH MOXe Ce CaJa NMPOLIMPHTH H Ha TIPO-
H3BObHE (Hrype.

HNebununuja. Axo cy rtauxe A,B,C,D,..., K,L uHa
npaBoj a ¥ tauke A',B',C',D’,..., K',L' na npaBoj a’ Taksa JABa
HM3a Tayaka na cy cBe ojrosapajyhe nyxu AB u A'B', AC u
A'C', BCu B (C,..., KL u K'L’ no pse u ase mehy co6om
noxyaapHe, OHza ce 3a 06a HH3a Tayaka Kaxe Ja cy mehyco6Ho
MOy JapHy; Taske A u A, BuB,..., L u L' HasuBajy ce
oaropapajyhHm Taukama ogyJapHux Hu30Ba iiavaxa. .

CTtas 27. Ako je ox IBajy NOAyJapHUX HH30Ba Tauaka

A, B,..., K,Ln A',B!,..., K\L' nppu Tako ypehen na Tauka
B nexn wusmehy A c jeane crpawe u C,D,..., K,L ¢ napyre
crpane, Tauyka C usmehy A,B c¢ jenne crpane w D,..., K, L ¢
Apyre crpaHe, HTA. OHJa cy. Tauke A’, B',..., K',L' Ha uHCTH
Hauud ypehene Tj. B’ nexu wusmehy A’ c jegHe crpaHe H
c,D',..., K''L' ¢ npyre ctpane, C' usmehy A’,B’ ¢ jexHe u
D's..., K', L' ¢ npyre crpane uTA.

Hdedununuja. Ma koju KOHaYyHH O6pOj Tayaka Ha3uBa Ce
guryponm; aKo cBe Tauke Te (DUrype Jexe y je/HO] PaBHH, OHIa
Ce OHa Ha3uBa PABHOM DUIYPOM. - - :

Jise ¢urype ce Ha3uBajy do4yAapHuM aKO C€ HbHXOBE TaukKe
MOTy NO JB€ H JBe LOACTHTH jeflHa IPYroj Tako Ja Cy Ha OBaj
HadHH jeJHa APYroj ZOLe/beHe NYKH M jelaH APYrOM JOJAE/beHH
YyIVIOBH — MOJYAapHH.

[Topynapue ¢urype, Kkao I1TO Ce BHIH U3 CTaBOBa /4 W 27,
HMa])y OBa CBOjCTBa: aKO TpPH Tauke HeKe (PUrype Jexe Ha jeHO]
npaBoj, ouxa he y cBakOj noaymapHoj ¢urypu oxrosapajyhe
TayKe JIeXKaTh HCTO TaKO Ha jenHo] npaBoj. Pacnopen Tauaka y
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oaroeapajyhiuM paBHHMa y OJZHOCY Ha OAroBapajyhie mpase HCTH
je y noayxapHum (urypama; TO HCTO BaXKK M 33 MODPEXAK ox-
rosapajylinx Tauaka Ha OxroBapajyhuM npaBuMa.

HajonmmuTHju cTaB 0 noAyzapHOCTH 3a paBaH H 3a npocTop
H3paxKaBa CC¢ Ha OBaj HauUuH: :

~CraB 28. Ako ¢y (A,B,C,..., L) u (A, B,C,...,L)
JBe noayjnapHe paBHe Qurype m ako P 03Ha4YaBa TauKy y DPaBHH
npse ¢urype, oujia ce y paBHu Apyre ¢urype moxe ysek Hahu
Tauka P’ 'tako ma ¢y (4,B,C,...,L,P) u (A", B, C,..., L P)
Takohe nonynapue durype. Axo (burypa 4,B,C,. L) canpxm
HajMamb€ TPH TadKe KOje He Jeme Ha jelHO] npaaoj, KOHCTPYK-
nuja Tauke P’ je camMO Ha je xaH Hauud Moryha.

Cras 29. Axo ¢y (A,B,C,...,L) n (A,B,C,...,L)
noayznapue @urype u axo P 03nauaBa NMPOH3BOJ/bHY TauKy MOXKe
ce yBek HahH Tauka P’ Tako ma cy u odwurype (4, B, C,...‘,L,P)
B (A, B’, C,..., L', P") nonynapre. Canpxu Jau ¢urypa
(A, B,C,..., L) najmame qempu ‘TayKe KOje HEe Jexe y jeAHOj
paBHH, OHIa je KOHCprKuu]a tTauke P moryha caMo Ha jegaH
HaYHH.

CraB 29 n3paxaBa BaxxaH pe3yJiTaT Jla Cy CBe NIpPOCTOpHeE
qubEHHIE TMOAYLAPHOCTH, a CAaMHM THM H CBOjCTBa KpeTama y
NpOCTOPY — ypauyHaBWH Ty ¥ rpyne axcaoma | u I — mo-
Creiuua H3 MeT TOpe MNOCTaB/hEeHHX JHHEaPHHX aKCHOMa
MONYAAPHOCTH W AKCHOMAa MOJYIADHOCTH Y PaBHH.

§ 7. I'pyna axcuoma IV: AKcMoma napanenHux

- Heka je o npousso/bHa paBaH, a NPOH3BO/bHA mNpaBa y
paBHH o K A Tauka y TOj paBHK o KOja JIeXXH BaH [paBe a.
[ToByuumMo y paBHM o NpaBy ¢ KOja MZe KpO3 Tauky A M mpe-
cella INpaBy 4, a 3aTHM y PdBHM o npaBy b Kpo3 A Taxko Ja
mpaBa ¢ npecelia npaBe a, b MOA jeQHAKHM CarJacHWM YIJIOBHMa.
Taza ce u3 cTaBa O cno/ballbeM yray (ctaB 22) Jako 3akibydyje
Jla mpaBe a H b HeMa)y HHjelHY 3ajeIHHYKY TauKy, Tj. V¥ PaBHH
o Kpo3 TayKy A BaH MpaBé @ MOXe Ce YBex noayhu npasa
KOja He mpecela npaBy d.

AxcuHoma napajeNHHX TJac:
IV(EyknungoBa akcuoma). Hexa je a idpou3Bonna
dpasa u A Mayra Ban a: Maga Hocoju y pasnu, oxapehexoj pa-
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BoMm @ u Mawwom A, Hajpuue jeana fpaBa koja dponasu kpo3 A
u He Opeceya a.

Jdedbununuja. V3 nperxogHor u Ha ocuosy aKCHOME
napanejHHX JO3HajeMO, ZIa Yy paBHH, oApehenoj ca a u A, no-
CTOjM jefHa H CaMO jeHa nmpaBa KOja MPOJa3H KPO3 TauKy
A 4 He mnpecena npaBy a; TY IpaBy Ha3WBaMO [apanenHoM lipema
a xkpos A.

Axcuoma mnapanenHux IV ucTOr je 3Hauema Ca OBHM 3aX-
TEBOM:

Ako nBe mpaBe a, b xoje Jexe y jeIHO] PpaBHH, He CEKy
Tpehy mnpaBy c HCTe paBHH, OHE ce OHZa He CeKy HH mehy
cobom.

YcrBapH, ako 6d npase a, b uMaje 3ajeAHuuKy Tauky A,
TO 64 KpoO3 Tauky A y HCTOj pPaBHH 6une Moryhe ABe npase a,
b, xoje He GH cekJe MpaBy ¢; OBa OKOJHOCT NPOTHBPEYH aKCH-
omu mnapaneanux IV. Hcro ce Tako sako mob6uBa B OGPHYTO
aKCHOMa napanesHux 1V H3 MOMEHYTOr 3aXTeBa.

Axcuoma napanenuux IV jecre axcuoma pasuu. ‘

YBohewe axcHoMe mapalenHuX 3HaTHO ynpomhaBsa oc-
HOBE M OJaKulaBa H3rpahuBame reoMeTpHie.

Axo, HawMe, N0JAMO AKCHOMAamMa MOLYIAPHOCTH AKCHOMY
napajiesHHX, OHJa JIaKO JONa3HMO IO MO3HATHX YHIbEHHLA:

CraB 3U. Axo cy aBe napanenHe mpase npecedese Tpehom
NpaBoM, OHJA Cy CarJlaCHA YI/IOBH M HaU3MEHHUHH YTIJIOBH NMOAY-
JapHW, W OGDHYTO: M3 MNOAYNAPHOCTH CallaCHHX HJIM Hau3Me-
HHYHHX YTJIOBA Cl€Ayje Aa Cy mpaBe rapasesHe.

Crap 3l. ¥rnosu Tpoyrsa yuHe 3ajefHO IBa npasBa yria.

HJedbunsuuja. Ako je M Hexa mnpou3BO/bHA Tauka y

paBHu @, OHJA Ce& YKYMHOCT CBHX OHHX Tauaka A 'y PaBHH «,
3a Koje ¢y Ayxu MA jenHa Jpyroj KOHIDYEHTHE, Ha3uBa kpy-
rom; Tauka M ce HasWBa cpeguwiie Kpyra.

Ha ocnoBy oBe medununuje naxo ce u3poie nomohy rpyna
axkcdoma III—IV nossatd cTaBOBH O Kpyry, HapO4HTO MOryhHOCT
KOHCTPYKIMj€ Kpyra Ma KpO3 KOje TpH TauKe KOje He Jiexe Ha -
jeaHoj mpaBoj, Ka0 M CTaB O MOXYJApHOCTH CBHX NepHpepPHCKHX
yraoBa Hal HCTOM TETHBOM H CTaB O ymosuma Yy TETHBHOM
HETBOPOYrAy.

1)‘ Y oaHocy Ha. MHTame YKOJHKO, OOpPHYTO, OBaj .CTaB MOXKE 3AMEHHTH
‘CHaHOMY mNapajefHuX, YHOpeNWTH npuMenbe Ha Kpajy npyre raase § 12.
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§ 8. 'pyna axcuoma V: Axcnome.nenpennnﬂbﬂn

V,(axcuomamMepemautdi ApXumMen0BaaKkCHOMa).
Aro ¢y AB u CD ma woje ase Zyxcu, .OHAQ Hoclioju Hexu' Waxas
6poj n, aa rkag ce gyx CD iapenece n idyma ox A jeano 3a
apyrum o bDoayipaBoj koja fponrasu kpo3 Mauky B idpenasu ce
@pero Wavire B. -

V, (axcuoma sauHeapHe notnyHnoctu) Cucllen
mauaxa Herxe OpaBe ca CBOjuM peaayujama pacliopesa U KOHrpy-
eHyuje He Modice ce Maxo Hpowupuiliy, Aa ocliany ouyBaHe peia-
yuje roje Hocoje usmehy Hpellix0ZHUX eReMeHAllA KAO U OCHOBHe
oco6une nuHeapror pacliopeia u KoHrpyewyuje koje Gpouciiudy u3
axcuoma I-1Il, u arwcuome V,.

[Tox ocHOBHHM O0COGHHaMa ce Da3ymejy OHe y aKCHOMaMma
I, u y craBy 5 dopmynucane 0CO6HHE pPacnopena Kao W OHe
y axcuomema Il dopmyancare ocobune MOAYAapHOCTH MOpern
jeIHO3HAaYHOCTH npeHomema Ayxu.) IUTQ ce THIE OHHX OCO6HHA
CHCTEMa TayaKa HeKa NpaBe KOje 3axXTeBajy akcHOMa I H cTas 3
(mokasar y3 nomoh akcuome II,), ocraje mpBa, na Ha npaBoj
WMa 6ap JABe TauyKe, NPH CBAaKOM npomupemy cama no cebu
ouyBaHa, a ApYyra, Ia 3a ABe TauKe NPaBe yBEK NOCTOjH TauKa
KOja JiexH H3Mehy mHX, nocjeanua je HeMOryhHOCTH NMPOUIKHpeha
CHCTEMa Tauaxa HEKe npase.

Jla akCHOMa NOTHYHOCTH O6yX€ HCNyHheEHa,
6MTHO je YyCJI0BJ/EHO THMe WITO Ce y BLOj, Mehy
aKcHOMaMa 4YHje Ce OApXame 3aXTeBa, CaApXH
ApXxHMeLOBa aKCHOMa. YCTBapH MOXE Ce NOKAa3aTH: HEKOM
CHCTEMY Tauyaka Ha NpaBoOj, KOjH 3aJ0BO/baBa Majlouac HabpojaHe
aKCHOME H CTaBOBE pacrnopela ¥ KOHFpYeHILIHje, MOXe Ce YBeK
JOJAaTH JOIN Tayaka Ha Taj HauyWH, Ja Yy OBAaKO MPOIIHPEHOM
CHCTEMY IMOMEHYTE aKCHOMe Takohe Baxe; TO 3HaYH, aKCHOMa
MOTNYHOCTH, Y KOjOj 6M ce 3axTeBallo caMO OJApXKambe NoMe-
HYTHX aKCHOMa W CTaBOBa, alH He M ADXMMEJOBa HJH H0j OArO-
papajyha akcuOMa, YK/by4uBaJa 6H NMPOTHBPEUHOCT.

O6e akCHOME HENPEKHAHOCTH Cy JuUHeapHe aKCHOME.

¥YrnaBHOM M3 JHHEapHE aKCHOME NOTNYHOCTH JO-
GuBajy ce OBE ONIUTH|e YHI-CHHUIE:

1) Tayno w3aBajake YCA0BA koje oBle TpeGa 3axTeBAaTH 34 -IHHEADHH
pacnopen H kOHrpyeHuujy musepwuo je P. Baxman (F. Bachmann) y Besn ca
dopmynauujoM akcHoMe V, y CEIMOM H3lamy.
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Crap 32 (ctaB 0 moTnyHocTH).!) Enemedru reome-
tpuje (Tj. Tauke, mpaBe M PaBHH) 0Opa3syjy CHCTeM, KOjH, Kal
ce 3afpxe aKCHOMe Be3e, pacnopeia K KOHrpyeduuje ¥ ApXH-
MeJ0Ba aKCHOMa, a MOrOTOBY KaJ Ce 3ajipXe CBe aKCHOMe, He
IONYyLITA BHIIE HHKAKBO MPOLIMPEHe nomohy Tauaxa, npaBuX H
paBHH.?

Joxka3. EneMeHTe kOju MOCTOje mpe NpOIIMpEHa Ha3Ba-
HeMO CTap UM eJeMEeHTHMa, a OHe eJeMEHTe KOjH Cé npH Mnpo-
wHpewy A0Jajy Ha3paheMO HOBHM enemesTHMa. [Ipermocraska
HOBHX €JieMeHaTa HernocpeJHO BOJH MPETNOCTaBLH HOBe Tauke N.

Ipema axcuomu Iy mocroje yeTupu crape Tauke A, B, C,D
Koje HHCY y jexmunoj paBHd. O3sHake ce MOry TakO H3a6paTu 1a
tTauke A, B, N He jexe Ha jennoj npasoj. O6e paBun ABN u
ACD, pasnuuuTe jefHa OX Ipyre, Hma)y, NpemMa akCHOMH Iy,
OCHM 3aje[HHUKE Tayke A jOII M 3aje {HHUKY Tauky E. Tauka E
He JiexH Ha npasBoj AB, jep 6u WHaye TauKa B Jexala y paBHH
ACD. Y cnydajy na je E HOBa Tauka, OHJa y cTapoj paBHH ACD
JeXH HOBa Tauka E; y ciayd4ajy nmak ZAa je E cTapa Tauka, HOBa
Tayka N JlexXH y crapoj paBHH, Haume y paBHM ABE. Y CBakoM
cnyudajy, JaKje, HOBA TauKa JIeXXH y CTapOj DABHH.

_ ¥ crapoj paBHH noctoju crapu Tpoyrao FGH, a Ba LymH
FG crapa Tauka /. AKO CIOjEMO HOBY Tadky L

: H L
ca Taukom /, tama he ce, nmpema akcuomu lI,,
npase IL'w FH. wuma npase IL uw GH cehn y
Taukd K, akO HOBa Tauka L HE Jexd Ha NpaBoOj
[H. ¥ cnyuajy ma je K HOBa Tauka, TO HOBA , P

Tauka K nexH Ha cTapoj npaBoj FH wiu GH; y cany-

yajy nak jna je K crapa Tauka, OHJa HOBa Tauka L JeXH Ha CTapoj
npaBoj /K. OTyjAa cBe.TpPH MPETNOCTAaBKE NPOTHBpEYE aKCHOMH
JuHeapHe MOTNyHOCTH. [IpemMa TOMe, Tpe6a OAGaUHUTH NPETHO-
CTaBKY h.B€ TauKe Y CTapOj paBHH H THMe yomwuTe mperno-
CTaBKY HOBHX €JIEMEHATa.

'CTaB O MOTNYHOCTH MOXe Ce jour OmTpHje HOpMy.aHCaTH;
3aJpiKaBatbe HEKHX Y IbeMy NOMEHYTHX aKCHOMa He Mopa ce
6€e3yCcI0BHO 3ax'reaaw A/H GHTHO 3a HECOBO BaXeme jecTe Aa
je mehy axcuomama yHje ce oxpKamwe y BHEMY 3axTeBa CafpiKaHa

1) [puMen6a 1a je NHMHeapHa aKCHOMA NOTNYHOCTH MOBO/JbHA MOTHYEe Of
. Bepuajca (P. Bernays). ,
-2) OBaj nocyenmH HCKas je GHO y PaHH]UM H3JalbUMA NOCTAB/bEH K0 AKCHOMA
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akcuoma [,. YcTBapn, Moxe ce OBO INOKa3aTH: CHCTEMY eleme-
HaTa KOJH 3aJ0BO/baBajy axcuome -V, Moike ce yBek HOJaTH
joI Tauaka, NPaBMX W PABHH TaKO 43 y HPOIUMPEHOM 'CHCTEMY
Baxe MCTe aKcHome, H3y3uMajyhu axcuomy I, ; TO 3Haum, cTaB
NOTHYHOCTH y KOMe He Gu Ouaa caipikaHa akCHOMa I, WIH 10j
€KBHBaJEHTHa aKCHOMa, YK/bY4HBaO 6H y ce6e MPOTHBPEYHOCT,

AxcHoMa NOTNYHOCTH HHje MOCAETHIa ADXH-
MenOBe aKCHOME. YCTBapH, CaMO ADXHMeIOBa aKCHOMa y3
nomoh akcmoma I-IV HHje ZOBOBHA Ja JOKaxe Ja je Hawa
reoMeTpHja HIEHTHYHA ca OGHUHOM aHATHTHUKOM JIeKapTOBOM
(R. Descartes) reomerpujom (yn. § 9 u § 12). Hanporus, noxa-
'BamEM aKCHOME NOTIYHOCTH — Maja O0Ba aKCHOMAa HE CAIPKH
HHKaKaB HCKa3 O INOjMy KOHBepreHuuie — , ycneBa HaM Ja -
' IOKAa)XKEMO €r3HCTEHIH]y TpaHHIlesKOja oAroeapa Jlelexus10BOM
(Dedekind) npecexy u Boamanos (B. Bolzano) craB o mocro-
jamy Tadaka 3ryIumhaBamba, UYHME CE TaJa Halla TeOMeTpHja moka-
3yje Kao HACHTHYHA JIeKapTOBO] reOMeTPHjHU.

[Tomohy nperxoznor pasmaTpama 3aXT€B HENPEKHIHOCTH
je pa3noxen Ha IBa GMTHO Da3/MuMTa JeNa, HauMe Ha Apxume-
JIOBY aKCHOMY KOja WMa yJ/Ory 1a NPHIPEMH 33aXTeB HENpPeKHI-
HOCTH, H Ha aKCHOMY IMOTNYHOCTH KOja je 3aBDIUHH 9JaH
meJaor CHCTeMa akCHoma.V

Y cnemehuM HCnuTHBakMMa YIAaBHOM HeMO ce OC/HOHHTH
caM0 Ha APXMMENOBY aKCHOMY M yommTe HehHeMO NpPeTHOCTaB-
/baTH aKCHOMY MNOTNYHOCTH,

1) Heka ce ynopene takohe npumen6e ma xpaly § 17, kao u Moje npena-
Bame O nojMy 6poja, Berichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1900,
— Ilpn HCOHTHBABY CTABA O JeNHAKOCTH Yra0Ba HA OCHOBHUH PABHOKPAKOr
'rpoyrna nohu heuo RO nBE nasbe aKCHOME HENPEKHAHOCTH; ym. goaatak Il oBe
KipHre, kao B Moly pacnpasy ,Uber den Satz von der Gleichheit der Basis-
winkel im gleichschenkligen Dreieck®, Proceedings of the London Mathe-
matical Soclety kw, XXXV, 1903,

Kao ncTpaxuBama o akcuoMama HenpeKHIHOCTH KOJa Ce Ha OBO HALO-
Be3yly, nomenyhemo Hanp.: R. Bald us ,Zur Axiomatik der Geometrie* I-liI,
I y Math. Ann. 100. 321333 (1928); 1l y Atti d. Congr. int. d. Mat. Bologna
1928, IV (1931); Il y Sitzber. d. Heidelberger Akad. Wiss, 1930, 5ma pacaop.
A.Schmidt ,Die Stetigkeit in der absoluten Geometrie® Ibid. 1931, 5Ta
pacnp. P. Bernays ,Betrachtungen iiber das Vollstindigkeitsaxiom und
verwandte Axiome* Math. Zeltschr. 63, 219—292 (1935).



Jpyra rnaasa

HenpoTuBpedHOCT U ysajaMHa HE3aBHCHOCT
aKcuoma :

§ 9. HenpoTHBpeyHOCT aKcHOMA

AxcuoMe OHHX MeT rpyna, NOCTaB/bEHHX y NPBOM OHEIbKY
He "MpOTHBpede jexHa APYroj, Tj. U3 IHX ce noMohy JOTHUKHX
3aK/bydaKa He MOXKE H3BECTH HEKa 4YHILEHMOA Koja 6H NMpOTHB-
peussa jelHOj OJ NMOCTaB/bEHHX aKCcHOMa. [la 6HCMO ce yBepHIH
y Tto, o6pasosatieM0 0] peanrHux 6pojeBa CHCTEM CTBAPU Y KOMeE
hie 6uTH 3a10BObEHE CBE AaKCHOME THX MET rpyna.

[Tocmarpajmo mHajupe nmoapydje Q CBHX OHHX anre6apc1mx
6pojesa Koju ce mo6ueajy ako ce mnohe ox 6poja 1 W KOHayaH
6poj nyra npdMeHe 4YETHPH pPadyHCKE omnepauuje: cabupame,
OLy3uMaibe, MHOMEIe, Ne/bemhe H IeTa Olepaltuja |er2|, rie
w Tpe6a yBeK Ja O3HauaBa 6pOj KOjH je paHHje mocTao nomohy
MOMEHYTHX MET Olepanyja. ‘

I[lap 6pojesa (x,y) moapydja Q cmarpahiemo ka0 Tauky, a
pa3mepe (z:v:w) Ma koja Tpu 6poja mozpyuja Q, y cayudajy ja u
H V HACY 06a HyJaa, Kao MOpaBy; Ha/ke, HEKa MOCTOjame jel-
HauHHe '

ux+vy+w=0

u3paxkaBa Ja Tauka (x,y) Jexu Ha npasoj (u:v:w); Taja Cy,
IITO ¢€ JaKo BuIH, akcHoMme [ g H IV 3zamosomene. BpojeBu
noapydja Q cy cBH peansy; y3umajyhu y o63up ma ce TH 6po-
jeBH MOry pacnopeiuTH InpeMa CBOjHM BEJHYHHAMA, MOXKEMO
' JIaKO YCTaHOBHTH TaKBe MNOCTaBKE 3a Halle TaykKe H IpaBe Ja
Baxke W cse akcuome II pacnopena.- YcrBapu, ako c¢y (x;, i),
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(x2, ¥2), (xs, y3),... Ma Koje Tauke Ha mpaBoj, TO he OBO
6uTu HbHX0a MOpeNak Ha NpaBOj, aKO OpPOjaBH X;, X,, Xg,.--
HIH Yy, Vs, Yg,... Y OBOM IODETKY HJIM CTalHO ONajxajy

HIH CTaJHO pacTy; JHAabe, HKa O 3ax-

TeB aKkcHome [I, 6HO HcnymeHd, no-

TPEGHO j€é caMO YCTaHOBHTH JIa CBE Tauke

(x, y), 3a xoje je ux+vy+w Mame HIH
y)  petie om 0, mexe Ha jefHO] OXH. Ha
Apyroj crpadd npase (u:v:w). Jlako ce
MOXKEMO YBEDHTH Ja Ce OBa [OCTaBKa
ClaXke ca MPeTXOZHOM MOCTaBKOM KOja oApeljyje mopenak Tadaka
Ha mpaBoj.

()

Cla,b)

Ofon) E:’//,o)

[penowerme nyxu u yraosa H3BOIH Ce npema MO3HATHM
MeTOZaMa aHaJIWTHUKe reomerpuije. TpaHchopMamu)a 06auKa

x'=x+a,
y=y+b

Jlaje mapajie/lHO MOMepawme AYXH H YIVIOBa, a TpaHcepmauuja
o6.1HKa

x'=x

==y
Jaje oraenawe Ha mpaBoj y=0. [labe, ako ce Tauka (0,0) o3naun
ca 0, tauxa (1,0) ca £ u nmpousBobHa Tauka (a,b) ca C, Tama
H3 TIpO43BO/bHE Tauke (X, y} Tauka (x', ') npou3uaasH OGpTameM
3a yrao < COE, ako je O craJHa Tauka oO6pTamba, [PH 4YEMY
Tpe6a CTaBUTH

x'= _a' X _b y
Va2 + 2 Va%+ b2

=Xt —
Vao? + bt Va* + b‘y

josw-o\1+ (5

Takohe npumama noapydjy , OHZa NpH HAWHM I[OCTaBKaMa
Ba)ke M akcHOMe KoHrpyenuuje Ill,., u ounraexHO je 3am0BO/bEHA
KakO aKCHOMa nozynaapHoctH Tpoyrjosa Ill;, Taxo u Apxume-

[Towto 6poj
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noBa akcioMa V,;. AxkcHoMa nNOTnyHOCTH V, HHje 3aJ0BO-
JbeHa. ‘ ‘

CBaka NpPOTUBPEYHOCT Yy NOCIEAHNAMAa H3 JAMHEAPHHX aKCH-
oMa ¥ akcuoMa paBhH [-IV, V, Mopana 6u Cé CaMHM THM MoOja-
BHTH M Y apHTMETHUH moipyuja Q.Y

OpmabepeMO /M y ropmeM H3JNaraky yMecTo noipydja Q
noxpyyje CBHX peanHux GpojeBa, KOGHheMO OGHYHY paBHY
JlexaproBy reomerpsjy. Ila je y 0BOj mociemm0j 3aL0BOJbEHa,
ocuM akcHoma I,, II, Il u V,, u axcuoma nornysocry, noéyﬂaje
ce Ha OBaj HagWAH: .

Y JlexkapToBOj reOMeTpHjH Ce CaMO Ha OCHOBM JAe(HHHLIH]a
pacrnopena ¥ NOAYJAPHOCTH AYXH MOXE 3aK/bYYHTH: CBaKa LYHK
ce MOXE NOJEJTHTH Ha NPOH3BOJbaH 6pOj n NOJLYyDapHHUX [eN0Ba,
H aKo je Ayx AB Mawma oI Ayxu AC, OHZA je W N-TH Xe0 of
AB mamwu ox n-tor mena ong AC,

[lpernocraBumMO caja Ja NOCTOjH MNpaBa g, Ha KOjy Ce,
HACyNPOT aKCHOMM MOTIYHOCTH, MOXe JOJaTH jOIl TauaKa AaToj
‘TEOMETDHjH, a Jla C€ NPH TOME Ha IIPaBOj g He HapYIIH Baxeme
akcuoma Il g, Ill;, V,, cTaBa 5 uin jeJHO3HAYHOCTH NpeHOLIEeHa
nyxu (cTp. 28). Heka jemna onx matux Tawaka 6yne N. Tauxa N
Iend NpaBy g y IBE NOAYNpaBe, OX KOjUX CBaka, mpema ApXH-
MEJ0BOj aKCHOMH, CaJpXH H TaKBE TayKe KOje mOCTOje mpe mpo-
IMHpPea; OBe NocaeAme HeMo HasBaTH CTapH M TauKama. [laxae.
taika N pasmesbyje CTape Tauke NpaBeé g Ha JBe MOJYIpaBe.
Y3MeMO JH MpPaBy g NPETCTAB/bEHY Y MapaMeTapcKOM OGJHKY

x=mt+n,
_ y=pt+gq,
y K0joj mapameTap f jom npe npomupera nomohy N ysuma cBe
peajHe BPENHOCTH, OHJa fie mojesa H3BeAEeHa TadkoM N mpy-
KHTH JIeNeKHHIOB 1npecek OBHX BpenHocTH. Kao mTo je mos-
HATO, 33 TaKaB IpPECeK BaXH: HJIH 0NpBa Kiaca ojpehena mno-
Moy mera HMa nocleNibH eJ1eMeHaT, WIH -Jpyra Kjaca Hma
npea eneMmeHaT. Heka na mpaBoj g OBOM €JN€MEHTY OAroBapa
tauka A. Tama uamehy A u N He JexH HHjeJHa CTapa TaykKa.

1) ¥V onHOCY Ha MHTAHE HENPOTHBPEYHOCTH APHTMETHYKMX AKCHOMA HEKa
ce ynmopenm Moje npenasame o mojMy 6poja: Berichte der Deutschen Mathe-
matiker-Verelnigung, 1900, kao H moje mpepasame ,Mathematische Probleme®,

ONpXKaHO Ha umepﬂauuouanﬂom konrpecy MarteMatnuapa 1900, Hapoqmo npo-
GaeM 6p 2 (Gdttlnger Nachr. 1900)

Ockosn reomeTpuje - . 3
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Hanpotus, nocroj¥ Taksa cTapa Tauka B, ma N Jaexu _né-
mely A ®.B. Jlabe, npema ADXHMENOBO] AKCHOMH, NOCTOjH
MHo'mTBQ TadaKa, Hanp. n—1 pasnuauTux Tauaxa N, C,, C,,...,
Cny D, Taxo ga cy n gyxu AN,NC,, C;Cy,..., Cpy D jenna
Apyroj moxyjapHe u jxa Tauka B gexu usmely A u D. Tloge-
JEMO Tajfila AyX AB Ha n NOLYyJAapHHX AenoBa. CBe NeOHe Tauke
cy crape Tauke; Heka je W OHa opx THx Tauaka Koja je Haj-
6auxa Tauxkd A. Us HalMoOYeTKy OBOr JOKa3a HaBeIECHHUX JHHe-

apHHX 3aXTeBa O pacno-
g WX & & @=Z P pexy W KOHIpyeHUHUjH

npouctaue naje nyx AW
Mama of AN, iep je AB wmamwa on AD. Jlakue, crapa Tauka W
nexn usmely A u N. [Ipema Tome, mpeTnocraBKa Jia C€ Ha mnpa-
BOj g MOxe jojaTd Tadka N, He HapyllaBajyh# npu TOMe Ba-
Keme JHHeapHHX aKCHOMa, AOBeJNa je JO NMPOTHBPEUHOCTH.

Jakne, y paBuoj JleKapTOBOj TeOMETDHjH Baxe CBe JHHe-
apHe aKCHOME H aKchoMe paBHH [—V. .

AHanOrHa pa3maTpawa y NPOCTOPHO] TeOMETPH]H HE NpeT-
CTaBJbajy HHKaKBY Tewixohy.

CBaka MPOTHBPEYHOCT y MOCJAEZHIaMa W3 akCcHOMa [—V Mo-
pana 6W, nmpemMa TOME, Ja Ce€ MNOjaBH H y APHTMETHLM CHCTEMa
peanuux 6pojesa.

Kao mTo ce BHIMW, MOCTOjH GECKOHAYHO MHOCO I'eOMEeTpHia
y xojuma Baxe akcuome I-IV, V,, a camo  jenHa reomeTpuja,
Haume JlexkapToBa reomeTpuja, y K0jOj y HCTO BpeMe BaXH H
aKCHOMa MOTNYHOCTH V,.

§ 10. HesaBHCHOCT aKcHoMe napaljieJHUX
(He-eyxnupacka reomeTpuja)®’

[lowTo CMO YTBPAM/IA HENPOTHBPEUHOCT aKCHOMa, O], HHTe- .
peca je HCOHTaTH Ja Jik CY CBe OHE He3aBHCHE {eXHa OX JpYyre.
YcTBapr ce mokasyje ha ce HHjemaH GHTHH CaCTaBHH JeO mnome-

1)¥ocTanoM 1a ce A3KO NMOKA3ATH: Y TeoMeTpHjH, ¥ Kojo] cy sanoBo/beHe
akcnome I-11]1 u ApxuMenoBa akcHoma V., HCKA3 O AKCHOMH NAapaieaHHX HAH
He BaxM HM 33 jefaH CHCTEM KOJH Ce CacTOjH K3 mnpaBe g H Tayke A Koja
HHje Ha WCTOj NMPABOj HAW NaK BAXKH 33 CBAKH T4xaB cucTeM; yn. P. Baanyc
(R. Baldus), Nichteuklidische Geometrie, Berlin 1927, ‘
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HYTHX Tpyna aKCHOMa He MOXe H3BecTH nomohy JOrsakor
3aK/bYUHBalba H3 NMPETXOJHHX TPyna akCHOMa.

Hajnpe, wTo ce THue nojemuHux akcuoma rpyma I, II u Il
JaKO je [NOKa3aTH 1a AaKCHOME jelHe M HCTe rpyne y GHTHOMe
He 3aBHCE jexHa O Apyre.

Axcuome rpyna | u Il npH Hamem H3narawy ysere cy 3a
OCHOBY OCTaJHX aKCHOMa, TaKO Ja Cé CaMO pajd O TOMe Ja ce
JOKaXe He3aBHCHOCT CBake of Trpyna akcuoma III, IV, V oxn
OCTaJHX.

AxcuoMa napasnenusx |V HesaBuCHA je O] OCTaJHX aKCHOMa:
TO Ce Ha MO3HATH HAauMH HAjIPOCTHje OBAaKO MOKa3yje: Kao eie-
MEHTe NPOCTOPHE reoMeTpHje 0JabepHMO Tauke, MpaBe H PaBHH
o6uune ([lexapToBe) reomMeTpuje KOHCTpyHcaHe y § 9 yKOaHKO
Jexxe y VHYTPalllbOCTH HEKe CTalHe JONTe, a MOXYNaPHOCTH
oBe reomeTprje XedHHHIIMMO TaKBHM JHHEapDHMUM TpaHchOpMa-
ndjama OGHUHE TEeOMETpPHje KOje CTaaHy JonTy TpaHcOpMHmy
camy y cefe. Y3umajyhH nojecHe mnocTaBKe JNO3HajeMO Ja y
OBOj ,He-eyKAuACKOj” reomelipuju Baxke CBE aKCHOME H3Yy3€B Ey-
kaagose akcuoMme IV; a momwro je moryhHocT o6uuHe reome-
Tpuje NOKasaHa y § 9, oTyma crenyje u Moryhﬂocr He-CyKJIHJ -
CKe TeoMeTpHje.

O sapouuTOr HHTEpeca Cy CTAaBOBH KOjH BaXKe HE3aBHCHO
OX aKCHOME MNapaJEeJIHUX, Tj. KOjH Cy 3aJOBO/bEHH KAKO Y nyJm-
IOBO] TaKO0 H Yy HE-€YKIWACKO] reOMETpPHjd.
Kao wajBaxHu]e npumepe 3a OB€ CTaBOBE HaBe-
mhemo o6a Jlexanzposa (Legendre) craBa, ox
KOjuX NPBH ~dXTE€Ba 3a CBO] JOKa3, OCHM aKCH-
oma | mo Ill, ¥ ApxumenoBy axcuomy V,. Pas-
MOTPHMO NPETXOJHO HEKOJHKO NOMOLHHX CTa-
BOBa. ‘

Crtas 33. Heka je IaT NpaBOYIVIH TPOY-
rao OPZ ca npasaM yriaom kox P. Heka ce Ha
nyxn PZ manase xpe Tauke X, Y Tako na je
X X0Y=< YOZ.

z

'Ta'zla je
XY < XZ.
Pagn nmoxasa npeﬂecuMo ayx OX on rtauxke O Ha
npaBy OZ
oX=0X'.
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" Wa craBoBa 22 u 23 caenyje ma Tauka X' Jexd Ha NyxH OZ,
a nomohy craBa 22 u. akcuome Ill; nobusa ce:

CIXZY<ZOYX=SOYX'< X YXZ
Onnoc < X'ZY < < YX'Z, npema ctaBoBuMa 12 u ‘23!' JAOBOLH
can, 1o TBphetba.

CraB 34. Ma 3a KO]a iBa yma @ H € MOXe Ce YBeK
Hahu TaxaB nmpupoxuH 6poj r Aa Oyne

* < &
or
oL . ' .
[lpu ToMe > O3HauaBa yrao noOHBEH noMohy mnoJOB/bema
. N r -

yraa o fIOHOB/bEHOr r NyTa.
Jloxa3s. Heka cy nara nBa yraa « u e. [lonoBmeme yria
MOJKE Ce H3BECTH Ha OCHOBH [IPETNOCTAB/bEHHX AKCHOMA (B. CTP.25).

[TocmaTpajmo owTap yrao %. ¥y cnyqéjy najeg— <, TBpheme
- craBa 34 moka3yje ce TauHo 3a r=2. ¥ caydajy nak ma je g > €

. a
oHjaa u3 Heke Tadke C jeHOr Kpaka yrna—2~ CIYCTHMO Ha JAPYIH

beroB Kpak HOpMany KkoOja mpecenma OBaj Kpak y Hekoj Tauku B.

o
- Teme yma—z—osﬂaqumo ca A. [lpesecumo yrao e Ha kpak ABy

YHYTPAWbOCT yria <X BAC_=% ; Taga he c1OGOZHH KpaK KOH-

"CTPYHCAHOT YIVIa, HA OCHOBY MpETHOCTaB/beHe HejeJHaduHe, mpe-
cenaTd Ayx BC y nexkoj Tauku D (ym. ctp. 13). Apxumenosa
akcuoMa V, CBOXM ce Ha TBpheme na NMOCTOJH TakaB NIPHPOJHH
6poj n, ma je

n-BD > BC.

[NpenehemMo yrao e cam n-nyta, ¥ TO CBakMH NyT Ha CJO-
60IHM KpaK Ca CHO/balllleé CTpaHe.

Mo2xe HaCTynuTH Caydaj Aa CJIOGOAHH KpaK yria JO6HBEH
HajKaCHHje MPH n-TOM INPEHOLIEHhY, MOXJAA MPH mM-TOM MPEHO-
ulewy, Kao NpBH He npecena Buie noaynpasy BC. [Tomito npet-
XONHH cNOOOJHH KpaK jOIl npecena OBy MOJymNpaBy, yrao
(m—1) e je omrap. OTyna ce nako no6uBa Ja YHYTPalWbHOCT
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yraa me KOHCTPYHCAHOT noOMOhYy m-CTPYKOr NPEHOILEHba, JeXH
y OHO] monypaBHH OX AB, koja campxu Tauky C, @ Jabe, Ha

ce nonynpasa AC npocTHpe y YHYTPalIKLOCTH ra
yriaa me, Tj. BAXH /
-4
m-g>—.
72

Y apyrom cayuajy cBak4 yrao e, KOGH-
BeH MPH n-TOCTPYKOM NpEHOIIeRY, HCema Ha
nonynpasoj -BC nxyx, KOja je, mpema CTaBy
33, Beha ox ayxu BD miu moj jexnaxa. He-
Ka n-TH cno60xHM Kpak npecena BC y Tauku
E. 36up BE ox n 1yH, HCEYEHHX Ha MOMYy- _
npasoj BC, Behu je ox n-BD, naxie Tum npe Betin ox BC. OTyxa
crenyje

' o
ne>—,
ez

Hexa je 3a m omu. n npuponuu 6poj r Tako oxpeher na
je m<< 2! ogn. n <2l O3HauuMO yrao me OIH. Nne Ca .
11

o

o
Yrnoeu "o MOTY ceé KOHCTpyHcaTH. M3 wmoryhHocTu ymo-

pehuBaba Be/MuMHa yIi0OBa AOGHBAa Ce JaKO, Ja C jelHE CTpaHe
U3 HejeIHauuBe 27! > m caepyje HejeAHauMHa 5}1—' < L € ac
. : ‘ 2 m ‘

Ipyre CTpaHe H3 HejelHaduHe p.>% cienyje HejeAHauHHa

o .
;‘__1>2—. Crora Ha OCHOBY.TDaH3HTHBHOCTH ynopehusatba BesH-
r- r. . . ! .
anna (ctp. 21) Baxu
o
— €.
2f‘<

- Tlomohy craBa 34 Moxe ce HOKa3aTd - NPBH JIexaHIPOB.
cTaB. ‘ :
Crtas 35 (npBu Jlexanxpos crtaB). 36Hp yraosa
'Tp‘oyma je Mamu OX nIBa mpaBa WM jelHaK ca JBa NpaBa yrvia.

Jloxas. O3HauuMO Ma KOjH OJ TPH yIVIa JaTOr TPOYIia
ca <t A=a; Apyra JIBa O3Ha4WMO ca <t B =f§, 9t C = v TaKo
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Ja Baxku B < v. [Ipema craBy 26 nyx BC uma Tauky D Koja
je nonoBu. INpoxyxumo Ky AD 3a meHy CONCTBEHY LyXKHHY
» Hpexo tauke D no rauke E. Ha
OCHOBY IHOAYIapHOCTH YHaKpC-
HHX yraosa (ctp. 17), akcaoma
[II; ce moxe mpUMEHUTH HA TPO:
yrae ADC u EDB u neduHu-
myhtn BHa OCHOBY cTaBa 15 Ha
O4uriefaH Hauud 36up Yr/OBa, 1106i{BaM0 3a yrjose o, §, v’
Tpoyriaa ABE penansje '

@4 y'=0, =Bty
Ipema Tome, Tpoyrao ABE HMa HCTH 3GHD Yr/I0Ba Kao u
Tpoyrao ABC. ‘
K3 nejexnauude § <<y H3BOJAM C€ JaKO, NpeMa CTaBOBHMA
23 u 12, na je

%
a<y', a oxarie a’ég

3a cBaky Tpoyrao ABC M Ma KOjU HEros yrao o MOXe
ce yBek Hahu Tpoyrao ca HCTMM 36HPOM YrJa0Ba, y KOMe je

. [+4 . o
jenan yrao-mawu 0115 HIM jeJHaK cag, M 33TO Ce MOjKe, aKo
je ocHM Tora JAaT NPHPOOHH O6poj r, HahH TPOYrao ca HCTHM

. . : ) o .
36UpOM yrJOBa, y KOMEe je jeflad O YIJIOBa Matbu 0115— HJIK jen-
r

o
HaK ca —.

or

[TpernoctaBuMo cal Aa je, HecynpoT Tephewy mnpsor Jle-
KaHAPOBOT CTaBa, 36Hp yI/OBa IaTor Tpoyria Behn OX JBa
npasa. .

M3 crasa 22 caenyje ma je 36dp ABa yria TPOYria MamH
oI ABa npaBa. 36up yraoBa HaTOr TpPOyraa MOXE Ce CTOora
NPETCTaBUTH Y OGJHKY

a+B+y=2p+e,

TZe € O3HaYaBa Ma KOJ4 yrao, a p npas yrao. [Ipema craBy 34,
MOXe Ce ONPeNuTH NPHPOAHH 6poj r Tako, Ja Gyne

1<e
or -7
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KoHCTpyHIIHMO caj Ha MOKa3aHd HAauyuH TPOYrao ca Yrio-
BuMa o¥, §*, Y* KOjH 3a10BO/baBajy penalHje:

w4 BEHYE = 2 +e, a*§25r<e.

Y oBom Tpoyray je
B+ v* > 2p,
wTo npoTuBpedr craBy 22. Tume je HOkasaH npeH JIeaHApOB
CcTas. ,

Cras 36. Ako uerBopoyrao ABCD uma kom A u B npase
yrJI0BEe W aKO Cy y HeMy OCHM TOra CynpoTHe cTpaHa AD u
BC noaynmapue, ouna cy yrmoBd << C u <CD jemaH APYrom
noxynapuu. [lame, HOpMana, MOAMCHYTa y CpPEAUHH M Lyxd
AB, npecena cynpotny ctpaiy CD y Ttauku N Tako na cy
werBopoyrad AMND u BMNC noxynapu.

Hdoxas. Hopmana, momurnyra y Tauku M Ha AB, Jexu,
KaKO TO ciaenyje u3 craBoBa 21 u 22, y yHYTpalIOCTH Yyraa
<< DMC u crora, mpema jeZHOM OJ CTaBOBa NOMEHYTHX Ha
ctp. 13, npecena ,u,yxc CD y rtaukn N. U3 craBoBa 12, 21 u
15 caenyje na cy tpoyrau MAD w MBC na crora ¥ TPOYIiH
MDN w MCN nopypapuu. VI3 oBux noaymapHoctd ce momohy
craBa 15 no6usa

<X BCN =< ADN.
Haxne, serBopoyrau AMND u BMNC cy nopynapHH.

‘'Crap 37. Ako ¢y y : p N ¢
gersopoyriy ABCD cBa ‘

YeTHPH YyIJa 1NpaBa, OHJA
HopMana EF cHnyiTeHa us
nexe tauke E mpase CD Ha

CynpoTHY CcTpaHy AB croju : . A — yy 3
HOpManHoO ¥ Ha CD. . 4
£ Y E ¢ : £
. Il oxas. YBenuMQ PN A —
1ojam oriaefiaka Ha 0paBoj T e :

a Ha OBaj HauMH: aKO Ma H3
Koje , Tauke P CnycTeMo
HOpMally Ma Ha KOy InpaBy
a H aKO Ty HOpMaly NPOJLYXHMO 3a }beﬁy concmeﬂy Ly KHHY
HPEKO MOJHOXKHE Tauke .JO P', OHga ce Tadka P' Ha3éBa OrJe-
HaJNCKOM CIHKOM Tadke P.

DD MA
F A ROA

S5
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Oraennumo ayx EF na AD u BC. Oraenancke -cauke EF,
u E,F, cy, mTO NpOHMCTHYE M3 JADYror Jeaa crasa 36, momy-
napre Ayxu EF. Tauxe F, u F,, HCTO KaO u Tauka F, Jexe Ha
AB; Ttauke E, W E,, HCTO KaoO H Tauka E, nexe Ha CD. [Iper-
IIOCTaBKe NPBOT Iejia CTaBa 36 cy TauHe 3a uerBopoyrie EFFE,,
EFF,E, u E F,F,E,, a ogaTie ciaeiyje jeXHAKOCT HETHDH yrJa
ca TeMeHHMa y Taukama E,E;,E,. Ilpema Tome kozx jenne ox
OBHX Tauyaka HaCTajy JBa JeIHaKa ymnopeiHa yria (y Tropwoj
¢urypu xoxn Tauke E,); Tj. Ta 9eTHpH jelHaKa yrJia Cy IpaBa.

Cras 38. AKO Cy Ma y KOM YeTBOPOYIIy CBH YIVIOBH
TIpaBH, OHJA j€ Yy CBAKOM '-ITTBOpoyPJIy ca TpH npaBa yria H
9eTBPTH yrao mpas.

Jloxas. Hexka je A'B'C'D' 4eTBOpPOyrao ca 4eTHPH mpasa
yria u Heka je ABCD ma KOjH 4eTBOpOyrao ca TpU [paBa yria
Kox A,B,D. Koncrpynmumo yersopoyrao A B, C, D,, noxyxa-
pan gerBopoyray A'B’C’'D’ uujH npaBu yrao Konm A mokxaamna
ca yrioM A uyersopoyria ABCD.

Y cnydajy na ce Taika B nokaama ca B, unu Tauka D ca Dy,

P ¢ OHJa je TBpheme y CarJIaCHOCTH Ca CTa-
BoM 37. ¥ cayuwajy na Tauka B JnexH
F ¢, usmehy A u B,, a tauka D, wusmehy A
u D, oHja, CIHYHO Ka0 y AOKa3y cTaBa
36, caeayje u3 CTaBa O CHOJbALLLEM YIY
na ce nyxu BC u C,D, ceky y HekKoj
~tauku F. CraB 37 nokasyje nambe ja je

A A % yrao xox F, a cTora W yrao KOJ Tauke
C, npaB yrao.

Ha cnuyan Haumn ce no6uBa TBphEwe 3a ocraze moryhe
pacnopene Tauka A,B,B, u A, D, D,.

[Tomohy craBa 38 Moxe ce 1o ¢
Ka3aTH APyTrH JIexxaHAPOB cTas.

" Cras 39 (apyru Jlexasn-

Dy

ZpoB cTaB). AKO je Ma y koM LA IN\E 6
TPOyriy 36d4p yri0oBa jeIHaK IBa-

Ma npaBHM, OHIa je 36HD YrsioBa v

CBaKOT TpOyraa jelHaK IBaMa 4 X r

NpaBHM. S
IO oka3. CsakoM Ttpoyray ABC ca 36upom yrioBa 2w
MOXEMO JOJNEJHTH 4YE€TBOPOYra0 KOJH HMa TpPH mnpaBa yria, a
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YHjH je YeTBPTH yrao jemnak w. Pamd oBor uusba CHOjHMO cpe-
guHe D u E ctpaHa AC u BC u cnycruMo u3 Tadaka A,B B C
Ha cnojuy npaBy Hopmane AF,BG u CH. M3 noaymapHOCTH
tTpoyrinosa AFD u CHD, xao u noxynaprocrtsa tpoyriaosa BGE
u CHE, caenyje

AF=BG, < FAB+ < GBA=2w,

HE3aBHCHO OJ TOra Ja JiH je jelad OX YrioBa <C A WIH < B
IaTOr TPOYLIa TYN HWJM HHje TYIL

Ako u3 cpenuHe nyxd FG noaurdemo Hopmany JK, Tala
u3 Jpyror nena craBa 36 caeayje xa cy uerBopoyrad AKJF n
BKJG nonynapuu. [Ipema ToMe, CBaku OJ OBa ABa HETBOPOyraa
MMa TDH MpaBa yr/a, a 4eTBPTH YIVIOBH Cy jeIHaKH, Tj. '

<X FAB=< GBA.
Crora ce mo6uBa
' <X FAB=w,

H Taxo je, Ha 3aXTeBaHH HAYHH, 9€TBOpPOYrao AKJF nozemen
JaTOM TPOYLIy.

Heka je Ma y kom Tpoyrny D, 36up yrioBa jefHaK JBama
nNpaBEM M HEKa je OCHM Tora JaT jefaH IPyrH Tpoyrao D,. Jlo-
penmuMo uM ueTBopoyriae V, m V,. HerBopoyrao V, uma 49eTHpH
npaBa yriaa, a 4eTBOpoyrao V, ®Wma. TpH npaBa yria. Ilpema
craBy 38 y uerBopoyray V, je u 4eTBpTH yrao npas. Tume je
Ipyru JlaxaHIpoOB CTaB JOKa3aH.

§ 11. HeaaBUCHOCT aKcHoMa MOLYAApHOCTH

On uMmeHHIIa KOje Ce THYY HE3aBHCHOCTH aKCHOMa NOLY-
RapHOCTH, JOKa3aheMO . Kao . HapOYHTO BaxHYy oOBYy: akcuoma III;
HE MOXe ce H3BeCTH nomohy J/JOrHUKHX 3aK/byyaKa M3 OCTaJIHX
akcaoma I, II, Ill.,, IV u V.

Hszabpahemo Tauke, mpaBe u-paBHK - O6HUHE TIeOMETpHje 3a
€leMEHTe HOBe NPOCTOpHe reoMeTpHje H IedHuHucahemo npeHo-
IIEHe YIVIOBAa HA HCTH HAYHH Kao y OGHYHOj reOMeTPHjH, Hamp.
OHAKO KakKO jeé TO H3/0XKeHO y § 9; HanpoTHB, Aeduuncahemo
‘MpPeHOMmewe IYXH Ha Apyrd Haumd. Hexa mme Tauke A, u A,y
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O6GHUHO] TEOMETPH]H HMajy KOODIHHAaTe x,,yl,zr1 H Xg, Vs 29"
'ra,ua hiemMo MO3HTHBHY BPEIHOCT H3pa3a

‘ V(x, — X4y — Y2 + (11— y2)? + (2, — 2,)?

‘Ha3BaTH AYXHHOM AyXH A, A, na oHJa IBe NPOH3BObHE AYXKH -
AjA, u A" A, TpeGa 3BaTH NOAYJIapHHM aKO OHE y rope ycTa-
HOB/LEHOM CMHCTY WMajy jelHaKe NyXuHe.

Henocpexno je jacHo Ja y Tako H3rpaheHoj NpOCTOPHO]
reomerpuju Baxe axcuome I, 1I, I, ,, IV, V (kxao, yocranom, u
craBoBH 14, 15, 16, 19 u 21 koju cy Ounu noxasanu nomohy
-akcaome III;).

Jla 6ucMo mokasanu 1a je 3agoBObeHa H akcuoma lllg,
y3MHMO NIPOHM3BOJbHY NPaBy @ H 01a6epUMO Ha O] TPH Tauke
A, A,,A; Tako gma Tauka A, JexH u3mehy Tauaka A, H Aj,.
Heka cy rtauxe x,y,z npaBe g JaTe jeJHauHHaMa

X=At+ A,
y=pt+p,
z=vt+V,

.

y xojuma je t mapamerap, a A, A, p', v,V O3HauaBajy H3BECHe
KOHCTaHTe. Axo cy f,,t, (<), t;(<t,) BpeIHOCTH mapamerpa
Koje ojxropapajy Taukama A,,A,, As, OdHla hemMo wumaTH 3a
JyxuHe TpH]y Ayxu A, A,, A, A; u A; A, uspase:

t— 1) [V T 07 + 02+ 92,
(t,—t) [V XHF u)* + ¥ + 2],
(t - t) [VR+p)* + 02+,
¥ 3aTO je 36up AyxXHHAa AyxkH A, A, H A, A; jeNHAK AYXKHHH

ayxu A, Ag. Onmatie ce no6uBa Baxeme akcuome lllg.

Axcuoma Ill; 3a Tpoyrie Huje yBex 3aZOBO/bEHA Y HamIOj
reomerpuju. Kao npumep nocmarpajMo y pasun z=0 uerupu
Tauke

tauky O ca KoopAuHaTama x=0, y=0,
” A ” n x=1’ y=0’
” B »” »” X= — 1’ y 0,
o C o, i x=0, Y= L_ .
. Vz
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¢ Hyxu OA, OB % OC umajy jnyxuiy 1. 3a ofa npaso-
yraa tpoyria AOC u COB Baxe cTOra nOAyJapHOCTH

L AOC= < COB,
0A =0C,
0C = OB.

A, HacynpoT akcuomu Ill; yriao- Bty
BH < OAC u < OCB wuucy mnony-
JapH4. — Y HCTO BpeMe y OBOM INPHMEpPy HHje 3aJ0BO-
JbeH NMPBH CTaB MOAYHAAPHOCTH, NOWTO AyX AC HMa ILYHKHHY

ClO4)

4

(0.2) Aoy

\/2 —V%’ a Ay» BC HanpoTHB HMa nymm-xy '\/2 +v—2§. Taxohe

He Baxcu cTaB 11 HM 3a jeman of 06a paBHOKpaka Tpoyraa AOC
u COB. '

[Ipumep paBHe reoMmerpuje, y KOjoj Cy CBe aKCHOMe, ca
u3y3erkam axcuome lll, 3a0BO/beHE, jecTe OBO: Yy HEKOj paBHH
@ CBH TNOJMOBH KOJH Ce jaB/ba)y y aKCHOMAama, HCKbydyjyhH
NOAYJapHOCT AY¥XH, HeKa 6yny meduHHCand Ha OOHYAaH HAYHH.
MehyTuM 3a AyXHHY AYXKH Y3MHUMO Ha OoOuYaH HauuH He(HHH-
CcaHy AYXHHY MpPOjeKLUHje Ha paBaH [ KOja je HarHyra mnon
OLITPHM YIJIOM NpPEMa PaBHH a.

§ 12. HeaaBuCHOCT aKCcHOMa HempeKHAHOCTH V
(He-apxumeJcKa reomeTpHja)

Ja -6ucMO I0OKa3and He3aBHCHOCT ApXuMeZOBe akCHOMe V,,
MOPAaMO KOHCTDYHCATH FEOMETPH]jy y K0joj he GHTH 3amoBOJbeHE
CB€ aKCcHoMe H3y3eB akcuoma V.o :

Y oBOM mH/bYy KOHCTPyHIIHMO HOAPyYje Q(f) CBHX OHHX
anrebapckux ¢QyHKIHia Of ! Koje ce xO6HBajy H3 {.MPHMEHOM
NeT padyyHCKHX OIlepaldja: caOHpama, ONy3HMama, MHOXKEma,

Jebema H onepaun]e{\/1+w2|; NpH TOME ® O3HayaBa Ma KOjy

1) T. Bepomnese (G. Veronese) je y cBome ny6okoyMaoM aeay: ,Gruad-
ziige der Geometrie®, npeBeo Ha Hemauku A. Ill e n (A, Schepp), Leipzig 1894,
Takohe MoKyuiao pa H3rpagM TeOMETpHjy koja je He3aBuCHa Of Apxumenose
aKcuome,
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dyHuknujy Koja je Beh A06GHBEHa MPHMEHOM THX NET OMEPALHiad.y
MuoxuHa enemenata noapydja Q(f) je — HCTO Kao W MHOXKHHA
enemeHata Q y § 9 — npe6pojuBa. CBHX mET onepanuja cy jer-
HO3HauHe ¥ H3BOLJbHBE Yy CTBapHO]j 06iacTw; 3aTo moxapyuje Q (f)
CafpXH CaMO jeJHO3HauHe H peanHe (yHKUHje Of f

Heka je ¢ ma koja dyHknuja nompyuja Q(t); nowTo je
¢yukuuja ¢ aare6apcka (yHxnuja ox f, TO ce OHa MOXe aHy-
JIMPaTH, CBaKaKO, CaMO 3a KOHadad 6pOj BpeIHOCTH OX f H 3aTO
he ¢ynkumja ¢ GHTH, 33 IOBO/LHO BCJHMKE ' [IO3HTHBHE BPEIHO-
CTH OX f, WIH YBeK MO3HTHBHA WJIH YBEK HEraTHBHA.

dyuknuje noapydja Q (f) cmatpahieMo can Kao BPCTY KOM-
naekcHHx O6pojeBa y CMHCIy HapegHor maparpada, § 13; oun-
rIeJHO, Y Tako Ae(QHHHCAHOM KOMIJIEKCHOM OpOjHOM CHCTEMY
Baxke cBa OOHYHA pauyHCKa mpaBuia. Jla/be, ako ¢y a ¥ b ma
KOja JIBa pa3iWuHTa 6pOja OBOI KOMILUIEKCHOr OpOjHOr CHCTEMa,
‘pehin hieMo xa je 6poj a Behu wiM MalbH. 01 b, M MHCATH: @ >> b HIM.
a < b, npeMa TOMe 1a JH je pasiMKa c—a— b, Ka0o GYHKUHja OX,
! yBeK MO3HTHBHA HJH YBeK HeraTHBHa 3a JOBOJ/bHO BeJHKe
NO3UTHBHE BPEIHOCTH oX f. AKO ce OBaKO y3Me, MOXEMO pacmo-
peauTH 6pojeBe Haller KOMIIEKCHOT GPOjHOr cHCTeMa M0 HHXO-
BO] BE/IHYHHH, CTHYHO OHOME KaK0 C€ TO pajiH 3a peanHe 6po-
jeBe; JaKO C€ BHIM Jla 3@ Maule KOMILIeKCHe GpojeBe Takohe:
BaXKeé CTaBOBH NMpeMa KOjHMa HejeJHadHHEe OCTajy TayHe aKo ce
o6emMa cTpaHaMa JOJa.HCTH Opoj HAH 0Ge CTpaHe MOMHOXe
HcTEM 6pojem > 0. '

AKO n O3HayaBa HEKH NPOHM3BO/bAH MO3HTHBAH LEO PaIlHO-
Hanan Opoj, OHAa HejefHauWHa n <! CUTYpHO BakH 3a 06a
6poja n u t noxpyuja Q (t), nowrTo pasniHKa n-{, NOCMAaTpaHa
xao ¢yHKO#ja OL !, W37a3H OYMIVIEIHO YBEK HEraTHBHa, 3a
JOBOJbHO BEJHKE MO3WTHBHE BpenHocTH ox f. OBy hemo uHmbe-
IEHHLy W3Pa3HTH Ha OBaj HayuH: 6pojeBd 1 H t moxpysja Q (f),
Koja cy o6a >0, umajy TO CBOjcTBO Ja MNPOH3BO/bHA BHIUE-
CTPyKa BPeNHOCT MPBOra OCTaje yBeK Maka Of Apyror 6poja.

Caza heMo 01 KOMILJIEKCHHX 6pojeBé noxpyuja Q (¢) usrpa-
JUTH [eOMETPHjy NOTMYHO Ha MCTH HAYMH, KAO IUTO j€ TO Y4H-
weHo y § 9, rae cMoO yseiad 3a OCHOBY nonpysje Q aare6ap-.
ckux GpojeBa: cmarpahemo cucrem TpHjy 6pojera (x, ), 2)
noapyuja Q(f) Kao Tauky, a pa3mepe ma KoOja "4eTHpH O6poja
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(u:v:w:r) nogpysja Q(f), y ciyvajy na u,v,w HHCY CBH
HyJa, Kao paBaH; Ha/be, HEKa MOCTOjame jeHauyHHE

ux+vy+wz+r=0

®3paxaBa fa Tauka (X, ), 2) J€XH y paBHH (u:v:w:r) u Heka ce

Kao npaBa Ha3HA4YW YKYMHOCT CBHX Tauaka KOje Jiexe y ABeMa
PaBHHMA Ca Pa3MTHYUTHM 4:V:W. YCBOJHMO Jid Cal CIHIHE MOCTaBKe
0 pacnopejy €JeMeHaTa W O NpPeHOIlenhYy MAYXH U yIrVOBa, Kao
y § 9, onna no6uBaMO ,He-apxumeacky” reomedipujy, y Kojoj cy,
Kao IITO MOKa3yjy paHHje H3JOXEHa CBOjCTBA KOMIIJEKCHOT
6pojuor cucrema Q (f), cBe aKCHOME 3aJ0OBOJbEHE, Ca H3Y3eTKOM
AKCHOMa HENPEKHAHOCTH, YCTBapH, MOXEMO NpPOH3BObHO NyTa
jenrO 3a ApPYyrdM NpEHeTH AYX 1 Ha Ayx f, a Ja ce npd Tome
He NPeKopaud Kpajia Tadka IyXHW f; TO NPOTHBPEUH 3aXTeBY
ApxumenoBe aKCHOME.

Ila je akcHOMa MOTIYHOCTH V, TaKOhe HE3ABHCHA OJ CBHX
nperxoaHux axcuoma I-1V, V,, nmokasyje npsa reomeTpHja mocrae-
JbeHa y § 9, MOWTO je y OBOj reoMeTpHju 3aJ0BObEHa ApXM-
Mel0Ba aKCHOMa.

O NpHHIUNCKOr Cy 3Hadaja U He-apXHUMeJICKe reomeTpu]e
KOje Cy MCTOBPEMEHO H He-eyK/IWJACKe TeOMEeTpHje, H HAPOYHTO
je oI BeNHKOr HHTEpeca yJora Kojy Hrpa ApXuMmen0Ba aKCHOMa
npu A0Kasy Jlexauaposor crasa. Mcnurtusame koje je M. Jleud
(M. Dehn) npenyseo mnojJ MOjHM YTHIAjeM O OBOM MNPEIMETY
AOBENO je MO0 NMOTHYHOT o6jallilkema OBOr NMHTama. Y JleHOBUM
HCMHTHBabUMA y3eTe cy 32 ocHOBY akcuome [—III. Camo Ha xpajy
Jlenosor paja — na 6u W Pumanosa (B. Riemann) (enunTHuHa)
reOMETpHja ymia. y NOAPYYje HCOMTHBAaa — aKCHOME pacmno-
“pena Il cxBahieHe cy ommTuje HO y OBOj pacnpaau, HaHMe OTIpPH-
JIAKE OBAKO:

Uetupu Tauke A, B, C,D npaBe yBEK ce pacnajajy Ha KBa
nmapa A,C 4 B,D, Tako ma cy Tauke A, C pa3jBOjeHe TadKama
B,D u o6pnyTo. Iler Tauaka Ha npaBOj MOTY Ce€ YBEK O3HAUHTH
ca A,B,C,D,E, Tako na cy Tauke A,C pas3[BojeHe TauKama
"B,D & B,E, pame, Tauke A, D pa3zBojeHe TaukamMa B,E u
C,E urn.

1 ,Die Legendreschen Sitze tiber die Winkelsumme im Dreieck*, Math.
Ann Kb, 53, 1900,
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Ha ocnoBy oBux axcwoma ]—III, naxae, ne xopucrehu ce
Henpexunuowhy, noxkasyje M. JleH Hajope ONMTH]H 06JIHK
apyror JlexaHnApoBOr cTaBa, CTAB 39:

Akxo jey jeflHOM Ma KOM TPOYIray 36Hp yrao-
‘'Ba Belid OO IBa npaBa, JefHAK Ca ABa NMpaBa HJAH
Mawb4 OJ JBa NpaBa, OHJAa TO BaXH 3a CBAKH TPO-
yrao.t

Jlame ce Ha HaBeIEHOM MECTy HAOKasyje cnemeha ponyHa
npBor JIexaHApOBOr CTraBa, CTaB 35: v _

M3 mpernmocTaBke Jga Ceé KPO3 jeXHY TauykKy
MOXe NOBYyhH 6€CKOHAa4YHO MHOTO NapatelHHX
npemMa XaToOj mpaBoj He cAenyje, aKO ce HCKBbYyIH
ApxuMenoBa aKCHOMa, fa je 36Up yraosa y Tpo-
yray mMathi OX ABa npaBa. YynpaBo, C jelHE CTpPaHe,
NoCTOjH TreomeTpHja (He-JeXaHAPOBCKa reome-
TpHja), y KOjOj Ce KpO3 jexHy Tauky TmpeMma jexm-
HOj npaBOj MOXe noByhum O6ecxkOHauHO MEOT O
napajJenlHHX H Y KOjO] Hmak BaxXe CTaBOBH PuMa-
HOBe (enMunTHYHe) reomerpHuje. C npyre crpaHe
NocToju reomeTpHja (MOTYyEYKAUOHUCKA reome-
TpHja), y KOjOoj nocTojn 6€CKOHaYHO MHOTrO mapa-
JeJHHX KPO3 jeAHYy TaukKy npeMa jeIHO] NpaBoOj
HY KOjO] MIaK BaXe CTaBOBH €YKJIHICKE FeoMe-
TpH]eE.

M3 npernocTaBke Ja H€ NOCTOjH HHjeIAHa
napaJjenHa, yBeK caejnyje nga je 36up yriaosa
y Tpoyray Behun ox n1Ba npaBa.

[Tpumetuhy Ha kpajy Ha ce, ako ce nojxa Apxume-
JOBa aKCHOMA, MOXE AKCHOMAa MNapajeJHHX 3aMEHHTH 3aX-
TeBOM Ja 36Hp yrioBa y Tpoyray tpe6a na Gyne jefHaK ABama
NpaBUM YIJOBHMA.

1) lloka3s osor ctaBa nao Je nouuunje u Iy p (F. Schur), Math. Ann. ki,
55, a satum XjeamcaeB (Hjelmslev), Math, Ann. 64; xom mnocaemwer Tpe6a
ucrahu BeoMa KPATKM 38KBbYudK KOJH BOAH NOKA3y CPENEber.[ena OBOT CTaBa.
¥Yn. rakohe F. Schur, Grundlagen der Geometrle, Leipzig und Berlin, 1909, § 6.



Tpeha raasa

Y4yeme o npomnopuyjama

§ 13. KomnnexkcHu 6pojHH cCHCTeMH

Y noderky OBe riaBe AaheMO HEKONMKO NPETXONHHX KpaT-
KHX Dasjallilela O KOMIUVIEKCHHM OpDOjHHM CHCTEMHMa, Xoja he
HaM JIOLHHje OHTH KOPHCHAa HAapOYHTO 32 OJaKIIathe H3Jaramba..

Peanun 6pojeBd 06pa3yjy y CBOjO] YKYMHOCTH CHCTEM
CTBapH’ Ca- OBUM CBOjCTBHMA:

CraBoBu Be3e (1—6):

1. Ox 6poja ¢ u 6poja b nobuBa ce ,cabupameM* oxpe--
heud 6poj c¢; y 3Hamuma:

a+b=c um c=a+b

2. Axo cy natd 6pojeBd a H b, OHIZAa MOCTOjU yBEK jejaH

H camO jemaH 6poj x W Takohe jesaH W camo je;aH 6poj y
TAKO Ja je ¢

' a+x=»b omgH. y+a-=0>b.

3. Ilocroju jeman onpehenu 6poj, — Ha3BaheMo ra 0 — TaKo-
Ja je 3a CBaKO a HCTOBPEMEHO
a+0=a H 0+a=a.

4. Ox 6poja ¢ u 6poja b po6uBa ce jouml Ha jefaH IPYTH
HAaYuH, ,MHOX e/ eM, jegad ogpehen 6poj c¢; y 3HaluMma:

ab=c¢c wum c=ab.

5. Axo ¢y @ # b npou3BO/bHO HaTH OpOjeBH H a HHje o,
OHIa yBEeK MOCTOjW jefaH M CaMO jeXaH 6poj x u Takohe jeiam
H CaMO jefan 6poj y, Tako na je

ax =b of. ya=b.
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6. ITocroju jenan oxpehend 6poj — Hasahemo ra 1 — Tako .
Ia je 3a CBaKO @ HCTOBPEMEHO
' a-l=awul-a=a

Pauyncka npaBuna (7—12): »
Axo ¢y a, b, ¢ npous3sBo/bHH OpOjeBH, OHIa YBeK Baxe
HapeXHH 3aKOHH padyHa:

7. ' a+(b+c)”=(a+b)+c
8. a+b=b+a
9. a(bc) = (ab)c
10. a(b +c)=ab+ ac
11. ' (@a+b)c=ac+ bc
12. | ab = ba.

CraBoBu pacnopena (13—16): -
13. Ako ¢y a u b gBa Ma KOja pasiuuuTa Gpoja, OHJAa je .
yBeK jesaH H caMO jexaH o7 mux (peuumo @) Behm Of mpyrora;
TaZa ce OBaj MOC/NE[IbH Ha3WBa MamHM 6pojeM, IITO CE€ O3HadaBa:

a>b u b<a.
Hu 3a jegan 6poj a He BaxXu a > a,
14. Axo je a>bu b>c, osna je v a>c.
15. Ako je a > b, oHZa je yBek H
a+c¢c>b+ec
16. Ako je a>b H ¢> 0, OHIA je yBeK H
| ' ac > be.
CraBoBH O HenpekuaHocTH (17—18):

17 (Apx.HMC.lI,OB cTtaB). AKO cy a>o0 ¥ b>o0 nBa
npou3Bo/bHa 6poja, OHAA je yBek mMoryhe a 10JaTH TOJHKO MyTa
camoM ce6H Ja mobuBeHa cyma 6yme Beha ox b. MapaxeHno
3HaIHMa:

at+a+ ... +a>b.

18 (ctaB o noTnyHocTH). Hemoryhe je oBomM cucremy
6pojeBa nomaTh Kao 6pojeBe APYrH CHCTeM CTBapM, TakoO Ja €y
H y CACTEMY OBaKO MDOWIKPEHOM CBH CTaBOBH 1—17 3amoBo-
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JbeHH NMPH OIpXamwy ojxHOCa u3Mehy O6pojesa; wau Kpahe: 6po-
jeBH 006pa3yjy CHCTEM CTBapH, KOjH, Kal ce 3aipxe CBH OXHOCH
H CBH HaBEJ€HH CTaBOBH, HE J03BO/baBa BHIE HHKAKBO MDOLUK-
peme.

CucTeM CTBapH KOjH HMa CaMO jefaH Jeo caolcmna 1—18,
HaspaheMo romilaexcnu 6pojuu cuciem. KOMIJAEKCHH CHCTEM 6po-
jeBa Ha3BahemO apxumenckum WM HeapXuMeaCKUM, npemMa tome
Ia JJH OH 3310BO/baBa HJAH HEe 3al0BOJbaBa 3axTeB 17.

Hexa on u3n0KeHUX cBoOjcTaBa 1—18 cy no-
caexuime ocraxux. Hacraje samatak na ce HcnHTa JIOrH4YKa
3aBHCHOCT OBMX CBOjcTaBa.)) Y mectom oxenKky § 32 u § 33
oxrosoputieMo Ha 1Ba oxapehena nurama TakBe BpcTe 360r
HHUXOBOI F'€OMETPHCKOT 3Hadaja, a oBne hemO camMo0 yKa3aTH Ha
TO Ja CBaKaKO 3axTeB 17 HHje HHKaKBa NMOCIEAHIA NPETXOAHUX
CBOjCTaBa, MOIITO, HANPHMED, KOMIIEKCHH GPOjHH CHCTEM, MOCMa-
Tpan y § 12, aagoBosmaBa cBa cBojcTBa 1—16, anu He W CBOJ-
ctBO 17. S |

Yocranom 1WTO Ce THUE CTaBoBa HenpekuAHOCTH (17—18)
Baxke npuMmen6e KaKBe CMO YYHHHIAH V § 8 O reomerpuckum
AKCHOMaMa HenpPeKuJHOCTH.

§ 14.' lloxas Hacxanonor cTaBa

y OBOM H HapegHOM OJe/bKY mnohu hemo y HalleM Hcmu-
THBalby Ol aKCHOMa DaBHH CBHX rpyna, Tj. akcuoma I, u II-IV,
H3y3€B aKCHOMa HeNpPeKWIHOCTH. Y 0BOj Tpehoj raaBu wMamo
Hamepy Ja nmoMohy NOMEHYTHX aKCHOMa 3aCHyjeMo Eymnnono
y4ewe O NpoIopnHjaMa, Tj. Yy PaBHH H Hesaaucno ox
ApxuMepoBe akCHOME.

Y rom ummby hemMo Hajupe IOKa3aTH UYMIEHHLY KOja je
cnenujanan caydaj nosuaror IlackanoBor crasa M3 ydema 0
KOHYCHHM Mpecenima u Taj hemo cras y6ynyhe KpaTxo 'Ha3BaTH
I'IacxanoauM craBoMm. Taj CTaB I'IaCH:

1) Yropexn Honyay 1.

OcHOBU reoMeTpHje : -4
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€Crtas 40Y (ITackamoB cTaB). Heka cy no aBema fpa-
‘BUMA rco;e ce cexy A, B, C u A', B, C' f[o mpu Mauwe roje ce
L pasnuryjy :ox ‘maire lpecexa
fipaBux; awo je Mana CB' #apa-
--qeaxo ca BC' a CA' baparento
ca AC', 6uhe u BA' fapanento
.eca AP, . .
_ _ Lla bHCMO" ,u.oxaaann
¢ B ... . A . OBajcCrap, ynemhemo Hajnpe Ha-
S ... DEEHO O3§auaBame: .y OPapo-
yraom Tpoymy ]e oqumenﬂo, KaTeTa .a jeJHO3HauyHO OZApeleHa
XHIOTEHY30M ¢ H yIJIOM d nsmeljy -a u c; .crasgheMo. KpaTKo

- L
) !

L o ._.a..?,a.cv‘,' Dol e e
TaKO n,a cuméon ac ysex osﬂaqaaa onpéheﬂy ,uyxc axo ]e c
ﬂpOHBBOJbHO JaTta AyX, a (I l]pOH3BOJbH0 z[a'm OIHTDH yrao.
Hcro je Tako yBexk AyX ¢ jeJHO3HaYHO
oapeheHa NpPH NPOHIBOJBLHO  XATO] LyXH 0
# NpOH3BOLHO JaTOM OMTPOM ymy a
jeIHaYHHOM

a=acC.

Hexa caza ¢ 6yXe mpousBO/bHA LyX M HEK& cy a, B JABa
NPOU3BOJLHA OIUTPA Yria; TBPAHMO Na CBaria moctojd moXynap-
HOCT AYXH ' . '
afc=Bac

W 1a ce, CTOTa, CHMGOMH a ¥ B YBEK MOTY Mehy CO60M Pa3MEHHTH.

1) @, Il yp Je 06jaBHO MHTEpeCaHTAH IOKa3 TlackanoBor cTaBa Ha OCHOBY
PABHHX M DpPOCTOpHEX akchoma I—III y Math. Ann. km. 51; nero Tako Jiew
Math. Ann. km. 53. J. XjeMmcaeBy je Tana nomao 3a pykoM, ociaamalyhu
ce Ha pesyatate I. Xecenb6epra (G. Hessenberg) (Math. Ann. kw. 61),
na noxawe [IlackanoB cras camo Ha ocHOBY paBHHX akcuoma I1—III (,Neue
Begriindung der ebenen Geometrie®; Math. Ann. xw. 64). Yn. noparax 1l ose
KHUre.
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Ila 6ucMO 1OKa3anu OBO TBphere, Y3MHMO AyX c = AB
M NPEHECHMO Ha OBY AYX KOX Tauke A ca o6e CTpaHe yrnose
a u f. 3aTHM, CIyCTHMO H3 Tauke B Ha
Apyre Kpake OBHX YIJIoBa HopMmanae BC
#u BD, cnojmo Tauky Cca D u CILyCTHMO,
Haj3an, u3 Tauxke A Hopmany AE wa CD.

Mowro cy ymosn <XACBu <xADB
npasw, 4eTHpH Taske A,B,C,D nexe Ha
KPyry H 3aT0 Cy 06Ga yrna <X ACD u
<X ABD, kao nepudepHCKd HAL UCTOM : :
TETHBOM, NOAYJAapHH. MeljyTum, c jense crpane, yrao <X ACD
3a]e1mo ca < CAE uuuu npaBd yrao, a ¢ Apyre cTpane, <t ABD
3ajefHo0 ca <C BAD u4uHH Takohe mnpaBM yrao ma Cy CTora H
erlan <):CAE H <):BAD jellad IPyroM nojuyJAapHH, Tj.

“CAE=p ,
H 33aTO e TP
<):DAE a.

Can HENoCpeHO 1106uBaM0 non,y,uapﬂocm nyxm
Bc—AD | ac=AC,
afc=a(AD)= AE, ;_Bac,_=B(AC)=AE.

-a 0JiaTIE cleiyje TayHOCT MOAYJXapPHOCTH 33 KOjy CMO Majodac
TBPAWJIH Ja NOCTOjH. :

" Bpatumo ce caza (urypu IlacKanoBOr CTaBa M O3HAUHMO
npeceuny Tauky o6ejy mpasux ca O, a ayxu ca OA, OB, OC,
OA', OB, OC', CB', BC', AC', CA’, BA’ AB' onmuocHo ca g, b, c,

a, b ¢, I, I¥, m, m*¥, n, n*. 3aTHM,
cnycTeMO H3 Tauke O HOpmaine
Ha [, m* n; Heka HOpMana Ha [
‘o6pa3y]e ca npasuma OA, OA’
owrpe yraose ), X, a HOpMana

', Ha m* OJHOCHO n ca npaBuma OA
u. OA’ omTpe yriose p/, i, OX-
HOCHO V', v. AKO caf oOBe TpH
: '"HOpMaJle H3pa3uMO Ha MaJjouac

NOKa3aH Ha'-llﬂ-l nomohy xunm'eﬂysa M YI70BA HA OCHOBHMIU
V. IOTHYHHM TNPaBOYFJIHM TPOYIJOBMHMa Ha JBOjaKH HauMH,
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Ro6GulieMO OBE TDH MOXYZJapPHOCTH HLYMKH: °

1) Lo = e,
(2) - pa=ypec,
3) va'=vh.

[Towro, npeMa npernocrasuy, TpeGa ! ga Gyne napaneaHo
ca /* u m mnapamesHo ca m*, onja hie ce HopMane, cnyiuTeHe
u3 Tauke O Ha [*¥, ONH. m, MOKJOMHTH Ca HOpMajama Ha | OMH.
in*, mpema Tome aobuhemo: : ‘

(4) - A =Nb,

(%) . pe=pa.

AKO NMpHMEHMMO Ha noﬂynapudcm(S) JIEBO U J€CHO CHMGO.T
Mp H y3mMeMO y OG3Hp 1a ce, nNpemMa paHHje [NOKa3aHOM, TH
CHMOOJIM MOT'y pa3MeHdTH Mehy co60omM, moGuhemo:

vNpa =vpXob.

¥3MeMo JMn y 0BOj MOAYyZapHOCTH y O63Hp JIeBO MOAYZAap-
HoCcT (2), a mecHO moxynapHocT (4), mo6uhemo ~
vNMNpc=vpdd
HJTH »
v/ Ne=vanc.
Osge hemo, ysumajyhu neso y o63up moayzapuocr (1),
a JecHo moayxapHoct (5), XOGHTH Taza: .
vp'Al = v hpla
HIIH
Ap/vd' =rp v a.
M3 oBe mnociaenwe nNOAYLaPHOCTH, Ha OCHOBY OcoGuHE
Hammx cum6osa HaseZeHe Ha cTp. 50, onMax 3ak/byuyjemo:

pvd =p'va, a oparne

(6) ~
vb'=va.

Axo youumo caj HOpMany cnylwuTeHy u3 Tauke O Ha n H

CyCTHMO Ha by HOpMane u3 Tayaka A u B', onad he moxynap-

HocT (6) mOKa3aTH Xa ce MOpajy MOKJIOMHTH MOJHOX]a THX ABEjy
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- NOCJAENmbHX HOpManaa, Tj. npaBa n*=AB’ cTOju HOpMaJHO Ha
HOpMaJH, CNYIWITEHO] Ha n H NpPEMa TOMe je napajeiHa ca 7.
Tume je pokasan Ilackanos cTas.

3a 3acHHBame Y4ewa O NMPONopuHjaMa y Ka/be€M Halarawy
KOPHCTHHEMO CEé HCK/bYYHBO OHHM CrelHjaJHHM caydajeM [Tacka-
JIOBOT CTaBa y KOME BaX{i NOJYHAapHOCT IYXH

OC = 0A,
a2 OTyla BaXH H NOAYHAapPHOCT
04 = QC'

H y Kome Tauke A, B, C Jexe Ha HCTO] NOAynpaBoj Koja HSJasH
#3 tauke O. Y OBOM CHeLHjaTHOM CAydajy H3BORM C€ JOKa3
HAPOYMTO NPOCTO, HAHME Ha OBaj HAUMH:

ITperecumo sa OA’ ox Tau-
ke O nyx OB po Tauke D';
Taja je cnojHa.npaBa BD' napa--
qenna npeMa CA’ u AC. Ycaexn
noayaapHocts tpoyriaosa OC'B
H OAD 6nhe :

(1+) < OC'B = < OAD".

ITowro cy, npeMa npeTnocTaBuy,
npase CB' m BC’' mehy cobom
napajieise, OHla je

(2+) < OC'B = <X 0B'C;

3 (14) u (2+) sakmyuyjemo nma je-
- X 0AD'= q OB'C

aaM Taja je, mpema ydewy O Kpyry, ACD'B' TeTHBHH 4YE€TBODO-
yrao, H 3aTO, MpeMa NO3HaTOM CTaBy O YIJIOBHMA TETHBHOT
4eTBOPOYIVIA, BaXH nouynapﬂocr

B3+) < OD!C = < OAB'.

C mpyre c'rpaHe ‘je 360r NOZYXapHOCTH TpoermBa oD’ C H OBA’
Takohe

(4+) " X ODC=<xOBA';
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n3 (3+) L3 (4+) saxmyqy]emo ST
X oAB =< O0BA,

VTS a0t

a Opa MOLyJAapHOCT MOKa3yje-Ja cy-npase:AB'H- BA' napane.m-xe
KaKQ TO-M 3aXTeBa .[1aCKaNOB: CTAB:: - 1o vy en nensls Ao

AKo je naTa ‘Md'KOja npaBa, Tauka BaH E H'Ma HO]H yrao,
MOXE Ce, OYHMIVIEJHO, NMPEHOUIEHEM OBOT YI/a H MOBJaYeHEM
napajenHe HatiM MpaBa KOja MPOMasW KPO3 HATy TaukKy M mpe-
cena ZaTy MpaBy Moj AaTHM yriaom. Mmajyha y smiy-oBy oxox- -
HOCT, MOXKE€MO, Haj3aZ, y JOKa3y . omurujer [lackamosor craBa
NPHMEHHTH H NPOCT MOCTYNaK, 3a KOjH uMaM Jla 32XBaluM ]en-
HOM ‘CaONUITEeHY €. ApYre CTpame. -~ & W% G nuntosonn

" 'TloBymsMo Kpo3 'Tauky B~ npasy x0]a 6n npecebfana OA' y
HeKOj TadKu D' nmox yrioMm <t OCA' 'raKo na "BEHKH" nonynﬁpﬂocr

PR R T W RCOEEE

(1*) 5 <)::OCA' -“'a:): ODB

0
Tana _]e, npeMa ﬂ03ﬂaTOM CTaBy

43’ yqerba ) xpyry, CBD’A’ 're~
THBHH YeTBOPOYrao ' 3aTo, npe-
Ma CTaBYy l'IOD;yILaPHOCTH nepu-
¢lepuckux "yrneBa Hax HCTOM Te-
THBOM, -BayH, nonynapﬂoc'r

(2%) <):OBA' <):OD'C

Hom'ro cy npaBe 'CA’ u AC',, npema PETNOCTaBIH, Mehy
co60oM napaienHe, TO je

(3%) X OCA'= & OA C’
3 (1*) u (3% cneny]e nonynapﬂocr
' ~ XODB=<OACK; T

a Taza ]e u BAD'C’ TETHBHH 9eTBOPOYrao. OTyna, npema CTaBy
O YIJIOBHMAa TETHBHOTr YeTBOPOYIJa, BaKH nonynapuoer

(4*) & OAD' = < OC'B.

Hame, nomTo je, mpemMa NOpPeTNOCTaBlY, Npasa-CB' mapanensa ca
BC', umahemo Takohe

(5*%) < OB'C = <'OC'B;

o !
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#3 (4*) u (5%) H3BOAMMO NOAYZHapHOCT P
' © X OAD'=< OBC.

Hajsaa, osa nocrexwa noxynapHocT noxaayje xa ]e CAD'B'
TETHBHH quBopoyrao M 3aTO BaXXH H MOAYNapHOCT.,

(6% ' X O0AB'= < 0DC.
I/Ia (2*) H (6*) cneny]e
o < 0BA’ = < 0AB",

a OBa no,u,ynapﬂocr noxasyje na cy npase BA’'u AB' napanenﬂe,
Kako To. ¥ 3axreBa [lackanop ctas. = .

¢ 1T .
‘ARO ce Tauka D' nokMama ca jefHOM Of Tadaka ‘A% B';C'

WIM ako je pacnopex Tadaka A,:B, C APyrs, OHZa je HEBMXOAHA

u3MeHa DBOT v‘nc)CTy’nKa, 'KOja ce nartb'vy'oqaaa'.“" e

§ 15. Cemen’mn pa'-lyﬂ Ha ocuony Hacxanobor CTABR

ﬂacxanoa C'rab onasaﬂ y ﬂpETXO,lIHOM naparpad)y, omo-
ryhaBa Ham 72 yBEEMO Y T€OMETpHjy cemeﬂ'rﬂu pauyH (paqyﬂ
ILyiHMa), y KOMe Baxke O6e3 npomene CBa mpaBWla padyHa ca
peaHuM 6p01eBuma.
" YMecto pean ,momymapHo* o
M SHaKa =, cayxihemo ce y
OBOM pauyHy 'ca AYXHMa pedjy =<
»JEAHAK". H 3HAKOM =. ‘

b

o .

c=a+bh —_—

Axo cy A, B, C. Tpu TayKe Hexé npaBe H auo B Jxexm

nameby A u C, oHza hemo ¢ —=AC O3HAUHTH Kao 36up nsejy
IyXH a=AB u b=BC 4 CTaBuTH :

ToBoputiemo Aa cy u,yxm aub MaH:t ox ¢ ® O heMo
O3HAaYUTH Ca

' a<C, b<C,
IyX c ce Ha3WBa Behom OX a W b, y 3uaumma:
‘ c>a, c>b. ’

") Opn uHTepeca je " NpHMeHa Kojy HMa CTaB"Q, ua]enlmlmo] npeceqnoj
TAuK¥ BHUCHHA TPOYTaAa y sacHHBamy JIlackanoBor crasa OfH. yuema O Mponop-
uu]ama, HeKa Ce ynmopelu O oBOME &, lllyp, Math Ann. Kb 57, U J. Mo-
' ‘.nepyn . Mollerup), Studier over den plane geometris Aksiomer , Kopen—
hagen 1903 ' :
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W3 nuneapunx axcuoma noxynapuocrd ill,_, ysuhamo nake
Ha 3a cabupaibe AYXKH KOje CMO caj AedHHHCATH BaXKH aCONH-
jaTuBHH 3aKOH :
a+(b+c) = (a+b)+c
Ka0 ¥ KOMYTATHBHH 33aKOH -
a+b=">b+a.

Ja 6ucMo reoMeTpucku IneduHuU-
CalH MNPOU3BOL AYXH a H LYXH b,
nocayxuhemMo ce- OBOM KOHCTPYKIUH-
joMm: n3abepumo Ha]npe NpoOU3BO/BHY HYy2k Koja fie OCTaTH uCTa
HPH LeJOM rnocMmarpamy H o3HaueMO je ca 1. TlpeHecumo can
Ha jeJlal KpaK npasor yrja oX merosor Temeda O nyx 1, a
3aTHM HCTO TakoO. Ok TeMeéHa O Ayx b; npeHecHMmo, Jabe, Ha
Ipyrd Kpak yraa ayx a. CnojuMo Kpajwbe Tauke AyXH | H a
NpaBOM H NOBYUHMO ‘IpEMa OBO] NPaBOj MapanenHy KPO3 Kpajiby
Tayky HYXH b; HEKa OHa OTCeua Ha ApYroM Kpaky AyX c;
Tajla hemo OBy IyX C Ha3BaTH upouasoao.u ny;xn a ca nyxH
b u o3Haumhemo je ca .

c=ab.

JlokasahemMo npe cBera Xa 3a MHOXEHE NYXH KOje CMO
caga AedHHHCAIH BaXXH KOMYTaTHBHH 3aKOH

=ba.

Y TOM Luby KOHCTPYHLIMMO NMPBO Ha rope yCTaHOB/beHH HaYHH
ayx ab. Iame, npeHECHMO Ha MPBH KpaK NpaBor yraa Ry a,
a Ha npym HEroB Kpak IyX b,
CMOjUMO NPaBOM Kpajiby Tauky Ay-
XKH 1 ca KpajibOM TaiKOM AYXH b
Ha IPYroM Kpaky H NOBYLHMO fa-
pajesHy IMpeMa OBO] NMpaBOj KpO3
Kpajiby TauKy INYXH a Ha NPBOM
KpaKy: OBa OTCELd H2 ADYTOM Kpa-
Ky LyX ba; ycTBADH, Kao wWTO ce
BHIH H3 CAHKe, OBa IYX ba NokJana
ce ca Majoyac KOHCTPYHCAMOM' AY-
XH ab npema [lackasoBom crasy :
(craB 40) 360r napaJeqHOCTH HCOPEKHRAHHX NMOMOHHMX JHHHja.
M o6pHyTo caenyje, wTO ce OIMaX BHIH, H3 BaXKemha KOMyTa-
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THBHOT 3aKOHa Y HAIIEM pauyHy AyXHMa, Ha CHTYPHO BaXH
cnemujanan cayuaj [lackanoBor crasa HaBeieHOr Ha cTp. 53 3a
takse- purype, y xojuma noaynpase OA u OA’ o6pa3yjy npas.
yrao. )

Ia 6HcMO 32 Halle MHOXEHmE AYMXH AOKa3ald acOUHja-

THBHH 3aKOH
a (be)=(ab)c,

NPEeHeCHMO Ha jeJaH KpaK NpaBOr yriaa oOJ berosor Temexa O
AyxH | H b, a Ha ApYrd KpaK, UCTO TakO OX TeMeHa O, npe-
HECHMO IYXH 4 H C. 3aTHM KOHCTDYHIUUMO AyXH d=ab A

= cb ¥ peHecHMO OBE AYXH d M e Ha NPBH KPaK OX TeMeHa O.
AxO cajaa KOHCTpYHiLEMO
de W cd, OHAA Ce€ BHIH Ca
CIdKe Koja je Ty ca cTpa-
He, oner Ha ocHoBy I[la-
CKaJIOBOT CTaBa, Za Ce Kpaj-
e TauKe OBHX IYXH MNO-
Knanajy, Tj. Xa je

ae = cd unu a (cb) = c(ab),
a ozatie, Ha ocﬂoay Komy-

TaTHBHOT 3aKOHa3, CJaeayje
. Takohe

a (bc) - (ab) c.V

Kao wro ce BHUIH, MH CMO Yy nperxonﬂom NOKa3y Kako
KOMYTaTHBHOT TaKO H aCOIHjaTHBHOT 3aKOHA MHOXE€tba HKCKOPH-
CTHIM HCK/bYYHBO OHaj CreuujanHu cnygaj TMackanosor CTaBa.
YR]H CMO JOKA3 yCHemH 1a N06HjeMO ‘Ha HAPOUHMTO NMPOCT Hath,
npumerby]yhn caMo - ]e,u;aunyT CTaB O TETHBHOM 4eTBOPOYTAY.

'} Heka ce ca oBuM ynopene Taxohe METOJe '3aCHHBaiba yuewa O Hpo-—
nopuujaMa koje je nao A. Knesep (A. Kneser), Archlv fiir Math. und Phys,,
R. I, kw. 2 u J. Moaepyn Math. Ann. kw. 56, kao n ,Studier over den:
plane geometris Akslomer“, Kopenhagen, 1903 xon kojux je Hsnpen crasbeHa
jennaunna ca mponopumjama. &, Lyp, Zur- Proportionenl¢hre, Math. Ann.
k. 57, npumehyje na je Beh Kyndep {Kupifer) (Sitzungsber. der Naturfor-
schergesellschaft zu Dorpat 1893) npaBuAHO 10KA330 KOMYTATHBHH 3aKOH MHO-
wetba. Mnak rpe6a cMatpatH KyndepoBo name 3aCHHBaMe yyema O npo—
nopuujama Ka0 HeIOBOJBHO.
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“"Pe3diMHpajyhu oBa u3Aarama, NLOAAZUMO HIC
til*a»p‘EJLHOI“SQCHKBal-ba ‘3aK0Ha MHOXEewma 'y pauyHy
LyKuUMa, KOj€ MH H3TJena -HA|jONPOCTH]e OX CBHUX
Jr,ocaJx NO3HAaTHX HadyHHa 3aCHHBama.

" Hexa ce na ]enaﬂ Kpax npaBbr yma npeHecy 011 ‘TeMeHa
O nyxn a=0A n b= OB, a Ha JIpyrH KpaK jemuHrIHa Ty XK
1= OC. Kpyr, nocraBbeH Kpo3 Tauke A, B, C, npecena APyru
®pak jow y Tauku D: Tauxa D noGusa te naxo, 6e3 ynorpe6e
mecmpa, €aMo Ha ocx—xosy axtnoma ‘MOAY IAPHOCTH, KAL. Ce- H3
.o SR - ‘i CpenMilTa -Kpyra = CHYCTH
- ¢ popMana Ha: Q€. w ¥y On:
HOCY ~HA :0BY -KOHCTPYHIUE
orJiefancKa Cidxa Tauke C.
Yecnen : jeNHaKOCTR - YETOBa
X OCA “n 2 @BD, a-npe-
Ma' xe PUHKIHH ~ APON3BOIA
nBejy nymu (c'rp 56), HMamo

OD——ab

a 360r ]eﬂ,ﬂaxoc'm yrnona
é):ODA W <X OBC mpema

WCTOj Mebuuumujn je

OD=ba. ‘ e
KomyTaTnBHn 3aKOH MHOXelba
IR ab-ba

xolu onaane cne,u,y]e, /wrcasy]e can, npema npnme,u.éu Ha c'rp,.
57, xa Ha cTp. 53 HaBeneHu cneiyjanuu caydaj [lackanoBor cTapa
BaXKH 3a Kpake NPaBOT YINa, a OTyxa omer (B. CTP. 57) cneﬂ.y]e
acouu]amaﬂu 33KOH MHOXemba ‘ .

a (be) = uw) c.

Hajsan, y Hawem pauyny. ny;mma BANH M nncrpn-
OYyTHBHH 32KOH: :

a(b+c)=ab+ac.
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.OHIa dpolopyuja

§ 16. Tponopusnje u CTABOBH L CAHYHOCTH 89

© Jla '6ucMO mera fokazand, KOHCTPyMluuMO LY XKH- ab, ac u
&(b+c) # NOBYRHMO ‘Tala KPO3 KPajisy ‘Tauky AyKH ¢ (BALETH
CNUKY ca CTpaHe) NpaBy. NMapanenny
Apyrom xpaxky npaBor yraa. [lo-
AYyZapHOCT 063 MpPaBOyria TPOYMAa, ‘g
Ha CIHNHd OCeHYeHa, M INPHMEHa a
CTaBa O jeJHaKOCTH CYNPOTHHX =~ @%

CTpana KOL Napanciorpawa, npy- %//////////

}Kaly 'ralla Tpameﬂﬂ noxa?, wLOTRE QLT 4F e ltit bee

d(pec)

=

Axo cy b B ,u,Be npou3301bﬂe Fy;{(u, yBeK noc1'o]u nyxc a
c
TaKo Ja je ¢ =ab; oBa nyx a ce o3HauaBa Ca n ¥ HasWBa Ce

KOJHUYHHKOM onccab ,*

'§ 16. Tiponopuuje # CTAaBOBH 0 CAMYHOCTH '
[Momohy -‘rope uamoxenor paqyﬁa" ca“‘zi);‘mniﬁé“ MOXe Ce
GecnpekopHO 3acHOBaTH EyK/auA0BO yueme 0 nponopuu]ama
H..6e3 Apxnmenose AKCHOME Ha HAPEeAHH . HauHH: I

v fedruana)a Ako ¢y a, b, b mal KO]e qempn myxm,

b :'hv: b' -

He Tpe6a HMWTA APYTO Ha 3HAuM f0 cerMe‘uniy jeaHauHny |
P ab' = ba '-.'1. EEPRDRSHES

Hedunuuuja. [IBa ce TpOyraa uaanaa]y CautinOM KO

€y uM ozu‘osapa]yhn ymoan nouynapﬂn

Cras 41, Axo cy a,b u a, b"on,ronaapa]yhe CTpaHe y
ABa CIMYHA TPOYIVIA, OHJA BaXKH NPOANOPIHja:

tb=a:Vv.

Hoxkas. HocmanaheMO Ha;npe HAPOYMTH CIy4aj, rne cy
YII0BH 3axBaheHd CTpamama g, b W a', b’y 06a TpOyria npasu
H npernocraButiemo . fa ¢y o6a Tpoyrja. yHETa y jefaH W UCTH
npasu yrao. [Ipenecumo Caja OX TeMeHa Ha jenan kpax nyx 1

‘¥ TMOBYIHMO KPO3 Kpajiby TaduKy OBe AYxH 1 npaBy napaienny
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o6emMa’ XHNOTEHy3aMa; OBa [paBa O'rceua Ha leyrom KpaKy
LyX e; Taga je npeMa Hauwoj neqmﬂnuu]u npoussoa ny)lm

b—ea, b =ed;
CTOra HMamo

b' = ba',.
Tj. : )
a:b=a:"0.

BpaTdMo ce cala ommTeM caydajy. Y CBaKOM 01 06a
CJIHYHa TPOYrJa KOHCTPYHIIHMO OpecedHy Taduky S OXH. S’ TPH]y
IerOBHX OGHCEKTPHCa, YHJa Ce er3uCTeHOHja JaKO H3BOJH H3

cTaBa 25, H COYCTHMO H3 OBHX Tayaka TPH HOpPMajae r OAH. r' Ha
CTpaHe TPOYIJa; Ha OBHM CTPaHaMa JOGHBEHe OTCEuKe 03HAYHMO Ca

ay, a, bc) ba: Cyr Cp
OJIH. ca v
ab" a:’v bc” ba’ Ca’s Cb"
Manoyac nOKa3aHK CheudjaJHH CJAyuaj Hawer cTaBa Jaje
caj nponopuuje
a:r=a’:r, be:r=0b':r",
a:r=a/':r, boir=20/:r

‘M3 0BHX NMOMOhY AHCTPHOYTHBHOr 3aKOHa 3aK/byuyjeMo

a:r=a:r', b:r=0:r
a ojarne
b'ar' = b'ra’, a'br' = a'rb".

M3 oBrx ce jeanaunHa n06uBa noMohy KOMYTaTHBHOI 3aKOHa

MHOXeHa
a:b=a:b.
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W3 craBa 41 a0 je H3BECTH OCHOBHH CTaB ydewa O Npo-
nopuujaMa, KOjH IJacH:

CraB 42. Axo gBe Tapanenne ipase oiliceyajy na kpayumae
dpouasomHor yraa ayxcu a, b oau. a', ¥, onga Baxcu fGpoilopyuja:

) a:b=a:"b.

O6pnytno, axo ueliupu gyxu a, b, d, v Eazzosamaaaiy o8y
dipoliopyujy u axo ce ayxu a, a' Opexecy Ha jeRaH Kpax yraa,
a ayxcu b, b' na apyru upax, Mo cy ciojue iipase kpajwux Mavaxa
Aayxcu a, b oan. a', b’ mehy co6om dapanenne.

§ 17. JeiHaunHe nPaBHX M PaBHH

Jocax mocMaTpaHOM CHCTEMY JyXH JOxaheMO ADYrH HCTH
TaKaB CHCTeM XAyxH. Hamme, Ha OCHOBY aKCHOMa pacnopena
MOJeE Ce JIAKO Ha NpPaBOj Pa3JHKOBATH ,,A03uMuBHu W ,HeralluBHu"
cmep. Iyx AB, Kojy cMO n0caj] O3HayaBalK ca a4, O3HauaBahemo
je ca a jom M Taja KaX Tauka B Jexu Ca MO3UTHBHE CTpaie
on Tauke A; y CyopOTHOM ciaydajy mak MH hieMO je o3HauaBaTH
ca —a. Tauky hemo o3HauutH ka0 Ayx 0. Jyx a hemo Ha3BaTH
Hho3umusom” opH. Behom op 0, wTo hemo O3HAYUTH: a>0;
Ayx —a hemO Ha3BaTH ‘,,ueramusnom“ ‘W TO femO O3HAaUHTH:
—a < 0. ‘

Y oBOM NPOMMPEHOM pauyHy ca JAyXHMa Baxe Tala CBa
npaBuia pauyHa 1—16 3a creaphe 6pojese, KO]a cy usnomeﬂa
y § 13. Hcrahu hemo crienehe unmennne:

" ¥Bek je
‘da-1= la—anaO 0.-4a=0.

Axo je ab=0, onna je wm a=0 wm b=0. Axo je a>b n

- ¢>0, onnaje ysex ac>bc. Jlame, ako cy Ay, Ay, Ag,...,

A n—1s An, n.Tadaka Ha HpaBO], OHJa je 36Mp AyxH A, A2,A Ag,..
An_yAn, Ap A, jensax O,

¥3MuMO caza y paBHH o KPO3 TauKy O nge npaBe HOp-
MaJHe jeIHa Ha JAPYroj Kao CTaJHH MPABOYNIM KOOPAHHATHH

CHCTEM ¥ NPEHeCHMO Taja Ha T€ NpaBe NPOM3BObHE LYXKH X, y
on tauke O; 3aTHM, MOXMIHEMO HOpMale M3 KpajibHX Tauaka
ILyXM X,y H OIPeIUMO NpecedHy TauKy P OBHX HOpMaJa:
JAYXH X,y HasuBajy ce kooppunalama Tauke P. CBaka Tauka
PaBHH « jeIHO3HAYHO je OJZpeheHa CBOjHM KOOpIHHATaMa X, ,
Koje MOTy GuTH MQ3WTHBHE HIM HETaTHBHE nyxu ma 0.
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» Hexa je [ /ma xoja npaa y paBHH Q, KOja  HPOJa3H KPO3
TauKy O M Kpo3 Heky Tauky C ca KOOpAMHATaMa 4, b, AKO ¢y
Taja x, y. KOOPAHHaTe Heke Tauke P Ha I, OHJa JaKO HanasHMO
H3. cTaBa 42 Co N ey T

AR g,b‘ Yk y o e R
HIH e ‘

T bx—ay—O Comia
'Kao - ]enﬂaqnﬂy npaBe L AKO ]e npaea I" napanenﬂa npema I'n
orcend ‘Ha -X-OCH ny;x cy orm,a 1106HBaM0 jennauiny npase I

7t saversyjyhu y jemfaumEu npase
! AyX x ca AyXKH x—cC; Tpa-
‘ieHa ]enﬂaqnﬂa, ‘IaKae, TJacd

Y

Thx =~ ay -bc=0"

I/la oaux uanaraﬂaa MO}KCMO

/ naKo 3abeyqu'm, HeaaBHCHO o,u,
Apxumenoae axcuowxe, Ia ce caa-

, . Ka mpasa MOKe. npeTcraBnm JIH-
ueapnom ]enﬂaquﬂom no Koopﬂ,nﬂarama X, Y H 06pﬂyTo, 11a
CBaKa, TaxBa AuHeapHa ]ezmaqnﬂa HpeTCTaBJba npasy, npn wmy

Tem e

'reome'rpn]n
Ananornu pe3ynTaTH y ﬂpOCTOpHO] reoMeTpHjH noGuBajy
ce: BEOMa J1aKo.
' llane ‘3rpahjuBame reomeTpn]e Mome ce oTcax usaonnm
METONOM, KOja ce OGHYHO mpUMemyje y aHAJIHTHYKO] reomeTpH]u
Hocax y oBoM TpelieM ORE/bKY HHCMO HHTJ€ HCKODHCTHIH
ApXuMeZloBY aKCHOMY; MPETINOCTABHMO JIH Cal Ja BaXH Ta aKCH-
OMa, MOXEMO TayKaMa MPOH3BO/bHE MpaBe y MPOCTOPY XOLETHTH
peanue 6pojese TO Ha oaa] Ha4dMH:
" Onma6epuMO Ha Npasoj ABE NPOH3BOJbHE TauKe M LOAEAUMO
uM 6pojese 0 u 1; 3aTum npenosoBumo nyx 01 oxpeheny oBum

. 1
TauKamMa H O3HaYUMO HaheHy CpeJIMHY AY¥Xd ca —, Jabe, O3Ha-
- 2
1 1
9Y4MMO cpeluHy Ayxu O 0 ca T HTH.; MOCJe 7-TOCTPYKOr H3-

Bohemwa oBOr nocrynka, Aotu hemo Ko Tauke x0jo} Tpeba mone-

auTH 6pOj 2% [Mpenecumo capg aym 0 2L on Tauke O KAKO Ha
n
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cTpany Tadke 1, TaKO H Ha Apyry CTpPaHy Hanp. m nyTa jefHo
3a IPYTHUM H JOJENTHMO TaKO JOOHBEHHM TaukaMa GpoOjHe Bpes-

m m v
HOCTH o OIH. — on° W3 ApxumenoBe aKCHOME MOXe Ce JaKo
n n

3aK/by4YHTH Jla CE Ha OCHOBY OBOr JOJE/bHBAaba MOXE CBAKO}
NPOX3BO/bHO] TAaUKW NPaBe NOAENHTH HAa jeIHO3HayaH HauWH De-
anad 6poj, ¥ TO TaKO Ja OBO XOJie/bUBakE HMa HapeJHO CBOj-
crBO: ako ¢y A, B, C Ma koje TpH Tauke Ha npaBoj ® o, B, Y
oxrosapajyhiu peanuu 6pojeBd ® ako nmpu ToMe B nexu uamehy
A u C, 10 oBM 6pojeBH yBeK 3a10BOJbABA]y HIH HejeLHAUHHY
a<f <y um He]enﬂaqnﬂy o > B>v.

M3 u3narama y § 9, xpyre raare ]aCHO je Za TaMo 3a CBAK:
6poj KOju npHmana am‘eﬁapcxom 6pojHoM teny Q HYXHO MOpa
Ha - NMpaBOj - NOCTOjaTH Tauka KOjoj je OH- Aoje/beH. Jla am
M CBaKOM APYrOM CTBapHOM GpOjy ©AroBapa TauKa, 3aBHCH OJ.
TOT2 ‘Ja JIM 'y TOCMaTPAHOj FEOMETPH|H BAKH aKCHOMA’ nomyuo—«
cTd V, mau He. : Co o

- HanpormB, ako ce y  HEKO] reomerpu]u npe'moc'raau i
BaXKH- CaMO, ADXHMEZ0BA aKCHOMa, YBeK je Moryhe cucrem Tauaka,.
IPaBUX M PaBHH TaKO NPOLUHPHUTH ,,UPayUOHANHUM’ ENEMEHTHMA,.
Ia Ha CBaKoj. NPaBO] TAaKO KOHCTPYHCaHE TEOMETDH]e CBaKOM.
CHCTeMy -TPHjy. peamHux '6GpojeBa “KOjH .3aJ0BObaBA jEIHAUHHY
npase 6e3 H3y3eTKa OAroBapa jelAHa Tauka. Oxrosapajyhoms
OCTABKOM MOXe Ce MCTOBPEMEHO mnocTdhu Aa y NpOLIHPEHOj.
reoMeTpuju Baxe cBe akchome 1—V. OBa npomIMpeHa reoMeTpuja.
(mo6uBEHA NOJABaW-eM WPALHOHANHAX = e€/eMeHaTa) HHMje HHIITA
Apyro zo. oéuqﬂa aHaUTHYKA Il,exap’roaa reome'rpu]a npocmpa,,
Y KOjoj BaXu M achqowla nomyﬂocm V2.1>

e

') ¥n. npamenGe Ha xpajy §8 -



UeTBpTa ra1aBa

Ydyewe 0 moBpilHHAMA y paBHH

v § 18. Pasno)kuBa jefHaKoCT H AONYHCKA
jeIHAKOCT NOJIMT'OHA

3a OCHOBY HalUMX HCNHTHBalba OBe YETBPTE IiiaBe y3eheMmo
'MCTe aKCHOMe Kao M y Tpelioj IVlaBH, HaHMe JIHHEapHE aKCHOMeE
M aKCHOME€ PaBHH CBHX Ipymna, H3y3€B aKCHOMa HENPEKHIXHOCTH,
‘Tj. axcuoma [, _; u 1I—IV. L

Ydewme 0 mponopuHjaMa H3M0XEHO y Tpehoj ruiaBH W Ty
'YBeIEHH pauyH JXyxuMa Jajy HaM Mmoryhmocr ma 3achyjemo
Eykaunoso yuewe 0 noBpmKHaMa NOMOhY NMOMEHYTHX aKCHOMa,
“Tj. ¥ pABHU U He3ABUCHO O aKCUOMQ HelpexugHOCIHIU.

A nomTo ce, npema u3naramuma y Tpehoj riaBd, ydeme
0 NpOnopuMjaMa YIVIaBHOM 3aCHMBA Ha I1acKaJoOBOM CTaBy (CTaB
40), TO HCTO BaXW W 3a yueHh€ O NOBPIIMHAMA; OBO 3aCHHBalbe
yuema 0 nOoBpIWIHHAMa CMarpaM Kao jeAHY ‘Of Haj3HaYajHHjux
npuMena IlackanoBor cTaBa y e/eMEHTapHO] FeOMETDHjH.

HNednnunuja, Axo ce cnoje ABe Tauke HEKOT MPOCTOr
MOJHIOHa P Ma KOjOM HM3I0M/LEHOM JMHHJOM KOja LeTa JEXH Y
YHYTP3LUIHOCTH -TOT NMOJHIOHa H KOja He CafpXH HHjeIHy ABO-
-CTPYKY TauKy, oHlIa ce no6HBajy JBa HOBa NpPOCTa MOJHroHa P,
H P,, UHje CBe YHyTpalUle TaukKe JEXKE y YHYTPAallHOCTH MOJIH-
ToHa P; y TOM caydajy hemo pehu: P ce pacnaxa Ha P, u
Py, unu P je pasnoweno ua P, u Py, Hau P, u P,
.cactaBbajy P,

Hedunuuuja. [IBa npocta noJuroHa Hasnsajjr ce pasno-

.oCUBO jefHAKUM 3AKO Ce MOTY pa3/JOXHTH y KOHauaH 6poj Tpo-
yraoBsa koju Cy ABa u 1Ba Mehy coGoM nojyjapHa.
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Hedbununnja. JlBa npocra nonurona P u Q Ha3upajy ce
. JOTYHCKU jeAHOKUM AKO Ce IHMa MOXeE JOJATH KOHadaH 6pOj
TaKBHX 110 JBA H IBa pa3JNOXKHBO jeNHAKHX mojurona P, Q'
P", Q" ..., P", Q", nma o6a Ha OBaj HaYMH CaCTaB/b€Ha MNOJH-
rosa P+P+P'+ ... +P" u Q+Q+Q"+ ... +Q" 6yay pa-
3J10XKHBO jeIHaKa.

M3 oBux medHBHIHja HEMOCDeAHO clexyje: cnajamem
Pa3n0KHBO jeXHaKHX MOJHTOHa NO00KBajy Ce OmeT pasSJOXHBO
jeLHAaKH MOJHIOHH W aKO Cce OAY3MY DPa3/lOXKHBO jeIHAaKH MOJH-

rOHM OJ Pa3JIOXWBO jeJHAKHX NOJHrOHa HOGUBA]y CE MOJNHUTOHH
JOTMYHCKH jelHaKH. -
Jla/be Baxke OBH CTaBOBH:

CraB 43. Axko cy 1nBa nosuroHa P; H P, DPasioKHBO
jenHaka Hexkom Tpeliem HOJHrOHY P;, OHU Cy H meljycoGHo
PasnoXUBO jenHaku. AKo cy JBa MONHroOHa JAONYHCKH jefHaKa
HeKOM tpehem, OHH cy Meljyco6}10 HOINYHCKH jeIHAaKH.

Ocﬂom reoMeTpHje 7 : 5
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- Jdoxkas. [IpeMa mnpernocraBuu, MOXKe ce HaBeCTH KaKO
3a MOJMMrOH P, TaKO K 3a IOJHrOH P, jelHO pasjarame y TPO-
yrie, Tako Xa CBaKOM OJ, OBHX pa3/arama OJIrosapa pasJaramwe
NOJHroHa P, y Tpoyriae noxyiapse OArosapajyhum Tpoyriuma
pasnarawa P, u P,. I[locmaTtpajyhn ucroBpemeHo o6Ga oBa pa3na-
ratba NOJAWroHa P, BHAHMO, Ja C€ YONIUTE CBaKH TPOYyrao
jeaHor pasnaramba pas3jaxce y NOJHIOHE IyXHMa, KOje MpUNajajy
Apyrom pasnaramy. JlomajMo caga jom TOMMKO AyxH, JAa ce
CBaKk{d OJi OBHMX NOJHIOHAa ONET pacnala y TPOyIie, H W3BeUMO
Taja ABa OoJroBsapajyha pasiarama y TpPOYIJi€ y moJ#rouudma P,
B P,; Taza ce, ouHriIenHo, pacmagajy o6a OBa IOJHIOHa HAa HCTH
6poj mo aBa W nBa Mehy co60M nOAyAapHa TPOyriaa H 3aTO- CY
OHH, npeMa neduHuuMjH, Mehy cO60M Pa3nOKHBO jeTHAKH.
Jloxas Apyror HCkasa cTaBa 43 no6uBa ce cax Ge3 Temkoha.
HNedunucahemo Ha o6WuYaH HauMH MOjMOBE: IPABOYIAOHUK,
OCHOBUYA U BuUCUHA Tapanenorpama, OCHOBUya U Bucuna Mpoyraa.

§ 19. Mlapanenorpamu U TPOYrjid ca jegHAKHM
OCHOBHIIaMa ¥ BHUCHHAMa

[osnatu EyxauzoB HayuH JOKa3uBama, WIyCTPOBaH Ha [A0O-
HbOj CJIHIH, Haje CTaB: :

CraB 44. [lpa napasenorpamMa ca jeXHaKHM OCHOBHIlAMA
H BHCHHAMa JONYHCKH Cy jeIHaka.

Jla/be BaKH MO3HATAa YHILEHHNA: :

Ctas 45. Csaku Tpoyrao ABC yBek je HXOMYHCKH jeJHaK
M3BECHOM MapajeJorpaMy KOjH HMa HMCTYy OCHOBHLY, a BHCHHA
My je MOJIOBHHA BHCHHE TpOYyria.

Jloxa3s. Axo ce crpana AC mnpenososs Taukom D, a
crpasa BC TaukoM E na ce nyx DE npoxyxud 3a cBOjy com-

c CTBEHY NyXHHY 1O Tauke F, OHZa Cy TpoO-
yria DCE w FBE jenas npyrom nozny-
AapHd H OTyJa cy Tpoyrao ABC u napa-
aeqorpam ABFD pa3oXuBO jeIHaKH.

M3 craBoBa 44 u 45, ysumajyhu y
A P 063up cTaB 43, HenocpexHo ciaexyje:



§ 19. Napaneaorpamu # TPOYranm-ca jeIHAKHM OCHOBHLAMAE H aucuﬂéma 67

Cras 46. llpa Tpoyraa ca jeiHaKMM OCHOBHIlamMa H jeJ(Ha-
KHM BHCHHaMa Mehy co6oM cy AONYyHCKH jedHaka.

Kao wito je mo3nato, ;nako ce nokxasyje, LITO ce BUAM Ha
NPHJ0XEHO] CAWLK, Ha Cy JBa Mapanenorpama, a 3arto, npema
craBoBuMa 43 u 45, W ABa Tpoyraa ca jelHAKHM OCHOBHIaMa H
BHCHHAMA YBEK PAa3JOXHBO jenHaka. [IpumMerumo unax ga
0Baj A0Ka3 Huje moryh 6e3 yliolipeGe ApxumesnoBe aKcuo.me; yCTBAPH,
y CBaKOj He-apXHMEeJCKOj reomeTpHijn (jeIHa TakBa ce MOxKe
BUIETH y Jpyroj raasu § 12) mory
Ce HaBeCTH IBa TPOYrJa KoOja WMa-
jy jemHake OCHOBHLE H BHCHHE H
OTyJAa Cy, CXOIHO ¢TaBy 46, I 0-
NYHCKH jerHakKa, aJd HRIaK
HUCY Pa3MOXHBO jelHaka.

Heka ce, HauMe, Y HEKO] He-
apXHMeJCKO] TreoMeTpujH Ha Moay-
npaBy TNpeHecy JBe TaKBe NYXH
‘AB=¢ u AD =a, xoje HH 3a Koju neoj6poj n He 3a/10BOJba-
Bajy OXHOC

n-e=a.

[loguriuMo Ha AYXH AD y meHUM KpajbHM TauykKama
Hopmaine AC u DC' nyxune e. Tpoyriu ABC u ABC', npema
cTaBy 46, JIOMYHCKH Cy jeIHaKH.

Qo ¢ Us crasa 23 caenyje ma je 36up
e ¢ JBEjy cTpaHa Tpoyria Behu oJ
tpehe crpaHe, rae 36up nBejy

A ¢ B ' D crpana Tpe6a pa3yMeTH y CMHCIY
CerMEHTHOT DadyHa yBeJEHOT y
tTpehioj rnaBu.

Tako je BC <<et+e=2e. Jame, MOXe Ce JOKa3aTH, He
kKopucrehin ce HempexkupHomhy, oBaj CTaB: Ay, KOja liena JexH
Yy YHYTpallkbOCTH TPOYIJa, Mama je Of merose Hajelie crpane.
Crora je cBaka Ayx xola JeXKH'y yHyTpamrbocm Tpoyria ABC
Mama o 2e.

[lpernocraBuMOo caja . ja je JaTO pasjarame TPOYIVIOBA
ABC u ABC’ Ha KOHa4YHO MHOrO, Hamp. Ha k, IO JBa 4 JBa
mehy co6om nomymapsa Tpoyraa. CBaka CTpaHA JeJTHMHYHOT
TPOYTJa, KOjH. C€ KOPHCTH 3a pasiarame Tpoyraa ABC, nexu

R4
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wiu y Tpoyray ABC uim Ha jeAHO] HErOBO] CTPaHH, Tj. OHa je
Matba 0 2e. O6uUM CBaKOT HEIMMHUHOr TPOYIJa je, Jakje, Mambu
of 6e; 36Up CBHX - OBHX OOHMMa CTOra je mamu O 6k-e. Pa3-
narame tpoyriaoBa ABC u ABC' mopa naTH HCTH 36HD oGuma.
3aro 36up O6MMa NEIMMHYHHX TPOYIVIOBa KOpHmIbeHHX y pasna-
ratby Tpoyriosa ABC' mopa 6utu mMamu on 6k -e. Aud, y 0BOM
36Mpy, CHUTYPHO, CaApXaHa je nena crpada AC’, Tj. MOpa BAXKHTH:
AC'<<6k-e, u cTora, npema ctaBy 23, THM npe Baxu: a < 6%-e.
OBO NpPOTHBPEYH HAIUO] MPETNOCTABLUH Yy ONHOCY HAa AYXH e H
a. [Ipema ToMe, mpeTnocTaBka MOryhHOCTH pasfiarama TPOYTJIOBA
ABC u ABC' y pemuMuuHe TpOyIJe MOAyJRapHe MO JBa H IBa
J0BeNa je KO MPOTHBPEYHOCTH. :

BaxxHu CTaBOBH €lIeMEHTapHE F€OMETPH]E O JONYHCKO] jexna-
KOCTH TOJHTrOHa, HapouHTO [TuTaropuna Teopema, Jako ce H3BOLE
M3 Manouyac NOCTaB/lbEHHX CTaBoBa. Crnomenyhemo jom crTaB:

CraB 47. 3a mpou3BO/bAaH TPOYTao, a CTOra W 3a NMPOH3BO-

JbaH MPOCT MOJHI'OH, MOXE Cé YBEK KOHCTPYHCATH MPaBOYIJH
TPpUyrao KOjd4 HMa jeflHy KaTeTy 1 U KOju je ca TPOyriom, OIH.
MOMHrOHOM, NOMYHCKH jelHaK.

' OBo TBpheme y OZHOCY Ha TPOyrie JakoO ce H3BOAM Ha
ocHoBy cTaBoBa 46, 42 u 43. TBpheme y omHOCYy Ha mOIHroHe
IOKa3yje ce Ha OBaj HauuH. Pa3n0XHMO HaTH MPOCT MOJHIOH y
TPOYI/e H OJAPENMMO 3a HHX JONYHCKH jelHaKe NpaBOYI/e TPO-
yriae ca 1o jegHom katerom 1. AkO KareTe AyxXHHEe 1 CXBaTHMO
Ka0 BHCHHE OBUX TPOYIJIOBa, OHMA, ONET nomohy ctaBoBa 43 u 46,
cacTaB/balbeéM THX TPOYIVIOBA JH0Jda3HMO 10 TBphewa (ctp. 64).

Anu, npd ga’beM COpoBOhewmYy TEOpHj€ MOBPIIHHA, HaHJa-
34MO Ha jeAHy GuTHY Tewkohy. YnpaBo, Hama JOcafallba HCIH-
THBalba OCTaB/bajy HEPEeIIeHHM MMTawke, Xa HHCY MOXIa CBH

MOJMIOHH NONYHCKH jefHaKH. ¥ TOM Cayd4ajy CBH JOCajia nocra-
B/bEHH CTaBOBH He OH Ka3WBaJH HHIUTA H OWIH 6H 6€3 HKaKBOr
3Hadema, Ca OBHM je y Be3H MHTatbe Ja JH JBa NONYHCKH jeJHaKa
MPaBOYraOHHKA Ca jeHOM 3ajeIHMYKOM CTPaHOM MOpajy HMaTH
H Apyre cTpaHe NmOZAYIapHe.

_ Kao mTo nokasyje 6iadxe pasmatpare, 3a OATOBOD Ha OBO
NOCTaB/beHO MNHTakbe noTpebHa je HHBep3Hja craBa 46, Koja
OBaKO IJIaCH:

Cras 48. Axo gBa podyucku jegnaxa [Mpoyraa uMajy
jeanare oCHOBUYe, OHU UMAjy U BUCUHe jeJHAKE.
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OBaj OCHOBHH cTaB 48 Hana3u ce y npBoj KmH3u Eyrauno-
Bux EsemeHata kao 39-Tu cTaB; ajH, 1PH 10Ka3WBawy OBOr CTaBa,
Eyrxaun ce NO3MBa Ha OMWITH CTaB O BejWumHama: ,Kal td &lov
69 pépovg pelloév éotv* (ueuHa je Beha oJ CBOr jena) — mocCTy-
NaK KOjH C€ CBOAMY Ha yBOhere€ HOBE TEOMETPHCKE aKCHOME O
JONYHCKO] jexHaKocTH.!)

Canma ce cTaB 48, a THMe H y4Yewme O NOBP-
WHHaMa, MOXe 3aCHOBaTH M 6e3 TakKBe HOBE
AaKCHOME, Ha HaYHH KOjM CMO OBIE€ YCBOJHIH,
T, momMohy akcuoma paBHu u Ges ynorpebGe
Apxumenose akcuowme., Jla GHCMO OBO YBHIENH, HEON-
XOJIHO je YBeCTH MOjaM Mepe MOBPLIHHE. '

§ 20. Mepa noBpLIMHE TPOYIJOBa M MOJHUroHa

Hedianuuuja.. ¥ paBuoj reomerpuju npasa AB nenu
TayKe KOje He JIeXXe Ha |moj y ABe 06JacTH Tavaka. 3a jeJHY
oJ oBux o6GaacTu pehu hemo ma nexu gecno on nonynpase AB
KOja MOJAasH H3 ‘Tauke A, omH. Of ,ycmepene ayacu AB“, 0 aeso
O MOJynpaBe KOja H371a3d 3 Tauke B OXH. OX ,ycMepeHe
Lyxu BA“, 3a npyry obJact kaxe ce Ja JexH JeBO OX MOJy-
npase AB u zecHo on nmoaynpase BA. Y oAHOCy Ha IBe ycMe-
pede nyxu AB u AC ucra o6iacT Jiexu JHECHO, aKO Tauke B u
C nexe Ha HCTO] MOMynpaBoj Koja mona3u K3 Tauke A (4 o6p-
HyTO). — AKO je 3a HeKy noJynpaBy £, KOja NOJa3d H3 Tauke
O, necHa o6aact Beh neduHucaHa W ako moiynpaBa h Koja H3
taike O yJaasuw y oBy o6iact, oHia hemMo ka3aTu 3a OHy Oo6JacT
y OAHOCY Ha h, KOja CaApXH g, Ja JexXH JeBO 04 h. YBuha
ce, Ja Cy Ha OBaj HauWH, moja3dehn on ozpehene noaynpase AB,
y paBHOj reOMEeTpuju jeAHO3HAYUHO OjpeheHe seBa U necHa cTpaHa
Y OQHOCY Ha CBaKy MnoaynpaBy OXH. CBaKy YCMEPEHY LY.

Tauxke y ynyTpaumboct (ctp. 10) mexor tpoyraa ABC
nexe WiIM JEBO 04 ctpaHa AB, BC, CA wid 7eBO OI CTpana
CB, BA, AC. ¥ npsom cayuajy hemo pehu: ABC (uwmu BCA

1) Yersapn, y nonaiky ll 6uhe koHcrpyHcaHna reoMeTpuja, y kojo] he
6uTH. 3anoBobeHe cBe axcHome 1—IV koje ¢y OBae yseTe 34 OCHOBY, U3y3eB
axcuome lll;, 3a xojy je TaMo onabpana yxa Gopmynaudja H ¥ K0joj He BasH
ctas 48 na mpeMa ToMe HH. CTaB ,UeiHHA je Beha ox cBor gexa‘.
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wia CAB) je dosuluBnu cmep obunasxcewa, a CBA (mamu BAC
man ACB) je HerafuBru cmep obunadjcemwa TPOYTa; y‘npyrom
crydajy hemo petim: CBA je nosutusan, a ABC je HeraTusaH
cMep OOHMaxema TpOyrya. :

Jedbunnnuja. Axo y Tpoyray ABC ca ctpaHaMa aq, b, ¢
KOHCTpyHLIEMO aBe BHCHHe i, = AD u h, = BE, OHlla H3 CJIHY-
HocTH TpoyriaoBa BCE u ACD, no craBy 41, caenyje nponopiuja
) a:hy, =b:hg, '

Tj. :

ah, = bhy ;

npeMa TOMe je y CBaKOM TPOYIJy NPOH3BOL OCHOBHIE H O]
oArosapajyhie BHCHHE HE€3aBHCaH O] TOTa KOja ce CTPaHa TPOyrJa
y3me 3a ocHOBuuy. J[lakje, noJIOBHHaZ MPOH3BOJA OCHOBUIE H
BHCHHe jecTe HeKa 3a Tpoyrao ABC Kapak-
TepucTHuHa Ayx a. Heka je, nanpumep,
y Tpoyrny ABC cmep obunaxema ABC
nosutnBaH. [103uTHBHY AyX a (mpema
Ae¢ununuju Ha cTp. 61) Haseahemo canm
Mmepom dospuure-mpoyraa ABC npu no-
3UTHBHOM OOHJIaxewmy H O3HaunheMo je
ca [ABC]; HeraTuBHY AyX —a
Ha3paheMO wmepom HoBpwune Mpoyria Npu HEraTHBHOM O6uia-
Kewy U O3Hagmhemo je ca [CBA)

Ctas 49. Axo Tauka O Jexu BaH TPOYIaa ABC OHIa
3a Mepy MOBPUIHHE TPOYI/a BaXH penam{]a

[ABC] = [0AB]+[0BC] +-[OCA].

Iloxas. IlpernocraBamo najupe na ce Aymu OA u BC
cexy y Hekoj.Tayku D. Tama, momohy ZUCTPHGYTHBHOr 3aKOHa
y HaweMm payyHy AyXuMa, u3 peduuu- v

uuje Mepe MOBDUIHHE CHeNyjy peJamuje: C (
[0AB] = [ODB)+[DAB],
[0BC] = —-[0CB] = —[0CD]-[0DB], A
[OCA] = [OCD])+[CAD]. 1 B

CabupareM AYXKH Ha3HAYEHHX Y OBHM jelHaYMHaMa, aKO ce
NpH TOME HCKOPHCTH jellaH OJ CTaBOBa HaBeleHHX Ha cTp. 61
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Hob6uBa ce:
[OAB] + [OBC] + [OCA] = [DAB] +[CAD],

a oxatie ciaefyje, omer Ha OCHOBH JHCTPHOYTHBHOr 3aKOHa,
[OAB] + [OBC] + [OCA] = [AB(].

Ocrane moryhe npermocTaBke y OJHOCY Ha MONOXKaj Tauke
O, Ha criHyaH HaydH JOBOAe HO TBphemwa craBa 49.

Crar 50. Axo ce Tpoyrao ABC Ma KakO pa3ioxu Y
KOHauaH GpOj TPOyrioBa A,, OHAA jeé Mepa NOBPIIHHE TPOYIrJIa
ABC npu 1merosoM OGHIaXewYy y MO3HTHBHOM CMepy jemHaKa
36HDY Mepa MOBpIIMHA CBHX Tpoymosa A, TpH TO3UTHBHOM
cMepy obuaxera.

Ilokas. Hexka je Hanp. ABC NO3HTHBHH CMep OGuiaxkema
xon tpoyrna ABC u Hexa je DE pyX y yHyTpallkhOCTH TPO-
yrna ABC, xojom ce rpanuue JjBa Tpoyrna DEF u DEG
Haler pasiaarama. Heka je Hanp.
DEF no3utuBHH cMep OOHIaxema
tpoyrna DEF; Tama je. GED
NO3UTUBHH CMeD OOHMaXema TPO-
yraa DE(. AKO cal y3MeMO HEKYy.
- Tauky O BaH Tpoyraa ABC, onna
npema craBy 49, Baxe penangje:

[DEF] = [ODE] + [OEF] + [OFD],
[GED] = [0OGE] + [OED]+[0DG] = N
~ [OGE] — [ODE]+[0DG). A A, AL B

CabupameM OBHX /[BEjy CErMEHTHMX jeAHAYMHA OTHAZa Ha
AeCHOj cTpaH# mepa nospmune [ODE]. ‘

M3pasumMo Ha OBaj HauuH, npema craBy 49, mMepe mOBpUIHHA
CBHX TPOYI/IOBa A, ca MO3HTHBHHM CMEpOM OGHIaKema H cabe-
pEMO CBe TakO poGuBeHe jexHauune. Tama 3a cBaky ILyx DE,
KOja JexHu y yHyTpammOocTH Tpoyria ABC, ca JecHe cTpaHe
jenHaunne oTnafa Mepa nospiudHe [ODE]. AKO 03HauHMO TadKe,
uckopuinhene npu passnaramy Tpoyraa ABC, Koje Jlexke Ha mbero-
BUM CTpPaHaMa pefoM Kako cienyjy ca A, Ay,..., A, B,By,..., B,
¢, C,...,Cqy, u O3HAaUHMO 306HP M€Pa MNOBpPIIHHA CBHX TPO-
yraosa A, TpPH NO3HTHBHOM CMEpPy OOMNaXema KPaTKO ca =,
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n06HBa ce, ITO Ce Caja JaKO BHIH, CaOHPambeM CBHX .CETMEHT-
HHX jeJHauMHa: '
‘ > =[0A4A|]+ - -+ +[OA;B] +

+ [0BB,]+ - - - +[0B,C] +
+{ocC)+ - - - +[0C, A] =

= [OAB ]+[0BC]+[0CA],

ozakJe, mpema cTaBy 49:
= [ABC].

Nebunuuuja. Axo nedunumemo wMepy nospiuuie [P]
NPOCTOr MOJHKIOHA NP NO3WTHBHOM CMEpY OOHIaxema Kao 30up
Mepa NOBpPLIMHA CBHX TPOYIVIOBA Ca NMO3UTHBHHM CMEPOM OGHJIA-
Jema Ha KOje ce pacmaja HaTd NOJHICOH NDH HEKOM oJpeheHoM
pa3jiaramy, OHZa, Ha OCHOBH ctaBa 50, 103HajeMO C/IHYHHM HadH-
HOM 3ak/byUHBalba KOjH CMO npuMeHunad y § 18 npu moxasy
craBa 43 na je Mepa noBpuuHe [P] HesaBHCHa OJ HauWHa pa3-
Jaramka IOJIHTOHAa y TPOyIJIe W CTOra ce jeHO3HauHO oxpehyje
CaMO MOJIHTOHOM.

M3 oBe nedununuje sakmpyuyjemo mnomohy craBa 50 na
Pa3/MO0XUBO jelHAKH MOVIHIOHH HMajy jefHaKe Mepe
NOBPDIIHHE (OBIE, KAO H Y HApEJIHAM H3JarambHMa, 0] MepOM
NOBPIUHHE YBEK Ce pasyMe Mepa NMOBpPLIMHE 33 NMO3WTHBHHA CMep
OGHJIaKeba).

Jame, ako cy P u Q HONYHCKH jeIHaKH MOJMIOHH, TO,
npema nedHHHLM]H, MODajy NMOCTOjaTH TaKBa Mo JABa H JABa pas-
JIOXHBO jefiHaKa noanrosa P, Q',..., P", Q", 1a nojurod P + P’ +
+ ... +P" cacraBmen ox P, P',..., P" Gyne pasNOXHBO jeIHaK
noiurody Q+ Q' + ... + Q" cacrasmenom ox Q, Q,..., Q". U3

jenHadHHa
[P+P'+ ... +P" = [Q+Q+ ... +Q"]

(P =1[Q]

(P] = (@)
[P} - (@),

T|. TONYHCKH j€eAHAaKH NOJHIOHH HMaA]y jelHaAKE
Mepe NOBpIIHHE. '

7aKO 3aK/bydyjeMo na je
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§ 21. lonyHCKa jeIHaAKOCT H Mepa mOBpIIMHE

Hamsu cMo y § 20 ma AONyHCKH jemHakd NMOJHIOHH YBeK
¥Majy jemHake Mepe nospuiHne. M3 oBe uumweHume H3BOAHUMO
HemoCpeJHO AOka3 cTraBa 48. Haume, 03Ha4MMO JM jegHaKe OCHO-
BHLe 06a Tpoyr/a ca g, oiaroeapajyhe BHCHHE ca h W h' oHIa
H3 NPETNOCTaB/beHE NONYHCKE jeIHAKOCTH 06a TPOyraa 3aKpby-
qyjeMo ha TH TPOYI/IM TakOhe MOpajy HMaTH jenHake wmepe
NOBPILUKHA, Tj|. CAeLyje

1/2 gh = 1/2gh’

M nocsae jgeoba ca '/, g
' h="h;
OBO je Taphel-be craBa 48.

Cana ce moxe Takohe OOpDHYTH MCKa3 y4ubEH Ha Kpajy
§ 20. YcrBapu, nHeka €y P m Q IBa MOJHIrOHa Ca jefHaKUM
mMepaMa noBplHHe. KOHCTpydmuMo, npeMa craBy 47, ABa npaso-
yraa tpoyraa A u E k0ja uMajy OBO CBOJCTBO: HEKa CBaKH HMa
jemHy katery | W Hexa je najbe TpOyrao A JIONYHCKH jeJHaK
‘noaurony P, a Tpoyrao E — noasrony Q. U3 crasa, nokasador
Ha kpajy § 20, cmeayje Tama na A W P uMajy jenaHake wmepe
. moBpIUHHA, a ucTo Tako E u Q. M3 Tora crenyje, 36or jenHa-
KOCTH Mepa MOBPIIHHA NOJHTroHa P u Q Ja H TPOYrJIoBH A u E
uMajy jemHake Mepe TNOBpIIHHA. A NOWITO OBa JABa TPOYIJa
UMajy jemHake KaTeTe 1, OHH MOpajy HMaTh M Jpyre Karere
jemuake Tj. Tpoyriu A m E cy mely co6oM noayaapHu, a crora
cy, npema craBy 43, noauronu P u Q wmehy cobom AONMyHCKH
jeHaKH.

O6e uyumeHuIe HaheHe y OBOM H DPETXOJHOM naparpaq;y
o6yxaaTuheM0 y cirenehem craBy:

CrtaB bl. /[lpa JolyHcku jegnaka 0OOAUrOHA UMG]Y YBEK
ucily Mmepy nospwure, a ABa Hoaurona ca uciiom mepom TORP-
wune yBer cy Mehy co60M ZOLYHCKU jeAHaka.

HapouuTto 1Ba JONYHCKH jeJHaKa NpPaBOyraoHHKa KOjW
uMajy jemHy 3ajeZHHUKY CTPaHy MOpajy WMaTH K Apyre CTpaHe
jennaxe. OTyna.cienyje craB:
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Cras 52 Ako ce NpaBOYraOHHK PasNoXH NOMOhy mnpa-
BHX y BHIIE TPOYI/IOBA H aKO CE H30CTaBH CaMO jelaH Ol OBHX
TPOYI/IOBa, OHJAa C€ MNPaBOYraOHHK HE MOXe BHIle ncnyum‘n
OCTaJIHM TPOYIJIOBHMA.

Osgaj cy craB ysems Hesoat) (De Zolt) u O. U_ITonu"
(O. Stolz) xao axcHomy, a . lyp®» u B. Kuauur® (W. Kil-
ling) cy ra nokasanu nomohy Apxumenose akcHOME. Y MPETXOX-
HOM H3JIaramy je NOKa33aHO Ha ie OBa Teopema mOTIYHO He-
3aBHCHAa o ApxuMeNOBEe aKCHOME.

3a n0Ka3 craBopa 48, 50, 51 6HTHO CMO- UCKOPHCTH/IH PauyH
Ayxuma yBexed y rtpehoj rnaBu § 15, a mowro ce O0Baj
pauyH [yXHMa yrJaBHOM 3acHMBa Ha [lackanoBOM CTasy
(craB 40) unm, Taunwmje, Ha crmenujaTHOM cayuajy (ctp. 53) oBOr
CTaBa, TO Ce mokKasyje Aa je [TackamoB craB HajBaXKHH]H €/E€MEHT
3a ¥3rpajiiby ydyema O NOBPLIHHAMA.

Jlako n03HajeMO aa ce u 06pHyTOo [lackamoB cTaB. MOKe
~ no6utH M3 crasoBa 46 u 48. YcrTBapu, W3 napasnesHOCTH NPaBHX
CB' u C'B cnenyie, npema CTaBy
46, nmonynCKa j€IHAKOCT TPO-
yraoBa OBB' u OCC'; dcto Ta-
KO W3 napanensocT npaBux CA’
u AC' caenyje nma ¢y TpPOYILVIH
OAA'n OCC' LONYHCKH jeIHAKH.
LI\ [Mowro cy, npema TOME, H TPO-
0 P ~ 2 yram OAA’' u OBB' NOUYHCKH

‘ © jemHaku, TO ce u3 craBa 48 1o-
GuBa na mpase BA’ u AB' MOpajy OHTH mapaJenHe.

Hame, nako yBHHaMO J[a MOJHIOH KOjH L0 JEXH Y
YHYTPAIUbOCTH APYror MOJHrOHa YBeK MMa Makby Mepy HOBp-
lIMHEe HO OBaj JPYr# W 3aTO, npema cTaBy 51, He Moxe GHTH
beMy HLONyHckd jegnak. OBa uHmeHHIA CcaIpXu CTaB 52 Kao
crenujanal ciayuvaj.

Yy De Zolt, Principil della eguagllanza di poligoni precedut! da alcuni
critici sulla teorla della equivalenza geometrica. Milano, Briola 1881. ¥n. Takohe
Principii delia eguaglianza di poltedri e dl poligoni sfericl. Milano, Briola 1883.

2) O. Stolz, Monatsheite fiir Math. und Phys., Jahrgang 5, 1894.

%) F. Schur, Sitzungsberichte der Dorpater Naturf. Ges. 1892.

) W. Killing, Grurdlagen der Geometrie, kib. 2, Abschnitt 5, § 5, 1898
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Ca 0BMM CMO 3aCHOBa/JIk GUTHE CTaBOBE y4Yetba O MOBPLUH-
HaMa y paBHH.

Jow je Tayc (K. F. Gauss) o6patHo maxtby MaTeMaTH-
yapa Ha CAMYHO MMTame 3a npocTop. ¥3pasuo cam npeTnocTaBKy
ZIa je Hemoryhe C/IHUHO 3aCHHBAbE Yu€mha O 3aNPEMHHIMA M
nocrasHo ogpeheHu 3agarak!’ — yahu 1Ba TeTpaespa ca jeAHaKHM
OCHOBaMa H ]€JHAKHM, BHCHHAMa KOjH C€ HE MOTY HH Ha KOjH .
HauWH Pa3NOXWTH Ha KOHIpYeHTHe TeTpaeJjpe H KOjH ce Takohe
He 64 MOT/IH JOINYHHTH JONaBarbeM MOAYIAPHUX TeTpaexapa IO
TaKBUX MOJMjeJapa KOjH 6W ce MOIVIM Ca CBOje CTpaHe pas3fo-
XKUTH Ha MOAYAAapHE TeTpaeppe. '

M. J1es?® je ycnmeo ma 0BO CTBapHO JOKa}e; THME je OH
Ha CTPOr HauHH J[OKa3a0 HeMOoryhHoOcT jna ce 3acHyje ydeme O
3alpeMHHAMAa Ha HAYWH KaKO jé TO rOpe y4YHIEHO 3a NOBpUIMHE
Y PpaBHH.

[Ipema ToMe 3a O6pajy CHHYHHX MHTama 3a NPOCTOP Tpe-
6ano 6u y3eru apyra nomohHa cpemctea, Hamp. Kasamepujes
TOPHHIHUN.S) ‘

Y oBom cmucay je B. 3uc* 3acHOoBa0 yueme O 3ampemu-
Hama. B. 3uc HasuBa ABa TeTpaezpa jeIHaKMX BHCHHA H LOMYHCKH
jexnakux ‘ocxqpuua jensakuM y Kapa/bepHjeBOM CMHCIY; OCHM
TOra OH Ha3¥Ba [Ba NOJMjeApa, KOja cé MOTy Da3NOXHTH Y
KOHAa4HO MHOrO, y KaBa/bepnjeBOM CMHC/IY [0 IBa ¥ 1Ba je/HaKHX
TeTpaenapa, JONYHCKH jenHaxknm y KaBabepujeBoM CMHCIY ; Haj3aj,
JIBa TOJWjelpa, KOja Ce MOT'Y NPETCTaBHTH Kao pa3ndka y Kasa-
JbEPHjeBOM  CMHMCTY Da3l0XKHBO jeJHAKHX MOJHjenapa, OH Ha3HBa

1) ¥n. Moje npenasawe ,Mathematische Probleme® Nr. 3.

%) M. Dehn, ,Uber raumgleiche Polyeder®, Gottinger Nachr. 1900 Kao
u ,Uber den Rauminhalt*, Math. Ann. xm. 55, 1902; yn. name Karaﬂ (V. F.
‘Kagan), Math. Ann. k. 57.

3) Camo npeu feo craBa 51 kao ¥ ctaB 48 M cTaB 52 Baxe AHAJOrHO 3a
‘mpoctop; ym., Hanpumep, lllatyuoBckH (Schatunowsky), ,Uber den Raumin-
halt der Polyeder®, Math. Ann. k. 57. M. Dehn je y pacupasu ,Uber den
Inhalt sphirischer Dreiecke* Math. Ann. Kb, 60, MOKA340 14 Ce MOXEe 3aCHOBATH
Yyueme O BEJHYHHH NOBPLIMHE Y PaBHH M Ge3 akcHOMeE IapanesnHHx, camo nomohy
craBoBa O noaygapHocrd. Heka ce wnoraema name P uuues (Finzel), ,Die
Lehre vom Flacheninhalt in der aligemeinen Geometrie®, Math. Ann. xw. 72.

4 B! 3uc. (W. Siiss), ,Begriindung der Lehre vom Polyederinhalt*,
. Math. Ann. km. 82, ‘

1
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pa3noxuBO jenHakum y KasamepujeBom cmuciy. Modxe ce xoxa-
3atH, 6e3 ynoTpe6e akCHOMe HENPEKHIHOCTH Ja Cy ' jelIHaKOCT
3anpeMHHa H JONYHCKa jegnakocT y KapamepujeBoM cMHCAYy —
€KBUBAaJEHTHH MOJMOBM, JOK C€ pa3JOXKHBa jeIHAaKOCT Yy Kasa-
JbEPUJEBOM CMHCAY KOJ IOJAMj€Napa jeNHAKHX 3aNpeMHHA MOKe
JOKa3aTH CaMO MOMOhy ApXHMENOBE aKCHOME.

Ha nomeneMO Ka0 HOBHjH HapeIHH pe3yJTaT KOjH je XOGHO
J.IL. Caanep (J. P. Sydler)V: Cras, na cy- ABa ¥ aBa J10-
NYHCKH jeJHaKa MMOJHIOHAa M Pa3NTOXHBO jelHaKa, KOjH ce 106uBa
3a paBaH M3 cTaBa 51 W pasmarTpama Ha cTp. 67 (nmocie craBa 46),
MOXe Ce, TIOJ NPETNOCTaBKOM ApDXUMEeIOBE aKCHOME, NPOILKPHUTH
Ha nojujenpe y mpocropy. OBOM pe3y.araTy Ce Jab€ NPHK/BY-
yyje KOHCTaTall4ja Ja MHOXHHA KJaca eKBHBaJICH[H]e NoJujenapa
Yy OZHOCY Ha Das/lOXHBY J€IHAKOCT UMa MOH KOHTHHyyMa.

1) Sur la décomposition des polyédres. Comm. Helv. 16, 266273, 1943/44.



[leta raaBa

HesaproB cTaB

§ 22. le3aproB cTaB H HEeroB I0Ka3 y PaBHH
nomMohy axkcHoMa mogyaapHOCTH

Ol aKCHOMa MOCTAB/bEHHX y NpBOj IVIaBH, CBE AKCHOME
" rpyna II—V neinom cy /nuHeapHe, a Je/NOM aKCHOME DaBHH; AKCH-
ome 4—8 rpyne | cy jenuse mpocropHe akcuome.. Jla 6ucmo
jaCHO YBHJENH 3Haua] OBHX MPOCTOPHHX aKCHOMa, 3aMHCIHMO Ja
je nmata HeKa paBHa TreOMeTPH]a H HCANMTajMO YONIUTE YCIOBE
3a TO Ja Ce Ta DPaBHa FEOMETPHja MOXE CXBaTHTH KA0 IEO Npo-
CTOpHE reoMeTpHje, y KOjOj Cy 3aJ0BOJbE€HE CBE aKCHOME IpeT-
MOCTaB/beHE y DABHOj '€OMETPHjH, 2 OCHM TOTa NPOCTOPHE aKCH-
ome Bese I, . ‘

Y oBoj u HapenHoj rJaBd HehemMOo ce yonmTe KODHCTHTH
aKcuoMaMma MOJYJapHOCTH. Yciell TOra OBIe Ce MOpa 32 OCHOBY
y3eTu akcuoMma napanennux [V (cTp. 27) y owrpujoj dpopmynausju:

IV¥ (axkcHoMa mapaNeNfHHX y omTpujoj popmy-

nauuju). Hexa je a OpousBomna ipaBa u A MWayra koja Jnedxcu
Bax a: Wajad y paBHu koja je oapehena ipaBom a u- Wadykom A
dochioju jeana u camoé jegnHa IpaBa koja ODponasu Kpo3
mMmayxky A u ne fpeceya fTpaBy a.
‘ Kao mro je mo3naTo, Ha OCHOBY akcuoma rpynal—II, IV¥,
MO3Ke ce JOKa3atu Taxospanu [lesapros (Desargues) cras; Jlesap-
OB CTaB jecTe CTaB O NPECEYHWM Taukama y paBHH. Hapouuto
HCTHUEMO NPaBy Ha KOjoj Tpe6a Ja Jexe MPeceuHe Tauke OAro-
Bapajyhux CTpaHa 06a TPOyIJla Kao TaKO3BaHy ,GeCKOHauHO
JaneKy IpaBy“ W Tak0 NOGHBEHH CTaB 3aje[HO Ca HErOBOM
WHBEP3HjOM Ha3BaheMO npocTO J[le3aproBuM CTaBOM; OBaj CTaB
Tacu: :
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Cras 53 ([lesapros cTaB). AKO IBa TPOyIJa Jexe
y PaBHH TaKO 1a Cy HM 0O JBe ‘B IBe oOjArosapajyhe cTpaHe
meljy co6oM mapasnense, TO npaBe Koje cmajajy oxrosapajyha
TeMEeHa WIM NpOoJa3e KpO3 HCTY TauKy HIK Ccy Mmehy co6om napa-
JenHe, H o6pHyTo

-AKO IBa TpPOyIJa Jnexe y paaau TaKO Ja JHHH]e KOje Cma-
ja]y omroBapajyha TeMeHa MJIH NpOJase KpPO3 jelHY TauKy HJIH
cy mehy co60m mapanenaHe W ako, Na/be, HMajy nBa mapa OAro-
Bapajyhux crpaHa Mehy co60M napanenHux, OHxa cy u Tpehe
CTpaHE THX TPOYIMIOBa Mehy cO60M mapasneise.

Kako je Beh peueHo, cTaB 53 je mocaeaAMNA akcuoma [, II, IV*;
npeMa OBOj YHILEHHIH Baxeme [le-

~ 3aproBOT CTaBa y PaBHOj reoMeTpHju
CBaKaKO je HYyXaH ycloB Ja Gm
ce OBa reoMeTpPHja MOIVIa CXBaTHTH
Kao Ze0 NPOCTOPHe reOMEeTPHie Yy
K0jOj cy 3aXOBO/bEHE CBe aKCUOMe
rpyna I, II, IV¥*,

- ¥3muMO cal, kao M y Tpehoj W 4eTBPTO] riaBH, PaBHY
reoMeTprjy, y Kojoj Baxe akcuome I,_, u II—IV, u samuciumo
npema § 15, 12 je y Ty reomeTpsjy yBeHeH pauyH AyXHMa:
Taa C€ MOXe, Kao IWITO je TO H3noxeHo y § 17, pomenutd
CBaKOj TaYKH Te paBHH nap AY¥XH (X, y) W CBaKOj npaBOj pa3mepa
TpHjy AYyXu (u:v:w), OpPH 4eMy u, v HHCY 06a HyJa, TakO Ia
AHHEapHa jeJHaYyHHA

ux+vy+w=20

npercTaB/ba yCIOB HHIMAEHIH]e Tauke W npaBe. CHCTEM CBHX
AYXH Y Hamoj reoMeTpHjd o6pasyje, npema § 17, 6pojuo
nmoxpyuje, 3a Koje Bawe cBojcTBa 1—16 Hafpojana y § 13; u
3aTO MOXeMO0 nomohy opor O6pojHOr mnoapydja KOHCTPYHCATH
NPOCTOPHY TreOMEeTPH]y CAHYUHO OHOME MTO je ypaheno y § 9
UM § 12 nomohy 6pojuux cuctema Q u Q(¢); 36or Tora y3mumo
Ia CHCTEM TPHjy AyXH (x,y,Z) OpeTCTaB/ba TadKy, a pa3mepa
YeTHPH AYXKH (U:V:W:r), y KOMEe u,V, W HHCY HCTOBPEMEHO
jenHaKd HyJH, NpeTcTaB/ba paBaH, NOK 6GH npaBe Gune AedHHH-
caHe Kao npecelld JBejy paBHH; NPH TOME JMHeapHa jefHaYKHA

ux+vy+wz+r =20
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u3paxasa la Tauka (x,y,z) Aexu y papm (u:v:w:r). Hajsan
WITO C€ THYE pacmopela Tayaka Ha NPaBOj WM pPacnopela Tadaka
paBHH Y OIHOCY Ha MNpaBy y 0] HJH, Haj3aj, pacnopeia Tadaka
y OJHOCY Ha paBaH Yy NpOCTODPY, OH ce oxapehyje nomohy Hejexn-
HauuHa Mehy Jy>XHMa Ha CAMYaH HayuH Kako je To ypaheno
y § 9 3a paman.

TMowTo, yHOWemeM BPEAHOCTH 2 == 0 OneT.L0GHBAMO NpBO-
64THY paBHy reoMeTpujy, yBuhamO nxa ce Halla paBHa reo-
MeTpHja MOXe CMaTpaTH Kao JAeo npocropHe reomerpuje. Ho,
npemMa TOPH-HM H3/JarambuMma, 3a TO je HyXaH YCIOB Baxemwe [le-
3aproBOT CTaBa, 4 OTy/Ja MPOM3Ja3H Ja y yCBOjeHOj PaBHO] reo-
MeTpHjH Mopa BaxuTH [esapros craB. OBaj cTaB je, Zawjae, no-
cnexuua axkcuoma I, II—IV.

[TpuMerdmMo Ja ce oOBa caj HaheHa dYHIEHHIAa MOxe G6e3
MYK¢ H JHPEKTHO H3BECTH H3 CTaBa 42 y yuewmy O NpONOpHU-
jama WJaH u3 craBa 61.

§ 23. HemoryhHocT Joxasa [lesaproBor cTaBa Yy paBHH
6e3 aKcHomMa NOgyRapHOCTH

‘Cana heMO pasMOTPUTH NHTame Ja AW ce Jle3apros crap
MOXe JOKa3aTH u 6e3 ymorpe6e akcHOMa noAayZAaproctd. [lpm
TOoMe lieMO JpOCneTH X0 HapeIHOr pe3yJrara:

CrtaB 54. [loclioju paBna reomelipuja y Kojoj cy 3ano-
Bovene arcuome 1,_g, II, IIl; ., IV¥*, V, @mj. cBe nuneapne ancu-
oMe U aKcuoMe pABHU, u3y3eB awcuome Hoxyaapuociu 1, a
Hesapros cilias ne Baxcu (cimas 53). [esapros cliaB ce, TOpema
moMme, He MOOiCe u3sBeclil camo u3 L‘to.ueﬂymux akcuoma, 3a tberoB
A0Ka3 Heolixoane cy uny fpociiopne arcuome unu arcuoma Il
o dogyxapnociu MpoyrioBa.

» Iloxasb. ¥ o6uynoj paBHOj JleKapTOBOj reOMETPH]H, YH]y
cmo moryhnocr Beh nmokasamu y npyroj raaBe § 9, mpumeHu-
tiemo pebunnnujy npaBuxX JHMHHja W YIMIOBA HAa OBa] HAYMH.

') ¥MecTo npBe ,Hele3aproscke reOMeTpHje* HaBeleHE HA OBOM MeCTy Yy
paHHJUM H3[aibUMa OBe Kibure, 6uhe y HADENHOM H3/aramy NATA HEWITO MpO-
CTH]a HeJle3aproBCcKa reoMeTpHja oy je koncTpyucao Myaror (F.R. Moulton).
¥n. F. R. Moulton, ,A simple non-desarguesian plane geometry*, Trans. Math.
Soc., 1902. ’ ‘ ’
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.¥3MUMO Ma KOjy mpaBy JlekapToBe reOMeTPH]e KaO OCY W pa3iH-
KyjMO Ha OBOj OCH MO3HTHBHH M HETaTHBHH CMep, KaO H MO3H-
THBHY ¥ HETATHBHY MOJNypaBaH y OZHOCY Ha OBy OCY.

YamuMO caJa KaO IpaBy Halllé HOBE TEOMETPH]E OCYy H
CBaKy npeMa Oj napaneany npaBy JlekaproBe reoMeTpaje,
'3aTHM CBaky npaBy JlekapToBe reomerpuje, 4uja moxynpasa Koja
JIeXH y NOSHTHBHO] NOJNYDaBHH 06pa3yje Ca MOHTHBHAM CMEPOM
0ce NpaB WIH Tyn yrao, H, Haj3aJ, CBaK# CHCTeM JBejy moay-
npasux h, k JlexapToBe reoMeTpuje KOj# HMa OBO CBOJjCTBO:
BajelHHIKO TEME OX h M k JieXW Ha OCH; NOJyNpaBa h, Koja
JIeKH y MO3WTHBHO] NOJypaBHH, 06pa3yje ca MO3UTHBHUM CMEPOM
0ce OmTap yrao «, a NpoAyxewe A’ moaynpase k, Koja JexH
'y HeraTHBHO] MOJypaBHH, O6pa3yje Ca IO3UTHBHHM CMFDOM OCe
yrao g Tako Ja y JlexapToBOj reomeTpuj# Bakd pesamuja

g8 _ o,
tga

Pacnopex Tauaka W JIyXHHE AYXH H Ha OHHM IpaBAMa
" koje ce y JlekapTOBOj reOMETPHjH MPETCTaB/bajy Kao CHCTEM
IBe mnoaynpase febuHHIY Ce HAa OUMIVIEJaH HauMH, Kao H
'0049HO. Y Taxko NAedHHHCAHO] reOMETPHjH, LITO C€ JaKO yBuha,
Baxxe akcuome I,_,, II, Ill,_,, IV¥*, nanp. Hemocpexno je jacHo
Ia npaBe KOJe mposiase KPO3 jefHY TauKy jeZHOCTPYKO MOKPH-
Bajy paBan. OCHM TOra y TOj reOMETPHjH Baxke W akcuome V.

703 CeH yrJOBH KOjH HeMajy

HH]e 1aH KpaKk KOjd HIe OX
OC€ 110 NO3UTHBHO] MOJYPAaBHH
H 06pa3yje ca MO3HTHBHHM
CMEpOM OCé OmTap Yyrao,
mepe ce OOHYHO Kao H ¥
JlexapToBOj reomerpuju. Ako
je max 6ap jelaH Kpak yria w
nOJIynpaBa k Ca Manodac HaBeIeHuM CBOjCTBHMa, OHJa HeMmo Kao
BCIMYHHY yIa @ y HOBOj reoMeTpHjH Ne(QHUHHCATH BEIHUHHY
-oHOr yria o’ JlexkaproBe reomerpuje, KOjH HMa 3a KpaK IOJY-
npaBy k' MecCTo h (BumeTh npetxomHy cauky). OBaj mocrynak
nedunucarba 3a IBa mapa ynopeaHuX yraosa mnoxasyje ¢Hrypa
Jieo. Ha ocHOBY Hawe neduHHIMje yrioBa BaH M akcuoMa Ill,;

Oca

Hee. A
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HapOYHKTO 3a CBakH yrao <x ([, m) Baxu:

X (,m)=<x(m,l).

oca

v N

HanporuB, Ka0 mTO MOKa3yje CIMKA JECHO M IUTO Ce JIAKO
pauyHoM noTBphyje, JlesaproB cTaB y HOBOj PaBHO]
reoMeTpHjH He Baxd. OcuMm TOra, MCTO j€ TakO JaKO Ha-
upraTd Qurypy Koja noxasyje aa Hm [lackanoB CTaB He BaxH.

OBze H3/10XX€HA PaBHA ,HENE3aPrOBCKa“ TeOMETPHja CIAYKH
¥CTOBPEMEHO KaO NPHMEp DaBHe reOMeTpHje, y KOjOj Baxe aKcH-
ome I_g, II, Nl;_,, IV¥ V u Koja ce unak He mMOxe CMaTPaTH
Ka0 [0 MMPOCTOpHe reomerpujel.

§ 24. YBobhemwe cermeHTHoOr pauyHa 6e3 ynmotpebe
aKCcHoMa MNOAYXApHOCTH Ha ocHoBY J[lesaproBor ctaBa®

Jla 6uCcMO mOTOYHO yBuJead 3Hauaj Jle3aproBor crasa
(craB 53), y3MHMO 3a OCHOBY paBHy IeOMETDHjy, ¥ KOjO] Baxe .
axcaome I,_s, II, IV*“> Tj. CBe JHHEAapHE aKCHOME H AaKCHOME

!) Name WHTEepeCAHTHE NPHMepe HENle3aPrOBCKHX CHCTEMA JMHM]A 120 Je
X. Mopwmanr (H. Mohrmann), Festschrift David Hilbert, Berlin, 1922, cp. 181.

2)T. Xecen6epr jeycBoMe pany ,Uber einen geometrischen Kalkiit,
Acta math, km. 29, 1904, nao ssBoheme cerMeHTHOr pauyHa Koje ce MPHKbYUYie
unejaMa reomerpuje nosnoxaja. Hexy nenosn osor msBohema n06HBajy ce nakiue
aKko ce Hajnpe pasBHje cabHpame BEKTOpPa y paBHH Ha ocHOBY Jlesaprosor crasa.
Yn, Xeannep (Holder), ,,Streckenrechnung und projektive Geometrle“, Leipz.
Ber. 1911.

3) Moxe ce yBecTH HoBH CerMeHTHH payyH M 6es akcHoMe mapanennHx [V#
" ca npojexTHsHOM QopMynanujom [esaprosor crasa. )

OcHOBH TeoMeTpHje 6



82 | V. Hesapros: cTaB’ E : i

paBHH, OCHM aKCHOMa NMOJAYJAPHOCTH H HENPEKHIHOCTH, H yBe-
AMMO Yy OBY TeOMETpH]y HOBH pPauyyH JAYyXHM3a, HE€3aBHCHO
O aKCHOMa NOAYXZAapPHOCTH, HA OBaj HAYMH: '
Y3mumo y paBHM JBe CTajHe IpaBe, KOje ce CeKy y Tauku O,
M y Ja/bMM H3JaraphbdMa pauyHajMO caMO TaKBHM AYyXKHMA, 4YHja
je nouersa Tadka O H 4YHje Kpajke TauKe NPOM3BOJLHO Jiexke
Ha jeHO] OX OBMX JABejy CTaJHHX npasux. M camy Tauky O
cMaTtpajMo kKao Ayx O, WwTO lieMO O3HAYHTH OBAKO: N

00 =0 um 0 = 00.

Heka cy E u E' no jenna ozﬁpe-
heHa Tauka Ha CTAJNHEM NPaBHMA Koje
nponase Kpo3 Tauky O; Tama hemo
cvatpatd 06e ayxu OE u OE’ kao
LyxH 1; y 3HanuMa:

OE = OE' =1

HAH
1 = 0OE = OE'".

- IlpaBy EE' xpaTKO Ha3WBaMO j€JHHHYHOM [PaBOM.
HName, ako ¢y A u A’ tauke Ha npasuma OE oxH. OE’ ua xo je
NpH TOMe npaBa Koja cnaja AA’ napanenHa mnpema EE', oHua
hemo nyxu OA u OA’ Ha3BaTH jefHaKUM M TO hemMO O3HAYMTH
0BaKO: :

OA = OA’ umn OA' = OA.

Ja 6ucmo Hajnpe - meduuucann 36up Ayx# a= OA 1
b = OB, koje nexe Ha OE, xoHcTpyuwumMo AA’' napaleiaHo
npeMa jeguHHYHO] npaBoj EE’' W NOBYLMMO 3aTHM KpPOo3 A’ npaBy
napanendy npema OE u kxpo3 B npaBy mnapaneany npema OF'.
Ose he ce aBe napaneane cehwu y uexoj rauku A”. Hajsaxn, nosy-
IKMO KPO3 Tauky A" npasy napajeidy npeMa jeidHHYHO] npa-
Boj EE'; oHa npeceua cranse npase OF u OE' y no jemHoj
tadkd, C u C'; Taga hemo nyx ¢ = OC = OC’ Ha3BaTH 3GHpOM
a1yxu a = OA u b= OB, mwto heM0 03HAYHTH OBAKO:

c=a+b uwrnw a+b=c.

[Ipe nwero wro npehemo pasme, nokasahemo ma, Kag ce
npernoctas¥ Aa Baxu Jle3apros cras (ctaB 53), 36up mBejy Lyxu
ce MOxe NOGHTH M Ha OMIUTHjW HauwH: Tauka C, Koja oxpehyije
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36Hp a + b Ha OHOj NpaBOj, Ha KOjOj Jexe Tauke A u B, He
3aBHCH OJi jenuHuuHe npase EE’' oj kxoje cMo nmowawy, Tj. MH hemo
n06uTH 0By Tauky C W moMohy HapeaHe KOHCTPYKUH]E:

Ounabepumo Ha npaBoj OA’' ma

KOjy Tauky A’ M MOBYHHMO KpPO3 Tau-
Ky B mapanenny npema OA' u Kpo3
Tauky A’ napaneany npema OB. Ose
ce JBE NpaBe CEKY Y HEeKOj Tauku A”.

[IpaBa noBy4eHa nocsae Tora Kpo3 Tadg-
Ky A" napanenso npema AA’ npecena
npay OA y Tauxkm C, koja oxpehyje 36up a + b.
Pagu nokasa npeTnocTaBHMO Ja Cy KakO Tayke A’ u A”

TaKO W Tauke A’ U A" HOGHBEHE Ha HaBEJEHW HAYHMH H Ja je
tauka C Ha npaBoj OA rako ojapehena, na npasa CA” 6yne
napanenna npema AA’. Tpoyrmu AA’A’ u CA”A" nexe TaKo
JIa Cy JHHHje Koje cmajajy oxroBapajyha TemeHa THX TPOYIVIOBa
napasesHe, a MOWTO Cy, CeM TOra, oaromapajyhe crpaHe nBajy
napoBa, Hanme A'A’ u A”A” xao u AA’ u CA”", napanenue, TO
Cy, ycTBapH, nmpemMa Apyrom uckasy Jlesaprosor craBa, H Tpehe
ctpane AA’ u CA” mehy co6om napaneie.

Jla 6ucmMo neduHucaIn Npous3BOn AyXH a = OA ¥ Ayxu
b = OB, nocnyxuhieMo ce MOTOYHO HCTOM KOHCTPYKIH]OM AATOM

S

y § 15, camo wro hemo oBhe
y3€TH yMECTO KpPaKOBa MpPaBoOr
yraa o6e craade npase OE H
OE'. KoncTpyknuja je npema To-
Mme crnegeha: oxpend ce Ha mpa-
Boj OF Tayxa A’, Tako Ja je AA’
NapanenHo jeXUHUIHO) MPaBoj
EE'; tauka E ce cmoju ca Tad-
KOM A’ H NOBy4e KPO3 Tauky B

napazenia npema EA’; oBa napajesHa npeceina crariy npaBy OE’
y Hekoj Taukd C'; Ayx c = OC HasBahieMO MPOHU3BOAOM
Ayxd a = OA u Ayxu b = OB # nucaTH:

c=ab wuam ab=c.
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§ 25. KoMyTaTHBHM H acOIMjATHBHU 3aKOH cabupama
Y HOBOM CerMeHTHOM pavyHy

3a Ham HOBHW pauyH AyXWMa, y WITO Ceé JaKo yBepa-
"BaMO, BaX<e CBH CTaBOBH Be3e MOCTaB/beHH Y § 13; cama hemo
HCMHTATH KOja OJ DauyHCKHX ‘NPaBHJIA MOCTaB/HEHAX TAMO Baxe
y HauleM HOBOM padyyHy JyXuUMa, aK0 Ce 32 OCHOBY Yy3me
paBHAa reOMeTpHja, y KOjoj cy 3amoBosbene axcuome I, _g, II, IV*
HocuM TOra Baxku Jle3aproBs cTas.

[Tokasahemo npe cBera, Ja 3a caGupame AYXH HeDUHHCAHO
y § 24, BaXku KOMYTaTHBHHY 33aKOH

at+b=0+a.
Heka je ‘ i

a = 0A = 0A',

b= 0B = 0B,

npd 4emMy Cy, CXOJHO HAaluMM nocrtaBkama, AA' u BB’ napanesne
jeauHudHOj nmpaBoj. KoHcTpyuwnmo cax tauke A” u B”, nosna-
uehun A'A" u B’B” napanenso npema OA’ u nmame AB" u BA"
napanenso npeMa OA’; ka0 mTO Cce OAMAax BHIH, Tajga Haine
TBphewe Hckadyje Ha je cnojHa npaBa A”"B" napaieiaHa npema AA'.
' Taunoct oBor TBphemwa yBuhamo
Ha ocHoBy [lesaprosor crasa
(ctaB 53) Ha OBaj HauMH: O3Ha-
YHMO [NpeceyHy TauKy MPaBuX
AB" u A’A" ca F, a npeceuny
Tauky npaBux BA' uw B'B"” ca D,
> Taga he y Tpoyrnuva AA'F u
a+b-b.a BB'D oprosapajyhe cTpane 6uTH

mehy co6om mapanenne. [Jomohy
JlesaproBor cTaBa oxaTie 3ak/bydyjemo na tpu Tauke O, F, D,
Jexe Ha jelHOj mpaBoj. Yciaen OBe OKOJHOCTH Tpoyrad OAA’
u DB"A" nexe Tako Ia mpaBe KOje cnajajy oAnrosapajyha TeMeHa
npoJjase Kpo3 HCTy rtauky F. [lowiTo cy, ocum Tora, OArosapa-
jyhe cTpane ABajy naposa, Haume OA u DB” xao u OA’' u DA",
napaneate, 6uhe, rpema Apyrom nckasy [leszaprosor cTaBa (cTas
53), u Tpehe crpane AA’ w B”A" napanense. ‘

LT
by



§ 25. Cabupame y HOBOM PAuYHY NYWHMA 85

HcroBpemeno u3 oBor jAoka3a clexyje fia je moTnyHo cBe-
jemso oz Koje ce OX& ABejy CTaJHHX MPaBHX MOJ&3H NPH KOH-
CTPYKUKjH 36upa IBEjy AYXKH.

Jame Baxxd acoumMjaTUBHM 3aKOH caGupama:

a+(b+c)=(a+0b)+c
Hexa cy va npaBoj OFE nate nyxd
a=04, b=0B, ¢c=0C

Ha ocHoBy ommTer npasuia caGHpaimba HaTOr y NpETXOAHOM
naparpagy Mory ce 36HpPOBH

a+b=0G, b+c= OB, (a+b) ,+ ¢c=0GC

KOHCTPYHCATH Ha OBaj HAUHH: H3a6€PHMMO NPOH3BOJLHO HA MPaBOj
OE’ rayky D u cnojumo je ca Taukama A u B. [IpaBy nosydeny
napaneano Kpos tauky D npema OE npecenajy o6Ge napanenne
npemMa OD, nosyueHe kpo3 Tauke B u C, 'y no jenHoj Tauxku F
onax. D'. Ilpase noByueHe napaqenHo Kpo3 Tauky F npema AD
OIH. KpO3 Tauky D' napanenno npema BD npecenajy cana npaBy
OA y rope nomeHyTHM Taukama G OQH B’'; Iambe, mpapa NOBY-
uye¢Ha Kpo3 Tauky D' mapanenso npema GD npecena npaBy OA
Yy HCTO TaKo nomeHyToj rauyku G'. Hajsam ce 36up a + (b +¢)
no6uBa Kax Hajnpe NOBYYeMO KPO3 Tduxy B’ napane.rmy npema
OD, xojy npasa DD’ -npe- - '
cena y Hexkoj Ttadku F, u-
KaJ, TNOBYYEMO KPO3 TauKy
F' napanenny npema AD.
[IpeMa Tome Tpe6a. moka- - . ,

3aTH 1a je npaBa G'F’ na- ¢ 2 f a+6;> c(7 : ,bfl (af'b,)w:ar(bm)
pasiensa npema npasoj AD. ' v -
O3nayuMo caja npeceuHy

TauKky npaBHX BF u GD ca H ¥ npecedHy Tadky npaBux B'F'n
G'D' ca H'. Taga cy y tpoyrauma BDH u B'D'H’ oxrosapajyhe
CTpaHe mapajienHe; a mowTo Cy, Aame, npase BB’ u DD' wmehy
co6om napasiende, TO je, mpema Jle3aproBoMm cTaBy, W npasa HH'
napaneaHa OBHM JiBeMa npaBuMa. [IpeMa TOME MOXEMO MPHMEHHTH
Apyru uckas Jlesaprosor craBa Ha Tpoyrae GFH'u G'F'H' na
M3 TOTa Ca3HAaTH Ia je npaBa G'F’ napaneana npema GF, a 3aTo,
CBaKako, ¥ npema AD.

//LP
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§ 26. AcoOLMjaTHBHH 3aKOH MHO)KEiba H JBa JUCTPUOYTHBHA
3aKOHA y HOBOM CErMEHTHOM pauyHy -

[TpM HAalIHM MPETHOCTABKAMA M 33 MHOKEHE Ityxm BaX(H
ACONMjaATHBHH 32KOH! ‘
a (bc) = (ab) c.

Heka cy ua npsoj on lwe]y CTANHHX NPAaBHX KPO3 Tauky O

naTe LY KH
1=0A4, b=0C, c¢= OA’,

. a Ha upyroj npaéoj nymu
afbe)-(ab)e.l . a-0G u b=-O0B

Ha 6ucmo, npema npaBHay
y § 24, pemoM KOHCTPYH-

cald Iy XHu .
be=O0B' u bec= OC!,
0.‘ n A A g'/y ‘ bcl ab = OD,
! ¢ ‘ (ab) c = OD,

nosyuumo A’B’' napanenso ca AB, B'C’ napanendo ca BC, CD.
napanendo ca AG, xao u A’D' napanejHo ca AD; Kako ce oaMax
BUIH, Taja ce Hawe TBphEspe cBOAM Ha TO Xa u CD Mopa Gutu
napainenno ca C'[D'. O3Ha9¥MO JM Caja OPEeCedHy TadKy MNPaBHX
AD u BC ca F, a npeceuny Tauky npaBux A'D' u B'C’' ca F',
TO he y tpoyrnuma ABF W A'B'F' ogrosapajyhe crpase 6uTtw
mehy co6om napanesse; OTyna, npema Jle3aproBoM CTaBy, TpH
tauke O, F, F’ nexe Ha je[HOj npasoj. 3axBambyjyhu oBOj oxo.-
HOCTH, MOXEMO NMPUMEHHTH ADYrW Hcka3 [lesaprosor cTaBa Ha
-tpoyrie CDF u C'D'F' u Oaarne ysujetH na je ycreapu CD
- mapanaeaHo ca C'D’.

Hajsang hemMo poxa3aTu y mHamem pauyHy le)i(HMa Ha
ocHoBy Jle3aprosor craBa 06a AHCTPHGYTHBHA 3aKOHa

a(b+c)=ab+ac

(b+c)a=ba+ca.

Pan# 1oxa3a npBOr HNHCTPHOYTHBHOT 3aKOHa

a(bic)=ab+ac



§ 26. MHoxeme y HOBOM PaYYHY LYyKHMa 87

NpeTnoCTaBEMO Aa Cy Ha TPBOj OA JBEjy CTaAHHX MpPaBHX
JaTe LYXKH:
- 1=0E, b=0B, c=0C,
a Ha Apyroj:
a = OA.

. IIpaBe koje cy nosyyeHe mapa/ienHo npema npasoj EA
kpo3 tauke B u C npecenajy npasy OA y mno jeiHO] Tauks,
D opu. F. Taga je Ha ocHOBy npaBana o muoxemy (§ 24),

OD = ab, OF == ac..
[Tpema onmTHjeM npaBuay cabupamwa y § 24 36up
COH =b+c.

106¥BaMO aKO noByuemo Kpos3 Tauky C napateany npema OD
¥ Kpo3 D mapanenny npema OC, na 3aTHM KPO3 NPECEYHY Tauky
G o0B4X IBe]y npaBHX NapanejHy npe-
ma BD, koja mpecena npasy OC y
Beti momenyToj Taukd H u mpaBy OD
-y Hekoj taukn K. [Jomto je OH =
=b+c, HA OCHOBY NpaBHIAa O MHO-
HKEembY BaXKH
OK = a(b+c).

W brcyab +ac A

Ha ocuoBy onwmrujer npasuna ;b e hic

' 0 cabupamy ‘M Ha OCHOBY OHOra wiTO

je mokazano Ha -cTp. 84, ma cranue mpase OFE u OF' Mory pas-
MEHHTH yJOre MpH KOHCTPYKLHMjH 36HDa, MOXE Ce Haj3aj KOH-
CTPpyHcaTH 3GHP ac + ab Ha 0OBaj HauWH: MOBYLIHMO Ma KPO3 KOjy
TauKy npaBe OE, Hanp. xpo3 C, npasy CG, napanensy npema
OD, satum Kpo3 Tauky D napanemny DG npeMa OC n, Hajsa,u;,
KpO3 TauKy G napaneisy GK npema CF.

Jlakae, Bau v
OK = ac +ab,

a oTyna ce mnoMohy KOMyTaTHBHOI 3aKOHa CabGHparma H3BOJH
NpBH JUCTPHOYTHBHA 3aKOH.

Ha)san, Ha 6uCcMO noxaaanu ApYyTH OIUMCTPUOYTHUBHH
3aKOH, NPETIOCTABHMO Ja CY Ha MPBOj O ABejy CTaJHHX Ipa-
BHX JaTe LYXH: o
S 1=0E, a=0A4,
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a Ha JIpyroj cTaJHO] NpaBOj AYXKH:
b =0B, c¢=0C.

[paBa AB’ napanenna npema EB u npasa AC' napanenﬂa npema

EC onpehyly Ly XA
OB = ba,_ OC'=ca.

KOHCTpYHIIHMO XY XKH
OF = b+c, OF =ba+ca

oner Ha cTaaHoj mpaBoj OB npema ommuTHjeM npaBuay cabu-
pamba Ha OBaj HauuH: [loBynwmo napaneiane Kpo3s tauky C npema
OE u xpo3 Tauky E mpema OC.
One ce cexy y Hekoj Tauku D,
KpPO3 KOjy MOBYUHMO HapajieiHy
npemMa EB, xojy OA mnpecena y
rope nomesyToj Taukuy F. HcTo
TaKO MOBYUHMO KpO3 Tauky A
napaneady npema QC', a Kpo3
C' nmapanenny npema OA. Owne
ce CeKy y Hekoj Taukud D'; xpo3
OBy TauKy MOBYLHMO fapajenny
npeMa AB', kojy OA mnpecena
y MOMEHyTOj Tauku F’.

[Ipema npaBuIy MHOXEiba
- APYT'H TUCTPHOYTHBHA 3aKOH OH-
He noxasaH ako ce nokaxe xa
je npaBa AF’ napanenna npema npaeoj EF.

Y tpoyrauma ECD u A'C'D' oxrosapajyhe crpane cy mehy
cQ6oM napanenHe; 3aTo, mpeMa Jle3aproBoM CTaBy, TPH Tauke
O, D, D' nexe Ha jenHoj npaBoj. CTOra MOMKEMO NPHMEHHTH
Apyru ucka3 Jlesaprosor craBa Ha Ttpoyrie EDF u AD'F' n
YBHAETH Aa Cy nmpase AF' u EF 3aucra nmapaJesHe.

(,‘).c)mbmca,l"'

§ 27. JenHa4yHHA mpaBe Ha OCHOBY HOBOT CErMeHTHOr pauyHa

My cmO yBeau cerMeHTHH pauyu of § 24 mo § 26 nomohy
aKCHOMa HaBeAeHHX Yy § 24 u mpernocraBbajyhu Baemwe [le3sap-.
ropor CraBa 3a paBaH. Y OBOM payyHy AYXHMa Baxxe, OCHM
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CTaBOBa BE3€ NOCTaBbeHHx y § 13, acOuMjaTHBHH 3aKOHH Cabu-
pama H MHOXema, Ka0 W 06a aucTpuOyTHBHa 3akoHa. [la xomy-
TATHBHA 3aKOH HHje HeonxonaH, supehemo y § 33. Iloxasahemo
y oBoM maparpady Ha KOj4 HauuH je MOryhe aHaJHTHYKO MpeT-
CTaB/balbeé TaUaKa W NMPaBHX Yy DaBHH Ha OCHOBY OBOr padyHa
Ly XKUMa.

HNedbununuja. Jlse crarue npase y3eTe'y paBHH KpO3
tayky O HaseahlieMo ocama X u Y u 3amuciuhemo nga je cBaka
Tayka P y paBHH ojpeljeHa AyXHMa X, y, Koje ce po6uBajy Ha
ocama X W Y, noenauehin kpo3 Tauxy P mapaiense npema OBHM
ocama, OBe Ayxu x, y HasBaheMO Koopgunafiama Tauke P.

Ha ocHoBy HOBOr cerMeHTHOr pauyna ¥ nomohy J[lesap-
roBOr €TaBa JAOCNEBAaMO A0 HapeJHe UHILEHHIE:

CrtaB 55. Koopjunalie x, y Madke Ha Opou3BowHoj Gpasof
- YBeK 3a70BO/baBAfy CerMeHiiny jeJHAYUHY HAPeJHOr O06AUKA:

ax+by+c=0;

y 0BOj jeanawunu mopajy clajaiiu ayxcu a, b ca aese cilipane
04 KOOpAuxalmla x, y; Ayxcu a, b Huxag nucy uclioBpemero HY.d,
u ¢ je apouzsomna AyIC.

Obpuylio: csaka cermending jeguayura ollucaxe Bpcille Gpell-
cliaBmpa yBex OpaBy y pasmamparoj paBHoj reomemmpuju.

Jlokasa. ~Apchuca x ma xoje Tauke P Ha ocu Y uiam npema
1H0] napajenHe NpaBe He 3aBHCH OJX u360pa Tauke P Ha TOj npa-
BOj,  T{. TAKBa C€ IpPaBa MOJXE MPETCTABUTH Yy OOJHKY:

x = c.
Jly’u ¢ oArosapa Ayx c, Tako 1a je
c+c=0,
a CTora Ba)KH H’ .
x+c=0.

OBa jenHauyHHa HMa OGJIHK TpaxeHe BpCTe.
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_ Heka je cam [ npaBa koja npecena Y-ocy y HEKOj TaukH.S.
TloBynumo Kpo3 NpPOH3BOBHY Tauky P oae'np_aae napaaenny
npema Y-ocu Koja mpecena X-ocy.y Tad-
ka Q. Iyx OQ = x je amcuuca tauxe P.
[Tapanesna npema [/ Kpo3 . Tauky Q -OT-
cena Ha Y-ocu nyx OR, a npema nedu-
HUIH{H MHOXEba BaXH

OR = ax, f

rie je a Ly, KOja 3aBHCH CaMO OJ IO-

) Jn0Xaja mpase /, a HE 3aBHCH OJ H360pa
: tauke P-Ha /. Heka je.y oppunaTta oxm P.
[Tpema . mpomupenoj aeduBunujn 36upa
JIaTO] Ha CTp 83—84 u ycnen Beh Ha cTp. 84 mokasaHe moryh-
HOCTH Ja ce KOHCTpyHie 36up noJsasehu on Y-oce, nyx OS caza
TpeTcTaBba 36up ax+y. Jyx OS =c je ayx koja je ofpe-
hena camo monoxkajem npase /. M3 jexnauune

ax +y = c
cnenyje
‘ ax +y+c=0,

TIe je c omer AyX Koja je oxpekhena j‘é,U,Ha‘JHHOM c+c=0.
Tlocnenmwa jexnayuHa npase ax+y+ ¢ =0 dMa 3axTeBaHd OGJIHK.
Jlako ce BHIM Ia KOODJHHATE OHE TayKe KOja HE JIeKH Ha
npaBoj [ He 3a70BOJbaBajy OBY jeIHAYHHY.
HcTo Tako je sako nmokasatw npyrd neo crasa 55. Hauwme,
aKO jé JaTa CerMeHTHa jeJHadyuHa

a'x+by+c =0,
y KOjoj Ayxu a' u b’ Hucy obe Hysa, nomMHoXxuheMmo, y cayudajy
na je b’ =0, caesa unaHoBe jenHauHHE Ca ILY¥XH a, Koja je ozpe-
hena penauujom aa’ = 1, y cayuajy nak ga 6yme &' #0, — ca
Ayxu b, Koja je oapehena penanujom bb' = 1. Tama hemo, Ha
OCHOBY NpaBH/ia pauyHa, JOGHTH jefHY OX MaJoyaC H3BEJEHHX
jeAHauYHHA NPaBHX M MOXEMO JaKO y MOCMaTpPaHO] DaBHOj Treo-
MeTPHjH KOHCTPYHCaTH npaBy KOja 3a40BOJbaBa OBY jeXHAYHHY.

Tpe6a u3puuuTO npumerdTH Aa NP4 HAlWHM MPETIOCTaBKaMa
CerMeHTHA jeIHauHHa 06JauKa

xa+yb+c =0,
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y K0joj AyXHu a,b CTOje LEeCHO Of KOOpAMHaTa X, Yy, YOMTE
He MPeTCTaB/ba NpaBy.
Y § 30 umatiemo BaxkHy npHMeHYy cTaBa 53.

§ 28. Yl(ym-loc'r BY)KH cxBalieHa Kao KOMUJEeKCHH
6pojHH cHCTeM

[Tomenysu cmMo Beh na cy y HaleM HOBOM PauyHy AYXKHMa,
3acHOBaHOM y § 24, 3ajg0Bo/beHH cTaBoBH 1—6 y § 13.

Hame, v § 26 u § 26 ysumenu cmo nomohy Jesaprosor
CTaBa, Jia 3a OBaj DauyH Ny>XHMa Baxe 3aKOHM pauyHa 7—11
y § 13; mpema TOMe, NOCTOje CBH CTaBOBH Be3e W MpaBuia
pauyHa, H3y3€B KOMYTATHBHOI 3aKOHAa MHOXEHba.

Hajsan, na 6ucmo omoryhunau pacnopen sy, yCTaHOBH-
hiemo oBO: Heka cy A W B IBe Ma KOje pa3mHuY{Te TauKe NpaBe
OE; nopehajmo cana yerupu Tauxe O, E, A, B, npemMa cTaBy 5
Tako, na Tauka E cToju u3a tauke O. Croju M4 y OBOM MOPETKY
¥ Tauka B wu3a Tauke A, pehn hemo na je Ayx a-= OA Mama
Of AYXH b = QB, wtTo heMo O3HAYMUTH:

a < b;

HaMpPOTHB, CTOJM JM y MOMEHYTOM MODETKY Tauka A u3a B, pehu,
heMO za je Ayx a=0OA Beha on Ayxu b = OB; y 3uanuma:
a> b

Jlako yBuhaMO Ha cy can y HAleM CerMeHTHOM paqyﬂy,
Ha OCHOBY akcuome lI, 3aJ0BO/beHM 3aKOHH padyHa 13—16;
TpeMa TOME, YKYNHOCT CBUX DasTMUMTHX AYXKH 06pa3yje KOM-
IJIEKCHW OpOjHH CHCTEM, 3a KOjH Baxe 3akonu 1-—11, 13—16
y § 13, Tj. cBa mpaBHJa OCHM KOMYTaTHBHOI 3aKO-
Ha MHOXE€Hha M CTaBOBa O HENPEKHLHOCTH; y ‘xa-
JbHM H3JarambUMa TakaB OpojHd cucrtem sBahemo 'KpaTKO [esap-
rosum 0pojHuM cuclie Mo M.

§ 29 l/lsrpaijnBaﬂ,e NPOoCTOpPHE I'éoMeTpHje nomohy
Ileaapronor 6pojHor cucrema

Heka je naT_ Ma Koju Jlcsapros 6poan cacrem D; oBaj
HaM CHCTEM OMOTyhaBa Ja H3TPagUMO HPOCTOpP-
Hy TeOMEeTpPH]Y, Y KOjOj ¢y 3aL0BO/bEHE CBE aKCH-
ome I, II, IV* - - '
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- Jla 6ucMO OBO yBMIAENH, 3aMHCTHMO CHCTEM Ma KOja TpH
6poja (x,y,z) IlesaproBor GpojHor cucrema D xa0 TauKy, a
CHCTEM Ma KOja ueTHpH 6poja (u:v:w:r) cucrema D, O KOjuX
'npaa TPY HHCY HCTOBpemeHO 0, KaO paBaH; alld, HEKA CHCTEMH
(u:v:w:r) W (au:av:aw:ar), TAe a 3Haun Ma KOju 6poj
panman ox 0 y cucremy D, npercraBibajy HeTy paBaH. Heka
nocm]a}be jensauune

ux+vy+wz+r=20
H3pa)kaBa Ja Tadka (X, y, 2) JeXKH y DaBHH (u :v:w:r). Hajsag,
neduHUIIMMO npaBy nomohy cucTema IBejy pasau (u':v':w':r')

M (u”:v":w":r"), ako ce y cucteMy D He Mmoxe Hahu - 6p01 a
pasanunT on 0, Tako za HCTOBPEMEHO 6yne

au' = u’, ay’ = voaw' = w'.
Peun he ce ma rtauka (x, y, 2) JIeXXH Ha OBOj NpaBoOj
‘ [(w v w ), (v w” ),

aKo je 3ajeAnHHuKa 3a o6e paBHH (u':v':w':r) m (V"W).
CmaTpa ce Ja JBe npase kOje CaApe HCTE TauKe HHCY Das3/iH4HTe.

[Mpumewyjyhu 3axoue pauyna 1—11 y § 13, xoju Tpeba
Ja Baxe MpemMa MpPeTNOCTaBHH 3a OpojeBe cHcTema D, jpocme-
hemo 6e3 rewkoha n0 pesysaraTa: Ja Cy y MajnoyaC MNOCTaBJ/be-
HOj NPOCTOPHO] reoMmerpujn cBe akcHome | u IV*- 3agoBosbexe.

Jla 61 u axkcuome Il pacnopena Guite 3aJ0BOJ/bEHE, YCBO-
jumo Hapenne nmocraBke. Heka cy

(-Xl,ylr z]): (Xn}’g,lz), (X,, 4T zs)
Ma KOje TPH TauKe Ha npasoj
v e ), (@ vt wt )]s

pehu hemo na tauka (x,, y,, 2,) Jexu usmely oHe apyre nBe
TaiKe aKo je 3al0BObCH 6ap ]enaﬂ Ol LIECT IapH HapeaHHX
HejelHaYHHA:

(1) Xy <] Xy < Xz, X;>>Xp > Xg,
(2) Vi<Ve<Yu Vy>Y2> Vs
3) 2, <2< 23, 2,>2,> 2.
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AKO Hanp. BaxXd jefHa OJ IBejy ABOCTPyKHX HejexHaunHa (1),
JaKO 3aK/bYdyjeMO Ja MOPa BaXKHTH HIM y, = y, = y; HWIH jeJHa
O], ABOCTPYKHX HejenHadHHa (2), H Ia MCTO TaKO BaXH HJIH
2, = 2, = 23 WJIH jeHa OJ ABOCTPYKHX HejeXHauuHa (3). YcTBapH,
MHOeHH clleBa jefHa9HHE

u'x; + vy, +wz, +r' =0,
u'x; vy Wz =0
(i=1,2 9

ca mnojecHo wu3abpanum 6pojeBuma cucrema D, koju cy # 0,
B 3aTum cabupajyhH [H0OuBeHe jeZHAUHHE, H3BOLHUMO CHCTEM'
jemHaunHa O6JHKa

(4) u!"x'+vllly‘+flll= 0
(i=1,2,3).
Oppne curypro xoepuumjent v Huje 0, mowro 6u ce uHaue
Jo6una jexHakoct TpHjy 6pojesa Xx;, X, Xg. Y cayuajy na je

u" =0, fo6uBa ce
) Vi=Ys=1Vs.

Axo je mak u'" #£ 0, onjga u3s
X E X, S xg
M3BOJMMO IBOCTPYKY HejeNHauuHy
ux, S u'x, = u;"xs,
fla cTOra, Ha OCHOBY (4):
V'lly1 +rlll § v'/lyz + r”l § vllly3 + r"l

W OTyJa ‘
V'",V; § vmy2 § V"'}’s,

ma kKako v'" Huje 0, amMamo
= .
VS VS

'y CBakKOj OJ OBMX IBOCTPYKHX HejeAHayHHa Tpeba CByla Aa BaxXH
HIM TOPH-M WIH JOHH 3HAK.

[lperxoana pasMaTpama NOKa3yjy Ha y Haumoj reoMEeTPH]H
Baxe akcuome pacnopexa Il ;. Ocraje jom ja ce nokaxe
Ja y Halmoj reoMeTPHjd Baxku akcWoma pashd Il .
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¥ Ty cBpXy HEKa HaM je JaTa paBaH (u:V:W:r) H'y HWOj
npaBa [(u:v:w:r), (¢ :v :w /). Y3mEMO Jda cBe Tauke
(x,y,2) Koje Jexe y paBHH (£:V:w:r), 3a KOje je H3pas
Wx+vy+wz+r Behn uie mamwu ox 0, sewe Ha je;HO] OXH.
Apyroj cTpaHx on jmaTe npaBe. Taja Tpe6a n0KasaTH Aa je OBa
MOCTaBKa jeJHO3HaYHa H Ja je y CarJaCHOCTH €a NOCTaBKOM Ha
ctp. 9. OBaj ce MOKa3 MOXe JaKO H3BECTH.

Tako cMO 1103Hal¥ 13 Cy 3a]0BOJbEHE CBE axcnomel II,
"IV* y 0BOj MpOCTOPHO] reOMEeTPHjH, KOja Ha rope H3T0XKeH HAUHH
npousnnasu u3 Jesaprosor 6pojuor cucrema D.

Kako je [lesapros ctaB mociaejdia akcuoma [j_g, II V¥,
TO JO3HajeMO OBO:

Ha jegnom [Hezaprosom Gpojuom cuciiemy D moxce
ce Ha MOKQ3AHU HAYUH USrpajully pABHA TreoMedpuja, y KOjof
6pojese cuciiema D 00pasyjy enemenliu pauyna Ayxcuma, yBegeHor
apema § 24, u y rojoj cy szazoBoswene arcuome I,_g, I, IV¥;
y [ManBoj paBHOj reomelipuju yBex Baxcu u [ezaproB clas.

OsBa 4HIEHHIA j€ HHBEp3Hja pe3yJiTaTa A0 KOra CMO LOLUIH
y. § 28 U KOjU MOXEMO De3HMHPAaTH Ha OBaj HAUHH:

Y pasuoj reomelipuju, y rojoj ocum awcuoma I,_,, II, IV*
Baxu u Jesapros clias, Moxe ce, lpema § 24, yBeciiu
payyn RYXHCUMA; [MARQ eNeMenilu OBOr pavyHa Ayicuma oopasyjy,
fipu TOonmecroj loclasyu pacliopena, ysex Hesapros 6pojHu
cucllienm.

§ 30. 3nauaj [lesaproBor crasa

Kan cy y Hexoj paBHO] reoMerpujd 3aJ0BO/bEHE AKCHOME
I,_g, 1I, IV* 4, ocum Tora, Baxxu [le3apros craB, OHIa je, npeMa
nocnAeiweM CTaBy, yBeK Mmoryhe y OBOj reoMeTpHju yBeCTH
CerMeHTHH pauyH, 3a KOju Baxe mpaBuwiaa 1—11, 13—16 y § 13.
[TocmMaTtpahemM0 Habe, YKYyMHOCT OBHX AYXH Ka0 KOMIIEKCHH
GpOjHH CHCTEM M OX ibera hHemo W3rpafuTH, NpemMa H3JarambuMa

y § 29, npocropHy reomeTpujy, y KOjOj Baxe CBE aKCHOME
I I, IV*,

Axo y 0BOj NpPOCTOPHO] reOMETPHjH MOCMaTPaMO HCKJbY-
4uBO Tauke (x,),0) H OHe npaBe Ha KOjuUMa Jexe CaMO TaKBe
Tauke, 106uheMO paBHY reomerpujy. AKO mak y3MmeMo y 063up:
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cTaB 55, ussefen y § 27, jacHo je ma ce oBa paBHa reOMeTpHja
MOpa MOKJIONMKTH Ca PABHOM T€OMETPH]OM, H3T0XKEHOM Y NMOYETKY,
T|. €N1eMeHTH JBejy F€OMETPHja MOry ce Yy3ajaMHO jeIHO3HAYHO
IONENHTH, OApxKaBajyhu mpu Tome OLHOce Be3de M pacnopera.
Tume n06uBaMO HapeIHH CTaB, KOJH Tpe6a CMaTpaTH Kao Kpajibk
[[H/b W3Jlaramba OBOT OJesbKa:

CtaB 56. Hera cy y Hexoj paBHoj reomeiipuju 3a50B0beHe
axcuome 1,_g, 11, IV*; maga je Basxcewe [lesaprosor ciiasa doipe-
6ax u JOBOJbaH ycaoB8 3a Mo, Aa ce 0Ba paBHA reomelpuja MoIce
cMallpadiu kao Aeo dpociliopHe raomeiﬂpuje, y Kojoj cy 3azpoBo-
mene cse arcuome 1, 11, TV*

Taxo ce Jlesapros CTas 3a PaBHY reOMETDHjy MOXe y H3Be-
CHOM CMHCJY KapaKTepHCaTH Ka0O pe3yJTaT eJuMHHalKje npoe-
TODHHX aKCHOMa.

Hahenu pesyanratu takohe nam omoryhasajy aa yBuzume
Ia Ce CBaka IPOCTOPHa reOMETPHja, ¥ KOjOj CY 3aI0BOJbeHE CBE
akcuome I, II, IV¥ MoOxe yBek cXBaTHTH KaO HeO Hexe ,Ieo-
MeTpHje O]l NPOM3BOLHO MHOrO IWMEH3W]ja“; npu TOMe Tpeba
Ja Ce MOJ reOMEeTPHjOM Ca MPOB3BO/HLHO MHOTO NUMEH3Hja pa3yMme
YKYIMHOCT Tauaka, IIPaBUX M DaBHH H jOml APYrHX €J1eMEHaTa,
32 KOje Cy 3aJ0BOJbeHE Ha OXAroBapajyhiu HauHH npomnpeﬂe:
aKCHOME Be3e, pacnopena Ka0 ¥ aKCHOMa [apase/HHX.
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IMackanoB cras
§ 31. [IBa cTaBa o Mot‘yhuoc'm nokasa IMackajioBor cTaBsa

Kao wro je Beh nomenyro, [lesapros craB (craB 53) ce
MoxKe Joxa3aTh H3 axcuoma I, II, IV¥, 1j. xopucTehn GHTHO npo-
«CTODHE aKCHOMe, HO 6e3 ynoTpebe aKCHOMa MOLYJapHOCTH; MOKa-
'3a0 caM y § 23, ma ce OBaj CTaB HE MOxe JOKa3aTH 6e3 mpo-
TOPHHX aKkcuomMa rpyne | u 6e3 axkcuoma noxyzapsocty Il
'YaK aKO Cé M JOMYCTH ynoTpe6a akCHOMa HEeNpeKHI-
‘HOCTH.

Y § 14 cmo usseau [lackanos cras, a y § 22 u [lesapros
.cTaB, W3 akcmoma I, _4, II—IV, nakae Ge3s mpocTOpHHX aKCHOMA,
HO KopucTehH ce OMTHO aKCHOMaMa mnojypapHocTd. Hacraje
fIMTalbe Xa JIH Ce MOXe NOKa3aTH u [lackanoB cras,
-oc/amajyhu ce Ha MpocTOpHe aKcuoMe Be3e, a He Kopucrtehn
e aKCHOMaMa nojaypapHocTH. Hawe ucnuruBame he
nokasaTd Jga ce IlackanoB cTaB y OBOM MOrJieLy NOTOYHO Pa3fiH-
‘Kyje ox [lésaproBor craBa, jep npd4 Rokaly [lackasoBor crasa
‘je oX omayayjyher 3Hayaja 3a HEroBo Baxewe yCBajame
HIH HCK/Jbydewme ApxumegoBe akcuome. [lomro y
‘0BO] IVIaBH YOMUITE HHCY NpETNOCTAaB/beHEe AaKCHOME MOIyHap-
HOCTH, TO C€ y HOj MOpa y3eTH 3a OCHOBY ApXHMEZOBa aKCH-
oMa y Hapenroj ¢opmynauuju: _

, Vi* (ApxumepnoBa awcuoma 3a pauyn Ayxuma).
Hera cy nalie na Opasoj g ayx a u ase Mayke A u B. Taga ce

yBex Mmodxce Hahu Hewu 6poj Mavawa A,, A,,...,An,, A, dako
Aa dayka B nexcu usmehy Wavawa A u A, u ga cy ayacu AA,,
AAy,...,An_A, jeqnaxe aydxcu a y cmucay padyna Ayxcuma,

KOju ce moxe yBecliu Ha ipasoj g fdpema § 24, Ha OCHOBY akxcu-
oMma 1, 1II, IV* u [esaprosor ciliasa.
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['naBHe pesyanTate OBOr HCNHTHBawa OOyXBaTHhemo y ABa
HapeJHa cTaBa:

CraB 57. [Macrkanos cimas (ciias 40) modce ce poxasaliu
Ha ochoBy axcuoma 1, I, IV¥ V. * mj. uckmyuyjyhu arcuome
doayaapuoc@iu, a ocaarajyhu ce Ha ApxumesoBy QKCUOMY.

CraB 58. [ackanos ciias (cilas 40) ce ne modxce jgona-
3aimu na ocnoBy arcuoma l, I, IV* [j, kag ce uckmwyve u akxcu-
oMme flogyaapxociiiu u ApxumenoBa arcuoma.

Y ¢opmynandin oBa IBa CTaBa, Ha OCHOBY OIIUTEr CTaBa
56, mory ce npocTtopHe axcHome I, 5 3aMEHHTH H 3aXTeBOM
paBHe reomeTpuje Aa BaxH Jlesapros .craB (ctaB 53).

§ 32. KomyTaTHBHH 3aKOH MHO)Keiba y ApPXHMEJOBOM
6pojHOM cHCTeMYy

Jloka3n cTaBoBa 57 H D8 3acHHBajy ce GUTHO Ha H3BECHHM
y3ajaMHEM OJHOCHMA, KOjH IOCTOje 3a NPAaBA/IA PauyHa H OCHOBHE
YHILEHHIIE aDHTMETHKE M YH]E€ j€ yNOo3HaBame H C€aMO No cebu
On HHTepeca. YTBpAHhEMO TauHOCT OBa JBa CTaBa:

) CraB 89. ¥V ApxumegoBom 6pojuom cucllemy je womyiia-
TUBHYU 3AKOH MHOXCEHwa HYJCHA Hocaequya oclanux 3aKOHd payyHad,
o 3Hauu, axo Opojuu cuciliem uma ocobune 1—11, 13—17,
nabpojane y § 13, onga wyixcno caeayje na y memy Badcu u
qbopmy.rla 12. , ‘

Jokas., Hajnpe npumeTdMo: ako je a NPOU3BOJbAH 6p01
Hamier GPOjHOr CHCTEMAa H aKo je

n=1+1+...41

MO3UTHBAH [I€O PAlHOHATHH 6p0j, OHXA 3a @ H 1 YBEK BaXK
KOMYTaTHBHHM 3aKOH MHOXeEHa; HauMme Guhe ‘

=a(l+1+...+1)=a-1+a-1+ ... +a-1
¥ HCTO TaKoO .
=(1+I+...+l)a=1-a+1-a+... +1-a

Heka mehyruM, Hacynpor Haweém TBphewy, nocroje nsa
6poja a,"b y HameM GpPOjHOM CHCTEMY 3a KOj€ HE BaXXH KOMY-

OCHOBH TreoMeTpRje _ } ' 7
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TaTHBHH 3aKOH MHOXEmbha. Tama cmeMo, mTO Ce naxo BHJJ,H, na
HaﬂpaBHMO OBC MPETNOCTaBKe: :

a>0, 6>0, ab—ba>0.
Ha ocnoBy 3axreBa 5 y § 13 mocroju 6poj c (> 0), Tako Ja je
4 (a+b+1)c=ab—ba.

Hajsax oxaGepumo 6poj d koju 6H HCTOBpeMEHO 3a10B0OJbABA0:
HejeHaYHye
d>0, d<1, d<c,

H O3HauMMO Ca /m W n OHa JBa IleJa pauuoua.'ma 6p01a =0
3a Koja je
md < a<<(m+1)d

OJH.
nd < b<(n+1)d.

[Mocrojake OBux OpojeBa m, n jecTe HemocpenHa NOC/TIEIHIA.
Apxumenosor crasa (ctas 17 y § 13). C o63upoM Ha npuMen6y
y MOYeTKy OBOT JOKa3a, A00uheMO H3 MOCAeNWHUX HejenHaunHa,
MHOXEHEM: ,

‘ ab < mnd* + (m+n+1) a2,

ba > mnd?,

H OLY3HMareM v
» ab—ba < (m+n+1) d2.
Caxn je

md<<a, nd<<b, d<1
u 3aTO

(m+n+)d<<a+b+1,
T}

ab—ba <(a+b+1)d

uan 36or d <c¢
ab—ba <(a+b+1)ec.

Osa nocneniwa HEjeHAYHHA NPOTHBPEYH oapeabu 6poja c, - a
THMe je cTraB 59 JOKa3aH.
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§ 33. KoMyTaTHBHM 3aKOH MHOKelma y He-apXHMeJ0BOM
6pojHoM cucTeMy

CraB 60. 3a ne-apxumenos 6pojru cucliem komyiialiusHu
3aHOH MHOXCEIbA Huje HyXdcHa Hocneguya OCANUX 3AKOHA PAYYHA;
mo 3nawu, bocioju Opojuu cuciem woju uma y § 13 wnabpojane
ocobune 1—11, 13—16 — [esapros 6pojuu cuciien pema § 28 —,
y KOMe He BGICU KOMYMAMUBHU 3akOH MHOXcewa (12).

HNoxas. Hexa je t napamerap, a T Ma KkOju u3pa3 ca Ko-
HauHUM HJIH GeCKOHaUHHM 6pojeM WiaHOBa O6/HKA:

T=rofr+r "1 nt3y pnedy s

Heka y wemy ro(# 0), ry, 1z, ... 3Ha4e NPOU3BOJbHE PAllHOHANHE
6pojeBe H HeKa je n NpPOH3BO/bAaH LeO panuoHanaH 6poj = 0.
[Monpyujy osux uspasa T mgomajmo 6poj 0. [1Ba u3pa3a o6auka T
Ha3WBajy ce TaJa JeJHaKHM aKO Cy y HbHMa CcBu Opojesd n, r,,
i, sy ... jenHakd mehy co6oM no mea u xBa. [Jlame, Heka je
s Apyrd mapametap, a S Ma KOJH H3pa3 Ca KOHaYHHM WIH Gecko-
HauHHM 6pOjeM 4JaHOBa OGJMKa: ‘

S=s"To+sm+1 T, +sm+2 T4+ .. .;

Heka y wemy T, (# 0), Ty, T,,... 03HauaBajy npou3Bo/bHE W3pa3e
obauka T, a HexKa je /m oOneT mnpOW3BO/baH [E0 pallHOHaNaH
6poj 0. Ykynnoct cBHX H3pa3a o6juka S, KOMe je jow mopxara
0, cmatpatieM0 ka0 koOMIIeKCHH GpojHH cucteM Q (s, f), y KoMe
heMo mocTaBHTH HapeIHa npaBHJa paudyHa.

Ilpe ceera ca camum mapamerpuma § H { padynahemo mno
npaBunaMa 7—11 u3 § 13, nox hemo mecTo mpaBuiaa 12 ctanHo
npuMerHBaTH 06pasan

(D ‘ ts = 2 st.
- Jlako ce yBepaBaMO 1a je OBa NMOCTaBKa HENPOTHBpEYHa.
Axo cy cax &', S” mBa ma Koja u3pa3a o6Jauka S:
S =" T4+ s™HL T 4™ 2T+ ...,
S =&sm"‘7‘“0"+s’""+1 T 4+s" 2T+ ...,

MOXE Ce, OuHIVIeAHO, caGupatbeM WIAaH NO YiaH O6pPa30BaTH
HOBH H3pa3 §'+ S”, xoju je omer 06iAuMKa S U KOjH je HCTOBpe-
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MEHO jenHO3HauHO ojpeheH; osaj ce u3paz S'+S” Hasupa 36u-
poM 6pojeBa npercTaB/beHHX H3pasuma S’ u S”. ‘

- O6uuHuM (HOpMaNTHUM MHOXKEHEM WiaH MO 4/JaH 06a H3pasa
§’, 8", n1oaa34MO Hajope A0 u3pasa O6/HKa:

S S = 4Sm' T, sm” T, + (Sm' T, sm+1 Tlu + §m+L T 1 gm” Tov”) +
+(s™ Ty s™ 42 TN + s™HL T/ sm“H T M 4 sm+2 Tt gm* Tty +
-+ e ’ '
OBaj u3pa3, ako ynotpe6umo opmyay (1), mocraje, ounraenno,
jeaHo3nayHo oxpehen u3pa3 obauka S; mocienqwu he ce Ha3BaTH

npou3BogoM 6poja mpeTcTaB/beHOr ca S’ u 6poja mpercras/be-
Hor ca S”. : _

[lpu Tako MOCTaB/LEHOM HAaUHHY padyHa HEMOCPEeAHO jacHO
je Baxemwe npaBuna padyHa 1—-4 u 6—11 y § 13. Takohe nuje
TEIIKO YBHAETH Baxewe npaBuiaa 5 y § 13. Pagu Tora mperno-
CTaBUMO JAa Cy Hamp.

S = sm Ty +smH T/ sm 2Ty + ..
S — gm*” To"" + sm*’+1 Tl"" + gmt2 szy + .

JaTH u3pa3sd 06/MHKa S ¥ NPUMETHMO Ja, CAlJIaCHO HALIMM OCTaB-
KaMa, npBd¥ koeduuujeHt ry u3 Ty mopa 6uTH paznuyur ox 0.
Ynopehyjyhu cama ucre cremeHe ox S Ha ofema CTpaHama
jexHaquHe

(3] T §r S =8",
' HaNa3uUMO Ha jeJHO3HAUHO olpeheHu HauWH = Hajnpe neo 6poj m"
Kao H3/0XHJall, a 3aTHM PEJOM TaKBe H3pa3se
T, T\", T, ...
TaKO Ja H3pa3s
S = s Tt sm"H T sm™+2 TV ¢ ..,

3a10B0/baBa jeAHaunHy (2) npu ynorpe6u obpacua (1). Cuauuso

BaXKH 3a jeJHATHHY
SIH Sl — SIIII.

OBuM je TPaXXeHH NOKa3 u3BEJEH.
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Hajsag, ma GucmMo omoryhumu pacnopen 6pojeBa Hamer
6pojuor cucrema Q (s, !), yCBOJHMO OBe MOCTaBKe: 3a HEKH 6poj
0BOr cHCTEMa Kaxe ce Ja je < wId >0, npemMa TOMe 1a JiH je
y u3pady S KOjU ra npercTaBba npBd xoeduumujeHt ro oX To <
utd > 0. Ako cy JaTa Ma KOja ziBa 6poja a u b TOr KOMIJIEK-
CHOr 6pOjHOr cHCTeMa, OHIA Ce Kaxe Ja je a<b omH. a>b,
npemMa ToMe ja JH je a—b < wms > 0. Hemocpegno je jacuo
Ja NpW OBUM NOCTaBKama Takohe Baxe npasuwiaa 13—-16 y § 13,
7. Ka je Q(s, ) He3apro 6pojuu cucrem (ym § 28).

lMpasuno 12 y § 13, mTo nokasyje jenHauuna (1), HHje
3a0BO/bEHO Y HalleM KOMIVIEKCHOM 6pojHom cucTemy Q (s, ),
a THME je NOTNYHO IOKa3aHa TayHOCT cTaBa 60.

Y carmacHoctd ca craBoM 59, He BaXu ApXUMENOB CTaB
(craB 17 y § 13) 3a mManoyac nocraBbenu 6pojuu cucrem Q (s, f). -

§ 34. loxa3 o6Ga ctaBa o [lackaioBOM CTaBy
(Henackazncka reomeTpuja)

AKO Cy Yy NpOCTODHOj reOMETPHjH 3a0BO/bEHE CBE AKCH-
ome I, I, IV¥, onna y Toj reomerpuju Baxu u JI€3apros CraB
- (craB b3) u crora je, npeMa mocjaelmem cTaBy y § 28, y TOj
reomeTpujd Moryhe Ha cBaKOM napy npaBHX KOje ce CeKy YBECTH
pauyH Jy»XuMa, 3a. KOjH Baxe npasuaa 1—11, 13-16 y § 13.
[IpermocTaBuMO 1M Nax ApXuMenOBY
akcuomy V¥ y wHamioj reomeTpHiu,
OHJIa OYHIVIEAHO 332 CErMEHTHH PBYYH
Baxx# Apxume0B CTaB (craB 17 y § 13),
a crora, npemMa craBy 59, BaXH H KO-
MYTATHBHH 3aKOH MHOKewa. M3 ¢u-
rype KoOja je ca CTpaHe HEMOCPeIHo
je jacHo 1a KOMYTaTHBHH 3aKOH MHO-
XKetba He MPeTCTaB/ba HHLITA APYTro 0
IMackanoB craB 3a 06Ge oce. Tume je TAauHOCT cTaBa 57 LOKa3aHa.

Ia 6ucMo noxasanw cras 58, youumo Jlesapros GpojHu
cHcTeM yBeAeH y § 33, M KOHCTPYHUIIHMO MOMOhY OBOT CHCTEMA
NpOCTOPHY reOMeTPHjy Ha HauumH onucan y § 29, y Kkojoj ¢y
samopo/beHe ‘cee axcuome I; II, IV* Tla umak [lackanoB c¢TaB
HE BaXH. Y OBOj €OMETDPHjH, MOIUTO KOMYTATHBHH 33KOH MHO-

X
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Xewa He nocToju y Jlesaprosom 6pojHom cucremy Q (s, ). Taxo
n3rpahjena ,uellackancka” reomeidipuja, y CarJaCHOCTH Ca Malompe
JIOKa3aHUM CTaBOM D7, HYXKHO je y HCTO BPeMe U ,He-apxumeqcra”
reomefpuja. : ' . ‘

Ouurneqno na ce [lackasoB CTaB He MOXKE IOKa3aTH MNpH
HallAM NPeTNOCTaBKaMa HH Tafia Kaj Ceé npOCTOpPHA TeOMeTpHja
CXBaTH Kao AEO reOMETPHije Ol MPOU3BO/HHO MHOTO JHMEH3Hja,
y KOjOj OCHM Tauaka, NPaBHX M PaBHH I[IOCTOj€ W IPYyrH eJe-
MEHTH KOJH Cy 3aCHOBAHH Ha OJroBapajyheM CHcTeMy aKCHOMa
Be3e M pacnopella, Ka0 4 Ha aKCHOMH MapanesHHX.

§ 35. loka3 npon3Bo/bHOT CTaBa O Ta4Kama npeceKa
nomohy I[lackanosor craBa

JIOKaxXHMO Hajmpe BaXHY UYHIHLEHHLY:

CraB 61. [Hesapros ciias (ciias 53) ce modce porazaliu
uz llackanosor cmasa (ci@as 40) camo Gomohy ancuoma 1 _g,
I, IV#, gawne, 6es homohu awcuoma OoAyAapHOCHU U aAKCUOMA
Heliperuarociu. v '

Hoxa3" OuurrengHo Xa 062 mendMHYHa KCKa3a U3 KOjHX
ce cacrtojd cTaB 53 HENOCPeNHO cCaexyjy jelad H3 JIPYror.
JloBO/bHO je, Haksne, NOKa3aTH Hanp. ADYrH HCKa3 cTaBa 53.
MssemhemMo n0Ka3 y3 u3BeCHe COpexHEe MpEeTHOCTaBKe.

L Heka cy zBa Tpoyrua ABC
U A'B'C' Tako MOJOXKEeHa 1a JUHH]e
Koje cnajajy oxroBapajyha TemeHa
npoJjaze Kpo3 jenHy Tauky O u
HeKa je, ma/be, npaBa AB mapajenHa
ca A'B’, a npasa AC napanenHa ca
A'C'. TlpernocraBuMoO, Habe, Ha HH

% . npaBe OB’ u A'C’ uu npase OC' u
0 MoC ¢ A'B' Hucy Mehy co60OM mnapaneie.
[ToByuumo OHAa KpO3 Tauky A mnapanenny npema OB’ kojy npe-
cena npaBa A'C’' y Hekoj Tauku L, a npaBa OC' y HeKOj Tauku M.
Heka, nabe, npaBa LB’ Huje napasnensa uu npema OA, Hu npeMa OC.

1) Opne HaBcleHH N0xas ctasa 61 wusseo je I X'eceﬂ‘depr {.Bewels
des Desarguesschen Satzes aus dem Pascalschen*, Math. Ann, km. 61).
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Ilpase AB u LB’ cATYpHO HHCY mnapajesiHe, Tj. OHe Ce CeKy Yy
Hekoj Tauxku N, KOjy hemo cnojuta ca Taukama M u O.

[Ipema kOHCTpYKu®jH mMoxe ce [lackasoB cTaB nNpUMEHHTH
Ha xKOHQHrypanujy ONALA'B' u Tak0o C€ MOXe HO3HaTH Ja je
ON napanenso npemMa A’L, ma 3at0o napaneqso W npema CA.
Capa ce TlackanoB CTaB MOXeE NPHMEHHATH K Ha KOHGHrypauuje
ONMACB u ONMLC'B’ u pobutu na je MN mnapaneqHo Kako
npema CB, tako W npema C'B’. [laxkne, ctpave CB u C'B' cy
3aHcTa Meljy co60M mapanenHe. .

CnopeaHe NpPEeTNOCTaBKE YYMIbEHE MPH JOKa3y, Hamy ce
cafa peaom OTCTpaHHTH. OBze hHeM0 H30CTaBHTH noxaa OBOT
cBOhema.

Heka je cap mara paBHa reomeTpuja y KOjOj, OCHM aKC-
oma I, _,, II, IV¥, pawxu [lackanos cras. Cras 61 yuu na y 0Boj
reoMeTpHjU Baxu H [le3apros cTaB. 3aTO MOxemO, npema § 24,
Y By YBECTH pauyH JyXWMa ¥ y OBOM padyHy Iy>XKHMa
paxcy, npema § 34, 3ajenno ca [lackanoBuM CTAaBOM M KOMYyTa-
THBHH 3aKOH MHOXeEHa, T]. BaXe y IeMY CBH 3aKOHU payyHa
1—-12 y § 13. '

Haszosemo s4 Gurypy Koja onrosapa caipiKHHH IMackanoBor
oxH. Jlesaproeor crasa, [lackanosom oxu. Jlesaprosom KOHOH-
TypauujoM, OHAa MOxeMO pe3yatar §§ 24—26 u 34 oBako pesu-
MHDaTH: CBaKa npnmeﬂa pauyHckux 3akoHa (craB 1—12 y § 13)
Y HaweM CerMEHTHOM payyHy moKasyje ce Kao KOMOHHaluja
- kOHayHOr Gpoja [lackanoBux wumu Jle3aproBHx  KOHGHryparuja;
a Kako ce JlesaproBa KOH(Hrypanuja, CXOJHO HOKa3y cTaBa 61,
MOXKe MPETCTAaBHUTH KOHCTPYKUH]OM NOJECHHX NOMOhHHX Tadaka
H nomohiHux npaBux Kao KomGHHanuja IlackamoBux koHurypa-
THja, TO Ce CBaKa MPUMEHa NMOMEHYTHX 3aKOHA pauyHa noxaayje
¥ HameMm payyHy ZRYyXHMa Kao KOM6HHaLIH]a KOHaYHO MHOrO
[NackanoBux KOH(I)Hrypaun]a.

Hpema § 27 u Ha ocHOBY KOMYTATHBHOT 3aKOHa MHOX(Eba
y OBOM pauyHy AyXHMa TauKy NpETCTaB/ba flap PealHHX
Gpojesa (x,y), a npasy olmoc TpHjy peanuux 6Gpojesa (u:v:w),
OJi KOjHX I[Ba NpBa He HIIYe3aBajy HCTOBpeMeHO. KHuwumenmuja
TauKe H NpaBe O03HAUaBa Ce jeAHAYHHOM

ux+vy+w =20,
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a. mapanensocT npaBux (u:v:w) H (¢ V' : W) DpPONOpHHjOM
u:v=u:v.

Heka y matoj reomeTpujn NOCTO]Y Caja YHCT CTap O [pe--
ceyHuM Taukama. [10A YHMCTHM CTaBOM O [PECEUHMM TauKama
pASYMEMO OBZE CTaB KOjH CaZPXKH HEKW HCKa3 O WHIUACHIA)H
TadaKa W NPaBHX H O [AapPaJeJHOCTH INpPaBHX, DA 4YeMy .Ce He
UcKOpHInhaBajy ZAPYTH OIHOCH, Kao Hanp. MOLYZapHOCT WJH
'ynpaBeOCT. CBaKH TaKas UMCT CTaB O TauKaMa MpeceKa pPaBHE
reoMETPHje MOXE Ce CBECTH Ha HapeXHH OGMIHK:

Heka ce Hajnpe mpou3BO/bHO ofa6epe CHCTEM OJ KOHaYHO
MHOrO Tayaka W NpaBHX; 3aTHM HEKa Ce€ MOBYKY, Ha paHHje mpo-
NHCAHU HAYMH, MPEMa H3BECHHM O] OBHX NPaBHX NPOU3BOJbHE
napajnejase, HeKa ce oJabepy Ha M3BECHHM NpPaBHMa NMPOU3BOJ/bHE
TauKe M NOBYKY KPO3 W3BECHE TauKe NPOM3BOJbHE MpaBe; aKoO Ce
TajJa Ha MPOMHCAaHH HAYHH KOHCTPYHIUY CIOjHE NpaBe, NpecedHe
TAauKe Kao H napanenHe xpo3 Beh nocrojehie Tauke, mOMa3U ce
Haj3al 10 OApeheHOr cHcTeMa KOHauHO MHOT'O NPaBHX, O KOjHMA
CTaB HCKa3yje Na OHE MpOJa3e KPO3 HCTy TadKy OJAH. Aa CYy
napanenxe,

KoopauHate Tauaka ® npaBHX, KOjé CMO Hajmpe CacBUM
npou3BO/bHO 0onabpanH, nocmarTpahiemo Kao napame'rpe DisevesPns
HeKe KOOpAWHATE TayaKa M NpaBHX, 0JabpaHHX 3aTHM ca Orpa-
HHYEHOM MPOU3BOPHOWIEY, MOTY Ce nocMaTpaTH Kao JaJbH napa-
MeTPH Pnp.y,...,Pr, @ OCTaJE IHLHXOBE KOOpAuWHaTe he OuTH
u3paXKeHe mapaMeTpuma p,,...,p,. KoopAuHaTe CBHX CIOjHHX
npaBHX, NPeCedHHX Tadaka W napajJejHHX, KOje ce cajga JHabe
KOHCTPyHiny, 6uhe u3pasu A (p,,...,p,) palHOHaIHO 3ABHCHH
ol OBMX napamerapa. Hckas pator craBa O mpeceuHHM TadyKama
CBOJH C€ Ha TBphHewe Ja H3BeCHH TakBH H3Pa3H 3a HCTE€ BpeX-
HOCTH napaMetapa Aajy HCTe BPeIHOCTH; TO 3HadW, CTaB O mpe-
CedHHM TauKaMa HCKasyje gma onpehenu wuspasu R(p,,...,p:)
pallHOHA/NHO 3aBHCHH OJ H3BECHHX MapaMeTapa p,,...,p0r, YBeK
HuIge3aBajy Kaj Ceé MECTO OBMX [MapaMerapa YHeCy Ma KaKBH
€/leMEHTH CETMEHTHOT DPauyHa, yBeHEHOr y IaTy TeOMETPH]Y.
MowrTo je moapydje OBHX eneMeHaTa 6eCKOHA4HO, TO 3aKbydy-
jemMo, npeMa MO3HAaTOM CTaBY aare6pe ma W3pasH R (py,-..,pPr)s
Ha OCHOBY 3aKOHa pauyna 1-12 y § 13, wmopajy
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HIEHTHYHO HIIYE3HYyTH. AJH, Ja GUCMO y HaueM padyyHY
AYyXHMa NOKa3ald UAEHTHYHO HIUYe3aBawe u3pa3a R (Py,..- ) Pr)
LOBOJbHA j€, IpeMa OHOM LWITO je TrOpe NOKa3aHO 3a MPHUMEHY
3aKOHa pauyHa, npuMeHa [lackanosor crasa. Tako n#0/1a34MO RO
HapeJHOT CTaBa:

Cras 62. Csaxu wucii clias o Taykama dpecexa Koju BaxXCu
y paBHoj reomeipuju, y kojoj Baxe akcuome I,_,, II, IV* 4
[lackanoB clias, doka3yje ce KOHCHPYryujom fhogecnux OoMORHUX
mayara u OOMOhHUX [PGBUX KAO KOMOUHAYUA KOHAYHO MHOI0
TMacranoBux Kongurypayuja.

3a 10Ka3 TayHOCTH CTaBa O NMPECEYHHM TayKaMa HMje MOTpe-
6HO, nmakne, Kax ce ynorpe6u Ilackanos cras, npuGeraBaTH aKCH-
OMaMa MOJAYJapHOCTH H HENPEKHIHOCTH. '



CenMa riasa

TeomeTpuCcKe ROHCprRuH]e ‘Ha ocuosy
axkcuoma I—IV

§ 36. 'eomeTpHCKe KOHCTPYKUHMje noMohy nemupa
' H npeHocuola JY>KH

Heka je xaTa npocropHa reoMeTphja y KOjOj Bake CBe
akciome [—IV; y oBoj raaeuy, pagm Behe ynpoiuheHOCTH,
youuhieMo caMO paBHY T€OMETPH]y KOja je caipikaHa y OBOj
NPOCTOPHO] F€OMETPH|H H Tala lieMO Pa3sMOTDHTH NHTambe KOjH
€€ eJIEeMEHTapHH KOHCTPYKTHBHH 3ajallk (mpeTmocrtaB/bajyhu mo-
JieCHa NPAaKTHYHA CPENCTBAa) MOTY H3BECTH. :

Ha ocHoBy akcwoma I, II, IV yBek ce Moxe pewmuTH
‘HapeHH 3aJaTaK: '

3agartaxk 1. Crnojurs xBe Tauxke npaBoM ¥ Hahu mpe-
CeUHy TauKy JIBejy NpaBHX, y C/lyuajy Xa MpaBe HUCY MapaJeHe.

Ha ocHoBy akcuoma noayaapuocta 1Il moryhe je mnpeno-
Hmee AYXKH M YIJOB3, Tj. Y HaTO] reOMETPUjH MOrY Ce pelIdTH
‘OBH 3aJallH:

3apmartak 2. [Ipeseru maty AyX Ha naTy mpaBy OJ HEKe
‘TadKe a ca JaTe CTpaHe O Te TauKe.

3anpatak 3. [lpeHetw maTu yrao Ha HaTy npaBy y ZaToj
. TauKW Ca AaTe CTPaHe OJ T€ NpaBe WM KOHCTPYHCATH NpaBy
KOja [aTy MpaBy CeYe y [aTOj TayKH MOJ HaTHM YIVIOM.

Bugumo na ce, axo ce y3my 3a OCHOBY akcuome [—IV,
MOry DELIHTH CaMO OHH KOHCTPYKTHBHH 3aflalld KOjH C€ MOTY
CBECTH Ha rope nomenyre sajgatke 1 —3.

OcnoBHHM 3ajanuMa 1—3 mopmahemo jow oBa xBa:

3agartak 4. Kpos maTy rauky noByhu napaienny npema
JaT0j npaBoj.
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3anartak 5 [losyhu HOopmany Ha maty npasy.

Henocpenuo BuauMo nma ce o6a 0Ba 3amaTKa MOTY PEIUHTH
Ha pa3xe HayuHe nomohy 3amartaka 1- 3.

3a u3Bohewe 3amarxa !, norpeGan Ham je AewHp. [la
64CMO H3BeJIH 3ajlaTke 2—5, NOBOJHO je, WTO he y HapeIHHM
u3naraibuyMa OUTH IOKA3aHO, NODPEX JCHHUPAa NPHMEHHTH M D e-
HOCHTAU ILYXH -— UHCTPYMEHT KOju OMOryhdsa mpeHOuehe
jenne jemune’ oxpeheHe Ayxu, Hanp. jenuHudHe nyxu. Ha Taj
HauYHd A0Ja3uMO L0 OBOT' pe3yJTaTa:

CtaB 63. Onu reomelipucku KOHCHPYKIMUBHU 3GAAYU KOjU
ce wmory pewulin na ocuoBy axcuoma 1—IV pgagy ce pewufiu
nomohy Jiemupa u Openocuoya AYiiCU.

Joxa3. Ila 6ucmMo u3BesH 3a- D
JaTak 4, cnojuMo JnaTy Tauky P Ma
ca KOjOM T3ukKOM A JaTe 0OpaBE « H
MPEHECHMO jeIMHHYHY HYXK TnoMmohy

NPEHOCHONa JIYXH Ha INpaBy a OL £
Tauk¢ A B3 NMyTa jeJHO 3a OPYTHM, 4 ,
peMmMo npBO A0 Tayke B, a satum , 4 /.7 p c
on B mo C. Heka je cax D ma Koja U —

tTayka Ha AP KOja je pa3iTdyHTa Of :
A u P ujanpu tome BD Huje napanenso ca PC. Tama ce
npase CP ¥ BD npecenajy y Tauikd E, a npase AE u CD y
Tauky F. PF je npema llTajuepy (Steiner) rtpaxena mnapa- -
JieJiHa IpeMa INpaBoj a.
: 3agatak 5 hieMO pelHTH Ha Ha-
pends Hauud. Heka je A npousBoJbHa
TauKa JaT€ MNpaBe; Taja IPEHOCHMO
noMohy mDpeHOCHONUA [YyXH Ha OBY
npaBy ca o6Ge crpaHe OJ Tauke A
jenurnHube nyxu AB u AC u 3aTuMm
OApelHMO Ha JABEMa [POU3BOJbHHM
IPYyTHM [paBHMa, KOJ€ MpoJa3e Kpo3
Tauky A, Tauke E w D Tako Jga 4

1) Jla je OBNe IOBO/bAH 3aXTeB MpEHOLIEA 33 jelHY JelMHYy NYyXK, TpH-
metno je Kupmaxk (J. Kiirschak); yn. merosy 6eneumy .Das Streckenabtra-
gen®, Math. -Ann, xm, 55 1902.
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Ayxu AD u AE 6yny jenunaxe jenm-xutmoj nyxu. Ilpase BD u
CE ceky ce y Ttauka F, npase BE u CD y tadku H, a npasa FH
je’ Tpaxena Hopmana. Ycrteaps, yraosu << BDC u < BEC cy»
Ka0 yrioBuW y noaykpyry Hax BC, npasu, ¥ 3aTo he, npema
CTaBY O MPCCEYHOj TauKW BUCHHA KOJX TPOYINA, KOJH NPHMEHY-
jemo Ha tTpoyrao BCF, u mnpaBa FH 6utd HOpMmanHa Ha BC,

Ha ocuoBy 3anzaraka 4 m 5 ysek je Moryhe cnycTuTtd
yNpaBHY Ha IaTy NpaBy a H3 Tauke D KOja He JIeXH Ha 1Oj
HIH Ha BY noxubid HOPMady y TaukKH KOja JIEXKH Ha HOj.

Cax MoxeMO H 3aJaTaK 3 JaKO PelHTH caMo nomohy Jemwupa
H NPEHOCHOIa AYXH; ynorpe6uhemo, HanpHMeD HapeIHH MOCTY-
NaK KOjH 3aXxTeBa €aMO [I0BJaderhe M[apajeNHUX W CHyMTame
HOpMana: Heka 3 6yZE€ yrao KOjd Ce NPEHOCH W A Teme OBOr
yria. Hoayuumo KpO3 Tauky A mnpasy [ mapanesHO npema JaToj
npaBoj, Ha KoOjy Tpe6Ga npeHeTs AaTH yrao B. K3 mnpousso/bHe
Tayke B jeIHOr Kpaka yria 3 cnycTHMO
HOpMaJe Ha APYTFH KpaKk yrina $ H Ha
npaBy /. Heka cy mogHOxja OBuUX HOp-
mana D u C. Tauke C u D ce pasauxyjy
jenHa on Apyre, a Tauka A HE JIeXH Ha
npasoj CD. Crora moxemo H3 Tadke A
CnycTHTH HOpMany Ha CD; Heka je meHo
nopuoxje E. Ilpema n0Ka3y u3BelneHOM
Ha ctp. 51 6uhe < CAE =§. Axo Tauky B u3abepeMO Ha ApY-
roM KpaKy HaTor yria, Tauka E mama Ha ApYry cTpasy npase /.
Kpo3 maTy Tauky Ha naToj nmpaBOj NMOBYLMMO mapajefHy npema
AE; THME je pelleH 3ajaTak 3.

Ja 6ucmo, Haj3an, pewuu
3alaTaK 2, HCKOPDHCTHMO HapexHy
. NPOCTY KOHCTPYKHH]y KOjy je
mao Kupwmak. Heka je AB
LyxX Kojy Tpeb6a npeHetH, a P
Jata Tayka Ha JaTo] npasoj .
Heka ce moByue KpoO3 Tauky P
napanenia npema AB u npexece
nomohy npeHOCHOUA HAYXH Ha
by Ol Tauke P, Ha OHy CTpaHy oA AP, Ha K0jOj JeXH Tauka B,
jeaHuyda pyx, peuumo 10 C; nambe, npeHeTd Ha mnpaBy | of
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Tayke P ca jJaTe CTpaHe jefMHWMuHy pnyx A0 Tadke D. Hexa
npapa nMoBydYeHa Kpo3 B mapanenso npema AP npeceua npasy PC
y Taukmn @, a npaBa NnoBy4eHa mapaneano npema CD Kpo3 Tauky Q
npecena npasy ! y tadkd E. Tama je PE = AB. Y cayuajy na
ce npaBa [ mokjama ca PQ, a Tauka Q He Jie)XXKH Ha JATOj CTPaHH, -
Tpe6a KOHCTPYKIH]y Ha NPOCT HaYMH [POIIKPHTH.

Tako je moKa3aHO Ja C€ CBH 3ajgaud 1—5 MOTy pEMHIHTH
JeHHPOM M [IPEHOCHOLEM AYXH M, CTOra je, cTaB 63 normyHo
IOKa3aH. '

§ 37. Kputepujym 3a M3BOJIJbHBOCT reome'rpncxnx
KOHCTPYKIHUja noMoky JielHpa H npeHoCHOLA N KM

OcHM eleMeHTapHHX IeOMETPHCKHX 3ajaTaka O6paheHHx y
§ 36, mocroju jowr BenMdKH G6pOj IPYrHX 3alaTaka 3a 4Hje je
peuiere mMOTpeGHO CaMO NOBJAYEHmE NPABHX H MPEHOLIEHhE JY KH.
Jla 6ucmMo MOrId mpersiefaTd 06JacT CBHX 3ajJaTaka KOjH CE€ MOTY
PElUMTH Ha OBaj HauWH, Y3MHMO 3a OCHOBY MHa/bHX INOCMAaTpama
NpPaBOYIIH KOOPIWHATHK CHCTEM H 3aMUCTHMO KOODJHHATE Tauyaka
Ha o6MyaH HadMH — Kao peasHe 6pojeBe Wau GyHKUH]e H3BE-
CHHX NPOHM3BOJBHUX Napamerapa. [la 6MCMO OATrOBOPHIM Ha MHTAHbE
O YKYNHOCTH CBHX Tagaka KOje Ce Ha OBaj HauMH MOTy KOH-
cTpyHcard, npubehu hemo OBOM pasMuIbamy.

Heka je maT cucrem oxpeljeHux Tadaka; o6pa3yjMo 0L KOOP-
JHHATA OBHX TadaKa NOJpPy4Yje PaNUOHAJTHOCTH R; OHO Campku
H3BecHe peanHe GpojeBe W M3BECHE IPOHM3BOJbHE MapaMeTpe p.
3aMHCTHMO Cafa YKYMHOCT CBHX OHMX Tauaka Koje Ce MOTy
KOHCTPYHCATH OJ JaTOr CHCTEMa TayaKa MOBJAYemEM NDABHX H
npesomemeM Ayxud. [loapyuje, 06pa3oBaHO OJ KOODAHHATA OBHX
-Tagaka, Ha3Bahemo Q (R); OHO camp:xu H3BeCHE peaaHe Opojese
# dyHKIKje DpPOHU3BOLHHX HapaMeTapa p.

Hama nocmatpama y § 17 nokasyjy JZa ce moB/layer-e mnpa-
BHX M MNapajeqHHEX CBOJH AHAJHTHYKH Ha NPUMEHY caGHpamba,
MHOXEa, OLy3WMatba H JE€/betba LYXHU; fakbe, 103HaTa PopMy.a
3a 06pTatbe, MOCTaB/bEHa y § 9, yuM Ja NpeHOmerme IYXKH Ha
NPOH3BO/bHY NpPaBy He 3aXTeBa HHUKAKBY JPYTY aHAJIHTHUKY ome-
palujy OCHM W3BJlad€iba KBajpaTHOT KOpeHa H3 36Hpa 1Ba KBa-
JipaTa 4uje Cy ocHoBe Beh KoHcTpyucase. OOGpPHYTO, Ha OCHOBY
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[Nararopune Teopeme nomohy mnpaBOYIJIOT TPOYyrJa MOXE ce
yBeK KOHCTPYHCaTH KBaJpaTHH KODeH W3 30upa ABajy CerMeHr-
HHX KBaJpaTa MPEHOWIeeM AYXKH.

V3 oBux mocMaTpama cienyje na nonpyq]e Q(R) canpxm
' CBE OHE M CaMO TakBe peaine 6pojeBe u QyHKIUje mapameTapa p
KOjH NpousuIase u3 6pojesa W napamerapa y moapyujy R mpu-
MEHOM KOHayHO MYyTa NeT PaYyHCKHX Onepandja, HaHMe YeTHPH
_ €IeMEHTapHE ONepallije payyHa W MeTe omepanHje, Koja ce Cma-
TpPa KaO H3BJauyewe KBaJpaTHOT KOpeHa H3 30upa IBa KBaJpaTa.
OBgaj pesyarat Hemo M3pasuTH OBakKoO:

Cras 64. Jeman reomMeTpHCKH KOHCprKTHBHH 3ajaTaK
MOXe Ce TaJa H CaMO TaJa PEIUHTH [OBJaYCHEM NPaBHX W Npe-
HOILIEHEM AYXH, Tj. NoMohy J/elmHpa H NMPEHOCHOLA IYXKH, aKO-
Cy NpH aHaJIATHYKC] o6pazin 3ajaTKa KOOpJMHAaTE TPaXKeHHX.
TayaKa Takse QyHKUHje KOOpJYHATA JATHX Tayaka uMje H3paxa-
Barbe 3aXTeBa CaMO DalMOHANHE OMepanuje W OMeparujy H3BJIa-
yera KBAaJPAaTHOI KODeHa W3 30Wpa OBa KBajgpaTa — H TO CaMo
KOoHayaH 6pOj MpPHMEHa OBHX NMeT omepalMja.

M3 oBor craBa OzMax MOXEMO YBHIETH Ja Ce He MOXe
CBaKH 3aJaTaK KOjH C€ pellaBa LIECTapOM, PEILHTH CaMO JICHHPOM
H NpPEHOCHOUEM AYxH. Pamu Tora mohumo oa oHe reomerpHje
Koja je u3rpaheHa y § 9 nomohy anreGapckor 6pOjHOT MOX-
pyuja Q; y OBOj reoMeTpuju MOCTOje HCK/HbYYHBO TaKBE IYHH
KOje ce MOry KOHCTPYHCaTH NOMOhY Jetbupa ¥ MPEeHOCHONUA LY XKH,.
HauMe AyxH oxpehene 6pojesuma moipyuja Q. ‘

Axo je cam w Ma koju 6poj nmoapyuja Q, TO JaKO JO3HA-
jemo u3 HeduHHlMje moxpyuja Q da ce U CBaKHM aAre6apcku 6poj,
KOHjyroBaH ca w, MODa HaJlasHTH y moApydjy €, a. noumto cy
6pojeBH noipydja £, ouurJenHo, CBM pealHH, OJaTIe Caedyje
aa nojapydje Q MOXeE caJpKaTH CaMO TaKBE peanHe aiarebapcke
6pojeBe, YHjH CY KOHjyropaHd GpOjeBH HCTO TaKO pealHH, Tj.
6pojeBu mojpydja Q Ccy NOTOYHO CTBApHH.

[TocTaBuMO cafia 3ajaTak fAa ce KOHCTPYHIIE NPaBOYIIH
TpPOyrao 4Hja je XWnoTesysa 1 u jeama karera | V2| —1. Mehy-
THM, anre6apckd 6poj V2| vZ|—2, koju u3paxasa GPOjHY Bpel-
HOCT Apyre KaTeTe, He Haja3d ce y 6pojHoj o6saacTu 2, nOWTO je-
BeMy KOHjyrosaHH 6poj V—2]v2 |—2 umarusapan. [Ipema Tome,,
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NOCTaB/beHH CE 3aJaTAR HE MOXE PEUIHTH y TaKBOj TEOMETPHjw
H 3aTO Ce HE MOXeE YOIUTe PewiHTH nomohy Jewupa H IPEHO-
CHOlla JYXH, Ma Ha je KOHCTPyKIH|a momohy wecTapa Hemo--
CPeNHO HM3BOJJbHBA.

Hawe nocmaTpame ce Moxe Takohe O6pHYTH, Tj. Baxu CTaB:

Csaku NOTNyHO CTBapHH 6pOj JexH y noapydjy Q. 3aro-
ce CBaka IyX, ojipeheHa moTrnyHo peanHuMm 6pojeM, MOXe KOH-
CTPyHcaTH mOMOhy JerwHpa W mpesocHoua nyxu. J[OKa3 OBOI
cTaBa J00OMBaMO M3 OMNIUTHjEer MOCMaTparba. Hawme, Moxe ce Hahu.
KPHTEDHjyM KOjH, 32 F€OMETPHCKE KOHCTDYKTHBHE 3aJaTKe pe-
bHBe noMohy JewHpa W 1IeCTapa, AOMywTa Ja ce NPOLEHH
M3 aHaJIHTHYKE NPUPOJE 3aJaTKa M bHXOBUX pelera Ha JH je
KOHCTPYKIIMja H3BOJJ/bMBA M CAMO MOMOHY JieibHpa M NPEHOCHOIIA.
AyxH. OBO JHaje HapemHW CTaB:

CTas 65. Hera je gali reomelipucku woncHpyxmuBny 3a50-
llax maxBe Bpcile aa ce Ipu mwWeroBOM aHAMUMUYKHOM pelulewy
Koopaunaile Hpadjxcenux Mayaika MOry [o6ullly u3 KoOpAuHAia:
Aaliux Mavaxa jeguno Oomohy payuoxainux oflepayuja u ToMORY
u3BJRGYewa KBAAPAMHOr KOPeHa; Hexa je n nHajmawu 6poj kBagpali-
HUuXx h:opeHd Koju cy idpu fome. JOBOHL 30 u3pavyHasamwe KHOOP-
Aunailla Mawara; Majaa je, Aa 6u galu KOHCHPYkTMuBHU 3a7allar
MOrao 6uiliu pewen camo uoBaayewem idpasux u GpeHowerem Iyicu
mofipe6no u ZoBOMBHO pa Maj reomelipucku 3afaldiax Opu ysohemwy
GeCKOHAYHO YAAJeHUX eleMeHalla uMa ma4no 2" peannux pewera,
u Mo 3a c¢Be Oonodcaje pallux ayvaxa, j. 3a cBe BpeAHOCHU
OpousBobHux Hapamellapa Koju ce jaBAbajy y KOOPAUHALAME
Aaliux Hadaxa, B

Ha ocHoBy pa3maTpama u3BEeIEHHX Y NOYETKYy OBOT MNapa-
rpada, HEMOCPEHO je jaCHO ha je MOCTAaB/bEHH KPHTEPHjyM MO-
Tpe6aH. TBphewe 1a je Taj KpuTepHjyM H IOBOJbaH, CBOIH CE
Ha OBaj apUTMETHYKH CTaB: '

CraB 66. Hera je ¢pyaryuja f(p,,...,pn) 00pa30Bana Ox
Oapameimapa p,, ..., p, GoMORY payuonansHux oillepayuja u u3sna-
Yyera KBAAPATIHOr KOpeHa. AKO 0Ba (hyHKyuja 3a CBAKU pearHw
cucilliem BpeAHOCHiu Gapameliapa UpeliciaBipa HOMIYyHO CIBa-
pan 6poj, Mo oxa Opulaza Goapyujy Q, roje ce go6usa Loirasehu
ox 1,py,...,pn GOMORY enemeniiapuux ollepayuja paiyna u u3pia-
yewa KBaAPAIHOr KOpend u3 36upa ABG KBaxpalla.
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TIperxoauo hemo HpHMETHTH A3 ce.y NedMHHIM]M MOX-
pyq]a Q (R} MOxe OTCTPAHUTH OTpaHHYEIbe Ha NBOYNAHH 36np
KBanpaTa YcrBapu; dpopmyae

VE+ 62+ ¢t = V(Var 3 b2+ ¢2,

NE+ P+t & =V(Var+ b2+ )+ a2

NMOKa3yjy JHa ce YOIIUTe M3BJauere KBaJAPATHOr KODeHa U3 36Hpa
NPOM3BO/LHO MHOTO KBajpaTa YBeK MOXe CBECTH Ha IMOHOBJLEHO
H3BTaueme KBaAPaTHOr KOPeHa M3 36upa ABa KBajpara.

Cxomno ToMe, nocMaTpajyhu nmoxpyuja palMOHaJHOCTH KOja
ce ‘jaB/bajy mpH KOHCTpykmuin dyuxnuie f(p;,...,pn) jeZHO 3a
APYrHM CYKIECHBHHM A0JaBalk-€M KBaIPaTHHX KOPEHA KOju yJase
y Ty @®yHKIMjy, LOBO/LHO je DOKa3aTd Ia pPajHKaHI CBAaKOT' OJ
OBHX KODEHa NnpeTCTaB/ba 36GHD KBajpaTa y NPETXOAHOM INOX-
- pydjy paudoHanHocTd. [Ipu oBOM mOka3y ocnoHHhemo ce Ha
0Baj aare6apcKH CraB:

Cras 67. Csara payuonarna ¢yuxyuja p (pl, .+.sPn) cCa
PayuoOHANHUM KOeuyujenliuma koja 3a peanne BpefHocHu HOapa-
Melllapa Huxaja He focliaje Hera@uBHA, MOJXCce ce [pelicmaBitiiu
Ka0 36Up KBAAPAlla PayuoHanHuX (hYHKYyUja GPOMEHIOUBUX Dy ,...,P¢n
ca payuoHanHum koeguyujenmiuma.’)

Osom hemo cTaBy natu oBy ¢dopmynauujy:

Cras 68. ¥V Goapyyjy payuonannocmu oapehenom ca 1,
Piy- -, Pn CBAKA yHKYyuja xoja Huje Huxazg Heramusnd, if. HU 30
jeaan peannu cucllem Bpegrociiu GpomenmuBux, 36up je kBaapaiia.

- Hexa je can nata ¢yukumuja f(py,...,pn) €a 0coGHHAMa
HaBeJleHEM y cTaBy 66. [Ipowupumo nocnexmwe TBplewe Ha OHa
noxpyyja Koja ce ROGHBajy CYKIECHBHHM I0JaBalkeM OHHX KBa-
JpaTHAX KOPEHa KOjH Cy moTpeGHu 3a u3rpahusame dyHxumuje f.
3a oBa mojpyuja Baxu Ja ce cBaka (QyHKIHja KOja 3ajeIHO ca
€BOjOM KOHjyroBaHOM (QYHKIHMiOM HHje HHKaJ HETaTHBHA MOXe
NPETCTaBHTH KaO 3GHp KBajgpaTa (YHKUWja LOTHYHOr MOAPYYja.

1) 3a jenHy npomenmHBY npobaeM caM npBo Ja o6panvo, a E. Jlan-
nay (E. Landau) je ynoTnynuo gokas oBOr CTaBa 3a jenHy NPOMEH/bHBY, KOpPH-
crehy ce npu TOME BEOMA NPOCTHM H e/leMeHTAPHMM MNOMONHMM CpeNCTBHMA,
Math. Ann. xm. 57, 1903. Henasro je ycneo Aptuu (Artin) ma nd nornyu
nokas osor craBa, Hamburger Abhandlungen, kmw. 5, 1927.
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Jloka3 tieMO H3BeCTH NMOTNYHOM HHllyKI.iHJOM. [Tocmarpajmo
Hajnpe 06JaCT KOja NPOH3WJIa3M H3 R NOIaBameM jeJHOra KBsa-
IPaTHOT KOPeHa KOjH je Hajay6ie y dyHKuuju. [IoTKOpeHa KOJH-
YHHa OBOT KBaJIPaTHOI KODeHa je palKHoOHaxnHa (QyHkuuja
fi(Pyy++sPa). Hexa je f,(py,...,pa) dyHxuuja u3 noxpywuja
(R, Vfy) no6uBeHOr nomaBameM, KOja ca CBOjOM KOHjyrOBaHOM
¢yHknujom HUKaZa He NOOHBAa HEraTHBHY BPeJIHOCT H Takohe
He HIlue3aBa MAEHTHYHO; OBa (QyHKIHja HMa 06sHK a+b Vf,, rie
cy a 4 b, xao H f,, pauuonanne ynkuuje. M3 npermocraBku
YYHIbEHHX y OIHOCY Ha f, Cieayje, Aa 36Hp ¢ u mpousBOX Y
Oynkuuja a+b Vf,, a—bVf, uuxana ue n06HBa]y HeraTHBHY
BpeaHOCT. PyHKIH]e '

¢=2a, V=a—btf,

Cy, MOBPX TOra, PallAOHAJHE, NaK/Je MOTy Ce NPETCTaBHTH, IPeMa
craBy 68, kao 36up xBaipaTa ¢QyHsKumja W3 mozpydja R. Ocum
TOra ¢ Ce He MOXE HACHTHYHO aHyJHPaTH.

W3 jemHaumHe KoOja Baxu 3a f,

fP—9fat¥ =0
n06uBamMo
2
fz f2 ]’ (fz) co + _@
P Y ¢

Haxne, npema peyesom o ¢ u Y, Moxe ce (QyHknuja f,
NPeTCTaBHTH KaO 36Hp KBajzpaTa (pyHkuuja U3 moapydja (R, Vf—1)
PesynTaT oBako AO6HBEH 3a moapydje (R,Yf,) oaroeapa crasy
68, xoju Baxum 3a mompydje R. IlonaBmajyhu wmamouac mpume-
IheHY MOCTyNaK NpH JabUM JOJaBawkbuma, nohu hemo, Haj3an,
IO pe3yJaTaTa Ja y CBaKOM OJ NOApyuja, MO KOjHX MO0Ja3HMO
TIPH KOHCTPYKUMjH (QyHKLIHje f, cBaka (yHKIHja KOja 3ajelHO ca
CBOjOM KOH]yroBaHOM (YHKIHjOM HHje HHKaJ HEraTHBHA jecTe
30up KBaxpaTa (pyHkmuja porsunor moapyusja. [Tocmarpajmo cax
Ma KOJH KBaJpaTHH KODEH KOju ce jaBma y f. OH je, ca CBOjOM
KOHjyroBanoM (QYHKIHjOM, y CBakOM ciydajy, peanad, a 3aTo je
HEroBa NOTKOPEHAa KOJIMUHHA y NOJAPYHjy Y KOME Ce mpuKasyje,
ca CBOJOM KOHjyroBaHOM (GVHKIH]OM, (YHKIHja KOja HHje HHKAX
HeraTHBHA H, NPEMa TOMe, NPETCTaBba CE y OBOM MOAPYu]y Kao
36Wp kBaxpaTa. [Ipema ToMme craB 66 je A0Ka3aH; HaBeJEHH KPH-
TepujyMm y craBy 65 je, Haksie, H XOBOJbaH.

OCHOBY reomeTpHje ‘ 8
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Kao npumep 3a MpuMeHy cTaBa 65 MOTY CIYXXKHTH NPaBHIHH
MHOTOYI/IK KOjU Ce MOT'y KOHCTPyHCaTH Nomohy mecrapa; y
0BOM CIy4ajy Ce He jaB/ba MPOM3BOJLHH NADAMETAap p; CBH W3DasH
Koje TpeGa KOHCTPYHCaTH MNpeTCTaB/bajy anrebapcke 6pojese.
Jlako ce BHAM Ia je KpuTepHjyM CTaBa 65 3aL0BOJbER H, TpeMa
TOME, NOOMBA Ce€ Ja Cé OBH NPaBWJIHH MHOTOYIJIH MOTY KOHCTPY-
HCaTH H €aMO NOMOhy NOB/Iauerba NPaBHX W NPEHOMICHA LYKH —
pe3yJaTaT KOjH Ce MOKe ¥ IHPEKTHO H3BECTH M3 TeOpHje meobe
Kpyra. . -

[lITo ce THue APYr4xX MO3HATHX KOHCTPYKTUBHMX 3afaTaKa
eleMEHTapHE TeOMETpHje, HeKa je OBIE caMO MOMEHYTO Ja ce
Mandatujen (Malfatti) npo6nem moxe pemuTH camo mnomohy
JemHPa W NPEHOCHOLA NYyXH, ald He W AMNOJOHHjeB 3alaTak O
JOIHpY Kpyral).

aKmbydyaxk

OBaj pal npeTcTaB/bd KPHTHYKO HCTPAXKHBae MNPUBLMIA
reoMeTpuje; y OBOM HCTPaXKHBaKHy DPYKOBOJMJIH CMO Ce HaueJoM
Jla CBaKO MHUTambe KOje Cce MojaBH PacHPaBHMO TaKO Ja NDH TOME
MCTIATAaMO Jla JH C€ Ha ’Wera Moxe HOGHTH OATrOBOP Ha MpeT-
XOIHO MPOMNKCAHOM MYTy €A H3BECHHM OTPaHHYEHHM NOMOLHHM
cpeacrBumMa. OBO Hauesno CafpXKH, H3TJIeJa MM, ONIUTE K OPH-
PONHO NpaBWIO; YCTBapH, Kajla MH INPH HAII¥WM MaTEMaTHYKHM
MCMUTHBAbMMA HauheMO Ha HeKM NpPOGJAEM WIH NPeTHOCTaB/baMo
TAYHOCT HEKOr CTaBa, Hall HAarOH 3a Ca3HambeM je TeK Taxa 3afo0-
BO/bEH KajJl HaM yCrne Wiy Aa MOTIYHO PeIHMO Taj npobieM H
CTPOrO [0KaXeMO OBaj CTaB, WJIH Taja aKO jaCHO Ca3HaMO pa3Jor
3aUTO Ce€ HEe MOXE YCMETH, a THME HCTOBPEMEHO YBHIHMO H
HYJKHOCT Heycmexa.

Taxko y MONepHOj MaTEMaTHIX NUTae 0 HEMOTYHHOCTH
H3BECHHX pelllewkba WAM NMpo6iema Hrpa BHAHY VYJOTY M TeXwba
Ja ce OArOBODH Ha OBaKBO MHTambe 4YecTO je Ouaa noBoj 3a
oTKkpuhe HOBHX H MIOAHHX o6aacTH HcnuTHBama. CeTumo ce

1) IllTo ce THue mPYTHX reOMeTPHCKHX KOHCTpYKumja mnomohy nemHpa
npeHocroua nyxs, yn. M. ®ean6aym (M. Feldblum), ', Uber elementar-
geometrische Konstruktlonen”, Inauguraldissertation, Gottingen 1899.
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camo Ab6enosor (N. H. Abel) nokasa 3a HemoryhHocr pemwemna
jeIHauWHa MNETOr cTereHa nomMohy H3BJadewa KOpeHa, HAasbe,
ca3Hamba O HEMOTyHHOCTH JOKa3a aKCHOMe Mapaie/HHX, Haj3aj
EpmMurtoBux (Hermite) W JluunemanoBux (Lindemann)
CTaBOBa O HeMOTYHHOCTH KOHCTpPyKLHje GpojeBa e u m ajrefap-
CKHM IIyTEM.

Hauesno momohy xora Tpe6a cBylZa pacnpaBHTH IMpHHIHNE
MOryhHOCTH [OKa3a TECHO je Be3aHO H Ca 3aXTEBOM ,4YHCTOTC®
MeTONe JOKa3a, 3aXTeBOM KOjH j€ OJ MHOTHX MaTeMaTHuapa jaKo
ucTHlaH. OBaj 3axTeB y OCHOBH HHj€ HMIUTA IPYyro Ao cy6jex-
THBHM H3pa3 HauesJa KOra CMO Ce€ OBJe ApXKaaH. YCTBapy, LH/b
NpPETXOJHOT TeOMETPHCKOI HCTPaXKHBamba jecTe yOmmTe y TOME
Za ce o6jacHH KOje Cy aKCcuOMe, NpPETOCTaBKE HAW NOMOhHa
CPEINCTBa HEONXOJHH 3a JOKa3 HEeKe HCTHHE eJeMEHTapHE Teo-
MeTpHje, H TaJZa OCTaje Ja ce y CBAaKOM JaTOM Clydajy NPOLEHH
KOja MeTOJa NOKa3a Ca YCBOjEHOT CTaHOBHIUTA HMa MNpPeAHOCT.



Iomartakx I

O nmpaBoj Kao Hajkpahem myTy
usmehly npejy Tayara®’

[[IpemwitaMnano w3 Math, Ann.; km. 46)
(Us nucma ynyhenor & Kaajny)

Axo ce Tauke, npaBe H DaBHH Y3My 3a eJeMeHTe, MOry 3a
3aCHHMBAbE TeOMETpHje CIYXKHTH OBE aKCHOMe:

1. Akcuome KOje ce onHOCe Ha Mehyco6GHy
Be3y OBHX eJeMeHaTa; KpaTKO (OpPMyJHCaHE OBe aKCHOME
riace:

Ma roje aBe Wauke A u B oapehyjy ysek jeauy pasy - a. —
Ma roje mpu MWauke A, B, C koje ne nedce Ha jegwoj hpasoj
oapehyjy jeany paBan o. Aro paBe Mauxe A, B upase a neoce y
paBHu @, ouja lpaBa a yeaa Jaexcu y paBHu a. — Axo jBe
pasuu o, B umajy sajennuuxy maurky A, OHAa OHe uMajy Hajmare
jow jegny pgpyry 3ajegnuury Wayky B. — Ha cBaxoj fpaBoj
fociioje Hajmawe JBe Mayrke; y CBAKO] pasHu Hoclloje Hajmare
mipu Mavke Koje He nexce Ha jeAnoj fHpasoj, a y Opociopy iio-
cilioje Hajmawe delupu Mayke KOje He JNexce y jeAHOj PABHU. —

2. Axcuome nmomohy kOjux ce yBOAH mnojam
AyXH H NOjaM pacnopena Tauaka Ha npaBoj. Ose
je aKcHOMe NpPBH MOCTaBHO W CHCTeMaTCKH HcmuTao M. ITam?;
YrJIaBHOM TO CY: '

Hamehy aBejy mayvana A, B jegne ipase yBex Hoclioju Haj-
Mawe jegna mMpeha mauwa C e fdpase. — Og fpufjy Mavaka

1) llTo ce THue omwmTHjer GOpMyAHcama QBOT npo6jeMa BHOM MOje mpe-
naBame OAPKAHO Ha IIHTepHALHOHATHOM koHrpecy MaTeMatHyapa y Ilapusy
1900: Mathematische Probleme, Gottinger Nachr., 1900, Nr. 4, kao 1 Xamen
(G. Hamel), Inaugural-Dissertation, Gottingen 1901, u merosy pacnpasy: ,Uber
dle Geometrien, in denen dle Geraden die Kiirzesten sind*, Math. Ann. k. 57, 1903.

%) yn. Pasch, ,Vorlesungen iiber neuere Geometrie®, Teubner, 1882.
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jeane OpaBe yBer HOCHIOju feAHA U CAMO jegna KOja AedCU u3mehy
apyrux Asejy. — Aro mauxe A, B neoce ma Gpasoj a, onaa yBek
gocdioju Wayka C Ha uclioj dpasBoj a, Wawo pa Mayka B nexcu
usmehy @avana A u C. — Ma koje veliupu Maure A,, A, Ag, A,
Hexe TOpaBe MoOry ce yBerk paclopefuiliu Ha Maj vHawyun Aa dayka
A; nexcu usmehy mavaxa A, u Ay cBaku Ly@i kajg je unAexc h
Mmamu, a ungexc k Behu ox unpgexca i. — CBaka lpaBa a Koja
Jdedxcu Yy paBHU o, pA3Asaja ayKe OBe PABHU o y ABe 00AaCHU
KOje uMajy HapeAro CBOjCMIBO: Ma Koja Mayka A jeane obnaciu
3ajepno ma ca rkojom maygxom A' apyre obnraciu oapehyjy AyH
AA' roja y cebu caapicu jeany Maurxy fpase a; HalpoimiuB, Md
koje nABe Wawke A u B uciie obaacmu ogpehyjy ayxc AB koja
He caapacu Hujepny Mauky Gpase a. '

3. AkcuoMma Henpexn,u;ﬂom'n, KOjoj HajeM OBY
dbopmyanujy: :

Aro je Ay, Ay Ay, ... 6eCf[0Haquu Hu3 Mayara dpase a, u B

jeana apyra maqra Ha a WakBe Bpclie jpa yolwile [Mauka A,
aeacu usmehy A, u B, ceawu Uym Kax je ungexc h mawl OF
ungerca i, onaa fdoclioju Hayxka C koja uma cBojcliBo: CBe Mauke
Oeckonaunor Husa A, Ag, Ay, ... nexce usmehy A, u C, a cBara
apyra Mayxa C', 3a kojy oo uclio Wako Bajxcu, Jedxcu u3Mmeny
C u B. _

‘ Ha oBum akcHOMama MOXe ce ca mnyHOMm crporoihy
3aCHOBATH TEOPHja XapMOHHCKHX Tadaka H aKO C€ HbOM IOCTY-
JKHMO Ha C/IMYaH HaYMH KaoO IITO je TO 4HMHHO JluHpemaHn,V
nohu hemo mO oBOr craBa:

Csakoj ce Taykd MOry JAONEMHTH TPH KOHauHa peasaHa
6poja x,y,z, a CBAKOj PaBHM JWHeapHa pesaldja H3mehy oOBa
TpH 6poja x,y,z TaKo Aa CBE Tauke, 3a Koje Tpu 6poja X, ¥, 2
3a1l0BOJbaBajy TY JMHHEApHY peNanujy, Jexe y INOTHUHO] PaBHH,
H OGPHYTO, CBUMa TauKaMa KOje JIee y OBOj DaBHH OJroBapajy
6pojeBH X, y, 2 KOjH 3aJ0BO/baBajy JHHCAPHY  pefanujy. AKO ce
caga x,y,z OpOTyMade KaQ mpaBOyIjie KOOpAMHaTE TauyKe .y
o6uanomM EykaumoBom mpocTopy, Taja he Taukama mpBOGHTHOT
NpocTopa OAroBapaTH TadyKe YHYTPAIUHbOCTH HEKOr HUrAe KOH-

1} ¥n. Clebsch-Lindemann, ,,Vorlesungen iiber Geometrle k. 1I, neo |,
€Tp. 433 H Iakbe.



118 Honarax 1

_KaBHOr Tesqa EykiumoBor mpocropa, H O6pDHYTO, CBHMa YHyTpa-
LIbHM TaUKaMa OBOI TesJa KOje HHje HHrje KOHKaBHO oiroBapahe
TauKe Haller MPBOGHTHOT NPOCTOpAa: Haw OpBOGUMKU [pociiop,
fipema Mome, Opeciuran je Ha yuympammocuz HUTJe KOHKABHOT
mena Eyknugosor ipocopa. :

I'Ipn TOMe Ce€ INOJ, TeNOM KOj€ HHje HHIJe KOHKAaBHO HMa
CXBATHTH TeJO Ca TAKBOM OCOGHHOM, Jia, aKO Ce JBE TauKe Koje
Jexe y YHYTPalWbOCTH TOra Tena Bexy wmehy co6om npaBom,
OHIa JIeo MpaBe KOju JiexH u3Meljy OBHX 1BEjy Tauaxa Ueo NMaja y
VHYTpammwOCT Teda. J103B0/baBam CeOH na Bam 00paTHM MaXmy
Ja OBa OBJE NOCMAaTpaHAa Tela, KOja HHMCY HMIAE KOHKaBHa,
urpajy Takohe BaHy YJOTy H Yy HCTPaXHBalbHMa H3 TEODHje
6pojeea X. MuHkoBckOr? u ga je X. MHHKOBCKH ‘Hallao
3a bUX NPOCTY aHATHTHUKY HepuHHIH]Y.

O6pryTto, ako je- y EykaupoBOM npoCTOpY HaTO NPOH3-
BOJbHO TENO KOj€ HHje HHTJe KOHKaBHO, OHO nedHHHIIE OJpe-
heHy reomeTpHjy y KOjOj Bake CBe HaBe[I€HE aKCHOME: CBaKOj
TauUKH Y YHYTPAIUbOCTH TeJa "KOje HHje HHIJe KOHKAaBHO OJAro0-
Bapa Tauyka y OBOj reOMETPHjH; CBaKOj MNpPaBOj KOja NPOJA3H
KPO3 YHYTPAIIWOCT TeJa M CBakOj paBHu EyxaumoBor npocTopa
oAroeapa npaBa OJH. paBaH OMIUTE FeOMETPHje; TaukaMa Koje
Je)xe Ha IpaHHI¥ HJIH BaH TeJa KOje HH]e HHIJe KOHKaBHO H
npaBHMa H paBHHUMa EyKJIHIOBOr NpOCTOpPa KOjU C€ ILeJd Ipo-
CTHPY BaH Teja He OJAroBapajy HHUKaKBH €JE€MEHTH OILITe reo-
MeTpHie. ’

[Tpema ToMe, rope nomeﬂym CTaB O MNpeCcIHKaBakby Tayaka
OMIITe reOMeTPHje Ha YHYTPAIUHOCT TeJa KOje HHje HHIIe KOH-
KaBHO y EyknumoBOoM npocropy u3paxaBa OHO CBOJCTBO €JE€Me-
HaTa OMIUTE TFeOMETPHje KOja je calpkajHO NOTNYHO HCTOT 3Ha-
Yyerba Ca aKCHOMaMa MOCTAB/bEHHM y MOYETKY.

HNeduuncahemo caga nojam AyxuHe Ayxu AB y Hamoj
OMUITO) TeOMeTPH]H H O3HauuhiemMo y TOM LH/bY OHE JBE Tauke
EyknunoBor npocropa koje oarosapajy taukama A u B npso-
6HTHOT NPOCTOpPa HCTO Tako ca A H B; HOPOAYXHMO Taja
npasy AB y EyxaumoBom npocropy Bad Tayaka A W B pmomie
JOK Ta MpaBa HE MOroAd TPaHHIY Teja KOje HHje HHIAE KOH-

1) ¥n. H. Minkovski, ,Geometrle der Zahlen®, Teubner 1896 u 1910.
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KaBHO Yy TaukaMa X H Y u o3Hazumo Eyxaunoso pacrojame
u3Mehy Ma koje ase Tauke P u Q Eyxiaunosor npocropa yomuire

KpaTKO ca PQ; Taza hemMo peanHy BpPEZHOCT

AB = log [ﬁ . —_)2}
YB YA
Ha3BaTH AyJHCuHoM AYXH AB y Hamoj onmTej reoMETpHiH.
IMowTo je o
YA XB
jpe— e 1 y
YB XA >

OBa IYXHHA je yBeK MO3HTHBHA BEJHYHHA.

Jlako ce moOry Ha6pojaTH CBOJjCTBa OBOr nojMa IYXKHHE

KOja HYXHO BOZLE H3pa3y HaBeJEeHe BDCTe 3a AB; umak OBO H30-
CTaB/baM, Ja- He OHX CYBHIIE 3aMapao Bamly MNaxwy OBUM
MACMOM. '

[TocTaBmena ¢opmyna 3a AB nokasyje y ucTo BpeMe Ha
KOjH HaudH OBa BeJHYHHA 3aBUCH OX OOGJHKa Tela Koje Huje
HHTJe KOHKaBHO. AKO, HamMe, QUKCHpamMO Taike A H B y yuy-
TPAIUOCTH TEJa H aKO MEHaMO CaMO IPaHHIy Tesa Tako JAa Ce
rpannyHa Tauka X kpehe mnpema A, a Tauka Y ce npubiaHxaBa
TaykH B, oHNa je jacHO na he ce 05a KOMMYHHKa

YA XB

[ —

YB’ XA

nosehasatu ma, cTora, u BpeHOCT AB.

Heka je caga y yny-
TPallbOCTH TeJAa KOje Huje
HArJ€e KOHKABHO JaT TpPO-
yrao ABC. PaBan o TOra
TPOyIJa HCella H3 TeJa.OBa- .
Ny KOja HHje HHTIE KOH-
KaBHA. = 3aMHCJIHMO  Jabe
CBaKy OJ TpHjy cTpaHa ADB,
AC, BC rpoyraa ca o6e
CTpaHe NPOLYKeHYy 1O mpe-
CeKa Ca IDaHHLOM OBale y
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Taukama X ¥ Y, Uwu V, T u Z; KOHCTPYHIIAMO Taja CHOjHe
npase auuuje UZ u TV ¥ 0poLyKHUMO HX A0 HHXOBOT npeéeKa W;
IbUXOBE [pECeuHe Tauke ca mpaBoM XY 03HaY#MO ca X' OJH.
Y. ¥3ehemo cax y paBHM o 3a ocuo\By MECTO NpPBOOHUTHE OBaje
KOja HHje HMTZe KOHkaBHa Tpoyrac UWT u aaxo heMO yBHIeTH
la Cy y paBHO] reoMeTpHju OZApeheHO] OBUM TPOYIVIOM, NVIKHHE
AC u BC ucre Kao 1 y NpBOGKTHO] FE€OMETPH{H, HOK C€ AYXKHHA
CTpase. AB nosehasa usspmenom npomeHom. Ossayuhemo ca
AB HOBY ny}Ktu cTpaHe AB 3a pa3lHKy OX npsoém*ﬂe LYyXKuHe
AB Tajga je AB>AB

3a myxuue crpave tpoyraa ABC Baxu caja npocTa pela-
nuja: s
| AB = AC + BC.
Ja 6ucmo TO mokasand, cnojumo Ttadke W u C mpaBoM H
TMPOLYKKHMO OBy mpaBy N0 menor npecexka D ca AB. Tagma je
360r mepCNeKTUBHOr MOJOXKaja ABa HH3a Tadaka X', A, D, Y' u
U, A, C, V, Ha OCHOBY O3HaTOI' CTaBa O aHXapDMOHHMCKOM OJHOCY:

Y4 XD VA UC
YD XA vC UA’
a ycJae] nepcrneKTHBHOr NOJOXaja OBa HH3a Tayaka Y, B, D, X'
u T, B, C, Z 6uhe
XB YD _ZB TC
XD YB ZC TB'

MnoxereM OBHX [Be]y jeiHaudHa nO6HMBA Ce
YA XB VA UC zB 1IC
YB XA VC UA ZC TB’

a oBa MOCIeliba jeIHauHHa HOKa3yje moje TBpheme.

M3 ropwer ucrpaxuBama ca3HajeMO MHa, HCK/bYYHBO Ha
OCHOBY Ha6pOJaHHX aKCHOMAa y MOYeTKy MOra nucma ¥ Aeduuu-
uuje AYXHHE KOJa HYNHO NPOM3Ja3d M3 HajnpOCTH]UX CBOjCTaBa
nojMa LyXXHHe, ClIeNyje OMWTH CTaB:

Y csaxom Wpoyray je 36up Ase cipane Behu unu jesnax
mpehoj clipanu.
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Hcrospemeno je jacno aa ce cayuaj jeJHaKOCTH jaB/ba Taga
H CaMO TaJa KaJ paBaH a Hcella W3 TPaHHlLle Teaa Koje Huje
HHTr1¢ KOHKABHO JIBa NpaBOAMHYCKa komaga UZ u TV. Ilo-
ClellibH Ce YCIOB MOXME H3pa3uT#d W 6e3 noMmohn Tena koje
HHje HHIIE KOHKaBHO. Haume, ako cy gate J1Be Ma Koje mpase
a B b NpBOGHTHE TEOMETPHje KOje JIeXe y paBHH a H KOje ce
cexy y Hexoj Taukd C, OHaa he yomwre noCTOjaTH y CBakOM
Ol HYETHPM paBHAa yraoHa OpOCTOpa KOja HacTajy y a Oko C
TaKBe [MpaBe JIMHH]E KOje HE CeKy HHjeIHY OX IBejy NpaBHX a
M b; aKO MMaK TaKse IpaBe JWHH]E HE NOCTOje, HADOYMTO y [BA
paBHa yraoHa InpOCTOPa KOja JIeX€ HacyNpoT jelaH APyrome,
OHIA je YCIOB O KOME je PeY HCIYHeH H ) oM cay4ajy yBek
Ooclioje mMpoyrau 3a koje je 36up xBe cilipane jexgnarx pehoj.
Hakne, y nocmaTpaHoM caydajy Moryh je usmely wu3BecHux
Tadaka A W B nyT cacrtaBbeH OJ [ABa MNpPaBOJHHHCKA KOMaja
u4ja je YKynHa MOYKuHHA jeJHaKa JHPEKTHOM pacTojawy ABejy
‘Tagaka A ¥ B; moxe ce 6e3 Temkoha noOKa3aTH ma ce cBu Oy-
mesu ugmehy mavaxa A u B koju umajy My ocobuny, mory caciia-
Buliu ofF Mux HOHcmpyucaHu’x OydieBa, u na ocianu ciojHu IyldieBu
umajy Behy yrylny aydcuny. JlakO je W3BECTH HCLUPHHHjE HCTpa-
JKUBalbe OBOT NMHTaka O HajkpalieM MyTy, NpH 4eMy je 01 Hapo-
YHTOr MHTEpeca C/yuaj Kaxa ce 3a PaHMIY Tesia Koje HHje HHrme
KOHKABHO y3Me TeTpaenap. v

Ha xpajy n03Bo/baBaM ce6u Ja 06paTuM Maxmby Ha TO a
caM Yy NPETXOJHOM HCTPAaXKBAky YBEK NPETNOCTaB/ba0 LA TEIO
KOje HHje HHI[AE KOHKABHO IIeJ0 JIeXH y KOHauHOM. AKO y reo-
MeTpHji neduHHCaHO] NOMOhy MPBOGHTHHX aKCHOMa HIIAK MOCTOjE
npaBa 4 TayKa KOje HMajy TO CBOJCTBO Ja je KPO3 OBY TauKy
npemMa npasBoj moryha. camo jeasa napajenHa, OHJa OHa MperT-
nocraBka Huje onpasiaHa. Jlako ce yBuha KakBe H3MEHE Y OBOM

caydajy Tpe6a Ja NMPETPNH MOje MHIbEbE.
Knajurajx kon Paywena, 14 aBrycra 1894.



Jogxartak Il

CraB 0 jeHAKOCTH yriioBa Ha OCHOBHIM
pPaBHOKpPaKoOr Tpoyria

OBaj pmomaTak KOjd npeTcTaB/ba Mpepasy MoOje pacmpase
»,CTaB O jeIHaKOCTH yILJIOBa Ha OCHOBHIIH paB-
HOKpakor tpoyraa“! THYe ce nojoxkaja OBOr CTaBa Y
paBHOj EyknuagoBoj reoMeTpH]H.

Can hemo y3eTH 3a OCHOBY OBE AKCHOME:

I. Axcdome Bese y pamHH, Tj. akcHome I,_, (cTp. 3);

Il. Axcuome pacmopena (cTp. 5—6);

Ill. Hapeane axcuoMe KOHrpyeHnuje:
~ Akcuowme Ill,_, (ctp. 11—13) y'nenpomewenoj dpopmynansju
M aKCHOMY KOHTpyeHI®je TPOyriaoBa y yx#0j GopMynanujs, npH
uemy heMmO Hajnpe y3eTH Ja HCKa3 T€ aKCHOME BaXXd CaMO 3a
TPOYIe HCTOT cMepa O6Haaxemwa. Ha crp. 69—70 6uo je
cMep ofunaxema TPOYIVOBA Y PaBHO] reOMeTPHjH Je(dHHHCAH
Ha OCHOBY pa3/NHKOBaka ,Le€CHO“ u ,aeBo“ M3 nedunuuuje
IeCHe M JieBe CTPaHe INpaBe HEMOCPeRHO ce YyBHha Ja ce of
IBa KpaKa NPOU3BO/LHOr yIJIa YBEK MOXeE Ha jeJHO3HAYHO OADE-
heH HauMH O3HAYHTH jeflaH KaO NEeCHH KpPaK ¥ JAPYTH Kao JIeBH,
HaWMe TaKo, Na JEeCHH KpaK JIEXH Ha NeCHO] CTPaHH OHe mpaBe
KOja je oapeheHa NPyrdM KpakoM MO I[0JIOXKajy H npasuy, AOK
JeBH Kpak JI€XKH NEBO OJ OHE mpaBe KOja je oapelena Apyrum
KPaKOM KaKO MO CBOM [0JIOXKa]y, TaKO M 1O mnpaBmly. 3a AecHe
Kkpake nBa yraa pehu heMmo 1na ucillo nexyce y OEHOCY Ha OBe

yrjioBe, a TO Cé MCTO ONHOCH H Ha 00a JeBa Kpaka.

Akcuoma KOHIpYyeHiuluje y yxo0j popmynanunju raacutie oBako:
lIl.*. Axo 3a aBa mipoyraa ABC u A'B'C' Badce konrpyenyuje

AB=A'B, AC=A'C' uw <BAC =< B'A'C,

) Proceedings of the London Math. Soc. Vol. XXXV.
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onga je 3a dle WpoyrioBe yBex 3a40BOJseHa U KOHIDYyeHyuja

<X ABC =< A'B'C',
Do ycaosom pa kpayu AB u A'B' yraosa <t BAC u <t B'A'C’
uciiio Jedce.

M3 wupe q)opmynauuje Illy oBe axkcuome u jgpyror nena
axcuome [lI, HemocpenHO ciaexyje CTaB O YIJIOBHMA Ha OCHOBHILH
paBHOKpaKor Tpoyraa, cras |1 (ctp. 15). O6puyro, Moxe ce
nokasaTH wupa Gopmynaunja II'; nomohy oOBze HaBemeHHx
akcuoma [, II, III,_,, 1lI;*, craBa o yrsioBHmMa Ha OCHOBHHH paBHO-
KpaKoOr TPOYTJia M [ABejy HapeLHHX aKcHOMa:

Ilg. Ao cy u yrao <x (W', k') u yrao << (h", k") wxonrpyen-
mnu yray << (h, k), Mo cy oHu u mehycoOHO KOHTpYerIIHU.

" Mckas ose akcuoMe pokasad je Ha crp. 20 xao craB 19
nomohy mupe (bopmynauuje Ill; akcuoMe O KOHTPyeHUWjH TpO-
yraosa. :
IIl,. Axo aBe Ooayipase ¢ u d Koje uznase u3 Memena yraa
<X (a, b) neace y ynyMpawmoc@iu o0Bor yraa, oga yrao <t (a, b)
Huje konrpyeniian yray <t (c, d).

Hoxa3s akcuome III; momohy HaBemeHwx akcHOMa W CTaBa O
yI/I0BMMa Ha OCHOBULM PABHOKDAaKOT TpPOyI/ia OBJe hiemo H30-
CTaBHTH."

IV. AxkcuoMa napaneqHMX MOXKE C€ OBAE Y3€TH Y HEHOj
cnabujoj dopmynamuiu IV (ctp. 27). v

V. Cnenehe akcuOMe HENPEKUIHOCTH:

ApxumenoBa axcrHoma V, (cTp. 28).

(Axcuoma mornysoctd V, ca ctp. 28, Hehe ce oBIe
yraoTpe6/baBaTy.) _

Vs (akcuoma cycenctBa). Axo je galia Ma koja gydc
AB, yBex boclioju jeaaw @poyrao y uujoj ce ynylipawmociiu ne
Mooce Hahu Hujegna ZYJC woHrpyendmina ca AB.-

- OsBa ce akcHOMa MOXeE JOKa3aTH NOMOhy mupe dbopmyna-
nuje axcaome lll; 0 Kourpyenmuju Tpoyraosa. JlOka3 ce 3acHHBa
Ha cTaBy KOjH cienyje w3 craBoBa 11 u 23: 36up mBe cTpaue
Tpoyryia Behi je on merose Tpehe crpawe. :

1) IlpuMen6a, 1a je y OBOM 1OKasy MecTO paHuje ynorpebibeHe LIKpe
akcuome B, Lla6ena (W. Zabel) nosBomHa oBre HaBeieHa axkcuoMa Iy,
" notaue ox Tl. Bepmajca. :
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Can umamo HapeaHH CTaB, ‘lHjH JOKa3 OBJ€ H30CTaB/baMoO:

U3 cux I—-V HaBegenux awcuoma modce ce Aoxasailu ciaB
0 6asuckum yraosuma (cias 11), a Mume u Luupa qbopmuzaqula
axcuoma Ill; o warpyeHuu;u @poyraosa.

~ Hacraje nutame AQ AU Ce aKCuoMa 0 KOHrpyewyuju mpoy-
rn0Ba moxce [oxa3alil y weroj WUPoj GopMyAayuju U3 mweHe yace
gopmyrayuje 6e3 axcuoma Helpeiugnochu V, .. OBo ucHpascu-
Bame he Hoxaszaliu Jga wullu ce MmOxce u3ocmaBumiu ApxumegoBa
arkcuoma, wark nu Maza awo ce OpeiifiocaBu 4a Bajce CHABOBU
yuewa 0 fOpoliopyujama, HUMu cMe Hveaocu_mjamu akcuomMa cycen-
cmpa. .TeomeTpuje, Koje hy y TOM UMby y HapeIHUM H3Jara-
‘BbHMa KOHCTPyHCaTH, 6allajy y MCTO BpeMme, KaKO MH H3Iieja,
HOBY CBET/IOCT HA JIOTHUKY Be3y H3Mehy CTaBOBa O paBHOKpa-
KOM TPOYIMY M IPYTHX €JeMEHTAPHHX CTaBOBA PaBHE reOMETpHje
KOju monase y o63up, HapormTo HA BE3y Ca.yueweM O MOBD- ’
myHaMa. - :

Heka je t napameTap, a « HeKH H3Da3 Ca KOHAUHHM HJIH
GeckOHayHHM 6pojeM uMaHOBa OGJIHKA

a=a,"+a, t”+1+agt”+2+_...,

y -koMe HeKa 4, (3=0), a,, a, 3Haue npou3BobHe peasne 6pojese,
a n NMpOW3BOJbaH HEO panHoHasaH 6poj (%0). YkynsocT CcBHX
u3pasa OBOr' O6JHKa «, K0joj je momato jow O, cmarpahemo xao
KOMMIEKCHH cHcTeM OpojeBa T y cmHcay § 13, 3a kxoju cmo
ycranoBu1d. cneaehe: ma xoju 6pojeBu cucrema T cabupajy ce,
OLy3HMajy Ce€, MHOXKe,ce, OeJe ce TaKo, Kao Xa Cy OOWYHH
ancoJyTHO KOHBEPTeHTHH CTeNeHd DPENOBH KOJ KOjuX Cy uja-
HOBH mnopehaHu mo pactyhum cremeHdmMa npomensbuse f. Tako
no6GuBenyd 36MPOBH, pa3/HKe, NPOU3BOAH W KOJIWUHHIMH ONET CY
u3pa3d 06JHKA & M CTOra 6POjeBH KOMIIEKCHOT GPOjHOr cHCTeMa
T. 3a 6poj o y cucremy T pehu hemo na je < uwau > 0, npema
© TOME Aa JH je Y NOTHYHOM u3pa3y 3a o npBH KoeHuHjeHT a, <
w1 > 0. AKO Cy zmata nBa Ma koja 6poja a ¥ B KOMIJIEKCHOT
6pojuor cacrema T, pehu hemo na je a <P oxH. a >> B, npema
“tome na a4 je a—B <0 wam a—B > 0. JacHo je na npu OBUM
nocraBkama Baxe npasuaa 1—16 y § 13; nanportuB, 3a Ham
cucreM T He BaxH ApxumenoBsa axkcuoma, npasuio 17 y § 13,
NoiTO, Ma KAKO BEJNMKH OMO H3a6paH NO3MTHBHM peanHd 6poj A,
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yBek octaje Af<C1; nmakae, Haml KOMNJIeKCHH 6pojuu cucrem T
je He-apXHMENCKH CHCTEM.

AKO je t u3pa3 06uuKa
T=gyf"tatrtipa,tntiy

roe a,(=0), a4, a,,... 3Ha9e peasHe 6pojese, a W3IMONKHJIAL 7
HajHHXKEr CTemneHa OoX f jeé MO3HTHBaH, Tana heMo.rt 3BaTH Gecko-
HQUHO Manuxm Opojem kominexcror cucliema T.

Ma koju pen creneHa 0GJHKa
S(t) =cpteirtc, 2+ ...y

y KOMe Cg C), Cy,... 3Hau€ IPOU3BOBbHE peanne 6pojeBe, a T
6ecKOoHauHO Manu 6poj cucrema T omer je. 6poj cucrema T; OBaj
ce pea MOXe YPEIUTH NO pacTyhMM cTeneHdMa mapaMeTpa f,
0pd ueMy ce cBaku Koe(uuujeHT LO0GHBa Kao peanHH 6poj nomohy
KOHayHOT padyHa.

Axo cy, name, a U 3 1Ba Ma koja 6poja cucrtema T, oHIa

hHemo

a+if
Ha3BaTH UMArUHAPDHUM Opojem Y OAHOCY HA KOMINEKCHI cucilem
T, rge je i UMarHHApHA jeIMHMIA, T]. HeKa O6yne iZ =—1 u Heka

jelHauHHa a+if3 = a’'+if} 3raum A2 je a=o H B = (.

Ako ce taga dyHkmuje sinr, €osrt, ef, e GeckpajHo Maaor
6poja v medHHAIY MOMOHY HHXOBHX CTENEHHX PENOBa, Tala Cy
BpPeIHOCTH (yHKUH]a oner OpojeBu cacTemMa 1 OXH. HMAarHHAapHH
6pojeBH y ogHocy Ha OBaj cuHcrem. Cax MOoxem®, ako je ¥ npo-
H3BO/baH peanan 6poj, nedunucatu Pyuxuuje sin (¥ +1), cos (&+r)
el @+, efd+(+T y cucremy T nomohy dopmyaa

sin (¥ +r) = sind cosr+cos¥sinc,
cos (9+r) = cosd cost—sin¥sinr,
el O+ = gl oit,
eIy U+DT — ot pi@+),
M3 oBux zedunnmuja mo6usajy ce mosuare penauuje:
cos? (¥ +t)+sin* (d+1) =
cos (3+1) £isin (I+71) = eti®+D,
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Koncrpynmumo caza nomohy cucremMa 6pojeBa T paBHY
reOMETPH]y Ha OBaj HayHH:

3amucauhemo nmap 6pojeBa (x, y) cucreMa T Kao Tauky, a
OoxHOC Ma Koja Tpu 6poja (u:v:w) u3 T, y cayuajy fAa u H v
Hucy o6a HyJa, Kao mpaBy; Ha/be, HEKa MOCTOjambe jeAHaynHe

ux+vy+w=20

M3paxkaBa Ja Tauka (X, y) JeXH Ha npaBoj (u:v:w).
PaBHa reoMerpudja, H3rpaljeHa Ha NOKa3aHH HayHH Ha Opoj-
HOM CHCTeMy, Y KOMe Baxe npaBuaa 1—16 y § 13, xao wro je
Beh momenyTo y § 9, yBek 3amoBoJpaBa axcuome I, _g u IV.
Jlako ce yBuha na je npasa fata W nomohy jeaue cBoje
Tauke (X, y,) H ORHOCa JABajy OpojeBa «, B KOjH HHCY jefHO-

BPeMEHO jelIHAaKH HYJH. JeiHauuHa
x+iy = x,+iyo+(a+iB)s; (a+ip==0),.

y KOjoj s 3HauH Ma kojd 6poj cHcrema 7, O3HauaBa Ja TauKa
(x, y) npunaza MOMEHyTO] NPaBo). YPEAHMO TauKe [paBe npewma
BeJMUHHH napameTrpa s. Taza je moaynpaBa pmaTte mOpaBe Koja
nonasd Of Tauke (Xo, y,) OnpeleHa MONYHCKHM YCJIOBOM s >0
oxd. s < 0. Ako nBsema TaukaMa A W B npase npunanajy Bpen-
HOCTH mapameTpa S, u S, (> S,), 6uhie nyx AB mpercraB/beHa
jeNHAYHHOM MpaBe W NONYHCKHM YCIOBOM S, < s<s,. Cax cy
u akcuome Il _g 3amoBO/beHE; nma GHCMO ce, Jabe, YBEPHIH Ha
je 3a;0BOJbEHa K aKcHOMa pacrnopena Il,, ycranosumo craenehe:
Tauka (X3, yg) Nexahe Ha jeIHO] umu APYroj cTpaHH npase oxpe-
hene . Taukama (xy, y,) # (x, y,), mpemMa TOME [a JH je 3HaK
JeTePMHHaHTE

X=Xy Y21

X=X Va1

NO3HTHBAH WM HEraTHBaH. MoxeMO Ce YBEDHTH 1A TaKO JjaTa
Ae(uHHIA]a CTpaHe y OJHOCY Ha NpaBy He 3aBHCH 01 H360pa
Tayaka (x, y1) U (X5, y;) Ha NpaBoOj M Craxe ce ca AepHHHIH-
joM cTpaHe HaTOM Ha cTp. 9. .

3a ocHOBY Ae(dHHHLHMja KOHrpyeHuuje ysehemo Tpancdop-
mannje 06/aKKa

x’_I..iy’ = el d+i4+0r ((+’y)+}\_+lp,, '
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Koje heMO KPaTKO NHCaTH y OO6IHKY
X'+iy' = [8 v Mip] (x+1iy),

rae ¥ 3HaYd NPOH3BOJbHH pCaJHH 6puj, T 6eCKOHauHO MalH 6poj
cucreMa 7, a A ¥ p JIBa npou3BO/bHAa 6poja cucrema T. Tpauc-
gopmaunjy OBOr 061HKA 03HAUHHEMO KAO KOHrpyeHmiHO Ipecau-
kaBare. KOHIDYEHTHO NPEC/HKABaH-€, NPH KOME Cy N H p jel-
HaK4 HYJH, HasuBa ce o6pramem Oko Tauke (0, 0).

YKynHOCT OBHX KOHTPYEHTHHX TNpeciWKaBawa o6pa3yje
rpyny; 0OBa YKYIHOCT HMa OBa YETHPH CBOjCTBa: :

1. [ToCTOjH KOHTPpPYEHTHO NpecJHKABae KoOje
HUjeIHO] TaYKH HEe Merha NOJOXAaj:

[0,0; 0] (x+iy) = x +iy.

2. AX0O ce U3BeLy JABa KOHFCPYEHTHAa NpeCJaH-
KaBawbha j€LHO 3a LPYruM, pPe3yJaTaT NPeTCTaBkba
OneT KOHIFPYEHTHO NPECAHKABAlheE.

[9a, Ta5 ot i) ¥y, w5 NA-ipy] (x+iy))

=[Oy +9;, Tat Ty Ngtipy+eSTUFIR(N+ip)] (x+iy).

3a.CBaK0O KOHIPDYEHTHO mNpecaAdKaBakme MNO-
CTOjH MHBEP3HO NMpECHAHKaBale:

[—8, 5 = (i) e =47 [8,65 0t 1] (v 19))
= x-+iy.
Osa ocoGuHa je nocaeguma ocoGuma 1, 2, 4, 5.

Mi3Bohewe KOHIPDYeHTHOT NpecAHKaBamwa je&
ACOLNHjaTHUBHO, T|. aKO TPH KOHTPDYCHTHA HPECHH-
KaBama 03HaduMoO ca K,, K,, K;, a KOHTPYEHTHO npe-
ciHKaBawe kKoje ce mo6uBa npema 2. u3 K, K,, ca
K,, K,, oiga he yBexk BaXHTH

K, (Kz K1) = (Ks Kz) K,.
OcHM OBHX OCOOHHA, HCTAKHHMO M HapelHe OCOOMHE KOH-
TPYEHTHOT NPECHHKABarba:

3. Tauxa ce yBeK NpeBOJH ONET y Tauky Hame
reoMerpHuje.
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ITap 6pojeBa x', y' koju ce XOOHBajy NPH KOHTPYEHTHOM
npecIWKaBalby W3 nNapa 6pojesa X, y CHcTema T, yBeK OIET
npunaga cucremy 7. , \

4. [IpaBa npeaasu o_néT y npaBy ca OOTHOYHO
OYyBaHHM pacnopenom Tauakxa.

Jlako ce go6usa penangja ‘

[% }‘-+l}1]{xo+’yo+(a+lﬁ)s}—xo f'yo + (' +iB)s,
y KOjoj, IOTO eKCIOHEHNHjaTHa (YHKIMja HE HIIUE3aBa, W3
HejegHaguHe o+if =0 yBek cnexyje o +if' ==0.

Kao nenocpenna nocneiuna caeiyje: ABe pa3sTHUHTE Tauke
yYBEK OIleT Npenase y [BE PasldYHTe TauKe.

5. TlocToju caMO jeZHO KOHTFPDYEHTHO Hpe-.
CIHKaBawme KOje HNpeBOLH HaTy monymnpasey h
y LaTy noaynpasy Hh.

Heka je momynpasa i jgaTa jexHaudHOM:

x+iy = xg+iy, + (@ +iB)s, a+ip==0, s >0,
a I’ jenHaunHOM:

X' +iy =x/+iy, + (a+iB)s’, o'+ipf'$=0, s§>0.
KoHrpyenTHo npecaukaBame [, t; A+ip], koje noaympaBy h
nNpeBOAH y h', MOpa npe cBera TadKy M3 KOje H3/Ma3H HOJyNpaBa
h, TpeBecTH y TauKy H3 KOje H3Ja3H mnoaymnpasa fh':

(1) x/+iy) = eI (xg +iye) + N+ip.

Jla/be, CBaKOj NMO3HTHBHO] BPeJHOCTH OJ S MOpa OAroOBa-
paTH MO3HTHBHA BPEIHOCT OX S’ TaKO Ja BaXu v

xo'+iye + (a'+if) " = [¥, 5 A+ip]{xo+iyo + (a+if) s}
M IIpeMa TOMe

)] (' +if) s' = elot+U+DT(aiB) s,

O6pHYTO, CBaKO KOHTPYEHTHO MNpeC/]HKaBame Koje 3a10BO-
JbaBa jegnaduue (1) u (2), npesozn h y A _

[Topenumo nocnenmwy jeHaUHHY KOHjyroBaHO HMarHHapHOM
jeAHagHHOM

! PR .
©) a+i,=e2i(§+r)a+lﬂ.
a —if a—if
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Axo ctaBumoO _
a'+if a—ip _
o —if a+if
(E+in) (E—in) =E24+n2=1.

E B n cy ka0 GpojeBu u3 T CTENEeHH DeLOBM ca napamMeTpom f;
ynopehyjyhu xoepuuujente ussewhemo u3 nocaeitbe jeAHauUHHE
Ja ce y peioBHMa § H 1 He MOry jaBUTH CTeneHW nmapaMerpa !
€a HeraTHBHHM H3J0XHOIEM, Beh ce, HanpOTHB, OHH MOTY NpeT-
CTaBHTH Y OGJHKY

IoO6HBa ce

E=a+§')v
n=>5+n,

rie a u b 3Haue o6uyHe peanHe 6pojeBe, a E W n' GeCKOHa4HO
Mane GpojeBe W3 cuctema T, M Na Baxce penaluje

. az_l;bz:l,
(4)
. 2(aEl+bql) + Erz_l_q/z — 0'

Jennaunna (3)
' e?!O+0 = E+in,

npeMa HamuMm AeduHHUUjaMa Tpuronomerpucxux dyHkIHja, caza
€€ MOXe CBeCTH Ha 06JIHK

cos 2 (%+r1) = cos 29 cos 9v—sin29sin2r — £
6 - e
sin2(3+4rt) =sin24cos2t+cos29sin2¢ =1
' C =b+rq.
Ynopehyjyhu koeduiujente OBHX jeJHauHHAa JOJA3HUMO M0
) cos29 =a, sin29=0¢

H3 KOjuX Ce, Ha OCHOBY Baxema jefHaunHe a*4b%=1, moxe
peanHd 6poj I ONPEIHTH jeJHO3HAUHO JO BHIUECTPYKE BPEX-
HOCTH OJ ™. YHOWeEeM Napa BPEAHOCTH cos2% =aq, sin29 =5
y jennavyune (5) Mory ce NOGHTH pesauuje:
k €082t = l+abt'+br,
sin2t=an -b6%;

OCHOBH TeOMETpHje. .. 9
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a MOmTO je Ha OCHOBY jenHaumHe (4) 36up KBagpaTa JZeCHHX
crpasa 1, TO je GeckpajHo ManH 6poj .t ]ezmosuaquo oxpekheH.
OH ce MOXe u3pauyHaTH H3 jefHe Of JBejy nocnembux jenna-
usHa yrnopehusameM KoeduuujeHara. o

[Tomro je 9 oxpeheHO camo IO BHUIECTPYKE Bpenﬂocm
~ox m, taxrop. e!¥+(+07 je oxpehen camo 10 3HaKa. CaMO jenan
' 011 maa 3HaKa na]e, WTo Ce JaKO BUJH, 33 MOBUTHBHO § ¥ Jenﬂa-
qmm (2) nosmnauo s". Hpema TOME, PeaiHH 6p01 3 oupeljeﬂ ]e
Io BnmeCprKe BpElIHOCTH on 2m. yHOILIel-bEM mapa BDeNHOCTH
9 u vy jeanauuny (1), n06WBajy ce Ha jeAHO3HAYAH HAauHH A\ U

p y cucremy T. Hajsan ysuhamo na jennasmue (1) u (3), a sato
u Hahene BpegHocTd 9, t, A, p HE 3aBHCE OJ, HaydHA MPETCTaB-
Jbamba MONYNpPaBHX h u A'. :
.. 6. 3a nBe Tauke A, B yBeK INOCTOJH KOHTpY-
eHTHO NpeCJIHKaBaie Koje npesoxd Ay Bu By A

Axo Ttauke A,B umajy koOpIWHaTE X,y, H Xy yy, OHZA
KOHPPYEHTHO MNPECIHKaBabe

7, 0; x +A2+t(y1+y2)]
OCTBapyje OHO IITO Ce TPaXH. :

7. AKO KOHTDYEHTHO NpecNBKaBame NPEBOLH
nonynpaBy h y mnoaymnpaBy h W Tauxky P y
Tauky P, oHga P u P’ ucTOo Jjdexe y onﬂoéy Ha
noxynpase hu h. ’

[TokaxumMo Hajope na KeTepMHHAHTE

Xeg—= Xy YVa— Vs

X3— Xy Yg— W1

WMajy MCTH 3HaK OHJa M CamMO OHJAa Kaja Tauke (Xg, Vg) M
(xs" y,) HCTO JIeXXe Y OAHOCY Ha yCMepeHe mnpaBe Koje Cy oape-
. hene rauyxama (x,, y,) H (X5, y;), OAH.

(x,,%) (xy y1') # (x5 yy') (ym. crp. 122—123).
Hajnpe, u3 mate neduuumuje Ha crp. 69

0 ,AeCHOM" M ,JIEBOM“ 3aK/by4yyjeMO, 1a

Tauke (Xg, yg) U (X5, ¥,) HACY Tauke Koje

, MCTO JIeXe y OLHOCY Ha yCMepeHe npaBe

(2,%) (x3%)  Koje cy oxpehese Tauykama (X, ;) H
(X, ¥a)» OBH. (x;, y,) H (x5, ys). Cax ce

onrosapajyhie HeTepMuHaHTe 3auCTa PasNUKy]y CBOJUM 3HALMMa..
Hawe TtBphewe cremyje yonwTe u3 OKOMHOCTH WITO AePHHHIH]a

’ ’” [ [
Xo =X Vo —Vi |
! ! ’ 1
’ | Xg— Xy Y3 —W
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cTpaHe mpaBe nomohy 3Haxa HaBeeHe ILETepMHHaHTe 3aJ10B0OJbaBa
CBOjCTBa CTpaHe H3/10XeHa Ha cTp. 9.

Oco6una 7 Guhe mpema TOME [OKa3aHa aKO Ce MoKaxe Ja
Ce 3HaK JETEPMHHAHTE '

Xo—Xy VoY
X3—=X1  Yg—W
He Mera NPH KOHIPYEHTHOM. NpECHHKaBathy. AJM, OBa KeTep-

MUHAHTa CE DA3MHKyje CaMO MO3HTHBHUM (PAKTOPOM OX HMAlH-
HAPHOT ZeMa KOJIMYHHKa :

(xa+iys) — (x4 +’.V1
(xz‘l"}’2)”‘(x1+ly1)
NPDH YeMy je HermoCpeZHO jacHO Ja je 0Ba] KOJAHYHMK MHBapH-
jaHTaH y OJHOCY Ha KOHIDYEHTHO NPECIHKaBaHbe.
YcranoBumo cap oBo: pehn heMo na je Heka nyx OHJa
M caMO OHJa KOHI‘pyeHTHa JApYyroj LYW aKO MOCTOJH KOHIPY-
€HTHO NpEeC/IHKaBambe KO]e NpeBOAM NpBY AYXK y Apyry; pehn
hemo ma je yrao onija u camo OHga KOHTPYEHTaH Ipyrom yray -
aKO MOCTOjH NpECTHKaBaHe KOje MPEeBOAM jeZaH yrao y ApYTH.
[Toxasahemo ma HaBegeHa ZedHHHIM]a KOH-
rpyeHIHje AYyXH H KOHIPYEHIHje yraosa 3aJo-
Bo/baBa akcuome Ill,_, ako KOHLpYeHTHO mpec.JHu-
KdBathe y3eTO 3a OCHOBY HMa oco6uHe 1 g0 7.
‘Baxemwe axcuome III, HenocpenaHa je nocneauna ocobuue 5.
Baxeme axcuome lll, mokasyje ce Ha oBaj HauuH. Heka kOH-
rpyeHTHa nOpeciaukaBatba K, u K, npeBome Iyxu A'B' u A"B"
y nyx AB. U3 ocobuna 1, 2, 4, 5 caenyje ma 3a jeHO KOH-
TPyeHTHO Mpec/inKaBambe K, NOCTOJH yBEK KHBEP3HO KOHIPYEHTHO

npecnukasame K;'. KonrpyertHo npecmukasame Kz ' K; mpema
oco6unu 2 npesomu Ayx AB y A"B".

Ananorso ce nokasyje Baxeme akcuoma lllg.

Tloxasahemo cax za axo je Ayx AB KOHFPYEHTHA NYXH
A'B', oHla KOHTDYEHTHO npeciuxaBaibe K KOje NPeBOJH MoJy-
npasy AB y noaynpaBy A'B' npeBoiu ¥ Tauky B y rtauxky B'.
Heka je xourpyenusja nyxs AB u A'B' nobuBeHa nomohy KOH-
TDYEHTHOT NpPeCTHKaBaba K Ako K, nmpeBoaH Tauky A y A’

TO Ha OCHOBY OCOGHHE 4 KOHIPYEHTHO NPECAUKABaIbE KKi!
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npeBoju noaynpasy A’'B’ camy y ceGe, Jakae, npema OCOGHHaMa
1 u 5, OHO MOpa OWTH HICHTHTET. A axo K, MPEBOXH TauKy
A y B, onia hemMo y3eTd y nomoh KOHIDYEHTHO NpeCHHKaBame
K, — a 10 npecnukaBame K, MOCTOjH Ha OCHOBY ocoGuHe 6 —
xoje npesofu Tauky A y B u B y A. Cajl KOHIDyeHTHO mpe-
CIHKaBabe K(KEKT’) npeBonu -noaynpasy A'B’' camy y ceGe,
Jakje, OHO je HIAEHTHTET.

M3 nokasanor ¥ #u3 ocobuHa 4 W 5 HemocpegHO ciaexnyje
paxceme akcuome Ill;, a HCTO TaKko M3 LOKa3aHOT H OCOGMHa 4,
5 u 7 HenmocpenHo caenyje akcuoma III;*.

Hajsan ce nokasyje Baxemwe akcuome III, Ha HapeInH HauuH:
aKO Cy JaTH yrao < (a, b) 4 mosnynpasa ¢, TO Ha OCHOBY OCO-
6uHe O MOCTOjH jE€JHO H CaMO jeXHO KOHIPYEHTHO MpeCcAHKa-
Bamke K,;, KOje TNpEBORH a y .C,
a Takohe jeZHO H CaMO jeIHO
KOHTPYEHTHO NMPECHUKaBambe Koje
npesoau b y ¢. K, npesomu b
y noaynpaBy b’ pasiHudATy O]
¢, LWITO ce ca3Haje Ha .OCHOBY
oco6uHe 4 MpY NMoCMaTpamy KOH-

rPYEHTHOT MpeCiIHKaBamba Ki'; ucro Tako npeciukapame K, mpe-
BOIM NOJYNpaBy @ Y DOJYyNpaBy a’ pasiuuudTy on ¢. KoHrpy-
eHTHO npec/uKaBate K, K;' NPEBOLH MOAYNpaBy ¢ y @, a no-
aynpasy b’ y ¢. M3 oco6une 7 caenyje na noaynpase a' u b
JeXe Ha pasHEM CTpaHama noxynpase ¢. Crora je npBd Heo
akcuome Il samoBo/ben. JIpyru Xeo Te akCHOME je HemocpenHa
nocaenuua ocobuue 1,

Ha Baxu axcuoma lll, yBuha ce oBum mocmarpawem. [lomy-
npaBa Koja u3nasu m3 Tauke (0,0), xojy hemo o3nauntm ca O,
MOXE CE YBEK NPEeTCTaBHTH jeIHaYMHOM 06/ HKa

x+iy=e®+9s; $>0;

'Ta MOJYNpaBa NpOM3M/IA3H H3. NO3HTHBHE noJyoce x nomohy
obptama [¥, v; 0]. Jlako ce noka3yje ma ox IABe monymnpase KOje
u3nase M3 Tauke O W Jexke y NOJAYpaBHH MO3HTHBHHX ), OHa
noaynpaea JeXH udMehy gpyre nonynpase d MO3HTHBHE MOJyOCe
x xoja modulo 27 uMa mamu 36up 9+ .
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Heka ce mecHH Kpak h HeKOr yrJa mNOKJala Caj Ca [O3H-
THMBHOM NIOJIyOCOM X; HEKA HeroB JieBH KpaK k 6yle mpeTcTaB/beH

jeIHauYHHOM
x+iy =elntmg; $>0.

Hanasehn u3 tauke O noaympaBa i’ BOAH y YHYTPalllmOCT OBOT
yrna. Taza mocToju jeIHO H CaMO jeJHO KOHTPYEHTHO IpECIH-
KaBame KOje MPeBOIH noaynpaBy h y K, Haume 06pT'dl-bé [92, 743 0];
OHO IpPEBOJAH MNOJYNpaBY k y moaynpaBy k' uduja je jexHadHHa
’ X+iy = elhthtutng, s> 0.

Baxu o .
S+ d+t,+T, > 9+ ‘mod 2 x;

npeMa TOMe -k’ He Jexu y yray <t (h, k).

.Baxeme aKCHOME cycelACTBa V, MOXe Ce JOKa3aTH Ha
HapenHd HauWH. [Jomohy apyror craBa O KOHIPYEHIHjH M
akcuome [V jako ce nmokasyje Ja ce 3a jeIHY AYXK KOja JI€XH
Y yHYTpalWbOCTH TPOYI/Ia, YBeK MOXe HahW KOHIDYEHTHa Ay,
KOja, u3nasehy W3 TemeHa TPOyria, JiCXKH Ha CTPaHH TOT TPO-
yIMa WIH Y 1HeroBoj yHyTpalImbOCTH.

Ha ocuoBy akcuome I, nocroju 3a jemgny maty myx jenHa
H camo0 jenHa Ayx OB’ u3 tauke O KOja je ycMepeHa Ha IO3H- .
THBHY CTPaHy NOJYOCE X M Ca KOjoM je XyxX AB KOHrpyeHTHa.
YseheMo ancimucy B rtauxe B’ 3a gydcuny Kyxu AB:

[Tocmatpajmo cax Tpoyrao ca TemeHuMa O (0,0), C(%,O) ,
B

D (Z’ —i—\(ﬁ) Ogaj Tpoyrao je paBHOCTpaH ca jeIHaKUM yr)xo-

‘ . 2n
BHMa, LUTO MOKa3yje KOHTPYEHTHO MpeCTHKaBambe [3—,0;%

xoje npesoxu Tauky O y C, Tauky C y D, a tauxy D y O.
Cno6oana kpajwa Tauka F IyHgKOja je KOHTPyeHTHa Ayxu AB
U -uge u3 tauke O no jeiHoM kpaky yrna < COD unu ce mpo-
CTHpE Yy YHYTPalllbOCTH TOra YIJIa, MOXe €€ IIPETCTaBHTH Y
006/IHKY : ‘

R [a;t;OjB; | 0_§«5+r§_%.
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. Anu, cBe Tauke, NPETCTaB/bEHE y.OBOM OOIMKY, Jexe Ha OHOJ
crpadn npaee CD na kojoj He aexu O, wWTo ce.yBuha, npema
peueHom Ha ctp. 126, CyNCTHTYHHjOM KOOpAuHaTa Tauke O H
Tauke F y AeTepmuHadTH 3a CD

Xy — Vs

OBHM je NOKa3aHO Ja y YHYTpammocTd Tpoyraa OCD Hf MO-
CTOjH AyX KOja 6M 6ura KOHrpyeHnTHa ca AB.

Pe3umMupatiemo: .

Y Hamoj reoMeTpHjH Baxe CBe rope MOCTaB-
beHe aKCHOME OGHUHE DaBHE FeOMeTpHje, H3Y3€EB
ApxumenoBe axcuome V,; NIDH TOMe aKCHOMY
KOHTFpyeHIUHje TPOYraosa Tpeba y3eTH y yXKOj
bopmymanuju II*

Jla/me, BaXH CTaB: o ‘

CpaKH Ce yrao MOXe NpPCHOJOBHTH W MOCTOjH nNpaB yTao.

JI0BO/bHO je MOKa3aTH JAa Ce CBaKH YraO0 KOJH H3/1a3d H3
Tayke () Moxe npenososuTd. Heka  je' [9,0; 0] obprame koje

NpeBONH JECHH KpaK y JeBH; ofprame [%, %;0] .rlpeBOJlH
JEeCHH KDaK yria y HeroBy GHCEKTPHCY.

Ersucrennuja npaBor yria ce ysuha nocmartpamem 06p-
Tamba E,O;O
2

YBewhemo caj nojam oriesarma Ha NPaBOj a Ha OBaj HAYHMH:

A CIOyCTHMO HOpMaly Ma 3 Koje Tauxe
A Ma Ha KOJy npaBy a ¥ MPOAYXKHMO
OBy HODMaJly 33 HeHYy CONCTBEHYy AY-
XHAHY NPEeKO HOJHOXHE Tauke B IO

0 g*f B A’; Tauka A’ ce Ha3WBa OLJeHaicKa
‘T cnaka Tauke A. OrienHdMO Hajnpe
Tayky A ca koopaHnHarama o >0,
B >0 na ocu x. Heka je yrao <t AOB

"

usmehy noaynpaBe OA H NMO3HTHBHE
noayoce x jeAHaK J-+4rt H Hexa, HalpuMmep, Tayka x =Yy Ha
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OCH x mnpd obpramy 3a yrao 39 + t npenaau y Tauky A
TaKo J1a je
: e’ﬁ'+(l+')TY—u+lB

Ornenancka cnuxka A’ Tauke A y OIHOCY Ha OCY X HMa KOOp-
AuHare o, —B. [Ipema Tome, axo wu3Besemo oOpTame 3a yrao
¥+71, #3 Tauke A’ Npou3uia34 Tayka KOja Ce€ MPETCTaB/ha HMa-
TrMHapHEM 6pojeM :

tfH—(l—l-t)r(a ,[3) _9‘_+ﬁ(a_,-3)= a4 g ,
Y Y

Tj. .Ta TauKa JIC)KH Ha MO3HTHBHO] OCH X; CTOra je yrao <):A OB
Takohe jemwak 9+t M, npema TOMe, mOAyjgapa ce. ca YIVIOM
<X AOB. OBaj pe3yaTaT MOXeMO H3Da3HTH OBaKoO:

Axo ece y 1Ba npaBoyraa TpoyrJa KOju CHme-
TPHUYHO JNexe nolymapajy obe kaTere, OHJA CY
4 oarosapajyhu yrJoBu Ha XunoTenysu Mehy
CO60M jefHAKH. - ' -

VI3 TOra H3BONMMO WCTOBDEMEHO ONIUTH]M CTaB:

YraoBu ornegancke ciuke Heke Qurype yBex
cenoaygnapajy ca ogroscpajyhum yrnoauma npBoO-
6utHe Purype.

M3 oxonHocTH Ia Cy y Hamoj reoMeTpHju npase ne(pmm-
caHe nOMohy JHHEaDHHX jelHaudHa MOxe ce 6e3 Temkoha H3Be-
CTH KaKO OCHOBHHM CTaB yuema O mponopudjama (craB 42), Tako
‘H [lackanos craB (cras 40). Otyza yBuhamo oBO:

Y nmawoj reome-rpu]u BaXH yueme O mMponop-
‘I HjaMa W, fa’be, y HOj Baxe CBH CTaBOBH aduue
reomerpuje (ym § 35).

Ha ocnoBsy Baxemwa akcuome lII; moxe ce nmokasatd na ce
YIJIOBY y HAlO] TeOMETPHjd MOy Ha jeAHO3HAYaH -HAuMH YIIO:
PEIHTH 110 CBOjOj BeNHYUHHU. 7 ‘

Homohy OBE UHILCHHIE MOXe Ce JOKa3aTH CTaB O CHO-
JbaUbeM yray (craB 22), u TO, DOWITO Cy ¥y HaLUO] reome-
TPHjH YHAKPCHM YIVIOBH YBEK jeIHAKH, MOXE C€ y by NPEHETH
IOka3 ca cT1p. 23. K3 uumeHuIle Aa €€ Yy HalIOj IeOMETPHjH
‘MO2Ke je{HO3HaYyHO Ae(pHUHHCATH 36Up [Ba yIia, 1064Ba ce, nomohy
akcuome IV, ctaB 0. 36upy yraosa .y Tpoyray (cras3l).
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Jlowan cMoO cax A0 OCHOBHOI NHTaWa, A0 NMHTakha A3 JH
Yy HalOj TeOMETPHjH BaXW CTaB O J€AHAKOCTH YIVIOBa Ha OCHO-
BHIIH paBHOKpakor tpoyraa (cras 11).

M3 oBOr cTaBa M CTaBa O CHO/bAIIEmEM YAy KOX TpOyIia
10GHBa Ce call-¢ jeliHe CTpaHe TedpeMa OGPHYTa TEOPEMH
0 6a3UCHHUM yTJIOBHMA PaBHOKPaKOT TPOyrJia (CTaB 24) mo-
MOhy MHAMDEKTHOI JOKa3a, a C APYre CTpaHe moMohy MO3HATOr

EyxnnnoBor mokasa C€TaB: 30Up JABe

o p CrTpaHe y cBakOM Tpoyray Behu je on

Tpehe crpaHe. AJd, Kao wTo hemo moka-

! //] 3aTH, HHjellaH O] OBa .IBa CTaBa HHje

0 T¢ 3anoBO/beH y HamOj reomeTpju; a THMe

\J he ncrospemMeHo GHTH NOKa3aHO Ja CTaB

-0 6a3sHCHHM YIVIOBHMa DaBHOKDAaKOI TPO-
yIvla ¥ B0j He BaXH.

[TocmaTpajMo Tpoyrao OQP, uuja TeMeHa HMajy Koopzm-.
nare: 0,0; cos £, 0; cos ¢, — sin f. HOyxuna (8. ctp. 133) nyxu OP
¥ QP Hanasu ce NOMOhy KOHIDYeHTHOT mpeciukasama [0, ;0] u

[1,0; —cost-ei%].
2

Jlo6uBa ce

hy

»

— 2
OP=e’=l—I—z‘+%+---,

. 2
,QP=sin_t=t—%+—---,

2

(Y)=cost=1——t2~+—---.

Ha ocHoBy fle(puﬂnuuje pacnopena 6pojeBa cucrema T yBuha
ce ga je L
0Q+QP < OP.
CraB no kxoMe je 36up agBejy CTpaHa y
cBakoM Tpoyray Behu ox Tpehe cTpame He
BaXH y HamoOj] TEOMETpPH]H

Omiyaa ysuhamo Ouliny 3aBucHOCI oBOr cilapa O axcuome
0 KOHrpyewyuju WPOYrJA0BA y wupem CMUCTY. '
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H3 osor pesysnrata y HCTO N06a cirenyje:

YV Hawoj reomeiipuju ne Badxcu CHaB 0 paBHOKPAKOM mpo-
yray u 3adio He BAXCU HU QKCUOMA O KOHrpyexyujy Mpoyriaosa
y wupem cmucay. '

Jla y Haoj reoMeTpuju He BaXKH HH OGPHYTH CTaB O
YyIJIOBHMa Ha OCHOBHIH, HENOCPeJHO yBuhamMO Ha npHMEpPY
tpoyrna OPR, rze je R ornejancka cidKa Tauke Py ORHOCY
Ha npaBy OQ, Tj. TeMe R MMa KOOpHuHaTe cost, sinf. Tazna je
npema jeHOM paHuje NOKa3aHOM cTaBy (cTp. 135),

<X OPR = < ORP.

Y nopen rora ctpane OP u OR HuCy Mehy cO60M KOHIpYeHTHe.
Jyxusa nyxu koja ce no6usa nomohy o6prama [0, —t; 0]
je Hamme

OR = e~'== OP = et.

Onatiie heMo BHAETH Ja Cy yOonmwmwrTe y IBa .CHME-
TPHYHO NMOJOXEHa NpaBOyrJa TPOYrJaa jeJHaKHX
KaTeTa XHNOTEHY3€e Pa3JHuYUTe H 3aTO MPH OTrae-
Jamy Ha NpaBoOj, NYXKH Ha OrnNeNaJCKO] CJAHLH
HHCY HYXHO jefHaKe JyxuMma npBoburTHe GHrype.

Y Hamo] reoMeTpH]H TaKOhe He BaxXH, Kako
je mokasao Poseman!, HM TpehH CTaB KOHrpyeHIH]e
(cTaB 18) y yxo0j Gopmynanuju y OXHOCY Ha TpoO-
yrae koju HcTO xaexe. Jla 6ucmo. OBO YBHIEH, npmvxe—

THMO Hajupe na Tauke A=0, B=f, C= te' '3 o6pasyjy paBHo-
‘cTpanu Tpoyrao. [locMaTpaMo JH, Aabe, TauKy

Y »
. l_e(l+_i)i
yBugehemo za. je AB = BD, jep xoHrpy-
eHTHO npecnukaBame [0, ¢;t] npesonu
tTauky D camy y cebe, a tauky A y B.
Jlambe ce jom m3pauyHaBa ma Tauke A H
B nexe ma uctoj crpamu npase CD.

A y.]
Opatae nNpBO NPOHCTHYIE Ja TPOYIJIH

1) B. Poseman (W. Rosemarm), ,Der Aufbau der ebenen Geometrle
ohne das Symmetrieaxiom®, Dissertation, Goéttingen 1922, Math. Ann. k. 90. °
TaMO“lje NpBH TYT [OKA3aHA 3aBHCHOCT Bamewa akcHoMa Il on M3BeCHHX
CBOJCTABA KOHTDYEHTHOT npecankaBaiba.
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ACD u BCD, xoj, Kojux cy cse oxrosapajyhe cTpaie jemHake,
HCTO Jiexe, W JPYro 7a OHH HE MOTY HMATH CBe op:rosapajyhe'
JraoBe jemHaKe., - - Coe
PasMoTpuhieMO y HAIIO] FeOMETPHjH joIu Eymm,zxoao yqex-be
0 MOBpILIKHAMA MOJHKroHa.- OBO je yueme OuiqQ usrpaheso y § 20
Ha NOjMY Mepe HospuuHe TPOyIJa, Jlokas fa je'oBa mepa NOBD-
IHHE, TMOMYNPOM3BOJ OCHOBHIIE H BHCHHE, He3aBKCHA OX ToOra
KOja ce CTpaHa TPOYIJla CMaTPa OCHOBHIOM, OHO' je. H3BeHeH
NIPpUMEHOM aKCHOME KOHPpPYEHIH]e TPOYFJIOBa Ha TPOYFIE KOjH
Jaexe caMmeTpHuHo. Jla ORaj CTaB- HE MOxe OWTH JOKa3aH 6e3
wHpe GopMysaluje Te aKCHOME, MOXE Ce YBUIETH Ha NpPHMEpY
Tpoyria OQR (CTp 136) QR ie BHCHHa Crlym'reﬂe Ha OQ, nomohy
KOHI‘pyEHTHOI‘ npecnuxaaarba — %,0 —cost-e —iz

] npo6uBa ce

. LyXHHA
B QR = sin t;

u nowro je OQ = cost, TO 6n Mepa nospmnﬂe, < jemne crpaﬂe,
MOpasa 6GuTH .
‘ cost.sint

5 .

Hahumo nogunoxije S ynpaBae cnymrese 3 Tauke Q Ha OR:

J =

S =cost+ieltsintcost.

llane, KOH,preHTHHM .HPECJIHKaBaKbEM
n I a4
[—?, —1; —cost-e 2" "+'“]

no6KuBa C€ NYKHHa
QS = e~tsinfcost;
a nomro je OR = e~!, no6uiM GHcMO, C Ipyre crpame, 3a Ty
Mepy MOBPIUHHE BPEAHOCT
e~ t.e~tcostsint
J= 5 )

KOja je CHryPHO Mawa OJ BPEIHOCTH

cos ¢ sint
—
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Jlox nmojamM Mepe MOBpLWHHE ry6u CBOj cMucao 6e3 wupe ¢op-
Mynanuje axcuome Ill; 0 XOHrpyeHuuju Tpoyriosa, NOjMOBH
pasnodcuBe jegHAx0oCiu W AOOYHCKE jeAnaxocliy TOJNATOHA MOrY
" ce peduHucaTd HcTO Tako kao y § 18. Tama ce craB 46 xoju
H3paXaBa L ONYHCKY jeIHaKOCT LBa TpOyraa ca
jenlHaKuM OCHOBHIAMa H BHCHHaMma JAOGHBA HCTO
oHako kao y § 19. v . :

Jame - ce ysuha na ce W Ha OCHOBY  yike akcdome IIIg¥,
Moxe KOHCprHCaTH Ha CBaKo] nyxm 1<Banpa'r Tj. 4eTBOPOYraod

ca ]CILHaKHM YIVIOBHMa, OX KOjux CBaKM H3HOCH E' M Ca jelHAKUM

CcTpaHama. Y Hamoj reomeTpH]H Bax® cajga u [luTa-
ropuHa Teopema, npema kKojoj cy. o6a kBajgpara
Hald KaTeTaMa Ma KOl NpaBOyrJaOr TpPOyraa 3a-
jenlHO XONMYHCKH jemAHaKa KBaJlpaTy HajX XHNO-
TeHysowm. Jep, ma yBuhamo ga ce y Eyxiuposom mokasy
[luTaropuse rteopeme HCcKOpumhaBa caMO KOHrpyeHIdja TpoO-
yIrJI0Ba KOjH UCTO J€xe H TpeMa TOME ' CaMO AaKCHOMAa O KOH-
IPyEeHUHjH TPOYIJIOBA y yIKEM CMHCAY.

[Tpumenom IlaTaropmse Teopeme Ha
tpoyrnose OQP u OQR ua crp. 136, Hana-
3uMo0, y3 nomoh crasa 43, ma cy Ha ny-
xuMa OP u OR KOHCTPYHCAaHH KBa lpaTH
JONYHCKH jeAHaKH, Ma Ja OBe
Ky KH, KaKO CMO HX Tope u3pauyHai, L
Hucy mely cobom ]enHaKe S et

\

Be3a OBe oxomxocm ca craBoM 2 nomyuo je jacHa H
OZaT/Ie BHIKMO na ocHoBuu Eyxaupos craB, 1o
KoMe IBa NONVHCKH je.nﬂaxa;_.'Tpoyvrna HCTHX
OCHOBHNA yBeK HMajy WCTe BHCHHE Takohe He
BaXH Yy HAMO] T€EOMCTPH]H -

~ Yermapm, omaj craB 48 6uo je moxasad y § 21, npu uemy
je 6uTHO xOpMIufieH MOjaM Mepe MOBPIIHHE. . o ,
[Ipema Tome, Hama HaC TeOMETpH]ja ,uoaolm 110 Ca3Hama:

Hemoryhe je 3acnoBaiiu - EyxaunoBo ydewe 0 HOBPUILHAMA
HO GKCUOMU KOHrpyeuyuje . -WPOYraa y yicei CMUCTY, 4Qik U AKO
ce lipeliiliociiaBu. Aa Baocu yderme 0 Tpolopyujama.
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[Tomro y  HAlQj TeOMeTpHjH He BaXH IMO3HATH OXHOC
u3Meljy XdnoteHyse W KaTeTa NPaBOYIVIOr TPOYrJaa, OZHOC KOjH
- ce y o644HO] reoMeTpHjH. H3BOAH¢H3-IluTaropunor crasa, TO hy

. Hamy I‘e'OMETijy Ha3BaTH nelullaropejckom reoMempujoM. '

Hanpasumo mnperiles HajBawHBjUX De3y/TaTa KO]H npoH-
CTHUY H3 Hallle HENHTaropejCKe reoMmerpuje: , :

AKO Y3MeMO aKCUOMY KOHIpYyeHyuje Wpoyraosa y lece.M
cMuUcRy U -ar0 [peMIoCMABUMO Aa 0F GKCUOMA Helpedtarociu
BAXCU CAMO aKCUOMG cyceAclBa, Maxa ce He Modxce AoKa3ailu
clias o jeanawocia yri0Ba Ha NCHOBUYU Y DABHOKPAKOM POYray,
yax Hu OHZa aro lpelldocHaBumo JAa Bajxcu y4ewe 0 dpolopyu-
jama. Hcimo Maro opaline ne caepyje Eyraunoso yuewe 0 doBp-
wunama; Maxohe cMas, G0 koMe je 36up Ase clipane IWpoyria
Behu 0x Mpehe cHipane, u Mpehu cHiaB Kourpyeryuje 3a mpoy-
raose koju ucllio Jedxce, HUCY HydCHe HOCNefuye U3 YHureHUux
OpeiiliocliaBku.

Mu hemo koOHCTpyHCaTH jomr jemHy HLpPYry HEHHTa-
ropejCcKy reoMeTpH]jy KOja ce pa3lHKyje OI reoMeTpHje
KOjy CcMO caj o6paljuBaju THME IUTO y HO] BaxHM ApXHMeOBa
akcdoma V,, aqu He BaXKH aKCHOMa cycencrBa V.

Y3eheMo 3a OCHOBY OBE reOMeTpH]e OHY IEJTHMHUHY O6JacT
Q peannux 6pojepa KoOja ce CacTOjW OX CBHX GpojeBa JOGHBEHHX
u3 6pojeBa 1 u p=tgl, aKo KOHauHO myTa NPUMEHUMO Omnepa-
nuje payyHa: cabupamwe w,+w,, OLY3HMAKBE w,—w;, MHOXKEHE
w; - wy, AEbEHE w, :w, (y cayudajy ma je w,==0) u creneHo-
Bame w,“z. [lpu TOMe w,, w, Tpe6a Ha o3HauyaBajy GpojeBe KOjH
cy Beh no6usenn nomohy ner nomeHyTHX omnepaiuja ox 6pojera
I 1 p. Jla 6u ce no6uo 6poj w monasetim ong 6Gpojesa 1 u g,
Tpe6a THX MET onepauuja NPHMEHHTH A, MyTa, OXH. M, MYTa,...,
ny nyTta. bpojeen w o6nactu Q MOry ce Taja npe6pojaTd npema
pacryheM 36upy

n+n,4 - +ng.

Ha oBom 6pojuom cucremy usrpaguhiemo paBHy reome-
TPHjy momohy HCTHX KOHBeHIM]a mOMOhY KOjUX CMO H3rpalHJIH
Ha cTp. 126 nNpBy HenuTaropejcky reomMerpHjy Ha 6POjHOM CHCTEMY
T; W3 ydibEHHLE Aa NPH NPHPOAHO] Ae(UHHIH]H pacmopela Baxe
CBH 3aKOHH padyHa 1—16 § 13, ca3najemo, kao ¥ Tamo, Ha Baxe -
akcuome I,_g, II, IV y Hamoj reometpuju.
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CsakoM 6pojy w o6aacTu Q npowmpene 3a 6poj co OArO-
Bapa GeCKOHauHO MHOro 6pojeBa ¥ KOjH 3a40BOJbaBajy jeXHAYHHY

J = arc tg w.

YxynmHoct cBux 6pojeBa U mo6uBeHHx nomohy oBe jeaHaudHe
u3 Q o6pa3yjy Hexky o6iact © Koja ce He moknianma ca Q, aqd
Koja je xao u Q npe6pojuBa. Ilohn hemo ma ox kor npe6poja-
Baba 6pojeBa o6nactd ©. Y oBOoM npe6pojaBamy MOCTO|H NpBH
6poj KOj¥ HHje MPOW3BOJA, pauuoOHanHOr 6poja W 6poja m; O3Ha-
unhieMo ra ca Jy,. IIpBu 6poj 3 06racTH O KOju ce He MOxe
NPETCTABHTH y OOGJHKY

V= re+4ry 13/“',,

rie Cy r 4 r, Ma KOjH panyosaixHH OpojeBH, o3HauuheMo, ako
OH yomwuTe mocroju, ca Jy. Hacrasmajyhu Ha o0Baj Hauuy,
o3xaunhemo ca 9, .  npeH 6poj 9 061acTH © KOjH Ce HE MOXKe

NPETCTaBHTH Yy OO/MHKY
O=rn+r I +redit e +radp,,

aKo yomuuTte noctojd TakaB 6poj. OBHM je medHHHCAH HH3 Oy,
%> Oksy»' ", KOJH CHCYPHO CaIpPXKH jelaH wWiaH, a, MOXJa, H
6eckonaudo MHOro. Cakd 6poj ¥ u3 06GjaacTH @ MoOxe ce caja
NPETCTABHTH HA je THO3HaYaH HaiMH y OGIHKY

D =TT VgVt 7 Ok

TOE CY Jkys Vsgse-«s Ok, MPBHX 1 WIaHOBa caja JAe(HHHCAHOT
HH33, @ I, I'(, Iy, ..., 'y M3 KOJH pallHOHAJHH GPOjeBH.

MlcTo' ‘Tak0 ka0 y npBOj HEMHTarOpejCcKOj reOMEeTPHjH Ha
ctp. 131 nedunncahemo caza KOHrpyeHUH]Y AyXKH M KOHIpyeH-
n4jy yriosa nomohy KOHrpyeHTHOr npecauxaBamwa. Kao
KOHIDYEHTHO IIpec/uKasame cMaTpahemo oBre cBaky TpaHcdop-
Manujy o6JHKa: »

k’—}—iy’ =2neld (x+iy) + X+ip,
rae je 9 Heku 6poj H3 06aacTH ©, r, palHOHATHH Opoj Koju

yJa3H y ropmwe npeTCTdBJbaH)e 6poja 9, a rae.cy A u p mpo-
H3BObHH GpojeBd oGmactu Q.
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- KoHrpy€HTHa npec/inkaBafba 06pasyjy rpyny, LITO Ce JaKO
MOXe IpoBepHTH. -OHa, dakme; uMajy 0cobune 1 W 2 HaBenzene
Ha cTp. 127. Ocobuna 3 caepyje U3 uMwbeHuue Aa 6pojesd

1 sin S tgd

A ¥ R =N L B R
con o VTR V4t

npunafajy obaacty Q. OcoGuna 5 106MBa Ce Ha 0Baj HaumH:

v+ Jloka® ce, CJIMYHO Kao Ha cTp..128,.CBOIH -Ha jeaHO3HAYBO
onpehuBame IO ‘BHLIECTPyKE BPEIHOCTH O 27 6poja 3 H3
06/1aCTH © KOjd 3aJ0B0/bABA jeLHAUHHY e

on pig - ¥ I S
a+if. s

[MonenuhemMo HMATHHADHH €O DEAmyuv:

tg ’3 aBI_BaI

oo’ + BB’

OsoM jemHayuHoM je oxpehen 6poj ¥ y 6pojuOM cucTeMy © 10
BHILECTPYKE BpeAHOCTH 01 =. . OxpehuBame . JO BHIIECTPYKE
BPEAHOCTH O 2T W3BOXHM Ce HCTO TaKQ, Ka0 y HPBOj HENHTa-
ropejckoj reomerpuju (ym.. crp. 130). Jloxasu ocobuna 4, 6 u 7
H3BOJE C€ HUCTO TaKO Kao H Tamo. '

[Ipema TOoMe, u3 NOKasaHHX CefiaM OCOOMHA KOHIPYEHTHOI
npec/aMKaBarba Cielyje, Ha OCHOBY JaTOr OMWUTEr [O0Kas3a Ha
crp. 131, na cy y Hawo] reomerpuju axcuome lII,_, 3agoBO/beHE.
Baxeme akcuoma [ll, mMoxe ce moxasaTu C/MYHO Kao y HOpBOj
HeMMTaropejCKoj reoMeTpHju. ‘ o

M3 nedunuunja pacnopena u KoHrpyesuuje caenyje Baxere
ApxumenoBe akcuome V,, nomro je noapyuje  JeJTHMHYHO
nojpyuje nojapydja peaassax 6pojesa.

Hanportus, na axkcuoma cycenctBa V,; HH]e 3af0BOJ/bEHa,
nokasyje ce Ha HapeJHH HayuH. 3a CBaK# TpOYrao MOxe ce
Halin weMy KOHrpyeuwTtan Tpoyrao OAB ca temennma O = (0,0),
A= (a;0),.B=(B,Y), TAe a ¥ Y O3HauaBajy MO3UTHBHE Gpojese.
3410 je AOBOLHO MOKa3aTH Jda ce y CBaKkOM TaKBOM TPOYINIY
Hana3d Ayx Hanp. ayxuue 1. [lonynpaea OB MOme ce npeér-
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CTaBHTH, HE3aBUCHO Of TOra Ja ¥ je B Hyaa W Ruje HYI3,
y obauky S

. iarc tg Y.

iF Xri‘ly=e 'F"S)

rie cd' § 034auaBaMO NO3UTHBHH TNapameTap KOjH npuNaja
o6nacta Q. Flomro Cy ‘6pojesn ay M |a—=B|+y nO3MTUBHH,
MOXeMO cal HahH Leo 6poj r,,.KOju He MOpa Gmu NO3UTUBaH,
a KOjK 3a/0BO/bABA HejelHaAuHHY

w . =
B—alty

3a nare 6p0]eBe s Y4, arctg——>0nocm]e CHrypHO ;uaa

uena 6p01a a ¥ b KOjH 33aJ0BOJbaABajy HEjeNHAUHHY

@ <= n+rlﬁkl<arcth
W3 dopmyae
: o o —lVi+tg?s
By =" tg 9

yeuhamo jga‘ cy: Q—b, na CTOra, Ha OCHOBY TeOpeMe O TaHTeHCY
36Hpa, 4
L
» . ﬁzaz—b—l—rlﬁ/‘-l
6pojeBn u3 ob6macty ©. U3 Hejénnaquﬂe (2) npousnasm Ja
HO/yrnpaBa ‘
x+iy =el.s, $>0

“JIeXH Y YHYTPaWlKbOCTH yIvia @:AOB
‘CJ1060,ZLHa Kpajma Tauka C AyXH AY-
wuHe 1 koja mexH Ha 0BO] mOay- i)

npasoj H monasu H3 Tauke O, MOxKe M

Ce MPETCTaBUTH § OOGJIHKY. - oro0r Ala.0)
X+ip=2m. e’3 ' B

Bip,v):

Taqxe O u C nexe Ha HCTO] CTpaHH MNpase AB OIWTO cy 06e
IeTePMHHAHTE _
. B - Y =ay,
—a 0



144 o . Donartax 1I

| p—o Y I n '
‘ >=2"f—a|-2" v+
2" cosy—a 2"sind|” P~ rreyY
NO3HTHBHE, MOCTEAHbAa HA OCHOBY Hejéu,ﬂa'iuﬂe (1). INpema TOME,
Tauka C JIeXH y yHYTPawmhocTH tpoyria OAB, Tj, y yHyTpam-
HOCTH OBOI' TPOYIVIAa NOCTOjH AYX 9Hja je AyxHHa 1. .

HcTo Tako, Ka0 H y NPBOj HEMHTaropejckoj reoMeTpmjH,
noKasyje ce 1a ce CBaKH Yrao MOXE MPENOJOBHTH W Ia MOCTOjH
NpaBH yrao; Ha HCTH HauWH ce JOKa3yje [a BaXe CTAaBOBH HaBe-
IeHH Ha cTp. 135 u cTp. 137 0 ornepanckum - ClMKama, KaO H CBH
CTaBOBH Yue€a O NpPONOpHHjaMa H CTaBOBM aduHEe reOoMeTpHje.
CBH YrJIOBM Halle TeOMETpDHje Hajla3e ce Takohe u y Eykanno-
BOj. reoMeTpHjH M yrnopehuBame YIIOBa MO BEJIHYHHH y HAIIO]
reoMeTpujd HCTO je Kao u 'y Eyxaumosoj reomerpuju. Otyna
caenyje, mambe, Ja BaXH CTaB O CHOJballkbeM yray (craB 22) u
cTaB 0 36upy yraosa y tpoyray (cras 3!). Hanporus, He Baxku
CTaB O jeJHAKOCTH O0a3HCHHAX YIJOBa Yy PaBHOKDaKOM TPOYIJY.
Haunwme, u3 oBor ce crasa MOXke, NOMOhy CcTaBa O CHOJballltheM YIY,
Kao wrTa je To Beh momenyTo Ha cTp. 135, HenocpexiHO NOGHTH
BbeMy OGpDHYTH cTaB. AJH, Ja OBa OO6pHyTa TeopeMa Huje 3ajx0-
BOJbEHA Yy HalUOj reOMeTpHjd, yBMha ce Hanmp. NmOCMATpabeM
tpoyria OPQ ca Temennma O = (0,0), P = (cos Iz, — Sin 9y,),
Q = (€08 J4,,+5in J4). OBaj TPOyrao uMa jenHake YIJIOBE KOI
P u Q, a MehyTumM AykuHE meroBux crpana OP=2u OQ = 21
HHCY jeIHaKe,

Hu Eyxiannoso yuewe 0 moBpmuHamMa y TO] reOMeTPHjH
He BaxH. HMcro Tako He Baxm cTaB Ja je 36up HXBejy cTpaHa
tpoyraa Behn ox Tpehe cTpame, jep M3 OBOT CTaBa HEMOCPEIHO
crepyje Ja je CBaka AyX KOja JIeXKH Y VHYTDAIIHOCTH TPOYIJa,
Mama O]l HEeroBor 06uMa, ¥ npemMa TOMe Baxkuida GH akcuoMa V.

I[MocmaTpane HemuTaropejcke reomeTpuje LOBOAE HAC MO
casHama: '

3a poka3 Baxcemwa ciiaBa o jegxaxkocliu yraoBa HA OCHO-
Buyu papHOKpakor Wpoyraa HeolxoAxa je Kako Apxumenosa
arxcuoma V,, Maxo u axcuoma cycesciisa Vy.

OsBaj llonatak je ynornywen y Jonynu Il



Jlomarak Ill

HoBo sacHuBame reometpuje
Bomwau-J/lo6ayeBcKora

(TlpemwtamMnano u3 Math. Ann. km. 57.)

Y cBome pangy ,Ocnose reomerpuje“, ri. I (crp. 3—30)?
NOCTAaBHO €aM CHCTEM aKCHOMa 3a EykiumoBy reomerpujy u Taza
caM noka3ao Ma je moryhe wusrpaautd EyxkannoBy reomerpsjy
PaBHH HCK/bYYHBO Ha OCHOBY OHHX aKCHOMa KoOje ce OZHOCe
Ha paBaH, 4aK M 6e3 NMPHMeHe aKCHOMa HENPeKHZHOCTH. Y OBOM
MUCIHTHBAKY 3aMeHHhY aKCHOMY napanesHHX OXroBapajyhum 3ax-
TeBOM reomeTpHje bBosban-JIo6aueBckora W Taza hy noxasaTu
HCTO TaKO Ja je Hemoryhe 3acdoBalin reomeiipujy Bomau-JIo6a-
YeBCKOra ) paBHU UCKAYHYUBO HA OCHOBY aKCuOMAd pasHu Ge3 Opu-
MeHe arcuome Helipexugnocmu.®

- OBO HOBO 3acHHBame reomerpuje Bomau-JIo6aueBckora y
morJely jeIZHOCTaBHOCTH HE 3a0CTaje, KaKO MH. u3IJIeHa, H3a
ZIoCaj NO3HATHX HAadHHA 3aCHMBAarba, HAUME HH H3a 3aCHHBaba

) Ynopenu Takohe Mojy pacnpasy - ,Uber den Satz von der Gleichheit
der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck. Proceedings of the London
Mathematical Society, xm. 35, 1903 (Jonartax Il oBe kmure).

2) Orana je 1aj npo6ieM 6HO HCIMTHBAH H HE3aBUCHO of axcHome IV,
KOJa je KapakTepUCTHYHA 3a reomeTpHjy DBomam-Jlo6auesckora. Hajupe je M.
Jen y pacupasu ,Uber den Inhalt sphirischer Dreiecke, Math. Ann. k. 60,
3aCHOBAO yuYeme O [OBPIMHHAMA Yy PABHO] €NHITHYHO] reoMeIpHjH 6e3 mpuMeHe
AKCHOMA ' HenpekupHOCTH; 3atuM je I Xecewnbepry, y pacopasu ,Be-
griindung der elliptischen Geometrie“, nps HCTHM NpeTHOCTABKAMAa NOWINO 3a
DYKOM N4 TNOKaKe CTABOBE O TAUKAMA NPECeKA Y PABHO] ENUNTHYHO] reoMe-
TpHju; Hajsan je Xjenmcaen mokasao y pacnpaBH ,Neue Begriindung der
ebenen Geometrie®, Math. Ann., ki, 64, 1a ce MOXKe H3rPANHTH DABHA reoMe-
TpHja Ge3 AKCHOMA HENPEKHIHOCTH, Y2k H Ge3 Ma KaKkBe TPeTNOCTABKE O Mpa-
BHMA Koje Ce CeKy MJH He CeKy. -

OCHOBH reomeTpHje o 10
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Bomauja H JIO6aueBCKOT KOJH Cy CE CAYXKHTH IPAHAIHOM
chepom, Hu npema 3acHuBawy Kaajuosom (F. Klein) momohy
npojektusHe Meroje. [loMeHyTa 3aCHHBama KODHCTHIA Cy ¥
OGUTHOME KaKO MPOCTOP, TaKO H HEMNPEKHITHOCT.

Jla 64 ce OMaKmano pasyMesaibe, Hanpasuhy, MpeMa MOMe
pany ,OcHoBe reoMerpuje‘, mpersej, akCuomMa paBHeE Treome-
Tpdje Kojuma heMo ce y HaBeAHUM W3JararmbuMa KOPHUCTHTH, HauMe:1)

I. AKcHOMe Bese

[,. 3a gBe mauke A, B iocilioju yBek TpaBa a mo;a upu-
fana cBaxoj ox oBux ABejy Wauara A, B.

I,. Ba gBe mauxe A, B He Hoclioju Buwe 04 jegne ipase
koja fpullana cBakoj ox oBux ABejy fauyarxa A, B. ‘

Is. Ha csaroj Gpasoj Hoclioje najmawe aBe Maure. [TocToje
Hajmare mpu Mayke KOje He JNedxce HA jeaHnoj Tpasoj.

II. AxcHome pacnopena

II,. Axo Wauka B nrexcu u3.ueby mauke A u TWaure C, onaa
cy A, B, C mpu pasauyuiie Mauxe upaBe u B aexcu marohe
usmehy C u A.

Il,. 3a aBe Mayke A u C na upa30] AC iociioju HajMawe
]eana mayka B Waxo ga C nexcu usmehy A u B.

Ils;. Ma oa koje Wpu mauke Opase He [ocoju Buwe 0f
jeane koja neixcu usmehy apyre Ase.

HNedpununuja. Tauxe koje nexe u3smely ABe Tauke A -
¥ B Ha3uBajy ce Takohe Taukama Nyxu AB uad BA.

Il,. Hexa cy A, B, C @Wpu mayre koje He nexce na dpaBoj
aunuju u a fdpasa y pasnu A, B, C koja He [@poaasu HU KpO3
jeany on Wmayvara A, B, C; ako @maga iipasa a dponasu Kpo3 jeawny
of madaxa Zyxcu AB, ona usBecho [Maroke dpoaasu uau kpo3
jeany oa mavaxa gyxcu BC unu kpos jegny og Wavara gyxcu AC.

1) dopMmynauuja akcHoMa I—III ysera je w3 oBsor M3nama.
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I1l. AKcuoMe NoOAyIaApPHOCTH

Hedbununnuja. CBaka ce npasa jgesn Ma KOjOM CBOjOM
TaukoM y ZIBe Hoayldpase (MOJAy3paKa) WM IONOBUHE.

lll,. Axo ¢y A u B gBe mMaure na iipaBoj a u, Aake, aKo
ja A’ Mauka Gpase a', OHAAG Ce HA jeAHO] pallioj H0NOBUHU [ipaBe
a', oapehenoj Waykom A', yBex Mmodce nahu Mauwa B' Maro aa
je ayoxc AB fogyaapna unu jegnawa gyxcu A'B', wiio ce MOiXce
o3naquinu:

AB = A'B'.

Ill,. Axo je ayac A'B' foxymapua ayxcu AB u pyaxc A"B"
Ooagynapna uciioj ayxcu AB, onza je u gyac A'B' fogyrapua
Ayxcu A"B".

lily. Hexa cy AB u BC gBe ayocu ua fdpasoj a Ge3 3ajes-
Huykux MMauaka u Heka cy, apame, A'B' u B'C' pgBe agyojcu 6e3
3ajeanuyrux Mayaka HA uciioj unu Apyroj dpaBoj d'; ako je Wajza
AB = A'B' u BC = B'C' 6uhe u

AC=AC.

JNeduuunuja Ilap nonynpaBux h u k Koje u3nase u3
Tauke A H 3ajelHO He 4YHHe mNpaBy, HasBaheMmO yriom W O3Ha-
qufieMo ra WM ca

<X (h, k) ama ca <x (k, h).

Jlame, Moxe ce AeHHHCATH M0jaM clipare PaBHH y OJHOCY
Ha HeKy IpaBy Ha OCHOBY akcuome lI; tauke paBHH koOje y OZX-
HOCY Ha h Jexce Ha HCTO] CTPaHH Kao H k, a y HCTO BpeMe Y
OJHOCY HAa k Ha HCTOj CTPaHH Kao H /i, Ha3uBajy ce ynylpauium
Taukama yria <t (h, k) ; one o6pasyjy yraouu pociiop (yHyTpaul-
1bOCT) OBOT yria. ‘ :

Ill,.  Hexa lje nam yrao <¢ (h, k), Gpasa &' u ojpehena
ciipana ox a'. Hexa h' osnavapa Gonyipasy iipase a' koja u3aasu
us maywe O': Waga Ooclioju jeana u camo jeauna doayipasa k',
Maro pa je yrao <X (h, k) kourpyeniian unu jegnax yray <t (i, k'),
wmo hemo u3pdauiin 3Hayuma:

S BR =W,
u ga.y uclo Bpeme cBe yaympauwrwe Tawwe yraa <L (K, k') nexce
Ha palioj cwpanu o Tpase a'.
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' Caaru je yrao Dogyxapan camom ceGu, @j. yBex je
<X (b k) =< (h, k).

ll;. Aro 3a gsa mpoyraa ABC u A'B'C’' paixce Hogyaap-
Hociu ' ‘ ‘

AB=A'B'", AC=AC", u <{BAC=<BAC,
oHza yBerx Badxcu u foxyaapHocil
<X ABC =< A'B'C.

U3 axcuoma I-1III 71ako ce u3BOZE CTABOBH O KOHIPYEH-
IHjH TPOYIVIOBA H O PaBHOKDPAaKOM TPOYIAY, 4 y HCTO BpeMme ce
yBuha MOryhHOCT Xa ce CNYCTH WIH NOJHTHE HOPMajla Kao W JAa
ce NMpenosioBH JaTa LYK MIH HaTH yrao. FapounTo, ucTO K20 M
u xon Eyxiamma, us THX akcuOMa crefyje CTaB Ja je Y CBaKOM
Tpoyray 36up ABe crpaHe Behn on Tpehe crpane.

IV. AxcHomMa o mpaBHMa Koje ce CeKy H Koje ce He CeKy

Caga hemo . ¢opmMynncaTH aKCHOMy KOja y TIeOMeTPH]d
Bosban-Jlo6aueBckora 0Arosapa aKCHOMH MapaJeNHHX Yy €YKIHA-
CKOj TreoMeTpHjH:

IV. Axo je b Opoussomna fGpaBa, a A mauka Koja He Jaeixcu
Ha woj, yBex floclioje gBe Uoaylpase a; u a, Koje Hponase Kpo3
Maqny A u roje He wune jegny u ucly GpasBy u He cexy fOpaBy b,
Aox cBaxa OoaylipaBa kojd Jedxcu y ywyWpawroclu yraa obpa-

30BAHOr ca ay u a u uzna3u u3 maike A, Opeceya fpasy b.

~ Jedbunumuja. Heka je

A npasa b pasfebeHa Ma KOjOM

a o CBOjOM TaukoM B y JgBe mOJIy-

b “‘«_B be npase b, H b, H H?Ka n.o.nynpa-

Be a,, b, Jexe Ha jeAHO] CTpaHH,

a a,, b, Ha ApYroj cTpaHH npase

AB; Taja hemo noaynpaBy a,

Ha3BaTH Iapaneanom NPEMA [ONY-

npaBoj by, a HCTO TakO nOJYNpaBy a, Ha3pahemO dapanenHoM

npema b,; HCTO heMo Tako pehn ma cy o6e nojynpase g, 4 a,

fiapanende NpeéMa mNpaBoj b u na cy o6e npase, 9Hje Cy moay-
npaBe a, H a,, dapanenne npema b. ‘
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OTyna HENOCPEAHO cAejYje Ta4HOCT HAPEAHHX UKHEHHLA:

AKo je HeKa mMpaBa MM NMOJYNpaBa NapajenHa npeMa ApYy-
roj NMpaBOj WM MNOJYNpPABOj, OHJa je yBeK W OBA Apyra napa-
JienHa npema npsoj.t)

Axo cy ase noxaynpaBe napaiense Tpehoj noaynpasoj,
oHla cy OHe Mehy co60oM mapanense,

Heduununuja Cpaka monynpasa oxpehyje xpaj; 0 CBHM
nonynpaeuma, Koje Cy jeAHa Apyroj napanense, pehu hemo na
oapelyjy jeman u mctu Kpaj. [lonynpaBy xoja uanask u3 Tauke A
H HMa Kpaj &, o3Hauuhemo yonmre (A, ). [IpaBa uma yBek Xpa
Kpaja. IlpaBy udjH Cy KpajeBH o H ﬂ, o3Hauphemo yomure ca
(@ B)- ,-
Axo cy A, B u A’, B’ 1Ba napa tayaka 4 o ¥ o JOBa Kpaja
TakBa Ha cy AyxH AB u A'B’ mejy cobom jemnake, u ako je,
OCHM TOra, yrao KOju 06pasyjy myx AB u moaynpasa (4, a)
jemnax yray xoju o6pasyjy ayx A'B' u monynpasa (A, a'),
OHAa je, WITO Ce JIaKO BHIH, yBEeK H yrao o6pasosan on BA H
(B, a) jennak yray o6pa3osanoM ogx B'A’' u (B', a'); oBe 1Be
¢burype ABa u A'B'a’ Ha3uBajy ce KOHI'DYEHTHHM.

Hajsaz gedMHHIINMO Ha NO3HATH HauMH MOjaM OIJEHAJICKE
CIIHKe:

Jdedbununuja. Axo U3 jelHe Tauke CMNYCTHAMO HOpMaly
Ha NpaBy H OBY HOpMany NpPOJYXKHMO NPEKO HEHOI NOZHOXKja
3a AYX 10| KOHIDYeHTHY, OHja tieMO NOGUBEHY Kpajiby Tauky
Ha3BATH O AefAJNCKOM CJUKOM fOpoBobuiine Mayxe y OLHOCY Ha
Ty NpaBy. :

~ Oraepancke. cruke Tauaka HEKe MpaBe Jiexe OMET HA Mpa-
BOj; .OBY mocCaeliby. npaBy Ha3Bahemo omezzancrtom CAUKOM upBo-
6uume Ipase.

§ 1. llomokHH CTaBOBH

JlokazatieMo Hajnpe penoM HapeiHe NOMOHHE CTaBOBE:

CraB 1. Ako nBe mnpase npeceuajy Tpehy npaBy mnoj
jeAHaKHM CariacHMM YIVIOBHMA, OHJAa OHE, CHI'YPHO, HHCY mapa-
neane.

1) Nokas ce u3ponu mo l'aycoBoM nOCTynKy; yu., Hanpumep, Bonola-
Liebmann, Die. nichteuklidische Geometrie, Leipzig, 1908 n 1921, § 32.
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Jloxas. [IpeTnocTaBEMO CYNpPOTHO, Hamme, Ja ¢y Te aBe
npaBe y jeAHOM cmepy mehy co6oM napanense. AKO Taja u3Be-
JeMO IOTyOO6pPT OKO CPeiWHe LYXH HcedeHe Ha Tpehoj mpaBoj,
Tj. KOHCTPYHIIEMO Ha APYroj CTpPaHH Te JHYXH OXAroBapajyhu
KOHTDYEHTHH TPOYrao, CJef0Bal0 6u Aa Cy ABe IPBe NpaBe napa-
JenHe jeNHa ApYyroj u 'Y ApYroM CMepy, a OBO NpOTHBpEdH
akcaomu IV, ,

' Cras 2. Axo cy mate Ma KOje IBe npaBe a H b Koje ce
He CeKy, HHTH Cy mapajie]He, IOCTOjH yBeK Tpehia mpaBa koja Ha
o6eMa HCTOBDEMEHO CTOjH HOPMATHO. '

Jdoka3. Ma u3s koje nBe Tauke A H P npase a cny-
CTHMO ynpasHe AB u PB' Ha npaBy b. Heka je nopmana PB’
Betia ox Hopmane AB; npenecumo Taga AB Ha B'P op Tauke B'

g0 A’ Tako na Tauka A’ nexu usMehy P u B'. KoucTpynumumo
cajn Kpo3 Tauky A’ mpaBy a’ Koja mpecena B'A’ y Tauke A’ mnoj
MCTHM YIVIOM H y MCTOM CMHCIY KaO IITO HOpMaida BA npecena
npaBy a y Taukd A. JloxasahemO na oBa npaBa a’ HYXHO MOpa
npecenaTd npasy a.

Pagu Tora ox mBe mojaynpaBe, Ha KOje Tauka P Ie/H npaBy
g, 03Ha9MMO Ca g, OHY Ha KOjO] JieXkH Tadka A H NOBYIHMO
Tana ¥3 B noaynpasy h mapaneqHy npema a,. Hambe, Heka je h'
OHa MOJYNpaBa KOja H3/1a3d M3 Tauke B’ MOX WCTHM YriOM NpeMa
b u y ucTOM CMepy Kao u mosaynpaBa it u3 B. Ilowro, npema
craBy 1, monynpasa h' Huje napajenna ca MoJynpaBoM fi, a 3aTO
HHje napajie/lHa HH Ca noJynpaBOM a’ M, CHFYPHO, He Mpecena



§ '1. Iomohnu crasoBu 151

h, OHAA OHa, IUTO C€ JaKO yBHha Ha OCHOBY axcuHome IV, HYXXHO
npecelia a,; Hexa je T npecedHa Tadka noaympase h' ¢ a,. [lomTo
je, mpeMa Haimoj KOHCTPYKIHjH, a’ mapanesHo ca k', onja, npeMa
akcuomu Il,, npaBa a' mMopa wW3na3uTH W3 Tpoyraa PB'T Kpos
crpany PT, a Tume je JaT TpakeHH H0Ka3. O3nauphemMo TauKy
npecexa npaBdx a H a' ca Q.

VI3 rauke Q cnyctemMo HOpMany QR Ha b; 3aTum, npese-
CHMO NyX B'R Ha mnpaBy b on Tauke B jmo Tauke R’ Tako Ia
je cmep ox B ka R’ wctH 'kao W cmep on B’ ka R. Hcro Tako
npesecumMo ayx A’'Q oX Tauke A Ha NpaBy g y MCTOM CMepY
no Q. Hahemo au rama cpeaune M u N Ayxu QQ' u RR', 6uhe
npaBa MN koja cmaja Te Tauke Tpa){€Ha 3ajellHHIKa HOpMana
Ha a H b. ' :

YcrBapy, H3 KOHrpyeHnuuje uersopoyriosa A'B'QR u ABQ'R
chenyje jexHakocT AyxH QR-u QR' Kao u unmmennua jga QR
croju ynpaeHO Ha b. Oparne, nambe, 3aK/byuyjeMo Ha Cy 4eTBO-
poyrii QRMN u Q'R'MN KOHTDYEHTHH; TUME Cy NOCTaB/bEHO
TBphewe Kao W CTaB 2 MOTNYHO AOKa3aHH. ‘

CraB 3. AKko cy nxare ma Koje nBe Mehy co6om memapa-
JeJHe NOJynpaBe, MOCTOJM YBEK IpaBa IapajeNHa OBHM JBeMa
noJynpaBuMa, Tjs MOCTOJ4 YBEK MpaBa KOja MMa JABa yHampes,
JaTa Kpaja a W . ‘

JNoxas, IloByuuMO Ma KpO3 KOjy Tauky O mHapaieiHe
npeMa JaTdM IOJYNpaBHMa H IPEHECHMO Ha OBe mapajene Of
Tauke O jemuaxe Ayxu, Hanp:. A0 A u B, Tako na 6yne

OA = OB

¥ Ja noJympaBa Koja uie u3 Tauke O xkpo3 A HMa Kpaj a, a
nmonynpaBa Koja ule u3 Tauke O xpo3 B uma kpaj 8. 3aTum,
cnojmMo. Tauky A ca kpajeM B H npenoJoBHUMO yrao usmehy
IBejy N0y NPaBHX KOje u3nase u3 Tauke A; HCTO TAKO COJMO TAUKY
B ca Kpajem ¢ W NpenonoBUMO yrao uamehy IBejy MOMYNpaBHX
Koje wuanase u3 Tauke B. [IpBy G6uceKTPACy O3HAaYuWMO ca g,
Apyry ca b. M3 xourpyenunnje durypa OAB u OBa cienyje
jeXHAKOCT YIJIOBa: ‘

% (0AB) = < (0Ba),
¥ (@A) = < (@BB),
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a u3 mocieime jeXHauMHe AOGuBa Ce H ]ezmaxoc'r ymoaa KO]B
Cy MOCTalH MOJOB/LEEM, HAUME:

< (ada) = < (aAP) = = («Bb) = < (6BP).

Hajnpe Tpe6a moxasaTu ma ce OHCEKTpHCE @ ¥ b HHTH
cexy, HHTH cy mely co6oMm mnapanense.

[IpornocraBHMO Xa ce fipaBe a ¥ b CeKy y TaukH . M. TTowro
je Tpoyrao OAB, npeMa KOHCTPYKIHjH, PaBHOKpaK, TO c€ JO6HBa

< BAO = < ABO,
a ojar/e, npeMa NpPeTXOAHHM jefHAa4YHHAMa, ClAelyje

<X BAM = < ABM;
npema TOME je
AM = BM.

Cnojumo ¥ cah Tauky M noaynpaBoM ca Kpajem g, TO he
H3 nocaefmhe CerMeHTHe jaJHauyHHE H yC/leX jeJlHaKOCTH yT/10Ba
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<< (aAM) 1 << (a BM) cnenopatH KoHrpyeuuuja bHrypa o AM
H a BM, a oBa 6H KOHrpyenllHja HMaja 3a nMOCJAENMLUY jeIHAKOCT
yraoBa < (aMA) u < (e MB). Tlowto je oBaj 3axk/bydak, O9H-
rJEeNHO, HeTadaH, Tpe6a OAGAaLHTH NPETNOCTaBKY Ha ce GHCek-
TPHCE a u b CeKy.

[NpernocTaBumo, nambe, ha Cy npase g W b napajenHe; HeKa
ce Kpaj oxpehen nomohy mHX O3Haud Taga ca p. Heka moay-
npaBa Koja e ON B Ka a mpecena y Tauku C nosaynpasy Koja
niae on A xa f§, a npaBy a y Taukd D; HOKaxuMO Tajxa jenHa-
Koct ayxu DA u DB. YcTBapd, y NDOTHBHOM C/1ydajy NpeHe-
caMo ayx- DA Ha DB onx Tauke D, penumo, no Taike B’ u
cnojmo B’ nonynpasom ca p. U3 xourpyennuje ¢urypa DAa u
DB'p. cneposana 64 Taja jeIHaKOCT yraosa << (DA a) u < (DB'p),
a cTora 6u GuiaM jeaHaxw # yraoBu <X (DB'p) u < (DByp), wro
je Hemoryhe npema cramy 1. '

Jegnaxoct nyxu DA u DB uma caja 3a mocaequuy jen-
HaKocT yraosa < (DAB) u < (DBA), a nowro cy, npema paHu-
jem, u yraoed <t (CAB) m <C (CBA) jenHakd, mpoH3na3uiIo GH
Ia cy jenHak® H yrioBd <L (DAB) u <t (CAB). Opaj sax/byuax,
O4HIVIeIHO, HHje TadaH ma crora Tpeba OXGalMTH H NPETMO-
CTaBKy Aa Cy npaBe a W b napanense.

Tlomro ce, mpemMa OBHM MW3JaralbuMa, IpaBe a W b He
CEeKy HHTH Cy NapajienHe, OHIa, Npema CTaBy 2, NMOCTOjH NIpaBa
¢ KOja CTOj¥ ynpaBHO Ha oGeMa mpaBuMa g, b, PeNUMO y Taukama
E u F. TBpouM na je oa npaBa ¢ TpaxeHa npasa KoOja Beayje
mely co6om 06a nata kpaja o H Q.

Pazu Ja0ka3a oBor TBphewma npeTHOCTaBHMO cynpo'rﬂo Ia
¢ Hema kpaj a. Cnojmo TaZla CBaKy OJi NONHOXHHX Tauaka E #
F monynpaBoM ca kpajem «. Besyjyhu wmehy co6om cpenune
ayxu AB u EF, nako yBuhamo pma je EA=FB. W3 Tora
chenyje kourpyenuuja c¢urypa «EA u aFB, a u3 OBe jenna-
Koct yraoBa <C (AEa) m << (BFo) B OTyZa Cy H OHH YIJIOBH
jemHaku xoje 06pa3yjy ca mpaBOM ¢ NOJYIpaBe KOje H3jla3e 3
Tauaka E u F. OBaj 3sax/bydax mnportuBpeur craBy 1. Cauudo
IPOHCTHUE Ja C HMA H Kpa] B. Tume je Hame TBphewe NOTHYHO
JOKa3aHO.

CraB 4. Heka cy a u b nBe mapanenue mpase, 2 O tauka
y YHyTpammocTd oGiacTd paBHH OGyxBahene wusmehy a H b.
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Hame, Heka ‘je -O, ornepancka cauka Tauke O y 0ZHOCY "Ha |
npaBy a, a O, Oriejaicka ciuka Tauke O y OZHOCY Ha NpaBy
b u Hexa je M cpenuna nyxu O, O,: Taja oHa NOJAYympasa, KOja
je nonasehu oJ Tauke M HCTOBPEMEHO mapajeliiHa ca 4 H b,
cToju ynpaBHO Ha npaBoj O, O, y Taukd M. ’

Hdoxas. [lpernocraBamMo cyn-
% POTHO H MOJHTHHUMO HODMAaNy Ca HCTE
crpane y Tauku M Ha O, O,. Hexa npasa
Q O, O, mpecena a ¥ b y Tauxkama P u
Q. Ilomto je PO<<PQ+QO, na je
sato PO, < PO, u HCTO  Tako je
Q0, < QO0,, mopa Tauka M HyHXHO
NajaTH Y YHYTPALHOCT 061aCTH PaBHH
o6yxsahene usmehy a m b. Crora 6u
oma ynpaBHa y M Mopana npecenatu
jexny On nOpaBHX a WAH b; aKo Od
npecenana Hanp. npasy a y Tadxkd A, caexosano 6u ma je
AO,=AO u AO,=AQ,, u npeMa ToMe 6u O6HIO TaKohe
AO = AO,, T1j. Tauka A mopana 64 Takohe GUTH jelHa OJ Tadaka
Ha b, WITO MPOTHBPEYH NpPETIOCTaBLUH CTaBa.!

Crae 5. Ao cy a, b, ¢ TpH mpaBe Koje HMajy MCTH Kpaj
W ¥ aKO ce OorIejama Ha OBHM IpaBHMa O3Haue MO pexpy ca
Say Sbv, Sc, onma yBek mnocToju npaBa d €3 MCTHM KpajeM w
TaKO Ja y3aCTONHAa NpHMEHa OrJefama Ha npaBHMa a, b, ¢ 6yne
HCTOBETHa Ca OrjeJaweM Ha npaBoj d, WITO ce H3paxasa ¢op-
MyJIOM: , :

' Sc Sb Sa = Sd-

‘Hokas. [lpermocraBuMo, Hajmpe, Ha mpaBa b mnaja y
yHyTpammwocT o61acTd paBHH o6yxBaheHe u3mehy a u c. Hexa
" je tama O jenna Tayxa Ha NpaBOj b, a OrJefajiCKe C/IHKE HA g H
¢ tTauke O Heka ce o3uaye ca O, ¥ O,. O3HayuMO JH caja ca
d ony npaBy Koja cmaja cpenuHy xyxd O, O, ca kpajeM w,
oHIa cy, 36or crasa 4, tauke O, u O. oriaejajcKe CIHKe Ha d,

1) OBaj 3akmyuak ce y GHTHOME Ci8Xe Ca HAYHHOM 3aKbyyuBama Jloba-
yepckora; yn. ,Neue Anfangsgriinde der Geomelrle mit elner vollstandigen The-
orle der Parallellinlen* (1835), § 111.
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a oryza je onepamuja S;S.S,S, TakBa Ia He Mema M0JOXaj
rauke O, Ka0 HH OHE mpaBe Koja cmaja O, ca xpajem w. [Towro
je OBa omepanuja, CeM TOra, CaCTaB/beHa O QETHPH OTJeNarwa,
OHJa U3 CTaBOBa O KOHTDYEHIH|H INPOH3/Ta3d ma je opa oOlnepa-
IMja MIGHTHTET; OTYAAa cleayje Hawe TBpheise.

HOpyro, nako yBuhamO TauHOCT CTaBa 5 y caydajy Kan
ce mnokjanajy npaee ¢ u a. Axo je, Haume, b’ OHa npaBa KoOja
Npou3uia3H ¥3 b orjeiawmeM Ha NpaBOj @ B AKO O3HAUUMO Ca
Sy» ornename Ha b’, omMax yBuhamo TauxocT Gopmyse

Sa Sb a~— Sb’-

Tpehe, mpermocraBumo cax Ma mpasa ¢ Majfa y yHyTpau-
 BOCT 06aacTd paBHM o6yxBaheHe wuamehy a u b. Taxa, npema
OpBOM AeNy OBOr JOKasa, NOCTOjd, U3BECHO, NpaBa d’' TaKO Ha
Baxku opmyaa: :
SaS:.Sp = Sy

O3HauyMO JH ca d OTJIENANCKY CIAMKY mnpasBe d' y OXHOCY
Ha a, 6uhe mpema IpyroM neny OBOr JOKasa

S:88a=54848:55Sa=Sa S84 Sa = Su.

Tume je ctaB 5 mMOTNyHO HOKa3aH.

§ 2. CaGuparme KpajeBa

Y3muMmo HeKy ojpehieHy npaBy H O3HA4HMO IbEHE KpajeBe
ca 0 u oo. Ha oBoj npasoj (0, ) oma6epumo Heky Tauky O u
nOoJMrHuMO Taga y O HOpMandy; HeKka ce O3Haue Kpajesd OBe
HopMane ca +1 u —1.

. Jledunucahiemo caja 36up XBa Kpaja Ha OBaj HawMH:

HNedbununuja. Hexka cy a u B mMa xoja nBa Kpaja pas-
JHYMTA OJ oo; Heka je, mame, O, OIIeJaJCKa CiauKa Tauke O
Ha mpaBoj (a, o), a O oraexancka ciauka Ttauke O Ha NPaBoj
(B, 00); crmojmo cpenuny nyx# Og Op ca Kpajem oo; IDYIH Kpaj
TaKO KOHCTDyHcaHe mnpaBe Ha3Bahemo 36upom kpajeBa o u B 4
- o3HayuhiemMo ca a+f.
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Axo oraexHemo moaynpaBy ca Kpajem « Ha npasoj (0, co),
Kpaj Tako HacTajlle moaympase O3Haumhemo ca —a.

0 Jlako ce yBepaBaMO y Tau-
K\ HOCT jenHaduMHa

o o
wig a+0=a,
\ \ ' : 1+(~1) =0,
+1 g -1 - .
G

u+("‘a) =0,
a+B=p+a.

[Tocnrenwa jenHauuHa H3paxaBa
KOMYTaTHUBHH 3aKOH 3a
—— ca6upame KpajeBa.

0 | Jla 61 ce 1OKa3a0 aCOM M- -

jaTHBHH 3aKOH ca6Hpaba

KpajeBa, O3HaYHMO MmO peny ca §,, Se, Sp orsnenama Ha mpa-

pama (0, 00), (a, ), (B, 00); npema craBy 5 y § 1, carypHO

TaZla NOCTOjH mnpaBa (o, o©) TaKO Ja 3a OrveJame S; Ha OBOj
npasoj Baxu Gopmysia: o

O

So =S58, Sq.

MNowTto npu onepanuju Sg S, S, Tauka O, npenasu y tauky Og,
onza je tauka Op HYXXHO Oriegajcka ciuka Taske Oq Ha NpPaBoj
(s, ©) n orynma je 6 = a+B, 1j. Baxu dopmyna

Sq+p = SF SO Sa-

Heka Yy HCTO Tako o03HauaBa HEeKH Kpaj; [OHOBJ/bEHA MpH-
MeHa Manodac HaheHux ¢dopmysaa maje:

St +v) = Sp+v 8o Su = Sy S Sp So Sas
Sa+p+v = SrS; Satp = Sy Sy Sp o Sa,
a oryna je

Set@+1) = Sa+a+v
H cTora Takohe

at+(B+y) = (a+B)+v.
Ty ckopo u3Benesa ¢opmyaa

Su+p = Sp So S«
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nokasyje, y MCTO Bpeme, Ja HaBeJeHa KOHCTPYKuHMja 36upa ABa
Kpaja He 3aBHcH o1 H36opa Tauke O Ha npaeoj (0, o). Ako ca
O' o3HauuMO0 Ma KOjy Tauxky mnpase (0, co) pasanunaty on O u
ako cy O., Op' oraemancke ciuke Tauke O' Ha npasuma (a, 0o)
H (B, ), onja je ynpaBHa Ha AyXH O Op' y 1EHO] CPEJHHH
oner npasa (a4, co).
_ Hasemhemo oBze jom jenny 4umeHHny uduje je I03HaBatbe
notpe6HO 3a Hawa H3narama y § 4. '

Axo npaBy (a, o) ornegneMo Ha mpaBoj (B, o), K06uBa ce
npaBa (2B -, oo). _

YcrBapH, ako je P Mma koja Tauka OHe mpase kKoja ce XOOuBa
u3 npase (a, oo) OriejameM Ha mpaBoj (B, co), oOHZa Ta Tauka,
O9HIJIeJHO, OCTaje HENPOMEHmEeHa aKO Ha Kby MNPHUMEHHMO peloM
oriefama ‘

S S0 S—arSe, Sa.
A Ha ocuoBy ropmwux (Qopmyaa je:
888y S—aSy Sp =825«

Tj. OHaj CJIOMEHH NPOIeC HCTOBETAH je Ca OrJeHameM Ha IIPaBoj
(2B —a, o0); crora, Tauka P MOpa JexaTH Ha TO] NOCIEeNHO]
nnpaBoj. :

§ 3. MHO)Keme KpajeBa

JedunucaheMo cajg npousBox XBa Kpaja Ha HapeIHH HAYHH:
HNedbununmuja. AKO HEKH Kpaj JeXH Ha MCTO] CTpPaHH
npase (0, o) Ka0 U Kpaj +1 HasBaheMO Taj Kpaj HosuliuBHUM,
a aK0 HeKH Kpaj JIexH Ha 0
ucToj cTpanu upase- (0, oo)
Kao W kpaj —1, onga hemo

. 0 -
Taj Kpaj Ha3BaTH nerafius- & !
, P »
HUM. o
Heka cy cag a u 8
Ma KOja JBa Kpaja pasiu- B P -8

guTta ox O u co. O6e mnpase LB — - P
(@, —a) u (B, ~B) croje ‘
ynpaBHO Ha npasoj (0, c0);
HEKa OHE CeKy OBy IpaBy oo
y Taukama A u B. [lpesecumo, name, nyx OA Ha npasy (0, )
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on Tauke B mo Tauke C Ha Taj HauuH Ja Ha mpaBoj (0; o)
cvMep ox O mpema A 6yme HCTH Kao 4 cmep ojg B npema C;
KOHCTPYHMIIEMO Taga y Tadkd C Hopmany Ha npaBy (0, o) m
HA30BUMO TMO3HTHBHM WJIH HETaTHBHH Kpaj OBE HOpMane Ipous-
Bogom «f o6a xpaja o,f, TmpemMa TOMe Ja MM cy 06a Kpaja
MO3UTHBHA WJIM HETaTHBHA HJ M| je jelaH jno3uTHBaH, a JPYrH
HeraTUBaH. '

Y3muumo Hajsam dopmyay
a:-0=0-a=0-

Ha ocHoBy axcuoma Ill;—; O KOHrpyeHUH]H AYXKH Heno-
cpenHo yBuhamo Baxeme ¢Gopmyna :

af = Ba,
a(By)=(aB)Y,

Tj. 32 MHOXe€he KpajeBa BaXH KAKO KOMYTaTHBHH
TaKO H aCONHMjaTHBHH 3aKOH

HcTto Tako /Maxko Hazmazumo jga Qopmyae
lra=a, (—)a=—«a

BaXXe M Ja aKO KpajeBd o, 3 HeKe npaBe 3aI10BOJbaBajy jedHa-

UHHY
af =-1,

OBa NpaBa MOpa NMpOJa3dTH Kpo3 Tauky O.

Moryhunoct nememwa HenocpexnHo ce yBuha; Takohe 3a
CBaKd MO3HTHBHH KPaj m yBeK §nOCTOjH NO3UTHBHH Kpaj (ACTO
TaKO W HEraTHBHH) [UH]H je KBaJpaT jeZHaK Kpajy m= H KOjU ce
3aTO MOXE O3HAUHTH Ca V.

Hla 6HCMO 1OKa3amH JHCTPHUOGYTHBHH 3aKOH 3a
padyH Ca KpajeBuMa, KOHCTpPyucahemo Hajupe oX KpajeBa
B M vy Kpa] B+Yy Ha noxasaHd Hadud y § 2. ;[ToTpaxkuamo .u
3aTHM Ha paHWje TNOKa3aHu HaduH kpajee af, ay, «(B+Y),
yBuntheMo [1a ce OBa KOHCTPYKIWja CBOAH Ha KOHCPYEHTHO
npeciuKaBawe paBHH Y [camy ceGe Koje Ha npaBoj (0, co) u3a3uBa
nomepawe 3a Ay OA. Ako npema ToMe nposHahemo KOHCTPYK-
nujoM 36Hp kpajeBa aff ¥ ay mnosasehu H3 Tauke A MECTO HS



§ 4. JenHauuHa Tauke 159

O, — wTO je N03BO/bEHO MpeMa jelHO] OX npumenaba y § 2 —
OHJla ce yCTBAapH 3a OBaj 30Hp NOOHBa Kpaj a (B+y), Tj BaXH
dbopmyna v

aftay =a@+Y).

- § 4 Jepnaumua Tauxe

[Towro cmo y § 2 — § 3 yBugenu ja 3a pauyH ca Kpaje-
BMMa BaX€ HCTa TNpaBHJa KaO W 3a padyH ca o6uyHUM O6poje-
BUMa, W3rpahuBambe€ reoOMeTPHje HE MPYyXa BHIIE HHKAKBHX Tell-
Koha; OHO ce H3BOAM Yy OMIITHM LpTaMa Ha HapeJHM HAUMH: °

Axo cy E, n KkpajeBu Ma Koje mpase, OHZa heMO KpajeBe

=&,

£+n
2
Ha3BaTH MOOpﬂllH(Ima.Md Te npaBe. Baxm OCHOBHA YHUIHLEHHUINA:

P =

Ako ¢y «, B, Y @pu kpaja koja umajy MakBy oco6uny Aa
je upaj 4oy —@* fosulMusan, onja cBe fpase 4uje koOpAuHaile
u, v 3040B0bABAJY [eAHAYUHY

‘ aut+pBv+y =0
dponase Kkpo3 ucily Maury. -



160 Honarax III. 3acuuBame reometpuje Boman-Jlo6auesckora

Hdoxkas. Axo, mpemMa § 2 — § 3, KOHCTPYHIHCM‘O KpajeBe
2a
PRI 1. SR W —
- Vday-—p? V4ay-p
OHZa, C O63HPOM Ha 3Haderme KOOPAHMHATA iU, V M NOIITO je.CBa-
Kako o =0, mocTaB/beHa JHHeapHa jeJHaYHHA JOOHBa OOMTHK:
(®E+2) (xn+2)=—1.

Hcnurtahemo cama TpaHcdoOpmalujy .[IPOH3BOBHO NPOMEH-

JbUBOT' Kpaja w KOja je xata (opmysom
o =xw-+A,

Pagu Tora mocMarpajMo Hajmpe TpaHcopMmanuje

o'=%xw H o =w+l.

Ulro ce Tuue mnpee TpaHchopmanuje, TO he, OUMIIEHHO,
MHOXKEH€ MPOH3BOBHOI Kpaja « KOHCTAaHTOM W% OHTH, NpeMa
§ 3, jennaxo nmomepamy paBHH myx mnpase (0, c0) 3a HEKY Iyx
3aBHCHY OJ %. :

A u nocnenwoj TpaHchopmauujH, Ti. IDOZaBamy Kpaja A
NPOU3BO/LHO NMPOMEH/BHBOM KDajy w, OAroBapa HEKO, CaMO OX A
3aBHCHO, KpPE€Tame PaBHH y camoj ceGH, HaHME KpeTame Koje ce
MOJKE€ CXBaTHTH KaO OOpTame DaBHH OKO Kpaja oo.

Ila 6u ce 0BO yBHIENO, NMPHMETHMO JAa, NpPEMa H3Jlarawy
Ha Kpajy § 2, npaea (w, o0) nmomohy ornexmawa nHa mpasoj (0, =)
npesass y npasy (—w, 00), a OBa Oner nomohy OrJefawba Ha NpaBoj

)N ' - . ' .
(E, oo) npenasu y npasy (w+A, o), Tj. 10LaBamke Kpaja A npo-
H3BO/bHO NPOMEH/bHBOM Kpajy w jeAHaKo je orJenamHMa ya3a-
CTOMHO H3BeJAeHUM Ha npaBuMa (0, co) u (%, 'oo).
M3 panuje noxasanor cremyje Za ce, ako ¢y £ M n KpajeBH
npase, nomohy ¢opmyia
EI = ‘KE-{—}\.,
N =xn4X,

ozpelyjy KpajeBM TakBe npaBe KOja NPOH3HJIA3M W3 MpaBe Ca
KpajeBuma §, 1 NOMOhY H3BECHOr KpeTama DaBHH 3aBHCHOT CaMO
oxn % M. Ho momTo ropmwa jenHaguna

(xE+X) (*n+2) =~1
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32 kpajese §’, ' HMa 3a MOCAeNUIY penauujy
Elnl=_1

H Kako je mpema npumea6u y § 3 oBa penauuja ycinoB na AOTHIHE
npase ‘nmponase kpo3 Tauky O, BuIHMO gma u cee npase (§, 1)
KOje 3aJl0B0JbaBajy NPBOGHTHY jE€NHAauHHY

(xE+1) (¥ +8)= -1

nponase Kpo3 jemHy TayKy; THME.j¢ NMOTONYHO KOKa3aH NMOCTaB-

JbeHH CTaB. . e

[TOmTO CMO Ca3Haiu Ja je jeIHaunHa Tauke y JHHHCKHUM
KOOpAUHATAMA JIHHEapH}, JIAKC -je 'M3BECTH crnedujarny [1atkanos
¢TaB 34 map .npaBuwx H'Je3apros  CT4B '3a MepCneKTHBHO NOAO-
3KeHe TPOYIJOBe, Kd0 H APYyre  CTABOBE MPOjeKTHBHE FeOMeTpHje:
Hero Tako ce Taja Mory 6e3 Temkoha u3BecTH mo3Hate (Opt
Myne - TeoMerpuje BoOmau-JI06duescikora, a THMe ‘Ce’ 3aBpLIaBi
u3rpahuBame OBE reoMerpuje inomohy. akcuoma [=IV. '

Ocrosn reomeTpuje ) 11



Ilqn,’a'rax v . i

. O ocHoBaMa reomerpuje"’
(Us 'Mathematis,c.ﬂe Annalen; Kib. 56, 1902.)

T i

Pumanosa (Riemann) 1 Xeamxoaunosa (Helmholtz)
HCIHTHBamA OCHOBA reoMerpuje moTcTakaa cy Jlu-a (S: Lie) aa
ce MpUXBaTH . Npo6AeMa aKCHOMaTHUKe OGpaje reOMETpHje nosa-
sehin, OZ nojMa rpyne W HOBeJa Cy OBOT OIITPOYMHOI = MaTeMa-
THYapa A0 CHCTEMa aKCHOMa 3a Koje je, momohy cBOje Teopuje
TpancOpMAUMOHUX TPyma, KOKasa0 Aa CY . AOBOJbHE 3a W3rpa-
huBame reomerpuje.? ' '

[Ipn 3acHuBamy cBOje Teopuje TpamcHOpPMALKOHHX rpyna
JIu je yBek mpeTnocraB/bao Aa ce dyHkuuje Kkoje pebHHHWY
rpyny Mory nxadepeHunpard ¥ 3aTO y JIH-OBHM H3/IaramHMa
oCTaje HepacnpaB/b€HO Jia JH je MNpeTnocraBka AHdepeHiHja-
.GHIITHOCTH KOJ, NMHTaba 0 aKCHOMaMa reOMeTpHje CTBapHO HensbexHa
W4 je nax audepeHnujaGHIHOCT AOTHYHHX (YHKLHKja caMO mociae-
_ IMUa NOjMa IPyne H OCTAIHX TEOMETPMCRHX aKCHOMA. YcaeX
ceora nocrynka Jlu je 6uo npuHyhen u Ja H3PHUHTO INOCTaBH
aKCHOMY Jla jé rpyma KpeTawma npousBefeHa WHOHHHTE3HMATHUM
tTpancpopmannjama. OBH 3aXTeBH KaO M GHTHH CAaCTaBHH AEJOBH
octanux JIH-OBHX aKCHOMa KOju Ce OXHOCE Ha MPHPOLY jeaHa-
yuHe Koja HedWHHINE TayKe HCTOT PacToOjatba, MOI'Y Ce H3Pa3uTH
9HCTO TEOMETPHCKH CaMO Ha BeOMa YCH/bEH H KOMINIMKOBaH
HadHH H, OCHM TOra, H3rJelajy YC/JIOB/bEHH CaMO aHAaJHTHUIKOM
METOZOM KOjOM ce KOpHCTHO JIM, a HE CaMHM NPOGIEeMOM.

1) Panu kapaktepHcTHKe cieneher HauMHA 3aCHHBAMA FEOMETpHje y MO-
pehemby €a NOCTYNKOM NPHMEHEHHM Y I14BHOM Jleny OBe KibHre, HeKa Ce morjena
npuMen6a yuumeHa Ha kpajy ose pacnpase (cTp. 209).

?) Lie— Engel, Theorle der Transformationsgruppen, k. 3, oa. 5.
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3aTO caM y OBOM H3Jaramy TEXHO Ja noOCTaBdM 3a reoMme-
TPH]jy PaBHH TaKaB CHCTEM aKCHOMAa KOju GH, MCTO TaKO 3aCHHBa-
jyhu ce Ha nojMy rpyne, caipxao CaMO NMPOCTe M reOMETPHCKH
nperieaHe 3aXTeBe H, HAPOYHTO, HE GH NMpeTnOcTaB/bao Au(epeH-
nujabuanoct G yHKIHja KOje NOCpenyjy KpeTame, AKCHOME CHCTEMa
KOjH CaM ja MOCTaBHO CafpPXaHE CYy Ka0 CneuujalHd CacTaBHH .
zenosd y JIH-OBHM aKCHOMaMa WM Ce, KaKO ja MHCAHM, MOTY
H3 ’BHX HernocpeJHO H3BECTH.

Moje n0Ka3uBame NOTNYHO je pasnu4uTO 0f JIM-0BE Me-
TOZE: ja OMEDHUIEM - MOrJAaBHTO NOjMOBHMA TeOpHje MHOMHHA
Tauaka, Koje je usrpaguo I'. KanTtop (G. Cantor) u KOpUCTHM -
craB K. Kopzaua (C. Jordan), no xome cpaka paBHa -HEmpe-
KHJHO 3aTBOPeHa KpHBa 6€3 JBOJHHX Tauaka J€Nd paBaH Ha
YHYTpalllby H CNOJbalikby 06/acT.

M y cucremy KOjH caM ja NMOCTaBHO MOjeAHHH CY CACTaBHH
JeJOBH, CHTYDHO, H3THINHH; HIaK CaM OAYCTaO OJ LIHPEr HCTpa-
XHBakha OBE OKOJHOCTH C OG3HPOM Ja cy oBe QopMynaumuje
aKCHOMa MpOCTEe H Mpe CBera 3aTO IUTO CaM XTeOo Ja H36erLem
OZBeh KOMNJIMKOBAHO H FE€OMETDHCKH HENperyefHO JOKa3HBaHE.

¥ HapeIHHM H3JjarambBMa O6paxutiy akcuoMe caMoO 3a DaBaH,
MaZla MHCJIHM Ja Ce MOXe IIOCTaBHTH M 3a NPOCTOP aHaJOras
CHCTEM aKCHOMa KOju oMoryhyje usrpahusame MPOCTOPHE Teo-
'Me'rpn]e Ha CIHYaH HauHH.! :

Hatiemo yHnanpen Heke aedusHHuH]e.

HNedununuja. Ilox Opojrom pasHu nOAPa3yMeEBaMO
0o6WUHYy paBaH Ca NpPaBOYIJIHM KOODAWHATHHM CHCTEMOM X, ).

Kpusa y 0BOj 6pOjHO] PaBHH KOja HEMA JBOJHHX TadaKa H
KOja je HenpexkmzHa yKbyuyjyhH W Kpajese, HasuBa ce XK opaa-
HOBOM KpuBOM. AKO je }KopgaHOBa KpHBa 3aTBOpEHa, OHZIa ce
YHYTPam®bOCT o067acTd GPOjHE paBHH ~OTPaHUYEHE TOM
KpUBOM HasuBa JKopjganoBom o6nauwhy.. _

Jla 6ux u3jiarame Y9UHHO JAKIUHM H CXBaT/bHBHjUM Yy3ehy
y OBOM HCTpaxHBamy yxy HeDHHHUM]Y PaBHH HO IITO Moje

1) Cnenehe HCTpaxuBame Jaje HCTOBPEMEHO OATOBOP, KAKO MH H3rJena,
HA OHO OMIuTe THTAlGE TeOphje rpyma, Koje CaM NOCTABHO Y MOME NpeXaBamy
»Mathematische Prableme*, Gottinger Nachrichten 1900, npobaem 5 3a cnend-
janaH cayuqaj rpyne Kperama y paBHn
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HOKA3UBAE. 3aXTeBa,1) HaWMe npeTnocTaBuhy, Xa ce cae “Tauke
Hamwe . reome:rpu]e Mory HCTOBPEMEHO ., yaa]alymo jennosHaynO
npecnuxam .H@ TauKe 6pojHe,. paBHH, Koje- Jiexe, ¥y KOHa%HOM
WIH Ha onpeheﬂom IHEHOM Jejly, -TaKo J1a je .cBaKa. . TauKa: HALIE
reome'rpn]e KapAKTepHCAHA . NAPOM.. .6pojeBa x, y« OBO 3HaueHe
nojma paBHH QJopmmecaﬁy Ha 0Baj Ha9HH; - :

-« Jledwnunnja paBHW PaBau-+jecucliem chBapu HOjé
ce HasuBajy Maukama u Koje ce MOTY Y34jaMHO: jeArO3HAHO TIpE:
Caukaliu Hg Diadke OpojHe PaBHY -KOje. nedce .y: KOHGYHOM ‘Uil HA
. Hexu JeJUIMUNHU -Cucllen Mux Madvaxa; -0BUM HAYKAMT 6pojne
- paBrp (Wj. CAUKAMQ. uzaqaua) fcopucmuhejno c.»e&zuoapemeuo u 3a
p8HavaBate. waqalta Hawe. paBHu, BN

. " . ¢ BN
1y LLho ce ‘Tnue u.mpe qupMy.nauuje nojMa paBHH nor.efatH, MO] !{naﬂax
o ocnoBama reometpuje y Gottinger Nachrichten 1902, Tamo cam l'lOCTaBHO OBy
onwuTtHjy fedHRBUM]y PABHM: = - - . '

;- PaBad je cucllem ciliBapu-xoje ce nasusajy Mauwama. CBaxa Mayna A
oapehyje HeKe Aerumuyne cuclleme Mavaxa KOjuMa OHE- cama Dpullaza y
Koju ce Haaugajy orfommama maive A. .

‘Taure oxonune MOy ce ysex ysalamuo /eaHosuaquo upecxurmzuu Ha
Hiayxe ussecHe JKopaanose o6aaciiu y Gpojnof paBHu Tamaa JKoppanopa
p0aacll HA3UBAG Ce CAUKOM 0Be OKOJUHE. .

Ceaxa y cruyuw cagpacana XKopranosa.o6raci, y yujoj yuylipawwociiy
aexcu Madka A, ollel je cauka oxonune A. Aro cy palle pasiuquiie cauke
jeane oxonune, Mo olyga gob6usexa ysa/a.uno jeanosnayna Wpancopmayuja
focualMpanux Mopaanosux o6iacu jeane y Apyry mopa Guliu Hedpexufna.

Axo je B ma woja Wouxa newe oxonuxe Mauwe A, 0Ba je OKOMUHA Y
uciio Bpeme u oxonund Mavke B. :

Ma 3a roje pBe oxonune Wauxe A Docmoju yBen' Maxsa oxoauxa
Mayxe A Hoja je 3ajegnudxa OBUM ABeMa OKoAUHAMA. ,

Axo ¢y A u B ma woje nBe Mauxe Hawe pasHu, Docloju ysex Maxsa
oxonuna Madke A xoja ucoBpemeno caapicu Mayxy B. ‘

OsBH 3aXTeBH CANPXKe, KAKO MH HM3riela, CTPOTY leduHHUIH]Y — 3a cayua)
ABe]y NUMEH3W}a — OHOr nojMa koju cy Pumanm 0 XeamMXoan HassamH
,BHIIECTPYKO pacnpocTprom Muoroctpykowhy*, a Jlu ,6pojuoM MHOrocTpy-
kowhy* H y3eaAH 32 OCHOBY LENOKYNHHX CBOJHX HCTpaxHBama. OBH 3aXTeBH
npyxajy OCHOBE H 38 CTPOTY. aKCHOMATHUKY.o6pany Analysis situs-a.

Yceajajyhu ropmwy ymxy IeQNHHUHA]Y pABHH, OYHT/IENHO, YHANpPel HCKbY-
4yjeMO eJHNTHYKY reOMeTpH]y, NOWITO Ce HhEHe TAYKE He MOrY NpPECcAHKATH Ha
Tayke GpojHe OGNACTH KOJe nexe Y KOHAYHOM HA HEKH HAYHH CACJACAH HAUIMM
dxcnouaua Mnak Huje TeWwKo yBuAeTH kOJe H3MeHe TpeGa YHeTH y Hame
OKa3HBAILE AKO CE 38 OCHOBY ysMe wWMpa dopmyiaimja nojua paBHH,
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" Ba cpaxy Wadwy A nawe " pasuu doclivje y - dpo]nol _pasnu
)Kopaanoae ofracliu y kojuma nexcu cauka EIalme ‘A lut]e cBe
Madqre ucillo Wako fpedicilappajy Mayke name: paBHu OBe )Kopaa-
HoBe “afaacliu ‘HA3uBajy ce oxaiunama Maund:. A. , .

Csaka y oxonunu Mauxe A cajipxcaud )l{opaaﬂozza oﬁ.nacm,
y uujoj ynympawmbociiy. - Aexcu . Mayka, A (cauka. Mayne A)y ollell
je owonuna Wauke A. '

Aro je B ma noja uzatma y ortonunu iIIatme A onaa le oBa
OKOUHA Y ucz"ﬂo Bpeme u orcozzuua mayre B N .

Aro'cy A u B Ma Koje. ABe  Madite Hatue paauu, o yaem
ﬁocmolu ormﬂuna matme A ItO]a LlClLlOBpeMeHO caqpalcu zualzh:y ‘B.

. .. R

.. JlebusucalieMo xpeTame Kao Y3ajaMHQ .jeHO3HauHy TpaH-
chopmanujy Haume paBHH y camy ce6e., QuarmeaHo. j& y -caMom
noveTKy Aa Ce MOLY  Pa3IHKOBAaTH JBE BPCTE y3ajaMHO ,jelHO-
3HAYHHX HENDPEKHIHHX TpaﬂC(bopMauu]a 6pojHe - paBHH.. y, £aM¥
ce6e. Hawme, aKO nNpETNOCTaBUMO Y 6p0]H0] paBHH HEKY - 3a-
TBOpeHy 2KOpIaHOBY KPUBY H 3aMHCAMMO Ja (e OHa OOHJa3H y
oapéhenom ¢Mepy, TO OHa, IIPH TAaKBOj Tpchcbopmau,H]u npesa3y
omer y 3aTBOpeHy  YKopranoBy Kpusy KOja MM3 H3BECaH CMep
o6unaxema. [Iperiocrasutiemo y CallaLHH:EM ucrpamuaafby Ja. ]e,
aKO TIPHMEHHMO TpaHC(bopmauu]y 6p01He paBHH y camy ceGe Ko0ja
neqommme KpeTaibe, OBaj. cmep O6HIAKEDA . HCTH KA0 H KOJ,
npBo6UTHE }Kopnaﬂose KPHBE. OBa npernocmaxa” yCI0B/baBa
0By’ (bopmynauﬂ]y nojma erTaH)a , =

I[eqmunnn]a KpeTama, erutame je -maxBa y3a]aMHo
]ezzuoanaqua Hellpexuana Wpancgopmayuje @adara 6pojue pasHu
y cebe Opu kojoj cmep ofunajcewa salisopene JKopaanose kpuse
ocma]e yBew ucliu. Tpancqbopmaqu;a odpnyuza wpancd)opmauu]u
Kpeliara Ollell je rcpemame : .

. Kpemawe 1pu rone ]e;zna Luatma M ocwa]e Heupomemeua,
HasuBa ce oﬁpmafbeM OIt'O auxe M

" 1y Kog Jn-a ce oBa npemocrana canpml y 3ax1eBy na rpyna er'raﬂaa
6yne CTBOPEHA " nouohy uﬂtpﬂnmesnmanﬂux 'rpchq)opmaqua Cynpoma npeT-
HocraBka (Tj. IPETHOCTABKA 14 Ceé MOXe USMEHHTH CMep obHnanema) GHTHO 61
ojaKwana H3Bohewe 10KA3a, YTOJAHKO INTO Ce Tana ,HCTHHCKA [IPABa“ MOXe
HemocpenHo nétbnﬂﬂcam K40 MeCTO QHHX . Tadaka Koje OocTajy. HenokKpeTHe npH
‘TpaHC(popMauuju xoja Mela .cMep O6GHRAXEeRa a' 0CTaBlbd . Henpomemeu‘um nBe
TaukKe., Lo oo TYLE o oL ETTen B . 80

S
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IMocae }’BOlje}ba nojma ,paBHH® H xpe'raﬂ;a ) nocmsnhemo
OBE TPH aKCHOME: ,
Axcuoma L. Axo ce yaacmoﬁuo ussenqy ABQ Kpelllamd,

‘zzoﬁusena mpancgopmayuja pasuu y camy cebe oliell je lfpeuum;e.
' To hemo kpatko pehu:

Axcnoma . Kperama oGpasyjy rpymy.

‘Axcuowma II. Axocy A u M zBe GpousBonwne, mehy coGom
paznuyuile Mavke pABHU, OHAA ce Mayxa A yBexk Modce AoBeciiu
obpiiarem 0k0 M y OeckoHayHo MHOr0 pasiudulliux Ooaodcaja.

HasoBeMoO /i# yKynHOCT OBHX Tayaka KOje NpPOH3HJa3e U3
jeiHe Tayke pa3aduHTe OoX M nomohy cBux ob6prama oxo M

ucunckum') KPyroM y Hauoj paBHO] reOMEeTPHjH, MOXEMO HCKa3
axcuome Il oBako QopmynucaTu:

Axcuoma I. CBAaKH HCTHHCKH KpYr CacToju ce H3
6eCKOHAYHO MHOI'O Ta4aka.

[pe nocnenme, jouw norpe6ﬂe aKCHOMe nocTaBuheMo HapexHy
deHHHIE]Y ,

Hedpuuununja. Hexa je AB Hexku ojpeheHn map Tauaxa
y HalllOj reoMeTpujH; O3HayHheMO HCTHM CJIOBHMa M C/JHKE OBOT
napa tavaka y 6pojHo] paBHH. OrpaHHY¥uMO OKO Tauaka A u B
y 6pojHoj paBHH NO jeZHY OKOJIHHY o« W B. AKO Hexka Tauka A*
naja y OKOJHHY o, a MCTOBDEMEHO Tauka B* maja y OKOJHHY §,
pehu hemo: map Tawaka A*B* JeXH y okoJuHH af napa AB.
Hckas ga je opa oxonusa aff mpous3Bo/bHO Majna TpebGa Ja 3HauH
Aa je o MPOM3BO/BHO Ma/la OKOJNMHA Tauke A, a HCTOBpemeHo f
NPOH3BO/LHO Manla OKOJMHA Tauke B.

Heka je ABC oapehena Tpojka Tauaka y Hanioj reOMETPH]H;
HCTHM CJOBMMa heMO O3HauMTH M CIMKE OBE TpOjKe Tayaka y
.6pojuoj paBHH. OrpanuuumMo OKo Tadaka A, B, C y 6pOjHOj paBHH
no jeAHy OKOJMHHY a, B, Y. AKO Tauka A* maja y OKOMHHY a, a
y HCTO BpeMe Tayka B* nama y oxoJuHy B, a tauka C* y OKO-
audy y, pehn hemo: tpojka Tavaka A* B* C* NexH y OKONHHH
afy tpojke ABC. Hcka3 na je oBa OKoiMHA afY MPOH3BOJ/LHO

1) M3pa3 .HCTHHCKH Kpyr* Tpe6a na o3Hauasa na he ce Tako nedHHHACAHH
06aMK y TOKY MCTP&XHBAMA NOKa3ATH M3omopdaH ca 6pojunm xpyroM. Cindno
BAXH M 3a HM3pase ,MCTHHCKa npasa® (ctp. 169) m ,mctuncka ayx* (crp. 193).

T
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Maja TpeGa HXa 3HAYH 3 je a NPOH3BOLHO Mana OKOJHHA Tadke
A H HCTOBpeMEHO 3 MPOHM3BOLHO Malla OKOAMHa Tauke B, a vy
NPOH3BO/LHO Maja OKoJHHA Tauke C.

[Ipp ynorpe6u pedn ,map Tadaka“ u H ,TpOjKka TadakKa“ He
NPeTNOoCTaB/ba CE fila Cy TadKe Napa TadaKa WaW TPOjKE Tadaxa
jelHa On Apyre pa3jiHyYHTE.

Axcuoma . Axo docmoju rkpefiamwe Kojum ce Moxce upe-
Becliu @pojka [Mavaxka koja ce HAaasu y Bpouaaomnol ORu3unu
f@pojre mavara ABC, y fipousBonwny 6ausuny Mipojxe Maxaxa A'B'C’,
oHpa ysex Hocilioju u MaxBo Kpeliarwe Kojum Mpojxa Mavara ABC
fipenasu Mayno y Mpojky Mavaka A'B'C'Y v :

Hckas oBe akcHoMe ykpaTko HeMO OBaKO W3pasuTH:

AxcroMma lll. Kpetama o6pasyjy saTBopeHn CHCTEM.

Axo y axcuoms III monmycTHMO Ja ce u3BecHe Tauke TPOjke
TadyakKa INOKJIanajy, JaKo ce NO6HBajy HEKW CremujaaHu crydajeBH
akcuome III xoje hemo noce6Ho ncrahu Ha OBaj HauHH:

Axo nocroje o6prama OKO Tauke M KOjuma ce Mory mnpe-
BECTH MapOBH TauaKa KOjH JI€XE€ y IPOHU3BO/bHO] GNHIHHM Mapa
Tauaka AB y npousBosbHYy 6/MH3HHY napa Tauaka A’B’, OHJIa YBEK
NOCTOjH H TaKBO O0OpTame OKO Tauke M KOjum nap Tadaka AB
npenasd TauHO y map Tayaka A'B'.

Axo nocroje Kperamba KOjHMa Ce MapOBH TadaKa KOjH JIEKe
Yy DpOH3BO/bHOj Gau3uHA Mapa Tayaka AB mory mpesecTd y mpo-
H3BObHY G/M3MHY mMapa Tauaka A’'B’, TO yBeK NOCTO]H H TaKBO
KpeTame KOjHM map Tadaka AB npenadd TauHo y map Tadaka A'B'.

Axo nmocrtoje o6prama OKO Tauke M KOjHM ce Tayke Koje
Jiexe y NpOM3BO/bHO] GIM3HHH Tayke A MOTY NpeBeCTH y npo-
H3BO/bHY G/u3MHY Tauke A', TO IOCTOJH YBEK H TAKBO OGpTame
OKO Tayke M KOjuM Tauka A npeJasd TauyHo y Tadky A’

- Osaj nocnenmu cnennjannu cayuaj axcuome Il npumersu-
Baliy 4ecTO y HapeZHOM MOKa3HBawY, o3ﬂaqaaa]yhu npe TOME
o6pTHy TauKy c/I0BOM M, a He A2

1) JloBo/bHO je MPETHOCTaBHTH Ra je akchoma lll menymeHa 3a noBobHO
Maze OKOJMHE, CAHYHO Kao M kon JIu-a; TOK Mora NOKA3MBAlbA MOXe ce TaKo
H3MEHHTH Ra Ce y HheMY HCKOPHCTH CaMO 0Ba YXa NPETIOoCTaBKA.

2). Jemna nocagamMua, Kojy caM HaBeo Y NpenaBaiby HA CBEYAHOM 3acenamy
nosofoM jy6uiapue upocnase I'eTunrenckor Hayusor apymrsa 1901 r. kao
nocebny akcmomy, jecte: ,Hmxana ne mory Ma koje iBe Tauke HOCOETH nomohy
KpPeTamha y NPOU3BOBHY 6JIH3HHy jenna npyre®. Tpe6ano 6¥ HCIHTATH . YKOJAHKO
OIlH., €2 KOJHM 3aXTeBHMa 3a)ellHo, onaj 33XTeB MOXe 34MEHHTH rope IOCTAB-
JbeHy aKCHOMY Il
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;v Jhoa3ahy :€aZi; OBO TBphEME:: -« ;o v v piseropral
‘PaBua reomerpuija ‘y. KO]O] ¢y akcuwome I+ H
3a,u;oaon>eue HIH je nynnniom: SHTTH Bo%an-ﬂoﬁak
yeB.CKOra"paBHa reoMeTpHja.- RN N

"Ako xoHemo Xa ZXo6ujemMo jéIURO Eymmnosy reome-rpu]y‘,
Tpe6a cam0 akcuomy I ZOMYHHTH 3aXTEBOM ja rpyna ' KpeTatba
uma nﬂaapujaﬂmy noltrpyny OBa nonyﬂa sameu;y]e axcnomy

‘napanenﬂux SRR _ e
AN L T LI S \1,.‘\‘ L G b

- Xteo 6HX . can yxpa’rxo Ia cxunupaM TOK MHC."IH MOI‘ na.rbel‘*
AOKa3HBamba.

¥ :oxonuHH Ma Koje Tauke M xoac'rpynme ce' nomohy Hapo-
QHTOr NOCTYMKAa HEKH OJApeheHu.OoONMK. kk O TayaKa M _Ha HeMY
Heka Tauka. K (§1—§2), a 3arum. ce:moBprasa; acpuTHBalLY
HCTHHCKH, KDYT- % ONHCaH OKO TauKe M, KOj MpPOJ/a3H KPO3, TGuKY
K (§3). [o6uBa ce xa je HCTHHCKH xpyr % 3aTBopeHa H Y ceOr
rycra, Tj.. nepd)ex'rﬂa MHOXXHHA Tauaka.. ..

Ha]6.nmlm LUH/b HAIUHX H3Jarama CaCTO]H ce y ToMe Ia. ce
noxaxe 53, je HCTHHCKH Kpyr % 3aTBopeHa 2KopgaHoBa Kpupa.
OBO. ce . MOCTHXE Ha Taj’ HauWH, WTO H‘aj'np"é' ‘ynaanm’@
Moryhuocr pacmopesa Tavaka HCTHHCKOI“ ‘Kpyra (§ 4—§ 5), 3aTHM
OTy[Ia 3aK/byuyjeMo Ha Moryhﬂoc'r y3ajaMHOr jeJHO3HaqHOT npe-
C/IHKaBaka TayaKa % Ha TauKe ' 06uaHOr Kpyra* (§6—§7) +,
Haj3all, AOKa3yjemO Ja OBO MNpECTHKaBathbe HYXKHO MOpa 6uTh
senpexngno (§8).. [Tocne Tora ce no6uBa M na je ‘NpBOGHTHO
KOHCTPYHCaHHK -OGMHK kK 011 ‘Tauaka ‘MIEHTHYAH €3 HHCTHHCKUM
xpyrom (§9). Ilame, Baxu cTaB 11a je CBaKH HCTHHCKH prr
KOjH NeXH y YHyTan.IHaOCTH xpyra % Taxohe 3a3TBOpEHa )Kopna-
HOBa KpPHBa.

I'Ipehu hemo cama Ha mcmutHBame rpyne TpaHcdopmalnja
KOje MpPeTPNH HMCTHHCKH KpyT Yy ce'6n (§13) npm oﬁpraﬂanma
paBHH OKO Tauke M. OBa rpyna umd oBa cBojcTBa! 1) Csakd
o6pTame OKO Taike M Koje He Mermha MO0JM0XKa] ]eJ.lHO] TayKH

) 1) Y Be3sH Ca THM YNOPeNHTH uH'repecaHTHu YNAHAK CA CAHYHHM IH/beM
on A. Llenpaunca: A. Schonfiles, ,Uber einen grundlegenden Satz der Ana-
lysis Situs*, Gottinger Nachrichten, 1902, a HcTO TdKO a2 H3BOheHA U nonarxe
b ‘nmveparypn: Berichte der Deutschen Mathematlker Verelnlgung, nonamx
Kl-bHaH 11 (1908). ctp. 158 n CTp 178
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MCTHHCKOT KPY[a, HE Mga NO0JOXaj HHjeAHO) TauKH TOr Kpyra
§ 14). 2) ITocroju, ysex .jenHo o6pTame OKO Tauke M Koje- Ma
KOjy IaTy TauKy Kpyra x NpEBOIW- Y Ma.KO]y ADYry Tauky Tora
kpyra (§ 15).. 3) Fpyna ofpTawa OKO Tauke M .je HenpekuIHa
(§16). OBa Tpu cBOjCTBA NMOTAYHO OApehyjy CTPYKTYpPy rpyne
TpancopMaluja KOje. OAroBapajy CBHMa OGpTakHMAa HCTHHCKOF
Kpyra'y ceobu. ‘(Haume,.nocmauhgmo OBaj CTaB: rpyna CBHX TpaHc-
¢dopmalgja, HCTHHCKOT \Kpyra » y ce6e Koje Cy 06pTama OKO
M jecte. xonoenapcxn uaomoptbﬂa ca rpynom oﬁnquux 06p1*aﬂ>a
o6uaHor Kpyra y cebu (§ 17—§ 18). :

Wcnurajmo ~'caxa rpyny tpanchopmanuija CBUX' TavaKa
Halle DaBHH. M o6pTamy Oko.Tayke M. Ilpn ToMe Baxu CTag
na OCHM HJLQHTHTETa He nocro;n }mjenuo o6pra}be PaBHH OKO
Tauke M npu kome 6u ocra’ne Henoxpeme CBE .TauKe HEKOT
HerrHckor xpyra p (§19). Caza yBHhaMO Ia je CBaKH HCTHH-
CKH KPYr 3aTBOpEHa }Kopnaﬂoaa KDHBa H 1106HBaM0 dopmyane
3a, TpaHCQJopmaxm]e TpyNe CBHX O6GpTama oxo Tauke M (§ 20—
§21) Hajsan ce. 1aKO ,u,o6maa]y CTAaBOBH: aKO Ma KOje ABe Tauke
TIpH HEKOM erTaﬂay PaBHH OCTajy HEMOKDETHe, OHIA CBE TauKe
oc1‘a]y Henoxpeme, Tj., KpeTame je unentuter. CBaka Tauka
paBHH MOXE ce no,u;ecmm KpeTameM npeBecm y CBaKy ApYyTy
Taqu paBI-m § 22) ,

Ham HajBaXKHH]H nabu I.lHJb cacmln ce y TOoMeE za ce y
HamO] reoMeTpHjn AeduHHIIe -HOjaM HCTHHCKE mpaBe H Ja ce
'pasBujy HyXHE 0GOOuHE OBOr, mojma 3a uarpahuaaﬂae reoMeTpHje.
Hajupe ce ne(bmmmy NOjMOBH - [IONyOGPTaba U-CPelUHe LYXKH
(§23), Oyx mma Hajpume ]en,ﬂy CpPequHy H aKO C€ 3a Heky
LyX 3Ha Ja uUMa CPexHHy, OTyHa CJeiyje Ja . CBaKa Maiba
Ay¥ uMa cpepuuy (§.25 ~ § 26).

Jla 61 ce NPONEHHO MMOJOMXKA] CPeXHHE - XYXKH, NOTPeCHH
Cy. HaM HEKH CTaBOBH O HCTHHCKHM KPYTOBHMa KOjH.Ce I OIH-
pyjy; npe cBera, CTBap ce CBOAM Ha TO Aa C€ KOHCTPYHIIY. JBa
Mely -CO60M ‘KOHrpDyeHTHa KDYra KOju jefaH APYTor AOAUWPYiY
¢noba y jeaHoj u camo jexHoj Tauku(§ 27). Msseiihemo, name;
jelan onmTH CTaB O KPyrosHMa KOJH Ce NOZUPY]y H3HYTpa
(§28) a 3aTHM CTaB O CHENHjalTHOM CJAy4ajy Kaja KPyr KOju
H3HYTpa, nonnpy]e npym pOMa3H KPO3 uem;ap ﬂOlLHpHYTOF
kpyra. (§ 29):. S SRS

C T o e . e e - - B . v
B A A Rt TR S DRSS ML S



170 : Honarag 1V

Yamumo caga’ 3a OCHOBY K40 jeJMHHUYHY AYX HEKY oJpe-
heHy H0BO/LHO Maily XYX; KOHCTPYHIUHMO MONOB/BEHEM H MOY-
o6pTaibéM CHCTEM Tadaka TaKBe BPCTe, Ja CBaKOj TadKd OBOr
cHCTeMa Ofrosapa onpehenn 6poj a. Kojn ie pauuouanéﬂ H HMa
K40 HMEHWJall CaMO HEeKH CTENeH 0J 2 (§ 30). ITomwTo ce nocTasx
3akoH ope kopecnoumenuuje (§31), Tauke Z0OGUBEHOr CHCTeMa
Tauaka ce Mehy co6oM pacnopehyjy, Hpu- 4emy Baxe paHHjH
¢TaBOBH O KPyroBuMa KOju c€ moaupyjy (§32). Cax nonasu 3a
pykOM Za ce OKaxe Ja Tauke KoOje OAroBapajy 6pojeBuma
%, %, l, KOHBeprupajy .npema. Tauku O (§33). Oaj ce
CTaB NOCTYMHO yOMuITaBa JOK Haj3ax HE YBHIHMO Xa CBaKH HH3
TayaKka HAWEr CHCTeMa KOHBEPrHPa aKO KOHBEPTHPa OJXroBapa-
jyhu Hu3 6pojeBa (§ 34 -§ 35).

ITocne oBux npumpema Moxe ce meHHHCATH HCTHHCKA
npaBa KaO CHCTEM TadaKa KOJH ce JOGHBa OX JIBE Tauke y3eTe
3a OCHOBY, aKO Ce  CTaJHO y3uMajy CpelHHe, H3BOAE MOAyOG6p-
Talka H JO0Jaly MeCTa HaroMHJaBalba CBHX JOGHBEHHX TadaKa
(§ 36). 3aTum MOXEMO [OKa3aTH Na je HCTHHCKA NpaBa Hempe-
xuxHa kpuBa (§ 37), ma Hema nBOjHHX Tadaka (§ 38) u ma ma ca
KOJOM JIPYroM HCTHHCKOM MPABOM HMa HajBHIIE JeJHY 3ajel-
HHuky Tauky (§ 39). [loxasyje ce, nmame, Za MCTHHCKAa NpaBa
npecena CBaKM KDYr KOJH je ONMHCaH OKO HeKe HeHe Tauke, a
OTyZHa creiyje Ha ce JBe MPOH3BO/bHE TauKe DPaBHH MOTY YBeK
cnojuti HcTHHCKOM npaBom (§ 40). Taxohe yBuljaMO Ia y Hauoj
FeOMETDH]H BaXKe CTaBOBH O KOHTPYEHIUjH, IPH YeMy ce JIBa TPO-
yraa noka3yjy camo Tafia KOHFDYEHTHHM, aKO HMajy H HCTH CMep
obunaxema (§41).

ILITO ce Thue y3ajaMHOr M0JI0XK3ja CHCTEMA CBHX HCTHHCKHX
npaBHX, Tpe6a.pa3/qHKOBAaTH ABA C1y4aja, NpeMa TOME Ia JH BaXKH
aKCHOMa NapajIeJIHKX MAH KPO3 CBaKy TauKy npema JAaToj npasoj
nocroje ABe NpaBe KOje pa3aBajajy mpaBe KOje ceKy OX MPaBuX
Koje He CCKy. Y npBOM ciyuajy AO0Ja3UMO IO EYKJAHACKE reo-
MeTpHje, a y Apyrom no reometpuje bosbaun-JloGauesckora (§ 42).

§ 1. Heka je M ma koja Tayka y Hawoj reOMETPH]H H Y
HCTO BpeMe H€Ha ClAHKa y 6pojHoj paBHH x, y. Hamr Haj6muxu
Iu/b je TaZa Aa KOHCTPyHUIeMO OKO M Heke OO6JHKe Of Tauaka
Koju he ce Haj3a] NOKa3aTH KaO HCTHHCKH KPYTrOBH OKO Tadke M.
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OngiuHMO y 6pOjHOj paBHH OKO Tauke M ,6DOjHH Kpyr*,
Tj. KPYr & TaKo MalH, y cMHC1y O6uuHe oxpenbe mepe, Xa Cy
cBe TauKe Ha TOM KDPYry ® H y YHYTPalui,OCTH Hera Takohe
cluKe Tadaka H Ja nocroje Tauke H BaH kpyra Q. Tajga y yHy-
TPalllbOCTH KPyra K CHTyPHO NOCTOjH TaKaB KOHOEHTPHYHH KPYT
f y onHocy Ha R, Ja CBE TauKE€ CJHKE y YHYTpalllhOCTH OBOr
kpyra f ocrajy y yHyTPamlmOCTH KPyra ® mnpdH NPOH3BObHHM
o6pTatkbHMa OKO M.

Jda 6u ce OBO ZxOKa3aJo, MOCMAaTPajMO y GPOjHO] DaBHH
6ecKOHayHM HH3 KOHLUEHTPUYHHX Kkpyroma P, f,, f;,... unju
TIONYNpPEYHKIH OnNajajy W KOHBeprupajy npema O @ npernocra-
BHMO - TaJa, HacynpoT TBphewmy, Aa Y CBaKOM OJ THX Kpyrosa
NOCTOjH TaKkBa TayKa CJAHKAa KOja NPH HEKOM 06pTamy OKO M
IOJa3d Ha MEeCTO KOje Jexu BaH Kpyra & wiu ce iomepa Ha
nepudepujy kpyra R: Heka je A; TaKkBa CIMKa Tauke y Kpyry
f;, xoja npu o6pramy A; mpena3sd Ha MECTO KOje JeXH BaH
Kpyra { WIH Ha Beroy nepudepujy. 3aMHCIMMO Taja Aa je H3
TayKke Y M y cBaKy Tauky A; HOBy4eH NOJYNDPEYHHK r; LZOTHIHOT
6pojsor kpyra- f; ¥ yOudMO KDHBY Y; y KOjy mnpenasd MOmIy-
MPEYHHUK r; NPH 06pTamy A,. [lomwTo OBa KpHBa Y, HIE H3 Tauke
M pno Heke ojxpehene Tauke BaH Kpyra § HIM A0 Heke Tauke
Ha ®erosoj nepudepuju, TO OHa HYXHO MOpa norahatu nepude-
pHjy Kpyra R; Hexa je B; jelHa OI OBHX NpeCeYHHX Ta4yaKa H
Heka je B mecro 3rymmasamal) Tavaka npeceka By, B,, B,...
ame, Hexa je yomwute C, OHa Tauka Ha MOJYNPEYHHKY f; KOja
npa ob6prawy A; npenasd y B,. Ilowro rauke C,, Co, Cg,...
KOHBeprupajy mnpema Tadke M, To, npema axkcuomu lII, nocrojn
o6pTame OKO Tagke M, MPpH KOMe Tauka B, KOja Jexd Ha MepH-
¢depuju kpyra K, npenasu y tauky M. OBo npomapequ panuje
JeDHHHCAHOM MOjMYy KpeTamba.:

§ 2. Heka je, kao mito je Beh y § 1 ycraHoB/meHO, t 6pojnu
' KpYr y yHYTPalUibOCTH Kpyra ® KOjH HCNyiaBa YCJIOBE TaMO
JIOKa3aHOT CTaBa TaKO Ja CBE TauKe C/AHKE 'Y YHYTpamwocTH f
npu Oo6pTamHMa OKO Tauke M OCTajy y YHYTpalllbOCTH KpPyra
R, Heka je, mame, k GpOjHM KPYr y yHyTpammocTd f umje cse
Tauke Npu oO0pTambHMa OKO Tauke M oOcCrajy y yHYTpammwoOcTH f.

1) ITox TAYKOM 3ryIIKHABAKA Yy OBOM NONATKY TPe6a CXBATHTH OHO IITO
ce JaHac OGHYHO HA3MBA TAUKOM HATOMHIABamA.
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Taga hemo one Tauke Gpojue paBHM, KOje. NpH Ma KaksOM 0O6p-
Ty OKO -Tauke M Npousuda3e. U3 Tayaka -y YHyTpaumocts
Kpyra k uwin H3 Tauaka merose mnepudepuje, yKpaTKO O3HAYUTH
goxpusenus. VI3 axcuome llI- HEnocpenno .cienyje xa MoxpuBeHe
Tauke 06pa3yjy-3aTBOPEHY MHOXKHHY Tauaka. Jlajbe, Heka je.A
Heka ojpeheHa Tauka: BaH & KOja je ciMKa. Heke. Tauke - Hamme
reomeTpuje. AKO ce caja -HEMOKDHBEHA TauKka ‘A’ MOXe CNOjuTH
ca A 2KopnaHoBoM KPHBOM, KOja ce CaCTOjH# ACK/BYYHBO H3
HENOKPHBEHWX Tauaka, OHJa hemo pehw  ma.Tauka A" n€XH Ban
kk. HapouuTo cBe Tadke KOje .Jiexe  BaH = GpOjHOF. Kpyrd::f;
CHTyPHO Jexe BaH kk. Pehn hemo 3a cBaKy: NOKpHBEHY TaukKy,'y
uHjOj ce NMPOU3BO/LHO MalO] OKOJHHH- ‘Hajla3e Tadyke BaH kK, A4
nexH Ha kk. Tauke Ha kk 06pa3yjy 3aTBOpeHy MHOXKHHY Tadaka.
3a ome ‘Tauke J; KOje .HHTH CY. BaH kk,  HATH. CYy Ha kk;: pehn
hemo na cy.y ywymipawwocmu kk. Hapouuro cBe nokpuseHe
TauKe, Yy YWjO] NPOHBBO/HHO} OJM3HHH HeE ~JeKe HENOKPHBEHE
Ta4Ke, Kao Hanp. Tayka M H Tauke y YHYTpaIHH:OCTH prra Ic,
CHT'YPHO JIeXXe Y YHYTPalulmOCTH . kk. A -

§ 3. Kax ce y3me y o63up na, mpema Ae(bmmuu]n prra
[, Tauka A npu o6pramuma -OKO Tauke M HHKaX HE JHOCnesa y
yHyTpawwocT kpyra f, yBuhamo jma, npH ‘cBakoM ' OGpTamy
OKO Tayke M, Tauke KOje Jexe BaH kk OIET Mpenase:y. Tauke
BaH Kk, Hame, Tauke Ha kk Omer mpesas3e y' Tadke Ha kk H Tauke
Koje nexe y yHyTpamrbocm kk oner fipeiase y Tatie yHyTpam-_
BOCTH kk. . ; U

.Csaka Ttauka Ha kk, mpeMa 'Hauioj IOCTaBIH, ]ecre NOKDH:
BeHa TauykKa, a NOWTO 3HaMO X3 Tauke Yy YHyTDPalllbOCTH Kpyra k
nexe Takohe y yHyTpalmOCTH kk, TO OTYA2 3aK/bYUyjeMO OBO:

3a ceaky®Tauxy K ma kk CHCypHO MOCTOjH OGpPTame A OKO
tadke M, nmomohy kora Tauka K’, kxOja Jexu Ha mnepucepujs
Kpyra k, aocnesa y tauky K. IToaynpeunux MK’ 6pojuor xpyra
k npenasu obpramem A oko Tauke M y 2KopzaHoBy .KpHBY Koja
cnaja Tauky M ca taukom K Ha kk w xola ce HHage uena npo-
CTHPE Y YHYTpPalWIHOCTH kk.

Y HCTO Bpeme BuAuMO Ja HajmMame jegHa TadKa nepu(pe-
puje 6POJHOr Kpyra k, Haume Tauka K', nexu ®ma kk. ‘

Cnojumo Tauky A Koja NeXH BaH kk ma xojom 2Kopaano-
BOM KDHBOM ca Taukom M u 03HaunMO cajx'ca K OHy Tauky OBE
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2KopaanoBe “KpuBe KOja JiexH Ha kk M HMa TakBy 0COGHHY Ia
¢Be Tauke koje. nexe Ha-Toj 2KopaaHOBOj kpuBOj MaMehy - Tadaxa
K u A nexé BaH kk. 3aTdM, pasMOTPHMO CHCTEM .CBHX ‘TaHaKa.
Koje npousuiase M3 Tauke K OGpTameM OKO Taake M, Tj. pas:
MOTPHMO HCTHHCKH KDYI' % KOjH je OmucaH oxo M M KOju npo-
- ja3u kpo3 Tauky K. Cbe Tauke OBOT HCTHHCKOT Kpyra Cy Ha kk.
v~ VICTHHCKH KpYT,.NpeMa aKCHOMH I, campxu GeckoHayno
MHOro Tavaka. Axo je K* Taqxa 3yIIkaBatha, TayaKka HCTHHCKOT
Kpyra %, . TO - 0Ba 'ratu(a, npema akcuomu ]I, npupana Takohe
WCTHHCKOM KpYry x. O3HauaBa qu K, Ma KOjy Ta4Ky WCTHHCKOTL
Kpyra x, OHJa, aKO H3BEIEeMO OHO O6pTame OKO Tauke M Koje
apesoau Taaky K* y tauky K,, caeiyje Xa je u Tauka K, Tauka
qry,m"}baaa}ba. HCTHHCKQr Kpyra x. Ha Taj nHauuy. I06UBaMO CTaB:
¢ . Hcmuncky xpyr « je sdmsopena.u y ce6u rycuza m] ilep~
qbefcuma MHOJICURG: Taqaka. T ~

§; 4 HajpaxHujs IH/b HapeIHHX H3JIarama CaCTOjH ce y
TOME [a Ce MOKaxe Xa je HCTHHCKA Kpyr saTsopeda 2Kopza-
HOBa kpHBa. Ocum TOra hie ce NOKasaTH /2 Ce-HCTHHCKH H KPYT %
noK/aNa ca TauKkama Ha kk.
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. JIOkaxuMO . Hajnpe, Aa ce ma koje pBe Maukxe K,, K, ucliun-
CHOr KpYra % MoOry yBex mehyco6no ciojuiliu -raxo M opaanoBom
KpuBoM, Koja, u3yses xpajwux Mayara, yeaa aedxcu y yuympawfbo-.
cmu kk, maro u onom XopAanoBoM KpUBOM Koja Ce, usyseB kpaj-
rux Mawaka, yeaa Gpocllipe BaH kk.

YcrBapd, aKo, CXOIHO TODHHM H3MaramHMa, MOBYYeMO
}Kopnauose kpuBe MK, u MK,, xoje y yHyTpalltOCTH kk Be3yjy
cpexuiuiHy Tauky M ca Taukama Ky u K,, u axo, noxasehu ox M,
oxpeIuMO Ha KpuBOj MK, nociaexwy Tauky P koja nexu Ha MK,,
onna xomMax PK; npse XKopmaHose xpuBe H kOMax PK, apyre
XKopaaHoBe kpHBe 06pa3yjy MPBY OJ TPaXKeHHX CIOJHHX KPHBHX.

[TocmarpajmMo, ¢ apyre crpane, o6pTama OKO Tauke M, mpH
KOjuM Tauka K npenasu y Tauxy K,, ogH. y Tauky K,; Tauke
A, n A,, KOje ce npH Tome HOOGHBajy U3 Tauke A, jexe, npema
§ 3, Ban kk H 2aTO ce MOry CnOj4TH BaH kk ca Taukom A. Of
OBHX CNOjHHX KPHBHX H OHHMX JKOpIaHOBHX KPHBHX, KOje NpH
o6pramuMa HacTajy ox 2Koppanose kpuBe AK KOHCTpyucaHe
y § 3, /mako ce mMoxe cacTaBuTH jeiHa 2KopmaHoBa KpHBAa H3-
mehy K; u K, KOja ueia nexa BaH kk.

§ 5. OBaj cTaB KOju CMO MasnO9acC NOKa3alH OMOryhaBa Ham
Ia TauKe HCTHHCKOT Kpyra x pacnopefuMoO Ha ojxpeheHH HauuH.

Heka ¢y K,, K,, K3, K, ma xoje 9eTdpd Da3qTHYHTE TayKe
ucTHHCKOr kpyra %. Cnojumo Ttauke K, u K, c jexue ctpaHe
2KopranoBoM KDHBOM KoOja uena (Tj. uamehy Tauaka K; u K,)
JIeXH Y YHYTPAWIWKLOCTH kk, a ¢ anre CTpaHE€ TaKBOM KPHBOM
KOja mesa Jniexu BaH kk. [lomro cy o6e oBe crmOjHe KPHBE, pagy-
Hajyhu # wHXOBe Kpajme Tauke K, u K,, HeNDeKHAHE, TO OHe
3ajeqHo 06pa3yjy 3aTBopeHy 2KopmanoBy KpHBY. JegHY OI KDH-
BHX, NOGHBEHMX Ha Taj HauWH, nosazehw opx Tasaka K, u K,,
yBek hemo o3HauaBaTH ca K,K,. llena 6pojua pasan, u3 Koje je
HCK/byueHa kpuBa K K,, pacmaga ce, npema no3satom Koppua-
HOBOM CTraBy, Ha ABa MOJpydja, HauMe pacmaja ce Ha yHYTpa-
IIHBOCT W CO/LALIBLOCT OBE kpuse K,K,. LlItro ce Tuze noJso-
XKaja Tadaka K, u K,, moryha cy cax asa cayuaja: IpBO, Tauke
Ks u K, uucy pasgsojeHe kpuBom K,K,, Tj. OHe wau 0Ge Jexe
y YHYTPaWlkOCTH Te KPHBE HAH 06e BaH me; IPYyro, Tauke Ky
u K, pasiiBojere cy kpuBoM K \K,, Tj. Ky JeXd y YHYTPaLHOCTH
kpuse K,K,, a K, Ban mwe, HIK 06pHYTO.
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Axo cnojumo Tauke K, H K, Ma Kako apykauje jeXHHM
nyTeM KOju Ce MPOCTHPE y YHYTPAIULOCTH kk W jeAHHM KOjH
Ce mpocTHpe BaH Kk, nako yBuhamo ma, WTO ce Thue MOJOXKaja
' Tavaka Ky n K, npema HOBOLOGHBEHO] 3aTBOpeHOj MKOPABHOBO]
kpuBoj K,K,, CHTyPHO HaCTyma HCTH CaAydaj ka0 Maja0¥ac.
YcrBapy, ako ce y3me NpBH CIyd9aj H aKo ce o6e Tauke K, H
K, Hala3e y YHYTPallhbOCTH KpuBe K K y CNOjuMO. Tauke K, ¥ K.
nytem W KOju JIEXH y YHYTPaWHOCTH kk. AKO GH O0Baj nyr
H3/1a3HO W3 YHYTDAIIIOCTH 3aTBOPeHe KpuBe K,K,, Mopao OH
Ce Haj3al y Ha/beM CBOM TOKY BPAaTHTH. Y OBY YHYTPammwOCT;
3aTO ce, CHrypHO, MOXe JAe0 OBor nyTa W, xoju Jexu BaH
kpuse K,K,, 3aMEHHTH NMYTEM KOjH JexH GAHSy AOTHIHOr KO-
mana xpuse K,K, u KOju ce 1eo MPOCTHPE KaKO y yHYTpallibo-
CTH kk, TaKO M y YHYTpammOCTH K,K,: Ha Taj HaguH ce KOGHBa
cnojuu nyt W#* usmehy Tavaka K; m K,, KOoju ce HCTO Tako
LeO NpoCTHPe W y YHYTPAWILOCTH kk M y yHyTpammwocTd K,K,.
O6pasyjemo au u3 gena kpuse K K, KOju Nexu y yHyTpawb0-
CTH kk u nena xpuse K K, KOJH JIeXH BaH kk HOBY 3aTBOPEHY
¥Kopnanosy xpusy K,K,, ouma je W* ounraemso. nyt Koju
pe3yje Tauke Ky u K, y yHyTpammOCTH OBe HOBe Kpupe K,K,,
He npecenajyhu je, 1j. Tauke Ky m K, Hehe Gutu pasnBojere
kpuBom K,K,. V3 Tora, npema O0xroBapajyhoj KOHCTPYKUHjH
H3BeJeHo] BaH kk, cnenyje ma tauxke K, W K, HuCy pa3zBojeHe
kpuBoM K ,K,. Moria 6HCMO 3aTO° y TpPBOM Caydajy OpocCTo
pehu: nmap Tavaka K, u K, Huje pas3aBojeH nmapom Tayaka K, K, .
OTyxa-enenyje ma ce u y APYroM caydajy Moxe npocto pehu:
nap tasaka Kg, K, pa3iBojeH :je mapom Tadaka K,, K,.

- WsBeguMo cax ma Koje o6pTame OKO Tauke M mpuw Kome
Tauke. Ky, Ky, Ky, K, npenase y tauke K, Ky, K¢y K, ¥Y3mMumo
y '0634p J1a jé 06pTalbE, IO nedHHHIN]M, HENPEKUIHA K ysa]aMHo
jemwosnauna Tpancdopmanuja 6pojHe paBHH KOja MpeBOAH 'raqu
KOje Cy Y+ YHYTPAWWOCTH kk y Tauke Koje ¢y y yﬂy-rpaum;o-
CTH kk, a Tduke-BaH kk Yy Tauxe Ban kk.- OTyna caenyje ma cy
naposu tauaxa Ki', K., Ky, K,/ pasiBojesn jenaH Ipyrum Hid
He, TpeéMa  ToMe [a JH napoau TayaKa K., K,, Kg; K, pasgsa:
Jajy jemau mpyra anu He, Tj. y3(1]a.MHLl donoxcaj apoBa Wauaka

Ky, Ky, Ky, Ky ocula]e Heupomerben upu upouaao.rbno.u odpuzamy
OKo h‘mlme«M.»( SR DI, R R TR
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¢ . Ha crudaii Hauu# HSBOXHMO' nf‘ﬁpyr‘e ’cfé’abhé'-xdjﬂ"’onro-
Bapa]y OCTAZUM TIOSHATEM -UHH-EHHLAME 'y - HOrIERy - yaa]aMﬂor
fipfioxaja naposa Tauyaka Ha nepmbeph]n 06nqnor 6p01ﬁ’0r prra.
Tn €T4BOBH Cy!: ~ T e AERE £ .
“"Ako ¢y Maure Ki, Ky paszzm)]ene maukana Kgy K'4, 6nhe H
fliatme Ks, K" paazzBoleHe Luatmajna K',, K,,. AKo cy mhyre K“
1(“4 pGSﬂBOJeHe maukama Ky, K5, 4 Mayke k.,, K, Lualmama K‘a,
KE, 6uhe u' @aske K;, K4 paé,zzaoleue LTzatmaMd Ks, K5.
Tume émo AOULIH 110 osor 'pesyarata: o

gt v

: i Taqtce UCTIUHCKOT npyra v. pacilopefere cy. aurgﬂuquo, mj.
é odsupom Ha ysa]aMHo paszBojawe laposa Wavaxa, oHe ¢y, pacio-
pehene uclio qmo u mavke QOUYHOT 6pojror kpyra. OBa] paciopes
ie UHBAPUJAHTIAH. Y ogznocy Ha _o0pmarsa ucwuucnor Kpyra.» QKo
gemupaM : . ‘ Y e S

‘ . ' o R
§ 6. Jenny nany BaXHY oco6nﬂy HCTHHCKOT xpyra % uspa’
3uhemo. 0BaKo: x

.

-Ma_3a roju Giap Madaxa ucluHckor kpyra «' Docloju ybex
flap Ma4aka Tor uciior "Kpyra * koju pds,asaj’a‘ Aailiu dap mauaxa.
. . Osuaunmo ca K, HEeKy CTaJHY ‘TauyKy HCTHHCKOT KPyra x;
Ma O KOjuM ApPyruM TPHMA. Taukama K;, K, Ky HCTHHCKOT Kpyra
» pehu hemo tama na je jeaHa ox mHX, K,, nexXu umehy -apy-
rux nBejy, K, u.K; WIH naK He JexXH. H3Mehy IbHX, IpeMa TOMe
Ia qu je nap K,, K, pa3iBojed mapoM Tayaka K,, K, umn Hnje
paszBojeH.- :

: [TpernocraBumo, ﬂacynpor l"OpH:EM TBp}jeH:y, Ja cy Tauke
K u K' nBe Tauke HCTHHCKOr KPYra KOje HUCY pasiBOjeHe HHjeX-
HHM [APOM TadaKa; TaZa H3 Halle MOCTaBKE CHT'YPHO clelyje H
Ja H3Mehy THX Tadaka He JexXHu HMjeZHa Tadka Kpyra x. [llame,
MOXEMO INpEeTNOCTaBHUTH Ja NOCTOjH TakBa Tauka K, Xa mnap
tagaka K,;, K’ 6yne pa3aBojen mapom Tavaka K, K ; Haume, y
CynpOTHOM Ciaydajy, 3amMucanhieMO y TOKy Ja/ber H3jlarama JIa
cy ynaore Tadaka K g K' pasmemeHne. 3aTHM, #3a6€PHMO HAa UCTHH-
CKOM KPYTy % GeCKOHauaH HH3 Tayaka R KOje KOHBEpPrupajy mpema
Taukd K M CnojMo Tauky K, ca K’ HEKOM KDHBOM KOja ce mpo-
CTHpe y YHYTPaWIHbOCTH kk W ApyroM KpPHBOM KOja ce mpOCTHpe
Ban kk. CacTaB/balmeM OBHX IBe]y KPUBHX NOGHBAMO 3aTBOpEHY
XKopnauoBy kpuBy K,K', xoja K, pasasaja ox K, nma crora
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MOpa pa3fpajaTH H OX GGCKOHaYHO MHOr0 TayaKa HH3a R KOH-
BsepredTHor npema K. Hexa je K, jeiHa OX 0BuX Tauaxka Hu3a
R. Tlowro Tauxa K, Aexu usmehy K, u K', a He Mpke Jexard
usmehy K u K', oHja tauka K, mopa jexatd H3Mehy K, u K.
Cnpjumo K caX, aHANOTHO NPeTXOXHOM, K, ca K' 3aTBopeHoM
JKopnanosom kpusoM K,K', mohn Hemo HCTO Tako IO Heke Tauke
Kg Hu3a R xoja nexu nwamehy Ko, u K ura. Ha oBaj Hauun hemo
HOGHTH Geckonainu nuz Mavara K, K,, Kg,..., ox rkojux csaka
Jexcu u3mehy HpelixofHe Mawke u K u Koje KOHBReprupajy Epe.ua
Hauku K.

HM3penumo cana jengHo o6prame OKO Tauke M npH KOMe Tauka
K npenasu y jenqny on Ttavaxa Ky, K,, Ky, ..., pellumMo y Tauky K;.
Ilpn oBoM o6pramy Tauka K' npenasu y Tauky K,'. [Towro,
npeMa Hawoj NpeTnocTasnW, Tauke K W K’ Hucy pasnBojene
HHjeIHHM NapoM Tadaka, Ouhe HCTH caydaj 4 ca mapoM Tayaka
K, K{. ¥cnex Tora ce Tauka K,' MOpa WI¥ NMOKIONATH ca K,_,
MM ca K;i, W4 Je)KaTd u3Mehy Tadaka K,_; u K;,,; y cBakom
" cnyuajy Tauka K nexu usmehy K,_, u K;,,, a 3aT0 u Gecko-
HauHM Hu3 Tavaka K,, K, K;, K,', K, K,,,... HMa CHTypHO
oco6m-1y lla CBaKa TayKa OBOI HH3a JexXHu H3mehy mperxoxue
Tauke H Tauke K. |

Can heMO noxasam Ia u tauke K, K., Kn, .:+ Mopajy
KOHBEPrUpaTH npema Tauku K. YCTBapu, ako 6 Tauke Ky', K/,
K'yyy«.. AMaZEe Ka0 MECTO B3rylbaBatha HEKY Tauky (), pasmu-

9HTy OA K, onna onabepuMO O HHX HEKy Tauky K/ [Towro
C€BE Tayke K’ t+ay K'ivgs K'ivqq,. .. nexe usMehy K/ u K, nocroju
yBek 3arBopena. Kopranosa KpHBa K/ K xoja pa3aBaja Tauxky
K, on tavaka K'i+y, K'iygs K'ig1ay.0r @ _OTylla H O Tauke Q,
Tj. Tauka Q mMopa sexatd usmehy K,/ u K. 360r pacrnopena Koju
Tauke K; Hma]y npema - TauyKaMa K, oxatie cneILYJe Aa Tauka Q
JeXH H nsmeljy CBHX Tadaxa K,, K5, Ky,... € jenne crpane u
Tauke. K ¢ gpyre crpaHe. [Ipema Towme, ,3aTBopeHa 2Kopnanosa

xpuBa QK, mopana Gu pasznpajatu cBe Tauke K, K;, K,,...

on Tauke K; alH TaJa Tauke Ki, Ky, Ky,... He 60 MO[/e KOH-
BeprupaT npema K, Kaxko 6u TO Tpe6ano ma Gyxe.
[Tocmarpajmo canm tauke Ky, K,, Kiy,... KOje KOHBepmpaJy

npemMa K u tayke K, K/, K';, xoje HCTO Tako, npema Beh
HOKa3aHOM, KOHBeprupajy npema K. [lomrTo HekuM oGpTameMm

OchoBu reomeTpuje o . 12
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ok0 M Tauka K npenasu 'y -K; H y-HCTO BpeMe Tauka K' mpe:
masu 'y K/, To 6 npema axcuomu III, MOpano. moCTOjaTH . TaKO
ofprame Koje 6 npeBoxuno-K u y ucTo BpeMe K' y-3ajeHUUKY
TauKy ‘KOHBepreHuuje K. A 0BO npomapequ ne(bnﬂnun]u o6p-
Tamwa. Ha Taj HaumH, ONMOBPraBameM Halle NPETIOCTABKE MOTIYHO
je JIOKa3aH CTaB MOCTaB/beH y MOYETKY OBOr. § 6.

§ 7. C o63upoM Ha mocTaBke YycBojeHe y § 6, cxsatuhemo
HCTHHCKH KDYT %, HCK/bydyjyhu Tauky K _, Kao ypeheHny muo-
XKUHY Tadaka y KaniopoBou CMUCTY: WaAQ 0BA MHOJNCUHG WAAKE
uma. pepnu Mull AUHEAPHOT h’:OHlllllHyy.Md

Jla GuHCMO TO HOKa3add, OAPEIMMO HajIpe Mpe6pojusy
MHOXHHY S Tauaka MCTHHCKOT KPyTa » YHj€ TauKe 3rylIHaBamba
ygHe ¢aM MCTHHCKH Kpyr . TakBa MHOXHHA S, no Kauiopyl,
AMa PeJHA THN CHCTEMa CBHX DallHOHATHHX 6pOjeBa y HHUXOBOM
' MPUPONHOM peny, Tj. Moryhe je Taukama CHCTeMA S IOXEIHTH
panuoHatHe 6pojeBe TaKO Ja OX TPH pauMoHanHa 6poja a, b, ¢
LOZLe/beHa. Ma KOjUM TpuMa Taukama A, B, C MHOXHHE S, OJ KOjHX
Tauka B nexu u3mehly A u C, ysex 6poj b mo cBojoj Bpezmo-
CTH Jiexku usMehy a H .

Heka je canm K ma kOja Tadxka HCTHHCKOT Kpyra » Koja He
npunafa cuctemMy S. Ako cy Taza A, B.rauke cacrema S, OHHma
hemo pehu nma A, B snexe Ha pasHHM CTPaHamMa HJIM Ha HCTOj
cTpaHd on K, nmpema TOMe Ja JH Tauka K Jexu u3Mehy Tauaka
"A u B uid He Jnexu usMehy mwHX, AKO npeHeceMo cana OBy
NOCTaBKY O TaukaMa CHCTeMa S Ha pallHOHaJHe 6pojeBe KOju Cy
THM TauKama Joje/beHH, nobuhemo nomohy rtauxe K oxpehenu
Jle e XHHI OB NPECEK y CUCTEMY PANHOHANHUX GPOjeBa: Tauxu
K nonenuhemo wupauwoHanHu 6poj medHHHCAaH OBHM IPECEKOM.

Ha HCTHHCKOM KPYry % HE MOTrY HOCTOjaTH ABE pa3iHduTe
trauke K ¥ K’ Kojuma 6H GHO INOXE/bEH HCTH HPAIHOHANHH 6pOj.
YcrBapd, aKO KOHCTPYHMILEMO 3aTBOPEHY 2KOpAaHOBY KpHBY
KK’ u ako je H Ma Koja TauKa MCTHHCKOT KpPyra » KOja JeXH
usmehy K ¥ K' u, cTora, y yHyTpamwmoCTH kpuse KK', oHIa,
nowTo je H Mecro sryumaBama Tayaka cdAcTeMa S, Mopa y

1) G. Cantor, ,Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre®,
Math, Ann. ki, 46, § 9; name sawbyyke TeKCTa ynopelWTd Hapounrto ca § 11.
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CHCTEMY S CHTYPHO NMOCTOjaTH TaKBA TauKa KOja JIeXH y YHYTpall-

mocTH KpuBe KK' H, crora, uamely Tauaka K w K. PaunoHaaHH
6poj a xoju MpHNaja Taukd A, yCTOB/bABa, Ha Taj Ha9HH, Pa3/iH-
YHTOCT npeceka NOOHBEHHX nomohy Tadaka K u K'.

‘ Hajsan hemo noxasatd ma, ¥ O6pHYTO, 3a CBaKM HpaIHO-
HanHW 6poj o MOCTOjW Tauka K Ha MCTHHCKOM Kpyry x Kojoj je
0Baj 6poj noxe/beH. Paay TOra y3MHMO JBa Hu3a: HH3 pacTyhux
6pojesa a,; a,, ag,... H HU3 Onanajyhux Gpojesa b,, b,, bg,-..
Ol KOJUX CBaKMu KOHBEPTHpa IMpemMa d. KOHCTpyWwHMO Tauke
Ay, A,, Ag,... u By, B,, By,... Koje onrosapajy oBum Gpo-
jeBaMa H 03Ha4uMO ca K Ma KOjy TauyKky 3ryiumwaBatha OBHX
Tadaka A, A,, Ag,..., 01H. By, By, By, .... Tajga tauxa K HyXHO
npunana 6pojy o, jep Kamx Md KOHCTPyHweMo 3atopeny 2Kop-
NaHOBY KpHBY A;B, yonuuTe, OHZA TaukKe A;,, A; g, Aj+gr:e-
U Biyy, Bi+ay Biygy..., 02 CTOra H TayKa 3rylltbaBamwba, JeXKe
y yayTpammocTa A;B;, Tj. uamehy Tasaka A, u B,. [Ipema Tome
npecexk npomsBeneH TaukoM K HHje HUKAKAB IpYTH 10 6ai OHaj
npecex koju oxpehyje 6poj «.

ITocmaTpamo JH Tauke Ha nepudepuju o6uyHOr GpPOjHOT
Kpyra MIOJTynpedHHKka 1 W akoO NOJAENHMO jeTHO] Of OBHX Ta4aka
3HaK +o00 W Tauky K, , OCTalHM TauKama CBe peaase Gpcjese
y HenpeKuJHOM HH3y, a OBHM OMNET OArosapajyhe Tauxe. HCTHH-
CKOT Kpyra x, mohm hemo 10 oBor pesyaraTa: @auke ucmuHCKOr
Kpyra mory ce y3ajamuo jefno3na4no dpecnuxailiu ca 3aAPICAHUM
cBOjuM pacilopegom wa Maukxe Hepughepuje o6udHOr OPOjHOr KpYra
Gonyiupeynurxa 1. ,

§ 8. Ha 6ucMO mOCTHI/IH LWDb HasHaueH y §4, ocraje Ham
jom JMa mOKaxeMO HeNpeKHAHOCT JOGHBEHOT MpPECAHKABama, Tj.
Ja MOKaXeMO HEeNPEeKHAHOCT HCTHHCKOr Kpyra %. Paiy Tora 3aMu-
CNHMO ‘TauKe HCTHHCKOT KpyTra % oipeheHe KOOpAHHATaMa X, y
6pojHe paBHH, a, C Apyre cTpaHe, Tauke OPOjHOr Kpyra mnoJy-
npedHdKa 1 JIyKoM f KOju noOJa3d OJ HeKe CTajlHe Tauke: Y
TOM Cayuajy Tpe6a ,uoxasa'm Ia Cy x, y Henpexuase (yHkmuje
on f.

‘ Hexa je 1, t,, ,... jeAaH cTanHO pacTyh) WIH CTa/IHO OMaja-
jyhu Hu3 xoju xoHBepripa mpema f*, a K,, K,, K;,... Hexka cy
TaqyKe' HCTHHCKOT KPyra » [0Je/beHe OBHM BPEIHOCTHMa Iiapa-
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| MeTpa, B Heka BpexHocT ¥ OAreBapa HeROj Tauku K* ‘Ha .
" Hexa je, mame, Q Tauka sryumaBama Tadaka K;, Ky, Kg;...:
AKO KOHCTPYHIIEMO YOMIITE HEKY 8aTBOpEHY X{0pIaHOBY KDHBY
" KiK* tauke Kiyq1, Kiye, Kitsy..., 8 OTYNa M HHXOBa TauKa
arymmaBama Q, MOpajy JexaTd y yHyTpammocTH K K¥ Tj. H
rayka Q nexHd u3Mmehy K; m K¥; mpema Tome BDEXHOCT napa-
meTpa f, KOja ojaromapa Tauku Q, Takohe ce MoOpa Ha/Ia3MTH
u3mehy £, u t*. OBa nocnenmha NPOTHBPEUYHOCT OTMAZa CaMO Kaj
ce Tauke Q W K* noxnanajy; TuMe je HenpekuAHOCT GyHKUMje
X, y 3aBHCHe OJ mapamMeTpa ! MOTIYHO MAOKa3aHa, a OTyXa Cie-
Iyje YHIBEHHNA KQjy CMO Yy § 4 NOCTaBH/IH Ka0 NPBH BaXXHH LHb
‘Hamer HCTPaXuBaiba, HaUME CTaB:

Hcluncky kpyr y. 6pojuoj paBHu ]e 3au130peua }Kopaanoaa
KpuBd. ‘
- § 9. Mu 3HaMO Ja CBe TauK€ HCTHHCKOT Kpyra x IpHma-
Iajy TauKama KoOje Jexe Ha kk; mnokasahemo Takohe ga oBe
nocjaefme TauKe CBE JEXKe Ha HCTHHCKOM xpyry %, TAKO na BaXH
0Baj. IUKPH CTaB: :

Hcuncku wpyr je ugenduwan ca Mayxama Ha kk; mauxe
‘koje Jnexce y ywylpawrsocliu w, y uciio Bpeme .cy i[Mauxe Koje
Jdedxce y yHympawrwoclu kk, a Wauke KOje Nedxce BaH %, y UcCHo
BpeMe cy Mauke koje aeixce Baw kk.

Ja 6HCMO YBHIEJH. TaUHOCT OBOT CTaBa, -MOKa3atieMo Hajmpe
Ja ce Tauka M, ,cpedmuTe“ HCTHHCKOT KpPyra %, MOXe CIIOJHTH
ca CBaKOM TaiKOM J y YHYTPalIHOCTH % HENPEKHIZHOM KDHBOM,
a Ja Cce NpPH TOME He npecede UCTHHCKH KPYT ™.

YcrBapH, noBynaMo kpo3 Tadky J Ma KOjy OGHUHY NpaBy
y 6pojHOj paBHM, TaxO3BaHy ,6pOjHy nmpaBy“, W Heka cy K, H
K, npse Tauke Te 6pOjHe mpaBe KOje Jiexe Ha %, DauyHaTO Ha
o6e crpane ox J. [Towro cy K, u K, Takohe Taake Ha kk, TO
oHe mory OuTH BesaHe ca M ca nmo jegHoMm KOpIaHOBOM KpH-
BoM MK, onH. MK,, xoje ce mene NPOCTHPY y YHYTPamIbOCTH
kk wu 3aTO, CHTYPHO, HE npecenajy HCTHHCKH KPyr x. Axo jexHa
-0 oBHX JKOpHaHOBHX KpuBMx npecenma koman K,K, npape,
peuumo, y Tadku B, To xoman MB kpuBe W koMan JB npase
06pasyjy 3ajefHO TPaXK€HM CNOjHH NMYT. Y CYNPOTHOM ecaydajy
MK, n MK, o6pa3y]y 3ajenno ca komagom K,K, npaBe 3aTBO-
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peny 2KopnauoBy kpuBy y. [lomrTo OBa KpHBa Y Lesa JexH y
yHyTpammwocTH Gpojsor kpyra £ (§ 1), To ce Tauka A, xoja
J€XK BaH GPOJjHOr Kpyra R, CHIYDHO HEe MOXe CIIOJHTH Ca jeJHOM
Ta4KOM y YHYTPAaLI}OCTH Y a Ja NpH ToMe He 6yJe npeceueHa
HH y jeXHO] Taukd KpuBa Y. KpuBa y cacToju ce caMO M3 Tayaka
y yHYTDPamIKOCTH kK, M3 Tauyaka Ha kk W K3 Tauaka y YHYyTpa-
wwbocTK x. [lomTo ce, mosnasehn w3 A, oBe nociaenmwe Tauke
Mory pmoctdhu camo npecenajyh# HCTHHCKH KPYr % y HeEKOj
TauKH KOja je y HCTO BpPeME TauKa KOja JIexu Ha kk, OoHza nesia
o6nacT KOja JieXKH y YHYTPalilbOCTH Y MOpa JexaTH Takohe y
YHYTpalWmbOCTH kk. 3aTO, ako cnojuMo Tauyky M ca J Hempe-
KHIHHM NYTEM KOjH Ce MPOCTHpPE Yy YHYTPaIWIOCTH Y, TO OBaj
NyT CHTYPHO He Npecela HCTHHCKH KPYr % H 3aTO HMa 3axTe-
BaHy OCOGHHY.

W3 Tora mpBo 3ak/byuyjemo Ha Tauxka M Jexu y yHyTpa-
WHOCTH %, Tj. Aa cpefuwille uCMUHCKOr KPyra Jnexeu y yuylpa-
wwocliu mwera. '

Jlajbe, MOIITO Ce CBaKa Tauyka HA kk -MOJXE CIOJjHTH ca
tTaakoM M 2KOpJaHOBOM KDHBOM, KOja, H3y3€B KpajhbHX Tauaka,
nena Jexy y yHyTPalmOCTH kk na, naxie, CHIypPHO He mpe-
cema x, TO CBaKa TayKa KOja JIeXH Ha kk MOpa JexaT WA HA %
HWIH Y YHYTPaWImbOCTH % AKO 6H mocrojana Tauka P Ha kk xoja
JeXH y YHYTPAIImOCTH %, OHJA Ce Tauka A KoOja JexH BaH &
He GM MOIVIA CIIOJMTH Ca TauKaMa KOje Ce Haiase y NPOM3BOJHHO]
6/IM3WHH Tauke P, a Ja NpH TOMEe He Oyhe MNpeCceueH HCTHHCKH
Kpyr %; HO, NOLITO CBaKa TaukKa HCTHHCKOT Kpyra npumaja no-
KPHBEHHM Taukama, TO Tauka P He 61 moria OHTH Ha kk; OBO
je mporuspeunocT. Jlaxae, CBe Tauke Ha kk y HCTO Bpeme Jewxe
Ha %, a TUME je rOopme TBpPheme HNOTHYHO JO0KAa3aHO.

§ 10. O6nux kk ox Tauaka nobuBen je y §2 w3 O6pojHOr
Kpyra k nomohy onpehedHe koscrpykumje. [lomro 6pojHd KpyT,
KaKO je moKa3aHo y §3, caipku HajMawe jeIHY TauKy Ha kky
a CBe OCTalle IEroBE Tauke JIEXKE WIH HA kK WM Y YHYTPaIlbho-
cte kk, a Tauke Ha kk, npema § 9, HHCY HUIETA APYTrO HO UCTHH-
CK# KPYI %, TO y FOPH:0j KOHCTPYKNHjH Yy HETO BpemMe HMaMo
CPEACTBO A2 KOHCTPYHINEMO H3 GPOJHOT KPYIa k HCTHHCKH KpyT
% KOju je 3aTBOpeHa JKopnranoBa Kpuea M KOju 0GyxBata GpOjHH
Kpyr k, nogupyjyhu ra cnesa; OBAE, KaO B y HapeZHHM HIa-
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ramuMa, pehn hemo ma XKopmaHoBa KpHBa, KOja CalpXu y YHY-
TPammwOCTH APyry JKOpHaHOBYy KPHBY M HMa ca BOM HajMame
jemny sajenHMUKy Tauky, AOAMPyje Ty APYyry cmoba, a HApYyra
NpBY W3HYTpa. ‘ ‘ ' '

Tlomohy HesHaTHe W3MeHe paHHjer MOCTYMKa, HaHMe MOMOKY
pasmene yJora xoje cy Ouje OpHOUCaHE TayKaMa KOje JexXe y
YHYTpPalbOCTH KPyra k ‘W BaH HEra, MOXKeMO H3 6pOjHOT Kpyra
k KOHCTpyHCaTH jow jelaH IpYyrH HCTHHCKHM KpyT; caj hiemo OHe
Tauke 6POjHE PaBHH KOje ceé N06HBa]y NPH Ma KAKBOM OGpTamy
OKO M OX Tauaka KOj€ JI€Xe Ha KPYI'y k WM BaH mera, Ha3BaTH
HoKpuBeHuM; HalPOTHB, CBE OCTal€ Tauyke HasBahemo weloxpuse-
num. AKO C& MaK HEeKa HeMOKPWBEHa TauKa MOXe CIIOjHTH ca
raukoM M 2KOopIanoBOM KpHBOM KOjd Ce CacTOjH M3 CBe CAMHX
HEMOKPHBEHHX Tayaka, pehn hemo 3a OBy Tauky 1a je y ywyiipa-
wrwocliu kkk. O Taukama Koje Cy TpaHHYHE y ONHOCYy Ha Te
tauke, pehu hemo nma nexe Ha kkk, a 3a cBe ocrase Tauke pehu
hemMo ma Jsexe BaH kkk. [Toxasahemo, 3aTuM, cn1uuHO Kao y §3
no §9, ga @mauxe na kkk o6pasyjy ucliuncku wkpyr oxo M koju
je samisopena Kopaanosa kpua, koju 06yxBalia cpeguwiie M u
fipociiupe ce y ynymipawwocliu 6pojuor kpyra k, Aoaupyjyhu ra
usznyiipa. )

§ 11. Cama ce moxe un3aGpaTH mecTo 6pojHOr Kpyra k
NpOH3BO/bHA 3aTBOpeHa 2KopJnaHoBa KpWBa 2 KOja JIEXH y YHY-
TPAIUHOCTH & U KOja y CBOjOj YHYTPAaLIIOCTH CaIPKK TaukKy M:
Opunmewyjyhu ucilly wowc@pykyujy Kao u pauuje, poGuhemo Maza
3a oBy KpuBy z jepan ojzpeﬁeuu ucmiuncku kpyr oo M rxoju wy
o6yxsaillla, koju je 3aliBopena JKopxanoBa KpuBa u Koju gozupyje
cloma 2, kao u jepan ogpehenu ucluncrku kpyr oxo M roju neixcu
y yuylipawmwocliu 2, xoju je Marxoke XKopaanosa 3alMBopena Kpusa
u Koju ROAupyje z usnyiipa.

[lpumeTumo jowr na ce cRakM TAKAB HCTHHCKH KDYT, KOH- .
crpyucad u3 XKopnaHoBe kpuBe 2z, MOXKe MPOH3BECTH W U3 6pOj- -
HOr Kpyra: Tpe6a OnaGpaTH oHaj OPOjHH KPYT KOjH JEXH Y
YHYTPalbOCTH JaTOT HCTUHCKOr Kpyra, AOAupyjyhH ra u3dyTpa,
OflH., KOJH OGyXBaTa Taj Kpyr, AOXMPyjyhHM ra cnosma; jep, ABa
HCTHHCKA KDYra, KOju cy 3aTBopeHe JKopmaHOBe* KpHBE H KOjH
I0xupyjy MCTH GPOjHH Kpyr, 6mi0 o6yxBarajyhu ra, 6uio na y
theMy LEJMH J€Xe, CHTYDHO 6H MODaJH MMaTH jeIHy 3ajeIHHUKY
_TayKy H 3aTO OW Ounu yonwTe melycOo6HO HIEHTHYHH.
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§ 12. Can moxemo 6e3 3HATHHX Temwkoha HOKa3aTH BaHY
qUbCHHIY, HAMMe Aa je cBaxku ucmuncku kpyr ca yexdipom y M
xoju 1po.asu Kpo3 Ma kojy mMauwky P wio nexcu y yuympamrob-
ciu «, uclio ka0 wy § 11 wroucilipyucanu uciuncku Kpyrosu,
3aiiBopena )Kopaanosa KpuBa Koja y yuympawwoclu cazpxcu
mauky M.

Jla 6HCMO OBO' JOKa3aJH, Y3MHUMO, C jerHe CcTpaHe, CBe
HCTHHCKE KPYroBe Ca IeHTPOM yLTaukd M KOju Cy 3aTBOpeHe
JKopnanose kpuBe M KOju HCK/bY4Yjy P: Ha30BHMO HX KDYyro-
BHMa ipBe BPCTe; a C APyre CTpaHe, Yy3MUMO CBE OHE HCTHHCKe
KpPyrose koju cy 3aTBopeHe 2KopHaHOBe xpuBe B KOjU P yKiby-
4yjy: BHX Ha30BUMO HCTHHCKHM KPYTOBHMa gpyre BpCTE.

3aMHCIHMO caJ Ja je u3 CBAaKor GPOjHOr Kpyra Ca cpezinm-
TeM M NpoM3BeIeH MCTHHCKH KPYI KOju 06yxsalla GPOjHH KpPYT
H YOUMMO TaJa OHC 6pOjHE KPYroBe M3 KOjUX NPOM3HJIa3€ HCTHH-
cKu Kpyroeu mpse Bpcre. OHIa MOTPaXHMO 3a OBe GpOjHE KpY-
roBe IrpaHHYHH KPYT g, Tj. HajMarbu ODOjHH KPYr KOjH CBE IbHX
cagpxu. CBd OpOjHH KDYrOBH KOjH Cy MamH OJ g, Aajy Taja
MCTHHCKE KDYT'OBE NpBe BPCTe. VICTHHCKM KPyr Y KOjH MpOM3H-
Jia3d B3 OpPOjHOr Kpyra g, MOpao G6H, aKO He ujae Kpo3 P, oBy
TAauyKy MCTO TaKO HCK/bY4YHBaTH. Jep ako 6u Tauka P nexana y
. YHYTpambOCTH Y, MOxe ce noByhH 3aTBopeHa XKopaanoBa KpHBa
KOja 64 mena Jexana y yHYTPallmOCTH Y M KOja 61 06yxBa-
Tala y ce6n Tauke' M W P, U O] OBE KPHBE MpPOM3BECTH UCTHH-
CKH KPYT KOju by o6yxsaTa. OBaj MCTHHCKH ~KPYT, NOIITO OH

CHTyDHO yJa3H y yHYTpammbocT 6pojHor kpyra g, Morao 6u ce
no6uTH noMohy O6pojHOr Kpyra KOjH je MambH OJ g; OH 6

MOpao, nakbe, 06yxBaTaTH Tauky P, wrto Huje moryhe. [lowrTo,
KaKO je MOMEHYTO, CBM MCTHHCKH KPYTOBH Ca IEHTPOM y TAuKH
M, xoja cy satopere JKopHaHOBe KpuBe, NpOU3uaase W u3 Gpoj-
HUX KPYroBa Ca LEHTPOM y M, TO je OUHIIELHO 12 je HCTHHCKH
KPYT KOjH NpOW3HNA3M W3 g TaKaB KDyl NPBe BPCTE KOju 06y-
XBaTa CBe JApyre HCTHHCKe KPYyrose NpBe. BpCTE.

3amuunbajyhs, ¢ fpyre cTpaHe, Ja u3 CBAKOT GPOJHOT Kpyra.
€a cpejumITeM y M NpOH3HIasH OHAaj HCTHHCKH KDY KOjH Taj
6pOjHH KpYr HMCK/bydyje, MOXKEMO Ha C/lM49aH HAyuH J(OKa3aTH
€r3uCTeHIHjy HCTHHCKOT Kpyra ;prre BpcTe KOj# je o6yxmahen
~ €BUM' JIPYIHM  HCTHHCKMM KDYFOBHMH ApYyre BpCTe.
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AkO maK HujeJaH OX HaheHHX IDAHHUHEX KPYroBa He GOu
npfmasno KpOS Tauky P, onja 6u ce moraa nosyhu J{opaanosa
upmaa y npcreHacTo] 06JacTH Koja Jiexkd H3Mehy mHX; noMohy
Haller MOCTYNKd CHTypHO GHCMO MOTVIH NOOGHTH HCTHHCKH KPyT
Koju 6u 6HO saTBOpeHa 2KopraHOBa KpHBa, aAH KOjH HC G GHO
HATH KpyT npBe BpCTe, HATH KPYr JApyre BpPCTE; OBO je HPOTHH«
PEYHOCT, a THME CMO JOKasaJu TBPhLeme MOCTAB/BEHO y IMO-
vetky § 12.

§ 13. ITowTo €MO y OPETXORHOM usna‘raﬁjf HaziLTH HajBaN-
HHje OCOGHHE HCTHHCKHX KDYfOBa ca cpexmiuteMm y M kbju npo-
Ja3e Kpo3 TauKe y YHyTpalithOCTH *, npehumo cand na uéilpa-
JacuBarbe rpyiié ceix gpelawa koja Opediply ucHuHcKU kpyr nYy
ce6u fipu o6pmawuma pauy oxo mawxe M.

Hexa cy, npema nanmaramuma y § 8, T49Ke HCTHHCKOL Kpyta
% NMpeciaHKaHe ¢a 0OY4yBaHUM CBOjHM DatrnOpenOM HA Tauke ! Hepu-
¢epuje 6pojHor Kpyra HoJAynpedHHKa 1; Tajma CBaKOM OOpTamy -
A Haile paBHH OKO Tauke M oproeapa ojpeheHa y3ajamHo jen-
HO3HauiHa W HenpexkuaHa TpachopManuja TddYaka f jeIMHHYHOT
Kkpyra y ce6e, momro Hpu o6pramy, npeMa § 5, pacnopes Tauaka
HAa HCTHHCKOM KDYTIy OCTajé HENnpOMemeH, a OTyJAa, ¢ 063upoM
Ha § 7, ocTaje HenpomeweH W pacnopej BpeIHOCTH nmapamerpa f.
OBa ce TpaHcOpmauuja MOXe NPETCTaBHTH (GOpMYJIOM 0OJHKa -

~ A (D),

rie je A(f) HenpekupHa ¢yHKIHja Koja npu pacryhem ¢ wiu
yBeK pacTe WM YBEK Onafa W Koja ce NpH nosehamy arpymes-
Ta 32 27 HCTO TaKO IIPOMEHH 3a H3HOC 2m.

Ouum ¢yHxuujama A (f), Koje omaiajy npu pactyhem apry-
MEHTy f, oxroBapajy TpaHcdopmauuje koje Memajy cmep 0GH-
_ JlaXKewa N0 HCTHHCKOM KPYTy, a mOwWTO, npema Hamoj ¢opmy-
MaUMjH nojMa KpeTawa, NDH KpeTaky TpeGa cmep OGmIaxmewa
Ia OCTaHe yBeK HCTH, TO caenyje Aa dynkumja A (f) Mopa yBek
pacTdH npH pactyhem aprymesry f.

§ 14. [laTajMo ce Hajmpe MoXe JH y OBO] IDYNH CBHX
o6prakka OKO Tadke M mOCTOjaTH TakBO OOpTame MNpPH KOMe
TayKa A HMCTHHCKOT Kpyra ocraje nenpomemeHa. Hexa je f=a
BPeXHOCT mapaMeTpa 3a TakBy Tauky A H HeKa ©Ba Tadyka
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OCTaj€ HEeMOKPeTHa MPH HEKOM O6pTamy A Koje je MpeTCTaBbeHO
dbopmyaom
' r=A(f).

Jlame, Heka je B Ma KOja Tauka HCTHHCKOT KPyra ca napamMeTpoM
t = b Koja npu 06GpPTamLY A Mema CBOj N0J0Xaj; NPETNOCTaBHMO,
HanpuMmep, Ia je b<{a y 4eMy HHje HHKAaKBO OTPaHHYeH:E.

- Kaxo Qynxumnja A (), Tako B 06pHyTa QyHkumja A~1(t),
TaKBe Cy BPCTe Za npH pactyhem aprymenty pactry. Ilomro je
A (a) = a, omaTiae peloM 3aKbYdyjeMO Ja Cy CBe BEJHYHHE KOje
Ce MOTy NpPETCTaBHTH CHUMOONHYKUM CTENEHHMa

A (6), AA(B) = A2 (b), A% (0),..., A~ (8), A~2(5), A=*(b)...
Mawe on a. Ho y cayuajy ma je A (b) > b, Benuuune
A (), A%(b), A% (b),...

 06pa3yjy HH3 CTanHO pacTyhux BpeaHocTH; ako je A (b) <b,
TO MCTO BaXXM 32 HU3 BeIHUYHMHA ‘

A=1(b), A=2(b), A (®), -

I/Is OBHX YMILEHHIA 3aK/bYuyjeMO Ja ce y NPBOM CaAydajy
HenocpelHa MOHaB/bala 06pTama A, NpHMemeHa Ha b, a y ApY-
roM cayuyajy cuMOGOMHuKM CTeneHu of A (b) ca HEeraTUBHEM KCIO-
HEeHTHMa, MOpajy NPHOAHXaBaTH TI'PaHHYHO] BPEJHOCTH g KOja
Jexu UIH u3Mehy a W b mam ce mnoknama ca a. Oxroeapa Jau
rpaHMYHH 6pOj g, penumo, Taukd G Ha HCTHHCKOM KDPYTy %, TO
NOTeHUHAje Of A Ca NO3HTHBHHM OJH. HEFATHBHEM EKCIOHEHTHMa
o6pa3yjy KpeTamwa NPH KOjUM Tauka B mpenasd Hajsaz y npo-
H3BObHY OJH3WHY Tauke (G, M y HCTO BpeMe TadkKe KQje ce
HaJla3e y NPOH3BO/bHO MaNOj OKOJIMHH Tauke (G oOcCTajy y npo-
H3BObHO Manoj okonwsu Tauxe G. [lpema axcuomu Ill, mopano
6u, HaKae, MOCTOjaTH KpeTame Koje mpesofu Tauiky By G u y
HCTO Bpeme Tauky G OCTaB/ba HENPOMEH-€HOM; OBO NPOTHBDEUH
-nojMy Kpetama: [Ipema Mo.me je obpiiamwe A, xoje ocliaspa Maiky
A Heiloxpelinon, nyacio TaxBo obpiiarme Koje cBe Tauke KPYra %
ociiasmwa HeloxpemHu M, mj. 3a oBaj kpyr je ugenfiuiliei. '

§ 15. s nedununuje HCTHHCKOT KPyra HenocCpexHo je ]aCﬂa
OBa YHIHLEHHIA:
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Tocloju WakBo obpiiamwe bno Mauke M roje fipeBoju Heky
{ipou3BomHO zzaluy Wayrwy O ucmunckor Kkpyra %y JApyry upoua-
BOJHO zzaluy mayky S Mor uchior kpyra.

§ 16. MsBewhemo cana ]om jenHo CBO]CTBO rpyne erTafba
'HCTHHCKOT Kpyra y ceobu.

Hexa cy O, S, T, Z TakBe UeTHDH Ta4Ke Ha HCTHHCKOM KPYTY
% Jla OHO O6pTame OKO Tauke M, momohy kora Tauka A npenasd
y S, tauky T kpehe y Z TaKo Ia je monoxaj rauxe Z jeHO3HaYHO -
ogpehen Taukama O, S, T. AKO He mewamo Honoxcaj Tauka O,
a xpehemo Tauke S u T nO HCTHHCKOM Kpyry, Mo he ce fpu
Hellperugnoj Gpomenu Tonodcaja Mavaxa S u T mewallly u Gonoxcdj
‘maure Z HelperuJHo. :

Jla 6ucMO OBO JOKa3aad, OJa6epuMO jeJaH 6eCKOHAUHH
B3 Tavaka S;, S,, Sy, ++ KOje KOHBEPTHpAjy NpeMa TAuKkH S H
jemaH GeckOHa49HH HH3 Tadaka Ty, T,, Ty,--- KOje KOHBeprupajy
npemMa T, O6prama oxo Tauke M, nomohy kojux Tauka O mpe-
gasu y Sy, S;, S;,+++, o3naunhemo ca A, A,, Ag,---, a Tauke
KOje MpOoM3WIa3e NpH OBHM oOprambuMa 48,, Ay, A;, .-+, u3 T,
omzd. Ty, Tg,-- 03HayuMO ca Z, OAH. Zy, Zg,+-+; Taga Tpeda
Ia NOKaxXeMo jaa tauke Z,, Z,, Zg, -+ KOHBEPrHpajy mpema TaukH
Z. Hexa je Tauka Z* Tauka 3ryumaBama Tauaka Z;, Z,, Zg,--+.
[Tpema axcuomu IIl, mocroju Tagza o6prame OKO Tauke M, nomohy
kora Tauka O npenasn y S u y.ucTo Bpeme Tauka T y Z*. A
THME ce€ [OKa3yje Ia je Tauxa Z* jeZHO3HauHO ojpehena u ca
TauKOM Z HMAEhTHYHa. ‘

§:17. ¥ §§ 14-16 ca3Hams cMO Ha rpyna CBHX OGpTamba
HCTHHCKOI Kpyra y ce6u #Ma OBa CBOjCTBa:

1. He nocroju nuxakBo o6pTame OKO Tauke M, OCHM HIEH-
THTETa, NPH KOMEe OH HEeKa Tauyka MCTHHCKOr Kpyra x ocTaia
He[OKPeTHa. '

2. Ako ¢y O u S ma Koje IBE NMPOH3BO/bHE Ta4yKe ‘HCTHH-
CKOT Kpyra %, CHFyPHO MNOCTOj4 O6GpTame OKO Tauke M Koje
npeBofH Tauky O y S.

3. Heka npu Hexom o6pramy OkO M, koje kpehe Tauky
O y S, ucrospemeno Ttayka 7 npenasd y Z; THMe Tauka Z jel-
HO3HauHO oxpehena nomohy O, S, T HeNnpeKHIHO MeHba CBOj
10J0Xaj Ha %, Kali Tadke S u 7 HempeKuIHO MEH)&_]y CBOj 1OJIO-
JKaj Ha .
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Ose TpH OCOGMHE nOTOYHO OApelyjy CTPYKTYpy rpyne
tpanchopmanuja A(f) Koje OArosapajy KpeTawHMa HCTHHCKOT
Kpyra y ce6u. Haume, nocrasuhemo oBaj cras:

T'pylia cBux kpeillawa ucliunckor kpyra » y cebu, Koja Cy
o6plawa oxo mauxe M, jecle xonoexapcku uzomopgua ca rpy-
dom o6uqnux o6piliawa jenuHu4HOr OPOfHOr Kpyra y €amom cefu
oko Mmaurke M. )

§ 18. Axo 3amMuCcIMMO OHO O0O6pTame OKO Tauke M Koje
npeBoHu Tauky O HCTHHCKOT KPyra x ca mapamerpoM 0 y Tauky
S ca BpexHowhy napamerpa S, NpPeTCTaB/beHO nomohy TpaHC-
¢dopmanuone dopmyne

t=A(, s),

npu uemy y3umaMo BpeiHocT Qpynxuuie A(f,0) = ¢, yBumehemo
Ha OCHOBY HaheHHX OcCO6WHA rpyne o6pTama Ha je QyHkumja
A (,s) jenno3nadHa ¥ HENpEeKHIHa 32 CBe BpPegHOCTH 06ejy mnpo-
MenbuBHX f u 5. Takohe caelyje, momro je s oapeheHO IO
BHLIECTPYKE BPeJHOCTH oX 2n nomohy nase oxrosapajyhe Bpex-
HOCTH f H ¢, na Qynxunja A (f,s), 1py KOHCTAHTHOM [ H pacTy-
heM s, cTanHO WAH pacTe WJIH OmMafa, ¥ MOWTO OHa 3a f=0 mpe-
7a3# y S, TO HACTYNa HYXHO NMpBW ciyudaj. [Ipema ToMme je

ABLH>A@O, 1), A0 )=t (t>0),
a mouro je ’
’ AQ2m,§) =2n+A(0,5) =2a+s
A(2%,2n)=4r.

[Ipema ToMe @Qynknuja -A(ff) (1) jenHe npoMes/bHBe ! uMa
ocobuHy Ja cralnHo pacTe of 0 no 4w, Kan arpymeHT f pacte
ox 0 no 2n. M3 oBe OKOJHOCTH OAMaX 3aK/bydyjeMmo:

" AKO je maT Ma KOju NO3WTMBHM G6poj t' < 2m, OHIa yBeK
NOCTOjH j€JaH W CaMO jeJaH NO3WTHBHH O6pOj f, Tako na je

A, ) =1,

TO clenyje

npu Tome je f< 1. BpegHocT mapamerpa ¢ JAaje HaM jeZHY TaKBY
TauKy HCTHHCKOr Kpyra, 1a Ce, NPH H3BECHOM OGpTamy OKO
Tauke M, Tauka f — O momepa y TauKy f, a HCTOBDEMEHO TaukKa
t'y Tauky f. ‘ -
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O3HAYHMO Call OHY BPENHOCT t 3a KOjy -je
o At t) =2x,
ca cp(—;—), BpeIqHOCT f 3a KOjYy je

. ! 1 .
A==},
9 ‘P(z)
ca <p(%),aspe1moc*rtéa KOjy je
1y
A(f,t)=({)(-2—z-),

‘ 1
ca ¢ (—|,...; Aabe, y3MHMO yommTe

B O )

rie a 3Hauu iteo 6poj U n ueo 6poj =1, u Kambe y3MHMO
p(0)=0, ¢(1)=2m. _

Tume je QyHKUH]a ¢ HENMPOTHBPEYHO Je(dHHHCAHA 32 CBE pald

OHaJHe BPEJHOCTH arpyMEHTa UYMjH jé HMEHHJAll HEKH CTemneH

on 2. ‘ » «

‘AKO je Tauka © NpPOHM3BO/bHH MNO3HTHBHH arpyment <1,

pa3BHjMO o y IHjaICKH pa3aoMaK OO6JHKa

2y % 2
_+_+_ oy,
2 22 25+

rae Cy 2, 2p, 23,... nadpe ox kojux je ceaxa 0 Wik 1. [Towro

6pojeBH HH3a

Zy 2y | 2 (Zx' 2 zs)

-1 — + =, —+ =+ —...

(9(2) <P(2 o) et )

_CHFyPDHO HHKaj He onajajy W cBH octajy < ¢ (1), To ce oHu
npu6aHMKaBajy HEKO] PaHHYHO] BPEXHOCTH; OBY HeMO O3HAYHTH
ca ¢ (o). Pynxuuja ¢ (o) 6uhe ¢dyHkuuja koja ca pacTyhum
apryMeHTom CTalHO pacTe; mokasaheMO . Za je OHAa H HempeKHIHa.
YcrBapH, akO OHAa Ha HEKOM MeCTy

q=ﬁ+ﬁ+ﬁ+...= L ﬁ=[‘a"+1
2 22 28 = 2" n=x 27

a, 2z, 2z, Zn
—_ = 2 _+ T —_—
(2" 2 +2z +2")

g =
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He O Oujla HENPEKHAHA, TO O6H 06e rpaHHYHe BPEAHOCTH

a a,+1
L = L -
n=w(P(2") " n=°°(P( on )

Mopaje OWTH pPa3JHUHTE jeAHAa OJ JApyre H, npema TOMEe OH
6ecKoHauHK HH3 TadaKa KOje OAroBapajy mnapaMeTpuma

tl=°"(%)" "“’(22) _°"(2’) "

MOpa0 KOHBEPrHpaTH NpeMa jeIHO] APYroj TaukH, panmqmoj
O Tauke KOjOj KOHBEpPrHpa 6ecxpa]1m HH3 Tayaka KoOje OJAro-
Bapajy napame'rpuma

a,+1 ' a, +1 ag +1
t=cp(’—2—), t—=<p(-"’2—2), t=cp(’2’ ),

, a,
Hcto obprame, npu KOMe Tadgka f == <p(§) npenasH y Tayky

a,+1 1
1= (p( on ), NpEBOJH HCTOBDEMEHO H TauKy t=cp(§> y

1 . 1 1 1
Tauky f = cp(2n_1); a nomTto 6pojeBH <p(—2——), <p(§>, cp(E)

CTaJHO Onajajy M 3aTO Tadke KkOje OJArOoBapajy OBHM NapaMe-
TPHMAa MOpPajy KOHBEDrHpaTH NpEmMa. HEeKO] Tauku A, oHja he,
¢ o63upom Ha axcuomy Il HA OCHOBY jeNHOT YecTO MpPHMEibH-
BaHOT HAYHHA 3aK/bYHHBawka H 006a rope MoMeHyTa GeCKOHaYHA
AHU33 TayaKa KOHBCPLHPATH IpeMa HCTO] TauKH.

[Towrro ¢Qysxumuja ¢ (o) cranHo pacte u Henpexnnﬂa ie,
oHa JONYIUTa Takohe jeIHOSHauHy W HENPEeKHZHY KHBEP3H]y.

O6prame 0KO TauKe M npH KOME. Tauxka f= 0 npenasu y

aqu t= tp( ), NPeBOJH HCTOBPEMEHO Taqu t= (—g;) y Tag-

2m - 2n
6poj. Iowro 33 N = 0o BPEIHOCTH (p(%) KOHBEPIHpajy - npema .

bm
2m

b ‘ ‘ R
Ky = q)(—- + —), rae ce noj b, noapasymMeBa Ma KOjH Heo

cp(cs)" a 6pojesg <p( + 2\) HCTOBPEMEHO KOHBEPTHPAjy npema
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bm iy . ‘ ; § L 5 . [
<p(—2— + a), T0, npema akcuomu lII, nocrom o6prame Koje nomepa

Tauky t=0-y t =@ (c) H HCTOBPEMCHO Taqu = (p(gm> y

afollz), v@)-r(Z ),

a mowTo je ¢ HenpexunHa Qyuxuuia, U3 TOra yOIWuTe 33 MPOm3-
BObHE MapaMeTpe T M ¢ Creayje

A (e (), 9(3)) = ¢ (r+0). | ‘
Tume je XOKasaHO Ja, aKO y TpaHCHOPMALHOHY (opmyry:
=A(t, s)

yBenemMo nomohy H3BecHe Yy3ajaMHO jeqHO3HauHe (yHKUH]e @
MecTO napamerapa f, t', s HOBe napaMerpe T, ¥, 6 3a Koje .je

t=0 (), t'=9() s=9(d),
OHZa ce o6pTame y HOBHM [apaMeTpPuMa H3paxkaBa (OpMyJaOM
v =rt+4o0.
OsBaj craB moka3yje na je TBphemwe .nocTaBbeno y § 17 Tauno.
Crasuhiemo jomwr Mecto napameTpa ¢ napamerap w = 2ns H
Taj NapaMeTap w HA3BATH YrJiOM WIH AYICUHOM JyKa u3Mehy
tagaka O (6 =0) u S (Tj. 6) Ha HCTHHCKOM KpYry %; oOpTame

npy xome Taika O (¢ = 0) npenasd y tauky S (7j. 0), Hasaahemo
o6pmarwen A[w] uc@iunckor wpyra % y cebu 3a yrao w.

§ 19. OBum nokasom craBa y § 17 3aBpumunu cmo HCTpa-
XuBawe OOGpTama HCTHHCKOr Kpyra x y ce6u. Ha ocHoy § 11
"u §12 ypuhamo pa y §13 go §18 npuMemeHH NOCTyNUH H
Jl0OKa3aHe UYHIEHWIE 3a HCTHHCKH KPYyr % Baxe Takohe 3a cBe
HCTHHCKE KPYrOB€ OKO M KOjH Jiexe y YHYTpPalUutbOCTH *%.

[Tpuhumo cama wucrpaxkuBawy rpyne tpanchopmanuja csux
Tauaka npy OGPTamHMa PaBHM OKO CTaJHe Tauke M M JOKaXKHMO
pexoM HapeJHe CTaBOBE:

Hera ce 3na 0 HexoM ucliunckom kpyry p oxo M ja je OH
saimBopena Mopaanosa xpusa y wujoj ynydipawmociiu aexcu Mayka
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M; Wapa xe Ooclioju, ocum ugenmulielia, HuKakBo o0piliawe PABHU
o0 M koje 6u cBaxy Ma4xy uCMUHCKOr Kpyra p. OCABUNO Heldo-
KpellHOM.

Ja 6ucMo OBO XOKa3ajH, 03HATHMO OGpTae OKO M, npu
KOME CBakKa TauKa Ha p OCTaje HenokpeTHa, ca M u mpernocra-
BHMO, iipBn, HacynpoT TBphewy, Na NMOCTO{H Ha p Heka Tauka A
y 4YHj0j MNpoH3BO/bHO] OJNH3MHM JIEXKE Tauke KOje Mewajy CBOj
nonoxaj npH Hekom ob6prawmy M. Onuwmmmo oxo A, wTO je
npema § 12 ceakako Moryhe, HCTHHCKH KPYyr o KOju 64 mpoJa-
340 KpO3 jeAHy npeMa M NpOMeH/bUBY TadKy U KOjH 6GH GHO
IOBO/bHO MajH, TaKO Ha OH, Ha OCHOBY TOpike npuMende, 3a
mera Baxuo cTaB y § 14. Hexa je B npeceuna Tauka OBOT Kpyra
ca p; Taja ce Kperame M UCTOLOGHO KapakTepulle Kao 06pTame
Kpyra a y ce6u npu Kome Tauka B OocTaje HenokpeTHa. AJH, NPH
jeiHOM TakBOM o06pTamy, ocrajy, npema § 14, cBe Tauke Ha «
HeMOKpeTHe, WTO HHje MOryhe; nmpema TOMe, HaIla Ce NPBa NMpet-
nOCTaBKa I0Ka3yje Kao HEeJOMyITeHa.

KoHcTpyHnumumo cag oko M cuctem aaTBopeHux KPHBHX KOMeE
6u mpunaza0 Kpyr ¢ W npy yemy 6 cBaka O OBUX HJH Cajp-
Xana yeny APYTY KpuBy, HIX OM 6MaIa NMOTOYHO CalpiKaHa ¥
TO] KpHBO], . TAKO Ha 6M KPO3 CBaKy TayKy 6pOjHe paBHH mpOJa-
3413 jeIH8 W CaMO jelHa KpHBAa TOT cucTeMa. [IPeTnOCTaBHMO
Tajfa, Apyro, HaCynpoT ropwem Tsphemwy, da je A jelHa. KpuBa
OBOI' CHCTEMA Y YHYTPaWHOCTH HAH BaH |, TAaKO Jia CBE Tadke
y NMPCTEHACTO] O6aacTH u3Mehy p M N, NpH CBaKOM OGpTamy M,
OCTajy HEeNOKPEeTHE, JOK Y NPOU3BOILHO] GJIM3MHK KPHBE A\ HOCTOje
TaKBe Ta4Ke KOje He OCTajy HelmoKpeTHe IPH CBAaKOM 06pTamy M.

Heka je A Tauka Ha X, y 44j0j ce 6/M3HHH, NPH OGPTarbHMA
M, Hanase nNOKpeTHe TauKe; OMHIIMMO Taa OKO A HCTHHCKH
KPYT o KOjH IPOJIa3H KpO3 jelHy OJ OBHX NMOKDETHHX TayaKa i
KOj4 je IOBO/LHO Mald TaKO Ja 3a era Baxu craB y §14.
[Tomro 0Baj Kpyr npd IZOBOJBHO] MaJE€HOCTH, CBAKAKO NPOJIA3H
KpO3 jellaH Jeo OpcTeHacre 06/JacTH KOja ce He kpehe npu Kpe-
TamuMa M, OHIa ce KpeTame M y HCTO BpeMe MOMKe KapakTe-
PHCaTH KaOo KpeTame KPyra a y ce6u, IpH KOMe GecKpajHO MHOTe
TAUKe Kpyra o ocrajy Henoxperse. 3aTo 6w, npema § 14, npu
o6pratbuMa M Mopaje CBe TauKe KPYra ¢ OCT4TH HAMOKDPETHE,
IITO NPOTHBPEYH HAWIO] NPETHOCTaBUd. Tume je NOKa3aHO 1a
npu o6pramuMa M cBe TAYKe PaBHH OCTajy HEMOKpeTHe.
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+§ 20. IlocraButiemo cag 0BO BaXHO TBpheme:

CBaxu ucmuncku kpyr je samiBopena JKopranosa RpuBa;
" cuctiem cBux ucmincrux Kpyropa OHUCAHUX OKO .Ma Koje maure
M uciiywapa 6e3 OpasHuna Hawy paBaw TAKO AA CBAKU UCHIUHCKL
xpyr ofiucan oxo Waurke M o6yxpailla cBaxu Apyru WakaB Kpyr
unu je wume obyxsahen. Ca obplamwa Al w] nawe paBHu oKo
maure M. uspaacasajy ce zupaucqbopmauuonuu gopmynama o6auka

X = f(x’y’w) y_g(x y,(.l)),
@y x,y u x',y' 03HaaBajy keopaunaile Madaxa y 6POjHOj paBHu, a
I, g jeanoanaune neiipexugne yunxyuje mMpujy ApoMeHBUBUX X, Y, ©.
Jame, 3a cedxy WMaury x,y pynryuje f, g, y doraegy arpymerinia
w, uMajy 6poj 2w 3a najmary cumyadiany Gepuogy, mj. cBAkA Ma4Ka
uciiunckor Kpyra xpog mauky (X,y) A0OuUBg. ce o jexaniyii u camo
lio jepaniym, axo ce Oyc@iu ga w Operna3u cse BpeaHociu oA O
a0 2x. Hajsaz, 3a caarawe jgBa o6pliawa 3a yriose w,w Badxcu
Gopmyna
Afw]A [0] = Ao+ w].

§ 21. Pagu IKOKa3a MOCTaB/bEHHX TBPHEHA Y3MHMO ONET
MCTHHCKM KDYT % OKO M, ucnuTuBaH 0pBo y §3 mo § 18, xoju
je satBopena 2KopjanoBa kpuBa M NOCMAaTpajMO OOpTame OBOT
HCTHHCKOr Kpyra » y cebn. [Ipema §18, ysemhemo yrao w
TaKO Ja, KajA jé Jara Heka BpeaHocT on w u3mehy O um 2w,
6yne jeaHO3HayHo ojgpeheHO jeAHO KpeTame HCTHHCKOT Kpyra x
y ce6u. [laxne, cpakoM 06pTamy HCTHHCKOT Kpyra x y CeGH
0JroBapa cam0 jefHO ojxpeheHo O6pTame paBHH OKO Tauke M,
nowTo, npema § 19, xag cy cBe Tauke Ha % HEMOKPETHe, yOmuiTe
€Be TauKe PaBHH OCTajy HemokperHe. OTyza crenyje xa cy QyHk-
nuje f W £, Koje yxnase y mocrasbene dopmyne y § 20 3a o6p-
‘Tatbe PaBHH OKO Tauke M, 3a cBe BPENHOCTH X, ¥, w jeJHO3HA4HE
GbyHukugsie, Koje, y norneny w, umajy nepuon 2m.

Joxaxumo cax na cy dyukuuje f u g HellpexugHe y OJHOCY
Ha X, y, . Paxn Tora Heka je O Ma koja Tauka Ha x; Heka je,
Ja/be, wy, Wy, Wg,... 6ECKOHAYHH HH3 BPEIHOCTH KOje KOHBep-
rupajy npema Hekoj oxapehexoj spemHoctd w, a Ty, T,, Tg,-..
feckOHayHH HH3 Tayaka Halle DaBHH KOje KOHBeprupajy npema
Ma kojoj TaskH 7. OHe Tauke Koje NMPH W3BOhemY 06pTama 3a
yrao w,, vz, Wg, ... NPon3uiase u3 O o3Haunhemo ca S, S,, Ss,..-
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a.TauKe KoQje npoH3nnaae W3 Tavaka T,, T,, Ty,... 0pH
00pTakHMd ®;, W, Wy,..; O3HAWKheMO ca Z,, Z,, Z;, ",
Hajsag, Hexka Tadke Kkoje npowsdnase 3 O u T ofpramem 32
yrao w, Oyay oauadede ca S u Z.. Tpe6a nokasard nHa Tayke
Zyy Z3y: &3y - .. KOHBEPTUPajy npema Z, .

lMowra Tauke Ty, Ty, Ty,... KOHBEPrupajy npema TaduKH
T, To ce Moxe oxpeauTH 2KopAanoBa qb6aact Gy uujoj yHy-
TpAIUKLOCTH JNexe cBe Tauxe M, T, Ty, T,, Ty,.... [Tpumenumo
Tafa Ha 0By JKopzaHOBY q6uacT OHO OGpTatbe OKO Tauke M
Koje Tauky O nomepa y S. Taxo us o6nactu G no6useny XKap-
naHoBy ofjact o3Hauyhemo ca H; OHa, CBaKaKO, CAZpXH TadKe
M u Z. Hajsax, KOHCTPYHIUKMO 3aTBOPEHY JKOpPAaHOBY KPHBY «
KOja cazpxu Leny o6nacT A y yRyTpamllmocTH, Tj. 0By o6uact
oGyXBaTa TaKO, JAa HHjeAHA HEHA Tauka He JeuH Ha H.

Iloxasahemo can na oA Tauaka Zy, Z,, Z,,... CBAaKaKo
camMO jenaH KoHadaH 6poj JexHd BaH KpuBe o. YCTBapH, ako 6d
fecKOHauHO MHOI'0 OJ THX TaHwaKa, Hamp. TAuKe Zyy Ziy Zysens
JIeKAJ0 BaH &, YOMNIITE MOIMJH GHCMO 3aMUCJIHTH Ja CY  Tauke
M u T, Besane HEKOM 2KopnaHoBoM KPHBOM Y, KOja ce mpocTipe
Y YHYTPalllmOCTH 06aacTd (, H TaJa H3BECTH ca Y, o6pTame
3a yrao w,. Taxo noctaja xpuBa cnaja TayKy M ca TAYKOM Z;,
H 3aTO 6H, CBaKaKO, MOpDaJa npecenaTd KPHBY o Yy HEKO] TaukH,
HalpEUMep y Tauykd B,; Hexa je A, Ta Tayka Ha Yy, KOja mpH
o6pramy 3a yrao w; mnpenasu y B,. [Jomrto Tauke A,, A,,
Ag,... oCrajy cBe y YHYTpallbOCTH O6JacTH (G, a CBe Tauke
B;, B,, Bg,... Ha KPHBO] 4, TO CHTYDPHO NOCTOjH TaKaB 6ecKo-
Ha9YHH HU3 MHAEKCa Ny, hg, hy, ... OPH KOjAM 6H Tauxe As, Ap,,
Ap,, - - . KOHBEDTHpaZe NpeMa TadKH A Koja JexH y.yHyTpail-
BOCTH 061acTd G WIM Ha IHEHO] TPaHHIM M y HCTO BpeMe Gu
TauKe B,,l, B,,z, Bpys -+ 'KOHBEPrHpase npema ’ Taqxn B Koja JICKH
Ha KDHBOj d. Ho mu 3namo Za Tauke Sy, S,, S,,,... KOHBEprH-
pa]y npema Tauky §; npema TOME, ¢ PO3dpom Ha akcuomy Il
Mopano Gu moctojaTd o6pTame OKO Tauke M koje kpehe Tauky
O y 'S u ucrospemeno A y Bj a To Huje wmoryhe, jep 6u npu
OBHM O6pTamHMa Mppana Tauka A npehu y TayKy y yHyTpail-
HOCTH 061acTH H. WIK: HA FeHY IPAHMIY; HANPOTHB, Tauka B je
Ha KPUBO] @ KOja - ueny oﬁnacr H taz:p}zm y caojol yHyTpam-
HOCTH. . : : .

OCHOBH reoMeTpHje o 13
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Ha Taj HauuH cMO yBHZEIH Ia CHCTEM Tadaka Z,, Z,, Zg,*+*
-MOpa 1e0 JexaTH y YBRyTpammocTd sHeke 2Kopaauose 06iacTu.
Heka je Z* Tauka srymmasama Tauaka Zy, Zy, Zg,-:-.
[Mowro Tauke S,, S,, Ss,: -+ KOHBEprupajy mpema Ttadxu.S, TO,
npema akcuomu IIl, mocroju o6prame OKO Tauke M npu xome

rauka O npenasd y Tauky S W MCTOBpeMeHO Tauka T y Tauky
Z*, Ammr nowTo 64, mpH OHOM O6GpTamy OKO Tauké M Koje mpe-

Boau O y S, mopana Tauka T npehu y tauky Z, 0, 360r mper-
XOIHO [OKa3aHe jeJHO3HAYHOCTH (YHKIMja f U g, HYKHO CrIe-
Iyje na je Z*¥*=1Z, tj. Tauke Z,, Z,, Zg,... 3rylimaBajy ce
€caMO Ha jeIHOM MecTy, HaWMe Ha MmecTy Z. Tume je JOKa3aHa
HenpeKHIHOCT QyHKIH]a f ¥ g Y OJHOCY Ha IPOMEHJ/bHBE X, ), ©.

CraBuMO caj y dyuxnuje f # ¢ MECTO x, y KOOpHHHATE
Ma KoOje Tauke P Hame paBHH KOja JIEXH y YHYTPAaIlbOCTH KpPYyra
% MIH BaH mera. Taxo mo6usene ¢dysknuje f(w), g(w) camo no-
jenHoj npOMeH/BHBO] w, HE MOT'Y HMAaTH NPOH3BO/LHO Maje CHMYJ-
TaHe nepuoze. Jep MOIUTO Cy OHe HempekHAHe (YHKIHje OX w,
6une 6M y OBOM Caydajy KOHCTaHTE; HO Taja GH, IPH CBHM
o6pTambMMa paBHH OKO Tayke M, Tauka P oOcTala HENOKpETHa,
IUTO NpOTHBpedd akCHOMH Il. HajMamH CHMyJITaHH nepuox OBHX

zsejy dynxumja f(w), g(w) Mopao 6u 3aro GuTH 06aHKa 2n .
» n

TIe je n Hexkd 1e0 mno3uTWBHA 6poj. M3 osora crenyje ma ce
106uBa HCTHHCKH [KDYT KOjH NMpOJa3s® KpO3 TauKy P ako ce y
bopmynama B
x=f(w), y=g()
2r
nyctd na,lpoMed/ouBa w npehe spexnocts ox 0 mo —. Osa
n
KPHBa j€ 3aTBOpeHa W Ge3 NBOJHMX Tadaka; OHa 3aTO NPETCTaB/ba
HCTHHCKH KPYyI' KOjH nposa3s Kpo3 P ca LEHTPOM Yy Taukd M.

2n
Axo canx paBaH O6pHeMO 3a yra0o ——, OHJa IIpH TOME CBe Tauke
n

OBOT HCTHHCKOT Kpyra, KOjH NpoJasd Kpo3 Tauky P, ocTajy Hemo-
KpeTHe H cTora 6u, npema § 19, cBe Tauke paBHH MOpaje OCTaTK
HEMOKPETHE; HO TauKe Ha HCTHHCKOM KPYI'y % OCTajy HEmoKpeTrHe
€aMO NpH OHOM O6pTamy kaX je n = 1. THMe CMO MOTMYHO XOKa-
3aqu cBa TBphewa crasa mocrasmenor y § 20.
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§ 22. Caza nako yBuhaMO H TaYHOCT OBHX UHHIHCHHIIA:

Arxo ma rxoje ABe Mauxe lpu kpellawy paBru ocliajy Heiio-
kpelline, onfa cBe Mauxke pasru oclajy Helokpelline, Wj. kpediare
je unentiuled.

CBara ce Wauxa paBHU yBeK Modce ipepecliu kpellaweMm
(@mj. Domohy zBa obpiawa) y cBaxy Apyry Mavky paBHu.

[Ippa aumeHHNa HenocpexHo ciaexyje w3 crasa y §20;
Apyra YHIEHHIA Ce€ JO06HBa aKO CE€ OKO CBaKe Tadyke Omuiue
HCTHHCKH KPYTI KOjH MNpOJa3H KpO3 ApYry Taqu, npu TOME ce
OBH KpYrOBH HYXHO Mmopajy cehu.

§ 23. Ham HajBaxHMjH JAa/bH UMb cacToju ce y ToMe ja
ce yBege iWojam ucMuucke iipase- y Hauy reOMempujy u passujy
ocobuHe oBOr TOjMa HeolxOAHe 3a usrpahuBare reomefipufe.

Panu Tora ycraHoBuMO Hajnpe HapeaHe Ha3use. Axo cy A, B
u A', B 1Ba TakBa mapa CTMKA Ta4aKa Ja Ce NPH HEKOM Kpe-
Takby MOXe rnpeBecT Tadka A y A’ H ucrospemeno B y B,
onma hemo pehu: (ucmuncka) gyxc AB je wourpyeniina (y 3na-
yuma = ) (ucmuncrkoj) ayxcu A'B'. Jlame, gBa ucliuHcka Kpyra
HasBaheMO kOHrpyenliHuM aKO IOCTOJH KpeTame KOje' MpeBOJH
cpeaumTe jeIHOr KPyra y CpPeIuIuTe APYrora # HCTOBPEMEHO
BHX CaMe NPeBOAH jeflaH y JAPYrH.

[Mox doayo6pmiom H oxko Ttauke M pasymelieMo o6prame
3a yrao m, Tj. O6pTame KOje joll jeAHOM H3BEJEHO Jaje HieH-
tHTeT. AKO Ccy A, B, C TakBe TpH Tauke za A Opd jegHOM
noayobpry oxo B mpenasu 'y C M HCTOBPEMEHO Takohe ‘ npH
oBoM moayo6pry mpenasd C y A, OHJa hemMO Ha3BaTH Tauky B
cpenunom ayacu AC.

Hyx AC uasBahiemMO Behom HIH MawOM OX nyxu AB,
npeMa TOME Ja JM Tauka C JeXH Y YHYTPAaullbOCTH HJIH  BaH
HCTHHCKOT KDyra KOjH je OmmcaH OKO Tauke A, a MpoJa3H Kpo3
tauKy B. Jla 6ucMO Ha ciM4aH Ha9MH Je(QHUHHCAIH MOJMOBE , Mathe
H ,Behe“ 3a MPOW3BO/LHE MYXKH M NPOM3BObHE KPYrose, Tpeba
‘H3BECTH KpeTama NOMOhy KOJMX MOUETHE TauKe AYXH OXH. Cpe-
AMmTa KPyrosa Majajy y HCTy Tauky. ,

§ 24. Hcrnncka pyx AC HMa HajBuIle jeny CPEAHHY; aKO
6u, Haume, 33 AyX AC mocrojane JABe CPeAUHE M aKO O3HAYMMO
MOJNyoOpTaka OKO OBHX CpefuHa ca H, u H,, onxa Gu clOXKeHa
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cyncruryuuja H, Hy ' npercraBikaja KpeTame  Koje 6: CBaKy OX
Tadaka A B C OCTaBbYIO HEMOKPETHOM; MPEMA TOME Ha CHOBH
§22 noGHBaMO, osuaqaaajyhn HD;GHTHTET cumﬁonnqxu cal, ga Je

Ht Hz = 1 TJ H1

Ha Taj Haqﬂﬂ ce H came CPeNUHE HOKJIanajy, Hqceéno, op;aane
npoHCTHYE Ba/bH CTaB:

~ Ako ¢y nBe Ayxu mely cobom. xourpyeﬂrﬂe, QHIa CYy M
HHUXOBE NO/JIOBHHE KOHTDYEHTHE.

§ 25. 3a name Hu3BOheme MOTPeGaH HAM je 0B3) nomohuu CTaB:

Heka Tauke A, A,, Ag,,.. KOHBeprapajy npema Tauku A,
a Tauke M., M,, M;,... npema Tauku M; aKo Taja yommre npH
usBohemy nojyo6pTa OKO Tauke M, Tadka A; npeiasd y B,
onma he HCTO, TaK0 KOHBeprupatd Tauxe Bi, By, By,... H TO
npema OHOj Tauky B KOja MPOH3HIA3H W3 Taqxe A nonyo6prom
0KO Tauke M. i o

[lpe crera ymex ce MOXKe Hahu )KOpJ.‘[aHOBﬂ obaact y qu]oj
Ce YHYTPallKOCTH Ha/Na3H CHCTeM Tauaka B, By, By, ... . ¥ T0
€€ MOXEMO YBEDHTH HCTHM NOCTYNOKOM KOju ¢mo y § 21 npu-
MEHHJIH Ha CHCTeM Tadaka Z,, Z,, Zg,....

OsHaumMo cam ca B* TauKy 3rywmasama Tauaka B,, B,,
B,,.... Tana, Ha ocHOBY akcuome III, MOpa MNOCTOjaTH TaKBO
errau.e Koje npesonu Tayke A, M, B¥ y rauke B¥ M, A, Ti.
Tauke B* npousuiasd u3 A noayo6pPTOM OKO Tauke M. A moimuro
' ¥ B npousnnash u3 A nonyo6pToM OKO Tauke M, TO ciaexyje
la je B* = B, TO je H Tpe6ano M0Ka3aTH.

§26. Hera je M cpeguna nexe gyxcu AB; Waga - hemo Hoxa-
3aliu aa csaka ayx AC Koja je Mawa oR AB arohe uma

cpeuny N.
' Jla 6MCMO TO AOKa3anH NOBYHMMO Ma KOjy HeNpeKHTHY
2KopAaHOBY KPHBY Y On Tauke A 1O M H mOTpaXKHMO 3a CBaKy
Tauky M’ OBe KpHBe Tauky B’ Tako Za M' Gyne cpeiuHa LyMHH
AB'; Taga je MecTO Tauaka B’, wTO ce MOXKe 3aK/bYUMTH H3
noMOKHOr CTaBa /OKa3aHOr y § 25, uenpexugHa kpusa y'. Osa
KDHBa Y’ CHTYDHO I0/1a34 y Tauky A Kaj Tauyka M’ Ha KPHBOj Y
nona3y y tadky A. ¥ Apyrom nak caydajy npeTrnocraBaMo Aa
je My, My, M,,... GECKOHaYaH HW3 TauaKka Ha KPHBOj Yy Koje
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KOHBeprupajy npema A u 1a cy B,, B;, B,,... oxarosapajyhe
TauKe HA KPHBOj Y'. Ako 6H CaZza H®3 Tagaka B,, B;, Bs,...
HMMd0 TadKy 3TylltkhaBaiha A* DasnuuUHTy o A, 43 TOra OGHCMO
3aK/BY9YHIH Ia NMOCTOJH KpEeTame KOje uaBecHe Tauke Koje ce
Ha/iade y NpOH3BOBLHO] O/NM3HHH TauKe A OCTaB/ba y NMPOH3BO/b-
HOj G/JIM3HHH Te TauKe A M y MCTO Bpeme AoBOAM Tauky A y
npou3Bo/bHy 6au3uHy Tauke A*. Taga 6Gu, maxne, Ha OCHOBY
akcuome III; Tauka A mnpu H3BECHOM KpeTalmy MoOpalia OCTaTH
HEMOKPETHOM M Yy HcTO Bpeme mnpehum y Tauky A%, wro je
Hemoryhe. _

[Towro je, npemMa Hamoj npernoctasuu, Ay} AC Mawa of
AB, TO HCTHHCKH KPyr KOjH je OmMcan oOKo Tadke A H KOju
nponasu kpo3 Tauky C MoOpa npeceumaTH y Hexoj tauku B’ Henpe-
KHIHY KpPHBY Y’ KOja Besyje Tauky A ca B. Tauka M' xoja oxro-
Bapa TOj TauyKH Ha KPHBOj Y jecTe cpelHHA HCTHHCKe AYyXH AB/,
a nomro je AC=AB’, To ce nogecium O6prameM OKO Tadke A
moxce K3 Tauke M’ po6utH Tpaxena cpexuna N npyxu AC.

[Tomto nyx AC nonyo6proM OkO ¢Boje cpemuHe N npe-
na3u y nyx CA, TO u3 rope NOKasaHOI CTaBa cienyje:

HOyx AC yBexk je KOHrpyentHa ayxu CA — moi mnper-
nocraBkoM Ja je -xyx AC Mawma on oznpehene nyxm AB on
KOje CMO MOIJIH Yy no4yeTky oBor § 26.

Hcrospemeno yBuhamo na, ako rauxe C,, C,, Cg,... KOH-
_BEprupajy mpeMa Taukd A, yBek u cpexune N;, N, N;,... Zay-
xu AC;, AC,, ACy,... KOHBEPrupajy npemMa HCTO] TaukH A.

§ 27. 3a Hama Jaba pa3BHjaba NOTPEGHH Cy HaM HEKH
CTaBOBH O HCTHHCKHM KDYrOBHMa KOj4 C€ HOXMPY)y, W TO mpe
cBera je HeONXOXHO JZa ce KOHCHIpyuwy JABA Mehy COOOM KOH-
rpyenlina kpyra koju ce AOAUPY[y cUOKA Y jeAHOj 1 CAMO jexHO
miayru.

Pa,lm TOI'a o,u,a6epuM0 TaKO MANM KPYyr %’ a Yy 1EroBoj
yHYTPAlI-OCTH HE JI€XH HHjeJHAa AyX KOja Ou 6una KOHI'DyeH-
THa ojpeljeHoj nyxu AB y3eroj 3a ocHoBy y §26; craB y §11
nokasyje Aa je oBo CHl‘ypHO Moryhe, momTo ce HHAa4Y€ Tauke A
W B MOry HCTOBPEMeHO NPOH3BOLHO MPHOMHIKABATH Taaxu M.
3aTuM, HeKa je % KPyr KOjH JIEXH y YHYTPAallIbOCTH %', a OKO
HCTOr CpexumiTa Kao %'. Y3MHUMO can Ma Koje ABé ratke na
KPYyry ¥ ONMUIMMO OKO HHX Mehy €O60M KOHrpyeHTHE Kpyrose
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o ¥ B Tako Maje Ja Ma KOje JABe TauKe Ha % Koje Jaexe y yHy-
TPalIbOCTA «, HAKAaJ He MOIy OHTH pa3iBOjeHe Ma Of KOJHX
IBEjy Tadaka Ha % KOje JeXe Yy YHYTPalWkhOoCTH §, y CMHCHY
pacopeZa Tadaka Ha x. OCHM TOra OBH KPyrosu a H § MOpajy
GUTH TaKO MaJld Aa L(eJNH JeXe Y YHYTpammbocTd x'. Taga y3MEMO
TayKy P’ K0ja JiexR y YHYTPallthOCTH « H BaH %, H Tauky R

N

'KOja JIEXH Y YHYTPAIULOCTH § H y YHYTPAIIHOCTH %, H ONH-
mwHAMO OKO P’ H R’ mely co60M KOHIpYyeHTHe KpDyroee n' u p’
Koju 6H MOpand GHTH TaKO MalH Aa KPYr =’ LEO JEXH Y YHY-
TPAIIKOCTH o M BaH %, a Ja, Dabe, KPYT p' Leo Jexu y yHy-
TPAlUIbOCTH § H Yy YHYyTpPammwOCTH x. - i3Bequmo cax ob6prame
OKO CPeJHIlTa Kpyra o mpd KomMe OH KpPyr =’ mpeumiao y Kpyr
n"” KOjH cno/ba HOJHpYje KPYyr x: NOAHPHE Tauke 06pa3yjy
cucreM Tadaka KOju hemo o3nauutd ca S. Jlabe, u3BEJHMO TaKBO
~ o6pTambe OKO CPeIMIuTa Kpyra B, Npu KOMe 64 KpPyr p’ Mpeuao
y KPyr p KOjH KPYyr x moaupyje HsuyTtpa. OBe Tauke HOXHpa
0o6pa3yjy CHCTeM Tauaka koju hemo o3razuTd ca T.
[lowro ycnen Hamwer w3Gopa Kpyroea a, 3, HUjemaH map
Tayaka cdcTeMa S HHjé pa3jBojeH mapoM Tadaka cuctema T, TO
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je carypHo moryhe OGpTameM paBHM OKO CpeAmwTa Kpyra *.
TaKO HOBECTH A0 MNOKJAanamwa jelHYy OJ KpPajibHX Tayaka CHCTEMA
S KOjH JeXu HAa % ca Je[HOM KpajibOM TadKoM cuctema T KOJH
JieXXH Ha % a Jla OCTaje Tauke S Mpejase y Tayke KOje cy moT-
NyHO pasnddure 04 Tadaka cuctema 7. [lpu osom o6pramy
Jocnesa Kpyr = y HOLMp Ca KPYrOM p Ha Ta] Ha4ydH wWTO j€
Tauka C, y KOjOj je moknanawe, jeflAHA TauKa n0nupa, O3HATUMO
Kpyr =" y 1eroBOM HOBOM MOJIOXajy Ca %, a CpeAMTa KPyrosa
mdpcaPuR _

Cap hemo pmoxasard Ja je XOXMPHAa Tauka C HYXHO Cpe-
JuHa uamehy o6a cpepumita P u R. YcTBapu, ¢ 063upom Ha u360p
Kpyra %, Ayx PR wmopa GuTy Mawa 01 oxpehene nyxu AB u
3aT0, npema §26, CHrypHO UMa CPeIHHY; HeKa Ta cpeiuHa 6yne
Tauka C* Tapna cakd 0f 06a Kpyra m, p noJlyo6pTOM OKO Tadke
C* npenasu y Apyru, a 3aTO 43 CBaKe Tadyke jeZHOr Kpyra mno-
craje Tayka.zapyror kpyra. [TomTo je Tauka C 3ajeguduka Tauka
3a 06a Kpyra m H p, TO OHa MOpa, OPH jeIHOM TaKBOM MOJY-
06pTy, Takohe mnpehw y jemHy 3ajemBHHMuUKy TauKy Kpyrosa
% W p; OHa MOpa, 3aTO, OCTaTH HEMOKPETHa NPH OBOM MOAYyOGDTY
M CaMHM THM NOKJIONHTH Ceé ca TaukoM C* OKO Koje je H3Be-
JEeHO o6pTame. ‘

W3 manouac ILOKa3'aHOI‘ CTaBa HCTOBPEMEHO Ca3HajeMO OBE
UHIbEHHLE:

H3 wpyra n, Goayo6pmom oxo Hauke C A x, Gpousunasu
upyr p woju cliomwa gogupyje = y Mauxu C; ocum p He docioju
HUjefan JApyru Kpyr Koju je ca ™ HOHIPyeHIlan u koju ra clioma
Aoxupyje y Wauku C u camo y 0BOj Maurit.

§ 28, Jlasbe BaxH CTaB: '

Ao kpyr w 06y;;éama M ®Oju Kpyr \ u ZOAUpyje ra, OHZAQ
Cce OBGj AOAUp JewaBa Camo y jeanoj dauki.

Jla 6HClM0.TO JOKAa3aJ¥ MNPETNOoCTaBUMO Ja ¢y Q H Q"mae
pasnmyMTe AOXMPHE Tauke KPyrosa 1 H m. K3BeIMMO Tama mony-
0o6pT OKO Tauke Q'; mpu OBOM MOJAYOGDPTY KPYr m Npenasd y
Kpyr ©' KOjd JOIZHpYje 7 CaMO y Taukd (Y, a KPYT i Mpenasd y
Kpy V' KOju JIeXH y YHYTPAalUHOCTH 7' H 3aTO, CATYDHO, II€0
JeXH BaH m, AOAHPYjyhu 064 kpyra m W 7' caMO y Tauku Q..

"



200 - Honatak 1V

Axo u3BenEeMO €af OHO OGPTAHe OKO CPeNuUTa- RPyra m, MpH
KoMe Tauka Q npenasm y @', 10 he 3 kpyra i npousuhu Kpyr
KOjH he 1eo sexkaTd ¥ yHYTPati0--
CTH 7, 4 3aTO, CBAKAKO, BaW v, A0«
Aupyjyhn oBaj caMo y Tadku Q'
Ha Taj nauud po6usaMo jABa Kpyra.
Lt M " Of KOJHX CBakH JOJHPYjé
Clo/ba tUME KOHIPYEHTHH Kpyr v
y Taukd Q" 4 TO ¢aM0 y OBO) Tau~’
KH, IITO TIPOTHBpEYH cTaBy ¥.§ 27.

Uumenntte, nahend y § 27 -
§ 28, paxe W Taxa Kalid MecTd Kpy-
roBa ft u p y3MeMO Mime KPyrose.

€ 29. Heka je P cpezmm're Rpyra s kKoHcrpywcador y § 27,
Q@ Tawka Ha X, M, H4j3an, Heka je O NPOH3BOMBLHA TAUKA. Y TOM
ciyqajy MOKeMO, KopucTehu ce npumenSom Ha kpaly §26 u
ocnaisbjyhu ce, ka0 y § 27, Ha craB y § 20, 3amucautH Tauky E
y TakBOj GaMsmuu npema O Ja y YHyTpamtsOCTH Kpyra . KOju
j& onucaH OKO cpexune M fyxu OFE M ROju NHPOJA3M ~ KPO3
tauke O u E, He nOCTOjW HHjexHd Xy KOHrpyenTHa ca’ PQ u
Ja HCTO BaXkM 3a CBaKy TayKy E' W ojarosapajyhu xpyr vy aKo-
E' newn jomr Gamxke tadaku O Hero E.

Taza Baxxu craB:

Kpyr 1 (oan. V) olucan oxo cpeaune M (ozn. M') ayicu OFE
(oan. OE'), koju Bponasu kpos Mauxy O, OodyHo je o6yxsafieN
kpyrom ca cpeguwiies y Wauyku O koju dponasu xpo3 mauky E
(O,ZIH E') u nogupnyim je wume camo y mauxu E (ozn. E')

Pagn 10ka3a KOHCTPyMIIMMO Hajnpe OKO Tauke O TakaB
KpPYr w KOjH KPYyr  oGyxBaTa- H HCTOBpeMeHO xponupyje. OBaj
KpPYyr © MOpa OHTH MamM OX Kpyra =, jep 6H y CynpoTHOM
caydajy KpyT, onscan oko tauke O ¥ KOHFpyCHTaH ca «, YyJa-
340 y YHYTDalmOCT Kpyra i, a Tafa 64 Mopana nOCTOjaTH y

1) OnabepuMo kpyr @ ¢ uentpoM y O y KOME He AeXH HHjeqHA Ry
koHrpyentHa ca PQ; v osnaummo ca E jenny tauky Ha py6y TakBor Kpyra
oko O 4uje YHYTpalilbe W UpaHWuHe Tayke onpeYyjy cA O Ryx uH)a CpeRHHA
M’ nexw y a; Kpyr oko M’ xpos O xourpyentan j& ouoMe oxko O xpo3 M’;
OH 34TO He CaAPXH HHJeNHY Ay KOHrpyeHTHy ca PQ. ‘
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YHYTPalI®BOCTH KPyra t 1y KOHIDYeHTHA ca P(Q, mTo je HeMmo-
ryhe. Ilpema poxasanom craBy y §28, oBaj kpyr w MOXe
HMaTH Ca 1 CaMO JeIHY HNOAHPHY TauKy; Heka je Ta Tauka E,.
Axko 6 Tauka E, GunA paspugnta O

tagke E, Morno 6M ce H3BECTH TaKBO

o6pTame OKO Tauke M NpPH KOMe OH K
tTayka E, nocmena y O; npu OBOM 06p-

Taly AOcnena 64 Taga tauka O 'y HEKy

tauky E, Kpyra 1 Koja 64 Mopana GHTH

pasinunta ox rauke E,. [TowTo je myx

OE, xourpyentHa ayxu E,O, na crora

H nyxu OE,, tauka E, 64 MOpana GUTH v

HCTO TaKO TAYKa KPYra &j; OBO NPOTMBPEUH OKOJHOCTH sa Gu
Tpe6ano 1@ Tauka E; Oyle jenuHa sajelHMdKa TadKd KpYrosa
W M 1; faKie, Kpyr o nposasy kpo3 Tauxky E, a THMe je Hame
THpHeme AOKkasaHo.

§30. Y3MHMO 34 OCHOBY HADEOHMX H3Maratba Ayx OF
KOHCTPYHCaHY y §29 # fofeiumo Tauxama O m E 6pojue
spennocts 0 m 1; tdnd kOHCYpyHIIHMO Cperudy Ayxd OF u
AONENAMO OBO] tpeauuit 6pOjHy BPEIHOTT /,, Halbe HOXETUMO’
cpenntama ayxu (0,%),) & (*/,, 1) Bpexnoctut 1/, u 3/, u 3aram
cpemeaMa le)K“ (0 1/4): (1/;” 1/1): (1/2: 8/4)’ (’/4’ 1) BpEAHOCTH
e, 8, 5/, /s, H Tako X#be. Jlajbe, H3BEAUMO Ca LEJIOM LY XU
o, 1) foAyo8pPT OKO Tadke O W LOLENHMO yoimiure OHOj TauKu,
KOja npOH3u/iasuH U3 Tauke Koja oaronsapa 6pojy a, OpOjHy Bpen-
HOCT - d; sdTHM, H3BEAHUMO no.nyo6p'r OKO Tauke 1 # JAOIEeIHMO
yOane OHOj 'T44KH, KOjda NpOU3Ua3H M3 Tauke KOja OArosapa
6pojy ¢, G6pOjHy BpexHOCT 2-a W TaKO Ja/be; 3aMHUCAMMO 1A
ce’ moJyo6pTH HaU3MEHNYHO H3BOZE yac OKO Tauyke O, yac OKO
Tauké £ ¥ Aa cy HoBoﬂOCTane TauKe OJAroBapajyhs HMeHOBaHe,
AOK €€, Haj3ai, CBaku 6p01 ¢ He mojaBH JgoaemeH oxpehenoj
TaukKM, KdX 4 3Ha4H patidOHaman 6poj uuju je HMEeHHJIALl CTe-
Tien ox 2. '

‘ §81 .}'Iaxo hemo ce yBepHTH nomohy OBOT JOJE&/bHBaba
y TauHOCT OBOT 3aKOHa: C

[Toiy6Bprom oKo: Taqxe Koja npunaga 6pojy a,. CBAKA-
TAMKE X npenam y ’raqky 2d~x. [IpeMa TOMe, ako NPBO  H3BE:
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ZeMO MOAyOBPT Oko Tauke O = 0, a 3aTHM MOMYOGDPT OKO Tauke
a, TO Ce CBaKa Tadyka X MpeoGpaxaBa y Tauky x+2a.

§ 32. Jla 6ucmo pacmopenuid Tadke KOjUMa mpumaxajy 6po-
jeBH H Ja GHCMO yNOpeIHIA AYKH IHHMAa OrpaHHYEHE, KOPHUCTH-
hemo ce craBom nocraBbesuM y §29 0 KpyroBuMa KOjH ce
JOIHPYjy Ha OBaj HAaYHH: .

Kpyr xoju je onucan oxo Tauke 0 M KOjH INPONa3sH KPO3
TauKy !/, mOTIYHO O6GyXBaTa KPyT KOjH.je OMMCaH OKO Tauke /,
M KOjH NPOJa3i KpO3 TauKy !/, ; a HOWTO OBaj MoCAentH 06Y-
XBaTa KPYyr ONHCAaH OKO Tauke /; KOjH IpOJa3d KPO3 TAuKy
%[s = '/« u KpPyT omHCan OKO Tauke %/; KOjW MPOJIa3H KPO3 Tay-
Ky %/ =1'/,, a 0Baj mocnemmu OMeT KPyroBe: OKO 1/, KOju
nponasu Kpo3 2/, =1/, 0k0-3/,, KOju npomasu Kpo3d %/,.=1/,,
OKO %/,4 KOjH mposa3u xpo3 /,, = 3/5, OKO 7/, KOjH NpOJIA3K
Kpo3 8/, =1/, urnm., yBuhamo ga je myx (0,!/,) Beha ox cBux
Ayxu (0,a) Kax a 3Hau¥ MO3HTHPHH pPalMOHaIHH 6poj 4uju je
HMEHHJIAl, CTeneH O 2 ¥ 4Hja je BPEAHOCT Mama Of /5.

Hame, Kpyr ca cpenumrem y Taukd 0 KOj# IpO/asH Kpo3
1/,, 06yXBaTa KDYr ca CpPeIMIITEM y TA4KH /3 KOjH NpOJIasH
Kpo3 2/3 =!/,. OBaj mpyru o6yxBaheunu xpyr o6yxBata, ca CBOje’
CTpaHe, Kpyr OMNHCaH OKO
-Tauke !/q, KOJH MpOMa3H
Kpo3 2%/, M Kpyr OIHCaH
ox0 3/,5, KOjE IPOJa3H
Kpo3 %/,,; OBH omeT 06y-
XBA4Tajy Mambe€ KPyrose ONH-
CaHe OKO ‘/sa, ¥/sa, /szs "/a2
HTA.; U3 TOra.n03HajeMo JAa
je myx (0, ¥/,) Beha on
. cBux ayxH (0, a), xanm a
3HaYyd MO3UTHBHH PpalHO-
HalHH 6pOj YHiH je HMEHH-
Jan, cTeneH OX 2 H 4Hja
je Bpe@HOCT Mama on !/,.

3aTHM noOCMaTpajMO Kpyr ca cpepumTeM y Tauku O, Koju
nposas# Kpo3 '/s; OH 06yxBaTa Kpyr ONMCaH OKO f,, KOju mpo-
nasu Kpo3 */ya=1/y, a oBaj omer 06yxBaTa Mamu KpPYr OMHCaH
OKO /33 KOJH NpONa3y kxpo3 %/ga = 1/,¢ HTH.; OTYZa 3aK/bydyyjeMo
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nma je nyx (0, '/g) Beha ox cBux'nyxu (0, a) Kal je @ MO3HUTHBHH
pallHOHaAHH 6pOj YHjH je HMEeHWMall CTemeH o 2 M uyHja je Bpex-
HOCT Mama 0X /4. [lpoayxyjyhu oBaj mocrynmak 3ak/byuHBama
Zo6GHBaMb 0Baj OMIITH pe3yJaTar:

AKro je a uno3umuBHu payuonanHu Opoj wuju je umenunay

Hexu clielien 04 2 u 4uja je BpeAHOoCH Mawa 0f ?1”—,, 6uhe gyorc
(0, @) yBer mawa ox zyxu (0, 2—1m)

§33. Cama moxeMO penoOM J[OKa3aTH HapeJHe NOMOhHe
CTaBoBe: 4

Tauxe roje ozrosapajy Opojesuma [y, */,, /,, 1/“,',... KOH-
Beprupajy fGpema Mawxu 0.

Axo ysmemo cynpoTad cayudaj, momto ce ayx# (0,1/y),
©0,%,), (0,%s), (0,%/4),... cTANHO CMamyjy, mopase O6H Tauxe
Yoy Y4 '/ss 16s... HMATH CBOje MECTO 3ryliH-aBatba Ha HEKOM
OJpeheHOM MCTHHCKOM KPYry w ca cpepumrteM y Ttaukd 0. Hexa

1 1 ‘

. 1 . .
je, Hampumep, ——, ,... HH3 TauaKa KOje KOHBEPrHpajy

om’ gm’ o
npemMa Taukd K Ha %; HeKa Taja Tauke

1 1 1
—2ﬂ1+l’ 2ﬂz+l’ 2ﬂa+1"'

MMajy MeCTO 3rymmaBama y Tauka K* Ms crasa y §25 cre-
Ayje na taga K* mopa 6uté cpenuna Ayxu O K; a OBaj 3aKkjby-
4aK, Ha OCHOBH CTaBa JOKa3aHOr Ha Kpajy § 27, npoTHBpeuH
OKOJIHOCTH Jia Tauka K* Mopa /€xaTH H Ha KDYTy =«.

§34. Hera cy a,, a,, Gg,... DO3uMUBHU PAYUOHATHU OPO-
jeBu wuju cy umexuoyu cieiienu.onq 2. Axo Maga Geckpajuu 6pojuu
HU3 @y, 4y, G3,:.. KOHBeprups Opema 0, Mo he u Hu3 mauara

'KOje oxrosapajy .oBum 6pojeBuma, Marxohe KOHBeprupau bpema

mauru 0.

Jla 6ucMO 0BO HOKa3asd, O0Ha0epHMO lieJe eKCIIOHeHTe n,,
Ny, ng,... TakO Ja Oyne

1 1. 1
al<-2_n;) ‘a2<’272) aB<"2_n;‘$'
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1 1
Ma 0. Kaxo npema crasy y §32, cBaka Tauka aq; JAeXH y
YHYTpalIkbOCTH KPyra OMHCAaHOT OKO Tauke O KOju mpoJsa3u Kpo3s

H Oa Hu3 GpojeBa y++. HCTO TAKO KOHBEPTHpa Npe-

TauKy onr? @ mowWTO, NpeMa MOMOMHOM CTaBy JNOKa3aHOM Y

§ 33, xkpyroBu onucaHH OKO Tadke 0 KOjH mpoJa3e KpO3 Tauke
I 1 1

caexyje Tepheme koje je Tpebaio Hoxa3aTu.
§ 35. Hajsax Baxxu HaperHd CTaB:

s+« KOHBEPrHpajy npeMa 0, To OTyJa HemocperHo

Hexa a,, ay, Qg,... OyJe OecKkpajru HU3 pAyUOHAIRUX OpPO-
jeBa wuju cy umenuoyu ciieiienu 04 2 u Hera Mu OpojeBu KOHBeEp-
rupajy Gpema HexoM peanHom O6pojy a: Wajga ojroBapajyhe um
mauke a,, a,, aq,... Uclio Maxo kouBeprupajy ifpema Herof
oapehenoj fauru.

Paau moka3a npernocraBumo cynporho. Heka cy, Hanpu-
mep, V' M V" xpe Mely cob6om pasaxuuTe Tauke 3TyllibaBamd
a,s Qg Q33..., W TO HeKa Tauke 4ays, dy, dy,... KOHBEPrHPajy
npeMa V', a Tauke ay, age, Gge,... OpeMa Taukd V. [Ipema mpu-
men6u y §31, 3a cBaky TadKy a; NMOCTOJH KpeTame CI0XKEHO
ol ABa Moayo6pra, Kojeé YOMNIUTE NPEeBOAH TauKy ar Yy TaukKy
Gy — dy M HCTOBDEMEHO TadKy 4+ Yy TauKy da—dag, a MOWTO
6pojHE BPENHOCTH ay — a, M am—a Ca pactyhuM HHIAeKcHMa
nonase npoudsobHo 6ausy 0, To yBuhamo, ¢ 063HPOM Ha CTAB
y § 34, 2a mocroje kperama KOja TauKy MPOU3BOBHO GauCKY
Tadkd V M HCTOBPEMEHO Tauky NPOHU3BO/LHO GAMCKY Tauku V*
J0BOXE Y NPOH3BO/bHY G6au3uHy Tauke 0. A TO je Hemoryhe
c o63upom Ha axcuomy lII, mTo ce nako nokasyje momohy jen-
. HOT 49€CTO NPHMEHHBAHOT MOCTYNKA 3aK/byUHBaiba.

§ 36. Ao cama TaskH npema KO0jOj KOHBEPrHpAjy Tauke
a,, as, Gg,-.., LOJETEMO 6pDOjHYy BpeIHOCT g, TuMe he yomire
CBAKO] peanHoj O6pOjJHO] BPEZHOCTH OHTH HOZE/bEHa oxpehena
TagKa Halleé PaBHM; CHCTEM CBHX OBHX TayaKa Ha3paheMmo uclun-
cxom TpaBom, WaKo Aa ce o oBom uCTUHCKOM TPABOM pasyme
onaj cuciien Mavaxa koju dpousunasu us davarxa O, E axo ce
HellpeclaHO Y3uMajy Cpefune, u3poge foayo6piliu u foAafy Mauke
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HAroMUIGBOHE CBUX JOOuBeHux [Mavaka. Cee cuclleme Mavoko
AoGuBeng kpgiawem u3 oBe ucluxcie Tpase, nassghemo uclllo
maxo uciunckum fEpasuma. MCIUHCKA OpaBa ce pasgemyje cBaKOM
cBojom Mauxkom y ABe Honylpase.

§ 37. Kopucrehn ce nomohHum cTaBom y § 26, naxo hemo
YBHIETH Ja MOJAyOoOpPTOM Halle HCTHHCKE NpaBe OKO NIPOHIBOMLHE
T49Ke @, TAUKA X NPEIA3H y TadKy 24 -X; ODH H3sOhewy nBa
‘nonyo6pra ok0 Tagke 0 M OKO TaUKe @, TauKa x npenssw y
x + 2a. '

Ha ocuoBy craea y §85 nako 3axmbyuyjemo ma w Tanma,
Kazx cy a,, a,, dg, ... IPOUSBOLHH KOHBEPreHTHH 6pOjeBH npewma a,
oxromapajyhe Tauke a,, @y, Gy,... 'YBEK KOHBEPIHpajy npema
ojrosapajyhoj Tauku a, T). ucluncka Upasa je nelipexusna kpusa.

§ 38. Pa3aMOTDHMO NDETNOCTaBKY Ja MOCTOje JBe 6pojue
BPeJHOCTH @ M b KOje Ha MCTHHCKO] MPaBOj MPETCTaB/bajy HCTY

+ b .
Tauky P. ’I‘aqxaa je cpenuHa nyxud (a, b); oHa 6u ce 3aTo

MOpasa MOKJIONMHTH ca TaukoM P. McTo 6 Taja MOPalO BaXKHTH
a+b 3a
( + ) b), Tj. 3a Tauke —f—b

3a CpEeAHHE IOYXH (a, 2 )

2
a+ 36 .
4 ——. Ysumajyhu HempecraHo cpexuHe, yBuhamMO aa 6u
CBe Tauke A—"(_I2+—19"'—b, rie A,, B, 3Haue mosuTHBHE ILeJe 6po-
n .

jeBe ca 36spoM 27, mopane OHTH HJeHTHYHE ca P; a H3 OBOr,
npema § 37, enenyje ma yommTe CBH peajHH GDOjeBH KOJH Jexe
u3Mehy a u b Mopajy onrosapaTH HCTOj Tauxku P mpase. Opa
NPQTUBPEYHOLT nox(asyj‘e Jla uciiuncra IpaBa Hemd HujeHY ABOJHY
magry. KleTO TAKO yBHhAaMO H TO Ja . ce ucluncka EpaBa He
MOdce cama y cefe Hompaifiuiiu.

§39 JlBe @pase umajy nHajBuwe ]ezzHy 3ajeﬂﬁuwcy mayxy.

YcTBapu, aKo QM QHE HMalf JaBe Ba]BJIHHqu Tauke A u B
H aKo 6| Ha: jeAHO] Mpapoj. OBMM TauKama OXArOBapaje . 6pO]He
Bpegnocm a, b, a_Ha apyro] 1paBoj OpojHe BpeAHOCTH a', b,

TO 6 ce, mpeMa §24, H cpenuue g ;;b a ¥ ;b Mopaite Meijy
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cob6om noxnonutd. [Ipoxyxyjyhu na ysumamo cpenuHe, Kao y
§ 38, Ha CIMYAH HAUMH J0Ja3HMO O 3aK/bYUYKa Ja Cy CBE Tauke
xoje Jexe Ha 06e mpase u3Mehy a u b oxH. o' u b’ mehy cobom
HICHTHYHE, a THMe camMe OBe npase Mely co6omM HAEHTHuHe.

§40. Hawa ucluncrka Tpasa ceve CBarll Epyr olucaH oxo
reHe jeane Madke, peyumo, oxo Maure 0.

YcrBapH, ako NpeTnoOCTaBAMO CYNpOTHO, MOryha cy camo
JBa Clydaja: WId NMOCTOjH OxpelieHH KPYyr » KOjH HMa HEHTap
y Taukd O ¥ KOjH jom noraha MCTHHCKA IpaBa g, JOK Kpyrose
oko 0 xoju o6yxBaTajy Kpyr x NpaBa g BHme He noraha; uiId
nocroju oxpeheHH Kpyr » KOju npaBa g He mnoraha, ZOK CBe
KPYroBe KOj# JeXe y YHYTPamibOCTH % €a LHEHTpoM y Tadku O
npasa g mnoraka.

INowTo npaBa g, mpema CBOjOj KOHCprKHH]H, MOXE yBeK
NpeKo CBakKe CBOje Tauke GHTH NPOAYKEHa H, KaKO je TO 6uio
noka3aHo y § 38, He Moxe MMaTH HHjeLHY IBOjHY Tauky, TO OR
y NIpPBOM ClIydajy CHATYPHO MOPao NMOCTOJaTH y YHYTPalllbOCTH
% Kpyr ca nedtpom y 0, koju mpaBa g mpecelia y AiBeMa TadKama
A u B Ha ucroj crpanu on 0, npH uemy ce Tauka B y3uMa Ha
NpoAyXewy mnpaBe g u3a A ¥ JOBOHHO O6JHCKO mnpema A y
yHyTDawwoCTH %. M3Bememo Jsu cax obprame oxo Tauke 0, npa
yeMy 6M Tauka A npewwia y B, Hama npaBa g 64 npH TOME
mpewia y APyry mnpaBy KoOja mpecelia NpaBy g OCHM Y TaukKH
0 jomr u y Tauku B; npeMa moxasaHoM cTaBy y §39, oBo je
Hemoryhe.

Y npyrom mak cnyqa]y 03HAaYHMO Ha KDYI'y % OHY Tauky
ca K y 4sjy npousBo/bHY GJH3HHY AOCNEBa HCTHHCKA MpaBa g.
On¥mHMO Taja OKO Tauke K HCTHHCKH KPYI' ©* KOjH j& MaibH
ol » H KOjH Npeceua npaBy g, peuumo, y Tadkd M. 3aTuM, OnH-
IIEMO OKO Tauke M Kpyr = Koju Gu Guo sehm on =n¥*, a Mamu
on *. OBaj kpyr =, nmowTto je Behu ox w*, CaApKu y YHyTpall-
HOCTH Tauky K, TO W3 Hallle NPETNOCTaBKe, Y BE3H Ca MPETXOXHO
JIOKa3aHHM, ClI€lyje Na ce mpaBa g KoOja MpOJa3sH KpO3 Tauky M,
HEeNPEKHAHO NPOCTHPE y YHYTPAIUHLOCTH T, H NPOXYXeHa Ha
jemHy wau APYTY CTPaHy u3/JasM KpO3 HEKY TadKy Ha & BaH
Kpyra m H 3aTHM Ce BHme He Bpaha y xpyr x. [lomro, ¢ apyre
cTpaHe, mpaBa g Tpeba na ce NpOW3BOLHO NPUGIMKH Tadku K
KOja JIeXd y YHYTPallkhOCTH ®, TO GH OHa MOpaja CalIpXKaTH
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H caMy Tadxy K; a TO mpOTUBpeuH TMpPeTnoCTaBUH OI KOje CMO
MOLIH.

[TomTo cucTeM CBHX KPYyroBa, ONHCAHHX OKO HEKE NPOH3-
BOJbHE TauKe, NMOKpHBa 6e3 npasHdHA Neay paBaH, TO H3 Mper-
XOLHOT HCTOBPEMEHO cilelyje HAa Ce ma Koje ABe Mauke Haue
paBHe reomelipuje mory clojuliuy uclUHCKOM TEPABOM. ,

§ 41. Cag uMaMO Ha MOKa}eMO Ia axcuome ToayAapHocliu
BaJjCe y HaWoj pasHoj reomedpuju. ‘

H3a6epamMo paau TOra HekW OApeheHH HCTHHCKH KpyT %
H yBexmumo, npema § 18, 3a mwerose Tauke napaMeTapcKo npert-
CTaB/babe noMohy yraa w; Tajga ce, Kaj w XOGHBa BPEIHOCTH
ox 0 10 2w, HCTUHCKH KPyr O6uaa3d y onpeheHom cMepy. a3
OBOra yBofjewa CAeiyje 3a CBaKd APYI'H KPyr, KOHTDYEHTaH Ca
%, HCTO TaKO OfpeheHH cvep OGHIaxema, HauMe OHaj CMEp KOjH
ce no6uBa, ako, mMomohy JBa y3aCTOMHA H3BeIEeHa OO6pTaiba,
npeMa § 22, nokJA0OOKMO CPeJHINTE KPyra x €a CPEJHIUTEM JaTor
kpyra. [lomto, ¢ 063upoM Ha AedHHHCAaHH mnoOjaM KpeTawa y
NOYETKY OBe pacnpaBe, HWje MOryhe MOKJIOMUTH KPYT % Ca CAMHM
co60M y OOPHYTOM CMepy OOMJaxema, TO CTBAPHO NOCTOjU 3a
CBaKM KPYT jemaH onpelenu cmep Ob6Hnaxermba.

¥Y3muMO caj aBe moaynpaBe KOje H3Ja3e H3 jeqHe Tauke M,
a KOje 3ajefHO HE YWHE MCTHHCKY NPaBy; OMHIUIKMMO OKO TauKe
M Xpyr, KOHrpyeHTan ca % U (HKCHPajMO OHaj KOMaJ TOr Kpyra
WCeueH THM MOJYNpaBUMAa KOjH OArOBapa MapaMeTapCKOM HHTep-
Baly MameM OJ 6poja m. YCTaHOB/bEHH cMep OOMIaxerwa BOILH
Taja y yHYTpammOocT (HKCHPAHOr JiyKa Kpyra OX jeXHE MOJy-
npase Ka APYroj NoAynpaBoj; NPBY NOJyNpaBy Ha3BatieMO AeCHHM,
a Jpyry moJynpaBy JeBHM KPaKoM yria usMely o6e mosaympase,
nox he mam cam maTepBan (< m) CAYXKHTH Ka0 Mepa 3a OBaj
yrao. Taja u3 Hamer mojMa Kperama cielyje NPBH CTaB O NOZLY-
JapHOCTH JBajy TPOYTIJIOBa y. OBaKBOM OGJHKY:

.Aro 3a pBa Mpoyrna ABC u A'B'C' Baoce Ooxyaapuocliu

AB=A'B', AC=A'C", < BAC=< BA'C,

u aro cy, gamwe, AB u A'B’' gecrnu, AC u A'C' neBu kpayu yraosa
<L BAC, oan. < B'A'C', ‘o yBex Baxce HoayjapHOCU
"X ABC=< A'B'C’ u <X ACB=< A'C'B,
BC=BC'. |
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. § 42. [Tomwro cmo y §§ 3040 ae(puuucann HCTHRCKY NpaBy
M H3BeJH HheHe 0coGuHe, Tpe6a Ha pas3iHKyjeMO nBa cayqa]a
] [TpeTnocTaBuMQ, NPRO, Aa NOCTOJH €aMO jegna Npapa Koja
npOJa3d KPO3 JaTy TaUKy ¥ He Mpecena XaTy npapy (axcHoma
napanengux). ¥ TOM caydajy 3a H3lIy PaBaH Ba¥e CBR aKCHOME
PaBHH KOje €aM MOCTaBHQ Y TWIABHOME Iy OBe Kmure (FA.
I), camo wmito Tpe6Ga yseru akcuomy lll; y ymem aHayewy Kako
je ¢dopmynucana y §41. Ho u npu- oBoj ymxoj dopmyrauuja
foc/ieAbe aKCHOME NOAYAADPHOCTH HYIKHO ce KoGuBa Eykammosa
paBHa reoMeTpHja (ynopezH JOAATAK II, cTp. 124 xao w ru. I,
€1p. 29—30).

Jpyro, npernocraBEMO Ja KPOZ CBAKY TARKY A uocq-o]e
JBE NOJynpaBe Koje 3ajeHO He CA§HIbaBajy HCTY NpaBy H KOje
He CeKy JaTy npaBy g, JAOK CBaKa MOJIyNpaBa KOja JIEKH y yHY-
TPaIUkOCTH YIMa KOjH 00pa3yjy XaTe MoaynpaBe H KQja NoJa3u
H3 Tauke A, npecena ripaay g; HeKa Ipd ToMe Tadka A JexmH
BaH 4.

AKko ce Taza HCKOPHCTH HeNpeKHIHOCT, NO6HBA Ce 1a, H
O6pDHYTO, Ma KOjHM [BeMa MOJyIpPaBHMa KOje IOJA3€ M3 Tauke
A W He CcauMmaBajy 3ajefHO HCTY NPaBy, yBeK 0JAroBapa oxpe-
hena mpaea g koja OBe ABe nMoJynpaBe He Npecena, a cede CBaKy
NONynpaBy KOja moJa3u M3 Tauke A M NMPOCTHPE €€ y YHyTpall-
1OCTH yria H3mehy nBejy HaTux moaynpaBeX. [Ipw oBumM ycio-
BHMa J00HMBA ce Taja paBHa reoMeTpuja bBosbau-JloGaueBckora,
HaK H Kaji y3MeMO 3a OCHOBY akcHoMy Kourpyennwje Iy y
1beHO] yx0] (opmynanuju, WITO ce MOXEe NOKA3aTH NMOMOhy mor
pauyHa ,KpajeBuma‘.!)

y SaKbequ 6UxX XTeo Oa yKaxeM Ha KapaKkTepHCTHIHY
Pa3/IuKy u3Mehy OBOTr 3acHMBatba reOMETPHje M OHOT 3aCHHBaIb2
. KOje caM MOKYINAao fa jaM y [JIABHOM Jeny OBe Kibure. Tamo
caM Ce MPHAPIKABAaO TaKBOT pacClnoOpefa aKCHOMa INDH Kome je

1) ¥n. mo)y pacnpasy: ,Neue Begriindung der Bolyai - Lobatschefsky-
schen Geomelrie*, nonatax !l ose xmwure. TaMO HaBeleHH MOCTYNAK JOKA3H-
Bala TPeOs, ¢ 063HPOM HA CANAWMH 1K/b, HA TONECAH HAUHH H3MCHHUTH, HAHME,
Tpe6a YBECTM HENPEKHLHOCT, A M3OCTABHTH KOpHiuhele CTABA O JENHAKOCTH
yraosa Ha OCHOBHIHM paBHOKpakor Tpoyrsa. Ila GHcMO 106MaM cTaBOBE O CAGH-
pamwy kpajesa (cTp. 155—157), Tpe6a cabupaie NOCMATPATH K40 FPAHHUHH CAYy4a]
o0pTama paBHH, Kajna ce Tauka O6GpTama noMepa Ha NPaBoj y GECKOHAYHO CT
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HEMpeKHIHOCT 3aXTeBaHA Ha NMOCJAeLHheM MeCTy, M3a CBHX
OCTaNTHX aKCHOMa, TaKO Ja C€ MPH TOME MPUPOIHO Yy MPBOM
pely jaB/ba NHTake YKOMWKO Cy MO3HATH CTaBOBH H JOKa3H
eneMeHTapHe reOMEeTPHjeé He3aBHCHH OJ 3aXTeBa HeNpeKHIHOCTH.
HanpoTuB, y NpeTXOMHOM HCTpaXKHBalkby 3aXTE€Ba Ce HEMpeKHn-
HOCT HA MPBOM MeECTy, Npe CBHX OCTAaJIHX aKCHOMa, nomohy
JeduHHIA]e paBHH M KpeTama TakO Ha OH ce OBJAE HajBaXKHHjH
3aflaTaK CaCTOja0 y TOMe Ja ce Hahe HajMawmH 6pOj 3axTeBa, W3
KOjux Gu ce MOrAM, NMPH Hajiitupem KopHIIhewy HeNPEeXUAHOCTH,
JOGHTH eJleMEHTapHH TeOMEeTPHCKH O6JMIH (KPYr M npaBa) H
HHX0BEe HyxXHE 0cOOHHe 3a marpahuBame reomerpuje. M crBapuo,
HPETXOAHO HCTPAXKHBAKE j€ MOKAa3a10 Aa Cy 33 OBO NOBOJ/bHH
3aXTEBH HCKa3aHH y ropmim axcaomama I - Il

Fetunred, 10 maj 1902.

‘Ocnosn reomeTpuje 14



JHopnarax V
O nopmunamMa KoucranTHe 'aycoBe KpHBHHE ..

O ioBpuwunama HerafusHe koHcHlaniine KPUBUHE

~-Tlo Bearpamu-y» (Beltrami) noBpmmsa HeraTHBHe KOH-
CTaHTHE KPHBHHE OCTBapyje n€0.paBHH JloGauweBcKoOra (He-
eYKIHACKEe paBHH) aKO Ce Kao . NpaBe y paBHH JloGaueBckora
y3My TeOHe3uCKe JWHHje Te NOBPUIMHE KOHCTAaHTHE KDHBHHE, a
Kao JyXHHe W yriosd y paBHH Jlo6aueBckora — cTBapHe Ay-
XHHE W YIJIOBH Ha TOj noBpumuad. Mely mocan ucnuTHBanEM
MOBPLIKHAMA HETaTHBHE KOHCTAHTHE KPHBHHE HE HaJa3UMO HH]e J-
HYy KoOja 6H Ce NMPOCTHPala HENMPEKHIHO H HENPEeKHIHO Memala
CBO]Y TAHTEHTHY PaBaH y OKOJIKHH CBAKE CBOje TauKe; HAIIPOTHB, CBE
JOCaJ MO3HATE MOBPIUMHE KOHCTaHTHE HEraTHBHE KPHBHHE HMajy
CHHI'yJapHE JHHH]je, MPEKO KOjHX HHje MOrytie HENpeKumHO mpo-
AyaBaTA Te NOBPUIHHE Ca HENPEKHAHOM NPOMEHOM TAHIEHTHE
paBuH. M3 oBor pasnora He ycmeBa Ja ce OCTBapH, HHjeIHOM
Locaf, MO3HATOM MNOBPUIMHOM HEraTHBHE KOHCTaHTHE KDHBHHE,
nmena pasad [Jlo6ageBcKOr, M H3rJefa HaM Ja je O NPHHIMUI-
CKOr MHTEpeca InHTalke Ja JU Ce MOXe yolwile Upeil-
cmaBuilu yena paBan Jlo6ayeBcrora Ha Beadipa-
MujeB HawuH ToMOhYy aHanumiuvke® HoBpwuHe He-
rafiuBHe KoHClanMHe KpUBUHE,

1) Giornale di Mathematiche, xm. 6, 1868.

%) PanH DpoCTHjer M3narama NPETNOCTaB/bAM OBJE A IOCMAaTpaHA MOBP-~
LIMHA MMA AHANHTHYKA KapaxTep, Mala M MaBoheme 10Ka3a M JOGHBEHH pesyi-
1at (yn. ctp 216) ocra)y na Baxe m Tana, ako y jenHaumun (1) P (x, y) o3nauasa
ROBO/LHO TYTA NHdepenunjabuiaHy HeaHAAHTRUKY dyHKuuly ox x,y. Ila crBapHo
nocroje, Y CMHCAY TeOpHje NOBpIIHHA, HEeAHAJNHTHUKe peryiaphe MOBPLIMHE
KOHCTAHTHE HEraTHBHe KpHBHHe (Koje ce, mpeMa cTaBy koju -he GuTH nOuUHA)e
IOKA34H, HE TPOCTHPY CBYNA HENDEKHAHO CA HENMPEKHIHOM NPOMEHOM TAHTEHTHE
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Ila 6ucMO OATOBODHIK Ha OBO nHTawe, nohu hemo Ox
MPETNOCTaBKE AHAJUTHYKE MOBPIIHHE HEraTHBHE KOHCTAHTHE KPH-
BHHE —1, KOja C€ y KOHAYHOM CBYJa Pery/JapHO NOHAIla H HEMa
CHHTYJapHHX MeCTa; Tala heMmo mOKasaTu Xa oBa NMPETNOCTABKA
BOIM NPOTHBPEYHOCTH. TaKBa NOBPIIHHA KaKBY MPETNOCTaB/baMO,
NOTNYHO j€ KAPaKTEPHCAHA OBHM HCKAa30M:

CBak0 MeCcTO HarOMHJIaBaka Tauaka MOBP-
WHHE KOje JeXH y KOHAuYHOM, Takohe je Tauka
Te NOBpIIHHE, . .

Axo je O mMa KOja TauKa Te MOBpIUMHE, yBeK je moryhe
IpaBoOyrie KOOPIMHATHE OCE X, J, Z MOCTABHTH TAKO Ja Tauka
O 6yze moueTHa Tauka KOODIMHATHOT CHCTeMa W Aa jeLHAYMHA
MOBpIIHHE y OKOMHHH 0Be Tauke O IMacH

¢y z= ax2+by2¥|-<Bv(x,y),
rIe KOHCTaHTE a W b 3aJl0BOJbaBajy peanujy:
‘ 4ab =—

- a crenend pex P (x,y) cagpxu camo usaHOBe Tpehe WM BHIIMX
, IBMEH3Hja y O#HOCY Ha x ¥ y. OUHIVIETHO je TaJa 2-0Ca HOpMaJa
HOBpIIKHE, a OCe X H y Hajy npaBue KOjH Cy ojapeheHH I/IaBHHM
KPUBHHaMa TOBpIIHHE.
JenHaunHa. : .
. ax®+by? =0

oxpehyje o6e ryaBHe TaHIeHTe MOBPIIMHE Kpo3 Tauky O Koja
JIeXH Y Xy-PaBHM; 3aTO Cy Te TaHTEHTE YBEK OJABOjeHE jeJiHa OJ
Jpyre ¥ NOKa3yjy MnpaBile y KOjuMa Ce NnpOCTHPy 06e aCHMMTOT-
CKe JIHHHje MOBPIIHHE Kpo3 mnpou3Bo/bHy Tauky O. CBaka of
OBHX aCHMIITOTCKHX JHHH]a NPHIOAJa HEKOj MOPOJLHIH -aCHMITOT-
CKHX JHHH|a KOje NOKpHBajy peryJapHo u 6e3 npasHHHa LEIy
OKO/MuHy Tauke O Ha NOBPUIHHH. 3aTO, aKO CXBaTHMO IOX U H V
JIOBOJbHO Majle BPEeIHOCTH, MOXEMO, CBAKAaKO, H3BECTH HAapeIHy |
KOHCTPYKIHjy. Ilpénecumo Ha jemuy O IBejy aCHMNTOTCKHX
AuHuja, KOje mponase Kpo3 rtauky O, napaMeTapcKy BDEAHOCT U
Kao IYyXHHY, KPOB Ko6uBeny Kpa]}by TaYKy MOBYLHMO ADYry

paamx), : noxaaao? je Ha Moj nonmua] I. Jutkewm aje p' (G. Lﬁtkemeyer)
y cBojo] mucepraumjn: Uber den analytischen Charakier der Integrale von par-
tellen Differentialgleichungen, Gottingen 1902.
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 Moryhy aCHMOTOTCKY JHHHjy ¥ IPEHECHMO Ha Y NapaMeTapcKy
BPEJHOCT ¥ Kao NyXHHY: TaKko ZOGHBeHa Kpajia Tauka je Tauxa
NOBpIUKHE KOja je jeAHO3HauHO OJpeljeHa BpeJHOCTHMA mapaMe-
tapa u U v. CXBaTHMO JIH, CXOXHO TOME, NPABOYIVIE KOODAUHATE
X, y, 2 NOBPIIHHE Kao '(GYHKUMje Of u W v, cTaBmajyhu -
, x=x(uv), y=yuv), z=2(v),
OHJa Cy OBe, CBAaKakKO, 3a JOBOJHO Malle BDENHOCTH OX 4 H V
perysiapHe aHaJuTHYKe QyHKIHje O u H V.

[To3HaTa TeopHja MOBpUIKHA KOHCTaHTHE KPHBHHE —1 npyxka
HaM, Ja/b€, OBE UHILEHHIE: '

Ako ¢ o3nauaBa yrao uaMely IBejy aCHMNTOTCKHX JHHH]ja
KOje nposase KpO3 TadKy u, vV, OHZA TPH 'OCHOBHE BeJHUHHE
NOBPLIHHE N06HBajy BPELHOCTH:

ox o2 [0z '
oy 1,
= (Ou)+(0u)+(GU)
(2080x Oy 220z
T oudv  Qudv Oudv

0x)2 3z
+{ = + 1,
£= (av’ (dv) (6v> ‘
H, 3aTO, KBAaJApaT H3BOJA [YXKHHE JyKa IPOH3BO/bHE KPHUBE Ha
TOj MOBPINHHH MO HEKOM napamerpy f mo6uBa OGJHK:

ds\® (du? du dv 2
9) as ( 2 cos ——+( )
@) (dt) dt)+ dt dt \dt
Yrao ¢ kKao QyHKUHja o u H V 3a40BO/baBa NapuujarHy xude-
pEHUH]aIHY jeAHAYUHY

3)

= CO0S ¢,

0o
ou dv

= cos ¢.!

1) Hajnpe caM )a nokasao, Ha OCHOBY OBe (opMyie, HeMOoryhHoOCT moBp-
MHe KOHCTAHTHE HEraTHBHe kKpuBHHe 6e3 cunrynaputera (Transactions of the
Americaln Math. Soclety, Vol. 2, 1901); satum je E. Xoamrpen (E. Holmgren)
140 BHUIE AHAANTHYKH [0KA3 34 OBaj CTAB MCTO TAKO OCAdmajyhu ce Ha dopmyay
(3) Comptes rendus, Parls, 1902). Oge uanoxena npepana XoaMrpeHoBOr 10Kka3a,
Hamose3yje ce Ha H3narawa koje je mao B, Baawke (W. Blaschke) y csojoj
kwu3n [lupepenunjanna reomerpuja I, § 80 (1921). ¥ Be3u ca Mojum npBOGHTHHM
nokasoM Tpe6a noraenat usnarama JI, Bu6ep6axa (L. Bieberbach) (Acta
mathematica, km. 48).
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Axo ce ojxpexHEMO jeIHO3HAauHE KOpecnoHIeHuuje u3Mehy
napa BPeJHOCTH u, V M TadaKka MOBDLIHHE, H3BEAEHA KOHCTPYK-
[#]a MOXE Ce NPOLHPHTH Ha NPOK3BOJbHE BPEIHOCTH o u, v. CBa-
KaKo, u-NHHKja KOja MpoJsia3d Kpo3 Tadky O MOXe eBeHTYaaHO GUTH
3aTBOPEHA; HO HIAK, Ha OCHOBY y9YHH-€HE NPETIOCTaBKe O MOBp-
maHH (cTp. 211), Moxe ce Ha OBy JHHH]Y, OX Tauke O Ha oGe
CTpaHe, MNpPEHETH MNPOH3BO/LHO BeAHKAa AyxkHHA. [lakie, cBakoj
BPEJHOCTH OJf i OJAroBapa Tayka Ha aCHMITOTCKOj JIMHHH]H.

[TocmaTpajmo cag y CBaKOj TakBOj Taukd P APYTy acumn-
TOTCKY JIHHH]Y KOja NMpOJia3d KpPO3 mbYy. Y3ehemo Ha OBOj JHHH]H
Kao mapaMeTap v IYXHHY JyKa padyHaTy of Tauke P (y jenHom
CMepy); OmeT Ce MOry NpEeHETH Ha 06e CTpaHe oJ P NpOM3BO/bHO
BEJHKE IYyXHHE Ha aCHMIMTOTCKY JIHHH]Y.

CBakOM MNapy BpeIHOCTH u, V OAroBapa, Ha Taj Ha4dHH,
jeIHO3HAYHO — aJli Y OMLITEM CJAY4Yajy HHIOWITO y3ajaMHO jeJHO-
3HAYHO — HEKa Ta4yka Halle DaBHH. Tako H0O6HBAMO, FeOMETPHCKH
Ka3aHO, NpeciHKaBame nene Eykaupose paBHH (4, v) Ha HEKy
NMOBPIIHHY CYIEpIIO3KIHje Halle NaTe MOBPIUKHE HIH HA HeH HEO.

Cax, mpe cBera, Tpe6a NOKa3aTH Ja je CBaka u-JHHH]a Ha
Halloj MOBPIUHHK aCKMNTOTCKA JIHHK|a W Ja MapaMeTap U Ha OBOj
MHHH]H TIPETCTaB/ba LYXHHY JyKa. '

3a aunujy v = 0 To Beh 3Hamo. [labe, Ha OCHOBY GopmyJie
(2) 3a snmHHCKH eJeMeHT, TO BaXXH 3a KoMajae V-IHHH]ja KoOje
npunajajy OKOJHHH Tauke (u, 0).

3a OMNIUTH AOKa3 JOBOJ/bHO j€ TIOKa3aTH OBO:

Axo je a mosuruBaH Gpoj, a b mMpPousBObAH peanaH 6poj,
OHIA je CHAHKAa CBaKe IYXH

—a<Zu<+a v=>0
Ha HallOj NOBPIUMHH KOMajJ aCHMOTOTCKE JHHH]€ HJIH HH3 KOMala
Ha 10j, a u NpPeTcTaB/ba Ha OBOj JHHH|H NYXKHWHY JYyKa.

'Osaj craB je npe cpera Tauau 3a b — 0. Jlame ce fOKa3yje:

1, Axo craB BaxH 3a b = b,, OBIa OH BaXXH M 3a CBaKO b
KOje ce NOBOJbHO MasO pa3luKyje o1 bo. '

. 2. Axo craB Baxu 3a b, < b<b,, OHEa OH BaXH H 3a
b==0b, 432 b=>b,.

Jloxas Tora ce w3Boxu nomohy wuckopuinhaBama Hempe-
KupHOCTH W npumene Xajue-Bopenosor (Heine, Borel) crasa o
HOKPHBARKY.
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_ Tume je Tama u3BeleH LOKa3 3a CBAKO b.

OsHauasa 1 cam ¢ =¢ (u,v) (ka0 u Ha CTP. 212) yrao
u3Meljy -ABejy aCHMOTOTCKUX JHHH]a KOje NpPO/Ia3e KPO3 TauKy
(1, v) noBpuiuHe, npu yemMy je yrao padysaT OJ IO3HTHBHOT
u-cMepa 0O MO3HTUBHOT V-CMepa, OHZAA je ¢ (u, V) 3a cBe Bpel-
HOCTH 4, v jeduHucaHa HenpekuiHa (QyHKOHja B HMa Hemnpe-
K4JHEe naphujaniHe H3BOJE KOJH . sanoaon:asa]y IHbepeHIH-
janny jemnHauuHy (3):

Homohy MOMECHOT HW36G0pa MO3WTHBHOT i - H V- CMepa MO-
EMO, CBaKakO, MOCTHIH Ja y Tad4KH u=1v=0 Baxe jen-
HauHHe:

O<o<n 2%z0,
[Towto ¢ Hurge Huje HH O, HH m, MOpa GHTH, 360r Hempe-
kugHOCTH GyHKnuje ¢ (4, v), 32 CBe BPEAHOCTH U, V:
' 0<p(uv)<m,

sin ¢ > 0.

Ann dysxunja ¢ (u, v) ca OBaKBHM - OCOOHHAMa HE MOXKE
NOCTOjaTH.

Jakmae

Jep u3 nmbepeﬂuujanﬂe jeqHauHHe
s 2

0%¢
ouov

*e - o,
ouady

= sing

crepyje Hajmpe na je

de¢ ‘ .
H, 3aTo, Su npu pactyhem v pacre.

Hapouuto mMopa Gutu
22 01> 22 00) 20,

a 3aT0 ce MOXEe OJPEJMTH NO3MTHBHA BeJMIHHA @ TAKO Ja 32
0=u=3a 6yne:

9e (v, 1) >0."
ou
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Heka m o3HayaBa MO3HTHBHH MHHHMYM Of -
0
Z2 (4, 1) 3a 0=u=3a.
Ou

Tana je 3a v=1:

<p<(a,v)—<p(0,v) %ip(&a,v)-aé
u .
3 : (0<3 <)
2—@(&@ 1)-a2m-a
ou
M, HCTO TakKo
: 9 (3a,v)—9p (2a,v)Zm-a,

JaKiae _
¢ (a,v)2¢9(0,v)+m-a>m-a
H
¢(2d,v)=¢(Bav)~mra<n—m-a.
Jame je 3a

0§u§3a, v=1:
22 (4,12 22 (4, 1) > 0;
ou . Ou

Iakae, ¢ (4, V) MOHOTOHO pacTe 3ajeJHO ca u. 3aTO 3a

asus=2aq, vzl
Baxm :

O<m a<<p(a, v)Sq)(u, v)SqJ(Qa v)<1c m-a,
Jakjae .
: ‘sin @ (4, v) > sin (m - ) =
npu’ uemy je' M >0n HE3aBHCHO OF U, V.
Ilpema TOME je BpeJHOCT IBOCTPYKOI HHTerpaia

,ffs‘incp‘(a,v)dudv, »
hpﬂMEPbEHOF Ha npasoyraoaux ca TEMCHHMa .- -b .
o @), <2a,_1), @a V) (@ v> (V>1)

Beha of
M- a (V—l),

'name, npn no,uecaom n36opy V Beha -ox m.
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C zpyre crpage, 3 fudepennujaIHe jegﬂaquﬂe (3) no6usa ce
2a V

s | 22

~lp @20, V) ~¢ (@ V] - [p Qe 1) —¢ (@ D] <%
nomTo je

dudv =

?(2a,V)—p(a, V) <9 (2a, V)< x

¢(2a,1) — (P(avl)>0

Jowan cMo, makiae; RO HpOTHBpe‘-IHOCTH H 3aTO CMO IpH-
HyheHH Ja 0A6anuMO HAamy y NOYETKY YCBOjeHY NPETIOCTaBKY,
Tj. yBuhaMO za He focloju ananufuuka OOBpUWIUHA KOHCTIAHTIHe
HeraliuBHe KpuBUHe KOja Ou Ouna Oe3 cuuryaapulielia u CBYAQ
perynapua. 3ado, Uocefro, Wpeba 0Arosopullu HerailuBuo Ha
foc@aBmweno Oullare y Houelixy ga au ce modxce Ha beampa-
MUjeB Havun oclipapuliu yeaq pasan JIo6aveBcror momohy
peryaapne awnaauliuyxe ToBpuiune y OpocTiopy.

O boBpwunama f03uliuBHe KOHCIAHTIHE rfpuBuneU.

Y nodeTKy OBOr HCTPa)XMBamha MOULIH CMO OJ I[HTata O
NOBPLIMHH HEraTHBHE KOHCTAHTHE KPHBHHE KOja 6u ce CByna y.
KOHAagHOM MPOCTHPaja PEry/JapHO aHAJHTHUYKH M JOLLIH CMO IO
pesynTaTa Ja TaKBa NOBpIIHHA He moctojd. Cax hemo o6paauTH
nomohy aHanOrHe MeTOJe HCTO NHTalbe 33 MO3HTHBHY KOHCTAHTHY
kpuuny. Ouurzenno, cdepa je 3aTBOpeHa MOBDUIHHA MO3UTHBHE:
KOHCTaHTHE KPHBHHE 6e3 CHHI'yJapMTeTa H IpeMa JAOKa3y KOju
je u3Beo X. JIu6man® (H. Liebmann), Ha M0j noTcTHuaj, He

1) Tlutamwe 0 MOryhHoCTH ocTBapema He-eYKIMACKe elHNTHYHE PABHE re0-
MeTpHje momohy Tauaka CByla HeNnpeKHIHO MCKPUBJLEHE NMOBPILHHE, HCTPAXHBAO
je Ha Moj mpenaor B. Boj (W. Boy), ,Uber die Curvatura integra und Topo-
logie geschlossener Flichen*, Inauguraldissertation, Goitingen 1901 u Math.
Ann. km. 57, 1903. B. Boj Je nao y oBomM pangy TONOMOWIKH BPJIO HHTEpeCAHTHY
jenHocTpaHy 3aTBODERY MOBPLIHHY KOja Uena J€XH Y KOHAYHOM, KOja, H3y3eB
3aTBOpEHe ABOCTPYKE KPHBE CA TPOCTPYKOM TAYKOM, Y KOJo] Ce OMOTAYH MNOBP-
IIHHE NPOXHDPY, HE MOKAa3yje HHKAKAB CHHIY/JAPHTET M MMa [OBE3aHOCT He-ey-
KAMICKE €NHNTHYKEe PABHH. ‘

%) Gottinger Nachrichten 1899, crp. 44. Ynopeau Ttakohe MHTepecaHTHe
panose ucror nrcua y Math. Ann, k. 53 u 54.
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MOCTOj# HHKAaKBA APYyra 3aTBOPEHa NOBPIIHHA WCTOr CBOjCTBA.
OBy hemo dumeHHIY Cajla W3BECTH H3 jeZIHOT CTapa KOju Ba}u
32 MPOM3BO/PHH KOMaJ TMOBPIUHHE TMO3HTHBHE KOHCTAHTHE KPH-
BHHE!) 6e3 CHHIYJIapHTeTa H OBAKO IVIACH: .

Hewa je na uoBpwunu fosuliuBHe KoncTanline kpusure +1
OrpanuveHo y KOHAYHOME HexO jeAHOCHIPYKO uru BuwecMpyxo NoBe-
3axo Hoapyuje 6e3 cunryaapuiielia; 3 MUCIUMO {aaa pa cy y ceakoj
mayku oBor Hoxpydja, kao u y MAa4KaMa rwerose rpanuye, kxoncllipy-
licanu raasri GonyiipeuHuyu kpuBuHe 00BpwUHe, OHAG Behu o rAGB-
Hux {onylpeyHuxka KpuBUHe CUT'YPHO HE ZOCHIUICE CBOj MAKCUMYM
u, 3aio, Mmawu He AOCHUNCE CBOj MUHUMYM HU Y jennoj Mauku
kofa nedcu y yuwylipawrwochiu HoApyYja — ocuM ako je wawa
Hospwuna feo cghepe Honyipeurura 1.

Pagu nokasa npumeTHMO Hajnpe na je, yclen Hawe nper-
noCTaBKe, NPOM3BOJ 00a IWaBHA MOJYNDEYHHKA KDHBHHE CBYAA
=1, a 3aT0 Behu OJ r7aBHUX MONYNPEYHHKA KPHBHHE yBEK MOpa
6uty =1. M3 oBor pasnora MakCuMyM BehuxX IVIaBHHX noaynped-
HHKa KDHBHHE OYMIJIEJHO je caMO Taja ~ 1, ako cy o6a rsaBHa
NONYNPEUYHAKA KPHBHHE Yy CBAKO] TauKW HAIEr KOMaja MOBp-
muHe = 1. ¥ OBOM HapOYHTOM CJAy4Yajy CBaKa TaukKa TOra KOMaJa
NOBpIUHHE j€ MymyacTa Tayka 4 OTYyZa Ce Ha MO3HATH HadHuH
JMaK0 3ak/bydyje ha NOCMaTPaHH KOMAJ INOBDLIHHE MOpa GHTH
koMaj cdepe nomynpedanuka 1.

“Heka je can maxcumym Beher ox o6a riaBHa noaympeu-
. HHKa KDHBHHE Hamle NoBpm#He > 1; Tajma heMO nmpeTmocTaBHTH,
Hacynpor HameM TBphemy, Za nocTtojd Tauka O y yHyTpaul-
BOCTH TOra KOMaja NOBPIIHHE, Y KOjOj €€ Taj MAKCHMYM
noctixke. Ilomro oBa Tauka O CHTYpHO HE MOXe GMTH nynda-
cTa a, MOBPX TOTa, PeryJapHa je Tauka Halle MOBpIIHHE, TO he
OKOJIMHA OBE Tauke GHTH MOKPUBEHa CBAKOM OJ MOPOJHLA JHHH]a
KPHBHHE MOBDIIHHE JE€JHOCTPYKO M 6e3 mnpa3HuHA. Y3MEMO JH
OBE JIMHH]C KDHBHHE 33 KOODJHMHaTHE JMHHje, a camMy Tauky O
3a nmogerax Tor xpmsommncxor KOOPLHHATHOT CHCTeMa, TO he,

1) I. Jlutkemajep y cBOjoj mucepraumj, nurupanoj na crp. 211 , u E.
XoamTpen y:Math; Ann, k. 57 yenead ¢y na noxax(y AHAMTHYKH KapakTep
NOBPLIMHA KORCTAaHTHE NO3HTHBHE KPHBHHE,
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npeMa MO3HATO] TeOpHjH noapumHa TOSHTHBHE KOHCT&HTHC xpn-‘
BHHE; BaX(HTH OBe UHIEHHIE": - S :
Heka r; o3HauaBa Behu oz o6a maBHa‘nonynpeqHHKa KpH-
BHHE 32 TauKy (u, v)° xola JEXH Y OKOJHHH IOYETHE TAUKe
O = (0, 0), y 0BOj OkouuHH je r; > 1. CtaBUMO
ri+1
r,—1’
Taja . [IO3MTHBHA pEaNHAa BEMMUMHA P Kao (YHKUHja OX &4 H V
3a10BOJ/baBa HapegHY NapuyjaqHy nudepeHuHjaqHy jeLHAUHHY -
' ‘ d%p - 9%p  e2P—g2P
) B v e
0 u® ov? 4 »
[NomTo kaxy r; omaza GyHKIH]ja P HYKHO pacre, TO p, Kao
GyHKu#ja O u W V, MOpa Ha MeCTy u= 0, v=0, MMaTH MHHH-
Maldy BPENHOCT, 1A IpeMa TOME P paSBn]eHo 10 CTeneHHMa
MPOMEH/bHBHX U M V HMa HYXHO OGJHK:
p=a+au?+28uv+yvi+

rie a, a, B, vy osnaqaaa]y KOHCTaHTe, npu deMy KBajpaTHa
dopma

P=—1Og

ai?+28uv+ vyt

3a peajHO U H V HHKAL HE€ CME€ HUMaTH HEraTHBHY BPEAHOCT. Us
OB€ NOCJHCAIbE OKOJHOCTH 3a KOHCTAHTE & M Y HYKHO cnenyjy
He]enﬂaqnﬂe

) ~ a20 w y=0.
-¥YHecumo, ¢ npyre CTPaHe p Pa3BHjeHO Yy pen y nucbepen-
uu]ame jeanaunny (4); 3a u=0 u v =0 go6Guhemo Tanma:
e—2a _ g2«

2((I+Y)=—T——-.

TMowTo KOHCTaHTa @ mpeTcTas/ba BPEAHOCT OA p y Taakn O=(0,0)
W, peMa TOME, HCMaja mO3MTHBHA, Guhie H3Da3s ca JecHe CTpaHe
cakako < 0; saTo mocrexpra jexHaYHHA BOIH HE]EJIHa'IHHH

G+Y<0,

1y Darboux, Lecgons sur la théorle générale des surfaces, K. 3 Nr. 776;
Blanchi, Lezion! di geometria differenziale, § 264.
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KOja CTOjH y NPOTHBPEYHOCTH ca HejenHaymHama (D). Tume cmo
Ca3Haiu Ja je Halla NpBOGMTHA NMpPeTnocTaBKa, 10 KOjo] 6H MeCcTo
MaxCHMyMa JI€XKaJ0 y YHYTPalUbOCTH KOMaja MOBPIUKHE, HE3a-
CHOBaHAa; CaMdM THM j€ JOKa3aHa TauyHOCT rope NOCTaB/bEHOT
cTaBa.

Otyna, xao wrto je Beh rope nomeHyTro, HemoCpegHO cCie-
nyje CTaB fa 3alliBOpera U0BpuUHA Ca TO3UTUBHOM KOHCIAHIIHOM
kpusuriom 1 6e3 cunrynapulielia yBek mopa Ouliu cgpepa Tony-
dpeyruka 1. OBaj pe3ysnraT WCTOBpeMeHO mokasyje na ce cdepa
Ka0 [e/HHA HE MOXE M3BHTH, a Ja €€ Ha NOBPLUMHM HHTJE He
NI0JaBH CHHTYJIAPHTET.

Hajsanm, oBO HCTpaxuBame IOBOIH 3a He3aTBOPEHY MNOBp-
WKHY IO pPesyJTaTa: aKO 3aMHCAMMO U3 TNOBPIUKHE JONTE HCEYEH
NPOU3BO/LHH KOMal, ma Taj KOMaJd NPOM3BO/LHO H3BH]eMO, OHJa
Ce MaKCHMYM CBWX BehuxX IVIaBHHX NOJynpedHdKa KPHBHHA, NOOH-
BEHHMX “Ha Taj HAYHH, YBEK HaJd3d Ha TIpaHHUd TOra KOMana
NOBpIIKHE.

I‘eTHHFI‘EH, 1900.
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CucreM akcHOMa 3a peaiane OpojeBe, HaBegeH vy § 13, y3er je
yraaBHOM u3 XusiGepToBOr npenasama ,O nojmy 6poja“ Jahrb.
d. Deutsch. Math. Ver. 8 (1900), y xome cy oun, y §13 xao
CTaBOBH Ha6GpoOjaHW, 3aXTeBH HCKa3aHW Kao akcuome. M3 Tor mnpe-
JaBalba HapemheMmo OBJE HapenHe mpumen6e:

1. Ersucrennuja 6poja O (craB 3, ctp. 47) je mocieauna cTaBoBa
1 u 2 B acouHjaTHBHOr 3aKOHa cabupama.

2. Ersacrennnja 6poja 1 (craB 6, ctp. 48) je mocaepuma cra-
BOBa 4 H DO W acOIMjaTHBHOT 3aKOHA MHOXeba.

3. KomyratuBHH 3axoH caGupama (ctaB 8, crp. 48) mociexuua je
craBoBa 1 -6 ¥ acousjaTHBHOI 3aKOHa caGupama H 06a HHCTPH-
6yTHBHa 3akOHa: Haume Outhe

(a+b6)(141) = (a+b)1+(a+b)l=a+b+a+b,

=a(l+1)+b6(1+1)=a+a+b+b;
npemMa ToMe
a+b+a+b=a+a+b+0b,

H CTOra mnpema crtaBy 2
b+a=a+b.

Jla ce KOMyTaTHBHH 3aKOH MHOXema (CTaB 12, cTp. 48) moxe
u3secTH H3 craBoBa 1—11, 13-16 u 17 (ApxuMeZOB CTaB), alu
He Moxe 6e3 kopumhewa craBa 17, noxasaso je y §§ 32, 33.

I1. Bepnajc
Ionysa 11
YnpowheHo 3acHMBame HayKe O mponopiujama

OHo 3acHHBame Hayke O npomopudjama 6e3 Kopuihema
ApxuMenose aKCHOMe, Tj. Ha OCHOBY akcHoma I—IV, koje je
zato y tpehoj rrasu §§ 14— 16, Moxke ce YNPOCTHTH.

1) Cae TpH nonyHe je npeseo T. Anhenuh.
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Kopucrumo one na nogetky § 15 crp. 55— 56 ysenene osnake
332 HyXH, JeMHAKOCT AYXH, 36HDP NyXH ka0 H Tamo 3abene-
XEHY UHIEHHNY Ia 3a 36Mp XLY}KH BAaKH aCONMJaTHBHH H KOMY-
TATUBHH 3aKOH. '

Kao pasmepy a: b nyxu g, b sebusnmemo cax yrao (jexno-
3HAYHO OZXpehieH y CMHCNy KOHrpyeHIH]e), KOjH y MpaBOYIJOM
TPOYIVIy KOMe Cy KaTeTe a, % JIeXH HacnpaMm katere a. Kaxewmo,
Ja Cy pa3Mepe jefHaKe, aKO Cy INOAYAapDHH YIJIOBM KOjH HX
AedHHHIUY, U Y OBOM CMHCTY NMHILEMO ,NMPONOPLHjy (cpasmepy)®
a:b=c:d Ilpema TOMe, OaMax BaxkH Ja je CBaKa pa3mepa
AyxHu cama ceOM jeJlHaKa H Ja Cy JBe pasMepe NYXH, jemHaxe
Hekoj Tpehoj, H Mehy co6om jenHaxe, Kao u: -

aKo je a=c 4 b=d, onna je a: b =c:d.
Ha ocnoBy cTaBa 0 36HpYy yrjioBa y TPOYIJIY BaXKH OCHM TOra:
ako je a:b=c:d, onma je b:a=4d:c
Hamwe ce nomoty axcuoma Ill; u IV (BuIu cuky) n0GuBa CTas:
ako je a:b=rc:d, ouga je a: b= (a+c¢): (b.-|—.'d),
H Ha OCHOBY CTaBa O CHO/bALILEM YIAY:

ako je a:b=a:c, onga je b =c.

W3 nocaenwmer craBa mo-
ce6GHO IPOW3Ja3H, JAa 3a TPH Ly-
KM a, b, c MOXe NOCTOjaTH CaMo
jeaHa 4eTBpPTa NPONOPIIHOHAMa,
Tj. CaMO jeIHO pellewme Xx Mnpo-
—_—— nopuuje a: b =c: x. Ersucren-
[4ja d9eTBPTE MNPONOPIHOHAME
_ npouctaye u3 mMoryhHOCTH mpe-

HOWEHa YIVIOBA y BE3H Ca AKCHOMOM NapaeTHHX.

CraB 0 MeljycOo6HOj PasMEH/bHBOCTH YHYTpAlllbHX YJAaHOBa
y HEeKoj MpOmopuHjH, Tj. HCKa3: ako je a:b=c:d, ouma je
a:c=b:d, no6uBa Ce mocMaTpameM JBa MPaBOyIJa TPOYIia,
KOju uMajy KaTere a, b OmH. ¢, d a TaKO Cy MOCTAaB/bEHH, Ma
“KaTeTa ¢ JAPYror TPOyria JieXH y NPOAyXemy Karete b mpsor
' TPOYIJa NMPeKO TeMeHa MPABOT yraa, a HCTO Tako d y OPOLy-

b
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Hewy a (BHAM cruky). OBIe Ha OCHOBY NPETNOCTaB/bEHE NPONOP-,
Iuje KpajeBH 06e XMNOTEHY3e JIeXK€ Ha KPYry, IITO Ce 3akmby-
~ uyje H3 CcTaBa O jeAHAKOCTH nepu)epUCKHX R
YIrI0Ba Haj HCTHM JYKOM, ONH. H3 MY .
o6pHyTOr cTaBa, I3 OBOT CTaBa OHMa HpO-. C g
H3Ja3H. H NpOMmopuKja: a: ¢ = b : d mocma-.
TpaH:EM TPOYIJIOBA Ca KaTeTaMa d, Co b, dv.
Kao nocnenuna Mehyco6ne. pasMeH/bu- -
' BOCTH YHYTPAlUHX 4/JaHOBA nponopuuje
noce6Ho JH06HBa Ce CaCTaB/bHBOCT nponopuuja:

ako je a:b=a"'b u b:c=0b":¢, oHmaje u a: c=a":c\
Haume u3 maTex nmponopiuja 1106maa ce paameﬂom yHyTpaIIIH:HX
qnaHoBa g¢:a’'=b: b6 =c:c"'ma'tume a:c=a': ¢,

. ¥Y3umameMm y 00634p ,ersucfreﬂun]e‘quBpTe NpPONOpUHOHaIE
mobuBa ce HapeZHO APYro npaBuIo ‘0 cacTaBbalkby NPOMOPLHja:
ako je a:b="b:a" ¥ b:c=c':0V, oHma je H a:c=c":a'.
Haume, ako je u 4eTBpTa NPOMOPIMOHANA 3a 4, b, ¢', TaKO Aa
6yne a:b=c":u Baxuhe Ha OCHOBY OBe NPETNOCTaBKE ¢': U =
=b:d, ,ualme c':b'=un:d wn pame u: a'-—b ¢, a OHja ce
cacTaB/balbeM nponopuu]a C:u=a:b uw u:a'=b:c (npema'
NPeTXOAHOM IMPaBHJIY) 1106maa cd:ad=a:c.

Caxm Tpeb6a moKasaTu
OCHOBHH CTaB HayKe O NpONOp-
LHjaMa KOju rJjacd: Axo nse
npaBe OTCenajy AYyXH a, a’ OJH.
b, V' Ha xpanuMa MpOH3BOJbHOT
yIJa, OHIa. BaXH NPONOpIHja
a:a'=0b:0'. Jloxaz ce K3BOIH
(na ogmrosapajyhH HauMH Kao
Aoka3 craBa 41 y § 16) nomohy
CTaBa, Ja ce CHMETpaje yIJIOBa
TpOyria ceKy Vy jeAHO] TaukH,
OsBaj craB ce npumemyje Ha TPO-
yrne OAB u OA'B', rme je O Teme youeHor yria a A, B

1) OBaj TOK nOKAa3a yser Je ma yybenuka ,l[luTama Koja - ce onHoce Ha
enemeHtapny reomeTpujy® on ¢. Enpukseca (F. Enriques).
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omH. A’, B’ cy Tauke y KOjUMa jenHa W jpyra Of JBe napa-
JeqHe cede Kpake yrAa, H rae je name OA =a, OB =0,
OA’' = o', OB’ = V' (Bunn cauky). Hexa S 6yze npecek cumeTpania
yraoea y rtpoyriy OAB, a S’ y tpoyray OA'B’; Ttaga S uMa
HCTO pacTojame r of  mnpaBux OA u OB, a ucro Tako uMa S’
HCTO pacTOjama r’ 0J OBHX npaBux. [loxasahemo xa je a:a' =
=r:r. Ha ucTu HauuH ce oHja nobusBa b:b'=r:r, a Tume
u camo TBphemwe.

[ponopunjy a:a' =r:r' noéuaamo nocMaTpatem TpOy-
rioBa OAS u OA'S’, 3a xoje je <X SOA =< S'OA' u <):SAO =
=< S’A’0O. Osa gmBa yraa ¢y yocTaaoMm (KaO MOMOBUHE YIJa
y TPOYray) OIITPH YIVIOBH; CTOTa NOAHOXja D u D' HOpMana u3 S
u S’ Ha npaBy OA nazajy y yuyrpammocT ayxu OA u OA’,
Pasnoxumo OA y orceuxe u, v, a OA’ y oTceuke u', v'; Taza
je ' , | |

Tiu=<SOA = SO0A' ="t/
r:v=<LSA0 =< SA'O =1":V';
npema TOMe ‘ '
‘ r:r'=‘u:u’=v:v'=(u+v):(u’+v')=‘a‘:'_a’,"
Tako fa je y CTBapH. ' ‘
' a:a'=r:r.

TlppMeHOM OCHOBHOT CTaBa HayKe O nponopuujama, MOXe
ce nmoceGHO cTaB, koju je Xun6epT HasBao [lackamoBHM,
CBECTH Ha Majloyac MOMEHYTO APYIO IMDPaBHAO O CaCTaB/baky
nponopuuja. Taj craB (craB 40 y §14) TtBpau: Axo cy A, B, C
oms. A’, B, (" no Tpu Tauke Ha [BeMa NpaBHUMa KOje Ce CeKy
U cBE cy pasnuqme ol mpeceune Tauke Te ABE MpaBe, OHIa,
axo je BC' npema CB’ u CA’ npema AC napaneino, 6uhie u AB’
npema BA’ mnapainemHo. O6erexxumMo 0 IyXKH OA, OB, OC
ca a, b, c a nyxu OA, OB, OC' ca a, V', ¢/, 6mhe npema
OCHOBHOM 'CTaBy Hayke o nponopuujama Hama l'lpeTHOCTaBKa
EKBHBaJIeHTHa OBHM JZBEMa nponopuujama

b c c 20 (1) cra=a:c (2)
a TBpl']eH:e eKBHBaJCHTHO - nponopuﬂ]a o R

. a: b—b"
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MehyTum oBa (nponopuuja) ce 106uBa U3 1BE npeTxonﬂe npema
npyrom npasuay O cacTaBbamby Npomnopuuja.

"' Tomro je Ha Taj HauMH HayKa O NPONOpUHjaMa IL06HBEH8
6es ynmofpeGe MHOKema NYXKH, MOXe Ce OBO HaKHAaJHO YBECTH,
3a WITO jé MOTPeGHO YTBDIMUTH HeKy ijefMHMUHY AYXKuHy e.
Haume, iao npousBox ayxH a, b (y omnocy ua je;mﬂnuy e)
IebHHHIIE Ce YeTBPTa NPONOPHUOHANA 33 e, 4, b.

[IlITo ce THue 3aKOHA pauyHama 3a TaKO nedmuucaﬂo MHO-
| Kewe NYKH, TO Ce KOMYTATHBHH 3aKOH J0GHBa H3 mehycobue
Pa3MEH/LHBOCTH YHY TPAIIIbHX '4/1aHOBA nponopma]e. AconujaTuBau
3aKOH Kaxe: akKo ]e e:a="b:u; e b*—c V H e:u=cC:Ww,
Tama je e:a=v:w. OBo ce 1106nBa Ha OBaj RaumH! W3 apyre
Xate nponopuuje fo6uBaMO b:e = v:c; OBa SaJCIIHO ca Tpeﬁom'
JaTOM NPONOPLHjOM Jaje CacTAB/bambeM b:u = v:w, a THME Ha
OCHOBY NpBe JaTe nponopudje e:a =v:w. JHCTPHOYTHBHH
33KOH Kake: aKo je e:a =0b:u; e:a=c:v OHAd je e: @ ==
=(b+c): (u+v). 3a 20Ka3 je MOBO/LHO MOKA3aTH: aKO je b:u =

=c:v, OHAa je b:u = (b+c):(u+v); oBOo MehjyTum Baxcu mpema
~ jeIHOM CTaBy KOjH CMO y NOYETKY IOMEHYJIH.

Ha oBako yBegeHM CEerMeHTHH padyH MOXe ce caf, Kao
wWTo je TO moka3aHo y § 17, HajnoBe3aTH 3aCHHBamE jefHe aHa-
JHTHYKE reOMeTpHje paBHH.

Il. Bepnajc

Jonyna III

¥ nonatky Il moxasano je uamehy ocranor (ym. ctp. 139),
Ja ce Ha aKCHOMH KOHIDYeHIMje TPOYIJIOBAa Y YXKEM CMHCIY He
MOJXKE€ 3aCHOBaTH €yK/JHACKa Hayka O MNOBPIUHHH, NOLITO Ce Ha
0B0j ocHOBH (6e3 Kopuwhewa ApXMUMeIOBE aKCHOME) HE MOKE
noka3ath EykaumoB cTaB, fa ZONMyHCKH jeIHaKH TPOYIJH jelHa-
KHX OCHOBHIA HMajy yBeK jeHaKe BHCHHE, Ma CTOTa HH CTaB 52.

Y paHujuM H3ZamHMa ]e zopartak 1l caxpxkasao u jenuy
MHBED3H]y OBOI Pa3MaTpama, HaUMe JOKa3, Aa Y3WMame jefHe
craBy 52 €KBHMBAaJIEHTHe akcHOMe cMmemrTama (Einlagerung) omo-
ryhaBa, na ce H3 yxe akcuome koHBeprenumje Ill;* no6uje npso-
6uTHa WHpa akcuOMa Konseprenuuje Ill;. OBo pacyhuBamwe HaBew-
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hemMo OBHEC Y HADENHBM H3JATAIMMA €3 CaMQ HeSNTHHN OpO-
MEHaMa KOje CY MPH/IaTOleHE OBOM HOBQM HSIRMY.

»IloMeHyIH CcMO paudje (yn. ¢Tp, 123) R8s M3 aKCHOME O
NOAyHAPHOCTH TPAYrI0Ba y yx0j (opmynaumju JII* u nper-
XONHHX aKkcuoMa popen axcuoma Ill, u I, myxmuo caenyje
akcsoma konmepreduuje [ll; a TuMe yomuTte kourpyenunja Gurypa
y wupoj (OpMynauHj#, YHM YIMEMO Ja BAXH CTAB O jeAHA-
KOCTH YIJ0Ba Ha OCHOBHUM Y PaBHOKpakom Tpoyray. Harnena
MH O] 3Hauaja Ja Ce& OBO YNOTNYHaBathe aKCHOME KOHIpyeHIH]e ¥
yx0j dopmynanuju Ill;* moxe ussecTd jowr Ha jeman cacBHM
ApPYyrd Ha4uH, HAaUME nomohy iClIHOI‘ €CaCBHM HHTYHTHBHOI 3aXTEBa,
HHjH Ce eajp¥kKaj MOKAana ca CTaBOM 52 koju cam y OcHoBaMa
ja noxasao (eTp. 74), a KOjH 3aXTeB ¢a Apyre CTPAHE, KAKO CMO
TO nokasanu y noxatky Il (yn, erp, 139), Huje nmocneguua cra-
BOBA KOHIDYGHUH]E ¥ YK eM CMHCAY.

Heka cy mnojmMoBH ,pasnoKHBO jeAHaKO* ¥ ,AQNYHCKH
jennako“ metunucanu xao y § 18 ,QcHOBa reomeTpHje* — aiad
HIIAK TaKo, Ja CE MPH TOME pPasyMe NOjaM KOHTPYEHUNjE Y Y ¥ eM
cmucny. Y Tom cmucay he c€ y HapEAHWM H3IVIATAHHMA ODPUME-
HHBATH YBEK CaMO aKCHOMa KOHTpyeHUH4le y yw 0] Qopmyna-
naju I;* 1 moj nperxonue akcwowme I, I, I, _, xao W axcuoma
napaneaux IV.

Taj 3axTeB y nuTamy, KOju opAe Tpe6a da CAYKH Kao
IOIYHa, I'VacH: -

" Axcuoma cmewiara. [Tonuron nuje Huxan pa3noICuUBo
Jeanax apyrom Honurony w4uje orpanudere Caapicu ynympauirwe
Mauke, anu He cajpoacu Hufeany clomwausy Maury UpBor NONUrOHA,
mj. koju je y fGpBoMm cmewlieH.

M3 oBe akCHOME ce NPBO JAaKO H3BOJH CTaB:

TNonuron Huje HHKAX AONYHCKH jefHaK APYTOM MOJHULOHY
KOjH j€ y NPBOM NONHTOHY CMEIITEH.

' 1) 3a Tauso H3sOheme Buam pacnpasy I, Bepmajca: ,Bemerkungen zu
den Grundlagen der Geometrie* Courant Anniversary Volume 1948, ctp. 20 - 44—
Kagp ee pocryameame CT3Ba O YrAQBHMa HA OCHOBHUM — Y3 YKbyuewe
ApXnMeNioBe 4KCHOME Y AKCHQME NAPajleNHHX — MoOXce Ha pasHe HayHHe 3aMe-
HUTH 33XT€BHMA, KOJH HeMajy KapakTep akcuoMe CHMeTpHuje, Hamp. 34XTeBOM
Tpeher €rasa o KOHFPYCHIH]H 38 HCTOCMEDPHQ KOODIMHWPAHE TPOYrie, NOKA3ao
je y mucepranuju A. LImu't ,Die Herleitung der Splegelung aus der gbenen
Bewegung®, Math. Ann. 109, 538—571 (1934).

OcHoBH reomeTpHje 15
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M saucra, kaj GH HEKH MOJMrOH P GMO NONYHCKH jeXHak
nosurony Q KOju Ce Hanasu y YHYTPammbOCTH P, Tagma 6u Mo-
paga mocTojaTd IBa jefHa APYroM pasiOXHBO jelHaKa MOJHIOHa
P'" u Q' Tako, na noauros P+ P' 6yje pasnOKUBO jeJHAK MOJH-
rony Q+Q'. Kako 6u oujga u P+ P’ ca P+ Q' 6410 pa3ioxuBO
jemnaxo, mopanu 6u u moauronu P+ Q' u Q+ Q' GUTH Pas3JOKHBO
jeIHaKH, WITO NPOTHBPEYK YCBOJEHO] aKCHOMH CMEIITarba.

Cajn hemo peoM JOKa3aTH HapeXHE CTABOBE:

Axo cy y nexom tpoyray ABC o6a yraa Kox
A uB jeman ApyromM jexHaka, 6ubie oHxa yBeK H
OBHM yrIOBHMAa HacCOpaMHE CTPaHe jelHake.

Panu nokasa oxpenumo Ha AB rtauxe E u D, Tako xa Gyme
AD = BC u BE = AC. VI3 npBor CTaBa KOHTDYeHIHje Y yXOj
dopmynanuju  caenyje kourpyesnuja tpoyriaosa DAC u CBE;
o6a OBa TPOyriaa Cy CTOra M JOMNYH-
ckn jemnaka., Opnasne 3aKbydyjeMo
Ja ce H Ibuxose ocHoBHle AD u BE
jemna ca gpyrom mnokxaamnajy. Ako
0BO He 6M 6HO ciayuaj, ma y3MEMO,
peuumo, AD'= BE, onga 6H H3 nOO-
sHaror Eykmuzosor nocrynka (ym.
ctp. 66) npousnasuao ma cy oba Tpo-
yrna AD'C w BEC jeman apyrom JIoO-
NyHCKH jenHaxa. MelyTam, Taga 6u u tpoyrmw ADC u AD'C
MOpalH jejaH ApyroM OWTH IOMYHCKH jefHaKH, IUTO NPOTHB-
P€uH NpeTXOJHOM CTaBy KOjd CMO HOGHIH H3 aKCHOME CMeEll-
Tawa. JeaHaxoct aywu AD u BE Bojau HemocpenHo TBphewy
KOje CMO NOCTaBHJIH.

C

Axo cy y Hexom TpoO-
yray ABC nBe ctpane AC
¥ BC jenmna apyroj jen-
Hake, 6ulie yBeK H OBUM
CTpaHaMa HaCnpaMHH yrjo-
BH jenaH ApPyrom jemHaKH.

Pagu noka3a y3MuMO Ha-
cynpor aa je yrao < CAB sehn
on < CBA. 3atum onpenumo Ha NpaBoj AB Tauke A’ ® B’ Ha

c .
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Taj HauHH Ja Oyne o
<< CA'B=<CBA u <X CB'A=<CAB.
[Mpema nNpeTxoMHO NOKa3aHOM CTaBy je CTOra
CA’=CB u CB' =CA,
a OfaBjie Ce KOpHIuhemeM MpeTnocTaBke 106HBA
(1%) CA’' = CB'.

Axo na Tpoyrie ACA’u BCB' npaMeHHMO CTaB O CnOJball-
beM yriay, pgobuhemo jexnaunne :

<X ACA'=<xCAB-<XCA'B
<X BCB' =< CB'A - < CBA;

cTora je
(2%) <X ACA’' =< BCB'.

O6pacun (1*) u (2*) y Be3u ca npeTnOCTaBKdM Ka3yjy,
ga cy Ttpoyria ACA' u BCB' jeman Zxpyrom KOHLDYEHTHH Y
yxeM cMHCay; MehyTAM y ToM cayuajy noce6HO 6u 6miI0

<X AA’C =< BB'C.

Osaj 3ak/byuak je GeCMHCIHIA, NOWITO Cy OBa ABA yIvia YHY-
TpalllbH OMH. HECYCELHH Cno/balltbk yrao y Ttpoyray A'B'C.

Tume je moOCTaB/b€HH CTaB JOKa3aH, H Md OAMax ysuhamo
Ia .Cy CTaBOBH O NOJAYZAPHOCTH TPOYI/IOBA y LIMPEM CMHCIY
HYyXHa MOCAeIHIA aKCHOME KOHrpyeHuuje y yxem obamxy II[;*,
aKo ce jom ysme y noMoh ropwma HHTYHTHBHA aKCHOMa CMe-
ITamka KOja Ceé OJHOCH Ha NOjaM PaslOKMBE jeJHaKOCTH.“

M3 oBor noxa3a je OnMaX jacHO, Ja Ce aKCHOMa CMeliTama
3a OBy NpPHMEHY MOXe 3aMEHHUTH caeliehoM NPOCTHjOM AKCHOMOM:

Axo y Tpoyray ABC Taduxka D exHu Ha CTpaHH4
AB usmehy A wu B, Taga tpoyrau ABC u ADC Hucy
AOMyHCKH jenmaxu?b
Il. Bepuajc

1) JenHo Moje pasmartparme 10 pe3yATaTy NAPANENHO OBOM pacyhusamy
M3BPLIEHO je Y pacnpash ,Uber die Verwendung der Polygoninhalte an Stelle
eines Spiegelungsaxioms in der Axiomatik der Planimetrie* Elem. d. Math. 8,
102—107 (1953). I1puiuxoM nHCAta TOTA Paga HHCAM HMMao IPH DYUH DaHRjH
" rexcr moparka 1I. Crora je y moMmenyroj pacnpasi M30CTajno oxrosapajyhe yka-
3HBame,
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