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Osaj HOBH OTHCaK XHJI6epTOBHX "OcHosa reoMeTpHje" 
HHje HeKa npasa HOBa npepa,n:a. Ynpaso yqHlheHe cy caMo HeKe 
HCnpasKe H Malbe .n:onyHe1>. 

Y ,n:onyHH I cy cKynJbeHe HeKe 3aBHCHOCTH y CHCTeMy 
aKCHOMa peaJIHHX 6pojesa, paHHje Hase,n:eHe y ,n:o,n:aTKY VI . 
.II.onyHa III je y cylllTHHH noHaBJbalbe je,n:He .n.onyHe ,n:o,n:aTKa II 
y neTOM H3.ll:alhy, KOja ce O.li:HOCH Ha H3BO.li:JbHBOCT je,n:He ,n:aJbe 
aKCHOMe no.n:y ,n:apHOCTH H3 y:lKe aKCHOMe y3 noMoh je,n:He aKCH­
OMe CMelllTalba. 

Kao .n:onyHa II .n:o,n:aTa je HOBa ynpolllheHa <PopMyJianHja 
HayKe o nponopnHjaMa, tiHja je paHHja <PopMyJianHja 3a.ZI.p:lKaHa 
y fJiaBHOM TeKCTY §§ 14-16. 

O.n: .n:o.n:aTaKa I-X ce,n:Mor H3.ll:alha yHeTH cy oneT caMo 
OHH reoMeTpHCKOf KapaKTepa, Tj. 1-V. 

Pa,n:H opHjeHTanHje o ce,n:MOM H3.ZI.alhy HaBelllheMo H3 XHJI-
6epTosor npe,n:rosopa TOM H3,n:alhy cJie,n:ehe: ,Oso ce,n:Mo H3,n:albe 
Moje KlhHre , OcHose reoMeTpHje" je, cnpaM paHHjHX H3,n:alba, 
3HaTHO nonpaBJbeHO If ,n:onylheHO, H TO ,n:eJIOM npeMa MOjHM 
KaCHHjHM npe,n:aBalbHMa 0 OBOM npe,n:MeTy, a ,n:eJIOM K3KO cy TO 
3aXTeBaJIH pe3yJIT8TH KOje cy y MeljyspeMeHy IJOCTHfJIH ,n:pyrH 
ayTopH. Cxo,n:Ho TOMe je npepaljeH TeKcT rJiaBHOr ,n:eJia KlbHre. 
PeTKO ,n:paroneHy DOMOh npH TOMe npy:lKHO MH je je.n.aH 0.11: 
MOjHx ytieHHKa X. A pH o JI .n: Ill M H T (H. Arnold Schmidt). 
OH He caMo lllTO je 3a MeHe BplllHO cas pa.n: KOjH je 3aJia3HO 
y noje,n:HHOCTH, Beh O,L( lhera IJOTHqy H MHOro6pojHe C8MOCT8JIHe 
npHMe,n:6e H .n:o.n:anH; noce6Ho, OH je caMOCTaJIHO ,n:ao Hosy 

1) 0oce6HO O.IlYCT8JJO ce O.Il DO ce6H MOryher H368UHB81b8 4KCHOM8 pacno­

peaa H3 aqiHHOr 38CHHB81b8 pa'!yHa .IlYlKHM8 (HapO'IHTO y §§ 24-26). 



VI 

CTRJIH3au;ujy .n;o.n;aTKa II. 3a osy lberosy noMoh H3pa:>KasaM MY 
Hajcp.n;aqHujy 33XB3JIHOCT". . 

· naJbe Tpe6a jOlll yKa33TH H Ha HCTOpHCKH nperJie.ZJ; , Q 
XaJI6epTOBOM 3aCHHBalhy reoMeTpHje" (Zur Hilberts Grundlegung 
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UenoKynHo JbyncKo C83H&Ibe no'!Hibe 
ca ona>KajwMa, onatne Hne Ka nojMo­
BHMa H 38BpW8B8 ce ·Hnej8M8. 

K a H T, KpHTHKa 'IHCTOr yMa 
Y'!elbe o eneMeHTHMa, neo 2, oneJbaK 2. 

3a DOTDYHO H3rpa~HBalbe reOMeTpHje - HCTO KaO H apHT­
MeTHKe - DOTpe6aH je CaMO MaJJH 6poj npOCTHX OCHOBHHX CTa­
BOBa. 0BH OCHOBHH CTaBOBH Ha3HBajy ce a K C H 0 MaMa reoMe­
TpHje. 00CTaBJbalbe 3KCHOMa reoMeTpuje H HCDHTHBalbe lbHXOBHX 
y3ajaMHHX o.n:uoca jecTe 3a.n:aTaK Koju je jow ·o.n: opeMeHa 
E y ~ JJ H .LJ: a 6HO npe.n:MeT MHOro6poj HHX H3BpCHHX pacnpaoa 
MaTeMaTnqKe JJHTepaType. Ooaj ce 3a.n:aTaK coo.n:u ua JJoruqKy 
auaJJH3Y Rawer npocTopuor onamaja. 

CJJe.n:ehe HCTpamHBalbe npeTcTaBJba HOB noKywaj .n:a ce y 
reoMeTpiljH DOCTaBH D 0 T D y H H W T 0 D p 0 C T H j H CHCTeM aKCH­
OMa H .n:a Ce H3 OBHX aKCHOMa H3Be.n:y HajBalKHHjH reOMeTpHCKH 
CTaBOBH TaKO .n:a Ce jaCHO BH.li:R KaKO 3Haqaj pa3JJijqRTHX rpyna 
aKCHOMa TaKO H .LJ:OMawaj DOCJJe.LJ:H~a KOje CJie.n:yjy H3 noje.LJ:HHHX 
aKCHOMa. 

Ocaosa reoMeTpHje -





Opaa rJiaBa 

fieT rpyna ai(CHOMa 

§ 1. EneMeHTH reoMeTpnje u neT rpyna aKCHOMa 

n e <l> H H H 1.\ H j a. MH 3aMiUIJJbaMO TpH pa3JIHI:JHTa CHCTeMa 

CTBapH: CTBapH ll p B 0 r CHCTeMa Ha3HB3MO ilia'liCa.Ma H 03Hat:Ja­

B3MO HX ca A, B, C, , .. ; cTaapH .n: p y r o r CHCTeMa Ha3HaaMO 

upaau.Ma H 03HaqaaaMo HX ca a, b, c, ••• ; cTsapH T pe he r CH­

CTeMa H33HBaMO paBHU.Ma H 03HaqaaaMO HX Ca a, ~' y, ... ; TaqKe 

ce Ha3HBajy H eJLe.MeHiliu.Ma JlUHeapHe reo.Meilipuje, -r.aqKe H npase 

ce Ha3HBajy eJLe.MeHiliu.Ma paaHe reo.Meilipuje, a TaqKe, npase H 

pasHH Ha3Hsajy ce eJLe.Meliiliu.Ma upocliiopHe reo.Meliipuje HJIH eJLe­
.MeHliiU.Ma upocliiopa .. 

MH 3aMHlllJbaMo TaqKe, npase H paBHH y H3BeCHHM Me~y­

co6HHM o.n:HOCHMa H 03HaqasaMo ose o.n:Hoce petiHMa ,JI e>K aT H", 

, H 3 M e ~ y ", . , n o .n: y .n: a p H o", , n a p a JI en H o", , H e n p e­

K H .11: H 0"; TaqaH H 33 MaTeMaTHqKe CBpXe llOTllYH OllHC OBHX 

o.n:Hoca nocTH>Ke ce noMohy a~ecuoMa reo.Meliipuje. 
AKCHOMe reoMeTpHje MO>KeMo no.n:enHTH y neT rpyna; 

CBaKa noje.n:HHaqHQ 0.11: OBHX rpyna H3pa>KaBa H3BeCHe IIOBe3aHe 

OCHOBHe qHH>eHHI.\e Haruer ona>Kaja. MH heMo ose rpyne aKCHOMa 

Ha3HBaTH Ha CJie.n:ehH HaqHH: 

I 1-8. aKCHOMe aeae, 
II 1-4. aKCHOMe pacuope,4a, 

III 1-5. aKCHOMe ii0,4y ,4apHOCliiU, 
IV 3KCHOMa uapaJLeJlHUX, 
v 1-2. aKCHOMe Heiipe1CU,4HOCliiU. 

§ 2. fpyna aKCHOMa I : AKcHoMe Beae 

AKCHOMe ose rpyne nocTaBJbajy se3y H3Meljy rope Hase­

.n:eHHX CTBapH: TaqaKa, npaBHX H paBHH H fJiaCe: 



4 I. neT rpyna aKCHOMa 

11 • 3a /1.8e ma•uce A, B, uocmoju y8eJC upa8a a JCoja upuila11.a 
C8aJCoj 0/1. 08UX /1.8ejy ma'lGJCa A, B. 

12 • 3a /1.8e ma'lJCe A, B He uocmoju 8ULUe 011. je11.He i;ipa8e 
JCQja 6u upuila/l.a.ll,a CBaJCoj 0/1. /l.Bejy ma'laJCa A, B. 

Os.u.e, Kao H y .u.aJbHM H3Jiaral:bHMa, no.u. JJ.BeMa, TPHMa, ••• 

TaqKaMa OJJ.H. npaBHMa, paBHHMa yseK ce no.u.pa3yMesajy p a 3-

JI H q H T e TaqKe, O.ll.~· npaBe, Pl!BHH •. 

MeCTo ""pH n a .11. aT H" ynoTpe6JbasaheMo H JJ.pyre HaqHHe 

H3pamasal:ba,.Hanp. npasa a npona3H Kp03 Taq.Ke ~ H B, 
n p a B a a Be 3 y j e A Jtt B HJIH Be 3 y j e A c a B, A JI e >K H 
Ha a, A j e T a q K a n p a B e a, no c To j H T a q K a A Ha a 
HT)1.. AKo Tat:IKa A nemH Ha npasoj a H, OCHM Tora, Ha .u.pyroj 

npasoj b, ynoTpe6HheMo TaKo~e · H3pa3e: n p aBe a H b c e 
C e K y y ! a q K H A, H M a j y T a q K y A 3 a j e )1. H H q K y HT)1.. 

19 • Ha upa8oj uocmoje y8eJC Haj.Malbe /1.8e ma'lJCe. nocmoje 
Haj.Malbe mpu ma'lJCe JCoje He JleJ/Ce Ha je!l.HOj upa8oj. 

14 • Ma aa JCoje mpu ma'lJCe A, B, C, JCoje He JleJ/Ce Ha ucmoj 
upa8oj, uocmoju y8eJC pa8aH ct JCoja upuila11.a c8aJCoj 011. 08e mpu 
ma'lJCe A, B, C. 3a c8a/Cy pa8aH y8e/C uocmoju ma'l/Ca JCoja joj 
upuila11.a. 

MH heMO ynoTpe6JbaBaTH H H3pa3e: A n e }I{ H y ct; A j e 
T a q K a p a B H H ct HT)1.. 

15 • Ma aa 1eoje mpu ma'l/Ce A, B, C, 1eoje He JleJ/Ce na ucmoj 
upa8oj He uocmoju 8ULUe 011. je11.He pa8HU 1wja upuila11.a C8a1Coj 011. 
o8ux mpujy. ma'la/Ca A, B, C.. 

16 • A !Co /1.8e ma'l/Ce A, B ilpa8e a JleJICe y pa8HU ct, OH/l.a 
C8a/Ca illa'l/Ca ilpa8e a lleJICe y pa8HU ct. 

Y OBOM c,n:yqajy Ka:>KeMo: npasa a nemH y paBHH 

ct HT)1.. 

17 ; A1eo /1.8e pa8HU ct, ~ uMajy aaje/l.HU'l/CY ma'l/CY A, OH/l.a 
OHe UMajy HGjMalbe joLU je!l.HY aaje/l.HU'l/CY illa'liCY B. 

Is. nocmoje HajMalbe 'lemupu ma'l/Ce JCoje He JleJ/Ce y je!l.HOj 
pa8HU. 

AKCHOMa 17 H3pamasa .u.s npocTop HeMa BHllle O.ll. TPH 

.lJ.HMeH3Hje; HanpOTHB, aKCHOMa Is H3pamasa .D.a npocTop HeMa 

Mal:be O.ll. TPH .lJ.HMeH3Hje. 



§ 3. fpyna aKcHoMa II: AKcHoMe pacnope.a.a 5 

AKCHOMe 11_ 8 Mary ce Ha3BaTH o~ecuoJ.WMO poaHu rpyile I 
3a pa3JIHKY O.ll aKCHOMa 14 _ 8 KOje Ha3HBaM ilpoclliOpHUM 0/CCUO­
MOMO rpyile J. 

O.ll CTasosa KOjn cne.llyjy H3 aKCHOMa 11_8 , noMeHyheMo 

CaMO OBa ,llBa: 

C T a B 1. ,Use npase KOje JieJKe y HCTOj paBHH HMajy HJIH 

je.llHY 3aje,llHHliKY Tat:~Ky, HJIH HeMajy HHje.llHY 3aj~.llHHliKY TaliKY; 

,llBe paBHH HJIH HeMajy HHje.llHY 3aje)lHHliKY Tat:!KY, HJIH HMajy 

3aje)lHHliKY npasy H OCHM TOra HHje.llHY .llpyry 3aje)lHHliKY 

T3t:!KY; paBaH H npasa KOja He JieJKH y OBOj paBHH HJIH HeMajy 

HHje.llHY 3aje,llHHliKY Tat:!KY HJIH HMajy je.llHY saje,llHHliKY Tat:~Ky. 

C TaB 2. Kp03 npasy H TaqKy KOja He JieJKH Ha OBOj npa­

BOj, K30 H Kp03 ,llBe pa3JIHt:!HTe npase Ca 3aje)lHHt:!KOM Tat:!KOM, 

nponasu yseK je)lHa H caMo je)lHa pasaH. 

§ 3. fpyna aKCHoMa II: AKcHoMe pacnope)l;a1) 

AKCHOMe OBe rpyne ,llecpHHHWY nojaM nH 3M e ~ y" H OMO­

ryhasajy Ha ocHosy osor nojMa pocuope.a TaqaKa Ha npasoj, y 

pasHH H y npocTopy. 

,U e cp H H H q H j a. Tat:~Ke HeKe npase CTOje y H3BeCHHM Me~y­

C06HHM O)lHOCHMa. 3a OnHC OBHX O,llHOCa CJIYJKHMO Ce HapoqHTO 

pet:~jy ,H3Me~y" ._ 

11 1 • A~eo iliO'liCO B JZexu uaMeljy iliO'lOila A u C, oH,aa cy 
A, B, C llipu paaJZU'lullie iliO'l/Ce upaae u B JZexu llio~eolje uaMeljy 
C u A. 

A lJ c 

112 • 3a .aae llia'-llle A u C yae~e uocllioju ltajMW-be je,a1ta 
llia'-l~ea B 1td ilpa8oj A B, iliallo .aa C JleJ/Cu ua.Meljy A u B. 

A c B 

118 • O,a .Ma llojux mpujy ma'-laJCa ilpaae He ilocllioju aume o.a 
je,a1te llOja Jlexu ua.Meljy OHe ,apyre .aae. 

1) Ose 8KCHOMe je npBO IICUpDBO IICDHT80 M. 0 8 ill (M. Pasch) y CBO­
jHM Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Leipzig 1882. Hapo'IHTO aKCHOMa 11, 
np11na.a.a no ca.a.plKHHH M. n a w y. 



6 I. ner rpyna aKcHoMa 

0CfiM OBHX JlUHeapHUX a/CCUOMa pacilopel{a nOTpe6Ha je jow 

je~Ha a~tcuoMa pacilope4a aa paBaH . 
.IT. e 4> u H u u u j a. nocMaTpajMo Ha npasoj a .n;ae TlliJKe A 

u B; cucTeM .n;sejy Ta'laKa A H B 3BaheMo 4YJIC H 03Ha'laBaTu 

ca AB unu BA. Ta'lKe H3Meljy A u B 3BaheMo Ta'lKaMa .li.yJKu 

AB unu Ta'lKaMa Koje neJKe y yHyiiipataHJocmu .n;yJKu AB; Ta'lKe 

A, B Ha3usajy ce ~tpajHJUM iiia'l~taMa .n;yJKu AB .. Cse ocTane 

TalJKe npase a Ha3usajy ce TalJKaMa Koje neJKe BaH .n;yJKu AB. 
114 • H e~ta cy A, B, C mpu iii a 'liCe ~toje He JZeJICe Ita jei{HOj 

ilpaBoj u He/Ca je a ilpaBa y paBHU ABC ~toja He ilpoJZaau HU ~tpoa 
jei{HY 04 mux iiia'lmca A, B, C: mea 
Uial{a ilpaBa a ilpOllG3U 1tp03 jei{HY OJ{ 
iiia'lalla 4YJICU AB, oHa Mopa fipoJZa­
aumu ~tpoa jei{HY 04 iiia'la~ta 4YJJCU AC 
UJlU ~tpoa jei{HY 04 iiia'la/Ca 4YJICU BC. 

Yl3paJKaBajyhu Ce O'lHrJie.l{HO MO-

JKeMO pehu: aKo npasa yJia3H y yHy­

TpaiiilbOCT Tpoyrna, OHa H H3Jia3H H3 

!hera. .IJ.a npasa a npu TOMe He MOJKe 

npeceuaTH o6e .n;yJKu AC u BC, MOJKe ce .n;oKa3aTu. 

§ 4. nocne)J.H~e HB ai<cHoMa Bese H pacnope,11.a 

1-'13 aKCHOMa rpyna I u II cne.n;yjy cTasosu: 

C T a B 3. 3a .n;se TalJKe A H C nOCTOjH HajMalbe je.n;Ha 

Ta'lKa D Ha npsoj A C Koja neJKu H3Meljy A u C. 
.IT. o K a 3. f1peMa aKCHOMH Is nOCTOjH 

saH npase A C je.n;Ha TalJKa E, a npeMa 

aKCKOMH II: nocTojH Ha npasoj AE Ta'lKa 

F T8KO .n;a je E TaqKa .n;yJKH AP. npeMa 

HCTOj 8KCHOMH ·H npeMa aKCHOMH lis no­

CTOjH Ha npasoj PC Ta'lKa 0 KOja He 

ne>KH Ha .n;yJKH PC. TaKo, npeMa aK­ 0 

CHOMH 114 npasa EO Mopa cehH .n;yJK AC y HeKoj Ta'lKH D. 
C TaB 4. O.n; Ma KOjHx TpHjy Ta'laKa A, 8, C je.n;He npase 

yseK UOCTOjH je.n;Ha KOja JieJKH H3Meljy .n;pyrHX .n;sejy . 

.IT. o K a 3. 1
) HeKa A He ne>KH H3Meljy A u B. CnojHMO Ta'lKY 

D Koja He ne>KH Ha npasoj A C ca Ta'lKOM B u o.n;a6epHMO, 
1) OsaJ llOK83 noTH'Ie oa A. Ban a a [A. Wald). 



§ 4. nocneJlHUe HS aKcHoMa aese H pacnope.111 

npeMa aKCHOMH 112, ua cnojuoj npasoj TaqKy 0 TaKo .n:a D ne:lKH 
H3Me~y B H G. DpHMeHOM acHOMe 114 noKa3yje ce .n:a ce npase 
AD H CO ceKy y HeKoj TaqKH E Koja ne- c 
)I(H H3Me~y C H 0; Ha HCTH uaqHH Ce .l(06HB3 
Jl3 ce npase CD H A 0 ceKy y TaqKH F 
Koja ne>KH H3Me~y A H G. AKo ce ca.n:a 
npHMeHH aKCHOMa 114 ua Tpoyrao AEO H 
ua npasy CF, noKaayje ce .n:a D ne>KH 
H3Me~y A H E, a npHMeHoM HCTe aKCHOMe A 

B c 

ua Tpoyrao AEC H npasy 80 .n;oauaje ce .n:a TaqKa B ne>KH 
H3Me~y A H C. 

C T as 5. Ma Koje qeTHPH TaqKe je.n;ue npase Mory ce yseK 
oauaqHTn ca A, B, C, D TaKo .n:a TaqKa oauaqeua ca B ne>Kn 
H3Meljy A u C u TaKolje · H3Meljy A u D u, .n;aJbe, .n;a TaqKa 
oauaqeua ca C Jie>Ku H3Meljy A u D H TaKolje H3Meljy B u D.l} 

.U o K a 3. HeKa cy A, B, C, D qeTupu TaqKe npase g. ,UoKa-
3aheMo uajnpe oso: 

F 

A B 

1. AKo .TaqKa B ne>KH ua .n;y>KH AC, 
a TaqKa C ua .n;y>Ku BD, ou.n;a TaqKe B 
u C ne>Ke H ua .n;y>KH AD. Haa6paheMo, 
cxo.n;uo aKCUOMu 19 u 112, TaqKy E KOja 
He Jie>KH Ha npasoj g H TaqKy F T3KO 
.n:a E Jie>KH U3Meljy C H F. BurnecTpy-

JJ KOM npHMeHOM aKCUOMa II9H 114 00Ka3yje 
ce .n:a ce .n;y>Ku AE H BF ceKy y neKoj 

TaqKu 0 u, .n;aJbe, .n;a npasa CF npeceu:a .n;y}f{ OD y TaqKu H. 
nornTO Ha Taj uaquu H Jie}f{U Ha .n;y>Ku OD, a E, npeMa aKCH­
OMU 118 , He Jie>KU Ha .D:Y>KU 'A 0, TO npeMa aKCHOMU 114 npasa 
EH npeceu:a .n:y}f{ AD, Tj. C Jie>Ku ua .n;y>KH AD. HcTo ce TaKo 
.n;oKaayje cuMeTpuquo .n:a u TaqKa B ne>Ku Ha osoj .n;y>KH. 

1) Oaaj CTaB, 03Ha'!eH y npaoM H3ll31bY Kao aKCHOMa. H3Beo je E. X 
My p (E. H. Moore), Trans. Math. Soc. 1902, Kao nocnenHUY aKCHOMa sese H 
pacnopeua nocTaBJbeHHX .sa paaaH. ¥n. TaKo~e y ae3H ca OBHM pauoae Be 6-
n e H a (Veblen), Trans. Math. Soc. 1904 H Ill B a j u epa (Schweizer), American 
Journ. 1909. l1cupnHO HCTpalKHBalbe HeSaBHCHOCTH CHCTeMa n H Heap H H X 
aKCHOMa pacnopeua, KOje YTBp~yjy pacnopell Ha rrpaBHM8, MOJKe Ce H8hH KOll 
E. X a H T H H r To H a (E. v. Huntington) .A new set of postulates for between­
ness with proof of complete independance", Trans. Math. Soc. 1924, yn. T&KO~e 
Trans. Math. Soc. 1917. 
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2. AKo TaiJKa B JJe}lm Ha ,n:y}I{H A C, a TatJKa C Ha ,n:y}I{H 

AD, OH,n:a H TaiJKa C JJe}I{H Ha ,n:y}I{H BD, a H TatJKa B Ha .n:y}I{K 

AD. O.n:a6epHMO HeKy TatJKY 0 BaH npaae g H je,n:Hy .n:pyry 

TaiJKY F TaKO .n:a 0 JJe}I{H Ha JJ:Y}I{H BF. npeMa aKCHOMaMa Is 
H II9 npaaa CF He npecen;a HH .n:y}l{ AB HH .n:y}l{ 80, H 3aTo, 

npeMa aKCHOMH II4 OHa TaKo~e He, npecen;a HH .n:y}l{ A G. AnH, 
nOIIITO TatJKa C ne}I{H Ha .n:y}I{H AD, TO npaBa CF npecen;a .n:y}l{ 

OD y HeKoj TaiJKH H. Ho npaaa FH, oneT npeMa aKCHOMaMa 

113 H II4, npecen;a ,n:y}l{ BD. .UaKne, C · ne}I{H Ha .n:y}I{H BD. 
OcTaJJH .n:eo TBp~elba cne.n:yje, npeMa TOMe, H3 TBp~elba 1. 

HeKa cy ca.n: ,n:aTe Ma Koje tJeTHPH TatJKe je,n:He npaae. 

Y3MHMO TPH o.n: Tux TatJaKa u 03HaiJuMo ca Q OHY o.n: lbHX Koja, 

npeMa CTaay 4 u aKCHOMH II8, JJe}I{H H3Me~y ,n:Bejy .n:pyrux, a 

o6e OBe 03HaiJHMO ca P u R u, Haj3a,n:, nocJie,n:lhy o.n: tJeTupa 

,n:aTe TatJKe 03HaiJHMO ca S. Ta.n:a oneT H3 aKCHOMe 115 u CTaBa 

4, npOH3HJJa31f ,n:a TaiJKa S MO}I{e HMaTH je,n:aH O,U: OBHX neT 
noJJO}I{aja: 

R ne}l{u H3Me~y P u s, 
unu P JJe}l{u H3Me~y R u S, 
HJJH S JJe}I{H H3Me~y p H R H y HCTO apeMe Q H3Me~y pHS, 

HJJH S JJe}I{H H3Me~y p H Q, 
HJJH p JJe}I{H H3Me~y Q H S. 

npBe IJeTHpH MOryfiHOCTH npy}l{ajy npeTnOCTaBKe llO,U: 2, 
a nocne,n:lhy npeTnocTaBKe no.n: 1. ToMe je cTaB 5 ,n:oKa3aH. 

C T a B 6 (yonliiTelbe CTaBa 5). AKO je ,n:aT Ma KOjH KOHa­

IJaH 6poj TaiJaKa Ha npaaoj, oH,n:a ce oae Mory yaeK 03HaiJHTH 

ca A,B, C, D, E, ... , K, TaKo .n:a TatJKa 03HatJeHa ca B JJe}I{H 

H3Me~y A c je,n:He cTpaHe u C, D, E, ... , K c .u:pyre cTpaHe, 

,n:aJbe C H3Me~y A, B c je,n:He cTpaHe u D, E, ... , K c .n:pyre 

CTpaHe, 3aTHM D H3Me~y A, B, c c je.n:He cTpaHe H E, ... , K c 

A B CO .E K 

,n:pyre CTpaHe HT,U:. 0CHM OBOr HaiJHHa 03HaiJaBalba llOCTOjH jOIII 

caMO je,n:aH o6pHyTu HaiJHH 03HatJaBalba K, ... ,. E, D, C,B, A Koju 

HMa HCTO CBOjCTBO. 

C TaB 7. J.13Me~y Ma KOje ,U:Be TaiJKe je,n:He n.paBe llOCTOjH 
yBeK 6ecKpajHO MHOrO TaiJaKa. 



§ 4. flocneJlHUe Hs aKcHoMa aese H pacnopeJ18 

C TaB 8. CaaKa npaaa a Koja ne>KH y paBHH IX pa3.ZJ.Baja 
TaqKe oae paBHH IX Koje He ne>Ke Ha Toj npaaoj y .u.ae o6naCTH 
cne.u.eher caojcTBa: csaKa TaqKa A je.u.He o6nacTH ca caaKOM 
TaqKOM B .u.pyre o6nacTH o.u.pe~yje .ZJ.Y>K AB y 'IHjoj yHyTpa­
WlbOCTH Jie>KH je.ZJ.Ha Ta'IKa npaBe a; HanpOTHB, Ma KOje .ZJ.Be 
Ta'IKe A H A' HCTe o6nacTH o.u.pe~yjy .ZJ.Y>K AA' Koja He ca.u.p>KH 
HHje.u.Hy o.u. Ta'IaKa npaae a • 

.U e <P u H H u. H j a. PehH heMO .u.a Ta'IKe A H A' ne>Ke y. 
paBHU ct ca ucilie cilipaHe oa iipane a u aa iliaLLHe A u B JL?JICe 
y panHu IX ca paaHux cilipaHa oa iipane a. 

A~
A .Ue<flHHHIJ,Hja. HeKa cy 

A, A', 0, B 'IeTHpH Ta'IKe Ha npa­
aoj a TaKa .u.a Ta'IKa 0 ne>KH 

'- a H3Me~y A H B, anH He ne>KH 

~ 
H3Me~y A H A'· Ta.u.a heMo 
Ka3aTH: Ta'IKe A, A' JLexe Ha 
iipanoj a c.a ucilie cilipaHe oa 

.B ilia'lHe 0, a ilia'l«e A, B JLeJICe 
Ha iipanoj a ca paaHux cmpaHa oa ilia'lHe 0. Cae Ta'IKe npaae a 
KOje Jie>Ke Ca HCTe CTpaHe O.ZJ. Ta'IKe 0, Ha3HBajy Ce H iioJLy­
iipaBOM KOja ii.OJla3U OJ{ ilia'I.He 0; npeMa TOMe, CBaKa Ta'IK3 
npaae .u.enH TY npaay Ha .u.ae nonynpaae. 

A A' 0 B 

.U e <PH H H u. H j a. CHCT~M .ZJ.Y>KH AB, BC, CD, ... , KL KOjH 
ae3yje Ta'IKe A H L Ha3.Haa ce uaJLOMJbeHOM JLUHujoM; osa H3JIOM-
JbeHa JIHFJHja 03Ha'Iaaa ca KpaTKO ca ABCD ... KL. Ta'IKe Koje 
ne)Ke y yHyTpallllbOCTH .ZJ.Y)KH AB, BC, CD, ... , KL, Kao H Ta'IKe 
A, B, C, D, ... , K, L Ha3HBajy ce cae 3aje.u.Ho iliaLLHa.Ma uaJLo.M­
JbeHe JLUHUje. AKa ce Ta'IKe A,B, C, D, ... , K, L cae HaJia3e y 
je.u.Hoj paBHH, a QCHM Tara aKo ce Ta'IKa L noKnana ca Ta'IKOM 
A, TaKBa he ce H3JIOMJbeHa ~HHHja Ha3BaTH iioJLuroHOM H 03Ha'IHTH 
Kao nonHrOH A BCD ... K . .Uy>KH AB, BC, CD, ... , KA Ha3HBajy 
ce cmpaHa.Ma iioJLuroHa, a Ta'IKe A, 8, C, D, ... K ilie.MeHU.Ma iio­
JLuroHa. DOJIHfOH ca 3, 4, ... ' n TeMeHa Ha3HBa ce ilipoyrJLOM, 
'l.eilinopoyr JLOM, ... , n-ilioyr JLOM. 
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.Q ~ cp H H H Il H j a. AKO cy CBa TeMeHa · IIOJIHfOHa pa3JIHlJHTa 

H HHje)I;HO TeMe IIOJIHfOHa He Jie)KH Ha je)I;HOj lberOBOj CTpaHH 

H aKO Ma KOje .u;se CTpaHe IIOJIHfOHa HeMajy HHje.u;Hy 3aje.u;HHlJKY 

TaiJKy, Taj Ce IIOJIHfOH Ha3HBa fipOCUiU.M. 
DOMOh:)F CTaBa 8 )I;OhH heMO Ca.u;a 6e3 3HaTHHX TeWKOha 

.u;o cne~ehHx cTasosa: 
C T as 9. CsaKH npocTH nonuroH KOjH Jie)KH y paBHH a 

pa3.u;saja oHe TaiJKe paBHH a Koje He npuna.u;ajy noJIHroHy Ha 

)I;Be o6JiaCTH, yHyliipGIUHJY U CliOJbG­
lllHJy, ca osuM tsojcTBOM: aKo je A 
TaiJKa yHyTpaWibe oi5JiaCTH (y H y 

T p a w lb a T a q K a), a B TalJKa cno­

Jbawlbe o6naCTH ( c n o Jb a w lb a 

T a q K a), CBaKa .H3JIOMJbeHa JIHHHja 

KOja Jie)KH y paBHH a H Be3yje 

TaiJKe A u B HMa HajMalbe je.u;Hy 

3aje.u;HHIJKY TaiJKY ca nonuroHOM; HanpoTus, aKO cy A, A' .u;se 

yHyTpawlbe TaiJ.Ke nonHrOHa, a B, B' .u;se crroJbaWibe TaiJKe, TO 

y paBHH a IIOCTOje yseK H3JIOMJbeHe JIHHHje KOje Cnajajy TaiJKY 

A ca A' H TaiJKY B ca B' H HeMajy HHje.u;Hy saje.u;HHIJKY TalJKY 
Ca IIOJIHfOHOM. npH IIO)I;eCHOM H360py Ha3HBa 3a o6e 06JiaCTH 

nocToje yseK npase y paBHH a Koje uene ne)Ke y cnoJbawlboj 

06JiaCTH IIOJIHfOHa, a HanpOTHB, He IIOCTOjH HHje.u;Ha npasa KOja 

6H u:ena Jie)KaJia y yHyTpawlboj o6naCTH nonHroHa. 

C T as 10. CsaKa pasaH a pa3.u;saja ocTane TaiJKe rrpocTopa 

y )I;Be 06JiaCTH KOje HMajy OBO CBOjCTBO: CBaKa TaiJKa A je.u;He 

o6naCTH ca csaKOM TalJKOM B .u;pyre o6nacTH o.u;pe~yje .u;y)K 

AB Koja y ce6H ca.u;p)KH je.u;Hy :TaiJKY paBHH a; HanpOTHB, Ma 

Koje .u;se TaiJKe A H A' je.u;He u HcTe o6nacTH o.u;pe~yjy .u;y)K 

AA' Koja He ca.u;p)KH HHje.u;Hy TaiJKY paBHH a • 

.U e cp H H H Il H j a. KopHCTehH ce 03HaKaMa H3 CTasa 10, 
pehH heMo: TaiJKe A H A' Jie)Ke y npocTopy ca ucme cmpaHe 
o.o. paBHU a, a TaiJKe A H B Jie)Ke y npocTopy ca paaJlu'luliiux 
CliipaHa 0/1. pGBHU a. 

CTaB 10 H3pa)Kasa HajsamHHje qHibeHHile y o.u;Hocy Ha 

pacnope.u; eneMeHaTa y n p ocTo p y; oTy.u;a cy ose lJHibeHHile 

HCKJb YlJHBO nocne.u;Hu:a .u;oca.u; nocMaTpaHHX aKCHOMa u Hnje 

noTpe6Ha HHje.u;Ha Hosa n p ocT o pH a aKCHOMa rpyne II. 



§ 5. rpyna IIKCHOMII Ill: AKCHOMe OOilYllllpHOCTH 11 

§ 5. fpyoa aKCHOMa III : AKCHoMe noAYA&PHOCTH 

AKCHOMe OBe rpyne .zr.e<lJHHHWY no jaM no.zr.y .zr.apHOCTH a 
THMe H nojaM KpeTalba. 

J1. e <lJ H H H 1.{ H j a. JJ.y)KH CTOje y H3BeCHHM O.li:HOCHMa Me~y 
co6oM, 3a 1IHja HaM 03Hat:JaBalba cny*e pet:IH ,iio){y){apno" (KoH­
rpyeHTHO) HJIH _,,je){HQICO". 

1111" AHo cy A, 8 ){Be illa'I.He na iipaBoj a u aHo je, J{aJbe, 
A' illa'I.Ha na ucilloj UJlU na J{pyroj iipaBoj a', OHJ{a ce MOJ/Ce yBeH 
nahu illaHBa illa'I.Ha 8' iipaBe a' na J{ailloj cillpanu OJ{ illa'I.He A', 
){a J{YJIC A8 6y){e iio){y){apna UJlU jeJ{HaHa J{yJ/Cu A' 8', wTo heMo 
03Hat:JHTH Ha CJie.zr.efiH Hat:JHH: 

A8=A' B'. 

· Osa aKCHOMa 3axTesa M or y h Hoc T iipenotueHJa .zr. y *H. 
J e )J. H 0 3 H a tJ H 0 C T TaKBOf npeHOlllelba 6Hfie JJ:OU:HHje JJ:OKa3aHa. 

JJ.y)K je 6HJia .zr.e<lJHHHCaHa npOCTO KaO CHCTeM JJ:Bejy Tat:JaKa 
H 03Hat:Jeua ca AB HJIH BA. ITope.zr.aK OBHX Tat:JaKa HHje y .zr.e­
¢nHHU:HjH y3eT y 063Hp; 3aTO <lJopMyne 

AB =A' B', AB ::8' A', 

BA =A' B', BA =B' A' 

HMajy HCTO 3Hat:Jelbe. 

1112 • AHo cy J{YJICU A' B' u A" B" iio){y){apne jeJ{HOj UCIUOJ 
J{yJ/Cil A8, 6uhe u J{y;JIC A' B' iio){y){apna J{yJ/Cu A" 8", UJlU 
KpaillHo: aHo cy ){Be !l.YJICU iio){y){apne illpehoj, iio){y){apne cy u 
.Mefyy co6oM. 

ITowTo ce no.zr.y.zr.apHocT HJIH je.zr.HaKOCT yao.zr.u TeK noMohy 
OBHX aKCHOMa, TO Hajnpe HHje CaMO llO ce6H pa3yMJbHBO .zr.a je 
c B aKa .zr. y * caM a c e 6 H no .zr. y .zr. a pH a; ann oaa t:JHlbeHHU:a 
cne.zr.yje H3 npsux .zr.aejy aKCHOMa no.zr.y .zr.apHOCTH, Ka.zr. npeueceMo 
.ZJ.Y* AB Ma Ha KOjy nonynpaBy TaKO .zr.a je KOHCTpyHCaHa JJ:YiK 
A' B' no.zr.y.zr.apHa .li:Y*" AB H Ta.zr.a npuMeHHMO aKCHOMY III2 Ha 
no.zr.y.zr.apuoCTH AB =A' B' H AB =A' B'. 

• 
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Ha ocHoBy Tora .n;o6Haa ce .n;aJhe, npHMeHOM aKCHOMe 1112, 
.n;a no.n;y .n;apHOCT .n;yJKH HMa CBOjCTBO CU.Meillpuje H' illpaH3UffiUB­
HOCffiU, Tj, .n;a ·aaJKe CTaBOBH: 

aKo je A8 =A' 8', 
oH.n;a je H A'8' = A8, 
aKo je A 8 = A' 8' 
H A I 8' = A" 8" '. 
OH.n;a je H A8 =A" 8". 

Ha OCHOBY CHMeTpHje no.n;y.l{apHOCTH .n;yJKH MOJKe Ce pehH: 
.n;ae .n;yJKH cy ,Mebyco6Ho i1o4y4apHe". 

1118 • He1ca cy A8 u 8C !{Be 4YJICU Ha ilpaBoj a 6ea aajei{­
HU'l/CUX ffia'la/Ca u HeHa cy, 4GJbe, A' 8' u 8' C' !{Be 4YJtCU Ha 

A B c a 

A" B' C' a' 

ucmoj upaBoj a UJIU Ha HeHoj 4pyroj upaBoj a' Koje ucmo maHo 
He.Majy aajei{HU'l/CUX ma'laHa; aHo je ma4a 

A8=A'8' H 8C=8'C',· 
6uhe yae/C u 

AC=A'C'. 

Oaa aKCHOMa H3pamaaa 3axTea M. or y h Hoc T H c a 6 H -
p a lb a .n;yJKH. 

npeHOlllelhe yrJIOBa 6Hhe HCTO T3KO HCfiHT3HO KaO H npe­
HOlllelbe .n;yJKH. 0CHM M 0 r y H H 0 C T H npeHOlllf'lba yrJIOBa CBa­
KaKO ce MOpa aKCHOMaTHqKH 3aXTeBaTH jOlll j e .ZJ; H 0 3 H a q­
HOCT; HanpOTHB, Tp3H3HTHBHOCT H 36HpJhHBOCT MOry Ce .ZJ;OKa3aTH. 

1J. e cp H H H ~ H j a. HeKa je a npOH3BOJhHa paBaH, a h H k 
HeKa cy .n;ae Ma Koje pa3JIHqHTe nonynpaae Koja H3Jia3e H3 
TaqKe 0 y paBHH a H npHna.n;ajy p a 3 H H M npaBHMa. CHcTeM 
oae .n;ae nonynpaae h, k Ha3aaheMo yrJZO.M H 03HaiiHheMO ra ca 
~ (h, k) HJIH ca <t (k, h). 

nonynpaae h, k Ha3HBajy ce !Cpaq.u.Ma yrna, a TaqKa 0 
Ha3HBa ce meMeHOM yrna. 

noJIO>KeHH H HCnynqeHH yrJIOBH HCKJbyqeHH cy OBOM .n;e 
cpHHH~HjOM. 



§ 5. rpyna 8KCHOM4 Ill: AKCHOMe DOJlYJ18pHOCTH 13 

HeKa nonynpaoa h npuna.n;a npaooj h, a nonynpasa k npa­

ooj k. nonynpase h u k y3ere 3aje.n;Ho ca TaqKoM 0, .n;ene 

OCTaJJe TatiKe paBHH y .D;Be 06JJaCTH: 3a CBe TatiKe KOje Ca h 
JJe>Ke Ha HCTOj CTpaHH O.D; k H Ca k Ha HCTOj CTpaHH O.D; h, Ka­

>KeMO .n;a ne>Ke y y H y T p a IIIlh ocT H yrna .q:: (h, k); 3a cse 

,n;pyre TatiKe Ka>KeMO ,n;a JJe>Ke y CllOJbaiiiHOCTH HJIH BaH OBOr 

yrna. 

Ha OCHOBH aKCHOMa I H II naKo ce noKa3yje .n;a o6e o6na­
CTH Ca.D;p>Ke TatiKe H ,n;a ,n;y>K KOja Be3yje ,ZJ;Be TaqKe y yHyTpaiii­

lbOCTH yrna, yoeK ~ena ne>KH y yHyrpaiiilbOCTH yrna. HcTo ce 
TaKo naKO Mory .n;oKa3aTH cne.n;ehe tiHlheHu~e: ne>KH JJH TaqKa H 
Ha h H TatiKa K Ha k. TO ~ena ,n;y>K HK ne>KH y yHyTpaiiilbOCTH. 

nonynpaBa KOja llOJJa3H H3 TatiKe 0 HJJH ~eJJa JJe>KH y yHyTpaiiilbO­

CTH yrna HJJH ~ena ne>KH BaH Tora yrna; nonynpaoa Koja ne>KH y 

yHyTpaiiilbOCTH yrna npece~a .n;y>K HK. AKo je A TaqKa je.n;ue 

06JJaCTH, a 8 TatiKa ,n;pyre 06JJaCTH1 TO CBaKa H3JIOMJbeHa KOja 

Be3yje A u B una npona3u Kpo3 Ta'IKY 0 HJJH HMa ca h una k 
HajMalhe je.n;Hy 3aje.n;HH'IKY Ta'IKYi HanpoTHB, aKO cy A, A' Ta'IKe 

· HCTe 06JJaCTH1 TO yoeK nOCTOjH H3JJOMJbeHa KOja Be3yje Ta'IKY 

A ca A' H HHTH npOJJa3H Kp03 TaqKy 0 HHTH Kp03 Hje,n;Hy O.D; 

Ta'IaKa nonynpaoux h H k. 

Jl e <lJ H H H ~ H j a. YrJJOBH CTOje y H3BeCHHM Meljyco6HHM 

o.n;HOCHMa 3a quje HaM 03HatiaBalbe Tar<Olje cny>Ke pequ "iioJ{y­
J{apHo" (KOHrpyeHTHO) HJIH ,je,l{HGICO", 

III4 • HeiCa je }{am yrao -1:-(h, k) y paBHU a u iipaBa a' y 
paBHU a' /Cao u OJ{peljeHa cmpaHa paBHU a' iipe.Ma iipaBoj a'. 
HeiCa h' 03HG'lGBa iiOJlyiipaBy iipaBe a' ICOja iiOJlG3U U3 ma'l/C€ 0'; 
OHJ{a y paBHU a' iiocmoju je.l{Ha u ca.Mo je.l{Ha iioJZyiipaBa k' 
illGICO J{G je yrao -9:::: (h, k) iiOJ{yJ{apaH UJlU je.l{HQIC yrJZy ..q:: (h', k') 
u y ucmo Bpe.Me cBe yttympawHJe ma'l/Ce yrJZa .q:: (h', k') ltaJla3e 
ce Ita J{ailloj cmpaHu 04 iipaBe a', wmo he.Mo 03Ha'lumu ua OBaj 
HG'lUH: 

-9:::: (h, k) = -9:::: (h', k'). 

CBa/Cu je yrao iioJ{yJ{apaH ca.Mo.M ceou, mj. yBe/C je 

-1::: (h, k) = -9:::: (h, k). 



14 I. fleT- rpyna '8JCCHoMa 

YKpaTKO petieHo: caaKH yrao ce MO>Ke Ha je.n;Ho3HaqaH 

HaiJHH iipeHeiliu y · .n;aroj paBHH Ha .n;ary noJiynpasy ca -.n;are 
crpaue.· 

npa .n;elf>HHHCalby yrJia HHCMO Y3HMaJIH y 063Hp CMep 06p­
Talba, KaO WTO HHCMO Y3HMaJIH y 063Hp CMep KO.zi .n;y>KH. Qry .n;a 

H 03HaKe 

<}::' (h, k) ~--9::: (h',k')', -~:(h,'k) == <f: (k'; -h'), 

.q: (k, h)== -9:: (h', k'), .q: (k, h)== :<t (k', h') 
HMajy HCTH CMHCaO • 

.U e 4> H H HuH j a. Yrao ca reMeHOM y rallKH B Ha ~ajeM 
jeJJ;HOM· KpaKy -Jie>KH raqKa A, 'a- Ha .n;pyrOM Tai!Ka C, -03Ha1JaBa 

ce H ca '9::: ABC HJIH, KparKo, ca -9:: B. Yrnosa ce 03Hatiaaajy H 

·MaJIHM rpi!KHM CJiaBRMa. 

Ills. ATCo aa l{Ba ilipoynza ABC u A'B'C' aaJ/Ce iiol{yl{ap-
IWCiliU 

AB:: A'B', AC:: A'C', '9::: BAC:: <I: B'A'C', 

OH!{a yaeTC uocmoju u iiol{yl{apHocm 

~ABC== -9:: A'B'C'. 

najaM TpayrJia je .n;elf>HHHCaH Ha CTp. 9; npaMeHaM a3Ha­

Ka H3Jia3H .n;a na.n; npernacraaKaMa aae aKCHaMe yaeK nacroje 

OBe JJ; B e n a JJ; y JJ; a p H 0 C T H 

-9::ABC==-9::A'B'C' H <f:ACB==~A'C'B'. 
AKCHOMe III1_ 3 Ca.n;p>Ke CaMa HCKa3e a na.n;y.n;apHaCTH .llY>KR; 

3aTa ce aHe Mary Ha3BaTH JlUHeapHu.M. aKcnaMaMa rpyne III. 
AKcHaMa II14 ca.n;p>KH HCKa3e a na.n;y.n;apHaCTH yrJiasa. AKcHaMa 

A B Ills Be3yje Meljy ca6oM nojMoae na.n;y-

A 

(!' .n;apHOCTH .n;y>KH H yrnaaa. AKCRaMe m. 
H Ills ca.n;p}l{e ucKa3e o eJieMeHTHMa 

paaHe reaMeTpHje H 3aro ce Mary Ha3-

aaru aKcHaMaMa paaHu rpyne 111. 
Je.n;Ha3HaiJHOCT npeHarne­

lb a JJ; y }I{ H CJie.n;yje H3 je.n;Ha3HaiJHaCTH 

npeHornelba yrJIOBa Y3 naMah aKCHaMe Ills. npernacTaBHMO 
.n;a ce .n;y}l{ AB Ma}l{e npeHeTH Ha naJiynpaay Kaja naJia3H H3 

ratiKe A' Ha .n;sa HallHHa, HaHMe .n;a TatiKe B' H .n;a raqKe B"· 
Y3eheMo ra.n;a TaiJKY C' BaH npase A'B' H .n;a6uheMo KOHrpy-

eHUHje 



§ 6. nocJJe.O.HUe 8KCHOM8 no.o.y.o.apBOCTH 

A'B'=A'B'~. A'C'=A'C', -9=B'A'C'=-9=B"A'C', 

AaKJie, npeMa aKCHOMH III, 

-9::: A'C'B' = <}::: A'C'B", 

15 

WTO npOTHBpeqa je.n.H03Ha'IIHOCTH npeuowelba yrna Koja ce 
3axTesa y aKCHOMH III, . 

§ 6. DocneAH~e aKCHoMa noAYAapaocTH 

Jl e 4> H H H U H j a. Jlaa yrna KOja HMajy 3aje.D.HH'IIKO TeMe H 
je.n.au 3aje.n.ua~KH Kp~ a ~:~aja He3a1e.n.u.aqKa Kpaua o6pa3yjy 
npaay Ha3aaajy ce yuope,aHu.M. yrJlOBU.M.a. Jlaa yrna · ca 3aje.n.­
HH'IIKHM TeMeHOM qaja Kpaua o6pa3yjy .n.ae npaae Ha3aaajy 
ce YHOICpCHU.M. yrJlOBU.M.a. Yrao KOjH je CBOM ynope.li.HOM yrny 
no.n.y.n.apaH Ha3aaa ce ilpaau.M. yrJlO.M. • 

.lloKa3aheMo ca.n.a pe.n.oM ose CTasose: 
C T a a 11. Y Tpoyrny ca .n.se no.n.y.n.apue CTpaue yrnosH 

KOjH Jie>Ke HaCnpaM THX CTpaHa cy DO.ll.y.ll.apHH, HJIH, Kpahe: y 
paBHOKpaKOM TpoyrJiy yrJIOBH Ha OCHOBHUH cy je.D.H3KH. 

Osa eTas cne.n.yje H3 aKCHOMe III5 a nocne.n.lber .n.ena aK­
cuoMe III4 • 

1l e 4> a H HuH j a. 3a Tpoyrao ABC Ka>Ke ce .n.a je no.n.y­
.n.apaH TpoyrJiy A' 8' C', aKo cy no.n.y.n.apHOCTH 

AB =A' B', AC =A' C',- BC = 8' C', 

~ 8 = -9::: A', -9::::. B = -9:: 8', -9::: C = -9::: C' 

cse 3a.n.oaoJheHe. 

CTas 12 (npsu eTas o no.n.y.n.apHOCTH Tpoy­
r no a a). Tpoyrao ABC je no.n.y.n.apaH Tpoyrny A'B'C', aKo 
Ba>Ke DO.lf.y.ll.apHOCTH 

AB =A' B', AC =A' C', -9::: A~ -9::: A'. 

c c' 

- ~- ~~ ~~-
A . B ·. A' R' 

Jl 0 K a 3. npeMa aKCHOMH UJ5 , DOCTOje DO.li.Y .n.apHOCTH 

-9:: B = -9:: B', -9::: C = -9:: C', 



t 

16 ' - I. net rpyna aKcl'i~Mil 

H 3aTO OCTaje CaMO jow .n;a ce .II;OKa}ke .n;a Ba>KH. rtd:.n;y.n;apHOCT 
BC = B'C'. npeTIIOCTaBHMO cynpOTHO, llaHMe .l(a BC HHje ho.u:y­
.n;apHO ca B'C' " o.n;pe.zJ)tMo Ha B'C TaqKy D' TaKo .n;a je BC = 

. B'D'. Ta.n;a . ce, ~npHMeHOM aKCHOMe 1116 Ha. TppyrJie ABC H 
A'B'C', .n;o6Hsa .n;a je -4: BAC = <t B'A'D', . 5Ho 6H; .n;aKJie, yrao 
<iBAC KOHrpyeHTaH KaKO yrJiy <iB'A'D', TaKO H yrJiy 
<t B'A'C'; oso je ~eMoryhe, rrowTo ce npeMa :· aKCHOMH 1114 

, CBaKH yrao MO>Ke y paBHH npeHeTH CaMO Ha j e .II; a H HaqHH. Ha 
.n;aTy noJiyrtpasy ca .n;aTe c'fpaHe y painiH: . ....,., THMe je: .n;oi<a3aHo 
.n;a je Tpoyrao A{JC KOHrpyeHTaH TpoyrJiy A'B'C'~ 

.. YICTO _ TaKO JiaKO Ce .II;OKa3yje CJie.n;ehH C'(aB. 

C TaB 13 (.n; p y r H C TaB 0 II 0 .II; y .II; a pH 0 C T H T p 0 y­
fJIOBa). Tpoyrao ABCno.n;y.n;apaH je .n;pyroM TpoyrJiyA'B'C', 
aKO Ba>Ke IIO.n;y.n;apHOCTH 

AB =A' 8', <t A =·<i A', <}:. B = <i B'. 

C T as 14. AKo je yrao <t ABC no.n;y .n;apaH .n;pyroM yrJiy 
<t A'B'C' 6Hbe H lheros ynope.n;HH yrao <t CBD no.n;y.n;apaH 

e c' 

~~ 
8 0 A' B' O' 

ynope.n;HOM yrJiy <t C'B'D' OHOr .n;pyror yrJia. 

Jl o K a 3. Yl3a6epHMO TaqKe A', C', D' Ha Kpau;HMa Koja 
noJia3e H3 TaqKe B' TaKo .n;a 6y .n;e 

f\BeA'B', CB=:C'B', DB=:D'B'. 

Yl3 cTasa 12 Ta.n;a cJie.n;yje .n;a je Tpoyrao ABC no.n;y.n;apaH Tpo­
yrJiy A'B'C' Tj. Ba>Ke no.n;y.n;apHOCTH 

AC = A'C' H <t BAC = <t B'A'C'. 

A OCHM Tora, KaKo je npeMa aKCHOMH 1113 .n;y>K AD no.n;y­
.napHa .llY>KH A'D', TO H3 HCTOr CTaBa 12 CJie.n;yje .n;a je Tpoyrao 
CAD no.ny.napaH TpoyrJiy C'A'D', Tj. sa>Ke no.n;y.napHOCTH: 

CD=C'D' H <t ADC=A'D'C', 



§ 6. nocne)lHUe 8KCHOM8 DOlly UpHOCTII 17 

a o.n:aTJie cJie.n:yje, nocMaTpajyha TpoyrJio8e BCD li B'C'D', 
npeMa aKCHOMH 1115 ; 

· <t CBD = <t C'B'D'. 

Henocpe.n:Ha nocJieJJ:HU.a CTa8a 14 jecTe cTa8 o no .n: y­
,ll a p H 0 C T H y H a K p C H H X y r JI 0 8 a. 

. , . ' 

,UaJbe, H3 acTor cTa8a cJie.n:yje e r 3 H c T e H u..H j a n p a 8 or 
y rJI a (8HJJ:H CTp. 15). 

AKO ce, HaHMe, npeHece npOH380JbaH yrao Ha noJiynpa8y 
OA o.n: Tat~Ke 0 Ha o6e cTpaHe H Ha cJio6o.n:HHM Kpau,HMa o.n: 
TatJKe 0 y3MY KOHrpyeHTHe JJ:Y:>KH 08 = OC, TO he .n:y:>K BC 
cehlf npa8y UA y HeKoj TatJKH D. OoKJIOnH JIH ce npa TOMe 
TatJKa D ca Ta'lKOM 0, oH.n:a cy yrJI08H ~BOA H <j:: COA 
je.n:HaKH ynope.n:HHM yrJI08HMa H 3aTo npa8H. Jle>K~ JIH naK D 
Ha noJiynpa8oj DA, 6Hhe npeMa KOHCTPYKU.HjH, <t DOB = <t DOC, 
a y cJiyqajy .n:a D Jie:>KH 

4 
8 

Ha .n:pyroj noJiynpa8oj, TO 
H3 CTa8a 14 CJieJJ:yje DOMe- o' A 

HyTa DOJJ:y .n:apHOCT. OpeMa O 

aKCHOMH 1112 C8aKa je JJ:Y:>K c c 

A 

no.n:y .n:apHa caMoj ce6a: 
OD = 00. npeMa TOMe, Ha 
<t ODB = 4: ODC. 

OCH08Y aKCHOMe 1115 CJie.n:yje· .n:a je 

C T a 8 15. HeKa cy h, k, I c je.n:He cTpaHe H h', k', I' 
c .n:pyre cTpaHe no TPH noJiynpa8e Koje noJia3e H3 HCTe TatJKe 
0 OJJ:H. 0' H Jie>Ke y pa8HH a OJJ:H. a'. HeKa npH TOMe h, k, H 
h', k' Jie:>Ke HJIH Ha HCTOj CTpaHH HJIH. Ha pa3HHM CTpaHaMa OJ!: I 
OJJ:H. /', AKO TSJJ:a OOCTOje DOJJ:YJJ:apHOCTH 

-9:: (h, /) =: -9:: (h', I') H -9:: (k, I)=: -9:: (k!, 1'), 

OHJJ:a je y8eK H 

<t (h, k) = -4: (h', k'). 

,U 0 I{ a 3 he 6H'FH H38eJJ:eH 3a CJiyqaj KaJJ: h H k Jie:>Ke Ha 
HCToj cTpaHH o.n: I, a npeMa npeTnocTa8U.H TaKolje h' H k' Jie>Ke 
Ha HCTOj CTpaHH 011: ['. 00Mohy CTa8a 14 .n:pyra ce CJiyqaj C80JJ:H 
Ha np8H CJiy~aj.- l13 .n:e<fJHHHIJ,Hje Ha CTp. 13 CJieJJ:yje ,zta HJIH h JielKH 
y yrJiy <t (k, I) HJIH k y yrJiy <t (h, 1). Y3MHMO 03Ha'laBalba TaKa 
.n:a h Jie:>KH y yrJiy <t (k, /). O.n:a6epHMO Ha Kpau,uMa k, k' I, I' Ta.tJKe 

0CHOBH reOMeTpNje 2 



18 l. lleT rpyna aKCHOM.A 

K, K'; L, L', TaKO .IJ.3 6y.IJ.e OK= O'K' H- OL = O'L'. npeMa je.IJ.~ 
HOM cTasy saBe.IJ.eHOM sa CTp. 13, noJiynpasa h npece~a P-YliC. 

K K' . KL y TaqKH H. Y3-

~ 
MHMO TaqKy H' sa 

. k' , n_' __ . noJiynpasoj h' TaKO 
. h . .IJ.a 6y.IJ.e OH= 0' H'~ 

o l L o' L · L' Y TpoyrJIHMa OLH a 
0' L' H', Kao H y Tpoy­

rnaMa OLK H O'L'K', ua ocuosy CTaBa 12, .IJ.06asajy ce no.IJ.y­
.IJ.apuocTH· 

H H3j33.IJ. 

<1: OLH= <1: O'L'H', ..q:: OLK = O'VK', 

LH = L'H', LK = L'K' 

..q:: OKL = ~ O'K'L'. 

KaKo ce, npeMa aKCHOMH III4 , csaKH yrao MO)I{e caMo Ha 
j e .D. a H saqau npeueTH ua .IJ.aTy . noJiynpasy ca .IJ.aTe cTpaue y 
HeKoj pasHH H KaKo H' H K', npeMa npeTnOcTaB~H, Jieme Ha 
HCTOj CTpaHH O.IJ. /', TO Ha OCHOBY .IJ.Bejy llO.II.Y.IJ.apHOCTH llOMe­
HYTHX y noqeTKy, TaqKa H' mi)I{H ua npasoj L'K'. 0Ty.IJ.a ce, 
Ha OCHOBY .IJ.Bejy llOMeHyTHX llO.IJ.y.IJ.apHOCTH .IJ.Y)KH H Ha OCHOBY 
aKCHOMe III8 JiaKo noKa3yje .IJ.a ja H K = H' K '. 113 no.IJ.y .IJ.apHOCTH 
OK= O'K' H HK = H'K' H ..q:: OKL = ..q:: O'K'L' MO)I{e ce noMohy 
aKCHOMe IU6 H3BeCTH TaquocT H.awer TBp~elba. 

Ha cnaqas saqHH .IJ.OJia3HMO .IJ.O ose qHlbeHH~e: 

C TaB 16. HeKa je yrao ..q:: (h, k) KOjH je y paBHH a no.IJ.y­
.IJ.apas yrJiy ..q:: (h', k') KOjH je y paBHH a' H HeKa je I no.n:y­
npasa y paBHH a Koja nona3H H3 TeMeHa yrna ..q:: (h, k) H npo­
CTHpe ce y yH-yTparnlbOCTH osor yrJia: Ta.IJ.a y paBHH a' nocTojH 
yseK je.IJ.Ha H caMO je.IJ.Ha nonynpasa I' Koja nona3H H3 TeMeHa 
yrna 4: (h', k') H npOCTHpe ce y ysyTpawlbOCTH osor yrna TaKo 
.IJ.a je · 

..q:: (h, I):= <1: (h', /') H ..q:: {k, I):= <t (k', l'). 

na 6HCMO .IJ.06HJIH TpebH CT3B llO.IJ.y .IJ.3pHOCTH H OC06HHY 
CHMeTpHje llO.IJ.Y .IJ.3pHOCTH yrnOBa, H3BewfieMO Hajnpe H3 CTaBa 
15 jow osaj CTaB: 



§ 8. nocne.a.uua aKcuowa no.a.y.a.apuoctH 19 

C T a B 17. AKo .IJ.Be TaqKe Z 1 H Z2 nelKe ca pa3HHX CTpaHa 
npaBe XY H aKo. npH TOMe BalKe no.u:y.u:apHOCTH XZ1 = XZ2 H 
YZ1 = YZ:P 6ahe H yrao -4 X YZ1 no.u:y.u:apaH yrny 1: X YZ2 • 

.LJ: 0 K a 3. npeMa CTaBy 11 je <t Xll Z1 X 

=~XZ2 Z1 a~YZtZ2 =-:}:::YZ2 Z,.3aTo 
H3 cTaBa 15 cne.u:yje no.u:y.u:apHOCT: ~ XZ 1 Y ~, Za 

= <t XZ2 Y. HapoqaTH cnyqajesa Ka.U: X 
OJJ:H. Y JielKe Ha Z1Z2 pewaBajy Ce jow 
npOCTHje. l13 DOCJie.U:Ibe DOJJ.y JJ.apHOCTH H y 

npeTDOCT3BJbeHHX DO.U:y.U:apHOCTH XZ1 =: XZ2 

H YZ1 =: Yl2 CJie.U:yje npeMa 3KCHOMH III5 TBp~elbe: 

<t X YZ 1 =~X YZ2. 

C TaB 18 (T p e H H C TaB 0 ll 0 .!1: y .!1: a pH 0 C T H T p 0 y­
rnoBa). AKo cy y .u:sa TpoyrJia ABC H A'B'C' o.u:rosapajyhe 
CTpaHe no.u:y.u:apHe, OHJJ:a cy Tpoyrnosa no.u:y.u:apHH • 

.n: o K a 3. KaKo je Ha CTp. 12 .ri.oKa3aHa oco6aHa CHMeTpaje 
3a no.u:y .u:apHOCT .U:YlKH, .u:osOJbHO je JJ:OKa3aTH .u:a je Tpoyrao ABC 

C' 

~<J 
A' 

no.u:y.ZJ.apaH TpoyrJiy 
A, 8' C'. npeHeCHMO 
yrao ~ 8AC Ha no­
Jiynpasy A'C' ca o6e 
crpaHe KO.U: TaqKe A'. 
Ha KpaKy · Koja ca 
TaqKOM 8' .n:elK~i · ca 

HCTe crpaHe o.u: h.'C' o.u:a6epHMO Tat:IKY 8 0 TaKa .u:a je A'B0 =:A8; 
H O.U:a6epHMO Ha JJ.PYfOM CJI060JJ:HOM · KpaKy TarJKy 8" TaKO )J.a 
je A'8"=A8. npeMa CTasy 12, 6Hhe 8C=8oC' H HCTO TaKO 
8C = 8"C'. l13 JJ.OCa)J. DOMeHynfX DOJJ.y.ZJ.apHOCTH 3aJe.ZJ.HO ca DOJJ.­
YJJ.apHOCTHMa H3 npeTnocTaBKe npeMa aKCHOMH III2 JJ.06HBaMO 
DOJJ.YJJ.apHOCTH 

{1' 8" =.A '8o' 
H 

A'8"= A'8', 8"C' = 8'C'. 

npeTOOCTaBKe CTaBa 17, )J.aKJie, BalKe KaKO 3a o6a TpoyrJia 
A'8"C' H A'80C' TaKO .HCTO H 3a o6a TpoyrJia A'8"C' H A'B'C', Tj. 
yrao -:}::: 8''A'C' no.ZJ.y.ZJ.apaH je KaKO yrJiy -9::: 8 0A'C', TaKo H yrJiy 
<}:: 8'A 'C', Ho KaKo· ce, npeMa aKCHOMH Ill4, cBaKH yrao MOlKe 

2 



20 I. Tier rpyna aKCHOMa 

caMo Ha j e .rr. a H HatmH npeHeTH Ha . .rr.aTy nonynpasy ca .rr.aTe 
CTpaHe y HeKoj paean, TO ce nonynpasa A'80 .Mopa nOKJIOnHTH 
ca nonynpasoM A'8', Tj. yrao KOHrpyeHTaH yrny ·<f: 8A C KOjH 
je npeHeT ca o.rr.peljeHe crpaHe Ha A 'C' jecTe yrao <t 8' A 'C'. 113 
no.rr.y.rr.apHOCTH -1::.8AC=.B'A'C' H H3 npemo~Tas.ibeHHX no.rr.yJJ;ap­
HOCTH .Zl.Y.lKH cne.rr.yje, npeM!l CTasy 12, Tspljefbe Harne TeopeMe. 

CTaB 19. AKo cy .rr.sa yrJia -1::.(h', k') H -1::.(h", k") no.rr.­
y.n;apHa TpeheM yrJiy <1: (h, k), OH.rr.a je H yrao -1::.(h', k') no.rr.­
y.rr.apaH yrJiy <1: (h", k'')l>. 

Osaj eTas KOjn o.rr.rosapa aKCHOMH III2 , MO.lKe ce osaKo 
<tJopMyJincaTH: aKo cy .n;sa yrna no.n;y.n;apHa TpeheM, OHH cy 
Meljy co6oM no.rr.y .rr.apHn • 

.U o Ka 3. HeKa cy TaqKe 0',, 0'' H 0 TeMeHa TPH .rr.aTa 
yrna. 0.rr.a6epHMO Ha no je.li.HOM KpaKy CBaKOr O.ll. OBHX yrJIOBa 
TaqKe A', A" H A TaKo .n;a 6y.rr.e O'A'= OA n O'A"= OA. 11cTo 
TaKO o.rr.a6epHMO Ha .li.PYrHM KpaU:HMa TaqKe 8', 8" H 8 TaKO .n;a 
6y.n;e 0'8' = 08 H 0"8" = 08. Ose no.n:y.Zl.apHOCTH 3aje.n;Ho ca 
o6e npeTnOCTaBKe 

<1: (h', k') = <1: (h, k) ·u <1: (h", k") = (h, k), 

npeMa CTaBy 12, .n;ajy llO.li.Y.Zl.apHOCTH 

A'8' = AB H A"8'' = A8. 

npeMa aKCHOMH 1112' .rr.aKJie, cse TPH o.rr.rosapajyhe CTpaHe 
TpoyrJiosa A'8'0' H A"B"O" no.rr.y.rr.apHe cy, a THMe, npeMa 
CTasy 18, Ba.lKH 

-1::. (h', k') = <1: (h'', k"). 

113 cTasa 19, HCTO Kao 3a .Zl.Y.lKH H3 aKCHOMe III~, cne.rr.yje 
oco6nHa cuMeTpHje no.rr.y .rr.apHOCTH yrnosa, Tj.: aKo je -1::..~ = ~ ~. 
OH.ll.a cy yrJIOBH ~ ~ H -1::. ~ Me lj y C 0 6 0 M n 0 .Zl. y .Zl. a p H H. 
HapoquTo, cTasosu 12-14 Mory ce ca.n; H3pa3HTH y CHMeTpnq­
Hoj <lJopMH. 

Ca.rr. MO.lKeMo 3aCHOBa'l'H y n o p e lj n sa Ib e s e JI n q n H a 
y r JI o sa. 

lJ Osaj .!lOK83 crasa 19, KOjH je y npsoM H3ll81bY y3er 38 aKCHOMy, no­
ruqe on Po 3 e H Tan a (A. Rosenthal), yn. Math. Ann. Klb. 71. A. Po 3 e H­

T a n y npunana H ynpowheHa ¢opMynauuja aKCHOMe '•· yn. Math. Ann. Klb. 69 
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CT~B 20. HeKa cy .n.aTa Ma Koja .n.sa yrna..g::(h,k) 
H ..g:: (h', !'). AKo ce Ta.n.a npu npeHoillelby yrna ..g:: (h, k) ua 

nonynpasy h' ca cTpaue Ha Kojoj je nonynpasa 1', .n.o6uje y H y­
T p a ill lb a nonynpasa k', 
OH.ll.a ce npeHOillelbeM yrna 
-9:::: (h', I') Ha nonynpasy h 
ca CTpaHe Ha Kojoj, je k 
.n.o6usa c n o Jb a ill .lb a no­
nynpasa I H o6pHyTo. 

Jl o K a 3. Ope'fnocTa­
BHMO .n.a I ne:>K~ y yHyTpaill­
lbOCTH yrna ~· (h, k). Oo­

illTO je -9:::: (h, k) =:= ..g:: (h', k'), 
TO, npeMa CTasy 16, yuy­
TpailllbOj DOJ!ynpaBOj I O.ll.­

h h' 

rOBapa nonynpasa I" y y H y T p a ill lb ocT H yrna -9:::: (h', k') 
TaKo .n.a sa:>KH no.n.y.n.apHocT ..g:: (h, I)= -9:: (h', 1"). OpeMa npemo~ 
CTaBU:H H 360r CHMeTpuje KOHrpyeHU:Hje yrJIOBa Ba:>KH -9:: (h, /) =:= 
= ..g:: (h', 1'), npu tieMy cy l' H I" HY:>KHO pa3JUtllHTH, a TO npo­
THBpetiH je.n.Ho3HatiHOCTH npeHOillelba yrna no aKCHOMH III4 • 

Q6pHyTH CTaB )l.OKa3yje Ce CJIHqHO. 
Jl e 4> H H H u: H j a. AKo npH · npeHoillelby yrna ..g:: (h, k) 

onucaHOM y cTasy 20, nonynpasa k' na.n.ue y yHyTpailllbOCT 
yrna ..g:: (h', 1'), oH.n.a Ka:>Ke MO .n.a je yrao ..g:: (h, k) :Malbu oa 
yr;w ·-4" (h', /'), a nuilleMo: ..g:: (h, k) < ..g:: (h', I'); aKo .JIH ce naK 
npu TOMe .n.o6Hje cnoJbailllba nonynpasa, ou.n.a heMo pehu: yrao 
..g:: (h, k) je Befiu oa yr;za <t (h', /'), a nucant: -1:::(h, k)">a-1:::(h'l'). 

BH)l.HMO .n.a 3a )l.Ba yrJia o: H ~ yseK IIOCTOjH j e .lJ. H a H 
c a M o j e .n. H a o.n. ose TPH MoryhHocnc 

o:<~ H ~>o:, o:=:=~, o:>~ H ~<o:. 

Ynope~usalbe BeJIHqHHa yrnosa je iilpaHauiiluBHO, Tj. H3 cBaKe 

0 .ll. TpHjy npeTnOCTaBKH 

1.. a>~, ~ > y; f· o: > ~. ~ = y; 3. o: = ~. ~ > y 
c ne.n.yje 

o:>Y.· 
Y II 0 p e ~ H B a lb e 8 e J1 H q H H a .ll. y :lK H Ca aHaJIOfHHM 

csojcTBHMa Henocpe.n.Ho · cne.n.yje H3 aKCHOMa II u III1 H je.n.Ho-
3Haql:loCTH npeHOillelba .li.Y:>KH, .lJ.OKa3aHe Ha CTp. 14. 
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Ha ocuosy ynope~HBalha senHqHHa yrnosa n~CTH>Ke ce 
JJ:OK33 HapeJJ:HOr npOCTOf CTaBa KOjH je EytCJIUI{ ----, no MOMe 
MHliJJbelhy 6e3 npasa - CT3BHO Me~y aKCHOMe. 

KOjH 

h 

CTaB 21. CBu upaBu yrJIOBU cy i104Y40PHti Mef]y co6o.M.1
} 

n 0 K a 3. 0paB yrao je, npeMa .n:e<lJHHH~HjH, TaKaB yrao 
je no.n:y.n:apau CBOM ynope.n:HOM yrny. HeKa cy yrnosu ex 

l" l 

/3 h at.'/.1' 

HJIH <{. ( h, I) H ~ HJIH 
<r. (k, I) ynope.zi.HH y­
rnosu, HCTO T3KO H 
yrJIOBH a.' H w, H HeKa 
je ex::=~ H a.';= w.npeT­
llOCTaBHMO, cynpOTHO 
TBp~elhy CTasa 21, li,a 

yrao a.' HHje no.n:y.n:apaH yrny ex. Ta.n:a ce, npenollleibeM yrna 
a' Ha nonynpasy h ca CTpaHe ua Kojoj ne>KH I, .n:o6usa nony­
npasa I", pa3JIHqHTa o.n: I. Ha Taj uaqHH I" ne>KH HJJH y yHyTpalll­
lhOCTH y rna a. lfJIH y ynyTpallllhOCTH yrna ~- Y cnyqajy .n:a I'' 
Jie>KH y yuyTpallllbOCTH yr Jia ex, Ba>KHJIO 6H: 

. <r. (h, I")< a., (1. = ~. ~ < <r. (k, 1"). 

O.n:as.n:e cne.n:yje ua ocuosy TpaH3HTHBHOCTH ynope~HBalba 
seJIHqHna <r. (h, I")< <r. (k, 1"). C .n:pyre CTpaue npeMa npeT­
nocTaB~H Ba>KH H CTaB 14 

<r. (h, I")= a.', a.'= w. W= <r. (k, 1"), 

a H3 Tora cne.n:yje 

-1::(h, I")=<J:::(k, 1"), 

lllTO npOTHBpeqH o.ii.uocy -1:: (h, I")< -1:: (k, 1"). Y cnyqajy .n:a 
I'' ne>KH y yuyTpallllhOCTH yrna ~ • .n:ona3H ce .n:o noTnyHo aua­
JIOrHe npoTHBj:>equocTH. THMe je CTaB 21 .n:oKa3aH. 

n e <lJ H H H ~ H j a. Yrao KOjH je sefiH OJJ: CBOr ynope.n:uor 
yrJia OJJ:H. sehH o.n: npasor yrJia, Ha3HBa ce lilyi1uM yrJioM; 
yrao KOjH je MalhH o.n: csor ynope.n:Hor yrJia, o.n:H. MalhH o.n: 
npasor yrJia, Ha3HBa ce owmpu.w yrJIOM. 

1l T. Bane H (Th. Vahlen) y caojoj KlbH3H .Abstrakte Geometrle", 
Leipzig 1905, CTp. 242 npHMehyje na je jom Jle>KaHnp noKa3ao oaaj eTas. AnH 
je Jle>KaHnp npeTUOCT8BHO na yr liOBH o6pa3yjy HenpeK!inHH CHCTeM BeJJH'IHH8. 
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· OcHOBHH eras, KOju je jorn Ko.n. EyKJIH.n,a Hrpao sa>KHY 
ynory, H3 KOra CJie.n,yje HH3 Ba>KHHX qHlbeHHD;a, jeCTe CTaB 0 
cnoJbarnlbeM yrny. 

Jle q, "H HuH j a. Yrnosu ~ABC, ~ BCA H ~CAB KOjH 
npHna.n.ajy rpoyrny ABC Ha3HBajy ce y r noB H M a Tor a 
T p 0 y r Jl a; yrliOBH KOjH. cy ynope.n,HH OBHM yrliOBHMa HB3H· 
aajy ce cli.oJbautlbUM yr JIOBu.Ma rpoyrna. 

C T a B 22 ( c T a B o c n o Jb a rn lb eM y r n'y). CnoJballilbH 
yrao rpoyrna sehu je o.n. csaKor o.n. o6a lbeMy uecyce.n,Ha yrna 
y rpoyrny. 

Jl o K a 3. HeKa je yrao <t CAD cnoJbarnlbH yrao rpoyrna 
ABC. HeKa ce raqKa D o.n.a6epe TaKo .n.a je AD= CB. 

)loKan<uMo uajnpe .n.a je <tCAD=I=-tACB. AKo 6H6uno, 

liaHMe, ·<t CAD= <t ACB, TO 6H, ycne.n. no.n.y.n.apuocTH AC = CA 
H npeMa aKCHOMH 111 6 , Ba>KHJIO: <t A CD= <t CAB. 113 crasosa 
14 u /9 cne.n.oaano 6u ca.11:a JJ:a je yrao <t ACD no.D:y.D:apaH 

c 

~.· 
J) A B 

yrny Koja je ynopeJJ:aH .yrny -9::: ACB. 
Ta.D:a 6u, npeMa aKCHOMH III4 , ratiKa · 
D ne>Kana Ha npasoj CB, rnro npo­
nispequ aKCHOMH 12• Ba>KH, JJ:aKne, 

<t CAD=I=<t ACB·. 

Ho raKolje He MO>Ke 6uru <t CAD< <t ACB jep Ta.D:a 
6ucMo, npeuornelbeM cnoJbarnlber yrna <t CAD y raqKy C 
Ha CA ca oHe crpaHe ua Kojoj ne>KH B, JJ:06unu KpaK KOju 
ce npocrupe y yHyrparn.lbOCT yr.na <t ACB; raj Kpai< 6u npe­
ceuao AY>K AB y HeKoj raqKu B'. Ta:n;a 6u y rpoyr.ny AB'C 
cnoJballilbH yrao ~CAD 6uo no.n.y.n.apaH yrny <t ACB'. A TO, 
xao rnro je rope .n.oKa3aHo, Huje 
Moryhe. )laKJie, ocraje jorn caMo 
MoryhHocr: ~CAD> -J:: ACB. 

Hero TaKo cne.n.yje .n.a je 
yrao Koju je yHaKpcau yr.ny 
<t CAD sehu o.n. yrna <t ABC, 

/) 

a H3 no.n,y.n,apHOCTH yHaKpCHHX yr.nOBa H TpaH3HTHBHOCTH yno­
peljHBalba Be.nHqHHa yrnosa ca.n.a cne.n.yje -1: CAD ::> <t ABC. 

THMe je rspljelbe nornyHo .n,oKa3aHo. 
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Ba*He nocJie.llHU.e H3 CTaBa o cnoJhaunneM yrJiy jecy Ha­

pe,llHH CTaBO'bH. 
C r a a 23. Y caaKOM rpoyrJiy npeMa · aehoj cTpaHH Jie}Kif 

seha yrao • 

.lJ. 0 K a 3. OpeHeCHMO MaH>y . O,ll ,llBejy llOCMaTpaHHX CTpaHa 

rpoyrJia O.ll 3aje,llHHtJKOr TeMeHa Ha aehy crpaHy. Tap~eH>e ra,lla 

CJie,llyje ycJie,ll rpaH3HTHBHOCTH ynope- c 

'~B~lb: 
2

• BeJIH'IHHa yrJIOBa H3 CTaBOBa . ~ . .~ ...... -.·· .. 

CraB 24. Tpoyrao ca ,llBa je.n.HaKa ~ 
yrJia je paBHOKpaKH. 

Osa _ HHBep3aja crasa 1 L 
CTaBa 23. 

A D 

jecre Henocpe.n.Ha nocJie.n.au.a 

113 cTasa 22 .n.o6asa ce .n.aJhe Ha npoCT HaiJHH .n.onyHa .n.py­

ror cTaaa no,lly.llapHOCTH TpoyrJiosa: 

· · C TaB 25 . .Usa TpoyrJia ABC H A'B'C' no.n.y.n.apHa cy je.n.aH 

,llpyroM aKO llOCTOje llO.lly.zr.apHOCTH 

AB = A'B', <}::A=<}:: A' H <}:: C= <}:: C'. 

C TaB 26. CsaKa ce .II.Y* MO}Ke npenoJIOBHTH • 

.u 0 K a 3. npeHeCHMO Ha .n.aTy .ll.Y* AB KO.II. H>eHHX Kpaj­

IbHX T3tJ3K3 Ca p33HHX CTpaHa HCTH yrao OG na Ha CJI060.zr.He KpaKe 
£' 

I.J 
/) 

npeHeCHMO. je,llHaKe .llY*H: A c = BD. nornTO TaiJKe c H D Jie}Ke . 

Ha pa3HHM crpaHaMa o.n. AB, TO .II.Y* CD npeceu.a npaay AB y 
HeKoj TaiJKH E. 

npeTnOCTaBKa ,lla ce T31JK3 E llOKJiana ca TalJKOM A HJllf 
8, Henocpe.n.Ho npOTHBpeqH cTasy 22. Y3MeMo JIH ,lla B Jie}KH 

H3Me~y A H E, oH.n.a 6H, npeMa eTa By 22, 6HJIO: 

<}:: ABD ><}::BED><}:: BAC, 
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lllTO npontapeqH KOHCTPYKU.HjH. HcTa ce npoTHapeqHOCT .n.o6Haa 
H3 npeTnocTaBKe .n.a TaqKa A Jie>KH H3Me~y B H £. 

lJ.a:<Jie, npeMa CTaay 4, TaqKa E Jie>KH Ha .ZJ.Y>KH AB. npeMa 
TOMe cy yrJIOBH -1: AEC H -1: BED, Kao yHaKpCHH yrJIOBH, no­
.n.y.n.apHH. 3aTo ce CTaB 25 MO>Ke npHMeHHTH Ha TpoyrJie AEC 
u BED, a THMe ce .n.o6Haa 

AE:: EB. 

Kao Henocpe.n.Ha nocJie.IJ:HU.a H3 cTaaoaa II H 26. cJie.n.yje 
qHfbeHHI.I,a: CB3KH ce yrao MO>Ke npenOJlOBHTH. · 

nojaM no.n:y.n:apHOCTH MO>Ke ce ca.n:a npolllHpHTH H Ha npo­
H3BOJbHe ¢urype. 

1I. e ¢ H H H u. H j a. AKo cy TaqKe A, B, C, D, ... , K, L Ha 
npaaoj a H TaqKe A',B',C',D', ... , K', L' Ha npaaoj a' TaKaa .n:aa 
HH3a TaqaKa .n:a cy cae o.n:roaapajyhe .n:y>KH AB H A' B', AC H 
A' C', BC H B' C', ... , KL H K' L'. no .n:se H .n:se Meljy co6oM 
no.n:y.n:apHe, oH.n:a ce 3a o6a HH3a Ta'iaKa Ka>Ke .n:a cy Meljyco6Ho 
no.n.y.n:apHH; TaqKe A H A', B H 8', ... , L H L' Ha3Haajy ce 
o.n:roaapajyhHM TaqKaMa iioayaapHux HU3oaa U1a'lmca. 

C T a B 27. AKO je O.lJ. .lJ.Bajy no.n:y .n:apHHX HH30Ba TaqaKa 
A, B, ... ' K, L H A', m, .. '·' K', L' npaH TaKO ypeljeH .n:a- TaqKa 
B Jie>KH H3Meljy A c je.n:He CTpaHe H C, D, . .. , K, L c .n:pyre 
CTpaHe, TaqKa C H3Meljy A, B c je.n:He c.Tpaue H D, ... , K, L c 
.n:pyre CTpaHe, HT,n:. OH.IJ:a cy TaqKe A', B', ... , K', L' Ha HCTH 
HaqHH ypeljeue Tj. B' Jie>KH H3Meljy A' c je.n:ue CTpaHe H 
C', D', ... , K', L' c .n:pyre cTpaHe, C' H3Meljy A', B' c je.n:ue H 
D', ... , K', L' c .n:pyre CTpaHe HT.lJ.. 

1J. e QJ H H HUH j a. Ma KOjH KOHaqHH 6poj TaqaKa Ha3HB3 Ce 
¢urypo.w; aKo cae TaqKe Te ¢Hrype Jie>Ke y je.n:Hoj paBHH, oH.n:a 
ce oua Ha3HBa paaH0.4t ¢ilrypo.w. , 

lJ.ae QJHrype ce Ha3Haajy iioayaapHu.M aKo ce lhHxoae TaqKe 
Mory no .n:ae H .n.ae .n:o.n:eJIHTH jeJJ.Ha .n:pyroj TaKo .n:a cy ua oaaj 
uaqHH je.n:Ha .n:pyroj .n:o.n.eJbeHe .IJ:Y>KH H je.n:au .n:pyroM .n:o.n:eJbeuu 
yrJIOBH - no.n:y.n:apHH. 

Oo.n:y.n:apue QJHrype, KaO lllTO Ce BH.lJ.H H3 CTaBOBa /4 H 27, 
HMajy oaa caojcTaa: aKo TPH TaqKe ueKe ¢Hrype Jie>Ke ua je.n:Hoj 
npaaoj, ou.n:a he y caaKoj no.n.y.n:apuoj ¢urypH o.n:rosapajyhe 
TaqKe Jie>KaTH HCTO TaKo Ha je.n:Hoj npaaoj. Pacnope.n: TaqaKa y 
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o.n.roaapajyhuM paBHHMa y o.n.Hocy Ha o.n.roaapajyhe npaae HCTH 
je y llO.li.Y )J.3pHHM <PnrypaMa; TO HCTO B3>KH H 33 nope)J.aK 0)1.­
fOBapajyhHX TaqaKa Ha o.n.roaapajyhnM npaBHMa. 

HajonwTHjH CTaB o no.n.y:zr.apHOCTH 3a paaaH. H 3a npocTop 
H3pamaaa ce Ha oaaj HaquH: 

CTaB 28. AKo cy (A,8,C, ... , L) u (A',B',C', ... ,L') 
.n.ae no.n.y.n.apHe paaHe <Pnrype u. aKo P 03Haqaaa TaqKy y paaHH 
npse <Pnrype, oH.n.a ce y paBHH .n.pyre <Purype MO>Ke yseK Hahn 
TaqKa P' TaKo .n.a cy (A, 8, C, .•. , L, P) H (A', 8', C', ... , L'; P') 
TaKo~e no.n.y.n.apHe <Pnrype. AKo <Pnrypa (A, B, C, ... , L) ca.n.pmu 
HajMalbe TpH TaqJ<e KOje He Jie>Ke Ha je)J.HOJ npaaoj, KOHCTpyK­
UHja TaqKe P' je caM o H a j e .n. a H HaqnH Moryha. 

CTaB 29. AKo cy (A,8,C, ... ,L) u (A',B',C', ... ,L') 
no.n.y .n.apHe <Pnrype H aKo P 03Haqaaa npon3BOJbHY TaqKy MO.>Ke 
ce yseK Hahn TaqJ<a P' TaKo .n.a cy u <Purype (A, B, C, ... , L, P) 
H (A', 8', C', ... , L', P') n.o.n.y.n.apHe. Ca.n.p.>KH JIH <Pnrypa 
(A, B, C, ... , L) HajMalbe qe'fupu TaqKe Koje He Jie.>Ke y je.n.Hoj 
paBHH, OH)J.a je KOHCTpyKUHja. Tat!Ke P MOryha CaMO H3 j e )I. a H 
HaquH. 

CTaB 29 H3pa.>Kasa Ba.>KaH pe3yJITaT .n.a cy cae n p ocTo pH e 
t:IHlbeHHU.e llO)J.y)J.apHOCTH1 a CaMHM THM" H CBOjCTBa KpeTalba y 
n p ocTo p y - ypaqyHaawu TY H rpyne aKCHOMa I H II - no­
cJie.n.uu.a H3 neT rope llOCTaBJbeHHX JI H Heap H H X aKCHOMa 
DO.li.Y )J.apHOCTH H aKCHOMa llO)J.y .n.apHOCTH y p a B H H. 

§ 7. fpyna aKcHo:M.a IV: AKCHOMa napaneJIHHX 

HeKa je a npon3BOJbHa paaaH, a npouaaOJbHa npaaa y 
paBHH a H A TaqJ<a y Toj paBHH a KOja Jie>KH BaH npaae a. 
noayU.HMO y paBHH 1% npasy C KOja H)J.e Kp03 TaqJ<y A H npe­
ceu.a npaay a,. a 3aTHM y paBHH a npaay b Kpo3 A TaKo .u.a 
npasa c npeceu.a npaae a; b no.u. je.u.HaKHM carJiaCHHM yrJIOBHMa. 
Ta.u.a ce H3 cTaaa o cnoJbawlbeM yrny (eTas 22) JiaKO 3aKJbyqyje 
.n.a npase a u b HeMajy HHje.u.Hy 3aje.u.Huqi{y TaqKy, Tj. y paBHH 
a: Kpo3 TaqJ<y A BaH npaae a MO>Ke ce yaeK noayhu npaaa 
Koja He npeceu.a npaay a. 

AKCHOMa napaJieJIHHX rJiacu: 
IV (E y K JI H .u. o a a a K c HoM a). HeiCa je a ii.pouaBOJbfta 

lipaaa u A liia'lKa BaH a: ma.aa uocmoju y paaHu, o.apeljeHoj upa-
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BOM a u ilia'IKOM A, HajBuwe je.l{Ha fipaBa Hoja fipoJZaau Hpoa A 

u ne upeceqa a . 
.lJ. e If> H H H u H j a. l13 npeTxo.n.Hor H Ha ocHoay aKCHOMe 

napaneJIHHX .li.03HajeMO, .n.a y pasHa, o.n.pe~eHoj ca a H A, no­

CTOjH j e .n. H a H c a M o j e .n. H a npaaa KOja npona3H Kp03 TaqKy 

A a He npeceua npaay a; TY lipaBy Ha3HBaMo napaJZeJlHOM npeMa 

a Hpoa A. 
AKCHOMa napaneJIHHX IV HCTOr je 3Haqellia ca OBHM 3ax­

TeaoM: 

AKo .n.se npaae a, b Koje ne>Ke y je.n.Hoj paBHH, He ceKy 

Tpehy npaay C HCTe paBHH, OHe Ce OH.ll,a He CeKy HH Me~y 

co6oM. 
YcTaapa, aKo 6H npaae a, b HMane aaje.n.HHqKy TaqKy A, 

TO oa Kpoa TaqKy A y HCTOj paBHH 6ane Moryhe .n.ae npaae a, 
b, KOje He 6H CeKJie npaay c; OBa OKOJIHOCT npOTHBpeqa aKCH­

OMH napaneJIHHX IV. l1cTo ce TaKa naKo .n.o6aaa H o6pHyTo 

aKCHOMa napaneJIHHX IV H3 noMeHyTor aaxTeaa. 

AKCHOMa napaneJIHHX IV jeCTe a/CcuoMa paBHU. 
Yao~e&e aKCHOMe napanenHHX 3HaTHO y n p o ill h a a a oc­

Hoae H o JI a Kill a a a aarpa~asa&e reoMeTpaje. 

AKo, HaHMe, .n.o.n.aMo aKCHOMaMa no.n.y.n.apHOCTH aKCHOMY 

napaJieJIHHX, OH.ll,a JiaKO ~.li,OJia3HMO .li,O TI03H3THX "'HlbeHHLI,a: 

C T a a 3v. AKo cy .n.se napanenHe npaa.e npecel!eHe TpehoM 

npaBOM, OH.ll,a cy CarJiaCHH yrJIOBH H HaH3MeHH"'HH yrJIOBH TIO.li.J­

,n.apHH, H o6pHyTO: H3 HO.li.Y .ll,apHOCTH CarJiaCHHX HJIH HaR3Me­

HH"'HHX yrnoaa cne.n.yje .n.a cy npaae napaneJIHe. 

C T a a 31. YrnoaR Tpoyrna GHHe aaje.n.Ho .n.sa npasa yrna.1 > 

.lJ. e If> H H HUH j a. AKO je M HeKa npOR3BOJbHa TaqKa y 
paBHH ex, oH.n.a ce yKynHOCT CBRX OHRX Tal!aKa A y paBHH ·ex, 
3a KOje cy .li.Y>KH MA je.n.Ha .n.pyroj KOHrpyeHTHe, H33HBa Kpy­
roM; TaqKa M ce Ha3RBa cpe.l{uwilie Kpyra. 

Ha ocHoay oae .n.elf>RHHURje JiaKo ce H3ao.n.e noMohy rpyna 

aKCHOMa III-IV no3HaTR cTaBOBH o Kpyry, Hapol!H.TO MoryhHOCT 

KOHCTPYKURje Kpyra Ma Kpo3 Koje TPR Tal!Ke Koje He ne>Ke Ha 

je.li,HOj npasoj, KaO H CTaB 0 TIO.li.Y.li.SpHOCTH CBHX nepHif>epHCKHX 

JfJIOBa H3.ll, HCTOM TeTHBOM H CT3B 0 yrJIOBHMa y TeTHBHOM 

qeTsopoyr ny. 

1) Y OJlHOCY H8 nHTaH>e YKOnHKO, o6pHyT01 OB8j .CT8B MOiKe aaMeHHTH 
-<:HalioMy napanenHHX, ynopenHTH npHMen6e Ha Kpajy npyre. rnaue § 12. 
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' 

§ 8. fpyna aKCHOMa V: AKCHOMe. HenpeKHAHOCTH 

v1 (aKCHOMa Mepelba HJIH ApxHMe.ZJ:OBa aKCHO!'fa). 
AKo cy AB u CD .:wo Koje JT.Be JT.yJJCu, OHJT.O uocmoju HeKu moKOB 
6poj n, 11.0 K0/1. ce JT.Y:JIC CD lipeHece n llyilia 011. A jeJT.HO 30 
11.pyru.:w uo lioJiylipoaoj Kojo lipoJio3u Kpo3 mo•lliy B lipeJio3u ce 
apeKO iliOI.f.Ke B. 

v~ (aKCHOMa JIHHeapHe nornyHOCTH). CucineM 
iliotf.oKa Helce lipaae co caojuM pe11oqujo.:wo pocliopeJT.o u KOHrpy­
eHquje He .:woxe ce iliaKO lipouwpuliiu, 11.a ociliaHy Otf.YBOHe peJIO· 
quje IWje li.OCiliOje U3Meljy lipeiliXOJ(HUX €JteMeHOiii.O 1£00 11 OCHOBH€ 
oco6uHe JIUHeopHor. pacliopeP.o u KOJtrpyeHquje Koje lipoucmutty ua 
aKcuo.:wo I-III, u oKcuo.:we V 1 • 

no.ZJ: OCHOBHHM OC06HHaMa Ce pa3yMejy OHe y aKCHOMaMa 
ll1. 9 H y craay 5 cpopMyJIHCaHe oco6HHe pacnope.ZJ:a Kao H oHe 
y aKCHOMaMa 1111.9 cp.OpMyJIHCaHe OC06HHe DO.ZJ:y..'J:apHOCTH nope.rr. 
je.ZJ:H03H3liHOCTH npeHOlllelba .ZJ:Y}I{H.1

) lilT() Ce THlle OHHX OC06HHa 
CHCTeMa rat~aKa HeKa npaae Koje 3axreaajy aKCHOMa 19 H eras 3 
(.ZJ:OKa3aH y3 noMoh aKCHoM:e .. 114), ocraje npaa, .ZJ:a Ha npaaoj 
HMa 6ap .ZJ:Be rat~Ke, npH caaKOM npOII1Hpelb y caMa no ce6H 
ot~yaaHa, a .ZJ:pyra, .ZJ:a 3a .ZJ:Be ra'4Ke npase yaeK nocrojH rat~Ka 
KOja Jie}I{H H3Meljy lbHX, DOCJie.ZJ:HIJ;a je HeMoryhHOCTH npOII1Hpelba 
cHcreMa rallaKa HeKe npaae. 

11. a a K c H o M a n o r n y H o c r H 6 y .rr. e H c n y lb e H a, 
6 H T H 0 j e y C Jl 0 B Jb e H 0 T H Me li1 T 0 C e y lb 0 j, Me q y 
a 1< c H o M a M a 1.1 H j e c e o .ZJ: p }!{ a lb e 3 a x r e B a, c a .ZJ: p }!{ H 
A p x H Me .ZJ: o a a a K c HoM a. YcraapH MO}I{e ce noKa3arH: HeKoM 
CHCTeMy TallaKa Ha npaaoj, KOjH 3a.ZJ:OBOJbaBa MaJIOllaC Ha6pojaHe 
a!{CHOMe H. craaoae pacnope.ZJ:a H KOHrpyean;Hje, MO}I{e ce yaeK 
)J.O.ZJ:aTH jOlll TallaKa Ha raj HaliHH, .ZJ:a y OBaKO npOII1HpeHOM 
CHCTeMy DOMeH}'Te aKCHOMe TaKOlje Ba}I{e; TO 3HaliH, aKCHOMa 
nornyHOCTH, y KOjoj 6H ce 3axreaaJIO caMO O.ZJ:p}I{albe noMe­
HYTHX aKCHOMa H craaosa, aJIH He H ApxaMe.rr.oaa HJIH lhOj O.ZJ:rO­
aapajyha aKCHOMa, YKJbYliHBana 6H nporHapeliHOCT. 

06e aKCHOMe HenpeKH.ZJ:HOCTH cy JIUHeOplte aKCHOMe. 
YrnaBHOM H3 n H Heap He a K c HoMe nor nyu ocr H .ZI.0-

6Haajy ce OBe ODlllTHje liHlbeHHIJ;e: 

1) TatJHO H3J1Bajalhe ycnosa Koje OBJle rpe6a aaxresaru 31 -nnHeapHH 
pacnopeJl u KOHrpyeHUHjy H3spuJHo je ¢1. 6axMaH (f. Bachmann) y sean ca 
ljJOpMyJJIUHjOM 8KCHOMe V 2 y Ce)lMOM H3)181by. 
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CraB 32 (craB o nornyHocrH).1> EneMeHTH reoMe­

TpHje (Tj. raqKe, npaBe H. paBHH) o6pa3yjy CHCTeM, KOjH, Ka.ll. 

ce 3a.llp»<e aKCHOMe Be3e, pacnope.u.a H KOHrpyeHunje H Apxu­
Me.D.OBa aKCHOMa, a IlOfOTOBY Ka)J. Ce 3a)J.p>Ke CBe aKCHOMe, He 
.u.onyrnra Burne HHKaKBO npornupelbe noMohy raqaKa, npaBHX H 

paBHH.2) 

.U o K a 3. EneMeHTe Koju nocroje npe npornHpelba Ha3Ba­

heMo c T a p H M eneMeHTHMa, a OHe eneMeHTe Koju ce npu npo­
rnupelby )J.O)J.ajy Ha3BaheMO H 0 B H M eneMeHTHMa. OpeTnOCTaBKa 

HOBHX eneMeHaTa Henocpe.u.Ho BO.U.H npernocraBUH HOBe raqKe N. 
OpeMa aKCHOMH 18 nocroje qerupu crape raqKe A, B,C, D 

KOje HHCY y je)J.HOj paBHH. 03HaKe Ce Mory TaKO H3a6paTH )J.a 
taqKe A, 8, N He ne»<e Ha je.u.Hoj npasoj. 06e paBHH ABN H 

ACD, pa3n8qure je.u.Ha o.u. .u.eyre, HMajy, npeMa aKCHOMH 17, 
OCHM 3aje.u.HaqKe raiJKe A jorn H 3aje.u.HnqKy raqKy E. TaiJKa E 
He ne>KH Ha npasoj A 8, jep 6u imaqe raqKa B ne»<ana y paBHH 

ACD. Y cnyqajy .u.a je E HOBa raiJKa, oH.u.a y crapoj pasHH ACD 
ne»<n HOBa raqKa E; y cnyqajy naK .u.a je E crapa TaiJKa, HOBa 
raqKa N ne»<n y crapoj paBHH, HaHMe y paBHH ABE. Y CBaKOM 

cnyqajy, .u.aKne, Hosa raqKa ne»<H y crapoj paBHH. 

Y crapoj paBHH nocroju crapH rpoyrao FOH, a Ha .u.y»t.H 

FO crapa raqKa I. AKo cnojnMo IioBy raqKy L H L 

Ca TaqKQM /, Ta)J.a fie Ce, npeMa aKCHOMH 114, a 
npase lL · H PH HJIH npase IL H OH celm y 

raqKil K, aKo HOBa TaiJKa L He ne»<H Ha npaBoj 

/H. Y CJiyqajy )J.a je K HOBa TaiJKa, TO HOBa fi' 
1 

. 
G 

TaiJKa K ne>KH Ha crapoj npasoj FH HJIH OH; y cny­
IJajy naK .u.a je K crapa TatiKa, OH.U.a HOBa TaiJKa L ne>KH Ha crapoj 
npasoj JK. Ory.n.a cse .rpH . npernocraBKe nporuspeqe aKCHOMI:I 

JIHHeapHe IlOTITYHOCTH. OpeMa TOMe, rpe6a O)J.6aUHTH npeTITO­

CTaBKY h .~se TaiJKe y crapoj pasHH H THMe yonrnre nperrro­
crasKy HOBHX eneMeHaTa. 

CraB o_ nomyHOCTH MO>Ke ce jorn ornrpuje <!JopMynncaru; 

3a)J.p~asalbe . HeKHX y J:beMy IlOMeHyTHX aKCHOMa He MOpa Ce 
6e3ycnosHO 3axresat~;t. Ann 6HTHO 3a lberoso Ba>Kelbe jecre .u.a 

je Me~y .aKCHOMaMa qaje ce o.u.p»<albe y lbeMy 3axresa ca.u.p»<aHa 

1) 0pHMea6a )l.a je nHHeapHa aKCHOMa notnyHOCTH Jl.OBOJbHa nOTH'Ie Oll 

n. 6 e pH a J c a (P. Bernays). 
2) Oaaj nocneJJ.IbH HCKa3 je 6Ho y paHHjHM H3JlalbHMa nocraaJbeH Kao aKCHOMa 
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3KCHOM3 I7 • Y CTsapH, MOme Ce OBO DOKa3aTH: CHCTeMy eJieMe­
HaTa :Koja 3a.n;osoJbasajy aKCHOMe I-V, Mome ce yseK .n;o.n;ani 
jOlll Tat:IaKa, npaBHX H paBHH TaKO ,n;a y tipOlllHpeHOM . CHCTeMy. 
same HCTe aKCHOMe, H3Y3HMajyhH aKCHOMY I, ; 'ro 3ilat:IH, eTaS 
nomyHOCTH y KOMe He 6H 6HJia ca.n;pmana aKCHOMa 17 HJIH lhOj 
eKBHBaJieHTHa aKCHOMa, YKJbYtiHsao 6H y ce6e npOTHspet:IHOCT, 

AKCHOMa noTnyHOCTH HHje nocJie,n;Hn;a ApxH­
M e .n; o a e a K c HoM e. YcTsapH, caMO ApxHMe.n;osa aKCHOMa y3 
noMoh aKCHOMa I-IV HHje .n;osoJbHa .n;a .n;oKame .n;a je Haiiia 
reoMeTpHja HJ.J;eHTHt:IHa Ca 06H1JHOM 3H3JIHTHtiKOM ,UeKapTOBOM 
(R. Descartes) reoMeTpHjOM (yn. § 9 H § 12). HanpoTHB, .n;o.n;a­
sau,eM 3KCHOMe DOTDYHOCTH - Ma].J;a OBa 3KCHOMa He Ca,n;pmH 
HHKaKas HCKa3 o nojMy KOHsepreHn;Hje - , ycnesa HaM .n;a 
J.J;OKameMO er3HCTeHD;Hjy rpaHHD;f" KOja OJ.J;fOBapa ,Ue,n;eKHHJ.J;OBOM 

. (Oedekfnd) npeceKy H oOJID;aHOB (B. Bolzano) CTaB 0 DOCTO­
jau,y TatiaKa aryiiiihaBalba, tiHMe ce Ta.n;a Haiiia reoMeTpHja noKa­
ayje KaO HJ.J;eHTHqHa ,UeKapTOBOj reOMeTpHjH. 

OoMohy npeTXo.n;uor paaMaTpau,a 3axTes HenpeKHJ.J;HOCTH 
je paaJiomeH ua .n;sa 6HTHO pa3JIHtiHTa .n;eJia, naHMe ua ApxHMe­
.n;osy aKCHOMY KOja HMa yJiory ,n;a. ilpHnpeMH 33XTeB HenpeKH.li:­
HOCTH, H Ha aKCHOMy DOTDYHOCTH KOja je 3 a B p lil H H q JI a H 
n; e JI or c H c T eM a a K c H o M a.1 > 

Y CJJe,n;ehHM HCDHTHBalhHMa yrJiaBHOM heMO ce OCJIOHHTH 
caMo Ha ApxHMe.n;osy aKCHOMY H yoniiiTe HeheMo npemocTas­
JbaTH 3KCHOMY llOTDYHOCTH, 

IJ HeKa ce ynopene raKo~e npHMen6e ua I<pajy § 17, Kao u Moje npena­
B&!be o noJMY 6poja, Berichle der Deutsch en Mathematlker-Vereinigung, 1900. 
- HpH HCDHTHB8!bY CT8Ba 0 jellH8KOCTH yrnoBa H8 OCHOBHilH p8BHOKp8KOr 
rpoyr na nohu heMo no noe nalbe &KCHOMe uenpeKunuocru; yn. nonaraK II ooe 
K!bHre, xao H Mojy · pacnpaoy .Ober den Satz von der Gleichhelt der Basls­
winkel im gleichschenkligen Dreleck •, Proceedings of the London Mathe-
matical Society K!b, XXXV, 1903. · 

Kao HCTp8>KHB3!ba 0 8KCHOMaMa HenpeKHllHOCTH KOj8 Ce ua 080 uano­
Be3yjy, noMeuyheMo uanp.: R. 8 al d us .Zur Axlomatlk der Geometrle" 1-111, 
I y Math. Ann. 100. 321-333 (1928); II y Attl d. Congr. int. d. Mat. Bologna 
1928, IV (1931); Ill y Sltzber. d. Heidelberger Akad. Wlss, 1930, 5Ta pacnp. 
A. SchmIdt .Die Stetlgkelt In der absofuten Geometrfe" Ibid. 1931, 5n 
pacnp. P. 8 ern a y s .Betrachtungen ilber das Vollstiindigkeitsaxiom und 
verwandle Axlome• Math. Zellschr. 63, 219-292 (1955). 



,Upyra r nasa 

HenpoTHBpeqHocT H ysajaMHa HesaBHCHOCT 
ai<:CHOMa 

§ 9. HenpoTHBpequocT &1\CHoMa 

AKCHOMe . OHliX neT rpyna, nOCTaBJbeHHX y npBOM OJI.eJbKY 
He ··npOTHBpeqe je.n.Ha .n.pyroj, Tj. H3 lhHX ce noMohy norHqKHX 
3aKJby'laKa He MO}I{e H3BeCTH HeKa qulbeHHII.a KOja 6H npOTHB­
pequna je.n.Hoj o.n. nocTaBJbeHHX aKCHOMa. ,Ua 6ncMo ce ysepunu 
y TO, 06pa30BaheMO OJI. peanHHX 6pojesa CHCTeM CTBapH y KOMe 
he 6HTH 3aJI.OBOJbeHe CBe aKCHOMe THX neT rpyna. 

00CMaTpajMO Hajnpe no.n:pyqje Q CBHX OHHX anre6apCKHX 
6pojesa KOjH ~e .n.o6Hsajy aKa ce no~e o.n. 6poja 1 H KOHa'laH 
6poj nyTa npHMeHe qeTHpH paqyHcKe onepaii.Hje: ca6upalbe, 

OJI.Y3HMalbe, MHO }Kelbe, .n:eJbelbe H neTa onepau.uja I V 1 + w 2 1, r .n:e 
w Tpe6a yseK .n.a 03Haqasa 6poj Koju je paHHje nocTao noMohy 
noMeHyTux neT onepauuja. 

nap 6pojesa (x, y) no.n.pyqja 0 CMaTpaheMo Kao Ta'lKy, a 
pa3Mepe (u: v: w) Ma ~<;oja TPH 6poja no.n.pyqja 0, y cnyqajy .n:a u 
H v Hncy o6a Hyna, Kao npasy; .n.aJbe, HeKa nocTojalhe je.n.-

ux+vy+w=O 

H3pa}l{aBa .n.a Ta'lKa (x,y) ne}I{H Ha npasoj (u:v:w); Ta.n.a cy, 
IliTO ce naKo BHJI.H, aKCHOMe 11 _9 H IV 3a.n.oaoJbeHe. 6pojeBH 
no.n.pyqja 0 cy CBH peanHn; y3HMajyhH y o63Hp .n.a ce TH 6po­
jesH MOry pacnopeJI.HTH npeMa CBOJHM senH'lHHaMa, MO}I{eMO 
naKO ycTaHOBHTH TaKse noctasKe 3a Harne Ta'lKe H npase .n:a 
sa}l{e H. cse aKCHOMe II pacnope.n.a. YcTsapu, aKa cy (Xi, y1), 
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(x2 , Y:.s), (x8 , y8),... Ma Koje ratiKe Ha hpasoj, ro he oso 
6uru lhHxoa nope.u.aK Ha npasoj, aKo 6pojasu x1 , x 2 , x8, ••• 

HJIH Y1 , y 2 , Ys,... y OBOM nopeTKY HJIH CTaJIHO ona.u.ajy 

(.x,'yJ 
HJIH CTaJIHO paCTy; ,ZJ.aJbe, .z:r.a 6u 3aX­
TeB aKCHOMe 114 6uo ucnylheH, · no­

rpe6Ho je caMo yc,raHOBHTH .u.a cse ratiKe 
(x, y), aa Koje je ux + vy + w Malbe HJIH 

sehe o.u. 0, Jie)f{e Ha je.u.Hoj OJI.H. Ha 

.u.pyroj CTpaHH npase (u: v: w). JlaKo ce 
O(o.o) E(t,O) 

MO}!{eMo ysepurH .u.a ce osa nocrasKa 

CJia}!{e ca npeTXOJI.HOM nocrasKOM Koja o.u.pe~yje nope.u.aK TatiaKa 
Ha npasoj. 

OpeHOlllelbe JI.Y}!{H H yrJIOBa H3BOJI.H ce npeMa ll03HaTHM 

Mero.u.aMa aHaJIHTHtiKe reoMerpuje. TpaHc4JopMaQuja o6JiuKa 

x'=x +a, 

y'=y+b 

.u.aje napaJieJIHO noMepalhe .u.y}!{H u yrJiosa, a TpaHc4JcpMaQuja 
o6JIHKa 

x'=x 

y'=-y 

.u.aje orJie.U.albe Ha npasoj y=O. ,UaJbe, aKO ce TatiKa (0,0) 03HatiH 

ca 0, TatiKa (1,0) ca E H npOH3BOJbHa ratiKa (a, b) ca C, Ta.u.a 

H3 npOH3BOJbHe TatiKe (X, y) TatiKa (x', y') npOH3HJia3H 06pTalbeM 

aa yrao <t COE, aKo je 0 cTaJIHa ratiKa o6pTalha, npu tieMy 
Tpe6a CTaBHTH 

, a b 
X = X- y, 

V a2 + b2 V a2 + b2 

b a 
y' = X+ y. 

V a2 + b'l V a" + b'~ 
Oolllro 6poj 

va2 + b2 = b V 1 + (~r 
TaKo~e npuna.u.a no.u.pyqjy 0, OHJI.a npu HalllHM nocrasKaMa 

sa>Ke H aKCHOMe KOHrpyeHQHje III1•4 H OtiHrne.u.Ho je aa.u.osoJbeHa 
KaKo aKCHOMa no.u.y.u.apHOCTH rpoyrnosa III6 , raKo H ApxuMe-



§ 9. Henporuape'IHOCT aKcuoMa 33 

)J.OBa aKCHOMa v1. AKCHOMa DOTDYHOCTH v2 HHje 33)1.080-

JbeHa. 
CaaKa npOTHBpequocT y nocne.u.HnaMa H3 nHneapHHX aKCH­

OMa H aKCHOMa paBHH I-IV, v1 MOpana 6H ce caMHM THM noja­
BHTH H y apHTMeTHnH DOJJ.pyqja Q. 1> 

O.u.a6epeMo nH y roplbeM H3naralhy yMeCTO no.u.pyqja Q 
no.u.pyqje c B H x peanHHX 6pojeaa, .u.o6HheMo o()aquy paauy 

',[{eKapTOBY reOMeTpHjy. .Qa je y OBOj DOCne)J.lbOj 33)J.OBOJbeHa, 
OCHM 8KCHOMa 11-1, II, III H V ,, H aKCHOMa noTnyuocTH, .u.o3uaje 
ce ua oaaj uaqHn: 

Y .QeKapTOBOj reOMeTpHjH Ce CaMO Ha OCHOBH JJ.e!PHHHnHja 
pacnope)J.a H DO.D.y.D.apHOCTH JJ.Y}KH MO}Ke 33KJbyqHTH: CBaKa ,lJ;J}K 

ce MO}Ke no.u.enHTH ua npOH3BOJbaH 6poj n no.u.y.u.apuax .u.enoaa, 

H aKo je .llY* AB Malba OJ( .llY*" AC, OH.l(a je H n-TH .l(eo o.u. 
AB MalbH OJ( n-Tor .l(ena OJ( A C. 

npeTDOCT3BHMO Ca.l(a .l(a DOCTOjH npaBa g, Ha Kojy Ce, 

uacynpoT aKCHOMH noTnyuoCTH, MO}Ke .l(OJJ.aTH jorn TaqaKa .l(aToj 
· reolVieTpHjH, a .l(a ce npH TOMe ua npaaoj g ue uapyrnH Ba}Kelbe 

aKCHOMa 111-5, 1111-s, V 1 , CTaBa 5 HnH je.l(H03uaquocTH npeuornelba 

.llY*" (cTp. 28). HeKa je.u.ua O.ll .u.aTHX TaqaKa 6y.l(e N. TaqKa N 
.l(enH: npaay g y .l(Be nonynpaae, OJ( KOjHx caaKa, npeMa Apxa­

Me.l(oBoj aKCHOMH, Ca.l(p}KH H TaKBe TaqKe KOje DOCTOje npe npo­

lliHpelha; oae nocne.l(lbe heMo ua3BaTH c Tap H M TaqKaMa • .UaKne. 
TaqKa N pa3.l(eJb yje CTape TaqKe npaae g ua .l(Be nonynpaae. 

Y3MeMo na npaay g npeTCTaBJbeuy y napaMeTapCKOM o6naKy 

x=mf+n, 
Y=Pf+ q, 

y Kojoj napaMeTap t jorn ripe npornHpelba noMohy N Y3HMa cae 
peanue ape.ZJ;HOCTH, ou.u.a he no.l(eJia H3Be.l(eHa TaqKOM N npy­

}KHTH .Ue.lleKHH.l(OB npeceK OBHX ape.l(HOCTH. Kao lllTO je no3-

HaTo, 3a TaKaB npeceK aa}KH: HnH npaa KJiaca o.l(pe~eua no­

Mohy .lbera H~a nocne.l(lbH eneMeHaT, HnH .l(pyra Knaca HMa 
npBH eneMenaT. HeKa ua npaaoj g OBOM eneMenTy o.u.roaapa 
TaqKa A. Ta.l(a H3Meljy A H N ue ne}KH HHje.l(ua cTapa TaqKa. 

1) Y OllHOCY H8 nHT81be HenpOTHBpe'IHOCTH 8pHTMeTH'IKHX 8KCHOM8 HeKa . 
ce ynopellH Moje npellaBalbe o nojMy 6poja: Berichte der Deutschen Mathe­

matlker-Verelnigung, 1900~ Kao. H Moje npella&albe .Mathematlsche Probleme•, 
Ollp)I(8HO Ha HHTepH8UHOH8JIHOM KOIIrpecy M8TeM8TH'I8p8 1900, H8p0'1HTO npo­

fiJieM 6p. 2 (Giittlnger Nachr. 1900). 

0CHOBII reoMeTpuje 3 
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Hanporas, nocrojP. raKsa crapa ratiKa 8, .n.a N Jie»m H3-
Me~y A H . B. .II.aJbe, npeMa ApxaMe.n.osoj aKCHOMH, nocroja 
MHO.WTSO raqaKa, Hanp. n~ 1 pa3JIHqHTHX raqaKa N, c1' c,' ... '. 
Cn-2' D, T3KO .n.a cy n .n.yma AN, NC1' c1 c2' ... ' Cn-2 D je.n.Ha 
.ll;pyroj no.n.y.n.apHe u .n.a raqKa 8 Jiemu H3Me~y A a D. Tio.n.e­
JIHMO ra.n.a Aym AB Ha n no.n.y.n.apHux .n.eJiosa. Cse .n.eoHe raqKe 
cy crape raqKe; HeKa je W OHa o.n. Tax raqaKa Koja je Haj-
6Jiuma raqKu A. 113 HanoqeTKY osor .zr.oKa3a Hase.n.eHux JIHHe-

apHHX 3aXTesa o pacno­
g--IA--W++JV __ ~cl-,_-+c2 __ o._,ni--2---4B~-+IJ- pe.n.y H KOHrpyeHI.J:HjH 

npoucruqe ,11;a je .n.ym A W 
Malba o.n. AN, jep je AB Malba o.n. AD . .Il.aKJie, crapa TaqKa W 
JiemH H3Me~y A H N. npeMa TOMe, npernocraBKa .n.a ce Ha npa­
soj g Mome AO.ZI.aru TaqKa N, He Hapywaaajyim npH TOMe sa­
)l{elbe JIHHeapHHX aKCHOMa, .ZI.OBeJia je .ZI.O npOTHBpeqHOCTH . 

.IJ.aKJie, y pasHoj .II.eKapTosoj reoMerpHjH same c s e mme­
apHe aKCHOMe H aKCHOMe paBHH 1-V . 

.AHaJiorHa pa3MaTpalba y npocropHoj reoMerpuju He nper­
qasJbajy HHKaKBY rewKohy. 

CsaKa nporHspeqHocr y nocJie.ZI.HU:aMa H3 aKCHOMa 1-V MO­
paJia 6u, npeMa roMe, .n.a ce nojasH u y apurMeTHU:H cucreMa 
peaJIHHX 6pojesa. 

Kao wro ce BHAH, · nocroju 6ecKoHaqHO MHOro reoMerpuja 
y KOjHMa same aKCHOMe I-IV, V 1, a caMO , je.n.Ha reoMerpuja, 
HauMe .II.eKaprosa reoMerpuja, y Kojoj y ucro speMe samu H 
3KCHOM3 nornyHOCTH V 2 • 

§ 10. HeaaBHCHOCT aKCHoMe napanenHHX 
(He-eyKJIHACKa reoMeTpHja) 1> 

00WTO CMO yrsp.ZI.HJIH HenpOTHspeqHOCT 3KCHOMa, 0,11; HHTe­
peca je HCllHTaTH .ZI.a JIH cy CSe OHe He33SHCHe je.n.Ha O,ZJ; .ZI.pyre. 
Y crsapn ce noKa3yje .n.a ce HHje,ZJ;aH 6HTHH cacraBHH .n.eo noMe-

1)YocTanoM na ce naKo noKB3BTH: y reoMeTpHjH, y Kojoj cy aaJ]oBolbeHe 

aKcHOMe 1-lll H ApxHMeJ]oBa aKcHoMa V1, HCK83 o HKCHOMH napanenHHX ·HnH 

He B3lKH HH 38 jeJ]BH CHCTeM KOjH Ce CSCTOjH H3 . npaBe a H T3'1Ke A KOjl 

HHje 83 HCTOj npaaoj HnH naK B8lKH 33 CBBKH T8K8B CHCTeM; yn. P. Dan Jl J C 

(R. Baldus), N!chteuklidische Oeometrle, Berlin 1927. 
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HYTHX rpyna aKCHOMa He MO)Ke uaseCTH noMohy noruqKor 
3aKJbyliHBalba H3 npeTXO,li.HHX rpyna aKCHOMa. 

Hajnpe, rnTo ce Tuqe noje.U.HHHX aKCHOMa rpyna I, II H III 
JiaKO je ,!J.OKa3aTH ,ll.a aKCaOMe je,li.He H HCTe rpyne y 6HTHOMe 
He 3asace je.u.Ha o.u. .u.pyre. 

AKCHOMe rpyna I H II npu HarneM uanaralhy y3eTe cy 3a 
OCHOBY OCTaJIHX aKCHOMa, TaKO ,ll.a Ce CaMO pa,li.H· 0 TOMe ,!J.a ce 
.u.oKa)Ke ue3aBHCHOCT CBaKe o.u. rpyna aKCHOMa III, IV, V o.u. 
OCTaJIHX. 

AKCHOMa napaJieJIHHX . IV ne3asucua je o.u. ocTaJIHX aKCHOMa: 
TO ce Ha ll03HaTH HaliHH HajnpOCTHje OBaKO nOKa3yje: KaO eJie­
MeHTe npOCTOpHe reOMeTpHje O,ll.a6epHMO TaliKe, npase H paBHH 
06Ht~He (,UeKapTOBe) reOMeTpuje KOHCTpyucaue y § 9 yKOJIHKO 
Jie)Ke y yuyTpallllbOCTH HeKe CTaJIHe JIOnTe, a OO,ll.y ,ll.apHOCTH 
OBe reOMeTpHje ,ll.e<IJHHHlllHMO T3KBHM JIHHeapHHM TpaHC<IJOpMa­
IJ,HjaMa 06Hl1He reoMeTpHje KOje CTaJIHY JIOnTy TpaHC<IJOpMHlllY 
caMy y ce6e. Y3HMajyhu no.u.ecue nocTasKe ,li.03HajeMo .u.a y 
osoj ,He-eyJCJIUJI.CIWj" reo.Mellipuju Ba)Ke cse aKCHOMe H3y3es Ey­
KJIH,!J.OBe aKCHOMe IV; a nornTo je MoryhuocT o6uque reoMe­
TpHje ,li.OKa3aHa y § 9, OTy,ll.a CJie.U.yje H MOryhHOCT He-eyKJIH.li,­
CKe reoMeTpHje. 

O.n. uapoqHTOr HHTepeca cy CTaBOBH Koju Ba)Ke ue3asucuo 
o.n. aKCHOMe napaJieJIHHX, Tj. KOjH cy 3a,li.OBOJbeHH KaKo y EyKJIH-
.n.osoj TaKO H y He-eyKJIH.li,CKOj teOMeTpHjH. z 
Kao uajsa)KHHje npaMepe 3a ose CTasose uase­
rnheMo o6a J1e)Kau.u.posa (Legendre) cTasa, o.u. 
KOjHX npBH .~ dXTeBa 33 CBOj ,li.OKa3, OCHM aKCH­
OMa I .n.o Ill, H ApxHMe.n.osy aKCHOMY V 1. Pa3-
MOTpHMO npeTXO,li.HO HeKOJIHKO OOMOHHHX CTa­
BOBa. 

C TaB 33. HeKa je .n.aT npasoyrnH Tpoy­
rao OPZ ca npaBHM yrJIOM KO.ll. P. HeKa ce ua 0 

.u.y)KH PZ HaJia3e .n.se Tat~Ke X, Y TaKo .n.a je 
<9::: XOY= <9::: YOZ. 

Ta.n.a je 
XY<XZ. 

p 

Pa.u.H .n. o K a 3 a · npeuecHMO .n.y)K OX o.n. Tat~Ke 0 ua 
npasy OZ: 

OX=OX'. 
3 
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113 cTasoaa 22 u 23 cne.n;yje .n;a TaqKa X' nemu ua .n;y>Kn OZ, 
a noMohy cTaBa 22 u aKcdoMe 1115 .n;o6uaa ce: 

-1:'X'ZY < <[:. OYX =.::): OYX' < -1: YX'Z. 

O.n;uoc -1: X'ZY < -1: YX'Z, npeMa CTaaosnMa 12 u · 23, .n;oso.n;u 

ca.n; .n;o TBp~elba. 
C TaB 34. Ma 3a Koja .n;sa yrna a u 6 MO>Ke ce yaeK 

uahH TaKas npupo.n:uu 6poj r .n;a 6y.n;e 

Gil: -<e. 
2r 

Gil: 
0pH TOMe - 03Haqaea yrao ,ll;06HBeH llOMOfiy llOJIOBJbelba 

2r 

yrna ex: nouoaJbeuor r nyTa . 
.ll o K a 3. HeKa cy .n;aTa .n;aa yrna 01: H e. nonoaJbelbe yr na 

MO>Ke ce H3BeSTH Ha OCHOBH npeTnOCTaBJbeHHX 8KCHOM8 (B. CTp.25). 

00CM8TpajMO OlllTap yrao ; . Y CJiyqajy ,11;8 je ; < E, TBp~elbe 

· cTaBa 34 noKa3yje ce Taquo· 3a r = 2. Y cnyqajy naK .n;a je ~ > 6 
2 

C . Gil: 
ou.n;a H3 ueKe TaqKe Je.n;uor KpaKa yrna 2 cnycTHMO ua .n;pyra 

lberos KpaK uopMany Koja npeceu.a oaaj KpaK y HeKoj TaqKu B. 
Gil: 

TeMe yrna203HaqHMO ca A. npeueCHMO yrao E Ha KpaK AB y 

Gt 
yuyTpallllbOCT yrna -1: BAC =- ; Ta.n;a he cno6o.n;uu KpaK KOH-. . 2 

cTpyucauor yrna, ua ocuoay .npeTnocTaBJbeue ueje.n;uaqaue, npe­
ceu.aTH .n;y>K BC y neKoj TaqKu D (yn. cTp. 13). ApxHMe.n;oaa 
aKCHOMS V 1 CBO,ll;H Ce Ha TBp~elbe .n;a llOCTOjH TaKaB npHpO,ll;HH 

6poj n, .n;a je 
n·BD > BC. 

OpeueheMO yraO E ca.n; n-nyTS, H TO CB3.KH nyT Ha CJI0-
60,ll;HH KpaK ca cnoJballllhe cTpaue. 

Mo>Ke uacTynHTH cnyqaj .n;a cno6o.n;uu KpaK yrna .n;o6uaeu 
uajKacuuje npu n-TOM npenolllelby, MO>K.n;a npu m-TOM npeuo­
lllelby' Kao npBH He npeceu.a BHllle nonynpasy BC. no Ill TO npeT­
XO,ll;HH cno6o.n;uu KpaK jolll npeceu.a oay nonynpaay, yrao 
(m-1) E je OlllTap. 0Ty ,11;8 Ce JISKO ,ll;06HB8 ,11;8 yuyTp8llllbOCT 
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yrna me KOHCTPYHCaHor noMohy m-cTpyKor npeHowelha, nemH 
y OHOj nonypaBHH O,li, 'AB, KOja ca.n,plKH TaqKy C, H ,li,aJbe, .n,a 
ce nonynpasa AC npocTHpe y yHyTpawlbOCTH 

1 
H 

yrna me, Tj. samH 1 
a; 

m·e>-. 
. 2 

Y .n.pyroM cnyqajy csaKH yrao e, .n.o6H­
seH npH n-TOCTpyKOM npeHOWelhy, HCena Ha 
nonynpasoj BC .n.ym, KOja je, npeMa cTasy 
33, seha o.n. .n.ymH BD HJIH lbOj je.n,HaKa. He­
Ka n-TH cno6o.n,HH KpaK npecena BC y TaqKH 
E. 36Hp BE o.n.. n .n.ymH, HCet:JeHHX Ha nony-

c 

A B 

npasoj BC, sehH je o.n. n · BD, .n,aKne THM npe sehH o.n. BC. 0Ty.n,a 
cne.n.yje 

a; 
n·e>-. 

2 

HeKa je aa m o.n,H. n npHpo.n,HH 6poj r TaKo o.n.pe~eH .D:a 
je m < 2'·1 o.n,H. n < 2r·1

• OaHat:J·HMO yrao me o.n.H. ne ca 11· 

YrnosH ~ H ~ Mory ce KOHCTPYHCaTH. Ha MoryhHDCTH yno-
. 2r-1 2' . , , 

pe~HBalba seJIHt:JHHa yrn.osa .n.o6Hsa ce naKo, .n.a c je.n,He cTpaHe 

H3 Heje.n.Hat:JHHe 2'·1 '> m cne.n.yje Heje.n.Hat:JHHa J:_ < ~ = e, a c 
2r-l m . 

.n.pyre cTpaHe H3 Heje.n,Hat:JHHe p. > ~ cJie.n.yje Heje.n,Hat:JHHa 
2 

__!:_ > ~. CTora Ha ocHosy TpaH3HT~BHOCTH ynope~HBalha BeJIH-
2r-1 2'· 
l:JHHa (CTp. 21) B8lKH 

a; 
-.<e. 
2' 

HoMoh1 crasa 34 M·ome ce .n,oKa3aTH npsH JlemaH.n.pos 
CTaB. 

CTaB 35 (npBH JlemaHJ(pos eTas). 36Hp yrJiosa, 
Tp~yrJia je MalbH · o.n. .n.sa npasa HJIH je.n,HaK ca .n.sa npasa yrJia· 

n 0 Ka 3. 03H8'lHMO Ma KOjH O.ll. TpH yrJia .n,aTOf Tpoyrna 
ca <9:: A =ex; .n.pyra .n.sa oaHai:JHMO ca <1: B = ~. <9:: C = y TaKo 
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.;n;a B3}l{H ~ S: y; ITpeMa CTasy 26 .li:Y}l{ BC HMa TaqKy. D Koja 
je nono8u. ITpo.l(y}l{HMO .li:Y}l{ AD 3a lbeHy concTseHy .li:Y}l{HHY 

c e npeKo TaqKe D )J.O TaqKe E. Ha 

B 

ocHosy no;n;y ;n;apHOCTH yHaKpc­
HHX yrJIOBa ( CTp. 17), aKCHOMa 
IIJ5 Ce MO}l{e npHMeHHTH Ha TpO 
yrne ADC H EDB H ;n;e<iJHHH­
rnyim Ha OCHOBY CTasa 15 Ha 

oqHrne;n;aH HaquH 36Hp yrnosa, JJ,o6nsaMO 3a yrnose a', W, y' 
Tpoyrna ABE penauHje 

a' + y' =a, W = ~ + Y· 

ITpeMa TOMe, Tpoyrao ABE HMa HCTH 36Hp yrnosa Kao H 
Tpoyrao ABC. 

113 HejeJJ,Ha'HiHe ~ < y H3BOJJ,H ce JI3KO, npeMa CTaBOBHMJ 
23 H 12, JJ,a je 

a; a'< y', a OJJ,aTJie a' < 2 
3a CBaKH Tpoyrao ABC H Ma KOjH lberos yrao a MO}l{e 

ce yseK HahH Tpoyrao ca HCTHM 36Hp0M yrnusa, y KOMe je 
. a: • a 
JeJJ,aH yraO · M3lbH OJJ,- HJIH JeJJ,HaK Ca-, H 33TO Ce MO~e, aKO 

2 2 
je OCHM TOfa ,n:aT npHpO,ll,HH 6poj r, HahH Tpoyrao Ca HCTHM 

a; . 
36Hp0M yrJIOBJ, y KOMe je jeJJ,aH O.ll: yrJIOBa MalbH OJJ, ~- HJIH ]eJJ,-

2r ' 
IX 

HaK ca 
2' 

ITpemocTaBHMO caJJ, Aa je, HecynpoT TBp~elby npsor Jle­
}l{3HAposor CTasa, 36Hp yrnosa JJ,aTor Tpoyrna sehH o;n; .ri.sa 
npasa. 

113 CTasa 22 cneAyje JJ,a je 36Hp JJ,Ba yrna Tpoyrna MalbH 
OA JJ,Ba npasa. 36Hp yrnosa JJ,aTor Tpoyrna MO}l{e ce CTora 
npeTCTaBHTH y 06JIHKY 

IX+~+ y =2p +c, 

r;n;e c 03Haqasa Ma KOjH yrao, a p npas yrao. ITpeMa CTasy 34, 
MO}l{e Ce OJJ,pe,ll,HTH npHpOJI:HH 6poj r T3KO, JJ,a 6y;n;e 

IX -<c. 
2' 
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KoHCTpyurnuMo ca.n: Ha noKa3aHH HBtJHH Tpoyrao ca yrno­

BHMa o:*, ~*, y* KOjH 3a,n:osoJbasajy penau:uje: 

o:* + ~* + y* = 2p + E , 

Y OBOM Tpoyrny je 

.. ........ 0: 
o:"'...:::::,- <E. - 2r 

~*+y* > 2p, 
rnTo npOTHBpequ cTasy 22. T~tMe je ,n:oKa3aH npBH Jle>KaH,n:pos 

CTaB. 
C T as 36. AKo tJeTsopoyrao ABCD HMa KO.ll: A H 8 npase 

yrnose u aKo cy y lbeMy OCHM Tora cynpoTHe cTpaHa AD H 

BC no.n:y.n:apHe, OH.D:a cy yrnosu ~ C H ~ D je,n:aH ,n:pyroM 

no.n:y ,n:apHH. Jl.aJbe, HOpMaJia, no,n:HrHyTa y cpe,n:HHH M ,n:y>KH 

AB, npeceu:a cynpoTHY CTpaHy CD y TatJKH N TaKo .n:a cy 

tJeTsopoyr,n:u AMND u BMNC no.n:y.n:apHH. 

n 0 K a 3. HopMaJia, f!O.li:HfHYTa y TaqKH M Ha AB, Jie>KH, 

KaKo TO cne,n:yje H3 cTasosa 21 H 22, y yHyTparnlbOCTH yrna 

~ DMC u cTora, npeMa je,n:HOM OJl: cTasosa noMeHyTHX Ha 

cTp. 13, npeceu:a ,n:y}f{ CD y TatJKH N. l13 cTasosa 12, 21 u 

15 cne,n:yje .n:a cy Tpoyrnu MAD u MBC na cTora u TpoyrnH 

MDN u MCN no,n:y,n:apHH. l13 osux no,n:y,n:apHOCTH ce noMohy 

cTasa 15 ,n:o6usa 
~BCN=~ADN . 

.IT.aKJie, qeTsopoyrnu AMND u BMNC cy no.n:yJl:apHH. 

C T a.s 37. AKo cy y /J N 

qeTsopoyrny ABCD csa 

qeTupu yrna npasa, OH.D:a 

HOpMaJia EF cnyrnTeHa H3 

HeKe TaqKe E npase CD Ha 

cynpOTHY CTpaHy AB CTOjH 
HOpMaJIHO H Ha CD. 

n 0 ~a 3. Yse)l;HMO 

nojaM orne,n:alba Ha npasoj 

a Ha osaj HaqHH: aKO ,Ma H3 

I<Oje ,' TaqKe p cnyCTHMO 
HOpMaJiy Ma Ha Kojy npasy 

A· 

A M 

F; II F,. 

a u aKo TY HOpMany npo,n:y}f{HMO 3a lbeHy concTBeHy .n:y}f{HHY 

np~Ko no,n:HO}f{He TatJKe .. .n:o P', OH,n:a ce TaqKa P' Ha3Hsa orne­

,n:aJI,CKOM CJIHKOM TaqKe P. 
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Orne.u.IiuMo .li.Y:>K EF Ha AD H BC. OrJie.u.a.ncKe cnuKe £ 1F1 

u E2F2 cy, lllTO npoucmqe H3 .u.pyror .u.ena CTasa 36, no.u.y­
.u.apue .li.Y:>KH EF. TaqKe F1 u F2 , HCTO Kao u Ta'IKa F, neJKe ua 
AB; Ta'II<e £1 H £,, HCTO KaO H Ta'IKa £, Jie:>Ke Ha CD. npeT­
nOCTaBKe npsor .u.ena CTasa 36 cy Ta'IHe 3a 'IeTsopoyrne EFF1E1 , 

EFF 2£ 2 u E1F1F2E2 , a o.u.aTJie cne.u.yje je.u.uaKOCT 'IeTupu yrna 
ca TeMeHHMa y Ta'IKaMa E, E 1, Es. npeMa TOMe KO.ll. je.u.ue O,ll. 

osux Ta'IaKa uacTajy .u.sa je.u.uaKa ynope.u.ua yrna (y ropa,oj 
cpurypu Korr, Ta'IKe E1); Tj. Ta qeTupu je.u.uaKa yrna cy npasa. 

C TaB 38. AKO cy M a y K 0 M 'IeTBOpoyrny CBH yrJIOBH 
npasu, ou.u.a je y c B a K oM 'ITTBopoyrny ca TPH npasa yrna u 
qeTspTH yrao npas • 

.U o K a 3. HeKa je .A'B'C'D' 'IeTsopoyrao ca qeTupu npasa 
yrna u HeKa je ABCD Ma Koju 'IeTsopoyrao ca Tpu npasa yrna 

KO,ll. A, B, D. KoHCTPYHlllHMO 'IeTBopoyrao A Bl cl Dl' no.u.y.u.a­
pau qeTsopoyrny A'B'C'D' 'IHjH npasu · yrao KO.ll. A noKnana 
ca yrJIOM A qeTsopoyrna ABCD. 

Y cnyqajy .u.a ce TaqJ<a B nOKJiana ca 8 1 HJIH Ta'IKa D ca Dt> 
fJ c OH,ll.a je TBp~ea,e y CarJiaCHOCTH Ca CTa-
r------, BOM 37. Y cnyqajy Jla TaqJ<a B Jie:>KH 

, ----"-F+----;c' H3Me~y A H B 1 , a TaqKa D 1 H3Me~y A 
]), :-

H D, OHJla, CJIH'IHO Kao y JlOKa3y cTasa 

36, cJieJlyje H3 CTasa o cnoJballltbeM yrJiy 
Jla ce .U.Y:>KH BC H C1 D1 ceKy y ueKoj 

A II 

Ta'IKH F. CTaB 37 noKa3yje JlaJbe ]la je 
n, yrao KOJl F, a cTora H yrao KOJl Ta'IKe 

C, npas yrao. 
Ha cnuqau uaquu ce JlOOHBa TBp~etbe 

pacnope]le T&'IKa A, B, 8 1 H A, D, D 1 • 

OoMohy cTasa 38 MO:>Ke ce JlO 
Ka3aTH .D;pyrH .ne:>KaH.D;pOB CTaB. 
· CTaB 39 (Apyra .ne:>Kau-

APOB CTaB). AKO je May KOM 
Tpoyrny 30Hp yrnosa je]lHaK .u.sa­
Ma npaBHM, OH.D;a je 36Hp yrnosa 
c s a K o r tpoyrna je]luaK JlBaMa 

npaBHM . 

3a ocTane Moryhe 

c 

K B 

.U o K a 3. CsaKOM Tpoyrny ABC ca 3oapoM yrnosa 2w 
MO:>KeMo JlO.D;eJIHTH qeTsopoyrao Koju HMa TPH npasa yrna, a 
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qnjH je 'leTBpTH yrao je.llHaK w. PallH osor llHJba cnojHMO cpe­
JlHHe D H E cTpaHa AC H 8C H cnycTHMO H3 Ta'lai<a A, 8 H C 
Ha cnojHy npasy HOpMaJie AF, 80 H CH. 113 no.lly.llapHOCTH 
TpoyrJiosa AFD H CHD, Kao H no.lly.llapHOCTH TpoyrJiosa 80£ 
H CHE, CJie.llyje 

AF::8G, <9: FA8+<9= G8A=2w, 

He3aBHCHO O.ll TOfa .ll3 JIH je je.llaH O.ll yrJIOBa. <9: A HJIH <9: 8 
Jl3T0f TpOyrJia Tyn HJIH HHje Tyn. 

AKo H3 cpe.nnHe 1lY}f{H FG nO.ZI.HrHeMo HOpMany JK, Ta.na 
H3 .npyror .neJia CTasa 36 cJie.nyje .n:a cy 'leTsopoyrna AKJF a 
8KJG no.ny.napHH. npeMa TOMe, CB3Kif 01l osa .nsa qeTBOpoyrna 
HMa TPH npasa yrJia, a qeTBPTH yrnosa cy je.n;HaKH, Tj. 

<9: FA8 = <9: G8A . 

CTora ce .n;o6~tsa 

<9: FA8 =w, 
a TaKo je, Ha 3axTesaHu H3'llfH, 'leTsopoyrao AKJF .n:o.neJbeH 

• I 
.n;aTOM Tpoyrny. 

HeKa je Ma y KOM TpoyrJiy D1 36up yrnosa je.nHaK .nsaMa 
npaBHM H HeKa je OCHM TOf3 1l3T je.n;aH .n;pyru Tpoyrao D2. no­
.neJIHMO HM 'leTBOpoyrne V1 H V2 • 4eTBOpoyrao V1 HM3 'leTHpH 
npasa yrna, a qeTsopoyrao v!l HMa TPH npasa yrna. npeMa 
CTasy 38 y qeTsopoyrny v2 je H 'leTBPTH yrao npas. TnMe je 
.ZI.pyru Jla}f{3H1lPOB CTaB 1l0K333H. 

§ 11. HesaBHeHoCT aKcHoMa nOAYARPHOCTH 

O.n: 'llflbeHHlla Koje ce TH'lY He3asuCHOCTH aKCHOMa no.ny­
.n;apHOCTH, .nm~a3aheMo Kao , Hapoqu·w sa}f{HY osy: aKCHOMa III~; 

He MO}f{e ce H3BeCTH nOMOhy JIOfH'lKHX 33KJby'laKa H3 OCT3JIHX 

aKCHOMa I, II, II1 1-4 , IV H V. 
H3a6pahe!Mo Ta'lt<e, npase "H pa'B'HH. o6u'lHe reoMeTpnje 3a 

eneMeHTe Hose npocTOpHe reoMeTpHje u .neif>~mucaheMo npeHo­
rnelbe yrnosa Ha HCTH Ha'lHH Kao u y o6u'lHOj reoMeTpuju, Hanp. 
OH3KO K3KO je TO H3JIO}f{eHO y § 9; HanpOTHB, .ne!llHHHCaheMO 
npeHornelbe 1lY}f{H Ha .npym Ha'lHH. HeKa .ZI.Be Ta'lKe A 1 u A 2 y 
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o6uqHoj reoMeTpHjH HMajy KOOP.U.HHaTe x 1 , y1 , Z1 u x2 , y2 , Z2 • 

'Ta)J.a he~W ll03HTHBHY Bpe)J.HOCT H3pa3a 

V(x1- x2+Y1- Y2)2 + (y~- Y2)2 + (z1-z2) 2 

Ha3BaTH .U.Y:>KHHOM .U.Y*" A 1 A 2 na OH.U.a .u.se npOH3BOJbHe ,ll;y:>KH -
A1 A 2 H A'1 A'2 Tpe6a 3BaTH no.u.y.u.apHHM aKo OHe y rope ycTa­
llOBJbeHOM CMHCJIY HMajy je)J.HaKe .U.Y:>KHHe •. 

Henocpe.u.Ho je jacHo .u.a y TaKo Hsrpa~eHoj npocTopHoj 
reoMeTpnjH Ba:>Ke aKcnoMe I, II, I111-2 , 4 • IV, V (Kao, yocTaJIOM, u 
CT8BOBH 14, 15, 16, 19 H 21 KOjH cy 6HJIH )J.OK338HH llOMOHY 
aKCHOMe 1116). 

na 6HCMO llOK833JIH )J.8 je 38)J.OBOJbeHa H 8KCHOM8 1119, 
ysMHMO npousBOJbHY npasy a H o.u.a6epHMO Ha lhOj TPH TaqKe 
A1,A 2 ,As TaKo .u.a TaqKa A:a Jie:>KH H3Me~y TaqaKa A 1 HAs· 
HeKa cy TaqKe x,y,z npase a .u.aTe je.u.HaqHHaMa 

X=Af +A', 

y=p.t+p!, 

z=vt+v', 

y KojnMa je napaMeTap, a A, A', p., p.', v, v' 03Haqasajy ussecHe 
KOHCT8HTe. AKO cy f1 , f2 ( < f1 ), t3 ( < f2) spe)J.HOCTH napaMeTpa 
Koje o.u.rosapajy TaqKaMa A 1 , A 2 , A 8 , OH.U.a heMo HMaTH sa 

. .U.y:>KuHe Tpujy .U.Y*" A1 A 2 , A 2 As H A1 As uspase: 

(tl- t2) I V (:t...-+ J1)2 + (.L 
2 + v21, 

(t2-ta) I V(I+l.L)z + J1~ + V2 1, 
(t, - ts) I vCA·+J1)2 + J12 +v21, 

'H 3aTO je 36Hp .U.Y:>KHHa .U.Y:>KH A1 A 1 H A2 A 9 je.u.HaK .U.Y:>KHHH 
.zr.y:>Ku A 1 A 8 • O.u.aTJie ce .u.o6usa Ba:>Kelhe aKCHOMe 1118 • 

AKcnoMa III6 3a TpoyrJie HHje yseK 3a.U.OBOJbeHa y Hamoj 
reoMeTpnju. Kao npuMep nocMaTpajMo y paBHH z = 0 qeTupu 
TaqKe 

TaqKy 0 ca KOOP.li.HHaTaMa X=O, y=O, 

" 
A 

" " 
X=1, y=O, 

" 
B 

" " 
X= -1, y=O, 

c X=O, 
1 

" " Y=-=. 
V'2 

' I 



§ 12. He3asucnocr aKcHoMa nenpeKHllHOCTH V -43 

• L{ylKH OA, OB H OC HMajy i.D.YlKHHY 1. 3a o6a npaso-
yrna Tpoyrna AOC H COB BalKe CTora no.n:.y.n:.apHOCTH 

4: AOC= 4: COB, 

OA =OC, 

OC::OB. 

AnH, HacynpoT aKCHOMH III5 yrno­
J3H 4: OAC H 4: OCB HHCY no.n:.y­

()(O.'J} A(tO) 

..n.apuH. - Y HCTO BpeMe y OBOM npHMepy HHje 33.li.OBO­

.JbeH npsu eTas no.n:.y.n:.apnoCTH, noliiTO .li.Y* AC HMa .li.YlKHHY 

1 r;- ~, a .li.Y* BC uanpoTHB uMa .li.Y*""Y d2 + 
2~. TaKo~e 

V V2 V V2 
ue salKH eTas 11 HH 3a je.n:.au o.n:. o6a pasum{paKa Tpoyrna A OC 
'"COB. 

OpnMep pas u ~ reoMeTpnje, y Kojoj cy cse aKCHOMe, ca 
.u3y3eTKaM a Keno Me. III5 , 3a.n:.osoJbeHe, jecTe oso: y neKoj p~BHH 
~ CBH nOjMOBH KOjH Ce jaBJbajy y aKCHOMaMa, HCKJbyqyjyfiH 
llO.li.Y.LI.apHOCT .li.YlKH, HeKa 6y.n:.y .n:.eclJHHHCaHH Ha 06HT.IaH H3'11HH .. 
Me~yTHM 3a .li.YlKHHY .n;ylKn Y3MHMO ua o6uqau uaquu .n:.eclJnnH­
cauy .n:.ylKnHy npojeKu:nje ua pasau ~ Koja je uarnyTa no.n:. 
.OliiTpHM yrJIOM npeMa paBHH ~. 

§ 12. HesaBHCHOCT ai<cHoMa Henpei<H,lJ;HOCTH V 
(He-apxHMe,u;ci<a reoMeTpHja) 

.Ua 6HCMO .li.OK3.3aJIH He3aBHCHOCT ApXHMe.n:.ose aKCHOMe vl, 
MOpaMO KOHCTpyucaTH reOMeTpHjy y KOjoj fie 6HTH 3a.li.OBOJbeHe 
-<:Be aKCHOMe H3y3eB aKCHOMa V.l) 

Y OBOM U:HJbY KOHCTPYHliiHMO no.n:.pyqje Q (f) CBHX OHHX 
.anre6apcKHX clJynKu:nja o.n:. t Koje ce .n:.o6usajy H3 t npnMeHOM 
neT paqyncKnx onepau:Hja: ca6apa&a, o.n:.y3uMa&a, MHOlKe&a, 

. .n:.eJbe&a u onepau:nje / V 1 + w2 / ; npu TOMe w 03Haqasa Ma Kojy 

1) r. Be p 0 He 3 e (0. Veronese) je y CBOMe lly6oKOYMHOM )leny: .orund­
.ziige der Geometrie", npeseo na HeM&'IKH A. ill en (A. Schepp), Leipzig 1894, 
raKo~e. noKyliiao ll3 H3rpanH :eoMerpujy Koja je He3aBHCHa O.!l ApxuMellOBe 
.8KCHO,Me. 



44 II. HenpoTHBpe'IHOCT H ·ysajaMHa uesaBHCHOCT aKcHoMa 

lPYHKU.Hjy KOja je seh JJ;06'HBeHa npHMeHOM · THX neT Onepau.Hja .. 
MHO)KHHa eJieMeHaTa no.n;pyqja Q (f) je - HCTO KaO H MHO)i{HHa 
eJieMeHaTa D y § 9- npe6pojHsa. CsHx neT onepau.Hja cy je.n;­
H03HaqHe H H3BOJJ;JbHBe y CTBapHoj 06JiaCTH; 38TO no.n;pyqje Q (f} 
ca.n;p~H CaMO je.IJ;H03HaqHe H peaJIHe ¢YHKU.Hje 0).1; f. 

HeKa je c Ma Koja ¢YHKU.Hja no.n;pyqja D (t); nolllTO je 
¢YHKU.Hja C aJire6apCKa ¢YHKU.Hja 0).1; f, TO ce OHa MO)Ke aHy­
JIHpaTH, CBaKaKO; CaMO 38 KOHaqaH 6poj spe.IJ;HOCTH 0).1; f H 38TO 
he ¢YHKU.Hja C 6HTH, 38 JJ;OBOJbHO BCJIHKe n03HTHBHe spe.IJ;HO­
CTH 0).1; f, HJIH yseK n03HTHBHa HJIH yseK HeraTHBHa. 

¢yHKU.Hje no.n;pyqja Q (t) CMaTpaheMO Ca.IJ; KaO BpCTY KOM­
nJieKCHHX 6pojesa y CMHCJIY Hape.n;Hor naparpa¢a, § 13; oqHc 
rJie.n;Ho, y TaKo .n;e¢HHHCaHOM KOMnJieKCHOM 6pojHOM CHCTeMy 
sa)Ke csa o6wma paqyHcKa · npaBHJia. .lJ.aJbe, aKo cy a H b Ma. 
Koja .n;sa pa3JIHqHTa 6poja osor KOMnJieKcHor 6pojHor CHCTeMa. 
pehH heMO .n;a je 6poj a sehH HJIH MalbH, 0).1; b, H llHCaTH: a> b HJIH' 
a <b, npeMa TOMe .n;a JIH je pa3JIHKa C= a- b, KaO ¢YHKU.Hja 0){, 

f yaeK ll03HTHBHa HJIH yseK HeraTHBHa 38 JJ;OBOJbHO BCJIHKe 
no3HTHBHe spe.n;HOCTH 0..11. t. AKo ce osaKOcY3Me, MO)KeMo pacno­
pe.IJ.HTH 6pojese Halller KOMDJieKCHOr 6pojHOr CHCTeMa no lbHXO­
BOj BeJIHqHHH, CJIHqHO OHOMe KaKO Ce TO ··pa.n;H 3a peaJifie 6po­
jese; JI8KO Ce BH..IJ.H JJ;a 38 ftallle KOMDJieKCHe 6pojese T8KO}je' 
Ba)Ke CTaBOBH npeMa KOjHMa Heje.n;HaqHHe OCTajy TaqHe 8KO Ce 
o6eMa CTpaHaMa ..11.0..11.8 HCTH 6poj HJIH 06e CTpaHe UOMHO)Ke 
HCTHM 6pojeM > 0. 

AKo n 03Haqasa HeKH npoH3BOJbaH no3HTHBaH u.eo pau.Ho­
HaJiaH 6poj, OH.D.a Heje.n;HaqHHa n < t CHrypHo sa>KH 3a o6a 
6poja n H t no.n;pyqja Q (t), nOlllTO pa3JIHKa n- t, nocMaTpaHa 
KaO ¢yHKU.Hja 0..11. f, H3JI83H QqHrJie.IJ;HO yseK HeraTHBHa, 3a 
.D.OBOJbHO senHKe no3HTHBHe spe.n;HOCTH 0..11. t. Oay heMo qHlbe­
lbeHHU.Y H3pa3HTH Ha OBaj HaqHH: 6pojeBH 1 H t no.n;pyqja D (t),. 
KOja cy o6a > 0, HMajy TO CBOjCTBO ..11.8 npOH3BOJbHa BHllle­
CTpyKa ape.IJ.HOCT npaora ocTaje yseK Malba o.n: .n;pyror 6poja •. 

Ca.n;a heMo 0..11. KOMnJieKCHHX 6pojesa no.n;pyqja D (t) 'H3rpa­
AHTH reOMeTpHjy DOTDYHO Ha HCTH HaqHH, KaO lllTO je TO yqH­
lheHO y § 9, r.D.e CMO y3eJIH 3a ocHosy non.pyqje Q aJire6ap­
CKHX 6pojeaa: CM3TpaheMO CHCTeM TpHjy 6pojesa (x, y, z) 
no.n;pyqja Q (t) Kao TaqKy, a pa3Mepe Ma Koja qeTHpH 6poja 



§ 12. He38BHCHOCT aKCHoMa HenpeKHJlHOCTH V 45. 

(u : v : w : r) no.u.pyqja 0 (t), y cnyqajy .u.a u, v, w HHCY CBH 
Hyna, Kao pasaH; .u.aJbe, HeKa nocTojalbe je.u.Ha'lHHe 

ux+vy+wz+r=O 

B3pamasa .u.a Ta'lKa (x,y,z) nemH y paBHH (u:v:w:r) H HeKa ce 
Kao npasa Ha3Ha'lH yKynHOCT CBHX Ta'laKa Koje neme y .u.seMa 
pa8HHMa ca pa3JIH'lHTHM u: v: w. YcsojHMO nu ca.u. cnuqHe nocTaBKe 
<> pacnope.u.y eneMeHaTa u o npeHoiiielhy .u.ymlf u yrnosa, Kao 
J § 9, OH.U.a .U.06HBaMO nHe-apXUM€/l,CICy" reo.Meliipujy, y KOjoj cy, 
KaO IIITO nOKa3yjy paHHje H3nO>KeHa CBOjCTBa KOMnneKCHOr 
6pOJHOr CHCTeMa 0 (t), CBe aKCHOMe 3a.U.OBOJbeHe, Ca H3y3eTKOM 
aKCHOMa HenpeKH.U.HOCTH. Y CTBapH, MO>KeMO npOH3BOJbHO nyTa 
je.u.Ho 3a .u.pyrnM npeHeTH .u.ym 1 Ha .u.ym t, a .u.a · ce npu TOMe 
He npeKopaqu Kpajlba Tat:JKa .u.ymu t; TO npOTHBpequ 3aXTesy 
ApxnMe.u.ose aKcuoMe . 

.il.a je aKCHOMa fiOTnyHOCTH V 2 TaKO~e He3aBHCHa 0.!1. CBHX 
npeTXO.U.HHX aKCHOMa I-IV, V 1 , noKa3yje npsa reoMeTpuja nocTas­
.JbeHa y § 9, noiiiTO je y osoj reoMeTpuju 3a.u.osoJbeHa ApxH­
Me.u.osa aKCHOMa. 

O.u. npHHUnncKor cy 3Hat:Jaja H He·apxHMe.U.cKe reoMeTpnje 
KOje Cy HCTOBpeMeHO H He-eyKJIH.li.CKe reOMeTpHje, H HapOt:IHTO 
je o.u. seJIHKOr HHTepeca ynora Kojy urpa ApxuMe.u.osa aKCHOMa 
npu .U.OKa3y JlemaH.u.posor CTaBa. HcnHTHBalbe KOje je M. n e H1) 

(M. Dehn) npe.u.y3eo no.u. MOjHM YTHUajeM o OBOM npe.u.MeTy 
JJ.Oaeno je .u.o noTnyHor o6jaiiilbelba osor nnTalba. Y .UeHOBHM 
ucnHTHBalhuMa y3eTe cy 3a ocHosy aKCHOMe I-III. CaMO Ha Kpajy 
.IT.eHosor pa.u.a- .u.a 6u H PnMaHosa (B. Riemann) (ennnTHIIHa) 
reoMeTpnja yiiina y m>.u.pyt:~je ucnHTHBalba - aKCHOMe pacno-

. pe.u.a II cxsaheHe cy oniiiTnje HO y osoj pacnpasu, HauMe ompu­
JIHKe OBaKO: 

4eTnpu Ta'lKe A, B, C, D npase yseK ce pacna.u.ajy Ha .~~;sa 

napa A, C a B, D, TaKO .n:a cy Tat:JKe A, C pa3,n:sojeHe Tat:JKaMa 
B, D H o6pHyTo. DeT Tat:JaKa Ha npasoj Mory ce yseK 03Ha'lHTH 
ca A, B, C, D, E, TaKo .n:a cy Tat:JKe A, C pa3,n:sojeHe Tat:JKaMa 
B, D .H B, E, ,n:aJbe, Ta'lKe A, D pa3.IJ.BOjeHe Tat:JKaMa B, E H 
c, E HT,U:. 

1) .Die Legendreschen Slltze iiber die Wlnkelsumme im Dreieck", Math. 
Aim. K!b. 53, 1900.! . 



46 II. HenpoTHBpe'IHOCT H y3ajaMHB He3BBHCHOCT aKCHOMa 

Ha ocHosy OBHX aKCHOMa I-III, .u;aKJie, He KOpHcTehu ce 

HenpeKH.li;HOmhy, .u;oKa3yje M. )1, e H Hajnpe onmTHjH o6JIHK 
.u;pyror Jle>KaH.u;posor cTasa, CT~B .39: 

A K 0 j e y j e )( H 0 M M a K 0 M T p 0 y f .II y 3 6 H p y f JI 0-

B a s e h H o .u; .u; sa n p a s d, j e .u; H a K c a .u; sa n p a s a H JI H 

M alb H 0 )( )( B a n p a B a, 0 H)( a T 0 B a >K H 3 a C B a K H T p 0-

y ra o.1> 

Jl,aJbe ce Ha Hase.u;eHOM MecTy .u;oKa3yje c.11e.u;eha .u;onym11 

npsor Jle>KaH.u;posor CTasa, eTas 35: 

V[3 npeTnOCTaBKe ,l(a ce Kp03 je.u;Hy Ta'lKY 

MO>Ke nosyhH 6eCKOHa'lHO MHOfO napaJieJIHHX 

n p e M a .u; a T o j n p a s o j H e c .11 e .u; y j e, a K o c e H c K Jb y q " 

A p x H M e .u; o s a a K c H o M a, .u; a j e 3 6 H p y r .11 o s a y TP o -

y r .11 y M a 1h H o .u; .u; sa n p a s a. Y n p a s o, c j e .u; H e c T p a H e,. 

nOCTOjH reOMeTpHja (He-Jie>KaH.u;pOBCKa reOMe­

T pH j a), y K o j o j c e K p o 3 j e .u; H y T a q K y 'n p eM a j e .u;­
HOj npaBOj MO>Ke nosyhH 6eCKOHa'lHO MHOfO 

n a p a .II e .II H H X H y K 0 j 0 j H n a K B a >K e C TaB 0 B H pH M a­

ROBe (eJIHnTH'lHe) reoMeTpHje. C .u;pyre cTpaHe 

nocToju reoMeTpuja (noJiyeyKJIH.li;HCKa r.eoMe­

TpHja), y KOjoj ilOCTOjH 6eCKOH3'lHO MHOfO napa-­

JieJIHHX Kpo3 je.u;Hy Ta'lKY npeMa je.u;Hoj npasoj: 

H y KOjoj HnaK Ba>Ke CTaBOBH eyKJIH.l(CKe reOMe­

T pH j e. 

Vl3 npeTnOCTaBKe .l(a He nOCTOjH 
n a p a .11 e .11 H a, y s e K c .11 e .u; y j e .u; a j e 3 6 H p 

y T p o y r .11 y Be h H o .u; .u; sa n p a sa. 

HHje.u;Ha 
yr.11osa 

OpuMeTuhy Ha Kpajy .u;a ce, a K o c e .u; o .u; a A p x H Me­

)( 0 B a a K C H 0 M a, MO>Ke l\KCHOMa napaJieJIHHX 3aMeHHTH 3aX­

TeBOM .u;a 36Hp yr.11osa y TpoyrJiy Tpe6a .u;a 6y.u;e je.u;HaK .u;saMa 

npaBHM yrJIOBHMa. 

I) ,lloKa3 oaor ctaBa nao je nouHHje H illy p (F. Schur), Math. Ann. Klb-
55, a 3atHM XjenMcneB (Hjelmslev), Math. Ann. 64; KOll nocnenlber tpe6a­
HCTahH BeOMa Kp8TKH 38KJby'laK KOjH BOl\H Jl0K83Y cpel\lber JleJI8 OBOr CTaBa. 
Yn. taKo~e F. Schur, Grundlagen der Geometrle, Leipzig und Berlin, 1909, § 6-



Tpeha rnaaa 

Yqelbe o nponopu;HjaMa 

§ 13. l{oMnJieKCHH 6pojHH CHCTeMH 

Y DO'IeTKY OBe rJiaBe .n;aheMO HeKOJIHKO npeTXO.li.HHX KpaT­
KHX paajaunnelba o KOMnJieKCHHM 6pojHHM cacTeMHMa, Koja he 
HaM .li;OlWHje 6HTH KOpHCHa HapOlJHTO 3a OJiaKlllalhe H3Jiaralha •. 

PeaJIHH 6pojeaH o6paayjy y caojoj yKynHOCTH cacTeM 
CTBapH Ca OBHM CBOjCTBHMa: 

C T a B 0 B H B e 3 e ( 1-6): 

1. O.n; 6poja a H 6poja b .n;o6usa ce "c a 6 H p a lh eM" o.u.pe­
~eHH 6poj c; y 3HaU:HMa: 

a + b = c HJIH c == a + b. 

2. AKO cy .n;aTH 6pojeBH a H b, OH.ll.a DOCTOjH yseK je)I.aH 
H CaMO je.n;aH 6poj X H TaKO~e je)I.aH H CaMO je.U.aH 6poj y­
TaKO .n;a je • 

a + X = b O)I.H. y + a = b. 

3. DoCTojH je.11.aH o.n.pe~eHH 6poj, - HaasaheMo ra o - TaKO•· 
)I.a je 3a CBaKO a HCTOBpeMeHO 

a + o = a H o + a = a. 

4. O.n; 6poja a a 6poja b .n;o6asa ce jorn Ha je.n.aH .n.pyrH 
HaqaH, nM H 0 2K e lb eM", je)I.aH O)I.pe~eH 6poj c; y 3HaU:HMa: 

ab = c HJIH c = ab. 

5. AKo cy a H b npoaasoJbHO .n.aTH 6pojesa H a HHje o,. 
OH)I.a yseK DOCTOjH je)I.aH H CaMO je)I.aH. 6poj X H TaKO~e je.n.am 
H caMo je.n.aH 6poj y, TaKo .n.a je 

ax = b O)I.H. ya = b. 



48 III. Y<Jelbe o nponopl{HjaMa 

6. nocTOjH je,ll;aH O,ll;peqeHH 6poj - H83BaHeMO ra 1 - T8KO 

,ll;a je 38 CB8KO a HCTOBpeMeHO 

a· 1 = a H 1 ·a = a. 

PaqyHCKa npasuJia (7-12): 
AKo cy a, b, c npon3BOJbHH 6pojesu, OH,ll;a yseK sa.>Ke 

Hape,ll;HH 38KOHH paqyHa: 

7. a + (b +c)= (a + b) + c 

& a+b=b+a 

9. 

10. 

11. 
' 

12. 

a (be)~ (ab) c 

a (b + c) = ab + ac 

(a + b) c = ac +be 

ab = ba. 

CTaBOBH pacnope,ll;a (13-16): 
13. AKO cy a H b ,ll;Ba Ma KOja pa3JIHqHTa 6poja, OH,ll;a je 

yseK je,ll;aH H CaMO je,ll;aH O,ll; fbHX (peUHMO a) BeHH O,ll; ,ll;pyrora; 

Ta,ll;a ce osaj nocJie,ll;H>H Ha3asa MaH>HM 6pojeM, IIITO ce 03Haqasa: 

a> b H b <a. 
Hn aa je,ll;aH 6poj a He sa.>KH a > a, 

14. AKO je a > b H b > c, OH,ll;a je H a> C. 

15. AKo je a> b, OH.ll:a je yseK u 

a+ c> b +c. 

16. AKO je a > b H C > O, OH,ll;a je yseK H 

ac >be. 

CTaBOBH o HenpeKH.lJ:HOCTH (17-18): 

17 (A p x H M e .ll: o s c T a s ). AKo cy a > o H b > o ,ll;Ba 

npOH3BOJbH8 6poja, OH,ll;a je yseK MOryhe a ,ll;O,ll;8TH TOJIHKO nyTa 

caMOM ce6a ,ll;a ,ll;06aseHa cyMa 6y.ll:e seha O.ll: b. 11apa.>KeHo 

3H8UHMa: 
a+a+ 

18 (c TaB 0 n 0 T n y H 0 C T H). HeMoryhe je OBOM CHCTeMy 

6pojesa ,ll;O,ll;aTH KaO 6pojese .ll:pyra cacTeM CTBapa, TaKO ,ll;a cy 

H y CHCTeMy OBaKO npOWHpeHOM CBH CT8BOBH 1-17 38,ll;OBO-



§ ] ~ . .LIOK83 nacKanOBOr CTaB8 49 

JbeHH npa o,n:p)!(alby o,n:Hoca H3Me~y 6pojeaa; H,.H Kpahe: 6po­
jeaa o6paayjy CHCTeM CTBapH, KOjH, Ka,n: Ce 33Jl:p)!(e CBH O.ll:HOCH 
H CBH HaBe,n:eHH CT3BOBH, He Jl:03BOJbaBa BHWe HHKaKBO npOWH­
ptlbe. 

CHCTeM CTBapH KOjH HMa CaMO je,n:aH ,n:eo CBOjCTaBa 1-18, 
HaaaaheMo KOMilJteKcHu 6pojnu cucmeM: KoMnneKCHH cacTeM 6po­
jeaa H33BaheMO apxuMe/l,CICUM HJIH HeapXUMe/l,CICUM, npeMa TOMe 
.n:a JIH OH aa,n:oaoJbaaa HJIH He aa,n:oaoJbaaa aaxTea 17. 

HeKa o.n: H3JIO)!(eHHX caojcTaaa 1-18 cy no­
c n e .n: H ll e ocT an H x. HacTaje aa,n:aTaK .n:a ce acnaTa noraqKa 
3aBHCHOCT OBHX CBOjCTaaa.1> Y WeCTOM o,n:eJbKY § 32 H § 33 
o.zr.roaopaheMo ua ,n:aa o,n:pe~eHa naTalha TaKae apcTe a6or 
lbHxoaor reoMeTpHcKor 3Hat:Jaja, a oa.n:e heMo caMo y~a~aaTH Ha 
TO .n:a caaKaKO aaxTea 17 HHje HHKaKaa nocne,n:a[la npeTXO.ll:HHX 
CBOjCTaBa, DOWTO, HanpHMep, KOMOJieKCHH 6pojHH CHCTeM, DOCMa­
TpaH y § 12, aa).I.OBOJbaaa caa caojcraa 1-16, ana He H caoj-
CTBO 17. . 

YocTanoM wTo ce Taqe cTaaoaa HenpeKH.Ir.HOCTH ( 17 -18) 
Ba)!(e npHMe,n:6e KaKBe . CMO yqHHHJIH y § 8 0 reOMeTpHCKHM 
8KCHOMaMa HenpeKH.ll:HOCTH. 

§ 14. J),oKaS fiaCKaJIOBOr CTaBa 

Y OBOM d Hape,U.HOM OJJ;eJbKY DOHH heMO ·. y HaweM HCDH­
THBalhy O.ll: a:t<CHOMa paBHH. CBHX rpyna, Tj. 3KCHOMa 11-3 H 11-IV, 
aayaea aKCHOMa HenpeKH.ll:HOCTH. Y oaoj Tpehoj rnaaa HMaMo 
HaMepy .n:a noMohy noMeHyrax aKCHOMa aa<HtyjeMo EyKJia,n:oao 
yqelbe 0 npODOp[lHjaMa, Tj. y p a B H H H He 3 a B H c'H 0 0 Jl: 
A p x H M e .n: o a'e a K c H o M e. 

Y TOM [lHJbY heMO Hajnpe Jl:OKa3aTH qalbeHHllY KOja je 
cne[lHjanaH cnyqaj noaHaTor OacKanoaor craaa H3 yqelba o 
KOHyCHHM npece[litMa H Taj heMO CTaB y6y,n:yhe KpaTK() Ha3BaTH 
f!acKanoaaM era a oM. Taj CT~lB rnaca: 

1 ) YnopeRH .llonyHy I. 

OcHOBH reoMeTpaje 4 
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· Ctaa 40 1 > (flacKaJl'OB e-Tas). HeKa cy Ito .aBeMa: fipa­
BUMa Koje ce cetty A, B, C u A', ~",· C' uo mpu ma•uce Koje ce 

pa3Jlwcyjy , Ol{ wa•uce lipecetta 
lipaBux; aKO je fiial{a CB'. uapa­
;neJlnO ca .BC' a CA' uapa.ReJlHO 
ca A C',. 6uhe u BA' U.apaJteJli:IO 
ca AB'. .. 

D,a .6HC'MO ,!I.OK333JIH 
oaaj CTa.s, y~~wh~Mo Hajnpe Ha-

, . , . .· , :, r,. p.e,llH9 03~~!I3B3lhy: . y r;Jpa~Q-

yrJIOM, Tpoyrny je, oq~tr1Je.zr.Ho, KaTeTa .. a je.zr.~o31::1aql;IO o,~~;pe~eHa 
XHDOTeHpOM C K yrJJOM a H3Meqy. a It c; .CTas."heM.Q. I<paTKO 

a~.ac, 
1 

:. 

T3KO .zr.a CHM60JI a C yaei<" o3Haqas{ 'o.zr.pe~eHy <ziy'»C; 'aK:O je' ·c 
' ' .' • ' · ' ' 1 ' ! ' ' ~ ) • ~ ' . ~ ; I • I' ' '-

npOH3BOJbHO ,!l.aTa .D;y>K, a a npOH3BOJbHO ,D;aTH 'OWTPH yl"aO. 
HcTo je .TaKo yaeK AY>K c je.D;H03HaqHO · "· 
o,~~;pe~eHa npH npO~t38oJbHO · .zr.aToj ,~~;y)Ka· a 
k npOH3BOJbHO ,~~;aTOM omTpOM ytiry a· 
je.D;HaqHHOM 

a-= ac. 

·c 
'( 

Ot' a 

HeKa ca.zr.a c 6y.zr.e npOH3BOJI,Ha AY>K H HeK3.' cy a, ~ ,~~;sa 
npOH3BO.lbHa owTpa yrna; TBP.li.HMO .zr.a caar,~~;a noctoiH !lO.ll.y.nap­
HOCT .llY>KH 

a~c=~a~ 

H .zr.a' ce, CTOra, CHM60JIH a H ~ yaeK MOry Me~y co6oM 'pa3MeHHTH. 

1) 4>, llJ y p je 06jaBHO HHTepecaHTaH J10K83 nacKanOBOr CTaBa Ha OCHOBY 
paBHHX H npOCTOpHHX aKCHOMa J-lll y Math •. Ann. Ktb. 51; HCTO TaKO ,U e H 

Math. Ann. Klb. 53. J. X J eM c neB y je T8Jlil nowno sa pyxoM, ocnalba)yhH 
ce Ha pesyntate r. X e c e H 6 e p r a (G. Hessenberg) (Math. Ann. Klb. 61), 
Jill JlOKalKe nacxanoB CT8B CIMO Ha. OCHOBY paBHHX IKCHOMl 1-111 (.Neue 
Begrilndung der ebenen Geometrle"; Math. Ann. Klb. 64). Yn. JlOJlaTaK lll OBe 
KlbHre. 
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.Ua 6HCMO .n.oKa3ana oso TBp~elbe, y3MJU40 .n.ym c = AB 
H npeuecaMO ua osy .n.ym KOJJ. TaqKe A ca o6e CTpaue yrnose 
a H p. 3aTHM, cnyCTHMO H3 Ta<JKe 8 Ha 
.n.pyre KpaKe osax yrnosa uopMane BC 
H BD, cnojMo 1-aqKy C ca D H. cnycTHMO, 
uaj3aJJ., H3 Ta<JKe A uopMany AE ua CD. 

nowTO cy yrJIOBH <j:ACB H <J:,ADB 
npasa, qeTHPH Ta~:~Ke A, B, C, D neme ua 
Kpyry H aa1-o cy o6a yrna <{:. A CD H A · c 
..t ABD, Kao nepa¢epHCKH ua.n. HCTOM 
TeTHBOM, no.n.y .n.ap!iH. Me~yTHM,. c je.n.ue cTpaue, yrao <{:. A CD 
3aje.n.uo ca <{:.CAE 'IHHH npasa yrao, a c .n.pyre CTpaue, <{:. ABD 
3aje.n.uo ca <{:.BAD <JHHH TaKo~e npasa yrao na cy cTora H 
yrnosa <{:.CAE. H <{:.BAD je)J.aH .n.pyroM no.n.y .n.apua, Tj. 

·<J:,CAE=~ 
H 33TO 

:-9:: DAB= a. 

Ca~ uenocpe,llJlo .n.o6asaMo no.n.y .n.apuoCTH .n.yma: 

pc~AD, ... I ac=AC,·-. 

a~c=a(AD)=AE, _ ~ac=P(AC):AE, 

a o.n.aTJie cne.n.yje Ta<JHOCT no.n.y.n.apllOCTH 3a Kojy CMO Manoqac 
TBP.li.HJIH .n.a nocToja. 

BpaTHMO ce ca.n.a ¢Hrypa nacKanosor cTasa H o3ua<JHMO 
npecequy Ta<JKY o6ejy npasax ca 0, ·a .n.yma ca OA, OB, OC, 
OA', OB', OC', CB', BC', AC', CA', ~A' AB' o.n.uocuo ca a, b, c, 

() a 

a', b', c', I, I*, m, m*, n, n*. 3aTHM, 
cnyCTHMO H3 T3'1Ke 0 HOpMaJie 
ua I, m*, n; ueKa uopMaJia ua I 
o6pa3yje ca. npaBHMa' OA, OA' 
owTpe yrno8e )...', J..., a uopMaJJa 
ua, m* o)luocuo n ca npasuMa OA 

H OA' owTpe yrnose p.', ~· o.n.­
uoctio v', v. AKo ca.n. ose TPH 

. HOpMaJie H3pa3HMO 88 MaJIOlJ3C 
nOK333H Ha'IIIH llOMohy XHnOTeny3a H yrJIOBa 83 OCHOBHUH 

I ' • 

V JJ.OTHlJHHM_ npagg]TJIHM TpoyrJIOBHM3 Ha JJ.BOJ3KH H3lJHH, 
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(1) 

(2) 

(3) 

III. Yqefbe o npono{luujaMa 

J...b'=:J...c, 

p.a' = p.' c, 

v a'= v' b. 

nowTO, npeMa npeTnOCT3BI.Uf, Tpe6a I ,l(a 6y.ZJ:e napaneJIHO 
ca I* H m napanenHo ca m*, OH.ZJ:a· he ce HOpMaJie, cnywTeHe 
H3 TalJKe 0 Ha 1*, O.ZJ:H. m, noKnonHTH ca HOpMaJiaMa Ha I O.ZJ:H. 
m*, npeMa TOMe .ZJ:06uheMo: 

(4) 

(5) 

f.. c' = f..' b, 

p. c' = p.' a. 

AKo npnMeHHMO Ha no.ZJ:y.ZJ:apHOCT.(3) neso u .ZJ:ecHo CHM60JI 
f..' p. u y3MeMo y o63np .ZJ:a ce, npeMa paHuje .ZJ:OKa3aHOM, TH 
CHM60JIH MOry pa3MeHHTH Me~y C060M, .l(06HheMO: 

v f..' p. a' = v' p. f...' b . 

Y3MeMo nu y osoj rfO.ZJ:y.ZJ:apHOCTH y o63Hp neso no.ZJ:y.ZJ:ap­
HOCT (2), a .l(eCHO nO.ZJ:y.ZJ:apHOCT (4), .ZJ:06HheMO-

v f..' p.' c = v' p. f.. c' 
HJIH 

v p.' f..' c = v' f.. p. c'. 

Os.ZJ:e heMo, y3HMajyhu neso y o63up no.ZJ:y.ZJ:apHOCT (1), 
a ,l(eCHO nO.ZJ:Y.ZJ:3pHOCT (5), .l(06HTH Ta,l(a: 

v p.' f.. b' = v' f.. p.' a 
HJIH 

f.. p.' v b' = f.. p.' v' a • 

113 ose nocne,l(lbe no.ZJ:y .ZJ:apHOCTH, Ha ocHosy oco6uHe 
HaWHX CHM60Jia HaBe,l(eHe Ha CTp. 50, O,l(MaX 3aKJbyqyjeMO: 

p.' v b' ~ p.' v' a , a O.ZJ:aTJie 
(6) 

v b' = v' a. 

AKo yolJHMO ca.ZJ: HOpMany cnywTeHy H3 TalJKe 0 Ha n H 
cnyCTHMO Ha lhY HOpMaJie H3 TalJaKa A H 8', OH.l(a" he llO.ZJ:y.ZJ:ap­
HOCT (6) nOKa3aTH .l(a ce MOpajy nOKJIOllHTH llO.l(HOlKja THX .l(Bejy 
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noCJie.ZJ.lbHX uopMaJia, Tj. npasa n* = A8' cToja HOpMaJIHO Ha 
uopMaJia, cnyuJTeuoj ua n a npeMa TOMe je napanenua ca n. 
TaMe je .ZJ.OK333H nacKaJIOB CTaB. 

3a 3acuasalbe yqelha o nponopQajaMa y .n,aJheM H3Jiaralby 
KOpHCTHHeMO ce HCKJbyqaso OHHM cneQHjaJIHHM CJiyqajeM nacKa­
JIOBOr CTaBa y ,KOMe B3)1(H no.n,y.n,apHOCT .li.Y>KH 

OC::OA', 

.a oTy .n.a Ba>KH a r:o.n.y .n.apuocT 

OA = OC' 

H y KOMe T311Ke A, 8, C Jie.>Ke Ha HCTOj nonynpaBOj KOja H3Jl8SH 

H3 TaqKe 0. Y OBOM cneQHj3JIHOM . CJiyqajy H3BO,IlH Ce .ZJ.OKII:3 
HapOqHTO npOCTO, H3HMe Ha OBaj 

npeHeCHMO Ha OA' o.n. Taq. 
Ke 0 .n,y.>K 08 .n.o TaqKe D'; 
Ta.n,a je cnojua .npasa 8D' napa- · 
JieJIHa npeMa CA' H A C'. Y cne.n. 
no.n.y .n.apHOCTH TpoyrJiosa OC'8 
H OAD' 6uhe 

(1+) <7: OC'B = <7: OAD'. 

flOW TO cy, npeMa npeTnOCT3BQH, 
npase CB' H 8C' Metjy co6oM 
napaneJiue, ou.n.a je 

(2 +) -9: OC'B = -9: OB'C; 

uaquu: 

(!' 

B' 

f)' 

H3 (1 +) H (2+) 33KJhyqyjeMO ,n:a je 

<t. OAD' = <7: OB'C; 

c B 

aJiu Ta,n:a je, npeMa yqelby o Kpyry, A CD'8' TeTHBHH tieTsopo­
yrao, H 33TO, npeMa fl03H3TOM CTaBy 0 yrJIOBHMa TeTHBHOr 
qeTBOpoyrJia, B3>KH no,n:y ,n:apHOCT 

(3+) <7: OD'C = <7: OAB'. 

C ,n:pyre cTpaHeje s6or no.n:y.n:apHOCTH TpoyrJiosa OD'C H OBA~ 
TaKOtje 

(4+) <7: OD'C =<tOEA'; 



54 

ua' (3+}'ii·l·{4+1'·sa'kJbytiyjeMo -'': ,. t • ·· , •• -'·:<·, -,: r · · ' 
;:· ·"·· . ·-<r.ois·~<iosA:;, ,·c. !;··t·::£ ·• ··' .. ; 

• ., • ) ;·· ,;.;-_ :_ ,) .' • ' • --~~--,- "'': "!" '. ,.- '-.~.' 

a {)~l:l no.u.y.zr.l:l·P.~<;>c~ PtOKa3yje ·.u.a cy. npaae :;f\B'.fl BA'·· ~apanenHe~ 
Kai;{:Q TO H 3_aXTeB~ .Jll:tCl<aJIOB CTaBo: · "· · · ; ' " · , .. · -: ·. ·' · . , 

AKo je .u.aTa MaFKoja npa:aa, TaqKa BaH 'lli'e· u·Ma 'Koju ;yrao,. 
M02Ke ce, oqurne.u.Ho, npeHOpi-elheM oaor yrna H noBJiaqelbeM 
napanenHe Hahn npaaa Koja npona3a Kpo3 .u.aTy TaqKy H npe­
cel\a ,ZJ.aTy npasy DOJI. ,ZJ.aTHM yrJIOM. 1:1-Majylm y BH-AY @BY OKOJI" 
HOCT, M02KeMO, Haj3a,ZJ., y ,ZJ.OKa3Y ODlllTHjer nacKaJIOBOr CTaBa 
npHMeHHTH H npOCT flOCTym}K; 3a KOjH lfM8M ,ZJ.a 38XBaJIHM je,ZJ.-
H'OM :QaOIHIITelhy (C :,n:pyre C'tpaHe. ''- .i ., . ·, . '· :· '; !' ; ' . ; ' 

. . nosyl\1h.io.' kpoa 'Ta 'IKY B: ·npas·y :~<:oja. 6ll ·-np·eceitana. ()A I ··y 
HeKoj TaqKn D' no.u. yr.ilo!VI ·.q: OCA' 'tai<o'.zta's!Hki{'nd.u.yluipitoc'l" 

() 

. :\ !_"'; 11. }. :..: l ·i :. ~~ :··· '.. . 

-~ '~--~:: .·~· .. ·;~ c::r~'J.;_ ;~:::··:. -~·,.-·r 
Ta.u.a, a e .... qpe,~a ,u03R.aroM ·c~~~.Y 
.... '.. .· .... 'CBD'A' ... 
~3 _yqe~!l,o ,~P.rry, ·.c :·~~.: ... }~~ 
THBHH qeTaopoyrao. H :3a:ro,· ~pe7 

'.) . 

Ma CTaay UOJI.Y ,ZJ.apHOCTH nepH-
<Pepl:fCKHX ·yr~aaa fm,ZJ. ~CTOM Te­
THBOM, Ba~~.;UQJI.y.U.apHOCT ·_. ,, , 

(2*) <r.'OBA' ~ <r. OlJiC .. : .. . 
'' : '--.. 1 ·.• .··1.-:r:.·. : 

nolllTO cy npaae . CA' H AC', ' qpeMa .npe:rqocTaBl\H, Me~y 
co6oM napaneJIHe, TO je 

(3*) <t:. OCA' = 4: OAC'; 

H3 (1 *) u (3*} cne.u.yje ·no.u.y .u.apHocT: 

<t:. OD'B = <t:. OAC;i ... ~ ,' . 

a Ta,ZJ.a je H BAD'C' TeTHBHH qeTBopoyrao. OT·y~a, npeMa CTa~y 
0 yrJIOBHMa TeTHBHOr qeTBOpoyrJia, B82KH UOJI.YJI..apHOCT 

(4*) .q:: OAD' = <t:. OC'B . 

.UaJbe, nolllTO je, npeMa npeTnocTaBl\H, npaaa · CB' napanenHa ca 
BC', u~aheMo TaKo~e 

(5*) ~ OB'C = <r.'OC'B; 
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H3 ( 4*) H (5.*) H3BO.li.HMO OO.llY.li.BpHOCT 

~ OAD' = ~ OB'C. · 
...... 

Haj3a.ll, osa nocne,lllba no.D.y.D.apuocT noKaayje .ll& je CAD'B' 
TeTHBHH lleTBOpoyrao H 33TO 83)1{H H OO.llY.lllpHOCT, 

(6*) <!J:. OiB' = ~ OD'C. 

H3 (2*) a (6*) cne.D.yje: ; 
-· I I ' ~ • • 

~ OBA' = ~ QAB",-
J''l ',4, 

a osa,. no.D.y .lJ.apaocT noKa3yje .D.a cy qpase BA' H A 8' napanenae, 
KaKO TO. H 33~Te13a nacKaJIOij qas. '. ! I. . ! 

'A'kti ce :raqKa D' nOKJiana ·ca je.D.HOM O.ll TaqaKa ·A'·,B';·C' 
HJIH a*o je pacnope.ll Ta<lliK~ A ,B, C i(pyra, 'oa.na je ·ileo-nxO.D.Ha 
H3MeHa osor ·n~cTynKa, Koja ce nar<o yot~asa.'' · · '' l' 

· § l5. 'CerMeiiTHH pa11yii 'ila otHo8y DacKanoBor ·cTaila 

: .. ·, ri~~KaJI?~ ~~a~, Ao~a3a~ Y.: np.eTXO~~~M napa.~pa<tJ~· OMO­
ryhasa uaM ;n;a yse.D.elVio y · re·oMeTpajy cerMeHTHH_ paqya (paqy~ 
.li.YlKHMa), y KOMe Ba)l{e 6e3 npOMeHe CBa npasa.ria paqyHa 'ca 
peaJIHHM 6pojeBHM3. 

,: ... Y~ecTo peqa ·,n'o.lly.llapito" a b 

a 3HaKa =, cny:>KI:theivlo ce y · ·-"""-----------
OBOM paqyuy Ca .li.Y)I{HMB pet~jy · · >< c-a -th 

,je.li.HBK," H 383~0~ = • , , , 

AKo cy A, 8, C. rpp Ta~Ke ueKe npa,ae H .aKo 8. ne)I{H 
H3Me~y A H C, OH.lla heMo c = A.C 03H3liHTH Kao ;36up .li.Bejy 
.lJ.Y}I{H a=AB H b=BC H CTBBHTH .· 

c = a+b. 

fOBOpHHeT~10 .li.B cy .li.Y)I{H a H b Mil!DE! O.ll C H TO heMO 
03H3liHTH Ca 

a<c, b<c; I i 

.n,y)l{ c ce ua3H'Ba sehoM O.ll a H b,' y 3Ha0.HMa: 

c >a, c >b. ·· 
.• ' 1) 0)1 HHTepeca je H npHMeHa Kojy HMI CT8B. 0 aaj.e)lHJI'IKOj npece'IH6j 

T8'1KH BHCHH8 tpoyrna y 38CHHB81bY llacKanOBOr CT8B8 O)llf. yqelba 0 nponop­
UHjaMa; HeKa ce ynopeJlH o OBOMe Ill. illy p, Math. ,Ann. Klb. 57, H J. M 0-

JI e p'y n (J. Motterup), .• studler· over den plane geornetrls Akslorne~·;. Kopen-
hagen 1903.- · · · · · 
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113 JIHHeapuax aKCHOMa no.ll;y .n.apuocTH 1111 _ 8 yaH~aMo JiaKe 

.n.a 3a ca6Hpalbe .n.yma Koje CMO ca.n. .n.eclJHHHCaJIH aa}I{H a co~ H­

j aT H B H H 3aKOH 

ab 

a 

a+(b+c) = (a+b)+c 

K30 H K 0 M y T a T H B H H 3aKOH 

a+b=b+a. 

0 b 
,.Ua 6HCMO reOMeTpHCKH .n.ec!JHHH­

C3JIH npOH3BO,ll; .ll.Y}I{H a H .n.yma b, 
nocJiymaheMo ce oaoM KOHCTPYK~H­

joM: H3a6epHMO Hajnpe npOH3BOJhHY .ll.Y}I{ I<Oja he OCTaTH HC'ra 

DpH Q.eJIOM llOCMaTpalby H 03HaHHM0 je Ca 1. OpeHeCHMO Ca,ll. 

ua je.n.au I<paK npaaor yrJia o.n. lberoaor Tet.teua 0 .n.y}l{ 1, a 

33THM HCTO T3KO O.ll. TeMeHa 0 .n.ym b; npeHeCHMO, ,ll.aJhe, Ha 

.n.pyrH KpaK yrJia JlY}I{ a. CnojHMO Kpajlbe TaHKe .n.y}I{H 1 H a 
npaaoM H nosyQ.HMO npeMa oaoj npaaoj napanenuy Kp~3 Kpajlhy 

TaHKY .n.yma b; HeKa oua oTcena H3 .llpyroM KpaKy .llY}I{ c; 

"I:a,lla heMO 08Y ',IJ,y}l{ C H3383TH llpOU3B0/10M - .llY}I{H a C3 JlY}I{K 
b H 03H3HHheMO ~e C3 . , 

c = ab: · · 

,UOK333heMo npe caer3 .ll3 33 MHOm~lhe .llY}I{H KOje CMO 

C3.ll3 ,llec!JHHHC3JIH 83}1{H I< 0 M y TaT H 8 H H 33KOH 

ab = ba. 

Y TOM Q.HJhY K08CTpyarnHMO npao 83 

.llY* ab: .llaJhe, npenecaMO ua npaa 

a 83 .llPY-rH lberoa Kpai< .llY}I{ b, 
CnOjHMO npa80M Kpajlhy T3HKY .lly-

}f(H 1 Ca KpajlbOM TaHKOM .ll.Y}I{H b 
ua JlpyroM KpaKy H no8yUHMO na­

panenuy npeM3. 08oj npa80j Kp03 

Kpajlhy T3HKY .n.ymH a 83 npBOM 

Kp3KY: 08a OTcena. 83 JJ.pyroM I<p3 · 

Ky .n.ym ba; ycTaipa', Kao rnTo ce 

8H,ll.H H3 C~HKe, OBa .llym ba DOKJiana 

ce Ca MaJIOHaC KO.BCTpyHCBHOM' .ll.Y­

}I{H •ab npeMa 03CK3JI080M CTaay 

rope YCT3HOBJheHH H3HHH 

KpaK npaao: ,yrna .n.ym a, 

ab 

a 

(/ a 1 h 

( CT38 40) 360r napaJieJIHOCTH HCnpeKH,ll.3HHX DOMOhHHX JIHHHja. 

J1 o6pHyTO CJie.n.yje, lllTO Ce O,llM3X BH,llH, H3 B3)f{elba I<OMyTa-

',; ',L' 
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THBHOr 3aKOHa y HarneM paqyuy .!J.Y.>KHMa, .11.a CHrypHO Ba.>KH 
cneuujanau cnyqaj nacKanosor CTasa uase.!J.eHor ua CTp. 53 3a 
TaKse· <J>urype, y KojnMa nonynpase OA H OA' o6pa3yjy npas 
yrao. 

Jla 6HCMO 3a Harne MHO.>Kelbe .li.Y.>KH .!J.OKa3aJIH a C 0 U H j a-
T H B H H 3aKOH 

a (be)'=-(~) c, 

npeuecHMO ua je.ll.aH KpaK npasor yrna · 0.11. lheroaor TeMeHa 0 
.llY.>KH 1 H b, a Ha .11.pyru KpaK, HCTO TaKO O.!J. TeMeHa 0, npe­
HeCHMO .li.YlM;H a u c. 3aTHM KOHCTpyuwnMo .li.Y*" d = ab 1r 

e = cb u npeuecHMO ose .li.Y.>KH d H e Ha npBH IepaK 0.11. TeMeHa 0~ 
AKO Ca.!J.a KOHCTpyurneMO 
ae u cd, OH.!J.a ce BH.li.H ca 
CJIHKe KOja je TY Ca . CTpa­
He, oneT Ha OCHOBY na­
CKaJIOBOr cTaaa, . .ll.a ce Kpaj­
lhe TaqKe OBHX .li.Y.>KH no­
KJianajy, Tj • .11.a je 

ae- cd HJIH a (cb) = c (ab), 

a O.ll.aTne, Ha ocuosy KOMy­
TaTHBHOr 33KOH3, CJ!e.llyje 
T3KO~e 

a (be) ~ (ab) c. 1> 

, 

Kao WTO ce BH.!J.H, MH CMO y npeTXO.li.HOM .!J.OKa3y KaKo> 
KOMYT3THBHOr TaKO H aCOUHjaTHBHOf 33KOH3 MHO.>Kelba HCKOpH­
CTHJIH HCKJbyqHBO OHaj cneuHjaJIHH cnyqaj flaCK3JIOBOf CTaBa, 
qHJH CMO .!J.OK33 ·ycneJIH .U:a .!J.06ujeMO Ha uapoqHTO npOCT HaqHH~ 
npHMelhyjyhu C3MO · je.ll.aHOYT CTaB 0 TeTHBHOM qeTBOpoyrn'y~ 

1} HeKa ce CB OBHM ynopeAe TBKO~e MeTOAe 38CHHB81b8 J'lelb8 0 npo­
nopUHjBMB Koje je ABO A. K .He 3 e p (A: Kneser), Archlv fiir Math. und Phys., 
R. Ill, i<lb. 2 H J. M one p y n Math. Ann. Klb. 56, Kao H .Studler over den· 
plane geometrls Akslomer", Kopenhagen, 1903 KOA KO]Hx je H~npeA CTBBJbeHa 
jeAHB'IHHB ca nponopUHjaMa. <1>. illy p, Zur Proportionenlehre, Math. Ann. 
Klb. 57, npHMehyje ·M Jl! aeh K y;n ¢ e p tKupffer), (Sitzungsber. der> Naturfor~ 
schergesellschaft zu Dorpat 1893) npaaHnHo AOKa3ao KOMYTaTHBHH 3BKOH MHO­
>Kelha. 11naK Tpe6a cMaTpaTH K y n ¢ e p o a o A8Jbe 38CHHB81be y'lelba o npo­

nopuHiaMa KBO HeAOBOJbHO. 



;· -Pe3HMHp·ajyhH QBa a·anaralha, :.U.OJI33HM0 ;zi,O 
'liape,llHOr 3aCHHBalba· 3llK·O~Ha M•H·O:lKelba, '.y.pa.q':fH'J 
Ji.Y.>KHMll, KOJe MH H3r.Jie)I,a-Haj:npocTiije./Q)I, CBHX 
.)I, 0 C a )I, n 0 3 H a T H X H a q H H a 3 a C H H B a lb a. 

HeKa Cf Ha je,lt.iiH KpaK npa:s/o{ y-rJia.' ·n#euety' O)I,·TeMeHa 
,;. ,. 1:-• " . •'. 

0 JI.Y:lKH a = OA a b = OB, a ua JI.pyru KpaK je,l(liH:uqrla JI.yli< 
1 = OC. Kpyr, nocTaBJbeH Kpo3 TatlKe A, B, C, npeceqa JI.pyru 
Rpak jaw y TalJKH D.' TalJKa D ,n:o6asa· te Jiai<o, 6e3 y.norpe6e 
llliectapa, taM:o ua ocuoey ai<tHoMa· noJI.YJI.iiplfocTa, -KM· ce· 113 

0 

b 

.. 'cpeJI.Hilrra -Kpyra cnycTu 
I'. H<JpMaJta H.a: .{j)C, H' y O)I,~ 

liocy 'ua 'osy .. KOACTpyame 
orne.n.a:ncKa CtiLHKa TaqKe C. 
YcJie.n:! }e.n;AaiWCTR, ytJiosa 
--tOCA<H •'"9:: OBD. · :a·.npe­
Ma' JI;e¢-HuuqH~H .. npoaiao,n:a 
)I,8ejy .JI.Y~H (cTp. 56), HMaMO 

oo·=a'b·. 
' . , ..... 

• ~ I . ' 

a 36or jeJI.HaKOCTH yrnosa 
<t'ODA lf ··<i: OBC npei'da 

..... ,).. 

OD = ba. 
'.l.. 

KoMyTaTHBHH 3aKou MHO:lKelba 
•.! 

i ,. ab-=ba·' 

Koju. o.n:as)I,e ~JieJI.yje, .1{0/Caayje ca)I,, npe~a npuMeJI.6H ua ~Tp .. 
57, )l;a Ha CTp. ~3 :Haae..u,eHf{ cneiJ.ffii!JIH.!f ~Jiyqaj nacKaJIOBOr CTaBa 
aamu 3a KpaKe npasor yrna, a otyJI.a oneT (s. cTp. 57) cneJI.yje 
.acoqujaTHBHH 3aKOH MHO:lKelba ,.,, : 

a (be) = (fib) c. 

Haj3aJI., y uaweM paqyuy AY:lKHMa BalKH· ,H .JI.H.cTpH-
6 y T H B H H 3aKOH: 

a(b+c) = ab+ac. 



§ "16. nponopuH)e H ctalioiJH· u CJIH'IHOCTH 59 

· ' .. .Ua 6HCMO lbera 1r.oil:a3aJIH, kOHC'rPYHUIHMO .li.YlKH · ab; ac ·R 
li(b+c) H nosy&.HM6 'Tall.a KP03 i<p~}H>y ·:raqi<ry .t(y>KH c (BH.ll.eTR 
cnHKY ca crpaHe) npasy. napane.rmy 
.ll.pyrOM KpaKy npaso"r yrna. 00- ti(o'+c) 

JJ.y.ll.apHOCT o6a npasoyrna rpoyrna, ·. ac 

Ha CJIHUH OCeHqeHa, H npHMeHa 
CTasa 0 je.li.HaKOCTH cynpoTHHX 
crpaHa KO.ll. _napanenorpaMa, npy­

a 

ab 

)l{aJy ra.11.a tpa·:m'eH'~ .ll.oic'3'3: '·_ : .. ·. · ' •· !]: v. 
'i .. -. ' • ··: ·.-. • · .. -- . . : • . •.. ;•· .. ~_.':. ····.··:"~">'.··~., ~.:'., • '' :· ·: 
. ·. "· AK~. cy, .b '-~- c r.~~.e .~np.~H~soJb.~e ~~fk"~ ·:~i;3.~l<_,n,PcroJK ~Y* }J . . c 
TaKo .11.a je c = ab; osa .li.Y* a ce 03Haqasa ca 

b 
K Ha3HBa Ce 

,..· .. 

. K 0 Jl H q H H K 0 M 0.!1. C Ca b. 

§ 16. Dponop~nje -8 cTaaoan o cJinqHOcTR · 

OoMohy "Tope H3JIOJKeHor paqyHa · ca ·tr.YlKHMa MOlKe ce 
·6ecnpeKOpHo 31lcHoBin'H E y K n H .11. o s o yqelbe o nponopqHjaMa 
lf,:6e3 ,Ap,XKM~J.J.O!)~.~K~J:I01'4e 1;1.a H.ap~tr.HH .. tl_a':J~H.: ;•.·, ~- . : 

· -~':,Ue·qrKHiill.11ja. Ako cy o;b,·:a',b'·'MlrKoje ·qe;rapJi ~aymH, 
. -oH.ll.a ilpouopquja 

a :"h'·= a': b' 

He rpe6a HHWT3 .ll.py"ro .ri.a 3lHt'qH ir,o cerMeHTHY je.li.HaqHHY 

_., __ ,; ab' =~ b.n'. .· 1 , _,.,\,:. 

,U e ijJ H H HUH j a. ,Usa Ce rpoyrna Ha3HBajy CJI.U~HUM aKO 
cy HM O.ll.fOBapajyhH yrJIOBH llO.ll.y.ziapHH. 

c TaB 41. AKo cy a, b H a', b' 0~-roa-aP.ajyhe crpaHe y 
. .li.Ba CJIHqHa rp.Oyrna, OH.ll.a sa>KH· nponGp~Hja: 

-a : b = a' : b' . 

,U 0 K a 3. 00CMarpahel\W H3jf1pe Hap9qHTH CJI)fqaj, rA~ cy 
yrnosa 3axsaheHH crpaHaMa a, b · ii a', b' · ·y o6a rpoyrna · npasH 
H npernocrasHheMo . .11..a cy o6a rpoyr.na y~J,era y je.ll.aH H HCTH 
npaBH yrao. OpeHeCHMO Ca.ll.a 0.!1. TeMeHa -Ha je.ll.aH KpaK .li.YlK 1 
H f"!OBYUHMO Kp03 Kpajlby TatiKy Ose .li.YlKH 1 npasy napaneJIHY 



• 

60 III. Y"'elbe o nponopuitjaMa 

o6eMa" xunoTeHy3aMa; oaa npaaa OTCel.{a Ha .n;pyroM Kp'!Ky 
.n;y}l{ e; T3)1.3 je npeMa H3liiOj .n;e<J>HHHI.{HjH npOH3B0)1.3 .n;ymif 

b = ea , b' = ea' ; 
CTOra HM3MO 

ab' = ba' , .. 
Tj. 

a: b =a': b'. 

BpaTHMO ce ca.n;a onliiTeM cnyqajy. Y csaKoM o.n; o6a 
CJIHqHa Tpoyrna KOHCTPYHliiHMO npeceqily TaqKy S o.n;H. S' Tpnjy 
lberosux· 6uceKTpuca, quja ce er3HCTeHI~Hja JiaKo H3BOAH H3 

b 

CTaBa 25, H cnyCTHMO l:f3 OBHX TaqaKa TpH HOp Mane r. O)I.H. r' Ha: 
CTpaHe Tpoyrna; H8 OBHM CTpaHaMa )I.OOHBeHe OTceqKe 03HIJqHMO Ca 

o.n;H. ca 

Manoqac .n;oKa3aHH cnel.{ajaJIHH cnyqaj Hallier cTaaa .n;aje 
ca.n. nponopl.{Hje 

ab : r = ab' : r', 
a, : r = ac' : r', 

b, : r = be' : r', 

b., : r = b ... ' : r' ; 

H3 OBHX nOMOhy )I.HCTpu6yTHBHOf 38KOH3 33KJbyl:tyjeMO 

a: r ~ a': r', b: r = b': r' 
a o.n.aTne 

b'ar' = b'ra', a'br' = a'rb'. 

l13 OBHX ce jeJJ.HaqHHa .n;o6aaa noMohy KoMyTaTHBHOr 3aKOHa 
MHO>Kelba 

a: b =a': b'. 
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J.13 CT8B8 41 JI8KO je H3BeCTH OCHOBHH CT8B yqelba 0 npo­
nopu.ajaMa, KOjH rJiaca: 

C T a a 42. AKo !{Be fiapalleJIHe ilpaae omceqajy Ha KpaquJ.w 
ilpOU380JbHOr yr11a 4YJICU a, b OI{H. a', b', OHI{a Ba:JICU llpoflopquja: 

a: b =a': b'. 

06pnyliio, aKo 'lelilupu 4YXU a, b, a', b' 3ai{OBOJbaaajy OBY 
ilpollopqujy u aKo ce 4YXU a, a' ilpenecy na jel{aH KpaK yr 11a, 
a .o.yxu b, b' na .o.pyfu KpaK, liio cy cuojne ilpaae KpajHJux lila'laKa 
,ayxu a, b o.o.n. a', b' Me~y co6o.M fiapalleJIHe. 

§ 17. jeAHa~HHe npaBHX H paBHH 

,Uoca.u. nOCMaTpaHOM CHCTeMy .lf.Y.>KH .lf.O.U.aheMO .U.pyrH HCTH 
TaKas CHCTeM .U.Y.>KH. HaaMe, Ha ocHoay aKCHOMa pacnope.u.a 
MO.>Ke ce JI8KO Ha npaaoj pa3JIHKOB8TH ,il03UlilUBHU" H ,Heralil.UBHU" 
<:Mep • .Uy.>K AB, Kojy cMo .u.oca.u. 03HaqaaaJIH ca a, 03uaqaaaheMo 
je ca a jow H Ta.u.a Ka.U. TaiiKa B JiemH ca no3HTHBHe cTpaae 
o.u. TaiiKe A; y cynpOTHOM cJiyqajy naK MH heMO je 03HaiiaaaTH 
ca -a. TaqKy heMo oaHaiiHTH Kao .u.ym 0 . .Uy.>K a heMo fi83BaTH 
.,llOtlUlilUBHO.M" O.lf.H. aehOM O.lf. 0, WTO heMO o3Ha'IHTH: a> 0; 
..lf.Y.>K -a heMO H8388TH ,HeralilUBHO.M" ' H TO heMO 03H8'IHTH: 

-a<O. 
Y OBOM npOWHpeHOM paqyuy ca .lf.Y.>KHM8 Ba.>Ke T8.lf.8 CBa 

npaBHJia paqyHa 1-16 aa cTaapHe 6pojeae, Koja cy H3JIOmeua 
y § 13. 11cTahH heMo cJie.u.ehe IIHibeHHU.e: 
· YaeK je . 

a-l=l·a=a H a•O=O·a=O. 

AKo je ab = 0, OH.U.a je HJIH a = 0 HJIH b = 0. AKo je a > b H 

c > 0, OH.U.a je yaeK ac > be. .UaJbe, aKO cy At' A2' As' ... ' 
An-t• An, n_.TaiiaKa Ha npaaoj, OH.lf.8 je a6ap .lf.Y.>KH A1A2 , A2A 8 , ••• , 

An_ 1 An, An A 1 je.u.HaK 0. 
Y3MHMO ca.u.a y paBHH a Kpoa TBIIKY 0 .u.ae npaae HOp­

MaJIHe je.u.Ha Ha .u.pyroj Kao CTaJIHH npaaoyrJIH KOOp.lf.HHaTHH 
·CHCTeM H npeHeCHMO T8.lf.8 H8 Te npaae npOH3BOJbHe .lf.Y.>KH X, y 
-O.ll. TaiiKe .0; 38THM, llO.lf.HfH!jMO HOpMaJie H3 KpajlbHX T8'18Ka 
..U.Y.>KH x, y H o.u.pe.U.HMO npeceiiHY TaiiKY P oaHx HOpMaJia: 
. .U.y.>KH x, y Ha3HBajy ce Koop.o.uHalilaMa TaiiKe P. CaaKa TaiiKa 
pasHa a je.U.H03HaiiHO je o.u.pe~eHa caojHM KOOP.U.HHaTaMa x, y, 
KOje MOry 6HTH ll93HTHBHe HJIH HeraTHBHe .li.Y.>KH HJIH 0. 



62 Ill.·. Y'le!f;_e o npon.opuHjaMa 

, He~a: je L. Mil KOj<t q,paaa: y paau_n c;t,, Koja . npona3:H Kp03 
raqKy 0 u Kp03 HeKy raqKy C ca KOOp;ll.~H.iJ.'I'aMa, Q, Q•. AJ.<..9 cy 
Ta.l{a ~. Y. ~oop)l;H!Jare J1eKe T~.q~~ P Ha I, OH.l{a JI~K9 ua~a3HMO 
.H3 <:T,~t.Ba. 42 , ·. , ,, . 1 , . . 

{l }· :=:x: y 
HJIH 

'' ,,, '. 

Kao •. je.l{uaqHuy • hpase I. 'AI{o j~~ ripaaa I' napa./feJiua npeMa· t .it 
orceti~ ·ua -x~ocH .l{y.lli c, ·ou:n.a .l{o61taar.io je.n:uaqlmy npaBe /' 

y 
A 

::. 3aM:elliyjyh~ y je:n.uaqHHH npaae 
I .l{y}!{ x ca .l{Y}!{H x-c; rpa-

· }!{efla je.l{uaquua, .l{aKne, fJiaCK 

· • bx- ay-bc=O'. 
·. . . .: ··' ·, . :r"" •. . . ;· 

H3 oau.x 83,7IaraiPa MO}!{eMO 
-'. 

JiaKO 3~I<JbyqWI'H 1 .l;le3aBHCHO OJ!. 
ApxHMe.l{oae aKcnoMe, .l{a ce ca.a.-

• ',· • _, I • ,J ••' ;I,. 

. L ·.,, .· Ka np~a MO}!{e_ npeTCTaBH\~ Jl~;-

ueaJ)l!:?M . je.l{u~iutH,OM no KOOp.l{HHa'J'aMa x, y H, o6puyro, · .zr.a 
caaKa. TaKaa JIHHeapua · je.l{uaquua npercraaJba npaay, · npu· ~MY 
CY . KOecpHu;Hje~TH Te je.l{H(\qHHe .ii,y}!{H ·. KOje npana.l{afy" ·~a:roj 
reoMerpnjH. · ·· · · · '··' 

AuanoruH pe3ynraTH y npocropuoj reoMerpnjH .l{O?Hsajy 
ce · aeoMa naKo. 

llaJbe H3rpa~HBalbe reoMeTpHje MO}!{e. ce OTCair. H3BO.l{HtK 
MeTO,n:OM, KOja ce o6nqHO npHMelhyje y auamtTHqKoj ffOMeTpHjH . 

.Qoca.l{ y OBOM TpeheM o,n:eJbKY HHCMO HHr,n:e HCKOpHCTHJIH 
ApxuMe.l{oay aKcnoMy; npernocraauMo JIH ca.l{ .l{a Ba}!{H Ta aKCH­
OMa, MO)I(eMO raq.K,aMa npOH3BOJbHe npaae y fiJ?OCTOpy .l{O.l{eJIHTH 
peanue 6pojese u ro ua osaj uaquu: 

0.l{a6epaMo ua npasoj .n:se npoH3BOJbue raqKe 'H .l{O.l{eJIHMO 
HM 6pojese 0 H 1; 3aTHM npenOJIOBHMO .l{y}!{ 01 O.l{pe~euy OBHM 

. 1 
raqKaMa H 03uaqHMO ua~euy cpe.l{uuy .l{y}!{u ca -, ,n,aJbe, 03Ha-

. 2 
1 1 

quMO cpe.l{HHY ,n:y}!{H 0 2 ca 4 HT.l{.; llOCJie n-TOCTpyKOf H3-

BO~elba oaor nocrynKa, .n:ohH heMo .l{O raqKe Kojoj rpe6a .l{O.l{e­

JIHTH 6poj l_. npeHeCHMO Ca.l{ ,ny}!{ 0 l_ 011. TaqKe 0 KaKO H3 
2n 2n . 



§ 17. JeJ1H8'1HHe npiBHX H p8BHH 63-

CTp3HY TaqKe 1, T3KO H H3 .zr.pyry CTpaHy H3Dp. m nyu je.zr.HO• 
33 .zr.pyrHM H .zr.o.zr.eJIHMO T8KO .li.06HBeHHM T3qKaM3 6pOjHe Bpe.zr.~ 

m 
HOCTH- OJI.H, 

2n 
¥13 ApxaMe.zr.oae 3KCHOMe MO>Ke ce JI3K()· 

33KJbyqHTH .zr.a ce Ha OCHOBY OBOr .zr.o.zr.eJbHB81b3 MO>Ke CB3K0t 
npOH3BOJbHOj TaqKH np3Be .zr.o.zr.eJIHTH H3 je.zr.H03H~ti3H H3qHH pe-
3JI3H 6poj, H TO T3KO .11.3 OBO .li.O.ll.eJbHB31be HM3 H3pe.zr.HO CBOj­
CTBO: 3KO cy A, B, C Ma Koje TpH T3qKe Ha np3BOj H· a, ~. y 
o.zr.roa3pajyha. pe3JIHH 6poj~ail H aKo n.pa. TOMe B JielKH H3Me~y 
A H C, TO OBH 6pojeijH yseK 3aJI.OBOJb3B3jy HJIH Heje.zr.uaqaHy 

a < ~ < y . HJI!i Heje.zr.ti3WIHY ~ > ~ > y . .. 
l13 H3Jiar31b3 y § 9 . .zr.pyi"e rJI3Be ja:~Ho je .11.3 T3MO 33 CB3KW 

opoj KOjH npHD3.ll.8 3Jireo3pCKOM 6pojHOM TeJiy 0 HY>KHO M0p3 
H3 Hpa_BOj OOCTOjaTH· TaqKa KOjOj je OH · JI.O.ll.eJbeH. ,Ua JilL 
H (:B8KOM .n;pyrQM CTB8pHOM 6pojy o.zr.roaapa. TllqKa, 38BHCH 0.11.'. 
TOr3· .l(3 JIH ·y DOCMaTpaHOj reOMeTpHjH B8.li(H 8KCH;OMa OOTllY,HQ-· 
CTH V 2 HJIH He. 

funpOTHB, 8KO Ce y HeKOj J;eOMeTpHjH npeTDOCTaBH .11.8!1 
sa~H· caMo. ApxaMe.l(oaa aKCHOMa, yael< je Moryhe cacTe~ TaqaKa~. 
npaBHX H paBHH TaKO npOWHpHTH ,upaijUOHGJIHU.M." eJieMeHT~Ma,, 

.zr.a Ha csaKoj npaaoj TaKo KOHCTpyacaHe reoMeTpaje csaKO·:(d 
CHCTeM•Y ·TpHjy, pe.aJI•HH;x: 6pojesa "KOj'H.. 38JI.OB0Jb8Ba je.zr.HaqaHy· 
npaae 6e3 uayaeTKa o.zr.rosapa je.zr.Ha raqKa. O:zr.rosapajyhoM\ 
IlOCTaB!:{OM MO>Ke Ce HCTOBpeMeHO DOCTHHH .zr.a y npOIUHpeHOj, 
reoMeTpHjH aa2Ke c s e aKCHOMe I-V .. Osa npooJHpeHa reoMeTpaja, 
(.zr.o6aaeHa .D;o.zr.aaalbeM HpaiJ.HOHaJIHHX. eJieMeHaTa) Hnje. HHWTa 
.zr.pyro .zr.o o6aqHa aHamiTHqKa .UeKapTosa reoMeTpaja npocTopa., 
y KOjoj B82KH H. aKCI-t:OMa UOTnyHOCTH V2.:t) 

. ; 

I) Yn. npHMtJ16e Ha Kpajy § 8. 



4eTBPTa rnasa 

Ylfefbe o noopuniHaMa y paBHH 

§ 18. PaanoiKHBa je,IJ;HaKOCT u ,IJ;onyHcKa 
je,IJ;HaKOCT DOJIHroHa 

3a OCHOBy H3liiHX HCllHTHBalba OBe t:IeTBpTe rJiaBe y3eheMO 
;HCTe 3KCHOMe K30 H y Tpehoj fJI3BH, H3HMe JIHHr.apHe 3KCHOMe 
lf aKCHOMe paBHH CBHX rpyna, H3y3eB 3KCHOM_a HenpeKH,llHOCTH, 
Tj. 8KCHOM8 11 _ 8 H 11-IV. 

Yqelhe o nponop~ujaMa H3JIO>KeHo y Tpehoj rnasu a Ty 
yBe,lleHH paqyH .llY>KHM3 ,llajy HaM MOryhHOCT .llli 38CHyjeMO 
EyKJIH,llOBO yqelbe o nospliiHHaMa noMohy noMeHyTHX aKcaoMa, 

"Tj. Y paBHU U H€3QBUCHO 0/1 QKCUO.MQ HeiipeKU/1HOCillU. 

A noliiTO ce, npeMa H3JiaralhaMa y Tpehoj rnasu, yqelhe 
0 nponop~HjaMa yrJiaBHOM 38CHHB8 H8 nacKaJIOBOM CT3BY (CT8B 
40), TO HCTO Ba>KH H 38 yqelbe 0 nOBpliiHH8M3; OBO 38CHHB8lbe 

. yqelba 0 llOBpliiHHaMa CM8Tp3M K80 jt.llHY 'O,ll H8j3H8t:I8jHHjHX 
npHMeHa nacKaJIOBOr CT8B8 y eJieMeHTapHOj reoMeTpHjH . 

.ll e 4> H H H ~a j a. AKo ce cnoje . .llBe TaqKe HeKor npocTor 
nOJIHfOHa p Ma KOjOM H3JIOMJheHOM JIHHHjOM KOja ~eJia Jie>KH y 

yHyTpallllbOCTH ·TOr llOJIHfOHa H KOja He Ca,llp>KH HHje,llHy ,llBO· 
CTPYKY TaqKy, OH.lla ce .ll06HBajy ,llBa Hosa npocTa nonuroHa P 1 

H P2 , qHje cse YHYTPallllbe Tat:IKe neme y yHyTpallllbOCTH nonu­
roHa P; y TOM CJiyqajy heMo pehu: P ce pacna,lla Ha P1 H 
P 2 , HJIH P je paanomeHo Ha P1 H P,, HJIH P 1 H P2 

·cacTaaJhajy P . 

.ll e 4> H H H ~ H j a. LI.aa npoCTa nonuroHa Ha3HBajy ce paaJlo­

. XUBO je;1HQKUM 3KO Ce MOry pa3JIO>KHTH y KOHaqaH 6poj TpO­
yrJIOBa KOjH cy .llBa H JJ.Ba Meljy co6oM no.lly.llapHa. 



§ 18. Pa3nOlKHBa je.u.HaKoCT H .u.onyHcKa je.u.HaKOCT nonHroHa 65 

Jl e <t> H H H 1.{ H j a. Jlsa npOCTa llOJIHfOHa p H Q Ha3HBajy Ce 

. I{OliyHC/lU jei{HUilUM aKO Ce lbHMa MO>Ke .li.OJJ.aTH KOHaqaH 6poj 

TaKBHX no JJ.Ba H JJ.Ba pa3JIO>KHBO jeJJ.HaKux nonHroaa P', Q', 
P", Q", ... , P"', Q"', JJ.a o6a Ha osaj HaquH cacTasJbeHa nOJIH­

roHa P+P'+P"+ ... +P"' u Q+Q'+Q"+ ... +Q"' 6yJJ.y pa-

3JIO>KHBO jeJJ.HaKa. 

l13 osux JJ.e<t>uHHI.{Hja HenocpeJJ.HO cneJJ.yje: cnajalbeM 

pa3JIOlliHBO jeJJ.HaKHX llOJIHfOHa JJ.06Haajy Ce OneT p a 3 JI 0 >K H B 0 

j e .Z1. H a K H llOJIHfOHH H aKO Ce O.li.Y3MY pa3JIO>KHBO jeJJ.HaKH llOJIH-

fOHH O.IJ. pa3JIO>KHBO jeJJ.HaKHX llOJIHfOHa JJ.06HBajy Ce llOJIHfOHH 

.Z1. O~n y H C K H j e .Z1. H a K H. 

Jla.lbe Ba>Ke OBH CTaBOBH: 

C TaB 43. AKo cy JJ.Ba nonuroHa P1 u P2 pa3JIO>KHBO 

jeJJ.HaKa HeKOM TpefieM llOJIHfOHY P 9 , OHH cy H Me~yco6HO 
pa3JIO>KHBQ jeJJ.HaKH. AKo cy JJ.Ba noJiuroHa JJ.OnyHCKH jeJJ.HaKa 

HeKOM TpefieM, OHH cy· Me~yco6HO JJ.OnyHCKH jeJJ.HaKH. 

Ocnoau reoMeTpaje 5 
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.U o K a 3. OpeMa npeTnocTasqu, Mome ce uasecTH KaKo 
33 noJiurou P1 TaKo u 3a noJiurou P2 je,n:uo pa3JJaralhe y Tpo­
yrne, TaKo .n:a csaKOM o.n: osux pa3Jiaralba o,n:roaapa pa3Jiaralbe 
nonuroua P8 y TpoyrJJe no,n:y,n:apue o,n:roaapajyhuM TpoyrnnMa 
pa3Jiaralba p 1 H p 2 • 00CMaTpajyhu HCTOBpeMeHO 06a OBa pa3Jia­
ralba nonuroua P 3, BH.D:HMO, .n:a ce yonuiTe csaKn Tpoyrao 
je,n:uor pa3Jiaralba pa3name y noJiuroue .n:ymnMa, Koje npuna,n:ajy 
.n:pyroM pa3Jiaralhy. .Uo.n:ajMo ca,n:a jow TOJJHKO .n:ymH, .n:a ce 
CBaKH O,lJ; OBHX llOJIHfOHa oneT pacna,n:a y TpoyrJie, H H3Be,n:HMO 
Ta,n:a ,n:sa o,n:rosapajyha pa3Jiaralha y TpoyrJJe y nOJJHrOHHMa P1 

H P2 ; Ta,n:a ce, ot:mrne,n:uo, pacna,n:ajy o6a osa nonHroua ua HCTH 
6poj no ,n:sa u .n:sa Me~y co6oM no,n:y,n:apua TpoyrJJa u 3aTo cy 
ouu, npeMa ,n:e4Juuuquju, Me~y co6oM pa3JJomuso je,n:naKn . 

.UoKa3 ,n:pyror HCKa3a CTasa 43 ,n:o6Hsa ce ca,n: 6e3 TewKoha . 

.li.e4JHHHCaheMO Ha 06HtJ3H H3tJHH nOjMOBe: llpaBOyraOHUIC, 

OCHOBUqa U BUCUHQ iiapaJLeJIOrpa.Ma, OCHOBUqa U BUCUHQ lilpoyrJIG. 

§ 19. DapanenorpaMH u Tpoyrnu ca jeJI,HaKHM 
OCHOBH~aMa H BHCHHaMa 

Oo3HaTH Ey/CJLUP.OB HatJHH ,n:oKa3usalha, uJJycTposau ua .n:o­
lbOj CJIHqH, ,n:aje CTSB: 

C T a B 44. .Uea napanenorpaMa ca je,n:naKuM ocuoaHqaMa 
H BHCHH3M3 ,n:onyHCKH cy je,n:HaKa . 

.li.aJbe 83}KH n03HaTa qHlbeHHqa: 

C TaB 45. CsaKH Tpoyrao ABC yseK je .n:onyncKH je,n:naK 
H3BeCHOM na'paJieJiorpaMy KOjH HMa HCTY OCHOBHqy, a BHCHHa 
MY je noJIOBHHa BHCHHe Tpoyrna • 

.li. o K a 3. AKo ce CTpaua A C npenoJIOBH TaqKOM D, a 
cTpaua BC TaqKOM E na ce ,n:ym DE npo,n:ymH 3a csojy con-

e CTBeHy ,n:ymHHY ,n:O TaqKe P, OH,n:a cy TpO­
yrJIH DCE H FBE je,n:aH ,n:pyroM no,n:y-

fJ E F .n:apnH H OTy,n:a cy Tpoyrao ABC H napa­
nenorpaM ABPD pa3Jiomaso je.n:naKH. 

l13 CTaaosa 44 H 45, y3nMajyhH y 
A B o63Hp eTas 43, uenocpe.n:uo cne,n:yje: 
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CT a B 46. ,Usa Tpoyr Jla Ca je)I.HaKHM OCHOBHIJ.aMa H je,nHa­
KHM BHCHHaMa Me~y C060M cy )1. 0 n y H C K H j e )1. H aKa. 

Kao liiTO je no3HaTo, naKo ce noKa3yje, liiTO ce BH.ZI.H Ha 
npnJIO}I{eHoj CJIHIJ.H, .n.a cy .n.sa napanenorpaMa, a 3aTo, npeMa 
CTaBOBHMa 43 H 45, H )I.Ba Tpoyrna Ca je)I.HaKHM 0CHOBHIJ.8Ma H 
BHCHHaMa yaeK p a 3 Jl 0 }I{ H B 0 j e )1. H a K a. npnMeTHMO HnaK /1,0 
oaaj P.Oicaa Huje .Moryh 6ea yliompe6e Apxu.Me/l,OBe aKCUOMe; ycraapn, 
y caaKoj He-apxnMe.ZI.CK'oj reoMerpnjH (je.n.Ha TaKBa ce MO}I{e 
BH)I.eTH y .n.pyroj rJiaBH § 12) MOry 
ce Haaecrn .n.aa rpoyrna KOja HMa­
jy je.n.HaKe OCHOBHIJ.e H BHCHHe H 
ory .n.a cy, cxo.n.Ho cniay 46, .n. o -
n y H c K H j e .n. H a K a, ann nnaK 
Hncy p a 3 n o }I{ H B o j e .n. H a K a. 

HeKa ce, HaHMe, y HeKoj He­
apxnMe.n.cKoj reoMeTpHjH Ha nony­
npaay npeHecy .n.ae TaKae .li.Y}I{H 

8'. 7 

AB = e H AD= a, Koje HH 3a KOjH u.eol6poj n He 3a.n.oao.Tba­
aajy O)I.HOC 

n·e>a. 

no.n.nrHHMO Ha .li.Y}I{H AD y lbeHHM KpajlbHM Ta'lKaMa 
HOpMane AC H DC' .ZI.Y}I{HHe e. Tpoyrnn ABC H ABC', npeMa 

:~~ 
A e B . D 

CTaBy 46, )I.OnyHCKH cy je)I.HaKH. 
l13 traaa 23 cne.n.yje .n.a je 36np 
.n.aejy crpaHa Tpoyrna aelm o.n. 
rpehe crpaHe, r.n.e 36Hp .n.aejy 
CTpaHa Tpe6a pa3yMeTH y CMHCJIY 

a cerMeHTHOr paqyHa yae.n.eHor y 
rpehoj rnaan. 

TaKO je BC < e +e ~ 2e. ,UaJbe, MO}I{e ce .n.oKa3aTH, He 
KOpHCTehH ce HenpeKH)I.HOliiHY, OBaj CTaB: .ZI.y}l{, KOja IJ.eJia Jie}I{H 
y yHyrpallllbOCTH rpoyrna, Malha je o.n. lberoae Hajaehe crpaHe. 
Crora je caaKa .n.y}l{ Koja nemn y yHyrpallllbOCTH rpoyrna ABC 
Malba o.n. 2e. 

npeTnOCTaBHMO Ca)l.a )l.a je )l.aTO pa3Jiaralbe TpoyrJIOBa 
ABC H ABC' Ha KOHaqHo MHOro, Hanp. Ha k, no .n.sa H .n.sa 
Me~y co6oM no.n.y .n.apHa rpoyrna. CaaKa crpaHa .n.eJIHMH'lHOr 
rpoyrna~ Koju ce KopHCTH 3a pa3Jiaralbe rpoyrna ABC, Jie}I{H 
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l:fJil:l y rpoyrJiy ABC HJJH Ha je.n;Hoj lberosoj cTpaHH, Tj. aHa je 
Malba o.n; 2 e. 06HM csaKor .l{eJJHMH'IHOr TpoyrJia je, .l{aKJie, M8lhH 
0)1. 6 e; 36Hp CBHX · OBHX 06HMa CTOra je M8lbH 0)1. 6 k ·e. Pa3-
JJ8f8lbe TpoyrJiosa ABC H ABC' Mapa .rr.aTH HCTH 36Hp o6HMa. 
3aTO 36Hp 06HM8 )J.eJIHMHl'IHHX TpoyrJIOB3 KOpHrufieHHX y pa3JJ3-
ralhy rpoyrJiosa ABC' Mapa 6HTH M3lhH o.rr. 6k·e. AJIH, y.oBOM 
36Hpy, cHrypHo, ca.rr.p>KaHa je II.eJia cTpaHa A C', Tj. Mapa sa.>KHTH: 
A C' < 6 k . e, H crora, npeMa cra,sy 23, 'I'HM npe B8}fUt: a < 6 k ·e. 
Oso npoTHspeqH Haruoj npernocTaBII.H y O.l{Hocy Ha .rr.y)f{H e H 
a. OpeM:a TOMe, npeTnOCT3BKa MOryfiHOCTH pa3JI3f3lb8 TpoyrJJ088 
ABC H ABC' y .rr.eJIHMHt:IHe TpoyrJie no.rr.yJJ:apHe no .rr.sa H .rr.sa 
)J.OBeJia je )1.0 npOTHBpet:IHOCTH. 

Ba>KHH CTaBOBH eJieMeHTapHe reoMeTpHje o .rr.onyHcKoj je.rr.Ha­
KOCTH nOJIHfOHa, HapOt:IHTO' 0HTaropHH3 TeopeMa, JI3KO Ce H3BO)J.e 
H3 MaJiot:Iac nocTaBJbeHHX CTasosa. CnoMeHyheMo jam eTas: 

C TaB 47. 3a npOH3BOJbaH Tpoyrao, 8 CTOra H 33 npOH3BO­
Jb8H npocT noJIHrOH, MO)f{e ce yseK KOHCTPYHCaTH npasoyrJIH 
Tpuyrao KOjH HM3 je)J.Hy KaTeTy 1 H KOjH je Ca rpoyrJIOM, O)J.H. 
nOJIHfOHOM, )J.OnyHCKH je)J.H3K. 

Oso rspljelhe y o.rr.Hocy Ha rpoyr.ne JiaKo ce H3BO.lJ.H Ha 
ocHosy crasosa 46, 42 H 43. Tspljelhe y o.rr.Hocy Ha nOJIHroHe 
.rr.oKa3yje ce Ha osaj Hat:IHH. Pa3JIO.>KHMO .rr.aTH npocr noJIHroH y 
TpoyrJie H o,n:pe,n:HMO 3a lhHX .rr.onyHcKH je.n;HaKe npaooyrJie Tpo­
yrJie ca no je.rr.HoM KaTeroM 1. AKa KaTeTe ,n:y.>KHHe 1 cxsaTHMO 
K30 BHCHHe OBHX rpoyrJIOBa, OH,n:a, oneT nOMOfiy CT3BOB3 43 H '46, 
cacrasJbalheM THX TpoyrJiosa .n;oJia3HMO ,n:o Tspljelba ( cTp. 64). 

AJIH, npH .rr.aJbeM cnposoljelhy reopHje nosprnHHa, HaHJJa-
3HMO Ha je.rr.Hy 6HTHY rernKohy. Ynpaso, Harna .rr.oca.rr.arulba HCnH­
THBalba OCT3BJbajy HeperueHHM nHTalbe, )1.3 HHCy MO.>K)J.a C B H 
llOJIHfOHH ,n:onyHCKH je)J.H3KH. Y TOM CJiyt:Iajy CBH JI:OC3)1.3 nOCTa­
BJbeHH CT3BOBH He 6H K33HB3JIH HHillT3 H 6HJIH 6H 6e3 HK3KBOr 
aHat:Ielba. Ca OBHM je y se3H nHTalbe .n:a JIH .rr.sa .n:onyHcKH je.rr.HaKa 
npasoyraOHHK3 Ca je.n;HOM 3aje,n:HHqKOM CTpaHOM MOpajy HM3TH 
H .rr.pyre cTpaHe no.rr.y.rr.apHe. 

Kao rnTo noKa3yje 6JIH.>Ke pa3MaTpalbe, 3a o.rr.rosop Ha oso 
nocrasJbeHo nHTalhe noTpe6Ha je HHsep3Hja crasa 46, Koja 
oaaKo rJiacH: 

Cras 48. A«o .aaa .aoiiyHCJCU je,aHaJCa liLpoyrJza u.Majy 
je,aHaJCe OCHOBUlJe, OHU U.Majy U BUCUHe je,aHaJCe. 
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Oaaj OCHOBHH eTas 48 HaJia3H ce y npaoj KlbH3H EyKJIUI!,O­

aux EneMeHaTa Kao 39-TH eTas; anH, npH .n.oKa3HBalby oaor CTaaa, 
EyKJIUI/, ce n03HBa Ha omnTH eTas o aeJIHqHHaMa: , Kod to lllov 
'tCV !1Epov~ !1EL~6v £am" (u.enHHa je aeha o.n. caor .n.ena)- nocTy­
naK KOjH Ce CBO.n,H Ha yso~elbe HOBe reoMeTpHCKe aKCHOMe 0 
.n,onyHCKOj je.n,HaKOCTH.1l 

C a .n. a c e c T a s 48, a T H M e H y q e If> e o n o B p­
w H H a M a, M 0 >K e 3 a C H 0 B a T H H 6 e 3 T a K B e H 0 B e 
a K C H 0 M e, H a H a q H H K 0 j If C M 0 0 B .n, e y C B 0 j H Jl H, 
Tj. n 0 M 0 h y a K C H 0 M a p a B H H H 6 e ~ y n 0 T p e 0 e 
A p x H M e .n. o B e a K c H o M e. .Ua 6HCMO oao ysH.n.enH, Heon­
xo.n.Ho je yseCTH nojaM Mepe nospWHHe. 

§ 20. Mepa noBpWHHe TpoyrnoBa H nonuroHa 

.ll e cpu H H u. H j a. Y pasHoj reoMeTpHjH npasa AB .n.enH 
TaqKe Koje He ne>Ke Ha lboj y .n.se o6naCTH TaqaKa. 3a je.n,Hy 
o.n. OBHX o6nacTH pehH heMo .n.a ne>KH 11,eCHO o.n. nonynpase AB 
Koja nona3H H3 TaqKe A, o.n.H. o.n. ,ycMepeHe 4YJICU AB", H Jleao 
o.n. nonynpase Koja H3Jia3H H3 TaqKe B o.n,H. o.n. ,ycMepeHe 
.n.y>KH BA", 3a .n.pyry o6nacT Ka>Ke ce .n.a JJe>KH neso o.n. nony­
npase AB H .n.ecHo o.n. noJJynpase BA. Y o.n,Hocy Ha .n.se ycMe­
peHe .n.y>KH AB H AC HCTa o6nacT Jie>KH .n.ecHo, aKo TaqKe B H 
C ne>Ke Ha HCToj noJJynpasoj Koja noJJa3H H3 TaqKe A (H o6p­
HYTO ). - AKo je 3a HeKy noJJynpasy g, Koja noJJa3H H3 TaqKe 
0, .n.ecHa o6nacT seh .n.eqmHHCaHa H aKo nonynpasa h Koja H3 
TaiJKe 0 yna3H y osy o6JJacT, OH.n,a heMo Ka3aTH 3a oHy o6nacT 
y -o.n,Hocy Ha h; Koja ca,a:p>KH g, .n:a JJe>KH JJeso o.n: h. YsH~a 

ce, .n:a cy Ha osaj Ha'lHH, nona3ehH o.n: o.n:pe~eHe nonynpase AB, 
y pasHoj reoMetpHjli je.n:H03HaqHo o.n:pe~eHe JJesa H .n:ecHa cTpaHa 
y o.n:Hocy Ha c a a K y noJJynpasy o.n:H. csaKy ycMepeHy .n.ym. 

TaqKe y yHyTpaunhOCTH ( cTp. 10) HeKOr' Tpoyrna ABC 
ne>Ke HJiii neso o.n: cTpaHa AB, BC, CA HJJH JJeso o.n: CTpaHa 
CB, BA, AC. Y npsoM cJJyqajy heMo pehH: ABC (HJJH BCA 

1) YcrsapH, y Jl0Jl8TKY 11 6Hhe KOHCTpyHCaHa reoMeTpHja, y KOjOj he 

6HTH 38JlOBOJbeHe CBe BKCHOMe I-IV KOje cy OB)le y3eTe 38 OCHOBy, H3J3eB 

aKCHOMe 1115, 3a Kojy je raMo oua6paHa ylKa tj:JopMynaunja H y Kojoj He salKH 
craa 48 na rrpeMa roMe HH eras • uenHHa je seha ou csor neJia •. 
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HJIH CAB) je uoauiiiuRHu c.M.ep o6uJtaJJCelba, a CBA (HJIH BA C 
HJIH ACB) je HeraiiiuBHu c.M.ep o6UJzaJJCeHJa TpoyrJia; y .ZJ:pyroM 
cJiyqajy heMO pehH: CBA je n03HTHBaH, a ABC je HeraTHBaH 
cMep o6HJia}Kelba TpoyrJia. 

n e <PH H H u; H j a. AKO y TpoyrJiy ABC ca crpaHaMa a, b, c 
KOHCTpy~tweMo .ZJ:Be BHCHHe h~ =AD H hb """BE, OH~a H3 CJIHq­
HOCTH rpoyrJiosa BCE H A CD, no cTasy 41, cJie.ZJ:yje nponopu;Hja 

Tj. 
a: hb = b: ha, 

npeMa TOMe je y CBaKOM TpoyrJiy npOH3BO.ZJ: OCHOBHIJ;e H lbOj 
O.ZJ:fOBapajyhe BHCHHe He3aBH.C3H O.ZJ: TOra KOja Ce CTpaHa TpoyrJia 
y::~Me 3a OCHOBHIJ;y. .LJ.aKJie, llOJIOBHHa npOH3BO.ll.a OCHOBHIJ;e H 

BHCHHe jecTe HeKa 3a Tpoyrao ABC KapaK-
c TepHCTHqHa .li:Y* a. HeKa je, HanpHMep, 

A c B 

y TpoyrJiy ABC cMep o6uJia}Kefba ABC 
ll03HTHBaH. 003HTHBHY .ZJ:Y* a (npeMa 
.ZJ:e<}JHHHIJ;HjH Ha CTp. 61) H33BaheMO C3.ZJ: 
.M.epo.M. lloBpLUuHe· mpoynw ABC npH no-
3HTHBHOM 06HJia)Kelby H 03HaquheM:o J. e 

ca [ABC]; HeraTHBHY .li:Y* -a 
.Ha3BaheMO .Mepo.M UOBplUUHe wpoyr JW npH HeraTHBHOM 06HJia­
}Kelby H 03HaqHfieMo je ca [CBA]. 

C TaB 49. AKo TaqKa 0 Jie2KH saH rpoyrJia ABC, oH.n.a 
3a Mepy nospwuHe TpoyrJJa Ba}KH peJiau;uja 

[ABC]= [OAB]+[OBC]+[OCA]. 

n 0 I{ a 3. npeTnOCT3BHMO Hajnpe .ZJ:a ce .li:Y2KH OA H BC 
ceKy y HeKoj. TaqKH D. Ta.n.a, noMohy .ZJ:HCTpu6yTHBHOr 3aKoHa 
y BaweM paqyHy .ZJ:Y}KHMa, H3 .n.e<}JHHH- U 

u;Hje. Mepe nospwuHe CJie.ZJ:yjy peJiau;uje: ~. D 

[OAB] [ODB]+[DAB], 

[OBC] = -[OCB] =- [OCD]-[ODB], 

[OCA] [OCD]+[CAD]. 4 B 

Ca6Hpa!heM .li.Y2KH Ha3HaqeHHX y OBHM je.n.HaqHHaMa, aKo ce 
npH TOMe HCKOpHCTH je.ZJ:aH O.ZJ: CT3BOB3 HaBe.ZJ:eHHX Ha CTp. 61 
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.LI.06Haa ce: 

[OAB] + [OBC] + [OCA] =[DAB]+ [CAD], 

= [OOE]- [ODE] +[ODO]. A A 1 At B 

Ca6H:palheM OBH:X .LI.Bejy cerMeHTHHX je.LI.HaqH:Ha oma.LI.a Ha 

.li.CCHOj CTpaHH Mepa IIOBpllmHe [ODE]. 
J.-f3pa3HMO H3 OBaj HaqH:H, npeMa CTaBy 49, Mepe IIOBplliH:H3 

CBH:X Tpoynroea tll< ca II03HTHBHHM CMepoM o6H:Jia>Kelba H ca6e­

pH:MO cse TaKo .LI.06H:seHe je.LI.HaquHe. Ta.LI.a 3a c sa K y .li.YiK DE, 
Koja .treiKH y yHyTpallllhOCTH TpoyrJia ABC, ca .li.CCHe CTpaHe 

je.LI.HaqHHe OTIIa.LI.a Mepa nosplliHHe [ODE]. AKo 03HaqH:MO TaqKe, 

HCKOpHlllheHe npH pa3Jiaralb y TpoyrJia ABC, Koje JieiKe Ha lbero­

BHM CTpaHaMa pe.LI.OM KaKO CJie.LI.yjy ca A' A 1' •.. ' A l' 8, 81, •.• ' B m' 

C, C1 , ••• , Cn, H 03HaqHMO 36Hp Mepa IIOBplliH:Ha CBHX TpO­

yrJIOBa ilk npu II03HTHBHOM cMepy o6uJiaiKelba KpaTKO ca L, 
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.u.o6Hsa ce, uno ce ca.u.a JiaKo BH.IJ.H, ca6HpalheM CBHX cerMeHT­

HHX je.n;Hat:IHHa: 

~ = [OAAJ)+ +[OA1B] + 
+ [OBB 1 ]+ +[OBm C] + 
+ [OCC1l+ + [OCn A] = 

= [OAB ]+[OHC]+ [OCA], 

o.u.aKJie, rrpeMa CTasy 49: 
L =[ABC]. 

JJ. e <fl H H H Q H j a. AKO .n;e<f>HHHWe:.vJO Mepy ITOBplllHHe [Pj 
rrpOCTOf ITOJIHfOHa IIpH IT03HTHBHOM CMe.py 06HJI3}Kelba 1<30 36Hp 

Mepa ITOBplllHHa CBHX TpoyrJIOBa Ca IT03HTHBHHM CMepOM 06HJia­

}Kelba Ha Koje ce pacrra.u.a .u.aTH rroJIHrOH rrpH HeKOM o.u.peljeHOM 

pa3Jiaralby, OHJJ.a, Ha OCHOBH CTaBa 50, JJ.03HajeMO CJUflJHHM Hat:IH­

HOM 3aKJbYIJHBalba KOjH CMO rrpHMeHHJIH y § 18 rrpH .1J.OK83Y 

CTaBa 43 JJ.a je Mepa ITOBplllHHe [P] He3aBHCHa OJJ. HalJHHa pa3-

Jiaralba rronuroHa y TpoyrJie H CTOra ce je,n;H03Hat:IHO o.n;peljyje 

CaMO ITOJIHfOHOM. 

113 OBe .n;e<f>HHHQHje 3aKJbyqyjeMO ITOMOHY CTaBa 50 JJ.a 

p a 3 Jl 0 }I{ H B 0 j f ){ H a K H IT o:JI H f 0 H H H M a j y j e ){ H a K e M e p e 

IT 0 B p W H H e ( OB.l{e, KaO H y Hape,n;HHM H3JiaralbHMa, ITO){ MepOM 

ITOBpWHHf yaeK Ce pa3yMe Mepa ITOBpWHHe 3a IT03HTHBHH CMep 

o6HJia}Kelha). 

Jl.aJbe, 3KO cy p H Q ,l{OIIYHCKH je.n;HaKH ITOJIHfOHH, TO, 

rrpeMa ,n;e<f>HHHQHjH, MOpajy ITOCTOjaTH TaKBa ITO ,l{Ba H ,l{Ba pa3-

JIO}KHBO je~HaKa nonHrOHa P', Q', .· .. , P", Q", .n;a rroJIHroH P + P' + 
+ ... + P" cacTaBJbeH o.n; P, P', ... , P" 6y.n;e pa3JIO}KHBO je,n;HaK 

ITOJIHfOHY Q + Q' + ... + Q" CaCTaBJbfHOM OJ{ Q, Q', ... , Q". 113 

[P+P'+ ... +P"] ~ [Q+Q'+ ... +Q''] 

(P'] = [Q'] 

Jl3KO 3ai<Jb yqyjeMO JJ.3 je 
[P"J = [Q"] 

(P] = [Q], 

Tj . .II. 0 IT y H C K H j e .II. H a I< H IT 0 Jl H f 0 H H H M a j y j e JJ. HaKe 

Mepe noapwHHe. 



§ 21. JlonyHCKa jeJlH8KOCT H Mepa nOBpWHHe 73. 

§ 21. AonyHCI<a je,IJ;Hai<OCT H Mepa nospwnHe 

Haiiimt CMO y § 20 JJ.a JJ.OnyHCKH jen:HaKa nonHrOHH yseK 
HMajy jeJJ.HaKe Mepe llOBpiiiHHC. 113 OBe lJHlbCHHJ:lf H3B0Jl.HM0 
Henocpe.LI.HO JJ.OKa3 CTasa 48. HaHMe, 03HaqaMo nH jeJJ.HaKe ocuo­
BHI:le o6a Tpoyrna ca g, OJJ.rosapajyhe BHCHHe ca h H h' OHJJ.a 
H3 npeTnOCT3BJbfHf JJ.OllYHCKC je.u;HaKOCTH 06a Tpoyrna 3aKJby­
qyjeMO .LI.a TH TpoyrnH TaKO~e MOpajy HMaTH' jeJJ.HaKC Mepe 
llOBpiiiHHa, Tj. CJICJJ.yje 

H nocne JJ.eo6a ca 1/2 g 

h = h'; 

OBO je TBp~elbe CTaBa 48. 

Ca.LI.a ce MO}!{e TaKo~e OQPHYTH HCKa3 yqHlheH Ha Kpajy 
§ 20. YcTBapH, HeKa cy P H Q JJ.Ba noJIHfOHa ca jeJJ.HaKHMI • 
MepaMa nospumHe. KoHcTpyaiiiHMO, npeMa cTasy 47, JJ.Ba npaso­
yrna Tpoyrna /). H E KOja HMajy OBO CBOjCTBO: HCKa CBaKH HMa 
je.LI.HY KaTeTy 1 H HCKa je JJ.aJbe Tpoyrao /). JJ.OnyHCKH jeJJ.HaK 
nonarouy P, a Tpoyrao E - nonHroHy Q. 113 cTasa, JJ.OKa3aHor 
Ha Kpajy § 20, cJieJJ.yje TaJJ.a JJ.a .:l H P HMajy je.LI.HaKe Mepe 
llOBpiiiHHa, a HCTO TaKO E H Q. 113 TOfa CJieJJ.yje, 360r je.iJ.Ha­
KOCTH Mepa nOBpiiiHHa llOJIHfOHa p H Q JJ.a H TpoyrJIOBH ~ H E. 
HMajy jeJJ.HaKe Mepe noBpiiiHHa. A noiUTO OBa JJ.Ba Tpoyrna 
HMajy jeJJ.HaKe KaTeTe } , OHH . MOpajy HMaTH H JJ.pyre KaTCTC' 
jeJJ.rlaKe Tj. TpoyrJIH .1 H E cy Me~y C060M llOJI.YJJ.3pHH, a CTOra. 
cy, npeMa CTaBy 43, n<MHfOHH p H Q MCijy C060M ;n.onyHCKH 

jeJJ.HaKH. 

06e liHlbeHHllC Ha~eHe y OBOM H npeTXOJJ.HOM naparpa<Py 
o6yxBaTHheMo y cneJJ.eheM CTaBy: 

C T a B 51. ll.BG /l,OllyHC/CU jeJI.HG/Ca UOJ!UrOHa UMajy yBe/C 

UCliiy Mepy UOBpULUHe, a /l,BG UOJlUrOHa ca UCliiOM Mepo.M iiORp­

liJ.UHe yBelt cy Me~y C060.M /l,OiiyHCICU je/l,HG/CG. 

HapOI.Il:fTO JJ.Ba JJ.OnyHCKH jeJJ.HaKa npasoyraoHHKa Kojw 
HMajy je.LI.HY 3ajeJJ.HHi:J:Ky CTpaHy MOpajy HMaTH H JJ.pyre CTpaHe 
je.LI.aaKe. 0Ty JJ.a cne.LI.yje eTas: 
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C T as· 5 ~- AKo ce npasoyraoHHK pa3liO)I{H noMohy npa­

BHX y BHIIIe Tpoyr.nOBa H aKO Ce H30CTaBH CaMO je.n;aH 0.!1; OBHX 

Tpoyr.nosa, OH.D;a ce npasoyraOHHK He MO)I{e BHIIIe wcnyHHTH 

OCTaliHM Tpoyr.nOBHMa. 

Osaj cy eTas y3e.nu Jl e 3 o JI T1
> (De Zolt) u 0. ill To .n u 2> 

(0. Stolz) Kao aKCHOMy, a <1>. illy p 5> u B. K H JIH H r 4' (W. · Kil­
ling) cy ra .n;oKa3a.nH noMohy ApxuMe.n;ose aKCHOMe. Y npeTxon;­

HOM H3Jiaralby je noKa3aHo .n;a ie osa TeopeMa noT n y H o He-

3 a s H c H a o n; A p x u M e .a; o s e a K c u o M e. 

3a .ll;OI\a3 CTaBOBa 48, 50, 51 6HTHO CMO HCKOpHCTiiliH pat.IyH 

.ny)I{HMa ysen;eH y Tpehoj rJiaBH § 15, a noiiiTO ce osaj 

pat.IyH .D;Y)I{HMa yr.naBHOM 3aCHHBa Ha DaCKaJIOBOM CTasy 

( CT8B 40) HliH, T8liHHje, Ha Cneu:wja.nHOM c.nyqajy ( CTp. 53) OBOf 

CTaBa, TO Ce llOKa3yje .11;8 je · DacKaJIOB CTaB HajB8)1{HHjH eJieMeHT 

3a H3rpa.n;H>y yqefua o nosplllHHaMa. 

JlaKO .11;03HajeMO .11;8 Ce H o6pHyTO DacKaliOB CTaB. ..MO)I{e 

)l.06HTH H3 CT8BOB8 46 H 48. Y CTBapH, H3 napa.ne.nHOCTH npaBHX 

0 c if 

C8' u C'B cJieAyje, npeMa crasy 

46, .n;onyHCKa je.n;HaKOCT TpO­

yrJIOBa OBB' H OCC'; HCTO Ta­

KO H3. napaJieJIHOCTH npaBHX CA' 
H AC' CJie.n;yje .n;a cy Tpoyr.nH 

OAA' u OCC' ,nonyHCKH je.n;HaKH. 

DoiiiTO cy, npeMa TOMe, H Tpo­

yr.nH OAA' H 088' .n.onyHCKH 

je.n;HaKH, TO ce H3 crasa 48 .n;o­

OHBa .n;a npase BA' u AB' MOpajy 6HTH napaJieJIHe. 

)laJbe, JI8KO YBH~aMO .11;8 llOJIHfOH KOjH u:eo Jie)I{H y 
yHyTpaiiilbOCTH n;pyror noJiuroHa yseK HMa Mathy Mepy nosp­

IIIHHe HO OBaj JI.pyrH H 38TO, npeMa CTaBY 51, He MO)I{e 6HTH 

H>eMy .n;onyHcKH je.n;HaK. Osa qaH>eHuu:a ca.n;p)I{H eTas 52 Kao 

cneu:ujaJiaH cJiyqaj. 

1) De Z o It, Principii della eguagllanza di poligoni precedutl da alcuni 
critic! sulla teorla della equlvalenza geometrlca. Milano, Brlola 188L Yn. taKo~e 
Principii della eguaglianza di polledrl e dl poligonl sfericl. Milano, Briola 1883. 

2 ) 0. S to I z, Monatshe!te filr Math. und Phys., Jahrgang 5, 1894. 
8 ) F. Schur, Sltzungsberlchte der Dorpater Naturf. Ges. 1892. 
') W. KIll! n g, Grur.dlagrn der Geometrle, Klb. 2, Abschnltt 5, § 5, 1898 



§ 21. D,onyHCKS jeD.HSKOCT H Mepa OOBpWHHe 75 

Ca OBHM CMO 3aCHOBaJIH 6HTHe CTasose y1.1el-ba o nospunt­
HaMa y paBHH. 

Jaw je ray c (K. F. Gauss) o6paTHO na>tHbY MaTeMaTH­
-qapa Ha CJIHl!HO nHTal-be 3a npocrop. l13pa3HO caM npemocTaBI<Y 
.Zl.a je HeMoryhe CJIHl!HO 3aCHHBa&e ylle&a o 3anpeMHHaMa H 
nocTaBHO o.n:pe~eHH 3a,n:aTai<1> - HahH .u.sa TeTpae,n:pa ca je,n:Hai<HM 
OCHOBaMa H je,n:Hai<HM. BHCHHaMa KOjH ce He MOry HH Ha I<OjH 
Hal!HH pa3JI0}!{HTH Ha I<OHrpyeHTHe TeTpae,n:pe H. I<OjH Ce Tai<O~e 

He 6H MOrJIH .n:onymtTH .n:o.n:asa&eM no.n:y.n:apHHX TeTpae.n:apa .n:o 
Tai<BHX · noJIHje.n:apa I<OjH 6H ce MOrJIH ca csoje crpaHe pa3JIO­
)f{HTH Ha no.n:y .n:apHe TeTpae.n:pe. 

M . .U e H2> je ycneo .n:a oso cTsapHo .n:oi<a}!{e; THMe je ali 
Ha CTpor Hal!HH .n:oi<a3ao HeMoryhHOCT .n:a ce 3acHyje y1.1el-be o 
3anpeMHHaMa Ha Hal!HH I<ai<o je TO rope yliH&eHo 3a nospwt-me 
J paBHH. 

OpeMa TOMe 3a o6pa.n:y CJIHl!HHX nHTal-ba 3a npocTop Tpe-
6ano 6H y3eTH .n:pyra noMohHa cpe,n:cTsa, Hanp. KasaJbepHjes 
npHHU:Hll. S) 

Y OBOM CMHCJIY je B. 3 H c4> 3aCHOBaO yllelbe 0 3anpeMH­
HaMa. B. 3Hc Ha3HBa .n:sa TeTpae.n:pa je,n:HaKHX BHCHHa H .n:onyHCKH 
je,n:HaKHX OCH<"\BHU:3 je,n:HaKHM y KasaJbepHjeBOM CMHCJiy; OCHM 
TOra OH Ha3HB3 ..U:Ba llOJIHje,n:pa, KOja Ce MOry pa3JIO}!{HTH y 
KOHal!HO MHOrO y KaBaJbepHjeBOM CMHCJIY no ,n:Ba H ,n:sa je,n:Hai<HX 
TeTpae,n:apa, ,n:onyHCKH je,n:HaKHM y KaBaJbepHjeBOM CMHCJIY; Haj3a..U:, 
.li.Ba nonHje.n:pa, Koja ce Mory npeTCTaBHTH Kao pa3JIHKa y Kasa­
JbepHjesoM CMHCJIY pa3JI0)f{HBO je,n:H3KHX nOJIHje,n:apa, OH H33HBa 

1) Yn. Moje npeD.aBalbe .Mathematlsche Probleme• Nr. 3. 

2) M. De h n; • Ob~r raumgleiche Polyeder", Gi:ltt!nger Nachr. 1900, Kao 
.H .Ober den Rauminhalt", Math. Ann. Klb. 55, 1902; yn. uaJbe K a r a~ (V. F. 
Kagan), Math. Ann. Klb. 57. 

S) CaMO npBH )leO CTaBa 51 KaO H CTaB 48 H CTaB 52 BalKe aHaJJOfHO 3a 
· npocTOp; yn., HanpHMep, Ill aT y H o a c K H (Schatunowsky), • Ober den Raumin­
halt der Polyeder". Math. Ann. Klb. 57. M. De h n je y pacnpasH • Ober den 
Inhalt spharischer Dreiecke" Math. Ann. Kth. 60, noKasao ua ce MOJKe sacHosaTH 
J'lelbe 0 BeJJH'IHHH noBplllHHe y paBHH H 6e3 aKCHOMe napaneJJHHX, C8MO nOMOhy 
craaosa o nouyuapHOCTH. HeKa ce rrorneua uaJbe <I> H H Q en (Finzel), .Die 
Lehr~ vom Fliicheninhalt In der allgeme!nen Geometr!e", Math. Ann. Klb. 72. 

4) B: 3 H c (W. Siiss), .Begriindung der Lehre vom Polyederinhalt", 
Math. Ann. Klb. 82. 



76 IV; Y'leli>e o noaplllHHaMa y paaHH 

pa3JIOlliHBO je,n:HaKHM y KaaaJbepHjeaoM CMHCJIY. Mome ce ,n:oKa-
3aTH, 6e3 yrroTpe6e 3KCHOMe HerrpeKH,n:HOCTH ,n:a cy' je,n:HaKOCT 
3aripeMHHa H ,n:orryHcKa je,n:HaKOCT y KaaaJbepHjeaoM CMHCJIY ~ 
eKBHBaJieHTHH rrojMOBH, ,n:oK ce pa3JIOlliHBa je,n:HaKOCT y Kaaa­
JbepHjeaoM CMHCJIY KO,n: IlOJIHje,n:apa je,n:HaKHX 3arrpeMHHa MOllie, 
.n:oxa3aTH caMo rroMohy ApxHMe,n:oae aKCHOMe . 

.IJ:a IlOMeHeMO K30 HOBHjH Hape,n:HH pe3yJIT3T KOjH je ,n:06HO 
J. n. CH,n:Jiep (J.P. Sydler)1l: CTaB, ,n:a cy .n:aa H .n:aa ,n:o­
rryHCKH je,n:HaKa IIOJIHfOHa H pa3JI0)1{HB0 je.li,HaKa, KOjH ce ,n:06HBB 
3a paaaH H3 CTaaa 51 H pa3MaTpaina Ha cTp. 67 (nocne cTaaa 46), 
Mome ce, no.n: npeTrrocTaBKOM ApxHMe,n:oae aKCHOMe, npowHpHTH 
Ha OOJIHje,n:pe y npOCTOpy. 0BOM pe3yJITaTy ce ,n:aJbe npHKJbY­
qyje KOHCT3T3U:Hja ,n:a MHOlliHHa KJiaCa eKBHBaJieHUHje IlOJIHje,n:apa 
y o.n:Hocy Ha pa3JIOlliHBY je,n:HaKOCT HMa MOh KOHTHHYYMa. 

1) Sur la decomposition des polydres. Comm. Helv. 16, 266.:._273, 1943/44. 



nera rnasa 

)I.eaapros eTas 

§ 22. AeaaproB cTaB H lberoB AOKaa y paBHH 
DOMohy &KCHOM& DOAYABPHOCTH 

O.zi aKeHoMa noerasJbeHHX y npsoj rnasH, ese aKCHOMe 
rpyna II- V .n.eJIOM ey JIHHeapHe, a .n.enoM aKCHOMe pasHH; aKeH­

. oMe 4-8 rpyne I cy je.n.aHe npoeropHe aKCHOMe .. .Ua 6aeMo 
jaeHO ysa.zr.eJIH 3Haqaj OSHX npOCTOpHHX aKCHOMa, 3aMHeJIHMO .zr.a 
je .n.ara HeKa pasHa reoMerpaja H acnarajMo yonuiTe ycJiose 
3a ro .n.a ee ra pasHa reoMerpaja Mome cxsarHrH Kao .n.eo npo­
cropHe reoMerpuje, y Kojoj cy 3a.n.osoJbeHe cse aKCHOMe nper­
nocrasJbeHe y pasHoj reoMerpHjH, a OCHM rora npocropHe aKCH­
oM:e se3e 14_ 8. 

Y osoj H Hape.n.Hoj rJiasa HeheMo ce yonwre Kopacrara 
aKCHOMaMa no.zr.y .zr.apHOerH. Y eJie.LI. rpra os.zr.e Ce MOp a 3a OCHOSY 
y3eTH aKeaoMa napaJieJIHHX IV ( erp. 27) y owrpujoj ¢opMyJiaU:HjH: 

IV* (aKeHOMa napaJieJIHHX y ouiTpHjoj ¢opMy­
JI au: uj a). He1ca je a i1pou3BOJbHa ilpaBa u A ilia'l!Ca ~eoja JleJtCu 
BaH a: iliill{a y paBHU ~eoja je O/l.pefJeHa upaBOM a u ilia'liCOM A 
iiocilioju j e 4 H a u caM o j e 4 H a i1 p a B a ~eoja i1polla3u ~epo3 

llia'l!CY A u He ilpeceqa upaBy a. 

Kao rnro je no3Haro, Ha oeHosy aKCHOMa rpynal- II, IV*, 
Mome ee .n.oKa3aru raK03saHH .Ue3apros (Desargues) eras; .Ue3ap­
ros eras jeere eras o npeeeqHHM raqKaMa y pasHa. HapoqHro 
HCraqeM:o npasy Ha Kojoj rpe6a .n.a Jieme npeeeqHe raqKe o.n.ro­
sapajyhHX erpaHa o6a rpoyrJia KaO raK03BaHy ,6eeKOifaqHO 
JJ;aJieKy npasy'i H raKo .n.o6HseHH eras 3aje.zr.Ho ca :therosoM 
uHsep3HjOM Ha3BaheMo npocro .Ue3aprosuM crasoM; osaj eras 

rnaea: 



78 V. ne3aprOB CT8B 

C T a a 53 (.IT. e 3 apr o a c t-a s). AKo .n.aa rpoyrna neme 
y paaHH TaKo .n.a cy HM no .n.ae ·H .n.ae o.n.roaapajyhe crpaHe 
Me~y co6oM napanenHe, ro npaae Koje cnajajy o.n.roaapajyha 
reMeHa HJIH npona3e Kpo3 HCTY raqKy HJIH cy Me~y co6oM napa­
nenHe, H o6pHyro: 

· AKo .n.aa Tpoyrna ne>Ke y .paBHH raKo .n.a JIHHHje Koje cna­
jajy o.n.roaapajyha reMeHa HJIH npona3e Kp03 je.n.Hy raqKy HJII4 
cy Me~y co6oM napanenHe H aKo, .n.aJbe, HMajy .n.aa napa o.n.ro­
aapajyhHx crpaHa Me~y co6oM napaneJIHHX, OH.II.a cy H rpehe 
crpaHe THX rpoyrnoaa Me~y co6oM napanenHe. 

KaKo je aeh peqeHo, eras 53 je nocne.n.H~a aKCHOMa I, II, IV*; 
npeMa oaoj qHlbeHH~H aamelbe JJ.e-
3aproaor craaa y paaHoj reoMetpHjH 
CBaKaKO je H y }K a H ycJIOB .n.a 6a 
ce oaa reoMerpHja Morna cxaarHTR·. 
Kao .n.eo npocropHe. reoMeTpHje y 
KOjOj cy 3a.II.OBOJbeHe CBe aKCHOMe 
rpyna I, II, IV*. 

Y3MHMO ca.n., Kao H y rpehoj H qeraproj rnaaH, p a a H y 
reoMerpHjy, y Kojoj BalKe aKCHOMe 11_ 8 H II-IV, H 3aMHCJIHMO 
npeMa § 15, .n.a je y ry reoMeTpHjy yae.n.eH paqyH .n.ymHMa; 
Ta.n.a ce MOme, KaO WTO je TO H3JIO}KeHO y § 17, .II.O.II.eJIHTH 
caaKoj raqKH re paaHH nap .n.ymH (x, y) H caaKoj npaaoj pa3Mepa 
rpHjy .II.Y>KH (u : v : w), npH qeMy u, v HHCY o6a Hyna, raKO .n.a 
JIHHeapHa je.n.HaqHHa 

ux+vy+w = 0 

npercraBJba ycnoa HH~H.II.eH~Hje raqKe H npaae. CHi::TeM CBHX 
.n.ymH y Hawoj reoMerpHjH o6pa3yje, npeMa § 17, 6pojHo 
no.n.pyqje, 3a Koje same caojcraa 1-16 Ha9pojaHa y § 13; K 
33TO MO>KeMO TIOMOhy OBOr 6pOjHOr no.n.pyqja KOHCTpyHCaTH 
npOCTOpHy reOMeTpHjy CJIHqHO OHOMe WTO je ypa~eHO y § 9 
HJIH § 12 TIOMOhy 6pOjHHX CHCTeMa 0 H 0 (f); 360r TOra Y3MHMO 
.n.a CHCTeM rpHjy .II.Y>KH (x, y, z) npercraaJba raqKy, a pa3Mepa 
qerHpH .n.ymH (u : v : w : r), y KOMe u, v, w HHcy HCtoapeMeHo 
je.n.HaKH HynH, npercrasJba paaaH, .n.oK 6H npaae 6Hne .n.e!f>HHH­
caHe Kao npece~H .n.sejy pasHH; npH TOMe JIHHeapHa je.n.HaqHHa 

ux+vy+wz+r = 0 



§ 23. HeMoryhHocr noKa3a .lle3aprosor crasa y paBHH 79 

H3Da>Kasa .n:a Ta"'Ka (x, y, z) ne»<H y paBHH (u : v : w : r). Haj3a.n:. 
wTo ce TH"!e pacnope.n:a Ta"'aKa ua npasoj HJJH pacnope.n:a Ta"'aKa 
paBHH y o.n:uocy ua npasy y lhOj HJJH, uaj3a.n:, pacnope.n:a Ta"'aKa 
y o.n:Hocy Ha pasaH y npocTopy, ou ce o.n:pe~yje noMohy ueje.n:­
HaqHHa MelJY .IJ:Y:>KHMa Ha CJIH"'aH Ha"'HH KaKO je TO ypa~eHO 

y § 9 3a pasau. 
00WTO, YHOWelbeM Bpe.IJ:HOCTH Z = 0 OneT . .IJ:OOHBaMO npBO­

OHTHY pasHy reoMeTpujy, ysu~aMo .n:a ce uawa paaua reo­
MeTpHja MO»<e cMaTpaTH Kao .n:eo npocTopue reoMeTpuje. Ho, 
npeMa roplhHM H3JiaralbHMa, 3a TO je uymau ycJIOB samelhe .Ue-
3aprosor CTasa, a OTY .n:a npOH3JJa3H .n:a y ycaojeuoj paauoj reo­
MeTpHjH Mopa sa»<HTH LI.e3apros eTas. Osaj cTaB je, .n:aKJie, no­
cne.n:uua aKCHOMa 11 _ 3 , II- IV. 

OpHMeTHMO .n:a ce OBa ca.n: Ha~eua "'HlbeHHlla MO:>Ke oe3 
MyKe H .IJ:HpeKTHO H3BeCTH H3 CTaBa 42 y yqelhy 0 nponopqH­
jaMa HJIH H3 CTaBa 61. 

§ 23. HeMoryliuocT )J,OKaaa Aeaaprosor cTaBa y paBHH 
oea BI(CHOMa DO)J,Y)J,BpHOCTH 

· Ca.n:a heMo pa3MOTPHTH nHTalhe .n:a JJH ce .Ue3apros CTaB 
MO»<e .n:oKa3aTH H 6e3 ynoTpe6e aKCHOMa no.n:y.n:apuoCTH. Opa 
TOMe heMo .n:ocneiu .n:o uape.n:uor pe3ynTaTa: 

C T as 54. nocmoju paaHa reoMempuja y llojoj cy aao,o­
aoJbeHe aiCcuoMe 1,_3 , II, III 1 __ 4 , IV*, V, mj. cae JlUHeapHe a!Ccu­

o Me 11 GICCUOMe paBHU, U3y3eB GICCUOMe UOD.Y/.CGpHOCillU III5 , a 
/l.eaaproa cmaa He aa:JJCu (cmaa 53). /l.e3aproa cmaa ce, lipeMa . 
iiiOMe, He MO:JJCe U:iBeClilU CUMO UJ UOMeHyiiiux GICCUOMa; 3U lberOB 
1(0/CUJ HeOliXO/.(He cy UJlU lipOCiiiOpHe UICCUOMe UJlU GICCUOMa III& 
0 UO/l.Y/.CUpHOCiiiU iiipoyr JlOBO. 

1J. o K a 31>. Y o6Hquoj pasuoj LI.eKapTosoj reoMeTpHjH, "'Hjy 
CMO MOryhHOCT Beh .IJ:OKa3aJIH y .n:pyroj fJiaBH § 9, npHMeHH­
heMO .n:ecpHHHJ:lHjy npaBHX JIHHHja H yrJIOBa Ha OBaj Ha"'HH. 

1) YMeCTO npBe .He)l.e38prOBCKe reoMeTpHje" HIBe,lleHe HI OBOM MeCTy y 
paHHjHM H3,1lalbHM8 OBe KlbHre, 6Hhe y H8pe,llHOM H3naralby .llaTa HelliTO npo­
CTHja He.lle3aproscKa reoMerpHja Kojy je KOHcrpyHcao M y n r o a (F. R. Moulton). 
Yn. F. R. Moulton,' .A simple non-desargueslan plane geometry•, Trans. Math. 
soc., 1902. · 



:so V, .ll;e3aprou CTau 

,YsMHMO Ma Kojy npasy .IJ.eKapTose reoMeTpHje Kao ocy H pa3.!1H­

:KyjMo Ha OBOj OCH 003HTHBHH H HeraTHBHH CMep, KaO H 003H­

:!f'HBHY H HeraTHBHY nonypasaH y O)(HOCY Ha osy ocy~ 

Y3MHMO ca.n:a Kao npasy Harne Hose reoMerpHje oc.y a 

iCBaKy npeMa lbOj napaJieJIHY npasy neKapTOBe reOMerpHje, 

3aTRM csaKy npasy lJ.eKapTose reoMeTpaje, 'lHja nonynpasa Koja 

Jie>KH y 003HTHBHOj llOJiypaBHH o6pa3yje Ca 003HTHBHHM CMepOM 

•oce npas RJIH Tyn yrao, H, Haj3a,n:, caaKH CHCTeM .n:sejy nony­

npasax h, k .lJ.eKapTOBe reOMeTpHje KOjH HMa 080 CBOjCTBO: 

:saje,n:HH'lKO TeMe o.n: h H k ne>Kn Ha OCH; nonynpasa h, Koja 

,Jie>KH J 003HTHBHOj OOJiypaBHH, o6pa3yje Ca 003HTHBHHM CMepOM 

•Oce owTap yrao a, a npo,n:y>Kelbe k' nonynpase k, KOja ne>KH 

.Y HeraTHBHOj llOJiypaBHH, o6pa3yje Ca ll03HTHBHHM CMP.pOM OCe 

_yrao 13 TaKo .zr.a y .IJ.ei<apTosoj reoMeTpHjn sa>KH pena~Hja 

tg 13 = 2. 
tga 

Pacnope.n: Ta'laKa H ,n:y>KnHe ,n:y>KH H Ha OHHM npasHMa 

IKcije Ce y .lleKapTOBOj reOMeTpHjH npeTCTaBJbajy KaO CHCTeM 

. .n:ae nonynpase .n;eqJHHnwy ce Ha oqarne,n:aH Ha'lHH, Kao H 

o6H'lHO. Y TaKo .n:ecpHHHCaHoj reoMeTpHjH, WTO ce naKo yaH~a, 
sa>Ke aMiCHOMe 11_ 3 , II, Ill1_ 8 , IV*; Hanp. Henocpe,n:Ho je jacHo 

)(a npase KOje npOJia3e Kp03 je,n:Hy Ta'lKY jeJJ:HOCTpyKO OOKpH­

_Bajy pasaH. 0CHM TOra y TOj reOMeTpHjH Ba>Ke H aKCHOMe V. 

llO.J. CsH yrnosa Koja HeMajy 

H H j e )(a H :t<paK KOjH H)(e 0)( 

oce no n03HTHBHOj nonypasHH 

H 06pa3yje Ca 003HTHBHHM 

cMepoM oce owTap yrao, 

Mepe Ce 06H'lHO KaO H y 

.UeKapTosoj reoMeTpHjH. AKo 

je naK 6ap je,n:aH KpaK yrna w 
:nonynpasa k ca MaJioqac HaseneHHM csojcTBHMa, OH,n:a heMo Kao 

BeJIH'lHHY yrna W y HOBOj reOMeTpHjH ,n:ecpHHHCaTH BeJIH'lHHY 

·OHOr Ji"Jia W' neKapTOBe reOMeTpHje, KOjH HMa 3a KpaK OOJiy­

ilpasy k' MeCTO h (BH,n:eTH npeTxonHy CJIHKy). Osaj nocTynaK 

.n:e.cpHHHCalba 3a .llBa napa ynope,n:HHX yrnoaa noKa3yje cpHrypa 

.neso. Ha ocHosy Harne .n:ecpHHH~Hje yrnosa aa>KH H aKCHOMa III4 ; 
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HapOqHTO 3a CB3KH yrao <i: (/, m) Ba)KH: 

<t (/, m) = <t (m, /). 

HanpoTHB, Kao wro noKaayje CJIHKa )leCHO H wro ce JiaKo 
paqyHOM DOTBp~yje, ,U e 3 a p r 0 B C TaB y H 0 B 0 j p a B H 0 j 
r e 0 M e T p H j H H e B a }K H. 0CHM TOra, HCTO je TaKO JiaKO Ha­
UpTaTH qmrypy KOja nOKaayje )la HH Oac~aJIOB CTaB He BaMH. 

OB.lle H3JIOMeHa pasHa , He)leaaproscKa" reoMeTpHja cnyMH 
HCTOBpeMeHO KaO npHMep paBHe reOMeTpHje, y KOjOj Ba)Ke aKCH­
OMe 11_ 9, II, 1111 _ 4, IV*, V H KOja ce HnaK He MOMe CMarpaTH 
Kao )leo npocropHe reoMeTpHje1>. 

§ 24. YBo~elbe cerMeHTHOr paqyua oes ynoTpeoe 
aKcnoMa no,a;y1J,apuocTn ua ocuoay Aesaproaor CTaBa~> 

.Ua 6HCMO nornyHo ysHAeJIH 3fiaqaj .Ueaaprosor craBa 
(eras 53), yaMHMO aa ocHosy pasHy reoMeTpHjy, Y. KOjoj saMe 
aKCHOMe 11 _ 3 , II, IV*9>, rj. cse JIHHeapHe aKCHOMe H aKCHOMe 

1) ,ll.aJbe HHTepecaHTHe npHMepe HenesaprOBCKHX CHCTeMII JIHHHja ,nao je 
X. Mop M a H (H. Mohrmann), Festschrift David Hilbert, Berlin, 1922, cTp. 181. 

2) r. X e c e H 6 e p r je y csoMe pa.ny • Ober elnen geometrlschen Kalkiil", 
Acta math. Klb. 29, 1904, .nao H3BO~elbe cerMeHTHor ·paLJyHa KOje ce npHKJbyLJyje 
HnejaMa reoMeTpHje nonoJKaja. HeKH nenOBH osor H3BO~elba no6Hsajy ce JJaKllle 
aKo ce Hajnpe passHje ca6Hpalbe seKTopa y paBHH Ha ocHosy .ll.esaprosor tTaaa. 
Yn. X en n e p (Holder), .Streckenrechnung und projektlve Geometrle", Leipz. 
Ber. 1911. 

3) MoJKe ce ysecTH HOBH cerMeHTHH paLJyH H 6es aKtHOMe napaneJJHHX IV* 
ca npojeKTHBHOM ¢opMynauHjOM .ll.esaprosor cTasa. 

·OcHosu reoMeTpnje 6 
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paBHH, OCHM aKCHOMa nO.ZI.Y.ZI.apHOCTH H HenpeKH.li.HOCTH, H )'Be­
,l.(,HMO y OBY reoMeTpHjy HOBH paqyH .li.Y:lKHMa, He 3 a B H C H 0 
0 .ll. a K C H 0 M a n 0 .ll. y .iJ. a pH 0 C T H, Ha OBaj Ha'IHH: 

Y3MHMO y paBHH .ZI.Be cTaJIHe npaae, Koje ce ceKy y Ta'IKH 0, 
H y .ZI.aJbHM H3JiafalbHMa pa'lyHajMO CaMO TaKBHM .li.Y:lKHMa, 'IHja 
je nO'IeTHa TaqKa 0 H 'IHje Kpajlbe Ta'IKe npOH3B0JbHO Jie:lKe 
Ha je.ZI.HOj O.ll. OBHX .ZI.Bejy CTaJIHHX . npaBHX. l1 CaMy Ta'IKY 0 
CMaTpajMO KaO .li.Y:lK 0, WTO heMO 03Ha'IHTH OBaKO: . 

0 
a 

c 
Utb 

00 = 0 HJIH 0 = 00. 

HeKa cy E H £' no je.rr.Ha o.rr.pe­
~eHa TatJKa Ha CTaJIHHM npaBHMa KOje 
np6na3e Kpo3 TatJKY 0; Ta.rr.a heMo 
CMaTpaTH o6e .li.Y:lKH 0£ H 0£' KaO 
.li.Y:lKH 1; y 3HaiJ,HMa: 

OE = OE' =I 

1 = OE = 0£'. 

npaay EE' KpaTKO Ha3HBaMO j e .ll. H H H q H 0 M n p a B 0 M • 
.llaJbe, aKo cy A H A' TaqKe Ha npaaHMa 0£ o.rr.H. OE' Ha KO je 
npH TOMe npaaa Koja cnaja AA' napaneJIHa npeMa ££', oH.rr.a 
heMo .li.Y:lKH OA H OA' Ha3BaTH je.rr.HaKHM H TO heMo 03HatJuTH 
OBaKO: 

OA = OA' HJIH OA' == OA. 

lla 6HCMO Hajnpe .rr.ecpHHHCaJIH 36Hp .li.Y*H a= OA I! 
b = 08, KOje Jie:lKe Ha 0£, KOHCTPYHWHMO A A' napaneJIHO 
npeMa je.LI.HH_Htmoj npaaoj ££' H noayiJ.HMO 3aTHM Kp03 A' npaay 
napanenHy npeMa 0£ H Kp03 8 npaay napanenHy npeMa 0£'. 
Oae he ce .rr.~e napaneJIHe cehH y HeKoj Ta4KH A". Hajsa.rr., nosy­
IJ.HMO Kpo3 Ta'IKY A" npaa-y napanenHy npeMa je.rr.HHHqHoj npa­
aoj ££'; oHa npece11.a CTaJIHe npaae 0£ H 0£' y no je.rr.Hoj 
TaqKH, C H C'; Ta.rr.a heMo .li.Y* c = OC = OC' Ha3aaTH 3 6 H p oM 
.ny:lKH a = OA H b = 08, WTO heMo 03HaqHTH oaaKo: 

c = a + b HJIH a + b = c. 

Ope Hero WTO npe~eMO .li.3Jbe, nOKa3aheMO .rr.a, K3.ll. ce 
npemocTaBH .rr.a Ba:lKH 1le3aproa CTaB (etas 53), 36Hp .rr.aejy .li.Y:lKH 
Ce MO:lKe .li.06H'l'H H Ha OnWTHjH Ha4HH: TaqKa C, KOja o.rr.peljyje 
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a6up a + b na onoj npasoj, Ha Kojoj Jie>Ke TaqKe A H 8, ne 
aasucu o.u: je.u;Imuqne npase EE' o.u: Koje CMO nOlllJIH, Tj. MH heMo 
.U:06HTH OBJ TaqKy C H llOMOhy Hape.u;He KOHCTpJKUHje: 

O.u:a6epHMO Ha npasoj OA' Ma 

Kojy TaqKy k It nosyUHMO Kpoa Taq­

KY 8 napaJieJIHY npeMa OA' H Kpoa 

TaqKy A' napaJieJIHY npeMa 08. Ose 

ce .u:se npase ceKy y HeKoj TaqKH A". 
npasa nosyqeHa llOCJie TOra Kp03 Taq-

KJ A" napaJieJIHO npeMa A A' npeceu:a 

~ 
0 A 

CL 

A" 

7\\ 
B c 
b n+b 

npasy OA y TaqKH C, Koja o.u:peljyje a6up a + b. 

Pa.u;H .u;oKaaa npeTnocTaBHMO .u:a cy KaKo TaqKe A' H A" 

TaKo H TaqKe A' H A" .u:o6HseHe Ha nase.u;eHH naqun H .u:a je 
TaqKa C Ha npasoj OA TaKO o.u:peljeHa, .u:a npasa CA" 6y.u:e 

napaJieJIHa npeMa AA'. TpoyrJIH AA'A' H CA"A" Jie>Ke TaKo 
.u:a cy JIHHHje Koje cnajajy o.u:rosapajyha TeMeHa THX TpoyrJiosa 
napaJieJIHe, a nolllTO cy, ceM Tora, o.u:rosapajyhe CTpane .u:sajy 

naposa, HaHMe A'A' H A"A" Kao H AA' H CA", napaJieJJue, TO 
cy, yCTsapH, npeMa .u:pyroM HCKaay ,Ueaaprosor CTasa, H Tpehe 

cTpaHe AA' H CA" Meljy co6oM napaJieJiue. 

,Ua 6HCMO .u;eqmuucaJIH npoH3BO.U: .U:Y>KH a= OA H .U:Y>KH 
b = 08, nocJiy>KllheMo ce noTnyHo HCTOM KOHCTPYKU:HjOM .u;aTOM 

y § 15, CaMO lllTO heMO OB.U:e 

0 A 1: B 
a. h 

yaeTH yMeCTO KpaKosa npasor 
yrJia o6e cTaJiue npase 0£ H 
OE'. KoucTpyKU:Hja je npeMa TO­
Me CJie.u;eha: o.u:pe.u:H ce Ha npa­
soj 0£ TaqKa A', TaKo .u:a je AA' 
napaJieJiuo je.u;HuHqnoj npasoj 
EE'; TaqKa E ce cnojH ca Taq-
KOM A' H nosyqe Kpoa TaqKy 8 

napaJieJIHa npeMa EA '; osa napaJieJIHa npeceu:a CTaJiuy npasy 0£' 
y ueKoj TaqKH C'; .U:Y>K c ~ OC HaasaheMo n p o H 3 B o .u: oM 
,n:y>KH a= OA H .U:Y>KH b = 08 H nucaTH: 

c = ab HJIH ab = c. 
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§ 25. l{oMyTaTHBHH n aco~njaTUPJIH aai(OH ca6npau.a 
y HOBOM cerMeHTHOM pa~yuy 

3a HaUl HOBH paqyH JJ:Y.>KHMa, y UITO ce JiaKO yaepa-

, aaMo, aa.>Ke cait craaoaH ae3e nocrasJheHH y § 13; ca.n:a heMo 

HCllHTaTH KOja OJ( pa'lyHCKHX ·npaBHJia nOcTaa.JbeHHX 'TaMO same 

y HaUieM HOBOM paqyHy .n:y»utMa, ai<O ce 3a ocHoay Y3Me 

pasHa reoMerpuja, y Kojoj cy aa.u:oaoJheHe a!<CHOMe l1 _ s, II, IV* 
H 0 C H M T 0 r a B a >k H ,U e 3 apr 0 B C T.a B. 

noKa3aheMo npe caera, .u.a 3a ca6Hpalhe JJ:Y.>KH .n:eQ:JuHucaHo 

y § 24, Ba>KH K 0 My TaT H B H H 3aKOH 

a+ b -~ b +a. 
HeKa je 

a= OA = OA', 

b = OB = 08', 

npu qeMy cy, cxo.u.Ho HaUIHM nocraBKaMa, AA' H BB' napaneJIHe 

je.n:HHHqHoj npaaoj. KoHcrpyHUIHMO ca.n: ra'lKe A" H 8'', noana­
qeJ:lH A'A" H B'B" napanenHo npeMa OA' H .u.aJhe AB" H BA" 
napaneJIHO npeMa OA '; Kao UITO ce o.n.Max BHJ(H, ra.n:a HaUie 

rap~efbe HCKa3yje .u.a je cnojHa npaaa A"B" napanenHa npeMa AA'. 

0 B 
.b 

D 

Ta'lHOCT oaor rapljefba yaHljaMo 

Ha ocHoay ,Ue3aproaor craaa 

(eras 53) Ha oaaj Ha'lHH: 03Ha- . 

'lHMO npeCe'lHY Ta'lKY npaBHX 

A B" H A' A" ca F, a npece'lHY 

Ta'lKY npaBHX BA' H B'B" caD; 

ra,n:a he y rpoyrnHMa A A'F H c 
a•b·h•• BB'D o,n:roaapajyhe crpaHe 6HTH 

Meljy C060M. n::~paJieJJHe. noMOfiy 

,Ue3aproaor craaa o,n:arne 3aKJhy'lyjeMo .n:a rpH ra'lKe 0, F, D, 
ne>Ke Ha je,n:Hoj npaaoj. Ycne.n: oae OKOJIHOCTH rpoyrnH OAA' 
H DB"A" ne>Ke TaKo ,n:a npaae KOje cnajajy o.u.roaapajyha reMeHa 
npona3e Kp03 HCTY Ta'lKY F. noUITO cy, OCHM rora, o.u.roaapa­
jyhe crpaHe .n:aajy napoaa, HaHMe OA H DB" Kao H OA' H DA'', 
napaneJIHe, 6Hhe, ripeMa .n:pyroM HCKa3y ,Ue3aproaor craaa (eras 

53), H rpehe crpaHe AA' H B"A" napanenHe. 
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HcrospeMeHo H3 osor AOKa3a cneJJ:yje .n.a je notnyao cse­
jeJJ:HO OJJ: KOje Ce OJJ: JJ:Bejy CT8JIHHX npaBHX OOJ18SH npH KOH· 
crpyKnHjH 36Hpa JJ:Bejy AY*"· 

.lJ.aJbe Ba>KH a c o n H j aT "· B H H 3aKOH ca6upalba: 

a+ (b + c) = (a + b) + c. 

HeKa cy ua npasoj OE JJ:aTe AY*" 

a= OA, b = 08, c ~ OC. 

Ha ocuosy onrnTer npasuna ca6upalba JJ:aTor y npeTXO.zt.HOM 
naparpacpy Mory ce 36HpOBH • 

a+b = 00, b+c = 08', (a+b) + c = 00 

KOl:ICTpyHC3TH Ha OBaj H8tiHH: H3a6epHMO npOH3BOJbHO Ha npaBOj 
OE' TaiJKY D H cnojHMO je ca TaiJKaMa A H B. Dpasy nosyqeuy 
napanenuo Kp03 TaqKy D npeMa OE npecenajy o6e napanenue 
npeMa OD, nosytteae Kpo3 TaiJKe 8 H C, · y no je.n.uoj T8IJKH F 
OJJ:H. D'. Dpase nosyqeae napanenuo Kp03 Ta'IKY F npe~a AD 
OJJ:H. Kp03 TaiJKY D' napanenuo npeMa 8D npecenajy ca.ZJ.a npasy 
OA y rope noMenyTHM TaiJKaMa G O.ZJ.H. B'; .ZJ.aJbe, npasa nosy­
qeaa Kpo3 ta'tKY D' napanenuo npeMa OD npecena npasy OA 
y HCTO TakO OOMeHyTOj T81JKH 0'. Haj3a.ZJ. ce 36Hp a + (b +c) 
.n.o6Hsa ka.ZJ. uajnpe nosyqeMo Kpo3 'NfiJKY 8' napanenuy npeMa 
OD, Kojy npaaa DD' npe­
cena y aekoj TaiJKH F', " · 
Ka.ZJ. noayiJeMo kp03 Ta'IKY 
F' napanenuy npeMa AD. 
DpeMa TOMe Tpe6a .ZJ.OK8-
38TH .ZJ.a je npasa G'f'. na­
paJienua npeMa npasoj A D. 
03HaiJHMO ca.ZJ.a npeceqay 

0 A 
a 

B G (' 
h a+h c 

T3IJKY npaBhx 8P H GD ca H H npeceqay raqKy npasux B'P' H 
0'0' ca H'. Ta.zr.a cy y TpoyrmfMa BDH H B'D'H' O.ZJ.rOsapajyhe 
crpaue napanenue; a nornTO cy, .ZJ.aJbe, npase BB' H UD' Meljy 
co6oM napanenue, TO je, np.eMa .lJ.e3aprosoM CTasy, H npasa HH' 
napanenua OBHM .ZJ.BeMa npaBHMa. DpeMa TOMe MO>KeMo npuMeHHTH 
.ZJ.pyru HCKa3 )le3aprosor cTaBa ua Tpoyrne GFH • H O'F'H' na 
H3 Tora ca3HaTH .ZJ.a je npasa G'F' napanenua npeMa OF, a 3aTo, 
csa~aKO; H npeMa A D. 
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§ 26. Aco~ujaTHBHH aaKOH MHO)I(elba H )i,B~ )J;HCT~H6yTHBHa 
aa~oHa y HOBOM cerMeHTHOM pa~yHy · 

npH H3lllHM npeTnOCT3BKaMa -H 3a MHO }Kelbe .ZJ:Y}l{H Ba}l{H 
a C 0 U: H j a T H B H H 33KOH: 

' 
a (be) = (ab) c. 

HeKa cy Ha npaoj O.ZJ: .ZJ:Bejy cTaJIHHX npaBHX Kpoa TatiKY 0 

1 = OA, b = OC, c = OA', 

a Ha .ZJ:pyroj npaaoj .n.y}l{H 

a = 00 H b = OB. 

Jl.a 6HCMO, npeMa npaBHJIY 
y § 24, pe.ZJ:OM l<OHCTpy~­

CaJIH .li.Y}l{H 

be = OB' H be = OC', 

ab = OD, 

(ab) c = OD', 

noayu:uMo A'B' napaneJIHO ca .48, B'C' napanenHo ca BC, CD 
napane.riHo ca AG, Kao H A'D' napaneJIHO ca AD; 1<a1<o ce o.n,Max 
BH.ZJ:H, Ta.n,a ce Hallie TBP~~e CBO.ZJ:H Ha TO .ZJ:a H CD Mopa 6HTH 
napanenHo ca C' D'. 03HatiHMO JIH ca.n.a npecet~Hy TaqKy npaaux 
AD H BC ca F, a npeceqHy Taqi<y npaaHx A'D' H B'C' ca F', 
TO he y TpoyrnHMa ABF u A'B'F' o.n.roaapa,jyhe cTpaHe 6HTK 
Me~y co6oM napanenHe; oTy.n.a, npeMa .Ue3aproaoM cTaay, TPH 
TaiJI<e 0, F, F' ne}l{e Ha je.ZJ:HOj npaaoj. 3aXBaJbyjyhH OBOj OKOJI­
HOCTH, MO}l{eMO npHMeHHTH .ZJ:pyrH HC1<a3 Jl.e3aprOBOr CTaBa Ha 
Tpoyr.n'e CDF H C'D'F' H ,o.ZJ:arne yau)leTH Jla je ycTaapa CD 
napanenHO ca C' D'. 

Haj3a.ZJ: heMO JlOKa3aTH y HallleM pa'lyHy .ZJ:y}l{HMa Ha 
ocHoay .Lle3aproaor cTaBa o6a )I.HCTpa6yTHBHa 3ai<OHa 

H 

a(b+c)=ab+ac 

( b + c) a = ba + ca. 

Pa)I.H ,li.OI<a3a n p B 0 r .Z1: H C T pH 6 y T H B H 0 r 3 a 1< 0 H a 

a (b 1 c)= ab + ac . 
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npemocTaBHMO .n.a cy Ha npaoj o.n. .n.aejy cTaJIHHX npaaHx 

,n.aTe .n.ymH: 

a ua .n.pyroj: 
1 ~ OE, b = 08, c = OC, 

a= OA. 

Opaae Koje cy noayqeHe napaJieJIHO npeMa npaaoj EA 
Kp03 TaqKe 8 H C npeceu.ajy npaay OA y no je.n.uoj TaqKH, 

D o.n.u. F. Ta.n.a je Ha ocHoay npaBHJia o MHO>Kelliy (§ 24), 

OD ~ ab, OF= ac .. 

OpeMa OnlliTHjeM npaaHJIY ca6Hpal-ba y § 24 36Hp 

OH = b+c 

.n.o6HaaMo aKa noayqeMo Kpo3 TaqKy C napaJieJIHY npeMa OD 
H Kpo3 D napaJieJIHY npeMa OC, na 3aTHM Kp03 npecequy TaqKy 

0 OBHX .n.sejy npaaHx napaJieJIHY npe­

Ma 8D, Koja npeceu.a I1paay OC y 

aeh noMeHyToj TaqKH H H npaay OD 
y ueKoj TaqKH K. DalliTO je OH = 
~ b + c, Ha ocuoay npaaHJia o MHO­

>Kelliy aa>KH 

OK~ a (b+c). 

Ha ocuoay orrlliTHjer npaaHJia 

· o. ca6Hpalliy H H.a ocHoay aHara lllTO 

0 £ R r: 
b c htc 

je .n.oKa3aHo Ha cTp. 84, .n.a cTaJIHe npaae OE H 0£' Mary pa3-

MeHHTH yJiore DpH KOHCrpyKU.HjH 36Hpa, MO>Ke Ce Haj3a,n. KOH­

CTpyHCaTH 36Hp ac + ab Ha OBaj HaqHH: DOBYU.HMO Ma Kp03 KOjy 

TaqKy npaae 0£, Hanp. Kp03 C, npaay CO, napaJieJIHY npeMa 

00, 3aTHM Kpo3 Ta~IKY D napaJieJIHY DO rrpeMa · OC H, uaj3a,n., 

Kpo3 TaqKy (] napaJieJIHY OK npeMa CF. 

llaKJie, aa>KH 
OK= ac+ab, 

8 OTy,n.a Ce DOMOhy KOMyTaTHBHOr 3aKOHa Ca6Hpa1-ba H3BOAR 

npBH ARCTpR6yrHBHR 3aKOH~ 

· Haj3a,n., .n.a 6HCMO .n.oKa3aJIR .n. p y r u .n. R c T p R 6 y T H B H H 

3 a K o H, npemocTaBHMo .n.a cy Ha npaoj o.n. .n.sejy CTaJIHRX npa­

BHX ,n.aTe .n.ymH: 
1 = OE, a= OA, 
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a ua JI.pyroj cranuoj npasoj JI.Y:>KH: 

b = 08, c = oc. 
npasa AB' napaJieJIHa npeMa EB H npasa A C' napaJieJIHa npeMa 

EC OJI.pe~yjy JI.Y>KH 
OB'""' ba, OC' =ca. 

KoucrpyiiiiJHMO .Zl.Y*" 

OF= b+c, OF'= ba-1-ca 

oner ua cranuoj npasoj OB npeMa oniiJTHjeM npasuny ca6u­
palha Ha OBaj H8lJHH: nosyUHMO napaJieJIHe Kp03 T8IJKY C npeMa 

OE H KpD3 raiJKY E npeMa OC. 
One ce ceKy y ueKoj rat:IKH D, 
Kpo3 Kojy noayUHMO napanenuy 
npeMa EB, Kojy OA npeceua y 
rope noMenyroj raiJKH F. Hero 

raKo nosyUHMO Kp03 raiJKY A 
napanenuy npeMa OC', a Kpo3 
C' napanenuy npeMa OA. One 
ce ceKy y ueKoj raiJKH D'; Kp03 

osy T8IJKY noByUHMO nap~JieJIHY 
npeMa AB', Kojy OA npeceua 
y noMeuyroj rat:IKH F'. 

npeMa npaBHJIY MHO:>Kelba 
JI.pyrH JI.HCTpH6yTH1tHH 3aKOH 6H­
fie JI.OKa3aH aKo ce noKa.>Ke JI.a 

je npasa AF' napanenua npeMa npaaoj EF. 

0 A 
a 

Y rpoyrJIHMa ECD u A'C'D' OJI.roaapajyhe crpaue cy Me~y 
cQ6oM napanenue; 3aro, npeMa ,lle3aprOBOM craay, rpu raiJKe 
0, D, D' ne:m:e· -Ha jeJI.HOj npasoj. Crora MO>KeMo npHMeHHTH 
JI.pyru ucKa3 ,Ue3aproaor crasa ua rpoyrne EDF H AD'F' H 
yauJI.eTH JI.a cy npaae AF' H EF 3aHcra napanenue. 

§ 27. je,IJ,H8'1HH8 npaBe Ha OCHOBY HOBOr cerMeHTHOr pa'lyHa 

MH CMO y&eJIH cerMeHTHH paqyu OJI. § 24 JI.O § 26 110MOhy 
aKCHOMa uaseJI.eHHX y § 24 H npernocrasJbajyhH aa>Kelhe ,Ue3ap-. 
rosor crasa 3a pasau. Y OBOM paqyuy JI.Y:>KHMa sa:m:e, ocuM 
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CTaBOBa Be3e OOCTaBJbeHHX y § 13, aCOUHjaTHBHH 3al<OHH ca6H­
paH,a H MHO.>Kelba, 1<30 H o6a .li.HCTpH6yTHBH3 3ai<OHa. ,lla KOMy­
TaTHBHR 33KOH HHje HeOOXO.lJ.3H, BH.ll.eheMO y § 33. 00Ka3aheMO 
y OBOM naparpa<fly Ha KOjH H3qHH je MOryhe aHaJIHTHqKO npeT­
CtaBJb8lbe TatiaKa H npaBHX y paBHH Ha OCHOBy OBOf paqyHa 

.li.Y.>KHM3 . 

.U e <fJ H H H u H j a. .Use CTanHe n paae y3eTe · y paBHH Kpo3 
TaqKy 0 Ha3saheMo ocaMa X H Y H 3aMHCJIHheMo .ll.a je caaKa 
TaqKa P y paBHH O.ll.pe~eHa .li.Y.>KHM3 X, y, KOje ce .lJ.06HBajy H3 
ocaMa X H Y, noanaqefiH Kpo3 TaqKy P napanenHe npeMa OBHM 
ocaMa. Oae .li.Y.>KH x, y Ha3aaheMO IWOP/l.UHailia.M.a TaqKe P. 

Ha oclioay HOBOr cerMeHTHOr paqyHa H noMohy ,Ue3ap­
roaor CTaaa .li.OcneaaMo .li.O Hape.li.He qulbeHHue: 

C TaB 55. Koopi{UHGilie X, y ilia 'liCe HG ilpOU3BOJbHOj ilpaaoj 
· yae/C 3G/1,080J'bGBGjy Cer MeHililly je/l,HG'lUHy HGpe/I.HOr 06JlUICG: 

ax+by+c = 0; 

y oaoj je/f.HG'lUHU J.topajy ciliajamu ay:J/Cu a, b ca JLeae cilipaHe 
011. /COOp/f.uHailia x, y; fl.YJICU a, b HUICG/1. Hucy ucmoape.M.eHo HyJia, 
U C je ilpOU3BOJbHG /l.y.JJC. 

06pHyilio: caa/ia cer .M.eHiliHa je/l,HG'lUHa ouucaHe ape me ilpeili­
cmaaJba yaell ilpaay y pa3MailipaHoj paaHoj reoMeilipuju . 

.U o K a 3. AncUHca x Ma KOje TaqKe P Ha ocH Y HJIH npeMa 
lhOj napanenHe npaae He 3aBHCH O.ll. H36opa Taqi<e P Ha Toj npa­
aoj, Tj. TaKBa Ce npaBa MO.>Ke npeTCTaBHTH y 06JIHKY: 

X= C. 

,lly.>KH C OJI.fOBapa llY.>K C, T3KO .ll.3 je 

c+ c = 0, 

a CTOra Ba.>KH H 
X+ C = 0. 
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HeKa je ca.n: I npasa Koja npeceiJ.a v~ocy y HeKoj TaliKH .S. 
fiosyU:HMO Kp03 npOH3BOJbHY TaliKY P oae npase papaJieJIHy 

npeMa Y-ocH Koja npeceu:a X-ocy y Taq-
Y KH Q. LI.YlK OQ = x je arrcu:Hca TaliKe P. 

napaJieJIHa npeMa I Kp03 ' T3liKY Q OT­
ceu:a · Ha Y-ocH .li.YlK OR, a npeMa .n:eqm­
HHU:HjH MHOlKelha BalKH: 

OR= ax, 

r.n:e je a .ll.ylK, KOja 3aBHCH CaMO O.l( IT0-
.0L. ____:,~"----'-__l'<--,_~ JIO}i{aja npase /, a He 3aBHCH o.n: H36opa 

Tali·Ke P· Ha /. HeJ<a je y op.n:HHaTa o.n: P. 
npeMa . npQIIIHpeHOj .n:e<fJHHHIJ;HjH 30Hpa 

.zr,aTOj Ha CTp. 83-84 H ycJie.l( BeTI Ha CTp. 84 .l(OKa3aHe MOry!J-
HOCTH .n:a ce KOHCTPYHUie 36Hp noJia3ehH o.n: Y-oce, .li.YlK OS ca.n:a 

npeTcTaBJba 36Hp ax+ y. Ll.ylK OS = c je .li.YlK Koja je o.n:pe­
ljeHa caMo noJIOlKajeM npase /. l13 je.n:HaliHHe 

ax+ y = c 
<:ne.n:yje 

ax+ y +c = 0, 

r.n:e je c arreT .li.YlK Koja je o.n:pe~eHa je.n:HaliHHOM c + c = 0. 
Tiocne.n:&a je.n:HaliHHa npase ax+ y + c = 0 HMa 3axTesaHH OOJIHK. 

JlaKO Ce BH.l(H .l(a KOOp.l(HH3Te OHe TaliKe KOja He JielKH Ha 
npasoj I He 3a.n:osoJbasajy oay je.n:HaliHHy. 

I1cTo TaKo je naKo .n:oKa3aTH .n:pyrH .n:eo CTasa 55. HaHMe, 
aKo je .n:aTa cerMeHTHa je.n:HaliHHa 

a'x +b'y+c' = 0, 

y KOjoj .li.YlKH a' H b' HHCY ooe HyJia, llOMHOlKHheMO, y cnyqajy 
,lla je b' = 0, cnesa qnaHose je.n:HaliHHe ca .li.YlKH a, Koja je o.n:pe­
ljeHa penan:HjOM a a' = 1, y cJiyqajy naK .n:a 6y .n:e b' f= 0, - ca 
.llYlKH b, Koja je o.n:pe~eHa penan:HjoM bb' = I. · Ta.n:a heMo, lia 
()CHOBY npaBHJJa pallyHa, .l(OOHTH je.n:Hy O.l( M3JJOllaC H3Be.l(eHHX 
je.l(H3liHH3 npaBHX H MOlKeMO JJaKO y IIOCMaTpaHOj paBHOj reo­
MeTpHjH KOHCTpyHcaTH npasy Koja 3a.n:osoJbasa osy je.n:HaliHHy. 

Tpe6a H3pH'~HTO npHMeTHTH .11.a npH HaUIHM npeTnocTaBKaMa 
cerMeHTHa jt.n:HaqHHa o6nHKa 

xa+ yb t c = 0, 
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y KOjOj .U.Y.>KH a, b CTOje ft. e C H 0 O,U. KOOp,U.HHaTa X, y, yonwTe 
ue npeTCTaBJba npasy. 

Y § 30 HMaheM.O B3.>KHY npHMeHy CTaBa 53. 

§ 28. YKynHOCT )J;YiKH CXBalieHa Kao KOMnJieKCHH 
6pojHH CHCTeM 

00MeHyJIH CMO Beh ,n.a cy y HaWeM HOBOM paqyHy ft.Y.>KHM3, 
3aCHOBaHOM y § 24, 3a,U.OBOJbeHH CTaBOBH J-6 y § 13 . 

.lJ.aJbe, y § 25 H § 26 ysH,n.eJIH CMO noMohy .IT.e3aprosor 
crasa, .n.a 3a osaj paqyH .n.y.>KHMa sa.>Ke 3aKOHH paqyHa 7-11 
y § 13.; npeMa TOMe, UOCTOje CBH CTaBOBH Be3e H npaBHJia 
paqyHa, H3y3es KOMyTaTHBHOr 3aKOHa MHO.>Ke&a. 

Haj3a,n.,· .n.a 6HCMO oMoryhHJIH pacnope.n. ll:Y.>KH, ycTaHOBH­
heMo oso: HeKa cy A H B .n.se Ma Koje pa3JIHqHTe TaqKe npase 
OE; nope~ajMo ca.n.a qeTHpa TaqKe 0, E, A~ B, npeMa CTasy 5 
TaKO, .n.a TaqKa E CTOjH H3a Taqr<e 0. CTojH JIH y OBOM nopeTKY 
H Ta1JKa B H3a TaqKe A, pehH heMo .n.a je .n.ym a= OA M a I:h a 
q,n. .ll.Y.>KH b = (/8, WTO heMO 03HaqHTH: 

a< b; 

HanpOTHB, CTOjH JIH y noMeHyToM nopeTKY TaqKa A H3a B, peim 
heMo .n.a je .n.y»< a= OA Be h a o.n. .n.y.>KH b = OB; y 3Hai(HMa: 

a> b. 

JlaKo ysH~aMo .n.a cy ca.n. y HaweM cerMeHTHOM paqyHy, 
Ha ociiosy aKCHOMe II, 3a,IT,osoJbeHH 3aKOHH paqyHa 13-16; 
npeMa TOMe, yKynHOCT CBHX pa3JIHqHTHX .ll.Y*" o6pa3yje KOM­
nJieKCHH 6pojHH CHCTeM, 3a KOjH Ba.>Ke 3aKOHH J-11, 13-16 
Y: § 13, Tj. csa npasHJia OCHM KQMyTaTHBHOr 3aKo­
H a M H 0 .>K e I:h a H C T a B 0 B a 0 H e n p e K H ft. H ·o C T H; y ,U.a­
JbHM HJJiaral:hHMa TaKaB 6pojHH CHCTeM BBaheMO KpaTKO JI.eaap­
rOBU.M 6pojHU.M cucifle.M.O.M. 

§ 29. Harpat;HBalbe npocTopae reoMeTpnje noMoliy 
Aeaaprouor 6pojaor cncTeMa 

HeKa je ,n.aT Ma KOjH .lJ.c3apros 6pojHH CHCTeM D; o B a j 
H a M C H C T eM 0 M 0 f y h a B a ft. a H 3 f p a ft. H M 0 TI p 0 C T 0 p­
HY reoMeTpHjy, y· Kojoj cy 3a.n.osoJbeHe cse aKcH­
o Me I, II, IV*. 



92 V . .ll.e3aproa craa 

.Ua oneMO oso ysu.n:enu, 3aMuc.n:HMO cucreM M8 Koja rp~ 

6poja (x, y, z) .Ue3aprosor 6pojHor cucreMa D KaO raqky, a 
CHCTeM Ma KOja tieTHpH 6poja (u ; V : W : r) CHCTeMa D, O.ll: KOjHX 
npsa TPH HHCY HCTOBpeMeHO 0, KaO pasaH; aJIH, HeKa CHCTeMH 
(u : v : w : r) u (au : av : aw : ar), r.ne a 3Haqu · Ma Koju 6poj 
pa3JIHqHr o.n: 0 y cHcreMy D, npercrasJbajy ucry pasaH. HeKa 
nocrojafue je.n:HaquHe 

ux+vy+ wz+ r = 0 

H3palliasa .n:a raqKa (x, y, z) nemu y paBHH (u : v: w: r). Haj3a.n:, 
.n:e<PnHHlllHMO npasy noMohy CHCTeMa .nsejy paBHH (u': v': w': r') 
H (u" : v" : w" : r"), aKo ce y CHCTeMy D He MOllie Hahn · 6poj a 
pa3JIH'-!HT O.ll: 0, TaKO .n:a HCTOBpeMeHO oy.zr.e 

au' = u", av' = v", aw' = w". 

PeqH he ce .n:a raqKa (x, y, z) nelliH Ha osoj npasoj 

[ ( u' : v' : w' : r'), ( u" : v" : w" : r") ], 

aKO je 3aje.n:HnqKa 3a o6e pasHH (u': v': w': r') H (u": v": w'': r"). 
CMarpa ce .n:a .n:se npase Koje ca.n:pllie uCTe ratiKe HHCY pa3JIH'-IHTe. 

0pHMefuyjyhH 3aKOHe patiyHa 1-11 y § 13, KOjH rpc6a 
.n:a sa)l{e npeMa npernocrasu.u 3a 6pojese CHcreMa D, .n:ocne­
heMo 6e3 relllKOha .n:o pe3ynrara: .n:a cy y MaJioqac nocrasJbe­
HOj npocropHoj reoMerpuju cse aKCHOMe I u IV* · 3a.n:osoJbeHe • 

.Ua 6u u aKcHOMe II pacnope.n:a 6HJie 3a.n:osoJheHe, ycso­
jHMO Hape.n:He nocrasKe. HeKa cy 

(~ 1 ,y"z1 ), (x.,y 11 ,z2), (x8 ,y3 ,z8) 

Ma Koje rpu raqKe Ha npasoj 

· [(u': v': w' :·r'), (u": v": w": r'')]; 

pehu heMo .n:a raqKa (x2 , y2 , z2) nelliH H3Mehy OHe .n:pyre .nse 
Ta'IKe aKO je 33.li:OBOJhCH 6ap je.n:ali O.ll: llleCT IIapH Hape.n:HHX 
Heje.n.HaquHa: 

(1) 

(2) 

(3) 

Y1 < Y2 < Ya, Y1 > Y2 > Ya, 
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AKO Hanp. B8.>KH jeAHa OA ABejy ABOCTpyKHX Heje.llHaqaHa (1), 
JiaKO 3aKJbyqyjeMO Aa Mapa sa.>KHTH HJIH y1 = y2 = Ys HJIH jeAHa 

OA ABOCTPYKHX HejeAHaqHHa (2), u n:a HCTO TaKO sa.mH ana 

z 1 = z2 ~ z9 HJIH jeAH8 OA ABOCTPYKHX HejeAHaqaHa (3). YCTBapH, 

:MHO.>KehH CJieBa jeAHaqHHe 

u'xi + v'y1 + w'z, + r' = 0, 

u"xi+v"yi+w"z1+r" = 0 

{i = 1, 2, 3) 

.ca nOAeCHO H3a6paHHM 6pojeBHM8 CHCTeMa D, KOjH cy -:f. 0, 
H 38THM ca6HpajyhH A06HBeHe jeAH8'lHHe, H3BOAHMO CHCTeM 

jeAHaqaHa o6naKa 

(4) u"'Xt + V"'Yt + f"' = 0 

(i = 1, 2, 3). 

0BAe CHrypHO KOe4JH~HjeHT V 111 HHje 0, nOUlTO 6H Ce HHaqe 

.A06ana jeAH8KOCT TpHjy 6pojesa x11 x2 , x8 • Y cnyqajy Aa je 

.u"' = 0, A06HBa ce 
Yt = Y2 = Ys· 

AKa je naK u"' -:f. 0, OHAa H3 

x1 § x2 § Xs 

M3BOAHMO ABOCTPYKY Heje}lHaimHy 

u"'x1 § u'''x2 § u'"x3 , 

lfla cTora, H,a ocHosy ( 4): 

v'"y1 + r"' §: v"'y2 + r"' §: v"'y3 + r"' 

'118 K8KO V"' HHje 0, HM8MO 

Y1 :S Y2 §: Ys; 

y CBaKOj OA OBHX JJ;BOCTPYKHX Hejen;Ha'lHH8 Tpe6a CByAa Aa B8.>KH 

:HJIH rOpl-bH HJIH AOlhH 3H8K. 

OpeTXOAHa pa3MaTpalha noKa3yjy Aa y Haiiioj reoMeTpHjH 

iBa.>Ke aKCHOMe pacnopeAa 111_ 8 • OcTaje joiii n;a ce noKa:>Ke 

.Aa y H8IIIOj reoMeTpH}H B8.>KH aKCHOMa paBHH ll4 • 
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y TY cspxy HeKa HaM je )I,aTa pasaH (u : v : iv : r) H y lbOj 

npa8a [(u : v : w : r), (u' : v' : w' : r')]. Y3MHMO )I.a C8e Tat~Ke 

(x, y, z) Koje Jie)Ke y pa8HH (u : v : w : r), 3a Koje je H3pa3 

u'x + v'y + w'z+ r' 8ehH HJIH M3lbH 0)1, 0, Jie>Ke H3 je)I,HOj O,li,H. 

Apyroj CTpaHH O)I, )I,aTe np38e. TM3 Tpe6a · )I,OKa3aTH JJ.a je 08a 

nOCT38Ka je)I,H03Hal1Ha H .n:a je y carJiaCHOCTH Ca nOCT38KOM Ha 

cTp. 9. 08aj ce ,li,OKa3 MO>Ke JiaKo H3secTH. 

TaKO CMO )I,03H3JIH )1,3 cy 33)I,080JbeHe C8e 3KCHOMe I, n. 
·IV* y 080j npocTopHoj reoMeTpHjH, Koja .Ha rope H3JIO)KeH HaliHHl 

npoH3HJI33H H3 Jl.e33pro8or 6pojHor CHCTeMa D. 
KaKo je Jl.e3apro8 CTa8 nocJie.n:Hu,a aKCHOMa 11_ 8 , II, IV*. 

TO )J.03HajeMO 080: 

Ha je,aHO.M /l,eaaproi3o.M 6pojHO.M cucille.My D .MOJ/Ce 
ce Ha iiOicaaaHu HQ'lUH uarpa,aumu paBita reo.Meliipuja, y Kojol 
6poje8e cucille.Ma D o6paayjy eJZe.MeHillu pa'lyHa ,ayJ/Cu.Ma, y8e,aeHor 
iipe.Ma § 24, u y Kojoj cy aa,a080JbeHe aJCcuo.Me 11 _ 3 , II, IV*; 
y maK80j pa8HOj reo.Meliipuju y8eK 8aJ/cu u /1, e 3 apr o 8 c m a a. 

08a liHlbeHHU.a je HHsep3Hj3 pe3ymaTa ,li,O KOr3 CMO JJ.OlllJIK 

y § 28 H KOjH MO)KeMO pe3HMHp3TH H3 OBaj H311HH: 

Y paaHoj reo.Meillpuju, y Kojoj ocu.M aKcuo.Ma 11 _ 8 , II, IV* 
aaJICu u /1, e a apr o 8 c m a a, .MOJ/Ce ce, upe.Ma § 24, yaecmu 
pa'lyH ,ayJICu.Ma; iTJaaa eJie.MeHillu 08or pa'lyHa P.YJICU.Ma o6paayjy. 
iipu iio,aeCHoj iiocilla8qu paciiopeaa, y8eK /1, e 3 apr o a 6 p o j H u: 
cucille.M. 

§ 30. 3Hatt:aj Aesaprosor CTaBa 

Ka.n: cy y HeKoj pasHoj reoMeTpHjH 3a,lJ,080JbeHe aKCHOMe 

11 _ 8 , II, IV* 11, OCHM Tora, 83)KH .Ll.e3apros CTa8, OH)I,a je, npeMa. 

nocJie,lJ,IbeM CTa8y, yseK Moryhe y 080j teoMeTpHjH y8ecnt 

cerMeHTHH pat~yH, 3a KOjH Ba>Ke npaBHJia 1-11,13-16 y § 13;. 
00CM3TpaheMO )I,aJbe, yKynHOCT 08HX AY)KH K30 KOMnJieKCHK: 

6pOjHH CHCTeM H 0)1, l-bef3 he~10 H3rpa,li,HTH, npeM3 H3JI3f31-bHMa 

y § 29, npOCTOpHy reoMeTpHjy, y KOjOj 83)Ke CBe aKCHOMe· 
I, II, IV*. . 

AKo y osoj npoCTopHoj reoMeTpHjH nocMaTpaMo HCKJbY­

liH80 T34Ke (X, y, 0) H OHe npase Ha KOjHMa Jie)Ke C3MO T3KBe 

Ta4Ke, .n:o6HheMo pasHy reoMeTpHjy. AKo n3K Y3MeMo y o63HP• 



§ 30. 3Ha'laj Jle3aprosor crasa 

eTas 55, H3BeJI.eH y § 27, jacuo je JI.a ce oaa paaua reoMeTpHja· 
MOpa flOKJIOITHTH Ca paBHOM reoMeTpHjOM, H3JIO>KeHOM y ITOlleTKY~ 

Tj. eJieMeHTH JI.Bejy reOMeTpHja MOry Ce y3ajaMHO jeJI.H03HSliHO 
JI.OJI.eJIHTH, OJI.p>KaBajylm npH TOMe OJI.HOCe Be3e H pacnopeJI.a. 
THMe JI.06HBSMO HapeJI.HH CTaB, KOjH Tpe6a CMaTpaTH KaO KpajH>K 
UHJb H3Jiafafu8 OBOf OJI.eJbKa: 

C TaB 56. HeJCa cy y Hel(oj paaHoj reo.Meillpuju Ja.o.oaoJbeHe­
aJCCUO.Me 11 _ 3 , II, IV*; ma.o.a je aaJJCeHJe P,e3aproaor cmaaa iloillpe-
6aH u .o.oao;baH ycJloa Ja mo, .o.a ce oaa paaHa reo.Meillpuja .MOJJCe 
c.Maillpamu 1cao .o.eo ilpocmopHe rao.Meillpuje, y uojoj cy Ja.o.oao­
JbeHe cae a/ccuo.Me I, II, IV*. 

TaKo ce JI.e3aproa eTas 3a paaHy reoMeTpHjy MO>Ke y H3Be­
CHOM CMHCJIY KapaKTepHCSTH I<aO pe3yJITaT eJIHMHHaUHje npOC­
TOpHHX aKCHOMa. 

Ha~eHH pe3yJITaTH · TaKolje uaM oMoryhaaajy JI.a YBHJI.HMO 
.n;a ce caaKa npocTopHa reoMeTpHja, y Kojoj cy 3aJI.OBOJbeHe cae 
aKCHOMe I, II, IV*, Mo>Ke yaeK cxaaTHTH Kao .n;eo ueKe "reor­
MeTpHje OJ!. npOH3BOJbHO MHOrO .D:HMeH3Hja"; npH TOMe Tpe6a 
,n:a Ce ITOJI. reoMeTpHjOM Ca npOH3BOJbHO MHOfO JI:HMeH3Hja pa3yMe 
y~<ynuocT Tat:~aKa, npaaHx H paaHH H jorn JI.pyrHx eneMeHaTa~ 

3a Koje cy 3a.n;oaoJbeHe ua OJI.roaapajylm Hat:!HH npornHpeue: 
aKCHOMe ae3e, pacnope.ua, Kao H aKCHOMa napaneJIHHX. 



lllecTa rJiasa 

flacJ<aJIOB CTaB 

=§ 31. ABa cTaBa o MoryhaocTH AOKaaa DacKaJioBor CTaBa 

Kao wTo je aeh noMeHYTO, .Ue3aproa eTas (eTas 53) ce 

."MOH<e .u;oKa3aTH H3 aKCHOMa I, II, IV*, Tj. KopucTeha 6HTHO npo­

«:TopHe aKCHOMe, HO 6e3 ynoTpe6e aKCHOMa no.u;y .u;apHOCTH; noKa­

·aaO caM y § 23, .u:a ce oaaj eTas He MOH<e .u;oKaaaTH 6e3 npo­

o<:TopHHX aKCHOMa rpyne I H 6e3 aKCHOMa no.l{y.llapHOCTH III, 
qaK aKo ce u .u:onycTH y noT p e 6 a a K c u oM a Hen p e K u .l{­

'H 0 CT H. 
Y § 14 CMO H3BeJIH nacKaJIOB CTaB, 3 y § 22 H ,UeaaprOB 

•CTaB, H3 aKCHOMa 11_ 8, II-IV, ,n;aKJie 6e3 npOCTOpHHX aKCHOMa, 

HO KOpHcTehu ce 6HTHO aKCHOMaMa no.u:y.n;apHOCTH. HacTaje 

•DHTalbe .l{ a Jl H C e M 0 lK e .l{ 0 K a 3 a T H H n a C K a JI 0 B C TaB, 

·ocnaH>ajyhu ce Ha npocTopHe aKCHOMe ae3e, a He K o pH c T e h H 
·C e a K c HoM aM a no .u: y .u: a p Hoc T H. Harne HCnHTHBal-he he 

noKa3aTH .l{a ce nacKanoa eTas y oaoM norne.u:y noTnyHo pa3JIH­

·Kyje 0.1( ,Ue3aprOBOr CTaBa, jep npH ,li.OKaJy nacKaJIOBOr CTaBa 
je O.l{ o.u:nyqyjyher 3Haqaja 3a 1-beroao aaH<eH>e y c B a j alb e 

H Jl H H C K Jb y q e lb e A p X H Me.!( 0 Be a K C H 0 Me. nornTO y 

oaoj rnaaH yonwTe Hncy npemocTaBJbeHe aKCHOMe no.u:y .u:ap­

HOCTH, TO ce y H>oj MOpa yaeTH 3a OCHoay ApxHMe.u;osa aKCH­

OMa y Hape.u;Hoj <flopMynau;HjH: 

V1* (Apxu.Me,aoso O/CCUO.Mo 30 pa'lyH ,ayJ/Cu.Ma). 
HeiCa cy .aame Ha liposoj g ,ayJ/C a u .ase illa'lKe A u B. To.aa ce 
yse/C .MOJ/Ce Hahu He/CU 6poj illa'laKa A 1 , A 2 , ••• , A 11_ 1 , A 11 , illaKo 
.a a illa'lKO B Rexu U3.Me~ y illa'la Ka A u A 11 u .a a cy ,ayJ/Cu A A 1 , 

A 1A2 , ••• , A 11 _ 1A 11 je/lHaKe ,ayJ/Cu a y C.MUCllY pa'lyHa ,ayJ/Cu.Mo, 
KOjU Ce .MOJ/Ce yseCillU HO lipOBOj g lipe.Ma § 24, HO OCHOBy a/CCU­
.o.Ma I, II, IV* u ll.e3aprosor cmasa. 
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fJJaBHe pe3yJJTaTe OBOf HCllHTHBa!f>a 06yxsaTHheMO y Jl.B3 
Hape.zr.Ha CTasa: 

c TaB 57. nacltaJIOB cliiaB (cmaa 40) .M.OJ/Ce ce I/,OICU3aliiu 
JW OCHOBY aiCCUOMa I, II, IV*, v 1 *, mj. UCKJby'lyjyhu aKCUOMe 
lio.o.y.o.aptwcmu, a ocJlalbajyhu ce Ha ApxuMe.o.oay OI£CUoMy. 

C T as 58. nacHaJIOB cmaa (cliiaa 40) ce He MOJ/Ce .o.olw­
aamu Ha ocHoay aKcuoMa I, II, IV*, lflj. Ka.o. ce ucKJby~Ie u aKcu­
oMe iio.o.y.o.apHocmu u ApxuMe.o.oaa aKCUOMa. 

Y ¢opMynau:HjH osa .zr.sa CTasa, Ha OCHOBY omnTer CTaBa 
56, MOry Ce npOCTOpHe aKCHOMe 14 _ 8 3aMeHHTH U 3aXTeBOM 
pasHe reoMeTpnje .zr.a sa:>Ku )le3apros eras (eTas 53). 

§ 32. I<oMyTaTHBHH aai<oH MHO;Kelba y ApxHMe)I;OBOM 

6pojHOM CHCTeMy 

)lOK33H CT3BOBa 57 U 58 3aCHHBajy ce 6HTHO Ha H3BeCHHM 
J3ajaMHHM OJI.HOCHMa, KOjH llOCTOje 3a npaBHJia pa'IyHa H OCHOBHe 
l.IH!f>eHuu:e apuTMeTnKe u 'IHje je yno3HaBalf>e u caMo no ce6u 
o.zr. HHTepeca. YTsp,n:uheMo Ta'IHOCT osa .zr.sa CTasa: 

C T as 59. Y ApxuMe.o.oaoM 6pojHOM cucliieMy je KOMyliia­
iliuaHu aaKOH MHOJ/Celba HYJICHa iiocJle.o.uq.a ocliiaJIUX aaKOHa pa~IyHa, 
illo aHa~Iu, aKo 6pojHu cuctueM UMa oco6uHe 1-11, 13-17, 
Jta6pojaHe y § 13, OH.O.a HYJICHO CJle.o.yje .o.a y lbeMy aaJICU U 
.cjJopMylla 12. 

1l o K a 3. Hajnpe npliMeTHMO: aKo je a npoH3BOJbaH 6poj 
Hamer 6pojHor cucTeMa H aKo je 

n=1+1+ ... +1 

ll03UTHB3H u:eo paU:HOH3JIHH 6poj, OHJ1.3 33 a H n yseK Ba:>KU 
KOMyTaTHBHH 33KOH MHO:>Kelf>a; HaHMe· 6uhe 

an = a ( 1 + 1 + . . . + 1) = a · 1 + a · 1 + . . . + a · 1 

H HCTO TaKO 

na = ( 1 + 1 + . . . + 1 J a = 1 · a + 1 · a + . . . + 1 · a. 

HeKa Me~yTHM, Hacynpor HarneM rsp~elf>y, noctoje :rr.sa 
6poja a,. b y HaWeM 6pOjHOM CHCTeMy · 33 KOje He Ba.>KH KOMy-

OcH<isu reoMeTpaje 7 
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TaTHBHH aaKOH MHO)I{elba. Ta.zr.a cMeMo, rnTo ce JiaKo BH.Il.H, .zr.a 
HanpaBHMO OBe npeTIIOCTaBKe: 

a>O, b>O, ab-ba>O. 

Ha OCHOBY 3aXTeBa 5 y § 13 IIOCTOjH 6poj C ( > 0), TaKO .zr.a je 

(a +b + 1) c =ab-ba. 

Hajsa.zr. ().zr.a6epHMO 6poj d KOjH 6H HCTOBpeMeHO 33)l.OBOJb3B30• 
Heje.zr.HaqHHe 

H · 03HaqHMO ca m H n oHa .n.sa JJ,eJia paU,HOHaJIHa 6poja > 0· 
aa Koja je 

md < a < ( m + 1) d 

O)l.H. 
nd<b<(n+1)d. 

00CTOjalbe OBHX 6pojesa m, n jeCTe Henocpe.zr.Ha IIOCJie)l.HJJ,3, 
ApXHMe.zr.osor cTasa (eTas 17 y § 13). C o63HpoM Ha npHMe.zr,6y 
y noqeTKy OBOr )l.OKa3a, )l.06HfieMO H3 IIOCJie)l.lbHX Heje.zr.HaqHHa, 
MHO)I{elbeM: 

ba > mnd2
, 

ab-ba< (m+n+ 1) d2
• 

Ca.zr. je 
md < a, nd < b, d < 1 

1:i 33TO 
. (m+n.+l)d<a+b+l, 

Tj. 
ab-ba< (a+ b + 1) d 

HJIH 360r d < C 
ab-ba< (a+b + 1) c. 

Osa nocJie.zr.lha Heje.zr.HdqHHa npontspequ o.zr.pe.zr.6n 6poja c, a 
THMe je CT3B 59 )l.OK333H. 
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§ 33. l{oMyTBTHBHH BBKOH MHO)Kelba y He-apXHMeAOBOM 

6pojHOM CHCTeMy 

C TaB 60. 3a He-apXUMeJlOB 6pojHU CUCilieM IWMyiliailiUBHU 
JGKOH MHOJ/Celba nuje nyxna liOCJief.(uqa ocmaJiux aaKona pa'lyna; 
mo 3Ha'lu, uocmoju . 6pojHu cucilieM Koju u.Ma y § 13 na6pojane 
oco6une 1-11, 13-16 - /l,eJaproa 6pojnu cucilieM lipeMa § 28-, 
y KO.Me He BQJICU IW.MyiliailiUBHU 3GHOH .MHOJ/Celba .(12) . 

.U o K a 3. HeKa je t napaMeTapl a T Ma KOjH H3pa3 ca KO­

Hat:IHHM HJIH 6eCKOHalJHHM 6pojeM lJJiaHOBa 06JIHKa: 

T = r 0 tn + r 1 tn + 1 + r 2 tn + 2 + r 3 tn + I + . . . ; 

HeKa y lbeMy r 0 (:f. 0)1 r 1 I r 2 1 ... 3Hat:Ie npOH3BOJbHe paQHOHaJIHe 

6pojese H HeKa je n npOH3BOJbaH Qeo paquoHaJiaH 6poj ~ 0. 
f1o.ll;pyqjy OBHX H3pa3a T ,ll;O.ll;ajMO 6poj 0 . .lJ.s:~ H3pa3a 06JIHK3 T 
Ha3HBajy Ce Ta,ll;a je,ll;HaKHM 3KO CJ J lbHMa CBH 6pojeBH n1 r 0 , 

r 1 I r 2, . • • je,ll;HaKH Meljy co6oM no .ll;Ba H ,ll;Ba. .lJ.aJbe, HeKa j e 

S .ll;pyrH napaMeTap, a S Ma KOjH H3pa3 ca KOHalJHHM HJIH 6eCKO­

HalJHHM 6pojeM lJJI3HOBa 06JIHKa: 

S = sm To+sm+t Tt + sm+! T2+ ... ; 

HeKa y lbeMy T0 (:f. 0), T1 I T2 , ••• 03Haqasajy npOH3BOJbHe H3pa3e 

o6JIHKa T, a HeKa je m oneT npoH3BOJbaH qeo paQHOHaJiaH 

6poj ~ 0. YKJTIHOCT CBHX H3pa3a 06JIHKa S1 KOMe je jorn ,ll;O,ll;aTa 

01 CMaTpafieMO KaO KOMnJieKCHH 6pojHH CHCTeM Q ( S, t), y KOMe 

fieMO TIOCTaBHTH Hape,ll;Ha npaBHJia pat:IyHa. 

f1pe csera ca caMHM napaMeTpHMa s H t pat:IyHaheMo no 

npaBHJIHMa 7-11 H3 § 13, ,ll;OK fieMO MeCTO npaBHJia 12 CTaJIHO 

npHMelbHBaTH o6pa3aQ 

(1) ts = 2 st . 

.naKO ce ysepaBaMO ,ll;a je OBa nOCTaBKa HenpOTHBpeqHa. 

AKo cy ca.ll; S', S" ,ll;Ba Ma Koja H3pa3a o6JIHKa S: 

MO}Ke ce, oqurne,ll;HO, ca6upalbeM qJiaH no t:IJiaH o6pa3osaTH 

BOBH H3pa3 S' + S", KOjH je oneT o6JIHKa S H KOjH je HCTOspe-
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MeHo je)l,H03HaqHo 0.11.pe~eH; osaj ce H3pa3 S' + S" H33.HBa 36H­
poM 6pojesa npeTcTaBJbeHI:ix H3pa3HMa S' H S" . 

. 06HqHHM QJOpMaJIHHM MHO)KefueM qJiaH llO qJiaH o6a H3pa3a 
S', S", Jl.OJia3HMO Hajnpe .11.0 H3pa3a o6JIHKa: 

S' S" = sm' T0' s"'" T0" + (sm' T0' s"'"+1 T1'' + sm'+1 T/ sm" T0") + 
+ (sm' To' sm"+a T,.'' + sm'+l Tt' sm"+l Tt" + sm'+a T2' sm'' To")+ 

+ ···. 

Osaj H3pa3, aKo ynoTpe6HMO <PopMyny ( 1 ), nocTaje, oqHrne)l,HO, 
je)l,H03HaqHO 0.11.pe~eH H3pa3 o6nHKa S; nocne.n;&H he ce Ha3saTH 
npmt3BOJ1.0M 6poja npeTcTasJbeHor ca S' H 6poja npeTcTasJbe­
Hor ca S". 

Opu TaKO nocnsJbeHOM HaqHHY paqyHa HenocpeJl.HO jacHo 
je sa)Ke&e npasuna paqyHa 1-4 H 6-11 y § 13. TaKo~e HHje 
TewKo ysu)l,eTH sa)Kefue npasuna 5 y § 13. Pa.11.u Tora npemo­
CTaBHMO )1,3 cy Hanp. 

S' = s"'' T0'+sm'+1 T/+sm'+2 T1' + ... 
H 

)1,3TH H3pa3H 06JIHK3 S H npHMeTHMO ./1.3 1 Car JiaCHO H3WHM llOCTaB­
KaMa, npsH KOeQJHIJ.HjeHT r0' H3 T0' Mopa 6HTH pa3JIHqHT 0.11. 0. 
Ynope~yjyhH ca.11.a HCTe cTeneHe 0.11. S Ha o6eMa cTpaHaMa 
je)l,HaqHHe 

(2) S' S" = S"'' , 

Hana3aMo Ha je)l,H03HaqHo 0.11.pe~eHH HaqHH Hajnpe u.eo 6poj m" 
KaO H3JI0)KHJI3IJ., a 33THM pe)l,OM TaKBe H3pa3e 

T3KO )1,3 H3pa3 

S" = sm" T0" + sm"+1 Tt'' + sm"+2 T1/' + 

S'" S' = S"''. 

0BHM je Tpa)KeHH )l,OK33 H3Be)l,eH. 
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Haj3a~. ~a 6ucMO oMoryhHJIH pacnope~ 6pojesa Hawer 
6pOjHOf CHCTeMa 0 (s, f), ycsqjHMO OBe OOCTaBKe: 3a HeKH 6poj 
osor cucTeMa Ka>Ke ce ~a je < HJIH > 0, npeMa TOMe ~a JIH je 
y u3pa3y S KOjH ra npeTcTasJba npsu Koelf>uuujeHT r 0 o~ T0 < 
HJIH > 0. AKO cy ~aTa Ma KOja ~Ba 6poja a H b TOr KOMOJieK­
CHOf 6pojHor cucTeMa, OH~a ce Ka>Ke ~a je a < b o~H. a > b, 
npeMa TOMe ~a JIH je a- b < HJIH > 0. Henocpe~Ho je jacHo 
~a npH OBHM OOCTaBKaMa TaKOlje Ba>Ke npaBHJia 13-16 y § 13, 
Tj. ~a je 0 (s, t) ,Lle3apros 6pojHH cucTeM (yn. § 28). 

npaBHJIO 12 y § 13, WTO llOKa3yje je~Hat:IHHa (1), H H j e 
3a~OBOJbeHO y HaWeM KOMnJieKCHOM 6pojHOM CHCTeMy 0 (s, f), 
a THMe je OOTnYHO ~OKaSaHa Tat:IHOCT CTaBa 60. 

Y carJiaCHOCTH ca CTaBOM 59, He sa>KH ApxuMe~os eTas 
(cTaB 17 y § 13) Sa MaJIOt:IaC OOCTaBJbeHH 6pojHH CHCTeM 0 (s, f) .. 

§ 34. )l,oKa3 o6a CTaBa 0 nacKaJIOBOM CTaBy 
(HenacKaJICKa reoMeTpuja) 

AKo cy y npocTopHoj reoMeTpuju saJJ.OBOJbeHe cse aKCH­
oMe I, II, IV*, OH~a y Toj reoMeTpuju B3}!{H H ,Llesapros eTas 
(eTas 53) H cTora je, npeMa nocJieJJ.H>eM cTasy y § 28, y Toj 
reoMeTpuju Moryhe Ha csaKOM napy npasux Koje ce ceKy ysecTH 
pat:IyH ~Y>KHMa, sa KOjH Ba>Ke npaBHJia 1-11, 13-16 y § 13. 
npernOCTaBHMO JIH naK ApXHMeJJ.OBY 
aKCHOMY V 1* y HaWOj reOMeTpHjH, 
OHJJ.a Ot:IHrJie~HO sa cerMeHTHH pat:IyH 
sa>KH ApxHMeJJ.OB eTas (eTas 17 y § 13), 
a cTora, npeMa crasy 59, sa>KH H KO­
MyTaTHBHH SaKOH MUO>f<efua. J1s lf>H­
rype Koja je ca CTpaHe HenocpeJJ.HO 
je jaCHO ,n;a KOMyTaTHBHH SaKOH MHO- O.c.__ _ _,___::.a'----__:~,__X 

>KeH>a. He npeTCTaBJba HHWTa .n;pyro JJ.O 
nacKaJios eTas sa o6e oce. THMe je Tat:IHOCT CTasa 57 JJ.OKa3aHa. 

,Lla 6HCMO .ll;OKa3aJIH CTaB 58, yot:IHMO ,Lle3aprOB 6pojHH 
CHCTeM yse.n;eH y § 33, H KOHCTPYHWHMO noMohy osor CHCTeMa 
npOCTOpHy reoMeTpHjy Ha Hat:IHH OOHCaH y § 29, y KOjoj cy 
sa~080JbeHe cse aKCHOMe I, II, IV*. na HIIaK nacKaJIOB CTaB 
He BlDKH y OBOj reOMeTpHjH, OOWTO KOMyTaTHBHH SaKOH MHO-



102 VI. nacKaJJ08 CTaB 

:>Kefua He nocrojR y .Ue3aprosoM 6pojHoM mcreMy Q (s, t). TaKo 
H3rpaljeHa ,HeilaCJcaJZclca'' reo.Mefllpuja, y carJiacHocrH ca MaJionpe 
.u.oKa3aHHM crasoM 57, HYJKHO je y Hero speMe R ,He-apxu.Me.Qctca" 
reo.Mefllpuja. 

QqHrJie.U.HO .u.a ce nacKaJIOB eras He MOJKe .u.oKa3aTH npli 
HalllHM npernocrasKaMa HH ra.u.a Ka.u. ce npocropHa reoMeTpRja 
CXBarR KaO ,n:eO rCOMerpHje O.U: npOH3BOJbHO MHOrO .li.RMeH3Hja, 
y Kojoj OCHM raqaKa, npasRx H pasHR nocroje H .u.pym eJie­
MeHrR KOjH cy 3aCHOB3HH Ha O.U.rOsapajyheM CHCreMy aKCHOMa 
se3e H pacnope.u.a, Kao H Ha aKCHOMH napaJieJIHHX. 

§ 35. J],oi<as npoHSBOJbHor cTaBa o Ta-.I<aMa npecei<a 
noMohy Daci<anosor CTaBa 

.QOI<a:>KHMO Hajnpe B3:>KHY qHfueHHUY: 

CraB 61. .D.eaaproa cfllaa (cfllaa 53) ce .MOJtee llOtwaawu 
ua nac/CaJZoaor cfllaaa ( cfllaa 40) ca.Mo ilo.Mofiy GICCUO.Ma 11 _ 5 , 

II, IV*, .QG/CJZe, 6ea ilo.Mofiu a/Ccuo.Ma ilo.Qy.QapHocfllu u a/Ccuo.M.a 
HeilpeiCU.QHOCWU . 

.Q 0 K a 3.1
> QqHrJie.U.HO .U.a o6a .U.eJIHMHqHa RCKa3a H3 KOjHX 

ce cacrojH eras 53 Henocpe.u.Ho cJie.u.yjy je.u.aH H3 .u.pyror . 
.UosOJbHO je, .u.aKJie, ,n:oKa3aTH Hanp. .u.pym HCKa3 crasa 53. 
I13BelllheMo ,n:oKa3 y3 H3BecHe cnope.u.He nperoocrasKe. 

L HeKa cy .u:sa rpoyrJia ABC 
.. -·, ~ 

H A'B'C' raKo noJio:>KeHa .u.a JIHHHje 
Koje cnajajy o.u.rosapajyha reMeHa 

N -- ...- npoJia3e Kp03 je.U.HY raqKy 0 H 
HeKa je, .u.aJbe, npasa A8 napaJICJIHa 
ca A'8', a npasa AC napaJICJIHa ca 
A'C'. npernocraBHMO, ,n:aJbe, .u.a HH 
npase 08' H A'C' HH npase OC' H 

o M A' 8' HHCY Meljy co6oM napaJieJIHe. 
nosyUHMO OH.U:a Kp03 raqKy A napaJieJIHY npeMa 08' Kojy npe­
ceua npasa A'C' y HeKoj raqKH L, a npasa OC' y HeKcij raqKH M. 
HeKa, J.I.3Jbe, npasa L8' HHje napaJieJIHa HH npeMa OA, HH npeMa OC. 

1) OsJie Haoc)leHH JIOKa3 crasa 61 H3seo je r. X e c e H 6 e p r (.Bewels 
des Desarguesschen Satzes a us dem Pascalschen •, Math. Ann. Klb. 61 ). 
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npase A B H LB' CHrypHO HHCY napaneJIHe, Tj. OHe ce ceKy y 

HeKoj Tal!KH N, Kojy heMo cnojHTii ca Tal!KaMa M H 0. 

DpeMa KOHCTPYKU:HjH MO)l{f ce nacKaJIOB CTaB npHMfHHTH 

!Ha KOHcpHrypau;Hjy ONALA'B' H TaKo ce MO)l{e .U:03HaTH .u:a je 

ON napanenHo npeMa A'L; na 33TO napanenHo H npeMa CA. 
Ca.u:a ce nacKaJIOB CTaB MO)l{f npHMfHHTH H Ha KOHcpHrypau;Hje 

ONMACB H ONMLC'B' H .u:o6HTH .u:a je MN napanenHo KaKo 

npeMa CB, TaKo H npeMa C'B'. .UaKJie, cTpaHe CB H C'B' cy 

:3aHCTa Me~y co6oM napanenHe. 

Cnope.u:He npeTnocTaBKe Yl!HfueHe npH .u:oKa3y, .u:a.u:y ce 

·ca.na pe,noM OTCTpaHHTH. Os.u:e heMo H30CTaBHTH .noKa3 osor 

CBO~efua. 

HeKa je ca.n ,naTa pasHa reoMeTpHja y Kojoj, OCHM aKcH­

.OMa ·1-S' II, IV*, Ba)l{H nacKaJIOB CTaB. CTaB 61 Yl!H .u:a y OBOj 

'l'fOMeTpHjH Ba)l{H H ,Ue3aprOB CTaB. 3aTO MO)l{fMO, npeM8 § 24, 
y !bY yseCTH paqyH JJ:Y)KHMa H y OBOM paqyHy. JJ:Y)KHMa 

B3)l{H1 npeMa § 34, 3aje,nHO Ca 0aCKaJIOBHM CTaBOM H . KOMyTa­

'THBHH 3aKOH MHO)l{ffua, Tj. Ba)l{f y fufMY CBH 3aKOHH paqyHa 

1-12 y § 13. 

Ha30BeMO JIH cpHrypy KOja o.u:rosapa ca_np)l{HHH nacKaJIOBOr 

'OJJ:H. ,Ue3aprOBOf CTaBa, 0aCK3JIOBOM OJJ:H. ,Ue3aprOBOM KOHcpH­

rypau;HjOM1 OH,na MO)l{fMO pe3yJIT3T §§ 24-26 H 34 OBaKO pe3H­

MHpaTH: CBaKa npHMfHa paqyHCKHX 3aKOHa (cTaB 1-12 y § 13) 
y HarneM cerMeHTHOM paqyHy OOKa3yje Ce KaO KOM6HHaiJ;Hja 

KOHal!HOf 6poja 0aCK3JIOBHX HJIH ne3aprOBHX . KOHcpHrypau;Hja; 

a KaKO Ce ,Ue3aprosa KOHcpHrypau;Hja, CXOJJ:HO .U:OKa3y CTaBa 61, 
MO)l{e npeTcTaBHTH KOHCTPYKU:HjOM no.u:ecHHX noMohHHX Tal!aKa 

H OOMOhHHX npaBHX KaO KOM6HHaiJ;Hja 0aCK3JIOBHX KOHcpHrypa­

~Hja, TO ce csaKa .npHMeaa noMeHyTHX 3ai<OHa paqyaa noKa3yje 

y HarneM paqyay JJ:Y)KHMa KaO KOM6HHaiJ;Hja KOHal!HO MHOfO 

0aCKaJIOBHX KOHcparypau;Hja. 

DpeMa § 27 H Ha OCI:IOBY KoMyTaTHBHor 3aKOHa MHO)l{ffua 

y OBOM paqyHy .U:Y)l{HM3 TaqKy npeTCTaBJba nap peaJIHHX 

.Opojesa (x, y), a npasy OJJ:HOC Tpajy peaJIHHX 6pojesa (u: v: w), 
QJJ: KOjHX JJ:Ba npsa He Hllll!f3aBajy HCTOBpeMeHO. l1HIJ;HJJ:fHIJ;Hja 

1l'al!Ke H npase 03aaqasa ce je.naal!HHOM 

ux+vy+w = 0, 
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a_ Df!lpaneJJHOCT npaBHX (u : v : w) u (u' : v' : w') nponopu.HjOM: 

u: v = u': v'. 

HeKa y ,n;aTOj reOMeTpHjH DOCTOjH ca,n;a 'llHCT CT8~ 0 npe­
CflJHHI'\i T8qKaMa. 00.D: qHCTHM CTaBOM 0 ppece~IHHM TatiKa~m 

p.asyMel\10 OB,n;e CTaB KOjH ca,n;p:>KH ijeKH HCl{a3 0 HHIJ,HJJ:eHUHjH 
raiJaKa u npaBHX u o napanenHOCTH npaaux, .npH qeMy ce He 
HCKOpHI,llfiaaajy ,n;pyrH OJJ:HOCH, KaO Hll!Jp. DO,n;y,n;apHOCT HJIH 
ynpaBHOCT. CaaKH TaKas qHCT eTas o TaqKaJ:da npeceKa paaHe 
reoMeTpHje MO:>Ke ce CBeCTH Ha Hape,n;HH 06JIHK: 

HeKa ce Hajnpe npoH3BOJPHO o,n;a6epe CHCTeM o,n; KOHaqHo 
MHOfO TaqaKa H npaBHX; 3aTHM HeKa Ce DOByKy, Ha paHHje npo­
DHCaHH HaqHH, npeMa H3BeCJ:IHM OJJ: OBHX npaBHX npOH3BOJPHe 
napanenHe, HeKa ce o,n;a6epy Ha H3BeCHHM npaBHMa npoH3BOJPBe 
TaqKe H noayKy l<poa H3BecHe TaqKe npOH3BOJbJie npaae; aKo ce 
Ta.zxa Ha nponHcaHH HaqHH KOJ:ICTpyuwy cnojHe npaae, npeceqHe 
TllqKe Kao H napanenHe Kpoa a.eh oocTojehe TaqKe, .l(OJia3!i ce 
Haj3a.D: JJ:O O,n;pe~eHOr CHCTeMa KOHaqHO MHOfO npaBHX, 0 KOjHMa 
CTaB HCKa3yje ,n;a OHe npomise Kp03 HCTY TaqKy OJJ:H. ,n;a cy 
napaneJJHe. 

Koop,n;uHaTe TaqaKa u npaaHx, Koje CMO Hajnpe caCBHM 
npoH3BOJbHO o,n;a6panu, nocMaTpaheMo Kao napaMeTpe p1, ..• , Pn; 
HeKe KOOp.D:HHaTe TaqaKa H npaBHX, o,n;a6paHHX 3aTHM ca orpa­
HHqfHOM npOH3BOJbHOWfty, MOry Ce DOCMaTpaTH KaO ,n;aJbH napa­
MeTpH Pn ... 1 , ••• , p,, a ocTane fuuxoae KOop,n;uHaTe he 6nTH 
H3pa:>KeHe napaMeTpHMa p1, ..• , p,. Koop,n;HHaTe CBHX cnojHHX 
npauax, npeceqHHX TaqaKa H napanenHHX, Koje ce ca,n;a ,n;aJbe 
KOHCTpyHwy, 6ahe H3pa3H A (p1 , ••• , p,) pauaoHanHo aaBHCHH 
o,n; OBHX napaMeTapa. HcKa3 ,n;aTor CTaaa o npeceqHHM TaqKaMa 
CBO.D:H ce Hil TBp~efue ,n;a H3BfCHH TaKBH H3pa3H 3a HCTe Bpe.D:­
HOCTH napaMeTapa ,n;ajy HCTe Bpe,n;HOCTH; TO 3HaqH, CTaB 0 npe­
ceqHHM TaqKaMa HCKa3yje ,n;a o,n;peljeHH a3pa3H R (p 1 , ••• , p, ), 
paUHOHaJIHO 3aBHCHH o,n; H3BecHux napaMeTapa p 1 , • •• ,p,, yaeK 
Hwqe3aBajy K8.ll: Ce MfCTO OBHX napaMeTapa yHecy Ma KaKBH 
eneMeHTH cerMeHTHOr paqyHa, yse,n;eHor y ,n;aTy reoMeTpHjy. 
00WTO je DO.D:pyqje OBHX eneMeHaTa 6eCKOHalJHO, TO 3aKJbyqy­
jeMO, npeMa no3HaTOM cTasy anre6pe ,n;a H3paaH R (p1 , ••• , p, ), 
H a 0 C H 0 By 3 a K 0 H a p a q y H a 1- 12 y § 13, MOpajy 
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u .n. e H T u q H o Hlll'le3HyTu. Amt, .n.a 6ucl'ttO y Ha!lleM pa'lyHy 

.li.Y*HMa )J.OKa3anu u.n.eHTH'lHO Hlll'le3aBalbe u3pa3a R (p1 , ••• , p,) 

)J.OBOJbHa je, npeMa OHOM lllTO je rope JI,OKa3aHO 33 npuMeHy 

33KOHa paqyHa, npuMeHa nacKaJIOBOr CTaBa. TaKO J1,0Jl33HM0 JJ.O 

Hapen.Hor cTasa: 

C TaB 62. CaaKu 'lUCUi cm.aa o UiG'liW.Ma lipeceKa KOju aaJICu 
y paaHoj reo.Mewpuju, y Kojoj aaJICe aKcuo.Me 11 _ 3 , II, IV* /1. 

nacKaJIOB cmaa, uo~a3yje ce KOHcwpyKI.{ujo.M ilol{eCHux lioMohHux 
[iiQ'lQICQ U iiO.MOfiHUX ll.paaux /CGO ICO.M6UHaquja KOHQ'IHO MHOrO 
naCKQ.!I,OBUX KOHcj:JUrypai.{Uja. 

3a )J.OK33 Ta'lHOCTH CTaBa 0 npeCe'lHHM T8'lKaMa HHje 00Tpe-

6HO, Jl,aKJie, Ka)J. ce ynoTpe6H OacKaJIOB CTaB, npu6eraB8TH aKCH­

OMaMa OO.ll.yJJ.apHOCTH H HenpeKHJJ.HOCTH • 

• 



Ce,n:Ma rnasa 

feoMeTpHci<e I<OHCTpyi<u,Hje Ha ocHosy 
aJ<cHoMa I-IV 

§ 36. feoMeTpHCKe KOHCTpyK~Hje noMohy JielbHpa 
H npeuocno~a AY>I<H 

HeKa je ,n:aTa npocTopHa reoMeTpHja y Kojoj sa}l{e cse 
:aKCHOMe I-IV; y OBOJ rnasu, pa,n:H sehe ynpowheHOCTH, 
ymmheMo caMo pas H y reoMeTpujy Koja je ca,n:p}l{aHa y osoj 
npOCTOpHOj reOMeTpHjH H Ta,n:a heMO pa3MOTpHTH llHTalhe KOjH 
·Ce eneMeHTapHH KOHCTPYKTHBHH 3a,n:an:u ( npemocTaBJbajyhu no­
~eCHa npaKTHqHa cpe,n:CTBa) MOry H3BeCTH. 

Ha ocHosy aKCHOMa I, II, IV yseK ce MO}I{e pernHTH 
·Hape,n:HH 3a,n:aTaK: 

3 a .n: aT a K 1. CnojHTH .zr.se TaqKe npasoM H Hahu npe­
-ceqHy TaqKy .n:sejy npasux, y cnyqajy .n:a npase Hucy napanenHe. 

Ha ocHosy aKCHOMa no.n:y.n:apHOCTH 111 Moryhe je npeHo­
rnelbe ,n:y}I{H H yrnosa, Tj. y ,n:aToj reoMeTpHjH Mory ce pernHTH 
·OBH 3a)J.aU:H: 

3 a )1. aT a K 2. npeHeTH ,n:aTy JJ.Y)K Ha ,n:aTy npasy 0)1. HeKe 
·TaqKe a ca .zr.aTe cTpaHe o.zr. Te TalJKe. 

3 a .11: aT a k 3. npeHeTH )J.aTH yraO Ha )J.aTy npasy y ,n:aTOj 
TaqKu ca ,n:aTe CTpaHe o.n: Te npase HJIH KOH,CTpyucaTH npasy 
Koja ,n:aTy npasy ceiJP. y .n:aToj TalJKH no.n: .zr.aTHM yrnoM. 

BHJJ.HMO .zr.a ce, aKo ce y3MY 3a ocHosy aKCHOMe I-IV, 
Mory pernHTH caMo OHH KOHCTPYKTHBHH 3a,n:an:u Koju ce Mory 

·CBeCTH Ha rope noMeHyTe 3a,n:aTKe 1 - 3. 
0CHOBHHM 3a.zr.aU:HMa 1-3 .zr.o.zr.aheMO jorn OBa JJ.Ba: 

3 a .zr. aT a K ~. Kpo3 ,n:aTy TaqKy nosyhu napaneJIHY npeMa 
.JJ.a'Poj npasoj. 
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3 a .n. aT a K 5. OosyhH HOp Many Ha .n.aTy npasy. 

Henocpe.n.Ho BH.li.HMO .n.a ce o6a osa 3aJI.aTKa Mary pernHTH 
Ha pa3He Hal!HHe noMohy_ 3a.n.aTaKa 1 - 3. 

3a H3BOlje!i>e 3a.n.aTKa 1, noTpe6aH HaM je n e fu H p. .Ua 
6HCMO H3BeJIH 3a.ll.aTKe 2-5, .ll.OBOJbHO je, UITO he y Hape.lJ.HHM 
H3Jiarali>HMa 6HTH llOKa3aHO, nope.n. JICH>Hpa npHMeHHTH ll p e­
H 0 C H JI aU .li. y >K H - HHCTpyMeHT KOjH OMOryhasa npeHOUiefue 
je.n.He je.n.HHe1 l o.n.peljeHe .n.ymH, Hanp. je.n.HHHl!He .n.y>KH. Ha Taj 
Hal!HH .ll.OJia3HMO .ll.O OBOr pe3yJIT3T3: 

C TaB 63. 0HU reo.MeillpUC/iU liOHCt.npy!iiiLUBHU 3Q~Ql/U !iOjU 
ce .Mary pewumu Ha ocHoay alicuo.Ma I-IV .l{a.l{y ce pewumu 
lio.Mohy ;zelbupa u lipeHocuoqa 4YJICU. 

,ll 0 K a 3. ,lla 6HCMO H3BeJIH 33-
.n.aTaK 4, cnojHMO .lJ.aTy TaLIKY p Ma 
ca KOjOM T3LIKOM A .n.aTe npase a H 
npeHeCHMO je.lJ.HHHliHY .lJ.Y}l{ llOMOhy 
npeHOCHOUa .ll.Y>KH Ha npasy a O.ll, 
TaLIK~ A .n.sa nyTa je.n.Ho 3a .n.pyrHM, 
peUHMO npso .n.o TaLIKe B, a 3aTHM 
o.n. B .n.o C. HeKa je ca.n. D .Ma Koja 
TaLIKa Ha AP Koja je pa3JIHLIHTa o.n. 

a _, ___ , __ 
A H P H .n.a npH TOMe BD HHje napaJieJIHO ca PC. Ta.n.a ce 
npase CP H BD npeceuajy y TaLIKH E, a npase AE H CD y 
TaLIKH F. PF je npeMa ill T a j He p y (S~einer) Tpa>KeHa napa-
JieJIHa npeMa npasoj a. 

F 
3a.n.aTaK 5 heMO peUIHTH Ha Ha­

pe.lJ.HH HaLIHH. HeKa je A npOH3BOJbHa 
TaLIKa .n.aTe npase; Ta.n.a npeHOCHMO 
llOMOhy npeHOCHOUa .li.Y>KH Ha OBY 
npasy ca o6e cTpaHe o.n. TaLIKe A 
je.n.HHHLIHe .n.ymH AB H A C H 3aTHM 
o.n.pe.ll.HMO Ha .lJ.BeMa npOH3BOJbHHM ' 
.n.pyrHM npasaMa, KOje npoJia3e Kp03 
TaLIKY A, TaLIKe E H D TaKo .n.a H 

I) .na Je osne noso.ibaH 3axres npeHoliielba 3a jenHY jeJlHHY nylK, npH­
MeTHO je K H p III a K (J. Kiirschak); yn. lberosy 6eneliiKY .Das Streckenabtra­
gen •, Math. Ann. Klb. 55, 1902. 
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Ay»m AD H AE 6yAy je)I.HaKe je)I.HHHqHoj AY}I(H. npaae BD H 
CE ceKy ce y raqKH F, npaae BE H CD y raqKH H, a npaaa PH 
je' rpa}l(eHa HOpMaJia. YcraapH, yrJIOBH -9:: BDC .H -9:: BEC cy, 

Kao yrJIOBH y noJiyKpyry Ha)l. BC, npaBH, H saro he, npeMa 
crasy o npcceqHoj raqKH BHCHHa KOA rpoyrJia, KOjH npHM:elhy­

jeMo Ha rpoyrao BCF,, H npaaa FH 6HTH HOpMaJIHa Ha BC. 
Ha ocHoay sa)l.aTaKa 4 H 5 yseK je Moryhe cnyc'rHTH 

ynpaaHy Ha )l.ary npasy a H3 raqKe D Koja He Jie>KH Ha lhOj, 

HJIH Ha lhY IIO)I.HhH HOpMaJiy y raqKH KOja Jie}I(H Ha lhOj. 

Ca)l. MO}I(eMo H sa)l.araK 3 JiaKo peliiHTH caMo noMohy JielhHpa 

H npeHOCHOQa AY}I(H; ynorpe6HheMo, HanpHMep Hape)I.HH nocry­

naK. KOjH saxreaa caMO noaJiaqefue napaJieJIHHX H cnylllralbe 

HOpMaJia: HeKa ~ 6y )I.e yrao KOjH ce npeHOCH H A reMe osor 
yrJia. nosyQHMO Kp03 raqKy A npasy I napaneJIHO npeMa )l.aroj 

npaaoj, Ha Kojy rpe6a npeHerH )l.aTH yrao ~· Yls npoH3BOJbHe 
raqKe B je)I.Hor KpaKa yrJia ~ cnycrHMO 

A 

HOpMaJie Ha ApyrH KpaK yrJia ~ H Ha 
npasy /. HeKa cy IIO.llHO}I(ja OBHX Hop-· 

Mana D H C. TaqKe C H D ce pasJIHKyjy 

je)I.Ha OA Apyre, a raqKa A He Jie}I(H Ha 
npaaoj CD. Crora MO>KeMo H3 raqKe A 
cnycrHTH HOpMany Ha CD; HeKa je lbeHo 

TIO)I.HO)!{je E. npeMa )1.0Ka3y li3BeJreHOM 

Ha crp. 51 6Hhe -t: CAE=~- AKo raqKy B H3a6epeMo Ha APY· 
roM KpaKy )l.aror yrJia, raqKa E na)l.a Ha Apyry crpaHy npaae /. 

Kpos )l.ary raqKy Ha )l.aroj npasoj noayQHMO napaJieJIHY npeMa 
AE; THMe je pellleH sa)l.araK 3. 

Jl.a 6HCMO, Haj3a)l., peliiHJIH 

3aJJ.aTaK 2, HCKOpHCTHMO Hape)I.HY 

npocry KOHcrpyKuujy Kojy je 
)l.ao K H p ill a K. HeKa je A B 
AY}I( Kojy rpe6a npeHeru, a P 
)l.ara raqKa Ha )l.aroj npasoj f. 
HeKa ce noayqe Kpos raqKy P 
napaJieJIHa npeMa A B H npeHece 

IlOMohy npeHOCHOQa .li.Y>KH Ha 

A B 

lhY O)l. raqKe P, Ha oHy crpaHy O)l. AP, Ha Kojoj Jie>KH TaqKa B, 
jeJJ.HHHqHa Ay>K, peU.HMO )I.O C; )l.aJbe, npeHeru Ha npaay l O)l. 
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Tal!Ke P ca .n.aTe crpaHe je.n.HHHliHY .n.y>K .n.o Tat:JKe D. HeKa 
npaaa nosylleHa Kpo3 B napanenHo npeMa AP npece~a npaay PC 
y Tat:JKH Q, a npaaa noaylleHa napanenHo npeMa CD Kpo3 Tat:JKY Q 
npece~a npaay I y ra'lKH E. Ta.n.a je PE ~ A B. Y cnyqajy .n.a 
ce npasa I noKJiana ca PQ, a raqKa 0 He ne>KH Ha .n.aToj cTpaHH, 
Tpe6a KOHCTPYK~Hjy Ha npocT Hat:JHH npouJHpHTH. 

TaKo je noKa3aHO .n.a ce CBH 3a.n.a~H 1-5 Mory pelliHTH 
JielbHpOM H npeHOCHO~eM .II.Y>KH H, CTOfa je, CTil.B 63 nomyHO 
JJ.0Ka33H. 

§ 37. l{pnTepujyM aa HSBOAJbHBOCT reoMeTpHCI(HX 
I(OHCTpyi<u;nja noMohy nelbnpa H npeHocuou;a AYiKH 

0CHM eJieMeHTapRHX reOMeTpHCKHX 3a.II.aTaKa 06pa~eHHX y 
§ 36, nocrojH jolll aeJIHKH 6poj .l(pyrux 3a.n.aTaKa 3a quje je 
pelllelbe norpe6Ro caMo noaJiat:Jelbe npasHx H npeRolllelbe .II.Y>KH·. 
,Ua 6HCMO MOfJIH nperJieJJ.aTH 06JiaCT CBHX 3a.II.aTaKa KOjH ce MOry 
pelliHTH Ha osaj Rat:JHH, y3MHMO 3a ocHosy JJ.aJbHX nocMarpalba 
npasoyrJIH KOOpJJ.HHaTRH CHCTeM H 3aMHCJIHMO KOOpJJ.HRaTe Tat:JaKa 
Ra o6Ht:JaR Hat:JHH - Kao peaJIRe 6pojeae HJIH cpyRK~Hje H3Be­
CRHX npOH3BOJbRHX napaMeTapa. ,Ua 6HCMO OJ!.fOBOpHJIH Ha flHTalbe 
o yKynHocru CBH~ rat:JaKa Koje ce Ha osaj Ra'lHR Mory KOR­
·CTpyucar~, npu6ehu heMo OBOM pa3MHlliJbalby. 

HeKa je JJ.aT CHCTeM OJJ.pe~eHHX Ta'laKaj o6pa3yjMO OJ!. KOOp­
. .li.HRaTa OBHX rat:JaKa noJJ.pyqje pa~HORaJIROCTH R; OHO CaJJ.p>KH 
u3secRe peaJIHe 6pojese H u3secRe npoH3BOJbHe napaMerpe p. 
3aMHCJIHMO CaJJ.a yKynHOCT csux OHHX raqaKa Koje ce Mory 
KOHCTpyucaTH OJ!. JJ.aTOf CHCTeMa Ta'laKa nOBJia'lelbeM npaBHX H 
npeROlllelbeM JJ.y>Ku. DoJJ.pyqje, o6pa30BaRo OJ!. KOOP.II.HHaTa OBHX 
Tat:JaKa, Ra3BaheMO Q (R) j ORO CaJJ.p>KH H3BeCHe peaJIRe 6pojese 
H cpyHK~Hje npOH3BOJbHHX napaMerapa p. 

Hallla nocMarpalba y § 17 noKa3yjy .n:a ce nosJia'lelbe npa­
sux H napaJieJIRHX CBOJI.H aRaJIHTHliKH Ra npHMeHy Ca6Hpalba, 
MHO>Kelha, OJJ.Y3HMalba u .n.eJbelba JJ.Y>KHi .n.aJbe, no3Rara cpopMyna 
aa o6pralbe, nocrasJbeRa y § 9, yqu JJ.a npeHOlllelbe .n.y>Ku Ha 
npOH3BOJbHY npasy He 3aXTeBa HHKaKBY JJ.pyry aHaJIHTH'lKY one­
pa~ujy OCHM H3BJia'lelba KBaJJ.parRor KopeRa u3 36upa .n.sa KBa­
. .n.para t:JHje cy OCROBe seh KORCrpyHCaRe. 06pRyro, Ra OCROBY 
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0HTaropHHe TeopeMe noMohy npasoyrJior TpoyrJia MO}Ke ce 
yseK KOHCTpyHCaTii KBa.n.paTHH KOpeH H3 36Hpa .ll.B~jy cerMeHT­
HHX KBa.n.paTa .npeHo!llel-beM .n.ymH. 

l13 OBHX nocivlaT,pmba cJie.n.yje .n.a no.n.pyqje 0 (R) ca.n.p}KK 
· cse oHe H caMo TaKae peaJIHe 6pojeae H <f>YHKQHje napaMerapa P' 

KOjH npoH3HJia3e H3 6pojeaa H napaMeTapa y no.n.pyqjy R npH· 
MeHOM KOHa"!HO nyTa neT paqyHCKHX OnepaQHja, HaHMe t:JeTHpK 
eJieMeHTapHe onepaQHje paqyHa H neTe onepaQHje, Koja ce CMa­
Tpa Kao H3BJiat:Jel-be KBa.n.paTHOr KopeHa H3 36Hpa .n.sa KBa.n.paTa. 
Osaj pe3yJITaT heMo H3pa3HT1i oaaKo: 

C TaB 64. Je.n.aH reoMeTpHCKH KOHCTPYKTHBHH 3a.n.aTaK 
Mome ce Ta.n.a u caMo Ta.n.a pe!llHTH noaJiat:Jel-beM npasux H npe­
HO!llel-heM .n.ymH, Tj. llOMohy Jiel-bHpa H npeHOCHOI.{a .n.ymH, aKO· 
cy npH aHaJIHTHI:JKOj o6pa.n.u 3a.n.aTKa Koop.n.nHaTe rpa}KeHHX 
Tat:JaKa TaKse <f>YHKQHje Koop.n.HHaTa .n.aTHX Tat:JaKa t:JHje H3pa}Ka­
Bal-be 3axTesa caMo paQHOHaJ:me onepaQHje H onepaQnjy 83BJia­
"'el-ha KBa.n.paTHOr KOpeHa H3 36Hpa .n.sa Kaa.n.paTa - H TO caMO. 
KOHat:JaH 6poj npHMeHa oaux neT onepaQHja. 

l13 oaor cTaaa o.n.Max MO}KeMo yaH.n.eTH .n.a ce He MO}Ke· 
CBaKH 3a.D.aTaK KOjH Ce pe!llaBa !lleCTapOM, pe!llHTH CaMO JielbHpOM 
u npeHOCHO.QeM .n.ymH. Pa.n.H Tora no~HMO o.n. OHe reoMeTpHje· 
Koja je H3rpa~eHa y § 9 noMohy aJire6apcKor 6pojHor no.n.­
pyqja 0; y OBOj reOMeTpHjH nOCTOje HCKJbYI:JHBO TaKBe .ll.Y}KK. 
Koje ce Mory KOHCTpyucaTH noMohy Jiel-bHpa H npeHOCHOQa .n.ymH,. 
HaHMe .ll.Y}KH O.D.pe~eHe 6pojeBHMa no.n.pyqja Q, 

AKO je ca.n. W Ma KOjH 6poj no.n.pyqja 0, TO JiaKO JI.03H3-
jeMO H3 .n.e<f>HHHQHje no.n.pyt:IJa Q .n.a ce H caaKH aJire6apcKH 6poj,. 
KOHjyroaaH ca ro, MOpa HaJia3HTH y no.n.pyqjy 0, a nO!llTO cy 
6pojeBH no.n.pyqja 0, O"!HrJieJI.HO, can peaJIHH, o.n.aTJie cJie.n.yje· 
.n.a no.n.pyqje 0 Mome ca.n.p}KaTH caMo TaKa~ peaJIHe aJire6apcKe· 
6pojeae, l:JHjH cy KOHjyroBaHH 6pojeBH HCTO TaKO peaJIHH, Tj .. 
6pojeBH no.n.pyqja 0 cy nornyHo CTBapHH. 

nocTaBHMO ca.n.a 3aJI.aTaK .n.a ce KOHCTPYHille npaaoyrnu­

Tpoyrao t:JHja je XHllOTeHy3a 1 H je.n.Ha KaTeTa I v21 -1. Me~y-­

THM, anre6apcKH 6poj V2 I v21- 2, KOjH H3pamasa 6pojHy apeJI.­
HOCT .n.pyre KaTeTe, He HaJia3H ce y 6pojHoj o6JiaCTH 0, no!llTO je 

1-beMy KOHjyroaaHH 6poj V- 2 I v 2 1-2 nMarnHapaH~ OpeMa TOMe,, 



§ 37. KpHTepHjyM 34 H3BO.llJbHBOCT KOHCTpyKUHja HTJl. 11 f 

IlOCTaBJbeHH Ce 3aJ(aTaR He MOJKe peWHTH y TaKBOj reOMeTpHjl-f 
H 33TO Ce He MOJKe yonwTe peWHTH IlOMOhy JietbHpa H npeHO­
CHOI.J.a .U:YJKH, Ma J(a je KOHCTpyKU.Hja IlOMOhy wecTapa Heno-­
cpe.U:HO H3BOJ(JbHBa. 

Hawe nocMaTpatbe ce MOJKe TaKO~e o6pHyTH, Tj. aaJKH eTas:· 
CaaKH: nomyHo cTaapHH 6poj JieJKH y no~py1.1jy 0. 3aTO· 

ce caaKa .u:yJK, o.u:pel]eHa nomyHo peaJIHHM 6pojeM, MOJKe KOH­
CTpyHcaTH 110MOfiy JietbHp3 H npeHOCHOI.J.a .U:YJKH. ,UOK33 OBOr 
cTaaa .u:o6HBaMo H3 onlliTHjer nocMaTpatba. HaHMe, MOJKe ce HahH. 
KpHTepHjyM KOjH. 3a reoMeTpHcKe KOHCTPYKTHBHe 3a.U:aTKe pe­
lliJbHBe noMohy JietbHpa H lllecTapa, .u:onywTa .u:a ce npou,eHH 
H3 aH3JIHTH'-IKe npHpOJ(e 33J(3TK3 H tbHXOBHX pewetba .1(3 Jill je­
KOHCTpyKU.Hja H3BOJ(JbHB3 H C3MO 110MOhy JietbHpa II npeHOCHOI.J.a. 
.U:YJKH. Oao .u:aje Hape.U:HH eTas: 

C T a B 65. HeiCa je /l,aili reo..«eilipuc/Cu ICOncilipylliliU8HU aa/l,a-­
ilia/C iliatme 8pcilie /l,G ce li.pu 1bero8a.M anaJIUiliU'IKOM pewelby 
ICOapll.UHailie ilipaxenux ilia'la/Ca Mary /l,a6uiliu ua ICOOpf1Uitailia: 
P.ailiux ilia'la/Ca je/l,UHO lia..«ahy paquoHa.~Hux aliepaquja u uo.Mohy 
U38Jla'lelba IC8a/1,pailinor ICopena; HeiCa je n Haj.Malbu 6poj K8G/l,paili­
HUX ICOpeHa ICOjU cy ilpU iliO.Me. /l,OBaJbHU 3Q U3pa'lyHa8albe ICOOp­
/l,UHailia ilia'lwca; ilia/l,a je, /],a 6u /l,ailiu ICOHClilpy1Ciliu8HU aa/l,ailiaK 
.Maraa 6UiliU pemeH CQ.MO li.08Jla'le1beM ilpa8UX U ilpeHOlllelbe.M /l,YJICU' 
lioilipe6na u /l,08aJbHO /],a iliaj reo.MelilpuClcu aa/l,ailiaiC li.pu yaofyelby 
6ec1Cana•mo y/l,aJbenux eJle.Menailia UMa ilia'lHa 2" peaJIHUX pewelba,.. 
U ilia aa C 8 e li.aJlaJtCaje /],GiliUX iliG'lQICG,. ilij. 3Q C 8 e 8pe/l,HaClilU 
lipOU380JbltUX uapa.Meiliapa ICaju ce ja8Jbajy y ICoap/l,unailiaMa· 
/l,QiliUX ilia'lGIW, 

Ha ocHo~y pa3MaTpatba H3ae.u:eHHX y nol.leTKY oaor napa­
rpa<f>a, Henocpe.u:Ho je jacHo .u:a je nocTaaJbeHH KpHTepHjyM no­
Tpe6aH. Tap~etbe .[(3 je Taj KpHTepHjyM H J(OBOJbaH, CBOJ(ll Ce­
Ha OBaj apHTMeTHI.IKH CTaB: 

C TaB 66. Hell a je ¢yn1Cquja f (p1 , _ •• , Pn) a6paaoaaHa a/1,: 
liapahleiliapa p 1 , ••• , Pn lio.Mohy paquafWJIHU"< oliepaquja u u38Jla­
'lelba K8G/l,palilnar Kapena. A ICa oaa rjJyniCLJuja 3a c 8 a /C u peaJIHu· 
cucilie.M ape/l,nociliu li.apa.M.eiliapa ilpeilicilia8Jba li o iii li y n a c m B a­
p a 1t 6poj, ilia ona ilpulia/l,a lia/l,py'ljy 0, ICaje ce /l,06u8a lioflaaefiu· 
a/1, 1, p1, . , . , Pn li.a.Mohy e.;teMeHiliapnux aliepaquja pa'lyna u U38Jla­
'lelba IC8D/l,pailiHor !COpen a u 3 3 6 up a /1, 8 a IC B a /1, p a iii a. 
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npeT'XOJJ.RO heMO rlpHMeTHTH JJ.a Ce. y JJ.eqJHHHUHjH OOJJ.­

pyqja Q (R} MO}f{e OTC1'paRHTH orparllftlelbe Ha JJ. B 0 q JI a R H 36Hp 

i<aaJJ.paTa. Y craapu; <f>opMyJie 

l/a2 + b2 + c2 = V(vaz+b~. 

V a2 + b~ + c2 + d2 
= V ( Va 2 + b2 + c2

)
2 + d2 

Ilol<a3yjy JJ.a ce yoniiiTe H3BJiaqelhe KBaJJ.paTROt KopeRa H3 36Hpa 

npOH3BOJbHO MROfO KBaJJ.paTa yaeK MO:>Ke CBeCTH Ra OOROBJbeRO 

H3BJiaqefue KB8JJ.paTROr KOpeRa H3 36Hpa JJ.Ba KBaJJ.paTa. 

CXOJJ.HO TOMe, DOCMaTpajyhH OOJJ.pyqja paUHORaJIROCTH KOja 

ce jaaJbajy npH KORCTPYKUHjH 4>YRKUHje f (p1 , ••• , Pn) jeJJ.RO 3a 

.n;pyrHM cyKUeCHBRHM JJ.OJJ.aBalbeM KBaJJ.p8TRHX KOpeRa KOjH yJia3e 

y TY <f>YRKUHjy, JJ.OBOJbRO je JJ.OKa3aTH JJ.a paJJ.HKaRJJ. caaKor OJJ. 

OBHX KOpeRa npeTCT8BJba 36Hp KBaJJ.paTa y npeTXOJJ.ROM OOJJ.­

pyqjy paUHORaJIROCTH. npH OBOM JJ.OKa3y OCJIORHHeMO ce Ra 

osaj aJire6apCKH eTas: 

CT a B 67. CaaJCa paquoHaJZHa ¢YHJCquja p (p1 , ••• , Pn) ca 
paquoHaJZHUM JCoe¢uqujeHiliUMa JCoja aa peaJZHe ape;mociliu llapa­
Meiliapa HUJCa,aa He ilociliaje HerailiuaHa, MOJJCe ce iipeiliciliaaililiu 
JCao a6up JCBa,apailia paquOHUJIHUx cjJyHICquja ilpo.MeHJbuaux p1 , ••• ,p,. • 
ca paquoHaJZHUM JCoe¢uqujeHiliuMa. 1 > 

0BOM heMO CTaay JI.3TH oay <f>opMyJiaUHjy: 

C T a a 68. Y ilo,apy'ljy paquoHaJZHOciliu o.apeljeHOM ca 1, 
p 1 , ••• , Pn .caaJCa ¢YHJCquja JCoja Huje HUJCaa HeralilUBHa, ilij. HU aa 
je,aaH peaJIHU cuclileM ape,aHociliu ilpo.MeHJbuaux, a6up je JCBa,ajJallla. 

HeKa je caJJ. JJ.aTa <f>YHKUHja f (p1 , ••• , Pn) ca oco6HRaMa 

HaBeJJ.eHHM y CT8BY 66. npOIIIHpHMO riOCJieJJ.lbe TBp~elbe Ra ORa 

riOJJ.pyqja KOja Ce JJ.06Haajy CYKUeCHBHHM JJ.OJJ.aBalbeM OHHX KBa­

.n;paTRHX KOpeRa KOjH cy riOTpe6RH 38 H3rpa~HBalbe <f>YRKUHje f. 
3a 088 riOJJ.pyqja B8:>KH Jl.8 Ce CBaKa <f>YRKUHja KOja 3ajeJJ.RO Ca 

CBOjOM KORjyrOBSROM <f>yRKUHjOM HHje HHKaJJ. ReraTHBRa MO:>Ke 

npeTCT8BHTH K30 36Hp KBaJJ.paTa <f>YRKUHja JJ.OTHqROr riOJJ.pyqja. 

1) 3a jell H y npoMeHJbHBy npo6neM caM npso ja o6p8llHO, a E. JI a H­
ll a y (E. Landau) je ynornyHHo llOK83 osor crasa aa jellHY npoMeHJbHBy, KOpH­
crehH. Ce npH TOMe BeOM8 npOCTHM H eneMeHTapHHM nOMOhHHM cpellCTBHMa, 
Math. Ann. Klb. 57, 1903. Hell8BHO je ycneo ApT H H (Artln) ll8 na nomyH 
.IlOKa3 osor crasa, Hamburger Abhandlungen, Klb. 5, 1927. 



§ 37. KpHrepHjyM aa H3BOlllbHBocr KoHcrpyKUHja HTJl. 113 

,UOKa3 heMO H3BCCTH TIOTnYHOM HH.li.YKUHjOM. 00CMaTpajMO 
Hajnpe o6JiaCT Koja npoH3HJia3H H3 R .u.o.u.aaaH>eM je.u.Hora Kaa­
.u.paTHOr KOpeHa KOjH je Haj.u.y6Jbe y cpyHKU:HjH. 00TI<OpeHa KOJIH­
lJHHa oaor Kaa.u.paTHor KopeHa je p au: H o H a JI H a cpyHKU:Hja 
{ 1 (P1 , ••• , Pn). HeKa je / 2 (p1 , ••• , Pn) cpyHKU:Hja H3 no.u.pyqja 
(R, Vft) .u.o6HaeHor .u.o.u.aaaH>eM, Koja ca caojoM KOHjyroaaHOM 
cpyHKU:HjOM HHKa.U.a He .U.06HBa HeraTHBHY ape.U.HOCT H TaKO~e • 
He HlliiJe3aaa u.u.eHTHIJHo; oaa cpyHKU:Hja HMa o6JIHK. a+b V/1 , r.n:e 
cy a H b, KaO H { 1 , paU:HOHaJIHe cpyHKU:Hje. l13 npeTnOCTaBKH 
YIIHfbeHHX y o.n;Hocy Ha / 2 cJie.u.yje, .u.a 36up <p H npou3ao.u. t 
<PYHKI.J.Hja a+ b v It' a- b vt; HHKa.u.a He .u.o6Haajy Hera'!:HBHY 
Bpe.U.HOCT. <PyHKU:Hje 

cy, noapx Tara, pau:HoHaJIHe, .u.aKJie Mary ce npeTCTaBHTH, npeMa 
CTaay 68, KaO 36Hp KBa.U.paTa cpyH.KU:Hja H3 no.u.pyqja R. 0CHM 
TOra <p Ce He MO.>Ke H.U.eHTHlJHO aHyJiupaTH. 

l13 je.u.HaiJuHe Koja aa.>KH 3a /1 

122-<p fg+'}f = 0 
.n.o6uaaMO 

!
2 

= /2
2 
+ 'V = ( /2 )

2
. cp + cpo/ • 

<p <p <p! 

,UaKJie, npeMa peqeHOM 0 <p H \j.r, MO:lKe ce cpyHKU:Hja /2 
npeTCTaBHTH KaO 36Hp Kaa.u.paTa cpyHKU:Hja H3 no.u.pytija (R, Yft). 
PeayJITaT osaKa .u.o6uaeH aa no.u.pytije ( R, Y/;) o.u.roaapa CTaay 
68, KOjH Ba.>KH 3a no.u.pyqje R. noHaBJbajylm MaJIOIJaC npHMe­
fbeHH nocTynaK npu .u.aJbHM .u.o.u.aaaH>HMa, .u.ohu heMo, Haj3a.n;, 
.li.O pe3yJITaTa .U.a y CBaKOM O.lJ. TIO.U.pyqja, .lJ.O KOjHX .U.OJI33HMO 
npu KOHCTPYKI.J.HjH cpyHKU:Hje f, caaKa cpyHKU:Hja Koja aaje.u.Ho ca 
CBOjOM KOHjyroaaHOM cpyHKU:HjOM HHjP HHKa.U. HeraTHBHa jecTe 
36Hp l<aa.u.paTa cpyHKU:Hja .U.OTHIJHor no.u.pyqja. nocMaTpajMo ca.u. 
Ma KOjH Kaa.u.paTHH KopeH KOjH ce jaaJba y f. OH je, ca caojoM 
KOHjyrOBaHOM cpyHKI.J.HjOM, y CBaKOl'.1 CJiyqajy, peaJiaH, a 3aTO je 
lberoaa TIOTKOpeHa KOJIHIJHHa y no.u.pyqjy y KOMe Ce npuKa3yje, 
Ca CBOjOM KOHjyroBaHOM cpyHKU:HjOM, cpyHKU:Hja KOja HHje HHKa.U. 
HeraTHBHa H, npeMa TOMe, npeTCT3BJba ce y OBOM TIO.U.pyqjy K30 
36Hp KBa.U.paTa. OpeMa TOMe CT3B 66 je .lJ.OI<a3aH; HaBe.U.eHH KpH­
TCpHjyM y CTaBy 65 je, .U.aKJie, H .lJ.OBOJhaH. 

Ocnoen reoMeTpaje 8 



114 VII. reoMeTpHCKe KOHCTpyKu,Hje H8 OCHOBY 8KCHOM8 I-IV 

, 
Kao npHMep sa npuMeHy cTaaa 65 Mory CJIY)KHTH npaBHJIHH 

MHOroyrJIH KOjH Ce MOry KOHCTpyucaTH IIOMOHY meCTapa; y 
OBOM CJiyqajy Ce He jaBJba npmtSBOJbHH napaMeTap p; CBH HSpaSH 
Koje Tpe6a KOHCTpyucaTH npeTCTaBJbajy anre6apcKe 6pojese. 
JlaKO ce BH.li:H ,n:a je KpHTepujyM CTaBa 65 Sa,li;OBOJbeH H, npeMa 
TOMe, ,n:06HBa Ce ,n:a ce OBH npaBHJIHH MHOfOYfJIH MOry KOHCTpy-

' HCaTH H CaMO IIOMOfiy IIOBJiaqelba npaBHX H npeHOWelbll. ,n:y)KH ........:.. 
pesynTaT KOjH Ce MO)Ke H ,n:upeKTHO H3BeCTH HS TeOpHje ,n:eo6e 
Kpyra. 

UJTo ce Tuqe .n:pyrHx nosHaTux KOHCTPYKTHBHHX sa,n:aTaKa 
eneMeHTapHe reoMeTpuje, HeKa je os.n:e caMo noMeHyTo .n:a ce 
MaJI<t>aTHjeB (Malfatti) np06JieM MO)Ke peWHTH C3MO IIOMOHY 
JielbHpa H npeHocuou;a .n:y)KH, anu He H AnoJIOHHjes sa,n:aTaK o 
.n:o,n:Hpy Kpyrall. 

Osaj pa.n: npeTcTasJba KpHTHqKo HCTpa)KHBalbe npuHu;urra 
reoMeTpuje; y OBOM HCTpa)KHBalby pyKoso,n:HJIH CMO ce HaqeJIOM 
,n:a CB3KO IIHTalbe KOje Ce nojaBH pacnpaBHMO TaKO ,n:a npH TOMe 
ucnuTaMo .n:a JIH ce Ha lbera MO)Ke .n:o6HTH o.n:rosop Ha npeT­
xo,n:Ho npOIIHCaHOM nyTy Ca HSBeCHHM orpaHuqeHHM IIOMOHHHM 
cpe,n:cTBHMa. Oso Ha'leno ca.n:p)KH, usrne.n:a MH, onwTe H npu­
po.n:ao npaBHJIO; ycTsapH, Ka,n:a MH npu HaWHM MaTeMaTuqKHM 
HCIIHTHB3lbHM3 HaH~eMO Ha HeKH npo6JieM HJIH npeTIIOCTaBJb3MO 
TaqHOCT HeKor cnsa, Haw HaroH sa casHalbeM je TeK Ta,n:a sa.n:o­
BOJbeH Ka.n: HaM ycne HJIH .n:a noTnyHo pemHMO Taj npo6JieM H 
CTpOrO .li:OK3)KeMO OBaj CTaB, HJIH Ta,n:a aKO jaCHO Ca3HaMO paSJIOf 
sawTo ce He .MO)Ke ycneTH, a THMe ucTospeMeHo YBH.li:HMO K 
HY)KHOCT Heycnexa. 

TaKo y Mo,n:epHoj MaTeMaTHU:H nuTalbe o HeM o r y h Hoc T K 
H3BeCHHX pernelba HJIH npo6neMa urpa BH.n.Hy ynory u Te)Klba 
.n:a ce o.n:rosopu Ha osaKBO nuTalhe qecTo je 6una noso.n: sa 
OTKpHhe HOBHX H IIJIO.li:HHX 06JI3CTH HCIIHTHB3lba. CeTHMO Ce 

1) IJJTO Ce TH'Ie apyrHX reoMeTpHCKHX KOHCTpyKUHj8 noMohy nelbHpa H 
npeHOCHoua llYlKH, yn. M. <Pen a 6 n y M (M. Feldblum), ,Ober elementar­
geometrfsche Konstruktfonen", lnauguraldlssertatfon, Oottlngen 1899. 
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caMo A 6 e JI o B or (N. H. Abel) .D.OK333 33 HeMoryhHOCT pewel-b3 

je.D.H3liHH3 neTor cTeneHa noMohy H3BJI3llel-b3 KopeH3, ,lJ.aJbe, 

C33H31-b3 0 HeMoryfiHOCTH ,lJ.OK333 3KCHOMe n3p3JieJIHHX, Haj3a,lJ. 

E p M H T 0 B H X (Hermite) H J1 H H .D. eM a H 0 B H X (Lindemann) 

CT3BOBa o HeMoryhHOCTH KOHCTPYKU.Hje 6pojesa e H rr 3Jire63p­

CKHM nyTeM. 

HalleJio noMohy KOra Tpe63 csy .11.3 p3cnp3BHTH npHHlU!Oe 

MOryhHOCTH ,li.OK333 TeCHO je Be33HO H Ca 33XTeBOM "liHCTOTC" 

MeTO,lJ.e ,lJ.OK333, 33XTeBOM KOjH je O.lJ. MHOfHX M3TeM3THll3p3 jaKO 

HCTHU.aH. Os3j 33XTeB y OCHOBH HHje hHWT3 .D.pyro .11.0 cy6jeK­

THBHH 143p33 H3lleJia K0f3 CMO ce OB,li.e ,li.p}!{3JIH. Y CTB3pH, U.HJb 

npeTXO,lJ.HOr reOMeTpHCKOr HCTp3}!{H831-b3 jeCTe yonwTe y TOMe 

.ll.3 Ce o6jaCHH KOje cy 3KCHOMe, npeTnOCT3BKe HJIH nOMOftH3 

Cpe,li.CTB3 HeOnXO,li.HH 33 ,li.OK33 HeKe HCTHHe eJieMeHT3pHe reO­

MeTpHje, H T3,lJ.3 OCT3je .11.3 Ce y CB3KOM ,lJ.3TOM CJIYll3jy npou.eHH 

KOj3 MeTO.lJ.3, ,li.OK333 C3 ycsojeHOf CT3HOBHlllT3 HM3 npe,li.llOCT. 



.Uo.u.aTaK 1 

0 npaBoj Kao HajKpafieM nyTy 
HBMe"lJy )J;Bejy 'fa qaKa 1> 

[OpewraMnaHo H3 Math. Ann.; K!b. 46) 
(ltl 3 n H c M a y n y he H o r <1>. K n a j H y) 

AKo ce TatiKe, npaae H paBHH yaMy aa eJieMeHTe, Mory aa 
3aCHHBalbe reOMeTpHje CJIY}KHTH OBe aKCHOMe: 

1. AKCHOMe KOje ce O.U.HOCe Ha Meljyco6Hy 
Be 3 y 0 B H X e JI eM e HaT a; KpaTKO <lJopMyJIHCaHe OBe aKCHOMe 
rJiace: 

Ma 1eoje /I,Be ilia 'liCe A u B 011.peljyjy yBe/C je/I.HY ilpaay ·a. -
Ma 1eoje ilipu ilia 'liCe A, B, C ICOje He JZeJ/Ce Ha je/I,HOj ilpaBOJ 
O/I.peljyjy je/I.HY paaaH a. AICO /I,Be ilia'l/Ce A, B ilpaBe a JZeJICe y 
paBHU a, OH/I.D ilpaBa a qeJZa JZeJ/Cu y paBHU a. - AICo /I,Be 
paBHU a:, ~ U.Majy aaje/I,HU'l/CY ilia'l/CY A, OH/I,a OHe U.Majy Haj.MaHJe 
jom je/I.HY 11.pyry aaje/I,HU'l/CY ilia'lKY B. - Ha caaKoj ilpaaoj 
ilocilioje Haj.MaHJe /I,Be ilia'lKe; y CBaKoj paBHU ilocilioje Haj.MaHJe 
ilipu ilia'llte ICOje He JZeJ/Ce Ha je/I,HOj ilpaaoj, a y ilpociliopy ilo­
cilioje Haj.MaHJe 'leiliupu ilia'l/Ce Koje He JZeJICe y je/I,HOj paBHU. -

2. A K C H 0 M e n 0 M 0 fi y K oj H X C e y B 0 .11. H n 0 j a M 
.n: y }K H H no jaM p a c nope .n: a T a q aKa H a n p aBo j. Oae 
je aKCHOMe npBH nOCTaBHO H CHCTeMaTCKH HCllHTaO M. n a w 2>; 
yrJiaBHOM TO cy: 

Ha.Meljy /I,Bejy ilia'la/Ca A, 8 je/I,He ilpaae yae/C ilocilioju Haj­
.MaHJe je/I,Ha ilipeha ilia'l/Ca C ilie iipaae. - 011. ilipujy ilia'l.a/Ca 

1
) Wro ce TH'Ie onwrHjer (jlopMyJIHCalba QBOr npo6neMa BHllH MOje npe­

naoalbe Ollp:IKIIHO Ha i1HTepH8UHOH811HOM KOHrpecy MaTeM8TH'18pa y 0apH3Y 
1900: Mathematlsche Probleme, Goltinger Nachr., 1900, Nr. 4, Kao H X aM en 

(G. Hamel), Inaugural-Dissertation, Gottlngen 1901, H tberooy pacnpaoy: .Ober 
die Geomelrlen, In denen die Geraden die Kiirzesten sind", Math. Ann. Klb. 57, 1903. 

IJ yn. Pasch, • Vorlesungen tiber neuere Geometrfe•, Teubner, 1882. 
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jei{He ilpaae yaell ilocllioju jei{Ha u ca.Mo jei{Ha KOja JZeJ/Cu ua.Me~y 
4pyrux I{Bejy. - AKo llia'llle A, B JZeJ/Ce Ha ilpaaoj a, OHI{a yaeiC 
uocllioju llia'llla C Ha ucllioj ilpaaoj a, lliaKo 4a llia'llla B JZeJ/Cu 
ua.Meljy llia'laiCa A u C . ..:.__ Ma Koje 'lelliupu llia'liCe A1, A 2, As, A 4 

Helle ilpaae .Mory ce yaell pacilopel{ulliu Ha lliaj Ha'lUH 4a llia'llla 
A 1 JZeJ/Cu ua.Meljy ilia 'lalla Ah u Ak caaKu ilylli KM je UHI{ellc h 
.Maltlu, a UHI{ellc k Behu 04 UHI{eKca i. - CaaiCa_ ilpaaa a Koja 
JZeJ/Cu y paBHU a, pa31{Baja llia'llle oae paBHU n y I{Be ooJZaclliu 
Koje u.Majy Hapei{HO caojclliao: .Ma Koja ilia 'lila A jei{He o6JZaclliu 
aajep,Ho .Ma ca Kojo.M llia'lKOM A' 4pyre o6JZaclliu 04pe~yjy 4YJIC 
AA, ICOja y ceou Cal{pJICU jei{HY ilia 'lilY iipaae a; HailpolliuB, .Ma 
Koje 4Be llia'llle A u B ucllie ooJZaclliu Ol{pe~yjy 4YJIC AB Koja 
He CGI{pJICU HUjei{Hy lliG'lllY iipaae a. 

3 .. A K C H 0 M a H e n p e K H .l( H 0 C T H, KOjoj .l(ajeM OBY 

<tJopMyJia~Hjy: 

AllO je A1, A2, As, ... oeCICOHG'lHU HU3 llia'lalla ilpaae a, u B 
jei{HG 4pyra llia'llla ita a lliaKBe apcllie l{a yoilULllie llia'llla A., 
JZeJ/Cu ua.Mel]y Ah u B, caaKu aym Kaj{ je UHI{eKc h .Ma~t~u 04 

UHI{eKca i, OHI{a iiocllioju llia'llla C KOja u.,wa caojclliao: cae llia'lKe 
.OecllOHa'lfLOr HU3a A2, As, A4, ... JleJ/Ce u3.Meljy A1 u c, a caalla 
4pyra llia'llla C', aa Kojy oao ucllio lliaKo aaJICu, JZeJ/Cu ua.Meljy 
CuB. 

Ha OBHM aKCHOMaMa MO)Ke ce ca nyHoM cTporornhy 

3aCHOBaTH TeOpHja XapMOHHCKHX TaiJaKa H aKO Ce tbOM llOCJiy­

)KHMO Ha CJIHIJaH HaqHH KaO IllTO je TO "'HHHO J1 H H .l( eM a H, I) 

.n:ohH heMo .n:o osor cTasa: 

CsaKoj ce TaiJKH Mory .n:o.n:eJIHTH TPH KOHaiJHa peaJIHa 

6poja x, y, z, a csaKoj . paBHH mmeapHa peJia~Hja H3Me~y osa 

TPH 6poja x, y, z TaKo .n:a cse TaiJKe, aa Koje TPH 6poja x, y, z 
aa.n:osoJbasajy TY JIHHeapHy peJia~Hjy, Jie)Ke y .n:oTHIJHoj paBHH, 

H o6pHyTo, CBHMa TaiJKaMa Koje Jie)Ke y osoj paBHH o.n:rosapajy 

6pojesH x, y, z KOjH aa.n:osoJbasajy JIHHeapHy peJia~Hjy. AKo ce 
ca.n:a x, y, z npoTyMaqe Kao npasoyrJie Koop.n:HHaTe TaqKe . y 

o6HqHOM EyKJIH.l(OBOM npocTopy, Ta.n:a he Ta~KaMa npso6HTHOr 

npOCTOpa O.l(fOBapaTH Ta"!Ke yHyTparnH>OCTH HeKOf HHf.l(e KOH· 

1 ) Yn. Clebsch-Lindemann, "Vorlesungen iiber Geo_metrie", Klh. II, aeo I, 
crp. 433 H naJbe. 
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KaBHor TeJia CYKJIH,IJ;OBOr npocTopa, H o6pHyTo, CBHMa yHyTpa­
llllbHM T3tJK3M3 OBOr TeJia KOje HHje HHr,IJ;e KOHK3BHO O,IJ;rOBapafie 
TatJKe Harner npB06HTHOr rrpocTopa: Ham llpBo6umHu upocmop, 
llpe.Ma Ui.O.Me, llpeCJlUfcaH je Ha yHyffipaU1HJOCUi. HUr,l/,e ltOHJcaBHOr 
ffieJta EyKJlU,l/,OBor upocmopa. 

Opu TOMe ce OO,ll; TeJIOM KOje HHje HHr.n;e KOHK3BHO HM3 
CXB3THTH TeJIO Ca T3KBOM OC06HHOM, .n;a, aKO Ce ,IJ;Be T3tJKe KOje 
JJe)Ke y yHyTparnlhOCTH TOra TeJJa Be*y Me~y co6oM npaBOM, 
(m.n;a .n;eo npaBe KOjH Jie)KH H3Me~y OBHX .n;sejy TatJaKa ueo na.n;a y 
yHyTpallllbOCT TeJia • .UosBOJbaBaM ce6u .n;a BaM o6paTHM na>KlhY 
.n;a OB3 OB,IJ;e IIOCMaTpaHa TeJia, KOja HHCY HHr,IJ;e KOHK8BH~, 

Hrpajy T8KO~e B3)KHY yJiory H y HCTp8)KHB3lbHM3. H3 TeOpHje 
6pojesa X. M u H K o B c K o r 1> H .n;a je X. MHHKOBCKH Halllao 
33 lbHX IIpOCTY aHaJJHTHqKy .n;e<t>HHHUHjy. 

06pHyTo, aKo je y EyKJIH,IJ;OBOM npocTopy .n;aTo npOH3-
BOJbHO TeJIO KOje HHje HHr.n;e KOHK8BHO, OHO .n;e<t>HHHllle o.n;pe­
~eHy reOMeTpHjy y KOjoj B8)Ke CBe HaBe,IJ;eHe 8KCHOMe: CB3KOj 
TatJKH y yHyTpallllhOCTH TeJia • Koje HHje HHr.n;e KOHKaBHO o.n;ro­
Bapa T8tJK3 y OBOj reOMeTpHjH; CB3KOj rrpaBOj KOja npOJI33H 
Kpo3 yHyTpallllbOCT TeJia H CBaKoj paBHH EyKJIH,IJ;OBOr npocTopa 
o.n;roBapa npaBa o.n;H. paBaH onwTe reOMeTpHje; TatJKaMa Koje 
Jie)Ke Ha rpaHHUH HJIH BaH TeJia KOje HHje HHr,IJ;e KOHK3BHO H 
npaBHMa H paBHHMa EyKJIH,IJ;OBor npocTopa KOjH ce ueJIH npo­
CTHPY BaH TeJia He o.n;roBapajy HHKaKBH eJJeMeHTH onlllTe reo­
MeTpHje. 

OpeMa TOMe, rope noMeHyTH CTaB o npecnHKaBalby Ta'laKa 
onlllTe reoMeTpRje Ha yHyTpallllbOCT TeJia Koje HHje HHr.n;e KOH­
KaBHO y EyKJJH,IJ;OBOM npocTopy H3pa*aBa OHO CBOjCTBO eneMe­
HaTa OIIlllTe reoMeTpHje KOja je ca.n;pii<ajHO IIOTIIYHO HCTOr 3Ha­
qelba Ca aKCHDMaMa IIOCT3BJbeHHM y IIOtJeTKy . 

.Ue<PHHHcaheMo ca.n;a nojaM .n;y>KHHe .n;y)KH AB y Hallloj 
OIIlllTOj reOMeTpHjH H 03H3tJHfieMO y TOM UHJbY OHe ,IJ;Be TatJKe 
EyKJIH.n;osor npocTopa Koje o.n;roBapajy TatJKaMa A H B npBo-
6HTHOr npocTopa HCTO TaKo ca A H B ; npo.n;y)KHMO Ta.n;a 
npaBy AB y EyKJIH,IJ;OBOM npocTopy BaH TallaKa A H 8 .n;oTne 
,IJ;OK Ta npaBa He IIOrO,IJ;H rpaHHUY TeJia KOje HHje HHr,IJ;e KOH-

1) Yn. H. Mlnkovskl, .Geometrle der Zahlen•, Teubner 1896 H 1910. 
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l<aBHO y raql<aMa X H Y H 03HaqHMO EyKJiu.n.oso pacroja!he 
H3Me~y Ma Koje .n.se raqKe P u Q EyKJIH,n.osor npocropa yomnre 

HparKO ca · PQ; ra.n.a heMo peanHy spe,n.Hocr 

Aif =log{~~·~~} 
Ha3saTH AYJICUHOM .H.Y*H A B y Harnoj onrnroj reoMeTpHjH. 
Dornro je 

YA > l 
YB ' 

XB > 1 , 
XA 

osa .n.Y*HHa je yseK n03HTHBHa senuquHa. 

JlaKo ce Mory Ha6pojaru csoj·crsa oaor nojMa ,n.y}KHHe 

Koja HY}KHO so.n.e u3pa3y Hase.n.eHe spcre 3a AB; unaK oao H30-
crasJbaM, .n.a. He 6ux cysurne 3aMapao sarny na*lhY OBHM 
IIHCMOM. 

DocrasJbefla cpopMyJia 3a AB noKa3yje y Hero apeMe Ha 
Koju HaquH osa seJmtiuHa 3asucu o.n. o6JIHKa rena Koje HHje 
Hur.n.e KOHKaBHO. AKo, HaHMe, cpuKcupaMO raqKe A H B y YHY­
rparn!hocru rena u aKo MelhaMO caMO rpaHHU:Y reJia raKo .n.a ce 
rpaHuqHa raqKa X Kpehe npeMa A, a raqKa Y ce npH6JIH}KaBa 
raqKH B, oH.n.a je jacHo .n.a he ce o'5a KOJIHqHuKa 

YA XB 

YB ' XA 

nosehasaru na, crora, H spe,n.Hocr AB. 
HeKa je ca.n.a y YHY­

rparn!hocru reJia Koje · Huje 
HHr,n.e KOHK3BH0 ,n.aT TpO­
yrao ABC . . PasaH a rora 
rpoyrna uceu:a H3 reJia osa­
JIY KOja HHje HHr,n.e KOH­
KaBHa. 3aMHCJIHMO .D;aJbe 
csaKy o.n; rpHjy crpaHa AB, u 
A C, BC rpoyrJia ca o6e 
crpaHe npo,n;y}KeHy .n;o npe­
ceKa ca rpaHHU:OM osarre y 
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TaqKaMa X H Y, U H V, T H Z; KOHCTPYHIIDiMO Ta.rr.a crrojHe 
rrpase JIHHHje UZ H TV H npo.rr.y2KHMO HX .rr.o JDHxosor rrpeceKa W; 
.IDHXose npeceqHe TaqKe ca rrpasoM X Y osHaqHMO ca X' O.lJ.H. 
Y'. YseheMo ca.n; y pasHH a sa ocHosy MeCTO npso6HTHe osane 
Koja HHje HHr.rr.e KOHKaBHa Tpoyrao UWT H naKo heMo ysH.rr.eTH 
.n;a cy y paBHOj reOMeTpHjH o.n;peljeHOj OBHM TpoyrJIOM, .li.Y2KHHe 

AC H ac·HCTe I<aO H y rrpso6HTHOj reoMeTpHjH, .li.OK ce .li.Y2KHHa 
cTpaHe AB nosehasa H3BprneHOM npoMeHoM. OsHaqHheMo ca 

AS Rosy .n;y2KHHY CTpaHe AB sa pasJIHI<y o.rr. npso6HTHe .li.Y2KHHe 

AS; Ta.n;a je AB > AB. 
3a .li.Y2KHHe CTpaHe Tpoyrna AlJC sa2KH ca.rr.a npocTa pena-

U:Hja: 
:::::=:::::--
AB = AC+BC . 

.lJ.a 6HCMO TO .D;OK333.JIH, CIIOjHMO TaqKe W l{ C rrpaBOM H 
npo.rr.y2KHMO osy rrpasy .rr.o JDeHor rrpeceKa D ca AB. Ta.rr.a je 
s6or rrepcneKTHBHOr IIOJI02Kaja .n;sa HH3a TaqaKa X', A, D, Y' H 
U, A, C, V, Ha ocHosy nosHaTor cTasa o aHxapMOHHCKOM o.rr.Hocy: 

Y'A X'D VA UC -- ---===- = -.- ~, 
Y'D X'A VC UA 

a ycne.n; nepcneKTHBHor rroJI02Kaja .rr.sa HH3a TaqaKa Y, B, D, X' 
H T, B, C, Z 6Hhe 

X'B Y'D ZB TC 
X'D V·B- = ZC TB. 

Y'A X'B VA UC ZB 7C 
~ -~ = ~ ~··-===- :.._____-, 
.Y'B X'A VC UA ZC TB 

a osa nocne.rr.JDa je.n;HaqHHa .n;oKasyje Moje TBpljeJDe. 

113 rOp!ber HCTpa2KHBalba C33HajeMO .rr.a, HCKJbyqHBO Ha 
OCHOBY Ha6pojaHHX aKCHOMa y rroqeTKY MOra IIHCMa H .n;ecpHHH­
U:Hje .li.Y>KHHe KOja HY2KHO npOH3Jia3H H3 HajnpoCTHjHx csojcrasa 
IIOjMa .li.Y >KHHe, CJie.ZJ.yje OIIWTH CTaB: 

Y caaiWM wpoyr JIY je a6up aae cwpaHe aetzu uJlu jeaHaK 
wpehoj cwpaHu. 
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HcrospeMeHo je jaclio .u.a ce cnyqaj je.u.HaKOCTH jasJba ra.u.a 

H caMO ra.u.a KaJI pasaH a uceu:a H3 rpaHHU:e rena Koje HHje 

HHf.ll,e KOHKaBHO .li,Ba n p a B 0 JI H H H c K a KOMa.ll,a uz H TV. no­

CJie.ll,lbH ce ycnos MO}f{e H3pa3HTH u 6e3 noMotm rena Koje 

HHje HHf.ll,e KOHKaBHO. HaHMe, aKO cy .ll,aTe .li,Be Ma KOje npase 

a H b npso6HTHe reoMerpuje Koje Jie}f{e y paBHH a H Koje ce 

ceKy y HeKoj TaliKH C, OH.U.a he yonuiTe nocrojaTH y csaKOM 

o.u. qerupu pasHa yraoHa npocropa Koja HaCTajy y a oKo C 
TaKBe npase JIHHHje KOje He Ct'KY HHje.u.Hy O.ll, .li,Bejy npaBHX a 
H b; aKO HllaK TaKBe npase JIHHHje He llOCTOje, HapOtiHTO y .li,Ba ' 

pasHa yraoHa npocropa Koja .Jie}f{e Hacynpor je.u.aH .u.pyroMe, 

OH.ll,a je YCJIOB 0 KOMe je peq HCnylbeH H y UlO.M CJly'lajy yae/C 
ilocmoje illpoyr JlU a a ~eoje je a6up /f.Be cwpaHe je/f.HGJC mpehoj . 
.[laKJie, y llOCMaTpaHOM cnyqajy Moryfi je H3Me~y H3BeCHHX 

Tat:IaKa A H B nyr cacrasJbeH o.u. .u.sa npasoJIHHHCKa KOMa.u.a 

quja je yKynHa .li.Y}f{HHa je.u.HaKa .li,HpeKTHOM pacrojalhy .u.sejy 

·rat:~ aKa A H B; MO}f{e ce 6e3 rernKoha noKa3aTH ,D;a ce cau ily­
illeau ua.Meby illa'laJCa A u B ~eoju u.Majy illy oco6w-ty, .Mory cacilla­
auillu 0/f. WUX ICOHCillpyUCGHL!f ilyilleBa. U /I..G OCWGJ/U CilOjHU. ilyilleBU 
U.Majy Befiy y~eyilHy !(YJICUHy. JlaKO je H3BeCTH .HCU:pllHHje .HCTpa­

}f{HBalbe osor nuralba o HajKpaheM nyry, npu tieMy je o.u. Hapo­

tiHTOr HHTepeca cnyqaj Ka.u.a ce 3a rpaHHU:Y reJia Koje HHje HHr.u.e 

KOHKaBHO y3Me rerpae.u.ap. 

Ha Kpajy .li,03BOJbaBaM ce6H .u.a o6paTHM na}f{lhY Ha TO .u.a 
CaM y npeTXO.li,HOM .HCTpa}f{HBalb y yseK npernOCTaBJbaO .ll,a TeJIO 

KOje HHje HHr.ll,e KOHKaBHO U:eJIO Jie}f{H y KOHal!HOM. AKO y reo­

MeTpHjH .u.e<t>.HHHCaHOj llOMOfiy npso6HTHHX aKCHOMa .HllaK llOCTOje 

npasa. H ral!Ka KOje .HMajy TO CBOjCTBO .ll,a je Kp03 OBY TaliKY 

npeMa npasoj Moryha. caMO je.u.Ha napaJieJIHa, OH.U.a OHa nper­

nocrasKa HHje onpas.u.aHa. JlaKo ce ysH~a KaKse H3MeHe y osoM 

cJiyqajy rpe6a .u.a nperpnu Moje MHIIIJbelbe. 

K JI a j H T a j x KO.ll. PayrneHa, 14 asrycra 1894. 
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CTaB o jeAHai<OCTH yrnosa Ha OCHOBHIVI 
paBHOI<paJ<or Tpoyrna 

Osaj .rr.o.rr.aTaK KOjR npeTCT3BJba npepa.rr.y Moje pacnpase 
,C TaB 0 j e .ZI. H a K 0 C T H y r.JI 0 B a H a 0 C H 0 B H IJ; R p a B­
H o K p a K or T p o y r JI a", 1> Tuqe ce noJIO)f{aja osor CTasa y 
P'a a H o j E y K JI H .rr. o a o j r e o M e T p H j H. 

Ca.rr. heMo y3eTH 3a ocHosy ose aKcHoMe: 

I. AKCHOMe se3e y p a B H u, Tj. aKCHOMe 11_ 3 (CTp. 3); 
II. AKCHOMe pacnope.rr.a ( CTp. 5~6); 

III. Hape.rr.He aKCROMe KOHrpyenu;Hje: 

Al<cuoMe III1_ 4 (c'fp. 11-13) y"HenpoMelbeHoj <lJopMyJiau;uju 
H 3KCHOMY KOHrpyeHIJ;Rje TpoyrJIOB3 y y)f{oj <lJopMyJiaiJ;RjR, npH 
qeMy heMO Hajnpe y3eTR .ZI.3 RCKa3 Te <l.KCHOMe B3)f{R C3MO 3a 
TpoyrJie H c Tor c M.e p a o 61-1 JI a )f{ elba. Ha CTp. 69-70 6uo je 
CMep 06RJI3)f{elba TpoyrJIOBa y paBHOj reoMeTpHjH .rr.e<lJRHRCaH 
Ha ocHosy pa3JIHKOBalba ,.ZI. ecHo" H ,JI e B o". l13 .rr.e<PuHHu;Hje 
.rr.ecHe H Jiese cTpaHe npase Henocpe.rr.Ho ce ysRlja .rr.a ce o.rr. 
.rr.sa KpaKa npoH3BOJbHOr yrJia yseK MOme Ha je.ZI.H03HaqHo o.rr.pe­
ljeH HaqHH 03HaqHTH je.ZI.aH KaO .ZI.eCHH KpaK H .ZI.pyrH KaO JieBH, 
H3HMe TaKO, .ZI.a .ZI.eCHH KpaK Jie)f{H Ha .ZI.eCHOj CTpaHH OHe. npaBe 
Koja je o.rr.peljeHa .rr.pyrHM KpaKOM no nOJIO)f{ajy H npasu;y, .ZI.OK 
JieBH KpaK Jie)f{H Jieso 011. oHe npase Koja je 011.peljeHa .rr.pyrHM 
KpaKOM KaKO no CBOM nOJIOlliajy, TaKO H no npasu;y. 3a ll.eCHe 
KpaKe ll.Ba yrJia pehH heMo 11.a ucmo Jle:JJce y o.rr.Hocy Ha ose 
yrJIOBe, a TO Ce HCTO O.ZI.HOCH H H3 06a JieBa KpaKa. 

AKCHOM3 KOHrpyeHu;Hje y ymoj <lJopMyJiaiJ;HjH fJI3CHHe OBaKO: 
Ill5*. AKa aa P.Ba mpoyr11a ABC u A'B'C' aa:Jice KOHrpyeHquje 

AB=A'B', AC=.A'C' H <}:.BAC=.<}:.B'A'C', 

1) Proceedings of the London Math. Soc. Vol. XXXV. 
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on.aa je aa me lilpoyrJioae yaeK aa.aoaoJbeHa u KOHrpyeHquja 

<;::ABC E <r.. A'B'C', 

ilo.a ycJIOBOM .aa Kpaqu AB u A'B' yrJioaa <r.. BAC u <r.. B'A'C' 
uclilo JleJJCe. 

¥13 IIJHpe q>opMynau:~:~je III5 . ose aKCHOMe 1:1 .n.pyror .n.ena 
aKCHOMe III4 Henocpe.li.HO CJie.n.yje CTaB 0 yrJIOBHMa Ha OCHOBHU:H 
pasHOKpaKOf Tpoyrna, CTaB 11 (CTp. 15). 06pHyTO, MO>Ke Ce 
.n.oKa3aTH IIJHpa q>opMynau:~:~ja lfl 5 noMohy os.n.e Hase.n.eHHX 
aKCHOMa I, II, III1_ 4 , 1115*, eTa sa o yrnoBHMa Ha OCHOBHU:H paBHO-
KpaKor Tpoyrna H .n.sejy Hape.n.HHX aKCHOMa: · 

1116• Alio cy u yrao <r.. (h', k') u yrao <r.. (h", k'') liOHrpyell­
lilHU yrlly <'j::_ (h, k), iliO cy OHU U Me~yco6HO /COHrpyeHiTiHU. 

HcKa3 ose aKCHOMe .n.oKa3aH je Ha CTp. 20 Kao eTas 19 
llOMOHy lliHpe ¢opMyJiaU:Hje 1116 aKCI:iOMe 0 KOHrpyeHU:HjH TpO­
yrJIOBa. 

1117• A KO .aae liOJZylipaae c u d J{Oje uaJZaae ua lile.MeHa yr JZa 
<r.. (a, b) JleJJCe y ynyilipauuvociliu oaor yrJZa, OH,aa yrao <r.. (a, b) 
nuje /COHrpyeHlilaH yrJZy <r.. (c, d) . 

.UoKa3 aKCHOMe IIIr; noMohy Hase.n.eHHX aKCHOMa H CTasa o 
yrJIOBHMa Ha ocHOBHU:H pJBHOKpaKor Tpoyrna os.n.e heMo H~O­
CTaBHTH.1l 

IV. AKcHoMa napaneJIHHX MO:>Ke ce os.n.e y3eTH y lbeHoj 
cna6Hjoj ¢opMyJiaU:HjH IV (cTp. 27). 

V. CJie.n.ehe aKCHOMe HenpeKH.lJ.HOCTH: 
ApxHMe.n.osa aKCHOMa vl (cTp. 28). 
(AKCHOMa nomyHOCTH V2 ca CTp. 28, He he ce os.n.e 

ynoTpe6JbaBaTH.) . 
V 8 (aKCHOMa cyce.rr.cTsa). Alioje .aailia Ma KOja,ayJic 

AB, yae/i ilocliloju je,aaH Wpoyrao y r.zujoj ce yHylilpawlbocmu He 
.MOJJCe Hahu Huje,alla ,ayJJC ICOHrpyeHlilHa ca A B. 

Osa ce aKCHOMa Mome .rr.oKa3aTH noMohy IIJHpe ¢opMyna­
U:Hje aKCffOMe 1115 o KOHrpyeHu:HjH Tpoyrnosa. ,UoKa3 ce 3aCHHBa 
Ha CTasy KOjff CJie.rr.yje H3 CT3BOB3 11 H 23: 36Hp JI.Be CTpaHe 
Tpoyr na seh~:~ je o.rr. lbero8e Tpehe CTpaHe . 

. 1) 0pHMen6a, )la fe y OBOj\1 )l0K83Y MeCTO paHHje ynorpe6JbeHe lllHpe 

aKCHOMe B. U a 6 en a (W. Zabel) llOBOJbHa oane HaBe)lPH8 aKcHoMa 1117, 

no11ftlea.rr n. Eep·aajc-a. 
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Ca,n: HMaMo Hape,n:HH eTas, qujn ,n:oi<a3 os,n:e H30CTaBJbaMO: 

113 CBUX /- V HaB€/l,€HUX aJCCUO.M.a MOJ/Ce ce P.OICaaalliU clfiaB 
0 6a3UCICUM yrJtOBU.Ma (clliaB 11), a lliUMe U U1Upa cjJopMyJlaquja 
aiCCUOMa /J/5 0 ICOHrpyeHqUjU llipoyrJlOBa. 

HacTaje nHTalbe na JlU ce a~ecuo.M.a o ICOHrpyeHquju llipoy­
r JlOBa .M.OJ/Ce no~eaaalliu y fbeHoj wupoj cjJop.M.yJtaquju ua fbeHe yJJCe 

cjJop.M.yJlaquje 6ea a/CCUO.Ma HelipeiCUP,HOClliu v1.a· Ono ucllipaJJCU­
Rafbe fie lioKaaalliu 11.a HUlliu ce MOJ/Ce uaoclliaBulliu Apxu.M.e/l,oBa 
0/CCUO.M.a, 'laiC NU llia/l,a a/CO Ce lipelliliOClliaBU /l,a BaJ/Ce ClliaBOBU 
y'lefba o lipolio.pqujaMa, Hulliu c.Me He/l,oclliajalliu aKcuo.Ma cyce/1,­
cllisa. ,reoMeTpuje, I<oje hy y TOM· U:HJbY y Hape,n:HHM H3Jiara­
lbHMa I<OHCTpyHC3TH, 6au;ajy y HCTO BpeMe, I<3I<O MH H3fJie,n:a, 
Rosy caeTJIOCT Ha noruqi<y se3y H3Meljy cTasosa o paBHOI<pa­
I<OM Tpoyrny u ,n:pyno~ eneMeHTapHHX CTaaos"a pasHe reoMeTpnje 
I<Ojn ,n:ona3e y o63Hp, HapormTo Ha se3y ca . yqelbeM o nosp­
IIIHHaMa. 

Hei<a je t napaMeTap, a a Hei<H H3pa3 ca I<OHaqHHM HJIH 
6eCI<OHaqHHM 6poje_M qJiaHOBa 06JJHI<~ -

a = a o tn + a J f'l+ 1 + a2 tn + 2 + ... ' 
y I<OMe Hei<a a0 ( =l= 0), a" a2 3Haqe npOH3BOJbHe peanHe 6pojese, 
a n npOH3BOJbaH u;eo pau;HoHaJiaH 6poj (~ 0). YI<ynHOCT csnx 
u3pa3a osor o6nHI<a a, I<ojoj je ,n:o,n:aTo joiii 0, CMaTpaheMo I<ao 
KOMOJiei<CHH CHCTeM 6pojesa T y CMHCJJY § 13, 33 I<OjH CMO 
ycTaHOBHJIH cne,n:ehe: Ma Koju 6pojesu cucTeMa T ca6upajy ce, 
o,n:y3HMajy ce, MHO}I{e. ce, ,n:ene ce Tai<o, I<ao .zta cy o6uqHu 
anCOJIYTHO KOHBepreHTHH CTene.HH pe,n:OBH I<O,l( I<OjHX cy qJia­
HOBH nopeljaHH ,no paCTyhuM CTeneHHMa npoMeHJbHBe t. Tai<o 
,l(06HBeHH 36Hp0BH, pa3JIHI<e, npOH3BO,l(H H I<OJIHqHHIJ;H OOeT cy 
H3p33H 06JJHI<3 Gt H CTOra 6pojeBH I<OMnJiei<CHOr 6pojHOf CHCTeMa 
T. 3a 6poj a y CHCTeMy T pehH heMo ,n:a je < HJIH > 0, npP.Ma 
TOMe ,n:a JIH je y ,l(OTHqHOM H3pa3y 3a a npBH KOe<lJHIJ.HjeHT a0 < 
HJIH > 0. AKO cy ,l(3Ta ,l(Ba Ma KOja 6poja a H ~ KOMOJieKCHOf 
6pojHor CHCTeMa T, pehu heMo ,n:a je a < ~ o,n:H. a > (3, npeMa 
TOMe ,n:a JIH je a-~ < 0 HJIH a-~ > 0. JaCHO je ,n:a npH OBHM 
OOCT3BK3M3 83}1{e npaBHJia 1- 16 y § 13; HanpOTHB, 33 H3Ill 
cucTeM T He Ba}I{H ApxuMe,n:osa aKCHOMa, npasnno 17 y § 13, 
noiiiTO, Ma KaKo seJIHKH 6uo u3a6paH n03HTHBHH peaJJHH 6poj A, 



CraB 0 je)lH8KOCTH yrJJOB8 H8 OCHOBHl.lH paBHOKp8KOf Tpoyrna 125 

yseK ocTaje At< 1; .n,aKne, Ham KOMnneKCHH 6pojHH cucTeM T 
je He-apXHMe.II,CKH CHCTeM. 

AKo je -r H3pa3 o6JIHKa 

t = aof"+a1tn+t+a2tn+2+ .• • , 

r.n.e a0 (=I= 0), av a2 , ••• 3HaiJe peanHe 6pojese, a H3JIO)KHJiaU: n 
HajHH)Kef CTeneHa O.II, f je n03HTHBaH, Ta.n,a heMO. 'C 3BaTH 6eCKO­

HG'lHO MaJZu.w 6pojeM KOMfiJZeKCHOr cucilleMa T. 

~a KOjH pe.n. CTeneHa o6nuKa 

S(t) = c0 +c1 -r+c2 -r2 + ... , 
y KOMe c0 , c~> c2 , ••• 3Haqe npoH3BOJbHe peanHe 6pojese, a -r 
6ecKOHaiJHO Manu 6poj CHCTeMa T oneT je. 6poj citcTeMa T; osaj 
ce pe.n. · MO)Ke ype.n,HTH no pacTyhuM cTeneHHMa napaMeTpa t, 
npH IJeMy ce csaKH Koe<Puu:ujeHT .n.o6Hsa Kao peaJIHH 6poj noMohy 
KOHalJHOf paqyHa. 

AKo cy, .n,aJbe, a H p .n.sa Ma Koja 6poja cucTeMa T, OH.n,a 
heMO 

Ha3BaTH UMGrUHGpHUM 6pojeM y 0/1,HOCy Ha HOMfiJ!eKCHU CUCULeM 

T, r.n.e je i HMaruHapHa je.n,uHuu:a, Tj. HeKa 6y .n.e i2 
= -1 H HeKa 

je.n,HaiJHHa u+i p =a'+ i W 3HaiJH .n.a je a= a' H p = W· 
AKo ce Ta.n,a tPYHKU:Hje sin -r, <;os -r, er, eir 6ecKpajHo Manor 

' 6poja 'C .n,e<lJHHHlllY nOMOhy lhHXOBHX CTeneHHX pe.n,osa, Ta.n,a cy 
spe.n,HOCTH tPYHKU:Hja oneT 6pojesu cucTeMa T o.n,H. HMarHHapHH 
6pojeBH y O.II,HOCY Ha OBaj CHCTtM. Ca.n, MO)KeM®, aKO je & ripO­
H3BOJbaH peaJiaH 6poj, .n,e<lJHHHCaTH tPYHKU:Hje sin ( {} + -r), COS (& + -r), 
ei<~+r>, ei~+(l tiJr y CHCTeMy T noMohy <tJopMyna 

sin ( {} + t) = sin -3 cos -r +cos & sin t', 

cos (-3+t) = cos -3- cost- sin & sin -r, 

ei<~+Tl = eift eir, 

eiJ-+<t+iJr = er ei<~+r>. 

113 osux .n.e<PHHHU:Hja .n,o6usajy ce no3HaTe penau:Hje: 

cos2 (& + t)+ sin2 
({) + -r) = 1, 

cos (-3 +t) ±i sin (-3 +•) = e±i<J-+r>. 
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KoHCTPYHIIJHMO ca.n.a noMohy CHCTeMa 6pojeaa T paaHy 
reoMeTpHjy Ha oaaj HatJHH: 

3aMHCJIHheMo nap 6pojeaa (x, y) CHCTeMa T Kao TatJKy, a 
O.ZJ.HOC Ma Koja TPH 6poja (u: v : w) H3 T, y cJiytJajy .n.a u H v 
HHCY o6a HyJia, Kao npaay; .n.aJbe, HeKa nocTojafhe je.n.HatJHHe 

ux+ vy+w = 0 

H3pa}l{aBa .n.a TatJKa (x, y) Jie}I{H Ha npaaoj ( u : v : w ). 
PasHa reoMeTpHja, HarpaljeHa Ha n.oKa3aHH HatJHH Ha 6poj­

HOM CHCTeMy, y KOMe B3}1{e npaBifJia 1- 16 y § 13, KaO IIITO je , 
aeh noMeHyTo y § 9, yaeK aa.n.osoJbaBa aKCHOMe 11_ 5 H IV. 

JlaKo ce . yaHlja .n.a je npasa .n.aTa H noMohy je.n.He caoje 
TatJKe (x0 , Yo) H O,ZJ.HOCa ,ZJ.Bajy 6pojtBa a, ~ KOjH HHCy je,lr.HO­
BpeMeHO je.n.HaKH HYJIH. Je.n.HatJHHa 

x+iy = X 0 +iy0 +(a+i~)s; (a+i~=f=O), 

y KOJOJ S 3HatJH Ma KOjH 6poj CHCTeMa T, 03HatJaBa .zr.a TatJKa 
(x, y) npHna.n.a noMeHyToj npasoj. Ype,ZI.HMO TatJKe npase npeMa 
seJIHtJHHH napaMeTpa s. Ta.n.a je noJiynpasa .n.aTe npaae Koja 
nOJia3H o.n. TatJKe (x0 , y0 ) o.n.peljeHa .n.onyHCKHM ycJIOBOM s > 0 
O.ZJ.H. s < 0. AKa ABeMa TatJKaMa A H B npase npHna.n.ajy ape.zr.· 
HOCTH napaMeTpa sa H sb <>sa), 6Hhe .ZJ.Y}I{ AB npeTCTaBJbeHa 
je,n:HaiJHHOM npase H .n.onyHCKHM ycJIOBOM sa :::;:;: s < sb. Ca.n. cy 
H aKCHOMe 11 1-s 33,lr.OBOJbeHe; ,ZJ.a 6HCMO Ce, ,ZJ.aJbe, ysepHJIH ,ZJ.a 
je 33,ZJ.OBOJbeHa H aKCHOMa pacnope.zr.a 114 , ycTaHOBHMO CJie.zr.efie: 
TatJKa (x3, y8) Jie}l{ahe Ha je.n.Hoj HJIH .n.pyroj cTpaHH npase o.n.pe­
ljeHe TatJKaMa (x~> y 1) H (x2, y2), npeMa TOMe .n.a JIH je 3HaK 
.n.erepMHHaHTe 

no3HTHBaH HJIH HeraTHBaH. Mo}l{eMo ce ysepHTH .n.a TaKa .n.aTa 
.zr.e<lJHHHUHja CTpaHe y O,ZJ.HOCy Ha npasy He 3aBHCH O,ZJ. H36opa 
TatJaKa (xp y,) H (x~, y2 ) Ha npasoj H CJia}l{e ce ca .n.e<lJHHHUH­
joM CTpaHe ,n:aTOM Ha CTp. 9. 

3a OCHOBY .zr.e<lJHHHUHja KOHrpyeHUHje yaeheMO TpaHc<lJop­
M3UHje 06JIHK3 

x' + i y' - ei ~+(I+ i) T (x + i y) +I..+ i p., 
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KOje heMO KpaTKO llHCaTH y 06JIHKY 

x' + i y' = [ -3-, t; A+ i p.] ( x + i y), 

f.D.e ..'} 3Ha<JH npOH380JbHH peaJIHH 6poj, T 6eCKOHatJHO MaJIH 6poj 

CHCTeMa T, a A H p. .D.Ba npoH3BOJbHa 6poja cHcTeMa T. TpaHc­

cpopMau.ujy OBOf 06JIHKa 03HatJHfteMO KaO ICOHrpyeHillHO ilpeCJIU· 

Kaaalbe. KoHrpyeHTHO npecJIHKaBalbe, npu KOMe . cy A u p. je.D.­

HaKH HYJIH, Ha3HBa ce o6pTalheM OKO TallKe (0, 0). 

YKynHOCT OBHX KOHrpyeHTHHX npecJIHKaaalba o6pa3yje 

r p y n y; OBa yKynHOCT HMa OBa qeTHpH CBOjCTBa: 

1. 00CTOjH KOHrpyeHTHO npeCJIHKaBalbe KOje 

HHje.D.HOj TaqKH He Melba llOJIO:>Kaj: 

[0, 0; O](x+iy) = x+iy. 

2. A K 0 C e H 3 B e .ll. y .D. B a K 0 H r p y e H T H a n p e C JI H • 

K a a a lh a j e .D. H o 3 a .D. p y ruM, p e 3 y JI TaT n peT c T a a Jb a 

o n e T I< o H r p y e H T H o n p e c JI H K a a a lh e. 

[-3-a, 't2 ; A2+ i p.2] {[{).1 , t 1 ; At +ip.1] (x+iy)} 

= [&~+Jt, 't~+'tl; Al+ip.z+ei~•+ll+i)r2p~.,+ip.t)] (x+iy). 

3a .csaKo KOHrpyeHTHO npecJIHKaaalhe no­

c T 0 j H H H B e p 3 H 0 ll p e C Jl H K a B a lh e; . 

[-&, -t; - (A+ip.)e-ill--(l+ilr]([-3-,t; A+ip.](x+iy)} 

= x+iy. 

Oaa oco6uHa je nocJie.D.HU.a oco6HHa 1, 2, 4, 5.' 
I1 3 s o ~ e lh e K o Hr p y e H T H o r n p e c JI H K a a a lh a j e 

acou.ujaTHBHO, Tj. aKo TPH KOHrpyeHTHa npecJIH­

K a a a lh a o 3 H a q H M o c a K 1 , K 2 , K 3 , a K o H rp y e H THo n p e­

c JI u K a s a lh e K o j e c e .D. o 6 H a a n p e M a 2. H3 K 1 , K 2 , c a 

K2, K 11 OH.D.a he yseK sa:>KHTH 

K3 (K2 K1) ~ (K8 K2 ) K1 • 

0CHM OBHX OC06HH3, HCTaKHHMO H Hape.D.He OC06HHe KOH­

rpyeHTHOf npeCJIHKaBalba: 

3. T a q K a c e y s e K n p e s o .rr, H o n e T y T a ll K y Haw e 

r e o M e. T p u j e. 
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nap 6pojeaa x', y' Koju ce ,li;06uaajy npu KOHrpyeHTHOM 

npecJIHKaaalhy H3 napa 6pojeaa x, y cucTeMa T, yaeK OIIeT 

npuiia,ll;a cucTeMy T. 

4. 0 p a B a II p e JI a 3 H 0 !1 e T y II p a B y C a II 0 T II y H 0 

0 q y B a H H M p a C II 0 p e ,ll; 0 M T a q a K a. 

JlaK6 ce ,li;06uaa peJiau:uja 

(,'t, -r; A+ ip.] { X 0 + iy0 +(a+ i ~) s} ~ X0' + iy0' + (a'+ i W) s, 

y KOjOj, IIOlllTO eKCIIOHeHU:HjaJIHa <l>YHKU:Hja He Hruqegaaa, H3 

Heje,L~;HaquHe a+ i p =F 0 yaeK cJie,ll;yje a'+ i W =F 0. 
Kao Henocpe,li;Ha IIOCJie,li;HU:a cJie,ll;yje: ,li;Be pa3JiuquTe TaqKe 

yaeK OIIeT IIpeJia3e y ,li;Be pa3JIHquTe TaqKe. 

5. 0 0 C T 0 j H C a M 0 j e ,ll; H 0 K 0 H f p y e H T H 0 II p e -

CJIHKaaalhe KOje IIpeaO,li;H ,L~;aTy IIOJiyiipaay h 
y ,ll;aTy IIOJiyiipaay h~ 

HeKa je noJiynpaaa h ,ll;aTa je,li;HaqHHOM: 

x-t-iy=x0 +iy0 +(a+i~)s, a+i~=f=O, s>O,_ 

a h' je,li;HaqHHOM: 

x'+iy' = x0'+iy0' + (a+i~) s', a' +i W=F 0, s'> 0. 

KoHrpyeHTHO IIpecJIHKaBalhe (,'t, -r; l+ip.], Koje IIOJiynpaay h 
npeao,li;H y h', Mopa IIpe caera TaqKy H3 Koje H3Jia3u IIOJiyiipaaa 

h, IIpeaecTH y TaqKy H3 Koje H3Jia3H noJiynpaaa h': 

(1) x 0'+iy0' = ei~+(l+O-r(x0 +iy0) + l+ip.. 

,UaJbe, CBaKOj II03HTHBHOj Bpe,li;HOCTH O,ll; S MOpa O,ll;fOBa­

paTH II03HTHBHa Bpe,li;HOCT O,ll; S 1 TaKO ,ll;a aamH 

x 0'+iyo' + (a'+iW) s' = [&, r; 1-+ip.] {x0 +iy0 + (a+iP) s} 

H IIpeMa TOMe 

(2) (a'+iW) s' = ei.'t+(l+zlt'(a+i~) s. 

06pHyTO, CBaKO KOHrpyeHTHO IIpeCJIHKaBalhe KOje 3a,li;OBO­

JbaBa je,li;Ha'IHHe (1) H (2), npeBO.l!.H h y h'. 

Oo,L~;eJIHMO flOCJie,ll;lhy je,li;HaqHHY KOHjyrOBaHO HMafHHapHOM 

je,li;Ha'IHHOM 

(3) a'+iW +iP -~-- = e2i<~+t'>~a----'~ 
a'- iW a- i~ 
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AKo cTaBHMO 

a'+iW 
a'-iW 

.D;OOHBa ce 

n- i~ J: • 
----'---- = .. + l IJ 
a+ ip ' 

~ H IJ r.y KaO opojeBH H3 T CTeneHH pe)[.OBH ca napaMeTpOM f; 
ynope~yjyHH KOe<IJHU:HjeHTe H3BewheMO H3 nOCJie.iJ.Ibe je)[.HaqHHe 
.n;a ce y pe.n.osHMa ~ H Il He Mory jaBHTH cTeneHH napaMeTpa t 
<:a HeraTHBHHM H3JIOJKHOU:eM, seh ce, HanpOTHB, OHH MOry npeT­
<:TaBHTH y ooJIHKY 

~=a+~,, 

I]= b + '1', 

r.n.e a H b 3Haqe o6HqHe peaJIHe 6pojese, a ;• H '1' 6ecKOHaqHo 
MaJie 6pojese H3 CHCTeMa T, H .n.a sa)f{e peJiaU:Hje 

a2 +b2 
= 1, 

(4) 
2 (as'+hiJ') + ~·2+11'2 = o. 

Je.n.HaqHHa (3) 
e2i(ll-+r> =~+if), 

npeMa HaiiiHM .n.e<IJHHHU:HjaMa TpHrOHOMeTpHCKHX <IJYHKU:Hja, Ca)[.a 
ce MO)f{e csecTH Ha o6JIHK 

(5) 

cos 2(&+t') =cos 2& cos 2t'- sin 2..5'sin 2t' = ~ 

=a+~', 

sin 2 (~+t') =; sin2& cos 2 t'+cos 2 ,'r sin 2 t' = Il 
= b+IJ'· 

Ynope~yjyhH Koe<IJHU:HjeHTe OBHX je.n.HaqHHa .n.oJia3HMO .n.o 

cos 2 .:J- = a , sin 2 i3 = b , 

H3 KOjHX ce, Ha OCHOBy Ba)f{elba je.n.HaqHHe a2 + b2 = 1, MOJKe 
peaJIHH ~poj ..5' o.n.pe.n.HTH je.n.H03HaqHo .n.o BHwecTpyKe spe.n.­
HOCTH o.n. 1t. YHowelheM napa spe.Lr.HOCTH cos 2 & = a, sin 2 ..'l = IJ 
y je)[.HaqHHe (5) MOry ce )[.OOHTH peJiaU:Hje: 

cos 2 t' = 1 +a~'+biJ', 

sin 2 t' = a r( - b ~·; 

9 
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a IIOlliTO je Ha OCHOBY je.n.HaiiBHe ( 4) soup KBa.n.paTa AecHHX 
CTpaHa 1, TO je 6ecKpajHO MaJIB 6poj ,'t' je.zr.HOSHaiiHO o.zr.pe~eH. 

'. ' -. 0 • J • 

OH ce MO:>Ke uspaiiytlaTH us Je.n.He o.n, ,.n.Be]y rrocne.n.lhnx je.n.Ha-
IIBHa yrrope~HBalheM Koe<IJuu:ujeHaTa. , , 

OOlliTO je ,'} o.n.pe~eHO' CaMO .rr.o. BHllleCTpyKe Bpe.n.HOCTH 
o.n. 1t, <IJaKTOp. ei,}+<1+il,. je o.n.pe~eH caMO .n.o SHaKa. CaMo je.n.aa 

' ' . ' ._, ' . 
o.n. .zisa SHaKa .zr.aje, lliTO Ce JiaKO BH,li.H, Sa IIOSHTHBHO ·.s y je.zr.Ha"" 
II~·HH (2) IIOSBTHfmO s',' rlpeM:a TOMe, peaJJHH 6poj ,'} o.zr.pe~eH Je 
.zr.o BumecTpyKe spe.zr.HOCTH o~ 2 'lt. Y HOillelbeM napa Bpe.zr.HOCTII 
,'} B t' y je.zr.H-aiiHHY (1 ), ,li.OOHBajy ce Ha je.zr.HOSHaiiaH HaiiBH A H: 

p. y cucTeMy T. Hajsa.n. ysHl)aMo_.n.a je.n.HaiiHHe (1) u (3 ), a sa To 
B Ha~eHe Bpe,li.HOCTB .:J, t', 1., p. He SaBBCe O.li. HaiiHHa npeTCTaB­
Jbalba IIOJiynpaBHX h B h'. , 

6. 3 a .li. Be T a II Ke A, 8 y Be K II 0 C T 0 j H K 0 H r p y­
eHTHO rrpecJIHKaBalhe Koje rrpeso.n.a A y B H By A. 

AKo TaiiKe A,B BMajy KOOp,li.HHaTe X1,y1 u x 2,y2, oH.n.a 
KOHrpyeHTHO npeCJIBKaBalbe 

[rt,O; x1 +>..2+i(yt+Y2)] 

OCTBapyje OHO lliTO ce Tpa>Kli. 

7. A K 0 K 0 H r p y e H T H 0. II p e C JI li K a B alb e II p e B 0 .zr. H 
rronyrrpasy h y noJiyrrpasy h' H TaiiKY P y 
T a II K y P', o H .n. a P u P' a c i' o Ji e :>K e y o .n. a o c y H a 
II OJI y II p a Be h B h'. 

OoKa:>KHMO Hajrrpe .n.a .n.eTepMaHaHTe 

I 
x2-xt Y2-Y1 I ) x/-x/ Y/-Yt' i 
Xa-Xt Ya-Yt ' 1 Xs'-xt' Y3'-y.' I 

HMajy HCTH SHaK OH,li.a H CaMO OH,li.a Ka.zr.a TaiiKe (x 5 , J's) H. 
(x5 ', y9') HCTO ne:>Ke y o.n.Hocy Ha ycMepeHe npase Koje cy o.n.pe­

~eHe Taiii<aMa (x 1 , y,) H. (x 2 , y~), OAH. 
(x2 ,~J (x 1', Y/) H (x2 ', y2') (yn. CTp. 122-123). 

Hajnpe, HS .n.aTe .n.e<IJHHH.U:H.je Ha CTp. 69 
0 ,AeCHOM" H. ,JieBOM" SaKJbyqyjeMO, .zr.a 
TaiiKe (x 5 , y5) H (x2 , y2} HHCY TaqKe KOje 
HCTO ne:>Ke y o.n.Hocy Ha ycMepeHe npase 

(x~<>J! (x3.J3l Koje cy o.n.pe~eHe TaiiKaMa (x1, y1 ) H 

(x2, Y2), OAH. (x1, Y1) u (xs, y9). Ca.n. ce 
O,li.fOBapajyhe AeTepMHHaHre SaHCTa paSJIHKyjy CBOjHM SH3U:HMa. 
Hawe TBpljelhe cneAyje yonwTe HS OKOJIHOCTB wTo Ae<IJHHHU:Hja 
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CTpaHe npase. llOMOhy 3H3K3 Hase.n;eHe .zieTepMHH3HTe 33,li;OB0Jb3B3 
CBOjCTBa CtpaHe H3JIO>KeHa Ha CTp. 9. 

Oco6HHa 7 6Hhe npeMa TOMe .n;oKa3aHa aKo ce noKa»<e .n;a 
Ce 3H3K .n;eTepMHH3HTe 

He. Melba npH KOHrpyeHTHOM npecJIHKasalby. AJJH, osa .n;eTep­
MHHaH~a. Ce pa3JIHKyje C3MO II03HTHBHHM cpaKTOpOM 0)1; HM3fH­
HapHOf .n;eJia KOJIHqHHKa 

{x2 +iy9)- (x1 +iy1 ) 

(x 2 + iy2)- (x 1 + iy1)' 

IIpH qeMy je Henocpe.n;HO jaCHO .n;a je OBaj KOJIHqHHK HHBapH­
jaHT3H y O,li;HOCy I::l:a KOHrpyeHTHO npeC,JIHKaBalbe. 

YcraHOBHMO ca.n; oso: · pehH heMo .u.a je HeKa .u.y»< oH.u.a 
H C3MO OH)I;a KOHrpyeHTHa .n;pyroj .li.Y>KH 3KO IIOCTOjH KOHrpy­
eHTHO npecJIHKasalbe Koje npeso.n;H npsy .u.y »< y .u.pyry; pehH 
HeMO .lJ.3 je yraO OH~a H C3MO OH.lJ.3 KOHrpyeHT3H .U.pyroM yrJiy 
aKO IIOCTOjH npeCJIHKaBalbe KOje npeBO.lJ.H je.n;aH yraO y .n;pyrH. 

00Ka3aHeMO )1;3 HaBe.n;eHa .n;ecpHHHU:Hja KOH­
rp.yeHU:Hje .n;y>KH H KOHrpyeHU:Hje yrJIOBa 3a.li.O­
BOJbaBa aKCHOMe III1 _ 6 aKO KOHrpyeHTHO npeCJIH­
Ka B alb e y 3 e T b 3 a 0 C HOB y H M a 0 C 0 6 H He 1 ,li.O 7. 

Ba>Kelbe aKCHOMe III1 Henocpe.ziHa je nocJie.li.HU:a oco6HHe 5. 
Ba>Kelbe aKCHOMe Ill2 .n;oKaayje ce Ha osaj HaqHH. HeKa KOH~ 

rpyeHTHa npecJIHKasalba K 1 H K2 npeso.u.e .u.y»<H A'B' H A"B" 
y .n;ym AB. l13 oco6HHa 1, 2, 4, 5 cJir.n;yje .u.a 3a je.u.Ho KOH­
rpyeHTHO ripeCJIHK3Balbe K 2 IIOCTOjH yseK HHBep3HO KOHrpyeHTHO 

npeCJIHKaBalhe K21• KoHrpyeFiTHO npecJIHKaBalbe K21 K 1 npeMa 
oco6HHH 2 npeso.u.u .u.y»< AB y A"B''. · 

AHaJIOrHO ce .n;oKaayje sa >Kelbe aKCHOMa III6 • 

0oKa3aheMo ca.u. .u.a aKO je .u.y»< A B KOHrpyeHTHa .li.Y>KH 
A'B', OH.Lia KOHrpyeHTHO npeCJIHKasalhe K Koje npeso.u.u noJiy~ 
npasy A B y noJiynpasy A' B' npeso.u.u H TaiiKY B y TaqKy 8'. 
HeKa je KOHrpyeHU:Hja .u.y»<u AB H A'B' .u.o6useHa noMohy KOH­
rpye!ITHOr npecJIHKaBalha K 1 • AKo K 1 npeso.n;H TaiiKY A y A', 

TO Ha ocHosy oco6uHe 4 KOHrpyeHTHO npecJIHKasalbe K K!1 
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npeBO.lJ.H nonynpasy A'B' caMy y ce6e, .n:aKne, npeMa oco6HHaMa 
I u 5, ouo Mopa 6HTH H.n:enrHrer. A ar<o K1 npeso.n:H raqKy 
A y 8', ou.n:a heMO y3eTH y llOMOh KOHrpyeH1'HO npeCJIHKaBalbe 
K2 - a ro npecJIHKaBalbe K2 nocrojH Ha ocHosy oco6Hue 6 -
KOje npeso.n:u raqKy A y B H B y A . . Ca.il. KOHrpyeurno npe­

CJIHKasalbe K (K2K!t) npeso.n:H nonynpasy A'B; caMy y ce6e, 
.n:aKne, olio je u.n:eHTHTer. 

l13 .n:oKa3aHor H ·H3 oco6HHa 4 H 5 Henocpe.n:Ho cne.n:yje 
B3)Kelbe 3KCHOMe 1H3, a HCTO T3KO H3 .lJ.OKa3aHOr H OCOOHHa 4, 
5 H 7 uenocpe.n:uo cne.n:yje aKCHOMa Ilf5*. 

Haj3a.n: ce .n:oKa3yje sa)Kelbe aKCHOMe III4 Ha uape.n:uu uaqHH: 
aKo cy .n:arH yrao <1:: (a, b) u nonynpasa c, TO ua ocuosy oco-
6HHe 5 nOCTOjH je.n:HO H CaMO je.lJ.HO KOHrpyeHTHO npeCJIHK3-

c 

a 

B3lbC K1, KOje npeao.n:H a y .c, 
a raKo~e je.n:Ho H caMo je.n:uo 
KOHrpyeHTHO npeCJIHK3B3lbe KOje 
npeso.n:H b y c. ·K1 npeso.n:H b 
y nonynpasy b' pa3JIHqHTY o.n: 
C, WTO Ce Ca3Haje Ha OCHOBY 
oco6HHe 4 npH nocMarpalby KOH-

rpyeHTHOr npecnuKasalba Kit; ~cro raKo npecnnKasalbe K 2 npe­
ao.n:u nonynpasy a y nonynpasy a' pa3JIHqHry o.n: c. Kourpy­

euruo npecnHKa&albe K 2 Kit npeso.n:H nonynpasy c y a', a no­
nynpasy b' y c. l13 oco6uue 7 cne.n:yje .n:a nonynpase a' H b' 
ne)Ke ua pa3HHM crpaHaMa nonynpase c. Crora je npsu .n:eo 
aKCHOMe 1114 33.lJ.OBOJbeH. .[lpyrH .n:eo Te aKCHOMe je uenocpe.n:Ha 
nocne.n:Hu.a oco6Hue 1. 

.Ua sa}I<H aKCHOMa 1111 ysu~a ce OBHM nocMarpalbeM. Oony­
npasa Koja H3Jia3H H3 raqKe (0,0), Kojy heMo 03!laqurH ca 0, 
MO)Ke ce yseK .npercraBHTH je.n:uaquHOM o6JIHKa 

ra nonynpasa npOH3HJia3H H3. no3HTHBHe r:onyoce x noMohy 
oopralba [&, T; 0]. JlaKo ce .n:oKa3yje .n:a o.n: .n:se nonynpase Koje 
H3JI83e H3 TaqKe 0 H Jie)Ke y nonypaBHH ll03HTHBHHX y, OHa 
nonynpaaa ne)KH H3Me~y .n:pyre nonynpase u no3HTHsne nonyoce 
X KOja modulo 2 lt liMa M3lbli 30Hp ,') + T. 
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HeKa ce JJ;ecuu KpaK h ueKor yrna noKnana caJJ; ca no3H­
THBHOM nonyOCOM X; HeKa lber08 JieBH KpaK k 6y JJ;e npeTCT3BJbeH 
jeJJ;Ha'lHHOM 

x+iy = ei<,'h+'~'t>s; s > 0. 

vl3na3ehH H3 TalJ:Ke 0 nonynpaaa h' BOJJ;H y yHyTpaUilbOCT oaor 
yrna. Ta.D;a nocTojH jeJJ;HO H caMo jeJJ;HO KOHrpy~HTHO npecnH­
KaBalbe Koje npeBOJJ;H nonynpasy h y h', HaHMe o6pTalbe [..'}2, 't2; OJ; 
ouo npeBOJJ;H nonynpasy k y nonynpasy- k' 'lHja je jeJJ;naqHua 

x+iy = ei<,.t+,.•+'~'t+'~'•>s; s > 0. 

..'}! +..'12+T1 +'t2 >,'}I+ Tt 

npeMa TOMe k' He Jie}f{H y yrny -9:: (h, k) . 

mod 2 7t; 

. Ba}f{elbe aKCHOMe cyceJJ;CTBa V 8 MO}f{e ce JJ;OKa3aTH ua 
HapeJJ;HH Ha'lHH. DoMohy JJ;pyror cTaBa o KOHrpyeHJ:~HjH H 
aKCHOMe IV JiaKo ce noKa3yje JJ;a ce 3a jeJJ;HY JJ;y}f{ Koja Jie}f{H 
y yuyTpaiiilbOCTH TpoyrJia, yseK MO}f{e HahH KOHrpyeHTHa JJ;y}f{, 
KOja, H3Jia3ehH H3 T_eMeHa TpoyrJia, Jie}f{H Ha CTpaHR TOr TpO­
yrJia HJIH y lberoaoj yuyTpaiiilbOCTH. 

Ha ocHosy aKCHOMe III, noCTojH sa jeJJ;uy JJ;aTy JJ;y}f{ jeJJ;Ha 
H caMo jeJJ;Ha JJ;y}f{ OB' H3 TalJ:Ke 0 Koja je ycMepeua Ha n03H­
THBHY CTpauy nonyoce X H. ca KOjOM je JJ;y}f{ AB KOHrpyeHTHa. 
YseheMo ancu:Hcy ~ Ta'lKe B' sa .ayJicuHy JJ;y}f{H AB: 

AB = ~· 

( ~ . 
nocMaTpajMo caJJ; Tpoyrao ca TeMeHHMa 0 (0,0), C 2 , 0) , 

D ( : ' ~ v3) . Osaj rpoyrao je paBHOCTpaH ca jeJJ;HaKHM yrno­

BHMa, IIITO llOKasyje KOHrpyeHTHO npeCJIHKaBalbe [
2

3
1t, 0; ~] 

Koje IipeBOJJ;H Ta'lKY 0 y C, Ta'lKY C y D, a Ta'lKY D y 0. 
Cno60JJ;Ha Kpajlha TalJ:Ka F JJ;Y}f{H1Koja je KOHrpyeliTHa JJ;Y}f{H AB 
H HJJ;e H3 Ta'lKe 0 no jeJJ;HOM KpaKy yrna -9:: COD HJIH ce npo­
CTHpe y yHyTpaiiilbOCTH Tora yrna, MO}f{e ce npeTCTaBHTH y 
o6JiuKy: 

[..'}, T; OJ~' 



134 .ll,onataK ll 

An e. cse TaqKe, . npeTcTaBJbeHe . y. osoM o6JIHKY, Jie2Ke Ha oHoj 

CTpaJ;IH np<,~ae CD Ha Kojoj He Jie2KH 0, wTo ce yse~a, npeMa 

peqeHOM Ha CTp. 126, cynCTHTYU:HjOM KOOp~HHaTa TaqKe 0 H 

Ta<IKe P y ~eTepMHHaHTH 3a CD 

l' 
p 

Xs--
. 2 

Ys 
·, 

OBHM je noKa3aHo ~a y yHyTpawlhOCTii TpoyrJia' OCD H~ no­

CTOjH ~Y2K KOja 6H 6HJia KOHrpyeHTHa ca AB. 

Pe3HMHpaheMO: 

Y H a w o j r e o M e T p H j H a a 2K e c a e r o p e n o c T a s­
Jb e H e a i< c H o M e o 6 H q He p a a H e r e o M e T p H j e, ·e 3 y 3 e a 

ApxeMe~ose aKCHOMe V 1 ; npli TOMe aKCHOMY 
KOHrpyeHIJ;Hje TpoyrJIOBa Tpe6a y3eTH y .y2KOj 

4>opMynau:eje III5*-
.UaJbe, B82KH CTaB: 

CaaKH ce yrao M02Ke npenonoBHTH H nocToje npaa yrao. 

,UOBOJbHO je ilOKa3aTH ~a Ce CB8KH yraO KOjH H3JI83H H3 
Ta<IKe 0 M02Ke npenoJIOBHTH. HeKa je · [ ..'}, 0; 0] o6pTalbe Koje 

npeao~H ~eCHH KpaK y neae; o6pTalhe [; , ; . ; 0] npeao~H 
~eCHH KpaK yrna y lheroay 6HceKTpHcy. 

Er3HCTeHu;Hja npaaor yrna ce yselja nocMaTpalheM o6p-

Talba [ ; , 0; 0 I· 
YaewheMo ca~ nojaM 

A 

or 11eo.afba Ha npasoj a Ha oaaj HaqHH: 

CnyCTHMO HOpMaJiy Ma H3 KOje TaqKe 

A Ma Ha Kojy npaay a H npo~y2KHMO 

OBY HOpMaJiy 3a lbeHy COilCTBeHy ~y-

2KHHY npeKo IJO~H02KHe Ta<IKe B ~o 
A'; Ta<IKa A' ce Ha3HBa orne~ancKa 

cneb TaqKe A. Orne~HHMO Hajnpe 

TaqKy A ca Koop~HHaTaMa a.> 0, 
~ > 0 Ha ocH x. HeKa je yrao <}:::A OB 
H3Meljy nonynpase OA H n03HTHBHe 

nonyoce x je~HaK ..'}+r H HeKa, HanpHMep, TaqKa x = y Ha 
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OCH x npH o6pTalby 3a yrao ~ + t' npeJJa3H y Ta1my A 
TaKO )I.a je 

ei~+<l+i)ry = a+i~ . 

.OrJJe.u.aJJCKa CJJHKa A' TatJKe A y o.u.Hocy Ha ocy x HMa Koop­

..U.HHaTe a, - ~. OpeMa TOMe, aKO H3Be)I.eMO o6pTalbe 3a yrao 
-&+•, H3 Tal;J.Ke A' qpoH3HJJ83H TatJKa Koja ce npeTcrasJQa 'fMa­
rHHapHHM 6pojeM 

i·"-+(1-+iJ<( 'r.:!)- a+l~ ( 'r.:l) n 2+ ~2 eu a-lp--- a-lp= ' 
. y y 

Tj. Ta TatJKa Jie)KH Ha 003HTHBHOj OCH X; CTOra je yrao ~ A'08 
TaKo~e je.u.HaK il +-r H, npeMa TOMe, no.n.y .u.apa ce ca yrJJbM 
~A 08. Osaj pe3yJITaT MO)I{eMo. H3pa3HTH osaKo: 

A I( o c e y .u. a a n p a a o y r JJ a T p o y r JI a K o j H c H Me­
T p H q H o JJ e )I{ e n o .u. y .n. a p a j y o 6 e K a T e T e, o H .n. a c y 
H O)I.fOBapajyhH yrJJOBH Ha XHDOTeHy3H Me~y 

C 0 6 0 M j e )I. H a KH. 

113 TOfa H3BO)l,"MO HCTOBpeMeHO OllillTHjH CTaB: 

YrJIOBH orJJe.n.ancKe CJIHKe HeKe cpHrype yaeK 
c e n o .n. y .n. a p a j y c a o .u. r o B ~ p a j y h H M y r JI o B H M a n p B o-
6 H T H e cp H f y p e. 

113 OKOJIHOCTH )I.a 'rY y Harnoj reOMeTpHjH npaae .n.ecpHHH­
CaHe noMohy mmeapHHx je.u.HatJHHa MO)I{e ce 6e3 TernKoha H3Be­
CTH KaKO OCHOBHH CTaB yqelba 0 nponopu_HjaMa ( C'faB 42), TaKO 
H nacKaJJOB CTaB ( CTaB 40). Oty .n.a YBH~aMO OBO: 

Y H a w o j r e o M e T p H j H a a )I{ H y q e lh e o n p o n o p­
ll. H jaM a H, )I. a Jb e, y lb 0 j B a )I{ e C B H C TaB 0 B H a cp H He 
r e o MeT p H j e (yn. § 35). 

Ha ocHoay aa)l{elba aKCHOMe III7 MO)I{e ce noKa3aTH . .u.a ce 
yrJIOBH y Harnoj reoMeTpHjH Mory Ha je.ll.H03HatJaH flatJHH yno~~ 

pe.U.HTH no caojoj aeJIHtJHHH. 

OoMohy oae tJHlbeHHU.e MO)I{e ce .u.oKa3aTH c T a a o c no­
Jb a ill lb eM y f JI y (CTaB 22), H TO, OOIIITO cy y Harnoj reoMe­
TpHjH yHaKpCHH yrJIOBH yaeK je)I.HaKH, MO)I{e Ce y lhY tlpeHe'rH 
.u.oKa3 ca cTp. 23. l-:'13 tJHlbeHHU.e .n.a ce y Harnoj reoMeTpHjH 
MO)Ke je)I.H03Ha1:J:HO .u.ecpHi:IHCaTH 36Hp )l,Ba yrJia, )I.06HBa.ce, OOMOHy 
aKCHOMe.IV,·cTaa o_36Hpy yrJioaay.tpoyrJI.y (craa31); 



136 .llonaraK II 

.lJ.OUJJIH CMO Ca.l{ .l{O OCHOBHOf liHTalba, .l{O liHTalha . .l{a JIH 

y Harnoj reOMeTpHjH Ba)l<H CTaB 0 je.l{HaKOCTH yrJIOBa Ha OCHO­

BHqH paBHOKpaKOf TpoyrJia (CTaB 11). 

113 osor cTasa H cTasa o cnoJbarnlbeM yrJiy KO.U: TpoyrJia 

.u:o6HBa ce ca.u: 9 je.u:He cTpaue T e b p eM a o 6 pH y T a T e o p eM H 

o 6a3HCHHM yrJIOBHMa paauoKpaKor TpoyrJia (eTas 24) no­

Mohy HH.U.HpeKTHOf .l{OKa3a, a C .z:r.pyre CTpaHe DOMOhy ll03HaTOf 

EyKJIH.U.Oaor .U:OKaaa CTaa: 30Hp .u.ae 

CTpaHe y caaKOM TpoyrJiy sehH je o.u: 

Tpehe CTpa,He. AJJH, Kao rnTO heMo noKa-
3aTH, HHje.l{aH O.l{ OBa .l{Ba CTaBa HHje 

3a.l{OBOJbeH y HalliOj reOMeTpHjH; a THMe 

he HCToapeMeHo OHTH .u.oKa3aHo .u:a eTas 

0 Oa3HCHHM yrJIOBHMa paBHOKpaKOf TpO-

yrJia y lhOj He Ba)l{H. 

nocMaTpajMO Tpoyrao OQP, qHja TeMeHa HMajy KOOP.U.H­

HaTe: 0,0; cost,O; cost,-sint • .LI.y)l{HHa (a. cTp. 133) .u:y)l{H OP 
H QP HaJia3H Ce DOMOhy KOHrpyeHTHOf npeCJIHKaBalha (0, f; 0] H 

(; ,0; -COS/·ei~]· 
.LJ.ooHaa ce 

- f2 
OP = e1 = 1 +t+- + · .. 

2 ' 

- • f2 
QP=Stnf=t--+- ... , 

6 

- ~~ 
OQ=COSi=l--+-"·· 

2 

Ha OCHOBY .u.eqJHHifllHje pacnope.u:a opojesa CHCTeMa T YBHlja 
ce .u:a je 

CTaB 110 KOMe je 30Hp .l{Bejy CTpaHa y 

CBaKOM TpoyrJiy BehH O.l{ Tpehe CTpaHe He 

8 a )I{ H y H a lli 0 j f e 0 M e T p H j H. 

Oiiiy.11a yauba.Mo 6uiliHY aaaucHocili oaor ciliaaa 0.11 aJCCUO.Me 
o JCOHrpyeHquju ilipoyrJloaa y wupe.M C.MUCJly. 
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113 osor pe3yJITaTa y HCTO .zr.o6a cne.zr.yje: 
Y Hawoj reoMeillpuju He aaJICu c'illaa o paBHOJCpaKOM illpo­

yr JIY U aaillo He BUJICU HU UICCUO.Wa 0 ICOHrpyeH!JUjU· illpoyr JIOBU 
y wupe.M CMUCJly. 

,lla y HaWOj reOMeTpHjH He Ba)f{H HH 06pHyTH CTaB 0 
yrJIOBHMa Ha OCHOBHI.{H, Henocpe.zr.HO YBH~aMO Ha npHMepy 
Tpoyrna OPR, r.zr.e je R orne.zr.ancKa CJIHKa Tai:JKe P y o.zr.uocy 
Ha npasy OQ, Tj. TeMe R HMa KOop.zr.HHaTe cost, sin t. Ta.zr.a je 
npeMa je)I.HOM paHHje )I.OKa3aHOM CTasy (cTp. 135), 

<i OPR = <i ORP. 

11 nope.zr. Tora CTpaHe OP H OR HHCY Me~y co6oM KoHrpyeHTHe • 
.lly)f{H~a .zr.y)f{H Koja ce .zr.o6Hsa noMohy o6pTa!ha [0, -t; 0] 
je HaHMe 

OR = e-1 =f= OP = et. 

O.zr.aTJie heMo BH)I.eTH .zr.a cy yon ill T e y .zr. sa . c H Me­
TPHIIHO noJIO)f{eHa rrpasoyrJia Tpoyrna je.zr.HaKHX 
K a T eTa X H D 0 T e H y 3 e p a 3 JI H I:J H T e H 3 a T 0 D p H 0 r Jl e­
)l.a!by Ha rrpasoj, .zr.y)f{H Ha orne.zr.ancKoj CJIHI.{H 
H H C y H y )f{ H 0 j e )1. H a K e )1. y )f{ H M a IT p B 0 6 H T H e <lJ H f y p e. 

Y H a ill 0 j r e 0 MeT pH j H T a K 0 ~ e He B a )f{ H, K3KO 
je DOK3330 Po3eMaH1l, HH TpehH CT3B KOHrpyeHI.{Hje 
(CTaB 18) y y)f{oj <tJopMyJial.{HjH y o.zr.Hocy Ha Tp~­

y r JI e K o j H H c To JI e )f{ e. .lla 6HcMo. oso ysH.zr.eJIH, rrpHMe-
·'"' 1-

THMO Hajnpe .zr.a TaLJKe A =0, 8 = f, C = te 3 o6pa3yjy paBHO-
CTpaHH Tpoyrao; nocMliTpaMO JIH, )l.aJbe, T311KY 

t D = --...,.----
1-eP +.i) t ' 

ysn.zr.eheMo .zr.a je AB = BD, jep KOHrpy­
eHTHO rrpeCJIHK383!be [0, f; f] rrpeBO)I.H 
TaLJKY D caMy y ce6e, a TaLJKY A y B. 
,llaJbe ce joui H3pa11yHasa .zr.a TaLJKe A H 
B Jie}Ke Ha HCToj cTpaHH rrpase CD. 
O.zr.aTJie rrpso rrpoHCTHI:Je .zr.a TpoyrJIH 

lJ 

A 

1) B. Po 3 eM a H · (W. · Rosemann), .Der Aufbau der P.benen Geometrle 
ohne das Symmetrieaxiom •, Dissertation, Gottingen 1922, Math. Ann. Klb. -yo. · 
TaMoje npBH nyr noKa3aHa 38BHCHOCT saJKelba aKcHoMa II1 1- 6 Oll H3BecHHX 

CBOjCT8B8 KOHrpyeHTHOr. rrpeCnHK8B81b8. 
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ACD H BCD, KO,u;. KOjHx cy cae o,u;roaapajyhe CTpaHe je,u;HaKe, 
HCTO Jie'lKe, H ,u;pyro ,u;a OHH He Mory HManf. cae o.n:roaapajyhe · 
yrnoae }e,u;HaKe. · · 

PaaMoTpHheMo y Hawoj reoMeTpnjH jow EY'KJIH;LI;OBO y.qefbe 
o noaprnHHaMa noJIHrOHa .. Oao je yqeJhe 6HJIO H3rpa~eHo · y § 20 
Ha, nojMy .uepe uoupwuHe Tpoyrna; ;ll.oKaS ;n;a je ·oaa1 Mepa noap­
IIIHHe, nonynpOH3BO,II; OCHOliH'IJ<e H BHCHHe, He3aBA·CHa O,n: 'J'Ora 
KOja Ce CTpaHa TpoyrJia CMaTpa OCHOBHUOM, 6HO ' je · ·HBBt!,II;eH 
npHMeHOM aKCHOMe KOHrpyeHIJ;Hje <rpoyrJIOBa Ha 1'p0:)1'fJie I<Ojll 
Jie>Ke CHMeTpHqHo. ,Ua p~aj CT3B, ~e MO}Ke 6HTH ,II;OKa3aH 6e3 
IIIHpe <PopMynau;Hje Te ai<CHOMe, MO}Ke ce yaH,u;eTH Ha npHMepy 

, '·I • ' ,l _ ,' 

Tpoyrna OQR(cTp. 136). QR Je BHCHHa cnywTeHe Ha OQ, OOMofiy 

KOHrpyeHTHOr. npeCJIHI<aaa~~ [-.; ·, 0; -cost· e~i~ J ,u;o6Haa ce 

,!I;Y}KHHa . ' . . 

QR'= sin t; 

H nowTo je OQ = cost, TO 6H Mepa noapwHHe, c je,u;He CTpat{e, 
MOpana 6HTH 

J = cos t • sin t . 
2 

Ha~HMO no,n;Ho>Kje S ynpaaHe cnywTeHe H3 Taqi<e Q Ha OR: 

S ~ cos t + i e11 sin t cos t. 

,ll.aJbe, KOHrpyeHTHHM npeCJIHKaBalheM 

--, - , -cos .. e 2 · 
[ 

.. 1t t· t -i.::-(l+ilt] 
2 . 

,u;o6Haa ce ,u;y>KHHa 
QS = e-1 sin t cos.t; 

a nowTo je OR= e-t, ,u;o6HJIH 6HCMO, c ,u;pyre CTpaHe, 3a TY 
Mepy nOBplliHHe Bpe,!I;HOCT 

e-t . e-t cost sin f 
J= . 

2 ' 

KOja je CHrypHO Malha 0)1; Bpe,u;HOCTH 

cost sin t 

2 



CTaB 0 jeJlH8KOCT H yr 11068 Hll OCHOBHUH paBHOKpaKOr Tpoyr 118 139 

)loK nojaM Mepe nospWHHe ry6H csoj CMHcao 6e3 wHpe cpop­
Mynauuje aKCHOMe III6 o KOHrpyeHUHjH Tpoyrnosa, nojMOBH 
pa3JlOJICUBe jeP.HGICOCill.U H P.OliyHC/Ce jeP.HUICOCill.U OOJIHfOHa MOry 

· ce .n.ecpHHHCaTH HCTO TaKo Kao y § 18. Ta.n.a ce eTas 46 Koju 
H3pa2Kasa .n. o n y H c K y j e .n. H a K ocT .n. sa T p.o y rna c a 
j e .ZJ. H a K H M 0 C H 0 B H U a M a H B H C H H a M a. .ZJ.06HBa HCTO 
OHaKO KaO y § 19. 

Jl.aJbe. ce ysH~a .n.a ce H Ha ocHosy y2Ke aKCHOMe 111 5*; 
M02Ke KOHcrpyHcarH Ha csaKoj .ZI.Y2KH J<Ba.n.paT, rj. qeTsopoyrao 

• • '7t • 
ca Je.ZI.HaKHM yrnosHMa, o.n. KOJHX csaKH H3HOCH 2 , H ca Je.n.HaKHM 

CTpaHaMa. Y H a ill 0 j f e 0 MeT p H j H B a 2K H C a .ZJ. a H !l H T a­
f o p H H a T e o p e M a, n p e M a K o j o j c y o 6 a K s a .n. p a T a 
H a .n. K are TaM a M a K or n paso y r JI or T p o y r JI a 3 a­
j e .ZJ. H 0 .ZJ. 0 ll y H C K H j e .ZJ. H a K a K B a .li. p a T y H a ·.n. X H ll 0-

T e H y 3oM. Jep, MH ysH~aMo .n:a ce y EyKJIH.li.OBOM .ZJ.OKa3y 
ilHTaropHHe TeopeMe HCKOpHIIIfiasa CaMO KOHrpyeHUHja TpO­
yrJIOBa KOjH HCTO Jie2Ke H npeMa TOMe CaMO ai<CHOMa 0 KOH­
rp"yeHUHjH TpoyrJIOBa y y2KeM CMHCJiy. 

IlpHMeHOM ilHTaropHHe TeopeMe lia 
rpoyrnose OQP H OQR Ha cTp. 136, Hana-
3HMO, y3 noMbh CTasa 43, .n.a cy Ha .n.y-
2KHMa OP H OR KOHCTpyHcaHH K sa .n: paTH 
.ZJ. 0 ll y H C K H j e .li. H a K H1 . M a .li. a 0 B e 
.lJ. y 2K H, KaKO CMO HX rope H3paqyHaJIH, 
H H C y M e ~ y C 0 6 0 M. j e .li. H a K e. 

Be3a ose OKOJIHOCTH ca cTasoM -62 nornyHo je jacHa H 
O,lJ.aTJie BH.li.HMO ,lJ.a 0 C H 0 B H H E y K Jl H fi. 0 B C T a B, n 0 

KOMe .li.Ba JJ;OllYHCKH je.ZJ.Ha.Ka. Tpoy.rna HCTH~ 
0 C H 0 B H U a y B e K H M a j y H C T e B H C H H e, T a K 0 ry e H e 
B a 2K H y H a Ill 0 j f e 0 M C T p H j H. 

YCTsapH, osaj eTas 48 6Ho je .n:oKa3aH y § 21, npH qeMy 
je 6HTHO KOpHIIIHeH nojaM. Mepe llOBpiiiHHe. 

IipeMa TOMe, Haiiia Hac reoMeTpHja f!.OBO.li.H .no ca3Halba: 

HeMoryhe je 3acHoBaillu · EyKllUD.OBO yl.f.eHJe o liospwuHaMa 

HG .U/CCUOMU ICOHrpyeHquje. Uipoyrlla y yJ/Ce..ll CMUCJly, 1./.G/C U G/CO 

ce lipeillliocillasu n.a Baxu yl.f.eHJe o lipoliopqujaMa. 
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00WTO y HBlliOj reOMeTpHjH He B8li<H n03H8TH O,l(HOC 

H3Me~y XHnOTeHy3e H KaTeTa npasoyrJIOf TpoyrJia, O,l(HOC KOjH 

Ce y 06IfliHOj reoMeTpHjH H?B0)~H\tH3 \0HTlltOpH1:10f 'CTaBa, TO fiy 

. HaiDy reoMeTpujy Ha3saTH HeiiuliiaropejCKO.M. reo.M.eliipujo.M.. 
H~mpasuMci nper.i:Ie,l( uajoa•mnHjux pe3yJITaTa Koju npou­

CTHt:IY H3 Harne uenuTaropejcKe reoMeTpuje: 

AKo ya..we..wo aKcuo..wy ICOHrpyeHquje liipoyrJloaa y yJ/Ce.M. 
CMUCJlY U GKO iipeliiiiOCliiaBUJ40 ,aa 01{ GKCUOMa Heiipe!lti$WCliiU 
aaxu ca..wo aKcuo.M.a cyce.llcliiaa, liial{a ce He .M.OJ/Ce ,aoKaaaliiu 
cliiaB 0 je,aHaKOCliiU YrJIOBa Ha OCHOBUIJU y paBHOKpaKOM liipoyr Jly, 
'lal{ HU OHI{G GKO iipeliiiiocliiaBTi.M.O ,aa BGJICU y'leHJe 0 iipoiiopqU­
ja.Ma. Hcliio liiaKo o,aaliiJle He cJle,ayje EyKJlU,aoao y'leHJe o iioap­
wuHa.M.a; liiwcolje cliiaa, iio. KOMe je a6up ,aae cliipaHe liipoyr Jla 
aehu o,a liipehe cliipaHe, u liipehu cliiaB KOHrpJ!eHquje sa liipoy~ 

rJloae Koju ucliio Jlexe, Hucy HYJICHe iiocJle,auqe us y'luHJeHux 
upelii uocliiaBicu. 

Mu heMO KOHCTpyucaTH jorn je.l(HY ,l( p y r y H en H T a­

r o p e j c K y . r e o M e T p u j y KOja ce pa3JIHKyje O.l( reoMeTpuje 

KOjy CMO Ca,l( o6pa~HB3JIH THMe lliTO y lbOj BB:>KH ApXHMe,l(OBa 

8KCHOM8 V 1 , 3JIH He B3:>KH 3KCH0Ma cyce,l(CTBa V 3 • 

Y3eheMo 3a ocHosy ose reoMeTpuje OHY .l(eJIHMHt:IHY o6JiaCT 

Q peaJIHHX 6pojesa KOja ce CaCTOjH O,l( CBHX 6pojesa .l(06HBeHHX 

H3 6pojesa 1 H p.=tg 1, aKO KOH3t:IHO nyTa npHMeHHMO onepa­

QHje pat:~yHa: ca6upa.lbe w1 +w2 , O.l(Y3HMalbe w1 -w2 , MHO:>Kelbe 

w1 · w2 , .l(eJbelbe w 1 : w2 (y cJiyqajy JJ;a je w2 + 0) H cTeneHo­

salbe WI w 2 • npu TOMe W 1 , w2 Tpe6a ,l(a 03H8t:I3Bajy 6pojese KOjH 

cy seh .l(06useHu noMohy neT noMeHyTux onepaQuja O.l( 6pojesa 

1 H j1· ,Ua 6H Ce .l(06HO 6poj W nOJI83eHH O,l( 6pojesa 1 H p., 
Tpe6a THX neT onepaQHja npuMeHHTH n1 nyn, O,l(H. n2 nyTa, .•• , 

n6 nyn. BpojeEIH w o6JiaCTH 0 Mory ce Ta.l(a npe6pojaTH npeMa 

pacTyheM 36upy 
n1+n2+ ... +n6. 

Ha OBOM 6pojHOM cucTeMy H3rpa.l(uheMo pasHy reoMe­

TpHjy nOMOhy HCTHX KOHBeHQHja nOMOHY KOjHX CMO H3rpa,l(HJIH 

ua cTp. 126 npsy HenuTaropejcKy reoMeTpujy Ha 6pojHOM cucTeMy 

T; H3 'IHlheHHQe .l(a npH npupo;ll,Hoj ,l(e<fJHHHQHjH pacnope;ll,a sa:>Ke 

CBH 33KOHH pa'lyHa l-16 § 13, C83HajeMO, KBO 1i TllMO, ;ll,B BB>Ke · 
aKCHOMe 11_ 8 , II, IV y uawoj reoMeTpuju. 
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CoaKOM 6pojy w o6nacTH 0 npomapeHe 3a 6poj oo o.nro­

oapa 6eCJ<OHaqHO MHOfO 6pojeaa ..'l KOjH 38JlOBOJbaBajy je)lHaqaHy 

..'l =arc tg w. 

YKy nHOCT coax 6poje.aa ..'l .no6aoeHHX noMohy oae je.nHaqaue 

H3 0 o6pa3yjy HeKy o6nacT E> Koja ce He noKnana ca 0, anH 

KOja je KaO If 0 npe6pojaaa. 00HH heMO Ma OJl KOf npe6poja­

Balba 6pojeoa o6naCTH E>. Y OBOM rtpe6pojasalby. llOCTOjH npBH 

6p0j KOjH HHje npOH3BOJl paiJ;HOHaJIHOf 6poja H 6poja -rt; 03H8-

qHheMO ra ca ..'lkt• OpBH 6poj H3 o6naCTH e KOjH ce He MO>Ke 

npeTCTaBHTH y 06JIHKY 

..'l = r 1t + r 1 ..'lk1 ,. 

f)le cy f H r1 Ma KOjH paiJ;HOHaJIHH 6pojeBH, 03HaqHfieM01 aKO 

OH yonrnTe nocTOjH, ca ..'lk.· HacTaoJbajyhH Ha oaaj Haqau, 

03HaqafieMO Ca ..'lk npBH 6pOJ . ..'l 06'laCTH EJ KOjH ce He MO>Ke 
n+t 

npeTCT8BHTH y 06JIHKY 

..'l = r~t+r 1 ..'1k,+r2..'lk2 + ··· +r"..'lkn• 

8KO yonmTe llOCTOjH TaK8B 6poj. 0BHM je .ne4JHHHC8H HH3 ..'lk11 

..'lkz, ..'lk,, · • ", KOjH CHrypHO Ca)lp)KH je)laH qJiaH, a, MO>K)la, H 

6eCKOHat,JHO MHOfO. CBaKH 6poj ..'l H3 o6naCTH e MO)Ke ce ca.na 

npeTCT8BHTH Ha j e Jl H 0 3 H a q a H HaqHH y 06JIHKY 

..'l = f 1t + f 1 ..') kt + f 2 ..'l k, + ' ' ' + f rt ..'l kn I 

r.ne cy ..'1k1 , ..'lk2 , ••• , ..'lkn npaax n qJiaHOBa ca.na .ne<PaHacaHor 

HH3a, a r, fp r2 , .' •• , fn Ma ·KOjH paiJ;HOHaJIHH 6pojeBH. 

l1cTo TaKa Kao y npsoj H.enHTaropejcKoj r.eoMeTpaju Ha 

CTp. 131 )le4JHHHCafieMO Ca)la KOHrpyeHIJ;Hjy JlY)KH H KOHrpyeH­

IJ;Hjy yrnoaa noMohy KOHrpyeHTHOr npecnaKaaalba. Kao 

KOHrpyeHTHO npeCJIHKa3albe CMarpaheMO OB)le CBaKy TpaHc4Jop­
Mau;ujy o6JIHKa: 

, x'+iy' = 2rt ei~ (x+iy) + J..+ip., 

r)le je ..'l HeKH 6poj H3 06JI8CTH 8, r1 paiJ;HOH8JIHH ppoj KOjH 

yna3H y roplhe npeTCTaaJbalhe 6poja ..'l, a r.ne. cy J.. H p. npo­
H3BOJbHH 6pojeBH 06JiaCTH Q, 
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•• · KoHrpye"HrHa rrpecJIRKasafh'a :oapa3yjy rpyny, wro ce JiaKo 
MO)l{e rrposepHrR; 0Ha, .n:aKJie; HMajy oco6H:He 1 R 2 aase.n:eHe 
Ha CTp. 127. Oco6H:Ha 3 cJie.n:yje H3 qRlbeHRU:e .n:a 6pojesR 

" ';·", : 

·' 'li· 
. " .. 1 cos 1J ...,. --·-·· -· ·_.'. 

-v 1 +tg~ .'\.' 
. . , ' . . 

npana.n:ajy o6JiaCTi1 0. Oco6HHa 5 .n:o6Iisa ce .Ha osaj HaqRH: 
!·'" . : \. ~ 

•! .[(OKa3· ce, CJIIiqHO KaO Ha crp •. J28, .•CBO.U.H · Ha je.U.l:I03HaqHO 
o.n:peljRBalbe .n:P BRwecrpyKe spe.n:HOCTH o.n: 2 1t 6poja .'\ R3 
06JiaCTR E) I<OjH 33JI:OB0Jb383 je.n:HaqHHY 

a'+ iA'. _s' 2,-' (>if}= __ _,t-'_ 

a + i~ . ,s 

00JI:eJJRTieMO IiM3fHH3pHR .n:eo peaJJHR~: 

aW-~a' tg .')- = . 
aa'+~W 

0BOM je.n:HaqRHOM je o.n:peljeH 6poj .'\ y C\pQjHOM .<;RCTeMy E) JI:O 
BRWeCTpyKe spe.n:HOCTR o.n: '7t. O.n:peljRBalbe . .n:o BRIIIecrpyKe 
spe.n:HOCT!i O.U. 2 1t H3BOJI:H ce RCTO .. T3KO KaO y npsoj HeiTRTa­
ropejCKOj reoMeTpH.jR (yn. crp. 130) . .UoKa3H oc96RHa 4, 6 H 7 
Ii3BOJI:e Ce RCTO TaKO KaO Ii T3MO. 

npeMa TOMe, H.3 .U.OK333HRX ce.n:aM. OC06HH3 KOHrpyeHTHOf 
npecJJRKasalba CJJe.n:yje, Ha ocHoBy .n:aror onwrer .n:oKa3a Ha 
crp. 131, .n:a cy y Hawoj reoMeTpRjR aKCH.OMe III 1_: 6 3a.n:osoJbeHe. 
Ba>Kelhe aKclioMa III7 MO>Ke ce noKa3atR CJJH~IHO Kao y npsoj 
HenH.TaropejcKoj reoMerpHjR. 

113 .n:e<l>HJ:iHU:H.ja pacnope.n:a H. KOHrpyeHU:Hje cJie.n:yje sa>Kelbe 
ApxaMe.n:ose aKCHOMe V11 noiiiTO je no.n:pyqje 0 .n:eJIHMHqHo 
no.n:pyqje no.n:pyqja peaJIHRX 6poj,esa. 

HanpoTRB, .u.a aKCHOMa cyce.n:crsa V s HRje 3a.n:osoJbeHa, 
noKa3yje ce Ha Hape.n:HR HaqHH. 3a csaKR rpoyrao MO>Ke ce 
HahH. lbeMy KOHrpyeHTaH rpoyrao OAB ca reMeHRMa 0 = (0, 0), 
A= (a; 0),, B = (r3, y), r .n:e a a y 03Haqasajy no3HTRBHe 6pojese. 
3aTO je ,li,OBOJbHO ITOK333TR .n:a ce y CB3KOM T3KBOM rpoyrJiJ 
HaJJa3R .n:y)f{ Hanp . .n:y>KH.He 1. noJiynpasa OB M:O:lll:e ce npe'r~ 
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CTaBHTH, He3aBHCHO OJI, T_ora .LI.a JIH je ~ HyJia HJIH HHje HyJJa, 
y 06JIHKY. 

: ' : • ~ - ~ i r !. 

. )· 
. i arc tg ··· 

x+iy= e P ·S, 

r):(e Ca' S 03traqasatvto rl03HTHBHH napaMeTap KOjH npHna.iJ.a 

o6JiaCTH oJ flornrd cy opojeBH ay H I a..:.. ~I+ y TI03HTHBHH, 
MO>K~MO CaJI, HaHH ~eo 6poj f 1,. KOjH He MOpa 6HTH TI03HTHB3H, 
a :KOjH 33,li.OBOJbaBa HejeJI,Hal!HHY 

{1) 2r' < C( Y 
\f)-a\ +Y 

3a ,naTe 6pojese fp &k,, arc tg l_ > 0 nocToje cHrypHo .nsa 
. 2 

J..J.eJia .6poja a H b KOjH 3a.II;OBOJbaBajy Heje,n;Hal!HHY 

t l. - - 1 ± v 1 + tg1 ~ 
. g 2 - . tg {J 

1t 
ysHijaMo .na' cy · 

2
b , na CTora, Ha ocHosy TeopeMe o TaHrelicy 

36Hpa, H 
1t 

{J =a-+ rl ~k 2b I 

6pojeBH H3 06JiaCTH 8. l13 Heje.u.Hal!HHe (2) npOH3Jia3H .IJ;3; 

noJiynpasa 

·x+iy=eiJ-.s, s>O 

· Jie}f{H y yHyTpailllhOCTH yrJia -9:: A 08. 
CJio6o.n;Ha Kpajlha Tal!Ka C .ny}f{H il.Y­
}f{HHe 1 KOja Jie}f{H Ha OBOj TIOJIY­
npasoj H TIOJia3H H3 Tal!Ke 0, MO}f{e 
ce · npeTCTaBHTH y 06JIHKY 

x+iy = 2r, -eil}. 

Bf(J, Y)• 

0(0,0) A(cl,O) 

Tal!Ke 0 n C Jie}f{e Ha HCToj ~TPi!HH npase A B, ~ornTo .~Y o6e 
,neTepMHHaHTe 

-a ~ I= ay' 
~-a 
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'

f3-a ·.Y· 1>_._2·ra/~-a/-2ray+ay 
. 2r' COS.~-;-:~ 2r' Slil ..'} . 

n03HTHBHe, nocne.n:lba Ha OCHOBY Heje.n:HatiHHe ( 1 ). npeMa TOMe, 

TalJI<a C ne>KH y yHyTpaiiilhOCTH Tpoyrna OAB, Tj. y yayTpaiii-

IbO.CTH OBOr TpoyrJia nOCTOjH .U:Y>K 'IHja je .U:Y>KHHa 1. . 

I1cTo Tai<o, I<ao H y npsoj HenuTaropejcKoj reoMeTpHjH, 

noi<a3yje ce .u:a ce csaKH yrao MO>Ke . npenoJIOBHTH H .u:a nocTojli 

npaBH yrao; Ha HCTH HalJHH Ce .U:OKa3yje .U:a Ba>Ke CTaBOBH HaBe­
.n:eJIH Ha CTp. 135 H CTp. 137 0 OrJie.U:aJICI<HM CJIHI<aMa, KaO H CBH 

CTaBOBH yqelba 0 nponOpU:HjaMa H CTaBOBH a<t>HHe reoivJ:eTpHje. 

Csa yrnosu Harne reoMeTpHje HaJia3e ce TaKo~e H y EyKJIH.U:O­

soj reoMeTpHjH H ynopel'jHBa!he yrnosa no seJIH'IHHH y Haiiioj 

reOMeTpHjH HCTO je KaO H y EyKJIH.U:OBOj reOMeTpHjH. 0Ty.U:a 

cne.u:yje, .n:aJbe, .u:a sa>KH cTaB o cnoJbaWlheM yrny (cTaB 22) H 

CTaB 0 36Hpy yrJIOBa y Tpoyrny ( CTaB 31 ). HanpOTHB, He B3>KH 
<:TaB 0 je.n:HaKOCTH 6a3HCHHX yrJIOBa y paBHOKpaKOM Tpoyrny. 

HauMe, H3 osor ce CTasa MO>Ke, noMohy cTasa o cnoJbaWlheM yrny, 

1<80 IIITO je TO BeH nOMeHyTO Ha CTp. 135, Henocpe.U:HO :U.o6HTH 

lbeMy o6pHyTH cTas. Anu, .n:a osa o6pHyTa TeopeMa Huje aa.u:o­

BOJbeHa y Hawoj reoMeTpuju, ysu~a ce Hanp. nocMaTpalbeM 

Tpoyrna OPQ ca TeMeHHMa 0 = (0, 0); P = (cos ..'}k,, - sin ..'}k1), 

Q =(cos ..'}kar+sin ..'}k,). Osaj Tpoyrao HMa je.n:HaKe yrnose KO.U: 

P H Q, a Me~yTHM .U:Y>KHHe lbefOBHX CTpaHa 0P=2 H OQ = 2-1 

HHCY je.n:Hai<e. 

Hu Eyi<JIH.U:OBO yqelhe o nospiiiHHaMa y TOj reoMeTpHjH 

He Ba)KH, J1CTO TaKO He Ba>KH CTaB .n:a je 36Hp .U:Bejy CTpaHa 

Tpoyrna sehu o.u: Tpehe CTpaHe, jep H3 osor cTaBa Henocpe.n:Ho 

ene.n:yje .u:a je csaKa .U:Y>K Koja ne>KH y yHyTparnlhOCTH Tpoyrna, 

Malba o.u: lberos<?r o6uMa, H npeMa TOMe sa>KHJia 6u ai<CHOMa V s· 

nocMaTpaHe HenHTaropejCKe reoMeTpHje .U:OBO.U:e HaC .U:O 

ca3Halha: 

3a p,o1ca3 aaJK:eHJa clitaaa o je;ma~eocmu yr JlOBa na ocno­
nuqu paano~epaKor IItpoyr Jla neouxop,na je ~ea~eo Apxu.Mep,oaa 
QICCUO.Ma v1' Uta/CO u GICCUO.Ma cycep,clitaa Vs. 

Osaj .Uo.n:aTai< je ynomylheH y ,UonyHH III. 
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Hoao sacmmalhe reoMeTpHje 
BoJbaH-Jlooa qeaci<ora 

(OpennaMnaHo H3 Math. Ann. Klb. 57.) 

Y CBOMe pa.q;y ,0CHOBe reOMeTpHje", rJI. I (cTp. 3-30)1> 
nocTaBHO caM CHCTeM aKCHOMa sa EyKJIH.n;oay reoMeTpHjy H Ta.n;a 

caM noKasao .n;a je Moryhe H3rpa.n;HTH EyKJIH.n;oay reoMeTpHjy 

paBHH HCKJbyqHBO Ha OCHOBY OHHJE aKCHOMa KOje Ce O,ll;HOCe 

Ha paBaH, qaK H 6e3 npHMeHe aKCHOMa HenpeKH,ll;HOCTH. Y OBOM 

HCfiHTHBalhy 3aMeHHHY aKCHOMy napaneJIHHX o.n;rosapajyhHM 3aX­

TeBOM reoMeTpHje 5oJbaH-Jlo6aqescKora H Ta.n;a hy noKa3aTH 

HCTO TaKO 11.a je He.Moryhe sacHOBalliu reo.Mellipujy BoJbau-Jlo6a­

'leBCICOra y paBilU UCICJbY'lUBO Ha OCilOBY GICCUO.Ma paaHU 6e3 ilpu­

.Melle GICCUO.Me HeiipeiCU/l.llOCUiU. 2> 

Oso HOBO sacHHBalhe reoMeTpHje 5oJbaH-Jlo6aqeacKora y 

llOfJie.n;y je.n;HOCTaBHOCTH He 330CTaje, KaKO MH H3rJie.n;a, H3a 

,ll;OCa,ll; fi03H3THX HaqHHa 3aCHHB3lba, H3HMe HH H3a 3aCHHB3lba 

1 ) YnopenH TaKo~e Mojy pacnpaoy .Ober den Satz von der Glelchheit 
der Baslswlnkel lm gleichschenkligen Dreieck". Proceedings of the London 
Mathematical Society, Klb. 35, 1903 (.UonaTaK II ooe KlbHre). 

2) 0TBJlB je TBj npo6JJeM 6HO HCIIHTHBBH H He3aBHCHO O)l BKCHOMe IV, 
·Koja je KapaKTepHCTH'IHa 3a reoMeTpHjy 6oJbaH-Jlo6aqeocKora. Hajnpe je M. 
)J:eH y pacnpaoH .Ober den Inhalt sphiirischer Dreiecke", Math. Ann. Klb. 60, 
3aCHOB30 J'lelbe 0 IIOBpmHHaMa J paBHOj eJJHIITH'IHOj reoMeTpHjH. 6e3 npHMeHe 
.BKCHOMa HenpeKH)lHOCTH; aaTHM je r. X e c e H 6 e pry, y pacnpaBH .Be­
~riindung der elllptischen Geometrie", npH HCTHM npemocTaoKaMa nOWJIO aa 
pyKoM na JlOKalKe cTaooae o Ta'IKaMa npeceKa y paoHoj enl!nTH'IHOJ reoMe­
TpHjH; Hajaan je X j e JJ M c n e a noKa3ao y pacnpaaH • Neue Begriindung der 
ebenen Geometrle", Math. Ann., Klb. 64, na ce MOlKe H3rpallHTH pasHa reoMe­
TpHja 6e3 3KCHOMa HenpeKH)lHOCTH, 'laK H 6e3 Ma KBKBe npeTIIOCTaBKe 0 npa­
BHMB KOje ce. CeKy HJJII He CeKy. 

OcuooH reoMeTpHje 10 
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D 0 Jb a lf j a H J1 0 6 a lJ e B C K 0 r KOjH cy. ce CJIY)KHJIH rpaHHI.JHOM 
c<PepoM, HH rrpeMa 3aCHHBalhy K JI a j H o so M (F. Klein) noMohy 
npojeKTHBHe MeTo.ZJ.e. DoMeHyTa 3aCHHBalba KOpHCTHJia cy y 
6HTHOMe KaKO rrpOCTOp, TaKO H HenpeKH.ZJ.HOCT . 

.Ua 6H ce OJiaKIIIaJIO pa3yMesalbe, Harrpasahy, rrpeMa MOMe 
pa.ZJ.y "OcHose reoMeTpaje", nperJie.ZJ. aKCHOMa pas He reoMe­
Tpaje KOjHMa fieMO Ce y HaBe.ZJ.HHM H3JiaralbHMa KOpHCTHTH, Ha8Me:1> 

I. AKCHOMe Beae 

i 11 • 3a ,aBe ma'I.Ke A, B ilocmoju yae/C ilpaaa a Koja upu-
ila,aa caaKoj o.a OBUX ,aBejy lfla'l.a/Ca A, B. 

12 • 3a ,aBe ma'I.Ke A, B He iloclfloju au we o.a je,aHe ilpaBe 
ICOja ilpulla,aa CBQICOj Oil. OBUX ,aaejy illa'l.alca A, B. 

18 • Ha caa~Coj ilpaaoj aocmoje Haj.MaltJe ,aBe lfla'I./Ce. noclfloje 
Haj.MaltJe mpu ma'l~Ce Koje He JleJ/Ce Ha j-e,aHoj upaaoj. 

II. AKCHoMe pacnope.u;a 

III . A /CO lfla'I.ICQ B JleJICU U3.Me&y ma'l.lle A u ill a 'liCe c, OH,aa 
cy A, B, c illpu pa3JlU'I.Uille ma'l/Ce ilpaae u B JleJICU ma·llo~e 

ua.Me~y C u A. 

112 • 3a ,aBe lfla'I.Ke A u C Ha lipaaoj A C iloclfloju Haj.MaltJe 
je,aHa illa'I.Ka B Wallo .aa C JleJ/Cu ua.Me~y A u B. 

lis. Ma 0.1{ ICOje mpu illG'I.Ile ilpaae He llocmoju BUlUe OJ{ 
je){He Koja JleJ/Cu ua.Me~y ,apyre .aae . 

.U e <PH ·H H u. H j a. TaliKe Koje Jie}Ke H3Meljy .ZJ.Be TaqKe A · 
H B Ha3Hsajy ce TaKo~e TaqKaMa .ZJ.Y}KH AB HJIH BA. 

II,. Hella cy A, B, C mpu lfla'I.Ke Koje He JleJ/Ce Ha llpaaoj 
JlUHuju u a llpaaa y paaHu A, B, C Koja He llpollaau HU !Cpoa 
je,aHy 0.1{ ma'l.a/Ca A, B, C; GICO illa){a ilpaaa a llp0JlQ3U 1Cp03 je,aHy 
o.a lfla'l.a/Ca .ayxu AB, OHa uaBeCHO lfla~Co~e lipollaau UJlU Kpoa 
je){HY o.a ma'l.alla .ayxu BC UJlu Kpoa je){HY 011. ma'l.a/Ca 4yxu A C. 

I) <l>opMyn8UHja 8KCHOM8 1-IJl y3eT8 je H3 OBOr H3n81b8. 
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III. AKcHoMe no)J,y)J,apuocTH 

n e cp H H H U: H j a. CBaKa ce npaBa ~,ZJ.eJIH Ma KOjOM CBOjOM 
TaqKOM y ,ZJ.Be UOJlyilpaBe (nony3paKa) HJIH ilOJIOBUHe. 

Ill1 • A /CO cy A u B P.Be ii1a'ille Ha ilpaBoj a u, P.aJbe, a/Co 
ja A' ii1a'l.lla ilpaBe a', OHP.a ce Ha jeP.HOj 11.ailioj i10JIOBUHU ilpaBe 
a', OP.pe~eHoj ilia'lllOM A', yBell MOJ/Ce Hahu ilia'llla B' ilia/CO 11.a 
je P.YJIC AB ilOP.YP.apHa UJIU jeP.Halla ll.Y.JICU A'B', mmo ce MOJ/Ce 
03Ha'I.Uii1U: 

AB = A'B'. 

Ill2 • Allo je ll.Y.JIC A'B' ilOP.YP.apHa P.YJICU AB u P.YJIC A"B'' 
iloP.yP.apHa ucilioj P.YJICU AB, OHP.a je u P.YJIC A'B' ilOP.YP.apHa 
ll.YJICU A" B". 

HI~. Hella cy AB u BC P.Be P.YJICU Ha ilpaBoj a 6ea aajep_­
HU'lllUX ilia'lalla u Hella cy, P.aJbe, A'B' u B'C' P.Be P.YJICU 6ea 
aajeP.HU'lllUX ilia 'lalla Ha ucilioj UJIU. 11.pyroj ilpaBoj a'; a/CO je ilia11.a 
AB = A'B' u BC = B'C' 6uhe u 

AC = A'C'. 

n e cp H H H U: H j a. Dap nonynpaBHX h H k KOje H3Jia3e H3 
TaqKe A u 3aje.ZJ.HO ue quue npasy, Ha3saheMo yrJIO.M u 03Ha­
quheMo ra unu ca 

--9:: (h, k) unu ca --9:: (k, h). 

naJbe, MO}Ke Ce ,ZJ.ecpHHHCaTH nojaM CilipaHC paBHH y O.ZJ.HOCY 
ua neKy npasy ua ocuoay aKcnoMe II; TaqKe paBHH Koje y Ok 

HOCy Ha h Jie}Ke Ha HCTOj CTpaHH KaO H k, a y HCTO speMe y 
O.ZJ.HOCy Ha k Ha HCTOj CTpaHH KaO H h, Ha3HBajy Ce yHyii1paUI/i:JU.M 
TaqKaMa yrna --9:: (h, k); one o6pa3yjy yraoHu ilpociliop (ynyTpalll­
lhOCT) OBOf yrna. 

III4 •. HelCa lie ,aaili yrao --9:: (h, k), ~paBa a' u OP.pefyeHa 
cilipaHa 011. a'. HelCa h' oaHa'l.aBa iloJlyilpaBy 'iipase a' ICOja uaJlaau 
ua ilia'llCe 0': ilia11.a ilocilioju jeP.Ha u ca.Mo jeP.Ha ilo.rtyilpaBa k', 
ilia/Co 11.a je yrao -9= (h, k) llOHrpyeHiliaH UJIU jeP.Hall yrJly --9:: (h', k'), 
wilio fie.Mo uapaauiliu aHaqu.Ma: 

--9:: (h, .k) = -9::: (h', k')' 

u 11.a y ucilio Bpe.Me cse yHywpalJ!/i:Je ilia'llCe yr Jla --9:: (h', k') JJeJJce 
Ha P.ailioj cwpaltu 011. ilpaBe a'. 
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Csa/Cu je yrao U0.4}!.4tlpaH caJWM ce6u, iilj. yse/C je 

-9:: (h, k) 3 -9:: (h, k). 

III5 • A /CO aa 4Ba mpoyrlla ABC u A 1B'C' BG:JtCe fioP.y,4ap• 
HOClliU 

AB 3 A'B', AC 3 A'C', H -9:: BAC 3 -9:: B'A'C', 

OH,4a yse/C Ba:JICU U ilOP.y.4apHOClli 

-9:: ABC 3 -tA'B'C. 

I1s aKCHOMa I -III JiaKo ce Hsso.n;e cTaBOBH o KOHrpyeH­

QHjH Tpoyrnosa H o pasHOKpaKOM Tpoyrny, a y HCTO speMe ce 
ysu~a MOryhHOCT ,n:a Ce cnycTH HJIH llO,l(HfHe HOpMaJia KaO H ,n:a 
ce npenonosu ,n:aTa .n:y»< HJIH ,n:aTH yrao. HapotiuTo; HCTO Kao H 
H KO,l( EyKnH,n:a, us THX aKCHOMa cne,n:yje CTaB ,n:a je y csaKOM 
Tpoyrny s6up .n:se cTpaHe sehu o.n: Tpehe CTpaHe. 

IV. AKCHOMa o npaBHMa KOje ce ceKy H Koje ce He ceKy 

Ca,n:a heMo <tJopMynucaTH aKCHOMY KOja y reoMeTpuju 
5oJbau-.no6atieBCKora o,n:rosapa aKCHOMH napaJieJIHHX y eyKJIH.l(­
CKoj reoMeTpHjH: 

IV. AICo je b ilpouaBOJbHa upasa, a A llia'I./Ca Koja He Jle:JtCu 
Ha ltJOj, yBe/C uocilloje P.Be ilollyilpase a1 u a2 ICOje upo!laae Kpoa 
iila'I.KY A u Koje He 'lUHe jeP.HY u uclliy iipasy u He ceKy iipasy b, 
P.OIC CBa/Ca Uollyiipasa KOja Jle:JtCu y yHyllipawltJoclliu yr Jla o6pa-
30BaHor ca a1 u a2 u uallaau ua llia'l/Ce A, iipeceqa iipasy b . 

\A 

\e 

.U e <P u H H Q H j a. HeKa je 
npasa b pas,n:eJbeHa Ma KOjOM 
CBOjOM TatiKOM 8 y ,l(Be fiOJiy­
npase b1 H b2 H HeKa nonynpa­
se a1 , b1 ne»<e Ha je,n:Hoj cTpaHH, 
a a2 , b2 Ha .u.pyroj CTpaHH npase 
AB; Ta,n:a heMo nonynpasy a1 

Ha3BaTH fiapalleJlHOM npeMa IIOJiy­
npaBOj b1 , a HCTO T8KO fiOJiynpasy a2 H83BaheMO iiapalleJlHOM 
npeMa b1 ; HCTO heMo TaKo pehu ,n:a · cy o6e nonynpase a1 u a2 

iiapalleJlHe npeMa npasoj b H ,n:a cy o6e npase, quje cy nony­
npase a1 H a2 , iiapalleJlHe npeMa b. 
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0Tyll.a aenocpell,HO CJiell,yje T&QHOCT aapell,HHX QHfbeaaua: 
AKo je HeKa npasa HJIH noJiynpasa napanenaa npeua ll.PY· 

roj npasoj HJIH noJiynpasoj, OHll.a je yaeK a oaa ll.pyra napa­
JieJJHa npeMa npsoj.O 

AKo cy ll.Be noJiynpase napaJienae Tpehoj noJiynpaaoj, 
OHll.& cy oae ue~y co6oM napaJieJine • 

.U e <P a H a u a j a. CsaKa nonynpasa Oll,pe~yje. Kpaj; o CBHM 
nonynpasaMa, Koje. cy jell,Ha ll.pyroj napaJienae, peha heMO ll,a 
Oll,pe~yjy jell,aH H HCTH Kpaj. iloJiynpasy KOja H3Jia3H H3 TaqKe A 
H HMa Kpaj a:, 03HaqaheMO yonwTe (A, a). ilpasa HMa yseK ll,Ba 
Kpaja. ilpasy qajH cy KpajeBH a H ~1 03HaqaheMO yonwTe Ca 
(a, ~). 

AKo cy A, B H A', 8' ll,Ba napa TaqaKa a a a a' ll,Ba Kpaja 
TaKBa ll,a cy ll.Y)KH AB a A'B' Me~y co6oM jell,HaKe, a aKo je, 
OCHM Tora, yrao Koju o6pasyjy ll.Y)K AB a nonynpasa (A, a) 
jell,HaK yrJiy KOja o6pasyjy · ll.Y)K A'B' a nonynpasa (A', a'), 
OHll,a je, WTO ce JiaKo BHll.H, yseK a yrao o6pasosan Oll. BA a 
(B, a) jell,HaK yrJiy o6pasosaHOM Oll. B'A' a (8', a'); ose ll,Be 
<Parype AB a a A'B'a' Ha3asajy ce KOHrpyeHTHHM. 

Hajsa,l.l, .1\e<l>aHawaMo Ha nosHaTa HaqaH nojaM orJie,l.l,aJicKe 
CJIHKe: 

.Q e <l> H. H HUH j a. AKO H3 jeL(He TaqKe cnyCTHMO HOpMaJiy 
Ha npasy a osy HOpMaJiy npo,l.l,y)KHMO npeKo lheHor no,l.I,HO)Kja 
3a ,l.l,y)K lbOj KOHrpyeHTHy, OH,l.l,a heMO L(06aseHy Kpajlhy TaqKy 
Ha3B3TH Orlle!l.GJICICO.M. CJIUIW.M. iipOB06UiiiHe llia'lKe y O,l.I,HOCY Ha 
Ty npasy. 

QrJie,l.l,aJicKe CJI.aKe TatJaKa HeKe npase Jie)Ke oneT Ha npa~ 
BOj; .osy nOCJie,l.l,lhy npasy Ha3sah.eMO OrJle!l.GJICICO.M. CJIUKOM iipB0-

6ulli,He ~paBe. 

§ 1. floMORHH CT8BOBH 

.UoKasaheMo Hajnpe pe,l.I,OM Hape,l.I,He noMohHe CTasose: 
C T as 1. AKo L(Be npase npeceuajy Tpehy npasy no,l.l, 

je,l.I,HaKHM carJiaCHHM yrJIOBHMa, OH,l.l,a oHe, carypHo, Hacy napa­
JieJIHe. 

1) L{oKas ce H3aonH no raycoaoM noctynKy; yn., HanpHMep, Bonola­
Llebmann, Die nichteuklidische Geometrie, Leipzig, 1908 H 1921, § 32. 
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.lJ. 0 K a 3. OpeTnOCTiiBHMO cyrrpOTHO, HaHMe, .l(a cy Te .l(Be 
npase y je.l(HOM CMepy Me~y co6oM napanenHe. AKa Ta.l(a H3Be­
.l(eMo nonyo6pT aKa cpe.l(nHe .l(ymu uceqeHe Ha Tpehoj npa8oj, 
Tj. KOHCTpyullleMO Ha .n;pyroj CTpaHH Te .l(ymH O.l(rOBapajyhH 
KOHrpyeHTHH Tpoyrao, cJie.l(OBaJio 6u .l(a cy .l(Be npse npase napa­
neJIHe je.l(Ha .l(pyroj H y .l(pyroM cMepy, a oso npoTuspequ 

aKCHOMH IV. 
C T a B 2. AKa cy .l(aTe Ma Koje .l(Be npase a H b . Koje ce 

He ceKy, HHTH cy napanenHe, nocToju yseK Tpeha npasa Koja Ha 
o6eMa HCTOBpeMeHO CTOjH HOpMaJIHO . 

.li. o K a 3. Ma H3 Koje .l(Be TaqKe A H P npase a cny­
CTHMO ynpasHe AB H PB' Ha npasy b. HeKa je HOpMana PB' 
seha O.l( HOpMane AB; npeHeCHMO Ta.l(a AB Ha B'P OJ( Tat~Ke B' 

a' 

R' ---
.l(O A' TaKa .l(a TatiKa A' nemu H3Me~y P H 8'. KoHCTPYHlllHMO 
ca.l( Kp03 TaqKy A' npasy a' Koja npecella B'A' y Tat:IKH A' no.l( 
HCTHM yrnOM. H y HCTOM CMHCny KaO lllTO HOpMaJia BA npeC:eila 
npasy a y TaqKH A. ,li.oKa3aheMo .l(a osa npasa a' HymHO MOpa 
npeceilaTH npasy a. 

Pa.l(H Tara O.l( .l(Be nonynpase, Ha Koje TaqKa P .l(enu npasy 

a, 03HaquMO ca a1 OHY Ha Kojoj nemu Tat~Ka A u nOBYilHMO 
Ta.l(a H3 B nonynpasy h napanenHy npeMa a1 • ,li.aJbe, HeKa je h' 
OHa IIOnynpaBa KOja H3Jia3H H3 TatiKe 8' IIO.l( HCTHM yrJIOM npeMa 
b H y HCTOM CMepy Kao H nonynpasa h H3 B. OolllTO, npeMa 
cTasy I, nonynpasa h' HHje napanenHa ca nonynpasoM h, a 3aTo 
HHje napanenHa HH ca nonynpasoM a' H, cHrypHo, He npecella 



§ 1. OoMohHH crasosH 151 

h; OH)I.a OHa, IIITO ce naKo ysH~a Ha ocHosy aKCHOMe IV, HY>KHO 

npeceu:a a1 ; HeKa je T npeceqHa TalJKa nonynpase h' H a1 • ITornTO 

je, npeMa Haiiioj KOHCTPYKU:HjH, a' napanenHo ca h', oH.n.a, npeMa 

aKCHOMH II., npasa a' MOpa H3Jia3HTH H3 Tpoyrna P8'T Kp03 

cTpaHy PT, a THMe je .n.aT TpameHH .n.oKa3. 03Ha'IHheMO Ta'IKY 
npeceKa npasHx a H a' ca Q. 

¥i3 TaqKe Q cnycTHMO HOpMany OR Ha b; 3aTHM, npeHe­

CHMO .n.ym 8'R Ha npasy b o.n. TaqKe 8 .n.o Taqi<e R' TaKo .n.a 

je CMep o.n. 8 Ka R' HCTH 'Kao H cMep o.n. 8' Ka R. HcTo TaKO 

npeHeCHMO .n.ym A'Q o.n. TalJKe A Ha npasy a y ucToM cMepy 

.n.o Q'. Ha~eMo JIH Ta.n.a cpe.n.uHe M H N .n.ymu QQ' u RR', 6ahe 

npasa MN KOja cnaja Te TalJKe TpameHa 3aje.n.HuqKa HOpMaJia 

Ha a H b. 
Y CTsapu, H3 KOHrpyeHU:Hje qeTsopoyrnosa A' 8'QR H A 8Q'R' 

CJie.n.yje je.n.HaKOCT .li.Y:>KH QR· H Q'R' KaO H qnH>eHHU:a )l.a Q'R' 
CToju ynpasHo Ha b. O.n.aTne, .n.aJbe, 3aKJbyqyjeMo .n.a cy qeTBO­

poyrnu QRMN H Q'R'MN KOHrpyeHTHHj THMe cy nOCTaBJbeHO 

TBp~eH>e KaO H CTaB 2 llOTnYHO )I.OKa3aHH. 

C T a·s 3. AKo cy .n.aTe Ma Koje .n.se Me~y co6oM Henapa­

nenHe nonynpase, nocToju yseK npasa napanenHa OBHM .n.seMa 

nonynpasuMa, Tj. nocToju yseK npasa Koja HMa .n.sa yHanpe.n. 

.n.aTa Kpaja a H ~-

.II. 0 K a 3. I10BYU:HMO Ma Kp03 Kojy Ta'IKY 0 napaJieJIHe 
npeMa .n.aTnM nonynpasnMa u npeHeCHMO Ha ose napanene o.n. 

Ta'IKe 0 je.n.HaKe .n.ymu, Hanp; .n.o A u 8, TaKo .n.a 6y.n.e 

OA = 08 

H .n.a nonynpasa KOja H.ll.e H3 TaqKe 0 Kp03 A HMa Kpaj a, a 

nonynpasa Koja u.n.e H3 TaqKe 0 Kp03 8 HMa Kpaj ~· 3aTuM, 

cnojMo Ta'IKY A ca KpajeM ~ u npe110JIOBHMO yrao H3Me~y 

)I.Bejy llOJiynpaBHX KOje H3Jia3e H3 TalJKe A j HCTO TaKO CnOjMO Ta'IKY 

B ca KpajeM a H npenonosuMo yrao H3Me~y .n.sejy nonynpasax 

Koje H3Jia3e H3 TalJKe B. ITpsy 6uceKTpucy 03Ha'IHMO ca a, 
.n.pyry ca b. !13 KOHrpyeHU:Hje qmrypa OA ~ u OB a cne.n.yje 

je.n.HaKOCT yrnosa: 

-4: (OA ~) = -4: (OBa), 

-4: (aA ~) = -4: (aB ~), 
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a u3 nocne.n;IDe je.n;Haquue .n;o6uaa ce H je.n;HaKOCT yrnoBa Koja 
cy 00CT8JIH OOJIOBJhelbeM, H8HMe: 

<9:: (a A a)= <9:: (aA {3) = ~ (aBb) = <9:: (bB~). 
0 

c : 

' f ' 
' \ ', 

' ' 
..... \ 

\\ \ '. \ \ : 
\'.\ ;' .. 

\~ ! .. ' 
VM 

fJ 

Hajnpe Tpe6a .n;oKa3aTH .n;a ce 6uceKTpuce a H b HHTH 
ceKy, HHTH cy Me~y co6oM napanenHe. 

OpoTnOCTaBHMO .n;a ce ilpase a H b ceKy y TaqKu M. OOIIJTO 
je Tpoyrao OAB, npeMa KOHCTpyKu;HjH, paBHOKpaK, TO ce .n;o6uaa 

<9:: BAO = <9:: ABO, 

a o.n;aTJie, npeMa npeTXO.IJ;HHM je.n;HaquHaMa, cne.n;yje 

<9:: BAM= <9:: ABM; 
npeMa TOMe je 

AM=BM. 

CnojHMO JIH ca.n; TaqKy M nonynpaaoM ca KpajeM a, TO he 
H3 nocne.n;IDe cerMeHTHe ja.n;HaquHe H ycne.n; je.n;HaKOCTH yrnoaa 
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..g: (aAM) H ..g: (aBM) CJie.IJ.OB8TH KOHrpyeHUHja lf>arypa a AM 
H a BM, a 088 6H KOHrpyeuuaja HM8JI8 38 nOCJie.IJ.HUY je.IJ.H8KOCT 
yrJIOBa ..g: (aMA) H ..g: (aMB). DOWTO je OBaj 38KJby'laK, O'IH· 

rne.IJ.HO, HeTa'laH, Tpe6a O.IJ.6auaTH npemocTasKy .IJ.a ce 6aceK­

Tpace a a b ceKy. 

DpeTOOCT8BHMO, .ll&Jbe, .ll8 cy npaBe a H b napaJieJIHe; HeKa 

ce Kpaj O.IJ.pe~eu noMohy lhHX 03H&'IH Ta.IJ.a ca P.-. HeKa nony­
npasa Koja H.lle O.ll B Ka a npeceua y Ta'IKH C nonynpasy Koja 

H.lle O.ll A Ka ~. a npasy a y Ta'IKH D; .lJ.OKalKHMO Ta.IJ.a je.IJ.Ha­

KOCT .li.YlKH DA a DB. YcTBapa, y npOTHBHOM cnyqajy npeHe­

CHMO .li.Y* · DA Ha DB O.ll Ta'lKe D, peuaMo, .IJ.O Ta'lKe B' H 
cnojMo B; nonynpaBOM ca p.. lil3 KOHrpyeHuaje lf>arypa DA ~ H 

DB'p. CJie.IJ.OBana 6a Ta.IJ.a je.IJ.HaKOCT yrnosa ..g: (DA a) H ..g: (DB'p.), 
a CTOra 6a 6HJIH je.IJ.HaKH H yrJIOBH ..g: (DB'p.) H -9:: (DBp.), WTO 
je HeMoryhe npeMa cTasy 1. · 

~e.IJ.HaKoCT .n;ylKH DA H DB HMa ca.IJ.a 3a nocne.IJ.auy je.IJ.­
H&KOCT yrnosa ..g: (DAB) H <}::(DBA), a DOWTO cy, npeMa paHH· 

jeM, H yrJIOBH <}::(CAB) H <}:: (CBA) je.IJ.HaKH, npOH3Jia3HJIO 6a 

.IJ.a cy je.IJ.HaKH H yrnosa <}::(DAB) H --9:: (CAB). Osaj aaKJby'lal\, 

O'lHfJie.IJ.HO, HHje Ta'laH na CTOra Tpe6a O.IJ.6aUHTH H npeTnO­

CTaBKY .n:a cy npase a H b napaneJIHe. 

DOWTO Ce, npeMa OBHM H3JiaralbHM8, npaae a H b He 

ceKy HHTH cy napanenHe, OH.IJ.a, npeMa CTaBY 2, noCToju npaaa 
C KOja CTOjH ynpaBHO Ha o6eMa npaBHMa a, b; peUHMO y Ta'lKaMa 

E u F. Tsp.IJ.HM .IJ.a je oaa npaaa c TpameHa npaaa Koja ae3yje 

Me~y co6oM o6a .IJ.aTa Kpaja a a ~· 
Pa.IJ.u .IJ.OKa3a osor TBp~elha npemocTaBHMO cynpoTHO .IJ.a 

c HeMa Kpaj ci:. CnojMo Ta.ll~ caaKy O.ll nO.IJ.HOlKHHX TatJaKa E H 

F nonynpasoM ca KpajeM a. Be3yjyhu Me~y co6oM cpe.IJ.uHe 

.li.YlKH AB u EF, JJaKo ysu~aMo .IJ.a je BA =FB. 113 tora 

clle.IJ.yje KOHrpyeHuuja lf>urypa a EA H a FB, a u3 oae je.IJ.Ha­

KOCT yrJIOBa <}:: (A£a) H <}:: (BFu.) H OTy.IJ.a cy H OHH yrJIOBH 

je.IJ.HaKH Koje o6pa3yjy ca npaaoM c nonynpaae Koje H3Jia3e H3 

Ta'laKa E u F. Osaj 3aKJbytJaK npoTuapequ cTaay 1. CnutJHO 

npoucTutJe .IJ.a c uMa a Kpaj ~· TaMe je Harne TBp~elhe nomyHo 

.llOKa3aHO. 

C T a a 4. HeKa cy a u b .IJ.Be napaneJIHe npaae, a 0 Ta'lKa 
y yHyTpawlbOCTH o6nacTH pasHa o6yxsaheHe H3Me~y a H b. 
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,llaJbe, ReKa je ·· Oa orJie,n:aJICKa CJIHKa TaiiKe 0 y o,n:Rocy Ra 
npasy a, a Ob OrJie,l(aJICKa CJIHKa· TaqKe 0 y O.l(ROCy Ra npasy 
b H ReKa je M cpe,n:HHa .n:y)KH 011 ob: Ta,n:a ORa noJiynpasa, KOja 
je noJia3ehH o.n: Tat:IKe M H:cTospeMeRo napaJieJIRa ca a H b, 
CTOjH ynpaBRO Ra npasoj Oa ob y Tat:IKH M. 

a 
0 

b 
n 0 K a 3. DpeTOOCTaBHMO cyn­

pOTRO H llO,l(HrRHMO ROpMaJiy Ca HCTe 
CTpaRe y Tat:IKH M Ra Oa ob. HeKa npasa 
Oa ob npeceu:a a H b y TaqKaMa p H 
Q. DornTo je PO< PQ+QO, na je 
3aTO PO a< POb H HCTO . TaKO je 
QOb < QOa, MOpa Tat:IKa M RY*RO 
na,n:aTH y yRyTparnl:bOCT o6JiaCTH paBRH 
o6yxsaheRe H3Me~y a H b. CTora 6u 
ORa ynpasRa y M MopaJia npeceu:ant 
je,n:Ry O.l( npaBHX a HJIH b; aKO 6H 

npeceu:aJia Ranp. npasy a y Tat:IKH A, cJie,n:osaJio 6n .n:a je 
AOa = AO H AOa = AOb, H npeMa TOMe 6u 6HJIO TaKO~e 
A 0 = A ob, Tj. TaqKa A MOpaJia 6H TaKO~e 6HTH je,n:Ra O.l( Tat:IaKa 
Ra b, liiTO npOTHBpeqg npeTOOCTaBU:H CTaBa.1> 

C TaB 5. AKO cy a, b, C TpH npase KOje HMajy HCTH Kpaj 
w H aKo ce orJie.l(alba Ra OBHM npasuMa 03Raqe no pe.n:y ca 
Sa' sb' Sc, OH.IJ;a yseK llOCTOjH npasa d ca HCTHM KpajeM w 
TaKo .n;a y3aCTomra npuMeRa orJie.n;al:ba Ra npasuMa a, b, c 6y.n;e 
HCTOBeTHa ca orJie,n:albeM Ra npasoj d, rnTo ce H3pamasa ¢op-

. n 0 K a 3. DpeTOOCTaBHMO, Raj n p e, .n;a npasa b na.n;a y 
yRyTparnl:bOCT o6JiaCTH pasRH o6yxsaheRe H3Me~y a H c. HeKa 
je Ta.n:a 0 je,n:Ra TaqKa Ra npasoj b, a orJie.n;aJicKe CJIHKe Ra a H 
c Tat:IKe 0 ReKa ce 03Raqe ca Oa H Oc. 03RaquMO JIH ca.n;a ca 
d OHY npasy Koja cnaja cpe,n:nRy .n;ymu Oa Oc ca KpajeM w, 
oH.n;a cy, 36or CTasa 4, TaqKe Oa H Or orne.n:ancKe CJIHKe Ra d, 

1) Osaj 38Kiby'laK ce y 6HTHOMe cnalKe ca HB'IHHOM 38K1bY'IHBalba Jlo6a­
qescKora; yn .• Neue Anfangsgr!inde der Geometrle mlt elner vollst!!ndlgen The­
orle der Parallelllnlen• (1835), § Ill. 
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a OTy,na je onepau:Hja sd Sc sb Sa TaKBa ,na He Me!ha llOJIO:>Kaj 
TaqKe Oa Kao HH oue npase Koja cnaja Oa ca KpajeM w. Ooli.ITO 

je osa onepau:uja, ceM Tora, cacTaBJbeHa o,n qeTHpH orJJe,nal-ha, 

OH,na H3 CTaBOBa 0 KOHrpyeHU:HjH npOH3JI33H _na je OBa onepa-
. U:Hja H,neHTHTeTj OTY _na CJie,nyje Harne TBp~elhe. 

1J. p y r O, JiaKO YBH~aMO TaqHOCT CTasa 5 y CJJyqajy KM 
ce noKJianajy npase c H a. AKo je, Han Me, b' . OHa npasa KOja 
npou3HJJa3H H3 b orJie,na!heM Ha npasoj a H aKo 03HaqHMO ca 

sb' OrJie,nalhe Ha b', O)I.Max YBH~aMO TaqHOCT ¢opMyJie 

T p e he, npemocTaBHMO ca,n ,na npasa c na,na y yHyTparn­

lhOCT o6JiaCTH pasHH o6yxsaheHe H3Me~y a H b. Ta.na, npeMa 

npBOM _neJiy OBOf ,nOK333, llOCTOjH, H3BeCHO, npasa d' TaKO _na 

oa:>KH ¢opMyJia: 

03HaquMo JIH ca d orJie,naJicKy CJIHKY npase d' y o,nHocy 
Ha a, 6uhe npeMa ,npyroM ,neJiy osor ,noKa3a 

ToMe je eTas 5 nomyHo ,noKa3aa. 

§ 2. Ca6upalbe Kpajeaa 

Y3MHMO HeKy o,npe~euy npasy H 03HaqHMO !heHe Kpajese 

ca 0 u oo. Ha osoj npasoj (0, oo) o,na6epHMO HeKy TaqKy 0 H 

llO)I.HfHHMO T3)1.a y 0 HOpMaJiy j . HeKa Ce 03Haqe KpajeBH OBe 

uopMaJie ca + 1 H - 1. 

1J.e¢uHucaheMo ca.na 36Hp ,nsa Kpaja Ha osaj uaquH: 

1I. e <P H H H u: H j a. HeKa cy a H ~ Ma Koja ,nsa Kpaja pa3-
JmquTa o,n oo; HeKa je, ,naJbe, Oa orJie,naJICKa CJIHKa TaqKe 0 
Ha npasoj (a, oo), a Ofl OfJie)l.aJICK3 CJIHKa TaqKe 0 Ha npasoj 

(~, oo); cnojMo cpe,nHHY _ny}KH Oa Ofl ca KpajeM oo; ,npyru Kpaj 
TaKa KOHCTpyucaHe npase Ha3saheMo a6upo.M !CpajeBa a u ~ H 

03HaquheMo ca a+~. 
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AKo orJie.zr.neMo noJiynpasy ca KpajeM a ua npaaoj (01 oo ), 
Kpaj taKo uacTaJie noJiynpaae 03HatiaheMo ca -a. 

c:L 
o JlaKo ce yaepaBaMO y Taq-

HOCT je.zr.uaqaua 

a+O =a, 

1+(-1)~0, 

a+(-a) = 0, 

-a+i3 =~+a. 

nocJie.zr.~a je.zr.HatiHHa H3pa>KaBa 
KOMyTaTHBHH 38KOH 3a 
c a 6 a p a lb e K p a j e s a. 

na 6a Ce .ZJ.OKa3aO 8 C 0 U H· 
jaTHBHH 3aKOH ca6apalba 

K p a j e a a, 03HatiHMO no pe.zr.y ca S0 , Sa., Sp orJie.zr,alba ua npa­
BHMa (0, oo) , (a, oo) , (i3, oo); npeMa ctasy 5 y § 1, carypuo 
ta.zr.a noctoja npasa (a, oo) TaKa .zr.a 3a orJie.ZJ.albe Sa ua osoj 
npaaoj sam a <f>opMyl!a: 

Sa= SflSoSa.. 

no~TO npa onepauajH sfl So Sa TatiKa Oa. npeJia3H y TatiKY ofl' 
OH.ZJ.a je TatiKa ofl HY>KHO orJie.zr.aJICKa CJIHKa Ta<JKe Oa. Ha npasoj 
(9', oo) a ory.zr.a je a= a+~, rj. sa>KH cpopMyJia 

Sa.+fl = Sfl S0 Sa.. 

HeKa ( HCTO TaKO 03Ha<JaBa HeKH Kpaj; DOHOBJbeHa npH· 
MeHa MaJIOtiac ua~euax cpopMyJia .zr.aje: 

a ory.zr.a je 

Sa.+(P +Yl = Sp+Y S0 Sa.= Sy So Sp So Sa., 

S<a.+fl>+Y = SyS0 Sa.+fl = SyS0 Sfl S0 Sa., 

a crora raKo~e 
a+(~+y) = (a+~)+y. 

Ty cKopo H3ae.zr.eua <f>opMyJia 

Sa.+p = Sp S0 Sa. 
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DOKa3yje, y HCTO BpeMe, ~8 HaBe~eHa KOHCTpyKUnja 36Hpa ~88 
Kpaja He 3aaucu on; aa6opa raqKe 0 ua npaaoj (0, oo ). AKo ca 
0' 03HaqHMO Ma KOjy T&qKy npaBe (0, oo) pa311HqHTY 0~ 0 H 
aKo cy Oa', Ofl' orne.n;ancKe cnuKe raqKe 0' ua npaBHMa (a, oo) 
H (~, oo ), OH.D;a je ynpaBHS Ha .llY:>KH Oa' 0fl' y lbeHOj cpe.D;HHH 
oner npasa (a+~. oo). 

HasewheMO os.n;e jow je.n;Hy qalheHa~y qaje je II03HaBalbe 
norpe6Ho 3a Hawa H3Jiaralba y § 4. · 

AKo npasy (a, oo) orne.n;HeMo Ha npasoj (~, oo ), .n;o6asa ce 
npasa (2~- a, oo). 

Ycrsapa, aKo je P Ma Koja raqKa oHe npase KOja ce ~o6usa 
H3 npase (a, oo) orne,n:albeM Ha npasoj (~, oo), OH~a ra TaqKa, 
oqarJie,n:Ho, ocTaje HenpoMelbeHa aKO Ha lhY npuiVIeHHMO pe,n:oM 
orJie,n:alba 

Sp,S0 ,S-a,S0 ,Sp. 
A Ha ocHosy roplbHX <lJopMyJia je: 

SpS0 S_aSo Sp =S2p-a, 
Tj. OHaj CJIO:>KeHH npo~ec HCTOBeTaH je ca orJie,n:alheM Ha npasoj 
(2 ~ -a, oo); crora, raqKa P Mop a Jie:>KaTH Ha roj nocJie,n:lboj 
npasoj. 

§ 3. MHo>Kelbe Kpajeaa 

.lJ.e<lJHHHCaheMO CS.l( npOH3BO.l( .l(Ba Kpaja H3 Hape,n:HH HaqHH: 
1J. e <lJ H H H ~ H j a. AKO . HeKH Kpaj Jie:>KH Ha HCTOj CTp3HH 

npase (0, oo) Kao u Kpaj + 1, Ha3saheMo Taj Kpaj iioaulliUBilUM, 

8 3KO HeKH Kpaj Jie:>KH Ha 
HCTOj CTpaHH npase (0, oo) 
KaO H Kpaj - 1, OH,n;a heMO 
raj Kpaj H33BaTH lleralliua-

llUM. 

HeKa cy ca,n; a: u ~ 

f] ---------+~-------

,{--------+"'---------

Ma KOja ,n;sa Kpaja pa3JIH- f3 
qura' o.n: 0 u oo. 06e npase cif3 

{a, -a) H (~, - ~) croje 
ynpaBHO Ha npasoj (0, oo); 
HeKa OHe ceKy osy npasy oo 

y raqKaMd A If B. npeHeCHMO, ,n;aJbe, ,n;y:>K OA H3 rrpasy (0, 00) 
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o.n; Ta'lKe B .n;o Ta'lKe C Ha Taj Ha'lHH .n;a Ha npasoj {0; oo) 
CMep OJI: 0 npeMa A 6y .n;e HCTH KaO H CMep OJI: 8 npeMa C; 
KOHCTPYHIIIHMO Ta.n;a y Ta'lKH C HOp Many Ha npasy (0, oo) H 

Ha30BHMO ll03HTHBHH HJIH HeraTHBHH Kpaj OBe HOpMaJie lipOU3-

B0,110M a f3 o6a Kpaja a, ~. npeMa TOMe .n;a JIH cy o6a Kpaja 

ll03HTHBHa HJIH HeraTHBHa H Jl Hj je je.n;aH ln03~!:THBaH, a .n;pyrH 

HeraTHBaH. 

Y3MHMO H~3a.n; ~opMyny 

a·O=O·a=O. 

Ha ocHosy aKCHOMa 111 1_ 9 o KOHrpyeHI~uju .n;y>Ku Heno­

cpe.n;Ho ysu~aMo sa>Keihe ~opMyna 

a~= ~a, 

a(~y) = (crj3)'y, 

Tj. 3 a M H 0 >Kelbe K p a j e B a Ba>KH KaKO K 0 M y T a T H B H H 

TaKO H a C 0 U H j a T H B H H 3 a K 0 H. 

l1CTO TaKO JiaKO HaJia3HMO .n;a ~OpMyJie 

l·a=cr, (-1)a=-a 

same H .n;a aKo KpajeBH a, ~ HeKe npase 3a.n;osoJbasajy je.n;Ha-

CI~=-1, 

osa npasa Mopa npoJia3HTH Kp03 Ta'lKY 0. 

MoryhHOCT .n;eJbelba Henocpe.n;Ho ce ysH~a; TaKo~e 3a 

csaKH n03HTHBHH Kpaj rr yseK lnOCTOjH no3HTHBHH Kpaj (acTo 

TaKO H HeraTHBHH) ~'llijH je KBa.n;paT je.n;HaK Kpajy 1t H KOjH ce 

3aTO MO>Ke 03H.a'lHTH Ca {:;;_. 

,Ua 6HCMO JI:OKa3aJIH JI: H C T p H 6 y T H B H H 3 a K 0 H 3 a 

p a q y H c a K p a j e s H M a, KOHCTpyHcaheMo Hajnpe o.n: Kpajesa 

f3 H y Kpaj ~ + Y Ha llOKa3aHH Ha'lHH y § 2. ~fiOTpa>KHMO JIH 
3aTHM Ha paHHje llOKa3aHH Ha'lHH Kpajese CI ~~ CI y 1 a ((3 + y), 
ysH.n;eheMo .n:a ce osa KOHCTPYKUHja cso.n;u sa KOiirpyeHTHO 

npeCJIHKaBalbe pasHH y IeaMy ce6e Koje Ha npasoj (0, oo) H3a3HBa 

noMepalbe sa .n:ym OA. AKo npeMa TOMe npoHaljeMO KOHCTPYK­

UHjOM 36Hp Kpajesa a f3 H cry llOJia3ehu 1:13 Ta'lKe A MeCTO .HS 
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0, - lllTO je .U.03BOJheHo npeMa je.n.Hoj o.u. npHMe.n.a6a y § 2 -
OH.U.a ce ycTaapH 3a oaaj 36Hp .n.o6Haa I<paj a(~+ y), Tj_ aa>I<H 
q>opMyna 

. a~+ay = a(~+Y). 

0 

§ 4. JeAHaqHHa TaqKe 

f1olllTO CMO y § 2 - § 3 yaH.n.enH: .n.a 3a paqyH ca I<paje­
BHMa Ba}Ke HCTa npaBHJia I<aO H 3a paqyH Ca 06HqHHM 6poje­
BHMa, H3rpaqHBalbe reOMeTpHje He npy}K3 BHllle HHI<ai<BHX Telll­
I<Ofia; OHO Ce H3BO.li.H y OlllllTHM U:pTaMa Ha Hape.U.HH HaqHH: 

AKo cy ~, q I<pajeaH Ma Koje npaae, OH.U.a heMo I<pajeae 

U=~q, 

~+q 
V=--

2 
H33BaTH ICOOp.n,UHGUia.Ma Te npaae. Ba}KH OCHOBHa qHlheHHU:a: 

AJCo cy a., ~~ y illpu !Cpaja JCoja u.Majy UiaJCay oco6uHy .n.a 
je !Cpaj 4 a y- ~2 li.03UiliUBGH, OH/l,G CBe lipaae 'lUje KOOp.n,Uitaille 
U, V 3G/l,OBOJbaBajy je.n,HG'lUHY 

au+~ v+y = 0 

iip6.Jlaae Kpoa ucilly illa'lJCy. • 
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.lJ. OK a 3. AKO, npeMa § 2 - § 3, KOHCTpyuweMO Kpajese 

2a 
'lt=~:===~ 

V4ay-~2 

~ 
A = --=-v;-=;4=a=y=-==J3==2 

OHJJ;a, C 063Hp0M Ha 3Ha'lelbe KOOp.li;HHaTa 'u, V H fiOWTO je CBa­
KaKO a =j= 0, fiOCTaBJbeHa JUfHeapHa jeJJ;H31JHH3 JJ;06HBa 06JIHK: 

('K~+A) (xq+A)= -1. 

11cmnaheMo caJJ;a TpaHc<iJopMa~Hjy . npOH3BOJbHO npoMeH­
JbHBOr Kpaja W KOja je JJ;aTa <iJopMyJIOM 

w'= xw+A. 

PaJJ;H Tora nocMaTpajMo Hajnpe Tpauc<iJopMa~aje 

w' = x w H w' = w +A. 

lllTo ce TH'le npse Tpauc<iJopMa~aje, TO he, OIJHrJieJJ;HO, 
MHO}Kelbe npOH3BOJbHOr Kpaja W KOHCTaHTOM 'lt 6HTH, npeMa 
§ 3, jeJJ;H3KO TIOMepali, y paBHH JJ;y}K npase (0, oo) 33 HeKy JJ;y}K 
33BHCHY 0.!1; 'lt. 

A H nocJieJJ;IhOj TpaHc<lJopMaU:HjH, Tj. JJ;OJJ;aBalby Kpaja A 
npOH3BOJbHO npoMeHJbHBOM Kpajy w, OJJ;rosapa ueKo, caMo OJJ; A 
33BHCHO, KpeTalbe paBHH y CaMOj ce6H, HaHMe KpeTalbe KOje ce 
MO}Ke CXBaTHTH K30 o6pTalbe paBHH OKO Kpaja oo . 

.lla 6H ce oso ysaJJ;eJio, npHMeTHMO JJ;a, npeMa H3Jiaralhy 
Ha Kpajy § 2, npasa (w, oo) noMohy orJieJJ;alba ua npasoj (0, oo) 
npeJia3H y npasy ( -w, oo), a osa oneT noMohy orJieJJ;alba Ha npasoj 

( ~ , oo) npeJia3H y npasy ( w +A, oo ), Tj. JJ;OJJ;aBalb·e Kpaja ). npo­

H3BOJbHO npOMeHJbHBOM Kpajy W je.zt:HaKO je OrJieJJ;albHMa y3a­

CTOTIH0 H3BeJJ;eHHM Ha npaBHMa (0, 00) H ( ~ , 00) . 

113 pauaje JJ;OKa3aHor cJieJJ;yje JJ;a ce, aKo cy ~ H IJ KpajeBH 
npase, noMohy <iJopMyJia 

~' = x~+A, 

~, = 'ltfi+A' 

OJJ;pe~yjy Kpajesa TaKBe npase Koja npOH3HJia3H H3 npase ca 
~pajeBHMa e, f) TIOMohy H3BeCHOr KpeTalba paBHH 33BHCHOr CaMO 
OJJ; x, A. Ho nOlllTO roplba jeJJ;HaiJHHa 

(x~+A) (XIJ+A) = -1 
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33 Kpajeae s', q' HMa 3a DOCJie.D;HilY penaiJ;Hjy 

s'rl'= -1 

u KaKo je npeMa npaMe.n;6a y § 3 oaa penaiJ;aja ycnos .zr.a .zr.oTHqHe 
npaae ~nponase Kpo3 TaqKy 0, BHJJ;HMO .n;a H cae npaae (~. q) 
KOje 3a.D;OBOJb3Bajy npB06HTHY je.n;HaqHHY 

(x~+~) (i7j+~)= -1 

npona3e Kp03 je,n:Hy l'~"'JM:Yi · THM~,.je nQ:rnyHo .zr.oKa3aH nocTas-
JbeHH CT38. 

r. ·-· . 
OoiiiTO CMO ca3Hana .n;a je je.n;HaqaHa Tat~Ke y JIHHHCKHM 

Kdb.p,li.HHliTaMa JIHHeapH!I, · JiaKO · je . H3BeC'rH cneQHjan·HH '0!1CK3JIOB 
eras 3a nap · ni)aaHx H · .LJ.egaproa 'cni'a · sa hepcneKTHBHO nono~ 
JKeHe Tpoyrnoae,· Kao a .zt,pyre c'raaoae npojeKTHBHe teoMeTpaje. 
HCTO TIIKO ce ra.na Mary 6e3 Te'IIIKOHa H31ieCTH n03Hne ~flop;. 
Myne · reoMeTpaje .6o:n,au~Jlo6aqeack6fa, a THMe ;ce · 3aapiiiasa 
mt:pa~a'Balbe oae redMerpaje·;noMohy. aKcaoMa I~ IV . 
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()CHOBH reOMeTpHje. -· 11 



0 OCHOBaMa reoMeTplfje1
>' 

(113 Mathematlsche Annalen~ Klb. S6, 1902.) 

P u M ~· H o a a (Riemann) u X en MX on u o a a (Helmholtz) 
HCDH1:HB8lba· OCHOI;la reoMeTpnje IlOTCTaKlla cy Jl H-a (S; Lie) JJ.8 
ce npHxaar~ . npo6neMa aKCHOI\faTHt~Ke o6pa.D;e reoMeTpaje nona-
3ehn, o.zr. DOjMa rpyne H }lOBelia cy OBOr OWTpOyMHOr MaTeMa­
THllapa JJ.O CHCT.eMa 8KC.HOM8 3a KOje je, DOMoby CBOje reOpHje 
TpaHCclJOpM~;IJ;HOHHX rpyna, JJ.OKa3aO JJ.8. cy . .lf.080JbHe 3a H3rpa­
~HBalbe reoMeTpnje.2> 

Opn 3aCHHBalby csoje TeopHje TpaMc<t>opMaUHOHHX rpyna 
Jl H je yaeK npeTDOCTaBJbaO .ZJ.3 Ce 4>YHKUHje KOje }le<!>HHHWY 
rpyny MOry .ZJ.H4>epeHUHp3TH H 3aTO y Jl H-OBHM H3llaralbHMa 
ocTaje HepacnpaaJbeHo .u.a JIH je npemocTaBKa .u.n4>epeHunja-

.6HliHOCTH KO.ZJ. DHTalba 0 3KCHOM3M3 reOMeTpHje CTBapHO HeH36e}KH8 
HJIH je naK .ZJ.H<!>epeHUHja6HJIHOCT .ZJ.OTHqHHX 4>YHKUHja CaMO OO.Clle­
.lJ.HUa nojMa rpyne H ocTanux reoMeTpncltnx aKCHOMa. Ycne.u. 
CBOfa DOCTynKa Jl H je 6HO npHHy~eH H .ll.3 H3pHI1HTO OOCTaBH 
aKCHOMY )J.a je rpyna KpeTalba npOH3Be.ZJ.eHa HH4>HHHTe3HMaliHHM 
TpaHC<!>OpMaUHjaMa. 0BH 33XTeBH KaO H 6HTHH C3CT3BHH .ZJ.eliOBH 
OCTaliHX Jl H-OBHX 3KCHOM3 KOjH ce O,U:HOCe Ha npHpO.ZJ.Y je.u.Ha­
tJHHe KOja .u.e<t>.HHHWe TaqKe HCTOf paCTOjalba, MOry Ce H3p83HTH 
tJHCTO reoMeTpHCKH caMo Ha seoMa ycuJbeH H KOMnliHKOBaH 
HatJHH H, OCHM TOra, H3rlle.ZJ.ajy YCliOBJbeHH C3MO aHaliHTHtJKOM 
MeTO.ZJ.OM KOjOM Ce KOpHCTHO. Jl H, a He C3MHM npo6neMOM. 

1) PaJlH KapaKrepHCTHKe cneneher H8'1HHa 38CHHBalba reoMeTpH)e y no­
pe~elby ca nocrynKoM npHMelbeHHM y rnasHOM Jleny ose KlbHre, HeKa ce norne)la 
npHMe)l6a J'IHibeHa Ha Kpa)y ose pacnpase (crp. 209). 

2) L I e - Eng e I, Theorle der Transforma!lonsgruppen, Klb. 3, Ol. 5. 
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3aTO CaM y OBOM H3Jiaralhy Te>KHO .ll.a nOCTSBHM 3a reOMe­

Tpajy ·paBHH TaKaB CHCTeM aKCHOMa KOjH t5H, HCTO T8KO 3aCHHBa~ 

jyha ce ua nojMy rpyne, C3.ll.p>Kao caMo npocTe 8 reoMeTpHCKH 

nperne.lJ.He 3aXTeae H, uapoqaTo, He oa npeTnOCTaBJbao .li.H<IJepeH­

uajaoHJIHOCT <jJyHKUHja KOje nocpe.ll.yjy KpeTalbe. AKCHOMe CHCTeMa 

KOjH CaM ja nOCTaBHO Ca.lJ.p>KaHe cy KaO CneuajaJIHH CaCTaBHH 

,lleJIOBH y JI H-OBHM aKCHOM8Ma HJIH Ce, KaKO ja MHCJIHM, MOry 

H3 lbHX Henocpe,llHO H3BeCTH. 

Moje .lJ.OKa3HBalbe no·rnyuo je pa3JIHqHTO O.ll JI 11-ose Me­

TO,Ile: ja oneparneM · nornaBHTO nojMOBHMa Teopaje MHO>KHHa 

TaqaKa, KOje je H3rp8.lJ.HO r. K a H T 0 p (0. Cantor) H KOpHCTHM 

CTaB K. )!{ o p Jl aHa (C. Jordan), no KOMe caaKa pasHa uenpe~ 

KH.lf.HO 3aTBOpeHa KpHBa 6e3 ,llBOjHHX TallaKa ,lleJIH pasaH Ha 

yHyTparnlhy H cnoJbarnlhy oonacT. 

11 y CHCTeMy KOjH CaM ja nOCTaBHO noje,llHHH cy caCTaBHH 

,lleJIOBH, CHrypHO, H3JIHlliHH; HnaK CaM 0.li.YCT80 O,ll lliHper HCTpa• 

>KHBalba OBe . OKOJIHOCTH C 003Hp0M ,na cy OBe <jJOpMyJiaUHje 

8KCHOMa npOCTe H npe CBera 3aTO lliTO CaM XTeO Jl8 H30erHeM 

O,llBeh KOMn:'IHKOBaHO H reOMeTpHCKH HenperJie.li.HO JlOKa3HBalbe. 

Y Hape,llHHM H3JiaralbHMa oopa,llahy aKCHOMe CaMO 3a paBaH, 

M&,lla MHCJIHM ,lla Ce MO)!(e nOCTaBHTH H 38 npOCTOp aHaJioraH 

CHCTeM aKCHOMa KOjH OMOryhyje H3rpa~HBalbe npOCTOpHe reo­
. MeTpHje ua cnaqau uaqau.1> 

,llaheMo yuanpe.n; HeKe .ll.e<jJHHHUHje. 

,ll e <jJ H H H U H j a. 00,11; 6pojHOM paBHU no,n;pa3yMeBaMO 

OOH'lHY paaau ca npasoyrnaM Koop.n;HHaTHHM cacTeMOM x, y. 

Kpaaa y oaoj 6pojuoj paBHH KOja ueMa .lJ.BOjuax TaqaKa H 

KOja ]e :HenpeKH.n;Ha yKJbyqyjyhH H Kpaj~ae, Ha3HBa ce )J(opaa" 
HOBOM KpuaoM. AKo je )Kop.n;au6aa Kpasa 3aTsopeHa, ou.n;a ce 

y H y T p a rn lb o c T oonaCTif 6pojue paBHH orpaHlflleHe T01'4 

KPHBOM Ha3aBa )J(opaaHoaoM o6JZawliy • 
.Ua 6Hx H3Jiaralbe Y'lHHHO naKlliHM H cxaaTJbHBHjHM y3ehy 

y OBOM HCTpa>KHBalby Y>KY ,n;e<jJHHHUHjy paBHH HO lliTO MOje 

1) Cnenehe HCtpalKHBa!Le naje HCTOBpeMeHo onroBop, KaKo MH H3rnena, 

Ii8 OHO OIIWTe IIHTll!Le r'eopl-!je rpyrra, KOje C8M IIOCT8BHO y MOMe npenaB81LY 
.Mathematische Pr.obleme•, GBttinger Nachrlchterr 1900, rrpo6neM 5, 34 cneuH­

janan cny'laj' · rP¥IJe Kpera!La y piiBHH. 
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~?K,a~HB~H>(!; ~aFesa,tl_ l:!a~e npemoqasHhy, .zr.a c~ cs~~ 'TatiKe 
!laiii,e'. ,rep114eTpHje. fx!OfY, HC'f.()BPfl\:{fHQ. y~ajaMtJO · je.zr,H03H,a'IHQ 
pp~c~~~a1~ ~ H~ _:ra,q'~e ppo}Jie,._ P.~s.H~.. ~oje .. ~e.~~· .Y «oHatU;Io~. 
~-J:l· ~;:t. <;>.zr.p~~~liQ~ ~.ea,o~ ,n;e~Y·,.· Tai\O .ll.!l j«;! :~Ba,K.8;.,TattKa, l:fflW~. 
reo.J':'I.f!P.I:fje )Kap,aK,Tep.H,CaHa .. napOl\L ~pojesa x, .y. Oso ,3l;la.tie&e 
I10jlv!a paBH~ cpOPM,Y.IlHI;ahy ~.a OB<)j. Ha';)HH,: f ' ·•• _, .... , · 

· ·• )1;. e $)' u H ~ H j a p:a s u "' PaBaH ; je ·cucme..w cmaapu aoj~ 
ce HaauBajy ma•uca.Ma u Koje ce ..wory yaaja..wHo; jeaH.b3Ha'-lito up£!1 
CJlUICGlilU flti. illa'l/C~ 6pOjHe pa1$if!U ICOje JJeJ/Ce y ICOHa.'I.HOM ''UJIU Ha 
fieiCU . p,eJlllMU'I.HU ;·CU(;lileM lilUX llla'l.a/Ca; OBUM iila'I.ICQ.MQ 6pojRe 
paaHu .(mj. CJlU/C.(lMQ. mal.f,aKa) .KopucuntfieMo c~lllf?Bpe..wetto u aa 

' ' 

O·BHQ'I.QBQib,e iflq 1W/C.Q HQUle paaHp. ' ... 

c 1j llho Ce ·~Hqe ~Hpe ljJOpMynau;Hj~ U~jlyl,a paBHH nOrJJejlaTH MOj '!JiaHa~ 
o ocHoaaMa reoMeTpHje y Gottlnger Nachrlchten, 1902. T~i.!o caM noc~asito bs}l 
OlllllTHjy .lleljJHHHUHjy paBHH:. . . 

PaBal:l je. cucmeM cmBapu ·Koje ce HaauBajy maqJwMa. CBaKa ma'!Ka A 
o.ape~yje HeKe. M~/1MU\1He cucme.Me ma'!aKa JtOiuJ~~a oHa• caMa llpuila,aa.u. 
'Koju ce HU3UBajy OKOJIU~aMa ma'!Ke. A. 

'' 'Ta'!Ke OKORiJHe ~ofy ce yBe~ yaaja.MHO je,QH03HQ'!HO iipeC-'UKamu Hcl 
liia<iKe U3BeCHe }/(op.aaHoBe o6Jlacmu y 6poj11oj paBitu. TdKBa JKop,aaHOtui 
(JOJlaCID HQ3UBQ Ce C,RUKOM OBe OKOJIUHe. 

CBaKa· y C./IUqu:•caa.pJICaHa )J{op,aaHOBa.ofhwcm, y '!Ujoj yHpmpawH>ocmu 
J!eJICu ma'!Ka A,. ouem je cJIUKa OKOJIUHe A. AKo cy .aame paaJlu'!ume CJIUKe 
jei{He OKOJIUHe, iflo omy.aa I{OOUBeHa yaaja.IIHO jeJJ.H03/W'!HU IDpaHCcjJOp.Maquia 
llOC.MampaHUX )f(op.aaHOBUX OOJiacmu je.aHe y '.apyry .Mopa oumu HeiipeKUI{Ha. 

AKO je B Ma KOja ma'IKQ //eKe OKOJIUHe ma'!Ke A, OBQ je OKOJIUHa y 
ucmo BpeMe u OKOJIUHa ma'!Ke B. 

Ma aa KOje .aBe OKOJluHe ma'!Ke A iiocmoju yBeK maKBa OKOJIUHa 
ma'!Ke A Koja je aaje.aHU'!Ka OBUM .aBeMa OKOJIUHUMa. 

AKo cy A u B Ma K.oie .aae ma'!Ke Hawe paBHU, llocmoju yBeK maKBa 
OKoJluHa ma'!Ke A Koja ucmoBpeMeHo ca.apJK:u ma•lKy B. 

0BH 38XTeBH C8.1lplKe, KaKO MH H3fJJeJl8, CTpory JleljJHHIIUHjy - 38 cnyqaj 

J{Bejy JlHMeH3HJ8 - OHOr OOjMa KOjH cy p H M 8 H H X e J1 M X 0 J1 U Ha3BaJJH 

.BHUleCTpyKO pacnpOCTpTOM MHOfOCTpyKOillhy•, a JI H .6pojHOM ·MHOfOCTpy­

KOWhy" H y3enH 38 OCHOBy UeJJOKynHHX CBOjHX HCTpalKHB81ba. 0BH 3aXTeBH 

npylKajy OCHOBe H 3a CTpory · aKCHOMaTHqKy. p6paJly Analysis situs-a. 

YcsajajyhH roplby YlKY JleljJHMHUH]Y paBHH, oqarneJlHO, yHanpeJl HCKJby­
qyjeMo eJJHOTHqKy reoMeTpHjy, llOillTO Ce lbeHe TaqKe He MOry npeCJJHKaTH Ha 

'faqKe 6pojHe 06JJ8CTH, KOje nelKe y KOHaqHOM Ha HeKH HaqHH C'llrJJ8CaH HaWHM 

~KCHOMaMa. 11naK HHje TeWKO YBHJleTH KOje H3MeHe Tpe6a yHeTH y H8Ule 

~OK83HBalbe aKO Ce 31 OCHOBY ysMe WHpa ljlopMynaiJ.Hj8 nOjMiJ. p8BHH. 
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' · 3a CB'tliCY · mar.iHy A nawe , {J'aBHu ..nocmoje y dpo]H.oj paanu 
)J(opJ(OHOBe OOJlOCili.U y HOjUMa Jl€JICU CJlUHO ili.a<i!Ce :A ·u '-i.dfe ctf~ 
illaflHe ucllio ili.aHo ·'fipeili.cillaBJbajy. iliaqH:e Hatue·paaku. Oae )J{op!(a-
noae · o6.JZacili.u naauBajy ce OHOJZtiHriira · maiac~. ·A. . · 

CaaHa y oHOJZUHu ili.a'lHe A caifpxaiui- )f(iJp!!aHrma ooJZacili., 
y qujoj ynyili.pql.f.lfbOCillu .Jle:Jif(u. ili.a'lHa; A (t::JZUHa. illa<~.Ke A ),1 oiieili 
je OHOJZUHa ili.a~ICe A. · 

A~eo je B Ma Hoja iliaq~ea y OICOJZUHU ili.aq~ee .A, OHJ(.a je oaa 
OICOJZu'n{z' y ucillo apeM(! u'oHo,~'und~ ili.aq~(/ ·B.' . : , , .-~ . '.. • . 

AICO cy A a. B ..ka ICOje ii,ae .. Uiaq/C? Halue pa.anu, ili.O YiJelC 
?ocili.oju OICOJZ~Ha illaq~ee A, ·Hoja licip.~~pe~erttJ, cal{pxu, !flaq~ey ·B . 

.lJ.ecpHfiH(:aheMO !'{peTalbe KaO y3ajaM~O je.l(H03H3liHY' tpaH­
ccpopMaqHjy Hallie paBHH y caMy ceoe.· .. QqHrJie.zr.lw. je' y ·caM'oM 
nqt~eTKY .II.~ Ce M.Q\Y p~3JIHKOB3!H 1 .l(I;J~,BpCTe y3ajalV!HO je,ZI.H0-
3HaliHH£ HenpeKHJI.HHX TpaHccpopM:f.lQ.Hja . 6poj.He. P&BI;I~, .y, caMy 
ce6e. HaHMe, aKo npemoc:Talm_Mo' y 6pojlioj · paBH~ HeKy 3a­
TBopeHy )l{op,ZI.aHOBY KP,HBY .~ 33MHCJI~MO .zr.a ce. QHa 06H~a3H y 
6.zr.peljeHOM CMepy, TO OHa, npH T3KBOJ TpaHCcpOpMaU,HjH, npeJJ:a~~ 
oneT y 3aTsopeHy . )l{op.zr.aHosy KPHBY K~ja HM~ H3BecaH CMep 
b6HJiaJKelba. npeTr:IOCTaBH:h'eMO y CM3IlllheM acrpaJKHBalhy .zr.aje, 
~~o npHMel:m~ci Tp'aHccp~pM:anlijy 6pojHe pasH_H y caMy ~e6e xqja 
,i(ecpHHHille . KpeTalbe, OB3J .CMep Ot)HJlfl}J{elba . HCT~ KaO H KO;ll; 
npso6HTHe )l{op.zr.aHOBe KpHBe. dsa rwerriOCT3BKa1) YCJI(lBJbaea 
osy· cpopMyJiaqHjy nojMa KpeTallia: . · 

n e <PH H l:f q H j a ~ p eTa lb a. Kpeillafbe je :ili.aKBO yaajaMHQ 
jeaH03HO'lHO Heiipe!CUJ(HO ili.paHCcjJOP.MG,IJUja ili.a'lOICO opojHe pGB14U 
y ceoe llpu KOjoj CMep OOUJlOJ,IC€1b0 aaili.aopeH,e )J(op.a.afl(:JBe 1Cp11:Be 
()Cili.aje. yae/C ucili.u . . Tpanc¢op.Maquja . o6pHyili.a . ilipaH,ccjJop.Maquju 
~epeili.afba oileili. je Kpeili.afbe • . 

Kpeili.aHJe llpu ICO.Me je!(Ha ili.G'l/CO M ociliqje n(QpoMefbeif.a . 
H03UBa ce oopili.afbe.M OHO ili.O'l/Ce M. 

1) Koa Jl'H-a ce n11a ~pemoctaBK~ caap>KH y 3a'xteay aa rpyna i<pet\}lha 
6yae CTBOpeHS . iioMoby HH~HHHTe3HMaJJHHX · tpaHC!}JOpMa[lHja. Cy~pOTHa .11p~t­
ttOCTaBK8 (tj, npemocraaKa· aa ce Mo>Ke 'H3MeHH'hl cMep .O!il!JJa.>Kelba) '6HtHo till 
OJJ8KIDaJJ8 H3BO~elbe ,llOK'a3a, YTOJJHKO illTO Ce Tll)la .HCTHHCKa npaBa" MOlKe 
"enocpe.U:HO ,lle!}JHHHC8TH., KliO MeCTO OHH•X, ;Tll'iaKa KOje OCT.ajy, HellOKpe'r'He 11pH 
rp,alic!}JopManHjH ·Koja Melba .cMep o6HJJa>Keffia a• OCil'aBJblll. .f!enpo~elbef!HM nse 
Til 'IKe .. 



166 .LlOA8T8K IV 

nocne yao~elba OOjMa 'lpaBHH" H ,KpeTalba", nOCT8BHheMO 
OBe ~TpH aKCHOMe: 

A K c HoM a I. AKo ce yaacilioiino uaBe.ay .aBa Kpeilialba, 
.aoouBena mpancrpopMaquja paBnu y caMy ceoe olieili je Kpeilialbe. 

To heMo KparKo peha: 

A K c a o M a I. l<peTalba o6pasyjy rpyny. 

· A K c HoM a II. AICo cy A u M ,aBe lipouaBOJbHe, Mel]y coooM 
pa3JlU'luilie ilia'lKe paBHU, on.aa ce ilia'liCa A yBel£ MOJICe .aoBecmu 
oopilialbeM 01£0 M y oeCICOitG'lltO MHOro pa3JlU'lUiliUX iiOJlOJICaja. 

Ha3oaeMo JIH yKynHOCT OBHX raqaKa KOje npoH3HJia3e H3 
je.D;He raqKe pa3JIHqHTe O.D; M noMohy CBHX o6pTalba OKO M 
UCiliUHCICUM1) KpyroM y HaiiiOj paBHOj teOMeTpHjH, MO>KeMO HCKa3 
aKCHOMe II osaKo cpopMyJIHCaTd: 

A K C H 0 M a II. CBaKH HCTHHCKH Kpyr C8CTOjH ce HS 
()ecKouaquo Mnoro TaqaKa. 

npe nOCJie.D;tbe, jOIII 00Tpe6He aKCHOMe nOCTaBHheMO Hape.D;HY 
.D;elf!HHHU.Hjy:. •"" 

.U e If! H H H u. H j a. HeKa je A B HeKH o.D;pe~eHH nap raqaKa 
y HaiiiOj reOMeTpHjH; 03HaqHheMO HCTHM CJIOBHMa H CJJHKe OBOf 
napa Tal!aKa y 6pojHoj paBHH. OrpaHHl!HMO OKO raqaKa A H B 
y 6pojHoj paBHH no je.D;HY OKOJIHHY a: H ~· AKo HeKa Tal!Ka A* 
na.D;a y OKOJIHHY a, a HCTOBpeMeHO TaqKa 8* na.D;a y OKOJIHHY ~' 
pehH heMO: nap Tal! aKa A* 8* nemH y OKOJIHHH a:i3 napa A B. 
J1CK83 .D;a je OBa OKOJIHHa a~ npOH3BOJbHO MaJia Tpe6a .!1;8 3H8l!H 
.!1;8 je a npOH3BOJbHO MaJia OKOJIHH8 TaqKe A, a HCTOBpeMeHO ~ 
npOH3BOJbHO Mana OKOJIHHa Tal!Ke B. 

HeKa je ABC o.n;pe~eHa rpojKa raqaKa y Haiiioj reoMerpuja; 
HCTHM CJIOBHMa heMO 03H3l!HTH H CJIHKe OBe TpOjKe T8l!3K3 y 

. 6pojHoj paBHH. OrpaHHl!HMO oKo TallaKa A, B, C y 6pojHoj paBHH 
no je.D;Hy OKOJIHHY a, (3, y. AKo ral!Ka A* na.n;a y OKOJIHHY a:, a 
y HCTO BpeMe T3l!K8 8* na.D;a y OKOJIHHY ~' a T8l!Ka C* y OKO­
JIHHY r' peha heMO: rpojKa Tal! aKa A* B* C* Jie>KH y OKOJIHHH 
a:~y rpojKe ABC. HcKa3 .D;a je osa OKOJIHHa a~y npOH3BOJbHO 

1) l•bpa3 .HCTHHCKH Kpyr• rpe68 A8 03!18'1888 A8 he Ce T8KO neljJHHHC8HH 

o6nHK y roKy HcrpalKHB8Jt.l noK838TH !130MOpljJ8H ca 6pojHHM xpyroM. CnH'IHO 

B8lKH H 38 H3p83e .HCTHHCK8 np8B8" (CTp. 169) H .HCTHHCK8 ny>K" (crp. 195). 
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Mana. Tpe6a .zta sHaqu .zta je a npOH3BOJbHO Mana oKOnHHa TaqKe 
A H HCTOBpeMeHO ~ npOH3BOJbHO Mana OKOnHHa TaqKe 8, a y 
npOH380JbHO Mana OKOnHH8 TatJKe C. 

0pH ynoTpe6H peqa ,nap TaqaKa" H .TpOjKa Taqal(a" He 

npeTnocTaBJba ce .zta cy TaqKe napa TaqaKa una TpojKe TaqaKa 

je.ztna o.zt .ztpyre paMH'JHTe. 

A K c HoM a III. Atw ilociiloju ~epemalbe ICojuM ce MoJJCe lipe­
Becmu W.pOjlla llia'lalla KOia ce HDJlQ3U y ilpOU3BOJbHOj 6JlU3UHU 
mpojHe llia'lalla ABC, y ilpouaBOJbHY 6Jtuauny mpoj~te ma~ea~ea A'B'C', 
OHP.a yBeK nocllioju u maHBO Kpellialbe ~eojuM m.pojKa ma'la~a ABC 
lipellaau W.a'lno y -mpoj~ey ma'latca A'B'C'.1> 

HcKa3 ose aKCHOMe yKpaTKO heMo osaKo H3pasHTH: 

A K C H 0 M a III. ){peT alba 06J1&Syjy 9BTBOpeHH CHCTeM.. 

AKo y aKCHOMH III .ztonycTHMO .zta ce H3BecHe nqKe TpojKe 
TatJaKa noKnanajy, JiaKo ce .zto6asajy HeKH cnei(ajanHH cnyqajesa 

aKCHOMe III Koje heMo · noce6Ho HCTahu ua OBaj uaqaH: 

AKO nOCTOje o6pTafb3 OKO TaqKe M KOjH~8 ce MOry npe­
BeCTH napOBH T&'laKa KOjH ne.>Ke y npOH3BOJbHOj 6nH3HHH napa 
TaqaKa AB y npOH3BOJbHY 6nu3HHY napa TatJaKa A'B', OH.zta yseK 
nocToja H TaKBO o6pTafbe OKO TatJKe M KOjHM nap TatJaKa AB 
npenasa Ta'IHO y nap TatJaKa A '8'. 

AKO nOCTOje KpeTafba KOjHMa ce napOBH TaqaKa KOjH Jie.>Ke 

y npoH3BOJbHOj 6JIH3HHH napa TatJaKa AB Mory npeseCTH y npo­

H3BOJbHY 6JIH3HHY napa TatJaKa A'B', TO yseK nocToja "· TaKBO 
KpeTafbe KOjHM nap TatJaKa AB npenasu TatJHO y nap TaqaKa A'B'. 

AKO llOCTOje o6pTalba OKO TatJKe M KOjHM Ce TatJKe KOje 
ne>Ke y npousBOJbHOj 6JIH3HHH TatiKe A Mory npesecTu y npo­

H3BOJbHY 6nusuHy TatiKe A', TO nocToju yseK u TaKBO o6pTalbe 
OKO TaqKe M KOjHM TatiKa A npena3H TaqHo y TaqKy A'. 

Osaj nocne.ztlbH cneu.ujaJIHH cnyqaj aKCHOMe III npuMelbH­
sahy 'leCTO y Hape.ztHOM JJ;OKa3HBalby, 03HatiaBajyhH npH TOMe 
'o6pTHY TatiKY CJIOBOM M, .a He A.2> 

1) ,UosOJbHO je npemoctaBHTH .11a je aKcHoMa III HcnylbeHa 38 .liOBOJbHO 
Mane OKOnHHe, CnH'IHO Kao H KO.ll J1 H-a; TOK MOra ,liOK83HBalb8 MOlKe Ce T8KO 
H3MeHHTH .[Ia ce y .lbeMy HCKOpHCTH caMo OBa YlK8 npeTOOCT8BKa. . 

2) Je.11Ha OOCIII;!.liHUa, KOjy CaM HaBeO y npe,li8B81bY H8 CB,e'I8HOM 3aCell31bY 
noBO.liOM jy6unapHe npocnase feruureHCKor aay'IHOr .liPYillTBa 1901 r •. Kao 
noce6ay 8KCHOMy, jecfe: .HHKa.lla He MOry M8 KOje ,liBe T8'1Ke .liOCDeTH DOMohy 
Kpetalba y npoH3BOJbHY 6na3uHy je.liHa .11pyre". Tpe6ano 611 ucnHT8TH yKoilHKO 
'(),lift. C8 KOjHM 3aXTeBHMa aaje.liHO, OBaj 38XTeB MOlKe 38MeHHTH rope DOCT8B• 
.lbeHy 8KCHOMY Ill. 



. · ;·,·JlOiq13&hy :~!'! . .li;!.OBO .r~plje~e:: '.: .r: , t· : ... ·~· •· l:n:; 

; -:: ,Paslia reoMe.rp.u.ja 'Y KO}o-j_;cty·ai<cB'OM~e·J· . .;;..N 
3 a ,n; 0 B 0 Jb e He H JI H j e E y :f\'JI H·,ZJ;fO B a ... ,lf JI "' :fi o<Jba.·RI:JI.o (j~J... 
tre B.c K-o ra: pasHa r.e:OM e r·pii j a. · ... . 1. ,.:;-1_ 

· AKo -XofieMo .n;a .ziooHjeMo jt\~Hifo E'yK:Ji:Hir:osy· ieoM:erpuj.f, 
rpe6a caMo aKCHOMY I .n;onyHHTH 3a:XresoM ;i:r.a ~rpyna : KperaH;;a 
·aMa nHsapajiiHrify: ho.ttrpyrty. baa'' AonyHa • 3a:Me1hyje :ai<CHOMY 
liapaJJeJIHHx.'- · ·. · ·· · · ...... ..:.·:. 1 
\\ . ' I I ;• .. •. \ • ~· \ • i :~\..; \' • \ 

' - ~ · X reo- 6Hx ca.n; y~pa'rl<o .n;a CKHtiHpaM +oK Mlfc.mi' MOr\z:r;a.lliet 
'. ~ ~' • I \,I :·· \I • ' : ·, ', ., '·., JI:OKa3HBalba. 

Y. OKOJUIHH Ma KOje: TatiKe M 'KOIIC.rpyHIIIe ce· no'Mohy. Hapo­
.tiHTOr nocrynKa ij~KH p.n;peljeHH. o6naK. kk o.n; raqaKa "_Ha, lbeMy 
HeKa ratiKa .. :~. ,(§ 1-§ 2),, a 3aTHM .. ~e.' no~prasa •. HCf!HTHBalhy 
.HCT~HC~~; J!:pyr· X. O~HCaH OKO .T3tiKe M, KOjH np.<>,TI33H Kp031_T-l).:'l¥Y 
K (§ 3). P,p_6~sa ce .n;a je HCTHHCKH I<pyr x. ,3arsopeHa ~ y c~61J 
.rycra, rj.: n~p<J>eKTHa ~HO}J{HHa ratiaKa.. " . :. 

Haj6JIH}J{H 'ruiJb Haiiiux H3naralba ·cacrojH .. ce y ra.Me .n;a, cg 
ll.OKa)J{e ,Aa, je HCTHHCKH. Kpyr 'it 33TBOpeHa )f{op,a:aHOBa Kpuaa.~} 

Oso. ce .: nocru}J{e Ha raj HatiHH, III'i'o Hajnpe· ·· ysH,n;HMO 
MOryhHOCT pacnope,n;a TatiaKa ~CTHHCKOr Kpyra (§ ~4-§ 5), 3aTHk\ 
ory .~~:a aaKJbyqyjeMO Ha MoryhHoer y3ajaMHOr je,n;Ho3liat:mor npe­
·cnHKaBalba ratiaKa x . Ha ratiKe · o6HtiHOr · Kpyra ·. (§ 6- § 7) If., 
Haj3a.i{, .l(OKa3yjeMo .n;a ·oso. npeCJlHKasalbe HY}J{HO MOpa 6HTB 
HenpeKa,n;Ho (§ 8) .. nocne rora ce .n;o6Hsa H .n;a je 'npso6HTHO 
.KOHCTpyHC3HH 06JIHK kk O.D; 'ratiaKa H.D;eH~Hti3H Ca HHCTHHCKHM. 
l<pyrOM (§ 9). ,llaJbe, Ba}J{H. CTaB ,n;a je CBaKH HCTHHCKH Kpyt 
KOjH Jie}J{H y yHyrpaiiiibOCTH Kpyra 'x raKolje 3arsopeHa 2Kop.n;a~ 
HOBa KpHB3. 

. ' .~ 

DpehH he)\10 Ca,n;a Ha. HClliiTHB31be rpyne TpaHCcpOpMai.J;Hja 
KOje nperpnu HCTHHCKH KpY,r y ce'oH (§ l3) npH . o6pralbHMa 
paBHH OKO raqKe M. Osa rpyna HMlf osa csojcrsa ~ 1). CsaK6 
o6pTalbe OKO TatiKe M Koje He Metha nOJIO}J{aj j e .D; H Oj . TatiKH 

1) Y Be3H C4 7HM ynope)lHTH HHtep.eC8HTHH '!n8H8K C8 CnH'!HHM UHibeY 
Oll A. ill e H If! n H c 8: A. Schllnflles, • Ober elner1 gruhdlegenden S8fz der Ana­
lysis Situs•, Gllttlnger Nachrlchten, 1902, 8 aero tliKo lll\ib8 H3BO~eH!il 11 no)laTK,Cf 
o ·narep8typa: Berlchte der Deutschen M8!~em8tlker- Verelnlgung, JIOll8i4'K 
Klf1H3H JI (1908), crp. 158 H crp. 178~ · · · · ' · · 
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.HCTI\HCKOr Kpy[a,. He ~~~~~a IIOJIO)J<&j HHje)l;HOj ·T~IIKH T.Of Kpyra 

.(§ i4) .. 2) nocTOjH: JBeij: , je.llHO o6pT~H>e OKO Ta\IKe M ·KOje· M3 

.l(ojy JJ;ary TaqKY. Kpyra. x npeoOJI.If-t. y Ma Kojy JJ;pyry TaiiKY Tora 
Kpyra (§ 15).·. 3) rpyna oJ5pTaH>a 0~() :rat~Ke M .je f!enpeKHJI.Ha 
(§ 16). Ooa TPH .cso;cTo~ no:rnyHo OJJ;pelj.yjy crpyKrypy rpyne 
;'_fpaH{:cp0pMaU.Hja KOje · O)l.fO~i:IPajy CBHMa o6p.T8H>Hl\ia HCTHHC~OF 
:Jq;!Yf.a. y ce6H. }:;l.aHMe, IIOCTaJHtbeMO OBaj CTaB: rpyn!i. CBKX TpaHC· 
<IJopMau.aja. HCTI;fHCKOr \ Kpyra x y ce6e Koje cy o6pTaH>a QKe 
A:f jeCT~ .. XOJIOeAaP9KH,H3_0MOp<IJ.Ha .~a rpynoM 06HtJHHX o6pTaH>' 
o6HIIHOr Kpyra y ce6a (§ 17 -§ 18). 

HcnarajMo · caJJ;a' tp)rny rpaHc<IJopMau.l{ja ·c·a ax' TnaKa 
~arne paBHH.~ npa o6pTaH>y O;KO. TaiiKe M .. Opa TOMe oa)KH c:ral} 
Aa ocai.t . HA~HT~JTeTa He . no.cToj.H ,HiijeJI.HO o6praH>e paoHH oKo 
.faqKe· M npu ·KOMe 6a · ocTane · HenoKpeTHe coe TaiiKe HeKor 
~C;I'HHCKOr I<pyra p. (§ 19). CaJJ;a YBHqaMO. JJ;a je .C B a K H HCTHH~ 
,CKH ,Kpyr . ~aTBOpeHa )KopJJ;aHO~a KpHBa H JJ;06H~8MO !popMyJie 
.3a. TpaHcipopMal.l.Hje rpyne ~oa.·x o6pTa!ba .oKo ra11Ke M (§.~0__, 
§ 21 ); Haj3aJ.( · ce. nal<o JJ;06asajy cra'sOJ~H: aKo Ma. J<Oje .~~:oe TaiiKe 
_ijpa HeKOM KpeTaiby paBI:IH. oqajy ~enoKp~THe, OHJI.a CBe TaiiK~ 
ocTajy HenoKpe:iHe, rk KpeTallie l,e .HAeHTHTe:r. CsaKa TaqKa 
" ,. . . ' ' . 

paBH!-J ,MO>I<.e ce npJJ;ecmtM, KpeTaH>eM npesecTH y csaKy JI.pyry 
ia11.KY p.~BHH (§ 22). . . . . 

, H~rn HajoamHHjH JI,aJhH U.l:fJh caqoju ce y TOMe JJ;a ce y 
uarn.oj reoMerpHjH JI.e<IJuHurne . noi.aM: HCTHHCKe rrpase H JI.a ce 
pa3o.ujy HymHe oc;o6nHe ooor .. nojMa 3a u3rpaijnBa!he· reoMeTpnje. 
Hajnpe ce Ae¢uHarny ~ nojMOBH noJiyo6pTaH>~ u · c.peAHHe AymiJ 
(~ 23)1 . .Uym ~Ma Hajsurne jeAHY cpeA~HY H .aKo ce 3a HeK:r. 
JI.Y)K 3Ha JI,a HMa cpeJJ;HHy, OTyJJ;a CJieJJ;yje .ll;a H. CBaKa Malb.l!­
JI.Y}I{ HMa cpe~HHY ,(§,25 .. ~ § 26). · 

.Ua 6u ce npou.e~:~uo noJiomaj cpeJI.nHe AYlKH; ~· noTpe6HH 
CY HaM· HeJ<H CTaB.OBH 0 HCTHHCKHM; KpyrOBHMa KOjR Ce .ll;O.ll,li' 
pyjy; npe csera, crsap ce 1:BOAH Ha· TO .n;a ce KOHCTpyurny ABa 
M!d)y 'C06oM KOHrpyeHTHa Kpyra · KOjH jeJJ:aH ;n:pyror JI.OJJ;Rpy}y 
~noJha y jeAHOj H caMo jeJJ;HOj raqKn ·(§ 27)~ H3selli~eMo, A~JDe 1 
jeJJ;aH OIIlllTH CTaB 0 KpyrOBH.Ma KOjR Ce .ll;OJJ;Rpyjy H3HyTpa 
(.§ 28)~ a 38'fli.M. cr.as . o cneu;RjanHpM CJiyqajy · KaAa Kpyr Koju 
~3Hyrp~, AOA-upyje APY~H npoJiaf!H Kp03 U.~~1;ap · AO.U.H.PHYTOX: 
KPY~<L (§29):::. . ' . . i . L • 

'c...->r·r ·'' 
.• ..... i·' . .:" .. 't ( .:; ·>··· . , . .-:. ): .. , ' . ~ 
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Y3M:HMO Ca.zr.a . 33 OCHOBy KaO je.li,HHKtfHy .li.Y>K HeKy o.zr.pe­

~eHy .li,OSOJbHO Many .zr.y»<:; KOHCTPYHlllHMO no.IIOBJbelheM H nony­

o6pT3:1beM cacTeM TaqaKa TaKse spcTe, .zr.a csaKoj TaqKu osor 

cacteM:a o.zr.rosapa o.zr.peljeHH 6poj a, KOjH je panuoHaJiaH H HMa 

Kllb HMe'HHJI8U CaMO HeKH CTeneH O.ll. 2 (§ 30). 00I.UTO ce QOCTaBH 

38kOH OBe KOpecnOH.ll,eHIUtje (§ 31), Tat~Ke .i(06HBeHOr CHCTeMa 

Tat~aKa ce Meljy co6oM pacnopeljyjy, npa· t~eMy Ba>Ke paHHjH 

ttaaosu o KpyrosuMa Koju ce .zr.o.n;upyjy (§ 32). Ca.n; nona3H 3a 

PYKOM .n;a ce .li.OKa>Ke .n;a Tat~Ke Koje o.n;rosapajy 6pojeB.HMa 

-~ , ! , ~ , . . . KOHBeprupajy .npeMa TaHKH 0 (§ 33). Osaj ce 

CT8B nOcTynHO yonlllT8Ba .li.OK Haj38.ll. He YBH.li.HMO .n;a CB8KH HH3 

Tat~aKa Harner cucTeMa KOilBeprupa aKO KOHseprupa o.n;rosapa­

jyhu HH3 6pojesa (§ 34- § 35). 
00CJie OBHX npunpeMa MO>Ke Ce .n;eqHfHHCaTH HCTHHC1<8 

npasa Kao cucTeM TatraKa Koju ce .n;o6usa o.n; .n;se Tat~Ke y3eTe 

3a ocHosy, aKO ce cTaJIHO Y3HMajy cpe.n;uHe, H3so.zr.e nonyo6p­

Talba H .li.O.ll.8.li.Y MeCTa HarOMHJiaBalba CBHX .li.06HBeHHX TaqaKa 

(§ 36). 3aTHM MO>KCMO .li.OK838TH .LJ;a je HCTHHCK8 npaBa Henpe­

KH.LJ;Ha KpHBa (§ 37), .ll.8 HCM8 .li.BOjHHX TatlaKa (§ 38) H .ll.3 Ma Ca 

KOjOM .n;pyroM HCTHHCKOM npaBOM HMa HajBHliiC je.n;Hy 3aje.n;­

HHliKY Tat~Ky (§ 39). 00Ka3yje ce, .li.8Jbe, .zr.a HCTHHCKa npasa 

DpeceQa CBaKH Kpyr KOjH je ODHC8H OKO HeKe lbeHe Tat~Ke, a 

OTY .n;a cne.n;yje .n;a ce .n;se npoH3BOJbHe Tat~Ke _pasHH Mory yseK 

CnOjHTH HCTHHCKOM npaBOM (§ 40). TaKOqe ys~ljaMO .n;a y Harnoj 

teoMeTpHjH Ba>Ke CT8BOBH 0 KOHrpyeHQHjH, npH t~eMy Ce .li.Ba TpO­

yrna OOK~3yjy CaMO Ta.n;a KOHrpyeHTHHM, 8KO HMajy H HCTH CMep 

o6una>Kelba (§ 41 ). 
lllTO ce THt~e y3ajaMHOr nono>Kaja CHCTeMa csux HCTHHCKHX 

npaBHX, Tpe6a. pa3JIHKOB3TH .li.B8 CJiyqaja, npeMa TOMe Jl3 JIH B3>KH 

aKCHOMa napaJieJIHHX HJIH Kp03 CBaKy T3liKY npeMa .li.3TOj npa80j 

nOCT<?je llBe npase Koje pa3.n;sajajy npase Koje ceKy o.n; npasux 

KOje He CCKy. Y npBOM CJiyqajy JlOJia3HMO .li.O eyKJIH.li.CKe reo­

MeTpHje, a y .n;pyroM .n;o reoMeTpuje oOJbau-Jlo6at~eBCKora (§ 42). 

§ 1. HeKa je M Ma Koja TatiKa y · Harnoj reoMeTpuju H y 

Keto speMe lbeHa CJIHKa y 6pojHoj paBHH x, y. Ham Haj6JIH>KH 

QHJb je T8.ll.a )J:a KOHCTpyurneMO OKO M HeKe 06JIHKe O.ll. TallaKa 

KOjH he ce H8j38.ll. llOKa3aTH K80 HCTHHCKH KpyrOBH OKO TaqKe M. 
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. OnHWHMO y 6pojHoj paoHH OKO Ta'lKe M ,6pojHH Kpyr", 
Tj. Kpyr $t TaKO MaJIH, y CMHCJIY 06H'lHe OilpeA6e Mepe, ,n;a cy 
cse Ta'lKe ua TOM Kpyry 5t H y yHyTpawlbOCTH lhera TaKo~e 

CJIHKe Ta'laKa H .n;a nocToje Ta'lKe H san Kpyra St. Ta.n;a y yHy­
TpawlbOCTH Kpyra $t CHrypHO DOCTOjH TaKaS KOH[leHTpH'lHH Kpyr 
f y o.n;uocy Ha St, .n;a cae Ta'lKe cnaKe· y ynyTpawlbOCTH ooor 
Kpyra f ocTajy y yHyTpaWlbOCTH Kpyra Sl npH _npOH3BOJbHHM 
o6pTalbHMa OKO M • 

.lJ.a 6H Ce 080 JJ;OKa3aJI01 DOCMaTpajMO y 6pOjHOj paBHH 
6eCKOHa'lHH HH3 KOH[leHTpH'lHHX Kpyroaa f 1 1 f2 , fa,... 'lHjH 
nonynpe'lHHillf ona.n;ajy H KOHoeprapajy npeMa 0 H npeTnocTa­
BHMO · Ta,n;a, HacynpOT TBp~elby, ,n;a y CBaKOM OA THX Kpyroaa 
fiOCTOjH TaKBa Ta'lKa CJIHKa KOja npH HeKOM o6pTalby OKO M 
JJ;OJia3H Ha MeCTO KOje JielKH BaH Kpyra $l HJIH Ce riOMepa Ita 

nepa<tJepajy Kpyra St: HeKa je A 1 TaKaa CJIHKa Ta'lKe y Kpyry 
f1 1 KOja npH o6pTalby fl 1 npeJia3H Ha MeCTO KOje JielKH BaH 
Kpyra 5t HJIH Ha lberoay nepa4Jep!1jy. 3aMHCJIHMO Ta.n;a .n;a je H3 

Ta'lKe y M y caaKy Ta'lKY A 1 nosyqeH nonynpe'lHHK r 1 ,n;OTH'lHOr 

6pojHor Kpyra f1 H yo'lHMO Kpasy y 1 y Kojy npena3H nony­
npe'lHHK 'I npH o6pTalby ll,. nowTO OBa KpHBa Yl H)I.e H3 Ta'lKe 
M .n;o HeKe o.n;pe~eHe Ta'lKe sau Kpyra $t HJIH .n;o ueKe Ta'lKe 
Ha lberosoj nepa4Jepaja, TO OHa HYlKHO Mopa nora~aTH nepa<tJe­
pajy Kpyra $t; HeKa je 8 1 je,n;Ha O.ll; OBHX npece'lHHX Ta'laKa H 
HeKa je B MeCTO 3rywlbaBalba1> Ta'laKa npeceKa B1 , 8 2 , 8 8 , ••• 

.lJ.aJbe, HeKa je yonuiTe C, oua Ta'lKa Ha nonynpe'IHHKY r, Koja 

npH o6pTalby fl; npeJia3H y B,. nowTo T8'lKe c1' c2' Cs' ... 
KOHBepntpajy npeMa Ta'lKH M, TO, npeMa aKCHOMH III, nocToja 
o6pTalbe OKO TaiJKe. M, npH KOMe TaiJKa B, Koja nemH Ha nepH­

<tJepHjH Kpyra St, npena3H y Ta'lKY M. Oao npofHape'lH paHHje 
,n;e4JHHHC8HOM nojMy KpeTalba. 

§ 2. HeKa je, Kao WTO je seh y § 1 ycTaHOBJbeHo, f 6pojHH 
· Kpyr y yHyTpallllbOCTH Kpyra $t KOjH acnylhaBa ycnoae TaMO 

JJ;OK838HOr CT8Ba T8KO ,n;a CBe T8'lKe CJIHKe . y yHyTpaii1lb6CTH f 
npH o6pTalbHMa OKO Ta'lKe M ocTajy y yuyTpallllbOCTH Kpyra 

$t, HeKa je, JJ;aJbe, k ,6pojHH Kpyr y JHYTP8Wlb0CTH f 'lHje CBe 
Ta'!Ke npH o6pTalbHMa OKO TaiJKe M OCTajy y yuyTpallllbOCTH f. 
---.~- . . 

1) 00Jl TaqKOM 3ryiiiJ-baBalba y OBOM JlO)laTKY tpe6a CXBaTHTH OHO .IIITO 
ce n.alfac o6HqHo .Ha3HBa taqKOM HaroMHilaaal-ba. 
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,Ta.11,a· heMO Oi'l~ 'l'alJKe 6potme paBHH, ko-j{~. npu,· MZ: ;KaKBOM o6p­
Tal:by OK.O TalJKe • M npou3u:zraae. ua Taqa:Ka ·y yllyTpam1boc~ht 
Kpyra, k unu us TalJaKa .l:beroBe nepHcpepHje, :ykpaTKO oafialJiiTH 
ilf!KP.UBeHu.M.. 113 1aK~HOMe lii aenocpe.n;ao .cne.n:yje .n;a rt'OI\pHBeHe 
TalJKe o6paayjy · aaTBopeHy MHO:>IntHy Ta4aKa. ;[{aJhe,·;seKa je .;t 
HeKa o.n;peljeHa TalJKac BaH $t KOja je CJIHKac JteKe. Tat!Ke llame 
reoMeTpnje. AKo ce ca.n:a I,:IerH>KpnBeHa TalJKa A' Mo>K:e cnojn·'rH 
ca A )Kop.n;aHOBOM KPHBOM, Koja ce cacTOj.H RCKJB y.quso u:J 
uenoKp~BeHHX TalJaKa, ··oH.n;a heMo peha .n;a. TalJKa A'' Jie)KH a an 
kk. HapOlJHTP cBe TalJKe· Koje JI8JKe BaH: 6pojHor Kpyra. 'f; 
curypHo neme saH kk. Pehu heMo aa CBa:Ky .noKpnBeHy TaiJKy, y 
'IHjOj Ce npOH3BOJb.HO MaJIOj O,KOJIHHH· HaJia3e 'ralJKe BaH kfG.· .n;a 
Jie)Ku Ha kk. TalJKe Ha kk o6paayjy aaTBopeay MHO:>KHHY TallaKa• 
3:a OHe TalfKe .J; KOje , liHTH cy BaH kk, HHTH cy Ha kk; ,: peh:R 
heMo .n:a cy .. y ~ynyilipawlbor:iliu. k~. HapoquTo .. cBe noKpaBeHe 
TalJKe, y lJHjOj npOH3BOJhHOj 6JI·H3HHH He 'Jie)Ke HenoKpHBeHe 
TS'IKe, KaO. Hanp; TalJKa M H TatJKe. y yHyTpailll:bOCTH Kpyra /c; 
curypHo n_e)l{e y yHyTpailll:bOCTH kk. 

§ 3. Ka.n: ce yaMe y o6aHp .n;a, npeMa · .n:ecpumn~HjH ·Kpydl 
f •. TSlJKa A npH o6pralbHMa oKo TalJKe. M HHKa.n;· He .n;ocneBa y 
yHyTpailll:bOCT Kpyra f; ·. YBHqaMO .n;a1 npH CBaKOM o6pTal:by 
OKO TalJKe M, TalJKe. Koje Jie)Ke BaH kk oneT npenaae· .y. TalJKe 
BaH kk, . .n;a.The, TalJKe aa kk oneT npenaae y· TalJKe.aa kk u TalJKe 
JCOje Jie)Ke .y yayTpailll:bOCTH kk oner npenaae y TalJKe yay_Tpaill­
l:bOCTH k,k. 
. . . CaaKa TaiJKa Ha kk, npeMa · Hailloj nocTaBU:H, jecTe noKpH• 
BeHa Ta'IKa, a llOillTO 3HaMO .n;a TalJKe y yHyTpailll:bO(;TH Kpyra k 
nelKe TSKO~e y YHJTpailll:bOCTH /ck, TO OTy.n;a 3aK.ThyiJyjeMO OBO: 

3a CBaKy"TaiJKy K Ha kk CHrypHO nOCTOjH o6pTal:be ~ OKO 
raiJKe M, noMohy Kora TalJKa K', KOja ne)I{H aa nepHijJepnjH 
Kpyra k, .n:ocneaa y TalJKY K. nonyripelJHHK MK' 6pojHOr Kpyra 
k npM83H 06pTal:beM fl. OKO TalJKe M y )Kop.n;aHOBy KpHBY KOja 
cnaja Ta'IKY M ca TalJKOM K lia kk H KOja ce RHaiJe u:ena npo­
crape y yayrpailll:bOCTn kk. 

Y aero aper.te an.n;HMo .n;a aajMal:be je.n;aa ra'IKa nepucpe-
paje 6pojaor Kpyra k, HaHMe TaiJKa K', ne)I{H H3 kk. · · 

CnojHMO Ta'IKY A Koja ne)I{H aaH kk Ma KOjoM )f(op.n:aao­
aow KJ>HBOM ca TatJKOM M a o3HalJHMO .ca.n: ca K ouy Ta'IM;Y OB~ 
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)l{op.n;aHOB~ _' Kpaae KOja Jie:>KH Ha kk H .,HMa TaKBY Q<;06~l:IY .n;a 

cae TaqKe · I<oje ne:>Ke Ha ·Toj )Kop.n;aHosoj KpHsoj. H3Me~y .. TaqaKa· 

K H A neme saH kk. 3aT~M, pa3MOTpHMO cacTeM C,SHx 'TaqaKa 

l{pje npOH3HJia3e H3 T311Ke K o6pTalb~M OKO TaqJre M, Tj. pa3~ 
MOTpHMO HCTHHCKH Kpyr ?<. KOjH je ODHC3H ,Oiro M H KOjH npo­

J;I33H Kp03 TaliKY K. Cae TaqKe osor HCTQHCKOr Kpyra cy Ha kk. 
v .. l1cTHHCKH Kpyr, . npeM~ aK<;HOMH H. caJI,plK~ 6ecKo!Jaqno 

MHOrQ TallaKa. ·A,'lf.O je K*; T~qlp ~f}'W~;:t:Salha TBllaKa HCTHHCKOr 

¥pyra ~' : TO O~a TaqKa, · npeMa. ~KCHQMH . Ill, ·llpHna.n;a T3KO~e 
~CTHH~KOM _Kpyry ?<. .. 03H3113B3 JIH K 1 ·M3 KOjy TaqKy HCTHHCKOf 

~pyra x; OH.ZJ;a, 3KO H3Be.ZJ;e¥0 OHO otJpTalbe OKO T311Ke .M KOje 

Jil.peso.n;H_ Ta~KY K* y TaqKy K11 C,Jie)lyje .n;a je H TallKa K 1 Ta1lKa 

3.fYJJ,I·fu~Balba. HCTHHCKqr K.pyra. x. Ha Taj H31l.Hij Jr_pqasaMO CTaB: 

t J1cmunctcf,l JCpyr x je 3dili.Bopena _ u y ce6u ryc[!ia, . mj. JJ.ep• 
rj:!ercm.na . .Mitoxuna ilia'latca. 

§. 4 Hajsa:>KHHjH ~HJb Hape.n;HHX H3Jiaralba cacToja ce y 

TOMe }1,3 Ce OOKa:>Ke }1,3 je HCTHHCKH Kpyr 33TBOpeHa )f(op.n;a• 

~083 KpHB3. 0CHM T.Or~ he ce HOK333TH }1,3 Ce · HCTHHCKH Kpyr ?<. 

noKnana ca TallKaMa Ha kk. 
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... ,lloKa}I{HMO. Hajnpe, p,a ce Ma Koje ;tBe ma'lKe K 1 , K 2 ucmun ... 
CKOr Kpyra X MOry yBeK .Mef}yco6HO CiiOjUlllU KGKO )/(OpP.GHOBOM 
KpUBOM, Hoja, uayaea Kpajfbux ma'laKa, qe;za JieJICu y ynympatufbO-: 
ClllU kk, WflKO U OHOM )/(opP.OHOBOM KpUBOM KOja Ce, uahe.B Kpflj· 
fbUX ma'laKa, qeJia upocmupe Ban kk. 

YcTsapu, aKo, cxo.n;HO roplbHM us.iiaralhHMa, noBylJeMo 
' . 

)J{op.n;aHoBe Kpnse MK 1 H MK2 , Koje y yHyTpaUilhOCtH kk seayjy 

cpe.ziurtiHy TalJKY M ca TalJkaMa 1(1 H KJ, H aKo, noJiaaehu o.n; M, 
o.n;pe.n;uMo Ha KPHBOj MK1 nocJie,n;lhy TalJKY P Koja Jie}I{H Ha MK2 , 

oH.n;a KOMa.n; PK1 npBe )J{op.n;aHose Kpnse H KOMa.n; PK2 .n;pyre 

)J{op.n;aHose KpHBe o6paayjy npBy o.n; Tpa}l{eHux cnojHnx KpHBHX. 

00CM3TpajMO, C .n;pyre CTpaHe, o6pTalba OKO TalJKe M, npH 

KOjHM TalJi<a K npeJia3H y TalJKY K 1 , o,n;H. y TalJKY K 2 ; T3lJKe 
A 1 H A1 , Koje ce npu TOMe .n;o6usajy H3 TalJKe A, Jie}l{e, npeMa 

§ 3, BaH kk H <'aTo ce Mory cnojHTH BaH kk ca TalJKOM A. O.zt 
OBHX CnOjHHX KpHBHX H OHHX )J{op,n;aHOBHX KpHBHX, KOje npu 

o6pTalbuMa HaCTajy o.n; )J{op.n;aHOBe KpnBe AK KOHCTpyucaHe 
y § 3, JiaKo ce MO}I{e cacTaBHTH je.n;Ha )J{op.n;aHOBa KpuBa H3· 

Me~y K1 u K2 Koja ~eJia Jie}I{H BaH kk. 

§ 5. Oaaj CTaB Koju CMO MaJioqac .n;oKaaaJIH OMoryhaBa HaM 

D,a TalJKe HCTHHCKOr Kpyra 'X pacnope,n;HMO Ha O,n;pe~eHH HalJHH. 

HeKa ·cy K 1 , K 2 , K 9 , K ._ Ma Koje lJeTnpu pa3JIHlJHTe TalJKe 

HCTHHCKOr Kpyra x. CnojuMo TalJKe K 1 u K 2 c je.n;ue CTpaHe 

)J{op,n;aHOBOM KpHBOM KOja ~eJia (Tj •. H 3M e ~ y TalJaKa K 1 H K 2) 

Jie}I{H y yHyTpaUilbOCTH kk, a C ,n;pyre CTpaHe TaKBOM KpHBOM 
Koja ~eJia Jie}I{H Ban kk. OoUI.TO cy o6e oBe cnojHe KpnBe, paqy­

Hajyha u lbHXOBe Kpajlbe TaqKe K 1 u K2 , uenpeKn.n;ue, TO one 

aaje.n;Ho o6paayjy aaTBopeuy )J{op.n;aHOBY KpHBy. Je.n;uy on. Kpu­

BHX, .n;o6nBenux ua Taj uaqlfu, noJiaaehu o.n; TalJaKa K 1 u K 1 , 

yBeK heMo oaualJaBaTn ca K 1K 2 • UeJia 6pojua paBaH, H3 KOje je 
HCKJbyqeHa KpHBa K1K 2 , pacna.n;a ce, npeMa noanaTOM )J{op.n;a­

HOB~M cTasy, ua .n;aa no.n;pyqja 1 uanMe pacna.n;a ce Ha ynyTpa­
UilbOCT H CUOJbaUI!bOCT OBe Kpuae K1K2 • illTO ce THlJe HOJIO­

>Kaja TalJaKa K 3 u K 4 I Moryha cy ca.n; .n;aa cJiytJaja: npao, TalJKe 

K 9 H K • nucy paa.n;aojeue Kp~BOM K 1 K 2 1 Tj. one HJIH o6e Jie}l{e 

y yuyTpaWlbOCTH Te Kpnae HJIH o6e san lhe; .n;pyro1 TalJKe K 1 

H K, pa3D.Bojeue cy KpHBOM K 1K 21 Tj. K 9 Jie>Kn y yHyTpawlbOCTH 
Kpnae K,K2, a K 4 san lbe, HJIH o6pnyTo. 
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AKo cnojaMo TalJKe K. a K1 Ma KaKo .n.pyKIIHje je.n.HHM 
nyTeM KOjH Ce DpOCTHpe y yHyrpaWibOCTH kk H je.lJ.HHM KOjH 
ce npocrape BaH kk, naKo YBH~aMo .n.a, wro ce ra11e nono>Kaja 
raqaKa K~ K, npeMa HOBO.li.06HBeHoj aarBopeHoj )f(opJJ.&HOBOj 
KpHBOj K""J{;. 1 CHrypHO aacryna HCTH CJiyiJaj KSO M8JIOlJaC. 
YcrBapa, aKo ce yaMe .npijH cny11.aj a aKo ce ol5e raqKe K1 H 
K, aanaae y yayrpawlbOCTH KpHBe K,K~, cnojaMo raqKe K1 H K4 

nyreM W KOjH ne>KH y yayrpaWibOCTH kk. AKo ISH oaaj nyr 
H3Jiaaao H3 yayrpawlbOCTH aarBopeae KpHBe K 1K1 , MOpao 6H 
ce Haj3a.ll. y JJ:aJbeM CBOM T,O_.KY J3QaTBTH. y OBy yHyrpawtbOCT; 
aaTo ce, carypHo, MO>Ke .n:eo oBor nyTa W, xoja ne>KH BaH 
kpHBe K1K,, 3aMeHHTH nyTeM Koja ne>KH 6nasy JJ.OTHqHor KO­
Ma.n.a KpHBe K 1K 2 H KOjH ce neo npOCTHpe KSKO y yHyrpaWibO· 
CTH kk, TaKo H y yHyTpawlbOCTH K 1K2 : Ha Taj HaqaH ce JJ.06HBa 
cnojHH nyT W* H3Me~y Tat:IaKa K8 H K4 , Koja ce aero TaKO 
neo npocrape H y yHyTpawlbOCTH kk H y yHyrpaw&OCTH K1K2 • 

06paayjeMo JIH H3 .n:ena KPHBe K 1K 2 KOjH ne>KH y yayTpawlbo­
CTH kk H JJ:eJia KpHBe K 1K 2 KOjH Jie>KH BaH kk HOBY 3aTBOpeay 

)Kop.n.aaoBy KP11BY 1(1K2 , oa.n:a je W* Ot:IHrne.n:ao. nyT KOjH 

seayje TalJKe Ks H K 4 y yayrpawlbOCTH oBe ROBe KpHBe K,K 11 

He npecenajyha je, rj. raiJKe K 3 H K4 aehe 6HTH p83.ZJ.BojeHe 

KpaaoM K 1K 2 • I1a rora, ripeMa o.n:roBapajyhoj KOHcrpyKnaja 
aase.n:eHOj BaH kk, cne.n:yje .n:a TalJKe K8 H K4 Hacy pa3.n:sojeHe 
KPHBOM K 1K 2 • Morna 6acMo aaro y npBOM cnyqajy npocro 
peha: nap Tat:IaKa K8 H K4 Haje paa.n:sojea napoM TalJaKa K11 K2 • 

0TyJ!:a .cne.n.yje, .n:a ce H y .n:pyroM cnyt:~ajy MO>Ke npocro pehu: 
nap· TaqaKa K 8 , K 4 paa.n:sojea je napoM Tat:IaKa K 1 , K 1 • 

l1"3BeJJ:HMO Ca){ M8 KOje OOpTalbe OKO T3lJKe M npH KOMe 
raiJKe·. K 1 , KD, K 8 ; K 4 npenaae y TaiJKe K1', K 2', K 8', K 4'. Y3MHMO 
y 063ap ..u:a je o6pTalbe,· no ;ZJ;e<t>aaanajH, aerrpeKHJJ:Ha H y3ajaMHO 
je.n:aosHat:~Ha TpaHc<lJopManaja 6pojHe· paBHH Koja npeBOJJ:H TaiJKe 
Koje cy y.:. yHyTpawlbocru kk y TaiJKe Koje cy y yHyrpainlbo2 
CTH kk, a T<ilJke BaH kk )' TalJKe BaH kk. 0Ty .n:a CJI,e.n:yje .n;a cy 
naposa TalJaKa Ki'• K/, K 8', K 4' paa.n:sojei-IH je.n:aH .n:pyrHM uml 
tte,: npeMa TOMe· .n::a JIH naposit TalJaKa K,, K 2 , K8 ; K 4 pa3.n:Ba~ 
jajy je).J.aH .n:pyru HJIH· He, rF y3aja.M.Hu UOJIOJICaj ilapoaa illa'la/ia 
K 1 , K ~, K s; K 4 ocmaje · Hetfpo'.MeitJi!H ·upu · upousaoJbHO.M' oopmalby 
OllO' lnaiiKe, M. ··• · · L • ·:! · · · 
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Ha CJIH'tau HaquH usso.n;uMo· "' ·;apyre 1da.'ab~e --Koju ( o.n;ro­

~apajy ocraJIHM ·noaliarn·M -tii.Ubetum,aM;i y : riorne.zr.y ·· y3ajaM:Hor 

tiOJiomaja napbaa raqaKa li"ir nepu<t>epnjPI<oonqHor' 6poj~:Jf6r Kp)rra: 
tn CTiiBOBH cy ~ · · · ' ··'· ·' ·. ,·, · '·. · ::,~-'-L ·.. . . 

. ' Aito ty ma•uie Kl I ;~K~ 'pa3/I,M/e~~ illatzKaMa ~SI K4_1 6'uh'e ~ 
liia'lJCe Kp,l K4_; paa!{1iojl!lie il}.a'lJCa.Md ~K,.I Ka •. AHd: cy illG'lJCe K1.~ 
K4 pa~lf.Boj'ene mati~ca'.Ma' K 2 ~·., K 6 I ·a: riiai[JCe k2 I' K 4 · illaqJCaMa ~3 '; 
K5 ; 6uhe u··mat:tJCttKi 1 'K4 paJ.aaojelte tnaizJCa,Md K 3 1 K 5 .'' • · 
~... ·. ~ . . . . ' :, .. , ' . . •. . ' ~ ·. . : ~ 

TuMe cMo .n;oiiiJIH .n;o oaor p~ayJirara: ., . 
' . . ~ . . '' . . . .'/~. 

, . Tat:t'fe u,cilluHCJCor Hpyra. r-. pqc.lioptt-~eH.e ,cy. ,qUfJllU'lH01 LUJ •. 
C OOBllpOM Ha yaajaMHO, pa3/I,BajQib€ llapOt;Ja illa'lO,IC{l 1 OH€ CY, paCiiO~ 
pe~eHe ucillo !fOO u illaq~e q6u'!1-10f. opojiiqr Hpyra. '9~_ai p~CiiOP£!4 
{e UHBapujaHillaH, y ~0/I,HOCJI, Ha. oopli,ialba UCill!lHCICO{: .JCpyra, ~X Q,ICfJ. 
ueHillpa M. · . ' · ·. .. . .. · · ·· . ..; · 
y ' . f: \ ' ' ~ - (. 

§ 6. Je.n;Hy JJ;aJby B3}f<HY iO'COOHHY lfCTlfHCKOr Kpyta X H3pai­

::3HheMO. OBaKOl · 

Ma. aa JCoju uap illa<uiJCa ucilluncror Hpyra · x' iioclliojti yneJC 
fiap illa'laJCa illor ucillor ·Hpyra x Hoju pa3/l,aaja .l{aillu iiap illci'laJCa. 

OaHaqnMo ca Ka:J HeKy cranHy · raqKy ucrailcKGr Kpyra x; 
Ma o KOjHM .n;pyruM rpuMa TaqKaMa K 1 I K~ 1 K 9 HCTHHCKor Kpyra 

x pehu heMo Ta.n;a .n;a je je;li,Ha o.n; l:hHX1 K 2 1 Jie.>KH H3Meljy -.n;py­
rnx .n;aejyl K 1 H. KB HJIH naK He Jie}I{H H3Meljy lbHX1 npeMa TOMe 

.n;a JIH je nap K 1 1 K 3 pa3.n;aojeH napoM raqaKa K 2 , Ka:J. HJIH HHje 
pa3JJ;BOjeH. 

npeTnOCTaBHMO, HacyopOT rOpl:beM TBpqel:hy1 ,n;a cy TaqKe 
K H K' JJ;Be TaqKe HCTHHCKOr Kpyra KOje HHCY pa3JJ;BOjeHe HHje.z(­

liHM nap OM Tall aKa; Ta.n;a H3 Hallie nOCTaBKe CHrypHP CJie,n;yje H 
,~~:a H3Meljy THX raqaKa He Jie}I{H HHje.n;Ha raq~a Kpyra x. .UaJbe1 
,MO}I{eMO npernocraBHTH .u.a nocroju TaKBa. TaqKa K 2 .n;a nap 

raqaKa K1 I K' oy.n;e pa3.U.BOjeH napOM TaqaKa Kl K 00; HaHMe, y 

~ynpOTHOM cJiyqajy, aaMHCJiuheMO y TOKY .n;aJber H3Jiaral:ba .n;a 

cy yJiore raqaKa K 1;1 K'. pa3Mel:heHe. 3a:ruM, u3aoepHMO Ha HCTHH· 
CKOM Kpyry ')(. OeCKOHallaH HH3 TaqaKa R KOje KOHBeprHpajy npeMa 

TaiiKH K H cnojMo raqKy K 1 ca K' HeKOM KpHBOM Koja. ce npo­

CTHpe y yHyTpaiiii:hOCTH kk u .n;pyroM KpHijOM Koja ce npocrupe 
BaH kk. CacrasJbal:beM osux .n;sejy KpHBHX .n;ooHBaMo aaTaopeHy 

)Kop.n;aHosy KpHBY K 1K', Koja Ka:J pa3.n;saja o.n; K, na crora 
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Mapa paa.u.eajaTH H OJf. 6ecKOHalJHO M)'loro TalJaKa HK3a R KOH· 
.QepreHTJiOr npeMa K. HeKa je K, je.u;Jla o.u. osux TiHiaKa HH3a 
R. flornro TatJKa K 2 JJemu H3Meljy K 1 H K', a He Mome JiemarH 
BSMeljy K Jt K', OH.ZJ.a TalJKa K 2 MOp a JiemaTH H3Meljy K 1 u K. 
CnojnMo JU4 ca.u., atiaJiorHo nper:xO.ZJ.IiOM, K2 ca K' aaraopeaoM 

)Kop.u;aHOBOM KpHBOM K 2K', .ZJ.OHH heMO HCTO TBKO .ZJ.O HeKe T8lJKe 
K8 Huaa R Kpja Jie>KH H31.'4eljy K2 u K ur.u.. Ha oaaj HalJHH heMo 
JJ:OOHTH 6ecuoHatiHti HU3 iila•wua K 1 , K2 , K 8 , ••• , 04 Hojux CBaua 
.JieJICu uaMeby lipeiilxoi{He iila'l«e u K u uoje TtOHBeprupajy llpe.Ma 
Ifla•ucu K. 

l1aae.l(HMO ca.u.a je.u;Ho o6pralbe o~o ratJKe M npu KOMe ratJKa 
K npeJia3H y je.u;Hy o.u. TalJaKa K 1, K 2 , K 9, ••• , peqHMO y TatJKY K1 • 

flp~:t OBOM OOpTa!bY T3lJKa K' npe,ll,a3H y TalJKY K,'. flOlllTO, 
npeMa Haq.JOj npernocrasqu) TatJKe K u K' Hncy paa.u.sojeHe 
HHje.ZJ.HHT\1 napOM T3lJ3K8, OHHe HCT~ CJiytJaj H Ca lljipOM T3lJ3K3 
K 1 , K;'. YcJie.ZJ. rora ce raqKa K.' Mopa HJIH nOKJIOIIHTH ca .((1_1 
un~ c::a f<t+t HJIH J):ea<aTH H3Meljy raqaKa Kt- 1 u Kt+ 1 ; y csaKOM 
CJiyqajy ratJKa Kt' JiemH H3Meljy K 1_ 2 u K 1+2, a aaro H 6ecKO· 
HalJHH HH3 raqaKa K 1 , K 3', K 6 , K 7', K 9 , K 11 ', ••• Hl'da curypHo 
ocoouHy .u.a cs.aKa TalJKa osor Hnaa Jie}Jm H~Meljy nperxo.u;He 
TatJKe u TatJKe K. 

Ca,IJ: beMo nQKa3aTH .u.a H TatJKe K 8', K 7', K11',.,. Mopajy 
~oHseprupara npeMa TalJKH. K. Ycrsapu, aKo 6u TatJKe K 9', K(, 
K'11 ,.,. nMaJie .Kao r,~ecro aryrnlhaJ3alha HeKy TatJKY. Q, pa3JIH­
-q~ry OJI. K, oH.n;a o.u;a6epHMO o.u. lhHX HfKY TalJKY K,'. flowro 
cse TaiJKe K'1+4, K't+a• K'tt 12 , ••• Jieme uaMeljy K/ u K, nocroju 
yseK aarsopeHa JKop.u;aHosa J<pusa Kt' K Koja paa.u.saja TatJKY 
K® O.ll. TalJaKa K't+ 4 , K',ts• K'1t 12 , ... , 11 ory.u.a u o.u. TatJKe Q, 
Tj. TalJKa Q Mopa Jiemaru uaMeljy K/ u K. 36or pacnope.zia Koju 
TalJKe K1 HMajy npeMa T3lJK3Ma K,' O.ZJ.3TJie CJie.u;yje .ZJ.3 TalJK3 Q 
.Jie.>Ku u uaMeljy qmx raqaJ<a K 1 , K 5 , K 9 , • • • c je.u;He crpaHe u 
Tat:IKe. K c .u.pyre crpaHe. flpeMa TOMe, aarsopeHa )f(op.u;aHosa 

xpusa QKoo MOpaJia 6u paa.u.sajaru cse Tat:IKe K,, K 5 , K 9 , ••• 

o.u. TatJKe K; a:'Hf ra.u.a Tat:IKe K 11 K 5 , K 9 , ••• He 6u MOfJie KOH­
Bepruparu npeMa K, KaKo 6u TO rpe6aJio .u.a 6y.u;e. 

flocMarpajMo ca.u. Tat:IKe K 3 , K 7 , K11 , • •• Koje KOHseprupajy 
npe111a .1( H T3IJJ(e K 3', K7', K'11 Koje aero raJ<o, npeJ14a seh 
J(OK333HOM, KOHBeprupajy npeMa K. flOlllTO HeKHM oopTalbeM 

12 
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oKo M TaHKa K npeJia3H y K 1 H y, HCTO speMe TaHKa K' npe­
Jia3H y K1', TO 6u npeMa aKC"fOMH III, MbpaJio nocTojaTif"H TaKo 

o6pTalbe KOje OH npeBO.D;HJIO · K 'H y HCTO speMe K' Y. 3aje.n;HHHKY 
T3HKY KOHBepreHI.:{Hje.K. A OBO npOTHBpeH_H .n;e<l:>HHlfqiijH o6p­
Talba. Ha Taj HaHHH, onosprasaH>eM- Hallie npeTnocTaBKe noTnyHo 
j~ ,.D;OK33aH CTaB llOCTaBJbeH y llOHeTKY QBOr. § 6. 

§ 7.. C 003Hp0M H3 llOCT3BKe ycsojeHe y § 6, CXBaTHHeMO 
HCTHHCKH Kpyr X, HCKJbyqyjy!m 11aHKY K 00 , ·KaO ype~eHy MHO­
iKHHY T3H3K3 y KaHillOpOBO.M CMHCJiy: illaaa OBa .MitO:J/CUHa illa'laTta 

U.Ma pe/l,HU WUU JlUHeapHOr icOHWUHyy.Ma. 

na OHCMO TO .D;OK33aJIH, o,n;pe,n;HMO l\3jnpe npe6pojusy 
MHOiKHHY. S T3H3K3 HCTHHCKOr Kpyra X HHje T3HKe 3fYIIIIbaBalba 
HHHe caM HCTHHCKH Kpyr .. >t. TaKBa MHOiKHHa S, no KaHillopy 1>, 
HM3 pe.D;HH THO CHCTeMa CBHX paqHOH3JIHHX opojesa y IbHXOBOM 
npiipO.D.HOM pe.n;y, Tj. MOryfie je T3HK3M3 CHCTeMa S .D.O.D.eJIHTH 
pau.lioHaJIHe 6pojese TaKo . .zr;a o.n; TPH pau.uoHaJIHa 6poja a,· b, c 
.n;o,n;eJbeHa Ma KOjHM Tp:HMa T3HKaMa A, 8, C MHOiKHHe S, O.ll: KOjHX ·. 
TaHKa 8 JieiKH H3Me~y A H C, yseK 6poj b no csojoj spe.n;Ho­
CTH JieiKH H3Me~y a H C. 

HeKa je ca.n; K Ma Koja TaHKa HCTHHCKor Kpyra x Koja He 
npuna.n;a cucTeMy S. AKo cy Ta.n;a A, B -TaHKe cucTeMa S, OH.n;a 
heMO pehu ,n;a A, 8 JieiKe Ha pa3HHM CTpaHaMa HJIH Ha HCTOj 
CTpaHH o.n; K, npeMa TOMe .n;a JIH TaHKa K JieiKH H3Me~y TaHaKa 
A H B HJIH He JieJKH H3Me~y IhHX. AKo npeHeceMo ca.n;a osy 
nOCT3BKY 0 T3HK31\13 CHCTeMa S Ha paU.HOH3JIHe 6pojese KOjH cy 
THM TaHKaMa .n;o.n;eJbeHH, .n;o6uheMo noMohy TaHKe K o.n;pe~eHH 

n e .D; e K H H .D; 0 B npeCeK y CHCTeMy paqHOH3JIHHX 6pojesa: T3HKH 
K .n;o.u.enuheMo upanuoHaJIHH 6poj .n:e<PnHHCaH OBHM npeceKOM. 

Ha HCTHl\CKOM Kpyry 'lt He Mory nocTojaTH .n;se pa3JIHHHTe 
TaHKe K H K' KOjHMa 6H 6Ho .n;o.n;eJbeH HCTH upau.uoHaJIHH 6poj. 
YcTsapH, aKo KOHCTPYHIIIeMo 3aTsopeHy_ )f(op.n;aHosy Kpnsy 

KK' H aKo je H Ma Koja TaHKa HCTHHCKor Kpyra x Koja neiKH 

H3Me~y K H K' H, CTora, y yHyTpaiiiibOCTH Kpnse KK', OH.n;a, 
nOlllTO je H MeCTO 3fYIIIIbaBalha TaHaKa CHCTeMa S, MOpa y 

1) G. Cantor, .Beltr!lge zur Begriindung der transflnlten Mengenlehre•, 
Math. Ann. Klb. 46, § 9; nalbe 38KibJ'!Ke TeKcra ynopenHTH Hapo'IHTO ca § lL 
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CHCTeMy S CHrypHO llOCTOjaTH TaKBa TaqKa KOja Jie>KH y yHyTpaw­

lbOCTH Kpase KK' H, cTora, H3Meljy TaqaKa K H K'. PauaoHaJIHH 

6poj a KOjH npana.n.a TaqKH A, ycnosJbasa, Ha Taj HaqaH, pa3JIH­

qaTOCT npeceKa .n.o6aseHHX noMohy TaqaKa K H K'. 

Haj3a.II. heMo noKa3aTH .n.a, H o6pHyTo, 3a csaKH apauHo­

HanHH 6poj a llOCTOjH TaqKa K Ha HCTHHCKOM Kpyry X KOjOj je 

osaj 6poj .n.o.n.eJbeH. Pa.n.H Tora Y3MHMO .n.sa HH3a: HH3 pacTyhHx 

6pojesa a1, a2, as, ..• H HH3 ona.n.ajyhax 6pojesa b1 , b2, b8 , ••• 

o.n. KOjHX csaKH KOHseprHpa npeMa a. KoHcTpyawHMO TaqKe 

A 1 , A 2 , As,... H 8 1, 8 2 , 8 8, .•. Koje o.n.rosapajy OBHM 6po­

jesaMa H 03H3qHMO ca K 1\la KOjy T3t!KY 3rywlbaBalba OBHX 

TaqaKa A 1 , A 2 , As, ... , o.n.H. 8 1 , 8 2 , 8 3 , •••• Ta.n.a Tat~KaK HY>KHO 

npana.n.a 6pojy a, jep Ka.l( MH KOHCTpyHWeMO 3aTBOpeHy )f(op-

.n.aHOBY KpHBY A 18 1 yonwTe, oH.n.a TaqKe A 1+ 1 , A 1u, At+s• ... 
H 8;+1, 8t+ 2 , 81+s, ... , na cTora H TaqKa 3rywlhasalha, neme 

y yHyTparnlbOCTH A ;£31, Tj. H3Meljy TaqaKa A I H 8;. npeMa TOMe 

npeCeK npOH3Be.l(eH T31IKOM K HHje HHKaKaB ,n:pyrH .l{O 6aw OHaj 

npeceK KOjH o.n:peljyje 6poj a. 

nocMaTpaMo JIH TaqKe Ha nepH<lJepHjH o6Ht~Hor 6pojHor 

Kpyra no.i:IynpeqHHKa 1 H aKo .n.o,n:eJIHMO· je,n:Hoj o.n. OBHX TaqaKa 

3H3K :±: oo H Tat~Ky KcrJ , OCTaJIHM Tat!K3M3 CBe peaJIHe 6pcjese 

y HenpeKH.l(HOM HH3y, a OBHM oneT O.l{fOBapajyhe TaqKe. HCTHH­

CKOr Kpyra x, .n.ohH heMO ,n:o osor pe3yJITaTa: ilia 'liCe uciliuHCICor 
~epyra ..uory ce yaaja.MHO jeaHoaHa'lHO upecJLuiCaili.u ca aaapxaHUM 
cBoju.M pacuopeao..u Ha ili.a'l~ee uepurjJepuje o6U'lHOr 6pojHor ~epyra 
iiOJLyilpe'lHUICU J. 

§ 8. ,Ua 6HCMO llOCTHfJIH UHJb Ha3HaqeH y § 4, OCTaje HaM 

jow .n.a noKa>KeMo HenpeKH.l(HOCT .n;o6HBeHor npecJIHKaBalha, Tj' . 

.n.a noKa>KeMo HenpeKH.l{HOCT HCTHHCKOr Kpyra x. Pa.n.H TOra 3aMH­

CJIHMO ·TaqKe HCTHHCKOr Kpyra X o,n:peljeHe KOOp.l{HHaTaMa X, y 
6pojHe pasHH, a, c .n.pyre cTpaHe, TaqKe 6pojHor Kpyra nony­
npeHHHKa 1 JIYKOM f KOjH llOJia3H O.ll. HeKe CTaJIHe TaqKe: y 

TOM CJiyqajy Tpe6a .l{OKa3aTH ,n:a cy X, · y HenpeKH.l{He <lJyHKUHje 

o.n. t. 
HeKaje !10 !2 , !3 , ••• je.n;aH CTaJIHO pacTyhH HJIH:craJIHO ona.n.a­

jyhH HHa KojH KOHseprupa npeMa t*, a K 1 , K2 , Ks, ... HeKa cy 
TaliKe HCTHHCKOr Kpyra X .l(O.l(eJbeHe OBHM spe.l(HOCTHMa napa-
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MeTpa, u ueKa ape.n;uocT t* O)I.roaapa ueKoj nqKu K* lia x. 

·· HeKa je, .n;aJhe, Q TaYKa 3ryiiilbaBaJPa TallaKa K1 , K2 , K8 , ~. ,; 

AKo KOHCTpyuiiieMo yoniiiTe ueKy saTaopeuy )Kop.n;auosy Kpaoy 

· K1K*, TaiiKe K1+1, K1-t 2 , K,+s•. '.'' a oTy,n;a H lhHXOBa TBIIKa 

aryiiilhaBalba Q, Mopajy JJe>KaTH y yuyTpaiiilbOCTH K1 K*, Tj. u 
TatiKa 0 Jie>KH H3Meljy K1 H K*; npeMa TOMe ape.n;aocT napa~ 

MeTpa f, KOja O,n;roaapa TStiKH· Q, TaKOqe ce MOpa Ha,JI83HTH 
H3Meljy /1 H t*. Oaa nocJie.n;lha npoTuapeiiHOCT oma.n;a caMo Ka,n; 

ce TaqKe Q H K* DOKJianajy; THMe je HenpeKH.I1;HOCT <l>YHK~Hje 

x, y 33!3BcHe o.n; napaMeTpa t. noTnyao ,n;QKa3aua, a oTy .n;a cJie­

.n;yje qulbeHH~a KOjy ,Cl\40 y § 4 DOCT3BHJIH KaO npBH B3>KHH ~HJb 

Haiiier HCTpa>KHBalba, H3B\Vle CT8B: 
HclliUHCICU 1Cpyr y 6po;uoj paBHU je .aailiBopeHa )J{op,4aHoaa 

!CpUBG. 

§ 9. MH 3H3MO ,n;a CBe T3tiKe HCTHHCKOr Kpyra X. npuna­

,n;ajy TatiKaMa Koje Jie>Ke ua kk; noKa3aheMO T&Kolje Aa oae 
DOCJie,n;lbe T8tiKe CBe Jie}l{e Ha HCTHHCKOM Kpyry x., TBKO .D;a B8)KH 

oaaj. IIIHPH eTas: 

HciliuHcJOu !Cpyr je U.4eHiliu•wH ca ilia'l/CaMa Ha kk; ilia'l/Ce 
ICOje JZeJICe y yH,yllipawHJociliu 'lt, y ucilio BpeMe . cy ilia 'liCe Hoje 
JZeJICe y yHyilipawHJociliu kk, a llia'l/Ce Hoje JZeJICe BaH x, y ucmo 
apeMe cy iliall/Ce /Coje JZeJICe BaH kk . 

.ll.a 6ucMo yau.n;eJIH TatiHOCT oaor CTaaa, . noKa3aheMo uajnpe 

.11;3 Ce TaqKa M, "Cpe,n;HIIITe HCTHHCKOr Kpyra ')(.1 MO>Ke CnOjHTH 

C3 CB3KOM T3tiKOM J y yuyTpaiii&OCTH X. HenpeKH.I1;HOM KpHBOM, 
a .n;a ce npu TOMe ue npeceqe HCTHHCKH Kpyr 'lt. 

YcTaapu, noay~HMO Kpo3 TaiiKY J Ma Kojy o6uquy npaay 

y 6pojuoj paBHH, TaK03BaHY "6pojuy npaay", H ueKa cy K 1 H 
K11 npae Ta\lKe Te 6po}ue npaae Koje Jie>Ke ua 'lt, paqyuaTO ua 

o6e CTpaHe o.n; J. noiiiTO cy K1 H K2 T3KOlje TaqKe Ha kk, TO 
oue Mory 6HTH ae3aHe ca M ca no je,n;HOM )J{op.n;auosoM KpH­

BOM MK 1 o.n;u. MK~, Koje ce ~eJie npocTupy y yuyTpamtt.OCTH 
kk H 33TO, CHrypHO, He npece~ajy HCTHHCKH Kpyr x. AKO je~Ha 
·o.n; oaux )f{op.n;auoaux Kpuaux npece~a KOMa,n; K 1 K 2 npaae, · 

pe~HMO, y TatiKH B, TO. KOMaA MB Kpaae H KOMa,n; JB npaae 

o6paayjy 3aje.n;uo Tpa>Keuu cnojuu nyT. Y cynpoTHOM cJiy"'ajy 

MK1 u MK2 o6pa3yjy 3aje.7J;HO ca KOMa,n;OM K1K9 npase 3aTso.-
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peuy )KopJJ.anoay Kpuay y. nowTo oaa Kpusa y uena ne>KH y 
yuyTpaWlbOCTH 6pojuor Kpyra f (§ 1), TO ce TBI.JK8 A, KOja 
ne}I{H aau 6pojuor Kpyra st, curypuo ue MO}I{e cnojuTu ca je.n.uoM 
TatJKOM y yuyTpawlbOCTH y a JJ.a npu TOMe ue 6yJJ.~ npeceqeua 
uu y jeJJ.uoj TatJKH KpHBa y. Kpusa y cacTOjH ce caMo H3 TatJaKa 
y yuyTpawlbOCTH kk, H3 TatJaKa ua kk H H3 .TatJaKa y yuyTpa­
WlbOCTK x. nowTo ce, nona3ehu H3 A, oae nocneJJ.lbe TatJKe 
MOry .li,OCTHHH CaMO npeceu.aj.yfiu HCTHHCKH Kpyr X y HeKOj 
TaqKu Koja je y ocTo apeMe TatJKa Koja Jie}I{H ua kk, ou.n.a QeJia 
06JiaCT KOja Jie}I{H y yuyTpaiiJlbOCTH y MOpa Jie}l{aTH TaKO~e y 
yuyTpawlbOCTH kk. 3aTo, aKo cnojuMo TaqKy M ca J uenpe­
KH.lf.HHM nyTeM KOjH Ce npOCTupe y yuyTpaWlbOCTH '(, TO OBaj 
nyT curypuo ue npeceua HCTHHCKH Kpyr x u 3aTo uMa 3axTe­

aauy oco6uuy. 
1-h Tora npao 3aKJbytJyjeMO .n.a Ta'lKa M Jie)f{H y yuytpa­

WibOCTH )t1 Tj • .n;a cpep,umlile UClilUHCHOr Hpyra JleJICU y yHylilpa­

IUfbOClilU fbera. 

D.aJbe, nornTo ce caaKa TatJKa ua kk ·MO}I{e cnojHTH ca 
TaqKOM M )KopJJ.aHOBOM KPHBOM, KOja, H3y3es KpajlbHX TaiiaKa; 
uena Jie}I{H y yuyTparnlhOCTH kk na, ,n;aKne, curypuo ue npe­
ceua x, TO caaKa TatJKa Koja. Jie)f{H ua kk Mapa Jie}l{aTH HJIR ua ~ 
HJIH y yuyTpaWlbOCTH ~. AKO 6H OOCTOjaJia Ta'lKa P Ha kk KOja 
Jie}I{H y .yHyTpawlbOCTH x, oH,n;a ce TatJKa A Koja Jie}I{H BaH st 
ue 6u Morna cnojHTH ca TatJKaMa Koje ce uana3e y npou3BOJbHOj 
6JIH3HHH T8'lKe P, a ,n;a npH TOMe He 6y ,lle npeceiieH HCTHHCKH 
Kpyr ~; HO, nOWTO CBaKa Tai.JKa HCTHHCKOf Kpyra npuna,n;a 00-
KpHBeHHM Tai.JKaMa, TO Tai.JKa p He 6H MOfJia 6HTH Ha kk; OBO 
je npOTHBpetJHOCT. li.aKJie, CBe Tai.JKe Ha kk y HCTO BpeMe Jie}l{e 
ua ~. a THMe je roplbe rapljelbe noTnyuo ,n;oKa3auo. 

§ 10. 06JIHK kk o.n; Ta'laKa .n;o6useu je y § 2 H3 6pojHor 

r<pyra k nOMohy o.n;pe~eue KOHCTPYKUHje. nowTO 6po}HH Kpyr, 
KaKo je noKa3auo y § 3, ca,n;p>KH uajMaH>e jeJJ.HY Ta'IKY ua kk, 
a cae ocTane H>eroae TatJiie ne>Ke HJIH ua kk HJIM y yuyTpawlbo­
CTH kk, a TS'lKe Ha kk, npeMa § 9, HHCJ HHWTa ,n;pyro )1;0 u·cntH­

CKH Kpyr x, TO y roplboj KOHCTPYKUHjH y Ht:TO apeMe HMaMO 
cpe,n;C'FBO ,n;a KOHCTpyuweMO H3 6po}HOf Kpyra k HCTHHCKH Kpyr 
x xoja je 3aTBopeua Mop.n.auoaa KpHBa u KOjH o6yxaaTa 6pojua 
xpyr k, ,n,o.n;upyjyha ra cnoJDa; os.u,e, Kao H y uapeJJ.HHM IOJia-
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falbHM3, pefiH fieMO ,n:a )f{op,n:aHOBa KpHBa, KOja · ca,n:p>KH y 'jHy~ 
TparulboCTH .n:pyry )f{op.n:aHOBY KPHBY H ~Ma ca lbOM HajMalbe 
je,n:Hy aaje,n:HH<JKY Ta<JKy, .n:o,n:Hpyje TY .n:pyry crroJba, a ,n:pyra 
npsy H3HyTpa. 

OoMohy He3HaTHe H3Melie paHHjer rrocTyrrKa, HaHMe noMohy 
pa3MeHe ynora Koje cy 6HJie rrpHIIHCaHe Ta<JKaMa I<oje ne>Ke y 
yHyTpallllbOCTH Kpyra k H BaH lbera, MO>KeMo H3 6pojHor Kpyra 
k. KOHCTpyHCaTH jOlll je,n:aH ,n:pyrH HCTHHC1<H Kpyr; Ca,n: fieMO OHe 
TaqKe 6pojHe paBHH KOje Ce ,n:o6HBajy IIpH Ma I<aKBOM o6pTalby 
oKo M o.n: TaqaKa I<oje ne>Ke Ha Kpyry k HJIH BaH lbera, Ha3BaTH 
ii.01CpUBeHUM; HarrpOTHB, CBe OCTaJie Ta<JKe Ha3BafieMO Heii.Oicpuae­
HUM. AKo ce rraK HeKa HerroKpHBeHa Ta<JKa MO>Ke crrojHTH ca 
Ta'IKOM M )f{op,n:aH080M KpHBOM Koja ce cacToj~ H3 CBe caMHX 
HeiiOKpHBeHHX Ta<Jai<a, pefiH fieMO 3a OBY Ta<JKY ,n:a je y yHyliipa­
lUHJOCliiU kkk. 0 Ta<JI<aMa KOje cy rpaHH'IHe y O,n:HOCy Ha Te 
Ta<JKe, pehH heMo .n:a Jie}l{e Ha kkk, a 3a cse ocTane Ta<JKe pehH 
heMO ,n:a Jie}l{e BaH kkk. noKa3afieMO, 3aTHM, CJIH'IHO KaO y § 3 
.n:o § 9, p,a lilalf.TCe Ita kkk oopaayjy UCliiUHCICU 1Cpyr 0/CO M ICOjU 
je samaopeHa )f(opp,aHoaa TCpuaa, TCoju o6yxaama cpep,uwme M u 
ii.pOCliiupe Ce y yHyliipalUHJOCliiU l)pOjHOr 1Cpyra k, p,op,upyjyfzu ra 
usHympa. 

§ 11. Ca.n:a ce MO}I{e H3a6paTH MecTo 6pojHor Kpyra k 
rrpOH3BOJbHa 3aTBOpeHa )f{op,n:aHosa KpHBa z Koja Jie}I{H y yHy­
TpawfbOCTH k H Koja y csojoj yHyTpawlbOCTH ca.n:p}I{H Ta<JKY M: 
ilpu.MeHJyjyhu ucmy ICOHcliipyKqujy TCao u paHuje, p,oouheMo liiap,a 
sa OBY !CpUBY Z jep,aH op,pe~eHU UCliiUitCICU 1Cpyr 0/CO M ICOjU HJY 
OOYXBaliia, ICOjU je 3GliiBOpeHa )/(opp,aHOBQ !CpUBa U ICOjU P,OP,Upyje 
ciloJba z, TCao u jep,aH op,pe~eltu ucliiuHC/CU llpyr OTCO M TCoju JZexu 
y yHyliipawHJocmu z, lloju je liiallobe )f(opp,aHoaa aamaopeHa upuaa 
U ICOjU P.OP.Upyje Z U3Hyliipa. 

npHMeTHMO jOW ,n:a Ce CB81<H T3KaB HCTHHCKH Kpyr, KOH­
CTpyHCaH H3 )f{op,n:aHOBe KpHBe z, MO>Ke rrpOH3BeCTH H H3 6poj- · 
HOf Kpyra: Tpe6a O,n:a6paTH OHaj 6pojHH Kpyr KOjH Jie>KH y 
yayTp8WlbOCTH .li.8T0f HCTHHCKOf Kpyra, ,n:O,n:HpyjyfiH ra H3HyTpa, 
o,n:H. KOjH o6yxBaTa Taj Kpyr, .n:o.n:apyjyhH ra crroJba; jep, .n:sa 
HCTHHCI<8 Kpyra, KOjH cy 38TBOpeHe )f{op,n:aHOBe • KpHBe H KOjH 
J(O.li:Hpyjy HCTH 6pOjHH Kpyr, 6HJIO o6yxsaTajyfiH ra, 6HJIO .ZI.a y 
H>eMy L{eJIH Jie}l{e, CHrypHO 6H M0p8JIH HM8TH je,n:Hy 3aje.ZI.HHqKy 

. 18'IKY H 38TO 6H 6HJIH YOIIWTe Meljyco6HO H,n:eHTH'IHH. 
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§ 12. Ca.u. MOmeMo 6e3 3HaTHHX TelllKOh8 .D:OK838TH S8lKHY 

qHJ:beHHUY, HaHMe A a je cBa/Cu uclliunc/Cu Kpyr ca qenllipOM y M 
ICOjU ilpO.'La3U 1Cp03 MO ICOjy lliO'lllY p LUillO JleJICU y ynyllipaUllbO­
ClliU X, UClliO /COO U: y § 11 ICOHCllipyucaHU UClliUHC/CU llpyrOBU, 
aalliaopena )J{opAaHoBa llpuaa ICOja y ynyllipaiuHJoclliu COAPJICU 
lliO'lllY M . 

.Ua 6HcMo oso .D:OKa38JIH, Y3MHMO, c je.D:He cTpaHe, cse 

HCTHHCKe Kpyrose Ca l.{eHTpOM y iTai:JKH M KOjH . cy 3aTsopeHe 

)l(op.D:aHOSe K{JHSe H .KOjH HCKJbyqyjy P: H830SHMO HX Kpyro­

SHMa Upae spcTe; a c .D:pyre cTpaHe, Y3MHMO cse oHe HCTHHCKe 

J<pyrose ffOJH cy 3aTSOpeHe )l(op.D:aHOSe KpHse H KOjH p yi<Jby­

qyjy: l:bHX Ha30SHMO HCTHHCKHM KpyrOSHMa JI.pyre spcTe. 

3aMHCJIHMO Ca.D: .D:a je H3 CS8K0f 6pojHOf Kpyr8 Ca cpe.D:Hlll­

TeM M npOH3Se.D:eH HCTHHCKH Kpyr KOJH o6yXBallia 6pojHH Kpyr 

H yoqHMO Ta.D:a OHC 6pOjHe Kpyrose H3 KOJHX npOH3HJia3e HCTHH­

CKH KpyrosH npse spcTe. 0H.D:a noTpamHMO 38 ose 6pojHe KPY­

rose rpaHHqHH Kpyr g, Tj. HajMal:bH 6pOjHH Kpyr KOjH cse l:bHX 

Ca.D:plKH, CsH 6pOJHH KpyrosH KOJH cy M81:bH 0.11: g, .D:ajy Ta.D:a 

HCTHHCKe Kpyrose npse BpCTe. MCTHHCKH Kpyr y KOjH npOH3H­

Jia3H H3 6pojHor Kpyr8 g, MOpao 6H, aKo He H.D:e Kpo3 P, osy 

TaqKy HCTO TaKO HCKJbyqHB8TH, Jep 8,1{0 6H TaqKa p JielK8JI8 y 

. yHyTp8llll:bOCTH y, Mome ce nosyhH 3aTsopeHa )Kop.D:aHOBa KpHsa 

Koja 6H ueJia JiemaJia y yHyTpallll:bOCTH y H KOja 6H o6yxsa­

TaJI8 y ce6H TaqKe' M H P, H 0.11: ose KpHse npOH3BeCTH HCTHH­

CKIJ Kpyr J<OjH !:bY o6yxsaTa. Osaj HCTHH.CKH Kpyr, llOlllTO OH 

CHrypHO yJia3H y yHyTpallll:bOCT 6pojHOf Kpyra g, MOfaO 6H Ce 
;ZI.06HTH llOMOfiy 6pojHOf Kpyra KOjH je Mal:bH 0.11: g; OH 6H 

MOpao, .D:aJbe, o6yxsaTaTH TaqKy P, illTO JIHje Moryhe. nouiTO, 

KaKO je llOMeHyTO, CSH HCTHHCKH KpyrOSH Ca l.{eHTpOM y TaqKH 

M, KOjH cy 3aTopeHe )Kop.D:aHose KpHse, npoH3HJia3e H H3 6poj­

HHX Kpyrosa Ca l.{eHTpOM y M, TO je oqHr~e.D:HO .D:a je HCTHHCKH 

Kpyr KOjH npOH3HJilhH H3 g TaKaS Kpyr npse spCTe KOjH o6y­

XSa1'a, cse .D:pyre HCTHHCKe Kpyrose npse spcTe. 

38MHlllJbajyhH, C .D:pyre CTpaHe, .11:8 H3 CSaKOf 6pOjHOf Kpyra 

ca cpe.D:HlllTeM y M npOH3HJia3H OHaj HCTHHCKH Kpyr KOjH Taj 

6pojHH Kpyr HCKJbyqyje, MOlKeMO Ha CJIHqaH HaqHH .li:OKa3aTH 

er3HCTeHI.{Hjy HCTHHCKOf Kpyra ,ll.pyre spcTe KOjH je o6yxsafieH 

f:SQM · .D:pyrHM HCTHHCKHM KpyrosHMH .D:pyre spcTe. 
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Arm naK HHje,u;aH o~ Ha~eHkX rparutqHHx Kpyroaa ue 6H 
rtp0JI83HO Kpo3 Ta"'KJ P1 OH.zlili 6u ce MOfJia nosyha )KOp;l{aHOBa ' ' . 
KpHB8 y npcTeHaCTOj Ci!J.IIaCTH KOja JielKH H3Me~y lbiUl; ndMOhy 
Harner nocryni<a curypHO OHCMO MOfJiH ,ll;06HTH HCTHHCKH Kpyt 
KOjH 6H OiW 38TBOpeHB )f{Op,ll;aHOBa KpHBB, aJIH KOjH He 6H i)a() 
HHTH Kpyr npse spcre, HHTH Kpyr ,u;pyre spcre; oso je npor.HH• 
peqHOCT, a THMe CMO ,li;OKB3aJIH TBp~el:be llOCTBBJbeHO y no­
qeTKY § i2. 

§ 13. OoinTO CMO y r'q)e'i.':X:O.ztHOM H3Jiara1by HartiJIA HBjBaJK'­
H~je OC068He HCTHHCKH:t Kpytosa ca Cpe,u;uWTeM: J M Kdjk tipb­
JIB3e Kpos rattKe y yayrpauhbOctu 'It, npe~nMo ca.na 1ta tictllpa~ 

xuBaHJe rpyile cilux llpeillalba floja ilpei11pi1u uciilwicflu kpyr ?t y 
ce6u ilpu o6pmm-tJu.M.a paEHU OHO lila'lfll! M. 

Hel<a cy, hpeMa H3Jiat3l:bHMa '} § 8, T3.tiKe HCTHHCKOr Kpyra 
')( npecJlHKalfe ca oqysat:IHM caojHM pacnopeJJ;OM Ha Tai:IKe t rtepH~ 
<lJepkje 6pojHor Kpyra liOJiynpeqHuKa 1; 'l'a,u;a csaKOM dopTal:hy 
A Harne pasau OKO TaqKe M o.n.rosapa o.npe~eua ysajaMHO jeJJ;"" 
H03HatiJtll H. RenpeKHJJ;Ha TpaHCQJOpM:aU:HJa TaqaKa t jeJJ;HHHqHOf 
K!Jyta y ce6e, nornTo npH o6pral:hy, npeMa § 5, pacnope.11; raqaKa 
H:a HCTHHCKOM Kpyry OCTaje HenpOMel:beH, a OTyJJ;a, C o6aupOM 
ua § 7, ocTaje HenpoMel:heH H pacnope.11; ape.nnocru napaMetpa t. 
Osa ce rpaHCQJOpMau:uja Mome npercrasu'I'u cpopMyJIOM o6JIHKa · 

t' = Ll (t), 

rJJ;e je Li (t) HenpeKHJJ;Ha QJYHKU:Hja Koja npu pacryheM t HJIH 
yseK pacre HJIH yseK ona.11;a H l<oja ce npu nosehal:hy arpyMeH­
Ta Sa 2 tr HCTO TaKO npOMeHH 3a H3HOC 2 TC. 

0HHM QJYHKU:HjaMa A (t), Koje onaJJ;ajy npu pacTyheM apry­
Menry t, OJJ;rosapajy rpaHccpopMau:uje Koje Mel:bajy cMep o6u­
JiaJKel:ha no HCTHHCKOM Kpyry, a nornTo, npeMa Harnoj cpopMy­
nau:uju nojMa KpeTal:ha, npu KpeTal:hy rpe6a cMep o6uJia>Kel:ba 
,n;a OCTaHe yseK HCTH, TO CJieJJ;yje ,ll;a QJYHKU:Hja Ll (f) MOpa yseK 
paCTH npH pacTyheM apryMeHTY f. 

§ 14. 0HT3jMO ce Hajnpe MOlke JIH y OBOj rpynH CBHX 
o6pTa~a OKO TaqKe M nOCTOjant TBKBO o6pTal:be npH KOMe 
raqKa A HCTHHCKor Kpyra ocTaje uenpoMel:beHa. HeKa je t = a 
spe.n;HOCT napaMerpa sa TBKBY raqKy A H HeKa osa raqKa 
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ocTaje uenoKpeTHa npa neKoM o6pTalhy ll. Koje je npeTcTaBJbeuo 

<lJopMyJIOM 

t' ~ ll. (t) • 

.IJ.aJbe, HeKa je 8 Ma KOja T8'IK8 HCTHHCKOr Kpyra Ca napaMeTpOM 

t = b Koja npH o6pTalh y ll Melba csoj nont:nKaj; npemocTaBHMO, 

llanpHMep, .n;a je b < a y 'leMy HHje HHKaKBO orpaHHtielbe. 

KaKO <PYHKU.Hja ll. (t), TaKO H o6pnyTa <PYHKU.Hja a- 1 (t). 
TaKae cy spcTe .u;a npu pacTyheM apryMeHTY pacTy. noiiiTO je 

ll. (a) = a, o.n;aTJie pe.n;oM aaKJbyqyjeMo .n;a cy cse senuquue Koje 

ce MOry npeTCT8BHTH CHM60JIH'IKHM CTeneHHM8 

ll.(b), ~ll(b)=~2 (b), .::l9 (b), ... ,.1-1 (b), a- 2 (b), .1~ 9 (b), ... 

Malbe o.n; a. Ho y cnyqajy .n;a je .1 (b)> b, seJIH'IHHe 

L\ (b), d 2 (b), ~s (b), ... 

06paayjy HH3 CTaJIHO pacTyHHX Bpe.D;HOCTHj aKO je d (b)< b, 
TO HCTO B8}f<:U 38 HH3 BeJIH'IHHa 

a-1 (b), a-2 (b), a_,• (b), ... 

113 OBHX 'IHlbeHHIJ.8 38KJbyqyjeMO ,n;a Ce y npBOM CJiyqajy 

uenocpe.n;ua nouasJbalba o6pTalba .1, npHMelheHa ua b, a y .n;py­

roM cnyqajy CHM60JIR'IKH CTeneuu o.n; ll (b) ca ueraTHBHRM eKcno-• 
HeHTHMa, MOpajy npii6JI1i2K8B8TH rpaHH'IHOj spe,n;HOCTH g KOja 

Jie2KH HJIH R3Me~y a H b · HJIH ce noKnana ca a. O.n:rosapa JIH 

rpaHH'IHH 6poj g, peiJ.IiMO, Ta'IKii 0 Ha HCTHHCKOM Kpyry Y., TO 

riOTeHIJ.Rje O.ll: d Ca ri031iTHBHiiM O.lJ:H. HeraTiiBHHM eKCriOHeHTHMa 

o6pa3yjy KpeTalba npH KOjHM TaiJKil B npena:3R uaj3a.n; y npo­

H3BOJbHY 6JIH3HHY TaiJKe 0, H y HCTO speMe T8'IKe KQje ce 

HaJia3e y npOH3BOJbHO MaJIOj OKOJIHHii TatiKe 0 OCTajy y npo­

H3B0Jbi;IO MaJioj OKOJIHHH TatiKe G. npeMa aKCHOMH III, MOpaJIO 

6u, .n;aKJie, riOCTOjaTH KpeTalbe KOje npeBO.lJ:H Ta'IKY 8 y 0 H y 
HCTO BpeMe T8'IKY 0 OCT8BJba HenpoMelbeHOM j OBO npOTHBpeq~ 

nojMy KpeTalba, flpe.hta iiiOMe je o6pilia1be .1, 11:0je ociiiasJba iiia•ucy 
A neiio!CpeiiiHOM, nyJJCHO iiiUICBO o6piiia1be lCOje c8e iiiaqfCe !Cpyra ~ 
ocili.asJba neiiO!CpeiiiHUM, iiij. aa osaj !Cpyr je uaeniiiuiiieiii. 

§ 15. Ha .n:e$tmllu;uje HCTHHCKor Kpyra uenocpe.n:uo je jacHa 

osa 'IHlbenuu.a: 
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nocmoju mauna o6pilialbe 'ouo mattue M uoje upeno4u neuy 
iipOU3BOJbHO 4Giliy ilia'-1/CY 0 UCiliUHCICOr upyra X y 4pyry iipOU3-
BOJbHQ ;1ailiy iliattuy S mor ucmor upyra. 

§ 16. l1asernheMo ca.zr.a jorn je.zr,Ho csojcTBO rpyne r<peTai:ha 
HCTHHCKOr Kpyra y ce6n. 

HeKa cy 0, S, T, Z TaKae 'IeTnpn Ta'IKe Ha HCTHHCKOM Kpyry 
X .zr,a OHO o6pTal:be OKO TaiJKe M, ITOMOhy KOra TaiJKa A rrpeJia3H 
y S, Ta'IKY T Kpehe y Z TaKO .zr,a je ITOJIO)I{aj TaqKe Z je.zr,H03Ha'IHO 
o.zr.pe~eH ·Ta'IKaMa 0, S, T. AKo He .Melba.Mo iioJlo:JJCaj Ta'IKH 0, 
a KpeheMO Ta'IKe S H T ITO HCTHHCKOM Kpy.ry, iliO fie ce iipu 
Heiipe1CU4HOj upo.MeHu iiOJlo.JJCaja iliattaua S u T .Melbailiq u iiOJlOJJCaj 
iliattue Z HeiipellU4HO. 

)la 6HCMO OBO ,ll,OKa3aJIH 1 o.zr.a6epHMO je.zr,aH 6eCKOHaqHH 
HH3 Ta'IaKa 81, S2, Ss, · · • KOje KOHBeprHpajy rrpeMa Ta'IKH S H 
je.zr,aH 6ecKOHaqHa HH3 TaqaKa T1 , T2 , T8 , • • • Koje KOHBeprupajy 
rrpeMa T. 06pTal:ba OKO Ta'IKe M, noMohy Kojnx Ta'IKa 0 rrpe­
Jia3H y 81, 821 8 3 1 • • •, 03Ha'IHfteMO Ca .1 1 , .1 2 , '.18 , • • •, a TaqKe 
Koje rrpoa3aJia3e rrpH OBHM o6pTalhHMa ~ 1 , .12 , .18 , • • • , H3 T1 

O,ll,H. T2' Ts'... 03Ha'IHMO ca zl O,ll,H. z2, Zs' ... ; Ta.zr,a Tpe6a 
.zr.a JI.OKa)l{eMO .zr.a TaiJKe zl' z2, Zs, ... KOHBeprnpajy rrpeMa Ta.liKH 
z. HeKa je TaiJKa Z* Ta'IKa aryrnlbaBalba Ta'IaKa Zr ,· z2' Zs' .... 
npeMa aKCHOMH III, ITOCTOjH Ta.zr,a o6pTal:be OKO TaiJKe M, ITOMOhy 
Kora Ta'IKa 0 rrpeJia3H y S n y. HCTO speMe Ta'IKa T y .Z*. A 
THMe ce rroKaayje .zr.a je Ta'IKa Z* je.zr,H03Ha'IHO o.zr.pe~eHa n ca 
TaqKOM Z HJI.ehTH'IHa. 

§ ·17. Y §§ 14-16 Ca3HaJIH CMO .zr.a rpyrra CBHX 06pTal:ba 
HCTHHCKOf Kpyra y ce6H HMa OBa CBOjCTBa: 

1. He rrocrojH HHKaKBO o6pTal:be OKO TaqKe M, ocnM a.zr,eH­
THTeTa, rrpH KOMe 6H HeKa Ta'IKa HCTHHCKOr Kpyra X OCTaJia 
HerroKpeTHa. 

2. AKo cy 0 H S Ma Koje .zr,se rrpoH3BOJbHe Ta'IKe ·ucTnH­
cKor Kpyra X, CHrypHO ITOCTOjH 06pTalbe OKO TaqKe M KOje 
rrpeBO,ll,H Ta'IKY 0 y S. 

3. HeKa npH HeKOM o6pTal:by OKO M, KOje Kpehe Ta'IKY 
0 y S, HCTOBpeMeHO Ta'IKa T npeJia3H y Z; THMe TaqKa Z je.zr.­
H03Ha'IHO o.zr.peljeHa ITOMOhy 0, S, T HerrpeKH,ll,HO Mel:ba CBOj 
ITOJIO)I{aj Ha x, Ka,ll, TaqKe S H T HenpeKH,ll,HO Mel:bajy CBOj ITOJIO­
)I{aj Ha x. 
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Ose TPH oco6HHe nomyHo o.n:pe~yjy CTPYKTYPY rpyne 
TpaHc¢opMaU.Hja L1 (f) KOje OJ(fOBapajy KpeTalhHMa HCTHHCKOr 
Kpyra y ce6H. HaHMe, nocTaBHheMo osaj eTas: 

Fpyila CBUX KpeiflaHJa UCWUHCIWr Kpyra Y.. y ce6u, KOja cy 
o6pmaHJa OKO ifla'lKe M, jecme xoJIOeP.apcKu uaoMopcj:ma ca rpy­
iio.M 06U'lHUX o6piflaHJa je/l,UHU'lHOr 6pOjHOr Kpyra y CQ.MO.M ce6u 
OKO ifla'l/Ce M. 

§ 18. AKO 3aMHCJIHMO OHO o6pTa!he OKO TaqKe M KOje 
npeBOJ(H TaqKy 0 HCTHHCKOf Kpyra X Ca napaMeTpOM 0 y TaqKy 
S ca spe.n:Howhy napaMeTpa s, npeTcTaBJbeHo noMohy TpaHc­
¢opMaU.HOHe ¢opMyJie 

t' = tJ. (t, s), 

npH qeMy Y3HMaMO spe.n:HocT <l>YHKU.Hje L1 (t, 0) = t, ysa.n:eheMo 
Ha OCHOBY Ha~eHHX OC06HHa rpyne o6pTalba J(a je· ¢YHKU.Hja 
L1 (f, s) jeJ(H03HaqHa H HenpeKHJ(Ha 3a CBe Bpe.n:HOCTH o6ejy npo­
MeHJbHBHX t H s. TaKo~e cJie.n:yje, nowTo je s o.n:pe~eHo .n:o 
BHwecTpyKe spe.n:HoCTH o.n: 2 ~ noMohy .n:se o.n:rosapajyhe spe.n:­
HOCTH f H t', J(a ¢YHKU.Hja !!.. (f, s), npH KOHCTaHTHOM f H pacTy­
HeM s, cTaJIHO HJIH pacTe HJIH onaJI,a, H nOWTO oRa 3a f=O npe­
Jia3H y S, TO HaCTyna HymHO npBH CJiyqaj. OpeMa TOMe je 

!!.. (t, t) >!!.. (0, t)' Ll (0, t) = t; (t > 0)' 

a nOWTO je 
!!.. (2Tt, s) = 2Tt+!!.. (0, s) = 2n+s 

TO CJie.n:yje 
A (2~, 2lt) = 4Tt. 

OpeMa TOMe ¢YHKIJ.Hja ·A (t, f) (> f) jeJ(He npOMeHJbHBe f HMa 
oco6HHY .n:a cTaJIHO pacTe o.n: 0 .n:o 4 Tt, Ka.n: arpyMeHT t pacTe 
OJ( 0 J(O 2rr. 113 OBe OKOJIHOCTH OJ(MaX 3aKJbyqyjeMO: 

AKO je J(aT Ma KOjH ll03HTHBHH 6poj f' ~ 2 :n:, OHJ(a yseK 
nOCTOjH je.n:aH H CaMO je.n:aH ll03HTHBHH 6poj t, TaKO J(a je 

A(t,t)=f'; 

npH TOMe je t < f'. BpeJ(HOCT napaMeTpa f .n:aje HaM je.n:Hy TaKBY 
TallKY HCTHHCKOf Kpyra, J(a Ce, npH H3BeCHOM o6pTalby OKO 
TaqKe M, TaqKa t = 0 llOMepa y TaqKy f, a HCTOBpeMeHO TaqKa 
t y TaqKy f'. 
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03HaqaMo ca.U. OHY ape.ZJ;HOCT t aa Kojy je 

A (t, f)= 2lt; 

ca q> ( ~), ape.ZJ;HOCT t 3a Kojy je 

L\ (t, t) = q> ( ~ ) , 

ca q> ( ;
2
), a ape.ZJ;HOCT t 3a Kojy je 

A (t, t) = q>(Jz), 

ca q> (;s), ... ; .ZJ;aJbe, y3MHMO yonrnTe 

L\ [ q> ( 2:), q> (;,.) l ~ q> (a; 1 ) , 

z1 z2 z8 a=-+-+-+··· 2 22 28 , 

r.ZJ;e cy Z1 , Z2 , z8, .•. ~H<l>pe O.ZJ; KOjHX je CBaKa 0 HJIH 1. nornTO 
6pojeBH HH3a 

q>(;l)· q>(;t + ~:)· q>(~1·+ ;: + ~:) .... 
CHrypHO HHKa.ZJ; He Olla.ZJ;ajy H CBH OCTajy < q> ( 1 ), TO ce OHH 
npH6JIH>KaBajy HeKOj rpaHHqHOj Bpe.ZJ;HOCTH; OBJ heMO 03HaqHTH 
Ca q> (a). <l>yHK~Hja q> (a) 6Hhe <l>YHK~Hja KOja Ca pacTyhHM 
apryMeHTOM CTaJIHO paCTe; .ZJ;OKa3aheMO .ZJ;a je OHa H HenpeKH.ZJ;Ha. 
YCTsapH, aKO OHa Ha HeKOM MecTy 

a= Z1 + z2 + z8 + ... = L a,. = L a,.+ 1 , 
2 22 21 n=ao 2" n=ao 2" 

(
a,. = :i_ + Z2 + ... + Zn) 
2n 2 22 2" 
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ue 6u 6una HenpeKQAHa, TO 6u o6e rpaauque ape,n:aocTH 

L cp (a"+ 1) 
n=oo 2n 

MopaJie 6nTH pa3JiuquTe je,n:Ha o,n: ,n:pyre u, npeMa TOMe 6a 
6ecKoHaqHu HH3 TaqaKa Koje o,n:roeapajy napaMeTpHMa 

t - (~) t - ( a,) - cp 2 ·' - cp 22 , 

Mopao KOHBeprapaTH npeMa je,n:Hoj ,n:pyroj Taq~~~. 

o.n: taqKe Kojoj Koueeprupa 6ecKpajHH HH3 TaqaKa 
eapajy napaMeTpHMa 

t = cp (a, ; 1) ' t~ (~) q> 22 , 

pa3Jiuquroj 
Koje o,n:ro-

Hero o6pralbe, npu KOMe raqKa t ~ cp ( ~~) npeJia3u y raqKy 

I= cp (a"+ 
1
), npeBOAH HCTOBpeMeHO H TaqKy f = cp (__!__) y 

~ . . ~ 

TaqKy t = q> (-
1
-) ; a HOIIJTO 6pojeBH q> (_!__) , cp (_!__), q> (_!__) 

2n-l 2 22 21 

<:TaJIHO ona,n:ajy H 3aro raqKe Ko]e o.n:roaapajy OBHM napaMe­
TPHMa Mopajy KOHBepruparu npeMa HeKoj raqKu A, OH,n:a he, 
c o63upoM .Ha aKCHOMY III Ha OcHoay je,n:Hor qecro npuMelbH­
BaHor HaquHa 3aKJbyquaalba H o6a rope noMeHyTa 6ecKOHaqHa 
HH33 TaqaKa KOHBeprupaTH npeMa HCTOj TaqKH. 

00IIITO ¢YHK[(Hja cp ( o') CTaJIHO pacre H HenpeKH,n:Ha je, 
088 ,n:onyruTa T8KO~e je,n:H03HaqHy H HenpeKHAHY. HHBep3ujy. 

06ptalbe OKO raqKe M, npu KOMe. raqKa f = 0 npeJia3H y 

',['aqKy t = cp (a"), npeBOAH HCTOBpeMeHO raqKy f = ~ ( bm) y Taq, 
~ . ~ 

KY t = cp ( bm + a"), r,n:e ce no.n: bm no.n:pa3yMeaa Ma ·Koju u;eo 
· 2m 2" 

6poj. noruro 3a n = oo ape,n:Hocru cp (~:) KOHseprapajy npeM~ 

ff ( o'), a 6pojeBH cp ( :: + ;:) HCTOBpeMeHO KOH.Beprupajy npeMa 



' 

cp ( ~: + 0'), TO, rrpeM:a aKCHOMH Ill, IIOCTOjH o6pTalhe KOje IIOMepa 

TaqKy t ==; 0" y t = cp(a') H HCTOBpeMeHO T3'lKY t- cp (~:) y 

( 
bm ) . 

f = cp 2m + (J '' TJ' 

A (cp (~:), cp (a)) ~ cp (~: -: a) , 

a IIOIIITO je cp HerrpeKHJJ;Ha cpyHK~Hja, ~3 TOta YOIIIIITe 3a rrpOH3-

BOJbHe napaMeTpe 't' H a cne.n;yje 

A (cp ('t'), cp (d))= cp ('r+o). 

TuMe je .n;oKa3aHo .n;a, aKo y TpaHccpopMa~HoHy cpopMyny­

t' =A (t, s) 

yse,n;eMO IIOMOhy H3BeCHe y3ajaMHO je.n;H03Ha'lHe cpyHK~Hje cp 
MeCTO napaMeTapa t, t', s Hose rrapaMeTpe 't, 't', o 3a Koje je 

t- cp ('t), t' = cp ('t'), s = cp (d), 

OHJJ;a ce o6pTalhe y HOBHM napaMeTpHMa H3pa>KaBa <!JopMyJIOM 

t' == t+a. 

Qsaj CT8B IIOKa3yje ,n;a je TBp~elbe IIOCTaBJbeHO y § 17 T3'lHO. 

CTasuheMo joiii Mecro napaMeTpa d napaMeTap w = 2mJ H 

Taj napaMeTap (J) H3383TH YFJ!O.M HJIH /{yJICUHO.M ll)JICQ H3Me~y 

TaiJaKa 0 (o = 0) H S (Tj. o) Ha HCTHHCKOM Kpyry 1tj o6pTalhe 

IIpH KOMe Ta'IKa 0 (o = 0) npeJia3H y T3'lKY S (Tj. o), Ha3BaheMO 

o6pUlafbeM A [w] ucUluHCJCOr JCpyra 11. y ce6u aa yrao w. 

§ 19. 0BHM ,li;OK330M CTaBa y § 17 3aBpliiHJIH CMO HCTpa­

>KHBalbe o6pTaH:.a HCTHHCKOr Kpyra X y ce6H. Ha OCHOBy § 11 
H § 12 ysu~aMo .n;a y § 13 .n;o § 18 rrpuMelbeHH nocryn~H H 

JJ;OKa3aHe 'lHibeHH~e 3a HCTHHCKH Kpyr 11. Ba>Ke TaKO~e 33 CBe 

HCTHHCKe Kpyrose OKO M KOjH Jie>Ke y yHyrpaiiiibOCTH X. 

0pH~HMO C3,ll;8 HCTpa>KHBalby rpyne rpaHCcpOpMa~Hja CBUX 
Ta'laKa rrpH o6pralbHMa paBHH OKO CTaJIHe Ta'IKe M H JJ;OK3>KHMO 

pe,n;OM Hape,n;He CTaBOBe: 

HeJCa ce aHa o He/COM ucUluHCJCOM JCpyry p. OJCO M 11a je OH 
aaUlaopeHa )/{ op.o.aHOBa !Cpuaa y 'lujoj yHyUlpawfbocUlu JLeJJCu Ula'lJCa 
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M; liia.o.a He llocliioju, ocuM u.o.eHliiuliieliia, HU/WKBO o6pliiafbe paaHu 

OKO M KOje 6u CBOKY liiO'lKY UCliiUHCilOr Kpyra (..L OCillOBUJlO Hello­
!lpeillHO.M. 

LI.a 6HCMO oao JI.OKa3aJJH, 03HaqHMO o6pTalhe q~<o M, npa 
KOMe CBaKa TaqKa Ha (..L OCTaje HenOKpeTHa, Ca M K npeTnOCTa­
BHMO, llpBO, HacynpOT TBp~elby, JI.a llOCTOjK Ha p.. HeKa Tat:!Ka A 
y t:!KjOj npOK3BOJbHOj 6JJK3HHH JJe}!{e TaqKe KOj~ Melbajy CBOJ 
noJJO}J{aj npH HeKOM o6pTalhy M. OnHrnHMO OKO A, rnTo je 
npeMa § 12 CBaKaKO MOryhe, HCTHHCKH Kpyr a: KOjH 6H npOJJa-
3HO Kp03 jeJI.HY npeMa M npoMeHJbKBY TaqKy H KOjH 6H 6HO 
JI.OBOJbHO MaJJH, TaKo .11.a 6H, Ha ocHOBY roplbe npHMeJI.6e, 3a 
!hera Ba}!{HO CTaB y § 14. HeKa je 8 npeceqHa Tat~Ka oBor Kpyra 
ca p.; TaJI.a ce KpeTalbe M HCT01l.06Ho KapaKTepHrne Kao o6pTalbe 
Kpyra a y ce6H npH KOMe TaqKa 8 ocTaje HenoKpeTHa. AJJH, npH 
jeJI.HOM TaKBOM o6pTalby, OCTajy, npeMa § 14, CBe Tat:!Ke Ha Ct 

HenoKpeTHe, rnTo HHje Moryhe; npeMa TOMe, Hawa ce npBa npeT­
nocTaBKa llOKaayje KaO HeJI.OnyrnTeHa. 

KoHcTpyHrnHMO ca.11. ol<o M cHcTeM 3aTaopeHHX KpHBHX KoM:e 
6H npHll8JI.80 Kpyr (..L H npH qeMy 6H CBaKa OJI. OBHX HJJH CaJI.p~ 
}!{aJJa p;eJJy .11.pyry KpHay, HJJH 6u 6uJJa nomyHo caJI.p}!{aHa y 
TOj KpHBOj,. T8KO JI.a 6H K:P03 CBaKy Taq.Ky 6pojHe paBHH npOJJa-
3HJJ8 jeJI.H~ H caMo je.u:Ha Kpuaa TOr CHCTeMa. OpeTnoCTaBHMO 
Tall.a, .u.pyro, .HacynpoT roplbeM TBp~elby, .11.a je A. jeJI.H8· Kpuaa 
OBor cucTeMa y yHyTparnlbOCTH .HJJH' BaH p., TaKo .11.a cBe TaqKe 
y npcTeHaCTOj o6JJaCTH H3Me~y p. H A., npu caaKOM o6pralby M, 
OCTajy HenoKpeTHe, JI.OK y npOH3BOJbHOj 6JJH3HHH KpHBe A llOCTOje 
TaKBe TaqKe Koje He ocTajy HenoKpeTHe npu caaKOM o6pTalby M. 

HeKa je A TaqKa Ha A., y qujoj ce 6JJH3HHH, npu o6pTalbHMa 
M, HaJJa3e noKperHe Tat~Ke; onHWHMO TaJI.a OKO A HCTHHCKB 
Kpyr a: KOjH npOJJa3H Kp03 jeJI.HY 011. OBHX llOKpeTHHX Tat:laKa H 
KOjH je JI.OBOJbHO MaJJH T8KO JI.a 38 lbera Ba}!{H CT8B y § 14. 
OowTo OBaj Kpyr npH JI.OBOJbHOj MaJJeHOCTa, cBaKaKo npoJJa3H 
Kpoa jeJI.aH .11.eo npcTeHacre o6JJaCTH KOja ce He Kpehe npH Kpe-. 
TalbBMa M, OliJI.a ce KpeTalbe M y acTo BpeMe MO}!{e KapaKTe­
pucaTH Kao KpeTalbe Kpyra a y ce6u, npu KOMe 6ecKpajHo MHore 
TaqKe Kpyra .a: ocrajy HenoKpeTHe. 3aTo 61-1, npeMa § 14, npa 
o6pT8lbHM8 M MOpaJJe. CBe Tat:!Ke Kpyra a OCT 8TH H8llOKpeTHe~ 

rnTO . npOTHBpet~H Hawoj npeTnocTaBp;H. THMe je noKa3aHo .11.a 
npH o6pTalbHMa M CBe. TaqKe paBHH OCTajy HenoKperHe. 



192 JlollataK IV 

' § 20. flOCT8BHHeMO Ca.H, OBO EIBX<HO TBpijelhe: 

Caauu ucliluHCilU upyr je 3alilaopeHa )f{op!{aHoaa 1epuaa; 
I - -· - • __; . CUCUle.M CBUX UCUlUHCICUX llpyrOBa OUUCQHUX 0/CO .Ma ICOJe Ula'llle 
M uciiyfbaB(l 6ea iipaaHuHa Hawy paBaH lilauo !{a caauu ucliluHCICU 
xpyr oiiucaH ouo lila'lue M o6yxBalila caauu !{pyru lilauaB upyr 
.UJIU je fbU.Me o6yxaaheH. CBa o6plilafba .1[ ru) Hawe paBHU ouo 
lila'lue M. uapaJICaaajy ce lilpaHcrjwp.MaquoHUM rjJop.MyJia.Ma o6JIU/la 

x'=f(x,y;w), y'=g(x;y;w); 

.UlY X, y H :)( 1
, y' 03Ha'laBajy ICOOp!{UHalile lila'lalla y 6pojHOj paBHU, a 

f, g je!{HOaHa'lHe Heilpeuu!{He rjJyHuquje lilpujy iipo.MeHJbUBUX x, y, w. 
JI,aJbe, aa caauy lila'lKY x, y rjJyHuquje f, g, y uor;ze,4y arpy.MeHUia 
w, u.Majy 6poj 2 ~ aa Haj.Mafby cu.MyJIUiaHy iiepqo!{y, mj. CBaua lila 'lila 
UCUiUHCICOr Kpyra 1Cp03 lilG'lllY (x, y) ,406UBp Ce iio je,4aHilylli U CG.MO 
flo je!{aHuym, auo ce iiycmu ,4a w iipe.naau cae ape!{Hocmu 0.4 0 
JI.O 2ll'. Hajaa){, a a c.narafbe ,4aa o6pUiafba 3a yr .noae ru, ru' BaJICu 
.rjJop.MyJia 

.1 [ ru] .1 [ w'] = 11 [co+ w'). 

§ 21. Pa.zr,u AOKa3a nocTasJbeHux Tspijelba y3MHMO oneT 
1fCTHHCKH Kpyr 'lt OKO M, HCllHTHB8H npso y § 3 AO § 18, KOjH 
je 3aTsopeHa )Kop.zr,aHosa Kpusa u nocMaTpajMo o6pTalbe osor 
1fCTHHCKor Kpyra x y ce6u. flpeMa § 18, yseruheMo yrao w 

'TaKO Jl.8, K8A je A8T8 HeKa spe.zr,HOCT OA UJ H3Meijy 0 H 2 7t1 

6y.zr_e jeJI.H03H8'lHO o.zr_peijef!O je.zr,HO KpeTalbe HCTHHCKOf Kpyra X 
y ce6H. naKJie, CB8KOM o6pTa1bY HCTHHCKOr Kpyra X y ce6H 
o.zr.rosapa C8MO je.zr,Ho o.zr,peijeHo o6pTalbe pasHH OKO TatiKe M, 
noruTo, npeMa § 19, Ka.zr, cy cse TatiKe Ha x HenoKpeTHe, yonruTe 
-cse T8tiKe paBHH OCTajy HenoKpeTHe. 0Ty.zr_a CJie.zr,yje .zr_a cy <l>YHK­
UHje f H g, Koje yna3e y nocTasJbeHe <PopMyne y § 20 3a o6p­
Talbe pasHH OKO TatiKe M, 3a cse spe.zr,HOCTH x, y, ru je,4H03Ha'lHe 
<i>YHKUHje, KOje, y nOrJie.zr_y W, HMajy nepHOA 2 ~. 

noKa>KHMO C8A Aa cy <i>YHKUHje f H g HeiipeiCU!{He y OAHOCy 
Ha x, y, w. Pa.zr,u Tora HeKa je 0 Ma Koja TatiKa Ha x; HeKa je, 
.Jl.3Jbe, UJ1 , Wz 1 Wa, • · • 6eCKOH3tiHH HH3 speAHOCTH KOje KOHBep­
rHpajy npeMa HeKoj o.zr,peijeHoj spe.zr,HOCTH w, a T1 , T2 , T8 , • •• 

6eCKOH8tiHH HH3 T8'l8K8 Harne paBHH KOje KOHBeprupajy npeMa 
Ma KOjOj T8t:IKH T. 0He T8tiKe KOje npH H3BOijelby 06pTalba 38 
yrao OJ1 1 W2, w,, • • • npOH3HJia3e H3 0 03H8tiHHeMO Ca 81 , 82 , 8 8 , ... 
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a . TARI<e KOje npOH3HJJD8e HS TnaKa r,_ I r. I '· I • • • npH 
.o6pT81i1Hldl w, I w., w, I •• ; 03Hil'JJ4hltMQ ca z, I z3 I z. I •••• 

Hajsa4, HeKa Tattl\e Koje opOHilfJJll3e qa 0 H T o6pntt>eM sa 

"yrao w, 6yJJ.y oaHalleHe ca S a z .. Tpeoa JJ.O~aaar11 JJ.a Ti'U<e 

z,, z,, Za, •.. KOaaeprup~jy npeMa z. 
nomro T8ttKe r,_' r. I r. I • • • KOHJeprupajy npeMa Tlqlo:H 

T, TO ce MO}Ke OJJ.peJJ.HTJI )f(op.u;aaoaa o6nacT a· y qH}Oj YHY­

TP811Hb0CTH Jie.>Ke cBe raqKe M, T, T,, T2' r. I • • • • OpHMeHNMO 

T8ll.B H8 OBY )KOpJJ.BJIOBY QOo/IBC:T OHO o6pT8lbt! OKO TaqKe M 
KOje TBilKY 0 OOMepa y S. TaKO H8 06JiaCTH Q JJ.06HBeHy )f{op­
.l{BHOBY ·oo,llaCT OSHaqqnt!MO C! H; OHa, CBBKIKO, CBJJ.p>ICH raqKe 

M H Z. HajsaJJ., KOHCrpyamKMO sarsopeay )f(opJJ.aHoey·l(pHay a 

1<0ja ca;ztp.m:a ~eny o6JJacT H y yayrpaiUlhOCTH, Tj. osy oonacr 

ooyxsaTa TaKa, .lla HHjeJJ.aa H>efla TatJKa ae JIP.}KH aa H . 

.UoKaaaheJ.tO Call. ll.B Oll. TaqaKa Zu z21 Za I • • • CBaKaKO 

Ca"W jeJJ.aH KOHBtiBH 6poj Jie>KH BBH KpHRe a. ':f CTBBpH, BKO ISH 
6ecKOHaqao 1\flJOro OJJ. THX TalJaKa, Hanp. Tat~Ke Z11 , Z11 , Z1., ••• 

Jie.>KaJIO BaH a, yonmTe MOPJIH 6HCMO 3ai'tiHCJIHTH JJ.a cy· TBqKe 

M u T1,., sesaae HeKOM )f(opJJ.aHOBOM KpusoM y,., Koja ce npocrupe 

y yHyTpaml:bOCTH o6nacTH 0, · H TBJJ.a uaseCTH ca y,., o6pTalhe 

aa yrao w111 • Ta1<o oocraJla KP1faa coaja raq:1<y M ca T8ttKOM Z1,., 

H 3aTO 6H, CBaKBKO, MOpaJia npece~aTH KpHBY a y HeKOj TatiKH 1 

HanpuMep y TatiKH 8,.,; HeJ(a je A, Ta T8tiK8 HB Y,. KOja npH 

o6pTal:hy sa yrao w1,., npenasu: y B,.,. Ooruro raqKe A1 , A2 , 

A 3 ,... ocTajy cse y yHyTpaml:hOCTH o6nacTH 0, a cse TaqKe 

B 1 , 8 2 , 8 3 , ••• Ha KpQaoj a, TO carypno nocToja TaKas 6ecKo­

HatiHH HHS HHJJ.eKca hp h2 , h8 , ••• npu KOjHM 6u TaqKe Ah,, Ahzo 
Aha• . . • KOHseprqpane npeMa TaqKH A Koja Jie}KH y. yayTpalli­
lhOCTH 06JiaCTH 0 HJIH Ha l:beHOj rpaHH!):H H y HCTO BpeMe 6H 

TaqKe B hp B h., B h., . • • KOHseprapane npeMa .raqK~ B KOja Jie}KH 

Ha KpHBOj a. Ho MH SHaMO ~a TatiKe sl' s2' Sa' • • • KOHsepru­

pajy rrpeMa.. raqi<Jf S; npeMa TOIVJe, (: p6:iHPOM Qa aKCWOMY III, 
MOpaJIO 6H nOCTOjaTH o6pTal:be OKO TatiKe M KOje Kpehe TatiKy 

0 y S ·~ HCTOiilp~MeHO A y 8; a TO :HHje. MOryhe; jep t'SH npH 

OBHM o6pTtJ.H>HMa Mppana TatiKa A O:pehu 'y .TatiKY y yHyTpalli­

lhOCTJf .o6nac~~ H HJni. Hi!. llil'my rpaHI.f~y; Hanpotras; Tatii<3. B je 

Ha I<PHBOj II KOja ~My OOJIBCT 'fi ta):(p>tni y ~ csojoj .· yHyTpaiii­
I:bOCTH. 

Ocaosu reoMeTpuje 13 
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Ha Taj HaqHH CMO YBH,ll;eJIH .n;a CHCTeM TaqaKa Zt' z2' Zs' ..• 
: MOpa neo JieiKaTH y ynyTpaiiii:bocTH HeKe :>Kop.n;aHoBe o6JiaCTH. 

HeKa je Z* TaqKa sryiiilbaBalha TaqaKa z1' z2' Zs' ....• 
OOIIITO TaqKe sl' s2' Ss' . . . KOHBeprHpajy npeMa TaqKH. s, TO,. 
npeMa aKCHOMH III, nocTojH o6pTalhe OKO raqKe M npH KOMe 

TaqJ<a 0 npeJia3H y TaqKy S H HCTOBpeMeHO TaqKa T y TaqJ<y 
Z*. AJIIf DOIIITO 6H, npH OHOM o6pTalby OKO 'J.'Sl!Ke M KOje npe­

BO,li;H 0 y S, MOpaJia TaqKa T npehH y T8'1IKY Z, TO, 360r npeT­

XO,li;HO .n;oKasaHe je.n;HosuaquocTH <PynKIJ,Hja I H g, HYiKHO cJie-. 

.n;yje .n;a je Z* = z' Tj. TaqKe z1' z2' Zs' . . . sryiiilbaBajy ce 
caMo Ha. je.n;uoM MecTy, naHMe Ha MecTy z. THMe je .n;oKasaHa 

HenpeKH,li;HOCT <PYHKU:Hja I H g y o.n;Hocy Ha ripoMeHJbHBe x, y, w. 

CTaBHMO ca.n; y <PYHKU:Hje I H g MeCTO x, y KOop.n;HHaTe 

Ma I<Oje TaqKe p Hallie paBHH KOja JieiKH y yHyTpaiiilbOCTH Kpyra 

x HJIH BaH !hera. TaKo .n;o6Hseue <PYHKU:Hje 1 ( w ), g ( w) caMo no· 

je)I;H~j npOMeHJbHBOj w, He MOry HMSTH npOH3BOJbHO MaJie CHMYJI­

TaHe nepHo.n;e. Jep noiiiTO cy one HenpeKH.n;He <flynKU:Hje o.n; w. 
6HJie 6H y OBOM CJiyqajy KOHCTaHTe; HO Ta,ll;a 6H, npH CBHM 

o6pT8lbHMa paBHH OKO TaqKe M, TaqKa P OCTaJia HenoKpeTHa. 

rnTo npoTHBpeqH aKCHOMH II. HajMalbH CHMYJITaHH nepHo.n; OBHX: 
. 2~ 

.n;sejy <PYHKIJ,Hja I (w), g (w) MOpao 6H saTo 6HTH o6JIHKa - • 
n 

r.n;e je n neKH u:eo nosHTHBHH 6poj. Hs osora CJie.n;yje .n;a ce 

,li;06HB8 HCTHHCKH (Kpyr KOjH npOJI83H Kp03 TaqKy p 3KO ce y 

<tJopMyJiaMa 

X= l(w), y = g(w) 

21t 
nycTH .n;a ,npoMeHJbHBa w npelje spe.n;HOCTH o.n; 0 .n;o - • Osa.. 

n 
KpHBa je 38TBOpeHa H 6e3 ,li;BOjHHX TaqaKa; OHa 38TO npeTCTSBJba 

HCTHHCKH Kpyt KOjH npOJI83H Kp03 P ca IJ,eHTpOM y TaqKH M. 
z~ 

AKo ca.n; pasaH o6pHeMo 3a yrao - , OH.n;a npH TOMe cse TaqKe 
n 

OBOr HCTHHCKOr Kpyra, KOjH npOJI83H Kp03 TaqKy P, OCTajy Heno­

KpeTHe H CTOra 6H, npeMa § 19, CBe TaqKe paBHH MOpaJie OCT8Tll 

HenoKpeTne; HO TaqKe Ha HCTHHCKOM Kpyry x ocrajy uenoKpeTne 

C8MO npH OHOM 06pT8IbY K8)1; je n = 1. TaMe CMO DOTDYHO ,li;OKa-

38JIH CBS TBp~elba CTaBa DOCTaBJbeHOr y § 20. 
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§ 22. Ca.zr.a JiaKo yau~aMo u TaquocT oaux qHlbeHHUa: 

A«o -wa «oje P.Be iila'l«e iipu «pelllaHJy paBnu oclllajy neiio­
«pelllne, OHP.a cBe llla'l/ie paBnu ocmajy nello«pelllne, lllj. «pelllaHJe 
je UP.enlllulllelll. 

CBa«a ce llla'l«a paBnu yBe« MOJICe ilpeBeclllu «pelllaHJe.M 
(lllj. iiOMOhy /l,BU ooplllaHJa) y CBGilY /l,pyry lllG'lllY paBitU. 

npaa qulbeuuua uenocpe.zr.uo cne.zr.yje ua · cTaaa y § 20; 
.zr.pyra qHlbeHQUa ce .zr.o6Haa aKo ce OKO caaKe Tat:IKe onuwe 
HCTHHCKH Kpyr KOjH npOJia3H Kp03 .zr.pyry TaiiKY; npH TOMe Ce 
OBH KpyrOBH HY>KHO MOpajy cehu. , 

§ 23. Haw uajaamuuju .zr,aJbu UHJb cacToju ce y TOMe .zr.a 
ce y8eP.e iioja.M uclllunc«e iipaBe· y nawy reo-welllpujy u paaBujy 
ocoouHe OBOr iioj-wa neoilXOP.He aa uarpaljuBaHJe reo-welllpuje. 

Pa.zr.u TOra·ycTaHOBHMO uajnpe uape.zr.ue uaauae. AKo cy A, 8 
u A', 8' .zr.aa TaKaa napa CJIHKa Tat:IaKa .zr.a ce npH neKOM Kpe­
Talhy MO>Ke npeaecTu Tat:IKa A y A' u ucToapeMeno B y 8', 
ou.zr.a heMO pehu: (uclllUitCila) P.YJIC AB je llOitrpyenlllna (y ana­
lJU.Ma =) (uclllunc«oj) P.YJJCU A'B'. ,lJ.aJbe, P.Ba uclllunc«a «pyra 
uaaaaheMO «onrpyenlllnuM aKO nocToju KpeTalbe Koje' npeao.zr.u 
cpe.zr.uwTe je.zr.uor Kpyra y cpe.zr.nwTe .zr.pyrora u acToapeMeHo 
lbHX caMe npeao.zr.u je.zr.au y .zr.pyru. 

no.zr. iiOJZyooplllOM H OKO Tat:IKe M paayMeheMO o6pTal:be 
aa yrao 1t, Tj. o6pTal:be Koje jow je.zr.noM H3Be.zr,euo .zr.aje u.zr.eu­
THTeT. AKo cy A, B, C TaKae TPH TaqKe .zr.a A npu je.zr,HOM 
DOJiyo6pTy OKO 8 npeJia3H y C H HCTOBpeMeHO TaKO~e npH 
OBOM DQJiyo6pTy npeJia3H C y A, OHJI.a HeMO Ha3BaTH Tat:IKY B 
cpeP.UHOM P.YJicU A C. 

JI.ym A C Ha3aaheMO BehoM HJIH .MaHJOM o.zr. .zr.ymH AB, 
npeMa . TOMe .zr.a JIH Tat:IKa C Jie>KH y yHyTpaWI:bOCTH · HJIH BaH 
HCTHHCKOr Kpyra KOjH je ODHCaH OKO Tat:IKe A 1 a npOJia3H Kp03 
Tat:IKY B. JI.a 6ucMo ua CJIHIJaH uat:IHH .zr.eqmuucanu nojMoae "Ma!:be" 
H "Bene" 3a npOH3BOJbHe .ll.Y>KH H npOH3BOJbHe Kpyrose, Tpe6a 
H3BeCTH KpeTal:ba DOMOfiy KOjHX DOt:IeTHe Tat:!Ke .ll.Y>KH OJI.H. cpe­
Jl.HWTa Kpyroaa na.zr.ajy y ucTy TaqKy. 

§ 24. YlcTHHCKa . .zr.ym AC HMa uajsuwe jeP.ny cpe.zr.Huy; aKo 
6u, uauMe, 3a .zr.ym A C nocTojane .zr.ae cpe.zr.uue u aKO 03HaiJHMO 
noJI(Y06pTal:ba OKO OBHX cpe.zr.HHa ca H1 H H2 , ou.zr.a 6H cnomeHa 
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cyncT~TYUiija H1 Hi1 IlP~T4;TiiBJRa,n:a u:peTalt:>~ ~oje 6Jt CQ!lliCY o~ 
Ta~iu<a A 11 C ocraa~MO JH!JIOKpernOMi npeM~ rPMe Qa pcHoaa 
§ 22 ,p;o6a~;~~M9/ Q31la~~najyhll HJJ;efiTHT~T £HM6onqq~p ~a l, ~a je 

H1 H21 
= 1 , Tj. H1 = H2 ; 

Ha Taj HatJDH ce ~ ~aM:e cpe.o;nae IJO~JJanajy, nocet5«q, o)l:as.«e 
IlPOPCTHqe .ll.ciJbH CTaa: 

AKo cy .li.J;Ie ,ay>K~ IV!eljy co6oM. KOt~rpyeHrse, QJ:l.z:r.a cy P 
lbHXOae IlOJIOeRHe KOJJrpyeHTtie. 

§ 25. 3a .z:r.aJbe H3BOqelbe JiiOTpeo&H HllNI je OB~j llQft19hfJH C'J.'~Jij: 
HeKa TaqKe A11 A 2 , As,, •. KOQnepntpajy IJP~M:a raqKa A, 

a TaqKe M1 , M2 , M8 , ••• npeMa Ta'lK~ M; al<O Tan,a yomwre np11 
a3aoljelhy n<:J,7Jyo6pTa oKo raq~<e M1, ra~tKa At n.pemt.3H y !Jt, 
OIJ~a he RCTO, TaKO KOHaeprapaTH nmK~ 81, (J 2 1 8 8 , • • • H TO 
npeMa oHoj Taq~R B l<Oja npoa3HJJa3a H3 raqKe A noJiyo6pToM 
OKO TaqKe M: 

Ope caera yseK ~e MO>Ke HahH )J(op.z:r.~Hoaa o6nacT y qpjoj 
ce ysyrpawJt>OCTii aanasa cacTeM TaqiU<a 8 1 , 8 2 , 8 1 , , ••• Y TO 
ce MOlKeMO yaepaTH IICTHM llOCTynKOM KOjH CMO y § 21 npH­
MeJ:UfJIH fla CHCTeM TaqaKa zl' z2' Zs' .... 

03HaqaMo ca.z:r. ca B* TaqKy 3ryUilhaBalba TaqaKa 8 1 , 8 2 , 

8 3 , •••• Ta.z:r.a, Hli ocHoBy aKC!iOMe III, MOpa nocTojaTH TaKao 
KpeTalbe Koje npeao.z:r.a TaqKe A, M, 8* y TaqKe 8*, M;· A, Tj. 
Taql{a 8*. npoa3HJI83H H3 A nonyo6pTOM OKO TaqKe M. A nowTo 
H 8 npOH3HJia3H H3 A nonyo6pTOM OKO TaqKe M, TO cne.z:r.yje 
ll,a je 8* ... (3, WTO je H Tpe6l;jJIO .lf.OK33aTH. 

§ 26. HeKa je M cpe,4uHa Helle 4YJICU A8; ilia,4a f;e~w lioKa­
aafilu 4a cBaKa 4YX AC Teoja je Maloa o~ A8 ilia~eo~e uMa 
cpe,4UHY N. 

Jla 6HCMO TO ~OK833JIH llOBYU:HMO Ma Kojy HenpeKH~Hy 
)f{opJJ.aHosy J<paay y o~ TaqKe A .z:r.o M a noTpa>KHMO sa csaKy 
Taq~ey M' ose Kpaae TaqKy 8' T!Ko .n;a M' 6y.n;e cpe.z:r.aHa .z:r.y>KH 
A8'; Ta.l(a je MeCTO TaqaKa 8', wTo ce MO>Ke 3aKJhyqaTH H3 
nOMOhHor CTaaa ~OKa3aHor y § 25, HenpeKH.li.Ha Kpasa y'. Oaa 
KpHBa r' carypao .D;OII83H y TaqKy A Ka~ TaqKa M' Ha Kpifaoj y 
AOJI83H y TaiiKY A; Y .n;pyroM naK cnyqajy npeTnocTaBHMO ~a 
je M1 , M1 , M8 , • • • 6eCKOH&'IaH HH3 Ta'laKa Ha Kpaaoj y Koje 
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KOHaeprupajy npeMa A H .!(& cy 8 2 , 8 2, 8 1·, ••• O.l(roaapajyhe 
TaqKe ua Kpaaoj y'. AKo 6a ca.l(a HH3 TaqaKa 8 1, 8 2 , 8 5 , ••• 

dMao TaqKy arywlbaBalba A* pii3JIHqHTy O.l( A, H3 TOra 6acMo 
3BKJbyqaJIH .1(8 DOCTOjH KpeTalbe KOje H3BeCHe T&qKe fW}e ce 
H8JIS3e y npOH3BOJbHOj OJIH3HHH TaqKe A OCT88Jb8 y npOH3BOJb­
HOj OJIII3HHH Te TaqKe A H y HCTO apeMe .l(OBO.D:H TaqKy A y 
npou3BOJbHY 6naaauy TaqKe A*. Ta.n:a 6a, .n:aK.?Ie.. ua ocuoay 
aKCHOMe III; TaqKa A npa aaaecnoM KpeTalby Mopana ocTaTH 
HeDOKpeTHOM H y HCTO BpeMe npehH y TaqKy A*, WTO je 
ueMoryhe. 

nowro je, npeMa Hawoj npernoctasua, .nym A C Malba o.n: 
AB, TO HCTHHCKH Kpyr KOjH je ODHC8H OKO TaqKe A H KOjH 
nponaaa Kpoa raqKy C Mopa npeceuara y HeKoj raqka 8' Henpe­
KH.ll:HY Kpaay y' Koja aeayje TaqKy A ca B. TaqKa M' Koja o.n:ro­
aapa TOj TaqKH Ha KpHBOj y jecTe cpe.D:HHa HCTHHCKe .ll:Y>KH AB', 
a nOlllTO je AC = AB', TO ce no.n:ecltHM 06pTalbeM oKo raqKe A 
MOlKe H3 Ta4Ke M' .n:o6HTH rpa>Kena cpe.l(aHa N .n:y.m~t A C. 

DolllTO .n:y>K A C nonyo6pTOM OKO caoje cpe.n:aue N npe­
na3H y .n:y>K CA, TO H3 rope .n:oKa3aHot eTa sa cne.n:yje: 

,lly>K AC yaeK je KOHrpyeHTHa .D:Y>KH CA - no.n: npeT­
nocraBKOM .n:a je · .n:ylK AC Malba o.n: o.n:pe~eue .D:Y>KH AB o.n: 
KOje CMO DOLUJIH y noqeTKY OBOr § 26. 

YICTOBpeMeHO YBH~aMO .n.a, 8KO TaqKe ct' c2' Cs' ... KOH­
. aeprapajy npeMa TaqKa A, yaeK H cpe.n:aue N1, N 2 N9,... .n:y­
. >KH A cl ' A c.2' A Cs' . . . KOHBeprapajy npeMa HCTOj TaqKH A. 

§ 21. 3a nallla .n:aJba pa3aajalba noTpeelilH cy HaM neKH 
ctaBOBH 0 HCTHHCKHM KpyrOBHMa KOjH Ce .D:O.l(Hpyjy, H TO npe 
csera je Iieonxo.n:uo ){a ce ICOHcilipyuwy J{Ba .Me~y co6oM ICOH­
rpyeniiiHa 1epyra JCoju ce J{OJ{Upyjy ciloiba y je,l{noj u ca.Mo je,l{HOj 
Uia'lJCU. 

Pa.zia Tora o.n:aoepHMO TaKo Mana Kpyt x' .n:a y lherosoj 
yttytpSllllbOCTH He JielKH HHje.n:ua .ZIS>K KOja 6H 6HJI8 KOHtpyeu­
TH8 o.n:pe~euoj .D:Y>KH AB y3eTOJ 3a OCHOBY y § 26; CTaB y § 11 
noKa3yje .zta je oso curypuo Motyhe, nOlllTO ce Hnaqe TaqKe A 
H f3 MOry HCTOBpeMeHO OpOH3B0JbHO npa6JiiOKaBaTH taql{a M. 
3aTHM1 HeKa je ;c. Kpyr KOjH Jie>KH y ynyTpallllbOCTH X1

1 a OKO 
:Hc'tor cpe.l(ttlllTa KilO 1<.1•. YaMnlV.io ca.n. !V.ia kOje .n:se tat:IKe ua 
I<pyry ll _OnlflllHMO OKO lbHX Me~y COoOM KOHrpyeutue Kpyrbae 
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a. u ·~ raKo Mane .u;a Ma Koje .u;Be ratiKe Ha x Koje neme y yHy­
rpaiiii:bOCTH a., HHKa.u; He Mory 6uru · paa.u;BojeHe Ma o.u; Kojux· 

,D;Bejy Ta'laKa Ha X KOje ne)l{e y yHyrpaiiii:bOCTH ~' y CMHCJIY 
pacnope.u;a ra'laKa Ha x. OcnM rora oau Kpyroau a H ~ Mopajy 
6uru raKo Manu .u;a n;emt ne*e y yHyrpaiiii:bOCTH x'. Ta.u;a yaMHMO 
ra'lKY P' Koja ne)I{H y yHyrpaiiii:hOCTH a H BaH x, . H Ta'lKY · R 

KOja Jie)I{H y yHyrpaiiii:bOCTH ~ H y yHyrpaiiii:bOCTH X, H OnH­
IIIHMO OKO P' H R' Me~y co6oM KOHrpyeHrHe KpyroBe n' H p' 
Koju 6u Mopanu 6HTH raKo Manu .u;a Kpyr n' n;eo ne)I{H y yHy­
rpaiiii:bOCTH a. H BaH 'l<., a .u;a, .u;aJbe, Kpyr p' n;eo ne*H y YHY­
rpaiiii:bOCTH ~ H y yHyrpaiiii:bOCTH x. · 11aBe.u;uMo ca.u; o6pral:be 
oKo · cpe.u;uiiira Kpyra a npu KOMe 6u Kpyr n' npeiiiao y Kpyr 
n" Koju cnoJba .u;o.u;upyje Kpyr x: .u;o.ii.upHe ra'lKe o6paayjy 
CHCTeM Ta'laKa KOjH HeMO 03Ha'lHTH Ca S. ,llaJbe, H3Be.D;HMO TaKBO 

o6pral:he OKO cpe.u;uiiira Kpyra 13, npu KOMe 6u Kpyr p' npernao 
y Kpyr p Koju Kpyr 'l<. .u;o.u;upyje H3Hyrpa. 0Be ra'lKe .u;o.n:upa 
o6paayjy CHCTeM Ta'laKa KOjH heMO 03Ha'lHTH Ca T. 

DoiiiTO ycne.u; Haiiier ua6opa Kpyroaa a, ~. Huje.u;aH nap 
Ta'laKa CHCTeMa S HHje ,pa3,D;BOjeH napOM Ta'laKa CHCTeMa T, TO 
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je carypno Moryhe o6pTalbeM paBHH OKO cpeJI.HWTa Kpyra 'll. 

TaKO Jl.OBeCTH Jl.O IIOKJiaiialba jeJJ.HY OJI. KpajlbHX Ta'laKa CHCTeMa 

S KOjH Jie>I\H Ha ')(. Ca je)l.HOM KpajlbOM TaqKOM CHCTeMa T KOjH 

Jiema na x a JJ.a OCTane Ta'lKe S npena3e y Ta'lKe KOje cy noT· 

nyno pa3naqaTe OJI. TaqaKa cucTeMa T. Opu osoM o6pTalhy 

.n;ocnesa Kpyr 1t" y Jl.OJI.HP ca KpyroM p na Taj naqan wTo je 

Ta'lKa C, y KOjoj je IIOKJiaiialhe, jeJI.HHa Ta'lKa Jl.OJI.Hpa. Q3H8qHM0 

Kpyr 1t
11 y lberOBOM HOBOM IIOJIO>I<ajy Ca '11:, a cpe)l.PIWTa Kpyrosa 

n H p ca P H R. 
CaJJ. heMo Jl.OKa3aTH JJ.a je Jl.OJI.HpHa Ta'lKa C nymno cpe­

Jl.HHa H3Meljy o6a cpeJJ.HWTa P a R. Y CTBapa, c o63apoM na H36op 

Kpyra 'll.', Jl.Y* PR Mopa 6HTH Malba OJI. OJI.peljene Jl.Y*" AB H 
3aTo, npeMa § 26, carypno HMa cpe.n:any; neKa Ta cpe.n:ana 6y .n:e 

Ta'lKa C*. Ta.n:a csaKH o.n: o6a Kpyra 1t, p nonyo6pTOM OKO TaqKe 

- C* npena3a y .n:pyra, a 3aTo H3 <:saKe Ta'lKe je.n:nor Kpyra no­

<:Taje TaqKa · Jl.pyror Kpyra. 00WTO je TaqKa C 3ajeJl.HHqKa TaqKa 

3a 06a Kpyra :TC H p, TO OHa MOpa, IIpH jeJl.HOM TaKBOM IIOJIY· 

o6pTy, TaKolje npeha y je.n:ny 3aje.n:naqKy TaqKy Kpyrosa 

::TC H p; OHa MOpa, 3aTO, OCTaTH HeiiOKpeTHa IIpH OBOM IIOJJyo6pTy 

ll CaMHM THM IIOKJIOIIHTH Ce Ca Ta'lKOM C* OKO KOje je H3Be· 

.n;eno o6pTalbe. 

113 MaJioqac Jl.OKa3anor CT:!Ba acTospeMeHo ca3HajeMO ose 

qafueHHI.J.e: 

/13 ICpyra 1t, liOJZyoopillO.M 0/CO · illall/Ce C Ha :TCj lipOU3UJ!G3U 

Hpyr p ICOjU CUOJbG ,40J{Upyje :rc y Uiall/CU C; OCUM p He liOCillOjU 

JtUjel{aH J{pyru 1Cpyr ICOjU je Ca :TC ICOHrpyeHillaH U ICOjU ra CUOJbG 

JJ,OJ{Upy.je y illG'l/CU C U Ca.MO y OBOj illGll/CU. 

§ .28, · lJ.aJbe Ba>I\H CTaB: 

AICo 1Cpyr 1t o6y_x8ama .Ma ICoju 1Cpyr t u J{OJ{upyje ra, OHJ{a 

Ce OBGj J{OJ{Up j{eLUaBa CG.MO y jei{HOj illG'l/CU • 

.Ua 6uc;Mo ·TO Jl.OKa3aJIH npemocTaBHMO .n:a cy Q H: Q' JJ.Be 

pa3nuqwre .n:o.n:upne TaqKe Kpyrosa t H :rc. ¥l3seJl.HMO Ta.n:a nony­

o6pT OKO TaqKe Q'; npu OBOM nonyo6pTy Kpyr 1t npena3H y 
Kpyr 1t

1 KOjH Jl.OJl.Hpyje 1t CaMO y TaqKH Q', a Kpyr t npeJia3H y 

xpy t' KOjH nemu y yHyTparnlhOCTH on;' a 3aTo, curypno, ueo 

Jie>I\H BaH 1t, Jl.OJl.HpyjyhH o6a Kpyra 1t H 1t
1 CaMO y TaqKH Q' •. 
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-
AKo uase.n;eMo ca.n; ouo o6pralbe oko cpMnill'l'll Kpyra. n, tipu 
KoMe raqlta Q npeJUt3h y Q', to tie ~ta kpyra t rtpmt~nthtt ~pyr t" 

R':oju he neo JH!}karu y yuytpatUiho~ 
CTlf 'lt, a 3llTO, CM3K~IJW, Bali t', ,ItO• 

.n;upyjyhH oBai Cal\10 y f!tJKH Q'• 
Ha Taj HtlllfiUI .n;o6uaaMo .ztaa kpyta 
t If t" O.ll; KO}HX C9clkll .n;o.tr,up}'j~ 

cnoma lMfMS l<OMrpyeHtlth t<pyr .t' 
y TaqKH Q' H TO GliiMO y OI!)Oj T8q~ 

KH, WTO UpOTHBpequ CTa.BY 'Y § 27. 

4h:ILeuau;e, hli~ea& y § 27 u 
§ 28, aa»te 11 'l'lil.n;a Ka,l(a Mec'l'o «PY· 
rosa tc u p yaMtMo MAme kpyroae. 

§ 29. HeKa jt P cpe.n;uwTe Rpyra ~ kOKcTpy~tcaaot y § 27 J · 

Q TaiiKI Ha lf1 8 1 HAj3S.ll:1 IteKa je 0 I1pOH3BOJhHa T31:J:Kil. Y tOM 

cnyqajy MOlKeMO, KOpHCTehH C:e npuMe,l(GOM H8 kpli]y § 26 It 
OCJII~ajyhH ce, RIO y § 27, Hll CT8B y § 20, 33MHCJUI'l'Pi TaqkyE 
y TlKBO} 6JIMSHHH npeMil 0 .n;a y yti:ytpatUlbOC'l'H kpyra t KO]U 

je ODHClR OKO cpe.n;uue M .ll.Y*H · OE ll KOjH ttpoJiaatt . kp03 
TS'IKt 0 H E, He DOCTOjll Hlfje.n;ua J(y.lK KOHrpyenTIUl Cit' PQ II 
.n;a HCTO B3)KH 33 caaKy TaiJKy £' H o.n;rosapajyhu g:pyr t1

; BRO 
E' nelKH jow 6JIH)Ke TB'IKH 0 Hero £,1> 

Ta.n:a B3)KH CTas: 

Kpyr t (O/l.H. t') ouucan o«o cpe.auHe M (o,aH. M') ,ayJicu OE 
(o,an. OE'A «DjU ClpoJZaau «poa ilia'l«Y 0, uomuyno je o6'yxaaf1eH 
llpyroJ« ca cpe,auwilie.M y ilia'lKU 0 «oju fipoJZaau «poa mar.ucy E 
(o,an. E') u .ao.aupnyili je lbU.Me ca.Mo y ilia'l«U E (o,an. E'). 

Pa.n;H JJ:OKa3a KOHcTpyHWHMO Hajnpe OKO TaqKe 0 TaKaB 

Kpyr Ul KOjH Kpyr t o6yxsaTa H HCTOBpeMeHO JJ:OJJ:Hpyje. Qsaj 
Kpyr W MOpa 6HTH M31bH OJJ: Kpyra '7t 1 jep 6u y cynpOTHOM 
cnyqajy Kpyr, onucaH OKO TaqKe 0 u KonrpycHTan ca 'It, yJia-
3110 y yayTpatulbOCT g:pyra l, a Ta.tt.a 6H Mopana 110tTOjaTH y 

Sj 0.!la6epHMO Kpyr tt C UeHTpOM y 0 y KOMe He .. elKH HHjeAH8 llY>K 
xoHrpyeHTHI ca PQ; H 03Hft'IBMO ca E jeaHy T3'1KY Ha py6y taxaor Kpyra 
OKO 0 'IHje yliytp4Wibe H rp8HH'IHe Ta'IKe O.!lpe~yjy ca 0 llYlK 'IHja CpelUiHa 
M' ne>kH y a; Kpyr OKO M' Kpo3 0 KoHrpyei!TaH jl! oltOMe OKO 0 Kpo3 M'; 
OH 33TO He CftllplKH HHje.!lHY llYlK KOHrpyeHTHY C4 PQ. 
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yHyrpaunhoCTH Kpyra t .ztY>K ~oHrpyeltTHa ca PQ, mro je HeMo­
ryhe. OpeMa .zt0~83aHOM CTaBy y § 28, OBaj Kpyr W MO>Ke 
dM~tu ca t caMo je.zvry .zr.o.zt.uplty raqKy; HeKa je ra raq~a £ 1 • 

Ako 6tt rattKa £ 1 6unll p!l3Jtaqara o.zr. 
raqKe E, MOrJio 6M ce Haaecru rakao 
o6pTaH:.e OKO T81lKe M npH KOMe 6H 
raqtca £ 1 .zr.ocnena y 0; It pH osoM o6p· 
raH:.y .zr.ocnen~ 6d ra.zr.a raqKa 0 y HeKy 
raqky. E2 Kpyra 1 KOja 6H Mop ana 6HTH 
pasJUlttH'ta o.zr. raqKe E1 • noruro je .ny>K 
OEt KOMrpyearaa .zr.y>KH £ 20, na crora 
d .l(Y>KH DE~, raqKa E~ 6u M:opana eiara 
Ht:tO TaKO T8Qka Kpyra Wj OBO hpO'tiiBpeiiH OkOJJHOCTH .IJ.S fiH 
rpetSsno .zr.a taqKa B 1 6y.zr.e · je.nuaa saje.zr.Hilqt<a tatiK" Kpyrosa 
w 11 t; .zr.al'Cne~ Kpyr w nponasu kp03 tatt~y E, a THMe je Hawe 
rMp~elbe .a.okasaao. 

§ 30. Y:3M:dl\tt) 3g otltosy Hape,nHStX: ~t3naratna .ztY>K OE 
~oaC'ri)y~tcaay y § 29 If .zto.tte.itur.w TattKaMa 0 u E 6pojHe 
spe,ztJtOC'ru 0 a I; t::tzr.a Ktmc'l'lJYHIIlnr.to cpe.zr.Hily .ny}i{lf DE u 
~o.z:r.e.rntMd oiJoj cpe,il,HHU 6pojHy apt.zr.lloct 1/ 2 , .zr.aJbe .zr.o.nenuMo: 
cpeAHl:lilMa .zr.y}l{d (0, 1

/ 2 ) d (1/2 , 1) Bpe.zr,HOCTH 1/ 4 H 3/ 4 H 38THM 
cpe,Zi,8ItaM:a A)'>Klf (0, 1

/ 4), (1/.p 1
/ 2), (1/2 , 8/ 4), ( 1/oJ..., 1) spe.zr.Hocru 

1/ 8 , 9/ 8 , 5/ 8 , 'fs; H TBKO )I}JJbe .. ,UaJbe, H3Be,l{HMO Ca u;eJIOM ,ny>KH 
(0, 1) ribJiyOoj:)T OKO Tat1Ke 0 H .zr.o,neJIHMO yonwTe OHOj T81lKH 1 

KOja npM1uJta3H H:3 ratiKe Koja o.zr.rosapa 6pojy a, 6pojHy spe.zr.­
HOCT - a; ~!11HM, H3Be.ztltM0 llOJiyo6pr OKO TallKe 1 H ,no,neJIHMO 
yonr.f.I'te OI:ioj 'rat!Kn, KOja npotmu.tra3H H3 rat:iKe Koja o.nrosapa 
opojy d, optJjtty spe.zt,1IOCT 2- a H TaKO .zr.aJbe; 38MHCJIHMO .zr.a 
Ce no.iiy06pTH HlHi3MetUtqitO H3Bd,ne ll8C OKO TBilKe 0, qac OKO 
rallKe E u .zta cy l:ioaottbetaJJ:e rallKe o.zr.rosapajyl:iH HMeHosaHe, 
.l{OK ce, liaj3a.zi,, CBBKH! opOj a He nojaBH ,no,neJbeH o,npe~eHOj 
Tat:iKH, Kli.l{ li 3H31lH tJaii,HdHaJiaH 6poj llHjH je HMeHH.II_aU: CTe­
rieH o.n. 2. 

§ 31. JlaKo he'Mo ce ysepurH noMohy oBor .no.zr.eJbHBal:ha 
y T81lHO~T Q80f 3aKOHa: 

no.nya6ptoM okO 'l'&ttke koja ttpHtra,ll;a' op.ojy a,. cli!l.ka" 
tat4kn x rtpeJla~u y 'raiii<Y 2a .:..__ x. t1peMa roMe, atm npso H3BI!~ 

.• 

• 



202 

.n;eMO llOJiyo6pT OKO TaqKe 0 ~ 0, a 3aTHM llOJiyo6pT OKO TaqKe 

a, TO ce caaKa TaqKa x npeo6pa.>Kaaa y TaqKy x+2a. 
§ 32 . .Ua 6HCMO pacnope,n:HJIH TaqKe KOjHMa npHna,n:ajy 6po­

jeaH: H .n:a 6HCMO ynope,n:HJIH AY.>KH lhHMa orpaHHqeHe, KOpHCTH­

heMo Ce CTaBOM llOCT3BJbeHHM y § 29 0 KpyrOBHMa KOjH Ce 

.n;o,n:Hpyjy Ha oaaj HaqHH: 

Kpyr KOjH je OllH:CaH OKO TaqKe. 0 H KOjH npOJia3H Kp03 

Ta'!Ky 1
/ 2 nomyHO o6yxaaTa Kpyr KOjH. je OllHCaH OKO TaqKe 1

/ 4 

H KOjH npoJia3H Kp03 TaqKy 1/ 2 j a llOIIITd OBaj nOCJie,lJ:lliH o6y­

XBaTa Kpyr onHcaH OKO TaqKe 1 j 8 KOjH nponaaH Kpoa TaqKy ~ 
2

/ 8 = 
1/4. H Kpyr OllH:CaH 0~0 TaqKe 9/ 8 KOjH npOJia3H Kp03 Taq­

Ky 4
/ 8 = 1

/ 2 , a oaaj nocne,n:lliH oneT Kpyroae: OKO 1 / 16 KOjH 

npOJI33H Kp03 2
/ 16 = 1/8 , OK0· 9/ 16 KOjH npOJI.a3H Kp03 4/ 16 = 1/ 4 ; 

OKO 5/ 16 KOjH npOJia3H Kp03 6/ 16 = 5/ 8 , OKO 7/ 16 KOjH npOJia3H 

Kp03 8/16 = 1/ 2 HT,n:., YBHqaMO ,n:a je AY.>K (0, 1/ 2) aeha OA CBHX 
AY.>KH (0, a) Ka,n: a 3Haqa no3HTHBHH pau.aoHaJIHH 6poj qajH je 

I!MeHHJiau. CTeneH o.n: 2 H qaja je ape,n:HOCT Mallia o.n: 1/ 2 • 

,UaJbe, Kpyr Ca Cpe,n:HIIITeM y TaqKH 0 KOjH npOJia3H Kp03 
1

/ 4, o6yxaaTa Kpyr ca cpe.n:nrnTeM y TaqKa 1/ 8 Koja nponaaa 

Kpoa 2fa = 1
/ 4 • Oaaj .n:pyra o6yxaaheHH Kpyr o6yxaaTa, ca caoje· 

J 
2 

CTpaHe, Kpyr OOHCaH OKO 

. TaqKe 1/ 16 , KOjH npOJia3H 

Kp03 2/ 16 H Kpyr OllHCaH 

OKO 9/ 16 , KOjH npOJia3H 

Kp03 4/ 16 j OBH OneT o6y­

XBaTajy Malbe Kpyroae ona­

caHe OKO 1/ 92 , 9/ 12 , 
6

/ 82 , 7/ 82 
HT ,n:. j H3 TO fa ·A03HajeMO .n;a 

je AY.>K (0, 1/ 4) aeha o.n: 
. CBHX AYlKH (0, a), Ka,n: a 

3HaqH ll03HTHBHH pau.ao~ 

H3JIHH 6poj qajH je HMeHH­

Jiaii. CTeneH o.n: 2 H qaja 

je ape,n:HOCT Mallia o.n: 1 f 4 • 

3aTHM llOCMaTpajMO Kpyr Ca cpe,n:HIIITeM y TaqKH 0, KOjH 

npOJI33H Kp03 
1/a j OH o6yxaaTa Kpyr OllHCaH OKO 1/16 KOjH npo­

Jl33H Kpoa 
2
/11 = 

1
/ 8, a oaaj oneT o6yxaaTa Mallia Kpyr onacaH 

OKO 1/ 82 KOjH npOJia3H Kp03 2
/ 82 = 1/ 18 HT,ZI;.j OTy,n:a 3aKJbyqyjeMO 
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.n:a je .IJ:Y>K (0, 1
/ 8) seha a.n: CBHX . .Il:Y>KH (0, a) KM je a na3HTHBHH 

paiJ.HaHaJIHH 6paj qHjH je HMeHHJ1aiJ. CTeneH a.n: 2 H qHja je Bpe.n:­
HaCT MaiDa a.n: 1/a• Opa.n:y>KyjytiH. asaj nacTynaK 3aKJhyqHBa!ha 
.n:a6HBaMb asaj aniiiTH pe3yJITaT: 

Alio je a uoauill.UBHU paquonaJZHU 6poj •-wju je uMeHuJZaq 
1 

Heliu cilleiieH 011. 2 u 'lUja je apei/,Hocill Malba 011. 
2

m, 6uhe lf.YJIC 

(0, a) yae/C Malba Olf. ll.YJICU ( 0, 
2

1m). 
§ 33. Ca.n:a Mo>KeMa pe.n:aM .n:aKa3aTH Hape.n:He naMahHe 

CTasase: 
Ta'l/Ce lioje Ol/,roaapajy 6pojeauMa 1/ 2 , 1/ 4 , 1/ 8 , 1/ 16 , ••• liOH­

aeprupajy upeMa illa'lliU 0. 

AKa yaMeMa cynpaTaH cJiyqaj, naiiiTa ce .IJ:Y>KH (0, 1/ 2), 

(0, 1
/ 4), (0, 1/ 8), (0, 1/ 16), ..• CTaJIHa CMaiDyjy, MapaJie 6H TaqKe 

1
/ 2 , 1/ 4 , 

1
/ 8 , 

1
/ 16 , ••• HMaTH csaje. MeCTa aryiiiiDasaiDa Ha HeKaM 

o.n:pe~eHaM HCTHHCKaM Kpyry ~ ca cpe.n:HIIITeM y TaqKH 0. HeKa 
. 1 1 1 . . 
je, HanpHMep, 2i!; , 

2
n, , 

2
na , • • • HH3 TaqaKa Ka]e KaHseprHpa)y 

npeMa TaqKH K Ha 'lt; HeKa Ta.n:a TaqKe 

1 1 
-2n,+l' 2n2 +1' 2na+l '•' 

HMajy MeCTa aryiiiiDaBa!ha y TaqKa K*. 113 CTaBa y § 25 CJie­
.n:yje .n:a Ta.n:a K* Mapa 6HTH cpe.n:HHa .IJ:Y>KH 0 K; a asaj aaKJhY­
qaK, Ha acHaBH CTaBa .IJ:aKa3aHar Ha Kpajy § 27, npaTHBpeqH 
OKaJIHOCTH .n:a TaqKa K* MOpa Jie>KaTH H Ha Kpyry X. 

§ 34. HelCa cy a 1 1 a2 , a9 , • • • uoauill.UBHU paquonaJZHU 6po­
jeau •wju cy UMenuoqu cmeuenu.ol/, 2. Alia illa11.a 6eclipajHu 6pojHu 
HU3 a1 , a2 , a 9 , • • • ICOHBeprupa ilpeMa 0, lllo he u HU3 illa'la/Ca 
JCoje Oll.roaqpajy oau.M 6pojeau.Ma, illalio~e ICOHBeprupaillu upeMa 
ill. a 'l/CU 0 . 

.LJ.a 6HCMO OBO .IJ:OKa3aJIH, · a.n:a6epHMO IJ.eJie eKcnaHeHTe n1, 
n2 , n9 , ••• TaKO .n:a 6y.n:e 

1 
as< '---ri• . .• 2 a. 
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6 . 1 1 1 
H .D;a HH3 poJeBa 

2
nt, 

2
n

1
, 

2
n

9 
1 •,. HCTO TaKO KOHBeprupa npe-

Ma 0. Kai<O npeMll. ctaey y § 3!2, CBBKll TBliKB a1 .i:Ie>KH y 

yHyTpaunbOCTH Kpyra onHcaHor oko TalJICe 0 kojH npona3H Kpo3 

1 
TalJKY - 1 a noiiiTO, npeMa noMohHOM cTaay ,n;oKa3aHOM y 

2n1 . 
§ 33, KpyrOBH OllHCBHH OKO TBlJKe 0 KOjH npOJia3e Kp03 TBlJKe 

1 1 1 
- - - KOH·aeprupajy npel'Aa 01 TO oTy.n;a Henocpe.n;Ho 2nt' 2n,' 2n•' · • • 

cne.l(yje Tap~ea,e Koje je 'fpe6aJi<l .zt,OK3.3atlf. 

§ 35. Haj3a.u; aa}f<H Hape,rr,HH eTas: 

HellO alI a2' as I ••• 6yae oecllpajnu HUB paquOHOJlHUX 6po­
jeBa 'lUju cy U.Menuoqu cliieUenu oa 2 u Hella mu 6pojeBu llOHBep­
rupajy Upe.Ma Hello.M peaJlHO.M 6pojy a: maaa oaroBapajyhe u.M 
liiO'llle a1 1 a2 I a8 , • • • uctno liiallo llOHBeprupajy iipe.Ma Helloj 
oape~eHoj i1i.a'lllu. 

Pa.n;H .u;oKa3a npeTnOcTaBHMO cynpoTHO. HeKa cy, Hanpu­

ME!p, V' If V" .n:ae Me~y co~oM pa3JUi<JUTe TalJKe aryiiilhaMJM 

a1, a2, a3; ••• , u TO HeKa Ta<JKe a1• 1 a2' 1 a3' I ••• KOHaeprupajy 

npeMa V'l a Ta<JKe al"• 02"• as" •... npeMa TalJKH V". npeMa npu­
Me.D;6H y § 311 3a caaKy ta<JKY ak nocToju KpeTalbe CJIO}f{eHo 

o.n; .u;aa nonyo6pTa, Koje yoniiiTe npeao.n:u TalJKY a;• y TalJKY 

a;•- Ok H HCTOBpeMeHO TBlJKY a;" y TalJKY a;"-ak, a OOIIITO 

opojHe epe.zr,nocTH Ot• - ak u a;"- ak ca pacrytiHM HH.ztel\cnMa 

.l(0JJa3e npOH3BOJbHO 0JIIf3J 0, TO }'BH~ll.MO, C o63Hp0M Ha CTilB 

y § 34, JJ.a nocToje KpeTalha Koja TalJKY npou3BOJbHO 6JIHCKY 

Ta<JKH V H HCTOBpeMeHO taqKy npou3ao.TbHO 6JIHCKy TattKH V'' 
.D;OBO.D;e y npOH3BOJbHY 6JIH3HHY TalJKe 0. A TO je HeMoryhe 

C 063HpOM H8 ~KCHOMY lll, IIITO Ce JIBKO llOKa3yje llOMohy je.u;­

HOr qecro npHMelbuBaHor nocTynKa 3aKJbY<JHBalba. 

§ 36. AKO C8JJ;8 TBQKH npeMa KOjOj KOHBepr~tpajy TaQKe 

a1 1 a2 , a8 , ••• , .u;o,n;eJIHMO 6pojHy ape.u;Hocr a, roMe he yonwre 

CB8KOj peaJIHOj 6pojHOj Bpe,u;HOCTH 6HTH JJ;O.D;eJbeHI o,n;pe~eHa 
TB'IKB HaWe paBHH; CHCTeM CBHX OBHX TBlJ8K8 HB3BaheMO UCliiUH­
CilO.M UpaBO.M, liiOilO 1{0 Ce ilO!{ OBO.M UCliiUHCilO.M UpaBO.M paay.Me 
onaj cucliie.M liia'lalla ~eoju UpouauJlaau ua liia'la~ea . 0, E a~eo ce 
neilpecliiaHo yau.Majy cpeaune, uaaoae Uollyo6pliiu u p,oaaay liia'l~ee 



HaroMuJLaBaltJCl cBux noouBenux ili.a'laKa. CtJe cucllleMe llla'ltJNO 

/lODUBelt(J KpBlllaHJe,+c U8 OBe UCillUHCICe Upase, HQ8BalteMO UClflO 
llla~O UClllUHCICU,+c iipaBUMa. ffClll/lHCICa UpaBa Ce pas.tteJbyje CBQIIOM 
C80/0M W.a'lKOM y aBe iioJLylipa/le. 

§ 37. KopuCTehH Ce DOMOftHHM CTaBOM y § 25, JIIKO heMO 
yBHJJ;eTH ){3 DOJiyo6pTOM Hallie HCTHHCKe npase OKO npOH3BOJbHe 
Ta"'Ke "' TJIIIKa x npena31f y TaqKy 2a - x; npa liSBO~elby .zr.aa 
·nonyo6pra OJ<O TaJ;JKe 0 a OKO Ta"'Ke a, TatiKa x npenasa y 
x + 2a. 

Ha ocHoay CTasa y § 35 naKo 3ai<JPY"~YjeMo JJ;a a Ta.zr.a, 
KaA cy a1 , a2 , a8, ••• npoassoJhHH KOHsepreaTHH 6pojesa npeMa a, 
O.l{fOBapajyhe T3"1Kf a1, a2, as, ... ·yseK KOHBeprHpajy npeMa 
O.l{fOBapajyhoj TaqKH a, Tj. UClllUHCICa lipaBa je HelipeKUI{HQ KpUBa. 

§ 38. Pa3MOT~HMO npeTnocTaBKY JJ;a nocToje ABe 6pojHe 
spe.li;HOCTH a H b KOje Ha HCTHHCKOj npasoj npeTCTaBJhajy HCTY 

TatiJ<Y P. T~ql(a a ; b je cpe.zJJiHI\ .n;y}Ka (a, b); OHa 6a ce 3aTo 

MOpana DOKJIODHTH Ca TatiKOM P. l1CTO 6a Ta.n;a MOpaJIO BB}I{HTH 

sa cpe.n;HH~ .n;y}I{H (a, a; b) a (a; b, b), Tj. 3a TatiKe 
3 
a: b 

a+ 3b 
H --. Y3HMajyha HenpecTaHo cpe.n;aHe, ysaljaMo JJ;a 6a 

4 
Ana+Bnb 

cse TatiKe , r.n;e An, Bn 3Haqe n03HTHBHe qeJie 6po-
2n 

jese ca 36HpOM 211 , 1\fOpane 6HTH H,Zl;eHTHqHe ca P; a H3 osor, 
npeMa § 37, cJJeJJ;yje .ll:a yonrUTe csH peaJIHH 6pojesH KOjH ne}l{e 
H3Meljy a Q /) M:Opajy O.ll:fOBapant HCTOj TatiKH P npase. Q~a 

nporaspeqJ:IO~T ooJCa3yje .n.a ucllluHCICa lipaBa He.M.a HuielfHY lfBOjHy 
jiia'l/Cy. tfCTO TaJ(O yaaljaMO H TO .n;a ce UClllUHCICG llpaBa He 
..MOJI()~ Ca.M.a y ce6e iiQBpamumu. 

§ 39.· lf.Be lipase u.M.ajy Ha/Buwe jeo,Hy sajeaHU'liCY llla'lKy. 

Ycrf!apq, aJ<o QH oue Hl\fa.ne . .n;se 3aje,llHHtiKe TaqKe A a B 
H. ~KO '6a a&· J~.llHOj npa13oj OlntM Tati~aMa o.n;roaapaJJe 6pojHe 
~pe!Jf!QCTQ. q, b, a. H~ .u;pyroj .. np!ll!Oj 15pojHe ape.u;HoCTlf a', b', 

· · · a+b a'+b' 
TO 6H ce, npeMa § 24, H . cpe.n;HHe ---.-.-- a -- MOpaJie Meljy 

.· 2 2 
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co6~M nOKJIOnHTH. npo,llymyjyhH ,lla Y3HMaMO cpe,llHHe, K30 y 
§ 38, aa cnuqaa aaqua JlOJia3HMO JlO aaKJbyqKa ,lla cy cse TaqKe 
Koje neme Ha o6e npase uaMe~y a u b OJlH. a' u b' Me~y co6oM 
u,lleHTuqae, a TnMe caMe ose npase Me~y co6oM n,lleHTHtiHe. 

§ 40, Hama UCiliUHCICQ upaBa Ce'le CBaiCU «pyr OUUCaH OICO 
lbeHe jeP.He ilia'l«e, pequ.Mo, o«o ilia'l«e 0. 

Y CTBapu, aKO npeTnOCTaBHMO cynpOTHO, MOryha cy CaMO 
,n;sa cnyqaja: unu nocToju O,llpe~eHH Kpyr -x Koju uMa ~eaTap· 
y TaqKa 0 u Koju joru nora~a HCTHHCKa npasa g, .llOK Kpyrose 
OKO 0 KOjH o6yxsaTajy Kpyr -x npasa g Burne He nora~a; HJIH 
nocTojH o,llpe~eHH Kpyr -x KOjH npasa g ae nora~a, JlOK cse 
~pyrose Koju neme y yayTparulbOCTH -x ca ~eHTpOM y . TaqKu 0 
npasa g nora~a. 

noruTO npasa g, npeMa CBOJOJ KOHCTPYK~uju, MOme yseK 
npeKo csaKe csoje TaqKe 6uTu npo,llymeaa u, KaKO je TO 6uJio 
noKa3aHO y § 38, He MOme HMaTH HHje,n.Hy ,llBOjHy TaqKy, TO 6H 
y n p B 0 M CJiyqajy curypHO MOpao nOCTOjaTH y yayTpailllbOCTH 
-x Kpyr ca ~eHTpOM y 0, Koju npasa g npece~a y .n.seMa TaqKaMa 
A u B Ha ucToj cTpaau o.n. 0, npu qeMy ce TaqKa B yauMa aa 
npo.llymelby npase g uaa A H .n.osoJbHO 6JIHCKO npeMa A y 
yayTpailllbOCTH 'X, l13Be,lleMO JIH Ca,ll 06pTalbe OKO TaqKe 0, npH 
tieMy 6H TaqKa A nperuna y 8, aarua npasa g 6u npu TOMe 
nperuJia y .n.pyry npasy Koja npece~a npasy g OCHM y TatiKH 
0 joru H y .faqKu B; npeMa .n.oKaaaHOM CTasy y § 39, oso je 
aeMoryhe; 

Y ,n.pyrOM naK CJiyqajy 03HaquMO Ha Kpyry 'X OHY TaqKy 
Ca K y qajy npOH3B0JbHY 6JIH3HHy ,llOCneBa HCTHHCKa rtpasa g. 
OnuruuMo Ta.n.a OKO TaqKe K HCTHHCKH Kpyr 1t* KOjH je MalhH 
OJl -x H Koja npece~a npasy g, pe~HMO, y TaqKu M. 3aTHM, onu­
IllHMO OKO TaqKe M Kpyr 7t KOjH 6H 6HO BehH O.ll. :n:*, a MalbH 
OJl 'X.. Osaj Kpyr 7t, nornTo je sehu o.n. 1t*, ca.n.pmH y yayTparu­
lbOCTH TaqKy K, TO ua Harne npeTnocTaBKe, y seaa ca npeTXOJlHO 
.n.oKa3aHHM, CJie.n.yje .n.a ce npasa g Koja nponaaa Kpoa TaqKy M, 
HenpeKH.ll.HO npOCTHpe y yayTparulbOCTH 7t1 H npO,llymeHa Ha 
je.llHY HJIH ,llpyry CTpaay H3Jia3H Kp03 HeKy TaqKy Ha R BaH 
Kpyra :It H 3aTHM Ce BHille He Bpaha y Kpyr :st. 00illTO, C Jlpyre 
CTpaae, npasa g Tpe6a ,lla ce npoaaBOJbHO npa6,TJama TaqKH K 
KOja Jie>KH y yHyTpailllbOCTH '71: 1 TO 6H ORa MOpaJia Ca,n.p>KaTH 
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H CaMy TaqKy K; a TO npOTHBpeqH npeTnOCT3BUH O.l( KOje CMO 
llOlliJIH. 

nolliTO CHCTeM CBHX Kpyrosa, 0UHC3HHX OKO HeKe npOH3-
BOJbHe TaqKe, noKpHaa 6e3 npa3HHHa ueny pasan, TO H3 nper­
xo.n;nor HCTospeMeuo cne.n;yje .a;a ce .Jw «oje p,Be wa'l«e nawe 
paBne reoMellipuJe Mory cii.ojulliu uclliunctcoM ii.paBOM. 

§ 41. Ca.n; HMaMo .n;a noKa>KeMo .n;a atccuo.Me ii.op,yp,apnocmu 
BaJICe y nawoj paBnoj reo.Mellipuju. 

l13a6epHMO pa,n;H TOra HeKH o,n;pe~eHH HCTHHCKH Kpyr 11. 

H yse,n;HMO, npeMa § 18, 3a lberose TaqKe napaMeTapcKo nper­
craaJbalbe noMohy yrna ro; ra.n;a ce, Ka.n; ro . .n;o6Hsa spe.n;uocrR 
O.l( 0 .l(O 2 7t, HCTHHCKH Kpyr OOHJI33H y o.n;pe~eHOM CMepy. 113 
osora yso~elba cne.n;yje 3a csaKH .n;pyrH Kpyr, KOHrpyeurau ca 
'X, HCTO TaKO O,n;pe~eHH CMep 06HJia>Kelba, HaHMe OHaj CMep KOjR 
ce .n;o6Hsa, aKo, noMohy .n;sa y3acronua H3se.n;ena o6pralba, 
npeMa § 22, noKnOnHMO cpe.n;HlliTe Kpyra x ca cpe.n;HlliTeM .n;aror 
Kpyra. nolliTO, C 003HpOM Ha ,n;ecpHHHCaHH nojaM KpeT.alba y 
noqerKy ose pacnpase, HHje Moryhe noKnonHTH Kpyr x ca caMHM 
co6oM y o6pHyTOM cMepy o6HJia>Kelba, ro crsapno nocrojH 3a 
CBaKH Kpyr je,n;aH o,n;pe~eHH CMep OOHJia>Kelba. 

Y3MHMO ca.n; .n;se nonynpase Koje H3Jia3e H~ je.n;He raqKe M, 
a KOje 3aje.l(HO He qHHe HCTHHCKy npasy; OllHUlHMO OKO T3'1Ke 
M Kpyr, KOHrpyeHTaH · Ca ')(. H cpHKCHpajMO OHaj KOMa.l( TOr Kpyra 
HCetieH THM llOJiynpaBHMa KOjH O,n;rosapa napaMeTapCKOM HHTep­
BaJiy MalbeM o.n; 6poja 7t. Y craHOBJbeHH CMep o6HJia>Kelha so.n;H 
Ta.n;a y yHyrpallllbOCT cpHKCHpanor nyKa Kpyra o.n; je.n;ue nony­
npase Ka .n;pyroj nonynpasoj; npsy nonynpasy Ha3saheMo .n;ecHHM, 
a .n;pyry nonynpasy ne:BHM KpaKOM yrna H3Me~y ·ooe nonynpase, 
.l(OK fie HaM CaM HHTepBaJI ( < 1t) CJIY>KHTH K30 Mepa 3a OB.aj 
yrao. Ta.n;a H3 Harner nojMa Kperalba cne.n;yje npBH eras o no.n;y­
.n;apnocrH .n;sajy rpoyrnosa y osaKBOM o6JIHKY: 

Atco aa p,Ba llipoynza ABC H A'H'C' BaJICe ilop,yp,apnocmu 

AB::A'B', AC::A'C', -tBAC=-tB'A'C', 

u atco cy, p,aJbe, AB u A'B' p,ecnu, AC u A'C' JleBu tcpaqu yrllOBa 
,.q:: BAC, op,n. -t B'A'C', llio yBetc BaJICe iiop,yp,apnocmu 

'-t ABC= -t A'B'C' u -t ACB = -t A'C'B', 

BC=B'C'. 



§ 1~· 00UJTO Cfo10 y §§ ~0,.,.. 40 JJ;t!!pHH~CfiJIY. HCTHHCKY tlPiBY 
H H3BeJIH H>eHe OC06HHe, Tpe6a ,n:a pa3JIHKyjeMO ,n:aa CJJYfJiilji: 
_ OpeTn<>c::r;umMo, npao, ~~ npcTojq ~a~o jei{Hfl npEJJ38 Koja 
npoJia3w KP03 .n:aTy TlHIKY It He ,upec~A3 ~ary np•u~y (aKcuoPt1a 
papf}JieJIJUJJI:). Y TO~ CJiyt~ajy ~fl HlJ.tllY paBj\~ l)a~e CIHl aJipHOttte 
paBHH Koje. caM nOC'l'8PKP Y rJlf~QHOl\1~ .zr;eny 0~~ Klb14f!! (rJJ . 
. 1), Ci!.l\ofO ll.lTO Tpe6a y:3eTu at<CQOMY IH6 y y.meM ~HaiJ:el:hy KaKo 
je iflopMyJiucaHa y § 41. Ho ~ npH. o1wj y~oj iflopMyJiarntjw: 
noc.T~e,llH>e al<CHOMe no.n:y JlflpHocru HY~IJO ce .n:oGusa EyH:JJn,n:oaa 
paaiJa reoMeTpuja (ynopep;u ,AO,n;~rai< U, crp. 124; K(IO K fJI. I, 
crp. 29-30) • 

.Upyro, npeTnocTasulVIO ,IJ,a Kpoa caai<Y TiHIKY A nocToje 
.n:ae noJiynpaae Koje saje.n;ao He Cii.'~HH>aaajy ucry npaay If KOje 
He ceJ<y ,n:aTy npaay g, .D:OK caaKa noJiynpaa• Koja Jie}l(u y YHY· 
rpawH!OCTii yrJia KOjit o6pasyjy .n;are ooJiynpaae a Kaja noJiasa 
u3 rat~Ke A, npeceo:a opaay g; HeKa npw TOMe TfltiKII A ne.>KH 
BaH g. 

AKo ce ra.n:a ucKopucru HenpeKu,n:aocr, ,n:o6usa ce ,n:a, a 
o6pHyTO, Ma KOjHM JJ:BeMa OOJiynpaBHMa KOje OOJIII3f H3 T8tiKe 
A H He cat~nH>aaajy 3aje,n:Ho ucry npaay, yseK o.n:roaapa o,n:pe­
~eHa npaaa g Koja oae .n:se noJiynpase He npeceo:a, a ceqe caaKy 
noJiynpaay Koja noJia3u H3 rat~Ke A u npocTupe ce y yHyrpaw­
H>OCTH yrna H3Me~y .n:sejy ,n:aTux nonynpasux. flpu OBHM ycno­
BHMa JJ:06HB8 Ce Ta,n:a pasHa reOMeTpuja oOJbaH-Jlo6atieBCKOra, 
qaK H Ka.D: y3MeMO 3a ocHosy aKCHOMY KOHrpyeHo:uje III5 y 
H>eHOj YlKOj lf>OpMyJiall,HjH, WTO ce MO:lKe OOK833TH QOMOhy MOr 
paqyHa ,KpajeBnMa".1l 

Y 3aKJbytiKy 6ux xTeo .n:a yKa}ll:eM Ha KapaKtepucn{qHy 
pa3JIHKY H3Me~y OBOr 33CHHB3lb3 reOMeTpuje H OHOr 3aCHHBalba 
KOje caM noKyinao .n:a ,n:aM y rnaBHOM .n:eny ose KH>Hre. TaMO 
caM ce npu.n:plKaaao TaKaor pacnope,n:a aKCHOMa npu KOMe je 

1) Yn. Mojy pacnpasy: .Neue aegrfindung der Bolyal" Lobatschefsky­
schen Geometrle •, JlO.UTSK III ose KlbHre. TaMo uaseJleHH nocrynaK JlOK83H· 
B41b8 Tpel!l, C OI!!IHpOM H8 C8)l8llllbH UHJb, H4. nO)leCaH H8'1HH H3MeHHTH, H8HMe, 

Tpe6a yseCTH HenpeKHJlHOCT, a H30CT8BHTH KOpHfuhelbe CT488 0 jUH8K0CTH 

yrnOB8 H8 OCHOBHJ,Uf p8BHOK{laJWr TPOj'rna. Jla ,6HCMO )l06HnH CT8BOBe 0 C86H­
palby Kpajesa (crp. 155-157), rpe6a ca6upalbe nocMarpaTH xao rpaHH'IHH cny'laj 

o6pT81b8 p8BHH, K8Jl8 Ce T8'1K8 ,06pT41b4 nOMepa H8 np8BOj y 6eCKOH8'1HO CT 
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uenpeKII.IJ:HOCT 33XTeBaHa Ha n 0 C JI e A fu eM MeCTy, 1138 CBIIX 

OCTBJIIIX 3KCHOMa, TBKO .IJ:B ce np11 TOMe npHpO.IJ:HO y npBOM 

pe.n:y jaaJba nHTaH>e yKOJIHKO cy no3HBTH CTaBOBH 11 .n:oKa3H 

eJieMeHTapHe reOMeTpHje He38BIICHII OA 38XTeaa HenpeKH.IJ:HOCTII. 

HanpOTHB, y npeTXO.IJ:HOM HCTpa}f{HBaH>y 3aXTeaa ce uenpeKHA­

HOCT Ha n p B 0 M MeCTy, npe CBHX OCTBJIIIX BKCIIOMa, nOMOhy 

.n:etiJHHIIUHje paBHII H KpeTafua TSKO AB 611 Ce OB.IJ:e HajBB}f{HifjH 

3a.n:aTaK cacTojao y TOMe .n:a ce ualje uajMaH>H 6poj 3axTeaa, H3 

KOjiiX 6H ce MOrJlll, npd HajutapeM KOpHwheH>y HertpernfAHOCTII, 

JI.0611TH eJieMeHT8pH11 reoMeTpHCKII 06JIHUII (Kpyr II npaaa) II 

H>Hxoae uy}f{ue oco611ue aa H3rpaljHaaH>e reoMeTpHje. 11 CTaapuo, 

rtperxo.n.ao HCTp8>KHB!Ilbe je noKaaaJio .zr.a cy aa oao .zt.OSOJbHH 

38XTeBH IICK333HH y rOpH>MM 8KCII0MaMa 1-111. 

fetHHrel:i, 10 Maj 1902. 

Ocuoaa reoMeTpaje - 14 
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Q DOBpiiiHHaMa I<OHCTaHTHe faycose J<pHBHHe .. 

0 U08pUlUHaJ.ta HeraiiiU8He ICOHCiiiaHiiiHe 1CpU8UHe 

· no E e JI T paM H-y1> (Beltrami) noBpWHHa HeraTHBI:Ie H;OH· 

CT3HTHe KpHBHHe OCTBapyje .zr.eo · paBHH Jl 0 6 a IJ e ~ C K 0 r a (He• 

eyKJIH,li,CKe paBHH) aKO Ce KaO .. npaae y paBHH . .)JopaiJeBCKOra 

Y3MY reo.zr.e3HCKe JIHHHje Te noapwHHe KOHcraHrHe KpHBHHe, a 

KaO .zr.y»<HHe H yr.nOBH y· paBHH Jlo6aiJeBCKOra - CTBapHe .zr.y­

»<HHe H yrnoBH Ha roj noapwHHH. Me~y .zr.oca.zr. HCnHTHBaHHM 

nOBpWHHaMa HeraTHBHe KOHCTaHTHe KpHBHHe He H3.7133HMO H H j e ,lJ, • 

H y Koja 6H ce npocrHpana HenpeKH.U.HO H HenpeKH.U.HO . MelbaJia 

CBOjy TaHreHTHY paBaH y OKOJIHHH CB8Ke CBOje T31JKe; HanpOTHB, CBe 

,n:oca.zr. ll03HaTe llOBpWHHe KOHCTaHTHe HeraTHBHe KpHBHHe HMajy 

CHHrynapHe JIHHHje, npeKO KOJHX HHje MOryhe Hen~eKH:U,HO npo­

,n:ymaBaTH re nospwuHe ca HenpeKH.U.HOM npoMellOM raHreHrHe 

paBHH. 1113 osor pa3nora He ycneaa .zr.a ce ocrsapu, HHje.zr.HoM 

,n:oca.zr. ll03H3TOM llOBpWHHOM HeraTHBHe KOHCT3HTHe KpHBHHe. 

ll e Jl a paBaH rJio6aiJeBCKOr, H H3rJie,n:a HaM .zr.a je O,ll, npHHJ:lHll• 

cKor HHrepeca nHralhe 11. a Jl u c e M o JIC e y o u m m e up e iii- • 
c;m a 8 u iii u q e Jl a p a 8 an JJ o 6 a 'l e 8 c 1l or a n a Be Jl iii p a­
M U j e B H a 'l U H U 0 M 0 h y a H a Jl U iii U 'l 1l e 2) U 0 8 p Ul U H e H e­
r a m u 8 n e 1l o n c iii a n iii H e 1l p u 8 u n e. 

1) Glornale dl Mathemattche, Klb. 6, 1868. 
1) PanH npocTHjer H3naralba npemocTaBJb8M osne na nocMaTpaua nosp­

WHHa HM8 8H8nHTHqKH K8p8KTep, Maaa H H3BO~elbe llOK838 H ll06HBeHH pe3yn­
T8T (yn. CTp 216) OCTajy na B8)1(e H T8ll8, 8KO y jenH&qHHH (1) 'iP (X, y) 03H8q8BI 

llOBOJbHO DJT8 nHcjlepe&UHj86HnHy Be8H8nHTHqKy !fJJHKUH}Y Oll X, y. ,lla CTB8pHG 
nocToje, y CMHcny TeOpHje nospwHHa, HeauanHTHqKe perynapue nospwHHe 

KOHCTaRTHe HeraTHBHe KpHBHHe (KOje Ce, npeMa CT8BJ KOjH he 6HTH llOUHHje 

llOK838H, He npOCTHpy CBJll8 HenpeKHllHO C8 HenpeKHllHOM npoMeHOM T8HreHTHe 
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.Ua oneMo o.n;rosopumt Ha oso nuTatbe, nohu heMo o.n; 
npeTnocTaBKe aHaJIHTH'lKe nospiiiuHe HeraTHBHe KOHCTaHTHe KPH· 
auHe -1, Koja ce y KOHat:!HOM csy.n:a perynapHo noHaiiia u ueMa 
CHHrynapHux MecTa; Ta.n;a heMo noKa3aTu .n;a oaa npeTnocTaBKa 
ao.n:u npoTuapet~HOCTH. TaKaa nospiiiHHa KaKsy npeTnocTaBJbaMo, 
llOTnyHO je KapaKTepuCaHa OBHM HCKa30M: 

C B a K 0 M e C T 0 H a r 0 M H JI a B a tb a T a q a K a n 0 B P.· 
W H H e K 0 j e Jl e }I{ H y K 0 H a q H 0 M, T a K 0 ~ e j e T a q K a 
T e n 0 B p Ill .H H e. 

AKo je 0 Ma KOja Tat:J:Ka Te noapiiiuHe, yaeK je Moryhe 
npasoyrne KOOp.D;HHaTHe OCe X, y, Z llOCTaBHTH TaKO .n;a Tat:IKa 
0 tsy,ne notieTHa Tat:J:Ka KOOp.D;HHaTHOf CHCTeMa. H JJ;a je.n;HatiHHa 
ITOBpiiiHHe y OKOJIHHH OBe Tat:J:Ke 0 fJiaCH 

(1) z = ax2 +hy2 +~(x,y), 

r,ne KOHCTaHTe a H b 3a.D;OBOJbaBajy penan;ujy: 

4 ab = -1, 

a CTeneHH pe.n; ~ (X, J') Ca.D;p}KH CaMO t:IJiaHOBe Tpehe HJIH BHIIIHX 
JJ;HMeH3Hja y OJJ;HOCy Ha X H y. 0t:IHfJie.D;HO je Ta.D;a Z·OCa HOpMaJia 
nospiiiHHe, a oce x H y .n;ajy npasn;e KOjK cy o.n;pe~eHH rnaBHHM 
KpHBHHaMa !IOBpiiiHHe. 

Je.n;Hat:IuHa. 
ax2 +by2 = 0 

o.n;pe~yje ooe rn~sHe TaHreHTe nospiiiHHe Kpo3 Tat:IKY 0 Koja 
Jie}KH y xy~paBHH; 3aTo cy Te TaHreHTe yseK o.n;sojeHe je.n;Ha o.n; 
.n;pyre H noKaayjy npasn;e y KOjHMa ce npocTHPY o6e acHMnTOT· 
eKe JIHHHje nospiiiHHe Kpo3 npOH3BOJbHY Tat:IKY 0. CsaKa o.U: 
OBHX aCHM!ITOTCKHX JIHHHja npHna.n;a HeKOj nopO.D;HIJ;H aCHM!ITOT· 
CKHX JIHimja Koje noKpusajy perynapHo H 6e3 npa3HuHa n;eny 
OKOJIHHY TatiKe 0 Ha nOBpiiiHHH. 3aTO, aKO CXBaTHMO llOJJ; U H V 

JJ;OBOJbHO MaJie Bpe.D;HOCTH, MO}KeMO, CBaKaKO, H3BeCTH Hape.n;Hy 
KOHCTpyKtiHjy. OpeHeCHMO Ha je.n;Hy OJJ; JJ;Bejy aCHM!ITOTCKHX 
JIHHHja, KOje npOJia3e Kp03 TatiKY 0, napaMeTapCKy spe.D;HOCT U 

KaO JJ:y)Ki:my, Kp03 JJ;OOHBeHy Kpajthy Tat:IKY nosyiJ;HMO .n;pyry 

paBH"), · llOKa3aO' je Ha MOj nOTCTHUaj f. J1 H T K eM a j e p (0, Lfitkemeyer) 
y csojoj llHCepraUHjH: Ober den analytlschen Charakter der Integrate von par· 
tlellen ·Pifferentialglelchungen, OOttlngen 1902. 
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MOryhy aCHMllTOTCKY JIHHHjy H npeHeCHMO Ha IbY napaMeTapcKy 
ape.zr,Hocr v Kao .zr,y)l{uHy: raKo .zr,o6uaeHa Kpajtba ratiKa je raqKa 
noapiiiuHe Koja je je.zr,HoauaqHo o.zr,pe~eHa ape.zr,HOCTHMa napaMe­
rapa u u v. CxaaruMo JIH, cxo.zr,Ho roMe, npaaoyrne Koop.zr,uuare 
X, y, Z DOBplllHHC KaO <IJYHKIJ;Hje O.ll, U H V1 CTaBJbajyhu 

x=x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v), 

OH.ll,a cy OBe, CBaKaKO, 3a .li,OBOJbHO MaJie ape.zr,HOCTH O.ll, U H V 

perynapHe aH8JIHTHqKe <lJyHKIJ;Hje O.ll, U. H V. 

003HaTa TeOpHja DOBpiiiHHa KOHCTaHTHe KIJHBHHe -1 npylKa 
HaM, .zr,aJbe, oae qulbeHuu;e: 

AKo cp oaHaqaaa yrao uaMe~y .zr,aejy acuMnrorcKux JIHHuja 
KOje npOJia3e Kp03 raqKy U, V, OH.ll,a TpH 'OCHOBHe BeJIHliHHe 
noapiiiHHe ,n:o6uaajy ape,n:Hocru: 

e = (!:r+ (:~r + (:~r = 
1' 

ox ax oy oy az az 
f=- -+--+---'-- = coscp, 

ou ov ou ov iJu av 

g=(!~( -~-(:~t +(:~r = 1. 

H, 3aTO, KBa,n:par H3BO,Z(a Jl:Y)KHHe nyKa npOH3BOJbHe Kpuae Ha 
roj noapiiiuHu no HeKOM napaMerpy t ,n:o6uaa o6JiuK: 

(2) (ds)· 
2 
= (du)

2 
+ 2 cos q> du dv +(dv)2· 

dt dt dt dt dt 

Yrao cp Kao <PYHKu;uja o,n: u u v aa.zr,oaoJbaaa napu;ujanHy .n:u<Pe­
peHu;ujaJIHY je,n:HaquHy 

(3) 
()2 q> 
-- = cos cp. 1> 
ou dv 

1) Hajnpe caw ja noKa3ao, Ha ocHoay oae ljlopMyne, _ HeMoryhHocr nosp­
lliHHe KOHcraHrue HerarHBHe KpHBHHe 6e3 CHHrynapurera (Transactions of the 
Amerlcaln Math. Society, Vol. 2, 1901); 38THM je E. XonMrpeH (E. Holmgren) 
nao BHllle aHanHTH'IKH noKa3 sa OBaj CTl!B HCTO TaKO OCn81bajyhH Ce Ha ljJOpMyny 
(3) Comptes rendus, Paris, 1902). Oane usnoJKeHa npepana XonMrpeHoaor noKasa, 
uanosesyje ce Ha Hsnaralba Koje je nao B. En a 111 K e (W. Blaschke) y caojoj 
KlbH3H ,lluljlepeHUHjanHa reoMerpuja I,§ 80 (1921). Y Be3H ca MOjHM npao6HTHHM 

noKasoM rpe6a nor neaaru usnaralba JI. E u 6 e p 6 ax a (L. Bleberbach) (Acta 
mathematlca, Klb. 48). 
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AKa ce a.n;peKHeMa je.n;Ha3HaiJHe KapecnaH.n;eHu.Hje H3Me~y 

napa Bpe.n;HaCTif U1 V If TaqaKa nasplliHHe, H3BeJJ;eHa KaHCTpyK­
U.Hja Ma2Ke ce npanmpHTH Ha npaH3BaJbHe spe.n;HaCTH a.n; u, v. Csa­
KaKa, U-JIIfHHja Kaja npanaSH Kpas TaqKy 0 Ma2Ke eseHTyanHa 6HTH 
saTsapeHa; Ha HnaK, Ha acHasy yqHlbeHe npeniOcTasKe a nasp­
lliHHH ( CTp. 211 ), Ma2Ke Ce Ha asy JllfHHjy 1 a.n; TallKe 0 Ha a6e 
CTpaHe, npeHeTH npaH3BaJbHa BeJlHKa JJ;Y2KHHa. D,aKJie, CBaKaj 
Bpe.n;HaCTif a.n; U a.n;rasapa TaiJKa Ha aCHMnTaTCKaj JIHHHjH. 

0aCMaTpajMa ca.n; y CBaKaj TaKBaj TaiJKH p .n;pyry aCHMD­
TaTCKY JIHHHjy Kaja npanasH Kpas lhy. YseheMa Ha asaj JJHHHjH 
Kaa napaMeTap v .n;y2KHHY nyKa pa~IyHaTy a.n; TaiJKe P (y je.n;liaM 
cMepy); aneT ce Mary npeHeTH Ha o6e CTpaHe a.n; P npaHSBOJbHa 
BeJJHKe JJ;Y2KHHe Ha aCHMnTaTCKY JJHHHjy. 

CsaKaM napy spe.n;HaCTH u, v o.n;rosapa, Ha Taj HallHH, 
je.n;HOSHaqHa - aJIH y OlllliTeM cnyqajy HHllOlliTO ysajaMHa je.n;Ha­
SHaqHa - HeKa TaqKa Hallie paBHH. TaKa .n;o6HBaMa, reoMeTpHCKH 
KasaHa, npeCJJHKaBalbe u.ene EyKnH.n;ose pasHH (u, v) Ha HeKy 
nosplliHHY cynepnoSHU.Hje Hallie .n;aTe naspnmHe HJJH Ha lbeH .n;ea. 

Ca.n;, npe csera, Tpe6a noKasaTH .n;a je csaKa u-JIHHHja Ha 
HalliOj naBplliHHif aCHMllTOTCKa JJHHHja H . .n;a napaMeTap U 1;1a OBOj 
JJHHHjH npeicTaBJba JJ;Y2KHHY JJyKa. 

3a JJHHHjy V = 0 TO Beh SHaMO. D,aJbe, Ha OCHaBy <lJopMyJJe 
(2) Sa JJHHHCKH eJJeMeHT, TO, Ba2KH Sa KOMa.n;e V-JJHHHja KOje 
npHna.n;ajy OKOJJHHH TaqKe (u, 0). 

3a arilliTH JJ;OKaS JJ;OBOJbHa je naKaSaTit osa: 
AKo je a na3HTHBaH 6poj, a b npOHSBOJbaH peanaH 6paj, 

OHJJ;a je CJJHKa CBaKe JJ;Y2KH 
-a<u<+a, v=b 

Ha Hamoj llOBplliHHH KOMaJJ; aCHMllTOTCKe JJHHHje HJJH HH3 KOMa.n;a 
Ha lbaj, a U npeTCTaBJba Ha aHOj JJHHHjH .n;y2KHHY JJyKa. 

Osaj eTas je npe csera TaqaH sa b = 0. D.aJbe ce .n;aKasyje: 
1, AKO CTaB Ba2KH sa b = b0 , . OHJJ;a OH Ba2KH H Sa CBaKO b 

KOje Ce JJ;OBOJbHO MaJJO paSJJHKyje OJJ; b0 • 

2. AKo CTaB Ba2KH sa b1 < b < b2 , oH.n;a OH sa2KH H sa 
b = bt H sa b = b2 • 

D.oKas Tara ce lfSBOJJ;H naMohy HCKOpHmhasalba Henpe­
KH.n;HaCTH H npHMeHe XajHe-Bapenosor (Heine, Borel) CTasa a 
noKpHBalhy. 
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TliMe je Ta.rr.a aase.rr.eH .rr.oKaa- aa caaKo b. 

Oaaaqasa JIIi ca.rr. cp = cp (u, v) (Kao li sa -CTp. 212) yrao 
li3Me~y ,n:aejy aCliMllTOTCKHX JlliHHja KOje npoJia3e Kp03 TaqKy 
(u, v) nospumHe, npH qeMy je yrao paqyHa'r o.rr. n03HTHBHOr 
u-cMepa _.rr.o no3HTHBHOr v-cMepa, oa.n:a je cp (u, v) aa cse ape.rr.­
HOCTH U1 V .ZJ.eqJiiHHCaHa HenpeKiiJ.I;Ha cpyi:IKD;Iija H HMa Henpe­
/{H.ZJ.He napu;HjaJIHf H3BO.ZJ.e KOjli . 3a.ZJ.OBOJbaBajy .11; H cp e p e H U: H­
j a Jl H y j e .ZJ. H a q H H y (3); 

noMOHY llO.ZJ.eCHOr H360pa ll03HTHBHOr U - H V • CMepa MO­
lKeMO, CBaKaKO, nOCTiiHH .rr.a y T a q K H U = V = 0 same je.rr.­
HaqHHe: 

ocp ~0. 
ou 

nolllTO <p HHr.ZJ.e Hlije HH 0, HH 1t, MOpa 6HTH, 360r Henpe­
KH.ZJ.HOCTH cpyHKU:Hje <p (u, v), 3a CBe Bpeji;HOCTH U, V: 

0 < <p ( u, v) < 1t , 

.n.aKJie 
sincp>O. 

AJIH cpyHKU:Hja cp (u, v) ca oaaKBHM oco6uHaMa _He MOlKe 
llOCTOjaTH. 

Jep ua ,n:HcpepeHU:HjaJIHe je.rr.HatiHHe 

()2~:p 
-- = sincp ouov 

CJie.rr.yje Hajnpe .u.a je 
t:)2cp '> 0 
ouov ..- , 

H, 3aTO, 
0 

cp npu pacTy'heM V pacTe. ou . 
HapoquTo Mapa 6nTH 

ocp ilcp 
-~u- (0,1) > du (0,0) ~ 0, 

a 3aTO ce MOlKe O.ZJ.pe.ZJ.HTH ll03HTHBHa BeJIIiqHHa a TaKO .ZJ.a 3a 
o;;;;u;;o3a 6y.rr.e: 

ocp 
-- (u, 1) > 0. ou 
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HeK8 m 03H8q8B8 n03HTHBHH MHHHMYM o~ 

ocp (u, 1) 38 o;;ou~3a. 
ou 

T8~8 je 38 v ~ 1: 

. a~ . l cp(a,v)-cp(O,v)= -- (~a,v)·a~ 
du . 

. (0<~ <1) 
ocp 

~-(&a, 1)·a~m·a 
ou 

H, HCTO T8KO 
cp (3 a, v)-cp (2 a,·v) ~ m ·a, 

.l(aKJie 
cp (a, v) ~ cp (0, v) + m · a > m ·.a 

H 

cp (2 d, v);;;; cp (3 a, v)- m ·a< re-m· a. 

naJbe je 38 
o;;ou~3a, v~1: 

ocp acp 
ou (u, v) ~ ou (u, 1) > 0; 

,li.8KJie, cp (u, v) MOHOTOHO paCTe 3aje,ll,HO ca U. 3aTO 38 

a;;ou~2a, v~1 
B3.>KH: 

0 < m ·a< cp (a, v);;;; cp (u, v) ~ cp (2 a, v) < rc-.m ·a,· 

,li.aKJie 
sin cp (u, v) >sin (m ·a) = M, 

npu qeMy je · M > 0 H HesaaucHo o.n. u, v. 

OpeMa TOMe je Bpe,ll,HOCT ,ll,BOCTpyKOf HHTerpaJia 

J Jsin cp (u, v) du dv, 

npuMelbeHor· Ha npaaoyraOHHK ca TeMeHuMa 

(a,l), (2a,l), (2a-,V), (a,V) 

seha o.n. 
M·~(V-1), 

.n.aKJie, npu no.n.ecHOM us6opy V aeha o.n. :rr. 

(V> 1) 
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C .n.pyre ~rpaHe, a3 .n.u<tJepeHI{HjaJit~e je.n.aa'IHHe (3) .n.o6aaa ce 

2a V 
()2 . J J sin cp du dv = J J du! du dv = 

a 1 

= [q> (2 a, V) -cp (a, V)]- [cp (2 a, 1) -'q> (a, 1)) < rr, 

llOIIITO je 
q>(2a, V)-q>(a, V)<<p(2a, V)<~ 

H 
cp {2 a, 1) -q> (a, 1) > 0 . 

.lJ.OIIIJIH CMO, ,1J.8KJie; ,lJ.O npOTHBpe'IllOCTl{ H 38TO CMO npH­

Hy~eHH .n.a o.n.6al{HMO Hallly y noqerKy ycaojeHy npemocraaKy, 

rj. yaH~aMO aa ne iiocilioju anaJtuiliwuca uoapwuna IWHcilicmiline 

nerailiuane llpuaune lloja 6u 6u11a 6ea cunryJtapuilieilia u cnyaa 

pery11apna. 3aiiio, iloce6no, ilipe6a oaroaopuiliu nerailiuano na 
I 

uociliaaJbeHo iiuillaHJe y ilolleilllly a a Jtu ce .MOJtCe na Be 11 iii p a-

M u j e B na'I.UH ociliaapuiliu qeJta pan an JI o 6 a '1. e B c ll or ilo..wohy 

pery.llapne anaJtuiliU'I.Ile ilonpwune y ilpociliopy. 

0 ilOBpUlUHaMa il03UillUBHe llOHCiliaHillHe llpUBUHe 1). 

Y llO'IeTKY OBOr HCTpamHB8lb8 llOIIIJIH CMO O,lJ. llHT8l:b8 0 

noapiiiHHH HerarHBHe KOHcraHrHe KpHBHHe Koja 6H ce cay )la Y. 

KOH81JHOM npOCTHpaJia peryJiapHO 8H8JIHTH'IKH H )lOIIIJIH CMO ,li.O 

pe3yJiraTa .n.a raKaa noBpiiiHHa He nocrojH. Ca.ll heMo o6pa.n.HTH 

llOMOhy 8H8JIOrHe MeTO,lJ.e HCTO llHTalbe 38 ll03HTHBHY KOHCT8HTHY 

KpHBHHy. 0'IHrJie,lJ.HO, c<lJepa je 38TBOpeHa llOBpii1HH8 ll03HTHBHe 

KOHCT8HTHe KpHBHHe 6e3 CHHryJiapHTeTa H npeMa ,1I.OK83Y KOjH 

je H3BeO X. Jl H 6 M a H2 > (H. Liebmann), Ha MOj llOTCTHI{aj, tie 

1) 0HT81he 0 MOryhHOCTH OCTB8pelh8 He-eyKnH)lCKe enHnTH'IHe p8BHe reo­

MeTpHje nOMOhy T4'18K8 CBYJl8 HenpeKH)lHO HCKpHBJbeHe nOBplliHHe, HCTpalKHB80 

je Ha Moj npeanor B. 6 o J (W. Boy), .Ober die Curvatura integra und Topo­
logle geschlossener FU!chen•, lnauguraldissertatlon, Gottlngen 1901 H Math. 

Ann. Klh. 57, 1903. B. 6oj je )laO y OBOM paay TOnOnOlliKH Bpno HHTepecaHTHY 

je)lHOCTp8HY 38TBOpeay noBplliHHy KOj8 uena nelKH y KOH8'1HOM, KOj8, H3y3eB 

38TBOpeHe )lBOC:TpyKe KpHBe C8 TpOCTpyKOM Ta'IKOM, y KOjOj Ce OMOT8'1H noBp­

lliHHe npOJlHpy, He noKa3yje HHK8K8B CHHrynapHTeT H HM8 nOBe38HOCT He-ey­
KnH)lCKe enHnTH'IKe p8BHH. 

1) Gottlnger Nachrlchten 1899, ctp. 44. Ynopeaa TRKO~e HHTepecaHTHe 

paaose actor nacua y Math. Ann., KH>. 53 H 54. 
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nDCTOjij HHKai<Ba .zr.pyra 3aTBOpeua llOBpWHHa HCTOr CBOjCTBa. 

Oay heMO quH>enuuy ca.zr.a uaaeCTH H3 je.zr.uor CTaaa KOjH B8llUI 

3a npOH3BOJbHH KOMa.zr, llOBpWHHe ll03HTHBHe KOHCT8HTIIe KpH­
BHHe1> 6ea cuurynapHTeTa H osaKa rnacu: . 

He1ca je Ha iiospwuHu iioaumusHe JCOHCillaHWHe ~tpusune + 1 
orpaHU'leHO y ICOHQ'lHO.Me He/CO je.O,HOCWpyJCO UJIU BUUJecmpyiCO Uose­
SOHO iio.o,py'lje 6ea cuHry!lapumema; aa.MUCJIU.Mo ma.qa .o.a cy y csaHoj 
llla'lJCU osor iio.o,pyqja, 1cao u y llla'lHa.Ma HJeroae rpaHuqe, JConcmpy­
ucaHu r JIQBHU liOJlyiipe'lHUIJU !CpUBUHe iiOBpWUHe, OH.O,Q Bl#tU O.ll r JlQB· 
HUX UOJlyiipe'lHU/CQ !CpUBUHe curypHO He .O,OCULUJ/Ce CBOj MQKCUMYM 
u, aamo, .MaHJu He .o,ocmuxe csoj .MuHu.My.M Hu y je!lHOj ma'IJCU 
ICOja JleJ/CU y yHyllipaUJHJOClilU iio.o,py'lja - OCU.M 0/CO je HQUJG 
iiospwuHa .o,eo cpepe iioJlyiipe'lHUJCa 1. 

Pa.zr.u .zr.oKaaa npuMeTHMO uajnpe .zr.a je, ycne.zr. uawe npeT­

nocTaaKe, npouaso.zr. o6a rnasua nonynpeqnuKa KPHBHHe csy.zr.a 

= 1, a aaTo selm o.zr. rnaauux nonynpeqnuKa KpHBHHe yseK MOpa 

6HTH ~ 1. l13 OBOr pa3JIOra MaKCHMYM sehHX rJiaBHHX llOJiynpeq­

HHKa Kpusuue oqurJie.zr,uo je caMo Ta.zr,a = 1, aKo cy o6a rna sua 

noJlynpeqnuKa KpHBHHe y caaKoj TaqKH Harner KOMa.zr,a nosp­

rnuue = 1. Y OBOM HapoqHTOM CJiyqajy CBaKa TaqKa TOra KOMS,Zl,8 

nospwuue je nynqacTa TaqKil H oTy.zr,a ce Ha noanaTH uaquH 

JiaKO 3aKJbyqyje .lJ;a llOCMaTpaHH KOM8,Zl, nosprnuHe MOpa 6HTH 

KOMa.zr. c¢epe noJiynpeqnuKa 1. 

HeKa je ca.zr. MaKCHMYM aeher o.zr. o6a rnasua nonynpeq­

HHKa Kpnsuue Harne nosprnuue > 1; Ta.zr,a heMo npeTnocTaBHTH, 

uacynpoT uaweM Tspl]elhy, .zr.a nocToju TaqKa 0 y ynyTpaw­

fh 0 C T H TOra .I<OMa.zr.a llOBpWHHe, y KOjoj ce Taj M8KCHMYM 
TIOCTH>Ke. 00rnTO 088. TaqKa 0 CHi'ypHO He MO}Ke 6HTH nyntta­

CT8 a, nospx Tora, peryJiapua je TaqKa name nosprnuue, TO he 

OKOJIHHa ose TaqKe 6HTH noKpnseua csaKOM o.zr. nopo.zr.uu:a JIHHHja 

Kpnsuue nosprnuue je.zr.nocTpyKo H 6ea npaauuua. YaMeMo JIH 

OBe JIHHHje KpHBHHe 38 KOOp,U,HH8THe JIHHHje, 8 CaMy TaqKy 0 
3a notteTaK TOr KpHBOJIHHHCKO·r KOOp,Zl,HH8THOr ~CTeMa, TO fie, 

1) r. JlHTKeMajep y caojoj nuceptauuju, uutupaHoj Ha ctp. 211 , H E. 
Xo.iJMrpeH y .Mall'\; Ann. Klb. 57 yenenu ey na noKalKy aHaJJHTH'IKH KapaKTep 

noap.lllHH8 XOHCT3HTHC U03HTHBHC KpHBHHe; 
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npeM:a ll03HaTOj TeOpHjH ITOBplliHHa IT03HTHBHe ·KOHCTaHTHe KpH-
BHHe, Ba)KHTH oae tiu!hemiu:e1 >: _ . 

HeKa rl 03HatiaBa Belm o,n: o6a rJiaBHa. noJiynpetiHHKa KpH~ 
BHHe 3a TatiKY (u, v) !Wja Jie)KH y OKOJIHHH llOtieTHe TatiKe 
0 = (0, 0); y oaoj OKOJIHHH je r 1 > 1. CTaBuMo 

1 ' '1 + 1 p= ~log--; 
2 r1 -1 

Ta,l(a . ll03HTHBHa peaJIHa aeJIHtiHHa p KaO <l>YHKU:Hja O.ll: U H V 

3a.l(OBOJbaBa Hape,n:Hy rrapu:ajaJIHY ,n:u<t>epeHU:QjaJIHY je,n:HatiHHY · 

iP p ()2 p e-2P-e2P 
--+-= . 

i) u2 i) v2 4 
(4) 

OOUITO Ka,n: r 1 orra,n:a <l>YHKU:nja p HYJKHO pacTe, TO p, Kao 
<l>YHKU:Hja O.ll: U H V, MOpa Ha MeCTy U = 0, V = 0, UMaTH MHHH­

MaJIHY ape,n:HOCT, rra npeMa TOMe p pa3aujeHo no cTerreHuMa 
npoMeHJbHBHX u u v HMa HYJKHO o6JiuK: 

p = a+ a u2 + 2 ~ uv + y v2 + .. · , 
r,n:e a, 11, ~. y 03Hatiaaajy KOHCTaHTe, npH tieMy Kaa,n:paTHa 
<PopMa 

a il2 + 2 ~ uv + y v2 

3a peaJIHO U H V HHKa,n: He CMe HMaTH HeraTHBHY Bpe,n:HOCT. l13. 
OBe nOCJie,n:lhe OKOJIHOCTH 3a KOHCTaHTe a H y HY}KHO CJie,n:yjy 
Heje,n:HaqHHe: 

(5) a~O u y~O. 

YHecHMO, c ,n:pyre CTpaHe p pa3BHjeHo y pe,n: y .n:u<PepeH­
U:HjaJIHY je,n:HaqHHY (4); 3a U = 0 H V =0 ,n:o6HheMO Ta,n:a: 

e-2a- e2a 
2(a+y) = --

4
--

0oUITO KOHCTaHTa a rrpeTCTaBJba ape,n:HOCT O)l p y TaqKH 0 = (0, 0) 
H, rrpeMa TOMe, HCna,n:a ll03HTHBHa, 6uhe H3pa3 Ca ,l(eCHe CTpaHe 
caaKaKo < 0; saTo nocJie.IJ.lba je.IJ.HaquHa BO.II.H Heje.IJ.HaquHu · 

a+ r < 0, 

1) Darboux, Le~ons sur Ia thwrle generale des surfaces, .Kib. 3, Nr. 776; 
Bianchi, Lezfonl dl geometrfa dlfferenzlale, § 264. 
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KOja CTOjH y npOTHBpeqHOCTH Ca Heje,ZI,HaqHHaMa (5). THMe CMO 
ca3HaJIH .u.a je Hawa npso6HTHa npeTnocTasKa, no Kojoj 6H MecTo 
MaKCHMy:Ma Jie}!{aJIO y yHyTpaWI:bOCTH KOMa,ZI,a nOBpWHHe, He3a­
CHOBaHa; CaMHM THM je ,ZI,OKa3aHa TaqHOCT rope nOCTaBJbeHOr 
eras a. 

Ory .u.a, Kao wTo je seh rope noMeHyTo, Henocpe.u.Ho cne­
.u.yje CTaB ll.G 3GWBOpeHa UOBpUIUHa Ca U03UWUBHO.M ICOHCWGHWHOM 
«puauHoM 1 6ea cuHryJzapumema yae/C Mapa 6umu ccjJepa iloJZy­
upeqHulla 1. Osaj pe3ynraT HCTospeMeHo noKa3yje .u.a ce ccpepa 
RaO IJ;eJIHHa He MO}!{e H3BHTH1 a ,ZI,a Ce Ha llOBpWHHH HHr.ll.e He 
nojasH CHHrynapHreT. 

Haj3a.zr., oso HCTpa}!{HBal:be .zr.oso.zr.H 3a He3aTsopeHy nosp­
WHHY .zr.o pe3yJITara: aKo 3aMHCJIHMO H3 nospwHHe nonTe HceqeH 
npOH3BOJbHH KOMa,ZI., na Taj KOMa,ZI. npOH3BOJbHO H3BHjeMO, OH,ZI.a 
Ce MaKCHMYM CBHX BeTIHX rJiaBHHX nOJiynpeqHHKa KpHBHHa, ,ZI.06H­
B.eHHX Ha Taj HaqHH, yseK HaJia3H Ha rpaHHIJ;H TOra. KOMa,ZI,a 
nospwHHe. 

reT H H r e H, 1900. 

' .• J 



.UonyHa I 1> 

CHcTeM ai<:CHOMa aa peanHe 6pojese, Hase.n;eH y § 13, yaeT je 
yrnaaHOM H3 XHJI6epTosor npe.n;asalba ,0 nojMy 6poja" Jahrb. 
d. Deutsch. Math. Ver, 8 (1900), y I<:OMe cy OHH, y § 13 Kao 
crasosH Ha6pojaHH, aaxreBH HCKa3aHH KaO aKCHOMe. H3 Tor npe­
.n;asalba HasernheMo os.n;e Hape.n;He npHMe.n;6e: 

1. Er3HCTeHI.\Hja 6poja 0 (CTaB 3, CTp. 47) je llOCJie.ZJ;Hl.\3 CTaBOBa 
1 H 2 H aCOI.\HjaTHBHOr 3aKOHa ca6Hpalba. 

2. EraHCTeHI.\Hja 6poja 1 ( cTaB 6, cTp. 48) je nocne.n;Hl.\a cTa­
aosa 4 H 5 H aCOI.\HjaTHBHOr 33KOH3 MHO}I{elba. 

3. KoMyTaTHBHH aaKOH ca6HpaJ-ba (eTas 8, CTp. 48) nocne.n;Hl.\a je 
CTaBOBa 1 - 6 H 3COI.\Hj3THBHOr 33KOHa ca6Hpalba H o6a .l(HCTpH-
6yTHBHa 3aKOHa: HaHMe 6Hhe 

(a+b)(1+1) = (a+b) 1+(a+b) 1=a+b+a+b, 

= a(1+1)+b(1+1) = a+a+b+b; 
npeMa TOMe 

a+b+a+b = a+a+b+b, 

H CTOra npeMa CTaBy 2 

b+a=a+b . 

.[{a Ce KOMYT3THBHH 33KOH MHO}I{elba ( CT3B 12, CTp. 48) MO}I{e 
H3BeCTH H3 CT3BOBa 1-11, 13 - 16 H 17 ( ApXHMe.ZJ;OB CTaB ), aJIH 
He MO}I{e 6e3 KOpHIIIhelba CTaBa 17, llOK333HO je y §§ 32, 33. 

n. BepHajc 

.UonyHa II 

YnpowheHo aacHHBalhe HayKe o nponop~ujaMa 

0HO 33CHHBalbe HayKe 0 nponOpl.\HjaMa 6e3 KOpHIIIhelba 
ApxHMe.n;ose aKCHOMe, Tj. Ha ocHosy aKCHOMa I- IV, Koje je 
.ZJ;aTO y Tpehoj rJiaBH §§ 14- 16, MO}I{e Ce ynpOCTHTH. 

l) Cae TPH nonyHe je npeseo T. AH~enHh. 
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KOpHCTHMO OHe Ha noqeuy § 15 CTp. 55-56 yae,ZJ;eHe 03H3Ke 
33 ,ZJ;Y>KH, je,ZJ;H3K9CT ,ZJ;Y>KH, 36Hp ,ZJ;Y>KH KaO H TaMO 3a6ene­
>KeHy qutbeHHIJ.Y ,ZJ;a 3a 30Hp ,ZJ;Y>KH Ba>KH 3COIJ.HjaTHBHH H KOMy­
TaTHBHH 33KOH. 

Kao paaMepy a : b ,ZJ;Y>KH a, b ,ZJ;e<l!HHHllleMo ca,ZJ; yrao (je,ZJ;H0-
3HaqHo O,ZJ;pe~eH y CMHCJIY KOHrpyeHIJ.Hje), KOjH y npaaoyrnOM 
Tpoyrny KOMe cy KaTeTe a, lfJ nemu HacnpaM KaTeTe a. Ka>KeMo, 
,ZJ;a cy paaMepe je,ZJ;HaKe, aKo cy no,ZJ;y,ZJ;apHH yrnosu KOjH ux 
,lle<l!HHKlliY, H y OBOM CMHCJIY llHllleMO "nponopu.ujy ( cpa3Mepy)" 
a : b = C : d. OpeMa TOMe, O,ZJ;MaX Ba>KH ,ZJ;a je CBaKa pa3Mepa 
,ZJ;Y>KH caMa ce6u je,ZJ;HaKa H ,ZJ;a cy ,ZJ;Be paaMepe ,ZJ;ylKH, je,ZJ;HaKe 
HeKoj Tpehoj, H Me~y co6oM je,ZJ;HaKe, Kao H: 

aKo je a = c H b = d, OH,ZJ;a je a : b = c : d. 

Ha ocHosy cTasa o a6upy yrnosa y Tpoyrny sa>KH OCHM Tara: 

aKo je a : b = c : d, OH,ZJ;a je b : a = d : c . 

.UaJbe ce noMohy aKCHOMa 1116 H IV (suir.u cnuKy) ,ZJ;o6usa eTas: 
4 

aKo je a: b === c: d, OH)l,a je a: b = (a+c): (b+d), 

H Ha ocHosy CTasa o cnoJballllbeM yrny: 

aKo je a : b """ a : c, OH,ZJ;a je b = c. 

l1a nocne,ZJ;lher cTasa no­
ce6HO npmtanaau, ,ZJ;a aa TPH ,ZJ;y­
>KH a, b, C MO>Ke llOCTOjaTH C3MO 
je,ZJ;Ha qeTspTa nponopu.noHaJia, 
Tj. caMo je,ZJ;HO pellletbe x npo­
nopu.uje a : b = c : x. EraucTeH­
u.uja qeTBpTe nponopu.uoHane 
npOHCTHqe H3 MOryHHOCTH npe­

HOii:Ie1ba yrnosa y s~3H ca aKCHOMOM napaneJIHHX. 

CTas o Me~yco6Hoj paaMeHJbHBOCTH yHyTpallllhHX qnaHosa 
y HeKoj nponopu.ujit, Tj. HCKa3: aKo je a : b = c : d, OH,ZJ;a je 
a : c = b : d, ,ZJ;06Iisa ce nocMaTpatbeM ,ZJ;Ba npasoyrna TpoyrJia, 
KOjH HMajy KaTeTe a., b O,ZJ;H. c, d a TaKO cy nOCTaBJbeHH, ,ZJ;a 
·KaTeTa c ,ZJ;pyror TpoyrJia nemu y npo,ZJ;y>Kelhy KaTeTe b npsor 
Tpoyrna npeKo TeMeHa npasor yrna, a HCTO TaKa d y npo,ZJ;y-
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}f{eH>y a (aa.n.a CJUiKy). Os.n.e Ha o~Hosy npernocTa8JbeHe nponop-. 
n;aje Kpajesa o6e xanoTeHy3e Jie)l{e Ha Kpyry1 rnTo ·ce aaKJbY• 
qyje H3 CTaBa · 0 je,li.HaKOCTH nepacpepHCKHX . 
yrJIOBa Ha,ll. HCTHM JIYKOM, O,li.H. H3 lheMy 
o6pHyTor cTasa. I1a osor CTasa oH.n.a npo­
H3Jia3H H nponopn;aja: a : c := b : d nocMa-. 
TpaH>eM TpoyrJiosa ca KaTeTaMa a, c eH b, d_1>. 

Kao nocJie.n.an;a Me~yco6He paaMeHJbH­
BOCTH yHyTpaiiiH>HX qJiaHosa nponopn;aje 
noce6Ho .n.o6asa ce cacTaBJbHBOCT nponopuaja: 

ar<o je · a : b = a':' b' H b : c = b' : c', OH.D.a je H a : c = a': c'. 

HaHMe H3 .n.aTHX nponopuaja .n.o6asa ce paaMeHOM yHyTpaiiiH>HX 
qJiaHosa a : a' = b : b' = c : c' na THMe a : c = a' : c', 

YaaMaH>eM y o6aap er3HCTeHn;aje qeTspTe nponopuaoHaJie 
.n.o6asa ce Hape.n.Ho .n.pyro npasaJio o cacTaBJbaH>y nponopuaja: 

aKo je a : b = b' : a' H b : c = c'' : b', OH.D.a je H a : c = c' : a'. 

HaaMe, aKo je u qeTBpTa nponopnaoHaJia aa a, b, c;, raKo ~~ 
6y .n.e a : b = c' : u Ba)l{ahe Ha OcHosy ose npemocTasKe c' : u = 

= b' : a', .n.aKJie c' : b' =. u : a' H .n.aJbe u : a' = b : c, a OH.D.a ce 
cacTasJbaH>eM nponopu;aja c' : u = a : b H ·· u : a'== b : c (npeMa · 
npeTXO.D.HOM npasaJiy) '.n.o6asa: c': a'= a: c. 

I 

~·B' 

/~/; 

yrJie OAB H OA'B', r.z~.e je 

Ca.n. Tpe6a .n.oKa3aTH 
OCHOBHH CTaB HayKe 0 nponop­
UHjaMa Koja rJiaca: AKo .n.se 
npase OTcen;ajy .li.Y)I{H a, a' o.n.H. 
b, b' Ha Kp3UHM3 npOH3BOJbHOf 
yrJia, OH.D.a Ba)I{H nponopuaja 
a : a' = b : b'. .UoKaa ce aaao.n.H 
(Ha o.n.rosapajylm HaqaH Kao 
.n.oKaa CTasa 41 y § 16) noMohy 
cTasa, .n.a·ce CHMeTpaJie yrJiosa 
TpoyrJia ceKy y je.n.Hoj TaqKH. 
Osaj eTas ce npHMeH>yje Ha Tpo-

0 TeMe yotteHor yrJia a A, B 

1 ) Osaj TOK )l0Kll38 y3eT je H3 yl)6eHHK8 .DHT8lbll KOj8 Ce O)lHOCe H8 
eneMeHT8pHy reoMeTpHjy• Oll ct>. EHpHKBeca (F. Enrlques). 
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O.li.H. A', 8' cy TaqKe y KOjHMa je,li.Ha H .ll.pyra O.ll. .li.Be napa· 

JieJIHe ceqe KpaKe yrJia, H r,ll.e je ,ll.aJbe OA = a, 08 = b, 
OA' = a', 08' = b' (BH.li.H CJIHKy). HeKa S 6y.ll.e npeceK CHMCTpaJia 

yrJIOBa y TpoyrJiy OAB, a S' y TpoyrJiy 0A'8'; Ta,ll.a S HMa 

HCTO pacTojaH>e r O.ll. npaBHX OA H 08, a HCTO TaKo HMa S' 
HCTO paCTOjaH>a r' O,ll. OBHX npaBHX. 00Ka3aheMO ,ll.a je a : a' = 
= r : r'. Ha HCTH HaqHH ce OH.ll.a .li.06Hsa b : b' = r : r', a THMe 
H CaMO TBp~eH,e. . 

nponopuHjy a : a' = r : r' ,li.06HBaMO nocMaTpaH>eM TPOY: 

rJIOBa OAS H OA'S', 3a KOje je -1:: SOA =-1:: S'OA' H --9: SAO= 
=-1=S'A'0. Osa .li.Ba yrJia cy yocTaJIOM {Kao nOJIOBHHe yrJia 

y TpoyrJiy) OIIITpH yrJIOBH; CTOra nO,li.HO}Kja D H D' HOpMaJia H3 $ 
H S' Ha npasy OA na,ll.ajy y yuyTpalllH>OCT .ii.y}KH OA H OA', 
Pa3JIO}KHMO OA y oTceqKe u, v, a OA' y OTceqKe u', v'; Ta,ll.a 

je 
r :·u = -1:: SOA = -1:: S'OA' = r': u', 
. . . 

· r: v =-1:: SAO ~-1:: S'A'O = r': v'; 

npeMa TOMe 

r : r' = u : u' = v : v' = ( u + v) : (u' + v') = a :.a', 

TaKO ,ll.a je y CTBapH 
a: a'= r: r'. 

0pHMeHOM OCHOBHOr CTaBa HayKe 0 npOnOpUHjaMa, MO}K@ 

ce noce6HO CTaB, KOjH je X H JI 6 e p T Ha3Ba0 0 a C K a JI 0 B H M1 

csecTH ua MaJioqac noMeHyTo .ll.pyro npaBHJIO o cacTaBJbaH>y 

nponopuHja. Taj eTas (eTas 40 y § 14) TBP.li.H: AKo cy A, B, C 
O,li.H. A', 8', c• no TPH TaqKe Ha ,li.BeMa npaBHMa Koje ce ceKy 

H cse cy pa3JIHqHTe O.ll. npeceque TaqKe Te .li.Be npase, OH.ll.a, 

aKo je 8C' npeMa C8' It CA' npeMa ic• napaJieJiuo, 6Hhe H AB' 
npeMa 8A' napaJieJIHO. 06eJie}KHMO JIH .li.Y}KH OA, 08, OC 
ca a, b, c a .li.Y}KH OA', 08', OC' ca a', b', c', 6Hhe npeMa 

OCHOBHOM CTaBy HayKe 0 nponOpUHjaMa HallJa npeTnOCTaBKa 

eKBHBaJieHTHa OBHM ,li.BeMa nponopUHjaMa 

b =. c ~ c': b' (t) . . . c : a = a' : c' (2) 

a TBpljefbe eKBHBaJieHTHO nponopqHjH 

·a: b = b': a. 
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Me~ynfM oaa (nponopnHja) ce .zt,MAsa u3 :nae ripeTXOAHe npeMa 

.l(pyroM npaBHJIY o cacTi:mJbalby hponopqHja. 
I;;~' 

flOlilTO je Ha 'l'aj HatjHH H3yKa 0 rtponopqHjaM:a ,i(06HBeHa 

6e3 ynotpe6e MHOiKelha .l(Y2KH, M02Ke 'ce oao HaKHa,n;HO yaecnt, 

3a Iino je noTpe6Ho yTsp,n;HTH Hel<y' lje.n;HfiHljHY .n;y'2KHHY e. 
HaHMe, kao npoH3BO.n; AY*H a, b (y o.n;Hocy ua je~HfiHny e) 
.n:e<PHHHiile ce tieTapTa nponopqHOHa.iia 3a e, a, b. ' 

illTO Ce THtie 33KOHa paqyHalba 33 T3KO ,zl.e<t>HHHC3HO MHO­

}Kelbe ,n;y2KH, TO Ce KOMyTaTHBHH 3aKOH .zi;06HBa H9 Meljyco6He 

pa3MeHJbHBOCTk yHyTparnlliHx tiJiaHoaa nponopnHje. AconHjaTimHH 

9aKOH Ka}Ke: aKO je e: a = b: u; e : b = C: V H e: U = C: W, 

Ta.n;a je e: a= v: w. Oao ce .n;o6~aa Ha oaaj HaqHH! H3 .n;pyre 

,.!(aTe nponopnHje .n;o6HBaMo b: e = v : c; oaa 3aje.n;Ho ca TpehoM 

,.!(aTOM nponopqHjOM .n;aje cacniaJbalbeM b : u == v : w, a THMe Ha 

ocHoay npoe .n;aTe nponopqHje e: a r= v: w. .II.HcTpH6yTHBHH 

3aKOH Ka}Ke: aKo je e : a = b : u; e : a = c : v OH.n;a je e : a = 
=(b+c):(u+V). 3a .ltOK~3je,n;OBOJbHO llOKa3aTH: aKoje b:u= 
= C: V, OH,l(a je b: U = (b+c): (u+v); OBO MeljyTHM Ba2KH npeMa 

je.zr,HOM CTaBy KOjH CMO y noqeTKY llOMeHyJIH. 

Ha oaaKo yae.n;eHH cerMeHTHH paqyH MO}Ke ce ca.n;, Kao 

rnTo je TO noKa3aHo y § 17, Ha.n;oae3aTH 3l!CliHBalhe je.n;He aaa­

JIHTHqKe reOMeTpHje paBHH. 

Il. EepHajc 

.II.onyHa III 

Y .n;o,n;aTKY II llOKa3aHO je H3Meljy OCTaJIOr (yn. CTp. 139), 
,l(a Ce Ha 8KCHOMH KOHrpyeHqHje TpoyrJIOBa y y}KeM CMHCJIY He 

M02Ke 3aCHOB8TH eyKJIH)];CKa HayKa 0 llOBplilHHH, llOlilTO Ce Ha 

OBOj OCHOBH (6e3 KOpHrnfielba ApXHMe)];OBe aKCHQMe) He MO}Ke 

.l(OKa3aTH EyKJIHJI.OB eTas, .n;a ,l(onyHCKH je.n;HaKH TpoyrnH je.l(Ha· 

KHX OCHOBHqa HMajy yaeK je,n;HaKe BHCHHe, na CTOra HH CTaB 52. 
Y paHHjHM H3,n;alhHMa je .l(o,n;aTaK II ca.n;p2Kaoao H je.n;Hy 

HHBep3Hjy ooor pa3MaTpalba," HaHMe .l(OKa3, .n;a y3HMalbe je.n;He 

CTaBy 52 eKBHBaJieHTHe 8K~HOMe CMelilT8lb8 (EinJagerung) OMO­

ryhaaa, .n;a ce H3 ylKe aKCHOMe KOHBepreHqHje III5* .n;o6Hje npoo-

6HTHa rnHpa aKCHOMa KOHaepreHtiHje III5 • Oao pacyljHBalbe Haaern-
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heuo ou.D;e y tutpe.zmuM H3JIIIralhMMa ca car.~o tte6tcTHHW npo­

MeoaMa KOje cy IlPHI18fOi)eue 080¥ HOBOM HS.ll.ltby. 

Rno!l4elfy,JIH CMO PlllfHje (yn. C:Tp, 123) AB HS IKCHOMe 0 

no.nyAaPHOC'fH 1'pOyrJioaa y y >K o j <t>opYyJiallRjH 1111* H npeT­

:xo.zr.nHx aKCHOMB nope.n; BKCiiOMa m. H III7 HY>I<HO cne.zr.yje 

lli(CHOMa II!OJJJ'JtpreH[(Hje Ills a THMe YOntUTe KOHrpyeHlUtja cPilfYPI 

Y Ill H p 0 j lPOPI\IYJiaUHjH, IJHM Yll\leMO .zr.a Bll)l(lt CTI!I 0 je.zr.Ha• 

Kocru yrnoaa l:lii OC!iOijHIJ;H y NBiiOK:paKOM rpoyrny.o H:arne.n;a 

MH o.n; 3Haqaja .n;a ce oao ynomyH>aBaH>e aKCHOMe KOHrpyeH[(Hje y 

y >K 0 j 4>opMyJI1UlHjH III5* MO>Ke HSBeCTH jOIII H8 je.n;aH C8CBHM 

.n;pyrH HaquH, HBHMe llOMOhy je.l{HOr CBCBHM HHTYHTHBHOf 3BXTeBa, 

qHjH ce ea.n;pmaj llOKJiana Ca CTa-BOM 52 KOjH CaM y 0CH088M21 

ja J(OifiiS&O (erp, 74), 21 KOjH 38XTeB C8 n.pyre CTpaHe, l(SKO CMO 

To noKa3MH y .n;o.n;aTJ<Y II (yn. erp. 139), auje nocne.llHUa era· 
~OPI'! I((,>HrpyeHitMje y y )K ~ M CMHCJiy, 

HeKa cy nojMOBH ,pa3nO$Iii30 jMH8KO~ q .AOJJYHCI<It 

je.n;HaKO" .n;e!pJ{HHCBHH KBO y § 18 n0CJIOB. reOMeTpHje~ - IJJit 

HnaK TaKO, .n;a ce npu TOMe pa3yMe noji!M I<OHrpyeHuHje y y ~ e M 

CMHCJiy. Y TO.M CMHCJIY fie ee y J:Iape.llHHl\1 H3Jiftrl!obHMa llPIIMe• 

H>HBBTH yaeK CB!VlO <!!<CHOMa I<OHrpytl:I[(H)e y y ll( 0 j WOpMyJla­

[(HjH III5* u H>oj nperxo.n;He aJ<CI«<Me I, JI, 1111_, Kao 14 lU<CNOMa 

napa~e.IHIHX: IV. 
Taj 3axrea y nHTaH>y, J<OjH . OQJJ;e rpe6a .n;a CJIY}KH Kao 

.n;onyHa, r nacH: 

A icc u oM a c Mew m a HJ a. floJlU/"OH Huje HWUIJI. paallO:JJCUBO 

}eJI.HaiC JI.pyro...w 'iiOJluroHy 'luje orpaHU'leHJe caJI.p:JICu yHylllpawlbe 

filtl'liCe, aJ!U He caJI.pJICU HU/BJI.H)l CliOJbaUllbY ilitl'lllY lipBOr ilOJ!UrOHa, 

iiij. ICO}U je y ilpBOM CMeUimeH. 

H3 oae aKCHOMe ce npao JiaKo H3BO.l{H craa: 

noJIHfOH HHje llHKM ,ll.OllYHCKH je.n;HaK .n;pyroM llOJIHfOHY 

KOjH je Y npBOM nOJIHfOHY CMeiiiTeH • 

. t) 311 T/l'IHO }t3BO~elbe BHJlH pacnpaay 0. 5epuajca: .Bemerkungen ZU 

den Orumllagsn ~'r Qeof'l'1etrl8" Courant Anniversary Volume 1948, cTp. 29- 44-
Kt!W (!~ !lflCTY.IJ"lllllb~ f;Tflll o yrllQJIHMa ua ocuoauuu - Y3 YKJby'lelbe 
Ap:x;ut4eAQl!~ 1)!{CHD)It: 11 !;IKCiiQM~ napanenuux ,_ MO:lKe ua pa3He Hll'IHHe 3/lt.le­
HHTH 3.;lX'J'eBH~Il, KOjH He.t:~ajy KllpllKTep llKCHOMe CHMeTpHje, Hllnp. 3/lXTeBOM 
Tpeher eTaBft o KourpyeuuujH 311 ucTOCMepao Koopauuupaue Tpoyrne, noKa3ao 

jt y nucopTauujH A. ill t.1 K T .Die Herleltung der Spiegelung a us der 11bem:n 

Bew~gung", Math. Ann~ 109, 538-571 (1934). 

Ocuoaa reoMeTpHje 15 
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11 saucTa, Ka.n; 6u neK~ nonurou P Guo .n;onyHCKH je.n:uaK 
TIOJIHTOHY Q KOjH Ce H8JI83H y yHyTpaiiilbOCTH P, .Ta.n;a 6u MO· 
paJia TIOCTOjaTH .l(Ba je,n:Ha .n;pyroM pa3JI0)KHBO je.n;HaKa TIOJIHrOHa 
P' u .Q' TaKo, .n:a nonuroH P+P' 6y.n;e. pa3JIO)KHBO je.n;naK nonu­
roHy Q+Q'. KaKo 6u ou.n;a u P+P' ca P+Q' 6uno pa3JIO)KHBO 
je.ZJ;H8KO, MOpaJIH 6H H TIOJIHrOHH p + Q' H Q + Q' 6HTH pa3JIO)KHBO 
je.l(H8KH, IIITO npOTHBpequ ycaojeuoj 8KCHOMH CMeiiiT8lb8. 

Ca.n; heMo pe.n;oM .n;oKasaTu uape.n;ue cTaaoae: 

AKo cy y neKOM Tpoyrny ABC o6a. yrna KO.ZJ; 
A H B j e .ZJ; a H .ZJ; p y r 0 M j e .ZJ; H a K a, 6 H fi e 0 H .l( a y B e K H 
0 B H M y r JI 0 B H M a H a C TI p a M H e C T p a H e j e .LJ: H a K e. 

Pa.n;u ,n:oKa3a o.n;pe,n:uMo ua AB TaqKe E u D, TaKo .n;a 6y.n;e 
AD = BC u BE "== A C. 11s npaor CTaBa KOHrpyeuu;uje y y)Koj 
¢opMynau;uju cne.n:yje KOHrpyeuu;uja Tpoyrnoaa DAC u CBE; 
o6a oaa Tpoyrna cy cTora u .n;onyu­
CKH je.n;naKa. O.n:aa.n:e saKJbyqyjeMo 
.n;a ce u lhuxoae ocuoaHn;e AD u BE 
je.n;Ha ca .n:pyroM noKJianajy. AKo 
OBO He 6H 6HO CJiyqaj, na ysMeMO, 

c 

peu;uMo, AD'= BE, ou.n:a 6u us no- A'----'--------"'----"B 

3HaTor EyKJIH,n:oaor nocTynKa (yn. 
CTp. 66) npOH3JI83HJIO ,n:a cy o6a TpO-
yrJia AD'C u BEC je.n:au .n:pyroM .n:o-
nyncKu je.n:naKa. Me~yTHM, Ta.n;a 6H H TpoyrnH A DC H A D'C 
MOpaJIH je,n:aH ,n:pyrOM 6HTH .l(OTIYHCKH je.n;HaKH, IIITO npOTHB­
pequ npeTXO.l(HOM CTaBy KOjH CMO .ZJ;06HJIH H3 8KCHOMe CMeiii­
Talba. Je.n:naKOCT .n:y)KH AD u BE BO.LJ:H uenocpe.n:uo TBp~elby 
KOje CMO TIOCT8BHJIH. 

(' 

o.n: ..q: CBA. 3aTHM o.npe,n:uMo 

A K o c y y u e K o M T p o­
yrny ABC .n;ae cTpaue AC 
H BC je.n;ua .n;pyroj je.n­
H a K e, 6 H h e y B e K H 0 B tf M 
CTpauaMa uacnpaMHH yrno­
BH je,n:aH .n;pyroM je.n;HaKH. 

Pa.n:u .n;oKasa ysMHMO ua­
cynpoT .n;a je yrao <9: CAB aehu 

ua npaaoj AB TaqKe A' H B' Ha 
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raj HaquH .rr.a 6y .rr.e 

<1: CA'B = <1: CBA H <1: CB'A = <1: CAB. 

f1peMa npeTXO.li.HO .li.OKa3aHOM CTaBy je CTOfa 

CA' = CB u CB' = CA, 

a o.rr.as.rr.e ce KopurnhelbeM npeTnocTasKe .rr.o6usa 

(l*) CA' = CB'. 
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AKo Ha Tpoyr.ne ACA' u BCB' npuMeHHMO ens o cnOJbaill­
lbeM yr.ny, .rr.o6uheMo je.rr.HaquHe 

' 
cTora je 

(2*) 

<1: ACA' = <1: CAB- <1: CA'B 

<1: BCB' ~~<t CB'A- <1: CBA; 

<1: ACA' =<1: BCB'. 

06pacu.u (1*) u (2*) y se3H ca npemocTaBKOM Ka3yjy, 
.rr.a cy Tpoyrnu ACA' H BCB' je.rr.aH .rr.pyroM KOHrpyeHTHH y 
y)f(eM CMHC.ny; MeljyTHM y TOM CJiyqajy noce6HO 6H 6HJIO 

<1: AA'C =<1: BB'C. 

Osaj' 3aKJbyqaK je 6ecMHCJIHIJ,a, nornTo cy osa .rr.sa yr.na yHy­
TparnlbH O.li.H. Hecyce.rr.Hl-1 cnoJbailllbl-1 yrao y Tpoyrny A 'B'C. 

TuMe je noCTasJbeHH CTaB .rr.oKa3aH, H MI-l o.rr.Max ysuljaMo 
.rr.a cy CTaBOBH 0 no.rr.y .rr.apHOCTH TpoyrJIOBa y IllHpeM CMHC.ny 
HY*Ha nocne.rr.uu.a aKcuoMe KOHrpyeHIJ,Hje y Y*eM o6JIHKY 1115*, 
aKo ce jorn y3Me y noMoh roplba HHTYHTHBHa aKCHOMa CMe­
rnTalba KOja Ce O.li.HOCH Ha nojaM pa3JI0)f(HBe je.rr.HaKOCTH." 

!13 OBOf .li.OKa3a je O.li.MaX jaCHO, .rr.a Ce aKCHOMa CMeillTalba 
3a OBY npHMeHy MO}Ke 3aMeHHTH CJie.U.ehOM npOCTHjOM aKCHOMOM: 

AKo y Tpoyr.ny ABC TaqKa D .ne*" Ha cTpaHH 
AB H3Meljy A H B, Ta.rr.a TpoyrnH ABC H ADC Hucy 
.ll. 0 n y H C K H j e .ll. H a K H.1) 

n. BepHajc 

1) Jenllo Moje pa3Marpalbe no pe3ynrary napaneJJHO OBOM pacy~Haaiby 
H3BpweHo je y pacnpasH .Ober die Verwendung der Polygonlnhalte an Stelle 
eines Spiegelungsaxioms In der Axiomatlk der Planimetrle" Elem. d. Math. 8, 
102-107 (1953). npHiiHKOM' nHCalha TOra pana HHCaM HMaO npH PYUH paHHjH 
TeK~T nonarKa II. Crora je y noMeHyroj pacnpaBH H30CTano onrosapajyhe yKa-
3HBalbe. 
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19, (137) 

eras o nomyHOCTH (eras 32) 29 
- 0 CllOJballllbeM yrny (CT8B 22) 23 

crpaHa npase y paBHH 9 
paBHH 10 
ta'IKe Ha npasoj 9 

Ta'IKa 3, 164 

yrao 12, 190 
- , BeftH H MalbH 21 
- , 0111TpH H tynH 22 
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yr JIOBH, yHaKpCHH 15 
- , ynopenHH 15 

YH8KpCHH yrJIOBH 15 
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11CnPABKE 

Ha ctpauu pu CTOjH a tpe6a aa ctoju 

15 8 oao3JlO ~B=~A' ~A=A' 
35 4 XY<XZ XY<YZ 
83 15 oao3ro H30CT4Bibeua Je nocne ta~e peqeuuua: 

Tpe6a aoKa34TH aa Je H CA" napanenuo ca A}fr. 
83 3 oao3ao c ... oc c = OC' 
84 19 OA' OA 
85 10 oao3ro (a+b)+c- OG (a+b)+c = OG' 
85 13 OE OA 
91 3 53 55 

100 12 oao3ao s s 
io1 4 CHCTeM CHCTeM 0 (s, f) 
120 12 Y, B, D, X' Y', B, D, X'· 
125 9 oao3ro S(r) rp (,;) 

127 6 oao3ao Kz,Kt K2Kt 
128 15 +(a+/~) s' + (a'+lp') s' 
131 9 oao3ro (Xz+IYal (Xs+iYal 
131 8 oao3ao AB A'B' 
132 10 oao3ro 1116* Ills· 

132 16 npetnHKasaHoe npecnuKasaHoe K2 

133 14 oao3ao aaty aylK jeaua ll.IITY JlYlK AB jenua 

f2 fS 
136 10 =t--+-··· =f--+-··· 

6 6 
137 12 0Jl03f0 .LlylKHHa JlYlKH .LlylKHHa JlYlKH 0 R 
140 3 0Jl03Jl0 H3 'IHibeHHUe na H3 'IH!beHHUe Jl4 ·y 0 

143 
y y 

9 0Jl03f0 arctg2 arctg-
~ 

n n 
143 13 0Jl03Jl0 a- a-

2b 2b 

145 6 (y uanoMeHH) .•• Geometrie• .•• Geometrle", 
Math. Ann. Klb. 61 

150 1 a' at 
169 12 cpeJlHHY cpenuuy (§ 24) 

175. 17 K1 K2 KtKz 
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Ha cTpaHH pe.IJ. 

179 
180 

186 
211 
212 
223 
2~ 

1 
9 

7 
1 
1 

Ha cTpaJIH 

CTOjH a Tpe6a .II.A CTOjH 

O.IJ.oaro TA'!Ka Ta'!Ka A 

O.II.03.IJ.O 

nocne TA'IKe H 3aneTe Tpe6a yMeTHYTH: npeMa 

TOMe, TA,'IKe K1 , K2 , K3 , • •• KOHBeprHpajy npeMa 

TA'IKH K*. 
TA'IKA A TA'IKA 0 

KAO .IJ.YlKHHY O.IJ. 0 KAO .IJ.YlKHHY 

co~ op sin cp 

=b':a =b':a' 
KC!HBepreHU.Hje KQHrpyl!llll.lf]6 

20 H30CTABJbeHa je uape.ilHa cnHKa 
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