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MMPEJATOBOP

Pan je monmesben Ha Tpu mornarska: JlessuBoct, IIpoctu O6pojeBun m Konrpyennuje. CBako
norJaBJbe 0aBU Ce TEOPUjCKOM 00paZioM MOjMOBA KOjH C€ y4e Y CKJIONY PEIOBHE M JI0JIaTHE
HACTaBe, Ca OCBPTOM Ha KapakTepucTuuHe mpumepe. [Ipumepu u 3amanu nparte u WiycTpyjy
nebuHuIMje U TeopeMe y paay. Takohe, y cBakoM IOIJIaBJby Hajla3e ce HEKe OJ MPUMEHa U3
OBUX O00JIACTH, KOj€ C€ MOTY pPaJUTH KaKo Ha CEKIUjU, TAKO U Ha JOJATHO] U JOIMYHCKO]
HACTaBH.

Pan He oOyxBara cBy TeopHjy MOTpeOHY 3a MPUIIPEMY 32 TAKMUYCHE, aIi MPBEHCTBEHO HUjE
HU HaMemeH ToMme. Kako HUCy cBa Jiena Koja Ccy 3aMHTEpPECOBaHA 3a MaTEMAaTHUKY YjeIHO
3aMHTEPECOBAHA 33 TAKMHUYCH:E, HJIgja paja je 1a Ha jJeTHOM MECTy 00jeJMHI OCHOBHE TIOjMOBE
13 00acT IeJbMBOCTH U (pakTopH3alyje, mpuMepe U npuMene koje he momohwu nernu na ce
BUIIIE 3aMHTEPECY]Y, Aa 00JbE pazyme]jy U Jia mpoayOe cBoja 3Hama. YpaBo 300r Tora, rpaiuBo
Koje je oOpaljeHo y paay MOrio Ou ce KOPUCTUTH Ha YacOBMMa MaTeMaTdKe CEeKIUje, jep Ha
YacOBHMMa JIOJIATHE HACTAaBE BpEeMe JI03B0JbaBa JIa CE 0PN CaMO TEOPH]CKH MUHHUMYM KOjH je
notpedaH 3a M3pajay 3aJaTaka W YrJIAaBHOM C€ paje 3aJald KOju Cy ce I0jaB/bHBAJM Ha
TaKMHYChUMa, a Ha YacOBMMa MaTeMaTHUYKe CEKIMje ce MOry JerajbHuje oOpahuBatu
HaBeJIeHe 00J1acTy.

VY paxy ce MHCHUCTHpA Ha JI0OKa3nuMa, jep cCMaTpaM Ja Cy jelIHOCTAaBHU U Pa3yMJbHBH 33 yUCHHKE
OCMOT paspesa. Y J0Ka3uBamwy ce OOMYHO MO3MBAMO Ha MPETXOIHO JI0KA3aHO TaKo J1a MOpajy
J1a TIOBE3Yjy TPaliBO ¥ TUME N000JBIIIA]y Pa3MHIILIbAE, a M 1a Y KACHH]EM IIKOJIOBAmbY JIaKIIIe
pa3ymejy Texe JoKase.

3amany U3 OBUX 00JacTU Cy MHTEPECAHTHU CBUM yuY€HUIMMa, Kako 0oJbMM hamuma Tako u
OHUM Mame 100pHM, 3aXTEBajy Pa3MUILIbamkbe, KPEaTUBHOCT U IOMAXy Y pa3BHjamy JOTUUKOT
pa3MHUIIbakA.



1 JEJbUBOCT

Ca nespuBornihy OpojeBa yueHHIH ce cycpehy y HIKUM pa3peauma OCHOBHE IIKOJIe. Y MPBOM
paspeny Qopmupa ce TojaM JeJbeHmha IMPEKO pacTaB/bakba CKYNOBa Ha jeAHAKOOpOjHE
JIVIC]YHKTHE MOJICKYTIOBE, a 3aTHM Ce IIOBEXE J1a j€ TO Olepaliija CympoTHAa MHOXKEHY.
3a Hemo3HaTy ce y3uMa Wik Opoj TaKBHX IMOJCKYIIOBA MIIM OpOj eeMeHara y CBAaKOM OJ1 bHX.
Ipumep. 12 xxeroHa Tpeda MOJACTUTH jeTHAKO HA TPH yueHHKa. [1o Koimko xeroHa he nooutu
cBaku y4yeHHK (12 sxeToHa TpeOa MOJCTUTH jETHAKO U TO MO 4 KETOHA CBAKOM YUYCHHKY.
Konuko he yaenuka no6utu sxerone)?
Pewere. PactaBpajy ckynm on 12 jkeToHa Ha TpH jenHakoOpoOjHA MOACKyNa: y3UMajy TpU
JKETOHA M CTaBJbajy IO jeJaH JKETOH Ha TPH MeECTa JOK Ce HE y3My CBH JKETOHU U3 CKYyIIa.
CumOoan4Ky ucka3aH oarosop: 12 : 3 = 4.
OpnMax ycBajajy MOjMOBE JCJbEHUK, JIEIUJIAll U KOJHMYHUK M Ipejia3e Ha Be3y MHOXKEHa U
JIeJbeIba.
Ilpumep. Ynopenumo 3anuce 12:3 =4u4-3 = 12.
AKO TOMHOXMMO KOJIMYHUK U JIeIHIIAI JoOrjamMo aesbeHuK. [lakie, moxenutu 6poj 12 6pojem
3 3naum Hahu Opoj kKojuM Tpeda moMHOKUTH Opoj 3 ma ce modbuje 12 (Hahu Opoj kojum Tpeda
MOMHOXHUTH JISIUIIAI] 1a ce 100U]je Ne/bEeHHK).
Hakon tora dopmupajy Tabmuiy nesbema (MIPeKo TaOIMIe MHOXKEHA) U TUME CE MCTHYE
MPaBUIIO JieJbera OpojeBuma 1 u 0:

" a:l=a,jepjea-1=a.

* Hyna je nemwenuk: 0:a = 0,jepje 0-a = 0.

» Hyna je u nespenuk u gemwiam: 0: 0 = a, jep je a - 0 = 0, rae je a 6mino koju 6poj.

* Hyna je nesbenuk: HysoM ce He nenu - a: 0 Huje moryhe u3BecTu jep He MOCTOju OPO]

KOjH MIOMHOKEH HYJIOM J1aje Opoj a.

VYyenunu ce Takole yno3Hajy ca ciaydajeM KaJa JeJbeHUK HUje JeJbuB AenuoreM (7 KeToHa
Tpeba MOJIeNUTH jeTHAKO Ha TPU YUEHHUKa), (HOpMUPajJy MT0jaM OCTaTKa U JIeJbeha Ca OCTaTKOM.
Moxaa 6u oBne Tpebano HarjlacuTu Aa he y KaCHHUJUM pa3pearma YYUTH Kako Ja ,,HacTaBe*
JIeJbEbE, jep y TIETOM pa3pedy YYEHUK, Ha MPUMEp, IPUIHKOM JieJbeha 7: 3 3ayCTaBu Ce KO
OCTaTKa W uMa MoTemKohy /1a HacTaBu JieJbeme (y cehamby UM je ocTasio Aa To HUje Moryhe).
Ocob6uHe 1eJbUBOCTH KOj€ YIIO3HAjy:

= Jlesbeme 30upa OpojeM:
(a+b):c =a:c+ b:c,0pojeBu a u b mopajy Outu nespuBu ca c. OXHOCHO, 30Hp je JAebHB
HEKUM OpojeM ako cy cabupiy JieJbUBH ca TUM OpojeM. Cabupuu He Mopajy OMTH AeJbUBU
HEKUM Opojem n1a 6u 30up Ono 1eJbUB TUM OpojeM.

= Jlesbeme pasiuke opojem:
(a—Db):c =a:c— b:c,0pojeBu a U b Mopajy OUTH JIeJbUBH Ca C. YMAmBCHUK U yMarbUIIAIl He
Mopajy OUTH J1eJbUBU HEKUM OpojeM Ja Ou pas3iinka Ousa qesbuBa TUM OpojeMm.

OBo cy CcBOjCTBa Ha KoOja ce Bpahamo y MeToM paspeny, MPUINKOM HCIIUTHBama JIeJbUBOCTH
HekuM 6pojem’. TToTpe6HO je HanpaBuTH (GUHY Be3y u3Mel)y OBUX 3amuca U Kopuinherma
cumbora | - JIeNn™, Kako OW yMeJH Jia UCKOPUCTE HaydeHO 3Hame, a He Jla MUCIEe Ja yde
HEIIITO MOTITYHO HOBO.

1 Hehemo oBAe HaBOAUTM U CBOjCTBA MHOKEHA.



»  3aBUCHOCT KOJMYHHUKA O] TPOMEHE JICJbCHUKA:
Hekaje a:b = k,onzaje (a-n): b = k - n, 0AHOCHO, aKoO Je/beHUK TTOBechaMo n myTa, Taaa ce
KOJIMYHKK rmoBeha n myTa.
Hekaje a:b = k,onzaje (a:n): b = k:n, oqHOCHO, aKO JIeJbEHUK CMAmBUMO N MyTa, Tajaa Ce
KOJIMYHUK CMarbH N MyTa.

*  3aBUCHOCT KOJMYHHUKA O] TPOMEHE JCIHOIIA:
Hekaje a:b = k,oupgaje a: (b - n) = k:n, oqHocHo, ako Aeiauian mopehamo n myra, Tajaa ce
KOJIMYHUK CMarbH N MyTa.
Hekaje a:b = k,onpgaje a: (b:n) = k - n, 0AHOCHO, aKO JEJMIAI] CMAlLUMO N IIyTa, Tajaa Ce
KOJIMYHKK roBeha n myTa.

»  CTaJaHOCT KOJIMYHHUKA!
Hekaje a:b = k,ougaje (a-n):(b-n) = k,unu (a:n): (b:n) = k.
Konnunuk n8a 6poja octaje HEMPOMEHEH aKo JAeJbEHHUK U JIeTHIIall CMAalbUMO UCTH Opoj MmyTa,
0JIHOCHO, ToBehamo nctu 6poj myTa.

Kako oBa cBojcTBa yueHuI Op30 3a0opaBe, Ha BUX OM Ce MOIJIM BPATUTH HAKOH HACTaBHE
Teme Pa3ioMiiy 1 okaszaTu Kako Jia JIako IPOBepe CBOjCTBA MPEKO pa3iioMaKa.

ITopen oBora y HW)XKHM paspeiMa OCHOBHE IIKOJE y4e€ Ce M KPHUTEPUjyMHU [EJbHUBOCTH
Opojesuma 2, 5 u 10.

OBzae OuMX joll MCTakia Ja YYEHUIM PEUeHHIy ,,JIpBO PAJIUMO MHOXKEHE U JleJbeHmhe Ma
cabupame 1 0JIy3UMambe “ CXBaTajy 1a MHOXKEHE UMa IPEIHOCT HaJl ACJbEHEM, Kao U cabupame
HaJl OJTy3UMameM, Ia Ou y HIDKUM paszpenuma Tpedano oOpaTUTH BUILE NaXKHE Ha TO.

HacraBna Ttema JlesbuBOCT je mpBa u3 o0nacTu anredpe Koja ce m3ydaBa y METOM pas3peny.
3Hama M3 OBEe 00JacTH Cy HEONXOJHAa 3a YycBajame HacTaBHe Teme Paszmomuu. Ocum
MIOBE3aHOCTH Ca Pa3JIOMIIMMa, OBA TEMA j& PeNIaTHBHO CJ1a00 MOBE3aHa ca OCTAIIMM CaIpiKajiuMa
MaTeMaTHKe Y OCHOBHO] IIKOJIU. JaBJba c€ Yy CEIMOM pa3pey - pacTaBbambe OpojeBa Ha MPOCTE
YUHUOLE (MOXKe OUTH BeOMa KOPUCHO MPHIIMKOM M3pauyHaBamba KBaJpaTHUX KOpeHa OpojeBa,
KopuithewmheM MO0jeIMHUX OCOOMHa JEeJbHUBOCTU JI0Ka3yje €€ HMPalMOHAIHOCT KBaJIpaTHUX
KOpeHa MpocTUX OpojeBa).

VYyenunu ce npBu 1yt cpehy ca Teopemama 1 JokazuMa (10aTHa HAcCTaBa) U3 00JacTu TeopHje
OpojeBa. Mako je HeonxogHO 00pa3IoKUTH 3aIITO j€ HEKO TBplEeHhE TaUHO, HATJIacakK Ce CTaBJbha
Ha (popMynaiyje u NpuMeHe - OCHOBHE OCOOMHE J1eJbUBOCTH, KPUTEPH)YMH JIEJbUBOCTH U TaKO
Jajbe.

1.1 IMojam nesbuBOCTH OpojeBa

Youumo na cy omepanmje cabupama, 0Jy3uMamba 1 MHOXKEHA HEOIPAaHUYEHO H3BOJJBUBE Y
CKyIy Z, IOK ca OIlepalrjoM JieJbeha TO HHUje CiIydaj. Y OMIITEeM Cilydajy Huje moryhe, 0e3
ocCTaTKa, MMOJIEIUTU CBaKH 11e0 Opoj OMII0 KOjUM IpyruM 1enum OpojeM. MoryhHocT, OAHOCHO
HEeMOTYNhHOCT Jieshemba IeNnX OpojeBa 6e3 ocTaTka npejcTaBiba ogHoC Mel)y OpojeBrMa Ha3BaH
JIeJBHBOCT.

Hanomenumo na ce y meroMm paspeny, IpuU pasMmarpamy AEJbUBOCTH, OTPaHHYaBaMO Ha

HEHETaTUBHE IieJie OpojeBe. A TO ce JaKo MPEHOCH Ha CKYI MeIux OpojeBa jep ako a | b,
OYMIJIE/IHO je JIa a | (=b),(—a) | b, (—a) | (-b).



HNedpununuja 1. Ileo 6poj a nesbuB je 1enum O6pojeM b, pa3auIUTHM OJ1 HYJE, aKO MOCTOj!
1eo Opoj q TakaB 1a je a = bq, Tj. aKo je KOJIMYHUK a: b = g 11e0 O0poj.

Axo je 06poj a nemuB Opojem b mnuimemo b | a(,bpenna“) . Y cymporaom b ta
(,,b He nenu a*).

Kaxemo 1a je b nesmnresb (paxkrop) Opoja a, a 1a je a caap:kanan (yMHOKaK) Opoja b.

bpoj b HazuBamo mpaBu AesuTesb Opoja a ako je b # a.

1.2 Oco0une penanuje 1e;bUBOCTH

AKoO Jipyradyuje He HarjlacCuMo, 3a CBaKu Opoj KOju MOMEHeMO ToipazyMeBaheMo aa je 11eo.

Teopema 1. 1° a | a. (pednexcuja)
2° Axo a | bub | c, OHIa a | c. (TpaH3UTUBHOCT)
3° Ako, a | bua | C OHJIA a | bx +cy3aceex,y € Z. (JTMHEAPHOCT)
4° Axo a|b ub # 0, ranaje |a| < |b|.

5°AK0a|be|a,0Hnajea=b1/m1/1a= —b.

6°1 | a. (cBaku OpOj je IEIHHB JEAMHULIOM)
7°a | 0. (cBaku O6poj nenu Hymy)

okas. Ha ocHOBY nepuHHIIM]j€ JTaKO je JoKa3aTH TBphema.
1° Mo nepuanumju jep a = a - 1.
2° Ako a | bub | C, OHJa TOo Je(UHHUIIMJU TOCTOje MEeTu OpOjeBM M U N TakBU Ja je b =
mauc = nb.
Onpa je ¢ = nb = nma, rje je nm ueo 6poj. Crean 1a a | C.
3° Ako a | bua | €, OHJIa TIOCTOj€ IeTK OPOjeBH M U N TaKBU J1a je b = ma v ¢ = na.
Oupa je bx + cy = max + nay = a(mx + ny),rae je mx + ny 1eo 6poj.
Cnemu na a | bx + cy.
4° Heka je b = ma. Opnarie cienu |b| = |m| - |a|. Kako je b # 0, ounto je|m| = 1, na je
|b| = |m|-l|al = 1-al = |al > 0.
5°° Axo a | bub | a, OH/Ia Ha OCHOBY TBphema 4° umamo |b| < |a| u |a| < |b|, na cnean na
je |lal = |b|, omakne crienu TBpheme.
6ca=a-1.
7°0=0-a. O
Iocnenquna 1. Penanuja 1esbMBOCTH je peranyja moperka Ha ckymy N.
Hoxas. U3 nperxoaue Teopeme cBojcta 1°,2°,5°(y N Baxun a = b). O

Teopema 2. 1° Ako a | buc | d,oHpa ac | bd.
2° Axo a | b, Tana a nenu u cBaku yMHOXak Opoja b, 1j. a | cb,3a cBako ¢ € Z.
3° Akxo a | b, Tana S | b.
4° Ako cy 6pojeBu a u b nespuBHU OpojeM ¢, 1 ako a | b,onpa % | %‘
Hoxkas. 1° Axo a | buc | d oHJla TocToje ey OpojeBM M U N TakBU a je b = maud = nc.
Opartne je
bd = manc = mnac,mn € Z = ac | bd.
2°a|b=b=am,mEZ,
Opnatne je cb = cam = cma,cm € Z = a | cb.



3° Ako a | b onpa je g 1eo 6poj.

a|b=>b=ma,meZ =>m=§€Z.

Onatne, b =ma=§-a,a€ Z=>§ b.

4° Ako cy O6pojeBu a U b nespuBH OpojeM ¢, OHzia Cy OpojeBr % U % TEJTH.

. b ) b
Axo a | b ouna b = ma, m € Z. Onatne je - = m%, IITO JJOKa3yje I[a% g

Teopema 3. 1°A1<oa|b1x1a c,Ta,aaa|(b+c)I/Ia|(b—c).
2° Axo a | b nnn alc,Ta,aaa|bc.
3° Ako a; | by, i = 1,n,Taga a;a, -+ ayn | byby -+ by,
4° Ako a | b, tama a® | b™ 3a cBako n € N.
Hoxas. 1° Ilocneauna ocoOune nuHeapHoctTn3ax = 1uy = +1.
2° Heka Ha npumep, a | c. Taga c = ma, m € Z.
bc =bma,bm €eZ = a|bc.
3° ¥V nokasy kopuctuMo TeopeMy 2.1° u MaremMaTHuKy WHAYKIH]Y.
Tepheme je TauHO 32 N = 2, jep HA OCHOBY IOMEHYTE TEOPEME UMaMO:
a, | b, va, | b,,oHna a,a, | bib,.
Hexka je TBpheme Tauno 3a n — 1, TOKaXUMO J1a BaXKu | 3a N:
Baxu
a; | byi=1n—1=aa; " ay4 | biby -+ bp_1.
AKo je mopen Tora a, | b,,, U3 IPETXOAHOT UMaMO

(a1a; -+ an-1)an | (b1by -+ by—1) by, 1j.
14z "'+ Ap—10n | byby =+ by—1by.
4° U3 mperxonHorsaa, =a, =+ =a,uby =b,=-+-=b,. O
3aoamax 1. He nzpauynasajyhu, ucnuraj TayHocT cienehux TBphema:
1) 4| (160 + 44)

4]160 n 4|44 == 4| (160 + 44)
2) 6]3-12

T.3.2°
6]12=56(3-12. 0
Jakuie, BUsesnu cMo J1a ako cy 06a cabupka (yMameHHMK U yMambHJiIall) 1eJbuBa HEKUM OpojeM U
30up (pa3nuka) je neJbUB TUM OpojeM, OJTHOCHO, aKO j€ jelaH OJ YMHWIANA JeJbUB HEKUM
OpojeM H MPOU3BOI j& ACJbUB TUM OpojeM.
IIpumenda 1. OOpHyTa UMIUIMKAIIM]ja HE BaXH.
[Tpumep. Axo apyrauuje pactaBUMo OpojeBe U3 MPETXOJHOT 3aJaTKa:

= 4 | (160 + 44),Tj.4 | 204, amu 6poj 204 moxxemo na Hanumemo kao 204 = 201 + 3,
a ¥ J1ajbe BaXH

4](20143), am 4 +201n4 ¢ 3.

= Ucro Tako nmamo 6 |4-9,amu 6+ 4an 6t 9.
JHaxkie, ako caOupIy HUCY JIeJbUBUA HEKHM OpOjeM He 3HAUW YBEK J1a U FlbUXOB 30HUp HUjE NCJHUB
TUM Opojem. Ako je 30up OpojeBa J1eJbUB HEKMM OpojeM, HE Mopa Jla 3Hayu Ja je CBaKH O]
cabupaka JieJbuB TUM OpojeM (AHAJIOTHO U 32 MPOU3BOJ U PA3IHUKY).



Teopema 4. Ako ce y jeTHaKOCTH 00JIHKa
a,+a;+--+a,=0 (D
3a cBe cabMpKe OCHUM JETHOT 3Ha JIa Cy JICJbUBH IIEeIMM OpojeM ¢, OHJa je U Ta] cabupak JeJbUB
cac.
Jokas. Heka 3a cabupak a; He 3HaMO Jia JIM je JIeJbUB OpojeM C a 3a CBE OCTajie 3HaMO Jia Cy
nesbuBH ca c. Mmamo:
a, =cby,...,a;_1 =cb;_1,a;41 = Ccb;jyq, ..., Ay = Cby,
rae cy by, ..., bi_1,bi41, ..., by 1enu 6pojeBu. Ho onpa jennakocrt (1) maje
a; =—c(by + -+ b1 + biq1 + -+ by),
Tj. @ = cb;, b; € Z, mT0 je u Tpebaso noka3zaTtu. O

1.3 Jle;beme ca ocTaTKOM

Y cnyuajy na b t a, 1j. a a: b auje npupoaan 6poj, oHIa KaKeMo J1a AETUMO Ca OCTaTKOM.
Teopema 5. (O nesbemy ca octaTkom) CBaku 1eo Opoj @ MOKE C€ Ha JeIMHCTBEH HAYWH
noMohy AaTor NpUpoAHOr Opoja b mpuka3aTH y OOIHKY
a=bqg+r, 0<r<b, rtoecyqre€Z (2)
[Tpu ToMe ce q Ha3uBa HEMOTITYH KOJUYHHUK, a T OCTaTaK MpH JieJberwy Opoja a 6pojeM b. Ako
jer = 0, onga je 6poj a nespuB O6pojem b.
W3pa3 (2) MOKEeMO jOIIl 3amucaTu
a:b =q(r).
Hoxkaz. JlokaXuMo Hajmpe aa mocroje OpojeBH q U T Kao y UCKazy TeopeMme. Y Ty CBpXY,
pPa3MOTPHUMO palroHAJIaH Opoj %. Heka je q neo Opoj TakaB na % JCKHA Y TOTYOTBOPESHOM
uHTepBany [q,q + 1). Ouurnenno Baxu 0 < % —qg <1
a=bqg+r= r=a-bq.
CraBumo r =a—bq = a -g— bq =b- % —bg=>b (% - q) . U3 mperxonHe HejeTHAKOCTH
cremn 0 < r < b.
JIoka)XMMO jeJMHCTBEHOCT TUX OpojeBa. IIpermocraBumo na mocroju jour jeaad nap (qq,11),
TakaB Ja je a = bq, + 11,0 < r; < b. Ony3suMameM OBe jeIHAKOCTH OJ jeaHakoctd (2)
no0ujamo
0=a-a=b(qg—q)+(r—mn),
r—r =b(q—q1),
OJTHOCHO b | T —T1y.
36oro <r<bul<r <b,Baxu|r —r| < bnaumamo najer —r; = 0,Tj.r = 1y, a300r
Toramq =q;. O
IMpumenda 2: Y Teopemu IpeTocTaBka jaa je b npupoaan Opoj Moxe ce 3aMmeHuTH ca b # 0,
amu je onma 0 < r < |b|.

IMpumenda 3: Ymecto (2) Moxe ce pasMaTpaTu U3pas
a=bq; —1r, 0<nr; <b,
pu yemy ce Opoj 7 Ha31Ba HEJOCTATKOM.
Lpumep.
= 737=81-9+8
737 =82-9-1
» —737=(-82)-9+1
—-737=(-81)-9-38



YumeHu1ia J1a je mpruImKoM JeJbema Iesior Opoja a OpojeM b octatak r 03Ha4aBa ce ¥ U3pa3oM
a =r (mod b),
anm heMo ce THMe Maso BUIlle OABUTH Y IPYTOM JIeTy paja.

1.4 HajBehu 3ajeHUYKH JeTHJIALL

HMedununuja 2. Jeanan HeKor Opoja a jecTe CBaku 1eo Opoj KOojuM je Opoj a IeJbUB, TO jeCT
cBaku Opoj KojuM ce broj a moxxe nmoxenutu 6e3 ocraTka.
Ckyn cBuX nenuiana 0poja a o3HauaBamo ca D,
IIpumenda 4. 36or ocoOMHE TPAH3UTHBHOCTH peJalyje NeJbUBOCTH Baxku: Ako Opoj b nenu
0poj a, oHna u cBu aenuony Opoja b nene 6poj a.
Ilpumep. Axo je natu 0poj nesbuB 6pojem 21, oHza je Taj Opoj AeJBUB U CBUM JeIHoIMMa Opoja
21.
HMepununuja 3. Lleo 6poj d je 3ajennnuku aesunsan 6pojeBa a u b ako d | aud | b.
CBaku 11€0 Op0j pa3IUyYUT OJ1 HyJIe UMa KOHAYHO MHOTO JICIHJIAIla, 1a je MpeMa TOME M CKYII
3ajeIHUYKUX JIeTIIIala JiBa Iesia Opoja KOHa4YaH U y leMy rmoctoju Hajehu 6poj. Y ckiany ¢
TUM Jaje ce U
Nepununuja 4. Hajsehu wmehy 3ajemaumukum genmmoruma OpojeBa au b je HajBehm
3ajeHHYKH aejauian opojesa a U b. O6enexkasamo ra ca (a, b).
Kopucre ce u apyre o3Hake; y mkoau Hajuennhe ce kopuctu o3naka H3/1(a, b).
Ipumenda 5. JloBosbHO je Hahu HajBehu 3ajeaunuky aenmian 3a |al u |b|.
IMpumenda 6. JacHo je m1a u3 ¢ | auc | b cnepu ¢ | (a, b).
Teopema 6. Axo je d HajBehu 3ajenHUYKU Jenuial Heaux OpojeBa a v b, oHJa MOCTOje LeTu
OpojeBu a U  TakBu 1a je aa + b = d.
Hoxas3. Ilocmatpajmo ckym 1ienux OpojeBa o0nuka aa + b, rae cy a, f € Z. Y TOM CKyIly uMa
Y TIO3UTUBHUX M HETaTUBHUX OpoOjeBa, a y HEMY je caapkaHa U Hyna. M3abepumo y memy
HajMam¥ MO3UTHBAH ejeMeHT. Heka je To Opoj ¢ = aa + Bb. Jlokaxumo na ¢ | auvc | b.
[IpeTnocTaBMMO CYNPOTHO , 1a ¢ He Aenu a. OHa mocToje TakBH 1enu opojeBrn q ur, 0 < r <
c,najea = cq +r.Hoonna je

r=a—cq=a— (aa+ Bb)g=(1—aq)a— Lqb,
Tj. OpOj r je MO3WUTHBAH, MamkM OJI C U JIMHEapHa je KoMmMOWHaija OpojeBa a U b, MWTO je
CYNPOTHO MPETIOCTABIIY Jia j€ ¢ HajMawbU TakaB MMo3uTUBaH Opoj. [lakie, ¢ | a.

AHaJIOTHO ce JI0Ka3yje 1a ¢ | b, ma je O6poj ¢ 3ajeTHUUYKH AenuiIal OpojeBa a U b, mTo 3Ha4YM Ja
c | d|

C npyre ctpane, ¢ = aa + b, d | aud | b na na ocHoBy Teopeme 3.2°u 1°|d | ¢ | Mopa 6utn

c=d. O

Nepununuja 5. 3a neie 6pojeBe a U b kaxeMo Jia cy y3ajaMHo (PeJIaTUBHO) MPOCTH aKO je
(a,b) = 1.

IMocaeauna 2. Ilenm OpojeBu a U b ¢y y3ajaMHO MPOCTH aKKO TIOCTOje TaKBU LM OpOjeBU
aupf najeaa+ fb=1.

Teopema 6 Ham omoryhyje u 1a HajBehu 3ajeqHIUKH Aenwialn OpojeBa a U b okapakTepuIIeMo
Kao HajMamH MO3UTUBaH Opoj obnuka aa + b, a, f € Z.

Nepununuja 6. Hajpehum 3ajennuukum aeamonem 1enux OpojeBa aq,ds, ..., a4, 30BEMO
HajBehM OJ1 3ajeIHUYKKX JEIHoIa OBUX OpojeBa u obenexaBamo ra ca (a,, dy, ..., ). AKO je
(ai,ay, ...,a,) =1, O6pojeBu aq,ay, ..., a, cy y3ajamHo mpoctu. Bpojesu a4, a,, ...,a, cy
y3ajaMHO MPOCTH 0 MAPOBHMA aKO je (al-, aj) = 13acBako i,j3akojejel <i<j<n.



IIpumep. Bpojesu 2,3.4 cy y3ajamuo npoctd jep (2,3,4) = 1, anu HHUCY y3ajaMHO IIPOCTH II0
naposuma jep (2,4) = 2.
Teopema 7. 1° Akojea = bqub > 0, ouna je (a,b) = b.
2° (ma, mb) = m(a,b),3am > 0.
1

3° AK0m|a,m|me > 0,0HJa je (%,%) =—(a,b).

m
4° Axo je (a,b) = d onpa je (S,g) = 1 (He mopa aa Baxu (%' b) =1).
5° Axo je(a,m) = (b,m) = 1, ouna je (ab,m) = 1.
6° Ako c|ab u(b,c) =1, onmaje c|a.
Jlokasz. 1° OuurnenHo jep tana
(a,b) = (bq,b) = b.
2°m(a,b) = m(aa + Bb) = ama + fmb = (ma, mb),a,f € 7.
a b .
3° Axo m nenu a v b onnia cy — W — e opojeBu. Cienu u3 2°.

4° (a,b) =d = d|ana|b,nacyg U ZL{GJ‘II/I6pOjeBI/I.
Onpa je u3 3°

Go)=i@n=7d=1
5° (a,m) = (b,m) = 1, ma nocroje 1enu 6pojeBu ay, B, @2, B, TaKBH 1a je
aa+ fim=ab+ f,m=1.
Opnasne je, mocie MHOXKEHa
aja-azb = (1—-pm)(1—p,m)=1—mt, t = f; + f, — f1fm,
j.
a,aab+mt =1, a;a,,t €ZL.
3aksbydyjemMo 1a je
(ab,m) = 1.
6° (b,c) =1= ab+ fc =1,a, B € Z. Muoxehu oBy penainujy ca a 1001jamo
aba + fca = a.
Kako ¢ | ab, To je mpeMa Teopemu 3.2° mpBH cabUpak J1eJbUB ca C.
Kako ¢ | € TIpeMa UCTO] TEOPEMU U JIPYT'H cabUpaK je JIeJbUB ca C.

I1a je npema Teopemu 3.1° 30up aba + fca nemus ca c, Tj. € | a. O

Teopema 8. Axo je a = bq + r, ouna je (a,b) = (b, 7).

Hoxasz. Heka je d mpou3BoJbaH 3ajeTHUUKH Aenuar OpojeBa a U b.

Taga w3 penammje a =bq+r cimenqm jga je oH W jgenwnan Opoja v (r=a-—
bq, v TeopeMma 3.1°), Tj. 3ajemHIUKH aenuial Opojea b U r.

CnudHO, aKo je d IpOon3BOJbaH 3ajeJHHYKH JeIHIal OpojeBa b U r, U3 UCTE peTiaryje CIeau 1a
je OH M 3ajeTHHYKHU Aenuialn opojeBa a U b.

Jlakie, CKYIIOBH 3ajeTHUYKHX Jeiniana OpojeBa a U b, OqHOCHO b U r, ToKJanajy ce. 3ato cy
Mel)ycoOHO jeiHaKy U BUXOBHU HajBehu eneMenTH, aakie opojesu (a,b) u (b,r). O

Ilpumep. Onpenumo na nu cy 6pojeBu 432 u 86 y3ajaMHO TIPOCTH.
ITormro je 432 = 86 -5 + 2, 10 je mpema teopemu (432,86) = (86,2) = 2.
3akspydyjemMo Ja aatv OpojeBU HUCY y3ajaMHO MPOCTH.



1.5 Eykanpaos anropuram

Ykonuko ce pamum o Behum 1enum OpojeBuMa, epuKacaH HayMH HallaKkema HajBeher
3ajeHUYKOT JIeNnuona mpejactaBiba EyknunoB amroputraM. O4YHMINIEHO je Ja MUTame
JIeJbUBOCTH HE 3aBUCH O] 3HaKa, Ma a U b, MO)KeMO cMaTpaTd MpUPOJHUM OpojeBuma. Y
CKJIaay C paHHje HM3JI0KEHUM MOXeMo ucnucatu cienehu uusz jenHakoctu (Eykiamaos
aJIropuTam).

a =bq, + 1y, 0<nr <b,

b:rqu'i‘rz, 0ST‘2<T'1,
T =T2q3 173, 0<mr3 <y,
Th-2 = Th-1qn + T, 0<mr <m_

Th—-1 = Thqn+1-

[Tomro 6pojeBu 13, unHE cTporo onanajyhu Hu3 npupoaHux Opojesa, To he ce oBaj HU3 HAKOH
KOHAYHOT Opoja Kopaka 3aBpIIUTH, Tj. Aohu heMo 0 jeqHAKOCTH O0JUKA Ty_1 = 13 (n41-
Teopema 9. Ilocnenmu ocraTak 7;, KOjH j€ pas3iMyUT OJ HYJIE y HPETXOAHOM IOCTYIKY
npeJcTaBba HajBehH 3ajeTHUYKY Aenual OpojeBa a U b.
Hoxkas. Kopuctehu Teopemy 8 J1ako je KOHCTaTOBATH J1a j€ 3310BOJbEH clie/iech HU3 je IHAKOCTH:
(a,b) = (b,ry) = (r,13) =+ = (M2, Tuo1) = (M1, ).
Kako je 1,1 = 1 qny1, TO Ty | Tn—1. Ila Ha ocHOBY Teopeme 7.1°, (1,_1, 1) = Ty, 1a KOHAYHO
nobujamo n1a je (a, b) = 1y, mTo je u Tpedano gokazatu. O
Ilpumep. a = 936, b = 588.
936 =588-1+ 384
588 =384 -1+ 240
384 =240-1+ 108
240 = 1082 + 24
108 =24-4+12
24 =12+ 2.
[Tpema Tome, (936,588) = 12. IIpu Tom je (Bpahamo ce yHa3za, u3pakaBaMo OCTaTKe, PEIOM,
KaKo HaM Hauase)
12 =108 —4-24 =108 — 4(240 —2-108) =9-108 — 4 - 240
= 9(384 — 240) —4-240 =
=9-384—-13-240=9-384 — 13(588 —384) = 22-384 — 13588
= 22(936 —588) —13-588 =
= 22-936 — 35-588.
Jakne,
12=22-936-35-588 ¢
IIpumenda 6: Y mpeTxoAHOM MpUMEpPY CMO IMOKa3zalu Kako ce, kopuinheweMm EykmumoBor
anroputMa, ozpelyyjy opojeBu a v f TakBu na je aa + fb = (a, b).
ITpumep. Kaxo je (13,60) = 1, ona npeMa ImocaeIuin 2, MOKEMO 3aliCTH
a-13+[(-60=1.
Onpenumo OpojeBe a U [ 3a KOje OBO BaXKH:
60=13-4+8,13=8-1+5,8=5-1+3,5=3-1+2,3=2-1+1,2=1"-2.
Bparumo ce ynaszazn
1=3-2=3-(5-3)=2-3-5=2(8-5)—-5=2-8-3:-5=2-8-3(13-8) =
5-8—-3-13=5(60—4-13)-3-13=5-60—23-13.
Tpaxenu OpojeBucy a = =23, =5. ¢



1.5.1 Busyeaunsanuja Eykangosor ajaropurma

EyknumoB anropuraMm ce MOXX€ M BHU3YETHO TMpHKa3aTH KOpUIINCHEeM aHaloruje ca
NPEKPUBAKHEM IPABOYTaOHMKA KBAApaTHMA.
Ilpumep. EyknunoB anroputaM 3a NMpoHATKEHE HajBeher 3ajeJHUYKOTr JIeuora 3a OpojeBe
120 u 84:

120 =84 -1 + 36,

84=36-2+12,

36 =12-3,

nakme (120,84) = 12. Axko ’eluMO Jila OBO BH3YEIHO MpeacTaBUMO Kpehemo on
npaBoyraonuka aumensuja 120 X 84. OH ce mokpuBa KBajpaTuMa CTpaHuile 84 cBe J0K je TO
Mmoryhe, Tj. ctaje jemnom. Octaje HaM IpaBOyraoHHK cTpanuia 84 X 36. OH ce 3aTUM TOKPUBa
KBaJpaTUMa JyXHHE cTpaHuma 36, craje nBa myra. Kao Bumak ocraje NMpaBOyraOHUK
mumen3dja 36 X 12. bera je moryhe 6e3 ocraTka MOKpUTH KBaapaThMa 4Hja je CTpaHHUIIA
nyxune 12. To 3naun na je (120,84) = 12.

1.5.2 Bepwu:kuu paziomMuu

Eyxnuios anroputam omoryhasa Jia ce CBaku paioHaian 0poj MpecTaBy y 00IMKY KOHAYHOT
BEPIDKHOT pa3lioMKa.
KonauHu Bepr>kHU pa3ioMak je uzpa3 o0yimka
1
1 )
a, +

ap +
a, +

1

+a_n
rae je ap uenu, a aq,ads,, ..., A, TpupoaHu OpojeBu. JacHo je ma ce cpehuBamemM KOHAYHOT
BEPHIKHOT paslioMKa J00uja parmoHanan 06poj. OO0paTHO, CBaku paimoHasian Opoj 06J‘II/IK&%

MOJKe Ce 3aMHcaTH y 00JIMKy BEPIDKHOT pa3aoMKa. bpojesu a;, i = 1,7 cy ynpaBo KOMHYHHUII
KOju ce nobujajy mpumeHom EyknmmoBor anroputma Ha 6pojeBe a U b:

a = bay + 1y,

b=ra +1,

=10, + 713,

The1 = TpQp.
Ilpumep. IlpencraButu y o0JIMKY BEpHXKHOT pa3iioMKa Opoj %.
172 =50-3 + 22,

50=122-2+6,

22=6-3+14,

6=4-1+2,

4=2-2,

OJIHOCHO, Ay = 3,a; = 2,a, = 3,a3 = 1,a, = 2, naje
7z _,. 1
50 241
3+—1
1+5

2
OnHOCHO, BepHKHU 00JIMK T00HMjaMo Ha ciiefiechn HaunH:
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172_3 22_3 1 _3 1 _3 _3 1 _
E %_ +% +2+£_ +2+i_ +2+ 1
22 22 2 3+i
6 6
=3+ 1

2+ 11

3+—1

1+7

Kao miro je peueHo, onmucanu MOCTYIaK pa3Boja BaKU 3a parmoHanHe Opojese. MpanuonamHu
OpojeBu oaroBapajy O€CKOHAYHUM BEpHXHHM pazinomituma. [Ipumepom hemo wmimyctpoBatu
KaKO MOYKeMO IpHOJIMKHO Hahu KBaJpaTHU KOPEH MIPUPOHOT Opoja.

Ipumep. Lus HaM je 1@ TPUOTIKHO OAPEIIMO V5.
Hajehe nemo6pojuo mame ox /5 je 2. Taga mocroju @, Tako xa je V5 = a + 2. 3a 6poj
BaXXH

V5—2 V5+2 1 1 1
a = \/g — 2 = . = = = ,
1 V5+2 V5+2 a+2+2 a+4
oJatie, mpuMenYyjyhu y3acTonHo oBe jeJHAKOCTU A00HjaMo OECKOHAYHU BEPUIKHU Pa3IoMaK

1
VE=a+2=2+——==2+

44+« 1

4+ ——-+
il
3a KOHa4aH 6POj WIAHOBA OBOT Pa3Boja JoOHjaMo IPUOITIKHY BpeaHocT 6poja V5. Tako je

1
\/§z2+z=2.25,

1
\/§z2+—1=2.235,
4+Z

1

\/§z2+—1=2.2361. 0
1

4+7

1.6 Hajmamu 3ajeIHUYKH ca/ip:KaIal

Hepunnuuja 7. Cagpskanan garor 6poja a jecte CBaku 11€0 Opoj Koju je 1eJbuB OpojeM a.
Ckym cBux caapskanana 6poja a o3HagaBamo ca S, .

HNepununuja 8. Lleo Opoj s je 3ajeqHHYKH caap:xkagan OpojeBa a U b ako a | sub | s.

Ckym cBUX caJprkaialia HeMa HajBehu eJeMeHT, anu JeUHUIIEMO:

HNepununuja 9. Hajmamu mel)y MO3UTUBHUAM 3ajeTHIYKAM CajpkaolinMa OpojeBa a U b 30Be
ce HajMambH 3ajeTHUYKH caap:Kaian Thx OpojeBa u obenexasa ce ca [a, b].

Jacuo je na je [a, b] = [—a, b] = [a,—b] = [—a, —b].

Kao u xox HajBeher 3ajeqHuuKor nemmona, ox Apyrux Moryhux osnaka nomenumo H3C(a, b).
HNepununuja 10. 3ajeqHuIKkuM caaprKaorieM menux Opojema aq,ad,, ..., d,, HA3UBAMO CBaKH
Opoj KOjH je 1eJbUB CBaKUM OJ] OpojeBa a4, s, ..., ,. Hajmamu no3utuBan Mely iuma 30Be ce
HajMam-H 3ajeIHHYKH caapKaail i obeexana ce ca [aq, dy, ..., ay].
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Ounro Baxu cnenehe TBpheme.
Teopema 10. 1° Ako je s = [ay,ay, ..., ay] ¥ S Ma KOju 3ajeHHYKH CajpsKanal] OpojeBa

a,, ay, ..., Ay, OHAA S | S, WITO 3HAYM J]a Cy CBU 3ajeHUYKH cajpikaonu Opojesa aq, dsy, ..., Ay
obnuka S = sq,q € Z.

2° Axo by | b, by | b, .., by, | b, onma [by, by, ..., byl | b.

Teopema 11.

1° (a,b)[a, b] = |a, b|.

2° Axo je (a,b) = 1, onnaje [a, b] = |ab]|.

3° Ako je m € N, ongna je [ma, mb] = m|a, b].

Joxas.

1° TlomTo mpena3 ca CKyma MPUPOJHUX OpojeBa Ha CKYI IENIHX OpojeBa HEe IMpeICTaBlba
TEHIKONy, JTOKaXUMO TEOPEMY 3a IPUPOIHE OpojeBe.

Heka je S ma koju 3ajeiHUUKM caap:kanal opojeBa a U b. OHja je

a | S =S =ak.
ITorro u b | S= % = %kMopa outH 1eo 6poj. (%)

Heka je d = (a,b),oumad | aund | b, na onmarie
a=adub=pd,rnecy(a,p)=1. (*x)
U3 (*) u (**) mobujamo
ak adk ak

—=——=—Cc1,
b pd B

a momrto je (a, ) = 1 1o mopa 6utu k = ft,t € N.

[Ipema Tome

S=ak = t = b t—abttEN
=ak =aft=a Q.lJ =7b .
b=pd

C npyre ctpase, cBaku Opoj oOiuka (;—bt je caapxanan OpojeBa a U b. [lakine, 6poj S je

3ajeJHHYKHU caJipkanall OpojeBa a v b akko je

S = ab t,teN
=t ]
Hajmamu TakaB 6poj nobujamo 3a t = 1, OTHOCHO § = %, Tj. [a, b] = % .
2° Cnenu us3 1°.
3° 13 1° umamo na je
T.7.2°
__ |mamb| '~ mZlab| _ lab|
" (mamb)  m(ab) (a,b)

[ma, mb] m[a,b]. ©
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1.7 YcnoB 3a 1eJbHBOCT HEKHM NPUPOAHUM OpojeM

Kpurepujymu neJbMBOCTH HaM CIy)Ke 3a UCIIUTHBAKE J1a JIK j€ Ja JU je 1aTh Opoj JIe/bUB ca
dbukcHUM aenurorieM, anu 0e3 n3Bolema MOoCTyIKa JAeJbea Beh, Hajuenthe, ucnutyjyhu mudpe
naTor 6poja.

3a uctu Opoj MOCTOje Pa3IMYUTH KPUTEPH]YMHU JJbUBOCTH U OB heMo aTu mpaBuia Koja ce
4eCTO KOPUCTE Y OCHOBHO] IIKOJIM, KAa0 M JIOKa3e KOjU Cy MPUMEPEHH Jla Ce pajie y y3pacTy
HEeTOT pa3pena.

Kacuuje hemo BueTH qpyre HauMHe 3a JOKa3UBAbE, KOJU CY MOAECCHU)H 32 CPEIbY IIKOTY.

1.7.1. Kputepujymu 1e;bHBOCTH:

e bpoj je nesbuB IeKaIHOM jJeIMHUIIOM aKO Ha Kpajy UMa 0ap OHOJIMKO HyJa KOJIMKO UMa
Ta JICKa/IHA jeMHUIIA.

e bpoj je nespuB ca 2 ako je mocneama nudpa Tor 6poja nespusa ca 2 (axo je 0,2,4,6 wiu
8);

e bpoj je nesbuB ca S ako je mocienma mudpa Tor 6poja aespus ca S (ako je 0 wim 5);

e bpoj je nespuB ca 4 ako My je aBonndpeHu 3aBpIIeTaK JeJbUB ca 4;

e bpoj je nesbuB ca 8 ako My je TporudpeHH 3aBpIIETaK ACJbHB ca §;

e bBpoj je nespuB ca 25 ako My je IBOIM(PEHH 3aBpIIETAK ACJbUB ca 25.

e bpoj je nespuB ca 3 ako my je 36up nudapa nespus ca 3.

e bpoj je neswuB ca 9 ako my je 36up nudapa nespus ca 9.

e bpoj je neswuB ca 11 ako je pa3nuka O6poja neceruia u mudpe jeauHuna nejpusa ca 11.
(bpoj je nmemuB ca 11 ako My je pasnuka 30upa udapa Ha HENAPHUM M MapHUM
MecTuMa, aespuBa ca 11.)

e bpoj je nemuB ca 7 ako je pa3nuka Opoja AeceTvlla M JBOCTpyKe Ludpe jenuHuna
nejpuBa ca 7.

3a nocnema ABa NpaBuila, MOCTYNAK ce MOHaBJba CBE JIOK ce He Jaohe 10 Opoja 3a KOoju cMO
CUTYPHH j€ JIU JIeJbUB WIN HUj€ TIOMEHYTUM OpojeM.
Jloka3. Ha npuMeprMa KOHKPETHUX OpojeBa Cy U3JIOKEHE HJIeje I0Ka3a OBUX TBphema, jep Ha
Taj HAYMH Ce MOJICTHYE U pa3BHja JIOTHYKO Pa3MHUILIbAHE.

1) Kpurepujymu 3a 6pojeBe KOju Cy 1eJHOIU HEKUX JIEKATHUX jeTHHHUIIA
JebuBoCT OpojeBuMa 2 u S:
[Tocnenmwa mudpa Hekor Opoja je ocTarak NpH JAesbewmy Tor Opoja ca 10. Ha mpumep,
1765=176-10+5 Kako je npBu cabupak aejbuB ca 2 1 ca 5 To AeJbUBOCT Opoja 1765 ca2 mca 5
3aBHCHU CaMO OJ1 Jpyror cabupka, 0THOCHO OJ1 II(pe jeTMHHIIA.
JebuBocTt OpojeBnma 4 u 25:
JBonmndpenn 3aBpuierak HeKor Opoja oapelyje ocratak mpu aesbewmy Tor O6poja ca 100. Ha
npumep, 3 236=32-100 + 36. Kako je 100 = 4-25, To 3Hauu Ja je NpBU cabUpak JiejbuB 4 U ca
25 u pemwuBocT Opoja 3236 ca 4 m ca 25 3aBuUCHM camMO OJf JIpyror cabupka, OJIHOCHO
nBorr(peHor 3aBpiieTka opoja.

2) Kputepujymu 3a 0pojeBe Koju He /1ejie HUjeAHY TeKATHY jeTUHUILY

HessuBoct OpojeBuma 3 u 9:

Ipe cBera ucTakHUMO Jja CBU OpOjeBU KOjH €y 3a | Mamu Off IeKaH/1e JeIMHUIIE JIEJHUBH CYy ca
9.

Ilpumep. 9999 =9 -1 111,999 =9 - 111, utn. Kaxo je jenan ox ynHWIama aeJpUB ca 9 ma je
npemMa Teopemu 3.2° mpou3BoJ AeJbUB ca 9, a caMuM TUM U ca 3, jep 9=3-3.
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Jlatu npupoaau 6poj pacTaBUMO Ha LUy jeIUHUIA, ECETUIIa, CTOTHUHA. ..T1a UICKOPUCTHUMO
NpeTXoaHO peueHo. Ha mpumep,
4 563=4-1 000 + 5-100 + 6 - 10 + 3=4-(999+1) + 5:(99+1) + 6:(9+1) + 3 =
=4999+4+5994+5+69+6+3=4-999 +5-99 + 6-9 +4 +5 +6+3.
Kaxko cy npBa Tpu cabupka nespuBa ca 9 (CBakw je 3amucaH y oOJuKy Mpou3BoJia 1Ba Opoj o
KOjUX je jemaH aesbuB ca 9 ), 3aK/bydyjeMO Ja JeJbUBOCT Opoja 3aBUCH caMO OJ 30mpa
4+5+6+3= 18, mTo npeacrassba 36up nudapa gator 6poja. Kako 9 | 18, Ton 9 | 4563.
Can4HO ce UCIUTYje U JeJBUBOCT €a 3, HICKOPUCTUMO JIaTH IIPUMEP
4 563=4-999 + 5-99 + 6-9 +4 +5 +6+3.
Jakite, npBa Tpu cabupka U3 puMepa cy JeJbruBa ca 9, a caMuM TUM H ca 3, 1a JAeJbUBOCT ca 3
3aBUCH caMo o] 30upa 1dapa Tor 6poja.

JesbuBoct OpojeBuma 7 u 11:
Jlokazahemo nipaBmIIo JIeJbUBOCTH OpojeM 7, neJbUBOCT ca Opojem 11 ce aHAIOTHO JT0Ka3yje.
Heka je: d — 6poj necerunia nator 6poja b, j — merosa nudpa jenuauna. Tama je 6poj b odbnuka
b =10d +j.
[IpermocTaBuMo n1a je pasiuka Opoja geceruna Opoja b U OBOCTpyKe HUQpPE jenuHUIA 2j
nespuBa ca 7. To 3Haum na je
d—2j=7kje{01,..9,k€ZdeN.
[Toxaxxumo aa je u 6poj b nespus ca 7.
b=10d +j =10(7k + 2j) + j = 70k + 20j + j = 70k + 21j.
Kako cy 006a cabupka nespuBa ca 7, TO je u 30up JeJbuB ca 7.
3aoamak 2. Jlokazatu:
1) Bpoj je nesbuB ¢ 13 ako je 30up Opoja aeceruiia u 4-cTpyke nudpe jeTUHUIA ICTHHUB C
13.
2) bpoj je nesbuB ¢ 37 ako je pasnuka Opoja meceruria u 11-ctpyke 1mudpe jenuHuna
nespuBa Cc 37.
Pewere. JlokazyjeMo Kao y ciydajy lejbuBoctu ca 7. €
[TpumeTnMo 1a Baku, ocTaTaTak MpH Jesbewy Opoja ca 3 (9) je jeaHak OoCTaTKy MpPH JIeJbebY
cyme mdapa tor 6poja ca 3 (9). Ocrarak npu nebewy 6poja ca 2 (5) je jenHak ocTaTKy MpHu
neJbemy jeqHonndpeHor 3aBpiierka Tor Opoja ca 2 (5). Ocratak npu nejbewy Opoja ca 4 (25)
j€ JeTHaK OCTaTKy MpH JIeJberhy ABOIM(pEeHOT 3aBpIieTka Tor Opoja ca 4 (25).

1.7.2. le/bMBOCT CJI0KeHUM OpojeBUMA

[Tomohy momMeHyTHX KpUTEpHjyMa AeJbUBOCTU MOKa3yjeMo JAeJbUBOCT OCTAIMX OpojeBa.
Je/buBoCT ca 6

Ako je mpupomaH Opoj N ne/bMB M ca 2 M ca 3, OHIA je OH Jae/buB U ca 6.
Hoxas. Axo je mpupojaan Opoj N 1eJbUB U ca 2 U ca 3, OHJIa Ce OH MOXe Hamucatu kao N = 2K u

n = 3l, rae cy k u | takohe nmpupoauu OpojeBu. Oxarie cinenu aa je 2k = 31, To ject k = 3;1

ITomro je k mpuponan 6poj, Mopa 6UTH TpUpoaaH Opoj u 3;1 IMomrro 3 Huje nepUBO ca 2, Mopa
| Gut nespuBO ca 2, Te ra MOXKEMO ITHCATH Kao

| = 2m, rae je m mpupoaan 6poj.

Ha noverky cmo umamu n = 3|, cama To moxkemo mucaru kao N = 3| = 3-2m = 6m. OBum je
JIOKa3aHo J1a je N JIeJbHB ca 6.

Hapasno, ako je 6poj nesbuB ca 6 OHJa j€ OH JeJbUB Ca CBUM H-ETOBHUM JCIHUOIINMA, Tj, 1EJbUB
je 6pojeBuma 2 u 3.

JlemuBoct ca 18

Ckyn genmnana 6poja 18 jecte Dg = {1,2,3,6,9,18}, omHocHo 6poj 18 Mokemo 3amucaTu
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18=1-18=2-9=3-6.
[TocraBspa ce muTame Kako oadbpatu oarosapajyhy komOuHanujy 6pojeBa. Ako je 6poj AeJbuB
ca 18 oHJ1a je OH J€JbUB CBUM HETOBUM JICTHOIIMMA, U TO NeMO HCKOPUCTHUTH.
[TornenajmMo komOuHanMjy 18 = 2 - 9; nokazanu 6ucmo nesbuBocT OpojeBuma 2 u 9; ako je 6poj
JIeJbHB ca 9 OHJIA je OH JIeJbUB U ca 3 1a CMO IOKa3alu JIeJbUBOCT U ca 3; aKko je Opoj JeJbUB U
ca 2 uca 3, oHzna je oH JeJbuB U ca 6. Jlakie, mokasaau cMoO JIeJbUBOCT TOT Opoja ca CBUM
nenmuoruma opoja 18.
[TornenajmMo komOuHanujy 18 = 3 - 6; qokaszanu OMcMoO aeJbUBOCT OpojeBuMa 3 U 6, OTHOCHO
opojeBuma 3 u 2. Ako je 6poj AebuB ca 3 TO HE 3HAYM J1a je JeJbUB U ca 9, 11a je jacHO J1a OBOM
KoMOuHanujoM HeheMo ,,mokynuTH” cBe aenuone 6poja 18.
3akspydyjemo, 0poj je nebuB ca 18 ako je mesbuB ca 2 u 9.
3amnpaBo, 0BO MOKEMO J0Ka3aTH aHAJIOTHO Ka0 y CIIy4ajy AeJbUBOCTU OpojeM 6.
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2 IIPOCTHU BPOJEBU

Y4yeHunma meTor paspeia 3ajall U3 OBUX OOJNACTH jecy 3aHMMIBbMBH, M JIOCTa TpELIe.
YTucak je 1a jour yBeK HE yMejy Jia c€ M3pa3e W Jia IpaTe TOK CBOJUX MUCIH, Tj. Ja BIaaajy
cBUM Hjejama. Tek KacHHUje, y CeIMOM U OCMOM pa3peiy, CXBaTe M pazyMmejy mpoOjIeMaTuKy
U3 OBE OBJIACTH.

Hedpunnnuuja 1. Ileo 6poj p > 1 je mpocT ako je AeJbHUB CaMo jeAUHUIIOM B caMuM cobom. Ieo
O0poj m > 1 je cJio3keH ako HUje mpocT. bpoj 1 Huje HU IPOCT HU CIIOKEH.
Iipumep.

» [IpBux HEeKoNHKO mpoctux Opojesa: 2,3,5,7,11,13,17,19, ...

» [IpBuX HEKOIMKO CIOXKEHUX Opojesa: 4, 6,8,9,10, 12,14, 15, 16,18, 20, ...
[TpumeTumo:

1) Hajmamu aenunail, Behu oJ1 jeAMHUIIE, TPOM3BOJHHOT 10T Opoja Beher of 1, jecte mpoct
0poj. 3aucta, HeKa je a > 1 M q BHEroB HajMamwu Aenuial koju je Behu ox 1. Axo 6u 6poj
q 610 cioXkeH, OH OM MMao HEKH Aeiiall p 3a koju 6u Baxwmio 1 < p < q. Ho, Tana Ou p
6uo nenunail u 6poja a, na q He 6u 6uo HajmMamu Mely nenronrMa 6poja a koju cy Behu
on l.

2) Jemuna aBa y3actomHa mpocta Opoja cy 2 u 3. OBO cieau U3 YHLCHHUIIE Ja je 2 jeArHU
napaH mpoct 6poj, a To Cield U3 Tora IITO je CBakH mapaH Opoj Behu on 2 nesbuB ca 2, na
j€ CIIOXKEH.

Teopema 1. (Eykmma) ITocToju 6eckoHa4YHO MHOTO MpOCTUX OpojeBa. pyrum pedmma, of
CBaKor Mpoctor 6poja nocroju Behu mpoct Opoj.
/lokas. IlpernocraBuMo 1a TBpheme TeopemMe HHje UCTUHUTO, Tj. Ja TOCTOJU KOHAYHO MHOTO
npoctux Opojera pq, Pz, .-, Pk, @ Ja Cy CBU OCTAIM MPUPOJHHU OpojeBu Behu on 1 crioxeHwu.
bpoj
N=pip;-pr +1

Je mpema Tome cnoxkeH. Ho, oHa oH Mopa OUTH JIeJbUB HEKUM O] IPOCTUX OpojeBa, IITO je
Hemoryhe jep N npu aesbemy OMII0 KOjUM oA OpojeBa P4, o, ..., Px Aaje octarak 1. Tume cmo
JI0Ka3aliy J1a je TBpheme TeopeMe UCTUHUTO. O
Teopema 2. Axo je AaT Mpou3BoJbaH MPUPOJAH Opoj N, YBEK ce MOke Hahu n y3acTOIHUX
CJIO’KEHUX OpojeBa.
Hoxa3z. bpoj n! je nespuB ca MpBUX N NpUPOAHUX OpojeBa. AKO My, Ha puMep, 1o1amo 6poj 4
nobujamMo HOBHU ciioxeH Opoj n! + 4 koju je nespuB ca 4. Hama je motpeban HU3 y3aCTOITHUX
CIIOKEeHHUX OpojeBa, cTora mocMarpajmMo 0pojeBe

Ai=n+1nn—-1)---3-2-1+ 2 - ae/msus 6pojem 2,

Ay =(n+1n(n—-1)--3-2-1+ 3 - gebuB 6pojeM 3,

Ap=n+1)n(n—1)---3:-2-1+ (n+1) - gepus 6pojemMm n + 1.
To cy y3acTomHu TpUpoAHU OPOjeBH, Ma UX TAYHO N U CBH CY CIIOKEHU. O
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Jla 6ucmo reHepucaii cBe MpOCcTe OpojeBe Mame Of AaTOor MpUpoaHOr Opoja N, MOKeMO ce

MOCITY)KUTH TaKo3BaHUM EpaTocTeHOBHM CHTOM (pemieTom ):

1° Ucniucyjemo cBe mpupoHe opojese 10 N,
+,2,3,4,56,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17, ...,N

2° Hajmpe mpenpramo jeIMHUILY;

3° IlpBu mpoct Opoj je 2, mera ocTaBjhbaMo a MperpTamMo cBe OpojeBe nesbuBe ca 2 (OHH Cy

CIIOXKEHH);

4° Ipenpramo cBe O6pojeBe Behe o 3 u nespuBe ca 3;

5° Cnenehu nenperpranu 6poj je 5. OH je mpocrT, jep na Huje Beh 6u 6uo npenpran. [Iperpramo

cBe Opojese Behe ox 5 u gesbuBe ca 5;

[TonaBspajyhu oBaj MoCTymak jacHo je J1a CMO EIMMHHHUCAIU CBE CIIOKEHE OpojeBe U J1a CMO
W3JIBOjWIIH TIPOCTE OpojeBe Mame o1 N. Y cBakoM KOpaky, IPBH HEMPEKPIKEHU Opoj je mpocT,
1a y HapeIHOM KOpaKy KpHKaMmo mberoBe caapikaone. [IpBu npekprmkenu 0poj he 6utu meros
KBaJpaT, jep cy CcBU Mamu caapxaouu Beh npekprmkenu (Pemumo kox Opoja 5, Beh cy
npekpwkenu opojesu 10, 15, 20, npBu koju kprxkamo je 25). duboHauu je mpuMETHO Ja je
JIOBOJPHO €IMMHUHHUCATH CIIOKEHE OpojeBe, KOjH Cy CaJp)KaolM MPOCTHX OpojeBa MamuX O]

VN.

Teopema 3. [To3utuan 1ieo Opoj N je CIOXKEeH ako M caMO aKo UMa IpocT (akTop P, TaKaB Aa
jep < VN.
Jloxas. Axo N uma npoct paxtop p < VN, Tana je N, ouuriemHo cioxes 6poj.
OO6patHo, Heka je N cioxeH Opoj U p WeroB HajMamu mnpocT ¢aktop. Tamga je N = pm,
rje je mueo 6poju m = p. Tana je
N=m-p2p-p=p?
clenu aa je
VN=p. o
Ilpumep. Axo xohemo na ucnumemo mpocte 6pojeBe ox 1 mo 100, Tpeba enmmuHUCATH
cioxeHe Gpojese aespuBe, peaoM, ca 2,3,5 u 7, jep je V100 = 10 u HajMarsK pocT 6poj MarbK
ox 10 je 7.
Ha taj Haunn no6ujamo 25 mpoctux OpojeBa mamwux oa 100:
2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97. ¢
Ipumep.
= Xohemo na ucniuramo ga im je 6poj 119 mpoct. Tpeba ucnuratu na au je J€JbUB
npocTuM GpojeBrMa MamuM o1 V119. Kako je 10?2 < 119 < 112, tpeba ucnmtatn
JeJBUBOCT IPOCTUM OpojeBuMa MawuM of 11 a To cy O6pojesu 2, 3, 5 u 7. Henocpennom
poBepoM OTKpuBamo fa je 119 crnoxxen 0poj, Tj. Baxku jennakoct 119 = 7-17.
» Ciuuno, mocmatpajMo 6poj 1999. Kako je 442 < 1999 < 452 Tpeba ucmuTaTy
nesbuBocT 6poja 1999 mpoctum 6pojeBrmMa MambuM 01 45,
a 1o cy opojesu 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41 u 43. Kako HHje neJbUB
HUjeIHUM O] BbUX, 3aKJby4yjeMO Ja j& OH IPOCT.

[Tomenyhemo jo1u jegan KpUTEPHjyM 3a UCIIUTUBAKE /1a JIU je HEKU Opoj MpocT, KOjU Ipumaja
Jleonapny Ojnepy.

Teopema 4. (OjnepoB kpuTepujym) Ako HemapaH mpupojan O0poj n,n > 1, Moxe na ce
NpeJCTaBy y BUIY pa3jiMKe KBajpaTa JABa MpUpOJHa Opoja Ha BHIIE O] jeJHOT HauWHa, OH je
CJIOKEH. AKO je TO MPEeICTaBJbakhe JEIUHCTBEHO, OH j€ IPOCT. [
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[TpumeTnMo 1a 3a CBaku HemapaH O0poj n,n > 1 Baxxu pasziarame
2

(n + 1)2 (n — 1>

n= — )
2 2

[la IPUIMKOM MCIIMTHBAba 1a JIU j& IPOCT Tpeba MOTPaKUTH Ja JIU HOPE OBOT pasjarama

MOCTOJH jOIII jeHO. 3a MPUMEHY OBOT' KPUTEPHjyMa MOTY Jia c€ KOPHCTe TabJuIle KBaapara
NpUPOIHUX OpojeBa. AKO UCIIMTYjeMO Jia JIM je Jatu 6poj n,n > 1 mpocT uiu HHje, y3aCTOIHO

: . -1
My J10]1ajeMO KBajpaTe MPUPOIHUX OpojeBa ', ca 0COOHMHOM 1" < nT

AKko je 3a HeKO 1, n + r? moTmyH KBajpart, 6poj je cioxkeH jep u3 2 + n = a?, ciemu
najen = a® —r2.
Ilpumep.
» TlocmarpajMo 6poj 31. JlomajeMmo My pemom kBaapate 12,2232 ..,r%r < 15.
Hujenan ox 6pojesa 31 + 12 Huje notnyH kBazapar e je 6poj 31 mpocr.
» [locmarpajmMo Opoj 3551. M3 Tabmume kBagpara o/ajeMO My pPeIoM KBajapare
12,22,32,...,r%,r < 1775. Kaxo je 3551 + 72 = 602, 6poj 3551 je cnoxen. Haume,
pasnarame 3551 = 60% — 72 ce pasiukyje oJ pasjiarama

3551 = (3552“1)2 - (35521‘1)2 = 17762 — 17752,

Teopema 5. Axo je p poct 6poj u p | ab, onna p | a wim p | b.
Hoxas. TlpernocraBumo aa p + a. OHOa ¢y p ¥ a y3ajaMHO NPOCTH OpojeBU. AJM OHJIA, IpeMa

teopemu 1.7.6°, p | b. o

Onmrruje:

Teopema 6. Ako je p mpoct Opoj u p | a,a, - a;, Taga nend OapeM jemaH ox OpojeBa
ai, az, ..., Q.

Hoxa3z. Jlokazatu nomohy MareMaTHyKe UHIYKIM]j€ U PETXOHE TeopeMe. O

3aoamax 1: Caxu npoct Opoj p Behu o 3 uma obnuk 6k + 1 nam 6k — 1. Jlokaxu.
Pewere. Ckyn nenux 6pojeBa MOXKeMO IOJIEIUTH Ha IIECT Kiaca OpojeBa, IpeMa OCTaTKy MpH
JeJbemy ca 62. To cy OpojeBu obnuka 6k, 6k + 1,6k + 2,6k + 3,6k + 4,6k + 5 (ocraTak
npu Jesbemy ca 6 Mmoxke outn 0,1,2,3,4 unn 5).

bpojeBu obnuka 6k, 6k + 2,6k + 3, 6k + 4 cy ciioxxeHU jep Cy JeJbUBU HEKUM 0] OpojeBa 2
i 3. Jlakie cBu mpocty OpojeBu MpuIaajy kiacama o6pojea odnuka 6k + 1 uau 6k + 5.
Jomr Baxku (Ilornmassbe Tpu, HenocraTak), 6k + 5 je ucromron 6k — 1. 0

3aoamax 2. Ceaku ripoct 0poj p Behu ox 2 nma o6k 4k + 1 wiu 4k — 1. Jlokaxwu.
Pewere. AHaNOrHO Ka0 y TPETXOAHOM 3a7aTKy. ¢

3aoamax 3. Ilpoctu OpojeBu 3, 5 U 7 cy jenuHa TpojKa Y3aCTONHHUX HEMapHUX MPOCTHUX
Opojena.

Pewere. Jlakne, TpaXuMo TPOjKe y3aCTOIHHUX NMPOCTUX HemapHUX OpojeBa. Ca p 03HaYMMO
HajMamkU O]l TUX OpojeBa, Taga cy p,p + 2,p + 4 y3actonHu HemapHu OpojeBu. Tpeba na
MOKa)KEMO J1a Cy OHU TPOCTH.

Axojep =3,oamajep+2 =5up+ 4 = 7. To je Hama TpojKa.

Hexa je p > 3, onna je p obnuka 6k + 1 vu 6k — 1.

Axkojep =6k +1,0onmajep + 2 = 6k + 1+ 2 = 6k + 3, a 10 je cioxeH Opoj jep je aesbHB
ca 3.

Axkojep =6k —1,oamajep +4 =6k —1+ 4 = 6K+ 3, aT0 je cioxxeH Opoj jep je AeIbUB
ca 3.

3aksbydyjemo ja je Tpojka 3, 5 u 7 jeauHa TakBa Tpojka OpojeBa. O

2[lornassbe TpH, Kiace KOHT'YEHIIH]€.
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Teopema 7. (OcHoBHHU cTaB apuTMeTruke) CBaku npupogan O6poj N Behu ox 1 moxe ce
JEAHO3HAYHO U3PA3UTH y OOJIHMKY TPOU3BOJIA MPOCTUX YHHUIIAIA!

N = pip, =" Pg, p;OpocT,i=1,k.
Hoxa3z. JlokazaheM0 MaTeMaTHIKOM UHIYKIIH]OM.
Axo je N mipocT 6poj, TBphermhe OUUTIeIHO BaXKH.
[TpernocraBuMo /1a TBphewe BaKu 3a CBAKH CII0XKEH Opoj Mamu o N. Jlokaxxumo na TBpheme
BakH U 3a N.
Ako je N cnoxeH 0poj, Taja moctoju 1eo 6poj, Behu ox 1 a mamwu o N, koju nenu N. Hajmamu
TakaB 03HAYUMO ca p;. bpoj p; HE MOXke OUTH CIOXKEH, jep Ou y TOM CiIy4ajy MOCTOjao Ieo

Opoj k,TakaBnal <k <p,uk | P, IITO TIOBIauun fa 6poj k nenu N u na je Mamu o1 p;. To
je, MmehyTuM, y KOHTpaIUKIHjH [ je P, HajMamK TakaB 0poj. Jlakie p; je mpoct O6poj.
Cnemu na je N =p;N;,1 <N; <N . Ilo mpermocraBuu uHAykiuje O0poj N; ce Moxe
NPEJCTaBUTH Y OOJUKY MPOCTHX (aKTopa, IpeMa ToMe, oHa Moke 1 N.
JemuHCTBEHOCT perpe3eHTalje:
[IpernocTaBuMo J1a KCTU OpPOj UMa JIBE pENpE3CHTAIIH]e, PEIITMO

N =pip2 P = 90192 Qv
TI€ Cy P; ¥ ¢ IPOCTH OPOjeBH. Y3MUMO NPOH3BOJbAH IIPOCT YMHMJIALL IPBE PENPE3CHTALIH]E,
peuuMo p;. [lomro mpousBoa q;q, *** q; MOpa OMTH JEJbUB NPOCTUM OpojeM p;, OHJa Ha
OCHOBY TeOpeMe 5 jemaH o]l HEroBUX YHHHIIAIA MOpa OWTH JeJbMB ca p;. Ho, kako cy
41,42, --» q; TPOCTH OpOjeBH, TO MOpa IIOCTOjaTH q; = P;. AHAJOIHO, 3a CBAKO (; MOCTOjH
HEKO p; = q] O
Ilpumep. 120 =2-2-2-3 5.

AKko ce y paznaramy 6poja N HEKM YMHUOLIM TIOHABJBA]Y, 11a CE, PELIUMO, P4 jaBJba q MyTa, Py
jaBJba Q MYTA,..., Py JaBIba o, MyTa, OHJIa c€ OOJIUK
N = p1“1p2a2 ...pkak

30BE€ KAHOHCKH OOJIMK pupoaHor Opoja N (kaHOHCKA daKTopU3amuja).
Ipumep. 120 = 23 -3 -5,
[Tomohy kaHoHCke (akTopu3anuje aatux OpojeBa a U b nako ce onpelyje mUXOB HajBehu
3ajeTHUYKH JeIUIall 1 HajMamy 3ajeIHNUKH caapxanal. Haume, ako je

a= plalpzaz ...pk“k, b = plﬁlpzﬁz ...pkﬁk,
HeKku o OpojeBa a;, f; Mory OWUTH W jeHAKU HYIW (ako ce HeKH Opoj He MojaBJbyje Kao
YUHUWIAL), Taja:

(a,b) = p,minl@vBsly minfazfs} ..., minfafid,

[a, b] = p,mexlavBily maxiazfz} ... maxiawpil,
IIpumep. 120 = 23-3-5 u 84=2%2-3-7 1.

120=23-3:5-7° u 84=2%2-3-5°-7, maje
(120,84) =22-3-59.79=22.3 =12,
JEeAHOCTaBHHU]€ PEYEeHO, y3UMaMO caMO OHOJIMKO KOJIMKO Ce 1ojaBibyje y o0a Opoja.
[120,84] = 23-3-5-7 = 840.

Teopema 8. [Ipupogan 0poj je KBagpaT OHJIAa M CaMO OHJIa aKO Y KAaHOHCKO] (haKTOpHU3aIHj1
uMa CBE M3JI0KUOIIE MTapHe.
Joxas. Heka je kaHOHCKa penpe3eHTalyja npupoIHor opoja n = p;*1p,%2 - p, %k,
Heka je n = m? ,m = q,#1q,52 --- q,#! xanomncka penpesentarmja 6poja m. Taza je

2
n= plalpzaZ ...pkak — (q1ﬁ1q252 s qlﬁl) — qlzﬁlqzzﬁZ oo qlzﬁl.
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Kako je kaHoHCKa (hakTopu3aiyja qaTor Opoja jeAMHCTBEHA, TO y OBOM Cly4yajy Mopa OuTu

k=1Lp = qu, 3acBako 1 < i < k (k =1).
OO6patHO, IPETHOCTaBUMO J1a OpOj 7 y CBOjOj KAHOHCKO] PEMPE3CHTAIMjH UMa 32 H3JI0KUOIIe
napHe 6pojeBe, Tj. N = p; 2%1p,2%2 -+ p, 2% Tana
n = py 2yt e pp Pt = (p TPy ™2 - pp M) = mP sam = py p, 2 o p k. O
Ilpumep. 17424 = 2*-3%2-112 = (22-3-11)% = 1322
Teopema 9. Ako je MpOU3BO/I ABA y3ajaMHO MPOCTa MPUPOIHA Opoja KBaapaT 1esor o0poja,
ab = c?, (a,b) =1,
Tajia cy a U b xBazgparu uenux 6pojesa: a = a2, b = b,
loka3z. Jla 6u 6poj 6Wo KBaapar , mpeMa MpeTX0HO] TEOPEMH, HEOITXOJIHO j€ U JOBOJHHO Ja CY
My CBH €KCIIOHEHTH y (axropusanuju mnapuu (c? mma napHe excroHenre). Kako cy au b
y3ajaMHO IPOCTH, CBAKHU IIPOCT Jeuial 6poja ¢? jaBiba ce WM y a WK y b, anu He y 00a; 3aT10
npocTtH pakTopu OpojeBa a U b MOpajy UMaTH MapHE eKCIIOHEHTE. O
3aoamax 4. KBanpar cBakor mpocror 0poja p, ako je p > 3, uma o6k 12n + 1. Jlokaxmu.
Pewere. Caku poct 6poj p > 3 je obnuka 6k + 1. Onatne je
p?=(6k—1)>=36k—12k+1 =123k — 1) + 1.
Ananornozap =6k +1. ¢
Teopema 10. Heka je a = p;*1p,%2 -+ p; %k xaHoHcka (akTopusaija 6poja a. Taga cy cBu
NMO3UTUBHHU AeIH0IH Opoja a odnuka
d=pPrp,Prpfe, 0<B<a;,0<B, <ay..0< B <a.
Jlokas. Crienu Ha OCHOBY Tora o je a = d - n, rae je d = p,%1p,%2 - p %k u 6, = a; — B;. 0
ITpumep. 120 = 23 -3 5, na cy mo3uTUBHY Aeauonu 6poja 120 obnuxa
20-3/.5%0<i<3,0<j<1,0<k<1,

Tj. OpojeBu

20.30.50 =1 20.30.51=5 20.31.50=3 21.30.50=2

22.30.50 =4 23.30.50=8 20.31.51 =15 21.31.51=30

22.31.51=60 23-3'-51=120 2!'.3%°-5'=10 22-3°.51=20

23-30-51 =40 21-31.5°=6  2%2.3'-5°=12 23.3'.50=24
Haxite, 6poj 120 uma 16 no3uTtuBHUX Aenunana. ¢

Cuneuujajno,
Caakwu Jjienwiall Opoja a je Ha jeTUHCTBEH HauuH oJpel)eH n300poM eKCIIOHEHTa [3;.
Kako f; moxemo 1ja nzabepemo Ha a; + 1 HaumHa, TO je YKynaH Opoj MO3UTUBHUX JeHiala
6poja a (yxspyuyjyhu 1 u camo a) jennak

(a1 +D(ay + 1) (a + 1).
[Tocnenmu u3pa3 uma MoceOHy 03HaKY, 1ePUHHUILIEMO:
Nepununuja 2. Yxynad 0poj mo3UTHBHUX JAeJWJIaNa MPUPOJHOT Opoja a 03HA4YaBaMo ca
t(a). dakie,

t(a) =(a; + D(a, + 1) (a, + 1)

aKo je a = p;“1p,*2 --- p; *k mweropa KaHOHCKA (haKTOpHU3aIHja.
Ipumep. 120 = 23-3-5majet(120) = B+ 1)1+ 1)(1 + 1) = 16.

VY cnenehoj Tabenu 1aTo je HEKOJIMKO MPBUX BPEAHOCTH PYHKIIH]E T.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
tm) 1 2 2 3 2 4 2 4 3 4 2 6
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JacHo je na:
1) Ako je a npoct 6poj t(a) = 2.
2) Ako a ¥Ma caMo jeaH MpOCT JeNuJall, Tj. KaHOHCKa (hakTopu3aiija Opoja a je obauka
a=p% ranat(a) = a+ 1.
IIpumep. 9 = 32 = 1(9) = 2 + 1 = 3, 3aucTa NO3UTUBHY JeroLu 6poja 9 cy 6pojesu 1,3, 9.
3) Axo je kaHOHCKa (akTopu3anuja Opoja a ob6iMKa a = piP, Pk, Taga T(a) =
1+1DA+1D(1+1) =2k
k nyTta
ITpumep. 30 =2-3-5= 7(15) = 23 = 8, 3aucra nosutuBHM jeauounu Opoja 30 jecy
opojesu 1,2,3,5,6,10,15,30.
3aoamak 5. Axo npuponan Opoj n ©Ma HemapaH Opoj pa3IMUUTHX MO3UTUBHUX JICTHIIAIA, OH
je moTmyH kBajapar. Jlokazaru.
Pewerve. Axo je n = p1“1p, %2 - pr*  ut(n) = (ay + 1)(ay + 1) -+ (a + 1) Henapau 6poj,
OHJa cBU a; + 1 Mopajy OuTH HemapHH, Tj. OpojeBH a;Mopajy OUTH TTapHH, IITO 3HAYM /1A je N
NOTIYH KBajgpar. ¢
Nepununuja 3. dynkuuja f: N — Z 3a kojy Baxu
1) Banexkon € Nje f(n) # 0,
2) f(mn) = f(m)f(n) 3a cBe m,n takse aa je (m,n) = 1, 30BeMO MYJTHINIMKATHBHA
¢pyHkuuja.
Teopema 11. dyHK1HM]ja T je MyITUIUIMKATHBHA.
Hoxas. 1) Baxu, je 3a ceakon € Nje t(n) # 0,
2) Axo cy OpojeBr m U n y3ajaMHO MPOCTH, TA/A j&
m = plalpzaz ...pkak'n = qlﬁlqzﬁz qlﬁl'
U YeMy Ce HUjelan o1 OpojeBa p; He MOKJIana HU ca JeJHUM oJ1 Opojesa q ;. 3aTo je
mn = p10—’1p2“2 Pk“"%ﬁl%ﬁz qlﬁl
KaHOHCKa ¢akTopu3aiuja Opoja mn, na je
tmn) = (@ + D (ap + DB+ DB+ 1D =t(m)r(n). o
Ipumep. T(24) =1(23-3) =1(2*)T3) =B+ (1 + 1) =8.

[Topen 6poja NO3UTUBHUX AeNWiIala JaTor Opoja a mocMaTpajMo U BUXOB 30Up.
Hepuuuuuja 4. 30Mp CBUX MO3UTHBHUX AeTHIANA IPUPOIHOT Opoja a o3Ha4yaBa ce ca a(a).
JacHo je na:

1) Ako je a mpoct 6poj, ouma je g(a) = a+ 1, jep mpoct Opoj @ WMa camo Ta JBa

JIeITHOTIA.
a+1_
2) Axoje a = p%,p npoct 6poj, onaje o(a) = 1+ p + p? + - + p® = 2 — :
reoOMeTPHjCKHU P
HHU3

IIpumep. 27 = 33,naje t(27) = 4 u 1o cy 6pojenu 1,3,32,33. Jlakne, 0(27) =o(33) =1+
3+ 3%+ 33

Teopema 12. Heka je a = p;*1p,%2 -+ p; * xaHOHCKa (aKTOpH3alHja MPUPOJHOT Opoja a,
OHJIA je

a;+1 a+1 ag+l _ q

Y 2 M I 4
p1—1 pz—1 pr—1
Hoxas. Bpennoct o(a) MOXeMO 3amucaTi y 00JIUKY

o(a) = 2 d.

d|a
d>o

o(a) =
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Kaxo je, mpema Teopemu 10, cBaku TakaB aemmian odmuka d = p;F1p,P2 - p Pk, 0 < B; <
a, 1<i<k Toje

O—(a) — Z plﬁlpzﬁz ...pkﬁk
0<fi<a;
1<is<k
=@ +prt+p)A+pr++p2") - (T +pie + o+ 0 ™).
Haunme, MmHOXEhH n3pase mocieamer Mpon3Bo/ia 1001jaMo ypaBo cabupKe KOjU e M0jaBJbyjy
y IIPETXOAHO HaBeZeHoj cymu. CabupameM TeOMETPHjCKIUX HI30Ba Yy 3arpajama, J01a3|uMo J10

u3pasa garor y popmynanuju reopeme. O
HaBeaumo Hekonnko BpeAHOCTH (YHKIIH]E O.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
on) 1 3 4 7 6 12 8 15 13 18 12 28

Teopema 13. dyHKIIM]ja 0 je MYJITUIIIKATABHA.
Jokas. CnuuHo Kao foka3z teopeme 11. O

4 _ 2_ 2_
Hpumep. 6(120) = 0(2%-3-5) = 22_11 ' 33—11 ' 55—11

= 360.

Ipumenda 1. V ckyny Z 6pojeBn —1 1 1 HUCY HM TPOCTH HU CIOXKEHHU. 1O Cy TaKO3BaHU

JEAMHUYHU €JEeMEHTH — €JIEMEHTH KOju Jiesie CBakH 1eo eneMeHT. Ilpoctu enemenTH y Z cy

OpojeBu +2,+3,+5 ...

JMepununuja 5. EnemeHT a je ekBuBajeHTaH eneMenty b akojea = —1-b,a,b €Z.

Ilpumep. EnemenT 2 1 —2 Cy €KBUBaJICHTHU; 3 U — 3 Cy €KBUBAJICHTHHU. ..

Jedpunnuuja 6. 3a eneMeHT, Koju HUje 0 ¥ HUje JeAMHUYHM, KQKEMO Jia je IPOCT aKo Hema

JPYTUX Jenuiana OCUM JeAMHUYHUX U ceOU €KBUBAJIEHTHOTI €JI€MEHTA.

Ilpumep. VI3 mpeTxoAHO peueHor cienu 1a cy opojeBu 2,13, £5 ... mpoctH y Z.

IIpumenda 2. 13 oBor npousuiiasu 1 jeAMHCTBEHOCT (pakTopuzanuje y Z:
6=2-3=(-2)(-3),

a Kako Cy IPOCTH YMHUOLM —2 U — 3 eKBUBaJIEHTHU OpojeBuMa 2 U 3, peiom, Ta JBa

pacTaBJbama Cy MCTa JI0 Ha PeAOCIIe]] U €eKBUBAJIEHTHOCT YNHHIIAIA.

2.1 Bpcre npoctux 0pojeBa

IIpujaresbcku 6pojeBu — 1Ba Opoja 3a Koje Baxku Ja je 30up MO3UTUBHUX Jeuiana Ouio Kor
o]l Ta 1iBa Opoja, He pauyHajyhu Taj Opoj, jeTHaK OHOM JAPYroM:
Iipumep:
= 3a6poj 220 to cy 6pojesu: 1,2,4,5,10,11, 20,22, 44,55, 110 u muxoB 30up je 284.
3a 6poj 284 1o cy 6pojesu: 1,2,4,71,142 u wuxos 36up je 220.
Haxie, 220 u 284 cy npujaTesbCku OpOjeBH.
= 3a0poj 6 To cy OpojeBu: 1, 2, 3 u mwUx0B 30up je 6.
Haxkie, 6poj 6 je cam ceOu mpujaTesb U HBera Ha3WuBaMo CaBpIIeHH Opoj. ¢
Caspiuenu 0poj — Opoj Koju je jeqHak 30Mpy CBOJUX MO3UTUBHUX JIeNWjala, He padyHajyhu
cam Taj 6poj (Cam cBOj mpHjaTesb).
Ilpumep. GpojeBu 6, 28, 496, 8128...
AnroputaM 3a HaJlakeHe MapHUX CaBpIIEHUX OpojeBa Aao je jomr Eykmmu:
Pauynamo cyme 1 + 2 + 4 + 8 + ---, ako je 30up npoct 6poj, TOMHOXKUMO T'a ca TOCIEIHIM
cabupkoM u 1o6ujamo caBpiieH Opoj.
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1+2=3-3-2=6
1+24+4=7->7-4=28
1+2+4+8+16=31-31-16 =496
1+2+4+8+16+32+64 =127 - 127-64 =8128. ¢
CBY JjaHac M03HATH CaBpIIeHH OpojeBH cy napuu u obauka (2" — 1)2™ 1, npu uemy je 2™ — 1
npoct Mapcenos 6poj (I1Ito je Eyknun u TBpano).
Nedpunuuuja 7. bpojeBu obnuka 2™ — 1 30By ce MapceHoBH OpojeBH.

Teopema 14. Ako je 2™ — 1 npoct O6poj, OH/A je U n mpocT Opoj:
lokas. IIpeTnocTaBUMO CYnpOTHO, J1a je N clIoKeH 0poj, Tj. n =ab, 1 < a,b < n. Taga 6u
0poj
2" —1=2%%_1=09)"-1b
ouo nepuBca2¢ — 1. O
MapceHoBu IpocTH OpojeBH CY:

22-1=3
285-1=7
25-1=31
27 —-1=127

n€{23,5,713,17,19,31,61,89,107, ...}
BunuMmo na cBakom caBpiieHOM Opojy oAroBapa jenan MapceHoB mpocT 0poj.
Kao miro je mo3natu caBpieHu OpojeBU Cy MapHH U HE 3HA c€ MOCTOjU JIM HjeJaH HermapaH
caBpiieH 0poj.
dakTopujaaHu npoctu 6pojeBu - npoctu 6pojeBu odnmukan! + 1,n € N:
2,3,5,7,23,719,5 039, 39 916 801, 479 001 599, 87 178 291 199...
IManunapovMumn npocTu OpojeBH - TPOCTH OPOjEBU KOJU C€ UCTO YUTAJy U Ca JIEBA HA JECHO U
ca JIeCHa Ha JIeBO:
2,3,5,7,11,101, 131, 151, 181, 191, 313, 353, 373, 383, 727, 757, 787, 797, 919, 929, 10 301,
10 501...
Emupn - npoct Opoj Koju 4MTaH 37i€CHA Ha JIEBO OMET Jiaje MpocT Opoj:
13,17,31,37, 71,73,79,97, 107, 113...
IInTaropejcku npoctu OpojeBn
5,13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, 89, 97, 101, 109, 113, 137, 149, 157, 173, 181, 193, 197, 229,
233, 241, 257, 269, 277, 281, 293, 313, 317, 337, 349, 353, 373, 389, 397, 401, 409, 421, 433,
449, 457, 461
IIpoctu GpojeBu cacTaB/beHH caMO O] jeAMHHMUA - OpojeBU cacTaBibeHH oA 2, 19,23, 317,
1031 jeaunwuiia cy mpocTu OpojeBu.
IIpocTu OpojeBu 0JM3aHIM - TAPOBHU MPOCTUX OpojeBa KOjH ce pa3iINKyjy 3a IBa:
(3,5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), (59, 61), (71, 73), (101, 103), (107, 109),
(137, 139)...
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3 KOHI'PYEHILMJE BPOJEBA

OBa TeMa He oOpahyje ce y CKJIomy peoBHE HacTaBe Y OCHOBHO] IIKOJIM, &I HA Y CPEAHH0]
IIKOJIU jOj Ce€ He MocBehyje MyHo naxme. Y OCHOBHO] IKoJu oOpal)yje ce Ha JoJaTHOj HaCTaBH,
y OKBHpY MpHUIIpeMa 3a TakMUu4ewe. Kaa 3aBpie 0OCHOBHO U Cpeliibe 00pa3oBambe, YICHUIH,
YIJIaBHOM, MTO3HA]y CaMo 10jaM KOHTPYEHTHOCTH U HEKE Fl-eHE OCHOBHE OCOOMHE.

3.1 Jlepunuumja penamnuje KOHrpyeHIHje

Penanujy KoHrpyeHIyje mpecTaBuo je U pa3Bro HeMauku MaTematudap Kapn @puapux [ayc
y cBoMm geny ,llutama o apurmerum” ( Disquisitiones arithmeticae, 1801.). I'ayc ce
dokycupao Ha OCTaTak KOju ce Jo0Huje Kaja ce jedaH MPHUpOAaH Opoj AETU C IPYrHM
IPUPOJIHUM OPOjeM; Taj OCTaTaK ce OOMYHO HE y3uMa y pa3MaTparmbe Majia ce y BE3U Hera MoXe
HABECTH YMTAB HU3 3aHUMJbUBHX 0COOMHA OpojeBa.

bynyhu na je 6poj a nespuB Opojem b ako U caMo ako je IeJbUB ca — b, 63 yMamemha OIMIITOCTH
ycpencpeanheMo ce Ha CKyI MPUPOTHUX OpojeBa.

HMepununuja 1. Heka je mar mpupoman Opoj m, Behu ox 1. /IBa cy mena 6poja a u b
KOHTPYETHA 110 MOJYJTy M aKO J1ajy UCTH OCTaTaK MpH Jebemy ca m. [Tumemo:
a = b (mod m).
Ako a v b He najy UCTH OCTaTak IMpH AEJbEHY ca M, Kake ce Jia a HUje KOHTYEHTHO b 1o
MOZYIIy M U1 THIIE Ce
a £ b (mod m).
Ipumep.
» 26 =41 (mod 5) jep npu nesbewmy ca 5 ob6a Opoja najy ocrarak 1.
* 8 Z 4(mod 3) jep npu Aesbewy ca 3 1ajy pa3IuYUTe OCTaTKe.
Ipumenda 1: 26 = 41 (mod 5) moxeMo 3anucaTi 1 Kao 26 =5 41.
Teopema 1. Heka je m npuponaau 6poj, @, b, r uemu 6pojesu. Tana Baxu:
1°a = b (mod m) ako u camo ako je pasuka 6pojeBa a v b iesprBa ca m.

a = b (mod m)(=>m|a—b

2° a = b (mod m) ako u camo axo je a = b + mt 3a Heku 11€0 OPOj t.
|a5b(mod m)e=a=b+mt |
3°r je octaTak npu JeJbemy a ca M ako U caMo ako je a = r (mod m), 1j. cBaku 1enu 6poj a
j€ KOHTpYEHTaH ca CBOJUM OCTaTKOM 7° ITO MOJYITY M.
a=mq+r < a=r(mod m)

N~———— —_—
T.o Ae/bemy Ca 0OCTAaTKOM

Jokas.

1° Heka Baxu a = b (mod m) g am=q, (), bm=g,(r) => a=mq,+r, b=

mq, + 1.

Kama oqysmemo a — b = mq; — mq, = m(q, — q).

Kako je m(q; — q2) 1eJbHBO ca m TO je W pa3liuka a — b jeJbuBa ca m.

OO0patHO, HEeKa BaXKH M | a — b, nokaxxuMo 7ia a ¥ b 1ajy UCTU OCTaTaK MPH JeJbEHY ca m.
m|a—b:>a—b=mq @Y

Hekajea =mq, +,ub =mq, +r,. Tana
a—b=m(q —q2) + (1, —13) (2)
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U3 (1) u (2) cnenu na je
mq =m(q: — qz) + (. —132)
Tj. 1y — 1, = 0= 1, =1y, ITO 3HAUU a U b J1a 1ajy jeTHaKe OCTATKE MPH JISJbEHY ca m
a = b (mod m).
2° [Tokazahemo na Baxxu momohy nmpeTxoaHor TBphema.
a = b (mod m)=>m|a—b=>a—b=mq=>a=b+mg,g:=t
O6paTHo,a=b+mt:>a—b=mt=>m|a—b:>a5b(mod m).
3°r je ocTaTak MpH JeJbCeY @ ca M, 3HauM J1a MOKeMo 3amucatn a = mq + 1,0 <r < m.
a=mq+r<2:°)a5r(modm) o
Iipumep.
= 17 = —9 (mod 13) jep je 13| 17 — (=9).
» 23 =2(mod 7) jep je 2 ocratak npu aesbemy 23 ca 7.
Ipumenda 2. 23 = 2(mod 7) moxkemo 3anucaru u kao 23(mod 7) = 2.
Hexka je s 6poj koju ca 6pojeM a naje 30up AeJbUB ca m, Tj. HEKa je m | a + s, OJHOCHO
m | a — (—s). MoxeMo 3aK/by4IHTH J1a je :
|a = —s(mod m)|

Axo je y3 10 0 < s < |al|, Tana moxxemo pehu 1a je S HegocTaTak NMpH JeJbemy a Opoja ca
opojem m. [Ipema Tome, Opoj a je KOHTpyEHTaH MO MOJYNY M CBOME OCTAaTKY U CBOME ,,MHHYC
HEJOCTATKY"".

Ipumep. 120 = 10(mod 11) amu u 120 = —1(mod 11) jep 6pojy 120 memocraje jour 1 na
Ou ce O6e3 ocTaTka MOTJIO U3BPIINTH Jiesbee ca 11.

[TpumeTrmo, 30Up ocTaTaka M HEJOCTAaTaKa /1ajy MOIYO M.

Ilpumep. Axo nenmumo ca 17 u HegocTartak je 4, To 3HA4H J1a je ocTaTak 13.

3.2 OcoOuHe pesanuje KOHIpyeHIIUje

Teopema 2. buTi KOHIpyEeHTaH 110 JaTOM MOJYITY j€ pealyja eKBUBAICHIIN]E Y CKYITY ETHX
Opojena.
1) a = a (mod m) (pedekcHBHOCT)
2) a = b (mod m) , ouna b = a (mod m) (CUMETPUYHOCT)
3) a=b(modm)ub = c (modm),onunaa = c (mod m) (TpaH3UTHBHOCT)
Jlokas.
1) a = a (modm) $m|a—a,Tj.m|O.
2) a =b (modm) :>m|a—b; a—b= —(b—a),naﬂsoBoranMaMom| — (b —a),
ao;[aTnem|b—a=>b =a (modm)
3) azb(modm):>m|a—b
bEc(modm)=>m|b—c
crenn
m|(a—b) + (b—c)
m | a—c
Tj.a=c(modm) o
Ilpumep.
» 22=15(mod 7) & 15 = 22(mod 7),
» 22 =15(mod 7) u 15 = 29(mod 7),ouza je 22 = 29(mod 7).
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Jomr Heka 01 OCHOBHHX CBOjCTaBa KOHTpYEHIIM]je Aarta cy y cieaehoj Teopemu.
Teopema 3. Hexka cy a, b, ¢, d uenu O6pojeBu.
1° Axo jea = b (mod m) uc = d (mod m) ouna je ac = bd (mod m),
a+c=b+d(mod m)ua—c=>b—d(mod m).
2° Ako je a=b (mod m) u ¢ =d (mod m) ouma je ax + cy = bx + dy (mod m) 3a
CBaka JiBa 11es1a opoja x, y.
3° Ako je a = b (mod m), ouna je ac = bc (mod m), a takohe u ac = bc (mod mc) 3a
cBaku ¢ # 0.
4° Axojea = b (mod m) u d|m, ongaje a = b (mod d).
Hoxas. Y nokazy kopuctuMo a = b (mod m) & m | a—b,Tj.a—b =mt.
1°Baxu a — b = mt,c —d = mt;.
[TorpebHO je moka3aTu Jia U3 Tora ClIeau Aa
m|ac—bd, m|(a+c)—(b+d), m|(a—c)—(b—d)
* ac—bd =(b+mt)(d+mt,) —bd = bd + mtd + mt;b + m?tt; — bd = m(td +
t;b + tty).

Jaxiie, Baxu m | ac — bd.

* (at+c)—(b+d)=a—b+c—d=mt+mt; =m(t+ty).

" (a-c)—-(b—d)=a—-b—c+d=a—-b—(c—d)=m(t—ty).
2°Baxxu a — b = mt,c — d = mt;.
[ToTpebHO je moKa3aTH Jla BaXKH : m | ax +cy — bx + dy.

ax +cy —bx+dy =x(a—b) +y(c+d) = xmt + ymt; = m(xt + yt,).
3° Baxu a — b = mt.
ac —bc =c(a—b) = cmt
4°Baxua—b =mt1/1143d|m=>m=dt1.
a—b=mt=dtt=d|a—b. ©
3aoamax 1. /lokaxcu a = b (mod m) & a — b = 0 (mod m).
Pewerse. a = b (mod m) & m | a — b, Tj. ocrarak nipu Jesbemy Opoja a — b Opojem m jecte
0, a mpema TeopeMu CBaKu OpOj j€ KOHTPYEHTAaH CBOM OCTaTKy. ¢
Crenehe TeopeMe cy yomnmTemha HEKUX HaBEICHUX TBphema.
Teopema 4. Axo cy aq, ay, ..., ay, by, by, ..., by »m # 0 nenu 6pojeBu Taja U3 penanuje
a; = by,a, = by, ...,a, = b, (mod m)
creau
a; +a, +-+a, =by + b, +--+ b, (modm)
Hokas. Y poka3dy oBe TeopeMe Kopuctuhemo Tteopemy 3.1° M NpuHIUN MaTeMaTUyKe
WHIYKITH]C.
TBpheme je TayHo 3a n = 2 jep Ha OCHOBY IIOMEHYTE TEOpEME UMaMo:
a, = by(mod m) ua, = b, (mod m) = a, +a, = b; + b, (mod m)
Heka je TBpheme Tauno 3a n — 1, JOKaXXUMO J1a BaXKy U 3a N:
Baxu
a; = by,a; = by, .., an_1 = by (Mmodm) =
a,+a,+-+a,_1=b;+b, + -+ b,_; (modm).
Axo je mopex Tora a, = b, (mod m), u3 IPETXOAHOT UMaMO
(a; +a, ++a,_1)+a,=(by+b,+-+b,_1)+b, (modm). 0o
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Teopema 5. . Axo ¢y aq,ay, ...,ayn, by, by, ..., by um # 0 nenu OpojeBu Taza U3 peanmje
a; = by, a, = by, ...,a, = b, (mod m)
cienu
a,a, ...a, = byb, ...b, (modm).
Hoxkaz. Kao 1 y npeTXOAHOM J0Ka3y KOPUCTUMO MaTeMAaTHUKy MHIYKIH]jy U Teopemy 3.1°. O
Mocaeanua 1. Ako cy a, b um # 0 uenu 6pojeBu Taga us penandje a = b (mod m) cnenn
a™ = b"(mod m),

rae jen € Ny,.
Jlokaz. Cnenu HENOCPEIHO U3 TeOpeMe 5.
a*=aa..a,a=a; = =ay,
——
nnyra
b*=bb..b,b=b, =--=b,. O
N——
n nyTta

3aoamax 2. Kopuctehu nperxoaHa TBplema oApeu ocTaTak Koju ce Jo0Huja AesbemeM Opoja
3190 Gpojem 13.
Pewerve. neja je na nahjemo 6poj ca mITO MambUM OCTaTKOM IIpH JeJbemy ca 13.
Kaxko je 3 = 3 (mod 13), 3% =9 (mod 13),3% = 27 = 1 (mod 13).
JHakne,
33 =1 (mod 13) = (3%)33 = 133 (;nod 13),
3% = 1 (mod 13).
Onnocuo, 3 = 3 (mod 13) ujom 3°° = 1 (mod 13), na umamo:
3100 =3.399=3-(3%)33 =313 =3-1 = 3(mod 13)

3akspydyjeMo ja je 3 octarak npu Aesbemy 3100 ca 13 (Baku 0 < 3 < 13, IT0 MOpa BaXUTH
3a ocTarak). ¢
3aoamax 3. Konuku je ocratak gesbema 1-2-3 -+ 9-10ca 11?
Pewerve: Onakmrahemo padyHn kopucrehu ocrarak 1 u Hemocrarak -1.

1-2-3-4-5-6-7-8-9-10=1-2-5-3-4-10-6-7-8-9

=1-10-12-10-6-7-8-9

W3 oBora umamo:
1:2:3-+:9:-10=1-(-1)-1-(-1):6-7-8:-9=1-(—1)2-(-5) - (-4)- (-3) - (-2)

=1-1-(-1)*5-4-3:2=5-2-4-3=(-1)-12=(-1) -1 = —1(mod 11).
Henocrarak npu nespemwy nator 6poja ca 11 uzHocwu -1, nma je ocrtaTak nmpH Jebemy JaTor Opoja
call jemnak 10. ¢
W3 oBor mpuMepa BUAUMO Kako HaMm KopuIlTheme HelocTaTaka HeKal MOKe OJIaKIIaTH pavyH.

Teopema 6. Ako je a = b (mod m) u ako ¢ | auc | b, Tana je

a_b( dm) d—( ) 1
C=C mo 7 ,raejed = (c,m). (D

okas3. TloTpebHO je mokazaTu

|3

ala
I

ol

HNmamo ciienehe momarke:
aEb(modm)$m|a—b
cm
d=(c,m)=>d|cud|m14 (E,E)zl
c|aI/Ic|b=>c|a—b
Onatne
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d|m

=>d|a—b
m|a—b
m|a—b mla—b
dlm :E d
d|a—b
Haxiie

E|a—b

d d

ma=b c

d d c

ma=b ¢

d c d

cm
Mehytum, 360r (E’ E) = 1 u3 nocaeamer Mopa OUTH
m | a—-b
—|— O
d c
Cuneuujajno,

1° Axo (c,m) = 1 = d, 3amenom y (1) qo6ujamo j1a BaKu % = % (mod m).

2° Ako ¢ | m = (c¢,m) = c, na 3amenoMm y (1) mobujamo 1a Baxu % = % (mod %)
W3 mperxonHor ce BUAM J1a ce CKpahuBame KOl KOHTPYEHIH]€ HE MOXKE YBEK U3BECTH.
Ipumep.
= 42 =84 (mod 6),7|42,7|84,(7,6) =1 = 6 = 12 (mod 6).
* 42 =84 (mod 6), 14 | 42,14 | 84, a mu ypamumo crnenehe 3 = 6 (mod 6) nobujamo
HerauaH pesynrar. Jep (14,6) = 2, na je Tauno 3 = 6 (mod 3).
Teopema 7. Cxyn cBUX IeJIUX OpOjeBa X KOHTPYETHUX Ca a TI0 MOy M JaT je U3pa3oM
x=a+tm,t=0=+1,+2,..
Jokas. BpojeBn x KOHIpyeTHH ca a Mo Monyity m — a = x (mod m) g x = a(mod m)

T.1.2°
S x=a-+mt. O

3.3 CucremMn ocraTaka, Kjiace KOHIpyeHIHje, OTIYH U CBeJIeH CUCTEM

AKo 11€0 Op0j 1enuMo ca 2, MOKe Ce IECUTH Ui J1a Oyje AesbuB (MU T'a OHJIa 30BEMO TTAPHHUM)
WK Ja aaje ocratak 1 (Taza ra 3oBeMo HemapHuM). Ha Taj HauumH, cBH cy uenu OpojeBu
pa3IoKeHH Ha JIBE IMC]YHKTHE Kiiace OpojeBa, Ha MapHe U HemapHe Opojese.
CBu 1enu OpojeBU KOjU J1ajy UCTH OCTaTaK MpH AEJbEHY ca IaTUM OpojeM (KOHTPYEHTHH CY
0 1aTOM MOJY/y) 00pasyjy jeqHy Kjacy oOpojeBa.
Ilpumep. I1o montyny 3 ocrauu mory 6utu 0,1,2, Tako a ©MamMo Tpu Kjace OpojeBa:
1° kmacy OpojeBa o0nuka 3k KOju Cy JIJbHBH Ca TPU, OJHOCHO KOHTPYSHTHH Cy HYJIH IO
Moaymy 3.

[0] = (...,—6,—-3,0,3,6, ...)
2° xnacy OpojeBa obnuka 3k + 1 KOju MPHWIMKOM Jiejbeha ca 3 Jajy ocraTak 1, OJHOCHO
KOHTPYETHHU CY j€AMHUIM 110 MOAYIY 3.

[1] = (...,—=5,-2,1,4,7,...)
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3° knacy OpojeBa obnuka 3k + 2 KOju IPUIMKOM JeJbeHmha ca 3 J1ajy ocTaTak JiBa, OJHOCHO
KOHTPYETHHU CY JBOjIU 110 MOAYITY 3.

2] = (..,—4,-1,2,58,...)
OBHM CMO CKYII II€IMX OpojeBa MOACIUIIN Ha TPU Kilace. AKO ce HeKu Opoj Hanasu y kinacu [0]
(Tj. ocraTak je 0 mpu aesbery ca 3) oH ce Hehe HaJda3uTH HU Y jeHOj APYroj Kiacu (He MOKe
UMaTH J[Ba pa3IMuMTa OCTATKa) U jOII BaXKU Ja CBaKK OpPOj U3 CKyIa Z Mopa MPHIaIaTi HEKOj
0]l OBHX KJIaca jep Mopa JaBaTh HEKH OJ oBa TpH ocTtaTka. OTHOCHO MOJENNIN CMO CKYII Z Ha
TpH AWCjYHKTHE KJjlace OpojeBa.
Heka je gat npupoaan 6poj m > 1; ocraum npu nejbewmy ca m mory outu: 0,1,2, ..., (m — 1);
MoCMaTpajMo Kiiace IeNiux OpojeBa KOHrpyeHTHe peaom Opojeuma : 0,1,2,..,(m — 1) mo
Moy ry m. OUurieiHo je 1a Cy TUM Kilacama UCUPIJbEHHU CBHU 11esi OpOjeBH U /1a, Y3 TO, HeMa
npecenama n3Mmely kiaca, oTHOCHO jefaH Opoj He MOXe OUTH y JBe pasnuuuTe kinace. Ha Taj
HAUMH U3BpIICHO j€ pa3larame cKyna Z Ha m kinaca, a Opojesu 0,1,2,..,(m—1)
KapakTepHuIlly Kiacy OpojeBa y K0joj ce Hajasze, Ia MX MOXeMO H3adpaTu Jia MpelcTaBbajy
KJIacy KO0joj TpWIajnajy. 3a IpeacTaBHUKA Kiace, 3alpaBo, MOXKEMO H3a0paTth OWII0 KOju
€JIEMEHT U3 TE KJIace, CBU OHU J1ajy UCTH OCTaTaK.
Ilpumep. Y nperxomnom npumepy, opojeBu 0,1,2 kapakrepuiny kiacy (TOBOpe KOJHKH je
OCTaTaK IpH JeJbeHhY Cca 3) U HBHX MOXKEMO y3€TH 3a MPEICTABHUKE, alld UCTO TAKO MOXKEMO
y3€TH HIIP. 32 MpeICTaBHuUKa Kiace [1] Ouio Koju eeMeHT Te Kiace, perumo 6poj 7. ¢
Ckyn Tako u3a0paHuX MPEICTaBHUKA 30BEMO MOTIIYHHM CHCTEMOM 0CTATaKa 10 MOAYJy M.
Kako mpencraBHHKE MOXKEMO Ja M3abepeMO Ha Pa3IMYWTe HAYMHE TO 3HAYM J1a M CHUCTEM
MOKEMO M3a0paTu Ha pa3nuuuTe HaunHe. BaxkHo je na uzabpanux m OpojeBa Oyay CBakd U3
no jenne xiace (Tama je cBaku menw Opoj KOHTPYEHTaH IO MOJYJY M ca TA4HO jJETHUM O]l
BUX).
Ocrarke 0,1,2, ..., (m — 1) Ha3uBaMO HajMaWkU HEHETaTHBHU OCTAIM Ta JIOOW]CHH CHCTEM
Ha3WBaMO CHCTEM HAjMambUX HEHEeraTHBHUX OCTAaTaKa.
AKO ce U3 TOTITYHOT CHCTEéMa OCTaTaka OJCTpaHe OpPOjeBH KOjU HHUCY y3ajaMHO MPOCTH ca m
n001jaMo TaKO3BaHH CBeJAeHH (PeIyKOBAHHM) CHCTEM 0CTATaKAa 110 aTOM MOAYIY M.
Ilpumep . Axo mocMarpamo ocTaTke 1mo moayiy 8, Tana 6pojesu 0,1,2,3,4,5,6,7 yune notmyHH,
a 1,3,5,7 penykoBaHM cuCTEM OcTaTaka Mo MOAYMIY 8.
Csaku yeo 6poj je kowepyeHman no mooyiny 8 HeKoM 00 Opojesa u3 NOMRYHO2 CUCTeMd
ocmamaxa no mooyuy 8.
Csaku 6poj yzajamumo npocm ca 8 je KOHESpYeHmMaH no mooyay 8 Hmekom 00 6pojesa u3
peodyKosanoz cucmema ocmamaxa no mooyny 8. 9
VYonmtumo nocneama iBa TBphemwa u3 npumepa:
1° Heka je (a,m) = 1 u Heka je {aq, a5, ..., @)} peIyKOBaH CHCTEM 0CTATAKA IO MOLY.TY
m. Taga je a KOHIpyeHTaH MO MOAYJY M HeKOM 0 OpojeBa W3 JATOI pPeIyKOBaHOT
cucrema.
Hoxas. Heka je a = r(mod m),0 < r < m (yBek Baxmu).
Oumamsa=mq+r,0<r <m, cienu na je (a,m) = , 3HauW jJa r npunaga
pPEeIyKOBaHOM CHCTEMY IO MOIYJY M H a MY j€ KOHTPYCHTaH 110 MOAYIy m O
2° Y cBemeHOM cHuCTeMy OcTaTaka IO JaToM MoAyJy m yBek he Omtm mctu Opoj
ejieMeHaTa, 0e3 003Upa 0/ KOT MOTIMYHOI cucTeMa /1a nohemo.
Jlokas. Hexka je {0,1,2,...,(m — 1)} moTnyH cucreM HajMamWX HEHETATUBHUX OCTATaKa IO
MOJTyJTy M.
N3abepuMo apyre mpeACTaBHUKE Kjaca M HEKa OHHM 00pa3dyjy cienehu moTmyHHM cucteM
ocraraka 1mo Moxyiay m: {ag, aq, ..., Am—1}-
EnemenT a; mpumaaa peayKoBaHOM CHCTEMY IO MOJYIIy m ako u camo ako je (a;, m) = 1.
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3uamo «a; € {ay, a4, ..., Ay—1} j€ TpEICTABHMK Kiace OpojeBa KOju 1ajy ocraTrak T; €
{0,1,2,...,(m — 1)}. To 3Haun
a; =ri(modm),0 <r; <m,
ai=mq+r1;,0<r<m.
Opnasae, npema Teopemu 1.8, umamo
_ (a;,m) = (m,1y)
t,
(aqjm)=1 & (m,r;)=1,3aie€0,m—1.
To 3naun na he peaykoBaHM CHUCTEMH UMATH jeHAK Opoj eleMeHaTta. O

Teopema 8. Heka je (a,m) =1 u Heka je {aq,ay, ..., A} IPOU3BOJbAH MOTHYH (CBEICH)
cHCTeM ocTaTaka 1mo Moayiny m. Tama je {aa,, aa,, ..., @)} UCTO Tako MOTIYH (CBEICH)
CHCTEM OCTaTaKa 1o MOy M.

Jlokas.

VY ob6a cucreMa uma jenHak Opoj eneMeHara.

[ToTpeOHO je mokaszatu jga ako je [ # j oHja OpojeBH aa; U aQ; NPUIALajy pasiIuduTUM
Knacama,Tj. aa; £ aa; (mod m) ako i # j.

IIpetnocraBuMo cynpoTHo, aa; = aa; (mod m). Tana npema Teopemu 6, 360r (a,m) = 1,
BaXKH J1a je

mITo je Hemoryhe.

{aa,, aa,, ..., aa,} je cBenenn cucteM ocraTaka 10 MOJIYJY M: aKO C€ paad O CBEIEHOM
cucTeMy ocrataka, Tj. ako je (a;,m) =13ai= 1,k, ouna je u (aa;,m) =13ai = 1,k
((a,m) = 1) ma ckyn {aa;, aq,, ..., xq; } NpeacTaBIba CBEICHN CHCTEM OCTaTaka Mo MOIYITY
m. O

Ilpumep. Axo 1oOHOBO mocMmarpamo ocratke mo moxayay 8: {0,1,2,3,4,5,6,7} mornynu, a
{1,3,5,7} penykoBanu cucreM ocrtataka mo wmoxayiay 8. Kako je (8,11) =1 To je
{0,11,22,33,44,55,66,77} mornynu, a {11,33,55,77} peaykoBaHH CHCTEM OCTaTaka IIO
Monyiy 8.

3aoamax 4. Jlokazatu aa je 30up KBajapara JiBa 1enia opoja aespuB ca 7 camo ako cy oba 6poja
neJpuBa ca 7.

Pewere. Heka cy a v b uenu 6pojesu. Tpeba nokasatu 7 | a? + b? ako (7 laz A 7] b?).
Ckyn nenux OpojeBa MOXeE ce MOACTUTH Ha 7 Kiaca KOHTpyeHuuje mo moxymy 7. IIpema
nocneaunu 1, ako KBaJpare oBUX OpojeBa moaenumo ca 7 ocraiu mory outu 0, 1,2,4.

Jep, ako je 6poj ¢ mpencTaBHUK Kilace OpojeBa KOju Cy KOHTPpYeHTHHU Opojy 3 mo moaymy 7, u3
nocnequie 1 umamo ¢ = 3(mod7) = c¢? = 32 = 2(mod 7), u Tako 3a CBaKM OCTATAK:
ocrarak: 0,1,2,3,4,5,6

kBaapar:0,1,4,9,16,25,36

koHrpyentaun:0,1,4,2,2.4,1

30up Ouno Koja JBa O] OBUX OcTaTaka He Moxke Ooutu 7 Hu 0, cem kaga cy oba ocratka 0, a To
je ocratak mpH JeJbey ca 7 KBajapara OpojeBa W3 Kiace OpojeBa obiuka 7k, Tj. OpojeBa
nepuBux ca 7. Q
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3.4 OjaepoBa Teopema, @epmaoBa TeopeMa

HMepununuja 2. bpoj npupoaaux 6pojea koju HUCY Behu o1 1aTor Mpou3BOJEHOT Opoja m u
y3ajaMHO Cy IPOCTH Ca UM, Tj. Op0j eIeMeHaTa MpOnu3BOJEHOT CBEICHOT CHCTEMa OCTaTaKa Imo
MOyJTy m o3Ha4aBa ce ca @ (m). dyukuuja ¢ 308e ce OjnepoBa pyHKIHja.

Hexonuko npBux BpeqHocTH GyHKIHje ¢ aato je cuenehom TabiuioMm.

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
om) 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4 10 4

Kaxo cy 3a mpocT 6poj p cBu enementu ckyna {1,2, ..., p}, ceM p, y3ajaMHO IIPOCTH ca P, TO
jee(@) =p-1.
Ako je m = 2k, nako ce mpoepapa (u3 HapenHor TBphema cienn, 2 je mpoct 6poj) na je
@(m) = 2k 1,
Teopema 9. Ako cy n U p nipupoaHu OpojeBU U p TPocT Opoj, Tazaa je
oM =p" -1 =p"1 ).
Hoxa3. 3aHuMa HAC KOJIMKO UMa MPUPOIHUX OpojeBa MamuX 0 p™ U y3a8jaMHO MPOCTUX ca p'.
CBaku o1 IpupoAHUX OpojeBa o 1 10 p™ Wi je JeJbKB ca P WM j€ y3ajaMHO MPOCT ca p.
Bpoj oHMX KOjH Cy JIeJbMBH ca p (caMuM TUM JIeJbMBH Cy U ca p™) jennak je p™:p = p™~ L.
Ocraje n1a je Opoj OHUX KOjH CY y3ajaMHO IpocTH ca p (mpema Tome u ca p'™*) jeqHak
n n-1_ n 1
=t (1-). o
3aoamax 5. Konko nma GpojeBa Koju Cy y3ajaMHO NpocTH ca 6pojeM 14 641 u xoju Hucy Behu
oI mera?
Pememe: 14641 = 11* = p=11,n =4 = ¢(11*) =113-10 = 13310. ¢
Hepunnuuja 3. dynkuyja f: N — Z 3a xojy Baxu
3) 3anekon € Nje f(n) # 0,
4) f(mn) = f(m)f(n) 3a cee m,n takse aa je (m,n) = 1, 30BeMO MYJITHILVIHKATHBHA
¢pyHkuuja.
Teopema 10. Ojneposa dyHkiHja ¢ je myntumnkatusHa( @ (mn) = p(m)p(n)).
Jlokas.
1) p(2)=1
2) Heka je (m,n) = 1; tpeba ompeautu @ (mn), ogHOCHO OpoOj eleMeHaTa KOju CY
y3ajaMHO MPOCTH ca mn. 3HaMo Ja je Opoj y3ajaMHO MPOCT ca MPOU3BOJIOM MN aKO U
caMo aKo je y3ajaMHO IpOCT ca m u ca n. bpojese 1,2, ..., mn 3anummmo y oOIuKy

TabeIe:
1 2 k n
n+1 n+2 n+k 2n
m—1n+1 (M-1)n+2 (m-—1n+k mn

Y3ajaMHO MPOCTUX ca N: y K —T0j KOJIOHU CBH OpojeBu nMajy oouk in + k, i = 0,m — 1, cBu
Cy OHHM KOHTPYEHTHH I10 MOJYJIY 1, Tj. CBU Cy OHH y3ajaMHO POCTH ca N aKo U CaMo ako je k
y3ajaMHO TIPOCT ca n. Jlakie, y Ouito K0joj KOJIOHHU Jate Tabelie Wiin Cy CBU €JIEMEHTH y3ajaMHO
IPOCTHU Ca N UM HUjEAaH.
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VY npBom peny Tabene (1,2, ..., k, ..., n) uma @ (n) GpojeBa KOju Cy y3ajaMHO IIPOCTH ca N, IITO
3HayM Ja y Tabenu uma @ (n) KoJoHa y KOjUMa Cy CBH €JIEMEHTH y3ajaMHO MIPOCTH ca M.
Cana hemo a yTBpIMMO KOJIMKO Y CBaKOj TAaKBOj KOJIOHHM MMa OpojeBa KOjH Cy y3ajaMHO IMPOCTH
ca m: mocMaTrpajMo MOHOBO OpojeBe y kK —T0j KOJIOHHU (MPETIIOCTAaBUMO Ja CY Y3ajaMHO IPOCTH
ca n). Mely mruMa He mocToje 1Ba KOHTPYECHTHA 10 MOAYITY M (KOjU MPUIAajy UCTOj KIacH).
AKko O0u mocTojanu
sn+k=tn+k(modm),0<s<t<m-—1
Taja je
sn = tn(mod m)
A kako je (m,n) = 1, 1o je npema Teopemu 6
s = t(mod m).
BpojeBu s U t mpumamajy moTyHoM cucreMy ocrataka mo moayay m (0 <s <t <m—1),
Ta U3 TOCJeIe KOHTPYCHIINjE CIICIU 1a MOpa OWTH S = t, IITO jé KOHTPAIUKIIH]a.
JHaxine, y k —T0j KOJIOHU Hana3u ce m OpojeBa M CBAKM O] BbUX MpHUIIaa pa3iIninuTOo] KJIacu 1o
MOJIyJy M, WITO 3HAa4YM Ja OHW 00pa3yjy MOTIIyH CHUCTEM oOcTaTaka mo moxayny m. Opatie
UMaMo J1a je Opoj eleMeHaTa y3ajaMHO MPOCTHX ca M jeaHak ¢ (m).
Konauno, y cBakoj o1 ¢(n) KoJloHa Koje caapke OpojeBe y3ajaMHO IPOCTE ca N, HMa Ta4HO
¢@(m) 6pojesa y3ajMHo mpoctux ca m. Tume je mokaszano aa je @(mn) = p(m)p(n). ©
Teopema 11. Ako je n = p;%1p,%2 -+ p;,, * kaHOHCKa (pakTOpH3aIKja Opoja n, OHIa je

o250

=p M T (pr — D(pz — D - (o — D
Hoxaz. Cnemu Ha ocHOBY nBe mnperxoxne teopeme ( @(n) = @(p1%1p,%2 -+ pr%), @
MYJITUIUTUKATHBHA, (pl-,pj) = 1,i # j, p; mpocT 6poj). O
Ipumep. (120) = (23-3-5) =223°5°2-1)B-1)(5—-1) =32
(@(2°-3-5) = p(2)p(3)p(5) =4-2-4).
Teopema 12. (OjnepoBa Teopema) Ako je (a,m) = 1, onna je

a®™ = 1(mod m).

Hoxkasz. ¢(m) je 6poj nmpupoaHux OpojeBa KOjU HHUCY Behin 0J1 AaTOT MPOU3BOJEHOT Opoja m u
y3ajaMHO Cy npocTH ca ibuM. Heka je {al, as, ..., aq,(m)} CBEJICHH CHCTEM OCTaTaka Mo MOIYIy

m T':S {aal, aa,, ..., aa(p(m)} CBEJIEHU CHCTEM OCTaTaka 110 MOAYIY M.
IIpema ToMme, 3a cBaku Opoj @; MOCTOJU jelaH M caMo jeaaH Opoj @, Takae Ja je aq; =
a; (mod m) (1). AkO TOMHOXXHMO CBE KOHTPYEHIIHje OBOT 00JIMKa, T00HjaMo J1a je
aq;ad; -+ Ayem) = @10z Ay (Mod m), 360r (1)
a®Ma. a, - Apm) = A1A7 " Ay (Mod M)

Ho, nourro je (a;, m) = 1, i = 1, p(m), To ce npema TeopeMu 6 MOKe H3BPIIMTH cKpahuBame
, Tma je

a®™ = 1(mod m). ©
3aoamax 6. Onpenu nocnenme ase nudpe 6poja 3499,
Pewerse: 3anuMa Hac KOIMKH je OCTaTaK IIpH Aesbemy 6poja 3400 ca 100, 1.

34%9(mod 100) =?

Kpurepujymu nespuBoctu 3a OpojeBe 4 M 25 uMajy Beze ca JIBOLM(DPEHUM 3aBPIICTKOM:
npupoiaH Opoj U BHEToB IBOIM(PEHU 3aBpIIETAK Jajy UCTU OCTaTaK pH Aesbewy ca 4 u ca 25.
3anuma Hac aa uspauyHamo 34°°(mod 4) u 3*°°(mod 25).

(3,4) = 1 —— 32 = 1(mod 4), na umamo 3%°° = (32)*90 = 1400 = 1 (mod 4).
OjnepoBa T.
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(3,25) = 1 =—— 32° = 1(mod 25), na umamo 3*°° = (329)20 = 120 = 1(mod 25).

OjsepoBa T.
Ja je 6poj nespuB ca 25 nBouudpenu 3aBpuierak 6u 6uo jeman ox 00,25,50,75. [la 6u 6uo
nespuB U ca 4 jenunu moryhu jecte 00. Kako mpu nespemy ca o6a 6poja UMaMo OCTaTak jeIaH,
TO je aBouMdpenu 3appierak o6poja 3490 jenuax 01. ¢
OBUM TpHUMEPOM CMO BHUACTH KAaKO HaM IOMEHyTa TeopeMa MOXKE MOMONHM TPUIMKOM
U3padyHaBama.

Teopema 13. (,Maga“ ®epmaoBa TeopeMa) AKO je p pocT Opoj U p He JeJiu A, OHJA je
aP~! = 1(mod p).
Jlokas.

p mpoct 6poj u p He nemm a = |(a,p) =1

l¢(p) = p — 1]jep je p mpocr Gpoj

Bunumo na je oBo camo crnienujanan cryvaj Beh gokazane OjimepoBe Teopeme. O
3aoamax 7. Hahu ocratak nesbema 6poja 1234*321 ca 11.

Pememe. 11 je mpoct 6poj, (1234,11) = 1 na cy ucnymweHu ycioBHu Teopeme 13.
11 mpoct 6poj = ¢@(11) = 10.

12341° =1 (;mod 11)
12344321 = 12344320 . 1234 = (123419)*32.1234 = 11 - 2 (mod 11)
12344321 = 2 (mod 11). ¢

IMocaeauna 2. Ako je p npocT Opoj U a MPOU3BOJbaH 110 Opoj, OHJA je

a? = a (mod p).
Hoxaz. 3aa = 0je 0P — 0 = 0 e Baxku 0P = 0 (mod p) jep je Hyna Ae/buBa ca p.
[IpernocraBumo na Baxku 3a a € N u nokaxumo ga je To TayHO 3a a + 1, Tj Aa Baxu

p|(a+1)p—(a+1).

P p-1
(a+1DP—-(a+1) Zpap‘—a—l—ap+1+z apl—a—l
i=1

i=

0
—ap—a+z ap 3
p!

W3pa3 aP — a je nepuBa ca p 1O MHAYKIM]CKOj TpeTnocTaBuu. Kako je (Zl)) Ty L=

1,p — 1, 6pojunarn je yBek [eJbMB ca p, a UMEHWIAL HUje (MMEHMIAIl je Mpou3Boj Opojesa
MambUX O]l P KOjU je MpocT Opoj Ma ra He MOKEMO JOOUTH Kao MPOU3BOJ HEKUX YJIaHOBA), TE

je (z:) JIeJbUBO Ca P.

I[ame,p|ap a+Yi ( )ap ‘(3aHeraTHBHeBa>KHJepb|a(:>b| —a). O
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3.5 IIpuMeHna KoHrpyeHuuja

Kao mTo cmo Buaenu koa KOHTpyeHIMja OpojeBu ce Bpahajy y Kpyr, HAKOH IITO JOCTUTHY
onpeheny BpeAHOCT — MOYO.

Hajmo3nartnja mpuMmeHa KOHTpyeHIMja je y 24-caTHOM Mepemy BpeMeHa. Pamu ce o
KOHTPYESHIIMjU MOIY0 24 — OpOjeBHU MIOHOBO MOYUELY O] HYJIE HAKOH IITO IOCTUTHY 24 (caTOBU
noHoBo nmounmy o 00 HakoH mTo npoly 24 cata). [lan Tpaje ox monohu no cneache monohu,
U 1oJieJbeH je Ha 24 cata, o1 0 1o 23 (24 = 0(mod 24)). Axo je y ogpehenom tpenytky 19.00
caTu, ocam caTu kacHHje He n3Hocu 27.00 (kao kox yoOuuajeHor cabupama), Beh je taga 03.00
HapeaHor faHa (27 = 3(mod 24)).

Ha cary ce kopuctu kourpyeHija moayo 12. Ako je 10.00 catu 3a 4 cata he 6utu 14.00 caty,
MehyTuM cat je mojaesbeH Ha 12 jegHako pacmopeheHuX Taudaka, 3aTO C€ Ha caTy IpHUKaszyje
14 = 2 (mod 12) sata.

3.5.1 Kpurepujymu 1e;bUBOCTH

Kao jenny oz nmprMeHa Teopuje KOHTPYEHIINja HaBEAMMO HEKOJIMKO KPUTEPHjyMa AEJbUBOCTH.
Jeman on ommTHjuX HayMHa n00Mjama KpUTepHjyMa AesbHBOCTU je T3B. [lackamoB meTo.
Bberosa cymruHa je y ciaeneheM: )KeIMMO UCIIMTATH JeJBUBOCT Opoja a 1aTuM OpojeM m, HITo
MoOke OUTH Beoma KoMIUIMKOBaHO. Ha ocHoBYy OpojeBa a u m ¢hopmupamo HOBU Opoj b ma
UCIIUTYjEMO HUCTOBPEMEHY J1eJbUBOCT OpojeBa a U b OpojeM m, a IITO MOXKEe JOHETH MPUITHYHE
OJIAKIIIHIIC.

Teopema 14. (IlackasoB MeTon) Jla 61 6poj @ = Apay_q ... A1 = Y @; * 10° Guo mesbuB
IPUPOJHUM OpPOjeM M, HEOTXO/IHO je U JOBOJHHO Ja je ca M IeJbUB 30D ).ieq 4;1;, TIE CY T;
TIPOM3BOJBHH IIETH 6pojeBH 3a Koje Baxku 10 = 1; (mod m), i = 0, n.

Hanomena: 36up ),i—, a;7; MpencTaBiba Taj HoBU O0poj b.

Joxas. Jlokas je ounrinenan, jep je a = Nieoa; - 10 = XiLga;r; (mod m).

A TO Baxu jep:

Teopema 15. Ako je f(x)=co+ -+ cpox™ 1+ cpx™ MOJIMHOM Ca  IEIUM
koedunmjentiMa ¢;,i = 0,n , Tama w3 penammje a = b(modm) crenn f(a) =
f(b) (mod m).

Jlokas. N3 a = b(mod m), cnemm a* = b*(mod m), u c;a' = c¢;b'(mod m),i = 0, n.
Takohe

Cna™ + cp_a™ T+ o ¢y = cb™ + ¢ BV + o+ + by(mod m)
Tj.
f(a) = f(b) (modm). o
Ilpumep. Vicniutajmo na 1 je 6poj 24 804 nesbus O6pojem 36 kopucrehu [TackanoB kputepujym.
Pewerme. O3naunmo a = 24 804 =4-10°+0-101 +8-10%2 + 4103+ 2-10*
Onasne cnenu aaje: 10° =1 =1 (mod 36),
101 =10 (mod 36)

10* =28 (mod 36),

(omHocHoOa =4-14+0-10+8-28+4-28+2-28 (mod 36)) ,
Tj.

b=4-14+0-10+8-28+4-28+ 228 = 396.
[Tpema [TackamoBoM KpuTepujymy, ako je 6poj b = 396 nespuB 6pojeM 36, oHAa je U Opoj a =
24804 nemuB O6pojem 36. OBuM cMo nobunu Mamu Opoj Kao aesbeHuk. [locTymak MoxemMo
KOPUCTUTH UTEPATUBHO C TUM IITO YJIOTY Opoja a mpey3uma 0poj b:

b=396=6-14+9-10+3-100=6+9-10+ 3-28 (mod 36)
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by =6+9-10+3-28 =180
by=180=0+8-10+1-100=0+8-10+1-28 (mod 36)
b,=0+8-10+1-28 =108
b,=108=8+0-10+1-100=8+0-10+ 1-28 (mod 36)
b; =8+0-10+1-28 =36
Kaxko 6poj b; = 36 jecte nespuB ca 36, To je u 6poj a = 24804 nespuB ca 36. ¢
C 003upoM J1a ce CBaku NMpHPOJAH OpOj MOXKE NMPHUKA3aTH y OOJHMKY MPOM3BOJA CTEIeHA
pocTux OpojeBa, o]l MHTEpeca je 1a ce 00Uy KPUTEPHjyMU JACJbHBOCTH CTEIICHIUMA MPOCTUX
OpojeBa.
bupajyhu nHa onroapajyhu maunmn OpojeBe 1;, 100Hujajy ce pa3HH KpUTEPUjyMHU JECJbUBOCTH.
Hajuemhe ce 3a 6pojeBe 1; y3uMajy ocTaiy pu aesbemy 6pojesa 10¢ ca m.
Iocaeanua 3. Heka je t Takas 6poj ga je 10° = 1 (mod m). la 6u 6poj a 6uo ae/buB ca m,
HEOIIXOJIHO j€ U JIOBOJBHO J1a je ca m AeJbHUB 30up OpojeBa Koju ce 100H]jajy MOJesIoM 3/1eCHa
HaJIeBO Opoja a Ha rpyne no t nudapa.
Cneyujanno, ooasoe dobujamo nozname kpumepujyme oeswsusocmu ca 3, Qu 11:
a) 101 =1 (mod 3) =t =1, 1j. 6poj a aenmumo Ha jeaHonUdpeHe 6pojeBe U MOCMATPAMO
BUXOB 30HD.
Jaksie, 1atu 6poj a 3amUIIUMO y O0IUKY 4 = @y, ... A 09 = A + a, - 101 + - + a,, - 10™,
Kako je 10 =1 (mod 3) i=0,n, To Baxu a=a,+a, +--+a, (mod 3) ( mro
npencTaBiba 30up mudapa 6poja a u To je 6poj b u3 [lackamoBor kpuTeprjyma) , Ia BaxKu:

3|a<:>3|an+-~-+a1+a0.
6)101 =1 (mod 9)=>t=1

AHaJIOTHO ce MoKa3yje Jia Baxu: (9 | a9 | a,+--+a;+ag

B) 102 =1 (mod 11) = t = 2, 1j. 6poj a nenumo Ha 6Gpojese of Mo ABe HUDPeE.

3anumumo 6poj a y cuctemy ca ocHoBoMm 100, Tj. a = @, ...a;qy = ;a9 + azaz - 100 +
Qgds * 1002 + .-

Kakoje 10: =1 (mod 11) i = 2,n, ToBaXu a = a;d, + Gs03 + Ggds + - (Mod 11).

Haxie, Baxu cienehe npasuio: 11 | as=11 | a,ay+asas +agds + -

Mocaenuua 4. Heka je t TakaB 6poj na je 106 = —1 (mod m). Jla 6u 6poj a 6o ne/bUB ca
m, HEOTIXOHO j€ U JIOBOJHHO JIa J€ ca M JeJbuB 301p OpojeBa Koju ce J00H]ajy MOJIeIOM 371eCHa
HaJleBO Opoja a Ha rpyne no t udapa, anu UM ce Hau3MEHUYHO MeHa 3HaK.
Cneyujanno, ooasde dobujamo jeOnocmasnuju Kpumepujym oemueocmu ca 11 u kpumepujym
demugocmu ca 7:
a) 101 =—-1 (mod 11)=>t=1, 1j. 6poj a nemuMo Ha jemHouudpeHe OpojeBe H
nocMaTpamMo HBHXO0B 30Up.

a=a,..a;ay = ap +a; - 10 + -+ + a,, - 10"

=ap-1+a,-(—1)+a, 1+ (mod 11)

Jlobunu cMo IpyTu KpUTEpHjyM 3a JeJbUBOCT Opojem 11:

11la=11|ag—a; +a; —az +- .
11|a<:>11|(a0+a2+...)_(a1+a3+...)

6) 103 = -1 (mod 7) = t = 3, 1j. 6poj a nenumo Ha TpouudpeHe 6pojeBe U MOCMATPAMO
UXOB 30Up.

a=a,..a,a, = a;a.0d, * 1000° + aza,as - 1000t + ---
=a,a a1+ azazaz - (—1) + -+ (mod 7)

Hakne, Baxu: |7 | a7 | a,a;a; — asa,asz + ---
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3aoamax. Jloka3zaTtu 1a BaXKu:
1° Bpoj a = @, ...a;a, je nempuB ca 27 & aza,a, + agasay + dolga, + -+ je AespuBO ca 27.
2° bpoj a = a, ...a;1a, je AemuB ca 13 & aza,a; — agasay + Agaga, — -+ je AeJbuBO ca 13.
3°Bbpoj a = @,, ...a;ag je nemwuB ca 37 & aza,a; + agasa, + dqaga, + -+ je nespuBo ca 37.
Pewere. 1° 103 =1 (mod 27),

a=a,...a.;0, = G30,0d; - 1000° + azasa, - 1000t + @gaga, - 10002 + ---

a = 0a3a,0; + Agdsa, + Aoaga; + -+ (mod 27).

1°103 = -1 (mod 13);
2°103 =1 (mod 37). ¢
Iocaeauua 5. Jla 6u 3a Heko t € N 6poj a = @, ... a;a, ouo aemus ca 2t ( oguocuo 5¢),
HEOIXOIHO j€ M J0BOJBHO ja je ca 2% ( omnocHO 5%) mesbuB 6poj G;_1 ... A1 a, (t-omudpenu
3aBpIIIETaK).
U3 o602 0obujamo kpumepujyme Oemugocmu opojesuma 2, 4, 8, 16...(cmenenu 0sojke) u
Kpumepujyme oesbugocmu opojesuma 3, 25, 125...(cmenenu 6poja 5):
Jlati 6poj a 3amUIIUMO y OOIMKY A = Gy, ... A1y = ag - 10° + a; - 101 + - + a,, - 10™.
Jlewusocm ca 2:
Kako je 10 = 0(mod 2) To je nmpema mocieaunu 1, 10! = 0(mod 2),i = 1, n.
To je

a=ay*1+a;°0+-+a, 0 (mod 2),
a =ay, (mod 2),Tj.
|Bpoj je ie/buB GpojeM 2 aKKo je jeaHouMppeHr 3aBpIleTaK Ae/bUB ca 2.|

Jep, aKo je jeBa cTpaHa KOHIPYEHTHA HYJIU IO MOAYJy 2, OHJIa MOpa OUTH M JiecHa CTpaHa, a
TO je jemuHo Moryhe ako je mocnenma udpa a, Tor opoja nespua ca 2.
Iemwusocm ca 4:
102 = 100 = 0 (mod 4), ma je 100° = 0 (mod 22),i = 1,n
a=ay-1+a;,-10+a,-0+--+a, -0 (mod 2?),
a = ay+ a; 10 (mod 22?),1j.a = a;a, (mod 22).

Bpoj je ne/puB 6pojeM 22 akko je ABoLMPEHH 3aBplIeTaK Ae/bUB ca 22.

Jlewusocm ca 5:
10 = 0 (mod 5), ma je 10' = 0 (mod 5),i = 1,n.
a=ay-1+a;-0+--+a, -0 (mod 5),
a = ay, (mod 5).
Bpoj je fe/buB 6pojeM 5 akko je jefHOLLMPPEHU 3aBpLIETAK Je/bUB €a 5, Tj. aKKO je mocjaesmnba
nudpa 0 uau 5.

YomnureHo, 10BOJbHO je y Teopemn 13 yzetn7; = 103ai=0,t — 1 ur;, =03ai >t —1
Kpumepujym oemwusocmu ca 10:
Kako je 10 = 0(mod 10) 1o je npema nocnemunu 1, 10 = 0(mod 10),i = 1,n.
N3 Tora umamo
a=a,..a;0y = ap - 10° + a; - 101 + - + a,, - 10™ = ay(mod 10)
JMaxe a = ay(mod 10) : na je

6poj a fes/puB ca 10 akko My je nocaeamwa nudpa JesbruBa ca 10, 0JHOCHO aKKO My je Mocie/iba
nudpa jenHaka 0.
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3aoamak 8. Jloxaxxu 1a je maIuHIPOM ¢ TapHUM Opojem 1udapa aespuB ca 11.

Pewerve. Heka ja a = a,a,_1 -.- 41 TATMHIPOM ca mapHuM Opojem mmdapa. [lomro je y

NUTakYy NATMHAPOM 3a Udpe BaXH A, = g, Ap_q = Aq, Ap_z = Ay ... ¥ KAKO UMa I1apaH 0poj

nudapa pasznuka nudapa Ha MapHAM U HEMTAPHUM MecTuMa Ouhe
(ag+ay,+-+ayn_1)—(ap+ap_,+-+a;)=0.

ITa
11 | (a() + a, + -+ an_l) - (an + An_»> + -+ al), Tj. 11 | a. 0
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3.5.2 Round-robin Typuup

CrioMeHnMo cajia | jefHy ydecTally IpUMEHY KOHTPYEHIIHj€ y CBETY CIopTa.
[IperniocTaBUMO Kako je MoTpeOHO HApPaBUTH PACIIOPE] CyCpeTa y TYpHHUPY KOjU Ce€ CacTOju
O]l N UTpaya WK TUMOBA Ha TaKaB HAYHMH Ja CBAKW MIPay WM TUM UIPa Ca CBAKUM JPYTHM
TayHo jepHOM. TypHHpP KOju ce omurpaBa mpema TakBO pacropeny Hasusa ce round-robin
TYPHUD.

Kako nmamo n urpaua to he Ha TypHupy Out n — 1 KoJ1a, CBaKM MIrpad Ce cacTaje ca CBakuM
JPYTUM Ta4HO jeJHOM I1a OM CBaku UTrpad TpeOao HACTYIUTH Y CBAKOM KOJIy. AKO UMaMo TapaH
Opoj TUMOBa, y jeIHOM KOJTy CBaK{ TUM MMa I1apa, ajIi aKko je Opoj TUMOBA HETIapaH Ta/1a HeMajy
CBH THMOBH CBOj map. Y TOM CiIy4ajy J0JajeMO joil jenaaH, (UKTHBAH, THM H MOXEMO
NPETIOCTaBUTH J1a je N napaH. HapaBHO, TUM KoOju ce cactaje ¢ GUKTUBHUM THMOM y HEKOM

KOJIy je y CTBapu ci1000aH y ToM Koiy. TypHHp ce cacToju o4 yKynHo n — 1 Koja, y CBakoM
(n-1n

n
KOJIY UIrpa E ImapoBa, T€ he ouTu yTrakmuna.

Oznauumo tumose ¢ 1,2,3,...,n. ¥ k—tom komy, tTumoBu x u y,1 <x,y<n-—1,x #y,
urpajy mehycoono ykomnuko je x +y = k(mod n — 1). Ykonuko je x + x = k(mod n — 1),
Tajia TUM X UTpa ¢ THMOM N.

Ilpumep. HanpaBumo pacriopes TypHHpa 3a 5 TUMOBa. MMamo JBa mapa Tako Ja J0/ajeMo
jenan QUKTUBAH THM Ja CBM TUMOBU umanu napa. O6enexumo urpaue 1,2,3,4,5,6.

IpBo kouo: urpajy mehycobuo ako x + y = 1(mod 5), 1j. maposu cy: 1-5; 2-4; 3-6 jep

3+ 3 =1(mod 5) na tTum 3 urpa ¢ TAMOM 6, Tj. TUM je y MIPBOM KOJIy CI000[aH, aKO CMO
Opojem 6 o3HAYMIIM (PUKTUBHU TUM. Tako HaCTaBUMO Jajbe€ U J100MjaMO pacmopen 3a TYpHUP
nat cienaehom Tadenom.

Tum
1 2 3 4 5
Koo
1 5 4 ciro0oman 2 1
2 cioboman 5 4 3 2
3 2 1 5 ciro0oman 3
4 3 cioboman 1 5 4
5 4 3 2 1 ci100o1aH

Axko usbarnumo (pUKTUBHE yrakMuile umamo 10 yrakmwuia y 5 kojia, CBaKd TUM urpa mo 4
YTaKMHUIIE B CBAKM THM UTPa CaMo jeHOM y JaToM Koy, ¢
[TpuMeTHMO KaKo HY jelaH TUM Hehe urpat BUIIIe 01 JeTHOT IyTa Y UCTOM KOJTY, jep aKo urpau
X y MCTOM KOJIy k urpa ca JiBa pa3JInunTa urpada y U z ouhe
x+y=k(modn—1)ux+z=k(modn—1),1j.
x+y=x+z(modn—1),
y = z(modn —1)

Tejey =z30orl<y,z<n-—1,y # z.
Takohe nehe nohu 10 moHaBIbamka cycpeTa y KoJIMMa: Heka ¢y k U k, paznuunra Koia, u3 X +
y=k(modn—1)ux+y=ky(modn—1) cnemu k = k;(modn —1), 1j. k = k; 360r
1<kk <n-1.
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3.5.3 MoayJapHu 1u3ajHu

KonrpyeHiuje ce Mory KOpUCTHTH 3a KpeUpame pa3inuuTux au3ajHa. Opne hemo mokazaTu
KaKoO ce€ KpeHpa 3B€3/1a ca M BpXOBa.

Ha xpyXHUIIM TPOM3BOJFHOT MOJYNPEYHHKA O3HAYUMO M jeIHAKO yJaJbeHUX Tayaka u
o3Hauumo ux ¢ 0,1, ...,m — 1. M3abepumo r - npou3BobaH HajMAH OCTATaK IO MOy m
anmu Takas 1a Baxu (m,r) = 1. Cnojumo cBaky x Tauky ¢ TaukoM (x + r) (mod m).
Ilpumep. Konctpyummumo 3Be3ay ca 10 Bpxona.

Ha xpyxunmm obenexxumo 10 jenHako ynasbeHHX Tadaka OpojeBuma on 0 mo 9 (mpaBmiaH
JIECETOYTao). Y3MUMO Ha IIpumep, r = 3.

X 0 1 2
x+ 3 3 4 5
(x + 3)(mod 10) 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2

o w
~ A
o o1
© o
5~
2o
5 ©

OpnzocHo cnojumo Tauky 0 ¢ Taukom 3, 1 ca4,..., 8 ca 1 u Tauky 9 u Tauky 2.
3.5.4 Kpunrorpaguja-RSA aaropuram?

Jenan o BaxkHux mpobGiema y kpuntorpaduju je 13B. npobiaem quctpubynuje kibyda. Hanme,
na O6u nBe ocobe, A u b, pasmemuBaiie mudpoBaHe Mopyke, MPETXOHO Tpeba J1a pa3MeHe
onpeheny nnpopmanujy (6poj) Koja ce 30Be KJbyd U ToMOhy koje ce mmdpoBame Bpmu. Jyro
ce cMaTpalio Jia ucTu 0poj Tpeba Ja cyKu U 3a MHU(poBamke U 3a JemudpoBame, Tj. 1a Tpeda
o0e ocobe na ra 3Hajy, ma je TMocTojao mpobiieM Oe30emHOr MpeHoca Te HHGopMaImje.
Cenamaecerux roauna 20. Beka JIOIJIO c€ HA Uejy KOja YMHH TaKaB IPEHOC HEMOTpeOHUM, a
koja kopuctu OjnepoBy TEOpEMY.

VY 0BOM alropuTMy KJbY4HY YJIOTY MMajy BEIHMKH MPOCTU OpOjeBU; CUTYPHOCT ajlrOpUTMa
3aCHHUBA CE Ha CJIOKEHOCTH (haKTopH3alMje BeIMKUX OpojeBa. 3a aemudpoBame je oTpeOHO
3Hatu TajHu Opoj d. OH ce pauyna nomohy @ (N), a 3a u3pauyHaBame TOr Opoja MOTPEOHO je
3HATH P U q- OpojeBu koju Hucy jaBuu (@(N) He Moxxkemo Hahu camo Ha OcHOBY Opoja N).
Kako camo ocob6a A 3Ha Opoj d, camo oHa MOXKe U JielndpoBaTy.

Jenan moryhu noctynak je nar Ha cienehoj ctpanu.

3 Tsopum oBor anropuTtma cy PoHang Pusepc, JleoHapa Ejanman u Aam Llamup, rae RSA(Rivest-Shamir-Adleman)
npeacTaB/ba aKPOHUM HUXOBUX UMEHA.
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Ocoba A:
- bupa nBa Bpno Benuka npocrta Opoja p U q;
- Pauyyna:
N = pq,

o(N) =p(@e(q) =(@—D(q-1);
- bupa mpon3sBosban 6poj e KOju 3a10BOJbaBa
yCJIOB (e,<p(N)) =1;
- Hanasu 6poj d xoju 3a70BOJbaBa TUHEAPHY
xourpyeniujy de = 1(mod ¢(N));
- Ocoba A o6jaBibyje (HIIp. CTaB/bakEM HA
cajT) 6pojeBe N U e. bpoj d He 06jaBIbyje.

- bupa p = 7,q = 11(360r npumepa Oupamo
Maje Opojene)
-N=7-11=77,¢(N) =6-10 = 60
-(e,60) =1, mmp. e = 13.
- Pauyna 6poj d (mpumenom EykmumoBor
alroput™Ma, Oupanu ga Oyay y3ajamHO
MIPOCTH):
13d = 1(mod 60),
nocrtoju 6poj t,13d + 60t = 1,

60=13-4+8
—23 -13460-5=1,
37(mod 60)
d = 37.

-O6jaBipyje N U e.

Oco0a b:
XKenum ma momasse MOPYKYy M HEKa je X JIe0
TeKCTa KOju Tpeba mmdposaru; mudpyje je
TAaKO IITO padyHa OCTAaTaK Yy MPHU JCIbEHY
opoja x® ca N, Tj.

x¢ = y(mod N).
HIudposana nopyka je y.
VY3umamo za je x ctporo Mamwu o N.

[IpernocraBibamo nma ce Kopuctu andader.
CBakoM of 26 ci0Ba MOXEMO HPHUAPYKUTH
BEroB oJiroBapajyhu peaHu 0poj ymameH 3a
I, 1j. cimoBy A oaroBapa O0,...,cioBy Z
oarosapa 25.

Hexa mnopyka rmacu TB. Kama y3memo
no3umnuje ciopa y abeueau nooujamo 202 (T-
20, B-2).

Tekct pacraBjbamMO Ha JBa Jella O KOjUX
hemo  cBaku  mmdpoBaTH  MOCEOHO.
PacraBsbamo Ha 20 u 2 xako O OWiIM Mambu
on 77.

Mudpyje:
2013 = 69(mod 77), 23 = 30(mod 77).
[Tpema Tome, mmdposanu tekcr je 69 30.

Ocoba A

3a nemuppoBame KOPUCTH CaMO H0j TTO3HAT
0poj

d Tako MTO padyyHa OCTaTaK MpPH JEJbEHY

6poja y¢ ca N. Hanme, Baxu
de=1(mod @(N))

yd = (x)? = x% = x oM+ =
x (mod N),
jep je, mpema Ojneposoj Teopemnu, x ™) =
1 (mod N) (ycioB (x,N) =1 moxke ce
cMaTpatd HChymeHuM jer je x < N koje je
MIPOM3BOJI JIBa BEJIMKA MPOCTa Opoja).

Pauyna
6937 (mod 77) u 3037 (mod 77).
Hapasno, nemmdposamem qodujamo 20 2.
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