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1. — ®YHKIHUJA

My cmo pocan Buaead QyHKUHMjy MHOro nyra. 3HaMo ja je
¢yHknuja jeaHa KOAHuMHA (peuuMo y) KOja 3aBHCH O] BPeIHO-
CTH jeJHe WM BULIE NPOMEH/bUBUX KOJHMYHMHA (X, Z ¥ [Jp.).

[ToBpmMHa p jemHora kBajapara jecTe (PVHKIHMja H-erose
cTpaHe a:

p = a? p = f (a).

IoBpuvHa BabKa P je QYHKIH|a HberoBe BUCHHE W IHOJY -

NpeuHHKa HeroBe OCHOBHIIE :

P =2rz (r + h), P =7 (r, h).
3anpeMyHa Kouke je pyHKUH]a heHe WBHIE & :
V=ad V=f (a).

Bupean cmMe uw MHore apyre. 3Hamo ga opAuHara jemHe
TayKe Ha NPaBOj JHHHjH 3aBHCH O HeHe ancuuce. Penumo :
y=3x +1, y = f (x).
3HamMO Ja opJMHaTa CBaKe TauKe HA NMapaGoOJMd 3aBHCH OJ -
beHe ancuuce. Peiumo : .
y=x2—5x +5 y =1f (x).
Axo anre6apcKHM HM3pa3uMa U3PasUMO fAa jeJHa KOJHYMHA

3aBHCH OJ Apyre, 106HjaMo jeaHy jenHaumny. Ha np.:

y=4x—1, y = x%+ 2urn.

¥3MHMO jean cyx y o6auky Babka. CHIAMO y hera BOJE

no Bpxa. Konuka he 6Gutu 3anpemina Bojie y mwemy ?
- V=arh.

Moxe an- ce mewaru Ta zanpemuna? Moxe. O yera 3a-
BHCH? OJ TOra JOKJIe CHIIaMO BOJe, Tj. O/ BHCHHe BOJEHOr cTyGa
y.cyny. AKO ce Mera BHCHHA BOJEHOT CTy6a y cyaly, Membahe ce
H 3anpemMuHa Boje. [la HanuieMo TO cajJ OBAaKO :

. V = nr2x.

HeszaBucHo npomenbuBa. — MH MOXEMO MeH-aTH BHCHHY
BoAeHOr cryba Kako Mu xohemo. 3HauM, X MOXKeMO MebaTH Nno
CBOJO] Bo/bH. TakBa MPOMEH/bHBA KOjy MH MOXEMO MeHaTH 1o



CBOjOj BOJbU 30BE Ce HE3aBHCHO NpOMeH/bMBA. Osjle je BUCHHA
X BOJEHOTr cTy6a Ta HEe32BHCHO MPOMEHJ/bUBA.

3aBHCHO TPOMEH/bHBA. — A KOJHMKA he OHTH 3anpeMHHI
kaj ce mema x? Ona he 6uTH OHAKBA KaKO TO npomucyje oopa-
3al 3a 3anpeMuHy BaJbKa .

y == nr2x.

Ha np. xaz yaMeMo fa je I = 5 cM, na mMemwamo X, Guhe:
3gax=1cm y =3,14.56%.1
3a X = 2 CM. y=3,14.5%2.2
3a X =3 CM. = 3,14.52.3 Urx.

Hkc ce Meba KaKo MU xohemo, a y Ce Memba OHAKO K3KO TQ
MPOMHCYje jeAHAYHHA KOJjOM je M3pameHa Besa MaMmehy X u .
Hkc ce mewma xKako xohemo. MncuiaoH ce mema Kako Mopa ja ce
Mema, HberoBe mpoMene 3aBHce OJ JiaTe jeJHAUMHE y KOJy YHO-
CHMO pasHe BPEIHOCTH HKca. MNCWiIOH 3aBHCH OJ HMKCa OHAaKo
KaKo TO MpPOMHCyje oOpasal 772X, 3aTO Ce HICHJIOH 30B€ 3aBUCHO
npoMeH/bUBA. 3aBHCHO NMPOMEHHHBA J 30BE Ce joul M ¢dyHnkunja
nkca. Pehu ,,uncuiod je GyHKUHMja WKCA’ WM ,,MIICHJIOH 3aBHCH
O]l MKCa“ HCTO je.

CranHa xKoauyMHa. — CrajHe KOJHYMHE Cy OHE KOJHYHHE
Koje ce He Memajy. Ha np. y obpacuy 3a o6um Kpyra y = 2n X
Memajy Ce KPYXXHHM NOJYNPEYHHK X U KPYXKHU 00uUM . Cranne
cy xoaumyuHe 2 u n = 3,1415... OHe cByAa, y CBMMa pavyyHHUM3,
MMajy yBeK HCTe BPEJHOCTH. ’

ANCONYTHO CTaJHa KoJuumHa. — Kosnumna xoja He MOxKe
Ja ce Metba U KaJ OMCMO MH TO XTeJH 30Be Ce ancoayTHO CTANHA
xosnuuuHa. Ha np. y obpacuy 3a KpyxHH 00uMm y = 2nr arcoayT-
HO cTajsHe KoJMuHHe cy 2 U . OHe ce OBA¢ He Mewbajy. AJIM OHe
¥ He MOTy jJa ce Memajy. OHe yBeK UMajy CBOje CTalHe Bpe-
HOCTH.

PenatuBHO cTajHe Kojauumie. — lmajy au cBM Ba/bKacTH
cyaosu ucro jnuo? Hemajy. Moxe /in ce MEWAaTH NOJyNpedHHK
Ba/bKOBe ocHOBe? Moxxe. My CMO y TOpbeM IIPHUMEPY y3elH Jia
CHMaMO BOJE yBEeK y MCTH CyJ CaMmo0 AO Pa3HHX BHCHHA. Tana ce
Merba/a BUCHHA BOJEHOT CcTy6a. 3aJpiKaau CMO HMCTH CyJA. 3Hauu

NOJYIPEYHHK Ce HUje Merwao. [Ipu cunawy BOAC y Ba/bKaCcTH CY/

GuJie Cy MpOMEH/bMBe BHCHHA M 3ampemuHa. Cradte KOJHUHHE CY
6une r u n. OHe ce HUCY Memage. CaMO IITO & HUj€ HU MOTJIO /13
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" ce Mewa. OHO je alcodyTHO CTalHa KOJMYMHA. AJW I je MOTJo

a cé Mema, a HUje Ce Memano. 3aro ce y HalleM NPpHUMepy I 30B¢
peNaTHBHO CTajHa KOJHYMHA.

3aBHCHOCT OJ BHIUE€ NPOMEH/HUBHX. — ySMHMO can 0Baj
cayyaj. MMamo BajbKacTe CyJOBe PasHUX OCHOBHLA, na cHmamo
y muX BoZe. Tajga Ce HE3aBHCHO Metba MOJYNPEYHHK X. (Jep MU
camu 6upamo cy y KOojH heMo cumartu roje). HesaBucHo ce Mera
¥ BuCcHMHA Y (jep MM CHMIaMO BOJAEe HOKJIe Xohemo). 3aBHCHO ce
Melba 3ampeMHHa Z jep OHa 3aBHCH M OJl X M OX Y mo obpacuy
V = ar2h, Tj. oBRe z ==nx2y). OBJe je caj 3anpeMuHa (PYHKUHU &
JBejy He3aBHCHO NPOLMEH/bUBHX: MOJAYNPEYHHKA HKC W BUCHHE
WTICHUJIOH :

z = nx?y.
Mu TO nHIIeMO OBAKO :
z=f (xy) um [ (x,y)=nx?.

4 Emnupuuke (QyHKuMje. — Aad jeJHa MpOMeH/bUBA KOJH-
YHHa MOX€e 3aBHCHUTH OJ, HeKe Jpyre IMpOMeH/bUBE KOJHYHHE
TAKO, Jla MU Ty 3aBHCHOCT HE YMEeMO HU3Pa3sUTH HHUKAKBHUM Ma-
TeMAaTHYKUM H3PasoM.

Axo Ha np. MEpHMO TeMIEpaTypy y jeJHOM ojpeheHoM
MeCTy Yy TOKy oJ 24 uyaca, uMakeMo y CBakoMe TPEHYTKY X jeAHY
oxpeheny temneparypy y. Temneparypa 3aBucCH OX TPEHYTKa y
KOMe je mepumo. Temneparypa je dyHkuuja BpemeHa. Mu je MoO-
JKeMO NpPOYHUTATH HA TepMOMeTpy. MOXeMO y CBaKkOoMe uacy u3Me-
by O u 24 yaca 3amucaTu TeMmeparypy Koja My oarosapa. Mehy-
THM HeMa MaTeMaTHYKOr u3pasa KOjuM OH ce u3pa3uia Be3a u3Me-

by 0BHUX JBejy NpPOMEH/bHBHX KOJHYHHA (BpEMEHA W TeMIe-
-paTtype).

Kon oBakBHX (pyHKUMja MOKEMO MPATHUTH MPOMEHE 3aBH-
CHO W HEe3aBHCHO NpPOMeH/bHUBHUX. FDUXOBY 3aBHCHOCT MOXKEMO

VTBPJHTH CaMO HCKYCTBOM. 3aTO ce TakBe (DYHKUMje 30BY eMIIH-

puike ¢yHknuje. Hayka ce Tpyau Aa y MexaHuud, ¢pHU3ULH, Xe-
MHJH W Jp. eMIIUpUYKe (DYHKLH]je H3pa3k MaTeMATHUKHUM je3HUKOM.
OHa ce Tpyau xa youeHy 3aBHCHOCT M3pa3d HEKHM MaTeMaTHu-
KUM u3pa3oMm, obpasuuma, Te Ja TaKO MaTeMaTHYKH H3pasH 3a-
KOH IIOCMAaTpaHe NpPUPOJHe NOjaBe. 3aluTo?

MatemaTunuke ¢dyHknuje. — MaremaTuuke PyHKUHje Cy OHe
¢dyHKIH]e rae je Be3a namehy HE3aBHCHO NPOMEH/bUBE H 3aBHCHO-

NPpOMEHJbHBE JaTa HEKUM MaTeMaTHUKUM U3pa3oM. Ha np:
' y=% - y=xt—5 y = 2ax? uTA.



aTemaque ¢yuKiHUje ,zLeJmMO Ha axzreéapcxe pyHKLH je
U 1@ pancqeruzeﬂume @yukyuje.
- Alre6apcke pynxunje. — PyHKuMje cy ameoapcxe aKo cy
"#3paxeHe KOHauHMM '6pojeM CTYNHbeBa jefHe O OBHX anreﬁap
CKHX PRAR

» CaGuparmem: zZ=8x -+ 2y (cBera jgBa cabupka)
Ojpysumambem: z = 5x — 6y (nBa usnana)
MHoxemeM: z=3x.2 (cBera ABa YMHHOLA)

X ,
HememeM: z= 3
CTeneHOBaWkeM CTANHHM, PAUHOHAIHHUM H3J0XKHOLEM:
*
f (x) = x5 Fx)=x °*
Anrebapcke (pyHKuUUje gene ce Ha :
1. — Pagnonaine airebapcke @yHKLHje :

a) I (x) =ax®+ bx%2 + cx + d. OBo je uena aare6apcka paiuo-
HaJlHa (byHKqua.

b 1= G

HasHa (byHKUH]a.

OBo je pasaomsbeHa ajare6Gapcka pauHo-

2. — HpagnoHanHe airebapcke QyHKUH]e :

To cy one anrebapcke yHKUUje, KOJ KOjUX UMa PA3IOMJ/be-
HHX H3JI0XKuJana :

f(x)=3(x2—5x + 6)

TpaucuenaentHe ¢ynxuuje. — To cy oHe dyHKUHje Koje
te He MOry H3pa3uTH HHjeIHOM OJ nob6pojaHuX anrebapCcKuX
pajibH.

Takse cy ¢dyHKIHje HA np. oBe DyHKUHje :

2
f (x) = log x, y~xL
f(x)=1tg x, f (x) = sin x wurn.

Excnaunurde @yHknuje. — PyHKIHjy U3paxasBaMo jeJHa-
4YHHOM. AKO je Ta jeqHaunHa peuieHa no ¢yHKIHjH, TAKBY QyHKIH]Y
30BeMO ekcmiuuuTHa (yukuuja. Takne cy Ha np. oBe QyHKIMje:

y=2x+3 y =2x2—7 y = 3x* urn.

Ay Topibe jeJHauMHe MOTY OMTHM pelueHe u 1o Hkcy. Taja
6u OHe OBAKO H3rjejaane :

- 3 _
x=’—"2_—3 x='/3%7 xZV%

Taga MH KaxeMo Ja Cy 'TO eKCTIMLATHE @YHRUHje UrculIoHa

M nMuIeMo OBaKo :

x=1(y).
UmnannutHe bynxkuuje. — Axo jeHAUMHA KOjOM je u3pa-
seHa (DYHKUHja HHje pellleHa HU IO jeJHO] NPOMEHAHMBOj, TAKBY
(yHKIHM]y 30BEMO HMIIMLATHA ¢dyukumja. TakBe cy Ha INp..oBe

PyHKUH]E

2x +3y—6=0 y—2x2+4=0 y—2x3=0.

Taxse (pyHKuHje 00€/]ekKaBaMoO OBAKO :

f(x,y)=0.
BEXBADA

1. — H3pasu noBpIIMHY TPOYIJa KA0 PYHKLH]Y OCHOBHILE.

2. — H3pasu nmoBpuUIMHY TPOYraa Ka0 (DYHKIHjy BHCHHE.

3. — Mspasu noBpludHy Tpoyraa kao QPyHKUH]y OX I.

4., — W3pasu MOBPILHHY TPOYTJa Kao GYHKLH]Y OX s (mMO-
ayodum). .

5. — Wspasu moBpIyuHY TPOYrJia Kao (QyHKUHjy o R.

6. — Hspasu nospummHy TpoOyria Kao (YHKUHJY jeAHOr
HeroBOT yria.

7. — Vispasu noBpIiUMHY Ba/bKa Kao (DYHKUH]Y OX TI.

8. — Hspasu moBpuiHHYy Ba/bKa Kao (QYHKUHjy OX h.
9. — l3pa3u mOBpIIMHY Kpyra Kao (PyHKUH]jy OX I.

10. — Vspasu 3anpemMuHy npape Kyne Kao QYHKUHY OX 7.
11 — I/Ispasn 3anpeMHHy 3apyO/beHe Kyne Kao (yHKUH]y
onruR. *
12. — H3pa3su 3anpemuny 3apy6/beHe MUpaMue Kao (QyHK-
uujy on b u B.
' 13. — Uspasu sanpemusy Jonte Kao QyHKUHJY O R.
14. — M3pasu mospuinHy JonTe Kao GyHKUHUjy ox R.
15. — HaBeau npumep amncoJyTHO CTajHe KOJHUYHHE.
16. — HaBexu npuMep peNaTHBHO CTalHe KOJHUHHE.
17. — HaBejau Heku npuMep eMiuUpHuKe (yHKLHjE.
18. — Hanuiuu HEKOJHKO eKCIVIMUMTHHX (YHKUH]a.
19. -— Hanuiuy HeKOJMKO MMIJIHIMTHUX (PyHKUKja.
3a cBe oBe (PYHKUHje KaXH KakBe Cy (KOjOj BPCTH
npunajajy):
X x
2. y=+ 23, y=xV
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21, y=JxF1 24. Y=3t_érl
X
0,(2) . — 1=
22, y=2x 25. y X

' 2. — FPAHULIA

Hembesbe Hyaom Hema cvucaa. — [loxeautu 6poj a Gpojem
b sHauu Hahu TakaB 6poj ¢, KOjH NOMHOXeH ca b Aaje a.

a:b=c 3Ha4Y"u bc = a.
lita 6u 3Hauuao 0BO :
a:0= ?

Tpeba Hahu jenan G6poj KOju MOMHOXEH HYJOM jAaje jeaan
6p03 KOjH HHje Hy/1a. Mu 3HamMo 1a TakaB 6poj He nocroju. (ITo-
IITO CBAaKM OpOj IIOMHOXEH HYJIOM Jaje HyJy, a He HeKH Jpyru
6poj). Buau ce na aesmerbe HyJOM Hema. CMHUCHA.

Ipanuua. — Anu MH CMO 4eCTO NyTa NPUMOPAaHM Aa BH-

JAMMO IITA 3HAYM je/laH KOJHYHHK Yy KOoMe je meauaal Hvzaa. To
hemo mokasaru Ha npumepy. Ha np. nanpraru byukuujy

y:

x—3
HauuHuMO Kao u gocaj Tab/nLy HEeKOJMKO BPEJIHOCTH 3a
XHY. ’
x|10{9 87654 a3 alislizl] 301300
4 2 4 10

1 1 1 1 1 1 4

[ A R A A L A | — | 2 4 |10 100 1000
Y 1718|5732 3

X | 3,0001 ! 3,00001 3,000001 3,0000001

y| 10000 | 100000 1000 000 10 000 000

OBne ce x npuGanxasa 6pojy 3. OHO Texy ga mocrae 3.
Mu TO nHIIEMO OBAKO : X » 3 M YUTAMO: ,X TEXKH Ka 3.

MoxeMo JM M3pauyyHATH KOJMKO je p, Kaj je x = 37 He
MOXKEMO, jep HeMa CMHCJIA JeJUTH HYJOM. AJIM MH MOXeMO TauHo
OAPEIMTH KYyJa TEXH Y KaJ X TeXU BpPeIHOCTH 3. MH MoOxeM.)
OXpenuTH FPAHMLY 33 y Kax X Texu ka 3. Bugumo na y jexnaxo
u Beoma G6p30 pacte kaj ce x npubanxkasa 6pojy 3. Llrto je x
cBe Omaxe O6pojy 3 y je cBe Behe. MU MOXeMO yYMHHTH Aa pa-
3JMKa X—3 [OCTaHe Mamba OJ CBaKOr Ma KaKO Major 6poja ja-
Tor yHanpeia. Ha np. na yumnmmo nma x—3 Oyzxe mame o
0,000000001. CraBuhemo x = 3,0000000001, na e 6utn x—3 =
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"= 3,0000000001 — 3 < 0,000000001. A kosauko je Tama y? Ouo

je y = 10000 000 000 000. Mkc GuBa cBe Mawe M cBe Oinxe y3 3,
a MICHJOH MocTaje Behd OJ CBAKOr Ma KakKO BEJMKOT yHamnpejg
garor O6poja. 3HaMO Ja ce Taja Kaxe 3a x-—3 jga je Gecko-
HAaYyHO MaJo, a 33 OBaKO ¥ Ja je GECKOHAYHO BeJHMKO. ETo Tome
TexH Yy, Kax X Texu ka 3. Hamau cmo rpavuny 3a y. Mu To nu-
IEMO OBZKO :
limy = «©
X >3
To uurtamo: ,,JInMec HIICHIOH paBHO GEeCKOHAUHO, KaJ HK<
TeXH Ka TPH.
3uax [/im xona3H OJ MaTHHCKe peud [imes, Koja 3HAYM Ipa-
HHLA. .
2. — T'paHuuy CMO cpeTajHM MHOro mnyra jgocai. 3HaMo
wra 6UBa ca OGMMOM IPABHJIHOT MOJHMIOHA YIMCAHOT y KPYI'V
Kaa My 6poj cTpaHa HeNpeKuJHo pacte. Taj oOUM MU HE MOXKEMO
HOCTeNleHO H3pauyHaBaTH, jep je OeCKOHAayaH HHW3 PAYYHCKHUYX
panHu Koje 6u Tpebano xa usspmumo. (Tpeba Hajnpe o6um, pe-

"UMMO, yNHCAHOT KBaJApara, Na OOMM YIHCAHOr OCMOYIA0HHWKA, Na

O6MM YMHCAHOT LIeCHAeCTOYTAOHHKA, 11a OOMM VIHCAHOI NPaBHJ-
HOT TpHJECeTABOyraoHuka utA. Taj HH3 HuUKan He GHCMO AOBD-
WIHAK). AJM MM BHAHMMO OBO: HITO je Behu 6poj cTpaHa Tora MHO-
rOyraoHHKa, HeroB 0OUM Ce CBe Marbe pasaukyje oj kpyra. Obe-
JIeXMMO OOHMM TOTa €HTOYraoHHMKa ca 25, a OOUM Kpyra y Kome
je oH ynucan ca 2S. I'ze je rpannua mupewy obuma 2s? Kpyxny
o6MM My je rpaHuya.

lim 2s = 8.
‘n->©
3. — Vimamo mpaBmiHy NpU3My uHja je OCHOBMIA VIIHCAHA

-V Kpyry. OHZla MOXEeMO y3€TH 1a je TaKra IPH3Ma YIHCAHA V

BabKy. Hexa cax mweH 6poj cTpava n jexnaxo pacte. lLlra je

IpaHuua 3anpeMHuHe TakBe npaBuaHe npusMe? To je Bambak HcTe

BHCHHE, Yy KOMe je ynHcaHa Ta mpuama. OGesexuMo 3anpeMHHY
npusme ca V,, a sanpemuny sasbka ca V. Taga muxemo nucaru:
) lim Vn =

~ n < oo
4. — TlpaBusaH NOAMIOH je OmMHCcaH OKo Kpyra. Bpoj crpa-

‘Ha My jemnako pacre. Cne My je rpanuuna? [panuna my je xpyr
OKO KOTa je OH OITHCaH.

I1a mra je rpanuna jeaue pyHkumje? To je BpegHOCT KOjy
HE MOXeMO M3pauyHaTH NOCTENeHWM PAauYYHCKUM paqHaMa, ajlH
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j€ MOXXeMO TauHO OJAPEAMUTH KaJ yCTHMO He3aBUCHO NPOMEH/bUBY
Jla TEXH BPeIHOCTH KOjOj je IOIUJa.

5 — Jla u3pauyyHaMO BpPEJHOCT I[EePHUOAHYHOI pPasjoM-
xa 0,(5). '

0, (5)=S, = 0,5+ 0,05+ 0,005 40,0005 +-. . ..

MoxeMO JH TMOCTENIEHHM pauyHamheM H3pauyyHaTd TauyHy
BpeJHOCT oBora 36upa? He moxeMmo, jep je meros 36up cabu-
paka 6eckoHauaH. My heMO ra HamucaTH OBaKoO :
05 (1 — q")

1 —q

Ako je n =2, 6uhe :

05 |1 (1 ?
’ [ B 10),]_0,5,

| — 1 0,9°
10
Je qu TO BpemHOCT Hailer pasnomka 0, (5)? Huje.

S =

©o| o

S,— 1 —0,01) =

Y3mumo n = 3. Taga je

0,5 5 i
83:@ (1 — 0,001)_5 - 0,999 —-/5 - 0,111 =0, 555
Hobuaun cMO Majo TAuyHHjy BpPeAHOCT. Je aM TO BPEeIHOCT

Hawer pasaomka, 0, (5)? Huje. Onna ysmumo n = 4. Taxa he

6uTH :
5 I
S,,z———g— <0, 9999 =5 -0, 1111 =0, 5555.
Jlo6uan cMO jOIll TauHHU]jy BPEAHOCT, aJH HH OHA HHje BPeJ-
Hoct Haiuer pasaomka 0, (5).
BuauMo Ja ce TO IOCTEIEHHM pauyHaH.eM He MOXe QJpe-
JHTH. A BHIUMO U OBO : '

—_nn
1) ¥V uspasy 0, o - w Mela ce caMo 1, jep je
pasy I—g

I—q®) b5 ( 1\
5. U—a")_5 [} _ _)
0, 1—q 9 ‘1 10/
2) n jeAHaKO pacTe W TEXKH Ja mocraHe Behe oa Ma Kako
BeJuKe KoJauuuHe. 3Haun n — 0. OcTaje Ham JAa OJpeauMO
n 1\~

 UeMy TeXH (%) 3a 1 ~Co. Aid MM 3HaMo J1a je (ﬁ) =T(1)'7'
Bpojuaan ce He Mela, a HMEHHWJAl jeJHAKO pacte. 3HaMO Aa

pasJoMak omajia KaJ My MMeHHJ Al pacre. AJv MMeHHJal nocTraje

- 0,99—5 - 0,11=0,55
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cBe Behu M Texu 6eckoHauHoMe. Taza passoMak GHBa CBE MalbH.
OH ce CBe Marmbe pasJuKyje o Hynse. OH 6UBa MawbH 0] CBaKe Ma

KaKo MaJe yHanpeJl Jare Majie KoJduKMHe. 3HaMO Ja je OHAa %

6eckonayHo Majia koauuuHa. Ila rae joj je rpanmna? He moxe

onajaTH Aabe OJ HyJe, NOIUTO je OBa KOJHYMHA NMO3UTHBHA.
EBO meHe rpasule :
' : 1
lim—— = 0.
10n

n >0

A wra 6uBa ca S,? M oHo mocTuike CBOjy rpanuuy.

, e g O 1\n 5 5
lthn_Swlzm—[l—( >J=_g_ (1_0):_9_

n— oo n > 9 ) Tﬁ
Oryna je 0, (5) =%.
6. — OuapenuTn rpaHuly H3pasa
’ x2 —4 9
% —9 38 X —

. Hanucahemo ra y mpyrom o6iuky
X*—4 (x—2)(x42) —x

xX—2 x—2 +2
Can hemo nycrtutu aa x - 2. Capna je:
: X2 — 4 , §
lim s 2={(tr-r)z 2(x + 2) = 4.
‘x ¢ 2
7. — OnpepuTH rpaHuny mM3pasa _x_:;__i 3a X » Q0.
lim(Lili)zlim(l +%)=1 L0 =1
. X > o0 X > 0 ]
8. — Ogpeantun rpanuny n3pasa 3a x> 0.
i .5 — x 5
~ l —————— = ] —_— - —_— — pa—
lim ( = ) lzm(x 1) (o0} l-foo.
x> 0 X > 0
9. ~— Oapegntn rpaHuyy u3pasa
Xy 42
[ x) = ~ 3 3a x —> 3.
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[Tycruhemo ma x Tex;u tpojun pactyhu u onanajyhu.
x |1 |2 [e2 | 25 | 275 29 | 299 | 2,999
f(x)| —15] —10 [ 179 —35,25—91,2 | —263,89|—2 873,09] —26 993
x 5 4 [375] 35|32 | 315 3,09 3,000009

350,04 | 3222249,2..

f(x)| 635 66 72,7 | 89,75 1453, 221,7

Buau ce oBO :
Kaj x pacre W Texu Ka 3, PyHKIMja je HETaTHBHA M jeJHa-
KO pacTe IO arnconytHoj Bpeanoctu. IlIto je X GauxKe TpPOjUH

dyHkuuja je cBe Beha No ancomyTHOj BPeJXHOCTH. [Towto Moxe-

MO YUYHHMTH 1A pas/iuka X — 3 Oyje N0 BOJbU Majd, MOKEMO N0
Tepatd (PyHKUMjy JAa ¥MMa Behy ancoayTHy BPEAHOCT OJ CBaKe
yHanpes AaTe Ma KaKo BeJHMKe BPeIHOCTH. 3HauM (YHKIH ja Texu
6eCKOHauHOME.

Hcro je To y Apyrom cayuajy, camo wTo je (yHKumuja mno-

sutuBHa. OTyjaa je: . ,
3
lim f (x)=lim’; j_§= + oo
X > 3 X >3,
10. — Oapeautn lim (x2 + 3x + 7).
X = oC,

HamucaheMo oBaxo:

lim (x2--3x 4+ 7) = lim x* (1 +%+&7?

X -» 0 X > 00,
Taga je
lim x> =+ oo limi:O liml-——-O
X x? ’
X -> 00 X -> 00 X > 00
Oryjaa je
lim (x2+-3x—+7) = limx*(1+ %—i— %)= o0 (14-0-+0) = co. 1=+
X —> oo X —> o0

. 1
11. — Ouapeantn lim (m) )

X > ©o

To je zambe

R U WP S T W 1 _
kn‘rn(?—c——l—)_«tzm(x 1+L>_0'1+_0_‘0'1:0

X > 0 X> » X/
12. — Ogpesumiu lim —— f o lim 3
x>0 o X > oCOSX+
To je ma/me
li _ 3sinx 6sinx 0 0 .
M Sinxcosx + cosx sin2x +2cosx  0+2-1 2
x>0 X >0
BEXBAA
Oppenu rpanuie oBux (QyHknuja:
l' y=X+1 12. y=2x2___~7x+5
x>0 X o0
_ 3 1
2. X X 13. y—_——;_
x> oo s 0
3. y:2x_3 5
X > o0 14. y:x____5
4. "y=3+x x> 5
‘ x>0 . . 1
.5. y:4fX. 15. y:T
x>0 X
- 6. y=2x—1 X > o
T y=1+43 X
8 y=—od4sx+se . 1L oy LT
-X—=> o0 X
. ‘> w
9. y=4x2 4+ 9x —7 .
L x e 8. y—
. . -
r x>0 19‘ - P
1. y=3x+2x2+3x—4 - Y @@ _7
X > © X > o

13
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21,
22,

23.

24,

25.

33.

36.

X =0
sin 2x -+ cosx

b1d
x> —

2
4

* = Fsinx + cotgx

x -3 0

7

X
COS';.Z + 1
x> 2n

y=

c

x* 4 3x?
x5 x® - 2x2

x> 0

38.

27.

28.

30.

31.

35.

37.

x?—2x-+5
x2 47
X 2> «w
3xt—4x3 41
(x —1)?
x> 1
20gx
3x
0

x¥ — 1
x—1
x> 1
Vx

n - «

(Hanuwu najnpe xopex
y OOGJHKY CTeneHa).

)

xt—3x+x2+3x—2

x2—3x+2

X > 2
3x® -+ 6x2
24x4 - 15x2
5
X 2
»h
1 .

2

(l-—x—l——x

X >1

wc_——{:ijc) (Hajnpe nogenu ca x)

(Moxe au 0oBaj pas3joMaK ha ce JO0BeHAe H
Ha HEKH JPYrdH OOJHK?)
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3. — U3BOHU

' Hpuphmra;i. — BHpeaH ¢MO Ja ce ca NIPOMEHOM HE3aBHCHO
_JpOMeH/bUBE MeHa H (yHkuuja.
) y =2x—1 [ x=3 y=25
Il x=5 y=9

BpeJHOCT 32 KOjy MOpacre HE3aBHCHO NpOMEeH/bHBA 30Be
ce MpHpalITaj HE3aBHCHO npomeH/buBe. Hbera hemo oberexurth
ca h, nau ca Ax. To unramo: ,,Jleara uxc". ¥ HaumeM npumepy je
h=2. (Oa 3 mopacio Ha 5). Bpensocr 3a xojy nopacre ¢ysk-
uMja Kaj [opacre HE3aBHCHO NPOMEH/bHBA 30Be Ce MPHPAIITAj
¢dyuknuje. Fbera hemo oGenexuru ca Ay. To uuramo: ,,Jlenra
uncuaon.” OBpe je npupawraj ¢ynkuuje 4. (Ox 5 nopacaa Ha
9.). lpupawraj pyHKUHje MOXKeMO OBAaKO HU3pauyHaTH:

fx)y=2x—1
F3=2.3—1=6-—1=05.
FG)=2.5—1=10—1=09.

Ay =f (xAh) — () = (3 +2) —f (3) =/ (5)—1 (3) — 9—5ed,

. Tlpupaimitaj mMoxxe GHTH NO3WTHBAH M HEraTHBAaH.

Iipumep. F(x) =x2+4x + 2
1f(2)=4+8+2=14
Ifr)y=1+44+2= 7

Osxe je npupawTaj HE3aBHCHO npoMeH- .

JbUBE h=1—2=—1.,

Osne je npupamraj ¢yuxkuuje Ay=7—-14=-—-7

Ob6a cy npupamraja HeraTUBHA.

Moxe ce mecuTH Ra npupamTaj He3aBHCHO NPOMEHJbHBE

-6yne nmosuTHBaH, a npupamraj QyHKIHje HeraTHBaH.

1 1
y=5  f=1 J@=5
HpupamTaj HE€3aBUCHO NpPOMeH/bUBe h=2—1= 41,
le»ipamraj dyHkuje Ay = % — ] = — %

Moixe ce gecutH Aa npupaliTaj He3aBHCHO NPOMEHJbHBE
Gyne HeraTuBaH, a NpHpamTaj GYHKUKjE NO3HTUBAH,

y=x f(—1) =1 f(—3) =9
[lpupainraj HesaBHCHO MpOMeH/bHBe
h=(—3)—(—1)=—2
_ Tlpupamraj ¢ynkuuje Ay=9—1=+38
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HenpexuaHa pyHxkuuja. — PyHKUMja y He3aBUCHO MPOMEH-
JbMBE X je HempexHJHa Ha MeCTy X = M, aKO HCIVIbaBa oOBaj
yCJOB:

Kap nmpupamraj h He3aBHCHO NIpOMEHJbUBE, KOjU je OHa JO-
6una xkon Bpeanoctd m (To 3nauu mocraina m + h) Texu HyJH,
U npupamraj QyHKUHje Ay TEXKH HYJH.

Ha np. dysxuuja y =x2+ 1 je HenpekHAHA HA MECTV
x = 1. Ja ce yBepumo. [lajM0o He3aBHCHO NpPOMEHJbHUBO| Npupa-
mraj h. Taga he O6uTH:

Ay=x+hEr+1—(x*+1)=x>*+2hx +h +1

—x*—1=2xh+ . 3a x = 1 6uhe:

Ay =2h+ h?
[lyctumo cax ga h Texu HyJH.
lim Ny = lim (2h+h2)—0—}—0—0
h~> 0 h~> 0
dyukuuja je HenpekuaHa 3a x = 1. Ca cauxe I ce TO Jeno
Buau. Kang ce x nocrerne”Ho mewa ofx X = 1, ¢yHKIH]ja ce mOCTe-
neHo Mema. TO 3HAUM Kaj ce X IOCTEIEeHO, JaraHo Mema OKO
BpeIHOCTH X = 1 Tako UCTO ce Mewa U ¢yHKuHja. PyHKUM]a H:
CKaye ¢ jeZHe BpPeJHOCTH Ha Apyry. OHa He NIPaBH CKOKOBe.

Mpexkuana dynxnuja. — PyHk- Y
I¥ja je mpekuaHa 3a BPEAHOCT X = m, I
KaJa He HcCnymhasa rope noCTaBJ/bEHI(

ycaoB. Yamumo QyHKUHjy ¥y = ———-

Ona je onpehena cByja, cem Ha Me-
CcTy X = 2, jep Taja Ham pasJoMax
HeMa cmucaa. Mu xohemo na ucnura-
MO KakBa je Ta (yHkuuja 6am Ha TO-
Me MecTy X = 2,

Hajvo uxcy npupawraj h. Tana

je npupawraj QyHKIHje Ca 1.
1 1 h
Ay= 3 o x—2 "M AY=" o x Lh_9

AKO caj MyCTHMO Tpupamirtaj h Aa Texu HyJaH, MMEHHJIaL
y npupamrrajy (GyHKIuje Texd jna nocraHe (x —2)2 HAOKae je
roj X pasauuuto ox 2. 3aro u npupamiraj GyHkuuje (A y) Texu
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0 . o1
‘za nocrase & —2p¢ = 0. To 3Hauu ga je (p}yuxuu]a %o Henpe-

| KHAHA Y CBAKOME MECTY 32 X 7 2. AiM 3a X = 2, KaJi IPHPAIITa]

h TeXH Hyau, y u3pasy 3a Ay
_ 1 1

x—2
©06a uMeHHOLa nocTajy HyJse. ¥ Ay oBako HamucaHom
h
Ay=—

(x—=2)x+h—=2
u Gpojuaan H MMEHHJAL MOCTAjy y HCTH Max HyJe Kajg h Texu
HYy/JIH.

Oryaa je 3a
. 1 2 { . h
M=str—sx—2 | AT Gy aFi—y
lim Ay =0 — o lim Ay:—%.
h> 0 B> 0
3a x =2

30 X = 2

JloGuBeHH U3pasH 3a rpaHHLy NpUpamTaja GYHKUHje HUCY
Hyne. OHH Cy Hexe Jpyre BPEJHOCTH y HeojpeheHOMe OBJHKY

(o — o wim — —) To 3HauM ga GyHKIHja MOXe

—2
6urn npekuzma y Mecrty x = 2.

3a BpenHOCT_ I/IKCEI’ GeckpajHO Mano Mawy o 2 y QyHKUHjU

Yo UMeHwIau noGuja GecKkpajHO Maly HEraTHBHY BpeIHOCT,

- Te (PYHKUHMja MMa HeraTHBHy GeCKPajHO BEIMKY BPENHOCT (— oo).

Axo ce 3a x yame 6poj 6eckpajHo mano Behu ox 2, y dyHKuUHjU

X—9 MMeHugal f1o6Huja GecKpajHO Majny MO3UTHBHY BPEJHOCT,

o 1 .
Te ¢ym<unja ‘ nobuja MO3UTUBHY, 6ecr<pajﬂo Bemey Bpen-

—2

>H0CT (+ 00) Ha caMoMe MecTy X = 2 3ajara. (pyHKoua cKaue ca
~—— o Ha + oo, OHa je HA TOME MEeCTy IIpeKHJHA.

Buau ce za Tpupauitaj Hame (QyHKIHje He TEXH HYJIH Kajx
47rexkn Hyan. Hawa @ynkuuja je npexugHa Ha MecTy X = 2.

" Heanh: Vindunutesumarnu pauyn 3a VII pas. 2
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Kan je manpramo (ci. 2) BUAMMO 12 je To tauHo. ¥ Tauuy
x = 2 (QyHKUHja NPaBU CKOK O]l — o IO + oo, Ona je Ty mpe-
KHJAHA.

Y
«-—===_-;___0~ X
-X
I
=
-Y
Ca. 2
8~
y / !
a
A _________|y
' c
i x
Ca. 3.

Man n3mehy ABejy Tayaka npaese Jusnje. — Buaeau Ch.do
Ko mpaBe JuHMje y = ax + b na a npeTCTaBJba} najg re JMHH]E.
A wra je majx uaMmehy ABejy Tauaka Ha IIpaBOj muaunju? To je
OJIHOC IpUpalITaja OpAuHaTe npupamraja ancuuce (CI. 3).
BC Ay :
5

A

ceyaa wcrd. Kaza ra OApeaHMO
jé}xﬂom uamehy /JBejy Tayaka,

19

Ko npaBe JuHHje mnaj je y

gemamo norpebe jaa ra oapeby-

'jQMO ¥ Ha HEKOM JPYTOM MECTY. ¢
faj Ha KPHBOj JHHUjH. —- /_/_1% D
Ha kpHBOj THHR]H HHje MaL cay- A: _/_;.g_% p
Aa WCTH. Ha ca. 4 ce Buau naa je — /‘1 : "
Ca 4

nax uamehy tauaka O u A %:7 == % = 0,5
najn usmeby tauaka A u B f—g = % =1
najg u3Mmehy tauaka B u C g—g— = % = 2
naj usMehy tauaka A u C % = —g— = 1,5.

IMan usmeby JBejy Tauaka Ha npaBOj JHHHjH TAYHO HaM
Kasyje Kako ce Ta JHHHja Kpehe u3aMehy xBejy Tauaka. A max Ha
KpuBOj aunuju? Ha np. ox A no € mag je 1,5, amt ox A 1o B
ie 1, aoxn B no C je 2. 3nauyu, ox A 10 C nax Huje cByaa 1,5

[Tlax usmeby mBejy Tauaka Ha KPUBOj JUHHjU MM 30BEMO CPeAlbH

nan. 3amro? 3aro WTO je To npoceunu naa. OH He HoKasyje ca-
CBHUM Ta4yHO KpeTambe KpuBe JHHHje H3Mehy zaBejy Tauaka. [o-
6uau cmo na je mag og A no C 1,5. Taunuje 61 6uI0 A2 yMETHe-
Mo usmehy A u C jom jexHy, Tauky, peuumo B, ma ja xamemo
ad je mag ox A 1o B 1, a oa B no C 2. Tajga BUAMMO 12 ce KpHBa
Hajnpe pgocra 61aro amsana A0 B, ma ce ojaTie HarJo ju3a-
a1a no C.

Tlan na xpuBoj oxpenuhemo cBe Taunuje wro Gyaemo G-

¥e y3eau aBe Tauke Ha TOj KPHUBO].

" A kako ogpeby jemo cpelmn nag? HauuHuMo KOIMYHHK NIPH-
pamtaja dyukuuje u mpupalTaja He3aBMCHO NpoMeHJbHBe. Ha

- np. nmaxg ox A no B.

X2 = OM
x1 = OF

y2 = MB:
yi=FA
2*’

Koopaunare tauke B:
Koopaunare Tauke A:
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Cpentbu naj je:

Q= EB_ y»— i _ npupawraj Qysxuuje

AE X, —Xx, npupamraj He3aBUCHO NPOMEH/bHBE
4y
Q="
Taj xoanunuk Hehe 6utH cByjaa ucty. OH 3aBHCH O] pasma-
Ka y KOMe II0CMarpaMo KpeTame Kpuse JHHUje. TO 3Hauu Ja Taj
KOJHYHHK 3aBHCH OJ pa3Maxa JBejy Tauaka usmehy kojux oxpe-
byjemo cpeawu nan. Hame Q 3aBucu oj npupailtaja h He3aBH-
CHO npoMeHn/buBe x. Kax je 6uno h = 2 (og O no F), umaau cMmo:
Q=A_y:yz—y1=1~—0zi
h h 2 2°
Kapg je 6mio h = 1 (ox A no B), uManu cMo:
Q=AY _Yo—y_2—1_1_

1~ 1 — 1 771
Ham koanyHHK @Q MIIaK JOHeKJe NOKa3yje Kako ce foHalla
HaIla KpuBa y u3BecHUM pasmauuma. OH HaM TO Kasyje cBe Tau-
HUje ufro MU y3aumamo h mame.

H3Boa. — Y3smumo rtauxky M1 Ha KpuBOj y = 2x2 (ca. 5).
Hoene cy koopauHare x1 = 4, y1 = 32. Xohemo 1a BHIUMO KAaKO
ce IOHAalla T4 KPUBA Kaj MO HOj NpuaasuMo taduu Mi ox tauke
M (3,18). TpaxxkuhieMo KOMMYHHK NpHUpaLITaja.

Q :%___ylﬁy :32 — 18=l_4=14

h 1 1
IIpubumo Gamke tauku M1 ¥Y3MHMO X = 3%- Tana je:
Q:‘Ah—y‘_’w — 245 75 _75215

05 05 5
[Tpubumo jomr Gumxe Tauxku M1 ¥Y3mumo x = 3,99. Taza je:

Q— ﬂ:y1—y:32 — 31,8402 :0,1598 _ 1598 15,98

h 0,01 0,01 0,01 1

Bujau ce na MoxeMo yTBPAMTH NPOMeHY (pyHKUHUje y CBa-
koMme pasmaxy. Taj pasmax MoxeMO 1O BOJ/bH CMamUBaTH. Mu
ce cBe BulIe OamxuMO Tayku Mi. MoxeMo joj ce npHOAHKUTH
KOJMKO MM xoheMo. 3HauH MOXXeMO HAUUHUTH OHO Hame h Ma-
JUM KOJHKO XoheMo. MoxeMO ra yudMHHTH MamHM OJi Ma Kako

maJsor 6poja paror ynanped. To 3Haud Kaja ce MM NPUOIHKABAMO

21

'.i.aqxﬂ My, Hamie h Texu HyaH. Aau Kan h Texu HyJH, H Hall
' KOMMUHUK Q TeXH CBOjOj TPAHHLIH:
lim Q = lim éh—y Bumeau cmo 1a je Q cse 6auxe 6pojy 16.
Y
!
r’.(ﬁnl
M(SJB)
[
-X o}. X
-y
Ca. 5.

- Jla ojpeaumo Ty rpaHuuy 3a ropmwy QyHKUHjy ¥y = 2x*
Hajnpe na oxpexumo oGa mpupawiraja.
TNpupaiutaj He3aBHCHO NMPOMEHJbHBE 6uhe h. Taga he npu-
pamraj ¢pyHKIHje OUTH:
Ay—=f(x+h—fx)=2(x—+ h?—2x*= 2x2 4 4hx + 2h* —
— 2x% = 4hx + 2h2 =2h (2x -+ h)
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Koanunvk npupamraja 6uhe :

Q=N _ g (9x 1 ).

Buju ce 1a Haml KOJHYHHK MpHpallTaja 3aBUCH OJ pasMaka
h. Amn mMu xoheMo na ce ocnoco6umo aa oxapehyjeMo mag xpuse
JuHHje 6Ge3 o63upa Ha Taj pasMak. 3HauH, Tpeba zAa ce 0cCnI060-
JuMo oHora h. Ako xoheMmo na ra ce ocao6oaumo, Tpeba jga my-
CTHMO Ja TexH HyJad. Taja ke u Q TexuTu uspecHome 6pojy. Taj
6poj 6uhe weropa rpaHuua.

IimQ =1Iim 2(2x + h) = 2.2x = 4x.

hso hs o

Fpaﬂuqﬂa BpPpE€JHOCT HalEr KOJHYHHKaA Q 3aBucu canm .

caMo o1 X.

T'pannyHa BpeJHOCT KOJNMYHHKA NpHpamITaja GyHKUHje H

npHpaiiTaja He3aBHCHO NpOMeHJbHBe, kan h TexH HyJH, 30Be ce
M3BOJI.
HM3Box ce obenexxaBa OBako:

y' ¥ uMTa ce ,MNCHJIOH NPHM‘, WIH ,,IDBH HU3BOA"
Jf' (x) 1 yuta ce ,ed NPUM OJ HKC®, HIH ,[IPBH M3BOJA OJ HKC'.
Iim Q = f' (x)=1y'".

3a mamy dyHKUH]Y je :

y:2x2
y' =lim Q = 4x.
hso

3a Hamy Tauky Mi (4, 32) Guhe :
¥y =4x =44 = 16.

TaHrenra. — Y3mumo jeany ceuuny MMi: Ha Hekoj mpo-
H3BOJ/bHO] KpHBOj (ca1. 6). [IpernocraBuMO za ce jeJHO TesO Kpe-
Tano of M. ¥ tauuu M je He3aBUCHO HpOMeHJbHBA GuIa X = OA.
Kapn je Temo powmao y M1, He3aBHCHO TIpOMeH/bHBA je TOGHIA OBaj
npypamTaj:

h = OA1— OA.

[Tpupamraj ¢pyHkuuje je :
Ay=A M, — AM.
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- Taza je KOJIMYHHK npupaunitaja :

0 — AM—AM
OA, — OA

.Kan 3araesaMo y CIHKY, BUAMMO Aa je To naj npase MMa.

Axo ce capn teqno Kpehe nmo Hamoj kpusoj us Mi xa M, npu-

pamTajyI te onanaty. Kaz teno, uayhu ox M1 xa M, nohe y Tau-

Ky Me, npupalTaju he 6utH: h = QA2 — OA, /\'y = A:M2 — AM.
HbuxoB KOAMMUYHHK he 6UTH :
Q= AM—AM
OA, — OA

Ca. 6.

OBajv KOJIMUHHUK caj npercraB/ba maj npase MMoa.

lto rox teno Omxxke npuaasy Tauud M, mpupailTaju cy
CBe MarbM, a HUXOB OJHOC CTAJHO IOKasyje man ceuuuna MMs,
‘MMs, urn. Hajsaa, npupamraju he GUTH BeoMa Maiy Kaj TeAO
npuhe cacsum Gausy Tauke M. M y KOJHKO TeJO CBE BHIIE TEXH

‘Tauku M, mpupamTaju Texe HyJH Tako, Ja Kajx ce oGe BeoMa

fHIMcKe Tayke Hallie ceudile MOKJoIe y M, HauIa ceydna nocraje
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TaHr€HTa, a KOMMYHUK MpHpAIITajd
AOCTHXE CBOJy TIpaHHLly M IOCTaje

|4 H3BoA. OH Taja mpercTaB/ba Majx TeH-
reHre.
Ilpema Tome, H3BOJA PyHKNMje ¥
3a H3BEeCHY BpPEIHOCT HKCA NpeTcTas-
/ba Najx TaHTEeHTe y Tadyld uyMja je
ancuuca - HKC.
A, Ilpumep: — Jlara je napaboaa
l y = 2x2 (can. 7.):
: Hawau cmo na je wen usson.
: y' = 4x.
: Y3MHMO jegHy HeHy Tauky A.
[ tbena je ancumca x = 2. Bpeanocr
: MpBOTra M3BOJA 3a Ty ancuucy Guhe:
| y'=4x =8. To 3Hauu ma je y Toj
X 0 C X tauyu A nax rtanredre 8. Kax norae-
[ JaM0O Ha CJHMKY, BUAMMO Ja je mag
TaHredre BA oBo: cA =—.~8—= 8..
¥ BC 1
Cn 7
4. — U3PAUYYHABAIE M3BOJIA
I. — H3Boan meknx aarebapckux ¢byHKuHja
1. — Auarebapcka gena ¢yHkuuja I crenesa.
y=ax+b>
Hajnpe wenu mpupamraju :
Ax=h
Ay = [a(x+ h)+ b] — (ax 4 b) = ah.
ah
Q=G —a

Kao wTo ce BM/IM, KOJNHYHHK NpUpamITaja He 3aBUCH O
ukca. OH je cranaH W paBaH a. [Ipema Tome, M3Box he GHTH

paBaH a:

y =a.
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yamumo (ysKuHjy y = 3. OHa npercTaBiba jeJHy mnpaBy

‘ca. 8).
Y

= o0 - X

-y
Ca. 8.

KoJaukH je eH naa? ben nax je Hysa, momro oHa He ceye amc-

LHCHY OcoBHHY. JlaKae :

y'=0
HsBoj cranHe KOJAUUYMHE je HyJa.
2 — Anre6apcka neaa ¢yHxyunja Il crenexa :
y = ax®
[Mpupawiraj He3aBHCHO NPOMEH/bHBE: A4X = A.
INpupawraj pysxumje :
~4y'=a (x + h)? — ax* = ax* + 2ahx + ah® — ax® = 2ahx +
-+ ah®* = ah (2x + h).
Q = U (Cx1h (22‘ 1) _ g (2x + h).
y =1imQ = lim a (2x 4+ h) = 2ax
h o [
Yamumo cax pyuxuujy y = ax? + bx + c.
[pupamraj He3aBKCHO HMPHMEHJbUBE: 4 X =/
[Mpupamtaj pynkuuje:
dy=[a(x+h?+b (x+h+cl—(@*+bx+c)=
=ax2 + 2ahx + ah®* + bx + bh + c—ax* —bx—c =
‘ = 2ahx + ah® + bh = h (2ax + ah + b)

. (2ax+ha/z+b) _ sax+ ahtb

y' = lim Q = lim (2ax + ah + b) = 2ax + b

h s 0 h—» 0
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3. Arre6apcka yena QyHkLHja Tpeher cTeneHa.
y = ax® -+ bx? + cx +d.
4x =nh
Ay = [a(x + h)® + b (x + h + c(x + h) + d]—(ax® + bx* +

+cx +d) =
= ax3 + 3ax® h + 3axh®+ ah®+ bx® + 2bxh + bW + ¢cx +
+ch+d—ax?—bx*—cx—d=
= 3ax? h + 3axh?® + ah® + 2bxh + bh* + ch =
= h (3ax? + 3axh + ah® + 2bx + bh + ¢)
Q = 3ax? + 3axh + ah®* + 2bx + bh + ¢
lim Q = lim (3ax? + 3axh + ah®> + 2bx + bh + ¢) =
= 3ax? + 2bx + c.

hs o h._)O

Kanx saraenamo jpoBae mokasaHe HM3BOJE, BHIMMO OBa JBa

npaBua.
I. — H3Boa crenmena jefHaK je NPOM3BOAY H3JOKHOLA H
cTeleHa HCTe OCHOBE, ajH Ca M3J0XHOLEeM yMambeHHM 3a 1. '
= ax? y = 2ax! = 2ax.
y = ax3 y = 3axz
y = xm Yy = mx™t.
Moxemo u 3ace6HO 10Ka3aTH A2 je 33 Y — xm y'— mxm=1,
Ax=~h
mhaxm—t  m(m — 1) h2x™—2
Ay= (e nym — o= P MO D)
G + hm
— omey . mm—1D Ax2 m(m— 1) (m — 2) h*xm 3
Q= mxn=t + 1.2 1.2.3
S it
lim Q@ =y = mxm!
h» o0

II. U3Boa moJAHMHOMA paBaH je 30HpY M3BOJa CBUX Hbero-
BHUX UJaHOBA.

4. — H3Bon ¢pyHKUHje y:—le
Hanucahemo je y oBoMe o6auky: y = x~1. Otyza je
, 1

— —9 L
y =—Xx7"=— x2
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n

5. — H3Boj PyHKLHje 06IHKA Y = ]/xm

m
HanucaheMb je y obamKy: y = X ™ Oryza je:
mg m—n n
= T
ITpumMepH.
I. — Hahu nsBon, tdyHxuuje y = 3x -+ 5.
y’ = 3.
II. — Hahwu ussox dyuxuuje f (x) = 3x*—4x + 5.
f'(x) = 6x —4.

[II. — Hahwu usBox ¢yHkuuje y = 3x3—-— 2x2 + x — 4.
y =9x2—4x + 1.

IV. — Hahu usBoz dyskumje y = |J'x.

Hanuéahemo je y oBome 06auKy: y = x 2. Can hemo Hahu

HU3BOJ

{ 1 _% 1 1 1
V=X T=e Y x T 2)x
V. — Hahu ussox dyHkuHje y = V x3. Hanucahemo
3 3 2,43 X 3y
y=x2. }":? ——2—-x2—— X

I/ISBO-I[PI' TPUTOMETPUCKUX ®YHKIIUJA.

1. — HU3Box @yHkuHje y = sinx.
sinh
Hagnpe heMO OApemUTH BPeAHOCT 3a lim A

hos o0

[la 6ucmo oapeauau OBY paHHLy, HaupTaheMo jejlaH Kpyr,
y3eTH jésan ayk h, leroB CHHYC M #beroBy Taurenty. Ha cauim 9
je ayk BF = h, pyx AF =sinh, nyx BD = tgh. TloBpuiHHa

‘KpyxHor uceuka CBF je Beha oa moespummuse tpoyraa CAF, a
-Mawa oj nospiukde Tpeyraa CBD. IlospuiuHa Tpoyraa CAF je

CA.AF |
5 T
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cos h . sin h HUyHE BPEIHOCTH, TMOCTaje :
2
k.1 limcosh =1 N
MoppuikHa HCeuKa je —5— ’ hos 0 cos
. hs ©
[MTospunna tpoyraa CBD je sin b
CB.BD 1.tgh 5 je yeex uamehy tuX nBejy BpeaHoctd. Kax ce oue
2 2  sinh )
coshsinh h to'h oKJAOIME, H —h— ce MOKJAONHU C HbHMA !
COSAIME - & 55 He-
2 2 . sinh
MO CKPO3 Ca-. ho o
cos hsin h < h < tgh. lenumq Caj MOXeMO TPaXHTH H3BOJA (DyHKuUHje y = sinx.
CKpo3 ca sin h: x = h :
h 1 ' y
. 08 h<l—— <-———— Y3umMamo 4y = sin (x + h) — sinx
Ca 9 sinh “cos h - sin (x 4 h) — sin x
caj, peunnpoqﬁe BPEJHOCTH | Q= 7
(Tana ce Memwajy 3HalH HejeRHAKOCTH) E— >sz_n[z_> cosh 2 cos (x —}—%) sin%
sinh . Q=" 7
3unaum ja ce o Haxasu usMehy aBejy BpeiHOCTH: H3Mehy cosh "
. 1 h sin 9
on koje je Beha u mamehy “osh o1 Koje je mama. To MOXeMQ Q ==cos (x + 2) —
2
+7
M | N o . sin—- h
6 l., — lim Q = Ilim —p¢os (x-}—T)
. h% 0 hs 0 L
| l 2
e ()
g gl, I}ilm O = 1. cosx
> 0
Ca. 10. y' = cosx
OBako je cap, .
y Hauprata (ca. 10). Kax h noune omanar, cosh pacre, cos ‘ f (x) = sinx
onaza. Ha namoj cauuu M ce Gamxku xa 1, anu u N ce aHKH J' (x) = cosx
sin h 2. — HsBox dyHKuUje ¥ = COSX
ka 1. Paanuxa usamehy M u N OuBa cBe Mawa. Aau h je yBex A x=h
. Ay=cos(x+h)—-cosx
usmehy M u N. Hajsax, xan cosh n ~—ESF110CT’PII‘Hy cBOje rpa: _ 9. 2x+h. sin—g——
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h

— 2 sin (x-}—%),sin7

Q= h

szn—h—
2

Q=——sm(x+i)

7
IImQ =y =—sin (x +o0).1
hs o

y' = —sinx.
Jlaxae OBaKo : ll fv(g )==Cff§.mx.

Hamomena, — Yum pajuil ca U3BOAMMA, CBH YIJIOBU Ce&
iMepe panHjaHHMa.

{
§

U3BO/J NMPOU3BO/JIA

Hahu ussop dyuxuuje y = (x + 1) (x—1).
Craumo u (x) = x + 1 v (x)=x—1
Tapga je y =u(x).v(x) A x=h
Ay=ux+h.v+h—uxvX)
_uxt+hvE+h—uXx)v(x)
Q= h
HamnucaheMo ropwH H3pa3 Tako, fAa Ce BHAH KOJHMUYHHK
npupamTaja (QyHKUHje U W KOJHYHHK NpMpamraja (QyHKUHje V.
Bpojuony hemo oay3eru ¥ nojgaTv M3pas
u)v+h)
0= u (x+hy v (x+hy—u(x) v (x+h)+u(x) v (x+h)—u(x) v (x)
h
Cajn v3 npBa fBa wiaHa y 6pOjHOLY H3BJAAYHMO 3ajeIHHUKHU
YYHMJIAL, ¥ M3 Jpyra JBa TaKO MCTO, I1a PaJuMO Aabe.
0= [u(x +h)—u x)]v(x+h) +u(x)[v(x+h)—v(x)]
h

. v(x+h)+v(x+h) v (x) (%)
lim Q=y' =du -v(x)+Vv - ux)

h_)O

_ulx+h—ux)
Q= h

Hmamo y = uv, rjie cy ¥ u U v pyHKuHje uxkca, Taga je:
Yy =u.vtu.v
Can Moxemo Hahu u3Box dyHKuuje y = (x+1) (x——l)
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v = x — 1. Taga he 6urtu:

CraBumo U + 1
= 1 V=1

=u
;—1 (x——1)+(x+l) j=x—1+x+1=2x

Jla je TauHO, MOXeEILI Ce€ U OBAKO YBEPHTH !
y=x+1) (x—U
y=x2—1
y' = 2x.

U3BO 1 KOJMYHUKA

—1
.x2 x4 2

Hama ¢yHKuHja y jecTe KOAHYHHK IBejy yHKLHja: OHe
y 6pojHOLy ¥ OHe y HMEHHOLY. O6enexumo Te Ase (QYHKIHje
opako: U =3x—1, v = x2 + 2. Tama MOXeMO Ja HanmuuieMo:

Hahu usBox ¢GyHKUHjEe Y =

u (%)
T
-Can heMO TpaxXHTH HU3BOJL.
4x=nh
u(x+4+h _ux
Ay_v(x—l— B vi(x)
u(x+h)v(x)——u(x)v(x+h) \

Ay= v (x+h)v(x)
Can hemo ox Opojuoua OJy3eTH Koauuuny U (x) v (X) u

_.-ILOII,aTPI My TY. PICTy ‘KOJHYHUHY.

u(x+h) v (x)—u(x) v (x) +u(x) v (x)—u(x) v (x+h)
Ay= v(x+h)v(x)

Capg hemo u3 mpsa JBa ujaHa 3ace6HO, a U3 Jpyra Apa

‘4raHa 3ace6HO, uayhu 3ajeiHUYKY YAHAAAL.

[u(x+h)—u(x)] v (x) —u(x) [v(x+h)}—v(x)]
Ay= v(x+x) v (x)

yzm{[u (x-+-h)— u(x)v(x)— u(x)[v(x-+h)— v(x)]}

Ay=

1. [u(x—+h)—u(x)] v(x)—u (x) [v (x4-m—v(x)]
Q= Fn v&r h
Q

1

[z (x+m)—u(x)]v(x) u(x) [v(—}—h)—v)_x)_]}
= v+ vix, h

h




32

1

'=ImQ=———— . (4 - v—u".
Y A0 V(X)) v(x) ( )
Hamau cmo usBox dyukuuje y = l;((;? - Iben usBon je:
, u.v—u.y
R

. 3 .
Can moxemo Hakn u3BOX 3a (yHKUHjY Y =F—+—2, KOjy

CMO OHJIH y3€JIH y HOYETKY.

u=3x—1 v=x2+2
u =3. V' = 2x.
y _3(x2+2)—(38x — 1) 2x .
y | O + 9) - Onarae je
;  —3x2+2x+6

(o + 2)2

U3BOJ ®YHKLIHUJA TGX U COTGX

l. — Hahu n3Bog pyHrnuje y = tgx. ‘
. . Ly
y = tgx—= »sz_m% Crasuhemo: SX =4 Onarne je u'— cosx

cosx=v Oparue je v'=—sinx
Capg je mame
. _ €COSX - cosx — sinx ( — sinx)
y= cos?x
. _ €cos%x 4 sin?x
VS T e
;1
Y= cosx
2. — Hahwn H3BOJ QyHKLHje y = cotgx.
CraBuhemo :
y = colgx = %
sinx
cosXx = u u = — sinx
sinx =v v’ = cosx
, _— SInx sinx — cosx - cosx _— sin®x — cos?x__ sin®x + cosx
y sin®x N simx T sin?x
. 1
T singx
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y3BOA M3JOXHUJIAYKE U JIOTAPUTAMCKE ®YHKLMJE

Fbux hemo camo nomeHyTw :

y == cx V' =c* lognatc, unu kpahe: y' — ¢ Inc.
1
N v b
y = Inx V=
= logaXx Yy = S
Y= 108X ¥ = S Joonaia

GYHKIHWIA PYHKIHUIE

[locpeana dyskumja. — Yamumo dbyuxuujy y = 3u, rae je
u = 2x+5. OBze je y pynxuMja ox u. Anu oHa je GyHKIHja ¥ O
X, jep UMM Ce Mema X, Meka Ce M U, a Taja ce Mewa H y. Opje
je y dbyHKuH]ja HKca Tek mpeko (yHkuHje u. 3aTO ce OBJe ) 30Be
nocpenHa QyHkuuja, wiaH QyHKuMja yHKIHje.
. HzBon mocpeane ¢ynkumje. — Heka je y = f (u), rue je
u= 19 (x).

Ay Au
Q= A Ix
N _ m 4y Al
Y =lim Q = lim R lim Ix
hs o0 Au_,o AX—.)O.
yvi=f(u).u .

_ Ipumep. — Hahn u3Boj dyHkunje y = (3x2 + 4x — 7 2.
CraBuhemo 3x* +4x —7 =u. Tama je ' =6x + 4, a

¥ = u® 3aro je:

y' = 2u.(6x + 4)
y' =2 (3x*+ 4x—7) (6x + 4). To je name
y' = 36x3 + 72x2 — 52x — 56.
Mpumep 2. — Hahu n3og dynkynje y = v/3x* — 4x + 2.
CraBuhemo 3x®-—4x + 2 = u. Taza je
. 1

y=u>
. . u' = 6x—4
Cay je game : -
. : 1
y :%u ~2(6x - 4).
. 1
Y = u"7 (3x — 2.

"Henuh: Waduriresumainn pauyH 3a VIII pas. 3
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= N

10.
11.
12.
13.
14,
15.
16.

17.

18.
19.
20.
21.

22.

23.
24.

25.

_ 3x—2
Vu
f (3x — 2
Y J sx2—4x+4-2.
BEXBADA
Wcnuraru jecy av oBe QyHKLHje NPEKHJHE UIH HENPEKHIHE:
y = 2x, _1
1 5. =
3 _ 8
y=1—3x 6. vy=3 3
1 7 _ o
A g7 - Y TE Tk
Hahu usBox oBux (yHKHHja :
y = 3x.
y=3x—4
=7—05X
y—4 = 5x —6.

y = 3x% + 5x —7

y = 5x?—4x + 9.
(y—35)=3x*—17)

y = 4x3 +5x2—7x + 9.
y =4xt—7x + 9.

i
HUcro 3a y = il (Hanuumu oBaj pas3ioMak y OOJMHKY

CTeleHa OJ X, a OHJa Tpaxu I/I3BOIL.)

1
y=135a 26. y=a+x?
_ 27. y=x%—x2%+ 2x
y=1V=x 2.y
y= iT B
s 29 =4
y= I SR
y=TVx % yi‘ﬂf
y = a],/lx_”’ 31. y= szi
y = al/ax_m 32. y = bl X VX
33 y=%X—2

(@}

n
y =b] x + bx

- 34.

36.
- 38.

39.
40.

41.
44.
46.
48.
50.

52.
54.

56.

58.

60. -
62.

64.

66.
68.
70.
72.

74,

76.
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2x — 7 _
=Ty 3. y=22220
y=0@x+5) Bx—7) 37. y=0Gx—1) (1—4x)
y=@Bx+9) (9—x)
y = (4x* —3x3 + 2x2 + x —7) (x —5)
y = (—8x% + 9x¢—6x% + 5x2—7x -+ 9) (2x + 3)

_ 4x=9 3—5x 2—x
42. = —_ . =
4x M — g 43 y=—%
— 8x+7 _3x+9
Y= 5x—5 B V=T
_ x2—5x+47 X —4x2 4 bx—7
Y 2x— 9 4. y= C x4 3x—5
_ 7x*-5x2—6x+9 _ 3x*—3x2—1
x5 —7 9. y= T x—1
_ x3—5x+8 . 1 —x
M gy - gy oy L A By g e |
1 2
y=(}?—7x—}—1) 53. y = (x + 2)2
Ly == (x4 3x —4)? 55. y = (2x2—7)*
3
Cwmry 5 e (2
y = (x x + 3) 57 y (l—x
=[x \* _ x 4
Y (1+x> 9. y= (x3—4x + 7))
y=Vpx 61. y=+V2x-+ 19
— \Jdvi T ass 7 1+x
= Vix* + 3x2—7 : =
y = Vix X 63 y = l/ B —
y=Vr—x? 65. y = __1—_x2_
l x2—3x-+5
y— VE’JZ) 67. y=@Bx2—2) VI +2x
’ —X
y = 3sinx 69. y =4cosx
y =5sinx — 1 71. y = 2—3cosx
.y = 6—4sinx 73. y = sinxcosx
__ 5 sinxcosx .
= 5 75. y = sinxcos2x
. X ‘ .
Y=SIH‘7 77. y = 2sin3x

3*
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78. y = 4 cos % 79. y = 5sin 2x COS—;—
80. y = 4tgx 81. y=>5tg2x
82. v=3tg ’2‘— 83. y=4cotg2x
84. y = 3 tgxcotg2x 85. y = 3 sin 2xigx
86. y = sinxcotg 3 x 87. y = sin x tgf;i
88. y = 2logx 89. y=3log 2
90. y = & 91. y =28
92. y = 33%—1 93. y = 2%+2
94. v =Inx 95. y=1In %
2x
96. y=41n—3— 97. y = 5log 2 x.
98. y = sin x? ~ 99. y = sin bx3?
100. y = sin*x 101. y = cos 2x?
102. y=vx2+1 103. y=x}(B—x)x
104, y=(x + 2 F 3x —4)
IR N
105. Al ]]+x2

106. — He uprajyhu KpuBy y = X® HaupTaru HeHY AHMPKY
y TaylM ydja je amcuuca X = 2. :

107. — Ha xpuBoj y = — x?— 2X + 3 OJAPEAUTH KOOPJH-
HaTe Tauxke M Tako, Ja JMpKa Ha napaboau noBydyeHa Kpo3 M
ceye anCLUCHY OCOBHHY IOJ yTrJioM of 45°.

5. — MAKCUMYM U MUHUMYM

MAKCHUMYM
Y3mMuMo YHKUHU]Y
y = —5x% — 30x —47.
HanuuuMo je Y KaHOHHYHOM OOJIMKY :

y= —5 [+ 3+ 2]

HaupsuMo OBaKBy TabJauLy :

x |—oo|— 10{— 9! meratusHo, pacre | —4—3|—2|— 1| merarusHo, pacre

y | o0 |—247|—182| meratusHo, pacte |—7|—2|—7|—22 HEraTHBHO, Onlana

37
x| 0|41 |42 | nosurusHo, pacte | -+
y |—47|—82(—127| ueratusHo, onaga | — o
Buau ce oBO :

1) dynkuuja je pacra 3a cBe BPeAHOCTH HKCA O] X = — oo
po x = — 3. Oxarae je novesa Aa ofaja v CTAIHO j€ Ja/be Ona-
jana,

2) Hajseha BpeaHocT Hawe ¢yHKuuje jecre

y=—223ax=—3.

Kaj waupramo Haiy KpHBY JIMHH]y, A06HjaMO cauky 11.

+Y
+7
Lid LLLS r\
=X 4iin=3 L) -7 N4 7 +X
H ’
A -2
-3
%: -4+
‘3
P S -5
LR
IR
| z > -6
-7
W <
N %
N & -8
3 X
X +
N & -9
¢ i
-Y
Ca. 1L
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OHa HaMm Kasyje ja je Hama KpUBA JOCTHIJA CBOjy HajBe-
hy BpeaHOCT y Tauku A (— 3, — 2).

Hajsehy BpemnocT jeame yHKIMje 30BeMO MAKCHMyM.
3a nawy dbynxuujy pehu heMo na gocruxke makcumym v
Tauku A.

Makcumym je BpegHocT (yHkuuje Beha of nperxojHe n
crenehe meHe BPEJHOCTH, 06e Te BPeJHOCTH (PyHKLHje y3eTe y
HajOMMKO] OKOJHHU Tayke MaKCHMyMa.

Y tauku A ¢yHKUH]ja UMa OBY BpPEeIHOCT :
f(—3)=—2.

HOCTH !

F(—29) =—205
f(—31)=—2,05

Buau ce na je
f(—3)>f(—29)
F(—3)>1(—3)1)

Kon rauke makcumyma ¢yEKnHja Mewa CBOj HauHH Kpe-

Tamwba; 10 MaKCUMyMa pacTe, a 0] MakCUMyMa onaja.

MHUHHUMYM
Yamumo pyHKIujy
y=2x2—8x +9
y=2|x—2p+
x|—o0ol— 10| - 9 | yeratusuo, pacre| 0
+ 0| 1289|7243

g

Y obaMKIbHUM TaukaMa JeBO U JeCHO OHAa HMa Mambe Bpe-

IIO3UTHBHO, pacTe ‘+'2 JIO3UTUBHO, pacre
HO3UTHBHO, onaaa

1

NO3UTUBHO, ONaAa +9

Buau ce oo :

MO3UTHBHO, pacTe

-+ oo
+ o

1) dysxnuuja je omagama 3a cBe BpPEAHOCTH HKCA ON
X =-—o0 10 X = + 2. Ozarae je moyeja ga pacre M CTaJHO je¢
Jajbe pacia.
2) Hajmama BpeaHocT Haule (dYHKUH]je je
y=-+1lsax=+4+2

Kan naupramo Hamy KpHBY JHHH]y, N06Hjamo cauky 12.
OHa Ham MNOKasyje Jia je Hama KpHBa JOCTHUIJIA CBOjV Haj-
Mamy BPEIHOCT Y TaukH

A(+2 +1).

Hajuamy BpeaHOCT jeiHe (YyHKUHje 30BEMO MHHHUMYM.
3a namy ¢yHkuujy pehn hemo na mocrme MUHMMYM y
Tauku A.

~39
MuHUMYM je BpeaHOCT (PYHKLHje Mawa OJ NpPEeTXOJHe H

HapeJHe HeHe BPeJHOCTH, 00e Te.BpeJHOCTH (DYHKLHje y3ere V
HajONMKO] OKCJMHU Tauke MUHHMyMa.

¥ Tauku A yHKUHja UMa OBy BPEIHOCT :
f2)=+1
Y 06auxmbuM TauKaMa JeBo ¥ AeCHO OHA MMa Behie BpeAHOCTH:
f(1,9) = 1,02

f(2,1) = 1,02,
Buau ce na je:

£(2) <f(1,9
£(2) <f(21)

W xox Tauke MUHHMyMma KpHBa Mela CBOj HAUMH KpeTatba.

+Y
<
L
+8|{1n
B
~
+7|1R" {
I\
+6 o s
: 3
x Y
e N
3 N
S 8
vo|llllIAS L
H
+3 s
H
1)
+2 \ /
\ | £
+7 Nt
Rl
X 7 § CANEE e +X
-7
<Y
Ca. 12.

Camo oBjle 6uMBa O6pHYTO: 4O Tauke MMHHMyMa (yFKUHja ona-
I3, a OJl Tauke MuHMMyMa (yHKiHja pacre (ca. 12.).
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AIICOJIYTHH MAKCUMYM U ANICOJIYTHU MUHHUMYM

AINCONYTHH MAKCHUMYM je HajBeha BPEJHOCT KOjy dynkuuja
AOCTHKE Y 1eJOM CBOME TOKY, Y TAauyKH IJe Mea CBOj HAuMH
KpeTamba.

Ha cauun 11 mawa ¢yrkuuja gnocrtuxe cBoj ancoJyTHH
MaKCHMyM y TaykH A, MOWITO Y TOj TaukH (yHKUMja uMa HajBehy
BPEJHOCT y L[€JOM CBOME TOKY.

Ha cauuu 13 xpuBa gocTHKe camo MaKCHMyM y Tauku Ma,
alu He W alCoONyTHH MaKCHMYM,
+Y jep je opaunara y Ms Beha ox
opauHare y Ms,
ANCONYTHH MHHHMYM je
w A | ™ | Hajmamwa BPEJHOCT KOjy (hyHK-
M. /\A HHja JOCTHXE Yy ILEeJOM CBOMe
, U TOKY Yy TaukM TJe Mea CBOj
s HauUHH KpeTarba.

M.

a m
” Ha caunu 12 Hawa ¢ysk-
uMja JXOCTHKE CBOj AamCOJYTHH
MMHUMYM y Tauku A, noumro y
TO] Taukh HMa HajMmamy Bpej-
Ca. 13. HOCT y 1[€JIOM CBOME TOKY.

FX +X

Ha caunm 13 Hawa ¢yHkuMja gocTHxe camo MHHUMYM 'y
TauKy me, alu HE W anCoJNyTHH MHHHMYM, jep je OpAMHATa y ms
Mawba O]l OpAMHATE y M.

ITocae oBakBe neduHULMje MakcuMyMa u MMHMMYMa, jacH:
je na cy u m, v m, Behu o maxcumyma M,.

Moxe /KM ancoayTHH MakCUMyM OUTH Marbu 01 ancoJyTHOr
MHHHMyMA ?

OIPEBUBAIBE MAKCUMYMA U MUHUMYMA

TanrerTa y Taukama MakKcumyMa H MHHHMYMa. Bepeau
CMO Za mpBH H3BOJ NpeTCTaBba najg Taxnrente. Kajx noraenamo
Ha cauKy 14, BUAUMO OBO :
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X\
y

aY

” \ +X

Kan ¢dyuskuuja pacre, naj TedreHTe je mO3UTHBAH; Kag A0-
CTUTHE MAKCHMYM, NaJ TaHTEHTE je HyJa; KajJ MOYHe ONajaTH,
najJ TaHreHTe je HerarupaH. '

Kan ¢ynkuumja onaga, taHreHra Hamle KpUBe HMa HeraTw-
BaH maj; Kajx (yHKUMja NOCTUrHE MHHMMYM, Naj TaHTeHTe je
HyJa; KaJ, (GyHKUM}a noyHe Ja pacTe, Maj TAaHTeHTe je MO3HTHBAH.

Fan

-Y

Ca. 14.

Kan ¢ynkumja pacre, maa TtaHreHte je mo3NTHBaH 3aTO
LITO TAHTeHTA 3aKJAala OWITAp Yrao ¢ MO3HTHBHUM CMUCIOM allc-

1HCHE OCOBHHE (BUJH TAHTEHTY JIeBO O Tauke M2 ¥ TaHreHTy je-

CHO o] Tauke Ms).

¥ raukama MakCMMyMa M MHHHMyMa N/, TaHTeHTe je HyJa,
jep TaHreHTa He 3aKJana HUKAKaB yrao (yrao Hyxa) ca ancuucHoM
OCOBMHOM (BHJM TaHIreHTe y TauykaMa MHHUMyMa M1 u Ms u v
TauKKW Makcumyma Mz). ¥ Taykama MakCHMyMmMa H MHHMMyMa TaH-
reHTa je napaiejHa ca alcyiCHOM GCOBHHOM, Te jOj je mang HyJa.

Kan ¢ymkumja onaga, nax TaHrente je HeraruBaH, jep
TaHTEHTA 2aKJana TyN yrao ¢ [IO3HTHBHHM CMHCIOM alCLHCHe
OcoBHHe (BUAM TaHTeHTe JeBO o4 Tauyaka Mi u Ms ¥ JecHO o
Tauke Mz).
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IIpema TOMe MOKEMO OBO 3aKJbYUHTH :

Kan je y msBecHom npocropy usBog jenHe @ynkguje mo-
3HTHBAH, OHa pacTe, a kaj je HeraTHBaH ollaja, ceM H3BECHUX Ta-
yaKa o Kojuma My oBje HeheMo roBoputH. Kag ce nason ne mema
Yy H3BECHOM IpOCTOpy, QyHKLH]ja je craiHa.

IIpu nocmarpamwy ¢ynxnuja nomohy u3Boja TpeGa yBek
uhH 1ocTeneHo 1a He 6HCMO NPeCKOYNIH HEKH npocTop rje yHk-
HHja mocraje GeckpajHa.

OapehuBame MakcHMyma H MHHHMYMa noMmohy m3Bojga. —
M3 oBora mro cMo pocam pexkad Buau ce nma ce MAaKCUMyM HJIH
MHHHMYM MNOjaB/byje Kaj M3BOJ IOCTaHe Hyaa. AKO je npe Te
TauKe H3BOJ OHO NMO3MTHBAH, a NOCJKE He HeraTHBaH, TO je mak-
CHMYM, a aKO je Ipe Te Tauke WU3BOJ OHO HeraTHBaH, a I0Cje e
NO3UTHBAH, OHJA j& TO MHHHMYM.

IlpaxTnyHo npaBuno 3a oxpehuBarme MaKCHMyMa W MHHH-
MyMma.

Tpe6a nahu usBox dyHkuuje. Taj usBosx Tpe6a cTaBUTH 14
te pasan uymu. Tako p0GHBeHY jeaHauMHy pewutd mo x. Te
BPEIHOCTH MKCAa MOTY OWTH ancluce Tayaka MaKCMMyMa MJIH MH-
HuMyma. Caj TpeGa y3eTH ABe OOMHNKELE BPEIHOCTH HKCa, Mamby
1 Behu on X. AKO je HM3BOX IIO3UTHBAH, Na HeraTHBaH, 3HAUU a4
je makcumym. AKO je WM3BOJ Hajupe HeraTHBaH, ma [O3UTHBaH,
3HAYM Ja je MHHHMYM.

IIpumep 1. — On cBujy npaBoyraoHnka ynjn je obum 20
HahM OHaj Koju uma HajBehy moBpuIHHY.
Heka cy crpane npaBoyraonukoBe x u z. O6uM he GuTH

2x + 2z =20
x+ z=10
IToBpuinHa je x.z.
z=10—x.
Ilpema ToMe noBpuinHa je:
x (10 —x). v
Ona je dynkunja ukca. OGenexumo je ca y:
y = 10x — x?
y'=10—2x
10—2x =20

x = 5.
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®Pynknuja y = 10x — x2 MOXKe UMaTH MaKCHMyM WJIH MHHH-
MyM 3a X = 5.

Hamnucahemo u3BoJ y' y oBoOMe OGJIHKY :

Yy =2 (6—x).

OpaBae ce BUJAM Jia je H3BOJ NMO3UTHBAH 33 CBE BPEJHOCTH
HKca Mawe oJ 5. 3Haud A0 X = 5 usBoj je mosutuBaH. Kon
x =5, oH je Hysna. 3a x > 5 uU3BOA je HeraruBaH. 3Hauw, Aa 3a
X = b (yHKIH]a AOCTHNKE CBOj MAKCHMYM.

Ca y cMO M3HAUWJH MOBPUIHHY NPaBOYraOHUKA.

Crpane he my 6uTH :

x+z=10
5+z=10
z = b,

INpaBoyraonuk uuju je 36up crpaHa 20, a uMa HajBehy no-
BpPLIMHY OJ CBUX TaKBUX NPaBOYTraoOHWKa, jecTe KBajpar, nomTo
Cy My cTpaHe jenHake: x = z = 5, Ta HajBeha mospuuHa y je

y = 10x — x2 = 50 — 25 = 25.

Haipraj HeKOMUKO IIpaBOYracHUKA YHjH je 36up cTpana 20,

110 yIopeJay HhHUXOBe NOBPIIHHE ca KB3JAPATOM uHja je cTpaHa b.

Ilpumep Il. — OgpeAHTH MaKCHMyM HJIH MHHUMYM QYHKUHje
y = —bx%— 30x — 47.
.Hajnpe npBu usBofx :
y' = — 10x — 30.
CraBuMO ra ja je paBaH HYJH, TIa PELIUMO jeHAYHHY:
— 10x — 30 = 0. Opnarae je:
x=—3
Ja BUAMMO KakKBa je BpPeZHOCT M3BOJa Ipe Te TaukKe.
Yy =—10 (x + 3)
Bujau ce na je U3BOJ, NO3UTHBAH JOKJeE TOJ je
"x +3<0, Tj. nokae rox je
x<—3
Yum je x > — 3 u3Boj nocraje Herarupad. Ilomto je mo

. Tayke X = — 3, HM3BOJI [IO3HTHBaH, a OJ Te€ TauKe HeraTHBaH.

3HAYM JIa V TOj TAuKH Halla KPUBA JOCTHXKE CBOj MaKCHMYM.
Y jeaHauuHy Kpuse
= —5x* — 30x — 47
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YHECeMO BPEAHOCT X = — 3, na heMo N0GHTH BpeaHOCT M Apyre
xoopauHare. Buhe :
3a X =3
y=—5(—3>—30(—3)—47 = —2,
3Haud Hawa KpHBa JOCTHXKeE CBOj MaKCHMyM y TauKH uuje
CYy KOOpAvHATe X = — 3, y = — 2,
To je Tauka A ca cauxe 11.

Tpehn npumep. — Onpeauru MaKCUMYM HJIH MHHHMYM KDH-
Be y = 2x*—8x + 9,

Yy =4x—38

Crasmamo y' = 0, 1j.
4x —8 = 0.

Oparae je
x=2

YHECHMO Ty BpeJHOCT y maTy jelHauMHy KpHBe JMHHje

= 92x2_8x +9 '
4a OGUCMO OJpeaMJH HIICHIOH.

y=2.4—8.2+9=+1,

Y Tauku x = 2, y = | Hawa KPHBA MOKe MMaTH MaKCHUMyM
uin MunumyM. llra je v toj tauku? To he Ham pehu usBo.

Y =4x—2)
H3Bojx je mosutuBan 0k je
X—2>0 r1j. nox je
x>2 )
H3Box je meratusau nok je
X —2 < Tj. 10K je
x<2
[lowro je xo Tauke x = 2, y = 1 H3BOJ HeraruBaH, a on

T€ Tauke [IO3NTHB&H, 3HAUM A Y TOj TaYKH HAlla KPHBA JOCTHKE
CBOj MHHHMYM.

To je Tauka A ca cauxe 12.

Hanomena. — MakcHMyM H MHHMMYM 30By ce jow u e-
CTpeMH.
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BEXBADA

Hahu makcuMym wau Muaumym GyHKUHjE
1. y=4x + x2 + 5. 2. y—x2=4x + by—7.

3. x2—4=5y—6x+09. 4. y—4 =14 (x—3)2
5. y=x+i 6. y=3x+'2—Z
X X
1
= x2 R} —
7. yv=x+ (x—6)~ 8. vy T—%
9. y=3— x;;} 10. y =3x3—7x" + 9x
o ' _3x—4
11. y—‘QX"'"——X 12- y"T—T—W
13. y = 12x* — 14x3—3x2—5 14. y = x* —4ax®—2
x2
—_ 3 __ 2 =
15. y=2x 3axz + 1 16. v 1
17. — Tlogenutn 12 Ha nBa cabupka Tako, Aa 30Up HUXO-

BHX KBajpata OyjJe MHHHMYM.
(AKoO je npBM Jeo X, APYTH je 12 — x.)
18. — Op cBHjy npaBOyraoHHKa YKja je MOBPIUHHA S Hahu
OHaj KOju uMa HajMarbH OOHM. '

'19. — ITogeautu 27 Ha xBa cabupkKa TaKo, ja 36Mp 4eTBO-
POCTPYKOr KBajJpaTa MPBOT Jesaa H NeTOCTPYKOr KBajapara Jpyror
Aena Oyae wro je moryhe mamu. -

[AKo je mpBU Aeo X, ApPYyrH je 27 —X.
y = 4x2 + 5 (27 — x)*
Hahu mMuHuMyM Te pyHKuHje.]
20. -—— TMogenutu 40 Ha 2 cabupKa Tako, Ja HHUXOB MPO-

M3BoJ, Oyre MakCHMYyM.
21: — Tlogeantn Opoj a Ha 2 cabupKa TaKo, /Jla HbHXO03

 npousBOJ Oyne MaKCHMYM.

22, — Jlar je kpyr (x —r)? + y* =r*. Tauka M ce kpehe
no o6umy ropmwer moaykpyra ox x =0 o x = 2r. Hexa je
OA = 2r. Ako Tauky M craaHo cnajamo ayxuma ca O u A, f0-
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6uhemo ysek npasoyrau tpoyrao OMA. ne Tpeba ja ce 3aycra-
Bu M, na na OMA, uma Hajsehy nospumuny ?

23. Jlumap xohe Ja HauMHH 37eJy Ba/bKACTOr OGJIMKa
6e3 noxJsonua. MapauyHata ogHoc usmehy r u h xoju mopa no-
CTOjaTH, aKo JuMap Xxohe na yTpowH HajMarbe Marepujaza 3a
Ty 31eay.

24. — Op cBMX NpaBHX Ba/baka KO KOJHX je o6uM oOco-

BHHCKOr Iipeceka 2p OJApeJUTH OHaj KOjH wuMa Hajeehy 3a-
MPEMHUHY.

(O6enexu nonynpeunnk ca x. Kax snam o6um 2p, 1aKo TH
Jje H3pasuTH BHCHHY noMohy X).

25. — W3 jenHor KBaJpaTHOr KOMajga JHMa CTpaHe a Ju-
Map Xohe Ja HayMHH KYTHjy Ge3 NMOKJIONIA HAa Taj HA4yHH, HITO
he u3 yriosa Tora auma orcehu YeTHPH jelHAKa Maja KBajparTa,
na OHJA y31WhH CBe YeTHPH CTpaHe M CKAOMMTU KyTtHjy. Kosuka
Tpe6a xa GyAe cTpaHa Majora KBajapara, 1a 6w JuMap xo0Ho Ky-
TH]y HajBehe 3anmpemuHe ?

oz M a Lz ¢

Ut e K

a a

pL= R Q.2 ];

1‘{ e Eat x

A ZE a F % 8
Ca. 15.

[Hexa xBagpar ABCD npercrasba Taj mweros KoMaJ Juma.
Heka smmap ceue xonx E v F (co 15). O6enexukemo opako:
AE = x. OGenexxuMO OCHOBY Te KyTHje ca RQST. Crpana RQ].

-
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26. — Koju je taj 6poj xoju kaJ ce A0Aa CBOjOj peuH-
HNPOYHO] BPEJHOCTH Jaje HajMatbu 36Hp ?

(OBnie je Taj 36mMp ¢yHxuuja xojoj Tpeba OApeIUTH MHUHH-
mym. OGenexu Taj 6poj ca x.).

27. — Op, cBMX NpaBHX KyNa YNMCaHUX y JONTH MOJY-
npedyHHKa R, Koja uMma HajBehy sanpemuny ?
28. — Hspauynaj oxHoc Koju TpeGa jJa mocroju HaMehy

NOJNyNpEeYHHKa ¥ BHCHHE j€JHOT KylnacTor IaTopa, ma ja ce Haj-
Malbe MJIATHA YTPOLIH 33 Ibera, a a My 3anpeMuHa 6oyzae V.

29. — Hahu ojgHOC Ay)XHHE M BHCHHE NPaBOYraOHHKA Haj-
Beher o6MMa KOjH ce MOXe YIHCaTH y JaTtoMe Kpyry.
' 30. — Opn cBMX NpaBOyraoHHMKa udja je moBpluumHa 16 m?
KOjH MMa HajMarmbu OOHM ?

(Heka je ocHoBuna x, a Bucuua y. 3daum 7aaje xy — 16. A
Kako hem o6uM M3pasura camo nomohy uxca?)

31. — Ogf cBHX npaBHX Kylla ONHMCAHUX OKO JonTe R ojape-
JHTH KyIy HajMame 3allpeMHHe,

32. — Op cBUX NpaBHX Kyna GOYHE HBHIIE s KOja uMa Haj-
Behy 3anpeMuny?

33. — Og oBHMX mpaBUX Kylla ONHMCaHHX OKO Jomnre R ox-
PEAHTH Kyny HajMame IOBPILHHE.

MATYPCKHM 3AJALU

34. — Tpeba HaNpPaBUTH JEBAK KOjeMy je crpanuua s = 20
cm, TA2KaB Jla uMa LITO Behy 3anpeMuny. KoquKH je MOJyNpPeyHHK
OCHOBE H MOBPIIMHA ?

) (Cywak, 1936).

35. — [Myxuny 3b pasjenuTH Tako Ha j1Ba xeaa 4a OHH
y3eTH Kao moJynpeuyHHk 0ase M BHCHHA yCIpaBHe Kyre oOpasyjy
Kyny Makcumajane danpeMuHe. KoaHku je omorau Te Hajsehe xyne
U KOJHMKH je yrao NpH BPXY HEHOT OCHOr mpecexa ?

' : ' (/I. M. r. Capajeso, 1936).
36. — BpeHOCTH HE3aBUCHO NPOMEHJbHBE 3a KOje (hyHKIH-

ja y = 24x5 — 135x* + 280x3 — 270x2 4 120x — 10 y3suma _ex-
CTpeMHe BPEIHOCTH YWHE IPBA TPH uyJaHa pacTyhie reomerpujcke
nporpecuje. Konuko unaHoBa Bajsba cabpaTd Ja ce Jo0wuje

- 204712 ?

(Cnas. [oxera, 1936).
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37. — Hsmehy cBux obamua Koje ce Mory YIHCATH y JONTY
NOJyNpeyHuKa R, oJpean oHy 4Hja je 3anpemuna MaKCHMYM.
: (Hosn Bp6ac, 1935).

38. — ¥ moayaontu noaynpeunrka R ynucaue Cy ABe Kyne
ca 3ajeJ(HIYKHM BDXOM y CPeJIHUIITY: PaBHOCTPaHa Kyna W KyIa
MaKCHMaiHe 3alpeMHHe. ¥ KOM OJHOCY CTOje HhHMXOBe 3alpeMuHe
H BHUXOBH OMOTauH?

(fIpuapen, 1938).

39. Ekcrpemne BpenHoctn ¢yHnkumje y = x3—12x2 +
+ 45x — 49 najy npBa nBa unaHa pacryhe reOMeTPHCKe Mporpe-
CHje, a BPeIHOCTH KOJHMa NpPHUNAAAjy Te €KCIIpEMHE BPeIHOCTH
Cy MpBa JBa 4iaHa pacryhe aputMeTHuke nporpecuje. Kako raace
nporpecuje? Koju je wiaH apHTMeTHuke nporpecuje jepsar
HYETBPTOM 4YJaHy T'€OMETPHCKE NpOrpecuje P
(CraBonckn Bpog, 1938).

40. — U3 BasbkacTor crabsa BucHHe 8 m, a npeuduka 80 cm
ucehH npasoyray rpeiy Tako Aa 3anmpeMHHA OTNALaKa 6yne wto
Mama. 3alpeMUHy OTNajzaKa U3pPasHTH y MPOLEHTHMA.

(3emyH, 1938).

41. Y sapy6meny xyny (R=8, r=2 h= 6) Ttpeba
ynacaTH Ba/bak MaKCHMaslHora omoraya. Kosuke cy merose au-
MeH3Hje M KaKO ce OJHOCH 3alpeMMHa TOr Ba/bKa npema 3ampe
MHHH JaTe Kyrepr

(Il. M. r. Capajeso, 1936).

42. — Y yHYTpPauboCTH jeJHOr KBajpaTa umja je nmumja-
roHaja 2d Hanasu ce APYTM jeJaH KOHIEHTDHYaH KBajpaT uuje
Cy CTpaHe 2X napajesHe JQujaroHajgama NMpBOT KBajpara. CBako
TE€ME€ HOBOT KBajparTa CIIOjeHO je ca JABa OOJMXHba TeMeHa npBor
M Ha Taj HauuH cy AOGHBEHA YeTHPH NnoayaapHa paBHOKpaKa
TPOyrJIa. YIHCAaHH KBAAPAT H Ta YeTHPH TPOYraa cy MpexKa jenHe
nupamujge. Oapenuru: 1) max sanpeMude u 2) max TOoBpILHHe
OMOTauya re nupamuje. ' '

(Peanka, Beorpaj, 1938).

43. Y xpyr x* + y* + 8x + 4y + 4 = 0 yupraj HajBehnH
MpaBOYraOHHK; y KaKBOj PasMEPH CTOje NOBPIIHHA M 3aNPeMHHA
Ba/bKa KOjU uUMa Taj JUK 3a NJaur ?

(Kouegje, 1938).
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44. — OppenuTu excTpeMHe BPEIHOCTH (PYHKIHje
y=2x%+3x2—12x — 36
M jeJIHaUMHy TaHTeHTe JaTe Kpuse y Tauku M (0, — 36).
(Ckonse, [pyra myu. rumu., 1939).
45. — ¥ xyray nosynpeunuka R TpeGa ynHCaTH NPaBUJIHY
LWEeCTOCTPaHy NHPAMHJAY MaKCHMaJHe 3alpeMHHe ; OJApPeAH HH-
MeH3Hje Te MUPAMHJE M HeHy 3alpeMuHy.
(Byxosap, 1938)
46. Y moayjontH AATOr MOJYNpeyHHKa R ymucatd 3a-
py6smeHy Kymy Tako Aa joj omorau Gyae mrto Behu. Oapemuty
JHMeH3Hje Te Kyne ako je R = 10 cm.

(Hosn Bpéac, 1936)

47. [loBpiuvHa KBajpaTHe YyCOpaBHe MNHPaAMHAE je
P = 360 cm? a OCHOBHa HMBHLA@ OJHOCH Ce€ NpPEMa BHCHHH Kao
5:6. Komrka je sanmpeMHHa MAKCHMAJHOT BajbKa KOjH je yNMcar

y nupamuuy ?

(II. m. 2. Capajeso, 1936)

48, Mamehy cBHX Kyna jaTe NMOBpUIHHE OJPENHTH OHY
yHja je 3anpeMHHa MaKCHUMYM.

(HoBo Mecro, 1934)

49. — Haj cBakoM OCHOBOM jeJHOT HHMJMHJpA ONUCaHa je
noJyonta, 3anpeMHHa Tako AOOGHBEHOT LUJIWHIPUYHOr CBEpPHY-
Hor Tesa je wV3. Kako TpeGa muzabpaTu nMMeH3Hje TOra LHJHH-
Zpa, na G4 MOBPIIKMHA TOTa Tesaa (LHIAHHAPUYHO - CBEPHUHOT) GH-
Jia MUHUMYM ? .

(beorpag, YerBpra mMyui. ruMH. 1939)

50. — Kpos rauky M (3,4) mposmasu GeckpajHO MHOro
€JIMIICca ca UEHTPOM y KOODAMHATHOM IToueTKy. Koja ox mHux uma
HajMarby IOBPIIHHY ?

(3emyH, Mymw. rumu., 1939)

51. — Mecra A, B, u C jexe y paBuuuu. Mecra A u B
Be3aHa Cy NPaBOJHHHCKMM JApyMoMm ayxuHe 100 km, a mecro C
HHMje Be3aHo nyTeM HHU ca A, Hu ca B. Mecro C ynameHo je o
mecta B 144 km. Jow ce 3Ha jaa npase auHHje AB u BC ckaanajy
npas yrao. Hekum TeHK koju Ha apymy Ttpouu 0,1 a1, a Ha
OeCIyTHOM paBHHuapckoM TtepeHy 0,26 a1 GeH3HWHA OJ CBAaKOl
npeheHor KkuIoOMeTpa, KpeHe ce U3 Mecra A qpymom AB ka mecty
‘C. Ha kojoj Tauku apyma AB Tpeba Jga CKpeHe C JApyMa y Ipas-

Heguh: Viedunutesumannu pauyn 3a VIII paspen 4
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uy mecra C, ja OH y3 HajMamy HOTPOLIbY GEH3WHA CTHrao v

mecTo C ¥ KOJHKHU je yTpollak OeH3uHa y TOMe Cayuajy ?
: (Tun, 1939)

6. — IOCMATPAILE ®#YHKIIUJA [TIOMOTKY N3BOJA

M3Bojau cy BeoMa KOPUCHHU 3a NOCMATPabe TOKA Heke (PyHK-
nuje. Kako ce To paiy nokasahemo Ha NpHMepUMA.

Iipumep 1. — Hcnutarn Tok pyHKUHje y = x2—5x + 6.

Hajnpe ga Bugumo uma JM OHa ojpeheHy BpeAHOCT 3a CBa-
KO X ¥ je Ju HEeNpeKuWIaHa, HaM NPEKHJHA,

BuauMo na 3a CBaKO X MOXKEMO HUMaTH TayHO oApeheno y
[To yemy BuAK¥MO TO? BHAMMO MO OBOME :

a) Kax HaMm je 1aTo X, yBeK MOXK€MO TaYHO M3DAYYHATH Hhe-
roB KBajpar. 3HauM Taja yBeK UMaMO TAuHy BPeJHOCT 3a X2

6) Kag nam je 1aTo X, yBeK MOXE€MO H3DauUyHATH HETOBY
NeTOCTPYKY BPeIHOCT DX,

Cem TOra, Kaj ce X NOCTYNHO MEba y KOHAYHUM pasmaiuma,
HIICHJIOH Ce Mera MOCTYIHO W 33 KOHAauHe BPeJHOCTH HUKCa HMa-
MO yBeK KOHAuHy BPEJHOCT HIICHJOHA. 3HAuH Ja je Hama (yHK-
([Mja HeMpeKuJHa y 1eJJOM CBOME TOKY.

Cap TpaxuMoO HeH H3BOJ :

y' = 2x —5.

HJa au u3poj Mewa rperojy, cBoj 3Hak? To hemo oBako
VTBPAUTH.

CraBuMO ra Ja je paBaH HYJIH.

2x —5=0.
Oparae je
x=25

Y rauku M
[x =25 y=(256)2—5.25+6=16,25—125 + 6 = —0,25]
Hama ¢yHKIHMja MOXKe UMATH MAKCUMYyM HJIH MHHHUMYM.

Hanumumo npsu usBox v oBOM OO/JHKY:

Y =2(x—25)
Buaumo 0BO :
1) 3a X < 2,5 H3BOJ je HEraTHBaH;
2) 3a X > 2,5 wu3BOJ je MO3UTHBAH.

3Hauyu OBO: U3BOJ, je Hajlipe HEraTHBaH, 14 MO3HUTHBAH.
To Ham Ka3yje jAa je y Tauuud M MHHHMYM.
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Cax Tpaxxumo rje KpHBa mpecena ancuuchy ocosuny. Crag-

JBbaMo v = (). .
x2—5x + 6 = 0.

Onarie je :
X1 = 2, X2 = 3.

Hama kpuBa npecena ancuuchy ocouny y taukama A (2,0
¥ B (3,0), Kao WTO ce BUAU H3 TOPHber pellerba.

Caj HaYMHMMO OBAakKBY jeaHy TaGJHIY :

X |— ! neratuBHO, pacte 0 2 2,5 103, pacte |3 -+ pacre "l—°°

, ]
y HeraTuBan HeratMpan |— 0 —+ 4+ -+

Y |+ | nosurusno onaaa + 6 0] — 1 (Mun,) | nos. pacre |0 —+ pacre —f-°°

Can je nako mnaupra-
TH Ty KpuBy (ca. 16.).
Ilpumep 2. — [Tocma-
mpamu gynkyujy
y = 156x — 4x2 — 43,
Bunu ce na ce 3a caa- J
KO X MOXe JOOMTH TauHO
oxpeheHa BpexHOCT 3a .
Hcro rako nako je Bumetu
Ja je y KOHAaYyHO AOKJe roxy  °
je x xonauno. Kpuma je
HenpekuaHa u oxapeljena y
CBMMA CBOjHM TauKama. y<o0 o y5>0

0 A B,
Can wusBox. x  —— =
y' =15 — 8x — 122, o y=o /
CraBumo- y' = 0.
Y =156—8x—12x2=0.
Osa jexnauuHa paje:

X,=— 1,5 n x, Y =Y

6 Ca. 16.
Ila ucnuTamo jecy Jm TO MaKCHMyMH HJIH MUHUMYMH,
[ — 3a x=—1,5. ¥Yamumo z1Be 06auxime Tauke;

X=—16u x=— 1,4.

4%
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“

Tanpa je 3a: y _ 90

x—— 1.4 — 4 2,68.
Y Tauku (— 1,5 —18) nawa KpHBa uMa CBOj MUHHMYM.,
(Y 6ausuHM Te Tauke M3BOJ je Hajmpe HEraTHBaH, ma mo-

3UTHUBAH).

II. —3a x =%. V3muMo aBe 06GIHKIE BPEIHOCTH
42 _6_
=5=3 * ==
Tapa je 3a
. 2 13
*=3 V=3
x=1 y=—5

Y Ttaunm (%, 71;) Hama KPUBA MMa CBOj MAKCHMYyM.

Jla BUIMMO caj € Hawa KPHUBA Ceue anuuCHy OCOBHHY.

CraBumo y = 0.
' Y 15x — 4x2 —4x*=0

x(15 — 4x — 4x%) = 0.
Ounarne je

x;, =0 x, =15 Xy =—2,5.

Cazx w3pagumo Tabauiy:
X ‘ —®© |Heramrmo, pacte ! — 25 ’ — pacre l — 1,5 ‘ — pacre | 0
Yy HeraTHBaH HerarHpan ’ HeraTuBaH ' 0 + -+
y —+00 | nosurusHO, omasa 0 I — omnaja 1 — 18 (MuH,) | — pacte 0
X ‘ NO3UTHBHO, PacTe i; nos, pacte +1,5 | + pacre | o
! + O HeratTuBan _ ! -

TIO3UTHBHO, pacTe 7 % (Maxkc,) nos, onaja ’ 0 ) — omaaa t —0

Cayx je mako Haupratu cauky (ca. 17.)
ITpumep 3. — Hocmawpawu+d3ymcuujy

x—2
Kag umam pasnombedy (QYHKIMjy, yBeK 00paTH Naxmby
HA MMeHMIall. 3amTo? 3aTo ITO Pa3JOMAaK HeMa CMUC/IA Kaf je
uMenunan Hyna. Ja Buaumo kaj he umenunan GuUTH HyJa.
x—2=0.
Onarre je  x= 2.
Mmenunan je Hysa 3a x = 2. Taxa y Hema cMHCJA. Ja
BUAMMO WTAa GMBA €4 y Kag X TeXH Ka 2.

c e X2 4
lim y=lim m—lzm(l—{-x——

X > 2 X2
X 5 2

I'pannna je + oo, ako x Texu Ka 2 onajajyhu, a — oo, ako

X pactyhHu Texu Ka 2.

Hama je ¢yuxuuja npexunna y
Taguu X = 2. ¥ cBUMa OcTanum TauKa-
Ma QyHKIMja je HeMPEKUIHA; 33 CBAKO
X HMaMmo ozpeheHy BpenHoOCT 3a y.

Cajx usBop.
1 (x—2) — (x4 2). 1
V= (x—2)?
 x—2—x—2 - 4

(x—2)F ~ (x—2)
CraBumo y’ = 0.
—4 _ 0
(x—2)?

Oxatne je —4 =0. OBo Hema
CMHCaa. 3HAauM M3BOJ HHje HUKaJ pa-
BaH Hymu. To ce jacHo Bugeno u3
ﬁ. Hspas (x—2)2 je yBek
MO3UTHBaH, na Ma Kako 6usno x. Ory-
Ia je u3BOXL yBeK HeraTtusad. (36or
—4). A kaj je u3BOL yBeK HeraTtu-
BaH, 3HaYM Ja je YBEK MarmbHu OX HyJe.
Kan je mamu on Hyne, ne moxemo
ra yjeaHauuts ¢ Hyaom. (OGjacuu 3a-
wTo je rope u3amao — 4 = 0. Jecmo
Jn 106pO ypaauIu WTo cMO 06e CTpa-
HE jeHauMHE MOMHOXHJH ca (x—2)2?
Hume cmeMO MHOXHTH o06e crpaie
jenHe jemHauuHe?r) :

Kanx ussojx Hame Kkpuse Huje Hu-
Kaja Hy/a, OHZA HEMAa HH MAKCUMyMa
HA MHHHUMYMa.

Bumumo jom Hewro. 3a cme
BpeJHOCTH MKCA Hail H3BOJ ‘je Hera-

u3pasa

THBaH. 3Hauu Na Hawa QyHKuMja jen- ‘

HaKo onaja.

= 4 o0

-

Ca. 17.
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Jla Bugumo Caj T/i€ HAla KPHBA Ceue ancuMCHy OCOBHHY.
CTaBHMO y=0 Tana he Gurn:

x+2__0 Ounarae je x = — 2.

Haima KpHBa ceue anCUMCHY OCOBHHY y TauKH yHje Cy KO-
opauHate X = —2, y = 0.
HaunanMo cag TaGiHiy:

— oo |— pacre|—2|— pacre| 0 |-|—1 —{—2|+3 +4|+6]+ pacre| + o

+onanal 0 |— onana 1'—3 + o +5|+3 42| + onana

w)‘{)x

OBJle ¥MaMO Ja OAPEAUMO TpH rpaHdue Haile (QyHKUHje:
a)3ax =2 6) 3a X —>— oo B) 38 X >} oo

[lpBy cMo Beh oxpenuan: limy = + oo
X >2

Ha 6ucmo BHAenH 1wta OHMBA ¢ HamoM GYHKUMjOM 3a
X—>+ oo umM 3a X—>-— oo, Hanucahemo maty JyHKuMjy y apy-

4

|
|
|

L=2

-y

Ca. 18
rome OOGJIHKY. [Moxenuhemo 6pogu.71au U MMeHHuJal ca X: Ka,zx T
Vpajaumo, goﬁmamo
2
) _x+2 L+
y=x3eT |2

X

93

2

1+ =
X >4 w x...,qu"'i‘—Q x—;ool_i__i 1

X

=1

Buau ce na Haia kpuBa MMa jBe acuMITOTe. (ACHMIITOTC
cMmo Bugead y VI paspeny). Acumnrore Hamle KPHBE Cy OBIE JiBe
nmpaBe: x =2 u y =1 (ca. 18).

BEXBABA
1. — Hahu nag taurenTe y Tauku x — 3 napaGoae
y=x2—2x +2
2. — Ilpoyuutsa QyHKUM]y OX X; = — 4 KO Xy = — 3,
y = 5x% 4 30x + 43.
Hahu u3som. 3arum rienaj kakaB je OX Tauke X, = — 4
0 TauKe X, = — 3?.

3. — INpoyuutu ucty GyHKu4jy O X, = — 3% 10 — 3%
4. — Ilpoyuutn QyHKIH]Y
y=x*—2x + 2
o X, = —1 10 Xy =+ 2.~
5. — Ilpoyuutn QyHKUH]Y
y=x2—6x+ 13
on x, = —4 10 x2 +2.
6. — Ilpoyuutu QyHKUH|Y
y=x>—3x+7

oOf X, = — 310 X, =—1.
7. — I[Ipoyuuty dynkuujy y =1 ——%
8. — » » y=2x*—1 ,
9., — » » y=2x*—3x2+41
10, — » » y=3x342x2—7
m -, — 1
) l—x
X
12. — =
» » y 1_x
13. — . » y=x>—x3
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14. — I[Ipoyuutn GpyHkujy y = 3x2 — 3_2&
5. — , y =Xt 8x+2
X
4x2—3x
16, — , At
7 Yy =791 %
17. - » » y = _A_ — 1

X

ITocmarpati U npHGIMIKHO HALPTATH OBe KpHBE :

X 1
B ry=r % vmam
x2
1 1 1 1
2 V=% e—ip B Y= a—w
 (xH- 3)_3 . I 1 b
26. — Hcnuratu U npHOIMKHO HaupTaTH KpHBy

y=(x+1) (x—2)2

7. — JUPEPEHIUJAJ

¥3mumo 1a uspauynamo npupamrtaj GpyHKLHje

- X

=4 (ca. 19.)
O X1 = 2 0 X2 = 5,

h=5—2=3

Ay=fx+h—f(x= (X+3)2 X2

4
=x2—}—6x+9——x2=6x +9:Z(2X+3)

CraBuMO caj MeCTO MKca HeroBy MOYETHY BPEIHOCT X = 2.
Jodujamo :

3 . 3 21 1
Ay = 4y @22+3) = a7 =T=5T
[Tocao je ayrauak. MHoro 6uM Ham 6GWJIO JaKIle Aa CMG
HMaJau JAa padyHaMo npuOauxHYy BpemrHoct CM mpupamraja CB,
Tj. Ja CMO HMand Ja payyHaMO KOJHKO (pyHKIHja npupacre Ao
TaureHre, MecTo A0 KpuBe. To 3HauW, Jaxkme OU Ham GUIO A4
CMO uMmanu jga pauynamo CM mecto CB.
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Bpeanocr CM 6ucMo uspauyHaau u3 tpoyraa ACM.
CM = AC. tga.
Ann mu 3namo 1a je iga==y', a AC = h. 3aro je

ey CM=y'.h
. 2x X
Yy =779
3a x = 2 (nouerHa Tauka A) Guhe
2
@ y=5=1
CM=1.h=h=3.

Y

Ca. 19.

IlIta je oBoO CM? Je mu TO npupawraj ¢yskuuje? Huje.
To je mpupamraj dyHxumje camo 10 JUpKe, a He O KPHUBE.

Taj npupaiutaj GpyHKUHKje A0 JUpKe 30BeMO AH(epeHuujan
¢dyHKuMje ¥ NHIIEMO Ta
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dy
CM = dy. (YutaMo ra ,je HOCHJIOH"),
Bunean cmo rope na je CM = y'. h. Oryna je
3) dy = y'.h wan
4)  dy=y. Ax
Ha 6u Ham 6uae ucre O3HaKe, Xaj ynotpebumo audepen-

LHjax ynoTpe6/baBaMo MeCTO O3HaKe A X 03HaKy dX W nuueMo:

(5) dy =y .dx
dx 3o0BeMo Tana AudepeHnujal He3aBUCHO MPOMEH/bUBE.
To uurtamo: ,,Jle uncuaoH PaBHO HIICHJ/IOH MPHM Jie UKC.“
. Hudepennnjan pyuknuje le nmpou3Boa M3BOAa M aucepen-
[HJjaJa He3aBUCHO NPOMEH/bHRE,
Axo y (5) mozeaumo oGe CTpaHe ca dx, umMahemo :

®) by
Ca canxe ce Buau za je To TauHo, MOIITO je y' = tga=§—g[

| Ca.11 BHAUMO Hu3 (6) 1a je M3BOX OmHOC IupepeHurjana
dVHKUHje u audepeHunjana HesaBHCHO NIPOMeEH/bHBE.
Cax 3a u3Box uMaMo Tpu osmake :
' ,
V" (,MIICHIIOH NPBH," WJM ,MIICHIOH npum‘)
!
J'(x) (,,ed npBu ox ukc” wau »ed npum ox ukc").

dy
4y (»A€ HICHIOH No ge mKc*),

Beoma je mogecno mecto npupamraja ¢gpyHkuuje ynorpe-
6uru H:El:g Audepennujan ouAe rae ce IMPKA U KPHBA BEOMa MasIo
pasaukyjy. Ha np. oz tauke P 1o Tauke Q Ha Hawoj cauyu 19.

Ha Buaumo wuajnpe npupamraj Qyskuuje.

_ 1
=3
Ay:f(x—l—h)—-f(x)=f(x_%)_f(x)=
b wer e
7)) e MTERG R ey —(-s)ig
4 4 ) 7 =
1 21
R )
= —1s=1312
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Cax nudepenuvjan ¢pyuxkumje.
dy = y'dx
dx = ——
X 1
iy =3[~
3a x = — 5 6uhe:
— 35 1
iy =5 ()
5
dy = 1,25

Hudepenunjan dpyuxuuje Mamwu je 3a 0,0625 oj npupauira-
ja ¢yHkuHje.

Axo Ham je jonyureHa rpemka Mama of 0,07, moxemo
OBJle y3eTu AudepeHUUjan (PyHKIHje MECTO H-EHOI IpupamTaja.
Iomohy audepennujana je vuIO MHOro Opixe.

¥Ynorpebutn audepeHUUjan MecTo npupamraja QyHKLHje
CBE je 3roJHMje LITO je Mary NpUpaHITaj He3aBHCHO NPOMEHJbH-
Be. ¥Y3mumo tauke K u L ca caux 19. Mspauynahemo npupaiiraj
u audepedunjan yHKLHje 12 BHAUMO je AU JudepeHuHjaa To-
JecHa npubJaMXKHA BpeIHOCT 3a npupawTaj QyHkuuje.

1

4 ,
(x - __1‘_)2 _x2 x2 Tx_+_1__x2
A . 2 16 L
V= & - 1 =
X 1
I T
- 4
[Towrro je moweTHa amcuvca x = — 2, 6uhe :
1 17
14— —
16 16 17
Ay:—4— :T_B;i = 0,265625.
Can hemo Hépagygaﬂd_ Augeperumja.
dy = y'dx |

dy =~<—711~) [Momro je X = — 2, Ouke :



60

1
dy = (— D (— )

@=%:Q%

Ilpupamiraj ¢yHxuuje u audepennujan pasnMkyje ce 3a
0,015625.
8. — U3PAUYYHABAIGE I'PEIIKE

ludepenunjan je Beoma momecan sa H3pauyHasawe rpe-
waka. Kako ce To pagu nokasahemo na pUMepUMa.

IIpumep I. — 3a crpany jegnora KBajpara y3era je JyKHH5 .

oa 80 m ca rpewkom jo 1 cm. Konuka ke 6utn rpemka y no-
BPIIHHY?

p = &. lloBpuuHa je dyukumuja crpane. 3ato heMo CTaBu-
TH: y = X2,

Tpe6a na mahemo npupamraj (byHKumnje y 3a npupawraj
HE3aBHCHO NPOMEH/bHBE X Kai je h = Icm. »

Ilowrro je oBxe h Beoma Mmano, mecto npupamiraja QyHK-
nuje yseheMo mweH gudepennmjai. .

dy = y'dx dx =0,0im, y' =2x=2>80m = 160 m,

dy =160 m.0,01 m.

dy = 1,60 m? I'pemixka je 1,60 m?. )

Ha wuspauynamo can rauny rpemky momohy npupamraja
¢yHKUH]e.

Ay=f(x+h—f(x) = (80 + 0,01)2— 80* = 160,01 X 0,01 =
= 1,6001 m?

IMpupamraj dynknuje IOKa3yje Aa je rpeiuxa 3a 1 cm® seha
OZ rpeuKe KOjy CMO MM H3payyHanu nomohy Judepenuujana. To
MOXe OBJe 1a ce 3aHeMapu W Ja ce y3Me fa je Tpellka

dy = 1,60 n7*

M3 oBora npumepa cu morao BumeTH xaxo je nudepennnu-
jan BeOMa moJiecaH Aa MOCHYKH Kao JOBOJHHA OpHOIHXKHA Bpej-
HOCT 3a npupawraj Qyuxnuje. IlowTo je mwera MHOro jaxuie
H3padyHaTH HEro npupamraj (yHKuHje, OH je BeOMa KOPHCTaH.

IIpumep II. — H3zmepena Jje HBuna xongke a = 12 cm ¢ rpe-
wkoM o 0,1 mm. Koauka je rpeuxa Yy 3anpemuHn ?

OBne je h= 0,1 mm. ITowro je Ta pyxwuHa Beoma Mana
IpeMa RyXMHH OZ 12 cm, mu hemo ynotpe6uru IHbepeHnrjat
MECTO mpHpamTaja GyHKuHje. ’
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y=x
dy = y'dx y' =3x%=3.122 = 3 X 144 = 432
dx = 0,01 cm.
dy = 432 X 0,01
dy = 4,32 cnP. ‘
Cay hemo M3pauyHatd rpeliky nomohy mpupamraja (yHk-

1
;H—i—e} (x + h) —1 (x) = (12,01)® — 123 = 1732,323601 — 1728 =
= 4,323601 cm?®. .
AKo y3MeMo audepeHLHjal MeCTO anpamTaja ¢ysKuuje,
Haml pauyyH Huje TayaH 3a 0,003601 cm®. To je npuGamxHO
4 mm3, Tlpema 3anpeéMHHH OBe KOILKE OBa YeTHPH KyOHA MHJIH-
MeTpa Mory ja ce oabaue. 3aro hemo Kao TPaeHy Ipeuky yse-
TH OHO WITO CMO JOOMJH Kao BpeaHoct audepenuujana. ['pemka
je 4,32 cm?.

BEXBAMbA

1. — OcHoBHIla jeJHOr NpaBOyraoHHKa je a = 17.cm, a
BuCcHMHa je 4 cm. Bucuna je aata ¢ rpewkoM jo 0,1 mm. Koanka
je moryha rpewka y MOBPIIHHH ? '

2. — Jemna ayXwWHA MepeHa je MOTKOM ox 3 m. Morka
je npedera 5 myra. [Ipu noJaaramy MOTKE yUHibeHa je VBeK Ipe-
mwka 1o 2 mm. Koauka je uejsokynHa mMoryha rpemxka ?

3. — Ilpu Meperby AUMEH3Hja jeJHOTa MPAaBOYraoOHHKA Ha-
heHo je na oHe u3Hoce 42 m u 17,5'm, anu Apyra ¢ rpemkom J0
5 mm. Koauka je moryha rpeuka y HOB‘pIJJHHPI?

4. — QcHoBHLA jejHOT TmapaJnejenunena je 2,43 m? a BH-
cuHa je 1,25 m, ¢ rpewkom jgo 1 mm. Koanka je moryha rpemxa
y 3anpeMHHH ?

5. — Koamka je moryha rpemka y HOBPLUIHHH PaBHOCTpa-
HOT TPOyIJa, Kaj My je cTpaHa a = 14,7 m H3MepeHa C rpemKoM
10 0,1 cm?

6. — Koauka je moryha rpeumka y NOBpIIMHH Kpyra, Kax

' je moaynpeunuk r = 18 m usMepeH ¢ rpemkom a0 0,5 mm?

7. — Kouanka je moryha rpewika y 3anpeMHHH JIOTITE, Kaj
je moaynpeunuk r = 35 mm H3MepeH ¢ rpeuwkom xo 0,1 mm?

8. — Koja sapy6smene. xyne je r= l4cm, R= 24 cm,
h = 10 cm. Tloaynpeunux Behe OCHOBE H3MEpEH je C IPELIKOM
ox 0,03 cm. VzpauyHaj rpemky y 3anpemMHHH.



Il. —MHTETPAJIHU

1. — OAPEBEHU UHTEIPAJ

Heka je nara mapa6oaa y = x2 (ci1. 20). Xohkemo na uspa-
YYHaMO Jie0 HheHe NOBPIIMHE OrpaHuvyeH jgenoM OA alncuucHe
OcCoBuHe, opauHatoM AM y tauku M u aykom OM narte napa?
6oJe.

O6enexumo nospmnny OAM ca F. He 3namo kako ce uspa.
YyHaBa IMOBPIUKHA OBe BPCTE. AJIM MM HEMaMO HHUKAKaB HAPOUHTH
o6pasal, HM 3a H3pauyHaBaibe MOBPIIMHE HENPABHJAHHMX MOJH-
TOHa, 12 HIaK YMeMO [ia HM H3pauyHaMO MOBPLIMHY CacBHM Tau-

y
y
M
]
)
ERNNF
l, NG
W = z
0 A 0 86 O A
Ca. 20. Ca. 21. Can. 22.

Ho. TakBy moBpuimMHy (ca. 21) M3aeauMO Ha TPOYIJe, U3padyyHa-
MO MOBPIIHMHY CBaKoOr Tpoyraa mocebuue, na JoOHBeHe peayd-
tare cabepemo. AKO 06GeJieXKHMO MOBPUIMHY OBOTa HENPaBHAHOTS
noJuroHa ca p, 6uhe: p = p1 + p2 + ps.
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[Tokymiahemo Taxo Hemrto v Ha caunm 20. Togenmhemo
ancuycy OA Ha TpH jefHaKa JgeJaa W U3 JEOHHMX Tayaka nojuhu
opaunare (BC, DE, ca. 22). VI3 tauaka C v E noByhu heMo ayxu
CG u EF napanenHe C ancuMcHOM OCOBHHOM. Jlo6HjaMO mpaso
yriae uyerBopoyrae BDGC u DAFE. HbhuxoBe MOBpIIMHE MOXEMD
HU3paAUyHATH.

BDGC =1.1=1.
DAFE =1.4 =4,

30up MOBpIIMHA OBa JBa YETBOPOYIJa OUYEBUIHO HHje pa-
BaH TpaxeHoj mospmuuu F. Hawmu yetBopoyrau cy yHyrpa. Ouu
He M3ja3e BaH TpaxeHe IMOBpIUIHHe. IbuxoBa mNOBpLIMHA je
1 + 4 = 5. O6eaexumo je ca Fi. Ox peuu ,yHYTpalibu' y3MH-
MO IIpBa JBa CJIOBa -uUn- ¥ CTaBuMo ux ucnpel Fi. OBako:

un Fl = 5.

Tume xohemo na xaxemo oBo: ,Ilpea yHyTpamimba moBp-

IIKHA je paBHa 5.

Ho6Guau cMO npBy Mawy BpegHOCT 3a F. Buaumo xa je
unf, < F,

Cmemo am 6poj 5 y3eTH Kao Ja je OH
MepHu Opoj nospuuHe AOM? He cmemo.
I'pemka 6u Ouiaa MHOro BeJHKa, jep y Io-
BPWHMHY unF1i HHUCY ypauyHaTe NOBPILHHE
OBC, CGE u EFM. MopaMO TpPaXXHTH Tay-
HUJU pe3VaTar.

Mu hemo oxza nogenuru ancuucy OA
Ha 6 jegHakux genaoBa. [lobujamo cauxy 23.
‘ Pacrasuan cmo caz nmoBpmnny OAM
Ha 5 NPaBOYT40HUKA M HAa 6 JPYrux CauKa
KOje CMO Ha CJAHMUH OCeHUYHJH. 306Hp NOBp-
IIMHa CBUX O IPaBOYraoHUKa OOGeNexuMo
Ca un F2°

OcHoBHLle CBHX NpaBOYyraoHHKa Cy

mno ——; Tpeba caMo 1a UM M3PauyyHAMO BH- cr 93
a. 23.
cune. To cy opaunare LN, BC, SG, DE,

TK. Kax 3Hamo jexHauuny mapaGoJie U amncluce JEOHHX Tayaka
(L, B, uTx.), 1aKO HaMm je uU3pauyHaTH Te OpAuHaTe. buhe :
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LN = (%)2:%

BC = 12=1.
—nlu_ 9

SG~(1—2*)§_\4__

DE = 92— 4

TK = 222~ 25
2 4

[MoBpwnHa w1 F; Gype-

1.1 9 25
““F2—7(1‘$1+T'+4+T) =

2 4

Oner je po6usena NoBpiuKMHa
Malba O] TpaxeHe NOBPuge (Or-
KYyJ 3HaMmo?).

Camo o je cag I'Peliky mamba.
(Otxyn sHamo? Koju je Behy. yppy,
WM JPYTH Desyarar?)

[Toxemnhemo cax alltupycy 0OA
Ha 12 jeqHakux Aen0Ba (CI 94y y ya-
YHHUTH NPABOYraOHHKE KA0 Y ya coy-
kama 22 u 23.

Hobujamo 11 IPaBOYra0xuKa.

L(1+4-¥—9+16+25_55 7
>_?x6§

: 1
OcHOBHLA UM je CBUMA IIO T HUma-

MO €aMO 112 H3PaYYHAMO OPAupare Ta-
yaka of 1 xo 11. Buhe:
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Opaunara y rauku G: =%
7., 49
”» I3 ”» 7 (T) —TE
» » 3 E -_ 4
. 9, 81
’” » »” 9 . (T) _E
25
» » ” K . =T
.o A1, 121
” 2] 4] 11- (T) —-‘_1‘6‘.
O6exnexumo 36up cBux 11 npasoyraonuka ca unlg. Tana
he Guru:
1.1 4 9 16 25 36 , 49
unfg ZT(E+E+E+E+E+E+E+
64 , 81 100 , 121
Tttt 16 1)
1 506
wfs =776
29
unFs - 3—2

Hmamo A0Canx OoBa TpH pe3yJrara:

wF; =08 <F

unl:2=6’;_<F H

ung =7% < F.

Jomwr HEcMO m3pauyHanu nospuwMHy F. Bugumo aa je Hawa
rpeika CBe Mawa. BHAHMO M OBO: INTO BHLIE ONAAAjy AEJOBH
Ha Koje jaeaumo ancuucy OA,. cBe ce BHIIE GJIHXHMO TauHOM
pesyarary F.

[lpo6Gahkemo cax na mspauyHamo F Ha Apyru HayuH.

‘Heguh: Undunnresnmansn pauyn 3a VI paspes 5
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PauynaheMo nomohy cno/mHHX ueTBOpOyIoBa (CiI. 25).

y AKO 36Mp CBHX NPAaBOYTAOHHKA Cg
nospuuHa Fi1'), 6uhe :

M wFi=1+4+4-+9=14.

Ca cauke BUIMMO Ja je

sy > F.

KUx jgejoBa. buhe (ca. 26):

(1,4 9 16,25 36
F=glgt gttty ty)=
1 91 9i

2 4 8

: 118

0 A w F2 8

Ca ciauke BUAUMO Ha je
CJI. 25. ssz > F.
Wzpennhemo OA Ha 12 jexnnakux genosa (cia. 27). Buhe:
- 1(1 4 9 16 25 35 49 64 8l

sst=T(?+E+T6+T6+E+TS+TS+E+T6+
100 121 144 1 650 325
T T 76 T 16 )— '

5
=10

soFy > F.
HMmanu cmo 3a
F Tpu npu6anKHO Ma-
Bbe BPEJHOCTH :

D,05:T%.

Cap umamo 3a F
TPH NpPHOANAKHO Behe
BPEAHOCTH:

14113 |
“103% ‘ 7 AI

YBex F Jexwn Ca. 26. Ca. 27.
u3Meby jelHe YHyTpailkbe H jeJHe CHOJbAlbE MOBPIIHHE:

4 16 32

cauke 25 obenexumo ca spFi (,,CnomHa -

Hspeaumo ancuucy OA Ha 6 jegHa-
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wfy << F<oF, 1. B5<F<14
7
wFy < F<oF, 6§<F - “_g_

_ 29 5
unF3<F§spF3 ” 73‘2‘<F< lOﬁ.

Ox HuKca 3aBHCe W YHYTpallthbe IOBPIUHHE H CHOJLALIEE
NOBPUIMHE W NOBpWIMHA F Kojy tpaxumo. ([To uemy Bumum?).
M3 roptve Tabiuie BHAMMO 1a ce YHYTPAIlha M CO/bANIHA I10-
BpLIMHA OJHMXe jenHa Apyroj.

36up KBajgpara ueaux 6pojeBa. — Ilpu ropwmuM pauyHHMa
BHAEIM CMO Jla Ce NOjaBbyjy 30MpOBH KBajpara LeJux 6pojeBa
(1* + 22 + 3% 4+ urn). Buhke nam y6p3o notpeGHO Jxa yMeMo
M3pauyHaTH 30Up KBajJpaTa Ma KOJHKO LeJuXx OpojeBa. 3aTo
hemo oBae nmoxasaru xako ce To pany.

¥YamuMo 1a u3pauynHamo 36up S, OBHX KBajJpara :
Sn=1"+224+3+4+5+...... + (n—1)2+ A
HMspauynahemo Hajnpe jeaHy pasmuky :
m+1P—m=m+3m+3m+1—m=3m+ 3m+ 1.
Can hemo 6pojy m jpaBath uene BpeJHOCTH MOYEBIIH O
Hyde: 3a m=0 umamo (m+ 1) —md = 1> —0* = 13
3am=lumamo(m+ 1’ —m* =28 —13=3,124+3.1+ 1

3am=2 ” =33—22=3,224+3.2+1
Zam=3 . =43 33 =3,32+3.3+1
sam=4 . =b—43=3.424+3.4+4+ 1
- 32 m= (n— 1) umamo ,, =n—n—1¥=3.(m—1)>+
+3@m—1)+1

sam=n " =(n+1)3—nm=3.r+3.n+1

Cabpahemo cBe KyGoBe 0403ro 40 joJe :
(P—0) + 2—1) + B—25)+.....
coon B[P —(—1)] + [(n + 1)3—n®].
Hobujamo:
(n + 1)% _
Kanx caGepeMo jgecHe cTpaHe y TOpPH-HMM jeJHAKOCTHMa, AO-
6ujamo :
3[IP+24+32+..... +(n—1)+ ] +3[1+24+3+....+
+(n—1)+n+n+1
5
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Oryna :
n
(n+1P=38+3 5@+ 1)+@+1)
Onate hiemo M3pauyHatH 36up S, KkBaapara ueaux 6pojesa
oxl non:
3S, =n +3n*+3n+ 1—?’-2’-1(1 +n—n—1
2.38, = 2nm + 6n% + 6n—3n—3n* —2n
6 Sp,=2m + 3n*+ n
y 6S,=2m+2m+n*+n
6S,=2m(n+ 1)+ n(n+1)
6S,=(n+1)(@2n% + n)
M 6S,=n(n+1)@n+1)
nin+12n41)
Sn= 6

HactaBak u3pauyyHaBama IOBpIINHe F,

| 36up yHyTpallbUX MPaBOyraoHuka obe-
Jexumo ca Fi; 36Hp cnosballlUX NPaBOYrao-
HHKA KOju theMy oJroBapa obenexHMo ca F;
nospiuuHy OAM obenexumo ca F. 3Hamo na
CBe Te TPH TOBpPLIHHe 3aBHCe oJ HKca. (Uum
T Ce HKC MeHa, Memajy ce CBe Te NOBpLIHHE)
3aTo MOXeMO HalHCaTH :
Fi1(x) < F (x) < F2 (x).

" Ca. 28.

Heaumo OA na n jgenosa. lllto je n Behe, F1 u F2 cBe ce
sume 6mxke nospmmHd F. Otyna je:

F (x) = lim F1 (x) = lim Fz2 (x).
n. ns oo

Kako hemo u3payyHaTH OBY TDAaHHMYHY BPEJHOCT y Halliem
cayyajy ?

O6enexuheMo npBy opauHaTy €a y,, APyry ca y,, tpehy ca
Vg.... . NOCTENBY Ca Y, H3pasuhemo nospuuny F, na hemo
TPAXHUTH beHy T'PaHH4Hy BpeaHocT. JloOvBeHa rpaHHYHa Bpen-
Hoct Guhe TpaxeHa nospuuHa F. Tlogenak Ha ancuMcHOj 0OCO-
BHHH 00enexuhieMO OBaKo :

OA .
= Ax=h.

Fo(X)=yh+yh-~ysh+........ + ya b

— Hauprajmo omer cBojy mapo6oay (ci. 28).
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OBze nMaMo nenokynan 30Hp NPOU3BOJA OPJAHHATE H IPH-
pamitaja ox HKC (h) xoju oaroBapa opauHatd. Mu TO y Mare-
MaTHUH MHIIEMO CKpaheHO BeJHKUM FPYKHM CIOBOM CHrMa:

F,(x) =2 yh.
1

To uutamo: ,,Ed aBa ox ukc paBHO curma ox 1 I0 n Hmcu-
JoH xa“. CraBmamo ,,00 1 po n*, jep XoheMo Aa TMOKaXKeMO Ai
uMaMo n cabupaxa: oJX NpOH3BOJA NpBe OpJWHATE M h o Upo-
¥3BOJAa eHTe OpjuHaTe U h.

Cax je name :
-H_ltﬂiF (x)—lzm?yh-—lzmh(y”Ly2 +y+ v+ -+
n ® no
+ Yn )=
[Tomito je jenHauuna Hame kpuBe ¥ = X2, T0O he gambe OUTH :
F =limhX+x4+x34......... —+x0) =
n -coo
=lim h [(h% 4+ (2h)* + (Bh)2++ (4h)2 +........ - (nh)?) =
n -o '
=limh . h2(124224-32 4424 ........... + n%) =
n-> o

= lIlim m. " (n+ 1)6(211 + D Mu xohemo na u3payyHamo
>
nospuwuny OAMO ca cauke 28. Ty je
OA = 3. 3aro je
3
n
3aro he nospmuHa OAMO = F 6utu jame :

_llm( ) n(n+1)(2n+l)

n-> o

—lzmy M+l);lzm27 1'<1+%) (2 +717):
n >l N 6

:27.l
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To je Tavan mepum 6poj mospiuMHe KOjy CMO Tpaxujm.
Hakue :
OAM = F = 9.

BEXBAHBA

1. Hspauynaj noBpuuny OrpaHHYeHy JHHHjOM y = x?2,
ANCUHCHOM OCOBHHOM H ODJMHATOM y KPajihOj Tauld 3a X on
0 no 2

2. — Hcro sa mHMjy y = x2 3aXx ox 2 5o 8.

[Hajnpe u3pauynaj NOBpWIMHY 3a X o4 O g0 3, na ox mwe
OAy3MHu MOBPIUHHY o4 X =0 g0 x = 2],

3. Hcro sa nunnjy y = x23a x ox 5 10 10.

HM3pauynaj TIOBPIIHHY OTDaHH4EHY JaTOM JIMHMjOM, anciu-
CHOM OCOBHHOM H OPJMHATOM y KPajiO0j TaulH :

4. y =2x* 3a x og 0 no 5.

5. y=3x*3ax 010 5o 7.

6. y =x23ax ox 3 g0 8.

7. y=4x23ax on 1 no 5.

8. y=x3axox0 no —4.
9. y=—x%3ax o013 1009.

10. v = —2x% 3a x ox 2 10 6.
11. y =2x 3a x o1 0 5o 5.

12. y = 3x 3a x ox 0 go 10.
13. y=4x3a x ox 0 o 7.
14. y = 6x 3a x o1 2 10 8.
15. 2y = 3x 3a x ox 3 no 12.

Onpehenu uuterpad. I'panuny kojoj texn 36up npaso-
yraoHnuka xoje xo6ujamMo Kaj ancuucy HOJeIMMO HAa N AeJ0Ba
M MyCTHMO TO N A2 pacte y GeCKOHAYHOCT 30BeMO ojipeheHH HH-
rerpan. O HaM zAaje neay nospiuuny. OTyna peu uHTerpan. (O
JATHHCKE peuH integer-ueo). Onpehenu HHTErpan numeMo jeanum
HOBHM 3HAKOM, MHTEIDAJIHHM 3HAKOM, KOjH HMa OGJHK H3AyiKe-
HOF CJIOBa €C :

F(x)=Ilim §yh= xy dx.
1

> o 0

F (x) =fxydx.
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To unramo: ,,E¢d Beauko ox MKC jeJTHAaKO HHTerpal oJ, HyJe
Of, X, UNICWJIOH Jie HKc'. [ToBpIIMHY KOjy CMO paHHje M3pauyyHa/H
Hanucajad GHUCMO OBaxo :

F(x)zfsydx.

To 6ucmo npoanaJmi ,»,BeNMUKO e OX HKC jeJHaKO HHTe-
rpaj O HyJe 1O TPH, MICHJIOH Je UKC."

Bbpojese 0 u 3 craB/baMo aa GMCMO O3HAUMJU HA KOM Jeayv
ArnCHHCHEe OCOBHHE H3pauyHaBaMoO NOBPIUMHY. [lowu 6poj moka-
3yje amncuucy oj Koje CMO IOULJIH, a TOPbU MOKa3dyje aucuucy Ao
Koje cmo jgouwiu. Jowu 6poj 30Be ce AOma rpaHuua oipehexor
HHTerpaja, ropwu 6poj 30Be ce ropma rpaHuua ojapeheHor uHe-
Terpaia. Camo OBJe peu ,rpaHuLa‘‘ He 3HAYH OHO IUTO MH 0be-
JeXKaBaMO 3HAKOM ,,/im"”. OBe rpaHulle KOJ UHTerpaja 3Haye npo-
cro nperpany. (Onakie AoKJe HAe NOBPIIHHA).

¥dx norceha Ha TO ga CMO JATy NOBPIIMHHY JEJUIH HA IIPA-
Boyraonuke uuja je moppiuuHa yh. 3Hak f (¥HTerpajsy 3HAaK)
Kasyje Jia cMO CBe Te Majie MOBPIUHHe caGpaji.

Ca camke ce 29 Buzu na je:

3 2 3
[x®dx = [x*dx + [x*dx. Onatae je: y
0 2 :

0

i‘xz dx = fx2 dx —fxz dx. Y to ce Bu-
] 0 0

M ca CJHKe.
Ancnuca je ox 0 10 3 NO3HTHBHA, ajlH
je on 3 mo O HeratuBHa. 3aTo je

fsxzdxz—fox2 dx
0 . 3 -

'dz

- N [;'d: m
n ma\

3Hauu: HHTErpajJ Mewa 3HaK Kaj My

.
Fd

=

rTpaHHlle NpPOMEHE MecTa. 7 B
3amTo CMO rope nucaiau x2dx MeCTo

ydx? 3aro WITO Halla KpHBa Kaxe Ja je Ca. 29.

y = x*. OBy jeaHauWHy MOXEMO HaIMCaTH ¥ OBako: y = f (X).

3aro Hamy IIOBPIIHUHY F Moxemo oBako ja H3PasuMo :
3

F(x)= fsya'x = [f(x)dx.

0

F(x)= [7(x) dx.
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. Onmwoc mameby dyskuuja F (x) u f (x). — Yamumo oner

CBOjy KpuBY y = x2 (ca. 30) u jenny Tauky M uyuja je anciuca
OA = x. Tana je nospmmusa OAM.

OAM=F (x) = [ f dx.
: s}
Hlajmo uxcy npupawraj AD = Ax. Kag x nopacre 3a Ax,
nospuinia OAM nopacre 3a nospuuny ADNM. Taxa je:
AM.AD < ADNM < DN.AD. To Jje mame:
AM. Ax << ADNO — OAM < DN. Ax.
AM Ax <<F(x + AX) — F (x) <<DN.Ax.
[Tonenutiemo cse ca Ax: :

am-Fx+ AAx)Z_—-F(x) — DN

Foy<PEEII PO piay

" Ca canxe ce Bun (1. 30) 1a noBp-
lwnHa ADNM 6uBa cBe Mama mrto je Ax
mame. Kan Ax texu myam opaunara DN
naja #Ha opaunary AM. To 3Hauu nokgaonr:
ce f(x+ Ax) u f(x). 3aro je:

M m Ot M =F® _ ri
Ca. 30. Ax >0 x

[owro je lim ﬂi}gx‘i"_}

= F' (x), jeanaunna (1)
nocraje ' (x) = f(x).

Ham manonpebammu HHTErpaJ MOXE€MO CcaJ OBaKO Ha-
MHCAaTH @ T

F(x)==f ydx=f xzdx=faf(x)dx=f F' (x) dx.

° 0

3
F(x)= f F' (x)dx
o
Buaumo oso: [la 6ucmo OZpenuau noBpiuunHy F, tpe6a na
HaheMo dyuxuujy F(x) unju je u3Bon nar. [Jaro je f(x) = F'(x),
a tpebGa HahH F(x)].
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Caj Hannasumo Ha HOB nocao. Hama je jgaTta KpHBa JuHHja
y = X%, ma ce TPaxH Ja H3pauyHamO NOBPHIMHY F orpaHuueny
jeIHHM JYKOM Te KDHBe, ancuucoMm u opauHarom. Can cMO Hay-
yHJIH Ja je Ta NOBpLIMHA (QyHKLIMja HUKCA H Aa j‘f’ dyHKUHja KOja
NpeTCTaB/ba Hally KPHUBY IPBH H3BOJ (yHkuuje F (x). 3naum,
3a gati npBu u3Bok F'(x) = f(x) = x> UMamMo Aa oJApeauMO
¢yuxuujy F (x) tako na 6yge F'(x) = x2.

INpumuTHBHA dyHKUUja. — Heka je nara dyukuuja F (x) =

3

%. tben ussox je F' (x) = f(x) = x2.

dyuknuja F (x) uuju je u3Boxy dysxkumja f (x) = F (%)
30Be Ce NMPUMHTHBHA (PyHKUH]a PyHKIH]e f (X).

HsBoxHa ¢ynkuuja f (x) = x2. Hbena npumMuTHBHA (YHK-
3

. x
nuja F (x) = 3

HsBogna cdysxuuja f (x) = x. Ibena npumutTuBHa (YHK-
x2
nuja F (x) = 0
3x?2 .
3amro? 3aro wro je F' (x) = 5 = X2, a3a 1pyry QyHKuujy
2
Pm=§§x
MsBogna ¢dynkuuja f(x) = 2x. Ibena npumutuBHA YyHK-
nuja F(x) = x2 .
Hnrerpameme. — Kax 3a pary ussogny dynkuujy f(x)
oxpehyjeMo WweHy NpuUMHTHBHY (pyHKuujy F (x), pagumo mocao
kojn ce 30Be HHTerpambembe. Taj mocao 03HauaBamMo OBaKO:

F(x)== ff(x) dx W yuTaMo:

»BeIHKO ed OX HKC jeJHAKO HHTerpaj Maao ed OJ HKC Je HKC.”
dyHKUHja MOA HHTErpaJHHUM 3HAKOM 30Be Ce HHTErpaHj.
OBje je uHTerpany ¢yHkuuja f(x). Pyskuuja kojy gobujamo

HHTerpasbemweM aate (yHkuuje f (x) 30Be ce MHTerpalHa (QyHkK-

guja. OBae je uHTerpansa ¢yukuuja F (x).
3a fmaTH HWHTerpaHi H3payyHaTH HHTerpanHy ¢yHKIU]Y
FHaAUM BPLIKTH NOCA0 KOjU Ce 30Be HHTErpabehe.
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2. — HEOAPEBEHU UHTEIPAJI

by lra je weoapehenu HHTerpal. Hurerpan kojum ozpe-
YJ€MO NPHMHTHBHY byHKIH]y 32 hEHy 1aTy U3BOAHY (DYHKLH ]
30Be ce Heoxpehenu uuTerpa. Y

f f(x)dx je HeoApeheHH HHTerpai.

f x?dx je Heoxpehenu HHTErpad.

. HeoapeheH., jep. OH naje 6e36poj pasHux ¢ynxuuja. Cge
e (byH'I(u[/I‘]e Koje naje Heoxpehenu uHTerpan NIPETCTaB/bajy Y-
TaB po} xpuBHX. Cax hemo To BHgeTH.

HHTerpanuona xomcranra. — Kag ;
: . d an je usBond F’' (x) .
nuje F (x) jennak x2, cama dyuxuuja F (x) mopa 6HTPI( ! by

3
Fx) =3 jep je

F'(x) = 3’—;2— = X2,
Mu 3namo na je usBox cramme byHKUHje paBaH Hyuan :
y=2
y =0.
OTyng SHaM.O Aa HMajy HCTH H3BOJ CBe dyHKUHKje KOje ce pa-
3/MKyJy 32 jenaH cranaH 6poj (3a jenny KéHCTaHTy).

IIpumep. F (x) = 2x2 F (x) = 4x
(»du ox uxc ) @(x) = x2 +3 P'(x) = 4x
(»nicH 01 HKC“) P(x) =2x2 — 7 - P(x) = 4x

o I.Bpummo A2 Cy CBa TpW M3BOJA jeiHaka, Ma ja dyHKUMje

Cy Jexnake. Hame ¢yukuuje ce pasmukyjy 3a jeaHy craiany

:ZﬁHqHqu,(S’ —7). 3aro Kax ¥3 jaTor MsBona oapekyjemo nplri-
MHTHBHY (DYHKIH]Y, MOPAaMO R06HjeHO| i i

, J DYHKUH[U 10 r

CTaJHY KOMHYHHY. iyl roran fexuy

F(x)= fF'(x) dx =fx2dx = %s + C.

OsBo je C Ma koju cranan 6poj.
Ilpumepn.

F(x) = fF’(x) dx =f3dx=3x -+ C
F(x)=fF’(x)d =fx3dx=§+C.

75

OBy cTaHy KOJHUYHHY KOjy JAOJajeMO H3pauyyHaToj NPHMH-
TUBHO] (DYHKUM|H 30BEMO MHTerpalnuoHa KOHCTaHTA.

N3Bjayeme KOHCTaHTe HCHpe] HMHTErpauMoOHOr 3HaKa. —
XoheMo na onpenumo byHKIHUjy f 2x% dx . Vimahemo :
48
2x2dx = 2.3 -+ C. CaxheMo To pajiuTH Ha IPYTA HAYHH.

3 3 3
fodeszfox.:z (%{— C>=2.%+2C=2.%+C
Mecto 2C moxeMo caoGoxHo craButd C, momto cy U C 4

2C mpou3BOJbHE KOHCTAHTE.
OjnaBje BUIMMO Ja Ce CTAJHA KOJMYMHA KOja je uuHMJAl

y UHTerpaHay Moxe u3Byhu npej WHTErpajHH 3HaK.
Tpumepn.
x2
3xdx = 3 | xdx = 3.§—|—C.

f?xdx=7fxdx=%x2+C

dex=5de“—i5x+C

3. — OJAPEBUBAIBLE BPEJHOCTHU OJAPEBEHOT
HUHTEIPAJIA

Caj kaj 3HaMo IUTa 3HAUd HeojpeheHH MHTErpajs MOXeMO
MHOro Opxe HW3pauyHat¥ noBpuuHy ca cauke 23. (Ilospum-

1oy OAM).
3
OAM = F(x) = fxzdx =53— +C.

Koauko je oBo C? ;
Mu 3Hamo aa je osae F(0) = 0. (I[ToBpmnHa je HyJa axo

ce MM Ha ancCIiMCHOj OCOBHHM He momakuemo o O. Buaym ci. 23).
3Hauu aa je F(x) =03ax = 0:

F(0) =%8 +C=0. Otyaa je oBae C = 0. 3aro je:

3 3
F(x) = fxzdx:%_—_%.:g_
0
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y (ITowrto je Hala MOBPIIMHA HAauWHe:
Ha Kai je X moctano 3).

Taj cMo pesyarat no6uau u pa-
HHje, caMO cajJ MHOTO Opike.

llpumep. — Oppegutn mnomohy

Taykama x1 = 1 4 xz2 = 4, Obeaekumo

he GuTH:
4 4
F(x)=fydx= f(Qx + 1) dx=
1 1
=x*+4+x + C.
Ca. 31. Kako hemo ompeaurn C? Mu

3Hamo Jfa je Hawe F(x) = 0 kag
6yae x = 1. (Buan canky). Taza noBpiuMHe HeMma, iep C manxa
Ha D). HUspasuhemo To:
Fhy=1r+1+c=o0o.
C=—2 Ortyjaa je:
Fx)=x*+x+C=x2+4+x—2.
[Tospwuna F(x) = ABCD no- b
CTaHE TeK OHMAa, kax Gyme x = 4.
3aro je: )
ABCD = F(x) =424+ 4 —
—(1241)=164+4—2—=18.

OuxnaBzxe ce oaMax BHIM U OBO:

Opnartae je

Bpeanoct oxpetieHor uurerpa-
J1a U3payyHaBa ce Kaj ce y foGuse-
HOM HEOJPeEHOM HHTErpany CMeHH
Hajupe X TOPHOM TPaHHLOM, -z A
AOHOM, 1A Ce O IPBOra pesyaTara
oay3mMe napyru. To Mu oBako mnu-
IeMO : '

£

Ca. 32.

HHTerpalra OCeHueHy MOBPUIHHY (CA.
31) orpanunyeny ancyuCHOM OCOBHHOM, .
npaBom y = 2x + 1 u opAHHarama y

oceHueHy NOBpUIMHY ca F(x). Taga -
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4

. 4 i
ABCD =f(2x 4 1)dx= x2+x]1=
1

=M42+4)—(12+1) =18

Buau ce 1a je oxpehenu uHTerpan moTnyHo onapehen, jep
HMTAE HeMa NPOW3BOJbHE KOHCTAHTE.

Apyzu apumep. — Hspauynamu dospuuny ABCD ca ca. 32
02paHUYeny QUECHUCKOM OCOBUHOM, ipaBom 3x+2y=~6 u opauHa-
mama y waykama x = — 1 4 x=—25.

-5 —5
3 X2
ABCD:[(———2x 4+ 3) dx-——l,sf(— x+2)dx=1,5{———2+
—1 —1

+2xr =1,5{ [—ﬁ_—;)—z +2(— 5)} ~[— i—_;—)z +2(— 1)] }:

- 1,5{[—%5— 10}[—% 2 ”: 1,5[(—22,5) -w(_-g,sl —

= 1,5 (— 20) = — 30.
Jla nmpoBepuMO OBaj pe3yJTaT FeOMeTPHCKH.
ABCD je Tpaneas.

ABCD = &;F_BC BA =10’5_2+4_'§ (—4)=-—30.
3ajgany HHTErpajHOr pauyyHa., — 3a/JaraK je HMHTerpajgHor

pauyHa Jla nmoKaxe Kako ce ojJpehyje npHMHTHBHA (yHKNHja 32
JaTH HeH HU3BOL.

Jlpyru 3ajarak WHTerpajHor padyHa jecte ojipehuBamse
BPeJHOCTH oJpeheHor uHrerpana.

‘ HIta reoMeTpHCcKM 3Haue [Be aarebapcke ¢yHKnHje jeaHa-
KHX H3BoJAa. — 3HaMO jJa oBe jaBe (PyHKuUHje : .
f1(x) = x* 7 f2(x) = x2+ 3

uMajy jendaxe usBoje. Hauprahemo ux obanse (ca. 33).

IlBe anre6apcke QyHKOMje jeIHAKMX H3BOJA NPETCTaBJbajy
IBe KpHBe KOje ce TpaHC/1alHjoM y NpaBly OpAHHATHE OCOBHHE
MOTy OOBECTH O MOKJanatha.
' O TOME ce MOXEMO yBEPUTH OBAKO. ¥Y3MHMO KDUBY Yy =
= x? + 3. [lpenecumO TpaHCJIaLUjOM OCOBHHA KOODAHHATHH
noverak y tauky O'. Axo xohemo jeqHaunHy KpHBE y HOBOM
KOOPAYHATHOM CHCTeMYy, WMaheMO 71a M3BpUIMMO OBY CMEHYy:
) x=X+0 y=Y+3
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CMeHOM OBHX BPEJHOCTH y jelHaynHH KpHBe y = X% 4 3
po6ujamo:
Y+3=X2+3 1Y=X
3nauu na ce kpuBa y = x2 -+ 3

by MOXe NOOMTH M3 KpHBe y = X2 TpaH-

_],\ My CTaLMjOM y HO3UTHBHOM CMHCJIY Op-
\\_ / / IHMHAaTHe ocoBuHe 33 -+ 3.

\ D) / Y rtauku M, (2,4) Ha KpHBO]

1y */@M y = x% noByuumo aupky. Ako cax

NI MycTHMO 1a  ce KpuBa y — X%

\[ 19]] TPaHCIAaTOPHO Kpehe y MO3UTHBHOM

1/ / CMHCJIY OpJAMHATHE OCOBHHE, IHbEHE

z 7 Tauke Hehe MemaTu cBoje amcunuce, a

o mewmahe opaunare. [Ipu TOj Tpauncaa-

4/ n4in memwahe €BOj noJaoxaj ¥ AMpKa

/7 T. Y ona he ce kperaTH TpaHcJa-

- 7/ topuo. Ilpema TOMe, OHa Hehe mMe-

I watd cBoj npaBaun. Kan kpuBa nohe

vy y unonoxaj O' M,, Tauxka M naza Ha

Ca. 33. M,, a nupka naga va M, T,. (Jep

KpuBa Byue co6oM cBOjy AHpKy). [lomto je M, T, usBeneHa
Tpancaauujom us MT, 6uhe:
“M1T1|| MT (mapanense).
O ToMe ce MOKeMO YBEPUTH M aHAJTUTHYHOM TeOMETPHjOM.
Kpusa y = x2. KpuBa y = x* + 3
Hupka y Tauku (2,4): Jupka y tauku (2,7):
y=4x—4 y =4x—1.

Buau ce ma cy ABe aupke napaineaHe mehy co6Gom.

Kap ase anrebGapcke ¢yHKIUje HMajy jeHaKe U3BOJE, JAMP-
Ke MOByYeHe y TaukaMa Koje Ha ob6eMa KpuBama HUMajy jeqHake
ancuuce napagnende cy Mmehy cobom.

Kan xaxemo ga je yrioBHH CayHHHJAL| V jeIHAYHUHH KUPKe
3a Heky mapa6oay f(x) = 2X, KOJMKO HMa TakBHX mNapa6ouaa’
To cy oBe one mapaGoJse Koje Cy U3BeJeHe jefHA M3 JApyre TPaH-
cJAauKjoM.

3aro npH M3pauyHaBawy HeojpeheHOr HHTerpaja H IHile-
MO oHo C:

F(x) = [ 2xdx = x>+ C.
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 Je au cax dynknuja F (x) nornyHo oxpehena? Huje. Ona
IIpETCTaB/ba YuTaB poj mapaGoaa Koje ce TPAHCJIALUJOM Y IPaBIy
OpAHHATHE OCOBHHE MOry JOBeCTH A0 INOKaanama (ci. 34). Cse
Te KPHUBE UMajy mapajiejiHe JAUpKe 32 UCTE amnCLMCe.

Nnrerpanna kpusa. — CBaka Ta- ey
KBA KPHMBA KOja NPETCTaBba HHTErpa- \
HY (DYHKLHK]y 30Be Ce MHTErpasHa KpH-
Ba. ¥ namem npumepy je y = x2 + C
HHTerpajHa KpHBa.

OapeheHa BpeaHocT Heojpehe-
HOT MHTerpajaa. — Heka je marta ¢yHk- \ .
unja f (x) = 2x. Tpaxu ce HeH Heo- W\ \ A It
JApeheHH HHTerpana aaM Taxko, Ja J0- TN T
OMBEHa HMHTErpajJHa KPHUBa MNpoJasd

Kpo3 tauky M (2,9). Mu hemo Hajmpe R 7 / ]
H3PauyHATH HeoApeheHH UHTerpan ja- R ey
: | WAL
Te (pyHKUH]e. , TRV 7 ;
[2xdx = x* - C. Skt
Jo6HjaMO NPUMUTHBHY (DyHK- T 7
LHjy VI
(1) y=x2+C. S . T
Hama je mocraBmbeH ycioB aa iy o
KpuBa npoaasu kpo3 Tauky M (2,9).
Yuetiemo Te Bpeguocta y BOGHBEHY Ca. 34.
npHMHTHBHY GyHKuajy (1):
9=22+C. Opatae je C = 5.
Cap umaMo 0By BpesHOCT 3a HeoapeheHH HHTerpaa f2x dx:
y = x2+ 5.

HoGujena pyHkuuja y = x? + 5 npercraB/ba jefHy jeauHY
kpuBy. (KpuBy AM, ca. 34). Oa dynkuuja (x2 + 5) 30Be ce oape-
bena BpexHoct HeoapeheHor uHTEerpana f 2xdx. Ona ce jom 30B€
Jjenan HeoapehenH unrerpan dyHkuuje f (x) = 2x.

[O'n;y}xa TO AO0Ja3d JAd caj oaj HeojxpeheHH HHTErpan
IpeTcTaB/ba jefHy jenuny KpuBy? Koja je ocHoBHa ocoOuHa
TPAaHCAaTOPHOr KpeTawa? Mu cMo ykouuau tauky M Ha napa-
Goan AM.]



4. — HEKOJIMKO OBPA3AILIA 3A MHTEIPAJBEHGE

UnTerpan ¢yukumuje x". — Heka je pata dyuxumja y =
= x+!, rae je n npousBoJbaH CTBapaH panuoHanax 6poj. Tana je:
= xnt1
=(n-41)xn.

xn+1
3aro je fx dx—n+1+c

OBze n MOXe UMaTH Ma KOjy PalMOHAJHYy CTBAapHY Bpen-
HocT ceM — 1.

fdyjt:f% dx = f x~t dx. Taj ce uurerpaJ jaBsba Kaj
y HHTerpany fx“ dx u3noxunan n aobuje Bpeanoct (— 1).

3naMo na je 3a y = log nat x ¥3BOA y’ =%. Oryxa je:

1 dx
—1 J— __ [ p—
fx dx—fxdx_fx—lognatx+C.

Ilpumepn.
_jﬂu=ﬁ+c
_ X1 - 1
f fxgdx—————l——f-C—-?—,L—C.
3
5 2 x® 3 3
f]/x2dx= xsdx:—g“+c=§]/x5+C.

WHTerpan mosmHOMa. — 3HaMo 1a je 3a y = ax3 + bx® 4+
+ ¢x oBo npBH u3BOA: y' = 3ax? + 2bx +c¢. 3aro je:

fy' dx = f(3ax2—|-2bx—|—c) dx =f 3ax? dx —}-f?bxdx—i»
+ fcafx=axs + bx%? 4+ cx + C.

HHurerpan nosvHoMa jexHak je 36Mpy HMHTerpaja MOJHHO-
MOBHX cabupaka.

TIpumep. f (3x*+4 4x — 6) dx = f 3x2 dx + f 4x dx +
+ [(~—6)dx—x3+2x2—6x—|—C
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Unrterpan gpyHkuuje y = cos x. — 3uamo najesay=-sinx
u3B0x y' —cos x. Oryxa je [ cos x dx = sin x 4+ C.

Mm‘erpan ¢dyHkuuje y=sinx. — 31amo aa je 32 y = cosx

u3Box y' = — sinx. Otyna je:
fsmx dx ~f(—1) (—1) sinxdx= ——f~smx dx= — cosx +4-C.
Hnrerpasseme nomohy cmene. — / npumep. — Oppenntu
f sin2x dx.
CraBuhemo 2x = z. Opatie je x = % dx = %— dz,

. 1 1 . 1 1
fsznz. 5 dz = 5 f sinz dz = — 7cosz—|— C=— 5 cos2x + C

1. Ilpumep. — Hspauynarn f],f'gx —9dx.

22 2
3ty

Wsspuuhemo cmeny |/ 3X — 2 = z. Oxarae je x =

dx ='£z dz

fV 3x——2dx—f A—-—z dz—*ﬁfzzdz -%—{—C:

§ﬁ+czg<w—ﬂy+c

BEXBADA

HspauyHatu oBe HeonpeheHe HHTerpase :

1. f 3x2 dx 2. f 4x2dx

2
3. x—dx 4, f — 2xdx

11. Vxdx 12, V x® dx

Hennh: Wnduantesumasnu pauyn 3a VI paspen 6
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15.
17.
19.
21.

23.

Haipraty uHTerpasHy KpHBY M3 O3HaueHOr BexOama Koja

25.

14. f V x dx

16. f]/x“’ dx
18. j? dx
20. f— 3dx

24. f—dx

f Ea

[IpOJIasy Kpo3 JAaTy Tauky N :
— Bexb6amwe 4,

26.
27.
28.
29.
30.
31.

2 5)
» 6)
» 18’
” 19’
b4 20’

Tauka N (+ 4,3)

»

b2

»

”»

”»

N (—3,—2).
N (—1, 0).
N (3, 5).

N (@2 7).

N (—2 —38).

Oppenutu pynxkuujy f (x), kax je:

32. jf(x)dx=x2—{—C 33. ff(x)dx=x5+C

34.

36.

(=2

38.

ff(x)‘dX=2x+C 35. ff(x)dx:2x+c
ff(X)dX=Vx_+C 37. ff(X)dx=]7?+C

fﬂmw—v*+c 30, fﬂ@w_

Hspauyratu oBe HeozapeheHe HHTerpaie :

m.fw+®ﬂ
42. f (—3x 4 8) dx

S

Vx

f (2x2 — 7) dx
43. f (2x? 4+ 3x — 7)dx

46.

47.

49.

ol.

53.

55.

57.

59,

61.

63.

65.

76.

78.

f (—3x2% 4 5x—9) dx 45,
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f (3x% - 9) dx

f X (x -+ 3) dx [OBze Hajnpe W3BpUIK 03HAYEHO MHO-

f 4x (—7 + x) dx 48.
f (841 x)dx 50.
f (7 V%) dx 52.
f 38— V—) dx 54,

f(Q—x) (x+3) dx 56.
f(x— D (1 + x) dx 58.
4— 7x2

* dx 60.
x-41
dx
an . 62,
f 2cosxdx 64.
f —bcosxdx 66.
2 X
f — 30§ 7dx 68.
f 3 sinx dx 70.
2 . x
f gszng dx 72.

f (sinx — cosx) dx

xKemwe).

f (—5x) (6 — 2x)d x

f(x—l/—x’)dx

f(2+i—>dx

f (zxz———) dx

(5 —3x) (4+9x) dx

3
fltxdx
X

‘f?*l[;dx

3x
2x — 7
Ux

f 3 cosx dx

coSXx
f— i dx

f— 0,7 cos2x dx

— 4 sinx dx

f—— —sinx dx

f (cosx -+ sinx) dx

f (2sinx — cosx) dx

f (cosx — 3sinx) dx

f (1 + cosx) dx 79.

f (1 — cosx) dx

1 — cosx
—3 dx

6%
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. 82.

4 4 0
80, I_jQCOSX dx f 1 —331”3‘ : 3 7. f 4x dx [OBme hemwr craBUTH f 4x dx = f 4x dx +
‘ ) 4 5 =3 =5
fl—j'%{ dx f _x2_ : + f 4x dx, na hewm ca6paty camoO ancyJyTHe ~ BPEJHOCTH.
&  Hanpraj.] :
84. f 0032 dx 85. f sin 3x dx 2 ;
8. f x? dx 9. f 2x dx

86. f — cos 2x dx 87. f ——sm< ) dx -2 s
4 6

88. f—— 4sin (3)dx 89. f—— 5cos< )dx 10. f3x dx 11. fVT

x . 2 7
90. | f — Tcos (—3—> dx 91. f Ssindx dx , 12, f % dx 3. _[V?
92, f 4 cos (—g—) dx 93. f (14 xp dx e | °
- - “ ] e
o0. [+ . 95. f(l—x) s 4 a (x 4 a) dx 15 5 (x —4) dx
96. fl/2+3x dx 97. f2V2X—'/ dx - 16. f(1x+6) dx 17. f(4x+5).dx
3 3 . —3 —1
98. f-]/,x—{-—ldx 99. f]/x—i—ldx s s
s 18. f{x2+3x -+ 5) dx 19. f (2x2— 7x+4-7) dx
100. J2+43x dx 101, f]/ 25 — 100 x dx 3 3
N 2
102. fl/g (Bx —7) dx f]/x+_ dx - 20.° f(2x3 + 3x* + 4x + 5) dx
. 1
104 ST e 5x d o
) ] 7T OX ax - 2L - f(—3x3 + 2x2 — 3x + 1) dx
1 .
BEXBAIA 3A U3PAUYHABAILE BPEJHOCTHU A -
OJIPEBEHHUX UHTEIPAJIA ) 22, f sinx dx 23. f sinx dx
5 s ’ z
1. f x dx 2 f 2x dx =~ = 7
o o 24, f sinx dx [OBne cTaBu f sinx dx—= f sinx dx-+ | sinx dx]
0
3. f 2x dx 4. f 3x dx ’ ° :
SO e 2= 2z
0 ! : 25. f sinx dx 26. f sinx dx

5. f 5x dx 6. [ 7x dx » b
B v °
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"

28. f cosx dx

o

.4
27, f cosx dx’
4 .4

4
29. f cosx dx  30. f cosx dx 31. f cosx dx
0 0

=
e

3= '

32. f cosx dx 33. f (sinx—+cosx)dx 34. f isinx—cosx)dx
x 0
2% 2=

35. f sinx 2x dx 36. f cos 2x dx 37. f 2 sin 3 xdx
=

z
¥ x

. ix

38. f sin (—2x) dx 39. f cos (— 3x)dx

4
3 2

40. — Pasauka npsor ¥ Tpeher uzaHa pacryhe reomerpu-

CKe MpOrpecuje jeJHaKa je BpeJHOCTH HHTerpaJga
8

IEERTR ——_5
| 2y 4%
0

a npou3BoJ vcTUX ujaHoBa je 100. Kako raacu nporpecuja?
(Beorpag, Tpeha weH. ruMH., 1938)

41. — Hahu f4x3dx rae Je ropra WHTErpaiHa rpaHuua

b jennaka 6pojy uiaaHosa paCTyhe apUTMETHYKe INpOTpecuje KOox
Koje je 36up mpBa gBa wiaHa 10, npousBoj NMpBOr U APYror yjaa-
Ha 24, 36up nporpecdje 180; nomwa HHTErpajgHa rpaHHuua a je
jellHaKa NpBOM 4JlaHy OBe TpOrpecHje.

(3ajeyap, 1938)

. 42. — Hahu BpeasocT 0JipeheHor HHTerpana

9x2 — 3x +2
f xVx

aKo je ropma rpasuua jefHaka ca BehoM BpexHomhy 3a x, a

n

87
JIOa TpaHdia jefHaka ca MambOoM BpemHouthy 3a y y ' cHCTEMY

JjeaHaunHAa
x2—8=2x(2y—3)

3x — 2y
V " st —% =
(Beorpazz, X eHn. rumH. Kpamune Mapuje, 1938)

1/3x —2y , 2x >
( CraBu l/—éx—_- z. Koanuko je onga Vm ? |

43. — Jlowa rpauuiia MHTErpanaa
f V. +Vx_4

(45*-‘.-5“’*); ropwma TpaHuuna je paBHa 36upy pena

dx jecTe KOpeH jefHauuHe 4> —2 — 5% 1 —

14 72——[— % + ....; oapenu BpeNHOCT WHTerpana.
' (Kpam, 1938)

5. — U3PAYYHABAIHE MOBPIIUHA U 3ANIPEMUHA
IIOMORY HMHTEI'PAJIA

INOBPIUUHE

IlospmrnHa napatGoae. — Heka je nata mapabouaa y? = 2px
(cn. 35). TloByuumo TetuBy BC ynpaBHO Ha ancCi{UCHY OCOBHHY.
Xohemo nma u3pauyHamo moBpiuuHy otceuxka COBC. Mu hemo |
Hajnpe uspauyHatu nospumuny OAB, na hemo no6uBeHy pesys-
TaT noMHOxuTd ca 2. CraBuMo OA = x. TpaxeHa MNOBpIIMHA
Gukie :

y 8 COBC —2 OAB =2 fy dx =

=2 [Vapx dx =212 [ x ax .

0 0 -

0 4 B . x"} x
=2/2pfx dx—=21 |5

Ca. 35.



88

— 9 V52 = 4 ya — 4 — 4
=2 I’2377§]/x3= —3~]/2p~xl/x——~§x : ]/2px=§xy.

BEXBADA

Kpos Tauky M Ha jaroj napaGoau MOBydeHa je ceyuila

YDPABHO 1a ancumuchy ocosuny. MapauyHatd noBpuiuHy 106HBe-

HOT NapaGoauuor oTceuxa,

1.

V=4 M (3,y) p y? = 6x M (1, )
8. y2=8x M (4,75y) 4. y2=10x M (10, y)
5 yr=x M@y 6 22=x M(@7, )
7 3p=x MGy 8. %yz = x M (6, y)
% yr=_—x M (=3 y)10.

yP=—4x M (—5, y)

Kpos Tauky M Ha pmaroj mapaGoad NOByuYeHa je ceuMua

- napaboaa: y = x2u y* = x? (Bu-
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26. — KoJHKH je 3ajegHHuU-
KM JIeo NOBPIUIMHA OBHUX JBEjY

Ju cauky 37).
27. — HW3pauynaj nospiuu-
Hy Hu3Mehy ancuucHe oOcOBHHe,

YAPABHO Ha oppuHaTHy ocopuny. MapauyHaTd noBpmmHy 106u-
BEHOT MapaGoaunor orceuxa.

ILoy=x M(x4) 120 y=22 M3, y)

13 y=6x M5 y) 4. 2y=x2 M (@7, y)
15, 9y =5x2 M (I, » 16. y = 6x2 M(—3y)
17 y= _4eM(45y) 18 4y=—5x2M (20, y)

19. — Kako he raacuru o6pasan 3a nOBpPUIMHY napaboau-

HOT OTCeuka kan jexuaunna napabode raacH:
yP=2p (x—a)?

20. — Hero UTame 3a napaboay (y — b)? = (x— a).

21 — MspauynaTi nospiuMHy napaGOJHOT OTCeyka Koji
"PalH Ceunya MN (ca. 36) kajx je jenHauuHa mapaGode y® = 4x,
a ancuMce rayaka M u N cy 7 u 2 ?

22, — [Ilapaboany y = x? ceue
npasa x + y = 3. M3apauyHatu noBp-
IIMHY OTCEYKa.

23. — Ilapaboay y = x2—4x+2
ceye mnpaBa x — 2y = —4. Haspauy-
HATH TOBPILUMHY OTCEYKa,

24. — Tlapaboay y — 3 = 1,5x2+
6x + 5 ceue mpaBa x +y = 10. Og-
PEeAMTH MOBPIIKHY OTCEuKa.

25. — Ilapaboay y = 4x* ceky
npasa x 4+ y = 3 u npaea koja je ¢
BhOM MapajiesnHa Ha pacrojamy d =1.

Kosuka je moBpmuHa napaGoJHoOr ae-
Ca. 36. na u3Mehy THX HBejy mnpaBux?

-z
jemHor nema kyGHe mapaboae
y=Xx* OX KOODAMHATHOI MO-
YeTKa A0 OpAHMHATe 33 X = 3,
Mspauysatu noBpumuHy O-
TPaHHYEHY JeJ0M [aTe KPHBE, Y
afCUHCHOM OCOBHHOM H OpJHM- Ca. 37.
HaTama y TaukaMa udje cy ancuuce m uin:
28. y=2x3 X
m=20,n=1 29. y=13
x4 m=1,n = 5,1
0. y=7 31 y = 5x°
m=2, n= m=0,n=4
32. y=2x3 33. y=3x*
m e — 5’ n — m R 2, n =
34. y=sinx 35. y=cosx
— ﬁ —_— ] .£ -
m = 0, n = 5 m 0) n 2 ‘
36, y=tgx 37. y = cotg x
m= 0, n —'71—‘ m 0) n =—
3+ x  2—x
38. El— 39. y 2
m=1n= m=-—1n=2
5+ x o x—1
40. y= X‘g- 41. = — ')?1——
m=2n= =-—3,n=0
2x + 1 2% —1
42. = 43. —
m=—2 n=—1 * m=—-3n=—2
4. yp=x 45. y=x3
_ 1 5
m=1,n=127 m=grn=}2
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46. HMspauyHaTy NHOBPIUHHY OTPaHHYEHY JYIMMa OBHX'

JIBe]y KPHBHX :
V4+x2—ax=0uay=sinx

47. — Jlara je xkpusa y = x3 M3pauyHaTH noBpmuHy orpa-
HUYEHY JIYKOM Te KpHBe, alCLHCHOM OCOBHHOM M OPJHMHATOM Y
Tayun X = m. Hspauynatu ojHOC KOJH NMOCTOjU u3Mehy Te mo-
BPOIMHE W NOBPLIMHE NMPABOYI'AOHHKA YHja je OCHOBHLA M, a BH-
CHHA je OPAHHATA JaTe KpHBE y TAuKH 4yuja je amciuca m. )

48. — H3pauyHat¥ mNOBpIIKHY 3ajeJHMYKy 3a OBe [Be
KpuBe : y2=3x um x%= 3y,

49. — Hspauynatu nospumny OrpaHUYEHy JEJOM JyKa
KpuBe (y — x)® = x2 u genoBuMa npaBux y =0 u x = 27.

50. — HspauyHaTy NOBPLIMHY OTPaHHUEHY AeJA0M KpHUBe

Y = X% u genom npase y = %

51. — Mspauynaj noBpIUMHY OrpaHMueHy ejaoM KpHBe
y=x>—4x +4
OpAUHATAMA HHEHUM Yy TayKaMa X, = 3, X, = 4 W JA€J0M ancUucHe
OCOBHHE H3Mehy THX OpaMHaTa.
52. — Hcro 3a Kpusy
y=x*+8+7
04 X1 = —3 10 X2 = — 1.
53. — [lara je dyukuuja
y = 2x3% + 4x2 — 18x — 36
KoHcTpyucaru kpuBy ozpenusiM npBo npeceune Tauke ca ocama,
34THM MaKCMMyM M MHHMMyM. M3pauyHarH nOBpmMHY orpaHu-
HYEHY JYKOM Te KPHBE W KOOpJMHATaMa oA X1 = — 2 jo x2 = 3.
(IlpBa xeH. rumH., Beorpag, 1938)
54.

Oxpenn nospumny oapeheny aykom KpuBe
y = 2x3 + 3x% + 2,
OpAMHATaMa KOje NPHNAAAjy eKCTPEMHHM BPEIHOCTHMA Of Y
H OCH X.
(Korop, 1938)
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3AINNPEMUHE

3anpemnHa oGpTHOr napaGoaouaa. — AKO ce oOTCeuyaK
OABO mnapa6oae y? = 2px (ca. 38) o6phe oko cBoje ocoBume
OC, naunHuhe jeqHO OGPTHO TesO KoOje ce 30Be OGPTHM mapa-
6oxnoun. IberoBa je ocHoBa Kpyr
C, a Bucua OC = h. 3amucaumo
Ja je oBaj napaGoOJOUN HCEeUeH Me-
hyco6HO BeoMa OJMCKHMM paBHHMA.
napajaeasum ca ocHoBoM C. Te 6u
paBHHU HCEKJe OBaj napaboaoun Ha
BeoMma TaHke maounne. Hax csakum 7
NpeceKoM 3aMUCIMMO jeJaH Ba/bax 7-y
(yHyTpalld H Choo/baiumbu). 3a-
NpeMHHa je jeJJHOr TaKBOr BajbKa

yzﬂ . Ax' Cx. 38.

3ampeMHHa OBOT mnapadoJuo-
uja Guhe rpaHuna 36upa 6Gua0 YHYTpaUIbUX, OO0 CNO/bALIbHX
Badbaka. CraBumo OC = x. OGenexuMo sampeMuHy napa6oJo-
uga ca V.

V = lims — 2 gy — Ix dx =
Ax_,m‘?“Jﬂ Ax = f:zy dx=mn f px dx
: 0 0

= 2p=a fxa"x=2pﬁ ﬁ_} —
; 2 jo
0
x2 ox _ mx
V=2pﬁ.?=2px.zc.—2——— 9 .

Axo craBumo y = r, X = h, umahemo:

r’nh
2

[Ha mra te notceha oBaj oGpasan?]

V=

3anpemuHa Jonre. — 3aMHCIHMO JOMNTY HCeueHy Mehy-
co6HO BeoMa OJHCKHM mapaJenHuM paBHMMa. Hax npecenuma 3a-

s
MHCIMMO noxurdyTe Basbke (ca. 39). JlonTuHa 3anpemuna Guhe
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rpaiuna 36upa OHJIO YHYTPAlIBHX
6410 cno/balibuX Ba/baka. 3anpeMuHa
jemrHor TakBOr Babka Ouhe:

v=AD . nh=r?nh.
Heka je OB= R, AD=r, AB
= x. Tapa je AO = R—x. U3 Tpo-
yraa OAD umamo:
' rr=R*—(R—x)?
r?2 = 2Rx — x*.
. 3anpemuHa maJjora Bajbka 6uhe:
Ca. 39.
v = (2Rx — x*) nh.
3anpeMuHa jaonre Guhe:
2R

V=IlimZ (2Rx — x%) nAx = f(?Rx—xz)rrdx—_—

Ax-> 01
2R ° R
== f(2Rx~x2)dx=n sz-—%i}z
_ . S8Rl | 8R®
H,R.(QR) 3 —RI4R3—T:
n
=302 R — 8 RY)
4
—-gﬂRs.

3anpemMuua JONTHHOI OTceyka. — XoheMoO Aa H3pauyHamo
3anpeMHHy JIONTHHOT oTceka MDB (ci. 39).

M mera MOXeMO 3aMHCIMTH HCeYeHOr Ha OJHCKe mnapa-
JieJiHe CaojeBe. 3anpeMHHa jefHOr caoja Guhe:

réalx.
_ 3anpemMnHa JONTHHOr OTCeyka Ouhie rpaHuua 36upa THX
cjaojeBa o BHCHHe h = 0 g0 BucuHe AB = H. '
- H
Ve=1lim% (2R

=lim & (2Rx — x2 == — x2

~lmE 2 Yy nAx f(?Rx x¥) ndx =

o]
; .

=ﬂf(2Rx—x2)dx::r

o
,(x 3
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BEXBADA

Mapauynaj sanpemMuHy napaGoaonja uyuja je BHCHHA h
Kaj je OH MOCTao oGpTareM Jare napadoJe OKO HeHe OCOBHHE:
1. y*=4x h=28 2. y* = 6x h=5

3. y*=17x h=1 4. y*=17x h=10

5. y*=45x h=25 6. »=10x h=38

7.y =X h =210 . 8.y =4x* h=6

9.y =6x> h=3 10. y = 8% h=12.

11. — Mspauynaj 3anpemuHy Tejaa Koje ce pobuja Kax ce
Kpyr x% + y®> = 4 o6phe OKO ancCuUHCHE OCOBHHE. ‘

12. — VispauyHaj sanpeMHHy Tesa Koje ce J00nja Kax ce
Xpyr x2-— 6x + y* = 0 o6phe OKo ancuycHe OCOBHHE.

13. — Uspauynaj sanpemuHy Teaa Koje ce jJobuja xaja ce

kpuBa y? + x> —4x = 0 o6phe OKO ancuucHe OCOBHHE.

14. — Ucro 3a aunujy y2 + x> —x = 0.

15. — H3pauyHaj sanpeMuHy JONTHHOT OTCeHKa KOju 1o-
craje Kaj ce oOphe OKO ancuucHe OCOBHHE Beh KpYXHH OTCe-
YaK KOjH Ha Kpyry y? + x2— 8x = 0 rpaau npasa x = 6.

16. — MspauyHaj 3anpeMHHY JONTHHOT HCeUka KOjHu rpagu
KPYJKHH OTCeuaK M3 TPEeTXOJHOr BexOarba.
17. — VispauyHaj 3anpeMHHY JONTHHOT OTCEYKa KOju 1o-

craje Kaj ce o6phe OKO anCUMCHE OCOBMHE MaibH KPYHHH oTce-
yak Koju Ha kpyry y? + x* + 8x = 0 rpamu mpasa X +3=0.
18. — Kpupa y = sinx o6phe ce OKO ancuuCHe OCOBHHE.
MspauyHaj 3anpeMdHy OOpPTHOT TeJsa KOjH rpajd Je0 Kpuse Ol
0 no m.
19. — Ilomohy uHTerpana u3BecTH GOpasail 3a 3anpeMHHY

nHpaMHe.
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[3aMuCcAMMO MUPAMHUJY HaMelTeHy Tako, Ja BHCHHA OC=n
(ca. 40) uae mNoO ancCUHUCHOj
y OCOBHHH. AKO je uceuyeMo Ha
TaHKe CJOjeBe paBHUMa Ia-
pasesHHM C OCHOBOM, U TIO-

Be MpH3Me, 3alpeMHHa NHpa-
mune Ouhe rpanmma 36Hpa
"THX Tpu3MH (6UMIO YHYTap-
~F- BbHX, OHN0 cro/mammbux). He-
Ka je jelaH mpecek uMja je
MOBPLIMHA P JAJeKO OJ] BpXa
32 X. O3HaYNMO TNHUPAMHIMHY

Ca. 40. ocHOBy ca B. Tana je:
p:B=x*:h (rge je h

NUpaMHHHa BHCHHA). Opatae je :

bx2?
P =4
3anpeMHHa jenHe masne npusMe Ouhe :
2
vV=p - Ax:%zc—. Ax.

3anpeMuHa uese nupamujie 6uhe :

h h
sz%dx—_—hé;fxzdx HTL).

o .
20, — HM3pauyHaTH 3anpeMHHY €JIMIICOMJA KOJH Ce Jo6uja
Kaz ce eaunca 4x* + 9y® = 36 o6phe OKO CBOje BeJHKe OCOBHHE.

21. — Hspauynatu sanpeMuHy XHIepGOJAOUAA KOjH Ce KO-
. (x+43)2  y?
6uja xam ce xumepboaa g ——T=1 npeceye NpaBOM

X =5, ma ce NyCTH Ja ce Taj XunepbOJMH OTCEUaK o6phe oko
arcLHCcHe OCOBHHE. ’
22. — IlpaBa 2y + x —6 = 0 o6phe ce oxko OX. Uapauy-
HATH 3aNpeMUHy OOpPTHOTr Tesa of X1 = 0 10 X2 = 6.
23. — IlpaBoyrau Tpoyrao unja cy temena A (0,0), B (5,0),
C (5,3) o6phe ce oxo AB. Mapauyuaj 3anpeMuny oOGpTHOT TeJa 1o-
Mohy uHTerpana. [lo6uBeHH pe3yJaTAT NPOBEPH CTEPEOMETPHCKH.
(Kako raacu jepnauymna npase AC?)

JHUIHEMO HaJ| Ipeceyuma npa-
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24. — KoopauHare TeMmeHa jeJHOT NPaBOYT4OHHKA Cy -
A (0,0), B (5,0)), C(54), D(0,4). Ou ce ob6phe oko crpane AB.
Hspauynaj nomohy uHTerpasa sanpemusHy o6pTHOr Teda. Jlo6u-
BEHH De3yJTaT NPOBEPH CTEPEOMETPHCKH.

(Kaxo raacu jeanauuna npase DC?)

7
T
ce o6phe 0ko X - ocosune. M3pauynaru 3anpemuny o6pTHOr Teaa.

26. — Kpuse y =sinx u x2 — 2x 4 y2=0. O6e ce 06phy
OKO ancuucHe OCOBHHe. M3pauynaTm pas/iuKy sanpeMHHa [Ba
o6pTHA TeNa KOje rpaje JyUH THX ABejy KPHBHX OJ jeJHe CBOje
3ajeaHuuke tauke no jgpyre. (Haupraj!)

27. — Tpoyrao umja cy rtemena A (0,0), B (h0), C(0,r
o6phe ce oxo X-ocoBure. H3pauyHaj nomohy uHTerpana 3a-
npeMHHy OGpTHOr Teqa. [JOOHMBEHH pe3yaTaT NPOBEPH CTEPEO-
METPHCKH.

28. — MspauyHaTu 3anpeMHHy Tesaa KOje OGPTambeM OKO
X-ocOoBHHe rpaju OTCceYak KOjH Ha mapaboau y = 9x rpagm
npaBa y —x —2=0.

29. Kpusa y? = 4x3 npeceuena je mpasom x = 1. MUspa-
YyHaTH 3alpEMHHYy TeJa KOje ce go6Hja Kajx Ce OKO amncliHCHe

25. — IlpaBa x = —-ceue kpuBy X>— 1t x -+ y2= 0. OTceuak

“ocoBHHe o0Ophe NOBpIIMHA OrpaHHueHa [Ae/AOBHMA: anclLycHe

OCOBHHeE, JaTe KpUBE U JaTe IpaBe,

(Haupraj maty xpusy).

30. — Haspauynatu 3anpeMuHy Koja ce nobGuja obpramem
OKO anciucHe OCOBHHE IOBPIIHHE KOja je 3ajefHHYKa 3a OBe JABe
KpuBe: X2 + y? = 4 u y = 4x.

31. KpuBa y = sinx + cosx o6phe ce oko amncuucHe
ocoBuHe, M3pauynaTu sanpemMuHy OOPTHOT Teja KOje NPH TOMe
o6pTamwy nocraje o6pTameM MOBPIIHHE OrPaHHUYEHe TIO3HTHBHHM
JIeNIOBUMA aNCUUCHE W OPJMHATHE OCOBHHE U [AEJOM JaTe KPHBe,

32. — Eaumnca b*x2 + a*y* = a®b* o6phe ce Hajupe oxo
Behe CBOje OcoBuHE, a 3aTHM OKO Mambe. V3pauyHaj pasauky 3a-
IpEeMHHA Ta JBa EMUIICOHJA.

33. — Ha napaGoay y2 = 9x moByueHa je AMPKA M3 TauKe
M (0,3). Mspauynatu noBpimuHy omeheHy AesloBMMA: AMpPKe, naTe
KpHBe M [O3UTHBHOTI Kpaka OpJHHAaTHe OCOBMHe. M3pauyHaTtu 3a-
NpeMHHy TeJa Koje ce nobOuja xaj ce Ta NOBpIUHHA 06phe OKO
ancuucHe OCOBHHE,
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34. — MspauyHaj noBpiuHHY OTDaHHYEHy aNcCLHCHOM OCO-
<
BHHOM, JeJ0M KpuBe y = 1 + 2 Y 7pasama x =1 u x = 10.

Mspauynaj sanpemuny Tesa xoje mocraje xan ce Ta NOBPILIHHA
06phe OKO ancuucHe OCOBHHe.
35. — Vispauynaj noBpiUMHY 3ajeHHUKY 3a KpuBe y? = 2x
x3 . .
Hy= 5. HMapauynatu sanpemuHy Tena xoje ce gobuja Kax ce
Ta NoBpIIHHA 06phe OKO ancuucHe OCOBHHe.
36. — HM3pauynatu noBpiuMHY OrpaHuueHy Jyuuma KPDHBHX

. -
Y= COSX U Yy =SInX U JIejJOM aliCUUCHEe OCOBUHE on 0 A0 7
Koauko ce Ta nospmunna pasiiuKyje 0J NOBPIIMHE TPOYTJa KOMe

cy remeHa A (0,0), B (%, 0) 1 C Koje Ce HATa3H y MpeceKky AaTHUX

KpUBHX HaZ NyxH AB? Wspauynatu sanpemuny o6prTHOr Teaa
Koje ce n06Mja Kajx Ce OKO amCLHUCHE OCOBHHE o6phe noepiuHa
OrpaHnyeHa JyuuMma OBHX JBejy KDUBHX H AyxH AB?

37. — H3pauynatu momohy uHTerpasor pauyha BOJIYMeH
THjeJa KOje mocTaje poTaudjom Tpoyraa A (7,1), B(5,6), C (2,2)
OKO ocH Y.

(Mocrap, 1939)

KPATAK UICTOPUCKHM TPETJIE] I'PAJIUBA
U3 APUTMETHUKE U AJITEBPE
HAJCTAPUIU TPATOBU

Hapoau xon KoOjuX HMamo HajcTapHje TparoBe mHCamba
6pojeBa u pauyHamwa jecy: Kunesu, Muaujanun, BaBuaouun, Mu-
cupuu ¥ 'pun.

Tparosu ce Hanase Ha cnoMeHHIMMa, TPOGHHIIAMA, HA UCIIH-
CaHMM IIOYHMIaMa, HA CBUTLMMA HCIHCaHe KOxe. AJM TH Tpa-
TOBH, HaK M Kaj Cy Beoma crapu (npeko 2000 roauHa npe Xpwu-
cral), noKasyjy fa cy HapOAH KOjH Cy OCTaBHJH Te MaTeMaTHuKe
TParose 3Haad y TO A00a MHOTrO BHIIe H3 payyHa, HEro ITO Ja-
Hac 3Ha Hallle ieTe M3 OCHOBHE IIKOJe. 3HauH Aa Cy MOvelH joiu
MHOI'O CTapHju.

Kako cy 6pojanu u pauyHanu Jbyiu y caMoMe IOYeTKV
MOpa Ce 3aK/byuydBaTH He 10 Hal)eHHM nNHCaHUM TpParoBHMa, Beh
Ha Jpyru HauuH. To ce 3ak/byuyje mo 6pojamy u pauyHamby 3a0-
CTaJuX ypoheHHKa IO BaHEBPOICKMM KOHTHHEHTHMA.

YoBek caM cebu pavyHamka. — Kaj cyamumo no ypoheruu-
KUM IIEMEHHMA, 3aK/bydyjeMo Aa je YOBeK Moueo NMpBO pehamem
jenHe cTBapu mopej Apyre, na je TeK OHAA Npewao Ha 6pojame
creapu. IIpBe cTBapu Koje je Habpojao GHIM CY HErOBH MPCTH.
Jbynu cy 6pojanu npcre M Mo TOMe JaBajiH MMeHa GpojeBHMa.
AJMM OHHM y MOueTKY HHUCYy Morau OpojaTH 6Ge3 mpexmera Tpej
cabom. Mopaau cy uMatd HemTo WTO he 6pojaTH (KOKOCOBE
opaxe, OBlle, ApBeTa H Jip.). HoBek je ¢ mouetka Mopao Aa riel
Y Jia muna crBapu Koje 6poju. M mMorao je 6pojaTu MHoro, a ga
HeMa peud 3a Opojese Behe on jnBa.

HHUDPPE
CioKeHHjH KHBOT JOHeO je coboM u Behe mortpebe. CTBa-

patbe ManHx, na cee BehHxX ApxaBa HaMeTHYJO je mortpeby 3a
Henuh: Unduantesnmannu pauyn 3a VIII pas. 7
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6pojarmeM W pauynamem. TProBuHa je M3ucKMBana padyse. Cor-
CTBEHOCT je 3axXTeBaja Ja Ce 3Ha 4yHje je mTa. A TO TayHO HHje
ce MorJio oapeautn 6e3 Gpoja. OHO Ce Huje MOraO cadyBatu 6e3
3anucaHor 6poja. Oryna norpeba Ja ce 3abesexe peyd U3peueHe
3a 6pojeBe. Mopasu cy ce Hahu 3HauH 3a OpojeBe.

BaBuniaoncke yugpe. — One cy Hahene Ha TabaMuaMa OJ

neyeHe MiaoBaue. [lo nmaheHUM TparoBMMa BUJAHM Ce Aa Cy Basu- .

JOHIY Tpu ofenexaBamwy OpojeBa ynoTpeb/baBajH CHCTEM Ca
ocuoBoM 60. MManu cy aBa HauuMHa nHcama: jga O6poj NpeTcTaBe
36upom (kao KoJX pHUMckuX uudapa) H jaa 6poj m3pase crene-
HuMa of, 60. To je jemaH oj HajcTapHjuxX TparoBa IIHcCama Opo-
jera momohy MecTHe BpeIHOCTH uLu(apa.

- Bpojen naemesa Maja. — Kox nuemena Maja (Jykaran 1
I'Batemana y AMepuiu) yrBpheHo je Aa je To naeme (MHOTO Be-
koBa mpe Xpwucra) nucano 6pojeBe ca ocHoBoM 20. Bpojese cy
MHCaJd TaKo, Ja cy uudpe umane U MECTHY BPeJHOCT.

Kunecke nudpe. — Kunesu cy jomr W jgaHac 3ajapxanm
cBoje crape wudpe. Bpojese cy nucany M MUy Tako, Ja je Ho-
pex cBake uudpe O3HaUYeHA U EEHA MECTHA BPEAHOCT.

Mucupcke uudpe. — MucHpUU Ccy OGHUHO NHCANX HA Ma-
nupycy. To je 6uaa Heka Bpcra XapTuje uspaheHe o1 Ou/bKe
namupyc, Koja je Hekazn y obusmy pacaa nopejx Huaa, a caga je
Tamo Hema. [buxose cy uudpe xujeporaudcke. Xujeporaunde je
IpBH IpouyuTao U o6jacHuo (paHuycku HayuHuk lllamnosuos,.
moueTKkOM mnpouuior Beka. Koa Mucupana nudppe HUCY uMane
MeCTHe BpeaHocTH, Beh cy ce cabupane. Anu cem xujeporaud-
CKHX uM@apa UMaad cy H apyre. THM HeXHjepOraudpCcKuMm Uu-
(bpama ucnucanu cy 6pOjeBH Ha jeJHOME MANUPYCYy KOJH je, OKO
- HOJOBHHE NPONLIOra BeKa, MPOHAINa0 €HIJIeCKH HayyHHK Puni.
Taj je mamupyc mucao Heku Axmec usmehy 1800 m 1600 roguns
np. Xp. Taj je nmanupyc ayrauak 20 mMerapa, a mupok 30 CaHTH-
Mmerapa. [losnar je nmox umeHowm ,,Punmos nanupyc*, uau ,,Axme-
cosa pauynuua“. Taj hemo manupyc 4ecTo NOMHIATH.

, I'puke nudpe. Fpum cy y nmouerky ynotpebsbaBaiu 3a
6pojeBe MOYETHO CJIOBO peud KojoM ce 6poj kaxe. Oko 500 r
np. Xp. nmouyeau cy ynorpebsbaBaTH CIOBa U3 a30yke Kao uudpe.
Camo wTo cajx uudpe Hucy Guie NMOYeTHa CJIOBA UMEHA OBOTa
Opoja Koju npercraspajy. Tajga cy uM, Ha 0Op. oBO Oujie nudpe:
a=1; =2 nta. Xumany cy oO3HauaBamu cJoBoM anda ca
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sanerom a1eBo: 1000 =, o 2000 =, B. LluBpe uuCy umaje mMecTHe
Bpellﬂocm Bpoj ce unurao caﬁupax-beM

Cnona Kao nucdpe. — CiosBuma Kao uudpama CAyKUau Cy
ce jomr u Cupujanuu W Jespeju. M Hamu cy crapu ynorpe6/ba-
Bajqu ¢ja0Ba Kao uudpe.

Pumcke uudpe. — One cy mosHaTe yuenuuuma. Kon Puwm-
Jbana ce 6poj uMTao cabuparbeM U O/y3UMAarbeM.

Hyaa. — Hu y jeanoj ox momeHyTHX Bpcra undapa Huje
6nio nysne. OHa Huje Guaa morpebHA, MOWITO Cy 6pojeBH GHIH
nucanu y obauky 36upa. Tex pousuje je nponahena Hysaa. Oce-
hana ce norpe6a na ce 6pojesu 6p:xe mumy. Muaujanuu cy ycne-
a¥ Ja 3a70Bosbe Ty notpeby. Hajcrapuju Tparosu 6pojeBa mMH-
CaHHX y JAeKagHOM OpOJHOM CHCTeMYy € ynoTpeGOM HyJde TeK Cy
u3 nouerka VII Bexa nocae Xpucra. Muaujanuu cy nucaam Hley
Hajnpe Kao TauKy, a JOLUHHje Kao Kpyxuh .

Unaucke nudpe y EBponn. — Apancku cy xaaudu mpusu-
Banau cebu y Baraan yuene unaucke actpoHome. TH cy actpo-
HOMH TNpEHOCW/IH HHAMCKY HayKy y Apabujy. OHu cy Apanuma
JIOHEJH M CBOje UHMGpe M CBOj HAaUMH nHcamwa 6pojeBa momohy
MecTHe BpegHoCTH uMpapa. Ilpeko mmnmaHckux Apama Te Cy HH-
aucke uudpe pomie y Espony. Hbuma je, BpeMeHOM, Meman
Oo6MIMK JOK HHCY Haj3aj xobuje oBaj OGJMK IUTO Ta caj, HMajy
uudpe Kojuma ce Mu ciy:xkuMo. OHe Ce NOTpemHO 30BY apar-
CKHUM umbpaMa,'nomTo HHUCY aparcku NpoHaJja3ak, Beh uupucku.
HasBane cy Taxko 3aro mrTo cy ux Apanu npeswean y Espony,
Mma Ja cy Apanu yBek I‘OBOpHJIPI Ja Cy OHH Te uudpe HAYYHUIH OL
HMuaujanana. '

7 ¢ 3 ¢ v v (d & 2R

Huancke nudpe us Il Bexa nocie Xpucra,
OBe uxdpe cy noyeTHa CJI0BA DeYH KOjUMa Cy HCKazaHH 6pojeBH ox 1 o 10;

\-138U§‘7‘6\°

Hnaucke uudpe us IX Beka nocae Xpucra.
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QL b A 9
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Ludpe us XI Beka.

itgﬁvsvgg

Hudpe us XII seka.

i T 3 R & 6 A B 9

Lindpe u3 XIII Beka.

by o Wy vo4 g

Lludpe uz XIV Béka.

12 3 & o ¢ A8 7

Linthbpe us XV Bexa.

Z 3 4’ 5 6 A 8 9& o)
) LUundpe ua XVI Beka.

PAYYHABE

Pauynamke

Crapu HapoJH HHCY HMaJH NMOJECHHX 3HAKOBA 34 IMHCAHE
6pojea. Cem Tora, Huje OMJIO JaHallmber Hauler npuéopa 3a
nucame, Te je NHCMeHO pauyHakbe OWJIO BeoMma OTexaHo. Jbyau
-cy BehuHoM ycmeHo pauyHaau. ITomaramu cy ce npctuma. Onu
Cy MOrJd Ha npcre Ja pauyHajy ¢ BeJukuMm OpojeBuma. M ako
je To 6MJIO He3roJHO, TO je HMalo ¥ jenHy A06py crpany. TakBo
pauyHame Ha BpcTe, 6e3 peuu u 6e3 mucara, GUIO je Heka BpcTa
MehyHapoaHOr je3uka 3a TProsue.
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Kag cy crapu Hapoau NMHCMEHO pAYYyHa/M, OHH €y OOHYHO
OeaeXUId Camo JeJUMHUUHe, MU YaK M CaMO Kpajibe pesy/arare.

Y ycMeHOM pauyHaiby HAPOYHTO Cy Ce OJJHKOBamd MHAWjaHuM.

CeM NpCTHjy KOJ, CTapUX Hapoja je joml M pauyHa/bka Guia
CPeJCTBO 32 pauyHame. PauyHa/bku je OHJO Yy I'IaBHOM TPH Bp-
cre. 1) Tabauue NOKpHUBEHE MECKOM, HJIH NpeBydyeHe BOCkoM. Ha
bUMa Ccy nucand 6pojeBd jeanum wranuheM. ITo cepuieHOM NO-
cay tabauna je nopasmbaBaHa APYTHM KpajeM litanuha M Taxko
cripemaHa 3a HOBe pauywe, 2) Tabauue ca x/be6OBMMa U KaMHY-
nuMMa y TeM X/beGoBuMa. Kamuuak je y jeaHOM x/beGy 3Hauno
jenaH 6poj, a y Apyrom Apyru. PauyHKo je moMepao KaMHuKe Ii6
KJbeboBHMa M THMEe HU3BOAHO CBoje pauyHe. 3) Tpeha je BpcTa
Kao pauyHa/bKa KOjy joll W caj Hama jeuna ymorpeG/masajy. Ha
HbOj Cy OHJe Kyradine HaHu3aHe Ha xuuu. ¥ Kunu ce jomwr u can
pauyHa Ha payyHa/bkama H TO BeoMma 6p30.

Pauynamka ca x/pebGoBHMA ynorpeb/baBaHa je KpO3 Lieo
cpeJibH Bek, na yak u go XVII Beka. 3Bana ce abakyc.

Ha pauyHa/bkaMma cy mMecTo xJbeGoBa ynorpebibaBaHe U npe-
rpaje usByueHe nprama. ¥ CBakoj je mperpajd KaMH4yaK 3HAUYH(
Jecer MmyTa BHIIe HEro KamMuyax y nperpajy JecHO, a JecCeT myTa
Mawe Hero y nperpagu Jeso. i

ITucmeno pavyHaibe

HiMamo jenaH crapd JOKyMeHAT O MHCMEHOM pauyHamwy. To
je momenyTH nanupyc Pung. AxmecoBa je pauyHuna 6uaa ynyr-
CTBO 3a NpaxkTUuHe pauyhcke norpebe. Beoma je uynno ga ce y
TaKBOj AaBHHHH AXMmec Huje HM GaBHO UeaHM OpojeBHMa, Beh je
BehMHOM pazuo pasiaomke. Taj manupyc He mokasyje HajpaHHje
sHambe Erunhana. OH ce ocjarba HAa paHHje PHOBE ‘KOJH HHUCY
npoHahenn. M3 wera ce BuJau Aa cy MHCHPLH 3HaMH cabHpaibe,
OJly3uMare, MHOXeHe, JAe/bere. Uak cy 3HalAd M Jla pelaBajy
jenHaunHe 1 u 2 cremeHa, na Cy MO3HABAJNH M aPUTMETHUKE U T€O-
MeTpHCKe mporpecHje!

MATEMATUKA HA HAYYHOJ OCHOBH

M3 oBor mro cMO AOCaj NMOMEHYJH BHAH Ce la CY CTapu
HAapoJAH JOCTAa 3HAJIM M3 pauyHa. IbuX cy Ha pauyHawe Tepane

~ npaktuude motpe6e. Ha np. HHAMCKH ¥ BAaBUJOHCKH aCTPOHOMH

6aBHJH Cy Ce MaTeMaTHKoM 30or actpoHomuje. OHH Cy, H Kaj
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Cy ce 6aBHJM MATEMATHUKHM MPOGJIEMHMA, YBEeK HA3HUBAIH cebe
¢amo aCTpOHOMHMMA. MHCHPUH Cy pajHIH MaTreMaTuKy 36or npe-
MepaBarba CBOHE 3eMJ/be H 360r CBOra mopeckor cucrema. Tex
cy I'pun nouenn na pame mMaremaTHKy paid matematuke. Fbuma
MaTeMaTHKa MHOro ayryje. OBje heMO mMOMeHYTH HEKOJMKO Ba-
XHHX TPYKHX MaTeMaTHyapa.

Tanec u3 Muaera. — Ilpsu TPYKH MareMaTHyap Ha Kora

Haunasu ucropuja jecre Tasec U3 Masoasucke Bapolmd Muaera |

(apyra moanosuna VII Beka nmpe Xpucra). On je jenman og cemau
rpukHX Myzapaua. OcHuBanay je uyBeHe JoHcke wikose. OH je
YUHO CBOje yueHHKe JNa OpoOj HMje HHIITA APYyro g0 CKyn je-
IHMHHLA.

Muraropa. — Mucnu ce aa je pohen oko 586 . npe Xpu-
cTa. 3a wera ce 3Ha Ja Ce POJHO Ha octpBy Camocy U Ja ce yuuo
y Mucupy. Ca Camoca je mo6Gerao of THpanuHa Iloaukpara.
Howmao je y Kporon (JyxHa Hramuja), — y ,Beauxy Tpuxy‘.
Ty je ocHoBao mxoay. 3na ce na ce y TOj IIKOJH y4YHsia apuTMe-
THKa, My3HKa, TeOMeTpHja M acTpoHoMHja. Lllta je ypamuo oH
JHYHO, a INTa y4YeHWLH IheroBe IIKOJe, He 3HA Ceé TAauyHO. 3aTo
€€ MOxe roBopuTH O paay Iluraropejauna (caenbenuxa [Iura-
FOPHHHX), a He 0 pajy camora [TuTarope.

Onu cy rosopuin na je 6poj ruasuu cajapxaj CBUX CTBa-
pu: ,,Creapu cy 6pojeBu‘. Ilpéxo Tpoyraa 4yHje cy cTpane 3, 4,
5 powmu cy n0 oxHoca usmehy KBajJpara XHIIOTeHy3€ U CTpa
Ha npasor yriaa. OfaTie Cy HaWILIM Ha KBajApaToBY JHaroHany
H BHJIEJH Ja je HecaMepJbHBa ca cTpaHOM. Tako Cy NPBU OTKpH-
MK J2Hallbe UpalMoHanHe GpojeBe, KOjU Cy TeK MHOIO AOL-
HHje MOTIYHO objauitbenH (Moa0BHHOM XIX Beka). Onu cy xe-
JUIH OpojeBe Ha HeKOJMKO Bpcra. Ha np. oM GpojeBH KOju Cy
PaBHM 30HDY CBHX CBOJHX HEJHJAla 30BY Ce KOJ HHX ,»,CaBpliIe-
HH Opojesn“. (Ha mp. 6 je memuBo ca 1, 2, 3. Mebyrum je
1+ 2+ 3=6). BpojeBu ,npujaresbu jecy rakBa jaBa 6poja,
Aa je CBakH jeAHaK ca 3GHPOM JeaHJana OBOT JApPyror.

Ounu cy mokasanu kako ce Moxe Hahu 6e36poj mpasoy-
PMIMX TPOYrJOBa TaKBHX, Aa je 30Mp KBajpaTa CTpaHa NpPaBOT
yria jelHaK ca KBaJpaTOM XHIOTeHy3e, a fa CBe TPH CTpaHe
6yny neau Gpojesw. '

Cem Tora oum cy ce muHoro Gasumu pasmepama u cpasme-
pama.
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Eykana. — Pohen je y. AnekcanapHju M XKHBEO je Y ¥bOj.
Y HajBehoj je craBu 6uo oko 300 r mpe Xp. Mucau ce Aa je ma-
TEeMaTHYKO 3Hame cTekao y Aruuu. OCHOBAO je jeJHY BHCOKY
WKOMY y AJekcaHApuju; y Kojoj je mpeaaBao mareMarHky. On
je uyBeHH nucan Ejemenara. To je HeroBO BeJIHKO MaTeMaTHUKO)
JeJIO TOAe/beHO y TPHHAECT OJe/baKa. ¥ TOME Ce JIeNy HalasdH
CKYIUb€HO CBe JHOTajame 3Hambe U3 Maremaruke. lllta je Ty Tau-
HO EykimmpoBo, a wra Jeq0 weroBHX NPETXOAHHKA, JaHAC HHje
TayHo yTtBpheHo. To je npBO MaTeMaTHUYKO HAY4YHO JAEJAO CTa-
pora Beka. EfeMeHTH Cy NpeBeJeHH Ha CBe CBETCKE je3HKe U TO
je HajpacmpocTparmenunja Kmura nociae Cperora mucma. ¥ Tome
Jje meay uucra maTemaTrHuka TeopHja. [leno caapxu y ce6u apurt-
MeTHKYy H reoMeTpujy. [lucaHo je y HayyHOM IyXy Tako, Ja H
JlaHac M3asuBa JuBJbeme. Y CcBOjuM ejemeHTuMa Eykaup je nu-
€ao 0 mponopuujama, o npo6jaeMuMa IPBOT U JAPYrOr CTeleHa;
O CTelleHHMMa M KODEHHMA; O TEOMETPHUCKUM peJIOBUMA; HPALHO-
HanmHUM OpojeBHMA. _

Apxumea. — Hajsehn maremaruuap crapora Beka U je-
JaH oj HajsehHX y HCTOpHju MmaremaTHke. Pohen je 287 r mpe
Xp. y Cupakysu Ha CHuMauju H Yy BOj noruuyo 212 r np. Xp.
Kaja cy Pamimwann Hanaan Ha CHpaky3y M OTeJaHu je. YuHO ce y
Anexcanjpuju. CHH jefHora acTpoOHOMAa OH Ce W CaM Io4eo 0a-
BHTH acTpoHomujoM. OHa ra je HaBena Ha Beadke 6pojeBe M OH
je 3a Te Beauke OpojeBe CacTaBUO CBOj CHCTEM OKTaxa. XTeo je
Jla TMOKaxke Jla ce CBaka KOJHUWHA, Ma KaKo BeJHKa OHaa, MOXKe
uspasutu 6pojem. Jla 64 uspasuo Te Benauke OGpojeBe, y3eo je
OKTaay xao jeauHuny (10%), 3aTuM je mnpaBHO JBE OKTajge
(10%¢), na tpu (10**) utx. IlpBH HH3 THX BeqwkuX GpojeBa 3aBp-
1aea ,,0KTafa OKTaxa“, Tj. 108 ma 108. To my je cax HOBa jemu-
nuna. Fberosa cy najseha jnena us reomerpuje u ¢usuxe. Hano-
MeHyheMO camMo ja ce H cajJ yuH y HIKoJaMa ApXHUMEJO0B 3aKOH
O NPHUBHJIHOM Ty6/belby TeXKHHE Tela MOTOIJBEHOT Y TEYHOCT.

JAuodanr u3 Anexkcampapuje. Mucau ce aa je xuseo
uamehy 150 u 250 r nocae Xpucra. [Ipe Hero mro je npoHaheHa
AxmecoBa pauynHua, JuodantoBa ApuTMeTHKa je Guia Hajcra-
pHja OuyBaHA MAaTEMaTHUKa KibUra. ¥ nomenyrom gexay oudant
ce 6aBHO jexHaynHama. OHJe I'le MH JIaHAC CTaB/kaMo X ja obe-
JIe)XMMO HEIO3HaTy, CTaB/bao je OH I'PUYKO CJAOBO CHIMa.

Cap hemo npehu Ha rpajuBO y NMOjeAUHOCTHMA.
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PA3JOMIHU

Crapu cy HapoJH paJdjH CaMO C PasjoMLMMa YHjH je O6po-
junan 1.'Y AxmecoBOj ce pauyHHMIM Haja3e pasjoMuu ¢ 6po-
juonem 1. Cem TakBMX pasjioMaka Ty ce jolll jeJJMHO HaJasu pa-

2 .
37IOMAK - Crapu cy BaBuioHHM paju/ayd C pasioMuUuMa yuju

je umenuaan 60. Muaycu cy pauyHadu ¢ pasjoMHHUMa Kao H MH
JaHac, caMoO IHTO HHCY MUcalHd pasaomauky upty. IlpeBu nyT ce
pasiomauka upta Hajaasw koj Jleowapaa IImsama (Jleonapaa
dubonaun) ua [luse y HMranuju, y werosoj kmwusu Liber Abbaci
(u3para npsu nyr 1202 r). HacnoB kmwure nokasyje ga je Beh
y TO BpeMme ped abakyc moueJa 3HAYHTH OHO WITO Hama JAaHAC
3HAUM ‘pey apuTMeTHKa. ¥ TOj CBOjOj KibH3H OH TOBOpH O Ja-
HallllbUM HalluM Iudpama U 30Be UX ,HHAUCKe uudpe’. Jleo-
HapJAO je MOBOJMO Ha 3ajeJHHUKH HMEHHJay npu cabupamwy,
OJy3uMary H Jesbery pasiaoMaka. [Ipy MHOXewy pasioMmaka
MHOXHO je Hajnpe Opojuole, na je JoOHUBEeHH NPOU3BOJ JAeJUO
Hajmpe jeIHHMM HMeHUoOLeM, Ma JOOUBEHH pe3y/aTaT IPYTHM.

[Torpeba 3a JeceTHUM pa3JoOMUHMa OCETHAA C€ MHOI'O JOL-
nuje. [IpBM 3HauK nojaBe JeCETHHWX pasdaomaka Beh ce BHIe y
pauynuuud Aaama Puse (1442—1559 r) usaaroj y Epdypry (y
Hemaukoj). [IpaBn ce JeceTHH pasjJOMUH jaB/bajy TeK KpajeMm
XVI Beka. llenu cy ojaBajaHH LPTHLOM, WJIH TAYKOM, UJIH 3amne-
ToM. M AaHac ce joiu LedH Herjge OJBajajy TAauKkOM, a Herje 3a-
MeTOM.

MEPE

Mepe 3a ayxHHY Y3MMao je MOBeK Ha camome cebu. Otyna
cTape Mepe: KOpak, Jakar, nej, /croma, npcr. Ca jayameMm JAp-
JKaBe jaB/bane cy ce yTBphene, jpxaBHe Mepe. Ibux cy umamnu
CBH CTapH HapoOJH. ¥ cpeAmbeM BeKy OWJO je MHOrO pasHHX Mepa.
Ca cBe BehuM pasBojem TproeBuHe cBe BHlIe ce ocehana norpeba
xa ce Mepe yjeqHaue.

Mu cmo jesHOBpeMeHO ¢ HajRehMM KYJATYPHHM HapoOauMa
YBEJIM METApCKH CHCTeM Mepa (AeceTudmu cucteM). TakBe je mepe
3akoHoMm yBena Knexesuna Cpbuja 1873, nok ux je Hemauku
LlapeBnHa yBesa camo JABe rOJHMHE paHUje. Y OCTaJHM KpajeBUMa
JyrccaasHje 3aBesieH je MeTapcku cucreM 1876, a y Bochuu u Xep-
LETOBHHH Tek 1912,
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' loanne 1790 ppannycka YCTaBOTBOpHA CKYMIUITHHA peEIIu-
Ja J& 1a ce mepe yjeanave. Oxpehena je komucHja of Hajsehux
GbpaHUyCcKHX HayuHWKa, A2 OAPEiH CHCTEM Mepa. Ox 1792 no
1799 ¢pannycku cy mayunuuu H3MEPHUIM MEPHUIHjaHCKY AYKHHY
usmehy Jlenkepka (dpanuycka) u Bapceaone (LlUnanuja). U3
AYXHHE TOra Jyka H3pauyHaTa je AyXHHA LeJOra MepHAMjaHa.

3a merap je y3sera Ay}HHA Koja je —

1
40 000 000 “¢© Tord Mme-

pHaujaHa.

l'oaune 1875 noyese cy eBpOINCKe ¥ aMepHUKe JpKaBe MOT-
nucusatu y [lapusy mehynapoany o6asesy, aa he y cBojuM 3em-
JbaMa 3aBECTH METapCKH cucTeM cBUX Mmepa. KpambeBuna Cpbuja
je nmornucana Ty ob6asesy Tek 1889, ma nxa jy je seh mHOro pa-

. HUje OuJa HCNyHHJA.

INIPABWJIO TPOJHO

Crapu cy I'puu 3Hanum Bpio x0o6po pasmepe u cpasmepe.
Ilpema ToMe MOxe ce MHCIHTH Ja Cy YMeJH Ja paje 3aJaTKe H3
npaBuJa TPOJHOT. MehyTuMm, npBH MyT ce HaJasH NPaBUJIO TPOj-
HO ko1 Munyca Apuja6ata (oko 500 r nocne Xp.). Ox Unayca cy
TO NpaBuIO NpUMUJAM Apanu. IIpBH eBpONCKH mnHcay KOju ra
oGjammasa jecte nomenytH Jleonapao Iusano (1202). IMpaBumo
je TpOjHO Ha3WBaHO 3JATHO MpaBWJIO CBe A0 npaja XVIII Beka.

INPOLUEHT

Beh y pykonucuma XV Beka Hasa3e ce TParoBH MPOILEHTA.
Ha np. nume ce vi p. ¢® oHo mwro MM ga”ac numemao 20%. Y
TOME BeKy Beh MMa M OBaKBHX O3HAKa 3a OpoueHT: ,,per c.“ Cpe-
autom XVII Bexa npouent ce nume: ,per 4. Hajsan je pomaa
o3Haka Y.

MHTEPECHU PAUYYH

Hurepec je 6uo mosHat npactapuM napoauma. [lo nahe-
HuM Tabavuama u3 no6a ox 2000 roaunHa npe XpHcTa BHIM Ce
Ja cy 3a wera 3Hand CyMmepuu (mpeTXoiaHHuu BasuaoHana). ¥
crapo BpeMe AY)XHHK HMje rniahao MHTepec ako O pPOKy maaTH
ayr. Tek ako ojpounH, naahao je nmepéc, Tj. CyMy Koja je Hak-
Haja 3a BpeMe Koje je usmehy (,inter est“) oapehenor poKa u
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AaHa ucniare. Jow cy crapu MuaujaHuu 3Haau 3a uHTEpeC Ha
uHTepec. Pumsbanyn ucro taxko. Y XVI Beky cy uahene TaGauue
3a pauyHame CJI0XKEHOT HHTepeca.

OINIITH BPOJEBU

C mouertka cy maremaTHyapH oOejexaBaju HEMO3HATY KO-
JAu4HHy peuuma. Eykauj je ymorpe6/baBao ayxH Kao 6pojese
u 00esexaBao MX BEJIMKHM TDUKHUM NHCMeHHMA. M3 reoMeTpuje
Ce pasBHO HauMH obejexapara 6pojeBa C jeJJHOM HEINO3HATOM.
(Pasyme ce, 6e3 naHammHX HawMx o3Haka). Cajarbd HAUHH O6e-
JexaBamba GpojeBa CIOBHMA YBEO je aJBOKAT M CABETHHK (ppaH-
Hyckor_ kpama Anpua 1V, dpannycku MarematHyap PpaHcoa
Buer, xpajem XVI Bexa. ®panuycku maTemaTHuap Hexapr (npo-
HaJjasa4y aHalHTHYHE reoMeTpuje) yBeo je o6GHuaj jga ce Hemo-
3HaTe KOJM4HHe obenexaBajy KpajibMM IHCMEHMMa U3 asbyke
(nmpBa nmososuHa XVII Beka).

Pey anre6pa jomna je ox HacaoOBa KibUre jejHOT aparckor
maTemaruyapa ¢ nouerka IX Bexa. O ce 3Bao Myxamen uGH
My3a AJXBapasHH, a HmeroBa KibUra »Anraép Baamyka6aaax‘.
»1'abp* smaum ,,momyna‘, a ,,Mykabasax‘ 3Haum »hA3jeHaueme.
EBo mwra To oBie smHaun. Yamumo jexHaumuy 4x — 3 = 1 + 3x.
Ha xeBoj crpamm Mopa ma ce jpomyHM 3, IOIUTO TOMHKO HeO-
craje. Ocraje 4x. Anu caj Mopa ja ce u3jegHauu Ha JleCHOj cTpa-
HH: 4x = 3x + 4. Ta je MaTemarMuka Kmura GuJIa BeoMma pa-
CHIPOCTpalbeHa. ¥ 1Oj je MOKA3aHO KaKo ce peuraBajy jenHaunHe,
OHa je 6usna npeseseHa u Ha qaturcku u y X1 u XIII BEKY HbeHU
je uMe raacuio y maTHHCKOM npesoxy Algebra et Almucabala. —
Hounnuje je npyra peu oTmana u Tako haM je ocrana naarebpa.”

HETATUBHU

I'puku maTematnua Ho(aut (3 Bex mocie Xp.) cmatpao
je na je jexHaunHa OBakBe BpCTe 2X +2=1 Hemoryha. Mehy-
TaM, Eykauz je reomerpucku smao BpexHocT 3a (a — b)2. 3unaun
Aa Cy /byl yMeNH Ja H3pauyHajy NPOW3BOJ JBa peJaTHBHA
6poja mpe HEero IITO Cy M Ca3HANM 33 IbUX. IpBo cy y Uuanju
npoHahenu HeratusHu 6pojesu (VII Bek). O wux Cy UX IPHMHIY
ApanH, a nmpexo BUX Cy HeraTHBHH 6pojesu mpewtn y Espony.
Maremarvuapy Iyro HMCY MOFJH Xa CXBaTe INTa GM HMao A
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3HA49M HeraTHBaH Opoj y reomerpuju. 3aTo je AYyro BpeMeHa

TIPOLIIO NOK Cy OBH 6pojeBH pasjallibeHH. YTBpAHIH CYy C€ TEK
y XVII Beky. '

JENHAYUHE

Jennaunne nanasumo jowm y Punnosom manupycy. Eykani
HX je pellaBao reOMETPHCKH, alH HX je InodanT pemarao apur-
MeTHUKH. Pa3yme ce nga merose jemHauMHe HHCY GHJe mHCaHe
OHaKO KaKO WX MH [aHaC MHILEeMO, jep HHje OWJIO JNaHALIKHHX
HAaLIMX O3HaKa.

Ilpe Eyxanna Mugycu cy pemasanu KBaJIpaTHe jeaHauMHe.
Eykaua ux je pemasao reoMeTpHckH. 3a NOTIIYHO HHUXOBO pe-
lIaBatbe HeAOCTajald Cy MM Ha INPBOME MECTY HeraTMBHH Gpo-
jeBu. Jom Hu kxpajem XVI Beka MareMaThyapu He yMejy Heno-
CPeAHO Na pellle MOTHNYHY KBAalAPATHY jeJIHAUMHY C jeJHOM IO -
MenbueOM. (Pemasajy je Ha Taj HauWH WTO CMewY(y X 36upom
JBejy NPOMEH/bHBHX, A V¥ JO6GHjeHOj KBaJIPAaTHO] jeAHAYHHHU IO
JeJIHOj oJl THX HOBHMX JBejy IPOMEH/bHBHX CTaB/bajy Ja je Ca
“YMHMJIAL Y3 NPOMeHbUBY Ha | crenmeny paBaH Hy.an).

I'pun cy jomr Beoma xaBHO jouuu y JOJHD C jeHHM IIPO-
GaemoM y BesH c jenHaunHoM 3 crenena. To je uyBeHH npobaem
3BaHH ,,JlenocKH npobaem* (mo octpsy [lenocy Ha xoMme ce ja-
BHO), HJH ,,Ip0GJeM yIpajarba KOUKe*, Cacroju ce y osoMe: fa
ce Hahe WBMUA KOLKe uMja je 3anpemuHa jJBa nyrta Beha o 3a-
npemuHe jate Kouke. basehu ce THM mpoGaemom T'puu Hucy
JOILTH JI0 pelllerba jeHauuue 3 creneHa. TuM cy ce npobaemom
nocie GaBUIM U ApanH, aid HU OHHM HHCY VCIIeJH [a pellle jexHa-
yuHy 3 crenena. To peluewe ce jaBuao Tek nogoBunoMm XVI Beka
y Hramju.. Cuunuon oa depe namao je perere jeaHayuHe
x% + ax = b. ®paHLyCKH MaTeMaTHyap &'Anambep nokasao je
Kako ce mobujajy cBa TpH KOpeHa. o

JepHauuHy 4 cTeneHa MpPBU je peuwino HTANHjaHCKH MareMa-
Tuuap Pepapu (XVI B).

®panuyckn maremaruuap JleKapT mokasao-je ga je moam-
HoM aiareGapcke jeHauMHe Je/bHB KOPEHHM uYHHMOLEM. CJaBHH
Hemaukd marematnyap Tayc mokxaszao je 1799 r ocHoBHO ajre-
Gapcko NpaBHJIO 2a cBaka anrebapcka jeiHaunHa uma Gap je-
JlaH KOpeH. '
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CTEINNEHOBAIBE

Crapu I'puu cy ce MHOro 6aBHJIH TEOMETPHJOM, Te Cy OpP30
HauWlJIM Ha KBajJpaTte H KyOoBe. Hemosnara Ha mpBoMe cTeneHy
HasuBaHa je kopeH. OTyJa MU H Cala rOBOPHUMO O ,KOpeHuma‘
jeaHe jennauvna. JuogaHt je Ha3uBao JApPYrd creneH ,,Moh“,
Tpehu crerneH ,,ky6‘, yeTBPTH cTeleH ,,Moh—Moh*, meTu cremnen
»MOh—Ky6“ M T. A. 3Hame O CTeNeHHMa pasBHjal0 Ce BEOMa
aarado. Tex y XVII Beky jaBibajy ce cTerneHd OBAKO KAKO HX MH
caj nuiemo.

KOPEHOBAIBLE

IMpBo cy Iluraropejun HaWmJIM HA KBAJAPAaTHH KOpeH. 3Ha
ce na cy I'puu jomr Ha HEKOJUKO BeKOBa Ipe XpHUCTa VMEJH Ja
u3Baaye KBaJApaTHH KopeH. OJ WHUX Cy TO Hayuuau Apanud u
Hunycu. OBu nocrnenmu Cy ra U Ha3Baaud KOpeHOM. PaznoMibeHu
H3J0XKHUOLH jaBbajy ce Tek y XVI Beky.

HpanuoHamun O6pojeBH. — Ha upauuoHnanne OpojeBe Hau-
wiaH ¢y Iuraropejum (VI B. npe Xp.). OHM Cy VTBPAHIM Aa Cy

KBaJpaToBa CTPaHa W JMjaroHaja Hecamep/bHBe. AJM OHM HHCY,

pasymeqH upanMoHajgHe OpojeBe M HHUCY HMX YOIUITE CMaTpaiu
6pojeBuma. [lokas 0 HecaMepJbHBOCTH CTPaHE U AMjaroHamde KOJ
KBajgpara Haznasu ce y EykaunoBum EgeMeHnTuma, and Hem2
o6jamimera HpauuoHaiHor 6poja. Jleowapuo I[lusano y cBojoj
noMeHyToj kw:H3H (Liber abbaci, 1202 r) ynorpe6/mana u upaumo-
HanHe OpojeBe KAao pelllelba KBaJpaTHe jefHAUMHE 2 CTeneHa.
Camo oH Te OpojeBe 30Be ,riyBdH GpojeBu‘. Hemauku martema-
tayap Muxaen Hltuden (XVI Bex) sesu: ,HMpauuonanuu 6poj
HHje Opoj“. Mpauuonanuu cy GpojeBu objamimbenn Tek y XIX

BeKy. OGjacHHaHM Cy HMX HeMaukM MaremaTHuapH Bajepuitpac,
J

Kantop u Jdeaexkur.

Yoopawenn OpojeBu. — Ha mwux je Hanmao Xepow us
Anexcangpuje (50 r mocne Xpucra), anrd HHje 3HAo wITa je TO.
Hcro Tako u Juogant. uaucku matematruap Maxasupa (I1X B.}
Kaxe: ,Kako no npuponau crBapu HEraTHBHO HHje KBajapaT, OHO
HeMa KBaJpaTHOr kopeHa“. JloLHHje Cy MHOTH MaTeMaTHYapH
HawJla3uayd Ha KBaJPaTHH KOpPEH W3 HEeraTHBHOr Opoja, anu cy
IpH3HaBaAx Ja je HeMoryhe usBectd ra. C1aBHH HeMayKH mare-
maTtnuap JlajoHuL (npoHanasau-iH(epeHUHjaTHOr U HHTerPaJHOr
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pauyHa) nokasao je 1676 xa je |/ 1 4 V—=3+)1—)—3=/86,
anM ¥ OH je caMo HacayhuBao umarvHapHe 6pojeBe. Beankn He-
Mauku MaremarHuap Ojaep (XVIII B.) osnauno je 6poj V=1
ca i. Ha oBum 6pojeBuma paguau cy gambe BepHymn (1667—
1748), Moasp (1667—1754). BaxHy Teopujy o wHMa a0 je CIaB-
HH HeMaukH mateMartuyap I'aye (1831).

JIOTAPUTMU

MareMaTHuapy Cy MHOTO NyTa NMOKYIIABAJH [a CKpaTe MOo-
€ao npu pazy C BeJHKHM OpojeBuma. XTelu Cy La NpeTBOpe
MHOXEme H Jle/betbe BeOMa BeJHKUX OpojeBa y cabupare U Oxy-
3umarbe. Hajbarxe je 6M0 J01a0 1O JOTapUTamMa NOMEHYTH Ma-
Temarnuap Muxaen ILlrugpen (1486—1567), Hemauku kaayhep.
Any OH HHje yCIleO Ja M3 CBOjUX pajoBa M3Byue IOTPeGHe 3a-
K/byUKe M 1a gohe 10 Joraputama. JIorapurMe je mpoHamao eH-
rjaeckH MareMmatuuap, Gapon [Jon Henep (1550—1617). Jlora-
putMme je oGjaBuo y jeaHome cBoMe aeay 1614. Enrmecku mare-
matiuap XeHpu bpurc yseo je 3a ocHoBy 6poj 10 u uspamno
Jiorapuramcke Tabauue 3a Ty ocHoBy (1618 r).

(Isajuapau Jocr Bupru, yacoBHuuap, 1552—1632, cacra-
BHO je OMO Joraputamcke tabiuue jouw 1600T, anu cy OHe H3aie
Tek 1620).

MATEMATUYKU PEJOBU

[IpBH TParoBM apUTMETHYKHX pejoBa Hanaze ce Beh v
AxmecoBaj pauynuud. M T'puy cy 3Haau 3a apuTMeTHUKe peJoOBe,
€aMoO Cy WX Ha3HBaJHU TPOYraoHHM OpojeBHMA :

0 o 0

00 000 000

0000 00000
0000000

Onn cy 3Hauam W na ux cabupajy.

eoMeTpHCKH Cy pelOBH HCTO TaKo OHJIM NO3HATH CTAPUM
Hapoauma. Ha jeamum BaBuioHCckuM TaGauuama u3 2000 r. mpe
Xpwucra Hanase ce reoMeTpucku penosH. OHH ce Hajnaze U y Pun-
JOBOM TaIHpycy.
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JUPEPEHLUMNJAJHA U UHTEIPAJIHU PAYYH

Jomr cy crapu I'pu¥ Haunasua¥ Ha NojaM rpaHHLE NOpu
ojpehuBamy 3anmpeMHHE NHpaMHUJe, alH HUCY 3HAJAM HUMITA G
rpaHuuy. ApxXuMen je TauHO U3BeO o6pasall 3a MOBPLIMHY napa-
6oauHOr OTCceuka, ajd HUje 3HAO Ja padd HHTErpaJHU padyH.
Hranujancku matematuuap boraBeHTypa Kaeamujepu (mpsa mo-
jgoBuHa XVII Beka) paavo je y CTBapH MHTETPAJIHH pauyH Kaj je
MU3pauyHaBao 3alpeMHHe TeJa, ajd HHUje 3HAo Ja OH TO paju.
dpannycku mareMmarvuap Pepma (1601—1665) cayxHO ce H3BO-
JUMa Tpe Hero IUTO Cy OHH W NpoHaheHH.

JucdepeHunjaiud M HMHTETPAJIHH padyyH NPOHAULIH CYy je-
JHOBDEMEHO W HE3aBUCHO jeJaH OJ APyrora eHrJecKkH marema-
tHuap Ibyte (1642—1727) v Hemauku Mmatemarnuap JlajoHM
(1646—1716). INpounanasax je us apyre noxosude XVII peka. 3ua-
nu d (3a gudepenuujan) u [ (3a unTerpana) ocraau cy oj Jlajo-
HHUUA.

CALPXAJ:

CrpaHa

I. — U3BOIU e 3
1. — ®ypkuyja . . . . . . .., 3

2, — I'pannua e, 8

3 —MHsBOoaM . . . . . . . . . . . 15

4. — HspayynaBawe w3BOga . . . . . . . 24

5, — MaxkcCUMyM M MHHMMYM . . . . . 36

6. — Ilocmarpame ¢dyHkuMja nmomohy nsnona . . B0

7. — ludpeperunjaa . . . . . . . . . b5s
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