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UMESTO POSVETE

Ispriqa�u vam na poqetku jedan skoraxǌi bizaran doga�aj koji me je, premda nema

nikakve direktne veze sa obrazovaǌem, motivisao da, uprkos raznim izazovima, istra-

jem na ovoj temi i uobliqim je onako kako to qinim u nastavku.

Elem, jednog dana, pre par meseci, spremao sam se da odem do naxeg pedijatra u

obli�ǌi Dom zdravǉa kako bi dotiqni proverio da li je nax trogodixǌi sinqi� oz-

dravio i da li je spreman da ponovo krene u vrti�. Kad sam uhvatio sina za ruku u

nameri da krenemo, supruga se usprotivi naxem zajedniqkom odlasku rekavxi da joj je

proxlog puta pedijatar preporuqio da do�emo bez deteta jer nema potrebe da i ono

qeka, pogotovu me�u bolesnom decom. Bio sam uveren da je nexto pogrexno razumela:

pa dete se mora pregledati kako bi se proverilo da li je zdravo i spremno da se ponovo

dru�i sa malixanima u vrti�u. Ali ne, pedijatar je bax tako rekao i morao sam nekako

da nateram sebe da odem sâm. Kad sam video da umesto naxeg izabranog pedijatra radi

osoba na zameni koja sa nama i detetom nikad ranije nije ni imala kontakt, bio sam sig-

uran da �u se poxteno obrukati. Ali, ne, posle dvoiposatnog qekaǌa dobijam potvrdu

u roku od minut-dva, bez problema ili bilo kakvog, makar i kurtoaznog pitaǌa kako

je dete i od qega je bolovalo. Vra�am se u neverici, sa ose�ajem da sam dva ipo sata

protra�io na jednu potpuno besmislenu stvar. Jer, naravno, sa dobijenim papirom dete

mo�e sutra u vrti� bez obzira da li je zaista zdravo, ili je mo�da jox bolesno i

zarazno.

Ovakvog praznog formalizma, normativizma...nazovite to kako ho�ete, forme bez

suxtine i pokri�a, u naxim �ivotima ima mnogo, ali najve�i problem je xto smo

se opasno navikli na to. Opisani primer je drastiqan i ogoǉen u svom besmislu, ali

i mnogo toga u aktuelnom obrazovnom sistemu qijim nekim aspektima se bavi ovaj rad

funkcionixe po analognom mehanizmu deklaracije bez sadr�aja.
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UVODNE NAPOMENE

Autor ima dugo iskustvo u procesu obuqavaǌa matematike uqenika osnovne i sred-

ǌe xkole, a posledǌih godina intenzivno radi na pripremi polaznika za polagaǌe

tzv. Computer Adaptive Tests (CAT) u kojima se, kao uslov za upis na master studije

raznih profila (ekonomija, hemija, farmacija...) u SAD i brojnim evropskim i drugim

dr�avama, proveravaju i elementarne matematiqke sposobnosti kandidata. To je autoru

dalo mogu�nost komparacije naqina na koji se matematiqka znaǌa i vextine usvajaju u

naxim xkolama i onoga xto pomenuti testovi zahtevaju i vrednuju. Rezultati su, odmah

da ka�emo, po nas pora�avaju�i. Autorova liqna statistika (koju zbog nezvaniqnosti

ne navodimo) pokazuje da su ulazna matematiqka znaǌa u proseku na zabriǌavaju�e

niskom nivou, da kod velikog broja kandidata postoji konfuzija qak i oko osnovnih po-

jmova aritmetike, algebre i geometrije, te da je proseqno vreme pripreme ovih ispita

daleko du�e nego xto je (nezvaniqni) prosek na globalnom nivou, uz dosta odustajaǌa

i ponovǉenih izla�eǌa.

Za sve primere iz svoje profesionalne prakse koji su navedeni u radu autor odgov-

orno tvrdi:

- da su reprezantitivni, tj. da ilustruju opxtu sliku koju je autor u dugogodixǌem

radu stekao na populacijama uqenika i studenata;

- da su u skladu sa naqelom privatnosti ǌihovih aktera, tj. da ne sadr�e liqne, pros-

torne ili bilo kakve druge odrednice koje bi to naqelo naruxile.

Autor se u prvom delu rada bavi dijagnozom staǌa, a u drugom daje svoje predloge i

obrise mogu�ih promena u pojedinim oblastima obrazovnog procesa. Jedan deo takvih

promena na mikronivou autor i primeǌuje u svom radu, pa u tom smislu prezentuje i

svoje utiske i povratne informacije. Rad svakako ne pretenduje da daje potpun sistem-

ski okvir izmena, time se bave ekspertski timovi; vreme pisaǌa ovog teksta koincidira

sa gromoglasno najavǉenim sistemskim reformama koje bi trebalo da prate i promene

,,na terenu”, pa bi, ako se zaista bude radilo o reformama, a ne xminkaǌu postoje�eg

staǌa, autor bio sre�an ako ovaj rad bude skroman doprinos tom procesu. Jedna od

va�nih stvari za koje se autor zala�e u nastavku je i korenita promena u
beniqkih

standarda i prelazak na literaturu koja �e imati odlike qitǉivog, uzbudǉivog i in-

trigantnog xtiva, a bez naruxavaǌa nauqnosti. Primeti�ete odmah, po naslovima i

sadr�aju koji sledi, da autor ima pretenzije da ovaj rad bude bax primer takvog xtiva.
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1 UVOD ili zaxto ono xto uqimo u xkoli ne treba pokuxavati

kod ku�e

Puno je primera iz xkolskog uqeǌa matematike kojima sam bio oqevidac i koje

�u navesti u ovom radu, a ovaj koji sledi, po mnogo qemu, zaslu�uje da bude prvi od

ǌih. Dakle, nedavno me jedna susetka zamolila da ǌenom sinu koji ide u IV razred

osnovne xkole pomognem oko savladavaǌa nekih matematiqkih sadr�aja sa kojima ima

odre�enih texko�a. Na naxem susretu deqak mi stidǉivo reqe da se u xkoli trenutno

prvi put susre�e sa razlomcima i da mu zapravo samo jedna stvar nije jasna: u zadatku

koji glasi: ,,Koliko iznosi 3
4 broja 120?” treba da se radi 120 : 4 · 3”, a u zadatku u

kome ka�u :,,Ako 3
4 nekog broja iznosi 120, koji je to broj?” treba 120 : 3 · 4. Kako da

razlikuje te dve vrste zadataka? Malo se iznenadih xto su tekstovi na tom uzrastu

tako apstraktni, ali odmah smo se potrudili da ih zasladimo. Uzeli smo jednu pravu

qokoladu na kojoj smo uoqili 10 jednakih ,,tabli” i jednu virtuelnu vagu i, barataju�i

desetinama, za kratko vreme utvrdili o qemu se radi, shvativxi usput i zaxto ,,doǌi”

broj u razlomku zovemo imenilac, a ,,gorǌi” brojilac. Ipak, brige junaka naxe priqe

nisu bile do kraja otkloǌene: poxto se u zadacima koji su ga muqili ne pomiǌu ni

qokolade ni torte, da li �e ipak prepoznati kako koji ,,tip” zadatka treba da radi

(mi bismo rekli: da li mo�e da apstrahuje model i odvoji se od konkretnih objekata).

Stoga smo u nastavku seckali kanap prexavxi na posmatraǌe du�ine, brojali novac i

ko �e kome koliko dati i svaxta jox, ne bismo li ulili naxem junoxi jox optimizma.

A onda smo, u �eǉi da vidimo kako se u xkoli to radilo, u ǌegovoj xkolskoj svesci iz

matematike na tu temu proqitali ovakav tekst:

1. Kako se raquna 8
9 broja 153 ? Razmixǉamo: jedno celo ima 9 devetina. Prvo raqunamo

1
9 broja 153 : 153 : 9 = 17. Osam devetina broja 153 bi�e: 8 · 17 = 136. 2. Ako je 5

7

nekog broja broj 25, odrediti taj broj. Prvo raqunax 1
7 : 25 : 5 = 5. Ceo broj je 7

7 , a to je
7 · 5 = 35.

Pravi galimatijas! Ovde ne samo da nema ni traga od torti i kolaqa, ve� je ovako

konfuzan tekst texko pratiti qak i od strane odrasle osobe kojoj bi ova tematika tre-

balo da bude rutinska stvar. Crte�a (mada ne naroqito inventivnih) bilo je samo pre

ovih zadataka gde je razlomkom trebalo opisati obele�ene delove celine, ali u reqenim

zadacima (u kojima je trebalo izraqunati meru dela (izra�enog razlomkom) neke celine

i obrnuto, na osnovu poznatog dela odrediti meru celine), nije bilo ni traga ni glasa

bilo kakvoj ilustraciji. I to bi nam sad, na prvi pogled, bio dovoǉan razlog na

bacimo drvǉe i kameǌe na uqiteǉicu koja ovakvim pristupom navodi decu na uqeǌe
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napamet. Me�utim, sticajem okolnosti (koje ovaj primer i qine specifiqnim), autor je

i toj uqiteǉici desetak godina ranije pomagao tokom studija na Uqiteǉskom fakultetu

u vreme kada se i ona, kao ǌen uqenik danas, preznojavala nad ,,texkom” Matematikom

i ,,jox te�om” Metodikom nastave matematike, pitaju�i se neretko kako da razlikuje

,,kad se radi ovako, a kad onako”. Iako se qitaocu mo�e qiniti da ovim zadiremo u

nepotrebno detaǉisaǌe ili naruxavamo privatnost (od qega se quvamo nenavo�eǌem

bilo kakvih odrednica), ali potpisnik ovih redova dobio je ovim retku priliku da

prati evoluiraǌe od poduqavane osobe (studenta) do osobe koja poduqava (uqiteǉa,

nastavnika, profesora). Ako ovde oqekujete da �u tvrditi da je uqiteǉica kao student

uqila ,,bez razumevaǌa” ili ,,napamet”, ne, to ne bi bilo korektno re�i, a trebalo

bi i da je u toj vrsti visokoxkolskog obrazovaǌa i nemogu�e iskǉuqivo na taj naqin

pro�i matematiqke i metodiqke sadr�aje i zadovoǉiti kriterijum prolaznosti. Bio je

to zapravo konglomerat svega i svaqega, mogli bismo ga nazvati ad hoc uqeǌem u kome je

sve dozirano da ispuni samo jedan ciǉ: polo�iti ispit. Svako pretvaraǌe u xablon,

za sve za xta se to qinilo mogu�im, bilo je dobrodoxlo; ushi�eǌe otkri�em novih

veza ili zakonitosti bilo je proporcionalno proceni koliko �e to uticati na poziti-

van ishod ispita, svaki taqno ura�en zadatak donosio je zadovoǉstvo jer je uve�avao

xanse da tako bude i na ispitu, nije bilo tragaǌa za alternativnim putevima, konsul-

tovaǌa druge literature, �eǉe za polemikom... bilo je u pitaǌu jednostavno klasiqno

formalno spremaǌe ispita koje, pre ili kasnije, sa ovakvom ili onakvom ocenom, po

pravilu dovodi do rezultata. To podrazumeva i prikupǉaǌe informacija koje tipove

zadataka profesor preferira, xta voli a xta ne voli kao komentare; za Metodiku to

znaqi i popuǌavaǌe nekakvog praktikuma pukim prepisivaǌem odgovora osobe koja je

na to ve� dobila pozitivno mixǉeǌe profesora (vreme za ovu operaciju bilo je qak

znatno ve�e od vremena qekaǌa u ordinaciji pedijatra u priqi s poqetka). Tu je bila

i priprema za odr�avaǌe qasa u xkoli koja se oslaǌala na iskustva nekog ko je to

ve� uspexno proxao, gde �emo bombonice zameniti qokoladicama, a Jelena �e postati

Milica...

Sada �e vam verovatno biti jasnije zaxto smo odmah posumǌali da priqa iz deqakove

sveske potiqe od uqiteǉice kao autora; i zaista, posle uporne potrage, pronaxli smo

je, u identiqnom obliku, u jednom u
beniku za IV razred matematike za osnovce, kao i

sve xto joj je prethodilo. Stoga sve metodiqke primedbe kojima smo hteli da optere-

timo uqiteǉicu sada mo�emo preneti na literaturu.1

1Senka Tahirovi� - Matematika, u
benik za IV razred osnovne xkole, Logos, Beograd, 2016
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Ciǉ ove priqe je bio da ilustruje kako i zaxto tortura formalnim uqeǌem poqiǌe

jox u ranim fazama xkolovaǌa i kako je svi uqesnici u lancu predavaq - uqenik -

roditeǉi uglavnom slede, prihvataju ili �utaǌem odobravaju. Od uqiteǉice koja je

model formalnog uqeǌa koristila na svojim studijama (a verovatno i u ranijem xkolo-

vaǌu, qime se stvara zaqaran krug) i ne mo�ete (osim u sluqaju nekog naknadnog ek-

sternog prosvetǉeǌa) oqekivati drugaqiji pristup, ali je problem xto i u
benici, a

pokaza�emo i celokupan zvaniqni miǉe u ovom trenutku, sistemski podr�avaju ovakav

rad. Pora�avaju�u qiǌenicu da je i 10-godixǌe dete ve� duboko zaxlo u mraqne

lavirinte formalnog uqeǌa dokazuje i epilog cele epizode. Na zadovoǉstvo roditeǉa

i �aka, test koji je usledio posle naxeg rada bio je uspexan, dete je ,,obe vrste zadatka”

rexilo taqno, a sigurnost u radu je, po sopstvenim reqima, dugovalo pre svega sre�noj

okolnosti da je u svakom zadatku dati prirodan broj bio deǉiv ili samo brojiocem ili

samo imeniocem razlomka, pa nije bilo potrebno podse�aǌe ni na qokolade ni na bilo

xta drugo.

Druga priqa ima za ciǉ da ilustruje xta se dexava kada uqenik �eli da, u moru

matematiqkih znaǌa kojima ga zatrpavaju u xkoli, ipak zadr�i ostrvce zdravog razuma
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i sopstvenog logiqkog povezivaǌa qiǌenica.

Junak naxe druge priqe, uqenik prve godine jedne privatne informatiqke sredǌe

xkole, pohvalio se vaxem pripovedaqu kako znaǌa koja stiqe u xkoli iz matematike

primeǌuje u svakodnevnom �ivotu i, kao ilustraciju toga, naveo da je malo pre naxeg

razgovora zakǉuqio da su iznos novca koji potroxi u marketu i iznos koji mu ostaje u


epu obrnuto proporcionalne veliqine. Jer, profesorka je rekla da ako se sa porastom

jedne veliqine druga smaǌuje, takve veliqine su obrnuto proporcionalne. ,,Pa ne�e

biti da je bax tako rekla”, pokuxah taktiqno da mu doka�em da nije uhvatio kompletnu

misao, ali se on usprotivi: ,,Bax tako je reqeno, i pixe na prezentaciji”. I gle, za

tili qas momak u�e na prezentaciju svoje profesorke (dostupnu samo odabranima, pre

svega ǌenim uqenicima ) i tamo zaista pixe

Mogli bismo pomisliti da je profesorka, ne daj bo�e, neznalica i da bi trebalo

preispitati ǌenu licencu (da takva stvar uopxte postoji). Me�utim, iz iskustva veru-

jem da se po svoj prilici radi o neqem drugom, da je skrivena poruka u prezentaciji
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bila ,,Sada se bavimo samo proporcionalnim veliqinama i, u okviru toga, ako sa po-

rastom jedne druga opada, re�i �emo da su obrnuto proporcionalne i radi�emo zadatke

tako i tako. Time vam qinim uslugu jer vas brzo i lako instruiram da uradite slede�i

kontrolni (pismeni) kako treba”. Da je u pitaǌu medve�a usluga i da se time, umesto

neznaǌa o neqemu, pravi gora situacija: pogrexno ili nepotpuno znaǌe, pokazalo se,

eto, qim ste izaxli iz okvira teku�e xkolske lekcije i susreli se u stvarnosti sa dve

funkcionalno zavisne veliqine takve da kad jedna raste druga opada. Trebalo je da

vidite razoqaraǌe momka kada sam ga uverio da se priqa iz supermarketa ne odnosi na

obrnuto proporcionalne veliqine iz teku�e lekcije, ve�, za fiksiranu poqetnu sumu,

na linearno zavisne veliqine (sa negativnim koeficijentom pravca) iz, eto, neke druge

lekcije. Kada je s pravom odluqio da svoje razoqaraǌe podeli i sa predmetnom profe-

sorkom, dobio je odgovor koji je, bez obzira da li je trebalo samo da bude duhovit ili

je imao dubǉi smisao, svakako zaslu�io da ode u naslov ove glave: ,,Ono xto uqite u

xkoli ne treba da pokuxavate kod ku�e”.

Ni ovde ne bi bilo fer da svu odgovornost svalimo na profesorku, i to iz vixe ra-

zloga. U ovom trenutku je najmaǌe va�no to xto ǌen pristup celoj priqi nije usamǉen,

naprotiv, dobar deo predavaqa sliqno postupa (o svim aspektima ovakvog rada bi�e

vixe reqi u narednim poglavǉima) i pri tome kod �aka i roditeǉa stiqe epitet pro-

fesora ,,koji dobro objaxǌava i ka�e deci sve xto treba” pa ,,nisu potrebni privatni

qasovi”. Tako�e, u ovom maniru qesto i ,,nematematiqari” instruiraju decu i ponose

se kako posti�u boǉi uspeh od matematiqara koji �acima ,,priqaju romane”. Va�-

nije je to (i to je tema o kojoj govorimo u narednim odeǉcima) xto nastavni planovi

i programi navode predavaqa da, linijom maǌeg otpora, bax ovako postupa. Lekci-

jaxka koncepcija, namenske provere znaǌa, qak i nekakvi zavrxni testovi (godixǌi,

maturski) kao prosta suma namenskih, odsustvo bilo kakve opxtosti (rexavaǌe prak-

tiqnih problema, zadavaǌe projekata, testovi opxte matematiqke kulture...) - sve su

to sistemske karakteristike sa kojima se naqin rada naxe profesorke potpuno sla�e.

Mogli bismo joj qak i qestitati na hrabrosti da prezentacije (na koje je ǌena xkola

obavezuje) pravi zaista za svoje uqenike (a ne upravu xkole ili prosvetne vlasti), ili

je u pitaǌu mo�da qiǌenica da ǌihov sadr�aj ionako niko ne kontrolixe...ko �e znati...
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2 POVRATAK XKOLI ili o profesorki koja tra�i kez

Iskustvo sa matematikom u xkoli se mnogima svelo na upoznavaǌe
sa nasumiqnim pravilima bez ikakvog sklada, koja moraju da nauqe da
bi polo�ili ispit, a da nikad ne uvide zaxto su istinski korisna za
ǌih.

Kolin Rajt, savremeni australijski matematiqar

Pripremaǌe za Computer Adaptive Tests (gde se proveravaju matematiqke sposobnosti

kandidata koji apliciraju za master studije odre�enih profila) ve�ina polaznika, na

osnovu liste oblasti qije se znaǌe podrazumeva, do�ivǉava kao neoqekivan povratak

u osnovnu i sredǌu xkolu. I zaista, radi se o temama iz elementarne matematike

koje se u naxim programima poklapaju sa gradivom zakǉuqno sa kvadratnom jednaqinom

(II godina sredǌe xkole), uz kombinatoriku i poqetna poglavǉa teorije verovatno�e i

statistike kao desert. Stvarni problem prave tekstovi zadataka koji, generalno, za-

htevaju kreativno korix�eǌe reqenih znaǌa i ume�a i gde se, po pravilu, reflektuju

sve boǉke naxeg xkolskog uqeǌa matematike. Akteri prve, druge i qetvrte priqe od

pet koje slede su upravo CAT aplikanti:

Priqa prva: Tokom priprema za polagaǌe CAT jedan polaznik naixao je, rexavaju�i

odre�eni problem, na raqun (447 + 553)2 i, s obzirom da kalkulator nije dozvoǉen,

poqeo vredno da raquna: 4472 + 2 · 447 · 553 + 5532 . Na moje pitaǌe: a zaxto ne jednos-

tavno 10002 , odgovorio je ,,E tako je moglo do VII razreda osnovne, a posle toga, kad

smo nauqili formulu za kvadrat binoma, mo�e jedino kao: prvi na kvadrat, dvostruki

prvi puta drugi...”. Na moje pitaǌe: a da li se, najpre sabravxi brojeve u zagradi,

a zatim kvadriraju�i taj zbir, dobije isti odgovor, odgovorio je, nakon kra�e pauze:

,,Vidite, o tome nisam razmixǉao...”.( ovu ,,dilemu” postavili smo u formi zadatka

i na testu opxtematematiqke kulture za sredǌoxkolce koji, zajedno sa rezultatima,

mo�ete videti u Dodatku III na kraju rada).

Priqa druga: Bave�i se zadacima u tzv.data sufficiency formatu (u kome nije potrebno

dati rexeǌe, ve� samo utvrditi da li se zadatak mo�e jednoznaqno rexiti na osnovu

datih informacija), grupa polaznika susrela se sa ovakvim problemom: ,,Mila je ovog
meseca imala 5% ve�u platu nego prethodnog. Ako se zna da je 10% svoje plate ovog meseca
dala na stanarinu, kolika je ǌena plata ovog meseca (u ameriqkim dolarima)?. Jedan broj
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polaznika utvrdio je da u tekstu ima dovoǉno podataka da se odgovori na pitaǌe. Na

moje insistiraǌe: kako?, podsetili su me da nije neophodno da na�u rexeǌe, bitno je

da znaju da se do rexeǌa mo�e do�i. Xtavixe, i ako oni to ne mogu, sigurni su da bi

dobar matematiqar to svakako mogao.

Priqa tre�a: Subota pre podne, sunqan dan, idealno vreme za odmor od obaveza. Idilu

prekida poziv od pretpostavǉenog sa molbom da, vanredno, do�em do slu�benih pros-

torija jer jedan ǌegov dobar prijateǉ ima ,,hitan matematiqki problem”. Malo nevoǉno,

ali ipak za pola sata uspevam da se prebacim u radni mod i, sa olovkom u ruci, spremno

sasluxam priqu dotiqnog gospodina. Tako saznajem da je gospodin (nazovimo ga X)

arhitekta i da je pre izvesnog vremena konkurisao za jedan dobar i profitabilan pro-

jekat u inostranoj firmi. S obzirom da ima dragoceno iskustvo u jednom specifiqnom

podruqju svoje struke (skruxeno priznajem da sam gotovo u istom trenutku zaboravio o

qemu se radi) i da se tra�ila osoba bax tog profila, te da mu je lice koje je kǉuqno

u odluqivaǌu (nazovimo ga Y) u neformalnom telefonskom razgovoru reklo da je 90%

verovatno�a da �e biti primǉen s obzirom na znaǌe i iskustvo, X je imao itekako ra-

zloga da bude zadovoǉan. Obe�ano je da �e mu odluka biti saopxtena u roku od n dana.

Kako mu se, me�utim, ni nakon 2n dana niko tim povodom nije javio, X je odluqio da po-

zove Y i da vidi kako stoji ǌegov sluqaj. Y mu je, primetno maǌe ǉubaznim glasom nego

prvi put, rekao da je u velikoj gu�vi, da se prijavilo vixe kandidata sa odgovaraju�im

iskustvom nego xto je oqekivano, i da �e mu uskoro biti javǉen ishod. Razume�ete da je

tokom cele priqe spremna olovka u mojoj ruci sve vreme neodre�eno kru�ila u vazduhu.

A onda je, neoqekivano, usledilo pitaǌe osobe X upu�eno meni, uz izra�enu spremnost

da struqan odgovor nagradi koliko je potrebno : xta ka�e matematika, kolika je sada,

u svetlu naknadnih qiǌenica, verovatno�a da �e dobiti posao?

Priqa qetvrta: Jedan polaznik, posve�en istom poslu kao akteri prve i druge priqe,

nailazi na zanimǉiv problem sa kucama i macama i odluquje da broj prvih obele�i

sa x, a broj drugih sa y. Na moju usputnu sugestiju, nije li zgodnije odabrati recimo

k i m (ili, po engleski, d i c) kao poqetna slova imena �ivotiǌa kako kasnije ne bi

doxlo do zabune, uzvra�a pitaǌem: ,,A zar to sme?”. Nakon mog ,,a xto da ne” odgovora,

ka�e nesigurno: ,,Ne znam, ali pamtim jox iz osnovne xkole da moja profesorka nije

dozvoǉavala bilo kakva druga slova u sistemima jednaqina sa dve nepoznate osim x i y,

tako da ni u ,tekstualnim’ zadacima nismo smeli da koristimo neke druge oznake.” (qi-

taoca podse�amo da je u CAT zadacima potrebno samo ,,kliknuti” na jedan od ponu�enih
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odgovora).

Priqa peta: Protagonista ove priqe, osoba M, mla�a od svih prethodnih, vredan je �ak

druge godine jedne ,,dobre” beogradske gimnazije, a potpisniku ovih redova se obratila

za pomo� oko nekoliko trigonometrijskih jednaqina koje nije uspela da rexi. Jedna-

qine smo, zajedniqkim snagama, sveli na osnovni oblik (trig 2 = b, gde je 2 neki izraz sa

jednom promenǉivom, b realan broj, a trig oznaka jedne od operacija sin, cos, tg ili ctg), a

daǉe ,,nije problem”. U tom ,,nije problem” delu, me�utim, moja malenkost zapazila je

da nema nigde trigonometrijskog kruga, ve� samo memorisanih algoritama tipa: sinx = b

nema rexeǌe ako b /∈ [−1, 1]; ima rexeǌe x = π
2 +2kπ za b = 1, a x = −π

2 +2kπ za b = −1, dok

za b ∈ (−1, 1) imamo dve familije rexeǌa: x = arcsin b+2kπ i x = π−arcsin b+2kπ . Uz ovo

ide i lista nekih vrednosti arkusnih funkcija koje treba znati i koje su taman stale na

jednu omaǌu ,,puxkicu”. Moj savet da priqu malo relaksiramo na trigonometrijskom

krugu naixao je na qvrst zid odbijaǌa, pa sam ubrzo odustao shvativxi da je taqnost

odgovora osobe M ujedno ǌoj i najjaqi argument da tu ne treba nixta meǌati. I samo

xto sam zatvorio svesku, M me opomenu da sam zaboravio nexto va�no: ,,Morate na

kraju rexenog zadatka staviti kez, inaqe profesorka skida poene.” ,,Bo�e, xta ne�u

quti”, pomislih i zaqinih odgovor smajli�em, kad se ve� mora, na xta M uzviknu: ,,Ne,

ne tako” i napisa (latinicom) KEZ. Sre�om da su mi tog dana sive �elije relativno

dobro funkcionisale, pa u trenutku shvatih da se iza toga krije k ∈ Z. Sad je doxao

red na M da se iznenadi:,,To znaqi da k pripada Z ? Zaista?” ,,Pa zar vaxa profe-

sorka ne izgovara ono xto pixe”, upitah. ,,Samo ponexto”, reqe M, ,,uglavnom pixe.

Ne priqa mnogo, ali dosta tra�i”.

Postavǉamo sada (logiqno) pitaǌe: xta je zajedniqko za aktere ovih pet priqa?

Odgovor, koliko god zvuqao grubo ili preterano, a imaju�i u vidu da su navedene aneg-

dote ilustracija opxteg utiska, glasi: ǌihovo matematiqko znaǌe je invalidno jer su

�rtve formalnog uqeǌa kome su bili podvrgnuti ne svojom voǉom, a qega nisu bili

svesni tokom celog procesa uqeǌa matematike. (a i kada postanete svesni, jako texko

je promeniti nexto na xta se naviknete od malih nogu). Oni jednostavno ne znaju os-

novne principe na kojima se gradi ,,matematiqka zgrada”(termin dr Milana Bo�i�a

[1]), ne znaju (da se malo zadr�imo na asocijaciji) ni xta su joj nose�i stubovi, glavni

ventili ni kako izgleda i funkcionixe instalaciona mre�a. Bave�i se matematikom

tokom xkolovaǌa (osoba iz pete priqe jox je u sredǌoxkolskoj fazi, ali je, na�alost,
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na dobrom putu da do�e u pozicije ostalih aktera) nauqili su da mnogo toga urade

xto im se ka�e, ali ne i da sami odluquju. S druge strane, radi se o ambicioznim

mladim ǉudima koji imaju �eǉu da profesionalno napreduju i produbǉuju svoje znaǌe

i sposobnosti. Tako�e, svi oni su u dosadaxǌim fazama xkolovaǌa (u prve qetiri

priqe radi se o fakultetski obrazovanim ǉudima) postigli solidan formalan uspeh.

Pitaǌe kojim se bavimo u ovom radu je: zbog qega je matematiqko obrazovaǌe koje su

stekli tokom, pre svega, osnovne i sredǌe xkole, bez pravih temeǉa, nekonsistentno,

fragmentarno i nefunkcionalno? Osnovne krivce za to smo ve� imenovali: obrazovni

sistem, u
beniqka stvarnost i profesorski kadar. U narednim odeǉcima detaǉnije

�emo se pozabaviti svakim od ǌih.

Mo�da �e neko pomisliti da se radi ipak o izuzecima. Me�utim, moje iskustvo

(ali i brojna druga istra�ivaǌa na tu temu) govore, na �alost, suprotno. Pisac ovih

redova ima tu (ne)sre�u, zbog prirode posla, da se sa ovim susre�e bukvalno svakod-

nevno, a gorǌi primeri su samo drastiqni u svojoj ogoǉenosti. Mogao se me�u ǌima

na�i i primer osobe koja je, nakon telefonskog razgovora, utvrdila da je potpisnik

ovih redova matematiqka neznalica jer ne zna xta je fofiraǌe i gofiraǌe, a ǌemu treba

jox i vixe od toga, fogofiraǌe i gogogiraǌe (tek naknadno sam shvatio da je mislio na

kompozicije odre�enih funkcija f(x) i g(x)); ili da legende o onima koji razlomak tgx
ctgx

,,skra�uju” u 1
c nisu samo puste priqe.

Naravno, u svom radu autor se suretao i sa kandidatima sa odliqnim znaǌem i do-

brim ili vrhunskim sposobnostima, ali su oni bili u maǌini. Tu se potpuno potvrdilo

zapa�aǌe dr Dobrila Toxi�a da se ,,prosek znaǌa matematike svake godine smaǌuje.

Posledǌih nekoliko godina osvojeno je dosta medaǉa na matematiqkim olimpijadama

- svake godine sve vixe i vixe. Me�utim, sredina je sve slabija i slabija.”[2] Naj-

maǌi procenat kandidata od onih sa kojima je autor radio je imao kombinaciju : sjajno

znaǌe i odliqan uspeh iz prethodnih faza xkolovaǌa. Po mom utisku, to su prirodno

talentovani studenti koji su, i u postoje�em sistemu, ili mo�da uprkos ǌemu, dostigli
zavidan nivo matematiqkih sposobnosti, i rad sa ǌima je po pravilu bio samo formalno

navikavaǌe na CAT koncept. Indikativno je, me�utim, da od kandidata koji su kasnije

ostvarili dobar uspeh na testu, najve�i broj je onih koji su, po sopstvenim reqima,

imali proseqan ili ispotproseqan uspeh u osnovnoj i sredǌoj xkoli, sa nekom ,,dvojkom

- trojkom” iz matematike, da bi na fakultetu, po pravilu, postigli daleko boǉe rezul-

tate. Kod ovih kandidata sa znatno razvijenim sposobnostima matematiqko-logiqkog

rasu�ivaǌa prime�uje se i izra�ena vextina zaobila�eǌa ali i samostalnog izvo�eǌa

,,zaboravǉenih” formula, kao i, metodom primera i kontraprimera, neupadaǌa u zamku
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pogrexnih zakǉuqaka na koje testovi qesto navode.

Da zakǉuqimo: sve dok se �ak ili student u procesu uqeǌa matematike pita: ,,Xta

�e mi ovo u �ivotu?” (i ne zadovoǉava se odgovorom tipa: ,,Potrebno vam je za pri-

jemni” ili ,,...za dobru ocenu”), ima xansu da izbegne da do�e u poziciju posedovaǌa

papira bez pokri�a. Naravno, netipiqno dobar profesor, netipiqno dobar u
benik i

razni drugi povoǉni faktori okru�eǌa i liqnog razvoja mogu itekako da budu kataliza-

tor procesa kvalitetnog uqeǌa. A odgovor na pitaǌe ,,Xta �e mi ovo u �ivotu” du�an

je da tra�i od svih aktera obrazovnog procesa, ali i da samostalno traga za ǌim. U

suprotnom, mo�e do�i u poziciju slu�benika banke koji je doxao na radno mesto vaxeg

pripovedaqa sa molbom da mu objasni ,,kako se raqunaju procenti digitronom”, osobe

na poslu kontrole kvaliteta kojoj je matematiqar bio potreban da napravi formulu

koja �e povezati veliqinu x i vreme t ako je u poqetnom trenutku x = x0, a u svakom

slede�em za 3 ve�e nego u prethodnom, ili mo�da arhitektu iz tre�e priqe... koji je,

usput, dobio �eǉeni posao...

3 INSTITUCIONALNI OKVIR ili Kako skrojiti matematiqko

odelo po meri

Xkolu do�ivǉavam kao zatvor.
Jana Xevkuxi� (14), spisateǉica,
najmla�a uqesnica BG Sajma kǌiga 2016

Sused koji radi u Gradskom saobra�ajnom preduze�u redovno mi se �ali kako na lin-

ijama na kojima vozi nikako ne uspeva da poxtuje red vo�ǌe koji nala�e da od mesta

Ai do mesta Aj put traje mij minuta. Siguran je da se ,,onaj ko je to sastavio” nikad

nije vozio navedenim linijama ili je to qinio pod idealnim okolnostima, i pri tome

je nedostupan za povratne informacije, tako da je vozaqima i dispeqerima ostavǉeno

da se snalaze kako umeju.

I nastavni planovi i programi za osnovnu i sredǌu xkolu, kao propisani redovi

vo�ǌe kroz matematiqke sadr�aje, imaju sliqnu boǉku (i tu se analogija sa gorǌim

primerom zavrxava), pa prosvetari za ǌih obiqno koriste ve� izan�alu frazu: ,,spisak

lepih �eǉa”. Doduxe, formalno ih je mogu�e ispoxtovati, ali autor odgovorno tvrdi

da, �elite li da zaista da izbegnete zamke formalnog i namenskog poduqavaǌa, morate
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svesno da krxite nastavne planove. U praksi se i sada ti planovi krxe, doduxe iz

raznoraznih razloga, i gotovo da nema profesora (pre svega u sredǌoj xkoli) koji neku

od predvi�enih tema nije zaobixao, iako je, papiroloxki, sve qisto i po redu vo�ǌe.

U sredǌoxkolskim programima na solidaran bojkot profesora nailaze svojevremeno

ubaqene teme (sa predvi�enih 1-2 qasa za obradu) poput ,,Osnove linearnog programi-

raǌa”, ,,Sistemi algebarskih jednaqina vixeg reda” i ,,Diferencne jednaqine” (III

godina gimnazije prirodnog smera), dok se, s druge strane, qesto obra�uju nastavne

jedinice koje su odavno izbaqene iz programa, poput ,,Kamatnog raquna” u I godini ili

,,Integracije racionalnih funkcija” (IV godina gimnazije, prirodni smer).

Problem obimnosti programa je, zapravo, problem odnosa kvantiteta i kvaliteta.

Praksa pokazuje da je predvi�eni sadr�aj nemogu�e obraditi analitiqki (termin o kome
u nastavku vixe govorimo) sa proseqnim �akom (ovaj termin treba shvatiti samo u svom

statistiqkom znaqeǌu). Qiǌenica da postoje prirodne (i dobrodoxle) individualne

razlike me�u �acima i da vreme koje je potrebno za odre�enu nastavnu jedinicu varira

od �aka do �aka (mo�emo re�i: vreme potrebno jednom �aku da savlada nastavnu je-

dinicu J je sluqajna promenǉiva XJ sa pretpostavǉenom normalnom raspodelom qija je

oqekivana vrednost qesto ve�a od sada ,,propisane” ) morala bi drugaqije nego do sada

da se uzme u obzir. Pri tome se gimnazijska podela na druxtveni, opxti i prirodni

smer qini odavno prevazi�enim modelom. Koliko nam je poznato, iskustva iz obrazovnih

sistema drugih zemaǉa su raznolika: negde se, iz godine u godinu, radi nekakav Diag-

nostic test na osnovu kog se, u okviru jednog obrazovnog profila, �aci upu�uju na jedan

od nekoliko nivoa (obiqno tri) sa istim fondom, ali razliqitom sadr�inom qasova;

negde se i nedeǉni fondovi razlikuju, negde se i �eǉe uqenika uzimaju u obzir, negde

je (primer Finske) cela koncepcija iz osnova drugaqija. Polaze�i od svojih iskustava

u obrazovnom procesu, autor u naxim okolnostima predla�e postojaǌe obaveznog fonda

qasova na kome bi se na primeren naqin (o toj primerenosti vixe govorimo u nastavku)

obra�ivalo ono xto se dogovorimo da je osnovno i suxtinsko. Liste obaveznih nas-

tavnih jedinica za svaku godinu osnovne i sredǌe xkole (u sredǌoj xkoli i za svaki

obrazovni profil) bi, sledstveno, bila svakako maǌa nego xto je danas i to po dva

osnova: nekih tema uopxte ne bi bilo, a neke bi se radile maǌe nego sada. Autor nema

ambicije da u ovom trenutku daje bilo kakve predloge u tom smislu, svaka izmena je os-

etǉiva tema kojoj treba da prethode analize raznih vrsta, ali smatram da je lista tema

koje ulaze u tutorijal za CAT indikativna u tom smislu: ona ne sadr�i brojne teme koje

se rade u naxoj sredǌoj, pa qak i osnovnoj xkoli, ali pretpostavǉa znatno ve�e znaǌe iz

teorije deǉivosti celih brojeva, kao i poqetni kurs teorije verovatno�e i statistike
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koji ne koincidira u potpunosti sa onim xto se obiqno (ne) uradi na kraju IV godine

sredǌe xkole kada se ove teme po programu rade. Van obaveznog fonda qasova autor

predla�e sistem izbornih qasova gde bi �aci mogli do odre�ene granice da pove�avaju

broj qasova matematike nedeǉno i time proxire listu tema koje �e obraditi ili pro-

dubiti, ali i da ga ponovo po �eǉi smaǌe (do minimalnog mogu�eg broja). Povrh toga,

trebalo bi vratiti u sistem opciju dodatne nastave koja bi mogla da omogu�i daǉu

ekstenziju ovog sistema za posebno nadarene i zainteresovane �ake. Smatram da bi,

u bla�oj formi, ovakav sistem trebalo da se primeǌuje ve� od V razreda, sa maǌim

variraǌem broja qasova i naglaxenijom varijantom dodatne nastave, da bi postepeno,

do kraja sredǌe xkole, postajao sve fleksibilniji. Dopunska nastava se u svakoj var-

ijanti podrazumeva.

Me�utim, prenatrpanost ni sluqajno nije jedina mana postoje�ih programa. Diskutabi-

lan je i raspored pojedinih tema, pri qemu je najdrastiqniji primer poqetka prve go-

dine sredǌe xkole. U nastavnim planovima za ve�inu obrazovnih profila u pitaǌu

su poqetna poglavǉa matematiqke logike, nakon qega slede odabrane partije iz teorije

skupova (ukǉuquju�i dokazivaǌe skupovnih jednakosti ,,prevo�eǌem” na jezik iskazne

algebre), uvo�eǌe pojma binarne relacije i uvodna poglavǉa teorije funkcija (defini-

cija, pojam domena i kodomena, 1-1 i na funkcija, kompozicija funkcija, pojam inverzne

funkcije, rexavaǌe funkcijskih jednaqina...). Susret sa gradivom koje ni malo ne liqi

na ono xto je nasle�eno iz osnovne xkole ve�ina uqenika shvata kao poruku: ,,Ono xto

ste radili u osnovnoj zaboravite, sledi sasvim drugaqija matematika koja nema veze sa

starom i u kojoj mo�da ne�ete biti uspexni kao do sada.” U atmosferi prelaska na

vixu faze xkolovaǌa, ambijentu novog prostora i novih predavaqa, stres koji ovakav

start ima kod mnogih proizvede efekat potpunog debakla iz kog se kasnije texko opo-

rave. Ako je sastavǉaq �eleo da �acima na poqetku sredǌeg xkolovaǌa prenese poruku

,,loxe vam se pixe”, onda je van svake sumǌe uspeo.

Paradoks je xto se kasnije korix�eǌe znaǌa iz matematiqke logike u praksi, na

(veliku) �alost, svodi samo na formalnu upotrebu simbola =⇒ i ⇐⇒. Mixǉeǌa smo

da bi uvo�eǌe logiqkih operacija moglo da usledi tokom I godine (ali ne na samom

poqetku, iz ve� obrazlo�enih psiholoxkih razloga) , a ve�inu ostalih tema (upotreba

kvantora, pojam potrebnog i dovoǉnog uslova, skupovi i skupovne jednakosti, binarne

relacije ) vidimo u delu van obaveznog fonda qasova ili u III godini u paketu sa

matematiqkom indukcijom, xto se posebno sla�e sa qiǌenicom da tad gimnazijalci

imaju i logiku kao zaseban predmet. Deo o funkcijama prikladniji je za poqetak II

godine, budu�i da se tokom te godine obra�uju teme vezane za kvadratne, korenske,
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eksponencijalne, logaritamske i trigonometrijske funkcije i gde se efektno primeǌuje

znaǌe o svojstvima 1-1 i na, pojmu inverzne funkcije, monotonosti itd (na qemu se

zasniva i rexavaǌe odre�enih klasa jednaqina, nejednaqina itd.)

Postoji svakako jox dosta tema u osnovnoj i sredǌoj xkoli kojima praksa nala�e

promenu ,,tajminga”. Autor iz svog iskustva navodi jox neke:

• podudarnost trouglova predstavǉa prvi susret sa ,,dokaznom” geometrijom qije je

smextaǌe u VI razred osnovne xkole potpuno neadekvatno, bez obzira na to xto se

na osnovu toga kasnije dokazuju brojna svojstva trouglova i qetvorouglova. Praksa

jednostavno pokazuje da �aci u preovla�uju�oj meri ne mogu da razumeju suxtinu

ove priqe i do�ivǉavaju je kao jox jednu od besmislica koju treba nekako nauqiti

imitiraju�i ve� ura�ene zadatke sa qasa. Samim tim i pomenuta svojstva bi se

u toj fazi vizuelno obra�ivala, a dokazi ostavili za I godinu sredǌe, kada se

podudarnost i po sadaxǌim programima ponovo obra�uje;

• elementi kombinatorike koji se, u vidu poqetnog kursa (princip mno�eǌa i prin-

cip sabiraǌa) rade na poqetku I godine sredǌe xkole, tako�e predstavǉaju deo

xokantnog startnog paketa u sredǌoj xkoli kome tu nije mesto. Jasna je povezanost

toga sa ,,brojaǌem” pravih i ravni u kasnijim geometrijskim partijama, ali to se

mo�e sasvim zadovoǉavaju�e izbe�i, a cela oblast ostaviti za IV godinu u kojoj

se i sada obra�uje.

• vektori kao tema analitiqke geometrije (III godina sredǌe) predstavǉaju apso-

lutni primer nedoslednosti, ako ih uporedimo sa gore pomenutim temama. Uvode

se, naime, koordinate vektora u prostoru bez ikakvog predvi�enog uvoda u ,,trodi-

menzionalni” koordinatni sistem, pa se od �aka oqekuje u zadacima da su prosvetl-

jeni i znaju da npr. taqka na Oz - osi ima koordinate oblika (0, 0, z), a taqka u

xOy ravni (x, y, 0).To �e iskusni profesor rexiti prikladnim uvodnim slovom,

ali ove partije (za koje postoji legenda da se rade pre svega zbog zahteva u fizici

na tom uzrastu) velika ve�ina �aka radi opet metodom analogije (,,imitiraǌa”

,,sliqnih” zadataka). Uvo�eǌe pojma linearne (ne)zavisnosti vektora, xto pro-

gram tako�e predvi�a, i da ne pomiǌemo.

• elementi kombinatorike, verovatno�e i statistike koji spadaju u opxtematem-

atiqku kulturu treba da budu poqetna tema IV godine sredǌe (qime bi se izbegla

sadaxǌa praksa ǌihovog izostavǉaǌa jer su na samom kraju te godine), a elemen-

tima vixe matematike mo�e pripadati ostatak zavrxne godine, u obimu koji bi
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zavisio od obrazovnog profila i ostalih qinilaca koje smo pomenuli.

O potrebi institucionalizovanog mehanizma proveravaǌa matematiqkih sposobnosti

uqenika kroz testove opxtematematiqke kulture bi�e reqi kasnije. Ovde bismo naveli

jedno zapa�aǌe koje smatramo va�nim, a tiqe se institucije maturskih ispita (u planu

je i da se prijemni ispiti na fakultetima zamene standardizovanim maturskim ispitom

u sredǌoj xkoli, pa o besmislenom dvojstvu, sre�om, nema potrebe vixe govoriti).

Mixǉeǌa smo, naime, da bi zavrxnim ispitima koji obezbe�uju prolaz na vixe etape

xkolovaǌa trebalo skinuti oreol ekskluzivnosti za jedan upisni rok. Tenzija koja se

kod ve�ine uqenika stvara zbog qiǌenice da bi, u sluqaju neuspeha, morali da pauzi-

raju godinu dana, kao i trema koja zbog toga kod nekih dosti�e i blokiraju�i nivo,

su nepotrebne i mogu dovesti do potpuno pogrexne slike o sposobnostima pojedinca.

Omogu�avaǌem ve�eg broja termina za polagaǌe za isti upisni rok i sumarne rang

liste nakon svih termina (gde bi jedna osoba mogla da izlazi vixe puta) dalo bi, po

qvrstom uvereǌu autora, daleko realniju sliku o stvarnom znaǌu pojedinaca. Ovde

mislimo i na tzv. malu i veliku maturu; polagaǌe male mature u proxlosti, dok su

uslovi bili neuporedivo stro�i nego danas, bilo je izuzetno traumatiqno za decu .

Sada je tu priqa relaksiranija, a pomenuti predlog bi je uqinio jox verodostojnijom.

4 KǋIGE IZ KOJIH UQIMO ili Crna maska iz Al-
ebre

U periodu od V razreda osnovne xkole do kraja sredǌe xkole, na koji se, pre svega,

odnose zapa�aǌa u ovom radu, xkolskom savladavaǌu matematike �acima bi trebalo da

poma�u dve vrste kǌiga - u
benici i zbirke zadataka. U praksi, me�utim, �aci skoro

da uopxte ne koriste u
benike (sredǌoxkolci ih, po pravilu, i ne kupuju), tako da ih

praktiqno jedino qitaju profesori koji to �ele (u qemu nema niqeg loxeg, ali to nije

ǌihova primarna namena).

U
benik bi trebalo da pomogne deci tako xto �e pristupaqnim stilom, bez gubitka

nauqnosti, i odabranim primerima pomo�i u razumevaǌu pre�enih partija. Osnovni

problem kod ǌihovog kreiraǌa je upravo balansiraǌe izme�u nauqnosti i popularnog

stila pisaǌa. I pored �eǉe da se pribli�e deci, pa makar to bilo i simpatiqnim ilus-

tracijama, ohrabruju�im uvodnim slovom ili na nekakav drugi naqin, autoru se qini

da su skoro svi u
benici koje je imao priliku da analizira, po pravilu nepristupaqni

i odbojni kada su u ǌih malo dubǉe za�e. Danas postoji obiǉe u
beniqke literature,

prosto takmiqeǌe raznih izdavaqa zvuqnih imena, naroqito za osnovnu xkolu. ǋihovi
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autori su uglavnom univerzitetski i sredǌoxkolski profesori. Serija u
benika za

sredǌu xkolu (prirodni smer gimnazije) koji se, u pogledu analitiqnosti i xirine,

svakako istiqu, su oni pisani od strane pokojnog prof. Jovana D.Keqki�a, koji je i

sam bio veoma oxtar kritiqar postoje�eg sistema xkolstva i u uvodnom slovu svakog

od u
benika redovno naglaxavao da je nemogu�e pre�i sve teme, onako kako bi tre-

balo, za predvi�eno vreme. Stoga ǌegovi tekstovi obiluju fusnotama i ,,neobaveznim”

tekstom pisanim sitnim slovima kako bi se zadr�ao makar minimum opxtosti i celine

logiqki povezale. ǋegovi u
benici su, po naxem mixǉeǌu, sjajna literatura za profe-

sore od kojih se, prirodno, podrazumeva daleko dubǉe znaǌe od onog koje predaju. Ima

u ǌima i otvorenih tema za razmixǉaǌe, polemiqkih tonova, nestandardnih pristupa

nekim temama elementarne matematike, dilema u vidu razgovora sa istaknutim kolegama

matematiqarima (pok.profesorom Slavixom B.Prexi�em) Me�utim, za uqenike, pogo-

tovu u sadaxǌoj eri instant-uqeǌa, ovo texko da mo�e biti adekvatno, qega je i autor

bio svestan, i sâm oqekuju�i da ǌegovu kǌigu koriste uglavnom posebno nadareni ili

radoznali �aci.

S druge strane, postoje u
benici koji se stilom vixe ,,dodvoravaju” �acima, ali

ostaju�i uporno na tragu pseudodeduktivnog stila, xto ume da rezultira nakaradnim

posledicama. Tipiqan primer jeste jedan u
benik za I godinu sredǌe xkole u kome se, na

primer, kao prve dve aksiome me�u aksiomama pripadaǌa apsolutne geometrije navode:
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Po naxem mixǉeǌu, ovo pravi daleko ve�u xtetu u nauqnom smislu nego da je ak-

siomatika jednostavno zaobi�ena i sve ,,oqigledne” stvari prihva�ene kao ,,podrazumevaju�e”

(xto je za taj uzrast sasvim primereno). U Hilbertovom sistemu aksioma apsolutne

geometrije, koji je, sa malim varijacijama, prihva�en u celokupnoj nauqnoj litera-

turi, iz prve grupe aksioma (aksiome pripadaǌa ili incidencije) mo�e se samo za-

kǉuqiti da prava sadr�i najmaǌe dve razliqite taqke, ravan najmaǌe tri, a pros-

tor najmaǌe qetiri razliqite taqke. Xtavixe, postoje modeli sa 4 taqke koje ispun-

javaju sve aksiome incidencije. Tek sa drugom grupom, aksiomama poretka, mo�e se

dokazati da prava sadr�i beskonaqno mnogo razliqitih taqaka. Uvo�eǌem beskonaqno

mnogo taqaka u prvoj aksiomi pripadaǌa potpuno se naruxava smisao aksioma apso-

lutne geometrije i zalazi u nekakav improvizovani ,,vilajet”. Ovo smatramo tipiqnim

primerom bespotrebnog insistiraǌa na deduktivnom pristupu qije spajaǌe sa �eǉom

da se napravi popularno i dopadǉivo xtivo mo�e da izrodi i ,,Frankextajna”.

Autor je mixǉeǌa da je, prikladno uzrastu, va�no da matematiqka znaǌa koja se

stiqu budu utemeǉena, da se na odabranim primerima vidi motiv za ǌihovo uvo�eǌe, a

zatim znaqaj i domet, te da im se odredi jasno mesto u ,,matematiqkoj zgradi”. Stroga

dedukcija je u svakom sluqaju nemogu�a na uzrastu osnovne i sredǌe xkole, xto ne

znaqi da elemenata dedukcije uopxte ne treba da bude - naprotiv, ali ǌena uloga je tu

samo da nagovesti ,,xta se iza brda vaǉa” i kako izgleda strogo gra�eǌe matematiqke

,,zgrade”. Za mnoge teoreme dovoǉno je potkrepiti ih primerima, uz obaveznu napomenu

da se ne radi ni o kakvom dokazu (ve� o empirijskoj indukciji) i da je to privremeno

”verovaǌe na req” profesoru.

Me�utim, nezavisno od toga, mixǉeǌa smo da bi stil matematiqkih u
benika tre-

balo da bude bitno drugaqiji od onog koji je uobiqajen. Da je mogu�e u matematiqku

literaturu uneti dosta duha i xarma a bez naruxavaǌa nauqnosti i izlo�iti gradivo u

vidu pitke, zabavne, qak i detektivske priqe, dokaz su slede�e tri kǌige koje navodimo

kao uzor za to, a qiji su autori (xto je veoma va�no u ovom kontekstu) matematiqari:

1. ”Tri dana u Karlikaniji” V.ǈevina i ”Crna maska iz Al-
ebre” V.ǈevina i E.Aleksandrova
(u prevodu i obradi prof.Bogoǉuba Marinkovi�a) (prva je pripovetka, druga maǌi roman).

U ovim umotvorinama su, kroz priqu u maniru ,,Alise u zemǉi quda” o dru�ini od dva

deqaka i jedne devojqice koji su se obreli u zemǉi Karlikaniji (qiji su �iteǉi bro-

jevi) i Al-
ebri (qiji su �iteǉi, poga�ate, brojevi i slova), na uzbudǉiv i duhovit

naqin, savrxeno prezentovani najva�niji elementi aritmetike i algebre za uzrast V-

VII razreda osnovne xkole. Suxtina, znaqaj, posledice - sve je perfektno utkano u ovo
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uzbudǉivo putovaǌe, qak je i ostavǉen prostor za znaǌa koja tek dolaze. Autor ovih

redova je,kao dete, oba dela proqitao bez daha (vidite da je deo tog ushi�eǌa ostao) i

mnoge matematiqke pojmove je kasnije vezivao za pojedine delove xtiva. Poklaǌamo i

vama jedno parqe magije: 1

1ǈubaznox�u prof. B. Marinkovi�a
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2.,,Matematika logika sa elementima opxte logike” Milana Bo�i�a i Slobodana
Vuji�a, u
benik vezan za sredǌoxkolski sistem (usmereno obrazovaǌe) koji je davno

otixao u istoriju, jedini je zvaniqni xkolski u
benik na ovoj listi i, po naxem

mixǉeǌu, primer kako on treba da izgleda. Iako napisan pre 37 godina, ostao je,

koliko znamo, jedini donkihotovski projekat te vrste do dana danaxǌeg. Duhovitom

komunikacijom sa qitaocem, pisana lakim i zabavnim stilom, kǌiga uvodi qitaoca u

osnovne pojmove matematiqke logike (iskazni i predikatski raqun, aksiomatika prirod-

nih brojeva, matematiqka indukcija, teorija dokaza...) na naqin da je i danas i studenti

i drugi kojima je potrebno izuqavaǌe matematiqke logike koriste kao nezaobilaznu lit-

eraturu.

3. ,,Papagajeva teorema” Denija Ge�a je, za razliku od prethodne dve, komercijalna lit-

eratura, nekakva matematiqka beletristika, i kao takva najslabija karika ovog lanca,

ali ipak sledi poentu priqe - da je mogu�e napraviti uzbudǉiv (u ovom sluqaju i de-

tektivski) roman u koji �ete vexto utkati, na maǌe ili vixe strog naqin (zavisno od

ciǉne grupe kojima je kǌiga nameǌena), odre�ena matematiqka znaǌa.

Osnovna misao je, dakle, da nauqnost (strogost u zasnivaǌu) i atraktivan stil

izlagaǌa nisu nespojive stvari, naprotiv. Rekli bismo qak da je danaxǌi standardan

sterilan stil pisaǌa edukativnog xtiva u suprotnosti sa poletom i ushi�eǌem koji

su pratili mnoga matematiqka ,,otkri�a” i proboje. Setimo se samo Talesa koji je u

oduxevǉeǌu otkri�a o periferijskom uglu nad preqnikom prineo �rtvenog vola u znak

zahvalnosti bogovima, ili Hipasa koji se navodno utopio od sramote xto je odao tajnu

pitagorejskog bratstva o postojaǌu nesamerǉivih du�i, a xto je danas u xkolskom sis-

temu svedeno na ,,dosadne stvari koje se uqe za ocenu”.

Xto se zbirki zadataka tiqe, me�u onima nameǌenih uqenicima osnovne xkole pos-

toji veliko xarenilo izdavaqa i autora, dok su se za sredǌu xkolu uglavnom profil-

isale dva ,,brenda” (za sve razrede), koja, iako nameǌena samo prirodnom smeru gim-

nazije i tehniqkim xkolama, po preporuci profesora koristi ve�ina �aka, qime qesto

budu stavǉeni na muke biraǌa prikladnih zadataka za svoj profil. Postoje, istina, i

zbirke nameǌene druxtvenom smeru gimnazije i pojedinim obrazovnim profilima sred-

ǌe xkole, ali se, iz nepoznatih razloga, ne koriste u znaqajnijoj meri. Tako�e, aktivi

matematiqara nekih sredǌih xkola prave i svoje xtampane ili elektronske zbirke (u

brojnim sluqajevima koriste�i zadatke iz ve� postoje�ih, a ne navode�i ih kao liter-
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aturu). U xkolskoj praksi qesto je i agitovaǌe pisaca ili izdavaqa me�u profesorima,

nipodaxtavaǌe drugih autora, jednom reqju, prava ,,tr�ixna” utakmica.

Kako god, zbirke su, za razliku od u
benika, neizostavni pratilac xkolskog rada.

Naroqito su popularne one koje na poqetku svake ,,lekcije” imaju kratak teorijski

sa�etak koji �aci (neretko i profesori) koriste kao zamenu za teorijski deo (o xtet-

nosti ovakvog uqeǌa matematike bi�e reqi u narednom odeǉku). U svemu ostalom,

zbirku su potpuno ogledalo nastavnih planova i programa i naxe stvarnosti - po prav-

ilu nedovoǉno elementarnih zadataka, dosta texkih zadataka i nepristupaqnih tek-

stova, bar za obavezan nivo uqeǌa (pojam o kom smo govorili u proxlom odeǉku). Iako

ovo mo�da deluje pauxalno i frazerski, autor ovakvu ocenu zasniva na qiǌenici da

su npr. svi ,,tekstualni” zadaci u partiji ,,Sistemi jednaqina i ǌihova primena” u

zbirci za I razred gimnazija i tehniqkih xkola (autori: �.Ivanovi� i S.Ogǌanovi�,

,,Krug”, Beograd) te�i nego CAT zadaci koji rade osobe u proseku 10 godina starije

od tog uzrasta, pa su opet rezultati takvi o kojima smo govorili. To je samo potvrda

neprilago�enosti literature svojoj svrsi - problem koji se u praksi ,,rexava” na razne

naqine - ili profesor takve zadatke ne�e uopxte ni raditi (xto je u opisanom primeru

zaista najqex�e sluqaj), ili �e re�i: da�u vam sliqne kao 576.i 577., ili �e (u naj-

gorem sluqaju) ostati samo na tome da �e ,,tekstualne” zadatke dati iz zbirke, pa vam

se mo�e isplatiti da ih sve nauqite...

Mo�da bi trebalo pomenuti na kraju i matematiqku xund literaturu, koja, iako za-

stupǉenija na (nekim) fakultetima, postoji i vezana za uzrast o kome govorimo. To su

kǌige, zbirke, skripte, naravno neodobrene od bilo koga, u kojima se na ,,brz i pristu-

paqan naqin” garantuje postizaǌe uspeha u kratkom roku. Tu mo�ete na�i informaciju

da je ,,paralelogram kos pravougaonik’, da je 5 : 0 = ∞ kao i da svaki zadatak iz pi-

ramide mo�ete rexiti ako za svaku ,,vrstu” piramide zapamtite formule za povrxinu,

zapreminu i ,,sve Pitagorine teoreme koje u ǌoj postoje” (ovo posledǌe mo�ete na�i i u

teorijskom uvodu mnogih oficijelnih zbirki za VIII razred i III godinu sredǌe xkole).

5 SLOVO O PROFESORIMA ili kako izmeriti visinu drveta

i po oblaqnom vremenu

O xkolskim profesorima, otkad je xkole, sveta i veka, najupeqatǉivije, najde-

taǉnije i najlucidnije priqe mogu ispriqati upravo ǌihovi �aci. Tu mo�ete quti

i o maleru dobijaǌa strogog profesora matematike, i o onima koji su blagi, onima
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koji vam pre provere znaǌa daju ,,pripremu, pa posle samo promene brojeve”, ali i on-

ima ,,koji daju zadatke kakve nisu radili u xkoli”, onima koji ,,daju zadatke samo iz

zbirke” i onima ,,koji imaju svesku sa mnogo texkim zadacima”. tu su i profesori koji

,,tra�e da sve radite onako kako oni rade i ne priznaju nixta drugaqije”, kao i oni

koji ,,diktiraju nexto xto niko �ivi ne razume” i tako daǉe i tako daǉe.

Autor ovih redova je, tokom svog dugog iskustva, imao prilike da, xto u radu sa

uqenicima xto u diskusiji sa kolegama, mnoge od tih stvari pokuxa da osvetli iz

struqnog i metodiqkog ugla. Zakǉuqak, priznajemo potpuno nekolegijalan, je da na pre-

davaqima le�i najve�a odgovornost za postoje�e staǌe, jer su u poziciji direktnog

posrednika izme�u uqenika i saznajnog procesa i time u prilici da isprave, koriguju

ili ubla�e sve institucionalne maǌkavosti o kojima smo govorili; u praksi, me�utim,

se ve�inom pokazuje da se te maǌkavosti koriste kao alibi za formalno i reproduk-

tivno uqeǌe i da se one, na �alost, qesto i ,,oboga�uju,, nizom struqnih i metodiqkih

grexaka, o qemu govorimo u nastavku.

5.1 Struqnost

Struqnost profesora u osnovnoj i sredǌoj xkoli podrazumeva nivo struqne matem-
atiqke kulture u kojoj je predavaqu potpuno jasna vizija svih kǉuqnih elemenata kon-

strukcije ,,matematiqke zgrade”, na osnovu qega on, u nastavi, mo�e:

• da svakoj temi iz aktuelnog gradiva odredi mesto i ulogu u matematiqkoj zgradi na

naqin koji je u skladu sa dotadaxǌim uqeniqkim znaǌima; to podrazumeva mnogo

toga - povezivaǌe sa prethodnim gradivom i uoqavaǌe u ǌemu motiva koji dovode

do novih pojmova (primer uvo�eǌa trigonometrijskih funkcija pravouglog trougla

koji dajemo nexto kasnije), naglaxavaǌe onog xto je u novom saznaǌu najva�nije i

ukazivaǌe na razne aspekte primene, uoqavaǌe dometa korix�eǌa novih saznaǌa -

xta se mo�e, a xta ne mo�e time rexavati, razni specijalni sluqajevi itd., sve

zavisno od konkretne teme;

• da tokom saznajnog procesa vrxi apstrahovaǌe i uopxtavaǌe u onoj meri u kojoj to

uzrast i konkretan odziv uqenika dozvoǉavaju; ovo se kre�e u rasponu od stvari sa

kojima obiqno lako iza�ete na kraj tipa obima mnogougla (dajete opxti princip

umesto pojedinaqnih formula; kasnije xirite to na obim kruga itd) do stvari u

kojima �ak skrivene poruke mo�e otkriti tek u kasnijim fazama xkolovaǌa poput
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svojstava poǉa ili vektorkih prostora koja ,,neosetno” mo�ete naglaxavati kao

va�na ili zajedniqka za vixe konkretnih primera ovih struktura

• da odgovara na radoznala uqeniqka pitaǌa tipa ,,xta se jox iza brda vaǉa” : tako

vas i u osnovnoj xkoli uqenici mogu navesti na pomiǌaǌe imaginarne jedinice,

n-tog korena, pravilnih poliedara, a u sredǌoj na opxtiju priqu o determinan-

tama, pojam matrice ili pomiǌaǌe krivih u ravni koje nisu krive II reda, sa

atraktivnim imenima i oblicima poput kardioide, cikloide ili Arhimedove spi-

rale.

Da bi neko mogao obaviti ovu ulogu, mora imati esencijalno dubǉe znaǌe od publike

kojoj se obra�a, i to je razlog zaxto recimo dobar i talentovan gimnazijalac ne mo�e

kvalitetno prenositi svoje znaǌe starijim osnovcima (a vrxǌake i da ne pomiǌemo),

osim neke ad hoc pomo�i, i zaxto oni kojima matematika nije struka, i pored najboǉih

namera, qesto mogu da naprave formalnu korist, a suxtinsku xtetu, nexto kao analgetik

kod zuboboǉe koji �e vam pomo�i da se ose�ate boǉe, ali vam ne�e trajno rexiti

problem. Ovo je ujedno i razlog zaxto predavaq-matematiqar ne treba da se ponaxa

na taj naqin i da, stavǉaju�i se u ulogi nekakvog ,,�aqkog prijateǉa”, samo instruira

�ake kako da rexavaju zadatke kakve �e im (on ili neko drugi) kasnije na testu dati.

Matematiqar struqnost stiqe na fakultetu; kasnije je va�no da se to znaǌe odr�ava

u smislu da sve xto se od steqenih znaǌa zaboravi (xto je prirodan i normalan pro-

ces) mo�e lako biti nadokna�eno, po �eǉi ili potrebi, jer su temeǉi znaǌa qvrsti i

stabilni. Texko i nezahvalno bi bilo na ovom mestu konkretnije razra�ivati koji je

to minimum ispod kog se ne mo�e i�i, ali autor ovih redova je u velikom broju sluqa-

jeva, raznim putevima, ,,otkrio” nedopustivo (qesto i frapantno) neznaǌe onih koji su

u poziciji da deci budu izvor znaǌa. Svi primeri iz autorovog primera ,,testa za

profesore” na kraju ovog rada nastali su upravo na taj naqin. Opisa�emo vam poreklo

za neke od ǌih:

Primer 1. Ovo je najstariji, ali i najxokantniji od svih primera. Jedan deqak uzrasta

VI razreda osnovne xkole dobio je na qasu standardizovan test iz celih brojeva u

kome je prvi zadatak glasio: Napixi bar tri podskupa skupa celih brojeva. Uqenikov

odgovor (koji je glasio, otprilike, {1, 2, 3}, {−1, 0} i φ) predmetna profesorka je precr-

tala i napisala: elementarno neznaǌe. U �eǉi da sazna o kakvom neznaǌu je req, vax

pripovedaq se uputio na ,,otvorena vrata” i, predstavǉaju�i se kao bliski ro�ak, zamo-

lio dotiqnu za pojaxǌeǌe. Tu je ǉubazno dobio prekor da i on ispoǉava elementarno
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neznaǌe, jer, zamislite, skup Z ima samo tri podskupa: Z+, Z− i {0}, xto je profesorka

odmah dokumentovala u
benikom u kome pixe crno na belo Z−∪{0}∪Z+ = Z. Na pitaǌe:

a zar deca u V razredu nisu ve� od troqlanog skupa pravila 8 podskupova, odgovorila

je da je to tako kod konaqnih skupova, a beskonaqni skupovi su ,,nexto drugo”. Ipak,

na kraju je dozvolila da je ono ,,bar” u tekstu zadatka moglo da zbuni.

Primer 2. Jedan poznat profesor jedne beogradske gimnazije imao je veoma stroge

zahteve pri rexavaǌu zadataka, pa je, izme�u ostalog, tra�io da se kod rexavaǌa

kvadratne jednaqine ,,maǌe” rexeǌe oznaqi sa x1, a ,,ve�e” sa x2. Nastupaju�i u istom

svojstvu kao u prethodnom primeru (i pri tome se ne predstavǉaju�i kao matematiqar),

autor ovih redova je, pokuxavaju�i da ,,opravda” �aka koji je prekrxio ovo ,,pravilo”,

upitao dotiqnog predavaqa kako primeniti ovu konvenciju na kompleksna rexeǌa koja

nisu realna (u II godini sredǌe xkole kvadratna jednaqina se rexava u skupu C), kad je

ǌih nemogu�e porediti (u skupu kompleksnih brojeva ne mo�e se uvesti relacija poretka

saglasna sa operacijama poǉa). Me�utim, predmetni profesor uzvratio je opaskom da

se kompleksni brojevi mogu porediti i da je jasno da je 2 − i < 2 + i, ,,ali je to za Vas

verovatno vixa matematika”.

Primer 3. Ovo je situacija u kojoj smo se obreli bax u vreme pisaǌa ovog rukopisa,

razgovaraju�i sa profesorkom matematike jedne privatne sredǌe xkole koja je, rade�i

sa maturantima poqetni kurs teorije verovatno�e, tvrdila da je pri istovremenom ba-

caǌu dve numerisane kocke broj jednakoverovatnih ishoda jednak 21 (umesto 36) i daǉe

radila zadatke na temu klasiqne definicije verovatno�e rukovode�i se time. Uzalud

je bilo autorovo pozivaǌe na De Merea koji je pre vixe od 350 godina mislio sliqno

kad je bacao 3 kocke, pa je praksa pokazala drugaqije (xto je Paskal razrexio u ǌi-

hovoj quvenoj prepisci), uzalud je bilo pozivaǌe na validnu pisanu literaturu, qak

i zbirku koju i sama profesorka koristi u radu - ne, to je grexka u zbirci ,,kakve se

dexavaju”, vaxem piscu je rekla da ne razlikuje situacije kad nije bitan redosled od

onih u kojima to jeste i uputila na sajt koji je, zamislite, potvrdio ǌene reqi - qime

je zatvorila vrzino kolo neukosti i diletantizma.

Primer 4. Grexka sliqnog tipa kao u prethodnoj priqi se, gotovo istovremeno, u radu

sa maturantima jedne beogradske gimnazije potkrala i jednoj poznatoj profesorki, a

xto je vax pripovedaq sluqajno otkrio dok je dotiqna pregledala radove svojih �aka -

maturanata- sa zavrxnog pismenog zadatka. Me�u zadacima (qiji je autor sama profe-
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sorka, xto je svakako hvalevredno) bio je u ovakav: Baca se kocka za igru dok ne padne xes-
tica ili se ne obave 2 bacaǌa. a) Opisati skup svih ishoda Ω ; b)Izraqunati verovatno�u
da je pala bar jedna xestica.. U delu pod a) �aci su ve�inom taqno opisali ono xto je

tra�eno (Ω = {6, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 51, 52, 53, 54, 55, 56}),
ali oni koji su to tako uradili su u delu pod b) listom uzimali da su svi ovi ishodi

jednakoverovatni, pa je odgovor bio 6
31 xto je profesorka aminovala xtikliraǌem! Ni

ovde naxe prijateǉsko ube�ivaǌe da ishod ,,6” ima verovatno�u 1
6 , a svaki od ostalih

1
36 nije pomoglo, odgovor �aka je proglaxen taqnim i potpuno u skladu sa ,,onim kako je

ra�eno na qasu”.

Primer 5. Profesorka jedne beogradske ekonomske xkole dala je �acima III godine test

sa ovakvim zadacima:
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Odmah nam je upao u oqi tre�i zadatak u kome se termin trivijalno rexeǌe sistema

linearnih jednaqina pojavǉuje tamo gde mu mesto nije (a mesto mu je, standardno, u

homogenim sistemima). I ovde je autor ovih redova bio u prilici da se ,,prosvetli”

od strane pomenute matematiqarke, pa je saznao da se, kad god sistem linearnih jed-

naqina ima jedinstveno rexeǌe, ono zove trivijalno, a za sve druge situacije se ka�e

da ima ,,netrivijalna rexeǌa”, xto znaqi da se ovo posledǌe ka�e i kad sistem nema

rexeǌa! To je nexto xto po reqima dotiqne ,,zna svaki student I godine Matematiqkog

fakulteta”, eto... Ruku na srce, ova priqa nema te�inu prethodnih (i slede�e), jer

se radi o konvenciji, ali je iz konteksta jasno da je izraz nestruqnosti, a ne nekakve

reformisane terminologije.

Primer 6. Akter xeste priqe je profesorka o qijoj umotvorini ,,veliqine takve da kad

jedna raste druga opada zovemo obrnuto proporcionalnim” smo ve� govorili. Pokuxali

smo, se�ate se, da je koliko-toliko opravdamo i da izrazimo zahvalnost xto nam je,

prave�i autentiqne prezentacije za svoje �ake koji se xkoluju za elitne programere, u

velikoj meri olakxala trud, ujedno i nagovestila jedan mogu�i naqin kontrole procesa

obuqavaǌa od strane nadle�nih. Qexǉaju�i prezentacije za nekoliko narednih qasova,

naixli smo, na �alost, na gomilu besmislica. Za ovu priqu odabra�emo ǌen ,,dokaz”

da su dva trougla podudarna ako imaju dve jednake stranice i visinu koja odgovara

tre�oj :
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Qak i u jednoj od zbirki zadataka za I godinu sredǌe xkole (xto je uzrast kome

je i nameǌena prezentacija) profesorka je mogla da se uveri da nexto tu ne xtima

(navodimo zadatak i rexeǌe):

a mo�emo je i mi uveriti:

b
b

b
b

b
b
b

b
b�
�
�
�
�
� b

b
b

b
b

b
b
b

bL
L
L
L
LL

/ /\\ ////
/ //

/
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B

C
A1 C1

B1

Ovakvih priqa ima sijaset, daleko vixe nego zadataka u naxem modelu jednog mogu�eg

,,testa za profesore” koji dajemo na kraju ovog rada, a gde su svi zadaci formirani

bax iz ovakvih iskustava. Pogrexno rexavaǌe sistema linearnih jednaqina Gausovim

algoritmom, pogrexna izrada brojnih stereometrijskih zadataka (jedan od takvih je

dat u testu), pogrexno korix�eǌe metode ,,svo�eǌa na apsurd” u proveravaǌu da li je

neka iskazna formula tautologija, ispitivaǌe parnosti funkcije y = lnx upore�ivaǌem

ln(−x) i lnx, pogrexno uvo�eǌe pojma ,,na” funkcije itd. itd. neke su od stvari kojih

autor u ovom trenutku mo�e da se seti, a u koje se , xto je va�no napomenuti, uverio u

neposrednoj komunikaciji sa predmetnim profesorima. S druge strane, iz uvida u neke

oceǌene pisane zadatke i testove, autor se uverio u mnogo toga jox: da brojna taqna

rexeǌa nisu priznata jer ,,tako ne mo�e” (ne mo�e se, ka�u, iracionalna jednaqina sa

kvadratnim korenom rexavati kvadriraǌem, pa dobijena rexeǌa proveriti; u dokazi-

vaǌu trigonometrijskih identiteta ne sme se dirati ,,desna” strana, pri rexavaǌu

logaritamskih jednaqina ne mo�ete se iz oblika loga f(x) = b ,,osloboditi” logaritma,

ve� prvo morate da dovedete na opxti oblik loga f(x) = loga g(x), pa onda daǉe...i xta

sve ne.)
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Razlika izme�u posledǌih primera i prethodnih je u tome xto su ovde ,,profe-

sorski” naqini rexavaǌa taqni, ali su taqni i ovi uqeniqki. O forsiraǌu jednog od

mogu�ih naqina rexavaǌa kao jedino mogu�eg i o ogromnoj xteti koja se tu pravi bi�e

reqi u slede�em odeǉku, ali smatramo da je i to rezultat pomaǌkaǌa struqnosti, iako

smo svesni da mo�e biti i rezultat sujete i ko zna qega jox. Ovo qesto bude dovedeno i

do apsurda, xto najboǉe odslikava primer �aka qija je profesorka tra�ila da se pri

qitaǌu zapisa loga b prvo izgovori osnova, a zatim numerus, da bi se, kad je promenio

xkolu, novi profesor u�asnuo kako ,,neispravno izgovara”.

5.2 Metodiqnost

I metodiqnost je, pored struqnosti, neophodan uslov za prezentovaǌe matematiqkih

sadr�aja u obliku u kome �e se oni u vidu kreativnog oru�a za rad postepeno ugrad-

jivati u uqeniqku empiriju. Navex�emo razne metodiqke zamke u koje predavaqi mogu,

maǌe ili vixe svesno, upasti u svom radu:

1. Preterana strogost izlagaǌa neprimerena uzrastu obiqno ima za posledicu odbo-

jnost od strane ve�ine, xto rezultira ili demoralisaǌem �aka u sopstvene spososb-

nosti i stresnim do�ivǉajem matematike kao tereta koga se treba xto pre osloboditi

ili pokuxajem da se na�e ,,neko” ko �e to objasniti nekako pristupaqnije (tu kre�e

jagma za privatnim qasovima) i tako, vixe ili maǌe, ubla�iti stvar. Profesor treba

da ima na umu da poduqavaǌe ne predstavǉa qin provere ǌegovog znaǌa niti dokazivaǌa

pred auditorijumom, a tako�e ne ni naqin odr�avaǌa nekakvog autoriteta. Naprotiv,

potrebno je, koliko god je to mogu�e, postaviti se u ulogu onoga ko to prati i sa tog

stanovixta graditi priqu umesto lamentiraǌa nad pomaǌkaǌem sposobnosti ili zain-

teresovanosti sluxalaca.

2. Namensko poduqavaǌe, instruiraǌe nameǌeno iskǉuqivo za internu (xkolsku)

upotrebu, qesta je deformacija u xkolstvu o kojoj smo ve� dosta govorili i, ne bez ra-

zloga, optu�ivali sistem da je preobimnim programima podstiqe. Ovakav pristup, iako

po pravilu osloba�a �aka stresa od matematike i daje ose�aj lagodnosti i sigurnosti,

zapravo je veoma opasan, jer je sluxalac uǉuǉkan u sopstveni uspeh potpuno nesves-

tan da je ǌegovo znaǌe invalidno i da �e se sruxiti kao kula od karata kada iza�e

iz xkolskih okvira. Ovde se ponovo vra�amo prezentaciji u kojoj ,,veliqine zovemo

obrnuto proporcionalnim ako, kad jedna raste, druga opada” kao tipiqnom primeru
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takvog nakaradnog uqeǌa. Karakteristika ovakvog naqina rada je pretvaraǌe planskog

gra�eǌa matematiqke zgrade u skup xablona u kojima se kǉuqna req u uqeǌu ,,zaxto”
zameǌuje reqju ,,kako”. U takvog sistemu atmosfera je qesto bliska idiliqnoj u kojoj su

svi zadovoǉni: i profesori kojima se qini da posti�u solidan uspeh i �aci na kojima

je samo da revnosno opomenu profesora ako neki zadatak sluqajno iskoqi iz sistema. A

u tom sistemu najqex�e profesor daje nekakvu ,,pripremu za pismeni” u kojoj �e posle

samo ,,izmeniti brojeve”, ili, u gorem sluqaju, ka�e u povereǌu ,,ima�ete na proveri

to i to... a ne�u vam dati to i to...” Idilu s vremena na vreme mo�e da pokvari

neki radoznali sluxalac koji �e pitati npr. zaxto u geometrijskom zadatku jednaqinu

x2 = 5x (gde je x , recimo, nepoznata du�ina) smemo rexiti tako xto �emo obe strane

podeliti sa x, a pri rexavaǌu iste takve kvadratne jednaqine u II godini sredǌe xkole

,,moramo prebaciti sve na jednu stranu”, pa x2−5x = 0 napisati kao x(x−5) = 0 i odatle

dobiti dva rexeǌa... Ali, ako je profesor vext da smisli neki ad hoc odgovor, onda

�e se praxina brzo slegnuti... Jer ako se upusti u argumentovanu priqu o mogu�em

gubitku rexeǌa pri deǉeǌu jednaqine sa f(x) (gube se nule ove funkcije, ako ih ima), o

tome da jednaqinu smete deliti vode�i raquna o tome da rexeǌima onoga xto dobijete

morate dodati i rexeǌa jednaqine f(x) = 0 ako pripadaju domenu polazne jednaqine ili

konkretnog problema...gde bi mu bio kraj i kad bi stigao da pre�e sve xto program za-

poveda. Onda bi trebalo i da umesto reqenice ,,nejednaqinu ne smete mno�iti izrazom

koji sadr�i x” ka�emo ,,ako nejednaqinu f(x)
g(x) < 0 (umesto znaka < mo�e stajati i >,

≤, ≥) mno�imo izrazom g(x) , tada generalno moramo razlikovati dva sluqaja: kad je

g(x) > 0 (kad ne meǌamo znak u dobijenoj nejednaqini) i kad je g(x) < 0 ( u kom sluqaju

se, kao xto znamo, znak meǌa). Zbog neudobnosti takvog naqina rada ovo je zgodno samo

kad je g(x) konstantnog znaka; u suprotnom, imamo br�e naqine poput tablice znaka

itd.” Primera ima koliko ho�ete; naravno, nije sve crno-belo, pa i u nekom generalno

korektnom naqinu izlagaǌa mogu da se potkradu pre�utkivaǌa, radi uxtede vremena.

I savesni predavaqi mogu do�i u iskuxeǌe da �acima I godine sredǌe xkole ili VIII

osnovne ka�u za linearnu funkciju : Za ǌen domen uvek napixite R ili (u osnovnoj

xkoli): Kad je nepoznat umaǌilac, zatim kad je nepoznat jedan qinilac,a drugi je nega-
tivan i kad je nepoznat deǉenik, a delilac je negativan, u slede�em redu pri rexavaǌu
nejednaqine ,,okre�ete” ǌen znak ... Matematika se ne mo�e raditi kao skup algoritama

u kojima nekad nexto sme, a nekad ne sme, zavisno od lekcije... Nekad je maǌa xteta

da predavaq nexto i preskoqi (npr. da ostavi domen linearne funkcije za kasnije, u

sklopu priqe o prirodnom domenu funkcija) nego da nexto uradi na ovaj naqin. Ovakvo

formalno uqeǌe (gde mislimo i na predavaqa i na sluxaoca) i dovodi do paradoksa da
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neko npr. ima odliqan uspeh iz matematike, a qak i na fakultetskom uzrastu do�ivi kao

otkroveǌe qiǌenicu da je formula za kvadrat binoma dobijena mno�eǌem (a+ b) · (a+ b),

kao i da (a− b)2 ne mora da se ,,pamti” kao posebna, ve� je to (a+ (−b))2, da su procenti

stoti delovi neqega, a ne neka apstraktna primena proporcija itd.

3. Razlikovati bitno od maǌe bitnog, suxtinu od detaǉa. U analitiqkoj ge-

ometriji, recimo, suxtina je da je jednaqina krive (u xta, dabome, ubrajamo i pravu)

,,formula taqna za sve ǌene taqke”, a maǌe je bitan linearni ili numeriqki ekscen-

tricitet elipse. Uostalom, ako radite kako treba, mnoge detaǉe mo�ete prepustiti i

samim �acima da ih izvedu. Naglasite li da su karakteristiqni trouglovi pravilnog

xestougla jednakostraniqni, mo�ete sluxaocima prepustiti formule za povrxinu, kra�u

i du�u dijagonalu i polupreqnik opisanog i upisanog kruga; pristupite li vaǉku kao

graniqnom sluqaju prizme (uz mogu�e ograniqeǌe na prava tela), lako �e �aci sami

izvesti formule za povrxinu i zapreminu takvog vaǉka itd. Ovo je bitna odlika

analitiqkog pristupa (xto treba razlikovati od stroge dedukcije), o qemu govorimo u

narednoj glavi detaǉnije.

4. Oznake, terminologija, pristup koje koristi predavaq nisu ǌedini mogu�i i tu

se od ǌega oqekuje maksimalna liberalnost. Svako ispravno rasu�ivaǌe uqenika treba

prihvatiti, originalnost i nagraditi. I ispravne momente u radu treba ohrabriti,

bez obzira na rezultat. Sve instrukcije tipa ,,mora kako ja ka�em” spadaju u sivu

zonu obrazovaǌa, oceǌivaǌe samo taqnih krajǌih rezultata bez vrednovaǌa postupka

tako�e. Krajǌe je vreme da takve stvari budu i zvaniqno sankcionisane.

5. Svako ixqu�avaǌe tipa ,,kako je mogu�e da to ne znate” tako�e je kontraproduk-

tivno. Matematiqko znaǌe xkolaraca u velikoj meri je rezultat rada ǌihovih pro-

fesora (uz uva�avaǌe i drugih faktora, naravno) i tu najqex�e nema mesta stvaraǌu

kod �aka ose�aja krivice ili posti�enosti. Predavaq bi radije trebalo da se zapita

u kojoj meri je i on doprinio svojim (ne)qiǌeǌem takvom staǌu stvari.

6. Posebno je va�no imati u vidu da predavaqi mogu, qesto i nesvesno, koristiti u

objaxǌavaǌu i terminologiji neke konvencije koje �ak ne mora da zna i to mo�e biti

izvor nesporazuma. �ak ne samo da nije kriv za taj nesporazum, ve� to mo�e biti i

pozitivan pokazateǉ nesputanog razmixǉaǌa ,,svojom glavom” xto je va�no negovati i

truditi se da ga sistem ne zatrpa. I u struqnoj literaturi iz metodike su zabele�eni

najqex�i takvi nesporazumi: kada osnovcima ka�ete da nacrtaju tri taqke koje ne pri-
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padaju jednoj pravoj, odgovor obiqno bude ovakav:
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��

�. . .

Problem je, naravno, u tome xto je fraza ,,tri taqke koje ne pripadaju jednoj pravoj”

konvencionalna skra�enica za ,,tri taqke takve da ne postoji prava kojoj sve tri pri-

padaju”. (usput, autor ovih redova ovde predla�e termin ,,nenanizane taqke” koji bi

kasnije mogao da evoluira u zvaniqan ,,nekolinearne”). Drugi primer potiqe iz III

razreda osnovne xkole u kome je uqiteǉica tra�ila da �ak reqima napixe slede�e

brojeve: 27, 159, 200003, a jedan �aqki odgovor je glasio : dvadeset osam, sto xezde-

set, dvesta hiǉada qetiri. Zabele�eno je qak da je ovaj odgovor uqiteǉica proglasila

skandaloznim i interpretirala ga kao nekakvo izvrgavaǌe ruglu ǌenog rada, uopxte

na shvativxi (a i ne potrudivxi se, verovatno, da shvati) da je dete ono ,,slede�e”
protumaqilo bukvalno. Takvim gestovima se vrlo ,,uspexno” guxi kreativnost i radoz-

nalost kod �aka, na �alost... Kao potvrdu qiǌenice da odrasli koriste po inerciji

razne fraze ne razmixǉaju�i kako one zvuqe deci, setimo se stare anegdote u kojoj se

roditeǉ obrati detetu: ,,Posledǌi put ti ka�em da raspremix svoju sobu”, a dete sa

olakxaǌem odgovori: ,,E dobro je da je posledǌi put, ve� mi je dosadilo”...

7. Kad smo ve� kod konvencija, ǌih uvek treba uvoditi pa�ǉivo, tu mislimo da op-

xteprihva�ene konvencije. Koliko god predavaqu bio jasan smisao izraza log23 x, va�no

je odmah pojasniti da je to dogovor za (log3x)2 i koristiti jedno vreme oba zapisa (xto

je va�no i kasnije u trigonometriji). Sintagma ,,koreni jednaqine” ve�ini uqenika �e

zazvuqati potpuno neprirodno i, ako ne naglasite da je req o rexeǌima jednaqine i

objasnite ǌeno poreklo, bi�e izvor nesporazuma (navikavaǌem na ovu terminologiju

olakxa�ete budu�im studentima navikavaǌe na pojmove opxteg integrala diferenci-

jalne jednaqine ili prvih integrala sistema diferencijalnih jednaqina itd).

8. Predavaq treba da izbegava svoje konvencije, jer tu mo�e upasti i u struqne

grexke (setimo se primera sa kompleksnim rexeǌima kvadratne jednaqine). Qak i ako

ih uvodi, nema pravo da zahteva od �aka da ih poxtuje, niti da ne priznaje odgovore u

kojima te konvencije nisu poxtovane.

9. Kloniti se ,,vezivaǌa za slova”. Pitagorina teorema NE glasi: a2 + b2 = c2, ve�
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(uz tolerisano pojednostavǉeǌe terminologije): (jedna kateta)2+(druga kateta)2 =(hipotenuza)2.

U uzrastu u kome govorimo prirodno je spontano vezivaǌe za slova i stoga se ne treba

libiti ovakvih jeziqko-matematiqkih formula. Tada �e �aci mo�i da teoremu koriste

svaki put sa teku�im oznakama i ne�e se pamtiti besmislene formule za ,,Primenu

pitagorine teoreme na romb” ili ,,...na jednakokraki trougao”. Takvih situacija ima

mnogo. I u trigonometriji pravouglog trougla definicija sinusa je: sin(oxtrog ugla

pravouglog trougla ) = naspramna kateta
hipotenuza , a ne sinα = a

c . Onda je lako �acima da

uoqe da na bilo koji oxtar ugao bilo kog pravouglog trougla mogu primeniti reqenu

definiciju i vrlo brzo mogu i sami otkriti da za dva razliqita oxtra ugla istog

pravouglog trougla va�i da je vrednost trigonometriske funkcije jednog jednaka vred-

nosti kofunkcije drugog itd. itd. I u situacijama kada morate da koristite ,,neka

slova” mo�e se pribe�i trikovima, pa formulu za razliku kvadrata, recimo, mo�ete

pisati u obliku (2)2 − (4)2 = (2 − 4)(2 +4) ili I2 − II2 = (I − II)(I + II). O efekt-

nosti korix�eǌa ,,ku�ica” (2,4) qiju je upotrebu svesrdno preporuqivao pok.prof.dr

Slavixa Prexi� bi�e jox reqi.

10. U xkolskoj praksi nije redak sluqaj da pojedini �aci neke stvari rade na naqin

kome se, sa stanovixta ispravnosti, nema xta prigovoriti, ali koji qesto izaziva u na-

jmaǌu ruku mrxteǌe profesora, a neretko i nepriznavaǌe odgovora. Mo�e to biti neki

postupak koji je �ak nauqio u ranijim fazama xkolovaǌa i iz raznih razloga ne �eli

da ga se ,,odrekne” (tipiqan primer jesu osnovnoxkolske tehnike rexavaǌa pravouglih

trouglova sa uglovima 300, 600, 900 i 450, 450, 900 dopunom do jednakostraniqnog trougla i

kvadrata, respektivno, ili pam�eǌem gotovih formula za odnose me�u stranicama, xto

se u sredǌoj ,,zameǌuje” upotrebom trigonometrije). Nekada to mo�e biti i kao posled-

ica devize ,,xto je sigurno, sigurno je” kao kod �aka koji �e tzv. ,,nepotpune” kvadratne

jednaqine radije rexavati formulom nego rastavǉaǌem na qinioce. Konaqno, nekad je i

texko odgonetnuti zaxto je uqeniku vixe prirastao k srcu naqin rada koji bi trebalo

da prevazi�e (autor ovde iz sopstvenog iskustva navodi primer uqenika koji je svaki

kvadrat binoma (a+ b)2 uporno zameǌivao sa (a+ b)(a+ b) i mno�io ,,svaki sa svakim” uz

opasku da mu je tako sigurnije). Na nivou osnovne i sredǌe xkole smatramo da se sve

takve stvari moraju priznati bez pogovora, ali da se, od sluqaja do sluqaja, mo�e ra-

diti (ukoliko se smatra da treba) na destimulisaǌu takvog naqina rada. Najgore xto

se mo�e raditi je da se xeme za ,,specijalne pravougle trouglove” proglase pogrexnim

(jer one to nisu), da �aci ostanu u zabludi da se jednaqine rogobatnog naziva ,,nepot-

pune kvadratne” ne mogu rexavati formulom ili da se formula za kvadrat binoma dâ

bez objaxǌeǌa - izvo�eǌa. To nas vra�a na priqe iz druge glave u kojima su pojedini
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CAT aplikanti tvrdili da je ,,nexto moglo tako da se radi u osnovnoj, a posle vixe

ne” i razne druge stvari koje su zaradili u deformisanom sistemu obrazovaǌa.

11. Autor ovih redova �e ubrzo obrazlo�iti svoje zalagaǌe za delimiqnu legal-

izaciju ,,puxkica”, ali je svakako va�no pri pisanim proverama znaǌa praviti razliku

izme�u ilegalnog korix�eǌa formula i prepisivaǌa od drugih (na klasiqan naqin ili

korix�eǌem modernih ,,spravica”). U drugom sluqaju req je o varaǌu i to se mora

strogo sankcionisati, bez pogovora; u prvom sluqaju, krivica je neuporedivo maǌa jer,

osim ako predavaq nije zaglibio u reproduktivnu nastavu, upotreba formula sa papira

umesto iz glave ne naruxava suxtinu procesa (o zamkama u koje se mo�e upasti preter-

anom upotrebom formula, kad su one legalne, za sve i svaxta, bi�e reqi na drugom

mestu). U nekim sluqajevima je i jako optere�uju�e za �aka ako mora da pamti sve

predvi�ene trigonometrijske formule ili tablicu izvoda; formule su nexto xto je i

,,u �ivotu” uvek dostupno,(o softverima da ne govorimo) ; bitnije je kako ih koristiti.

Ovde ne mo�emo a da ne pomenemo anegdotu, premda je ona vezana za visoko i vixe obra-

zovaǌe, sa pojedinih fakulteta gde jox nije legalizovano korix�eǌe silnih formula

iz statistike, i to bax u koncepcijama gde se one daju nabacano i logiqki nepovezano,

uz opasku de�urnog: ,,koristite formule ali tako da ja to ne vidim”. Ista stvar je i

sa upotrebom kalkulatora. Autor �e se na drugom mestu zalagati za povremeno dozvol-

javaǌe kalkulatora, ali se i u sluqaju ǌegove nelegalne upotrebe to ne mo�e nikako

smatrati ekvivalentnim ,,ki�eǌu tu�im perjem”.

12. Ono za xta smo se zalagli kod maturskih ispita prenosimo i na pisane provere

znaǌa u xkolama: skidaǌe oreola ekskluzivnosti. �ak mora imati mogu�nost da svaki

lox uspeh popravi, da svaki test radi ponovo i da mu se raquna uspeh sa ponovnog

izla�eǌa (kako je i na fakultetima). Po reqima ve� citirane Jane Xevkuxi�, 14–

ogodixǌe spisateǉice, i deca imaju pravo na lox dan, na neraspolo�eǌe, na strah, na

loxu organizaciju..., qak bi trebalo da budu i povlax�eniji u tom pogledu od stude-

nata i odraslih,a ispada obrnuto. Mudar profesor tu uvek mo�e iza�i u susret i u

postoje�em sistemu, a jox bi mu lakxe bilo kad bi to bilo i sistemski podr�ano.

13. Konaqno, dodavaǌe atraktivnih i pa�ǉivo biranih matematiqko-logiqkih za-

dataka kao ,,
okera” mo�e biti vixestruko korisno - od podsticaǌa kreativnog razmixl-

jaǌa do privlaqeǌa �aka koji bojkotuju teku�e gradivo. O ovome vixe u slede�oj glavi

u kojoj �e autor izlo�iti svoje vjeruju.
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5.3 Kako to mo�e izgledati u praksi ili jedan dan u zemǉi Trouglandiji

Pokuxa�emo sada na primeru nekih tema I godine sredǌe xkole da ilustrujemo jed-

nom mogu�om varijantom obrade na qasu kako bi sve to moglo da izgleda. Kreativnost,

maxtovitost i liqna uvereǌa predavaqa u takvoj situaciji maksimalno dolaze do izra�aja.

U tom smislu qak i isti predavaq, zavisno od odeǉeǌa s kojim radi, nasle�enog staǌa

i velikoj broja ovih ili onih faktora, mo�e vrlo verovatno na razliqite naqine pris-

tupiti istoj stvari sa razliqitim odeǉeǌima (iste godine). To se podrazumeva, stoga

ovo xto sledi ima samo snagu ilustracije onoga o qemu smo do sada govorili, a ne bilo

kakve preporuke. Poqe�emo primerom uvo�eǌa podudarnosti trouglova koje vezujemo za

I godinu sredǌe xkole (ta se tema radi i u VI osnovne, ali smo ve� komentarisali da

joj tamo nije mesto; mada, ako se ve� mora, priqa koja sledi mo�e se prezentovati i na

tom uzrastu):

Jednom davno postojala je zemǉa Trouglandija u kojoj su sva imaǌa bila u obliku trou-
glova. Jedan stanovnik te zemǉe ostavio je u oporuci svojoj dvojici sinova u nasledstvo
dva takva imaǌa za koja je tvrdio da su podudarna (identiqna, kao ,,preslikana”, copy -

paste). Me�utim, nakon izvesnog vremena posle oqeve smrti, bra�a posumǌaxe da su ǌi-
hovi posedi zaista podudarni i odluqixe da to mereǌem provere (ovde kre�e diskusija

sa �acima, xta je po ǌihovom mixǉeǌu dovoǉno izmeriti za proveru. Iskustvo vaxeg

pripovedaqa govori da se svi listom odluqe za (sve) stranice trougla i da su u prvi

mah sigurni da je sasvim jasno da je to dokaz. Na pitaǌe da li bi i mereǌe samo

uglova bilo dovoǉno krenulo je xarenilo odgovora i suprotstavǉenih mixǉeǌa. Vrlo

brzo uverimo one koji daju potvrdan odgovor da dva trougla sa istim uglovima ne

moraju biti podudarni, qime isprovociramo pokoju samokritiqku poxtapalicu ,,Kako

sam glup”(u necenzurisanom obliku). Nakon diskusije o tome da li recimo dva par-

alelograma moraju biti podudarna ako su im me�usobno jednake sve stranice, jedan deo

sluxalaca poqiǌe da sumǌa da li je me�usobna jednakost stranica dva trougla dovoǉna

za podudarnost. Tu je autor ovih redova zamolio da za trenutak diskusija stane da bi

sasluxali nastavak priqe, uz obe�aǌe da �e sve ubrzo biti razrexeno).
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Uvidom u staǌe na terenu, koje pokazuje gorǌa slika, postaje jasno u qemu je problem.
Deo imaǌa i jednog i drugog brata je pod moqvarom, te bra�a pozvaxe mudraca Geome-
tra da provere da li se na osnovu onog xto je dostupno mereǌu mo�e proveriti podu-
darnost. Geometarar nije gubio vreme. Izmerio je najpre du�ine stranica AB i ED i,
ustanovivxi da su podudarne, prexao na mereǌe uglova (posebno spravicom koja se zove
teodolit). Mereǌe je pokazalo da je ugao A jednak uglu E, a ugao kod temena B jednak uglu
kod temena D. Nakon toga je Geometar mirno sklopio merne instrumente i nestrpǉivoj
bra�i saopxtio da su im imaǌa identiqna. Kad ga bra�a radoznalo upitaxe kako je to za-
kǉuqio, on im odgovori da u geometriji postoji stav (pravilo) USU po kome, ako su jedna
stranica i dva na ǌoj nalegla ugla jednog trougla podudarni sa istim tim elementima
drugog trougla, trouglovi moraju biti podudarni; prosto reqeno, ako su im te tri stvari
iste, isto im je i sve drugo. Zadovoǉna bra�a ga nakon toga dobro nagradixe .

Stav USU odabran je samo radi efektnosti priqe, mogao se sliqnom priqom pokriti

i stav SUS ili kakav drugi. Nakon xto na ovaj naqin zainteresujete auditorijum

za problematiku dovoǉnih uslova za podudarnost, lako mo�ete iskoristiti pa�ǌu i

navesti sva qetiri stava podudarnosti, me�u kojima �e se na�i i SSS o kome je ve�

bilo diskusije, dok za stav SSU obavezno objasnite zaxto je va�no ne skra�ivati ǌe-

govu formulaciju (xto mnogi kasnije nehajno qine) . Predla�emo u tu svrhu primer

jednakokrakog trougla na qijoj osnovici AB je uzeta taqka D koja nije ǌeno sredixte

i uoqavaǌem trouglova ADC i DBC koji imaju jednake dve stranice i ugao naspram jedne
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od ǌih, ali oqigledno nisu podudarni..
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Da li �ete stavove i dokazivati ili mo�da boǉe kome �ete ih dokazivati a kome ne,

stvar je vaxe procene. U nekoj idealistiqkoj varijanti nastave o kojoj smo govorili

dokazi se mogu ostaviti za odeǉeǌa sa ve�im brojem qasova ili za dodatnu nastavu

ili se u pisanoj formi podeliti zainteresovanim �acima. Svakako nema niqeg loxeg

ostaviti dokaze za neka druga vremena; va�nije bi u ovom sluqaju bilo razrexiti

dileme oko mereǌa stranica i uglova koji se pomiǌu u gorǌem primeru. Jer, ako to

ne uradite, �aci se mogu lako upitati zaxto zadatke na qasu ne rexavamo mereǌem,

pogotovu kad nema moqvare, pa mo�emo da biramo. Tu treba biti taktiqan. Na primeru
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vidimo da je neko ve� izmerio

stranice ova dva trougla i saopxtio nam te podatke, dok za uglove AOB i COD nam

nije potrebno mereǌe - mi znamo da su oni podudarni kao unakrsni (iskusni predavaq

ovde treba da naglasi da je dato da su taqke A,O,D na jednoj pravoj , kao i B,O,C ,

bez obzira xto �e se �acima to qiniti bespotrebno jer je ,,oqigledno”). Nakon toga,

mo�emo recimo uoqiti trouglove ABC i ABD u pravougaoniku ABCD.
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Mi znamo da je BC = AD, kao i da su uglovi DAB i

ABC pravi i, prema tome, jednaki. Te elemente nema potrebe meriti, jer da nije tako,

ne bi bio u pitaǌu pravougaonik, dakle, navedene qiǌenice proizlaze iz definicije

pravougaonika, druga stvar je preciznost crtaǌa i mereǌa i tu treba napraviti jasnu

distinkciju. Nakon xto doka�emo podudarnost reqenih trouglova, odatle sada, kao

posledicu, mo�emo zakǉuqiti da su dijagonale pravougaonika jednake. Na taj naqin,

vrlo brzo mo�emo do�i do ,,klasiqnih” xkolskih zadataka na temu podudarnosti.

5.4 Kako to jox mo�e izgledati u praksi ili trigonometrija za poqetnike

Kada se, obiqno u I godini sredǌe xkole �acima prezentuju uvodna poglavǉa o

trigonometriji, pod formalnim naslovom ,,Trigonometrija pravouglog trougla”, priqa

u praksi obiqno ide ovako :Neka je ABC pravougli trougao sa pravim uglom kod temena
C, a i b katete naspram temena A i B, redom, i c hipotenuza. Neka je α oxtar ugao kod
temena A. Tada je sinα = a

c , cosα = b
c itd. Na prvi pogled sve je na mestu i sve je taqno.

Pokuxajte, me�utim, da se postavite u ulogu nekoga ko ima 15 godina i prvi put quje

za ovakve stvari. Ho�e li mu ovo izgledati prirodno? I nemojmo se pri tome pozivati

xto se, u bavǉeǌu matematike na fakultetu, stvari nekada zaista uvode dekretom, bez

jasno definisanog motiva u prvom trenutku. Ovde se radi u opxtem obrazovaǌu 15-

ogodixǌaka i tu nema mesta takvoj liniji maǌeg otpora. Zaxto bi neko delio stranice

trougla (taqnije, merne brojeve ǌihovih du�ina), xta se time opipǉivo dobija - obiqno

je prva nedoumica sluxalaca koji promixǉaju ono xto quju. Mnogo ve�i problem je,

me�utim, to xto se u ovakvoj definiciji ve�ina ve�e za ugao α , pa se onda zbune

kada se pomenu i trigonometrijske funkcije ugla β (ovo �aqko vezivaǌe za odre�ena

slova smo ve� razra�ivali ranije), ali najbitnija stvar je xto �e verovatno samo

malobrojni shvatiti da vrednosti trigonometrijskih funkcija oxtrog ugla pravouglog

trougla zavise samo od veliqine (mere) tog ugla, a ne zavise od du�ina (mera) stranica
pravouglog trougla qiji je to oxtar ugao. . Ovakvim uvo�eǌem trigonometrije samo su

formalno ispuǌeni zahtevi programa; u biti je to za ve�inu uvo�eǌe u ,,tamni vilajet”
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koji �e posle, sa uopxteǌima i ubacivaǌem u igru i trigonometrijskog kruga, postati

jox crǌi i gori. Svako pomiǌaǌe trigonometrije u kasnijim temama gradiva narednih

godina, kao i u drugim predmetima (fizici npr.) mnogim �acima predstavǉa ve� samo

po sebi obiqno izvor stresa. A profesori po pravilu ne mogu da se naqude otkud to...

Hajde da vidimo, u kratkim skicama, kako bi mogla izgledati cela priqa uzimaju�i

u obzir osnovna naqela metodike nastave matematike i analitiqkog uqeǌa: povezivaǌe

sa prethodnim gradivom, uoqavaǌe u tom gradivu problema koji dovode do izgradǌe

novih pojmova i, u skladu sa tim, ǌihovo uvo�eǌe na prirodan naqin koji �e uqeniku

biti jasan i time imati xansu da postane deo ǌegove empirije.

Krenimo od problema mereǌa visine drveta ili stuba, uglavnom objekta qiju je vis-

inu relativno neudobno meriti direktno. Tu odmah evociramo priqu o sliqnosti trou-

glova koja je na tom uzrastu poznata, ali je nije zgoreg detaǉno ponoviti. Od polaznog

objekta i ǌegove senke, kao i nekog xtapa postavǉenog u blizini qiju du�inu lako mer-

imo i ǌegove senke (uz jasne aproksimativne pretpostavke normalnosti objekta i xtapa

u odnosu na podlogu, ,,ravnog,, terena i paralelnosti sunqevih zrakova) formiramo dva

sliqna trougla odakle proporcijom mo�emo lako do�i do �eǉene mere: H : h = s1 : s2.

Iako vrlo efektan naqin, korix�en jox u antiqkoj geometriji (Tales je izmerio visinu

Keopsove piramide qekaju�i trenutak kad je senka xtapa bila jednaka ǌegovoj visini,tj.

qekaju�i jednakokrako-pravougle trouglove), ipak ima neka ograniqeǌa: xta ako nema

Sunca, ako pada kixa, ako je drvo u gustoj xumi gde i druga stabla prave senku itd.itd.
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Pa�ǉivim analiziraǌem gorǌe priqe, u smeru koji �e neosetno da vodi iskusni

predavaq, zakǉuqi�emo da je trougao sliqan onom koji grade objekat i ǌegova senka

mogao da se pravi i na zemǉi, pesku, papiru...samo je va�no da ima iste uglove kao ABC

i tu je prednost korix�eǌa paralelnosti sunqevih zraka gde smo lixeni glavoboǉe

mereǌa uglova. Ako proporciju iz gorǌe priqe napixemo u obliku H : s1 = h : s2 (*)

, mo�emo re�i da nam je u tom drugom sliqnom trouglu koji mi pravimo dovoǉno znati

odnos kateta da bismo mere�i du�inu senke s1 izraqunali nepoznatu visinu H.

Stoga problemu mo�emo pristupiti i ovako. Hajde da, odre�enosti radi, (oxtar)

ugao naspram stranice H nazovemo α. Zamislimo sada da smo ,,u dokolici” konstru-

isali (na papiru, zemǉixtu, gdegod) niz pravouglih trouglova DEF u kojima mera os-

htrog ugla kod temena D uzima sve celobrojne vrednosti od 10 do 890 (uz jasnu mogu�nost

da podelu kasnije usitǌavamo po �eǉi, ubacivaǌem u igru minuta i sekundi). Ako

meru ugla α originalnog trougla aproksimiramo na cele stepene, tada �emo u ovom

nizu trouglova prona�i trougao sliqan naxem, a onda iz recimo (*) izraqunati H.

U prvom trenutku i ovo izgleda neudobno. Ta̋ morali bismo imati crte�e 89 ra-

zliqitih trouglova (obratite pa�ǌu da pri ǌihovoj konstrukciji vodimo samo raquna

o vrednosti uglova, ne i stranica, zahvaǉuju�i sliqnosti), pa onda izdvojiti onaj

koji nam je potreban, pa meriti... Ali, ako jox dubǉe razmotrimo stvar, nama i nisu

potrebni crte�i tih trouglova niti merni brojevi ǌihovih stranica, ve� samo odnos
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kateta (pogledajte (*)). Stoga priqu mo�emo relaksirati tako xto �emo svakoj celo-

brojnoj vrednosti ugla α od 10 do 890 dodeliti broj i to, odre�enosti radi, recimo

odnos naspramne i nalegle katete. Tako dobijamo tabelu:

mera ugla odnos naspramne

u stepenima i nalegle katete

10 0,017455

20 0,034921

· · · · · ·
890 57,289962

Sada se ve� lakxe dixe. Dakle, izmerimo u naxem trouglu vrednost ugla kod temena

A (spravicom koja se zove teodolit) i du�inu senke s1, zatim na�imo iz tabele reqeni

odnos za naxu vrednost ugla α. Ako oqitani broj iz tabele oznaqimo sa b, iz (*)

neposredno dobijamo H : s1 = b, odakle je lako na�i nepoznato H.

Pa�ǉivi sluxalac �e se, pre ili kasnije, ipak pobuniti. Ako nam je i ovde potrebna

senka drveta, znaqi da su ispuǌeni svi uslovi (sunqan dan, odsustvo objekata koji

smetaju uoqavaǌu senke...) da se izmeri i senka nekog xtapa u poqetnoj verziji rexeǌa

problema, qemu onda bespotrebno komplikovaǌe?

Tu pisac vadi keca iz rukava: a zaxto bi uopxte AC morala biti senka? Zaxto

se ne bismo mogli od podno�ja C udaǉiti, idu�i po podlozi, za proizvoǉnu du�inu

CA i zatim iz taqke A teodolitom izmeriti ugao BAC (ka�e se: ugao pod kojim se

du� BC vidi iz taqke A), a onda raditi sve kao u prethodnom pasusu? Tu je poenta

priqe i korist koju nam ovakav pristup mo�e doneti. Sada mo�emo i po kixi i drugim

ometaju�im faktorima ispuniti nax zadatak (a kasnije, u II godini sredǌe, mo�i �emo

to uraditi i za nepravougli trougao, kad je BC nagnuto u odnosu na podlogu pod nekim

uglom koji je mogu�e izmeriti).

Nakon xto je proboj napravǉen sledi pakovaǌe priqe u teorijski okvir. Najpre,

dogovorimo se da odnos naspramne i nalegle katete oxtrog ugla pravouglog trougla

nazovemo tangensom tog ugla (o razlozima za ovakvo ime treba saqekati II godinu), u oz-

naci tgα. U nekim drugim situacijama znaqi�e nam da znamo i odnos naspramne katete i

hipotenuze ili nalegle katete i hipotenuze. S obzirom da me�u stranicama pravouglog

trougla va�i dobro poznata relacija (Pitagorina teorema), ,,boǉim” �acima mo�e biti

jasno da je jedan odnos dovoǉan (tj. da iz odnosa kateta mo�e da se na�e i odnos svake

od kateta sa hipotenuzom), xto �e ubrzo znaqiti da iz jedne trigonometrijske funkcije

ugla α mogu da se na�u ostale. Poxto minimalnost ovde nije ciǉ, napravi�emo tabelu
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svih mogu�ih odnosa; nije texko prebrojati da ih ima 6 i da�emo im redom imena sinα

(odnos naspramne katete i hipotenuze), cosα (odnos nalegle katete i hipotenuze), itd.

Ovde �emo dakle u prvi mah ukǉuqiti i secα i cosecα za koje �emo odmah re�i da ih u

praksi retko koristimo.

Tako dolazimo do oficijelne priqe koju sada uqenik mo�e sa razumevaǌem pratiti.

Sada �ete lako izvesti da komplementni uglovi imaju svojstvo da je trigonometri-

jska funkcija jednog jednaka vrednosti kofunkcije drugog; lako �ete izvesti osnovne

relacije me�u trigonometrijskim funkcijama istog ugla (iz Pitagorine teoreme, del-

jeǌem kvadratom hipotenuze, neposredno se dobije sin2 α+cos2 α = 1; jednostavno se izvedu

i ostale). Na kraju balade mo�e se ostaviti nagovextaj ǌenih ograniqeǌa i daǉih uop-

xtavaǌa (na uglove koji nisu oxtri): npr. ako, radi lakxeg razumevaǌa, fiksirate

naleglu katetu i ,,pustite” da ugao α raste i te�i pravom uglu, tada naspramna kateta

raste i ,,sve je bli�a” hipotenuzi (ǌihov odnos, koji je sinα, te�i 1) itd. , sve na nivou

intuicije u datom trenutku, naravno.

6 AUTOROVO VJERUJU ili o dedi koji nije uspeo da fotografixe

svog unuka

Vreme pisaǌa ovih redova (jul 2017) poklapa se sa autorovim odmorom koji porodiqno

provodi na jednom �ivopisnom jezeru. I bax danas popodne bili smo svedoci jednog

na prvi pogled ne naroqito zanimǉivog skeqa na pla�i koji se nekako nametnuo kao

lajt-motiv ove kǉuqne glave u kojoj autor planira da izlo�i svoje vjeruju. Ne treba to

smatrati nekom naroqitom koincidencijom, pre qiǌenicom da se inspiracija za mnoge

stvari (pa i matematiqke i metodiqke) qesto lako nalazi u svakodnevici, ako su nam

qula dovoǉno izoxtrena, a mi svojoj priqi dovoǉno posve�eni.

Elem, danas popodne, jedan stariji gospodin koji je sa unukom doxao na brqkaǌe,

po�eleo je da dobrim foto-aparatom zabele�i trenutke boravka malixana na jezeru.

Ali deqki�a, koji je ve� ispoǉavao znake nervoze, nikako nije uspevao da nagovori

da zauzme poze koje je deda zamislio. Pregovaraǌe je trajalo priliqno dugo, deda je

u poqetku strpǉivo davao instrukcije tipa ,,...stani tu i tu”, ,,...namesti se tako i

tako, pa pogledaj tamo...”, a deqak se uporno bunio, okretao le�a i dosledno bojkotovao

ideje svog deke. Na kraju je gospodin, uz neizbe�na gun�aǌa o danaxǌem nakaradnom

vaspitaǌu, morao da odustane. Me�utim, ni jednog trenutka mu nije palo na pamet da

napravi bar jednu spontanu fotografiju, da ovekoveqi unuka bax u tom (ne)raspolo�eǌu
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u kome se nalazi.

Cela situacija nas je odmah asocirala na poentu naxe priqe. Proces kalupǉeǌa,

kanalisaǌa, xablonizovaǌa, tipiziraǌa...kojom god od ovih (ru�nih) reqi to nazvali,

odvija se permanentno nad decom, doduxe ne samo u obrazovnom procesu i ne samo od

strane nastavnika, ali je guxeǌe autentiqnosti i individualnosti bez sumǌe kǉuqni

problem naxeg obrazovaǌa, xto dabome znaqi i matematiqkog obrazovaǌa. Bez obzira

da li se to radi svesno ili nesvesno, bez obzira da li je pra�eno strogox�u i nepris-

tupaqnox�u profesora ili kamuflirano ǌegovom ǉubaznox�u i solidarnox�u, proces

obuqavaǌa u matematici prete�no je transfer qiǌenica pri qemu se ne nastoji da

su u sluxaocu pobudi motiv i interes niti da mu se u pojedinim fazama prepusti

kormilo da se vidi kako �e upravǉati i do qega �e do�i. To se obiqno pravda ne-

dostatkom vremena i obimnox�u programa u kome takvi manevri imaju te�inu iskakaǌa

iz reda vo�ǌe. U pitaǌu je, me�utim, qesto i nedostatak voǉe predavaqa da ekvilib-

rira izme�u zahteva programa i kreativnog pristupa. Stoga se cela priqa po pravilu

zavrxava u ex cathedra �abokreqini gde uqenici usvajaju qiǌenice koje im se ne qine

ni prirodnim ni logiqnim ni nu�nim u �ivotu i koje na taj naqin ne nalaze mesto u

ǌihovoj empiriji. Sve to je suxtinski protivno duhu matematiqke delatnosti uopxte.

Matematiqke zgrade pojedinaca nisu iste niti tipizirane - iako konstruisane po matem-

atiqkim principima, svaka je liqni produkt svog vlasnika, ǌegova kreacija i ǌegovog

uma delo, sa rasporedom i detaǉima samo ǌemu bliskim, i samo je on mo�e upotrebl-

javati, a zdaǌe bilo kog drugog ne mo�e do�iveti kao svoje niti se ose�ati u ǌemu

prirodno. Predavaq je tu da proces izgradǌe takve zgrade nadgleda i da, primereno

uzrastu, vlasniku prepuxta da je oblikuje saobrazno svojim hteǌima. Pri tome pre-

davaq ne sme da upada u zamku da savetuje druge da se ugledaju na ǌegovu konstrukciju,

ili, jox gore, da se zgra�ava nad neqim xto mu se ne svi�a kod drugih - ako to nije

naruxilo principe po kojima se gradi. A i u sluqaju naruxavaǌa principa, boǉe je

nekad i na kratko pustiti vlasnika da radi po svome, a zatim ga na vreme navesti da

sâm uvidi gde je i kako naruxio stabilnost svog matematiqkog zdaǌa i kakve posledice

to mo�e imati, nego br�e - boǉe uzeti stvar u svoje ruke. (na ovom mestu preporuqu-

jemo par zanimǉivih situacija opisanih u literaturi u kojima je doxla do izra�aja

superiornost nesputanog �aqkog razmixǉaǌa nad profesionalno-matematiqkim, o qemu

mo�ete proqitati u Dodatku II na kraju rada). U suprotnom, ako uqeniku neko drugi

gradi matematiqku zgradu, on se u ǌoj ne mo�e ose�ati kao doma�in. To nu�no vodi

neprepoznavaǌu situacija u kojima se ǌeni sadr�aji mogu koristiti, dakle potpunu

neprimenǉivost i nefunkcionalnost znaǌa na qije se sticaǌe potroxi ogromno vreme
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(o novcu i bu
etu, i dr�avnom i roditeǉskom, i da ne govorimo).

Nakon svih zapa�aǌa, dijagnostifikovaǌa i kritika postoje�eg staǌa u osnovnom i

sredǌem obrazovaǌu i nagovextaja u posledǌa dva odeǉka kako bi to moglo da izgleda

u jednom zdravijem sistemu, a dodatno motivisani dobronamernim dedom i buntovnim

unukom (qiju buntovnost, za razliku od dede, do�ivesmo kao vrlinu), doxao je trenutak

da autor u ovom kǉuqnom poglavǉu iska�e svoje vjeruju. U redovima koji slede autor

�e sa�eti i na jednom mestu okupiti i precizno formulisati sve ideje i predloge za

koje se zalagao u prethodnim poglavǉima. Pri tome �e iskustva koja je stekao u pro-

fesionalnom radu koristiti kao argument odbrane svojih stavova, ali se ne�e libiti

ni u jednom trenutku da te stavove u argumentovanoj diskusiji uvek iznova kritiqki

razmotri, xto vaǉda i jeste odlika svakog intelektualnog delaǌa.

Vixe puta smo pomenuli pojam analitiqkog uqeǌa nasuprot formalnom. Hajde da,

na osnovu sveg izlo�enog, pokuxamo da ih definixemo. Napomenimo najpre da i jedan

i drugi tip uqeǌa posmatramo sa dva aspekta: obuqavaǌe matematiqke delatnosti (od

strane predavaqa) i usvajaǌe novih sadr�aja (od strane uqenika). Pod formalnim

obuqavaǌem (sinonim je i: namensko obuqavaǌe) matematike podrazumevamo proces u

kome predavaq izla�e gradivo kao prostu sumu qiǌenica klasifikovanih u lekcije i

poduqavaǌe svodi na skup instrukcija uqenicima kako da ispune zahteve (urade zadatke)

koje �e (on ili neko drugi) dati kao deo obrazovne procedure. Pod formalnim usvajan-

jem matematiqkih sadr�aja podrazumevamo proces u kome uqenik matematiqke sadr�aje

do�ivǉava i koristi kao skup algoritama koje vaǉa zapamtiti, razlikovati i pri-

meniti u rexavaǌu zadataka. Formalno uqeǌe nije nu�no puko reproduktivno uqeǌe

ili uqeǌe po xablonu; ono mo�e u sebi imati, u ve�oj ili maǌoj meri, i logiqko

povezivaǌe qiǌenica, ali samo u onoj meri u kojoj to utiqe na lakxe memorisaǌe in-

strukcija za rad. U formalnom uqeǌu se susre�ete sa uqeniqkim jadikovaǌem kada

se u zadacima iz jedne lekcije pojave qiǌenice iz neke ranije ili, ne daj bo�e, iz

gradiva neke ranije godine, pa profesorima mekog srca nekad izmame obe�aǌe da u npr.

stereometrijskim zadacima III godine ,,ne�e biti trigonometrije” ili da u sre�ivaǌu

iracionalnih izraza (II godina sredǌe) ,,ne�e biti kubova” (ovo je u komunikaciji

�ak-profesor konvencija za: ne�e biti formula za zbir i razliku kubova niti za kub

binoma). U formalnom uqeǌu dexava se da �aci ne mogu da se naqude otkud se u ge-

ometriji pojavǉuje kvadrat binoma (,,nismo znali da se (a + 3)2 i u geometriji radi

po formuli, mislili smo da to ovde ne mora, ve� jednostavno a2 + 9 ”), da se tvrdi

da se zadaci iz procenata moraju raditi preko proporcija ili da se (o qemu smo ve�

priqali) (557+443)2 do VII osnovne radi kao 10002, a posle ,,mora po formuli za kvadrat
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binoma”.

Nasuprot ovome, analitiqko uqeǌe (i sa stanovixta predavaqa i sa stanovixta

uqenika) je proces izgradǌe matematiqke zgrade u kome se, nakon izgradǌe polaznih

temeǉa (oslaǌaǌem na empiriju, proces koji se pre svega vezuje za ni�e razrede osnovne

xkole), daǉe postupa na slede�i naqin:

• u postoje�oj konstrukciji uoqavaju se problemi ili nerexena pitaǌa koja pred-

stavǉaju motiv za uvo�eǌe novih pojmova;

• pristupa se izgradǌi novih delova matematiqke zgrade na osnovu jasnog motiva,

uoqava se efektnost u rexavaǌu pitaǌa koja u do tada izgra�enoj strukturi nisu

rexena (qime se omogu�uje postupni prelazak novih znaǌe u empiriju uqenika, za

xta je nu�no potrebno izvesno vreme i iskustvo), vrxi se uopxtavaǌe, apstraho-

vaǌe, teorijska formalizacija, pravǉeǌe modela...

• novi sadr�aji ugra�uju se u matematiqku zgradu na osnovu svog znaqaja i uloge,

qime cela konstrukcija funkcionixe sa novim mogu�nostima ; nova komponenta ne

mo�e se posmatrati niti funkcionisati izolovano, qak ni ogrnuta u ruho nekih

iz nu�de izabranih ranijih sadr�aja ;

• jasno se odre�uju dometi novih znaǌa, xta se ǌima mo�e, a xta ne mo�e rexiti;

time se pravi nagovextaj daǉih ekstenzija

U praksi, kako nixta nije crno-belo, mogu�e su i konglomerati (mexavine ) , ali

i kombinacije : analitiqko poduqavaǌe i formalno usvajaǌe sadr�aja ili obrnuto.

U prvom sluqaju obiqno se radi o situaciji gde su �aci, u ranijim fazama xkolo-

vaǌa, ve� duboko zaxli u zamke formalnog uqeǌa da se, po inerciji ili iz straha,

i daǉe dr�e starih navika i analitiqki pristup predavaqa konvertuju u svoj ,,for-

malni” jezik. Ovo je priliqno qest problem sa kojim se dobri predavaqi susre�u, qak

i u starijim razredima osnovne xkole (setimo se primera iz prve glave); mogu�nosti

ǌegovog prevazila�eǌa stvar su dubǉe analize. Obrnuta situacija (formalno poduqa-

vaǌe, analitiqko usvajaǌe sadr�aja) je re�a i texko da se tu radi o qisto analitiqkoj

izgradǌi matematiqke zgrade; ali, na temeǉu sopstvenog talenta, kreativnosti ili

eksternih izvora poduqavaǌa, mogu�e je i tako nexto.

Analitiqki pristup, u ovom trenutku nije podr�an ni od strane prosvetnih vlasti,

ni od strane u
benika ni od strane profesora - predavaqa. Koliko god se deklarisali

kao pobornici xkolovaǌa u kome �e �aci sticati funkcionalna i primenǉiva znaǌa i
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ugra�ivati matematiqke vextine u sopstveno iskustvo, svi akteri se ponaxaju zapravo

suprotno i ako qitaoca do sada nismo uverili u to, onda boǉe da digne ruke od ovih

pisanija. Svaki pojedinac (bilo kao deo prosvetnih vlasti bilo kao pisac literature

bilo kao predavaq u xkoli) koji nastoji da u praksi pokrene zar�ale toqkove obrazovne

maxinerije, ve� dobro zarasle u korov i prekrivene pauqinom, ostaje samo usamǉeni

Don Kihot qiji trud bez pô muke odnese matica ve�ine.

U nekakvom vrlom novom svetu, ali shva�enom u pozitivnom (a ne Hakslijevom)

smislu, autor ovih redova vidi uqeǌe matematike kao proces u kome institucionalna i

zakonska rexeǌa omogu�uju analitiqko uqeǌe, poxtuju individualnost, tako dragocenu

osobinu dece koju je va�no quvati u xto je mogu�e ve�oj meri, a u procesu vrednovaǌe

znaǌa u najve�oj mogu�oj meri iskǉuquju elemente stresa i treme. To, po autorovoj

viziji znaqi slede�e:

1. Matematiqke sadr�aje u ni�im razredima osnovne xkole konceptuirati pre svega

kao rad sa prirodnim brojevima i izabranim geometrijskim pojmovima, polaze�i u oba

sluqaja od empirije i opa�aja, a zatim uopxtavaju�i i apstrahuju�i u meri i na naqin

primeren uzrastu. Problemske zadatke (popularno zvane ,,tekstualni zadaci”), osim

onih elementarnih, treba ostaviti za dodatnu nastavu, koristiti ih kao ,,
oker” za-

datke u proverama znaǌa i za interna odeǉenska ili me�uodeǉenska takmiqeǌa. Time

�e se eliminisati izvor prvobitnog uqeniqkog straha od matematike ispoǉen u qesto

i paniqnoj nemo�i da shvati zadatke od kojih mu zavisi ocena. Time �e se elimin-

isati i prvi stimulus uqeǌa napamet kada deca zapamte da ako ,,sumu od 420 dinara

treba podeliti izme�u Ace i Bece tako da Beca dobije 6 puta vixe nego Aca”, tada je

potrebno 420 podeliti sa 7 (,,uvek za 1 vixe nego xto pixe”) i da ne nastavǉamo daǉe

sa ovim tu�nim priqama. Metodika za taj uzrast nudi razne metode; reqenom primeru

odgovara tzv.metoda du�i, ali u naxem sluqaju ona podrazumeva visok stepen apstrak-

cije - zadatak sa deǉeǌam kanapa �ete lako objasniti preko du�i, ali za novac je mnogo

te�e. Deci se to uqini kao veliki zalogaj i radije se dr�e neke xeme koja im uliva sig-

urnost. Oslobo�eni pritiska da ovakvi zadaci ,,utiqu na ocenu” deca �e biti daleko

prijemqivija za razmixǉaǌe i ne�e se plaxiti ako ,,ne ide od prve”. Podrazumeva se

da zadatak koji je problemski u nekom uzrastu mo�e postati redovan u kasnijem uzrastu

- to su stvari koje proces uqeǌa prirodno u sebi sadr�i.

2) Na uzrastu od V osnovne do kraja sredǌe xkole autor smatra da treba uspostaviti

sistem: obavezan fond qasova + dodatni fond po izboru. Obavezan fond bi obuhvatao

ono za xta se dogovorimo da su osnovna znaǌa, dodatni bi znaqio ekstenziju toga u

smislu i produbǉivaǌa sadr�aja osnovnog fonda, ali i dodatne teme. Na krajevima
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tog lanca stajale bi (u ovom trenutku skoro ugaxene) opcije dodatne nastave (za posebno

nadarene i zainteresovane) i dopunske nastave (za one kojima je i potrebna i dodatna

pomo�). Na poqetku V razreda bi sistem svakako bio maǌe fleksibilan, sa maǌim

variraǌem broja qasova i naglaxenijim opcijama dodatne i dopunske nastave, da bi na

starijem uzrastu pru�ao sve ve�e slobode oko izbora fonda qasova. Autorova vizija

podrazumeva punu liberalizaciju u smislu da �ak bira opcije (u svetu se u te svrhe

qesto rade Diagonostic testovi) i da u odre�enim trenucima i ,,meǌa podexavaǌa” ako

to �eli . Ciǉ je da svaki (ili skoro svaki) uqenik mo�e da formalni okvir uqeǌa u

najve�oj mogu�oj meri prilagodi svojim potrebama.

3) Redovne standardizovane testove opxtematematiqke kulture na svim nivoima

obrazovaǌa od V osnovne do kraja sredǌe xkole; time bi se proveravala stabilnost

i funkcionalnost matematiqkih znaǌa pojedinaca nezavisno od teku�eg gradiva. Ovi

testovi bi svakako ulazili u zavrxnu ocenu; mogli bi sadr�avati i zadatke jednake

te�ine i zadatke gradirane po te�ini. Primer takvog testa na kraju ovog rada, u

Dodatku III, ne pretenduje da bude reprezentativan, izme�u ostalog i zato xto mu je

namena da dijagnostifikuje neke anomalije u sadaxǌem sistemu, na osnovu autorovog

iskustva.

4) Proces obuqavaǌa (od strane predavaqa) mora biti kontrolisan i u struqnom

i u metodiqkom smislu od strane struqnih tela. U ovom trenutku nad tim procesom

ne postoji nikakva sistemska kontrola; povremene ,,inspekcije” samo su redak inci-

dent u kome se po pravilu nixta suxtinski ne utvrdi. Odsustvo kontrole s jedne i

nemotivisanost (a nekad i nestruqnost) predavaqa s druge strane proces obuqavaǌa

matematike qine invalidnim i pretvaraju ga u formalno uqeǌe, sistemski stvaraju�i

liqnosti sa nepotpunim i neupotrebǉivim znaǌem. Kontrola predavaqa bi znaqila:

• kontrolu rada u uqionici,a xto se mo�e ostvariti na razne naqine: obaveznim

elektronskim prezentacijama predavaqa ili video snimcima predavaǌa u uqion-

ici; iako ovo posledǌe mo�da zvuqi orvelovski, i jedna i druga forma bi omogu�ile

ne samo kontrolu procesa, ve� bi olakxale �acima savladavaǌe gradiva i ako

nisu bili prisutni na odre�enom qasu ili im gradivo nije bilo dovoǉno jasno.

Podse�amo da smo neke struqne i metodiqke grexke profesora izlo�ene prethodno

u ovom radu otkrili upravo na elektronskim prezentacijama; s druge strane,

video snimci predavaqa nisu retkost u svetu, neki su dostupni i na internetu

bez ograniqeǌa.

• redovne testove struqne matematiqke kulture nameǌene profesorima u kojima bi
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se permanentno proveravala ǌihova struqnost. Na kraju ovog rada, u Dodatku III

stoji primer takvog testa, formiran na osnovu izabranih zabluda i grexaka na

koje je autor ovih redova nailazio u komunikaciji sa kolegama. S tim u vezi mo�e

se diskutovati i o uvo�eǌu licence za rad i drugih naqina da se kvalitet nastave

dr�i pod kontrolom.

5) Proveravaǌe znaǌa, isto kao i proces obuqavaǌa, treba da vodi raquna o indi-

vidualnosti. To izme�u ostalog znaqi da institucionalno treba obezbediti da se svaki

loxe ura�en test mo�e popraviti, da je svaki pismeni ili kontrolni zadatak mogu�e

raditi ponovo (poput ispita na fakultetu), uz neka razumǉiva ograniqeǌa, pri qemu

�e se vrednovati najboǉi rezultat. U praksi i sada neki savesni profesori ostave

jedan ,,predqas” (uobiqajeno neispravan termin za ,,pretqas” po zakonima naxeg jezika)

tokom xkolske godine za sve koji �ele da neki od ranijih testova rade ponovo. Ovo se

odnose i na maturske ispite u kojima ekskluzivnost datuma za teku�u xkolsku godinu

mnogim predstavǉa izvor stresa i znatno utiqe na rezultat; prelaskom na liberalniji

sistem vixe rokova ta vrsta ometaǌa bi se znaqajno smaǌila.

6) I u redovnim proverama znaǌa bi, kao 
oker zadatke, trebalo uvesti matematiqko-

logiqke, pa i qisto logiqke zadatke, ne samo radi relaksiraǌa celog procesa, ve� i

privlaqeǌa onih uqenika koji bojkotuju redovne programske sadr�aje. Primere nekih

takvih zadataka tako�e dajemo na kraju ovog rada u Dodatku I.

7) Pri oceǌivaǌu pismenih i kontrolnih zadataka iz teku�eg gradiva va�no je

imati sluha za �aqki do�ivǉaj steqenih znaǌa, nagra�ivati kreativnost (a ne des-

timulisati ono xto nije ura�eno ,,kao na qasu”) qak i ako je izaxla iz okvira stroge

matematiqke utemeǉenosti (gde je svaki primer priqa za sebe, svakako), tra�iti i

stimulisati sve xto je pokazateǉ dobrog razmixǉaǌa, a na vreme uoqavati propuste i

pogrexno interpretirane qiǌenice. U celom procesu poxtovati �aqku autentiqnost i

originalnost; naroqito na ni�em uzrastu je va�no ne destimulisati, makar i nesvesno,

izraze deqjeg razmixǉaǌa ili naivnog zakǉuqivaǌa, ve� ih pa�ǉivo usmeravati. Uvek

imati u vidu da sluxaoci ne moraju znati (a kada prvi put quju i ne mogu znati) razne

fraze i poxtapalice koje su uvre�ene u matematiqkom svetu (...tri taqke koje ne pri-

padaju jednoj pravoj, koreni jednaqine...), pa mogu tekst zadatka shvatiti drugaqije nego

xto ste zamislili ili ga uopxte ne razumeti; mogu mexati steqene matematiqke vex-

tine sa empirijskom indukcijom itd itd, ali sve takve stvari su pokazateǉ pozitivne

qiǌenice da se razmixǉa svojom glavom, nasuprot ,,idili” u kome svi rade isto, kao

da je matematika horsko pevaǌe.
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8) Koliko god treba strogo sankcionisati ,,varaǌe” qije se mogu�nosti u danaxǌe

vreme sve vixe pove�avaju, toliko treba, po mixǉeǌu autora, popustiti kad su u pi-

taǌu zvaniqno nelegalne stvari ali koje ne znaqe ,,ki�eǌe tu�im perjem” - ,,puxkice”

i kalkulator. Autor ovde ponavǉa svoje (u prethodnim glavama ve� obrazlagano) za-

lagaǌe za legalizaciju ,,puxkica” kako bi se proces uqeǌa lixio suvixnog pam�eǌa

nu�nih gotovih rezultata. Pri tome smo svesni da bi korix�eǌe gotovih formula i

qiǌenica moglo lako da se zloupotrebi i da se xablonima zameni ono xto je prirodno

da �ak sâm izvede; tipiqan primer jesu podsetnici koje katkad uqenici prave za povrx-

inu i zapreminu prizmi i piramida gde za svaku ,,vrstu” piramide pixu formule

za povrxinu i zapreminu, kao i ,,sve Pitagorine teoreme” (iz pravouglih trouglova

koji se standardno u tim telima uoqavaju), qime se svakako cela priqa degradira.

Stoga bi upotreba formula morala biti kontrolisana recimo tako xto �e predavaq

odluqiti koje qiǌenice mogu �aku biti dostupne tokom provera (pa ih dr�ati na zi-

dovima kabineta kao panoe ili deliti uqenicima nakon pre�enih partija i dozvoliti

ǌihovu upotrebu prilikom testiraǌa). Tada bi doxla do izra�aja i pozitivna strana

ove priqe - naime, sluxaoci bi bili u posedu ne samo sa�etaka teku�eg gradiva, ve� i

ranije pre�enog, qime bi se dao dodatni stimulus analitiqkom uqeǌu matematike koje,

po svojoj prirodi, iskǉuquje namenski i lekcijaxki pristup. Sliqno je i sa upotre-

bom kalkulatora - besmislena je (sada va�e�a) ǌegova potpuna zabrana pri proverama

znaǌa. Tako se stvara paradoks da i stariji �aci koji vexto rade na raqunarima ne

znaju kako na kalkulatoru da izraqunaju logaritam ili da podese jedinicu za mereǌe

uglova kod raqunaǌa trigonometrijskih funkcija. I ovde se zala�emo za kontrolisanu

upotrebu u smislu da predavaq odredi na kojim testovima se on sme koristiti, na ko-

jima ne. I tu je mogu�e spreqiti zloupotrebu ove alatke, ali ponovo plediramo da se

krxeǌe takvog dogovora ne sankcionixe jednako strogo kao ,,prepisivaǌe”.

9) Analitiqki pristup nastavi matematike podrazumeva i razne druge forme koje su

u danaxǌim navikama nezamislive poput praktiqne nastave, projekata, zadavaǌa prob-

lema za razmixǉaǌe, timskog rexavaǌa izabranih slo�enijih zahteva... Qitalac �e

mo�da pomisliti da je i autor ovih redova skliznuo u praznu frazeologiju : kakva

praktiqna nastava je mogu�a u xkolskoj matematici? Takvom skeptiku predla�emo da

potra�i negde u blizini kakvo osuxeno stablo i da sa uqenicima (VIII razreda ili

III godine sredǌe xkole) pokuxa da izraquna koliko ,,kubika” (kubnih metara) gra�e

od ǌega mo�e dobiti. Ako je drvo ravnomerne ,,debǉine”, mo�emo ga aproksimirati

(pravim) vaǉkom za qiju zapreminu su nam potrebni polupreqnik i visina. Za odred-

jivaǌe polupreqnika dovoǉno je poneti sa sobom pantǉiku koju u �ivotu (neispravno)
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zovemo ,,santimetar”, izmeriti ,,struk” drvetu (obim kruga), pa odatle izvu�i tra�eni

podatak; za odre�ivaǌe visine drveta mo�e se koristiti sliqnost ili trigonometrija,

zavisno od uzrasta na kome se radi (videti primer iz odeǉka 5.4 ,,...trigonometrija

za poqetnike” ). Ukoliko koristite trigonometriju, xto je svakako za preporuku ako

uzrast dozvoǉava, morate imati i teodolit radi mereǌa uglova. Kasnije priqu mo�ete

zaqiniti i raqunaǌem cene po kojoj tu drvenu masu mo�ete prodati itd. Ako je ciǉ

analitiqkog uqeǌa matematike taj da ona postupno ,,prelazi u empiriju pojedinca”

(termin prof.dr Gojka Kalaj
i�a), onda je jasno da je nevezivaǌe matematike za svet

oko nas samo posledica poimaǌa ove nauke onako kako je danaxǌa xkola prikazuje. Ve-

lika ve�ina tema osnovne i sredǌe xkole mo�e se osvetliti i testirati kroz praktiqne

primere, projekte ili problemske teme za samostalan rad. ,,Neverne Tome” upu�ujemo

na poglavǉe 11 o linearnim jednaqinama sa parametrima gde �e se videti prirodni

motiv za uvo�eǌe i interpretaciju ovog, na prvi pogled, apstraktnog pojma iz gradiva

I godine sredǌe xkole.

10. Konaqno, korixx�eǌe softvera u procesu nastave matematike je tema koja nije

razmatrana u ovom radu samo iz razloga xto su znaqaj i mogu�nosti koje se tu otvaraju

xiroko poǉe i tema mnogih drugih struqnih radova. Ono xto je za nas u ovom kontekstu

bitno je da to mo�e i te kako biti katalizator procesa analitiqkog uqeǌa matematike.

Dovoǉno je samo demonstrirati proces recimo rotacije trapeza oko npr. ve�e osnovice

za 3600 gde �ete simulacijom toga na raqunaru daleko lakxe navesti �aka da uoqi telo

koje nastaje (xto je lako kasnije formalizovati u projekciju na papiru i uopxtiti na

druge primere te vrste) nego xto biste to uradili pomo�u ,,xtapa i kanapa” na xta

smo qesto i dan-danas prinu�eni.

—————

U narednih nekoliko glava da�emo naxe predloge i sugestije oko obrade nekih kǉuqnih

tema iz elementarne aritmetike i algebre za koja je autor ovih redova ustanovio u

praksi zabriǌavaju�e pomaǌkaǌe razumevaǌa suxtine. Za razliku od geometrijskih

tema o podudarnosti trouglova i uvo�eǌu trigonometrije gde smo dali simulaciju

mogu�eg predavaǌa deci na qasu, sugestije koje slede nameǌene su predavaqu, zato su

i date u vidu skica i razliqitih mogu�ih puteva. Nadamo se, me�utim, da ni qitaocu

drugog profila, ako nas je ve� pratio dovde, ne�e biti nezanimǉive.
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7 POJAM POLINOMA ili kako matematika poma�e pqelama u

koxnici

Pojam polinoma uvodi su po sadaxǌim programima u VII razredu osnovne xkole i

predstavǉa prvi dubǉi korak u algebru u procesu matematiqkog obrazovaǌa. Program

nala�e da se uvodnom temom ,,Algebarski izrazi” (u okviru koje �e se davati izrazi

sa promenǉivim uz zahtev da se izraquna ǌihova brojevna vrednost za date vrednosti

promenǉivih) napravi odskoqna daska u oblast u kome ,,rezultat zadatka” ne�e vixe

biti broj, ve� sre�en algebarski izraz. Koliko god predavaq argumentovao pravila

sre�ivaǌa (koja se u toj fazi zasnivaju na komutativnom i asocijativnom zakonu za

sabiraǌe i mno�eǌe, kao i u velikoj meri na distributivnom zakonu mno�eǌa prema

sabiraǌu), ve�ina �aka rad sa polinomima do�ivǉava kao misaonu igru (xto samo

po sebi nije obavezno loxe)u kojoj se uve�bavaǌem mo�e postati vext igraq, ali uz

neizbe�no ,,...zaxto mi ovo uopxte uqimo i xta �e nam to u �ivotu”. Stoga profesori

obiqno, nakon izlo�enih pravila igre i dovoǉne obuke, pre�u xto pre mogu na rexa-

vaǌe jednaqina koje se, primenom tih pravila, svode na linearne jednaqine sa jednom

nepoznatom. Time su deca na�u na poznatom terenu i na taj naqin vaǉda budu uverena

da cela teorija ipak ima neku primenu.

Ne mo�emo na ovom mestu a da ne napomenemo da je shvataǌe matematike kao misaone

igre (igre simbolima) jedna od struja u filozofiji matematike o qemu ovde sada nije

mesto govoriti; ali qiǌenica je da matematika na celokupnom rasponu uzrastu koji

ovaj rad obra�uje nastala kao rezultat uopxtavaǌa i apstrahovaǌa prakse i iskustva,

da je samim tim nu�no vezana za konkretne situacije i svet oko nas; mi je ,,ne�emo

predavati istorijski kako je nastala” (dr Gojko Kalaj
i�) , ali �emo, sledstveno, ako

se osvrnemo, lako na�i modele za sadr�aje o kojima priqamo deci.

Stoga predla�emo da za trenutak fokus naxe priqe preselimo u Medograd qiji su

�iteǉi pqele i gde je na snazi ku�ni red po kome svaka pqela u koxnici ima obavezu

da tokom jutra, pored svog redovnog obroka, napravi jox 3 grama meda, pri qemu cela

zajednica treba da matici ostavi 50 grama za doruqak; popodne je norma 5 grama po

radilici, uz apetit matice od 70 grama. Konaqno, u veqerǌim satima pred spavaǌe,

svaka radilica ima mednu veqeru gde u proseku pojede po 2 grama meda, dok matica

preskaqe veqeru. Koliko grama meda je dnevna prozvodǌa svake koxnice?

Naravno, posve�eni sluxalac odmah �e re�i, s pravom: na pitaǌe je nemogu�e odgov-

oriti, ne zna se broj stanovnika koxnice. I tu je, bez sumǌe, u pravu - podaci iz

teksta nisu dovoǉni za numeriqko rexeǌe ove priqe. A i kako bi? Priqa se odnosi na
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proizvoǉnu koxnicu, a broj stanovnika koxnice je promenǉiva veliqina- to zna svaki

pqelar, negde ih je vixe, negde maǌe. Znaqi li to da iz ovog teksta ama bax nixta

ne mo�emo izvu�i? Mogli bismo, svakako, za svaku koxnicu pojedinaqno izraqunati

dnevni prinos meda: ako koxnica ima, primera radi, 1000 �iteǉa, na osnovu priqe

rezultat bi bio

(3 · 1000− 50) + (5 · 1000− 70)− 2 · 1000

; ako u koxnici obitava 12356 pqela sve bismo isto tako radili stavǉaju�i taj broj

u prethodni izraz umesto 1000 i tako daǉe i tako daǉe. Zametan posao, prizna�ete, za

nekog ko bi trebalo da raquna medni prihod od koxnice do koxnice.

Predla�emo stoga da postupimo ovako: ako broj stanovnika svake koxnice, budu�i

da je promenǉiva veliqina, obele�imo sa x (ili bilo kojim drugim slovom), gorǌa

priqa daje neku vrstu obrasca (formule) za raqunaǌe prinosa:

(3x− 50) + (5x− 70)− 2x

xto je ve� samo po sebi korisno jer sa�ima celu priqu u jezgrovit i jasan matematiqki

zapis u kome samo treba x svaki put zameniti podatkom za konkretnu koxnicu. Postavǉa

se, me�utim, pitaǌe: a mo�e li se navedeni izraz nekako uprostiti? Uprostiti u uni-

verzalnom smislu, tako da to uprox�eǌe va�i bez obzira na to koliko je x (tj. da va�i

za svaki x) ? Na ovom mestu treba samo ponoviti komutativni, asocijativni, distribu-

tivni zakon; bez obzira xto jox nismo zaxli u formalnu priqu o polinomima, sva

aparatura potrebna za proces koji sledi je dostupna, a ubrzo �e se ona lako uopxtiti

i snabdeti odgovaraju�im nazivima. Tako �e se lako do�i do izraza

6 · x− 120

koji je jednak gorǌem za svaku vrednost promenǉive x. To znaqi da nekakav raqunovo�a

Medograda sad mo�e u ovom sre�enom izrazu zameǌivati x brojem �iteǉa svake koxnice

ponaosob, xto mu je daleko lakxe za raqun (bez obzira da li radi ,,ruqno” ili kalku-

latorom) , a uvek �e dobiti isti rezultat kao i kad bi radio poqetnu kalkulaciju.

Xtavixe, ako smatra korisnim, mo�e, koriste�i zakon distributivnosti mno�eǌa

spram sabiraǌa, napisati rezultat i u obliku 6(x − 20), xto se nekad mo�e pokazati

i jox komfornijim: za koxnicu od 1000 pqela lako �e dobiti rezultat od 5880 grama

meda, dakle skoro 6 kilograma dnevno.

Prethodna priqa je, razume�ete, improvizacija i kao takva ne mora da sadr�i re-

alne podatke niti da uzima u obzir i druge promenǉive koje utiqu na rezultat (poput
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doba godine itd.). Ona je napravǉena ad hoc , ali je va�no da ima poentu i uverǉivost o

korisnosti uvo�eǌa izraza sa promenǉivom i daǉih formalizacija oko ǌihovih sre�i-

vaǌa. Predavaq mo�e uvek napraviti realniji i deci na tom uzrastu mo�da jox bli�i

primer; ali i ovaj je sasvim dovoǉan da ih ,,pridobijete” za temu koju planirate da

razradite. Pri tome vi uopxte ne ,,varate” niti ste slatkoreqivi bez pokri�a: uvod-

jeǌe izraza sa promenǉivom zaista je motivisano bax opisanim razlozima, problem je

samo xto je danaxǌa koncepcija nastave na to potpuno zaboravila. Sada, iskoristivxi

kredit i povereǌe koje ste stekli, mo�ete definisati kakve izraze sa promenǉivim

zovemo polinomima. Tu �ete imati ograniqeǌa u pogledu raqunskih operacija, ali i

ekstenziju u smislu qiǌenice da mo�e postojati i vixe nezavisnih promenǉivih. Uvex

�ete nadaǉe pojam monoma, sliqnih monoma, sabiraǌe (i oduzimaǌe) sliqnih monoma

itd. itd., a sva pravila u radu sa polinomima bazirati na ranije poznatim (a sada

ponovǉenim) zakonima za sabiraǌe i mno�eǌe i qiǌenici da oni va�e za bilo koje

brojeve, xto znaqi i za bilo koje vrednosti promenǉivih u polinomu.

8 POJAM FUNKCIJE ili hajde da se igramo poga�aǌa

Pojam funkcije se, po sadaxǌem programu, uvodi u VII razredu osnovne xkole i

priqa koja sledi mo�e se smatrati pogodnom za taj uzrast, ali i za stariji, budu�i da

se i u narednim godinama xkolovaǌa ovaj pojam, jedan od osnovnih u matematici, pon-

avǉa i nadogra�uje. Pri tome, paradoksalno, inicijalizaciji samog pojma se najmaǌe

poklaǌa pa�ǌa. Tu tvrdǌu mo�ete proveriti ako bilo kog starijeg od VII razreda (xto

ukǉuquje i odrasle osobe, pod usovom da nisu matematiqari) upitate xta je funkcija

u matematici. Autor ovih redova u jednoj takvoj mini-anketi ni u jednom sluqaju

nije dobio makar pribli�no zadovoǉavaju�i odgovor, a najqex�e nije dobio nikakav

odgovor. Funkcija je ,,nexto xto...” (ponekad se ova reqenica zavrxavala sa... ,,ima

svoj grafik, svoju formulu...”). Rekli bismo: nije ni qudo. U xkolskoj literaturi

funkcija se uvodi kao nekakav nesre�ni ,,...zakon, propis, pravilo po kome se svakom

elementu jednog skupa dodeǉuje taqno jedan element drugog skupa ” i oqas posla se

prelazi na realne funkcije zadate formulom (u osnovnoj linearne, u sredǌoj se pos-

tupno uvode i druge klase ) i na ǌihove grafike. Otud mnogi poistove�uju te pojmove

sa pojmom funkcije. Poqetni primeri funkcija koji se daju na konaqnim skupovima vrlo

brzo izblede i funkcije postanu sinonim za formule ,,sa jednim slovom”.

U sredǌoj xkoli je taj prelaz toliko neprirodan da ne ostavǉa �aku vremena da na primerima funkcija

na konaqnim skupovima uoqi suxtinu svojstava 1-1 i na, kao i pojam inverzne funkcije. U praksi ( I i III
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godina sredǌe xkole) se za dokazivaǌe 1-1 i na pamte neki gotovi xabloni, kao i za nala�eǌe formule

funkcije inverzne datoj (ako postoji). Naroqito bi bilo smexno (da nije tu�no) biti svedok (ne tako

retkim) situacijama iz I godine sredǌe gde profesori �acima xapnu u ,,u povereǌu” da �e sve funkcije

koje im daju biti 1-1 i na, samo oni to treba da zvaniqno doka�u. Ako tome dodamo i zbrku oko pojmova

domena, kodomena i skupa vrednosti funkcije, dobija se pravi galimatijas iz kog �aci, linijom maǌeg

otpora, obiqno iza�u sa devizom ,,Boǉe xablon u ruci nego misterija na grani”.

Ruku na srce, i priqi koja sledi mogla bi se staviti primedba da navodi sluxaoca

da funkciju poistove�uje sa formulom. Me�utim, mixǉeǌa smo da je za primer va�no

da �aka motivixe za ulazak u nepoznato, a da nakon toga , na ovaj ili onaj naqin ( xto,

dabome, mo�e ukǉuqivati i druge primere) vaǉa odre�ivati obim i xirinu uvedenog

pojma. Qitalac nematematiqar koji ovo xtivo qita iz radoznalosti mo�e , ako �eli,

preskoqiti pasuse napisane sitnim slovima.

Zapoqnimo, dakle, ostvareǌe onog xto smo naumili ovakvom komunikacijom sa pub-

likom:

Hajde da za poqetak igramo jednu igru. Vi ka�ete broj po �eǉi, a ja �u za svaki od ǌih
re�i svoj broj. (ovo brzo mo�e da evoluira u ,,... svakom od ǌih pridru�i�u svoj broj,

kasnije i ,,...ja �u svaki od ǌih preslikati u svoj broj”.) Nakon nekoliko takvih ,,vax
broj-moj odgovor” parova, vax zadatak je da otkrijete zakonitost po kojoj sam ja davao
odgovore (ili da na slede�i vax broj sami date odgovor ili da zamenimo uloge ne meǌaju�i
zakonitost ili sl.)

U poqetnom primeru priqa mo�e da izgleda recimo ovako:
vax broj 2 5 8 · · ·
moj broj 4 10 16 · · ·

Ovde oqekujemo, bez sumǌe, da �e sluxaoci brzo pogoditi da su ǌihovi brojevi samo

duplirani, odnosno da je pravilo: moj broj = 2· vax broj . U narednom primeru mo�ete

,,zakomplikovati” pravilo:
vax broj 1 4 10 · · ·
moj broj 2 17 101 · · ·

Ve� je te�e pogoditi ,,formulu” po kojoj predavaq radi. Obiqno nije problem da

�ake pridobijete da pokuxaju da otkriju formulu , pri qemu je verovatno i da �e pomis-

liti da je bax u tome poenta priqe (a nije, ali zabave nikad na odmet). Kada se, na ovaj

ili onaj naqin, do�e do qiǌenice da su u reqenom primeru �aqki brojevi kvadrirani

i uve�ani za 1, mo�emo se ve� dogovoriti da to pravilo iska�emo na udobniji naqin

nego reqima. Dogovorimo se da brojeve koje smo nazvali ,,vax broj” oznaqimo recimo

sa x, a ,,ove druge” sa y; u posledǌem primeru tako dobijemo pravilo pridru�ivaǌa

u vidu formule y = x2 + 1 . Slovo x predstavǉa promenǉivu veliqinu koju �ak mo�e

birati po �eǉi - nazovimo ga stoga nezavisno promenǉivom; y je tako�e promenǉiva
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veliqina, ali ǌena vrednost zavisi od vrednosti x kojoj se pridru�uje - nazovimo je

stoga zavisno promenǉivom. Predla�emo jox bar jedan uvodni primer koji �e pokazati

da je pojam ,,zakonitosti” mnogo ,,rastegǉiviji” nego xto bi prethodni primeri mogli

da sugerixu:
vax broj 2 5 18 123 · · ·
moj broj 2 5 9 6 · · ·

U poqetku, dok zadaju prirodne jednocif-

rene brojeve kao argumente ove funkcije (jox jedan termin koji se mo�e vexto ,,utkati”

u priqu), �aci mogu pomisliti da je ovo neko papagajsko pravilo (iskazano formulom

y = x), ali ve� sa vixecifrenim brojevima (na koje �e ih predavaq vexto navesti)

stvar pada u vodu. Svakako je uspeh ako neko otkrije da je y zbir cifara broja x ; to

pravilo, s obzirom na uzrast, ne�emo iskazati formulom, ve� reqima.

Na ovaj naqin deci dajete inspiraciju za igru. Mo�ete sada zameniti uloge i pre-

pustiti ǌima da smisle zakonitost koju �ete vi otkrivati (da tu mo�ete upasti u

problem, pokazuje i zanimǉiv Primer 1 Dodatka II na kraju kǌige). Pre ili kas-

nije, me�utim, taj kurs treba postupno promeniti i priqu uopxtiti kako biste pojam

funkcije uveli na korektan naqin.

Mo�ete u tom ciǉu �acima postaviti pitaǌe koji sve brojevi mogu biti argumenti u

prvom primeru (y = 2x). Odgovor �e najverovatnije biti: bilo koji brojevi, sa qime se

(u smislu: svi realni brojevi) svakako mo�ete slo�iti. Isto tako i u drugom primeru.

U tre�em, pak, stvar postaje problematiqna: zbir cifara mo�ete raqunati prirodnim

brojevima, mo�ete i celim, pa i decimalnim, ali konaqnim. Beskonaqnim decimalnim

brojevima (periodiqnim ili neperiodiqnim) zbir cifara nije konaqan, tako da tre�e

,,pravilo” ne mo�ete primeǌivati na ma koji realan broj. Ali, ni to nije sve: ako prvi

primer y = 2x interpretiramo u vidu priqice po kojoj recimo cena taksi vo�ǌe u gradu

A koxta 2 evra po pre�enom kilometru ( start je besplatan), pa x bude broj pre�enih

kilometara, a y cena vo�ǌe, tada x ne�e mo�i biti bilo koji, ve� samo pozitivan realan

broj. Ako, pak, istom pravilu damo interpretaciju u kojoj je x broj kupǉenih kesica

slanih xtapi�a (pri qemu jedna kesica koxta 2 dinara), a y iznos koji �ete dati za tih

x kesica, tada x mo�e biti samo prirodan broj. To znaqi da skup dopustivih vrednosti

za x mo�e varirati i sa istom ,,formulom”. Razmotrimo i primer u kome neko sa 11 di-

nara u 
epu kupuje slane xtapi�e qija je cena 2 dinara po kesici, pa sa x oznaqimo broj

kupǉenih kesica, a sa y ,,kusur”. Nije texko do�i do formule y = 11 − 2x, ali je skup

mogu�ih vrednosti za x konaqan {0; 1; 2; 3; 4; 5} . Nakon ovakvog motivacionog uvoda mo�e

se krenuti sa uopxteǌem i apstrahovaǌem. Prvo, �ak sada mo�e osetiti poentu one ro-

gobatne konstrukcije da je ,,funkcija svaki zakon, propis, pravilo koji svakom elementu

datog skupa A dodeǉuje taqno jedan element datog skupa B”. Mo�ete formulisati to i
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bez pomiǌaǌa zakona, propisa...: ,,Za date neprazne skupove A i B svako pridru�ivaǌe

elementima skupa A elemenata skupa B (takvo da se svakom elementu skupa A pridru�uje

(dodeǉuje) taqno jedan element skupa B) zovemo funkcijom koja preslikava A u B”, ali

ho�e li �ak ispratiti takvu reqenicu do kraja? Mogu�e su i druge varijante; kako god,

sve su to neformalne (nestroge) definicije, budu�i da koriste termine (zakon, propis,

pravilo, pridru�uje...) koji prethodno nisu definisani niti uzeti kao osnovni, ve�

se prihvataju na nivou intuicije. Na uzrastu o kome govorimo to je nu�no, bar u

poqetnoj fazi. Va�no je naglasiti ono ,,...svakom elementu ....dodeǉuje taqno jedan...”,

kao i qiǌenicu da skupovi A i B (koje �emo zvati, redom, domen i kodomen) funkcije

tako�e ulaze u definiciju. Elemente domena A zva�emo originalima, ǌima pridru�ene

elemente skupa B ǌihovim slikama; za req funkcija koristi�emo i sinonim preslika-
vaǌe. Uvodni primeri su pokazali da skup A mo�e biti i beskonaqan i konaqan; uz

to, funkcije sa istom formulom, a razliqitom domenom svakako smatramo razliqitim,

na xta ukazuju prethodni primeri. Tako se �acima ve� mo�e nagovestiti da funkciju

na neki naqin ,,karakterixu” domen, kodomen i sâmo ,,povezivaǌe” elemenata domena sa

elementima kodomena. Daǉe uopxteǌe podrazumeva potenciraǌe qiǌenice da su A i

B proizvoǉni neprazni skupovi - dakle, ǌihovi elementi ne moraju biti brojevi, ve�

xta god (telefoni, gradovi, liqnosti... ). Tu se sada otvara xiroko poǉe ,,igara bez

granica”. Priqa se mo�e pretvoriti u zabavu, ali se mo�e zadr�ati i edukativnost

(primer u kome se slova naxe azbuke preslikavaju u skup {suglasnik, samoglasnik }.
Tako�e, pri ,,povezivaǌu” ne mora postojati ,,pravilo” na naqin kako se to do�ivǉava

iz prethodnih primera. U tom smislu je i

&%
'$

&%
'$

PPPPPPPq
-

��
��

���1
.
.
.

.

.

.

.

.
1
2
3

2
0

7
8
9

jedna funkcija, jedno ,,nemuxto” pravilo. Time je priqa zavrxena i pojam funkcije

je dobio svoje mesto, ostaje daǉa nadogradǌa u skladu sa programom i nastavniqkom

procenom raspolo�eǌa ,,na terenu”.

U tom smislu smatramo da je va�no napraviti razliku izme�u pojmova kodomena

i skupa vrednosti funkcije, pogotovu xto se oni qesto mexaju i na sredǌoxkolskom

nivou. Prethodni crte� �e nam dobro do�i za to. Prime�ujete da elementi 0 i 9

u drugom skupu (kodomenu) nisu ,,obuhva�eni” povezivaǌem, tj.nemaju svoje originale.

To ne protivreqi ,,definiciji” funkcije: ona insistira da u prvom skupu (domenu)
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ne sme biti ,,slobodnih”, a za drugi skup to ne zahteva. Drugi skup (u ovom primeru

{0, 2, 7, 8, 9}) zovemo kodomen; skup onih elemenata kodomena koji nisu ,,slobodni” zovemo

skupom vrednosti date funkcije - u ovom primeru to je {2, 7, 8}. Odatle je jasno da je

skup vrednosti podskup kodomena; ako su ti skupovi jednaki, dakle ako u kodomenu nema

slobodnih, funkciju zovemo ,,na”.

I oko domena je potrebno razjaxǌeǌe, bez kog bi sredǌxkolski zadaci ,,Odredi

domen realne funkcije qija je formula...” bili besmisleni. Kako odrediti domen

kad je on komponenta pri zadavaǌu funkcije, kad funkcije sa istom formulom mogu

imati razliqite domene i time i same biti me�usobno razliqite? Tu, me�utim, postoji

jedna konvencija: ako se realnoj funkciji zada samo formula, domen by default qine svi

brojevi x na koje se ta formula mo�e primeniti u smislu ,,izraqunǉivosti” (dakle,

matematiqkih pravila). Takav domen zovemo prirodnim domenom. Za formulu y = 2x

prirodni domen je R; no, u sluqaju formule y = 1
x to je R \ {0}. Postoji i prirodni

kodomen realnih funkcija zadatih samo formulom - to je R. S obzirom na to da kodomen

nije ,,optere�en” uslovom korix�eǌa svih elemanta (kao domen), to je sasvim jasno. I

jedna i druga konvencija, napomenimo jox jednom, va�e samo ako se drugaqije ne ka�e.

Nakon toga bavimo se razliqitim naqinima predstavǉaǌa funkcije. U ovoj priqi

su ve� korix�eni prikazi tablicom, grafom i formulom.

Kod formula nije naodmet ponoviti da je va�no znati domen i (kodomen), tj. da formula nije dovoǉna za

potpuno zadavaǌe funkcije, budu�i da su tri potpuno ,,razliqita” primera u prethodnom tekstu pokrivena

istom formulom; s druge strane, lako �ete objasniti da tablica i graf, u sluqaju beskonaqnog domena, ne

mogu dati potpun ,,opis” funkcije - qak i da naglasite da ,,zakonitost koja se uoqava na unetim parovima

se nastavǉa i na slede�im” (koliko god to strogo matematiqki bilo nekorektno), opet u tablici ,,sa

taqkicama”, kao xto je sluqaj sa uvodnim primerima, ne znate recimo domen funkcije. Kod konaqnih

domena graf daje potpun opis funkcije, dok iz tablice u tom sluqaju jedino ne mo�ete odgonetnuti kodomen

(ve� samo skup vrednosti).

Koliko �e se tu detaǉisati, stvar je procene predavaqa, svakako ne preterano kako

se inicijalna ideja ni bi zatrpala. S tim u vezi, ne bi bilo nemogu�e (naroqito ne na

nivou dodatne nastave) uvesti funkciju kao skup parova (sa odre�enim svojstvima), xto

je bliskije formalnoj definiciji funkcije kao specijalnom sluqaju relacije. U poqet-

noj fazi najva�nija je motivacija za uvo�eǌe novog pojma i vezivaǌe za empiriju (gde u

empiriju ubrajamo i dotadaxǌa matematiqka znaǌa), a strogo deduktivno izlagaǌe je

nexto xto suxtinski qeka samo one koji �e se posvetiti matematici kao svom pozivu.

Elementi dedukcije se mogu provlaqiti i u ranim, pa i osnovnoxkolskim fazama, samo

je pitaǌe mesta i trenutka za to (inaqe se mo�e napraviti i Frankenxtajn, o qemu smo
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ve� govorili).

Slede�i korak, po programu za VII razred osnovne xkole, jeste uvo�eǌe pojma grafika

funkcije (qemu prethodi upoznavaǌe sa x0y Dekartovim pravouglim koordinatnim siste-

mom). Tome treba pristupiti oprezno i strpǉivo, znaju�i da �e se �aci u budu�nosti

najvixe sa tim susretati i qesto pojam (realne) funkcije poistove�ivati sa ǌenim

grafikom. Najpre vaǉa re�i da je prikazivaǌe grafikom mogu�e samo kod funkcija

qiji domen i kodomen qine brojevi. Grafik takve funkcije je skup taqaka u koordinat-

nom sistemu qije su koordinate svi ǌeni parovi(x; y) (ako niste dali naznaku definicije

funkcije kao skupa ure�enih parova, onda se mo�e re�i : ,,svi parovi iz tablice...” i

sl.) . U sluqaju konaqnog domena i skup taqaka bi�e konaqan ; u sluqaju beskonaqnog

domena stvar se komplikuje. Ako za funkciju y = 2x iz uvodne priqe unesete nekoliko

taqaka ǌenog grafika, �aci �e primetiti da su sve te taqke ,,nanizane” na jednoj pravoj

(kolinearne). To se mo�e dokazati i na tom uzrastu, ali texko da bi to imalo poentu

u redovnoj nastavi. Mnogo zanimǉivije je utvrditi da �e, u sluqaju prirodnog domena

navedene formule, grafik biti prava, u sluqaju domena koji qine nenegativni realni

brojevi (primer taksi-vo�ǌe) grafik biti poluprava, a u sluqaju skupa N∪{0} kao dom-

ena (primer sa kupovinom slanih xtapi�a) grafik je skup beskonaqno mnogo nepovezanih

taqaka (koje ,,le�e” na jednoj pravoj). Daǉe treba i�i koliko program i predavaqeva

procena nala�u, svakako ne previxe; program predvi�a razmatraǌe tzv.,,funkcije di-

rektne proporcionalnosti” (y = k ·x) i ,,funkcije obrnute proporcionalnosti” (y = k
x).

U oba sluqaja k je realna konstanta razliqita od 0, a podrazumevaju�i domeni, re-

dom, R i R \ {0}. One treba da omogu�e uvo�eǌe direktno proporcionalnih i obrnuto

proporcionalnih veliqina, xto je sadr�aj i naxe slede�e glave.

Nastavak ove priqe u VIII razredu podrazumeva uvo�eǌe linearne funkcije i pojmova svojstvenih real-

nim funkcijama: nule, znak i monotonost (za ovo posledǌe se na tom uzrastu koristi i privremen termin

,,tok funkcije”). U I godini sredǌe xkole priqa o funkcijama se ,,resetuje” (dakle, poqiǌe od poqetka),

ali se uvode i brojni novi pojmovi: 1-1, na, inverzna funkcija, slagaǌe (kompozicija) funkcija... Sve te

stvari bi, ako se ve� rade, trebalo obraditi analitiqki i potkrepiti ih primerima i na konaqnim i na

beskonaqnim skupovima, ali se u praksi sve svodi na ǌihovu xablonsko ,,otaǉavaǌe” na funkcije zadate

formulama bez ikakve suxtine i smisla. Pri tome se stvara konfuzija time xto se za funkcije zadane

formulama podrazumeva prirodan domen (a kodomen R) i xabloni ,,vrte” na ǌima, ne uoqavaju�i da sa

istom formulom, a promenom domena, funkcija koja nije bila 1-1 to mo�e postati, odnosno sa promenom

kodomena postati ,,na” a da prethodno to nije bila. U vezi sa tim i inverzna funkcija se u praksi obra�uje

formalno kao tehnika da se iz formule date funkcije ,,izrazi x, pa x i y zamene uloge” , qesto i bez provere

da li data funkcija uopxte ima inverznu. Da ne govorimo o qiǌenici da dve funkcije sa istom formulom,
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a razliqitim domenima ili kodomenima mogu da se razliqite ponaxaju u tom smislu: jedna mo�e imati

inverznu, druga ne, ili obe mogu imati inverznu qiji se analitiqki izrazi (formule) me�usobno razlikuju

itd. Funkcijske jednaqine i naqin kako im se obiqno pristupa su tek priqa za sebe.

Autor ovih redova je mixǉeǌa da je maǌa xteta neke stvari preskoqiti (svesno

krxe�i aktuelni program) nego ih raditi formalno, bez suxtine i smisla. To na

svakom mestu mo�emo odbraniti qiǌenicom da u dobro konstruisanoj matematiqkoj

zgradi pojedinca nije texko i naknadno nexto dodati i ubaciti, a u pojedinim fazama

i samom vlasniku zgrade prepustiti da se sâm edukuje (uz potoǌu kontrolu od strane

predavaqa).

9 PROPORCIJE ili zaxto, naposletku, potroxen novac i kusur

iz marketa nisu deo ove priqe

Ovo je tema koja se po va�e�im programima za VII razred nastavǉa na prethodnu priqu

o funkcijama. I ovde ve�i ista napomena za delove teksta pisane sitnim slovima. Na

poqetku je sasvim OK definisati proporciju kao jednakost dva koliqnika (qak se mo�e

izbe�i req razmera), kao i dokazati (na tom uzrastu) svojstvo o jednakosti proizvoda

spoǉaxǌih i unutraxǌih qlanova. To su stvari koje su lako prihvatǉive na tom nivou

iako se u startu ne vidi motiv za ǌihovo uvo�eǌe. Uvo�eǌe nekog pojma dekretom, eto,

nekad ima smisla i na ni�im nivoima obuqavaǌa - ukoliko je lako shvatǉiv u okviru

dotadaxǌe (matematiqke) empirije.

Ostavǉaju�i sve to za trenutak po strani (uz obe�aǌe da �emo vrlo brzo prak-

tiqno koristiti uveden pojam i ǌegova svojstva), prelazimo na suxtinu za koju smo

ve� pripremili teren govore�i prethodno o funkcijama direktne i obrnute propor-

cionalnosti. U tom smislu predavaq treba da ima u vidu da su slede�e dve definicije

ekvivalentne (iako to �acima ne�e saopxtiti tim reqima niti obavezno dokazati).

Definicija 1. Za veliqine x i y kaza�emo da su direktno pro-
porcionalne ako su ,,povezane” formulom y = k · x za neki (realan)
broj k 6= 0.

Definicija 2. Za veliqine x i y kaza�emo da su direktno pro-
porcionalne ako imaju svojstvo da pove�aǌe jedne od ǌih n puta
povlaqi i pove�aǌe druge isto toliko puta.

Strogo gledano, ove definicije imaju brojne maǌkavosti. U prvoj bi matematiqar morao dokazati da

je definicija korektna u smislu simetriqnosti relacije (zaista, iz y = k · x sledi x = 1
k
· y, s obzirom da
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je k 6= 0). U drugoj, pak, nije reqeno koje vrednosti mo�e imati n (tu qitaoci obiqno misle na prirodan

broj). Strogo gledano, ako bi veliqine x i y mogle biti i negativne, onda je nekorektno re�i ,,...pove�aǌe”.

Posebna priqa je xto n mo�e biti i realan broj razliqit od 0 (dakle, i izme�u 0 i 1), xto termin

,,pove�aǌe” opet qini nekorektnim; specijalno, ako se ograniqimo na skup prirodnih brojeva za vrednost

n, onda i ,,smaǌeǌe” jedne od veliqina n puta (xto je kao mno�eǌe sa 1
n
) povlaqi smaǌeǌe druge n puta.

Me�utim, to su na tom uzrastu finese oko kojih �aci ne moraju lupati glavu. One,

jednostavno, u tom trenutku ne�e zamutiti vodu (xto ne znaqi da ih ne treba pomenuti

na nekom kasnijem uzrastu). Bitno je da uqenici imaju obe definicije pred sobom

kao oru�e za prepoznavaǌe direktno proporcionalnih veliqina. Ako je x recimo broj

kilograma jabuka qija je cena 20 din/kg ,a y iznos (u dinarima) koja se ima platiti za

kupǉenu koliqinu, lako je zakǉuqiti da je y = 20x i da su te veliqine stoga direktno

proporcionalne; isto je i sa visinom i stranicom jednakostraniqnog trougla (h =
√
3
2 ·a

) itd. U sluqaju kada je x recimo broj kilograma testa, a y broj palaqinki koji se od

toga mo�e ispe�i, jasno je da, koliko puta vixe testa napravimo, toliko puta �e se

vixe palaqinki dobiti (uz pre�utne pretpostavke o uniformisanosti procesa), pa su i

te veliqine direktno proporcionalne ( i sigurno povezane odgovaraju�om formulom).

Neka su x i y direktno proporcionalne veliqine. Neka se za x = x1 dobije y = y1,

a neka, kad je x = x2, ispadne y = y2 (ako ovako apstraktna priqa ne nai�e na dobar

prijem, uvek je mo�ete konkretizovati na primeru ). Tada je, na osnovu prethodnog,

svakako y1 = k · x1 i y2 = k · x2. Iz prve jednakosti se mo�e zakǉuqiti da je y1
x1

= k,

a iz druge da je y2
x2

= k, xto znaqi da je y1 : x1 = y2 : x2, a to opet znaqi da dva

konkretna para vrednosti direktno proporcionalnih veliqina qine proporciju. Iz

svojstava proporcije lako se vidi da se ovo mo�e pisati i u obliku x1 : y1 = x2 : y2, kao

i u obliku x1 : x2 = y1 : y2. Za ovaj posledǌi imamo i mnemotehniku za pam�eǌe u vidu

xeme
veliqina x veliqina y

| x1 | y1
↓ x2 ↓ y2

Sada mo�emo relaksiranije pristupiti i uvo�eǌu obrnuto (inverzno) proporcional-

nih veliqina. Premda je tu priqa mo�da malo slo�enija, ako je prethodna ura�ena

korektno i potkrepǉena primerima, onda se sa tim iskustvom ne oqekuju problemi ni u

ovom sluqaju. U tom smislu, slede�e tri ,,definicije” su ekvivalentne (navodnici su

zbog nestrogosti, odnosno maǌkavosti, analognih onim kod direktno proporcionalnih

veliqina):

Definicija 1. Za veliqine x i y ka�emo da su obrnuto propor-
cionalne ako su ,,povezane” formulom y = k

x za neki (realan) broj
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k 6= 0.
Definicija 2. Za veliqine x i y ka�emo da su obrnuto propor-

cionalne ako imaju svojstvo da, kad se jedna pove�a n puta, druga
se nu�no toliko puta smaǌi i obrnuto, kad se jedna smaǌi n puta,
druga se toliko puta pove�a.

Definicija 3. Za veliqine x i y ka�emo da su obrnuto propor-
cionalne ako su x i 1

y (ili 1
x i y) direktno proporcionalne.

I ovde imamo sliqne komentare oko prepoznavaǌa kao i malopre. Ako su x i y recimo

stranice pravougaonika fiksirane povrxine, najjasnije je po Definiciji 1 zakǉuqiti

da su one obrnuto proporcionalne. Ako je, pak, x broj slavina koje pune bazen, a y vreme

puǌeǌa (u satima recimo), onda je Definicija 3 verovatno najzgodnija. Neka, primera

radi, 6 slavina napuni bazen za 8 sati. To znaqi da za 1 sat tih 6 slavina napuni 1
8

bazena. Duplo vixe slavina (uz pretpostavku da su sve jednako produktivne) �e duplo

pove�ati deo bazena koji napune za 1 sat, tj. napuni�e 2 · 18 bazena; uopxte, ako se x

(broj slavina) pove�a kolikogod puta, isto toliko puta �e se pove�ati i 1
y (deo bazena

koji one napune za 1 sat), pa su veliqine x (broj slavina) i y (vreme puǌeǌa) obrnuto

proporcionalne.

Neka su sada x i y obrnuto proporcionalne veliqine. Neka se za x = x1 dobije y = y1,

a kad je x = x2 neka ispadne y = y2, uz podrazumevan mogu� prelazak na konkretan primer

i konkretne brojeve kad god opxta priqa ima za posledicu mrxteǌe auditorijuma. Tada

je y1 = k
x1

i y2 = k
x2

, odakle je x1 · y1 = k, kao i x2 · y2 = k i, sledstveno, x1 · y1 = x2 · y2.
(reqima: kod obrnuto proporcionalnih veliqina proizvodi konkretnih odgovaraju�ih

vrednosti jedne i druge su svaki put isti). Jednakost proizvoda koju smo dobili,

naravno, nije proporcija, ali ju je mogu�e napisati u obliku proporcije, recimo, x1 :

x2 = y2 : y1 uz odgovaraju�u mnemoxemu
veliqina x veliqina y

| x1 ↑ y1
↓ x2 | y2

Ovim se intuitivno opravdava i ono ,,direktno” i ,,obrnuto” u nazivu, pa to i nije

potrebno posebno komentarisati.

Mogu�a ekstenzija ove priqe (koja bi u VII razredu bila na nivou dodatne nastave, dok je u prvoj

godini sredǌe u redovnom programu) podrazumevala bi da se, u skladu sa Definicijom 3, naglasi da je

obrnutu proporciju mogu�e postaviti i kao x1 : x2 = 1
y1

: 1
y2

, xto je priprema terena za kasnije faze

(u okviru tzv. raquna podele, kada �e se raditi sa veliqinama qije su vrednosti direktno ili obrnuto

proporcionalne datim brojevima). Tu su i zadaci sa proporcijama (sliqnih prethodnim mnemoxemama

)qije tabele imaju ,,vixe od dve naslova” ( vixe od dve veliqine, pri qemu su svake dve direktno ili
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obrnuto proporcionalne) - iako nameǌeni gradivu sredǌe xkole , mogu se raditi i u VII razredu, makar u

situacijama kada je prirodno ,,objediǌavaǌe dva naslova u jedan” (npr. broj dana rada i broj sati rada

dnevno mogu se mno�eǌem ,,pretvoriti” u naslov ”ukupan broj radnih sati” i sl.)

10 PROCENTI ili koliko je prosto izraqunati 20 posto

Za nevericu je kako jedan jednostavan aritmetiqki koncept, svakako jednostavniji nego

svi prethodno pomenuti, neretko stvara konfuziju, i tokom xkolovaǌa i testiraǌa

zadr�ava oreol neqega u xta ispitanici nikad nisu sigurni da li �e ispravno ura-

diti. Osnovni krivac za to je, po autorovom mixǉeǌu, qiǌenica da udarno mesto u

programu procenti imaju u VII razredu kao primena proporcija, xto ima mnoge loxe

posledice. Procente ne treba primarno vezivati za proporcije, a kamoli svoditi ih na

to; proporcije su samo jedna od varijanti rexavaǌa nekih zadataka iz procenata, qak

ne ni naroqito fascinantna, a ni neophodna. Priqa o procentima se mo�e u potpunosti

ispriqati bez ikakvog pomiǌaǌa proporcija.

Ako �ak na nivou VII razreda ve� zna da se neki deo (izra�en razlomkom) neke celine

dobija mno�eǌem ( 3
4 od 20 je 3

4 · 20), tada je osnovno re�i da su procenti prosto stoti

delovi neke celine (na xta ukazuje i koren te reqi koja bi se u naxem jeziku mogla

zvati i postotak; gora je varijanta koristiti nepromenǉivu req posto). Razlozi zbog

kojih su bax stoti delovi dobili posebno ime i posebnu oznaku u odnosu na ostale

razlomke su qisto praktiqne (dakle nematematiqke) prirode. Sledstveno, 20% od 120

bi�e 20
100 ·120 i tu nema nikakve mistike. Pri tome se procenti ,,pretvaraju” u razlomke

koji se qesto mogu lepo skratiti: 20% = 1
5 , 25% = 1

4 . Jasno, 100% je isto xto i jedno

celo (xto je uqenik verovatno u �ivotu quo puno puta do tada), 200% su 2 cela itd.

Sve u svemu, va�i

p% od G = p
100 ·G (1)

Ako neki broj G (ovo slovo je odabrano da asocira na termin glavnica, ali je to

nebitno) uve�amo za (svojih) p%, uve�ana vrednost iznosi�e G+ p
100 ·G = G(1 + p

100) (ovo

mo�ete sprovesti i na primeru, naravno). Na taj naqin je

veliqina G uve�ana za svojih p% = G(1 + p
100) (2)

Pri tome izraz (1 + p
100) mo�ete nazvati faktorom uve�aǌa (u aktuarskoj termi-
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nologiji to je faktor akumulacije).

Analognom rasu�ivaǌem dobije se i

veliqina G umaǌena za svojih p% = G(1− p
100) (3)

pri qemu je (1− p
100) faktor umaǌeǌa (eskontni faktor).

Formule (1), (2) i (3) su dovoǉne za sve zadatke iz procenata na bilo kom nivou

xkolovaǌa; sve tri su jednostavno izvodive iz dotadaxǌe (matematiqke) empirije i

�ak ih u svakom trenutku mo�e rekonstruisati.

Formula (1) se mo�e napisati u obliku G : P = 100 : p (gde je ,,rezultat” formule

(1) oznaqen sa P ), a formule (2) i (3) u obliku (G + P ) : G = (100 + p) : 100 i (G − P ) :

G = (100− p) : 100, respektivno, xto odgovara interpretaciji u okviru proporcija, ali

su (1), (2) i (3) u izvornom obliku lakxe za shvataǌe, qesto pogodnije za primene, u

svakom sluqaju dovoǉne za sve xto ova tema zahteva, xto �emo ilustrovati na vixe

primera.

Primer 1. Nakon poskupǉeǌa od 15% , a zatim pojeftiǌeǌa od 25%, cena jednog

modela lap-topa iznosila je 34500 dinara. Kolika je bila poqetna cena?

Rexeǌe. Na osnovu (2) i (3), a ako poqetnu cenu oznaqimo recimo sa x, matematiqki

zapis gorǌeg teksta glasio bi

x(1 +
15

100
)(1− 25

100
) = 34500

, odnosno

x · 23

20
· 3

4
= 34500

xto je daǉe lako rexivo. Ovde se vidi jedna od prednosti formula (2) i (3) - one,

naime, omogu�uju da se niz poskupǉeǌa i pojeftiǌeǌa, odnosno pove�aǌa ili smaǌeǌa

neke vrednosti za odre�eni broj procenata, predstavi jednim izrazom.

Primer 2. Gledanost jedne televizije rasla je iz meseca u mesec tokom jednog kvar-

tala (tromeseqja) za po 10%. Za koliko procenata je gledanost na kraju kvartala bila

ve�a nego na poqetku?

Rexeǌe Ako broj gledalaca na poqetku priqe oznaqimo sa x , a tra�eni broj proce-

nata sa p, gorǌi tekst daje

x(1 +
10

100
)3 = x(1 +

p

100
)
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xto, nakon deǉeǌa obe strane jednakosti sa x (gde nema gubitka rexeǌa, budu�i da je

x proizvoǉan pozitivan realan broj, a p nepoznata) i sre�ivaǌa daje

(
11

10
)3 = (1 +

p

100
)

odakle je lako dobiti p.

Primer 3. Ako jednu stranicu pravougaonika uve�amo za 20%, a drugu smaǌimo za

20%, da li �e se povrxina promeniti i za koliko?

Rexeǌe Uz oznaqavaǌe stranica pravougaonika sa a i b, a tra�enog broja procenata

sa p, dobijamo:

a(1 +
20

100
) · b(1− 20

100
) = ab(1 +

p

100
)

Ovo je prilika da se uoqi da je formula (3) proxireǌe formule (2) na sluqaj kad je p

negativno (jer se desna strana u (3) mo�e pisati u obliku G(1 + −p
100) ). To govori da bi,

u sluqaju (nepotrebnog) zahteva minimalnosti, dovoǉno bilo formulu (2) koristiti

i za pove�aǌe i smaǌeǌe, samo xto bismo u drugom sluqaju za p uzimali negativan

broj; to nam je, me�utim, va�no kada ne znamo unapred da li je u pitaǌu smaǌeǌe ili

pove�aǌe - u tom sluqaju uzmemo formulu (2), a po znaku dobijenog broja p zna�emo

xta je u pitaǌu. Uglavnom, nakon deǉeǌa obe strane sa ab (uz komentar analogan kao u

prethodnom primeru) dobijamo
4

5
· 6

5
= 1 +

p

100

odakle lako iza�e p = −4 ,dakle, povrxina se smaǌila za 4%.

Primer 4. Mila je ni�a od Petre za 20%. Za koliko procenata je Petra vixa od

Mile?

Rexeǌe Ako Milinu visinu oznaqimo sa m, a Petrinu sa p, informaciju iz teksta

mo�emo zapisati u obliku

m = p(1− 20

100
)

odnosno

m =
4

5
p

Ako nepoznat broj procenata oznaqimo sa x, tada je pitaǌe mogu�e pretoqiti u jednaq-

inu

p = m(1 +
x

100
)
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odnosno

p =
4

5
p(1 +

x

100
).

Skra�ivaǌem sa p ovo daje

1 =
4

5
(1 +

x

100
),

tj.

1 +
x

100
=

5

4

odakle je x = 25 , pa je Petra vixa od Mile za 25%.

Ovi i drugi zadaci mogu se svakako rexavati i maǌe formalno, neki �aci �e u

qetvrtom primeru zakǉuqiti logiqki da, ako je Mila ni�a od Petre za petinu (Petrine

visine), Petra je vixa od Mile za qetvrtinu (Miline visine) . Mi smo prethodnim

priqama ilustrovali dovoǉnost upotrebe formula i za one koji nisu skloni ni (bar ne u

poqetku) viqni preqicama; liqne preqice svakako treba podr�ati ako su dobre i opxte,

a ako su ograniqenog dometa vextim primerima skrenuti pa�ǌu na to. Rexavaǌe preko

proporcija ili na druge naqine je u tom smislu nepotrebno, ali ko �eli mo�e i tako.

Uvek se, me�utim, treba quvati nepotrebnih detaǉisaǌa koja mogu zamagliti suxtinu; u

tom smislu, autor ne podr�ava ni recimo ,,formulu” u nekim CAT tutorijalima po kojoj,

kada se vrednost x pove�a na vrednost y, procenat pove�aǌa je y−x
x ·100 ( xto se u stvari

dobije rexavaǌem po p odgovaraju�e jednaqine y = x(1 + p
100)). Sliqno i za smaǌeǌe

itd. Prezentovaǌe kao gotovih formula stvari koje se lako mogu izvesti iz opxtih

formula mo�e biti i kontraproduktivno ; uostalom, radoznali �aci uvek mogu i sami

dolaziti do takvih zakǉuqaka ili ih nalaziti u literaturi koja xire obra�uje neke

teme. Kada imate pred sobom obiǉe matematiqkih sadr�aja, o ekonomiqnosti te vrste

treba voditi raquna. Neki autori i na nivoima xkolovaǌa vixim od sredǌe xkole u

zadacima poput naxih primera 2, 3, 4 primeǌuju tzv.metodu posrednog raquna biraju�i

za poqetnu veliqinu proizvoǉnu vrednost, obiqno neki ,,okrugao” broj. Sa tim se vrlo

verovatno mo�ete susresti i kod �aka, bilo samoinicijativno, bilo da su instruirani

iz nekog drugog izvora. Qak i u situacijama poput one u Primeru 1 neki autori krenu

od proizvoǉne vrednosti (100 dinara), obave na ǌoj potrebne procentualne promene i

dobiju rezultat, a zatim iz proporcije na�u stvaran poqetni iznos u zadatku. Mnogi

xkolski profesori takav naqin rada ne�e priznati, iako je u nekim poqetnim kursevima

aktuarske matematike preporuqen. Mana je svakako xto se to u suxtini koristi kao

xablon uz zanemarivaǌe pitaǌa zaxto je to mogu�e tako i da li je uvek korektno.

Umesto predavaqevog negiraǌa objektivno taqnog zadatka samo zato xto mu se naqin

rada ne svi�a, mixǉeǌa smo da je u takvim situacijama, koliko uzrast i okolnosti
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dozvoǉavaju, najboǉe zajedniqki diskutovati o dometu upotrebe metode (skica dokaza,

navo�eǌe primera u kojima ona nije mogu�a, kao i primera u kojima je te�e uoqǉiva i

sl.).

Efektnost upotrebe formula (2) i (3) ilustrova�emo na jox jednom (zanimǉivom)

primeru:

Primer 5. Odre�eni artikal je u prodavnicama A i B imao na poqetku istu cenu. U

prodavnici A je najpre poskupeo za 20%, a zatim pojeftinio za 30%, dok je u prodavnici

B najpre pojeftinio za 30%, a zatim poskupeo za 20%. Gde sada ima ve�u cenu?

Rexeǌe Na intuitivnom nivou, ovo mo�e izgledati texko dokuqivo, ali ako uz pomo�

formula postavite kretaǌe cene u oba prodavnice, dobijete izraze G(1 + 20
100)(1− 30

100) i

G(1− 30
100)(1 + 20

100) koji su, elementarno,jednaki.

Formule (1),(2) i (3) se daǉe mogu uopxtiti i koristiti za nala�eǌe dela neke

veliqine, kao i pove�aǌe i smaǌeǌe za neki ǌen deo, i u sluqaju kada taj deo nije

izra�en u procentima, ve� razlomkom ili decimalnim brojem. Pogledajmo u tom smislu

jedan primer:

Primer 6. Zaposlenoj osobi u jednoj firmi reqeno je da �e mu 3
4 plate pove�ati

za petinu, a preostali deo plate smaǌiti za tre�inu. Pomozite tom zaposlenom da

izraquna da li �e mu plata posle toga biti maǌe ili ve�a od polazne i za koji deo.

Rexeǌe Ako je prvobitna plata iznosila x, a nepoznat deo obele�imo sa r, iz teksta

imamo
3

4
x(1 +

1

5
) +

1

4
x(1− 1

3
) = x(1 + r).

Sliqno ranijem, deǉeǌem obe strane sa x i sre�ivaǌem nalazimo

3

4
· 6

5
+

1

4
· 2

3
= 1 + r,

odakle se lako dobija r = 1
15 , pa junaku naxe priqe ipak sleduje (skromno) pove�aǌe.
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11 LINEARNE JEDNAQINE SA PARAMETRIMA ili kako

postati ma�ioniqar sa 15 godina

Mo�da �e se revnosni qitalac iznenaditi: otkud sad bax linearne jednaqine sa

parametrima posle prethodnih ,,kapitalnih” tema ? Priqa je ovde vezana za I godinu

sredǌe xkole i za jednu ,,epizodu” u okviru poglavǉa o linearnim jednaqinama. Ta

epizoda sa parametrima �acima qesto zadaje muku, i ako joj pristupaju analitiqki ali

i ako je pokuxavaju pretvoriti u xablon. Cela stvar nije ni bezazlena ni beznaqa-

jna, ona je nagovextaj onoga xto se iza brda vaǉa (poput sistema linearnih jednaqina

sa parametrima, ali i generalno zadataka sa opxtim brojevima; s druge strane, tu

se uve�bava i terminologija: rexiti jednaqinu po odre�enom slovu itd.). Odabrali

smo ovu temu da bismo pokazali da je apstraktnost i nepristupaqnost kojom je �aci

obiqno karakterixu samo privid i rezultat pomaǌkaǌa voǉe predavaqa da je ve�e za

dotadaxǌu empiriju iz koje je ona prirodno i nastala. Stoga priqa koja sledi nije

nikakvo pravǉeǌe vextaqkih situacija niti slatkoreqivost; ona daje ilustraciju re-

alnog motiva za uvo�eǌe ovakvih stvari, uz razumǉiva pripovedaqka pojednostavǉeǌa

koja ne utiqu na suxtinu.

Ako se nekom ipak uqini da je priqica koju dajemo u nastavku kao motiv previxe

naivna i da su uqenici I godine sredǌe prevazixli tako nexto, imamo odgovor: qak

i ako nekad liqe na bajke, ove naxe priqice su zapravo basne, a one su, znamo, samo

pojednostavǉeni i ogoǉeni modeli stvarnosti. One sasvim verno oslikavaju probleme

iz sveta koji nas okru�uje i �aci nakon ǌih mogu da uoqe situacije za qije rexavaǌe

�e im pomo�i steqeno iskustvo. A svakom ko za inicijalizaciju pojma odabere neku

boǉu i uverǉiviju priqu skidamo kapu, bez pogovora. Poqnimo, dakle...

Jednog dana, u vreme dok je vax predavaq radio u firmi UROP (Uspexno Rexavaǌe Oz-
biǉnih Problema), doxao je klijent sa zahtevom za rexavaǌe jednog zanimǉivog problema.
Vax sagovornik je taj problem pretvorio u jednaqinu

5(x− 5) = 2(x− 2)

iz koje je lako doxao do rexeǌa x = 7. (ovakav pristup mo�e da bude prihva�en kako

treba ukoliko su se sluxaoci prethodno puno puta uverili u vezu izme�u situacija

iz realnog sveta i matematiqkih zapisa poput jednaqina; to znaqi da oqekujemo da i

revnosnom qitaocu ovog materijala, nakon dosadaxǌih primera, u ovom trenutku nije

neophodno da i ovu jednaqinu prati neka zagonetna priqa. Ipak, za one koji to �ele:
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Imamo dva imaǌa pravougaonog oblika qije su du�ine, redom, 5m i 2m, a xirine

jednake (i ve�e od du�ine). Kolika treba da bude xirina tih imaǌa kako bi, nakon

izdvajaǌa iz ǌih kvadratnih parcela qija je stranica jednaka kra�oj stranici imaǌa,

preostali delovi polaznih parcela bili jednake povrxine? Priqa mo�da malo zvuqi

komplikovano, ali slika jasno pokazuje oqemu se radi:

5

x

2

x

5
2

x− 5 x− 2

...I taman xto je prethodni klijent zadovoǉno izaxao, posle samo jednog gutǉaja kafe,
dolazi drugi sa sliqnom priqom kao prethodni koju, nakon prethodnog iskustva, jox br�e
pretvorismo u jednaqinu

4(x− 4) = 2(x− 2)

sa lako dokuqivim rexeǌem x = 6.(na ovom mestu, naravno, mo�ete ponoviti celu priqu

sa parcelama, promenivxi samo du�inu prve parcele na 4m ) I jox ne popismo kafu do
kraja, uverismo se da ona narodna o dobrom glasu koji se daleko quje nije bez osnova: tre�i
klijent i tre�a jednaqina

3(x− 3) = 2(x− 2)

(i opet parcele, ako ste tako poqeli...) Vax predavaq je tad shvatio da �e, ako nexto brzo
ne smisli, ceo danaxǌi radni dan provesti u rexavaǌu zahteva koji su srodni, rexavaju
se po istom modelu, ali se po jednom polaznom podatku (du�ini prvog imaǌa) razlikuju,
te nemaju isto numeriqko rexeǌe.

Kad se sve tri jednaqine napixu jedna ispod druge:

5(x− 5) = 2(x− 2)

4(x− 4) = 2(x− 2)

3(x− 3) = 2(x− 2)

69



potpuno je jasno da su nastale ,,iz iste kuhiǌe”. Razlikuju se, oqigledno, samo po

jednom podatku (koji se u svakoj jednaqini pojavǉuje na dva mesta).

Ideja je slede�a: hajde da taj podatak u postavci jednaqine koji se razlikuje od

klijenta do klijenta obele�imo nekim slovom, recimo m. Tako dobijamo jednaqinu

m(x−m) = 2(x− 2)

koja reprezentuje qitavu familiju ,,srodnih” jednaqina - u ǌoj se, naime, pojavǉuje slovo

m koje nije nepoznata, ve� podatak koji se meǌa od klijenta do klijenta; nazovimo to m

parametrom. Ta jednaqina zameǌuje sve qlanove reqene familije; ako ǌu uspexno rex-

imo po x, rexi�emo, maestralno, sve jednaqine odjednom (a ǌih ima teorijski beskon-

aqno mnogo, koliko i razliqitih opcija za m). Pa hajde da na�emo x, zaxto da ne:

mx−m2 = 2x− 4

mx− 2x = m2 − 4

(m− 2)x = m2 − 4

Sve su ovo jasni koraci koje primeǌujemo i inaqe kod sre�ivaǌa jednaqina; uvek imamo

na umu da je m broj (koji je promenǉiv od jednaqine do jednaqine) i prema tom slovu se

tako odnosimo, a x treba da na�emo (da reximo jednaqinu po x).

Tako smo jednaqinu doveli do osnovnog oblika za linearnu jednaqinu 2x = 4 (1)

gde su 2 i 4 realni brojevi. Ako u tom trenutku nepripremǉene �ake upitate koliko

je x, ve�ina �e kao iz topa odgovoriti x = m2−4
m−2 i verovatno i ponosno skratiti taj

razlomak pride. Tu sad predavaq nastupa sa pitaǌem: a xta ako je m = 2 ? Koeficijent

uz x u jednaqini tada postaje 0, a deǉeǌe nulom, kako znamo, nije mogu�e. Za tu vred-

nost m jednaqina glasi 0 · x = 0 i koriste�i se logikom (tj.dotadaxǌom matematiqkom

empirijom) lako je zakǉuqiti da x mo�e biti bilo koji realan broj. Stoga je opxta

xema za rexavaǌe jednaqine (1) slede�a:

• ako je 2 6= 0, tada je, bez sumǌe, x = 4
2

• ako je 2 = 0, tada jednaqinu treba rexiti logiqki: ako su �aci matematiqka

znaǌa sticali na naqin koji promovixemo u ovom radu, lako �ete ih navesti da

sami izvedu da tada postoje dva ,,podsluqaja”: ako je i 4 = 0, rexeǌe je svaki

realan broj (svaki broj iz domena polazne jednaqine), u suprotnom jednaqina nema

rexeǌe.
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U skladu sa tim, jednaqinu do koje smo stigli

(m− 2)x = m2 − 4

rexavamo daǉe ovako:

• Ako je m− 2 6= 0, tj. m 6= 2, rexeǌe (nakon jasnog skra�ivaǌa) glasi x = m+ 2.

• A ako je m bax jednako vrednosti za koju prethodni odgovor ne va�i? I za tog

klijenta moramo obezbediti odgovor. Dakle, za m = 2 jednaqina postaje 0x = 0 i

ǌeno rexeǌe je svaki realan broj. (za one koji su sve pratili kroz parcele, ova

posledǌa konstatacija se mora provu�i kroz domen naxe priqe , pa se kao odgovor

dobija svaki realan broj ve�i ili jednak od 2).

Rexivxi na taj naqin jednaqinu i obezbedivxi se za sve sluqajeve u pogledu vrednosti za

m, mogli smo sa osmehom da saqekamo narednog klijenta. Qim je poqeo da izla�e problem

, shvatismo da je i on jedan od qlanova porodice i prepoznasmo da je naxe m konkretno 8

(metara). Dok jox nije ni zavrxio, diskretno smo otvorili fioku, pogledali prethodno

izlo�eno rexeǌe opxte priqe, odmah videli da ǌegova priqa spada pod sluqaj m 6= 2

gde je rexeǌe x = m + 2 i saopxtili mu odmah da je rexeǌe ǌegovog problema x = 10.

Klijent je bio zabezeknut: kako smo tako brzo rexili sluqaj? Ostavili smo to kao

tajnu; kasnije smo od pretpostavǉenog saznali da su od klijenata stigle silne pohvale

na naxe fascinantne matematiqke vextine. Pojavio se me�u ǌima, zamislite, i klijent

sa vrednox�u 2 za m. Nismo se dali prevariti i nismo mu po inerciji dali odgovor

x = 4; naprotiv, prepoznavxi drugi sluqaj, obradovali smo ga da za nepoznatu veliqinu

mo�e da izabere broj po �eǉi (neka �aci zamene m = 2 u prvobitni oblik jednaqine;

dobi�e 2(x− 2) = 2(x− 2) qime cela priqa psiholoxki dobija na uverǉivosti; stvar se

odliqno vidi i na parcelama - za m = 2 obe parcele su iste i koju god xirinu x > 2 da

uzmete, preostali delovi bi�e jednakih povrxina). Xta mislite, poxtovani qitaoci,

da li bi nam fascinirani klijenti verovali da su te matematiqke vextine i sami uqili

kao 15.-ogodixǌaci u xkoli pod nazivom Linearne jednaqine sa parametrom ? Budite

sigurni da ne bi (autor ovih redova imao je sliqno iskustvo). Usput, ne sumǌajte da

je ve�ina tih klijenata uqila po gotovo istim programima kao xto su aktuelni; br�e

se meǌa klima u svetu nego naxi nastavni planovi i programi.

Na ovaj naqin se uqenicima mo�e doqarati izvorni smisao pojma parametra - rex-

iti jednaqinu sa parametrom znaqi rexiti qitavu (beskonaqnu) familiju srodnih jed-

naqina, rexiti sistem sa parametrom znaqi rexiti ,,jednim potezom” familiju srodnih
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sistema... Ako u formuli funkcije koja sadr�i parametar treba odrediti vrednost tog

parametra tako da funkcija ima tra�eno svojstvo (xto su tako�e radi na tom uzrastu),

znaqi da iz qitave familije srodnih funkcija treba izabrati onu (one) koja ispuǌava

posebno iskazane zahteve. Sasvim prirodno �e se stvar uopxtiti na probleme sa dva

ili vixe (nezavisnih) parametara... Ovim dajete i dodatni stimulus za prihvataǌe za-

dataka sa tzv.opxtim brojevima: xta drugo radite kada odre�ujete zapreminu pravilne

qetvorostrane piramide qija je osnovna ivica a i qija je boqna strana nagnuta prema

ravni osnove pod uglom α nego jednim potezom rexavate qitavu (beskonaqnu) familiju

srodnih zadataka; za svakog konkretnog qlana te familije lako �ete zameniti ǌegove

podatke u krajǌe rexeǌe. Mo�ete re�i �acima da na taj naqin sami izvode formule

za odgovaraju�e situacije; kada odre�uju povrxinu i zapreminu pravilnog tetraedra

ivice a i dobiju rezultate P = a2
√

3 i V = a3
√
2

12 �aci su ,,u takvoj situaciji inovatori”

(dr Gojko Kalaj
i�), jer bez pô muke izvode formule koje se qesto navode ili pamte kao

gotove.
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DODATAK I : Matematiqke zagonetke i pitalice

Na ovom mestu navodimo neke zagonetke i pitalice, samo deo autorove liqne arhive, koje

koristimo u raznim situacijama i na raznim nivoima u obuqavaǌu matematike. Neke

od ǌih imaju dubǉi matematiqki smisao (poput Zagonetke 1), neke su samo zabavne i

logiqke (poput Zagonetke 3). Svrha im je razliqita: za neke �ake mogu biti kreativna

razbibriga, �acima koji bojkotuju matematiqke sadr�aje, be�e od matematike (ne obavezno

bukvalno) ili nastoje da se matematike oslobode kao balasta, mogu biti podsticaj da

preispitaju svoj stav, mogu biti korix�eni kao (ranije pomiǌani) 
oker-zadaci na

testovima i proverama... U svakom sluqaju, kao zadaci za izoxtravaǌe uma, logiqan

su deo matematiqkog korpusa; u autorovoj arhivi ima veoma zanimǉivih zadataka i za

predavaqe (quveni zadatak sa patuǉcima koji se rexava koriste�i rezultate iz Teorije

grupa), ali time se ovde ne�emo baviti. Prva zagonetka je, koliko znamo, autorsko delo

pok. prof. Mirjane Mrmak; drugoj je autor prof. Bogoǉub Marinkovi� (,,Arhimedes”)

koji nam je ǉubazno dozvolio korix�eǌe sadr�aja iz bogate literature ovog matema-

tiqkog druxtva; tre�a zagonetka je deo velike serije logiqkih problema koji su zada-

vani qitaocima u okviru davno ugaxenog qasopisa za popularizaciju nauke ,,Galaksija”

. Pitalice (koje su kra�e od zagonetki i po formi i po slo�enosti) su preuzete sa nekih

me�unarodnih internet-takmiqeǌa u rexavaǌu matematiqko- logiqkih glavolomki. Mini-

set koji je pred vama autor je koristio kao poklon svim �acima - sredǌoxkolcima koji

su uqestvovali u testiraǌu (videti Dodatak III).

MATEMATIQKO - LOGIQKE ZAGONETKE

1. Srela se, posle dugo godina, dva matematiqara X i Y.

- Zdravo, kolega, dugo se nismo videli - ree X - Qujem da si se o�enio i da imax tri

�erke.

- Taqno - odgovori Y

- Koliko imaju godina? - radoznalo �e X

- Poxto smo matematiqari, hajde da ti odgovorim u vidu zagonetke. Prvo �u ti re�i

da je proizvod ǌihovih godina 36.

- To mi nije dovoǉno da otkrijem koliko svaka ima godina - odgovori X

- A ako ti ka�em da je zbir ǌihovih godina jedan broju na zgradi pored koje upravo
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prolazimo?- na to e Y.

X pogleda broj na zgradi, razmisli malo, pa reqe:

- Jox uvek ne mogu da odredim koliko svaka ima godina.

- A ako ti ka�em da najstarija �erka svira klavir?

- E sada znam koliko svaka ima godina !

A znate li vi?

2. U qetiri razliqita stana jedne zgrade �ive osobe A, B, C i D. Osobe B, C i D su

ro�ena bra�a osobe A i osoba A, osim ǌih, nema druge ro�ene bra�e. Sve qetiri osobe

voze tramvaje u GSP ,,Beograd”.

O stanovima tih osoba zna se slede�e:

1. U stanu osobe A ima 5 vrata i 4 prozora.

2. U stanu osobe B ima onoliko vrata koliko je prozora u stanu osobe C i onoliko

prozora koliko je vrata u stanu osobe C.

3. Sva ro�ena bra�a osobe D imaju, ukupno uzevxi, jednak broj vrata i prozora.

Pitaǌe glasi: da li je osoba A otac nekog (sadaxǌeg ili bivxeg) studenta Matem-

atiqkog fakulteta u Beogradu?

3. Na jednoj benzinskoj pumpi, negde na Siciliji, zaustavǉaju se kola beogradskih reg-

istarskih oznaka, sa vozaqem Pajom, turistom iz Srbije.

- Gorivo? - upita ga prodavac.

- Ne, ne - na solidnom italijanskom odgovori Paja - hteo sam samo flaxicu vode.

- Evo, ja �u vam doneti - ǉubazno �e prodavac i ode ka fri�ideru.

U tom trenutku ulicom pored pumpe pro�oxe velikom brzinom jedna kola, a za ǌima i

druga iz kojih se pucalo na ova prva.

- Xta to bi? - upita prestravǉeni Paja prodavca.

- Ma to su mafijaxki obraquni - odgovori prodavac - to je, na �alost, kod nas na Si-

ciliji kao dobar dan. Ne brinite, nego, izvolite Vaxu vodu.

- Ne, hvala, ne treba - odgovori Paja, sede u kola i nastavi put.

Pitaǌe: ZAXTO?
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MATEMATIKO - LOGIQKE PITALICE

1. Koliko slova ima odgovor na ovo pitaǌe?

2. Qetiri osobe se kupaju u moru tako da je svaka jednako udaǉena od ostale tri. Ako

tri od ǌih imaju na licu naoqari za sunce, xta ima qetvrta?

3. Automobil u servisu je podignut tako da mu toqkovi ne dodiruju podlogu, a upravǉaq

(volan) je u polo�aju u kome auto ”ide pravo”. Ako volan okrenete pod uglom od 300 u

odnosu na poqetni polo�aj, da li �e se i predǌi toqkovi zakrenuti pod uglom od 300 u

odnosu na poqetni polo�aj, ili pod ve�im, ili pod maǌim uglom? (Pretpostavka je da

je sve idealno ”dotegnuto”, tj.da kod volana nema praznog hoda).

REXEǋA MATEMATIQKO -LOGIQKIH ZAGONETKI

1. 2, 2 i 9 godina. Na osnovu qiǌenice da je proizvod tri prirodna broja 36 nije

texko (rastavǉaǌem broja 36 na proste qinioce i ǌihovim grupisaǌem, ili nekako

drugaqije) zakǉuqiti da postoji 8 takvih ,,kombinacija”. Ako svakoj od ǌih izraqu-

namo zbir, vide�emo da samo opcije 1,6,6 i 2,2,9 imaju isti zbir (13). To znaqi da

je broj na zgradi svakako bio 13, jer je to jedini zbir iz koga se ne mo�e jednoznaqno

odrediti koliko svaka devojqica ima godina. Konano, reqenica u kojoj se pomiǌe najs-

tarija �erka eliminixe mogu�nost 1,6,6, pa ostaje samo 2,2,9.

2. NE. Na osnovu podataka iz 1. i 2. moemo zakǉuqiti slede�e:

vrata prozori

A 5 4

B x y

C y x

D
.

Analiza tre�e informacije zasniva se na qiǌenici da su B i C svakako bra�a osobe

D (iz uvodnog teksta), dok se, ako pa�ǉivo proqitamo tekst, jedino za A ne zna da

li je brat ili sestra osobe D. Ako bi A bio brat, tada bi informacija 3. znaqila

5 + x + y = 4 + y + x, xto je nemogu�e. Stoga A jedino mo�e biti sestra preostaloj
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trojici bra�e (informacija 3. tada glasi x+y = y+x), pa samim tim nije otac nikome.

3. Qovek je, jednostavno, imao nesnosni napad xtucavice i hteo je da popije vodu kako

bi ona prestala. Me�utim, od pomenutog doga�aja se toliko uplaxio da je xtucaǌe

u trenutku prestalo (prepadaǌe nekog je stari proveren naqin da ga izleqite od xtu-

caǌa).

REXEǋA MATEMATIQKO - LOGIQKIH PITALICA

1. Tri. To je jedini broj u naxem jeziku koji napisan reqima ima onoliko slova koliko

on sâm iznosi. Ovo pitaǌe nema isti odgovor u svim jezicima: na engleskom je recimo

rexeǌe four (4). U nekim jezicima nema rexeǌa, a u nekim ima vixe rexeǌa.

2. Masku za roǌeǌe. Na osnovu teksta, pomenute osobe predstavǉaju temena pravilnog

tetraedra. S obzirom da su sve u moru (ni jedna nije u vazduhu), qetvrta mora biti

pod vodom, budu�i da su preostale tri na povrxini.

3. Pod maǌim uglom od 300 . Jasno je ako volan okrenete za recimo 1800 i proverite da

li su se toqkovi zakrenuli za toliko.
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DODATAK II : O nadmo�nosti deqjeg rasu�ivaǌa

Ve� smo vixe puta pomiǌali koliko je loxe, iz mnogo razloga, kada predavaq prekoreva

decu (bez obzira na intenzitet tog prekorevaǌa) zato xto nexto nisu shvatili onako

kako je on �eleo. Skoro svaka takva situacija predstavǉa guxeǌe liqne logike deteta

i sputavaǌe slobode razmixǉaǌa, iz mnogo razloga; qesto se, recimo, radi o tome da

profesionalni predavaq koristi fraze i konstrukcije koje su usvojene kao standard i

ne pomixǉaju�i da to u deqjoj glavi mo�e s pravom drugaqije da se shvati (ili da

napravi problem u shvataǌu). Autor ovih redova je qesto bio frapiran deqjim tu-

maqeǌem nekog teksta koje je, van konteksta uvre�ene terminologije, zvuqalo sasvim

logiqno (setimo se primera tri taqke koje ne pripadaju jednoj pravoj). Qiǌenica je

da je matematiqarima, uz sve prednosti svog poziva, svojstven maǌe ili vixe jedan

poseban vid otu�eǌa od stvarnosti, manir matematizacije i onih stvari koje po svojoj

prirodi izlaze iz standardne priqe, jednom reqju neka vrsta profesionalne samodo-

voǉnosti. Postoje zanimǉiva istra�ivaǌa na tu temu koja otkrivaju i slabe taqke

profesionalnog bavǉeǌa matematikom i upozoravaju matematiqare da, uz sve navedeno,

ipak treba da imaju u vidu da je i ǌima u izvesnom smislu svojstven profesionalni

sindrom ograniqenog uma. (postoji priqa, qiju autentiqnost ne mo�emo proveriti, da

je jedan visok matematiqar, profesor fakulteta, pogledavxi sobe u jednom hotelu po-

sumǌao da li je krevet dovoǉnih dimenzija s obzirom na ǌegovu visinu; nakon toga

je otixao u grad, kupio metar, izmerio du�inu i xirinu, po Pitagorinoj teoremi

izraqunao dijagonalu i utvrdivxi da je malo ve�a od ǌegove visine, zakupio sobu -

a mogao je jednostavno da legne i proveri.) Na ovom mestu navex�emo par primera iz

autorove liqne arhive i literature u kojima �e se videti superiornost deqjeg nad pro-

fesionalnim rasu�ivaǌem. Smatramo ih veoma va�nim kao upozoreǌe profesorima da

nikad ne nipodaxtavaju deqju logiku, ve� da je pa�ǉivo analiziraju. Proces obuqavaǌa

izme�u predavaqa i �aka je dvosmeran - predavaq tokom svog rada zaista mo�e dosta da

nauqi od dece i u struqno-metodiqkom smislu i u smislu xirine razmixǉaǌa.

Primer 1. Anegdota koja sledi, zabele�ena i u literaturi, potiqe od jednog naxeg

quvenog matematiqara, profesora fakulteta, sada pokojnog, iz vremena kada je svog tada

devetogodixǌeg sinqi�a kroz igru i zabavu, nezavisno od xkolskog programa, uvodio u

neke osnovne matematiqke pojmove. Profesor se s pravom dr�ao qiǌenice da mnoge os-
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novne pojmove (poput pojma skupa, pojma relacije i funkcije) treba da, na odgovaraju�i

naqin, uvodite i u ranim fazama obrazovaǌa (donekle analogno qiǌenici da je, rec-

imo, strani jezik boǉe uqiti dok ste mali). Elem, tako je dotiqni tata svom malixanu

priqao o funkcijama, uvode�i ih upravo onako kako smo mi to qinili na poqetkuu

Glave 8 , kroz igru tvoj broj - moj broj. Deqak koji je na tom uzrastu samouvereno

vladao osnovnim aritmetiqkim operacijama rado je prihvatio igru poga�aǌa i bivao

sve vextiji u ǌoj da bi jednog trenutka saopxtio ocu da �eli da zamene uloge. Tata

je to rado prihvatio i igra je poqela: otac je krenuo sa ,,Jedan”, na xta je malixan

kao iz topa odgovorio:,,Pet”. Na oqevo: ,,Dva” malixan je rekao: ,,Tri”. Nakon malo

razmixǉaǌa otac je rekao: ,,Tri” i bio veoma iznena�en kada je dobio odgovor: ,,Tri”.

Bilo je oqigledno da ovo nije 1-1 funkcija xto je, imaju�i u vidu kojim raqunskim op-

eracijama barata dete na tom uzrastu, delovalo dosta zagonetno. Sada je tata pokuxao

da napravi manevar i rekao ,,Dvadesetjedan”. Na ovo se, prvi put, sin malo zamisli,

a zatim reqe: ,,Trinaest”. I posle vixeminutnog razmixǉaǌa profesor nikako nije

uspevao da odgonetne ovu ujdurmu. Pokuxa jox sa ,,Sto” na xta mu sin odgovori :

,,Tri”. Po reqima profesora, a veruju�i detetu da daje odgovore po nekom ,,pravilu”

(u uobiqajenom smislu te reqi), do kraja dana pokuxavao je da odgonetne logiku, ali

bezuspexno. Na kraju je bio prinu�en da se preda i, po sopstvenim reqima, osetio se

posti�enim kada je od sina quo rexeǌe. Znate li ga Vi?
x 1 2 3 21 100

y 5 3 3 13 3

Primer 2. Ranko Rajovi�, direktor MENSE za Srbiju, na jednom svom predavaǌu

pomenuo je problem koji svoju te�inu duguje qiǌenici da mu je rexeǌe, iako objek-

tivno jednostavno, van uobiqajenih xablona. I za decu je zadatak te�ak (testiraǌa su

pokazala da 20% dece istoqnoazijskih zemaǉa gde je funkcionalno uqeǌe najjaqe mo�e

da rexi ovaj problem), ali za odrasle se pokazao kao nerexiv. U (nezvaniqnoj) anketi

koju je Vax pripovedaq sprovodio me�u sagovornicima u trenucima (socijalne) doko-

lice niko od odraslih nije uspeo da do�e do rexeǌa, ali poneko od dece jeste:
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U nizu

1

1 1

2 1

1 2 1 1

1 1 1 2 2 1

- - - - - -
odrediti koje cifre treba da stoje umesto ,,crtica” .

Primer 3. Mo�ete li nacrtati kvadrat sa tri du�i? Ako je odgovor negativan,

znajte da mnoga deca to (uspexno) mogu.

REXEǋA

1. Malixan je jednostavno brojao slova u reqi. Broj jedan napisan reqima ima pet

slova, broj dva tri slova, isto tako i tri i sto.

2. Svaki slede�i qlan niza ,,opisuje” sadr�aj prethodnog (drugi qlan opisuje prvi:

jedna jedinica; tre�i qlan opisuje drugi: dve jedinice; qetvrti: jedna dvojka jedna

jedinica...). Moglo bi se to iskazati i matematiqkim (statistiqkim) jezikom, ali

nepotrebno, prizna�ete...

3.

���

J
J
J
JJ

�
�
�
�
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DODATAK III : Primeri testova

Na primere testova koji slede ve� smo puno puta referisali u prethodnom testu. Prvi

od slede�a dva testa predstavǉa test opxtematematiqke kulture i nameǌen je �acima

sredǌoxkolcima; premda je znaǌe koje se za ǌega zahteva osnovnoxkolsko, zbog vre-

menske distance, formulacije i formata zadataka, ciǉnu grupu ovakvog testa, po za-

misli autora, qine �aci II - IV razreda sredǌe xkole bilo kog smera ili profila.

Ponovimo na ovom mestu da ovaj nax predlog testa ne smatramo reprezentativnim kao

test opxtematematiqke kulture, pre dijagnostiqkim u sadaxǌem nezdravom sistemu

obrazovaǌa.

TEST OPXTEMATEMATIQKE KULTURE

1.

Koliko procenata qokolade je osenqeno na slici?

(A) 6% (B) 60% (C) 70% (D) 75% (E) 80%�
�
�
�
�����
��

�
��

�
��

�
��

�
�
�
����..
.............

.......
.
......

2. Ako se brojevi deqaka i devojqica u nekom odeǉeǌu odnose kao 2:3, u kom odnosu je

broj devojqica prema ukupnom broju uqenika tog odeǉeǌa?

(A) 3:1 (B) 3:2 (C) 3:5 (D) 2:5 (E) 1:3

3. Osobe A, B i C imaju iste sume novca - po x dinara (x > 10). Ako osoba A dâ osobi

B 10 dinara, a B dâ C 10 dinara, koliko dinara sada C ima vixe od A?

(A) 10 (B) 20 (C) 30 (D) A i C imaju jednako (E) ne mo�e se odgov-

oriti na pitaǌe jer se ne znaju ǌihove poqetne sume.

4. U jednom azilu za pse i mace jutros je odjekivalo,,mjauu” i,,vauu”... - ukupno je tu

bilo 35 pasa i maqaka. Tokom dana nije stigla ni jedna nova �ivotiǌa, ali je zato

usvojena (predata novim vlasnicima) qetvrtina svih pasa i petina svih maqaka. Ko-

liko je ivotiǌa usvojeno tokom danaxǌeg dana?

(A) 4 (B) 5 (C) 8 (D) 9 (E) Ne mo�e se odgovoriti na pitaǌe jer se

ne zna koliko je bilo maqaka, a koliko pasa
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5. Koliko prirodnih brojeva ima od 100 do 200 (ukǉuquju�i i 100 i 200)?

(A) 90 (B) 100 (C) 99 (D) 101 (E) 200

6. Koji od slede�ih izraza je ispravan nain raqunaǌa (599 + 401)2:

(I) 5992 + 2 · 599 · 401 + 4012 = · · ·
(II) 10002 = ...

(III) 5992 + 4012 = ... ?

(A) samo (I) (B) samo (II) (C) samo (III) (D) (I) i (II) (E) (II) i (III)

�
�
�
�

HH
H

HH
HH

H

   
   

   
   

   
   

  

!!
!!

!!
!!

!!

A aB

E

C D b

7. Ako su na gorǌoj slici prave a i b paralelne, a povrina trougla ABC 20, kolika je

povrina trougla ABD?

(A) 10 (B) 20 (C) 30 (D) 40 (E) Nema dovoǉno podataka da bi se odgov-

orilo na pitaǌe

8. Cena boce Koka-kole sni�ena je (na akciji) za 5% u odnosu na redovnu cenu. Ako

kupite 4 takve boce, koliko % �ete ih maǌe platiti nego da ste ih kupili po redovnoj

ceni?

(A) 1,25% (B) 4% (C) 5% (D) 20% (E) ne mo�e se odgovoriti na pi-

taǌe jer se ne zna redovna cena

9. U pozorixnoj sali ima 10 redova. Tokom jedne predstave u prvih 6 redova bilo je

ukupno 70 posetilaca, a posledǌih 6 redova ukupno 50 posetilaca. Koliko je ukupno

posetilaca prisustvovalo predstavi?

(A) 70 (B) 95 (C) 100 (D) 120 (E) Nema dovoǉno podataka da bi se

odgovorilo na pitaǌe

10. Koji od slede�ih brojeva je najbli�i vrednosti izraza 4,99·3,02−2,972
π ?

(A) 0 (B) 1 (C) 2 (D) 3 (E) 1
3
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11. !
!!
!!

!!
!!

!!
!!

!!
!

L
L
L
LL

210 900 210

900

n m
q

p

Na osnovu podataka sa slike, xta se mo�e re�i o odnosu razlomaka m
n i p

q ?

(A) m
n > p

q (B) m
n = p

q (C) m
n < p

q (D) Koliko puta su stranice jednog

trougla ve�e (maǌe) od stranica drugog, toliko puta je i odgovaraju�i razlomak ve�i

(maǌi) od drugog (E) Nije mogu�e zakǉuqiti nixta od navedenog

12. U zemǉi Dembeliji stepen ab pixe se a♥b. Koja od slede�ih tvr�eǌa su taqna (

a, b, c su realni brojevi)?

(I) a♥b = b♥a
(II) (a♥b)♥c = a♥(b♥c)
(III) a♥0 = 1♥a (za a 6= 0)

(A) sva tri (B) samo (II) (C) samo (III) (D) (I) i (II) (E) (II) i (III)

PORED SLEDE�IH PITAǋA ZAOKRU�ITI DA ILI NE (a, b, c su proizvoǉni
realni brojevi; u razlomcima se podrazumeva da imenilac nije 0, a u kvadratnom ko-

renu da je potkorena veliqina ≥ 0):

Da li je a+b
c = a

c + b
c ? DA NE

Da li je a
b+c = a

b + a
c? DA NE

Da li je a2

b2
= a

b ? DA NE

Ako je a > 1 i b > 1, da li mora biti i a · b > 1 ? DA NE

Ako je a < 1 i b < 1, da li mora biti i a · b < 1 ? DA NE

Ako je 2a = 2b, da li mora biti a = b ? DA NE

Ako je a2 = b2, da li mora biti i a = b ? DA NE

Ako je
√
a =
√
b da li mora biti i a = b ? DA NE

Ako je ceo broj deǉiv i sa 6 i sa 4, tada je deǉiv i sa 24 DA NE

Ako je ceo broj deǉiv sa 24, tada je deǉiv i sa 6 i sa 4 DA NE
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Ako je zbir 2 cela broja deǉiv sa 10, tada svaki od sabiraka mora biti deǉiv sa 10

DA NE

——————–

I o potrebi uvo�eǌa testova struqne matematiqke kulture smo ve� dosta priqali; za

model koji sledi va�i ista napomena kao i za ,,�aqki” test: on je vixe dijagnostiqkog

karaktera u sadaxǌim okolnostima (podse�amo da je nastao kao rezultat diskusije

autora ovih redova sa nekim od kolega - sredǌoxkolskim i osnovnoxkolskim profe-

sorima, pri qemu smo uoqili neke, za profesora matematike, elementarne i zabrin-

javaju�e grexke i zablude i na osnovu toga su formulisana sva pitaǌa; materijala

je bilo i za mnogo vixe). U nekim zdravijim okolnostima verujemo da bi ovakav test

imao i te�ih pitaǌa i da se autor ovih redova mo�da i ne bi smatrao kompetentnim za

ǌegovo sastavǉaǌe; imali smo uvid u neke testove tog profila nameǌene predavaqima,

iz nekih drugih obrazovnih sistema, i videli da, pored elementarnih pitaǌa vezanih

za gradivo iz predavaqevog domena, postoji i dosta pitaǌa koja zadiru daleko vixe i

dubǉe u matematiqke sadr�aje sa podruqja predavaqevog struqnog obrazovaǌa.

TEST STRUQNE MATEMATIQKE KULTURE

1. Tvr�eǌe 2f(x) = 2g(x) ⇒ f(x) = g(x) (za ma koje x iz domena obe funkcije) va�i jer...

(A) Realna funkcija y = 2x je 1-1 (B) Realna funkcija y = 2x je ,,na” (C) Re-

alna funkcija y = 2x je neprekidna na R (D) U pitaǌu je svojstvo jednakosti (zakon

zamene za jednakost) (D) Navedeno tvr�eǌe i ne va�i u opxtem sluaju

2.Tvr�eǌe f(x) = g(x)⇒ 2f(x) = 2g(x) (za ma koje x iz domena obe funkcije) va�i jer...

(A) Realna funkcija y = 2x je 1-1 (B) Realna funkcija y = 2x je ,,na” (C) Re-

alna funkcija y = 2x je neprekidna na R (D) U pitaǌu je svojstvo jednakosti (zakon

zamene za jednakost) (E) Navedeno tvr�eǌe i ne va�i u optem sluqaju

3. Koje od slede�ih tvr�eǌa je taqno u skupu kompleksnih brojeva (i2 = −1) ?

(A) 2− i < 2+ i (B) 2− i = 2+ i (C) 2− i > 2+ i (D) Va�i svaki od prethodna
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tri odgovora (E) Ne va�i ni jedan od prethodnih odgovora

4. Neka za realne brojeve x, y vai x > 5 ∧ y > −3. Xta se iz toga mo�e zakǉuqiti o

proizvodu xy ?

A) xy > −15 (B) xy < −15 (C) xy ∈ (−∞, 15) ∪ (0,+∞) (D) xy < 15 (E)

xy mo�e biti bilo koji realan broj

5. Koliko podskupova ima skup celih brojeva Z ?

(A) tri, i to su Z−, {0} i Z+, jer je Z−∪{0}∪Z+ = Z (B) dva, N i N0 (C) dva, φ

i Z (D) beskonaqno mnogo (E) Pitaǌe nema smisla, jer o kardinalnosti skupa

svih podskupova nekog skupa ima smisla govoriti samo za konaqne skupove

6. Ako je, za neku diferencijabilnu funkciju y = f(x), dy
dx = x2ex, koji od slede�ih

izraza daje priraxtaj funkcije f(x) kad se x meǌa od 250 do 280?

(A)
∫ 280
250 x

2exdx (B)4y = x2ex4x, tj. 4y = 2502e250 · 30 (C) )4y = x2ex4x, tj.

4y = 2802e280 · (−30) (D) y′(250) = 2502 · e250 (E) y′(30) = 302 · e30

7. Osnova prave prizme je romb ije su dijagonale 40 cm i 30cm. Visina prizme jednaka

je rastojaǌu naspramnih boqnih strana. Zapremina te prizme iznosi (u cm3)

(A) 14400 (B) 15000 (C) 5000 (D) 4800 (E) Nema dovoǉno podataka da

bi se odgovorilo na pitaǌe

PORED SLEDE�IH PITAǋA ZAOKRUITI DA ILI NE

8. Ako su a, b, c, d pozitivni brojevi i va�i ab > cd ∧ b > c, da li se mo�e zakǉuqiti da

je a > d ? DA NE

9. Pretpostavimo da ispitujete da li je formula oblika A⇐⇒ B tautologija metodom

svo�eǌa na apsurd. Polazite od pretpostavke da je formula ⊥, to je mogu�e u dva

sluqaja: τ(A) = > ∧ τ(B) = ⊥ ili τ(A) = ⊥ ∧ τ(B) = > . Pretpostavimo da ste iz prvog

sluqaja dobili kontradikciju. Da li je nu�no raditi drugi sluqaj da biste zakǉuqili

da je formula tautologija? DA NE

10. Da li dva trougla moraju biti podudarni ako imaju jednake po dve stranice i vis-

inu koja odgovara jednoj od ǌih? DA NE
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11. Koje od slede�ih definicija apsolutnih vrednosti realnog broja biste prihvatili

kao korektne?

I |x| =
{
x za x ≥ 0

−x za x < 0
II |x| =

{
x za x > 0

−x za x ≤ 0

III |x| =
{
x za x ≥ 0

−x za x ≤ 0
IV |x| =


x za x > 0

0 za x = 0

−x za x < 0

(A) samo (I) (B) samo (IV) (C) samo (III) (D) (I) i (IV) (E) sve qe-

tiri definicije su korektne

12. Koji od slede�ih odgovora biste prihvatili kao korektan dokaz da funkcija f(x) =
x
x−1 (x ∈ R \ {1}) nije ni parna ni neparna?

I Za bilo koji broj x ∈ Df

je f(−x) = −x
−x−1 = x

x+1 6= ±f(x)

Stoga funkcija nije ni parna ni

neparna

II Kako je f(−2) = 2
3 , f(2) = 2, jasno

je da

nije f(−x) = f(x) niti je f(−x) =

−f(x)

za sve x iz domena funkcije f .

Stoga funkcija nije ni parna ni

neparna

III Kako je f(x) = x
x−1 , f(−x) =

−x
−x−1 ,

−f(x) = − x
x−1 , jasno je da je f(−x) 6=

±f(x)

pa funkcija nije ni parna ni neparna

IV Kako domen funkcije nije simet-

riqan

u odnosu na taqku x = 0,

funkcija nije ni parna ni neparna

(A) samo (I) (B) samo (IV) (C) (I) i (III) (D) (II) i (IV) (E) sva qetiri

odgovora su korektna

13. Koji od slede�ih odgovora biste prihvatili kao korektan dokaz da je jednakost

sin4x+ sin2 x cos2 x− cos2 x = − cos 2x identitet?
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I sin4x+sin2 x cos2 x−cos2 x

= sin2 x(sin2 x+cos2 x)−cos2 x

= sin2 x− cos2 x

= −(cos2 x− sin2 x)

= − cos 2x

II − cos 2x

= −(cos2 x− sin2 x)

= sin2 x− cos2 x

= sin2 x·(sin2 x+cos2 x)−cos2 x

= sin4 x+ sin2 x cos2 x− cos2 x

III sin2 x cos2 x− cos2 x = − cos 2x

⇐⇒ sin2 x(sin2 x + cos2 x) − cos2 x =

− cos 2x

⇐⇒ sin2 x− cos2 x = − cos 2x / · (−1)

⇐⇒ cos2 x− sin2 x = cos 2x

Stoga je poqetna jednakost ekviva-

lentna identitetu, pa je i sama iden-

titet

A) samo (I) (B) (I) i (II) (C) (I) i (III) (D) samo (III) (E) sva tri odgov-

ora su korektna

14. Koji od slede�ih odgovora biste prihvatili kao korektno rexeǌe iracionalne jed-

naine
√

2− x = x u skupu realnih brojeva?

I
√

2− x = x /2

2− x = x2 ∧ x ≥ 0

x2 + x− 2 = 0 ∧ x ≥ 0

Rexeǌa kvadratne jedna-

qine su

1 i -2 od kojih uslov zado-

voǉava

samo x = 1 to je jedino

rexeǌe polazne jednaqine

II
√

2− x = x /2

2− x = x2 ∧ 2− x ≥ 0 ∧ x ≥ 0

x2 + x− 2 = 0 ∧ x ≤ 2 ∧ x ≥ 0

Rexeǌa kvadratne jedna-

qine su 1 i -2 od kojih oba

uslova

(ili ǌihov presek x ∈ [0, 2])

zadovoǉava samo x = 1

III
√

2− x = x /2

2− x = x2

x2 + x− 2 = 0

Rexeǌa kvadratne jednaqine

su 1 i -2 .

Proverom (neposrednom za-

menom dobijenih vrednosti

x u polaznu jednaqinu) za-

kǉuqujemo da je jedino rexeǌe

x = 1

A) samo (II) (B) (I) i (II) (C) (II) i (III) (D) samo (I) (E) sva tri odgov-

ora su korektna

15. Kolika je verovatno�a da pri istovremenom bacaǌu dve kocke za jamb zbir dobi-

jenih brojeva bude 4?

A) 1
7 (B) 1

12 (C) 2
21 (D) 2 (E) 1

18
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DODATAK IV : Za matematiqke sladokusce

1. Imate na raspolagaǌu terazije (sa 2 tasa) i tegove qije su mase 1, 3, 9, 27...

(dakle, 3n, gde n ∈ N0). Treba izmeriti predmet qija je masa proizvoǉan prirodan

broj. Pri tome razmotriti dva sluqaja:

a) masa predmeta nije unapred poznata;

b) masa predmeta je unapred poznata, a algoritam treba da obezbedi stavǉaǌe tegova

na tasove bez potoǌeg sklaǌaǌa ili premextaǌa na drugi tas.

2. Dvanaest vojvoda treba da plati porez caru od po 100 zlatnika, pri qemu je

masa svakog zlatnika 20 grama. Jedan vojvoda vara na te�ini zlatnika. Car ima na

raspolagaǌu vagu koja mo�e da izmeri najvixe 10 kilograma. Pod pretpostavkom da je

masa svakog varaliqinog zlatnika isti prirodan broj (< 20), jednim mereǌem otkriti

prevaranta.

Ako neki qitalac ovog rada, posebno ako je nematematiqar a vext u logiqkim zadacima,

zapne u rexavaǌu gorǌa dva problema, to ne treba da ga qudi. Za rexeǌe prvog zadatka

treba da, pored dovitǉivosti i maxtovitosti, zna dobro da barata sabiraǌem i oduz-

imaǌem u ternarnom brojevnom sistemu (sistemu sa osnovom 3), dok u drugom treba da

vlada teorijom prostih brojeva. Govorimo, svakako, o rexeǌima koja su nama dostupna

(ne nu�no i jedina mogu�a). Iako su i ove dve priqice zapravo basne, podse�amo vas da

su basne samo uprox�eni modeli stvarnosti. Stoga i ovo shvatite kao prilog tvrdǌi

da je matematika i nastala iz empirije i primenǉiva na brojne probleme u svetu koji

nas okru�uje. To xto je ve�ina matematiqkih sadr�aja koji se uqe u xkolama otu�ena

od stvarnosti problem je sistema obrazovaǌa, a ne matematike.
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