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Predgovor

Sedi i mirno razgovara grupa 	udi odre�ene profesije. Na koji naqin saznati

da li su oni matematiqari? Jedna od mogu�nosti jeste da im pri�ete i postavite

pita�e xta oni misle o Aksiomi izbora. Ako ti 	udi nisu matematiqari, uputi�e

vam qudan pogled i nastaviti svoj razgovor. Ako su oni ipak matematiqari, postoji

velika xansa da �e se sada �ihov razgovor pretvoriti u �uqnu raspravu. Jedni �e

tvrditi da je treba prihvatiti, drugi �e insistirati na tome da se ona u celosti

odbaci, tre�i �e se zalagati za kompromis u vidu prihvata�a neke oslab	ene verzije,

a sigurno je samo jedno: kraj rasprave ne�e biti ni blizu.

Iako su se danas strasti oko Aksiome izbora smirile, i ve�ina matematiqara

prihvata Aksiomu izbora, smatraju�i da �ene dobre strane nadvladavaju loxe,

gor�i scenario je bio vrlo mogu� pre nekoliko desetina godina.

Opxte je prihva�eno da je u matematici sve striktno definisano i da logiqkim

sledom sve proizilazi jedno iz drugog. Kako je onda mogu�e da se matematiqari

decenijama rasprav	aju o prihvata�u matematiqkog stava? Va	da se matematiqki

stav ili prihvata ili odbacuje. On je ili taqan, ili netaqan, zar ne?

Pa, i nije tako. Nemogu�e je da sve proizilazi logiqnim sledom. Od neqeg se

mora krenuti. Takvi stavovi su Aksiome. One se ne dokazuju, nego se prihvataju.

Za �ih su se struq�aci slo�ili da su dovo	no oqigledne i da	a nauka je na �ima

izgra�ena. U qemu je onda problem sa Aksiomom izbora, ako i ona deluje oqigledno?

Iako Aksioma izbora deluje oqigledno, u �oj su mnogi zak	uqci koji se suprot-

stav	aju zdravoj logici qoveka. Banah1 i Tarski2 su 1924. godine pokazali da Ak-

sioma izbora daje slede�e tvr�e�e: data lopta se mo�e podeliti na broj delova

(kasnije je utvr�eno da je dovo	an broj pet) takvih da se zatim od dobijenih de-

lova mogu sastaviti dve lopte, koje su identiqne polaznoj. Ako se na sve ovo doda i

qi�enica da Aksioma izbora pripada oblasti teorije skupova, a teorija skupova sa

formalnom logikom qini teme	 qitave danax�e matematike, sasvim je jasno zaxto

se Aksioma izbora naziva "Ahilova peta" za sve matematiqare, a ne samo za one koji

su u neposrednom dodiru sa �om.

Cermelo3-Frenkelova4 teorija skupova sa aksiomom izbora (ZFC) je aksiomatski

sistem koji se pojavio poqetkom XX veka kao odgovor na problem kako formulisati

teoriju skupova bez paradoksa. Danas je (ZFC) standardni naqin za aksiomatizaciju

teorije skupova i zasniva�a matematike. Uloga aksiome izbora (AC) u ZFC koja je

1Stefan Banach (1892|1945), po	ski matematiqar
2Alfred Tarski (1901|1983), po	ski matematiqar
3Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871|1953) nemaqki logiqar, matematiqar
4Abraham Halevi (Adolf) Fraenkel (1891|1965) izraelski matematiqar
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PREDGOVOR 3

u poqetku bila sporna, kasnije je dobro izuqena. A zahva	uju�i Gedelu5 i Koenu6,

znamo da je AC nezavisna od ZF i saglasna sa ZF (ZFC bez AC).

Kao xto je dobro poznato, samo u ZF mnogo teorema u matematici prestaje da

va�i. Izuqava�u teorema qiji dokazi zahtevaju AC posve�eno je dosta pa��e, a

posebno se izdvajaju one teoreme koje su ekvivalentne sa AC. Tako�e, dobro su izuqene

i teoreme qiji dokazi zahtevaju neke slabije verzije AC, kao npr. aksioma prebro-

jivog izbora (CC).

U ovom master radu polazna taqka bi�e pretpostavka da postoji model u ZF

u kojem se pojmovi konaqnog (u smislu Tarskog) i D-konaqnog skupa ne poklapaju.

Zatim, bi�e predstav	ena neka poznata matematiqka tvr�e�a (iz algebre, teorije

grafova, ...) koja ne moraju da va�e u ZF. Tako�e bi�e predstav	eno koja su tvr�e�a

me�usobno ekvivalentna u ZF, i koja su ekvivalentna sa AC, odnosno CC u ZF.

5Kurt Gödel (1906|1978) austrijsko-ameriqki matematiqar, logiqar
6Paul Joseph Cohen (1934|2007) ameriqki matematiqar



Uvod

Razvoj matematiqke logike kroz vekove

Stari Grci su bili prvi narod u istoriji koji se bavio problemima logiqkog

zak	uqiva�a, i oni su postavili teme	e logike (prvenstveno kao dela filozofije).

Najpoznatiji Grqki filozofi-nauqnici koji su bili zaqetnici logike kao nauke

su Tales7, Pitagora8, Parmenid9, Zenon10, Protagora11, Sokrat12, Platon13 i Aristo-

tel14.

Jedna posebna grupa filozofa, tzv. sofisti, bavila se poduqava�em vextina

rasprav	a�a koja je starim Grcima najvixe koristila prilikom uqe�a u uprav	a�u

gradom-polisom, i u liqnim sporovima. Izme�u ostalog, sofisti su bili poznati

po svojim priqama, tzv. sofizmima, u kojima se polaze�i od prividno istinitih

pretpostavki, po pravilima logiqkog zak	uqiva�a, sti�e do apsurdnih zak	uqaka.

Aristotela su takvi sofizmi motivisali da sakupi i katologizira sve do tada poz-

nate xeme ispravnog, logiqnog zak	uqiva�a u svom delu "Organon". Aristotelova

logika, koja je poznata i pod nazivom Aristotelova teorija silogizama qinila je

skoro dve hi	ade godina obavezan deo svakog ozbi	nog obrazova�a.

Nakon mraqnog sred�eg veka dolazi do pomaka u logici kao nauci, i to mo�emo

videti u delima nauqnika-filozofa, pre svega Dekarta15 i Lajbnica16. U XIX veku,

sa radovima �or
a Bula17 sti�e prava matematiqka logika. On je u svojoj teoriji

(tzv. raqun klasa) razvio dve ideje: prvo, da prilikom rada sa iskazima treba

koristiti oznake, i drugo, da zakoni mix	e�a imaju mnogo sliqnosti sa zakonima

aritmetike. On je koristio tri fundamentalne operacije me�u klasama (koje mi

danas zovemo unija, presek i komplement) pomo�u kojih je zapisao i dokazao osnovne

zakone iskaznog raquna. Danas su ti identiteti poznati pod nazivom aksiome Bulove

algebre.

7Tales iz Mileta (624. p.n.e.|547(546). p.n.e) starogrqki matematiqar, filozof
8Pitagora sa Samosa (oko 570. p.n.e.|oko 495 p.n.e.) starogrqki matematiqar, filozof
9Parmenid iz Eleje (oko 500. p.n.e.|450. p.n.e.) starogrqki filozof
10Zenon iz Eleje ( 490. p.n.e.| 430. p.n.e.) starogrqki filozof
11Protagora iz Abdera (486. p.n.e.|411. p.n.e.) starogrqki filozof
12Sokrat iz Alopeke (470. p.n.e.|399. p.n.e.) starogrqki filozof
13Platon iz Atine (427. p.n.e.|347. p.n.e.) starogrqki filozof
14Aristotel iz Stagira (384. p.n.e.|322. p.n.e.) starogrqki filozof i besednik
15Ren Descartes (1596|1650) francuski filozof, matematiqar i nauqnik
16Gottfried Wilhelm Freiherr (baron) von Leibniz (1646|1716) nemaqki filozof, matematiqar
17George Boole(1815|1864) engleski matematiqar, filozof
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GLAVA 1

Teorija skupova

1. Paradoksi u teoriji

Teoriju skupova su stvorili matematiqari XIX veka koji su hteli da proxire os-

nove matematiqke analize, i prvi radovi iz te oblasti bili su posve�eni skupovima

brojeva i skupovima funkcija. Skupove sa proizvo	nim elementima prvi je poqeo

da prouqava Georg Kantor1, i on se smatra osnivaqem tzv. naivne teorije skupova.

U periodu od 1871. do 1883. godine on je postavio teme	e dobro ure�enih skupova i

objavio prve radove o kardinalnim i ordinalnim brojevima.

Kantorova teorija skupova je u poqetku nailazila na protiv	e�e i nezaintereso-

vanost ve�ine matematiqara i filozofa, i tek poqetkom devedesetih godina poqi�e

naglo prime�iva�e teorije skupova u analizi i geometriji. Kantor 1895. godine

sre�e prvi paradoks2 u svojoj teoriji i saopxtava ga Hilbertu3, ali ga i ne objav	uje.

Burali-Forti4 ponovo otkriva taj paradoks, publikuje ga, i danas je on poznat pod

nazivom Buralii-Fortijev paradoks.

Burali-Fortijev paradoks (1897): U teoriji ordinalnih brojeva, svakom dobro

ure�enom skupu odgovara jedinstven ordinal. Tako�e, svaki poqetni segment ordi-

nala (skup ordinala koji sa svakim svojim elementom sadr�i i sve ordinale ma�e od

�ega) je prirodno dobro ure�en i odgovara mu ordinal koji je ve�i od svih ordinala

u segmentu (zapravo, nije texko videti da ordinal koji odgovara skupu ordinala

koji su ma�i od α, bax α). Kako je skup W svih ordinala prirodno dobro ure�en,

�emu odgovara ordinal ω. Ordinal ω mora da pripada W , jer W sadr�i sve ordi-

nale. Ali sa druge strane, ω je ve�i od svih ordinala u W , pa specijalno ω < ω.

Kontradikcija.

Dve godine kasnije, Kantor otkriva sliqan paradoks u teoriji kardinala.

Kantorov Paradoks (1899): Po Kantorovoj teoremi, skup P (S) je ve�e kardinal-

nosti od S. Me�utim, postoji skup kod koga to nije sluqaj. Uzmimo skup svih skupova

(U) i �egov partitivni skup P (U). Prema Kantorovoj teoremi, odnos �ihovih kar-

dinalnosti bi trebalo da je slede�i: |U | < |P (U)|. Me�utim, to je nemogu�e poxto

je P (U) ⊆ U (jer se svi qlanovi skupa P (U) moraju sadr�ati u U), a to znaqi da,

1Georg Cantor (1845|1918) nemaqki matematiqar
2Paradoks (ili antinomija) je rasu�iva�e koje vodi u protivreqnost iako izgleda da su polazne
pretpostavke taqne, a pravila rasu�iva�a ispravna.
3David Hilbert (1862|1943) nemaqki matematiqar
4Cesare Burali-Forti (1861|1931) italijanski matematiqar
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6 1. TEORIJA SKUPOVA

prema definiciji podskupa, mora da va�i |P (U)| < |U |.
Rasel5, 1901. godine analizira dokaz Kantorove teoreme i konstruixe novi paradoks,

koji je mnogo elementarniji.

Raselov paradoks (1901): Posmatrajmo skup S = {X : X /∈ X}, tj. skup svih

skupova koji nisu elementi samog sebe. Postav	a se pita�e da li je S element od

S ili nije? Odgovor na to pita�e je kontradiktoran, jer po definiciji skupa S, S

element od S ⇔ S nije element od S.

Istovremeno, a nezavisno od Rasela, taj isti paradoks je razmatrala grupa matem-

atiqara na qelu sa Cermelom.

Paradoks brice: Bilo jednom jedno selo koje je imalo svog bricu. Brica je brijao

taqno one 	ude u selu koji se ne briju sami. Pita�e je da li se brica sam brije ili

ne?

Raselov paradoks nas podse�a na priqu o "selu i brici", ali priqa o "selu i brici"

ima jasno rexe�e: Brica je samokontradiktoran, pa jednostavno zak	uqujemo da

takvo selo ne mo�e da postoji. Me�utim, u sluqaju skupa S iz Raselovog paradoksa

nije jasno zaxto on ne bi postojao, zaxto je samokontradiktoran, kao i koji jox

skupovi u sebi nose sliqnu kontradikciju?

5Bertrand Russell (1872|1970) britanski filozof i matematiqar
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2. Pristupi koji omogu�avaju izbegava�e paradoksa

Poqetkom XX veka, matematiqari i filozofi su analizirali paradokse u naivnoj

teoriji skupova i imali su razliqite planove za �ihovo rexava�e. U to vreme nije

bilo jasno xta bi mogla biti baza za eliminaciju Raselovog paradoksa.

Ve�inu pokuxaja da se izgradi sigurnija baza za teoriju skupova mo�emo podeliti

u tri grupe: to su logicistiqki, intuicionistiqki i aksiomatski pristup.

2.1. Logicistiqki pristup.

U logicistiqkom pristupu izdvajamo Raselovu opxtu teoriju klasa (tzv. teoriju

tipova). Rasel je u toj teoriji ograniqavao formule koje koristimo: svakom objektu

je dodelio nenegativan ceo broj("tip" objekta) i formula x ∈ y ima smisla samo

ako je tip y za jedan ve�i od tipa x. Paradoksi se ne jav	aju u ovako dobijenoj

teoriji, ali su zbog strogog prihvata�a teorije tipova mnogi rezultati postali

nepotrebno slo�eni. Raselovu teoriju tipova je doradio i upotpunio Kvajn6, i ta

teorija skupova je nazvana ”New Foundation” (NF). Ona nikad nije postala opxte

prihva�ena zbog svojih qudnih osobina (npr. nesaglasnost sa Aksiomom izbora).

2.2. Intuicionistiqki pristup.

Intuicionisti ukla�aju paradokse tako xto radikalno me�aju logiku i time dovode

u pita�e qitave grane klasiqne matematike. �ihova osnovna odlika je ta xto oni ne

priznaju univerzalni karakter nekih osnovnih zakona logike i tvrde da se postaja�e

u matematici poklapa sa konstruktibilnox�u. Po �ihovom naqinu razmix	a�a,

zakon o isk	uqe�u tre�eg (P ili ne P ) va�i za konaqne skupove, ali ne postoji

opravda�e da se prenese i na beskonaqne skupove. Tako�e, intucionisti ne priz-

naju tzv. indirektne i egzistencijalne dokaze: tvr�e�e "nije istina da za svako

x va�i P (x)", ne dokazuje postoja�e objekta x sa osobinom ¬P (x). Ovakav naqin

razmix	a�a, po �ima mo�e biti samo povod za tra�e�e konstruktivnog dokaza.

Drugim reqima, intucionisti �e priznati postoja�e objekta x samo ako imaju naqin

za �egovu konstrukciju.

2.3. Aksiomatski pristup.

Cermelo je 1908. godine prvi dao aksiomatski sitem teorije skupova koji je kasnije

dopuno Frenkel i on se danas zove ZF sistem aksioma. Osim ZF sistema, koristi se

i tzv. NBG sistem aksioma. Tu teoriju je uveo fon Nojman7 i �egova ideja je bila da

do kontradikcije u Kantorovoj teoriji skupova dolazi zato xto su ti skupovi neqiji

elementi. Zbog toga, on je nekim objektima zabranio da budu elementi nekog drugog

objekta i te objekte zovemo klase, a objekte koji su elmenti nekog drugog objekta

zovemo skupovi. Naravno, ni u jednoj teoriji se ne mogu izvesti poznati paradoksi

iz Kantorove teorije skupova.

6Willard Van Orman Quine (1908|2000) ameriqki filozof i logiqar
7Margittai Neumann Janos Lajos (1903|1957) ma�arsko-ameriqki matematiqar i nauqnik
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3. ZF sistem aksioma

ZF teorija skupova je teorija prvog reda sa jednakox�u. U takvim teorijama,

"=" je logiqki simbol, pri qemu se x = y uvek interpretira kao jednakost objekata.

Jedini nelogiqni simbol ZF teorije jeste binarni relacijski simbol "∈". Po do-

govoru, umesto ¬x ∈ y pixemo x 6∈ y. Da	e �emo navesti sistem aksioma, koje nose

naziv ZF sistem aksioma.

O jednakosti skupa

1. Ako dva skupa imaju iste elemente, Ax1. Aksioma ekstenzionalnosti

oni su jednaki (∀y)(∀x)((∀z)z ∈ x⇔ z ∈ y)⇒ x = y

O praznom skupu

2. Postoji skup koji Ax2. Aksioma praznog skupa

nema elemente (∃u)(∀x)x 6∈ u

Lako se mo�e dokazati (na osnovu Ax1) da je takav skup u, qiju egzistenciju

obezbe�uje Ax2, jedinstven. Uobiqajeno se obele�ava sa ∅, i zove prazan skup.

O skupu sa dva elementa

3. Ako su x i y skupovi, onda postoji Ax3. Aksioma para

skup koji sadr�i taqno (∀x)(∀y)(∃u)(∀z)(z ∈ u⇔ (z = x ∨ z = y))

x i y kao elemente

Koriste�i samoAx1, mo�e se dokazati da je skup u izAx3 jedinstven; obele�avamo

ga sa {x, y}. Po dogovoru, umesto {x, x}, pixemo samo {x}.

O uniji

4. Ako je x skup, onda postoji skup y Ax4. Aksioma unije

koji sadr�i sve elemente elemenata od x (∀x)(∃u)(∀z)(z ∈ u⇔ (∃v)(v ∈ x ∧ z ∈ v))

Skup u iz Ax4 je jedinstven i obele�avamo ga sa
⋃
x. Uvodimo oznaku z ⊆ x za

formulu (∀t)(t ∈ z ⇒ t ∈ x). Ako je z ⊆ x, ka�emo da je z podskup od x.

O partitivnom skupu

5. Ako je x skup, onda postoji skup u Ax5. Aksioma partitivnog skupa

koji sadr�i sve podskupove skupa x (∀x)(∃u)(∀z)(z ∈ u⇔ z ⊆ x)

Skup u iz Ax5 je jedinstven, i obele�avamo ga sa P(x).



3. ZF SISTEM AKSIOMA 9

O slobodi formira�a skupa

6. Imati "xto vixe" skupova, Ax6. Aksioma podskupa

ali izbe�i (∀z)(∃u)(∀x)(x ∈ u⇔ (x ∈ z ∧ ϕ(x)))

(bar poznate) paradokse gde je ϕ(x) proizvo	na formula jezika

u teoriji skupova ZF, koja ne sadr�i promen	ivu u

Kako za svaku takvu formulu ϕ(x) imamo po jednu aksiomu, za Ax6 ka�emo da je

"xema aksioma". Poxto je za sve odgovaraju�e formule ϕ(x) skup u iz Ax6 jedin-

stven, uvodimo oznaku: {x | x ∈ z ∧ ϕ(x)} ili {x ∈ z | ϕ(x)}. Dakle, Ax6 nam

omogu�ava da (pod uslovom da je z neki skup), izdojimo u skup one elemente iz z koji

imaju osobinu ϕ.

Na osnovu Ax1 − Ax6, mo�emo definisati pojmove kao xto su: presek, raz-

lika, direktan proizvod skupova, relacije, funkcije, ordinali, kardinali, ... Ali,

treba primetiti da za sada nemamo obezbe�enu egzistenciju beskonaqnog skupa. Svi

skupovi, koji se mogu konstruisati na osnovu aksioma Ax1 − Ax6 su konaqni. Ak-

sioma beskonaqnosti nam obezbe�uje postoja�e beskonaqnog skupa.

O beskonaqnom skupu

7. Postoje beskonaqni Ax7. Aksioma beskonaqnosti

skupovi (∃u)(∅ ∈ u ∧ (∀z)(z ∈ u⇒ z ∪ {z} ∈ u))

Moramo napomenuti da skup u iz Ax7 sadr�i kao svoje elemente slede�e skupove:

∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}, ...

i da ti skupovi imaju redom 0, 1, 2, 3, ... elemenata. Skup u iz Ax7 je induktivan

skup.

Ostale su nam jox dve bitne aksiome koje imaju zadatak da prilagode formalni

sistem odgovaraju�oj intuitivnoj teoriji. Prva od �ih slu�i da proxiri domen

modela formalne teorije, a druga da je malo "skrati".

O slikama skupova

Ax8. Aksioma zamene

8. Funkcija preslikava (∀a)((∀x ∈ a)(∃!y)φ(x, y)⇒
skup na skup (∃z)(∀x ∈ a)(∃y ∈ z)φ(x, y))

za sve formule φ(x, y) koje nemaju

slobodnu promen	ivu y

Kao xto je Ax6, tako je i Ax8 xema aksioma. Ovu aksiomu je Cermelovom sistemu

dodao Frenkel. Slede�a aksioma slu�i da isk	uqi skupove u kojima bi va�ilo, na

primer: x ∈ x, ili x ∈ y ∧ y ∈ x.
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O zabrani loxih skupova

9. Ne postoje skupovi sa osobinama Ax9. Aksioma regularnosti

x ∈ x, x ∈ y ∧ y ∈ x (∀x 6= ∅)⇒ (∃y ∈ x)(∀t)¬(t ∈ x ∧ t ∈ y)

x1 3 x2 3 x3 3 ... 3 xn 3 ...

Mogu�e je dokazati mnoge stvari i bez Ax9. Formalni sistem koji se osla�a samo

na Ax1−Ax8, obele�ava se sa ZF−. Aksiome Ax1−Ax9 qine aksiomatski sistem za

ZF teoriju skupova.

3.1. Direktan (Dekartov) proizvod skupova.

Neka je n prirodan broj, X1, ..., Xn niz nepraznih skupova, a i indeks iz skupa

{1, ..., n}. �ihov direktni proizvod se definixe kao skup svih n-nizova (x1, ..., xn),

takvih da je ispu�en uslov: (∀i)xi ∈ Xi. Taj skup oznaqavamo sa

X1 × ...×Xn ili
∏
{Xi | i = 1, ..., n}

Ukoliko pridru�imo svakom elementu i iz skupa I = {1, ..., n}, skup Xi, dobi�emo

niz skupova X1, ..., Xn. Dakle, niz skupova mo�emo shvatiti i kao familiju

{Xi | i ∈ I = {1, ..., n}}. Niz (x1, ..., xn) ∈ X1 × ...×Xn, mo�emo posmatrati kao

preslikava�e skupa indeksa I = {1, ..., n} u skup X =
⋃
{Xi | i ∈ I = {1, ..., n}}, pri

qemu je ispu�en uslov: (∀i)xi ∈ Xi.

Sada �emo navesti opxtu definiciju direktnog proizvoda skupova. Neka je

{Xi | i ∈ I} familija nepraznih skupova. Direktni proizvod ove familije je skup∏
{Xi | i ∈ I}, qiji su elementi preslikava�a

x : I →
⋃
{Xi | i ∈ I} = X

pri qemu je ispu�en uslov (∀i) x(i) ∈ Xi.

3.2. Aksioma izbora.

Aksioma 1.1 (Aksioma izbora). Neka je {Xλ}λ∈Λ kolekcija nepraznih skupova.

Tada postoji funkcija g : Λ→
⋃
λ∈Λ

Xλ takva da za sve λ ∈ Λ va�i g(λ) ∈ Xλ. Ovakva

funkcija naziva se funkcija izbora.

Mnogi matematiqari, uk	uquju�i i Kantora, koristili su neki oblik Aksiome

izbora jox krajem XIX veka, ali je nisu eksplicitno navodili. Rasel je Aksiomu

izbora 1906. godine formulisao na slede�i naqin:

Aksioma 1.2 (Multiplikativna aksioma). Ako je (Xi)i∈I familija disjunktnih

nepraznih skupova, onda je proizvod
∏
i∈I

Xi 6= ∅.

Cermelo je Multiplikativnu aksiomu formulisao u opxtem sluqaju, tako da

skupovi u X ne moraju biti disjunktni.

Ekvivalencija ovih dveju formulacija gotovo je oqigledna. Ukoliko je (Xi)i∈I

familija nepraznih skupova, i ako znamo da postoji odgovaraju�a funkcija izbora

g, tada va�i m = 〈g(i)〉i∈I ∈
∏
i∈I

Xi. Obrnuto, ukoliko znamo da je
∏
i∈I

Xi 6= ∅, tada
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uoqimo element m ∈
∏
i∈I

Xi, i mo�emo definisati funkciju izbora familije (Xi)i∈I

sa g(i) = πi(m).

Ove dve formulacije nada	e �emo ravnopravno koristiti. Uz to, uvedimo za

Aksiomu izbora skra�enicu AC. Sistem ZF s pridru�enom AC skra�eno nazivamo

ZFC sistem.

Aksioma 1.3. AC(n), za n ∈ N, navodi da je za svaku familiju (Xi)i∈I n-

elementnih skupova, proizvod
∏
i∈I

Xi neprazan.

Sada �emo navesti neke slabije verzije AC.

Aksioma 1.4. Aksioma prebrojivog izbora (CC) navodi da je za svaki niz (Xn)n∈N

nepraznih skupova Xn, proizvod
∏
n∈N

Xn neprazan.

Aksioma 1.5. CC(R) navodi da je za svaki niz (Xn)n∈N nepraznih podskupova

Xn od R, proizvod
∏
n∈N

Xn neprazan.



GLAVA 2

Ekvivalenti aksiome izbora

U ovom delu �emo navesti tri teoreme o parcijalnom ure�e�u i videti u kakvoj

su oni vezi s Aksiomom izbora.

1. Hauzdorfov princip maksimalnosti

Lema 2.1. Pretpostavimo da va�i AC. Neka je X neprazan skup, i neka je

kolekcija A ⊆ P(X) parcijalno ure�ena relacijom ⊆. Pretpostavimo da su ispu�eni
slede�i uslovi:

a) ∅ ∈ A;
b) ako je S ∈ A i R ⊆ S, tada je i R ∈ A;
v) ako je L lanac u A, tada

⋃
L ∈ A.

Tada u A postoji maksimalan element.

Dokaz. Posmatrajmo preslikava�e g : A → P(X) koje �emo definisati sa g(S) =

{x ∈ X | S∪{x} ∈ A}. Primetimo da je uvek ispu�eno S ⊆ g(S), i da va�i jednakost

ako i samo ako je element kolekcije A maksimalan. Za svako ∅ 6= Y ⊆ X odaberimo

xY ∈ Y (to nam omogu�ava AC). Definiximo funkciju f : A → A na slede�i naqin:

f(S) =

{
S ∪ {xg(S)\S}, ako je S 6= g(S);

S, inaqe.

Jasno je uvek S ⊆ f(S). Da	e, oqito je uvek f(S) = S ⇔ g(S) = S, pa je dovo	no

dokazati da postoji S ∈ A takav da je f(S) = S. Nazovimo T ⊆ A tora� ako su

ispu�eni slede�i uslovi:

i) ∅ ∈ T ;
ii) ako je T ∈ T , tada je i f(T ) ∈ T ;
iii) ako je L lanac u T , tada

⋃
L ∈ T .

Primetimo da je i kolekcija A tora�. Da	e primetimo: ukoliko postoji kolekcija

M⊆ A koja je istovremeno i lanac i tora�, tada je element N =
⋃
M maksimalan

u A. Zaista, prema iii) va�i N ∈ M, a tada je prema ii) i f(N) ∈ M; ali s obzirom

na definiciju elementa N , sada je f(N) ⊆ N , ali va�i i N ⊆ f(N), pa je f(N) = N ,

te smo pokazali dovo	an uslov za maksimalnost elementa N u kolekciji A.
Dakle, dovo	no je na�i kolekciju M ⊆ A koja je istovremeno i lanac i tora�.

Poka�imo da to va�i za kolekcijuM =
⋂

T je toranj

T . Trivijalno se proverava da je

M zaista tora�. Kako bismo pokazali da je i lanac, definiximo kolekciju

B = {S ∈ A | (∀M ∈M)(M ⊆ S ili S ⊆M)}.
12
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Jasno,M je lanac ako i samo ako je ispu�enoM⊆ B, ali s obzirom na definiciju

kolekcijeM ovo posled�e va�i ako je B tora�. Proveravamo zato da li B ispu�ava
uslove i), ii) i iii). Trivijalno va�i ∅ ∈ B. Da	e, ako je L lanac u B, poka�imo da
i za K =

⋃
L ∈ A va�i K ∈ B. Zaista, ako je M ∈ M i M * K, tada za sve L ∈ L

va�i M * L, a poxto L ∈ B, imamo L ⊆M . Dakle i
⋃
L = K ⊆M .

Time smo pokazali da B ispu�ava uslove i) i iii). Preostaje jox ii). Neka Z ∈ B,
i poka�imo da za sve M ∈M va�i f(Z) ⊆M ili M ⊆ f(Z). Posmatrajmo skup

K = {M ∈M : f(Z) ⊆M ili M ⊆ Z}.

Naravno, s obzirom na to xto je Z ⊆ f(Z), dokaz je zavrxen ukoliko poka�emo da je

M⊆ K, ali za ovo je opet potrebno dokazati da je K tora�. Trivijalno se proverava

da K ispu�ava uslove i) i iii). Preostaje jox da pretpostavimo da K ∈ K i iz toga

izvuqemo zak	uqak da f(K) ∈ K. Kako K pripada tor�u M, va�i i f(K) ∈ M.

Dakle, treba jox pokazati da va�i f(Z) ⊆ f(K) ili f(K) ⊆ Z. Kako na osnovu

K ∈ K znamo da f(Z) ⊆ K ili K ⊆ Z, razmotri�emo tri sluqaja. Ako je f(Z) ⊆ K,

tada zaista va�i f(Z) ⊆ f(K) (jer je K ⊆ f(K)). Ako je K = Z, opet je trivijalno

f(Z) = f(K). I posled�e, ako je K ⊂ Z, tada poxto f(K) ∈ M i Z ∈ B, na osnovu
definicije kolekcije B imamo f(K) ⊆ Z ili Z ⊆ f(K). Ako bi bilo Z ⊂ f(K),

imali bi smo K ⊂ Z ⊂ f(K), ali ovo je nemogu�e jer na osnovu definicije funkcije

f vidimo da mora va�iti |f(K) \K| ≤ 1. U ovom sluqaju, dakle, ostaje f(K) ⊆ Z,

qime je dokaz zavrxen. �

Teorema 2.2 (Hauzdorfov1 princip maksimalnosti). Ukoliko pretpostavimo

da va�i AC, tada je u parcijalno ure�enom skupu svaki lanac sadr�an u nekom

maksimalnom lancu.

Dokaz. Dovo	no je pokazati da u svakom parcijalno ure�enom skupu postoji

maksimalan lanac. Zaista, ukoliko je X parcijalno ure�en skup i L lanac u �emu,

tada je i skup {K | L ⊆ K ⊆ X i K je lanac} parcijalno ure�en relacijom ⊆, pa u
�emu postoji maksimalan lanacM. Tada

⋃
M sadr�i L, i istovremeno predstav	a

maksimalan lanac u parcijalno ure�enom skupu X.

Dakle, neka je X parcijalno ure�en skup. Definiximo kolekciju F svih lanaca

u skupu X. Dovo	no je proveriti uslove Leme 2.1:

a) ∅ jeste lanac;
b) ako je S lanac i R ⊆ S, tada i R jeste lanac;

v) neka je L lanac u kolekciji F , i neka je x, y ∈
⋃
L; postoje, dakle, L,K ∈ L

takvi da je x ∈ L i y ∈ K, ali poxto je L lanac u kolekciji F , va�i bez

uma�e�a opxtosti, K ⊆ L, pa i y ∈ L, a kako je L lanac u X, x i y jesu

uporedivi.

�

1Felix Hausdorff (1868|1942) nemaqki matematiqar
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2. Cornova lema

Lema 2.3 (Lema Corna2). Pretpostavimo da va�i Hauzdorfov princip mak-

simalnosti, i neka je X neprazan parcijalno ure�en skup u kom svaki lanac ima

gor�e ograniqe�e. Tada u skupu X postoji maksimalan element.

Dokaz. Prema Hauzdorfovom principu maksimalnosti, u skupu X postoji mak-

simalan lanacM . Prema pretpostavci, lanacM ima gor�e ograniqe�em. Doka�imo

da je m maksimalan element skupa X. Pretpostavimo suprotno, da postoji x ∈ X
koje je ve�e od m u odnosu na posmatrano parcijalno ure�e�e. Ali, tada je M ∪ {x}
lanac u skupu X, i pri tom je M pravi podskup lanca M ∪ {x}, xto je nemogu�e s
obzirom na pretpostav	enu maksimalnost lanca M . �

3. Princip dobrog ure�e�a

Priliqno je lako dobro urediti skup N. Zaista, svaki neprazan podskup skupa N
u odnosu na standardno ure�e�e≤ ima najma�i element. Ovo vixe ne va�i u skupu Z,
ali nije texko dobro urediti i �ega. npr. na slede�i naqin: 0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, ....

Imaju�i u vidu da je skup Q prebrojiv, mogli bi smo zamisliti i �egovo dobro

ure�e�e, ali deluje da sve ideje padaju u vodu kada nai�emo na skup R. Zaista, da
li je mogu�e sve realne brojeve pore�ati tako da svaki neprazan podskup skupa R
ima najma�i element u odnosu na na�eni poredak? U ovom ode	ku bavi�emo se tim

pita�em ne samo za skup R, ve� za proizvo	an skup. Dajemo rezultat Cermela.

Teorema 2.4 (Princip dobrog ure�e�a). Ukoliko pretpostavimo da va�i Cornova

lema, tada se svaki skup X mo�e dobro urediti.

Dokaz. Neka je X neprazan skup (sluqaj praznog skupa je trivijalan). Oznaqimo

sa A kolekciju svih parova 〈A,≤A〉 takvih da je A ⊆ X i da ≤A dobro ure�uje A.

Takva kolekcija je oqito neprazna. Na kolekciji A definisa�emo relaciju � sa:

za sve 〈A,≤A〉, 〈B,≤B〉 ∈ A va�i 〈A,≤A〉 � 〈B,≤B〉 ako i samo ako va�i:

A ⊆ B, ≤A=≤B|A2 , (∀b ∈ B)(∀a ∈ A)(b ≤B a⇒ b ∈ A). Odmah se zapa�a da relacija

� parcijalno ure�uje kolekciju A.
Doka�imo da u kolekciji A svaki lanac ima gor�e ograniqe�e. Neka je L ∈ A

lanac, i poka�imo da je skupK =
⋃

〈L,≤L〉∈L
L dobro ure�en relacijom≤K=

⋃
〈L,≤L〉∈L

≤L.

Nije texko uveriti se da je ≤K linearno ure�e�e. Pogledajmo zaxto je dobro. Neka

je J ⊆ K, i uoqimo 〈L1,≤L1〉 ∈ L takvo da va�i J∩L1 6= ∅. Kako je ≤L1 dobro re�e�e,

u skupu J ∩ L1 ⊆ L1 postoji najma�i element s. Poka�imo da je on tada najma�i i

u skupu J u odnosu na parcijalno ure�e�e ≤K . Pretpostavimo da va�i J 3 r ≤K s,

i neka je ispu�eno 〈L1,≤L1〉 � 〈L2,≤L2〉 ∈ L, r ∈ L2. Iz tre�eg zahteva prilikom

uvo�e�a ure�e�a � sada sledi r ∈ L1, pa i r ∈ J∩L1, ali poxto je s najma�i element

u tom skupu i r ≤K s, mora biti r = s.

Dakle, 〈K,≤K〉 jeste gor�e ograniqe�e lanca L u kolekciji A. Prema Cornovoj
lemi, kolekcija A ima maksimalan element, tj. postoji maksimalan dobro ure�en

2Max August Zorn (1906|1993) nemaqki matematiqar
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podskup M , skupa X. Tvrdimo da je M = X. Zaista, ukoliko bi postojao element

x ∈ X \M , tada bi se skup M ∪ {x} mogao dobro urediti tako xto, uz odgovaraju�e

ure�e�e ≤M , proglasimo x za najve�i element, ali sada imamo kontradikciju s

pretpostav	enom maksimalnox�u skupa M . �

Naredna teorema navodi ekvivalente aksiome izbora.

Teorema 2.5. Slede�a tvr�e�a su ekvivalentna:

(1) AC;

(2) Hauzdorfov princip maksimalnosti;

(3) Cornova lema;

(4) Princip dobrog ure�e�a.

Dokaz. (1)⇒(2) Teorema 2.2

(2)⇒(3) Lema 2.3

(3)⇒(4) Teorema 2.4

(4)⇒(1) Neka je {Xλ}λ∈Λ kolekcija nepraznih skupova, i neka je, prema (4), ≤
dobro ure�e�e skupa

⋃
λ∈Λ

Xλ. Neka je funkcija g : Λ →
⋃
λ∈Λ

Xλ tako definisana

da g(λ) oznaqava najma�u vrednost u skupu Xλ u odnosu na relaciju ≤. Tada je g

funkcija izbora kolekcije {Xλ}λ∈Λ. �



GLAVA 3

Problemi bez aksiome izbora

1. Konaqnost

Pojam konaqnosti koji je definisan preko prirodnih brojeva je jasan i ne pred-

stav	a nam problem.

Definicija 3.1. Za skup A ka�emo da je konaqan ako je ili prazan, ili je

ekvipotentan sa skupom Nn, za neki prirodan broj n (gde je Nn skup prvih n prirodnh
brojeva, Nn = {1, 2, ..., n}).

"A je ekvipotentan sa Nn" znaqi da "A ima n elemenata".

Ako se pojam konaqnosti smatra fundamentalnijim nego pojam broja (iako su

prirodni brojevi definisani kao kardinali konaqnih skupova), pojav	uju se prob-

lemi, npr. kako definisati konaqnost? Najstarija definicija konaqnosti je Dedekin-

dova1 definicija (1888).

Definicija 3.2. Skup X se naziva D-beskonaqan ako postoji pravi podskup Y

od X, gde je |X| = |Y |; u suprotnom, X se naziva D-konaqan.

Tvr�e�e 3.3. Slede�i uslovi su ekvivalentni:

1. X je D-beskonaqan.

2. |X| = |X|+ 1.

3. ℵ0 ≤ |X|.

Dokaz. (3)⇒(2) Kako je ℵ0 kardinalni broj skupa prirodnih brojeva, imamo

|N| ≤ |X|. Kako va�i |N| ≤ |X| na osnovu definicije o upore�iva�u kardinalnih

brojeva postoji injekcija f : N→ X. Neka je ∞ element koji nije sadr�an u X, tada

funkcija g : X → X ∪ {∞}, definisana sa

g(x) =


∞, ako je x = f(0)

f(n), ako je x = f(n+ 1)

x, inaqe

je bijekcija. Kako postoji bijekcija me�u skupovima sledi da su i kardinalni brojevi

tih skupova jednaki. Dakle, |X| = |X ∪ {∞}| a na osnovu definicije o sabira�u

kardinalnih brojeva |X ∪ {∞}| = |X| + |{∞}|. Oqigledno |{∞}| = 1, pa je uslov (2)

zadovo	en

|X| = |X|+ |{∞}| = |X|+ 1.

1Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831|1916) nemaqki matematiqar

16
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(2)⇒(1) Neka je ∞ element koji nije sadr�an u X, tada na osnovu pretpostavke

(2) kako je |X| = |X| + 1, postoji bijekcija f : X → X ∪ {∞}. Tada je restrikcija

f−1 na X, bijekcija iz X u pravi podskup X \ {f−1(∞)} od X. Dakle, postoji pravi

podskup od X koji je iste kardinalnosti kao X, pa je X D-beskonaqan.

(1)⇒(3) Kako je X D-beskonaqan skup, postoji bijekcija iz X u pravi podskup od

X, f : X → X. Ako izaberemo element y iz skupa X \f [X] i definixemo rekurzivno

funkciju g : N→ X tako da g(0) = y i g(n+ 1) = f(g(n)), tada je g injekcija poxto

za razliqite elemente iz domena imamo razliqite slike. Na osnovu definicije

o upore�iva�u kardinalnih brojeva, kako je g : N → X injekcija sledi |N| ≤ |X|,
odnosno ℵ0 ≤ |X|. �

Bez AC, ovako definisani konaqni skupovi nemaju neke osnovne osobine na koje

smo navikli, xto pokazuje slede�i problem.

Problem 3.4. Mo�e se desiti da:

1. D-konaqna unija D-konaqnih skupova bude D-beskonaqna.

2. Partitivni skup D-konaqnog skupa bude D-beskonaqan.

3. D-beskonaqan skup bude slika D-konaqnog skupa.

Dokaz. Posmatrajmo model2 ZF sa slede�im osobinama.

Postoji niz (Xn) me�usobno disjunktnih skupova koji imaju po dva elementa Xn =

{xn, yn}, tako da je X =
⋃
Xn D-konaqan. Tada:

(1) Za svako x ∈ X posmatrajmo skup Yx = {x, n}, gde je n jedinstven priro-

dan broj za koji x ∈ Xn. Tada je Y =
⋃
x∈X

Yx D-konaqna unija (poxto je

X D-konaqan skup) D-konaqnih skupova (poxto su Yx D-konaqni skupovi).

Me�utim, ukoliko skup Y predstavimo kao uniju skupa prirodnih brojeva

i
⋃
nXn, Y = N ∪

⋃
nXn funkcija f : N → Y , definisana sa f(n) = n je

injekcija. Na osnovu definicije o upore�iva�u kardinalnih brojeva poxto

je f : N→ Y injekcija sledi da je |N| ≤ |Y |, odnosno ℵ0 ≤ |Y |. Iskoristi�emo
implikaciju (3)⇒(1) iz Tvr�e�a 3.3 na osnovu ℵ0 ≤ |Y | sledi da je Y D-

beskonaqan skup.

(2) Neka je X D-konaqan skup. Tada je funkcija f : N → PX definisana sa

f(n) =
⋃
m≤n

Xm injekcija. Na osnovu definicije o upore�iva�u kardinalnih

brojeva, poxto je f : N→ PX injekcija sledi |N| ≤ |PX|, odnosno ℵ0 ≤ |PX|.
Ponovo prime�ujemo implikaciju (3)⇒(1) iz Tvr�e�a 3.3, i na osnovu ℵ0 ≤
|PX|, sledi da je PX D-beskonaqan skup.

(3) Neka je X D-konaqan skup. Tada je funkcija f : X → N, definisana sa

f(x) je jedinstveno n ∈ N za x ∈ Xn

sirjekcija.Kako je skup prirodnih brojeva u bijekciji sa svojim pravim pod-

skupom sledi da je N D-beskonaqan skup.

2Model A5 (N2(2) u [3])
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�

Gore pomenuti problemi pokazuju da u odsustvu AC navedena definicija Dedekinove

D-konaqnosti ima puno mana. Zadovo	avaju�i pojam konaqnosti definisao je Tarski

(1924).

Definicija 3.5. Skup X se naziva konaqan, ako svaki neprazan podskup skupa

PX sadr�i minimalan element u odnosu na inkluziju. Skupovi koji nisu konaqni,

nazivaju se beskonaqni.

Tvr�e�e 3.6. Slede�i uslovi su ekvivalentni:

1. X je konaqan.

2. Ako A ⊆ PX zadovo	ava

(a) ∅ ∈ A, i

(b) A ∈ A i x ∈ X implicira (A ∪ {x}) ∈ A,

onda X ∈ A.

Dokaz. (1)⇒(2) Neka je X konaqan, i A ⊆ PX. Tada skup B = {X \ A | A ∈ A}
ima minimalan element B. Stoga, A ima maksimalan element A = X \ B. Ako

je A 6= X, onda postoji x ∈ X \ A pa na osnovu (b) sledi A ∪ {x} ∈ A xto je u

kontradikciji sa qi�enicom da je A maksimalan element u A. Dakle, A = X xto

implicira da X ∈ A.

(2)⇒(1) Neka je A skup svih konaqnih podskupova od X. Uslovi ∅ ∈ A i ukoliko

A ∈ A i x ∈ X va�i (A ∪ {x}) ∈ A su ispu�eni, pa na osnovu b) sledi da X ∈
A. Dobili smo da X pripada skupu konaqnih podskupova xto implicira da je X

konaqan skup. �

Tvr�e�e 3.7. Ako su X i Y konaqni skupovi, onda je i X ∪ Y konaqan skup.

Dokaz. Neka je A neprazan podskup od P(X ∪ U). Tada B = {A ∩ X | A ∈ A}
sadr�i minimalan element B, poxto je X konaqan. Skup C = {A ∩ Y | A ∈ A i

A∩X = B} sadr�i minimalan element C, poxto je Y konaqan. Prema tome, B ∪ C

je minimalan element od A, pa je X ∪ Y konaqan skup. �

Tvr�e�e 3.8. Konaqna unija konaqnih skupova je konaqna.

Dokaz. Neka je M konaqan skup konaqnih skupova. Posmatrajmo

A = {B ⊆M |
⋃
B je konaqna }.

Proveravamo uslove (a) i (b) iz Tvr�e�a 3.6. Uslov ∅ ∈ A je ispu�en poxto je

prazan skup konaqan. Pretpostavka A ∈ A i m ∈ M implicira (A ∪ {m}) ∈ A pa

va�i M ∈ A. Dakle
⋃
M je konaqna. �

Tvr�e�e 3.9. Ako je X konaqan skup, onda je i PX konaqan skup.

Dokaz. Pretpostavimo da je X konaqan skup i posmatrajmo A = {A ⊆ X | PA
konaqan}. Proveravamo uslove (a) i (b) iz Tvr�e�a 3.6. Uslov ∅ ∈ A je ispu�en

poxto je partitivni skup praznog skupa konaqan. Pretpostavka da A ∈ A i x ∈ X
implicira (A ∪ {x}) ∈ A pa va�i X ∈ A. Dakle, PX je konaqan. �
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Tvr�e�e 3.10. Slike konaqnih skupova su konaqne.

Dokaz. Pretpostavimo da je X konaqan skup i neka je funkcija f : X → Y

sirjekcija. Ako je A neprazan podskup od PY , onda je B = {f−1 [A] | A ∈ A} neprazan
podskup od PX. Poxto je X konaqan skup, svaki neprazan podskup PX sadr�i

minimalan element. Kako je B neprazan podskup PX sledi da B sadr�i minimalan

element B. Tada je f [B] minimalan element skupa A. Prema tome, Y je konaqan

skup. �

Sada �emo se vratiti Dedekinovoj definiciji D-konaqnosti. Postav	a se pi-

ta�e na koji naqin su pojmovi konaqnosti i D-konaqnosti me�usobno povezani?

Tvr�e�e 3.11. Svaki konaqan skup je D-konaqan.

Dokaz. Ovo tvr�e�e �emo dokazati kontrapozicijom. Treba da poka�emo da je

svaki D-beskonaqan skup beskonaqan. Predpostavimo da je X D-beskonaqan skup. Na

osnovu implikacije (1)⇒(3) Tvr�e�a 3.3, poxto je X D-beskonaqan skup sledi ℵ0 ≤
|X|, odnosno |N| ≤ |X|. Uslov |N| ≤ |X| implicira da postoji injekcija f : N → X.

Stoga je skup A = {{f(m)|m ≥ n}|n ∈ N} neprazan podskup od X, ali ne sadr�i

minimalan element, pa je X beskonaqan skup. �

Me�utim, obrat prethodnog tvr�e�a ne va�i. Postoji model3 ZF gde je beskonaqan

skup D-konaqan.

Postav	a se pita�e kada se pojmovi konaqnosti podudaraju, taqnije, kada se

Problem 3.4 ne dexava. Slede�a lema �e nam pomo�i prilikom dokaza naredne teo-

reme.

Lema 3.12. Slede�i uslovi su ekvivalentni:

1. Postoji sirjekcija X → N.
2. PX je D-beskonaqan, tj. postoji injekcija N→ PX.

Dokaz. (1)⇒(2) Pretpostavimo da je funkcija f : X → N sirjekcija. Tada je

funkcija g : N → PX definisana sa g(n) = f−1[{n}] injekcija. Na osnovu defini-

cije o upore�iva�u kardinalnih brojeva kako je g : N → PX injekcija sledi |N| ≤
|PX|, odnosno ℵ0 ≤ |PX|. Da	e prime�ujemo implikaciju (3)⇒(1) Tvr�e�a 3.3 i

kako va�i ℵ0 ≤ |PX| sledi da je PX je D-beskonaqan skup.

(2)⇒(1) Neka je funkcija f : N→ PX injekcija. Definixemo rekurzivno funkciju

g : N → PX tako da su svi g(n) neprazni i me�usobno disjunktni. Za n ∈ N pret-

postavimo da su g(m) definisani za svem < n tako da je skup {f(k)\
⋃
m<n

g(m)|k ≥ n}

beskonaqan. Definixemo

n∗ = min{k | k ≥ n i f(k) \
⋃
m<n

g(m) 6= ∅ 6= (X \ f(k)) \
⋃
m<n

g(m)}.

3Kohenov prvi model A4 (M1 u [3])
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Ako je {f(k) \ (f(n∗) ∪
⋃
m<n

g(m)) | k > n∗} beskonaqan, definixemo g(n) = f(n∗) \⋃
m<n

g(m); u suprotnom definixemo g(n) = X \ (f(n∗) \
⋃
m<n

g(m)). Prema tome,

funkcija h : X → N, definisana sa h(x) =

 n, ako x ∈ g(n)

0, ako x /∈
⋃
n∈N

g(n) , je sirjekcija. �

Teorema 3.13. Slede�i uslovi su ekvivalentni:

1. Konaqan = D-konaqan.

2. D-konaqna unija D-konaqnih skupova je D-konaqna.

3. Slike D-konaqnih skupova su D-konaqne.

4. Partitivni skup D-konaqnog skupa je D-konaqan.

Dokaz. (1)⇒(2) Kako va�i da je konaqan skup isto xto i D-konaqan, onda na

osnovu Tvr�e�a 3.8. imamo da je D-konaqna unija D-konaqnih skupova D-konaqna.

(2)⇒(3) Neka je funkcija f : X → Y sirjekcija sa D-konaqnim domenom X. Onda

je Y =
⋃
x∈X
{f(x)} D-konaqna unija D-konaqnih skupova, D-konaqna zbog pretpostavke

(2). Dakle, slika D-konaqnog skupa je D-konaqna.

(3)⇒(4) Ovu implikaciju �emo dokazati kontrapozicijom. Treba da poka�emo

da je X D-beskonaqan skup ukoliko je PX D-beskonaqan skup. Pretpostavimo da je

PX D-beskonaqan. Tada, na osnovu Leme 3.12, postoji sirjekcija f : X → N. Poxto
je N D-beskonaqan, (3) implicira da je X D-beskonaqan.

(4)⇒(1) Dovo	no je pokazati da je svaki beskonaqan skup D-beskonaqan. Funkcija

f : N → PPX, definisana sa f(n) = {A ⊆ X | |A| = n} je injekcija. Na os-

novu definicije o upore�iva�u kardinalnih brojeva sledi |N| ≤ |PPX|, odnosno
ℵ0 ≤ |PPX|. Da	e, prema implikaciji (3)⇒(1) Tvr�e�a 3.3 sledi da je PPX D-

beskonaqan skup. Pretpostavka (4) da	e implicira da je PX D-beskonaqan. Stoga,

ponovo prime�ujemo pretpostavku (4) i dobijamo da je X D-beskonaqan skup. �

Tvr�e�e 3.14. Slede�i uslovi su ekvivalentni:

(1) X je konaqan,

(2) PPX je D-konaqan.

Dokaz. (1)⇒(2) Neka je X konaqan skup. Na osnovu Tvr�e�a 3.9, ako je X

konaqan, onda je i PX konaqan. Da	e, prime�ujemo teoremu po drugi put i dobijamo

da je PPX konaqan. Kako je svaki konaqan skup D-konaqan na osnovu Tvr�e�a 3.11,

sledi da je PPX D-konaqan skup.

(2)⇒(1) Ovu implikaciju �emo dokazati kontrapozicijom. Ako je X beskonaqan

skup teba da poka�emo da je PPX D-beskonaqan. Pretpostavimo da je X beskonaqan

skup, onda je funkcija f : N → PPX, definisana sa f(n) = {A ⊆ X | |A| = n}
injekcija. Na osnovu definicije o upore�iva�u kardinalnih brojeva, poxto je

f : N → PPX injekcija, sledi |N| ≤ |PPX|, odnosno ℵ0 ≤ |PPX|. Da	e, na osnovu
implikacije (3)⇒(1) Tvr�e�a 3.3 sledi da je PPX D-beskonaqan skup. �
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2. Problemi u teoriji ure�e�a

U ovom poglav	u �emo razmotriti koji problemi nastaju u teoriji ure�e�a bez

upotrebe aksiome izbora.

Problem 3.15. Parcijalno ure�eni skupovi ne moraju imati ni maksimalni

lanac ni maksimalni antilanac.

Dokaz. Aksioma izbora je ekvivalentna sa uslovom Hauzdorfovog maksimalnog

lanca, koji navodi da svaki parcijalno ure�en skup sadr�i maksimalni lanac.

Tako�e, Aksioma izbora je ekvivalentna sa uslovom Kurepinog4 maksimalnog an-

tilanca, koji navodi da svaki parcijalno ure�en skup ima maksimalni antilanac.

Poxto se u teoriji ure�enosti ne pozivamo na aksiomu izbora, nastaje gore pomenuti

problem. �

Sada �emo naxu pa��u usmeriti na pita�e da li mre�e imaju maksimalne fil-

tere.

Definicija 3.16. Mre�a je parcijalno ure�en skup L, gde svaki konaqan pod-

skup F ima infinum, infF , supremum, supF , (posebno L ima najma�i element 0 =sup∅,
i najve�i element, 1 =inf∅) tako da 0 6= 1.

Definicija 3.17. U svakoj mre�i definixemo binarne operacije ∧ i ∨5, na
slede�i naqin:

x ∧ y : = inf{x, y} i x ∨ y : = sup{x, y}

Definicija 3.18. Mre�a L se zove:

1. Distributivna, ako zadovo	ava jednaqinu x∧ (y∨ z) = (x∧ y)∨ (x∧ z) za sve
x, y i z (i tako�e jednaqinu x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)).

2. Potpuna (kompletna), ako svaki �en podskup ima infimum i supremum.

3. Mre�a partitivnog skupa, ako je L izomorfna sa mre�om svih podskupova

nekog nepraznog skupa.

Definicija 3.19. 1. Podskup F mre�e L, zove se filter u L ako i samo

ako su ispu�ena slede�a dva uslova:

(a) 1 ∈ F i 0 /∈ F .
(b) (x ∧ y) ∈ F ako i samo ako (x ∈ F i y ∈ F ).

2. Filter F u L se zove maksimalni ako i samo ako L nema ve�i filter od F .

3. Filter F u L se zove prost ako i samo ako zadovo	ava uslov

(v) (x ∨ y) ∈ F ⇔ (x ∈ F ili y ∈ F ).

4. Filter (maksimalni filter) u mre�i partitivnog skupa od X se tako�e

zove filter (ultrafilter) od X.

Dualni pojmovi su: ideal, maksimalni ideal, prost ideal.

4�uro Kurepa (1907|1993) srpski matematiqar
5Izgovaraju se redom "i" i "ili", terminima pozajm	enim iz iskazne logike; u srpskom jeziku ne
postoje drugi (xire prihva�eni) nazivi te operacije.
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Slede�e pita�e na koje treba da odgovorimo, da li mre�e imaju maksimalne

filtere? U sluqaju mre�e partitivnog skupa oblika P(X), odgovor je "da", poxto

za svako x ∈ X skup ẋ = {F ⊆ X | x ∈ F} je ultrafilter na X. Ultrafilteri

F ovog oblika se nazivaju glavni (poxto
⋂
F 6= ∅), svi ostali se nazivaju neglavni

ili slobodni. Da	e se pitamo da li postoje neki slobodni ultrafilteri na X?

Za konaqno X, oqigledno ne. Me�utim, za beskonaqno X postoji 22|X|
slobodnih

ultrafiltera, stim da smo u ZFC. Me�utim, u ZF situacija je potpuno drugaqija.

Problem 3.20. Mo�e da se desi slede�e:

1. Ne postoje slobodni ultrafilteri.

2. Postoje slobodni ultrafilteri na nekim skupovima, ali ne postoje na N.
3. Postoje ultrafilteri na svakom beskonaqnom skupu, ali ne mo�e se svaki

filter F na skupu X uve�ati da bude ultrafilter na X.

4. Postoje skupovi sa taqno jednim slobodnim ultrafilterom.

Qitalac dokaz mo�e da prona�e u literaturi [1].

Ostalo je jox da odgovorimo na pita�e da li postoje maksimalni filteri u

mre�ama? Slede�e tvr�e�e nam daje odgovor.

Tvr�e�e 3.21. Slede�i uslovi su ekvivalentni:

1. Svaka mre�a ima maksimalni filter.

2. AC.

Dokaz. (1)⇒(2) Neka je (Xi)i∈I familija nepraznih skupova. Posmatrajmo skup

svih parova (J, x), gde J ⊆ I i x ∈
∏
j∈J

Xj , ure�enih sa

(J, x) ≤ (K, y) ako i samo ako (J ⊆ K i x je restrikcija od y na J).

Dodava�em najve�eg elementa 1, dobijamo mre�u L. Pretpostavka (1) tvrdi da svaka

mre�a ima maksimalni filter, xto znaqi da i dualna mre�a od L ima maksimalni

filter. To da	e implicira da L ima maksimalni ideal M . Za (J, x) i (K, y) u

M , va�i nejednakost (J, x) ∨ (K, y) 6= 1 poxto 1 /∈ M , a (J, x) ∨ (K, y) ∈ M . Da	e,

nejednakost implicira da je xi = yi za svako i ∈ (J ∩K). Dakle, unija svih prvih

komponenti qlanova odM je podskupK od I, a unija svih drugih komponenti qlanova

od M je element x koji pripada
∏
k∈K

Xk. Kako je M maksimalni ideal, imamo K = I.

Dakle, Aksioma izbora je zadovo	ena, poxto smo dokazali da x ∈
∏
i∈I

Xi.

(2)⇒(1) Neka je A skup svih filtera u datoj mre�i (takva kolekcija je sigurno

neprazna jer 1 ∈ A). Dokaza�emo da u tom skupu svaki lanac ima gor�e ograniqe�e.

Ako je N ⊆ A lanac, tada je i
⋃
N ∈ A, pa je ovo gor�e ograniqe�e lanca. Ispu�eni

su uslovi za primenu Cornove leme, a kako je Aksioma izbora ekvivalentna Cornovoj

lemi, na osnovu Teoreme 2.5, dokaz je zavrxen. �
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3. Problemi u teoriji grafova

Teorija grafova je oblast matematike koja se bavi prouqava�em osobina grafova.

Jedna od tehnika rada s grafovima je boje�e, kojoj �emo posvetiti pa��u u nastavku

rada.

3.1. Boje�e grafova.

Sam poqetak boje�a grafova vezuje se za problem boje�a dr�ava na geografskoj

karti, pri qemu dve susedne dr�ave ne mogu biti obojene istom bojom (iz razum	ivih

razloga). Dugo vremena se nije znalo koliki je minimalan broj boja koji je potreban

za ovako nexto, tj. da li su qetiri boje uvek dovo	ne. Da qetiri boje jesu dovo	ne

1976. godine pokazali su Kenet Apel6 i Volfgang Haken7.

Gor�i primer, a i mnogi drugi, ilustruju jox nexto: najqex�e je rexe�e utoliko

korisnije ukoliko je ma�e boja iskorix�eno. Zato je prirodno postaviti i pita�e

da li je mogu�e obojiti graf unapred zadatim brojem boja.

U nastavku bavi�emo se tim pita�em za beskonaqne grafove ukoliko su ispu�eni

odre�eni uslovi na �ihovim konaqnim podgrafovima.

Najpre �emo definisati osnovne pojmove vezane za teoriju grafova.

Definicija 3.22. Graf je ure�en par 〈X, %〉 koji se sastoji od skupa X, qiji se

elementi nazivaju qvorovi, i simetriqne, antirefleksivne binarne relacije % na

X (tj. x%y ⇒ (y%x ∧ x 6= y)), qiji se elementi 〈x, y〉 nazivaju ivice.
• Homomorfizam f : 〈X, %〉 → 〈Y, σ〉 izme�u grafova je funkcija f : X → Y

koja zadovo	ava uslov

x%y ⇒ f(x)σf(y).

• Graf 〈X, %〉 se naziva podgraf od grafa 〈Y, σ〉 ako je X podskup od Y i

% = σX je restrikcija σ na X ×X.

• Graf 〈X, %〉 se naziva kompletan ako va�i

% = {〈x, y〉 ∈ X ×X | x 6= y}.

• Kn oznaqava kompletan graf, gde je n = {0, 1, ..., n − 1} skup qvorova, a

elementi skupa n se zovu boje.

• n-boje�e grafa G je homomorfizam f : G→ n.

• Graf G je n-obojiv ako postoji n-boje�e od G

• Graf 〈X, %〉 se zove povezan ako za proizvo	na dva elementa x i y iz X

postoji n+ 1-torka 〈x0, x1, ..., xn〉 gde je

x0 = x, xn = y i xi%xi+1 za svako i = 0, ..., n− 1.

Ukoliko je graf G n-obojiv, jasno je da je i svaki �egov konaqan podgraf n-

obojiv, dok nije sasvim jasno da li va�i obrnuto. K	uqnu ulogu u odgovoru na to

pita�e ima Aksioma izbora.

Odmah dajemo negativan odgovor u opxtem sluqaju na postav	eno pita�e.

6Kenneth Ira Appel (1932|2013) ameriqki matematiqar
7Wolfgang Haken (1928|) nemaqki matematiqar
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Problem 3.23. Mo�e se dogoditi da je svaki konaqan podgraf nekog grafa G

2-obojiv, a da G nije n-obojiv ni za jedno n ∈ N.

Dokaz. Neka je (Xn)n∈N kolekcija dvoelementnih skupova za koju ne postoji

funkcija izbora. Posmatrajmo graf G = 〈X, %〉 odre�en sa

X =
⋃
n∈N

(Xn × {n}),

% = {〈〈x, n〉, 〈y,m〉〉 ∈ X ×X | n = m i x 6= y}.

Tada je svaki konaqan podgraf grafa G 2-obojiv. Zaista, ako �egovi qvorovi pri-

padaju skupu
k⋃
i=1

(Xni × {ni}), jedno 2-boje�e mo�e se dobiti odabirom po jednog el-

ementa iz svakog skupa Xni , 1 ≤ i ≤ k, i boje�em �ega bojom 0, dok bi se preostali

elementi ovih skupova obojili bojom 1.

S druge strane, uverimo se da graf G nije n-obojiv ni za jedno n ∈ N. Pret-

postavimo suprotno: neka je dato jedno n-boje�e grafa G, i definiximo funkciju

g : N →
⋃
n∈N

Xn na slede�i naqin: g(n) predstav	a prvu koordinatu onog elementa

skupa Xn × {n} qija je boja u grafu G minimalna. Ovako definisana funkcija g

predstav	a funkciju izbora skupa (Xn)n∈N, kontradikcija. �

Ukoliko imamo samo 2 boje situacija kod povezanih grafova je nexto bo	a.

Tvr�e�e 3.24. Za povezan graf G slede�a tvr�e�a su ekvivalentna:

1. G je 2-obojiv;

2. Svaki konaqan podgraf od G je 2-obojiv.

Dokaz. Jasno, potreban nam je samo smer (2)⇒(1). Pretpostavimo da je svaki

konaqan podgraf povezanog grafaG = 〈X, %〉 2-obojiv. Ako jeX prazan skup, rezultat

je trivijalan. U suprotnom, odaberimo element a ∈ X i definiximo funkciju

g : X → N na slede�i naqin: za ∀x ∈ X neka je g(x) najma�e n ∈ N takvo da postoji

n+1-torka 〈x0, ..., xn〉 ∈ Xn takva da je x0 = a, xn = x i xi%xi+1 za svako i = 0, ..., n−1.

Tada funkcija f : X → {0, 1} definisana sa

f(x) = g(x) mod 2

predstav	a 2-boje�e grafa G. Zaista, ukoliko bi postojali x, y ∈ X takvi da je

f(x) = f(y) i x%y, tada bi podgraf saqi�en od ivice 〈x, y〉 i puteva od a do x i y

korix�enih prilikom definisa�a vrednosti g(x) i g(y) bio konaqan podgraf grafa

G, a ne bi bio 2-obojiv, xto je nemogu�e. �

Teorema 3.25. Slede�a tvr�e�a su ekvivalentna:

1. Ako je svaki konaqan podgraf grafa G 2-obojiv, onda je i G 2-obojiv;

2. AC(2).

Dokaz. (1)⇒(2) Neka je (Xλ)λ∈Λ kolekcija dvoelementnih skupova. Posmatrajmo

graf G = 〈X, %〉 odre�en sa

X =
⋃
λ∈Λ

(Xλ × {λ}),
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% = {〈〈x, n〉, 〈y,m〉〉 ∈ X ×X | m = n i x 6= y}.

Tada je svaki konaqan podgraf grafa G 2-obojiv (kao i u dokazu Problema 3.23).

Prema tome, na osnovu pretpostavke (1), i graf G je 2-obojiv. Neka je to 2-boje�e

f : X → {0, 1}. Tada za sve λ ∈ Λ postoji taqno jedan element xλ iz Xλ takav da va�i

f(〈xλ, λ〉) = 0. Dakle, 〈xλ〉λ∈Λ ∈
∏
λ∈Λ

Xλ.

(2)⇒(1) Neka je G = 〈X, %〉 neprazan graf takav da je svaki �egov konaqan pod-

graf 2-obojiv. Neka je C kolekcija svih skupova C ⊆ X takvih da je podgraf 〈C, %|C〉
grafa G maksimalan povezan podgraf od G. Tada je, prema Tvr�e�u 3.24 i pret-

postavci, za sve C ∈ C graf 〈C, %|C〉 2-obojiv. Da	e, lako se mo�e videti da za

sve C ∈ C postoji taqno dva 2-boje�a grafa: fiksirajmo jedan qvor grafa 〈C, %|C〉, i
obojimo ga jednom od datih dveju boja, proizvo	no, a boje svih ostalih qvorova grafa

〈C, %|C〉, tada su jednoznaqno odre�ene kao u dokazu Tvr�e�a 3.24. Oznaqimo sa FC

dvoqlani skup 2-boje�a grafa 〈C, %|C〉. Prema tome, na osnovu (2), mo�emo odabrati
〈fC〉C∈C ∈

∏
C∈C

FC . Definixemo funkciju f : X → {0, 1} sa

f(x) = fC(x), gde je C tako odabrano da x ∈ C.

Poka�imo da je gor�a definicija jednoznaqna. Ukoliko bi postojali razliqiti

skupovi C1, C2 ∈ C takvih da x ∈ C1 i x ∈ C2, graf 〈C1 ∪ C2, %|C1∪C2〉 bi tako�e

bio povezan (jer su grafovi 〈C1, %|C1〉 i 〈C2, %|C2〉 povezani, prema potpostavci, a x
ih "spaja"), ali bi strogo sadr�ao bar jedan od grafova 〈C1, %|C1〉, 〈C2, %|C2〉, xto je
u kontradikciji sa �ihovom pretpostav	enom maksimalnox�u. Jednoznaqnost ove

definicije bilo je zapravo sve xto je trebalo utvrditi kako bismo se uverili da f

jeste 2-boje�e grafa G. �

Dokaz smera (1)⇒(2) lako se mo�e uopxtiti i ako se broj 2 zameni bilo ko-

jim prirodnim brojem n ≥ 3. Na pita�e xta se dexava s implikacijom (2)⇒(1)

vrati�emo se nakon xto doka�emo idu�u teoremu.

Lema 3.26. Neka je I podskup skupa B; i neka je F = B\I. Tada su slede�i uslovi
ekvivalentni:

1. I je prost ideal u B;

2. F je ultrafilter u B;

3. va�e slede�i uslovi

a) 0 ∈ I;
b) x ∈ I i y ∈ I ⇒ x ∨ y ∈ I;
v) x ∈ F i y ∈ F ⇒ x ∨ y ∈ F .

Teorema 3.27. Slede�a tvr�e�a su ekvivalentna:

1. Ako su svi konaqni podgrafovi grafa G 3-obojivi, tada je i ceo graf G

3-obojiv;

2. PIT: Svaka Bulova algebra sadr�i prost ideal.

Dokaz. (1)⇒(2) Neka je B netrivijalna Bulova algebra qiji prost ideal �elimo

da odredimo. Konstruisa�emo graf G takav da va�i:
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a) svaki konaqan podgraf grafa G je 3-obojiv;

b) ako je graf G 3-obojiv, tada B ima prost ideal.

Dakle, ovo �e uz (1) implicirati (2).

Graf �emo konstruisati iz tri koraka.

Prvi korak: Neka je G1 = 〈X1, %1〉 graf u kom je X1 = B a %1 = {〈x, x′〉 : x ∈ B}
gde je x

′
komplement od x u B.

Drugi korak: Graf G2 = 〈X2, %2〉 dobijamo kada dodamo jox jedan qvor na X1,

X2 = X1 ∪ {p}, gde je p neki element koji nije u B i spojimo ga sa svim qvorovima

G1, %2 = %1 ∪ ({p} ×X1) ∪ (X1 × {p}).
Tre�i korak: Treba�e nam slede�i skup:

P = {{x, y} ⊆ B | x i y nisu uporedivi, ni komplementi jedan drugog}

za svako {x, y} ∈ P uoqimo jox po dva "nova" elementa (tj. da ne pripadaju skupu

B i da su razliqiti od p), nazovimo ih a(x, y) i b(x, y) i uoqimo graf G(x, y) =

〈C(x, y), %(x, y)〉 prikazan na slede�oj skici

ra(x, y) rb(x, y)r
x ∨ yr

x
r
y

PPPPP
�����G(x, y)

Najzad, definixemo graf G = 〈X, %〉 sa:

X = X2 ∪
⋃

{x,y}∈P

C(x, y)

% = %2 ∪
⋃

{x,y}∈P

%(x, y).

Primetimo kako iz prvog koraka sledi da za svako 3-boje�e f grafa G i sve x ∈ B
va�i f(x) 6= f(x

′
). Da	e, iz drugog koraka sledi da svako 3-boje�e grafa G indukuje

2-boje�e grafa G1 (qvor p povezan je sa svim qvorovima koji su u grafu G1, xto znaqi

da je on obojen jednom bojom, a samo preostale dve boje koriste se za boje�e grafa

G1), dok se svako 2-boje�e grafa G1 mo�e proxiriti do 3-boje�a grafa G2 (ovo

je jox lakxe videti: samo obojimo qvor p tre�om bojom). Najzad, tre�i korak je

konstruisan tako da se za sve {x, y} ∈ P funkcija f : {x, y, x ∨ y} → {0, 1, 2} mo�e
proxiriti do 3-boje�a f̃ grafa G(x, y) ako i samo ako je zadovo	en slede�i uslov

ako je f(x) = f(y), tada je f konstantna. (∗)

Doka�imo to. Smer (⇒) dokazujemo kontrapozicijom: pretpostavimo da je f(x) =

f(y) a da f nije konstantna, tj. f(x ∨ y) 6= f(x); tada a(x, y) mora da bude obojeno

razliqitom bojom i od x i od x ∨ y, pa �ega bojimo tre�om bojom; ali sada nemamo

odgovaraju�u boju za b(x, y), jer je ono povezano sa tri qvora koja su ve� obojena trima

raspolo�ivim bojama. Preostaje smer (⇐). Ukoliko je f(x) = f(y), tada je, prema
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pretpostavci, toj vrednosti jednako i f(x ∨ y), a funkciju f mo�emo proxiriti do

3-boje�a f̃ grafa G(x, y) tako xto �emo za f̃(a(x, y)) i f̃(b(x, y)) uzeti preostale dve

boje. Ukoliko je f(x) 6= f(y), tada imamo dve mogu�nosti: ili f(x∨ y) zauzima tre�u

boju, u kom sluqaju definixemo f̃(a(x, y)) = f(y) i f̃(b(x, y)) = f(x), ili je f(x ∨ y)

jednako sa f(x) (analogno radimo ukoliko je jednako sa f(y)), pa mo�emo definisati

f̃(a(x, y)) = f(y) a za f̃(b(x, y)) uzeti tre�u boju.

Sada smo spremni da doka�emo a) i b).

Dokazujemo a). U grafu G uoqimo �egov proizvo	an konaqan podgraf H =

〈Z, %Z〉. Tada je mogu�e prona�i konaqnu podalgebru K algebre B takvu da va�i

Z ⊆ K ∪ {p} ∪
⋃

{x,y}∈P∩P(K)

C(x, y). Kako je K konaqna, netrivijalna Bulova algebra,

K ima prost ideal I. �egov komplement F = K \ I je ultrafilter na osnovu Leme

3.26 Konstruisa�emo 3-boje�e h : Z → {0, 1, 2} iz tri koraka. Najpre, za x ∈ Z ∩X1

definiximo h(x) =

{
0, ako x ∈ I
1, ako x ∈ F

. Zatim, ukoliko p ∈ Z, definiximo h(p) = 2.

Pre nego xto navedemo tre�i korak, uverimo se da za sve {x, y} ∈ P ∩P(K) funkcija

f = h|{x,y,x∨y} zadovo	ava (*). Zaista, ukoliko va�i f(x) = f(y), znamo da su x i y

ili oba u ultrafilteru F , ili oba u prostom idealu I, a kako su F i I zatvoreni u

odnosu na operaciju ∨, Lema 3.26 dobijamo da va�i f(x ∨ y) = f(x) = f(y). Dakle,

za z ∈ Z ∩ C(x, y), gde je {x, y} ∈ P ∩ P(K), mo�emo definisati h(z) = f̃(z), gde je f̃

proxire�e funkcije f do 3-boje�a grafa G(x, y).

Dokazujemo b). Neka je f : X → {0, 1, 2} 3-boje�e grafa G. Pretpostavimo, bez

uma�e�a opxtosti, da je f(p) = 2 i f(0) = 0. Definiximo I = B ∩ f−1[{0}]. Tada
je F

def.
= B ∩ f−1[{1}] = B \ I. Xtavixe, iz %1 ⊆ % sledi da je F = {x′ | x ∈ I}.

Da	e, ako {x, y} ∈ P ∩ P(I), mora va�iti x ∨ y ∈ I, jer u suprotnom f |{x,y,x∨y} ne bi
ispu�ava uslov (*). Dakle, skup I je zatvoren u odnosu na operaciju ∨. Analogno se
pokazuje da je i F zatvoren u odnosu na operaciju ∨. Dakle, prema Lemi 3.26, I je

prost ideal u B.

Pre dokaza (2)⇒(1) navex�emo par teorema i dokaza koji �e nam poslu�iti u

dokaziva�u gore navedenog smera.

Neka je I proizvo	an indeksni skup, vi za i ∈ I, valuacije iskazanih slova i U

ultrafilter Bulove algebre P(I). Kako je U ultrafilter, za svako iskazno slovo p,

taqno jedan od skupova:

{i ∈ I | vi(p) = 0} i {i ∈ I | vi(p) = 1}

pripada U (jer je jedan komplement drugog). Definiximo valuaciju vU na slede�i

naqin, za svako iskazno slovo p:

vU (p) = 1 akko {i ∈ I | vi(p) = 1} ∈ U.

Osnovna osobina ovako definisane valuacije data je u slede�em tvr�e�u.

Tvr�e�e 3.28. Za svaku iskaznu formulu φ va�i:

vU |= φ akko {i ∈ I | vi |= φ} ∈ U.
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Dokaz. Tvr�e�e dokazujemo indukcijom po slo�enosti formule φ. Za iskazna

slova, tvr�e�e va�i direktno po definiciji valuacije vU .

Pretpostavimo da je formula φ oblika ¬ψ i da za ψ va�i tvr�e�e. Tada vU |= φ

akko vU ��|= ψ akko {i ∈ I | vi |= ψ} /∈ U akko {i ∈ I | vi ��|= ψ} ∈ U (jer je to komplement)

akko {i ∈ I | vi |= φ} ∈ U , xto zavrxava dokaz u ovom sluqaju.

Pretpostavimo da je formula φ oblika ψ ∧ θ i da za ψ i θ va�i tvr�e�e. Tada

vU |= φ akko vU |= ψ i vU |= θ akko {i ∈ I | vi |= ψ} ∈ U i {i ∈ I | vi |= θ} ∈ U akko

{i ∈ I | vi |= φ} = {i ∈ I | vi |= ψ} ∩ {i ∈ I | vi |= θ} ∈ U , xto zavrxava dokaz. �

Uoqimo slede�a tvr�e�a o Bulovim algebrama.

Teorema o ultrafilteru (Ultrafilter theorem, UFT). Svaka Bulova algebra u

kojoj 1 6= 0 sadr�i ultrafilter.

Teorema o ultrafilteru II (Ultrafilter theorem, UFT2). Ako podskup S

Bulove algebre ima svojstvo konaqnog preseka, onda postoji ultrafilter koji

sadr�i S.

Teorema 3.29. U ZF tvr�e�a PIT, UFT i UFT2 su ekvivalentna.

Dokaz. PIT ⇔ UFT je lako, jer ako je P prost ideal algebre B, onda je B r P

ultrafilter iste algebre, i obratno, ako je F ultrafilter algebre B, onda je BrF
prost ideal.

UFT2 ⇒ UFT je tako�e lako jer je {1} skup koji ima svojstvo konaqnog preseka.
UFT ⇒ UFT2: Neka je S skup koji ima svojstvo konaqnog preseka. Lako se vidi

da je sa:

F = {x ∈ B | x ≤ s1 ∧ ... ∧ sn, za neke s1, ..., sn ∈ S}

definisan filter od B koji sadr�i S, i koji nije jednak celoj algebri B jer S

ima svojstvo konaqnog preseka. Tada koliqniqka algebra B/F nije trivijalna, pa

sadr�i ultrafilter U . Inverzna slika π−1[U ], gde je π : B −→ B/F standardna

projekcija, je ultrafilter od B koji sadr�i F , pa samim tim i S. �

Uoqimo slede�e tvr�e�e.

Kompaktnost iskazne logike. Skup iskaznih formula
∑

je zadovo	iv akko je

svaki konaqan podskup od
∑

zadovo	iv.

Teorema 3.30. U ZF, PIT povlaqi Kompaktnost iskazne logike.

Dokaz. Pretpostavimo PIT; u dokazu �emo koristiti �egov ekvivalent UFT2.

Doka�imo Kompaktnost iskazne logike.

Smer ⇒ je oqigledan: Svaka valuacija koja zadovo	ava Σ, zadovo	ava i svaki

�egov konaqan podskup.

⇒: Neka je Σ skup iskaznih formula qiji je svaki konaqan podskup zadovo	iv.

Oznaqimo sa I skup svih svih konaqnih podskupova od Σ, i za svako i ∈ I oznaqimo
sa vi valuaciju koja zadovo	ava podskup i.

8 Za svaku formulu φ ∈ Σ, uoqimo podskup

Iφ = {i ∈ I | φ ∈ i} od I, svih konaqnih podskupova od Σ koji sadr�e φ. U Bulovoj

8Primetimo da radimo qudnu stvar, sa i oznaqavamo konaqan podskup od Σ.
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algebri P(I) familija S = {Iφ | φ ∈ Σ} ima svojstvo konaqnog preseka; zaista, svaki
konaqan presek Iφ1 ∩ Iφ2 ∩ ... ∩ Iφn sadr�i {φ1, φ2, ..., φn}, pa je neprazan. Zbog toga
postoji ultrafilter U algebre P(I) koji sadr�i S, tj. sve Iφ, φ ∈ Σ.

Tvrdimo da vU zadovo	ava skup Σ, xto zavrxava dokaz. Neka φ ∈ Σ. Primetimo

da {i ∈ I | vi |= φ} sadr�i Iφ. Kako Iφ ∈ U , to i {i ∈ I | vi |= φ} ∈ U , pa prema

gor�em tvr�e�u zaista va�i vU |= φ. �

Uoqimo slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e 3.31 (Gk). Svaki konaqan podgraf od G je k-obojiv ako i samo ako je

graf G k-obojiv.

Teorema 3.32. U ZF, Kompaktnost iskazne logike povlaqi G3.

Dokaz. Smer ⇐ u G3 je oqigledan, pa dokazujemo ⇒. Neka je G graf qiji je

svaki konaqan podgraf 3-obojiv. Uoqimo skup iskaznih slova P koga qine slede�i

skupovi:

{pg | g ∈ G} ∪ {qg | g ∈ G} ∪ {rgh | g, h ∈ G, g 6= h}.

Na iskaznom jeziku P uoqimo skup reqenica Σ koji sadr�i slede�e reqenice:

¬(pq ∧ qg), za sve g ∈ G,

rgh ⇔ rhg, za sve g, h ∈ G, g 6= h,

rgh ⇒ [¬(pg ∧ ph) ∧ ¬(qg ∧ qh) ∧ ¬(¬pq ∧ ¬qg ∧ ¬ph ∧ qh)], za sveg, h ∈ G, g 6= h,

rgh, za sve g, h ∈ G, gρh.

Objasnimo xta ovde radimo. Formalizujemo iskaznom logikom informaciju da je G

3-obojiv. Slovo pg qitamo kao "qvor g je obojen bojom 0", a slovo qg kao "qvor g je

obojen bojom 1". Prvom aksiomom u Σ smo zabranili da qvor g bude obojen i bojom 0 i

bojom 1. Ako je ¬pg ∧¬qg, tj. g nije obojen ni bojom 0 ni bojom 1, ka�emo da je obojen

bojom 2. Da	e, slovo rgh ka�e da su qvorovi g i h spojeni ivicom. Druga aksioma

u Σ je jasna, ona ka�e da su g i h spojeni akko su h i g spojeni. Tre�a aksioma u

Σ ka�e da spojeni qvorovi ne mogu biti obojeni istom bojom. Konaqno, posled�a

aksioma u Σ ka�e koji su qvorovi spojeni u G.

Dakle, prema datom objax�e�u, graf G je 3-obojiv akko je skup Σ zadovo	iv.

Prema Kompaktnosti iskazne logike, dovo	no je da su svi konaqni podskupovi od

Σ zadovo	ivi. Neka je Σ0 neki konaqan podskup od Σ. Kako je on konaqan, u �emu

se jav	a samo konaqno mnogo iskaznih slova, i mo�emo proxiriti skup Σ0 sa svim

reqenicama iz Σ koje sadr�e (samo) ta slova, tj. mo�emo ga proxiriti do skupa

koji govori o 3-obojivosti nekog konaqnog podgrafa od G (to je podgraf odre�en sa

slovima koja se jav	aju u Σ0). Me�utim, po pretpostavci, taj konaqan podgraf jeste

3-obojiv, tj. Σ0 je zadovo	iv. Dokaz je zavrxen. �

Kako va�e implikacije

PIT⇒ Kompaktnost iskazne logike⇒ G3

dokaz (2)⇒(1) je zavrxen. �
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Vra�amo se na smer (2)⇒(1) Teoreme 3.25 i za n ≥ 3.

Problem 3.33. Qak i ako pretpostavimo AC(3), mo�e se dogoditi da postoje

grafovi koji nisu 3-obojivi uprkos tome xto su svi �ihovi konaqni podgrafovi

3-obojivi.

Dokaz. Postoji model9 koji zadovo	ava AC(3), a ne zadovo	ava PIT. Iz ekvi-

valencije dokazane u prethodnoj teoremi sledi da u uoqenom modelu imamo �e	eni

kontra primer. �

Teorema 3.34. U ZFC sistemu aksioma, za sve n ∈ N slede�a tvr�e�a su ekvi-

valentna:

1. Graf G je n-obojiv.

2. Svaki konaqan podgraf grafa G je n-obojiv.

Dokaz. Smer (2)⇒(1) Teoreme 3.27 analogno se dokazuje ako umesto broja 3 stavimo

bilo koje n ∈ N. Kako AC implicira PIT, dokaz je zavrxen.

�

9Princusov Model (M43 u [3] zadovo	ava AC(fin), ali ne zadovo	ava PIT
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Zak	uqak

Koliko je va�na Aksioma izbora u matematici? Va�nost je relativan pojam.

Za programera, za matematiqara koji se bavi prime�enom matematikom ili pak za

matematiqara koji se bavi kombinatorikom, aksioma izbora je najma�e va�na ak-

sioma u matematici. Pri radu sa samo konaqnim skupovima nema potrebe za Ak-

siomom izbora.

Va�nost Aksiome izbora se prime�uje pri radu sa beskonaqnim skupovima. Uko-

liko isk	uqimo Aksiomu izbora mo�e se desiti da D-konaqna unija D-konaqnih

skupova bude D-beskonaqna, partitivni skup D-konaqnog skupa bude D-beskonaqan i

da D-beskonaqan skup bude slika D-konaqnog skupa.

Slede�i problem na koji nailazimo u teoriji ure�enosti bez primene AC: Par-

cijalno ure�eni skupovi ne moraju imati ni maksimalni lanac ni maksimalni an-

tilanac, mo�e se desiti da ne postoje slobodni antifilteri.

U oblasti teorije grafova susre�emo se sa problemom da je konaqan podgraf nekog

grafa G 2-obojiv, a da G nije n-obojiv ni za jedno n ∈ N, ukoliko ne prime�ujemo
AC.

Sama mix	e�a matematiqara oko va�nosti aksiome izbora su i danas uveliko

pode	ena, ali za sada, �ene dobre strane, preovladavaju loxe. Xto ne znaqi da u

nekoj budu�nosti ne�e do�i do promene.
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matiku, Prirodno-matematički fakultet, Novi Sad, 2012


