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IIpearosop

Cenu u MupHO pasroBapa rpyna Jeyjum ojapebene mpodecuje. Ha koju Hauun caznarTu
Jla Jid Cy OHK MaTemaTudapu?! Jeana oy moryhHocTu jecre na mm npubere u mocraBuTe
TMATAmE TTa OHU MuCTe 0 Arcnomu n3bopa. AKO TH JbYy/IM HUCY MATEMATHYIADH, yIyTuhie
BaM UyJaH MOTJIE] U HACTABUTH CBOj Pa3roBOp. AKO Cy OHU WITaK MaTeMaTHYAPU, TIOCTOjH
BeJIMKA TaHca Ja he ce cajia HUXOB Pa3roBOpP MPETBOPUTH y XKYUHY pacipasy. Jemau he
TBpAUTH A3 je Tpeba mpuxBATUTHU, APYTH Ne MHCUCTUPATU HA TOME I C& OHA Y IEJOCTH
onbarnu, Tpehu he ce 3ajaraTn 3a KOMIPOMHKC y BHLY IPUXBATaba HEKe ocIabibeHe Bep3uje,
a CHTYPHO je camo jemHo: Kpaj pacrupase aehe Outu uHu 6im3y.

Naxo cy ce mamac crpactu oko Arcmome m3bopa cMmupuie, u BehwHa MaTeMaTwdapa
npuxBara Akcwomy um3bopa, cmarpajyhim ma mene mobpe cTpaHe HAJIBIAIABAJY JIOIIE,
ropU ClieHApuo je 6uo BpJio Moryh rpe HEKOJIMKO JIECETUHA TOJIMHA.

Ormmrre je mpuxsaheHo J1a je y MATEMATHITN CBE CTPUKTHO AehUHUCAHO U J13, JIOTUIKUM
CJIEJIOM CBe IpOM3WIIA3U jeHO M3 jgpyror. Kako je omma moryhe ma ce mMaTeMaTHdapu
JICIIEHUjaMa, PACIIPABIbA]Y O HPUXBATAKY MATEMATUIKOr cTaBa? Basbjia ce MareMarwaku
cTaB WM nmpuxBarta win ogdaiyje. OH je mim TavyaH, WM HETAYAH, 3ap He?

[Ta, u Huje Tako. Hemorylie je ma cBe mpowsmiasu soruauauM ciegom. Qg1 Heder ce
Mopa kperyTu. Taksu ctaBoBum cy Akcmome. Omne ce He IOKa3yjy, HETO Ce TTPUXBATA]Y.
3a BUX Cy Ce CTPYUHmAIN CIOXKUWIN JIa Cy JOBOJFHO OUYUTJIE/IHE U JIaJha HAYKA je HA BHUMA
u3rpaljena. Y uemy je onma npobisem ca AkcromMoM u3bopa, aKo U OHA JIeNIyje OUUTIIeHO !

Nako Akcroma u3bopa JIeayje OUUrjIe Ho, Y mhoj ¢y MHOTH 3aKJLY UM KOjU ce CYIpPOT-
CTaB/bA]y 3ApaBoj Joruny doBeka. Bamax' m Tapcku® ¢y 1924. rogmne mokasaym ma Ak-
cuoMma u3bopa maje ciaenehe TBpheme: naTa JomTa ce MOXKe MOMEJIUTH Ha OpOj IesI0Ba
(kacuuje je yrBpheHo ma je moBosbaH GpOj meT) TAKBUX Ja Ce 3aTUM O g00ujeHux se-
JIOBA, MOT'Y CACTaBHUTH JIBE JIONITE, KOj€ Cy MACHTHUIHE MOJA3HOj. AKO ce Ha CBe OBO JI0/A U
anbeHuIn 13 AkcrnoMa n30opa npunaaa 00JaCcTu TEOpHUje CKYIOBa, 4 TEOPUja CKYIIOBA €A
¢dopMaTHOM JIOTHKOM YMHU TEMEJh YUTABE JAHAIIKHE MATEMATUKE, CACBUM j€ jACHO 3aIllTO
ce Akcuoma n3bopa Hasupa ” Axuimopa meTa” 3a cBe MaTeMaTHUape, a He CaMoO 3a OHE KOju
Cy y HETIOCPETHOM JIOJIPY Ca THOM.

Llepmeno®-@penkesosa’ Teopuja ckynosa ca akcuomom uzbopa (ZFC) je akcnomarcku
CHUCTEM KOJU Ce MOjaBMO MOYETKOM XX BEKa Ka0 OATOBOP HA MPobieM Kako (OPMYyJTHCATH
Teopujy cKymoBa 6e3 mapajsokca. Hanac je (ZFC) crannapiau HAYUH 33 aKCHOMATH3AIN]Y

Teopuje CKyIoBa M 3aCHUBara Maremaruke. Yiora akcuome usbopa (AC) y ZFC koja je

!Stefan Banach (1892—1945), momckn MaTeMaTHIap

2Alfred Tarski (1901—1983), mo/bcKE MaTeMaTHIApP

3Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871—1953) Hema4ku Jlormgap, MaTeMaTHIAD
“Abraham Halevi (Adolf) Fraenkel (1891—1965) uspaescku Maremaruyap
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IIPEATOBOP 3

y modYeTKy OmiIa CIopHa, KacHmje Je nobpo msydena. A saxsamyjyhm Lememy® m Koemy®,
suamo jia je AC nesasucHa og, ZF u carnacua ca ZF (ZFC 6e3 AC).

Kao mro je mobpo mozmaro, camo y ZF MHOro Teopema y MaTeMATHIM IIPECTaje Ha
Baxkw. Uzyuamamy Teopema uwmju poka3u 3axrerajy AC moceehero je mocrta maxkme, a
moceOHO ce M3/1Bajajy oHe TeopeMe Koje cy ekupaseHTHe ca AC. Takobhe, mo6po cy n3ydene
W TeopeMe Umju JOKa3W 3axTeBajy Heke ciabuje Bepamje AC, Kao HIp. akcHoMa Tpedbpo-
jusor uzbopa (CC).

Y oBoMm macrep pajy moJsia3zHa Tadka Omhe mpermocraBka ja mnocroju mogesn y ZF
y KojeM ce mojmoBu KoHadnor (y cmumcsty Tapckor) m D-KoHAWHOr CKyma He IOKJIALAjY.
BaruMm, 6uhie mpencraBbeHa HEKa MO3HATA MaTeMATHYKa TBphema (u3 anrebpe, Teopuje
rpadona, ...) Koja He Mopajy ja Baxe y ZF. Takohe 6uhe npepcrasmeno koja cy Tephema

melycobno ekBuranenTHa y ZF, n Koja cy ekpupanentna ca AC, omunocuno CC y ZF.

SKurt Godel (1906—1978) aycTpujcko-aMepHYIKE MATeMATHIAD, JOTHIAP
SPaul Joseph Cohen (1934—2007) amMepuykyu MaTeMaTHIap



YBOg

PaszBoj maTemMaTH4Ke JOruKe KpPO3 BEKOBE

Crapu I'pru cy 6usm 1pBu HapoJi y UCTOPHUjU KOju ce HaBmo mpobiieMuMa, JIOTUIKOT
3aKJbYUYNBAGA, U OHU Cy MTOCTABWJIN TeMeJhe JIOTUKE (IIPBEHCTBEHO Kao jiesa dhunozoduje).
Hajroznaruju I'puku dusiozodu-nayannny Koju cy OMIIM 3a4eTHHUIM JIOTUKE KAa0 HayKe
cy Tanec”, Ilutaropa®, [lapmenun’, 3enon'’, [Iporaropa'’, Cokpar'?, [LnaTton'® u Apucro-
et
Jenna nocebua rpyna dunozoda, T3B. coductu, 6aBuIa ce MOAYIABABHEM BEIITHHA
pacipassbama Koja je crapum ['privma HajBHUIlIE KOPUCTHUIIA TPUIINKOM yU€tha y YIIPABIbAY
rpaIoM-TIOJIUCOM, W Y JIMIHAM cropoBuMa. Vsmelhy octasor, coducru cy OuIM mO3HATH
10 CBOjUM IpUYaMa, T3B. codu3Mmma, y KOjuMa ce nosazehn o mpuBHIHO MCTUHUTHUX
[PETIOCTABKHY, 110 MPABWJIMMA JIOTUYKOT 3aKJbYYMBAHA, CTUKE JI0 AICYPITHUX 3aKJbY YAKA.
Apwucrorena cy TakBru COQU3MEU MOTHBUCAJIN JI, CAKYIH U KATOJOTU3UPA CBE JI0 TAJIA, 03~
HaTe IeMe MCIPABHOT, JOTHIHOT 3aK/byUnBama y cBoM Jjeny ”Opramon”. Apwucroremosa
JIOTHKA, KOja je MO3HATa W MO/ HA3UBOM APHCTOTE/NIOBA TEOPHUja CHJIOIU3aMa, YUHUJIA j€
CKOPO JBE XWJhaJle TOANHA 00aBe3aH Je0 CBAKOT 030MIHLHOT 00pa30Bambha.

Hakon MpadHOr cpejimber BeKa JI0Ja31 0 MOMAaKa y JOTUIK KA0 HAYIIH, U TO MOXKEMO
BHJIETH y JeJMa HayaHuKa-(uiaozoda, npe csera Jlekapra'® u Jlajornma'®. ¥V XIX sexy,
ca pagosuMa [lopga Byna'” crmxke mpasa maremarudka joruka. OH je y CBOJOj TeopHjn
(T3B. padyH KJaca) pas3sBHO JBE WJEje: TPBO, JIA MPUJIMKOM PaJia ca MCKasuma Tpeda
KOPHUCTUTH O3HAKE, U JPYro, 13 3aKOHU MUILBEHA UMA]y MHOIO CIUIHOCTH €A 3aKOHHMA
apurmeruke. On je kopuctmo Tpu dynaamentanne onepanuje mehy kmacama (koje mum
JIAHAC 30BEMO YHH]a, IIPECEK M KOMILJIEMEHT) TIOMOlly KOjHX je 3ammcao U JOKa3a0 OCHOBHE
3aKOHE MCKA3HOT padyHa. Jlamac cy Tv mieHTHTeTH TO3HATH IO, HA3WBOM akcuome Bystose

ajrebpe.

"Tamec w3 Mumera (624. m.m.e.—547(546). m.H.e) craporpuky MaTeMaTudap, Gpuaozod
8TIuraropa ca Camoca (oko 570. m.H.e.—0K0 495 TL.H.€.) CTapOrpYKH MaTeMaTHdap, bumozod
“Mapmenus u3 Eneje (oxo 500. m.u.e.—450. m.u.e.) craporpuku ¢buio3od

103enon w3 Eneje ( 490. mm.e.— 430. mm.e.) craporpuxn ¢bumaozod

'Tporaropa m3 A6aepa (486. m.u.e.—411. mm.e.) craporpuku GbuI030dh

12Cokpar m3 Amomeke (470. m.1.e.—399. m.H.e.) craporpukn duaozod

Bnaron w3 Atume (427. mu.e.—347. mH.e.) craporpykn ¢umozod

M Apucroren n3 Crarupa (384. m.m.e.—322. mmu.e.) craporpuku Guro3od u GeceaHuK

15Ren Descartes (1596—1650) dbparyckn buaozod, MaTeMaTHIap ¥ HayTHIK

16Gottfried Wilhelm Freiherr (baron) von Leibniz (1646—1716) memauxu dbumozod, MmaTemarmaap
17George Boole(1815—1864) enriecku maremaruuap, bumo3od
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TJIABA 1
Teopuja ckynmoBa

1. ITapagokcu y Teopuju

Teopujy ckymosa cy crBopmin MaTeMaTudapu XIX BeKa KOjU Cy XTeJu Ja MPOIIAPEe OC-
HOBE MaTeMAaTHYIKe AHAJN3E, U TPBU PAJIOBU U3 Te 00JacTu 6uin ¢y mocBeheHu CKyTmoBIMA
Opojera u ckymoBuma, pyHKIHEja. CKymoBe ca TPOM3BOLHUM €JIEMEHTHMA, MMPBU j€ MOYe0
nma npoy4dasa Leopr KarTop', m oH ¢e cMaTpa OCHHBAYEM T3B. HAMBHE TEODHj€ CKYIIOBA.
Y nmepuoay ox 1871. mo 1883. rommue OH je mocTaBWO TeMeshe NOOPO ypehenwx cKymoBa u
006jaBHO TIPBE PAJIOBE O KADIUHAJIHUM W OPJAWHAJIHUM OPOjeBUMA.

KanToposa Teopmja cKyToBa je y TOUeTKY HAMIAZMIA HA TPOTUBIHEIHE W HE3ANHTEPECO-
BaHocT Behune maremarudapa u ¢uinozoda, U TEK MOYETKOM JEBEJIECETUX T'OJUHA MOUNHE
HAaIJIO IPUMEHUBAKHE TEOPUje CKYNOBa y aHauusu u reomerpuju. Kawnrop 1895. romune
cpehe npsu mapamokc® y ¢Bojoj Teopuju u caommuTasa ra Xmibepry®, anu ra u He 00jaBibyje.
Bypasu-®opru’ 110HOBO OTKpUBA Taj AapaJIOKC, 1yb/MKyje ra, U JaHac je OH IIO3HAT 101

HazuBOM Bypasmu-®opTHjeB napaaokc.

Bypamu-®oprujes napagoke (1897): YV reopuju opawnamamx 6pojesa, cBakOM J106pO
ypehieHOM CKyIly ofroBapa jeMHCTBEH opauHaJi. Takobe, cBaAKW MOYETHH CETMEHT OPJIU-
HaJa (CKYTT OPJIMHAJA KOJU Ca CBAKUM CBOJUM €JIEMEHTOM CAJIPKU U CBE OPJIUHAJE MAKE 01
Bera) je mpupojiHo 106po ypeheH u oxrosapa My opauHas Koju je sehun of cBux opauHaia
y cermenTy (3ampaBo, HUje TEITKO BHJAETH Ja OPAMHAJ KOjU OJroBapa CKyIy OpPIMHAJA
KOJU Cy Mamu off «, bamr «). Kako je ckyn W cBux opaunasia mpupoiHo 1006po ypebew,
meMy oaroBapa opanHad w. OpaumHan w mopa ga npunaga W, jep W caapxku cee opiau-
najge. Anu ca jpyre cTpame, w je Behu on cux opamuasa y W, ma coemujammno w < w.

Konrpaaukmnuja.
JBe romuue kacuuje, KauTop OTKpUBa CJIMYaH HAPAJIOKC Y TEOPUjU KAPIAUHAJIA.

Kanropos ITapagoke (1899): ITo Kanroposoj Teopemu, ckyn P(S) je Behe xapauHas-
woctu o1 .S. Mehyrum, mocToju cKyT KO/ KOTa TO HEje CJIy4aj. Y3MHUMO CKYT CBUX CKYITOBA
(U) u weros maprutusuu ckyn P(U). IIpema KanToposoj Teopemu, 0HOC BUXOBUX Kap-
JuHamHOCTH 61 Tpebaso ja je caenehn: |U| < |P(U)|. Mebhyrum, 10 je Hemoryhe nomrro
je P(U) C U (jep ce ceu wianosu ckyna P(U) mopajy campxkaru y U), a To 3HAYH J13,

1Georg Cantor (1845—1918) Hemauky MaTeMaTHIAD

MMapagokc (wm anTuHOMHja) je pacybupame Koje BOME y NPOTHBPEYHOCT MAKO H3IVIEJA Ja Cy II0JIa3He
IIPETIIOCTABKE TaduHe, a IPaBUJIa pacyhuBarmba MCIpaBHA.

®David Hilbert (1862—1943) memauxm MaTeMaTHIap

*Cesare Burali-Forti (1861—1931) urasmjancku Maremaruyap
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6 1. TEOPMNJA CKVYIIOBA

npema JeduHAUNMjN noAcKyna, Mopa Jga Baxu |P(U)| < |U|.
Pacen®, 1901. roguue ananusupa aoxka3 Kanropose Teopeme u KOHCTPYHIIIE HOBU TIAPAJIOKC,

KOjH je MHOTO eJIeMEHTAPHU]H.

Pacenos mapagoke (1901): ITocmarpajmo ckyn S = {X : X ¢ X}, 1j. ckyn cBux
CKYTIOBa KOju HHUCY esemenTn camor cebe. Ilocrasma ce murame ma s je S emement o
S nn muje? O)roBop HA TO MUTAKE je KOHTPAJIUKTOpaH, jep 1o jedunuinuju ckyna S, S
enement ox, S < S Huje exement o S.

UctoBpemeno, a HezaBuCHO o1, Pacema, Taj mcTu mapaJjiokc je pasmarpaJja I'pyla MaTeM-

aTuyapa Ha deay ca llepmesom.

[Tapamokc 6pume: buio jemsoMm jeano ceso Koje je umaJio csor opuity. Bpuia je 6pujao
TaYHO OHE JbyJe y ceily Koju ce He 6pujy camu. Ilurame je ma sm ce 6puna cam 6puje nim
ue?

Pacenor mapamgokce mac mozgceha ua npudy o ”cesny u Opunu”, ajim npuda 0 ceny u bpurm”
WMa jacHO pelllere: DBpHIa je caMOKOHTPaIUKTOPaH, IMa jeJJHOCTABHO 3aKJbyUyjeMo Jia
TAKBO CEJI0 He MOXKe Jia nocroju. Mefjyrtum, y cayuajy ckyma S u3z Pacesosor napajokca
HEje jacHO 3aIlTO OH He OH IIOCT0jao, 3AIlNTO jé CAMOKOHTPAIUKTOPAH, KA0 W KOJU jOII

CKYTIOBHU y ce0m HOCE CIAWYTHY KOHTPATUKITAJY !

5Bertrand Russell (1872—1970) Gpurancku dbuio3od u maremaruaap



2. IPUCTVYIIN KOJI1 OMOI'YHRABAJY U3BEIABAIE ITAPAJTOKCA 7

2. IIpucrynu koju omoryhaBajy m3beraBame mapagokca

[Touerkom XX Beka, marematraapu u pmunozodu cy anaau3upaim napaioKkce y HAuBHO]
TEOPHUjU CKYIIOBA, U UMAJIA CY PA3JIUUIUTE IIJIAHOBE 33 IBUXOBO DEIIABake. ¥ TO BpeMe HUje
6usio jacuo mrra 6u moryia 6urn 6a3a 3a enumunanyjy Pacesosor napajokca.

Behuny noxymmaja j1a ce u3rpaau curypauja 6a3a 3a TeOPH)y CKyI0Ba MOKEMO HOIETATH

Yy Tpu rpyue: 1O Cy JIOTUIMUCTUYIKN, UHTYUTTUOHUCTUYIKA U AKCUOMATCKU IIPUCTYII.

2.1. JlorunucTuyYykyu MPUCTYI.
VY JlorunucTHYKOM npucTyny u3jBajaMo PacesioBy ommry teopujy Kiaaca (T3B. Teopujy
tunosa). Paces je y Toj Teopuju orpanngarsao GhopMysie Koje KOPUCTUMO: CBAKOM O0jEeKTY
je nmomenwo HeneratuBaH 1eo 6poj(”Tun” objekta) u GdopMmyna xr € Yy UMa CMHCIA CAMO
ako je Ttun y 3a jeman Behm om tuma x. ITlapamokcm ce He jaBibajy y oBako a00mjeHO]
TEOpHUju, aJu Cy 300r CTPOrOr NPUXBATAHA TEOPHje TUIIOBA, MHOTH PE3YJITATH TIOCTAJIH
HeroTpebHO croxkenn. PacesioBy Teopujy THIOBa je mopasamo u ynormyuno Ksaju®, w Ta
Teopuja cKymnoBa je HazsaHa ’New Foundation” (NF). Oma mukan Huje mocraja omire

npuxsahena 300r ¢BOjuX dysHUX 0COOMHA (HIIP. HECATIACHOCT ca AKcmoMOM m360pa).

2.2. HTYMITUOHUCTUYKHY IIPUCTYII.
NuaryurmonncTu ykItamajy napaIoKce TaKO MITO PAAUKAIHO MEHAjy JIOTUKY U THUME JI0BOJIE
y IUTabe YUTaBe IPAHE KJIACUIHe MaTeMaTruKe. FbrxoBa oCHOBHA OJIJTHKA, je Ta, IIITO OHU HE
[IPU3HAjy YHUBEP3aJHU KAPAKTEP HEKUX OCHOBHUX 33KOHA, JIOTHKE U TBP/IE /13, CE MOCTAjahe
y MaTeMaTHIM MOKJAala ca KOHCTpyKTubminomnthy. llo muXoBOM HaUMHY pa3MUIIIbaba,
3aKOH O ucKbydewy Tpeher (P mim He P) BaXku 3a KOHAYHE CKYIOBE, ajd HE TIOCTOjH
OTpaB/Iame /1 ce mpeHece W Ha Oeckonavne ckymoBe. Takohe, WMHTYIIMOHWCTH HE MPU3-
Hajy T3B. HHIMPEKTHE M €r3WCTEHIMjaJIHe M0Kase: TBpheme ”HUje MCTHHA Ja 33 CBAKO
x Baxu P(z)”, He mokadyje nocrojate objekra x ca ocoburom —P(x). Obakap HaumH
pPa3sMUIbabha, M0 HAMA MOXKE OUTH CaMO IIOBOJ, 33 TPAXKEHe KOHCTPYKTHUBHOI' JIOKA3a.
Jpyrum peurMa, MHTYIUOHUCTH he TPU3HATH MOCTOjahe 00jeKTa T CaMO aKO MMAjy HAUUH

33 HETOBY KOHCTPYKITAJY.

2.3. AkcmoMAaTCK¥ IPUCTYIL.
Hepmesto je 1908. roanne mpBy Ja0 aKCHOMATCKHU CUTEM TeOpHje CKYIOBa KOjU je KaCHHje
gonyrao Openkes u oH ce ganac 3oee ZF cucrem akcuoma. Ocum ZF cucrema, Kopucru ce
u 138. NBG cucrem akcuoma. Ty teopujy je yseo don Hojman u merosa uzeja je 6mma a
J0 KoHTpauKIje y KaHToOpoBoj Teopuju cKyImoBa, JI0JIa3u 3aTO IIITO CYy TH CKYTOBYU HEUW]U
ejleMeHTH. 300T TOra, OH je HeKuM 00jekTHMa 3a0paHuo Ja Oy/y eJIEeMEHTH HEKOT JPyror
objekTa m Te oOjeKTe 30BEMO KJace, a 00jeKTe KOjH Cy eJIMEHTH HEKOT Ipyror objekrta
30BeMO CKymoBu. HapaBHo, HE y jeHO] TeOpHju Ce He MOTY W3BECTH MO3HATH MAPAIOKCH

n3 KaHTOpoBe TeopHje CKyIoBa.

6Willard Van Orman Quine (1908—2000) amepwuaku dunozod u moruaap
7Margittai Neumann Janos Lajos (1903—1957) malapcko-amepuaku MaTemMarnyap u HayIHUK



8 1. TEOPMNJA CKVYIIOBA

3. ZF cucrem akcmoma

ZF Teopmja CKyIoBa je Teopwmja mPBOT perda ca jemmakomhy. ¥ TakBUM TEOPHjaMa,
7=" je jorudku cuMOOJI, IPU YEMY C€ T = Yy YBEK MHTEPIIPETHPA KA0 jeJHAKOCT o0jeKaTa.
Jequnu wemormunu cumbon ZF Teopwuje jecte bwnapum pesarujcku cumbon 7 €”. Ilo mo-
TOBOpPY, yMecTo —x € y mumeMo ¢ ¢ y. Hame hemo HaBecTn cucteMm akcmoma, Koje HOCE

nasus ZF cucrem akcuoma.

O jemnakocTu CKyra,

1. Axo mBa ckyma wmajy ncre eqemente, | Axl. ARcroma eKCTEH3MOHAIHOCTH

OHHM Cy jeJIHAKU Vy)(Vx)((Vz)z€x & zcy) = ax =y

O upa3HoMm cKyIry

2. Ilocroju ckyn koju | Ax2. AkcmoMma mpaszHor cKyIa

HEMa €JIEMEHTE (Fu)(Vz)r € u

Jlako ce moxke nokazaru (Ha ocHOBY Axl) ma je TakaB CKyH u, UHUjy €r3UCTEHIU]Y

06e36ehyje Ax2, jemuncTeen. Yobuuajeno ce obenexxana ca (), u 30Be mpasaH CKyII.

O ckymy ca jiBa esieMeHTa

3. AKo ¢y T ¥ y CKyIIOBH, OHJIa TIOCTOJH Ax3. Akcuoma mapa
CKYTI KOJU CQJIPKK TATHO (Vz)(Vy)(Fu)(V2)(z cu s (z=2Vz=1y))

I 1 Y Kao eJIEeMEHTe

Kopucrehn camo Azxl, Mmoxke ce qokazaTh Ja je CKyI u U3 Ax3 jeTHHCTBEH; 0DeIeKaBaMO

ra ca {z,y}. Ilo gorosopy, ymecro {z,x}, numemo camo {x}.

O yuuju

4. AKo je x cKyI, OHJIa MOCTOjU CKYII Y Ax4. Arcuoma yHmje
KOju caipku cBe esemente exemenara o x | (Va)(Ju)(Vz)(z € u < (Fv)(v € x Az € v))

Ckyn u u3 Az je jenquncrsen u obesiexkapamo ra ca | Jx. Ysogumo o3naky z C x 3a
dbopmyny (Vt)(t € z =t € z). Ako je z C x, KazxKeMO Ja je z HOJCKYI O X.

O mapTUTHBHOM CKYITY

5. Ako je T cKyI, OHJa TIOCTOJU CKYT u | AxH. AKCHOMA TAPTATHBHOT CKYIIA

KOjU CaJIPKK CBE MOJCKYIIOBE CKYIIa, T (Vz)(Fu)(Vz)(z € u < 2z C x)

Ckyn u w3 Ax5 je jenuucrsen, u obenexasamo ra ca P(x).
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O cnobonu hopmupama cKyma
6. maTu ”1mro Buie” CKymnosa, Azx6. ARCHOMA TOJCKYTIA
anu n3behu (V2)(Fu)(Vz)(x € u < (x € 2 A p(x)))
(bap mo3HATE) MApATOKCE 2de je p(x) npoussosna dopmyaa jesuka
y TEOPHjU CKYIIOBA ZF, xoja we cadpoicu npomensusy u

Kako 3a cBaky TakBy (opmyiy p(x) umamo 1mo jeaHy akcuomy, 3a Az6 kaxemo 1a je
"miema akcuoma”. Tlomrro je 3a ce ogrosapajyhe dbopmyse ¢(z) ckyn u u3z Ax6 jepun-
crBeH, yBoguMmo o3HaKy: {z | z € z A ¢(z)} wm {x € z | p(z)}. Hakme, Az6 nam
omoryhasa sia (moJ ycJioBOM Jia je z HEKM CKYII), U3JI0JUMO Y CKYII OHE €JIeMEHTE U3 Z KOjU
nMajy ocobuny .

Ha ocmoBy Axl — Ax6, Moxkemo JeduHUCATH TOjMOBE KAao IITO Cy: TPECEK, Pa3-
JIVKA, JINPEKTAH TTPOU3BOJ, CKYIIOBa, peJiaruje, (pyHKIMje, OPANHAN, KAPAUHAJM, ... A,
Tpeba MpUMeTUTH JIa 3a caJia HemMaMo 0b6e30eheny erzucrennujy beckonaunor ckyma. CBu
CKYTIOBH, KOJU €€ MOTY KOHCTPyWCaTH Ha OCHOBY akcuoma Axrl — Ax6 cy xoHaunu. Ak-

croMa, DecKOHaIHOCTH HaM 06e36elyje mocrojame 6eCKOHAYHOT CKYIIA.

O 6eckoHAYHOM CKYILY

7. Ilocroje 6eckonaunm Ax7. Arcuoma 6ECKOHATHOCTH
CKYIIOBH (Fu) (D eun (V2)(z e u= zU{z} € u))

MopaMo HATTOMEHYTH JIa CKYT 4 13 Az7 cajpKu Kao CBOje eleMeHTe cieiehe cKyTose:

0,{0},{0,{0}},{0, {0}, {0, {0} }}, ...

u ja i cKymnoBu mmajy pemom 0,1,2,3, ... enemenara. Ckyn u w3 Az7 je MHIAYKTHBAH
CKYII.

Ocrajie ¢y nam joir jBe GUTHE aKCHOME KOje MMajy 33J1aTak Ja mpuiaroe ¢hopMaaHm
cucTeM oarosapajyhoj mHTYMTHBHO] Teopuju. lIpBa o HUX CIyXKH g3 OPOIIHPH JOMEH

Mogesia, popmasine Teopuje, a IPyra Ja je Majo ' CKpaTru’ .

O caukama CKymoBa

Ax8. Akcmoma 3aMeHe

8. DyHKIHja IPeCINKaBa (Va)((Vz € a)(ly)p(z,y) =
CKYTI Ha CKYTI (F2)(Vx € a)(Fy € 2)o(x,y))

3a cee opmyne ¢(x,y) Koje nemagy

CA0600HY NPOMEHHUBY Y

Kao mrro je Ax6, Tako je u Ax8 mema akcuoma. OBy akcuomy je LlepmenoBom cucremy
jonao Openken. Cneneha akcroma ciy»Ku Jia UCKJbYIH CKYIIOBE y KOjuMa OM BasKMJIO, HA

opuMep: © € x, wam r € y ANy € x.
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O 3abpaHu JIOMIKUX CKYIIOBA

9. He moctoje ckymoBu ca ocobuHama Ax9. Akcroma perymapHOCTH
reET,rEYNYET (Ve #£0)= By ex)(Vt)(t ez At €y)
T12T222T3D ...0 Ty D ...

Moryhe je nokazaru Mmuore ctBapu u 6e3 Az9. POpMATHA CUCTEM KOJH CE OCTAa, CAMO
Ha Axl — Ax8, obenexara ce ca ZF~. Axkcunome Axrl — Ax9 umHe aKCHOMATCKU CHCTEM 32

ZF Teopwujy cKymnosa.

3.1. Jupekran (/IekapToB) mpou3BoJ CKyIOBa.
Hexka je n mpupomam 6poj, Xi,..., X, HH3 HEmpa3HHX CKYIIOBa, & i HHJEKC W3 CKyIa
{1,...,n}. tbuxoB gupekTHU Npou3BO, ce JeUHUIIE KAO CKYIl CBUX N-HU30BA (L1, ..., Tp),
TAaKBUX Jia je ucmnymen ycios: (Vi)z; € X;. Taj ckyn o3nagaBamo ca

X1 X .o x Xpum [[{X; |i=1,...,n}

YKOMUKO NPUAPYKUMO CBaKOM ejieMenty i u3 ckymna I = {1,...,n}, ckyn X;, nobuliemo
HM3 CKymoBa X1, ..., X,. Jlakje, HI3 CKyIOBa MOXKEMO CXBATHTH U Kao (baMumiInjy
{Xiliel=A{1,..,n}}. Huz (z1,....,2,) € X1 X ... X X;;, MOKEMO LOCMATPATH KAO
npecaukaBambe ckymna uagerca [ = {1,...,n} y ckyn X = (J{X; |i € I ={1,...,n}}, upn
uemy je mciymen ycaos: (Vi)x; € X.

Cama hemo maBecTw oOmmTy JAeUHUIMY AUPEKTHOT MPOW3BOA CKymoBa. Heka je
{X; | i€ I} bamuanja Henpasuux ckymnosa. JIupekTHU Mpou3Boj oBe (haMuimje je cKymn

[[{X: | i € I}, unju cy enemenTtn npecnukaBarma
eI | J{Xiliel} =X
npu deMy je ucrnymen ycios (Vi) x(i) € X.
3.2. Akcmoma m36opa.

AkcnoMA 1.1 (Akcnoma uzbopa). Heka je {X)}aea KosieKIMja HepasHUX CKyNOBA.

Tama nocroju dyukmmja g: A — |J X, maksa ma 3a cBe A € A Baxu g(\) € X). Opaksa
AEA
dyukuja Hazusa ce hyHknuja n3dopa.

Muoru maremaruaapu, ykbpyayjyhu u Kanropa, kopuctunu cy Heku 00jimk Akcuome
n3bopa jom Kpajem XIX Beka, ajd je HUCY eKCIUIMIIUTHO Hapomman. Pacen je Akcumomy

n36opa 1906. rogune dpopmysnucao Ha ciaerehu HaYUH:

AKcuoMA 1.2 (Myarniumkaruaa akcuoma). Ako je (X;)ic; dbammimja qucjyHKTHIX
HeIpa3HuX CKyToBa, oHja je npoussoy, [[ X; # 0.
el
Hepmesio je MysrruiumkaruBay akCuoMy (DOPMYJIMCAO y OIINTEM CJIy49ajy, TaKO I3
ckymoBu y X He MOpajy OUTH JTUCjYHKTHH.
ExsuBasennuja oBux asejy GopMmysianmja roToBo je oumrsemna. YKoIuko je (X;)ier
dhaMuinja Hempa3Hmx CKymoBa, W aKO 3HAMO J1a TOCTOju oarosapajyha ¢yukiuja u3bopa

g, Tana saxu m = (g(i)),e; € [[ X;. O6puyro, ykomuko 3uamo ga je [[ X; # 0, tana
iel iel
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younmo eslement m € [[ X;, u moxkemo nmedbunucaru dbyurnujy uzbopa damvunumje (X;)ier
iel
ca g(i) = mi(m).
OsBe npe dopmysanuje HaJabe heMO PABHOIPABHO KOPUCTUTH. Y3 TO, YBEIUMO 33
Axkcuomy m3bopa ckpahenury AC. Cucrem ZF ¢ npumpyxkenom AC ckpaheno nHasmBamo

ZFC cucrem.

AkcuoMA 1.3. AC(n), 3a n € N, maBomu ga je 3a caky bavmwanjy (X;)ier n-
eJIEMEHTHUX CKyloBa, npoussoy, || X; nenpaszan.
i€l
Cama hemo nasectn neke caabuje sepauje AC.

AKCnOMA 1.4. Akcuoma npebpojusor nzbopa (CC) Hasoau Ja je 3a ceaku Hu3 (X, )peN

Hempas3HuX CKymoBa X,, mpousson || X, Hempa3saH.
neN

AkcnoMA 1.5. CC(R) nasogm ja je 3a cBaku Hu3 (X),)peN HENPa3HUX IOJCKYIOBA

X,, on R, npouseon [[ X,, nempasam.
neN
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ExBuBajieHTn akcumome m3dopa

Y oBowm resty hemo maBecTu Tpu Teopeme O nmapimjaaHoMm ypehemy u BugeTy y KakBoj

cy oHH Be3u ¢ AkcuomoM uzbopa.

1. Xay3aopdoB IpuHIUI MAKCUMAJTHOCTH

JIEMA 2.1. Ilpemnocmasumo da saxcu AC. Hexa je X menpasan cxyn, 4 Heka je
roaexuyuja A C P(X) napyujasno ypehena peaauyujom C. Ipemnocmasumo da cy ucnyrwenuy

caedehu ycaosu:

a) 0 e A;
6) axo je S€ Au RCS, mada je u R € A;
B) axo je L aanay y A, mada |JL € A.

Tada y A nocmoju MAKCUMOAGH eneMeHM.

JIokA3. Tlocmarpajmo npecaukasame g: A — P(X) koje hiemo pedpunncaru ca g(S) =
{zr € X | Su{z} € A}. Ilpumerumo na je ysex ucnymeno S C g(S), u ja Baxu jeTHAKOCT
aKO M caMO akKo je ejeMeHT Koseknmje A makcmmanan. 3a csako ) # Y C X omaGepumo

xy €Y (ro mam omoryhasa AC). Tedunnmumo dbynkumjy f: A — A na cnenehin naqawnn:

f(S) = { SU{zgsns)  ako je S # g(S);

S, HHAYE.

Jacuo je ysek S C f(S). Jlame, ounto je ysek f(S) =S < ¢g(S) = S, na je goBosbHO
nmokazaru ga nocroju S € A takas ga je f(S) = S. Hazosumo 7 C A mopar axo cy

UCILYy lbCHU C.He,[[‘ehl/l ycjaoBu:

i) 0eT;
ii) ako je T € T, rana je u f(T) € T;
iii) ako je £ mamany 7, rama |JL € T.

IMprmernmo ga je m kosekmmja A Topam. Jlabe IPUMETHMO: YKOJUKO MTOCTOJU KOJEKITHja
M C A koja je HCTOBpEMEHO U JIAHAIL U TOpat, Taja je exement N = | J M makcumasian
y A. 3aucra, npema iii) Baxu N € M, a tana je upema ii) u f(N) € M; anu ¢ 063upom
Ha Jgedununujy eaementa N, cama je f(N) C N, amuBaxuu N C f(N), maje f(N) =N,
T€ CMO LOKA3aJIM JIOBOJbAH YCJIOB 38 MAKCUMAJHOCT ejieMerTa N y Kojiekiuju A.

Jakme, noomHo je Hahm Komexmujy M C A Koja je HCTOBPEMEHO ¥ JIAHAIL M TOPATh.

[TokaxkuMo fa TO BaxKu 3a KOJEKImjy M = N T. Tpusujaiano ce mpoBepaBa Ja je
T je toranj
M 3zamcra Topamk. Kako 6ucMo mokazanm Jia je v JaHail, AehuHAITAMO KOJEKIH]Y

B={SeA| (VM e M)(M CSumSC M)}

12
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Jacuno, M je nanai ako u camo ako je ucnymeno M C B, anu ¢ o63upom Ha jieUHUTT]Y
rosieknje M oBO mocseame BaXku ako je B3 ropam. [IposepaBamo 3a1o ga jim B ucnymasa
ycsiose 1), ii) u iii). Tpusujasno saxu () € B. Hame, ako je L sanan y B, mokaxuMo Ja
nuza K =|JL € Asaxn K € B. 3ancra, ako je M € Mu M ¢ K, tana 3a cee L € L
Baxkn M ¢ L, a nomro L € B, mmamo L C M. Haknen |JL =K C M.

Tume cmo nokazamu ja B ucnymasa ycaose i) u iii). TIpeocraje jonr ii). Heka Z € B,
u mokaxumo jia 3a cee M € M Baxu f(Z) C M uwmu M C f(Z). llocmarpajmo ckyn

K={MeM: f(Z)C MumMC Z}.

Hapasno, ¢ o63upom wa 10 miro je Z C f(Z), moka3 je 3aBPIIeH yKOJUKO MOKAKEMO J1a, je
M C K, anu 3a oBo je oner noTpebHO fokazaTu jia je K ropam. TpusujasaHo ce npoBepasa
na K ucnymwasa ycaose i) u iii). IIpeocraje jom sma npernocrasumo na K € K u u3z Tora
n3py4emo 3akmydak ga f(K) € K. Kako K npumama topwy M, Baxu u f(K) € M.
Haxue, tpeba jom mokasatu ma Baxu f(Z) C f(K) wm f(K) C Z. Kako Ha OCHOBY
K € K znamo na f(Z) C K win K C Z, pasmorpuliemo tpu cayuaja. Axko je f(Z) C K,
raja 3aucta Baxu f(Z) C f(K) (jep je K C f(K)). Ako je K = Z, oner je TpUBHjaJHO
f(Z) = f(K). U nocnenme, ako je K C Z, taga nomro f(K) € M wu Z € B, na ocHoBy
necdunurmje kosekimje B umamvo f(K) C Z wm Z C f(K). Agko 6u 6wio Z C f(K),
umasu 6u cmo K C Z C f(K), asm oBo je memorylie jep Ha ocHOBY medunnnmje dhyHKIMje
f summmo ma mopa Baxutu |f(K) \ K| < 1. ¥V oBom cayuajy, makie, ocraje f(K) C Z,

4KUMe je JIOKa3 3aBpIIeH. t

TEOPEMA 2.2 (X:auy?,,zxop(bOB1 OPUHIWIT MAKCAMAJHOCTH). YKOAUKO NPEemMNnocmasumo
da sascu AC, mada je y napuujasno ypeleHom CKYNY CEAKYU AGHAY CAOPHCAH Y HEKOM

MAKCUMAAHOM AAHUY.

JIOKA3. JloBosbHO je 1OKa3aTu Jla y CBAKOM mapiujaiHo ypebhenom ckyiy nocroju
MAaKCUMAJIaH JiaHall. 3aucTa, yKoauko je X maprujanHo ypeher ckyn u L jlaHall y memy,
raga je u ckyn {K | L C K C X u K je smanan} napuujanauo ypehen pesanumjom C, na y
meMy nocroju makcumadian ganan M. Taga | J M caapxku L, n ncToBpeMeHo mpe/icTaBiba
MAKCHMAJIAH JIAHALL ¥ TapIHjaJano ypeheHom ckymy X.

Haxme, neka je X naprumjanano ypebewn ckymn. Jledurumumo kosgekmnujy F CBUX JAHAIA,
y ckyny X. /loBosbHO je mpoBeputH yciose Jleme 2.1:

a) () jecre namar;

6) ako je S maman mu R C S, tama u R jecre manar;

B) Heka je L naHar y Koseknuju F, u Heka je z,y € |J L; mocroje, nakne, L, K € L
TakBy ja je x € L u y € K, anu nomro je L jaHail y KoJekuuju F, Baxu 6e3
yMamema onmroctn, K C L, many € L, a kako je L maman y X, x m y jecy

YIOPEIUBHN.

O

IFelix Hausdorff (1868—1942) nemauku MaremaTudap
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2. ITopHoBa jgema

JIEMA 2.3 (Jlema Ilopma?). ITpemnocmasumo da easicu Xayadoppos npunuun mak-
cumaanocmu, u Hexa je X wmenpasan napuujaano ypehen cxyn y KoM C6aKU AGHAY UM

20prve ozpanuverve. Tada y cxyny X nocmoju MaxCuMaaaH esemenm.

Joka3s. Ipema Xay3mopdoBOM TPUHIUITY MAKCUMAJIHOCTH, Y CKyIy X MOCTOju MaK-
cumaJgaH JaHar M. IIpema mpernocTasiy, JiaHal M nMa ropme orpanndemne m. JoKakumMo
Ja je m makcumaJgan egement ckymna X. IlpermocraBumo cympoTHO, na moctoju x € X
Koje je Behe o1 m y ofHOCY Ha mocMaTpaHO maprmjaano ypehemwe. Amu, taga je M U {x}
nanan y ckyny X, u upu ToMm je M upasu nojckyu sanua M U {z}, mro je vemoryhie ¢

003MPOM HA, IPETIOCTABHEHY MaKCHMAJHOCT Jiauia M. O

3. Ilpunnun gobpor ypebhema

[Mpwrmano je ako 106po ypeaurn ckyn N. 3aucra, cBaku HeMpa3aH MOACKYyT cKyma N
y omHOCY Ha cTangapano ypeheme < uma HajMamu eseMenT. OBO BUIIE He BAXKU Y CKyTy Z,
aJu HUje TemKo m0b6po ypeauTn u mera. Hup. Ha caeaehwm mauwn: 0,1, —1,2,—2,3, -3, ....
Nmajyhu y Buay ma je ckyn Q mpebpojus, Mormm 6m CMO 3aMHUCIATA U IHEroBO 106pO
ypeleme, anu Jenyje fda cBe wieje majajy y BOAY Kada Hamhemo Ha ckyn R. Sawmcra, 1a
gu je moryhe cBe peasme Opojepe mopeharm Tako ma cBakKW HEmpas3aH MOACKYH cKyma R
WM, HAjMAkhU eJIeMEeHT y OJHOCY Ha HaleHu mopemak? Y 0BOM ojie/bKy OaBuliemo ce Tum

nuTameM He caMo 3a ckyn R, Beh 3a mpoussosban ckyn. [lajemo pesyarar Llepmera.

TEOPEMA 2.4 (IIpuanun no6por ypehemwa). Yroauko npemnocmasumo da sancu Lloprosa

aema, mada ce cearxu ckyn X mooce dobpo ypedumau.

JIOKA3. Heka je X menpaszan ckyn (ciyuaj mpa3Hor cKyna je Tpusujajan). O3Ha9uMo
ca A konekiumjy ceux maposa (A, <4) taksux ja je A C X u ma <4 n06po ypehyje A.
Taxsa kosekmja je ounto Hempasua. Ha komeknuju A nedununcahemo penanmjy = ca:
3a cBe (A,<4), (B,<p) € ABaxu (A, <4) < (B,<p) aK0 U CaMO aKO BaXKU:
AC B, <a=<pa2, (Vb€ B)(Va € A)(b<pa=bec A). Onmax ce 3anaxa ja peJanuja
=< mapuujajno ypebhyje xoneknujy A.

Jlokazkumo jga y kKonexknpju A cBakm JaHan uMma ropme orpanunderme. Heka je £ € A

nmaHaI, ¥ nokaxkumo fa je ckyn K = |J L nobpo ypeben pesmammjom <= | <.

(L,<L)EL (L<L)EL
Huje remko ysepuru ce na je < Jsmaeapuo ypeheme. [lorsenajmo 3amro je mo6po. Heka

je J C K, myounmo (L1, <p,) € L Takso na Baxu JN L1 # (. Kaxko je <, mo6po peheme,
y ckyny J N Ly C L mocToju HajMamu ereMedT S. [lokaxkmmo J11a je oH Tajga HajMamu u
y ckymy J y oxmocy ma mapimjasanao ypeheme <p. IlpernocraBumo ga Baxku J 5 r < s,
n Heka je ucnymeno (L1, <r,) <X (L2,<p,) € L, r € Ly. U3 tpeher 3axTeBa npuimkom
yBohema ypehema = cana caequ v € Ly, mauwr € JNLp, ajau momrTo je s HajMambu eJIEMEHT
y ToM cKymy u 7 < S, MOpa OUTH 1 = S.

Hakae, (K, <) jecre ropmwe orpanndeme janna L y kosekiuju A. ITpema Iloprosoj

JIeMH, KOJeKnmja A rMa MaKCUMAJIaH eJIeMEHT, Tj. TOCTOJH MaKCHMAJIAH J00po ypehen

2Max August Zorn (1906—1993) nemauxku MaTeMaruaap
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mojckyn M, ckyna X. Tepmumo ja je M = X. 3awucra, yKojguko 6u 1MOCTOJA0 €IeMEHT
x € X\ M, tana 6u ce ckyn M U {z} morao 506po ypeauru Tako mro, y3 ojrosapajyhie
ypehewe <p7, nmporyiacumo x 3a HajBehm enemenT, anm cajia UMaMO KOHTDATUKIU]Y C

[PETIOCTAaB/LEHOM MaKcumasHomhy ckymna M. U

Hapenna Teopema HaBOJiM eKBUBaJIEHTe akcuome u3bopa.

TEOPEMA 2.5. Caedeha mephera cy exeusaseHmna:
(1) AC;
(2)
(3) Lopnosa aema;
(4)

Xaysdophoe npuruun MAKCUMAAHOCTIU;

Hpunyun dobpoz ypeherva.

JIOKA3. (1)=(2) Teopema 2.2

(2)=(3) Jlema 2.3

(3)=(4) Teopema 2.4

(4)=(1) Heka je {X)}rcA KoOJEKIMja HEIPA3HUX CKYIIOBa, W HEKa je, mpema (4), <

n06po ypeheme ckyna |J X). Heka je dynkumja g: A — |J X, rmako pedunucana
AEA AEA
na g(A) o3HaUaBa HajMamy BPEIHOCT y CKymy X, y omHocy Ha permammjy <. Tama je g

dbyukmja nzbopa koseknuje { Xy }aca- O
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IIpo6aemu 6e3 akcumome m3d6opa

1. Konmaunoct

[Tojam KoHAYHOCTH KOjH je JeduHHCAH IIPEKO HpHUpoaHux OpojeBa je jacaH W He Ipe-

CTaBJba HAM TPODJIEM.

JEoMHUITMIA 3.1. 3a ckym A KaxkeMo J1a je KOHAYaH aKo je WM TPa3aH, WA je
exkBunoTrenTan ca ckynom N,,, 3a Heku npupogan 6poj n (tae je N, ckym npBux n mpupogax
6pojesa, N,, = {1,2,...,n}).

" 3paum ga ' A mMa n egeMmenara’.

” A je ekpunorenTa ca Ny’

Axo ce nojam KOHAUHOCTH CMaTpa (DYHJIAMEHTAJHUjUM HEro mojam Opoja (mako cy
npupoau 6pojeBr eduHrCAHT KA0 KAPIUHAJIN KOHAYHUX CKYTIOBA), MOjaBIbY]y C€ mpob-
JIeMH, HIIp. Kako gedunucarn konaunoct! Hajcrapuja medunnmuja KoHaIHOCTH je Jlemeknn-

nosal nebunmmma (1888).

HeonauiiniA 3.2. Ckyn X ce mazuBa D-6eckoHaUaH aKO IMOCTOJU IPABU MOJCKYH Y

on X, rue je | X| = |Y|; y cyuporrom, X ce nazusa D-konauan.

TBPBEWBE 3.3. Cacdehu ycaosu cy eK6uaAeHMHU:

1. X je D-6eckonauan.
2. [ X|=|X]+1
3. Ny < | X|.

JIOKA3. (3)=(2) Kako je Ny kapaumHaguu 6poj CKyIa TPUPOJHUX OpOjeBa, MMAMO
IN] < |X|. Kako Baxu |N| < |X| na ocuoBy jnedununuje o ynopehusarmwy KapJIMHATIHIX
6pojesa nocroju uHjeknuja f: N — X. Heka je oo eemenT Koju HUje caapxkaH y X, Tanga
dbyurmmja g: X — X U {oo}, nedunncana ca

00, ako je x = f(0)
g(x) = f(n), axojex=f(n+1)
x, uHaYe

je bujeknmja. Kako nmocroju 6ujexmnuja mely cKymoBuMa Cjiean 13 Cy v KapIuHAJIHN OpojeBu
Tux ckymopa jemnnaku. Hakise, |X| = |X U {co}| a Ha ocHOBY medunumje o cabupamwy
kapauHaiaaux 6pojesa | X U {oo}| = |X| + |[{oo}|. Ounrnenro [{oco}| = 1, ma je yciaos (2)
3a/10BOJbEH

| X] = [X]|+ oo} = | X[ +1.

LJulius Wilhelm Richard Dedekind (1831—1916) nemauku maremaTuap

16
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(2)=(1) Heka je oo esemenT Koju HEje cajapxkaH y X, Tajia HA OCHOBY TIPETIIOCTABKE
(2) kako je | X| = |X| + 1, nocroju bujeknmja f: X — X U {oc}. Tazna je pecrpukumja
f~! ma X, 6ujexruja u3 X y mpapu mogckyn X \ {f~!(oco)} om X. [lakie, mocToju mpasm
noackym o X Koju je ucte KapamHagauocTu kKao X, ma je X D-beckonawam.

(1)=(3) Kako je X D-6eckonauan ckyn, nocroju bujekumja u3 X y mpaBu NOACKYI OF
X, f: X — X. Axo uzabepemo enement y u3 ckyna X \ f [X]| u nedunuimemo pekyp3usHo
dbyrkumjy g: N — X mako ga g(0) =y u g(n+ 1) = f(g(n)), Tana je g unjeknuja momro
3a pa3jMYUTe eJIeMeHTe M3 JOMEeHa MMaMO pasjmdure cjauke. Ha ocHOBY jedununmje
o ynopehuBamy kapauHamHux O6pojeBa, Kako je g: N — X wrHjeknmja cnemn [N| < | X|,
onuocHo Vo < | X|. O

Bes AC, oBako peduaucaHM KOHAYHM CKYIIOBM HEMajy HEKE OCHOBHE OCOOMHE HA KOje

CMO HABUKJIH, TITO TIOKa3yje ciegehu mpobiiem.

[TPOBIEM 3.4. Moxe ce mecuru i

1. D-konauna yuuja D-konauynux ckyuosa 6yzie D-6eckonauna.
2. Haprutusau ckyn D-komawnor ckyia 6ymae D-6eckonadam.

3. D-6eckonatan ckym Oyme ciamka D-KOHAYHOT CKYTIA.

JTokA3. TTocmarpajmo mozen? ZF ca caenelinm ocobumrama.
[Tocroju 3 (X,,) MehycoOHO MUCJYHKTHAX CKYHOBA KOJU MMAjy TIO JIBa ejieMeHTa X, =
{Zn,yn}, Tako na je X = |J X,, D-xonauan. Tazga:
(1) 3a cBako x € X mnocmarpajmo ckyn Y, = {x,n}, viae je n jeamHCTBEH TIPUPO-

naH 6poj 3a koju x € X,,. Tama je Y = |J Y, D-komauna yuuja (momrro je
zeX
X D-xonauan ckym) D-konaunmx ckynosa (momro cy Y, D-kKoHawnu ckymosm).

MebyTuMm, yKoIHKO CKyn Y NpPeAcTaBHMO Kao YHUJY CKYIIa MPUPOIHEX OpojeBa
ulJ,X, Y =NuU{,X, dbyskuuja f: N = Y, nedbunncana ca f(n) = n je
nHjeknrja. Ha ocnoBy medunumumje o ynopehupamy KapIuHaaHux 6Gpojesa moITo
je f: N = Y unjekuuja cnenu ma je |[N| < |Y|, ogrocno Xy < |Y|. Vckopucruhemo
nvirkanyjy (3)=-(1) u3 Tephema 3.3 ma ocnoBy Ny < |Y| creqm na je Y D-
H6eckoHAYaH CKYyII.

(2) Heka je X D-komauan ckym. Tama je dyskmuja f: N — PX nedbunucana ca

f(n) = U X, unjeknuja. Ha ocHoy nedunnnuje o ynopeljusamy KapuHaJIHuX
m<n

6pojesa, momrro je f: N — PX unjekiuja cnenn |N| < |PX]|, oqaocuo Rg < [PX]|.
IMonoso npumemyjemo ummmkanujy (3)=(1) uz Tephemwa 3.3, u na ocHoBy Ry <
|PX|, ciienu na je PX D-6eckoHauan CKyII.

(3) Heka je X D-konauan ckyn. Taga je dyukmuja f: X — N, nedunucana ca

f(x) je jemmucrBeno n €N 3a x € X,

cupjeknmja.Kako je ckym mpupogaux 6pojesa y Oujekimju ca CBOjuM IPaBuM MO/

ckynom caeau ga je N D-beckonauan ckyi.

2Mogen A5 (N2(2) y [3])
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O

lFope momenyTu mpobsremu moka3yjy ma y oacyctsy AC nasesena mnedunnmmja Hemexnnonse
D-konaunocTu nMa IyHO MaHa. 3aJI0BOJbaBajyhu mojam KoHavHocTu Jdedrancao je Tapcku
(1924).

JEonHuliniA 3.5. Ckyn X ce Ha3uBa KOHAUAH, aKO CBAKM HEMIPA3aH MOJCKYT CKYTIa
PX campXu MAUHAMAJAH €JIeMEHT ¥ OJHOCY Ha WHKIY3Hjy. CKYMOBM KOjU HUCY KOHAYHH,

Ha3uBajy ce HECKOHATHH.

TBPBEBE 3.6. Caedehu ycaosu ¢y eK6uUBaACHIMHUY:

1. X je xonawan.
2. Axo A C PX sadosomasa
(a) D e, u
6) Ae A uxe X umnauyupa (AU {x}) € A,
onda X € .

JokA3. (1)=-(2) Hexka je X konauan, u 2 C PX. Tama ckyn B = {X \ A| A € A}
uma Muanmagan ejgement B. Crora, 2 nma makcumanan enement A = X \ B. Ako
je A # X, ouma nocroju x € X \ A ma Ha ocuoBy (6) ciemu A U {z} € A mro je y
KOHTPQIUKIUjH Ca YUEeHUIoM ja je A makcumagan ejxement y A. Jakge, A = X mro
uMiarEpa ga X € 2.

(2)=(1) Hexa je 2 ckyn cBux KoHauHux nojackynosa o X. Yeaosu () € A u ykoamko
AeUAnax e X paxu (AU {z}) € A cy ncnymenn, na Ha ocuoBy 6) ciuequ ga X €
A. Jobunu cmo jga X mpumaga CKymy KOHAYHUX TOACKYIOBA MITO MMILIAIUPA Ja je X

KOHa4YaH CKYII. ]
TBPBEWE 3.7. Axo cy X u Y wonaunu ckynosu, onda je 4 X UY xouauan cxyn.

JOKA3. Heka je 2 memnpaszan mogckyn ox P(X UU). Tama B = {ANX | A € A}
caapxu MUHUMaJaH ejemeHT B, momro je X konawan. Ckyn C = {ANY | A€ Amn
ANX = B} canpxu muanMaiial ejement C, momrro je Y konavan. IIpema rome, B U C

je mmwanMaJsian ejgemvent ox 2, ma je X UY roHawan cKyi. ([l
TBPBEWBE 3.8. Konauna yruja KOHGYHUT CKYNOSA je KOHAYUHQ.
JoKA3. Heka je 9 konadaH cKymn KoHadHUX cKymosa. [locmaTpajmo
A={B CM|JDB je xomauna }.

[Ipoeepasamo yciose (a) u (6) uz Tephema 3.6. Ycuos ) € A je ucuymwen nomro je
npazad ckyu koHadan. IIpernocraska A € A u m € M ummmnupa (AU {m}) € 2A na
Baxu M € A. Hakie [N je xonagna. O

TBPBEWE 3.9. Axo je X xonauan cxyn, onda je u PX xonauan cxyn.

JIOKA3. IlpernocraBumo ga je X konauan ckyn u nocmarpajmo A = {A C X | PA
konavan}. IIposepaBamo yciose (a) u (6) uz Tephema 3.6. Veios ) € A je ucnymen
MOIITO je TAPTUTUBHU CKYI TPA3HOI CKyma KoHadaH. llpermocrapka ja A € A uwx € X

nviuamupa (AU {z}) € A na Baxu X € 2. Hakue, PX je KoHAUAH. O
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TBPBEKBE 3.10. Cauke KOHAYHUT CKYNOBA CY KOHAYUHE.

JOKA3. IlpermoctaBumo ga je X KoHadaH cKyn u Heka je dyHKmuja f: X — Y
cupjexmmja. Axo je A menmpazan mojckym o, PY, onga je B = {f 1 [A] | A € A} menpazam
nonckyn on PX. Ilomro je X KoHavaH CKyIl, CBaKH Hempa3aH MoJcKynm PX caapxku
muaIMasiaH esiement. Kako je B menpasan nogackyn PX cienu 1a B caapKu MUHAMAJIAH
exement B. Tana je f[B] munnmasan enement ckyna 2A. Ilpema tome, Y je KoHavan

CKYIL. O

Cagna hemo ce Bparutu enexkunopoj nedununmju D-konaunoctu. Iloctasspa ce mu-

Tamke Ha KOJU HAYWH Cy TOjMOBU KOHAYHOCTH U D-koHauHOCTH MelycoOHO mope3sanu?
TBPBEWE 3.11. Ceaxu xonauwan cxyn je D-konauwan.

JLOKA3. OBo tBpheme hemo jiokazaTu KoHTpamnosunujoMm. Tpeba jia mokaxemo ja je
cBaku D-6eckomauan ckym Geckonadan. Ilpeamoctasumo ma je X D-6eckonadan ckymn. Ha
ocuoBy ummummkanuje (1)=(3) Tephema 3.3, momro je X D-6eckonauan ckyn ciuemam Ry <
| X|, omrocro |N| < |X|. Vemor |N| < | X| ummmunupa jga moctoju uajekmmja f: N — X,
Crora je ckyn A = {{f(m)|m > n}|n € N} nmenpazan nomckyn ox X, anu He caapxKu

MHHHAMAJIAH eJIeMeHT, 1a je X OecKoHadYaH CKYII. ]

MeljyTum, o6par mperxoanor Tephema, me Baxku. ITocroju mogen® ZF rie je Gecronauan
ckyn D-koHauam.

[TocraBma ce murame Kaja ce TOJMOBM KOHAYHOCTH TOLYAAPAjy, TaYHWje, KaJaa Ce
[Ipo6aem 3.4 me pmemasa. Crneneha Jsiema he HaM moMohy TpHIKKOM A0Ka3a HApEIHE TEO-

pewme.

JIEMA 3.12. Caedehu ycaosu cy ex8usaseHMHU:

1. IHocmoju cupjexyuja X — N.
2. PX je D-becxonauan, mj. nocmoju unjexuuja N — PX.

JOKA3. (1)=(2) IlpernocraBumo nma je dyukmuja f: X — N cupjernuja. Tana je
bynxmaja g: N — PX gebunucana ca g(n) = f1[{n}] unjexuuja. Ha ocnosy nedunn-
nuje o ynopehusamy kapauHaiaaux 6pojeBa kako je g: N — PX wunjekimja caem [N| <
|PX|, omocro Ny < |PX|. Hame npumemyjemo umiuinkanujy (3)=-(1) Tephema 3.3 u
kako Baxu Vg < |PX| caenn ga je PX je D-Geckonauan CKyr.

(2)=(1) Hexa je dbyukmuja f: N — PX unjeknuja. Heduaumemo pekyp3usHO GyHKIH]Y
g: N — PX rako na cy csu g(n) menpasuu u meljycobno jpucjynkrau. 3a n € N mper-
HOCTABUMO Ja ¢y g(m) nedburucanu 3a cee m < n tako jga je ckyn { f(k)\ U g(m)|k > n}

beckonadaf. /ledunummmemo

n*= min{k | k>n u f(k \U m) # 0 # (X \ f(k \U

m<n m<n

3Koxenos upsu mozen Ad (M1 y [3])
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Axo je {f(k) \ (f(n*)U mgng(m)) | K > n*} 6eckonadvan, gedunumemo g(n) = f(n*) \
U g(m); y cynporaom aedunumeno g(n) = X \ (f(n*) \mgng(m)) ITpema ToMe,

m<n
n, ako x € g(n)
dbyukmmja h: X — N, necbunncana ca h(x) = 0, aox¢ |J g(n) I CHPICKIWa. O
neN

TEOPEMA 3.13. Caedehu ycaosu cy ex6usarenmm:

1. Konavan = D-xonauan.
2. D-xonauna ynuja D-wonaunur ckynoea je D-xonauna.
3. Cauxe D-xonaunuz cxynosa cy D-xonaune.

4. Hapmumusnu ckyn D-xonaunoe ckyna je D-wonauan.

JIOKA3. (1)=(2) Kako Baxu Jja je KOHAYaH CKyNl UCTO INTO ¥ D-KOHAYAH, OHJA HA
ocuoBy TBphema 3.8. umamo na je D-konauyna yauja D-konaunux ckymnosa D-koHauHa.
(2)=(3) Heka je dynkmmja f: X — Y cupjexnuja ca D-konauaum gomenom X. Onya

jeY = |J {f(z)} D-konauna yuuja D-koHaqnux ckymosa, D-KoHaUHA 360T TPETIIOCTABKE
zeX

(2). Hakne, cauka D-xonagnor ckymna je D-konadna.

(3)=(4) OBy mvmmkamujy hemo mokazaTu KoHTpamozunujoM. Tpeba ja mOKaxKkeMo
ja je X D-6eckonauan ckyn ykosinko je PX D-beckonavan ckyn. Ilpernocrasumo ja je
PX D-beckonauan. Taja, ua ocuoBy Jleme 3.12, mocroju cupjexiumja f: X — N. llomro
je N D-6eckonauan, (3) mmmmnupa ga je X D-6Geckonavan.

(4)=(1) HoBosbHo je morazaru Ja je cBaku beckoHawan ckyn D-6eckonadan. OyHKimja
[+ N — PPX, nedunncana ca f(n) = {A C X | |A| = n} je unjeknmja. Ha oc-
HOBY Jsiedununmje o ynopehusamy kapiaunananux 6pojesa caequ |N| < |[PPX]|, omHocHO
Ng < |PPX|. Hamwe, npema nmmmkanuju (3)=(1) Tsphema 3.3 criequ na je PPX D-
Geckonavan ckyn. IIpernocraska (4) mame mmmymnupa ga je PX D-6eckonawan. Crora,

MOHOBO NMpUMeEmYjeMo mpeTnocTaBKy (4) u nmobujamo ja je X D-GeckoHawaH CKyTI. ]

TBPBEWE 3.14. Caedehu ycaosu cy exeuSaAACHMHU:

(1) X je xonauan,
(2) PPX je D-xonauat.

JOKA3. (1)=(2) Heka je X komagam ckym. Ha ocuoBy Tsphema 3.9, ako je X
KoHauaH, on1a je u PX konavan. [lajbe, npumMemyjeMo TeopeMy 10 JPyIu 1Ly T U Jo0ujamo
aa je PPX konauan. Kako je ceaku konaduan ckyn D-konadan Ha ocHOBY TBphema 3.11,
caeau ga je PPX D-komauaH cKyt.

(2)=(1) OBy nmmumkanujy hemo jokazaru kourpanosurmjom. Ako je X Geckonavan
ckyn Teba ga nokaxemo ja je PPX D-beckonauan. IIpermocraBumo na je X Geckonadan
ckyn, ouga je dynkmmja f: N — PPX, nedunucana ca f(n) = {A C X | |A| = n}
ngjeknmja. Ha ocHoBy gedmuunumje o ymopehwsamy KapauHaanux 6OpojeBa, IOIITO je
f: N = PPX unjekupja, caenn |[N| < |[PPX|, onnocuo Ry < |[PPX|. Jlame, na ocHoBy
nmiuakangje (3)=-(1) Tephema 3.3 cieau ma je PPX D-6eckoHavdaH CKyIL. O
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2. IIpobaemu y Teopuju ypehema

Y oBom morsiaBmy hemo paszmorpuTn Koju mpobsemu HACTajy v Teopuju ypehema 6e3

yrorpebe akcrome uzbopa.

I[TpossiEM 3.15. Tlapumjamauno ypehenn ckymoBm HEe MOPAjy MMATH HA MAKCHMAJIHA

JIaHall, HU MaKCUMAJIHU aHTHUJIaHAaIl.

JOKA3. Akcuoma u3bopa je eKBUBAJEHTHA Ca YCIOBOM Xay3aop@dOoBOr MaKCHMAJIHOD
JIAHIA, KOjU HABOJM Ja CBAKM NapIUjajHO ypeheH CKyI CaJp>Ku MaKCHMAJIHHU JIAHAIL.
Takobe, Akcmoma m360pa je eKBHBAJIEHTHA ca yCIoBOM KypemmHor! MaKCHMAJIHOT AH-
TUJIAHIA, KOjU HABOJMW I3 CBAKM HAPIMjaJHO ypeheHn ckynm mMa MaKCHMAaJIHM aHTHUJIAHAIL.
[Tomrro ce y Teopuju ypehenocTr He MO3UBAMO Ha aKCHOMY m300pa, HACTaje rope IIOMEHY TH

pobJiem. ]

Cajia hemo Hallly TaXKby YCMEPUTH HA, IATAHE JIa JIU MpeXKe UMajy MaKcuMaJTHe (huJi-

Tepe.

JEouHUINIA 3.16. Mpexa je maprujasuao ypeljen ckyn L, e cBaku KOHAUAH TOI-
ckyn F wma wadwaywm, infF, cynpemywm, supF, (noce6ro L nma najmamu esement (0 =supf),

u uajsehu enement, 1 =infl)) tako ma 0 # 1.

. . 5
JEoUHUILIMIA 3.17. Y cBakoj Mpexu JedunuiieMo 6uHapHe oneparuje A u V°, Ha
caenehy Hagum:

zAy: = inf{z,y} u xVy: = sup{z,y}

JeonHuIMIA 3.18. Mpexa L ce 30Be:

1. JucrpubyTtuBHa, ako 3a70BosbaBa jeauaaunny A (yV z) = (z Ay)V (x Az) 3a cBe
x,y u z (u Takohe jegpauuny =V (y A z) = (zVy) A (zV 2)).

2. IloTnyHa (KOMIUTETHA), AKO CBAKH FHEH MOJCKYI MMa HWHMUMYM W CYTIIPEMYM.

3. Mpexa mapTuTUBHOL CKyIia, aKo je L m3oMopdHA Ca MPEXKOM CBUX IOJICKYIIOBA

HEKOI' HeIIPa3HOoI' CKYlIa.

JEouHUIUIA 3.19. 1. Tlogckyn F' mpexe L, 30se ce duarep y L ako u camo

aKo Cy UCIymeHa cieneha aBa yciosas
(a) 1le Fu0¢F.
(6) (xAy) € F ako u camo ako (z € Fuy e F).

2. @uurep F' y L ce 30Be MakCMMaJHA aKO U caMO ako L wema Behu uarep ox F.

3. @Quirep F' y L ce 30Be mpoCcT aKo U CaMO aKO 3a/I0BOJbaBA YCJIOB
(B) (zVy) e Fe (e FumyeF).

4. Ouarep (MakcuMasHu (HUITEP) y MPERM NAPTUTHBHOT CKyna oj X ce Takohe
3o0Be durrep (yarpadurrep) ox X.

Jlyasau mojMoBu Cy: mieasi, MAaKCUMAJIHA WIeaJtl, TPOCT WIeall.

1BHypo Kypema (1907—1993) cprickm maremaTHIap

W3rosapajy ce pegom "u”’ u "win”’, TepMUHUMA MTO33jM/BEHUM W3 MCKA3HE JIOTHUKE; y CPICKOM je3WKYy He

nocroje apyru (mwmpe npuxsalienn) Has3usu Te ouepanuje.
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Cnenehe nurame Ha Koje Tpeba Ja OArOBOPUMO, Jia JIM MpPEXKE UMAJy MAKCUMAJIHE
dbusrrepe? Y coryuajy mpeke naprutusHOr ckyna obiuka P(X), ogrosop je ”na”, momro
3a cBako * € X ckyn & = {F C X | © € F} je ynrpadwrrep Ha X. Yarpadwirepu
F oBor obsmka ce masmsajy raasam (momro (| F # (), cBum ocTasmm ce Ha3WBajy HerJaBHU
nin ciaobomuu. Jasbe ce mmTaMo 113 JIM MOCTOje HeKM cjiaobomnm yiarpaduiarepu ma X7
3a kouauno X, ouursepno He. Mehyrum, 3a Geckomauno X mocroju 9211 CJI000THIX

yirpadunrepa, ctum ga cmo y ZFC. Mehyrum, y ZF curyanuja je HOTIyHO Apyraduja.

[TPoBJEM 3.20. Moxe na ce mecu cienehe:

1. He moctoje ciobonun yarpadpuiarepu.

2. Tlocroje ciobomau yarpadumirepn Ha HEKMM CKYIIOBUMA, ajin HE mocToje Ha N.

3. llocroje ynrpadunrepu Ha cBakOM GECKOHAYHOM CKYILY, aJld HE MOXKE Ce CBaKH
dunrep F na ckyny X yseharu na Gyqe yiarpaduiarep Ha X.

4. IlocToje CKyIIOBH Ca TAYHO jeTHUM CJI000MHUM yATpahUITEPOM.

Hurastar joKa3 Moxe Jia ponahe y smreparypu [1].
Ocrasio je jomr ja OArOBOPMMO HA NMUTAKE /A JIM TOCTOjé MAKCUMAJHU (DUITEPH y

mpexama?! Curesehe TBpheme HaM Jiaje oAroBop.

TBPBEBE 3.21. Caedehu ycaosu cy exeusasenmm:

1. Csaxa mpesica uma MAKCUMAAHY HUAMED.

2. AC.

JIOKA3. (1)=(2) Heka je (X;);cr damumnnja vHenpasuux ckynosa. [Tocmarpajmo ckym
cux maposa (J,x), tne J C I ux € [[ X;, ypehenux ca
jed
(J,z) < (K,y) akou camo ako (J C K u z je pecrpuknuja ox y Ha J).

Honasamem najseher exementa 1, mobujamo mpexy L. IIpermocraska (1) TBpam ga cBaka
MpPeXka UMa, MAKCUMAJIHU (QUIITED, IIITO 3HAYYN J13 U JLYAJTHA MPEXKa o1, L nMa MaKCHMAaJTHT
dunrep. To mame mMmrummmupa ga L wva makcumaaau uiaean M. 3a (J,z) u (K,y) y
M, Baxu nejenunaxocr (J,x)V (K,y) # 1 nomro 1 ¢ M, a (J,z)V (K,y) € M. Jlame,
HEjeTHAKOCT UMILTUIFpPA Ja je T; = y; 3a cBako i € (J N K). Jlakse, yHuja CBUX IPBUX
KomuoHenTH 4ianosa o M je nojckyu K oji I, a yHuja cBUX JPyI'UX KOMIIOHEHTH 4JIAHOBA

on M je enement x koju npunaga || Xg. Kako je M makcnmanau niean, umamo K = 1.
keK
Jakse, Akcnoma n3bopa je 3a/0BOJbEHA, TIONITO CMO JloKasamm ga x € [[ X.
el

(2)=(1) Heka je A ckyn cux ¢bunarepa y 1aroj Mpexu (TaKBa KOJEKIHja je CUTYPHO
nerrpasua jep 1 € A). Jlokazaliemo j1a y TOM CKyIly CBAKHU JIAHAIL MM TOPHHE OTPAHUIEHHE.
Axo je N C A sanam, taga jeu |JN € A, ma je oBo ropme orpanndeme jganna. Vcnymenn
cy ycaoeu 3a npumeny lopaose jeme, a kako je Akcuoma u3bopa eksupasienTHa [[OpHOBO]

Jemu, Ha OCHOBY Teopeme 2.5, TOKa3 je 3aBpIIeH. g
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3. IIpobaemu y reopuju rpadosa

Teopuja rpadosa je obmact maremaTnke Koja ce 6aBu mpoydaBameM ocodmHa rpadoBa.
Jena o1 TexHuKa pasia ¢ rpadosuma je 6ojerbe, Kojoj ieMo MOCBEeTUTH TaXKBby Y HACTABKY

paza.

3.1. Bojeme rpadosa.

Cam mouerak Oojema TpadoBa Besyje ce 3a npobiem Oojema Jp:kapa Ha reorpadCckoj
KapTH, IPH Y€MY J[BE CYCeHE IpPKaBe He MOry 6utu obojeHe uctoM 60joM (M3 pa3yMIbUBUX
passiora). JIyro Bpemena ce Huje 3HAJIO KOJMKHU je MUHUMaJaH 6poj 6oja koju je norpeban
3a OBAKO HEIITO, Tj. Ja Jju cy detupu 60je yBek jmoBosbue. Jla getnpu Ooje jecy moBOJbHE
1976. rommme mokazamu cy Kener Anen® u Bondranr Xaken' .

Fopwu npumep, a U MEOTH JIPYTH, UIYCTPY]Y jOIT HEIMITO: Hajdernthie je perneme yTOIuKO
KODPHCHHjEe YKOJIUKO je Mame 00ja uckopuimheHno. 3aTo je IPUPOJHO MOCTABUTH W MMUTAKE
Ja gm je moryhe obojutu rpad yuampes 3agatum Opojem 60ja.

Y nacrtapky 6apuhemMo ce TUM nuTameM 33 6eckoHaUHEe rpadpOBE YKOJIUKO CY UCITYHEHH
ompeheHn yciOBU HA IHUXOBUM KOHAYHUM TOATPadOBUMA.

Hajope hemo medunmncaTn ocHOBHE IMOjMOBe Be3aHe 33 TeOpHjy rpadoBa.

JeonHnnmIA 3.22. T'pad je ypehen nap (X, ) koju ce cacroju ox, ckyna X, unju ce
eJIEMEHTH Ha3WBajy YBOPOBU, W CUMETpUYHE, anTrpedIeKCUBHE OMHAPHE peslalpje o Ha,
X (1. zoy = (yoxr A x # y)), auju ce eJeMeHTH (x,Yy) HA3WBAjJYy UBUILE.

e Xomomopdusam f: (X, 0) — (Y,0) usmebhy rpacdosa je dynkmuja f: X — YV

KOja 3a/10BOJbABA YCJIOB

zoy = f(z)of(y).

e I'pad (X, o) ce nazusa moarpad oxn rpada (Y,o) ako je X momckyn ox Y u
0 = ox je pecrpukimja 0 ma X X X.

e I'pad (X, 0) ce Ha3WBa KOMIIETAH AKO BAXKH

o={(z,y) € X x X [z #y}.

e K, osmnauasa komiuteran rpad, rue je n = {0,1,...,n — 1} ckyn uBoposa, a
eJIEeMEeHTH CKYIIa N ¢e 30By Doje.

e n-6ojeme rpacha G je xomomopduzam f: G — n.

e I'pad G je n-obojus ako nmocroju n-6ojewe ox G

e I'pad (X, 0) ce 30Be MOBE3aH aKO 33 IPOU3BOJHHA JBA €JeMEHTa T u Y u3 X

nocroju n + 1-topka (g, 1, ..., Tp) LIE je
To=2, Tp =Y U T;0Tiy1 3acBako i =0,..,n—1.

Yromuko je rpadp G n-obojuB, jacHO je jia je W CBaKW OB KOHAYAH mojarpad n-
060juB, TOK HHUje CACBHM jJaCHO Ja JIM BaxkKu oOpHyTO. KibydHy ysiory y oaroBopy Ha TO
nuTame uMa Akcmoma u3bopa.

OmMax jajeMo HEraTUBAH OATOBOP Y OMINTEM CJIYUYajy Ha TOCTAB/HEHO MUTAHE.

6Kenneth Ira Appel (1932—2013) amepuaru MaTemaTuIap
7W01fgang Haken (1928—) nemauxku maremarudap
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[TPOBJIEM 3.23. Moxke ce joroauTu Jia je cBaku KoHadaH noiarpad Hekor rpada G

2-060juB, a 1a G Huje n-060juB Hu 3a jeano n € N.

JIOKA3. Heka je (X),)neN KOJMEKIHMja ABOEJEMEHTHHX CKYIIOBA 3a KOjJy HE TOCTOju
dbyrkmmja uzbopa. Llocmarpajmo rpad G = (X, ¢) oxpeben ca

X = U(Xn X {n})v

neN
o={{{z,n),(y,m)) e X x X [n=m n z#y}
Tana je cBakm konauan noarpad rpada G 2-060jus. 3amcra, aKO HETOBU YBOPOBU TPU-

k

nazaajy ckyny |J (X, x {n;}), jenso 2-6ojeme moxe ce joburn 04abUPOM 110 jeHOT €Ji-
i=1

eMeHTa u3 cBakor ckymna X,., 1 < ¢ < k, u 6ojerem mera 6ojom 0, 10k 6 ce mpeocTann

eJIEMEHTH OBHX CKyIOBa 060jumm 6ojom 1.
C npyre crpane, yBepumo ce ma rpad G mHuje n-obojus mu 3a jenro n € N. Ilper-
IIOCTABUMO CYIIPOTHO: HEKa je JaTo jesnHo n-6ojemwe rpada G, u gedununimmo GpyHKINjy

g: N — |J X, na cuenehin Haunu: ¢(n) upejcraBiba IPBY KOODAMHATY OHOI' €J€MEHTA
neN
ckyma X, X {n} amja je 60ja y rpacdy G munumanna. Osako medunucana GyHKIMja g

npezcrasba GyHkiujy nzbopa ckyna (X, )pen, KOHTPAUKIH]A. ]
YKOJMKO uMaMo caMo 2 Doje cuTyaluja Kol oBe3aHuxX rpaoBa je Herrro 60sba.

TBPBEWE 3.24. 3a nosesan epagh G caedehia mepherwa cy exeusascHmma:
1. G je 2-060jus;

2. Cesaxu xonauan nodzpagp 0d G je 2-obojus.

HOKA3. Jacno, morpeban HaMm je camo cmep (2)=-(1). IlpernocraBumo na je cBaku
koHauan noarpad nmosesanor rpada G = (X, p) 2-060juB. Ako je X mpaszaH CKyII, pe3ysrar
je TpuBHjaJIaH. ¥ CYIPOTHOM, omabepumo ejgeMeHT a € X n AeduHUIIAMO (PYHKIH]Y
g: X — N na caenehin naunn: 3a Vo € X neka je g(r) najmame n € N TakBo j1a nocroju
n—+1-topka (zg, ..., Tn) € X" TakBa 512 je x9g = a, Tp = T U T;0T;+1 3a cBako i = 0,...,n—1.
Taga dyskmja f: X — {0,1} nedunucana ca

f(2) = g(x) mod 2

mpeacTaBiba 2-60jeme Tpada (. 3amcra, YKOIUKO Ou mocTojasum x,y € X TAaKBH Ja je
f(x) = f(y) u zoy, Tama 6u nonrpad cadumbeH of WBHIE (T,Yy) W MyTeBA O a4 IO T U Y
kopuinfieHnx npuiarkoMm gedunucama spegnocru g(z) u g(y) 6uo konauan noarpad rpada

G, a ve 6u 6uo 2-060jus, mTo je HEMOryhe. O

TEOPEMA 3.25. Caedeha mepherva cy exsusasenmua:

1. Axo je ceaxu wonauan nodzpad epaga G 2-060jus, onda je u G 2-06ojus;

2. AC(2).

JOKA3. (1)=(2) Heka je (X))rcA KOTEKIHMja TBOCTIEMEHTHUX CKyTOBa. IlocmaTpajmo
rpad G = (X, o) oxpeben ca
X = U (X>\ X {)‘})7

A€A
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o={{(z,n),(yym)) e X x X |m=n n z#y}
Tana je ceakm komauan noarpad rpada G 2-o060juB (ka0 u y jokasy [Ipobaema 3.23).
[Ipema Tome, Ha ocHOBY mpermoctaske (1), u rpad G je 2-o6ojus. Heka je To 2-60jeme

f: X — {0,1}. Tana 3a cee A € A nocroju rauno jesan esemMeHT Ty u3 X)) TaKap Jia BaXK

f((a:,\,)\>) = 0. [akmne, <x/\>>\€A S H X
AEA
(2)=(1) Heka je G = (X, o) Henpazan rpad Takas Ja je CBAKW HEroB KOHAYAH 1101~

rpad 2-060juB. Heka je C konekmuja ceux ckynosa C' C X taksux ja je moarpad (C, o|c)
rpacda G makcumasan nopesan noarpad oxn G. Tana je, mpema Tephewmy 3.24 u mnpet-
nocraeuy, 3a cee C' € C rpad (C,o|c) 2-060jus. Hame, jgako ce MOXKe BHICTH 13 32
ce C' € C nocroju tavno jiBa 2-60jema rpada: durcupajmo jenan usop rpada (C, o|c), n
060jUMO T3 jeTHOM O, JATHX JBejy 60ja, MPOU3BOJHHO, & 60je CBHX OCTAJIUX YBOPOBA rpada
(C,0lc), Tama cy jennosnauno oxpelhene kao y jokasy Tephewa 3.24. Ozmauumo ca Fo
npoananu ckym 2-6ojema rpada (C, o|c). Ilpema Tome, Ha ocHOBY (2), MOXKEMO OabpaTH

(fo)cee € 11 Fo. Hedunumemo dynkuujy f: X — {0,1} ca
ceC

f(z) = fo(x), rmeje C rako omabpano ga x € C.

[lTokaxkumo Ja je ropma Je@UHUIN]A jeJHOZHAYHA. Y KOJUKO OU MOCTOjaJid PA3JIHMIUTH
ckynosu C1,Cy € C rakBux ja x € C1 u x € Cy, rpad (C1 U Ca, ¢|lc,uc,) 6u Takobe
6uo mosesan (jep cy rpadosu (C1, o|c,) u (Ca, o|c,) mOBe3aHu, mpemMa MOTIOCTABIM, & &
ux "cuaja”), amm 6u crporo cajpxao 6ap jexan on rpadosa (C1, 0|cy ), (C2, 0|cy), 1o je
y KOHTPAJIUKIHJU CA HUXOBOM MPETIOCTAB/FEHOM MAKCHUMAJHOIINY. JeTHO3HAYHOCT OBe
JecdunnImje 6O je 3aIpaBo CBE IITO je Tpebasio YTBPAUTH KaK0o OMCMO ce yBepuu aa f
jecre 2-60jeme rpada G. O

Hoxkaz cmepa (1)=-(2) sako ce MOXKe YOIIITATH W aKO ce Opoj 2 3aMeHu OUIO KO-
jum upupogaum 6pojem n > 3. Ha nmrame mra ce jemasa ¢ umiumkanujom (2)=(1)

BpaTrhemMo ce HAKOH INTO JOKaKeMO Hayhy Teopemy.

JIEMA 3.26. Hexa je I nodckyn ckyna B; u nexa je F = B\ 1. Tada cy caedehiu ycaosu

EKBUBANACHITHU.

1. I je npocm udeas y B;

2. F je yampagduamep y B;

3. saoce caedehu ycaosu
a) 0e€I;
6) reluyel=aVyel;
B) € FuyeF=xzVyecF.

TEOPEMA 3.27. Caedeha mephersa cy exsusasenmma:
1. Axo cy ceu xonauwnu nodepadosu zpaga G 3-o6ojueu, mada je u ueo epagd G
3-obojue;

2. PIT: Ceaxa Bysosa aszebpa cadpocu npocm udeans.

JIOKA3. (1)=(2) Heka je B nerpupujanuna Bysosa aarebpa qmuju npoct ujieasn xKejaumo

na onpemnmo. Koucrpyucahemo rpad G takap jma Baxwu:
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a) cpaku KoHadaH noarpad rpada G je 3-o60jus;
6) ako je rpad G 3-060jus, Taga B uma mpoct umead.
Hakae, oso hie y3 (1) umiumnumparu (2).
I'pacd hemo KoHCTpymcaTu U3 Tpu KOPaKa.
IIpeu kopak: Heka je G = (X1, 01) rpad y xom je X| = B a o1 = {{z,z): z € B}
rae je # KOMILIEMEHT Of T y B.
Hpyru kopak: I'pad G2 = (X3, 02) mobujamo Kaja 10aMo joIn jeman 9Bop Ha X,
Xy = X1 U {p}, vae je p Heku esleMeHT KOjU HUje y B u CHOjuMO Ta ca CBMM YBOPOBHMA
G1, 02 = 01U ({p} x X1) U (X1 x {p}).
Tpehu kopak: Tpebahe nam crenehu cky:

P={{z,y} CB|x u y Hucy yunopeJuBu, HA KOMILJIEMEHTH jeJIaH JIPYTOr }

3a, cBaKO {x,y} € P yoummo jom mo apa "HoBa” esemeHTa (Tj. Ja HE NPUIAIAJY CKYIY
B n pa cy pasawuanTu ox p), HazoBuMo ux a(x,y) u b(z,y) n younmo rpad G(z,y) =

(C(x,y), o(x,y)) upukazan Ha ciaenehoj ckurm

a(z,y) b(z,y)

G(z,y) v
TVy

Hajzan, nedunumemo rpad G = (X, o) ca:

X =XU U C(z,y)
{z,y}eP

e=0U |J o=y,
{z.y}epP
[TpumerrMo KakKO W3 HPBOI KOPAKa, CJeau Ja 3a cBako 3-6ojeme f rpacda G u ce x € B

Baxu f(z) # f (a;/) Jlaibe, m3 APYTOT KOpaka Ciean a3 cBako 3-60jeme rpada G waayKyje
2-60jeme rpada (G (4BOP p MOBE3aH je ca CBUM YBOPOBUMA KOju ¢y y rpady G1, IITO 3HAYN
Ja je oun obojen jemmom 6ojom, a camo mpeocrtasie ase 60je KopucTe ce 3a bojeme rpada
G1), 10K ce cBako 2-Gojeme rpacda (G Moxe mpormputu 10 3-6ojema rpada Ga (oBo
je jom jakme Bmaerm: camo 000jumo usop p tpehiom Gojom). Hajsam, Tpelinm kopak je
KOHCTDpYHCAH Tako ja ce 3a ce {z,y} € P dbyukumja f: {z,y,z Vy} — {0,1,2} moxe
npomuputu 10 3-60jema frpad)a G(x,y) ako m caMo aKo je 3a70BOJbeH ciaenelin ycsioB

ako je f(x)= f(y), ramaje f koHcrauTHA. (%)

Horaxumo To. Cmep (=) J0Ka3yjeMO KOHTPAIO3UIUOM: MPETIOCTABUMO ja je f(z) =
f(y) a na f muje xoncranrna, 1j. f(x Vy) # f(x); Tama a(x,y) mopa ma OGyme 0b6ojeHO
pasamaurom 60joM u o, x ¥ ox, x V y, na mwera bojumo Tpehom 60jom; anu caja HEMAMO
onrosapajyhy 60jy 3a b(x,y), jep je ono noBe3ano ca Tpu YBopa Koja cy seh o6ojena Tpuma

pacmosioxkusuM 60jama. IIpeocraje cmep (<=). Yromuko je f(x) = f(y), Tama je, npema
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IPETIOCTABIH, TOj BpeAHOCTH jeqHako u f(x V y), a GyHKIm]y f MOKEMO IPOIIUPUTH JI0

3-60jema f rpada G(x,y) tako mro hemo 3a f(a(z,y)) n f(b(z,y)) y3eru npeocrase jse
6oje. Yromuko je f(x) # f(y), Tana umamo ape moryhuocru: win f(xVy) 3ay3uma Tpehy

Gojy, y xom caryuajy sedunmmeno f(a(z,y)) = f(y) u f(b(z,y)) = f(z), nm je f(z Vy)
jennako ca f(z) (aHAJOTHO PAJIUMO YKOJIHKO je jeHako ca f(y)), ma MoxkeMo JedbuHICATH

fla(z,y)) = f(y) a 3a f(b(x,y)) ysern tpehy Gojy.

Casa cMO CIpeMHHE Ja JJOKaxkeMo a) u 0).

Hokazyjemo a). VY rpady G youumo weros npousBosbaH KoHauan noirpad H =
(Z,0z). Tanma je moryhe mponahu konauny nozanrebpy K anrebpe B TakBy jia Baxwu

Z C KUu{p}u U C(z,y). Kako je K konauna, Herpusujasna bBymosa anrebpa,
{z,y}e PNP(K)
K wma mpocr uzean I. Fberos kommuement F' = K \ I je ynrpaduarep Ha ocHOBY Jleme

3.26 Koncrpyucahiemo 3-60jeme h: Z — {0,1,2} u3 tpu kopaka. Hajupe, 3a z € Z N X,

0, ako z €1

nebummmmIvo h(2) = . BaruMm, ykosmko p € Z, nedunummuno h(p) = 2.

1, ako z € F
ITpe nero mro nasegemo tpelin kKopak, yeepumo ce ja 3a cge {z,y} € PNP(K) dynkuuja
f = hl{zy,2vy} 33m0B0maBa (*). 3aucra, ykommro axu f(x) = f(y), 3Hamo na cy = u y
nn 0ba y yarpadwunrepy F, mim 0ba y mpocrom maeaay I, a kako cy F u I 3aTrBopenu y
omHOCYy Ha omepanujy V, Jlema 3.26 mobujamo ma Baxku f(z Vy) = f(x) = f(y). Hakue,
3a z € ZNC(z,y), tae je {z,y} € PN P(K), moxemo pedunncaru h(z) = f(z), rae je f
nporupese dyukimje f 10 3-6ojema rpada G(z,y).

Jokazyjemo 6). Heka je f: X — {0,1,2} 3-6ojewe rpacda G. Ilpernocrasumo, Ge3
yMamema onmrocTd, ga je f(p) = 2 u f(0) = 0. Hedbunumumo I = B N f~1[{0}]. Taza
je F*® Bn fY{1}] = B\ I. Hltasuwe, u3 9 C o caeuu ga je F = {z' | = € I}.
Hame, ako {r,y} € PNP(I), mopa Baxkntu xV y € I, jep y CympoTHOM f|r5  1vyy HE OI
ucnymasa ycaos (*). Jdakie, ckyn I je 3aTBOpeH y ofHOCY Ha omnepanujy V. AHajorso ce
noka3yje ma je m F 3aTBOpen y omnocy ua omneparujy V. HHakme, mpema Jlemu 3.26, I je
mpocT uaeany B.

[Tpe mokasza (2)=-(1) masemliemo map TeopeMa u J0Ka3a KOju he HAM TOCIYKUTH Y
JIOKA3UBaIy TOPE HABEJEHOT CMepa.

Hexka je I mpowsBoman mHIEKCHU CKYT, v; 3a ¢ € I, Basyarmje uckazauux cjaosa u U
yarpaduirep Bynose anrebpe P(I). Kako je U yarpadunrep, 3a cBaKO HCKA3HO CIOBO P,

TAYHO jeJIaH OJf CKyIIOBA:
{iel|vilp)=0}u{icl|uvp)=1}

npunaga U (jep je jeman kommaement japyror). ledwurummmo Basyanujy vy Ha caemehu

HAYMH, 33 CBAKO UCKA3HO CJIOBO D:
vy(p) =1 akko {i € I | vj(p) =1} € U.

OcHoBHa ocobuna 0Bako JiepuHICcaAHe BaJiyalinje JiaTa je y ciaegehem TBphemy.

TBPBEWE 3.28. 3a ceaxy uckasuy Gopmyry ¢ eascu:

v E ¢ akko {i €1 | v; = ¢} eU.



28 3. IPOBJIEMII BE3 AKCHMOME MU3BOPA

JOKA3. Tepheme moKa3yjeMo MHAYKIHJOM TIO cjioxkeHocTu dopmyre ¢. 3a ucKazHa
CJIOBA, TBpheme BaXKy IUPEKTHO O JeDUHUIH]A BAILYyAIHje VY .

[IpermocTasumo ma je dopmysia ¢ obauka —t) u Ja 3a 1) Baxu Tepheme. Tama vy = ¢
akko vy £ 1 akko {i € I | v; = ¢} ¢ U akxo {i € I | v; £ ¢} € U (jep je To Komiement)
akko {i € I | v; = ¢} € U, mrro 3aBpriiaBa JI0OKa3 y OBOM CJIyUajy.

[Mpernocrasumo 1a je dopmyna ¢ obauka ¥ A 0 u ja 3a ¥ u 6 Baxku tepheme. Tama
wiEdakko vy FEvunvp EOakko {i €1 |vi =y eUn{iel]|v 0} eU akko
{iel|lviEe¢t={iel|vEyIn{icl]|v 0} €U, mro 3aspuasa JoKa3. O

Youumo cieneha tephema o Bymosum asnrebpama.

Teopema o yarpaduarepy (Ultrafilter theorem, UFT). Csaka Bynosa anrebpa y
k0joj 1 # 0 campku yarpaduirep.

Teopema o yanrpaduarepy II (Ultrafilter theorem, UFT;). Ako nomckyn S
Bysiose anrebpe nma cBOjCTBO KOHAYHOT IIPECEKA, OHJA MIOCTOju yaTpadurep Koju

casipxkI S.
TrOPEMA 3.29. ¥ ZF mepherwa PIT, UFT u UFT; cy exeusasenmmua.

HokA3. PIT < UFT je naxo, jep ako je P upoct unean anrebpe B, ouna je B~ P
yarpadunarep ucre anarebpe, u obparno, ako je F' yarpadbunrep anrebpe B, ouna je B\ F
TPOCT HIEAIT.

UFT; = UFT je takolje siako jep je {1} ckyn Koju uMa CBOJCTBO KOHAYHOI [IPECEKA.

UFT = UFT5: Heka je S ckyn Koju uMa, CBOjCTBO KOHAYHOTL Ipeceka. Jlako ce Buju
Ja je ca:

F={zeB|xz<s1A..ASp, 3aHeKe S1,...,S, € S}
jgedunncan bunrep ox B koju canpxu S, U KOju HHUje jeHAK Tej0j aarebpu B jep S
MMa CBOJCTBO KOHAYHOI mpeceka. Taja Kosmanuuka asarebpa B/F Huje TpuBujasina, na
cagpxu ynrpaburrep U. Wusepsna cimka 7 '[U], toe je m: B — B/F cramgapana
npojekimja, je ynrpaduarep ox B koju caapxwu F, na camum tum u S. ([l

Youumo ciiejsiehe TBpheme.

KomnakraocT uckasue jioruke. Ckyn nckazuux Gopmysa » | je 33/I0BOJbUB aKKO je

CBaKW KOHAYAH TIOJCKYII OJ] Y, 33JI0BOJHUB.
TrOPEMA 3.30. ¥ ZF, PIT nosaavwu Komnaxmmocm uckasne aAo2uke.

HoOKA3. IIpernocrasumo PIT; y mokasy hemo xkopucturu meros ekpupasiear UFTs.
Jokaxmmo KoMmakTHOCT MCKa3He JOTHKE.

Cmep = je oumriienan: CBaka BaJiyalldja KoOja 3a/I0BOJHABA Y, 33JI0BO/ABA U CBAKH
BHEroBs KOHaYaH MOACKYII.

=: Heka je ¥ ckyn ucka3zuux (HopMmysa 9uju je CBAKM KOHAUYAH IOJCKYI 33JI0BOJHUB.
Ozuaunmo ca I CKyll CBUX CBUX KOHAUHHUX MOJCKYIIOBA OJ1 X, W 33 CBAKO ¢ € I 03HAUNMO
ca v; BAJIyaIljy KOja 337[0B0O/baBA, HOJACKYI .0 3a cBaxy GpopMyiy ¢ € 3, yOUHMO IOJICKYII

I, ={iel|¢ci}onl, cBux KOHAYHUX HOACKYLOBA O % KOju cajpxke ¢. Y Byiosoj

SHPI/IMGTI/IMO Ja PAaUMO UyOHY CTBAP, Ca ¢ 03HAYABAMO KOHAYAH IIOICKYII OZ 2.
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asnrebpu P (1) damummuja S = {Iy | $ € X} uMa cBOjCTBO KOHAYHOT IIPECEKA; 3AHCTA, CBAKH
koHadaH npecek Iy, NIy, N...N I, canpxu {P1,¢2, ..., on}, ma je Hempaszan. 360r Tora
nocroju ynrpadunrep U anrebpe P(I) xoju caupxu S, 1j. cse Iy, ¢ € 3.

Tepmumo 118 vy 3310BOBABA CKYIT X, IIITO 3aBprnasa moka3. Heka ¢ € Y. Tlpumerwmo
ma {i €l | v = ¢} canpxu Iy. Kako Iy € U,ron {i € I | v; |= ¢} € U, na npema
ropmeM TBphemy 3aucra Baxu vy = ¢. O

Youumo cienehe TBpheme.

TBPBEWE 3.31 (Gg). Csaxu xonauwan nodepag 0d G je k-obojus axo u camo axo je
epap G k-obojus.

TEOPEMA 3.32. ¥ ZF, Komnaxmmocm uckasne aozuke nosaayu Gs.

HOKA3. Cmep < y Gs je ounrsesian, ma jiokasyjemo =. Hexka je G rpad uuju je
cBakm KoHauaH nmogrpad 3-o6ojus. YoumMmo CKyn mCKa3HuX cjaoBa P kora uwmbe ciaerehu
CKYIIOBH:

g lgeGU{qy | g€ G} U{rgy, | g,h € G,g# h}.

Ha unckaznom jeauky P yodmmo CKyl pedeHuIia Y KOju cajaprku ciejehe pedenure:
—(pg N qg), 3a cBe g € G,
Tgh < Thg, 3a cBe g,h € G, g # h,

rgh = [2(pg Apn) A (g9 A an) A =(=pg A —gg A —pr A qp)], 3a ceg,h € G, g# h,
Tgh, 3a cBe g,h € G, gph.

O6jacaumo mita oBjie pagumo. Popmaausyjemo uCKa3HOM JOTUKOM uHOpMaIujy 1a je G
3-060jus. CioBO p, umTaMO Kao "4UBOp g je 0bojen 60jom 07, a cI0BO g4 Kao "UBOp g je
obojen 6ojom 1”. IIpBoM akcuomMom y 3 cmo 3abpanuiu Jia 4Bop g 6yae obojer u 60jom 0 u
6ojom 1. Ako je —py A\ qg, Tj. g HEje obojer mu 6ojom 0 HE 60joM 1, Kaxkemo ma je 0b6ojen
6ojom 2. Jlaibe, CIOBO Typ Kazke Jia Cy UBOPOBH g M h cuojenu umsunom. Jlpyra akxcuoma
y 2 je jacua, oHa Kaxke Ja Cy g u h cunojenu akko cy h w g cmojenn. Tpeha akcmoma y
Y Kaxke Ja CIOjeHH YBOPOBH He Mory OwrTu obojenum mctoMm Oojom. Komaumo, mociemiba
aKCHUOMa y X KaxKe KOju Cy 9BOpoBm crojenn y G.

Haxkue, npema narom objarimemny, rpad G je 3-000juB akKkKo je CKyn Y 3aJI0BOJBUB.
[Tpema KommnakTaHOCTH MCKa3HE JIOTHKE, JIOBOJLHO j€ 7@ Cy CBM KOHAYHU IOJICKYIIOBU O
> 3ajoBosbuBu. Heka je ¥ HeKu KOHAYaH MOJACKYII 07 Y. Kako je OH KOHAYaH, y IHEMY
ce jaBjha CaMO KOHAYTHO MHOTO MCKA3HUX CJIOBA, U MOXKEMO TPOITUPUTH CKYI g €A CBUM
peveHmMIaMa m3 Y Koje caiuprke (camo) Ta CJIOBa, Tj. MOMKEMO T'a MPOIUPHUTH JIO CKyTa
KOju roBopH 0 3-060juBocTH HEKOT KoHauHOTr moarpada ox G (to je moarpad ompelen ca
CJIOBMMA KOja Ce jaBsbajy y 2o). Mehyrum, no npernocrasum, taj konauan noarpad jecre

3-060jus, Tj. Yo je 3amoBospuB. JloKa3 je 3aBpiieH. ]
Kako Barke umiumkanuje
PIT = Komnakraoct uckasme jioruke = Gg

JoKa3 (2)=-(1) je 3aBpmren. O
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Bpahamo ce ma cmep (2)=-(1) Teopeme 3.25 u 3a n > 3.

[TpoBAEM 3.33. Yak m ako npernocrasumo AC(3), Moxke ce joroauru ja 1mocroje
rpacdoBu Koju HHUCY 3-000jUBM yIPKOC TOME TITO Cy CBU bUXOBH KOHAYHM TNojrpadoBu

3-060juBn.

JToKA3. Tocroju momen’ koju 3amoBomasa AC(3), a me 3amosomasa PIT. U3 exsu-
BaJICHIFj€e JIOKA3aHe Yy IMPETXOHO] TEOPEMHU CJICIH Ja Y YOUCHOM MOJIENy UMAMO ¥KeJHeHH

KOHTPa, TIpUMEpP. ]

TEOPEMA 3.34. V ZFC cucmemy arxcuoma, 3a cee n € N caedelia mepherwa cy exeu-
BANCHMHA!
1. I'pap G je n-obojus.
2. Cearu xonauarn nodepagd epaga G je n-o6ojus.

JIOKA3. Cwmep (2)=-(1) Teopeme 3.27 ananoTHO ce A0Ka3yje ako ymecTo Opoja 3 cTaBumMo
omno koje n € N. Kako AC mmmmumupa, PIT, mokas je zappire.
]

MIpuruycos Mogen (M43 y [3] sagososmasa AC(fin), amu we sanosomasa PIT



I'JIABA 4

3akJbyvaKk

Kogauko je Baxna Akcuoma wzbopa y maremarunu! BaXHOCT je pejiaTuBaH mMOjaMm.
3a mporpaMepa, 3a MareMarndyapa Koju ce 6aBu IPUMEHEHOM MATEMATHKOM HWJIU IAK 34
MaTEMATHIAPa KOju ce 6aBu KOMOMHATOPHKOM, aKCHOMa M300pa je HajMaihe BajKHA aK-
cuoMma, y maremarurid. llpm paiy ca camMo KOHAYHUM CKYTIOBMMa HeMa moTpebe 3a Ak-
croMoM u3bopa.

BaxxurocT Arcuome uzbopa ce mpumehyje mpu pasy ca OECKOHAYHUM CKYTIOBUMA. Y KO-
JIMKO HCKJBYYMMO AKcmomy m300pa MOXKe ce JecHTH Ja D-koHauna yauja D-KoHadnmx
ckynosa 6yye D-beckonauna, naprurushau ckyn D-konaunor ckymna 6yme D-6eckonavan n
aa D-6eckonadan ckyn Oyze cinka D-KOHaYHOTr CKYIIa.

Crenehin npobsiem Ha Koju Haujazumo y Teopuju ypehernocru 6e3 mpumene AC: Tlap-
[HjaJIHO ypeheHu CKyIOBU He MOPAajy MMATH HM MAKCUMAJIHU JIAHAIL HU MAKCHUMAJIHU aH-
TUJIAHAT], MOYXKE C€ JIECUTH J[3 He MOCTOoje Caobomuu anTuduITepn.

Y obnactu Teopuje rpadosa cycpeliemo ce ca mpobiaemMom Jia je KoHaYaH noarpad Hekor
rpacda G 2-060juB, a jga G Huje n-060juB HU 33 jeaHo n € N, yKOJUKO HE TPUMEHY]EMO
AC.

CaMa MUIUIBEHA MATEMATAYAPA OKO BAXKHOCTU aKCHOMe m300pa Cy W JAHAC YBEIHUKO
ToZIe/beHa, aJid 33 Cafa, meHe mobpe crpane, nmpeosaagasajy jorre. I1lTo me 3maquwm ma y

Hekoj 6ynyhunoctn nehe mohm mo mpomeme.
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