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Uvod

Poznato je da je u istoriji matematike osnovni motiv za uvodenje kom-
pleksnih brojeva bilo resavanje algebarskih jednacina. Koris¢enjem kom-
pleksnih brojeva su neke stare teorije iskazane na drugaciji nacin. Takode
skup kompleksnih brojeva mozemo interpretirati kao euklidsku ravan. Mnogi
geometrijski zadaci se pomoc¢u kompleksnih brojeva mogu elegantnije i jed-
nostavnije resiti.

U ovom radu ¢e biti re¢i o kompleksnim brojevima i Mebijusovim trans-
formacijama. Mebijusove transformacije imaju veoma lepa svojstva i razlicite
primene u kompleksnoj analizi. Pokazuje se da se svaka Mebijusova trans-
formacija kompleksne ravni moze predstaviti kao kompozicija translacije, ro-
tacije, homotetije i inverzije.

Ovaj rad ima Sest poglavlja. Prvo poglavlje se odnosi na definisanje kom-
pleksnih brojeva kao uredenih parova a tu definiciju dao je Vilijam R. Hamil-
ton, irski matematicar (1805-1865.). Takode odnosi se na zapis kompleksnog
broja u algebarskom, trigonometrijskom i eksponencijonalnom obliku, a u
ovom poglavlju razmatra se i n—ti koren kompleksnog broja. Drugo pogla-
vlje govori o preslikavanjima kompleksne ravni kao sto su translacija, rotacija,
homotetija, inverzija i recipro¢no preslikanje. U tre¢em poglavlju nalazi sa
predstavljanje jednacine prave i jednacine kruga. Kao i nalazenje kooordi-
nate tezista trougla ili definisanje mere ugla. Cetvrto poglavlje odnosi se na
skalarni proizvod, vezu izmedu normalnosti dve prave i skalarnog proizvoda.
Takode odnosi se na vektorski proizvod, vezu izmedu kolinearnosti tri tacke
i vektorskog proizvoda kao i povezanost vektorskog proizvoda sa orijentisa-
nom povrsinom. Zatim, u poglavlju se nalazi i veza skalarnog i vektorskog
proizvoda. U petom poglavlju vidimo kako su neki geometrijski zadaci jed-
nostavnije reseni preko kompleksnih brojeva poput zadataka Ojlerov krug, ili
Simsonova prava. Na kraju dolazi Sesto poglavlje koje se odnosi na Mebiju-
sove transformacije, neke njegove osobine i dvorazmeru tacaka. Kao i klasi-
fikacije Mebijusovih transformacija na hiberbolicko, elipticko, loksodromicko
i parabolicko.



1 Kompleksni brojevi

1.1 Algebarski oblik kompleksnog broja

Izraz oblika x + iy, gde su z,y realni brojevi, a ¢ simbol za koji vazi
i? = —1, nazivamo kompleksnim brojem. Za kompleksan broj zapisan u
obliku

z=x+1y (1)

kazemo da je zapisan u algebarskom obliku.

Skup C = {z = z + iy|z,y € R} je skup kompleksnih brojeva, gde je
x = Re(z) realni deo kompleksnog broja z, a y = Im(z) imaginarni deo
kompleksnog broja z. Simbol ¢ zovemo imaginarna jedinica.
Neka su z; = 21 + iy1,29 = w9 + 1ys € C. Tada su jednakost, operacije
sabiranja i mnozenja u skupu C su definisane na slede¢i nac¢in:

T+ iy = To + 1y & T1 = T2 A Y1 = Yo,
21+ 20 = (21 + 22) + (Y1 + 142)1,
21 - 29 = (X122 — Y1y2) + (X1Y2 + T2u1)i.

Formalna definicija skupa kompleksnih brojeva bi glasila:

Definicija 1. Skup kompleksnih brojeva definisemo kao skup uredenih parova
z = (x,y) gde su x,y € R. Pri tome, se jednakost, sabiranje i mnoZenje
kompleksnih brojeva definisu na sledeci nacin:

(x1,91) = (T2,2) & T1 = T2 Ay1 = Yo,
(z1,91) + (02, 92) = (21 + 22,41 + 1), (2)
(xlayl) : (332,?/2) = (351962 — Y1Y2, T1Y2 + Tal1).

Tvrdenje 1. Algebarska struktura C = (C,+,-) je polje.

Dokaz. Da bi smo pokazali da je struktura C = (C, +, -) polje, potrebno je
proveriti tri ¢injenice.
e Daje (C,+) Abelova grupa. Jasno je da asocijativnost i komutativnost
operacije sabiranja vaze jer se svode na komutativnost i asocijativnost
u R. Primetimo da vazi (x,y) + (0,0) = (0,0) + (x,y) = (z,y), pa
je neutralni element operacije sabiranja (0,0). Takodje vidimo da vazi
(z,y) + (—x,—y) = (0,0) pa je suprotni element (—z, —y).
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e Da je (C,-) komutativni monoid u kome samo (0,0) nema inverz. Na
isti nacin vazi i ovde asocijativnost i komutativnost operacije mnozenja.
Dok je neutralni element u odnosu na mnozenje (1, 0) a inverzni element

L . T —Y
u odnosu na mnozenje za (x, 0,0) je , .
je za (z,y) # (0,0) ) (I2+y2 x2+y2>
e Distributivnost mnozenja prema sabiranju. Koriséenjem operacija (2)
lako vidimo da vazi distributivnost mnozenja prema sabiranju:

(z1,22) - ((23,24) + (25, 26)) = (21, 22) - (23, 24) + (21, 22) - (25, 26)-
O

Neka je Cop = {(z,0) : x € R}. Kako vazi (x1,0) + (22,0) = (21 + x2,0)
i (21,0) - (29,0) = (z129,0), sledi da je (Cy, +, -) potpolje polja C.
Posmatrajmo f : Cy — R, f((x,0)) = z, jasno je da je f bijekcija, i da vazi
F((21,0) + (22,0)) = £((21,0)) + F((22,0)), prema tome potpolie (Co,+)
polja C je izomorfno polju (R, +,-) i zbog toga realan broj z mozemo po-
smatrati kao kompleksan broj (z,0).

Definicija 2. Kompleksni broj (0, 1) zovemo imaginarna jedinica. Oznacavamo
ga sa ve¢ pomenutim simbolom 1.

Kako vazi (0,1) - (0,1) = (—1,0) = —1 odatle vidimo da je i simbol za koji
vazi i = —1. Stepenovanjem imaginarne jedinice i uz to da je 2 = —1,
primec¢ujemo da za imaginarnu jedinicu vazi:

1, n=4k,k € Z,

i, n=4k+ 1,k €Z,
-1, n=4k+2,k € Z,
—i, n=4k+ 3,k € Z.

Sada lako dolazimo do algebarskog zapisa (1):
(I,y) = (CL’,O) + (an) = (]770) + (07 1)<y70> =+ y.

Definisanje kompleksnih brojeva kao skupa uredjenih parova sa realnim
koordinatama omogucava nam geomatrijski prikaz kompleknih brojeva. Sva-
kom kompleksnom broju z = =+ iy je dodeljena tacno jedna tacka M(x,y) u
ravni R?, za tacku M (z,y) mozemo uvesti oznaku i M(z). Na taj nacin skup
C je prikazan kao ravan sa Dekartovim' koordinatnim sistemom pri ¢emu je
x-o0sa realna osa, a y-osa je imaginarna osa. Takva ravan se naziva i Gau-
sova ravan®. Kompleksan broj z = x + iy moZzemo videti i kao vektor &ija je

'Rene Descartes, 31.mart 1596.-11.februar 1650., francuski matematicar i filozof.
2Johann Carl Friedrich Gauss, 30. april 1777.-23. februar 1855., nemacki matematicar.
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pocetna tacka koordinatni pocetak O a vrh vektora je tacka koja je dodeljena
tom kompleksnom broju, odnosno tacka M (x,y). Dakle, kompleksnom broju
z odgovara vektor OM (videti sliku 1). Prema tome mozemo videti da zbir
kompleksnih brojeva u kompleksnoj ravni mozemo geometrijski interpretirati
kao sabiranje vektora po pravilu paralelograma.

5
) z=3+43i
M (3,3)
3
2 OM
Im(z) =3
1
O
0 1 2 3 4 5 6
Re(z) =3
-1

Slika 1: Kompleksan broj kome je dodeljena tacka i odgovarajuci vektor koji
odgovara tom kompleksnom broju.

Definicija 3. Broj zZ = x — iy nazivamo konjugovani broj kompleksnog broja
z=x+1y.

Sabiranjem i oduzimanjem brojeva z = x—iy i z = x+1iy dobijamo jednakosti

1 1
Re(z) = =(24+7%), Im(z2)=—=(2—72).
Operacijom mnozenja z i Z uvek dobijemo realan broj x%4%2. Zatim ra¢unom
mozemo pokazati da operacija konjugovanja ima sledeca svojstva:

E— _ _ . . Z1 2’_1 —
21t 29=7Z11+7%, Zi 29 =7 29, (z_>:z:’ 29#0, Z=z.
2 2

Definicija 4. Nenegativan broj \/x? + y? koji se oznacava sa |z| je modul
kompleksnog broja z = x + 1y.



[z definicije modula slede sledece osobine:
Z=, =1 [z/=0&2=0, [Re(z)| <|z|, [Im(2)] < 2|

Teorema 1. Za svako zy, zo € C vaze sledece formule:

|21 + 2)? = |21 + 2Re(21:2) + | 2], (3)
|21 — 2’2|2 = |z1\2 —2Re(z172) + |z2|2, (4)
21 + 2| + |21 — 22" = 2(|21* + |22]?). (5)

Dokaz. Koriséenjem svojstva 2z = |z|%, imamo:
|21+ 2" = (21 + 22) (21 + 22) = 217 + (0T + 2122) + 227

Znamo da vazi 2Re(z) = (2 + z), dakle vazi i (2122 + 2122) = 2Re(2172).
Prema tome: |z; + Zg|2 = 2171 + 2 Re(2123) + 22723, samim tim opet pozivajuci
se na 2z = |z|” sledi jednakost (3). Na sli¢an nacin se dokazuje jednakost (4)
a sabiranjem jednakosti (3) i (4) dobija se (5)3. O

Neka je M(x,y) tacka koja je dodeljena kompleksnom broju z = x + iy.
Kako euklidsko rastojanje tacke M (x,y) od koordinatnog pocetka O jeste
v x? + y?, mozemo zakljuciti da je modul kompleksnog broja z = x + iy
jednak rastojanju tacaka O i M(x,y).

Takode rastojanjye tacaka koje
odgovaraju kompleksnim brojevima

21 1 29 jednako je modulu razlike ta
dva broja (videti sliku 2) tj. rac¢una ’ itz

Z1 — 22 =
se kao: ) -
|21 — 20| =/ (21 — 22)% + (11 — 42)*- 1 /,//

e z1=4+1
Osnovno svojstvo ovog rastojanja je . = : 2|z,\ ; . ; .
da zadovoljava nejednakost trougla:
|21 — 20| < | — 2] 4 |23 — 2. ) S—d—i
Dokazimo sada tu nejednakost. Sta-
vimo da je z = 2z — z3 a da je Slika 2: Rastojanje tacaka, moduo
w = z3 — 2z odatle preostaje nam kompleksnog broja, konjugovani broj
da dokazemo kompleksnog broja.

|2 +w| < |z[+[w].  (6)

3Zakon paralelograma: zbir kvadrata dijagonala jednak je zbiru kvadrata svih stranica.



Kako vazi Re(2w) < |z||w| i prema jednakosti (3) sledi nejednakost
lz4+w]® < (|z] +|w|)®>. Zbog toga sto je modul nenegativan broj iz ove
nejednakosti sledi nejednakost (6). Posledica nejednakosti (6) je nejednakost
[|2] = fw]] < |z = wl.

L |zl = |w| =]z —w+w| —|w| <|z—w|+ |w| —|w|,
2. —(Jz] = Jw]) = |w| = |zl = [w =2 + 2| = |2] < |w— 2| +|2| = |2],

Dakle iz 1. i 2. sledi ||z| — |w|| < |z — w|. Ako u poslednju nejednakost
umesto w stavimo —w dobijemo ||z| — |w|| < |z + w|. Prema tome vazi i
2] = lwl| < |2+ w| < [2] + Jw] .

1.2 Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Neka je M(z) tacka dodeljena kompleksnom broju z = x + iy i razlicita
je od koordinatnog pocetka O. Odredena je rastojanjem r od O i velicinom
pozitivno orjentisanog ugla ¢ izmedu pozitivnog dela realne ose i vektora ¢ija
je pocetna tacka O a vrh tacka M (intenzitet ovog vektora je bas r). Kako se
polozaj tacke moze opisati pomoéu Dekartovih koordinata (z,y) a i polarnih
koordinata (r, @), veza izmedu tih koordinata je:

T =Trcosyp, Y =rsine.

z =r(cosp + isinyp)

7 sin ¢

Slika 3: Trigonometrijski oblik kompleksnog broja.

Veli¢inu pozitivno orijentisanog ugla ¢ zovemo argument komplesnog broja.
Argument nije jednoznac¢no odreden zbog periodi¢nosti funkcija cos i sin skup

7



svih vrednosti oznaci¢emo sa Arg(z) = {¢ + 2knw : k € Z}. Za ¢ € [0,27)
kazemo da je glavna vrednost argumenta i oznacavamo sa arg(z), (umesto
intervala [0,27) mozemo uzeti bilo koji oblika [a, @ + 27), € R, u ovom
radu uzimacemo [0,27) ). Dakle, zapis kompleksnog broja z # 0 u obliku
z = r(cosp + ising), gde je r = |z| € (0,+00),p = arg(z) € [0,2n),
nazivamo trigonometrijski oblik kompleksnog broja(videti sliku 3).
Posmatrajmo z = r(cos +isingp), ¢ € [0,27),r € (0,4+00) tada se glavna
vrednost argumenta odreduje prema :

ez >0,y >0 tada ¢ € <0, g) Prema tome iz jednakosti tan ¢ = J

T

mamo ¢ = arctan ()
1mamo ¢ = arctan | = | .
T

e r < 0,y > 0 tada ¢ € (g,w). Neka je ¢ € (0,%) tako da vazi

01 + ¢ = m. Kako je ¢, € <O, g) kao na slici 4 onda iz jednakosti

z =r(cos p + isin p)
M(z,y)

y
1 x

(0)

||

Slika 4: Slucaj x < 0,y > 0.

imamo (p; = arctan (i), a kako je p = m — 1 odatle

tan p; = 2]

Y

|z

imamo da je ¢ = 7 4 arctan (Q)
x

3
e r < 0,y <0 tada ¢ € (7r, ;) Neka je ¢ € <0, g) tako da vazi

$Y— ¥ =T
T
Kako ¢ € (0, 5) kao na slici 5 onda iz jednakosti tan ¢; = % imamo
x
_ || : . _ y
1 = arctan ﬂ , a kako je ¢ — ¢ = m imamo ¢ = 7 + arctan ( = ).
x x
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ah

P1 o)

lyl

M(xz,y) |zl
z = r(cos¢ + isinp)

Slika 5: Slucaj x < 0,y < 0.

2
v + 1 = 27, videti sliku 6. Kako ¢; € (O, g) onda iz jednakosti

3
e x>0,y <0 tada ¢ € (77(,271'). Neka je ¢ € <O, E) tako da vazi

AR
NEEF

M(z,y)
z =1r(cosp + isiny)

Slika 6: Slucaj x > 0,y < 0.

tan p; = M imamo ¢; = arctan (M), a kako je ¢ + ¢ = 27 odatle
x x

imamo da je ¢ = 27 + arctan (Q)
T

e x>0,y =0 tada ¢ =0.



e v <0,y=0tada ¢ =m.
T
osz,y>Otadag0:§.

3
° sz,y<Otada30:77T.
Zadatak 1. Neka a € (—m,m). Broj A = 1 + cosa + isina zapisati u
trigonometrijskom obliku. Preciznije, broj A zapisati u obliku r(cos p+isin @)
tako da r € (0,+00) i ¢ € [0, 27).

Resengje. Treba da odredimo r = |A| i ¢ = arg(A). Pre svega odredimo 7:

\/(1+Cosa)2+sin2a = 1/4C082% = Q)COS%‘. Dato nam da « € (—m, )

pa g € <—g,g> samim tim sledi COS% > 0. Dakle, r = |A| = QCOS%.
Dalje,

2 2cos 2 220082 2 2 2

1+ cos sin
A:2cosg( i a—i—’ ! a):2605g<cosg+ising)
2 2

ali kako % € (—g, g) to neodgovara ¢ jer mora ¢ € [0, 27).* Prema tome,

%, a€0,7)

%—l— 2m, a € (—m,0)

odnosno imamo da resenje zavisi od parametra «,

2COS% (COS%—FiSiH%), a€[0,m)
A=

2cos% (cos <% +27r> + isin <% +27r>> , a € (—m0)

A

4Ako nam re¢eno da posmatramo u trigonometrijskom zapisu da glavna vresnost argu-
menta ¢ pripada (—m, 7] tada trigonometrijski zapis broja A je 2 cos §(cos § +isin §) jer
$ €(—%,%) asamim tim i § € (—m, 7], odnosno ¢ = §.
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1.2.1 Proizvod kompleksnih brojeva

Neka su z1, 29 dva kompleksna broja razlicita od nule zapisana u trigono-
metrijskom obliku:
z1 = |21] (cos g1 + isin ),

2o = |22] (cOs o + isin o).

Ako pomnozimo ta dva broja dobijemo:

2122 = |21] |22] (cos(1 + @2) + isin(pr + ¢2)). (7)

Formula (7) daje zapis kompleksnog broja z; 25 u trigonometrijskom obliku
ako je 1 + o € [0,27) 1 tada je arg(z122) = 1 + 2. Dok ako imamo
da @1 + @2 ¢ [0,27) onda je zapis broja zjze u trigonometrijskom obliku
2129 = | 21| |22 (cos(¢1 + @2 — 2m) + isin(er + w2 — 27)) 1 vidimo da je tada
arg(z122) = 1 + g — 2.

Teorema 2. Ako je z = r(cosp + ising),p € [0,27),r € (0,+00), onda za
svaki n € N vazi

n

2" = (r(cosp + ising))" = r"(cos ny + isinny). (8)
Ta formula naziva se Muavrova formula®.

Resenje. Ocigledano da formula vazi za n = 1. Predpostavimo da vazi za
n — 1 i dokazimo da vazi za n. Dakle,

n

2" = (r(cosp +isin )" (r(cos ¢ + isin p)) =

n—l(

=7r"""(cos(n — 1)p +isin(n — 1)p)(r(cosp +isinp)) =

= r"((cos(n—1)p cos p—sin(n—1)psin p)+i(cos(n—1)@sin p+sin(n—1)p cos p)) =

= r"(cosng + isinny).
Primetimo da vazi i za n = 0, z° = r9(cos Op + isin 0p) = 1. A

Posmatrajmo arg(z"), jasno je da je (8) trigonometrijski zapis broja 2"
ako je ny € [0,27) i tada je argument jednak nep, inace je jednak ny — 2mm
za takvo m € N za koje je np — 2mm € [0, 27).

5> Abrahamu de Moivreu, 26.maj 1667.-27. novembar 1754., francuski matematicar.
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1.2.2 Koli¢énik kompleksnih brojeva

Neka je z = r(cosp +isinp), ¢ € [0,27),r € (0, +00). Ako sada posma-
1
tramo broj — imamo
z
1 r(cosp — ising)

: ~ (cos(—) + isin(—p))
- = = —(cos(— isin(—y)).
z  r(cosp+ising)r(cosp —ising) 1 4 7

Tada to daje trigonometrijski zapis broja E ako —p € [0,27). Kako je
z =r(cosp +ising), ¢ € [0,27), samim tirrf—gp ¢ [0,27) sledi da je trigo-
nometrijski zapis broja — ustvari 1(Cos(—<p +27) +isin(—¢ + 2)).

Neka su z; = |2] (002 01+ isigcpl), 2y = |29| (cos o + isin ps) dva kom-

pleksna broja zapisana u trigonometrijskom obliku, koli¢nik ta dva broja je:

21 (A1

o= T—Q(cos(gol — ) +isin(pr — ¢2)) 9)

z
Formula (9) daje trigonometrijski zapis broja “L ako je ¢1 — 2 € [0,27)
z

i onda je argument jednak bas ¢; — @s. Ako 9201 — ¢y ¢ [0,27), onda je
argument kolicnika jednak ¢ — g 4 27.

Neka je —n € N tada n je negativan i neka je z = r(cosp + isinp),
p €10,27),7r € (0,4+00). Posmatrajmo sada:

= (2) = (Geosts) +isn—p) )

z r

koriste¢i sada teoremu 2 imamo 2" = r"(cosny + isinng). Dakle, za-
kljuéujemo da za svako n € Z vazi 2" = r"(cosny + isinngp).

Trigonometrijski zapis broja z™,n € Z je r"(cosny + isinng) ako je
ny € [0,27). Ako to nije, tada je arg(z") jednak ng + 2mm za ono m € Z za
koje ny + 2mm € [0, 27).

1.3 Eksponencijalni oblik kompleksnog broja

Definicija 5. Za svako t € R vazi e = cost +isint. Ova formula naziva se
Ojlerovom formulom®.

6Leonhard Euler, 15. april 1707.-18. septembar 1783., §vajcarski matematicar i fizicar.
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Svojstva:
‘eit‘ =/ cos?t +sin’t = 1,
—it

o cit = cost —isint = cos(—t) + isin(—t) = e ",

o ePe = (cos p+isinp)(cos g+ising) = cos(p+q)+isin(p+q) = PV,
o ¢ = ¢ akko p = q + 2km, k € Z.

Sada ako posmatramo trigonometrijski oblik kompleksnog broja z # 0,
z = r(cos @ + isin ) i koriste¢i Ojlerovu formulu dolazimo do eksponenci-
jalnog oblika: » = re'?, r = |z|,p = arg(2).

1.4 n-ti koren kompleksnog broja

Definicija 6. Svako resenje jednacine
2" =a, (10)
gde je n € N, z,a € C naziva se n-ti koren kompleksnog broja a.

Teorema 3. Neka je u skupu kompleksnih brojeva data jednacina 2™ = a,
n € N. Tada ako je a = 0 onda jednacina ima tacno jedno resenje zo =0, a
ako je a # 0 onda postoji tacno n razlicitih resenja jednacine i to su brojevi
Carg(a) 42k

2= |ale’ 7w, ke{0,1,...,n—1}.

Dokaz. Neka je a = |a| e®8(@ i z = |z| '), Tada jednacina (10) koristeci
Muavrovu formulu postaje |z|" em2®(2) = |a| e?*8(@) Da bi vazila ova jedna-
kost mora da je zadovoljeno |z|" = |a| i narg(z) = arg(a) + 2km, k € Z.
Odnosno dobijamo da jednakost |z|"e™®8() = |a|e'®@) vazi akko vazi
|z| = W iarg(z) = arg@Ter,k € Z. Ipak, zbog periodi¢nosti funkcija
sin i cos mozemo da posmatramo k € {0,1,...,n — 1} i tako dobijamo n
razlicitih resenja. Dakle, svaki od brojeva

-arg(a)+2km

2= Vl|ale" 7, ke{0,1,...,n—1}

jeste resenje jednacine 2" = a, odnosno n-ti koren broja a. Da sada proverimo
¢injenicu da dobijamo razli¢ita resenja. Neka p,q € {0, 1,...,n—1} razliciti,

.arg(a)+2pmw .arg(a)42gm . .
tada z, = {/|ale’™ = 1z, = {/|ale’" = . Predpostavimo sada da je
.. s2n(p—q) 2 (p— .
zp, = 2z tada vazi e~ =1, odnosno cos W = 1. Odatle sledi
2m(p —
M =2mm, m € Z
n

13



p—qg=mn, meZ

pa smo dobilidap—q € {...,—2n,—n,0,n,2n,...} sto nas dovodi do kon-
tradikcije. O

Teorema 4. Resenja jednacine (10) gde je a # 0, odnosno n-ti koreni kom-
pleksnog broja a pripadaju krugu sa centrom 0 i polupreénikom {/|a| i pred-
stavljaju temena pravilnog n-tougla.

.arg(a)+2km
n

Dokaz. Ako su z, = {/]alé’ , k€{0,1,...,n — 1} n-ti koreni broja
a onda za svako k € {0,1,...,n — 1} je |z| = ¥/]a]. Prema tome svaki
zr pripada krugu ¢iji je centar koordinatni pocetak, a poluprecnik W .
Posmatrajmo sada susedna temena My i My, koje odgovaraju kompleksnim
brojevima zj, i 241 tada vazi arg 2,1 —arg z; = arg(a)f(kﬂ)” - arg(ay);rzk” = %’T
i kako vazi za svako k € {0,1,...,n — 1} a uz to je M,, = M, odavde sledi
da My, k € {0,1,...,n — 1} predstavljaju temena pravilnog n-tougla.

0

1.4.1 n-ti koreni jedinice

Interesantan slucaj je kada je u jednacini (10) @ = 1, odnosno koreni
jednacine z" = 1 se nazivaju n-ti koreni jedinice i oblika su ¢, = ei%Tw,
k€ {0,1,...,n — 1}. Geometrijski, n-ti koreni jedinice formiraju pravilan
n-tougao ¢ije je jedno teme bas tacka (1,0), i koji je upisan u krug sa centrom
0 i poluprecnika 1.

Neka je sada € = ¢; = e tada imamo da je €, = 5 = (e’%)k = € gde je
k€ {0,1,...,n—1} i primetimo da je €” = 1. Prema tome skup svih korena
jedinice je {1,¢€,€2,..., " '}. Mozemo da primetimo da je proizvod dva n-ta

korena iz jedinice opet n-ti koren iz jedinice.
Neka je z kompleksni broj i 2, bilo koji od resenja jednacine 2" = a. Racunom

2= /Jale™ 5 = 3/l et

vidimo da je z, = zo€®.

Dakle svi n-ti koreni kompleksnog broja a su: zg, g€, . .., z0€" L.

Zadatak 2. Odrediti trece kompleksne korene broja i, zatim ih prikazati na
slici.
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Resenje. Neka je 2% = i. Pre svega se broj w = i zapise u trigonometrijskom
obliku.

Dakle, w = i = 0+ il pa je |w| = V0?2412 = 1. Kako smo rekli da
¢emo argument ako broj zapisujemo u trigonometrijskom obliku posmatrati
na [0,27), onda arg(w) = Z. Prema tome, z* = /().

Zatim koristeéi formulu imamo:

53 — il 5+2km)

(5 +2km)

=€ 3 k=0,1,2.

Slika 7: Treéi koreni broja 1.

s i ;5m ;9m .

Tri trazena kompleksna korena su: zy = €',z = €'6 ,29 = €6 . Prika-
zani su na slici 7 i primecujemo da ¢ine jednakostranican trougao upisan u
jedini¢éni krug. A
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2 Neka preslikavanja kompleksne ravni

2.1 Translacija

Neka su z; i z9 dva kompleksna broja, a M; i M, tacke dodeljene tim
kompleksnim brojevima, redom. Sabiranjem z; i 2o dobijemo kompleksan
broj 2/ = z1 + 22 = (21 + x2) + (y1 + y2)i. Oznacimo sa M’ tacku dodeljenu
broju z’. Tacka M’ dobija se translacijom tacke M; za vektor O—]W;, odnosno
vektor kojim je odreden kompleksan broj zy (videti sliku 8). Oznacéimo sa
TZ2(21) = 21 + 29.

2 =x1+ 2+ i(y1 + y2)

. M'(2")
Z2 = X2 + Y2 —
Mz(Zz) ,,,”
AN /"/ z1=x1+ ty1
OJ\,/%/ M;(z1)

o

Slika 8: Translacija tacke My(z1) za vektor kojim je odreden kompleksan broj
Z9.

2.2 Rotacija

Neka je a = ¢ kompleksan broj modula jedan i neka je tacka A(a)
dodeljena broju a, takode neka je dat kompleksan broj z = re*? i tacka M (2)
dodeljena broju z. Proizvod ta dva broja tj. 2 = az = re®*¥) predstavlja
rotaciju tacke M (z) oko koordinatnog pocetka O za ugao a(videti sliku 9).
Oznacimo sa Ro o(2) = z€™. Takode mozemo definisati rotaciju tacke M (z;)
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(0]

Slika 9: Rotacija tacke M(z) oko koordinatnog pocetka za ugao c.

oko proizvoljne tacke A’(a’) za ugao o'. Takvu rotaciju mozemo prikazati
kao kompozicija translacije za vektor —OA’, rotacije oko O za ugao o’ i
translacije za vektor QOA’. Prema tome, 2/ = (2 — d')e’ + o/, M'(%).
Oznaéimo sa Ry o (2) = (21 — a')e™ + d.

2.3 Homotetija

Neka je a # 0 realan broj, i neka je kompleksan broj z = re i tacka
M (z) dodeljena kompleksnom broju z. Tada je proizvod a i z kompleksan
broj 2/ = az = are®” i M'(Z') je tacka dodeljena kompleksnom broju z’.
Mnozenje realnim brojem a predstavlja homotetiju ¢iji je centar koordinatni
pocetak O i koeficijent a. Postojace nekoliko slucajeva (videti sliku 10). Ako
je 0 < a < 1 redosled tacaka bice O — M’ — M, za a > 1 bice O — M — M’.
U slucaju a = 1 tacka M preslikava se na samu sebe. U poslednjem slucaju
ako je a < 0 tada je |2/| = —ar i ¢’ = ¢ + 7 odnosno tacka M’ pripada
pravoj OM ali su tacke M i M’ sa razlicitih strana tacke O. Oznacimo sa
Hou(z) = az.
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a>1
M’
0<a<l1

M M

M M a<0

M’

Slika 10: Homotetija ¢igi je centar koordinatni pocetak O 1 koeficijent a.

2.4 Linearno preslikavanje

Preslikavanje oblika 2/ = az + b, gde je a,b € C, a # 0 je linearno pre-
slikavanje. Neka je a = |a|e'®, onda primetimo da je linearno preslikavanje
kompozicija preslikavaja: z; = €z, 290 = |a| 21 1 23 = 2 + b. Gde je 21 T0-
tacija za ugao «, zs homotetija sa koeficijentom |a| i z3 je translacija zadata
kompleksnim brojem b.

2.5 Inverzija

Inverzija u odnosu na krug K (zg, R) je preslikavanje
Uor:C\{z} = C\ {2}, z* =V, r(z) takvo da vazi sledece:

1. tacke z i z* pripadaju istoj polupravoj ¢iji je pocetak tacka zg.
2. |2* — 20| |z — 20| = R2.

Tacke z i1 z* zovemo i simetri¢ne u odnosu na krug K(zo, R), 2o zovemo

centar inverzije. Neka je z* = W, r(z), tada na osnovu 1. i 2. sledi:
’ targ(z—zo)

% % 20+ 20 = |Z* - ZO| ezarg(z —20) + 20 = e + 2. Prema
|z — zo|
tome
R2
z = + 2o-
Z— 20
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Inverzija je bijekcija tj. preslikavanje U, g : C\ {20} — C\ {20} je bijekcija.
Ako posmatramo na C = C U {oo}, tada ¥, p(20) = oo i ¥, r(c0) = 2o,
prema tome bice bijekcija i preslikavanje U, p : C—C.

Mozemo videti da je inverzija involucija, tj. vazi W, p(¥,, r(2)) = 2".
Takode, inverzija fiksira tacke sa kruga inverzije, odnosno ako z; € K(z9, R)
tada |21 — 20| = R, pa je

R? R?

\If z = — = —
zo.2(21) 21— 20 |21 — 20|

(21— 20) + 20 = 21 — 20 + 20 = 21.

Inverzijom se unutrasnost kruga inverzije slika u spoljasnost kruga inverzije
i obrnuto. Sto se ti¢e uglova, inverzija nemenja uglove, ali menja njihovu
orijentaciju.

Dodatno, ako predpostavimo da posmatramo inverziju na C tada:

- Prava koja sadrzi centar inverzije, inverzijom se slika na samu sebe(neslika
se tacka po tacka). Centar inverzije slika se u tacku oo.

- Prava koja ne sadrzi centar inverzije inverzijom se slika na krug koji
sadrzi centar inverzije. Tacka oo sa prave se slika u centar inverzije.

- Krug koji sadrzi centar inverzije, inverzijom se slika u pravu koja ne
sadrzi centar inverzije. Centar inverzije sa tog kruga slika se u tacku
00 sa te prave.

- Krug koji ne sadrzi centar inverzije, inverzijom se slika na krug koji ne
sadrzi centar inverzije.

2.6 Reciprocno preslikavanje

Ako bi posmatrali inverziju u odnosu na krug K (0, 1) imac¢emo da se tacka

1
z slika u =, odnosno z* = ¥ ;(z) = =. Dok se tacka Z slika u —. Jasno nam
Z z

z
da je konjugovanje refleksija u odnosu na realnu osu, prema tome kompozicija
inverzije u odnosu na jedini¢ni krug i refleksije u odnosu na realnu osu je

preslikavanje Wy 1(Z) = — ili ¥o1(2) = z* = —. Dakle, preslikavanje oblika
z z

1
2/ = = zovemo reciprocno preslikavanje (videti sliku 11). U nekoj literaturi

z
reciprocno preslikavanje se zove kompleksna inverzija.

"Za preslikavanje za koje vazi f o f = id kazemo da je involucija.
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Slika 11: Reciprocno preslikavanje.

3 Jednacina prave i kruga u kompleksnoj ravni

3.1 Podela duzi u datom odnosu

Neka je M(z) tacka sa prave koja je odredena razlicitim tackama A(a)
i B(b). Tacka M(z) deli duz AB u odnosu k € R\ {—1,0} ako vazi da je
m : m = k, odnosno m = k:]\ﬁ Potrazimo kompleksnu koordinatu
tacke M (z):

AM = kMB < OM — OA = k(OB — OM)

a+ kb

14k
menja u zavisnosti od vrednosti za k, ako je k € (0,400) tada raspored je

A—M — B, ako k € (—o0,—1) tada raspored je A— B— M, azak € (—1,0)
tada je raspored M — A — B. Specijalno, za k = 1 dobijemo:

sledi z —a = k(b—z) paje z = . Primetimo da se raspored tacaka

_a+b
2
a to je bas koordinata sredista duzi.

Poznato nam da se tezisne duzi trougla sa temenima A(a), B(b) i C(c),
seku u jednoj tacki koja svaku od njih deli u odnosu 2 : 1. Pronadimo
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kompleksnu koordinatu tezista trougla ABC. Neka je A;(ay) srediste duzi

BC, Bj(by) srediste duzi AC, C}(c;) srediste duzi AB. Onda imamo da je
b b

a; = ct L by = cta icp = @t . Neka je tacka T'(t) koja deli tezisnu duz

2 2
— 2 b

AA1uodnosu2:1,ﬁ:TA1:2:10dnosnot:a+ o1 _ o+ +C.
1+2 3

Proverom Bﬁ : TB; = 2 : 1 primetimo isto to vazi i za duz BB;. Sli¢no

proverimo i za C'C;. Dakle, kompleksna koordinata tezZista trougla je:

_a—l—b+c
— ; )

t

3.2 Mera ugla

Posmatrajmo kruzni isecak sa slike 12,
velicina ugla tog isecka je ¢. Smatra¢emo
da je ugao £ F1OF5 pozitivno orijentisan ako
krecuci se od poluprave OF}] ka polupravoj F,
OF; idemo u suprotnom smeru kazaljke na
satu(odnosno ako pratimo narandzastu stre-
licu sa slike 12). Dok ako se kreé¢emo od A\
poluprave OF, ka polupravoj OF} i idemo 0
u smeru kazaljke na satu(odnosno ako pra-
timo zelenu strelicu sa slike 12) ugao ¢e biti
negativno orijentisan.

Mera pozitivno orijentisanog ugla je
velicina ugla sa predznakom -+(u ovom
slucéaju ¢), dok je mera negativno orijenti-
sanog ugla jednaka njegovoj veli¢ini sa predznakom —(u ovom slucaju —a).

F

Slika 12

Prethodni tekst je samo intuitivno objasnjenje, a sada ¢emo preciznije
definisati meru orijentisanog ugla.

Definicija 7. Neka su zy, 2o kompleksne koordinate tacaka My, My redom.
21 Z9

T, W2 = —
|Zl| |Z2|

da wy = €” i B € [a,a + 27). Neka je P proizvoljna tacka otvorenog luka

Neka je wy = i wy, = €. Tada postoji jedinstveno B takvo

@ koja pripada unutrasnjosti ugla £ M1OMs pri cemu su Py i P tacke
dodeljene komplesknim brojevima wy © we redom. Tada postoji jedinstveno
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v koje pripada [o, o + 27) takvo da w = €7, pri éemu je w kompleksna
koordinata tacke P. Imacemo dva slucaja:

1. a <y < B: tada reéi éemo da je LM1OM,y (crveni sa slike 13 pod a)
pozitivno orijentisan © mera je jednaka ¢ = 5 — a.

2. a < B < ~: tada reéi éemo da je AM1OM,y (plavi sa slike 13 pod b)
negativno orijentisan ¢ mera je jednaka ¢ = [ — a — 2m.

Tacke Py, P, iz definicije 7 grade dva luka pa tacka P nam pokazuje na
koji luk se misli.

lL.a<~y<pB M;i(z1) 2.a<fB<y M;(z1)

P(V Py(1) /‘
€ | o
P(w)
Pz(’wz) Pz(’wz)

M (z2) M>(z2)

Py (w)

(a) Pozitivno orijentisan ugao. (b) Negativno orijentisan ugao.

Slika 13

z
Tvrdenje 2. Mera pozitivno orijentisanog ugla £ MO M, jednaka je arg 2

21
Dokaz. Neka su M; i M, tacke koje su dodeljene kompleksnim brojevima
21 = |21] €, 2o = |22| €, pri ¢emu je S tako izabrano da je 8 € [a, o + 27).
Prema definiciji 7 mera pozitivno orijentisanog ugla £ M;OM, jednaka je
£ — a. Imamo da je

i8 )
arg é — arg % — arg @el(ﬂ_a) ,
21 |21] 7 |21]

i kako je 8 € [a, a + 27) tada 5 — « € [0, 27) pa vazi argé =8—-a. O
21

Tvrdenje 3. Neka su tacke My(z1), Ma(22) @ Ms(23) tri razlicite tacke. Mera
pozitivno orijentisanog ugla £ My M Ms je jednaka arg = Zl_
29 — 21
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—
Dokaz. Tacke Mi(z1), Ma(z9) 1 Ms(z3) translacijom za vektor —OM; presli-
kavaju se u tacke O(0), M5 (2o — 21) 1 Mj(2z3 — 2z1). Translacijom ugao ostaje
isti, odnosno L My My M3 = £M,OM;. Tada prema tvrdenju 2 sledi

23 — 21

KMQMlMg = KM;OM:Q = arg

22—2’1.

3.3 Jednacina prave

Tvrdenje 4. Tacke Mi(z1), Ma(z9) @ Ms(23) su kolinerane ako i samo ako
je 271 e R\ {0

Dokaz. Ako su tacke M;(21), Ma(22) 1 M3(z3) kolinearne tada ako posma-

tramo vektore MlMé i MlMg onda su oni ili istog smera ili su suprotnog

smera. Prema tome, imamo da je moguce ili arg(ze — 21) = arg(zz — 2z1) ili
3 — 21

22— 2

arg(zy — z1) = arg(z3 — 2z1) £ 7. Tada imamo da je arg jednako ili 0

22— 21

ili 7 sto jeste ekvivalentno sa BT R \ {0} jer ako je argument nekog
22— 2
kompleksnog broja jednak 0 ili 7 onda taj broj pripada realnoj osi. O

Neka tacka M(z) pripada pravoj odredenoj dvema tackama M;j(z;) i

Ms(z5), odnosno posmatramo da su M (z), M;(z1) i Msy(z2) kolinearne. Tada
zZ—Z1

€ R\ {0}, takode znamo da ako a € R onda vazi @ = @ pa imamo

zZ— 2 zZ— 2
29— 21 -2/

2—2122—2_1 (11)

Zo— 21 Za— 721

22 — 21

Prema tome, jednakost:

predstavlja jednacinu prave koja je odredena tackama M;(z1) i Ma(29). Takode
ekvivalentan oblik jednacine prave u kompleksnoj ravni je

z z 1
21 2_1 11=0
Z9 2_2 1



Sredivanjem ove determinante dolazi se do oblika
(FA—Z)z— (51— 2)Z+ (12 —Z1%) =0

ako stavimo da je k = (Z1 — Z2)i 1 | = (2123 — Z122)i = (2i Im(21%3) )¢, imamo
novi oblik jednacine prave

kz+kz+1=0, keC, leR. (12)

Z—z

Neka je L — s eRtada dobijemo jednacinu: z = (1 —38)z;+522, s € R
R2 — X1

koja takode predstavlja neki oblik jednacine prave.

Tvrdenje 5. Prava M, M, odredena dvema tackama M;(z1) i My(z3) i prava
M;3M, odredena dvema tackama Ms(z3) i@ My(z4), su ortogonalne akko je

LT R\ {0}

23 — 24

Dokaz. Prava MM, i prava MsM, su ortogonalne akko je mera ugla izmedu

S 3 _
My My i M3My jednaka ili T —7T, tj arg S jeili i1 2" Prema tome,
2 2 Z9 — 21 2 2
broj 2= ¢ iR\ {0}. O
29 — 21

Zadatak 3. Ugao nad precnikom je prav.

Slika 14
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Resenje. Neka je ABC trougao zadat sa A(r), B(—r),C(re®), ¢ € (0, ).

r—re _ 1 — e _ —2isin £ (cos £ 4 isin ¥) :itgf
—r—re¥ —1—e¥  —2cosZ(cos? +isin¥) 2’
prema tvrdenju 5 imamo da je ugao kod temena C' prav. A

Tvrdenje 6. Prava MM koja je odredena dvema tackama My (z1) i Ma(z2)
i prava M3My koja je odredena dvema tackama Ms(z3) i My(z4), su paralelne

T2 R\ {0}

akko je
Z3

Dokaz. Prava MM, i prava M3M, su paralelne akko vazi MlM; = sM3M,,
s € R\ {0}, odnosno e — =s e R\ {0}. O
24

3.4 Jednacina kruga

Tvrdenje 7. Razlicite tacke Mi(z1), Ma(22), M3(z3) @ My(z4) pripadaju jed-
B2 BT H R\ {0}
1

nom krugu ili su kolinearne ako i samo ako je :
21 — R 21— X

Dokaz. =

o Tacke M;(z1), Ma(22), M3(z3) i My(z4) su kolinearne. Kako su tacke

M (z1), Ma(22) i M3(23) kolinearne vazi B2 R \ {0} i kako su
21 — 22
tacke My (z1), M3(z3) 1 My(z4) kolinearne vazi BT R\{0}. Prema
21 — 24

tome, R € R\ {0}.

21 —R2 21— 24

o Tacke Mi(z1), Ma(2q), M3(23) i My(z4) pripadaju krugu. Mogudée je
na Sest nacina rasporediti Cetiri tacke na krugu. Meru pozitivno ori-
jentisanog ugla £ PQR u ovom dokazu ¢emo oznacavati sa £ PQR.
Posmatra¢emo tri rasporeda od mogucih Sest rasporeda:

1. Neka je L M1 MoMs3 = ¢, L M3MyM; = p. Ako su tacke My, Mo,
M3, M, na kruznici tada je cetvorougao My, My, M3, M, tetivan.
Ako je raspored tacaka My, M3, My, M gledajuc¢i u pozitivnom
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smeru tada ¢e biti LM{MoMs = ¢ i LM3MsM; = ¢ . Dakle,
kako je cetvorougao tetivan i kako su uglovi £ My My Ms, £ MsM M,
naspramni bice £ MyMyMs + L MsM,M, = ¢ + ¢ = 7. Prema
tvrdenju 3 je L My My Ms = arg S i L M3MyM; = arg S

21 — 22 23—24.
23— R2 Rl T 24

23 — 22 23— 24

Broj : posmatramo kao . Prema
1 —R2 21— %4 £1 T R k3 24
tome,

23— R R1 — 24 23 — 29 21 — R4 8
arg . =op arg + arg =T7°.
Z1 — 29 23— 24 21 — 29 Z3 — 24
Z3 — R2 21T A4 R3 — 22 21 T 24
Kako arg . = 7 tada : € R\ {0}.
Z1 —R9 R3 — 24 Z1 — Ry R3 — 24

2. Ako je raspored tacaka My, My, My, M3 gledajuéi u pozitivhom
smeru tada ¢ + ¢ = 0, jer su uglovi nad istom tetivom i razlicite
su orijentacije.

Kako je ¢ negativan, ¢ pozitivan tada je ¢ = LM MyM;3 — 2,
0 = AMsM,M,. Prema tome, £ MiMsMs + L MMM, = 2.
Sada imamo

3 — R 21— 24 23 — 22 21 — 24
arg . =9, arg J-arg =op 2T =9, 0,
Z1 —R9 R3 — 24 21 — 29 23 — 24

. R3 T 22 21— 24
. e R\ {0}.
paje =2t € R\ {0}

3. Ako je raspored tacaka My, My, M3, My gledajuci u pozitivnom
smeru tada ¢ + ¢ = —m, jer su oba ugla negativno orijentisana i
naspramna. Pa je ¢ = LM MsMs — 21 i ¢ = L MMM, — 2m.
Sada imamo: £ My MyMs + £ MsM4M, = 3 tada je

23 —R9 Z1 — 24 Z3 — 29 21 — 24
arg . =or AIg +arg =op OM =op T,
21 — R R3 — 24 z

23 —R2 k1 — 24

samim tim
Z1 — R2 R3 T %4

Preostala tri sluc¢aja bice(¢itamo u suprotnom smeru kazaljke na satu):
Ml, M3, M4, MQ, Ml, Mg, Mg, ]\447 Ml, MQ, M4, M3. Sli¢no se pokazuju
kao za prethodna tri.

84 =9 b= a—b=2knm, keZ.
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MS My M3 M, MS M,
)
[\

(@) o+p=m (b) ¢ +¢ =0 (c)op+p=—m
Slika 15

— 24 23 —R2 Rl T X4
€ R\ {0}, tada arg (21 e 24) € {0,7}.
Pa imamo: arg =9, 01l arg i +arg e
21 — 22 23 — 24 21 — k9 23 — 24
tJ KMlMQMg + 4M3M4M1 ==or 0 ili AMlMQMg + 4M3M4M1 =or T. Kako
je04+0=0,1+7=271,047=m,7+0 =7, imamo da kolinearnost tacaka
M, My, M3 povlaci kolinearnost tacaka My, M3, M,. Dakle, sledi da su tacke
My, My, M3, M, kolinearne.

Ako je LM MyMs ¢ {0, 7} i LMsMyM; ¢ {0, 7} imamo tri mogucénosti:

23 — 29 21 — 24
arg =or T,

1. AMlMQMg + KM3M4M1 =27 .

Neka je LMy MsMs = ¢ i neka je k krug koji sadrzi tacke My, My, Ms.
Kako je AM3M4M1 =27 — QZS i kako AM1M4M3 + KM3M4M1 = 271',
bice LMy MMz = 21 — L MMM, = 21 — (27 — ¢) = ¢ = LM, My Ms,
prema tome M, pripada k. Mozemo primetiti da u ovom slucaju do-
bijamo ¢etiri od Sest moguéih rasporeda a to su (¢itamo u suprotnom

smeru kazaljke na satu):
MlaM37M4>M2; M17M47M2aM3; M17M3aM27M4; M17M27M47M3-

2. 4M1M2M3 + KM3M4M1 =T

Neka je £ My MyMs3 = ¢ i neka je k krug koji sadrzi tacke My, My, Mj.
Kako je £ My My Ms+£ M3 MyM; = 7 raspored tacaka je My, My, M3, Mo
(¢itamo u suprotnom smeru kazaljke na satu) i kako je sada zbir na-
spramnih uglova u cetvorouglu My, My, M3, M, jednak 7 odatle sledi
da tacka M, pripada pripada k. Odnosno ¢etvorougao My, My, Mz, My
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je tetivan.

3. KMlMQMs + 4M3M4M1 =3m:

Neka je £ My MsMs = ¢ i neka je k krug koji sadrzi tacke My, My, Ms.
Kako je £ My MyMs+£ M3 My M, = 3m raspored tacaka je My, My, M, M,
(¢itamo u suprotnom smeru kazaljke na satu) pa je zbir naspramnih
uglova 47 — 37 = 7, odnosno . Dakle, sledi da tacka M, pripada
pripada k.

OJ

Pod pojmom uopsteni krug u C podrazumevamo krugove i prave u C, jer
kad dodamo tacku oo, prave iz C postaju krugovi u C' = CU{oco}. Na osnovu
tvrdenju 7 tacke M;(z1), Ma(z2), M3(z3) i M(z) pripadaju uopstenom krugu

23— 2y 23— %
8=, 3 € R\ {0} sto je ekvivalentno sa
21— Ry 21— R

ako i samo ako

23—22_21—222_3—2_2‘2_1—5 (13)

21— 2y 23—%2 Z1—29 Z3—Z2

Dakle, jednacina (13) predstavlja pripadnost tacke M (z) krugu odredenim
tackama M;(z1), Ma(22), M3(z3) ili pravoj koja je odredena tackama M;(z),
My (z2), M3(z3). Sredivanjem jednacine (13) imamo

(21 — 22— 3) — (25 — 22) (51 — 7)) 27 +

-

v~

+\((Z3 — 2)(71 — 2_2)2_3; (21— 22)(Z5 — 2_2)2_1)/ z—
— ((23 — 22)(z1 — 2_2)2_3: (21 — 22)(z5 — 22)Z1) Z+
+ ((z1 — 22)(Z3 — Z2)Z1 23 - (23 — 220) (71 — 72)Z321) = 0.

Jednagina (13) postaje J2Z + Kz + Kz + L = 0. Ako je izraz

J=((21 — 22)(7 — 22) — (23 — 22) (71 — )
jednak nuli nasa jednacina je jednacina prave, u suprotnom je jednacina
kruga. Dakle, ukoliko je J # 0 tada mozemo celu jedna¢inu da podelimo sa

J 1 dobija se oblik B
2Z+kz+kz+1=0, (14)
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=

- K —-K L
gde su k, k, [ redom T T
do |z —|—E‘2 = \k|2 — [. Primetimo da su J, L ¢isto imaginarni®, tj. J, L € iR
pa je [ € R. Dakle, izraz |k|* —1 je realan broj. Ako je |k|*—1 > 0 stavimo da
je |k|> =1 = r? dolazimo da popularnije jednacine kruga {Z + E} = r(Krug sa

Daljim sredivanjem jednacine (14) dolazimo

centrom —k i polupreénikom 7 je skup svih tacaka koje su na rastojanju r od

—% ). Za |k|” —1 < 0 je nemoguce. Za ‘z —|—E|2 < 0 jasno je da nije moguce

dok |z + E‘z = 0 proverimo rac¢unom da nije moguée, tj. nevazi KK = L.J.
Zakljucujemo da jednacina Jzz 4+ Kz + Kz + L = 0 predstavlja:

e jednacina prave ako J = 0,

2

L
e jednacinu kruga ako je J # 0, i ako vazi |—| — N > 0.

4 Skalarni i vektorski proizvod kompleksnih
brojeva

U ovoj sekciji definisa¢emo dva pojma analogna pojmovima skalarnog i
vektorskog proizvoda analiticke geometrije.

4.1 Skalarni proizvod

Definicija 8. Skalarni proizvod kompleksnih brojeva a,b je realan broj
odreden kao

1 _
aeb= E(Eb—i—ab).

- 1 -
Posmatrajmo sada a e b = i(ab+db) = aeb pa odavde sledi da aeb € R.

Prema tome, u literaturi se srece da se skalarni proizvod zove i realni proizvod.
Neka su a, b, ¢, z € C, onda iz definicije (8) jednostavno slede sledeée osobine
skalarnog proizvoda :

1. aea=|al’,

9Neka je A = (21 — 22)(z3 — 22), tada je A — A = 2i Im(A). Dakle, J = 2i Im(A), tj. J
je Cisto imaginarni. Na slican nac¢in zakljucujemo i za L.

29



2. aeb="beaq,

3.ae(b+c)=aeb+asec,

4. (aa)eb=alaeb)=ae(ab), a € R

5. aeb =0 akko je OALOB, gde su A(a), B(b),
6. (az) e (bz) =|z|*aeb.

Tvrdenje 8. Neka su date cetiri razlicite tacke A(a), B(b),C(c) i D(d).
Tada su sledece cinjenice ekvivalentne:

1. ABLCD,
2. (b—a)e(d—c)=0,

b—a
3. —— iR\ {0
2 iR\ {0},

b—a
4. Re(d_c):()

Dokaz. 1 < 2: Transliramo pravu AB i pravu C'D u koordinatni pocetak,
tada ¢e jedna novodobijena prava biti odredena tackama O(0) i K(b—a) a
druga novodobijena prava tackama O(0) i L(d — ¢). Primenjivanjem osobine
(5) skalarnog proizvoda, tada dobijamo da je (b —a) e (d — ¢) = 0.

2 3: Iz (b—a)e(d—c) =

! (b—a)(d—c)+(b—a)(d — ¢)) = 0 dolazimo

2
b— b— b—
do ¢__ ? sto govori bas da ¢ € iR. Iskljucivanje nule sledi iz
d—c d—c d—c
toga Sto su tacke razlicite.
b— b—
3 < 4: Ocigledno je, ako g eiR \ {0} <= Re (d a) =0. O
J—— c J—

1 1 -
Pozivajuéi se na jednakost Re(z) = §(Z + %) vazi §(Eb + ab) = Re(ab),

pa skalarni proizvod mozemo da posmatramo i kao jednakost a ¢ b = Re(ab).

Ako su date tacke A(a) i B(b), gde je a = |a|(cosa + isina) i gde
je b = |b|(cos B + isinf), tada a @ b = |a||b|cos(8 — «). Dakle, skalarni
proizvod mozemo da definisemo i kao a @ b = |a| |b| cos £(a, b), gde je £L(a,b)
ugao izmedu vektora O—fl i (Tg .
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4.2 Vektorski proizvod

Definicija 9. Vektorsk: proizvod kompleksnih brojeva a,b je kompleksan
broj odreden kao

1 —
axb= é(ﬁb—ab).

- 1 1 _

Opet posmatrajuéi a x b+a X b = i(ab —ab) + §(ﬁb —ab) = 0 odavde
sledi da Re(a x b) = 0 odnosno a x b je ¢isto imaginarni broj. Kao sto se
u literaturi srec¢e za skalarni proizvod da se zove i realni proizvod, tako za
vektorski kazu kompleksni proizvod. Kao i skalarni proizvod tako i vektorski
proizvod ima svoja svojstva. Neka su a, b, c € C tada:

l.axb=0akkojea=0ilib=0ilijea= b, A € R\ {0},
2. axb=-bxa,

3. ala xb) = (aa) x b=a x (ab) za svako a € R,

4. ax(b+c)=axb+axec,

5. Ako su A(a), B(b) dve medusobno razli¢ite tacke, i obe se razlikuju od
koordinatnog pocetka. Tada je a xb = 0 akko su tacke O(0), A(a), B(b)
kolinearne.

Slicno kao za skalarni proizvod mozemo da uoc¢imo neke jednakosti i za

1
vektorski proizvod. Pozivajuéi se sada na jednakost Im(z) = 2—(2 — Z) jasno
i

1 - 1 —
je da vazi §(ab —ab) = E(Eb —ab) = ilm(ab), odnosno vektorski proizvod

mozemo da posmatramo i kao jednakost a x b = i Im(ab).

Ako su date tacke A(a) i B(b), gde je a = |a| (cosa + isina) i gde je
b= |b| (cos 5 +isin ), tada a x b = |a||b|isin(f — a)). Dakle, uocili smo da
je |a x b| = |a||b] sin £L(a,b), gde je £L(a,b) ugao izmedu vektora 04iOB.

1
Poznato nam da se povrsina trougla izracunava kao P = —xysiny gde

su x,y duzine stranica a 9 ugao izmedu njih, odatle zakljucujemo da je
la X b| = 2P40B, gde je Paop povrsina trougla AOB.

Izrazimo sada vektorski proizvod a x b preko povrsine trougla AOB u
zavisnosti od njegove orijentacije. Posmatra¢emo trougao nad vektorima
OA i OB, i orijentacija ugla izmedju vektora OA i OB odreduje orijentaciju
trougla AOB. Tako dobijamo:
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1. Ako je trougao AOB je pozitivno orijentisan:

1 1 b
Piop = 3 la| |b] sin £ (a, b) = 3 |la] |b] sin (arg 5) =10

1 1
= —|a||b| Im b M:—|a|21m LA
2 a) [b] 2 a

1 ba 1 ba 1
=~ |af*Im <-§) = ~|af*Im (—“2> — ~ Im(ba),
2 aa 2 |a| 2

odavde vidimo da je a X b = 2iProp.

2. Ako je trougao AOB je negativno orijentisan:

Paop = % la| |b] sin £L(a, b) = % |a] |b] sin (_ arg 2) _

1 1
= — —|a| [b| Im é M:——|a|21m é =
2 a/ |b| 2 a
1 ba 1 ba 1
= — ~|af*Im (—§> = — > |a|*Im <—“2) — — > Tm(ba),
2 2 lal 2

odavde vidimo da je a X b = —2iPop.

Tvrdenje 9. Neka su A(a), B(b) i C(c) tri razlicite tacke u kompleksnoj
ravni, tada povrsina pozitivno orijentisanog trougla ABC' se racuna kao:

1 _
Pipc = 3 Im (6b + be + Ea) .
Dokaz. Kako su nam sad sve tri géke razlicite od koordinatnog pocetka,
transliramo trougao za vektor —OA, na taj nacin tacke A(a), B(b) i C(c)

prelaze u tacke O(0), B'(b—a) i C'(c —a) a trougao ABC' u trougao OB'C".
Translacija nemenja povrsinu figure, pa su povrsine ova dva trougla jednake.

1 —_— 1 _ -
Pipc = Popror = §Im ((b —a)(c— a)) = §Im (bc —ac — ab+ aa) =

:%mq%+&+my

sin (arg z) = Im (2) |1]: neka je z = [z] '8 * tada Im(z) = |2|sin (arg 2).
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Koristeéi Im(z1 + 2z3) = Im(21) + Im(29) dolazimo do zakljucka da vazi
1
Papc = i(axb—i—bx c+cxa).
i

Tvrdenje 10. Neka su Ai(ay), As(az), ..., Ay(a,) tacke kompleksne ravni.
Tada povrsina pozitivno orijentisanog konveksnog n-tougla AAs ... A, se
racuna kao:

1 _ _ _
PA1A2“.AH = 5 Im(a1a2 + as0s3 + ...+ anal).

Dokaz. Imac¢emo dva slucaja:

1. Koordinatni pocetak O pripada unutrasnjosti n-tougla.
Tada je Pa,a,..4, = Poa,a,+Poa,a,+. ..+ FPoa, s . Kako su trouglovi
OAA5,OA1As, ..., 0A, A, pozitivno orijentisani imacemo

1 1
Paiay..a, = 3 Im(@raz) + 3 Im(azas) + ... + 3 Im(a,a,) =

= §Im(a_1a2 + azaz + ...+ apay).

2. Koordinatni pocetak O ne pripada unutrasnjosti n-tougla.
Tada izaberemo proizvoljnu tacku iz unutrasnjosti S(s). Transliramo n-
tougao za vaktor — 0% i tada tacka S(s) prelazi u tacku O(0), odnosno
u koordinatni pocetak. Dok n-tougao A;A,... A, prelazi u n-tougao
ALAL . AD ede su Al (aq — 8), Ay(ag — s), ..., Al (a, — $).
Kako je S u unutrasnjosti n-tougla A; A, ... A,, onda je O(0) u unu-
trasnjosti Aj A5 ... AL,
Prema tome,

Paay. ., = %Im((al — 5)(ag—s)+(ag — s)(az—s)+...+(a, — s)(a;—s)) =

= §Im(a_1a2 + azas + ...+ ayaq)
jer je Im(z +%) = 0 i Im(|2|*) = 0.
O

Tvrdenje 11. Neka su date tri razlicite tacke A(a), B(b) i C(c). Tada su
sledece cinjenice ekvivalentne :

1. Tacke A(a), B(b) 1 C(c) su kolinearne,

33



2.axb+bxc+cxa=0,
3. (b—a)x (c—a)=0.

Dokaz. 1 < 2: Tacke A(a), B(b) i C(c) su kolinearne akko je Pypc = 0,
odnosno (a xb+bxc+cxa)=0
2 & 3: Kako je (a xb+bxc+cxa) =0 odnosno Pygc = 0 pa je

S1m (b + e+ 2a) = 5 T (T~ a)(c—a)) =0,

Dakle Im ((b —a)(c— a)) = 0, pa prema tome sledi

(b—a) X(c—a)zz’lm(ﬂ(c—a)) = 0.

4.3 Veza skalarnog i vektorskog proizvoda

Vezu skalarnog i vektorskog proizvoda mozemo izvesti analiticki. Znamo
da vazi @b = Re(ab) + i Im(ab) a kako smo rekli da je a b = Re(ab) i da je
a x b=ilm(ab) tada imamo

ab=aeb-+a xb.

Do ove veze mozemo doci i geometrijski. Neka su data dva kompleksna
broja a = |a| e, b = |b] e gde su «, 8 € [0,27) i neka su A, B tacke &ije
su kompleksne koordinate a, b, redom. Postojace nekoliko slucajeva, razmo-

tricemo jedan od njih. Posmatrajmo sluc¢aj da je § > a ineka o, 5 € (0, g)

Tada ugao izmedu vektora (74 i 6§ obelezimo sa ¢ i jednak je (5 — «).
Neka je M projekcija tacke B na vektor O—1>4 Pomnozimo sada svaku tacku
kompleksne ravni sa a. Kako je mnozenje sa brojem @ zapravo kompozi-
cija rotacije za ugao —« i homotetije ¢iji je centar O i koeficijent |a| onda
trougao OM B se slika u trougao OM’'B’, gde je B’ tacka dodeljena kom-
pleksnom broju ab a M’ je slika od M pri kompoziciji preslikavanja. Dakle,

ab=aeb+ilaxbl. Odnosno ab=aeb+ a x b.
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B’ (ab)

la x b|

Slika 16: Veza skalarnog i vektorskog proizvoda.

5 Zanimljivi zadaci

Zadatak 4. Neka je dat trougao ABC' zadat sa A(a), B(b) i C(c) i neka

simetrala ugla kod temena A(a) sece naspramnu stranicu u tacki D(d). Tada

BD AB
e -~ =""D .
¢ e = ag: Pokazati

Resenje. Neka je dy € Cidy = 7 ali kako su tacke B,C i D kolinearne

d—1>b d—1b
dy Ce biti realan. Prema tome imamo da vazi i 4 ‘ Uoc¢imo tacku
c— c—
di —b di —b
D1 (dy) na stranici BC' pa vazi ! = ! y i neka je D; takva da vazi
C— Qq C — aq
d1 — b b —a d BD1 AB S d . . ,
= odnosno = ——. Sredjivanjem imac¢emo
c—d; c—al D.C AC Jvany
clb—al+blc—al
di = )
c—al+p—adl
) c—a Y d—a . .. .
Neka je a = arg pa je — = arg . Dokazujemo da vazi da je
b—a 2 b—a
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£BAD, = % = £ BAD odatle sledi da se D; i D poklapaju. Dakle,

c—al+:—lb—a
di—a cTATy T
L=, ae lc—a|+|b—a|l
ubacivanjem cTa_ 878 gia dobijemo:
b—a b—a
lc —al (1+¢€) lc—al2cos§
£BAD, = ar = ar e'2
! g|c—a|—i—|b—a| g\c—a|+|b—a|
c—al2cos$
Kako | | 2_ ¢ R" onda je £BAD, = g, tj. LBAD; = {BAD.
lc—al +1b—al 2
Dakle, Dy i D se poklapaju. A

Zadatak 5. Odrediti koordinatu centra kruga upisanog u trougao ABC' za-

datog sa A(a), B(b) i C(c).

Resenje. Neka je D(d) tacka u kojoj simetrala ugla kod temena A sece stra-
b— blc—

nicu BC. Tada je d = clo—al+ble a|'

¢ —al +b—a

upisanog kruga a znamo da je centar upisanog kruga presek simetrala unu-

trasnjih uglova, prema tome tacka S pripada stranici AD trougla ADB i
simetrala ugla kod temena B sece stranicu AD bas u tacki S. Sada na ADB

I neka je tacka S(s) centar

primenimo zadatak 4 pa imamo da vazi ﬁ = A—B
SD BD
Kako su tacke A, S i D kolinearne tada vazi Z:Z = Z:Z . Dakle,
s—a |b— al
d—s |b—allc—0] ’
b—al + |c—al

sredivanjem dobijamo kompleksnu koordinatu centra upisanog kruga

_alc—b|l+blc—a|+c|b—al
 Ja—=bl+]a—c+1]b—|

A

Zadatak 6. Odrediti koordinatu centra kruga opisanog oko trougla ABC,
zadatog sa A(a), B(b) i C(c).
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Resenje. Ve¢ smo pokazali da jednacina }z +E‘ = r predstavlja jednac¢inu
kruga. Takode rekli smo da tacka dodeljena kompleksnom broju —k pred-
stavlja centar tog kruga. Pri izvodenju jednacine kruga u poglavlju 3.4 imali
sSmo:

(21— 22)(Z3 — Z2)23 — (23 — 2) (21 — %) 21

(21— 22)(Zs — Z2)23 — (23 — 22) — (23 — 20) (71 — Z2)

k=

<l =

gde su z1, 2 1 z3 kompleksni brojevi i njima su dodeljene tacke My, My i M.
Tacke My, My i M3 odreduju krug ‘z + k:| = r. Sredivanjem dobijamo:

(21 — 20) |23]° + (22 — 23) |21] + (23 — 21) | 22|

(21— 22)(Z3 — Z2)23 — (23 — 22) — (23 — 20)(Z1 — Z2)

k=

Kako u nasem zadatku krug je odreden tackama A(a), B(b) i C(c) jasno je
da su kompleksne koordinate centra opisanog kruga oko trougla ABC:"

@B b= aP (- a)
(a—0b)(c¢—=b)c—(c—b)—(c—0b)(a—b)

A

Zadatak 7. Neka su A(a),B(b) i C(c) tacke kompleksne ravni, i neka je
ABC trougao ¢iji je centar opisanog kruga koordinatni pocetak. Pokazati da
je H(h) ortocentar trougla ABC' sa kompleksnom koordinatom h = a+b+c.

Resenje. Neka su duzi AA;, BBy i CCY visine trougla ABC'. Ako neka tacka
M (m) pripada visinama AA;, BBy i C'C} tada pozivajuéi se na tvrdenje 8
vaze sledece tri jednakosti: (m —a)e (b—c) =0,(m —b)e(c—a) =01
(m—c)e(a—0b) =0. Pokazacemo da tacka H ¢ija je kompleksna koordinata
h = a + b+ ¢ pripada svakoj od visina AA;, BBy i C'Cy, pa je na taj nacin
ta tacka presek tih visina odnosno ortocentar. Koristeéi da je |a| = |b] = ||
imamo da su sve tri jednakosti jednake nuli:

1 — _ _

(h—c)e(a—b) = (a+b)e(a—b) = 5((@ +b)(a—b)+(a+b)(a — b)) = aa—bb = 0,

(h—a)e(b—c)=(b+c)e(b—c)=bb—cc=0,
(h—"b)e(c—a)=0,

prema tome tacka H sa kompleksnom koordinatom h = a + b + ¢ pripada
svakoj od visina AA;, BBy i CC}. AN
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Zadatak 8. Neka su A(a), B(b) i C(c) tacke kompleksne ravni, i neka je
ABC trougao. Tacka P(p) je podnozje mnormale proizvoljne tacke Z(z) na
neku od stranica trougla ABC. Tada je kompleksna koordinata podnoZja:

1 be
P=3 z—ﬁz+b+c :

gde je R poluprecnik opisanog kruga oko trougla ABC, ciji je centar koordi-
natni pocetak.

Resenje. Neka je P podnozje na stranici BC, tada su tacke P(p), B(b) i
C'(c) kolinearne. Koristeéi tvrdenje 11 imamo (p — b) x (¢ —b) = 0, a kako
je prava Z P normalna na stranicu BC tada koriste¢i tvrdenje 8 imamo da je
(p—z) e (c—0b) =0. Dakle, tacka P treba da zadovoljava sistem:

(@b - -nle—D) =0,

2
1/ _
S (=2 =b)+p-2){c=1) =0
TR . 1 _ nc—b o
Resavanjem sistema dobijamo p = 5 b+z+(Z—b)- 7 ) Koriséenjem
c —
la|* = |b]°* = |¢|* = R?, odnosno aa = bb = ¢¢ = R?, prethodnu jednacinu
svodimo na:
1 be
P=3 z—ﬁz+b+c :

A

Specijalno, ako tacka Z(z) iz zadatka 8 pripada opisanom krugu oko trougla
ABC tada kompleksna koordinata podnozja je:

1( be )
p==|z2——+b+c]).
2 z

Zadatak 9 (Simsonova pravall). Ako se iz proizvoljne tacke sa kruga opi-
sanog oko trougla ABC' konstruisu podnozja normala na prave koje sadrie
stranice trougla, onda su te tri tacke kolinearne.

Resenje. Neka je centar O opisanog kruga oko trougla ABC koordinatni
pocetak. Neka je Z(z) proizvoljna tacka sa kruga, i neka su A;(ay), By(by) i
C1(¢q) podnozja normala na prave koje sadrze stranice trougla.

"Robert Simson, 14 Oktobar 1687.-1 Oktobar 1768., Skotski matematicar.
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Slika 17: Simsonova prava.

Tada na osnovu zadatka 8 imamo:

1 be 1 ac . 1 ba
ag==-|z——+b+c ,b1:—<z——+a+c)1clz— z——+b+a).
2 z 2 z 2 z
—b—c—l—b%—%—a
Resavanjem @b = bz 2 = (b=a)z=c) i kako tacke
c1— b b e, (b—c)(z—a)
z z

(b—a)(z—c)
(b—c)(z—a)

A, B,C'i Z pripadaju krugu tada na osnovu tvrdenja 7 sledi da

a;—b

je realan broj. Prema tome i izraz L1 je realan broj, samim tim na
€1 — 0

osnovu tvrdenja 4 tacke Aj(ay), Bi(b1) i Ci(c1) su kolinearne. Prava koja

sadrzi tacke Aj(ay), B1(b1) i Ci(c1) naziva se Simsonova prava. A

Zadatak 10 (Ojlerov krug). Neka su A(a), B(b) i C(c) tacke kompleksne
ravni, ABC' trougao oko kog je opisan krug ¢iji je centar O(o) i polupreénik
R, i neka su tacke:

o A(d),B'(V),C"'() sredista duzi (BC), (AC) i (AB);

o Ai(ar),Bi(by),Ci(c1) podnoZja visina iz temena A, B,C na stranice

(BC), (AC) i (AB) a H(h) ortocentar;
° A”(a”), B”(b"), C//(C//) sredista duzi (AH)7 (BH> 1 (CH)
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U trouglu ABC tacke A", B',C", Ay, By, Cy, A", B", C" pripadaju jednom krugu
¢igi je centar Og(og), gde je Og(og) srediste duzi (OH).

C(c)
Ci(c1) C"(c”
Ai(ar)
C'(c) H(h)

A'(a')

A"(a"
B/r(bn)

A(a)

B'(b') ’
By (by) B(b)

Slika 18: Ojlerov krug.

Resenje. Neka je centar O opisanog kruga oko trougla ABC' koordinatni
pocetak. Tada je koristeci zadatak 7 koordinata ortocentra h =a+ b+ c. Iz

postavke zadatka znamo:

b+c a+tc a+b
/: b/: /: .
*eT Ty g ¢ T o
1 be 1 ac
oa1—§(a—;+b+c>,b1:§<b—?+a+c>,
1( ba )
ci=-|c——+b+al;
2 c
° //:a+h7b1/:b+h7cﬂzc+h;
2 2 2
2 b 2b
Koristeé¢i da je h = a + b + ¢ imamo " = %ﬂ,b" = %i

o 2c+b+a
= T.
Proverimo rastojanje Ogy od tacaka A’, B',C', Ay, By, C1, A", B",C":
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b+c a+tb+c| g

la’ — og] = — = —, na isti nacin se proveri za b’ i .
2 2 2
| | 1 bc+b+ a+b+c |bac]| R? i
ap—ogl = |z (a—— cl|— = = = —, na isti
T2 a 2 2R 2R2 27

nacin se proveri za by i ¢;.
2a+b+c a-+b+ec
2 2

a

R .. . .
5 = —, na 1st1l nacin se proveri za

2

’a///_09| —

b// 1 C”.
Dakle, sve tacke A", B",C", Ay, By,Cy, A”, B”,C" su na istom rastojanju od

krug se naziva Ojlerov krug. A

Zadatak 11 (Ojlerova prava). Neka su u trouglu ABC sa T (t), H(h) i O(0)
oznaceni teZiste, ortocentar i centar kruga opisanog oko trougla ABC. Do-
kazati da su tacke T(t), H(h) i O(0) kolinearne kao i da vazi HT = 2TO.

: : : : a+b+c
Resenje. Poznato nam da je kompleksna koordinata tezista t = ———.

Neka je centar O opisanog kruga oko trougla ABC koordinatni pocetak.
Tada je koriste¢i zadatak 7 kompleksna koordinata ortocentra h = a + b+ c.
Prema tome,

+b+
(—h ¥—<(I+b+0)

_ 3

t—o a+b+c 1

3 3
odnosno dolazimo do jednacine oblika t — h = —2(t — 0) = 2(0 — t). Dakle,
vazi HT = 2@, i kako je t_ realan broj tada su tacke T'(¢), H(h) i O(0)

kolinearne. Prava koja ih sadrzi zove se Ojlerova prava. A

6 Mebijusove transformacije

6.1 Dvorazmera

Neka su zy, 29,23 1 24 kompleksni brojevi, tim brojevima dodeljujemo

kompleksan broj
23 — 21 ) Z4 — 21

[21722;’23724] = (15)

Z3_ZQIZ4_ZQ
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koji nazivamo dwvorazmera ta cetiri broja. Ako je jedan od brojeva oo u
tom slucaju izrazi u kojima se javlja co se menjaju sa 1, odnosno:

. R3 — %1

1. ako je z4 = oo tada [z, 29; 23, 0] = ,
3 — 22

21

2. ako je z3 = 0,24 = 0o tada [21, 29;0,00] = —,
%)

3. ako je zp = 1,23 =0, 24 = 00 tada [z1,1;0,00] = 2.

Zamenom bilo koja dva para ¢uva se dvorazmera tj. vazi:
[21722;23724] = [22721;24723] = [23724;21722] = [24723322721]-

Pozivajuéi se na tvrdenje 7 imamo da dvorazmera cetiri kompleksna broja
[21, 22; 23, 24] je realan broj ako i samo ako tacke koje su dodeljene tim kom-
pleksnim brojevima pripadaju krugu ili su kolinearne.

6.2 Bilinearno preslikavanje i neke osobine bilinearnog
preslikavanja

Definicija 10. Preslikavanje oblika:
az+0b

w=M(z) = (16)

cz+d’

tako da su a,b,c,d € C i vazi ad — bc # 0 naziva se bilinearno preslika-
vanje. Takode, naziva se i Mebijusovom transformacijom.?

Posmatrajmo sada ako bi vazilo ad — bc = 0, tada bi smo imali bc = ad.
Postojace dva slucaja:

1. Slucaj d # 0. Zamenjujuéi a = %C u (16) dobijamo
bc N bd
d- " a4 _"?
M(z)=+—"FT=-.
(2) cz+d d

Primetimo da smo dobili konstantno preslikavanje Sto nas ne zanima.

12 August Ferdinand Mebius, 17. novembar 1790.-26. septembar 1868., nemacki mate-
maticar.

42



2. Slucaj d = 0 pa sledi da je bc = 0, odnosno sledi b = 0 (tada (16)
ima oblik M(z) = a pa opet dobijamo konstantno preslikavanje Sto

nas nezanima) ili ¢ = 0 (tada u (16) imamo delenje nulom $to nije
definisano ako posmatramo na C, a ako posmatramo na C opet imamo
konstantno preslikavanje koje slika sve u 00).

Dakle, nije zanimljivo ako vazi ad — bc = 0.

Pogodno je da razmatramo (16) kao preslikavanje C u C. Neka su z; i zo
kompleksni brojevi takvi da je M(z;) = M(z3). Tada ra¢unom dolazimo do
(ad —bc)(z1 — z9) = 0.

——
#0
Otuda sledi z; = 29, odnosno preslikavanje (16) je injekcija.

Dodefinisemo bilinearno preslikavanje tako da —— se preslikava u oo a co
c

se preslikava u g, ako je ¢ # 0. Dakle, imamo
c

az+b d
C\{—=
cz+d’ Z; \ c}
M(z) = 00, Z = ——
a c
-, Z = o0.
c

i mozemo pronaci inverzno preslikavanje

dw—b

TP wee\{H

—Ccw + a a c

MY w) =14 o0, w=— )

d

——, W=00
c

-1 dw_b .. v .
kako za M~ (w) = m—— da — (=b)(—c) = ad — be # 0 zakljuéujemo

da preslikavanje inverzno bilinearnom preslikavanju je bilinearno preslikava-

nje. Za ¢ = 0 zbog uslova ad — be # 0 sledi da je d # 0 pa imamo da (16)

ima oblik M(z) = ?Zz + 7 takode i u ovom slucaju mozemo da pronademo
d

inverzno M ! (w) = —w — —. Zakljuéujemo da je bilinearno preslikavanje ne-
a a

prekidna bijekcija C — C.
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Dekompozicija bilinearnog preslikavanja:

e zac=0: tadaiz ad—bc # 0 imamo a # 01 d # 0 a jednac¢ina (16) ima

b
oblik M(z) = gz + 7 Jasno nam da taj oblik jednakosti predstavlja

linearno preslikavanje.
e za c #0:

a a
bt d)+h—
M(z)—az+b—c(cz+ )+ c :g_i_bc—ad ld

Ccz+d cz+d c c?
zZ+ -
c

Dakle, bilinearno preslikavanje je kompozicija sledec¢ih preslikavanja :

d . d
1. wy = z 4+ — translacija za vektor —,
c c

2. w9y = — inverzija u odnosu na jedinicni krug,
w1

3. w3 = wy refleksija u odnosu na realnu osu,

bc — ad

4. wy = = w3 kompozicija rotacije i homotetije,

a . a
5. ws = — + w, translacija za vektor —.
c c

Odnosno, M (z) = (wsowowsowyow; )(z). Primetimo da je w, = wsows
recipro¢no preslikavanje.

Ako je k proizvoljan kompleksan broj razli¢it od nule, tada imamo

az+b_
cz+d

B kaz + kb
" kez 4+ kd’

M(z)
Dakle, mnozenjem koeficijenata sa k ne menja se preslikavanje. Mozemo da

1
Vad — ¢
u tom slucaju novi koeficijenti zadovoljavaju (ad — bc) = 1. Tada kazemo da
je bilinearno preslikavanje normalizovano. Kada istrazujemo osobine opstih
bilinearnih preslikavanja, ispada da je veoma pogodno raditi sa normalizova-

nim oblikom preslikavanja. Ali kada imamo racun sa odredenim bilinearnim

pomnozimo koeficijente bilinearnog preslikavanja M(z) sa k = +
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preslikavanjem, najbolje je da ga nepredstavljamo u normalizovanom obliku.

Razmotrimo sada fiksne tacke bilinearnog preslikavanja, i posmatrajmo
za ¢ # 0. Fiksne tacke bilinearnog preslikavanja su resenja jednacine

az+b_
cz+d

M(z) = z.

Primetimo da je ta jednacina ekvivalentna sa cz? + (d — a)z — b = 0, prema
tome kako je prethodna jednacina kvadratna zakljucak je da bilinearno pre-
slikavanje moze imati najvise dve fiksne tacke. Jasno je da ako ima vise od
dve fiksne tacke onda bilinearno preslikavanje mora biti identiteta. Neka je
M (z) normalizovano bilinearno preslikavanje, tada su dve fiksne tacke:

(a—d) = \a+rd’—1

Y12 = 2c
U slucaju kada je a + d = £2, fiksne tacke vy o se poklapaju. Ako je ¢ =0,
b b
tada bilinearno preslikavanje ima oblik M(z) = %z + E,p = ?Z,q = p pa

imamo nekoliko slucajeva:
- Ako je p =1,q # 0 onda je jedina fiksna tacka oco.

- Ako je p = 1,q = 0 onda bilinearno preslikavanje je zapravo identicko
preslikavanje kome su sve tacke fiksne.

- Ako je p # 1 onda bilinearno preslikavanje ima dve fiksne tacke oo i
q

Bilinerano preslikavanje ¢uva uglove izmedu krivih, uklju¢ujudi i
orijentaciju. Kako je bilinearno preslikavanje kompozicija nekoliko preslika-

vanja oblika z — — i linearnog preslikavanja z — az + b. Kako inverzija i
z

refleksija ¢uvaju uglove, ¢uva ga i preslikavanje z — —, jer je kompozicija in-
verzije u odnosu na jedini¢ni krug i refleksije u odnosu na realnu osu. Kako
inverzija i refleksija menjaju orijentaciju uglova, njihova kompozicija cuva
orijentaciju. Preslikavanje z — az + b takode ¢uva uglove i orijentaciju.
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Tvrdenje 12. Skup M = {M : C — C : M je bilinearno} ¢ini grupu u
odnosu na operaciju kompozicije preslikavanja. Odnosno (M, o) je grupa.

Dokaz. Treba pokazati cetiri stavke:

1. Zatvorenost skupa M u odnosu na operaciju o.

b
Neka M, My € M, tada su M;(z) = &, aydy — biep # 0 i
c1z +dq
Aoz + bg
M. = do — b 0.
2(2) oz +dy Q203 2Co 7
(0574 + b2 i E
b b dib
Mioby() = 2t (o rabyit B tdib) o,
c azz + b2 + d ECLlCQ + 616222 +\(b1C2 + d1d2>1
1022 + d2 ! g B

vidimo da AD — BC je razli¢ito od nule.

Ar+ B
Dakle, My o Ma(z) = —CZ 1 . AD=BC # 0 pasledi MyoMy(2) € M.
z

2. Asocijativnost.

b
Neka My, My, My € M, tada Mi(z) = 2% 0d — biey # 0,
b 012+d1b
asz + . asz +
MQ(Z) = ﬁ, agdg—bQCg 7é 0i Mg(Z) = ﬁ, agdg—b303 7é 0.

Nije potrebno ispitivanje ra¢unom jer znamo da operacija o kompozicije
preslikavanja je uvek asocijativna operacija prema tome vazi

Ml e} (MQ e} Mg) == (Ml 0] Mg) 9] Mg.

3. Neutralni element, odnosno treba pokazati da postoji ¢ € M takav da
je za svako M € M vazi Moe =co M = M.

1 0
Posmatrajmo id(z) = z, z € C. Jasno nam da vazi z = G

0z +1 i da
je ad — bc = 1 # 0 pa sledi id(z) = z jeste bilinearno. Takode vazi

tdo M = M oid = M, odnosno id je trazeno &.

4. Inverzni element, odnosno treba pokazati da za svako M € M postoji
M eMtakavdavazi MoMt=M"1toM =c¢.

Kako je bilinearno preslikavanje bijekcija C — C onda nam jasno da

az+b dw —b
ko M € M, M = toji Mt = —
za svako e M, M(z) ot d postoji (w) Ep——

OJ

Tvrdenje 13. Ako je M bilinearno preslikavanje za koje vazi: M(o0o) = oo,
M(0) =0, M(1) =1. Onda je M identiteta.
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Dokaz. Imamo sledece ¢injenice:

b
L. OzM(O):Epajeb:O

a
2. 0o = M(00) = — pa je ¢ = 0, samim tim preslikavanje je linearno.
c

b b
3.1:]\4(1):a+ .Kakojea+ =11 kako su b = ¢ = 0 tada imamo
c+d c+d
da je a =d.
Dakle, M(z) = z. O

Teorema 5. Neka su tri razlicite tacke z1, 22, 23 € C i neka su takode tri
razlicite tacke wi,wy, w3 € C. Tada postoji jedinstveno bilinearno preslika-
vanje M takvo da je M(z) = wy, k = 1,2, 3.

Dokaz. Neka je:

M : 21, 29,23 — 0,00, 1
My wy,we, w3 — 0,00, 1
gde su My, M5 oblika M;(z) = T A BT Zl) My(w) = w—wy Wz —w

2— 29 23— 29 W— Wy W3 — Wy
dva bilinearna preslikavanja. Nase trazeno preslikavanje bice M = M, o M,
tj. w = M, ' o Mi(2). Dakle, imamo My(w) = M;(2), odnosno

Z— 2 k3 — 21 w—w w3 — W

2 — 2y Z3— 2y W— Wy Ws— Wy

Dokazimo jedinstvenost ovog preslikavanja.

Neka je w = A(z) bilinearno preslikavanje tako da wy = A(z),k = 1,2, 3.
Posmatrajmo u(§) = My o Ao M '(€). Kako je p bilinearno i kako vazi
1(0) =0, u(1) =11 u(co) = 0o tada na osnovu tvrdenja 13 zakljuéujemo:

id = Myo Xo M,

A= M, oido M,
A= Myt o M,
A= M.

Tvrdenje 14. Bilinearno preslikavanje cuva dvorazmeru.
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Dokaz. Neka su zy, 29 1 23 tri razlicita kompleksna broja, prema teoremi 5
postoji jedinstveno bilinearno preslikavanje M (z) = w takvo da M (z;) = wj,
w; € C, 7 =1,2,3 1 uz to vazi:

Z— 21 23 — X1 w—w W3 — W

2 — 2y 23— 2y W—Wy W3— Wy

odnosno
- m—A M(z) — M(z1) M(z3) — M(z1)
2—29 23— 29  M(2) — M(z) M(z3) — M(z)’
[217 225 %, Z3] - [M(Z1>7 M(ZQ)7 M(Z)J M(Z3)]
Dakle, bilinearno preslikavanje ¢uva dvorazmeru. O

Zadatak 12. Odrediti bilinearno preslikavangje koje tacke 1,1, 00 preslikava
u tacke 0,00, —1 tim redom.

Resenje. Po teoremi 5 postoji jedinstveno bilinearno preslikavanje M (z) =w
takvo da M (z;) = w;, w; € C, j =1,2,31 uz to vazi:

Z— 21 23— X1 w—w W3 — W

2 — 2y 23— 2y W—Wy W3— Wy

u zadatku nam se trazi da

1, 4 , 00 +—_ 0 6 oo, —1.
~ =~ AN N
21 z9 z3 w1 w2 w3
Dakle,
z—1 oco-—1 w—0 —-1-0
2—i o00o—i w—o0 —1—00’
1—=2
zZ—1

Direktnom proverom vidimo da preslikavanje zadovoljava uslove zadatka, od-
nosno M (1) =0, M(i) = oo, M(oc0) = —1. A

Tvrdenje 15. Bilinearno preslikavanje uopsteni krug slika v wopsteni krug.
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Dokaz. Pod uopstenim krugom podrazumeva se prava ili krug. Posmatrajmo

bilinearno preslikavanje zapisano u obliku w = A+B?, gde jew, = z+C
z
1

translacija, wy = — recipro¢no, ws = Bwsy kompozicija rotacije i homotetije,
w

1
wy = ws + A translacija. Ocigledno je da wq, w3 i wy uopsteni krug slikaju u
uopsteni krug. Potrebno je proveriti za ws. Prisetimo se da jednacina ovog

oblika J2Z+ Kz+KZzZ+L = 0 je prava ili krug. Ako stavimo z = — dobijemo
— w
J+ Kw+ Kw+ Lww = 0 a ovo je ponovo jednacina prave ili kruga. OJ

Tvrdenje 16. Tucke z i z* su simetricne u odnosu na krug K akko je svaki
krug K" u C koji sadrzi z i z* ortogonalni na K.

Teorema 6. Proizvoljno bilinearno preslikavanje M preslikava tacke z i 2%,
simetricne u odnosu na krug K u C, u tacke w = M(z) i w* = M(z*),
simetricne u odnosu na krug K, koji je slika kruga K, odnosno K, = M(K).

M *
K K
K, = M(K)

Slika 19: Bilinearno preslikavanje c¢uva simetriju.

Dokaz. Neka je K, proizvoljni krug tako da sadrzi w i w*. Kako w,w* € K;
tada je M~Y(K;) krug koji sadrzi z i 2* , i kako su z i z* simetri¢ne u
odnosu na krug K onda je krug M~!(K;) normalni na krug K. Znamo da
bilinearno preslikavanje M c¢uva uglove sledi da je krug K; normalni na krug
M(K) = K,. Dakle, w = M(z) i w* = M(z*) su simetri¢ne u odnosu na
krug K.. O
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Zadatak 13. Odrediti bilinearno preslikavanje koje tacke 0,4 preslikava u
tacke 2,0 tim redom, a krug k : |z + 1| = 1 preslikava na krug k' = |w| = 2.

Resenje. Neka je M (z) = w bilinearno preslikavanje. Dato nam da M (0) = 2
i M (i) = 0. Pre svega odredimo simetri¢nu tacku s u odnosu na krug k tacke
i 2 L z' '.

1+1 1—2

Prema teoremi 6 koja kaze da bilinearno preslikavanje ¢uva simetriju imamo
da M(s) = ¢, gde je s simetri¢na tacka u odnosu na krug k' tacke M (i).
Dakle, M(W_11(i)) = Woa(M(i)) = Yp2(0) = oo. Dalje, imamo da je

S = \1171’1(2') =

M@O)=2,M(i)=01iM (%) = 00 pa prema teoremi 5 sledi:

w—0 2-0  z—i  —i
1 1 - L -
22 — 2
- - M
U= T M)
L b o
Proverom vidimo da vazi M(0) = —— = 2, M(i):#:o, pa
—1 — 1)l — 1

preslikavanje zadovoljava prva dva uslova zadatka. Treba jos da proverimo
da li krug |z + 1| = 1 slika u krug |w| = 2. Jednacinu |z + 1| = 1 mozemo da
posmatramo i kao 2z + z + Z = 0. Postavlja se pitanje da li za takvo z vazi
2z — 21
(1—i)z—1i
nase preslikavanje zadovoljava sva tri uslova zadatka.

= 27 Jednostavnim rac¢unom ispostavlja se da vazi. Dakle,

A

6.3 Klasifikacije Mebijusovih transformacija

U ovom odeljku ukratko ¢emo napraviti klasifikaciju bilinearnih preslika-

vanja posmatrajudi fiksne tacke. Podsetimo se sada fiksnih tacaka bilinearnog
az+b

cz+d

preslikavanja M (z) =
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c c#0 c=0
a a
d -=1 - #1
a7 d d%
b b=0]b#0
—d) + —d)? +4b _
Fiksne tacke: | v1o = (e ) (a )? + dbe C 00 b ioo
’ 2c d—a

Tabela 1: Fiskne tacke bilinearnog preslikavanja.

Znamo da ako je oo fiksna tacka da je u tom slucaju bilinearno preslikava-
nje oblika M (z) = a2+ by. Preciznije, ako je 0o jedina fiksna tacka tada pre-
slikavanje mora biti oblika M (z) = z+b1, by # 0 dok ako su jedine fiksne tacke
0010 u tom slucaju preslikavanje mora biti oblika M (2) = a1z,a; # 0,a; # 1.

Neka su My, M5 dva bilinearna preslikavanja. Za M; i M, kazemo da su
konjugovana ako postoji neko bilinearno preslikavanje L takvo da

My =L"'oM,o L.

Tvrdenje 17. Konjugovanost izmedu bilinearnih preslikavanja je relacija
ekvivalencije.

Dokaz. Rekli smo da My i M, su konjugovana ako postoji neko bilinearno
preslikavanje L takvo da M; = L~'oM,o L. Sa znakom ~ obelezimo konjugo-
vanost. Dakle, M, ~ M, ako postoji L bilinearno takvo da M; = L~toM,oL.
Da bi ~ bila relacija ekvivalencije, potrebno je da je refleksivna, simetri¢na
i tranzitivna.

R: M1 ~ Ml,
M,=L"'oM oL,

Lo M1 = Ml o) L,
postoji L i to je za L(z) = z.
S: My, ~ My = My ~ M, odnosno imamo M; ~ M, samim tim postoji
L bilinearno takvo da M; = L' o My o L a treba da pokazemo da vazi

i My ~ M;.
M, =L1'oM,olL,

o1



LoM,oL™ = M,,

obelezimo L' sa K, tj. neka je L™! = K. Pavazi K 'oM,o K = M.
Prema tome, sledi da postoji K bilinearno takvo da K=o M0 K = M,
pa je My ~ M.

T: My ~ My, My ~ M3y = M; ~ Mjs, odnosno postoji L takvo da je
M, = L Yo Myo L i postoji K takvo da je My = K~'o Mso K i treba
pokazati da postoji neko H takvo da je My, = H ' o Mo H.

My=L"'o(K'oMsoK)oL

M, =(KoL)'oMsoKolL,

obelezimo K o L sa H, tj. neka je K o L = H. Pa imamo da je
M, = H ' o Mso H. Prema tome, sledi da postoji H bilinearno takvo
da Ml :H_10M30Hpaje M1 NMg.

O

Tvrdenje 18. Ako su M, 1 My konjugovana tada oni imaju isti broj fiksnih
tacaka.

Dokaz. Neka je z fiksna tacka preslikavanja M; i dato nam M; = L~'oMyoL.
Prema tome,

M(z) =24 (L o Myo L)(2) = 2 & L(2) = My(L(2))

pa je L(z) fiksna tacka preslikavanja M. Prema prethodnom i kako je L
bijekcija imamo da M; i My imaju isti broj fiksnih tacaka. O]

Neka je M(z) bilinearno preslikavanje. Imamo dve situacije :

1. Ako M ima dve razlicite fiksne tacke tada je M konjugovano sa M,
gde je My(z) = Mz, A € C\ {0,1}.

Neka su 21, 2o dve fiksne tacke od M. Posmatrajmo L;(z) = S koje
Z — 292
je bilinearno preslikavanje, samim tim i bijekcija. Kako je L; bijekcija

mozemo da pronademo L;'. Potrazimo sada L' :

Z— 2
w =

Y
zZ — 29
(z — zm)w =2z — 2,

z(w—1) = zw — 2,
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29W — 21
=
w—1

Dakle, imamo L;*(z) = L_lzl Tada je M; = Ly o M o L;*. Direkt-
z j—

My(0) = Li(M(L7(0))) = Li(M (1)) = Li(z1) = 0,

Mi(00) = Ly (M(L™(00))) = Li(M(z2)) = Ly (2) = oc.

Prema tome, postoji A; € C\ {0, 1} tako da M;(z) = A 2.

Moguce je da pronademo oblik bilinearnog presikavanja M. Prema
teoremi 5 postoji jedinstveno bilinearno preslikavanje M(z) = w takvo
da M(z;) = w;, w; € C, j =1,2,3 i uz to vazi:

w—w w3 —w Z— 2 23 — 21

W— Wy W3 — Wy 2—Z2y 23—29
u nasem slucaju preslikavamo tacke z1, 29, 23 — 21, 29, W', pa je

w' — 2z

w— 21 w — 29 2 — 21

W—29 A3 z— 29
23 — %2

k

PZA _ k272 kec\ {0},
2

W — Zo z—z

sada mozemo da izrazimo w

(k) ki
(1—k)z— 20+ kz

Proverimo $ta se desava ako je k = 1, tj.

w' — z
w — 2o 1
z3—2z
Z3 — 29

Wy — 2123 — W2 + 2120 = Wz — 2923 — W2 + 2129,
/
(20 — 21)23 = (20 — 21)W',

23 =,

33



vidimo da ako je k = 1 da tada imamo tri fiksne tacke. Dakle, biline-
arno preslikavanje M koje ima tacno dve fiksne tacke oblika je:

(21 — kz9)z — 2120 + kz1 29
(1—Fk)z— 20+ kz

Direktnim racunom ispostavice se da je \; = k. Dakle,

Mz =LyoMoLi\(z) = Li(M(LT\(2))) = L (M (W _121)) -
Z_
2z — 2 292 — 2
M - 22 =%
( z—1 ) ° _ z—1 “

N 292 — 21 T2z — 2 -
M — 29 )
z—1 z—1

paje A\ = k.

M(z) =

, ke C\{0,1}.

.=kz,

. Ako M ima jednu fiksnu tacku tada je M konjugovano sa Ms, gde je
Ms(z) = 2+ Mg, A2 € C\ {0}

1
Neka je zo fiksna tacka od M. Posmatrajmo Li(z) = koje je
zZ— 20
bilinearno preslikavanje, samim tim i bijekcija. Kako je L; bijekcija
mozemo da pronademo L;'. Potrazimo sada L :

1

z— 2z

w =

(Z - ZO)w = ]-7

. 1+ 2oW
-
) 1 207 + 1 . 1
Dakle, imamo Ly (z) = .Tada je My = LyoMo Ly . Direktnom
z

zamenom imamo:

My(00) = Li(M(L™(00))) = L1(M(20)) = L1(20) = o0
Prema tome, postoji Ay € C\ {0} tako da Ms(2) = 2z + As.
Sada ¢emo napraviti klasifikaciju bilinearnih preslikavanja M (z):
e Ako je k > 0, k # 1 onda preslikavanje M nazivamo hiperbolicko.
e Ako je |k| =1, k # 1 onda preslikavanje M nazivamo elipticko.

e Ako preslikavanje M ima jednu fiksnu tacku onda se naziva para-
bolicko.

e Ako preslikavanje M nije ni hiperbolicko ni elipticko ni parabolicko
onda ga nazivamo loksodromicko.

o4
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