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Glava 1
Uvod
Predmet logikeXta je predmet logike, tj. qime se logika bavi? Najuopxteniji odgovor naovo pita�e je: logika se bavi postupkom (proesom) zak	uqiva�a (rasuÆiva�a,izvoÆe�a). U nastavku �emo, analiziraju�i xta je to postupak zak	uqiva�a ikoje su �egove karakteristike, do�i i do preiznijeg odgovora na pita�e xtaje predmet logike. Zak	uqiva�e je jedan misaoni proes. Taj proes bismonajjednostavnije mogli objasniti ovako. Za poqetak zak	uqiva�a potrebni suneki podai (informaije), a rezultat tog proesa je novi podatak. Svakitaj podatak (i poqetni i rezultat) je napisan (saopxten, o �emu se misli)na nekom prirodnom jeziku, tj. iskazan je reqeniom nekog prirodnog jezika.U zak	uqiva�ima koristimo reqenie za koje ima smisla pitati da li suistinite (taqne) ili neistinite (netaqne). Reqenie koje imaju to svojstvozovu se iskazi. Dakle, polazimo od nekih iskaza i postupkom zak	uqiva�aizvodimo novi iskaz. Polazne iskaze zovemo pretpostavke (premise), a rezul-tat zak	uqiva�a je zak	uqak. Ka�emo da iz pretpostavki sledi zak	uqak.Logika se bavi ispravnim (korektnim) zak	uqiva�ima. Xta su to is-pravna zak	uqiva�a? To su zak	uqiva�a kojima se quva istinitost, tj. za-k	uqiva�a za koja va�i: ako su pretpostavke istinite, onda i zak	uqakmora biti istinit. Evo primera ispravnog zak	uqiva�a.
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2 GLAVA 1. UVODPrimer 1Peking je glavni grad Kine.Kina je zem	a sa najvixe stanovnika na svetu.Dakle, Peking je glavni grad zem	e sa najvixe stanovnika na svetu.U ovom zak	uqiva�u obe pretpostavke su istinite i zak	uqak je istinit.Ali quva�e istinitosti nije jedini kriterijum za odreÆiva�e da li je neko za-k	uqiva�e ispravno. U ispravnim zak	uqiva�ima zak	uqak mora da nu�no,neosporno (,,bez ostatka") sledi iz pretpostavki. Evo jednog zak	uqiva�a ukome su svi iskazi istiniti, a oqigledno je da zak	uqak ne sledi nu�no izpretpostavki.Primer 2Limun je vo�e.Neke vrste vo�a su �ute boje.Dakle, limun je �ute boje.Sada pogledajmo slede�a zak	uqiva�a i odgovorimo na pita�e da li su onaispravna.Primer 3Ivo Andri� je dobio Nobelovu nagradu.Svi dosadax�i dobitnii Nobelove nagrade bili su Rusi.Dakle, Ivo Andri� je bio Rus.Primer 4Amazon je evropska reka.Sve evropske reke se ulivaju u Jadransko more.Dakle, Amazon se uliva u Jadransko more.Ne dajmo da nas zbune istinitost, odnosno neistinitost pretpostavki i za-k	uqka. Mi gledamo eo postupak zak	uqiva�a i bitna nam je samo ispravnosttog postupka. U Primeru 3 imamo da je prva pretpostavka taqna, druga je ne-taqna i zak	uqak je netaqan. Ali to jeste jedno ispravno zak	uqiva�e. Pra-timo samo postupak zak	uqiva�a: iz toga da je Ivo Andri� dobio Nobelovunagradu i da su svi dosadax�i dobitnii Nobelove nagrade bili Rusi, zaistasledi da je Ivo Andri� bio Rus. U Primeru 4 obe pretpostavke su netaqne,zak	uqak je netaqan, a ipak imamo ispravno zak	uqiva�e!Dakle, moramo biti veoma oprezni u oenama ispravnosti zak	uqiva�a.Pogledajmo slede�i primer.



3Primer 5Psi ne lete.Ptie nisu psi.Dakle, ptie lete.Sva tri iskaza su taqna, ali zak	uqak ne sledi nu�no, ,,bez ostatka" iz pret-postavki. Naime, ne sledi nu�no da ono xto ima osobinu nisu psi ima osobinuleti. I maqke nisu psi, ali ne lete!Rekli smo da predmet logike jesu ispravna (korektna) zak	uqiva�a, alimo�e se re�i da je �en posao i ispitiva�e koja zak	uqiva�a su ispravna, akoja to nisu. U tom ispitiva�u moramo razdvojiti istinitost i neistini-tost pretpostavki i zak	uqka od ispravnosti samog postupka zak	uqiva�a.Pojednostav	eno reqeno, nije bitno iz qega je zak	uqak izveden i kakav jetaj zak	uqak, ve� je jedino va�no da li je pravilno izveden. U tom pos-tupku (,,putova�u") od pretpostavki ka zak	uqku koristimo neka pravila iliuputstva. Upravo tim ,,putova�em" od pretpostavki do zak	uqka, tj. pravi-lima koja qine zak	uqiva�e, bavi se logika. Dakle, zadatak logike je dautvrdi i opixe pravila po kojima se proes zak	uqiva�a obav	a. U pro-esu zak	uqiva�a bitna nam je ispravnost pravila koja se u �emu koriste,tj. ispravnost (korektnost) pravila zak	uqiva�a. Ta pravila moraju qu-vati istinitost i po �ima zak	uqak nu�no, neosporno mora slediti iz datihpretpostavki. Ovakva pravila zak	uqiva�a, koja od istinitih pretpostavkineosporno, nu�no daju istiniti zak	uqak, nazivaju se deduktivna pravila.Zak	uqiva�a koja se sastoje od deduktivnih pravila su ispravna zak	uqiva�ai zovemo ih deduktivna zak	uqiva�a (deduktivna izvoÆe�a) - dedukije.Dakle, sada mo�emo preizno re�i da su dedukije predmet istra�iva�alogike.Deduktivno zak	uqiva�e je bilo predmet jox tradiionalne logike. Aris-totel je uveo pojam premise i pojam nu�nog sledova�a zak	uqka iz pretpostav-ki. Osim toga, on je utvrdio i klasifikovao razne naqine izvoÆe�a zak	uqka.Ali sva �egova logiqka razmatra�a i istra�iva�a, kao i istra�iva�a nas-tav	aqa �egovog dela, bila su na nekom prirodnom jeziku, taqnije, nekomprirodnom jeziku oboga�enom promen	ivama. Da bismo dobili bo	u pre-iznost i strogost postupka dedukije, va�an je jezik na kome se formirajupretpostavke, zak	uqi i pravila zak	uqiva�a (deduktivna pravila).Tek u drugoj polovini XIX veka poqelo je stvara�e jezika logike koji midanas znamo kao formalni jezik logike. U ovoj k�izi �emo se baviti timjezikom, a ovde, u uvodu, reimo samo ono najosnovnije o �emu. U tom jezikupostoje posebne reqi sa stalnim znaqe�em, logiqke konstante. Logiqke kon-stante su logiqki veznii: ... i ...; ... ili ...; ako..., onda ...; ... ako i samo ako...(... akko ...); ne .... koji se izuqavaju u iskaznoj logii. Logiqke konstantesu i kvantifikatori (kvantori): svaki i neki koji se zajedno sa vezniimaizuqavaju u predikatskoj logii. Osim logiqkih konstanti va�na su i deduk-tivna pravila koja qine dedukije i koja zovemo i logiqka pravila (pravila



4 GLAVA 1. UVODizvoÆe�a). Svako logiqko pravilo sadr�i logiqke konstante, a ima i nekedelove koji su promen	ivi. Mo�emo govoriti o posebnim obliima logiqkihpravila, tj. logiqkim formama tih pravila. Zato se qesto istiqe da se logikabavi formalnim dedukijama. Pomenu�emo jedno poznato logiqko pravilo,pravilo modus ponens. Neka su X i Y proizvo	ni iskazi. Pravilo modus
ponens je slede�eg oblika:prva pretpostavka: Xdruga pretpostavka: Ako je X , onda je Yzak	uqak: YLogiqka pravila se najqex�e zapisuju ovako:

P1, ..., Pm

Zgde su P1, ..., Pm pretpostavke, a Z je zak	uqak. Reimo jox da su u logii zaveznik ako..., onda... koristi simbol ⇒, pa je pravilo modus ponens praviloizvoÆe�a slede�eg oblika:
X,X ⇒ Y

Ygde X i Y mogu biti bilo koji iskazi.Logika je dobila jednoznaqan, strog i preizan jezik kada se udru�ila samatematikom. Ono xto je najznaqajnija karakteristika matematike (xto jepotpuno odreÆuje i razlikuje od drugih nauka) je dokaz. Svaki matematiqkidokaz je jedno deduktivno zak	uqiva�e kome su pretpostavke istinite (iliprihva�ene kao istinite). Dakle, logika je poveziva�em sa matematikom do-bila i plodno tlo delova�a, tj. poqela je da se bavi dedukijama u okvirumatematike. Pro�ima�em logike i matematike stvorena je savremena logikaqiji poqetak su oznaqili radovi �or
a Bula (George Boole), i posebno radoviGotloba Fregea (Gottlob Frege) u drugoj polovini XIX veka. Razdvaja�e odtradiionalne logike predstav	eno je promenom imena logika u simboliqkalogika ili matematiqka logika. Iako oslikava va�nu karakteristiku novelogike (rad sa simbolima novog jezika), ime simboliqka logika nije vixe uxirokoj upotrebi. Matematika je postala glavno po	e delova�a logike, alogika je postala znaqajna oblast matematike. Poveziva�e logike i matema-tike poqelo je kao korix�e�e logike u matematii, a dovelo je do toga daje logika postala oblast matematike. Otud i �eno, opxte prihva�eno, ime:matematiqka logika. Danas pridev matematiqka postaje suvixan jer, usuÆu-jemo se re�i, danas nema drugih vrsta logike osim matematiqke.Matematiqka indukijaU ovom ode	ku �emo predstaviti jednu va�nu deduktivnu metodu zak	uqiva�a,metodu matematiqke indukije. Prirodni brojevi i �ihove osobine imajuva�nu ulogu u matematiqkoj indukiji. Skup qiji elementi su svi prirodnibrojevi 0, 1, 2, 3, ... je skup N. Skup N+ je skup prirodnih brojeva N bez nule.



5Pretpostavimo da imamo iskaze
I0, I1, I2, . . . , Ik, . . .i da je nax zadatak da doka�emo da su svi ti iskazi taqni. Drugim reqima,nax zadatak je da doka�emo slede�e:Za svaki prirodan broj n iskaz In je taqan.Na primer, neka je nax zadatak da doka�emo da za sve prirodne brojeve nva�i slede�a osobina: 2n > n. U ovom konkretnom primeru iskazi
I0, I1, I2, . . . , Ik, . . .su redom

20 > 0, 21 > 1, 22 > 2, . . . , 2k > k, . . .i mi moramo da doka�emo da su svi ti iskazi taqni.Prema rasuÆiva�u na kojem se zasniva metoda matematiqke indukije zarexava�e tog zadatka dovo	no je dokazati slede�e.Prvo: iskaz I0 je taqan.Drugo: svi iskaziAko I0, onda I1.Ako I1, onda I2....Ako Ik, onda Ik+1....su taqni, tj.za svaki prirodan broj k taqan je iskaz: ako Ik, onda Ik+1.Va	anost metode matematiqke indukije poqiva na slede�em, oqiglednoispravnom rasuÆiva�u. Najpre doka�imo da je taqan prvi iskaz, iskaz I0.Zatim, koriste�i qi�eniu da je taqan iskaz I0, i to da je taqan iskaz ako I0,onda I1, dobijamo da je taqan i iskaz I1. Iz taqnosti iskaza I1 i iz taqnostiiskaza ako I1, onda I2 zak	uqimo da je taqan I2. Nastav	amo, i iz taqnostiiskaza I2 i ako I2, onda I3 zak	uqujemo da je taqan iskaz I3, i tako da	e. Dakle,mo�emo zak	uqiti da je za svaki prirodan broj n, iskaz In taqan.RasuÆiva�e na kojem se zasniva metoda matematiqke indukije opisano je islede�im primerom. Zamislimo niz domina koje stoje uspravno u jednom redui znamo koja domina je prva (tj. koja domina odgovara broju 0). Pretpostavimoda znamo slede�e: prvo, da �e prva domina pasti (tj. da je iskaz I0 taqan) idrugo, da �e kad god neka domina padne, onda pasti i domina posle �e, �ojsusedna domina (tj. da je za svaki prirodan broj k iskaz ako Ik, onda Ik+1taqan). Onda ispravno zak	uqujemo da �e sve domine pasti, bez obzira na tokoliko ih ima (tj. da su svi iskazi I0, I1, I2,..., Ik,... taqni).Metodu matematiqke indukije mo�emo zapisati i na slede�i naqin:ako je taqan I0 i za svaki prirodan broj k taqan je iskaz: ako Ik, onda Ik+1,onda je taqan iskaz In za svaki prirodan broj n.Deo I0 zove se baza indukije, indukijski korak je: ako Ik, onda Ik+1, a�egov deo Ik se zove indukijska pretpostavka.Svaki indukijski korak u ovoj osnovnoj vrsti matematiqke indukije jeslede�eg oblika: iz taqnosti iskaza za prirodan broj k sledi taqnost iskaza



6 GLAVA 1. UVODza prirodan broj k + 1. Zato �emo re�i da je taj indukijski korak prelaz sa
k na k + 1.Doka�imo metodom matematiqke indukije jednu osobinu prirodnih bro-jeva. Primer 1 Za svaki prirodan broj n va�i:

0 + 1 + 2 + 3 + ...+ n =
n · (n+ 1)

2
.Baza indukije. Za n = 0 imamo da je I0 taqno: 0 =

0 · (0 + 1)

2
. Dakle,baza indukije je taqna.Sada dokazujemo indukijski korak: ako Ik, onda Ik+1.U ovom primeru indukijska pretpostavka,

Ik, je 0 + 1 + 2 + 3 + ...+ k =
k · (k + 1)

2
,a Ik+1 je 0 + 1 + 2 + 3 + ...+ k + (k + 1) =

(k + 1) · ((k + 1) + 1)

2
.Pretpostavimo da va�i Ik. Tada je deo 0 + 1 + 2 + 3 + ...+ k izraza

0 + 1 + 2 + 3 + ...+ k + (k + 1) jednak k · (k + 1)

2
, pa imamo

0 + 1 + 2 + 3 + ...+ k + (k + 1) =
k · (k + 1)

2
+ (k + 1)

=
(k + 1)(k + 2)

2
=

(k + 1)((k + 1) + 1)

2
.Dakle, va�i Ik+1, tj. va�i indukijski korak: ako Ik, onda Ik+1.Na osnovu matematiqke indukije zak	uqujemo da za svaki priro-dan broj n va�i: 0 + 1 + 2 + 3 + ...+ n =

n · (n+ 1)

2
.Primetimo da postoje svojstva koja ne va�e za nekoliko prvih prirod-nih brojeva, ali va�e za sve druge prirodne brojeve, poqev od nekog prirodnogbroja. Za nas je va�no da se metoda matematiqke indukije koristi i za dokazi-va�e takvih svojstava. U tim sluqajevima baza indukije nije I0, nego Im, gdeje m prvi prirodan broj od kojeg va�i ta osobina.Evo jednog takvog primera.Primer 2 Za svaki prirodan broj n, n ≥ 4, va�i: 3n2 > 3n+ 19.Prvo primetimo da nejednakost 3n2 > 3n + 19 zaista ne va�i akoje n jednako 0, 1, 2 ili 3. Zato je baza indukije u ovom primeru za

n = 4: 3 · 42 > 3 · 4 + 19, tj. 48 > 31 i ona je taqna.Indukijski korak je:ako va�i 3k2 > 3k+19, onda va�i 3(k+1)2 > 3(k+1)+19.



7Pretpostavimo Ik, tj. da je taqno 3k2 > 3k + 19. Tada imamo:
3(k + 1)2 = 3(k2 + 2k + 1) (jer je (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2)

= 3k2 + 6k + 3

> 3k + 19 + 6k + 3 (ind. pretp. 3k2 > 3k + 19)
= 3k + 3 + 19 + 6k

= 3(k + 1) + 19 + 6k

≥ 3(k+1)+ 19+0 (jer je 6k ≥0 za svaki prirodan broj k)Dakle, va�i: 3(k+1)2 > 3(k+1)+19, tj. dokazali smo indukijskikorak.Zak	uqujemo da za svaki prirodan broj n koji je jednak ili ve�i od4 va�i: 3n2 > 3n+ 19.Zamenom n sa n + 4 u nejednakosti 3n2 > 3n + 19 iz Primera 2 dobijamonejednakost 3(n + 4)2 > 3(n + 4) + 19 koja je taqna za svaki prirodan broj n.Dakle, imamo svojstvo: za svaki prirodan broj n va�i: 3(n+ 4)2 > 3n+ 31 ito svojstvo se dokazuje indukijom qija baza je za n = 0.Za pravilnu primenu matematiqke indukije va�no je ista�i meÆusobnunezavisnost slede�ih uslova: (1) taqan je iskaz I0 i (2) za svaki prirodanbroj k taqan je iskaz: ako Ik, onda Ik+1. Naime, nijedan od tih uslova nijeposledia onog drugog. Zato se u dokazima u kojima se koristi matematiqkaindukija moraju dokazati i baza indukije i indukijski korak. Ukolikojedan deo nije taqan, onda ne mo�emo da zak	uqimo da je za svaki prirodanbroj n taqan iskaz In. Navex�emo jedan primer u kome va�i indukijskikorak, a ne va�i baza indukije.Primer 3 TvrÆe�e: za svaki prirodan broj n va�i da je broj 2n+1de	iv sa 2 nije taqno. MeÆutim, indukijski korak va�i. Naime,iz indukijske pretpostavke: broj 2k + 1 je de	iv sa 2, tj. postojiprirodan broj l tako da je 2k+1 = 2 · l, sledi da je broj 2 · (k+1)+1de	iv sa 2. Poka�imo to.
2 · (k + 1) + 1 = 2 · k + 2 + 1 = 2 · k + 1 + 2

= 2 · l + 2 (ind. pr. 2k + 1 = 2 · l)
= 2(l+ 1).Dakle, broj 2 · (k + 1) + 1 je jednak proizvodu broja 2 i broja l + 1,tj. de	iv je sa 2. Time smo dokazali indukijski korak. Ali xtaje sa bazom? Broj 2n+ 1 za n = 0 je 1 i on sigurno nije de	iv sa 2.Zak	uqujemo da naxe tvrÆe�e nije taqno.Dakle, mora se voditi raquna da se uvek doka�u i baza indukije i induk-ijski korak.Matematiqku indukiju mo�emo posmatrati kao zak	uqiva�e qije pret-postavke su baza indukije i indukijski korak, a zak	uqak je: za svaki priro-dan broj n, iskaz In je taqan. Istaknimo da su pretpostavke i zak	uqak mate-matiqke indukije ravnopravni, tj. da i iz �enog zak	uqka mo�emo izvesti



8 GLAVA 1. UVOD�ene pretpostavke. Naime, ako va�i svojstvo za svaki prirodan broj n, In jetaqan, onda:
− za n jednako 0 dobijamo da je taqan I0 i
− za proizvo	an prirodan broj k i prirodan broj k + 1 dobijamo da su taqni
Ik i Ik+1, pa je taqan i iskaz: ako Ik, onda Ik+1.To znaqi da va�i slede�e zak	uqiva�e:ako je za svaki prirodan broj n taqan In,onda va�i: I0 je taqan iza svaki prirodan broj k taqan je iskaz: ako Ik, onda Ik+1.Naravno da u praksi za dokaziva�e raznih svojstava prirodnih brojevanemamo mnogo koristi od ovog zak	uqiva�a, jer ako znamo da neka osobinava�i za svaki prirodan broj n nema potrebe da zak	uqujemo da ta osobinava�i za n = 0 i da je za svaki prirodan broj k taqno: ako Ik, onda Ik+1.Sada mo�emo re�i da smo savladali osnovni oblik matematiqke indukijei spremni smo da nauqimo neke vrste matematiqke indukije. Naime, postojetvrÆe�a koja se dokazuju metodom matematiqke indukije, ali je lakxe ako jeindukijski korak oblika: iz toga da osobina va�i za nekoliko brojeva pre
k + 1, sledi da va�i i za k + 1. Drugaqije reqeno, ne pravimo prelaz sa k na
k + 1 ve� je potrebno napraviti prelaz sa nekoliko brojeva pre k + 1 na k+ 1.Evo jednog takvog primera.Primer 4 Posmatrajmo niz prirodnih brojeva definisan na sle-de�i naqin: a0 = 0, a1 = 1, i ak+1 = 4ak − 3ak−1, za k ≥ 1. Nax za-datak je da poka�emo da za svaki prirodan broj n va�i: an =

3n − 1

2
.Poxto baza indukije i indukijski korak meÆusobno ne zavise,mo�emo prvo da doka�emo indukijski korak. Da bismo dokazalida va�i ak+1 =

3k+1 − 1

2
, dovo	no je da pretpostavimo da va�i

ak =
3k − 1

2
i ak−1 =

3k−1 − 1

2
. Tada dobijamo:

ak+1 = 4ak − 3ak−1 = 4 ·
3k − 1

2
− 3 ·

3k−1 − 1

2
=

4 · 3k − 4− 3k + 3

2
=

3k+1 − 1

2
.Veza ak+1 = 4ak − 3ak−1 va�i za k ≥ 1, tj. k + 1 ≥ 2. To znaqida dokazani indukijski korak va�i za a2, a3,... Ostaje nam jox dadoka�emo bazu indukije. U ovom sluqaju baza indukije je proverada osobina va�i i za a0 i za a1: a0 =

30 − 1

2
=0 i a1 =

31 − 1

2
= 1, xto



9je po postavi zadatka taqno. Zak	uqujemo da za svaki prirodanbroj n va�i an =
3n − 1

2
.Ovde smo upotrebili jednu metodu koja na prvi pogled nije ista kao metodamatematiqke indukije, ali �ena ispravnost poqiva na istim osnovama. Nai-me, u Primeru 4 zak	uqiva�e ide ovako: ako I0 i I1, onda I2; ako I1 i I2, onda

I3 i tako da	e. Uopxte, ako indukijski korak ima l pretpostavki, gde je lneki prirodan broj ve�i od 1, ova metoda se mo�e zapisati na slede�i naqin:ako jebaza: taqni su I0, I1, ..., Il−1i indukijski korak: za svaki k (k ≥ l − 1 > 0) je:ako Ik−(l−1) i Ik−l i ... i Ik, onda Ik+1,onda je taqan In za svaki prirodan broj n.Va�no je ista�i da su za prirodne brojeve osnovna vrsta metode matema-tiqke indukije i ova vrsta matematiqke indukije meÆusobno ekvivalentne,tj. sve xto mo�emo da doka�emo jednom metodom mo�emo da doka�emo i dru-gom, i obrnuto. MeÆutim, tu ekvivalentnost nije bax jednostavno dokazati iovde �emo taj dokaz izostaviti.Poka�imo, na kraju, jox jednu vrstu matematiqke indukije, potpunu induk-iju. Potpuna indukija ima slede�i oblik:ako jebaza: taqan je I0i indukijski korak: za svaki prirodan broj k va�i:ako I0 i ... i Ik−1, onda Ik,onda je taqan In za svaki prirodan broj n.U narednom primeru �emo koristiti potpunu indukiju.Primer 5 Doka�imo slede�e tvrÆe�e.Za svaki prirodan broj n jednak ili ve�i od 2, va�i: n je ili prostbroj ili je proizvod prostih brojeva.Baza indukije, n = 2: broj 2 je ili prost ili je proizvod prostihbrojeva. Broj 2 je prost, pa imamo da je baza indukije taqna.Sada dokazujemo indukijski korak. Posmatramo proizvo	an pri-rodan broj k i zadatak nam je da poka�emo da iz pretpostavke da zasve brojeve ma�e od k va�i da su ili prosti ili proizvodi prostihbrojeva sledi da je onda i sam broj k ili prost broj ili proizvodprostih brojeva. Ako je k prost, onda je posao zavrxen i induk-ijski korak va�i. Ako pak k nije prost, onda je k proizvod nekadva prirodna broja l1 i l2 koji su sigurno ma�i od k: k = l1 · l2 i
l1, l2 < k. Kako su brojevi l1 i l2 ma�i od k, to za �ih va�i induk-ijska pretpostavka, pa su l1 i l2 ili prosti ili proizvodi prostihbrojeva. To znaqi da je onda i broj k = l1 · l2 proizvod prostih bro-jeva. Tako je dokazan indukijski korak.



10 GLAVA 1. UVODZak	uqujemo, na osnovu potpune indukije, da je svaki prirodanbroj n, koji je jednak ili ve�i od 2, ili prost broj ili proizvodprostih brojeva.Potpuna indukija podse�a na prethodnu vrstu matematiqke indukije. Uprethodnoj vrsti matematiqke indukije indukijskim korakom se (za l > 1)prelazi sa k − (l − 1), k − l,..., k na k + 1, tj. indukijska pretpostavka je daosobina va�i za nekoliko brojeva ma�ih od k + 1, a u potpunoj indukiji in-dukijski korak je prelaz sa 0, 1, 2,..., k−1 na k, tj. indukijska pretpostavkaje da osobina va�i za sve brojeve ma�e od k. Istaknimo (bez dokaziva�a te os-obine) da su potpuna indukija i ranije predstav	ene dve vrste matematiqkeindukije ekvivalentne.Reimo na kraju da �e potpuna indukija biti najqex�a metoda za dokazi-va�e tvrÆe�a koja �emo predstaviti u narednim ode	ima ove k�ige.DefiniijeSlobodnije reqeno, definiijom se uvode (ka�emo, definixu) novi pojmovineke teorije pomo�u polaznih ili ve� definisanih pojmova te teorije. Naj-va�nije je ista�i da se u nekoj teoriji postupkom definisa�a ne utvrÆuju nekenove istine te teorije, ve� se samo uvode novi pojmovi, koriste�i poznate (ve�postoje�e) pojmove te teorije.Pogledajmo slede�e reqenie:Kvadrat je pravougaonik qije su sve qetiri stranie jednake.Paran broj je prirodan broj koji je de	iv brojem 2.Ove reqenie mo�emo smatrati tipiqnim primerima definiija. Svakadefiniija sadr�i dva istaknuta dela, definiendum (deo koji se definixe)i definiens (deo kojim se definixe). Prva reqenia je definiija pojmakvadrat u geometriji, a druga je definiija pojma paran broj u aritmetii.U definiiji kvadrata mi pretpostav	amo da ve� imamo definisan pojampravougaonika, pojam stranie pravougaonika, pojam du�i i jednakost du�i.Sliqno je i sa definisa�em parnog broja. Poznat je pojam prirodnog broja ipojam de	ivosti nekog prirodnog broja brojem 2.Veoma preizan pojam definiije �e se javiti u okviru izuqava�a for-malnog jezika logike. MeÆutim, nama �e ve� za uvoÆe�e tog formalnog jezikai �egovih formula biti potrebne definiije. Zbog toga �emo u ovom ode	kure�i samo nexto najosnovnije o postupku prav	e�a ispravnih (korektnih)definiija.Vratimo se definiiji parnog broja. Mo�emo re�i da reqenia broj jeparan i reqenia broj je prirodan i de	iv brojem 2 saopxtavaju isto. Zatosmo definiiju parnog broja mogli zapisati na slede�i naqin:Paran broj je zamena za prirodan broj koji je de	iv brojem 2.



11Uopxte, svaku definiiju mo�emo formulisati u obliku
A je zamena za B,gde je A definiendum, a B definiens.Ali sa definisa�em moramo biti veoma oprezni. Navedimo dva uslova kojatreba da ispu�ava ispravna (korektna) definiija novog pojma neke teorije.(uslov 1, Paskalov uslov) Definiija mora biti otklo�iva, tj. svakareqenia u kojoj se pojav	uje novi pojam mo�e biti zame�ena sa vixe reqenia(ili samo jednom) u kojima se pojav	uju samo stari pojmovi, tj. oni koji supolazni ili ve� definisani.(uslov 2) Definiija mora biti konzervativna (ili nekreativna), tj. nesmeju se, koriste�i tu definiiju, izvesti neka tvrÆe�a koja se bez �e inaqene bi mogla izvesti u toj teoriji.Ova pravila znaqe da novi pojam koji se definixe u nekoj teoriji morazaista da bude nov i samo zamena za ve� postoje�e (otklo�ivost), kao i da onni na koji naqin ne sme utiati na teoreme koje ve� va�e (konzervativnost).U ode	ku o predmetu logike pomenuli smo logiqki veznik akko (ako i samoako). Veznik akko ili jednakost koristimo za poveziva�e definiendum-a sa

definiens-om. Naime, definiiju parnog broja mo�emo i ovako formulisati.Broj je paran akko po definiiji taj broj je prirodan i de	iv sa 2.U naxim definiijama mi �emo deo ,,akko po definiiji" zapisivati:AKKO. Osim toga koristi�emo i ,,jednako po definiiji" xto �emo zapisivati:
=def .Predstavimo sada jednu va�nu vrstu definiija, induktivne definiije.Prvo pogledajmo jedan primer.Primer 1 Kako mo�emo da definixemo stepenova�e nekog re-alnog broja a proizvo	nim brojem n iz skupaN+, tj. an za proizvo-	an broj n iz skupa N+? Imamo definiiju slede�eg oblika:(1) a1 = a;(2) an+1 = an · a i(3) an se mo�e definisati samo konaqnom primenom (1) i (2) ovedefiniije.Ovo je primer jedne induktivne definiije. Ponekad je potrebno defi-nisati beskonaqan skup objekata iste vrste. Najopxtije reqeno, ako je to takavskup da se �egovi slo�eniji objekti grade pomo�u jednostavnijih, onda sekoriste induktivne definiije. Induktivna definiija nekog beskonaqnogskupa S novih objekata ima oblik:(1) Definixu se najjednostavniji (polazni) objekti koji pripadaju skupu S.(2) Definixe se postupak kojim se pomo�u objekata koji su u skupu S pravenovi objekti tog skupa.(3) OdreÆuje se da skupu S pripadaju samo oni objekti koji se mogu dobitiprimenom (1) i (2).Pogledajmo definiiju iz Primera 1 u svetlu ovog najopxtijeg oblika in-duktivne definiije. Potrebno je definisati beskonaqan skup qiji elementisu svi stepeni nekog realnog broja a: a1, a2,... Prvo smo definisali element a1



12 GLAVA 1. UVODtog skupa, stepen broja a prvim brojem skupa N+ (deo (1)). Zatim smo defini-sali kako se pomo�u an i a, koji su ve� u skupu S, pravi �egov novi element
an+1 (deo (2)). Konaqno, delom (3) odreÆujemo da se elementi skupa S mogunapraviti samo na naqine predstav	ene u delovima (1) i (2).Istaknimo da �e u narednoj glavi ove k�ige definiije veoma va�nihpojmova, na primer pojma iskazne formule, biti induktivne definiije.Skupovi, relaije, funkije i operaijeU narednim ode	ima �emo, uz odreÆen stepen strogosti, uvesti slede�e poj-move: skup, relaiju, funkiju i operaiju, trude�i se da qitala zadr�iintuitivnu sliku koju je o tim pojmovima stekao u dosadax�em xkolova�u.SkupoviKoliko god nama pojam skupa i pojam elementa nekog skupa izgledali prirodnii koliko nam se qinilo da ih je lako definisati, oni se u matematii sma-traju osnovnim pojmovima koji se ne definixu. Naravno postoji opxte pri-hva�ena intuitivna slika skupa kao grupisa�a (okup	a�a) objekata sa odreÆe-nim svojstvom (osobinom) s. Ti objekti koji formiraju skup su elementi togskupa. Va�no je re�i da u ovom intuitivnom poima�u skupa ograniqe�a zasvojstvo s i za objekte, koji mogu biti elementi nekog skupa, prosto ne postoje.Dakle, pojam skupa i pojam elementa skupa shvatamo veoma slobodno i xiroko.Ta sloboda nas dovodi do toga da svojstvo s mo�e biti, na primer, broj de	ivsa 7, pa skup qine svi eli brojevi de	ivi sa 7. Ali s mo�e biti i broj nijede	iv sa 7, tj. objekte mo�emo okup	ati i po svojstvu da nemaju neku osobinu.Isto tako s mo�e biti svojstvo biti skup, pa bi ova malopre pomenuta dvaskupa bila elementi skupa zadatog tim svojstvom. Dakle, to bi bio skup qijielementi su skupovi. Ako tako slobodno ho�emo da definixemo skup, onda tostvara paradokse. Navex�emo Raselov paradoks.Raselov paradoksVideli smo da po ovom intuitivnom opisu skupa elementi skupamogu biti i skupovi. Posmatrajmo zato skup R qiji su elementisvi skupovi X koji nisu sami sebi elementi, tj. svi skupovi X kojiimaju osobinu: X nije element skupa X . Da li ima takvih skupova?Re�i �emo: da, ima. Na primer, skup F qiji elementi su filozofijeste jedan takav skup. Naime, sam skup F nije filozof, pa nijeelement sebe samog i pripada skupu R. Da li ima skupova koji nepripadaju skupu R? Opet �emo re�i: ima. Skup M koji okup	asve xto nije k�iga i sam nije k�iga, pa je element sebe samog ine pripada skupu R. Name�e se slede�e, kao xto �emo videti, jako



13opasno pita�e: xta je sa samim skupom R, da li je on element skupa
R, tj. samog sebe? Imamo dve mogu�nosti: ili R jeste element skupa
R ili R nije element skupa R.Ako skup R jeste element skupa R, onda skup R mora imati svojstvokoje imaju svi elementi skupa R, a to je: R nije element samoga sebe,tj. skup R nije element skupa R! Ali ovo je u suprotnosti sa naxompolaznom pretpostavkom da skup R jeste element skupa R.Dobro, onda mora va�iti da:skup R nije element skupa R. Ali to taqno znaqi da skup R imasvojstvo na osnovu koga smo okup	ali skupove i pravili skup R.Skup R, kao skup sa tim svojstvom, mora da bude element skupa R iopet smo dobili kontradikiju!Dakle, sloboda da bilo kojim svojstvom mo�emo formirati skupdovela nas je do toga da smo napravili skup R qije elemente nemo�emo da odredimo.Vidimo da ne mo�emo dopustiti da je skup svako grupisa�e objekata sa bilokojim svojstvom i da element skupa mo�e biti bilo xta, samo da ima to svo-jstvo. Oblast matematike koja se bavi skupovima, teorija skupova, pojam skupai pojam elementa uzima za osnovne pojmove i zasnovana je strogo formalno kaojedna formalna teorija sa svojim aksiomama i pravilima izvoÆe�a. (U ode	ku3.1 ove k�ige da�emo definiiju formalne teorije, a u drugom delu ove k�ige,delu Uvod u logiku II, bi�e predstav	ena aksiomatska teorija skupova).Primer 1 Od skupova brojeva ve� smo pomi�ali skup prirodnihbrojeva, skupN. Imamo jox skup elih brojeva Z; skup raionalnihbrojeva Q; skup realnih brojeva R i skup kompleksnih brojeva C.U ovom uvodu o skupovima reimo da reqeniu x je element skupa X matema-tiqki zapisujemo na slede�i naqin x ∈ X , a reqenia x nije element skupa Yima matematiqki zapis x /∈ Y xto je skra�enia za nije da x ∈ Y . Na krajupomenimo prazan skup kao skup koji nema nijedan element. Prazan skup �emooznaqavati sa ∅.PodskupKada govorimo o podskupu u stvari govorimo o odnosu neka dva skupa. Posma-trajmo dva skupa, na primer skupove X i Y . Da bi skup Y bio podskup skupa

X moraju svi elementi skupa Y da budu elementi i skupa X . Skup parnih bro-jeva je podskup skupa prirodnih brojeva N jer je svaki paran broj i prirodanbroj. Interesantno je posmatrati sluqaj kada je Y bax skup X i sluqaj kadaje Y prazan skup. Imamo da svaki skup X jeste podskup samog sebe, kao i daza proizvo	an skup X prazan skup jeste jedan �egov podskup.Dakle, ako za elemente skupova X i Y va�i da je svaki element skupa
Y element i skupa X , onda ka�emo da je skup Y podskup skupa X , u oznai
Y ⊆ X .



14 GLAVA 1. UVODU narednom primeru �emo ukazati na zamku u koju mo�emo upasti sa takojednostavnim i prirodnim pojmovima kao xto su skup i podskup.Primer 2 Posmatrajmo skupove A = {1, 2} i B = {{1}, {2}, {3}}.Da li je skup A podskup skupa B? Ako smo brzopleti mo�emorazmix	ati ovako: 1 je element skupa A i {1} je element skupa B;da	e, 2 je element skupa A i {2} je element skupa B; i nakon togana naxe pita�e �emo odgovoriti: da. Ali ako pa�	ivo pogledamoelemente ova dva skupa vidimo da je element skupa A broj 1, a ele-ment skupa B je skup {1}, a to nije isto. Elementi skupa A subrojevi, a elementi skupa B su skupovi! Zak	uqujemo da skup Anije podskup skupa B.Dva skupa X i Y su jednaka, u oznai X = Y , ako je skup X podskup skupa
Y i skup Y podskup skupa X . Drugim reqima, dva skupa X i Y su jednaka akoi samo ako imaju iste elemente.Sada znamo xta je podskup i xta znaqi jednakost skupova, pa mo�emo dauvedemo i pojam: biti pravi podskup. Ako je skup Y podskup skupa X i skup Ynije jednak skupu X , onda ka�emo da je skup Y pravi podskup skupa X . Pravipodskup Y skupa X oznaqavamo Y ⊂ X . Na primer, skup prirodnih brojeva Nje pravi podskup skupa elih brojeva Z.Posmatrajmo samo konaqne skupove, tj. skupove qiji je broj elemenata nekiprirodan broj. Ovde �emo samo za konaqne skupove uvesti pojmove: kardinalnibroj i partitivni skup.Kardinalni broj skupa X je broj �egovih elemenata, a oznaqava�emo ga sa
card(X).Kada govorimo o podskupovima nekog skupaX name�e se zadatak da napravi-mo sve �egove podskupove. Nakon toga, mo�emo posmatrati skup qiji su elemen-ti svi podskupovi tog skupa X . Taj se skup naziva partitivni skup skupa X ,a obele�ava PX . Pogledajmo slede�i jednostavan primer.Primer 3 Posmatrajmo skup X = {a, b, c}. Navedimo sve �egovepodskupove. Prvo, ∅ je podskup od X . Podskupovi skupa X kojiimaju jedan element su: {a}, {b} i {c}. Dvoqlani podskupovi skupa

X su: {a, b}, {a, c} i {b, c}. Na kraju, skup X ima samo jedan podskupsa tri elementa, a to je sam skup X = {a, b, c}. Dakle, imamo da je
PX = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}. Interesantno jevideti koliko elemenata ima skup PX . Skup PX ima 8 elemenata,tj. kardinalni broj skupa PX je 8, card(PX) = 8. Primetimo dava�i: card(PX) = 23 = 2card(X).Mo�e se pokazati da ova veza kardinalnih brojeva iz Primera 3 va�iza svaki skup X i �egov partitivni skup PX . Dakle, za kardinalni brojnekog skupa X , card(X), i kardinalni broj �egovog partitivnog skupa PX ,

card(PX), va�i: card(PX) = 2card(X).



15Unija, presek i razlika skupova. Dekartov proizvod skupovaU ovom ode	ku �emo se podsetiti dobro poznatih pojmova: preseka, unije,razlike i Dekartovog proizvoda skupova.Presek skupova X i Y , u oznai X ∩ Y , jeste skup svih elemenata z iz X i
Y takvih da z pripada skupu X i z pripada skupu Y .Primer 4 Za skupoveX = {a, {b, c}, {d}, {b}} i Y = {{a}, {b}, {c}, {d}},imamo da je X ∩ Y = {{d}, {b}}.Speijalno, ako je presek dva skupa X i Y prazan skup, tj. X ∩ Y = ∅,onda za skupove X i Y ka�emo da su disjunktni skupovi. Na primer, presekskupa parnih brojeva i skupa neparnih brojeva je prazan skup. Ta dva skupasu disjunktni skupovi.Unija skupova X i Y, u oznai X ∪ Y, jeste skup svih elemenata z iz X i Ytakvih da z pripada skupu X ili z pripada skupu Y .Za X i Y iz Primera 4, imamo da je X ∪ Y = {a, {b, c}, {d}, {b}, {a}, {c}}.Mo�emo posmatrati uniju i presek vixe od dva skupa, uniju i presekskupova X1, X2, ..., Xn, gde je n neki prirodan broj ve�i od 2. Presek skupova
X1, X2, ..., Xn je skup svih elemenata z iz tih skupova koji pripadaju svakomod skupova X1, X2, ..., Xn. Taj presek kra�e zapisujemo ∩n

i=1Xn. Unija skupova
X1, X2, ..., Xn je skup svih elemenata z iz tih skupova koji pripadaju nekom odskupova X1, X2, ..., Xn. Tu uniju zapisujemo ∪n

i=1Xn.Pogledajmo neke osobine koje va�e za skupove i �ihove unije i preseke.Potpuno je jasno da su skupovi X ∪ Y i Y ∪ X jednaki kao skupovi, tj. dava�i: X ∪ Y = Y ∪ X . TakoÆe va�i: X ∩ Y = Y ∩X . Imamo jox da za bilokoje skupove X , Y i Z va�i slede�e:
(X ∩ Y ) ∩ Z = X ∩ (Y ∩ Z) (X ∪ Y ) ∪ Z = X ∪ (Y ∪ Z)

(X ∩Y )∪Z = (X ∪Z)∩ (Y ∪Z) (X ∪Y )∩Z = (X ∩Z)∪ (Y ∩Z)

X ∩X = X X ∪X = X

X ∩ (Y ∪X) = X X ∪ (Y ∩X) = XRazlika skupova X i Y , u oznai X \Y , jeste skup svih elemenata iz skupa
X koji ne pripadaju skupu Y .Za skupove X i Y , iz Primera 4, imamo skup X \ Y = {a, {b, c}} i skup
Y \X = {{a}, {c}}.Posebno ako je skup Y podskup skupa X , Y ⊆ X , onda se razlika X \Y zovekomplement skupa Y u odnosu na skup X , i to �emo oznaqavati sa CXY (ili
Y ako je jasno o kom skupu X je req).Primer 5 Posmatrajmo skup prirodnih brojeva N = {0, 1, 2, 3, ...}i skup elih brojeva Z = {...,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, ...}. Skup N jepodskup skupa Z, pa je N ∪ Z = Z i N ∩ Z = N. Razlika N \ Z jenaravno prazan skup. Kako je N ⊂ Z, onda va�i Z \N = CZN i tajskup qine svi negativni eli brojevi, CZN = {−1,−2,−3, ...}.



16 GLAVA 1. UVODUveli smo razliku skupova, pa mo�emo navesti jox neke osobine koje va�eza bilo koje skupove X , Y i Z. (X i Y su komplementi redom skupova X i Yu odnosu na neki skup X1.)
X \ (Y ∩ Z) = (X \ Y ) ∪ (X \ Z) X \ (Y ∪ Z) = (X \ Y ) ∩ (X \ Z)

X ∩ Y = X ∪ Y X = X X ∪ Y = X ∩ YSada �emo uvesti jox jedan veoma va�an pojam teorije skupova i ele mate-matike, pojam ureÆenog para. Za dva objekta a i b, ureÆeni par objekata a i
b (ili ureÆena dvojka) je skup {{a}, {a, b}}. UreÆeni par objekata a i b oz-naqavamo (a, b), gde je bitno da je a prvi, a da je b drugi qlan tog ureÆenogpara. Na isti naqin mo�emo uvesti ureÆenu trojku (a, b, c), ureÆenu qetvorku
(a, b, c, d) i tako da	e. Za razliqite elemente a i b va�i {a, b} = {b, a}, ali zate razliqite elemente ureÆen par (a, b) nije jednak ureÆenom paru (b, a). Osimtoga, ako su objekti a i b jednaki ne govorimo o skupu {a, a}, ali postoji ureÆenpar (a, a). Jednakost ureÆenih parova definixemo na slede�i naqin:

(a, b) = (c, d) AKKO a = c i b = d.Koriste�i pojam ureÆenog para, uvodimo veoma va�nu vrstu skupova, Dekartovproizvod dva skupa.Dekartov proizvod skupova X i Y u oznai X×Y , jeste skup svih ureÆenihparova (x, y) takvih da x pripada skupu X i y pripada skupu Y .Za jedan skup X Dekartov proizvod X × X kra�e zapisujemo X2. Odmahprimetimo da iz karakteristike ureÆenog para, da je va�an redosled �egovihqlanova, dobijamo slede�u osobinu Dekartovog proizvoda: ako skupovi X i Ynisu jednaki, onda skupovi X × Y i Y ×X nisu jednaki.Kao i za uniju i presek, postoji i Dekartov proizvod skupovaX1, X2,..., Xn,gde je n neki prirodan broj ve�i od 2. Pravimo sve mogu�e n-torke (x1, x2, ..., xn)u kojima je prvi element iz prvog skupa, tj. x1 ∈ X1, drugi element je izdrugog skupa, tj. x2 ∈ X2, i tako da	e sve do xn ∈ Xn. Skup qiji su ele-menti sve n-torke (x1, x2, ..., xn), gde je x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, ..., xn ∈ Xn, jesteDekartov proizvod skupova X1, X2, ..., Xn u oznai X1 ×X2 × ...×Xn. Za nekiskup X Dekartov proizvod X × X × ... × X (gde se skup X pojav	uje n puta)kra�e zapisujemo Xn.RelaijeIzlaga�e o relaijama poqnimo primerima iz obiqnog �ivota. Na primer,reqeniom Jovan je stariji od Nikole, predstav	ena je relaija izmeÆu dvaqoveka ...je stariji od.... Iz ovog zapisa se vidi da ta relaija tra�i dvaobjekta, pa ka�emo da je binarna. Evo jedne relaije za koju nam treba triuqesnika: ... je grad u dr�avi ... na kontinentu .... Pitamo se: kako pravimoneku relaiju? Na primer, kako �emo iz nekog skupa 	udi L izdvojiti parovekoji su u relaiji ...je stariji od.... Prvo napravimo sve mogu�e ureÆene paroveod 	udi iz tog skupa L (tj. napravimo skup L×L), a onda izdvojimo one parovekoje qine dva qoveka, tako da je prvi iz tog para stariji od drugog. Svi ti



17ureÆeni parovi prave jedan podskup skupa L × L, podskup σ, za koji ka�emoda je jedna binarna relaija na skupu L. Va�no je re�i da smo mogli, prave�ipodskup skupa L× L po nekom drugom svojstvu, na primer, ...je ni�i od..., dadobijemo isti podskup σ skupa L × L. U poima�u relaije mi zanemarujemorazliku izmeÆu svojstava koja su nas dovela do podskupa σ skupa L × L igovorimo o relaiji σ na skupu L.Dakle, podskup Dekartovog proizvoda X ×X , skup ρ, ρ ⊆ X ×X , naziva sebinarna relaija ρ na skupu X .Jedna od osnovnih binarnih relaija je relaija jednakosti: =. U matema-tii imamo jednakost dva broja i jednakost dva skupa (o qemu smo ve� govo-rili). Kako je svaka binarna relaija neki skup, onda je i relaija = jedanskup. MeÆutim, za neka dva objekta x i y koji su jednaki nikada ne pixemo
(x, y) ∈ =, nego pixemo x = y. I za bilo koju binarnu relaiju ρ, osobinuda su x i y u relaiji ρ, tj. (x, y) ∈ ρ zapisiva�emo i na slede�i naqin:
x ρ y. U ode	ku o skupovima osim relaije jednakosti skupova, pomi�ali smoi relaije ...je podskup od... i ...je pravi podskup od....Primetimo da naxi primeri relaije ...je stariji od... i ...je podskupod... jesu podskupovi Dekartovog proizvoda X ×X nekog skupa X . Naime, terelaije su binarne i oba qlana iz para su iste vrste: dva qoveka, dva skupa.MeÆutim, xta je sa relaijom ... je grad u dr�avi... na kontinentu ...? Sada�emo predstaviti i takvu vrstu relaija i jox neke druge vrste.Binarna relaija izmeÆu elemenata skupa X i skupa Y Mo�e se uvesti i bina-rna relaija izmeÆu elemenata skupova koji nisu jednaki. Podskup Dekartovogproizvoda X × Y je binarna relaija izmeÆu elemenata skupa X i skupa Y .Primer 1 Imamo skup X = {Petrograd, Beograd, London, Pariz}i skup Y = {Ermita�, Luvr}. Jedna binarna relaija ρ izmeÆuelemenata skupa X i skupa Y je definisana na slede�i naqin:

(x, y) ∈ ρ AKKO x je grad u kome se nalazi muzej y, tj. ρ je podskup
{(Petrograd, Ermita�), (Pariz, Luvr)} skupa X × Y .Relaija du�ine n (n > 2) na skupu X Mo�e se na jednom skupu, nekom skupu

X , osim binarne uvesti i neka relaija du�ine 3, 4,... U opxtem sluqaju zaprirodan broj n ve�i od 2 podskup ρ skupa Xn, ρ ⊆ Xn, jeste relaija du�ine
n na skupu X . Napomenimo da se za neku relaiju ρ du�ine ve�e od dva i neku
n-torku (x1, ..., xn) koja je u relaiji ρ, osim zapisa (x1, ..., xn) ∈ ρ, koristi izapis ρ(x1, ..., xn).Primer 2 Imamo skup X = {Petrograd, Beograd, London, Pariz}iz Primera 1. Jedna relaija du�ine 3 na skupu X je podskup skupa

X3 definisan na slede�i naqin: (x1, x2, x3) ∈ ρ AKKO grad x2 imavixe stanovnika od grada x1, a ma�e od grada x3.Unarna relaija na skupu X Bilo koji podskup ρ skupa X je relaija du�ine1 na skupu X , unarna relaija na skupu X . Svaka unarna relaija na nekom



18 GLAVA 1. UVODskupu X se u stvari odnosi na neko svojstvo elemenata skupa X (ako nixtadrugo na svojstvo da pripadaju podskupu koji qini tu relaiju). Naime, unarnarelaija razvrstava elemente tog skupa na one koji imaju neku osobinu, i onedruge koji tu osobinu nemaju.Primer 3 Posmatramo skup prirodnih brojevaN i osobinu prirod-nih brojeva biti paran. Podskup skupa N koji okup	a sve parnebrojeve je jedna unarna relaija na skupu prirodnih brojeva N.Relaija du�ine n (n > 2) izmeÆu elemenata skupova X1, ..., Xn Mo�e se pret-postaviti u kom pravu vodi ovo uopxtava�e pojma relaije. Za neki prirodanbroj n ve�i od 2 podskup ρ skupa X1 × ... ×Xn (meÆu kojima mo�e biti i jed-nakih), ρ ⊆ X1 × ... ×Xn, jeste relaija du�ine n izmeÆu elemenata skupova
X1, ..., Xn.Primer 4 Za skupove G = {Sremski Karlovi, Peking, Lima},

D = {Srbija, Franuska, Peru, Kina} i K = {Azija, Evropa,Ju�na Amerika, Australija} relaija γ: ...je grad dr�ave... na kon-tinentu..., koju smo ve� pomi�ali, jeste relaija du�ine 3 izmeÆuelemenata skupova G, D i K, tj. γ ⊆ G × D × K. Dogovor o za-pisu za relaiju du�ine n (n > 2) na nekom skupu X va�i i zarelaije ove vrste. Na primer, pisa�emo (Sremski Karlovi, Sr-bija, Evropa)∈ γ ili γ(Sremski Karlovi, Srbija, Evropa).Osobine binarnih relaijaNa poqetku ovog ode	ka da�emo dva primera binarnih relaija na nekom skupui koriste�i �ihove osobine predstavi�emo va�ne osobine binarnih relaija.Primer 5 Imamo skup koga qine nekoliko svetskih prestonia:
P = {Moskva, Pariz, Madrid, Lisabon, Lima, Peking, Teheran,Harare, Kairo}. Definiximo slede�e dve binarne relaije naskupu P :

p1 σ p2 AKKO grad p1 i grad p2 su na istom kontinentu ;
p1 ̺ p2 AKKO p1 je u dr�avi koja je susedna dr�avi u kojoj je grad p2.U Primeru 5 za svaki grad p va�i da je on zajedno sa samim sobom na istomkontinentu, tj. za svaki grad p va�i da je u relaiji σ sa samim sobom: p σ p.Xto se tiqe relaije ̺ nijedan grad p nije u relaiji ̺ sa samim sobom, tj. neva�i p ̺ p. Osobina koju ima relaija σ naziva se refleksivnost, a relaijakoja ima tu osobinu je refleksivna relaija. Naime, za binarnu relaiju ρna skupu X ka�emo da je refleksivna kada za svaki element x skupa X va�i

x ρ x.U matematii postoji puno refleksivnih relaija: jednakost brojeva, jed-nakost skupova, paralelnost pravih u ravni, podudarnost (na primer, trou-glova u nekoj ravni), relaija ≤ na nekom skupu brojeva (na primer, na skupu



19prirodnih brojeva), relaija podskup ⊆ na nekom skupu qiji elementi suskupovi. Primetimo da samo malom izmenom relaije ≤, izostav	a�em jed-nakosti, dobijamo relaiju < koja nije refleksivna. Potpuno isto va�i i zaprelazak sa relaije ⊆ na relaiju pravi podskup ⊂.Koja je slede�a osobina koju bismo voleli da ima binarna relaija? To jeosobina da ne moramo da vodimo raquna o redosledu navoÆe�a dva elementakoji su u toj relaiji. Ako ka�emo x je u relaiji ρ sa y da to odmah znaqii da je y u relaiji ρ sa x, i prosto mo�emo re�i x i y su u relaiji ρ. Taosobina se zove simetriqnost. Za binarnu relaiju ρ na skupu X ka�emo da jesimetriqna kada za svaka dva elementa x i y skupa X va�i: ako je x ρ y, ondaje y ρ x.Pogledajmo naxe relaije σ i ̺ na skupu P iz Primera 5. Da li suone simetriqne? Odgovor je: da. Definiximo relaiju τ na skupu P kojanije simetriqna: p1 τ p2 AKKO grad p1 ima ve�i broj stanovnika od grada p2.Oqigledno τ nije simetriqna relaija.Kakva je situaija sa naxim matematiqkim relaijama po pita�u sime-triqnosti? Malopre pomi�ane relaije: jednakost brojeva, jednakost skupova,paralelnost pravih u ravni, podudarnost, osim xto su refleksivne one su isimetriqne. MeÆutim, relaije ≤ i ⊆ nisu simetriqne. Na primer, za skupprirodnih brojeva N i skup realnih brojeva R va�i N ⊆ R, ali ne va�i
R ⊆ N.Da bismo predstavili jox jednu va�nu osobinu binarnih relaija na nekomskupu, ostanimo kod primera relaije jednakosti. Poznato je svojstvo jed-nakosti da ako utvrdimo da je neki objekat x jednak objektu y i da je y jednaknekom objektu z, onda zak	uqujemo da je x jednak z, tj. va�i: ako je x = y i
y = z, onda je x = z. Ta osobina naziva se tranzitivnost. Za binarnu relaiju
ρ na skupu X ka�emo da je tranzitivna kada za svaka tri elementa x, y i zskupa X va�i: ako je x ρ y i y ρ z, onda je x ρ z.Pogledajmo sada naxe relaije σ i ̺ na skupu P iz Primera 5. Da li suone tranzitivne? Relaija σ jeste tranzitivna. MeÆutim, relaija ̺ nijetranzitivna. Zaista, va�i (Lisabon, Madrid)∈ ̺ i (Madrid, Pariz)∈ ̺ (jerse gradovi koje qine te parove nalaze u susednim dr�avama), ali ne va�i(Lisabon, Pariz)∈̺.Od matematiqkih relaija koje smo ve� pomi�ali tranzitivne relaije sui paralelnost pravih u ravni, podudarnost, ≤, <, ⊆ i ⊂.A sada predstavimo osobinu binarne relaije za koju mo�emo slikovitore�i da je suprotna osobini simetriqnosti i tako �emo je i zvati antisime-triqnost. Naime, ta osobina ka�e da ako je x u relaiji ρ sa y i x nije y,onda nema simetriqnosti, tj. onda y nije u relaiji ρ sa x. Dakle, za binarnurelaiju ρ na skupu X ka�emo da je antisimetriqna kada za svaka dva elementa
x i y skupa X va�i: ako je x ρ y i y ρ x, onda je x = y.Pogledajmo opet naxe relaije σ i ̺ iz Primera 5. Nijedna od �ih nijeantisimetriqna. Evo obrazlo�e�a za relaiju σ. Za svaka dva grada sa jednogkontinenta p1 i p2 va�i p1 σ p2 i p2 σ p1, ali p1 i p2 mogu biti dva razliqitagrada i ne mora da va�i p1 = p2.



20 GLAVA 1. UVODDve najpoznatije matematiqke antisimetriqne relaije su relaija ≤ irelaija ⊆. Oqigledno je da ako za dva broja x i y va�i x ≤ y i y ≤ x, ondamora da je x = y. Posmatrajmo sada relaiju ⊆. Zaista, ako za dva skupa X i
Y va�i X ⊆ Y i Y ⊆ X , onda va�i X = Y .Vrste binarnih relaija. Pojam drveta.U ovom ode	ku �emo predstaviti dve najznaqajnije vrste binarnih relaijana nekom skupu X : relaije ekvivalenije i parijalnog ureÆe�a.Binarna relaija ρ na skupu X koja je refleksivna, simetriqna i tranzi-tivna naziva se relaija ekvivalenije.Najqex�e oznake za relaiju ekvivalenije su ∼ ili ≡.Koje matematiqke relaije su relaije ekvivalenije? To su, ve� vixe putapomi�ane, jednakost, paralelnost pravih u ravni i podudarnost (na primer,trouglova u nekoj ravni). Xta je sa relaijama σ, ̺ i τ na skupu P iz Primera5? Relaija σ je relaija ekvivalenije, a ̺ i τ to nisu. Ostanimo kod relaije
σ i posmatrajmo jedan element skupa P , neki grad p1. Prirodno je oko grada
p1 okupiti sve gradove iz P koji su sa gradom p1 u relaiji σ, tj. sve gradovekoji su na istom kontinentu na kome i grad p1. Taj postupak, u opxtem sluqajuza neki skup X , jedan �egov proizvo	an element x i relaiju ekvivalenije
∼ na skupu X izgleda ovako: pravimo skup koga qine svi elementi skupa Xkoji su u relaiji ∼ sa elementom x. Taj skup se naziva klasa ekvivalenijeelementa x u odnosu na relauju ∼ i obele�ava se [x] (ili Cx). Dakle, elementskupa [x] je svaki element y skupa X , za koji va�i x ∼ y.Za relaiju σ i nax grad p1 iz skupa P , klasa ekvivalenije elementa p1u odnosu na relauju σ je skup [p1], a qine ga svi gradovi iz P koji su naistom kontinentu na kome je grad p1. Na ovaj naqin svaki grad p iz P dobijasvoju klasu ekvivalenije, skup [p]. Primetimo da, na primer, ako je grad p1u Evropi, onda [p1] qine svi gradovi iz P koji su u Evropi.Xta mo�emo da ka�emo o osobinama klasa [p] za gradove p iz skupa P .Prvo, nijedna klasa [p] nije prazan skup, jer bar grad p pripada svojoj klasi
[p]. Drugo, ako posmatramo dve klase ekvivalenije, [p1] i [p2], one mogu da buduili jednake ili disjunktne. Jasno je da su klase [p1] i [p2] jednake kada su p1 i p2na istom kontinentu. One su disjunktne kada p1 i p2 nisu na istom kontinentu.Naime, ako bi u tom sluqaju klase [p1] i [p2] imale zajedniqki element to biznaqilo da je taj grad na kontinentu na kome je grad p1 i na kontinentu nakome je grad p2, ali to je nemogu�e jer se nijedan grad iz skupa P ne nalazi nadva kontinenta. Tre�e, ako napravimo uniju klasa ekvivalenije svih gradovaiz P : [p1] ∪ ... ∪ [p9], gde pretpostav	amo da su p1, ..., p9 svi gradovi iz skupa
P i taj skup oznaqimo ⋃

p∈P [p], onda imamo da je ta unija jednaka samom skupu
P , tj. va�i ⋃

p∈P [p] = P .Va�no je re�i da ove tri osobine, koje imaju klase ekvivalenije relaijeekvivalenije σ iz Primera 5, imaju i klase ekvivalenije svake relaijeekvivalenije ∼. Poka�imo to.



21Zadatak 1 Neka je ∼ relaija ekvivalenije na nekom skupu X .Poka�imo da tada za klase ekvivalenije relaije ∼ va�i:(1) za svaki element x skupa X klasa [x] je neprazan skup, [x] 6= ∅;(2) za svake dve klase ekvivalenije [x] i [y] va�i ili da su jednake,
[x] = [y], ili da su disjunktne, [x] ∩ [y] = ∅;(3) unija svih klasa relaije ekvivalenije ∼, unija ∪x∈X [x], jestejednaka skupu X .(1) Relaija ∼ je relaija ekvivalenije, pa je refleksivna: x ∼ x.Znaqi, x ∈ [x], tj. [x] 6= ∅.(2) Za svaka dva elementa x i y skupa X va�i: ili su x i y urelaiji ∼ (simetriqnost relaije ∼ nam dozvo	iva da ovako for-mulixemo odnos ova dva elementa) ili x i y nisu u relaiji ∼ . Akosu elementi x i y u relaiji ∼, tj. x ∼ y, onda poka�imo da va�i:
[x] = [y]. Poka�imo da je [x] ⊆ [y]. Neka je z ∈ [x], tj. x ∼ z. Iz
x ∼ y, na osnovu simetriqnosti relaije ∼, dobijamo y ∼ x. Sada iz
y ∼ x i x ∼ z, na osnovu tranzitivnosti relaije ∼ dobijamo y ∼ z,tj. z ∈ [y]. Dakle, va�i [x] ⊆ [y]. Na isti naqin pokazuje se da va�i
[y] ⊆ [x], pa imamo [x] = [y]. Ako elementi x i y nisu u relaiji ∼,onda bi trebalo pokazati da su klase [x] i [y] disjunktne. To �emopokazati tako xto �emo polaze�i od pretpostavke da klase [x] i [y]nisu disjunktne, dobiti kontradikiju. Znaqi naxa pretpostavkaje: klase [x] i [y] nisu disjunktne. Tada, klase [x] i [y] imaju barjedan zajedniqki element, neki element z: z ∈ [x] i z ∈ [y]. Na os-novu definiije klase ekvivalenije imamo da za element z va�i:
x ∼ z i y ∼ z. Koristimo simetriqnost relaije ∼, pa iz y ∼ zzak	uqujemo z ∼ y. Sada koristimo tranzitivnost relaije ∼, paiz x ∼ z i z ∼ y zak	uqujemo da va�i x ∼ y. Ali, to je nemogu�e jerje u suprotnosti sa naxom polaznom pretpostavkom da x i y nisu urelaiji ∼. Dakle, naxa pretpostavka dovela nas je do zak	uqkakoji je netaqan. To znaqi da ta pretpostavka nije taqna, tj. da jetaqna �ena negaija: klase [x] i [y] su disjunktne.(3) Da bismo pokazali jednakost skupova X i unije svih [x], skupa
∪x∈X [x], treba pokazati da jeX podskup te unije i da je ta unija pod-skup skupa X . Prvo pokazujemo X ⊆ ∪x∈X [x]. Uzmimo proizvo	anelement skupa X , element y. Treba pokazati da je y element skupa
∪x∈X [x]. Element y pripada svojoj klasi ekvivalenije relaije ∼,klasi [y], pa time i skupu ∪x∈X [x] koji je unija svih takvih klasa,dakle, X ⊆ ∪x∈X [x]. Sada jox ostaje da poka�emo da je ∪x∈X [x]podskup skupa X , mada je to oqigledno. Naime, skup ∪x∈X [x] qineelementi skupa X , pa je svaki element iz ∪x∈X [x] oqigledno i ele-ment skupa X . Dakle, iz X ⊆ ∪x∈X [x] i ∪x∈X [x] ⊆ X dobili smoda va�i X = ∪x∈X [x].Za neku relaiju ekvivalenije ∼ na skupu X posmatrajmo skup qiji suelementi klase ekvivalenije relaije ∼ svih elemenata iz X . Taj skup se



22 GLAVA 1. UVODoznaqava X/∼ i naziva se koliqniqki skup (ili partiija) skupa X i �egoverelaije ekvivalenije ∼.Koliqniqki skup skupa P iz Primera 5 i �egove relaije ekvivalenije
σ, skup P/σ, qine klase ekvivalenije od kojih svaka klasa sadr�i gradovejednog kontinenta. Stoga je broj elemenata skupa P/σ broj kontinenata kojiimaju bar jedan svoj grad u skupu P .U narednom primeru pokaza�emo kako se pomo�u klasa neke relaije ekvi-valenije mogu definisati va�ni pojmovi.Primer 6 Ve� smo rekli da je relaija paralelnosti pravih ujednoj ravni refleksivna, simetriqna i tranzitivna. Dakle, toje jedna relaija ekvivalenije na skupu svih pravih jedne ravni.Pogledajmo xta su klase ekvivalenije ove relaije. Jednu klasuekvivalenije qine sve meÆusobno paralelne prave te ravni. Pojamprava u ravni se definixe kao jedna klasa ekvivalenije relaijeparalelnosti (videti[14℄).Druga znaqajna vrsta binarnih relaija na nekom skupu X je relaije par-ijalnog ureÆe�a. Binarna relaija ρ na skupu X koja je refleksivna, anti-simetriqna i tranzitivna naziva se parijalno ureÆe�e.Najznaqajnije matematiqke relaije parijalnog ureÆe�a su relaija ≤ nanekom skupu brojeva, na primer na skupu prirodnih brojeva i relaija ⊆ nanekom skupu qiji su elementi skupovi.Pored relaija ekvivalenije i parijalnog ureÆe�a pomenimo i predure-Æe�e. Binarna relaija ρ na skupuX koja je refleksivna i tranzitivna nazivase predureÆe�e.Na kraju ovog ode	ka predstavi�emo jednu va�nu binarnu relaiju nanekom skupu, relaiju drvo, koju �emo u da	em izlaga�u qesto koristiti.DrvoPosmatrajmo proizvo	an neprazan skupX . Elemente skupaX zovemoqvorovi. Skup X i binarna relaija δ na skupu X , δ ⊆ X×X , qinejedno drvo δ ako svaki element (x1, x2) relaije δ (qiji prvi qlan x1zovemo prethodnik, a drugi qlan x2 naslednik) zadovo	ava slede�euslove:(1) Postoji taqno jedan qvor x0 skupa X , takav da skup δ nema ele-ment oblika (y, x0), tj. nijedan element skupa δ kao drugi qlan nemataj qvor x0. Drugaqije reqeno, postoji taqno jedan qvor x0 skupa Xkoji nema prethodnika. Taj qvor x0 zovemo koren.(2) Ako va�i (x1, y), (x2, y) ∈ δ tj. x1δ y i x2δ y, onda je x1 = x2.Ili drugaqije, svaki qvor y, koji nije koren x0, ima taqno jednogprethodnika.(3) Za svaki qvor y, osim korena x0, postoji jedinstven niz qvorova

x0, ..., xm (za neko m ≥ 0) takvih da va�i: x0 δ x1,..., xm−1δ xm,
xmδ y. Drugaqije reqeno, za svaki qvor y, osim korena x0, postojijedinstvena grana od korena x0 do tog qvora y.



23Ako skup X ima konaqan broj qvorova, onda drvo δ zovemo konaqno drvo.Konaqno drvo se zavrxava qvorovima koji nemaju naslednika i te qvorovezovemo listovi. Drvo grafiqki mo�e biti predstav	eno na slede�i naqin:
•••

••

••••

•

•

••

•

•

••gde su qlanovi jednog para iz δ predstav	eni ovako •

• i pre-thodnik je do�a taqka, a naslednik gor�a. Jedno grana�e u drvetu δ na skupu
X qine svi elementi (xi, yi) iz δ (1 ≤ i ≤ m za m ≥ 1) koji imaju isti prviqlan, neki element x iz skupa X , xi = x, 1 ≤ i ≤ m, tj. svi ti parovi suoblika (x, yi), 1 ≤ i ≤ m. Ako je drvo predstav	eno kao na ovoj slii, ondaelement x zovemo do�i qvor grana�a, a sve druge qlanove tih parova, tj. sve
yi, 1 ≤ i ≤ m, zovemo gor�i qvorovi grana�a.Drvo mo�e biti predstav	eno i na ovaj naqin sa korenom na vrhu.

• • • •

• • •

• •

•

•

•

•

• •

Istaknimo i jednu posebnu vrstu drveta, binarno drvo. Drvo qiji svakiqvor, osim listova, ima taqno dva naslednika zovemo binarno drvo. Evo jednogkonaqnog binarnog drveta.
•••

••

••

•

•

••



24 GLAVA 1. UVODFunkijeU svim k�igama elementarne matematike izlaga�e o funkijama poqi�e rte-�om na kome su dva oblaqka od kojih jedan predstav	a neki skup X , a drugiskup Y . U oblaqku X istaknuta je taqka sa imenom x, u oblaqku Y istaknuta jetaqka koja ima ime y. Jedna zakriv	ena linija polazi iz taqke x, a zavrxavase streliom u taqki y i iznad te linije pixe f . Uz tu sliku ide jedno ovakvoobjax�e�e: pravilo (dogovor, zakon) f po kome se svakom elementu x skupa Xdode	uje taqno jedan element y skupa Y naziva se funkija skupa X u skup Y .Zatim sledi jedan primer kojim se ilustruju ovi podvuqeni zahtevi: svakomelementu iz X dode	uje se taqno jedan element iz Y . Ovakav jedan primer.Primer 1 Posmatrajmo skupove X = {Petrograd, Beograd, Beq,London, Pariz}, Y = {Luvr, Ermita�, Britanski muzej, Prado,Muzej grada Beqa} i Z = {Neva, Sava, Dunav, Temza, Sena, Volga}.(1) Pitamo se da li je dogovorom gradu x dode	ujemo muzej y kojise nalazi u tom gradu definisana jedna funkija iz skupa X uskup Y ? Odgovor je: ne. Zaxto? Takvim dogovorom jednom ele-mentu skupa X (Beogradu) nije dode	en nijedan muzej u skupu Y ,tj. nije svakom elementu iz X dode	en neki element iz Y . Dali mo�e da se nexto promeni da bi ovaj nax dogovor ipak biojedna funkija? Odgovor je potvrdan. Treba da malo promenimoskupove. Naime, mo�emo napraviti skup X1 izbaiva�em elementaBeograd iz skupa X , X1 = X \ {Beograd} = {Petrograd, London,Pariz, Beq}. Pridru�iva�e elementima iz X1 elemente skupa Ypo naprav	enom dogovoru jeste jedna funkija iz skupa X1 u skup
Y . Mogu�a je i drugaqija promena. Mo�emo da ne me�amo skup X ,ali da proxirimo skup Y dodava�em, na primer, Muzeja NikoleTesle, Y1 = Y ∪ {Muzej Nikole Tesle}. Opet je nax dogovor jednafunkija, ali sada iz X u skup Y1.(2) Pitamo se da li je dogovorom gradu x se dode	uje reka z iz skupa
Z koja kroz �ega protiqe definisana jedna funkija skupa X uskup Z? Problem iz (1) sada ne postoji. Svaki od gradova iz skupa
X le�i na nekoj rei iz skupa Z. Ali, Beograd (opet Beograd)le�i na dve reke! Ovim dogovorom Beogradu se dode	uju i Sava iDunav! To znaqi da se jednom elementu skupa X (Beogradu) na tajnaqin dode	uju dva elementa skupa Z, a ne taqno jedan. Da li iovde postoji mogu�nost popravke? Da, treba samo da preiziramodogovor. Naime, dogovor treba da glasi gradu x se dode	uje naj-du�a reka z iz skupa Z koja kroz �ega protiqe. Ovim dogovoromBeogradu se dode	uje samo Dunav. Xtavixe, i svakom drugom graduiz skupa X se dode	uje taqno jedna reka iz skupa Z. Znaqi, ovajnovi dogovor jeste funkija iz skupa X u skup Z.Mi pojam funkije uvodimo na slede�i naqin.



25Posmatrajmo skupove X i Y . Podskup f Dekartovog proizvoda X × Y ,
f ⊆ X × Y , koji zadovo	ava slede�e uslove:(1f) skup svih prvih qlanova ureÆenih parova (x, y) iz f jednak je skupu X ;(2f) ako dva ureÆena para (x1, y1) i (x2, y2) iz skupa f imaju jednake prveqlanove, tj. ako je x1 = x2, onda i drugi qlanovi tih ureÆenih parova morajubiti jednaki, tj. mora biti y1 = y2;naziva se funkija f iz skupa X u skup Y .Xta je, dakle, funkija iz skupa X u skup Y ? To je podskup Dekar-tovog skupa X × Y koji zadovo	ava uslove (1f) i (2f), ili to je jedna bi-narna relaija izmeÆu elemenata skupova X i Y koja zadovo	ava uslove (1f)i (2f). Elementi funkije f su ureÆeni parovi (x, y) kod kojih je prvi qlan xoriginal (prva komponenta, argument), a drugi qlan je slika od x funkijom
f (druga komponenta, vrednost funkije f u taqki x) i pixemo y = f(x). Skup
X je domen funkije f , a skup Y je �en kodomen.Primer 2 Posmatrajmo skupove A = {a, b, c} i B = {1, 2, 3, 4, 5}.Jedna funkija f iz skupa A u skup B je na primer slede�i podskupDekartovog proizvoda A×B: f = {(a, 3), (b, 1), (c, 4)}.Za funkiju f iz skupa X u skup Y napravimo podskup skupa Y koji qinedrugi qlanovi svih ureÆenih parova skupa f . Taj skup se zove skup vred-nosti funkije f i obele�ava se sa f(X). Dakle, skupu f(X) pripada svakielement y skupa Y za koji postoji neki element x iz skupa X , takav da je
y = f(x).Navedimo jedan primer u kome �emo koristiti i uobiqajeni zapis reqenie:
f je funkija iz skupa X u skup Y , f : X → Y .Primer 3 Posmatrajmo skup realnih brojeva R i definiximofunkiju f : R → R slede�im zapisom f(x) = x2.Koji elementi skupa R qine skup f(R)? Elementi skupa f(R) surealni brojevi y iz skupa R koji su jednaki kvadratu nekog realnogbroja x, y = f(x) = x2. Znaqi, imamo da je f(R) skup svih nenegati-vnih (nule i svih pozitivnih) realnih brojeva koji oznaqavamoR+.Odgovorimo na pita�e: kada su dve funkije f i g jednake? Funkije suskupovi, zato �ihovu jednakost proveravamo tako xto proveravamo jednakosttih skupova.Zadatak 1 Poka�imo da ako dve funkije f i g imaju isti domen iza svaki element x tog domena va�i f(x) = g(x), onda su funkije

f i g jednake. Zadatak nam je da poka�emo da su skupovi f i gjednaki, tj. da je f ⊆ g i g ⊆ f . Funkije f i g imaju isti domeni zato prve komponente �ihovih elemenata qine isti skup. Sadaprvo poka�imo da je f ⊆ g. Neka je (x, y) ∈ f . Tada je y = f(x).Iz f(x) = g(x) imamo (x, y) = (x, f(x)) = (x, g(x)) i kako (x, g(x))pripada g, zak	uqujemo da (x, y) ∈ g. Na sliqan naqin se pokazuje da



26 GLAVA 1. UVODje svaki element (x, y) iz g element i f , tj. g ⊆ f , stoga zak	uqujemoda je f = g.Poka�imo koje osobine jedna funkija ne mora da ima. Pogledajmo slede�iprimer.Primer 4 Posmatrajmo skupoveX i Z iz Primera 1. Definiximobinarnu relaiju f za elemente tih skupova. Za x ∈ X i z ∈ Z:
xfz AKKO najdu�a reka koja protiqe kroz x je z. Ova relaija jepodskup f = {(Petrograd, Neva), (Pariz, Sena), (Beograd, Dunav),(Beq, Dunav), (London, Temza)} skupa X × Y . Taj podskup f jestejedna funkija iz skupa X u skup Y jer su zadovo	ena oba uslova(1f) i (2f). Zaista, uslov (1f) jeste zadovo	en jer skup koji qineprvi qlanovi elemenata ovog skupa je qitav skup X . Ali, prime-timo da skup koji qine drugi qlanovi elemenata ovog skupa, skup
f(X), nije qitav skup Y . Naime, f(X) = Y \ {Sava, Volga}. Za-k	uqujemo da za funkiju ne mora da va�i: f(X) = Y . Uslov (2f)jeste zadovo	en jer f nema parova sa istim prvim, a razliqitimdrugim qlanom. MeÆutim, pogledajmo parove (Beograd, Dunav) i(Beq, Dunav). Oni imaju razliqite prve qlanove, a drugi qlanovisu im isti. Zak	uqujemo da za elemente (x1, f(x1)) i (x2, f(x2)) iz
f ne mora da va�i: ako je x1 6= x2, onda je f(x1) 6= f(x2).Odmah reimo da neke funkije mogu imati osobine koje smo pomenuli uPrimeru 4. Funkija f : X → Y qiji je skup vrednosti, skup f(X), jednakskupu Y naziva se surjekija. Funkija f : X → Y za qija svaka dva elementa

(x1, f(x1)) i (x2, f(x2)) va�i da ako je x1 6= x2, onda je f(x1) 6= f(x2) naziva seinjekija. Primetimo da uslov ,,ako je x1 6= x2, onda je f(x1) 6= f(x2)" mo�emoda iska�emo: ,,ako je f(x1) = f(x2), onda je x1 = x2", pa smo tako dobili joxjedan naqin da zapixemo osobinu funkije: biti injekija.Primer 5 Pogledajmo ponovo funkiju iz Primera 3, funkiju
f : R → R, f(x) = x2. Da li je funkija f surjekija, tj. da li je
f(R) = R? Ve� smo pokazali da je f(R) = R+, pa je nax odgovor naovo pita�e: ne. Da li je funkija f injekija? Opet je odgovor:ne. Da bi f bila injekija, morale bi slike razliqitih brojeva iz
R da budu razliqiti brojevi u f(R). Ali mi za funkiju f imamoda su slike dva razliqita broja, na primer 2 i −2, isti broj, broj4: f(−2) = (−2)2 = 4 i f(2) = 22 = 4.Ako je neka funkija f : X → Y i surjekija i injekija, onda ona pripadaveoma va�noj vrsti funkija, ona je bijekija.Posmatrajmo naqas samo konaqne skupove i setimo se pojma kardinalnogbroja nekog skupa. Pogledajmo xta dobijamo jednom bijekijom f : X → YizmeÆu konaqnih skupova X i Y . Imamo da je f funkija, zato je skup prvihkomponenti �enih parova jednak skupu X . Da	e, funkija f je injekija,



27pa svi parovi moraju imati i razliqite druge komponente, a one su elementiskupa Y . Iz ovog mo�emo zak	uqiti da skup Y mora imati elemenata barkoliko i X , a mo�da i vixe, tj. card(X) ≤ card(Y ). Konaqno funkija fje surjekija, zato Y = f(X), tj. skup X sigurno ima elemenata koliko iskup Y , a mo�da i vixe. Dakle, card(X) ≤ card(Y ) i card(Y ) ≤ card(X), pazak	uqujemo: card(X) = card(Y ), tj. skupovi X i Y imaju isti broj elemenata.To znaqi da ako postoji bijekija f : X → Y izmeÆu konaqnih skupova X i Y ,onda ti skupovi imaju jednak broj elemenata, tj. card(X) = card(Y ). �elimoda istaknemo da se lepota i va�nost bijekije za odreÆiva�e kardinalnogbroja vidi tek meÆu beskonaqnim skupovima. Od beskonaqnih skupova ovde�emo pomenuti samo prebrojive skupove, beskonaqne skupove qiji kardinalnibroj je jednak kardinalnom broju skupa prirodnih brojeva N.Svaka funkija f iz skupa N u neki skup X pravi jedan beskonaqan nizelemenata skupaX . Naime, funkijom f : N → X dobijamo slede�i beskonaqanniz elemenata skupa X : f(0), f(1), f(2),..., te elemente oznaqavamo redom f0,
f1, f2,... i zovemo ih qlanovi niza. Ako je funkija f bijekija, onda �emo zaskup X re�i da je prebrojiv. Slikovito reqeno, ta bijekija nam govori daskup X ima isti broj elemenata kao skup N. Napomenimo da neka konstantnafunkija f : N → X , koja svaki prirodan broj n slika u isti element x skupa
X , pravi jedan beskonaqan niz x, x,... qiji su svi qlanovi jednaki.Uvedimo i pojam konaqnog niza elemenata nekog skupa. Posmatrajmo nekiskup X i konaqan podskup skupa N+ oblika {1, ..., n} za neki n ∈ N+. Svakafunkija g : {1, ..., n} → X definixe jedan konaqan niz elemenata skupa X ,niz g1,..., gn, gde je g1 �egov prvi qlan, i tako da	e do qlana gn koji je posled-�i, n-ti, qlan tog niza.A sada pomenimo jox jedan pojam vezan za domen funkije.Neka je data funkija f : X → Y i jedan podskup skupa X , skup X1. Defi-nixemo funkiju g : X1 → Y na slede�i naqin: za svaki element x skupa X1,
g(x) je po definiiji jednaka f(x). Funkija g se zove restrikija funkije
f na skup X1 i to se zapisuje g = f |X1 .Vratimo se sada funkiji f : R → R, f(x) = x2 (iz Primera 3 i Primera5) i posmatrajmo podskup R+ skupa R i restrikiju funkije f na taj skup,funkiju g : R+ → R, g(x) = x2. Koju osobinu ima funkija g, a nemafunkija f? Funkija g je injekija, a funkija f to nije.Kompoziija funkijaKao i za pojam funkije postoji opisno predstav	a�e xta je kompoziija dvefunkije f : X → Y i g : Y → Z. Proizvo	an element x skupa X ima sliku
f(x) u skupu Y . Zatim, element f(x) skupa Y ima sliku g(f(x)) u skupu Z. Nataj naqin dobili smo jednu funkiju iz skupa X u skup Z, kojom svaki element
x skupa X dobija sliku g(f(x)) u skupu Z.Za tri skupa X , Y i Z i dve funkije f : X → Y i g : Y → Z kompoziijafunkija f i g, u oznai g ◦ f , jeste funkija iz skupa X u skup Z takva da za



28 GLAVA 1. UVODsvaki element x skupa X va�i: g ◦ f(x) = g(f(x)). Drugaqije reqeno, g ◦ f jepodskup skupa X ×Z qiji elementi su svi ureÆeni parovi oblika (x, g(f(x))),
x ∈ X . Predstavimo to na jednom primeru.Primer 6 Posmatrajmo skupove L = {a, b, c}, B = {1, 2, 3, 4, 5} i

K = {a,b,c,d} i funkije f : L → B i g : B → K:
f = {(a, 1), (b, 4), (c, 5)} i g = {(1,a), (2,c), (3,b), (4,a), (5,d)}.Kompoziija funkija f i g je funkija g ◦ f iz skupa L u skup K:

g ◦ f(a) = g(f(a)) = g(1) = a

g ◦ f(b) = g(f(b)) = g(4) = a

g ◦ f(c) = g(f(c)) = g(5) = dili drugaqije:
g ◦ f = {(a,a), (b,a), (c,d)}.Primetimo da u Primeru 6 nije mogu�e napraviti funkiju f ◦ g. Aliako posmatramo funkije f, g : X → X , onda postoje i kompoziija f ◦ g ikompoziija g ◦ f . U tom sluqaju name�e se pita�e: da li va�i jednakost

f ◦ g = g ◦ f? Pogledajmo slede�i primer.Primer 7 Imamo skup K = {a,b,c,d} i funkije f : K → K i
g : K → K:
f = {(a,c), (b,d), (c,b), (d,a)} i g = {(a,a), (b,a), (c,b), (d,d)}.U ovom primeru postoje i funkija g ◦ f i funkija f ◦ g:
g◦f = {(a,b), (b,d), (c,a), (d,a)} i f◦g = {(a,c), (b,c), (c,d), (d,a)}.Oqigledno je da su g ◦ f i f ◦ g dve razliqite funkije.Na pita�e: da li za proizvo	ne funkije f, g : X → X va�i g ◦ f = f ◦ govim primerom smo dali odgovor. Odgovor je: ne. Ali, jedna druga osobinava�i za kompoziiju funkija. Ako imamo tri funkije h : A → B, g : B → Ci f : C → D, igraju�i se zagradama mo�emo formirati dve kompoziije:kompoziiju (f ◦ g) ◦ h i kompoziiju f ◦ (g ◦ h). Postav	a se pita�e: da lisu ove dve kompoziije jednake kao funkije? Odgovor je: da. To znaqi da sezagrade mogu izbrisati i prosto pisati f ◦ g ◦ h.Zadatak 2 Posmatrajmo tri funkije h : A → B, g : B → C i
f : C → D. Pokaza�emo da su funkije (f ◦g)◦h i f ◦ (g ◦h) jednake.Prvi uslov je da funkije qiju jednakost ispitujemo moraju imatiisti domen. Taj uslov je ispu�en, domen i funkije (f ◦ g) ◦ h ifunkije f ◦ (g ◦h) je skup A. Moramo pokazati da za svaki element
x skupa A va�i: ((f ◦g)◦h)(x) = (f ◦(g◦h))(x). Uze�emo proizvo	anelement skupa A i pokazati da je �egova slika funkijom (f ◦ g)◦hjednaka �egovoj slii funkijom f ◦ (g ◦h). Iz osobine da se te dvefunkije poklapaju na jednom proizvo	nom (bilo kojem) elementu



29skupa A, sledi da se one poklapaju na svakom elementu skupa A. Zaproizvo	an element x skupa A imamo:
(f ◦ g) ◦ h(x) = (f ◦ g)(h(x)) = f(g(h(x))).S druge strane imamo,
f ◦ (g ◦ h)(x) = f((g ◦ h)(x)) = f(g(h(x))).Pokazali smo da za proizvo	an element x skupa A va�i:

((f ◦ g) ◦ h)(x) = (f ◦ (g ◦ h))(x).Dakle, funkije (f ◦ g) ◦ h i f ◦ (g ◦ h) su jednake.Pogledajmo jox jednu vrstu funkija koje su veoma va�ne za kompoziijufunkija. Za bilo koji skup X definixemo funkiju iX :X→X na slede�inaqin: iX(x) = x. Funkiju iX nazivamo identiqka funkija skupa X . Zaproizvo	nu funkiju f : X → Y i identiqku funkiju iX : X → X va�i:
f ◦ iX = f .Inverzna funkijaOpisno i ne bax preizno, pojam inverzne funkije za proizvo	nu funkiju

f : X → Y bi bio predstav	en na slede�i naqin. Posmatrajmo jedan original,neki element x skupa X i �egovu sliku funkijom f , element f(x) skupa Y .Original x je funkijom f otixao u f(x). Name�e se pita�e o vra�a�u slikeu svoj original. Da li postoji funkija iz skupa Y u skup X koja vra�a f(x)u x? Ako takva funkija postoji, onda je ona inverzna funkija funkije f .Drugim reqima, kompoziija funkije f i ove funkije bilo koji element xskupa X slika u �ega samog.Posmatramo neku funkiju f : X → Y . Ako za tu funkiju f postojifunkija g : Y → X , takva da je funkija g ◦ f identiqka funkija na skupu
X i da je funkija f ◦ g identiqka funkija na skupu Y , tj. da va�i:

g ◦ f = iX i f ◦ g = iY ,tada je g inverzna funkija funkije f i �ena oznaka je f−1.Primetimo da se ne tvrdi da sve funkije imaju inverznu funkiju. Napita�e koje funkije imaju inverznu funkiju, odgovori�emo u slede�em za-datku.Zadatak 3 Ako je funkija f : X → Y bijekija, onda ona imajedinstvenu inverznu funkiju f−1. Tom funkijom svaki element
y skupa Y ima vrednost x iz skupa X za koji va�i f(x) = y, tj.�eni parovi su oblika (f(x), x).Poka�imo da va�i ova osobina. Posmatramo podskup Dekartovogproizvoda Y×X , koji �emo oznaqiti sa f−1, qiji su elementi parovi
(f(x), x) za sve elemente x skupa X . Da li je taj podskup jednafunkija iz Y u X? Da bi bio zadovo	en uslov (1f) mora skupsvih prvih qlanova ureÆenih parova iz f−1 biti jednak skupu Y .



30 GLAVA 1. UVODTaj skup je skup f(X), a kako je f surjekija imamo f(X) = Y tj.uslov (1f) je zadovo	en. Xto se tiqe uslova (2f) posmatrajmo dvaelementa tog skupa koji imaju isti prvi qlan: (y, x1) i (y, x2). Podefiniiji funkije f−1 imamo y = f(x1) i y = f(x2), pa dobijamoda va�i f(x1) = f(x2). Funkija f je injekija, pa iz f(x1) = f(x2)zak	uqujemo da je x1 = x2. Dakle, posmatrani podskup zadovo	ava iuslov (2f). Dobijamo da f−1 jeste jedna funkija iz skupa Y u skup
X . Posmatrajmo sada funkije f−1 ◦ f i f ◦ f−1. Domen funkija
f−1 ◦ f i iX je skup X , a za proizvo	an element x skupa X imamo:
f−1 ◦ f(x) = f−1(f(x)) = x = iX(x). Dakle, funkije f−1 ◦ f i iX sujednake. Na potpuno isti naqin se pokazuje da su funkije f ◦ f−1i iY jednake. Zak	uqujemo da funkija f−1 jeste jedna inverznafunkija funkije f . Da bismo pokazali jedinstvenost funkije
f−1 pretpostavimo da postoji jox jedna funkija g, g : Y → X , zakoju va�i g ◦ f = iX i f ◦ g = iY . Tada va�i f−1 ◦ f = g ◦ f = iX i
f ◦ f−1 = f ◦ g = iY i dobijamo:
f−1 = f−1 ◦ iY = f−1 ◦ (f ◦ f−1) (jer je f ◦ f−1 = iY )

= (f−1◦f)◦f−1 (osobina kompoziije funkija)
= (g ◦ f) ◦ f−1 (jer je f−1 ◦ f = g ◦ f)
= g ◦ (f ◦ f−1) (osobina kompoziije funkija)
= g ◦ iY = g (jer je f ◦ f−1 = iY )Dakle, funkija f−1 je jednaka funkiji g, pa imamo jedinstvenostinverzne funkije f−1.Primer 8 Pogledajmo opet funkiju koju smo posmatrali u Prime-ru 3 i Primeru 5, funkiju f : R → R, f(x) = x2. U Primeru5 smo pokazali da f nije surjekija niti injekija. Definisalismo restrikiju funkije f na skupu R+ funkiju g : R+ → R,

g(x) = x2 koja je injekija i g(R+) = R+. Sada posmatrajmofunkiju h : R+ → R+, h(x) = x2. Funkija h je bijekija, dakle,postoji funkija h−1 : R+ → R+ za koju va�i:
h−1 ◦ h = iR+ i h ◦ h−1 = iR+ .To znaqi da za proizvo	an element x iz R+ va�i:

h−1 ◦ h(x) = h−1(h(x)) = h−1(x2) = xi h ◦ h−1(x) = h(h−1(x)) = (h−1(x))2 = x.Zak	uqujemo da je h−1 poznata korena funkija, h−1(y) =
√
y. (Akoho�emo da poxtujemo uobiqajene oznake, da se original uvek zove

x, a slika y, onda dobijamo da je inverzna funkija funkije h,funkija h−1 : R+ → R+, h−1(x) =
√
x.)



31OperaijeMatematika je jako bogata primerima operaija. Sabira�e, oduzima�e, mno�e-�e, de	e�e prirodnih, elih, raionalnih ili realnih brojeva, sve su toprimeri operaija. Na primeru sabira�a prirodnih brojeva, deta	nije �emopredstaviti pojam operaije. Kako prirodne brojeve sabiramo? Uzmemo dvaprirodna broja, na primer 2 i 3, primenimo operaiju + i kao rezultat teoperaije dobijemo tre�i prirodan broj, broj 5. Primetimo da su za obav	a�eove operaije potrebna dva objekta (broja), pa je ona binarna operaija. Rezul-tat operaije sabira�a dva broja je objekat iste vrste kao i objekti na kojesmo primenili operaiju. Naime, sabira�em dva prirodna broja kao rezultatdobijamo tre�i (taqno jedan) prirodan broj. Proes sabira�a jako podse�a nafunkiju: uzeli smo dva objekta, tj. jedan par objekata, i pridru�ili smo imtaqno jedan objekat (�ihov zbir). To znaqi da je sabira�e prirodnih brojevajedna funkija iz skupa N×N u skup N.Funkija o iz skupaX×X u skupX , o : X×X → X , naziva se binarna opera-ija o na skupu X .Posmatra�e naxih starih operaija na ovaj naqin donosi nam novosti u�ihovom zapisiva�u. Operaija sabira�a je sada funkija + : N×N → N, paumesto naxeg starog zapisa 2+5 = 7 imamo zapis+(2, 5) = 7. Ali, uobiqajeno jeda za bilo koju binarnu operaiju ∗ umesto zapisa ∗(x, y) koristimo prirodniji
x ∗ y. Sada �emo priznati da smo u ode	ku o skupovima namerno izbegli dauniju, presek, razliku i Dekartov proizvod dva skupa nazovemo operaijama.Qekali smo da se zvaniqno upoznamo sa operaijama. Sada mo�emo re�i dasu to binarne operaije qiji su polazni objekti dva skupa (par skupova), arezultat neki tre�i skup. Primetimo da, kada se govori o operaijama presek,unija, razlika i Dekartov proizvod i sama operaija i �en rezultat imaju istoime. Naime, re�i �emo operaija presek ∩, ali i presek X∩Y , i isto za uniju,razliku i Dekartov proizvod.Uka�imo na neke deta	e. Prvo, podsetimo da su elementi skupa X × XureÆeni parovi, tj. da je bitan redosled qlanova u svakom ureÆenom paru. Naprimer, operaija oduzima�e na skupu elih brojeva Z daje razliqite rezul-tate za ureÆeni par (5, 2): 5 − 2 = 3 i za ureÆeni par (2, 5): 2 − 5 = −3.Drugo, kada ka�emo da je operaija funkija, onda se pod tim podrazumevada za svaki element iz X ×X postoji rezultat u X . Na primer, za svaka dvaela broja x i y rezultat oduzima�a x − y je eo broj. Ali, ako oduzima�eho�emo da definixemo na skupu prirodnih brojeva, onda imamo slede�i prob-lem. Ka�emo da je to funkija − : N×N → N i potra�imo −(2, 5), tj. 2− 5.Rezultat ovog oduzima�a je negativan broj −3, koji nije prirodan broj, pa nepripada kodomenu funkije −, skupu N! Normalno je da se zapitamo da li jeonda oduzima�e operaija na skupu N? Zaista, nije ispu�en uslov da svakielement skupa N×N ima sliku u skupu N operaijom −. Mi �emo ipak re�ida oduzima�e jeste operaija na skupu N, i to jedna parijalna operaija naskupu N. Ta operaija daje rezultate samo za neke parove iz N × N, parove
(x, y), koji zadovo	avaju uslov x ≥ y. De	e�e je parijalna operaija na



32 GLAVA 1. UVODskupu realnih brojeva R, jer samo za parove (x, y) koji zadovo	avaju uslov
y 6= 0 postoji rezultat x : y.Operaija du�ine n (n > 2) na nekom skupu X Za prirodan broj n ve�i od 2funkija o : Xn → X je jedna operaija o du�ine n na skupu X .Primer 1 Kao primer jedne operaije du�ine 4 na skupu elihbrojeva Z definisa�emo operaiju ⋆. Za svaku qetvorku (x, y, z, t)iz skupa Z4 operaija ⋆ : Z4 → Z je: ⋆(x, y, z, t) = (x + t) · (y − z).Unarna operaija na skupu X Funkija o : X → X je operaija du�ine 1na skupu X , tj. unarna operaija na skupu X . Mo�e se posmatrati i unarnaoperaija na dva razliqita skupa X i Y , a to je nixta drugo nego obiqnafunkija f : X → Y .Primer 2 Posmatrajmo neki skup X i �egov partitivni skup PX.Za svaki podskup Y skupa X prav	e�e komplementa Y u odnosu naskup X je jedna unarna operaija na tom skupu PX. Mo�emo jeovako zapisati: c : PX → PX , c(Y ) = Y , za Y ∈ PX .Primer 3 Funkija f : R → R, f(x) = 1

x
za sve x 6= 0 je jedna par-ijalna unarna operaija na skupu R. Ako posmatramo restrikijufunkije f na skup R\{0}, funkiju g : R\{0} →R, g(x) = 1

x
, ondaje g unarna operaija na skupovima R \ {0} i R.Nularna operaija na skupu X Neko izdvaja�e jednog elementa skupa X kaoposebnog je operaija du�ine 0 na skupu X , tj. nularna operaija na skupu X .Primer 4 Za neki skup X i �egov partitivni skup PX izdvaja�e,na primer, praznog skupa ∅ kao posebnog elementa skupa PX je ustvari jedna nularna operaija na PX. Reimo da smo na istinaqin mogli izdvojiti i bilo koji drugi element tog skupa i takodefinisati neku drugu nularnu operaiju na skupu PX.Binarna operaija na skupovima X , Y i Z Mo�e se posmatrati i binarnaoperaija na skupovima X , Y i Z koji nisu jednaki. Ta binarna operaija jefunkija o : X × Y → Z.Primer 5 Primer binarne operaije na skupovima koji nisu jed-naki mo�e biti operaija ,,prav	e�e razlomaka" na skupovimaelih, prirodnih i raionalnih brojeva: Z, N+ i Q.To je operaija r : Z×N+ → Q, r(i, n) = i

n
.Operaija du�ine n (n > 2) na skupovima X1, ..., Xn i Y Za prirodan broj nve�i od 2 funkija o : X1× ...×Xn → Y je operaija o du�ine n na skupovima

X1, ..., Xn i Y (meÆu kojima mo�e biti i jednakih).Mada operaije du�ine n za n > 2 postoje, najqex�e se sre�emo i radimosa binarnim, unarnim i nularnim operaijama.



33Osobine binarnih operaijaOsobine binarnih operaija koje �emo predstaviti u ovom ode	ku, ve� su poz-nate osobine koje va�e za, na primer, sabira�e ili mno�e�e dva broja, a tosu komutativnost i asoijativnost.Za binarnu operaiju ∗ na skupu X ka�emo da je komutativna ako za svakadva elementa x i y skupa X va�i: x ∗ y = y ∗ x.Za binarnu operaiju ∗ na skupu X ka�emo da je asoijativna ako za svakatri elementa x, y i z skupa X va�i: (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z).Koje komutativne i asoijativne operaije znamo? Sabira�e i mno�e�e(na uobiqajenoj vrsti brojeva) su i komutativne i asoijativne operaije.Prime�ujemo da oduzima�e i de	e�e nisu ni komutativne ni asoijativne.Od operaija na skupovima, unija i presek su i komutativne i asoijativne(videti osobine tih operaija u ode	ku o skupovima). Razlika skupova nijeni komutativna ni asoijativna operaija. U ode	ku o funkijama pokazalismo da za dve proizvo	ne funkije f, g : X → X ne va�i g ◦ f = f ◦ g, tj. daoperaija kompoziije funkija nije komutativna. MeÆutim, pokazali smo dakompoziija funkija jeste asoijativna operaija.Na kraju navedimo jednu osobinu koja se odnosi na vezu dve binarne ope-raije, osobinu distributivnosti.Za binarnu operaiju ∗ na skupu X ka�emo da je distributivna s desna uodnosu na binarnu operaiju • na skupu X , ako za svaka tri elementa x, y i zskupa X va�i:
(x • y) ∗ z = (x ∗ z) • (y ∗ z).Analogno tome definixe se i distributivnost s leva operaije ∗ u odnosuna operaiju •: za svaka tri elementa x, y i z skupa X va�i:
z ∗ (x • y) = (z ∗ x) • (z ∗ y).Primetimo da ako je operaija ∗ komutativna, onda ako va�i distribu-tivnost s desna va�i i distributivnost s leva i obrnuto.Najpoznatija distributivnost je distributivnost mno�e�a u odnosu nasabira�e:

(x+ y) · z = (x · z) + (y · z) i z · (x+ y) = (z · x) + (z · y)dok ne va�i distributivnost sabira�a u odnosu na mno�e�e:
(x · y) + z 6= (x+ z) · (y + z) z + (x · y) 6= (z + x) · (z + y)U ode	ku o skupovima videli smo da je operaija presek distributivna uodnosu na uniju i da je unija distributivna u odnosu na presek.O brojnosti operaijaOdmah na poqetku reimo da �emo ovde razmatrati brojnost binarnih ope-raija na nekom konaqnom skupu. Pre nego xto ka�emo nexto o �ihovoj bro-jnosti, poka�imo jox jedan naqin predstav	a�a takvih operaija.Primer 6 Bilo koju binarnu operaiju ∗ na nekom konaqnom skupu

A = {a, b, c, d} mo�emo da predstavimo tabelom:



34 GLAVA 1. UVOD
∗ a b c d
a a b b c
b c d b c
c d b d c
d c a b aAko ho�emo da odredimo rezultat c ∗ b, onda pronaÆemo element c uprvoj koloni (sa leve strane vertikalne linije) i element b u pr-voj vrsti (iznad horizontalne linije) i u preseku vrste u kojoj senalazi taj element c i kolone u kojoj se nalazi taj element b proqi-tamo rezultat c∗b, element b. Ovakav jednostavan i pregledan naqinpredstav	a�a binarne operaije na skupu A je zamena za dugaqakspisak jednakosti: a ∗ a = a, a ∗ b = b,...Naqin zadava�a binarne operaije na nekom skupu X tabelom je jako pogo-dan ako skup X ima konaqan broj elemenata.Zadava�e binarne operaije na konaqnom skupu X tabelom pomo�i �e namda odgovorimo na pita�e: koliko razliqitih binarnih operaija mo�emo nap-raviti na nekom konaqnom skupu X? Ako skup X ima m elemenata pravimotabelu, kao u prethodnom primeru, sa m elemenata u vrsti i m elemenata ukoloni. Dakle, deo tabele u kome bele�imo rezultat operaije za dva elementa(kao presek jedne vrste i jedne kolone) ima m · m = m2 po	a. (Konkretno unaxem Primeru 6 tabela ima 42 = 16 po	a za pisa�e rezultata.) Kada tapo	a popunimo elementima posmatranog skupa X na jedan naqin, onda dobi-jamo jednu binarnu operaiju na skupu X . U Primeru 6 na svako od 16 po	amo�emo staviti jedan od 4 elementa skupa A, tj. tabelu mo�emo popuniti na

416 = 44
2 naqina. Dakle, na skupu A iz Primera 6 postoji 416 = 44

2 razliqitihbinarnih operaija, a naxa binarna operaija definisana u datoj tabeli jesamo jedna od �ih. U opxtem sluqaju, za skup X sam elemenata, na svako po	emo�emo da stavimo neki od m elemenata skupa X , tj. imamo m mogu�nosti zapopu�ava�e svakog po	a. Dakle, naqina za popu�ava�e tabele imamo mm2 ,pa je broj razliqitih binarnih operaija na skupu X sa m elemenata jednak
mm2 . Reimo i da razliqitih operaija du�ine n na skupu X sa m elemenataima mmn . Tako broj binarnih operaija na skupu X , broj mm2 , jeste u stvaribroj operaija du�ine 2, tj. sluqaj kada je n = 2.Matematiqke struktureAko ho�emo da ka�emo xta je to relaija ili operaija potrebno nam je dapomenemo i neki skup. Naime, pri definisa�u relaije ili operaije prvoimamo skup, pa zatim na �egovim elementima definixemo relaiju, odnosnooperaiju. Ako imamo neki neprazan skup X i na elementima tog skupa nekerazliqite operaije (mo�da i samo jednu) ∗, ⋆, ◦ i •, onda ka�emo da tajskup i te operaije qine jednu strukturu, koju zovemo algebarska struktura



35i oznaqavamo (X, ∗, ⋆, ◦, •). Mo�emo napraviti i strukturu koju qine skup
X , neke relaije izmeÆu �egovih elemenata, na primer ρ i σ, i neke ope-raije na �egovim elimentima, na primer ∗, ⋆ i •. Takvu strukturu zovemorelaijsko-operaijska struktura, (X, ρ, σ, ∗, ⋆, •). Qesto se skup X zove nosaqalgebarske ili relaijsko-operaijske strukture. Na primer, (N, >,+, ·) jejedna relaijsko-operaijska struktura sa nosaqem skupom prirodnih brojeva
N, binarnom relaijom > i binarnim operaijama + i ·.Iskazi i veznii. Istinosna vrednost iskaza.IskaziU ode	ku o predmetu logike pomenuli smo posebnu vrstu reqenia, iskaze.Iskazi su reqenie koje imaju istinosnu vrednost, tj. za koje ima smisla pi-tati da li su istinite ili la�ne (neistinite). Napomenimo da je prirodnijere�i da je iskaz neistinit, ali mi �emo kao tehniqki termin, zbog kratko�e,za neistinite iskaze govoriti la�ni.Primeri iskaza prirodnog jezika su:(1) Nikola Tesla je roÆen u Smi	anu.(2) Broj 7 je proizvod brojeva 4 i 2.(3) Matia srpska je osnovana u Kruxevu.(4) Za svaki prirodan broj va�i da je ve�i od −1.(5) Ate	e 212 je najstarije srpsko pozorixte.(6) Broj 5 je ve�i od broja 43.(7) Paja Jovanovi� je naslikao sliku ,,Seoba Srba".(8) Postoji eo broj koji je rexe�e jednaqine x+ 2 = 0.(9) K�igu ,,Rani jadi" napisao je Danilo Kix.MeÆu ovim iskazima istiniti su iskazi (1), (4), (7), (8) i (9), a iskazi (2),(3), (5) i (6) su la�ni.Dogovorimo se da radi jednostavnijeg zapisiva�a iskaze oznaqavamo slovima
p, q, r,... Dakle, kada napixemo slovo p to znaqi da na �egovom mestu mo�estajati ma koji konkretan iskaz.VezniiOd iskaza pravimo nove, slo�enije iskaze pomo�u veznika, koje zovemo logiqkiveznii. Logiqki veznii su: ...i...; ...ili...; ako ..., onda ...; ne...; ...ako i samoako.... Kada imamo dva iskaza p i q, onda uz pomo�, na primer, veznika ilipravimo novi iskaz p ili q. Qim formiramo novi iskaz, u naxem sluqajuiskaz p ili q, postav	a se najva�nije pita�e: da li je taj novi iskaz istinit



36 GLAVA 1. UVODili la�an? Istinosne vrednosti slo�enijih iskaza odreÆuju se po prinipuistinosne funkionalnosti, tj. istinosna vrednost slo�enijih iskaza zavisiod iskaza p i q, vrste logiqkog veznika pomo�u kog je formiran taj novi iskaz(u naxem primeru veznika ili) i ni od qega drugog.Predstavimo sad logiqke veznike i odgovorimo na pita�a o istinitostiiskaza koji se dobijaju pomo�u tih veznika.1. Konjunkija (veznik i)Pogledajmo iskaz:�ura Jakxi� je bio pesnik i slikar.Ono xto nam saopxtava ovaj iskaz mo�emo re�i i iskazom koji qine dvaiskaza povezana veznikom i:�ura Jakxi� je bio pesnik i �ura Jakxi� je bio slikar.Konjunkija iskaza p i q je iskaz:
p i q.Za veznik i koristi se poseban simbol ∧, koji se zove i konjunkija (kaoi sam iskaz). Stoga iskaz p i q zapisujemo
p ∧ q.Veznik i je veznik prirodnih jezika. U prirodnom jeziku iskaz p i q jeistinit samo ako su oba iskaza p i q istinita. Isto �e va�iti i za iskaz

p ∧ q.Iskaz p ∧ q je istinit ako je p istinit i q je istinit,a la�an je ako:(1) p je istinit i q je la�an,(2) p je la�an i q je istinit,(3) p je la�an i q je la�an.Dakle, iskaz p∧q je istinit samo u sluqaju kada su oba iskaza pi q istinita, a la�an je ako je bar jedan od iskaza p i q la�an.2. Disjunkija (veznik ili)Disjunkija iskaza p i q je iskaz:
p ili q.Za veznik ili koristi se poseban simbol ∨, koji se zove i disjunkija(kao i sam iskaz). Stoga iskaz p ili q zapisujemo
p ∨ q.Iskaz p ∨ q je istinit ako:(1) p je istinit i q je istinit,(2) p je istinit i q je la�an,(3) p je la�an i q je istinit,



37a la�an je ako p je la�an i q je la�an.Dakle, iskaz p ∨ q je istinit ako je bar jedan od iskaza p i qistinit, a la�an jedino u sluqaju kada su oba ta iskaza la�na.Istaknimo da u prirodnom jeziku postoje dva naqina korix�e�a veznikaili. Pogledajmo iskaz:Nikola ima k�igu ili sliku.Ovim iskazom se saopxtava isto xto i iskazom:Nikola ima k�igu ili Nikola ima sliku.Dakle, imamo dva iskaza povezana veznikom ili. Taj iskaz je istinitako je jedan od ta dva iskaza istinit, i istinit je i ako su oba iskazaistinita. Ova vrsta veznika ili zove se inkluzivno (slabo) ili. Postojijox jedan veznik ili, preiznije reqeno veznik ili-ili, koji se zoveekskluzivno (jako) ili. Naime, ako ka�emo:Nikola ima ili k�igu ili sliku,onda je ovaj iskaz istinit samo ako je istinit jedan od iskaza:Nikola ima k�igu.Nikola ima sliku.Ako su oba ova iskaza istinita, on je la�an. MeÆutim, u prirodnomjeziku ponekad, kad kontekst to omogu�ava, veznik ili se koristi umestoveznika ili-ili. Pogledajmo slede�i iskaz:Nikola je u bioskopu ili na fudbalskoj utakmii.U ovom iskazu upotreb	eno je samo jedno ili, a saopxeno nam je u stvariono xto se saopxtava pomo�u veznika ili-ili. Dakle, ovom reqeniomje reqeno:Nikola je ili u bioskopu ili na fudbalskoj utakmii.Logiqki veznik ∨ koji smo ovde definisali je veznik ili iz prirodnihjezika i zovemo ga jox inkluzivna (koja uk	uquje, slaba) disjunkija.Postoji i logiqki veznik koji odgovara vezniku ili-ili i zovemo gaekskluzivna (koja isk	uquje, jaka) disjunkija. Taj logiqki veznik pred-stavi�emo pomo�u drugih veznika (videti ode	ak 2.4.1), ali za �egane�emo uvoditi poseban simbol.3. Implikaija (veznik ako..., onda...)Implikaija iskaza p sa iskazom q (tim redom) je iskaz:ako p, onda q.Za veznik ako..., onda... koristi se poseban simbol ⇒, koji se zove iimplikaija (kao i sam iskaz). Stoga iskaz ako p, onda q zapisujemo
p ⇒ q.



38 GLAVA 1. UVODIstaknimo da je va�an redosled navoÆe�a iskaza p i q prilikom formi-ra�a iskaza p ⇒ q. U implikaiji p ⇒ q iskaz p je anteedens, a iskaz qje konsekvens. Mo�emo govoriti i o implikaiji iskaza q sa iskazom pkoja glasi: ako q, onda p. Za implikaijeako p, onda q i ako q, onda pka�emo da su jedna drugoj obratne.Va�nost iskaza ako p, onda q je u tome xto mnoga matematiqka tvrÆe�aimaju taj oblik. Na primer, quvena Pitagorina teorema se formulixeu tom obliku:ako je trougao pravougli, onda je povrxina kvadrata nad �egovom hipote-nuzom jednaka zbiru povrxina kvadrata nad �egovim katetama,mada va�i i obratna implikaija. Reimo da osim navedenog oblikaimplikaije: ako p, onda q sa istim znaqe�em se upotreb	avaju i iskazi:(1) q je posledia pretpostavke p(2) p povlaqi q(3) iz p sledi q(4) da je q, dovo	no je da je p(5) p impliira q(6) p je dovo	an uslov za q(7) q je nu�an uslov za p(8) q je potreban uslov za p(9) q je neophodan uslov za p(10) p, samo ako q(11) q, ako pXto se tiqe istinitosti iskaza p ⇒ q imamo slede�e.Iskaz p ⇒ q je istinit ako:(1) p je istinit i q je istinit,(2) p je la�an i q je istinit,(3) p je la�an i q je la�an;a la�an je ako p je istinit i q je la�an.Dakle, iskaz p ⇒ q je la�an samo u sluqaju kada je iskaz p is-tinit, a iskaz q la�an. U svim ostalim sluqajevima je istinit.Imaju�i na umu veznike i i ili prirodnih jezika istinitost konjunkije
p ∧ q i disjunkije p ∨ q su, da tako ka�emo, prirodne i oqekivane. Me-Æutim tako nije sa istinitox�u iskaza p ⇒ q. Naime, mi smo u prirod-nom jeziku navikli da u reqenii oblika ako p, onda q postoji nekaveza (uzroqno-poslediqna) izmeÆu pretpostavke p i posledie q, tj. da qzaista zavisi od p. Ali, u ovom formalnom naqinu graÆe�a iskaza, takone mora da bude. Na primer, mogu se posmatrati iskazi oblika:



39Ako je 1 = 0, onda je Sava pritoka Dunava.Ako je 1 6= 0, onda je Sava pritoka Dunava.Ako je 1 = 0, onda je Dunav pritoka Save.U ovim iskazima ono xto saopxtava iskaz p nema nikakve veze sa sadr-�ajem iskaza q. Po onome kako smo mi uveli istinitost implikaije, svatri navedena iskaza su istinita.4. Negaija (veznik ne (nije))U prirodnom jeziku postoji mnogo naqina da se izrazi negaija nekogiskaza. Pogledajmo iskaz:Nix nije glavni grad Srbije.Taj iskaz je u stvari negaija iskaza:Nix je glavni grad Srbije.U prirodnom jeziku rogobatno bi izgledala negaija tog iskaza for-mulisana ovako:Nije Nix je glavni grad Srbije.Prihvat	ivije je to re�i ovako:Nije taqno da je Nix glavni grad Srbije.Formalni naqin negira�a nekog iskaza je stav	a�e reqi ne ispred togiskaza.Stoga je negaija iskaza p iskaz:ne p.Za veznik ne koristi se poseban simbol ¬, koji se zove i negaija (kao isam iskaz). Zato iskaz ne p zapisujemo
¬p.Iskaz ¬p je istinit ako je iskaz p la�an, a la�an ako je iskaz

p istinit.5. Ekvivalenija (veznik ako i samo ako)Pogledajmo iskaze:Ako je prirodan broj de	iv sa 10, onda je on de	iv i sa 2 i sa 5.Ako je prirodan broj de	iv sa 2 i sa 5, onda je on de	iv sa 10.A sada pogledajmo iskaz koji ima isto znaqe�e kao ova dva iskaza zajedno:Prirodan broj je de	iv sa 10 ako i samo ako je de	iv sa 2 i sa 5.Ekvivalenija iskaza p i q je iskaz:
p ako i samo ako q,ili kra�e: p akko q.



40 GLAVA 1. UVODZa veznik ako i samo ako koristi se poseban simbol ⇔, koji se zove iekvivalenija (kao i sam iskaz). Stoga iskaz p ako i samo ako q zapisu-jemo
p ⇔ q.Sliqno implikaiji i za ekvivaleniju p akko q postoje razni naqinijeziqkog izra�ava�a kao:(1) da je p potrebno je i dovo	no da je q(2) p je potreban i dovo	an uslov za q(3) da je p nu�no je i dovo	no da je q(4) p je nu�an i dovo	an uslov za q(5) da je p neophodno je i dovo	no da je q(6) p je neophodan i dovo	an uslov za q(7) p je ekvivalentan sa q(8) ako je p, onda je q i obrnutoIskaz p ⇔ q je istinit ako je:(1) p istinit i q je istinit,(2) p la�an i q je la�an,a la�an je ako:(1) p je istinit i q je la�an,(2) p je la�an i q je istinit.Dakle, iskaz p ⇔ q je istinit samo u sluqajevima kada su obaiskaza p i q istinita ili oba iskaza p i q la�na.6. Istina (veznik ⊤) i la� (veznik ⊥)Veznii ∧, ∨, ⇒ i⇔ su binarni veznii, tj. povezuju dva iskaza. Veznik

¬ je unarni, prime�uje se na jedan iskaz. Postoje i nularni veznii:veznik ⊤, tj. istina i ⊥, tj. la� (neistina).Formalni jezii. Sintaksa. Semantika.U matematii se sre�emo sa simbolima operaija +, ·, −,...; simbolima relai-ja: <, =,...; simbolima za nepoznate: x, y,...; simbolima za zapis prirodnihbrojeva: 0, 1, 2,... Ka�emo, ti simboli pripadaju matematiqkom jeziku. Tajjezik se istiqe svojom jasno�om i preiznox�u. Drugi primer jezika sa timkarakteristikama je bilo koji programski jezik. Ako je qitala u dosadax�emxkolova�u uqio barem jedan programski jezik, primetio je sa kolikom pre-iznox�u su definisani oblii naredbe, potprograma, programa tog jezika.Preiznost i jasno�a kojim se ovi jezii odlikuju qine ih, mo�emo re�i, ra-zliqitim od prirodnih jezika. Naime, bogatstvo i slo�enost prirodnih jezika



41omogu�avaju da se na vixe naqina (stilski lepxe ili ma�e lepo) saopxtijedna informaija. S druge strane, te osobine ponekad dovode do vixeznaq-nosti i nedoumia. Nepreiznost i vixeznaqnost ne postoje u jeziima kojezovemo formalni jezii i kojima pripadaju i matematiqki jezik i program-ski jezii. Najznaqajnija karakteristika formalnih jezika je najve�i mogu�istepen preiznosti u definisa�u reqi tog jezika (tj. formi koje qine tajjezik).Kao xto smo ve� pomenuli u ode	ku o predmetu logike i logika ima svojformalni jezik. U ovoj k�izi izuqava�emo deo logike koji se zove iskaznalogika pa �emo upoznati formalni jezik iskazne logike. Formalni jezikpredikatske logike je proxire�e formalnog jezika iskazne logike.Kako gradimo jedan formalni jezik? Prvo izaberemo simbole, neke objektekoje smatramo nede	ivim. Na primer, p0 mo�e biti simbol, pri qemu samo pi samo 0 ne smeju biti simboli. Svi simboli qine skup simbola, tj. alfabet.Svaki konaqan niz simbola nekog alfabeta je jedna req nad tim alfabetom.Niz simbola mo�e biti i prazan, tj. niz mo�e da nema nijedan simbol, i ondaje to prazna req. Slede�i korak je definiija jezika nad tim alfabetom.Jezik je neki skup reqi nad posmatranim alfabetom. Istaknimo da jezikne moraju da qine sve reqi nad tim alfabetom ve� samo dobro oform	enereqi, nazovimo ih ,,dobre" reqi (d-reqi). Dakle, jezik je podskup svih reqinad tim alfabetom. Za svaki alfabet preizno definixemo koje su to dobrereqi, tj. koje reqi qine jezik nad tim alfabetom. Pogledajmo slede�i primer.Primer 1 Posmatrajmo alfabet A = {v, e, l, o, s, t}. Reqi nadtim alfabetom gradimo od simbola v, e, l, o, s i t. Svi ti simbolisu reqi i to du�ine 1, nad tim alfabetom. Imamo i praznu reqsa nula simbola. Evo jox nekoliko reqi nad alfabetom A: to, el,tvt, leto, tlo, sve, svetlost, svet, veselo, ssstvee, telo, ooo,oolltt, eeeost, veselost, sslll, svetost,... MeÆutim, jezik nadtim alfabetom qine samo ,,dobre" reqi (d-reqi): to, leto, tlo,sve, svetlost, svet, veselo, veselost, svetost, telo, vo, evo, ovo,vest, svest, ose, so,...U ovom primeru pomenimo jox neke pojmove vezane za reqi nad nekimalfabetom. Primetimo da se nadoveziva�em jedne reqi na drugu (tj.dopisiva�em jedne reqi posle druge) dobija nova req. Na primer,ako na req sslll nadove�emo req so tim redom dobijamo novu req:sslllso nad istim alfabetom A. Za reqi sslll i so re�i �emo dasu podreqi reqi sslllso. Ali i reqi s, l, o, ss, ssl, lls, lso supodreqi reqi sslllso. Uopxte, neka req r1 je podreq druge reqi r2ako postoje reqi r3 i r4 tako da su r2 i r3r1r4 isti niz simbola, xtozapisujemo r2 = r3r1r4. Na primer, req r1: lls je podreq reqi r2:sslllso jer postoje reqi r3: ssl i r4: o tako da je r3r1r4 req sslllso.Isto tako i ssl je podreq reqi sslllso, gde je r3 prazna req, a r4 jellso. Jasno je da i d-reqi imaju svoje podreqi. MeÆu svim po-dreqima neke d-reqi va�ne su samo one koje su i same d-reqi, tj.



42 GLAVA 1. UVODone koje pripadaju jeziku. Na primer, req svetlost ima podreqisvet, sv, vet, sve, los, etlo, svetlo, etlos, tlo, svetlost ...ali samo su podreqi e, o, s, sve, los, tlo, svet, svetlo, svetlostd-reqi.Pomenimo da je za neku req va�no zabele�iti broj jav	a�a nekih�enih podreqi. Na primer, u reqi slotllott �ena podreq lotima dva jav	a�a. U opxtem sluqaju, neka podreq r1 reqi r imavixe od jednog jav	a�a u r ako req r mo�emo da raxqlanimo navixe razliqitih naqina i da uvek kao jednu podreq dobijamo r1, tj.da za req r i �enu podreq r1 va�i: r = r2r1r3 = r4r1r5 i r2 6= r4.U naxem primeru, r je slotllott, �ena podreq sa dva jav	a�a
r1 je lot i imamo: r2 je s i r3 je llott, ali i r4 je slotl i r3je t, pa mo�emo r napisati na dva naqina: r2r1r3 : slotllott i
r4r1r5 : slotllott i r2 6= r4. U d-reqima va�an je broj jav	a�a�enih podreqi koje su d-reqi. Na primer, d-req svetlost ima dvajav	a�a �ene podreqi s koja je d-req.Izuqava�e formalnog jezika mo�emo uporediti sa izuqava�em nekog stra-nog jezika, na primer grqkog. U svakom takvom izuqava�u imamo dva jezika:jedan koji izuqavamo koji se zove objekt jezik, i drugi jezik na kome se objax-�ava, izuqava taj objekt jezik i �ega zovemo metajezik. Dakle, u naxemprimeru grqki je objekt jezik, a srpski je metajezik. Kada smo u Primeru1 govorili o jeziku nad alfabetom A = {v, e, l, o, s, t} taj jezik je bioobjekt jezik, a naxa razmatra�a su bila na metajeziku. Istaknimo da smou predstav	a�u pojma podreq koristili simbole r, r1, r2, r3, r4 i r5 kojinisu simboli objekt jezika (jer ti simboli ne pripadaju alfabetu A), nego susimboli metajezika. �ih shvatamo kao promen	ive ili sheme na qija mestastav	amo razliqite reqi nad alfabetom A.Kada prouqavamo neki formalni jezik, onda je objekt jezik taj formalnijezik. Zato �e i formalni jezik iskazne logike, formalni jezik koji je pred-met naxeg izuqava�a, biti objekt jezik. Metajezik �e biti srpski jezik i, akoho�emo da budemo bax preizni, �emu �e biti dodati jox i neki tehniqki imatematiqki termini.Vratimo se uqe�u grqkog jezika. To uqe�e mo�e biti organizovano naslede�i naqin. Prvo bismo se upoznali sa simbolima (to su slova grqkog al-fabeta) pomo�u kojih se pixu (ako se zadr�imo samo na pisa�u reqi) reqi togjezika. Zatim bi nam saopxtili kako se od tih simbola prave dobre reqi, reqikoje qine jezik. Slobodnije reqeno, kao da dobijamo neke xablone po kojimapravimo reqi koje pripadaju jeziku. Za sve prirodne jezike deo gramatikeposve�en izuqava�u pravila obrazova�a reqenia u tim jeziima naziva sesintaksa. Dakle, pomenuti naqin bav	e�a grqkim jezikom je izuqava�e sin-takse grqkog jezika. Poxto nauqimo da pixemo reqi grqkog jezika, onda bismose bavili znaqe�em tih reqi. Kada se u nekom prirodnom jeziku bavimo znaqe-�ima �egovih reqi i reqenia, onda se bavimo semantikom tog jezika. Narav-



43no, u proesu uqe�a nekog prirodnog jezika sintaksa i semantika idu zajedno,jer uqe�em zapisa reqi i reqenia odmah uqimo i �ihovo znaqe�e.Xto se tiqe nekog formalnog jezika definisa�e alfabeta i naqina prav	e-�a reqi tog jezika pripada �egovoj sintaksi. OdreÆiva�e (dode	iva�e) znaqe-�a tim reqima je semantika tog formalnog jezika. Prvo se moraju odreditiznaqe�a simbola �egovog alfabeta ili drugaqije reqeno ti simboli se morajuinterpretirati. Kada znamo znaqe�e simbola onda se daju preizna pravi-la kako se odreÆuje znaqe�e reqi tog jezika u zavisnosti od interpretaije(znaqe�a) simbola koji qine tu req. Pogledajmo slede�i primer.Primer 2 Posmatrajmo alfabet B qiji simboli su a, b i ∗ i imamojox i pomo�ne simbole levu i desnu zagradu. Neke reqi nad timalfabetom su: a, b, aba∗, a∗∗bba∗, (a∗b),... Jezik nad tim alfabetomqine d-reqi koje definixemo slede�om induktivnom definiijom:(1) a i b su d-reqi;(2) ako su R i P d-reqi, onda je i (R ∗ P ) d-req;(3) d-reqi se mogu graditi samo konaqnom primenom delova (1) i (2)ove definiije.Istaknimo da su R i P simboli metajezika umesto kojih stav	amokonkretne reqi nad posmatranim alfabetom. Dakle, d-reqi su: a,
b, (a ∗ b), (b ∗ a), ((a ∗ b) ∗ a), ((a ∗ b) ∗ (b ∗ b)), ((b ∗ (a ∗ a)) ∗ a),... Jednainterpretaija ovog jezika je da simbol a znaqi eo broj −1, simbol
b ima znaqe�e eo broj 1, a simbol ∗ je binarna operaija mno�e�ana skupu {−1, 1}:

· −1 1
−1 1 − 1
1 −1 1Pomo�ni simboli leve i desne zagrade imaju isk	uqivo sintaksnufunkiju i nemaju interpretaije kao drugi simboli. U ovoj in-terpretaiji jezika nad alfabetom B znaqe�e neke d-reqi dobijamoovako. Znaqe�e d-reqi a je −1, a d-reqi b je 1. Ako imamo d-req

(R ∗ P ) i broj z1 je znaqe�e d-reqi R i broj z2 je znaqe�e d-reqi
P , onda znaqe�e d-reqi (R ∗ P ) je proizvod brojeva z1 i z2: z1 · z2.Slikovito reqeno, naxe d-reqi su interpretirane kao izrazi u ko-jima se mno�e brojevi −1 i 1 i znaqe�e svake d-reqi mo�e biti ili
−1 ili 1.Jasno je da svaki jezik mo�e imati vixe interpretaija. Poka�imojox jednu interpretaiju jezika nad alfabetom B. Simbol a je 0,simbol b je 1 i simbol ∗ je binarna operaija minimuma na skupu
{0, 1}:

min 0 1
0 0 0
1 0 1



44 GLAVA 1. UVODI u naxem izuqava�u formalnog jezika iskazne logike mi �emo se ba-viti sintaksom i semantikom tog jezika. Simbole alfabeta formalnog jezikaiskazne logike mo�emo podeliti u dve skupine. Jednu skupinu qine simbolisa fiksnim znaqe�em, koje smo pomenuli u ode	ku o predmetu logike, logiqkiveznii ∧ (konjunkija), ∨ (disjunkija), ⇒ (implikaija), ¬ (negaija), ⇔(ekvivalenija), ⊤ (istina) i ⊥ (la�). Drugu skupinu qine simboli koji supromen	ivi xto se tiqe znaqe�a.



Glava 2
Iskazna logikaU ovoj glavi izuqava�emo iskaznu logiku. U prvom delu predstavi�emo for-malni jezik iskazne logike i strog i preizan naqin prav	e�a iskaznihformula, tj. bavi�emo se sintaksom formalnog jezika iskazne logike. Udrugom delu predstavi�emo semantiku iskazne logike. Naime, govori�emo oznaqe�u iskaznih formula, tj. predstavi�emo glavnu interpretaiju for-malnog jezika iskazne logike. Svaka iskazna formula ima�e samo jedno oddva znaqe�a: istinita ili la�na (neistinita). U tre�em delu definisa�emonekoliko znaqajnih algebarskih struktura, od kojih istiqemo Bulove algebre.Na kraju, u qetvrtom delu, izuqava�emo baze veznika, predstavi�emo va�neforme iskaznih formula, konjunktivnu i disjunktivnu normalnu formu, apokaza�emo i neke veze izmeÆu veznika.2.1 Sintaksa iskazne logike2.1.1 Alfabet iskazne logikeAlfabet formalnog jezika iskazne logike je prebrojiv, neprazan skup sim-bola.Definiija alfabeta iskazne logikeAlfabet S iskazne logike sastoji se od slede�a tri skupa:

⋄ prebrojivog skupa iskaznih slova, skupa P , qiji su elementi p0,
q0, r0, p1, q1, r1,..., pn, qn, rn,...; 45



46 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKA
⋄ skupa logiqkih veznika {∧, ∨, ⇒, ⊥}, gde su ∧, ∨ i ⇒ binarniveznii, a ⊥ nularni veznik;
⋄ skupa pomo�nih simbola {(, )}.2.1.2 Jezik iskazne logikeOd svih reqi nad alfabetom iskazne logike, dobro oform	ene reqi su iskazneformule. Dakle, jezik iskazne logike qine iskazne formule.Definiija iskazne formule(1) Iskazna slova i logiqki veznik ⊥ su iskazne formule.(2) Ako su A i B iskazne formule, onda su i (A ∧ B), (A ∨ B) i
(A ⇒ B) iskazne formule.(3) Iskazne formule se mogu graditi samo konaqnom primenom de-lova (1) i (2) ove definiije.Primetimo da je ovo induktivna definiija. U �enom delu (1) defi-nisane su najjednostavnije iskazne formule, iskazna slova i nularni logiqkiveznik ⊥, i �ih �emo zvati atomske iskazne formule. U delu (2) definisanoje kako se svaka slo�enija iskazna formula dobija poveziva�em ve� postoje�ih(ve� naprav	enih) iskaznih formula nekim logiqkim veznikom ∧, ∨ ili ⇒.Deo (3) znaqi da je req o jednoj induktivnoj definiiji. Svaka induktivnadefiniija �e imati jedan takav deo, pa �emo ga ubudu�e podrazumevati.Iskazne formule kra�e �emo zvati formule ili iskazi. Skup svih for-mula iskazne logike oznaqava�emo sa F .Primer 1 Neke atomske iskazne formule su p1, q4, r3, p5, ⊥ i
r56. Primeri slo�enijih iskaznih formula su: ((p1 ∨ ⊥) ⇒ q5),
(⊥ ⇒ ⊥), (p1 ∨ p2), (r1 ⇒ (p32 ∧ q2)) i ((p4 ∧ q1) ∨ r8). Na kraju, evonekoliko nizova simbola alfabeta iskazne logike koji nisu iskazneformule: (p1 ∧ ∨), ⇒, (p5⊥q6) i (p1q1 ⇒).Napomena U definiiji iskazne formule upotrebili smo slova A i B kojapripadaju metajeziku i nisu simboli alfabeta iskazne logike. I nada	e,slova A, B, C,..., F ,..., A1, A2,..., B1, B2,..., C1, C2,..., F1, F2,... bi�e simbolimetajezika, tj. shematska slova na mesto kojih mo�emo staviti neku iskaznuformulu. Na primer, da na mestu slova F stoji formula ((p1 ∨ p2) ⇒ q1)zapisiva�emo: F = ((p1∨p2) ⇒ q1). Ako su formule A i B sintaksno identiqne(jednake kao nizovi simbola alfabeta iskazne logike), onda �emo to zapisati

A = B. Da	e, A ∧ B, A ∨ B i A ⇒ B su sheme, u kojima na mesto svakogsimbola metajezika A i B stav	amo neku iskaznu formulu i povezuju�i ihredom vezniima ∧, ∨ i ⇒ dobijamo novu iskaznu formulu. Isto tako, qesto�emo koristiti slova p, q, r,... iz metajezika kao shematska slova na mestokojih stav	amo iskazna slova alfabeta iskazne logike.



2.1. SINTAKSA ISKAZNE LOGIKE 47Kada smo govorili o formalnim jeziima rekli smo da je va�no defi-nisati dobro oform	ene reqi (nazvali smo ih d-reqi) nad alfabetom i date reqi qine jezik. Va�ni pojmovi vezani za neku d-req su: podreq koja jei sama d-req i broj jav	a�a takvih podreqi u toj d-reqi (videti Primer 1 uode	ku o formalnim jeziima). Naxe d-reqi su iskazne formule. Podreqijedne iskazne formule, koje su i same iskazne formule, zva�emo potformule,a bi�e nam va�an i broj �ihovih jav	a�a u iskaznoj formuli.Primer 2 Posmatrajmo formulu (((p1 ∨ p2) ⇒ p5) ∨ (p7 ∧ p4)).Primetimo da su neki �eni delovi, na primer (p1∨p2), p5, (p7∧p4)i ((p1 ∨ p2) ⇒ p5) i sami iskazne formule. Te formule �emo zvatipotformule polazne formule (((p1 ∨ p2) ⇒ p5) ∨ (p7 ∧ p4)).Dakle, ako svaku iskaznu formulu gledamo kao jednu req jezika iskaznelogike, onda je svaka �ena podreq, koja je i sama iskazna formula, jedna potfo-rmula te formule. A sada definiximo skup svih potformula neke formule.Definiija skupa potformula neke formuleSkup svih potformula formule F , skup Pf (F ), induktivno defini-xemo na slede�i naqin:(1) sama formula F pripada skupu Pf (F );(2) ako je (A ∧B) ∈ Pf (F ), onda je A ∈ Pf (F ) i B ∈ Pf (F );ako je (A ∨B) ∈ Pf (F ), onda je A ∈ Pf (F ) i B ∈ Pf (F );ako je (A ⇒ B) ∈ Pf (F ), onda je A ∈ Pf (F ) i B ∈ Pf (F ).Skup potformula formule iz Primera 2 je skup:
{p1, p2, p4, p5, p7, (p1 ∨ p2), (p7 ∧ p4), ((p1 ∨ p2) ⇒ p5), (((p1 ∨ p2) ⇒ p5) ∨ (p7 ∧ p4))}.Za neku formulu F i svaku �enu potformulu A govori�emo i o jav	a�upotformule A u formuli F . Iskazne formule su reqi jezika iskazne logike,pa vixe jav	a�a potformule A u nekoj formuli F definixe se kao vixejav	a�a podreqi A u reqi F .Pogledajmo sada formulu u slede�em primeru.Primer 3 Imamo formulu F=(((p1⇒p2) ∧ p4) ∧ ((p1⇒p2)⇒p6)).Ova formula ima dva jav	a�a �enih potformula: (p1 ⇒ p2), p1 i

p2, a skup svih �enih potformula je skup:
{p1, p2, p4, p6, (p1 ⇒ p2), ((p1 ⇒ p2) ∧ p4), ((p1 ⇒ p2) ⇒ p6), F}.U Primeru 3 vidimo da skup svih potformula neke formule F ne dajeinformaiju o tome koliko puta se neka potformula jav	a u formuli F .Da bismo mogli da osim svih potformula neke formule F zabele�imo i svajav	a�a tih potformula, pravimo drvo te formule F .



48 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKADrvo formule F iz Primera 3 je:
p6(p1 ⇒ p2)

p2p1

p4(p1 ⇒ p2)

p2p1

(((p1 ⇒ p2) ∧ p4) ∧ ((p1 ⇒ p2) ⇒ p6))

((p1 ⇒ p2) ⇒ p6)((p1 ⇒ p2) ∧ p4)U drvetu formule F zabele�ena su sva jav	a�a potformula (p1 ⇒ p2), p1i p2 u toj formuli, kao i sva jav	a�a svih drugih potformula formule F .A evo i preizne definiije drveta neke formule.Definiija drveta neke formule(1) Ako je F atomska formula (tj. F je neko iskazno slovo ili ⊥),onda je drvo formule F , D(F ), qvor u kome je sama formula F .(2) Ako je formula F oblika (A ∧B), (A ∨B) ili (A ⇒ B), onda jedrvo formule F , D(F ):
F

D(B)D(A)gde je D(A) drvo potformule A i D(B) drvo potformule B.Dogovorimo se da nada	e, pri prav	e�u slo�enih formula, ne pixemosasvim spo	ax�e zagrade. Na primer, formule (A ∧ B), (A ∨ B) i (A ⇒ B)pisa�emo redom A ∧B, A ∨B i A ⇒ B.Primetimo da alfabet iskazne logike S ne sadr�i sve iskazne veznikepomo�u kojih smo gradili iskaze. Nedostaju: binarni veznik⇔, unarni veznik
¬ i nularni veznik ⊤. Te veznike definisa�emo pomo�u veznika koji pri-padaju alfabetu S na slede�i naqin:

A ⇔ B =def (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)

¬A =def A ⇒ ⊥
⊤ =def ⊥ ⇒ ⊥2.2 Semantika iskazne logikeU prethodnom ode	ku preizno smo definisali postupak graÆe�a iskaznihformula. U ovom ode	ku �emo govoriti o znaqe�u tih formula, tj. pred-stavi�emo glavnu interpretaiju formalnog jezika iskazne logike.



2.2. SEMANTIKA ISKAZNE LOGIKE 492.2.1 Istinosne vrednosti iskaznih formulaIskazne formule su iskazi koji imaju samo jednu istinosnu vrednost, tj. imajusamo jedno od slede�a dva znaqe�a: (1) istinite ili (2) la�ne (neistinite).Vezu izmeÆu iskaznih formula F i �ihovih znaqe�a mo�emo da pred-stavimo kao poveziva�e elemenata slede�a dva skupa: skupa iskaznih for-mula F i skupa znaqe�a koji qine samo dva elementa: 1 (istina) i 0 (la�,neistina). Naime, definisa�emo funkije iz skupa F u skup {0, 1}, funkije
v : F → {0, 1}. Jednom takvom funkijom svaka iskazna formula dobijajednu istinosnu vrednost: istinita je ako se slika u 1, a la�na je ako seslika u 0. Te funkije zadovo	avaju slede�i prinip, prinip istinosnefunkionalnosti: istinosna vrednost slo�ene formule mora da zavisi odistinosnih vrednosti �enih potformula, vrste logiqkog veznika pomo�u kojegje formirana ta formula i ni od qega drugog. To znaqi da istinosna vrednostneke formule F , koja ima jedan od slede�ih oblika: A ∧ B, A ∨ B, A ⇒ B,
A ⇔ B ili ¬A, mora da zavisi od istinosnih vrednosti formula A i B kao�enih potformula i redom veznika ∧, ∨, ⇒, ⇔ i ¬. Odmah se name�e pita�e:da li istinosne vrednosti formula A ∧B, A ∨B, A ⇒ B, A ⇔ B i ¬A zaviseod istinosnih vrednosti formula A i B isto kao xto istinosne vrednostislo�enih iskaza p∧ q, p∨ q, p ⇒ q, p ⇔ q i ¬p zavise od istinosnih vrednostiiskaza p i q (videti ode	ak o vezniima)? Odgovor je: da. Da bismo preiznoopisali tu zavisnost, pomo�i �e nam slede�e operaije na skupu I = {0, 1}.Predstavimo prvo qetiri binarne operaije na skupu I = {0, 1}:

∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

∨ 0 1
0 0 1
1 1 1

⇒ 0 1
0 1 1
1 0 1

⇔ 0 1
0 1 0
1 0 1Primetimo da su ove binarne operaije redom slede�e funkije:

∧ : I× I → I, ∧(a, b) = min(a, b);
∨ : I× I → I, ∨(a, b) = max(a, b);
⇒: I× I → I, ⇒ (a, b) = max(1− a, b);
⇔: I× I → I, ⇔ (a, b) =

{

1, a = b
0, a 6= b.Zatim predstavimo unarnu operaiju:

¬
0 1
1 0koja je funkija:

¬ : I → I, ¬(a) = 1− a.Na kraju, predstavimo i dve nularne operaije na I = {0, 1}:(⊥) nularna operaija na skupu I koja izdvaja element 0;(⊤) nularna operaija na skupu I koja izdvaja element 1.Dakle, za funkije koje povezuju iskazne formule sa �ihovim istinosnimvrednostima, funkije v : F → {0, 1}, treba da va�i slede�e:
v(A ∧B) = min(v(A), v(B))
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v(A ∨B) = max(v(A), v(B))

v(A ⇒ B) = max(1 − v(A), v(B))

v(⊥) = 0

v(¬A) = 1− v(A)

v(⊤) = 1

v(A ⇔ B) = 1 ako je v(A) = v(B), inaqe v(A ⇔ B) = 0.Primer 1 Posmatrajmo formulu F = p1 ∧ (p2 ⇒ p3). Odredimoistinosnu vrednost te formule, vrednost v(p1 ∧ (p2 ⇒ p3)). Naosnovu navedenih svojstava funkije v imamo:
v(p1 ∧ (p2 ⇒ p3)) = min(v(p1),max(1− v(p2), v(p3))).Dakle, da bismo odredili istinosnu vrednost naxe formule, vred-nost v(p1 ∧ (p2 ⇒ p3)), moramo da znamo istinosne vrednosti �enihiskaznih slova, tj. vrednosti v(p1), v(p2) i v(p3).Iz Primera 1 vidimo da ne mo�emo da odredimo istinosnu vrednost for-mule F ako ne znamo istinosnu vrednost �enih iskaznih slova. Zaista, teme	svake istinosne vrednosti neke iskazne formule su istinosne vrednosti svihiskaznih slova koja se u �oj pojav	uju. Xire gledano teme	 istinosnih vred-nosti svih iskaznih formula, svih elemenata skupa F , jesu istinosne vred-nosti svih iskaznih slova, svih elemenata skupa P , podskupa skupa F . Zato�emo posmatrati skup iskaznih slova P i definisa�emo funkije iz P u {0, 1}koje �e iskaznim slovima dode	ivati istinosne vrednosti.Definiija valuaije iskaznih slovaFunkija vP iz skupa iskaznih slova P u skup {0, 1}, vP :P→{0, 1},naziva se valuaija iskaznih slova ili kra�e baziqna valuaija.Svaka baziqna valuaija vP : P → {0, 1} odreÆuje taqno jednu valuaijuiskaznih formula v, v : F → {0, 1}, na slede�i naqin: za svako iskazno slovo

p vrednost v(p) se poklapa sa vrednox�u tog slova baziqnom valuaijom vP ,tj. v(p) = vP(p), i postoji definiija kako se odreÆuju istinosne vrednostislo�enijih formula u zavisnosti od istinosnih vrednosti �ihovih potfor-mula. Evo te definiije valuaije.Definiija valuaije iskaznih formulaZa neku valuaiju iskaznih slova vP , vP :P→{0, 1}, definixemofunkiju v, v : F→{0, 1}, na slede�i naqin:
⋄ v(p) = vP (p) za svako p iz skupa iskaznih slova P , P ⊂ F ;
⋄ v(⊥) = 0;
⋄ v(A ∧B) = min(v(A), v(B));
⋄ v(A ∨B) = max(v(A), v(B));
⋄ v(A ⇒ B) = max(1 − v(A), v(B)).



2.2. SEMANTIKA ISKAZNE LOGIKE 51Ovako definisana funkija v je jedna valuaija iskaznih formula.Za svaku iskaznu formulu F vrednost v(F ) zva�emo istinosna vred-nost (ili kra�e, vrednost) formule F valuaijom v.Odmah poka�imo kako �emo za neku valuaiju v odrediti istinosnu vred-nost formula ⊤, ¬A i A ⇔ B. Formula ⊤ je zamena za formulu ⊥ ⇒ ⊥, pakoriste�i definiiju valuaije, dobijamo:
v(⊤) = v(⊥ ⇒ ⊥) = max(1− v(⊥), v(⊥)) = max(1− 0, 0) = 1.S obzirom na to da je formula ¬A zamena za formulu A ⇒ ⊥ imamo:

v(¬A) = v(A ⇒ ⊥) = max(1 − v(A), v(⊥)) = max(1− v(A), 0) = 1− v(A).Na sliqan naqin, koriste�i definiiju valuaije i definiiju da je A ⇔ Bzamena za formulu (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A), mo�e se pokazati da je:
v(A ⇔ B) = 1 ako je v(A) = v(B), inaqe v(A ⇔ B) = 0.Pogledajmo sada naxu formulu p1∧(p2 ⇒ p3) iz Primera 1. Ako je valuaija

v1 takva da je v1(p1) = v1(p2) = 0 i v1(p3) = 1, onda je:
v1(p1 ∧ (p2 ⇒ p3)) = min(v1(p1), v1(p2 ⇒ p3))

= min(v1(p1),max(1− v1(p2), v1(p3)))
= min(0,max(1− 0, 1)) = min(0, 1) = 0.Ako uzmemo valuaiju v2 takvu da je v2(p1) = v2(p2) = v2(p3) = 1, onda vrednost

v2(p1∧(p2 ⇒ p3)) raqunamo na isti naqin kao i v1(p1∧(p2 ⇒ p3)), ali sa drugimistinosnim vrednostima iskaznih slova, pa imamo:
v2(p1 ∧ (p2 ⇒ p3)) = min(v2(p1), v2(p2 ⇒ p3))

= min(v2(p1),max(1− v2(p2), v2(p3)))
= min(1,max(1− 1, 1)) = min(1, 1) = 1.Zak	uqujemo da je za valuaiju v1 vrednost v1(F ) jednaka 0, tj. formula F jela�na, a za valuaiju v2 vrednost v2(F ) jednaka je 1, tj. formula F je istinita.Za svaku formulu F sve valuaije mo�emo razvrstati na dve strane: najednoj strani imamo valuaije za koje je formula F istinita, a na drugojstrani valuaije za koje je formula F la�na. Postav	a se slede�e pita�e:da li postoje formule koje su za svaku valuaiju iz skupa F u skup {0, 1}istinite? Odgovor je: da. Takva je na primer, formula p1 ⇒ p1. Imamo da seza svaku valuaiju v vrednost v(p1 ⇒ p1) raquna na slede�i naqin:

v(p1 ⇒ p1) = max(1 − v(p1), v(p1)).Iskazno slovo p1 nekom valuaijom v mo�e imati: ili vrednost 0 ili vrednost1. Ako je v(p1) = 0, onda je v(p1 ⇒ p1) = max(1 − 0, 0) = 1, a ako je v(p1) = 1,onda je v(p1 ⇒ p1) jednako max(1−1, 1) = 1. Zak	uqujemo da je za sve valuaijeformula p1 ⇒ p1 istinita. Formule koje imaju tu osobinu zovu se tautologije.Definiija tautologijeIskazna formula F je tautologija AKKO za svaku valuaiju v vred-nost v(F ) je 1. Da je formula F tautologija zapisujemo |= F .S druge strane, postoje i formule koje su la�ne za sve valuaije. Teformule zovemo kontradikije (ili protivreqnosti). Na primer, formula
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p2 ∧ (p2 ⇒ ⊥) je kontradikija. Ako se setimo da je zamena za formulu p2 ⇒ ⊥formula ¬p2, onda je formula p2 ∧ (p2 ⇒ ⊥) u stvari p2 ∧ ¬p2 i ona je uvekla�na. Potvrdimo to odreÆiva�em vrednosti v(p2 ∧ (p2 ⇒ ⊥)). Iskazno slovo
p2 nekom valuaijom v mo�e da ima ili vrednost 1 ili vrednost 0. Ako je
v(p2) = 1, onda je v(p2∧ (p2 ⇒ ⊥)) = min(1,max(1−1, 0)) = min(1, 0) = 0. Ako jepak, v(p2) = 0, onda je v(p2 ∧ (p2 ⇒ ⊥)) = min(0,max(1− 0, 0)) = min(0, 1) = 0.Dakle, za sve valuaije formula p2 ∧ (p2 ⇒ ⊥) je la�na.Definiija kontradikije (protivreqnosti)Iskazna formula F je kontradikija (protivreqnost) AKKO za svakuvaluaiju v vrednost v(F ) je 0.Naravno, skup formula F iskazne logike ne qine samo tautologije i kon-tradikije. Na primer, naxa formula p1 ∧ (p2 ⇒ p3) iz Primera 1 nije nitautologija ni kontradikija. Dakle, skup iskaznih formula F qine tau-tologije, kontradikije i tre�a vrsta formula koje nisu ni tautologije nikontradikije. Ipak, entralno mesto zauzimaju tautologije. Mo�emo re�ida je nax najva�niji zadatak da ustanovimo da li je neka formula F , kojuposmatramo, tautologija ili nije. Rexava�e tog zadatka zavisi od odgovorana slede�e pita�e: da li postoji bar jedna metoda kojom mo�emo utvrditi zaproizvo	nu formulu F da li je tautologija ili nije? Odgovor na ovo pita�eje: da, postoji vixe takvih metoda. Mo�da najpoznatija od svih tih metoda jemetoda istinosnih tablia. Tu metodu �emo predstaviti u slede�em primeru.Primer 2 Data je formula F = (p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q. Za formulu

F pravimo istinosnu tabliu na slede�i naqin. Prvo za sve pot-formule formule F napravimo kolone, a zatim za potformule kojesu iskazna slova (tj. za sva iskazna slova koja se pojav	uju u tojformuli) zapisujemo sve mogu�e valuaije (u naxem primeru imamoqetiri vrste razliqitih valuaija):
p q p ⇒ q p ∧ (p ⇒ q) (p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q
1 1
1 0
0 1
0 0U svakoj vrsti (tj. svakom redu tablie), koriste�i definiijuvaluaije, odreÆujemo vrednosti ostalih potformula posmatraneformule F . Na primer u prvom redu imamo v1(p) = 1 i v1(q) = 1,pa koriste�i definiiju valuaije dobijamo:

v1(p ⇒ q) = max(1− v1(p), v1(q)) = max(1− 1, 1) = max(0, 1) = 1,
v1(p ∧ (p ⇒ q)) = min(v1(p), v1(p ⇒ q)) = min(1, 1) = 1.Na kraju, odreÆujemo vrednost v1((p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q):
max(1− v1(p ∧ (p ⇒ q)), v1(q)) = max(1− 1, 1) = 1.Na isti naqin popu�avamo i sve druge redove naprav	ene tabliei dobijamo popu�enu tabliu:
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p q p ⇒ q p ∧ (p ⇒ q) (p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q
1 1 1 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 0 1 0 1Odgovor na pita�e: da li je posmatrana formula F tautologija,qitamo iz tablie u koloni koja odgovara toj formuli. Ako su utoj koloni samo jedinie, onda je formula F tautologija. Dakle,naxa formula (p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q jeste tautologija. Napomenimoda kontradikiju prepoznajemo tako xto na svim mestima u elojkoloni formule F dobijamo 0, a formula koja nije ni tautologijani kontradikija u svojoj koloni ima i jedinie i nule.A sada razmotrimo pita�e broja razliqitih (bitnih) valuaija. Ako pogle-damo istinosnu tabliu koju smo napravili u naxem Primeru 2, vidimo da smoispitivali vrednost formule F za qetiri valuaije. Prirodno je zapitati se:kako smo znali da za formulu F postoje qetiri bitne valuaije vj , 1 ≤ j ≤ 4,i da �e za svaku drugu valuaiju v : F → {0, 1} vrednost v(F ) biti jednakanekoj od vj(F ), 1 ≤ j ≤ 4? Potpuno je jasno da za odreÆiva�e vrednosti v(F )uopxte nisu va�ne vrednosti valuaijom v iskaznih slova koja se ne pojav	ujuu formuli F . Za neku valuaiju v nama su potrebne samo istinosne vrednostiiskaznih slova koja se pojav	uju u toj formuli F . Neka su p1,..., pn (n ≥ 1)sva iskazna slova (meÆusobno razliqita) koja se pojav	uju u formuli F . Zasvaku valuaiju v nama je potrebna samo restrikija te valuaije v na podskup

{p1, ..., pn} skupa P , restrikija v|{p1,...,pn}. Pogledajmo sve mogu�e valuaije
v : F → {0, 1}. Jasno je da ako se dve valuaije v1 i v2 poklapaju na skupu
{p1, ..., pn}, onda su i vrednosti formule F valuaijama v1 i v2 jednake, tj.ako je v1|{p1,...,pn}= v2|{p1,...,pn}, onda va�i v1(F ) = v2(F ).Zato za proizvo	nu formulu F sve mogu�e valuaije razvrstavamo po tomeda li imaju jednake restrikije na skupu iskaznih slova koja se pojav	uju uformuli F .Napomena Formira�e razliqitih vrsta svih mogu�ih valuaija, koje smosada predstavili, name�e nam slede�e pita�e: da li mo�da tim postupkompravimo klase neke relaije ekvivalenije? Odgovor je: da. Te razliqitevrste valuaija su klase ekvivalenije slede�e relaije ekvivalenije ρ naskupu svih valuaija:

v1 ρ v2 AKKO v1|{p1,...,pn}= v2|{p1,...,pn}.Jasno je da su svake dve ovakve klase valuaija ili jednake ili nemajuzajedniqkih elemenata. Pitamo se: koliko takvih klasa valuaija ima zaproizvo	nu formulu F? To zavisi od broja razliqitih iskaznih slova kojase pojav	uju u posmatranoj formuli F . Ako se u formuli F pojav	uje n (n ≥ 1)iskaznih slova, p1,..., pn, onda je broj tra�enih klasa valuaija 2n. Poka�imoto za konkretne vrednosti broja iskaznih slova. Neka se u formuli F po-jav	uje samo jedno iskazno slovo, iskazno slovo p, tj. n = 1. Bilo kojom



54 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKAvaluaijom v iskazno slovo p mo�e dobiti ili vrednost 0 ili vrednost 1. Toznaqi da sve valuaije mo�emo razvrstati u dve klase, jer je 2n = 21 = 2. Ujednoj klasi su one za koje je vrednost slova p jednaka 1, a u drugoj su one zakoje je vrednost slova p jednaka 0.Primer 3 Pogledajmo formulu p ∨ (p ⇒ (p ⇒ ⊥)) koja ima jednoiskazno slovo. Sve mogu�e valuaije razvrstavamo u dve klase iistinosna tablia te formule ima samo dve valuaije, i to jednuiz prve klase v1(p) = 1, i jednu iz druge klase v2(p) = 0:
p ⊥ p ⇒ ⊥ p ⇒ (p ⇒ ⊥) p ∨ (p ⇒ (p ⇒ ⊥))
1 0 0 0 1
0 0 1 1 1Primetimo da je formula p ∨ (p ⇒ (p ⇒ ⊥)) tautologija.Slede�i sluqaj je kada se u formuli F pojav	uju dva razliqita iskaznaslova kao u Primeru 2 i onda imamo 22 = 4 klase valuaija sa svojim pred-stavniima koje smo naveli u tom primeru.Ako formula F ima tri razliqita iskazna slova, na primer p1, p2 i p3 (kaou Primeru 1), onda imamo 23 = 8 klasa valuaija sa svojim predstavniimakoje navodimo u redovima tablie ispod iskaznih slova. Istinosna tabliaformule p1 ∧ (p2 ⇒ p3) iz Primera 1 je:

p1 p2 p3 p2 ⇒ p3 p1 ∧ (p2 ⇒ p3)

1 1 1 1 1

1 1 0 0 0

1 0 1 1 1

1 0 0 1 1

0 1 1 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 1 0Iz �e vidimo da formula p1∧(p2 ⇒ p3) nije ni tautologija ni kontradikija.Dakle, u opxtem sluqaju, ako se u nekoj formuli F pojav	uje n (n ≥ 1)razliqitih iskaznih slova, na primer p1, ..., pn, onda se skup svih mogu�ihvaluaija deli na 2n klase. Iz svake te klase uzimamo jednu valuaiju kao�enog predstavnika i onda za svaku od tih valuaija odreÆujemo vrednostformule F . To znaqi da istinosna tablia formule F , u kojoj se pojav	uju nrazliqitih iskaznih slova, ima 2n redova, tj. svakoj od pomenutih valuaija,predstavniku jedne klase valuaija, odgovara jedan red u tablii.



2.2. SEMANTIKA ISKAZNE LOGIKE 55Ovaj ode	ak �emo zavrxiti jednim spiskom tautologija. Korisna ve�baza uqe�e metode istinosnih tablia je da se tom metodom poka�e da svakaod formula iz tog spiska jeste tautologija. Ove tautologije �emo koristitiu metodi qix�e�a, jox jednoj metodi za ispitiva�e da li je neka formulatautologija, koju �emo predstaviti u ode	ku 2.2.3. Napomenimo i to da �emo utautologijama koje slede koristiti formulu ⊤ kao zamenu za formulu ⊥ ⇒ ⊥,formulu ¬p kao zamenu za formulu p ⇒ ⊥ i formulu A ⇔ B (za neke formule
A i B) kao zamenu za formulu (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A).Tautologije(1) (p ∧ ⊤) ⇔ p (2) (⊤ ∧ p) ⇔ p (3) (p ∧⊥) ⇔ ⊥ (4) (⊥ ∧ p) ⇔ ⊥(5) (p ∨ ⊤) ⇔ ⊤ (6) (⊤ ∨ p) ⇔ ⊤ (7) (p ∨ ⊥) ⇔ p (8) (⊥ ∨ p) ⇔ p(9) (p ⇒ ⊤) ⇔ ⊤ (10) (⊤ ⇒ p) ⇔ p (11) (p ⇒ ⊥) ⇔ ¬p (12) (⊥ ⇒ p) ⇔ ⊤(13) (p ⇔⊤) ⇔ p (14) (⊤ ⇔ p) ⇔ p (15) (p ⇔ ⊥) ⇔ ¬p (16) (⊥⇔ p)⇔ ¬p(17) ¬⊤ ⇔ ⊥ (18) ¬⊥ ⇔ ⊤I u narednom izlaga�u ne�emo posmatrati samo formule koje su izgraÆenepomo�u logiqkih veznika iz skupa veznika alfabeta iskazne logike, skupa
{∧,∨,⇒,⊥}, ve� i formule naprav	ene pomo�u drugih logiqkih veznika, ima-ju�i na umu �ihove definiije pomo�u veznika iz skupa {∧,∨,⇒,⊥}.2.2.2 Zamena ekvivalenataU ovom ode	ku definisa�emo postupak uniformne zamene (supstituije) uiskaznim formulama i dokazati neka svojstva koja �emo koristiti za pred-stav	a�e metode qix�e�a.Primer 4 Posmatrajmo formulu F = (((p ∧ q) ∨ r) ∧ p) ⇒ p. Xtaznaqi uniformno zameniti iskazno slovo p formulom C u formuli

F? To znaqi da se svako jav	a�e iskaznog slova p u posmatranojformuli F zameni formulom C. Rezultat te zamene je formula
F1 = (((C ∧ q) ∨ r) ∧C) ⇒ C.Definiximo sada postupak uniformne zamene, preizno.Definiija uniformne zamene (supstituije)Uniformna zamena (supstituija) iskaznog slova p iskaznom for-mulom C u nekoj iskaznoj formuli iz skupa iskaznih formula F jejedna funkija p

C : F → Finduktivno definisana na slede�i naqin:



56 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKA(1) (1.1) za neko iskazno slovo q: qpC =

{

C, q = p
q, q 6= p(1.2) za nularni veznik ⊥: ⊥p

C = ⊥(2) (2.1) za neku iskaznu formulu A ∧B:
(A ∧B)pC = Ap

C ∧Bp
C(2.2) za neku iskaznu formulu A ∨B:

(A ∨B)pC = Ap
C ∨Bp

C(2.3) za neku iskaznu formulu A ⇒ B:
(A ⇒ B)pC = Ap

C ⇒ Bp
CPrimer 5 Posmatrajmo ponovo formulu iz Primera 4, formulu

F = (((p ∧ q) ∨ r) ∧ p) ⇒ p, i uradimo ovakav zadatak: zamenimoformulom C samo neka jav	a�a iskaznog slova p u formuli F , naprimer �egovo prvo i drugo jav	a�e s leva na desno. Rezultat tezamene je formula F2 = (((C ∧ q) ∨ r) ∧ C) ⇒ p.Pitamo se: da li ovu zamenu samo nekih jav	a�a iskaznog slova p mo�emoopisati pomo�u uniformne zamene? Odgovor je: da. Taj postupak poka�imoza formulu F iz Primera 4. Pre postupka zamene samo prvog i drugog (s levana desno) jav	a�a iskaznog slova p u formuli F vratimo se ,,korak nazad" naformulu F = (((s∧q)∨r)∧s) ⇒ p u kojoj su jav	a�a iskaznog slova p iz formule
F koja ho�emo da zamenimo formulom C predstav	ena iskaznim slovom kojese ne jav	a u F , slovom s, a ona jav	a�a iskaznog slova p iz formule F kojane�emo da zamenimo su ostala iskazno slovo p. Formulu F mo�emo slikovitoda nazovemo prethodnia formule F za primenu zamene samo nekih jav	a�aiskaznog slova p. Sada posmatramo formulu F . Imamo da je naxa polaznaformula F rezultat jedne uniformne zamene u formuli F , tj. F je F

s

p, atra�ena formula F2 je rezultat opet jedne uniformne zamene u formuli F ,tj. F2 je F s

C . Dakle, u nekoj formuli F zamena proizvo	nom formulom C samonekih jav	a�a izabranog iskaznog slova p je u stvari jedna uniformna zamenau formuli prethodnii formule F , formuli F , u kojoj su jav	a�a iskaznogslova p, koja treba da budu zame�ena, nazvana novim iskaznim slovom.Sada �emo definisati va�no svojstvo koje mo�e povezivati iskazne for-mule, ekvivalentnost formula, i koje ima veoma znaqajnu ulogu u postupimazamene.Definiija ekvivalentnih formulaDve iskazne formule A i B su logiqki ekvivalentne (ili kra�e,ekvivalentne) AKKO je formula A ⇔ B tautologija, tj. |= A ⇔ B.A evo i nekih svojstava ekvivalentnih formula.



2.2. SEMANTIKA ISKAZNE LOGIKE 57Zadatak 1 Poka�imo slede�e svojstvo ekvivalentnih formula:formule A i B su ekvivalentne ako i samo ako za svaku valuaiju
v va�i v(A) = v(B).Pretpostavimo da su formule A i B ekvivalentne. To znaqi da je
A ⇔ B tautologija, tj. za svaku valuaiju v va�i v(A ⇔ B) = 1. Naosnovu definiije valuaije, iz v(A ⇔ B) = 1, sledi v(A) = v(B).S druge strane, ako za svaku valuaiju v va�i v(A) = v(B), onda podefiniiji valuaije za svaku valuaiju v imamo: v(A ⇔ B) = 1.Dakle, formula A ⇔ B je tautologija, tj. formule A i B su ekvi-valentne.Zadatak 2 Na skupu svih iskaznih formula F definixemo bina-rnu relaiju ≡ na slede�i naqin:

A ≡ B AKKO formule A i B su ekvivalentne.Poka�imo da je ≡ jedna relaija ekvivalenije na skupu F .Refleksivnost. Formula A ⇔ A je tautologija, pa va�i: A ≡ A.Simetriqnost. Da li va�i osobina: ako je A ≡ B, onda je B ≡ A?Po definiiji relaije ≡ trebalo bi da proverimo da li va�islede�a osobina: ako je |= A ⇔ B, onda je |= B ⇔ A, tj. da za svakuvaluaiju v va�i: ako je v(A) = v(B), onda je v(B) = v(A). To va�ina osnovu simetriqnosti relaije jednakosti, pa zak	uqujemo da jerelaija ≡ simetriqna.Tranzitivnost. Da li va�i: ako je A ≡ B i B ≡ C, onda je A ≡ C?Po definiiji relaije ≡ to znaqi da ispitujemo da li va�i slede-�a osobina: ako je |= A ⇔ B i |= B ⇔ C, onda je |= A ⇔ C,tj. da za svaku valuaiju v: iz v(A) = v(B) i v(B) = v(C) sledi
v(A)=v(C). To va�i na osnovu tranzitivnosti relaije jednakosti,pa zak	uqujemo da je relaija ≡ tranzitivna.Dakle, relaija ekvivalentnosti formula ≡ jeste jedna relaijaekvivalenije na skupu svih iskaznih formula F .Nada	e �emo qesto za neke ekvivalentne formule A i B govoriti i A je ek-vivalentna formuli B. Istaknimo dve najinteresantnije klase ekvivalenijerelaije≡. Jedna je klasa formule⊤ koju qine sve formule ekvivalentne for-muli ⊤. Dakle, klasu formule ⊤ qine sve tautologije. Druga klasa je klasaformule ⊥, klasa kojoj pripadaju sve kontradikije.Poka�imo sada neke va�ne osobine koje imaju ekvivalentne formule.LEMA 1 (LEMA O ZAMENI EKVIVALENATA)(1) Ako je |= A ⇔ B, onda je |= ¬A ⇔ ¬B.(2) Ako je |= A ⇔ B, onda za proizvo	nu formulu C va�i:(∧1) |= (C ∧ A) ⇔ (C ∧B) i (∧2) |= (A ∧C) ⇔ (B ∧ C);(∨1) |= (C ∨ A) ⇔ (C ∨B) i (∨2) |= (A ∨ C) ⇔ (B ∨ C);(⇒1) |= (C ⇒ A) ⇔ (C ⇒ B) i (⇒2) |= (A ⇒ C) ⇔ (B ⇒ C);(⇔1) |= (C ⇔ A) ⇔ (C ⇔ B) i (⇔2) |= (A ⇔ C) ⇔ (B ⇔ C).



58 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKADOKAZIz tautologije |= A ⇔ B dobijamo da su formule A i B ekviva-lentne. Stoga za svaku valuaiju v va�i: v(A) = v(B).(1) Potrebno je pokazati da je za svaku valuaiju v vrednost v(¬A)jednaka vrednosti v(¬B). Po definiiji valuaije za svaku valu-aiju v imamo:
v(¬A) = 1− v(A) i v(¬B) = 1− v(B).Kako za svaku valuaiju v va�i v(A) = v(B), onda imamo:
v(¬A) = 1− v(A) = 1− v(B) = v(¬B).Dobili smo da za svaku valuaiju v va�i:

v(¬A) = v(¬B).Dakle, formule ¬A i ¬B su ekvivalentne, tj. va�i:
|= ¬A ⇔ ¬B.(2) Dokaza�emo delove (∧1) i (⇔1). Delovi (∧2), (∨1), (∨2), (⇒1)i (⇒2) se dokazuju analogno kao deo (∧1), a deo (⇔2) kao deo (⇔1).Neka je C proizvo	na formula.(∧1) Po definiiji valuaije za svaku valuaiju v imamo:

v(C ∧ A) = min(v(C), v(A)) i v(C ∧B) = min(v(C), v(B)).Poxto za svaku valuaiju v va�i v(A) = v(B), onda dobijamo:
v(C ∧A) = min(v(C), v(A)) = min(v(C), v(B)) = v(C ∧B).Dakle, za svaku valuaiju va�i: v(C ∧ A) = v(C ∧ B). Stoga suformule C ∧ A i C ∧B ekvivalentne, tj. va�i:

|= (C ∧ A) ⇔ (C ∧B).(⇔1) Sve valuaije mo�emo podeliti u dve skupine. U jednoj suvaluaije v za koje su vrednosti v(A)=v(B) i v(C) jednake, a u dru-goj su valuaije v za koje su vrednosti v(A)=v(B) i v(C) razliqite.Za valuaije v za koje su vrednosti v(A) = v(B) i v(C) jednake, podefiniiji valuaije imamo:
v(C ⇔ A) = 1 i v(C ⇔ B) = 1.Za valuaije v za koje su vrednosti v(A) = v(B) i v(C) razliqite,po definiiji valuaije imamo:
v(C ⇔ A) = 0 i v(C ⇔ B) = 0.Dakle, u oba sluqaja smo dobili:

v(C ⇔ A) = v(C ⇔ B),pa zak	uqujemo da su za svaku valuaiju v vrednosti v(C ⇔ A) i
v(C ⇔ B) jednake, tj. va�i:

|= (C ⇔ A) ⇔ (C ⇔ B).
♦Sada �emo formulisati veoma va�nu teoremu, teoremu o zameni ekvivalenata,koja najjasnije pokazuje va�nost ekvivalentnih formula u postupku zamene.



2.2. SEMANTIKA ISKAZNE LOGIKE 59TEOREMA 1 (TEOREMA O ZAMENI EKVIVALENATA)Za proizvo	ne formule C, D i F i neko iskazno slovo p va�i:ako je |= C ⇔ D, onda je |= F p
C ⇔ F p

D.Pre nego xto doka�emo TEOREMU O ZAMENI EKVIVALENATA, pogledajmo xtanam ona daje. Imamo formulu F , neko iskazno slovo p i meÆusobno ekviva-lentne formule C i D. Od formule F uniformnom zamenom iskaznog slova pformulom C dobijamo formulu F p
C i uniformnom zamenom istog slova p for-mulom D dobijamo formulu F p

D. Pitamo se: u kakvoj su vezi formule F p
C i F p

D?Na osnovu TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATA imamo da su te dve formule ek-vivalentne. Drugaqije reqeno, ekvivalentnost formula C i D se uniformnomzamenom prenela na formule F p
C i F p

D.DOKAZ TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATAPosmatrajmo proizvo	nu formulu F . Teoremu �emo dokazati in-dukijom po broju binarnih logiqkih veznika u formuli F .Baza indukije, F ima 0 binarnih veznika, tj. F je ili ⊥ ili nekoiskazno slovo.Ako je F formula ⊥, onda je F p
C = ⊥p

C = ⊥ i F p
D = ⊥p

D = ⊥, pa va�i
|= F p

C ⇔ F p
D.Ako je F iskazno slovo q razliqito od p, onda je F p

C = qpC = q i
F p
D = qpD = q. Dakle, formula F p

C ⇔ F p
D je tautologija q ⇔ q, pava�i |= F p

C ⇔ F p
D.Ako je F bax iskazno slovo p, tada imamo da je F p

C = ppC = C i
F p
D = ppD = D. Kako va�i |= C ⇔ D, to znaqi da va�i: |= F p

C ⇔ F p
D.Indukijska pretpostavka: teorema va�i za svaku formulu F kojaima ma�e od n binarnih logiqkih veznika.Doka�imo da teorema va�i i za formulu koja ima n veznika.Posmatrajmo formulu F koja ima n binarnih veznika. Formula Fmo�e imati jedan od slede�ih oblika:

A ∧B, A ∨B ili A ⇒ B.Bez obzira na to koji od tri navedena oblika ima formula F �enepotformule A i B imaju bar jedan veznik ma�e od formule F , paza �ih va�i indukijska pretpostavka, tj. imamo tautologije:
|= Ap

C ⇔ Ap
D i |= Bp

C ⇔ Bp
D.

⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika A ∧B.Na osnovu definiije funkije uniformne zamene imamo:
F p
C je formula Ap

C ∧Bp
C i F p

D je formula Ap
D ∧Bp

D.Za tautologiju |= Bp
C ⇔ Bp

D i formulu Ap
C va�i deo (∧1) LEME OZAMENI EKVIVALENATA:

|= (Ap
C ∧Bp

C) ⇔ (Ap
C ∧Bp

D),



60 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKApa su formule Ap
C ∧ Bp

C i Ap
C ∧ Bp

D ekvivalentne. Isto tako, zatautologiju |= Ap
C ⇔ Ap

D i formulu Bp
D va�i deo (∧2) LEME OZAMENI EKVIVALENATA:

|= (Ap
C ∧Bp

D) ⇔ (Ap
D ∧Bp

D),pa su formule Ap
C ∧Bp

D i Ap
D ∧Bp

D ekvivalentne. Na osnovu tranzi-tivnosti relaije≡ iz ekvivalentnosti formula Ap
C∧Bp

C i Ap
C∧Bp

Di ekvivalentnosti formula Ap
C ∧ Bp

D i Ap
D ∧ Bp

D dobijamo ekviva-lentnost formula Ap
C ∧Bp

C i Ap
D ∧Bp

D.Dakle, imamo tautologiju |= (Ap
C∧Bp

C) ⇔ (Ap
D∧Bp

D), tj. tautologiju
|= F p

C ⇔ F p
D.

⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika A ∨B.Na osnovu definiije funkije uniformne zamene imamo:
F p
C je formula Ap

C ∨Bp
C i F p

D je formula Ap
D ∨Bp

D.Za tautologiju |= Bp
C ⇔ Bp

D i formulu Ap
C va�i deo (∨1) LEME OZAMENI EKVIVALENATA:

|= (Ap
C ∨Bp

C) ⇔ (Ap
C ∨Bp

D),pa su formule Ap
C ∨ Bp

C i Ap
C ∨ Bp

D ekvivalentne. Za tautologiju
|= Ap

C ⇔ Ap
D i formulu Bp

D va�i deo (∨2) LEME O ZAMENI EKVI-VALENATA:
|= (Ap

C ∨Bp
D) ⇔ (Ap

D ∨Bp
D),pa su formule Ap

C ∨Bp
D i Ap

D ∨Bp
D ekvivalentne. Na osnovu tranzi-tivnosti relaije≡ iz ekvivalentnosti formula Ap

C∨Bp
C i Ap

C∨Bp
Di ekvivalentnosti formula Ap

C ∨ Bp
D i Ap

D ∨ Bp
D dobijamo ekviva-lentnost formula Ap

C ∨Bp
C i Ap

D ∨Bp
D.Dakle, imamo tautologiju |= (Ap

C∨Bp
C) ⇔ (Ap

D∨Bp
D), tj. tautologiju

|= F p
C ⇔ F p

D.
⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika A ⇒ B.Na osnovu definiije funkije uniformne zamene imamo:

F p
C je formula Ap

C ⇒ Bp
C i F p

D je formula Ap
D ⇒ Bp

D.Za tautologiju |= Bp
C ⇔ Bp

D i formulu Ap
C va�i deo (⇒1) LEME OZAMENI EKVIVALENATA:

|= (Ap
C ⇒ Bp

C) ⇔ (Ap
C ⇒ Bp

D),pa su formule Ap
C ⇒ Bp

C i Ap
C ⇒ Bp

D ekvivalentne. Isto takoza tautologiju |= Ap
C ⇔ Ap

D i formulu Bp
D va�i deo (⇒2) LEME OZAMENI EKVIVALENATA:

|= (Ap
C ⇒ Bp

D) ⇔ (Ap
D ⇒ Bp

D),pa su formule Ap
C ⇒ Bp

D i Ap
D ⇒ Bp

D ekvivalentne. Na osnovutranzitivnosti relaije ≡ iz ekvivalentnosti formula Ap
C ⇒ Bp

Ci Ap
C ⇒ Bp

D i ekvivalentnosti formula Ap
C ⇒ Bp

D i Ap
D ⇒ Bp

Ddobijamo ekvivalentnost formule Ap
C ⇒ Bp

C i formule Ap
D ⇒ Bp

D.



2.2. SEMANTIKA ISKAZNE LOGIKE 61Dakle, imamo tautologiju |= (Ap
C ⇒ Bp

C) ⇔ (Ap
D ⇒ Bp

D), tj. tau-tologiju |= F p
C ⇔ F p

D.Dokazavxi da osobina va�i za svaku formulu F sa n binarnihveznika, mi smo dokazali da va�i indukijski korak, pa zak	u-qujemo da za proizvo	nu formulu F (tj. formulu sa proizvo	nimbrojem n binarnih veznika) i iskazno slovo p iz |= C ⇔ D sledi
|= F p

C ⇔ F p
D.

♦Posle dokaza TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATA navodimo jedan tipiqanprimer primene te teoreme.Primer 6 Posmatrajmo formulu F :
(r ⇒ (p ∧⊤)) ⇒ (q ∨ (¬(p ∧ ⊤))),�enu potformulu p ∧ ⊤ i �oj ekvivalentnu formulu p (na osnovutautologije (1) (p ∧ ⊤) ⇔ p iz ode	ka 2.2.1). Primetimo da sepotformula p∧⊤ jav	a dva puta u formuli F , tj. ima dva jav	a�au formuli F . Samo jedno jav	a�e potformule p∧⊤ u F , prvo s leva,zame�ujemo �oj ekvivalentnom formulom p i dobijamo formulu F1:

(r ⇒ p) ⇒ (q ∨ (¬(p ∧ ⊤))). RasuÆujemo ovako: formule p ∧ ⊤ i p suekvivalentne, pa na osnovu TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATAformule F i (r ⇒ p) ⇒ (q ∨ (¬(p ∧ ⊤))) su ekvivalentne,tj. formula F ⇔ ((r ⇒ p) ⇒ (q ∨ (¬(p ∧ ⊤)))) je tautologija.Sliqno zak	uqiva�e �e se qesto pojav	ivati u naxem da	em izla-ga�u i tada ne�emo ulaziti u deta	no objax�ava�e i opravdava�etog zak	uqiva�a. Ovde �emo analizirati i deta	nije opravdatiovakvo zak	uqiva�e. Xta smo mi u stvari uradili? Koriste�iekvivalentnost formula p ∧ ⊤ i p, jedno jav	a�e formule p ∧ ⊤ uformuli F smo zamenili formulom p. Tvrdimo da na osnovu TEO-REME O ZAMENI EKVIVALENATA mo�emo zak	uqiti da je tako dobi-jena formula, formula F1 = (r ⇒ p) ⇒ (q∨(¬(p∧⊤))), ekvivalentnaformuli F . Iza zamene potformule p ∧ ⊤ formule F �oj ekviva-lentnom formulom p stoji, kako smo je zvali, prethodnia formula
F i F1, formula

(r ⇒ s) ⇔ (q ∨ (¬(p ∧ ⊤)))u kojoj je jav	a�e potformule p ∧ ⊤ koje ho�emo da zamenimo ,,naz-vano" posebnim iskaznim slovom s. Dakle, mi u stvari posmatramoformulu (r ⇒ s) ⇔ (q ∨ (¬(p ∧ ⊤))), �eno iskazno slovo s i tau-tologiju |= (p ∧⊤) ⇔ p, pa na osnovu TEOREME O ZAMENI EKVIVALE-NATA dobijamo:
|= ((r ⇒ s) ⇒ (q ∨ (¬(p ∧ ⊤))))sp∧⊤ ⇔ ((r ⇒ s) ⇒ (q ∨ (¬(p ∧ ⊤))))sptj. dobijamo:

|= F ⇔ ((r ⇒ p) ⇒ (q ∨ (¬(p ∧ ⊤)))).



62 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKADakle, nax zak	uqak da su formule F i (r ⇒ p) ⇒ (q ∨ (¬(p ∧⊤)))ekvivalentne je ispravan i jeste zasnovan na TEOREMI O ZAMENIEKVIVALENATA.U izlaga�u koje sledi mi �emo u sluqajevima kao xto je ovaj opisan uPrimeru 6 govoriti o primeni TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATA, a u stvarito �e biti primena slede�e �ene posledie.POSLEDICA 1 (POSLEDICA TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATA)Neka je F proizvo	na formula, a formula A jedna �ena potformula. Ako se uformuli F neka jav	a�a potformuleA zamene nekom formulomB ekvivalentnomformuli A, dobija se formula F1 koja je ekvivalentna formuli F , tj. va�i:
|= F ⇔ F1.Kako se osobina iz POSLEDICE 1 dobija iz TEOREME O ZAMENI EKVIVALE-NATA, opisano je u Primeru 6 za konkretnu formulu F .2.2.3 Metoda qix�e�aOdmah na poqetku ode	ka predstavimo metodu qix�e�a na jednom jednos-tavnom primeru.Primer 7 Metodom qix�e�a ispitajmo da li je formula (p∨q) ⇒ ptautologija. Metoda qix�e�a je slede�i postupak. Polazimo odformule (p∨ q) ⇒ p, biramo jedno iskazno slovo koje se pojav	uje utoj formuli, na primer p, pravimo slede�e formule:

((p ∨ q) ⇒ p)p⊤ = (⊤ ∨ q) ⇒ ⊤ i ((p ∨ q) ⇒ p)p⊥ = (⊥ ∨ q) ⇒ ⊥i formiramo drvo:
(p ∨ q) ⇒ p

(⊤ ∨ q) ⇒ ⊤ (⊥∨ q) ⇒ ⊥U narednom koraku posmatramo formulu (⊤ ∨ q) ⇒ ⊤ i formulu
(⊥ ∨ q) ⇒ ⊥ i opet biramo neko iskazno slovo tih formula. Oneimaju samo jedno iskazno slovo, slovo q, pa mo�emo izabrati jedinoto iskazno slovo. Svaka od tih formula se grana na dve formuletakve da je u jednoj q zame�eno sa ⊤, a u drugoj je q zame�eno sa ⊥i dobijamo drvo:
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(⊤ ∨⊤) ⇒ ⊤ (⊤∨⊥) ⇒ ⊤ (⊥ ∨⊤) ⇒ ⊥ (⊥∨⊥) ⇒ ⊥

(p ∨ q) ⇒ p

(⊤ ∨ q) ⇒ ⊤ (⊥ ∨ q) ⇒ ⊥Na listovima ovog drveta dobili smo formule u kojima nema iskaz-nih slova. U posled�em koraku svaku od tih formula povezujemo sa�oj ekvivalentnom formulom, jednom od formula ⊥ ili ⊤. Rezul-tat tog postupka je drvo:
(⊤ ∨⊤) ⇒ ⊤

⊤

(⊤ ∨⊥) ⇒ ⊤

⊤

(⊥ ∨⊤) ⇒ ⊥

⊥

(⊥ ∨⊥) ⇒ ⊥

⊤

(p ∨ q) ⇒ p

(⊤∨ q) ⇒ ⊤ (⊥∨ q) ⇒ ⊥

Ovim korakom postupak prav	e�a drveta je zavrxen i sada posma-tramo listove ovog drveta. Da smo na svim listovima dobili for-mulu ⊤, zak	uqili bismo da je naxa polazna formula (p ∨ q) ⇒ ptautologija. MeÆutim, na jednom listu je formula ⊥, pa zak	uqu-jemo da formula (p ∨ q) ⇒ p nije tautologija.Kako metoda qix�e�a izgleda za proizvo	nu formulu F? Polazimo odformule F , biramo jedno iskazno slovo koje se pojav	uje u toj formuli, naprimer p, i vrximo grana�e od formule F (kao u Primeru 7), tj. pravimo for-mulu F p
⊤ (tako xto u formuli F svako jav	a�e iskaznog slova p zame�ujemoformulom ⊤) i formulu F p

⊥ (tako xto u formuli F svako jav	a�e iskaznogslova p zame�ujemo formulom ⊥). Zatim biramo slede�e iskazno slovo for-mule F , na primer q, i vrximo grana�e svake od formula F p
⊤ i F p

⊥ tj. ko-riste�i formulu F p
⊤ pravimo formule (F p

⊤)
q
⊤ i (F p

⊤)
q
⊥, a koriste�i formulu

F p
⊥ pravimo formule (F p

⊥)
q
⊤ i (F p

⊥)
q
⊥. Postupak nastav	amo izborom novogiskaznog slova formule F (razliqitog od p i q) i grana�em formula (F p

⊤)
q
⊤,

(F p
⊤)

q
⊥, (F p

⊥)
q
⊤ i (F p

⊥)
q
⊥. Grafiqki to mo�emo da predstavimo slede�im drve-tom:
(F p

⊤
)q
⊤

... ...

(F p

⊤
)q
⊥

... ...

(F p

⊥
)q
⊤

... ...

(F p

⊥
)q
⊥

... ...

F

F
p

⊤
F

p

⊥Postupak grana�a se zavrxava kada se (prime�uju�i zamene iskaznih slovaformulama ⊤ i ⊥) dobiju formule u kojima nema iskaznih slova. Posled�i



64 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKAkorak je da napravimo listove, tj. da svaku od tih formula pove�emo sa onomod formula ⊤ ili ⊥ kojoj je ta formula ekvivalentna. Dakle, na listovimadrveta koje dobijamo opisanim postupkom mogu se nalaziti samo formule ⊤i ⊥. Podsetimo se da tom metodom ispitujemo da li je neka formula F , kojanam je data, tautologija. Zato kada napravimo ovakvo drvo, onda u zavisnostiod toga koje formule se nalaze na �egovim listovima, zak	uqujemo da li jepolazna formula F tautologija ili nije. Ako se na svim listovima nalaziformula ⊤, onda je polazna formula F tautologija. Ako se na svim listovimanalazi formula ⊥, onda je formula F kontradikija. Ako se na listovimapojav	uju obe formule i ⊤ i ⊥, onda ta formula nije ni tautologija ni kon-tradikija.Pre nego xto doka�emo da je ovakvo zak	uqiva�e ispravno, pogledajmo joxdva jednostavna primera.Primer 8 Poka�imo da je formula p ⇔ p tautologija. U tojformuli pojav	uje se samo iskazno slovo p, zato pravimo formule
(p ⇔ p)p⊤ = ⊤ ⇔ ⊤ i (p ⇔ p)p⊥ = ⊥ ⇔ ⊥:

p ⇔ p

⊤ ⇔ ⊤ ⊥ ⇔ ⊥U ovom jednostavnom primeru ve� smo prvim korakom grana�a do-bili formule u kojima nema iskaznih slova. Preostaje nam danapravimo listove, tj. formulu ⊤ ⇔ ⊤ pove�emo sa �oj ekviva-lentnom formulom ⊤ i isto tako formulu ⊥ ⇔ ⊥ pove�emo sa �ojekvivalentnom formulom ⊤:
⊤ ⊤

p ⇔ p

⊤ ⇔ ⊤ ⊥ ⇔ ⊥Na svim listovima smo dobili formulu ⊤ i zak	uqujemo da je for-mula p ⇔ p tautologija.Primer 9 Poka�imo da je formula p ∧ ¬p kontradikija. Kao iu prethodnom primeru iskazno slovo p zame�ujemo formulama ⊤ i
⊥ i dobijamo drvo:

⊥ ⊥

p ∧ ¬p

⊤ ∧ ¬⊤ ⊥ ∧ ¬⊥



2.2. SEMANTIKA ISKAZNE LOGIKE 65Na svim listovima smo dobili formulu ⊥ i zak	uqujemo da je for-mula p ∧ ¬p kontradikija.Posle ovih jednostavnih primera pogledajmo na qemu se zasniva metoda qi-x�e�a. Polazimo od neke formule F i pokazanim postupkom pravimo drvo naqijim listovima mogu biti samo ⊥ ili ⊤. Ako smo na svim listovima dobiliformule ⊤, mi tvrdimo da je polazna formula tautologija. To zak	uqiva�eopravdavamo slede�im svojstvom za proizvo	nu formulu E (koje �emo ubrzodokazati): formula E je tautologija ako i samo ako su formule Er
⊤ i Er

⊥tautologije. Dakle, ako su na listovima tog drveta tautologije ⊤, poqi�emoda se od listova vra�amo ka naxoj polaznoj formuli F . U svakom korakuvra�a�a mi prelazimo sa nekih formula Er
⊤ i Er

⊥ na formulu E i koristimoovaj deo pomenutog svojstva: ako su formule Er
⊤ i Er

⊥ tautologije, onda je iformula E tautologija. U posled�em koraku vra�a�a koristimo to svojstvoi prelazimo sa tautologija F p
⊤ i F p

⊥ na formulu F i zak	uqujemo da je naxapolazna formula F tautologija.Da pomenuto svojstvo va�i tvrdi naredna teorema.TEOREMA 2Formula F je tautologija ako i samo ako su formule F p
⊤ i F p

⊥ tautologije.Pre nego xto doka�emo ovu teoremu pogledajmo jedan primer.Primer 10 Posmatrajmo formulu F iz Primera 2, formulu
(p∧ (p ⇒ q)) ⇒ q. Za bilo koju valuaiju v vrednost v(F ) raqunamona slede�i naqin:
v(F ) = max(1 − v(p ∧ (p ⇒ q)), v(q))

= max(1 −min(v(p), v(p ⇒ q)), v(q))

= max(1 −min(v(p),max(1− v(p), v(q))), v(q)).A sada pogledajmo formule
F p
⊤ = (⊤ ∧ (⊤ ⇒ q)) ⇒ q i F p

⊥ = (⊥ ∧ (⊥ ⇒ q)) ⇒ q.Za bilo koju valuaiju v vrednost v(F p
⊤) raqunamo na isti naqinkao v(F ) samo xto umesto v(p) stav	amo v(⊤):

v(F p
⊤) = max(1−min(v(⊤),max(1 − v(⊤), v(q))), v(q)).Isto tako, vrednost v(F p

⊥) raqunamo na isti naqin kao v(F ) samoxto umesto v(p) stav	amo v(⊥):
v(F p

⊥) = max(1−min(v(⊥),max(1 − v(⊥), v(q))), v(q)).Nax prvi zadatak je da za proizvo	nu valuaiju v koriste�i formu-lu F , odredimo v(F p
⊤) i v(F p

⊥). Ako ho�emo da odredimo v(F p
⊤), ondauzimamo proizvo	nu valuaiju v1 sa osobinom da se �om iskaznoslovo p slika u 1, tj. v1(p) = 1 = v(⊤), a na ostalim iskaznimslovima formule F ta valuaija se poklapa sa v. U naxem primeru



66 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKAformula F osim p ima jox samo iskazno slovo q, pa uzimamo valu-aiju v1 za koju je v1(p) = 1 i v1(q) = v(q) i dobijamo:
v(F p

⊤) = max(1−min(v(⊤),max(1 − v(⊤), v(q))), v(q))

= max(1−min(v1(p),max(1 − v1(p), v1(q))), v1(q)) = v1(F ).Analogno tome, kada raqunamo vrednost v(F p
⊥) mo�emo uzeti proi-zvo	nu valuaiju v2 sa osobinom da p slika u 0, a na ostalimiskaznim slovima se poklapa sa v i za �u va�i:

v(F p
⊥) = v2(F ).Drugi zadatak je da za neku valuaiju v izraqunamo vrednost v(F ),koriste�i vrednosti v(F p

⊤) i v(F p
⊥). Va�na je vrednost slova p tomvaluaijom v. Ako je v(p) = 1, onda je v(p) = v(⊤) i imamo:

v(F ) = max(1 −min(v(p),max(1− v(p), v(q))), v(q))

= max(1 −min(v(⊤),max(1− v(⊤), v(q))), v(q)) = v(F p
⊤).A ako je v(p) = 0, onda je v(p) = v(⊥) i imamo:

v(F ) = max(1 −min(v(p),max(1− v(p), v(q))), v(q))

= max(1 −min(v(⊥),max(1− v(⊥), v(q))), v(q)) = v(F p
⊥).Osobina koju smo pokazali u Primeru 10 va�i i u opxtem sluqaju. Posma-tramo proizvo	nu valuaiju v i formulu F u kojoj se osim iskaznog slova ppojav	uju jox i iskazna slova p1, ..., pn, gde broj tih slova mo�e biti i nula.Ako je v1 valuaija takva da slovo p slika u 1, tj. v1(p) = 1, a na svim os-talim iskaznim slovima formule F (ako ta slova postoje), iskaznim slovima

p1,...,pn, se poklapa sa valuaijom v, tj. v1(pi) = v(pi), 1 ≤ i ≤ n, onda imamo:
v(F p

⊤) = v1(F ).Ako je v2 valuaija takva da iskazno slovo p slika u 0, tj. v2(p) = 0, a nasvim ostalim iskaznim slovima formule F (ako ta slova postoje), iskaznimslovima p1, ..., pn, se poklapa sa valuaijom v, tj. v2(pi) = v(pi), 1 ≤ i ≤ n,onda imamo:
v(F p

⊥) = v2(F ).S druge strane, za proizvo	nu valuaiju v vrednost v(F ) raqunamo ovako:ako je v(p) = 1, onda je v(F ) = v(F p
⊤);ako je v(p) = 0, onda je v(F ) = v(F p
⊥).Koriste�i ova svojstva, doka�imo TEOREMU 2.DOKAZ TEOREME 2Neka se u formuli F osim iskaznog slova p jav	aju i iskazna slova

p1,..., pn, gde broj tih slova mo�e biti i nula.Dokaz dela: Ako je F tautologija, onda su i F p
⊤ i F p

⊥ tautologije.Ako za proizvo	nu valuaiju v:F → {0, 1} poka�emo da je v(F p
⊤) = 1i v(F p

⊥) = 1 to �e znaqiti da su te formule tautologije. Doka�imoda je v(F p
⊤) = 1. Uzmimo valuaiju v1 koja iskazno slovo p slika u1, tj. v1(p) = 1, a na svim iskaznim slovima p1,..., pn (ako ta slova



2.2. SEMANTIKA ISKAZNE LOGIKE 67postoje) se poklapa sa valuaijom v, tj. v1(pi) = v(pi), 1 ≤ i ≤ n.Imamo (kao u Primeru 10) da va�i:
v(F p

⊤) = v1(F ).Formula F je tautologija, pa je i za valuaiju v1 istinita, tj. va�i
v1(F ) = 1. Stoga iz v(F p

⊤) = v1(F ) i v1(F ) = 1 dobijamo v(F p
⊤) = 1.Dakle, pokazali smo da za proizvo	nu valuaiju v va�i v(F p
⊤) = 1.To znaqi da je formula F p

⊤ tautologija. (Dokaz da je formula F p
⊥tautologija je analogan ovom dokazu.)Dokaz dela: Ako su F p

⊤ i F p
⊥ tautologije, onda je i F tautologija.Sve valuaije mo�emo razvrstati na one koje iskazno slovo p slikajuu 1 i one koje p slikaju u 0.

⊳1 Za svaku valuaiju v kojom se iskazno slovo p slika u 1, tj. v(p) = 1(kao u Primeru 10), va�i:
v(F ) = v(F p

⊤).Formula F p
⊤ je tautologija, pa imamo v(F p

⊤) = 1. Iz v(F ) = v(F p
⊤) i

v(F p
⊤) = 1 dobijamo v(F ) = 1.

⊳2 Za svaku valuaiju v kojom se iskazno slovo p slika u 0, tj. v(p) = 0(kao u Primeru 10), va�i:
v(F ) = v(F p

⊥).Formula F p
⊥ je tautologija, pa imamo v(F p

⊥) = 1. Iz v(F ) = v(F p
⊥) i

v(F p
⊥) = 1 dobijamo v(F ) = 1.Dakle, za svaku valuaiju v va�i: v(F ) = 1. Zak	uqujemo da jeformula F tautologija.

♦TEOREMA 3Ako je p proizvo	no iskazno slovo neke formule F i formula F je tautologija,onda je za proizvo	nu formulu C i formula F p
C tautologija.DOKAZAko za svaku valuaiju v : F → {0, 1} poka�emo da je formula F p

Cistinita, tj. da je v(F p
C) = 1, to �e znaqiti da je ta formula tau-tologija. Vrednost v(C) mo�e biti ili 1 ili 0.

⊳1 Ako je v(C) = 1, onda je v(C) = v(⊤), pa imamo da je v(F p
C) jednako

v(F p
⊤). Formula F je tautologija, pa na osnovu TEOREME 2 i formula

F p
⊤ je tautologija, tj. v(F p

⊤) = 1. Iz toga sledi da je v(F p
C) = 1.

⊳2 Ako je v(C) = 0, onda je v(C) = v(⊥), pa imamo da je v(F p
C) jednako

v(F p
⊥). Opet na osnovu toga xto je formula F tautologija ko-riste�i TEOREMU 2, dobijamo da je formula F p

⊥ tautologija, pa jeopet v(F p
C) = 1.Dakle, dobili smo da je formula F p

C istinita za svaku valuaiju
v, pa zak	uqujemo da je formula F p

C tautologija.
♦



68 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKAOvom teoremom svaka tautologija postaje, slikovito reqeno, jedna shemaza prav	e�e novih tautologija tako da u �oj svako iskazno slovo mo�e bitizame�eno proizvo	nom iskaznom formulom i tom zamenom se dobija nova tau-tologija. Na primer, tautologija p ⇒ p i TEOREMA 3 nam omogu�avaju prav	e-�e slede�ih tautologija:
A ⇒ A, gde je p zame�eno sa A;
(A ⇒ C) ⇒ (A ⇒ C), gde je p zame�eno sa A ⇒ C, i tako da	e.Isto tako, tautologija (p∧(p ⇒ q)) ⇒ q, na osnovu TEOREME 3, daje tautologiju:

((p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q)pA = (A ∧ (A ⇒ q)) ⇒ q.Ta nova tautologija na osnovu iste teoreme daje tautologiju:
((A ∧ (A ⇒ q)) ⇒ q)qB = (A ∧ (A ⇒ B)) ⇒ B.Primetimo da je tautologija (A∧ (A ⇒ B)) ⇒ B u stvari formula dobijena iztautologije (p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q, kada su dva iskazna slova p i q zame�ena redomformulama A i B, tj. (A ∧ (A ⇒ B)) ⇒ B je formula (((p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q)pA)

q
B.To svojstvo je predstav	eno slede�om poslediom TEOREME 3.POSLEDICA 2 (POSLEDICA TEOREME 3)Ako je formula F tautologija i p1, ..., pn (n ≥ 1) �ena iskazna slova, onda zaproizvo	ne formule C1, ..., Cn i formula F p1...pn

C1...Cn
je tautologija.U narednim primerima primeni�emo metodu qix�e�a na nekoliko, da ihtako nazovemo, poznatih tautologija. Pre toga pogledajmo ponovo formulu izPrimera 7. Na ovom primeru poka�imo kako postupak qix�e�a, koji smo ve�opisali, mo�emo skratiti, koriste�i tautologije iz spiska u ode	ku 2.2.1 iTEOREMU 3. Nakon prvog grana�a dobili smo formule (⊤∨q) ⇒ ⊤ i (⊥∨q) ⇒⊥.Umesto da nastavimo grana�e zamenama iskaznog slova q sa ⊤ i ⊥, uradi�emoslede�e. Koriste�i tautologiju (9) (p ⇒ ⊤) ⇔ ⊤ i tautologiju (8) (⊥∨p) ⇔ p,na osnovu TEOREME 3, dobijamo redom tautologije:

((p ⇒ ⊤) ⇔ ⊤)p⊤∨q = ((⊤ ∨ q) ⇒ ⊤) ⇔ ⊤ i ((⊥ ∨ p) ⇔ p)pq = (⊥ ∨ q) ⇔ q.Iz tautologije ((⊤ ∨ q) ⇒ ⊤) ⇔ ⊤ sledi da je formula (⊤ ∨ q) ⇒ ⊤ na levojgrani ekvivalentna formuli ⊤. Iz tautologije (⊥∨q) ⇔ q, na osnovu TEOREMEO ZAMENI EKVIVALENATA, dobijamo da je formula (⊥ ∨ q) ⇒ ⊥ na desnoj graniekvivalentna formuli q ⇒ ⊥. Zato drvo produ�avamo tako xto (⊤ ∨ q) ⇒ ⊤povezujemo sa ⊤, a (⊥ ∨ q) ⇒ ⊥ sa q ⇒ ⊥. Ostaje nam jox grana�e formule
q ⇒ ⊥ i dobijamo drvo koje je jednostavnije od drveta iz Primera 7:

⊤ q ⇒ ⊥

⊤ ⇒ ⊥

⊥

⊥ ⇒ ⊥

⊤

(p ∨ q) ⇒ p

(⊤ ∨ q) ⇒ ⊤ (⊥ ∨ q) ⇒ ⊥

I u svim narednim primerima, pri prelasku sa formule u jednom qvoru(prethodniku) na formulu u nekom �egovom nasledniku, uradi�emo slede�e:



2.2. SEMANTIKA ISKAZNE LOGIKE 69neke potformule formule iz prethodnika zame�ujemo �ima ekvivalentnimformulama i dobijamo formulu u nasledniku. Ekvivalentnost svake te pot-formule i one formule kojom je zame�ujemo opravdano je nekom od tautologija,najqex�e onih navedenih u ode	ku 2.2.1 (nekad i TEOREMOM 3 qiju primenune�emo istiati). Formula u nasledniku, koja je rezultat tih zamena, ekviva-lentna je formuli u prethodniku na osnovu TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATA.Kada budemo za neko drvo sa dve grane govorili o levoj i desnoj grani togdrveta to �e se odnositi na levu i desnu granu od korena do lista tog drveta.Primer 11 De Morganov zakon: (¬(p ∨ q)) ⇔ (¬p ∧ ¬q).Pravimo drvo:
(¬⊤) ⇔ (⊥ ∧ ¬ q)

⊥ ⇔ ⊥

⊤

(¬ q) ⇔ (⊤ ∧ ¬ q)

¬ q ⇔ ¬ q

⊤

(¬(p ∨ q)) ⇔ (¬ p ∧ ¬ q)

(¬(⊤ ∨ q)) ⇔ (¬⊤ ∧ ¬ q) (¬(⊥ ∨ q)) ⇔ (¬ ⊥ ∧ ¬ q)

Prvim grana�em napravili smo formule:
((¬(p ∨ q)) ⇔ (¬p ∧ ¬q))p⊤ = (¬(⊤ ∨ q)) ⇔ (¬⊤ ∧ ¬q)
((¬(p ∨ q)) ⇔ (¬p ∧ ¬q))p⊥ = (¬(⊥ ∨ q)) ⇔ (¬⊥ ∧ ¬q).Deta	no �emo obrazlo�iti kako smo napravili ostale qvorove levegrane ovog drveta. (Prav	e�e �egove desne grane i grana u nared-nim primerima ne�e biti tako deta	no obrazlo�eno.)Prvi korak: iz (¬(⊤∨q)) ⇔ (¬⊤∧¬q) dobija�e (¬⊤) ⇔ (⊥∧¬q). Naosnovu tautologije (6) i TEOREME 3 formula ⊤ ∨ q je ekvivalentnaformuli ⊤, pa je na osnovu TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATA for-mula (¬(⊤ ∨ q)) ⇔ (¬⊤ ∧ ¬q) ekvivalentna (¬⊤) ⇔ (¬⊤ ∧ ¬q). Naosnovu tautologije (17) formula ¬⊤ je ekvivalentna ⊥, pa je na os-novu TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATA formula (¬⊤) ⇔ (¬⊤ ∧ ¬q)ekvivalentna formuli (¬⊤) ⇔ (⊥ ∧ ¬q).Drugi korak: iz qvora (¬⊤) ⇔ (⊥ ∧ ¬q) dobija�e qvora ⊥ ⇔ ⊥.Na osnovu tautologije (17) formula ¬⊤ je ekvivalentna ⊥, pa je naosnovu TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATA formula (¬⊤) ⇔ (⊥∧¬q)ekvivalentna formuli ⊥ ⇔ (⊥ ∧ ¬q). Na osnovu tautologije (4)i TEOREME 3 formula ⊥ ∧ ¬q je ekvivalentna formuli ⊥, pa je naosnovu TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATA formula ⊥ ⇔ (⊥ ∧ ¬q)ekvivalentna formuli ⊥ ⇔ ⊥.Tre�i korak: iz qvora ⊥ ⇔ ⊥ dobija�e lista ⊤. Na osnovu tau-tologije iz Primera 8 i TEOREME 3 formula ⊥ ⇔ ⊥ je ekvivalentnaformuli ⊤.U desnoj grani ovog drveta koristili smo redom, po koraima, tau-tologije: (8) i (18); (2); iz Primera 8.



70 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKAPrimer 12 De Morganov zakon: (¬(p ∧ q)) ⇔ (¬p ∨ ¬q).Pravimo drvo:
(¬ q) ⇔ (⊥ ∨ ¬ q)

¬ q ⇔ ¬ q

⊤

(¬⊥) ⇔ (⊤ ∨ ¬ q)

⊤ ⇔ ⊤

⊤

(¬(p ∧ q)) ⇔ (¬ p ∨ ¬ q)

(¬(⊤ ∧ q)) ⇔ (¬⊤ ∨ ¬ q) (¬(⊥ ∧ q)) ⇔ (¬⊥ ∨ ¬ q)

U levoj grani ovog drveta koristili smo redom, po koraima, tau-tologije: (2) i (17); (8); iz Primera 8, a u �egovoj desnoj granikoristili smo redom, po koraima, tautologije: (4) i (18); (18) i(6); (13).Primer 13 Zakon zamene implikaije: (p ⇒ q) ⇔ (¬p ∨ q).Pravimo drvo:
q ⇔ (⊥ ∨ q)

q ⇔ q

⊤

⊤ ⇔ (⊤ ∨ q)

⊤ ⇔ ⊤

⊤

(p ⇒ q) ⇔ (¬ p ∨ q)

(⊤ ⇒ q) ⇔ (¬⊤ ∨ q) (⊥ ⇒ q) ⇔ (¬⊥ ∨ q)

U levoj grani ovog drveta koristili smo redom, po koraima, tau-tologije: (10) i (17); (8); iz Primera 8, a u �egovoj desnoj granikoristili smo redom, po koraima, tautologije: (12) i (18); (6);(13).Primer 14 Zakon dvojne negaije: (¬¬p) ⇔ p.Pravimo drvo:
(¬⊥) ⇔ ⊤

⊤ ⇔ ⊤

⊤

(¬⊤) ⇔ ⊥

⊥ ⇔ ⊥

⊤

(¬¬ p) ⇔ p

(¬¬⊤) ⇔ ⊤ (¬¬⊥) ⇔ ⊥

U levoj grani ovog drveta koristili smo redom, po koraima, tau-tologije: (17); (18); (13), a u �egovoj desnoj grani koristili smoredom, po koraima, tautologije: (18); (17); iz Primera 8.



2.2. SEMANTIKA ISKAZNE LOGIKE 71Primer 15 Zakon kontrapoziije: (p ⇒ q) ⇔ (¬q ⇒ ¬p).Pravimo drvo:
q ⇔ (¬ q ⇒ ⊥)

q ⇔ ¬¬ q

⊤

⊤ ⇔ (¬ q ⇒ ⊤)

⊤ ⇔ ⊤

⊤

(p ⇒ q) ⇔ (¬ q ⇒ ¬ p)

(⊤ ⇒ q) ⇔ (¬ q ⇒ ¬⊤) (⊥ ⇒ q) ⇔ (¬ q ⇒ ¬⊥)

U levoj grani ovog drveta koristili smo redom, po koraima, tau-tologije: (10) i (17); (11); iz Primera 14. U desnoj grani drvetakoristili smo redom, po koraima, tautologije: (12) i (18); (9);(13).Primer 16 Zakon distributivosti ∨ u odnosu na ∧:
((p ∧ q) ∨ r) ⇔ ((p ∨ r) ∧ (q ∨ r)).Pravimo drvo:

⊤ ⇔ ⊤

⊤

(p ∧ q) ⇔ (p ∧ q)

⊤

((p ∧ q) ∨ r) ⇔ ((p ∨ r) ∧ (q ∨ r))

((p ∧ q) ∨ ⊤) ⇔ ((p ∨ ⊤) ∧ (q ∨ ⊤)) ((p ∧ q) ∨ ⊥) ⇔ ((p ∨ ⊥) ∧ (q ∨ ⊥))

U levoj grani ovog drveta koristili smo redom, po koraima, tau-tologije: (5) i (1); (13); a u �egovoj desnoj grani koristili smoredom, po koraima, tautologije: (7); iz Primera 8.Sada dajemo spisak tautologija u kome se pored ve� pomenutih tautologijanalaze jox neke znaqajne tautologije koje �emo koristiti u da	em izlaga�u.Zakon refleksivnosti za implikaiju: p ⇒ pZakon isk	uqe�a tre�eg: p ∨ ¬pZakon neprotivreqnosti: ¬(p ∧ ¬p)Zakon dvojne negaije: ¬¬p ⇔ pPersov zakon: ((p ⇒ q) ⇒ p) ⇒ pZakon zamene implikaije: (p ⇒ q) ⇔ (¬p ∨ q)Zakon zamene ekvivalenije: (p ⇔ q) ⇔ ((p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p))Zakon tranzitivnosti za implikaiju: (p ⇒ q) ⇒ ((q ⇒ r) ⇒ (p ⇒ r))Zakon tranzitivnosti za ekvivaleniju: ((p ⇔ q) ∧ (q ⇔ r)) ⇒ (p ⇔ r)Zakon negira�a implikaije: (¬(p ⇒ q)) ⇔ (p ∧ ¬q)Zakon jakog svoÆe�a na protivreqnost: ((¬p) ⇒ (q ∧ ¬q)) ⇒ p



72 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKAZakoni komutativnosti za ∧ i ∨: (p ∧ q) ⇔ (q ∧ p) i (p ∨ q) ⇔ (q ∨ p)Zakon asoijativnosti za ∧: ((p ∧ q) ∧ r) ⇔ (p ∧ (q ∧ r))Zakon asoijativnosti za ∨: ((p ∨ q) ∨ r) ⇔ (p ∨ (q ∨ r))Zakoni apsorpije: (p ∨ (q ∧ p)) ⇔ p i (p ∧ (q ∨ p)) ⇔ pZakon distributivnosti ∧ u odnosu na ∨: ((p∨ q)∧ r) ⇔ ((p∧ r)∨ (q ∧ r))Zakon distributivnosti ∨ u odnosu na ∧: ((p∧ q)∨ r) ⇔ ((p∨ r)∧ (q ∨ r))Modus ponens (modus ponens): (p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ qDe Morganov zakon: (¬(p ∧ q)) ⇔ (¬p ∨ ¬q)De Morganov zakon: (¬(p ∨ q)) ⇔ (¬p ∧ ¬q)Zakon kontrapoziije: (p ⇒ q) ⇔ (¬q ⇒ ¬p)U narednoj teoremi predstavi�emo jox jednu vezu koja postoji izmeÆu for-mule F i formula F p
⊤ i F p

⊥, gde je p neko iskazno slovo formule F .TEOREMA 4Za proizvo	nu formulu F i neko iskazno slovo p va�i da je F ekvivalentnaformuli (p ⇒ F p
⊤) ∧ (¬p ⇒ F p

⊥), tj. formula F ⇔ ((p ⇒ F p
⊤) ∧ (¬p ⇒ F p

⊥)) jetautologija.DOKAZTreba pokazati da je za svaku valuaiju v : F → {0, 1} vrednost
v(F ⇔ ((p ⇒ F p

⊤) ∧ (¬p ⇒ F p
⊥))) jednaka 1. Na osnovu definiije

v za formulu oblika A ⇔ B, to znaqi da treba pokazati da je
v(F ) jednako v((p ⇒ F p

⊤) ∧ (¬p ⇒ F p
⊥)). Po definiiji valuaije vvrednost v((p ⇒ F p

⊤)∧(¬p ⇒ F p
⊥)) raqunamo kao minimum v(p ⇒ F p

⊤)i v(¬p ⇒ F p
⊥), a te vrednosti raqunamo ovako:

v(p ⇒ F p
⊤) = max(1− v(p), v(F p

⊤))

v(¬p ⇒ F p
⊥) = max(1 − v(¬p), v(F p

⊥)).Za da	e raquna�e neophodna nam je vrednost iskaznog slova p valu-aijom v. Za svaku valuaiju v vrednost v(p) je ili 1 ili 0.
⊳1 Ako je v(p) = 1, onda imamo da je v(F ) = v(F p

⊤).Odredimo jox v((p ⇒ F p
⊤) ∧ (¬p ⇒ F p

⊥)). Imamo:
v(p ⇒ F p

⊤) = max(1− 1, v(F p
⊤)) = max(0, v(F p

⊤)) = v(F p
⊤)i

v(¬p ⇒ F p
⊥)) = max(1 − 0, v(F p

⊥)) = max(1, v(F p
⊥)) = 1.Iz toga sledi: v((p ⇒ F p

⊤) ∧ (¬p ⇒ F p
⊥)) = min(v(F p

⊤), 1) = v(F p
⊤).Dobili smo da su obe vrednosti v(F ) i v((p ⇒ F p

⊤) ∧ (¬p ⇒ F p
⊥))jednake v(F p

⊤), pa su jednake meÆusobno.
⊳2 Ako je v(p) = 0, onda imamo da je v(F ) = v(F p

⊥).Na isti naqin kao u ⊳1 dobijamo da je v((p ⇒ F p
⊤) ∧ (¬p ⇒ F p

⊥))jednako v(F p
⊥).



2.2. SEMANTIKA ISKAZNE LOGIKE 73Dakle, imamo da su obe vrednosti v(F ) i v((p ⇒ F p
⊤) ∧ (¬p ⇒ F p

⊥))jednake v(F p
⊥), pa su jednake meÆusobno.Iz ⊳1 i ⊳2 zak	uqujemo da za svaku valuaiju v va�i:

v(F ) = v((p ⇒ F p
⊤) ∧ (¬p ⇒ F p

⊥)),tj.
v(F ⇔ ((p ⇒ F p

⊤) ∧ (¬p ⇒ F p
⊥))) = 1.Dakle, formula F ⇔ ((p ⇒ F p

⊤) ∧ (¬p ⇒ F p
⊥)) je tautologija.

♦U narednom zadatku �emo za deset formula pokazati da su tautologije i tometodom qix�e�a.Zadatak 3
(1.1) Pokazati da je formula p ⇒ (q ⇒ p) tautologija.Pravimo drvo:

q ⇒ ⊤

⊤

⊤

p ⇒ (q ⇒ p)

⊤ ⇒ (q ⇒ ⊤) ⊥ ⇒ (q ⇒ ⊥)

U levoj grani ovog drveta koristili smo redom, po koraima, tau-tologije: (10) i (9), a u �egovoj desnoj grani koristili smo tau-tologiju (12).
(1.2) Pokazati da je (p ⇒(q ⇒ r))⇒((p ⇒ q)⇒(p ⇒ r)) tautologija.Pravimo drvo:

(q ⇒ r) ⇒ (q ⇒ r)

⊤

⊤ ⇒ (⊤ ⇒ ⊤)

⊤ ⇒ ⊤

⊤

(p ⇒ (q ⇒ r)) ⇒ ((p ⇒ q) ⇒ (p ⇒ r))

(⊤ ⇒ (q ⇒ r)) ⇒ ((⊤ ⇒ q) ⇒ (⊤ ⇒ r)) (⊥ ⇒ (q ⇒ r)) ⇒ ((⊥ ⇒ q) ⇒ (⊥ ⇒ r))

U levoj grani ovog drveta koristili smo redom, po koraima, tau-tologije: (10) i refleksivnost implikaije, a u �egovoj desnojgrani koristili smo redom, po koraima, tautologije: (12); (10)i (9).
(1.3) Pokazati da je formula ((p ⇒ q) ⇒ p) ⇒ p tautologija.



74 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKAPravimo drvo:
⊤ (⊤ ⇒ ⊥) ⇒ ⊥

⊥ ⇒ ⊥
⊤

((p ⇒ q) ⇒ p) ⇒ p

((⊤ ⇒ q) ⇒ ⊤) ⇒ ⊤ ((⊥ ⇒ q) ⇒ ⊥) ⇒ ⊥

U levoj grani ovog drveta koristili smo tautologiju (9), a u desnojgrani redom, po koraima, tautologije: (12); (10) i (12).
(1.4) Pokazati da je formula p ⇒ (q ⇒ (p ∧ q)) tautologija.Pravimo drvo:

q ⇒ (⊤ ∧ q)

q ⇒ q

⊤

⊤

p ⇒ (q ⇒ (p ∧ q))

⊤ ⇒ (q ⇒ (⊤ ∧ q)) ⊥ ⇒ (q ⇒ (⊥ ∧ q))

U levoj grani ovog drveta koristili smo redom, po koraima, tau-tologije: (10); (2) i refleksivnost implikaije, a u desnoj tau-tologiju (12).
(1.5) Pokazati da je formula (p ∧ q) ⇒ p tautologija.Pravimo drvo:

⊤ ⊥ ⇒ ⊥

⊤

(p ∧ q) ⇒ p

(⊤ ∧ q) ⇒ ⊤ (⊥ ∧ q) ⇒ ⊥

U desnoj grani ovog drveta koristili smo redom, po koraima, tau-tologije: (4) i (12), a u levoj tautologiju (9).
(1.6) Pokazati da je formula (p ∧ q) ⇒ q tautologija. Postupamoanalogno kao u (1.5).
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(1.7) Pokazati da je formula p ⇒ (p ∨ q) tautologija.Pravimo drvo:

⊤ ⇒ ⊤

⊤

⊤

p ⇒ (p ∨ q)

⊤ ⇒ (⊤ ∨ q) ⊥ ⇒ (⊥ ∨ q)

U levoj grani ovog drveta koristili smo redom, po koraima, tau-tologije: (6) i (10), a u desnoj tautologiju (12).
(1.8) Pokazati da je formula q ⇒ (p ∨ q) tautologija. Postupamoanalogno kao u (1.7).
(1.9) Pokazati da je (p ⇒ r) ⇒ ((q ⇒ r) ⇒ ((p∨q) ⇒ r)) tautologija.Pravimo drvo:

⊤ ⇒ (⊤ ⇒ ⊤)

⊤ ⇒ ⊤

⊤

¬ p ⇒ (¬ q ⇒ ¬(p ∨ q))

¬⊤ ⇒ (¬ q ⇒ ¬(⊤ ∨ q))

⊥ ⇒ (¬ q ⇒ ¬⊤)

⊤

¬⊥ ⇒ (¬ q ⇒ ¬(⊥ ∨ q))

⊤ ⇒ (¬ q ⇒ ¬ q)

¬ q ⇒ ¬ q

⊤

(p ⇒ r) ⇒ ((q ⇒ r) ⇒ ((p ∨ q) ⇒ r))

(p ⇒ ⊤) ⇒ ((q ⇒ ⊤) ⇒ ((p ∨ q) ⇒ ⊤)) (p ⇒ ⊥) ⇒ ((q ⇒ ⊥) ⇒ ((p ∨ q) ⇒ ⊥))

U levoj grani ovog drveta koristili smo redom, po koraima, tau-tologije: (9); (10); (9). U grani od korena do qvora u kome je for-mula ¬p ⇒ (¬q ⇒ ¬(p∨ q)) koristili smo tautologiju (11). U graniu qijem qvoru je formula ¬⊤ ⇒ (¬q ⇒ ¬(⊤ ∨ q)) koristili smoredom, po koraima, tautologije: (17) i (6); (12); a u grani u qijemqvoru je formula ¬⊥ ⇒ (¬q ⇒ ¬(⊥ ∨ q)) koristili smo redom, pokoraima, tautologije: (18) i (8); (10); refleksivnost implikaije.
(1.10) Pokazati da je formula ⊥ ⇒ p tautologija.Pravimo drvo:

⊥ ⇒ p

⊤Koristili smo tautologiju (12).



76 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKAZadatak 4 Posmatrajmo tautologije iz Zadatka 3. Iz tih tau-tologija, na osnovu TEOREME 3, dobijamo redom slede�e tautologije:(1.1) A ⇒ (B ⇒ A)(1.2) (A ⇒ (B ⇒ C)) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C))(1.3) ((A ⇒ B) ⇒ A) ⇒ A(1.4) A ⇒ (B ⇒ (A ∧B))(1.5) (A ∧B) ⇒ A(1.6) (A ∧B) ⇒ B(1.7) A ⇒ (A ∨B)(1.8) B ⇒ (A ∨B)(1.9) (A ⇒ C) ⇒ ((B ⇒ C) ⇒ ((A ∨B) ⇒ C))(1.10) ⊥ ⇒ Agde su A, B i C proizvo	ne formule.Za neke formule F1,..., Fn (n ≥ 1) uopxtenu konjunkiju, ∧n

i=1 Fi, defini-xemo induktivno na slede�i naqin:
(1)

∧1
i=1 Fi = F1

(2)
∧n+1

i=1 Fi = (
∧n

i=1 Fi ∧ Fn+1)Na potpuno isti naqin se definixe uopxtena disjunkija ∨n
i=1 Fi. Na primerza neke formule F1, F2, F3 i F4 imamo∨4

i=1 Fi = (((F1∨F2)∨F3)∨F4) i kako kodpisa�a formula zanemarujemo skroz spo	ne zagrade ta uopxtena disjunkijaje formula ((F1 ∨ F2) ∨ F3) ∨ F4.Koriste�i definiije uopxtene konjunkije i disjunkije, formulixemouopxtene zakone distributivnosti i uopxtene De Morganove zakone koji sutautologije.Zadatak 5 Pokazati da su slede�e formule (n ≥ 2):uopxteni zakon distributivnosti ∧ u odnosu na ∨:
((

n
∨

i=1

Ai) ∧ C) ⇔ (

n
∨

i=1

(Ai ∧ C))uopxteni zakon distributivnosti ∨ u odnosu na ∧:
((

n
∧

i=1

Ai) ∨ C) ⇔ (

n
∧

i=1

(Ai ∨ C))i uopxteni De Morganovi zakoni:
(¬(

n
∨

i=1

Ai)) ⇔ (

n
∧

i=1

¬Ai)

(¬(
n
∧

i=1

Ai)) ⇔ (
n
∨

i=1

¬Ai)tautologije. (Za n = 1 sve ovo formule su oblika F ⇔ F , pa sutautologije.)



2.2. SEMANTIKA ISKAZNE LOGIKE 77Indukijom po broju formula A1, ..., An poka�imo da uopxteni za-kon distributivnosti ∧ u odnosu na ∨ jeste tautologija. (I sadrugim formulama se postupa analogno.)Baza indukije, n = 2, posmatrana formula je oblika
((A1 ∨ A2) ∧ C) ⇔ ((A1 ∧ C) ∨ (A2 ∧ C)),a to je tautologija zakon distributivnosti ∧ u odnosu na ∨.Indukijska pretpostavka je da formula

((

n
∨

i=1

Ai) ∧ C) ⇔ (

n
∨

i=1

(Ai ∧ C))jeste tautologija.Poka�imo da je tautologija i formula
((

n+1
∨

i=1

Ai) ∧ C) ⇔ (
n+1
∨

i=1

(Ai ∧ C))Na osnovu definiije uopxtene disjunkije imamo
∨n+1

i=1 Ai = (
∨n

i=1 Ai ∨ An+1), zato je formula
((

n+1
∨

i=1

Ai) ∧ C) ⇔ ((

n
∨

i=1

Ai ∨ An+1) ∧ C)tautologija. Na osnovu zakona distributivnosti ∧ u odnosu na ∨:
((B ∨D) ∧ C) ⇔ ((B ∧ C) ∨ (D ∧ C)),gde je B formula ∨n

i=1 Ai, a D formula An+1 imamo tautologiju:
((

n
∨

i=1

Ai ∨ An+1) ∧C) ⇔ (((

n
∨

i=1

Ai) ∧ C) ∨ (An+1 ∧ C)).Na kraju, za formulu koja je tautologija po indukijskoj pret-postavi i formulu An+1 ∧ C, na osnovu dela (∨2) LEME O ZAMENIEKVIVALENATA, imamo da je formula
(((

n
∨

i=1

Ai) ∧ C) ∨ (An+1 ∧ C)) ⇔ ((

n
∨

i=1

(Ai ∧C)) ∨ (An+1 ∧ C))tautologija. Posmatrajmo sve navedene tautologije. Svaka od �ihdaje ekvivalentnost formula koje su u �oj povezane veznikom ⇔.Stoga na osnovu tranzitivnosti ekvivalentnosti imamo da je for-mula (
∨n+1

i=1 Ai) ∧ C iz prve tautologije ekvivalentna formuli izposled�e, formuli (
∨n

i=1(Ai ∧C))∨ (An+1 ∧C). Na osnovu defini-ije uopxtene disjunkije za tu formulu va�i:
(

n
∨

i=1

(Ai ∧ C)) ∨ (An+1 ∧C) =

n+1
∨

i=1

(Ai ∧ C).Dakle, formule (
∨n+1

i=1 Ai) ∧ C i ∨n+1
i=1 (Ai ∧ C) su ekvivalentne, tj.imamo tautologiju:

((

n+1
∨

i=1

Ai) ∧ C) ⇔ (

n+1
∨

i=1

(Ai ∧ C)).



78 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKA2.2.4 Jox o zameni ekvivalenataPogledajmo tautologiju modus ponens,
|= (A ∧ (A ⇒ B)) ⇒ Bi proqitajmo je kao da ona predstav	a jedan postupak zak	uqiva�a:ako je istinito A i ako je istinito da iz A sledi B,onda zak	uqujemo da je i B istinito.Koriste�i taj naqin zak	uqiva�a mo�emo od poznatih tautologija da pravimonove tautologije. To svojstvo �emo dokazati u narednoj teoremi, koju �emo (zbog

modus ponensa) nazvati TEOREMA MP.TEOREMA 5 (TEOREMA MP)Ako su formule A i A ⇒ B tautologije, onda je i formula B tautologija.DOKAZFormule A i A ⇒ B su tautologije, pa za svaku valuaiju v va�i:
v(A) = 1 i v(A ⇒ B) = 1. S druge strane, na osnovu definiije v,vrednost v(A ⇒ B) raqunamo ovako:
max(1 − v(A), v(B))=max(1 − 1, v(B))=max(0, v(B))=v(B). Dakle,imamo da je v(A ⇒ B) = 1 i v(A ⇒ B) = v(B), pa zak	uqujemo da je
v(B) jednako 1 za svaku valuaiju v, tj. formula B je tautologija.

♦Odmah poka�imo jednu primenu TEOREME MP. Naime, veoma jednostavno�emo dokazati LEMU O ZAMENI EKVIVALENATA kao poslediu TEOREMEMP. Prvoproxirimo nax spisak poznatih tautologija novim tautologijama za koje mo�e-mo re�i da povezuju veznik ⇔ sa ostalim vezniima.Zadatak 6 Poka�imo da za proizvo	ne formule A, B i C va�i:(T1¬) |= (A ⇔ B) ⇒ (¬A ⇔ ¬B);(T2∧) |= (A ⇔ B) ⇒ ((C ∧ A) ⇔ (C ∧B)) i
|= (A ⇔ B) ⇒ ((A ∧ C) ⇔ (B ∧ C));(T3∨) |= (A ⇔ B) ⇒ ((C ∨ A) ⇔ (C ∨B)) i
|= (A ⇔ B) ⇒ ((A ∨ C) ⇔ (B ∨ C));(T4⇒) |= (A ⇔ B) ⇒ ((C ⇒ A) ⇔ (C ⇒ B)) i
|= (A ⇔ B) ⇒ ((A ⇒ C) ⇔ (B ⇒ C));(T5⇔) |= (A ⇔ B) ⇒ ((C ⇔ A) ⇔ (C ⇔ B)) i
|= (A ⇔ B) ⇒ ((A ⇔ C) ⇔ (B ⇔ C)).Pokaza�emo samo da je druga formula iz dela (T2∧) tautologija.Za bilo koju valuaiju v vrednost v(A ⇔ B) mo�e biti ili 1 ili0. Kada je v(A ⇔ B) jednako 1, onda va�i v(A) = v(B), pa dobijamo:

v(A ∧ C) = min(v(A), v(C)) = min(v(B), v(C)) = v(B ∧ C). Dakle,
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v((A ⇔ B) ⇒ ((A ∧ C) ⇔ (B ∧ C))) = 1. Ako je v(A ⇔ B) = 0, ondaodmah, na osnovu definiije valuaije v, dobijamo da je vrednost
v((A ⇔ B) ⇒ ((A ∧ C) ⇔ (B ∧ C))) jednaka 1. Dakle, pokazali smoda je formula (A ⇔ B) ⇒ ((A ∧ C) ⇔ (B ∧ C)) tautologija. Saostalim formulama postupamo sliqno kao sa ovom formulom.A sada evo dokaza LEME O ZAMENI EKVIVALENATA.DOKAZ LEME O ZAMENI EKVIVALENATA KAO POSLEDICE TEOREME MPImamo da je pretpostavka LEME O ZAMENI EKVIVALENATA tautologija
|= A ⇔ B i jox posmatramo proizvo	nu formulu C.Doka�imo deo (1). Iz tautologije |= A ⇔ B i tautologije (T1¬)
|= (A ⇔ B) ⇒ (¬A ⇔ ¬B) iz Zadatka 6, na osnovu TEOREME MP,dobijamo tautologiju |= ¬A ⇔ ¬B.Xto se tiqe dela (2), dokaza�emo samo sluqaj (∧2), a ostali sluqa-jevi se dokazuju analogno. Iz tautologije |= A ⇔ B i tautologije
|= (A ⇔ B) ⇒ ((A ∧C) ⇔ (B ∧C)) iz Zadatka 6, na osnovu TEOREME
MP, dobijamo tautologiju |= (A ∧ C) ⇔ (B ∧ C).

♦Na kraju ovog ode	ka, poka�imo jox jednu poslediu TEOREME O ZAMENIEKVIVALENATA. To je osobina koja govori o vezi ekvivalentnih formula i bi-narnih veznika.Zadatak 7 Ako je |= A ⇔ B i |= C ⇔ D,onda je (1∧) |= (A ∧ C) ⇔ (B ∧D);(2∨) |= (A ∨ C) ⇔ (B ∨D);(3⇒) |= (A ⇒ C) ⇔ (B ⇒ D);(4⇔) |= (A ⇔ C) ⇔ (B ⇔ D).Naravno da ovu osobinu mo�emo dokazati na slede�i naqin: ko-riste�i pretpostavke |= A ⇔ B i |= C ⇔ D, utvrdi�emo da svakaod navedenih formula za svaku valuaiju v ima vrednost 1. Alimi �emo tu osobinu dokazati kao poslediu TEOREME O ZAMENIEKVIVALENATA. Taqnije, pokaza�emo samo deo (2∨), tj. da va�i
|= (A ∨ C) ⇔ (B ∨D), a ostali sluqajevi se dokazuju analogno.Za formulu p ∨ C i tautologiju |= A ⇔ B TEOREMA O ZAMENI EK-VIVALENATA daje slede�u tautologiju: |= (p ∨ C)pA ⇔ (p ∨ C)pB, tj.
|= (A ∨ C) ⇔ (B ∨ C). Za formulu B ∨ p i tautologiju |= C ⇔ DTEOREMA O ZAMENI EKVIVALENATA daje: |= (B ∨ p)pC ⇔ (B ∨ p)pD, tj.tautologiju |= (B ∨ C) ⇔ (B ∨D).Iz tautologija |= (A∨C) ⇔ (B∨C) i |= (B∨C) ⇔ (B∨D) dobijamoredom: A∨C ≡ B∨C i B∨C ≡ B∨D. Na kraju, koriste�i tranzi-tivnost relaije ≡, dobijamo A∨C ≡ B∨D, tj. |= (A∨C) ⇔ (B∨D).



80 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKA2.3 Bulove algebreU ovom ode	ku predstavi�emo nekoliko veoma va�nih algebarskih struktura.Polazixte nam je jedan neprazan skup B sa svojim elementima. Posmatra�emoneke operaije nad tim skupom, zahteva�emo razliqite osobine za te operaijei na taj naqin graditi razliqite strukture. Odmah reimo da �e inspiraijaza prav	e�e tih struktura biti partitivni skup nekog nepraznog skupa X ,skup P(X), sa svojim elementima: podskupovima odX , dobro poznate operaijena skupovima: presek, unija, komplement i osobine nekih od tih operaija: ko-mutativnost, asoijativnost i dr. Tu vezu koja uvek postoji izmeÆu defini-ije neke strukture i konkretnog primera te strukture predstavi�emo u nared-nom jednostavnom primeru.Primer 1 Definixemo jednu strukturu na slede�i naqin: svakaalgebarska struktura sa komutativnom operaijom ⋆ na �enom nosa-qu je jedna k-struktura. Odmah se pitamo: da li postoji primertakve strukture? I odgovor je: postoji. Za neki skup X , �egovpartitivni skup P(X) i operaija presek skupova qine jednu k-strukturu (P(X),∩). Ima jox primera: skup prirodnih brojevai operaija sabira�e, (N,+), pa skup elih brojeva i operaijamno�e�e, (Z, ·) i dr. Sada posmatramo primer k-strukture (P(X),∩)i pitamo se: koju jox osobinu ima operaija presek skupova? Naprimer za proizvo	an element Y iz P(X) va�i: Y ∩ Y = Y . Taosobina operaije ∩ nam je inspiraija da definixemo novu vrstustrukture, strukturu sa skupom B, binarnom operaijom ∩ za kojuva�i komutativnost i za svaki element b iz B va�i b ∩ b = b.Odmah znamo da je jedan primer te nove strukture (P(X),∩). Dali su (N,+) i (Z, ·) primeri i te nove strukture? Odgovor je: ne.Obrazlo�e�e za strukturu (N,+) je slede�e: sabira�e jeste ko-mutativna operaija, ali za proizvo	an prirodan broj n ne va�i
n+ n = n.Sada kada smo upoznali tu vezu izmeÆu definiija razliqitih strukturai konkretnih primera tih struktura predstavi�emo neke veoma znaqajne alge-barske strukture.2.3.1 Mre�ePre nego xto damo definiiju strukture koju �emo zvati mre�a, pogledajmoprvo jedan primer.Primer 2 Posmatrajmo proizvo	an konaqan neprazan skup X i�egov partitivni skup P(X). Zatim na skupu P(X) posmatrajmopoznate operaije uniju i presek. Jasno je da za bilo koja dva pod-skupa A i B skupa X , tj. elementa skupa P(X) va�i: A∪B i A∩B



2.3. BULOVE ALGEBRE 81su podskupovi skupa X i pripadaju skupu P(X). Osim toga, za bilokoja tri elementa A, B i C skupa P(X) va�e i slede�e osobine:
(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) i (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)

A ∩B = B ∩ A i A ∪B = B ∪ A
A ∩ A = A i A ∪ A = A

A ∩ (B ∪ A) = A i A ∪ (B ∩A) = AStruktura koja se sastoji od nepraznog skupa i dve binarne ope-raije na tom skupu sa navedenim osobinama je jedna mre�a. Dakle,
(P(X),∩,∪) je primer jedne mre�e.Navedimo sada definiiju mre�e.Definiija mre�eNeka je B proizvo	an neprazan skup i ∩ i ∪ dve binarne operaijedefinisane na tom skupu. Struktura B = (B,∩,∪) je mre�a AKKOza operaije ∩ i ∪ i proizvo	ne elemente a, b i c skupa B va�eslede�e osobine:asoijativnost: (a∩b)∩c = a∩(b∩c) (a∪b)∪c = a∪(b∪c)komutativnost: a ∩ b = b ∩ a a ∪ b = b ∪ aidempotentnost: a ∩ a = a a ∪ a = azakoni apsorpije: a ∩ (b ∪ a) = a a ∪ (b ∩ a) = aMo�emo nad nekim skupom B posmatrati samo jednu binarnu operaijusa osobinama navedenim u definiiji mre�e. Takva struktura naziva sepolumre�a.Definiija polumre�eNeka je B proizvo	an skup i ∩ binarna operaija definisana natom skupu. Struktura B = (B,∩) je polumre�a AKKO za operaiju
∩ va�i asoijativnost, komutativnost i idempotentnost.Primetimo da svaku mre�u B = (B,∩,∪) qine dve polumre�e B1 = (B,∩)i B2 = (B,∪) i jox imamo dodatna svojstva koja povezuju operaije ∩ i ∪, tj.za te operaije va�e zakoni apsorpije.Zadatak 1 Posmatrajmo jednu mre�u B = (B,∩,∪). Poka�imo daje binarna relaija ≤ na skupu B definisana na slede�i naqin:

a ≤ b AKKO a ∩ b = a (∗)jedna relaija parijalnog ureÆe�a.Da li je relaija ≤ refleksivna, tj. da li je a ≤ a? U stvaripita�e je: da li va�i a ∩ a = a? Odgovor je da. Dakle, va�irefleksivnost.Da li je relaija ≤ tranzitivna, tj. da li va�i: ako je a ≤ b



82 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKAi b ≤ c, onda je a ≤ c? Po definiiji relaije ≤ to znaqi daispitujemo da li va�i slede�a osobina: ako je a ∩ b = a i b ∩ c = b,onda je a ∩ c = a. Po prvoj pretpostavi imamo: a = a ∩ b. U tojjednakosti, koriste�i drugu pretpostavku, b zame�ujemo sa b ∩ c idobijamo a = a∩ (b∩ c). Zatim koristimo asoijativnost operaije
∩ i dobijamo a = (a ∩ b) ∩ c. Na osnovu prve pretpostavke a ∩ bje jednako a, pa u (a ∩ b) ∩ c deo a ∩ b zame�ujemo sa a i dobijamo:
a = a ∩ c. Dakle, va�i a ≤ c, tj. relaija ≤ je tranzitivna.Da li je relaija ≤ antisimetriqna, tj. da li va�i: ako je a ≤ bi b ≤ a, onda je a = b? Po definiiji relaije ≤ to znaqi daispitujemo da li va�i slede�a osobina: ako je a ∩ b = a i b ∩ a = b,onda je a = b. Na osnovu komutativnosti ∩ imamo a ∩ b = b ∩ a.Dakle, a = b. To znaqi da je relaija ≤ antisimetriqna.Dakle, relaija ≤ je jedno parijalno ureÆe�e na skupu B.Pogledajmo jox jedan naqin definisa�a relaije ≤ na skupu B za nekumre�u B = (B,∩,∪):

a ≤ b AKKO a ∪ b = b (∗∗)U slede�em zadatku vide�emo da relaija data definiijom (**) i relaijadata definiijom (*) u Zadataku 1 predstav	aju istu relaiju parijalnogureÆe�a.Zadatak 2 Poka�imo da u svakoj mre�i B = (B,∩,∪) za proizvo	neelemente a i b va�i: a ∩ b = a ako i samo ako a ∪ b = b.Ako je a∩b = a, onda polaze�i od a∪b element a zame�ujemo sa a∩b idobijamo a∪b = (a∩b)∪b. Sada, koriste�i komutativnost operaije
∪, imamo a∪ b = b∪ (a∩ b). Konaqno, zakon apsorpije b∪ (a∩ b) = b,daje a ∪ b = b. S druge strane, ako je a ∪ b = b, koriste�i redom tuosobinu, komutativnost operaije ∪ i zakon apsorpije, dobijamo:
a ∩ b = a ∩ (a ∪ b) = a ∩ (b ∪ a) = a.Osobine operaija unije i preseka skupova, koje va�e za elemente skupa

P(X) mre�e (P(X),∩,∪), bi�e nam inspiraija za definisa�e i drugih struk-tura bogatijih od mre�e. Zato se vratimo naxem primeru mre�e (P(X),∩,∪)i podsetimo se da za operaije preseka i unije skupova, operaije ∩ i ∪, va�ei zakoni distributivnosti. Stoga i u proizvo	noj mre�i (B,∩,∪) mo�emoispitati da li za �ene operaije ∩ i ∪ va�e distributivni zakoni. Ako va�e,onda �emo takvu mre�u zvati distributivna mre�a.Definiija distributivne mre�eMre�a B = (B,∩,∪) je distributivna mre�a AKKO za operaije
∩ i ∪ pored osobina koje za �ih va�e u mre�i, va�e i zakonidistributivnosti:
(a ∩ b) ∪ c = (a ∪ c) ∩ (b ∪ c) i (a ∪ b) ∩ c = (a ∩ c) ∪ (b ∩ c)za proizvo	ne elemente a, b i c skupa B.



2.3. BULOVE ALGEBRE 83Tako je za proizvo	an neprazan skup X struktura (P(X),∩,∪) jedna dis-tributivna mre�a.2.3.2 Bulove algebrePosmatramo proizvo	an neprazan skup X i �egov partitivni skup P(X). Akoho�emo da definixemo algebarsku strukturu koja kao svoj primer ima parti-tivni skup P(X), sve skupovne operaije (presek, unija i komplement) i dabudu istaknuta dva va�na elementa tog skupa, prazan skup i eo skup X , ondatu strukturu definixemo na slede�i naqin.Definiija Bulove algebreNeka je B = (B,∩,∪) jedna distributivna mre�a. Na skupu B imamojox i jednu unarnu operaiju − i dve nularne operaije: istaknuteelemente 0 i 1. Ako za proizvo	an element a skupa B i operaije
∩,∪,− , 0 i 1 va�e slede�e osobine:

a ∩ 0 = 0 a ∪ 1 = 1
a ∩ a = 0 a ∪ a = 1onda je struktura B = (B,∩,∪,− , 0, 1) Bulova algebra.Pre nego xto damo primere Bulovih algebri, poka�imo odmah jox nekeosobine koje va�e za operaije Bulove algebre.Zadatak 3 U definiiji Bulove algebre imamo da je a ∩ 0 = 0, aonda se postav	a pita�e qemu je jednako a∪0? Koriste�i a∩ a = 0 u

a∪ 0 nulu zame�ujemo sa a∩a i dobijamo a∪0 = a∪(a∩a). Na osnovukomutativnosti ∩ i apsorpije imamo: a ∪ (a ∩ a) = a ∪ (a ∩ a) = a.Dakle, a ∪ 0 = a.U definiiji Bulove algebre imamo da va�i a ∪ 1 = 1, a pita�eje qemu je jednako a ∩ 1? Koriste�i jednakost a ∪ a = 1 u a ∩ 1jediniu zame�ujemo sa a ∪ a i dobijamo a ∩ 1 = a ∩ (a ∪ a), a naosnovu komutativnosti operaije ∪ i zakona apsorpije izraz sadesne strane jednakosti je jednak a. Dakle, a ∩ 1 = a.Poka�imo da je 0 = 1 i 1 = 0. Za a = 0 jednakost a ∪ 0 = a je
0∪ 0 = 0. Osim toga, za a = 0 jednakost a∪a = 1 je 0∪ 0 = 1. Dakle,
0 = 1. Isto tako, a ∩ 1 = a za a = 1 i a ∩ a = 0 za a = 1 daju 1 = 0.A evo i nekoliko primera Bulovih algebri sa partitivnim skupom nekogskupa X i operaijama na tom skupu P(X).Primer 3 Imamo skup {∅} i �egov partitivni skup P({∅}) = {∅, {∅}}.Ako su operaije ∩ i ∪ uobiqajene skupovne operaije redom pre-sek i unija, a unarna operaija − je operaija komplement skupa:
∅ = {∅} i {∅} = ∅, tada je struktura (P({∅}),∩,∪,− , ∅, {∅}) jedna



84 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKABulova algebra. Istaknimo da je struktura (P({∅}),∩,∪,− , ∅, {∅})najma�a mogu�a Bulova algebra koja ima samo dva elementa, pa sezove Bulova algebra 2.Primer 4 Posmatrajmo skup od dva elemenata, skup {0, 1}. �e-gov partitivni skup P({0, 1}) = {∅, {0}, {1}, {0, 1}} ima qetiri ele-menta. Opet imamo uobiqajene operaije preseka i unije na skupu
P({0, 1}), a na slede�i naqin definixemo rezultate operaije kom-plement: {0} = {1}, {1} = {0}, ∅ = {0, 1} i {0, 1} = ∅. Dobijamo daje struktura (P({0, 1}),∩,∪,− , ∅, {0, 1}) jedna Bulova algebra i toBulova algebra 4 (jer ima qetiri elementa).Primer 5 Posmatrajmo proizvo	an skup X i �egov partitivniskup P(X). Ve� smo videli da je struktura (P(X),∩,∪) jedna dis-tributivna mre�a. Xtavixe, struktura (P(X),∩,∪,− , ∅, X) je jednaBulova algebra. Ako skup X ima n elemenata, onda znamo da skup
P(X) ima 2n elemenata.Sada �emo na jedan, mo�emo re�i, neobiqan naqin posmatrati iskazne for-mule i predstaviti veoma znaqajan primer Bulove algebre.Primer 6 Lindenbaumova algebraPosmatramo skup svih formula iskazne logike, skup F . Pokazalismo da je ekvivalentnost formula, relaija ≡, jedna relaija ek-vivalenije na skupu F . Ta relaija razbija skup F na klase ek-vivalenije. Proizvo	na klasa ekvivalenije te relaije, klasaneke formule A, sadr�i sve formule C ekvivalentne formuli A,
A ≡ C, tj. sve formule C za koje va�i |= A ⇔ C. Klasu ekvivalen-ije formule A oznaqava�emo [A]. Znamo da za klase ekvivalenijeneke relaije ekvivalenije ρ nad nekim skupom X i dva razliqitaelementa x i y tog skupa va�i: ako su x i y u relaiji ρ, onda su�ihove klase jednake, a ako x i y nisu u relaiji ρ, onda su �ihoveklase disjunktne. U naxem sluqaju to znaqi da za dve proizvo	neformule A i B skupa F va�i:ako je |= A ⇔ B, onda je [A] = [B] iako ne va�i |= A ⇔ B, onda je [A] ∩ [B] = ∅.Setimo se i da smo posebno izdvojili klase ekvivalenije formula
⊤ i ⊥. Klasa [⊤] je skup svih tautologija, a klasu formule ⊥, klasu
[⊥], qine sve kontradikije.Sada posmatrajmo skup [F ] qiji su elementi klase ekvivalenijesvih iskaznih formula skupa F . Na tom skupu definiximo bi-narne operaije ∧ i ∨ i unarnu operaiju ¬. Ako su [A] i [B]proizvo	ni elementi skupa [F ], onda:

[A] ∧ [B] =def [A ∧B]
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[A] ∨ [B] =def [A ∨B]

¬[A] =def [¬A]gde je jasno da klase [A ∧ B], [A ∨B] i [¬A] qine sve formule C zakoje va�i redom |= (A ∧B) ⇔ C, |= (A ∨B) ⇔ C i |= (¬A) ⇔ C.Treba proveriti da li su ove definiije korektne. Proveri�emokorektnost samo definiije
[A] ∧ [B] =def [A ∧B],a provera korektnosti druge dve definiije se radi sliqno. Moramopokazati da za bilo koju formulu C iz [A] i bilo koju formulu Diz [B] va�i [A∧B] = [C∧D], tj. da vrednost operaije ∧ na klasama

[A] i [B] ne zavisi od izbora elemenata iz tih klasa. Iz C ∈ [A] i
D ∈ [B] redom imamo |= A ⇔ C i |= B ⇔ D. Odatle, na osnovu dela(1∧) Zadatka 7 iz ode	ka 2.2.4, dobijamo |= (A ∧ B) ⇔ (C ∧ D), tj.
[A ∧B] = [C ∧D].Struktura ([F ],∧,∨,¬, [⊥], [⊤]) je jedna Bulova algebra, i ta se struk-tura zove Lindenbaumova algebra.Poka�imo da ([F ],∧,∨,¬, [⊥], [⊤]) stvarno jeste Bulova algebra, tj.proverimo da li za elemente skupa [F ] i operaije ∧, ∨, ¬, [⊥] i
[⊤] definisane na tom skupu, va�e osobine iz definiije Bulovealgebre.Asoijativnost: Za proizvo	ne iskazne formule A, B i C, po defi-niiji operaije ∧ na [F ], klasa ([A]∧[B])∧[C] je klasa [(A∧B)∧C].Formula (A ∧ B) ∧ C je ekvivalentna formuli A ∧ (B ∧ C), tj.
|= ((A ∧B) ∧C) ⇔ (A ∧ (B ∧C)), pa na osnovu definiije klasa iz
[F ] imamo [(A∧B)∧C] = [A∧ (B ∧C)]. S druge strane, po defini-iji operaije ∧ na skupu [F ], imamo da je [A] ∧ ([B] ∧ [C]) klasa
[A ∧ (B ∧ C)]. Dakle, ([A] ∧ [B]) ∧ [C] = [A] ∧ ([B] ∧ [C]). Osobina
([A] ∨ [B]) ∨ [C] = [A] ∨ ([B] ∨ [C]) se dokazuje analogno.Komutativnost: Za proizvo	ne iskazne formule A i B, po defi-niiji operaije ∧ na skupu [F ], klasa [A] ∧ [B] je klasa [A ∧ B].Formule A∧B i B∧A su ekvivalentne, tj. |= (A∧B) ⇔ (B∧A), pana osnovu definiije klasa iz [F ] imamo [A∧B] = [B ∧A]. S drugestrane, po definiiji operaije ∧ na skupu [F ] imamo da je [B]∧ [A]klasa [B∧A]. Dakle, [A]∧[B] = [B]∧[A]. Osobina [A]∨[B] = [B]∨[A]se dokazuje analogno.Idempotentnost: Za proizvo	nu iskaznu formulu A, po defini-iji operaije ∧ na skupu [F ], klasa [A]∧ [A] je klasa [A∧A]. For-mula A ∧ A je ekvivalentna formuli A, tj. |= (A ∧ A) ⇔ A, pana osnovu definiije klasa iz [F ] imamo [A ∧ A] = [A]. Dakle,
[A] ∧ [A] = [A]. Osobina [A] ∨ [A] = [A] se dokazuje analogno.Zakoni apsorpije: Za proizvo	ne iskazne formule A i B, po defi-niijama operaija ∧ i ∨ na skupu [F ], klasa [A] ∨ ([B] ∧ [A]) jeklasa [A ∨ (B ∧ A)]. Formula A ∨ (B ∧ A) je ekvivalentna formuli
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A, tj. |= (A ∨ (B ∧ A)) ⇔ A, pa na osnovu definiije klasa iz [F ]imamo [A ∨ (B ∧ A)] = [A]. Dakle, [A] ∨ ([B] ∧ [A]) = [A]. Osobina
[A] ∧ ([B] ∨ [A]) = [A] se dokazuje analogno.Distributivnost: Za proizvo	ne iskazne formule A, B i C, podefiniijama operaija ∧ i ∨ na [F ], klasa ([A] ∧ [B]) ∨ [C] jeklasa [(A ∧ B) ∨ C]. Formula (A ∧ B) ∨ C je ekvivalentna for-muli (A∨C)∧ (B ∨C), pa na osnovu definiije klasa iz [F ] imamo
[(A∧B)∨C] = [(A∨C)∧ (B ∨C)]. S druge strane, po definiijamaoperaija ∧ i ∨ na skupu [F ], imamo da je ([A]∨[C])∧([B]∨[C]) klasa
[(A ∨C) ∧ (B ∨C)]. Dakle, ([A] ∧ [B]) ∨ [C] = ([A]∨ [C]) ∧ ([B] ∨ [C]).Osobina ([A]∨[B])∧[C] = ([A]∧[C])∨([B]∧[C]) se dokazuje analogno.Ostale osobine Bulove algebre:Po definiiji operaije ∧ na skupu [F ] klasa [A] ∧ [⊥] je [A ∧ ⊥].Formula A ∧⊥ je ekvivalentna ⊥, tj. |= (A ∧⊥) ⇔ ⊥, pa na osnovudefiniije klasa iz [F ] imamo [A∧⊥] = [⊥]. Dakle, [A]∧ [⊥] = [⊥].Osobina [A] ∨ [⊤] = [⊤] se dokazuje analogno.Po definiiji operaija ∧ i ¬ na skupu [F ] klasa [A] ∧ ¬[A] je
[A ∧ ¬A]. Formula A ∧ ¬A je ekvivalentna ⊥, tj. |= (A ∧ ¬A) ⇔ ⊥,pa na osnovu definiije klasa iz [F ] imamo [A ∧ ¬A] = [⊥]. Dakle,
[A] ∧ ¬[A] = [⊥]. Osobina [A] ∨ ¬[A] = [⊤] se dokazuje analogno.Zak	uqujemo da struktura ([F ],∧,∨,¬, [⊥], [⊤]) jeste jedna Bulovaalgebra.2.4 O vezniima2.4.1 Baze veznikaNaxa definiija alfabeta iskazne logike iz ode	ka 2.1.1 je veznike ∧, ∨, ⇒i ⊥ odredila kao osnovne, a preostali veznii, veznii ⇔, ¬ i ⊤, definisanisu pomo�u osnovnih slede�im definiijama:

p ⇔ q =def (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p), ¬p =def p ⇒ ⊥ i ⊤ =def ⊥ ⇒ ⊥.U ovim definiijama nizovi simbola sa leve strane =def (meÆu kojima jenovi simbol za veznik) su zamena za niz simbola sa desne strane =def kojiqine simboli alfabeta iskazne logike i koji je iskazna formula. Mo�emopostaviti pita�e: zaxto smo veznike ⇔, ¬ i ⊤ predstavili pomo�u osnovnihveznika bax tim formulama? Odgovor je da su ove definiije inspirisanesemantikom iskazne logike. Naime, kada smo definisali alfabet iskaznelogike mi smo mogli da za osnovne veznike izaberemo sve poznate veznike,tj. da za skup logiqkih veznika alfabeta iskazne logike uzmemo eo skup
{∧,∨,⇒,⇔,¬,⊤,⊥}. Tada ne bismo imali potrebu da definixemo veznike ⇔,
¬ i ⊤, ali bismo morali u interpretaiji jezika da odredimo koje operaijena skupu I = {0, 1} odgovaraju tim vezniima. Naravno da bi to bile bax



2.4. O VEZNICIMA 87odgovaraju�e operaije ⇔, ¬ i ⊤ na skupu I = {0, 1} predstav	ene u ode	ku2.2.1. Tom interpretaijom formule p ⇔ q, ¬p i ⊤ bi bile ekvivalentne redomformulama (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p), p ⇒ ⊥ i ⊥ ⇒ ⊥. Ekvivalentnost tih formulaje razlog za navedene definiije veznika ⇔, ¬ i ⊤.Vratimo se alfabetu sa osnovnim vezniima ∧, ∨, ⇒ i ⊥ i reimo nextoo obliku datih definiija veznika ⇔, ¬ i ⊤. Definisa�e novih veznikapodrazumeva slede�e: prav	e�e novog niza simbola, u kome se pojav	uje noviveznik i iskazna slova koje on povezuje, kao zamenu za neku iskaznu formuluu kojoj se pojav	uju veznii ∧, ∨, ⇒ i ⊥ i iskazna slova. Na primer, udefiniiji:
p ⇔ q =def (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)formula p ⇔ q sa novim veznikom ⇔ i iskaznim slovima p i q zame�ujeformulu (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p) u kojoj se pojav	uju ista iskazna slova p i q iveznii ⇒ i ∧.Name�e se pita�e: da li skup {∧,∨,⇒,⇔,¬,⊤,⊥} ima jox neki pravipodskup (osim {∧,∨,⇒,⊥}) sa osobinom da se ostali �egovi veznii mogudefinisati pomo�u veznika tog podskupa i to tako da te definiije povezujumeÆusobno ekvivalentne formule? Odgovor je: da. U narednim zadaimapredstavi�emo podskupove skupa {∧,∨,⇒,⇔,¬,⊤,⊥} sa tom osobinom.Zadatak 1 Poka�imo da je veznike skupa {∧,∨,⇒,⇔,¬,⊤,⊥} mogu-�e definisati pomo�u veznika skupa {∨,¬}. (Primetimo da kakosmo ⇔ i ⊤ ve� definisali pomo�u veznika skupa {∧,∨,⇒,⊥}, ondabi bilo dovo	no da samo ∧, ⇒ i ⊥ definixemo pomo�u ∨ i ¬.)(veznik ∧) Koriste�i osobinu da ako je formula C ⇔ D tautologija,onda je i ¬C ⇔¬D tautologija, iz |= (¬(p∧ q)) ⇔ (¬p∨¬q) (De Mo-rganov zakon), dobijamo tautologiju: |= (¬¬(p ∧ q)) ⇔ (¬(¬p ∨ ¬q)),tj. va�i: ¬¬(p ∧ q) ≡ ¬(¬p ∨ ¬q). Iz |= (¬¬(p ∧ q)) ⇔ (p ∧ q) (zakondvojne negaije), dobijamo: ¬¬(p ∧ q) ≡ p ∧ q. Dakle, na osnovusimetriqnosti i tranzitivnosti ≡ dobijamo: ¬(¬p ∨ ¬q) ≡ p ∧ q.Stoga veznik ∧ definixemo na slede�i naqin:

p ∧ q =def ¬(¬p ∨ ¬q) (∧def )(veznik ⇒) Tautologijom |= (p ⇒ q) ⇔ (¬p∨q) (zakon zamene impli-kaije), veznik ⇒ je predstav	en pomo�u ∨ i ¬. Dakle, veznik ⇒definixemo na slede�i naqin:
p ⇒ q =def ¬p ∨ q (⇒def )(veznik ⇔) Formula p ⇔ q je zamena za (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p). Veznike

⇒ i ∧ smo ve� definisali pomo�u veznika ∨ i ¬. Koriste�i tedefiniije, dobijamo:
p ⇔ q =def ¬((¬(¬p ∨ q)) ∨ (¬(¬q ∨ p))) (⇔def )(veznik ⊤) Na osnovu zakona isk	uqe�a tre�eg, |= p ∨ ¬p, formula

p ∨ ¬p je tautologija, tj. ekvivalentna je formuli ⊤. Zato veznik
⊤ definixemo na slede�i naqin:
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⊤ =def p ∨ ¬p (⊤def )(veznik ⊥) Imamo da su formule p∨¬p i ⊤ ekvivalentne. Kao xtosmo pokazali, onda su i �ihove negaije, formule ¬(p ∨ ¬p) i ⊥,ekvivalentne: ¬(p ∨ ¬p) ≡ ⊥. Dakle, definiija veznika ⊥ je:
⊥ =def ¬(p ∨ ¬p) (⊥def )Zadatak 2 Poka�imo sada da je pomo�u veznika skupa {∧,¬} mogu�edefinisati ostale veznike.(veznik ∨) Znamo da ako je formula C ⇔ D tautologija, onda je i

¬C ⇔ ¬D tautologija, pa iz |= (¬(p∨ q)) ⇔ (¬p∧¬q) (De Morganovzakon), dobijamo tautologiju: |= (¬¬(p ∨ q)) ⇔ (¬(¬p ∧ ¬q)), tj.
¬¬(p ∨ q) ≡ ¬(¬p ∧ ¬q). Iz |= (¬¬(p ∨ q)) ⇔ (p ∨ q) (zakon dvojnenegaije), dobijamo: ¬¬(p ∨ q) ≡ p ∨ q. Zatim, na osnovu simetriq-nosti i tranzitivnosti ≡, imamo: ¬(¬p∧¬q) ≡ p∨q. Dakle, veznik
∨ definixemo:

p ∨ q =def ¬(¬p ∧ ¬q) (∨def )(veznik ⇒) Imamo tautologiju |= (p ⇒ q) ⇔ (¬p ∨ q) (zakon zameneimplikaije). Veznik ∨ smo ve� definisali pomo�u veznika ∧ i ¬.Koriste�i tu definiiju, dobijamo: |= (p ⇒ q) ⇔ (¬(¬¬p∧¬q)). Iztautologije |= ¬¬p ⇔ p (zakon dvojne negaije) na osnovu TEOREMEO ZAMENI EKVIVALENATA dobijamo |= (p ⇒ q) ⇔ (¬(p ∧ ¬q)), tj.
p ⇒ q ≡ ¬(p∧¬q). Dakle, veznik ⇒ definixemo na slede�i naqin:

p ⇒ q =def ¬(p ∧ ¬q) (⇒def )(veznik ⇔) Formula p ⇔ q je zamena za (p ⇒ q)∧ (q ⇒ p). Veznik ⇒smo ve� definisali pomo�u veznika ∧ i ¬. Koriste�i tu defini-iju, dobijamo:
p ⇔ q =def (¬(p ∧ ¬q)) ∧ (¬(q ∧ ¬p)) (⇔def )(veznik ⊥) Formula p ∧ ¬p je kontradikija, pa imamo:

⊥ =def p ∧ ¬p (⊥def )(veznik ⊤) Veznik ⊤ definixemo na slede�i naqin:
⊤ =def ¬(p ∧ ¬p) (⊤def )Na redu je skup {⇒,¬}.Zadatak 3 Poka�imo da je pomo�u veznika skupa {⇒,¬} mogu�edefinisati ostale veznike.(veznik ∧) Koristimo osobinu da ako je formula C ⇔ D tautologija,onda je i formula ¬C ⇔ ¬D tautologija, pa iz De Morganovog za-kona |= (¬(p∧q)) ⇔ (¬p∨¬q) dobijamo: |= (¬¬(p∧q)) ⇔ (¬(¬p∨¬q)),tj. ekvivalentnost formula: ¬¬(p∧q) ≡ ¬(¬p∨¬q). Na osnovu isteosobine, iz tautologije |= (p ⇒ ¬q) ⇔ (¬p ∨ ¬q) (zakona zamene



2.4. O VEZNICIMA 89implikaije), dobijamo: |= (¬(p ⇒ ¬q)) ⇔ (¬(¬p ∨ ¬q)), pa va�i
¬(p ⇒ ¬q) ≡ ¬(¬p∨¬q). Zakon dvojne negaije |= (¬¬(p∧q)) ⇔ (p∧q)nam daje ekvivalentnost formula ¬¬(p∧q) i p∧q: ¬¬(p∧q) ≡ p∧q.Iz ¬¬(p ∧ q) ≡ ¬(¬p ∨¬q), ¬(p⇒¬q)≡¬(¬p ∨ ¬q) i ¬¬(p ∧ q) ≡ p∧ q,koriste�i simetriqnost i tranzitivnost relaije ≡, dobijamo:
¬(p ⇒ ¬q) ≡ p ∧ q. Dakle, definiija ∧ je:

p ∧ q =def ¬(p ⇒ ¬q) (∧def )(veznik ∨) U |= (¬p ⇒ q) ⇔ (¬¬p ∨ q) (zakon zamene implikaije)formulu ¬¬p zame�ujemo �oj ekvivalentnom formulom p i na os-novu TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATA dobijamo tautologiju:
|= (¬p ⇒ q) ⇔ (p ∨ q). Dakle, veznik ∨ definixemo:

p ∨ q =def (¬p ⇒ q) (∨def )(veznik ⇔) Formula p ⇔ q je zamena za (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p). Veznik ∧smo ve� definisali pomo�u veznika ⇒ i ¬. Koriste�i tu defini-iju, dobijamo:
p ⇔ q =def ¬((p ⇒ q) ⇒ (¬(q ⇒ p))) (⇔def )(veznik ⊥) Veznik ⊥ definixemo na slede�i naqin:

⊥ =def ¬(p ⇒ p) (⊥def )(veznik ⊤) Veznik ⊤ definixemo na slede�i naqin:
⊤ =def p ⇒ p (⊤def )Na kraju imamo skup {⇒,⊥}.Zadatak 4 Koriste�i prethodni zadatak, Zadatak 3, u kome smopomo�u veznika ⇒ i ¬ definisali ostale veznike, i koriste�idefiniiju veznika ¬ da je formula ¬p zamena za p ⇒ ⊥ dobijamo:

p ∧ q =def (p ⇒ (q ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥ (∧def )

p ∨ q =def (p ⇒ ⊥) ⇒ q (∨def )

p ⇔ q =def ((p ⇒ q) ⇒ ((q ⇒ p) ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥ (⇔def )

¬p =def p ⇒ ⊥ (¬def )

⊤ =def p ⇒ p (⊤def)Posle nekoliko dvoqlanih skupova pomo�u qijih veznika definixemo os-tale veznike skupa {∧,∨,⇒,⇔,¬,⊤,⊥}, name�e se slede�e pita�e: da li sviveznii tog skupa mogu biti definisani samo pomo�u jednog veznika? Odgovorje: da, ali to nije nijedan od veznika iz tog skupa. To �emo mo�i da uradimopomo�u slede�a dva nova veznika, koje zovemo xeferovski veznii. Ove veznikeinterpretiramo slede�im binarnim operaijama na skupu I = {0, 1}:
↑ 0 1
0 1 1
1 1 0

↓ 0 1
0 1 0
1 0 0



90 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKAa mo�emo ih i definisati pomo�u poznatih veznika na slede�i naqin:
p ↑ q =def ¬(p ∧ q)
p ↓ q =def ¬(p ∨ q)Tvrdimo da svi veznii skupa {∧,∨,⇒,⇔,¬,⊤,⊥} mogu biti predstav	enisamo pomo�u jednog od veznika ↑ i ↓. Kako �emo to pokazati? Dovo	no je dasve veznike jednog od skupova iz Zadataka 1-4 predstavimo pomo�u veznika ↑,odnosno veznika ↓.Zadatak 5 Poka�imo da se veznii skupa {∧,¬} mogu predstavitipomo�u veznika ↑.Istinosne tablie za formule p ↑ p i (p ↑ q) ↑ (p ↑ q) su redom:

p p ↑ p
1 0
0 1

p q p ↑ q (p ↑ q) ↑ (p ↑ q)
1 1 0 1
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 1 0Dakle, imamo ¬p ≡ p ↑ p i p ∧ q ≡ (p ↑ q) ↑ (p ↑ q). Zato imamoslede�e definiije veznika ¬ i ∧ pomo�u veznika ↑:

¬p =def p ↑ p (¬def )

p ∧ q =def (p ↑ q) ↑ (p ↑ q) (∧def )U Zadatku 2 smo pokazali da veznike ∨, ⇒, ⇔, ⊥ i ⊤ mo�emo pred-staviti pomo�u ∧ i ¬, pa koriste�i ove definiije, sve veznike iz
{∧,∨,⇒,⇔,¬,⊤,⊥} mo�emo predstaviti samo pomo�u veznika ↑.Zadatak 6 Poka�imo da se veznii skupa {∨,¬} mogu predstavitipomo�u veznika ↓.Istinosne tablie za formule p ↓ p i (p ↓ q) ↓ (p ↓ q) su redom:
p p ↓ p
1 0
0 1

p q p ↓ q (p ↓ q) ↓ (p ↓ q)
1 1 0 1
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 0Dakle, imamo ¬p ≡ p ↓ p i p ∨ q ≡ (p ↓ q) ↓ (p ↓ q). Zato imamoslede�e definiije veznika ¬ i ∨ pomo�u veznika ↓:

¬p =def p ↓ p (¬def )

p ∨ q =def (p ↓ q) ↓ (p ↓ q) (∨def )Iz Zadatka 1 imamo da se veznii ∧, ⇒, ⇔, ⊥ i ⊤ mogu predstavitipomo�u ∨ i ¬, stoga sve veznike iz {∧,∨,⇒,⇔,¬,⊤,⊥} mo�emopredstaviti samo pomo�u veznika ↓.Na skupu I = {0, 1}, osim operaija iz ode	ka 2.2.1 i operaija ↑ i ↓, pos-toje i druge operaije. Svaka od �ih mo�e biti interpretaija nekog logiqkog



2.4. O VEZNICIMA 91veznika koji mo�emo dodati postoje�em skupu veznika alfabeta iskazne logike.Dakle, za svaku operaiju du�ine n na I = {0, 1} (za neki prirodan broj n)mo�emo definisati jedan veznik du�ine n koji dodajemo skupu veznika alfa-beta iskazne logike i qija interpretaija je ta operaija. Pitamo se, da lipostoji skup koji qine samo neki logiqki veznii (ne svi) takav da ima slede�esvojstvo: pomo�u veznika tog skupa mogu se definisati svi mogu�i veznii, tj.veznii svih du�ina? Odgovor je: da, postoje takvi skupovi veznika. Takveskupove veznika zovemo funkionalno potpuni skupovi veznika ili baze vezni-ka, a to �ihovo svojstvo je funkionalna potpunost. Odgovorimo odmah i napita�e: da li su skupovi veznika koje smo posmatrali u prethodnim zadaimabaze veznika? Odgovor je: da. Da bismo to pokazali dovo	no je da za jedanod tih skupova poka�emo da je baza veznika. To �emo uraditi za skup {⇒,⊥}.Pre toga u narednom zadatku poka�imo xta su to svi mogu�i veznii.Zadatak 7 Pre svega podsetimo se da na skupu I = {0, 1}, koji imadva elementa, svih operaija du�ine n (za neki prirodni broj n)ima 22
n . A sada predstavimo logiqke veznike qije interpretaijesu operaije na skupu I = {0, 1}.Prvo su na redu nularni veznii, veznii du�ine 0. Nularnih ope-raija na skupu I = {0, 1} ima 22

0

=2. To su dve operaije koje naskupu I = {0, 1} izdvajaju element 0 i element 1 i one su inter-pretaije ve� poznatih nularnih logiqkih veznika redom ⊥ i ⊤.Slede�i su na redu unarni veznii, veznii du�ine 1. Operaijadu�ine 1 na skupu I = {0, 1} ima qetiri, 221 = 4, od kojih je jednanama ve� poznata, a to je ¬. Dakle, na skupu I = {0, 1} imamo ¬ ijox tri unarne operaije α1
1, α1

2 i α1
3 (gde gor�i indeks govori odu�ini operaije):

¬
0 1
1 0

α1
1

0 1
1 1

α1
2

0 0
1 1

α1
3

0 0
1 0Alfabet iskazne logike mo�emo proxiriti sa tri unarna veznika

α1
1, α1

2 i α1
3, qije su interpretaije redom operaije α1

1, α1
2 i α1

3 naskupu I = {0, 1}. Da li mo�emo te veznike da definixemo pomo�upoznatih veznika? Potrebne su nam neke formule u kojima se po-jav	uju poznati veznii i jedno iskazno slovo, a qija istinosnatablia se poklapa sa tabliom operaija α1
1, α1

2 i α1
3. To su re-dom formule p∨ ¬p, p i p∧ ¬p. Stoga definiximo unarne logiqkeveznike α1

1, α1
2 i α1

3 na slede�i naqin:
α1
1p =def p ∨ ¬p α1

2p =def p α1
3p =def p ∧ ¬pSada su na redu binarni veznii. Binarnih operaija, operaijadu�ine 2, na skupu I = {0, 1} ima 222 = 16. Te operaije predstav	a-mo tabliom koja mo�e imati jedan od slede�a dva oblika:
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α

1 1
1 0
0 1
0 0

α 0 1
1
0Od binarnih operaija su nam poznate: ∧, ∨, ⇒, ⇔, ↑ i ↓. Istakni-mo da sve binarne operaije mo�emo podeliti u dve skupine. Ujednoj skupini je 8 operaija, a drugu qine preostalih 8 operaija,pri qemu je svaka od �ih negaija neke operaije iz prve skupine.Predstavimo to slede�om tabelom.

α2
1 ∨ α2

3 ⇒ ↑ α2
6 α2

7 α2
81 1 1 1 0 1 1 01 1 1 0 1 1 0 11 1 0 1 1 0 1 11 0 1 1 1 0 0 0

α′2
1 ↓ α′2

3 α′2
4 ∧ α′2

6 α′2
7 ⇔0 0 0 0 1 0 0 10 0 0 1 0 0 1 00 0 1 0 0 1 0 00 1 0 0 0 1 1 1Nove binarne logiqke veznike definixemo na slede�i naqin:

p α2
1 q =def (p ⇒ p) ∧ (q ⇒ q) (α2

1)

p α2
3 q =def q ⇒ p (α2

3)

p α2
6 q =def p ∧ (q ⇒ q) (α2

6)

p α2
7 q =def q ∧ (p ⇒ p) (α2

7)

p α2
8 q =def ¬(p ⇔ q) (α2

8)

p α′2
1 q =def ¬(p α2

1 q) (α′2
1)

p α′2
3 q =def ¬(p α2

3 q) (α′2
3)

p α′2
4 q =def ¬(p ⇒ q) (α′2

4)

p α′2
6 q =def ¬(p α2

6 q) (α′2
6)

p α′2
7 q =def ¬(p α2

7 q) (α′2
7)Primetimo da je veznik α2

8 ekskluzivana (jaka) disjunkija koju smopomi�ali u ode	ku o vezniima.Do sada smo pokazali da je sve veznike du�ine 0, 1 i 2 mogu�epredstaviti pomo�u, da tako ka�emo, poznatih logiqkih veznika.To znaqi da veznike ⊤, ⊥, ¬, α1
i (i ∈ {1, 2, 3}), ∧, ∨, ⇒, ⇔, α2

j(j ∈ {1, 3, 6, 7, 8}) i α′2
j (j ∈ {1, 3, 4, 6, 7}) mo�emo definisati pomo�uveznika alfabeta iskazne logike: ∧,∨, ⇒ i ⊥.



2.4. O VEZNICIMA 93Na redu su ternarni veznii, veznii du�ine 3. Ternarnih ope-raija na skupu I = {0, 1} ima 22
3

= 28 = 256. Ovde se ve� pojav	ujeproblem navoÆe�a svih tih operaija i problem proverava�a dali se svaki ternarni veznik mo�e predstaviti pomo�u poznatihveznika.Potvrdu da se svaki veznik proizvo	ne du�ine n (za svaki prirodan broj
n) mo�e predstaviti pomo�u poznatih veznika daje nam slede�a teorema.TEOREMA 1 (TEOREMA O FUNKCIONALNOJ POTPUNOSTI SKUPA {⇒,⊥})Za svaki veznik αn du�ine n, gde je n prirodan broj, postoji formula F u kojojse jav	aju samo simboli p1, ..., pn, ⇒ i ⊥, takva da je ekvivalentna formuli
αn(p1, ..., pn), tj. da va�i:

|= αn(p1, ..., pn) ⇔ F.DOKAZDokaz �e biti indukijom po du�ini n veznika αn.Baza indukije: αn je nularni veznik: n = 0.Posmatramo sve nularne veznike, a to su veznii ⊤ i ⊥. Za svaki odtih veznika tra�imo ekvivalentnu formulu F na alfabetu iskaznelogike qiji skup veznika je skup {⇒,⊥}. Za formulu ⊥ tra�enaformula F je sama formula ⊥. Znamo da va�i: |= ⊤ ⇔ (⊥ ⇒ ⊥),pa je za formulu ⊤ tra�ena formula F formula ⊥ ⇒ ⊥.Indukijska pretpostavka: teorema va�i za svaki veznik du�ine
n: za svaki veznik αn du�ine n postoji formula F u kojoj se jav	ajusamo simboli p1, ..., pn, ⇒ i ⊥, takva da je:

|= αn(p1, ..., pn) ⇔ F.Doka�imo sada da teorema va�i i za veznik du�ine n+ 1.Dakle, za proizvo	an veznik αn+1 du�ine n+1, treba pokazati dapostoji formula F u kojoj se jav	aju samo simboli p1, ..., pn, pn+1,
⇒ i ⊥, takva da je:

|= αn+1(p1, ..., pn, pn+1) ⇔ F.Bilo kojom valuaijom v iskazno slovo pn+1 mo�e imati ili vred-nost 0 ili vrednost 1. To znaqi da se �egova vrednost svakom valu-aijom v poklapa ili sa istinosnom vrednox�u formule ⊤ (akoje v(pn+1) = 1) ili sa istinosnom vrednox�u formule ⊥ (ako je
v(pn+1) = 0). Ako u formuli αn+1(p1, ..., pn, pn+1) iskazno slovo
pn+1 zamenimo sa ⊤ i ⊥, dobijamo redom formule αn+1(p1, ..., pn,⊤)i αn+1(p1, ..., pn,⊥), qija iskazna slova su p1, ..., pn. Pomo�u tihformula definixemo dva veznika du�ine n:

βn(p1, ..., pn) =def αn+1(p1, ..., pn,⊤)i
γn(p1, ..., pn) =def αn+1(p1, ..., pn,⊥).



94 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKAZa svaki veznik du�ine n, pa i za veznike βn(p1, ..., pn) i γn(p1, ..., pn),va�i indukijska pretpostavka, tj. postoje formule F ′ i F ′′ u ko-jima se jav	aju samo simboli p1, ..., pn, ⇒ i ⊥ i za �ih va�i:
|= βn(p1, ..., pn) ⇔ F ′i
|= γn(p1, ..., pn) ⇔ F ′′tj. na osnovu definiija veznika βn i γn, va�i:

|= αn+1(p1, ..., pn,⊤) ⇔ F ′i
|= αn+1(p1, ..., pn,⊥) ⇔ F ′′.Dakle, imamo ekvivalentnost formula αn+1(p1, ..., pn,⊤) i F ′, i ek-vivalentnost formula αn+1(p1, ..., pn,⊥) i F ′′:

αn+1(p1, ..., pn,⊤) ≡ F ′ i αn+1(p1, ..., pn,⊥) ≡ F ′′.S druge strane, na osnovu TEOREME 4 (ode	ak 2.2.3), za formulu
αn+1(p1, ..., pn, pn+1) i �eno iskazno slovo pn+1 imamo slede�u tau-tologiju:
αn+1(p1, ..., pn, pn+1)⇔((pn+1⇒αn+1(p1, ..., pn,⊤)) ∧ (¬pn+1⇒αn+1(p1, ..., pn,⊥))).Ako u toj tautologiji formule αn+1(p1, ..., pn,⊤) i αn+1(p1, ..., pn,⊥)zamenimo �ima ekvivalentnim formulama redom F ′ i F ′′, ondana osnovu TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATA dobijamo ekvivalentnuformulu toj tautologiji. Dakle, dobijamo tautologiju:

|= αn+1(p1, ..., pn, pn+1) ⇔ ((pn+1 ⇒ F ′) ∧ (¬pn+1 ⇒ F ′′)).Posmatrajmo formulu (pn+1 ⇒ F ′) ∧ (¬pn+1 ⇒ F ′′). U �enim pot-formulama F ′ i F ′′ se jav	aju samo simboli p1, ..., pn, ⇒ i ⊥, patreba jox veznike ¬ i ∧ (koje vidimo u zapisu formule) predstavitipomo�u ⇒ i ⊥. Koristimo definiiju veznika ¬ pomo�u ⇒ i ⊥ idobijamo da je ¬pn+1 ⇒ F ′′ zamena za (pn+1 ⇒ ⊥) ⇒ F ′′, pa izposled�e tautologije dobijamo tautologiju:
|= αn+1(p1, ..., pn, pn+1) ⇔ ((pn+1 ⇒ F ′) ∧ ((pn+1 ⇒ ⊥) ⇒ F ′′)).Ostaje jox da veznik ∧ predstavimo pomo�u ⇒ i ⊥. Imamo da jeformula A ∧ B zamena za (A ⇒ (B ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥, pa je formula

(pn+1 ⇒ F ′) ∧ ((pn+1 ⇒ ⊥) ⇒ F ′′) , a time i αn+1(p1, ..., pn, pn+1),ekvivalentna formuli
((pn+1 ⇒ F ′) ⇒ (((pn+1 ⇒ ⊥) ⇒ F ′′) ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥.Dakle, tra�ena formula F za koju va�i

|= αn+1(p1, ..., pn, pn+1) ⇔ Fi u kojoj se pojav	uju samo simboli p1, ..., pn, pn+1,⇒ i ⊥ je formula:
((pn+1 ⇒ F ′) ⇒ (((pn+1 ⇒ ⊥) ⇒ F ′′) ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥.Na ovaj naqin smo dokazali da va�i indukijski korak, pa zak	uqu-jemo da se svaki veznik αn proizvo	ne du�ine n mo�e definisatipomo�u veznika ⇒ i ⊥.

♦



2.4. O VEZNICIMA 95Ovom teoremom smo dokazali funkionalnu potpunost skupa {⇒,⊥}, tj.pokazali smo da je skup {⇒,⊥} jedna baza veznika. Poxto smo za sve drugeskupove koje smo ovde predstavili, skupove {∧,∨,⇒,⊥}, {∨,¬}, {∧,¬}, {⇒,¬},
{↓} i {↑}, pokazali da se pomo�u �ihovih veznika mogu definisati vezniibaze {⇒,⊥} zak	uqujemo da su svi ti skupovi baze veznika.2.4.2 Disjunktivna i konjunktivna normalna formaOvaj ode	ak o obliima iskaznih formula koji se zovu disjunktivna i ko-njunktivna normalna forma poqe�emo jednim primerom.Primer 1 Posmatrajmo formulu F = (¬((p ⇒ q) ∧ p)) ∨ q. Naxi	 je da napravimo formulu koja je ekvivalentna formuli F , akoja je u disjunktivnoj normalnoj formi, tj. naqi�ena je od nekihformula A1, ..., Am (m ≥ 1), koje su povezane disjunkijama, dokje svaka od formula A1, ..., Am naqi�ena od iskaznih slova i ne-gaija iskaznih slova povezanih konjunkijama. U postupku ko-jim dolazimo do takve formule prvi korak je da napravimo for-mulu koja je ekvivalentna naxoj formuli F , a u kojoj se pojav	ujusamo veznii ∧, ∨ i ¬. Zato u formuli F potformulu p ⇒ qzame�ujemo �oj ekvivalentnom formulom ¬p∨q i dobijamo formulu

F1 = (¬((¬p ∨ q) ∧ p)) ∨ q. Na osnovu TEOREME O ZAMENI EKVIVALE-NATA formule F i F1 su ekvivalentne formule. Slede�i korak jeda formulu F1 zamenimo ekvivalentnom formulom u kojoj veznik
¬ stoji samo uz iskazna slova. Na osnovu De Morganovog zakona,
|= (¬(A ∧ B)) ⇔ (¬A ∨ ¬B), potformula ¬((¬p ∨ q) ∧ p) formule
F1 je ekvivalentna formuli (¬(¬p ∨ q)) ∨ ¬p, a opet na osnovu TEO-REME O ZAMENI EKVIVALENATA formula F1 je ekvivalentna formuli
F2 = ((¬(¬p∨q))∨¬p)∨q. Sada koristimo drugi De Morganov zakon,
|= (¬(A ∨ B)) ⇔ (¬A ∧ ¬B), i dobijamo da je potformula ¬(¬p ∨ q)formule F2 ekvivalentna formuli ¬¬p ∧ ¬q, pa je na osnovu TEO-REME O ZAMENI EKVIVALENATA formula F2 ekvivalentna formuli
F3 = ((¬¬p ∧ ¬q) ∨ ¬p) ∨ q. Na kraju, zakon o dvojnoj negaiji,
|= ¬¬A ⇔ A, daje ekvivalentnost formula ¬¬p i p, a TEOREMA OZAMENI EKVIVALENATA daje formuli F3 (a time i polaznoj formuli
F ) ekvivalentnu formulu F4:

((p ∧ ¬q) ∨ ¬p) ∨ q.Formula F4 je oblika (A1∨A2)∨A3, gde je A1 potformula p∧¬q, A2je ¬p i A3 je q. Dakle, formula F4 jeste u disjunktivnoj normalnojformi.Sada �emo da navedemo i definiiju formule u disjunktivnoj normalnojformi, ali pre toga uvedimo pojam literala. Literal je iskazna formulakoja je ili iskazno slovo ili negaija iskaznog slova. Sa p �emo oznaqavatiliterale p i ¬p, gde je p neko iskazno slovo.



96 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKADefiniija disjunktivne normalne formeNeka je svaka od formula A1, ..., Am (m ≥ 1) naqi�ena od literalapovezanih konjunkijama. Formula koju qine formule A1, ..., Am po-vezane disjunkijama je formula u disjunktivnoj normalnoj formi(DNF) i tu formulu oznaqavamo:
A1 ∨ ... ∨ Am,a formule A1, ..., Am zovemo disjunkti. Ako su p1, ..., pn (n ≥ 1)literali od kojih je naqi�ena neka od formula Ai, 1 ≤ i ≤ m, tuformulu Ai �emo oznaqavati: p1 ∧ ... ∧ pn.Dualno se definixe formula u konjunktivnoj normalnoj formi. Naime,takva formula je naqi�ena od formula koje su povezane konjunkijama, a svakuod tih formula qine literali povezani disjunkijama.Primer 2 Postavimo zahtev da napravimo formulu koja je u ko-njunktivnoj normalnoj formi i koja je ekvivalentna formuli izPrimera 1, formuli F = (¬((p ⇒ q) ∧ p)) ∨ q. Da bismo to uradilimo�emo posmatrati formulu iz Primera 1 ekvivalentnu formuli

F , formulu F4 = ((p ∧ ¬q) ∨ ¬p) ∨ q, taqnije �oj ekvivalentnu for-mulu (na osnovu asoijativnosti za ∨): (p∧¬q)∨ (¬p∨q). Na osnovuzakona distributivnosti ∨ u odnosu na ∧ imamo da je ta formulaekvivalentna formuli F5 = (p ∨ (¬p ∨ q)) ∧ (¬q ∨ (¬p ∨ q)). Dakle,formula F je ekvivalentna formuli F5. Formula F5 je u konjunk-tivnoj normalnoj formi, tj. ta formula je oblika A1 ∧ A2, gde je
A1 potformula p ∨ (¬p ∨ q) i A2 je potformula ¬q ∨ (¬p ∨ q).A sada dajemo definiiju formula u konjunktivnoj normalnoj formi.Definiija konjunktivne normalne formeNeka je svaka od formula A1, ..., Am (m ≥ 1) naqi�ena od literalapovezanih disjunkijama. Formula koju qine formule A1, ..., Am po-vezane konjunkijama je formula u konjunktivnoj normalnoj formi(KNF) i tu formulu oznaqavamo:

A1 ∧ ... ∧ Am,a formule A1, ..., Am zovemo konjunkti. Ako su p1, ..., pn (n ≥ 1)literali od kojih je naqi�ena neka od formula Ai, 1 ≤ i ≤ m, tuformulu Ai �emo oznaqavati: p1 ∨ ... ∨ pn.Posmatrajmo formule A1, ..., Am naqi�ene od literala povezanih konjunki-jama, gde je m ve�e od 2. Pojasnimo vezu izmeÆu zapisa uopxtene disjunkije izapisa formule u DNF. Na primer za m = 4 i formule A1, A2, A3 i A4 imamoda je uopxtena disjunkija ∨4
i=1 Ai = ((A1 ∨A2)∨A3)∨A4, tj. zagrade su u tojformuli asoirane nalevo. Na osnovu zakona asoijativnosti za ∨ ta formulaje ekvivalentna formulama (A1∨A2)∨(A3∨A4) i A1∨((A2∨A3)∨A4) u kojimasu zagrade drugaqije rasporeÆene. Mi smo DNF definisali tako da nam nije



2.4. O VEZNICIMA 97bitan raspored zagrada i za sve navedene, meÆusobno ekvivalentne formule,ka�emo da su naqi�ene od formula A1, A2, A3, A4 povezanih disjunkijama,tj. za �ih mo�emo da koristimo oznaku A1 ∨ A2 ∨ A3 ∨ A4. Isto va�i i zauopxtenu konjunkiju i KNF. A sada pogledajmo slede�i primer.Primer 3 Imamo formulu
F = (p ∧ (¬q ∧ r)) ∨ ((p ∧ ¬q) ∨ (¬r ∧ (q ∧ s))).Formula F je u DNF, tj. formula F je oblika A1∨(A2∨A3), za for-mule: A1 = p∧ (¬q∧ r), A2 = p∧¬q i A3 = ¬r∧ (q∧ s). Posmatrajmoformulu B1 = (p ∧ ¬q) ∧ r, koja je uopxtena konjunkija i ima isteliterale kao formula A1 i to poreÆane istim redom, tj. B1 jedobijena od A1 samo premexta�em zagrada. Isto va�i za formule

B2 = p ∧ ¬q i A2 (one su identiqne); i formule B3 = (¬r ∧ q) ∧ s i
A3. Na osnovu zakona asoijativnosti za ∧ imamo:

|= A1 ⇔ B1, |= A2 ⇔ B2 i |= A3 ⇔ B3.Iz tih tautologija, na osnovu TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATA,dobijamo tautologiju:
|= (A1 ∨ (A2 ∨ A3)) ⇔ (B1 ∨ (B2 ∨B3)),pa va�i A1 ∨ (A2 ∨A3) ≡ B1 ∨ (B2 ∨B3). Na osnovu zakona asoija-tivnosti za ∨ imamo:
|= (B1 ∨ (B2 ∨B3)) ⇔ ((B1 ∨B2) ∨B3),tj. B1 ∨ (B2 ∨ B3) ≡ (B1 ∨ B2) ∨ B3, pa tranzitivnost relaije ≡daje:
|= (A1 ∨ (A2 ∨ A3)) ⇔ ((B1 ∨B2) ∨B3).Dobili smo da je F ekvivalentna formuli F1 = (B1 ∨ B2) ∨ B3.Formula F1 je u DNF, ima tri disjunkta kao i formula F i za svako

i, 1 ≤ i ≤ 3, odgovaraju�i disjunkti formula F i F1, disjunkti Ai i
Bi, su naqi�eni od istih literala navedenih istim redom, samo su u�ima zagrade razliqito postav	ene. Formula F1 je speifiqna potome xto je uopxtena disjunkija i svi �eni disjunkti su uopxtenekonjunkije.I za proizvo	nu formulu koja je u DNF, neku formulu F = A1 ∨ ... ∨ Am(m ≥ 1), postoji ekvivalentna formula koja je u DNF i uopxtena disjunkija,a qiji disjunkti su uopxtene konjunkije koji se od A1,...,Am razlikuju samopo rasporedu zagrada. Isto va�i i za neku formulu u KNF, neku formulu

F = A1 ∧ ... ∧ Am (m ≥ 1). Naime, na osnovu zakona asoijativnosti za ∨svaka formula Ai, 1 ≤ i ≤ m, ekvivalentna je formuli Bi, koja je uopxtenadisjunkija literala te formule Ai poreÆanih istim redom kao u Ai. Naosnovu zakona asoijativnosti za ∧ formula F je ekvivalentna uopxtenoj ko-njunkiji formula Bi, 1 ≤ i ≤ m koja je isto jedna formula u KNF.Poka�imo sada va�ne osobine formula u KNF i DNF. Ako je formula uKNF onda mo�emo veoma jednostavno da proverimo da li je ona tautologija.Pogledajmo formulu u KNF, formulu A1∧ ...∧Am (m ≥ 1), gde su sve formule
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A1, ..., Am naqi�ene od literala povezanih disjunkijama. Da bi formula
A1 ∧ ... ∧ Am bila istinita mora biti istinita svaka od formula A1, ..., Am.Pitamo se: kog oblika treba da budu te formule A1, ..., Am da bi bile istiniteza bilo koje istinosne vrednosti �ihovih iskaznih slova, tj. za bilo kojuvaluaiju? Dovo	no je da se u svakoj od tih formula A1, ..., Am javi nekoiskazno slovo p i �egova negaija ¬p. Za svaku valuaiju v jedna od vrednosti
v(p) i v(¬p) mora biti 1, pa kako su formule A1, ..., Am naqi�ene od literalapovezanih disjunkijama, imamo da je istinosna vrednost svake od A1, ..., Amjednaka 1 za svaku valuaiju. Stoga ako imamo formulu A1 ∧ ...∧Am u KNF iu svakoj od formula A1, ..., Am se jav	a neko iskazno slovo i �egova negaija,onda znamo da je formula A1 ∧ ... ∧ Am tautologija. Va�i i obrnuto: ako jeformula A1 ∧ ... ∧ Am (m ≥ 1) u KNF tautologija, onda se u svakoj formuli
Ai, 1 ≤ i ≤ m, jav	a neko iskazno slovo i �egova negaija, i to �emo pokazatiu narednom zadatku, Zadatku 8.Formula F5 = (p∨(¬p∨q))∧(¬q∨(¬p∨q)) iz Primera 2 je primer formule uKNF i ona je oblika A1∧A2. U formuli A1 jav	a se iskazno slovo p i �egovanegaija ¬p, a u formuli A2 jav	a se iskazno slovo q i �egova negaija ¬q.Dakle, formula F5 jeste tautologija. Formula F = (¬((p ⇒ q) ∧ p)) ∨ q jeekvivalentna formuli F5, pa zak	uqujemo da je i formula F tautologija.Zadatak 8 Poka�imo da va�i slede�a osobina:formula A1∧...∧Am (m ≥ 1) u KNF je tautologija ako i samo ako seu svakoj Ai (1 ≤ i ≤ m) jav	a neko iskazno slovo i �egova negaija.Deo da formula opisanog oblika jeste tautologija ve� smo dokazali.Ostaje da doka�emo drugi deo tvrÆe�a: da svaka tautologija u KNFmora biti opisanog oblika. Pretpostavimo da meÆu formulama

A1,..., Am postoji neka formula Al sa osobinom da se u �oj ne po-jav	uju neko iskazno slovo i �egova negaija. Posmatrajmo skupsvih iskaznih slova koja su literali formule Al, skup {p1, ..., pk},i skup svih iskaznih slova qije negaije su literali formule Al,skup {q1, ..., qj}, gde neki od tih skupova mo�e biti i prazan. Jasnoje da na osnovu osobine formule Al skupovi {p1, ..., pk} i {q1, ..., qj}nemaju zajedniqkih elemenata. Sada posmatramo valuaiju v takvuda je v(pi) = 0, 1 ≤ i ≤ k i v(qi) = 1, 1 ≤ i ≤ j. Imamo da je formula
Al saqi�ena od literala p1,..., pk, ¬q1,..., ¬qj povezanih disjunki-jama, a istinosna vrednost valuaijom v svakog tog literala je 0.Dakle, v(Al) = 0. Odatle, na osnovu definiije v, dobijamo da je
v(A1 ∧ ... ∧ Am) = 0, xto je nemogu�e jer je formula A1 ∧ ... ∧ Amtautologija. Zak	uqujemo da se u svakoj formuli Ai, 1 ≤ i ≤ m,mora jav	ati neko iskazno slovo i �egova negaija.A sada pogledajmo xta nam daje DNF. Ako je formula u DNF, onda sevrlo jednostavno proverava da li je ona kontradikija. Pogledajmo formuluu DNF, formulu A1 ∨ ...∨Am (m ≥ 1), gde su sve formule A1, ..., Am naqi�eneod literala povezanih konjunkijama. Da bi formula A1 ∨ ... ∨Am bila neis-tinita, mora biti neistinita svaka od formula A1, ..., Am. Vrednost svake od



2.4. O VEZNICIMA 99formula A1, ..., Am je uvek 0 ako se u �oj jav	a neko iskazno slovo, na primer
p, i �egova negaija ¬p. Za svaku valuaiju v jedna od vrednosti v(p) i v(¬p)mora biti 0, pa kako su formule A1, ..., Am naqi�ene od literala povezanihkonjunkijama, imamo da je istinosna vrednost svake od A1, ..., Am jednaka 0za svaku valuaiju. Kada je istinosna vrednost svake od formula A1, ..., Amjednaka 0 onda je i istinosna vrednost formule A1 ∨ ... ∨ Am jednaka 0.Dakle, za formulu u KNF lako je proveriti da li je tautologija, a za for-mulu u DNF da li je kontradikija. Zbog tih svojstava postav	amo pita�e:da li za svaku iskaznu formulu F postoji formula u DNF i formula u KNFkoje su �oj ekvivalentne? Odgovor je: da, a to �emo i dokazati.TEOREMA 2 (TEOREMA O DNF I KNF)Za svaku formulu F postoji bar jedna formula F k u konjunktivnoj normalnojformi i bar jedna formula F d u disjunktivnoj normalnoj formi, takve da je:

|= F ⇔ F k i |= F ⇔ F d.DOKAZPosmatrajmo proizvo	nu formulu F . Ako se u formuli F po-jav	uju veznii koji nisu iz skupa {∧,∨,¬}, onda koriste�i poz-nate veze izmeÆu logiqkih veznika pravimo formulu ekvivalentnuformuli F u kojoj se pojav	uju samo veznii iz tog skupa. Stogasmemo da pretpostavimo da je F formula ve� takvog oblika, tj. uformuli F se pojav	uju samo veznii ∧, ∨ i ¬. Teoremu dokazujemoindukijom po broju veznika formule F , broju n.Baza indukije, formula F nema veznika, n = 0. To znaqi da jeformula F neko iskazno slovo, na primer iskazno slovo p. Tra�eneformule F k i F d su samo iskazno slovo p.Indukijska pretpostavka: teorema va�i za svaku formulu F kojaima ma�e od n logiqkih veznika.Doka�imo da teorema va�i i za formulu koja ima n veznika.Posmatrajmo formulu F koja ima n veznika. Formula F mo�eimati jedan od slede�ih oblika:
A ∧B, A ∨B ili ¬A.Bez obzira na to koji od tri navedena oblika ima formula F �enepotformule A i B imaju bar jedan veznik ma�e od formule F , paza �ih va�i indukijska pretpostavka: postoje formule Ak i Bk ukonjunktivnoj normalnoj formi i formule Ad i Bd u disjunktivnojnormalnoj formi, takve da je:

|= A ⇔ Ak, |= A ⇔ Ad i |= B ⇔ Bk, |= B ⇔ Bd.Na osnovu zakona o asoijativnosti za ∧ i ∨ i tranzitivnostirelaije ekvivalentnosti formula, mo�emo pretpostaviti da suu formulama Ak, Bk, Ad i Bd sve zagrade asoirane nalevo. Dakle,formule Ak i Bk su uopxtene konjunkije redomD1∧...∧Dm (m ≥ 1)i D′
1 ∧ ... ∧ D′

l (l ≥ 1) za neke formule D1, ..., Dm, D′
1, ..., D

′
l, koje su



100 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKAuopxtene disjunkije literala. Formule Ad i Bd su uopxtene dis-junkije redom C1 ∨ ... ∨ Ck (k ≥ 1) i C′
1 ∨ ... ∨ C′

j (j ≥ 1) za nekeformule C1, ..., Ck, C
′
1, ..., C

′
j koje su uopxtene konjunkije literala.Koriste�i ove formule, napravimo formule F k i F d.

⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika A ∧B.Napravimo prvo formulu F k.Iz |= A ⇔ Ak i |= B ⇔ Bk TEOREMA O ZAMENI EKVIVALENATA daje:
|= (A ∧B) ⇔ (Ak ∧Bk),gde su formule Ak i Bk u konjunktivnoj normalnoj formi. Stoga jei formula Ak∧Bk u konjunktivnoj normalnoj formi, pa je tra�enaformula F k bax formula Ak ∧Bk.Napravimo sada formulu F d.Iz |= A ⇔ Ad i |= B ⇔ Bd TEOREMA O ZAMENI EKVIVALENATA daje:
|= (A ∧B) ⇔ (Ad ∧Bd),tj. F je ekvivalentna formuli Ad∧Bd: F ≡ Ad∧Bd, gde je formula

Ad∧Bd oblika (C1∨...∨Ck)∧(C′
1∨...∨C′

j). Ako potformulu C′
1∨...∨C′

jformule Ad ∧Bd oznaqimo sa C′, onda je formula Ad ∧Bd oblika:
(C1 ∨ ... ∨ Ck) ∧ C′. Na osnovu uopxtenog zakona distributivnosti
∧ u odnosu na ∨ imamo tautologiju:

|= ((C1 ∨ ... ∨Ck) ∧ C′) ⇔ ((C1 ∧ C′) ∨ ... ∨ (Ck ∧ C′)),gde je formula desno od ⇔, formula F1:
(C1 ∧ (C′

1 ∨ ... ∨ C′
j)) ∨ ... ∨ (Ck ∧ (C′

1 ∨ ... ∨ C′
j))uopxtena disjunkija formula Ci∧(C′

1∨...∨C′
j), 1 ≤ i ≤ k. Dakle,formula Ad ∧Bd je ekvivalentna toj formuli F1. Koriste�i zakonkomutativnosti za ∧ i uopxteni zakon distributivnosti ∧ u odnosuna ∨ dobijamo tautologiju:

|= (C ∧ (C′
1 ∨ ... ∨ C′

j)) ⇔ ((C ∧ C′
1) ∨ ... ∨ (C ∧ C′

j)),pa imamo: C ∧ (C′
1∨ ...∨C′

j) ≡ (C ∧C′
1)∨ ...∨ (C ∧C′

j). Stoga za svakuod ve� istaknutih potformula formule F1, 1 ≤ i ≤ k, imamo:
Ci ∧ (C′

1 ∨ ... ∨ C′
j) ≡ (Ci ∧ C′

1) ∨ ... ∨ (Ci ∧ C′
j).Sada u formuli F1 svaku �enu potformulu Ci ∧ (C′
1 ∨ ... ∨ C′

j),
1 ≤ i ≤ k, zame�ujemo �oj ekvivalentnom formulom i dobijamoformulu F2:
((C1 ∧ C′

1) ∨ ... ∨ (C1 ∧ C′
j)) ∨ ... ∨ ((Ck ∧ C′

1) ∨ ... ∨ (Ck ∧ C′
j)),gde sve formule C1,..., Ck, C′

1,..., C′
j qine literali koji su povezanikonjunkijama. To znaqi da je formula F2 u disjunktivnoj normal-noj formi. Na osnovu TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATA formula

F1 (a time i Ad ∧Bd) je ekvivalentna formuli F2. Dakle, tra�enaformula F d je formula F2.



2.4. O VEZNICIMA 101
⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika A ∨B.U ovom sluqaju je jednostavnije formirati formulu F d.Iz |= A ⇔ Ad i |= B ⇔ Bd TEOREMA O ZAMENI EKVIVALENATA daje:

|= (A ∨B) ⇔ (Ad ∨Bd)i formule Ad i Bd su u disjunktivnoj normalnoj formi. Stoga je iformula Ad ∨ Bd u disjunktivnoj normalnoj formi, pa je tra�enaformula F d bax formula Ad ∨Bd.Za nala�e�e formule F k za formulu A∨B postupamo analogno kaou sluqaju nala�e�a formule F d za formulu A ∧B.
⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika ¬A.Iz |= A ⇔ Ak i |= A ⇔ Ad TEOREMA O ZAMENI EKVIVALENATA daje:

|= (¬A) ⇔ (¬Ak) i |= (¬A) ⇔ (¬Ad),tj. F ≡ ¬Ak i F ≡ ¬Ad. Napravimo formulu F d.Za to �emo koristiti formulu Ak koja je u konjunktivnoj normalnojformi. Formula Ak je oblika D1 ∧ ... ∧ Dm, pa je formula ¬Akoblika ¬(D1∧ ...∧Dm). Na osnovu uopxtenog De Morganovog zakonaimamo tautologiju:
|= (¬(D1 ∧ ... ∧Dm)) ⇔ (¬D1 ∨ ... ∨ ¬Dm),gde je formula ¬D1 ∨ ...∨¬Dm uopxtena disjunkija formula ¬Di,

1 ≤ i ≤ m. Dakle, ¬Ak ≡ ¬D1 ∨ ... ∨ ¬Dm, tj. F ≡ ¬D1 ∨ ... ∨ ¬Dm.Svaka formula Di, za 1 ≤ i ≤ m, jeste uopxtena disjunkija li-terala i svaka formula Di ima si literala, za si ≥ 1. Dakle,proizvo	na formula Di, za 1 ≤ i ≤ m, jeste uopxtena disjunkija
pi1 ∨ ...∨ pisi , gde su pi1,..., pisi neki literali. Stoga je svaka formula
¬Di (1 ≤ i ≤ m) oblika ¬(pi1 ∨ ... ∨ pisi). Opet koriste�i uopxteniDe Morganov zakon, imamo tautologiju:

|= (¬(pi1 ∨ ... ∨ pisi)) ⇔ (¬pi1 ∧ ... ∧ ¬pisi)i dobijamo da je svaka formula ¬Di (1 ≤ i ≤ m) ekvivalentnaformuli ¬pi1∧ ...∧¬pisi . (Napomenimo da ako je u ¬pi1∧ ...∧¬pisi nekiliteral pit oblika ¬r za neko iskazno slovo r, onda ¬pit postaje (zbogdvojne negaije) literal r.) Ako u formuli ¬D1 ∨ ... ∨ ¬Dm svakuformulu ¬Di (1 ≤ i ≤ m) zamenimo �oj ekvivalentnom formulom
¬pi1∧...∧¬pisi dobijamo formulu F2 koja je u disjunktivnoj normalnojformi i za koju, na osnovu TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATA, va�i:
¬D1 ∨ ... ∨ ¬Dm ≡ F2. Ve� imamo da je F ≡ ¬D1 ∨ ... ∨ ¬Dm, pa naosnovu tranzitivnosti relaije ≡, imamo F ≡ F2, tj. formula F2je tra�ena formula F d za koju va�i:

|= F ⇔ F d.Za nala�e�e formule F k koristimo formuluAd i postupamo analo-gno kao u sluqaju nala�e�a formule F d.Dakle, dokazali smo indukijski korak, pa zak	uqujemo da za proi-zvo	nu formulu F postoje formule u KNF i DNF, redom formule
F k i F d, koje su �oj ekvivalentne. ♦



102 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKA2.4.3 Dualnost veznika ∧ i ∨U ovom ode	ku govori�emo o svojstvima koja povezuju veznike ∧ i ∨.Podsetimo se zakona distributivnosti.Zakon distributivnosti ∧ u odnosu na ∨:
|= ((p ∨ q) ∧ r) ⇔ ((p ∧ r) ∨ (q ∧ r))i zakon distributivnosti ∨ u odnosu na ∧:
|= ((p ∧ q) ∨ r) ⇔ ((p ∨ r) ∧ (q ∨ r)).Vidimo da su formule (p ∧ q) ∨ r i (p ∨ r) ∧ (q ∨ r) koje se pojav	uju u drugomdistributivnom zakonu dobijene od formula koje se pojav	uju u prvom dis-tributivnom zakonu, redom formula (p ∨ q) ∧ r i (p ∧ r) ∨ (q ∧ r), tako xtosu veznii ∧ i ∨ zamenili mesta. Mo�emo re�i da je prvim distributivnimzakonom data ekvivalentnost dve formule, formula (p∨q)∧r i (p∧r)∨ (q∧r),a da drugi distributivni zakon daje ekvivalentnost formula koje su dobijeneod te dve formule tako xto su veznii ∧ i ∨ zamenili mesta, ekvivalentnostformula (p ∧ q) ∨ r i (p ∨ r) ∧ (q ∨ r).Tu zamenu veznika ∧ i ∨ preiznije �emo definisati funkijom δ na skupusvih iskaznih formula F . Samo u ovom ode	ku umesto skupa logiqkih veznika

{∧,∨,⇒,⊥} u alfabetu iskazne logike koristi�emo skup {∧,∨,¬}. Na os-novu naxeg izlaga�a o bazama veznika jasno je da za svaku iskaznu formulu Fmo�emo da napravimo ekvivalentnu formulu na alfabetu qiji je skup veznikaskup {∧,∨,¬}.Funkijom δ proizvo	na formula F slika se u formulu koja je dobijenatako xto u polaznoj formuli F umesto veznika ∧ stavimo ∨, a umesto ∨ stavimo
∧. Definixemo funkiju δ : F → F induktivno na slede�i naqin:(1) za neko iskazno slovo p: pδ = p;(2) (2.1) za neku iskaznu formulu A ∧B: (A ∧B)δ = Aδ ∨Bδ;(2.2) za neku iskaznu formulu A ∨B: (A ∨B)δ = Aδ ∧Bδ;(2.3) za neku iskaznu formulu ¬A: (¬A)δ = ¬Aδ.Kada poÆemo od formule F i primenimo postupak zamene ∧ sa ∨, i ∨ sa
∧ dobijemo formulu F δ. Ako sada na formulu F δ primenimo isti postupaki napravimo formulu (F δ)δ, vrati�emo se na poqetak, tj. formula (F δ)δ jepolazna formula F . To je i pokazano u narednom zadatku.Zadatak 9 Poka�imo indukijom po broju veznika u formuli daza svaku iskaznu formulu F va�i: (F δ)δ = F .Ako je F neko iskazno slovo p, onda je (F δ)δ = (pδ)δ = pδ = p = F .Ako je formula F oblika A ∧ B, A ∨ B ili ¬A, onda formule Ai B imaju bar jedan veznik ma�e od formule F , pa za �ih va�iindukijska pretpostavka: (Aδ)δ = A i (Bδ)δ = B. Poka�imo daosobina va�i u sluqaju kada je formula F oblika A ∧ B. Imamo:

(F δ)δ = ((A ∧ B)δ)δ = (Aδ ∨ Bδ)δ = (Aδ)δ ∧ (Bδ)δ. S obzirom na toda je (Aδ)δ = A i (Bδ)δ = B, zak	uqujemo da je (F δ)δ jednako A∧B,tj. (F δ)δ = F . Isto se postupa i u drugim sluqajevima.



2.4. O VEZNICIMA 103Koriste�i funkiju δ i zakon distributivnosti ∧ u odnosu na ∨,
|= ((p ∨ q) ∧ r) ⇔ ((p ∧ r) ∨ (q ∧ r)),zakon distributivnosti ∨ u odnosu na ∧ mo�emo zapisati ovako:
|= ((p ∨ q) ∧ r)δ ⇔ ((p ∧ r) ∨ (q ∧ r))δ .Primetimo da se, koriste�i poznate tautologije, lako mo�e dokazati da va�i:ako je ((p ∨ q) ∧ r) ⇔ ((p ∧ r) ∨ (q ∧ r)) tautologija,onda je i ((p ∨ q) ∧ r)δ ⇔ ((p ∧ r) ∨ (q ∧ r))δ tautologija.Pitamo se: da li ta osobina va�i za proizvo	ne formule? Odgovor je: da.To upravo tvrdi naredna teorema, teorema o dualnosti veznika ∧ i ∨.TEOREMA 3 (TEOREMA O DUALNOSTI VEZNIKA ∧ I ∨)Neka su D i E proizvo	ne formule.Ako je formula D ⇔ E tautologija, onda je i formula Dδ ⇔ Eδ tautologija.Da bismo dokazali ovu teoremu moramo pre toga da doka�emo nekolikolema. Osim toga potrebno je definisati jox jednu funkiju na skupu svihiskaznih formula F . Funkija ∗ : F → F je induktivno definisana na sle-de�i naqin:(1) za neko iskazno slovo p: p∗ = ¬p;(2) (2.1) za neku iskaznu formulu A ∧B: (A ∧B)∗ = A∗ ∨B∗;(2.2) za neku iskaznu formulu A ∨B: (A ∨B)∗ = A∗ ∧B∗;(2.3) za neku iskaznu formulu ¬A: (¬A)∗ = ¬A∗.LEMA 1Za svaku formulu F formula ¬F ⇔ F ∗ je tautologija.DOKAZLemu �emo dokazati indukijom po broju veznika formule F .Baza indukije: broj veznika je 0, tj. formula F je neko iskaznoslovo p. U tom sluqaju formula ¬F je ¬p i formula F ∗ = p∗ je ¬p,pa poxto va�i |= ¬p ⇔ ¬p, to va�i: |= ¬F ⇔ F ∗.Indukijska pretpostavka: za svaku F sa ma�e od n veznika va�i:

|= ¬F ⇔ F ∗.Doka�imo da lema va�i i za formulu koja ima n veznika.Posmatramo formulu F koja ima n veznika. Formula F mo�e imatijedan od slede�ih oblika:
A ∧B, A ∨B ili ¬A.Bez obzira na to koji od tri navedena oblika ima formula F �enepotformule A i B imaju ma�i broj veznika nego formula F , stogaza �ih va�i indukijska pretpostavka:

|= ¬A ⇔ A∗ i |= ¬B ⇔ B∗.
⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika A ∧B.Imamo da je ¬F = ¬(A∧B) i F ∗ = (A∧B)∗ = A∗∨B∗. Na osnovu in-dukijske pretpostavke i TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATA, imamo:

|= (¬A ∨ ¬B) ⇔ (A∗ ∨B∗),



104 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKApa dobijamo: ¬A∨¬B ≡ A∗ ∨B∗. Na osnovu De Morganovog zakona,
|= (¬(A ∧ B)) ⇔ (¬A ∨ ¬B), dobijamo jox jedan par ekvivalentnihformula: ¬F ≡ ¬A∨¬B. Sada, na osnovu tranzitivnosti relaije
≡, imamo ¬F ≡ A∗ ∨B∗, tj. imamo tautologiju:

|= ¬F ⇔ F ∗.
⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika A ∨B.Na potpuno isti naqin kao u prethodnom sluqaju dobijamo da va�i
|= (¬(A ∨B)) ⇔ (A∗ ∧B∗). Dakle, |= ¬F ⇔ F ∗.
⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika ¬A.Formula ¬F je ¬¬A, a formula F ∗ je ¬A∗. Na osnovu indukijskepretpostavke imamo |= ¬A ⇔ A∗. Setimo se dela (1) LEME O ZAMENIEKVIVALENATA: iz |= C ⇔ D sledi |= ¬C ⇔ ¬D. Primenom togsvojstva iz |= ¬A ⇔ A∗ dobijamo:

|= ¬¬A ⇔ ¬A∗, tj. |= ¬F ⇔ F ∗.
♦LEMA 2Neka je F proizvo	na formula i neka je skup iskaznih slova koja se pojav	uju u tojformuli podskup skupa {p1, ..., pm}. Tada va�i da je formula (F ∗)p1...pm

¬p1...¬pm
⇔ F δtautologija.DOKAZLemu �emo dokazati indukijom po broju veznika formule F .Baza indukije: broj veznika je 0, tj. formula F je neko iskaznoslovo p. Tada je:

F ∗ = ¬p, (F ∗)p¬p = (¬p)p¬p = ¬¬p i F δ = pδ = p.Kako va�i |= ¬¬p ⇔ p, dobijamo |= (F ∗)p¬p ⇔ F δ.Indukijska pretpostavka: za svaku F sa ma�e od n veznika va�i:
|= (F ∗)p1...pm

¬p1...¬pm
⇔ F δ.Doka�imo da lema va�i i za formulu koja ima n veznika.Posmatramo formulu F koja ima n veznika. Formula F mo�e imatijedan od slede�ih oblika:

A ∧B, A ∨B ili ¬A.Bez obzira na to koji od tri navedena oblika ima formula F �enepotformule A i B imaju bar jedan veznik ma�e od formule F , paza �ih va�i indukijska pretpostavka:
|= (A∗)p1...pm

¬p1...¬pm
⇔ Aδ i |= (B∗)p1...pm

¬p1...¬pm
⇔ Bδ.

⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika A ∧B.Iz indukijske pretpostavke, na osnovu TEOREME O ZAMENI EKVI-VALENATA, dobijamo tautologiju:
|= ((A∗)p1...pm

¬p1...¬pm
∨ (B∗)p1...pm

¬p1...¬pm
) ⇔ (Aδ ∨Bδ).



2.4. O VEZNICIMA 105Poka�imo da je to tautologija |= (F ∗)p1...pm

¬p1...¬pm
⇔ F δ. Na osnovudefiniije uniformne zamene i definiija funkija ∗ i δ za for-mulu F = A ∧B imamo:

(F ∗)p1...pm

¬p1...¬pm
= ((A ∧B)∗)p1...pm

¬p1...¬pm
= (A∗)p1...pm

¬p1...¬pm
∨ (B∗)p1...pm

¬p1...¬pmi F δ = (A ∧B)δ = Aδ ∨Bδ.Dakle, zaista imamo tautologiju:
|= (F ∗)p1...pm

¬p1...¬pm
⇔ F δ.

⊳ Sluqajevi kada je F oblika A ∨B i ¬A dokazuju se analogno.
♦Sada doka�imo teoremu o dualnosti ∧ i ∨.DOKAZ TEOREME O DUALNOSTI VEZNIKA ∧ I ∨Pretpostavimo da je formula D ⇔ E tautologija. Onda iz te tau-tologije, na osnovu svojstva da ako va�i |= A ⇔ B, sledi da va�i

|= ¬A ⇔ ¬B, dobijamo tautologiju:
|= ¬D ⇔ ¬E,pa va�i ¬D ≡ ¬E. Jox imamo, na osnovu LEME 1, da za formule Di E va�i:

|= ¬D ⇔ D∗ i |= ¬E ⇔ E∗,tj. ¬D ≡ D∗ i ¬E ≡ E∗. Iz tih ekvivalentnosti i ekvivalentnosti
¬D ≡ ¬E, simetriqnost i tranzitivnost relaije ≡ daju D∗ ≡ E∗,tj. tautologiju:

|= D∗ ⇔ E∗.Iz ove tautologije za formuluD∗ ⇔ E∗, �ena iskazna slova p1, ..., pmi za formule ¬p1, ...,¬pm, na osnovu POSLEDICE TEOREME 3 iz ode	ka2.2.3, dobijamo tautologiju:
|= (D∗ ⇔ E∗)p1...pm

¬p1...¬pm
,a to je, na osnovu definiije uniformne zamene i veza izmeÆuveznika, tautologija:

|= (D∗)p1...pm

¬p1...¬pm
⇔ (E∗)p1...pm

¬p1...¬pm
,tj. va�i (D∗)p1...pm

¬p1...¬pm
≡(E∗)p1...pm

¬p1...¬pm
. S druge strane, LEMA 2 daje:

|= (D∗)p1...pm

¬p1...¬pm
⇔ Dδ i |= (E∗)p1...pm

¬p1...¬pm
⇔ Eδ,pa va�i (D∗)p1...pm

¬p1...¬pm
≡ Dδ i (E∗)p1...pm

¬p1...¬pm
≡ Eδ. Sada opet koriste�isimetriqnost i tranzitivnost ≡, dobijamo Dδ ≡ Eδ, tj. dobijamotautologiju:

|= Dδ ⇔ Eδ.

♦



106 GLAVA 2. ISKAZNA LOGIKAU narednoj lemi pokaza�emo da va�i i obrnuto od onog xto tvrdi TEOREMAO DUALNOSTI VEZNIKA ∧ I ∨, tj. da va�i: ako je formula Dδ ⇔ Eδ tautologija,onda je i formula D ⇔ E tautologija.LEMA 3Neka su D i E proizvo	ne formule.Ako je formula Dδ ⇔ Eδ tautologija, onda je i formula D ⇔ E tautologija.DOKAZKako je Dδ ⇔ Eδ tautologija, na osnovu TEOREME O DUALNOSTIVEZNIKA ∧ I ∨ imamo da je i formula (Dδ)δ ⇔ (Eδ)δ tautologija.MeÆutim, na osnovu osobine funkije δ iz Zadatka 9 imamo da je,
(Dδ)δ = D i (Eδ)δ = E, pa je ta tautologija u stvari tautologija
D ⇔ E.

♦Iz TEOREME O DUALNOSTI VEZNIKA ∧ I ∨ i LEME 3 imamo slede�i zak	uqak.POSLEDICA 1Neka su D i E proizvo	ne formule.Formula D ⇔ E je tautologija ako i samo ako je formula Dδ ⇔ Eδ tautologija.



Glava 3
Formalne teorije
3.1 Xta je to formalna teorija?Pre nego xto odgovorimo na pita�e xta je to formalna teorija, istakni-mo glavnu karakteristiku neke formalne teorije, taqnije qitave matematike.Dokaz, tj. dokaziva�e jeste najva�nija karakteristika matematike. Na svakukonstataiju oblika: Va�i to i to, ,,matematika �e re�i": Doka�i!Svaki matematiqki dokaz je jedno deduktivno zak	uqiva�e i poqiva na po-laznim pretpostavkama i pravilima po kojima se iz tih pretpostavki izvodenova tvrÆe�a. Koriste�i simbole matematiqkog jezika i jezika logike, imamomogu�nost da umesto sa nejasnim pojmovima, kao xto su reqenie prirodnogjezika, radimo sa formulama. Na taj naqin dokaz nekog matematiqkog tvrÆe-�a mo�emo da svedemo na postupak kojim se od nekih polaznih formula, ko-riste�i neka pravila zak	uqiva�a, dobijaju nove formule. Pogledajmo jedanjednostavan primer.Primer 1 Postavimo slede�e pita�e: da li iz a ≤ b, b ≤ c i c ≤ dsledi a ≤ d? Evo jednog dokaza:1. a ≤ b je pretpostavka;2. b ≤ c je pretpostavka;3. a ≤ c zak	uqujemo iz pretpostavki 1. i 2. koriste�i osobinu daje relaija ≤ tranzitivna, tj. da ako je x ≤ y i y ≤ z, onda je x ≤ z;4. c ≤ d je pretpostavka;5. a ≤ d zak	uqujemo iz 3. i 4. opet koriste�i osobinu da je re-laija ≤ tranzitivna. 107



108 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJEZadatak formalnog jezika logike je da odreÆenu matematiqku teoriju preve-de na jezik formula, definixe polazne formule i definixe pravila izvoÆe-�a pomo�u kojih �e se izvoditi (dobijati) nove formule.Svaka matematiqka oblast ima svoje polazne pojmove. Osim toga, ima nekeosnovne, jednostavne osobine za koje ne tra�imo nikakav dokaz. Jednostavnosti oqiglednost tih osobina su kriterijumi po kojima one postaju polazne is-tine te oblasti. Na osnovu polaznih istina, koriste�i postupak deduktivnogzak	uqiva�a, dokazuju (izvode, dedukuju) se nova svojstva koja va�e u toj mate-matiqkoj oblasti. Zatim, koriste�i ve� dokazana svojstva, dokazujemo novasvojstva i na taj naqin graÆevina, koja se zove rezultati te oblasti, raste ioboga�uje se. Mo�e se postaviti pita�e xta je u toj izgrad�i matematiqkihoblasti uzeto kao osnovna konstrukija od koje se onda, u zavisnosti od togakoji se materijal koristi za nastavak grad�e, mogu napraviti tako razliqitazda�a kao xto su geometrija, algebra, informatika i dr. Ta polazna kon-strukija, konstrukija koja je zajedniqka za sve matematiqke teorije, jestepojam formalne teorije ili formalnog sistema. Pojam formalne teorije jepostav	en veoma xiroko tako da svaka strogo zasnovana matematiqka teorijajeste jedna posebna formalna teorija.Kada ka�emo formalna teorija T , xta pod tim podrazumevamo? Prvo,imamo skup osnovnih simbola (alfabet) te teorije T , skup S(T ). Od tih sim-bola prave se sve mogu�e reqi (konaqni nizovi simbola) nad tim alfabetom.Iz tog skupa reqi izdvajamo reqi odreÆenog oblika koje zovemo formule. For-mule qine drugi va�an deo te formalne teorije: skup formula teorije T , skup
F(T ). Zatim iz skupa svih formula izdvajamo jedan �egov podskup qije ele-mente zovemo aksiome formalne teorije T , skup A(T ), i to je tre�i deo. Nakraju, kao qetvrti deo, imamo konaqan broj pravila izvoÆe�a teorije T pomo�ukojih iz aksioma i iz ve� dokazanih tvrÆe�a izvodimo (dokazujemo) nova tvr-Æe�a. Ta pravila izvoÆe�a qine skup R(T ). Svako pravilo izvoÆe�a je jednarelaija na skupu formula skoro u svim formalnim teorijama. Naime, ako je ρjedno pravilo izvoÆe�a du�ine n+1, onda ma kakve bile formule A1, ..., An, Bpostoji efektivan postupak za odluqiva�e da li su redom formule A1,...,An,
B u relaiji ρ ili nisu. Ako su redom formule A1, ..., An, B u relaiji ρ,onda pixemo

A1, ..., An

B
ρi ka�emo da su formule A1, ..., An premise (ili gor�e formule), a formula

B zak	uqak (ili do�a formula) tog pravila izvoÆe�a ρ.Pre definiije formalne teorije, dajemo jedan primer.Primer 2 Predstavimo jednu formalnu teoriju, teoriju T1.Skup osnovnih simbola je S(T1) = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.Skup formula F(T1) qine sve mogu�e reqi nad skupom simbola
S(T1). Primeri reqi su: 4, 005, 55, 0345, 123451,...Reqi 1, 2, 3, 4 i 5 su aksiome te teorije, pa je skup aksioma A(T1)skup {1, 2, 3, 4, 5}.



3.1. XTA JE TO FORMALNA TEORIJA? 109Na kraju, formalna teorija T1 ima samo jedno pravilo izvoÆe�a:
a b

a0b
R0. Pravilo R0 od dve formule a i b pravi tre�u tako xtona prvu formulu nadovezuje drugu, stav	aju�i izmeÆu �ih simbol0. Strogo govore�i, pravilo R0 je jedna relaija du�ine 3 i topravilo je jedini element skupa pravila izvoÆe�a R(T1).Sa ova qetiri skupa formalna teorija T1 je potpuno odreÆena.A evo i definiije formalne teorije (formalnog sistema).Definiija formalne teorije (formalnog sistema) TFormalna teorija (formalni sistem) T je jedna qetvorka objekata

(S(T ),F(T ),A(T ),R(T )), gde je:
⋄ S(T ) skup osnovnih simbola ili alfabet;
⋄ F(T ) skup formula, koji je podskup skupa svih reqi nad alfa-betom S(T ), tj. skupa svih konaqnih nizova simbola iz S(T );
⋄ A(T ) skup aksioma;
⋄ R(T ) skup pravila izvoÆe�a.Sada dajemo definiiju najznaqajnije karakteristike formalne teorije,definiiju dokaza (izvoÆe�a, dedukije) u nekoj formalnoj teoriji T .Definiija dokaza (izvoÆe�a, dedukije) u formalnoj teoriji T
⋄Dokaz (izvoÆe�e, dedukija) u formalnoj teoriji T je jedno konaq-no drvo, na qijim listovima se nalaze aksiome, a svako grana�e togdrveta je opravdano nekim pravilom izvoÆe�a, tako xto se u gor�imqvorovima tog grana�a nalaze premise pravila, a u �egovom do�emqvoru je zak	uqak tog pravila. Ako se u korenu tog drveta nalaziformula F , onda je to dokaz formule F . (Primetimo da je dokazaksiome drvo sa jednim qvorom (koren i list) u kome je sama taaksioma.)
⋄ Osim kao drvo dokaz (izvoÆe�e, dedukija) se mo�e definisati ikao konaqan niz formula (n ≥ 1)

F1, ..., Fn,gde za svaku formulu Fi, 1 ≤ i ≤ n, va�i:ili Fi je aksiomaili Fi je zak	uqak nekog pravila izvoÆe�a teorije T , a premisetog pravila izvoÆe�a su neke od formula iz niza F1,..., Fn, indeksama�eg od i.Za dokaz F1, ..., Fn ka�emo da je dokaz formule Fn.Ako imamo jedan dokaz dat kao niz formula F1, ..., Fn (n ≥ 1), onda taj dokazmo�emo predstaviti konaqnim drvetom u qijem korenu se nalazi formula Fn,a na �egovim listovima su sve aksiome iz niza F1, ..., Fn. Svako grana�e utom drvetu je opravdano nekim pravilom izvoÆe�a, tako xto se u do�em qvoru



110 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJEnalazi zak	uqak tog pravila, koji je neka formula Fi iz niza F1, ..., Fn, a ugor�im qvorovima tog grana�a su premise tog pravila, koje su formule izniza F1, ..., Fn sa indeksom ma�im od i.Primer 3 Pogledajmo drvo u qijim qvorovima su formule for-malne teorije T1 iz Primera 2:
403

34

5

5040301

150403Da li je ovo drvo jedan dokaz u teoriji T1? Na listovima togdrveta su aksiome 4, 3, 5 i 1. Imamo tri grana�a i sva tri supo jedinom pravilu izvoÆe�a teorije T1, pravilu R0. Na primer,pogledajmo grana�e u qijem do�em qvoru je formula 50403. U gor-�im qvorovima tog grana�a su formule 5 i 403, a 50403 jeste za-k	uqak pravila R0 iz premisa 5 i 403. Dakle, posmatrano drvojeste jedan dokaz u teoriji T1 i to je dokaz formule koja je u �egovomkorenu, formule 5040301. Na dokazu formule 5040301 poka�imo dadrvo dokaza mo�emo zapisati i na slede�i naqin:
5

4 3

403

50403 1

5040301Ovaj dokaz mo�emo predstaviti i konaqnim nizom formula: F1 = 4,
F2 = 3, F3 = 403, F4 = 5, F5 = 50403, F6 = 1 i F7 = 5040301. For-mule F1, F2, F4 i F6 su aksiome teorije T1; F3 je zak	uqak pravila
R0, gde su premise tog pravila formule F1 i F2; F5 je zak	uqakpravila R0, gde su premise tog pravila formule F3 i F4; i F7 jezak	uqak pravila R0, a premise tog pravila su formule F5 i F6.Poxto smo se upoznali sa pojmom dokaza, mo�emo dati definiiju teoremeformalne teorije T .Definiija teoreme formalne teorije TUformalnoj teoriji T formula F je teorema AKKO postoji bar jedandokaz formule F u teoriji T . Da je formula F teorema teorije Toznaqavamo sa ⊢T F (ili ⊢ F ako znamo o kojoj formalnoj teorijije req), a za taj dokaz formule F ka�emo da je jedan dokaz teoreme
F u teoriji T .Dokaz formule F iz skupa hipoteza Φ u formalnoj teoriji T je jedno kona-qno drvo u qijem korenu je formula F , a na svim �egovim listovima nalaze



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 111se ili aksiome ili formule skupa Φ. Svako grana�e tog drveta je opravdanonekim pravilom izvoÆe�a te teorije, tako xto se u do�em qvoru tog grana�analazi zak	uqak pravila, a u �egovim gor�im qvorovima su premise tog pra-vila. Drugaqije reqeno, postoji niz formula koje su ili aksiome ili formuleskupa Φ ili zak	uqi pravila izvoÆe�a qije premise su neke ve� navedeneformule tog niza, a posled�a formula je formula F . Formule skupa Φ zovemohipotezama tog dokaza. Da postoji dokaz formule F iz skupa hipoteza Φ uformalnoj teoriji T oznaqavamo sa Φ ⊢T F (ili Φ ⊢ F ) i ka�emo da jeformula F posledia skupa formula Φ.U okviru ovog uvodnog izlaga�a o formalnim teorijama predstavimo idva va�na svojstva formalnih teorija: odluqivost i neprotivreqnost. Akopostoji efektivan postupak (proedura) pomo�u kojeg za svaku formulu izskupa formula teorije T , skupa F(T ), mo�emo utvrditi da li je teoremateorije T ili nije, onda za teoriju T ka�emo da je odluqiva. Formalna teorija
T je neprotivreqna ako postoji bar jedna formula te teorije koja nije teorema.U protivnom, teorija T je protivreqna.Napomena. Istaknimo da se u izgraÆiva�u neke formalne teorije pojav	uju dvevrste teorema. Postoje teoreme koje su deo formalne teorije izvedene iz �enihaksioma uz pomo� �enih pravila izvoÆe�a i postoje teoreme na metajeziku,metateoreme, u kojima se govori o svojstvima posmatrane formalne teorije.3.2 Iskazna logika kao formalna teorijaU ode	ima 2.1, 2.2 i 2.4 izuqavali smo iskaznu logiku kao jednu elinu kojuobrazuju �ena sintaksa i �ena semantika. U tim izuqava�ima smo sintaksukoristili kao alat koji nam daje simbole i koji nam omogu�ava da preizno(od tih simbola) formiramo iskazne formule. U glavnoj ulozi je pak bilasemantika gde smo se bavili znaqe�ima iskaznih formula (ili istinite ilila�ne). U ovom ode	ku �emo iskaznu logiku predstaviti kao jednu formalnuteoriju. Posmatrati iskaznu logiku kao formalnu teoriju znaqi za te�ixteizabrati �enu sintaksu. Centralno mesto zauzimaju teoreme te teorije koje surezultat formalnog zak	uqiva�a (dokaza) iz posebnih formula (aksioma) naosnovu nekih pravila izvoÆe�a. U tim proesima prav	e�a teorema iskaznelogike ne�emo se baviti istinitox�u tih formula. Ipak, na kraju ode	ka�emo povezati teoreme iskazne logike, kao formule koje su proizvod pravilaizvoÆe�a iz aksioma, i tautologije, kao formule iskazne logike koje su uvekistinite. Pokaza�emo da su skup teorema iskazne logike i skup tautologijajednaki skupovi.Ali pre toga moramo predstaviti iskaznu logiku kao formalnu teorijui to �emo uraditi na dva naqina. Naime, predstavi�emo formalni sistemprirodne dedukije, formalni sistem N , i hilbertovski formalni sistem,formalni sistem L.



112 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJE3.2.1 Pravila izvoÆe�a prirodne dedukijeMo�e se re�i da su dokazi u prirodnoj dedukiji najbli�i intuitivnom shva-ta�u dokaza i dokaziva�a. U prirodnoj dedukiji dokaz je u obliku drvetana qijim listovima su hipoteze (pretpostavke) od kojih polazimo, a svako�egovo grana�e je po nekom pravilu izvoÆe�a, tako xto su u �egovim gor-�im qvorovima premise, a u do�em qvoru je zak	uqak tog pravila. To drvose naziva i izvoÆe�em formule koja je u �egovom korenu. Va�na karakteri-stika prirodne dedukije je da u postupku izvoÆe�a neke hipoteze mogu bitiizbrisane (ka�emo prertane). Kada budemo predstavili pravila izvoÆe�ato �emo deta	no objasniti, a sada dajemo samo skiu tog postupka. Naime, mipolazimo od nekih hipoteza, prime�ujemo neko pravilo izvoÆe�a, dobijamo�egov zak	uqak, opet prime�ujemo neko pravilo izvoÆe�a i tako gradimo jednoizvoÆe�e. U prirodnoj dedukiji postoje pravila izvoÆe�a koja, da bi u nekomizvoÆe�u bila prime�ena, koriste neke od hipoteza tog izvoÆe�a. Kada setakvo pravilo primeni i izvede �egov zak	uqak, hipoteze koje su iskorix-�ene prertaju se. Ako imamo jedno izvoÆe�e neke formule F , onda ka�emo daje formula F izvedena iz hipoteza koje su na listovima tog izvoÆe�a i priprav	e�u tog izvoÆe�a nisu prertane, tj. iz neprertanih hipoteza.Istaknimo sada jednu zajedniqku karakteristiku pravila izvoÆe�a prirod-ne dedukije. Uprox�eno reqeno, pravila izvoÆe�a prirodne dedukije pokazu-ju nam kako se od postoje�ih dokaza uz pomo� logiqkih veznika pravi novidokaz. Veznii ∧, ∨, ⇒, ⇔ i ¬ koji se vide redom u formulama A ∧B, A ∨B,
A ⇒ B, A ⇔ B i ¬A su glavni veznii tih formula. Za svaki logiqkiveznik postoje dva pravila izvoÆe�a prirodne dedukije: pravilo uvoÆe�a ipravilo eliminaije. U svim pravilima uvoÆe�a veznik, na koji se praviloodnosi, jeste glavni veznik zak	uqka tog pravila uvoÆe�a, taqnije zak	uqakje naprav	en pomo�u tog veznika i premisa pravila. Na primer, pravilo uvo-Æe�a veznika ∧ ka�e da ako postoji neki dokaz D1 za formulu A i neki dokaz
D2 za formulu B, onda postoji dokaz (naqi�en od D1 i D2) za formulu A∧B:

D1

A

D2

B

A ∧ BU ovom pravilu veznik ∧ se uvodi u zak	uqak pravila, u formulu A ∧ B, tj.zak	uqak je naprav	en pomo�u veznika ∧ i premisa tog pravila (formula A i
B). Xto se tiqe nekog pravila eliminaije, veznik na koji se pravilo odnosije glavni veznik u jednoj od �egovih premisa, a zak	uqak je neka potformulate premise ili neka druga formula. Kao primer jednog pravila eliminaijeveznika, navex�emo pravilo eliminaije veznika ⇒. Inspiraija za ovo pra-vilo je tautologijamodus ponens: ako postoji neki dokazD1 za formulu A ⇒ Bi postoji neki dokaz D2 za formulu A, onda postoji dokaz (naqi�en od D1 i
D2) za formulu B:

D1

A ⇒ B

D2

A

B



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 113U pravilu eliminaije veznika ⇒, taj veznik je glavni veznik u premisi,formuli A ⇒ B, a zak	uqak pravila je potformula te formule, formula B.U narednom ode	ku da�emo definiiju sistema prirodne dedukije i defi-niiju dokaza u tom sistemu. Sada �emo samo neformalno predstaviti pravilaizvoÆe�a prirodne dedukije. Prvo navedimo aksiomatsko pravilo.Aksiomatsko praviloAko je A formula, onda je
Adokaz za A i �egova neprertana hipoteza je A.A sada predstavimo pravila izvoÆe�a za veznike.1. Pravila uvoÆe�a i eliminaije veznika ∧Pogledajmo primer dokaza jedne oqigledne istine.Primer 1 Doka�imo da va�i: 1 <

√
2 < 2.Zapisom 1 <

√
2 < 2 date su dve nejednakosti: 1 <

√
2 i √

2 < 2.Zato moramo da doka�emo da va�e obe nejednakosti.Doka�imo da je 1 <
√
2. Znamo da va�i 1 < 2. Korena funkija

f(x) =
√
x je rastu�a funkija, pa za brojeve 1 i 2 koren ma�egbroja, √1, je ma�i od korena ve�eg broja, √2, tj. √1 <

√
2.Sada doka�imo da je √

2 < 2. Iz 2 < 4, opet koriste�i da jefunkija f(x) =
√
x rastu�a, dobijamo: √2 <

√
4, tj. √2 < 2.Rezultat spaja�a dokaza 1 <

√
2 i dokaza √2 < 2 je dokaz tvrÆe-�a: 1 <

√
2 i √

2 < 2.Odmah reimo da je ovim dokazom opisano prirodnodedukijsko pravilouvoÆe�a veznika ∧. Ako 1 <
√
2 oznaqimo sa A, a √

2 < 2 oznaqimo sa
B onda je zadatak iz Primera 1: dokazati A ∧ B. U Primeru 1 smo tajzadatak rexili na slede�i naqin: napravili smo dokaz za A, napravilismo dokaz za B i zak	uqili smo da ta dva dokaza spojena, jesu dokaz za
A ∧B.Pravilo uvoÆe�a veznika ∧Ako su

D1

A
i D2

Bdokazi redom za A i za B, onda je
D1

A

D2

B

A ∧B
(∧U)dokaz za A∧B i neprertane hipoteze tog dokaza su neprertanehipoteze dokaza D1 i D2.



114 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJEIako znamo samo jedno prirodnodedukijsko pravilo, mo�emo pravitiprirodnodedukijske dokaze. Navex�emo dva prirodnodedukijska dokazau kojima �emo predstaviti neke karakteristike takvih dokaza.Primer 2 Neka su i dokaz D1 i dokaz D2 iz definiije pravi-la (∧U) samo formula A, onda pravilom (∧U) dobijamo dokaz
A A

A ∧ A
∧ Uza formulu A ∧ A. Formule A koje se pojav	uju u ovom dokazusu hipoteze tog dokaza i re�i �emo da je to dokaz iz skupahipoteza {A}. Primetimo da, poxto govorimo o skupu hipoteza,ne navodimo dvaput hipotezu A, ve� samo jedanput.Istaknimo da u prav	e�u slo�enijeg dokaza mo�emo koristiti jedanisti dokaz vixe puta. U prav	e�u dokaza za A∧A u Primeru 2 dva putaje korix�en dokaz koga qini sama formula A, i morao je biti navedendva puta. Ve� smo pomenuli da postoje neka pravila izvoÆe�a prirodnededukije (na primer, uvoÆe�e⇒, eliminaija ∨, uvoÆe�e ¬) sa slede�omosobinom: kada se u dokazu primeni jedno od tih pravila, onda se nekeod postoje�ih hipoteza brixu, tj. prilikom primene tog pravila nekehipoteze u tom dokazu budu prertane. Zato u svakom dokazu razliku-jemo prertane i neprertane hipoteze tog dokaza. Neprertana hipotezadokaza iz Primera 2 je formula A. Pogledajmo jox jedan primer.Primer 3 Neka su dokazi D1, D2 i D3 redom formule A, B i

C, onda pravimo dokaz:
A B

A ∧ B
∧ U

C

(A ∧B) ∧ C
∧ UNeprertane hipoteze dokaza D1, D2 i D3 su redom A, B i C,pa je {A,B,C} skup neprertanih hipoteza ovog dokaza.Predstavimo sada pravilo eliminaije veznika ∧. To pravilo se zasnivana slede�em ispravnom zak	uqiva�u: ako postoji dokaz D za formulu

A ∧B, onda je mogu�e dokazati i samo formulu A i samo formulu B.Pravilo eliminaije veznika ∧Ako je
D

A ∧ Bdokaz za A ∧B, onda su
D

A ∧B

A
(∧E1)

D

A ∧ B

B
(∧E2)dokazi redom za A i za B i neprertane hipoteze oba ta dokazasu neprertane hipoteze dokaza D.



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 1152. Pravila uvoÆe�a i eliminaije veznika ⇒Predstavimo i pravila uvoÆe�a i eliminaije veznika ⇒. To predstav-	a�e poqnimo jednim primerom.Primer 4 Doka�imo da va�i osobina:ako je x realan broj, onda je x2 + 2x ≥ −1.Pretpostavimo da je x realan broj. Stoga je i x+1 realan broj.Za svaki realan broj va�i da je �egov kvadrat ve�i od nule ilijednak nuli. Zato je (x+1)2 ≥ 0, tj. x2+2x+1 ≥ 0. Oduzima�emjedinie sa obe strane nejednakosti dobijamo: x2 + 2x ≥ −1.Dakle, va�i tvrÆe�e: ako je x realan broj, onda je x2+2x ≥ −1.Primetimo da ovaj dokaz mo�emo posmatrati kao jedan glavnidokaz u okviru koga se nalazi jox jedan, ma�i dokaz. Ma�idokaz ima hipotezu x je realan broj i zak	uquje: x2 + 2x ≥ −1.U glavnom dokazu koristi se taj ma�i dokaz i dobija se: akoje x realan broj, onda je x2 + 2x ≥ −1, i x je realan broj nijehipoteza glavnog dokaza.Ako u ovom naxem primeru x je realan broj oznaqimo sa A, a x2+2x ≥ −1sa B, onda mali dokaz dokazuje B iz hipoteze A i on se koristi u glavnomdokazu, koji je dokaz za A ⇒ B, a koji nema hipotezu A. Ovo je opispravila uvoÆe�a veznika ⇒.Pravilo uvoÆe�a veznika ⇒Ako je
D

Bdokaz za B i A je neka formula, onda je
��A

D

B

A ⇒ B
(⇒ U)dokaz za A ⇒ B i neprertane hipoteze tog dokaza su neprer-tane hipoteze dokaza D, osim mo�da A.Prvo reimo da u dokazu D formule B ne mora da postoji hipoteza A.Oznaka ��A znaqi da je hipoteza A, ako ona postoji, iskorix�ena, tj. pre-rtana, i formula A nije hipoteza dokaza formule A⇒B. Pojasnimo xtau navedenoj definiiji znaqi: osim mo�da A. Prilikom jedne primenepravila (⇒U) mo�emo prertati jednu ili nekoliko hipoteza A, alimo�emo i da ne prertamo nijednu hipotezu A i da, bez obzira na tokoliko smo hipoteza A prertali pravilom (⇒U), zak	uqimo formulu

A ⇒ B. Sada �emo navesti nekoliko dokaza u kojima se pojav	uje pravilo
(⇒U). U prvom dokazu �emo predstaviti jednu primenu pravila (⇒U)



116 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJEkoja nema prertane hipoteze i jednu primenu pravila (⇒U) koja imaprertane hipoteze. Evo tog dokaza:
��B

1

A ⇒ B
⇒ U

B ⇒ (A ⇒ B)
1 ⇒ UReimo da u dokazu prirodne dedukije istim prirodnim brojem n povezu-jemo sve formule, koje su prertane hipoteze (��A n ), sa pravilom ρ qijomprimenom su te hipoteze prertane (nρ). U naxem dokazu prvo pravilo

(⇒ U) nema prertanih hipoteza A i �egov zak	uqak je A ⇒ B. Deotog dokaza koji se zavrxava formulom A ⇒ B ima jednu neprertanuhipotezu B. Zatim se taj dokaz nastav	a drugim pravilom (⇒ U) kojeima jednu prertanu hipotezu, formulu B, i to pravilo je sa prertanomhipotezom povezano brojem 1. Dakle, eo nax dokaz nema neprertanihhipoteza. U narednom dokazu predstavi�emo jox jednu mogu�nost kojupru�a pravilo (⇒U). Posmatrajmo dokaz:
��A

1

A ⇒ A
⇒ U

A ⇒ (A ⇒ A)
1 ⇒ UPrimenom prvog pravila (⇒ U) nismo prertali nijednu hipotezu A,mada takva hipoteza postoji. �u smo kao prertanu hipotezu iskoris-tili u drugom pravilu (⇒U). Primetimo da smo u ovom dokazu moglida biramo u kome od dva pravila (⇒U) �emo iskoristiti formulu Akao hipotezu, dok ono drugo pravilo onda nema prertanih hipoteza, tj.postoji i slede�i dokaz formule A ⇒ (A ⇒ A):

��A
1

A ⇒ A
1 ⇒ U

A ⇒ (A ⇒ A)
⇒ USada je na redu pravilo eliminaije veznika ⇒ koje smo ve� pomi�ali.Pravilo eliminaije veznika ⇒Ako su

D1

A ⇒ B
i D2

Adokazi redom za A ⇒ B i za A, onda je
D1

A ⇒ B

D2

A

B
(⇒ E)dokaz za B i neprertane hipoteze tog dokaza su neprertanehipoteze dokaza D1 i D2.Evo jednog dokaza prirodne dedukije u kome se koriste samo pravilauvoÆe�a i eliminaije veznika ⇒:
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��A ⇒ (A ⇒ B)

2
��A

1

A ⇒ B
⇒ E

��A
1

B
⇒ E

A ⇒ B

(A ⇒ (A ⇒ B)) ⇒ (A ⇒ B)
2 ⇒ U

1 ⇒ UOvaj dokaz formule (A ⇒ (A ⇒ B)) ⇒ (A ⇒ B) nema neprertanihhipoteza. Dve hipoteze, dve formule A, prertane su primenom prvogpravila (⇒U) i �ih sa tim pravilom povezuje broj 1. Drugo pravilo
(⇒U) ima samo jednu prertanu hipotezu, formulu A ⇒ (A ⇒ B), i topravilo je sa prertanom hipotezom povezano brojem 2.Sada, znaju�i qetiri pravila izvoÆe�a, mo�emo praviti i slo�enijeprirodnodedukijske dokaze.Zadatak 1 Napravimo dokaz bez neprertanih hipoteza zaformulu (A ∧B) ⇒ (B ∧ A).

��A ∧ B
1

B
∧E2

��A ∧B
1

A
∧E1

B ∧ A

(A ∧ B) ⇒ (B ∧ A)
1 ⇒ U

∧ UAnalogno ovom dokazu, mo�e se napraviti dokaz bez neprer-tanih hipoteza za formulu (B ∧ A) ⇒ (A ∧B).Zadatak 2 Napravimo dokaz bez neprertanih hipoteza zaformulu (A ∧ (B ∧C)) ⇒ ((A ∧B) ∧ C).
��A ∧ (B ∧ C)

1

A
∧ E1

��A ∧ (B ∧ C)
1

B ∧ C
∧ E2

B
∧ E1

A ∧ B
∧ U

��A ∧ (B ∧ C)
1

B ∧ C
∧E2

C
∧ E2

(A ∧B) ∧ C

(A ∧ (B ∧ C)) ⇒ ((A ∧ B) ∧ C)
1 ⇒ U

∧ UAnalogno ovom dokazu, mo�e se napraviti dokaz bez neprer-tanih hipoteza za formulu ((A ∧B) ∧ C) ⇒ (A ∧ (B ∧C)).3. Pravila uvoÆe�a i eliminaije veznika ∨Prvo �emo predstaviti pravilo uvoÆe�a veznika ∨. Ako postoji dokaz za
A, onda naravno postoji dokaz za A∨B, i isto tako, ako postoji dokaz za
B, onda postoji dokaz za A∨B. To rasuÆiva�e predstav	eno je pravilomuvoÆe�a veznika ∨.



118 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJEPravilo uvoÆe�a veznika ∨Ako su
D1

A

D2

Bdokazi redom za A i za B, onda su
D1

A

A ∨ B
(∨U1)

D2

B

A ∨ B
(∨U2)dva dokaza za A∨B i neprertane hipoteze tih dokaza su redomneprertane hipoteze dokaza D1 i D2.Pravilo eliminaije ∨ �emo objasniti dokazom u slede�em primeru.Primer 5 Doka�imo da va�i osobina:za svaki realan broj x razliqit od nule va�i: x2−2|x|+1

|x| ≥ 0.Pretpostavimo da je x realan broj razliqit od nule. To znaqida za realan broj x va�i: x > 0 ili x < 0 (u stvari va�iili x > 0 ili x < 0 ali ta preiznost nam za ovaj primernije korisna). Zato �emo u dokazu ove osobine posmatrati dvasluqaja, kada je x > 0 i kada je x < 0.Prvi sluqaj: pretpostavimo da je x > 0. Tada je |x| = x, paimamo x2 − 2|x| + 1 = x2 − 2 · x + 1 = (x − 1)2 ≥ 0. Dakle, iz
x2 − 2|x|+ 1 ≥ 0 i |x| > 0 dobijamo: x2−2|x|+1

|x| ≥ 0.Drugi sluqaj: pretpostavimo da je x < 0. Tada je |x| = −x, paimamo x2 − 2|x|+ 1 = x2 − 2 · (−x) + 1 = (x+ 1)2 ≥ 0. Dakle, iz
|x| > 0 i x2 − 2|x|+ 1 ≥ 0 dobijamo: x2−2|x|+1

|x| ≥ 0.Poxto u oba sluqaja va�i x2−2|x|+1
|x| ≥ 0, zak	uqujemo da taosobina va�i za svaki realan broj x razliqit od nule.Naqin razmix	a�a koji je korix�en u dokazu iz Primera 5 je u duhupravila eliminaije veznika ∨. Naime, ako imamo dokaz za formulu

A∨B i ako postoje dva dokaza, takvi da se mo�da meÆu hipotezama jednogod �ih nalazi formula A, a meÆu hipotezama drugog nalazi formula
B i oba imaju isti zak	uqak C, onda spajaju�i ta tri dokaza mo�emozak	uqiti C. Evo pravila eliminaije veznika ∨.Pravilo eliminaije veznika ∨Ako su

D1

A ∨ B

D2

C
i D3

Cdokazi redom za A ∨B i dva dokaza za C, onda je
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D1

A ∨ B

��A

D2

C

��B

D3

C

C
(∨E)jedan dokaz za C i neprertane hipoteze tog dokaza su: neprer-tane hipoteze dokaza D1, neprertane hipoteze dokaza D2, osimmo�da A, i neprertane hipoteze dokaza D3, osim mo�da B.Primenom ovog pravila (kao i pravila uvoÆe�a veznika ⇒) mo�emo pre-rtati neke hipoteze. Naime, ako dokazi D2 i D3 imaju redom hipoteze

A i B, onda te hipoteze mogu biti prertane primenom pravila (∨E).Istaknimo da jednom primenom ovog pravila mo�emo prertati nijednu,jednu ili nekoliko hipoteza A i B.Sada znamo pravila izvoÆe�a prirodne dedukije za veznike ∧, ⇒ i ∨, panavodimo jedan prirodnodedukijski dokaz u kome se koriste ta pravila.Zadatak 3 Napravimo dokaz bez neprertanih hipoteza zaformulu ((A ∨B) ∨ C) ⇒ (A ∨ (B ∨ C)).
��(A ∨ B) ∨ C

3

��A ∨ B
2

��A
1

A ∨ (B ∨ C)
∨ U1

��B
1

B ∨ C
∨ U1

A ∨ (B ∨ C)
∨ U2

A ∨ (B ∨ C)
1∨E

��C
2

B ∨ C
∨ U2

A ∨ (B ∨ C)
∨ U2

A ∨ (B ∨ C)

((A ∨ B) ∨ C) ⇒ (A ∨ (B ∨ C))
3 ⇒ U

2∨EAnalogno ovom dokazu, mo�e se napraviti dokaz bez neprer-tanih hipoteza za formulu (A ∨ (B ∨ C)) ⇒ ((A ∨B) ∨ C).4. Pravilo eliminaije veznika ⊥Iz naxe baze veznika iskazne logike {∧,∨,⇒,⊥} ostaje nam jox da pred-stavimo pravila izvoÆe�a za veznik ⊥. Za taj veznik postoji samo jednopravilo izvoÆe�a, pravilo eliminaije veznika ⊥.Pravilo eliminaije veznika ⊥Ako je D

⊥dokaz za ⊥, onda je
D

⊥

A
(⊥E)dokaz za A, gde je A proizvo	na formula.Dakle, ovim pravilom iz ⊥ zak	uqujemo proizvo	nu formulu A.



120 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJE5. Pravila uvoÆe�a i eliminaije veznika ⇔Osim za veznike baze {∧,∨,⇒,⊥} u prirodnoj dedukiji postoje pravilauvoÆe�a i eliminaije za ostale logiqke veznike. Setimo se definiijeda je A ⇔ B zamena za (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A). Zato �e pravila uvoÆe�a ieliminaije za ⇔ biti redom uvoÆe�e i eliminaija za ∧ kada je A bax
A ⇒ B, a B bax B ⇒ A. Pogledajmo slede�i jednostavan primer.Primer 6 Dokazati: x = 2 ako i samo ako x− 2 = 0.Dokaz se sastoji od dva dela.Dokaz s leva na desno: ako je x = 2, onda je x− 2 = 2− 2 = 0, tj.va�i x− 2 = 0.Dokaz s desna na levo: ako je x − 2 = 0, onda, dodava�em 2 saobe strane jednakosti, dobijamo: x− 2 + 2 = 0 + 2, tj. x = 2.Pravilo uvoÆe�a veznika ⇔ je predstav	eno dokazom u Primeru 6.Pravilo uvoÆe�a veznika ⇔Ako su

D1

A ⇒ B
i D2

B ⇒ Adokazi redom za A ⇒ B i za B ⇒ A, onda je
D1

A ⇒ B

D2

B ⇒ A

A ⇔ B
(⇔ U)dokaz za A ⇔ B i neprertane hipoteze tog dokaza su neprer-tane hipoteze dokaza D1 i D2.A evo i pravila eliminaije veznika ⇔.Pravilo eliminaije veznika ⇔Ako je

D

A ⇔ Bdokaz za A ⇔ B, onda su
D

A ⇔ B

A ⇒ B
(⇔ E1)

D

A ⇔ B

B ⇒ A
(⇔ E2)dokazi redom za A ⇒ B i za B ⇒ A i neprertane hipoteze tihdokaza su neprertane hipoteze dokaza D.Koriste�i dokaze iz Zadataka 1-3 i pravilo uvoÆe�a veznika ⇔, napra-vi�emo dokaz bez neprertanih hipoteza za formule:

(A ∧B) ⇔ (B ∧ A)
((A ∧B) ∧ C) ⇔ (A ∧ (B ∧C))
((A ∨B) ∨ C) ⇔ (A ∨ (B ∨ C)).



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 121Zadatak 4 Dokaz za (A ∧B) ⇒ (B ∧ A) iz Zadatka 1 oznaqimosa D1 i dokaz za (B ∧ A) ⇒ (A ∧ B) (za koji smo rekli da jeanalogan dokazu D1) oznaqimo sa D2. Koriste�i dokaze D1 i D2i pravilo (⇔ U), dobijamo slede�i prirodnodedukijski dokaz:
D1

(A ∧B) ⇒ (B ∧ A)

D2

(B ∧ A) ⇒ (A ∧B)

(A ∧ B) ⇔ (B ∧A)
⇔ UKako dokazi D1 i D2 nemaju neprertanih hipoteza, to i ovajdokaz nema neprertanih hipoteza.Dokaz za (A∧ (B ∧C)) ⇒ ((A∧B)∧C) iz Zadatka 2 oznaqimo sa

D3 i dokaz za ((A∧B)∧C) ⇒ (A∧(B∧C)) (za koji smo rekli daje analogan dokazu D3) oznaqimo sa D4. Koriste�i dokaze D3 i
D4 i pravilo (⇔ U), dobijamo prirodnodedukijski dokaz:

D4

((A ∧ B) ∧ C) ⇒ (A ∧ (B ∧ C))

D3

(A ∧ (B ∧ C)) ⇒ ((A ∧B) ∧ C)

((A ∧ B) ∧ C) ⇔ (A ∧ (B ∧ C))
⇔ UKako dokazi D3 i D4 nemaju neprertanih hipoteza, to i ovajdokaz nema neprertanih hipoteza.Na potpuno isti naqin, koriste�i dokaze iz Zadatka 3 i pravilouvoÆe�a veznika ⇔, pravi se dokaz bez neprertanih hipotezaza formulu ((A ∨B) ∨ C) ⇔ (A ∨ (B ∨ C)).6. Pravila uvoÆe�a i eliminaije veznika ¬Pitamo se kako mo�emo koristiti negaiju u proesima zak	uqiva�a?Setimo se da smo negaiju definisali pomo�u veznika ⇒ i ⊥ na slede�inaqin: ¬A je zamena za A ⇒ ⊥. Slikovito reqeno, kada ho�emo da ka�emoda nexto nije taqno (da nije A) ka�emo da ako to va�i, onda sledi nekaopxtepoznata neistina (da ako A, onda ⊥). Evo primera: opxtepoznatoje da je 0 = 1 neistina. Zato je reqeniom: ako je √

2 prirodan broj, ondaje 0 = 1 na drugaqiji naqin saopxtena osobina: √2 nije prirodan broj.Ovaj naqin zak	uqiva�a je predstav	en u pravilu uvoÆe�a ¬.Pravilo uvoÆe�a veznika ¬Ako je
D

⊥dokaz za ⊥ i A je neka formula, onda je
��A

D

⊥

¬A
(¬U)dokaz za ¬A i neprertane hipoteze tog dokaza su neprertanehipoteze dokaza D, osim mo�da A.



122 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJEI za ovo pravilo va�i da dokaz D ne mora da ima hipoteze A i da jednomprimenom ovog pravila mo�emo prertati nijednu, jednu ili nekolikohipoteza A. Reimo da se ovo pravilo, pravilo uvoÆe�a veznika ¬, nazivai pravilo svoÆe�a na protivreqnost (reductio ad absurdum). Primetimoda ako u pravilu uvoÆe�a veznika ¬ formulu ¬A zamenimo sa A ⇒ ⊥,onda dobijamo pravilo uvoÆe�a ⇒ kada je formula B bax ⊥:
��A

D

⊥

A ⇒ ⊥
⇒ UIsto tako, pravilo eliminaije veznika ¬ �e biti u stvari praviloeliminaije veznika ⇒ kada je formula B bax ⊥:

D1

A ⇒ ⊥

D2

A

⊥
⇒ EEvo pravila eliminaije veznika ¬.Pravilo eliminaije veznika ¬Ako su

D1

A

D2

¬Adokaz redom za A i za ¬A, onda je
D1

A

D2

¬A

⊥
(¬E)dokaz za ⊥ i neprertane hipoteze tog dokaza su neprertanehipoteze dokaza D1 i D2.Sada smo definisali pravila prirodne dedukije za sve veznike, panapravimo jox neki prirodnodedukijski dokaz.Zadatak 5 Napravimo dokaz bez neprertanih hipoteza za tau-tologiju (¬(A ∨ B)) ⇔ (¬A ∧ ¬B) (De Morganov zakon). Prvonapravimo dokaz za formulu (¬(A ∨B)) ⇒ (¬A ∧ ¬B):

��A
1

A ∨ B
∨ U1 ��¬(A ∨ B)

3

⊥

¬A
1¬U

¬E

��B
2

A ∨ B
∨ U2 ��¬(A ∨ B)

3

⊥

¬B
2¬U

¬E

¬A ∧ ¬B

(¬(A ∨ B)) ⇒ (¬A ∧ ¬B)
3 ⇒ U

∧ U



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 123Evo sada dokaza za formulu (¬A ∧ ¬B) ⇒ (¬(A ∨B)):
��A ∨ B

2
��A

1 ��¬A ∧ ¬B
3

¬A
∧ E1

⊥
¬E

��B
1 ��¬A ∧ ¬B

3

¬B
∧ E2

⊥
¬E

⊥
1 ∨ E

¬(A ∨ B)

(¬A ∧ ¬B) ⇒ (¬(A ∨B))
3 ⇒ U

2¬UAko dokaz za formulu (¬(A∨B)) ⇒ (¬A∧¬B) oznaqimo sa D1,a dokaz za formulu (¬A ∧ ¬B) ⇒ (¬(A ∨ B)) oznaqimo sa D2,onda dobijamo slede�i prirodnodedukijski dokaz:
D1

(¬(A ∨B)) ⇒ (¬A ∧ ¬B)

D2

(¬A ∧ ¬B) ⇒ (¬(A ∨B))

(¬(A ∨ B)) ⇔ (¬A ∧ ¬B)
⇔ Ukoji je dokaz za formulu (¬(A ∨B)) ⇔ (¬A ∧ ¬B) bez neprer-tanih hipoteza.Analogno ovom dokazu, mo�e se napraviti dokaz bez neprer-tanih hipoteza za tautologiju (¬(A ∧B)) ⇔ (¬A ∨ ¬B).7. Persovo praviloFormalni sistem prirodne dedukije koji predstav	a iskaznu logiku,osim pravila uvoÆe�a i eliminaije za logiqke veznike, ima jox jednopravilo izvoÆe�a, Persovo pravilo.Persovo praviloAko je

A ⇒ B

D

Adokaz za A, onda je
��A ⇒ B

D

A

A
(Pers)dokaz za A i neprertane hipoteze tog dokaza su neprertanehipoteze dokaza D osim formule A ⇒ B.Istaknimo da za Persovo pravilo va�i da hipoteze A ⇒ B ne morajupostojati. U tim sluqajevima Persovo pravilo je trivijalno, tj. izdokaza D

A zak	uqujemo opet A.Dakle, predstavili smo sva pravila izvoÆe�a sistema prirodne deduk-ije za iskaznu logiku. Na kraju predstavimo jox jedno pravilo koje je,slikovito reqeno, iste jaqine kao Persovo pravilo, pravilo jakog svoÆe�a



124 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJEna protivreqnost. Naime, va�i da ako skupu koga qine pravila izvoÆe-�a za logiqke veznike dodamo bilo koje od ta dva pravila dobi�emo istiformalni sistem, formalni sistem iskazne logike.Pravilo jakog svoÆe�a na protivreqnost (jaka reductio ad absurdum)Ako je
¬A

D

⊥dokaz za ⊥, onda je
��¬A

D

⊥

A
(RAA)dokaz za A i neprertane hipoteze tog dokaza su neprertanehipoteze dokaza D osim formule ¬A.I za ovo pravilo va�i da hipoteze ¬A ne moraju da postoje. U timsluqajevima pravilo jakog svoÆe�a na protivreqnost je pravilo (⊥E). Asada poka�imo da su Persovo pravilo i pravilo RAA iste jaqine, ilidrukqije reqeno, da su meÆusobno ekvivalentna.Zadatak 6 Persovo pravilo i RAA su meÆusobno ekvivalentnapravila.Imamo dokaz A ⇒ B

D

A

. Primenom Persovog pravila na posled�uformulu ovog dokaza, formulu A, dobili bismo kao zak	uqakformulu A i formula A ⇒ B bi bila prertana hipoteza. Miimamo na raspolaga�u pravila izvoÆe�a za sve veznike i pra-vilo RAA i moramo da napravimo dokaz sa istim zak	uqkom isa istim skupom neprertanih hipoteza kao da smo na dokaz Dprimenili Persovo pravilo. Evo tog dokaza:
��A

1
��¬A

2

⊥
¬E

B
⊥E

A ⇒ B
1 ⇒ U

D

A ��¬A
2

⊥
¬E

A
2RAADakle, ovaj dokaz je zamena za Persovo pravilo. Ka�emo da smoPersovo pravilo izveli iz pravila RAA zato xto su ostalapravila izvoÆe�a stalno tu, �ih uvek imamo na raspolaga�u.Ostaje da pravilo RAA izvedemo iz Persovog pravila. Imamo
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D

⊥ . Primenom pravila RAA na posled�u formulu ovogdokaza, formulu ⊥, dobili bismo formulu A i formula ¬Abi bila prertana hipoteza. Mi formulu ¬A zame�ujemo sa
A ⇒ ⊥, imamo na raspolaga�u taj dokaz, sva pravila izvoÆe�aza logiqke veznike i Persovo pravilo i pravimo dokaz sa istimzak	uqkom i sa istim skupom neprertanih hipoteza kao da smona dokaz D primenili pravilo RAA:

��A ⇒ ⊥
1

D

⊥
A

⊥E

A
1PersNa taj naqin smo pokazali da se pravilo RAA mo�e izvesti izPersovog pravila.Dakle, iz Zadatka 6 sledi da su Persovo pravilo i pravilo jakog svoÆe�ana protivreqnost meÆusobno ekvivalentna pravila, tj. ako skupu kojiqine pravila izvoÆe�a za sve logiqke veznike dodamo bilo koje od tadva pravila dobijamo isti formalni sistem (formalni sistem iskaznelogike).Na kraju ovog ode	ka predstavimo dokaz za formulu A ∨ ¬A u kome sekoristi pravilo jakog svoÆe�a na protivreqnost. Jasno je, na osnovuZadatka 6, da se mo�e napraviti dokaz za tu formulu u kome se koristiPersovo pravilo.Zadatak 7 Za formulu A∨¬A postoji dokaz bez neprertanihhipoteza.Evo jednog takvog dokaza:

��¬A
1

A ∨ ¬A
∨ U2

��¬(A ∨ ¬A)
2

⊥
¬E

A

A ∨ ¬A
∨ U1

1RAA

��¬(A ∨ ¬A)
2

⊥

A ∨ ¬A
2RAA

¬E3.2.2 Prirodna dedukija, sistem NSada �emo definisati jedan formalni sistem prirodne dedukije, formalnisistem N . Kao i svaki formalni sistem i sistem N potpuno je odreÆen sasvoja qetiri dela: skupom osnovnih simbola S(N ), skupom iskaznih formula
F(N ), skupom aksioma A(N ) i skupom pravila izvoÆe�aR(N ). Skup osnovnih



126 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJEsimbola sistema N , skup S(N ), jeste alfabet iskazne logike definisan uode	ku 2.1.1 sa dodatim pomo�nim simbolom ⊢.Skup osnovnih simbola sistema N , skup S(N )Skup osnovnih simbola sistema N , skup S(N ), sastoji se od slede�atri skupa:
⋄ prebrojivog skupa iskazih slova, skupa P , qiji elementi su p0, q0,
r0, p1, q1, r1,..., pn, qn, rn,...;
⋄ skupa logiqkih veznika {∧,∨,⇒,⊥}, gde su ∧,∨ i ⇒ binarniveznii, a ⊥ nularni veznik;
⋄ skupa pomo�nih simbola {(, ),⊢}.Iskazne formule sistema N su iskazne formule definisane u ode	ku 2.1.2,ali ipak ponovimo �ihovu definiiju.Definiija iskazne formule sistema N(1) Iskazna slova i veznik ⊥ su iskazne formule sistema N .(2) Ako su A i B iskazne formule sistema N , onda su i (A ∧ B),
(A ∨B) i (A ⇒ B) iskazne formule tog sistema.Veznii ⇔, ¬ i ⊤ su definisani kao u ode	ku 2.1.2.I u sistemuN poxtujemo dogovor da pri pisa�u iskaznih formula izostav-	amo sasvim spo	ax�e zagrade.Skup formula sistema N , skup F(N )Skup formula sistema N , skup F(N ), qine iskazne formule togsistema N .Konaqne skupove iskaznih formula oznaqava�emo sa Γ, ∆, Λ,..., Γ1, ∆1,

Λ1,..., Γ′, ∆′, Λ′,... Za definisa�e skupa aksioma i skupa pravila izvoÆe�asistema N , skupova A(N ) i R(N ), koristi�emo sekvente, koje pravimo od ele-menata skupa simbola S(N ). Sekvent je izraz slede�eg oblika: Γ ⊢ A, gde je Γkonaqan skup formula koji mo�e biti i prazan skup. Za konaqan skup Γ, naprimer Γ = {B,C,D}, pisa�emo B,C,D ⊢ A, a ako je Γ prazan skup, onda �emoizostav	ati ∅ i pisa�emo samo ⊢ A.Va�no je re�i da skup aksioma sistema N ne�e qiniti neke formule, niti�e pravila izvoÆe�a biti relaije izmeÆu formula. U sistemu N �e, da takoka�emo, u glavnoj ulozi biti sekventi. Evo tre�eg dela formalnog sistema
N , skupa aksioma.Skup aksioma sistema N , skup A(N )Aksiome sistemaN su sekventi posebnog oblika. Taqnije, aksiomat-ski sekvent sistema N je oblika

A ⊢ A, gde je A proizvo	na formula.



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 127Aksiomatski sekvent odgovara aksiomatskom pravilu koje smo predstaviliu neformalnom opisu prirodne dedukije. Istaknimo da smo definiijomaksiomatskog sekventa A ⊢ A u stvari dali jednu shemu za prav	e�e aksiomat-skih sekvenata, tako xto na mestu A mo�e biti proizvo	na formula. Naprimer, sekventi C ⊢C, A⇒ C⊢A⇒ C, C∨(A∧D) ⊢ C∨(A∧D) i B∧D ⊢ B∧Dsu aksiomatski sekventi.Qetvrti deo formalnog sistema N je skup pravila izvoÆe�a tog sistema.Ta pravila smo ve� predstavili u neformalnom opisu prirodne dedukije kaopravila uvoÆe�a i eliminaije logiqkih veznika.Skup pravila izvoÆe�a sistema N , skup R(N )Pravila izvoÆe�a u sistemu N �e biti relaije izmeÆu sekvenata.Skup pravila izvoÆe�a sistemaN , skupR(N ), qine pravilo elimi-naije i pravilo uvoÆe�a za svaki od binarnih veznika ∧, ⇒ i
∨; pravilo eliminaije za nularni veznik ⊥; i Persovo pravilo.Dakle, skup R(N ) qine slede�a pravila izvoÆe�a:pravila eliminaije pravila uvoÆe�a
(∧E1)

Γ ⊢ A ∧ B

Γ ⊢ A
(∧E2)

Γ ⊢ A ∧ B

Γ ⊢ B
(∧U)

Γ ⊢ A ∆ ⊢ B

Γ ∪∆ ⊢ A ∧ B

(⇒E)
Γ ⊢ A ⇒ B ∆ ⊢ A

Γ ∪∆ ⊢ B
(⇒U)

Γ1 ⊢ B

Γ ⊢ A ⇒ B

(∨E )
Γ ⊢ A ∨ B ∆1 ⊢ C Θ1 ⊢ C

Γ ∪∆ ∪Θ ⊢ C
(∨U1)

Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∨ B
(∨U2)

Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∨ B

(⊥E)
Γ ⊢ ⊥

Γ ⊢ A Persovo pravilo
(Pers)

Γ ∪ {A ⇒ B} ⊢ A

Γ ⊢ AU pravilu (⇒U ) skup Γ mo�e biti skup Γ1 ili skup Γ1 \ {A}. Upravilu (∨E ) skup ∆ mo�e biti skup ∆1 ili skup ∆1 \ {A}, a skup
Θ mo�e biti skup Θ1 ili skup Θ1 \ {B}.Kao i aksiomatske sekvente i pravila izvoÆe�a smatramo shemama.Napomena Primetimo da u sistemu N nemamo pravila izvoÆe�a za veznike⇔i ¬, ali na osnovu veza izmeÆu veznika, ta pravila mo�emo izvesti iz pravilasistema N .Sada, poxto smo definisali sva qetiri dela formalnog sistema N , defi-nixemo pojam dokaza u tom sistemu. U sistemu N �emo dokazivati sekvente,tj. pravi�emo dokaze za sekvente. Zato definixemo dokaz u sistemu N kaodrvo koje qine sekventi.Definiija dokaza sekventa u sistemu NU sistemu N dokaz sekventa Γ ⊢ F je jedno konaqno drvo u qijemkorenu je bax taj sekvent Γ ⊢ F , na svakom listu je jedan aksiomat-



128 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJEski sekvent, a svako grana�e je opravdano nekim pravilom izvoÆe�asistema N . (Primetimo da je dokaz aksiomatskog sekventa drvo sajednim qvorom (koren i list) u kome je sam taj sekvent.)Ako postoji dokaz u qijem korenu je sekvent Γ ⊢ F , onda ka�emo da je sekvent
Γ ⊢ F dokaziv u sistemu N . Neki dokaz D sekventa Γ ⊢ F zapisiva�emo D

Γ ⊢ F
.Pove�imo sada dokaze u naxem neformalnom opisu prirodne dedukije izode	ka 3.2.1 i dokaze u sistemu N . Dokaz u neformalnom opisu prirodnededukije u qijem je korenu formula F , a sve neprertane hipoteze na lis-tovima tog drveta qine skup Γ je dokaz sekventa Γ ⊢ F . Dokaz u neformalnomopisu prirodne dedukije koji nema neprertanih hipoteza, a u qijem korenuje formula F je dokaz sekventa ⊢ F . Pravila izvoÆe�a sistema N su pravilaizvoÆe�a za veznike ∧, ⇒, ∨ i ⊥ i Persovo pravilo koje smo predstavili uode	ku 3.2.1, samo zapisani drugaqije. Na primer, pravilu uvoÆe�a veznika

⇒ iz neformalnog opisa odgovara pravilo (⇒U) sistema N . Naime, u ode	ku3.2.1 u pravilu uvoÆe�a veznika ⇒ imali smo dokaz formule B qiji je skupneprertanih hipoteza skup Γ1, dokaz D

B
. U sistemu N to je dokaz sekventa

Γ1 ⊢ B. Primenom pravila uvoÆe�a veznika ⇒ na dokaz D dobijamo dokazformule A ⇒ B, qiji skup neprertanih hipoteza je skup Γ1, osim mo�daformule A. To znaqi da skup Γ1 mo�e ali i ne mora da sadr�i formulu Ai vixe, da iako Γ1 sadr�i formulu A ta formula ne mora da bude prertanahipoteza primenom pravila uvoÆe�a veznika ⇒. Sve te mogu�nosti date su ipravilom (⇒U) sistema N . U sistemu N primenom pravila (⇒U) na dokazsekventa Γ1 ⊢ B dobijamo dokaz sekventa Γ ⊢ A ⇒ B i imamo:(1) Ako skup neprertanih hipoteza Γ1 dokaza D sadr�i formulu A, ondaimamo dva sluqaja: ako A jeste prertana hipoteza pravila uvoÆe�a veznika
⇒ dobijamo dokaz formule A ⇒ B sa skupom neprertanih hipoteza Γ1 \ {A},i to je u sistemu N dokaz sekventa Γ ⊢ A ⇒ B u kome je Γ = Γ1\{A}; ako A nijeprertana hipoteza pravila uvoÆe�a veznika ⇒, onda imamo dokaz formule
A ⇒ B sa skupom neprertanih hipoteza Γ1, a u sistemu N je to dokaz sekventa
Γ ⊢ A ⇒ B u kome je Γ = Γ1.(2) Ako skup neprertanih hipoteza Γ1 dokaza D ne sadr�i formulu A, ondaprimenom pravila uvoÆe�a veznika ⇒ dobijamo dokaz formule A ⇒ B saskupom neprertanih hipoteza Γ1, a u sistemu N to je opet dokaz sekventa
Γ ⊢ A ⇒ B u kome je Γ = Γ1.Primer 7 Napravimo dokaz tautologije (A∧(A ⇒ B)) ⇒ B (modus

ponens) zapisuju�i ga na neformalni naqin pokazan u ode	ku 3.2.1.
��A ∧ (A ⇒ B)

1

A ⇒ B
∧E2

��A ∧ (A ⇒ B)
1

A
∧E1

B
⇒ E

(A ∧ (A ⇒ B)) ⇒ B
1 ⇒ U



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 129Ovo je dokaz bez neprertanih hipoteza. A sada napravimo dokazsekventa ⊢ (A ∧ (A ⇒ B)) ⇒ B u sistemu N .
A ∧ (A ⇒ B) ⊢ A ∧ (A ⇒ B)

A ∧ (A ⇒ B) ⊢ A ⇒ B
∧ E2

A ∧ (A ⇒ B) ⊢ A ∧ (A ⇒ B)

A ∧ (A ⇒ B) ⊢ A
∧ E1

A ∧ (A ⇒ B) ⊢ B

⊢ (A ∧ (A ⇒ B)) ⇒ B
⇒ U

⇒ ENa listovima su aksiomatski sekventi A∧ (A ⇒ B) ⊢ A∧ (A ⇒ B),a svako grana�e je opravdano nekim pravilom izvoÆe�a sistema N .U korenu je sekvent ⊢ (A ∧ (A ⇒ B)) ⇒ B, pa ka�emo da je tajsekvent dokaziv u sistemu N .Naredna definiija �e nam re�i xta su to teoreme sistema N .Definiija teoreme sistema NFormula F je teorema sistema N AKKO je sekvent ⊢ F dokaziv usistemu N .Dakle, tautologija modus ponens, (A ∧ (A ⇒ B)) ⇒ B, iz Primera 7 jeteorema sistema N .Primer 8 Koriste�i dokaze iz Zadataka 1-5 i Zadatka 7 iz ode	ka3.2.1 lako se u sistemu N mogu napraviti dokazi za sekvente:(1) ⊢ (A ∧B) ⇔ (B ∧A),(2) ⊢ ((A ∧B) ∧ C) ⇔ (A ∧ (B ∧C))(3) ⊢ ((A ∨B) ∨ C) ⇔ (A ∨ (B ∨C))(4) ⊢ (¬(A ∨B)) ⇔ (¬A ∧ ¬B)(5) ⊢ (¬(A ∧B)) ⇔ (¬A ∨ ¬B)(6) ⊢ A ∨ ¬ANa osnovu definiije teoreme sistema N dobijamo da su formuleu navedenim sekventima teoreme sistema N .Primetimo da su teoreme sistema N iz Primera 7 i Primera 8 tautologije.U narednim zadaima �emo za jox nekoliko tautologija (tautologije iz Zadatka4 u ode	ku 2.2.3 i distributivne zakone) dokazati da su teoreme sistema N .Zadatak 8 Formula A ⇒ (B ⇒ A) je teorema sistema N .
A ⊢ A

A ⊢ B ⇒ A
⇒ U

⊢ A ⇒ (B ⇒ A)
⇒ U



130 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJEZadatak 9 Formula (A ⇒ (B ⇒ C)) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C)) jeteorema sistema N .
A ⇒ (B ⇒ C) ⊢ A ⇒ (B ⇒ C) A ⊢ A

A ⇒ (B ⇒ C), A ⊢ B ⇒ C
⇒ E

A ⇒ B ⊢ A ⇒ B A ⊢ A

A ⇒ B,A ⊢ B
⇒ E

A ⇒ (B ⇒ C), A ⇒ B,A ⊢ C

A ⇒ (B ⇒ C), A ⇒ B ⊢ A ⇒ C

A ⇒ (B ⇒ C) ⊢ (A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C)

⊢ (A ⇒ (B ⇒ C)) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C))
⇒ U

⇒ U

⇒ U

⇒E

Zadatak 10 Formula ((A ⇒ B) ⇒ A) ⇒ A je teorema sistema N .
(A ⇒ B) ⇒ A ⊢ (A ⇒ B) ⇒ A A ⇒ B ⊢ A ⇒ B

(A ⇒ B) ⇒ A,A ⇒ B ⊢ A
⇒ E

(A ⇒ B) ⇒ A ⊢ A

⊢ ((A ⇒ B) ⇒ A) ⇒ A
⇒ U

PersZadatak 11 Formula A ⇒ (B ⇒ (A ∧B)) je teorema sistema N .
A ⊢ A B ⊢ B

A,B ⊢ A ∧B
∧ U

A ⊢ B ⇒ (A ∧ B)

⊢ A ⇒ (B ⇒ (A ∧ B))
⇒ U

⇒ UZadatak 12 Formule (A ∧B) ⇒ A i (A ∧B) ⇒ B su teoreme sistema N .
A ∧ B ⊢ A ∧ B

A ∧B ⊢ A
∧ E1

⊢ (A ∧B) ⇒ A
⇒ U

A ∧ B ⊢ A ∧ B

A ∧B ⊢ B
∧ E2

⊢ (A ∧B) ⇒ B
⇒ UZadatak 13 Formule A ⇒ (A ∨B) i B ⇒ (A ∨B) su teoreme sistema N .

A ⊢ A

A ⊢ A ∨B
∨ U1

⊢ A ⇒ (A ∨ B)
⇒ U

B ⊢ B

B ⊢ A ∨B
∨ U2

⊢ B ⇒ (A ∨ B)
⇒ UZadatak 14 Formula (A ⇒ C) ⇒ ((B ⇒ C) ⇒ ((A ∨ B) ⇒ C)) jeteorema sistema N .

A ∨ B ⊢ A ∨ B

B ⇒ C ⊢ B ⇒ C B ⊢ B

B,B ⇒ C ⊢ C
⇒ E

A ⇒ C ⊢ A ⇒ C A ⊢ A

A,A ⇒ C ⊢ C
⇒ E

A ⇒ C,B ⇒ C,A ∨ B ⊢ C
∨ E

A ⇒ C,B ⇒ C ⊢ (A ∨ B) ⇒ C

A ⇒ C ⊢ (B ⇒ C) ⇒ ((A ∨ B) ⇒ C)
⇒ U

⊢ (A ⇒ C) ⇒ ((B ⇒ C) ⇒ ((A ∨ B) ⇒ C))
⇒ U

⇒ U



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 131Zadatak 15 Formula ⊥ ⇒ A je teorema sistema N .
⊥ ⊢ ⊥

⊥ ⊢ A
⊥E

⊢ ⊥ ⇒ A
⇒ UZadatak 16 Formula ((A∨B)∧C) ⇔ ((A∧C)∨ (B ∧C)) je teoremasistema N .Dokaza�emo da su sekventi ⊢ ((A ∨B) ∧ C) ⇒ ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C)) i

⊢ ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C)) ⇒ ((A ∨B) ∧ C) dokazivi u sistemu N .Prvo predstavimo dokaz za ⊢ ((A ∨ B) ∧ C) ⇒ ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C)),dokaz D1, u kome je sa F oznaqena formula (A ∨B) ∧ C.
F ⊢ F

F ⊢ A ∨ B
∧ E1

A ⊢ A

F ⊢ F

F ⊢ C
∧ E2

A,F ⊢ A ∧ C

A,F ⊢ (A ∧ C) ∨ (B ∧ C)
∨ U1

∧ U
B ⊢ B

F ⊢ F

F ⊢ C
∧E2

B,F ⊢ B ∧ C

B,F ⊢ (A ∧ C) ∨ (B ∧ C)
∨ U2

∧ U

(A ∨ B) ∧ C ⊢ (A ∧ C) ∨ (B ∧ C)

⊢ ((A ∨ B) ∧ C) ⇒ ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C))
⇒U

∨ EA sada evo dokaza za sekvent ⊢ ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C)) ⇒ ((A ∨ B) ∧ C), dokaz D2,u kome je sa E oznaqena formula (A ∧ C) ∨ (B ∧ C).
E⊢E

A∧C⊢A∧C

A∧C⊢A
∧E1

A∧C⊢A∨B
∨U1

B∧C⊢B∧C

B∧C⊢B
∧E1

B∧C ⊢ A∨B
∨U2

(A∧C)∨(B∧C) ⊢ (A∨B)
∨E

E⊢E

A∧C ⊢ A∧C

A∧C ⊢ C
∧E2

B∧C ⊢ B∧C

B∧C⊢C
∧E2

(A∧C)∨(B∧C) ⊢ C
∨E

(A∧C)∨(B∧C) ⊢ (A∨B)∧C

⊢ ((A∧C) ∨ (B∧C))⇒((A∨B)∧C)
⇒U

∧UU sistemu N , koriste�i D1 i D2 i pravilo ∧U , pravimo dokaz:
D1

⊢ ((A ∨ B) ∧ C) ⇒ ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C))

D2

⊢ ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C)) ⇒ ((A ∨B) ∧ C)

⊢ (((A ∨ B) ∧ C) ⇒ ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C))) ∧ (((A ∧ C) ∨ (B ∧ C)) ⇒ ((A ∨ B) ∧ C))
∧U .Dakle, na osnovu poznatih veza izmeÆu veznika, imamo da je ovodokaz za formulu ((A ∨ B) ∧ C) ⇔ ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C)), tj. da jedistributivni zakon ∧ u odnosu na ∨ teorema sistema N .3.2.3 Hilbertovski sistem, sistem LU ovom ode	ku definisa�emo jox jedan formalni sistem iskazne logike, hil-bertovski sistem, sistem L.Skup osnovnih simbola sistema L, skup S(L)Skup osnovnih simbola sistema L je skup osnovnih simbola sistema

N bez pomo�nog simbola ⊢.



132 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJEIskazne formule sistema L su iskazne formule sistema N .Skup formula sistema L, skup F(L)Skup formula sistema L, skup F(L), qine iskazne formule togsistema L, tj. skup F(L) je jednak skupu F(N ).Konaqne skupove formula sistema L oznaqava�emo kao u sistemu N . Sada,sa skupom aksioma i skupom pravila izvoÆe�a, ispo	i�e se razlike izmeÆusistema N i L. Aksiome sistema L su posebni elementi skupa F(L), tj. nekeiskazne formule, a pravilo izvoÆe�a sistema L je jedna relaija du�ine 3 naskupu F(L).Skup aksioma sistema L, skup A(L)
(A1) A ⇒ (B ⇒ A)

(A2) (A ⇒ (B ⇒ C)) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C))

(A3) ((A ⇒ B) ⇒ A) ⇒ A

(A4) A ⇒ (B ⇒ (A ∧B))

(A5) (A ∧B) ⇒ A

(A6) (A ∧B) ⇒ B

(A7) A ⇒ (A ∨B)

(A8) B ⇒ (A ∨B)

(A9) (A ⇒ C) ⇒ ((B ⇒ C) ⇒ ((A ∨B) ⇒ C))

(A10) ⊥ ⇒ Agde su A, B i C proizvo	ne formule.Va�no je ista�i da smo napomenom da A, B i C mogu biti proizvo	neformule u stvari rekli da navedene aksiome predstav	aju sheme aksiome. Naprimer, ako u toj shemi (A1) na mesto formule A stavimo formulu B ⇒ C, ana mesto formule B stavimo formulu A ∧ D, tada dobijamo aksiomu sistema
L: (B ⇒ C) ⇒ ((A ∧D) ⇒ (B ⇒ C)).Skup pravila izvoÆe�a sistema L, skup R(L)Sistem L ima jedno pravilo izvoÆe�a, pravilo modus ponens:

A A ⇒ B

B
MPgde su A i B proizvo	ne formule.Definiija dokaza u sistemu LDokaz u sistemu L je konaqan niz formula (n ≥ 1)

F1, ..., Fn,



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 133gde za svaku formulu Fi, 1 ≤ i ≤ n, va�i:ili Fi je aksiomaili je Fi zak	uqak pravila MP (modus ponens) qije premise suneke od formula iz niza F1, ..., Fn indeksa ma�eg od i.Za dokaz F1, ..., Fn �emo re�i da je dokaz formule Fn. Broj formulakoje se pojav	uju u tom dokazu, broj n, zva�emo du�inom tog dokaza.Mi �emo dokaze sistema L predstav	ati i u obliku drveta. Naime, svakidokaz F1,...,Fn u sistemu L mo�emo predstaviti jednim drvetom u qijem korenuje formula Fn, na listovima su sve formule tog dokaza (niza F1,...,Fn) koje suaksiome, a svako grana�e tog drveta je opravdano pravilom izvoÆe�aMP takoxto se u do�em qvoru tog grana�a nalazi zak	uqak pravila, neka formula Fi,a u gor�im qvorovima su premise tog pravila, neke formule iz niza F1, ..., Fnindeksa ma�eg od i.Definiija teoreme sistema LU sistemu L formula F je teorema AKKO postoji bar jedan dokazformule F u sistemu L. Da je formula F teorema oznaqava�emo sa
⊢L F ili ⊢ F , a taj dokaz je jedan dokaz teoreme F u sistemu L.U narednom primeru predstavi�emo jedan dokaz teoreme u sistemu L.Primer 9 Poka�imo da je tautologija refleksivnost implikaije,
B ⇒ B, jedna teorema sistema L. Pravimo slede�e drvo:

B ⇒ ((B ⇒ B) ⇒ B)Ax2

B ⇒ B

B ⇒ (B ⇒ B)(B ⇒ (B ⇒ B)) ⇒ (B ⇒ B)gde je Ax2 formula (B ⇒ ((B ⇒ B) ⇒ B)) ⇒ ((B ⇒ (B ⇒ B)) ⇒ (B ⇒ B)).Evo tog dokaza u obliku niza.1. (B ⇒ ((B ⇒ B) ⇒ B)) ⇒ ((B ⇒ (B ⇒ B)) ⇒ (B ⇒ B))(ovo je aksioma (A2) gde: A je B, B je B ⇒ B i C je B)2. B ⇒ ((B ⇒ B) ⇒ B)(ovo je aksioma (A1) gde: A je B i B je B ⇒ B)3. (B ⇒ (B ⇒ B)) ⇒ (B ⇒ B)(zak	uqak pravila MP iz 1. i 2.)4. B ⇒ (B ⇒ B)(ovo je aksioma (A1) gde: A je B i B je B)5. B ⇒ B(zak	uqak pravila MP iz 3. i 4.)Dakle, formula B ⇒ B je teorema sistema L, tj. ⊢L B ⇒ B.



134 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJESada �emo pokazati neka svojstva dokaza u sistemu L.TEOREMA 1U sistemu L va�i:(1) Ako je Γ ⊢ A i Γ ⊆ ∆, onda je ∆ ⊢ A.(2) Va�i Γ ⊢ A ako i samo ako postoji konaqan podskup ∆ skupa Γ takav dava�i ∆ ⊢ A.(3) Ako je Γ ⊢ A i za svaku formulu B iz skupa Γ va�i ∆ ⊢ B, onda va�i
∆ ⊢ A.DOKAZ
Γ ⊢ A znaqi da u sistemu L postoji dokaz formule A iz skupahipoteza Γ (ode	ak 3.1), tj. da postoji niz formula F1,..., Fn takavda je Fn formula A, a za svaku formulu Fi, 1 ≤ i ≤ n, va�i: ilije Fi aksioma ili je Fi iz skupa Γ, ili je Fi zak	uqak pravila MPqije premise su neke dve prethodne formule tog niza.(1) Kako va�i Γ ⊆ ∆, odmah imamo da je svaka formula iz niza
F1,..., Fn ili aksioma ili formula iz skupa ∆ (jer je Γ ⊆ ∆) ilizak	uqak pravila MP iz neke dve prethodne formule tog niza.Dakle, imamo jedan dokaz formuleA iz skupa hipoteza∆, tj. ∆ ⊢ A.(2) Prvi deo: pretpostavimo da va�i Γ ⊢ A. Neka je∆ skup naqi�enod svih formula iz niza F1,..., Fn koje pripadaju skupu Γ. Dobijamoda je ∆ konaqan podskup skupa Γ, a svaka formula iz niza F1,..., Fnje ili aksioma, ili pripada skupu ∆ ili je zak	uqak pravila MP ,tj. va�i: ∆ ⊢ A. Drugi deo: pretpostavimo da postoji konaqanpodskup skupa Γ, skup ∆, za koji va�i ∆ ⊢ A. Stoga na osnovuosobine iz dela (1) dobijamo Γ ⊢ A.(3) Poxto za svaku formuluB iz skupa Γ va�i∆ ⊢ B, to znaqi da zasvaku tu formulu postoji dokaz iz skupa hipoteza ∆. Ako u dokazuformule A iz skupa hipoteza Γ, dokazu F1,..., Fn, svaku formulu Bkoja pripada skupu Γ zamenimo �enim dokazom iz skupa hipoteza
∆ (koji je neki niz formula), onda dobijamo niz formula koji sezavrxava formulom A i u kome je svaka formula ili aksioma iliformula skupa ∆ ili zak	uqak pravila MP iz neke dve prethodneformule tog niza. To znaqi da je to jedan dokaz formule A iz skupahipoteza ∆, tj. va�i ∆ ⊢ A.

♦Na kraju ovoga ode	ka, u kome je predstav	en sistem L, dokaza�emo znaqajnuosobinu sistema L, teoremu dedukije.TEOREMA 2 (TEOREMA DEDUKCIJE)Za proizvo	ne formule A i B i neki skup formula Φ va�i:ako je Φ ∪ {B} ⊢ A, onda je Φ ⊢ B ⇒ A.



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 135Pre strogog dokaza TEOREME DEDUKCIJE da�emo jedan, ma�e formalan,dokaz te teoreme u kome su dokazi predstav	eni kao konaqna drveta.Dokaz formule A iz skupa hipoteza Φ∪{B} je jedan niz formula. Neka su for-mule A1, ..., Ak sve aksiome koje se pojav	uju u tom dokazu, formule F1, ..., Fmsve formule iz skupa Φ koje se pojav	uju u tom dokazu (gde k i m mogu biti i
0) i jox formula B se pojav	uje u tom dokazu. Od tog dokaza mo�emo napravi-ti jedno konaqno drvo ▽ na slede�i naqin. Koren tog drveta je formula A.Na listovima su formule A1, ..., Ak, F1, ..., Fm i B, a svako grana�e je oprav-dano pravilom MP , tj. u svakom qvoru koji nije list je neka formula E i uqvorovima odmah iznad �e su formule oblika D i D ⇒ E, za neku formulu
D. Sada vrximo slede�e transformaije tog drveta ▽.Prvi korak: svaku formulu F koja se pojav	uje u drvetu▽ zame�ujemo formu-lom B ⇒ F . To znaqi da je u korenu novog drveta formula B⇒A. Na �egovimlistovima mo�e se pojaviti jedna od slede�ih formula: ili B⇒Aj , 1 ≤ j ≤ k,ako je na listu starog drveta bila aksioma Aj ; ili B ⇒ Fi, 1 ≤ i ≤ m, ako je nalistu starog drveta bila hipoteza Fi iz skupa Φ; ili B ⇒ B, ako je na listustarog drveta bila hipoteza B. Na kraju, svako grana�e (iz starog drveta) uqijem do�em qvoru je neka formula E posle transformaije ima oblik:

B ⇒ E

▽′′

B ⇒ D

▽′

B ⇒ (D ⇒ E) (*)gde su ▽′ i ▽′′ delovi novog drveta iznad redom formule B ⇒ (D ⇒ E) iformule B ⇒ D.Drugi korak: u svakom qvoru koji nije list grana�e je oblika (*) i nije oprav-dano pravilom MP , zato taj deo iseamo i na �egovo mesto stav	amo:
B ⇒ (D ⇒ E)

▽
′

(B ⇒ (D ⇒ E)) ⇒ ((B ⇒ D) ⇒ (B ⇒ E))

B ⇒ E

▽
′′

B ⇒ D(B ⇒ D) ⇒ (B ⇒ E)gde je formula (B ⇒ (D ⇒ E)) ⇒ ((B ⇒ D) ⇒ (B ⇒ E)) aksioma sistema
L i sva grana�a su opravdana pravilom MP . Na svaki od listova drveta ▽,u zavisnosti od formule koja je na tom listu, kalemimo neko drvo. Na svakilist B ⇒ Aj , 1 ≤ j ≤ k, odozgo kalemimo slede�e drvo:

B ⇒ Aj

AjAj ⇒ (B ⇒ Aj)na qijim listovima su aksiome Aj i Aj ⇒ (B ⇒ Aj), a grana�e je opravdanopravilom MP . Na svaki list B ⇒ Fi, 1 ≤ i ≤ m, odozgo kalemimo slede�edrvo:
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B ⇒ Fi

FiFi ⇒ (B ⇒ Fi)na qijim listovima su hipoteza Fi iz skupa Φ i aksioma Fi ⇒ (B ⇒ Fi), agrana�e je opravdano pravilom MP . Na svaki list B ⇒ B odozgo kalemimodokaz teoreme B ⇒ B iz Primera 9 na qijim listovima su aksiome, a svagrana�a su opravdana pravilomMP . Proes transformisa�a polaznog drvetadokaza formule A iz skupa hipoteza Φ ∪ {B} je zavrxen. Dobili smo drvo uqijem korenu je formula B ⇒ A, sva grana�a su opravdana pravilom MP i nalistovima tog drveta su ili aksiome sistema L ili formule skupa Φ. Dakle,to drvo je dokaz formule B ⇒ A iz skupa hipoteza Φ u sistemu L.A sada evo i strogog dokaza.DOKAZ TEOREME DEDUKCIJETeoremu �emo dokazati indukijom po du�ini dokaza formule Aiz skupa hipoteza Φ ∪ {B}.Baza indukije: dokaz formule A iz skupa hipoteza Φ ∪ {B} jedu�ine 1. To znaqi da se taj dokaz sastoji samo iz jedne formule ito mora biti formula A.Ako je A iz skupa Φ ili ako je A aksioma sistema L, onda koriste�itaj dokaz, koji qini formula A, i aksiomu A⇒ (B⇒A) pravimoslede�i dokaz formule B⇒A iz skupa hipoteza Φ:1. A (ili hipoteza iz skupa Φ ili aksioma)2. A ⇒ (B ⇒ A) (aksioma)3. B ⇒ A (zak	uqak MP iz 1. i 2.)Ako je A formula B, onda je potrebno pokazati da postoji dokazformule B ⇒ B iz skupa hipoteza Φ. U Primeru 9 smo pokazalida je formula B ⇒ B teorema sistema L, tj. va�i ⊢ B ⇒ B, pa iz
∅ ⊆ Φ, na osnovu dela (1) TEOREME 1, va�i Φ ⊢ B ⇒ B.Indukijska pretpostavka: za proizvo	ne formule A i B i skupformula Φ: ako postoji dokaz A iz skupa hipoteza Φ∪ {B} du�inema�e od n, onda postoji dokaz formule B ⇒ A iz skupa hipoteza Φ.Doka�imo da teorema va�i i za proizvo	ne formule A i B i skupformula Φ i dokaz formule A iz skupa hipoteza Φ ∪ {B} du�ine n:ako postoji dokaz A iz skupa hipoteza Φ∪{B} du�ine n, onda posto-ji dokaz formule B ⇒ A iz skupa hipoteza Φ.Neka je C1,...,Cn jedan dokaz formule A iz skupa hipoteza Φ ∪ {B}du�ine n. Kako je to dokaz formule A, onda je formula Cn u stvari
A, tj. taj dokaz je niz: C1,...,Cn−1, A. Za formulu A, kao formulukoja se pojav	uje u tom dokazu, postoje slede�e qetiri mogu�nosti:(1) A je aksioma;(2) A je neka hipoteza iz skupa Φ ∪ {B} koja nije B;(3) A je hipoteza B iz skupa Φ ∪ {B};



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 137(4) A je zak	uqak pravila MP , tj. postoje formule Ci i Cj togdokaza (gde su i i j ma�i od n) takve da je Cj oblika Ci ⇒ A.U sluqajevima (1), (2) i (3) postupamo sliqno kao u bazi indukijei dobijamo da postoji dokaz formule B ⇒ A iz skupa hipoteza Φ.U sluqaju (4) posmatramo slede�e delove dokaza C1,...,Cn−1, A: deo
C1,..., Ci i deo C1,..., Cj . Sve formule tih delova su aksiome,hipoteze iz skupa Φ ∪ {B} ili zak	uqi MP , tj. ti delovi su do-kazi redom formula Ci i Cj iz skupa hipoteza Φ∪{B}. Du�ine tihdokaza su redom i i j, tj. �ihove du�ine su ma�e od n. Prime�ujemoindukijsku pretpostavku na formule Ci i Cj koje imaju dokaz izskupa hipoteza Φ∪ {B} du�ine ma�e od n: postoje dokazi iz skupahipoteza Φ za formule B⇒Ci i B⇒Cj , gde je Cj oblika Ci⇒A, tj.postoje dokazi: D1, ..., Dm = B⇒Ci i E1, ..., El = B⇒(Ci⇒A) (za
m, l > 0). Nadoveziva�em tih dokaza dobijamo niz: D1,..., Dm−1,
B⇒Ci, E1,..., El−1, B⇒(Ci⇒A) qije formule su ili aksiome iliformule iz Φ ili zak	uqi pravila MP . Taj niz nastav	amo, do-daju�i slede�e formule: (B ⇒ (Ci ⇒ A)) ⇒ ((B ⇒ Ci) ⇒ (B ⇒ A))(aksioma), zatim zak	uqak pravila MP iz te aksiome i iz for-mule B ⇒ (Ci ⇒ A): formulu (B ⇒ Ci) ⇒ (B ⇒ A) i na kraju za-k	uqak MP iz te formule i iz formule B ⇒ Ci: formulu B ⇒ A.Naprav	eni niz formula qine formule od kojih je svaka ili ak-sioma ili hipoteza iz skupa Φ ili je zak	uqak pravila MP izprethodnih formula niza, tj. to je jedan dokaz formule B ⇒ A izskupa hipoteza Φ u sistemu L.

♦3.2.4 Ekvivalentnost sistema N i LU ovom ode	ku �emo dokazati da su sistem N i sistem L ekvivalentni, tj.svaka formula koja je teorema sistema N ona je teorema i sistema L i obrnuto.To znaqi da su ta dva sistema dva ekvivalentna naqina zadava�a (predstav-	a�a) iskazne logike kao formalne teorije. Prvo �emo dokazati jednu vezuizmeÆu dokaza sekvenata sistema N i dokaza iz hipoteza sistema L.TEOREMA 3Ako je sekvent Γ ⊢ A dokaziv u sistemuN , onda u sistemu L postoji dokaz formule
A iz skupa hipoteza Γ.DOKAZNa poqetku prihvatimo slede�i dogovor: kada budemo govorili otome da postoji neki dokaz formule C iz skupa hipoteza Λ u sistemu

L onda �emo drvo tog dokaza predstaviti ▽Λ

C
ili ▽Λ

|

C

.



138 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJETeoremu �emo dokazati indukijom po du�ini dokaza D sekventa
Γ ⊢ A u sistemuN , gde du�inu dokaza definixemo kao broj pravilaizvoÆe�a u tom dokazu.Baza indukije, dokaz sekventa Γ ⊢ A ima du�inu 0, tj. taj dokaznema ni jedno pravilo izvoÆe�a. To znaqi da je sekvent Γ ⊢ A aksi-omatski sekvent A ⊢ A. U sistemu L to je dokaz formule A iz skupahipoteza {A} i �ega qini sama formula A.Indukijska pretpostavka: teorema va�i za svaki dokaziv sekventsistema N qiji dokaz ima du�inu ma�u od n.Poka�imo da teorema va�i za sekvent qiji dokaz je du�ine n.Posmatramo dokaz D sekventa Γ ⊢ A koji je du�ine n. Posled�epravilo tog dokaza mo�e biti bilo koje pravilo izvoÆe�a ρ sistema
N , tj. dokaz D je oblika:

D′

Γ′ ⊢ A′

D′′

Γ′′ ⊢ A′′

D′′′

Γ′′′ ⊢ A′′′

Γ ⊢ A
ρgde neki od dokaza D′, D′′, ili D′′′, mogu da ne postoje. Gor�isekventi pravila ρ, sekventi Γ′ ⊢ A′, Γ′′ ⊢ A′′ i Γ′′′ ⊢ A′′′, sudokazivi u sistemu N i �ihovi dokazi imaju jedno pravilo izvo-Æe�a ma�e nego dokaz sekventa Γ ⊢ A. Stoga �e za �ih va�itiindukijska pretpostavka. Imamo vixe sluqajeva u zavisnosti odtoga koje je posled�e pravilo izvoÆe�a dokaza D sekventa Γ ⊢ A.

⊳ Posled�e pravilo dokaza D je uvoÆe�e ∧, pa je dokaz D:
D′

Λ ⊢ B

D′′

∆ ⊢ C

Λ ∪∆ ⊢ B ∧C
∧ Ua sekvent Γ ⊢ A je Λ ∪∆ ⊢ B ∧ C. Treba pokazati da u sistemu Lpostoji dokaz formule B ∧ C iz skupa hipoteza Λ ∪∆. Na osnovuindukijske pretpostavke u sistemu L postoji dokaz formule B izskupa hipoteza Λ i postoji dokaz formule C iz skupa hipoteza ∆.Koriste�i te dokaze u sistemu L pravimo drvo:

B

▽Λ

B ⇒ (C ⇒ (B ∧ C))

B ∧ C

▽∆

CC ⇒ (B ∧ C)Listovi ovog drveta su listovi drveta ▽Λ

B
i drveta ▽∆

C
(na kojimasu ili aksiome ili formule iz skupa Λ, odnosno ∆) i list na komeje aksioma B ⇒ (C ⇒ (B ∧ C)). Ostali qvorovi novog drveta su



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 139qvorovi (koji nisu listovi) drveta ▽Λ

B
i drveta ▽∆

C
i dva qvora ukojima su formule B ∧C i C ⇒ (B ∧C), i u svakom od tih qvorovaje zak	uqak jedne primene pravila MP . Dakle, ovo novo drvo jestejedan dokaz u sistemu L formule B ∧ C iz skupa hipoteza Λ ∪∆.

⊳ Posled�e pravilo dokaza D je eliminaija ∧, na primer (∧E1).Dakle, dokaz D je:
D′

Γ ⊢ A ∧B

Γ ⊢ A
∧ E1Treba pokazati da u sistemu L postoji dokaz formule A iz skupahipoteza Γ. Na osnovu indukijske pretpostavke u sistemu L pos-toji dokaz formule A∧B iz skupa hipoteza Γ. Koriste�i taj dokazpravimo drvo:

A

▽Γ

A ∧ B(A ∧ B) ⇒ AListovi ovog drveta su listovi drveta ▽Γ

A ∧ B
(na kojima su ili ak-siome ili formule iz Γ) i list na kome je aksioma (A ∧ B) ⇒ A.Ostali qvorovi novog drveta su qvorovi (koji nisu listovi) drveta

▽Γ

A ∧ B
i qvor u kome je formula A, i u svakom od tih qvorova je za-k	uqak jedne primene pravilaMP . Dakle, to novo drvo jeste jedandokaz u sistemu L formule A iz skupa hipoteza Γ. U sluqaju kadaje (∧E2) posled�e pravilo dokaza D postupamo analogno.

⊳ Posled�e pravilo dokaza D je uvoÆe�e ⇒, pa je dokaz D:
D′

Γ1 ⊢ C

Γ ⊢ B ⇒ C
⇒ Ua sekvent Γ ⊢ A je Γ ⊢ B ⇒ C. Treba pokazati da u sistemu Lpostoji dokaz formule B ⇒ C iz skupa hipoteza Γ. Na osnovuindukijske pretpostavke u sistemu L postoji dokaz formule C izskupa hipoteza Γ1. Stoga na osnovu dela (1) TEOREME 1, postojidokaz formule C iz skupa hipoteza Γ1∪{B}. Iz definiije pravi-la (⇒ U) za skup Γ imamo: Γ = Γ1 ili Γ = Γ1\{B}. Dakle, u obasluqaja imamo da u sistemu L postoji dokaz formule C iz skupahipoteza Γ ∪ {B}. Dakle, na osnovu TEOREME DEDUKCIJE, u sistemu

L postoji dokaz formule B ⇒ C iz skupa hipoteza Γ.
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⊳ Posled�e pravilo dokaza D je eliminaija ⇒, pa je dokaz D:

D′

Λ ⊢ B ⇒ A

D′′

∆ ⊢ B

Λ ∪∆ ⊢ A
⇒ Ea sekvent Γ ⊢ A je Λ ∪ ∆ ⊢ A. Moramo pokazati da u sistemu

L postoji dokaz formule A iz skupa hipoteza Λ ∪ ∆. Na osnovuindukijske pretpostavke u sistemu L postoji dokaz formule B izskupa hipoteza∆ i postoji dokaz formule B ⇒ A iz skupa hipoteza
Λ. Koriste�i te dokaze pravimo novo drvo:

A

▽∆

B

▽Λ

B ⇒ AListovi ovog drveta su listovi drveta ▽∆

B
i drveta ▽Λ

B ⇒ A
(na ko-jima su ili aksiome ili formule iz skupa ∆, odnosno Λ). Sviostali qvorovi novog drveta su qvorovi (koji nisu listovi) drveta

▽∆

B
i drveta ▽Λ

B ⇒ A
i qvor u kome je formula A, i u svakom od tihqvorova je zak	uqak jedne primene pravila MP . Dakle, to novodrvo jeste jedan dokaz u sistemu L formule A iz skupa hipoteza

Λ ∪∆.
⊳Posled�e pravilo dokazaD je uvoÆe�e ∨, na primer (∨U1). Dakle,dokaz D je:

D′

Γ ⊢ B

Γ ⊢ B ∨ C
∨ U1a sekvent Γ ⊢ A je Γ ⊢ B ∨ C. Ostaje da poka�emo da u sistemu

L postoji dokaz formule B ∨ C iz skupa hipoteza Γ. Na osnovuindukijske pretpostavke u sistemu L postoji dokaz formule B izskupa hipoteza Γ. Koriste�i taj dokaz pravimo ovo drvo:
B ∨ C

▽Γ

BB ⇒ (B ∨ C)Listovi ovog drveta su listovi drveta ▽Γ

B
(na kojima su ili aksiomeili formule iz skupa Γ) i list na kome je aksioma B ⇒ (B∨C). Sviostali qvorovi novog drveta su qvorovi (koji nisu listovi) drveta

▽Γ

B
i qvor u kome je formula B ∨ C, i u svakom od tih qvorova jezak	uqak jedne primene pravila MP . Dakle, to novo drvo jestejedan dokaz u sistemu L formule B ∨ C iz skupa hipoteza Γ. Usluqaju kada je (∨U2) posled�e pravilo u D postupamo analogno.
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⊳ Posled�e pravilo dokaza D je eliminaija ∨, pa je dokaz D:

D′

Λ ⊢ B ∨C

D′′

∆1 ⊢ A

D′′′

Θ1 ⊢ A

Λ ∪∆ ∪Θ ⊢ A
∨ Ea sekvent Γ ⊢ A je Λ ∪∆ ∪ Θ ⊢ A. Treba pokazati da u sistemu Lpostoji dokaz formule A iz skupa hipoteza Λ ∪∆ ∪ Θ. Na osnovuindukijske pretpostavke u sistemu L postoji dokaz formule B∨Ciz skupa hipoteza Λ, postoji dokaz formule A iz skupa hipoteza ∆1i postoji dokaz formule A iz skupa hipoteza Θ1. Stoga na osnovudela (1) TEOREME 1, postoji dokaz formule A iz skupa hipoteza

∆1 ∪ {B} i postoji dokaz formule A iz skupa hipoteza Θ1 ∪ {C}.Iz definiije pravila (∨E) za skupove ∆ i Θ imamo: ∆ = ∆1ili ∆ = ∆1\{B}; i Θ = Θ1 ili Θ = Θ1\{C}. Dakle, u svimtim sluqajevima imamo da u sistemu L postoji dokaz formule A izskupa hipoteza∆∪{B} i postoji dokaz formule A iz skupa hipoteza
Θ ∪ {C}. Iz ta dva dokaza, na osnovu TEOREME DEDUKCIJE, imamoda u sistemu L postoji dokaz formule B ⇒ A iz skupa hipoteza ∆i postoji dokaz formule C ⇒ A iz skupa hipoteza Θ. Koriste�i tedokaze, pravimo drvo:

C ⇒ A

▽Θ

(C ⇒ A) ⇒ ((B ∨ C) ⇒ A)

B ⇒ A

▽∆

Ax9

A

▽Λ

B ∨ C(B ∨ C) ⇒ Agde je Ax9 : (B ⇒ A) ⇒ ((C ⇒ A) ⇒ ((B ∨ C) ⇒ A)) (aksioma (A9)). Li-stovi ovog drveta su listovi drveta ▽∆

B ⇒ A
, drveta ▽Θ

C ⇒ A
i drveta

▽Λ

B ∨ C
(na kojima su ili aksiome ili formule iz skupa ∆ ∪ Θ ∪ Λ)i list na kome je aksioma (B ⇒ A) ⇒ ((C ⇒ A) ⇒ ((B ∨ C) ⇒ A)). Sviostali qvorovi novog drveta su qvorovi (koji nisu listovi) drveta

▽∆

B ⇒ A
, drveta ▽Θ

C ⇒ A
i drveta ▽Λ

B ∨C
i qvorovi u kojima su formule:

(C ⇒ A) ⇒ ((B ∨ C) ⇒ A), (B ∨ C) ⇒ A i A, i u svakom od tihqvorova je zak	uqak jedne primene pravila MP . Stoga, to novodrvo jeste dokaz formule A iz skupa hipoteza ∆ ∪Θ ∪ Λ u L.
⊳ Posled�e pravilo dokaza D je eliminaija ⊥, pa je dokaz D:

D′

Γ ⊢ ⊥

Γ ⊢ A
⊥E



142 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJETreba pokazati da u sistemu L postoji dokaz formule A iz skupahipoteza Γ. Na osnovu indukijske pretpostavke u sistemu L pos-toji dokaz formule ⊥ iz skupa hipoteza Γ. Koriste�i taj dokazpravimo novo drvo:
A

▽Γ

⊥⊥ ⇒ AListovi ovog drveta su listovi drveta ▽Γ

⊥
(na kojima su ili ak-siome ili formule iz skupa Γ) i list na kome je aksioma ⊥ ⇒ A.Svi drugi qvorovi novog drveta su qvorovi (koji nisu listovi)drveta ▽Γ

⊥
i qvor u kojem je formula A, i u svakom od tih qvorovaje zak	uqak jedne primene pravila MP . Dakle, to drvo jeste jedandokaz u sistemu L formule A iz skupa hipoteza Γ.

⊳ Posled�e pravilo dokaza D je Persovo pravilo, tj. dokaz D je:
D′

Γ ∪ {A ⇒ B} ⊢ A

Γ ⊢ A
PersTreba pokazati da u sistemu L postoji dokaz formule A iz skupahipoteza Γ. Na osnovu indukijske pretpostavke u sistemu L pos-toji dokaz formule A iz skupa hipoteza Γ ∪ {A ⇒ B}. Iz ovogposled�eg dokaza, na osnovu TEOREME DEDUKCIJE, imamo da u sis-temu L postoji dokaz formule (A ⇒ B) ⇒ A iz skupa hipoteza Γ.Koriste�i taj dokaz pravimo novo drvo:

A

▽Γ

(A ⇒ B) ⇒ A((A ⇒ B) ⇒ A) ⇒ AListovi ovog drveta su listovi drveta ▽Γ

(A ⇒ B) ⇒ A
(na kojima suili aksiome ili formule iz Γ) i aksioma ((A ⇒ B) ⇒ A) ⇒ A.Ostali qvorovi novog drveta su qvorovi (koji nisu listovi) drveta

▽Γ

(A ⇒ B) ⇒ A
i qvor u kojem je formula A, i u svakom od tih qvorovaje zak	uqak jedne primene pravila MP . Dakle, to novo drvo jestejedan dokaz u sistemu L formule A iz skupa hipoteza Γ.Zak	uqujemo: za svaki dokaziv sekvent sistema N , neki sekvent

Γ ⊢ A, u sistemu L postoji dokaz formule A iz skupa hipoteza Γ.
♦



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 143TEOREMA 4Formula F je teorema sistema L ako i samo ako je F teorema sistema N .DOKAZPRVI DEO:Ako je formula F teorema sistema L, onda je F teorema sistema N .DOKAZPrvo treba dokazati da su sve aksiome sistema L teoreme sistema
N . Drugaqije reqeno, za svaku aksiomu A sistema L treba pokazatida je sekvent ⊢ A dokaziv u sistemu N . To smo mi ve� pokazali uZadaima 8-15 ode	ka 3.2.2. Dakle, sve aksiome sistema L su teo-reme sistema N . Ostaje jox da, koriste�i tu osobinu, poka�emoda je i proizvo	na teorema sistema L teorema sistema N . Neka jeformula F teorema sistema L. U sistemu L postoji dokaz formule
F . Ako taj dokaz predstavimo kao drvo, onda je to konaqno drvo uqijem korenu je formula F , na svakom listu tog drveta je neka ak-sioma sistema L i svako grana�e je opravdano pravilom izvoÆe�a
MP . Na tom drvetu napravimo slede�e izmene:(1) na svakom listu zateqenu aksiomu A zamenimo drvetom dokazasekventa ⊢ A iz sistema N koji smo napravili u Zadaima 8-15 i(2) u svakom qvoru zateqenu formulu D zamenimo sekventom oblika
⊢ D, pa i u korenu tog drveta formulu F zamenimo sekventom ⊢ F .Dobili smo novo drvo. Pitamo se da li je to drvo jedan dokaz u sis-temu N ? Prvo, svi listovi tog drveta su listovi dokaza sistema
N iz Zadataka 8-15, znaqi na �ima su aksiomatski sekventi. Ostajejox da proverimo qime su opravdana grana�a u tom drvetu. Akoje to grana�e u delu drveta koji se zavrxava sekventom ⊢ A, gdeje A neka aksioma sistema L (to je grana�e nekog od dokaza pred-stav	enih u Zadaima 8-15), onda je ono opravdano nekim pravilomizvoÆe�a sistema N . Ako je to grana�e u delu drveta koje je pos-tojalo u drvetu dokaza formule F u sistemu L (i tamo opravdanopravilomMP), onda je u sistemu N to grana�e opravdano pravilomeliminaije veznika⇒, pravilom (⇒E). Zak	uqujemo da su na lis-tovima novog drveta aksiomatski sekventi, a svako �egovo grana�eje opravdano nekim pravilom izvoÆe�a sistema N , pa to drvo jestejedan dokaz u sistemu N u qijem je korenu sekvent ⊢ F . Stoga za-k	uqujemo da je sekvent ⊢ F dokaziv u sistemu N , tj. formula Fjeste teorema sistema N .DRUGI DEO:Ako je formula F teorema sistema N , onda je F teorema sistema L.DOKAZKako je formula F teorema sistema N , to znaqi da je sekvent ⊢ Fdokaziv u sistemu N . Na osnovu TEOREME 3, u sistemu L postoji



144 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJEdokaz formule F iz skupa hipoteza koji je prazan skup. To znaqida je formula F teorema sistema L.
♦Ekvivalentnost formalnih sistema N i L znaqi da nada	e mo�emo jednos-tavno govoriti o iskaznoj logii i teoremama iskazne logike ne preiziraju�ida li mislimo na sistem N ili sistem L. Osim toga, svaki put kada ho�emo dautvrdimo da li je neka iskazna formula F teorema iskazne logike to mo�emouraditi tako xto napravimo dokaz te formule u sistemu L ili dokaz sekventa

⊢ F u sistemu N .3.2.5 Potpunost iskazne logikeU Primerima 7-9 i Zadaima 8-16 iz ode	ka 3.2.2 pokazali smo da su neketautologije teoreme sistema N , tj. sistema L. Name�e se slede�e pita�e:da li i za druge tautologije va�i da su teoreme iskazne logike? Odgovorje: da. Va�i i vixe, a to je da nema drugih teorema iskazne logike osimtautologija, tj. svaka teorema iskazne logike mora biti tautologija i obrnuto,svaka tautologija je teorema iskazne logike. Drugaqije reqeno, va�i slede�aosobina:formula F je teorema iskazne logike ako i samo ako je formula F tautologija,tj. za svaku formulu F iskazne logike va�i:
⊢ F ako i samo ako |= F .Ova osobina se zove potpunost u xirem smislu. Deo:ako je formula F teorema iskazne logike, onda je F i tautologija,tj. ako je ⊢ F , onda je |= Fje osobina va	anosti, a deoako je formula F tautologija, onda je F teorema iskazne logike,tj. ako je |= F , onda je ⊢ Fje osobina potpunosti, tj. potpunost u u�em smislu.Doka�imo prvo da va�i osobina va	anosti.TEOREMA 5 (VA�ANOST)Ako je formula F teorema iskazne logike, onda je formula F i tautologija.DOKAZU dokazu osobine va	anosti iskaznu logiku �emo predstaviti sis-temom L. U prethodnim ode	ima pokazali smo slede�e:

(1) U Zadatku 4 ode	ka 2.2.3 za svaku aksiomu sistema L pokazali



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 145smo da je tautologija. Dakle, va�i da su sve aksiome sistema Ltautologije.
(2) U ode	ku 2.2.4 dokazali smo TEOREMU MP koja nam pokazuje dapravilo MP quva tautologije, tj. da va�i: ako su A i A ⇒ B tau-tologije, onda je i B tautologija.Iz ovih rezultata sledi osobina va	anosti. Naime, ako je formula
F teorema iskazne logike, tj. sistema L, onda u tom sistemu postojidokaz u obliku drveta na qijim listovima su aksiome sistema L, a usvim ostalim qvorovima su zak	uqi pravilaMP . Iz (1) imamo dasu na svim listovima tog drveta tautologije, a iz (2) da su i u svimostalim qvorovima tautologije. Dakle, u svim qvorovima dokazaformule F su tautologije, pa i formula u �egovom korenu, for-mula F . Zak	uqujemo da svaka teorema iskazne logike mora bititautologija, tj. da va�i osobina va	anosti:ako je ⊢ F , onda je |= F .

♦Ostaje da doka�emo da va�i osobina potpunosti.TEOREMA 6 (POTPUNOST)Ako je formula F tautologija, onda je formula F i teorema iskazne logike.Prvo doka�imo neke jednostavne osobine koje va�e za teoreme iskazne lo-gike, a koje olakxavaju rad sa �ima.TEOREMA 7Za teoreme iskazne logike va�i:(1) ako je formula A ∧B teorema, onda su i formule A i B teoreme;(2) ako su formule A i B teoreme, onda je i A ∧B teorema;(3) ako je A teorema, onda su (za neku formulu C) i A ∨C i C ∨ A teoreme;(4) ako je formula A ∨B teorema, onda je i B ∨ A teorema;(5) formula A ⇔ B je teorema ako i samo ako su A ⇒ B i B ⇒ A teoreme;(6) (A ∨B) ∨ C je teorema ako i samo ako je A ∨ (B ∨ C) teorema;(7) ako su formule A ⇔ B i B ⇔ C teoreme, onda je i A ⇔ C teorema.DOKAZSve ove osobine je lakxe dokazati u sistemu N . Koristimo defini-iju da je C teorema AKKO u sistemu N postoji dokaz sekventa ⊢ C.(1) U sistemu N postoji dokaz D sekventa ⊢ A ∧ B. Koriste�i tajdokaz, pravimo slede�e dokaze: D

⊢ A ∧B

⊢ A
∧ E1 i D

⊢ A ∧ B

⊢ B
∧ E2. Dakle,formule A i B su teoreme iskazne logike.



146 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJE(2) U sistemu N postoje dokazi D1 i D2 redom sekventa ⊢ A i ⊢ B.Koriste�i te dokaze, pravimo slede�i dokaz: D1

⊢ A

D2

⊢ B

⊢ A ∧ B
∧ U . Dakle,formula A ∧B je teorema iskazne logike.(3) U sistemu N postoji dokaz D sekventa ⊢ A. Koriste�i taj dokaz,pravimo slede�e dokaze: D

⊢ A

⊢ A ∨ C
∨E1 i D

⊢ A

⊢ C ∨ A
∨E2. Dakle, formule

A ∨C i C ∨ A su teoreme iskazne logike.(4) U sistemu N postoji dokaz D sekventa ⊢ A ∨ B. Koriste�i tajdokaz, pravimo dokaz:
D

⊢ A ∨ B

A ⊢ A

A ⊢ B ∨ A
∨ U2

B ⊢ B

B ⊢ B ∨ A
∨ U1

⊢ B ∨ A
∨ E. Dakle, formula B ∨ A jeteorema iskazne logike.(5) Kada A ⇔ B zapixemo (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A), onda je ovaj deoposledia delova (1) i (2). Naime, ako je (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A) teo-rema iskazne logike, onda u sistemu N postoji dokaz D sekventa

⊢ (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A). Koriste�i taj dokaz, pravimo dokaze:
D

⊢ (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)

⊢ A ⇒ B
∧ E1 i D

⊢ (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)

⊢ B ⇒ A
∧ E2 Dakle, formule

A ⇒ B i B ⇒ A su teoreme iskazne logike. S druge strane, ako suformule A ⇒ B i B ⇒ A teoreme, onda u sistemu N postoje dokazisekvenata ⊢ A ⇒ B i ⊢ B ⇒ A, redom D1 i D2. Od �ih pravimodokaz: D1

⊢ A ⇒ B

D2

⊢ B ⇒ A

⊢ (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)
∧ U . Dakle, A ⇔ B jeste teorema.(6) Formula ((A∨B)∨C) ⇔ (A∨ (B ∨C)) je teorema iskazne logike(Primer 8 iz ode	ka 3.2.2), pa na osnovu (5), dobijamo da su teoremei ((A ∨ B) ∨ C) ⇒ (A ∨ (B ∨ C)) i (A ∨ (B ∨ C)) ⇒ ((A ∨ B) ∨ C),tj. u N postoje dokazi sekvenata ⊢ ((A ∨ B) ∨ C) ⇒ (A ∨ (B ∨ C))i ⊢ (A ∨ (B ∨ C)) ⇒ ((A ∨B) ∨ C), redom D1 i D2. Ako je formula

(A ∨ B) ∨ C teorema, onda u sistemu N postoji dokaz D sekventa
⊢ (A ∨B) ∨ C. Koriste�i taj dokaz i dokaz D1, pravimo dokaz:

D1

⊢ ((A ∨B) ∨ C) ⇒ (A ∨ (B ∨ C))

D

⊢ (A ∨B) ∨ C

⊢ A ∨ (B ∨ C)
⇒ EDakle, A ∨ (B ∨ C) je teorema iskazne logike. S druge strane, akoje formula A∨ (B ∨C) teorema, onda u N postoji dokaz D′ sekventa

⊢ A ∨ (B ∨ C). Sliqno prethodnom sluqaju, koriste�i dokaze D′ i
D2 i pravilo (⇒ E), pravimo dokaz sekventa ⊢ (A ∨B) ∨C. Dakle,
(A ∨B) ∨C je teorema iskazne logike.



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 147(7) Ako su formule A ⇔ B i B ⇔ C teoreme, onda su, na osnovudela (5), teoreme i formule A ⇒ B, B ⇒ A, B ⇒ C i C ⇒ B. Toznaqi da za sekvente ⊢ A ⇒ B, ⊢ B ⇒ A, ⊢ B ⇒ C i ⊢ C ⇒ Bpostoje dokazi u sistemu N . Koriste�i dokaze sekvenata ⊢ A ⇒ Bi ⊢ B ⇒ C redom D1 i D2, pravimo dokaz sekventa ⊢ A ⇒ C:
D2

⊢ B ⇒ C

D1

⊢ A ⇒ B A ⊢ A

A ⊢ B
⇒ E

A ⊢ C

⊢ A ⇒ C
⇒ U

⇒ ENa sliqan naqin, koriste�i dokaze sekvenata ⊢ B ⇒ A i ⊢ C ⇒ B,mo�emo napraviti dokaz sekventa ⊢ C ⇒ A. Dakle, imamo da suformule A ⇒ C i C ⇒ A teoreme, pa na osnovu dela (5) dobijamoda je i formula A ⇔ C teorema iskazne logike.
♦Osobine teorema iskazne logike koje sada slede su sliqne osobinama tau-tologija dokazanim u prethodnim ode	ima. Drugaqije reqeno, mi smo ve�dokazali semantiqku verziju nekih osobina iskaznih formula, a sada �emodokazati i sintaksnu verziju tih osobina. Prva takva osobina je osobinapredstav	ena u TEOREMI MP u ode	ku 2.2.4. Sintaksna verzija TEOREME MPje slede�e tvrÆe�e.TEOREMA 8Ako su A i A ⇒ B teoreme iskazne logike, onda je i B teorema iskazne logike.DOKAZS obzirom na to da su formule A i A⇒B teoreme iskazne logike, za-k	uqujemo da postoje neki dokazi A1,...,Am = A i C1,...,Cn = A⇒B.Dokaz formule B u sistemu L pravimo nadoveziva�em postoje�ihdokaza: A1,...,Am = A, C1,...,Cn = A ⇒ B i dodava�em formule B,kao zak	uqak pravila MP , qije premise su formule Cn = A ⇒ B i

Am = A. Dakle, formula B ima dokaz u sistemu L, pa je formula
B teorema iskazne logike.

♦Slede�a teorema odgovara LEMI O ZAMENI EKVIVALENATA iz ode	ka 2.2.2.TEOREMA 9U iskaznoj logii ako je A ⇔ B teorema i C proizvo	na formula, onda va�i:(1) formula ¬A ⇔ ¬B je teorema;(2) formule (A ∧ C) ⇔ (B ∧C) i (C ∧ A) ⇔ (C ∧B) su teoreme;(3) formule (A ∨ C) ⇔ (B ∨C) i (C ∨ A) ⇔ (C ∨B) su teoreme;(4) formule (A ⇒ C) ⇔ (B ⇒ C) i (C ⇒ A) ⇔ (C ⇒ B) su teoreme;(5) formule (A ⇔ C) ⇔ (B ⇔ C) i (C ⇔ A) ⇔ (C ⇔ B) su teoreme.



148 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJEDOKAZPoka�imo samo da je formula (A∧C) ⇔ (B∧C) iz dela (2) teorema.Na osnovu dela (5) TEOREME 7 poxto je formula A ⇔ B teorema,onda su i formule A ⇒ B i B ⇒ A teoreme. To znaqi da u sistemu
N postoje neki dokazi D1 i D2 redom sekventa ⊢ A ⇒ B i sekventa
⊢ B ⇒ A. Koriste�i dokaz D1, pravimo slede�i dokaz:

D1

⊢ A ⇒ B

A ∧ C ⊢ A ∧ C

A ∧ C ⊢ A
∧ E1

A ∧ C ⊢ B
⇒ E

A ∧ C ⊢ A ∧ C

A ∧ C ⊢ C
∧ E2

A ∧C ⊢ B ∧ C

⊢ (A ∧ C) ⇒ (B ∧ C)
⇒ U

∧ UNa sliqan naqin, koriste�i dokaz D2, mo�emo napraviti dokazsekventa ⊢ (B ∧C) ⇒ (A∧C). Dakle, formula (A∧C) ⇒ (B ∧C) iformula (B ∧C) ⇒ (A∧C) su teoreme iskazne logike, pa na osnovudela (5) TEOREME 7, i formula (A∧C) ⇔ (B∧C) je teorema iskaznelogike. Dokazi za sve druge formule prave se na sliqan naqin.
♦Slede�a teorema je sintaksna verzija TEOREME O ZAMENI EKVIVALENATA izode	ka 2.2.2. Za dokaz te teoreme mo�emo slikovito re�i da je dokaz TEOREMEO ZAMENI EKVIVALENATA u kome je req tautologija zame�ena reqju teorema. Tuteoremu �emo formulisati za sistem L iskazne logike.TEOREMA 10U sistemu L za proizvo	ne formule C, D i F i iskazno slovo p va�i:ako je ⊢ C ⇔ D, onda je ⊢ F p

C ⇔ F p
D.DOKAZPosmatrajmo proizvo	nu formulu F . Teoremu �emo dokazati in-dukijom po broju binarnih logiqkih veznika u formuli F .Baza indukije, formula F ima 0 binarnih veznika, tj. F je ili

⊥ ili neko iskazno slovo. Ako je F bax ⊥, onda je F p
C = ⊥p

C = ⊥i F p
D = ⊥p

D = ⊥. Dakle, formula F p
C ⇔ F p

D je teorema. Ako je
F iskazno slovo q i q je razliqito od p, onda je F p

C = qpC = q i
F p
D = qpD = q. Dakle, formula F p

C ⇔ F p
D je teorema q ⇔ q, pa va�i

⊢ F p
C ⇔ F p

D. Ako je formula F bax iskazno slovo p, tada imamoda je formula F p
C = ppC = C i formula F p

D = ppD = D. Kako va�i
⊢ C ⇔ D, imamo i ⊢ F p

C ⇔ F p
D.Indukijska pretpostavka: teorema va�i za svaku formulu F kojaima ma�e od n binarnih logiqkih veznika.Doka�imo da teorema va�i i za formulu koja ima n veznika.Posmatrajmo formulu F koja ima n veznika. Formula F mo�eimati jedan od slede�ih oblika:

A ∧B, A ∨B ili A ⇒ B.



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 149Bez obzira na to koji od tri navedena oblika ima formula F �enepotformule A i B imaju bar jedan veznik ma�e od formule F , paza �ih va�i indukijska pretpostavka, tj. imamo teoreme:
⊢ Ap

C ⇔ Ap
D i ⊢ Bp

C ⇔ Bp
D.Mi �emo dokazati samo sluqaj kada je formula F oblika A ∧ B.Sluqajevi kada je F oblika A∨B ili A ⇒ B dokazuju se analogno.Pretpostavimo da je formula F oblikaA∧B. Na osnovu definiijefunkije uniformne zamene imamo:

F p
C je formula Ap

C ∧Bp
C i F p

D je formula Ap
D ∧Bp

D.Za ⊢ Bp
C ⇔ Bp

D i formulu Ap
C va�i deo (2) TEOREME 9:

⊢ (Ap
C ∧Bp

C) ⇔ (Ap
C ∧Bp

D).Isto tako, za ⊢ Ap
C ⇔ Ap

D i formulu Bp
D va�i deo (2) TEOREME 9:

⊢ (Ap
C ∧Bp

D) ⇔ (Ap
D ∧Bp

D).Formule (Ap
C ∧ Bp

C) ⇔ (Ap
C ∧ Bp

D) i (Ap
C ∧ Bp

D) ⇔ (Ap
D ∧ Bp

D) suteoreme, pa na osnovu dela (7) TEOREME 7, dobijamo da je i formula
(Ap

C ∧Bp
C) ⇔ (Ap

D ∧Bp
D) teorema, tj.

⊢ F p
C ⇔ F p

D.
♦Naravno, kao i u semantiqkoj verziji najqex�a primena TEOREME 10 jeslede�eg oblika:ako je formula C ⇔ D teorema iskazne logike, tj. ⊢ C ⇔ D,i u nekoj formuli F neko jav	a�e �ene potformule C zamenimo sa D,tada dobijemo formulu F ′ takvu da je F ⇔ F ′ teorema tj. ⊢ F ⇔ F ′.U narednom zadatku predstavi�emo osobinu da su tautologije uopxteni za-koni distributivnosti kao i uopxteni De Morganovi zakoni teoreme iskaznelogike.Zadatak 17 Formuleuopxteni zakoni distributivnosti:

((
∨n

i=1 Ai) ∧ C) ⇔ (
∨n

i=1(Ai ∧ C)) i ((
∧n

i=1 Ai) ∨ C) ⇔ (
∧n

i=1(Ai ∨ C))i uopxteni De Morganovi zakoni:
(¬(∨n

i=1 Ai)) ⇔ (
∧n

i=1 ¬Ai) i (¬(∧n

i=1 Ai)) ⇔ (
∨n

i=1 ¬Ai)su teoreme iskazne logike.Dokaz za prvu formulu je analogan dokazu da je ta formula tau-tologija (iz Zadatka 5 u ode	ku 2.2.3). Baza indukije: zakon dis-tributivnosti ∧ u odnosu na ∨ je teorema (Zadatak 16 iz ode	ka3.2.2.) Indukijska pretpostavka: ((∨n

i=1 Ai)∧C) ⇔ (
∨n

i=1(Ai ∧C))je teorema. Na osnovu osobine da je zakon distributivnosti ∧ uodnosu na ∨ teorema, imamo teoremu
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((
∨n

i=1 Ai ∨ An+1) ∧ C) ⇔ (((
∧n

i=1 Ai) ∧C) ∨ (An+1 ∧ C)).Formula koja je teorema po indukijskoj pretpostavi i formula
An+1 ∧ C, na osnovu dela (3) TEOREME 9, daju teoremu

(((
∨n

i=1 Ai) ∧ C) ∨ (An+1 ∧ C)) ⇔ ((
∨n

i=1(Ai ∧ C)) ∨ (An+1 ∧ C)).Iz ovih teorema, na osnovu dela (7) TEOREME 7, dobijamo teoremu
((
∨n+1

i=1 Ai) ∧C) ⇔ (
∨n+1

i=1 (Ai ∧C)).Sliqno se postupa i u dokazima za ostale uopxtene zakone.Potrebna nam je i sintaksna verzija TEOREME O DNF I KNF. Ta osobina �ebiti formulisana za sistem L iskazne logike jer �e tada dokaz te osobinebiti dokaz TEOREME O DNF I KNF u kome se umesto tautologija pixe teorema,tj. umesto znaka |= pixemo ⊢ i umesto osobine da su uopxteni zakoni distribu-tivnosti i uopxteni De Morganovi zakoni tautologije koristimo osobine izZadatka 17 da su oni teoreme.TEOREMA 11U sistemu L za svaku formulu F postoji bar jedna formula F k u konjunktivnojnormalnoj formi i bar jedna formula F d u disjunktivnoj normalnoj formi, takveda va�i:
⊢ F ⇔ F k i ⊢ F ⇔ F d.DOKAZPosmatrajmo proizvo	nu formulu F . Ako se u formuli F po-jav	uju veznii koji nisu iz skupa {∧,∨,¬}, onda ih koriste�idefiniije veznika zame�ujemo, vezniima iz skupa {∧,∨,¬}. Stogasmemo da pretpostavimo da je F formula ve� takvog oblika, tj. u�oj se pojav	uju samo veznii ∧, ∨ i ¬. Teoremu dokazujemo induk-ijom po broju veznika formule F , broju n.Baza indukije, formula F nema veznika, n = 0. To znaqi da jeformula F neko iskazno slovo, na primer iskazno slovo p. Tra�eneformule F k i F d su samo iskazno slovo p.Indukijska pretpostavka: teorema va�i za svaku formulu F kojaima ma�e od n logiqkih veznika.Doka�imo da teorema va�i i za formulu koja ima n veznika.Posmatrajmo formulu F koja ima n veznika. Formula F mo�eimati jedan od slede�ih oblika:

A ∧B, A ∨B ili ¬A.Bez obzira na to koji od tri navedena oblika ima formula F �enepotformule A i B imaju bar jedan veznik ma�e od formule F , paza �ih va�i indukijska pretpostavka: postoje formule Ak i Bk ukonjunktivnoj normalnoj formi i formule Ad i Bd u disjunktivnojnormalnoj formi, takve da:
⊢ A ⇔ Ak, ⊢ A ⇔ Ad i ⊢ B ⇔ Bk, ⊢ B ⇔ Bd.



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 151Mi �emo ovde dati dokaz teoreme samo u sluqaju kada je formula
F oblika A ∧ B. Pretpostavimo da je formula F oblika A ∧ B iodredimo prvo formulu F k.Iz ⊢ A ⇔ Ak i ⊢ B ⇔ Bk, na osnovu TEOREME 10, imamo:

⊢ (A ∧B) ⇔ (Ak ∧Bk),gde su formule Ak i Bk u konjunktivnoj normalnoj formi. Stoga jei formula Ak∧Bk u konjunktivnoj normalnoj formi, pa je tra�enaformula F k bax formula Ak ∧Bk.Odredimo sada formulu F d.Od formula Ad i Bd u disjunktivnoj normalnoj formi, koriste�izakone asoijativnosti za ∧ i ∨ (tj. premextaju�i zagrade), mo�emoformirati formule Ad
1 i Bd

1 u disjunktivnoj normalnoj formi kojesu redom uopxetne dusjunkije C1 ∨ ... ∨ Ck (k ≥ 1) i C′
1 ∨ ... ∨ C′

j(j ≥ 1), gde je svaka formula Ci, 1 ≤ i ≤ k, i svaka formula C′
i,

1 ≤ i ≤ j, uopxtena konjunkija. Kako su zakoni asoijativnosti za
∧ i ∨ teoreme (videti Primer 8), onda na osnovu dela (7) TEOREME7 va�i:

⊢ Ad ⇔ Ad
1 i ⊢ Bd ⇔ Bd

1 ,a odatle, na osnovu TEOREME 10, imamo:
⊢ (Ad ∧Bd) ⇔ (Ad

1 ∧Bd
1 ).Iz ⊢ A ⇔ Ad i ⊢ B ⇔ Bd, na osnovu TEOREME 10, imamo:

⊢ (A ∧B) ⇔ (Ad ∧Bd).Dakle, na osnovu dela (7) TEOREME 7 imamo:
⊢ (A ∧B) ⇔ (Ad

1 ∧Bd
1 ).Formula Ad

1 ∧ Bd
1 je (C1 ∨ ... ∨ Ck) ∧ (C′

1 ∨ ... ∨ C′
j). Ako potfor-mulu C′

1 ∨ ... ∨ C′
j formule Ad

1 ∧Bd
1 oznaqimo sa C′, onda je Ad

1 ∧Bd
1formula: (C1 ∨ ... ∨ Ck) ∧ C′. Na osnovu teoreme uopxteni zakondistributivnosti ∧ u odnosu na ∨ (videti Zadatak 17), imamo teo-remu:

⊢ ((C1 ∨ ... ∨ Ck) ∧ C′) ⇔ ((C1 ∧ C′) ∨ ... ∨ (Ck ∧ C′)).Formula sa desne strane veznika ⇔ u ovoj teoremi je oblika:
(C1 ∧ (C′

1 ∨ ... ∨ C′
j)) ∨ ... ∨ (Ck ∧ (C′

1 ∨ ... ∨ C′
j))(jer je C′ formula C′

1 ∨ ... ∨C′
j) i tu formulu �emo oznaqiti sa F1.Imamo da se formula F1 sastoji od potformula

Ci ∧ (C′
1 ∨ ... ∨ C′

j), 1 ≤ i ≤ k,povezanih disjunkijama. Iz teoreme uopxteni zakon distribu-tivnosti ∧ u odnosu na ∨, na osnovu zakona komutativnosti za ∧,imamo slede�u teoremu:
⊢ (Ci ∧ (C′

1 ∨ ... ∨ C′
j)) ⇔ ((Ci ∧ C′

1) ∨ ... ∨ (Ci ∧ C′
j))za svako i, 1 ≤ i ≤ k. U F1 svaku potformulu Ci ∧ (C′

1 ∨ ... ∨ C′
j),

1 ≤ i ≤ k, zame�ujemo formulom (Ci ∧C′
1)∨ ...∨ (Ci ∧C′

j) i dobijamoformulu F2:
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((C1 ∧C′

1) ∨ ... ∨ (C1 ∧C′
j)) ∨ ... ∨ ((Ck ∧ C′

1) ∨ ... ∨ (Ck ∧ C′
j))i ta formula je u disjunktivnoj normalnoj formi. Na osnovu TEO-REME 10, imamo:

⊢ F1 ⇔ F2.Sada iz ⊢ (A ∧ B) ⇔ (Ad
1 ∧ Bd

1), ⊢ (Ad
1 ∧ Bd

1 ) ⇔ F1 i ⊢ F1 ⇔ F2, naosnovu dela (7) TEOREME 7, dobijamo teoremu:
⊢ (A ∧B) ⇔ F2.Dakle, tra�ena formula F d je formula F2.Kada je F oblika A ∨B ili ¬A dokaz je analogan ovom dokazu.

♦Na kraju evo sintaksne verzije TEOREME 3 iz ode	ka 2.2.3.TEOREMA 12Ako je formula F teorema sistema L, onda za neko iskazno slovo p formule F iproizvo	nu iskaznu formulu C i formula F p
C je teorema sistema L.DOKAZAko je formula F teorema sistema L, onda postoji dokaz formule Fu tom sistemu: F1,..., Fn (n ≥ 1), gde je Fn formula F . Ako u svakojod formula Fi, 1≤i≤n, iskazno slovo p zamenimo formulom C, ondadobijamo niz formula F1

p
C ,..., Fn

p
C i formula Fn

p
C je F p

C . Lako sevidi da je taj niz jedan dokaz u sistemu L sa posled�om formulom
F p
C . Dakle, formula F p

C jeste teorema sistema L.
♦U dokazu osobine potpunosti, tj. da je svaka tautologija teorema iskaznelogike, koristi�emo osobinu da je svaka tautologija u KNF teorema iskaznelogike.TEOREMA 13Neka je formula F u KNF.Ako je formula F tautologija, onda je F teorema iskazne logike.DOKAZIskaznu logiku �emo predstaviti sistemom L. Poxto je formula

F u KNF ona je oblika A1 ∧ ... ∧ Am, za neki prirodan broj m ≥ 1,gde su sve formule Ai, 1 ≤ i ≤ m, saqi�ene od literala povezanihdisjunkijama. Formula F je tautologija, pa na osnovu Zadatka 8iz ode	ka 2.4.2, u svakoj od formula Ai, 1 ≤ i ≤ m, mora da se jav	aneko iskazno slovo p i �egova negaija ¬p. To znaqi da od svake for-mule Ai, 1 ≤ i ≤ m, mo�emo premexta�em �enih literala (korix-�e�em zakona komutativnosti i asoijativnosti za ∨) dobiti for-mulu A′
i, 1 ≤ i ≤ m, oblika (p∨¬p)∨A′′

i , gde je p iskazno slovo koje sezajedno sa svojom negaijom ¬p jav	a u Ai i formula A′′
i je naqi�e-na od preostalih literala formule Ai povezanih disjunkijama. U



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 153Primeru 8 iz ode	ka 3.2.2 pokazali smo da je proizvo	na formulaoblika A ∨ ¬A teorema iskazne logike. Dakle, formula p ∨ ¬p jeteorema iskazne logike, tj. ⊢L p ∨ ¬p. Stoga svaka od formula A′
i,

1 ≤ i ≤ m, jeste disjunkija jedne teoreme i neke formule A′′
i , pana osnovu dela (3) TEOREME 7, dobijamo da je svaka od tih formula

A′
i, 1 ≤ i ≤ m, teorema sistema L. Kako smo za svako i, 1 ≤ i ≤ m,formulu A′

i dobili iz Ai primenom zakona komutativnosti i aso-ijativnosti za ∨ to, na osnovu delova (4) i (6) TEOREME 7, imamoda je i svaka formula Ai, 1 ≤ i ≤ m, teorema sistema L:
⊢L A1, . . . , ⊢L Am.Koriste�i ove teoreme, na osnovu dela (2) TEOREME 7 dobijamo da jeformula A1 ∧ ... ∧ Am = F teorema sistema L, tj. ⊢L F .

♦DOKAZ TEOREME 6 (DOKAZ POTPUNOSTI)U dokazu osobine potpunosti iskaznu logiku �emo predstaviti sis-temom L. Pretpostavimo da je formula F tautologija, tj. |= F .Potrebno je dokazati da je formula F teorema iskazne logike. Zaformulu F , na osnovu TEOREME 11, postoji formula F k u KNF zakoju va�i:
⊢L F ⇔ F k (∗)Na osnovu TEOREME 5, tj. osobine va	anosti, teorema F ⇔ F k je itautologija: |= F ⇔ F k.Dakle, imamo da su formule F i F k ekvivalentne, F ≡ F k, i da jeformula F tautologija, pa zak	uqujemo da je F k tautologija. Stogana osnovu TEOREME 13, dobijamo da je formula F k teorema iskaznelogike: ⊢L F k.Iz (∗) na osnovu dela (5) TEOREME 7, imamo teoremu ⊢L F k ⇒ F .Konaqno, iz ⊢L F k i ⊢L F k ⇒ F , na osnovu TEOREME 8, dobijamo

⊢L F , tj. formula F je teorema iskazne logike. Zak	uqujemo dasvaka tautologija mora biti teorema iskazne logike, tj. va�i oso-bina potpunosti: ako je |= F , onda je ⊢ F .
♦3.2.6 Odluqivost i neprotivreqnost iskazne logikeKoriste�i osobinu da je iskazna formula teorema iskazne logike ako i samoako je tautologija, dokaza�emo da je iskazna logika odluqiva i neprotivreqnaformalna teorija.



154 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJETEOREMA 14Formalni sistem iskazne logike, sistem L, je odluqiv.DOKAZZa svaku iskaznu formulu F mo�e se efektivno proveriti da li jetautologija (na primer, metodom qix�e�a). Kako je iskazna for-mula teorema iskazne logike ako i samo ako je tautologija, sledi dase za svaku iskaznu formulu F mo�e efektivno proveriti da li jeteorema sistema L. Dakle, sistem L je odluqiv.
♦TEOREMA 15Formalni sistem iskazne logike, sistem L, je neprotivreqan.DOKAZKako je iskazna formula teorema iskazne logike ako i samo akoje tautologija, sledi da svaka formula koja nije tautologija nijeni teorema sistema L. Dakle, poxto ima formula koje nisu tau-tologije, onda te formule nisu ni teoreme sistema L, tj. sistem Lje neprotivreqan.
♦3.2.7 Sintaktiqka potpunost iskazne logikeMo�emo se pitati slede�e: kakav sistem dobijamo ako proxirimo sistemiskazne logike L nekom formulom, tj. ako napravimo sistem koji kao ak-siome ima aksiome sistema L i jox neku formulu koja nije teorema sistema

L? Odgovor na ovo pita�e je da su u tako dobijenom sistemu (bez obzira na tokoja je ta dodata formula) sve iskazne formule teoreme.Opiximo prvo potpuno preizno xta znaqi proxiriti neki formalnisistem S nekom �egovom formulom F . To znaqi da formiramo novi sistem
S ′ sa istim skupom simbola, formula i pravila izvoÆe�a kao i sistem Ssamo je skup aksioma sistema S ′, skup A(S ′), skup aksioma sistema A(S) sadodatom formulom F , tj. A(S ′) = A(S) ∪ {F}. Va�no je ista�i da se podovim dodava�em formule F podrazumeva da je F jedna shema aksioma. Ako, naprimer, sistem L proxirimo formulom F = (A ∨ B) ⇒ (A ⇒ B), gde su A i
B proizvo	ne formule, onda je i ((D ∧A) ∨ (A ⇒ C)) ⇒ ((D ∧A) ⇒ (A ⇒ C))jedna aksioma sistema L′ jer je to formula istog oblika kao F u kojoj je Aformula D ∧ A, a B formula A ⇒ C. Formalni sistem S ′ koji je na opisaninaqin naprav	en od sistema S zva�emo proxire�e sistema S formulom F .Da li je neki formalni sistem S sintaktiqki potpun zavisi od �egovihproxire�a razliqitim formulama. Evo definiije sintaktiqki potpunogsistema.



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 155Definiija sintaktiqki potpunog formalnog sistemaNeka je S jedan formalni sistem. Ako za svaku formulu F sistema
S, koja nije teorema tog sistema, va�i da su u proxire�u sistema Stom formulom F , sistemu SF , sve formule teoreme, onda je sistem
S sintaktiqki potpun sistem.Pokaza�emo da je sistem iskazne logike L sintaktiqki potpun sistem. Pos-matrajmo formalni sistem iskazne logike, sistem L. Napravimo sistem L′koji je proxire�e sistema L formulom A koja nije teorema sistema L. Zasisteme L i L′ va�i slede�e:

(i) Sve teoreme sistema L moraju biti teoreme sistema L′. Naime, ako je nekaformula F teorema sistema L, onda postoji dokaz te formule qija svaka for-mula je ili aksioma sistema L ili zak	uqak pravila MP iz prethodnih for-mula. Aksiome koje se pojav	uju u tom dokazu su aksiome i sistema L′ i MPje pravilo izvoÆe�a tog sistema. Zato taj dokaz jeste dokaz i u sistemu L′, paje formula F teorema i sistema L′.
(ii) Osobine koje su predstav	ene u TEOREMAMA 7-12 za sistem L va�e i zasistem L′. U dokazima TEOREMA 7-12 najva�niji argument je da od postoje�ihteorema posmatranog formalnog sistema uz pomo� pravila izvoÆe�a pravimonove teoreme tog formalnog sistema, a sistemi L i L′ imaju isto praviloizvoÆe�a.Koriste�i ova svojstva doka�imo da je sistem L sintaktiqki potpun.TEOREMA 16Formalni sistem iskazne logike, sistem L, je sintaktiqki potpun.DOKAZPosmatramo formulu A koja nije teorema sistema L. Neka je sis-tem L′ proxire�e sistema L formulom A. U sistemu L, na osnovuTEOREME 11, za formulu A postoji formula Ak u konjunktivnoj nor-malnoj formi takva da va�i:

⊢L A ⇔ Ak.Formula Ak je oblika B1 ∧ ... ∧ Bm, za neki prirodan broj m ≥ 1,gde su sve formule Bi, 1 ≤ i ≤ m, saqi�ene od literala povezanihdisjunkijama. Formula A nije teorema sistema L, pa na osnovuosobine potpunosti, nije tautologija. Formula A ⇔ Ak jeste teo-rema sistema L, pa je i tautologija: |= A ⇔ Ak. Dakle, imamo da suformule A i Ak ekvivalentne i da A nije tautologija, pa zak	uqu-jemo da formula Ak nije tautologija. To znaqi, na osnovu Zadatka 8iz ode	ka u 2.4.2, da meÆu formulama B1, ..., Bm postoji neka for-mula u kojoj se ne jav	aju literali q i ¬q ni za jedno iskazno slovo
q (tj. ako se jav	a neko iskazno slovo q, onda se ne jav	a ¬q, i obr-nuto). Neka je to formula Bj , za neko j izmeÆu 1 i m.Vratimo se sada u sistem L′. U svakom formalnom sistemu aksiometog sistema su i �egove teoreme, stoga je i aksioma A sistema L′teorema tog sistema: ⊢L′ A. Imamo da je formula A ⇔ Ak teorema



156 GLAVA 3. FORMALNE TEORIJEsistema L, pa je time (na osnovu (i)) teorema i sistema L′, tj. va�i:
⊢L′ A ⇔ Ak. Iz te teoreme, na osnovu dela (5) TEOREME 7 (za sistem
L′), dobijamo teoremu: ⊢L′ A ⇒ Ak. Sada iz ⊢L′ A ⇒ Ak i ⊢L′ A naosnovu TEOREME 8 (za sistem L′), dobijamo da je Ak teorema sistema
L′:

⊢L′ Ak.Iz toga xto je Ak teorema sistema L′, na osnovu dela (1) TEOREME 7(za sistem L′) dobijamo da je svaka formula Bi (1 ≤ i ≤ m) teoremasistema L′. Dakle, i formula Bj je teorema sistema L′:
⊢L′ Bj .Nax i	 je da poka�emo da za bilo koje iskazno slovo p va�i: ⊢L′ p.Da bismo to pokazali potrebno je dokazati da va�i: ⊢L′ Bj ⇔ p.Na osnovu osobine formule Bj , skup iskaznih slova koja su litera-li u formuli Bj i skup iskaznih slova qije negaije su literaliu formuli Bj su disjunktni skupovi. Zato u formuli Bj mo�emoizvrxiti ovakve zamene: svaki literal koji je neko iskazno slovozame�ujemo iskaznim slovom p, a u svakom literalu koji je negaijanekog iskaznog slova to iskazno slovo zame�ujemo sa ¬p. (Da postojizajedniqki element r pomenutih skupova, tj. da se i r i ¬r jav	ajuu Bj , ne bismo mogli da uradimo te zamene, jer bismo morali da rzamenimo i sa p i sa ¬p.) Rezultat tih zamena je formula B naqi-�ena od p i ¬¬p povezanih disjunkijama.(Na primer, ako je formula Bj oblika (s∨¬q)∨(r∨¬p), tada iskaznaslova s i r zame�ujemo iskaznim slovom p, a q i p zame�ujemo sa ¬pi rezultat je formula B: (p ∨ ¬¬p) ∨ (p ∨ ¬¬p).)Koriste�i svojstvo da u L (a po (i) i u sistemu L′) va�i ⊢ ¬¬p ⇔ pi ⊢ (p ∨ p) ⇔ p, vrximo slede�e zamene.U formuli B svaku �enu potformulu ¬¬p zame�ujemo sa p i do-bijamo formulu C. Formulu C qine jav	a�a iskaznog slova ppovezana disjunkijama (l jav	a�a slova p za neko l, l ≥ 1).(U naxem primeru formula C je (p ∨ p) ∨ (p ∨ p) i l = 4.)Sada u formuli C jednu �enu potformulu p ∨ p zame�ujemo sa p.Na taj naqin dobijamo formulu istog oblika kao formula C kojaima l − 1 jav	a�a iskaznog slova p. Nastavimo da pravimo takvezamene (ima ih ukupno l− 1) sve dok ne dobijemo formulu sa jednimjav	a�em iskaznog slova p, formulu p.(U naxem primeru prvom zamenom p ∨ p sa p u formuli C dobijamoformulu (p ∨ p) ∨ p, zatim p ∨ p i na kraju p. Imamo tri korakazamene, tj. l − 1 = 4− 1 = 3.)Na osnovu TEOREME 10 (za sistem L′), imamo: ⊢L′ Bj ⇔ B, ⊢L′ B ⇔ Ci ⊢L′ C ⇔ p, pa na osnovu dela (7) TEOREME 7 (za sistem L′), imamo

⊢L′ Bj ⇔ p. Dakle, na osnovu dela (5) TEOREME 7 (za sistem L′),dobijamo ⊢L′ Bj ⇒ p. Konaqno iz ⊢L′ Bj i ⊢L′ Bj ⇒ p, na osnovuTEOREME 8 (za sistem L′), dobijamo:
⊢L′ p.



3.2. ISKAZNA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 157Iz ⊢L′ p za proizvo	nu iskaznu formulu D, na osnovu TEOREME 12(za sistem L′), dobijamo ⊢L′ ppD, tj.
⊢L′ D.Dakle, proizvo	na iskazna formula D je teorema sistema L′.Zak	uqujemo da je formalni sistem L sintaktiqki potpun.

♦
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