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IIpearosop

0sa Krwuza nanucana je kao yubenuk 3a deo 0CHOBHOZ KYPCH MAMEMAMUYKE A02UKE
Koju ce 6a6u uckasnom ao2urom. 3acnusa ce na npedasarbuma npop. Kocme
Lowena us npedmema Jloruka, koja je dporcao na Odemery 3a Punsosopujy Puno-
sogpckoe paxysmema Yuusepsumema y Beoepady novweswu 0d 2002 z0dune.

Tpydunsa cam ce da Krouza byde Hanucara Mako 0a 3a HEHO YUMatbe Huje nompeod-
HO HUKAKB0 NOCeOHO npedanarbe, 0CUM NO3HABAIE candapdne CPedtbOUKOACKE Ma-
memamuxe v da 6yde wmueo Koje he wumaoya ynosHamu ca UCKAZHOM AO2UKOM.

Hadam ce da he osa wruza ka0 nomohinu yuberuk 6umMu KOpucHa 3a Kypceee
MAMEMATNUKE TETHUYKUL PAKYAMEMA KOJU CA0PIHCE eNeMERNE MATEMATIUYKE A0~
2UKe Ka0 U 30 Kypcese OUCKDETNHE MATMEMATUKE.

Keaum da nomenem cee one Koju cy MU NOMO2AYU NPU Pady HA 060] Krudu u da
um ce 3ax8arum. 3a ceecpdny nomoh napouumy 3areasnocm dyzyjem npod. Kocmu
Loweny wuju ce ydeo y 060j kKrudu 6udu 0d KOHUENUUjE KYPCa KOjU je 0CHOBA 06€
Krouze, 00 “umarea mekcma U OpazoueruT casema koje mu je dao. 3axsamyjem
ce u cmydenmuma koju cy caywansu xypc Jloruka na Quaosopcrom daryrmemy
u wuje beaewre cy mu buse seoma xKopucke. Ha seoma nascwusom wumarey mek-
cma U OPOJHUM, U3Y3EMHO KOPUCHUM KOMEHMAPUMGE U CY2eCMUjaMa, HAJMOnsuje
ce 3azsamyjem xoaeeu dp 3opany [lempuhy. Ha nomohu u nodpwyu éeoma cam 3ax-
sanna npop. Caobodany Byjowesuhy. Koaezu dp Ilpedpazy Januvwuhy saxsamyjem
Ha Kopuwheryy rezosoz npozpama GCLC u eeauroj nomohiu npu uspadu cauka.
Saxsanyjem ce aexmopy Caru Munaadunosuh wuje cyezecmuje cy mu nomozae da
noboswWaM YUMMDUBOCT 0802 mekcma, kao u lopdanu Mapjarnosuhi xoja je Kruzy
NPUNPEMUAG 3G WMAMNY.

Beoepad, 22. maj 2009. zodune Aymop
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I'maBsa 1

YBOIO

IIpeamert Jioruke

[Ira je upemmer Jioruke, tj. dume ce Jioruka O6asu? Hajyoumrenuju oaroBop Ha
OBO IIUTAILE je: JIOTMKA ce 6aBu MOCTYIIKOM (IIPOIECOM ) 3aK/byunBama (pacyhusama,
u3Bohera). Y Hacrasky iemo, anasusupajyhu mra je To moCTynak 3aKk/by YuBaba, 1
KOj€e Cy HEeroBe KapaKTepUCTUKe, JONU U JI0 IPEIHU3HIjer OJr0BOPA HA IUTAE [ITA
je npeamer Jioruke. 3aK/bydHMBABE je jemaH Mucaonu mnporec. Taj mporec 6ucmo
HajjesHOCTaBHUjE MODJIM OOJACHUTH OBAKO. 34 IMOYETAK 3aKJbyIUBaba MOTPEOHH Cy
Heku nozganu (uadopmarnmje), a pe3yJarar TOr Ipoleca je HoBu nojarak. CBaku
Taj mojarak (M MOYETHW U Pe3y/Tar) je HanucaH (CaolllTeH, O HeMy Ce MUCJIH)
Ha HEKOM TPUPOTHOM je3WKY, Tj. MCKA3aH je PEeUEeHUIIOM HEKOT TMPUPOITHOT je3WKa.
VY 3ak/byduBamBUMA KOPUCTHUMO PEYEHHUIEe 33 KOje MMa CMHUCJA IHTATH A JId Cy
ucrunure (radne) uiu Heucrunure (Heraune). Pedenuie koje umajy 1o CBOjCTBO
30By ce mckasu. Jlakie, IMOJa3MMO O/ HEKMX MCKa3a U MOCTYIIKOM 3aKJby4NBarba
u3BOAMMO HOBM McKa3. IlojasHe ucKa3e 30BeMO mpernocraBke (Ipemuce), a pesyii-
TaT 3aK/byunBamba je 3axk/pydak. Karkemo j1a U3 MpeTrocTaBKy CJIeIU 3aKJby IaK.

Jloruka ce 6aBu ucupaBHuM (KOPeKTHUM) 3ak/byduBauma. Llra cy 1o uc-
npasHa 3akspyduBama?l To cy 3akibyduBarma KOjUMA Ce 4yBa MCTUHUTOCT, Tj. 3a-
K/byUUBaba 33 KOja BAzKHM: AKO Cy LPETIOCTABKE UCTHHUTE, OHJA U 3aK/by4ak
Mopa 6utr ucTUHUT. EBO mpHMepa MCIPaBHOT 3aKJbyYNBarba.




2 I'JIABA 1. YBO/,

Mpumep 1
Ilexune je 2aaenu 2pad Kune.
Kuna je semma ca najeuuie cmano8HuKa Ha c6emy.

Haxae, [exune je enaenu 2pad 3emme ca HajeuuLe CMAHOBHUKA KA CEEY.

Y oBOM 3aKk/byduBamby 00€ MPETIOCTABKE Cy MCTHHUTE W 3aKJby9YaK je MCTHHHUT.
A gyBarbe HCTUHUTOCTY HUje jeJMHU KPUTEPUjyM 3a oapehuBarbe Ja Jiu je HEKO 3a-
KJbYYHMBAIE UCIPABHO. ¥ HCIPABHUM 3aKJ/byYMBABUMA 3aK/by4aK MOPA /13 HY2KHO,
HeoclopHo (,,6e3 ocrarka”) cieau u3 nperinocraBku. EBO jeHOI 3aK/by4uBatba y
KOMe Cy CBU WCKAa3W WCTUHUTH, & OYMUIVIETHO je /Ia 3aKJ/bydaK He CJIeJId HYKHO W3
MIPETIIOCTABKH.

Mpumep 2

Jumyn je eohie.

Hexe epcme soha cy orcyme boje.
axae, aumyn je orcyme boje.

Caua norsieaajmo ciiejieha 3aK/by YMBatba i OANOBOPHMO HA, IIUTAE /14 JIM CYy OHA
WCIpaBHA.

Mpumep 3
HUeo Andpuh je dobuo Hobenosy wazpady.
Csu docadawru dobumnuyu Hobenose nazpade 6uru cy Pycu.

Zaxae, Heo Andpuh je buo Pyc.

Mpumep 4
Amason je esponcka pexa.
Cse esponcke peke ce yausajy y Jadparcko mope.

Haxae, Amason ce yausa y Jadparcro mope.

He najmo nma mac 30yHe MCTHMHUTOCT, OJHOCHO HEMCTUHUTOCT MPETHOCTABKA U 3a-
KJbYyYKa. Mu rire1amo 1e0 mOCTymaK 3aK/by YMBabha U OUTHA HAM j€ CAMO UCIPABHOCT
tor mocrynka. ¥ [pumepy 3 umamo 1a je mpBa MpeTNOCTaBKa TadHA, APYra je He-
TayHa U 3aKJ/bydaK je HeradaH. AJid TO jecre jejHO MCIIPABHO 3aK/byduBaibe. [Ipa-
THMO CaMO I[IOCTYIIaK 3aKJ/byduBara: u3 tora ja je Vo Anapuh nobuo HobesoBy
Harpajy u 7a cy cBu gocagainmnu noburauny Hobesose narpasae 6unu Pycu, 3auncra
cinenu na je so Aunpuh 6uo Pyc. VY [lNpumepy 4 obe mpermocraBke Cy HeTadHE,
3aK/by4aK je HeTAQYaH, a WITaK UMaMO UCIPABHO 3aKJbyIHBabHE!

Jlaksie, MOpaMO OUTH BEOMa OLPE3HU y OLEHAMA HCIPABHOCTH 3aKJ/by4UBalba.
[Mornemajmo cieaehu nmpumep.



Mpumep 5
IIcu ne aeme.
IImuuye nucy ncu.

Laxne, nmuue aeme.

Csa Tpu mCKa3a Cy TavHa, aju 3aK/by9aK HE CJIeau HYKHO, ,0e3 ocraTka”’ u3 Mper-
nocraBku. Hamme, He ciieu Hy2KHO 7@ OHO IIITO KMa OCOOUHY HUCY NCU UMa OCOOMHY
aemu. U mauke nucy ncu, anu #e jerel

Pexsiu cMo sa upejmer Jsioruke jecy ucupaBHa (KOPEKTHA) 3aK/byUUBatbA, AJIH
MO2Ke ce pehu Ja je meH 1I0CA0 U UCIUTUBAKE KOja 3aKJ/bYyUMBAMHA Cy HCIPABHA, &
KOja TO HHCY. ¥ TOM HCIUTHBAIY MOPAMO PAa3/BOJUTH UCTHUHUTOCT U HEUCTUHU-
TOCT MPETIOCTABKY U 3aKJbyd9Ka OJ UCIPABHOCTHA CAMOTI MOCTYIIKA 3aKJbYyINBAbA.
[TojeamHocTaB/bEHO PEYEHO, HUje OMTHO W3 dYera je 3aKJbydaK M3BEIEH M KaKaB je
Taj 3aK/bydaK, Bell je jeAMHO BaXKHO /14 JIM je HPABUJIHO U3BEJAEH. ¥ TOM IIOC-
TyuKy (,lyToBatby”) O IPETHOCTABKY K& 3aKJbY YKy KOPUCTHMO HEKA, IIPABUJIA UJIK
YIyTCTBA. YIIPABO THM ,IIyTOBAaWmEM’ Ofl IPETIOCTABKU /10 3aKJbY4Ka, Tj. LPaBU-
JMMa KOja UMHe 3aK/byunBarbe, OaBu ce joruka. Jlakie, 3a/aTak JIOrHKe je Ja
YTBDP/IM ¥ OIHINE IIPABUJIA [0 KOjUMa Ce IIPOIEC 3aKJbydIHBama 00aBba. Y IPO-
LIECY 3aKJ/by4HMBalba OWTHA HAM je MCHPABHOCT IPABHJIA KOja Ce Y HeMY KODHCTe,
1j. ucupaBHoCcT (KOPEKTHOCT) LpaBujia 3aK/byduBarba. La LpaBusia MOpajy dy-
BATH UCTUHUTOCT U 10 HUMA 3aKJby9aK HY?KHO, HEOCIIODHO MOPA CJIeIUTH U3 JATUX
npernoctaBku. OBaKBa MPABUIA 3aK/by 9MBaba, KOja O HCTUHATHX MPETIOCTABKU
HEOCIIOPHO, HYKHO [1ajy MCTUHUTH 3aK/bydaK, HA3WBAjy Ce JAeAyKTHUBHA ITPABUJIA.
3aksbyUrBabha Koja Ce CacToje o1 IeJyKTUBHIX IPABUJIA CY HCIIPABHA 3aKJby YNBatbha
U 30BEMO MX JEJlyKTUBHA 3aKJ/by4uBatba (JIeiyKTuBHa u3Bohema) - JejyKuuje.

Hakie, casa MoxkeMo npenn3Ho pehn ja cy Jenykiyje npeaMer HCTParKHBaba
JIOTHIKE.

Jle Ty KTUBHO 3aKJby YMBAIHE je ODUITIO ITPEeIMET jOIlT TpaJUIMOHAIHE JIOTHKE. A puc-
TOTEJI je YBEO 110jaM IIPEMUCE U [I0jaM HYKHOL' CJIE/IOBAA 3aKJ/bY YKA U3 IIPETIIOCTAB-

ku. OcuMm Tora, OH je yTBp/uO U KIaCU(PUKOBAO PA3HE HAUMHE U3BODEHA 3aKIbY YKA.
Anm cBa mwerosa JIOrHYKa pa3MaTpalba U UCTPAKHUBAbBA, KAO M UCTPAKUBAHA HAC-
TaB/badd FHErOBOT [1€71a, OWjIa Cy HAa HEKOM MPUPOIHOM je3WKy, TAadHHje, HEKOM
MpPUPOJHOM je3uky oboraheHom mpomenspuBama. Jla Oumcmo mobusm GOJby mpe-
II3HOCT U CTPOTOCT IOCTYIKA JAeAyKIFje, BayKaH je je3uk Ha KoMme ce (popMupajy
LPETLOCTABKE, 3aK/by Uiy U [IPABUIIA 3aK/byYuBaba (JeyKTUBHA LIPABUIA).

Tek y apyroj mosoBuan XIX Beka IMOYENO je CTBApabe je3WKa JIOTUKE KOJH MU
JlaHAC 3HAMO Kao (bOpMaJsiHU je3uK Joruke. Y OBOj Kibu3u hemo ce OaBurtu THUM
je3uKOM, a OBJIe, y YBO/Y, PEIUMO CaMO OHO HAjOCHOBHHjE O IbeMy. Y TOM je3UKYy
TOCTOje TIoceDHe pedr Ca CTAJHUM 3HAYEHHEM, JIOTHYKE KOHCTaHTe. JIormyuke KOH-
CTAHTE Cy JIOTUYUKHU BE3HUIA: ... U ..} «oc UAU -..] GKO..., OHOG ...} ... GKO U CAMO GKO...
(... axxo ...); He ... KOjU Ce U3ydaBajy y MCKa3HOj JOruiy. JIOrMYKe KOHCTAHTE
cy u kBanrtudukaropu (KBAHTOPH): C6GKU U HEKU KOJU Ce 3aje/IHO Ca BE3HULUMA
u3y4daBajy y upeaukarckoj jsoruiu. OcuM JIOrMYKuX KOHCTAHTH BaXKHA Cy U JEe/1yK-
TUBHA [IPABUJIA KOja YMHE JeIyKIMje U KOja 30BEMO U JIOTMYKa NpaBusa (IpaBusa
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uzsofera). CBAaKO JIOMMYKO IPABUJIO CAJAPAKU JIOPMYKE KOHCTAHTE, & UM U HEKe
JIeJIOBE KOju Cy IMpOMeH/buBH. MO2KEMO TOBOPUTH O MTOCEOHUM OOTUIUMA, JTOTHIKHX
[pABUIIA, Tj. JIOrHYKUM (DOPMaMa THX IPABUJIA. 3AaTO CE YECTO UCTUYE /1A Ce JIOTUKA
6aBu dopmanHuM geaykiujama. I[lomenyhiemo jeaHo mo3HATO JIOTMYKO MTPABUIIO,
npaBusio modus ponens. Heka cy X u Y npoumssospau uckaszu. Ilpasuio modus
ponens je cimeneher obimka:

[IPBA MIPETIOCTABKA: X

apyra upernocraska: Axo je X, onda je Y

3aKJ/bydaK: Y

Jlornuka npasusa ce Hajuemnihe 3aIKCyjy OBAKO:

Pi,....Pm
Z

e cy P, ..., P, npermocraBke, a Z je 3ak/bydak. Pernmmo jorr ma cy y Jiorunu 3a
BE3HUK @AKO..., OHJa... KOPUCTU CUMOOJ =, 114 je HPaBujIO modus ponens upaBuiio
n3Bobhema cienehier obmKa;:

X, X=Y
Y
rae X u Y mory Outu OMJIO KOjU MCKAa3W.

Jloruka je mobwiia jemHO3HAYAH, CTPOT W MPEIU3AH je3WK Kald Ce YAPYKHUIa Ca
maremMarukoM. OHO WITO je HAj3HAYAJHM]A KADAKTEPUCTUKA Maremaruke (wuro je
noruyHo oxpefyje u pasiukyje on apyrux nayka) je nokas. CBaku mMareMaruyiku
JIOKA3 je jelHO JeJyKTUBHO 3aK/by4UBAE KOME Cy LIpernocraBke ucrunure (uiu
npuxsaliene Kao ucrunure). Jlakie, JIOrMKa je TOBE3UBABEM €4 MATEMATHUKOM J10-
Ousia U IJIOJIHO TJIO JIeJIOBaiba, Tj. IOdUYesa je ja ce 6aBu IeAyKiujamMa y OKBUDPY
maremaruke. IIpokumamem JIOruke 1 MaTeMATUKE CTBOPEHA je CABPEMEHA JIOTUKA
uyuju noverak cy oznaduiau pasosu Ilopya Bysna (George Boole), u nocebuo pajosu
Torioba Pperea (Gottlob Frege) y apyroj nonosunu XIX Beka. Paznsajamwe ox
TpaJUIIMOHAJIHE JIOTUKE NPEJICTAB/bEHO je IPOMEHOM HMMeHA JIOTMKA Y CUMOOIMYKa
JIOTMKA MJIU MaTeMaTuyka Jornka. Vlako ocjauKaBa BayKHY KapaKTEPHCTHKY HOBE
joruke (paj ca cuMOOJIMMa HOBOI je3UKA), UMe CUMOOJIMYKA JIOTMKA HUje BUIIE y
mupokoj ynorpebu. Maremaruka je mocrasia IJIaBHO IIOJb€ J€JI0BaIba JIOTUKE, a
JIOTMKA je mocrasa 3navajua obsacr maremaruke. lloBe3usame jioruke u marema-
THKE I110YesI0 je Kao Kopwuinhere JIOTWKe y MaTeMaTHIH, a JOBEeJO je JO Tora Ja
je jormka mocrasa obsact maremaruke. OTym u meHO, omimre npuxBaheHo, nMe:
MaTeMATUYKa JIOTUKA. JlaHac MpuIeB Mamemamuyke MOCTaje CyBUIIaH jep, ycyhy-
jemo ce pehu, nanac Hema APYrux BPCTA JIOIMKE OCHM MaTE€MaTUYKe.

MaremaTndka MHIYKIHAja

Y oBOM 071e/pKy heMO TIpeICTABUTH jeIHY BAXKHY JeIyKTUBHY METOY 3aK/bY YMBAA,
Meroy MareMarwdke uwHAyKiuje. [Ipupoman O6pojeBu um HUXOBE OCOOHHE HMAjy
BAXKHY yJIOI'y y MareMarndkoj uaykiuju. CKyI 9uju eJleMeHTH Cy CBH [PUPOIHE
6pojesu 0,1,2,3, ... je ckyn N. Ckyn N7 je ckyn npupoauux 6pojesa N 6e3 myie.




[IpermocraBumo 1a UMaMO UCKA3e
IO; Il; I2; I Ik;
¥ J1a je HaIll 33JaTaK Ja JOKaXKeMO @ Cy CBU TH HCKa3W TadHu. JIpyrum pedmma,
HaIll 33/IaTaK je ma Jokaxkemo ciaezehe:
3a ceaxu npupodan 6poj n ucka3d I, je mauan.
Ha mpumep, Heka je Hamr 3aJaTak 1a TOKAXKEMO Ja 33 CBE IpUpPOIHEe Opojese n
Baku ciaeneha ocobmra: 2™ > n. Y 0BOM KOHKPETHOM IIPUMEPY MCKa3W
IO; Il; I2; I Ik;
Cy penom
20>0, 2'>1,22>2 ..., 2k>k,
1 MU MOpPaMO Jia JOKazKeMO Ja Cy CBH TH MCKAa3W Ta4YHHU.
IIpema pacyhuBamy Ha KOjeM Ce 3aCHHBA METOd MaTEMATHIKE WHIYKIHjE 33
pelnaBame TOT 3a1aTKa JOBOJbHO je moka3aru cienehe.
[IpBo: uckas Iy je Tagam.
Jpyro: cBu uckasu
Axo Iy, onda Iy.
Axo Iy, onda I.

Axo Iy, onda Iji1.

Cy TadHH, Tj.
3a CBaKW MpupomaH Opoj k Tadan je uckaz: ako Iy, onda I41.

Baspanocr merone mMaremMarudke MHAYKIMje H04MBa HA ciexehem, odurseqHo
ucnpasaoMm pacyhuBamy. Hajmpe gokaxkwmo 1a je TadaH mpBU uCKa3, uckald Ij.
Barum, kopucrtehn dumeHUITy 1a je Tadan uckas Iy, u TO 13 je Tagan uckas3 axo Iy,
onda I, nobujamo na je radan u ucka3 [;. W3 tauynocru uckasa [; 1 U3 TadHOCTH
uckasda axo Iy, onda Is 3aksbydumo ja je radan Io. Hacrappamo, u u3 radHocru
uckasa I u axo I, onda I3 3akspydyjemo Aa je tadan uckas I3, u Tako game. Jlakie,
MOXKEMO 3aKJbYUUTH 1A je 33 CBAKW MPUPOIAH OPoj n, uckas I, Tadas.

PacyhuBame Ha KOjeM ce 3aCHEBA METOA MATEMATAYKE HHIYKIHje OMUCAHO je 1
ciegehum npumepom. 3aMHUCJIUMO HE3 JOMUHA KOje CTOje YCIPABHO y jeIHOM pejy
U 3HAMO KOja JlomuHa je upsa (1j. Koja pomuna oiarosapa 6pojy 0). IIperuocrasumo
na 3uamo ciezehie: mpso, na he npea momuna nactu (Tj. Ja je uckas Iy Tayan) u
apyro, ma he Kaj roj HeKa JAOMWHA, MajHe, OHA MACTh W JOMHUHA TOCIE e, Oj
cyceuna nomuna (rj. xa je 3a cBaku upupouad 6poj k uckaz axo Iy, onda Iiyq
radan). Onja ucupasHo 3ak/pydyjemo ua he cse pomune nacru, 6e3 063upa Ha TO
KOJIUKO ux uma (1j. na cy csu uckasu Iy, I1, Io,..., Ik,... Tauun).

Merony MaremMarudkKe WHIAYKIMje MOXKEMO 3amucaru u Ha cjiegehn nHadwm:

ako je tavan [y u 3a cBaku npupojian 6poj k ravan je uckas: axo Iy, onda Ijyq,

OHJa je TadaH HCKa3 I, 3a cBaxu IpHpOJaH Opoj n.

Ieo Iy 30Be ce Oa3a wHOyKIMje, UHIYKIUjCKU KOPakK je: axo I, onda Ixi1, a
BEroB 71e0 i ce 30Be MHAYKIINjCKA MPETIOCTABKA.

CBaku MHIYKIUJCKH KOPAK Y OBOj OCHOBHOj BPCTH MATEMAaTHYKe UHIYKIHUjE je
caeneher ob0mka: W3 TAYHOCTH MCKA3a 3& MPUPOAAH Opoj k cirlein TAYHOCT MCKA3a
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3a upupozan 6poj k + 1. 3aro hemo pehu sa je Taj MHAYKIMjCKE KOPaK [pesas3 ca
kuak+1.

JIoKaKuMO METOAOM MaTeMaTHu4IKe WHAYKIHUje jeaHy OCOOMHY MPUPOIHUX OpO-
jeBa.

Mpumvep 1 3a cBakwm npupogan 6poj n BaxKwu:

. 1
0+1+2+3+..+n= w
. . 0-(041)
Baza unayknuje. 3a n = 0 umamo ga je Iy ragno: 0 = Haxkie,

0a3a MHAYKIKjE je TadHa.

Cagma moka3yjeMo WHAYKINjCKA KOpak: ako I, onda Ii41.

Y oBoM HpuMEpy MHIYKIMjCKA [IPETIIOCTABKA,

. k-(k+1
I, je 0+1+2+3+...+k:%,

. E+1)-(k+1)+1
a Ix41 je 0+1+2+3+...+k+(k+1):( D (kD) + ).

2

[IpernocraBumo na Baxku [;. Tama je meo 0+ 1+ 2+ 3+ ... + k u3pas3a

) ko (k+1)
04+14+2+4+3+..+k+ (k+1) jenHak — Ima ¥UMaMo

ko (k+1)

01424344kt (bt1)=————+(k+1)

kDR +2)  (k+D)((k+1)+1)

B 2 B 2 )

Hakae, Baxu Ij41, Tj. BaKu MHAYKIUjCKH KOpak: ako I, onda Ijiq.
Ha ocnoBy Maremarwvke WHAYKIHje 3aKbYyIyjEMO Ja 3a CBAKU MPUPO-

n-(n+1)

JaH Opoj n Baxku: 0+ 1+2+3+...+n= 5

IIpumerumo ma mocroje CBOjCTBA KOja HE Bake 3a HEKOJHKO IIPBHUX IMPUPO/I-
HUX OpOjeBa, ajIu Bazke 33 CBe JIpyre MpuUpOoaHe OpojeBe, MoYeB O/ HEKOr TPUPOIHOT
Opoja. 3a HaC je BayKHO Ja Ce METO/IA, MATEMATUIKE WHIYKITNje KOPUCTHU U 33 JOKA3U-
Balbe TAKBHUX CBOjCTaBa. ¥ THM CiydajeBuma 0a3a wHaykmnuje uuje Iy, aero I,,, roe
je m upBu npupogaH O6pPOj O KOjer BaxKu Ta OCOOHHA.

EBo jegnor takBor mpuMepa.

Mpumep 2 3a cBaxu npupojas 6poj n, n > 4, saxu: 3n? > 3n + 19.
[Ipso upumerumMo ja nejeapaxoct 3n? > 3n + 19 3aucra He BaxKu axo
je n jennako 0, 1, 2 wium 3. 3aro je 6a3a MHAYKIHje y OBOM IIPUMEDPY 34
n=4:3-42>3-44+19, rj. 48 > 31 u ona je rauna.

Nunykiujcku Kopax je:

axo Baxku 3k? > 3k + 19, onna Baxku 3(k+1)% > 3(k+1) +19.




[pernocrasumo Iy, Tj. aa je rauno 3k > 3k + 19. Tana umamo:
3(k+1)2=3k>+2k+1)  (jepje (a+b)? = a®+ 2ab+ b?)

= 3k> 4+ 6k +3

>3k +19+ 6k +3 (unx. mpern. 3k% > 3k + 19)

=3k + 3419+ 6k

=3(k+1)+19+ 6k

>3(k+1)+19+40 (jep je 6k >0 3a cBaku upuponan 6poj k)

Haxne, paxu: 3(k+1)% > 3(k+1)+19, 1j. 10Ka3aam cMO HHLyKIHjCKI
KOpaK.

3ak/bydyjeMo [1a 33 CBaKU IMPUPOIAH OPOj n KOju je jenHak win Behu on
4 paxxu: 3n? > 3n + 19.

Bamenom n ca n + 4 y mejemnakocru 3n? > 3n + 19 u3 Mpumepa 2 no6ujamo
nejennaxocr 3(n + 4)2 > 3(n + 4) + 19 koja je Tauna 3a cBakM HPUPOAAH OPOj N.
Jlak/ie, IMaMoO CBOJCTBO: 3a CBaKM IPUPOaH 6poj n Baxku: 3(n +4)% > 3n+ 31 u
TO CBOJCTBO Ce [0Ka3yje MHAyKIujoM duja 6a3a je 3a n = 0.

3a npaBWJIHY NPUMEHY MaTeMaTHYKe WHIYKIHje BaxKHO je ucrahu mehycobmy
Hesasuchoct ciaenehux yciaosa: (1) rauan je uckasz [y u (2) 3a cBaKku IpPUpPOJAH
6poj k Tauan je uckas: ako Iy, onda Iyy1. Hawmme, Hujeman om Tux ycjaoBa HUje
MIOCJIEIUIIA OHOT JPYrOr. 3aTo ce y JI0OKa3WMa y KOjuMa ce KOPHCTH MaTeMaTHYKa
MH/YKIFja MOPAjy [0Ka3aru u 0a3a MHIYKIHUje M WHIYKIUjCKA KOPAK. Y KOJIHKO
JeJaH /1e0 HUje TadaH, OHJA HE MOXKEMO /I 3aKJby4MMO JIA je 3a CBAKU IIPUPOJIAH
6poj n Tayan uckas [,. Hasemhemo jesan npumep y KOMe BaKM HHJIYKIIHjCKA
KOpAaK, a He BakKu Da3a WHIyKIHje.

Mpumep 3  Tspheme: 3a cearu npupodan 6poj n easxcu da je bpoj 2n+1
denus ca 2 Huje tauno. MeljyTum, MHAYKIMjCKM KOpak Baxku. Haume,
n3 MHIYKIMjCKe TpeTriocTaBke: 6poj 2k + 1 je gemus ca 2, Tj. mocroju
npupogan 6poj I rako xa je 2k+1 =21, cienu na je 6poj 2- (k+1)+1
nespus ca 2. I[lokazkumo To.
2-(k4+1)+1=2-k+2+1=2-k+1+2
=2-1+2 (umm mp. 2k+1=2-1)
=2(l+1).
Haxie, 6poj 2 - (k+ 1) + 1 je jennak npoussoxy 6poja 2 u 6poja I + 1,
Tj. memuB je ca 2. Tume cMo J0Ka3aau WHIYKIHjCKA KOpak. AJjm mra
je ca 6aszom? Bpoj 2n+ 13an =0 je 1 u OH CUIypHO HUje HesbUB Ca 2.
SakibydyjeMo Ja Halie TBphere Huje TadHO.

Jlaxite, MOpa Ce BOOWTH PAYyHA 3 CE YBEK MOKAXKY U 0a3a WHIYKIMje U WHIYK-
UJCKU KOPAK.

MaTeMaTH9IKy HHIYKINjy MOXKEMO ITOCMATPATH Ka0 3aKJbydINBaibe UHje IpeT-
IIOCTaBKe Cy 0a3a MHAYKIHje U UHAYKIWjCKA KOPAaK, a 3aK/by9aK je: 3a C8aKu Npupo-
dan b6poj n, uckas I, je mawan. McrakHUMO 1@ Cy IPETIOCTABKE U 3aKJby4aK MaTe-
MaTHYKe WHAYKIINje PABHOIPABHU, Tj. Ja W U3 HEHOT 3aKJ/by9IKa MOYKEMO M3BECTH
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eHe npernocrapke. Haume, ako Baxku CBOJCTBO 3a ceaku npupodan 6poj n, I, je
mawan, OHJA:
— 3a n jegraxo 0 mobujamo ma je Tauan [y u
— 3a Mpou3BOJ/baH MpuUpPOJaH O6poj k u npuponan 6poj k + 1 mobujamo 1a cy TadHu
I, v I41, na je ragan u uckas: axo I, onda Ijpyq.

To 3naum ga Baxku cireehe 3aK/by YIUBAIHE:

aKoO je 3a CBaKW IpUpOAaH Opoj n tadan I,
OHZA Baxu: [y je TagaH u
34 CBaKU MpUpojaH 0poj k radan je uckaid: axo I, onda Iiq.

Hapasuo ma y mpaxcu 3a [I0Ka3uBame PA3HUX CBOjCTABA MPUPOJHUX OpojeBa
HEMaMO MHOTO KODPHCTH O OBOT 3aKJ/by4YHBaIba, jep aKO 3HAMO Ja HEKA 0COOWHA
BaXKM 33 CBAKH IIPHUPOJAH OpPoj n Hema morpebe 1a 3aK/bydyjeMO /13 Ta OCOOMHA
Baxku 3a n = 0 u na je 3a cBaku upupomsan 6poj k rauno: axo I, onda Ijq.

Cazna moxxemo pehwn 1a MO caB/Iaa/iv OCHOBHY ODJIMK MATEMATUYIKE WHIYKIHje
¥ CIIPeMHHU CMO Ja Hay9IuMO HeKe BPCTe MaTreMaTudke mHaykKmnwje. Hamme, mocroje
TBphema Koja ce I0Ka3yjy METOIOM MaTeMaTHuYIKe HHIYKIIHje, aJid je JIAKIIE aKo je
WHIYKIMjCKA KOPaK OOJMKA: M3 TOra Ja OCOOMHA BaxKH 3a HEKOJIMKO OpojeBa mpe
k+ 1, cnenu na Baxkwu u 3a k + 1. /Ipyradmje pedeno, He mpaBuUMO mpejas3 ca k Ha
k + 1 Beh je moTpebHO HAPABUTHU Mpea3 ca HEKOIUKO OpojeBa mpe k + 1 Ha k + 1.
EBo jegnor takBOr mpuMepa.

Mpumep 4  Ilocmarpajmo U3 nmpupomaux OpojeBa aedbWHUCAH HA, CJTe-

nehu nauun: a9 =0, a; =1, u agy1 = dag — 3ai—1, 32 k > 1. Ham 3a-

3" -1
T
[Tomro 6as3a wWHAyKIWje W WHIAYKIWjCKH KOpak Mmelycobno He 3aBwuce,

JATAK je 1a MOKaXKeMO /13 33, CBAKU IIPUPOIAH OPOj N BaXKu: a, =

MO2KEMO IIPBO /@ JI0KAXKeMO MHIyKiujcku Kopak. Jla ducmo mokazasiu

g+l _q .
J1a BazKn ap41 = T, JOBOJBHO Je aa HpeTHOCTaBI/IMO J1a BazKn
3k -1 3kl _q .
a = — W oap—y = ——- Tama mobujamo:
3k _1 gk=l_1 4.3k _4-_3F4+3 31 _3
apy1 = 4ap —3ap—1 =4- -3 = = .

2 2 2 T2
Besa ag+1 = 4ay — 3ax—1 Baxku 3a k > 1, 1j. k+ 1 > 2. To 3maun

Jla, JOKA3aHU UH/YKIIUjCKU KOPAK BAXKU 34 dg, a3,... Ocraje Ham jour na
JoKazkeMo 6a3y uHAyKImje. Y OBOM ciy4ajy 6a3a uHIyKIHje je mposepa

30 -1 3l -1
5 =0uma =

JTa OCOOWMHA BAXKM 1 3 Qg M 33 a1: Ay = =1, mTo



je Mo moCTaBIy 33JaTKa TAYHO. 3aK/bydyjeMO Ja 3a CBAKU [PUPOJIAH

3" -1
5

Opoj n Baxk#n a, =

OBpie cMo ynoTpeOusn jeHy METO/y Koja Ha IIPBH IOIJIE/] HIje HCTa Kao MeTo/1a
MaTeMaTUIKe NHIYKIMje, ajli HheHa UCIPABHOCT [I0YNBa HA NCTUM ocHOBaMa. Ham-
Mme, y lMpnmepy 4 3akspyuuBame uie opako: ako Iy u I1, onda Is; axo Iy u I, onda
Is u Tako maspe. Youiure, akO WHAYKIUJCKH KOpPak mma | mpermnocrasku, rue je [
HeKH npuposan 6poj Behu ox 1, oBa MeToma ce MOKe 3alnucaTH Ha ciefaenn HaYwH:

aKxo je

6aza: taanu cy lo, I, ..., I;_1

U WHIYKIM)CKK KOpak: 3a cBaku k (k> 1 —1 > 0) je:

axo I_q—1)y w Ix—y u ... u Iy, onda Ij 41,

onyia je Tauan [, 3a cBaku NpUpOJaH Opoj n.

Baxno je mcrahum ma cy 3a mpuposme 6pojeBe OCHOBHA BPCTAa METOE€ MaTeMa-
TUYKE WHIYKIFje U OBA BPCTA MareMarudke uHaykuuje mehycobno exBusBasieHTHe,
Tj. CBE IITO MOYKEMO /13 JOKAXKEMO JeTHOM METOIOM MOXKEMO Ja JTOKAKEMO U JIPy-
roM, u 00pHyTO. Meljyrum, Ty ekBUBaJIEHTHOCT HHUje DAl jeTHOCTABHO AOKA3ATH U
oBjie hemo Taj M0Ka3 M30CTABUTH.

ITokazkumo, HA Kpajy, jOII je/IHy BPCTYy MAaTEeMAaTHIKe HHIYKIIHje, IOTIYHY HH/IYK-
uujy. [lormyna naaykiuja nma cieaehu o0mK:
 axo je

6a3za: Tadan je Iy

U MHAYKIWjCKW KOPAK: 33 CBAKW MPHUPOJAH OpOj k BaxKwM:

axo Iy u ... u Iy_1, onda Iy,
onya je Tauan [, 3a cBaku NpUpoJaH Opoj n.

Y napejHoM npuMepy hemMoO KOPUCTUTH HOTIYHY WH/IyKIHUjy.

Mpumep 5 dokaxkumo cirezehe TBpheme.

3a cearu npupodar 6poj n jednak uau ehiu 00 2, sascu: N je UAU NPOCTN
6poj uau je npouseod npocmus bpojesa.

Baza wanykimje, n = 2: 6poj 2 je wim MpoOCT WK je IPOU3BOJ, MIPOCTHX
6pojesa. Bpoj 2 je mpoct, ma numaMo 1a je 6a3a WHIYKIUje TaIHA.
Cana mokasyjemo mHAyKINjCKE KOopak. [locmarpaMo mpou3BospaH mpu-
pomaH 6poj k u 3amaTak HAM je Ja MOKAXKEMO /1 U3 MPETIOCTABKE 13 3
cBe OpojeBe Matbe 0J1 k BaxKu JIa Cy WJIM POCTU UJTH IIPOU3BOM IPOCTUX
Opojesa ciean 1a je oHma u cam O6poj k maum mpoct 6poj WIu MPOU3BO/L
npocrux OpojeBa. Ako je k mpocr, oH/a je 10CAa0 3aBpLUEH U UHIYK-
[HjCKU KOpak Baxku. AKo mak k HHUje mpocCT, OHIA je k TPOU3BOJ] HEKA
JBa npupoaHa opoja [y u ly Koju cy curypHo mawu of k: k =11 -la u
11,12 < k. Kako cy 6pojesu [y u lo Mamu o k, TO 38 HUX BAXKU HHIYK-
[UjCKA IPETIIOCTaBKA, 1A Cy 11 U lo Wi NpOCTH WM IPOU3BO/IU IPOCTUX
opojesa. To 3uauu ga je onga u 6poj k = Iy - lo mpousBos, mpocTux 6po-
jeBa. Tako je mokazaH WHIYKINjCKA KOPaK.
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3akibydyjeMo, Ha OCHOBY MOTIIyHE WHIYKIHje, 13 je CBAKH HPUPOIAH
6poj n, Koju je jemHak mim Behu o1 2, Wind HPOCT OPOj WM MPOU3BO/L
npoctux O6pojesa.

[Mornyna uaaykimja mogceha HA MPETXOIHY BPCTY MaTeMAaTHIKE WHIYKIHjE. Y
LIPETXO/HO] BPCTH MaTeMaTHYKe MH/IYKIUje MHILYKUUjCKUM Kopakom ce (3a l > 1)
npenasu ca k — (I — 1), k — I,..., k ma k + 1, 1j. mEAyKIMjCKA OPETIOCTABKA je 1A
ocobuHa BaXKM 33 HEKOJUKO OpojeBa Mamux ox k + 1, a y MOTIYyHO] WHAYKITUjH WH-
JyKIMjCKY KOpak je mpesa3 ca 0, 1, 2,..., k—1 va k, Tj. HHIYKIUjCKA MTPETIIOCTABKA,
je ma ocobuna BaxKu 3a cBe 6pojeBe Matbe of k. Ucrakuaumo (6e3 moka3uBama Te 0c-
obuHe) 1a Cy LOTIyHA MHAYKIUjA U DAHU]E [PEJCTAB/LEHE JBE BPCTE MATEMATUYKe
MH/IyKIUje eKBUBAJIEHTHE.

Pernumo wa kpajy aa he mormyna wHAyKnuja Outn HajIemrha METOA 33 TOKA3H-
Bame TBphema Koja fieMo mpeacTaBuTH y HAPEIHUM OJIE/bIINMA, OBE KIHUTE.

Hedbunuruje

Cnoboznuuje peueno, nedbununujom ce yBoue (Kaxkemo, nedUHUINY) HOBU I10jMOBU
Heke Teopwuje momohy mosa3uux uau Beh medunncanux mojmosa Te teopuje. Haj-
BaxKHHje je nucrahu J1a ce y HEKOj TEOPHjU ITOCTYIIKOM JAe(hpUHUCAA HE yTBPDYjy HEKe
HOBE ucTHHE Te Teopuje, Bell ce camo yBoue HoBU 10jMOBH, Kopucrehu no3uare (Beh
nocrojehe) 1ojmose re reopuje.

Ilornemajmo cnenehe pedenmure:

Keadpam je npasoyzaonuk wuje cy cee wemupu cmpanuye jedHaxe.

Hapan 6poj je npupodan 6poj koju je deswus Opojem 2.

OBe pedeHunile MOKEMO CMATPATU THIUYHUM npumepuma jedununmja. Caka
nedbununuja caapku apa ucrakuyra gena, definiendum (seo xoju ce gedunuiie)
u definiens (meo kojum ce gedunume). Ilpsa pedenuna je medununmja mojma
Keadpam y TEOMETDHUjH, & ApPYyTa je neduHUNnja mojMa, napaH 6poj y apuTMETHIH.
Y nebunumju KBaapaTa MU IIPETHOCTAB/HAMO 13 Beh mMamo meduHHCAH mTOjaM
[IPABOYTAOHUKA, 110jaM CTPAHUIIE IIPABOYIAOHUKA, [10jaM JIy2KM U JeJHAKOCT JLyKU.
Cinano je u ca pedunucamwem mapaor 6poja. [Toznar je nojam npupogsor 6poja u
mojaM [Ie/bUBOCTH HEKOT MPUPOIHOT Opoja Opojem 2.

Beoma mpenmsan mojam gedununuje he ce jaBuru y OKBHPY H3ydaBamba (pop-
MaJiHOT je3uka joruke. Mehyrum, Hama he Beh 3a yBoheme Tor popmasHor jesuka
u weropux dopmysna butu morpebue aedununumje. 360r Tora hemo y 0BOM 0e/bKY
pelin camMo HemTO HAJOCHOBHHjE O MOCTYIKY IIPAB/bEHba UCIPABHUX (KOPEKTHHX )
nedbuHUIHT]A.

Bparumo ce medwununuju mapuor 6poja. Moxkemo pehu ma pedenwumna 6poj je
naper W pedeHuria opoj je nmpupodarn u dewue bpojem 2 CAOMIIITABAjy UCTO. 3aTO
cMO JTeduHANMjY TapHOTr Opoja MOIIH 3anucard Ha ciaegehn HadwH:

Hapan 6poj je 3amena 3a npupodar bpoj xoju je dewue 6pojem 2.
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Youiure, cBaky nebuHUIE]Y MOXKEMO (POPMYJIUCATH y OOIHKY
A je 3amena 3a B,

rae je A definiendum, a B definiens.

Aun ca nedpunucamem Mopamo dburu BeoMa oupesuu. Hasenumo jpa ycjioBa Koja
rpeba Ja ucilybaBa ucipaBHa (KOpeKTHA) AeUHUIM]a HOBOD 1I0jMa HEKE Teopuje.

(ycaos 1, ITackasos ycsios) Hedunuuuja mMopa GuTu OTKJIOUBA, Tj. CBAKA
pedeHnIa y KOjoj ce mojassbyje HOBHU II0jaM MOKe OUTH 3aMEHEHA CA BHUIIIE PEICHUIA
(wm caMo jesHOM) y KOjUMa Ce IOjaBjbyjy CaMoO CTapH II0JMOBH, Tj. OHH KOjU CY
mosta3uu wim Beh medunncany.

(ycaos 2) Hedununuja Mopa OuTh KoH3epBaTHBHA (UJIM HEKPEATUBHA), Tj. HE
cmejy ce, kopucrehn Ty nedununmjy, n3secrn Heka TBphema Koja ce 6e3 we nHade
He OM MOIJIa U3BECTH y TOj TEOPHUjH.

OBa npaBwia 3Ha4e Ja HOBU I0jaM KOju ce jedUHUIIE Yy HEKO] TEOPUjU MOpa
3aucra na Oyje HOB U camo 3amena 3a Beli nocrojehie (oTKIIOBUBOCT), KAO U JIa OH
HUM HA KOjU HAYMH HE CME yTHLATU Ha TeopeMme Koje el Baxke (KOH3epBATUBHOCT).

Y ouesbKy O LIpeAMeTy JIOPMKE HOMEHYJIU CMO JIOPUYKU BE3HUK akKo (aK0 U camo
axo). Be3Huk axko wiu jeqHakoCT KOpUCTHMO 3a nosesuBame definiendum-a ca
definiens-om. Hanme, nedununujy mapaor 6poja MOKeMO u 0BAKO (hOPMYJIACATH.

Bpoj je napan akko no aedununuju maj bpoj je npupodan u desus ca 2.

Y wamum pebununmjama mu hemo 710 ,,akkO 110 jgeduHUIUjU” 3AUCUBATH:
AKKO. Ocum Tora kopucruhemo u ,,jesHako o Jedununuju”’ mro hemo 3anucuBaru:
—def-

IIpeacraBumo casa jeany BaxkKHY BpPCTY aeUHANMjA, HHAYKTABHE AepUHUIT]E.
[IpBo mormemajMo jeman mpuMep.

Mpumep 1  Kako moxkemo na JedUHHUNIEMO CTENEHOBAME HEKOT De-
anHOT 6poja a Mpou3BobHIM OpojeM n u3 ckyma N1, 1j. a™ 3a mpousso-
mad 6poj n u3 ckyna NT? Wmamo nebunnnujy ciaeneher obnuka:

(1) a! = a;

(2)a"tt=a"-amn

(3) a™ ce moxe neduHucaTH camo KoHadHOM mpumeroMm (1) u (2) ose
nedbuHUImjE.

OBo je npumep jenne unpykrushe nedununyje. Ilonekas je morpebHo nedu-
Hucaru 6eCKOHAYAH CKyII o0jekara ucte Bpcre. Hajonmruje pedeHo, ako je TO TaKas
CKYIl /la Ce HerOBH CJIOXKEHHjH O0jeKTH rpajie MOMONy jeqHOCTaBHHUjUX, OHJIA Ce
Kopucre mHIAyKTuBHE nedununuje. WunykruBHa nedunuimja HEKOr OECKOHATHOT
cKyna S HOBHX OOjekara uma OOJIUK:

(1) dedununty ce najjesuocrasuuju (moja3Hu) 00JEKTH KOjU IPUITAIAjy CKyIy S.
(2) Hdedunume ce mocrynak kojum ce nomohy objekara Koju Cy y CKyity S mpase
HOBH O0jEeKTH TOTI' CKYIIA.

(3) Oapebyje ce na ckyuy S upunajajy camo onu o0jekTH KOju ce Mory noburu
upumenom (1) u (2).

Ilornemajmo nedunurujy u3 MNpumMepa 1 y cBeTsiy OBOr HAJOMIITHjEr OOJTUKA HH-
aykrusHe nepununuje. [lorpebro je nedpurncarn OeCKOHAYMAH CKYII 9MjU €JIEMEHTH
Cy CBH CTeIleHH HeKOT peaJsIHoT 6poja a: a', a?,... IIpBo cMo medpuHuCcaIn eJleMenT o'



12 I'JIABA 1. YBO/,

Tor cKyua, cretied 6poja a upsum 6pojem ckyna NT (neo (1)). Sarum cmo jnedunu-
casu kako ce nomohy a™ u a, koju cy Beh y ckymy S, npaBu BEroB HOBU €JIEMEHT
a1 (neo (2)). Komnauno, aenom (3) ompebyjemo ma ce enemenTu ckyma S Mory
HAMpPaBUTH CaMO Ha HaYWHE MpescTaB/beHe y fenoBuMa (1) u (2).

Ucrakuumo ga hie y mHapeaHnoj riaBu oBe Kibure MepUHUIM]E BEOMA BAXKHUX
TOjMOBA, HA MPUMED TIOjMa UCKa3He dhopMyse, ONTH WHIYKTUBHE IehUHUIIN]E.

CkynoBu, pesainuje, @yHKIHje 1 ollepalije

Y umapegaum onesbuuma hemo, y3 oxpebhen crenen crporocru, ysectu cieznehe 1oj-
MOBE: CKYII, penanujy, (byHKnujy u omnepanujy, Tpyaehn ce ma durasiar 3aJprKu
MHTYATHBHY CIUKY KOjy je O THM IOJMOBHMA CTEKAO Y /TOCAJAIIEBEM MIKOJIOBADY .

CkymnoBu

Konuko rog Hama rnojam CKyma ¥ rojaM eJieMeHTa HeKOr CKyIIa H3IJIe/Ia/Id IPUPOIHI
U KOJIMKO HAM Ce YMHUJIO JIa UX je JIAaKO Je(DUHUCATH, OHU CE€ Y MATEMATHUIM CMa-
TPajy OCHOBHHM ITOjMOBHMA, KOju ce He aedwuauily. HapaBHO mocroju omrmire mpu-
xBalieHa UHTYUTUBHA CJKMKA CKylla Kao rpyuucama (OKylubamwa) objekara ca oupebe-
HuM cBojcTBOM (ocobuuOoM) C. Tu oGjekTu Koju popMupajy CKyI Cy eJIeMEHTH TOr
ckyma. Baxxuo je pehn 7a y 0BOM MHTYWTHBHOM MOWMMAaFy CKyIa OCPAHUYEHHA, 3
CBOjCTBO C u 3a 00jeKTe, KOju MOr'y OUTH €/IEMEHTH HEKOT CKYTIa, MPOCTO HE MOCTOje.
JlakJie, mojaM CKyIa ¥ mojaM eJIEMEHTa, CKYyIa CXBATAMO BEOMa CJI0DOIHO U HIUPOKO.
Ta c00601a HAC 1OBOAM [0 TOI'A /I3, CBOjCTBO C MO2Ke OuTH, Ha LpuMep, 6poj desnus
ca 7, ma CKyT 4YWHE CBU Tesiu OpojeBu JesbuBH ca 7. Ajn C Moxe Outu u 6poj Huje
deswus ca 7, Tj. objekTe MOKEMO OKYIIJbATH U 10 CBOjCTBY /la HEMAjy HEKY OCOOMHY.
Ucro Tako C Moxke OuTw CBOJCTBO Oumu ckyn, 1ma, OM OBa MAaJIONpE TTOMEHYTA IBA
cKyIma Omjia eJleMeHTH CKYIIa 3aaTOr TUM CBOjcTBOM. Jlakse, To 6u Ouo cKym guju
€JIEMEHTH Cy CKyIOBH. AKO Tako cj10004H0 Xx0liemMo 12 j1e(PMHUIIEMO CKYII, OHJIA TO
crBapa napajgokce. Hapemhemo Pacenos mapamgokc.

Pacenos napagokc

Bumenmu cMo 1a Mo OBOM MHTYWTHBHOM OIMHKCY CKYIA €IEMEHTH CKYTIa
Mory Outu u ckynoBu. Ilocmarpajmo 3ato ckym R 4amju cy enementu
cBH CKymnoBu X KOju HHCY caMu ceOu eJIeMEeHTH, Tj. CBU CKyrnmoBu X KOju
uMajy ocobuny: X Huje enement ckyna X . Jla jin uMa TaKBUX CKYLIOBA?
Pehu hemo: ma, uma. Ha npumep, ckyn F' guju enementu cy dumosodu
jecre jenan takas ckyn. Hamme, cam ckyn F' uHuje dbusnoszod, na Huje
enemeHT cebe camor u mpumnaza ckyny R. la sm nMa ckymnosa Koju He
npunagajy ckyny R? Omner hemo pehu: mma. Ckyn M koju okyisba
CBe IITO HHje KIbWra W CaM HHUje KIbUra, I[a je eleMeHT cebe caMor u
me mpunaaa ckymy R. Hawmehe ce cienehe, kao mro hemo Buzern, jako
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OIIACHO MHTAE: HITA je ca caMuM cKynoM R, a s je o esleMenT ckyna
R, 1j. camor cebe? Mmamo ase moryhnocru: min R jecre ejiemenT ckyna
R wiu R Huje enement ckyma R.

Axo ckym R jecre exement ckyma R, onga ckym R Mmopa mMaTu cBOjCTBO
KOje uMajy cBuU ejeMeHTH cKyna R, a To je: R Huje eemenT camora cebe,
1j. ckyn R nuje enement ckyna R! Asin 0BO je y cynporHocTu ca HaOM
[IOJIA3HOM MPETIIOCTABKOM /13 cKyl R jecre enement ckyma R.

Jobpo, oHma MOpPa BAKUATH JA:

ckyn R mmje enement ckyma R. Amwm To TayHO 3Haum ma ckyn R mma
CBOjCTBO HA OCHOBY KOT'd, CMO OKYIJbAJIM CKYIOBe W mpaBuju ckym R.
Ckym R, Kao ckym ca TuM CBOjCTBOM, MOpa 1a Oyze eaemenT ckyma R u
orer MO 00U KOHTPAJAUKIHU]y!

Hakse, cmobonga ma 6mIo KOjuM CBOjCTBOM MOXKEMO (hOPMHUPATH CKYII
JIOBeJIa, HAC je [0 TOra Ja CMO HampaBuaum CKyn R dmje egemente He
MOKEMO J1a OJIPeIMMO.

Buanmo 1a HE MOXKEMO JOMYyCTUTH 2 je CKYI CBAKO Ipymnucarmke objexara ca OmiIo
KOjUM CBOjCTBOM M JIa €JIeMEHT CKyIa Moxke OuTy O6miIo mra, camo Jja MMa TO CBO-
jerBo. Ob6uact MmareMaTHKe KOja ce DaBH CKyIOBUMA, TEOPUja CKYIIOBA, [I0jaM CKYyIa
¥ TI0jaM eJIEMEHTa y3UMa 33 OCHOBHE IIOjMOBE M 3aCHOBAHA je CTPOro (pOPMATHO Kao
jenna dpopmasHa Teopuja ca CBOjUM aKCMOMaMa U upaBuiuMa ussobhema. (Y ouesbky
3.1 oBe kwure gahemo nedbuannyjy dopmasHe TeOpuje, a y APYroM ey OBE KIbUre,
neny Yeox y Jjoruky 11, 6uhe npeacraB/beHa aKCHOMATCKA TEOPUja CKYIIOBA).

Mpumep 1 Op ckynosa OpojeBa Beh ¢MO HOMUBAJIN CKYII IPUPOIHUX
6pojesa, ckyn N. Nmamo jorr cky1r mesinx 6pojeBa Z; CKyIl paliOHATHAX
6pojeBa Q; ckym peanuux OpojeBa R u ckym kommiekcanx 6pojesa C.

Y 0BOM yBO/Ly O CKyIIOBAMA PELUMO JIa PEYEHUILY T je eaemenm ckyna X MareMa-
TUYKH 3anucyjeMo Ha cienehu nadun ¢ € X, a PEYEHULA T HUjJe eaemenm ckyna Y
uma Maremaruydku 3auuc ¢ ¢ Y wro je ckpahenuua 3a nuje da x € Y. Ha kpajy
ITOMEHUMO IPAa3aH CKYyI Kao CKYIl KOju Hema HujenaH ejement. IIpazan ckyn hemo
oszHauaBaTh ca .

Iloackyn

Kana roBopumo o mozcKyIy y cTBapu rOBOPHMO O OJHOCY HeKa JBa cKyma. Ilocma-
TPajMo ABa CKyma, Ha npumep ckymoBe X u Y. a 6u ckym Y OMO MOJACKYII CKymIa
X mopajy cBu enementu ckyna Y na Oymay erementu u ckyna X . Ckyi napaux 6po-
jeBa je moacKyl cKyra mpupomaux OpojeBa N jep je cBaku mapan Opoj u mpupoOIaH
6poj. WurepecanTHo je mocmarparu ciaydaj Kazga je Y Oam ckym X u ciydaj Kajaa
je Y mpasan ckyn. Mmamo na cBakm ckyn X jecTe TOJCKYIM camor cebe, Kao U Ja
3a MIPOM3BOJbAH CKyI X Ipa3aH CKYI jecTe jelaH HeroB MOJCKYII.

Jlake, ako 3a emeMeHTe CKymoBa X W Y BaXKH Ja je CBAKH EJIEMEHT CKyIIa

Y enement u ckyma X, OHIa KaxKeMO Jia je CKyI Y IOJACKYH cKyma X, y O3HaIu
Y CX.
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Y mapennom npumepy hemo ykasaru Ha 3aMKy y KOjy MOXKEMO yHACTH Ca TaKO
JeTHOCTAaBHUM U IIPUPOJHUM IIOjJMOBHMA KaO IITO CYy CKYIl ¥ IOJCKYIL.

Mpumep 2 Tlocmarpajmo ckymose A = {1,2} u B = {{1},{2},{3}}.
Ha qu je ckyn A nojckyn ckyma B?  Ako cMmo Op3oiuierd MO2KeMO
pa3MunbaTu oBako: 1 je enement ckyna A u {1} je esemenr ckyna B;
nabe, 2 je ejxement ckyna A u {2} je erement ckyna B; u HaKOH TOra
Ha Haie nurame hemMo oxrosopuru: JA. AJin aKO MaXK/bUBO HOTJIEAAMO
eJIeMEHTe OBa JBa CKYyIlla BHJMMO /3 je ejeMeHT cKkyna A 6poj 1, a ene-
menr ckyna B je ckyn {1}, a To muje ucro. Enementn ckyma A cy
6pojeBu, a ememenTu ckymna B cy ckynoBu! 3akibydyjemo ma ckym A
HEje TOACKYN CKyna B.

HBa ckyna X n Y cy jemnaka, y o3uanmm X = Y, ako je cKyn X TOACKYTN CKyIia
Y u ckyn Y mopckym ckyma X. Ipyrum peumMa, gBa ckyna X m Y cy jegHaKa ako
U CaMO aKO MMajy UCTe eJIeMeHTe.

Cazia 3HaMO 1ITA je MOJACKYII M MITA 3HAYU jeJJHAKOCT CKYIIOBA, I1a MOYKEMO /13
yBEJIeMO U 110jaM: OuTu npasu noAcKyl. Ako je ckyn Y nozackyn ckyna X u cKyi Y
HHje jeqHaK CKyImy X, OHIa KaxKeMo Ja je cKyn Y mpaBu moiackyim ckymna X . IIpasm
mozckyn Y ckyna X osmadasamo Y C X. Ha npuwmep, ckyn npupoxuux 6pojesa N
j€ TpaBu MOJACKYI CKyIia neaux Opojesa Z.

ITocmarpajmMo caMo KOHaYMHE CKYIOBe, Tj. CKyIOBe 4uju je Opoj esiemeHarTa HeKu
npupomgax 6poj. OBae hemo camo 3a KOHAYHE CKYIIOBE YBECTH ITOjMOBE: KapPIUHAIHI
OpOj U MAPTUTUBHU CKYTI.

Kapaunamnuau 6poj ckyma X je Opoj meroBux ejemMeHara, a o3nagasahemo ra ca
card(X).

Kama roBopumo o mozickynosuma HeKor ckyna X Hamehe ce 33/1aTaK /18 HAIIPaBH-
MO CBe Hherose ocKynose. Hakou Tora, MOKeMO [IOCMATPATH CKYII YUju Cy €JIeMeH-
TH CBH IOJACKYNOBH TOr cKyma X. Taj ce ckym HazWBa MAapTUTHUBHU CKYyH cKyna X,
a obenexasa PX. [lornemajmo cienehu jemHocTaBaH mpUMeED.

Mpumep 3 Tlocmarpajmo ckyn X = {a,b,c}. HaBegumo cBe merose
nomackymnose. 1lpso, 0 je monckym oxm X. Tlomckymosu ckynma X Koju
umajy jenan enement cy: {a}, {b} u {c}. JBowiann nonckymnosu ckymna
X cy: {a,b}, {a,c} u {b, c}. Ha kpajy, ckyn X uma camo jeJan IOACKYyIT
ca Tpu enemeHTa, a TO je cam ckyn X = {a,b,c}. Hakme, umamo na je
PX = {0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}. Nurepecanruo je
BUETHU KOJIMKO ememenara nma ckym PX. Ckyn PX uma 8 eremenara,
1j. kapauHaaxu 6poj ckyna PX je 8, card(PX) = 8. Ilpumerumo na
paxcu: card(PX) = 23 = 200rd(X),

Mo2xke ce mokazaTu 1a OBa Be3a KapAuHAJHUX OpojeBa u3 [lpumepa 3 Baxku
3a cBaku ckyn X u mweros mapruruBhHu ckyn PX. Jlakie, 3a kapauHajaau Opoj

nekor ckyna X, card(X), u KapauHaianu OpOj HEroBor naprurusHOr ckyma PX,
card(PX), Baxu: card(PX) = 2¢07dX),
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YHuja, nmpecek u pasjnkKa cKymona. JlekapToB HpoM3BO/i CKyIOBa

Y oBoM o7ie/bKy hemo ce moJceTHTH JOOpPO INO3HATHUX IOjMOBA: IIpeceKa, yHHje,
pasiiuke u JlekaproBOr Npou3BO/A CKYIOBA.

IIpecek ckynoBa X u Y, y osnanu X NY, jecre ckym cBux ejemenara z nu3 X u
Y rmakBux na z mpunaga ckymy X H z DPUOaaa CKymy Y.

Mpumep 4  3Backynose X = {a,{b,c},{d}, {b}} uY = {{a},{b}, {c},{d}},
umamo ga je X NY = {{d}, {b}}.

Cuenujasino, ako je mpecek apa ckyna X u Y mpasan ckym, tj. X NY = (,
ouma 3a ckymoBe X m Y KaxkKeMo Ja Cy JMCjyHKTHEH cKymnosu. Ha mpumep, mpecek
CKyIla mapHux OpojeBa W CKyIla HElmapHUX OpojeBa je mpasaH CKyi. Ta aBa CKyma
Cy IWCjJYHKTHU CKYTIOBH.

Yunja ckymoBa X u Y, y o3Hamu X UY] jecTe ckyn cBux ejiemMenara z 3 X u Y
TAKBUX /I Z TPUNAIa CKyny X WIM z MPUMAIA CKYIy Y .

3a X u Y us MNpumepa 4, umamo na je X UY = {a, {b,c}, {d}, {b}, {a},{c}}.

Mo2kemo mocmarpard yHHjy X IPECeK BHIE O JBA CKylld, YHUAJYy U IPECeK
ckynoBa X1, Xo, ..., X, r1e je n meku mpupogan 0poj sehu ox 2. Ilpecek ckymosa
X1,Xq,..., X, je cCKynI CBUX ejleMeHaTa 2 W3 TUX CKYNOBa KOjU IPHUIAIA]y CBAKOM
on ckymnosa X1, Xo, ..., X,. Taj npecex kpahe 3amucyjemo Ni; X,,. YHEja cCKynosa
X1, Xo, ..., X, je CKyIl CBUX €JIEeMEHATA 2 M3 THX CKYIIOBa, KOjU MMPHUIIAIA]y HEKOM O
ckynosa X1, Xo, ..., X,,. Ty ynujy zamucyjemo Uj_; X,,.

Ilornmemajmo mHeke ocobmHE KOje BazKe 3a CKYIOBE U IbUXOBE yHHUjE M IIPECEKe.
ITornyno je jacuo ma cy ckymoBu X UY m Y U X jenmakm Kao CKymOBH, Tj. Ja
Baxkn: X UY =Y U X. Takohe Baxku: X NY =Y N X. Nmamo jomr xa 3a 6miio
Koje ckynoe X, Y u Z Baxu caeaehe:

(XNnY)nZ=Xn(YnZz) (XuY)uz=XU(Yu2z)
(XNY)UZ =(XUzZ)n(Yuz) (XUY)NZ=(XNnZ)u(Ynz)
XNnX=X XuXxX=X

XNYuXx)=X XUul¥nXx)=X

Paznuka ckynosa X n Y, y osnamm X \ 'Y, jecte ckyn cBux esiemeHara u3 CKyIna
X xoju He mpumagajy ckymy Y.

Ba ckynose X u Y, u3 Mpumepa 4, umanvo ckyn X \' Y = {a,{b,c}} u ckyn
Y\ X = {{a}, {c}}-

IMoce6ro ako je ckyn Y moackyn ckyna X, Y C X, onna ce pazmuka X \ Y 30Be
KOMILIeMeHT ckyla Y y oxsocy Ha ckyu X, u 1o fiemo o3nagasaru ca CxY (uim

Y axo je jacno o koM ckymy X je peu).

Mpumep 5  Tlocmarpajmo ckym npupoguux 6pojea N = {0,1,2,3,...}
u ckyn uenux oOpojesa Z = {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}. Cxyun N je
nonckyn ckymna Z, ma je NUZ =Z u NNZ = N. Paszmuka N\ Z je
HapasHO npasan ckyn. Kako je N C Z, ouna Baxku Z \ N = CzN u 13j
CKyIl YuHe CBU HeraTuBuu neau 6pojesu, CzN = {—1, -2, -3, ...}.
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YBeJu ¢MO pa3jiiKy CKyIOBa, [Ia MOYXKEMO HABECTHU jOII HEKEe OCODMHE KOje BayKe
3a 6ui0 koje ckynose X, Y u Z. (X u Y cy koMmiiemenru penom ckyuosa X u Y
y OAHOCY Ha HeKu CKyl X7.)

X\(YNZ)=(X\Y)U(X\2)_  X\(YUZ)=(X\Y)n(X\Z2)

XNY=XuYy X=X Xuy=XnY

Cazna hemo yBecTu jorr jean BeOMa BarkKaH MOjaM TEOPHje CKYTOBA, U IeJIe MaTe-
Maruke, mojam ypebhenor mapa. 3a aBa objekta a u b, ypehenu map objekara a u
b (unu ypebena nsojka) je ckyn {{a},{a,b}}. VYpebenu map objekara a u b 03-
HagaBamo (a,b), rae je GuTHO 1A je @ npBu, a ga je b apyru wian Tor ypeheror
napa. Ha mctm maumn moxemo yBecru ypeheny tpojky (a, b, ¢), ypeheny deTBopky
(a,b,c,d) u Tako naspe. 3a pasauuure ejgemente o u b Baxu {a,b} = {b,a}, anu 3a
Te pasjmuuTe ejaemente ypehen nap (a,b) nuje jeauax ypehenom napy (b, a). Ocum
Tora, ako cy 00jeKTH a u b jesiHaKu He FOBOPUMO O CKyIy {a, a}, aju mocroju ypehen
nap (a,a). Jenmakocr ypehenux nmaposa nedunumemo ua cinenelinm Haamm:

(a,b) = (¢, d) AKKO a=cub=d.
Kopucrehu mojam ypehenor mapa, yBonuMo BeoMa BaXKHY BPCTY CKyTOBa, /lekapTos
MIPOM3BO/L B CKYTIA.

HexaproB npoussoy ckynosa X n Y y o3naiu X X Y, jecre ckym cBux ypehenux
napoBa (&, y) TaKBUX Ja T NPHUIALA CKylly X M Yy NPUNAJIa CKyIy Y.

3a jeman ckyn X Jexapros mpom3son, X x X kpalie 3amucyjemo X 2. Ommax
[PUMETUMO J1a U3 KapakTepucruke ypeheHor mapa, J1a je BaxKaH PeJoCel] iberoBrX
41aHOBa, Hobujamo cienehy ocobuny lekaproBor mpon3Boja: ako ckymoBu X u Y
HUCY jemHaku, oHa ckynmoBu X X Y m Y X X Hucy jemHaxn.

Kao u 3a yamjy u mpecek, mocroju u lekapToB mpon3Boj cKymoBa X1, Xo,..., Xn,
rze je n Heku npupoan 6poj sehin og 2. IIpasumo cse moryhie n-topke (1, T2, ..., T )
y KOjUMa je IPBH €JIEeMEHT W3 IPBOr CKyma, Tj. *; € X, IPDyru ejeMeHT je u3
JApyror ckyma, 1j. xo € Xo, M Tako Jajbe cBe 10 x, € X,. Ckyn uuju cy ese-
MEHTH CBe N-TOpKe (T1,T2,...,Ty), Lue je x1 € X1, xo € Xo, ..., z, € X, jecre
Hekapros mpou3Bon, ckymosa X1, Xo, ..., X, y o3ramm X; X Xo X ... X X,,. 3a HeKnu
ckyn X [exapros npoussos X X X X ... X X (rume ce ckyn X mojaBibyje n myTa,)
kpahe 3anucyjemo X™.

Penanuje

Wsnarame o penanmjamMa MOYHAMO IPUMEpHMa U3 OOMYHOr KuBOoTa. Ha mpumep,
pedenutniom Josan je cmapuju od Huxose, npejcraBibeHa je pejanuja usmehy npa
4OBEKA ...Je cmapuju 0d.... U3 oBor 3ammca ce BUAM 14 Ta peJjialyja TPaxKu IBa
objexTa, ma KaxkeMmoO 1a je bwnapHa. EBO jemne pemammje 3a K0jy Ham Tpebda TpHU
YUYEeCHUKA: ... je 2pad y Iporcasu ... na Kowmurenmy .... Ilntamo ce: Kako mpaBuMo
meky penamnujy? Ha mpumep, kako hemo u3 Hekor ckyma Jbyan L mw3nBojutu mapose
KOju Cy y pesiauuju ...je cmapuju od.... IIpso nanpasumo cse moryhe ypeljene napose
o/, Jbyu u3 ror ckyua L (rj. nanpasumo ckyu L X L), a oHza u31B0jUMO OHE 11APOBE
KOje YWHe JIBa Y0BEKa, TAKO Ja je MPBU U3 TOr mapa crapuju ox apyror. Csu Tum
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ypebenn mapoBu mpase jeaaH moickym ckyma L X L, moacKym o, 3a KOju KarKeMo
Ja je jeqna bmHapHa penanuja Ha cKyny L. Baxkmo je pehu ga cmo morsm, npasehun
nozcKyI ckyna L X L 110 HEKOM JIpyroM CBOjCTBY, HA LIPUMEDP, ...Je HUMCU 00..., 1a
[00MjeMoO WCTH MOACKYN o cKyma L X L. Y moumary pesamnyje Mu 3aHeMapyjeMo
pasnuky m3Mmehy cBojcraBa Koja Cy HAC J0OBesia 10 MOaCKyma o ckyma L X L u
rOBOPUMO O pejianuju o Ha ckyiry L.

Haxkne, moackyn lexkaprosor mpoussoga X X X, ckym p, p C X x X, Haszusa ce
OuHapHa pejanuja p Ha CKymy X.

Jenna o1 OCHOBHUX OMHAPHUX PEJIAINja, je peslaluja jeIHaKOCTu: =. Y MaTeMa-
TUIM UMAaMO jeJIHAKOCT JBa Opoja U jeiHAKOCT 1Ba cKyma (0 yemy cmo Beli roso-
punn). Kako je cBaka GunapHa pesaliuja HEKU CKYIl, OHJA je U pejlanuja = jeJaH
cky. Mebyrum, 3a HeKa gBa objeKTa & W Y KOjU Cy jeIHAKA HUKAJIA HE IMUIIEMO
(z,y) € =, vero uuwemo x = y. U 3a 6usio kojy Gunapuy pesauujy p, ocobuny
Jacy T uy y penaugju p, rj. (x,y) € p 3auucusaliemo u na cienehu nadun:
T py. Y OIe/bKY O CKyHOBHMAa OCUM peJlallfje jeTHAKOCTU CKYIOBAa, IOMUAIN CMO
U pejianmje ...je nodckyn 00... u ...je npasu nodckyn od....

[Ipumerumo Ja Hally [IPpUMEpU pejauuje ...je cmapuju od... u ...je nodckyn
0d... jecy noxckyunosu dekaprosor npoussoga X X X nekor ckyma X. Haume, Te
pesanyje cy bunaphe u 00a WiaHa U3 Mapa Cy UCTE BPCTE: JIBA Y0BEKA, JBA CKYIA.
Mebhytum, mita je ca penaiujoMm ... je 2pad y opocasu... na konmunenmy ...7 Caza
hemo mpeacTaBuTH W TaKBY BPCTY PEJIAIlMja, W jOII HEKE IPyre BPCTE.

BuHapHa penaunja nsmehy enemenata ckyna X nckynaY  Mozxke ce yBectu u Ouna-
pHa pesanuja u3mMehy egemMenara CKymnoBa Koju uHucy jeanaku. Ilogckym Jlekaprosor
npousBosna X X Y je bunapna penanyja usmehy enemenara ckyna X u ckyna Y.

Mpumep 1 Umawmo ckyn X = {Ilerporpax, Beorpaxa, JToumon, [Tapus}
u ckyn Y = {Epmurax, Jlysp}. Jemna 6unapra penanmja p msmeby
enmemeHara ckymna X u ckyma Y je meduHucaHna Ha ciaeaehn HaYWH:
(az,y) € p AKKO z je 2pad y Kome ce HaAa3u Mysej Y, Tj. p je MOACKYI
{(Terporpan, Epmurax), (Ilapus, JIysp)} ckyna X x Y.

Penaunja pyxune n (n > 2) Ha ckyny X  Mozke ce Ha jeJlHOM CKYILY, HEKOM CKYILy
X, ocum OWHapHE yBECTH W HEKA pejanuja ayxkuue 3, 4,... Y Oommrem Ciaydajy 3a
npupogan 6poj n Behm om 2 moackym p ckyma X", p C X, jecre penanuja ayKuHE
n Ha ckymy X. Hamomenumo na ce 3a HeKy pesnanujy p ayzxkuHe Behe o 1Ba u HeKy
N-TOPKY (X1, ..., Tn) KOja je y pemanmju p, OCUM 3amuca, (X1, ..., Lp) € P, KOPUCTH K
3amucC P(T1, ..., Tn)-

Mpumep 2 Umawmo ckyn X = {Ilerporpax, Beorpana, JToumon, [Tapus}
u3 [pumepa 1. Jenna pesranuja nyxune 3 Ha ckyiy X je HOJICKYII CKyIa
X3 nedunncan na cienehu maunn: (1,72,73) € p AKKO epad T3 uma
suwWe CMAHOBHUKG 00 2pada 1, a Marve 00 2pada T3.

VHapHa penaumja Ha ckyny X  Buimo koju moackyi p ckyma X je penanyja ayKuHe
1 ma ckymy X, ymapua penarnuja Ha ckyny X. CBaka yHapHa pejaiija HA HEKOM
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ckyny X ce y CrBapu OJHOCH HA HEKO CBOJCTBO ejemenara ckyuna X (ako HuLiTa
JIPYL'O Ha CBOJCTBO Ja UPULIAAAjy HOACKYILY KOju uunu Ty pesauujy). Haume, ynapua
pesanuja pa3BpCcTaBa €JIeMEHTe TOI CKYIIa Ha OHE KOJH MMAajy HEKy OCOOHHY, U OHE
Jpyre KOju Ty OCODWHY HEMajy.

Mpumep 3  Ilocmarpamo ckym npupoauaux 6pojesa N u ocobuny npupo-
nux 6pojeBa 6umu napar. Iloackyn ckyma N Koju OKyImsba CBe mapHe
OpojeBe je jeaHa yHapHA peJalnja Ha CKyIy mpupomaHux OpojeBa N.

Penaunja pyxune n (n > 2) nameljy enemenara ckynosa X1, ..., X,,  Mozxe ce uper-
[MOCTABUTHU y KOM IIPABILY BOJM OBO YOLIITABAE IIOjMa peJianuje. 3a HeKU IPUPOIAH
6poj n Behu oz 2 nouckyn p ckyua Xi x ... x X, (mehy xojuma moxe Guru u jeu-
Hakux), p C X7 X ... x X, jecre pejanuja ayxute n usmehy ejeMeHara CKylIoBa,
X, ., Xn-

Mpumep 4  3a ckynose G = {Cpemcku Kapiosiu, Ilekunr, Jluma},
D = {Cpbuja, ®pannycka, Ilepy, Kuna} u K = {Asuja, Espona,
Jyxua Amepuka, Aycrpanuja} penanuja vy: ...je 2pad dpowcase... Ha KOH-
MUHEHMY..., KOjy cMO Beh nmomumbaiu, jecre pesanuja ayKuHe 3 udmehy
ememenara ckymoBa G, D u K, 1j. v € G x D x K. [loroBop o 3a-
nucy 3a penanmjy AyKuHe n (n > 2) Ha HEKOM CKyily X BaxKu W 3a
pesaiuje ose Bpcre. Ha mnpumep, nucahemo (Cpemcku Kapsosuu, Cp-
6uja, Espoua)e v uinu y(Cpemcku Kapiosuu, Cpbuja, Espoua).

OcobuHe OMHApHUX peJiaiuja

Ha nouerky oBor ozxe/pka mahemo 1Ba mpuMepa OMHAPHUX PEJIAIija HA HEKOM CKYITY
u Kopuctehu \muXoBe 0COOMHE mpencTaBuieMo BaykKHEe 0COOMHE OMHAPHUX DeJallija.

Mpumep 5  Imamo cKkyn Kora 4MHe HEKOJIMKO CBETCKHUX IIPECTOHUIIA:
P = {Mocksa, ITapus, Mazapun, Jlucabon, Jluma, Ilekunr, Texepan,
Xapape, Kaupo}. dedunumumo cienehie npe Gunapre pesanuje Ha
ckyny P:
P10 p2 AKKO 2pad p1 u 2pad ps CYy Ha UCTIOM KOHMUHEHMY;
p1 0 P2 AKKO p1 je y dporcasu koja je cycedna dporcasu y kojoj je epad po.

Y lMpumepy 5 3a cBakm rpaj p BaXKu Ja je OH 3aj€IHO Ca CAMUM COOOM HA MCTOM
KOHTHHEHTY, Tj. 33 CBAKHU DA P BaxKU A je y pealuju o ca caMuM coboM: P o p.
[ITo ce Tuge pesamuje ¢ HUjeIAH TPAL P HHUjE Y PeJalHju 0 ca CAMUM CODOM, Tj. He
Baxku p o p. Ocobuna Kojy uma peJianuja o Ha3uBa ce pedJIEKCUBHOCT, A Pesaluja
KOja mMa Ty ocobuny je pediekcuBHa penaruja. Hawmwme, 3a OunHapHy pearujy p
Ha ckyny X KakKeMmo Ja je pedJieKcuBHA Ka/la 33 CBAKH €JeMeHT ¥ CKyna X BaKu
TpT.

Y maremaruny 1ocToju myHO pedIeKCUBHUX pesanuja: jeJHakocTr 6pojesa, jes-
HAKOCT CKYIIOBA, IIAPAJIJIHOCT LIPABUX Yy PABHU, LOAYJAPHOCT (Ha LpUMEpP, TPOy-
[JIOBa Y HEKOj PAaBHU), pejanuja < Ha HEKOM CKyIy OpojeBa (Ha mpuUMep, Ha CKyIy
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upuposHux Opojesa), pesauuja HoACKyln C HA HEKOM CKYIy YUjU €JEMEHTU Cy
ckynosu. llpumerumo ma camo mMasiom w3MeHOM pesianuje <, U30CTaBJbABEM jejI-
HaKOCTH, A00ujamo pesanujy < Koja Huje pediekcusaa. [lormyHo ucro Baxku u 3a
npesia3ak ca penanyje C Ha peJianujy npaBu nojackyr C.

Koja je cieneha ocobuna kojy dbucmo Bosiesin jJa uMa buHapha pesanuja? To je
ocobMHA /1a HE MOpPaMO Jia BOJAMMO pPadyHa O peocje/ly HaBohema JBa eJIeMEeHTa
KOJU Cy Yy TOj peiaryju. AKO KaXKeMo I je Y Peauuju p ca Y JIa TO OAMaxX 3HAUH
4 13 je y y peasuyuju p ca x, u upocro moxkemo pehu r u y cy y pesayuju p. Ta
0CODMHA Ce 30B€ CUMETPUYHOCT. 3a OMHADHY pesaiyjy p Ha ckyiy X KazKeMo Ja je
CUMETPUYHA Ka/Ia 33 CBAKA JIBA €JIeMEeHTa T U Y CKyna X BaKu: ako je T p Y, OHJA
jeypu.

Ilornemajmo namie penamuje 0 u o uwa ckyumy P u3 [lpumepa 5. Ha su cy
one cumerpuyne? Opmrosop je: JIA. ledwunumumo penamujy 7 Ha ckyny P koja
HUje CUMETPUIHA: P1 T P2 AKKO epad p1 uma eehiu 6poj cmanosruka 00 e2pada ps.
Ouuriie/[HO T HEUje CUMETPUYHA PeJialyja.

KakBa je curyanmja ca HaIIIM MATEMATHIKUM pejallijaMa IO MUTAmy CHMe-
rpuanocru? Masionpe nomumwate pejanmje: jeaHakocT OpojeBa, jeHaKOCT CKyIIOBa,
[IaPAJIEJIHOCT IIPABUX y PABHU, HO/LY/IAPHOCT, OCUM LITO Cy pedJieKCUBHE OHE Cy U
cumerpuane. Mebhyrum, penanuje < u C mucy cumerpudne. Ha mpumep, 3a ckyn
npupomanx OpojeBa N u ckyn peannux Opojea R Baxxu N C R, anum me Baxkn
R CN.

Jla 6rcMO mpeICTaBUIIN JOIIT jeIHY BaXKHY OCOOMHY OMHAPHUX PeJIalija Ha HEKOM
CKyIy, OCTAaHHMO KOJ, TpuMepa pejanmje jemaakoctu. [lo3dmaro je cBOjcTBO jen-
HAKOCTH /13 aKO YTBP/MUMO [1a, je HEeKU 0DjeKaT x jeqHak O0jeKTy y u 1a je Y jeTHaK
HEKOM O0jeKTy 2, OH/Ia 3aK/bydyjeMO J1a je & jeqHaK z, Tj. BaKu: akKo je & = y u
Yy = z, ouza je x = z. Ta ocobuHA HA3UBA CE TPAH3UTUBHOCT. 34 OMHADHY peJsialyjy
p Ha ckymy X KakKeMO 13 je TPAH3WTHBHA Ka/1a 33 CBAKA TPHU €JIEMEHTA &, Y U Z
ckynma X BayKu: akojex py my p z, OHAA je T p Z.

Ilornemajmo casma mare pesainuje o u 9 Ha ckymy P u3 [pumepa 5. [la sm cy
one Tpam3utuBHe?! Pejamnuja o jecre TpamsuruBuHa. Meljyrum, penanuja o Huje
TpaHsuTUBHA. 3amcra, Baxu (Jlucabon, Maapun)e€ o u (Mazapun, ITapus)e€ o (jep
Ce I'PaJIOBU KOje YMHE Te LAPOBE HAJIA3e Yy CYCeJHUM JPXKABAMA), Al He BaxKu
(JTucabowu, ITapus)ep.

O/ MaTeMaTUIKUX pesianuja Koje cMo Beh moMumbasu TPAH3UTUBHE Petalyje cy
U [1apaJiesiHoOCT IIPaBUX Yy paBHU, LHojyaapHoct, <, <, C u C.

A capa npencraBuMo ocobuny OMHApHE pesanuje 3a KOjy MOXKEMO CJIMKOBHTO
pehm 1a je cynmporHa 0COOMHM CHMETPUYHOCTH W TAKO NEeMO je W 3BATH AHTHUCHME-
tpuaroct. Hamme, Ta ocoOmHa Kake 4 akO je  y Pellalluju p ca Yy U T HuUje Yy,
OHJ[a HEMa, CHMETPUYHOCTH, Tj. OHJIA Yy HHUje y penarnuju p ca x. Jlakmie, 3a OuHapHy
pejaiyjy p Ha ckyny X KarKeMo Ja je aHTHCUMETPUIHA Ka/1a 33 CBAKA JBA eJIEMEHTA
T uy cKyna X BaxkKu: ako je x py U Y p T, OHJA je T = y.

[Tornemajmo omer mamre penamnuje o u ¢ u3d [Npumepa 5. Hujenna onx mux Huje
anrucumerpuana. EBo 0Opasioxkema 3a pejanujy . 3a cBaka JBa I'pajia ca jeTHor
KOHTUHEHTA D] U Py BAXKU P1 0 P2 U P2 O P1, AJIA P] U Py MOT'Y OUTH /IBA PA3IUIUTA
rpajsa u HE MOpPA [1a BaAXKW P = Pa.
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JlBe HajmO3HATHjE MATEeMATHYIKE AHTHCHMETPHIHE pesaluje cy pejanmja < u
penanuja C. QuurieHo je ga ako 3a aBa 6poja x u y Baxu x < y u y < &, OHJA
mopa Ja je z = y. [locmarpajmo caza penanujy C. 3aucra, ako 3a JBa cKyna X u
YBaxu X CY uY C X, onnaBaxu X =Y.

Bpcre 6unapuux pesamnuja. Ilojam apsera.

Y oBoMm ojiesbky hemo npejcraBuru JiBe Haj3HAYAJHEU]jE BPCTE OMHAPHUX DeJialja
Ha, HEKOM CKyTry X : pejaliije eKBUBAJICHIMje U TapIujaanor ypehema.

Bunapua pesnanyja p Ha ckyny X Koja je pedeKCHUBHA, CHMETPUYIHA W TPAH3H-
TUBHA HA3UBA Ce peJialiija eKBUBAJICHIIU]E.

Hajuemrhe o3nake 3a penamujy eKBUBAJIEHITjE Cy ~ WX =.

Koje maTemarumake pesnanuje cy penamuje eksuBasenuje? To cy, Beh Bume myTa
HOMUIbAHE, JeJHAKOCT, apaJeIHOCT MIPABUX Y PABHU U HOAYZAAPHOCT (HA IpUMeEp,
TpoyryioBa y Hekoj pasuu). Illra je ca penanujama o, o u 7 Ha ckyiy P u3 lNpumepa
57 Pesranuja o je penanuja ekBuBajieHyje, a ¢ u 7 1o uucy. QCTaHuMo KoJi pesianuje
0 W IOCMATPajMO jemaH eneMeHT ckymna P, Heku rpan p1. llpupoamo je oko rpasa
Pp1 OKYIHUTH CBe IrpajioBe u3 P Koju Cy ca rpaJioM p1 y pelaluju o, Tj. CBe rpajaoBe
KOj! Cy Ha MCTOM KOHTHHEHTY Ha KOMe W IpaJ, P1. 1aj MOCTyMaK, y OMIITEM CIIydajy
3a HEKW CKym X, je/laH FHEroB MPOU3BOJbAH €JIEMEHT T U PeJIAllNjy eKBUBAJEHITH]e
~ Ha cKyily X wu3riena OBAKO: IPABUMO CKYIl KOI'd UMHE CBHU €JIEMEHTH CKymna X
KOju Cy y pesnamnuju ~ ca ejgeMeHToM x. Taj CKyI ce Ha3mBa KJaca eKBUBAJIEHIIN]E
eJIEMEHTa T y OJTHOCY Ha pemamyjy ~ u obesexkasa ce [x] (umu C). Hakme, eremMenT
ckymna [z] je cBaku ejleMeHT y cKyna X, 3a KOjU BaxKu & ~ Y.

3a pesanujy ¢ m HAII T'PaJ p; U3 CKyma P, Kjiaca eKBUBAJICHIIMjE €IEMEHTA P
y OZHOCY Ha peJsanyjy o je cKym [p1], a 4mHe Ta cBU rpajosu u3 P koju cy Ha
MCTOM KOHTHHEHTY HA KOMe je rpaj p;. Ha oBaj Haumn cBaku rpas p u3 P mobuja
cBOjy kiacy ekBuBaseHumje, ckyn [p]. [Ipumermmo na, Ha mpumep, ako je rpam pi
y EBponu, onza [p1] uune cBu rpajgosu u3 P koju cy y Esponn.

IIra moxeMO Ja KaxkeMo O ocobuHaMa KJjaca [p] 3a rpagose p u3 ckyma P.
[IpBo, Hujenaa Kaaca [p] HEje mpa3aH CKym, jep 6ap rpaj p IpUNaga CBOjoj KIach
[p]. Apyro, ako mocMarpamo ABe Kaace eKBUBaJeHnuje, [p1] u [p2], ore mory na Gymy
WK jeHaKe WK JUCjyHKTHE. JACHO je ma cy Kiace [p1] u [ps] jenmnaxe kama cy p1 u po
Ha ncToM KoHTHHEHTY. OHE Cy AUCjyHKTHE KaJa p1 U P2 HACY HA KCTOM KOHTHHEHTY .
Haume, ako 6u y Tom ciayuajy kmnace [p1] u [pe] uMasie 3ajesHudku ejeMeHT TO Ou
3HAYWIO /13 je Taj rpaJ HA KOHTWHEHTY HA KOME je Ipaj p; W HA KOHTHHEHTY Ha
KOME je rpaj, pa, aau TO je Hemoryhe jep ce Hujeman rpaj u3d ckymna P He HAJIa3:u HA
aBa kouTuHeHTa. Tpehie, ako HAIPABUMO yHUjy KJIaCa €KBUBAJICHIIM]Ee CBUX IPA0Ba
u3z P: [p1] U ... U [pg], re mpermocraBbamMo 13 Cy Pi, ..., P9 CBU TPAIOBU U3 CKyIa
P n raj ckyn ozuatumo |, p[p], onza mmamo sa je ta ynuja jesnaka camom cKyiy
P, 7j. pakn J,cp[p] = P.

Baxkno je pehu ga oBe Tpu ocobuue, Koje UMajy KIace eKBHBAJECHIIA]E peTaluje
ekBuBasiennuje o u3 [lpumepa 5, umajy u Kjace eKBUBAJICHIIM]E CBAKE DeJIAIMje
ekBuBasieHnyje ~. Ilokaxmmo ToO.
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3apatak 1  Heka je ~ penanuja eKBUBaJICHIMje HA HEKOM CKyiry X.
[Tokazkumo ma Taga 3a KJIace eKBUBAJICHIUjE Pealuje ~ BaXKu:

(1) 3a cBaku emement x ckyna X Kuaaca [x] je mempasan ckym, [z] # 0;
(2) 3a cBake JBe KJjlace eKBuBaJseHIyje [x] U [y] Baxku wau Ja cy jeaHake,
[z] = [y], mnm ma cy mucjymxrre, [x] N [y] = 0;

(3) yHuja cBux Kiaca penanuje ekBuBaseHunuje ~, yauja Uzcx[z], jecre
jennaka ckymy X.

(1) Pesnauuja ~ je pesauuja ekusasienuuje, ua je pedJeKcuBHa: T ~ .
Buaun, x € [z, 1j. [z] # 0.

(2) 3a cBaka saBa ejeMeHTa T U Y CKyna X BaXKu: WK CYy T U Y Y
pejaiuju ~ (CUMETPUIHOCT PEJIaluje ~ HaM J03BOJbHUBA J1a 0BAKO (DOpP-
MyJIHIIEMO OJTHOC OBA JIBa eJIEMEHTA) WJIM & U Y HUCY y penamju ~ . Ako
Cy eJIEMEHTH X U Y y PeJlaluju ~, Tj. T ~ Y, OHJA IOKAXKMMO JIa BaXKU:
[z] = [y]. Hokaxumo ma je [z] C [y]. Heka je z € [z], 1j. « ~ z. U3
T ~ Yy, Ha OCHOBY CHMETPUIHOCTH peJiamuje ~, nobujamo y ~ x. Cama u3
Y ~ T U I~ Z, HA OCHOBY TPAH3UTUBHOCTH PeJjIalluje ~ nobujamo y ~ z,
Tj. z € [y]. Hakne, Baxu [2] C [y]. Ha nucrn naumn nokasyje ce na Baxu
[y] C [z], ma mumamo [z] = [y]. Ako enemenTn = u y HUCY y pejanuju ~,
oHza 6u Tpebaso mokasaru na cy kiace [z] u [y] mucjyaxrae. To hemo
noKasaru Tako mro hiemo mosasehu ox npermocraBke Ja Kiaace [z] u [y]
HUCY JUCjYHKTHE, T00MTU KOHTPAAUKIM]Yy. 3HAYU HAIIa OPETIOCTABKA,
je: xuace [z] u [y] mucy mucjyakrre. Tana, xmace [z] u [y] umajy Gap
jenan 3ajequudku enement, Heku ejgemenr z: z € [z] u z € [y]. Ha oc-
HOBY AeduHUIEje KIace eKBUBAJCHIM]E UMAMO 13 33 €JEMEHT 2 BarKu:
x ~zuy~ z. Kopucrumo cumerpudHOCT pesanuje ~, 1ma u3 y ~ 2
3ak/byuyjemMo z ~ y. Caja KOPUCTHMO TPaH3UTHBHOCT pejlaliuje ~, 11
U3 T ~ Z W Z ~ Y 3aKIbyIyjeMo a Baxku & ~ y. Aim, 10 je Hemoryhe jep
je y CyIpOTHOCTH Ca HAILIOM IOJA3HOM IPETIOCTABKOM JIa X U Y HUCY Yy
penanuju ~. /lakse, HalIa mIpeTIoOCTaBKa JOBEJIA HAC je 0 3aK/bydKa
Koju je HeradaH. To 3HAUMW Ja Ta MpPETHIOCTAaBKAa HUje TadHA, Tj. 13 je
TayHa HeHa Heranmja: Kiace [x] u [y] cy aucjyHkTHE.

(3) Ja 6ucmo mokasaJiu jeHAKOCT CKymoBa X W yHHUje CBUX [z], CKyna
Uzex [z], Tpeba mokasaru ma je X MOACKyH Te yHUjE U 12 je Ta yHUja no/I-
ckyn ckyna X. IIpso nokasdyjemo X C Ugex[z]. Y3mMumo npousBosban
esleMeHT ckyma X, exement y. Tpeba mokazaru Ja je y eleMeHT CKyIia
Uzex[z]. Enement y npunasa CBOjoj KJIacu eKBUBAJIEHIMjE DeJIaluje ~,
Kjacu [y], ma Tume u ckyny Ugex [x] KOju je yHUja CBUX TaKBHUX KJIaca,
nakne, X C Ugex[z]. Cama jom ocraje na mokaxemo na je Upex|]
nonckyn ckyma X, maga je to ounraenao. Hamme, cxkyn Uge x [2] aune
eJIEMEHTH CKylia X, I1a je CBaKu ejqeMeHT u3 Uyc x[2] ouurmento u ene-
ment ckyna X. Hakie, uz X C Ugzex[z] u Uzex|z] € X nobusu cmo
ma Bakn X = Ugex|z].

3a Heky pesanujy eKBuUBaJeHIUje ~ Ha CKylly X [HOCMATPAjMO CKYIl YdjU CY
eJIeMeHTH KJjlace eKBHBAJIEHIHje pemlaruje ~ cBux eneMmenara m3 X. Taj ckym ce
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o3Ha4aBa X /. ¥ HA3WBA Ce KOJMYHUIKA CKyN (WM mapTunmja) cKyna X U Hberose
pesalnuje eKBUBaJIEHIIUje ~.

Kosuunuuku ckyn ckyna P u3 [lpumepa 5 u merose pesianuje ekBuBaJieHIUje
o, ckyn P/,, qune kjiace eKBUBAJICHIUje O/ KOjUX CBaKa KJaca CaJp:KHU TPAI0OBE
jemsor kourunenra. Crora je Opoj enemenara ckymna P/, 6poj KOHTHMHEHATa KOju
nmajy 6ap jeman cBoj rpaa y ckymy P.

Y napeanom mpumepy nokaszahemo Kako ce nomMolly kjaca Heke pesialyje eKBu-
BaJICHIUj€ MOI'Y J1e(PUHUCATH BaXKHU IIOJMOBH.

Mpumep 6  Beh cmo peknu ma je pesamnuja mapaJieIHOCTH MPABUX Y
jemHoj paBHU pedJIeKCHBHA, CUMETPUYHA W Tpan3uTwBHA. Jlakie, TO
je jesHa peJialigja eKBUBAJIEHIM]e HA CKYIy CBUX IIPABUX je/IHE DABHU.
[Torsenajmo mra cy kJace eKBUBaJICHIMje OBE peJsianuje. JeaHy Kiacy
eKBHUBaJIeHIHje duHe cBe MehycobHo mapastente mpase te pasau. [lojam
MpPAaBIa Y PABHU ce aedUHUIITE KAO0 jeTHA KJIACA EKBUBAJICHIIN]E DEJIAIIN]je
mapagsenuocTy (Buaeru|[14]).

Jlpyra 3nadajHa Bpcra OMHAPDHEX Pejalyja Ha HEKOM cKyiry X je pejargje map-
nujasaor ypehema. Bunapra penanmja p Ha ckymy X koja je pediiekcuBHaA, aHTH-
CUMETPUYHA U TPAH3UTUBHA HA3UBA Ce maprujaiaHo ypebeme.

Hajsnagajuuje maremarndke pesayje mapiyjagaaor ypehema cy penamuja < Ha
HEKOM CKyIy OpojeBa, HA TpPUMEpP Ha CKYIly IpUpPOIHUX OpojeBa u penamnuja C Ha
HEKOM CKYILy YUju Cy €JIEMEHTU CKYIIOBH.

Ilopen penanuja eKBUBAJIEHIHjE U MAPIKjATHOr ypehema MoMeHnMO 1 mpeaype-
hemwe. Bunapua pesnamuja p Ha ckyny X Koja je ped/ieKCuBHA U TPAH3UTHBHA, HA3UBA
ce mpeaypeheme.

Ha kpajy oBor ome/pka mpeacraBuhemMo jeaHy BarXHy OWHApHY peJsamujy Ha
HEKOM CKYIIy, PEJIaIlnjy APBO, KOjy NeMo y ma/beM u3jaramy 9eCTO KOPUCTHUTH.

dpso

[Tocmarpajmo mpousBosbaH Hempa3aH cKym X . EjnemenTe ckyma X 30BeMO
ugopoBu. Ckyn X u Ounapra penanuja d Ha ckymy X, d C X x X, gune
jemHo APBO § AKO CBAaKM esieMeHT (X1, T2) pesanmje 0 (Iuju IPBY WIAH X1
30BEMO HPETXO/IHHK, a APYIH 4IAH To HACIEIHUK) 3310B0Jbasa cieelie
yCJIOBE:

(1) ocroju TauHO jesan 4BOp To CKymla X, TaKaB Ia CKYI 0 HEMa eJle-
meHT 00s1mKa (Y, To), Tj. HUjEJAH €JIEMEHT CKyIa § Kao APYIH WIaH HEMa
Taj IYBOp Xo. Apyradumje pedeHo, MOCTOju TAIHO jeTaH IBOP To CKyma X
KOju HEMa IMPEeTXOIHUKA. Taj IBOp Tg 30BEMO KOPEH.

(2) Axo Baxu (z1,y), (22,y) € 6 Tj. 210 y u x20 y, oHIA je T1 = .
WNnu ppyraumje, cBaKm IBOP Y, KOjU HUje KOPEH T, M TAYHO jeTHOT

IPEeTXOJHUKA.
(3) 3a cBaku YBOD Y, OCUM KODPEHA T, IIOCTOJU jEJAUHCTBEH HU3 YBOPOBA
Z0y ey T, (32 HEKO M > 0) TaKBUX JA BaXKU: To 0 T1,e.., Tyn—10 T,

T y. Jpyraduje pedeHo, 3a CBaKM 4BOP Y, OCUM KOPEHA I(, MOCTOjU
JeIMHCTBEHA TpaHa OJ KOpeHa Xy 0 TOT IBOpa Y.
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Ako ckyn X uma koHadyaH Opoj 4BOpPOBa, OHJIA JPBO 0 30BEMO KOHAYHO JIPBO.
Konauno apBO ce 3aBpinaBa YBOPOBUMA KOjU HEMajy HACIEJIHUKA U TE€ YBOPOBE
30BeMO JuctoBu. JIpBo rpadudku MOKe OUTH MIPEJICTAB/HEHO HA Caeaehn HaduH:

/

rje Cy WIaHOBH jeJHOr Tapa u3 § MPEICTaB/bEHU OBAKO . " Tpe-
TXOJHUK je JOa TauKa, a HACJAEIHUK MOpHba. JeIHO TpaHambe y ApBeTy § Ha CKYILy
X uawmne cBu enementn (z;,y;) u3 6 (1 < i < m 3am > 1) Koju UMajy ucrtu npeu
9JIaH, HEKH eJeMeHT T u3 cKyma X, x; = x, 1 < ¢ < m, Tj. CBH TH IAPOBHU Cy
obmuka (x,y;), 1 < i < m. Axko je ApBO IpPEJCTAB/LEHO KAO HA OBOj CJIUIM, OHIA
€JIeMEHT I 30BEeMO JIOFhUM YBOP paHamba, a CBe JIpyre YIaHOBE TUX IMapoBa, Tj. CBe
Yi, 1 <4 < m, 30BeMO TOPHU IBOPOBU I'DaHAbA.
JpBOo MOXxKe OUTH IIPEJICTABIHEHO U HA OBAj HAYMH CA KOPEHOM HA BPXY.

/ \
— T~ PN
AN

Wcrakuumo u jemny mocebHy BpCTy ApBera, OmHApHO ApBO. /IpBO Ymju cBaku
9BOD, OCUM JINCTOBA, MMa TAYHO B HAC/IEIHUKA 30BEMO OMHAPHO ApBO. EBO jemnor
KOHATHOT OMHAPHOT JIPBETA.

o
° \O/ ° °
N N
\ /
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DyHKIHje

Y cBUM KibUraMa ejleMeHTapHe MaTeMaTHuKe n3jarambe o GyHKIHjaMa MOYHbe [[PTe-
2KOM HA KOMeE Cy JBa 00JIa4YKa O/l KOJUX jeJaH HPeJCcTaBsba HeKU CKyn X, a JApyru
ckyn Y. VY obnauky X uCTakHyTa je Ta4ka ca HKMEHOM T, y 00JadKy Y HCTaKHYyTa je
TadKa KOja UMa uMe y. JenHa 3aKpuBIbeHA JUHU)jA ITOTA3U U3 TAUKE T, & 3aBPIIaBa
Ce CTPEJIUIIOM y Ta4dKH Y U U3HAJ, Te JIuHuje nuie f. Y3 Ty CIUKy n/ie jeJHO OBaKBO
objarbere: MpaBuIo (JI0roBOp, 3aKO0H) f MO KOME Ce CBAKOM €JIeMEeHTY & CKyna X
JoJIe/byje TAYHO jeJaH eJIeMeHT Yy CKymna Y Hasuba ce pyHKIHja ckyma X y cKym Y.
SaruMm cienu jeJlaH npuMep KOjuM e WIyCTPYjy OBH IOJBYYEHH 3aXTEBHU: CBAKOM
enemenry u3 X Jojiesbyje ce TadHo jegaH ejgement u3d Y. OBakaB jefaH mpumep.

Mpumep 1 IMocmarpajmo ckynose X = {Ilerporpan, Beorpan, Beu,
Jougnon, IMapusz}, Y = {/lysp, Epmurax, Bpurancku my3ej, IIpaso,
My3ej rpana Beua} u Z = {Hesa, Casa, lynas, Temsa, Cena, Boara}.
(1) ITuramo ce pa su je goroBopom ezpady = dodemyjemo mysej y Koju
ce Haaa3u y mom 2pady geduHucaHa jenna pyHkuuja u3 ckyma X y
ckyn Y? Opnrosop je: HE. 3amro? TakBuM J0roBOpOM je/IHOM eJie-
menty ckyna X (Beorpamy) Huje nozjesbeH HujesaH Mysej y ckymy Y,
Tj. HHje CBaKOM ejeMeHTy m3 X Jofe/beH HeKu ejeMeHT m3 Y. Jla
JIL MOKE [1a, Ce HEINTO IPOMEHH /3 OM OBaj HaIll JOroBOP HIAK OO
jenna dynkuuja? Oarosop je norspzad. Tpeba ma Masio HPpOMEHUMO
ckymnoBe. Hanme, MoykeMO HAmpaBuTu CKym X n30AINBAHEM €ITEMEHTA
Beorpan u3 ckyna X, X; = X \ {Beorpan} = {Ilerporpau, JloumoH,
[Tapus, Beu}. Ipuapyxusame enementuma u3 X; ejJeMeHTe CKyna Y
10 HAIIPAB/BEHOM JIOrOBOPY jecte jemHa (PyHKIHja u3 cKyma X1 y CKyI
Y. Moryha je u apyraguja nmpomena. Mozxkemo 1a He MemaMo CKyn X,
aJl 13 MPOIIUPUMO CKyI Y jojaBameMm, Ha mnpumep, Myseja Hukose
Tecne, Y1 = Y U {Mysej Hukose Tecie}. Omner je mam morosop jeana
dyuknuja, amm caga w3 X y ckym Yi.

(2) TTuramo ce na s je JOroBopoM zpady x ce dodemyje pexa z u3 cKyna
Z koja ¥po3 reza npomuve nedunmcana jeqHa pysxmnmja ckyma X y
ckyu Z?7 IIpobaem u3 (1) caga ne nocroju. Caku 0J rpajoBa U3 CKyla
X jexwu Ha Hekoj penm u3 ckyna Z. Aum, Beorpas (onmer Beorpan)
qmexu Ha nBe pexe! OBum morosopom Beorpany ce mozxemyjy u Casa u
Hyuas! To 3uauu ga ce jemuom enementy ckyna X (Beorpamy) Ha Taj
HAYUH JI0JEJbYjy JBa eJIEMEHTa CKyla Z, a He TadqHo jejad. Jla jum u
oBJe nocroju moryhuocr nonpaske? la, Tpeba camMo Ja Ipenu3supamo
nmorosop. Hawmwme, moroBop tpeba ma riacu ezpady = ce dodemyje Haj-
dyoica pexa z u3 ckyna Z Koja kpo3 reza npomuve. OBUM ITOrOBOPOM
Beorpany ce noaesmyje camo lynas. IlltaBumre, m cBAaKOM ApyroM rpaiy
u3 ckymna X ce JoJiesbyje TadHO jejHa peKa u3 CKyla Z. 3Ha4H, OBaj
HOBH JIOrOBOP jecte pyHKIHja u3 ckyma X y CKyln Z.

Mu nojam dbyHKIMje YBOAUMO Ha cjie/ielin HaunH.



25

ITocmarpajmo ckynose X u Y. Tlogckyu f ekaprosor mpoussoza X X Y,
f € X xY, koju 3am0BosbaBa ciaezelie yciose:

(1d) cxyu cBux upsux 4ianosa ypehenux naposa (z,y) u3 f jeanak je ckyuy X;
(2d) ako mBa ypehena mapa (z1,y1) u (z2,y2) u3 ckyna [ umajy jeaHake IpBe
9TAHOBE, Tj. aKO je T1 = T9, OHJA W [PYTHU YJIAHOBU TUX ypeleHux mapoBa MOpajy
OuTH jeqHAKH, Tj. MOpa OUTH Y1 = ¥o;

HasuBa ce pyHkumja f u3 ckyna X y ckyi Y.

Ira je, makie, ¢dpyskuuja u3 ckyna X y ckyn Y? To je nmouckyn dexap-
roBor ckyna X X Y koju 3azoBosbaBa yciose (1d) u (2d), wiu 1o je jenua Gu-
HapHa pejanuja uamehy ejemenara ckynosa X u Y Koja 3amoBosbaBa yciaose (1d)
u (2¢d). Enementu dyukuuje f cy ypehenu naposu (x,y) Koj, KOjUX je IPBU WIaH T
opurutaJl (1pBa KOMIIOHEHTA, APIYMEHT), a APYId YiIaH je CJIUKA 01 T (DYHKUUJOM
f (apyra komnorenTa, Bpegaoct dhynxmmje f y tauku x) u mumemo y = f(x). Cxyn
X je momen dyukimje f, a cKym Y je HeH KOJOMEH.

Mpumep 2 Tlocmarpajmo ckynmose A = {a,b,c} u B = {1,2,3,4,5}.
Jemara dyukumja f u3 ckyna A y ckyn B je Ha npumep ciaenehin momckyn
Hexaprosor npoussoma A x B: f = {(a, 3), (b, 1), (¢, 4)}.

3a dyukiwjy f u3 ckyna X y ckym Y HanpaBUMO IMOJACKYII CKyTa Y KOju 4HHE
Jpyru wiaHoBHM cBuX ypehenux maposa ckyna f. Taj ckym ce 30Be CKyI Bpe-
Hocru dyukmmje f u obenexasa ce ca f(X). Hakne, ckymy f(X) npumana cBaku
eJIeMeHT Yy CKyma Y 3a KOju IOCTOjU HEKH eJIeMEHT T u3 CKyma X, TakaB Ja je

y=f(z).
Haseaumo jenan mpumep y kome heMo KOPUCTATH U yOOMIAjeH! 3AMKUC PEICHUTIE:
f je dynkuuja u3 ckyna X yckyn Y, f: X =Y.

Mpumep 3  ITocmarpajmo ckyun peannux OpojeBa R u nedunummmo
bynxmujy f: R — R caenehum samucom f(x) = 2.

Koju emementn ckyna R amue ckyn f(R)? Esementn ckyma f(R) cy
peasau OpojeBu y u3 ckymna R koju cy jennaku KBaIpary HEKOT PEATHOT
6poja z, y = f(x) = x2. 3maun, nmamo 1a je f(R) cKyn cBUX HeHeraTw-
BHUX (HyJle U CBUX [O3UTUBHUX) peaiiux Gpojesa Koju o3Hadasamo RT.

Oparosopumo Ha nHuTame: Kaja cy ape dyakuuje f un g jennake? PyHkiyje cy
CKYIIOBH, 33TO EBUXOBY jeIHAKOCT IIPOBEPABAMO TAKO INTO IIPOBEPABAMO jE€IHAKOCT
THX CKYIOBA.

3apgatak 1 [Tokaxkumo ja ako ape yHKIuje f U g uMajy ucTu JIOMEH 1
3a CBAKHU €JIEMEHT I TOr gomeHa Baxku f(x) = g(x), ouna cy dynxnmje
f m g jennake. 3agarak HaM je Ja MOKayKeMO Ja Cy CKYIOBH f H ¢
jennaku, tj. naje f Cgu g C f. Oyukuuje f u g uMajy ucrtu JI0MeH
U 3aTO OpBe KOMIIOHEHTE HhUXOBUX ejeMenara uduue ucru ckyn. Caga
npBo nokaxumo na je f C g. Heka je (x,y) € f. Tama je y = f(x).
s f(z) = g(z) umamo (z,y) = (z, f(x)) = (z,9(x)) u xaxo (z,9(x))
npunaja g, 3akibydyjemo 1a (x,y) € g. Ha ciimuan HaguH ce mokasyje aa
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je cBaku esiement (z,y) u3 g eaemenr u f, rj. g C f, crora 3akibydyjemo
aaje f=g.

ITokazkumo Koje ocobune jenna pyHKIHUja He MOpa 1a uMma. llormemajmo ciaeaehn
1pumep.

Mpumep 4  Ilocmarpajmo ckymnose X u Z u3 [pumepa 1. Jledunummmo
OmHapHy penarnujy f 3a eleMeHTe TUX CKymoBa. 3a x € X m z € Z:
xfz AKKO najoysica pexa xoja npomuue kpo3 x je z. OBa penanyja je
nonckyn f = {(Ilerporpan, Hesa), (Ilapus, Cena), (Beorpan, Jdynas),
(Beu, dynas), (JToumon, Temsza)} cxkyna X x Y. Taj monckyn f jecre
jenna dyunkumja u3 ckyna X y cKym Y jep cy 3a10BojbeHa 00a ycCJIOBA
(1b) u (2¢). Baucra, ycnos (1d) jecre 3a10B0sbEH jep CKYyN KOJU YUHE
IPBY 4JIAHOBYU €JIEMEHATA OBOI CKylla je umras ckym X. Auu, npume-
THMO & CKyIl KOjUu YMHE JAPYTHM YJIAHOBU €JIEMEHATa OBOI CKyIla, CKYII
f(X), nuje auras ckyn Y. Hauwme, f(X) = Y \ {Casa, Boara}. 3a-
KJbyuyjemo 1a 3a dbyHkiujy He Mopa aa Baxu: f(X) =Y. Ycios (2d)
jecre 3310BOJbeH jep f HeMma mapoBa Ca WCTUM MPBUM, a PA3IAIATHM
apyrum wiadom. Mebhyrum, nornenajmo napose (Beorpan, lywas) u
(Beu, Jynas). Onu umajy pasiuuure npBe 4IAHOBE, & JAPYLM YJIAHOBU
cy um ucru. 3axspy4dyjemo na 3a enemente (21, f(21)) u (22, f(x2)) u3
f He Mopa ma BaxKu: aKo je x1 # o, ouza je f(x1) # f(x2).

Oamax penumo a Heke (DyHKIUjEe MOI'y MMATH OCOOMHE KOje CMO HOMEHYJIU y
Mpumepy 4. @ynxkmuja f : X — Y uumju je ckyn Bpemuoctu, ckyn f(X), jemmak
ckyiy Y HasuBa ce cypjekumja. @ynkuuja f: X — Y 3a uuja cBaka JBa €J1€MEHTa
(1, f(x1)) u (z2, f(x2)) Baku ma ako je x1 # x2, ouzma je f(x1) # f(x2) Ha3mMBa ce
unjexnuja. [IpuMeTuMo na yciaoB ,ako je x1 # g, ouza je f(x1) # f(x2)” Moxemo
I3 uCKaxkeMo: ,ako je f(x1) = f(x2), orpa je 1 = x2”, na cMo Tako mobusu jom
jemaH HAYUH Ja 3aIuIneMo ocoOnHy (pyHKIHje: OUTH WHjeKIr]ja.

Mpumep 5  llorsenajmo monoso dyukuujy u3 MNpumepa 3, byukiujy
f:R =R, f(z) = 2% Jla 1u je bynkmmja f cypjeknmja, Tj. aa au je
f(R) =R? Beh cmo nokaszaiu ja je f(R) = RT, na je nam ojrosop na
oBo nurame: HE. [a swm je dyuknuja f unjeknmja? Omuer je oarosop:
HE. Jla 6u f Oujia uHjekuuja, MopaJie Ou CJUKe pasju4uTux OpojeBa u3
R na 6yny pasmuauru 6pojesu y f(R). Anu mu 3a dyukuujy f umamo
Jla Cy CIOUKE /IBA pa3jnduTa Opoja, Ha mpumep 2 u —2, uctu Opoj, Opoj
4: f(=2)=(-2)2=4u f(2) =22 =4.

Axko je meka dyukimgja f : X — Y u cypjeknuja v WHjeKIMja, OHIa OHA MPUIAIA
BeOMa BayKHO] BPCTU (DYHKIMjaA, OHA je Oujexnuja.

Ilocmarpajmo Havac camMO KOHAYHE CKYIIOBE W CETUMO Ce TOjMa KapAWHAJIHOT
6poja Hekor ckyuna. Ilorsiemajmo mra mobujamo jeguom Oujexkiujom f : X — Y
u3melhy konaunux ckynoBa X u Y. Mmamo ga je f dyskuuja, 3aTo je cKyl npBux
KOMIIOHEHTH HeHMX napoBa jeaHak ckymy X. [ame, dynknuja f je mnjekimja,
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[1a CBU IIAPOBH MOPAjy UMATH U PA3JIMYUTE JAPYre KOMIIOHEHTE, a OHE Cy €JeMEHTH
ckyma Y. U3 oBor MOXKeMO 3aK/by9HTH J1a CKyI Y MOpa MMAaTH eleMeHara 6ap
komuko u X, a Moxzna u Bume, 1j. card(X) < card(Y). Komauno dynxnmja f
je cypjekmmja, 3aro Y = f(X), 1j. ckyn X CHIYypHO UMa €J€MEHATa KOJUKO U
ckyn Y, a moxkzaa u Bume. Jakze, card(X) < card(Y) n card(Y) < card(X), na
sakspyayjemo: card(X) = card(Y), tj. ckynoeu X u Y umajy ucru 6poj enemenara.
To 3nauu na ako nocroju bujekuuja f : X — Y usmeljy konaunux ckymosa X u Y,
OHJIA TH CKYIIOBU UMajy jemHak 0poj exemenara, Tj. card(X) = card(Y). ZKemumo
Jla UCTaKHEMO /1 Ce JIENOTa W BayKHOCT Oujekiyje 3a ojpehuBarme KapMHAIHOT
6poja Bumm Tek Mehy OeckomaunmM CcKymoBuMa. (1 OECKOHAYHHX CKYIOBA OBIE
hemo momeHyTH camo IpebpOjuBe CKyIOBe, OeCKOHAYHE CKYIIOBE YMjH KapMHAIHH
6poj je jeanak KapauHaaHOM OpOjy CKyma mpupoanux opojesa N.

Craka dyuknuja f u3 ckyna N y Hexku ckyn X mpaBu jemaH OeCKOHAYAH HU3
enmemenara ckyma X . Hanme, byukmujom f : N — X nobujamo cienehn beckonagan
3 enemenara ckyna X: f(0), f(1), f(2),..., Te esemenTe o3maMaBAMO PeaOM fo,
f1, f2,... u30BeMO ux wianou Hu3a. Ako je ¢pyHkuuja f Oujexuumja, onga hemo 3a
ckyn X pehu na je npedbpojus. ClaumKOBUTO pedeHo, Ta OujeKiuja HAM MOBOPH 4
ckyn X uma ucrtu 6poj esemenara kao ckyn IN. Hamomennmo jja HeKa KOHCTaHTHA
dyuknuja f : N — X, koja cBaku mpupoJan Opoj n CJIMKAa y UCTU €JIEMEHT X CKYIa
X, npaBu jeqan OECKOHAYAH HU3 X, X,... GUjA Cy CBU IIAHOBHU jETHAKU.

¥YBenuMo u mojaM KOHAYHOT HU3a efeMeHaTa HeKor ckymna. Ilocmarpajmo meknm
ckynn X u KoHaudaH 1ojckyn ckyna NT obsmka {1,...,n} 3a neku n € NT. Cpaka
dbyukmmja g : {1,...,n} — X nebdunnme jenan xkoHaUaH HW3 egeMeHaTa CKyma X,
HU3 §1,..., Jn, LJI€ J€ g1 IEIOB IIPBU 4IaH, U TAKO JIaJ/be JI0 WIAHA ¢, KOjU je HOCJIe/I-
IbU, N-THU, WIAH TO HU3A.

A cama momeHuMO jorrn jeman mojaM Be3aH 3a IOMeH (DyHKIIHje.

Heka je nara dyunknuja f : X — Y u jeman noackyn ckyna X, ckyn X;. Hedn-
uuiiemo GyHKIHjY ¢ @ X1 — Y Ha ciaenehn HavywH: 32 CBAKM ejJeMeHT & cKyna Xi,
g(x) je no nedununuju jenuaxa f(x). PyHkumja g ce 30Be pecrpukija GyHKuuje
f ma ckyn X7 u to ce 3ammcyje g = f |x,.

Bparuwmo ce caga bynsmuju f : R — R, f(z) = 22 (u3 MNpumepa 3 u Mpumepa
5) u nocmarpajmo nojackyin R ckyna R u pecrpuxuujy dynkuuje f na 1aj ckyi,
bynkmmjy g ¢ RTY — R, g(z) = z2. Kojy ocobuny mma dbyrKmja g, a Hema

dyuknuja f?7 @ynkumja g je unjeknuja, a GyHknuja f To Huje.

Kommnosunuja dyHKIIja

Kao u 3a mojam dbyHKIMje 10CTOju OMUCHO MPEACTAB/bAE IITA, j&é KOMIO3HUIIN]a, IBE
dyukuuje f: X - Y ug:Y — Z. Ilpoussosban ejleMedT = cKyna X UMa CJIHUKY
f(z) y ckyny Y. Barum, enement f(z) ckyma Y uma cauky g(f(z)) y ckynmy Z. Ha
Taj HAYUH 100U cMO jeHy DYHKIMjy u3 cKyna X y CKyIl Z, KOjOM CBaKH €JIeMEHT
x ckyna X pobuja ciuky g(f(x)) y ckymy Z.

3a rpu ckyna X, Y u Z u ase dyukuygje f: X =Y u g: Y — Z komunosunuja
dyuknuja f u g, y o3nanum go f, jecre dynknuja n3 ckyna X y ckyn Z Taksa Ja 3a
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cBaku eneMenT = ckyna X Baxm: go f(x) = g(f(z)). Apyraumje pedeno, go f je
nonackyn ckyna X X Z uuju eneMenTtu cy cBu ypehenn naposu obmuka (x, g(f(x))),
z € X. IlpeacraBumo TO HA je/IHOM HPUMEDPY.

Mpumep 6  ITocmarpajmo ckynose L = {a,b,c}, B={1, 2, 3,4, 5} u
K ={A,B,C,D} u byukmmje f: L - Bug: B— K:
f= {(a‘v 1)a (bv 4)) (Cv 5)} ung= {(LA)a (27 C)v (3a B)v (4a A)a (57 D)}
Komnoszunuja dyukuuja f u g je dbyukiuja go f u3 ckyna L y ckyn K:
go fla)=g(f(a)) =g(1) = A
gof(b) =g(f(b) =g(4) = A
go flc)=9g(f(c)) =g(5) =D

WM JIpyraduje:

gof= {(aa A), (b7 A)? (c, D)}

[Ipumerumo na y lMpumepy 6 uuje moryhe manpasuru dyskumjy f o g. Aum
ako nocmarpamo gyaxuuje f,g : X — X, omga mocroje u Komuosunmja f o g u
koMmmosunuja g o f. Y roMm caydajy Hamehie ce nurame: Jia JiM BaXKU JEIHAKOCT
fog=go f? Illornenajmo ciaenehu npumep.

Mpumep 7 UNmamo ckyn K = {A,B,C,D} u byukmgje f : K — K u
g: K— K:

f = {(A7 C)7 (B’ D)7 (C’ B)7 (D’ A)} n g = {(A7 A)7 (B7A)’ (C7 B)’ (D7 D)}

Y oBoMm mpumepy moctoje u pyukiuja g o f u dyuknuja f o g:

gof = {(A7 B)’ (B’ D)’ (C7 A)7 (D’ A)} u fog = {(A’ C)’ (B7 C)7 (C’ D)7 (D’ A)}
Ouursnenno je ma cy go f u f o g aBe pazauuure dyHKIHjeE.

Ha nurame: jga jiu 3a upoussosbhe pynkuuje f,g: X — X Baxu go f = fog
OBUM LPUMEPOM CMO Jajiu ojaroBop. Oarosop je: HE. Auim, jeHa japyra ocobuHa
BaXKu 33 KoMmo3unujy dbyukmmja. Axo nmamo tpu byuknuje h: A — B, g: B - C
u f : C — D, urpajyhu ce 3arpagama moxkemo0 (GHOPMUDATH [IBE KOMITO3UIIH]E:
komnosunujy (f o g) o h u xomnosummjy f o (g o h). Iocrasma ce murame: na am
cy oBe JiBe Komnosunuje jeanake kao dyuknuje? Ouprosop je: TA. To 3naun ma ce
3arpaJje Mory usbpucaru u 1npocro uucaru f o g o h.

3apgatak 2 ITocmarpajmo tpu dyuknuje h: A —- B, g: B —Cu

f: C — D. Ilokazahemo na cy dbyukuuje (fog)ohu fo(goh) jennaxe.
[IpBu ycioB je ma dpyHKIHUjE Unjy jeJHAKOCT UCIUTYjEMO MOPAjy HUMATH
ucru pomen. Taj ycjoB je ucnymen, nomen u dyukiuje (f o g) oh u
dbyukuuje fo(goh) je ckyn A. Mopamo moKa3aTy 1a 3a CBaKU €JIEMEHT
x ckyna A Baxu: ((fog)oh)(z) = (fo(goh))(x). Y3ehemo npoussosban
esleMeHT cKyna A u mokasaru 1a je merosa camka Gyaknujom (fog)oh
jemaaxa mwerosoj caunu dyaxuujom f o (goh). 13 ocobure na ce Te nse
dbyukuuje nokanajy Ha jeJHOM IPOU3BOJLHOM (OO KOJEM) €JIEMEHTY
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ckyna A, cieau na ce oHe HOKJAIAjy Ha CBaKOM esieMenTy ckyna A. 3a
IPOU3BOJbAH €JIEMEHT & CKyna A mmamo:

(fog)oh(z)=(fog)(h(x)) = flg(h(x)))
C apyre crpame umamo,
folgoh)(z) = f((goh)(x)) = f(g(h(z))).
[Toka3zaau cMO 118 38 MPOM3BOJ/bAH EJIEMEHT T CKyla A Baskm:
((fog)oh)(x)=(folgoh))(x).
Haxme, byuaxkuuje (fog)oh u fo(goh) cy jennaxe.

Ilornemajmo jomn jemny BpeTy (byHKIOEja KOje Cy BEOMA BaKHE 33 KOMITO3HUIIA]Y
dbyuknuja. 3a 6mio koju ckyn X gedbunuiiemo dysrnujy ix: X — X Ha ciaepehu
Hauuw: ix(x) = x. DyHKuujy ix Hasmpamo uaentmuka dbyHknuja ckyna X. 3a
npousBosbHy dyukuujy f: X — Y u ugenrnuxky bysxumjy ix : X — X BaxKu:

foix =

WNuaBep3Ha dyHKOHja

Onucuo u He Dail nperu3Ho, nojaM uHBep3He pyHKIuje 3a HpousBoIbHY (DYHKIU]Y
f: X — Y 6u 6uo npeacrassben Ha cireaehu Hadnn. [locmarpajMo jeman opurnHadl,
HEeKH ejieMeHT & ckyna X u meroBy ciuky dynkuujom f, exement f(x) ckyna Y.
Opurunan z je dynaxmmjom f ormmao y f(z). Hamehe ce nurame o Bpahamy cimke
y ¢Boj opurunai. Jda mu nmocroju dbyuknuja u3 ckyna Y y ckyn X koja spaha f(z)
y 7 Ako rakBa (PyHKIMja IIOCTOjU, OHJA je OHA uHBep3Ha QyHKiuja GyHKuuje f.
Hpyrum peunma, komnosunuja dyskiuje f u oBe GpyHKIMje OMIO KOjU €JIEMEHT T
ckyna X CIUKa y Hera caMmor.

IMocmarpamo weky dyuruujy f: X — Y. Ako 3a vy dyuknujy f mocroju
dyunknuja g : Y — X, rakBa g2 je dyHKIHja g o f uaeHTnuka GyHKIHMja Ha CKYILy
X u ga je dyukuuja f o g upenrndka pyHKuuja Ha CKyly Y, Tj. Ja BazKu:

gof=ix u fog=iy,
Taza je g unsep3na dyuknuja Gyuxuuje f u mena o3naka je f L.

IIpumerumo ma ce He TBpAU 1a cBe pyHKIHUje uMajy naBep3Hy GyHKIujy. Ha
nuTame Koje pyHknuje uMajy nHBep3Hy (BYHKIHU]jy, oAropopuhemMo y ciegehem 3a-
JIATKY .

3apatak 3 Axo je dyuknuja f : X — Y Oujeknmja, oHJa OHA MMa
jenuucrseny nusep3ny ¢yuxuujy f~'. ToMm GyHKIHjOM CBAKH €I€MEHT
y ckyna Y uma BpemHOCT 2 m3 ckyma X 3a koju Baxku f(z) = y, Tj.
eHr mapoBu cy obnuka (f(z), ).

[Mokazkumo ma Baxku oBa ocobmna. llocmarpamo moackymn /lekapToBor
npoussosa Y x X, koju hemo o3uaunTu ca f 1, umju Cy eJleMEeHTH IapoBu
(f(x),x) 3a cBe enemenre z ckyna X. [la am je Taj moAckym jemHa
dbyukuuja uz Y y X7 Ja 6u 6uo 3amososben ycuos (1d) mopa ckyu
CBUX MpBUX WiaHoBa ypehennx maposa m3 f~! 6utw jemmax ckymy Y.
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Taj ckyn je ckyn f(X), a kako je f cypjekuuja mmamo f(X) =Y j.
ycaos (1d) je 3agosossen. IIIro ce ruye ycaosa (2d) nocmarpajmo asa
eJIeMeHTa TOI CKylla KOju umajy ucru upsu wiah: (y,x1) u (y,x2). o
nebunmmjn bynkmumje ! umavo y = f(z1) ny = f(x2), na mobujamo
na Baxu f(x1) = f(x2). @yukuuja [ je unjexuuja, na us f(r1) = f(z2)
3aKJbydyjeMo m1a je xr1 = 9. Jlakie, mocMaTpaHy MOACKYII 33/ I0BO/hABA U
yeios (2d). dobujamo ma f~1 jecre jemna dynknuja us ckyma Yy ckyn
X. Hocmarpajmo caga dyuxuuje f~ 1o f u fo f~!. Tomen dpyukuuja
f~lofwmix jeckyn X, a 3a Mpou3BO/baH €EMEHT T CKyna X HMaMo:
ftof(x)=fYf(x)) =2 =ix(z). Haxme, bynkmmje f Lo fuix cy
jenmaxe. Ha nmormyno mcTu Haumn ce mokasyje aa cy dynknuje fo f1
u iy jeamaxe. 3axsbyudyjemo ga dyukimja f! jecre jeama unsepsna
dyukuuja yukuuje f. da Oucmo nokasasu jeiuHCTBEHOCT (DyHKIUje
f~! npermocrasumo fa mocroju jorm jemna dynkmuja g, g 1 Y — X, 3a
Kojy Baxkm go f =ix um fog=r1y. TamaBaxu f lof=gof=ixm
fof™t=fog=riy u nobujamo:

fh=f"toiv=f"to(fof™) (epje fof ' =iy)

— (flof)of!  (ocobuma komnosumuje dymxia)
=(gof)of! (jepje f~tof=gof)
=go(fof™ (ocobmna kommosunmje dbyHKIHja)
=goiy =g (Jep je fo f~ =iy)

Hakie, bynkmmja f~! je jerHaxa GyHKIHjH g, Ta IMAMO jeJHHCTBEHOCT
nnBepsHe Gynkmje f 1.

Mpumep 8  Iloruenajmo oner dyHKINjy KOjy cMo nocmarpasn y [pumve-
py 3 u Mpumepy 5, byrkmmjy f : R — R, f(x) = 22. Y lNpumepy
5 cmo mokazanu na f HEUje cypjeknuja HuTH wHjeknuja. Jledunncann
cMo pecrpukimjy dbyaxmmje f ma ckyny RT dymkmmjy ¢ : RT — R,
g(z) = 2% xoja je mnjexmuja u g(R*Y) = R*. Cama nocmarpajmo
byuxmujy h: RT — R, h(z) = 22, Oynxuuja h je bujeknuja, nakmie,
nocroju dbynkuuja h~!: RT — R 3a xojy Baku:

h™'oh=ig+ u hoh™!=igs.
To 3Ha4H 7a 3a IPOU3BOJbAH eaeMenT x 13 R paxmu:
h=toh(x) = h 1 (h(z)) =h~1(2?) =2
u hoh=Y(x) = h(h=Y(z)) = (b 1(z))? = .

Bakmydyjemo ma je h~! mosmara xKopena dbynkuuja, h~!(y) = VY- (Axo
xohemo 1a momiryjemo yobudajeHe O3HAKE, /1a Ce OPUTHUHAJ YBEK 30BE
T, a CauKa Yy, OHIa AodujaMo na je mHBep3Ha (pyHrmuja ynkmmje h,
byuxmuja A~ RT — R, h71(2) = /7))
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Omnepanuje

Maremaruka je jako 6orara mpumepuma omepanuja. Cabupare, Oqy3uMame, MHOXKE-
e, JeJ/beIhe MPUPOJHNX, ME/INX, PAIMOHAJHAX WA pPeaJHuX OpojeBa, CBE Cy TO
npuMepu oneparmja. Ha npumepy cabupama mpupoaaux OpojeBa, AeTa/bHuje hemo
npejcrapuTi nojam onepanuje. Kako npupogne 6pojese cabupamo? Ysmemo asa
upuposua 6poja, Ha npumep 2 U 3, HIPUMEHUMO OLEPALM]Y + U KAO PE3YJITaT Te
onepanyje 106ujemo rpelin upuposan 6poj, 6poj 5. [Ipumernmo ja cy 3a obaB/batbe
oBe ornepaije norpebHa JBa objekra (6poja), na je ona GunapHa onepanuja. Pesys-
TaT Oomepanyje cabmparma Ba Opoja je o0jekar mcTe BPCTE KAO W O0jeKTH HA KOje
cMmo npuMmeHnn onepanujy. Hanmve, cabupamem aBa mpupoaHa Opoja Kao pe3yarar
nobujamo rpehu (rauno jegan) nupupogan 6poj. Ilpouec cabupara jako noxceha na
dyHKIHjy: y3eau cMO ABa 00jekTa, Tj. jemaH map objekara, U MPUAPYKUIH CMO UM
TagHo jeman objekar (mwuxos 36up). To 3uauu na je cabuparme npupogHuX GpojeBa,
jenna dyuknumja u3 ckyna N x N y ckyn N.

Oyuknuja o u3 ckyma X X X y ckyn X, 0 : X x X — X, Ha3uBa ce OmHapHA Omepa-
ngja o Ha cKymy X.

Ilocmarpame Hammx crapux Omepaluja HA OBAaj HAYUH JIOHOCA HAM HOBOCTHU Y
BUX0BOM 3ammcuBamwy. Oneparuja cabupama je cama dyakmmja + : N XN — N, ma
YMECTO HamIer crapor 3amnuca 2+5 = 7 umamo 3amuc +(2,5) = 7. Aju, yobuuajeHo je
J1a 33 OUJI0 KOjy OMHAPHY OIepalyjy * yMeCcTo 3amuca *(, y) KOPUCTUMO IIPUPOTHUJU
x *y. Cana hemo npusHaru g3 €MO y OJ€/bKY O CKyHOBHMa, HAMEPHO U30eriu Ja
yHHU]y, HpeceK, pa3iuky u JlekapToB 1pou3BOz, ABA CKyla HA30BEMO OlepalujaMa.
Yekam cMO J1a Ce 3BAHUYHO yMO3HAMO ca omeparmjama. Cama moxkemo pehn ga
cy To GuHApHE omepanuje 4uju Cy moJjas3Hu o0jekTH JBa CKyna (map CKyIoBa), a
pesyarar Heku Tpehu ckym. IIpumernmo ma, Kaga ce TOBOpHU O Olepalinjama Mpecek,
yHHja, pa3auka u JlekapToB Ipou3BO/I K CaMa OIEPAIja U IbeH PE3YJITAT UMAjy HCTO
nme. Hamwme, pehu hemo onepanuja npecek M, aiu u npecek X NY, u ucro 3a yHUjy,
paznuky u JlekaproB mpou3BO/I.

YraxkuMo Ha Heke Aetasbe. I[IpBo, momcerumo ma cy emementn ckyma X X X
ypehenn mapoBu, Tj. 73 je OuTaH peaocsiesn 4IaHoBa y cBakoMm ypehenom mapy. Ha
[IpUMEp, OIepalja Oay3uMaibe Ha CKYILy mejaux OpojeBa Z jaje pasjmaure pe3yii-
tare 3a ypebenwm map (5,2): 5 — 2 = 3 u 3a ypehenn nmap (2,5): 2 -5 = —3.
Hpyro, Kajga Kaxkemo Ja je omepamyja (PyHKIHja, OHAA C€ IO TUM IIOAPa3yMeBa
Ja 3a cBakm eneMmenT w3 X X X mocrtoju pesyarar y X. Ha mpumep, 3a cBaka 1Ba
nesa Opoja & U y pe3yaTar oy3uMama T — Y je 1eo 0poj. Aju, ako omy3uMarbe
xohemo ma nedrHUIIEMO HA CKYILy IPUPOIHUX OpojeBa, OHAA KMaMO cjefaehu mpoo-
nem. Kaxemo ga je ro dyukmuja — : N x N — N u norpaxunmo —(2,5), 1j. 2 —5.
Pesynrar oBor omy3umama je HeratuBan Opoj —3, Koju Huje npupogad 6poj, ma mHe
npunaga Kojomeny dyuknuje —, ckymy N! HopmasHo je ma ce 3amuraMo 1a Ju je
OHa Oay3uMarke omepanuja Ha ckymy IN? 3amcra, HHje HCIYHEH yCJIOB /13 CBAKHU
enement ckyna N x N nma ciauky y ckyny N onepanujom —. Mu hemo unak pehn
JIa Ofly3uMarbe jecte omepanuja Ha cKymy N, M TO je/Ha mapligjasiHa Omeparmja Ha
ckymy N. Ta omepamuja maje pesyarare camo 3a Heke mapose u3 N X N, mapose
(z,y), Koju 3am0BOJBABAjy YCJIOB = > y. [leibere je mapiujajHa onepanuja Ha




32 I'JIABA 1. YBO/,

ckyny peamnmx Gpojesa R, jep camo 3a mapope (Z,y) KOju 3a10BObaBajy yCJIOB
y # 0 mocroju pesyJrar x : y.

Onepayuja gyxune n (n > 2) Ha nekom ckyny X  3a npupogan 6poj n sehiu ox 2
dyunknuja o : X™ — X je jenna onepanmja o gyxKuHe n Ha CKyy X.

Mpumep 1  Kao mpumep jemse oneparuje mayuie 4 Ha CKYIy IETAX
6pojesa Z nedunucaliemo onepanujy *. 3a cBaky 4eTBOpKy (x,y, z,t)
u3 cxyma Z* onepammja x : Z* — Z je: x(z,y,2,t) = (x +1)- (y — 2).

VHapHa onepaunja Ha ckyny X  Oyukmuja o : X — X je omepammja mgyxuHe 1
Ha ckymy X, Tj. yHapHa omeparyja Ha ckymy X. Moxe ce mocmaTparu u yHapHA
omepalija Ha B3 pa3auunra ckyma X @ Y, a TO je HHUINTA APYyro HEro odmdHa
dbynkmuja f: X — Y.

MNpumep 2  Tlocmarpajmo Heku ckyn X u beros mapruTuBHu CKyn PX .
Ba cBak; MOACKYT Y cKyma X TIpaBibere KOMILIeMeHTa Y y OJHOCY Ha
ckyn X je jemHa yHapHa omepanuja Ha ToM cKymy PX. Moxkemo je
oBako sammucaru: ¢: PX — PX,c(Y)=Y,3aY € PX.

Mpumep 3 @ymkmmja f: R — R, f(z) = 1 3a cse 2 # 0 je jeana map-
[HjaJiHa yHApHA orepalmja Ha cKymy R. AKo mocMaTpaMo peCcTpUKIIN]y
dyuxnyje f na ckyn R\ {0}, ynxnujy g : R\ {0} =R, g(z) = 1, onza
je g ynapma onepamuja ua ckynosuma R\ {0} u R.

HynapHa onepauunja Ha ckyny X  Heko u3zaBajame jeanor ejgemenTta ckyma X Kao
moceOHOT je omeparuja ayxune 0 Ha ckymy X, Tj. HyJapHa omeparmja Ha ckymy X .

Mpumvep 4  3a veku ckyn X u weros naprutuBau ckyn PX usnpajambe,
Ha IpHMep, ImpasHor ckyma () kao moceGHOr enemenTa ckyma PX je y
CTBApW jegHa HyJapHa omepanuja #Ha PX. PemuMo ma cmo Ha uctm
HAYWH MOTJIM W3IBOJUTH W OUJIO KOjU JAPYTHU €JIeMEHT TOT CKyIa U TaKO
pedbuHucaTH HEKY JIPYLY HyJApHY onepanujy #a ckymy PX.

BunapHa onepauuja Ha ckynosuma X, Y un Z Mozke ce mocMaTpaTd W OMHAPHA,
omeparija Ha cKymoBuMa X, Y u Z Koju Hucy jennaku. la OmHapHa omeparuja je
dbyuknuja o: X XY — Z.

Mpumep 5  [Ipumep OuHApHE OmEpalyje HA CKYIOBUMA KOjU HUCY j€I-
HaKW MOXKe OuTH omeparmja ,,paB/belme pa3jioMaka’ Ha CKyTOBHMA
HeJIX, IPUPOHIX U panuonaaanx 6pojesa: Z, N n Q.

To je ouepauuja r: Z x N — Q, r(i,n) = L.

Onepauuja gyxune n (n > 2) Ha ckynosuma X1, ..., X,, 1Y  3a npupoman 6poj n
Behu on 2 bysknuja o : X X ... x X,, = Y je oneparyja o nykKuHe n Ha CKyITOBUMA
X1, oo, Xp 1Y (mehy kojuma moxke OGuTH U jeHAKUX).

Mana onepanuje ayxune n 3a n > 2 nocroje, najuenthe ce cpehemo u pagumo
ca OMHApPHUM, YHAPHUM U HYJIApPHUM OlepalfjaMa.
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Oco0uHe OMHApHHUX ollepamnuja

Ocobune bunapHUX oneparmja Koje heMo mpeacTaBuTH y OBOM OZIe/bKY, Beh Cy mo3-
HaTe OCOOHMHE KOje BazKe 3a, Ha IPUMeEp, cabupame Wau MHOXKEhe 1Ba Opoja, a To
Cy KOMYTATUBHOCT U ACOLMjATHBHOCT.

3a OuHapHy omepanujy * Ha CKymy X KaXkeMo 13 je KOMyTaTHBHA, aKO 33 CBAaKa
JIBA €JIEMEHTA & W Y CKyma X BaXKW: T Y = Y * .

3a OGunapHy orepaliyjy * Ha CKyily X Ka)KeMo JIa je aCOIjaTuBHA, AKO 33 CBAKA
TPH eJeMeHTa I, Y U 2 CKyna X Baxku: (T *y) *x z =z * (y * 2).

Koje xomyTaruBHe n aconmjarusHe omeparuje 3uamo? Cabupame u MHOXKEHE
(na yobuuajeHoj Bpcru OpojeBa) Cy M KOMYTATMBHE M acOLUjaTUBHE ONEpallyje.
[Ipumehyjemo na ony3umare u Ae/bembe HUCY HU KOMYTATHBHE HHU ACOIUjaTUBHE.
On omepanuja HA CKYNOBUMA, YHUjA M OPECEK Cy U KOMYTATUBHE U ACOIUjATUBHE
(Bugeru ocobune THX Olepanuja y OJe/bKy O CKymoBuMa). Pa3jmka CKyloBa HUje
HU KOMYTaTHBHA HY ACOIMjaTUBHA OMepaluja. ¥ OJebKy O (DYHKIHjaMa MOKA3AJIH
cMo Jia 3a aBe npousBosbHe byukiuje f,g: X — X ne Baxu go f = fog, 1j. 1a
omneparuja kommosuiuje pyHkmnuja auje komyrarupaa. MehyTum, mokasaaim cMo 1a
KOMITO3HIIja (PYHKIHjA jecTe acoIujaTHBHA, OEPAIln]ja.

Ha kpajy HaBemumo jeaHy ocobuHy KOja Ce OJIHOCH Ha Be3y JiBe OMHApHE olle-
pargje, 0COOMHY AUCTPUOY THBHOCTH.

3a OubnaphHy onepauujy * Ha CKyily X KaxKeMo /3 je JucTpuOyTUBHA C JIeCHA Y
onHOCY HA OuHApHY Omepalujy ® Ha CKyiy X, aKO 33 CBaKa TPHU €JIEMEHTA T, Y U Z
ckyma X BaxKwH:

(zoy)xz=(r*xz)e(yxz).

Amnajtorno Tome JgeduHUIIE Ce ¥ JUCTPUOYTUBHOCT C JIEBA OIEpalyje * y OJHOCY
Ha OLEpPAlU]y ®: 33 CBAKA TPHU EJEMEHTA X, Y U Z CKyma X BaxKu:

zx(zoy)=(zxz)e(z%y).

[Ipumerumo ma axko je omeparyja * KOMYTAaTHBHA, OHIA aKO BaXKW IUCTPUOY-
TUBHOCT C JIECHA, BAXKW U AUCTPUOYTUBHOCT C JIEBA U OOPHYTO.

Hajnosnaruja aucrpubyTUBHOCT je AUCTPUOYTHBHOCT MHOXKEHA y OTHOCY HA
cabupame:

(z+y)-z=(-2)+(y-2) u z-(wty)=(z-2)+ (2-y)
JIOK HE BayK{ JUCTPUOYTUBHOCT CAOUPAba y OIHOCY HA MHOXKEHE:
-y +z#(@+2) (y+2) 24 (v y) # (z+2) (2 +y)

Y ome/bKy O CKYIOBMMA BUIEIU CMO 1a je OIepallnja MpeceKk AUCTPUOYTUBHA Y
OJIHOCY HA YHUjy W 1 jeé YHHja JAUCTPUOYTUBHA y OTHOCY HA MPECEK.

O 6pojuocTn onepanuja

Oamax Ha MOYETKY peruMo Ja hemo oBje pa3dmarpaTu OpOjHOCT OMHAPHUX OIle-
panuja Ha HEKOM KOHa4YHOM cKyimy. lIpe Hero mro Kazkemo HeIITO O BUXOBOj OpO-
JHOCTH, TIOKAXKHUMO jOII jeJaH HAYWH IPeCTaB/haiba TAKBUX OIEPAITH]a.

MNpumep 6  Buo Kojy OuHapHY Omepaujy * Ha HEKOM KOHAIHOM CKYITY
A ={a,b,c,d} moxkemo 1a npeacTaBUMO TabEIOM:
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Ako xoliemo 1a ogpeaumo pesyarar ¢ * b, oaja uponaheMo ejleMeHT ¢ y
OpBOj KOJIOHM (Ca JieBe CTpaHe BEPTHKAJIHE JIMHUjE) U eJIeMEHT b y mp-
BOj BpcTH (M3HAJ, XOPU3OHTAJHE JIMHU]E) U y MPECEKY BPCTE Y KOjoj ce
HaJIa31 Taj €JIEMEHT ¢ U KOJIOHE y KOjOj Ce HaJIa3W Taj eJIeMeHT b mpovu-
TaMo pedyarar c¢xb, esement b. OBakaB jeJHOCTABAH U PErJie aH HAYUH
Lpe/craB/batba OuHapHe onepanuje Ha cKyiny A je 3aMeHa 3a jyradak
CIIHCAK JeTHAKOCTH: 4 % a = a, a*x b =0,...

Hauun 3a7aBama OunapHe omeparije Ha HEKOM cKyiry X TabejoM je jako moro-
JaH ako ckyn X mMa KOHavaH Opoj ejeMeHaTa.

SajaBame buHapHe onepaiyje Ha KOHAYHOM cKyiy X rtabesiom nomohu he mam
/13 OJIFOBOPUMO HA IUTAE: KOJIUKO PA3InInTuX OMHAPHUX Ollepalija MOYKEMO HAIl-
PABUTH HA HEKOM KOHA9HOM CKyly X! Ako ckyn X uMa m ejeMeHara IIPaBUMO
Tabesry, Kao y IPETXOJHOM IIPUMEDPY, Ca 1 ejIeMeHaTa Yy BPCTH U 1M ejleMeHaTa y
koJionu. Jlakie, 1eo Tabese y KoMe Oesie;KuMO Pe3yJITaT Ollepalifje 3a JBa eJIeMeHTa
(ka0 TpeceK jeaHe BpCTe W jeaHe KoJIoHe) mMa m - m = m? momba. (KoHkpeTHo y
namem lMpumepy 6 Tabena nva 42 = 16 noma 3a mucame pesynrtara.) Kama Ta
[10/bA MOIYHUMO €JIEMEHTHMA IIOCMATPAHOr CKymna X Ha jefaH Ha4YuH, OHJA J100u-
jamo jemmy Ounapry omepamujy #Ha ckymy X. ¥ [lpumepy 6 ma cBako ox 16 mospa
MOKEMO CTABUTH jeJaH On 4 ejleMeHTa cKyma A, Tj. Tabeay MOKEeMO TOMYHUTH Ha
416 = 4*" paumma. Takme, na ckymy A us Npumepa 6 mocroju 416 = 44° pasmanTmx
OumHApHUX omeparyja, a Hama OnHapHa omeparyja aAedUHICAHA Y JATOj Tabern je
CaMo jeJHa OJ bUX. ¥ OIIITEeM CJIy4ajy, 33 cKyll X ca m eJeMeHaTa, HA CBAKO I10Jbe
MO2KEMO /13 CTABUMO HEKH OJ M ejiemMenara ckymna X, Tj. mmamo m moryhHocru 3a
IOy HhaBae CBAKOr Mosba. Jlakie, HaUMHA 3a IONyHaBame Tabeae MMaMo mmz,
ma j2e 0poj pa3auynTUX OMHAPHUX OIEpanuja Ha CKymy X Ca m eJeMeHaTa jeJHak
m™ . Penumo u 1a pazinudurux onepanuja AyKuHe N Ha CKyiy X ca m ejeMeHara
uma m™" . Tako 6poj Gunapuux onepauuja Ha ckyiy X, 6poj mm2, jecre y crBapu
Opoj omeparuja AyKuHe 2, Tj. CIydaj Kajaa je n = 2.

MaremaTu4dke CTPYKType

Axo xohemo Ja KaxKeMo IITa je TO pefallija Wh Omepalnja MOoTpeOHO HaM je 1a
momMeHeMO u Heku cKyn. Hawmme, npu meduHucamy pesalije win Omeparnyje IpBo
AMaMO CKYTI, T1a 3aTHM HA ErOBUM €JIEMEHTHMA JehUHHUINEMO PEJIaIjy, OJHOCHO
onepauujy. AKo uMaMO HeKU Helpa3aH CKyll X U Ha eJIeMEHTHMa TOI' CKYIa HEeKe
passimuure ouepauyje (MOXKIA U CAMO jeAHY) *, *, O U ®, OHJA KaxKeMO Ja Taj
CKYIl M Te OIlepaliije YWHE jeJIHy CTPYKTYpY, KOjy 30BeMO ajredapcka CTPyKTypa
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u o3HagaBaMo (X, *,%,0,e). MoKeMO HAIPDABHTH U CTPYKTYDPYy KOjy HUMHE CKYTI
X, meke pesanuje uamely mweroBux ejemMeHara, Ha [IPUMED P U O, U HEKe Olle-
palyje Ha HBeroBuM €JMMEHTHMA, Ha IPUMED %, x 1 ®. TakBy CIPYKTYpy 30BE€MO
PpeJIalyjCKO-Onepalyjcka CrpykTypa, (X, p, o, %, x,®). Hecro ce ckyn X 30Be HOocau
anrebapcke WM pesalujcko-onepanujcke crpykrype. Ha mpumep, (N, >, 4+, -) je
jeIHa PesaIujcKo-0epaInmjcKka CTPyKTypa ca HOCAYeM CKYIIOM IPUPOTHUX OpojeBa
N, bunapuowm pesranujom > u OuHAPHUM Onepanujama + u -

Ncka3m n Be3Huiu. VMcrmHOCHA BpeJHOCT mMcKas3a.

Nckazn

VY omepKy O upeaMery JIOTMKE IIOMEHYJId CMO HOCeDHY BPCTY DEdYeHHuId, MUCKase.
Ucka3u cy pedenurie Koje uMajy HCTUHOCHY BPEIHOCT, Tj. 3a KOj€ MMa CMUCJIA IIH-
TATHU Ja JIK Cy UCTUHUTE Uju Jiaxkue (Heucrunute). HamoMeHnumo za je npupoanuje
pehu 7a je MCKa3 HEMCTWHUT, aJid MU NEeMO Ka0 TeXHWYKW TepMUH, 300r Kparkohe,
3a HEMCTUHUTE MCKA3€ "OBOPUTH JIAXKHHU.

IIpumepn rcka3za TPUPOTHOT je3WKa CY:

(1) Hukona Tecaa je pohen y Cmumary.

(2) Bpoj 7 je npouseod Gpojesa 4 u 2.

(3) Mamuua cpncka je ocnosana y Kpywesuy.

(4) 3a cearu npupodan 6poj sasicu da je eehiu 00 —1.

(5) Amenme 212 je najcmapugje cpncko nosopuwme.

(6) Bpoj 5 je eehiu 00 6poja 43.

(7) Iaja Josanosuh je nacaurao cauxy , Ceoba Cpba”.

(8) Iocmoju ueo 6poj koju je pewerse jednavune © + 2 = 0.
(9) Kruey ,,Panu jadu” nanucao je danuro Kuw.

Mely oBum nckasnma ncrnantu cy uckasu (1), (4), (7), (8) u (9), a uckasu (2),
(3), (5) u (6) cy naxuu.

loroBopmMo ce J1a paJu je THOCTABHUjET 3aTNCUBAaba NCKa3€e 03HATABAMO CJIOBIMA,
D, q, 7,... Jakje, ka/ja HAIUIIEMO CJIOBO P TO 3HAYM JA HA IEIOBOM MECTY MOXKE
crajaTy Ma KOju KOHKpeTaH MCKa3.

Be3uumnn

On uckaza IpaBUMO HOBE, CJIOYKEHHje NCKa3e MOMONy Be3HUKA, KOje 30BEMO JIOTUIKU
BEe3HUIM. JIOTUYIKYU BE3HUIH CY: ...Us...} ... UAU...] GKO ..., OHOG ...; HE...] ...AKO U CAMO
axo.... Kama numamo gsa uckasa p u ¢, oHAa y3 nomol, HA IPUMEDP, BE3HUKA UAU
[IPABUMO HOBH HCKA3 P uAu ¢. Yum HOpMUPAMO HOBH KCKA3, y HAIIEM CILy4ajy
WCKa3 P UAU ¢, TTOCTaBJbA Ce HajBAXKHMje MUTAe: Ja JIU je Ta) HOBU MCKA3 MCTUHUT
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iy jtaxkan? VcTuHOCHE BPEIHOCTH CIOXKEHUjUX MCKa3a oapehyjy ce o mpuHiuiy
HUCTUHOCHE (DYHKIIMOHAJHOCTH, Tj. HCTUHOCHA BPEIHOCT CJOXKEHUJUX UCKA3A 3aBUCH
OJ1 KCKA3a P U ¢, BPCTE JOIMIKOD BE3HUKA IOMONY Kor je bopMUpAaH Ta] HOBU UCKA3
(y Hamem npuMepy Be3HUKA UAU) M HU OJl Yera IPyror.

[IpeacraBumMo caj JIOPMYKE BE3HUKE M OJIOBOPUMO HA IIMTAba O UCTUHUTOCTU
MCKa3a Koju ce a06mjajy moMohy Tux BEe3HUKA.

1. KoHjyskuuja (Be3HUK u)
[Tornenajmo uckas:
Bypa Jaxwuh je 6uo nechukx u caukap.

OHo 1IITO HAM CAOTIITABA OBAj UCKA3 MOXKeMO pehu u nCKa30M KOju IWHE Ba,
MCKa3a [IOBE3aHA BE3HUKOM U:

Bypa Jaxwuh je 6uo nechux u Bypa Jaxwuh je 6uo cauxap.
Konjyakmuja nckasa p u ¢ je uckas:
pug.
3a Be3HUK u KOpUCTH ce moceban cuMOOJI A, KOju Ce 30Be U KOHjyHKIHMja (Kao
u cam uckas). Crora uckasz p u ¢ 3amucyjemo
PAg.
Be3nuk u je Be3HWK MPUPOJHUX je3WKa. Y MPUPOJHOM je3WKy MCKa3 P U q je

HCTUHAT CAMO aKO Cy 00a mckasa p u g uctuuura. Vcro he Bakutn u 3a nckas
PAgQ.

Ucka3 p A q je ICTUHAT aKO je p UCTUHUT U ¢ je UCTUHHUT,

a JIayKaH je aKo:

(1) p je ucrunur u g je jaxad,

(2) p je naxkan u g je ucruuur,

(3) p je naxkan u q je JlazkaH.

Jlaxiie, ucka3 p/\ ¢ je ICTHHUT CaMO y CIyd9ajy KaJa cy oba nckasa p
U ¢ UCTUHUTA, a JIAXKaH je aKo je 6ap jelaH O MCKa3a, p U ¢ JaKaH.

2. Jucjysknuja (Be3HUK uau)
Jurcjyakimja ucka3a p u ¢ je UCKa3:
P uAl q.

3a BE3HWK UAU KOPUCTH ce mocebaH cuMOOJ V, KOju Ce 30BE U IWCjyHKIIH]A
(ka0 u cam ucka3z). Crora UCKa3 p uA ¢ 3amIUCyjeMO

Vg

Ucka3 p V ¢ je HICTUHAT aKo:

(1) p je ucrunur u g je uCTUHUT,
(2) p je ucrunur u g je jaxad,
(3) p je maxau u g je uCTUHUT,
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a JIA2KAH je aKO P je JIaXKaH U ¢ je JIaXKaH.
Hakme, ucka3 p V ¢ je HCTHHUT aKO je Oap jelaH O MCKa3a p U ¢
UCTUHUT, & JIA’KaH jJeUHO y Cy4ajy Kaja cy o0a Ta nuckas3a JIaKHa.

Wcrakaumo Jia y IPUPOIHOM je3UKY [OCTOje JABA HAYUHA KOPUIINEha BE3HIUKA
uau. [lormemajmo nckas:

Huxona uma Kruey uaAu CAUKY.
OBuM MCKA30M CE€ CAOIIITABA UCTO IITO M MCKA30M:
Huxona uma Kruey uay Huxona uma CAURY.

Jlakie, uMaMO JiBa MCKa3a [OBE3aHA BE3HUKOM UAw. Taj UCKa3 je MCTUHUT
aKo je jelaH O Ta JBA MCKA33a WCTWHWUT, W UCTUHUT j€ W aKO Cy 00a MCKa3a
ucruauTa. OBa BPCTa BE3HUKA UAU 30B€ Ce HHKILY3UBHO (c1ab0) uau. IlocToju
jOII je/laH BE3HUK UAU, NPENU3HUje PEUYeHO BE3HUK UAU-UAU, KOJU Ce 30Be
eKCKJy3uBHO (jako) uau. Haume, ako Kazkemo:

Hukonra uma uau krouey usu cAuky,

OH/I3 je 0Baj UCKA3 UCTUHUT CAMO aKO je UCTUHUT jeJIaH O] MCKA3a:
Huxona uma xruzy.

Huxona uma cauxy.

Ako cy oba oBa MCKa3a MCTHMHUTA, OH je JiaxkaH. MebhyruMm, y npuposHoM
je3UMKy HOHEKaJ|, KaJi KOHTEKCT TO oMoryfhiaBa, BE3HUK UAU C& KOPUCTH YMECTO
Be3HHUKa uau-usu. Ilormegajymo cmenehu nckas:

Huxona je y 6uockony usu na $yobarckoj ymaxmuyu.

VY oBom uckaldy ynorpebsbeHO je caMo jeqHO UAU, & CAOIIIEHO HAM je y CTBApH
OHO IIITO Ce CAONIITaBa ITOMONY Be3HUKA UAU-UuAU. JlaKie, OBOM PEYEHHUIIOM
je pedeHo:

Hurkona je uau y 6uockony uasu na Gyobasckoj ymaxmuyu.

Jloruuku Be3HWK V KOju CMO OBJie AeDUHUCAIN j& BE3HUK UAU U3 IIPUPOTHUX
jesuKa u 30BeMO r'a jou MHKJIy3uBHA (KOja yKJbydyje, ciaba) JUCjyHKIHUja.

ITocTojm m JOrWYIKM BE3HMK KOjU OATOBApa BE3HHUKY UAU-UAU B 30BEMO Ta
eKCKJly3uBHA (KOja ucK/bydyje, jaka) aqucjynkuuja. Taj JIOoruuku Be3HUK UPe-
crapuhiemo nomohy apyrux Besnuka (Bujeru ojesbak 2.4.1), anu 3a wera
Heliemo yBomTH moceban cumMb0I.

Nmnnukanuja (Be3HUK axo..., onoa...)

Nmiumkanuja uckasa p ca uckaszoMm ¢ (TUM pejoM) je uckKas:

axo p, onda q.

3a BE3HUK aKO..., OHOa... KOpucru ce moceban cumbOJ =, KOju Cce 30B€ U
ummmkaimja (Kao u cam uckasd). Crora uckas axo p, onda ¢ 3amucyjemo

p=q.
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Wcrakanmo 1a je BaxKaH peIoc/ie/] HaBohema NCKa3a P U ¢ IPUIHKOM (POPMHE-
pamba UCKa3a p = ¢. Y UMILIMKALMjU P = ¢ UCKA3 P je aHTELEIEHC, a UCKA3 ¢
je koncekBeHnc. MozKeMO MOBOPUTH M O UMILIMKALMJU MCKA3a ¢ Ca UCKA30M P
KOja TJracu: ako ¢, onda p. 3a MMIJIUKAIA]je

axo p, onda q u axo q, onda p

KazKeMo [1a, Cy je/iHa Apyroj obpaTHe.

Bazkuoct nckasa axo p, onda ¢ je y TOME IMITO MHOTA MaTeMaTHIKa TBphema
nMmajy taj oonmk. Ha npumep, uysena [Iuraropuna Teopema ce dbopmysiuiie
y TOM OOJINKY:

aK0 je mpoyaao npasoyzau, ouoa je NosPUWUHa K6adpama Had 1e2080M TUNOMe-
HY30Mm jednaka 30upy NospwuHa K8adpama Had 1He208uM Kamemama,

MaJla BakKd W OOpaTHAa MMILIAKAIuja. PenmumMmMo ma ocuM HABEIEHOT OOIHKA
UMILUIMKALMjE: ako P, 0H0a ¢ Ca UCTUM 3HAYEHeM ce yrnorpeb/baBajy U MCKa3u:

1) g je nocaeduya npemnocmaske p

(

(2) p nosaawu q

(3) usp caedu q

(4) da je q, dosonno je da je p
(5) p umnauyupa q

(6) p je dosomwan ycaovs 3a q
(7) q je nyotcan yeaos 3a p
(8) g je nompeban ycaos 3a p
(9) q je neonxodan ycaos 3a p
(10) p, camo axo q

(11) g, axo p

ITro ce Tuye mCTUHUTOCTU MCKA3a P = ¢ UMAMO cJiejehe.

Ucka3 p = ¢ je AICTHUHUT aKo:

(1) p je UCTUHUT ¥ ¢ je UCTUHUT,

(2) p je naxkan u g je ucruuur,

(3) p je naxkan u q je saxkam;

a JIa2KAH je aKO P je UCTUHUT U ¢ je JIaXKaH.

Haxkme, ucka3 p = ¢ je JaxKaH caMo y CIydYajy KaJa je MCKa3 P WC-
THHAT, & UCKa3 ¢ JaKaH. Y CBUM OCTAJIUM CIydajeBUMa je MCTUHUT.

Nmajyhu Ha yMy BE3HHKE U U UAU IPAPOJHUX je3UKA HCTUHATOCT KOH]YHKITH]jE
p A ¢ u muCjyHKIHjEe p V ¢ Cy, Ja TaKO KayKeMo, MPUPOIHE W OodeknBaHe. Me-
hyrum tako Huje ca mcrmHHTOMNY MCKa3a p = ¢. Hamme, Mu cMo y mpupo-
HOM je3WKy HABUWKJM [a y PEYEHHUIN O0/IMKA aKO P, 0HJG ¢ TOCTOjU HEKA
Be3a (y3pouHo-nocsieauyna) udmelhy nperinocraBke p u HOCAeJule ¢, Tj. Ja ¢
3aucra 3aBucu of, p. Ay, y oBoMm popmaHoM HauuHy rpahema ucka3a, Tako
He Mopa, 1a Oyzae. Ha mpumep, Mory ce mocMarpaTu MCKa3w 00JINKA:



39

Axo je 1 =0, onda je Casa npumoxa /[ynasa.

Axo je 1 # 0, onda je Casa npumoxa /lynasa.

Axo je 1 =0, onda je Aynas npumoxa Case.

VY oBUM HMCKa3MMa OHO IITO CAOIINTABA MCKA3 P HEMA HUKAKBE BE3E Ca CaJIp-
JKajeM mckasda q. 1o oHoMe Kako CMO MU yBeJIH HCTHHUTOCT UMIJINKAIHje, CBa
TP HABEJEHA MCKA3a Cy UCTHHUTA.

Heranumja (Besuuk ne (Huje))

Y mpupomHOM je3WKy MOCTOjU MHOTO HAUYWHA /13 Ce W3Pa3d Herallnja HEeKOT
ncka3za. [loryemajmo uckas:

Huw nuje 2aasnu epad Cpbugje.
Taj ncka3 je y cTBapu Heralnja HCKa3a:
Huuw je 2naenu 2pad Cpbuje.

Y upupoaHoMm je3uky porobarno 6u um3riiesasia Heranuja Tor uckasa Gop-
MYJTUCAHA, OBAKO:

Hugje Huw je 2aasnu 2pad Cpbuje.
[TpuxBatibuBHje je To pehu oBaKo:
Huje mavwno da je Huw eaasnu zpad Cpouje.

®opmasiHu HAYUH HEI'MPAabha HEKOI' MCKA3a je CTaB/baibe Pedr He UCIIPEeN TOr
HCKa3a.

Crora je Heranuja uckasa p UCKa3:
He P.

3a Be3HuK e KopucTH ce noceban cuMBb0JI —, KOjU Ce 30Be U Heranuja (Kao u
caM MCKa3). 3aT0 UCKA3 He P 3alucyjeMo

Ucka3 —p je ICTUHUT AKO je UCKa3 P JIazKaH, a JazKaH aKo je HCKa3
P UCTUHUT.

ExBuBasiennuja (Be3HUK aAKO U CAMO AKO)

[Tornenajmo uckaze:

Axo je npupodan 6poj dewus ca 10, onda je on dewus u ca 2 u ca 5.

Axo je npupodan 6poj dewus ca 2 u ca 5, onda je on dewus ca 10.

A caga norjie1ajMo ucKa3 KOju MMa MCTO 3HAYEHHE KAO 0Ba J1BA MCKA3a, 3aj€/HO;
IIpupodan 6poj je denus ca 10 axo u camo axo je denus ca 2 u ca 5.
ExBuBajiennuja nckaza p u q je UCKa3:

P aKo U camo aKo q,

nm kpahe: P aKKO q.
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3a BE3HUK aKO U camO aKO KOpPHCTH ce noceban cuM0bO <, KOju ce 30Be u
exkBuBaJsieHuuja (kao u cam uckas). Crora UCKa3 p ako U CamO aKO ¢ 3alucy-
jemo

p<=4q.

CvaHO MMIUIMKANUjA U 3a €KBUBAJIEHIU]Y P GKKO ¢ TTOCTOje PA3HU HAYUHU
Je3WUKOr m3pazkKaBama Kao:

1) da je p nompebno je u dosonno da je q
2) p je nompebar u A080LAH YCAO8 3G (
3) da je p myotcno je u dosowno da je q

4) p je nyotcan u dosoman Ycao8 3a ¢

6) p je neonxodan u d06OHAH YCA0B 3G (

7) p je eKeuBaseHMAH CG (

(
(
(
(
(
(
(
(

)
)
)
5) da je p meonzodno je u dosomno da je q
)
)
)

8) axo je p, onda je q u 06pHYMO

Uckas p & ¢ je ucrunur axo je:

(1) p uCTUHUT ¥ ¢ je UCTUHUT,

(2) p nmaxan u q je naxka,

a JIayKaH je aKo:

(1) p je ucrunur u g je jaxad,

(2) p je axKaH U g je UCTUHUT.

Jakite, ucka3 p < ¢ je HICTHHUT CaMO y CiydajeBuMa Kaja cy oda
UCKa3a P U ¢ UCTUHUTA WU 00a MCKa3a P U ¢ JAKHA.

6. VMcruna (Besuuk T) um Jjaxk (BesHuk 1)

Besununu A, V, = u < cy buHapHu Be3HUIM, Tj. [10BE3Y]jy /1Ba uckas3a. Be3nuk
— je yHapHH, IpuMembyje ce Ha jegan mckald. llocroje m HysrapHu Be3HUIU:
Be3HUK T, 1j. ucruna u L, 1j. gax (Heucruna).

®opmasinu jesunu. Cunrakca. CemaHTuKa.

Y maremaruiu ce cpehemo ca cumbosiuma onepanuja +, -, —,...; CuM0oJIIMa pestalu-
jar <, =,...; cumbosiuMa 3a HENo3HATe: T, Y,...; CUMOOIUMA 3a 3AILUC IPUPOTHUX
o6pojesa: 0, 1, 2,... Kaxkemo, T cumOOIu MPUIIAIAjy MAaTEeMATHIKOM je3uKy. T1aj
je3uK ce ucTuve CBOjoM jacHohom m mperm3nomihy. JIpyru mpumep je3uka ca TUM
KapaKTEePUCTUKAMA je OUJIO KOjU TTPOrPAMCKHY je3uK. AKO je auTajiall y J0Cca allmhemM
IIIKOJIOBAY yIUO OapeM jelaH MpOrpaMCKU je3WK, MPUMETHO je Ca KOJUKOM IIpe-
nu3Homthy cy gedrHHCann obiunu Hapeade, MOTIPOrpamMa, MporpamMa TOr je3hKa.
[Iperu3uocT u jacHoha KOjuM ce OBH je3unu OIHKYjy YuHe UX, MOkKeMO pehwu, pa-
3JIMYUTHAM OJI TPUPOIHUX je3uka. Hamme, 60raTcTBO U CJI02KEHOCT MPUPOIHUAX je3UKa
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omoryhasajy sa ce Ha Buile HaYMHA (CTHJICKU JIEIIIE MM MAbe JIELO0) CAOLLITH
jenna undopmanuja. C apyre crpade, Te 0COOMHE MMOHEKA] JOBOJE JI0 BHUILE3HAY-
HOCTH U HeJOyMura. Henpemu3HOCT W BUIIE3HAYHOCT HE IMOCTOjE y je3UNIMMa KOje
30BeMO (bopMaJIHM je3uiy U KOjuMa INPUIAJAjJy M MATEMATHYKU je3UK M IPOrpam-
cku jesuru. Haj3maguajuuja kapakrepucruka dhopMaIHuX je3uka je najsehu moryhn
crened npeuusHocrd y aedunucamwy peuu ror jesuxka (1j. dopmu Koje uune 1aj
jesux).

Kao mro cmo Beh nomenynu y ofe/bKy O HPEIMETy JIOTUKE U JIOTMKA MMa CBOj
dopmasau je3uk. Y 0BOj Kibu3u ulydaBalieMo 1e0 JIOruke KOju ce 30B€ HCKA3HA
JIOTWKa, mMa hemo ymo3Haru (GhOpMaJIHU je3WK HCKa3He Jjoruke. PopMmaHum je3umkK
MIPEINKATCKE JIOTHKE je MPOIupemne (HhOPMAJIHOT je3nKa NCKA3HE JIOTHKE.

Kako rpagumo jeman dopmainu je3uk? IIpBo nzabepemo cumbosie, Heke o0jekTe
KOje cmarpamo HenespuBuM. Ha mpumep, pg Moxke Outu cuMOO0JI, IPU YEMy CaMoO P
u caMo o He cMmejy buru cumbosin. Cu cumbosin umbe ckyn cumbosta, 1j. asadabder.
CBaku kKoHaudan Hu3 cumbosia Hekor asdadera je jemna ped waj TUM ajadaberom.
Hus cumGouta Moyke GUTH U TIpa3aH, Tj. HE3 MOYKE 12 HeMa HEjeIaH CHMOOII, i OH/Ia
je To mpasua peu. Caemehm kopak je medwununuja jesuka wHag TuM aadabdETOM.
Je3nk je Heku CKym pedn Haj mocMmarpaHuMm ajadaberom. MVcrakHuMO ma je3uwk
HE MOpajy [a 4dmHe cBe pedn Haj TuM ajdaderom Beh camo m00po odopmibeHe
pedu, Ha30BUMO X ,100pe” pedu (u-peun). lakiie, je3uk je LOACKYIl CBUX pedu
HaJi, TuM asigpaberom. 3a cBaku asipaber npenusHo JeduHumemMo Koje cy to 1oope
peun, Tj. KOje peuu yuHe je3uk Ha TuM ajgadaderom. Ilornemajmo caenehn npumep.

Mpumep 1 Tlocmarpajmo andader A = {s, e, 4, 0, ¢, m}. Peun nan
M aadabdeToM rpaauMo O CUMOO0IIA 6, €, A, 0, ¢ © m. CBu TH cuMOOIH
cy peun u 1O myxuue 1, Ham tum andaderom. Vmamo m mpaszmy ped
ca Hyja cumbosia. EBo jowr Hekosiuko peuu Haj ajgpadberom A: mo, ea,
mem, Aemo, mao, c8e, CEEMAOCT, C8EM, BECEAD, CCCMEBEE, MEAO, 000,
00NN, €EEOCTN, BECEAOCTN, CCAMN, CEEMOCMm,... Mehyrum, jesuk mam
tum ajdaberom umHe caMo ,n00pe” pedu (A-peum): mo, Aemo, mao,
C6€, CBEIMAOCTN, CEEM, BECEA0, BECEAOCTN, CEEMOCIT, MEND, 80, €60, 060,
eecm, ceecm, oce, Co,...

Y 0BOM IIpEMEpPY [TOMEHUMO jOIII HEKE IIOjMOBE BE3AHE 38 PEUYHM HAJI HEKUM
andaberom. [Ipumerumo na ce HagoBe3uBabeM jenHe pedu Ha apyry (rj.
JIONMCUBALEM jellHe pedr nocie apyre) aobuja nosa ped. Ha mpumep,
aKO Ha Ped CCAAA HATOBEXKEMO Ped 0 THM PEeIOM 100MjaMO HOBY ped:
ceanaco wan uerum andaderom A. 3a pedu ceann u co pehu hemo na
Cy HOJpPEYd Pedu Ccearsco. Anu u pedu ¢, 4, 0, €C, CCA, AAC, ACO CY
[OJIPEYH PEYH CCAAACO. YOIIITE, HEKA Ped T1 je HoJped JApyre pedu 7o
aKO TIOCTOje PeYH T3 U T4 TAKO 114, Cy T'g U 7'371 T4 UCTU HU3 CUMOOJIA, IIITO
3anucyjeMo ro = rsriry. Ha mpumep, ped ri: aac je TOAped pedn ra:
CCAAACO JEP TIOCTOje PEUH T'3: CCA W T'4: O TAKO JA je 137174 Ped CCAANCO.
Hcro Tako u cea je moaped pedn ceaanco, Te je rs npas3Ha ped, a 74 je
aaco. Jacuo je ma m g-pedum mmajy csoje moapeuu. Mebhy cBum mo-
JpedrMa, HEeKe [-pedud BarkKHe Cy CaMO OHe KOje Cy U CaMe JI-PeYH, Tj.
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oHE KOje mpuraaajy jesuky. Ha mpumep, ped ceéemaocm mma moapedn
ceem, €68, 6em, c8e, JA0C, €MAO, CEEMAO, eMAOC, TMAO, CEEMAOCT
aJi CaMo Cy IOJIPeYu e, 0, C, C8€, A0C, MAO, CEEM, CEEMAO, CEEMAOCT
JI-pedn.

[Tomenumo ma je 3a HEKY ped BaxKHO 3ab0esiekuTu OPOj jaB/barba HEKHUX
wenux nozpeun. Ha mpumep, y pedu cA0MALOMM HEHA LOJAPEd A0M
“Ma JBa jaBbarba. ¥ OIIITEM CJIy4ajy, HEKA I[OAPed 7] Pedu T UMa
BHUILIE O/l JeJIHOI' jaB/balba y T aKO ped 7 MO2KEMO Jia PAIIYJIaHUMO HA
BHIIIE PA3IMYNTHX HAUYMHA M /I3 YBEK KAO jeJHYy MoJped j1001jamo 71, Tj.
Jla 33 ped r W FheHy MOJAped 77 BAXKU: I' = ToriTs = IyTil's U Ty 7# T4.
Y malieMm mWpuUMepy, T je CA0MAL0MM, THeHa TMOoAped Ca JIBA jaB/bambha
71 je A0mM U UMAMO: T2 J€ C U T'3 Je AA0MM, AU U T4 J& CAOMA U T3
je m, ma MOXKEeMO I HAIMCATU HA [IBA HAYUHA: 727173 : CAOMANOMM U
T4TITS 1 CAOMAAOMM U 79 F Ty. Y I-pednMa BaykaH je Opoj jaBibarba
IbeHNX MoJpeyn Koje cy A-pean. Ha mpumep, 1-ped ceemaocm nMa 1Ba
jaBibara eHe MOoApevn ¢ Koja je J-ped.

N3yuasame HopMaIHOT je3uKa MOKEMO YIOPEIUTH Ca N3y IaBABEM HEKOT CTPa-
HOT je3WKa, Ha MPUMEp T'PYKOr. ¥ CBAKOM TAKBOM H3ydaBaiby MMAaMO JBa je3WKa:
jelaH KOju M3ydaBaMO KOju ce 30Be 00jeKT je3uk, U APYIrH je3HK Ha KOMe ce objarr-
baBa, nM3ydaBa Taj ODJeKT je3WK W Ihera 30BeMO Meraje3uk. Jlakie, y Haiem
IpuMeEpy T'PUYKH je O0jeKT je3ukK, a cpicku je merajesuk. Kaga cmo y [Mpumepy
1 rosopuiu o je3uky Haz andaderom A = {6, €, 4, 0, ¢, m} Taj je3uk je 6uo
00jeKT je3wk, a HaIla pa3MaTpama Cy Omjaa Ha Mmeraje3uky. lVcTtakHuMO Ja CMO
y TpEICTaB/balby MMOjMa MOAPEY KOPUCTHIIM CHUMOOJe T, T1, T, T's, T4 U TI's KOjU
Hucy cumbosu 00jexr jesuka (jep tu cumbosin He npuinanajy aiadabdery A), nero cy
cumbosu Meraje3uka. Ibux cxBaramMo Kao NPOMEH/bUBE WM CXEME HA UUjad MECTa
CTaB/baMO pa3auuyure pedn Haz ajadaberom A.

Kama npoyyaBamo Heku (popmasinm je3uk, OHIA je 00jeKT je3uk Taj dpopmasinm
jesuk. 3aro he u popmasinu je3uk ucKaszHe JOruKe, (POPMAJIHU Je3UK KOjU je Hmpeji-
MeT Halller n3y4daBama, outn 00jekT je3uk. Merajesuk he butu cprcku je3uk u, ako
xohemo ma Oymemo Garm mpenu3Hu, eMmy he OUTH JOJATH jOIT U HEKU TEXHUIKHU U
MaTEeMATHIKU TEPMUHHU.

Bparumo ce ydemy rpukor jesmka. To yuere MOKe OUTHM OPraHM30BaHO HA
caezehn naunn. [IpBo Gucmo ce ynosuaau ca cumbouMa (TO Cy CJI0Ba IPYKOr ajl-
dabera) nomoly Kojux ce nuity (aKo ce 33JPKUMO CAMO HA LIKCALbY PEYd) PEUu TOr
jesuka. 3arum OU HAM CAOIIITUIIM KAKO Ce 0/l TUX cuMbOoIIa pase jo0pe pedu, pedu
koje uuhe jesuk. CirobojHHUje pedeHo, Kao j1a JoOHjaMo HEKe MAbJIOHE 110 KOjuMa
[IPABUMO pedr Koje HPHIaJajy je3uky. 3a CBe HPHPOJHE je3WKe Je0 IpaMaThKe
nocsehen n3ydaBamy HpaBuiia 00pa30Balba PEUEHHId Y TUM je3nlMMa Ha3UBa Ce
cuHTakca. Jlakje, MTOMeHyTH HaYUH OaBjbera I'PYKUM j€3MKOM je M3ydaBarbe CHH-
Takce rpukor je3uka. llomro HayuumMo 1a nuniemMo pedu rpukor je3uka, ouaa ducmo
ce OaBuu 3HaYeeM TuX peun. Kaza ce y HeKOM IPUPOITHOM je3uKy ODABUMO 3HATE-
IbAMa ErOBUX pPedr M DeYeHHIla, OH/Ia ce 0aBMMO CEMaHTUKOM TOr jesuka. Hapas-
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HO, Y IPOIECY y4eiba HEKOr MPUPOJHOr je3MKA CHHTAKCA U CEMAHTHKA WLy 3aje/iHO,
jep ydemeM 3aluca PeYd U PEYCHHIA OJIMAX YYUMO U HBUXOBO 3HAYEHHE.

IIITo ce Tuve HEKOr (popMaHOT je3uka aedpunnucame anpadera n HATHHA IPABIHE-
B3 PEYU TOr je3uKa NPUIaIa berosoj cunrakcu. OnpehuBabe (noxepuBambe) 3Hage-
a THUM pPeYnMa je ceMaHTuka Tor (opmasHor jesuka. [IpBo ce mopajy ompemutu
3Havema cuMb0sIa HeroBor ajrdadera uin Apyradmje pedeHo Tu CuMOO0JI ce MOPajy
unrepuperuparu. Kaja 3HaMo 3Hademe cuMO00Jia OHJIA Ce J1ajy Hpenu3Ha MpaBu-
Jla Kako ce ozpehyje 3HaYEmE Pedn TOr je3UKa y 3aBHCHOCTHU OJf HHTEPIIPETAIU)e
(3nauema) cumboiia koju uuHe Ty ped. llormenajmo cienehu npumep.

Mpumep 2  Tlocmarpajmo andader B uuju cumb0su Cy a, b 1 * 1 uMamo
jomr u momohue cumOoJsie JieBy u AecHy 3arpanay. Heke pedwm Haj Tum
andaberom cy: a, b, abax, axxbbax, (a*xb),... Jeauk nax rum andaberom
quHEe JI-pevn Koje aeduHuineMo ciegaehoM nHIyKTUBHOM I1e(DUHUATIHjOM:

(1) a u b cy u-peun;

(2) ako cy R u P g-peun, ouga je u (R * P) n-ped;

(3) A-peun ce MOI'y IPAJUTH CAMO KOHAYHOM LIpuMeHoM aesosa (1) u (2)
oBe neduHUIT]E.

Ucrakaumo ga cy R u P cumbo/n MeTaje3snka yMecTO KOJuX CTaB/baMO
KOHKDETHE pedr HaJ mocMarpanuM andaderom. [lakse, a-peun cy: a,
b, (axb), (bxa), ((a*xb)*a), (axb)*(bxb)), (bx(a*xa))*a),.. Jenma
MHTEPIIPETAINja OBOr je3uKa, je /1a cuMOO0JT a 3Ha49n 1eo 6poj — 1, cumbost
b nma 3Ha49Eme 11e0 6poj 1, a cuMbOoT * je OMHAPHA OIEPAIINja MHOKEHhA
Ha ckymy {—1,1}:

[Tomohau cumbomu JieBe U JAecHe 3arpaje uMajy UCKJbYIUBO CHHTAKCHY
dyukuujy u memajy umHTeprperamnyje Kao apyru cum0Oosin. Y OBOj HH-
Tepuperanuju je3uka uHas aadaderom B 3HaUEHE HEKE JI-pedn 1001jaMo
oBako. 3Haueme J-pedn a je —1, a jg-peum b je 1. Ako mmamo a-ped
(R x P) u 6poj z1 je 3uaueme a-peun R u 6poj z2 je 3HaUEHmE J-pedn
P, ouna 3naueme n-peun (R x P) je mpoussox 6pojeBa z1 U z2: 21 - 22.
CJlMKOBHTO PEYeHO, HALIE JI-PeYr Cy MHTEPIPETUPAHE KAO U3PA3U Y KO-
juma ce mHOXKe OpojeBu —1 un 1 1 3HAYEHE CBAKe [I-Pedd MOXKe OUTH MTH
—1 nm 1.

JacHo je 1a cBakM je3WK MOXKe MMATHU BUIIIe HHTepIpeTanyuja. Ilokaxmmo
jorur jemmy mHTEpIperaiujy jesuka Hax anadaderom B. Cumboi a je 0,
cum6bos1 b je 1 u cumObos * je OmHApHA ONIEpaIyja MUHAMYMA HA CKYIIy

{0,1}:

min

o
[eviNen] Naw)
=] =
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1 y mamem m3ydaBamy (HOpMAJTHOr je3uKa HMCKa3HE JIoruke Mu hemo ce Oa-
BHUTH CHHTAKCOM M CEMaHTHKOM Tor jesuka. Cumbose andabera dpopmaiHor jesuka
MCKA3HE JIOIMKE MOXKEMO IOJE/IUTH y /1B CKyIuHe. JejHy CKyHIUHY 4uHe CuMOO/Iu
ca bUKCHUM 3HAYEHEM, KOjé CMO IIOMEHYJIH Y OJeJbKY O IIPEJIMETY JIOTUKE, JIOTHYKH
Besuumu A (KoHjyHKumja), V (aucjyrkumja), = (uMiukanuja), — (Heranmja), <
(exBuBasienuuja), T (ucruna) u L (nax). Jpyry ckyuuny dune cumbo/iu Koju cy
[IPOMEH/bUBY IITO CE TUYE 3HAYECHA.



I'taBa 2

Ncka3Ha Joruka

VY o0B0j ritaBu nlyvyasaheMo uCKa3Hy JOrUKYy. ¥ IIPBOM ey pejcrasuhemo ¢hop-
MAJIHU je3WK HMCKA3HEe JIOTWKE U CTPOr W IPElNu3aH HAYUH I[IPABJHEHA MCKA3ZHUX
dopmysa, 1j. OaBuhemo ce curTakcoM (DOPMAJIHOI je3UKA HCKA3HE JIOTUKE. Y
JIpyTOM Jiesly mpejictaBuheMo ceMaHTHKY ncka3He Jjioruke. Hanme, ropopuhemo o
3HAYEy HCKA3HUX (opmysa, Tj. mpeacraBuiieMO TJIABHY WHTEprperarujy ¢bop-
MaJIHOT je3wKa mcKasue Jjiormke. (CBaka mckasua dopmyna mmahe camo jeaHO O
JlBA 3HAYECHHA: UCTUHUTA WM JaxkHa (Heucrunura). Y rpeliem peny nedunucahiemo
HEKOJIMKO 3HAYAJHUX aJIrebapCKuX CTPYKTYPa, O/ KOjuX UCTUIeMO Bysose aarebpe.
Ha kpajy, y uerBprom neiny, n3dydaahemo 6a3e Be3Huka, npejacrasuheMo BarkHe
dopme uckazamx GHopmynia, KOHjyHKTUBHY U JUCjyHKTHBHY HOPMAJIHY (OPMY, a
nokazahemMo u Heke Be3e u3Mely Be3HHKA.

2.1 CuHTakca uckKasHe JIOTUKe

2.1.1 Aundaber ucka3ue Jioruke

Andaber popmasHOr je3suKa MCKa3HE JIOMMKE je LpebpOjuB, HEelpa3aH CKyIl CHM-
601a.

Jedununuynja andabera nckasHe noruke

Andaber S uckasme Jioruke cacroju ce oj ciegeha rpu CKyla;
© 1IpebPOJUBOr CKYIIa UCKA3HUX CJIOBA, CKyIa P, 9uju Cy eJIeMEeHTH po,

4o, 70, P15, 41, T15-+-5 Pny Gny Tny--+;
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© CKyma Jormukmx Besnuka {A, V, =, 1L} rme ¢y A, V u = Ounapau
Be3HuIM, a | HyJlapHU BE3HUK;
o ckyma nomohnux cumbona {(,)}.

2.1.2 Je3uk mckKa3He JIOruUKe

On cBux peun HaI andabETOM UCKA3HE JIOTHKE, J00PO 0DOpMIbEHE PeUn Cy NCKA3HE
dopmyse. /lakie, je3uk UCKa3He JIOTWKE 9WHE UCKa3HEe (hOpMyIIe.

Jedurunuynja nckasve popmyne

(1) Uckasna cioBa u jgorudku Be3nuk L cy uckazue gopmylie.

(2) Axo cy A u B uckasue dopmyne, ouna ¢y u (AA B), (AV B) u
(A = B) uckasue dopmyie.

(3) Uckasue dopmysie ce MOry IrpaJuTh CaMO KOHAYHOM HPUMEHOM JIe-
nosa (1) u (2) oBe nedunuimje.

IMpumerumo ja je oBo unaykrusHa gedbununuja. Y mwenom zeiy (1) aedu-
HHUCAHE Cy HajjeIHOCTaBHEje HCKa3He (POpMyJie, HCKA3HA CJIOBA M HYJIAPHHU JIOTUIKA
Be3uuk |, u wux fiemo 3Baru aroMmcke uckasue dbopmyse. Y geny (2) nedunucano
j€ KaKo ce cBaka CJIOXKeHHja ncka3ua dhopMysia 100uja mosesuBameM Beh mocrojehinx
(Beh mampaBsbeHNX) UCKa3HUX (HOPMYJIA HEKUM JIOPUYKUM BE3HUKOM A, V U =.
Heo (3) 3nauu na je peu o jenuoj unaykrusnoj gedbununuju. CBaka UHIYKTUBHA,
neduanuja he mmaru jeman Takas €0, ma hemo ra yOyayhe moapa3ymeBar.

Uckaszue dhopmyne kpahe hemo 3Baru dbopmyse wian uckadu. Ckym cBux (op-
MyJia MCKa3He Jioruke o3navasahemo ca F.

Mpumep 1 Heke aromcke uckasue dbopmyne ¢y pi, Ga, T3, Ps, L #
rs6. llpumepn ciioxkenujux uckasuux dopmyna cy: ((p1 VL) = g¢s),
(L= 1), (p1 Vp2), (r1 = (ps2 A q2)) u ((pa Aq1) Vrs). Ha xpajy, eso
HEKOJIMKO HI30Ba cCUMO0JIa asipabera HCKa3He JIOTUKE KOJU HUCY UCKA3HE
dopmyne: (p1 AV), =, (psLlgs) u (p1g1 =)-

Hanomena VY nedununuju uckaszue dpopmysie ynorpedbuiu cmo cioBa A u B koja
NPUIAJIAjJy Meraje3uky u Hucy cuMbosinm andabera nckasne joruke. U Hamasmbe,
CJIOBa A, B, C,..., F,..., Al, AQ,..., Bl, BQ,..., Ol, 02,..., Fl, FQ,... ouhe cumbosn
MeTaje3uKa, Tj. CXeMaTCKa CJIOBA HAa MECTO KOJUX MOXKEMO CTABUTU HEKY MCKA3HY
dbopmyny. Ha mpumep, na ma mecry caosa F croju dopmyna ((p1 V p2) = q1)
sanucusahiemo: F = ((p1Vp2) = ¢1). Axo cy dopmysne A u B CHHTAKCHO UIEHTUYHE
(jennaxe xkao HuzoBu cumbosta asdabera uckas3He JOrUKe), oHzxa fiemo To 3amucaru
A = B. Jdawe, ANB, AV Bu A = B cy cxeme, y KOjUMa Ha MECTO CBAaKOT
cumbosta MeTajesnka A m B craBjbaMo HEKy WMCKa3Hy (GOpMyIy U moBe3yjyhu mx
penoMm Be3uunmMma A, V 1 = mobujamo HOBY mcKaszuy ¢gopmynay. Mcro tako, gecro
hemo kopucruTu ciIoBa p, ¢, T,... U3 METAje3MKa KAO CXEMATCKA CJIOBA HA MECTO
KOJUX CTaBJ/haMO HCKa3HA cjioBa ajiabera MCKa3He JIOrHKE.
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Kama cmo rosopusiun o popMannuM je3unuma peKad CMO Ja je BaxKHO aedu-
Hucaru 106po odopmibeHe peun (Ha3Badu CMO MX J-pedu) Haj aidaberom u aa
Te pedn 4YuHe je3rK. BaxKHu MOjMOBH BE3aHH 33 HEKY JI-ped Cy: IOJped Koja je
u cama J-ped u Opoj jaBjbarba TaKBUX OApedr y T0j a-peun (Bumeru [pumep 1y
one/bKy 0 dopmasHuM jesunuma). Hare a-peun cy uckasue dopmysie. Iloapeun
jenue mcka3ue dpopmysie, Koje cy u came ucKazue gopmyise, 3sahemo mordopmyiie,
a buhe HaM BarkaH u OpPOj IUXOBHUX jaB/baibha y HUCKA3HOj popMyin.

Mpumep 2 Tlocmarpajmo dbopmyry (((p1 V p2) = ps) V (p7 A pa)).
[IpumeTuMo fa Cy HEKU HEHU AeN0BHU, HA TpuMep (p1V p2), ps, (p7 ADy)
u ((p1 V p2) = ps) u camu uckaszue dopmyne. Te dopmyne hemo 3Barn

nordopmyie nonasue Gopmyme (((p1 V p2) = ps) V (pr Apa)).

Jakite, ako cBaky uCKa3Hy (bOpPMyJly IUIeIaMO KAO jedHy ped je3uKa HCKa3He
JIOTHKE, OH/IA je CBaKa IbeHa II0/Iped, KOja je n cama nckasua popmya, jeaHa mordo-
pmysa e dpopmyrne. A caga gedUHAIIMMO CKyN CBUX TOTHOPMYIa Heke hopMyIe.

JedunHnunja ckyna notdopmyna Heke popmyne

Cxyu cBux nordopumyia dopmyre F, ckyn Py (F'), nHAyKTHBHO AebuHu-
meMo Ha ciaemehn Hadamm:
(1) cama dopwmyna F npunana ckymy Pr(F);
(2) ako je (AA B) € Py(F), ouna je A€ P;(F)u B € Pr(F);
ako je (AV B) € Ps(F), ouna je A € Py(F) u B € Ps(F);
ako je (A= B) € P;(F), ounaje A€ P;(F)u B € Py(F).

Ckyn mordopmyna dopmyste u3 [Mpumepa 2 je ckym:

{p1, P2, Pa> P, P7, (P1 V P2), (P7 Apa), ((P1V p2) = ps), (((p1 Vp2) = p5) V (p7 Apa))}-
3a meky dopmyny F u cBaky meHy mordopmyny A roBopuheMo u O jaBibamby
mordopmysie Ay dopmyau F. ckasue dpopmyse Cy pedd je3nka UCKa3He JIOTHKE,
ma Buie jaBibama mordopmyne A y Hekoj dopmynn F nedunuiie ce Kao BuUIle
jaBjbama nozapedn A y peun F.
Ilornemajmo cama opmyty y ciemgehem npumepy.

Mpumep 3 Mumamo dopmyny F'=(((p1=p2) A pa) A ((pr=-p2)=ps))-
Osa dopmyna mma nBa jaBbama wenux nordopmyna: (p1 = ps), p1 4
P2, & CKYIl CBUX EHUX MOT(OPMYIIA je& CKyI:

{p1, P2, P41, P6, (1 = p2), ((P1 = p2) A pa), ((p1 = p2) = pe), F}.

Y Mpumepy 3 Bugumo ga ckyu csux nordopmysna neke dbopmyse F me maje
nadOpMaIjy O TOME KOJHKO IIyTa ce Heka mordopmyiia jaBba y dopmynun F.
Ja dbucmo morymm ma ocuM cBux moTdopmysia Heke dopmyse F 3abeekuMo u CBa
jaBibama Tux noT(OpPMYyIa, TPABUMO aApBO Te dhopmyie F.
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Hpso dopmyste F' u3 Npumepa 3 je:

P1 D2 p1 P2
(p1 = p2) /p4 (p1 =><
((p1 = p2) A pa) ((p1 = p2) = pe)

(((p1 = p2) A pa) A ((p1 = p2) = ps))

Y apsery dopmyine F 3abesexena cy cBa jaBibara nordopmyna (p1 = pa), p1
u p2 y TOj dopMy/in, Kao U CBa jaB/barba CBUX Apyrux nordopmyna dopmymae F.
A eBo u mpenuzne nedunUnMje ApBETa HEKE (hOopMYyJIe.

Jedunnunja gpeeta Heke hopmyne

(1) Axko je F aromcka dopmyia (1j. F je HEKO MCKA3HO CJIOBO wiad L),
ouza je npso dhopmyne F, D(F), aBop y kome je cama dopmyna F.

(2) Ako je dopmyna F obauka (AA B), (AV B) wwm (A = B), onza je
npso dopmyne F) D(F):

D(A) D(B)

/

rae je D(A) apso nordopmysie A u D(B) apso nordopmyie B.

F

JoroBopumo ce 1a Haja/be, IPH NPaBJbEHY CI0XKEHUX (opmysa, He HUIIEMO
cacBuM cnojballibe 3arpaje. Ha npumep, dopmyne (AA B), (AV B) u (A = B)
nucahemo pegom ANB, AV Bu A= B.

[Ipumerumo na andaber uckasde Jjoruke S He CaApKu CBE UCKA3HE BE3HHUKE
nomohy kojux cmo rpaauiu uckasze. Hemocrajy: Ounaphu Be3HUK <>, yHAPHU BE3HUK
— u Hysapuu Be3uuk 1. Te Be3snuke jedunucahemo momohy Be3HHKA KOjU IIPH-
magajy andabdery S Ha ciaemehn magws:

As B=4 (A= B)AN(B=A)
ﬁA:defA:>J_
T:defJ_éJ_

2.2 CemMmaHTHMKa UCKa3He JIOTUKEe

Y 1perxoHOM O/esbKy HPEnu3HO CMO JeduHucaniu nocrynak rpahema nCKa3HUuX
dopmysna. Y oBom ozxemKy hemo rosopuru 0 3Hademy Tux Gopmyna, Tj. upes-
craBuheMO IVIaBHY MHTEPIPETAInjy (hOPMAIHOT je3nKa NCKA3HE JIOTHKE.
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2.2.1 WcruHOCHE BpeaHOCTHU UCKa3HuUX (popmyia

Nckazue popmysie cy nCKa3u KOjU UMajy CaMo jelHy HCTUHOCHY BPEJIHOCT, Tj. UMAajy
camo jenno og caexehia apa 3uadera: (1) ucrunure uim (2) jaxue (Heucrunure).

Besy m3mehy wuckasumx dbopmyna F W BUXOBHX 3HAYEHA MOXKEMO 13 IPe-
CTaBMUMO KaO MOBE3WBAIbE eJIeMeHaTa cjaemelia 1Ba CKyma: CKyma HCKa3HUX (op-
Mysa F U CKylla 3Hadera Koju duHe camo uasa esemenra: 1 (ucruna) u 0 (nax,
nencruna). Hanme, nedunucahemo dynxnmje n3 ckyna F y ckyn {0, 1}, bynkuuje
v : F — {0,1}. Jenuom rakBoM (yHKIMjOM CBaka uckazHa opmysa mobuja
jeHy MCTWHOCHY BPEIHOCT: WCTUHUTA je aKO Cce CAWKa y 1, a JaxkKHa je ako ce
cmka y 0. Te dynkuumje 3a0Bo/baBajy ciegehn mpuHIMI, NTPUHIUI HCTHHOCHE
GYHKIMOHAIHOCTH: HMCTUHOCHA BPEIHOCT CJoXKeHe (opmysie Mopa jia 3aBUCH O
HMCTUHOCHUX BPEIHOCTHU HEHUX MOT(OPMYIIa, BPCTE JIOIHIKOI BE3HUKA TOMONy Kojer
je dbopmupana ta dpopmysna u HE 0, dera apyror. 1o 3Ha4u /1o HCTHHOCHA BPEIHOCT
umeke dopmyie F', Koja uma jeman on ciaenehux obmuka: AA B, AV B, A = B,
A < B unun —A, Mopa J1a 3aBUCH 0J] HCTHHOCHUX BpeTHOCTH (opmyna A u B kao
weHuX 10ThOPMYJIa U PeIoM Be3HuKa A, V, =, < u —. Oamax ce namehe nurame:
Ja Jim ucruHocHe Bpeganoctu dpopmyna AN B, AV B, A= B, A< B u —A 3aBuce
O/l UICTHHOCHUX BpeHocTU (hopmyia A u B MCTo Kao HITO MCTHMHOCHE BPEIHOCTH
CJIOXKEHUX WCKa3a PpA g, pV q, p = ¢, P < ¢ ¥ —p 3aBUCE OJf NCTHHOCHUX BPEIHOCTH
uckasa p u q (Buzeru onesbak o esuuimma)? Ouprosop je: JA. [da GucMo npenusno
omucaau Ty 3aBucHocT, nomohu he mam cienehie onepanuje na ckyny I = {0,1}.
[IpencraBumo npBo Yerupu Ounapue onepaiuje Ha ckymy I = {0,1}:

Al01 vVi]i01 =101 <101
0100 0|01 011 010
1101 1111 1 ({01 1101
[Ipumerumo ma cy oBe buHapHe omeparmje peaom cienehe ynxmnmje:

AN:IxI—=T, A(a,b) = min(a,b);

ViIxI—1, V(a,b) = maz(a,b);

=:IxI—1, = (a,b) = maz(l — a,b);

1, a=b
S IxI—T, @(a,b)_{O, 0 b,

3aTuM IPEJCTABUMO YHAPHY OLEPAIH]jy:

KoOja je pyHKIHja:
-:I-1 =(a) =1-—a.
Ha kpajy, npeacraBumo u nse mynapse onepanuje na I = {0, 1}:
(1) mynapua omepanuja na ckymy I koja usnsaja enement 0;
(T) nysnapua ouepauuja na ckyuy I koja uznsaja esemenr 1.
Haxkme, 3a pyHknuje Koje noBe3yjy uckasune (popMmysie ca lbUXOBUM HCTHHOCHAM
Bpennocruma, Gyukuuje v : F — {0, 1}, rpeda ma Baxku cienehe:

v(A A B) = min(v(A),v(B))
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v(AV B) = max(v(A),v(B))
v(A = B) = maxz(1 —v(A),v(B))
v(Ll)=0
v(mA) =1-v(A)
o(T) =
(

1
A< B) =1 axo je v(A) = v(B), nnave v(A < B) = 0.

Mpumep 1 Tlocmarpajmo dopmyny F = p1 A (p2 = p3). Ozapemumo
ucruHOCcHy BpeaHoct e dopmyie, speanocr v(py A (p2 = p3)). Ha
OCHOBY HABEJIEHUX CBOjcTraBa (PyHKIM]Ee U UMAMO:

v(p1 A (p2 = p3)) = min(v(p1), maz (1l — v(p2),v(ps))).
Jaxne, 1a 6GUCMO OJPEIMIA HCTHHOCHY BPEIHOCT Haie (hbopMyJIe, BPe-
Hoct v(p1 A (p2 = ps3)), MOpPaMO Jja 3HAMO UCTUHOCHE BPEJHOCTHU HbEHUX
UCKa3HUX CJI0BA, Tj. Bpexnoctu v(p1), v(p2) u v(ps3).

13 lNpumepa 1 BuamMo /13 HE MOXKEMO /13 OJIPEIUMO UCTUHOCHY BpemgHOCT (op-
myse ' ako He 3HAMO UCTHMHOCHY BPEIHOCT EEHUX MCKA3HUX CJIOBA. 3AUCTA, TEMETb
CBaKe UCTUHOCHE BPEJHOCTU HEKE MCKa3He POPMYJIe Cy UCTUHOCHE BPEIHOCTH CBUX
HCKa3HUX CJI0Ba KoOja ce y 10j mojasspyjy. Lllupe raemano TeMess HCTHHOCHUX BPEI-
HOCTHU CBHUX HCKa3HUX (QOpMy/a, CBUX eJleMeHaTa CKyma J, jeCy UCTUHOCHE BPEI-
HOCTH CBHMX MCKa3HUX CJIOBA, CBUX ejleMeHaTa cKyna P, mojackymna ckymna F. 3aro
hemo mocmarparu ckyn uckasuux ciosa P u nedunucahiemo dynxmuje uz Py {0,1}
Koje fie MCKa3HUM CJIOBUMA, JIO/IEJbUBATH UCTUHOCHE BPETHOCTH.

JedbunHnunja Banyayumje nckasHux cnoea

®dyuknuja vp U3 CKyla uckasuux cjiaosa Py ckyn {0, 1}, vp:P—{0,1},
Ha3WBa Ce BaJyallija MCKa3HUX cyioBa nin kpahe 6a3ndHa Bajyanuja.

Ceaka 6Gazuuna Bajyaiuja vp : P — {0,1} oxpebyje tauno jenuy Bamyamujy
uckasuux dbopmyaa v, v : F — {0,1}, na cienehin Hauun: 3a CBAKO MCKA3HO CJIOBO
p BpemHoCT v(p) ce MOKJama ca BpemHomhy TOr CI0Ba 0A3MYHOM BAJIyalujoM Up,
1j. v(p) = vp(p), u nocroju nedununuja Kako ce oxpelyjy UCTHHOCHE BPEAHOCTU
coxkennjux hOpMyJia y 3aBUCHOCTH OJf HCTHHOCHUX BPEIHOCTH HHUXOBHX MOT(HOP-
mysa. EBo Te medwunummje Bamyaimuje.

HeduHunuynja Banyaymnje nckasvmux dopmyna

3a Heky Basyanmjy uckasHmx ciosa vp, vp: P —{0,1}, nedunumenmo
byuxmmjy v, v : F—{0, 1}, na cnenehin navnn:

o v(p) = vp(p) 3a cBaKO p U3 CKyla UCKa3HUX cjioBa P, P C F;
1)=0;

AN B) =min(v(A),v(B));

AV B) = mazx(v(A),v(B));

o u(
o v(
o u(
o v(A = B) =mazx(l —v(A4),v(B)).
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OBako sedunncana QyHKIMja v je jesHa Bajayaluja MCKa3Hux GopMyIia.
3a cBaky uckasuy gopmymry F Bpennoct v(F) 3salieMo uctnHOCHA Bpe-
wocr (unu kpalie, Bpeguocr) dbopmyse F' Basyauujom v.

OpMax moKaXKUMO Kako hemo 3a HeKy BaJjIyalujy v OAPEIUTH UCTUHOCHY BPEI-
mocr dopmyna T, A u A < B. ®opmyna T je 3amena 3a ¢dopmyry L = |, na
kopucrehu nedunnnujy Badyamuje, 100mjamo:

o(T)=v(Ll = 1)=max(l—v(l),v(Ll)) =mazx(l—-0,0)=1.
C o63upoMm Ha TO 12 je dopmyna —A 3amena 3a dopmyny A = | umamo:

v(mA) =v(A = 1) =max(l —v(A),v(L)) = mazx(l —v(A4),0) =1 —0v(A4).

Ha canvan mauwn, kopucrehn medunuimjy samyanuje n medunuimjy ma je A & B
3amena 3a Gopmyay (A = B) A (B = A), MoxXKe ce IIOKa3aTH Ja je:
v(A < B) =1 ako je v(A) = v(B), unaue v(A & B) = 0.

IMornexajmo cana vamy dbopmyiy p1A(p2 = ps) us Mpumepa 1. Ako je Banyaruja
vy TakBa 1a je v1(p1) = vi(p2) = 0 1 vi(ps) = 1, onza je:
vi(p1 A (p2 = p3)) = min(vi(p1),v1(p2 = p3))

= min(vi(p1), maz(1 — vi(p2), v1(p3)))

= min(0,maxz(1 —0,1)) = min(0,1) = 0.
Ako y3memo Bastyanujy ve TakBy za je ve(p1) = va(p2) = va(ps) = 1, onza BpeaHocT
va(p1A(p2 = p3)) padyHamo Ha uCTH HaYUH Kao 1 v1 (p1A(pe2 = ps3)), aju ca Apyrum
HCTUHOCHUM BPEIHOCTHMA MCKA3HUX CJIOBA, IIa UMaMO:

v2(p1 A (p2 = p3)) = min(v2(p1), v2(p2 = ps3))

= min(v2(p1), max(1 — v2(p2), v2(p3)))

= min(l,max(1 —1,1)) = min(1,1) = 1.
BakspydyjemMo na je 3a Basyauujy vq Bpeguoct vi(F) jennaka 0, 1j. dopmyna F je
NaXKHa, & 3a BaJdyanujy ve BpenHoct va(F) jennaka je 1, j. dopmyna F je ucrunuta.

3a cBaky dopmyny F cBe Basyalgje MOXKEMO Pa3BPCTaTH HA JBE CTPAHE: Ha
jeIHOj cTpaHu MMaMO BaJjyaruje 3a Koje je dopwmyna F uCTWHWUTA, & HA JIPYTOj
cTpaHu Bajyarmje 3a koje je dopmymna F maxna. Ilocrasipa ce cienehe murame:
Ja ju nocroje (opMyse Koje Cy 3a CBaKy Basyauujy u3 ckyna J y ckym {0,1}
ucrunure? Omrosop je: JTA. Taksa je na npumep, dpopmysa p; = p;. Umamo na ce
3a cBaKy Bajyauujy v speaoct v(p1 = p1) padyna na ciaejnehn nauu:
v(p1 = p1) = maz(1 —v(p1), v(p1)).

Mckas3no cji0BO p; HEKOM BaJIyalldjoM ¥ MO2KE MMATH: ujiu BpeaHocT () uiiu BpeaHoCT
1. Ako je v(p1) = 0, onza je v(p1 = p1) = max(l —0,0) =1, a axo je v(p1) = 1,
onza je v(p1 = p1) jennako max(l—1,1) = 1. Bakipydyjemo 1a je 3a CBe BaJLyaluje
dopmyna p; = p; uctunura. Popmysie Koje uMajy Ty OCOOMHY 30BY CE TAyTOJIOTH]e.

JeduHnunja Taytonoruje

Uckazna dopwmyna F je tayrosoruja AKKO 3a CBaKy BaJjyalldjy v Bpe.-
nocr v(F) je 1. Ha je dopmyna F Tayromormja 3amucyjemo = F.

C apyre crpane, nocroje u Qopmysie Koje cy JiaxkHe 3a cBe Basyaruje. Te
dbopmyiie 30Bemo kouTpasuknuje (uwiau nporuspednocru). Ha mpumep, dopmyna
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p2 A (p2 = 1) je kourpagmknuja. AKo ce cerumo Ja je 3amena 3a dbopmyay pa = L
bopmyna —p2, onia je bopmyna pa A (p2 = L) y crsapu pa A —p2 u ona je ysek
naxua. [lorspaumo To onpehusamwem spegnoctu v(pa A (pa = 1)). Vckaszno cioso
P2 HEKOM BAJIyalljoM v MOXKe Ja uMma wiu Bpeasoct 1 wiam speguoct 0. Ako je
v(p2) = 1, orga je v(p2 A (p2 = L)) = min(1l, maxz(1-1,0)) = min(1,0) = 0. Axo je
nak, v(p2) = 0, onga je v(p2 A (p2 = L)) = min(0, maz(1 —0,0)) = min(0,1) = 0.
Hakue, 3a cee Bamyamuje dopmymna pa A (p2 = L) je maxna.

Jedunuyuja koHTpagukymje (NpoTUBpPEHHOCTM)

Uckasua dopmyna F je kouTpagukinuja (IpoTUBpedHOCT ) AKKO 3a CBaKy
Basyanujy v speanocrt v(F) je 0.

Hapasno, ckyn dopmysia F ucka3He JOruKe HE 9UHE CaMO TayTOJIOIHje U KOH-
rpaguknuje. Ha npumep, Hama dbopwmyna p; A (p2 = p3) u3 Mpumepa 1 uuje Hu
TayTOJOTHja HU KOHTpaaukiuja. Jlakie, ckyn mckazuHux dopmysiaa JF duHe Tay-
TOJIOrHje, KOHTpauKnuje u Tpeha Bpcra ¢opMmysia Koje HHCY HHM TayTOJIOTHje HU
KoHTpaauKnuje. Mnmak, meHTpaaHo MecTo 3ay3uMajy Tayrosordje. Moxkemo pehwn
Ja je Halll HajBaKHUJH 33aaTaK /13 YCTAHOBHMO 3 Jiu je Heka dopmyrna F, Kojy
IIOCMaTPaMoO, TayTOJIOTHja Uil Huje. PemaBame TOT 3a7aTKa 3aBUCH O] OJTOBOPA
Ha cjenehe nurame: Ja U MOCTOjU Oap jelHA METO/Ia KOjOM MOXKEMO YTBDJIHUTH 33
npousBosbHY dopmyiny F' na mu je rayrosnoruja niau nuje? OAroBop Ha OBO MUTAME
je: A, MOCTOju BHIIIE TAaKBUX MeToma. MoK Ia HAJIO3HATHjA O/ CBUX THX METOJA je
MeTo/ia uCTUHOCHUX Tabauna. Ty meroay hemo npegcrasuru y cienehem npumepy.

Mpumep 2 Jlara je dopmyaa F = (p A (p = q)) = ¢q. 3a dbopmyiy
F mpaBumo mcrunOoCcHY Tabsuily Ha ciaemehm magwmn. IIpBo 3a cBe mor-
dopmyite dopmyse F HampaBuMO KOJIOHE, a 3aTUM 3a TOTMOOpMYIe Koje
cy uckasHa cjosa (Tj. 3a cBa MCKa3HA CJIOBA KOja Ce 10jaBbyjy y TOj
dbopmyn) 3auucyjemo cse moryhie Basyauuje (y Hawem upumepy umMamo
YEeTUPH BPCTE PA3JIMYUTUX BaJlyaluja):

plalp=q|lprA=9 | PAP=0q)=q

1]1
110
01
00

VY cBakoj Bpcru (rj. cBakom peny rabsuue), kopucrehu gedunuimjy
Basyanuje, oapehyjemo BpemmpocTun ocrammx noTdOpMYIIa MOCMATPAHE
dbopmyne F. Ha upumep y npsom peay umamo vi(p) = 1 u v1(q) = 1,
na kopucrehn nedbunnimjy Banayanuje modujamo:

vi(p = q) = maz(l —v1(p),v1(q)) = maz(l —1,1) = maxz(0,1) =1,
vi(p A (p = q)) = min(vi(p), vi(p = q)) = min(1,1) = 1.

Ha xpajy, oapebyjemo speaunocr vi((p A (p = q)) = ¢):

maz(l —vi(pA(p=q)),v1(q)) = mazx(l—1,1) = 1.

Ha uctn Hauue momymaBaMo U CBe IPyre PeoBe HANPAB/beHe TabuuIe
n 1061jaMo MOy HEeHY TaDIHILY:
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plalpr=qlprA=9 | @AP=0q)=q
T]1] 1 T T
1{o] o 0 1
ol1] 1 0 1
olo| 1 0 1

Onxroeop Ha nuTame: 13 Ju je mocMmarpana dopmysnaa F' rayrosoruja,
YUTAMO U3 TabJMIE y KOJOHU Koja ojarosapa Toj dpopmynu. Ako cy y
TOj KOJIOHH CaMO jeanHuIEe, oHaa je dopmyna F rayronormja. lakie,
nama dopmymna (p A (p = ¢)) = ¢ jecre tayronoruja. Hanomenumo
Ja KOHTPAIUKIN]y TPEMo3HajeMO TaKO IMTO Ha CBUM MECTHMA y IIEJIOj
xosionu (opmyne F mobujamo 0, a dhopmysia Koja HEje HE TayTOJIOTH)A
HY KOHTPA/IMKIIMjA Y CBOjOj KOJIOHU MMAa U JEJUMHUIIE U HYJIE.

A caza pazmorpumo nuratbe 6poja paziununrux (6urHux) Badyauuja. AKo uoruie-
J1aMO MCTHHOCHY TabJIHIly KOjy CMO Haupasuiu y nameM [lpumepy 2, Bugumo a cmo
ucnuTuBasm BpeaHoct dpopmyste F' 3a yerupu Basgyarmje. [Ipupoawo je 3amuraru ce:
KaKO CMO 3HaJN 713 38 dopmyny F' mocroje detnpn 6mrHe Badyarmje v;, 1 < j < 4,
u na he 3a csaky apyry Baayaiujy v @ F — {0,1} speguoct v(F') Ouru jexHaka
nexkoj on v;(F), 1 < j < 4? Iloruyno je jacuo aa 3a oapehusamwe Bpeanocru v(F)
YOILLITE HUCY BAXKHE BPEJHOCTU BaJIyalldjOM U KCKA3HUX CJIOBA KOja Ce HE 110jaBJbyjy
y dopmynu F. 3a Heky Bastyalujy v HaMa Cy noTpebHe caMO UCTHHOCHE BPEJIHOCTH
UCKa3HUX CJIOBA KOja ce nojasibyjy y Toj dopmynu F. Heka cy p1,..., pn (n > 1)
cBa ucKa3Ha cioBa (MehycobHO passimuura) Koja ce mojaBibyjy y dopmyau F. 3a
CBAaKy BaJIyaldjy v HaMa je mOoTpebHa CaMO PECTPUKIIH]a Te BAJIyallije v Ha HOACKYII
{p1,...,pn} cxyma P, pecrpuxumja vy, .. p.3- Hormemajmo cse moryhe samyanuje
v: F = {0,1}. JacHo je ma ako ce mBe BasJyamuje v; W U IOKJIANAjy HA CKYILy
{p1,..-,Pn}, oHma cy u Bpeanocru dbopmyse F Bajyanujama v, u vy jeJHAKE, Tj.

aKo je V1l{p,,...pn 3= V2l{p1,....pn}> OHIA BaXKH v1(F) = va(F).

Baro 3a npousBosbry dopmyiy F ce morylie Bajyanuje pa3zBpcraBamo IO TOME
Ja M UMajy jelHaKe PeCTPUKIje Ha CKyNy MCKAa3HUX CJI0BA KOja Ce MOjaBIbYjy y
dopmynu F.

Hanomena  @opmupame pa3juduTHX BPCTa CBEHX MOryhmx BaJiyarmja, Koje CMO
caza npejcrasuiiu, Hamehe Ham cienehe nurame: 7@ JU MOXK/IA THM IIOCTYIIKOM
[paBUMO KJiace Heke penanuje ekBusasennuje? Omrosop je: TA. Te paznumumre
BpPCTE BaJIyallhja Cy KJace eKBHBAJICHIMje ciaezelie pesanuje eKBUBAJICHIIUjE p HA
CKYIIy CBHX BaJIyalldja:

U1 p V2 AKKO U1 (py,.p,} = V2l (pycoipa )

JacHo je na cy cBake Be OBaKBe KJace BaJjlyalldja WM jEeHAKE WJIA HEMajy
3ajeIHUIKUX ejeMeHaTa. lluTamMo ce: KOJMKO TakKBUX KJjaca Bajyaluja MMa 3a
npou3BosbHY (opmyay F?7 To 3aBucu ox Opoja pasiIvauTHX MCKA3HUX CJIOBA KOja
ce mojaBJbyjy y nocmarpanoj dpopmyau F. Axo ce y dopmyau F nojasmyje n (n > 1)
HMCKA3HUX CJ0BA, P1,..., Pn, OHIA je OpOj TpaxKkeHnx Kjiaca Bamyanmja 2", ITokaxumo
TO 3a KOHKpPeTHE BpeaHocTu Opoja mcka3Hux caoBa. Heka ce y dopmynu F' mo-
jaBJbyje caMoO jeHO MCKA3HO CJIOBO, MCKA3HO CIIOBO P, Tj. n = 1. Buio kojom
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BaJIyalldjOM v MCKAa3HO CJIOBO P MOxke goourtu mim Bpeanoct 0 mwmm Bpeanoct 1. To
3HAYM JIa CBE BaJlyaljje MOXKEMO pasBpCraTu y jse Kjace, jep je 2" = 21 =2, ¥
JEJHOj KJIaCU Cy OHE 3a KOje je BPeJHOCT CJIoBa p jejaHaka 1, a y JIpyroj cy one 3a
KOje je BpeIHOCT cJIoBa p jeanaka 0.

Mpumep 3 IMorenajmo dopmyry pV (p = (p = 1)) koja uma jenso
uckasno cjaoso. Cse moryhe Bajyaluje pa3ssBpcraBaMo y JBe KJjace U
HCTUHOCHA Tabanuna Te GopMy/ie HMa CaMO JBE BaJyalyje, U TO jegHy
u3 upse kiace vi(p) = 1, u jeany u3 apyre xiace v (p) = 0:

plLllp=L|p=p@=1)|pvip=({p=1)
110 0 0 1
0/ o0 1 1 1

[Ipumerumo na je dbopmyna p Vv (p = (p = 1)) rayrosoruja.

Crnenehu ciaydaj je kama ce y dopmynu F' mojaBibyjy ABa pa3/IMdnTa MCKA3HA,
caoBa xao y lMpumepy 2 u omma uMaMo 22 = 4 Kjace BaJyallHja ca CBOjUM Ipes-
CTABHUIMMA KOje CMO HABEJIU Y TOM IIPHUMEDPY.

Axko dbopmysia F uma Tpu pa3inuuTa UCKa3Ha, CIOBA, HA IIPUMED P1, P2 U P (Kao
y Mpumepy 1), onga umamo 2% = 8 kjaca Bajyaluja ca CBOJUM HPEICTABHUIEMA
KOjeé HABOJAUMO y pemoBuMa TabJ/IHIE HCIOM HCKA3HUX cjaoBa. McrmHOcHA Tabiauna
dbopmyne py A (p2 = p3) u3 Mpumepa 1 je:

p1 | p2 | p3 | p2=p3 | p1A(p2 = ps3)
1] 1|1 1 1
1110 0 0
101 1 1
11010 1 1
o 1|1 1 0
o110 0 0
0o|lo0|1 1 0
oo o 1 0

13 we Bugumo na popmyma p1 A(p2 = p3) HUjE HU TAyTOJIOTUja HU KOHTPAIUKIH]A.

Hakue, y ouwrem ciayuajy, ako ce y Hekoj dopmynu F' nojasiyje n (n > 1)
Pa3IMYUTUX HCKA3HWUX CJIOBA, HA MPUMED P, ..., Pp, OHIA CE€ CKYI CBHX MOryhmx
Basryannja Jgenu Ha 2" kmace. I13 cBake Te Kiace y3mMaMoO jeJHY Bajyaldjy Kao
IEHOI' NpPEeJICTAaBHUKA M OHJIA 3a CBaKy O/l THX BaJjyalyja oJpelyjeMo BpemHOCT
dopmyse F. To 3uaqm ma uctunocHa rabauna dpopmyrie F', y Kojoj ce mojaBibyjy n
Pa3/IMYUTUX UCKA3HUX CJIOBA, UMa 2" pelioBa, Tj. CBAKO] OJI IIOMEHYTUX BaJjlyaluja,
MPEICTABHUKY je/IHE KJIace BAJIyallnja, OAroBapa jeJaH pel y TaOJIHiH.



2.2. CEMAHTUKA NCKA3HE JIOTUKE 39

OBaj ozne/bak hiemo 3aBpiiuTu jeHUM COUCKOM TayToJoruja. KopucHa Bexba
3a y4eme Meroje MCTHHOCHUX Tal/uIa je Ja Ce TOM MEeTOIOM IIOKAaXKe /1a CBaKa
on, dpopmysa u3 Tor cumcka jecre tayrosoruja. Ose tayrosoruje hemo Kopucruru
y Meronu yumihema, jOIl jeHOj MEeTOAU 33 WCIUTUBAIbE 3 JIU je Heka (popmysia
TayTOJIOrHja, KOjy fieMo mpecrtaBuTu y onesbKy 2.2.3. Hanomennmo u o na hemo y
TayTOJOTHjaMa Koje ciiesie Kopuctutu popmyry | Kao 3ameny 3a ¢popmyny L = 1,
dbopmyiy —p kao 3ameny 3a dopmyiy p = L u dopmyiny A < B (3a neke dopmyiie
A u B) xao 3ameny 3a dbopmyay (A = B) A (B = A).

Tayrtosoruje
(1) eAT)ep  (2) (TAp) &P @) prl)eLl (@) (Lap el

(5) (pvT)eT  (6) (TVp e T (7) (pv1)ep 8) (Lvp)ep
Q=TT 10)(T=pep (A)pPp=>Le-p (12)(L=p =T
B)(peT)ep (14)(Tep ep (15 (e L)& -p (16) (L& p)e —p

(17) =T < L (18) =L & T

1 y mapennom m3naramy nehemo mocmarparm camo ¢opmyre Koje cy mrpabemre
MOMONY JIOrMYKAX BE3HMWKA U3 CKyIla Be3HHKa asidabdera HMCKa3HE JIOTUKE, CKYyIa
{A,V,=, L}, Beh u dopmyiie HanpaB/bere MOMONY APYrUX JIOTMYKUX BE3HUKA, UM~
jyhu Ha ymy muxose gedununmje nomohy Besnuka u3 ckyna {A,V,=, L}.

2.2.2 3amena ekBumBaJjieHaTa

Y oBom ouemsky dedunucaliemo nocrynak yuudopmue 3amede (cyucruryuuje) y
uckazuuM (opmysiamMa U JOKA3aTH HEKa CBOjCTBA KOja NEeMO KOPHCTUTH 33 MPE-
craB/batbe MeTro/ie 4uinfieba.

Mpumep 4  Tlocmarpajmo dopmyny F = (((p Aq) Vr) Ap) = p. Ulra
3Ha4M YHU(POPMHO 3aMEHUTH UCKA3HO cJIoBO p popmysiom C'y popmysiu
F? To 3na4u Jia ce CBAKO jaB/baibe MCKA3HOI CJIOBA P Y HOCMATPAHO]
dopmysu F 3amenu ¢dopmysiom C. Pesyinrar re 3amene je dopmy.ia
FF=({((Chgvr)AC)=C.

HeduHuimnmo caia mocrynak yHudopMHE 3aMeHe, MPEIru3HO.

Jedunuyuja ynudopmue 3amere (cyncrutyyuje)

Yuudopmua 3amena (CyncruTynmja) UCKA3HOD CJIOBA P UCKA3HOM (DOP-
mysom C'y HEKO] ucka3Huoj dpopmy/n u3 cKyma uckasuux dgopmyna F je

jenHa dyHKIHjA

P .
c:F—>F
WHIYKTUBHO JeduHucana Ha caemehn HAYWH:
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C, g=p
1) (1.1) 3a HEKO UCKA3HO CJIOBO ¢: P = ’
1) (1) RS

(1.2) 3a nyaapuu BesHuk |: 18 =1
(2) (2.1) 3a Heky uckazny dopmyny A A B:
(AN B)Z = A% A BZ
(2.2) 3a nexky uckasny dopmyiay AV B:
(AV B)?, = A%, vV By
(2.3) 3a nexky uckasny dopmyiny A = B:
(A= B){. = A7 = BZ.
Mpumep 5  Ilocmarpajmo nonoso dopmyiay u3 [Npumepa 4, dbopmysy
F=({(pAqg)Vr)Ap) = p, u ypaaguMo OBAKAB 3aJaTaK: 3aMEHUMO
dopmymom C' camo HeKa jaBJbara MCKA3HOT CJI0Ba p y dopmynu F| Ha

IpUMeEpP HEeroBO MPBO U JIPYTO jaBJharbe C JIeBa Ha JecHO. Pesyarar Te
samene je dbopmyna Fr = ((CAq)Vr)AC) = p.

IIuramo ce: ma jin OBy 3aMEHY CaMO HEKHX jaB/baIba HCKA3HOL CJIOBA P MOXKEMO
omucaru nomohy yuudopmue 3amene? Ouarosop je: JIA. Taj mocrynak moKazKumo
3a dopmyay F' u3 lNpumepa 4. IIpe nocryuka 3amene camo upsor u gpyror (¢ Jjesa
HA JIECHO) jaBJbarba UCKA3HOr CI0Ba p y (opmyau F BpaTuMo ce ,Kopak Ha3al’ Ha
bopmyny F = (((sAq)VT)As) = py Kojoj Cy jaBibama HCKA3HOT CJI0Ba p 13 (OpMyITe
F koja xohemo ma 3amerumo dopmynom C' mpencTaB/beHa WCKA3HUM CIIOBOM KOje
ce He jaBpa y F', cTOBOM S, a OHA jaB/barba MCKA3HOr CI0Ba p u3 dopmysie F' Koja
meheMo /12 3aMEeHIMO Cy OcTasa HCKA3HO Ca0B0 p. PopMyny F MOKEMO CIMKOBHTO
Jla, HA30BEMO TMpeTXoHuIa Gopmysre F 3a MpuMeHy 3aMeHe CaMO HEKUX jaBJbaba

uckasmuor ciaosa p. Cana nocmarpamo dopmyiay F. mamo na je Hama mosiasha
dbopumyna F pesyarar jenme yuudopmue 3amene y dopmyan F, 1j. F je F;, a
TparXKeHa cbopMyJIa F; je pesyarar oner jemue yuubopMHe 3amene y dbopmyan F,
1j. F5 je F, ¢ Hakie, y vekoj dopmyiu F' 3amena npoussossHoM (opmysiom C' camo
HEKUX jaB/batba u3abpaHor HCKA3HOL CJI0BA P je y crBapu jeaHa yHu(OPMHA 3aMEHa
y dopmyan nperxogauiy dopmyite F, dopmyan F, y K0joj Cy jaBibama HCKA3HOT
CJI0Ba P, KOja Tpeba aa Oyay 3aMereHa, Ha3BaHa HOBUM HCKA3HUM CJIOBOM.

Cana hemo gedunmcaTn BaXKHO CBOjCTBO KOje MOKE ITOBE3MBATH MCKA3HE (HOP-
MyJIe, eKBUBAJIEHTHOCT (GOpMyJIa, U KOje UMa BeOMa 3HAYAjHY YJIOTY y MOCTYIIIIMA,

3aMEHe.

JedbunHnunja ekBrnBaneHTHUX hopmyna

e uckasue dopmyine A u B cy jgoruuku exkpupajenrde (uiu Kpahe,
exBuBasieHTHE) AKKO je dbopmyna A < B rayronoruja, 1j. | A < B.

A eBo ¥ HEKMX CBOjCTaBa €KBUBAJEHTHUX (DOPMYIIA.
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3apgatak 1 [okaxkumo cienehie cBOjcTBO ekBUBaJIeHTHUX (DOPMYyJIa:
dopmysie A u B cy eKBUBAJEHTHE aKO U CAMO aKO 33 CBAKY BaJIyalldjy
v Baxu v(A) = v(B).

[IpermocraBumo ja cy dopmyine A u B ekBuBajenrae. To 3naun 1a je
A & B rayrosioruja, Tj. 3a cBaky Bajyanujy v Baxku v(A < B) = 1. Ha
ocuoBy nedununmje Baayanuje, u3 v(A < B) = 1, cienu v(A) = v(B).
C mpyre crpane, ako 3a cBaky Basyanumjy v Baxku v(A) = v(B), onma no
nedbuHUIMjE Balyanuje 3a cBaky Basyanmjy v umamo: v(A < B) = 1.
Jakge, dopmyrna A < B je tayrosoruja, tj. dopmyne A u B cy exBu-
BaJIEHTHE.

3apgatak 2 Ha ckymy cBux uckasuux (opmyia F gedbuHUIeMo 6uHa-
pHy pesaiujy = Ha caejehn nadun:
A = B AKKO dopmysie A u B cy eKBuBaJIeHTHE.

[Tokaxkumo 1a je = jemHa pesnanuja eKBUBAJEHIUjE HA, CKyIy J.
Pednekcusrocr. ®opmyna A < A je rayrosoruja, ma Baxm: A = A.
Cumerpuunoct. Jla ju Bayku ocobuna: akoje A = B,oumaje B = A?
[To nedmuunuju penaruje = Tpebajgo OM g3 MTPOBEPUMO 13 JIU BAXKU
caeneha ocobuna: ako je E A < B, ouna je E B < A, 1j. na 3a cBaky
Basyanujy v Baxkm: ako je v(A4) = v(B), ouna je v(B) = v(A). To Baxu
Ha OCHOBY CUMETPUYHOCTH peJlalldje jeJIHAKOCTH, 11a 3aKJby1yjeMO J1a je
pesanyja = CUMEeTPUIHA.

Tpamsurusroct. [la nmm Baxku: ako je A= Bu B=C,onmaje A=C?
[To nedununnmju penanuje = 10 3HAYHU /1A UCIUTYJEMO /1A, JIU BaXKU CJIEJe-
ha ocobuna: axo je F A < BulE B & C,oumaje E A & C,
Tj. ma 3a caky Bamyammjy v: u3 v(A) = v(B) u v(B) = v(C) cnenn
v(A)=wv(C). To Basku Ha OCHOBY TPAH3UTHBHOCTH DEJIAIHje jeTHAKOCTH,
ITa 3aKJbYyIyjeMo Jla je pesaliija = TPAH3UTHBHA.

Jlakse, penmanyja eKBUBAJIEHTHOCTH (OpMysIa = jecTe jeaHa pelaruja
€KBHUBAJICHIIA]Ee HA CKYILy CBUX MCKa3HuUX (opmyrna F.

Hanasme hiemo yecro 3a Heke exkpupaJienre ¢popmysie A u B ropopuru u A je ex-
BuBaJieHTHA popmyn B, McrakHuMo /Be HAjJUHTEPECAHTHHjE KJTace eKBUBAJICHITH]E
penanuje =. Jeana je xkiraca popmyse T Kojy duHe cBe (popMmysie ekBuBasieHTHE HOp-
mynu T. Jlakme, kiacy dopmyne T umne cBe Tayrosoruje. pyra kiaca je Kjaaca
dopmyne L, KIaca K0joj IPHUIAIajy CBe KOHTPAIUKITA]E.

ITokaxkumo caja HeKe BaXKHe 0COOMHE KOje MMajy eKBUBAJIEHTHE (DOPMYIIE.

JIEMA 1 (JIEMA O 3AMEHU EKBVBAJIEHATA)
(1) Akoje A< B,ongaje E A< -B.
(2) Ako je E A < B, oHpa 3a npoussosbHy dopmyny C' Baxu:
(A1) E(CANA)< (CAB) u (AN2) E(AANC) & (BAC),
(Vl) E(CVA)< (CVvB) u (V2) E(AVvC) & (BVO)
(=1) E(C=A4A)<(C=B) n (=22 FA=C)<(B=0),
(1) E(CeA) e (CeB) u (2 E(AeC)s (BeO).
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[JOKA3

U3 rayronoruje = A < B nobujamo ma cy dbopmyse A u B exBuba-
nenrne. Crora 3a cBaky sBauayauujy v Baxu: v(A) = v(B).
(1) TlorpebHO je moka3arTu Ja je 3a CBaKy BaJyalujy v BpeaHocT v(—A)
jennaka spenuocru v(—B). o gedununuju Basyanuje 3a CBaky Bajly-
aIyjy v UMaMO:

v(mA)=1-v(4) u v(-B)=1-v(B).
Kaxko 3a cBaky Banyanujy v Baxku v(A) = v(B), onna umamo:

v(mA) =1—-v(A) =1—-v(B) =v(—B).
Jobumu cMO Ja 3a CBAaKy BaJIyalldjy ¥ BayKH:
v(=A) = v(—B).
Jakige, dopmyne —A u =B cy eKBUBAJEHTHE, Tj. BaXKU:
E-A< -B.

(2) Jokazahemo menose (Al) u (1), Henosu (A2), (V1), (V2), (=1)
u (=2) ce gokasyjy anansorao xao geo (Al), a geo (<2) kao zeo (<1).
Heka je C npousBospua dopmyiia.

(Al) ITo nedununuju Basyauuje 3a cBaky BaJlyalyjy U UMaMO:
v(C A A)=min(v(C),v(A)) u v(CAB)=min(v(C),v(B)).
[Tomrro 3a cBaky Basyanujy v Baxu v(A) = v(B), onga nobujamo:

v(C A A) =min(v(C),v(A)) = min(v(C),v(B)) = v(C A B).
Hakie, 3a cBaky Baiyanujy Baxku: v(C A A) = v(C A B). Crora cy
dopmyne C AN A u C A\ B eKBUBAJICHTHE, Tj. BaXKWU:

E(CANA)< (CAB).

(1) Cse Basyanuje MOXKeMO MOJEIUTH Y JBE CKynuHE. Y jEeIJHO] CY
Basyanuje v 3a koje cy speanocru v(A)=v(B) u v(C) jenuake, a y npy-
roj cy Basmyamuje v 3a Koje cy speanocru v(A)=v(B) u v(C) pasnmanre.
3a Bamyammje v 3a xoje cy Bpenuoctu v(A) = v(B) u v(C) jennake, mo
nedUHUIMjN Baslyanyje IMaMo:

vCesA)=1 n v(C<«&B)=1.
3a Bamyammje v 3a koje cy spexnoctu v(A) = v(B) u v(C) pasnuuure,
110 AedpuHUIEjr BaTyalnje UMaMo:

v(C&sA)=0 nu v(C<«<B)=0.
Haxke, y oba ciaydaja cMo 100wmu:

v(C & A) =v(C & B),

a 3aK/by4yjeMo za Cy 3a CBaky Bajyaimjy v Bpeasocru v(C < A) u
v(C < B) jennake, Tj. BaxKu:

E(Ce A< (C< B). o

Cana hemo dopmynucaru BeoMa BaykKHY TEOPEMY, TEOPEMY O 3aMEHU €KBUBAJIEHATA,
KOja HajjacHUje MOKa3yje BaXKHOCT €KBUBAJEHTHAX (DOPMYJIa Y MOCTYIKY 3aMEHE.




2.2. CEMAHTUKA NCKA3HE JIOTUKE 99

TEOPEMA 1 (TEOPEMA O 3AMEHW EKBVIBAJTEHATA)
3a npoussosshe popmyne C, D u F' 1 HEKO MCKA3HO CIIOBO P BaXKu:

ako je = C' < D, oHpa je |= F{ < F.

IIpe mero mro mokaxkemMo TEOPEMY O 3AMEHU EKBMBAJIEHATA, TIOTJIeTajMO TIITQ
naMm oHa maje. Mmamo dopmyny F', HEKO mCKa3HO CJIOBO p U MehyCOOHO eKBHBa-
sgearHe dopmysie C u D. On dopmyie F' yHudOpMHOM 3aMEHOM MCKA3HOL CIOBA, P
dbopmynom C gobujamo Gopmyiny FE u ynudopmuom 3amenom ucror ciaosa p hop-
myiom D pobujamo dopmyiry FP. Iluramo ce: y kakBoj cy Besu dopmyae Ff u Fp?
Ha ocnoBy TEOPEME O 3AMEHUW EKBVBAJIEHATA UMaMO I Cy T€ JiBe (bopMyJIe €K~
BuBaJsienTHe. /Ipyraumje pedeno, ekBubaseHTHOCT popmyna C u D ce yaudopMHOM
3aMeHOM upenesa na popmyne FE u FJ.

OJOKA3 TEOPEME O 3AMEHW EKBVBAJIEHATA

ITocmarpajmo npousBosmbny dbopmyny F. Teopemy hemo nokazaru uH-
JYKIHjOM 110 OpOjy OMHAPHMX JIOTMYKUX Be3HUKA y dopmymn F.

Baza unaykumje, F' uma 0 OunapHux Be3HUKA, Tj. F' je wam | wiam HEKO
HCKA3HO CJIOBO.

Axo je F dopmyna L, onpaje Fh = 17 = L u FP = 11 = 1, nasaxun
= Ff < F}.

Axo je F UCKa3HO CJIOBO ¢ pa3jiuduTo Of p, oHua je FE = ¢f, = q u
FP = ¢}, = ¢q. Hakne, bopmyna FY < FP je tayronoruja ¢ < ¢, na
Baxu = FY < FJ.

Axo je F Gaw ucka3HO CJIOBO p, Taja umamo ja je Ff = pl. = C u
F? = p% = D. Kako Baxu = C < D, 10 3naun na Baxu: = Fl < FJ.

Wuaaykiujcka mpeTmocTaBKa: TeopeMa BaxKu 3a cBaky dopmyiry F' Koja
WMa, Mabe O/ N OMHAPHUX JIOTUIKAX BE3HUKA.

JlokazkuMo 11a TeopeMa BaKM U 3a (opMyily Koja MMa 1 BE3HHKA.
[Tocmarpajmo dopmyny F' koja nma n Ounapuux Besnunka. Popmymna F

MOXKE UMATH jemaH of ciaeaehux obmka:
AN B, AV B i A= B.

Bes o63upa Ha TO KOju O TpU HaABemeHA 00suKa uMa gopmyna F mene
norgopmysie A u B umajy 6ap jenan BesHuk marbe oz gopmyse F, na
3a HUX BaXKU UHJYKIMjCKA IIPETIOCTABKA, Tj. UMaMO TayTOJIOIUje:

EAL < AY, u =B e Bb.

< IIperunocrasumo ga je dpopmyna F obiauka A A B.
Ha ocnoBy nedbunnnuje dyukiuje yuudopMue 3amMene nMamo:

F? je dopmyna A7, ABY, u FP je dopmyna A}, A BY,.

Ba rayrosorujy = By, < B, u bopmyny AY. Baxu neo (Al) NEME O
3AMEHWV EKBVIBAJIEHATA:

= (AL A BY) & (A% A BY),
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ua cy dopmyine AL A Bl u A%, A BY, exsusanenrne. Hcro rako, 3a
rayronorujy = AY, < A} n dopmyny BY, Baxu meo (A2) JIEME O
3AMEHW EKBVIBAJIEHATA:

= (A2 A BY) & (45 A BY),
ua cy dopmyne A7, A BY u A7) A BY) exsusanentne. Ha ocnosy rpausu-
TUBHOCTHU penanuje = u3 eksusasenrnocru Gpopmyna ALABY u AL, ABY,
u exsusasienraoctu dopmyna A%, A BY, u A7 A BY, nobujamo exsusa-
nerrnoct Gopmyna AL, A BY u AV, A\ BY,.
Jakiie, umamo rayrosorujy = (ALABE) < (A7 ABY), tj. rayrosnorujy
= Ff < F}.

< IlpermocraBumo 1a je dpopmyna F obauka AV B.
Ha ocuoBy nedununuje pynknuje yaudopMHae 3aMeHe IMAMO:

F? je dopmyna AL,V B, u  Fp je dopmyna A}, v BY,.

Ba rayrosorujy = By, < B, u bopmyny AY. Baxu neo (V1) NEME O
3AMEHWV EKBVIBAJIEHATA:

= (A¢ vV Be) < (A¢ v Bp),
ua cy dopmyne AV, V BY u AY, V BY, exBuBasenrre. 3a TayTONOIHjy
= A7, < AY) u dopmyny BY, Baxu geo (V2) JIEME O 3AMEHUN EKBU-
BAJIEHATA:

= (42, v BY) & (41 v BY),
ua cy dhopmyae A%V BY, u AV v BY, exsupasenrue. Ha ocaoBy rpansu-
THBHOCTHU Penanuje = u3 eksusasenrnocru Gpopmyna A7V B, u AL,V BY,
u exsusasenrnocru gopmyna ALV B}, u A}V BY, nobujamo exsusa-
nerrnoct Gopmyna AL,V BY, u AL, v BY,.
akie, umamo rayrosorujy = (A% VBE,) < (A, VBY), tj. rayronorujy
= FL e Fp.

< IlpermocraBumo 1a je dpopmyna F obauka A = B.

Ha ocnoBy nedbwunnnuje dyukiuje yuudopMue 3amMene nMamo:
F? je dopmyna A7, = BY u  F} je dopmyna AY, = BY.
3a rayronorujy = Bl < BY, u dopmyny AY, Baxu geo (=1) NIEME O
3AMEHW EKBVIBAJIEHATA:
P P p p

= (A¢ = Be) < (A¢ = Bp),
na cy ¢opmyne A7, = B u A7, = BY, exsusanenrse. lcro Tako
3a rayrosorujy = AY, < AY, u dopmyny BY, Baxu neo (=2) JIEME O
3AMEHWV EKBVIBAJIEHATA:

= (AZ = Bp) < (A, = Bp),
na cy dopmyne A7, = BY, u A}, = BY, exsusanenrne. Ha ocuoBy
TPAH3UTUBHOCTH pejauuje = u3 eksusasnenrnocru dpopmyna A7, = BY,
u A?, = BY, u exsusanenrnocru dopmyra A7, = BY, u A}, = BY
nobujamo ekBuBaseHTHOCT dopmyne A?, = BY, u dopmyre A}, = BY).
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Jakie, umamo rayrouorujy = (A7 = BL) < (A, = BY), 1j. tay-
ronorujy = F& < FP.

Hoka3zapmm 1a ocobuHa BaxKu 3a CBaky ¢dopmyny F' ca n OunapHux
BE3HWKA, MU CMO [TOKA3aJId Ja BAXKU HHIYKIMjCKH KOPAK, Ha 3aKJby-
gyjeMo Ja 3a npou3BosbHy dbopmyiy F' (1j. dbopmyiy ca mpou3BO/bHUM
6pojem n OMHAPHUX BE3HUKA) M UCKA3HO CyioBO p u3 = C' & D cnenn
= Ff < F}.

¢

Ilocsie mokasza TEOPEME O 3AMEHU EKBVMBAJIEHATA HAaBOAWMO jeIaH TUIIATIAH
IpuMep IpUMEeHe Te TeopeMe.

Mpumep 6  Ilocmarpajmo dopmyny F':
(r=@®EAT))=(qV(=(pAT)),

weny nordopmyiy p A T u 0] ekBuBajsenTHy Gopmyay p (Ha OCHOBY
rayrosoruje (1) (p A T) < p u3 omemka 2.2.1). Ilpumernmo na ce
nordopmyna pA T jaBpa asa myTta y dpopmysau F, Tj. uma 1Ba jaB/bama
y dopmymu F. Camo jenno jaBpame mordopmyrte pAT y F', mpBo ¢ jeBa,
3aMemyjeMO 0] eKBUBAJCHTHOM (DOpMYJIOM p u m1obujamo dhopmyay Fi:
(r=p) = (¢gV(~(pAT)). Pacyhyjemo oBako: dbopmyie p AT u p cy
€KBHUBAJICHTHE, I1a Ha OCHOBY TEOPEME O 3AMEHIW EKBUBAJIEHATA

dbopmyne F u (r = p) = (¢V (=(pAT))) cy exBusasenrue,

1j. dopmyna F < ((r = p) = (¢V (=(pAT)))) je rayrosnoruja.

CimvHo 3aKJbyunBarbe fie ce 4ecTo 10jaB/bUBATH y HAIEM JAJbeM M3Jia-
ramy ¥ Taja HeheMo yJIa3uTh y 1eTajbHO O0jalllbaBathe U OlPABIABAIHE
TOor 3aKkspyduBama. Opie hieMo ananusupary u JerasbHUje ONPABIATH
0BaKBO 3akJbyumBambe. Illta cmo mu y crBapu ypaauwiun? Kopucrehu
ekBuUBaJIECHTHOCT dopmyaa p A T u p, jeano jaBpame popmyne p A T y
dopmynu F' cmo 3amenunu dpopmymom p. TBpammo ga Ha OCHOBY TEO-
PEME O 3AMEHWN EKBVBAJIEHATA MOXKE€MO 3aKJbyIUTH Ja je TaKO J100U-
jena dopmyna, bopmyna Fy = (r = p) = (¢V(—(pAT))), ekBuBanenTHa
dopmynu F. WNza 3amene nordopmyne p A T dopmyine F 10j eKBUBa-
JIeHTHOM (DOPMYJIOM P CTOjH, KAKO CMO je 3BaJjiu, IPEeTXOMHIIA (DOPMYJIIa
F u Iy, dopmyna
(r=s)<(qV(=(pAT))

y K0joj je jaBpame nordopmyse p A T Koje xohemo /1a 3aMEeHEMO ,,HA3-
BaHO” MOCEOHMM MCKA3HUM CJIOBOM S. Jlakiie, MU y CTBapH IIOCMATPaMO
dbopmyny (r = s) & (¢V (=(p A T))), BEHO UCKA3HO CIOBO S U Tay-
rosiorujy = (p A T) < p, na Ha ocHOBY TEOPEME O 3AMEHV EKBUBAJIE-
HATA 1obujamo:

Flr=3s=@VE@AT))pur e (r=35)=(qV(=(pAT))),
1j. nobujamo:

FEs((r=p=(@V@AT))).
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Hakue, mam 3aksbyqak fa cy dopmyne F u (r = p) = (qV (=(p A T)))
€KBUBAJIEHTHE je MCIPAaBaH U jecre 3aCHOBaH Ha TEOPEMW O 3AMEHM
EKBVBAJIEHATA.

Y uzsaramy Koje cieam My hemMo y ciaydajeBUMa Kao INTO je OBaj OIHMCAH Y
Mpumepy 6 roBoputu o mpumenu TEOPEME O 3AMEHV EKBVBAJIEHATA, a y cTBapu
To he 6uTn npuMmena cieaehe meHe MOCTeTuIE.

NOCNEANUA 1 (NOCNEANUA TEOPEME O 3AMEHIW EKBVBAJIEHATA)
Heka je F' npoussosbHa dopmyna, a dpopmyna A jegHa rbeHa notcopmyna. Ako ce y
dopmynn F' Heka jaBsbarba notopmysie A 3ameHe HeKOM hopMysioMm B eKBMBANEHTHOM
dopmynn A, pobuja ce dopmyna Fi koja je ekBusaneHtHa dbopmynu F, 1j. Baxu:

': F < Fi.

Kako ce ocobuna u3 NMOCNEANLE 1 mgobuja u3 TEOPEME O 3AMEHU EKBUBAJIE-
HATA, onucano je y [lpumepy 6 3a koukperny dopmymay F'.

2.2.3 Metroaa uunihema

OnMax Ha MOYETKY O/e/bKa IMPEJICTABHMO METOY YWINerha Ha jeJHOM jeIHOC-
TaBHOM MIPUMEDPY.

Mpumep 7 Meromom unmhiema ucnmrajmo na au je popmyna (pVq) = p
tayronoruja. Meroga gumhema je cmenehn nmocrymak. Ilomasumo of
dbopwmyne (pV q) = p, Gupamo jeqHO UCKA3HO CIOBO KOje Ce MOjaBibyje y
T0j dpopmysu, HA TpUMEp p, mpaBuMo ciaenehe dopmyie:

(pVve)=pir=(TVvey=T u (pve=pi=(LVey=>L
n pOopMHPAMO JIPBO:

(pVvaq) =p

\

(Tvg=>T (Lvg =1

VY mapemnom kopaky nocmarpamo dopmyny (T V g) = T u dopmymy
(LV¢) = L u oner Gupamo HEKO UCKa3HO €J10BO TuX dopmyna. Oue
MMajy CaMo jeIHO MCKA3HO CJI0BO, CJIOBO ¢, TIa MOYKEMO n3adpaT jeInHO
TO UCKa3HO cjioBo. CBaka oz Tux dopmysa ce rpana Ha JgBe GOpMyIe
TaKBe /I3 je y je/IHOj ¢ 3aMemeHo ca |, a y Apyroj je g 3aMemeHo ca L
u 100MjaMo JIPBO:
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(pVvVaq)=p

////

TVvg =T (Lvg =1
(TvT)=T (TvL)=T (LvT)=1 (Lvl)=_1

Ha siucroBuma oBor apsera m00maun cMO POpPMyTe y KOjuMaA HEMA UCKA3-
HUX CJIOBA. Y IOCJeImheM KOPaKy CBaKy o THX (opMyIia IIOBe3yjeMo ca
0] eKBUBaJIeHTHOM (dopMysoM, jearom ox dopmyna L wmm T. Pesyr-
TaT TOr MOCTYIKA je JApPBO:

(pVvaq) =p
/ \
(Tvg =T (Lvg) =L
PN PN

OBUM KOPAKOM IOCTYIAK IIPABJbEIHA JAPBETA j& 3aBPIIEH U CaJ1a HOCMa-
TPaMo JINCTOBE OBOr japBera. /la cMo Ha cBuUM JucTOBUMA 100U POP-
Myay T, 3akspydmin 6ucmo 1a je mamra nonasaa dbopmyaa (pVgq) = p
tayrosoruja. Mehyrum, Ha jeaHom smcry je dopmyna L, ma 3akspydy-
jemo ma dopmyna (pV ¢) = p Huje TayTOJIOrH]a.

Kako merosa uumhermwa usriena 3a upoussosbny gopmyny F?7  ITlosaszumo on
dopmyne F', bupaMo jeaHO MCKa3HO CJIOBO KOje Ce IojaBibyje y TOj hopMmy/in, Ha
LpUMED P, U BPLUKMO IpaHabe ox dopmyie F (kao y Mpumepy 7), 1j. upasumo dop-
Myiny FT (rako mro y dopmynn F cBako jaBibame HCKA3HOD CJIOBA P 3aMEHYjeMO
bopmynom T) u dopmyny F} (rako mro y dopmyan F cBako jaBibarbe HCKA3HOL
csioBa p 3amemyjemo Gopmysom L). Barum 6upamo cienehe uckasno cioso ¢Gop-
mysne F, na npumep ¢, u BpumMo rpasame csake og dopmyna FY u FY 1j. ko-
pucrehu Gopmyny FF upasumo dopmyne (FP)L u (FF)9, a xopucrehu dopmyry
F? npasumo dopmyne (F7)%4 u (F7)%. Ilocrymak macraBbaMo u360poM HOBOL
HCKa3HOT cj10Ba (opmyne F (pasauauror oz p u ) u rpanamem dopmyna (F7)%,
(FY4, (F7)% u (FV)? . Tpadudku 10 MOXKEMO Ja NpPEACTaBUMO cieaehum apse-
TOM:

F
/ \

7 7
VRN VRN
(FP)r  (FR)L (FDT (FD)L
/ / N\ / N\ \

\

IMocrynak rpanamwa ce 3aBpluasa kaja ce (upuMerbyjyhin 3amMene uckasuux cioba
dopmynama T u L) nobujy dopmyie y Kojuma HeMa UCKa3HUX CIoBa. llocientmu
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KOPAaK je 3 HAIIPABUMO JIUCTOBE, Tj. /14 CBAKY O/ TUX (POPMYJia IIOBEKEMO CA OHOM
on, dopmyna T mim L KOjoj je Ta dpopmyrta ekBuBajgeHTHA. JlaKie, HA JTUCTOBHEMA
JpBeTa Koje m00ujaMo OIMMCAHUM ITOCTYIIKOM MOTY Ce HaJa3uTu caMmo (opmymne T
u L. Ilomcernmo ce ma TOM METOIOM HWCHHUTYjeMO 11a Jiu je Heka (opwmyna F', koja
HaM je Jara, TayTOoJOTHja. 3aT0 Ka/la HAIIPABUMO OBAKBO JAPBO, OHIA Y 3aBUCHOCTHU
of, Tora Koje dopmysie ce HaJga3e HA IHErOBUM JIKCTOBAMA, 3aKJbydyjeMO [ JIA je
nostazna (opmysia F' rayronoruja wim zuje. AKO ce Ha CBUM JIMCTOBUMA HAJIA3H
dopmysa T, orza je nosasna ¢popmysa F rayrosioruja. AKo ce Ha CBUM JIMCTOBUMA
nasasu dopmyaa L, orma je dopmyna F KoHTpaaukiuja. AKO ce Ha JIMCTOBUMA
mojaBsbyjy 00e dopmyse u T u L, onga ta dhopmynia HEje HE TayTOJOTHjd HA KOH-
TPAJUKITA]A.

IIpe HErO MITO MOKAKEMO /2 je OBAKBO 3aK/by IMBAIHE UCIIPABHO, IIOIJIEAAJMO jOIII
JIBA JeITHOCTABHA IIPUMEPA.

Mpumep 8  Ilokaxumo ga je dopmyna p < p Tayrojoruja. ¥ TOj
dopmynu mojaBsbyje ce caMoO UCKA3HO CJIOBO P, 3aTO TpaBuMO (hOpMyIIe
pepht=TeTupep ) =L L

p<=p

T

T T 1l 1L

VY oBowm jeanocraBHOM IpuMepy Beli CMO IPBUM KOPAKOM I'DAHAbA 10-
Oounu ¢opmyne y KojuMa HeMmMa HMCKa3HuUX cjoBa. lIpeocraje mam 1a
HAIIPaBUMO JTUCTOBE, Tj. (opmynay T < T moOBeRKEMO Ca HOj eKBUBA-
seataoM opmymom T u ucro Tako dopmyny | < | moBexemo ca mOj
€KBHUBAJIEHTHOM (POpPMYJIOM | :

p<=p

T

T T 1l 1L

T T

Ha cBum siucroBuma cmo a06umm popmyny T 1 3aK/bydyjemMo aa je ¢pop-
MyJa p < P TayTOJIOTH)a.

Mpumep 9  Tlokaxkumo ma je dpopmyna p A —p KoHTpaauknuja. Kao u
y TPEeTXOIHOM MPUMEPY HCKa3HO CJIOBO P 3aMermbyjemMo dbopMmyrama | u
1 u mobujamo apBo:

pA TP

TAST 1A=L
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Ha cBum simcroBuma cmo a06umm popmyny | u 3akspydyjemo aa je ¢pop-
MyJ1a P A TP KOHTPAUKIHI]a.

Ilocse oBUX jeTHOCTABHUX MTpUMeEpPA TOTJIEIAjMO Ha Y€MY Ce 3aCHUBA METOA TH-
mhema. [logaszumo o Heke dpopmyre F' u mOKa3aHUM ITOCTYITKOM ITPABUMO JIPBO HA
YUjUM JIUCTOBMMA MOTY Outw camo L myam T. AKO CMO Ha CBUM JIMHCTOBHMA, JOOUIIH
dopmysne T, Mu TBpAEMO 12 je moJiadHa (popmysia tayronoruja. 1o 3ak/byduBame
oupasuasamo ciaegehum cBojersom 3a upoussossny dopmyiy E (koje hiemo y6p3o
Jokasarn): dopmyna E je tayromornja ako m camo ako cy dopmymre ET u E’
tTayrosioruje. Jlakiie, ako Cy Ha JHCTOBAMA TOI' JIpBETA TAyTOJIOTHje |, MOYUIHEMO
ma ce on juctoBa Bpahamo ka mHammoj mosasuoj dopmynu F. Y CBaKOM KOPaKy
Bpahama Mz IpenasuMo ca Hekux ¢popmyna Bt u B ma dopmyny F 1 KOPHCTIMO
0Baj Jeo IOMeHyTOr' cBojcrBa: ako cy dopmyne BT u E rtayrosoruje, onga je u
dopmysa E tayrosoruja. ¥ mocse/meM KOpaky Bpahiama KOPUCTUMO TO CBOjCTBO
u npenasuMo ca Tayromoruja F¥ u F) na dopumyry F u 3akibydyjeMo Ja je Halua
nosiazua dpopmyna F rayrosoruja.

Jla MOMeHyTO CBOjCTBO BayK! TBPAW HApPETHA TeOpeMa.

TEOPEMA 2
®opmyna F je Taytonoruja ako u camo ako cy dopmyne F¥ n FY taytonoruje.

IIpe HEro mToO MOKAKEMO OBY TEOpeMYy TMOTJIeAajMO jeJaH MpUMep.

Mpumep 10  Ilocmarpajuo dopmyny F u3 Mpumepa 2, dopmyay
(pA(p=q)) = q. 3a 6uno kojy Bamyamujy v Bpeanoct v(F) pagyramo
Ha caegehn HavynH:
v(F) = maz(l —v(pA(p = q)),v(q))

= maz(1 —min(v(p),v(p = q)), v(q))

= maz(1l —min(v(p), maz(l —v(p),v(q))), v(q)).
A canma mornemajmo dopmyiie

FP=(TAN(T=q)=q u F{=(LA(L=9q)=q

Ba 6uno kojy Bauyauujy v speasocr v(FY) padymamo Ha ucTH HauHH
kao v(F') camo tmro ymecro v(p) crasmamo v(T):
v(FY) = maz(1 — min(v(T),max(1 —v(T),v(q))), v(q)).
Ucro tako, Bpeanoct v(FY]) pauynamo ma ucru Hauut kao v(F) camo
mro ymecro v(p) crasmpamo v(L):
v(F7) = maz(1 — min(v(L), max(l —v(L),v(q))),v(q)).
Hamr npBu 3amaTak je 1a 3a npou3BOJbHY Basyalujy v kopucrehu dpopmy-
ay F, onpenumo v(FF) u v(FY). Axo xohemo xa oapemumo v(FY), onza
y3UMaMO IIPOU3BOJbHY BAJIyaldjy U1 Ca OCOOMHOM JIa C€ HOM HCKA3HO

caoBo p cmka y 1, tj. vi(p) = 1 = v(T), a HA OCTANTUM HMCKA3HUM
caosuma dhopmyse F' Ta BagLyanuja ce MOKJIANa Ca v. ¥ HAIEeM IIPUMepy
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dopmyna F ocuMm p uMma joIn caMO HCKA3HO CJIOBO ¢, A Y3UMAaMO BaJIy-
anujy v 3a kojy je v1(p) = 1 u v1(q) = v(q) u nobujamo:
v(F7) = maz (1l — min(v(T), maz(l —v(T),v(q))), v(q))

= maz(1 — min(vy(p), maz(l — v1(p),v1(q))),v1(q)) = v1(F).
p
Amnasiorno Tome, ka3 padynamo speanoct v(F) moxemo ysern mpon-
3BOJbHY BaJIyamyjy vs ca ocobmnoM Ja p cimka y 0, a Ha ocrasum
HCKa3HUM CJIOBUMa C€ IIOKJIAlla Ca UV U 3a Iby BazKH:

U(Fﬁ) = UQ(F).

Jpyru 3anarax je ma 3a HeKy Basyanujy v uspadynamo speasoct v(F),
kopucrehu speanocru v(FY) n v(FYV). Baxua je Bpeasocr ciosa p Tom
Basyanujom v. Ako je v(p) = 1, ouza je v(p) = v(T) u umamo:

v(F) = maz(1 — min(v(p), maz(1 —v(p),v(q))),v(q))

= maz(1 — min(v(T),maz(1 —v(T),v(q))),v(q)) = v(FL).
A ako je U( ) =0, ouza je v(p) = v(L) u umamo:
(
(

v(F) = max(1 — min(v(p), maz(1 - v(p), v(q))), v(q))
= maz(1 —min(v(L), maz(l —v(L),v(q))),v(q)) = v(F7}).

Ocobuna kojy cmo nokaszasu y Mpumepy 10 Baxku u y ommirem ciay4ajy. Ilocma-
TPaMO MMPOU3BOJHHY Bastyarujy v u ¢popmyiry F y K0joj ce OCEM HCKA3HOT CJIOBa, P
[I0jaBJ/byjy jOII M MCKA3HA CJIOBA D1, ..., Pn, [J€ OPOj THX CJIOBA MOXKE OUTH U HYJIA.
Ako je v, Bamyammja TakBa na caoBo p ciuka y 1, Tj. v1(p) = 1, a Ha cBUM oC-
TaJMM MCKa3HuM cj10BuMa dopmyse F (ako Ta clioBa 10CTOj€), UCKA3HUM CJIOBUMA
D1,e-,Pn, CE TOKJIAIA, Ca BaJyaljoM v, Tj. v1(p;) = v(p;), 1 < i < n, onma umamo:

v(FP) = v (F).
Ako je vy Baslyanmja TakBa Ja MCKa3HO CJOBO p ciuka y 0, vj. ve(p) = 0, a Ha
CBMM OCTaJIUM MCKa3HuM cjoBuMa (opmyse F (ako Ta coBa HOCTOje), UCKA3HUM
CJIOBUMA D1, ..., Dn, C€ HNOKJANIA Ca BaIyaujom v, Tj. v2(p;) = v(pi), 1 < i < n,
OH/I3 MMAaMO:
v(FY) = va(F).
C apyre crpane, 3a NPOU3BOJbHY BaJLyalyjy ¥ BPEJHOCT U
ako je v(p) =1, ouga je v(F) = o(
ako je v(p) =0, ouga je v(F) = v(F
Kopucrehu oBa cBojcTBa, m0KakuM0 TEOPEMY 2.

) padyHaMO OBAKO:

?

(F
F7);
7).

JOKA3 TEOPEME 2

Hexka ce y dpopmynu F ocuM HCKA3HOT CJ0BA P jaB/bajy W UCKA3HA CJI0BA,
D1se-es Dn, TA€ OPOj THX CJIOBA MOXKE OUTH U HYJIA.

JHoka3 nena: Ako je F tayromoruja, ouga cy u F¥ u F} rayrosoruje.
Axo 3a npoussospiy Bastyanujy v:F — {0, 1} nokaxemo na je v(F7) =1
u v(FY) =1 1o he 3naunru na cy re Gopmyse rayronoruje. Jokazxumo
na je v(F¥) = 1. Y3mumo Baixyauujy v1 KOja UCKA3HO CJIOBO P CJHKA Y
1, 1j. v1(p) = 1, a HA CBUM UCKA3HUM CJIOBUMA, P1,..., Pn (AKO Ta CIOBA
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nocroje) ce mokJamna ca Bamyanujom v, Tj. v1(p;) = v(p:), 1 < i < n.
Nmamo (kao y Mpumepy 10) na Baxu:

v(F%) = v1(F).
Qopwmyita F' je Tayromoruja, ma je u 3a BaJayallndjy v1 AICTUHATA, Tj. BaXKH
v1(F) = 1. Crora u3 v(F¥) = v1(F) u v1(F) = 1 nobujamo v(FF) = 1.
Jlaksie, MOKa3aIu CMO 13 3a MPOU3BOJbHY Basyanujy v Baxku v(FL) = 1.
To 3uaun ga je dopmyna FZ rayronoruja. (dokas xa je popmyna F7
TayTOJIOrHM]a je aHAJIOrAH OBOM JIOKA3y.)
Hokas nena: Ako cy F¥ u F rtayrosnoruje, onna je u F' rayronoruja.
Cse Bastyaligje MOKEMO Pa3BPCTATH HA OHE KOje HCKA3HO CJIOBO P CIUKAJY
y 1 u one Koje p cimkajy y 0.
< 3a cBaky BaJjIyalujy v KOjOM Ce HCKa3HO CJIOBO p ciauka y 1, 1j. v(p) =1
(xao y Mpumepy 10), Baxku:

v(F) =v(F).
®opmyna FY je rayronoruja, na umamo v(F?) = 1. I3 v(F) = v(F?) u
v(F%) =1 nobujamo v(F) = 1.
<3 3a cBaky Basyalmjy v KOjOM Ce HCKa3HO ¢10BO p camka y 0, j. v(p) = 0
(xao y Mpumepy 10), Baxu:

v(F) = v(F7).
®opmyna FY je rayromoruja, na umamo v(F7) = 1. U3 v(F) = v(F)) n
v(EFV) =1 nobujamo v(F) = 1.
Hakie, 3a cBaky Basyauujy v Baxku: v(F) = 1. Bakpydyjemo ga je
dopmyna F' Tayrosoruja.

TEOPEMA 3

Ako je p NponsBOSLHO NCKA3HO CnoBO Heke chopmyne F' un dpopmyna F' je Taytonoruja,
oHAa je 3a npoussosbHy dopmyny C n dpopmyna F{ taytonoruja.
NIOKA3

Axo 3a cBaky Baiyauujy v : F — {0,1} nokaxemo na je dbopmyna
ucruHuTa, Tj. 1a je v(FL) = 1, o he 3mauuTu ga je ta dopmyra ray-
rosoruja. Bpexuocr v(C) moxke 6uru nm 1 nim 0.

<1 Ako je v(C) = 1, onpa je v(C') = v(T), na umamo aa je v(FE) jennaxo
v(F%). @opmyna F je rayrosoruja, ua na ocuosy TEOPEME 2 u dbopmysa
FZ je rayronoruja, tj. v(FY) = 1. 13 Tora caeau aa je v(FE) = 1.

<2 Ako je v(C) = 0, onza je v(C) = v(L), ma umamo 1a je v(F) jennaxo
v(FV). Omner ma ocuoBy Tora wmro je dopmyna F rtayrosoruja Ko-
pucrelin TEOPEMY 2, noGujamo za je dopmyna F} rayromormja, ma je
oner v(Fg) = 1.

Hakune, nobunu cmo aa je Gopmyna FY ucrunura 3a CBaky Basyauujy
v, T 3aKJbydyjeMo aa je dopmymra Ff tayromoruja.
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OBOM TEOpeMOM CBaKa TayTOJIOTHja [IOCTaje, CJIMKOBATO PEYEHO, jeJIHA CXEeMa
34 [PABJHEEHE HOBUX TAYTOJIOIHMja TAKO JIa Y O] CBAKO MCKA3HO CJIOBO MOXKE buTh
3aMEHEHO IPOU3BO/BHOM MCKA3HOM (DOPMYJIOM U TOM 3aMEHOM Ce J00uja HOBa Tay-
tosoruja. Ha mpumep, Tayronoruja p = p u TEOPEMA 3 HaMm omoryhaBajy mpasibe-
we ciegehnx rayrosnoruja:

A= A, rue je p 3amemeHo ca A;

(A= C) = (A= C), rae je p 3amemeno ca A = C, u 1aK0 jasme.
HUcro Taxo, tayronoruja (pA(p = q)) = ¢, Ha ocHoBy TEOPEME 3, naje TayToIorujy:

(pA(p=q) =) =(AN(A=q)=q
Ta HOBa TayTOJOrHja HA OCHOBY HCTE TeOpeMe Jaje TayTOJIOrHjy:
(AN (A= q) = q)h = (AN (A= B)) = B.

[Ipumerumo ma je rayronoruja (AN (A = B)) = By crBapu dopmymna nobujena u3
rayrosnoruje (p A (p = q)) = ¢, Kama Cy 1Ba UCKa3HA CJIOBA P U ¢ 3aMEEHA PEeJOM
dbopmynama A u B, 1j. (AN (A= B)) = B je dopmyma ((pA(p=q)) = ¢)%)%.
To cBojcTBO je mpeacrasbeno caemgehom mocmeauiiom TEOPEME 3.

MOCNEANLA 2 (MOCNEANLA TEOPEME 3)
Axko je cdopmyna F' taytonorumja u pi,...,p, (n > 1) rbeHa nckasHa cnosa, oHja 3a
npoussosbHe opmyne C1, ..., Cy, n opmyna FE {7 je TayTonoruja.

Y HapemHWM MpPUMEPUMa TPUMEHHNEMO MeTOy YHIMhema HA HEKOJWKO, Ja WX
TaKO HA30BEMO, TO3HATUX TayTojoruja. IIpe Tora morsenajmo moHoBO GOpMYyITy U3
Mpumepa 7. Ha oBOM mpuMepy MOKaKMMO KAKO MOCTYIIaK 9uMINera, KOju CMO Beh
OIIKCAJIU, MOXKEMO CKpaTUTH, Kopucrehu tayrosioruje u3 coucka y ofaebky 2.2.1 u
TEOPEMY 3. Hakon npsor rpanama no6mmu cmo gopmyme (TVg) = T u (LVg) =1.
YMecTo 3 HACTABUMO I'DAHAFRE 3aMEHaMa MCKA3HOT CJIOBA, ¢ ca | u L, ypaamhemo
caezehe. Kopucrehu rayronorujy (9) (p = T) < T u tayronorujy (8) (LVp) & p,
Ha, OCHOBY TEOPEME 3, 100ujaMO peroM TayTOJIOTHjeE:

(p=T) e, =(TVvgyg=T)eT u (Lvpeph=(LVeeq
13 rayromoruje ((TVg) = T) & T ciuenu na je dopmyna (T V ¢) = T Ha J1€BOj
rpanu ekBuBaJsieHTHa hopmysm T . U3 rayrosoruje (LVq) < ¢, Ha ocHOBY TEOPEME
O 3AMEHV EKBUBAJEHATA, nobujamo na je dopmyna (L V ¢) = L Ha mecHoj rpanm
exBuBasienTHa Gopmynu ¢ = L. 3aro apeo npogyxasamo Tako mro (T Vq) = T
nosesyjemo ca T, a (LV¢g) = L cagq= 1. Ocraje mam jomr rpaname dhopmyJe
q = 1 u nobumjamo ApBO KOje je jemHocraBHUje o1 apsera u3 [lpumepa 7:

(pVg) =rp
(Tvg =T (Lvg =1
|
T q= 1
/ \
T:|>J_ J_:|>J_
1 T

1 y cBuM HapeanuM IpUMEpPUMa, HIPU IpPeaacKy ca popMmysie y jeJHOM YBOPY
(mperxoauuKy) Ha (GOPMYJy Y HEKOM HErOBOM HACAeIHUKY, ypajuliemo ciezelie:
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meke nordopmyse Gopmysie U3 MPETXOJHUKA 3aMEbYjeMO HbUMA €KBUBAJIEHTHUM
dopmynama u mobujamo popmyry y HacaeaHuKY. EKBHBAJIEHTHOCT CBAKE T€ ITOT-
dopmyie u ore (popmyIIe KOjOM je 3aMembyjeMO OIPABIAHO je HEKOM Ol TayTOJIOrhja,
Hajuenihe OHUX HaBedeHUX y Ozfe/bKy 2.2.1 (Hekas u TEOPEMOM 3 4ujy HpUMEHY
uehemo ucrunaru). Popmysia y HaCAEIHUKY, KOja je pe3yJITaT TUX 3aMeHa, eKBUBA-
JIeHTHA je (POPMY/TH ¥ IMPETXOJHUKY Ha OCHOBY TEOPEME O 3AMEHU EKBVIBAJIEHATA.
Kana 6yzemo 3a HEKO APBO ca aBe rpaHe I'OBOPHUJIM O JI€BOj W JIECHOj I'DAHU TOT
apsera 1o he ce OJHOCATH HA JIEBY U JIECHY I'DAHY O KOPEHA JI0 JIUCTA TOI' JPBETa.

Mpumep 11 e Mopranos 3akou: (—(pV q)) < (—p A —q).
[IpaBumo gpBO:
(=(pVvg) e (-pA—q)

(=(TVva) e (=TA-q) (=(Lvag)e(=La-g)
T e (LAr-q) (ﬁq)ﬁl(TAﬂq)
Lol nge g
¢ |

[IpBum rpanamem namnpasusiu cMo hOpMyie:

(-pva) & (pA-)r = (=(TVeg) e (=T A-g)
(=(pVa) e (pA-)] = (=(LVg) e (-LAq).
Heraspao hemo 06pa3/I0KATH KAKO CMO HAIIPABUJIA OCTAJIE IBOPOBE JIEBE
rpane osor apsera. ([IpaBsbeme mwerose jecHe rpane u rpasa y Hapej-

HUM npuMepuma Helie GuTu Tako JeTa/bHO 06PA3JI0KEHO. )

[Ipeu kopak: u3 (—(TVq)) & (=T A—q) nobujame (- T) < (LA—g). Ha
ocuoBy Tayrosioruje (6) u TEOPEME 3 dopmyna T V ¢ je eKBUBaJEHTHA,
dopmynu T, ma je Ha ocaoBy TEOPEME O 3AMEHV EKBVBAJIEHATA dop-
myna (-(T V q)) & (=T A —q) ekBuBanentna (—T) < (=T A —~q). Ha
ocHoBy TayroJoruje (17) dopmyna —T je ekBuBaseHTHa L, na je Ha OC-
HOBY TEOPEME O 3AMEHW EKBUBAJIEHATA dopmyia (- T) < (=T A —q)
ekBuBasienTHa dopmynu (- T) < (L A —q).

Hpyru kopak: u3 usopa (—71) < (L A —¢) mobujame usopa L < L.
Ha ocuosy rayrosoruje (17) dopmyna =T je ekBupasienrna L, ua je na
OCHOBY TEOPEME O 3AMEHV EKBUBAJIEHATA dopmyna (—T) < (L A—q)
ekBuBasienTHa (opmymn L < (L A —¢). Ha ocHoBy tayrosnoruje (4)
u TEOPEME 3 dopmyna L A =g je ekBuBajenTHa dbopmyiau L, ma je HA
ocrnoBy TEOPEME O 3AMEHV EKBMBAJIEHATA dopmyna | < (L A —q)
ekBuBaJsienTHa popmynu L & L.

Tpehu kopak: u3 usopa 1 < 1 nobujame sucra T. Ha ocuoBy ray-
tosoruje u3 [pumepa 8 u TEOPEME 3 dopmysna L < | je eKkBUBaJEHTHA
dopmynn T.

VY [1eCHOj rpaHy OBOT JIpBETAa KOPUCTHIIA CMO PEJIOM, IO KOPAIMMa, Tay-
rosoruje: (8) n (18); (2); u3 Mpumepa 8.



70 I'/IABA 2. ICKA3HA JIOTUKA

Mpumep 12 Te Mopranos 3akon: (=(p A q)) < (—pV —q).
[IpaBumo gpBO:

(=(er@) = (-pV—4q)

(T Ag) e (=TV-q) (=(LAg) e (-Lv-q)
(9 (LVv-9g) (ﬁl)ﬁl(TVﬁq)
“ge g T(LT
| I

VY J1eBOj rpaHd OBOI JIpBeTa KOPUCTHJIM CMO PEIOM, [0 KOPALUMa, Tay-
rosioruje: (2) u (17); (8); u3 Mpumepa 8, a y mErosoj JeCHO] rpaHu
KODHCTHJIH CMO DeJIOM, 1o Koparuma, Tayrosoruje: (4) u (18); (18) u

(6); (13).

Mpumep 13  Bakon 3amene ummukaimje: (p = q) < (—pV q).
[IpaBumo gpBO:

=g (-pVva

(T= 9TV (L= g e (LVag
qe(Lvag T@(lTV a)
e q TLT
4 I

VY J1eBOj rpaHu OBOL JpBETa KOPUCTUIIA CMO PEIOM, O KOPAaLUMa, Tay-
rosoruje: (10) u (17); (8); us Mpumepa 8, a y beroBoj JECHO] IrpaHu
KODUCTH/IM CMO PEJIOM, 110 Kopamuma, rayrojoruje: (12) u (18); (6);
(13).

Mpumep 14  Baxou aBojHe Heranuje: (——p) < p.
[IpaBumo mpBO:

(c-pep
(T eT (- el
-LeT (—\T)|<:> L
rds Lo

VY J1eBOj rpanu OBOI' IPBETA KOPUCTHJIM CMO PEIOM, 110 KOPaluMa, Tay-

rosoruje: (17); (18); (13), a y werosoj AeCHO] I'paHu KOPUCTUIIA CMO
penoM, no Kopanuma, rayrosoruje: (18); (17); usz Mpumepa 8.
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Mpumep 15  Bakon xonrpanosuumje: (p = q) < (g = —p).
[IpaBumo gpBO:
=9 =(Egqg=-p

(T= 9 & (-g=-T) L= ge(-g=-1)
q@(ﬂ|q:>i) Te(-e=T)
g g TeT
! ]

VY J1eBOj rpaHu OBOL' JpBETa KOPUCTUIIA CMO PEIOM, O KOPAaLUMa, Tay-
rosoruje: (10) u (17); (11); u3 Mpumepa 14. Y necuoj rpanu apsera
KODUCTH/IM CMO PEJIOM, 110 Kopauuma, rayrojoruje: (12) u (18); (9);

(13).

Mpumep 16  3akon aucTpubyTUBOCTH V y OJHOCY HA A:
(prg)Vvr)e ((pVr)AlgVr)).

[IpaBumo gpBO:

(A @V )= ((pVvr)A(gV T)

(A @V T)e((pVv T)A(gV T))

T &
T

T

(pA @V J—)©(|(pv Lyn(gv 1))

PN @)= (@A q)

<~
I

VY J1eBoj TpaHu OBOI' IpBETa KOPUCTUJIM CMO PEIOM, IO KOpaluMa, Tay-
rosoruje: (5) u (1); (13); a y merosoj JecHOj rpaHud KOPUCTHJIA CMO
pesoM, 1o Kkopauuma, rayroioruje: (7); uz Mpumepa 8.

Caza JajemMo crimcak TayTOJIOTHja, y KOMe ce Topea Beh MOMEHYTUX TayTOJIOTH]a,
HaJ1a3e oIl HeKe 3Ha4YajHe TAayTOJOruje Koje heMO KOPUCTUTH Y Ja/beM H3JIaramby.

3akoH pedIeKCHBHOCTH 33 HMILTHKAI]Y:
3akoH UCKJbyUdera Tpeher:

3aKOH HEIPOTUBPEYHOCTH:

3aKoH [JIBOjHe Heraluje:

[IepcoB 3akoH:

3aKoH 3aMeHe UMILIHKAIje:

3aKoH 3aMeHe eKBUBAJIEHIH]je:

3aKOH TPAH3UTUBHOCTH 33 UMILIMKAIIU]Y:

3aKOH TPAH3UTUBHOCTH 3a EKBUBAJICHIH]Y:

SaKOH HEruparba UMILIKKAL]e:

3aKkoH jakor cBOhema Ha MPOTUBPEYHOCT:

p=p

pV-p

—(p A —p)

——p &P

(p=q)=p=p
(p=q) < (-pVa)
reqe (=9 ANqg=Dp)
P=9=(g=r)={pP=r))
(pegdA(@er)=per)
(=(p=4q) = (pA—q)

(=p) = (gA—q) =p
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3aKoHU KOMyTATHBHOCTH 33 A 1 V: (pAq) < (gAp) u (pVqg) < (qVp)
3akoH aconujaTUBHOCTH 38 A: (pAgAT)S (pA(gAT))
3akoH acouujaTUBHOCTH 33, V: (pVaq)V r) < (pV(gVvr))
3akoHu ancopiimje: (pV(gAp)<=p u (pA(gVp))ep
3akoH AuCTpUOY TUBHOCTH A y OJHOCY Ha V: ((pVag)A r) < ((pAr)V(gATr))
3akoH AucTpuby TUBHOCTH V y OJHOCY Ha A: ((pAg)Vr) < ((pVr)A(gVr))
Monyc nomenc (modus ponens): pA(p=4q))=q

e MopraHoB 3aKoH: (=(pAq)) < (—pV —q)

e MopraHoB 3aKoH: (=(pVq)) < (—pA—q)

3aKOH KOHTPAIIO3UIIUje: (p=q) < (—g= —p)

Y HapeaHO] TeopeMmu TpeicTaBulieMo jOI jeHy Be3y Koja moctoju usmehy dop-
myste F' u dbopmyia F-’F " Ff, r7e je p HEeKO MCKA3HO CJI0BO dopmyite F.

TEOPEMA 4
3a npoussosbHy dopmyny F' n HekO Mcka3HO CNOBO p Baxkm fa je F' ekBumBaneHTHa
opmynn (p = F7) A (mp = F7), 1j. dopmyna F < ((p = F7) A (-p = F7)) je
TayToJoruja.
JIOKA3

Tpeba nokasaru 1a je 3a cBaky Banayauujy v : F — {0,1} Bpeanocr

o(F < ((p = FY)N(-p = F7))) jennaxa 1. Ha ocuosy aedunuuuje

v 3a dopmyay obiuka A < B, 1o 3Ha4Yu Ja Tpeba MOKaszaTh Ia je

v(F) jennako v((p = F7) A (—p = FYV)). Ilo nedununuju sanyanuje v

spennoct v((p = FY)A(-p = F7)) pauynamo kao muanmym v(p = F7)

u v(—p = FV), a Te BpeJHOCTH padyHaMO OBAKO:

v(p = F2) = maz(1 — v(p),v(FY))
v(op = F7) = maa(l - v(-p),u(F2)).

3a masme padyHambe HEOXOMHA HAM jé BDEIHOCT HCKA3HOT CI0BA P BAJLY-
anujoM v. 3a cBaky Bajyauujy v speguoct v(p) je unu 1 wnu 0.

<1 Axo je v(p) = 1, ouga umamo xa je v(F) = v(EFF).

Ozpeaumo jour v((p = FP) A (=p = F7)). Nmamo:

v(p = FL) = maz(1 — 1,v(F%)) = maxz(0,v(F})) = v(F})

u

v(-p = FV)) = maz(l — 0,v(F))) = maz(1,v(F})) = 1.

113 rora cnegu: v((p = F2) A (-p = FV)) = min(v(F¥),1) = v(F).
Hobunu cmo na cy obe speanocru v(F) u v((p = F7) A (-p = FV))
jennake v(FT), ma cy jennake meljycoGuo.

<2 Axko je v(p) = 0, onna umamo ga je v(F) = v(F7).

Ha ucru nauun kao y <y mobujamo na je v((p = F2) A (-p = F7))
jemmako v(F7).
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Hakane, umamo aa cy obe speanocru v(F) u v((p = FL) A (-p = FT))
jennake v(F7), na cy jennake meljycobuo.
N3 <) m <p 3akmpydyjeMo Ja 32 CBAKY BAJIyalldjy v BayKh:
o(F)=v((p=FL)A(-p=F7)),
.
: WF & ((p= F2) A (sp= F1) = 1.
Hakie, bopmyna F < ((p = F¥) A (—p = FV)) je rayromnoruja.

&

Y napexsnowm 3azarKy hemo 3a mecer popmysia MOKa3aTu j1a Cy TayTOJIOIUje U TO
MeTo0M duiiherna.
3apgatak 3
(1.1) Iokazaru ga je dopmyna p = (¢ = p) Tayrosoruja.

[IpaBumo gpBO:

p=(¢=Dp)

/

T=(@=T) 1l=(g=1)
|T
|

q =
T

Y J1€BOj rpaHu OBOT IPBETA KOPUCTHJIM CMO DEJIOM, TIO0 KODAIUMA, Tay-
rosioruje: (10) u (9), a y BHeroBoj JECHO] TpaHU KOPUCTUJIA CMO Tay-
rosorujy (12).

(1.2) Mokazaru 1a je (p =(q¢ = r))=((p = ¢)=(p = r)) rayrosnoruja.
[IpaBumo gpBO:

p=@=r)=(r=>q9={@E=>r)

(T=@@=r)=(T=9=(T=r) (L=@=r)=(L=>9=(L=>r)
(q:>r):|>(q:>r) T=(T=T)
l T=T
i

VY J1eBoj TpaHu OBOI' ApBETa KOPUCTUJIA CMO PEIOM, [0 KOpaluMa, Tay-
rojioruje:  (10) u pedsIeKCUBHOCT UMILIMKALMjE, a Y HEroBOj JECHO]
PaHU KOPHUCTHJIM CMO DEJIOM, 10 Kopamuma, rayrosoruje: (12); (10)
u (9).

(1.3) Mokazaru na je dopmymna ((p = ¢q) = p) = p Tayrogoruja.
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[IpaBumo gpBO:

(p=a)=p=p

(T= o7 ST 0> sl
+ (T:>J|_):>J_
J_$J_
I

VY J1eB0j rpaHM OBOT APBETA KOPUCTUJIM CMO TayToorujy (9), a y JecHoj
IPaHM pesioM, 1o KoparwMa, tayrosoruje: (12); (10) u (12).

(1.4) Mokazaru na je dopmyma p = (¢ = (p A q)) Tayromoruja.
[IpaBumo gpBO:

p= (= (A q)

T=>(q=>(T/\{ L=(@= (LA q)
q:>(|TA q) *
q:|>q
I

VY 1eB0j rpaHu OBOr JApBETAa KOPUCTHJIM CMO PEJIOM, IO KOPAIUMa, Tay-
rosoruje: (10); (2) u peduiekcuBHOCT UMILIMKALMjE, & y JECHO] Tay-
rosorujy (12).

(1.5) Iokazaru ga je dopmyaa (p A ¢) = p TayToJIOrUja.

[IpaBumo gpBO:
(PN ag)=p

(TAq =T (LA g =1

T 1l=1

VY necHOj rpaHu OBOI' APBETA KOPUCTUJIA CMO PEJIOM, [I0 KOPAluMa, Tay-
rostoruje: (4) u (12), a y sesoj rayrosaorujy (9).

(1.6) Ilokazaru na je dopmyna (p A ¢g) = ¢ rayrosnoruja. Ilocrynamo
aHaJsiorso kao y (1.5).
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(1.7) Mokazaru na je dopmyma p = (pV q) Tayromoruja.
[IpaBumo gpBO:
p=(pV q)

VY J1eBoj TpaHu OBOI' JpBETa KOPUCTUJIA CMO PEIOM, [0 KOpaIuMa, Tay-
rostoruje: (6) u (10), a y gecuoj rayrosorujy (12).

(1.8) Mokazaru ma je dopmyma ¢ = (p V ¢q) Tayroaoruja. ITocrymamo
aHaJsiorso kao y (1.7).

(1.9) Hokazaru na je (p = r) = ((¢ = r) = ((pV¢q) = r)) rayrosoruja.
[IpaBumo mpBO:

p=r)=(g=r)=((pVa =>r)

=T =g=T)=pve=>T) =L =(eg=1)=({(pve=1)
T=(T=T) “p=(2a=2(0V 9)
T=T ~T=(Eg=>>(TV ) L= (-q¢g=>-(LV q)
T|' L=(g¢=-T) T=(gag=>-q
T ng=>-gq
I

VY J1eBoj rpaHy OBOr' JPBETa KOPUCTUIIM CMO PEJOM, IO KOPAIUMa, Tay-
rosoruje: (9); (10); (9). ¥ rpanu ox Kopena Jo 4Bopa y Kome je op-
mysna —p = (g = —(pV q)) kopucrusu cmo rayrosorujy (11). ¥V rpauu
y aujem uBopy je dopmyna T = (—g = —(T V ¢)) KopucThIU CMO
pesoM, mo Koparma, rayrosoruje: (17) u (6); (12); a y rpanu y gmjem
gBopy je dbopmyna - L = (—g = —(L V ¢)) KopucTuim cMO pesom, mo
Kopauuma, rayrosoruje: (18) u (8); (10); peduiekcusHocT uMILIMKaLM]eE.

(1.10) IMokazaru ma je dopmyaa L = p Tayrosoruja.

[IpaBumo mpBO:

1l=0p

T

Kopucrunu cmo tayromorujy (12).
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3apgatak 4  Ilocmarpajmo rayrosioruje u3 3apatka 3. U3 tux ray-
TOJIOTHja, HA OCHOBY TEOPEME 3, mobujamo pemom cieaehe Tayrosoruje:
(1.1) A= (B=A)

) A= (B=0C)=({(A=DB)=(A=0))
) (A=B)=A)=A

) A= (B=(AADB))

) (AANB)=A

) (AANB)=B

) A= (AV B)

) B=(AVB)

19) A=0)=(B=0C)=((AVvB)=20))
1.10) L= A

rae cy A, B u C upoussosbte popmy.ie.

3a nexe Gopmyse Fi,..., F, (n > 1) yonwreny xoujyukuujy, A, Fi, nedunn-

IIEMO UHIyKTHUBHO HA cienehu HadwH:
1
(1) Nizi Fi = B
1

(2) /\Z:H Fi = (/\?:1 Fi A Fn+1)
Ha nornyno uctu nadun ce gedunuie youwrena gucjyakuuja \/ -, F;. Ha npuvep
3a neke popmyiie Fy, Fy, F3 u Fy umamo \/?:1 F; = (F1VF2)VF3)V Fy) n kako Koz
nucama GopMyia 3aHeMapyjeMo CKpO3 CIIOJbHE 3arpa/ie Ta YOIIIITEeHA JHUC]yHKIHja
je dopmyna ((Fy V Fa) V F3) V Fy.

Kopucrehu nedunuiyje youmrrene KOHjyHKIHje U JUC]VHKIHje, DOPMYIHIIEMO
yorrmrerne 3akoHe aucrpudbyrusHocTu u yormrene e Mopramose 3akoHe Koju Cy
TayTOJIOIHje.

Bapatak 5 Tlokasaru ma cy caezehe dbopwmyne (n > 2):

VOIIIIITEHN 3aKOH JUCTPUOYTUBHOCTHA A y OJHOCY Ha V:
n n
(\/ A)rC) e (\/(4inC)
i=1 i=1
VOIIIIITEHN 3aKOH JUCTPUOYTUBHOCTH V y OJHOCY Ha A:
n n
(N AV C) & (N\AvO)
i=1 i=1
u yommtenu e MopranoBu 3aKoHU:
n n
(=(\/ 4)) & (N ~4)
i=1 i=1
n n
(A 4) & (V ~4)
i=1 i=1
rayrosioruje. (3a n = 1 ce oBo dopmyse cy obuuka F' < F, na cy
Tay TOJIOIH]E. )
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WNuaykuujom 1o 6pojy dopmyna Ai, ..., A, HOKazKKUMO Ja yOILUTEHU 3a-
KOH jucrpubyrusHoctu A y oguocy Ha V jecre rayrosoruja. (U ca
apyrum dbopMmysaMa ce HOCTYIIA AHAJIOIHO.)
Baza unaykumje, n = 2, nocmarpana dpopmysia je odauKa

(AL VA)INC) <= (AL NC)V (A N C)),
a TO je TayTOJIOTHja 3aKOH JUCTPUOYTUBHOCTH A y OJHOCY HA V.
WNunykiujcka mpermocraBka je ma popmysia

\/A YA Q) \/(Al-/\C))

=1

jecTe TayToOJIOTH)A.
[Tokazkumo 1a je Tayrosoruja u Gopmysia
n+1 n+1
(\ 4)nC) e (\ (4 n0)
; i=1
Ha ocuoBy nedunumnuje yonrrrene aIucjyHKIMje TMAaMO
\/;fl1 A; = (Vi_, Ai V Apqa), 3a10 je dopmyna
n+1
\/A )AC) \/A V Ang1) AC)

i=1
tayronoruja. Ha OCHOBy 3aKOHA, IUCTPUOYTUBHOCTH A y OZHOCY Ha V:

(BVD)ANC) < (BAC)V (D AQ)),
rze je B dopmyna \/;_ | A;, a D dopmyna A, 41 ©MaMO TayTOIOTH]Y:

\/A V Ang1) AC) \/A ANC)V (Any1 AC)).
i=1
Ha xpajy, 3a dopmyny xoja je TayTOJIOFI/IJa 10 MHIYKIIA]jCKO] IIPeT-
nocrasuu u dopmysy A1 A C, na ocHoy zsesa (V2) JIEME O 3AMEHN
EKBVBAJIEHATA, numamo 11a je dhopmysia
n n

(V A) A C)V (A A C)) & ((\ (Ai AC)) V (Aps1 A C))
' i=1
rayrosioruja. [Tocmarpajmo cBe nasesene Tayrosnoruje. CBaka o bHUX
Jlajeé eKBUBAJIEHTHOCT (DOPMYJIa KOje Cy y Fh0j MMOBE3AHE BE3HUKOM <.
Crora Ha OCHOBY TPaH3UTHBHOCTU €KBHBAJEHTHOCTU MMaMO ja je (op-
n+1 .
myna (V2] A;) A C u3 upse rtayrosoruje exsuBasenrna Gopmyiu u3
nocneae, bopmymu (Vi (4 AC))V (A,41 AC). Ha ocnosy nedunn-
1yje yoIIITEHE IUCJYHKIUje 38 Ty (DOPMYILy BasKu:
n n+1
(VA V (Ana AC) = \/ (A4 A C).
i=1 i=1
Haxiie, dpopmyiie (\/?:11 A)ANC u \/;“rl1 (A; A C) cy ekBuBaienTue, Tj.
UMaMO TAYTOJIOIU]Y:
n+1 n+1

((_\/ A)n0) = (\ (4 n0)).

i=1



78 I'/IABA 2. ICKA3HA JIOTUKA

2.2.4 Jom o 3aMeHHN eKBHBaJieHaTa

[Tornemajmo Tayromorujy modus ponens,
E(AAN(A=B))=1B
¥ MPOYUTAJMO je Kao Ja OHA MPEJCTaB/ha jeJaH MOCTYMAK 3aK/by IUBaba:
ako je uctuHUTO A WM ako je ucruuuTo fa u3 A ciaenu B,
OHJIa 3aKJbydyjeMo na je u B mcTtuHATO.

Kopucrehu Taj Haqns 3aK/by 9UBaHA MOKEMO OJT IO3HATUX TAY TOJTOIHU]a, /13, IIPABUMO
Hose Tayrosoruje. To cBojerBo hemo moka3aTu y HapeIHoj Teopemu, Kojy fiemo (360r
modus ponensa) Ha3Baru TEOPEMA MP.

TEOPEMA 5 (TEOPEMA MP)

Axko cy dopmyne A n A = B tayTtonoruje, onga je n dopmyna B Taytonoruja.

JIOKA3
®opmyne A u A = B cy TayToJorHje, ma, 338 CBAKy BAJIYallHjy U BarKu:
v(A) =1unv(A = B) =1. C gpyre crpane, Ha ocHOBy nedununmje v,
Bpenuoct v(A = B) padyHamo OBaKo:
max(l — v(A),v(B))=maz(l — 1,v(B))=maz(0,v(B))=v(B). Hakiue,
umamo 1a je v(A = B) =1 u v(A = B) = v(B), na 3akjby4yjemo Ja je
v(B) jemnako 1 3a cBaky Basyauujy v, tj. dbopmyna B je rayrosoruja.

o
Omax mokazkKuMmo je/Hy npuMeHy TEOPEME MP. Haume, Beoma jesHOCTABHO
hemo mokaszaru JIEMY O 3AMEHV EKBUBAJIEHATA Kao nocaeauny TEOPEME MP. IIpso

[IPOIIMPUMO HAIIL CIIUCAK ITO3HATUX TAyTOJOIMja HOBUM TAayTOJIOIHjaMa 33 KOje MOXKe-
MO pehu 72 110Be3yjy BE3HUK <> Ca OCTAJIMM BE3HUIUMA.

3apatak 6  Ilokaxkumo Ja 3a mpousBosbHe opmyse A, B u C Baxu:

(Tl-) E (A< B)= (-A< -B);

(T2A) EAeB) = (CANA)< (CAB) u
E(A&eB)= ((AANC) < (BAQ));

(T3v) EA<B)=((CVA)< (CVB)) u
E(A& B)= ((AvC) < (BVQO))

(Td=) EFE(AeB)=((C=A)<(C=DB)n
E(A&B)= (A=0)< (B=0));

(Ts=) F(AeB)=(Ce A< (CeB)u
E(AeB)= (A« (C)s (Be0)).

ITokazahemo camo ja je apyra dopmysia u3s gena (T2A) rayrosoruja.

3a 6m0 kojy Basmyamujy v BpeqaocT v(A < B) moxe Ourn win 1 wiam
0. Kana je v(A & B) jennaxo 1, onga Baxu v(A) = v(B), na nobujamo:
v(AAC) = min(v(A4),v(C)) = min(v(B),v(C)) = v(BAC). Hakine,
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vW((A< B)= ((ANC)< (BAC))) =1. Ako je v(A < B) =0, ouga
ofMax, HA OCHOBY JedHHUIKje BaJyaruje v, 100ujaMo [1a je BPeIHOCT
(A< B)= (ANC) < (BAQ))) jeanaka 1. daxse, nokaszanu cMO
na je dopmyna (A < B) = (AAC) < (B AC)) rayronoruja. Ca
ocrajiuM (opMyJiaMa MOCTYIIaMO CIUYHO KAO Ca OBOM (DOPMYJIOM.

A cama eBo mokaza JIEME O 3AMEHWN EKBUBAJIEHATA.

OOKA3 JIEME O 3AMEHWN EKBUBAJTEHATA KAO NMOCJIEANLE TEOPEME MP

Nmamo 1a je npernocraBka JJEME O 3AMEHW EKBMBAJIEHATA TayTOJIOrHja,
E A < B u jom nocmarpamo npousBosbiy dopmyiay C.

Hokaxumo aeo (1). U3 rayronoruje = A < B u rayronoruje (T1-)
E (A< B) = (WA & —B) u3 3agatka 6, Ha ocHOBY TEOPEME MP,
nmobujamo tayroaorujy E —A < —B.

Mo ce tuue nena (2), mokazalemo camo cayqaj (A2), a ocranu ciyda-
jeBu ce noka3yjy anasoruo. U3 rayrosoruje = A < B u tayrosoruje
E(A& B)= ((ANC) < (BACQ)) u3 3agaTka 6, Ha ocHoBy TEOPEME
MP, nobujamo tayrosorujy = (AN C) < (BAC).

&
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Ha xpajy oBor omespka, MOKazKUMO jOIII jeHY mocjaeauity TEOPEME O 3AMEHU

EKBUBAJNEHATA. To je ocobuna KOja TOBOpH O BE3U €KBHBAJEHTHHX (POopMy/Ia u Ou-
HAPHUX BE3HUKA.

Bapatak 7 AxkojeEF A& BulEC< D,
oumaje (IA) E(AAC) < (BAD)
(2v) E(AvC)< (BV D)
3=) EMA=C)< (B= D)
4e) EFAes(O)e (Be D).

HapaBuo ma 0By ocobuHy MOKEMO J0Ka3aTh Ha ciaeaehnm HAa9IwH: KO-
pucrehin npernocraske = A < B u = C < D, yrepauhiemo na cBaka
o/, HaBesenux Gopmysa 3a cBaky BaJyauujy v uma Bpeasocr 1. Auu
mu hemo Ty ocobmHy [0KasaTu Kao mocjemuiy TEOPEME O 3AMEHWU
EKBUBAJIEHATA. Taunuje, nokasahemo camo meo (2V), Tj. ma Baxwu
E(AVC) < (BV D), aocramu ciaydajesu ce J0Ka3yjy aHAJIOTHO.

3a dopmyny p V C' u tayronorujy = A < B TEOPEMA O 3AMEHW EK-
BUBAJIEHATA naje cneaehy rayronorujy: = (pV C)Yy < (p Vv O)y, 1j.
E(AvC(C) & (BVC). 3a dopmyay BV p u rayronorujy = C < D
TEOPEMA O 3AMEHW EKBUBAJIEHATA naje: = (B V p)t, < (B V p)h, 1j.
rayronorujy = (BV C) < (BV D).

U3 rayronoruja = (AVC) < (BVC) u = (BVC) < (BV D) gobujamo
peaom: AVC = BVC u BVC = BV D. Ha kpajy, kopucrehu rpan3u-
THUBHOCT pesanuje =, nobujamo AVC = BV D, 1j. | (AVC) < (BVD).
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2.3 DBynose aarebpe

VY oBoM 015Ky 1peicTaBuNeMO HEKOJIMKO BEOMA BaXKHUX aIreOapCKuX CTPYKTYPA.
[Tosrazurre HaM je jenan Hempasan cKyn B ca cBojum enementuma. Ilocmarpahemo
HEKe Ollepalinje Ha/l TUM CKYIIOM, 3axTeBaleMo pa3nduTe OCOOMHE 3a Te olepalyje
¥ Ha, Taj HAYWH rpaauTu pasauante cTpykrype. Oamvax pennmo ga he nacnuparmja
3a MPaBJbEIHE TUX CTPYKTypa OWTH MapTUTUBHU CKYI HEKOT HEMpa3HOr ckyma X,
ckyn P(X), ca cBOjuM eleMEHTHMA: TOJACKYIOBEMA, 071, X , 0OPO IMO3HATE onepanuje
Ha CKYIIOBHMA: I[IPECEK, YHU]a, KOMILIEMEHT U OCOOMHE HEKMX OJI THX Ollepaluja: Ko-
MYTaTHBHOCT, aCOIUjaTUBHOCT U Ap. 1y Be3y Koja yBek mocroju udmely medunun-
[Fje HeKe CTPYKTYPE 1 KOHKPETHOT MPUMEPA T€ CTPYKTYpe IpeacTaBulieMo y Hape/I-
HOM jeJHOCTABHOM IIpUMeEpY.

Mpumep 1 [ledbunuriemo jeany crpykrypy Ha caemehn nagum: cBaka
asrebapcKa CrpyKTypa ¢a KOMYTATHBHOM OIIEPAIIMJOM * HA HbEHOM HOCA-
4qy je jenna k-crpykrypa. Ojamax ce muramo: Ja Jid [MOCTOjU IIPUMED
rakse crpykrype? W oprosop je: mocroju. 3a Heku ckyn X, HEros
naprurusau cKyn P(X) u omepanuja Ipecek CKyloBa YUHE jeJHY K-
crpykrypy (P(X),N). HNwma joumr mpumepa: CKyI IpUPOAHUX OpojeBa
u onepanuja cabupame, (N, +), na ckyn mneaux OpojeBa u onepaiyja
MHOKeRe, (Z, -) u 1p. Cama mocmarpamo npumep K-crpykrype (P(X),N)
M IMTAaMO Ce: KOjy jour ocobuHy mMa onepauuja npecek ckynosa? Ha
npumep 3a npousBosbaH enemenT Y u3 P(X) Baxu: Y NY =Y. Ta
ocobuHa, omeparje (N HAM je HHCIUPAIUja, 13 1eDUHUIITEMO HOBY BPCTY
CTPYKTYpPE, CTPYKTYPY Ca CKymoMm B, OuHapHOM omeparujom (M 33 KOjy
BaXKM KOMYTATUBHOCT M 3a CBaku ejemeHT b w3 B Baxu bNb = b.
Onmax 3maMO 1@ je jeman mpumep te HoBe crpykrype (P(X),N). Ha
mu cy (N,4) u (Z,-) npumepu u te HOBe crpykrype? Omrosop je: HE.
Obpasnoxeme 3a crpykrypy (N, +) je cienehe: cabupatbe jecTe Ko-
MyTaTHBHA Olepalyja, aju 3a MPOW3BOJbaH MPUPOJAH OpOj n He BayKu
n+n=n.

Cazna kaza cMo ymo3Haau Ty Be3y m3amely medunuimja pasmmanTux CTPyKTypa
¥ KOHKPETHUX IPUMEPA TUX CTPYKTYpa IpeacTaBuNeMo HEKe BeoMa 3HAJAjHE ajre-
OapckKe CTPYKType.

2.3.1 Mpexke

[Ipe mero mro mamo neduHUIHU]y CTPYKType KOjy Nemo 3BaTu Mpeka, MOTJIeaajMo
MIPBO jeJaH MpUMEDP.

Mpumep 2 IlocmarpajmMo mpOW3BO/bAH KOHAYAH HEMpa3aH CKym X u
weros naprurusiu ckyn P(X). 3arum na ckyuny P(X) nocmarpajmo
[IO3HATE OlepaIyje YHU]y U upecek. JacHo je 1a 3a 6miio Koja JiBa mo/-
ckyna A u B ckyna X, 1j. enemenrta ckyna P(X) saxu: AUBu ANDB
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cy mozackynosu ckyna X u npunazgajy ckymy P(X). Ocum Tora, 3a 6umo
koja rtpu enemenra A, B u C ckyna P(X) Baxe u ciuenehe ocobuue:
(ANB)NC=ANn(BNC) wu (AUB)UC=AU(BUCQC)
ANB=BNA wuw AUB=BUA
ANA=A u AUA=A
AN(BUA)=A u AUBNA=A

CrpykTypa KOja ce cacToju O HEIpPa3HOI' CKyIa W JBe OMHApHE OIe-
paruje Ha TOM CKYITy ca HaBeJIeHHM OocoOmHaMa je jeaHa mpexa. Jlakie,
(P(X),N,U) je npumep jemHe MpexKe.

Hasenumo canma pedunanmujy mpexe.

Hdedbunnnunja mpexe

Hexka je B npousBo/ban Hempa3aHn CKyl u () u U aBe OMHAPHE Oleparlimje
nedunucane ma tom ckymy. Crpykrypa B = (B,N,U) je mpexa AKKO
3a omeparje N u U u mpou3BOJbHE ejieMeHTe a, b u ¢ ckyma B Baxke
cienehe ocobune:

aCOIMjATUBHOCT: (anb)Nec=an(bnNc) (aUb)Uc = aU(bUc)
KOMYTaTHBHOCT: anNnb=bNa aUb=bUa
UJEMIIOTEHTHOCT: aNa=a alUa=a

sakonu aucopuuuje: aN(bUa) =a aU(bnNa)=a

Moxkemo HaJ HEKHM CKymoM B mocMarparu camo jefHy OWHADHY OIeparujy
ca ocobmHaMa HaBeJeHUM y JAepUHHUIUjH Mpexke. TakBa CTPyKTypa HA3WBaA Ce
ITOJIy MpeKa.

Jedbunnumja nonympexe

Hexka je B nmpousBo/baH CKyIl u () OmHApHA omeparuja aeduHrcaHa Ha
rom ckymy. Crpykrypa B = (B,N) je noaympexa AKKO 3a onepaiujy
N BayKU aCOIMjATUBHOCT, KOMYTATUBHOCT U MJIEMIIOTEHTHOCT.

IMpumerumo ga cBaky mpexy B = (B,N,U) aune ase nmoaympexe B = (B,N)
u By = (B,U) u jom mmamMo Z0IaTHA CBOjCTBA KOja HOBe3yjy omepanmje N u U, Tj.
3a Te Ollepalidje BaxKe 3aKOHU AICOPIIIKje.

3apatak 1 TTocmarpajmo jemmy mpexy B = (B,N,U). Iokaxunmo na
je bunapna pemanuja < Ha ckymny B nedunucana Ha ciaeaehn HaYuH:

a<b AKKO anNb=a (%)

jenHa pesanuja mapuujaaHor ypehema.

Ha qu je penanmja < peduiekcuBHa, Tj. Ja Ju je a < a? Y crBapm
nurame je: Ja Ju Baxku a Na = a? Ogrosop je JA. Hakie, Baxu
pedIeKCUBHOCT .

Ha gu je penanuja < TpaH3WTHUBHA, Tj. 3 JUA BaXu: ako je a < b
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nb <c ouna je a < ¢? Ilo pedununmju penanuje < TO 3HAYU JA
HCIHUTYjeMO Ja Jinm BaxKu cieneha ocobuna: ako je aNb=aubNc=>,
ouza je a N c = a. Ilo upsoj upernocrasuu umamo: a = a Nb. VY 10j
jemmakocTu, kopucrehu Apyry mpermocTaBky, b 3amemyjemo ca b c u
nobujamo a = a N (bN¢). BaTuM KOPUCTUMO aCOLUjaTUBHOCT OIEPALKje
N u nobujamo a = (a Nb) N e. Ha ocroBy mpee mpernocraske a M b
je jeanako a, na 'y (aNb)Nec aeo aNb 3amemwyjemo ca a u jobujamo:
a =aNc. Hakne, Baxu a < ¢, Tj. penanuja < je TpPAH3UTHUBHA.

Ha qm je penamnuja < aHTHCUMETPUYHA, Tj. [a JIM BaXKW: ako je a < b
ub < a, ouma je a = b? llo medbwurunmju penanuje < TO 3HAYUA A
HCIUTYjeMO 113 Jin Baxku ciieneha ocobuna: ako jeaNb=aubNa=2>,
ouma je a = b. Ha ocrHoBy xKomyrarmBHOCTH N mMamMO a Nb = b N a.
Hakme, a = b. To 3naun ga je penanuja < aHTHCEMETPUIHA.

Haxue, penamnuja < je jenno mapiujaaao ypeheme va ckyny B.

Ilornemajmo jorn jenan mHauma neduHHCAma pemanuje < Ha CKyly B 3a HEKy
mpexy B = (B,N,V):
a<b AKKO aUb=1» (%)

Y caenehem 3azarky Busehiemo jna penauyja gara gedununujom (**) u penaunuja
nara gedununmjom (*) y 3apgataky 1 upexcraBibajy ucry pesauyjy LapLUjaHOD
ypebhema.

3apatak2  Ilokaxumo na y cBakoj Mpexu B = (B, N, U) 3a npousBosbHEe
esiemenTe a u b Baxku: aNb = a ako u camo ako a U b =b.

Axo je anNb = a, orma monazehu ox aUb elemenT a 3amermyjemo ca aNb u
nobujamo aUb = (aNb)Ub. Caza, kopucreliu KoMy TaTuBHOCT Oneparyje
U, umamo aUb = bU (aNb). Konauno, 3akon ancopruuje bU (aNb) = b,
maje a Ub =0b. C apyre crpasne, ako je a Ub = b, kopucrehu pegom ty
0cOOHHY, KOMYTaTHBHOCT omeparuje U 1 3aKOH alcopIimje, 1001ujaMo:
anb=aN(aUb)=an(bUa)=a.

Ocobune onepalyja yHuje U Mpeceka CKyIloBa, KOje BayKe 3a eJIEMEHTe CKYyIa
P(X) mpexe (P(X),N,U), bulie nam mHCIMpanuja 3a 1e(UHACABE U IPYTUX CTPYK-
Typa GoraTmjux oz MpexKe. 3aro ce BparuMo HameM npumepy mpexe (P(X), N, U)
¥ MOJCETUMO Ce Jia 3a OTepallyje MpeceKa W YHUje CKYIOBa, oneparmje N u U, Baxke
u 3akonu gucrpubyrusrocru. Crora u y npousso/bHOj Mpexu (B,N,U) MoxkeMo
UCIUTATU Ja JIU 34 tbeHe onepainuje N u U Baxke TucTpubyTHBHU 3aKOHH. AKO Baxke,
ousa hemMo TakBy MpexKy 3BaTU JUCTPUOYTHBHA MPEXKa.

HeduHunuynja guctpnbytrsre mpexe

Mpexa B = (B,N,U) je aucrpubyruBHa Mpexka AKKO 3a omeparuje
N u U mopen ocobmHA KOje 3a IbUX BaxkKe y MPEXKH, BaXKe U 3aKOHH
JTUCTPUOYTUBHOCTH:

(anb)Uc=(aUc)N(bUc) u (aUb)Nec=(anNc)U(bNc)
3a IIPOM3BOJbHE eJieMeHTe a, b u ¢ ckyna B.
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Tako je 3a npoussosban Henpasal ckyn X crpykrypa (P(X),N,U) jenqaa muc-
TpuOYTUBHA MPEXKA.

2.3.2 DBymnose anrebpe

[MocmaTpaMo mpou3BOIbaH Hempa3an ckyn X u meros maprutuau ¢y P(X). Ako
xohemo 1a aedunueMo aaredapcky CTPYKTYPY KOja KaO CBOj MPUMEDP UMa, MapTHU-
rusau ckyn P(X), cBe ckynoBHe onepanuje (IIpecek, yHHja ¥ KOMILIEMEHT) W Ja
Oy1y MCTAKHYyTa /[Ba BaKHA eJIEMEHTa TOI' CKYIIa, Ipa3aH CKYI U 1eo cKyl X, OHJa
Ty CTPYKTYpPy JAeduHUIIEMO HA caeaenn HAYuH.

Hedbunnunja Bynose anrebpe

Heka je B = (B,N,U) jenna nucrpubytusHa Mmpexka. Ha ckymy B umamo
JOLL U jeJIHy YHApPHY OLlepaliijy ~ U JIBE HYJIApHE Olepalldje: UCTAKHYyTe
ejqemenre 0 u 1. AKo 3a HpousBo/baH €1eMEHT @ CKylia B u ouepaiuje
N,U,”,0 n 1 Baxke caeaehe ocobume:

an0=0 aUl=1

aNa=20 aUa=1

onJa je crpykrypa B = (B,N,U,”,0,1) Bysosa anrebpa.

IIpe mero mro mamo mpumepe BymoBux ajaredpu, MOKaKUMO OIMaX jOIT HEKe
ocobuHe Koje BazKke 3a omepanuje Bymose aarebpe.

3apgatak 3V gedununuju Bynose anrebpe umamo jga je aN0 =0, a
OHJIa Ce MMOCTAaB/ba MUTakE YeMy je jemaako alU0? KopucrehuaNa =0y
alU 0 Hyny 3amemsyjemo ca aNa u gqobujamo aU0 = aU(aNa). Ha ocaoBy
KOMyTaTuBHOCTH N 1 ancopmmje nMamo: a U (aNa) =a U (@Na) = a.
Hakme, a U0 = a.

Y nedununuju Bynose anrebpe mmamo ga Baxkwm a U 1 = 1, a nurame
je gemy je jemmako a N 1?7 Kopucrehu jemnakoctr a Ua = 1y anl
jenunuIy 3amemyjemo ca a U a u gobujamo a N1l = a N (aUa), a Ha
OCHOBY KOMyTaTUBHOCTH omnepanuje U m 3aKOHA alcopuimje u3pas ca
JIECHE CTPaHe jefHaKocTHu je jennak a. Hakme, a N1 = a.

IMokaxkumo g2 je 0 = 1w 1 = 0. 3a a = 0 jenmaxocr ¢ U0 = a je
0U0 =10. Ocum Tora, 3a a = 0 jeanaxoct aUa = 1 je 0UD = 1. [axe,
0=1. Ucrotako,aNl=a3aa=1umana=03aa=1mjy1=0.

A eBo u HekoMKO npumMepa BynoBux anrebpu ca HAPTUTUBHUM CKYIIOM HEKOD
ckyna X u ounepauujama na tom ckyiy P(X).

Mpumep 3 Umamo ckym {(} u weros maprurusan ckyn P({0}) = {0, {0}}.
Ako cy onepauuje N u U yobuuajeHe CKyILOBHE OLEpaluje PejoM IIpe-
CeK U yHHUja, a yHapHA oliepalyja — je ollepaliija KOMILJIEMEHT CKYIIa:

0 = {0} u {0} = 0, rana je crpykrypa (P({0}),N,U,”,0,{0}) jeana
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Bynosa anrebpa. crakuumo na je crpykrypa (P({0}), N, U, ,0, {0})
najmama moryha Bysosa anrebpa Koja mma camMo JBa €JIEMEHTa, Ia Ce
3oBe Bymosa anrebpa 2.

Mpumep 4  Tlocmarpajmo ckyn on apa enemenara, ckyn {0,1}. Hbe-
ros maprurusuu ckyn P({0,1}) = {0,{0}, {1}, {0,1}} uma werupu esne-
merTa. Omer mMamo yobuuajeHe omepariyje npeceka W yHHUje Ha CKYIy
P({0,1}), a na cienehu naunn nedbuHUIIEMO PE3y/aTATE ONEPALUjE KOM-
wnement: {0} = {1}, {1} = {0}, § = {0,1} u {0,1} = 0. HdobGujamo na
je crpykrypa (P({0,1}),n,U,,0,{0,1}) jexna Bynosa anrebpa u to
Bysiosa asrebpa 4 (jep uma derupu ejseMenra).

Mpumep 5  Ilocmarpajmo npousBosbaH CKyln X U HErOB IHAPTUTUBHA
ckyn P(X). Beh cmo Bugenm na je crpykrypa (P(X),N,U) jenna muc-
TpuOyTusHa Mpexka. [rasume, crpykrypa (P(X), N, U, , 0, X) je jenma
Bynosa anrebpa. Ako ckyn X umma n elreMeHara, OHJIA 3HAMO /3 CKYII
P(X) uma 2" esemenara.

Cana hemo Ha jeman, moxkemo pehn, HeoOMIaH HAYUH TOCMATPATH UCKA3HE (DOP-
MyJie H [IPEJICTABUTH BeOMa 3HadajaH npumep Bynose asredpe.

Mpumep 6  JImHmeHGayMmoBa ajredbpa

ITocmarpamo ckym cBux dopmysa uckasue Jjoruke, ckyn JF. lloxazann
CMO 72 je eKBUBAJEHTHOCT (OpMyJia, pelanuja =, jeJHa pealyja eK-
BuBasiennuje Ha ckyny F. Ta pesanuja pasbuja ckym J Ha Kiace ek-
BuBaJsieHnyje. IIpom3BosbHA Kjlaca €KBUBAJIEHIH)E T€ pefamuje, Kaaca
neke opmyse A, caupzku ce ¢popmyse C' ekBupajieHrHe Gpopmyin A,
A= C, 1j. cBe dpopmyne C 3a koje Baxku = A < C. Kiacy ekBuBajien-
uuje dopmyse A o3nagasahemo [A]. BHamo 1a 3a Kjace eKBUBAJIEHIH]E
HEKe peJialiije eKBUBAJCHIIA]e p HAJL HEKUM CKYIoM X U JIBA Pa3/THINTa
eJIEMEHTa & U Y TOI' CKyIla BaXKU: aKO Cy & U Y y peJjaluju p, OHJA Cy
BUXOBE KJIace jeJIHAKEe, & aKO & U Y HUCY y pejlaluju p, OHJla CY HhbUXOBE
KJIace JUCJYHKTHE. ¥ HaIlleM CIy4ajy TO 3HAYHW Ja 3a JBE MPOU3BOJHHE
dopmyne A u B ckyna F BaxKwu:

ako je = A < B, onza je [A] = [B] n
ako ne Baxu = A < B, onzna je [A]N[B] = 0.

Cerumo ce u 13 cMO TOCEOHO M3IBOJUIIN KJIaCe eKBUBAJIEHITHje (hOpMYIIa,
T u L. Kmaca [T] je ckyn cBux TayTomorumja, a kaacy gopmyne L, kiacy
[L], uuEe cBe KOHTpaIUKIHje.

Cama nocmarpajmo ckymn [F| 9uju Cy eJeMEeHTH KJIace eKBUBAJICHIN]E
cBUX HWCKa3HuX ¢opmyna ckymna J. Ha tom ckyny medbwuruHmmMO Ou-
HapHe onepaimje A u V u yHapHy onepanujy —. Axo cy [A] u [B]
NPOU3BOJLHU €IEMEHTH CKyna [F), OHIa:

[AIN[B] =aey [ANB]
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[A]V[B] =4es [AV B]
Al =gy [PA]

rae je jacao na kmace [A A B], [AV B] u [-A] aure cse dopmyne C 3a
koje Baxu peaom = (AANB) & C,E(AVB) e Cul(-4) < C.
Tpeba mposepuTu 1a ju cy oBe nedununuje kopektue. lIposepuhemo
KOPEKTHOCT CaMO eUHUIHIje

[AIA[B] =der [ANB]

a 1IpoBepa KOpekTHOCTH Apyre ase aedunuuyje ce pasu cauano. Mopamo
nokasaru 1a 3a 6uno kojy dbopmyay C u3 [A] u 6mno kojy dopmyny D
u3 [B] Baxu [AAB] = [CAD], 1j. na BpegHoCT onepanuje A Ha Kiacama
[A] u [B] ue 3aBucu ox uzbopa esemenara u3 tux kiaaca. 13 C € [A] u
D € [B] pegom nmamvo = A < C u |= B < D. Oznarie, Ha OCHOBY jiesia
(1A) 3apatka 7 u3 ozmempka 2.2.4, nobujamo = (A A B) < (C A D), 1j.
[AANB] =[C A D].

Crpykrypa ([F], A, V, =, [L], [T]) je jenna Bynosa anrebpa, u Ta ce crpyk
Typa 308e Jlungenbaymosa anredpa.

[Mokaxxumo ma ([F|, A, V,—,[L],[T]) crBapuo jecre Bynosa anrebpa, Tj.
OPOBEPUMO JIa JIU 3a, eJleMeHTe cKyna [F| u onepaiuje A, V, =, [L] u
[T] nedunncane va Tom ckymy, Baxe ocobuue u3 nedununmje Bymose
asrebpe.

Acongjarusuocr: 3a npousBossHe uckasue dpopmyie A, B u C, no gedu-
uunuju onepaiuje A Ha [F|, kiaca ([A]A[B])A[C] je knaca [(AAB)AC].
@opuvyna (A A B) A C je eksuBasentaa dopmynu AA (BAC), .
E(AANB)AC) < (AAN(BAC)), na Ha ocHOBY neduHAIHjE KIaca U3
[F] mmamo [(AAB)AC] =[AA(BAC)]. C apyre crpane, uo nedunu-
uuju onepanuje A ma ckyuy [F|, umamo ua je [A] A ([B] A [C]) xnaca
[AA(BAC). Hakae, ([A] A [B]) A[C] = [A] A ([B] A [C]). Ocobuna
([A] Vv [B]) v [C] = [A] V ([B] V[C]) ce noka3yje anagorHo.
Komyrarusaocr: 3a mpousBosbHE ucka3He dopmyine A u B, mo nedu-
nuumju onepaumje A ma ckyny [F|, kiaaca [A] A [B] je xnaca [A A B,
®@opuyne AAB u BAA cy expuBanentne, tj. = (AAB) < (BAA), na
na ocuoBy aebununuje xkiaca u3 [F] umamo [AA B] = [BA A]. C npyre
crpaue, 1o geduHUIMjU onepanuje A Ha cKyny [F] umamo zga je [B]A[A]
kiaca [BAA]. Hakne, [A]A[B] = [B]A[A]. Ocobuna [A]V[B] = [B]V[A4]
ce JI0Ka3yje aHaJorHo.

W nemnorentnocr: 3a npousBosbHy uckasuy dopmyiy A, mo jgedumu-
uuju onepanuje A na ckymy [F|, knaca [A] A [4] je knaca [A A A]. @op-
myna A A A je exksuBasentHa dbopmyimu A, tj. E (ANA) & A na
Ha OCHOBY Jedwunuimje kiaaca u3 [F| mmamo [A A A] = [A]. Hakie,
[A] A [A] = [4]. Ocobuna [A] V [A] = [A] ce noka3yje aHaa0rHO.
Sakonu arncopiigje: 3a npousBoJbHe uckazue popmysie A u B, o gedu-
Huugjama onepauuja A u V ma cxymy [F|, xnaca [A] V ([B] A [4]) je
kiaca [AV (B A A)]. ®opmyna AV (B A A) je ekBuBasieHTHA HOPMyIIH

85
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A, 1j. E(AV(BAA)) < A, na na ocuoBy aedunuuuje knaca u3 [F|
umamo [AV (B A A)] = [A]. Haxaxe, [A] V ([B] A [A]) = [A]. Ocobuna
[A] A ([B] V [4]) = [A] ce nokasyje aHaIOrHO.

JucrpubyrusHocT: 3a npousBo/bHe uckasue dopmyne A, B u C, mo
nedbununujama onepamuja A u V ma [F|, kaaca ([4] A [B]) V [C] je
kmaca [(A A B) vV C]. ®@opmyna (A A B)V C je ekuasentaa (Hop-
myu (AV C)A(BVC), na na ocuoBy sedunuuuje kiuaca u3 [F| umamo
[(AANB)VC] =[(AVC)A(BVC)]. C mpyre crpaue, no nedununujama
onepaija A u V Ha ckymy [F|, umamo ga je ([A]V[C]))A([B]V[C]) kaaca
[(AVC) A (BVO)]. Haxre, ([A]A[B])V(C] = ([A] v [C]) A ([B] V[C]).
Ocobuna, ([A]V[B])A[C] = ([A]JA[C]) V ([B]A[C]) ce noka3yje aHAIOrHO.
OcraJie ocobune Bysiose asnrebpe:

[To nedunnuuju onepanmje A na cxyny [F| xnaca [A] A [L] je [AA L].
@opmysna A A L je eksuBasientna L, 1j. E (AA L) < L, na Ha ocHOBY
nedbunnnmje knaca u3 [F| umamo [AA L] = [1]. Hakie, [A]A[L] = [L].
Ocobuna [A] V [T] = [T] ce goka3yje aHaIOrHO.

[lo nedununuju onepamuja A m — Ha ckymy [F| kmaca [A] A —[4] je
[A A —A]. ®opmyna A A —A je ekBuBanentna L, 1j. = (AA—-A) < L,
na Ha ocuoBy aebununuje xknaca u3 [F| umamo [A A —-A] = [1]. Jaxaze,
[A] A =[A4] = [L]. Ocobuna [A] V =[A] = [T] ce noka3yje aHAJIOrHO.
Bakspyuayjemo ma crpykrypa ([F], A, V,—,[L],[T]) jecre jemna Bymosa
asrebpa.

2.4 O Be3HHIUMA

2.4.1 DBa3se Be3uuka

Hama nedununuja andadera uckasue jsoruke uz oxespka 2.1.1 je Besnuke A, V, =
u L onpesuiia Ka0 OCHOBHE, & [IPEOCTAJIN BE3HUIIU, BE3HUIM <>, = U |, JeduHucanu
cy momohy ocHoBHuX caenehum meduHuIIjaMma;
P q=def (p = q) N(qg=Dp), P=aerp=>L1 m T =g l= L

Y osuM gmebununumjama HE30BH cEMOOTA ca JeBe cTpaHe =g (Mely kojuma je
HOBH CHMOOJI 33 BE3HUK) Cy 3aMeHa 33 HH3 cuMOOJIA Ca JeCHe CTPAHe =g.f; KOjH
quHe cuMbom asdabera MCKa3HE JIOTMKE W KOju je mckasHa ¢dopmyna. Moxkemo
[IOCTABUTH [HUTAE: 3ALITO CMO BE3HUKE <>, = U | I[PEJCTABUIN TOMONY OCHOBHUX
Be3Huka bamr Tum gopmynama? Ouprosop je ma cy oBe JeduHUIMje MHCIUPUCAHE
CeMaHTHKOM HCKa3He jormke. Hamme, kama cmo medpumncaan amdader MCKa3He
JIOTMKE MW CMO MOIJIM Ja 33 OCHOBHE BE3HWKE n3a0epeMoO CBe TMO3HATE BE3HUKE,
Tj. [a 3a CKyI JIOTWYKWAX Be3HWKa ajidabera MCKa3HE JIOTUKE y3MEMO €0 CKYTI
{NV,=,<, -, T, L}, Taga ve 6ucmo umanu norpedy aa qeUHUIIEMO BE3HUKE <,
—u T, aau OUCMO MOpAJIA y UHTEPIPETANUjHA jJe3UKa /13 OPEIUMO KOje OIeparmje
wa ckyny I = {0,1} oarosapajy tum Besuunmma. Hapasuo na 6u To Guie Gair
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oarosapajyhe omepanuje <, = u T Ha ckynmy I = {0,1} npencrasmene y omemky
2.2.1. Tom unrepuperamujom popmyse p < ¢, "p u | Ou Ouiie eKBUBAJIEHTHE PEIOM
dbopmynama (p = ¢) A (¢ = p), p= L nu L = 1. ExsuBanentaoct tux dhopmya
je pazJjor 3a HaBejeHe AedUHUINje BE3HUKA <>, - U | .

Bparumo ce andabery ca ocHoBHuM Be3nunmMma, A, V, = u | u penuMo Hemro
0 obuuky narux nedbununuja Be3Huka <, 7 u | . Jlebunucame HOBUX BE3HHKA
nojipazymeBa ciejehie: mpaBiberbe HOBOI HU3a CUMDOJIA, ¥ KOME Ce [0jaBJbyje HOBH
BE3HUK M MCKA3HA CJIOBA KOje OH MOBE3Yyje, KA0 3aMEHy 3a HEKy MCKa3Hy (POpMYyJy
y KOjoj ce TOjaBsbyjy Be3mmmu A, V, = m L um mckasna caosa. Ha mpumep, y
nebuHUIT)A:

P& q=dey (p=q) N (qg=p)
dopMysia p & ¢ ca HOBUM BE3HHKOM <> M HCKA3HUM CJIOBHMA P M ¢ 3aMemyje
dbopmyny (p = q) A (¢ = p) y KOjoj ce nojaBibyjy MCTa UCKa3HA CIOBA D U ¢ W
BE3HUIN = U A.

Hawmehe ce murame: ga jm ckyn {A,V,=,<, -, T, 1} uma jour Heku npasu
nozackyn (ocum {A,V,=-, L}) ca 0coOOMHOM & Ce OCTajM HErOBU BE3HWIU MOTY
geduaECcaTH MOMONY BE3HMKA TOT IMOJCKYIA U TO TAKO Ja Te [eUHUNK]e TOBE3Y]jy
mehycobno ekBusasienTae dopmyine? Ogrosop je: JIA. Y HapegHuM 3aJAlUMA
npezcraBuliemo mogckynose ckyna {A,V, = <, -, T, 1} ca Tom 0cOGHHOM.

Bapgatakl Ilokaxkumo aa je Besuuke ckyna {A,V, =, <, —, T, L} mory-
he medunucaru nmomohy Besnuka ckyna {V,—}. (Ilpumerumo za Kako
cvo < u T Beh gedunucanu nomohy Besnuka ckyna {A,V, =, L}, onzxa
6u 6110 JOBOJBHO Ja caMo A, = u L aedunuiemo nomohy V u —.)
(se3Huk A) Kopucrehu ocobuny na ako je dpopmysa C < D rayrosoruja,
ouza je u =C <—D rayrosoruja, u3 = (=(pAq)) < (—pV —q) (e Mo-
PraHoB 3aKoH), nobujamo rayrosorujy: = (= (p A q)) < (=(—p V ~q)),
Tj. Baxm: —(pAq) = =(-pV q). Us = (-=(pAg)) < (pAq) (saxon
nBojHe Herammje), aobmjamo: ——(p A q) = p A q. akie, Ha OCHOBY
CHMETPUIHOCTA U TPAH3UTUBHOCTH = J00UjaMO: ﬁ(ﬁp V ﬁq) =pAqg.
Crora Be3nuk A jgeduHuiieMo Ha ciegeln HaduH:

PAG=des ~(7pV —q) (Adef)

(Be3nuk =) Tayrosorujom = (p = ¢q) < (—pVq) (3akon 3amene umiu-
Kalyje), Be3HUK = je upeicrassbed nomolly V u —. Jakie, Be3uuk =
Aeduanmemo ua cirenehun HadnH:

P=q=def PVq (=def)

(Be3Huk <) @opmyna p < ¢ je 3amena 3a (p = q) A (¢ = p). Besnuxke
= u A cmo Beh gedwuaucasu nomohy Besnmka V u —. Kopucrehm te
neduruEje, 106mjamo:

P q=des ~((=(=pV q)) V (=(=q V p))) (S der)
(sesvuk T) Ha ocroBy 3akona uckspyuema tpeher, = p V —p, dbopmymna

pV —p je rayroJioruja, Tj. eKBubaJieHTHa je (popmysu 1. 3aro Be3HUK
T medpunumnremo Ha ciaenehn Haumn:
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T =aef pV p (Taes)

(eesHuk L) Umamo ga cy dopmyie pV —pu T exsuanenrae. Kao wro
CMO MOKa3aJiu, OHJA Cy W BuxoBe Heranmje, dopmyrae —(pV —p) u L,
exkBuBasienTHe: —(p V —p) = L. akne, nebununuja Be3nuka L je:

L =gy =(pV -p) (Laer)

3apatak2  Ilokaxumo cana na je nomohy Besnuka ckymna { A, -} moryhe
JeduHECAaTH OCTajIe BE3HUKE.

(sesHuk V) 3uamo ga ako je dbopmysna C < D rayrosoruja, oHIa je u
—C' < —D rayrosoruja, na uz = (-(pVq)) < (-pA—q) (e Moprauos
3aKoH), nobujamo Tayromormjy: = (—-(p V q)) < (=(-p A —q)), Tj.
~(pVa) = ~(mpA—g). Us = (-=(pVq) & (pVag) (3akon apojue
Heranyje), nobujamo: = (pV q) = pV q. 3arum, Ha OCHOBY CUMETpUY-
HOCTH ¥ TPAH3UTUBHOCTU =, uMamo: —(—pA—q) = pVq. Jakie, Be3HUK
V nepuHAIIEMO:

PV q=def ~(=P N q) (Vaer)
(se3Huk =) Nmamo Tayrosorujy = (p = q) < (—p V q) (3akon 3amene
ummukamyje). Besuuk V cmo Beh gedunucanu nomohy Besnuka A u —.
Kopucrehu ry aedunummjy, nobujamo: = (p = q) < (—=(——pA—q)). U3
Tayrosoruje = ——p < p (3aK0H ABOjHE Heranuje) Ha OCHOBY TEOPEME

O 3AMEHW EKBUBAJIEHATA nobujamo = (p = q) < (—(p A —q)), 1.
p = q = -(pA—q). Jakne, Be3uuk = nedununemo Ha ciegehu Haqum:

P = q=def ~(P N\ —9q) (=der)

(Be3Huk &) opmyaa p < g je 3amena 3a (p = ¢) A (¢ = p). Besnuk =
cmo Beh nedbunncann nomohy Besuuka A u —. Kopucrehn ty nedbunn-
nmjy, 100ujamo:

P q=dey (—(pA—q)) A (=(g A —p)) (S der)
(se3Huk L) @opmysia p A —p je KOHTPAIUKIH]a, 118 UMAMO:
L =dgerpA-p (Laer)
(sesHuk T) Besuuk T nmedunumemo Ha ciaenehu Hadun:

T =dey ~(p A —p) (Taer)
Ha peny je ckyn {=,—}.

3apatak 3 Tlokaxumo ga je momohy Besnuka ckyma {=,—} moryhe
JeduHECAaTH OCTajIe BE3HUKE.

(se3Huk A) Kopucrumo ocobuny na ako je popmyna C < D rayrosoruja,
ouma je u dopmyna ~C' < —D rayrosoruja, ma u3 le Mopranosor 3a-
xona = (=(pAq)) & (=pV—q) robujano: = (—=(pAg)) & (—(=pV—g)),
Tj. exBuBaseHTHOCT hopmyna: ——(pAg) = —(—pV —q). Ha ocroBy ucre
ocobune, uz rayrosoruje = (p = —¢q) & (—p V —q) (3akona 3amene
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umikanuje), pobujamo: = (—(p = —q)) < (=(—p V —q)), na Baxu
—(p = —¢q) = =(-pV—q). 3akon asojue neranuje = (- (pAq)) < (pPAQ)
HaM faje ekBuBaseHTHOCT bopmyna ~—(pAq) mu pAg: =—(pAq) = pAq.
U3 ==(pAq) = =(-pV q), ~(p=—¢)=—(-pV ~q) u ~=(pAq) =pAg,
KOpHuCTeNW CHMETPUYHOCT W TPAH3UTUBHOCT pejIanuje =, 100ujaMo:
=(p = —q) = p A q. Hakne, nedbununmja A je:

PAG=def (P = q) (Adeg)

(Be3nuk V) YV = (-p = ¢) < (——p V ¢) (3akon 3amene uMuiuxanuje)
dbopmyny ——p 3aMeryjeMo 1b0j eKBHBAJEHTHOM (DOPMYJIOM p W Ha OC-
HOBY TEOPEME O 3AMEHU EKBVBAJIEHATA 1001jaMO TayTOJIOTH]Y:
E(-p=q) < (pVq). Jakne, Be3uuk V aeduHumemo:

PV q=def (P =q) (Vder)

(Be3Huk <) @opmyna p < ¢ je 3amena 3a (p = ¢) A (¢ = p). Besnuk A
cmo Beh gedunucann nomohy Besnnka = u —. Kopucrehu 1y nedbunn-
nmjy, 100ujamo:

P& q=def ~((p=q) = (~(¢ = D)) (S def)

(eesHuk L) Besuuk L nedbunumemo na caenehu navun:
L =des =(p = p) (Ladey)

(sesHuk T) Besuuk T medunumemo Ha cienehu Havyun:
T =defp=p (Taes)

Ha kpajy umamo cxyn {=, L}.

3apgatak 4  Kopucrehu nperxognu 3agarak, 3agatak 3, y KOMe CMO
nomohy Be3nuka = u — geduHHCAIU OCTAJe Be3HUKe, u Kopucrehu
nebunnnyjy Be3nuka — 1a je popmyna —p 3amena 3a p = L nobujamo:

PAG=des P=>(¢=1))=1 (Adef)

pPVa=daer (p=1)=g¢ (Vaers)
peq=dr (=9 =(¢g=p=1)=1L (Sdar)
P =deg p= L (Ddef)
T =aefp=p (Tdes)

Ilocsie HEKOMKO ABOYIAHUX CKYIOBA IMOMONY YHjUX BE3HUKA AePUHHUIIEMO OC-
Tase Be3nuke ckyna {A,V,= < -, T, 1}, #mamehe ce crnenehe nurame: na qu cBu
BE3HWUIM TOT CKyIa MOry OuTH meduHucann camo momohy jenuor sesuunka? OmaroBop
je: JA, ajm TO HUje HUjeIaH O/ BE3HWKA u3 TOr ckyna. 1o hemo mohu ma ypaammo
momohy ciresreha qBa HOBA BE3HUKA, KOje 30BeMO medepoBcky Be3uuiu. OBe Be3HUKE
uaTepnperupamo caenehinm GurapauM omeparmjama Ha ckymy I = {0,1}:

10 1 $J10 1
01 1 0/1 0
111 0 110 0
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a MOXKeMO uX u JepUHACATHA ITOMONY IMO3HATUX BE3HWKA HA Ceaehyn HaduH:

pTa=aer ~(pNq)

plq=aes ~(pVaq)
Tepaumo na cBu Be3uumu ckyna {A,V,=>,< -, T, 1} mMory Gutm npencrasbeHn
camo nomohy jeasor o pesuuka T u ). Kako hiemo 1o nokasaru? loBosbHO je ja
CBE BE3HHKE jeJlHOr 0J1 CKynoBa u3 3agataka 1-4 npejcraBumo nomohy Be3nuka T,
OJIHOCHO BE3HUKA /..

3apatak 5  ITokaxkumo ma ce Be3HUIU CKyTa { A, -} MOTY IPEICTABUTH
nomohy Be3HHKa T.

Ucrunocue Tabaune 3a dhopmyie p Tpu (p1¢) T (p1q) cy pemowm:

plalpta| @ttt q
p|lplp 1[1] 0 1
Il o0 1lo] 1 0
0] 1 0]1] 1 0

olo| 1 0

Hakme, umamo -p = p TpupAqg=(p1Tq) 1T (p 1 q). 3aro mumamo
crnenehe nedunuuje Be3auka - u A nmomohy Besnuka T:
P =def P TP (7des)
PAG=acs (pTa) T (pTa) (Adey)

Y 3apaTky 2 cMO HOKa3aJiu Ja Be3Huke V, =, <, | u T MoxKeMo Lpej-
crauTu omohy A u —, ma Kopucrehu ose jgedpuHuUNEje, CBE BE3HUKE U3
{A\,V,=,<, -, T, L} MOXKEMO IIPEJICTABATH CAMO IIOMONY Be3HHKA 7.

3apatak 6 IToraKMMO Ja ce Be3HUIH CKyTa {V, 7} MOTY [pPeICTaBUTH
moMohy Be3HUKA /..

Ucrunocue Tabmune 3a dhopmyne p L pu (plq) | (pl q) cy pemom:

plalrla| il ®lg
plpilp 1]1 0 1
1] 0 10| o 1
0| 1 0l1] o 1

0lo] 1 0

Hakne, umamo -p = p lpupVg=(plq | (plq). Baro umamo
caenehe nedununuje Be3uuka — u V moMONy BE3HUKA, J:
D =def PP (Mdes)
pPVg=aer (Plq) (g (Vdes)

W3 3agatka 1 umamo za ce Be3nuuu A, =, <, | u T Mory upeiacraBuTu
nomoliy V u -, crora cse Besuuke u3 {A,V,=,< - T, 1} moxkemo
MIPEICTABUTH CaMO MOMONyY BE3HUKA, /..

Ha ckyny I = {0, 1}, ocum onepanmja u3 omespka 2.2.1 u onepanuja 1 u |, moc-
TOje u apyre onepanuje. CBakKa 01 (bUX MOXKE OUTH HHTEPIIPETAIN)A HEKOT JIOTHIKOT
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BE3HUKA KOJU MOXKEMO JI0AaTHh mocrojehem cKyiry Be3nuka anadadera HCKA3He JTOTHKE.
Hakume, 3a cBaky onepamnujy nyxune n wa I = {0,1} (3a mekm npupogan 6poj n)
MOKeMO JehUHUCATH jeJaH BE3HUK JyKUHE N KOjU JT0/IajeMO CKYIly Be3HUKa aida-
OeTa MCKa3HE JIOTWKE W 4YWja WHTEpIperaiuja je ta omeparuja. lluramo ce, ma jm
HOCTOjU CKYII KOjU YMHE CaMO HEKH JIOTUYKY BEe3HUIH (He CBU) Takas Ja uMma cjeiehe
CBOjCTBO: MOMONY BE3HUKA TOT CKYyIIa MOTY ce neuHUCATH CBU MOryNu BE3HUIH, Tj.
Be3nuiy cpux JyzxuuHa? Ourosop je: JIA, HOCTOje TAKBU CKYIOBH Be3HUKA. Takse
CKYIIOBE BE3HHUKA 30BeMO (DYHKIMOHAJIHO 0TIy HU CKYIOBH BE3HUKA Wi 0a3e Be3HU-
Ka, & TO BUXOBO CBOJCTBO je (bYyHKIMOHAIHA MOTIyHOCT. OArOBOPUMO OIMAX W HA,
MATAE: 13 JIX Cy CKYIOBY BE3HUKA KOje CMO IMOCMATPAJIHN Y MPETXOTHUM 33IAIIIMa
6aze Besumka?! Omrosop je: JA. la 6ucMo TO moOKa3aju IOBOJHHO je Ja 3a jeaaH
OJ THX CKYIIOBa MOKazKeMo 113 je 6a3a Besnuka. To hemo ypanuru 3a ckym {=, L}.
[Ipe rora y napesHoM 3aJaTKy MOKAXKUMO HITA Cy TO ¢BU MOoryhu Besnuiiu.

3apatak 7 IIpe cBera noacerumo ce na Ha ckymy I = {0, 1}, xoju uma
JIBa €JIeMeHTa, CBUX Ollepaluja JAyKuHe n (33 HeKW NPUPOIAHU OpOj M)
uma 22", A caja LPeCTAaBUMO JOIMYKE BE3HUKE dije MHTepLperaluje
cy onepanuje Ha ckymy I = {0,1}.

[Ipso cy na pemy Hynaphu Be3uuiy, Beuuny pyxune 0. Hymapaux one-

pamuja Ha ckyny I = {0,1} uma 22" =2, To Cy JiBe omepaliyje Koje Ha
ckyny I = {0,1} usnBajajy emement 0 u enement 1 u oHe cy mHTEp-
nperanyje Beh MO3HATHX HYJIAPHUX JIOTHYKUX BE3HUKA peaom | u T.

Cnenehu cy ma peny yHapHu Besnmnm, Be3uumm ayxkuuae 1. Oneparuja
nyxuue 1 va ckyny I = {0,1} uma verupu, 22" = 4, o1 Kojux je jemna
Hama Beh mosmara, a to je —. akne, na ckyny I = {0,1} umamo — u
jOLLI TpU yHapHe onepaunje al, o u o} (re ropwu UHIEKC roBOpH O

JLy?KUHU Olepaluje):

I FR

Andaber nckasue Jloruke MOYKEMO MPONTUPUTH Ca TPU YHAPHA BE3HUKA,
al, ad u o}, uuje cy unrepnperanuje pegom onepanuje o, a3 u i ma
ckyny I = {0,1}. la jiu MoKeMO Te Be3HUKE 13 jedUHUIIEMO TOMONy
nosuarux pesuuka?! Ilorpebue cy Ham Heke (opmyse y Kojuma ce Io-
JaBJbyjy HO3HATH BE3HUIM U jEJIHO MCKA3HO CJIOBO, a 4Mja MCTUHOCHA
Tab/uia ce MoKjama ca TabauioM onepanuja o, as u aj. To cy pe-
nom dopmyse pV —p, p u p A —p. Crora neduHUIIIMO yHAPHE JIOTHIKE
Be3HUKe OF, o U o Ha ciaesehn HauuH:

alp =def PV p aip =ges p odp =aef pA P

Cana cy Ha peay OWHApPHU BE3HUIM. DHUHAPDHWX OMEpaliyja, Oneparmja

myxuue 2, na ckymy I = {0, 1} uma 22° = 16. Te onepanuje upeacTaBba-
MO TabJIAIIOM KOja MOXKE€ MMATH jelaH of ciaefeha aBa obauKa:
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o
1 1 a|0 1
1 0 1

0 1 0

0 0

On bunapHwux omeparja cy Ham mo3nare: A, V, =, <, 1 u |. Ucrakau-
MO 713 CBe OWHApHE Omepalyje MOXKEMO TMOJEJUTH y [IBE CKymuHe. Y
JjelHOj cKynuHU je 8 ornepanuja, a Apyry HYUHE [PeoCTAIuX & omepanyja,
[IPU 4YeMy je CBaKa OJI lhbUX Heralyja HeKe olepaliyje u3 IpBe CKYIUHE.
[IpencraBumo To ciegehom Tadbemom.

a? v | = 1| ||
1 1|1 1 0] 1 1 0

1 1|1 0 (1] 1 0 1

1 110 1 |1] 0 1 1

1 0] 1 1 1|0 0|0
o7 Loz oi Al ai] e
0 0] 0 0 |1] 0 0 1

0 0] 0 1 10| 0 1 0

0 0] 1 0 |]0] 1 0] 0

0 1,0 0 0] 1 1 1

Hoge 6unapue jorndke Be3nuke aeuHUIIEMO HA Cieaehn HaduH:

paiq =a; (P=p) A(g=q)

—
Q

=N

~

pPO3q =def q=Dp (a3)
pagq  =aey PA(@=4q) (ag)
pazq =acf qA(p=p) (a?)
paiq =as —(p & q (a3)
pa'ia =ar —(poiq) (@)
pa'sa =ar —(podq) (@'3)
Pa'iq =ar —(p=q) (@'F)
pa'sq =as —(po?aq) (')
pa'sq =aes —(po?q) (@'3)

[pumMeTuMo 1a je Be3HuK o eKckIy3uBana (jaka) AUCjyHKIIHja KOjy CMO
HOMMIbA/IM Y OJIE/bKY O BE3HUIIMMA.

Ho caga cmo nokazamm ga je cse Be3nuke ayxkwuue 0, 1 u 2 moryhe
LIPEJCTABUTH IIOMONY, J1a TaKO KazKeMo, [O3HATHX JIOTMYKUX BE3HUKA.
To smawm ma sesmuke T, L, =, of (i € {1,2,3}), A, V, =, &, o]
(j€{1,3,6,7,8}) 1/10/? (j €{1,3,4,6,7}) moxemo nedunucaru nomoly
Be3HmKa andadera uckasue joruke: A,V, = u L.
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Ha peny cy repuapuu Be3nunu, Be3nunm JgykuHe 3. TepHapHux oie-

. 3 - .
parmja na ckymy I = {0,1} nma 22" = 2% = 256. Onze ce Beh mojasmbyje
upobsieM HaBobherma CBUX THX OIEpaluja ¥ mpobjieM mpoBepaBama Ja
JIX Ce CBaKH TEpHAapHHW BE3HHUK MOXKE IIPDEICTABUTH HOMOhy IIO3HATUX

BE3HHKa.
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ITorBpay Ja ce CBakU BE3HUWK MPOM3BOJbHE JyxKUHE N (32 CBaKU MPUPOJIAH OpOoj

n) MOXKe MPeJCTaBUTU MOMONY MO3HATUX BE3HUKA Jaje HaM cieneha Teopema.

TEOPEMA 1 (TEOPEMA O ®VHKUMOHAJIHOJ MOTMNYHOCTN CKVNA {=,1})

3a cBakuy Be3HUK Q™ AyXuHe m, rae je n npupogaH 6poj, nocroju opmyna F' y kojoj
ce jaBsbajy camo cumbonum pi,...,p,, = W L, TakBa Ja je ekBuBaneHTHa opmynn

a™(p1, ...y, Pn), Tj. Ba BaXW:

Ea™(p1,...,pn) © F.
[IOKA3

Jloka3s he OuTy MHIYKIMjOM IO ITyKUHU 71 BE3HUKA (/.

Baza magyxmmje: o je Hynapau Be3HEK: N = (.

[Tocmarpamo cBe HyIapHe BE3HUKE, a TO Cy Be3HUIM | u L. 3a cBaku ox
TUX BE3HUKA TPAKUMO eKBHBaJeHTHY dopmyiry F' Ha andabery uckazme
JIOTUKE 9uju CKyIl Be3HWKa je ckyn {=, L}. 3a dopmyny L rTpaxkena
dbopmyna F je cama dbopmyna L. Bmamo na Baxn: = T < (L = 1),
ma je 3a dopmyny T tpaxkena dopmyna F dopmyma L = L.

I/IH,ZLyKL[I/IjCKa, IpeTnoCTaBKa: TeOpeMa BazKM 3a CBAKW BE3HUK y2KWHE
N: 3a CBaKM BE3HHK " Jy2KuHe n nocroju dopmyna F' y Kojoj ce jaBibajy
caMo cuMOosn P1, ..., Pp, = U L, TakBa 1a je:

Ea"(p1,...,pn) < F.

JloKazKuMO caJ1a 1a TEOpEeMa BayKW U 33 BE3HHK yzKuHE 1 + 1.
n+1

Jlakiie, 3a MpOU3BOJ/haH BE3HUK (¥ nayxube n+ 1, Tpeba mokazaru 1a
nocroju ¢dopmyna F'y kojoj ce jaBmpajy camo cuMmOOIH P1, ..., Pry Prt1,
= u 1, TakBa Jia je:

': an+1(p17 ---7pn7pn+1) & F.

Buo xojom BasyannjoM v UCKA3HO CJIOBO Pp+1 MOIKE MMATH WM BPEJI-
vocT 0 mm BpeguocT 1. To 3Ha4Ym 7a ce Herosa BPeTHOCT CBAKOM BaJIy-
auMjoM v LOKJIAla WU ca ucruHocHoMm Bpeguowhy dopmyse T (ako
je v(pnt1) = 1) mm ca ucrurocuom Bpemuomhy dopmyne L (ako je
v(pnt1) = 0). Axo y dopmyan o (py, ..., pny Prt1) MCKA3HO CI10BO
Pna1 3aMernMo ca 1 u L, mobujamo pemom dopmyae o (py, ..., pp, T)
u o (py,...,pn, L), unWja mckazHa ciaoBa Cy pi,...,pn. llomohy Tux
dopmyna meduHUITEMO 1Ba BE3HUKA JTYyXKUHE 7

n+1(

ﬂn(plv---vpn) :defa p17"'7pn7—|—)

n+1(

Y (D1, ey Pn) =def & (P15 o0y Py L)
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3a CBaKHU BE3HUK [yKWHE N, A U 33 Be3HUKE 3" (D1, ..., Prn) ©Y (D1, vy D),
BaxkKy MHJIYyKIMjCKa Lperiocraska, 1j. nocroje ¢popmyiae F' u F” y ko-
juMa ce jaBibajy caMoO CUMOOJHU P1, ..., Pn, = U | ¥ 3a HUX BayKU:

': Bn(plv 7pn) & F

): '7”(]917 7pn) = FI/

Tj. Ha OCHOBY neduHUIM]a Be3HuKa 8" u Y™, BaxKu:
Ea"(py,.pn, T) & F'

n

u
1 "
E o™ py, ., pp, L) & F.

Taxne, umamo ekpupasienTHoct dbopmyna o (py, ..., pp, T) u F/, u ex-
suBasenTHOCT dopmyna a1 (py, ..., pn, L) u F':

" p,espn, HY=F uw o™ Y(p1,.ypn, L) = F".
C apyre crpane, na ocuoBy TEOPEME 4 (oumespak 2.2.3), 3a dopmyiy

a1 (p1, .., Pny Pra1) M HEHO HCKA3HO CJIOBO Pp11 MMaMo cienehy Tay-
TOJIOTH]Y:

a1 (p1, ooy Py P 1) (P12 T (1, oy Py T)) A (Fpnpr=a™ T (p1, s pnsy 1)),
Ako y roj rayronoruju gpopmyie o (py, ..., py, T) u o™ (p1, ooy pp, L)
3aMEHUMO IbUMa ekBuBajieHTHUM (opmysama peaom F' u F”, onna
Ha OCHOBY TEOPEME O 3AMEHW EKBUBAJIEHATA 100ujaMO €KBUBAJIEHTHY
dopmyny T0oj Tayromoruju. Jlakie, 700MjaMO Tay TOJIOTH]Y:

E o™ (p1, e Doy Ps1) € ((Prs1 = F') A (mpp1 = F")).
[Tocmarpajmo dopmyny (pr+1 = F') A (mppt1 = F”). Y wenum nor-
dopmynama F' u F” ce jasbajy camo cumbosu pi,...,pn, = u L, 1a
rpeba jour BesHuke - u A (Koje BuaumMo y 3aiucy popmMyJie) npeicraBuTu
momohy = u L. Kopucrumo nedununujy Besnuka - nomohy = u | u
nobujamo ma je —pny1 = F” 3amena 3a (pp+1 = L) = F”, na us
IIOCJIE/IHhe TayTOJIOTHje JI00MjaMO TayTOJIOTH]Y:

E o™ (p1s s Py 1) € (Pns1 = F)) A ((ppgr = L) = F)).
Ocraje jomr ga Be3nuk A npejcraBumo nomohy = u L. HNmamo na je
dbopmyna A A B 3amena 3a (A = (B = 1)) = 1, ma je dopmymna
(pn-l-l = FI) A ((pn—i—l = J—) = F/I) ; & TUME U an+1(p17 ---7pn7pn+l);
eKBUBAJIEHTHA, (bopMysIn

(Pnt1 = F') = (pnr = L) = F') = 1)) = L.
Haxue, Tpaxkena dopmysa F 3a KOjy Baxku

': an+1(pla "'apnapn+1) < F

7 Y KOjOj Ce TI0jaBJbyjy CaMO CUMOOIH P1, .., Pn, Pnt1, = ¥ L je bopmyma:

(pnt1 = F) = (pn1 = L) = F') = 1)) = L.
Ha oBaj Haumn cMO J0Ka3au 1 BayK1 HHAYKIIA]CKHA KOPAK, 1A 3aKJbY Iy-
JEMO [1a ce CBaKMW BE3HWK (" MPOW3BOJbHE IYXKUHE N MOXKe nebUHUCATH
nomohy Be3nuka = u L.
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OBoM TeopemoM cMO nOKa3amu (DyHKIUOHANHY MOTIyHOCT cKyma {=-, L}, Tj.
NOKa3aJu CMO 713 je ckyn {=, 1} jenna 6a3a Besmuka. Ilomro cMmo 3a cBe apyre
CKYTNOBe Koje CMO OBJie mpeacrasuim, ckynose {A, V,=, 1} {V, =} {A, -}, {=, -},
{1} u {1}, mokazanu ma ce momohy HBLUXOBUX Be3HUKA MOry JeUHUCATH BE3HUIM
6aze {=, L} 3ak/byuyjemo sa Cy CBU TH CKyIOBU 0a3e BE3HUKA.

2.4.2 JlucjyHKTHMBHA U KOHjyHKTHBHA HOpMajHa ¢dopMa

OBaj one/pak 0 obumiuMa UCKa3HUX (opmMysia KOju ce 30By JUCjYHKTHBHA U KO-
HjYHKTHUBHA HOpMaJiHa, (popma mogehemo jeTHEM IPpUMEpPOM.

Mpumep 1 Tlocmarpajmo dopmyny F = (=((p = q) Ap)) V q. Ham
b je ma HampasuMo GopMyTy Koja je ekBuBasieHTHaA dopmynn F, a
KOja je y IHCjyHKTHBHOj HOPMAaJHOj (POPMH, Tj. HAUUEHA je O HEKUX
dopmyna Ai, ..., A, (m > 1), Koje cy moBe3aHe IUCjyHKIMjaMa, JOK
je caka ox dopmyna Ap, ..., A, HauWmbeHa O MCKA3HUX CJIOBa U He-
ranpja WCKa3HAX CJIOBA NOBE3aHMX KOHjyHKIHjaMma. Y MOCTYIKY KO-
JAM [OJIA3UMO [0 TakKBe (POpPMyJe MPBU KOPAK je da HAIpaBUMO POp-
MyJIy KOja je eKBHBaJeHTHa HaIioj dpopmynu F, a y KOjoj ce mojaBibyjy
camo Besuuim A, V u —. 3aro y dopmysu F nordopmyiny p = g
3aMembyjeMO Bb0j eKBUBAIEHTHOM (GOpMYIOM —pV g U 100ujaMo HhopMyIy
Fi =(=((-pV q)Ap))Vq. Ha ocHoBy TEOPEME O 3AMEHW EKBVBAJIE-
HATA ¢dopmysie F' u Fy cy exkBuBasientre (opmysie. Crenehu kopak je
ga popmyny Fi 3aMEHHMO €KBHBAJEHTHOM (POPMYJIOM Yy KOjOj BE3HHUK
- croju camo y3 ucka3na cjioBa. Ha ocuoBy le Mopramosor 3akona,
= (=(A A B)) & (=AV =B), nordopmyna —~((=p V q) A p) dbopmyme
F je exBuBasientna dpopmynu (—(—pV q)) V —p, a oner ua ocHoBy TEO-
PEME O 3AMEHV EKBVBAJNEHATA dopwmyia Fi je ekBuBasienTHa (hopmyan
Fy, = ((=(—pVvq))V-p)Vq. Camaxopucrumo apyru e Mopranos 3akom,
E (-(AV B)) & (WA A -B), u gobujamo na je nordopmyna —(—pV q)
dopmyne F, ekBuBasienTHa hOpMysn ——p A —¢g, Ta je Ha OCHOBY TEO-
PEME O 3AMEHW EKBVBANIEHATA dopwmyna F, ekBuBajieHTHA (HopMyan
F3; = ((—p A —¢) V —-p)V q. Ha kpajy, 3aK0H 0 [BOjHO] Heramuju,
E ——A & A, naje exuamentroct dopmyma ——p u p, a TEOPEMA O
3AMEHW EKBUBAJIEHATA naje dbopmysu Fs (a rume u nonasnoj dpopmyiiu
F) exuBasienrny dbopmyiy Fy:
(pA—q)V-p)Vg.

®opwmyaa Fy je obmuka (A1 V As)V As, tie je A; nordopmyna pA—g, As
je 7p u As je q. Hakie, bopmyna Fy jecte y IuCjyHKTHBHOj HOPMAJIHO]
dopmu.

Caza hemo na naBenemo n nedunuiyjy dbopmysie y JUCjyHKTUBHOj HOPMAJIHO]
dopmu, amu upe rora yBeaumo mojaMm Jmrepasa. Jlurepasn je uckaszua Qopmysia
KOja je Wil MCKA3HO CJIOBO WM Heramuja uckasHor cioBa. Ca P hemo o3HauaBaru
JuTepajie p u —p, rJe je p HEKO NCKA3HO CJIOBO.



96 I'/IABA 2. ICKA3HA JIOTUKA

JedbunHnunja ancjyHkTnBHe HopMmanHe gpopme

Heka je cBaka oz dopmyna Az, ..., Ay, (m > 1) nauumena oj jurepaJa
LIOBE3aHUX KOHjyHKIujaMa. Popmyia Kojy yune ¢popmydie A1, ..., Ay, 1o-
Be3aHe JUCjyHKIHjaMma je popMysia y IuCjyHKTUBHOj HOPMAJIHO] (hOPMHI
(IH®) u Tty dopmy/iy O3HaAIABAMO:
ALV ...V Ay,

a dopmyie Ag, ..., A, 30Bemo pucjynkru. Ako ¢y Pi,...,Dn (n > 1)
JIITEpAJId OJ KOjUuX je HauwumbeHa Heka on dgopmyna A;, 1 < i < m, 1y
dopmyny A; hemo o3magasaru: Py A ... A Py,.

Hyanno ce nedwurumne Gopmyiia y KOHjyHKTAUBHO] HOpMasnoj ¢popvu. Hawnwme,
TakBa (HOpMyJIa je HadumbeHa o1 (POpMyJIa Koje Cy HOBE3aHe KOHjyHKIIHjaMa, & CBAKY
on, Tux (hopMysIa YnHE JIUTEPAJIU TOBE3AHHU [IVC]yHKIIAjaMa.

Mpumep 2 IlocTraBumo 3axTeB Ja HAIPABUMO (HOPMYIY KOja je y KO-
HjYHKTHUBHOj HOpPMaJIHOj (GOPMH U KOja je eKBHUBAJIEHTHA (DOPMYy/IH U3
Mpumepa 1, dopmymm F = (=((p = ¢) Ap)) V q. Ja 6ucmo To ypamuiu
MozkeMo mocmarparu ¢popmyiry u3 [Npumepa 1 ekBuBasenTHy (hopmytu
F, dopmyny Fy = ((p A —q) V —p) V ¢, Taunuje 10j eKBuBajeHTHY HOp-
myay (Ha ocHOBY acouujaruBHocTH 33 V): (pA—q)V (—pVq). Ha ocroBy
3aKOHA AUCTPUOYTUBHOCTH \V y OJHOCY HA A mMaMmo 1 je Ta dopmyra
exBuBasieaTHa Gopmymu F5 = (pV (-pV q)) A (=g V (=p V q)). Hakmne,
dopmyna F je ekBuBasientHa popmynu F5. @opmyna Fy je y KOHjyHK-
TUBHO] HOpMaJIHOj dopmu, Tj. Ta dopmyra je obauka A; A Ag, Tre je
A; nordopwmyna pV (—pV q) u As je nordopmyana —gV (—pV q).

A caga pajemo nedununujy Gopmysia y KOHjyHKTHBHO] HOPMAaJIHO] (popMu.

LedbunHnunja KOHjyHKTMBHE HOpMaJiHe hopMme

Heka je cBaka oz dopmyna Ay, ..., Ay, (m > 1) nauumena oj jurepaJa
oBe3aHuX Aucjynkuujama. @opmysa kojy yune popmydie Aq, ..., Ay, 1o-
Be3aHe KOHjyHKIIjaMa je popMysia y KOHjyHKTHBHOj HOpMaJHOj (hopmu
(KH®) u ty dopmy/iy o3HaYaBaMO:
AL AN Ap,

a dopmyne A, ..., A, 30BeMO KOHjyHKTH. AKO Cy Pi,...,Dn (n > 1)
JIUTEpAJId OJ KOjUuX je HauwmmbeHa Heka o dgopmyna A;, 1 < i < m, 1y
dopmyay A; hemo o3nagaparu: pr V... V Dy.

[Tocmarpajmo gpopmyne A, ..., Ay, HaUKIbEHE OJ1 JIUTEPAJIA, [OBE3aHUX KOHjyHKIM-
jama, rze je m Behe ox 2. Ilojacuumo Be3y uamely 3ammca yoruinTene IucjyHKIuje u
zanuca dpopmyse y JJH®D. Ha npumep 3a m = 4 u dpopmyne Ay, Az, As u Ay umamo
J1a je yOIIITeHa JUC]yHKIIHja, \/?:1 A; = ((A1V Ag) V A3) V Ay, Tj. 3arpajie cy y T0j
dopmynu aconupane HajaeBo. Ha ocHOBY 3aK0HA aconujaruBHOCTH 33 V Ta (popmysia
je exBuBasenTHa dopmynama (A1 V A2)V (Az3V Ay) u A1V ((A2V A3)V Ay) y kojuma
cy 3arpaze apyraduje pacmopehene. Mu cvmo JIH® nedwnncann Tako ma HAM HuUje
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OuTaH pacropej 3arpaja u 3a CBe HapeaeHe, MelycoOHO ekBuBajieHTHE (HOpMyJIe,
KaxkKeMo /13 Cy Hauumbene o, popmysa Ay, Az, Az, A4 noBe3aHUX JIKUCjyHKLUjaMa,

Tj.

yorrreny koujyuknujy 1 KH®. A cama morsiemajmo cienehn mpumep.

Mpumep 3  Nmamo dbopmysry
F={A(gAr)V((pA=g)V(orAgAs))).
@opuymna F jey JH®, 1j. dopmyma F je obamka A1V (A2V As), 3a dop-
myne: A1 =pA(—gAr), Ao =pA-qu As = -1 A(gAs). locmarpajmo
dopmyny By = (p A —g) AT, KOja je yolIlTeHa KOHjYHKIMja U UMa UCTE
qurepajie Kao dopmyna A; u to mopehane wcrum pemom, Tj. Bp je
sgobujera og A camo upemelnnramweM 3arpaia. Mcro Baxku 3a ¢gopmyiie
By =pA—qu Ay (one cy upenruune); u dhopmyse By = (-r Ag) Asu
As. Ha ocHOBY 3aKoHa acONMjaTHBHOCTH 3a /A HUMAMO:
':A1<:>B1, ':AQ@BQ u ':A3<:>B3.

W3 Tux tayrosormja, Ha OCHOBY TEOPEME O 3AMEHV EKBUBAJIEHATA,

J100MjaMO TayTOJIOIH]Y:
': (Al \Y (Ag \Y Ag)) == (Bl \Y (Bz \Y B3)),

na Baxu Ay V (As V As) = By V (B2 V Bs). Ha ocrosy 3akona aconmja-
TUBHOCTU 3a V HMaMO:

): (Bl \Y (Bz V B3)) = ((Bl \Y Bz) \Y B3),

1j. B1V (B2 V Bs) = (By V Bs) V B3, n1a TpaH3suTUBHOCT pejauuje =
Jaje:
': (A1 vV (AQ vV Ag)) =4 ((Bl vV BQ) V Bg)

Hobumu cmo na je F' exBuBasentHa dbopmynmu Fy = (B V Bg) V Bs.
®opwmyrna Fi jey JH®, uma tpu nucjyakra kao u dopmysa F' v 3a cBako
i, 1 <1i < 3, ogrosapajyhu nucjyukru dpopmyna F u Fy, qucjyakru A; u
B;, cy HauumeHu 0] UCTUX JIUTEPAJIA HABEIEHUX UCTUM PEIOM, CAMO Cy Y
IbUMA, 3arpajie pa3anauTo nocrasbere. Popmyna F je cuenududna mo
TOMe IIITO je YOUIITeHa JUCjYHKINja U CBU FeHHU JUCjYHKTH Cy YOIIITeHEe
KOH]YHKITH]€.

3a HUX MOXKEMO Jla KOPpUCTUMO O03Haky A V As V A3 V Ay. HMcro Baxku u 3a

W 3a npoussosbHy dopmysty koja je y JH®, nexky dpopmyiy F= A1 V...V A,

(m > 1), mocroju ekBuBasenTHa popmyiia koja je y JTH® u yomrena qucjyHKuja,
a YMj¥ JUCJYHKTH Cy YOIIITeHe KOHjYHKIHje Koju ce o7 Aj,...,A,, Pa3Iukyjy camo
o pacmopeay 3arpaga. Mcro Baxku u 3a Heky dopmyny y KH®, weky dopmysmry
F=A4 N..NA, (m > 1). Haume, na ocHOBY 3aKOHA aCOLUjATUBHOCTU 33 V
cBaka ¢opmyiia A;, 1 < i < m, ekBuBajienTHa je ¢opmysuu B;, Koja je yollureHa
aucjyeKnmja aurepasa te dpopmyne A; mopehanux mcrum pemom kao y A;. Ha
OCHOBY 3aKOHA acoIijaTuBHOCTH 3a A ¢dopmyna F' je eKBUBaJIEHTHA YOIIITEHO] KO-
Hjyaknuju dgopmyna B;, 1 < i < m koja je ucro jenna dpopmyna y KHO.

ITokaxkumo caga Baxkue ocobune dpopmysia y KH® u JIH®. Ako je dpopmyia y

KH® onma MozkeMO BeOMa jeITHOCTABHO 1 IIPOBEPHUMO A JIH j€ OHA TAyTOJIOrHja.
[Mornenajmo dopmyny y KH®, bopmyny A1 A...AA,, (m > 1), rae cy cse dopmyie



98 I'/IABA 2. ICKA3HA JIOTUKA

Aq, ..., A, HauumeHe OJ JiMTepaJa LoBe3aHuX AucjyHkiujama. [da O6u dopmysia
Ay A ..o N Ay, Ouila ucruHMTA MOPa OMTU MCTUHUTA CBakKa ox, (popmyna Aq, ..., Apy.
[Turamo ce: kor obsuka Tpeda sa Oymy re popmysie Ay, ..., A, 1a Ou Ouiie ucruHuTe
3a OMJI0 KOje MCTWHOCHE BPEIHOCTH HUXOBUX MCKA3HWX CJIOBA, Tj. 3a OWMIIO KOjy
Basayamnujy? JloBosbHO je ma ce y cBakoj on Tux dopmynaa Aj, ..., A, jaBH HEKO
HCKA3HO CJIOBO P U IHErOBA HEralyja —p. 3a CBAKy BaJLyalldjy v jeJIHA O BPEJIHOCTH
v(p) m v(—p) mopa Gutm 1, na kako cy dopmyre Ay, ..., A, HauuBEHE 01 TUTEPATA
[IOBE3aHUX JUCjyHKIMjaMa, UMaMO Ja jé MCTUHOCHA BpeaHocT cBake ox Aq, ..., Ap,
jenmaka 1 3a cBaky Basyanujy. Crora ako umamo dopmyny Ay A... A A, y KH® u
y cBakoj o, popmyita Aq, ..., A, ce jaBiba HEKO MCKA3HO CJIOBO U FHEroBa HEraluja,
oHia 3HaMO Ja je dopmyna A A ... A A, tayrosoruja. Baxku m 0OpHYyTO: ako je
dopmyaa A1 A ... A Ay (m > 1) y KH® rayrosoruja, onna ce y cBakoj (popmyiiu
A;, 1 <7< m, jaBjba HEKO UCKA3HO CJIOBO U HEI'0BA HEralyja, U TO NeMo 1oKa3aru
y HapeIHOM 3aJaTKy, 3agaTky 8.

Dopwmyna Fs = (pV(=pVq))A(—qV(—pVq)) u3 Mpumepa 2 je upumep dbopmysie y
KH® u ona je obsiuka A1 A As. Y dopmynn A; jaBiba ce HCKA3HO CJIOBO P U HErOBa,
Herauuja —p, a y ¢opmyiin As jaB/ba ce UCKA3HO CJIOBO ¢ M IErOBa Herauyja —g.
Haxme, dopmymna Fs jecre tayrosoruja. @opmyna F = (=((p = q) Ap)) V ¢ je
ekBuBaJieHTHA opmynn Fy, mma 3ak/pydyjemo aa je u popmyna F' rayronoruja.

3apgatak 8 Ilokaxkumo ga Bazku caeneha ocobuna:

dopmyna A1 A AAy, (m > 1) y KH® je tayTosoruja ako u camMmo ako ce
y cBakoj A; (1 < i < m) jaB/ba HEKO UCKA3HO CJIOBO M HErOBa, HEraluja.
Heo na dopmysa onurcanor obmKa jecte TayTosoruja Beh cmo gokasanu.
Ocraje ma mokaxkemo apyru jeo Tephema: Ja cBaka tayrosorujay KHO
Mopa Omtm omucaHor obsuka. IlpermocraBumo ma mebhy dopmynama
Aj,..., A, nocroju mHeka opmysa A; ca OCODMHOM Ja Ce y HbOj He I0-
JaBJBYjy HEKO MCKA3HO CJOBO W WeroBa Heramuja. llocmarpajMo ckym
CBUX MCKa3HUX CJIOBa KOja cy jmrepanu dbopmyne A;, ckyn {p1, ..., pr},
U CKYIl CBUX MCKA3HUX CJIOBA 4uje Heramuje cy Jurepaiu gopmyse Aj,
ckyu {q1,...,¢; }, La€ HEKH OJ TUX CKyLOBa MOzKe Ouru u npasan. Jacuo
je na na ocuoBy ocobuune dopmyne A; ckynosu {p1,....,pr} u {q1,...,¢;}
HeMajy 3ajenHnykux ejgeMmenara. Cajsa mocMarpamMo Bayalldjy v TaKBY
majev(p;) =0,1<i<kuv(g)=1,1<i<j. Umamo xa je bopmyna
A; cauumena of JIUTepPand pi,..., Pk, q1,-.., 7'¢j NOBE3AHUX JUC)yHKIIU-
jaMa, a MCTUHOCHA BPEJHOCT BAaJIyaldjOM v CBaKor Tor jurepaJsia je 0.
Hakme, v(A;) = 0. Oparne, Ha ocHoBy medununmje v, nOGHjaMo 1a je
v(A1 A ... A Ap) = 0, wro je wemoryhie jep je dopmyna A; A ... A A,
TayToIorHja. 3aK/pyUyjeMo ma ce y cBakoj dopmyan A;, 1 < i < m,
MOpa jaB/baTH HEKO MCKA3HO CJIOBO W FHETOBA, HETAIH]a.

A cama mornemajmo mra Ham maje JIH®. Ako je dopmyna y IH®, onma ce
BPJIO j€THOCTABHO MPOBEPABA 114, JIU je OHA KOHTpaauknuja. llormemajmo dopmyrty
y JH®, dopmyny A1 V...V A, (m > 1), rae cy cse dopmyse Ay, ..., Ay, Hauumbene
0J1, IuTepaJia I0Be3aHuX KOHjyHKuujama. da ou dpopmysa Ay V...V A, buna Heuc-
TUHUTA, MOpPA OUTH HEUCTUHUTA, CBaKa o1 ¢opmynia Aj, ..., A,,. Bpeasocr cBake on
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dopmyma Aj, ..., Ay je yBek 0 ako ce y 10j jaBjba HEKO UCKA3HO CJIOBO, HA IIPUMED
P, ¥ IErOBa HEranmja —p. 3a CBaky Bajyanumjy v jemsa oz spexsocru v(p) u v(—p)
mopa 6uru 0, na Kako cy gopmyne Aj, ..., A, Ha4UBEHE OJI JIMTEPAJIA IOBE3AHUX
KOHjyHKIIMjaMa, MMaMO Jia, jé MCTUHOCHA BPEIHOCT CBake on Aj, ..., A, jennaka 0
3a cBaky BaJyarmjy. Kama je ucrurocHa BpeaHOCT cBake on dopmymna Aj, ..., Ap,
jennaka 0 ouzma je u ucruHocHa Bpeanoct dopmyne A; V...V A, jennaka 0.

Haxkne, 3a popmyny y KH® nako je mpoepuru 7a Ji je TayTOJIO0THja, a 3a Gop-
myny y JH® na sim je KoHTpaauKiuja. 3000 TUX CBOjCTABA HOCTABI/HAMO [MUTAE:
J1a Jii 33 cBaKky uckazuy dopmyay F nmocroju dopmyna y JHD u dopmyna y KH®
KOje cy ®m0j ekBuBajenTne? Oarosop je: JIA, a To hemo u moka3zarw.

TEOPEMA 2 (TEOPEMA O AH® N KH®)
3a ceaky dopmyny F noctoju 6ap jegHa dopmyna F* y KOHjyHKTUBHOj HOPMaHO]j
chopmu 1 6ap jeaHa cdopmyna F¢ y ancjynkTneHoj HopmanHoj dopmu, Takse aa je:
J Y. y Ancly ) ) J
EFsFr u EFe P
JOKA3

[Tocmarpajmo mpoussomuy dopmyny F. Axo ce y dbopmyan F mo-
jaBipyjy Be3HUIM Koju HuCy u3 ckyna {A,V,—}, onma xopucrehu nos-
Hare Be3e u3Mehy JIOrMYKUX BE3HUKA IPABUMO (POPMYILY €KBUBAJIEHTHY
dopmysnu Fy K0joj ce mojasspyjy camo Besuunm u3 tor ckyna. Crora
CMEMO 2 TpermocTaBumo 1a je F dbopmysna Beh TakBor obsmka, Tj. y
dopmynu F' ce nojaBibyjy camo Be3uuru A, V u —. Teopemy mokazyjemo
MHIYKILjOM 110 Opojy Be3uuka dpopmysie F, 6pojy n.

Baza unaykumje, dpopmyna F wema Be3uuka, n = 0. To 3maum ma je
dopmymna F' HEKO HCKA3HO CJIOBO, HA IPUMEp UCKA3HO CJI0BO p. Tparkene
dbopmyae F¥ u F4 cy caMmo HCKA3HO CJI0BO p.

Nupyknujcka mpeTmocTaBKa: TeopeMa BaXkd 33 cBaky dopmyay F koja
MMa, Mabe O/ N JIOTUIKUX BE3HUKA.

Jokaxkumo J1a TeopeMa Bazku 1 3a HOpMyJTy KOja MMa N BE3HHUKA.
[Tocmarpajmo dopmyny F koja mma n Besumka. Popmyna F moxe
nMaTu jenan on ciaenehnx obamka:
AN B, AV B i —A.

Be3 063upa Ha TO KOju 01 Tpu HaBemeHA 0OauKa uMa gopmyna F mere
mordopmysie A u B umajy bap jeman Be3nuk Mmame of (opmyse F) na
3a BUX BasKd MHIYKIN]CKa TpeTHocTaBpKa: moctoje dopmyre AF u BF y
KOH]jyHKTHBHO] HOpMa/IHOj opmu u bopmyite A? u B y nucjyHKTuBHO]
HOPMAJTHOj (POPMH, TAKBE A je:

FAs AF A= A? u EB< B, EB< Bl
Ha ocHOBy 3akoHa O acOIMjaTUBHOCTH 3a A W V U TPAH3UTHUBHOCTH
pejaiyje eKBUBaJIeHTHOCTH (HOpPMysia, MOYKEMO IPETIIOCTaBUTU /i CY
y dopmyinama A*, B¥ A%y B ce 3arpase acommpane naseso. Jakie,
dbopmyiie AF u B* cy yomrene xonjynkuuje pejgom Dy A...AD,, (m > 1)
u Di A ... ADj (I > 1) 3a mexe bopmyne D, ..., Dy, D}, ..., D], xoje cy
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yommrene aucjyaknuje murepana. @opmymne A? u B? cy yommrene muc-
jyukuuje pejom C1 V...V C; (k> 1) u C1 V...V C} (j > 1) 3a uexe
dbopmyiie C1, ..., Ck, C1, ..., C koje cy youurrene KoujyHKIiuje Jurepasa.
Kopucrehu ose dbopmyie, nanpasumo dpopmyiae FF u F9.

< IIpernocraBumo 1a je dpopmyra F obauka A A B.

Haupasumo upso dopmyry F*.

Us = A< AF u = B < B* TEOPEMA O 3AMEHV EKBVBAJIEHATA jaje:
= (AAB) < (A* A BY),

e cy dbopmyse A¥ u BY y konjynkTusnoj HOpMamHoj hopvu. Crora je

u popmyna AF A BF y KoHjyHKTHBHOj HOpMAJIHO] (DOPMHE, 113 je TPazKeHa

dbopmyaa FF Gam dopmyra A A BE.

Haupasumo caza dopmyny F.

U3 = A< Al u = B < B?Y TEOPEMA O 3AMEHU EKBUBAJIEHATA maje:
E (AAB) < (A A BY),

1j. F je exusanentna popmymu AYAB%: F = AYABY, rae je bopmyna

AYAB? obmuxka (C1V...VCr)A(C]V...VCY). Axo nordopmyry CiV...VC|

dbopmyae A% A BY ozmaunmo ca C', onna je dopmyna AY A B¢ obuxa:

(C1V ...V Ci) ANC’'. Ha 0CHOBY yOIIITEHOr 3aKOHA IUCTPUOY TUBHOCTH

Ay omHOCY Ha V IMaMO TayTOJIOTH]Y:

E(C1V..VC)ANC) < (C1ACYV ..V (Ce ANCY),

re je popmysia IecHO o <, dpopmyna Fi:
(CrA(CLV..VC))) Vo V (CeA(CTV ...V CY))

youmrrena jucjynkuuja popmyna C;A(C1V...VCY), 1 <i < k. Haxie,
dbopmyaa A4 A B? je ekBuBasentra 10j popmyan F). Kopucrehu 3akon
KOMYTATUBHOCTH 33 A ¥ YOIIIITEHU 3aKOH JUCTPUOYTUBHOCTH /A y OTHOCY
Ha V 100MjaMO TAayTOJIOTH]y:

E(CACIV..VCY) & (CACH V...V (CACYH),

na mmamo: CA(C V...V CY) = (CACY) V...V (CACY). Crora 3a cBaky
ox, Beh ucrakuytux mordopmyna dopmyne Fi, 1 <i < k, umamo:

Ci N(CTV ...V C)) =(Ci NCY) V... V (Ci AN CY).

Cama y dopmymm Fy csaky meny nordopmyry C; A (C7V ...V CY),
1 < i < k, 3amemyjeM0o 1H0j eKBHBAJIEHTHOM (DOPMYJIOM U J100MjaMo
bopmyiy Fy:

(C1ACY) V.oV (CLAC))) V.oV ((CpACY) V.oV (Cr A CY)),

rae cse popmyae C,..., Ck, C1,..., C} quHe IMTepasn Koju cy ToBe3aHt
koHjyHKnujama. To 3uauu ja je dpopmyna Fh y JAUCjyHKTUBHOj HOpMaJI-
uoj ¢dpopmu. Ha ocHoBy TEOPEME O 3AMEHV EKBVBAJIEHATA dopmyia
Fy (a tume u A% A BY) je exsusasenrua dbopmyin Fp. axie, rpakena
dbopuyna F? je dopmyna Fp.
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< IIpernocrasumo aa je popmyna F obiuka AV B.

Y oBowm ciyuajy je jeapocrasumje dpopmuparu dopmymy FO.
U3 = A< Al u = B < B TEOPEMA O 3AMEHU EKBUBAJIEHATA maje:
= (AV B) & (Adv BY)
u popmyse A% u B? cy y mucjynxrusuoj nopmasnoj popmu. Crora je n
dbopmyaa A%V B? y nucjyHKTHBHO] HOpMAJIHO] (POPMH, I je TpazKeHa
dbopmyna F?¢ 6amr dopmymna A%V BY.
3a nasmazxeme dopmyite F* 3a dopmyiny AV B mocTymnaMo aHaJorHO Kao
y caydajy Hajsazkema dpopmyite F¢ 3a dopmyny A A B.
< IIpernocrasumo ga je dpopmyna F obiuka —A.
Us =A< A* u = A< A TEOPEMA O 3AMEHV EKBVBAJIEHATA maje:
F () & (-4 u | (04) & (249,
1j. F =-AF u F = -A% Hanpasumo dopmyny F.
3a 10 hemo kopucruru popmyry A* koja je y KOHjyHKTHBHOj HOpMAJIHO]
dbopmu. Dopmyina A* je obmuxa Dy A ... A D,,, na je dopmyma —AF
obmuka (D1 A...AD,,). Ha ocuoBy yommrenor [Ie MopraHoBor 3akoHa,
UMaMO TAYTOJIOIU]Y:
E (=(DiA...ADy)) & (D1 V...V -Dy,),
rae je dopmyna =Dy V...V =D, yommirena gucjyukimja dpopmyna —D;,
1 <i<m. Haxne, ~A*¥ = =Dy V ...V =D,,, 1j. F =-D,V ..V —D,,.
Craka dopmyma D;, 3a 1 < ¢ < m, jecre yomireHa IUCjyHKIHja JIU-
Tepasia u cBaka ¢opmyna D; mma s; gmrepana, 3a s; > 1. ake,
npousBosbHA popmysia D;, 3a 1 < 4 < m, jecre yOUIuTeHa JIUCjyHKIH)a,
]3% V... \/]3;, rae cy ]33,..., ]3; neku jurepasiu. Crora je cBaka opmyra
-D; (1 <i < m) obmka =(p} V ... VP, ). Oner kopucrehn yommrenn
e MopranoB 3aK0H, IMaMO TayTOJIOTH]Y:
E @Y - VD)) < (5P A A D)
u pobujamo na je csaka dopmyna —D; (1 < i < m) ekBuBaJEHTHa
bopmymr =i A ... A ﬂﬁii. (HamomenmMo fa axo je y —ps A... A —@ii HEKHU
smTepant i obmKa —7 3a HeKO MCKA3HO CJIOBO T, OHla —p. nocraje (36or
JABojHe Herauuje) jurepad r.) Axo y dopmyau =Dy V ...V =D, cBaky
dopmyiy =D; (1 < i < m) 3aMEHUMO 0] EKBUBAJIEHTHOM (DOPMYJIOM
ﬂﬁi/\.../\—@; nobujamo dopmyny Fo Koja je y INCjyHKTUBHOj HOPMAJIHO]
d)OpMI/I 1 3a Kij, Ha OCHOBY TEOPEME O 3AMEHW EKBUBAJIEHATA, BazKun:
-D1V..V-D,, = F,. Beh umamo mga je FF'=-D1V ...V D, na Ha
OCHOBY TPAH3UTHUBHOCTH pejanuje =, umamo F' = Fb, 1j. dopmyna Fh
je Tpazkena dopmyna F¢ 3a Kojy Bazu:
EF e P
3a nanaxeme dopmyste FF kopuctumo dopmyny A% u nocrynamo anagio-
I'HO Kao y Ciydajy Hasazkema dopmyne Fe,
Jakie, 1oKa3aim CMO HHIYKIUjCKHA KOPAK, 114 3aKJby 94yjeMO /14 38 IIPOU-
3BosbHY opmysy F mocroje ¢popmyte y KH® u JTH®, penom dpopmyie
F¥ u F4 xoje cy m0j eKBUBaJICHTHE.
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2.4.3 yansocT Be3HHKA A\ 1 V

Y oBoMm ozesbKy roBopuhemMo 0 CBOjCTBHMA KOja 1OBe3yjy Be3Huke A u V.

Iloacerumo ce 3aKoHA AUCTPUOY TUBHOCTH.
3aKoH JUCTPUOYTUBHOCTU A y OJIHOCY Ha V:

E(pVaAr)e ((pAr)Vi(gar))
U 3aKOH JUCTPUOYTHUBHOCTH V y OIHOCY Ha A:

F(lprgvr)e ((pvr)AlgVr)).
Buaumo na cy dopmyne (pAq)Vru (pVr)A(gVr) Koje ce ojaBbyjy y Apyrom
JUCTPUOYTHBHOM 3aKOHY aobujere of (popMmysa Koje ce MOjaBsbyjy y IPBOM IUC-
TpuOyTUBHOM 3aKOHY, penom dopmyaa (pV ¢) Ar u (p A1)V (¢ AT), Tako mTO
cy Be3nunu A u V 3amenusn mecra. Moxkemo pehun 1a je mpBuM IuCTPUOY THBHUM
3aKOHOM JlaTa eKBUBAJIEHTHOCT 1Be hopmyiie, hopmyna (pV ) Aru (pAr)V (gAT),
a J[a Ipyru IuCTpudYTUBHU 3aKOH [1ajeé eKBUBAJIEHTHOCT (DOPMYIIa KOje Cy mAo0ujerHe
oz Te JaBe (popMyJie TAKO IITO Cy BE3HUIM A U V 3aMEHUJIM MECTa, EKBUBAJIEHTHOCT
dbopmyna (pAg)Vru(pVr)A(gVr).

Ty 3ameny Besunka A u V npenusuuje iemo nedbunncarn Gynximjom * Ha ckymy
cBux uckaszuux popmyiia F. CaMo y OBOM OJIEJbKY YMECTO CKYIA JOTMIKUX BE3HUKA
{A\,V,=, 1} y andabery muckasue joruke xopucrmhemo ckym {A,V,—-}. Ha oc-
HOBY HAIIIEr W3J1arama 0 6a3aMa BE3HUKA jaCHO je /1 33 CBaKy HUCKa3Hy dopmyry F
MOKEMO J[a HAIIPABUMO €KBUBAJEHTHY (hOpMy Ty Ha aidabery duju je CKyn Be3HHKA
ckyn {A,V, -}

®yuxuujom ° upoussossua Gopmyaa F ciuka ce y dbopmyiy Koja je nobujena
TaKO IITO y 10J1a3H0j (hopmysin F' ymMecTo Be3HUKa A CTaBUMO V, a yMecTo V CTaBUMO
A. Jdedunnmemo dbynkuujy ¢ : F — F ungaykTusHO Ha ciaegelin madam:

(1) 3a HEKO UCKA3HO CJIOBO P: P’ =p;

(2) (2.1) 3a neky uckasuy dopmyny AAB: (AN B)° = A° v B?;
(2.2) 3a neky uckasuy dopmyny AV B: (AV B)? = A% A B?;
(2.3) 3a Heky uckasny dbopmyiy —A: (-A)0 = =A%,
Kazna nohemo ox dopmyne F u mpuMeHnMo mocTymak 3amerHe A ca V, u V ca
A mobujemo dopmyry F?. Ako cana ma dopmyry F° npuMeHEMO MCTH MOCTyMaK
u nanpasumo dopmyay (F°)°) pparuhiemo ce na noderax, tj. dopmyna (F°)° je
nonasaa ¢popmyna F. To je n mokaszaHo y HapemgHOM 3aJaTKY.

3agatak 9 IlokakuMo WHAYKIMjOM 1O OpOjy Be3HUKA y HOPMY/IH 13
3a cBaky uckasuy dopmyay F paxu: (F°)° = F.

Axo je F nexo uckasuo cjioso p, onja je (F°)° = (p°)° = p® =p = F.
Ako je ¢popmyna F obsiuka AN B, AV B wim —A, oujga dopmysie A
n B umajy 6ap jean Be3HHK Mamwe on (opmysie F, ma 3a HUX BaxkKd
wHTyKnmjcka mpernoctapka: (A%)° = A m (B%)? = B. Tlokaxumo 1a
ocobuHa Baxku y ciay4ajy Kazaa je dopmyna F obmuka A A B. Nmamo:
(F°) = ((AAB)?)° = (A% Vv B%)? = (A%)? A (B?)°. C 063upom Ha TO
na je (A°)° = A u (B°)? = B, sakspyuyjemo aa je (F°) jennaxo AA B,
1j. (F°)? = F. Hcro ce mocTyna u y APYrHM CIIy4ajeBHMa.
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Kopucrelin dynknujy ° u 3akon aucrpubyruBHOCTH Ay OZHOCY HA V,
E(pVvaAr)e ((pAr)Vi(gAr)),
3aKOH JUCTPUOYTUBHOCTH V Y OJHOCY HA /A MOXKEMO 3AIUCATH OBAKO:
E(lovaar)’ e (pAr)Vi(gar)).

[Mpumerumo ja ce, kKopucrehu mo3HaTe TAYTOJIOIHjE, JTAKO MOKE JIOKA3ATH /I, BAZKU:
ako je (pVq)Ar)< ((pAr)V(¢gAr)) rayronoruja,
onmajeu (pVq)Ar)° & ((pAr)V(gAr))° Tayronoruja.
[Muramo ce: ma sim Ta ocoOWHA Baku 3a mpousBosbHE dopmyre? Oarosop je: JIA.
To ympaBo TBpu HapeaHA TEOPEMA, TEOPEMA O AYAJHOCTH BE3HUKA A U V.

TEOPEMA 3 (TEOPEMA O AVAJTHOCTW BE3HUKA A 1 V)
Heka cy D n E npon3sosbHe hopmysne.
Ako je dopmyna D < E Taytonorunja, ouga je n dopmyna D° < E° taytonoruja.

Ha 6ucMo JoKa3anu OBy T€OpeMy MOPAMO IIpe TOra Ja JOKAXKEMO HEKOJIUKO
sgema. Ocum Tora morpebHO je nedunucaru join jegHy (GYHKIHjY HA CKYILy CBHX
nckaszuux dopmyna F. @yuknuja * : F — F je nHAYKTHBHO JedUHHCAHA HA CJle-
nehu nauuu:

(1) 3a HEKO UCKA3HO CJIOBO P: p* = —p;

(2) (2.1) 3a neky uckazuy popmyiy AAB: (AAB)* = A*V B

(2.2) 3a mexy uckazny dbopmyiay AV B: (AV B)* = A* A BY;
(2.3) 3a Heky mckasny dopmyry —A: (mA)* = —A*.

JIEMA 1

3a cBaky cdopmyny I’ popmyna ~F < F* je taytonoruja.

[JOKA3
Jlemy hemo mokasaru mHIYKIMjOM 1m0 OPOjy Be3HUKA (hopmyse F.
Baza unayxkuuje: 6poj Besunuka je 0, tj. dopmyna F' je nHeko uckasHo
caoBo p. ¥ toMm ciayuajy dopmyna —F je —p u dpopmyna F* = p* je —p,
[a [OIITO BaXu = —p < —p, 1o Baxu: = —F < F*,

WNuayknujcka npermocraBka: 3a cBaky F' ca Mambe O 1 BE3HUKA BAXKU:
E-F < F*~
Jlokazkumo f1a jiemMa BaxkKu 33 (GOpMyJIy KOja MMa 7 BE3HUKA.
[Tocmarpamo dbopmymny F' koja uma n Besuuka. Popmyrna F' Moxe nmartu
jemam og, cimeaehux obuKa:
AN B, AV B JERIN -A.
Bes o03upa Ha TO KOju O TpU HaABemeHA 00suKa uMa Gopmyna F mene
mordopmyie A u B umajy mMamu O0poj Be3HHKa HETO opmyra F', crora
34 HbUX BAXKU MHJIYKIMjCKA HPETIIOCTABKA:
E-As A u = -B < B*.
< IlpernocraBumo 1a je dpopmyna F obauka A A B.
Nmawmo na je ~F = =(AAB) u F* = (AAB)* = A*V B*. Ha ocHOBY WH-
JYKIHjCKe IpeTinocTaBke 1 TEOPEME O 3AMEHN EKBUBAJIEHATA, ©uMaMo:
E(-mAV-B) & (A* vV B*),
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na gobujamo: AV —-B = A* Vv B*. Ha ocuoBy Ile Mopranosor 3akoHa,
E (-(AAB)) & (mAV —B), 106ujamo jow jesan nap eKBUBAJEHTHUX
dopmymna: - F = -AV -B. Caza, HA OCHOBY TPAH3UTHUBHOCTHU PEJIAIUje
=, umamo —F = A* V B*, Tj. uMaM0 TayTOJIOTH]y:

E-F < F*~

< IIperunocrasumo ga je dpopmyna F obiuka AV B.
Ha normnyHo uctu Ha9uH Kao y MPETXOAHOM CIIy4ajy A00ujamMo Ja BayKu

= (~(AV B)) & (A* A B). Iakne, = ~F < F*.

< IlpermocraBumo 1a je dpopmysa F obauka —A.
®opwmyna —F je A, a bopmyna F* je mA*. Ha ocHoBy mHIyKIHjCKe
npernocraske umamo = - A < A*. Cerumo ce nena (1) JIEME O 3AMEHN
EKBUBANEHATA: u3 = C < D cienu = ~C < —D. Ilpumenom Tor
cBojcrBa u3 = —A < A* nobujamo:

E A& A% Tj. E-F & F*

JIEMA 2
Heka je F' npoussosbHa hopmyna n HEKA je CKyN NCKA3HMX C/I0BA KOja CE MOjaBJbyjy Y TOj
chopmynu nopckyn ckyna {p1,....,pm}. Tapa saxn ga je dpopmyna (F*)PL-Pr & F°
TayTosoruja.
NIOKA3

Jlemy hemo nokazaru mHAYKImjoM 110 6pojy Be3nuka dopmyse F.

Baza unaykumje: 6poj Besnuka je 0, tj. dopmyna F je nHeko uckasHo

cioBo p. Tama je:

F*==p, (F*)2,=(p)t,=-p u F'=p’=p.
Kako Baxu |= ——p < p, 1obujamo = (F*)P < F°.

Nunyknnjcka mpeTmocTaBKa: 3a CBaky F' ca Mame Of n Be3HHKA BaKU:

': (F*)Pl---pm = Ffs‘

“P1---TPm

Jokaxkumo 11a jieMa Bazku 1 3a POopMy/y KOja mMa N BE3HUKA.
[Tocmarpamo popmyny F koja uma n Be3uuka. Popmyna F' Moxke nmMaru
jeman o ciaenehux obsmka:

ANB, AVB wm -A.

Bes o03upa Ha TO KOju O TpU HaABemeHA 00uKa uMa gopmyna F mene
norgopmysie A u B umajy 6ap jegan pesHuk marbe oz ¢opmyse F, na
3a HUX BaKU UHJYKIIM]CKA [IPETIIOCTABKA:

E (AN)PPn e A5 u = (BY)PuoPn o BY.

“P1..-7Pm “P1---TPm

< IIpermocrasumo ma je popmysa F' obiuka A A B.
W3 wHAyKIujcKe TpeTmocTaBKe, Ha OCHOBY TEOPEME O 3AMEHUN EKBMU-
BAJIEHATA, 100HjaMO TayTOJIOTH]Y:

= (A7, (BT, ) (A7 BY).

—P1-.-TPm “P1---7Pm
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ITokaxumo aa je 1o Tayronoruja = (F*)PL-Pm & F°. Ha ocuoBy
neburnmmje yaundopumue 3amene i gedunnnmja bynxmmja * 1 ® 3a dop-

myny F' = A A B umamo:
(Fytm,, = (AN BY By, = (A, (B0

—P1..-7Pm —P1---7Pm —P1..-7Pm —P1..-7Pm
uF°=(AANB)) = A%V BY.
Z[aKﬂe, 3auCTra “UMaMO TayTOJIOFI/ij:
= (F)Py:Pm & FO.

“P1..-TPm

< CuayuajesBu kaja je F' obiuka AV B u - A 10Ka3yjy ce aHAJIOTHO.

Caza 10KaKuMO TeopeMmy O AyajaHoctu A u V.

JOKA3 TEOPEME O AVAJIHOCTW BE3HUKA A N vV

[Ipermocrasumo m1a je dbopmyna D < E tayrosnoruja. Ouma u3 te Tay-
TOJIOTHje, HA OCHOBY CBOjCTBa Ja ako Baxku = A < B, cieam na Baxu
E -A & —B, nobujamo tayTosorujy:

E-D < —E,
ma Baxku =D = —F. Jom umamo, Ha 0ocCHOBY JIEME 1, ma 3a dbopmyie D
u F Baxu:

E-D&D* u |E-E<& E*

1j. =D = D* u ~F = E*. /I3 TuX eKBUBAJEHTHOCTU 1 €eKBUBAJIEHTHOCTA
—D = —F, ciMeTpUYIHOCT W TPAH3UTHUBHOCT pejanuje = aajy D* = E*,
Tj. TAYTOJOI'U]y:

E D* < E*.
W3 oBe TayTosoruje 3a dpopmyny D* < E* ) mwena ucka3Ha CJI0BA P1, ---, Pm
u 3a popmyse —p1, ..., P, Ha OCHOBY MOCIELNLE TEOPEME 3 u3 o7e/bKa,
2.2.3, nobujamo TayTosorujy:

': (D* RN E*)pl---Pm

Pl Pm?
a TO je, Ha OCHOBY jedunuruje yaudopMmHe 3aMeHe U Be3a u3mehy

Be3HHUKa, TayTOoJIoruja:
 (D*)PrPm oy (B¥)PLoPm

“P1-.-7Pm “P1---7Pm?

Tj. Baxku (D*)PL-Pm =(E*)PL.-Pm _ (C npyre crpane, JIEMA 2 naje:

—P1..-7Pm “P1---TPm

E (D*)PyPm e DO oy = (E*)PLPm o B9

—p1---"Pm —P1..-TPm

na saxu (D*)PL-Pm = DO u (E*)PL-Pm = E°. Caza oner Kopucrehn
CHMETPHYHOCT M TPAH3UTUBHOCT =, nobujamo D? = E°, 1j. mobujamo
TAyTOJIOTH]Y:

E D’ < E°.
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Y mapennoj jsiemu moka3ahemo /13 BaxKu 1 OOPHYTO O/ OHOL IITO TBPAu TEOPEMA
O AYAJTHOCTU BE3HUKA A UV, Tj. 1a Bazku: ako je dhopmyna D° < E9 tayronoruja,
ouza je u ¢popmysa D < E rTayrosoruja.

JIEMA 3

Heka cy D n E nponssosbHe popmyne.

Ako je dopmyna D® < E° taytonoruja, onga je n cdopmyna D < FE taytonoruja.

JIOKA3
Kako je D% < E° rayrosnoruja, Ha ocHoBy TEOPEME O [VAJIHOCTU
BESHUKA A 1 v umamo ja je u dopmyna (D°)° < (E?)° rayrosoruja.
MebyrumM, Ha ocHoBy ocobune dynxmuje ° u3 3agatka 9 mmamo 1a je,
(D%) = D u (E®)? = E, na je Ta TayToJIOTHja y CTBapH TayTOIOIH]a
D s LB

¢

W3 TEOPEME O OVAJTHOCTW BE3HUKA A U v u JIEME 3 umamo ciieiehu 3aK/by 9aK.

NMOCNEANLA 1
Heka cy D n E npon3sosbHe hopmysne.
®opmyna D < E je taytonornja ako u camo ako je dopmyna D° < E? taytonoruja.



I'maBa 3

PdopmMajIiHe Teopuje

3.1 IlIlIra je To bopmasiHa Teopuja?

[Ipe Hero mro OATOBOPHUMO HA THUTAWmE IMITA je TO (OpMaHA TEOpHja, WCTAKHU-
MO [VIABHY KapPaKTePUCTUKY Heke (popMaJsiHe Teopuje, TauHuje YUTABE MATEMATHKE.
Joka3, Tj. mOKa3uBaImbe jecTe HajBaXKHUja KapakTepucTuka maremaruke. Ha cBaky
KOHCTaranujy obsuka: Baotcu mo u mo, ,,maremaruka he pehu”: oxaorcu!

CBaku MaTeMaTHIKHU JT0KA3 je jeTHO IeyKTUBHO 3aK/by YMBAE U MTOYNBA, HA [0~
JIA3HWM TMPETTIOCTABKAMA, U MTPABU/INMA, 10 KOjUMA C€ M3 THX MPETIIOCTABKY W3BOIE
noBa TBphema. Kopucrehu cumbosie MareMaTnyakor je3nka u je3uKa JIOTHKE, TMaMO
MOryhHOCT /1a yMECTO Ca HEJACHUM II0]MOBHMA, KAO IITO Cy PEYEHHIIE IIPUPO/IHOL
je3uka, pagumo ca ¢opmyrama. Ha raj HaumH M0Ka3 HEKOI MATEeMAaTHIKOT TBPhe-
B3 MOXKEMO 14 CBEJIEMO Ha MOCTYHAaK KOjUM Ce€ OJf HEKUX MOJa3HuX (hopMysia, Ko-
pucrehn HEKa MpaBWIIa 3aKJbyUnBaba, 100ujajy HOBe dhopmyste. Ilormemajmo jeman
jeTHOCTaBaH MpPUMeED.

Mpumep 1  ITocraBumo cienehe nurame: ga muz a < b, b<cumc<d
ciaequ a < d? EBo jeaHor mokasa:

1. a < b je mpermnocraBka;

2. b < ¢ je mpeTHoOCTaBKA;

3. a < ¢ 3akJpydyjemMo u3 upernocraBku 1. u 2. xkopucrehin ocoOuHy 1a
je permanuja < TPAaH3UTHUBHA, Tj. Ja ako je x <y ny < 2z, oHIA je T < 2;
4. ¢ < d je mpermnocraBKa;

5. a < d 3akspyayjemo u3 3. u 4. ouner kopucrehu ocobuny na je pe-
Januja < TPAH3WUTHUBHA.
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Sagarak GopMaATHOL je3UKa JIOTUKE je Ja ojpeheny MareMaTudKy TeOpujy npese-
Je Ha je3uk popmya, aeduHuIe moaasue popmyne u gedunmIre mpasuia u3Bohe-
wa nomohy kojux he ce uzBouuru (n0bujaru) nose dopmyie.

Csaka maremarndka 00JaCT UMa CBOje moja3ne mojmose. Ocum TOra, NMa HeKe
OCHOBHE, jeTHOCTABHE OCODMHE 33 KOje He TPAaXKMMO HUKAKAB I0Ka3. JeqHOCTaBHOCT
¥ OYHIVIEJHOCT THX OCOOMHA Cy KPUTEPHjyMHU IIO KOjUMa OHE IIOCTAjy IIOJa3HE HC-
tuHe Te obsacru. Ha ocHOBy momasaHux ncruHa, kopucrehn mocrymak /ey KTHBHOT
3aKJbyUMBabA, JOKA3y]y (U3BOJE, AEJYKY]y) Ce HOBA CBOjCTBA KOja BaxKe y TOj MaTe-
MaTu4IKOj obsactu. 3arum, KopucTehum Beh mOKa3aHa CBOjCTBA, IOKA3YjeMO HOBA
CBOjCTBA M Ha Taj HA4YMH rpaheBuHa, KOja Ce 30Be pe3y/ITaTH Te O0JACTH, PACTe U
oborahyje ce. Moxke ce MOCTABUTH IMUTAE IITA je Y TOj U3rPAEHbU MATEMATHIKAX
00JIACTH Yy3€T0 KA0 OCHOBHA KOHCTPYKIIUja OJI KOj€ Ce OHJIA, Y 3aBHCHOCTH O] TOra
KOjU Ce MaTepujajl KOPUCTH 33 HACTABAK IPAJIHbE, MOI'Y HAIIPABUTU TAKO PA3JIAIUTA
371ama Kao IITO Cy reoMerpwuja, anarebpa, madopmarwka u ap. Ta mosa3Ha KOH-
CTPYKIFja, KOHCTPYKIHja KOja je 3ajeIHHYKa 3a CBe MaTeMaTHdKe TEOpHje, jecTe
mojam dopmasiae Teopuje mian dbopmasaHor cuctema. Ilojam dopmanne Teopuje je
[IOCTAB/HEH BEOMA, IUPOKO TAKO JIa CBAKA CTPOrO 3aCHOBAHA MATEMATUYKA TEOPHja
jecre jeama mocebHa GpoOpMaIHA TEOPH]ja.

Kama kaxkemo ¢dopmasina Teopuja T, mra noj TaM moapasdymeBamo? IIpso,
MMaMO CKyIl OCHOBHHX cuMboia (andaber) re teopuje T, ckyn S(T). Oz tux cum-
Gosia mipaBe ce cee Moryhe peun (KOHaYHM HU30BU cuMOOJIa) Haj TuM ajichaberoM.
W3 Tor ckymna pean u3asajaMo pedn oxpeheror obimka Koje 3osemo popmyie. Pop-
MyJle YUMHE JAPYLU BazkaH j1eo Te (popmasine Teopuje: cKyi popmyia reopuje T, CKyll
F(T). Barum u3 ckyna cBux (HOpMyJIa U3IBAJAMO JeaH HErOB MOACKYIl 9uje ene-
MeHTe 30BeMO akcuome popmasine reopuje T, ckyn A(T), u To je rpehiu geo. Ha
Kpajy, Kao 9eTBPTH [1e0, UMaMO KOHa4YaH Opoj mpaBuiia u3Bohema Teopuje 7 momohy
KOjUX U3 akcuoMa u u3 Beli noka3anux repherba u3BouMO (0Ka3yjeMo) HOBA TBD-
hemwa. Ta npasuna m3sohema unne ckyn R (7). Csako npasusio m3sohema je jeana
penanuja Ha cKyIry ¢popMmysIa CKOpo y cBuM ¢popMasHuM Teopujama. Hamwme, ako je p
jeaHo npaBuiio u3Bohema aykuHe n+ 1, oHa Ma Kakse ouite dopmyne Aq, ..., A, B
mocroju epeKTUBAH MOCTYIAK 33 OJJIyYuBambe 1a Jiu cy peaom dopmymne Aj,..., Ay,
B y penamuju p wnu Hucy. Axo cy penom dopmyne A, ..., A,, B y penamuju p,
OH/JIA, [IUIIEMO

A1, .. Ay
B
u Kaxkemo Ja cy dopmyse A, ..., A, upemuce (unu ropwe opmyse), a dbopmysa
B 3akspyuak (unmu nomwa dhopMmysa) TOr IpaBusia u3Bohema p.
IIpe nedununuje dopmasae Teopuje, 1ajeMo jeTaH TPUMED.

Mpumep 2 IIpeacraBumo jenny dbopMajiHy TEOPHU]Y, TEOPHjy T1.
Ckyn ocuouux cumboua je S(71) = {0,1,2,3,4,5}.

Ckyn dopmyna F(71) uune cse moryhie peum Haz ckymom cumObOJIa
S(T1). Hpumepn peun cy: 4, 005, 55, 0345, 123451,...

Peun 1, 2, 3, 4 u 5 cy akcuome Te Teopuje, ma je ckyn akcmoma A(77)
ckyn {1,2,3,4,5}.
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Ha kpajy, popmasina reopuja 71 uMa camo jeJHO HPaBUIO U3BOhema:
a
a0b

Ha 1pBy (QopMysy HAIOBE3yje npyry, crapbajyhn m3mehy mux cum00s

0. Crporo rosopehu, npasuino Ry je jemna pesaiuja Jyxute 3 u TO

NPABUJIO je jeJIMHM eJIEMEHT CKyIa npasuiaa uzsohema R (7).

Ca oBa gerupu ckyna (popmaJiaa Teopuja J1 je mormyHo onpebhena.

b
Ro. IlpaBuno Ry omx nBe ¢opmyse a u b npaBu Tpehy Tako mro

A eBo u pedununuje dbopmanne reopuje (popmastor cucrema).

Jedunuumja popmante teopuje (popmantor cucrema) 7

®opmasna reopuja (popmasnu cucrem) T je jenna dersopka objekara
(ST, F(T), A(T),R(T)), tae je:

o 8(T) ckyn ocHoBHuUX cuMmboiia uju ajdader;

o F(T) ckyu dbopmyina, Koju je MOACKYN CKylla CBUX pedu Haz, ajda-
6erom S(T), Tj. ckyma cBEX KOHAYHWX HU30Ba cumboma u3 S(7T);

o A(T) ckyn akcuoma;

o R(T) cxyn npasumia u3sohema.

Cana majemo medununmjy Haj3HAUAJHUjE KapakTepucruke (hbOpMaJjHe TEOpHje,
nebununujy nokasa (u3sobhewa, sejykuuje) y nekoj dopmainoj reopuju T .

Hedunuyuja gokasza (n3eobhersa, pepykuuje) y dpopmanHoj teopujun T

o Nokas (u3sohemwe, nepykuuja) y popmasnoj reopuju T je jesno KoHau-
HO JIPBO, HA YMjUM JINCTOBUMA CE€ HAJIA3€ AKCUOME, 8 CBAKO IPAHALE TOr
JIPBETA je OIPaBIaHO HEKUM IMPABUIOM W3BODEma, TAKO IITO CEe Y TOPHUM
YBOPOBWMA TOT IPaHaba HAJIA3e MPEMIUCE MPABUIIA, & Y HErOBOM JIOHEeM
YBOpY j€ 3aK/bydakK TOT TMpaBmiaa. AKO ce y KOpeHy TOT JpBeTa HAJIA3H
dbopmyaa F, ouzxa je ro nokas dopmyse F. (IIpumerumo ja je nokas
AKCUOME JIPBO Ca jJeJHUM 4BOPOM (KODEH U JICT) y KOME je cama Ta
AKCHOMA. )

© OcuM Kao apBo JoKa3 (u3Boheme, AeAyKimja) ce Moxe gedunucaru u
Kao KoHadaH Hu3 ¢opmysa (n > 1)

F17 EAS) Fna
rae 3a cBaky dopmyny F;, 1 <i <n, Baxu:
ninn F; je akcmoma
uan F; je 3ak/bydak HEKOr TMpaBujia u3Bohema reopuje T, a mpemuce
TOr IIpaBuU/Ia U3BOhema cy HeKe of ¢popmyna u3 uusa Fi,..., F,, nagekca
Mamber of, 4.
3a noka3 Fi, ..., F,, Kaxkemo z1a je pokas dpopmysie F,.

Axko umamo jeman mokas gar kao uus popmyna Fi, ..., F,, (n > 1), onzga taj qokas3
MO2KEMO IIPEJACTABUTA KOHAYHUM JAPBETOM Yy 4MjeM KOpPeHy ce Haja3u dpopmysna F,
a Ha bEeroBUM JIMCTOBUMA Cy CBe akcuoMme u3 Hu3a Fi, ..., F,. CBako rpanamwe y
TOM JIPBETY j€ OMPABIAHO HEKUM IIPABUJIOM M3BODEma, TAKO IITO CE Y JTOEM UBOPY
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HaJIa3u 3aKJ/by9aK TOI IpaBuia, Koju je Heka ¢opmyna F; u3 musa Fi,..., F,, ay
rOPHUM YBOPOBUMA TOI IPAHAbA Cy MPEMEUCE TOI IPAaBUIA, Koje cy dopmyie u3
musa Fy, ..., F,, ca HHIEKCOM MalbuM O] ©.

Mpumep 3  Ilornenajmo apso y uujum usoposuma cy dopmyie ¢op-
masige reopuje 71 u3 MNpumepa 2:

50403

5040301

Ha au je oBo apsBo jeman noka3 y reopuju 71?7 Ha jmcrosuma ror
apsera cy akcuome 4, 3, 5 m 1. Vmamo Tpu rpanama U CBa TPU CY
o jeMHOM TpaBujly u3Bohema Teopuje 71, npasuiay Rg. Ha mpumep,
MTOTJIEIAjMO TPAHARE Y UhjeM J0meM 9Bopy je dpopmyra 50403. ¥ rop-
UM 9BOPOBHMA TOT rpaHama cy ¢dopmyrne b u 403, a 50403 jecre 3a-
K/bydaK mpaBuiia R u3 mpemuca 5 u 403. lakie, mocMarpaHo JIpBO
jecre jenan J0Ka3 y reopuju 1 u TO je 10Ka3 (PopMysie KOja je y beroBoM
xopeny, dopmyse 5040301. Ha mokasy dopmyne 5040301 mokaxkumo 1a
JIPBO JI0Ka3a MOXKEMO 3allMCcaTH U Ha ciaenehn HadYMH:
4 3

5 403

50403 1
5040301
OBaj 10Ka3 MOXKEMO [PEJACTABUTU ¥ KOHAYHUM HU30M popmysta: Fy = 4,
Fy, =3, F35 =403, Fy =5, F5 = 50403, Fs = 1 u F; = 5040301. ®@op-
myne Fy, Fo, Fy u Fg cy akcuome teopuje T1; F3 je 3aKkjbydak MpaBuiia
Ry, rme cy npemuce Tor mpasuia dopmyne Fy u Fo; Fy je 3ak/bydak
npasuiaa Ry, rae cy npemuce Tor mnpasumia ¢gopmyne F3 u Fy; u Fr je
3aKJbydak mpasmia Ry, a nmpemuce Tor npasuia cy gopmyne Fs u Fg.

ITourro ¢Mo ce ynosHaJm ca HOjMOM JI0Ka3a, MOXKEMO JaTh AeUHULIU]y TEOPEMe
dopmanne Teopuje T .

Hedunnunja Teopeme dopmante teopuje T

V dbopmasuoj reopuju T dopmysa F je reopema AKKO mocroju bap jeaan
noka3 gopmysie F'y reopuju T. Hda je dopmyna F reopema reopuje T
o3nauaBaMo ca F7 F' (uwiu F F ako 31amMo 0 K0joj dbopmalinoj reopuju
je peu), a 3a rtaj noka3 dpopmyse F KaxkeMmo Ja je jelan JoKa3 reopeme
F y reopuju T.

Hokas ¢popmysie F' u3 ckyna xunoresa @ y dpopmasinoj reopuju 7T je jeaHo KoHa-
YHO JIPBO y 4YMjeM KopeHy je dopmysa F, a HA CBHUM HEroBHUM JHCTOBHMA HAJja3e
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ce wiu akcuome mwin gopmysie ckyna $. CBako rpaname TOr JAPBETA je ONPABIAHO
HEKUM IIPABUJIOM H3BODema T€ TEOPHje, TAKO IITO Ce Yy JAOHEM YBOPY TOI' FPAHABHA
HaJIa3u 3aKJ/by4aK IIPABUJIA, & Y HErOBUM I'OPIUM YBOPOBUMA Cy IIPEMUCE TOI IIPa-
Buia. /Jpyradnje pedeno, nocroju Hu3 hopmysa Koje cy wim akcuome min hopmysie
ckyna ¢ wim 3ak/pydru mpaBuiia uU3BODEema uuje mpemuce cy Heke Beh HaBegene
dopwmyite Tor Hu3A, a nmocaeama popmyaa je popmyna F. @opmyse ckyna @ 30BemMo
xuroresamMa, TOr joka3a. /Jla mocroju mokas dopmysie F' w3 ckyma xumoresa @ y
dbopmannoj reopuju 7 ozuauaamo ca ¢ Fy F (wm ® F F) u kaxemo Ja je
dopmyna F mocienuna ckymna dpopmyia P.

Y OKBHpY OBOI' YBOJHOTI H3jarama O (DOPMAJHUM TEOpHjaMa MPEICTaBAMO U
JIBa BayKHA CBOjCTBA (DOPMAJIHUX TEOPHja: OIJIyIUBOCT M HEMPOTHBPEYHOCT. AKO
nocroju edekTuBaH nocrymnak (npoieaypa) nomoly kojer 3a cBaky ¢bopmysy u3
ckyna ¢dopmyaa Teopuje T, ckyma F(T), MOXKEMO YyTBDAUTH Ja JiL je Teopema
reopuje T win HEje, OHJIA 38 Teopujy T KaxKeMo 1a je omydusa. Popmasina reopuja
T je HeuporuBpedHa ako HocToju 6ap jenna hopmysa Te TEOPHje Koja HUje TEOPEMA.
Y mporuBHOM, Teopuja T je TpOTHBpEUHA.

Hanomena. Ucrakanmo na ce y usrpahusamy Heke hpopMaJIHe TEOPH]E OjaBIbYjy ABE
Bpcre Teopema. Ilocroje Teopeme Koje cy aeo popMaHe TEOpHje N3BEIEHE U3 IEHUX
aKCMOMa y3 HOMON HeHHX I[PaBUJa U3BODEmA U IOCTOje TeOPEeMe HA MEeTAje3UKY,
MeTaTeopeMe, y KOjuMa Ce TOBOPH O CBOjCTBHMA MOCMAaTpaHe popMaJiHe TeOpHje.

3.2 MHcka3sna joruka kao dpopMaJjiHa TeopHja

Y omespuuma 2.1, 2.2 u 2.4 u3y4aBaiu CMO MCKA3HY JIOTHKY KO je/lHYy LEJIUHY KOjy
0o0pa3yjy meHa CHHTAKCa M FheHa CeMaHTHKa. Y TUM H3ydaBambHUMa CMO CHHTAKCY
KOPUCTHJ/IM Ka0 aJIaT KOju HaM jaje cuMOoJie W KOju HaM oMoryhiaBa Ja mpenu3Ho
(o Tux cumbosa) dopMupamo uckazue dpopmysne. Y TIJIaBHOj yJI03M je mmak Ouja
CeMaHTHKA [/e CMO ce DaBuiiu 3HadYeruMa uckas3uux dpopmysa (WM UCTUHUTE Uik
JaxkHe). Y OBOM 0Z€/bKy [leMO UCKa3HY JIOPMKY LPEJCTaBUTU Kao jenHy Gpopmasiny
teopujy. [Tocmarparu uckaszuy JOruKy Kao (pOpMasIHy TEOPH]y 3HAUU 33 TEHKUINTE
n3abparu meny cuaTakcy. LleHTpasiHo MecTo 3ay3uMajy TeOpeMe Te TEOPHje Koje Cy
pesynrar HOpMAHOr 3aK/byYuBama (10Kka3a) u3 nocebuux Qopmyiia (akcuoma) Ha
OCHOBY HEKMX IPABUJIA U3BODEa. Y TUM IIPOHECUMA [IPABIHEHA TEOPEMa, HCKA3HE
jioruke Hehemo ce GaBurm mcruauroiihy tux ¢gopmyna. Wmak, Ha Kpajy omebKa
hemo noBezaru Teopeme HCKa3HE JIOMMKE, Kao (popmysie Koje cy mpou3BO/l MPABUIIA
n3Boherma M3 aKCuoMa, U TayTOoJIOTHje, Kao POpMyIe UCKA3HE JIOrHKE KOje Cy yBeK
ncrunute. Ilokazahemo Ja cy CKyn Teopema MCKa3HE JIOTMKE W CKYIl TayTOJOTHja
je/HaKU CKYIIOBU.

A mpe Tora MOpaMoO MpEJCTaBUTH HCKA3HY JIOTUKY Kao (hOPMAJIHy TEOPHU]y
u 1o hemo ypaaurm Ha mBa HadmHa. Hamme, mpemcraBuheMo GpOpPMaIHE CHCTEM
npupone aeaykuuje, dpopmannu cucrem N, u xuabeproscku (pOpPMaJHU CUCTEM,
dopmasan cucrem L.
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3.2.1 IlIpaBuia u3sBolhema MPUPOHE AEAYKIIUjE

Mozxe ce pehu 1a cy J0Ka3u y TPUPOIHOj ASAYKIMjH HAJOINKI HHTYUTUBHOM CXBa-
Tamy [10Ka3a W JO0KA3WBama. ¥ MPUPOIHO] AEAYKIWjU TOKA3 je Yy OOIUKY IpBeTa
HA YMJUM JIACTOBUMA Cy Xuiore3e (LPEerinocTaBKe) O/ KOJUX [O0JA3UMO, & CBAKO
IErOBO I'DAHAIE je [0 HEKOM IPaBHUIIy u3BOLEma, TAKO LITO Cy y HEroBHUM IOp-
UM YBOPOBUMA TIPEMUCE, & Y JIOHBEM YBOPY je 3aK/bydakK TOr mpaBmia. 10 ApBO
ce HA3UBA U uU3BOhemeM (HOpMyJse KOja je y meroBoM kopeny. Baxkna kapaxrTepu-
CTHKA TPUPOJHE NEAyKIHje je Ja y MOCTYIKY W3BODEma HEKEe XUIIOTe3e MOry OuTh
usbpucane (kaxxemo upeuprane). Kaga 6yaemo upejcraBuiu upasujia u3sobherba
1O hemo mera/pbHO 06jaCHATH, & €A IAjeMO CaMO CKHUILy TOT mocrynka. Haumme, mu
[I0JIA3UMO OJ, HEKUX XHIIOTe3a, IIPUMEEbYjeMO HEKO MPABHUJIO u3BODema, 10dujamo
IbEIOB 3aKJbyIaK, OTIET TPUMEYjeMO HEKO MMPABUIIO N3B0ODHema i TaKO IPAIUMO jeTHO
u3Boheme. Y IPUPOIHO]j AeAyKIMjH TIOCTOje TTPaBuIa nu3Bohema Koja, 1a Ou y HeKOM
n3Bohery Omita IpUMemeHa, KOPUCTe HEKe O Xuiore3a Tor m3Bohema. Kazma ce
TAKBO [IPABUJIO [IPUMEHU U WU3BEJE HHEroB 3aKJ/by4aK, XUIIOTE€3€ KOje Cy HCKOPHIII-
hene npeuprajy ce. Ako umamo jeaHo ussoheme Heke popmyne F', oHga KaxKeMo J1a
je dopmymna F u3BeaeHa w3 XWUMOTE3a KOje Cy HA JIMCTOBMMA TOT M3BODEHmA U Nph
MIPaBJbEIbY TOT W3BODEma HUCY MPEIPTAHe, Tj. W3 HEMPEIPTAHUX XUIOTE3a.

Ucraknumo caza je/iHy 3aje JHUUKY KAPAKTEPUCTUKY IIPABUIIA M3BODhemba pupo/i-
He JieAyKimje. YuporheHo pevueHo, IpaBusa n3Boherma IPUPOIHE /16Ty KIHje TI0Ka3y-
jy HaM Kako ce ox mocrojehnx g0Ka3a y3 moMoh JIOTMYKWX BE3HUKA MIPABU HOBU
noka3. Besuumu A, V, =, < u — Koju ce Bujze peaom y dopmynama AN B, AV B,
A = B, A< B u —A cy riaBau Be3Huiy Tux (HopMmysia. 3a CBAKH JIOTHMYKU
BE3HUK [OCTOjE JIBA IPABUJIA U3BODEHA MPUPOIHE JIEJAYKIUje: IPABUIO yBODema u
[IPABWJIO eJIMMUHALKjE. Y CBUM [PABWINMA yBODEHA BE3HHUK, HA KOJU CE IIPABUIIO
OJIHOCH, jecTe TVIABHU BE3HUK 3aKJ/by9Ka TOT MMPABUJIA YBODEHa, TAYHNjE 3aKJbYIaK
je HampaBJbeH MOMONY TOT BE3HUKA W IIPEMUCA, paBuiia. Ha npumep, mpaBuio yBo-
Demwa Be3HuKa A Kaxke Jla aKo I0CTOju HeKH J0Ka3 D1 3a dopmyiy A u HEKU J10Ka3
D4 3a dopmyny B, onza nocroju pokas (naduwsen ox D1 u Do) 3a dopmyny A A B:

Ds Do
A B
ANB

Y oBOM mpaBuily BE3HUK A Ce YBOJM y 3aKJbydak mpasuia, y dpopmyiay A A B, 1j.
3aKJ/byYaK je Halnpas/beH moMohy Be3nuka A u npemuca ror npasusa (bopmyna A u
B). IIITo ce Tu4e HEKOr MPABUJIA EJIUMUHAIM]E, BE3HUK HA KOJU Ce NPABUJIO OJHOCH
je IJIaBHM BE3HHK Y jeJHO] O/ IherOBUX IIPEMHUCA, & 3aKJ/bydaK je HeKa mordopmysia
Te mpeMuce wid Heka Jpyra gopmysna. Kao npumep jepHor npaBuiia eJTMMUHAIM]E
Be3HUKA, HAaBeINeMO IPABUIIO eUMUHALM]e Be3HuKa =. WHcnupanuja 3a 0BO mpa-
BWJIO je TayToJIorKja modus ponens: ako MocToju Heku Joka3 Dy 3a dpopmyny A = B
u mocToju Heku AoKa3 Do 3a dopmyiny A, onma mocroju aoka3 (Hauuwben o Dy u

D) 3a dopmyny B: Dy Dy

A= B A
B
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Y umpaBuily esMMHUHAIMjEe BE3HUKA =>, TAj BE3HUK je IJIABHU BE3HHUK Yy IIPEMUCH,
dopmyiu A = B, a 3ak/bydak upasuia je nordopmysa re popmyse, ¢popmysia B.
Y mHapeaHOM 0/1e/bKY mahemo aeduHANN]y CUCTEMA IPUPOIHE AeayKiuje u nedu-
Huiyjy Joka3ay Tom cucremy. Caja hemo camo HedOpMAIHO MPEJCTABATH IPABUIIA
u3Bohema npupozue jgeaykiuje. 1IpBo HaBe MO aKCHOMATCKO [IPABUIIO.

AkcunomaTtcko npasusio

Axo je A dopwmyma, oHa je A

JI0Ka3 3a A u merosa HelpeupraHa xuinores3a je A.
A cana npejcraBumo npasuia u3Bohema 3a BE3HUKE.

1. IIpaBuaa yBohewa u esimmuHaNMje Be3HUKA /\

[Tornmemajmo mpuMmep JI0Ka3a jegHe OUNTJIEIHE UCTHHE.

Mpumep 1 Joxaskmmo fa Bazxkm: 1 < /2 < 2.

Bammcom 1 < /2 < 2 nmare cy ase HejemnakocTn: 1 < /2 1 /2 < 2.
3aTo MOpaMo Jia JOKAXKEMO Ja Bazxke 00e HejeIHAKOCTH.
Tokazumo 1a je 1 < v/2. Buamo ga Baxu 1 < 2. Kopena byukinuja
f(z) = \/z je pacryha dynknumja, na 3a 6pojese 1 u 2 KOpeH Mamer
6poja, /1, je mamu o xkopena seher 6poja, v/2, Tj. V1 < V2.
Cana mokazknMo 1a je V2 < 2. U3 2 < 4, oner kopucrehn 1a je
byuknpja f(r) = /r pacryha, nobujamo: v2 < V4, 1j. V2 < 2.
Pesynrar cnajama nokasa 1 < /2 u nokaza v/2 < 2 je noka3 tephe-

Haa:1<\/§1/1\/§<2.

OaMax pemumo /3 je OBUM JI0KA30M OLUCAHO HPUPOAHOMELYKIN]CKO IIPABIIIO
yBobema Besuuka A. Ako 1 < v/2 osmaummo ca A, a V2 < 2 o3maduMo ca
B onja je 3amarak u3 lNpumepa 1: gokazaru A A B. Y [Npumepy 1 cvo Taj
3aJaTaK Perumin Ha ciaefehin HauuH: HAMpaBWIM CMO J0Ka3 33 A, HaIpaBUIn
CMO JI0Ka3 3a B m 3akjpydmin CMO Jia Ta JBa JOKa3a CIOjeHa, jecy J0Ka3 3a
AN B.

Mpaeuno yesohera Besnmka A

Axko cy
Dy Do
u
A B
JI0Ka3u pelaoM 3a A u 3a B, oHza je
D1 D2
A B
(AU)
AANB

J10Ka3 38 AA B u HelpeupraHe XUIoTe3e TOI' JI0Ka3a Cy HelIPepTaie
xumnore3e gokasa Dy u Do.
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Nako 3mamMo camo jeJHO HPUPOIHOAEAYKIMJCKO [IPABUIIO, MOYXKEMO IIPABUTHU
npupoaHoaeaykuujcke npokasze. Hapemhemo nsa npupogaoaeyKimjcka 10Ka3a
y Kojuma hemo npejicraBuTu HEKE KAPAKTEPUCTUKE TAKBUX JIOKA3A.

Mpumep 2  Heka cy u goka3 Dy u noka3 Dy u3 nedununuje npasu-

aa (AU) camo dopmyna A, ouna npasuiom (AU) nobmjamo moxas
A A

ANA

3a dhopmyay A A A. Popmyie A Koje ce TOjaBbYjy ¥ OBOM JI0Ka3y

cy xumore3e Tor moka3a u pehm hemo ma je To moka3 w3 cKyma

xumnore3a { A}. Ilpumernmo Ja, moIiTo roBOPUMO O CKYILy XUIIOTE3a,

He HaBOJAMMO JpaiyT xunoredy A, seh camo jenanmyr.

ANU

Ucrakaumo Jla y 1paBibeiby CJAOXKEHUjer JI0Ka3a MOMXKEMO KOPHCTUTH je/laH
WCTHU JIOKA3 BUINE MyTa. Y TpaB/bemby Joka3a 3a A A Ay MNpumepy 2 nBa myTa
je xopurheH m0ka3 Kora ywHu cama dpopmyiaa A, ¥ MOpao je OuTu HaBeIeH
JBa myTa. Beh cMo momenysmm ma 1mocroje HeKa [MIPAaBHJa U3BODEma IPUPOTHE
ngenykuuje (Ha upumep, ysobhemwe =, ejumunanuja V, ysohemwe —) ca caexehiom
OCODMHOM: KaJia ce y JOKa3y HMPUMEHH JeJHO O THX [PABUJIA, OHJIA CE HEKe
on, mocrojehux Xumore3a OpHILy, Tj. TPUIUKOM IPUMEHE TOT MPABUJIA HEKE
XHUIIOTE3e Yy TOM J0Ka3y Oyay MperpTaHe. 3aTo y CBAKOM JOKA3y Pa3iIUKY-
jemo mpenpraHe U HeIpelpTaHe XUIIOTe3e Tor Joka3a. Henperprana xumoresa
snokaza u3 lNpumepa 2 je popmyna A. IMorsenajmo joun jesan mpumep.

Mpumep 3 Heka cy mokasu D1, Do u D3 pemom dopmyne A, B u
C, oHIa MpaBUMO T0Ka3:

A B

— AU

ANB C
(ANB)AC

Heunpeuprane xunorese gokasa Dy, Dy u D3 cy peaqom A, B u C,
na je {A, B,C'} cKyn HenpenpTaHux XUIIOTE3a OBOT JOKA3A.

ANU

[Ipencrapumo casa NpaBuIoO eIMMAHAIM]E Be3HrKa A. To mpaBmio ce 3aCHUBA,
Ha caenehieM MCIpaBHOM 3aK/by9HMBAaFby: aKO IMOCTOjH moKa3 D 3a dhopmyiy
A A B, ouna je moryhe moka3aru u camo dhopmyiay A u camo dopmyny B.

[MpaBunio ennMuHaymje BesHmka A

Ako je
D
ANB
n0Kka3 3a A A B, onua cy
D D
AANB ANB

(AE2)

(AEq)

A
J1I0Ka3u peaom 3a A u 3a B u HenpeupraHe xuiorese 00a Ta J10Ka3a
Cy HemperpTaHe XUIoTe3e JIoka3a D.
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2. IlpaBuia yBolhemwa u eIuMUHAIINje BE3HUKA =

[IpencraBumMo u npaBusa yBoherma U elMMUHAIKjE Be3HUKA =-. 10 mpeacras-
Jbatbe MOYHUMO jeTHIM TPUMEPOM.

Mpumep 4  JlokakKuMO Ja BaxKu O0COOMHA:
axo je T peanan 6poj, onda je x> + 2x > —1.

[IpermocraBumo na je x peatan 6poj. Crora je u x4+ 1 peasan 6poj.
3a cBakm peajiaH OpOj BaXKuU 7 je HEeroB KBaapar Behu o HyJie uin
jenmak mymu. 3ato je (r+1)%2 >0, 1j. 22+2x+1 > 0. Oxysumamem
jenuEnne ca obe cTpaHe HejeTHAKOCTH mobmjamo: z2 + 2x > —1.
Takie, Bazku TBpheme: ako je x peanar 6poj, onda je x> +2x > —1.
IIpumerumo na 0Baj TOKA3 MOXKEMO IMOCMATPATH KAO jeJaH TJTaBHU
JI0Ka3 y OKBUPY KOTa, Ce HaJa3HW jOII jefaH, Mamu J0Ka3. Mamu
JI0Ka3 MMa XUTOTe3y T je peasar 6poj W 3aKkmydyje: x2 + 2x > —1.
Y rIaBHOM [10Ka3y KOPUCTH Ce Taj MAamU J0Ka3 W 100uja ce: ako
je x peanan 6poj, onda je x> 4+ 2x > —1, u = je peasan 6poj Huje
XUIIOTE3a [VIABHOI J0KAa3a.

AKO y 0BOM HallleM IpUMEpPY & je peaaar 6poj o3HawmMo ca A, a 22 +2x > —1
ca B, onyma maju moka3 qokalyje B u3 xunore3e A v OH ce KOPUCTH Y TJIABHOM
JI0Ka3y, Koju je moka3 3a A = B, a koju nema xunoresy A. Oso je ommc
npaBuiia yBohema Be3HuKa = .

[paBuno yeohera BesHnka =

Axko je
D
B

z0Ka3 3a B u A je Heka dpopmyiia, OHIA je

A

D

A= B =0

noka3 3a A = B u HempenpraHe XUMOTe3€e TOr T0Ka3a Cy Hemperp-
TaHe xunoreze goka3a D, ocum moxkaa A.

[IpBo peuumo na y aokasy D dopmyse B He mMopa a 1OCTOju Xuioresa A.

O3znaka /{ 3HAYM Ja je xunore3a A, ako OHa 1OCTOju, uCKopuinheHa, Tj. mpe-
uprata, u popmyna A Huje xunoresa jokasza popmysie A=-B. IlojacHumo mira
y HaBeJeHOj meduHunmju 3uaun: ocuM Moxkaa A. Ilpuaukom jemme mpumene
npasuia (= U) MOXKeMO IpenpraTd jeJHy WU HEKOJMKO Xunoresa A, ajau
MOXKEMO ¥ Jla He IpernpraMo Hujenny xunoredy A u ma, 6e3 ob3upa Ha TO
KOJIMKO cMO xuiiore3a A npeuprasuu npasusiom (=U), 3akibyuumo (opmyiy
A = B. Caza hemo HaBecTH HEKOJIMKO JI0KA3a Y KOJUMA, CE [10jaBJbyje IPABUIIO
(=U). Y upsom goka3y hemo npezcrauTu jefny npumeny upasusa (=U)



116

I'JIABA 3. ®OPMAJIHE TEOPUJE

KOja HeMa IPEenpTaHe XUIoTe3e W jeAHy mpumeny npasuia (= U) koja uMa
npenprane xunorese. EBo Tor gokaza:
e
A= B
B = (A= B)

=U

1=U
Penmmo 1a y moka3y mpupogHe e/ 1yKIpje HCTUM IPUPOIHAM OpojeM n moBe3y-

jemo cBe dpopmyite, Koje Cy ImperpraHe Xumore3e (,A/n ), Ca LIPABUJIOM P YUjOM
LPUMEHOM Cy Te xunorese upeuprane (np). Y HalleM JOKa3y LUPBO LPABUIIO
(= U) nema upeupranux xuunoresa A u weros 3akipyudak je A = B. [leo
TOr JTOKa3a Koju ce 3aBpiiaBa (opmyaoMm A = B uma jeaHy HemperpraHy
xunore3y B. 3arum ce raj moka3 HacraBba apyrum npasuiom (= U) Koje
MM, jeJHy Tpenprany Xumore3y, hopmyay B, u TO IpaBuJjo je ca MperpTaHoM
XUIoTe30M nose3ano 6pojem 1. [Jakiie, meo Hain JI0Ka3 HEMa HEIPEHPTAHUX
xunore3a. ¥ HapemaHOM J0Ka3y upexacrapuhiemo jour jeany moryhHOCT KOjy
npyxa npasusio (=U). IlocmarpajMo mokas:
1

A=A
—1=U

A= (A= A)
[Tpumenom upsor mnpasusia (= U) HUCMO Npenprajyu HUjeAHY XUmoresy A,
MaJla TaKBa XUIOTe3a rnocroju. by cMo Kao mpernpraHy XUIIOTe3y HUCKOPHUC-
ruan y apyrom upasuiy (=U). Ilpumerumo sa cMO y 0BOM 10Ka3y MOLJIK
J1a bupamo y kome oz asa upasuia (= U) hemo uckopucruru dopmyiay A
KA0 XHIIOTE3Y, JIOK OHO JIPYrO [MPABUJIO OHJIA HEMA IPEIPTAHUX XUIIOTE3A, Tj.
nocroju u cienehu nokas dopmyne A = (A = A):

1

1=U

A=A
—=U
A= (A= A)

Caza je Ha pejly MPABUIIO €JMMHUHAIM]E BE3HUKA = KOje CMO Beh momMumbaliu.

[NpaBuno enumMunHaLmje Be3HNKa =

Ako cy
Dy Do
u
A=B A
JI0Ka3u pejiom 3a A = B u 3a A, onna je
D1 D2
A= B A
(= E)
B

JI0Ka3 3a B u HenpeupraHe xuiorese TOr J0Ka3a Cy HElpenpTraHe
xumorese jokasza Dy u Do.

EBo jenmor mokasa npupojiHe jgeayKiiuje y KOMe Ce KOPHUCTE CAMO IIPABHUJIA
yBODhema 1 eJIlMMUHAINje BE3HUKA =
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A3 L1
=E
A= B A/l

B
A= B )
(A= (A=B))= (A= B)

Osaj noka3 dopmyre (A = (A = B)) = (A = B) HeMma HelpenpTraHux
xuroresa. JIpe xunorese, e dopmysne A, mpenpraHe Cy TPUMEHOM IIPBOT
upasuia (=U) u wux ca tuMm npasusiom nosesyje 6poj 1. Ipyro upasuiio
(=U) uma camo jemuy mpenprany xunoresy, Gopmyry A = (A = B), u 1o
[IPABHUJIO j€ Ca MPEIpPTAHOM XUIIOTE30M IIOBE3aHO Opojem 2.

Cana, 3najylin 4ermpm mpaBwmiIa W3BOljEma, MOKEMO TPABUTH M CJIOXKEHU)E
TIPUPOTHOAEAYKITHjCKE TOKA3e.

3apaTak 1 HampaBumo moka3 0e3 HEmpernpTaHuX XHUIIOTE3d 3a
dbopmyny (AA B) = (BAA).

4B AAB

N Eo
B A

BAA
(AAB) = (BAA)
AnaJjiorHo oBoM JIOKa3y, MOXKE Ce HallpaBUTH JI0Ka3 0e3 Helpelp-
TaHux xurnoresa 3a Gopmyny (B A A) = (AN B).

N Eq
ANU

1=U

3apaTak 2 HampaBumo moka3 0e3 HEmpernpTaHuX XHUIIOTE3d 3a
dopmyny (AN (BAC)) = (AANB)AC).

AN(BAC

)

1 A Eo 1

AN(BAC) BAC ANBAC)
N Eq —— ANEj A FEo
A B BAC
NU — AN FEy
ANB C
ANU
(ANB)AC
1=U

(AN(BAC)) = (AAB)AC)
AHaJOrHO 0BOM JI0Ka3y, MOXKE Ce HAIPABUTH J0Ka3 0e3 Henpenp-
ranux xunoresa 3a dpopmyny (AAB)AC) = (AN (BAC)).

3. IIpaBuiia yBohewma u eanMuHaIje Be3HUKA V

[TpBo hiemo mpecraBuT MpaBUiIo yBOhema Be3HuKa V. AKO MOCTOjU J0Ka3 3a
A, onjla HAPABHO HOCTOju 0Ka3 33 AV B, u HCTO TAKO, AKO MOCTOJU JI0KA3 34
B, onza nocroju noka3 3a AV B. To pacyluBatbe 1pecTaB/beHO je IPaBUIOM
yBoDema Be3Huka V.
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[MpaBuno ysohera Be3HUKa V

Axko cy
D1 D2

A B

JoKa3u pejom 3a A u 3a B, onna cy

Dy D2
A B
AV E (VUy) aIVE (VU2)

I1Ba, 7I0Ka3a 3a AV B u HempenpraHe XUMOTe3e THX J0Ka3a Cy PeIOoM
HempelnpTaHe Xumnorese jJoKa3a Dy u Ds.

[IpaBuio emmmunanuje V hemo objacHuTH 10Ka30M y ciegehem npumepy.

Mpumep 5 TokakuMmo [1a BayKu OCOOMHA:

. L x?=2|z|+1
30 CBAKU PEaraH OPOj T Pasaudum 00 HYAE BAHCU: 2 0.
IIpernocraBumo 1a je & peasan Opoj pa3iuaur of Hyae. To 3HATH
Ja 3a peajad 6poj x Baxu: ¢ > 0 wm x < 0 (y crBapu Baxku
wm x > 0 wm x < 0 anam Ta TPEenW3HOCT HAM 3a OBaj MpUMep
HUje KOpHCHA). 3aro fieMo y j0Ka3y OBe OCOOMHE IIOCMATPATH [[BA
caydaja, kKaga je x > 0 u kaga je z < 0.
IIpBu cmyuaj: npermocrasumo na je x > 0. Tana je |z| = z, ma
umamo 2 — 2)x|+1=22-2-2+1= (r —1)? > 0. Jdakne, u3
2?2 —2|z|+1>0u |z| > 0 gobujamo: % > 0.
Hpyru ciydaj: npermnocrasumo aa je © < 0. Taga je |x| = —x, na
umamo 2 —2|z|+1 =22 -2 (—2) + 1= (z+1)? > 0. Jdakse, u3
|z| > 0 u 2% — 2|z| + 1 > 0 gobujamo: % > 0.
22 —2|z|4+1

|]

ocoOuHa BayKH 33 CBAKH peajiaH Opoj & pas/mauT O HyJIe.

[Tomro y oba ciyvaja Baxku > 0, 3ak/pydyjeMo ma Ta

Hauwun pazmunupama Koju je xopurihen y moka3y u3 [lpumepa 5 je y ayxy
npaBmiia eauMuHalgje Besuuka V. Hawmme, ako mmamo Joka3 3a dopmyiy
AV B u ako 10oCTOje JBa 10Ka3a, TAaKBHU J1a Ce MOXK/Ia Mehy Xurmore3ama jeHor
o, ux Hasazu (opmyna A, a mehy xunoresama apyror Hajasu (GpopmyJia
B u 00a umajy ucru 3akspydax C, oHja cuajajyhiu ta Tpu J0Ka3a MOKEMO
gakspyuuru C. EBo npaBumiia equMuHanmje Be3HuKa V.

Mpaguno enumunHaymje Besnmka V

Ako cy
Dy Do - D3
AV B C C

nokasu peqoM 3a AV B u npa nokasa 3a C, oHza je
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A ¥

Dy Do D3
AV B c

(VE)

C
jeman moka3 3a C' u HempernpraHe XAMOTe3e TOT J0Ka3a Cy: HEMpeIp-
TaHe XMIIOTe3e J0Ka3a D1, Henpenprade Xxuorese j1o0ka3a Dy, ocum
MOx/a A, u Heumpenprane xunorese goka3a D3, ocum moxaa B.

[Tpumenom oBor npaBuJia (Kao U MpaBujia yBoljema Be3HUKA =) MOKEMO IIpe-
npratu Heke xunmore3e. Hamwme, ako mokazu Do m D3 nmajy pemom xumorese
A u B, onja te xunorese Mory Ouru nperprase npuMenoM npasusa (VE).
WcrakauMO 12 jeTHOM IMPUMEHOM OBOT IIPABHUJIA MOZKEMO MPEIPTATH HUJEIHY,
jeIHy MJIM HEKOJIMKO Xxuiore3a A u B.

Caza 3aamo mpaBusia n3Bohema MPUPOIHE AeAYKINje 3a Be3HUKe N\, = u V, ma,
HABOJMMO je/IaH MPUPOTHOAEAYKIINjCKH JOKa3 Y KOMe ce KOPUCTEe Ta MTPABUJIA.

3apaTak 3 HampaBumo moka3 0e3 HEmpernpTaHuX XHUIIOTE3d 3a
dbopuyny (AVB)VC)= (AV (BV(O)).
1
A/l B/{C v Ui 9
\% Vv Uz 6/

Ui
2 AV(BVC AV (BvVC
A)/B ( ) ( )

E vV Us
(AV/B'§\3/C AV (BVC) AV (BVO)
AV (BvVC(C)
3=U
((AVB)VC) = (AV (BVC))

2VE

AHajlorHO OBOM JIOKA3y, MOXKE Ce€ HAIPABUTH JIOKa3 0De3 Helperp-
raHux xunoresa 3a Gopmyny (AV (BV C)) = ((Av B)Vv ().
4. IIpaBmio eiMMuHAIMje Be3HUKa |

U3 name 6a3e Be3nuka uckasue joruke {A,V, =, 1 } ocraje Ham jour na npei-
CTABUMO IpaBuiia u3Bohema 3a Be3nuk L. 3a Taj BE3HUK MOCTOjU CaMO jeJIHO
[IPABUJIO U3BODEHA, IPABUIO EIMMUHAIM]E BE3HUKA | .

MpaBuno enumuHaymje Besnmka L

Axo je D
1
0Ka3 3a L, oHja je
D
—(1B)
A

nokas 3a A, rie je A npousBosbHa HOPMYIIA.
Haxkme, opuM mpasuioM u3 L 3akipydyjeMo mpom3BosbHY dopmyay A.
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5. IIpaBuia yBohemwma u eJIUMHUHAINje BE3HUKA <
Ocum 3a Besnuke 6aze {A,V, =, |} y npupomHo]j neyKnuju mocroje mpasmia
yBoDema u eJMMHUHALHje 3a ocTase jorndke Besnuke. Cernmo ce nedunuimje
na je A < B zamena 3a (A = B) A (B = A). 3aro he npasuna ysobemwa u
eJIMMUHAIFje 33 < OUTH pesioM yBoheme U euMuHaImja 3a A Kajga je A Garn
A= B, a B b6am B = A. lornenajmo cienehu jennocraBan mpumep.

Mpumep 6  Hokazaru: =2 ako u camo ako z — 2 = 0.
Jlokas ce cacroju Off ABa Jea.

Jloka3 ¢ jeBa Ha JIECHO: aKO je ¥ = 2, ogja je x —2 =2 —2 = 0, 1j.
Baxku r — 2 = 0.

Joka3 ¢ fmecHa Ha JIeBO: ako je x — 2 = 0, oHMa, AOJaBameM 2 ca
obe crpane jeaHakocru, gooujamo: r —2+2 =042, 1j. x = 2.

[IpaBuyio yBohema Be3HMKA <> je MpeaCcTaB/beHOo a10Ka30M y [Mpumepy 6.

MpaBuno yeohera Be3HmKa <

Ako cy
D1 D2

u

A= B B= A
nokasu peaom 3a A = B u3a B = A, ouza je
D1 D2

A= B B= A
(& U)
A< B

J10Ka3 3a A < B u HeupeupraHe XuioTe3e TOr J0Ka3a Cy Helpelp-
raHe xunorese jJokaza D1 u Do.

A eBo u npaBuIIA eJIMMUHALILjE BE3HUKA <.

[MpaBuno enuMunHaumje Be3HNKA <

Axko je
D
A< B
nmokas 3a A < B, oHza cy
D D
A< B A< B
(& E1) (& E2)
A= B B= A

nokasu penom 3a A = B u 3a B = A u HenpelnpTraHe XUIoTe3e THX
JIOKa3a Cy HelpelpTaHe XHUIoTe3e J0Ka3a D.

Kopucrehu nokase u3 3agaTtaka 1-3 u mpaBuiio yBohjerma Be3HUKA <>, HAIPa-
BuhieMoO 70Ka3 6€3 HempernpTranuxX Xumnoresa 3a GhopMmyiie:
(AANB) < (BAA)
(AANB)ANC) < (AN(BAC))
(AvB)V(C)<s (AVv(BV(O)).
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3apatak 4  oxaz 3a (AA B) = (B A A) u3 3apatka 1 o3na1umo
ca D; u nokas 3a (BAA) = (AA B) (3a xoju cMO peksu 12 je
anaJsiorad soka3y D1) o3nauumo ca Do. Kopucrehu nokaze Dy u Do
u npaswio (< U), gobujamo ciezelin npupoHoae/lyKIMjCKU JT0KA3:

Dy D2

(AAB) = (B A A) (BAA) = (AAB)
(AAB) & (BAA)

Kako mokazu D1 u Dy Hemajy Hempenpranux XUIOTe3a, TO U OBaj
JIOKa3 HEMa HEIPELPTAHUX XHUIIOTE3a.
Hokaz 3a (AN (BAC)) = ((AANB)AC) u3 3apaTka 2 03HAYNMO ca
D3 u pokas 3a (AAB)AC) = (AA(BAC)) (3a Koju cMO pekJin 113
je anasioran nokasy D3) oznauumo ca Dy. Kopucrehu nokaze Dg u
D4 u npasuso (< U), no6ujamMo npupoHOAEIYKIU]CKA JOKA3:

Dy Ds
((AAB)AC) = (AA(BAC)) (AA(BAC)) = ((AAB)AC)

((AAB)AC) & (AA(BAC)) <

Kako mokazu D3 n D4 Hemajy HempenpTaHWX XUIOTE3ad, TO U OBAj
JIOKA3 HEMa, HEMPEIPTAHNX XUIIOTE3a.

s U

U

Ha normyso ucru nauun, kopucrehu qokase u3 3agatka 3 u npaBusio
yBohema Be3HUKA <, NPaBH Ce J0Ka3 0e3 HelpEerpPTAHUX XUIIOTe3a

3a dopmyny (AV B)VC) < (AV (BV(Q)).

6. IIpaBuiia yBohema u eInMuHAINje BE3HUKA —

[TuramMo ce KaKO MOYKEMO KOPHCTHTH HEralldjy y MpOIECHMa 3aK/byUnBambha’
Cerumo ce j1a cMo Heranujy Aedunucanu noMohy Besnuka = u | Ha ciaegehu
Hauun: —A je 3amena 3a A = 1. CiimkoBuTO pedeHo, Kajta X0heMo /1 KaykeMo
Jla HewTo Huje TadHo (ua Huje A) KAXKeMO Jia aKO TO BaXKu, OHJA CJIe/IU HEKA
ommreno3xara Heucruna (na axo A, onda 1). EBo nmpumepa: ommrenosHaro
je na je 0 = 1 mencTuna. 3aTo je pedeHnnoM: axo je /2 npupodan 6poj, onda
je 0 =1 Ha Ipyrauuju HAYUH CAOLLITEHA OcOOUHA: /2 Huje npupodan Gpoj.
OBaj HauMH 3aK/bYyYMBAIHA j€ MPEJCTABILEH Y IPABUIY yBOhema .

Mpaeuno yeohera BesHnka —

Axko je
D
1

nmokas 3a | u A je meka dopmya, OHIA je

A

D

1

_‘A
IIOKa3 3a —A 1 HempenpraHe XHIIOTE3€ TOT J0Ka3a Cy HEIPEHpPTAHEe
xumnorese Jokasa D, ocuMm Moxkaa A.

(=U)
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W 3a oBo npaBuJio BaxKu 13 J0Ka3 D He mopa ja uma xunorese A u jga jegHom
[IPUMEHOM OBOI' IPABUJIA MOYKEMO IIPELPTATH HUJe/IHY, je/IHY WA HEKOJUKO
xunore3a A. Penumo ga ce 0BO IpaBuiio, IpaBuiio yBohema BE3HUKA —, HA3UBA,
U paBujIo cBohema Ha nporuspednoct (reductio ad absurdum). ITpumerunmo
Jla aKO y MpaBWjly yBohema Besnuka — dopmyny —A 3amenumo ca A = 1,
OH/Ia, 100MjaMO IIPABUIO yBOhema = KaJa je popmyna B bam | :

A

D

1
A= 1

=U

Wcro Tako, mpaBujio eMMUHAIMje Be3HHKA — he OuTw y CTBApW IIPABUIIO
eJlMMUHAIje BE3HWKA, = Kaza je dopmyna B damr L:
Ds Do
A= 1 A
1

=F

EBo npasusa enuMmuHaluje Be3HUKA .

[MpaBunio ennMuHaymje BesHmka —

Axko cy
Dy Do
A —-A
JI0Ka3 peaoM 3a A u 3a —A, oHza je
Dy Do
A -A
—

I0Ka3 3a | ¥ HempenpTaHe XUMOTe3e TOT JI0Ka3a Cy HempelrpTaHe
xumnore3e gokasa Dy u Do.

(-E)

Cama cmo gedunncanu mpaBujaa TPUPOIHE MEIyKIMje 33 CBe BE3HUKE, I
HaIPABUMO jOIT HEKW TPUPOTHOIETYKIIA]CKU JOKa3.

3agatak 5 Hanpasumo joka3 63 Henpenpranux XUnore3a 3a Tay-
rosorujy (—(AV B)) < (=A A -B) (e Moprauos 3akon). IIpso
HanpaBuMO J0Ka3 3a dopmyny (-(AV B)) = (mAA-B):

1 2
A v, (B 4 v, (A B)
-F

AV B AV B
-FE

1 1
—1-U —2-U
ANU

—AN-B

3=U
(ﬂ(A \% B)) = (ﬂA A ﬂB)
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Eso caza nokasa 3a dopmyny (mA A -B) = (=(AV B)):

3 3
1 -AA-B 1 -AA-B
9 A/ n N E; /B/ A E2
- -B
A)/B -E —E
1 1
1VE
1
2-U

-(AV B)

(mAA-B) = (—(AVB)) ’
Ako moka3s 3a dbopmyay (=(AV B)) = (A A —B) o3mauumo ca Dy,
a noka3 3a dopmyny (A A -B) = (-(AV B)) o3nauumo ca Dy,
OHIA 100ujaMo ciieaehu mpUpOIHOIETYKIMjCKH TOKA3:
D, D2
(=(AV B)) = (A A -B) (CAA-B) = (-(AVB)) _
(=(AV B)) & (=A A —B)

U

Koju je moka3 3a dopmyay (=(AV B)) & (-A A —B) 6e3 nenpenp-
TaHUX XUIIOTE3a.

AHaJOrHO 0BOM JI0Ka3y, MOXKE Ce HAIPABUTH J0Ka3 0e3 Henpeunp-
ranux xunoresa 3a rayronorujy (—(A A B)) < (-AV -B).

7. IlepcoBo mpaBuJIO

QopMaHU CHCTeM MPUPOJHE JeAyKIHje KOjU MpeJCTaBha MCKA3HY JIOTHUKY,
OCHUM IIPABUJIA yBOhEma U eJIMMHUHAIN]E 3 JOIMYKE BE3HUKE, UMAa jOII jeTHO
npaBuIo u3Bohema, IlepcoBo nmpasuio.

MNepcoso npasuno

Axko je
A= B

D
A

e
D

J10Ka3 3a A, oHua je

A

A
noka3 3a A u HelpenpraHe XUIore3e TOI JOKa3a Cy HellpelpraHe
xunorese gokaza D ocum dopmyne A = B.

(Pers)

Vcrakaumo ma 3a IlepcoBo mpaBmiao Baxkwu ma xumorese A = B nHe Mopajy

nmoctojatu. ¥ TUM ciaydajeBuMma llepcoBo mpaBmsio je TpuBHWjagHO, Tj. U3
D
JTOKa3a A 3aKjpydyjemo omer A.

Jlakje, mpejCcTaBU/ii CMO CBa, IIPABUIA U3BODEHA CHCTEMA IPUPOIHE JIE/TYK-
npje 3a uckasny joruky. Ha Kpajy mpeacraBuMo jOII jeIHO IpaBUIIO KOje je,
CJIMKOBUTO PEYEHO, NCTe jaunne Kao [lepcoBo mpaBmiio, mpaBuiio jakor cBohema
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Ha nporuspednocr. Haume, Baxku J1a aKO CKYILy KOr'a YUHE IIpaBujia u3Bolje-
ha 33 JIOTUYIKE BE3HUKE JT0aMO OMJIO KOje O Ta /1B IPaBUJia, 100mheMo ucTu
dopmasau cucreM, GPOPMATHE CUCTEM HUCKA3HE JIOTHKE,

Mpasuno jakor ceofjersa Ha npoTuepedHocT (jaka reductio ad absurdum)

Axko je
-A
D
1
0Ka3 3a L, oHja je
A
D
1
— = (RAA)
A

noKa3 3a A u Helpenprane XuIorese TOI JOKa3a Cy HellpelpraHe
xunorese g0kaza D ocum dopmyrie —A.

W 3a oBo mpaBuno Baxku ga xunorese —A He MOpajy ga mocroje. Y TuM
CJlydajeBUMa MIPABUJIO JaKOT CBODEba Ha MPOTUBPEYHOCT je mpasuio (LE). A
caJa mokaxkumo sa cy IlepcoBo mpasuso u npasuio RAA ucre jauune, wim
JpyK4uje pedeHo, Aa cy MehycoOHO eKBUBAJIEHTHA.

3agatak 6  Ilepcoso mpasuio u RAA cy mel)ycoOHO eKBHBATIEHTHA
[paBuJIa.
A= B

Nmamo gokaz P . IIpumenom Ilepcosor mpasuia Ha IOCIEImY

dopmyiy oBor mokaza, Gopmyny A, mo0wiIm OHCMO Kao 3aKJbydak
dopmyny A u dpopmyna A = B 6u Gusa mpernprana xumnore3a. Mu
AMaMO Ha, PACIOJIararby MPABUIa W3BODEma 38 CBe BE3HUKE W IIPa-
Busio RAA u MopaMo Ja HallpaBUMO JI0KA3 Ca UCTUM 3aKJbyYKOM M
ca MCTHM CKYIIOM HEHPENPTAHWX XUIOTe3a Kao Ja CMO Ha J0Ka3 D
npumenunu [lepcoso mpasuio. EBo Tor mokasa:
A A
- _‘E

£J_E

B
A= B 1=U

D
A 742ﬁ
T

2 2RAA

Haxkme, oBaj moKa3 je 3aMeHa 3a [lepcoo mpasuio. Kaxkemo ma cMo
IlepcoBo npasuiio uspenu u3 npasusia RAA 3aro wro cy ocrasa
[IpaBUJIa U3BONEbA CTAJIHO Ty, (bUX YBEK HMAMO HA PACIIOIAramby.

Ocraje ma npasuio RAA ussenemo u3 IlepcoBor mpasmia. Mmamo

E
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_\A

D
moka3 L . Ilpwmenom mpasuna RAA ma mocieamy bHOpMysy OBOT
z0Ka3a, gpopmyiy L, nobusu 6ucmo dpopmyiny A u dopmysna —A
Ou Ousa npeuprana xunoresa. Mu dopmysy —A 3aMemyjemo ca
A = 1, uMaMO Ha pacuoJiaraiby Taj J0Ka3, CBa lpaBu/ia u3Bohema
3a JIoTMIKe Be3HuKe u [lepcoBo mpaBmiIo u MpaBuMO T0KA3 Ca UCTHM
3aKJbYYKOM M Ca UCTHM CKYTIOM HEMPEIPTAHUX XUITOTE3a KAO Ja CMO
Ha jgokKa3 D npumenuniu upasusio RAA:

a£1
D

1FE
1Pers

NN

Ha Taj naumn cmo mokaszasn fa ce mpasmio RAA moxke uzsectn u3
IlepcoBor mpasuia.

Hakae, u3 3agatka 6 ciepu na cy IlepcoBo mpaBuiio u mpaBuiio jakor cBoherma
Ha [POTHBPEYHOCT MehycOOHO eKBMBAJIEHTHA IMPABHJIA, Tj. aKO CKYIy KOju
9UHE MPABUJIA W3BODEHma 33 CBE JIOTWYKE BE3HUKE I07aMO OWJIO KOje O Ta
IBa npasuia no06ujamo uctu dbopmasnau cucreM (GopMajHU CUCTEM UCKA3HE
JIOIUKE).

Ha kpajy oBor onespka npeiacraBuMo JokKa3 3a ¢popmyiny AV —A y kome ce
KODHUCTH IIPABUJIO JAKOI CBODEmA HA NPOTHUBPEYHOCT. JACHO je, Ha OCHOBY
3apgatka 6, 1a ce MOXKe HAIPABUTH JOKa3 3a Ty (POPMYJy y KOME Ce KOPUCTH
[Iepcoso mpasmio.

3agatak 7 3a dpopmyny AV A nocroju goka3 6e3 HenperpTranux
XUIIOTE3A.
EBo jegmor Taksor mokasa:

741

V Us )
AVoA T
-E
1
1RAA
A
v Uy 9
AV -A —|(A)/—|A)
-F
2RAA
AV -A

3.2.2 Ilpupoana neaykunmja, cucrem N

Cana hemo mnedunucaru jenan GpopMaHu CHCTEM MPUPOIHE NEAyKIHje, (DOpMAIHA
cucrem N. Kao u csaku dpopmanmu cucrem u cucreMm N mormyno je onpeben ca
CBOja Yerupu Jieja: cKynom ocHoBHux cumbosia S(N), ckylom uckaznux dhopmysa
F(N), cxymom akcmoma A(N) u ckymom npasuita ussohema R(N). Ckyn ocHOBHEX
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cumbosia cucrema N, ckyn S(N), jecre andaber uckasue Jjoruxe jeduHucan y
onespky 2.1.1 ca mogarum momohuuM cumbosoM .

Ckyn ocHoBHux cumbona cuctema N, ckyn S(N)

Ckyn ocnosaux cumbosia cucrema N, ckyn S(N), cacroju ce o cieneha
TPU CKyIa:

© TpeOPOJUBOT CKYyIa NCKA3UX CJIOBA, CKyNa P, Yuju eIeMEHTH CY Pg, 4o,
T05 P15 415 T15--+5 Pns Qn, Tny---5

© cKyma Jiormukux Besuuka {A,V,=, 1} tae cy A,V u = OunHapHu
BE3HUIM, & | HyJapHU BE3HUK;

o ckyma nomohnux cumboma {(, ),F}.

Hckasne gpopmyiie cucrema N cy uckasue ¢popmysie nedpunucane y ogenky 2.1.2,
aJld MIAK [HOHOBUMO HUXOBY jieUHUIIA]Y .

Hedunnumja nckasue cdopmyne cuctema N

(1) Uckasna cioBa m Be3HuK L cy uckasne gopmyse cucrema N .
(2) Axo cy A u B uckaszme dbopmyne cucrema N, ouma ¢y u (A A B),
(AV B) u (A = B) uckasue dopmyse TOr cHcTeMa.

Bezuuru <, - u T cy gebunucann Kao y onebky 2.1.2.
Ny cucremy N momryjemMo J0rOBOp /13 MPHU MHACAEY UCKA3HIX (hOPMYJIa H30CTAB-

JbaMO CaCBHM CIIOJballlib€ 3arpa/e.

Ckyn dopmyna cucrema N, ckyn F(N)

Ckyn dopmyia cucrema N, ckyn F(N), uune uckasue dbopmyse Tor
cucrema N.

Konaune ckynope uckaszaux opmyna osuadasahiemo ca I, A, A,..., 'y, Aq,
Aq,..., TV, A’ A)... 3a medunncame CKyla akCHOMa W CKyIla TIPABHJIA W3BODema
cucrema N, ckynosa A(N) u R(N), kopucruhieMo cekpenTe, Koje NpaBUMO 01, eJie-
menara ckyma cambona S(N). Ceksenrt je mspas creneher oomuka: T'- A, tae je T
KOHa4aH Kyl (popMy/a KOju MOXKe OMTH U IIpa3aH CKyll. 3a KOoHadaH cKyi [, Ha
npumep I' = {B, C, D}, mucaliemo B,C, D F A, a ako je ' mpasan ckyn, onga hemo
usocrasbary () u nucahemo camo - A.

Bazxkno je pehu na ckyn akcuoma cucrema N nehie unnutu nexe popmysie, muru
he nmpasuia ussohema Obutn penanuje usmely dpopmyma. Y cucremy N he, ma tako
KayKeMo, y IJIaBHO] yso3u Outn cekBeHTu. EBO Tpeher nema dopmasnnor cucrema
N, ckyma axcuoma.

Ckyn akcmoma cuctema N, ckyn A(N)

Axcuome cucrema N cy cexsenTu nocebnor obiuxa. Taunuje, aKCHOMaT-
cku cexsent cucrema N je obsuka

AF A, rae je A npousBosbHa (POPMYJIA.
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AkcroMaTCKu CEKBEHT 0/IMOBapa AKCHOMATCKOM IIPABUILY KOje CMO IIPEJICTABIIA
y HeOpMAJTHOM ONHUCY NPHUPOIHE Aenykiuje. McrakauMo ga cmMo geduHHITjoM
AKCHOMATCKOI cekBeHTa A F Ay crBapu Jajiu jeJHy CXeMy 3a HPABJbEIHE AKCHOMAT-
CKHUX CeKBEeHaTa, TaKO ITO Ha mecry A Moxke Outu mpousBosbHa (opmyra. Ha
npumep, cekseruru CHC, A= CHA= C,CV(AAD)F CV(AAD)u BAD+ BAD
Cy AKCHOMATCKHU CEKBEHTH.

Yerspru aeo dpopmanuor cucrema N je ckyn npasuia u3soherba TOr CHCTeMa.
Ta npasuta cmo Beh npeacraBuim y HePOPMATHOM OIMUCY IPUPOJIHE IEAYKIHje KAO
MpaBUJIa YBOhema W eJIMMUHAIN]E JIOTHIKUX BE3HUKA.

Ckyn npasuna ussobhersa cuctema N, ckyn R(N)

[Tpapuia n3pohema y cucremy N he 6utn penanpje n3mely cekpenara.
Cxym mpaswmita m3sobema cucrema N, ckym R(N), unHe npaBuio exaMu-
HallFje W MPABWJIO yBODema 3a CBAKW O OMHADHWX BE3HUKA A, = H
V; [MpaBu/Io eluMUHAIEje 33 HyaapHu Be3uuk | ; m IlepcoBo mpasuiio.
Haxiie, ckyu R(N) uune cienehia npasuia ussoherba:

[IpaBUJIA eJIMMUHALje npasuiia yohema
I'FAAB I'HAAB I'HA AFB
(NE1) (AE2) W)~ AT B
'rA I'+B TrUA+-AAB
I'HrA=1B AFA I'i+-B
(=E) =U) —
ruArnB I'FA=1B
I'AVB A1 FC O1FC T'HA I'-B
(VE) VU1) ————— (VU2)————
TUAUGFEC I'AVB I'AVB
'L
(LE) —
I'HA

[IepcoBo mpasuiio

TU{A= B}F 4

'kA
Y npasuiy (= U) ckyn I' moxe 6uru ckyn 1 mam ckyn I'y \ {A}. VY
npasuiy (VE) ckyn A moxe 6urn ckyn Ay wium ckyn A \ {A}, a ckyn
O moxe 6utu ckyn ©1 wiau ckyn 01 \ {B}.

(Pers)

Kao u akcmomMarcke CEKBEHTE U MPaBUJIa M3BOHEHa CMaTPAMO CXeMaMa.

Hanomena IIpumerumo na y cucremy A HemaMmo Ipasuiia u3soherba 33 Be3HUKE <
U, aJli HA OCHOBY Be3a u3Mely Be3HHMKA, Ta MPABUIIA MOXKEMO M3BECTU U3 IPABUIIA
cucrema N.

Cana, momro cmo medbuaICATR CBa 9eTHpy nesa dhopmaaror cucrema N, mednu-
HMIIEMO II0jaM J0Ka3a y ToM cucremy. ¥ cucremy N hiemo joxkasupaTu ceKBeHTe,
Tj. upasuhemo gokaze 3a cekpenre. 3aro jedunumemo goka3 y cucremy N Kao
JPBO KOj€ 4YMHEe CEKBEHTH.

Jedbunnymnja pokasa ceksenta y cuctemy N

V cucremy N pokas ceksenta I' F F' je jenso KOHa4YHO APBO y 4HjeM
KopeHy je 6am taj cekpent [' - F') Ha cBaKOM JIMCTY je jegaH aKCHOMAT-
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CKH CEKBEHT, & CBAKO I'PAHAILE j€ OLPABIAHO HEKUM [IPABUIIOM H3BODerba
cucrema N. (IIpumerumo Ja je J0Ka3 aKCMOMATCKOI CeKBEHTa JIPBO Ca
jenHuM 4BOpoM (KODEH U JIMUCT) y KOME je CaM Taj CEeKBEHT.)

Ako nocroju 1oka3 y unjem Kopeny je ceksenr I' = F') OHa KaxKeMo /14 je CEeKBeHT
I' - F noxasus y cucremy N. Heku noka3 D cexsenta I' F F' 3anucusahemo e R

ITosexkumo caza 1okaze y xHaiem HeOPMaIHOM OLUCY HPUPO/IHE JI€IyKIUje U3
omesbka 3.2.1 m mokase y cucremy N. Jloka3 y HeDOPMAJHOM OINUCY HPHPOIHE
JeyKnuje y 4dujeM je Kopeny dopmyna F, a cBe HelpenpTaHe XUIIOTe3e Ha JIHC-
TOBHMMaA TOT JApBeTa umue cKym I je moka3 ceksenta ' - F. Jloka3 y HedopmasHom
OIIUCY IIPUPOJIHE JEJIYKIMje KOJU HEMa HelpPelpTaHuX XUIIOTe3a, a Y YUjeM KOPEHY
je dopmyna I je mokas cexsenta b F. IIpasuna uzsohema cucrema N cy mpasuia
u3Bohema 3a Be3nuke A, =, V u | u IlepcoBo mpaBmio Koje CMO IPEICTABUIN Y
ozme/bKy 3.2.1, camo 3amucanu apyraduje. Ha mpumep, mpaBusy yBohera Be3HHUKA
= w3 medopMmagHOr onmca oarosapa mpasmio (=U) cucrema N. Hamwme, y omemKy
3.2.1 y nupaBuity yBohema Be3HUKA = uMaJjH CMO J10Ka3 dopmyse B 4uju je ckym

D .
HEIPePTaHuX Xuiore3a cKym 11, JoKa3 B V¥ cucremy N TO je moka3 cexkBeHTa

I'y = B. Ilpumenom upasusia ysohema Be3HUKA = HA J0Ka3 D mobujamo 10ka3
dopmysie A = B, 4uju CKyll HEIpeLpTaHuX XUIOoTe3a je ckyl ['1, ocuM MOKIa
dopmysie A. To 3naum ga ckyn 'y Moxke ajiu u He mMopa Ja caiapzku dpopmyity A
u BuIe, na uaxko 'y caapxku dopmyny A ra ¢popmyra He Mopa 1a Oyae mperpTraHa
XUIMOTE3a MTPUMEHOM paBU/Ia yBohema Be3uuka =. Cse Te moryhnoctu mare cy u
npasmiom (=U) cucrema N. V¥ cucremy N mpumernom npasuna (= U) Ha nokas
cexkBedra ['1 H B nobujamo noka3 cekpenra I' - A = B u umamo;

(1) Ako ckyu Heupeupranux xunoresa I'; gokaza D caupxu dopmyny A, onja
UMaMO JBa Caydaja: ako A jecre mpernpraHa XUIOTE3a MPaBUJIA yBODEma BE3HUKA
= nmobujamo jgoka3 ¢popmyne A = B ca ckynom Henpernpranux xumnoresa I'1 \ {A},
u 1o je y cucremy N nokas cexsenta I' = A = By kome je ' =T'1\ {A4}; ako A muje
[pernpraHa XUIoTe3a MPABUIA yBoDema BE3HUKA =, OHJA UMaMO JI0Ka3 (opmyJie
A = B ca ckyuowm menpenpranux xunoresa I'1, a y cucremy A je TO J0Ka3 CeKBEHTa,
I'rA= Byxomejel' =T}.

(2) Ako ckyn menpenpranux xunoresda ['; mokasa D ne caapxku dbopmyiny A, onga
MPUMEHOM MpaBuja yBohema Be3HWKa = mobujamo moka3 dopmyme A = B ca
CKyLOM Helpeunpranux xunoresa I'1, a y cucremy A TO je omer J0Ka3 CEKBEHTa
I'FA= Bykomejel =T7.

Mpumep 7 Hanpasumo noka3 rayronoruje (AA(A = B)) = B (modus
ponens) 3aunucyjyhu ra na nedpopMaJHu HAYUH LIOKA3aH y 04esbKy 3.2.1.
AN (A4 B) AN (A4 B)
A FEo A Eq
A= B A
B
(AN(A=B))=1B

=F

1=U
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Oso je joka3 6e3 HenpenpraHux xunoresa. A caja HALPABUMO JI0Ka3
cexsenra - (AN (A = B)) = By cucremy N.

AN(A= B)F AA(A= B) AN(A= B)FAA(A= B)
AnAoprass 7 ANA=B)F A
ANA=B)FB
F(AAN(A=B))= B
Ha nmcrosuma cy akcrmomarcku ceksentn A A (A = B)F AN (A= B),
a CBAaKO IPaHalbe je OllpaBJaHO HeKUM LIpasuioM ussohema cucrema N
VY kopeny je ceksenr F (A A (A = B)) = B, na kaxemo 12 je Taj

CeKBeHT JIoKasup y cucremy N

N Eq
=F

Hapenna nedunnmuja he nam pehn mra cy To Teopeme cucrema N

Hedbunnumja Teopeme cuctema N

@opumyna F je teopema cucrema N AKKO je cexsenr + F mokasus y
cucremy N.

Hakme, tayronoruja modus ponens, (A A (A = B)) = B, u3 [pumepa 7 je
reopeMa cucrema N .

Mpumep 8  Kopucrehu nokase u3z 3agataka 1-5 u 3agaTka 7 u3 ozebKa
3.2.1 axo ce y cucremy N MOry HalpaBuTH JOKA3U 32 CEKBEHTE:

(1) F(AAB) < (BAA),

2)F((AANB)AC) < (AN(BAD))
B)F({(AVB)V(C)& (Av(BV(D)
(4) F (=(AV B)) & (mAA-B)
(
(

~ ~— ~— ~—

5)F (-(AAB)) < (mAV-B)
6) FAv-A

Ha ocuosy nedununuje reopeme cucrema N mobujamo ga cy dpopmyiie
y HaBEJIEHUM CEKBEHTHMa TeopeMe cucreMa N .

ITpumerumo na cy reopeme cucrema N u3 Mpumepa 7 u Mpumepa 8 Tayrosoruje.
VY napeauum 3azanuma hemo 3a jou HeKOIMKO TayToJorja (tayrosoruje u3 3agaTka
4 y omespKy 2.2.3 u qucTpuOyTHBHE 3aKOHE) MOKa3aTH 113 ¢y Teopeme cucrema N .

3agatak 8  @opmysa A= (B = A) je reopema cucrema N .

A A
AFB=A
FA= (B=A)

=U
=U
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3apatak 9 Popmyna (A = (B=C)) = (A= B)= (4= 0)) je
reopeMa cucrema N .

A= (B=C)FA=(B=C0C) AFA A=BFA=B AF A
A= (B=C),ArB=C = A= B,A+B :>E:>E
A= (B=0C),A= B,A-C
A= (B=0C),A=BFA=C :>U:>U

A= B=CFA=B)=(A=C0C)
F(A=(B=0C)= (A= B)=(A=0))

=U

3agatak 10 @opuyna ((A = B) = A) = A je teopema cucrema N.

(A=B)=AFA=B)= A A= BFA=21B

(A=B)=A,A=BFA
(A=B)=>AF A
=
F((A=B)=A)=A

=FE

Pers

3agatak 11 @opmyna A = (B = (A A B)) je Teopema cucrema N.
AFA BFB

ABFANANB
AFB= (AAB)

FA= (B=(AAB))

ANU

3apatak 12 @opmyse (AN B) = A u (AA B) = B cy Teopeme cucrema N.

ANBFANANB ANBFANANB
—— ANE; ———— ANE3
ANBFA ANBFB
=U U
FAAB)= A F(AAB)=B

3apatak 13 ®opmyne A = (AV B) u B = (A V B) cy reopeme cucrema N.

AFA B+ B
— Vvl — VU
A-AVB BFAVB
_ = U e —
FA=(AVB) FB= (AVB)

3apatak 14  @opmyna (A= C) = (B=C)= ((AVvB)=0C)) je
Teopema, cucrema N .
B=C+-B=C BFB 5 A=CFHA=C A+ A
=
AVBFAVB B,B=CFC AA=CFC

A= CB=C,AVBFC
A=CB=CF(AVB)=C

A=CFH(B=0C)= ((AVB)=0) =U
FA=C)=(B=0C)= ((AVB)=20))

=F

vV E

=U

=U
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3apatak 15  @opmyaa L = A je reopema cucrema N

1F1
1FA
FL=A

3apatak 16  P@opmyna ((AVB)AC) < ((ANC)V (B AC)) je Teopema
cucrema N.

Hoxkazahiemo ma cy ceksenru - (AV B)AC) = (AANC)V(BAC)) u
FAANC)V(BACQ)) = ((AV B) AC) nokaszusu y cucremy N.

[Ipso mpencrasumo pokas 3a - ((AV B)AC) = (AANC)V (BACQC)),
noka3 Dy, y xome je ca F o3magena dhopmyna (AV B) AC.

=U

F+F FFF
N E2 N E2
AFA  FFC BF B F+C
FLF AU AU
B A FFAANC B,FFBAC
FrAavB VU VU2
A F-(AAC)V (BAC) B,FF(AAC)V (BAO)

VvV E

(AVB)ACEF(AANC)V (BAC)
F(AVB)AC)= ((ANC)V (BAQ)) -

A cana eBo gokasa 3a cexsent F (AANC)V (BAC)) = ((AV B) AC), noka3 Da,
y xome je ca E o3magena dopmyna (AAC)V (BAC).

ANCHANC BAC'HBNC
— ANE4 — ANE4
ANCHA BNCHB ANC = ANC BAC + BNC
VU1 VU5 NEo 2
E-E ANC'H AVB BAC + AVB ErE ANCEC BACHC
VE VE
(ANC)V(BAC) - (AVB) (ANCW(BAC) F C -

(ANC)V(BAC) + (AVB)NC
= ((ANC) V (BAC)) = ((AVB)AC)

VY cucremy N, xopucrehiu D1 u Do u npasuno AU, npaBuMo 10Ka3:
Dl D2
FAVB)AC)= (AAC)V(BAC)) F{AAC)V(BAC)) = ((AV B)AC)
F((AVB)AC)= (ANC)V(BAO))A((AANC)V(BAC)) = ((AVB)AQ))

Jakse, HA OCHOBY MO3HATUX Be3a m3Mel)y Be3HHKA, HMAMO 1 je OBO
noka3 3a dbopmyiny (AV BYAC) & (ANC)V (BACQ)), 1j. na je
JIUCTPUOYTUBHM 3aKOH A y OIHOCY Ha V Teopema cucrema N .

3.2.3 XwuabepTOBCKU CUCTEM, CUCTEM L

Y oBowm ozesbKy gedunucahemo jou jenan popMasiHu CUCTEM MCKA3HE JIOTHKE, XUJI-
OeproBcKu cucreM, cucrem L.

Ckyn ocHoBHux cumbona cuctema L, ckyn S(L)

Ckyu ocHoBHuX cumbosta cucrema L je CKyIl OCHOBHUX CUMOOJIA CHCTEMA,
N 6e3 nomohnor cnmboma .
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HNckasne popmyne cucrema L cy uckasue dpopmyre cucrema N .

Ckyn copmyna cuctema L, ckyn F(L)

Ckyn dopwmysa cucrema L, ckyn F(L), gune uckasue Qopmysie Tor
cucrema L, Tj. ckyn F (L) je jemmax cxymy F(N).

Konaure ckynose dopmyina cucrema L o3Hagasahemo kao y cucremy N. Cana,
ca CKyIIOM aKCHOMa W CKYIIOM IIpaBuia m3Bohema, ucrnosbuhe ce pasimke m3mehy
cucrema N u L. Akcuome cucrema £ cy nocebuu ejsemenru ckyna F(L), 1j. Hexe
uckas3ue GhopMmysie, a MPaBUIO U3BODEema cucrema L je jeqHa peanuja ay>KuHe 3 Ha
ckyny F(L).

Ckyn akcuoma cuctema L, ckyn A(L)
Al) A= (B=A)

(

(A2) (A= (B=0)=(A=B)=(A=0)
(A3) (A=B)=A4)=A

(A4) A= (B=(AADB))

(A5) (ANB)= A

(A6) (ANB)=B

(A7) A= (AV B)

(A8) B = (AV B)

(A9) (A=C)=(B=C)= ((AVvB)=0))
(

A10) 1=4
rae cy A, B u C npousBosbHe (hopmyire.

Baxwuo je ucrahim ma cmo mamomenom jga A, B u C' mory OuTH TpOU3BOJbHE
dopmysie y cTBapu pekJn 1 HABEJEHE aKCHOME MPECTaB/hajy cxeme akcumome. Ha
npumep, ako y toj cxemu (Al) ma mecro dopmyne A crapumo Gopmyny B = C, a
Ha mecro gopmysie B craBumo ¢dopmyiy A A D, taga 100ujaMo aKCUOMY CHUCTEMA
L: (B=C)=((AAND)= (B=C0C)).

Ckyn npaBuna n3soljera cuctema L, ckyn R(L)

Cucrem £ uma jeaHo npasuiio ussoberma, nmpasuio modus ponens:
A A= B
B
rae cy A u B npousBosbHe hopMmyiIe.

MP

HeduHnunja gokasa y cucremy L

Hokas y cucremy L je konayan uus dopmysa (n > 1)
F17 i F’n.:
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rie 3a cBaky dopmyny F;, 1 <1¢ < n, Baxu:

wm F; je akcuoma

win je F; 3akspyuax upasusia M P (modus ponens) uuje upemuce cy
meke on1 popmyna u3 ausa Fi, ..., F,, naIEeKCca Mamer of i.

3a mokas Fi, ..., F;, hemo pehu ma je moka3 dbopmyme F,. Bpoj dopmya
KOjé ce M0jaB/byjy ¥y TOM JI0Ka3y, Opoj 1, 3BahieMo Iy2KHHOM TOT JT0Ka3a.

Mu hemo moka3ze cucrema L TpeicTaB/bhaTh U y 00auKy apsera. Hawmme, cBaku
nokas F,....F,, y cuctemy £ MOXKEMO IIPE/ICTABUTH jeJHUM JIPBETOM Y UHjeM KOPEHY
je dopmysa F,,, na sucrosuma cy cse dopmydie ror jokasa (uusa F,...,F,) koje cy
aKCHOMe, & CBAKO I'PAHAILE TOT JIPBETA je OIPAaBIAHO mpaBuioMm u3Bohema M P tako
LITO Ce y JOHeM YBOPY TOI MPaHamba HAJIa3u 3aKJ/byYaK [paBuia, neka dpopmyna Fj,
a y TOpHUM YBOPOBUMA CY MPEMUCE TOT MpaBuia, neke dpopmyse u3 ausa Fi, ..., F,
WH/IEKCA, MAer O 1.

HeduHnunja Teopeme cucrema L

VY cucremy L dopmyna F je teopema AKKO mocroju 0ap jeJan T0Ka3
dopmysie F y cucremy L. a je popmysia F' reopema o3nadyasahiemo ca
Fr. F uwia B F, a taj n1okas je jenan gokas3 reopeme F'y cucremy L.

Y HapeaHoMm npuMepy mpeacraBuhieMo jemaH moka3 Teopeme y cucremy L.

Mpumep 9  Ilokakumo na je Tayrosnoruja pedIeKCUBHOCT UMILIUKAIH]E,

B = B, jeana reopema cucrema L. IIpaBumo cienehe npso:
Ax2 B = ((B= B)= B)

(B=(B= B))=(B= B) B = (B = B)

rje je Ax2 dopmyna (B = ((B = Bl?)j:fB)) = ((B= (B = B)) = (B = B)).

EBo Tor moka3za y 00iMKYy HU3a.
1. (B=((B=B)=DB))=((B=(B=B))=(B=DB))
(oBo je akcmoma (A2) rme: A je B, Bje B= BuC je B)
2. B= ((B= B)=B)
(oBo je akcmoma (Al) rme: A je Bu B je B = B)
3. (B=(B= B))= (B= B)

(3akspyvax npasuma MP u3 1. u 2.)
4. B= (B = B)

(oBo je akcmoma (Al) rae: A je Bu B je B)
5. B=B
(3axspyqak npasuna MP u3 3. u 4.)

Haxne, dopmyna B = B je teopema cucrema L, 1j. - B = B.
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Caza hemo nokazaru HeKa CBOjcTBa 10Ka3a y cucremy L.

TEOPEMA 1

V cucremy L Baxu:

(1) AkojeI'F AuT C A, onga je AF A

(2) Baxun I' = A ako n camo ako noctoju koHavaH noackyn A ckyna I' takas ga
Baxkn A - A.

(3) Ako je I' - A u 3a cBaky dopmyny B u3 ckyna I Baxxun A - B, oHpa Baxu
AF A

[OKA3

I' F A suauu ga y cucremy L mocroju joka3 (opmyne A u3 ckyna
xunoresa I' (ogesmak 3.1), 1j. ga nocroju uuz dbopmyna Fi,..., F, rakas
1a je F, dopmyna A, a 3a cBaky dopmyny F;, 1 < i < n, Baxku: uiu
je F; akcmoma nmm je F; w3 ckyna '), mm je F; 3ak/pyvak npasuia M P
4Yuje IpeMuce cy HeKe JiBe IpeTxoiHe (opmMysie TOr HU3a.

(1) Kako Baxku I' C A, onmax uMaMo 1a je cBaka opmyiia U3 HU3a
Fy,..., F,, wim akcuoma unu dopmyia uz ckyna A (jep je I' C A) uinm
3aksbydak npaBmia M P w3 Heke e nperxogse (opMmysie TOI HHA3A.
JakJe, umamo jefnan mokas3 popmyne A uz ckyma xunoreza A, 1j. A F A.
(2) IIpBu geo: mpernocrasumo a Baxku I' H A. Heka je A ckyn HauurmbeH
oz cBux dbopmysa us Husa Fi,..., F), koje npunanajy ckymy I'. Jlobujamo
Ja je A KoHadaH 1o/ACKyI cKyia [, a ceaka dpopmyJsia u3 Husa Fi,..., F,
je Wi akcuoMa, WM npumaja ckyiy A win je 3akipydak npasuiia M P,
1j. Baxku: A F A. Jpyru jeo: HPErmocraBuMoO J1a IIOCTOjU KOHAYAH
mojckyn ckyma I', ckyn A, 3a koju Baxku A + A. Crora Ha OCHOBY
ocobune u3 gesa (1) mobujamo I' - A.

(3) Homrro 3a cBaky dopmyiy B u3 ckyna I’ Baxxu A - B, To 3Ha4u J1a 3a
cBaky Ty (OPMYyILy MOCTOjU JIOKa3 u3 CKylra xumnore3a A. Ako y mokasy
dopmysie A u3 ckyna xunoreda I, nokasy Fi,..., F,,, cBaky ¢popmyiy B
KOja IpuIafa cKymy I’ 3aMeHHMO HeHHM JOKa30M N3 CKyINa XHUIIOTe3a
A (xoju je meku uu3 dopmysia), oHga H06ujamMo Hu3 GHopMysa KOju ce
3aBpimaBa dhopmynrom A u y Kome je cBaka (pOpMysia WM aKCHOMa, HJIH
dopmysia ckyna A wim 3ak/bydak npasuiia M P u3 Heke JABe PerxoiHe
dopmyJie Tor uuza. To 3Hauu 13 je 10 jesan gokas popmyne A us ckyia
xunoresa A, 1j. Baxu A F A.

¢

Ha kpajy oBora oze/bka, y KOMe je mpecTaB/ben cucrem L, nokasahiemo 3uagajuy
ocobuny cucrema L, TeOpeMy AeayKIIuje.

TEOPEMA 2 (TEOPEMA OEOVKUMNIE)
3a npoussosbHe popmyne A u B un Heku ckyn dopmyna $ saxku:

ako je ®U{B}+ A, onpa je + B = A.
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IIpe crporor mokasza TEOPEME AEAVKUWIE nahemo jemam, mame (opmasaH,
JIOKa3 Te TeOpeMe y KOME Cy JOKA3H IPEJICTAB/HEHN Ka0 KOHAYHA, J[PBETA.
Hokas dopmymne A u3 ckyna xunoresza PU{ B} je jenan au3 dhopmyna. Heka cy dbop-
myse Ajp, ..., A CBe akCHOME KOje ce MojaBibyjy y TOM Joka3y, dbopmyne Fi, ..., Fy,
cee dopmysie u3 ckyna P koje ce mojaBibyjy y TOM m0Ka3y (rue k u m mory 6uTu u
0) u jow dpopmyna B ce nojasspyje y rom gokazy. O Tor 1oka3a MOKEMO HALPABU-
TH jeJHO KOHAYHO JApBO \/ Ha cieaehu nauud. Kopen ror apsera je dpopmyna A.
Ha nucrosuma cy ¢opmyse Aq, ..., Ag, F1,..., F,, u B, a cBako rpaHaibe je olpas-
naHo npasuioM M P, Tj. y cBaKOM 4YBOpY KOju HUje jmcT je Heka dbopmyna E u y
9BOPOBUMA, OJIMaX W3HAM e cy dopmyse obmuka D u D = FE| 3a meky dopmyiy
D. Cana spmmmmo cienehe Tpancdopmariuje Tor ApBera, v/ .
[IpBu Kopak: cBaky dopmyry F' Koja ce mojaBsbyje y apBery Y/ 3amemyjeMo popmy-
gom B = F. To 3uauu ja je y kopeny HoBoOr apsera ¢gpopmysia B=A. Ha meroBum
JIICTOBHUMA, MOZKE Ce IOjaBUTH jenHa of ciaenehnx dopmyna: unu B=>A;,1<j <k,
aKo je Ha JICTY cTapor Apsera 6mia akcuoma Aj; wmu B = F;, 1 <4 < m, axo je Ha
JIUCTY cTapor JpBeTa Ousa xumore3a F; u3 ckyna ®; wim B = B, ako je Ha JUCTY
crapor apsera 6usa xuunoresa B. Ha kpajy, cBako rpaname (u3 crapor apsera) y
qmjeM J0meM 9Bopy je Heka dopmyiia E mocie rpancdopmariuje numa 00InK:

vl 1"
B= (D= E) B= D

/

B=E *

rae ¢y V' u vy menosu mOBOr ApBera m3Haz penom dopmyne B = (D = E) u
dopmyne B = D.

Jpyru Kopak: y CBAKOM YBOPY KOjU HUje JIUCT IpaHaibe je obsuka (*) u Huje onpas-
JaHo npasujiom M P, 3a10 Taj 160 UCELAMO U HA HErOBO MECTO CTaBJbaMO:

<’

(B= (D= E))= (B= D)= (B= E)) B:>(J:>E)

(B= D)= (B = E) B = D

rae je dopmyrna (B = (D = E)) = ((B = D) = (B = FE)) akcuoMa cucrema
L u cBa rpanama cy omnpasmana npasumiom MP. Ha cBaku ox simcroBa apsera v/,
y 3aBHCHOCTH OJ OpMy/Ie KOja je Ha TOM JIMCTY, KaJeMuMO HEKO ApBO. Ha cBakm
muct B = A;,1 < j <k, onosro xkasmemumo cienehe npso:

Aj = (B = Aj) Aj

/

B=>Aj

Ha 4ujum jmcrosuMa cy akcuome A; u A; = (B = A;), a rpaname je oupasiaHo
upaBwiom M P. Ha csaku jqucr B = F;, 1 < i < m, 0103ro kajiemMumMo cjiejehe

JPBO:
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B = F;

HA YUjUM JIUCTOBHMMA Cy xunore3a F; u3 ckyma ® u akcuoma F; = (B = F;), a
rpaname je ompasmano npasumioMm M P. Ha csaku quct B = B 010310 KaaeMuMO
noka3 reopeme B = B u3 [lpumepa 9 Ha umjum JjmcroBuMa Cy aKCHOME, a CBa
rpanama cy onpasaana npasuiaom M P. IIporec tpancdopmucama IOIa3HOr IPBETa,
nokaza dopmyiie A u3 ckyna xunoresa ¢ U {B} je 3aspmen. obuau cMO IpBO y
qmjeM Kopeny je dpopmyna B = A, cBa rpanama Cy onpasaaHa npasuwiom MP u Ha
JINCTOBMMaA, TOT JIpBeTa cy nin akcuome cucrema L nin dopmyse ckyna . lakie,
TO 1pBO je moka3 ¢gopmysie B = A u3 ckyna xunoreza ¢ y cucremy L.
A caza eBo u crporor JoKasa.

[OKA3 TEOPEME AEAVKLWIE

Teopemy fiemo moKa3aTH WHIYKIMjOM IO Iy>KHWHH T0Ka3a dopmyne A
u3 ckyma xunoresa ¢ U { B}.

Basa wanykmmje: nokas dopmyne A u3 ckynma xumoresa & U {B} je
ayxuue 1. To 3uadn ma ce Taj mokas cacroju camo u3 jeame popmysie u
TO MOpa buru (opmya A.

Axo je A u3 ckyna ® wim ako je A akcuoma cucrema L, oHja Kopucrehn
Taj moka3, koju uunu (opmyna A, u akcuomy A= (B = A) npaBumo
cnemehu mokas dopmyne B=A u3 ckyna xumnore3a P:

1. A (wim xunoresa u3 ckyuna ® uiu akcuoma)
2. A= (B=A) (akcuoma)
3. B=A (3axpydak MP u3 1. u 2.)

Axo je A dopmyna B, onma je moTpedHO MOKa3aTH Ja MOCTOJU JTOKa3
dopmyne B = B u3 ckyna xunore3a ®. V [lpumepy 9 cmo mokazau
J1a je dpopmyna B = B reopema cucrema L, 1j. Baxku - B = B, ua u3
() C @, ma ocuoBy mema (1) TEOPEME 1, Baxku ® - B = B.

Muaykuujcka mpernocraBka: 3a npousBosbae ¢gopmyie A u B u ckyn
dbopmyna ®: ako mocroju mokaz A uz ckyna xunoreza ¢ U {B} nyxkune
Mae Of1 1, OHA TOCTOju oKa3 dpopmyne B = A u3 ckyma xumore3a P.

JloKasKUMO J1a TeopeMa BaxKu U 3a mpoussoJbhe dopmyne A u B u ckyn
dbopmyna ® u mokas Gopmyne A u3 ckyna xunoreza ¢ U {B} ayxune n:
ako nocroju noka3 A u3 ckyna xunoresza PU{B} ayxune n, OHIa IOCTO-
ju noka3 ¢popmyisie B = A u3 ckyua xunore3a P.

Heka je C1,...,C,, jenan noka3 dopmyne A u3 ckyna xunoresa ¢ U {B}
nyxune n. Kako je o nokas ¢popmyie A, ouna je popmyna C, y cTBapu
A, 1j. Taj nokas je uuz: Ch,...,.Cph_1, A. 3a bopmyny A, kao dopmyiy
KOja ce IojaBjbyje y TOM JI0Ka3y, mocroje cienehe derupu moryhuocTu:

(1) A je akcuoma;
(2) A je meka xunoresa u3 ckyna ® U { B} koja muje B;
(3) A je xunoresa B u3 ckymna ® U {B};
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(4) A je sakspyuak npasuna M P, 1j. nocroje dpopmyine C; u C; tor
Jlokasa (rae cy @ u j Mamu oz n) rakse aa je C; obnuka C; = A.

VY cayuajesuma (1), (2) u (3) mocrynamMo ciam9dHO Kao y 0a3u MHIYKIHje
u Jo0ujamo 1a nocroju noka3 gopmyie B = A u3 ckyua xunore3a P.
Y cayuajy (4) nocmarpamo ciuegehe pesose pokasa Ci,...,Cp_1, A: neo
C,..., C; u neo Ci,..., Cj. Cse dopmyne tux genosa Cy axCHOME,
xunorese u3 ckyna ¢ U {B} wiu 3akmpyunu M P, 1j. Tu aeaoBu cy m10-
kazu pegoM bopmyna C; u C; u3 ckyna xunoresa $U{B}. dyxumne Tux
JIOKa3a Cy PEJIOM ¢ | j, Tj. HUXOBE IyKHUHE Cy Mambe o1 n. [Ipumemyjemo
uHAYKIujcKy npernocrasky za ¢dopmyse C; u C; Koje umajy noka3 u3
ckyna xunore3a O U {B} myxune Mame 01 n: HOCTOje TOKA3M U3 CKyIa
xunoreza ¢ 3a dopmyne B=C; u B=C}, rue je C; obnuxa C;=A, 1j.
nocroje gokazu: D1, ..., Dy, = B=C; u Ey, ..., E; = B=(C;=A) (3a
m,l > 0). HazmoBesuBamwem tux mokasa mobujamo ums: Di,..., D1,
B=C;, Fi,..., E;_1, B=(C;=A) uuje dopmyne cy unu akcuome uim
dopmyse u3 @ nim 3akspydru npasumia M P. Taj au3 Hacraspamo, 10-
najyhu crenehe dopmyne: (B = (C; = A)) = ((B= C;) = (B = A))
(akcmoMa), 3aTHM 3akK/bydak npasmia M P u3 te akcmome w u3 op-
myne B = (C; = A): dopmyny (B = C;) = (B = A) u Ha Kpajy 3a-
kibydak M P u3 re dpopmyne u u3 popmysie B = C;: dopmyny B = A.
Hamnpaspenn au3 dopmysta quae Gopmysie O KOjuX je CBaKa M aK-
cuoMa WJId Xurnore3a u3 ckyma ® mim je 3akspydaxk mpasuiia M P u3
nperxonuux popMmysa HU3a, Tj. TO je jenan mokas dpopmyne B = A us
ckyma xumore3a ¢ y cucremy L.

3.2.4 ExkBuBajsieutnoct cucrema N u L

V oBoM ozmempKy hiemo mokasarm ma cy cucrem N m cucreM L €KBUBAJCHTHH, Tj.
cBaka opMya Koja je Teopema cucrema N oHa je TeopeMa u cucrema L U OOpHYTO.
To 3Haum Ja Cy Ta JBa CHCTEMa /IBa eKBUBAJIEHTHA HAYMHA 33/JaBatba (Ipeacras-
Jbakba) UCKa3He Joruke Kao dpopmanne reopuje. IIpso hemo nokazaru jenuy sesy
usmeby jokasa ceksenara cucrema N u jokaza uz xunoresa cucrema L.

TEOPEMA 3

Axo je ceksenT I' = A pokasue y cuctemy NV, onga y cuctemy £ noctoju gokas dopmyne
A n3 ckyna xunoresa I

JOKA3

Ha nogerky mpuxsarumo ciemehnm 10roBop: Kajga OyaeMO TOBOPHIIH O
TOME JIa I0CTOju HeKu jioKa3 popmysie C' u3 ckyma xunoresa A y cucremy
VA

VA |
L onza hieMo apBO TOr 10KA3a LPejICTaBUTH c W .
C
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Teopemy hemo gokazarw WHAYKIEjOM IO IYKHHEH JI0Ka3a D CeKBeHTa
'+ Ay cucremy N, rae ayzxuny gokasa aedpuHUIIeMO Kao 6poj mpasuia
u3Bohema y TOM JI0Ka3y.

Baza unaykuuje, nokas cekpenra I' F A uma ayzxuny 0, 1j. Taj g0Ka3
HEMa HU jJEeJIHO LIpaBu/o uspohemwa. To 3uaum 1a je cekpenr ' F A akcu-
omarcku cekBeHT A - A. Y cucremy L 10 je moxa3 dpopmyre A u3 cKyma
xunore3a {A} u mwera unan cama dbopmyia A.

Munykuujcka npermnocraBka: T€OPeMa BaKu 33 CBAKU JIOKA3UB CEKBEHT
cucrema N 49uju moka3 uMa JTy>KUHY Marby O 7.

[Tokazkumo 12 Teopema BaKu 33 CEKBEHT YUjH JTOKA3 je TyKUHE N,
ITocmarpamo moka3 D ceksenra I' H A koju je myxune n. Ilocienme
MIPABUJIO TOT J0Ka3a MOXKe OuTu OMJI0 KOje MpaBuiIo n3BOhema p CUCTEMA
N, 1j. nokas D je obnmKa:

D/ D// D///
Fl '_ A/ 1—1// '_ A// 1—1/// '_ A///
TFA P

rae Hekm o mokasa D/, D, mmm D', mory ma me nocroje. [opmm
CekBeHTH TIpaBuia p, cekpentn 1/ H A/, TV - A" u TV F A" cy
nmokasusu y cucreMy N U BUXOBH JOKA3H UMAjy jeIHO MPABHJIO HU3BO-
hemwa mamwe Hero noka3 cekpenra I = A. Crora he 3a mwux Bazkuru
MH/YKIMjCKA OPETHOCTaBKa. VMaMo Buile cirydajeBa y 3aBHCHOCTH Ol
TOra KOje je mocJe/me npaBu/io ussohemwa noka3a D cekpenra ' A.

< Iocnenmwe npaBusio nokasa D je yBoheme A, ma je moka3 D:

D, ID”

A+ B AFC
— AU
AUAFBAC

a cekenT ' F A je AUA + B AC. Tpeba nokasaru ma y cucremy L
mocroju foka3 dopmyie B A C u3 ckyna xunore3a A U A. Ha ocHoBy
WHIYKIMjCKE MPETIIOCTAaBKe y cucremy L mocToju moka3 dbopmysine B u3
ckyna xunore3a A u nocroju noka3 gopmyie C' u3 ckyna xunoresa A.
Kopucrehu re nokase y cucremy L IpaBumo JpBO:

VlA
B= (C= (BA Q) B
\ / va
C=(BANC) C
'\ /

BAC

VA va .
JIncToBHM OBOT JIpBETA Cy JINCTOBU JIPBETA B U IpBeTa c (Ha KOJUMa

cy wiu akcuome uiu dpopmysie u3 ckyua A, opHocHo A) u JMCT HA KOME
je akcnoma B = (C' = (B A C)). Ocranam 9BOpOBH HOBOT JpBeTa Cy
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. VA va
4YBOPOBU (KO_]I/I HUCY J'II/ICTOBI/I) apBera B u JIpBera c U J1Ba 4BOpa y

kojuma cy dpopmyie BAC u C = (BAC), u 'y cBaKOM 0O, TUX YBOPOBa,
je 3aKJpyvaK jemae mpumenHe npasuia M P. Jlakjie, 0BO HOBO APBO jecTe
jenan jmokas y cucremy L dopmyine B A C u3 ckyma xunore3a A U A.

< Tocnenmwe npasuso gokasa D je enumunanuja A, Ha upumep (AFE7).
Haxke, noka3 D je:
Dl
I'-AAB

N Eq
T'HA

Tpeba nokazaru na y cucremy L mocroju jokas dpopmyne A u3 ckyma
xunore3a . Ha ocHoBy mHayKuujcKe LperinocraBke y cucremy L 1oc-
tToju noka3 ¢popmysie AA B u3 ckyna xunore3a I'. Kopucrehu raj nokas

paBUMO JIPBO:
vr

(AN B)= A AN B

T~

A

vr .
JImcToBHM OBOT ApBETa Cy JINCTOBU JPBETA AAB (Ha KOJUMa Cy WJIN aK-

cuome mwin dopmysne u3 I') u mucr Ha kome je akcuoma (A A B) = A.
Ocranu 4BOPOBU HOBOL APBETA Cy YBOPOBU (KOjU HUCY JIUCTOBU) JIPBETA
A A g W UBOP Y KOME je popmyna A, u y cBAKOM OJ1, TUX YBOPOBa je 3a-
KJ/byYaK jemHe mpuMene npasuia M P. Jlakje, To HOBO JIpBO jecTe jeaH
noka3 y cucremy L dopmyne A uz ckyna xumoresa . Y ciydajy Kaja
je (AFs) nocienme mpaBusio A0Ka3a D mocTynaMo aHaIorHo.

< Iocnenmwe npaBusio nokasa D je yBohemwe =, ma je moka3 D:
le
I -C
r-B=C

a cekpeur ' H A je ' F B = (. Tpeba nokasaru ga y cucremy L
nocroju noka3 ¢opmyne B = C u3 ckyna xunore3a I'. Ha ocuoy
WHIYKIHjCKE MPETIOCTaBKe y cucremy L mocToju moka3 dopwmyne C' u3
ckyna xuuoresa I'y. Crora na ocuoBy uena (1) TEOPEME 1, mocroju
nmokas dopmyrne C u3 ckyna xunoresa 'y U{B}. U3 aedununmje npasu-
na (= U) 3a ckyn I umamo: I' =Ty wm T’ = I'1\{B}. Haksne, y oba
caydaja uMaMo ma y cucremy L moctoju mokas3 dopmyne C' u3 ckyrma
xunore3a I' U {B}. lakie, Ha ocHoBy TEOPEME OEAVKUWIE, y cucremy
L nocroju moka3 dhopmyre B = C u3 ckyma xunore3a [
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< Iocnenmwe npaBuio nokasa D je emmmunanuja =, ma je m0ka3 D:
Dl DII
AFB=A A+ B
AUAFA

=F

a cekenT ' - A je AUA F A. Mopamo mokasaru Ja y CHCTEMY
L nocroju noka3 dopmyiae A u3 ckyma xunoresa A U A. Ha ocHoBy
WHIYKIHjCKE MPETIOCTAaBKe y cucremy L mocToju moka3 dbopmysie B u3
ckyna xurnore3a A u nocroju gokas popmyie B = A u3 cKyla XUioresa

A. Kopucrehu re gokase mpaBumMo HOBO IAPBO:
VA Va

B= A /B
A

va
JIucToBHu OBOr JpBeTa Cy JIMCTOBHU JIPBETA B u JIpBera (Ha KO-

A
B=A
juma cy uam akcuome wiu (opmyie u3 ckyna A, oguocuo A). Csu
OCTaJ/Ii YBOPOBU HOBOI' JIPBETa Cy YBOPOBHU (KOjU HUCY JIMCTOBH) JPBETA
va

B B=A
9BOPOBA je 3akK/bydak jemHe npumene npasuiaa M P. Jlakiae, ToO HOBO
JApBO jecre jenan soka3 y cucremy L dopmyie A u3 cKyla Xuiore3a

u apsera 1 4BOp y KoMme je dopmyna A, Uy CBAKOM OJ1 TUX

AUA.
< Hocnenme npasusio gokasa D je ysohemwe V, na npumep (VU7). Jakie,
noka3 D je:
D/
I'HB
— VU1
'-BvC

a cekBenr I' F A je ' F BV C. Ocraje ga mOKaxXeMo Jja y CHCTEMY
L nocroju noka3 ¢opmyie B V C u3 ckyna xunoresa . Ha ocaoBy
WHIYKIMjCKE MPETIIOCTAaBKe y cucremy L mocToju moka3 dbopmysie B u3
ckyma xumore3a I'. Kopucrehu Taj moka3 mpaBuMO 0BO IpBO:
vr
B= (BV C) B

/

Bv C
vr .
JIucToBH OBOr APBETA Cy JIACTOBU JIPBETA, B (Ha KOjUMa Cy WU aKCuoMe

win dopmyste n3 ckyna I') u et Ha KoMe je akcnoma B = (BV(C). Csu
OCTAJIF YBOPOBH HOBOT JIPBETA Cy YBOPOBH (KOjU HHCY JIMNCTOBH) JpPBETA

"u 4Bop y KoMme je ¢opmysia BV C, u y cBaKOM 0/ THX 4BOPOBa je

3akJbydak jemgHe npumene mpasmiia M P. Jlakie, To HOBO JApBO jecte
jenan goka3 y cucremy L dopmysre BV C u3 ckyna xumnoresa I['. Y
caydajy kaza je (VUsz) nocneatse npauio y D mocTynamo aHajiorHo.
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< Iocnenmwe npaBuio nokaza D je emumunaruja V, ma je mokas3 D:

D D" D
AFBvVC AlFA ®1FAVE
AUAUBF A

acekBenT ' - A je AUAUO F A. Tpeba nokasaru na y cucremy L
mocroju noka3 dgopmysre A u3 ckyma xumoreza A U A U ©O. Ha ocHoBy
MHJYKUUjCKe IpeTiocraBke y cucremy L mocroju aokas ¢popmynne BV C
u3 cKyna xunoresa A, nocroju noka3 ¢popmysie A u3 ckyna xumoresa Aq
u nocroju noka3 gopmysie A u3 ckyna xunoreza 01. Crora Ha OCHOBY
nena (1) TEOPEME 1, mocroju soka3 ¢dbopmysie A u3 CKyna XUIoTe3a
A; U {B} u nocroju noka3 ¢opmyne A u3 ckyna xunoresa ©1 U {C}.
U3 nebunmnpmje npasuna (VE) 3a ckynose A u © mmamo: A = A
wm A = A\{B}; u ® = ©; wm © = 0,\{C}. Hakme, y cBum
TUM CJlydajeBuMa MMaMoO 13 y cucremy L 10CToju J0Ka3 (popmyne A u3s
ckyna xunore3a AU{B} u nocroju noka3 dbopmyse A u3 ckyna Xumnoresa
O U {C}. U3 ra nBa moka3a, Ha ocHOBy TEOPEME JEAVKUWJE, umMamo
nma y cucremy L mocroju nokas dpopmyne B = A u3 ckyma xumoresa A
u nocroju nokas ¢gopmyine C = A u3 ckyna xunoresa ©. Kopucrehu re
JIOKa3€e, IPABUMO JPBO:

V|A
Ax9 B= A Ve
/ |
(C= A)=({(Bv C)= A) C= A
~_. Va
(BvC)= A Bv C
‘\ /

A
rue je Az9: (B = A) = ((C = A) = (BVC) = A)) (akcuoma (A9)). Jlu-

va
CTOBU OBOT' JIPBETa Cy JIUCTOBU IPBETA A’ IpBeTa U JIpBeTa

B = C=A

VA
BvC
U JIMCT HA KOMeE je akcuoMma (B = A) = ((C = A) = (BVv C) = A)). Csu
OCTaJ/Id YBOPOBU HOBOI' JIPBETa Cy 4BOPOBU (KOjU HUCY JIMCTOBU) APBETA

va
B=A C=A
(C=A) = (BvC)=A4),(BVC)= Au A, uy cBakoMm oJ THX
YBOPOBA je 3ak/by4ak jeiHe npumene npasmia M P. Crora, To HOBO
IpBo jecre joka3 dopmyse A u3 ckyna xunoresa AUO UA y L.

(na kojuma cy wim akcuome wiu opmyse u3 ckyna AU O U A)

, JIpBera u 1pBeTra BV\/AC ¥ 94BOPOBU y KOjuma cy ¢popmy.ie:

< llocnenme mpaBusio goKaza D je emmmuHanuja L, ma je mokas D:
Dl
Ik L
A

1FE
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Tpeba nokazaru ga y cucremy L mnocroju jgokas gopmyse A u3 ckyua
xunore3a . Ha ocuoBy unmykiujcke npermnocraBge y cucremy L 1moc-
Toju noka3 ¢opmyne | m3 ckyma xummoresa I'. Kopucrehun taj mokas
MIPaABUMO HOBO JIPBO:
vr
1= A L

\/

A

vr .
JIucToBu OBOr ApBETa Cy JILCTOBH [IPBETA, | (Ha KOjuMa Cy WJIM aK-

cuome uiu opmysie u3 ckyuna I') u jmcr na kome je akcuoma L = A.
CBu Zpyru YBOPOBM HOBOI' JIPBETa Cy YBOPOBU (KOjU HUCY JIUCTOBH)

JpBeTa VJ_F U 9BOD y KojeM je (popmyisia A, 'y CBaKOM OJ] THX YBOPOBA

je 3akJpyvaK jemne mpumene npasuiaa M P. Jlakie, To IpBO jecTe jeaaH
noka3 y cucremy L dopmyine A uz ckyma xunoresa I'.

< llocnenme mpaBusio gokasa D je llepcoso mpasuio, Tj. m10Ka3 D je:

D/
FTU{A= B} A
THA

Pers

Tpeba nokazaru na y cucremy L mocroju jgokas dpopmyne A u3 ckyma
xunore3a I'. Ha ocHoBy mHIyKIHjcKe mpermnocTaBke y cucremy L 1oc-
Toju noka3 dopmyme A u3 ckyna xunoresa I' U {A = B}. U3 osor
nocJenber JoKas3a, Ha ocHOBy TEOPEME AEAVKUMIE, uMaMO 1a y CHC-
remy L mocroju gokas ¢dopmyne (A = B) = A u3 ckyna xunore3a I
Kopucrehu Taj moka3 mpaBumMo HOBO JIPBO:

vr
(A= B)= A)=> A (A= B)= A
A
vr .
JlucroBu oBOr JApBeTa Cy JIMCTOBH JAPBETA Ha KOjuma C
ap y J1p (A= By 4 ( j y

wm akcuome mim dopmyre u3 I') u akcuoma ((A = B) = A) = A.
Ocranu 9BOPOBU HOBOT JIPBETA Cy YBOPOBU (KOjU HUCY JIMCTOBU) IPBETA
vr
(A=B)=A
je 3aKkJpydak jemHe mpuMmene mpasuia M P. /lakie, TO HOBO JIPBO jecTe

jenan poka3 y cucremy L ¢gopmysie A u3 ckymna xunoresa I.

1 9BOp Yy KojeM je dbopmysa A, My CBAKOM O THX YBOPOBA

BakspydyjeMo: 3a CBaKU JOKA3UB CEKBEHT cucrema N, HEKH CEeKBEHT
'k A, y cucremy L mocroju moka3 dopmyite A u3 ckymna xumoresa [
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TEOPEMA 4
®opmyna F je Teopema cuctema £ ako n camo ako je F' teopema cuctema N

JIOKA3
nPBW AEO:

Ako je dbopmyna F' Teopema cuctema L, oHga je F' teopema cuctema N
[OKA3

[TpBo Tpeba joKazaTu 1a cy CBe akcuoMe cucrema L TeopeMe CUCTeMa
N. IIpyraumje pedeHo, 3a cBaky akcuomy A cucrema L Tpeba IOKa3aTH
na je cexsent H A mokasue y cucremy N. To cmo mu Beh mokasanu y
3apaunma 8-15 oxespka 3.2.2. dakie, cBe akcuome cucrema L cy Teo-
peme cucrema A. Ocraje jowr ga, kopucrelu Ty 0COGHHY, HOKAzKEMO
112 je u 1pou3BosbHa TeopeMa cucrema L reopema cucrema N. Heka je
dopmyna F' teopema cucrema L. Y cucremy L mocToju mokas dhopMmyiie
F. Axo Taj moka3 mpencTaBUMO Kao JAPBO, OHJA je TO KOHAYHO JAPBO Y
4qujeM Kopeny je dopmyna F', Ha CBAKOM JINCTY TOT JPBETA je HEeKa aK-
cuoMa cucrema L U CBAKO IPAHAIE je OLPABIAHO IPABUJIOM U3BODEHA
MP. Ha Tom apBery HapaBuMO ciegehe m3MeHe:

(1) Ha cBaKOM JIMCTY 3aTedeHy akcMoMy A 3aMEHHMO IPBETOM JI0Ka3a
cekpenTa - A u3 cucrema N Koju cMo Hampasuin y 3agaumma 8-15 u
(2) y cBakom uBopy 3aredeny dbopmyiy D 3aMEHUMO CEKBEHTOM O0JIMKA
F D, na u y Kopeny Tor apsera ¢gopmyiay F 3aMeHEMO ceKBeHTOM F F
Hobumu cmo HOBO j1pBO. IlnTaMo ce ma ju je TO APBO jeTaH T0Ka3 Y CHC-
remy N? IIpBo, CBM JIMCTOBU TOI JApPBETa Cy JUCTOBU JIOKA3a CHCTEMA
N n3 3apgataka 8-15, 3Haum Ha BUMa Cy akcrmoMarcku cekpenTn. Ocraje
jOIII J1a TTPOBEPUMO YHMe Cy ONMpaBJaHa TpaHarba y TOM JApBeTy. AKO
je TO rpaHaie y Je/ly JpBera KOju ce 3aBpluasa cekpenroMm H A, rue
je A neka akcuoma cucrema £ (T0 je rpaHarbe HEKOD 0] JI0Ka3a Lpeji-
crasbenux y 3agaumma 8-15), onjia je OHO OLPABJAHO HEKUM IIPABUJIOM
usBohema cucrema N. AKo je TO rpaHame y Jeldy ApBeTa Koje je moc-
TojaJsio y apBery gokasa ¢dbopmyse F y cucremy L (1 TamMo onpaBraHo
npasusiom MP), orza je y cucremy A TO rpaHame ONpaBIaHO TPABIIOM
eJIMMMHALM]E BE3HUKA =, UpaBuioM (=F). 3akibydyjemMo Ja cy Ha Jiuc-
TOBHMa HOBOI' APBETA aKCUOMATCKH CEKBEHTH, a CBAKO IbErOBO I'DaHaIbe
je ompaBIaHO HEKUM TMpaBWIOM m3Bohema cuctema N, ma TO JIpBo jecTe
jeman mokas y cucremy Ny umjem je kopeny cekpent F F. Crora 3a-
KJbyTyjemo ma je cexsenT - F nokasws y cucremy N, 1j. dbopmyma F
jecre reopema cucrema N

APYI OEO:

Axo je bopmyna F Teopema cuctema N, oHaa je F' Teopema cucrema L.
[OKA3

Kaxo je ¢popmyna F reopema cucrema N, To 3Hauu ja je cekpenr - F
nmokasus y cucremy N. Ha ocHoBy TEOPEME 3, y cucreMmy L IIOCTOjH
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Joka3 ¢opmysne F' u3 ckyma Xumore3a KOju je mpas3aH cKyml. 10 3Haqun
Ja je ¢popmysia F' reopema cucrema L.

¢

Exsusasienrnocr ¢popmannux cucrema N u £ 30241 12 HAJIa/b€ MOKEMO jEHOC-
TABHO F'OBOPUTH O HCKA3HO] JOTHIU U TeOPeMaMa NCKa3He JIOTUKE He mpenu3upajyhu
Ja m mucanmo Ha cucreM N mmm cucreM £. OcuM Tora, cBaku myT Kaga xohiemo 1a,
YTBPAMMO 713 JI¥ je HeKa uckazua ¢opmyna F' teopema ncka3He JIOTHKE TO MOXKEMO
YPAJMTH TAKO LITO HAIIPABUMO J0Ka3 Te (popmyJie y cucremy L uiiy J0Ka3 CEKBEHTA
F F y cucremy N.

3.2.5 IlormyHoCT MCKa3HE JIOTUKE

Y Mpumepnma 7-9 u 3agaumma 8-16 u3 ozme/bka 3.2.2 MOKaA3aJd CMO Ja Cy HEKe
tayrosoruje Teopeme cucrema N, Tj. cucrema L. Hawmelie ce cienehe murame:
Jla JId W 33 Jpyre TayToJoruje Baxku ja cy reopeme uckasue joruke? Oarosop
je: JA. Bakm m Bume, a TO je /13 HEMa JAPYIHX TEOPEMa HCKA3HE JIOTUKE OCHM
TayTOJIOTH]ja, Tj. CBAKA TEOPEMa, MCKA3HE JIOTWKE MOPa OUTH TayTOJIOTH]ja, 1 OOPHYTO,
CBaKa TayTOJIOTHja je Teopema MCKa3He joruke. JIpyraguje pedeno, Baxu ciemeha
ocobuHa:

dopmyra F' je Teopema mCKa3He JOTHKE aKO U caMO ako je ¢popmyna F' Tayrosmoruja,

Tj. 3a cBaky dbopmyiry F MCKa3He JIOTWKE BAXKM:
F F ako u camo ako = F.

OBa ocobuna ce 30Be HOTIYHOCT y mupemM cMmuciy. Jleo:

ako je dopwmysa F' Teopema mcka3He JIOTWKE, OHIa je F' u Tayrosoruja,
Tj.
akoje FF, ommaje EF
je ocobuHa BaJbaHOCTH, A JIE0
axo je ¢popmyna F' rayrosnorumja, oHza je F' Teopema MCKa3HE JIOTHKE,
Tj.
akoje [EF, ommaje FF
je ocobmHA TOTIYHOCTH, Tj. MOTIYHOCT y Y?KEM CMHUCIY.

JIoKa;KUMO TIPBO JIa BaXKM OCOOMHA, Ba/bAHOCTH.

TEOPEMA 5 (BAJbAHOCT)
Ako je cpopmyna F' TeopemMa nCKasHe Noruke, oHga je ¢popmyna F' un Taytonoruja.
[OKA3

VY 1oka3y ocobuHe BaJbaHOCTH MCKA3HY JIOTHMKY NEMO [PeICTaBUTH CUC-

remoM L. Y LPEeTxXOAHUM OJesbLuMa 1I0Ka3a/u CMO cieaehe:
(1) ¥V 3apatky 4 ozmespka 2.2.3 3a CBaKy akCHOMY cucTeMa L MOKa3aJjn
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cMO J1a je rayrosioruja. Jlakie, Baxku sa cy cBe akcuome cucrema L
TayTOJIOrHje.

(2) ¥V omesky 2.2.4 nokazanu cmo TEOPEMY MP Koja HaMm LIOKasyje Ja
mpasuio MP dyBa tayrosoruje, Tj. na Baxkwu: ako cy A m A = B Tay-
TOJIOTHje, OHJA je U B TayToJoruja.

W3 oBux pesynrara ciaeau ocobuna BasbaHoctu. Hamme, ako je popmyna
F reopema uckasue Jjioruke, Tj. cucrema L, OHJIa Y TOM CUCTEMY ILIOCTOjU
JIOKa3 y ODJIMKY JIPBETA HA YUjUM JIMCTOBUMA Cy aKCHOMeE cucrema L, a'y
CBHM OCTaJIMM YBOPOBHMMA Cy 3aK/byunu npasusa M P. U3 (1) umamo ga
Cy Ha CBUM JIMCTOBMMA TOI' IDBETA TAyTOJIOrHje, a u3 (2) Ja cy u y CBUM
ocTajIMM YBOPOBMMA TayTojoruje. Jlakie, y CBUM YBOPOBHMA JOKa3a
dopmyne F' cy Tayrosmoruje, ma u GopMmysia y HBEroBoM KOpeHy, ¢op-
myna F. 3akibydyjeMo Ja CBAKA TEOPEeMa MCKA3HE JIOPMKE MOpa OuTH
TayTOJIOTH]a, Tj. A BaXKU OCOOMHA BaJbAHOCTH:

akoje +HF, ommaje EF.

Ocraje ma mokakeMo a BaXKW OCOOWHA, TOTITY HOCTH.

TEOPEMA 6 (MOTNYHOCT)

Ako je cpopmyna F' Taytonoruja, oHaa je popmyna F' 1 Teopema MCKA3HE JIOTUKe.

145

IIpBo moKakuMO HEKe jegHOCTABHE OCOOMHE KOje Bake 3a TeopeMe HCKa3He JIO-

rUKe, a KOje OJIAKIIABajy pa/l Ca HbUMA.

TEOPEMA 7

3a Teopeme MCKa3He NIOMMKE BaXKU:

(1) ako je dopmyna A A B Teopema, oHaa cy n cdopmyne A u B Teopeme;
2) ako cy popmyne A u B Teopeme, oHga je u A A B Teopema;

)
)
4) ako je dopmyna AV B teopema, oHga je n BV A teopema;
)
)

6) (AV B) V C je Teopema ako n camo ako je AV (B V C') Teopema;

NN N N N S

JIOKA3

3) ako je A Teopema, oHga cy (3a neky dopmyny C) n AV C n CV A teopewme;
5) dopmyna A < B je Teopema ako u camo ako cy A = B n B = A Teopewme;

7) ako cy popmyne A < B n B < C teopeme, onga je n A < C teopema.

Cge oBe ocobuHe je maxme gokazaru y cucremy N . Kopuctumo nedunn-
nujy na je C' teopema AKKO y cucremy N mocroju soka3 cexsenta F C.
(1) ¥V cucremy N nocroju nokas D cexksenra = A A B. Kopucrehiu raj

D D
FAAB FAAB
J0Ka3, IpaBuMoO ciaeaehe moKase: A ANE1 1 <5 A Es. Jlakite,

dopmyne A u B cy Teopeme UCKa3HE JIOTHKE.
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(2) ¥V cucremy N nocroje jokasu Dy u Dy penom ceksenra - A u = B.
D1 D
FA B
Kopucrehu te moxase, mpaBumo cieaehn mpokas: TANE AU. Hakie,
dopmysa A A B je reopema UCKa3HE JIOIHKE.
(3) ¥V cucremy N nocroju nokas D cexsenra = A. Kopucrehu 1aj jjokas,
D D

VE F4 V Bsy. Jlakie, ¢o e
I ——- . KJI MYVJI
ve U Fova P ) POPAMY

AV C u CV A cy TeopemMe UCKa3HE JIOTHKE.
(4) Y cucremy N mocroju noka3 D cexsenrta - AV B. Kopucrehu raj
JI0Ka3, HIPABUMO JOKa3:

'_
npasumo ciaenehe mokase: -

D AF A B+FB
bave arsva P Erava’
% v v .
vy v E. Jakne, popmyia BV A je

TEOPEMa UCKA3HE JIOTUKE.
(5) Kaga A & B zauumemo (A = B) A (B = A), ouzna je oBaj zieo
nocsieauna aesosa (1) u (2). Haume, ako je (A = B) A (B = A) Teo-
peMa MCKa3He JIOTHKe, OHma y cucreMy N moctoju noka3 D cekpeHTa,
F (A = B)AN(B = A). Kopucrehu Taj nokas, mpaBuMo IoKa3e:

D D
FA=B)A(B=A) FA=B)A(B=A)
NE 1 N E aKJie opMmyJie
FA=B 1 FBo A 2> L, , dbopmy.

A = Bu B = A cy reopeme uckasue jioruke. C apyre crpase, ako cy
dbopmyne A = B u B = A teopeme, ouna y cucremy N mocroje IoKa3u
cekBenata W A = BukF B = A, penom D1 u Dy. On HUX NpaBUMO
D D2
JIOKa3: rA=B rB=4 AU. Hakie, A < B jecre reopema.
FA=B)A(B=A)
(6) ®opmyna (AVB)VC) & (AV(BVC)) je reopema MCKa3HE JIOTUKE
(Mpumep 8 u3 ouesbka 3.2.2), ua na ocuosy (5), 106ujaMo ja cy Teopeme
u((AvB)vC)= (Av(BVC)u(Av(BVC(C)) = ((AvB)Vv (),
tj. y N mocroje mokasmu ceksenara - ((AV B)VC) = (AV (BVC(Q))
uk (AvV(Bv())= ((Av B)Vv (), penom D1 n Dy. Ako je dopmyna
(AV B) V C reopema, ouga y cucremy N mocroju nmokas D cexBeHTa
F (AV B)V C. Kopucrehn taj nokas u moka3 D, mpaBuMO JOKa3:
D1 D
F(AVB)VC)= (AV(BVC))  F(AVB)VC
FAV(BVC)
Haxne, AV (BV C) je Teopema uckasue joruke. C apyre crpane, ako
je dopmyma AV (BV C) reopema, ouna y N mocroju nokas D’ ceksenra
F AV (BVC(C). Camaro nperxoqaom cirydajy, kopucrehu gokase D' u
D5 u npasuso (= E), npasumo nokas cexsernta - (AV B)V C. Hakie,
(AV B) V C je Teopema UCKa3HE JIOTUKE.

=F
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(7) Ako cy dopmyne A < B u B < C reopeme, OHJIA Cy, HA OCHOBY
nena (5), reopeme u popmyise A = B, B= A, B=Cu C = B. To
3Haum Ja 3a cekpeire W A = B, B= A FB=Cult (C =B
nocroje nokasu y cucremy N. Kopucrehu mokase ceksenara - A = B
u bt B = C penom D; u Dy, npaBuMo 10Ka3 cekpenra - A = C:

D1
Do FA=B AFA
= F
FB=C AR B
= F

AkFC

— =U
FA=C

Ha ciinuan Hauyun, kopucrehu jokase cekpenara - B = Au F+ C = B,
MOXKEMO HAlpaBUTH 0Ka3 ceksenta - C' = A. Jlakje, umamo Ja cy
dbopmyne A = C u C = A reopeme, na Ha ocHoBy zena (5) nobujamo
na je u dpopmyna A < C Treopema HCKA3HE JIOIHKE.
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¢

Ocobune TeopemMa HCKA3HE JIOTUKE KOje caja CJele Cy CJAUIHe OCODMHAMa Tay-
TOJIOTHja JTOKA3aHUM y MPETXOAHUM ojebiimMma. JIpyradumje pedeno, mu cmo Beh
JIOKA3a/Ii CEMAHTUYKY BEP3Wjy HEKWX ocobmHa mcka3uux dopwmyrna, a cama hemo
JIOKa3aTH M CHUHTAKCHY Bep3ujy Tux ocobmna. IIpBa TakBa ocobuna je ocobuna
npejcraBbeHa y TEOPEMW MP y onesbky 2.2.4. CunrakcHa Bepsuja TEOPEME M P

je cmenehe TBphembe.

TEOPEMA 8

Ako cy A n A = B Teopeme NCKa3HE JIOTMKE, OHZA je 1 B Teopema MCKa3He JIOrnKe.

JIOKA3

C 063upoMm Ha TO 13 cy dopmyite A u A= B Teopeme UCKa3HE JIOTUKE, 3a-
KJBYyIyjeMO Ja MOCTOje HeKn JoKa3u Ai,...,Am = A u C4,...,C,, = A=B.
Hoka3s ¢opmyne B y cucremy L 1paBuMO HaJOBE3UBabeM I10CTOjelinx
nokaza: Aq,..,Am = A, C1,...,C,, = A = B u nopaBamem popmyie B,
Ka0 3aKkspy4dak npasuia M P, auje npemuce cy dpopmyne C, = A= Bu
A, = A. Jlakae, dopmyrna B uma moka3 y cucremy L, ma je dhopmya
B rteopema ucka3He JOTHKE.

¢

Cueneha reopema oxrosapa JIEMU O 3AMEHW EKBVBAJIEHATA u3 ozesbKa 2.2.2.

TEOPEMA 9

V uckasHoj noruum ako je A < B teopema n C' nponssosbHa hopmyna, OHAA BaXu:

(1) dpopmyna —A < —B je Teopema;

(2) dopmyne (AANC) < (BAC) n (CAA)< (CA B) cy Teopeme;

(3) dopmyne (AVC) <= (BVC)n (CVA)& (CV B) cy Teopeme;

(4) popmyne (A= C) < (B=C)n (C= A) < (C = B) cy Teopeme;
(5) dpopmyne (A= C) < (B C)n (C & A) < (C < B) cy Teopeme.
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[OKA3

[Tokaxkumo camo fa je dbopumyna (AANC) < (BAC) u3 nena (2) Teopema.
Ha ocuoBy nena (5) TEOPEME 7 momto je dopmyna A < B rTeopema,
onma cy u dpopmysie A = B u B = A reopeme. To 3nauu ma y cucremy
N mocroje neku nokasu D1 u Do penom cexsenta - A = B u cexBenTa
F B = A. Kopucrehu noka3 Dy, upaBumo cienehu 10kas:

D1 ANCEANC B

—_— A
FA=B AACFA ANCEHANC
= F VAN
ANCFEB ANCHEC

ANCHFBAC
=U
F(AANC)= (BAC)

E>
NU

Ha ciauyan magwmn, kopucrehu mnoka3 Dy, MOKEMO HAIPABHTH JOKAa3
ceksenra F (BAC) = (AAC). Hakne, dopmyna (ANC) = (BAC)
dopmyna (BAC) = (AAC) cy Teopeme UCKa3He JIOMMKE, [ Ha OCHOBY
nena (5) TEOPEME 7, u dopmyna (AAC) < (BAC) je Teopema uckasme
noruke. JTokasu 3a cBe apyre (opMyJie npase ce Ha CAMYaH HAYKH.

¢

Cuieneha reopema je cunrakcua Bep3uja TEOPEME O 3AMEHUW EKBVBAJIEHATA u3
ozebKa 2.2.2. 3a J0Ka3 Te TeopeMe MOxKeMO CAUMKOBUTO pehu s1a je 1moka3 TEOPEME
O 3AMEHUN EKBMBAJIEHATA y KOMe je ped TayTOJIOTHja 3aMemheHa pedjy Teopema. Ty
teopemy hemo dbopmynucaru 3a cucreMm L MCKa3HE JIOTHKE.

TEOPEMA 10
V cucremy L 3a npoussossHe opmyne C, D n F' n nckasHo CI0BO p BaXu:
ako je - C < D, onpa je - FE & FJ.
[JOKA3
[Tocmarpajmo mpoussosbay dopmyny F. Teopemy hemo mokazaru uH-
JYKIIjOM 110 Opojy OMHApPHUX JIOTMIKUX BE3HUKA y dopmyau F.

Baza unaykumje, dopmyna F uva 0 Ounapuux Be3nuka, Tj. F je wan
1 umm nexo uckasuo cioso. Axo je F Gaw L, ouga je FE = 17, = 1
u Fp, = 11 = 1. Hakue, dopmyna FE < FJ je teopema. Axo je
F HCKa3HO CIIOBO ¢ M ¢ je PAa3imduTo Of p, oHma je F& = qf, = q u
FP = b :pq. Z[aKn.e, dbopmyna FE < F je reopema ¢ < ¢, 11a BaxKu
F F. & Fp. Axo je ¢opmyna F 6alr HCKa3HO CIOBO P, TaJa MMaMO
a2 je dbopmyna FfL = pf, = C u Gopmyna F}) = pl, = D. Kaxo Baxu
FC < D, umano u - Ff < F}.

Wuaykiujcka mpeTmocTaBKa: TeopeMa BaxKu 3a cBaky dopmyiry F' Koja
UMa Matbe OJ1 7 OUHAPHKUX JIOIMYKUX BE3HHKA.

JlokazkuMo 11a TeopeMa BarKM U 3a (opMyily Koja MMa 1 BE3HHKA.
[Tocmarpajmo dopmyny F' koja mma n Be3uuka. Popmyna F moxke
AMATH jeIaH of ciaeaehux obauka:

ANB, AV B TJIH A= B.
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Be3 063upa Ha TO KOju 01 Tpu HaBemeHA oOauKa uMa gopmyna F mere
norgopmysie A u B umajy 6ap jenan pesHuk marbe oz ¢opmyse F, na
34 HbUX BAXKW MHLYKIUjCKA PETIOCTABKA, Tj. UMAMO TEOPEME:

FA? < A7, w + Bl < B

Mu hemo mokazaru camo ciydaj Kazga je dopmyna F obiauka A A B.
CuyuajeBu Kajia je F' obnuka AV B wiu A = B j0ka3yjy ce aHaJIorHo.
[Iperunocrasumo aa je popmyaa F obiuka AAB. Ha ocHoBy nedpununuje
dyukuje yundopMHe 3aMEeHEe HMaMO:

F? je dopmyna A7, ABE, u FP je dopmyna A, A BY,.
Ba - BY, & BY, u dbopmyiny A7, Baxu neo (2) TEOPEME 9:
F (A% A BL) < (AZ A BY).
Ucro rako, 3a - A, & A, u dbopmyny BY, Baxu neo (2) TEOPEME 9:
F (A% A BY) < (A A BY).
@opmyne (AL A B) < (AL A BY) u (AL A BY) < (AL A BY) cy
Teopeme, 11a Ha, OCHOBY AeJa (7) TEOPEME 7, 106ujaMo Ja je u dhopmysia
(AZ A BZ) < (A% A BY) Teopema, Tj.
FFE < Fp.

¢

HapaBHo, Kao m y ceMaHTHYKOj Bep3uju Hajuemrha npuMeHa TEOPEME 10 je
ciieneher obJsmka:

ako je ¢popmyrna C' < D reopema uckasue Jjoruke, 1j. - C < D,

n y Hekoj dopmynn F' Heko jaBibarbe weHe nordopmysne C 3amenumo ca D,

Taga nobujemo dpopmyiny F’ raksy na je F < F' teopema 1j. - F < F'.

Y HapesHOM 33/IaTKy IpejcTaBuheMo OCOOMHY [ Cy TayTOJIOTHje YOIIIITEHH 3a-
KOHU JUCTpUOyTUBHOCTH Kao u yormrenu le MopranoBu 3aKOHE TeOpeMe HCKA3HE
JIOTUKE.

3apgatak 17 ®@opmyuie
VOIIIIITEHN 3aKOHU TUCTPHOYTHBHOCTH:

(Vig A) A C) = (Vim (A A Q) 1 (A Ai) v C) & (N2 (Ai v ©)

u yommtenu e Mopranosu 3aKoHU:

(=(Vizy 4) & (Nizy ~4A9) u (=(Aizy 49) & (Vi ~4)

Cy TeopeMe HCKA3He JIOTHKE.

Joka3s 3a mpBy dopmysny je aHajgoraH I0Ka3y Ja je Ta (popmysa Tay-
rosioruja (u3 3apatka 5y omesbky 2.2.3). Basza unmyknuje: 3aKoH auc-
TpubyTuBHOCTH A y omHOCY Ha V je Teopema (3amatak 16 u3 omesbka
3.2.2.) Muayknujexa upernocrapka: ((\/i—, Ai) AC) < (Vi (4; AC))
je teopema. Ha ocmHoBy ocobumhe ma je 3aKOH AUCTPHOYTHBHOCTH A Yy
OJTHOCY HA V TeopeMa, UMaMO TeOPEMY
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(Viey Ai V A1) A C) & (N2 A) AC) V (Anga AC)).

Qopmysta Koja je TeopemMa 0 WHIYKIHCKO] MPETHOCTABIN B (POPMYIa
Ap41 A C, na ocuosy jesia (3) TEOPEME 9, Jajy Teopemy

(VI A) AC)V (Ang1 AC)) & (Vi (Ai ACY)V (Aps1 AC)).
U3 oBux reopema, Ha ocHoBy uena (7) TEOPEME 7, nobujamo reopemy
(Vi A) A C) & (ViE (A A O)).

Canuamo ce TMOCTYTIa U Y JOKa3WMa 3a OCTaJie YOHIIIITEeHE 3aKOHE.

Ilorpebua HaM je u cuHTaKCHA Bep3uja TEOPEME O JH® U KH®. Ta ocobuna he
outu dopmynucana 3a cucreM L ucka3He joruke jep he taga moka3 Te ocobuHe
OouTu n0Ka3 TEOPEME O JH® 1 KH® y KOME Ce yMECTO TayTOJIOTHja MHUIIE TEOPEMA,
Tj. YMECTO 3HaKa = nuimemo F u ymecTo ocobuHe Ja Cy yOIIITeH! 3aKOH! UCTPUOy-
tuBHOCTH U yorrnrenu Jle Mopranosu 3aKOHM TayTOJIOTHje KOPUCTHMO OCOOHHE 13
3apgatka 17 ga cy oHu Teopeme.

TEOPEMA 11
Y cuctemy £ 3a ceaky dopmyny F noctoju 6ap jeaHa dopmyna F'* y koHjyHKTUBHO]
HopmanHoj chopmu 1 6ap jegra dbopmyna F'¢ y ancjyHKTMBHO] HOPMasHOj popmMu, Takse
a BaXu:

FFeFF uw FF e Fe,
JOKA3

[Tocmarpajmo mpomssomuy dopmyny F. Axo ce y dbopmyan F mo-
jaBJ/byjy BE3HUIM KOjU HUCY U3 CKyma {A,V,—}, oHga ux kopucrehu
nedbuHUNITje BE3HUKA 3aMeby jeMO, Be3HunuMa u3 ckyna {A, vV, —}. Crora
CMEMO 1, IpeTocTaBuMo 13 je F' dpopmyna seh taksor obsmka, 1j. y
b0j Ce MMojaBbyjy camo Be3uunu A, V u —. Teopemy mokasyjemMo HHIyK-
nujom 1o 6pojy Besnmka dopmyse F', 6pojy n.

Baza wanykmuje, ¢popmyna F mema Be3nmka, n = 0. To 3maum ga je
dbopmyra F HEKO NCKA3HO CJIOBO, HA MPUMEp MUCKA3HO CJI0BO p. Tpaxkene
dbopmyne F¥ u F? cy camo HCKa3HO CJIOBO p.

Nuayknujcka mpeTmocTaBKa: TeopeMa BaXkd 33 cBaky dopmyay F koja
UM Marbe O] 1 JIOTUIKUX BE3HUKA.

Jokaxxkumo J1a TeopeMa Bazku 1 3a HOpMy/y KOja MMa N BE3HHUKA.
[Tocmarpajmo dopmyny F' koja mma n Be3nuka. Popmyna F moxke
AMATHU jeIaH of ciaeaehux obauka:

ANB, AV B AIn —A.
Be3 063upa Ha TO KOju 01 Tpu HaBemeHa oOauka uMa gopmyna F mene
mordopmysie A u B umajy bap jeman Be3nuk Mmame of (opmyse F) na
3a BUX BasKd WHIYKIN]CKa TMPeTHocTaBpKa: moctoje bopmyre AF u BF y
KOH]jyHKTHBHO] HOpMa/IHOj opmu u bopmyite A? u B y nucjyHKTuBHO]
HOPMAJTHOj (POPMH, TAKBE JA:

FAs AY FA<A? uw FBse B, FBs B
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Mu hemo oBzie marm oKa3 TeopeMe caMoO y CiIydajy Kaja je dpopmyma
F obnuka A A B. Ilpernocrasumo sa je ¢popmysia F obiauka A A B u
ozxpenumo npso dopmyay FF.
Us+ A< A* u+ B < B*, na ocuoBy TEOPEME 10, ©MaMo:

F (A A B) < (AF A BF),
e cy dbopmyne A¥ u BY y konjynkTusnoj HOpMamHoj hopvu. Crora je
u popmyna AF A BF y KoHjyHKTHBHOj HOpMAJIHO] (DOPMHE, 113 je TPazKeHa
dbopmyaa FF Gam dopmyra AF A BE.
Ozpemumo caza dpopmyry F<.
Ox dopuyna A? u B? y aucjyakrusnoj nopmasnoj dpopmu, kopucrehin
3aKOHe acouujaruBHOCTU 3a A u V (Tj. npemenirajyhu 3arpase), MoKeMO
bopmupaTu bopmyne A¢ u B y aucjynxrusnoj Hopmasnnoj hbopMu Koje
cy pegom youwerue aycjyukuuje Cr V...V Cy (k> 1) u C1 V...V O]
(j > 1), roe je caka bopmyna C;, 1 < i < k, u cBaka dopmyna C!,
1 <4 < j, yonmrerna KoHjyEKITja. Kako cy 3aK0OHU acONnjaTUBHOCTH 3
A u V teopeme (Buzeru Mpumep 8), onna Ha ocHoBy zesa (7) TEOPEME
7 BaXKu:

F A & A¢ u + B? < B{,
a omarie, Ha ocHoBy TEOPEME 10, umaMo:
F (A? A BY) < (A{ A BY).

s+ A< A4 ut B < BY na ocuosy TEOPEME 10, HMaMo:

F(AA B) < (A4 A BY).
Haxiie, Ha ocHoBy zeja (7) TEOPEME 7 uMaMo:

F(AAB) & (A ABY).
@opmyna Af A Bf je (C1 V...V Cr) A(C]V ...V C}). Axo nordop-
mysy C1 V...V C} dbopwmyue A¢ A Bf osnauumo ca O’ onna je A¢ A B
dopmyna: (Cp V...V Ck) AC'. Ha ocHOBY Teopeme yOIIITEHU 3aKOH
aucTpubyTuBHOCTU Ay omHocy Ha V (Buzeru 3agatak 17), umamo Teo-
pemy:

F(C1V..VC)ANC)<= ((CLACH)V ...V (CyAC)).
@opwMysia ca [ecHe CTpaHEe BE3HWKA, <> Y OBOj TEOpeMH je 00/InKa:
(CrA(CLV ..V C))) Vo V (CeA(CTV ...V CY))
(jep je C' dopmyna C1 V...V C}) u ry dopmyiy hemo osnauuru ca Fi.
Nmamo ma ce ¢popmymna Fy cacroju ox mordopmyiia
C;iN(C{V..vCY), 1<i<k,
MOBE3AHUX IWCjyHKIMjamMa. V3 Teopeme yOmIITeHn 3aKOH JUCTPpHuOy-
TUBHOCTH /A y OAHOCY Ha V, Ha OCHOBY 3aKOH3a KOMYTaTUBHOCTHU 3a A\,
umamo ciaezgehy Teopemy:
F(CiAN(CTV ...V ())& (CiANCT) V...V (Ci ACY))

za csako i, 1 < i < k. ¥V Fy caxy nordopmyny C; A (Cy V... vV C7),
1 <i <k, samewyjemo dopmysion (C; ACT) V...V (C; ACY) u pobujamo
dopmyny Fi:

151
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(CrACY) V.oV (CLAC))) V.oV ((CACY) V.oV (Cr ACY))

u Tta GHOpMyIIa je y AUCjyHKTUBHOj HOpMaJiHOj dbopmu. Ha ocroBy TEO-
PEME 10, mmaMo:

FEF s .
Camaus - (AANB) & (AYAB)),F (A ABY) < Fiutk F, & F, na
ocuoBy gena (7) TEOPEME 7, n06ujamo reopemy:

Jaxae, tpaxena dopmyna F4 je popmyna Fo.

Kana je F' obmmka AV B win A moka3 je aHaJIOTaH OBOM JOKA3Yy.

Ha xpajy eBo cunrakcue Bep3uje TEOPEME 3 u3 ozespka 2.2.3.

TEOPEMA 12
Ako je cbopmyna F' Teopema cuctema L, oHga 3a HEKO MCKA3HO COBO p popmyne F' n
npon3BosbHy nckasuy copmyny C' n copmyna Ff, je Teopema cuctema L.

[JOKA3
Axo je dopmymna F' Teopema cucrema L, OHIa TOCTOju 0Ka3 (popmysie F'
y ToM cucremy: Fi,...; By, (n > 1), rue je F,, dopmysa F. Ako y cBakoj
oz, popmyina F;, 1<i<n, ncka3uo cjioBo p 3amenumo ¢gpopmysiom C, oHga
nobujamo nu3 Gopmyna Fi%,..., F,7, u dopmyna F,7 je FE. Jlako ce
BUM 113, je Taj HU3 jelaH [0Ka3 y cucremy L ca MOCIeImOM (DOPMYIOM
F¥. Naxue, dopmyna FY jecre reopema cucrema L.

¢

Y noka3y ocoOuHe IOTILyHOCTH, Tj. [1a jé CBAKA TayTOJIOIHMjd TEOPEeMa HCKA3HEe
Jioruke, kopuctuhemo ocobuny ma je cBaka rayrosoruja y KH® reopema mckasne
JIOTHKE.

TEOPEMA 13

Heka je dpopmyna F'y KH®,

Ako je popmyna F' taytonorumja, oHaa je F' Teopema nCkasHe noruke.
[JOKA3

Uckaszny moruky hemo mpeacrasutu cucremom L. Ilomro je dopmya
F y KH® ona je obmuka A A ... A A,,, 3a HeKu npupogan 6poj m > 1,
rae cy cse opmyne A;, 1 < i < m, cauumbeHe 0/l JUTepaia IOBe3aHuX
mucjyaknujama. @opwmysia F je rayrosoruja, ma Ha ocHoBy 3ajaTtka 8
u3 ozesbka 2.4.2, y cBakoj ou dpopmysia A;, 1 < i < m, Mopa z1a ce jaBba
HEKO MCKAa3HO CJIOBO P U BEeroBa Heramuja —p. 1o 3Ha49n 12 071 cBake hop-
myse A;, 1 < i < m, MOKEMO IIPEMEINTabeM HheHUX JuTepaJia (KOpuUIl-
hemeM 3aKOHa KOMYTATUBHOCTU U ACOIMjaTUBHOCTH 33 V) no6utu (Hop-
myiny A;, 1 <i <m, obauka (pV-p)VAY, rae je p uckasno cioBo Koje ce
3ajeqiHO ca cBOjoM Heramujom —p jaBba y A; u dopmyna A} je naumme-
Ha OJI IpeocTaluX aurepaja dpopmysie A; MoBe3aHux AUCjyHKIHjaMa. Y
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Mpumepy 8 u3 oxemka 3.2.2 mokazaiu CMO 11a je npou3BosbHA (Gopmysia
obsiuka A V = A reopema uckasse Joruke. Hakie, ¢popmya p VvV —p je
TeopeMa MCKa3He Joruke, tj. o pV —p. Crora ceaka on dopmyma A},
1 <4 < m, jecre qucjyHKumja jeqHe Teopeme u Heke dopmyne A7, ma
Ha OCHOBY zesa (3) TEOPEME 7, jobujaMo z1a je cBaka oj Tux (hbopmyJia
AL, 1 <4 < m, reopema cucrema L. Kako cmo 3a csako i, 1 < ¢ < m,
dbopmyny A nobumu u3 A; NpUMEHOM 3aKOHA KOMYTATHBHOCTU U aCO-
LUJATUBHOCTH 33 V TO, Ha OCHOBY jenoBa (4) u (6) TEOPEME 7, uMaMo
na je u cBaka dopmyna A;, 1 < i < m, reopema cucrema L:
Fe Ay, - . ., Fg A,

Kopucrehu ose reopeme, Ha ocHOBY zeJa (2) TEOPEME 7 mo0ujaMo Ja, je
dopmysa Ay A ... AN Ay, = F teopema cucrema L, 1j. o F.

OOKA3 TEOPEME 6 (JOKA3 NMOTMNYHOCTW)

VY nokaly ocobuHe HOTIIyHOCTU MCKA3HY JIOTUKY NeMO HpeiCTaBUTU CUC-
remom L. Ilpernocrasumo na je dopmyrna F rayronormja, 1j. = F.
[Torpebuo je mokazaru 1a je dopmyna F Teopema MCKa3HE JIOTHUKE. 34
dbopmyny F, Ha ocroBy TEOPEME 11, moctoju dopmyna F* y KH® 3a
KOjy BasKu:

Fe F < F* (%)

Ha ocuoBy TEOPEME 5, Tj. ocobmue BasbarocTh, Teopema F < F¥ je n
TayTOJIOrUja:
Y ) = F o Fk.

Jaxoe, nmamo ga cy dopmyne F u FF exsusasenrne, F = F* u na je
bopmyna F rayronoruja, na 3axssy4ayjemo na je F'* rayronoruja. Crora
Ha ocHOBY TEOPEME 13, nobujamo 1a je dopmymna F* Teopema uckasme
JIOTHKE:

Fo F*.

U3 () ma ocroBy nema (5) TEOPEME 7, mmamo Teopemy p FF = F.

Konauno, 3 -, F* u -y F¥ = F, na ocnoBy TEOPEME 8, 1061jamo
Fc F, 1j. dopmyna F' je reopema MCKa3HE JIOTHKE. 3aKJby4dyjeMoO J1a
CBaKa TayTOJIOTHja MOpa OMTHU TeopeMa MCKA3He JIOTUKE, Tj. BarKh OCO-
OuHa MOTIIyHOCTH:

akoje EF, ownmaje FF.

3.2.6 Opay4YuBOCT U HEIIPOTUBPEYHOCT MCKA3HE JIOTUKE

Kopucrehu ocobuny aa je nckasna ¢popmysia TeopemMa HCKA3HE JIOTHKE aKO U CaAMO
axo je TayroJsioruja, mokazahemo 1a je uCKa3Ha JOTHKA Oy INBa M HEIIPOTHBPEIHA,
dopmastHa Teopuja.
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TEOPEMA 14
@opMasiHn CMCTEM NCKa3He oruKke, cucteM L, je ognyyus.

JOKA3
3a cBaky uckazuy dopmyay F moxe ce epeKTUBHO IPOBEPUTH 1A JIH j€
rayrosioruja (Ha npumep, merogom uuinhiema). Kako je uckasua dop-
MyJIa TEOPEMa MCKA3HE JIOTUKE aKO M CaMO aKO je TayTOJIOTUja, CJIEH 1A
ce 3a cBaKy ucka3ny ¢gopmyny F Moxe e(DeKTUBHO IIPOBEPUTH I3, JIU je
teopema cucrema L. Jlakie, cucrem L je omIydus.

¢
TEOPEMA 15
@DopMasiHM CMCTEM NCKA3HE JIOTMKE, CUCTEM L, je HeNpOTMBpPEYaH.
NIOKA3
Kaxko je uckasua dopmyiia reopeMa HCKa3HE JIOTUKE aKO M CAMO aKO
je Tayrosoruja, ciaeau na cBaka (popMmysa KOja HHje TayTOJOruja Huje
"z Teopema cucrema L. Jlakne, momro mma (opmyia Koje HUCY Tay-
ToJIorKje, OHAa Te (popmysie HUCY HU TeopeMme cucrema L, 1j. cucrem L
j€ HeIpOTUBPEYaH.
¢

3.2.7 CuHTAaKTHYKAa IIOTIIyHOCT MCKAa3HE JIOTUKEe

Moxemo ce muraru ciaefelie: KakaB CHCTEM J00MjaMO aKO MPOITUPUMO CHCTEM
uckasue Jjioruke £ HEKOM (OPMYJIOM, Tj. AKO HAIPABUMO CHUCTEM KOjU KAO aK-
cuoMe MMa akcuoMe cucreMa L u joun Heky (popmy/y Koja Huje Teopema CHUCTEMA
L? OaroBop Ha 0BO LUTAbE je na ¢y y Tako JobujeHom cucremy (6e3 063upa Ha 1O
KOja je Ta monara (opmysia) cBe uckasHe hOpMyse TeopeMe.

OnumuMo TPBO MOTITYHO MPENW3HO INTA 3HAYN MPOIIMPUTH HEKH (DOPMAJIHU
cucrem S HeKOM meroBoMm dopmysom F. To 3maum ma dopMupamMo HOBU CHCTEM
S’ ca ucrum ckynom cumbodia, dpopmyiia u upasuia ussoherma Kao u cucrem S
camo je ckyn akcumoma cucrema S, ckyn A(S’), ckyn akcmoma cucrema A(S) ca
nomarom Gopmynom F, 1j. A(S") = A(S) U {F}. Baxno je ucraliu ma ce mox
oBUM JoJaBameM ¢gopmyse F moapa3ymesa Ja je I jenna cxema akcuoma. AKO, Ha
npumep, cucrem L npomupumo dhopmysiom F = (AV B) = (A= B), rmecy Au
B upoussossue dopmyne, onnajeu (DAA)V (A= C)) = (DANA) = (A= ()
jenna axkcuoma cucrema L' jep je To dopmysa ucror obiuka xkao F y kojoj je A
dopmyna DA A, a B dopmyna A = C. @®opmannu cucrem S’ KOju je Ha OLUCAHU
HaYWH HAIpaBJbeH of cuctema S 3Bahemo mpomupee cucrema S dhopmyaom F.

Ha nm je Hexku popmasan cucreM S CHHTAKTUYKHU MOTITYH 3aBUCH O] Hb€TOBUX
nporupema pazanantuM (opmynama. EBo meduHHIUje CHHTAKTUYKA HOTIIyHOT
cucrema.
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LedbunHnunja cMHTaKTMYKA NOTNYHOr (hOpMasHOr cucTemMa

Heka je S jenan dpopmasinu cucrem. Ako 3a cBaky dopmyiy F' cucrema
S, KOja HHje TeopeMa TOI' CUCTEMA, BaxKK J1a Cy y HPOLIMPEbY CUCTeMa S
ToM opmystom F, cucremy Sg, cBe bopmysie Teopeme, OH/IA je CHCTEM
S CHUHTaKTUYKH MOTIIYH CHCTEM.

[Tokazahemo j1a je cucrem nckasue joruke £ CUHTAKTHYKHU HOTIYH cucteM. Iloc-
mMarpajMo GopMasHu CHCTeM HMCKasHe joruke, cucrem L. Hampasumo cucrem L'
Koju je npomupeme cucrema L dopmysiom A Koja Huje Teopema cucrema L. 3a
cucreme L u L' Baxu cienehe:

(i) Cse Teopeme cucrema L Mopajy 6uru Teopeme cucrema L. Hanwme, ako je Heka
dopmyna F' teopema cucrema L, OHIA MOCTOju J0Ka3 Te hopMmylie drja cBaka pop-
MyJia je WM akcuoma cucrema L wim 3ak/bydak npasuia M P u3 nuperxogaux ¢op-
mysia. Akcuome Koje ce 10jaBibyjy y TOM JoKa3y cy akcuome u cucrema L' u MP
je mpaBuio u3Bohema TOr CHCTeMa. 3aTO Taj J0Ka3 jecre JoKa3 u 'y cucremy L) na
je dopmyna F reopema m cucrema L.

(#) Ocobune koje cy mpexacraB/beHe y TEOPEMAMA 7-12 3a cucrem L Baxke U 3a
cucrem L. Y moxkasuma TEOPEMA 7-12 HajBasKHHUJjH apryMeHT je 1a of mocrojehnx
TeopeMa MoCMaTPaHOr (POPMATHOr CHCTEMA Y3 ITOMON IpaBuIa U3BOhHEma IIPABIMO
HOBEe Teopeme Tor (POpPMAJIHOr cucrema, a cucremu L u L' MMajy MCTO IpaBUIIo
n3Bobhermba.

Kopucrehu oBa cBojerBa moKaxKuMo Jia je cucreM L CHHTAKTUYKE [TOTILYH.

TEOPEMA 16

®opmasiH CUCTEM NCKA3HE JIOTMKE, CUCTEM L, je CUHTAKTUYKMA NOTNYH.

[JOKA3
ITocmarpamo dopmyny A koja nuje reopema cucrema L. Heka je cuc-
tem L' npommpeme cucrema L dopmynom A. YV cucremy L, HA OCHOBY
TEOPEME 11, 3a dpopmyny A nocroju dopmyna A* y KonjyHkTuBHOj HOp-
MaJiHOj (POPMH TAKBA /14 BAXKM:

Fr As Ak

®opmyna AF je obmuka By A ... A B,,, 3a Hekn npupogan opoj m > 1,
rae cy cse popmyne B;, 1 <4 < m, caunmbeHe OJ1 JIUTEPAIa TOBE3aHUX
aucjyaknujama. Popmyna A Huje Teopema cucrema L, [1a HA OCHOBY
ocobuHe noTmyHocTH, HEje Tayrosoruja. ®opmyna A < A¥ jecre reo-
pema cuctema L, ma je n Tayromornja: = A < A*. Jlakie, nmamo ma cy
dbopmyie A u A* exBuBasenTne u na A Huje TayToIOrMja, A 3AKIbYIYy-
jemo na dopmynia A* uuje rayronoruja. To 3maun, ma ocrosy 3agaTka 8
u3 oxespka y 2.4.2, na mehy dopmynama Bi, ..., By, mocroju Heka ¢pop-
MyJa y KOjOj ce He jaBibajy JUTepaIh ¢ U —g HU 33 jeJJHO UCKA3HO CIOBO
q (Tj. aKo ce jaBjba HEKO MCKa3HO CJIOBO ¢, OHJIA Ce HE jaBjba —¢, U 00p-
uyTO). Heka je To dopmyna Bj, 3a Heko j m3mehy 1 u m.
Bparumo ce caga y cucrem L. Y cBakoM (POPMATHOM CHCTEMY aKCHOME
TOr CHCTEMa Cy M EeroBe Teopeme, crora je u akcuoma A cucrema L/
TeopeMma, Tor cucreMa: Fp A. mamo na je dopmymna A < A* Teopema
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cucrema L, ma je Tume (Ha ocHOBY (7)) Teopema u cucrema L', Tj. BaxKm:
b A < AF. U3 e treopewme, na ocuosy jena (5) TEOPEME 7 (3a cucrem
L"), nobujamo reopemy: Fp A= AF, Camaus g A= A¥ ubp A na
ocHoBy TEOPEME 8 (3a cucrem L'), nobujamo ma je A¥ Teopema cucrema
L'

For A
U3 tora mro je A* Teopema cucrema L', Ha ocroBy mema (1) TEOPEME 7
(3a cucrem L") nobmjamo ma je ceaka dopmyna B; (1 < i < m) Teopema
cucrema L'. Jakue, u ¢popmyna B; je reopema cucrema L':

ke Bj.
Haumr muss je ma mokazkemo fa 3a OII0 KOje HCKa3HO CJIOBO P BaxKu: o/ p.
Ha 6ucMmo 1o nokazasu nHoTpebHo je JoKasaTH Ja Baxu: g By & p.
Ha ocroBy ocobnne dopmyne B, CKyn HCKa3HUX CI0Ba KOja Cy JINTepa-
au y dbopmynmn B; m cKynm MCKa3HUX C/IOBa 4Hje HeTalyje Cy JIUTepaJIn
y dopmynn Bj cy AWCjyHKTHH CKyHnoBH. 3aTo y dopmynn B; MoKeMo
U3BPUIMTH OBAKBE 3aMEHE: CBAKHU JIMTEPAJ KOJU jé HEKO MCKA3HO CJIOBO
3aMerbyjeMO UCKA3HUM CJIOBOM P, & Y CBAKOM JIMTEPAJLY KOjU je Heraiuja
HEKOI' KCKAa3HOI' CJI0BA TO MCKA3HO CJIOBO 3aMebyjemo ca —p. (da nocroju
3ajeJHIYKH eJIeMEHT 7 MOMEHYTHX CKYNOBa, Tj. Ja Ce U T U —7 jaBJbajy
y Bj, He 6mCMO MOTJIN Ja ypaJuMoO Te 3aMeHe, jep OMCMO MOpaJn 11 7
3aMEHMMO 1 ca p u ca —p.) Pesyiarar rux 3amena je dpopmysa B navu-
BEHA O/ P U TP HOBE3AHUX JIUCJYHKIMjaMa.
(Ha upumep, ako je dopmyna B, obnuxka (sV-q)V(rV-p), rasa uckasua
CJIOBA § W T 3aMEFbYjeMO MCKA3HUM CJIOBOM P, a ¢ U P 3aMEIYjeMO Ca, —p
u pesyarar je dopmysa B: (pV ——p)V (pV -p).)
Kopucrehn csojerso na 'y £ (amo (i) n 'y cucremy L') Baxku - ——p < p
ut (pVp) < p, Bpmmmo crenehe 3avene.
Y dopmynu B cBaky mweHy nordopMmyily TP 3aMemyjeMo ca P U J10-
omjamo dopmyny C. @opmyny C uuHe jaBjbarma HCKA3HOD CJIOBA P
nose3aHa aucjyuknujama (I jaBibatba cjoBa p 3a HeKo [, [ > 1).
(V namem npumepy dbopmyia C je (pVp)V (pVp)ul=4.)
Cama y dopmynu C jeany meny nordopmyity p V p 3aMemyjeMo ca p.
Ha raj nayun aobujamo opmyny ucror obsmka kao (opmyna C' Koja
nma | — 1 jaBpama MCKA3HOr cjioBa p. HacraBuMo /1a mpaBUMO TaKBe
3amene (uma ux yKymHo [ — 1) cBe 70K He nobujemo dbopMmyity ca jeaHum
jaBJbarbeM MCKa3HOT CJI0BaA P, GOPMYIY P.
(¥ nawewm upumepy upsom 3amesHom pV p ca p 'y ¢opmynu C' nobujamo
dbopmyny (p V p) V p, 3atum p V p u Ha kpajy p. UMamo Tpu Kopaka
3amene, 1j. [ —1=4—-1=3.)
Ha ocroBy TEOPEME 10 (3a cuctem L), umamo: Fp Bj < B,y B < C
u kg C < p, ma vHa ocHoBy znena (7) TEOPEME 7 (3a cucrem L), mmamo
Feo Bj < p. Hdakse, na ocuoBy nena (5) TEOPEME 7 (3a cucrem L'),
pobujamo g By = p. Konauno us -y Bj u g Bj = p, Ha OCHOBY
TEOPEME 8 (3a cucrem L'), nobujamo:

FL‘/ p-
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U3 -,/ p 3a npousBo/pHy ucKa3ny ¢popmyay D, na ocaoBy TEOPEME 12
(3a cucrem L), nobujamo bz pl), 1j.

Feo D.

Haxkiie, npoussosbHa uckaza gopwmyia D je Teopema cucrema L.
Bakspydyjemo Ja je dopmainu cucreM L CHHTAKTUYKH HOTILYH.
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