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Glava 1
Predikatska logikaU prvom delu glave predstavi�emo formalni jezik predikatske logike i defi-nisa�emo kako se grade predikatske formule. U drugom delu govori�emo oznaqe�u tih formula, drugim reqima, izuqava�emo semantiku predikatskelogike. Da�emo definiiju modela jezika predikatske logike i pojma inter-pretaije neke predikatske formule, a definisa�emo i pojam �ene vrednostiu datoj interpretaiji. Predstavi�emo semantiqki najva�nije predikatskeformule, va	ane formule, i dokaza�emo znaqajne osobine tih formula. Osimtoga, predstavi�emo jednu formu predikatskih formula, preneksnu normalnuformu. Na kraju glave, u �enom tre�em delu, re�i �emo nexto i o definii-jama u okviru formalnog jezika predikatske logike.1.1 Sintaksa predikatske logike1.1.1 Formalni jezik predikatske logikeAlfabet predikatske logike ima svoj logiqki i nelogiqki deo.Definiija logiqkog dela alfabeta predikatske logikeLogiqki deo alfabeta predikatske logike Jl sastoji se od slede�aqetiri skupa:

⋄ prebrojivog skupa individualnih promen	ivih, skupa V , qije ele-mente �emo najqex�e oznaqavati sa x, y, z, ..., x1, y1, z1, ..., xn, yn, zn, ...;1



2 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKA
⋄ skupa logiqkih veznika {⊥,∧,∨,⇒}, gde je ⊥ nularni veznik, a
∧,∨ i ⇒ binarni veznii;
⋄ skupa kvantifikatora {∀, ∃}, gde je ∀ univerzalni, a ∃ egzisten-ijalni kvantifikator;
⋄ skupa pomo�nih simbola koga qine leva i desna zagrada, i zapeta.Definiija nelogiqkog dela alfabeta predikatske logikeNelogiqki deo alfabeta predikatske logike J qine slede�a triskupa:
⋄ skup relaijskih simbola (predikata), skup P ;
⋄ skup operaijskih (funkijskih) simbola, skup O;
⋄ skup individualnih konstanti, skup C.Skupovi P , O i C su najvixe prebrojivi. Svakom operaijskom sim-bolu i svakom relaijskom simbolu iz J dode	en je neki prirodanbroj n, n ≥ 1, du�ina tog simbola.Relaijske simbole oznaqava�emo najqex�e sa α, β, ρ, α1, β1, ρ1,..., ili
<, =, ⊆, operaijske simbole sa f, g, h, f1, g1, h1,..., ili ∗, +, ·, •,a individualne konstante sa a, b, c, a1, b1, c1,..., ili 0, 1, i sliqno.Prebrojivi skupovi relaijskih simbola, operaijskih simbola iindividualnih konstanti mogu se predstaviti ovako:
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C = {c1, ..., ci, ...},gde gor�i indeksi relaijskih i operaijskih simbola govore odu�ini tih simbola, a do�i razlikuju razliqite simbole istedu�ine.Alfabet predikatske logike ima fiksiran svoj logiqki deo Jl. To znaqida alfabet predikatske logike uvek ima skup promen	ivih V , logiqke veznike,kvantifikatore i pomo�ne simbole. S druge strane, nelogiqki deo alfabetapredikatske logike J , koji jox zovemo i jezik, mo�e se me�ati. Naime, zaprav	e�e va�nih reqi1 predikatske logike (terama i predikatskih formula)mo�emo koristiti razliqite skupove relaijskih simbola, operaijskih sim-bola i individualnih konstanti, tj. te reqi mo�emo praviti nad razliqitimjeziima. Reimo i da jezik ne mora da ima individualne konstante ilioperaijske simbole. Dakle pojam terma i pojam predikatske formule uvekvezujemo za neki odreÆeni jezik J i govorimo o termima i predikatskim for-mulama nad tim jezikom J .Predstavimo prvo definiiju pojma terma nad nekim jezikom J .1pojam reqi u [3℄, prva glava



1.1. SINTAKSA PREDIKATSKE LOGIKE 3Definiija terma nad jezikom J(1) Individualne konstante jezika J i individualne promen	ivesu termi.(2) Ako su t1, ..., tn termi i f operaijski simbol jezika J du�ine
n, onda je i f(t1, ..., tn) term.(3) Termi se mogu graditi samo konaqnom primenom delova (1) i (2)ove definiije.Napomenimo da, ako su za neki jezik J skupovi P , O i C konaqni, onda�emo J zapisivati u obliku skupa koji sadr�i sve �ihove elemente. Odmahdajemo primere terama nad nekim jezikom J .Primer 1 Posmatrajmo jezik J = {=,+, a, 0}, gde su = relaijskisimbol du�ine 2, + operaijski simbol du�ine 2 i a i 0 indivi-dualne konstante. Najjednostavniji termi nad jezikom J su indi-vidualne konstante a i 0 i sve individualne promen	ive skupa V .A sada evo i nekoliko slo�enijih terama nad jezikom J :
+(0, a), +(z, 0), +(x, y) i +(+(+(x, z), 0),+(+(y, z),+(x, a))).Znamo da u sluqaju poznatih binarnih aritmetiqkih operaija (sa-bira�a, mno�e�a, ...) simbol operaije ne pixemo ispred dva ter-ma (algebarska izraza) na koji se prime�uje operaija, nego izmeÆutih terama. Dakle, umesto +(x, y) pixemo (x + y). Koriste�i ovajdogovor gorenavedeni slo�eni termi nad datim jezikom J redom semogu zapisati ovako:
(0 + a), (z + 0), (x+ y) i (((x+ z) + 0) + ((y + z) + (x+ a))).Sada definixemo pojam predikatske formule nad nekim jezikom J .Definiija predikatske formule nad jezikom J(1) Nularni logiqki veznik ⊥ je predikatska formula.(2) Ako su t1, ..., tn termi i ρ relaijski simbol du�ine n jezika J ,onda je i ρ(t1, ..., tn) predikatska formula.(3) Ako su A i B predikatske formule, onda su (A ∧ B), (A ∨ B) i
(A ⇒ B) predikatske formule.(4) Ako je A predikatska formula i x individualna promen	iva,onda su ∀xA i ∃xA predikatske formule.(5) Predikatske formule se mogu graditi samo konaqnom primenomdelova (1), (2), (3) i (4) ove definiije.Najjednostavnije predikatske formule, formule iz delova (1) i (2) defini-ije, su elementarne (ili atomske) predikatske formule.Individualne konstante i individualne promen	ive zva�emo prosto kons-tante i promen	ive, a predikatske formule najqex�e samo formule.



4 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKADogovorimo se da pri prav	e�u slo�enih terama i formula ne pixemosasvim spo	ax�e zagrade. Tako, na primer, terme iz Primera 1 zapisa�emoredom: 0 + a, z + 0, x+ y i ((x + z) + 0) + ((y + z) + (x+ a)),a formule (A ∧B), (A ∨B) i (A ⇒ B) pisa�emo redom A ∧B, A ∨B i A ⇒ B.U narednom primeru predstavi�emo jedan jezik J i neke predikatske for-mule nad tim jezikom.Primer 2 Posmatrajmo jezik J = {α, ∗, c}, gde je α relaijski, a ∗operaijski simbol du�ine 2 i c individualna konstanta. Napome-nimo da dogovor o pisa�u operaijskog simbola du�ine 2, koji smonaveli u Primeru 1, va�i i za svaki relaijski simbol ρ du�ine 2,te za neka dva terma t1 i t2 imamo ova dva zapisa: ρ(t1, t2) ili t1 ρ t2.U zavisnosti od konkretnog relaijskog simbola koristi�emo jedanod �ih. Evo nekoliko predikatskih formula nad datim jezikom J :
α(x, c) α(x ∗ y, (c ∗ z) ∗ x)

∀xα(c, x) ∀x∃yα(x, y)

∀y((α(c ∗ x, y) ∧ α(c, c)) ⇒ ∃xα(x, y))gde su prve dve formule elementarne formule. No, slede�i nizovisimbola
∀x∃zα(x, y, z), ∀x∃y(x ∗ y = c) i ∀xα(x ∗ y ∗ z, c)nisu formule nad jezikom J . U prvom nizu simbol α je zapisan kaorelaijski simbol du�ine 3, a α je po definiiji relaijski sim-bol du�ine 2. Niz simbola ∀x∃y(x∗y = c) nije formula nad jezikom
J jer je u �emu korix�en simbol koji ne pripada tom jeziku, sim-bol =. U tre�em nizu sve je u redu sa upotrebom relaijskih i ope-raijskih simbola, svi oni su simboli jezika J i �ihova du�inaodgovara definisanoj du�ini tih simbola. MeÆutim, imamo nizsimbola x∗y ∗z koji mo�e biti term (x∗y)∗z, ali i term x∗ (y ∗z),a ta dva terma (kao nizovi simbola) nisu jednaka.Kao i svaka iskazna formula i svaka predikatska formula ima potfor-mule i skup svih svojih potformula. Naime, i ovde je formula jedna req nadalfabetom (alfabetom predikatske logike odreÆenog �egovim logiqkim delom

Jl i nekim jezikom J ), te je svaka �ena podreq2, koja je i sama predikatskaformula, jedna potformula te formule. Sve potformule neke predikatskeformule qine skup potformula te formule.Definiija skupa potformula neke formuleSkup svih potformula formule F , skup Pf (F ), induktivno defini-xemo na slede�i naqin:(1) sama formula F pripada skupu Pf (F );2pojam podreqi u [3℄, prva glava



1.1. SINTAKSA PREDIKATSKE LOGIKE 5(2) ako je A ∧B ∈ Pf (F ), onda je A ∈ Pf (F ) i B ∈ Pf (F );ako je A ∨B ∈ Pf (F ), onda je A ∈ Pf (F ) i B ∈ Pf (F );ako je A⇒B ∈ Pf (F ), onda je A ∈ Pf (F ) i B ∈ Pf (F );ako je ∀xA ∈ Pf (F ), onda je A ∈ Pf (F );ako je ∃xA ∈ Pf (F ), onda je A ∈ Pf (F ).Posmatrajmo formulu ∀y((α(c ∗ x, y) ∧ α(c, c)) ⇒ ∃xα(x, y)) iz Primera 2.Skup potformula te formule je skup:
{∀y((α(c∗x, y)∧α(c, c)) ⇒ ∃xα(x, y)), (α(c∗x, y)∧α(c, c)) ⇒ ∃xα(x, y), ∃xα(x, y),
α(x, y), α(c ∗ x, y) ∧ α(c, c), α(c ∗ x, y), α(c, c)}.Za neku formulu F va�an je i broj jav	a�a �enih potformula u �oj, gdese jav	a�e potformule A u formuli F definixe kao jav	a�e podreqi3 A ureqi F . I ovde, kao i u iskaznoj logii, prave�i skup svih potformula nekeformule ne bele�imo koliko puta se neka potformula jav	a u toj formuli.Pogledajmo predikatsku formulu u slede�em primeru.Primer 3 Neka je ∀y((α(x, y)∨α(c, c)) ⇒ ∃x(α(x, y)∨α(c, c))) jednaformula nad jezikom J iz Primera 2, formula F . Svaka od pot-formula α(x, y)∨α(c, c), α(x, y) i α(c, c) formule F ima dva jav	a�au �oj, a skup svih �enih potformula je:

{∀y((α(x, y)∨α(c, c))⇒∃x(α(x, y)∨α(c, c))), α(x, y) ∨ α(c, c), α(x, y),
α(c, c), (α(x, y) ∨ α(c, c))⇒∃x(α(x, y) ∨ α(c, c)), ∃x(α(x, y) ∨ α(c, c))}.Da bismo mogli da, osim svih potformula neke formule F , zabele�imo isva jav	a�a tih potformula, potrebno je, kao i u iskaznoj logii, definisatidrvo4 formule F .Definiija drveta neke formule(1) Ako je F elementarna formula, onda je drvo formule F , D(F ),qvor u kome je sama formula F .(2) Ako je F oblika A∧B, A∨B, ili A⇒B, onda je drvo formule F ,
D(F ):

F

D(B)D(A)gde je D(A) drvo potformule A i D(B) drvo potformule B.(3) Ako je F oblika ∀xA ili ∃xA, onda je drvo formule F , D(F ):
F

D(A)gde je D(A) drvo potformule A.3pojam jav	a�a podreqi u [3℄, prva glava4pojam drveta u [3℄, prva glava



6 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKADrvo formule F iz Primera 3 je:
∀ y((α(x, y) ∨ α(c, c)) ⇒ ∃ x(α(x, y) ∨ α(c, c)))

(α(x, y) ∨ α(c, c)) ⇒ ∃ x(α(x, y) ∨ α(c, c))

∃ x(α(x, y) ∨ α(c, c))

α(x, y) ∨ α(c, c)

α(c, c)α(x, y)

α(x, y) ∨ α(c, c)

α(c, c)α(x, y)

i u tom drvetu su zabele�ena sva jav	a�a �enih potformula α(x, y), α(c, c) i
α(x, y) ∨ α(c, c), kao i sva jav	a�a svih drugih potformula te formule F .Na kraju ovog ode	ka podsetimo se da smo u iskaznoj logii dali defini-ije logiqkih veznika ⇔, ¬ i ⊤. Reimo da i u predikatskoj logii imamoiste te definiije, ali se naravno, u �ima pojav	uju predikatske formule.Dakle, za neke predikatske formule A i B, imamo:

A ⇔ B =def (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)

¬A =def A ⇒ ⊥

⊤ =def ⊥ ⇒ ⊥.Zato skup logiqkih veznika u delu Jl alfabeta predikatske logike ne morada bude uvek skup {⊥,∧,∨,⇒}, ve� bilo koja baza logiqkih veznika5. Nada	e,govori�emo i o predikatskim formulama oblika A⇔B, ¬A i ⊤, i ne�emo uveknapomi�ati da su one naqi�ene korix�e�em definiija veznika ⇔, ¬ i ⊤.1.1.2 Slobodne i vezane promen	ive, supstituija teramaU ovom ode	ku definisa�emo va�ne pojmove koji se odnose na promen	ive ikvantifikatore jedne predikatske formule. Ve� smo rekli da je svaka predi-katska formula F nad nekim jezikom J jedna req nad alfabetom predikatskelogike. Promen	ivu x, koja se jav	a u formuli F , smatramo jednom podreqireqi F . Zato promen	iva x, kao svaka podreq, mo�e imati vixe jav	a�a utoj reqi, tj. formuli F . Va�no je svako jav	a�e promen	ive x u formuli F .Kada budemo govorili o kvantifikatorima u nekoj formuli uvek �emo mis-liti bax na simbole ∀ i ∃ iz �enih podreqi oblika ∀x i ∃x, gde je x jednapromen	iva iz skupa promen	ivih V . Promen	iva x iz takvih podreqi ∀xili ∃x bi�e promen	iva uz kvantifikator ∀ ili ∃, a za te kvantifikatorere�i �emo da se odnose na promen	ivu x.MeÆu promen	ivima koje se jav	aju u nekoj formuli F razlikova�emovezane i slobodne, a �ih �emo definisati pomo�u pojmova vezanog i slobodnogjav	a�a promen	ive u formuli F . Za sada reimo da za svaku formulu F ,jav	a�a promen	ive x u �enim potformulama oblika ∀xA ili ∃xA jesu vezanajav	a�a promen	ive x u F , a sva druga �ena jav	a�a u formuli F su slobodna.Poka�imo to u narednom primeru.5definiija baze logiqkih veznika u [3℄, ode	ak 2.4.1



1.1. SINTAKSA PREDIKATSKE LOGIKE 7Primer 4 Imamo jezik J = {<,=,+, ◦, 0}, gde su < i = dva rela-ijska simbola oba du�ine 2, ◦ i + dva operaijska simbola du�ine2 i 0 je konstanta. Pogledajmo prvo jednu formulu nad jezikom Jkoja nema kvantifikatore, jednu elementarnu formulu:
0 + (z ◦ x) < x+ y.Jav	a�e svake �ene promen	ive, tj. svako jav	a�e promen	ivih x,

y i z, je slobodno jav	a�e tih promen	ivih. I u opxtem sluqaju, zabilo koju elementarnu formulu nad nekim jezikom va�i da sve �enepromen	ive imaju samo slobodna jav	a�a. Ali, kada se u formulipojav	uju kvantifikatori onda promen	ive mogu imati i vezana islobodna jav	a�a. Pogledajmo, nad datim jezikom J , formulu F :
(∀x(x < y)) ∧ z < 0.U �oj se jav	aju promen	ive x, y i z i postoji samo jedan kvan-tifikator, univerzalni kvantifikator ∀ koji se odnosi na pro-men	ivu x. Imamo potformulu formule F oblika ∀xA, potfor-mulu ∀x(x<y), i sva jav	a�a promen	ive x u formuli F su ova dvavezana jav	a�a x u toj �enoj potformuli. Dakle, x ima dva vezanajav	a�a u formuli F : uz kvantifikator na poqetku potformule

∀x(x<y) i jav	a�e u �enoj potformuli x<y. Promen	iva y imajedno jav	a�e u formuli F , u �enoj potformuli ∀x(x<y) koja jeoblika ∀xA, ali kvantifikator ∀ se ne odnosi na promen	ivu y,pa je to slobodno jav	a�e promen	ive y u F . TakoÆe, i jav	a�epromen	ive z jeste �eno slobodno jav	a�e u formuli F .A sada evo i definiije.Definiija slobodnih i vezanih jav	a�a promen	ive u formuli
(1) Ako je F elementarna formula, onda je svako jav	a�e promen-	ive x u F jedno slobodno jav	a�e promen	ive x u formuli F .
(2) Ako je F formula oblika A∧B, A∨B ili A⇒B, onda svakoslobodno jav	a�e promen	ive x u formuli A ili u formuli Bjeste jedno slobodno jav	a�e promen	ive x u formuli F ; a svakovezano jav	a�e promen	ive x uA ili uB jeste jedno vezano jav	a�epromen	ive x u formuli F .
(3) Ako je F formula oblika ∀xA ili ∃xA, onda
(3.1) za promen	ivu y razliqitu od x svako �eno slobodno jav	a�eu A je jedno slobodno jav	a�e promen	ive y u formuli F ; a svakovezano jav	a�e y u A jeste jedno vezano jav	a�e promen	ive y uformuli F ;
(3.2) svako slobodno jav	a�e x u potformuli A jeste jedno vezanojav	a�e promen	ive x u formuli F i ka�emo da je to jav	a�epromen	ive x pod dejstvom kvantifikatora koji je na poqetku for-mule F ; i svako vezano jav	a�e x u A jeste jedno vezano jav	a�epromen	ive x u formuli F ;



8 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKA
(3.3) jav	a�e promen	ive x uz kvantifikator koji je na poqetkuformule F jeste jedno vezano jav	a�e x u formuli F .Na osnovu ove definiije i definiija ⇔ i ¬, za formule A⇔B (i ¬A)imamo: svako slobodno jav	a�e neke promen	ive x u A ili u B (u A) je slo-bodno jav	a�e x i u formuli A⇔B (u formuli ¬A); a svako vezano jav	a�eneke promen	ive x u A ili u B (u A) je vezano jav	a�e x i u formuli A⇔B (uformuli ¬A). Koriste�i pojmove vezanog i slobodnog jav	a�a promen	ivihu nekoj formuli, definixemo �ene slobodne i vezane promen	ive.Definiija slobodnih i vezanih promen	ivihPromen	iva x je slobodna promen	iva formule F ako x ima barjedno slobodno jav	a�e u F . Promen	iva x je vezana promen	ivaformule F ako x ima bar jedno vezano jav	a�e u F .Sve promen	ive elementarne formule 0 + (z ◦ x)< x+ y iz naxeg Primera4, kao i bilo koje druge elementarne formule, su uvek slobodne promen	ivete formule. MeÆutim, formula F iz tog primera, formula sa kvantifika-torima, ima vezanu promen	ivu x, a �ene slobodne promen	ive su y i z. No,pogledajmo i slede�i primer.Primer 5 Odredimo slobodne i vezane promen	ive formule F :

∀x(0 < (x + y) ∧ ∃y(y < 0))koja je formula nad jezikom J iz Primera 4. U formuli F imajujav	a�a promen	ive x i y, i to promen	iva x ima dva jav	a�a, a yima tri jav	a�a. Oba jav	a�a promen	ive x u F su vezana. Xto setiqe jav	a�a promen	ive y u F imamo slede�e: dva �ena jav	a�a,ona u potformuli ∃y(y < 0) su vezana, a �eno jav	a�e u potformuli
0 < (x+y) je slobodno jav	a�e te promen	ive u formuli F . Dakle,
x je vezana, a y je i vezana i slobodna promen	iva formule F .Po definiiji, a vidimo to i iz Primera 5, jedna promen	iva neke for-mule mo�e biti istovremeno �ena i vezana i slobodna promen	iva. Odmahse name�e pita�e: da li to mo�e da se izbegne, pa da svaka promen	iva budeili samo slobodna ili samo vezana? Odgovor je: da. U bilo kojoj formuli Fmo�emo uraditi preimenova�e �ene vezane promen	ive x tako xto u svakoj�enoj potformuli oblika ∀xA ili ∃xA sva jav	a�a x (koja su, naravno, svavezana) zamenimo nekom drugom promen	ivom koja se ne jav	a u toj formuli

F . (Polazna formula F i formula koja je dobijena ovim preimenova�em su isemantiqki i sintaksno ekvivalentne (vide�emo to u Zadatku 4 iz ode	ka 1.2.2i Primeru 5 iz ode	ka 2.1.1).) Zato u potformuli ∃y(y < 0) naxe formule
F iz Primera 5 oba jav	a�a �ene vezane promen	ive y mo�emo da zamenimonekom, potpuno novom promen	ivom, koja se ne jav	a u formuli F , na primerpromen	ivom z. Tako dobijamo formulu F ′:

∀x(0 < (x+ y) ∧ ∃z(z < 0))



1.1. SINTAKSA PREDIKATSKE LOGIKE 9u kojoj se jav	aju promen	ive x, y i z, i sva jav	a�a promen	ivih x i z suvezana, a sva jav	a�a (postoji samo jedno) promen	ive y su slobodna. Dakle,za sve promen	ive formule F ′ va�i da su im sva jav	a�a iste vrste, ilivezana ili slobodna, pa su x i z samo vezane, a y samo slobodna promen	ivate formule. I uvek, za bilo koju formulu F , ako je neka promen	iva x �enai slobodna i vezana promen	iva, onda u svakoj �enoj potformuli oblika ∀xAili ∃xA mo�emo sva jav	a�a promen	ive x da zamenimo nekom novom pro-men	ivom koja se ne jav	a u formuli F . Na taj naqin dobijamo formulu kojojje promen	iva x samo slobodna promen	iva.Za proizvo	nu predikatsku formulu F sve �ene slobodne promen	ive isamo one, qine skup slobodnih promen	ivih te formule, skup SP (F ).Primetimo da slobodne i vezane promen	ive mo�emo definisati i ne ko-riste�i pojmove slobodnih i vezanih jav	a�a promen	ivih. Naime, skup slo-bodnih promen	ivih neke formule F , skup SP (F ), mo�emo definisati ovako:ako je F elementarna formula, onda sve promen	ive koje se jav	aju u formuli
F pripadaju SP (F ); ako je F formula oblika A∧B, A∨B ili A⇒B, onda je
SP (F ) skup SP (A)∪SP (B); ako je F formula oblika ∀xA ili ∃xA, onda je
SP (F ) skup SP (A)\{x}. Iz ove definiije i uz pomo� definiija veznika⇔i ¬ dobijamo jox da je SP (A⇔B)=SP (A)∪SP (B) i SP (¬A) =SP (A). Sada,koriste�i ovu definiiju pojma skupa slobodnih promen	ivih, ka�emo: slo-bodna promen	iva neke formule F je svaka �ena promen	iva koja pripadaskupu SP(F ); a ako za promen	ivu x postoji potformula formule F oblika
∀xA ili ∃xA za koju va�i x ∈ SP (A), onda je x vezana promen	iva te formule
F . Ovako definisane slobodne i vezane promen	ive neke formule su bax onei samo one koje su odreÆene naxom definiijom pomo�u slobodnih i vezanihjav	a�a. Mo�emo lako proveriti da iz naxe definiije skupa slobodnihpromen	ivih formule F , SP (F ), slede jednakosti iz ove druge definiijetog pojma, kao osobine SP (F ) u zavisnosti od oblika formule F .Skup slobodnih promen	ivih formule F iz Primera 5, skup SP (F ), je
{y}, a �ene vezane promen	ive qine skup {x, y}. Za formulu F ′, koja je na-stala preimenova�em vezanih jav	a�a y u formuli F sa z, skup slobodnihpromen	ivih je {y}, a skup �enih vezanih promen	ivih je {x, z}, i vidimo dasu ti skupovi disjunktni.Predikatske formule koje nemaju slobodnih promen	ivih zovemo reqenie(ili zatvorene formule). Ako formula F nije reqenia i x1, ..., xn su sve�ene slobodne, meÆusobno razliqite, promen	ive, onda je reqenia ∀x1...∀xnFzatvore�e formule F . Ako je F reqenia, onda je ona sama svoje zatvore�e.Nada	e, za neku formulu F oznaqava�emo sa F (x1, ..., xn) da su x1, ..., xn �e-ne slobodne promen	ive. To meÆutim, ne�e znaqiti da formula F nema i nekedruge slobodne promen	ive, niti da x1, ..., xn nisu i vezane promen	ive for-mule F . Odmah istaknimo veliki znaqaj slobodnih promen	ivih. Kada budemogovorili o vrednosti predikatskih formula, odnosno o semantii predikat-ske logike, slobodne promen	ive �e biti u glavnoj ulozi. Naime, vrednost(istinita ili la�na) bilo koje predikatske formule zavisi od vrednosti



10 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKA�enih slobodnih promen	ivih. Promenom vrednosti slobodne promen	ivejedne formule mo�e se promeniti i vrednost te formule.Osim toga, slobodne promen	ive su va�ne i u sintaksi predikatske logike.Koristi�emo formule koje nastaju od date formule postupkom zamene nekepromen	ive jednim termom. Tim postupkom u datoj formuli samo slobodnepromen	ive (taqnije, slobodna jav	a�a promen	ivih) bi�e zame�ivane ter-mom. Jer ako je u formuli neka promen	iva z samo vezana, onda �e nova for-mula, koja nastaje zamenom te promen	ive z nekim termom, biti prosto sama taformula. Postupak zame�iva�a, vide�emo to u definiiji, zahteva i da for-mula, �ena slobodna promen	iva i term kojim zame�ujemo tu promen	ivu zado-vo	avaju odreÆeni uslov. Pre te definiije, na primerima zamene promen	iveraznim termima, objasni�emo taj uslov, a zamene koje ga ispu�avaju bi�e is-pravne zamene.Primer 6 Imamo jezik J = {α, ∗, c} iz Primera 2 i predikatskuformulu nad tim jezikom, formulu F :
∀yα(y ∗ c, x) ∨ α(x, c)sa jednom slobodnom promen	ivom, promen	ivom x, koja ima dvaslobodna jav	a�a u F . Zame�ujemo x nekim termom t tako xto sesva �ena slobodna jav	a�a zamene tim termom t. Term t mo�e imatirazliqite oblike.Zamena, koja to u stvari i nije, zamena promen	ive x termom kojije sama ta promen	iva x jeste ispravna zamena. Formulu koju do-bijamo tom zamenom x sa x je sama formula F . Da	e, ako slobodnupromen	ivu zamenimo termom koji nema promen	ivih (takve termezovemo zatvoreni termi) opet vrximo ispravnu zamenu. Na primer,u posmatranoj formuli F promen	ivu x zame�ujemo zatvorenimtermom (c ∗ c) ∗ c i dobijamo formulu:

∀yα(y ∗ c, (c ∗ c) ∗ c) ∨ α((c ∗ c) ∗ c, c)koja je nastala ispravnom zamenom. Jox jedna ispravna zamena jeda se u formuli slobodna promen	iva zameni termom qija nijednapromen	iva nema jav	a�a u toj formuli. U naxoj formuli Fpromen	ivu x zame�ujemo termom z1 ∗ z2, dobijamo formulu:
∀yα(y ∗ c, z1 ∗ z2) ∨ α(z1 ∗ z2, c)i ona je nastala ispravnom zamenom.A kakvu zamenu smatramo neispravnom? Pa, neispravna zamena jekada promen	ivu x u naxoj formuli F zamenimo, na primer, ter-mom y ∗ z. Tom zamenom dobijamo formulu F ′:
∀yα(y ∗ c, y ∗ z) ∨ α(y ∗ z, c)u kojoj je promen	iva y terma y ∗ z pod dejstvom kvantifikatora ∀,tj. promen	iva y terma y ∗ z je vezana promen	iva formule F ′.Pitamo se kako se u nekoj formuli F vrxe ispravne zamene �eneslobodne promen	ive x? Poka�imo to na ovoj naxoj formuli F .



1.1. SINTAKSA PREDIKATSKE LOGIKE 11Slobodna promen	iva x formule F ima slobodno jav	a�e u �enojpotformuli ∀yα(y ∗ c, x), potformuli oblika ∀yA. Zato svaki term
t, kojim ho�emo da zamenimo promen	ivu x, ne sme da ima promen-	ivu y, jer bi tom zamenom �egova promen	iva doxla pod dejstvokvantifikatora ∀ i postala vezana promen	iva formule koja nas-taje tom zamenom.U opxtem sluqaju za proizvo	nu formulu F , �enu slobodnu promen	ivu

x i neki term t ovaj zahtev iz Primera 6 ima slede�i oblik: ni za jednupromen	ivu y terma t ne postoji potformula formule F oblika ∀yA takva daje x slobodna promen	iva formule A. Ako je ovaj zahtev ispu�en, onda ka�emoda je term t slobodan za promen	ivu x u formuli F . Bax to, da je jedanterm t slobodan za neku promen	ivu x u formuli F je pomenuti uslov koji jepotreban, da bi ta slobodna promen	iva x formule F mogla da bude zame�enatim termom t. Definiximo prvo kako u termu zame�ujemo promen	ivu nekimtermom.Definiija terma dobijenog zamenom promen	iveTerm dobijen zamenom promen	ive x termom s u termu t oznaqava se
txs , a induktivno se definixe na slede�i naqin:(1)(1.1) ako je term t individualna konstanta c, onda je txs term c;(1.2) ako je t individualna promen	iva y, y6=x, onda je txs term y;(1.3) ako je term t individualna promen	iva x, onda je txs term s;(2) ako je term t oblika f(t1, ..., tn), gde su t1, ..., tn termi i f ope-raijski simbol jezika J du�ine n, onda je txs term f(t1

x
s , ..., tn

x
s ).A sada evo i pomenute definiije o zame�iva�u promen	ive nekim termomu formuli.Definiija formule dobijene zamenom promen	iveFormula dobijena zamenom promen	ive x termom t u formuli F oz-naqava se F x

t , a induktivno se definixe na slede�i naqin:(1) ako je F nularni logiqki veznik ⊥, onda je ⊥x
t formula ⊥;(2) ako je F oblika ρ(t1, ..., tn), onda je F x

t formula ρ(t1
x
t , ..., tn

x
t );(3) (3.1) ako je F oblika A ∧B, onda je F x

t formula Ax
t ∧Bx

t ;(3.2) ako je F oblika A ∨B, onda je F x
t formula Ax

t ∨Bx
t ;(3.3) ako je F oblika A ⇒ B, onda je F x

t formula Ax
t ⇒ Bx

t ;(4) (4.1) ako je F oblika ∀xA ili ∃xA, onda je F x
t formula F ;(4.2) ako je F oblika ∀yA, promen	iva x je razliqita od y i term

t je slobodan za x u formuli F , onda je F x
t formula ∀yAx

t ;(4.3) ako je F oblika ∃yA, promen	iva x je razliqita od y i term
t je slobodan za x u formuli F , onda je F x

t formula ∃yAx
t .



12 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKAKada je x samo vezana promen	iva formule F (tj. sva jav	a�a promen	ive
x u F su vezana kao u (4.1)) ili x nema jav	a�a u F , onda je formula kojanastaje zamenom promen	ive x nekim termom t u toj formuli F prosto samaformula F .1.2 Semantika predikatske logikeU ovom poglav	u bavi�emo se znaqe�em predikatskih formula. Kao i u sluqajuiskaznih formula, tako i za svaku predikatsku formulu glavno pita�e �e bitikoja je �ena vrednost (od dve mogu�e vrednosti), odnosno da li je ta formulaistinita ili la�na (neistinita).1.2.1 Modeli jezika i interpretaije formulaU postupku odreÆiva�a istinosne vrednosti neke iskazne formule (na primeru [3℄) sva �ena iskazna slova valuaijama dobijaju vrednost (interpretirajuse) ili istinito: 1, ili la�no: 0. Zatim se, za te valuaije iskaznih slovaposmatrane formule, pomo�u funkije interpretaije, raquna vrednost teformule.Put do vrednosti (istinosne vednosti) predikatske formule (istinita ilila�na) je drugaqiji. Za neku predikatsku formulu F prvo treba znati jezik
J nad kojim je ta predikatska formula naprav	ena i dati jedan �egov model,tj. jednu interpretaiju svih simbola tog jezika. Naime, prvo treba iza-brati jednu relaijsko-operaijsku strukturu6 koju qine neprazan skup S, nekerelaije izmeÆu �egovih elemenata i operaije na �egovim elimentima. Tastruktura �e biti model jezika J . Dakle, prvo treba izabrati neprazan skup
S, koji zovemo nosaq (ili domen). Potom, simbole jezika J interpretiratiovako: svaki relaijski simbol ρ jezika J du�ine m interpretira se taqnojednom relaijom iste du�ine m nad skupom S; svaki operaijski simbol fjezika J du�ine n interpretira se taqno jednom operaijom iz skupa Sn u skup
S; i na kraju svaka individualna konstanta jezika J je taqno jedan elementiz S (tj. interpretirana je jednom nularnom operaijom). Osim toga, sve pro-men	ive iz skupa promen	ivih V bi�e interpretirane elementima nosaqa S,tj. svaka promen	iva �e, kao svoju vrednost, dobiti jedan element iz skupa S.Evo odmah primera.Primer 1 Imamo jezik J ={α, ∗, c}, gde su α relaijski, a ∗ ope-raijski simbol, oba du�ine 2 i c individualna konstanta. Zanosaq biramo skup prirodnih brojeva N. To znaqi da promen	iveiz skupa V i konstante jezika J , konstanta c, uzimaju vrednosti iz6pojam relaijsko-operaijske strukture u [3℄, prva glava



1.2. SEMANTIKA PREDIKATSKE LOGIKE 13skupa prirodnih brojeva. Jedan model jezika J napravi�emo ovominterpretaijom �egovih simbola: relaijski simbol α interpre-tiramo binarnom relaijom jednakosti = prirodnih brojeva, ope-raijski simbol ∗ binarnom operaijom sabira�e, + : N2 → N, akonstanta c neka je prirodan broj 1. Relaijsko-operaijska struk-tura (N,=,+, 1) je, po definiiji koja sledi, jedan model naxegjezika J = {α, ∗, c}.Definiija modela I = (S, IJ ) jezika JJedan model datog jezika J je relaijsko-operaijska strukturaqiji nosaq je neki neprazan skup S, a relaije i operaije odreÆenedode	iva�em (funkijom) IJ definisanim na slede�i naqin:(1) svakom relaijskom simbolu (predikatu) ρ jezika J , qija du�inaje m, odgovara taqno jedna relaija du�ine m na skupu S, ρI ⊆ Sm,tj. IJ (ρ) = ρI ;(2) svakom operaijskom (funkijskom) simbolu f jezika J , qijadu�ina je n, odgovara taqno jedna operaija (funkija) fI du�ine
n, fI :Sn→S, tj. IJ (f) = fI ;(3) svakoj individualnoj konstanti c jezika J odgovara taqno jedanelement cI skupa S, tj. IJ (c) = cI .Taj model jezika J oznaqavamo I = (S, IJ ), a skup S zovemo nosaq(ili domen) modela I = (S, IJ ).Posebno, ako je jezik J dat skupom {ρ1, ..., ρk, f1, ..., fm, c1, ..., cn},gde su k, m i n neki prirodni brojevi, onda �emo model I = (S, IJ )zapisivati i ovako: (S, ρ1I , ..., ρkI , f1I , ..., fmI , c1I , ..., cnI).U Primeru 1 dat je jedan model jezika J = {α, ∗, c}, model (N,=,+, 1). Ozna-qimo sa Z skup elih, a sa R skup realnih brojeva. (Te oznake za ele i realnebrojeve koristi�emo i nada	e.) Onda su relaijsko-operaijske strukture

(Z,≤, ·,−1) i (R, <, ·, 0) isto tako modeli jezika J ={α, ∗, c}. Ali, na primer,relaijsko-operaijska struktura (R,=, <, 0) nije model jezika J jer je u tojstrukturi operaijski simbol ∗ du�ine 2 jezika J interpretiran binarnomrelaijom <!Kada za neki jezik J imamo jedan �egov model I=(S, IJ ), onda, rekli smoto, i elementima skupa promen	ivih V dode	ujemo vrednosti iz nosaqa togmodela, skupa S. Funkija ı : V → S, koja svakoj promen	ivoj iz V dode	ujeelement iz nosaqa S je jedna interpretaija promen	ivih u nosaqu S modela
I = (S, IJ ) i mi �emo je zvati jedna p-interpretaija ı. (Najqex�e, dode	iva�evrednosti iz nosaqa modela elementima skupa promen	ivih nema posebno ime.Na primer u [13℄, svako dode	iva�e vrednosti elementima skupa promen	ivih
V , redom x1, x2, ..., dato je jednim nizom s=(b1, b2, ...), gde je bk∈S, k∈{1, 2, ...}.)Ako za p-interpretaiju ı, promen	ivu x i neki element d nosaqa S va�i
ı(x)=d, onda je d vrednost promen	ive x u p-interpretaiji ı.



14 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKAZajedno, jedan model I = (S, IJ ) nekog jezika J i jedna p-interpretaija
ı : V → S, jesu jedna interpretaija Iı = (I, ı) = ((S, IJ ), ı), interpretaija Iı.Za odreÆenu interpretaiju Iı=(I, ı) = ((S, IJ ), ı) mo�emo odgovoriti napita�e: kako se odreÆuje vrednost terma ili predikatske formule (nad datimjezikom J ) u toj interpretaiji? Poqnimo sa interpretaijom terma. Jedanterm t nad jezikom J qine promen	ive i konstante povezane operaijskim sim-bolima. U interpretaiji Iı = (I, ı) = ((S, IJ ), ı) vrednost svake promen	ivetog terma t je onaj element iz nosaqa S koji joj je pridru�en p-interpretaijom
ı; vrednost svake �egove individualne konstante i operaijskog simbola jeredom element nosaqa S i konkretna operaija nad elementima nosaqa S ukoje su se ta konstanta i operaijski simbol slikali funkijom IJ . Pre-ma tome, vrednost terma u jednoj interpretaiji Iı je rezultat odreÆenih ope-raija nad elementima nosaqa S, tj. to je neki element nosaqa S. Bax to i ka�edefiniija koja sledi, definiija vrednosti terma u nekoj interpretaiji.Definiija vrednosti terma u interpretaijiVrednost(ili znaqe�e) terma t u interpretaiji Iı=(I, ı) odreÆenojmodelom I=(S, IJ ) jezika J i p-interpretaijom ı :V →S, oznaqa-vamo sa Iı(t) i definixemo na slede�i naqin:

⋄ ako je term t neka promen	iva x, onda je Iı(t) = ı(x);
⋄ ako je term t neka konstanta c, onda je Iı(t) = cI ;
⋄ ako je term t oblika f(t1, ..., tn), gde su t1, ..., tn termi i f opera-ijski simbol jezika J du�ine n, onda je Iı(t) = fI(Iı(t1), ..., Iı(tn)).Pogledajmo jedan primer.Primer 2 Navedimo nekoliko terama na jeziku J = {∗, c}, gde je
∗ operaijski simbol du�ine 2, a c individualna konstanta:

x, c, (c ∗ x) ∗ y i ((c ∗ x) ∗ c) ∗ y.Potra�imo vrednost tih terama u interpretaiji Iı koja je odre-Æena modelom (N,+, 1) jezika J i p-interpretaijom ı : V → N zakoju je ı(x) = 3 i ı(y) = 5. Vrednosti tih terama su neki elementinosaqa modela, skupa prirodnih brojeva N:
Iı(x) = ı(x) = 3, Iı(c) = cI = 1,
Iı((c∗x)∗y) = Iı(c∗x)+Iı(y) = (Iı(c)+Iı(x))+Iı(y) = (1+3)+5 = 9,
Iı(((c∗x)∗c)∗y) = Iı((c∗x)∗c)+Iı(y) = ((Iı(c)+Iı(x))+Iı(c))+Iı(y)

= ((1 + 3) + 1) + 5 = 10.Vrednost terma u proizvo	noj interpretaiji nije: istinit ili neis-tinit. U svakoj interpretaiji istinita ili neistinita je predikatska for-mula. Pre nego xto damo definiiju vrednosti predikatske formule u nekojinterpretaiji, definiximo jednu relaiju izmeÆu p-interpretaija. Ako zamodel I = (S, IJ ) jezika J , promen	ivu x iz skupa promen	ivih V i dve p-interpretaije ı,  : V → S va�i: ı(y) je jednako (y) za sve promen	ive y iz



1.2. SEMANTIKA PREDIKATSKE LOGIKE 15skupa V osim mo�da kada je y bax promen	iva x, onda su ı i  u relaiji ≃x,tj. ı ≃x . Jasno je da je ≃x jedna relaija ekvivalenije7 nad skupom svihp-interpretaija iz skupa promen	ivih V u nosaq S.Definiija vrednosti predikatske formule u interpretaijiVrednost (ili istinosnu vrednost) predikatske formule F u nekojinterpretaiji Iı = (I, ı) odreÆenoj modelom I = (S, IJ ) jezika Ji p-interpretaijom ı : V → S, oznaqavamo sa Iı(F ) i definixemoovako:
⋄ ako je F elementarna formula ⊥, onda je Iı(⊥) = 0;
⋄ ako je F elementarna formula oblika ρ(t1, ..., tn),onda je Iı(ρ(t1, ..., tn)) = ρI(Iı(t1), ..., Iı(tn));
⋄ ako je F formula oblika A ∧B,onda je Iı(A ∧B) = min(Iı(A), Iı(B));
⋄ ako je F formula oblika A ∨B,onda je Iı(A ∨B) = max(Iı(A), Iı(B));
⋄ ako je F formula oblika A ⇒ B,onda je Iı(A ⇒ B) = max(1 − Iı(A), Iı(B));
⋄ ako je F formula oblika ∀xA, onda je
Iı(∀xA)=1 kada za svaku  : V → S,  ≃x ı va�i I(A)=1,inaqe je Iı(∀xA)=0;

⋄ ako je F formula oblika ∃xA, onda je
Iı(∃xA)=1 kada postoji  : V → S,  ≃x ı za koju je I(A)=1,inaqe je Iı(∃xA)=0.Ako za interpretaiju Iı=(I, ı) i formulu F va�i Iı(F )=1, ondaka�emo da je formula F istinita u toj interpretaiji Iı (ili da

Iı zadovo	ava formulu F ). A ako je Iı(F ) = 0, onda je formula Fneistinita (la�na) u toj interpretaiji (tj. Iı ne zadovo	ava for-mulu F ).Primetimo da vrednost svake od predikatskih formula A∧B, A∨B i A⇒Bzavisi od vrednosti �enih potformula A i B na isti naqin kao i vrednostiiskazne formule tog oblika od �enih odgovaraju�ih potformula (videti 2.2.1u [3℄). Osim toga, definiije veznika ⊤, ¬ i ⇔ iz 1.1.1 daju da iz iskaznelogike preuzimamo i naqin odreÆiva�a vrednosti formula oblika ⊤, ¬A i
A⇔B, tj. za neku interpretaiju Iı = (I, ı) i predikatsku formulu F va�i:

⋄ ako je F formula ⊤, onda je Iı(⊤) = 1;
⋄ ako je F formula oblika ¬A, onda je Iı(¬A) = 1− Iı(A);7pojam relaije ekvivalenije u [3℄, prva glava
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⋄ ako je F formula oblika A⇔B, onda je Iı(A⇔B)=1, kada je Iı(A)=Iı(B);inaqe je Iı(A⇔B) = 0.Istaknimo da ako je promen	iva x slobodna promen	iva formule F , ondaza jednu interpretaiju Iı=(I, ı) vrednost Iı(F ) zavisi od vrednosti ı(x), tj.

Iı(x). Naime, za neku drugu interpretaiju I=(I, ) sa istim modelom I je-zika J , kojom slobodna promen	iva x dobija vrednost (x) razliqitu od ı(x),vrednost I(F ), mo�e biti razliqita od vrednosti Iı(F ). Ali, ako je formula
F reqenia, tj. formula koja nema slobodnih promen	ivih, onda u svakojinterpretaiji Iı=(I, ı) vrednost Iı(F ) zavisi samo od modela I = (S, IJ ) je-zika J , a ne i od p-interpretaije ı. U stvari va�i slede�e svojstvo: za nekuinterpretaiju Iı = (I, ı) i formulu F vrednost Iı(F ) zavisi samo od vrednostislobodnih promen	ivih formule F u p-interpretaiji ı. Ovo �emo dokazatiu LEMI 2. Prvo na primerima objasnimo odreÆiva�e vrednosti predikatskihformula oblika ∀xA i ∃xA u nekoj interpretaiji.Primer 3 Posmatrajmo jezik J = {α, ∗, c} iz Primera 1 i ove tripredikatske formule nad tim jezikom:

∀xα(c, x) ∃xα(x, c) i ∀xα(x, x ∗ c).(1) Odredimo vrednost posmatranih predikatskih formula u inter-pretaiji Iı koja je data modelom ({0, 1, 2},≤,+, 0) jezika J i nekomp-interpretaijom ı : V → {0, 1, 2}.Interpretaija Iı prve formule je: ∀x (0 ≤ x).Na osnovu definiije vrednosti formule oblika ∀xA u nekoj inter-pretaiji, imamo slede�e: ako ho�emo da je Iı(∀xα(c, x)) = 1, ondamora biti I(α(c, x)) = 1 za sve p-interpretaije ,  : V →{0, 1, 2},za koje va�i  ≃x ı. Za svaku p-interpretaiju , pa i svaku odtih p-interpretaija , ≃x ı, interpretaija I formule α(c, x) je
0 ≤ (x), gde je (x) neki element iz nosaqa modela {0, 1, 2}. Zato,ako za sve , ≃x ı mora biti I(α(c, x)) = 1, to znaqi da mora bitiistinito 0 ≤ d za sve d ∈ {0, 1, 2}, tj. mora biti istinito: 0 ≤ 0 i
0 ≤ 1 i 0 ≤ 2. Dakle,

Iı(∀xα(c, x)) = 1ako i samo ako I(α(c, x)) = 1 za svaku ,  ≃x ıako i samo ako 0 ≤ 0 i 0 ≤ 1 i 0 ≤ 2.Slikovito reqeno, kvantifikator ∀ se predstav	a pomo�u logiqkogveznika konjunkije. Naime, ako imamo formulu ∀xA, onda pravi-mo sve mogu�e interpretaije I formule A tako xto promen	iva
x p-interpretaijama  uzima sve vrednosti iz nosaqa modela. Iformula ∀xA je istinita kada su istinite sve te interpretaijeformule A, tj. kada je istinita konjunkija tih interpretaija.Jasno je da tih interpretaija formule A ima koliko i elemenatanosaqa. Kada je taj nosaq konaqan skup, kao u ovom naxem primeru,onda imamo konaqno mnogo �ih povezanih konjunkijama, tj. imamo,da to tako nazovemo, konaqnu konjunkiju. U ovom naxem primeru



1.2. SEMANTIKA PREDIKATSKE LOGIKE 17konaqna konjunkija, konjunkija 0 ≤ 0 i 0 ≤ 1 i 0 ≤ 2, je is-tinita, stoga zak	uqujemo da je formula ∀xα(c, x) istinita u in-terpretaiji Iı=(({0, 1, 2},≤,+, 0), ı).Primetimo da odreÆiva�e vrednosti naxe formule ∀xα(c, x) u in-terpretaiji (({0, 1, 2},≤,+, 0), ı) nije zavisilo od izbora p-interp-retaije ı. Naime, ta formula, a i ostale formule iz ovog primerasu reqenie, zato vrednosti tih formula u nekoj interpretaiji
Iı = (I, ı) zavise samo od izbora modela I jezika J . Dakle, za mo-del I = ({0, 1, 2},≤,+, 0) jezika J vrednosti tih formula u sviminterpretaijama Iı = (I, ı) su jednake. U delu (2) posmatra�emodrugi model jezika J , ali prvo, odredimo vrednost preostale dveformule u interpretaiji Iı = (({0, 1, 2},≤,+, 0), ı).Interpretaija Iı druge formule je ∃x (x ≤ 0).Ako ho�emo da je Iı(∃xα(x, c))=1, onda je, po definiiji vrednostiformule oblika ∃xA u nekoj interpretaiji, dovo	no da naÆemobar jednu p-interpretaiju ,  ≃x ı, za koju va�i I(α(x, c)) = 1.Za svaku p-interpretaiju  (te i one sa osobinom  ≃x ı) inter-pretaija I formule α(x, c) je (x)≤ 0, gde je (x) neki element iz
{0, 1, 2}. Dakle, da bi bilo Iı(∃xα(x, c))= 1, mora da je za bar je-dan element d iz {0, 1, 2} istinito d ≤ 0, tj. mora da je istinito:
0 ≤ 0 ili 1 ≤ 0 ili 2 ≤ 0. Vidimo da, kako je kvantifikator ∀povezan sa konjunkijom, tako je kvantifikator ∃ povezan sa dis-junkijom: formula oblika ∃xA je istinita kada je istinita barjedna od svih mogu�ih interpretaija formule A (koje dobijamotako xto x uzima sve mogu�e vrednosti iz nosaqa modela jezika J ,ovde skupa {0, 1, 2}), tj. kada je istinita �ihova disjunkija. Unaxem primeru ta disjunkija je konaqna i samo je 0 ≤ 0 istinito.Znaqi, za neku p-interpretaiju 0, 0≃x ı, koja slika x u 0, imamo
I0(α(x, c))=1. Dakle, postoji p-interpretaija , ≃x ı, za koju je
I(α(x, c))=1, te va�i Iı(∃xα(x, c)) = 1. Stoga formula ∃xα(x, c)jeste istinita u interpretaiji Iı=(({0, 1, 2},≤,+, 0), ı).Interpretaija Iı tre�e formule je ∀x (x ≤ x+ 0).Kao i kod prve formule, da bi formula ∀xα(x, x ∗ c) bila istinitau interpretaiji Iı mora biti istinita ova konjunkija: 0≤0 + 0i 1 ≤ 1 + 0 i 2 ≤ 2 + 0, a ona jeste istinita. Dakle, dobijamoda je Iı(∀xα(x, x ∗ c)) = 1 tj. formula ∀xα(x, x ∗ c) je istinita uinterpretaiji Iı=(({0, 1, 2},≤,+, 0), ı).(2) Odredimo vrednost posmatranih predikatskih formula u in-terpretaiji Iı koja je data modelom (N, <,+, 2) jezika J i nekomp-interpretaijom ı : V → N.Za istinitost formule ∀xα(c, x) u interpretaiji Iı, potpuno istokao i u (1), mora biti istinito 2 < (x), za sve vrednosti (x) iznosaqa N, tj. mora biti istinito: 2 < 0 i 2 < 1 i 2 < 2 i 2 < 3 i... (Ovo je jedan niz konjunkija, i to beskonaqan, jer je beskonaqan



18 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKAi nosaq modela.) Imamo da su �ena prva tri qlana neistinita,pa zak	uqujemo da je Iı(∀xα(c, x)) = 0 tj. formula ∀xα(c, x) nijeistinita u interpretaiji Iı=((N, <,+, 2), ı).Xto se tiqe istinitosti formule ∃xα(x, c) u interpretaiji Iı,kao i u delu (1), mora biti istinito: 0 < 2 ili 1 < 2 ili 2 < 2ili 3 < 2 ili ... (Sada, u sluqaju kvantifikatora ∃, posmatramoniz disjunkija i on je beskonaqan, jer je takav i nosaq modela.)Imamo da su prva dva qlana istinita, pa za p-interpretaiju 0,
0≃x ı, koja x slika u 0 (ili 1) va�i I0(α(x, c)) = 1. Dakle, postojip-interpretaija ,  ≃x ı, za koju je I(α(x, c)) = 1, te formula
∃xα(x, c) jeste istinita u interpretaiji Iı=((N, <,+, 2), ı).Na kraju, interpretaija Iı tre�e formule je: ∀x (x < x+ 2).Za �enu vrednost u toj interpretaiji Iı potrebno je odrediti vred-nost I(α(x, x ∗ c)) za sve p-interpretaije  : V → S,  ≃x ı. Dakle,potrebno je ispitati istinitost svih formula d < d + 2, gde je dvrednost promen	ive x ma kojom ,  ≃x ı (xto znaqi da d mo�ebiti bilo koji prirodan broj). U stvari, potrebno ispitati isti-nitost: 0 < 0 + 2 i 1 < 1 + 2 i 2 < 2 + 2 i ... Svaki qlan ovog nizakonjunkija je istinit, tj. I(α(x, x∗c)) = 1 za sve p-interpretaije
,  ≃x ı, stoga je i Iı(∀xα(x, x ∗ c)) = 1. Dakle formula ∀xα(x, x ∗ c)je istinita u interpretaiji Iı=((N, <,+, 2), ı).Pogledajmo jox jedan primer.Primer 4 Posmatrajmo nad jezikom J ={α, ∗, c} iz Primera 3 jed-nu formulu koja ima slobodnih promen	ivih, formulu F :

∀xα(x, x ∗ y)sa slobodnom promen	ivom y. Neka je poznat model jezika J , model
(Z, <,+, 0). Za svaku, tj. proizvo	nu p-interpretaiju ı, ı : V →Z,interpretaija ((Z, <,+, 0), ı) posmatrane formule je

∀x (x < x+ ı(y)).Da bismo odredili vrednost formule F u nekoj interpretaiji
Iı = ((Z, <,+, 0), ı) moramo znati vrednost ı(y). Uzmimo prvo in-terpretaiju Iı1 = ((Z, <,+, 0), ı1), takvu da �ena p-interpretaija
ı1, ı1 :V →Z, promen	ivu y slika u 0, ı1(y) = 0. Interpretaija Iı1formule F je ∀x(x <x+0). Dakle, naxa formula F je neistinitau interpretaiji Iı1 . A sada uzmimo Iı2 =((Z, <,+, 0), ı2), sa p-in-terpretaijom ı2, ı2 : V →Z, ı2(y) = 1. Interpretaija Iı2 formule
F je ∀x (x<x+1), pa imamo da je formula F istinita u toj inter-pretaiji Iı2 . Vidimo da posmatrana formula ∀xα(x, x ∗ y) za istimodel jezika J , model (Z, <,+, 0), a za razliqite p-interpretaijena skupu promen	ivih V , tj. za razliqite vrednosti svoje slobodnepromen	ive y, ima razliqite istinosne vrednosti.



1.2. SEMANTIKA PREDIKATSKE LOGIKE 19Jasno je da su za svaku predikatsku formulu F nad nekim jezikom J zna-qajne one interpretaije Iı=(I, ı)=((S, IJ ), ı) u kojima je ona istinita, tj. oneza koje va�i Iı(F )=1. Takve interpretaije zva�emo modeli za formulu F .Definiija modela za predikatsku formuluAko je formula F istinita u interpretaiji Iı = (I, ı) = ((S, IJ ), ı),onda je ta interpretaija (I, ı) model za formulu F i to zapisujemo
(I, ı) |= F .U naxem Primeru 4 formula ∀xα(x, x ∗ y) je istinita u interpretaiji

Iı2 = ((Z, <,+, 0), ı2) i ta interpretaija je model za formulu ∀xα(x, x ∗ y).Ali imamo da ta formula nije istinita u interpretaiji Iı1 =((Z, <,+, 0), ı1)i za tu interpretaiju �emo re�i da je kontramodel za formulu ∀xα(x, x ∗ y).Ako imamo jezik J i jedan �egov model I=(S, IJ ), oqigledno je da za pro-izvo	an term t nad J i neku interpretaiju Iı = (I, ı) vrednost Iı(t) zavisisamo od vrednosti (u toj interpretaiji Iı) onih konstanti i promen	ivihkoje se jav	aju u termu t. Dakle, ako za jedan model I = (S, IJ ) jezika J imamodve interpretaije Iı = (I, ı) i I = (I, ) takve da za svaku promen	ivu x te-rma t va�i ı(x)= (x) (tj. Iı(x)= I(x)), onda je Iı(t)= I(t). U narednoj lemidokaza�emo ovo svojstvo.LEMA 1Neka su Iı = (I, ı) i I = (I, ) dve interpretaije, gde su I = (S, IJ ) model jezika
J i ı,  : V → S dve p-interpretaije. Ako za svaku promen	ivu x nekog terma tnad jezikom J va�i Iı(x) = I(x), onda je:

Iı(t) = I(t).DOKAZDokaz �e biti indukijom po slo�enosti terma t, tj. po broju ope-raijskih simbola u termu t.Najjednostavniji termi su konstante i promen	ive (broj operai-jskih simbola u �ima je 0). Ako je term t neka konstanta c, ondaodmah, na osnovu definiije vrednosti terma u interpretaiji,imamo Iı(t) = cI = I(t). Ako je term t neka promen	iva x1, ondaje Iı(t) = Iı(x1) = ı(x1) i I(t) = I(x1) = (x1) i kako va�i osobina
Iı(x1) =I(x1), to imamo: Iı(t)=I(t).Neka je sada term t oblika f(t1, ..., tm), za bilo koje terme t1, ..., tmi proizvo	an operaijski simbol f du�ine m jezika J . Promen-	ive terma t su promen	ive i terama t1, ..., tm. Zato za svaki tajterm va�i da interpretaije Iı i I (tj. p-interpretaije ı i )imaju jednake vrednosti za sve �ihove promen	ive i jox, ti termisu ma�e slo�enosti od terma t (jer t ima bar jedan operaijskisimbol (simbol f) vixe od svakog od �ih). Dakle, za �ih va�iindukijska pretpostavka, tj. imamo:

Iı(tl) = I(tl), za svaki term tl, 1 ≤ l ≤ m.



20 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKATada, na osnovu tog svojstva i definiije vrednosti terma u inter-pretaiji, imamo:
Iı(t) = fI(Iı(t1), ..., Iı(tm)) = fI(I(t1), ..., I(tm)) = I(t).Zak	uqujemo da dato svojstvo va�i za sve terme nad jezikom J .

♦A sada �emo dokazati da vrednost formule u nekoj interpretaiji Iı zavisisamo od vrednosti �enih slobodnih promen	ivih u toj interpretaiji Iı.LEMA 2Neka su Iı=(I, ı) i I=(I, ) dve interpretaije, gde su I=(S, IJ ) model jezika
J i ı,  : V → S dve p-interpretaije. Ako za svaku slobodnu promen	ivu x nekeformule F nad jezikom J va�i Iı(x) = I(x), onda je:

Iı(F ) = I(F ).DOKAZDokaz �e biti indukijom po slo�enosti formule F , tj. po broju
n, koji je zbir broja logiqkih veznika i broja kvantifikatora u tojformuli F .Baza indukije, n = 0, tj. F je neka elementarna formula. Ako je Fformula ⊥, onda odmah, na osnovu definiije vrednosti formule uinterpretaiji, imamo Iı(⊥)=0=I(⊥). Ako je F oblika ρ(t1, ..., tm),gde je ρ relaijski simbol du�ine m, a t1, ..., tm su neki termi, ondasu sve �ene promen	ive (ako ih ima) slobodne, pa za �ih va�i daimaju jednake vrednosti interpretaijama Iı i I. MeÆu �ima senalaze sve promen	ive i terama t1, ..., tm, te, po LEMI 1, imamo:

Iı(tl) = I(tl), za svaki term tl, 1 ≤ l ≤ m.Koriste�i tu osobinu i definiiju vrednosti formule u inter-pretaiji, dobijamo:
Iı(F ) = ρI(Iı(t1), ..., Iı(tm)) = ρI(I(t1), ..., I(tm)) = I(F ).Indukijska pretpostavka: lema va�i za svaku formulu F koja imama�e od n logiqkih veznika i kvantifikatora.Dokaz da lema va�i za formulu sa n veznika i kvantifikatora.Posmatrajmo formulu F koja ima n logiqkih veznika i kvantifika-tora. Formula F mo�e imati jedan od slede�ih oblika:

A ∧B, A ∨B, A ⇒ B, ∀xA ili ∃xA.Kako je SP (A∧B)=SP (A∨B)=SP (A⇒B)=SP (A)∪SP (B), to akoje F oblika A∧B, A∨B ili A⇒B, onda se sve slobodne promen	iveformula A i B nalaze u SP (F ). Zato za sve slobodne promen	iveformula A i B imamo da su im vrednosti u interpretaijama Iı i
I jednake. Te formule su ma�e slo�enosti od F , pa za �ih va�iindukijska pretpostavaka: Iı(A)=I(A) i Iı(B)=I(B). Stoga, podefiniiji vrednosti formule u interpretaiji, dobijamo:



1.2. SEMANTIKA PREDIKATSKE LOGIKE 21ako je F oblika A ∧B, onda je
Iı(F ) = min(Iı(A), Iı(B)) = min(I(A), I(B)) = I(F );ako je F oblika A ∨B, onda je
Iı(F )=max(Iı(A), Iı(B))=max(I(A), I(B))= I(F );ako je F oblika A ⇒ B, onda je
Iı(F )=max(1−Iı(A), Iı(B))=max(1−I(A), I(B))= I(F ).Ostaje jox da vidimo sluqajeve kada formula F ima oblik ∀xA ili
∃xA. Na osnovu osobine SP (∀xA)=SP (∃xA)=SP (A)\{x}, imamo daskup slobodnih promen	ivih formule A, skup SP (A), je SP (F ) samo�da jox promen	ivom x. Dakle, za svaku slobodnu promen	ivu
z formule A razliqitu od x va�i Iı(z) = I(z).Neka je formula F oblika ∀xA.Ako je Iı(∀xA)=0, onda postoji neka p-interpretaija ı, ı :V→S sasvojstvom ı ≃x ı za koju va�i Iı(A)=0. Posmatramo p-interpretaiju
,  : V → S sa svojstvom  ≃x  i (x) = ı(x). Za formulu A, koja jema�e slo�enosti od formule F , svaku �enu slobodnu promen	ivu
z i interpretaije Iı i I imamo Iı(z)=I(z) (jer, na osnovu osobine
Iı i I i definiije ≃x, za z 6= x va�i Iı(z)= Iı(z)= I(z)= I(z)i jox za z = x imamo Iı(x) = I(x)), pa za �ih va�i indukijskapretpostavka: Iı(A)=I(A). Dakle, za interpretaiju I sa osobi-nom  ≃x  va�i: I(A)=0. Stoga, na osnovu definiije vrednostiformule u interpretaiji, imamo I(∀xA) = 0. Na potpuno istinaqin se pokazuje da ako je I(∀xA) = 0, onda mora da je Iı(∀xA) = 0.Dakle va�i:

Iı(∀xA) = 0 akko I(∀xA) = 0.Tako smo dokazali da ako je F oblika ∀xA, onda va�i: Iı(F )= I(F ).Imamo jox sluqaj kada je formula F oblika ∃xA. Postupaju�i kaou sluqaju kada je F oblika ∀xA, mo�e se pokazati:
Iı(∃xA)=1 akko I(∃xA)=1i time dobijamo da i ako je F oblika ∃xA va�i: Iı(F )=I(F ).Dakle, zak	uqujemo da tra�eno svojstvo va�i za sve predikatskeformule F nad nekim jezikom J .

♦Na kraju ovog ode	ka definiximo i model za skup predikatskih formula.Definiija modela za skup predikatskih formulaAko za interpretaiju Iı = (I, ı) = ((S, IJ ), ı) i za svaku formulu Fiz nekog skupa predikatskih formula Γ va�i Iı(F )=1, onda ka�emoda je interpretaija Iı model za taj skup formula Γ.



22 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKA1.2.2 Va	ane formuleZnamo da u semantii iskazne logike entralno mesto zauzimaju tautologije,iskazne formule koje su istinite za bilo koju valuaiju �ihovih iskaznihslova. Svojstvo koje mo�emo zahtevati od jedne predikatske formule nad da-tim jezikom J , a koje liqi na svojstvo tautologije, je da ta formula budeistinita u svakoj interpretaiji Iı = (I, ı) za jedan model I = (S, IJ ) jezika
J (tj. da za jedan model I jezika J svaka interpretaija Iı = (I, ı) bude mo-del za tu formulu). Mo�emo tra�iti i vixe: da formula bude istinita usvakoj interpretaiji Iı=(I, ı) za svaki model I=(S, IJ ) jezika J . Posmatra-jmo prvo sluqaj kada je formula istinita u svim interpretaijama Iı =(I, ı)sa istim modelom I=(S, IJ ) datog jezika J .Definiija va	ane formule u modelu IAko za formulu F nad nekim jezikom J , neki model I = (S, IJ ) togjezika J i svaku p-interpretaiju ı, ı :V→S, tj. svaku interpreta-iju Iı = (I, ı), va�i Iı(F ) = 1, onda ka�emo da je model I model zaformulu F , tj. formula F je va	ana u modelu I i pixemo I |= F .Pogledajmo odmah jedan primer.Primer 5 Imamo jezik J = {α, ◦}, gde su α i ◦ redom relaijski ioperaijski simbol du�ine 2. Posmatrajmo predikatsku formulu

∀x∃yα(x, y)nad jezikom J i model (R, <,+) tog jezika. Sa tim modelom imamorazliqite interpretaije Iı = ((R, <,+), ı) koje dobijamo pomo�urazliqitih p-interpretaija ı, ı :V→R. Za svaku Iı=((R, <,+), ı)imamo da je interpretaija posmatrane formule
∀x∃y(x < y).Dakle formula ∀x∃yα(x, y) je istinita u svim tim interpretai-jama Iı = ((R, <,+), ı), pa je formula ∀x∃yα(x, y) va	ana u modelu

(R, <,+) i to zapisujemo ovako: (R, <,+) |= ∀x∃yα(x, y).Neko �e re�i: jasno je da vrednost ove formule ne zavisi od p-in-terpretaija jer je ona reqenia i nema slobodnih promen	ivih.Sla�emo se sa tom primedbom i dajemo jox jedan primer. Posma-trajmo formulu
∀xα(x, x ◦ y)sa slobodnom promen	ivom y i model I = (N,≤,+) jezika J . Iovde imamo razliqite p-interpretaije ı, ı:V→N. Te p-interpreta-ije slobodnu promen	ivu y slikaju u razliqite prirodne brojevei vrednosti formule ∀xα(x, x ◦ y) u interpretaijama Iı = (I, ı)mogu biti razliqite. Posmatrajmo jednu odreÆenu interpretaiju

Iı0=(I, ı0). Interpretaija Iı0 posmatrane formule je:
∀x(x ≤ x+ ı0(y)),za Iı0(y) = ı0(y) = c0, tj. vrednost slobodne promen	ive y je nekielement c0 iz nosaqa modela I jezika J , skupa N. Poka�imo da



1.2. SEMANTIKA PREDIKATSKE LOGIKE 23vrednost Iı0(∀xα(x, x ◦ y)) jeste 1. Dakle, poka�imo da za svaku p-interpretaiju  sa osobinom ≃x ı0 va�i: I(α(x, x ◦ y))=1, tj. daje istinito (x)≤(x) + c0. Kako p-interpretaijama , ≃x ı0, pro-men	iva x mo�e dobijati razliqite vrednosti (x) iz skupa pri-rodnih brojeva, onda mora da je istinito d ≤ d+ c0 za proizvo	an(tj. svaki) prirodan broj d. To jeste istinito, pa imamo da va�i
Iı0(∀xα(x, x ◦ y)) = 1. Znaqi, formula ∀xα(x, x ◦ y) je istinita uinterpretaiji Iı0 sa modelom (N,≤,+) jezika J u kojoj je vrednost�ene slobodne promen	ive y prirodan broj c0, tj. Iı0(y) = c0. Odmahprimetimo da kako je istinito d ≤ d + c0 za svako d iz skupaN, to jeistinito i za svako c0 izN, tj. istinito je d ≤ d + c za sve elemente
d i c nosaqa modela (N,≤,+) jezika J . Na osnovu toga, mi tvrdimoda je Iı(∀xα(x, x ◦ y)) = 1 za svaku interpretaiju Iı =((N,≤,+), ı)(tj. za svaku interpretaiju dobijenu od modela (N,≤,+) i jedne odsvih mogu�ih p-interpretaija ı, ı :V→N). Naime, za svaku druguinterpretaiju Iı1 = ((N,≤,+), ı1), kada je vrednost slobodne pro-men	ive y neki drugi prirodan broj c1, Iı1(y) = ı1(y) = c1, imamo:naxa formula ∀xα(x, x ◦ y) je istinita u toj interpretaiji ako jeza svaki prirodan broj d istinito d ≤ d+c1. Dakle, da bi vrednost
Iı(∀xα(x, x◦ y)) bila 1 u svakoj interpretaiji Iı=((N,≤,+), ı) to,mora da je istinito d ≤ d + c, za bilo koja dva prirodna broja c i
d. Poxto to va�i, mi zak	uqujemo da jeste Iı(∀xα(x, x ◦ y))= 1 zasvaku interpretaiju Iı=((N,≤,+), ı). Dakle, formula ∀xα(x, x◦y)je va	ana u modelu (N,≤,+), tj.

(N,≤,+) |= ∀xα(x, x ◦ y).Znaju�i sada xta znaqi da je formula va	ana u nekom modelu jezika, pogle-dajmo ponovo nax Primer 3. Za jezik J , �egove modele i formule iz togprimera imamo:
({0, 1, 2},≤,+, 0) |= ∀xα(c, x)

({0, 1, 2},≤,+, 0) |= ∃xα(x, c)

({0, 1, 2},≤,+, 0) |= ∀xα(x, x ∗ c)

(N, <,+, 2) |= ∃xα(x, c)

(N, <,+, 2) |= ∀xα(x, x ∗ c).Videli smo formule koje su istinite u svim interpretaijama Iı = (I, ı)sa istim modelom I = (S, IJ ), tj. videli smo va	ane formule u jednom modelujezika J . Ali, kao xto smo primetili na poqetku ovog ode	ka, mo�emo inexto vixe od toga da tra�imo. Naime, mo�emo da tra�imo da neka formula
F , nad datim jezikom J , bude istinita u svakoj interpretaiji Iı = (I, ı), gdeje I = (S, IJ ) bilo koji model jezika J , tj. da ta formula F bude va	ana usvakom modelu jezika J . Da li postoje takve formule? Postoje. Evo primera.Primer 6 Imamo jezik J = {β}, gde je β relaijski simbol du�ine1, i posmatramo slede�u formulu nad tim jezikom:
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β(x) ∨ ¬β(x).Za svaki model I=(S, βI) jezika J i svaku p-interpretaiju ı :V→S,

ı(x)=d, interpretaija te formule je
βI(d) ∨ ¬βI(d).

βI(d) mo�e biti ili istinito ili la�no. U sluqaju da je istinito,onda �e ¬βI(d) biti la�no, i u drugom sluqaju, ako βI(d) jestela�no, onda je ¬βI(d) istinito. Znaqi, u oba sluqaja dobijamo da je
βI(d)∨¬βI(d) istinito. Dakle, za svaki model I = (S, βI) jezika Ji svaku p-interpretaiju ı :V→S formula β(x)∨¬β(x) je istinita,tj. ona je va	ana u svakom modelu I = (S, βI) jezika J . Formulekoje imaju tu osobinu zovemo va	ane formule.Definiija va	ane formuleAko je predikatska formula F nad nekim jezikom J va	ana u svakommodelu tog jezika, onda je ta formula F jedna va	ana formula ipixemo |= F .Va	ane formule imaju entralno mesto u semantii predikatske logikeisto kao xto tautologije imaju entralno mesto u semantii iskazne logike.Postoji i va�na veza izmeÆu tautologija i va	anih formula. Naime, postojipostupak kojim od tautologija pravimo va	ane formule. Odmah �emo pred-staviti taj postupak. Pogledajmo va	anu formulu iz Primera 6. U toj va-	anoj formuli je sakrivena, nama dobro poznata, tautologija p ∨ ¬p. Va	a-na formula β(x) ∨ ¬β(x) je dobijena tako xto je u tautologiji p ∨ ¬p �enoiskazno slovo p zame�eno predikatskom formulom β(x). Name�e se pita�e: dali tim postupkom, koriste�i bilo koju tautologiju i predikatske formule,mo�emo dobiti va	ane formule? Odgovor je: da. Pre nego xto to poka�emo,dogovorimo se oko nekih oznaka. Ako su p1, ..., pn sva, meÆusobno razliqita,iskazna slova jedne iskazne formule F , onda �emo tu formulu oznaqavati

F (p1, ..., pn). Da	e, za proizvo	ne meÆusobno razliqite predikatske formule
A1, ..., An, predikatsku formulu, koja se dobija kada se u iskaznoj formuli
F (p1, ..., pn) svako jav	a�e iskaznog slova pk zameni formulom Ak, za svako k(1 ≤ k ≤ n), oznaqava�emo sa F (A1, ..., An). Sada mo�emo formulisati oso-binu koja daje postupak za prav	e�e va	anih formula od tautologija: akoje F (p1, ..., pn) tautologija i A1, ..., An proizvo	ne predikatske formule nadnekim jezikom J , onda je F (A1, ..., An) va	ana formula.U Primeru 6 iskazna formula F (p) (sa jednim iskaznim slovom p) je tau-tologija p∨¬p, predikatska formula koja zame�uje �eno jedino iskazno slovo pje elementarna formula β(x), pa je predikatska formula F (β(x)) bax predikat-ska formula β(x) ∨ ¬β(x) za koju smo dokazali da je va	ana formula.Na formulama F (p) i F (β(x)) iz naxeg Primera 6, formulama p ∨ ¬p i
β(x)∨¬β(x), pokaza�emo kako je povezano odreÆiva�e vrednosti v(F (p1, ..., pn))(za proizvo	nu valuaiju v iskaznih formula) sa odreÆiva�em vrednosti
Iı(F (A1, ..., An)) (za proizvo	nu interpretaiju Iı predikatskih formula).Podsetimo se postupka odreÆiva�a istinosnih vrednosti iskaznih formula, i



1.2. SEMANTIKA PREDIKATSKE LOGIKE 25odredimo za neku valuaiju v vrednost v(F (p)) = v(p∨¬p). Valuaijom v svakoiskazno slovo formule F (p) (u sluqaju naxe formule samo slovo p) je dobiloneku vrednost v(p) i onda raqunamo v(F (p))=v(p ∨ ¬p) na slede�i naqin:
v(F (p)) = v(p ∨ ¬p) = max(v(p), 1 − v(p)).Znamo da nekom drugom valuaijom v iskazno slovo p mo�e imati drugu vred-nost, tj. mo�e v(p) biti razliqito od v(p), ali �e se v(F (p)) raqunati na istinaqin koriste�i vrednost v(p): maksimum vrednosti v(p) i 1− v(p).Vratimo se u predikatsku logiku i odredimo Iı(F (β(x))) = Iı(β(x) ∨ ¬β(x))za neku interpretaiju Iı. U interpretaiji Iı potformula β(x) ima svojuvrednost Iı(β(x)), a Iı(F (β(x))) = Iı(β(x) ∨ ¬β(x)) raqunamo ovako:

Iı(F (β(x))) = Iı(β(x) ∨ ¬β(x)) = max(Iı(β(x)), 1 − Iı(β(x))).Za neku drugu interpretaiju Iı vrednost formule β(x), Iı(β(x)), �e mo�dabiti razliqita od Iı(β(x)), ali �e se vrednost Iı(β(x) ∨ ¬β(x)) raqunati uzavisnosti od Iı(β(x)) po istom zakonu kao u interpretaiji Iı: maksimumvrednosti Iı(β(x)) i 1− Iı(β(x)).Zavisnost vrednosti v(F (p)) od v(p) i zavisnost vrednosti Iı(F (β(x))) od
Iı(β(x)) date su istom funkijom, tj. imamo

v(F (p)) = h(v(p)) i Iı(F (β(x))) = h(Iı(β(x))),gde je h : {0, 1} → {0, 1}, h(z) = max(z, 1− z), a v proizvo	na valuaija iskaz-nih formula i Iı proizvo	na interpretaija predikatskih formula.Ova osobina va�i i za svaku iskaznu formulu F (p1, ..., pn) i predikatsku for-mulu F (A1, ..., An) koja je dobijena iz te iskazne formule na naqin koji smove� predstavili. Naime, istom funkijom je opisana zavisnost vrednosti
v(F (p1, ..., pn)) od v(p1), ..., v(pn) (za bilo koju valuaiju v iskaznih formula)i zavisnost vrednosti Iı(F (A1, ..., An)) od Iı(A1), ..., Iı(An) (za bilo koju inter-pretaiju Iı predikatskih formula), tj. ta zavisnost je opisana nekom fun-kijom h : {0, 1}n → {0, 1} i va�i:

v(F (p1, ..., pn)) = h(v(p1), ..., v(pn))i
Iı(F (A1, ..., An)) = h(Iı(A1), ..., Iı(An)).A sada �emo i dokazati da je postupak prav	e�a va	anih formula od tau-tologija, koji smo predstavili, ispravan i pri tome �emo koristiti ovu oso-binu koja va�i za raquna�e vrednosti formula F (p1, ..., pn) i F (A1, ..., An).TEOREMA 1Ako je formula F (p1, ..., pn) tautologija i A1, ..., An su neke predikatske formule,onda je formula F (A1, ..., An) va	ana formula.DOKAZPretpostavimo da su A1, ..., An predikatske formule nad jezikom J .Potrebno je pokazati da je u svakoj interpretaiji Iı = (I, ı), gde je

I = (S, IJ ) model jezika J , vrednost Iı(F (A1, ..., An)) jednaka 1.Za iskaznu formulu F (p1, ..., pn) i svaku valuaiju v imamo da iskaz-na slova p1, ..., pn dobijaju vrednosti v(p1), ..., v(pn) i neka funkija
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h:{0, 1}n → {0, 1} (ista je za sve valuaije), opisuje zavisnost vred-nosti v(F (p1, ..., pn)) od vrednosti v(p1), ..., v(pn), tj.

v(F (p1, ..., pn)) = h(v(p1), ..., v(pn)).S druge strane, za formulu F (A1, ..., An) i svaku interpretaiju Iıimamo da je zavisnost Iı(F (A1, ..., An)) od Iı(A1), ..., Iı(An) opisanaistom funkijom h kao i zavisnost v(F (p1, ..., pn)) od vrednosti
v(p1), ..., v(pn), tj. imamo

Iı(F (A1, ..., An)) = h(Iı(A1), ..., Iı(An)).Posmatrajmo sada proizvo	nu, bilo koju, interpretaiju Iı = (I, ı)i odredimo vrednost Iı(F (A1, ..., An)). Tom interpretaijom predi-katske formuleA1, ..., An dobijaju redom vrednosti Iı(A1), ..., Iı(An).Da	e, posmatrajmo jednu valuaiju v kojom iskazna slova p1, ..., pnformule F (p1, ..., pn) dobijaju vrednost ovako:
v(pk) je jednako Iı(Ak), za svako k, 1 ≤ k ≤ n.Kako je formula F (p1, ..., pn) tautologija ona je istinita za svakuvaluaiju svojih iskaznih slova p1, ..., pn, pa i za valuaiju v. Dakle,

1 = v(F (p1, ..., pn)) = h(v(p1), ..., v(pn)).Konaqno, koriste�i sve ove navedene osobine, izraqunajmo vrednostformule F (A1, ..., An) u posmatranoj proizvo	noj interpretaiji
Iı = (I, ı), izraqunajmo Iı(F (A1, ..., An)):
Iı(F (A1, ..., An)) = h(Iı(A1), ..., Iı(An))

= h(v(p1), ..., v(pn)), jer je v(pk) = Iı(Ak), 1 ≤ k ≤ n

= v(F (p1, ..., pn)) = 1.Znaqi, u proizvo	noj interpretaiji Iı = (I, ı) vrednost formule
F (A1, ..., An) je 1. Stoga zak	uqujemo da u svakoj interpretaijivrednost formule F (A1, ..., An) jeste 1, tj. da je F (A1, ..., An) va	anaformula.

♦Nastavimo sa poveziva�em osobina iskaznih i predikatskih formula. U is-kaznoj logii pravilo izvoÆe�a �enog hilbertovskog formalnog sistema, pra-vilo modus ponens (MP), quva svojstvo iskaznih formula: biti tautologija,tj. va�i: ako su A i A ⇒ B tautologije, onda je i B tautologija (videtiTEOREMU 5 (TEOREMU MP) u ode	ku 2.2.4 u [3℄). I hilbertovski formalnisistem predikatske logike ima pravilo izvoÆe�a modus ponens (MP) (videtiode	ak 2.1.3 u drugoj glavi) i to pravilo quva svojstvo predikatskih formula:biti va	ana, tj. va�i: ako su A i A⇒B va	ane formule, onda je i B va	ana.TEOREMA 2 (TEOREMA MP )Ako su formule A i A ⇒ B va	ane formule, onda je i B va	ana formula.DOKAZImamo da su formule A i A⇒B va	ane formule, pa za svaku inter-



1.2. SEMANTIKA PREDIKATSKE LOGIKE 27pretaiju Iı = (I, ı) va�i: Iı(A) = 1 i Iı(A⇒ B) = 1. Koriste�ita svojstva i definiiju vrednosti formule u interpretaiji, zasvaku interpretaiju Iı dobijamo:
1 = Iı(A⇒B) = max(1 − Iı(A), Iı(B)) = max(0, Iı(B)) = Iı(B).Dakle, dobijamo da je Iı(B) jednako 1 za svaku interpretaiju Iı, tj.formula B je va	ana formula.

♦Hilbertovski formalni sistem predikatske logike osim pravila MP imajox jedno pravilo izvoÆe�a, pravilo generalizacije (Gen) (videti ode	ak 2.1.3u drugoj glavi). I za pravilo Gen va�i svojstvo da quva va	anost, dato uteoremi koja sledi.TEOREMA 3 (TEOREMA Gen)Ako je formula A va	ana formula, onda je i ∀xA va	ana formula.DOKAZPosmatrajmo proizvo	nu interpretaiju Iı = (I, ı). Imamo da jeformula A va	ana, xto znaqi da je formula A istinita u sviminterpretaijama. Stoga, i u svim interpretaijama I takvim daje  ≃x ı, formula A je istinita, tj. I(A) = 1. To, na osnovu defi-niije vrednosti formule u interpretaiji, znaqi da Iı(∀xA) jeste
1. Dakle, za proizvo	nu interpretaiju Iı dobijamo Iı(∀xA)=1, tezak	uqujemo da je ∀xA va	ana formula.

♦U TEOREMI 3 je data veza izmeÆu pravila izvoÆe�a Gen i va	anosti, alijasno je da va�i i ovaj smer: ako je ∀xA va	ana formula, onda je i A va-	ana formula. Po definiiji va	ane formule dovo	no je da, koriste�ipretpostavku da je ∀xA va	ana formula, za proizvo	nu interpretaiju Iıpoka�emo da va�i Iı(A) = 1. Posmatrajmo dakle, proizvo	nu interpretaiju
Iı. Kako je ∀xA va	ana formula, to je Iı(∀xA) = 1. Stoga, na osnovu defini-ije Iı, za svaku  sa osobinom  ≃x ı va�i I(A)=1. Pogledajmo jednu od tak-vih p-interpretaija, p-interpretaiju 0, za koju je 0(x) = ı(x). Na osnovudefiniije ≃x i svojstva 0(x) = ı(x), imamo da za svaku slobodnu promen	ivu
y formule A va�i I0(y) = Iı(y), te po LEMI 2, dobijamo da je Iı(A) jednako
I0(A), tj. Iı(A) je 1. Dakle, za proizvo	nu interpretaiju Iı dobili smo
Iı(A) = 1. Znaqi, A je va	ana formula. Na osnovu ove osobine i TEOREME 3(TEOREME Gen), va�i slede�a lema.LEMA 3Formula A je va	ana formula ako i samo ako je ∀xA va	ana formula.U stvari va�i ova osobina predikatskih formula.



28 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKATEOREMA 4Za proizvo	ne, meÆusobno razliqite, promen	ive x1,...,xn i formulu F va�i:
F je va	ana formula akko je ∀x1...∀xnF va	ana formula.DOKAZDokaz �emo izvesti indukijom po broju promen	ivih x1, ..., xn.Baza indukije, n = 1: odmah, na osnovu LEME 3, imamo:

F je va	ana formula akko je ∀x1F va	ana formula.Indukijska pretpostavka: imamo n− 1 promen	ivih, promen	ive
x1, ..., xn−1, i va�i

F je va	ana formula akko je ∀x1...∀xn−1F va	ana formula.Posmatrajmo formulu F i n promen	ivih, promen	ive x1, ..., xn.Na osnovu LEME 3 va�i:
F je va	ana formula akko ∀xnF je va	ana formula.Jox, za formulu ∀xnF i promen	ive x1,..., xn−1, kojih ima n − 1,va�i indukijska pretpostavka:

∀xnF je va	ana formula akko ∀x1...∀xn−1∀xnF je va	ana formula.Dakle: F je va	ana formula akko je ∀x1...∀xnF va	ana formula.
♦Posledia TEOREME 4 je va�no svojstvo svake predikatske formule F i�enog zatvore�a, koje �emo predstaviti u Zadatku 1.Zadatak 1 F je va	ana akko je �eno zatvore�e va	ana formula.Ako je formula F reqenia �eno zatvore�e je ista ta formula F ,pa ovo svojstvo va�i. Ako formula F nije reqenia, i x1, ..., xnsu sve �ene, meÆusobno razliqite, slobodne promen	ive, onda naosnovu TEOREME 4, imamo:

F je va	ana formula akko je ∀x1...∀xnF va	ana formula,tj. F je va	ana formula akko je �eno zatvore�e va	ana formula.U iskaznoj logii dve iskazne formule A i B su semantiqki ekvivalentneako je formula A⇔B tautologija. Ovde �e predikatske formule A i B bitisemantiqki ekvivalentne ako je A⇔B va	ana formula.Definiija ekvivalentnih predikatskih formulaDve predikatske formule A i B nad nekim jezikom J su semantiqkiekvivalentne (ili kra�e, ekvivalentne) ako je formula A ⇔ B va-	ana, tj. |= A ⇔ B.Zadatak 2 Poka�imo slede�e svojstvo ekvivalentnih formula:formule A i B su ekvivalentne ako i samo ako za svaku inter-pretaiju Iı = (I, ı), va�i: Iı(A) = Iı(B).



1.2. SEMANTIKA PREDIKATSKE LOGIKE 29Pretpostavimo da su formule A i B ekvivalentne. Dakle, imamo daje A⇔B va	ana formula, tj. |= A⇔B. To znaqi da za svaku inter-pretaiju Iı=(I, ı) va�i Iı(A⇔B)=1. Iz Iı(A⇔B)=1, na osnovudefiniije vrednosti formule oblika A⇔B u interpretaiji, do-bijamo da je Iı(A) jednako Iı(B): Iı(A) = Iı(B).S druge strane, ako za svaku interpretaiju Iı jeste Iı(A)= Iı(B),onda, po definiiji vrednosti Iı(A⇔B), za svaku interpretaiju
Iı va�i da je Iı(A⇔B)jednako 1. Dakle, A ⇔ B je va	ana formula,tj. formule A i B su ekvivalentne.Na skupu svih predikatskih formula nad nekim jezikom J mo�emo defini-sati binarnu relaiju, relaiju ≡, koja je analogna binarnoj relaiji ≡ naskupu svih iskaznih formula (2.2.2 u [3℄). Znaqi imamo:

A ≡ B ako i samo ako su formule A i B ekvivalentne.Dokazuje se analogno kao i u iskaznom sluqaju da je relaija ≡ jedna relaijaekvivalenije ali ovde na skupu predikatskih formula nad datim jezikom J .Zadatak 3 Poka�imo dva svojstva va	anih formula, koje �e bitikorix�ena u dokaziva�u drugih svojstava predikatskih formula.(1) Ako je |= A ⇔ B i |= B ⇔ C, onda je |= A ⇔ C.Iz |= A ⇔ B i |= B ⇔ C, na osnovu definiije va	anih formulaimamo Iı(A)=Iı(B) i Iı(B)=Iı(C) za svaku interpretaiju Iı. Dakleva�i Iı(A) = Iı(C) za svaku interpretaiju Iı, te je A ⇔ C va	anaformula, tj. |= A ⇔ C.(2) Ako je |= A ⇔ B, |= C ⇔ D i |= A ⇒ C, onda je |= B ⇒ D.Definiija va	anih formula daje: Iı(A) = Iı(B), Iı(C) = Iı(D) i
Iı(A ⇒ C) = 1 za svaku interpretaiju Iı. Koriste�i te vrednosti,po definiiji vrednosti formule u interpretaiji, za svaku in-terpretaiju Iı dobijamo:
1=Iı(A⇒C)=max(1−Iı(A), Iı(C))=max(1−Iı(B), Iı(D))=Iı(B⇒D).Dakle, formula B⇒D je va	ana formula.U narednoj teoremi pokaza�emo jox neke osobine ekvivalentnih predikat-skih formula.TEOREMA 5Neka su A i B predikatske formule nad nekim jezikom J .(1) Ako je |= A ⇔ B, onda je |= ¬A ⇔ ¬B.(2) Ako je |= A ⇔ B, onda za proizvo	nu predikatsku formulu C nad J va�i:(∧1) |= (C ∧A) ⇔ (C ∧B) i (∧2) |= (A ∧ C) ⇔ (B ∧ C);(∨1) |= (C ∨A) ⇔ (C ∨B) i (∨2) |= (A ∨ C) ⇔ (B ∨ C);(⇒1) |= (C ⇒ A) ⇔ (C ⇒ B) i (⇒2) |= (A ⇒ C) ⇔ (B ⇒ C);(⇔1) |= (C ⇔ A) ⇔ (C ⇔ B) i (⇔2) |= (A ⇔ C) ⇔ (B ⇔ C).(3) Ako je |= A ⇔ B, onda je |= ∀xA ⇔ ∀xB.



30 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKA(4) Ako je |= A ⇔ B, onda je |= ∃xA ⇔ ∃xB.DOKAZDelovi (1) i (2) dokazuju se analogno kao delovi (1) i (2) LEME 1(LEME O ZAMENI EKVIVALENATA) u iskaznoj logii (iz 2.2.2 u [3℄).(3) Iz |= A ⇔ B imamo ekvivalentnost formula A i B, tj. za svakuinterpretaiju Iı=(I, ı)=((S, IJ ), ı) va�i: Iı(A) = Iı(B). Poka�i-mo da onda, za svaku interpretaiju Iı va�i i Iı(∀xA) = Iı(∀xB).Dakle, posmatramo bilo koju, potpuno proizvo	nu interpretaiju
Iı i za �u poka�imo tu osobinu. Na osnovu definiije vrednostiformule u interpretaiji, da bismo odredili vrednost Iı(∀xA) ivrednost Iı(∀xB) moramo znati redom vrednosti I(A) i vrednos-ti I(B), za sve p-interpretaije ,  : V → S, sa osobinom  ≃x ı.Kako su vrednosti formula A i B meÆusobno jednake za svaku in-terpretaiju, onda to va�i i za svaku interpretaiju I, qija p-in-terpretaija  ima osobinu  ≃x ı. Dakle, za proizvo	nu interpre-taiju Iı imamo:

Iı(∀xA) = 1akko za svaku ,  ≃x ı, va�i: I(A) = 1, def. vr. form. u int.akko za svaku ,  ≃x ı, va�i: I(B) = 1, jer je I(A) = I(B)akko Iı(∀xB) = 1, def. vr. form. u int.To znaqi da su formule ∀xA i ∀xB ekvivalentne, tj. da je formula
∀xA ⇔ ∀xB va	ana.(4) Dokazuje se analogno kao deo (3).

♦U zadaima koji slede, Zadaima 4-9, predstavi�emo neke znaqajne va	aneformule, od kojih istiqemo one iz Zadataka 4, 5 i 6.Zadatak 4 Poka�imo da su(1) ∀x∀yA ⇔ ∀y∀xA(2) ∃x∃yA ⇔ ∃y∃xA(3) ∀xA ⇔ ∀yAx
y , gde je y promen	iva koja se ne jav	a u formuli A(4) ∃xA ⇔ ∃yAx
y , gde je y promen	iva koja se ne jav	a u formuli Ava	ane formule.(1) Poxto je formula ∀x∀yA ⇔ ∀y∀xA oblika C⇔D, ona �e bitiva	ana ako su formule ∀x∀yA i ∀y∀xA ekvivalentne. Da bismoto dokazali dovo	no je pokazati da za svaku interpretaiju va�i:

Iı(∀x∀yA)=0 ako i samo ako Iı(∀y∀xA)=0. Posmatrajmo proizvo	nuinterpretaiju Iı=((S, IJ ), ı). Pretpostavimo prvo, da va�i:
Iı(∀x∀yA)=0,



1.2. SEMANTIKA PREDIKATSKE LOGIKE 31onda postoji 0, 0 ≃x ı, da je I0(∀yA)=0, def. vr. form. u int.,da	e postoji ℓ0, ℓ0 ≃y 0, da je Iℓ0(A)=0, def. vr. form. u int.,zato za svaku ℓ, ℓ ≃x ℓ0, jeste Iℓ(∀xA)=0, def. vr. form. u int.,stoga posmatramo ℓ1 takvu da je: ℓ1 ≃x ℓ0 i ℓ1(x) = ı(x),imamo da je: Iℓ1(∀xA)=0 i ℓ1 ≃y ı, def. ≃y i osob. 0, ℓ0, ℓ i ℓ1,dakle, Iı(∀y∀xA)=0, def. vr. form. u int.Na potpuno isti naqin pokazuje se daako je Iı(∀y∀xA)=0, onda je Iı(∀x∀yA)=0.Dakle za proizvo	nu interpretaiju Iı=((S, IJ ), ı) va�i:
Iı(∀x∀yA)=0 ako i samo ako Iı(∀y∀xA)=0,tj. formule ∀x∀yA i ∀y∀xA su ekvivalentne. Stoga zak	uqujemo daje formula ∀x∀yA ⇔ ∀y∀xA va	ana.(2) Na isti naqin kao za formulu (1) pokazuje se da za svaku inter-pretaiju Iı=((S, IJ ), ı) va�i:

Iı(∃x∃yA) = 1 ako i samo ako Iı(∃y∃xA) = 1xto daje da su formule ∃x∃yA i ∃y∃xA ekvivalentne. Dakle, for-mula ∃x∃yA ⇔ ∃y∃xA je va	ana.U dokazima da su formule (3) i (4) va	ane koristi�emo osobinu:za neku formulu A i formulu Ax
y , gde je y promen	iva koja se nejav	a u A, i proizvo	nu interpretaiju Iı = ((S, IJ ), ı) va�i daza svaku p-interpretaiju 0, 0 ≃x ı, postoji p-interpretaija ℓ0,takva da je ℓ0 ≃y ı i I0(A)=Iℓ0 (A
x
y), i obrnuto.Odmah doka�imo ovu osobinu. Imamo dakle, jednu p-interpretaiju

0, 0≃x ı. Na osnovu definiije ≃x, p-interpretaija 0 je takvada je 0(z) = ı(z) za sve promen	ive z razliqite od x, i jox sepromen	iva x tom p-interpretaijom slika u neko s ∈ S, 0(x) = s,koje ne mora biti jednako ı(x). Tada posmatramo p-interpretaiju
ℓ0 takvu da: ℓ0 ≃y ı (tj. ℓ0(z) = ı(z) = 0(z) za svaku promen	ivu zrazliqitu od x i y i ℓ0(x) = ı(x)) i ℓ0(y)=s=0(x). Za ℓ0, na osnovudefiniije ≃y i osobine da se promen	iva y ne jav	a u A, va�i:
I0(A)=Iℓ0(A

x
y). Na potpuno isti naqin pokazuje se da za svaku p-interpretaiju ℓ0, ℓ0≃yı postoji p-interpretaija 0, 0 ≃x ı, takvada je Iℓ0(A

x
y)=I0 (A).Sada �emo, koriste�i definiiju vrednosti formule u interpreta-iji i ovu osobinu, pokazati da su naxe formule (3) i (4) va	ane.(3) Kao i kod formula (1) i (2) potrebno je pokazati da za svakuinterpretaiju Iı = ((S, IJ ), ı) va�i Iı(∀xA) = Iı(∀yAx

y). Za svakuinterpretaiju Iı = ((S, IJ ), ı) imamo da je
Iı(∀xA) = 0akko nije za svaku ,  ≃x ı: I(A)=1, def. vr. form. u int.



32 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKAakko postoji 0, 0 ≃x ı, za koju je I0(A)=0akko postoji ℓ0, ℓ0 ≃y ı, za koju je Iℓ0(A
x
y)=0, dokazana osob.akko nije za svaku ℓ, ℓ ≃y ı: Iℓ(Ax

y)=1akko Iı(∀yAx
y) = 0, def. vr. form. u int.Dakle pokazali smo da su, ako se y ne jav	a u A, formule ∀xA i

∀yAx
y ekvivalentne, tj. da je, za svaku formulu A u kojoj se ne jav	a

y, formula ∀xA ⇔ ∀yAx
y va	ana.(4) Na isti naqin kao kod formule (3) pokazuje se da je za svakuinterpretaiju Iı=((S, IJ ), ı) i za formulu A u kojoj se ne jav	a y:

Iı(∃xA) = 1 akko Iı(∃yAx
y) = 1xto znaqi da je, za svaku formulu A u kojoj se ne jav	a y, formula

∃xA ⇔ ∃yAx
y va	ana formula.Va	ane formule (3) i (4) zva�emo alfabetsko prepisiva�e. Se-timo se da smo u ode	ku 1.1.2 (posle Primera 5) govorili o preime-nova�u vezanih promen	ivih proizvo	ne formule F , tj. zameni, u�enim potformulama oblika ∀xA ili ∃xA, svih vezanih jav	a�apromen	ive x promen	ivom koja se ne jav	a u F . Na osnovu va	a-nih formula alfabetskog prepisiva�a i TEOREME 5, imamo da timpreimenova�em dobijamo formulu koja je ekvivalentna formuli F .Zadatak 5 U naxem Primeru 3 videli smo da formule oblika ∀xAi ∃xA mo�emo posmatrati kao niz odgovaraju�ihformula povezanihredom konjunkijama odnosno disjunkijama, ili kra�e reqeno kaoniz konjunkija, odnosno disjunkija. Zato oqekujemo da su �i-hove negaije, formule ¬∀xA i ¬∃xA, redom negaije tih nizovakonjunkija i disjunkija, a za �ih va�e De Morganovi zakoni:

¬(C ∧D) ⇔ (¬C ∨ ¬D) i ¬(C ∨D) ⇔ (¬C ∧ ¬D). To je razlog xtoformule (1) ¬∀xA ⇔ ∃x¬A (2) ¬∃xA ⇔ ∀x¬Azovemo De Morganovi zakoni za kvantifikatore. Poka�imo da sute formule va	ane formule.Prvo poka�imo da je formula ¬∀xA ⇔ ∃x¬A va	ana.Kao u prethodnom zadatku, dovo	no je pokazati da je u svakoj in-terpretaiji: ¬∀xA je istinita akko je istinita ∃x¬A. Za svakuinterpretaiju Iı=((S, IJ ), ı) imamo da je
Iı(¬∀xA) = 1akko Iı(∀xA) = 0, def. vr. form. u int.akko nije za svaku ,  ≃x ı: I(A)=1, def. vr. form. u int.akko postoji neka 0, 0 ≃x ı, za koju je I0(A)=0akko postoji neka 0, 0 ≃x ı, za koju je I0(¬A)=1, d. vr. f. u int.akko Iı(∃x¬A) = 1, def. vr. form. u int.



1.2. SEMANTIKA PREDIKATSKE LOGIKE 33Dakle pokazali smo da su formule ¬∀xA i ∃x¬A ekvivalentne,odnosno da je formula (1), formula ¬∀xA ⇔ ∃x¬A, va	ana:
|= ¬∀xA ⇔ ∃x¬A.Ostaje da poka�emo da je i formula (2) va	ana. Istaknimo da je uva	anoj formuli (1) formula A proizvo	na predikatska formula.Znaqi dokazom da je formula ¬∀xA ⇔ ∃x¬A va	ana dokazali smova	anost svih formula tog oblika, gde �ena potformula A mo�ebiti bilo koja formula. Ako je ona ¬A, onda imamo:

|= ¬∀x¬A ⇔ ∃x¬¬A.Prime�ujemo TEOREMU 1 na tautologiju ¬¬p ⇔ p i predikatsku for-mulu A i dobijamo va	anu formulu ¬¬A ⇔ A. Ta va	ana formula,na osnovu dela (4) TEOREME 5, daje va	anu formulu ∃x¬¬A ⇔ ∃xA.Sada koriste�i to da su ¬∀x¬A ⇔ ∃x¬¬A i ∃x¬¬A ⇔ ∃xA va	aneformule, po delu (1) Zadatka 3, dobijamo va�nu va	anu formulu:
|= ∃xA ⇔ ¬∀x¬A (∗)Ta va	ana formula, na osnovu dela (1) TEOREME 5, daje va	anu for-mulu:
|= ¬∃xA ⇔ ¬¬∀x¬Ai kako je ¬¬∀x¬A ⇔ ∀x¬A va	ana formula, onda te dve va	aneformule, na osnovu dela (1) Zadatka 3, daju da je naxa formula (2)va	ana formula:
|= ¬∃xA ⇔ ∀x¬A.Na kraju ovog zadatka predstavimo jox jednu va�nu va	anu for-mulu. Poxto je ¬∀xA ⇔ ∃x¬A va	ana formula, to na osnovu dela(1) TEOREME 5, dobijamo va	anu formulu ¬¬∀xA ⇔ ¬∃x¬A. Ta va-	ana formula i va	ana formula ∀xA ⇔ ¬¬∀xA, na osnovu dela (1)Zadatka 3, daju va�nu va	anu formulu ∀xA ⇔ ¬∃x¬A:

|= ∀xA ⇔ ¬∃x¬A (∗∗)Va	ane formule (∗) i (∗∗) iz prethodnog zadatka su nam va�ne jer nampokazuju redom, kako se kvantifikator ∃ mo�e predstaviti pomo�u kvan-tifikatora ∀, odnosno kvantifikator ∀ pomo�u ∃. Naime, ako izaberemo uni-verzalni kvantifikator kao osnovni, onda egzistenijalni kvantifikatordefinixemo na slede�i naqin:
∃xA =def ¬∀x¬A.Ako pak, egzistenijalni kvantifikator izaberemo kao osnovni, onda uni-verzalni kvantifikator definixemo ovako:
∀xA =def ¬∃x¬A.Zadatak 6 Pogledajmo formulu ∀xA(x) ⇒ A(t),gde je formula A(t) dobijena iz formule A(x) tako xto su sva slo-bodna jav	a�a promen	ive x u �oj zame�ena datim termom t. Tu



34 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKAformulu qitamo ,,ako je za svako x istinita A(x), onda je istinitai formula A(t) koja je dobijena iz A tako xto je promen	iva x zame-�ena termom t". Pitamo se: da li to va�i u svakoj interpretaiji,tj. da li je formula ∀xA(x) ⇒ A(t) va	ana? Odgovor je: ne. Evoprimera. Posmatrajmo formulu
(∀x∃yα(x, y)) ⇒ ∃yα(y, y)nad nekim jezikom J = {α}, gde je α relaijski simbol du�ine 2.Ta formula je primer formule ∀xA(x) ⇒ A(t), gde je A formula

∃yα(x, y), term t je y, pa je A(t) formula ∃yα(y, y). Da li je formu-la (∀x∃yα(x, y)) ⇒ ∃yα(y, y) va	ana? Odgovor je: ne. Doka�imoto tako xto �emo napraviti jedan kontramodel Iı=(I, ı) za tu fo-rmulu, odnosno jednu interpretaiju u kojoj �e ta formula bitineistinita. Na primer, za ((N, <), ı) (za bilo koju ı : V → N) in-terpretaija posmatrane formule je
(∀x∃y x < y) ⇒ (∃y y < y)i ta formula, formula (∀x∃yα(x, y)) ⇒ ∃yα(y, y), je neistinita uinterpretaiji ((N, <), ı).Pogledajmo pa�	ivije naxu zamenu promen	ive x termom y u for-muli ∃yα(x, y). Ovom zamenom promen	iva y terma y postaje vezanapromen	iva formule koja je rezultat te zamene, formule ∃yα(y, y),tj. term y nije slobodan za promen	ivu x u formuli ∃yα(x, y).Pitamo se: ako je term t slobodan za promen	ivu x u formuli A,da li je tada formula ∀xA(x)⇒A(t) va	ana? Odgovor je: da. Sada�emo to i dokazati. Treba pokazati da ako je A(t) formula Ax

t , ondaza svaku interpretaiju Iı = ((S, IJ ), ı) va�i:
Iı(∀xA(x) ⇒ Ax

t ) = 1,tj. da nema interpretaije Iı za koju je Iı(∀xA(x)) = 1 i Iı(A
x
t ) = 0.Zato, posmatrajmo proizvo	nu interpretaiju Iı=((S, IJ ), ı) i poka-�imo da ako je Iı(∀xA(x))=1, onda mora biti Iı(A

x
t )=1. Imamo prvoda tom interpretaijom Iı term t dobija neku vrednost d0, Iı(t) = d0,gde je d0 jedan od elemenata skupa S. Da	e, kako je Iı(∀xA(x))=1,to, na osnovu definiije vrednosti formule u interpretaiji, zasvaku p-interpretaiju  : V → S,  ≃x ı, va�i I(A(x)) = 1. Stogai za p-interpretaiju ,  ≃x ı za koju je I(x) = (x) = d0 imamo

I(A(x))=1. Za interpretaije Iı i I i svaku slobodnu promen	ivu
y formule A koja je razliqita od x va�i Iı(y)= I(y) (po defini-iji ≃x), i jox je Iı(t) = I(x). Dakle va�i da je Iı(A

x
t ) jednako

I(A(x)), tj. Iı(Ax
t ) jeste 1. Znaqi za proizvo	nu interpretaiju Iıdobili smo: ako je Iı(∀xA(x))=1, onda vrednost Iı(A

x
t ) mora biti 1.Zak	uqujemo da je Iı(∀xA(x)⇒Ax

t ) razliqito od 0 za svaku inter-pretaiju Iı, tj. ∀xA(x)⇒Ax
t je va	ana formula.Na isti naqin mo�e se pokazati da je formula:
Ax

t ⇒ ∃xA(x),



1.2. SEMANTIKA PREDIKATSKE LOGIKE 35va	ana, gde je naravno term t slobodan za x u A. A mo�e i drugaqije.Naime, na osnovu TEOREME 1, iz tautologije (p ⇒ q) ⇔ (¬q ⇒ ¬p) ipredikatskih formula ∀x¬A(x) i ¬Ax
t dobijamo

|= (∀x¬A(x) ⇒ ¬Ax
t ) ⇔ (¬¬Ax

t ⇒ ¬∀x¬A(x))tj. dobijamo da je va	ana formula ∀x¬A(x)⇒¬Ax
t ekvivalentnaformuli ¬¬Ax

t ⇒¬∀x¬A(x). Dakle, i ¬¬Ax
t ⇒¬∀x¬A(x) je va	anaformula. Ve� znamo da su formule ¬¬Ax

t ⇔Ax
t i ∃xA(x)⇔¬∀x¬A(x)va	ane, pa na osnovu dela (2) Zadatka 3, zak	uqujemo:

|= Ax
t ⇒ ∃xA(x).Zadatak 7 Formule(1) ∀x(A(x) ∧B(x)) ⇔ (∀xA(x) ∧ ∀xB(x))(2) ∀x(A(x) ∧B) ⇔ (∀xA(x) ∧B), x /∈ SP (B)(3) ∀x(B ∧ A(x)) ⇔ (B ∧ ∀xA(x)), x /∈ SP (B)(4) ∃x(A(x) ∧B(x)) ⇒ (∃xA(x) ∧ ∃xB(x))(5) ∃x(A(x) ∧B) ⇔ (∃xA(x) ∧B), x /∈ SP (B)(6) ∃x(B ∧ A(x)) ⇔ (B ∧ ∃xA(x)), x /∈ SP (B)su va	ane.(1) Dovo	no je dokazati da su ∀x(A(x)∧B(x)) i ∀xA(x)∧∀xB(x) ek-vivalentne formule. Za svaku interpretaiju Iı=((S, IJ ), ı) imamoda je:

Iı(∀x(A(x) ∧B(x))) = 1akko za sve  : V → S,  ≃x ı, va�i: I(A(x) ∧B(x)) = 1akko za sve  : V → S,  ≃x ı, va�i: min(I(A(x)), I(B(x))) = 1akko za sve  : V → S,  ≃x ı, va�i: I(A(x)) = 1 i I(B(x)) = 1akko Iı(∀xA(x)) = 1 i Iı(∀xB(x)) = 1akko min(Iı(∀xA(x)), Iı(∀xB(x))) = 1akko Iı(∀xA(x) ∧ ∀xB(x)) = 1.(2) Dovo	no je dokazati da su ∀x(A(x)∧B) i ∀xA(x)∧B ekvivalentneformule. Za svaku interpretaiju Iı = ((S, IJ ), ı) imamo da je:
Iı(∀x(A(x) ∧B)) = 1akko za sve  : V → S,  ≃x ı, va�i: I(A(x) ∧B) = 1akko za sve  : V → S,  ≃x ı, va�i: min(I(A(x)), I(B)) = 1akko za sve  : V → S,  ≃x ı, va�i: I(A(x)) = 1 i I(B) = 1akko Iı(∀xA(x)) = 1 i Iı(B) = 1akko min(Iı(∀xA(x)), Iı(B)) = 1akko Iı(∀xA(x) ∧B) = 1.



36 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKA(3) Dokaz je analogan dokazu za formulu (2). Ili mo�emo, kori-ste�i va	anu formulu (2), ovako pokazati da je posmatrana for-mula va	ana. Komutativnost za ∧ daje: |= (B ∧ A(x))⇔(A(x) ∧B),a odatle deo (4) TEOREME 5: |= ∀x(B ∧ A(x)) ⇔ ∀x(A(x) ∧ B). Jox,formula (2) je va	ana: |= ∀x(A(x) ∧ B) ⇔ (∀xA(x) ∧ B), pa ko-riste�i te dve va	ane formule, po delu (1) Zadatka 3, zak	uqujemo:
|= ∀x(B ∧ A(x)) ⇔ (∀xA(x) ∧ B). Opet komutativnost za veznik ∧daje |= (∀xA(x) ∧ B) ⇔ (B ∧ ∀xA(x)), i konaqno iz posled�e dveva	ane formule, po delu (1) Zadatka 3, imamo:

|= ∀x(B ∧ A(x)) ⇔ (B ∧ ∀xA(x)).(4) Dovo	no je pokazati da ne mo�e da bude Iı(∃x(A(x)∧B(x)))=1 i
Iı(∃xA(x)∧∃xB(x))=0 ni za jednu interpretaiju Iı, tj. da ako je zaneku interpretaiju Iı vrednost Iı(∃x(A(x) ∧B(x))) = 1, onda morabiti Iı(∃xA(x)∧∃xB(x)) = 1. Za svaku interpretaiju Iı=((S, IJ ), ı),ako je Iı(∃x(A(x) ∧B(x))) = 1,onda postoji 0 : V → S, 0 ≃x ı tako da je I0(A(x) ∧B(x)) = 1,tj. postoji 0 : V → S, 0 ≃x ı da jemin(I0(A(x)), I0 (B(x))) = 1,tj. postoji 0 : V → S, 0 ≃x ı da je I0(A(x)) = 1 i I0(B(x)) = 1,tj. Iı(∃xA(x)) = 1 i Iı(∃xB(x)) = 1,znaqi min(Iı(∃xA(x)), Iı(∃xB(x))) = 1,dakle Iı(∃xA(x) ∧ ∃xB(x)) = 1.(5) Dovo	no je dokazati da su ∃x(A(x) ∧ B) i (∃xA(x)) ∧ B ekvi-valentne. Za svaku interpretaiju Iı = ((S, IJ ), ı) imamo da je:

Iı(∃x(A(x) ∧B)) = 0akko za sve  : V → S,  ≃x ı, va�i: I(A(x) ∧B) = 0akko za sve  : V → S,  ≃x ı, va�i: min(I(A(x)), I(B)) = 0akko za sve  : V → S,  ≃x ı, va�i: ili I(B) = 0;ili I(B) = 1 i I(A(x)) = 0akko ili Iı(B) = 0; ili Iı(B) = 1 i Iı(∃xA(x)) = 0akko min(Iı(∃xA(x)), Iı(B)) = 0akko Iı((∃xA(x)) ∧B) = 0.(6) Dokaz je analogan dokazu za formulu (5). Ova formula i for-mula (5) povezane su zakonom komutativnosti za veznik ∧ kao for-mule (2) i (3).Pogledajmo formule (1) i (4) iz Zadatka 7. Iz formule (1) vidimo da sekvantifikator ∀, da slikovito ka�emo, sla�e sa veznikom ∧, tj. imamo ek-vivalentnost formula ∀x(A(x) ∧ B(x)) i (∀xA(x) ∧ ∀xB(x)). Nasuprot tome,



1.2. SEMANTIKA PREDIKATSKE LOGIKE 37za kvantifikator ∃ i veznik ∧ ne va�i takva veza, tj. nemamo ekvivalent-nost formula ∃x(A(x) ∧ B(x)) i (∃xA(x) ∧ ∃xB(x)). One nisu ekvivalentnejer formula (∃xA(x) ∧ ∃xB(x)) ⇒ (∃x(A(x) ∧ B(x))) nije va	ana, i evo odmahkontramodela za �u. Na primer, ako su formule A(x) i B(x) redom elemen-tarne formule α(x) i β(x) za neke relaijske simbole α i β du�ine 1, ondaimamo formule (∃xα(x) ∧ ∃xβ(x)) i ∃x(α(x) ∧ β(x)) nad nekim jezikom J kojiima te relaijske simbole. Tada je interpretaija Iı=((S, IJ ), ı), gde je S skupprirodnih brojevaN, a αI i βI su redom relaije biti paran i biti neparan,jedan kontramodel za posmatranu formulu. Naime, istinito je da: postojiparan broj i postoji neparan broj,stoga imamo: Iı(∃xα(x) ∧ ∃xβ(x)) = 1,ali neistinito je: postoji broj koji je paran i neparan,te je Iı(∃x(α(x) ∧ β(x))) = 0.Dakle, imamo da je Iı((∃xα(x) ∧ ∃xβ(x)) ⇒ (∃x(α(x) ∧ β(x)))) jednako 0.Zadatak 8 Formule(1) ∃x(A(x) ∨B(x)) ⇔ (∃xA(x) ∨ ∃xB(x))(2) ∃x(A(x) ∨B) ⇔ (∃xA(x) ∨B), x /∈ SP (B)(3) ∃x(B ∨ A(x)) ⇔ (B ∨ ∃xA(x)), x /∈ SP (B)(4) (∀xA(x) ∨ ∀xB(x)) ⇒ ∀x(A(x) ∨B(x))(5) ∀x(A(x) ∨B) ⇔ (∀xA(x) ∨B), x /∈ SP (B)(6) ∀x(B ∨ A(x)) ⇔ (B ∨ ∀xA(x)), x /∈ SP (B)su va	ane.(1) Pokazuje se da za svaku interpretaiju Iı va�i:
Iı(∃x(A(x) ∨B(x))) = 0 akko Iı(∃xA(x) ∨ ∃xB(x)) = 0,kao u dokazu za formulu (1) iz Zadatka 7.(2) Pokazuje se da za svaku interpretaiju Iı va�i:
Iı(∃x(A(x) ∨B)) = 0 akko Iı((∃xA(x)) ∨B) = 0,kao u dokazu za formulu (2) iz Zadatka 7.(3) Dokaz je analogan dokazu za formulu (2). Ova formula i for-mula (2) povezane su zakonom komutativnosti za veznik ∨ kao xtosu u Zadatku 7 formule (5) i (6) povezane zakonom komutativnostiza veznik ∧.(4) Kao u dokazu za formulu (4) iz Zadatka 7 pokazuje se da ne mo�ebiti: Iı(∀xA(x) ∨ ∀xB(x))=1 i Iı(∀x(A(x) ∨B(x)))=0 ni za jednu Iı.(5) Pokazuje se da za svaku interpretaiju Iı va�i:
Iı(∀x(A(x) ∨B)) = 1 akko Iı((∀xA(x)) ∨B) = 1,kao u dokazu za formulu (5) iz Zadatka 7.



38 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKA(6) Dokaz je analogan dokazu za formulu (5). Ova formula i for-mula (5) povezane su zakonom komutativnosti za veznik ∨ kao for-mule (2) i (3).Formule (1) i (4) iz Zadatka 8 nam govore o vezi kvantifikatora ∀ i ∃sa veznikom ∨. Kvantifikator ∃ se sla�e sa veznikom ∨, tj. imamo ekvi-valentnost formula ∃x(A(x) ∨B(x)) i ∃xA(x) ∨ ∃xB(x), ali ne va�i da suformula ∀x(A(x)∨B(x)) i formula ∀xA(x)∨∀xB(x) ekvivalentne, jer for-mula (∀x(A(x) ∨B(x)))⇒(∀xA(x) ∨ ∀xB(x)) nije va	ana. Ako su formule A(x)i B(x) elementarne formule redom α(x) i β(x) za neke relaijske simbole α i
β du�ine 1, onda formula (∀x(α(x) ∨ β(x)))⇒(∀xα(x) ∨ ∀xβ(x)) ima isti kon-tramodel kao i formula (∃xα(x)∧∃xβ(x)) ⇒ (∃x(α(x)∧β(x))): interpretaija
Iı=((S, IJ ), ı), gde je S skup prirodnih brojeva N, a αI i βI su redom relaijebiti paran i biti neparan.Zadatak 9 Formule(1) ∀x(A(x)⇒B(x)) ⇒ (∀xA(x)⇒∀xB(x))(2) ∀x(A(x)⇒B) ⇔ (∃xA(x)⇒B), x /∈ SP (B)(3) ∀x(B⇒A(x)) ⇔ (B⇒∀xA(x)), x /∈ SP (B)(4) ∃x(A(x)⇒B(x)) ⇒ (∀xA(x)⇒∃xB(x))(5) ∃x(A(x)⇒B) ⇔ (∀xA(x)⇒B), x /∈ SP (B)(6) ∃x(B⇒A(x)) ⇔ (B⇒∃xA(x)), x /∈ SP (B)(7) ∀x(A(x)⇒B(x)) ⇒ (∃xA(x)⇒∃xB(x))su va	ane.(1) Dovo	no je pokazati da ne mo�e da bude Iı(∀x(A(x) ⇒ B(x))) = 1i Iı(∀xA(x) ⇒ ∀xB(x)) = 0 ni za jednu interpretaiju Iı. Naime,za svaku interpretaiju Iı = ((S, IJ ), ı) imamo da:ako je Iı(∀x(A(x) ⇒ B(x))) = 1 i Iı(∀xA(x) ⇒ ∀xB(x)) = 0,onda za sve  : V → S,  ≃x ı, va�i: I(A(x) ⇒ B(x)) = 1,i Iı(∀xA(x)) = 1 i Iı(∀xB(x)) = 0,tj. za sve  :V→S,  ≃x ı, va�i: I(A(x)⇒B(x))=1 i I(A(x))=1i postoji 0 :V→S, 0 ≃x ı, za koju je I0(B(x))=0,znaqi postoji 0 :V→S, 0 ≃x ı za koju va�i: I0(A(x)⇒B(x))=1i I0(A(x)⇒B(x)) = 0, xto je nemogu�e.(2) Dovo	no je dokazati da su ∀x(A(x)⇒B) i ∃xA(x)⇒B ekviva-lentne formule. Za svaku interpretaiju Iı=((S, IJ ), ı) imamo:

Iı(∀x(A(x) ⇒ B)) = 0akko postoji 0 : V → S, 0 ≃x ı za koju va�i: I0(A(x) ⇒ B) = 0akko postoji 0 :V→S, 0 ≃x ı za koju va�i: I0(A(x))=1 i I0(B)=0



1.2. SEMANTIKA PREDIKATSKE LOGIKE 39akko Iı(∃xA(x)) = 1 i Iı(B) = 0akko Iı(∃xA(x) ⇒ B) = 0.(3) Dokaz je sliqan dokazu za formulu (2).(4) Dovo	no je pokazati da ne mo�e da bude Iı(∃x(A(x)⇒B(x)))=1 i
Iı(∀xA(x)⇒∃xB(x))=0. To mo�emo uraditi kao u dokazu formule(1), a i tako xto �emo pokazati da, ako je za neku interpretaiju
Iı=((S, IJ ), ı) vrednost Iı(∃x(A(x) ⇒ B(x))) jednaka 1, onda mora ivrednost Iı(∀xA(x) ⇒ ∃xB(x)) biti jednaka 1. Naime,ako je Iı(∃x(A(x) ⇒ B(x))) = 1,onda postoji 0:V → S, 0≃xı da je I0(A(x) ⇒ B(x)) = 1,tj. postoji 0: V → S, 0≃xı, da jemax(1−I0(A(x)), I0 (B(x)))=1,tj. postoji 0: V → S, 0≃xı, takva da jebar jedna od vrednosti 1− I0(A(x)) i I0(B(x)) jednaka 1,dakle postoji 0: V → S, 0≃xı, takva da

I0(A(x)) jeste 0 ili I0(B(x)) jeste 1.Sada jox ostaje da poka�emo da i kada je I0(A(x)) = 0 i kada je
I0(B(x))=1 vrednost Iı(∀xA(x)⇒∃xB(x)) jeste 1. Naime,ako je I0(A(x)) = 0, tada je, na osnovu definiije, Iı(∀xA(x)) = 0,te je Iı(∀xA(x)⇒∃xB(x))=max(1 − 0, Iı(∃xA(x))) = 1;ako je I0(B(x)) = 1, tada je, na osnovu definiije, Iı(∃xB(x)) = 1,te je Iı(∀xA(x)⇒∃xB(x))=max(1 − Iı(∀xA(x)), 1) = 1.(5) Dokaz je sliqan dokazu za formulu (2).(6) Dokaz je sliqan dokazu za formulu (2).(7) Dokaz je sliqan dokazu za formulu (4).1.2.3 Preneksna normalna formaOvaj ode	ak o obliku predikatskih formula koji se zove preneksna normalnaforma poqe�emo jednim primerom.Primer 7 Posmatrajmo formulu F :

∃zα(z) ∧ ∀x∃yβ(x, y),gde su α i β neki relaijski simboli redom du�ine 1 i 2 jezikanad kojim je formula F . Napravimo formulu koja je ekvivalentnaformuli F , a u kojoj su svi kvantifikatori na �enom poqetku.Naxa formula F je ekvivalentna formuli F1:
∀x(∃zα(z) ∧ ∃yβ(x, y))



40 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKAjer je formula F1 ⇔F va	ana, kao jedan primerak va	ane formu-le (3) iz Zadatka 7, va	ane formule ∀x(B ∧ A(x))⇔ (B ∧ ∀xA(x)),
x/∈SP (B). Naredni korak pravimo uz pomo� va	ane formule (5) izZadatka 7, va	ane formule ∃x(A(x)∧B) ⇔ (∃xA(x)∧B), x/∈SP (B):potformula formule F1, formula ∃zα(z) ∧ ∃yβ(x, y) ekvivalentnaje formuli ∃z(α(z) ∧ ∃yβ(x, y)). Onda, na osnovu dela (3) TEOREME5, dobijamo da je F1 ekvivalentna formuli F2:

∀x∃z(α(z) ∧ ∃yβ(x, y)).Na kraju, koriste�i va	anu formulu (6) iz Zadatka 7, va	anu for-mulu ∃x(B∧A(x)) ⇔ (B∧∃xA(x)), x /∈ SP (B), dobijamo da je potfo-rmula α(z) ∧ ∃yβ(x, y) formule F2 ekvivalentna ∃y(α(z) ∧ β(x, y)).Sada, na osnovu redom delova (4) i (3) TEOREME 5 formula F2, atime i polazna formula F , je ekvivalentna formuli F3:
∀x∃z∃y(α(z) ∧ β(x, y)).Formula F3 je oblika ∀x∃z∃yC, gde je C formula α(z) ∧ β(x, y)koja nema kvantifikatore, te je formula F3 u preneksnoj normalnojformi.Evo i definiije formule u preneksnoj normalnoj formi.Definiija preneksne normalne formeKa�emo da je formula u preneksnoj normalnoj formi ako je za neko

n > 0 ona oblika
Q1x1...QnxnA,gde je svaki Qi (1 ≤ i ≤ n) ili kvantifikator ∀ ili kvantifikator

∃ i formula A ne sadr�i kvantifikatore. Posebno, svaka formulakoja nema kvantifikatore je u preneksnoj normalnoj formi.Odmah �emo dokazati teoremu o preneksnoj normalnoj formi.TEOREMA 6 (TEOREMA O PRENEKSNOJ NORMALNOJ FORMI)Za bilo koju formulu F nad nekim jezikom J postoji bar jedna formula F pf upreneksnoj normalnoj formi takva da je:
|= F ⇔ F pf .DOKAZPosmatrajmo proizvo	nu formulu F nad nekim jezikom J . Ako seu formuli F pojav	uju veznii koji nisu iz baze veznika {∧,∨,¬},onda koriste�i poznate veze izmeÆu logiqkih veznika pravimo for-mulu ekvivalentnu formuli F u kojoj se pojav	uju samo vezniiiz tog skupa. Stoga smemo da pretpostavimo da je formula F ve�takvog oblika, tj. u formuli F se pojav	uju samo veznii ∧, ∨ i

¬. Sada dokazujemo teoremu indukijom po slo�enosti formule
F , odnosno po broju n, koji je zbir broja logiqkih veznika i brojakvantifikatora u formuli F .



1.2. SEMANTIKA PREDIKATSKE LOGIKE 41Baza indukije, n = 0. Formula F nema logiqkih veznika nitikvantifikatora, tj. F je neka elementarna formula. Dakle, tra-�ena formula F pf je sama formula F .Indukijska pretpostavka: teorema va�i za svaku formulu F kojaima ma�e od n logiqkih veznika i kvantifikatora, odnosno postojiformula F pf u preneksnoj normalnoj formi, takva da je:
|= F ⇔ F pf .Dokaz da teorema va�i za formulu sa n veznika i kvantifikatora.Posmatrajmo formulu F koja ima n logiqkih veznika i kvantifika-tora. Formula F mo�e imati jedan od slede�ih oblika:

A ∧B, A ∨B, ¬A, ∀xA ili ∃xA.Bez obzira koji od pet navedenih oblika ima formula F , �ene pot-formule A i B imaju bar jedan veznik ili kvantifikator ma�e od�e, pa za �ih va�i indukijska pretpostavka: postoje formule Apfi Bpf u preneksnoj normalnoj formi takve da je:
|= A ⇔ Apf i |= B ⇔ Bpf .Poxto su formule Apf i Bpf u preneksnoj normalnoj formi, ondaje svaka od formula Apf i Bpf(∗) ili formula koja ne sadr�i kvantifikatore, tj. formule Apfi Bpf su redom formule C i D koje ne sadr�e kvantifikatore;(∗∗) ili formula u kojoj su svi kvantifikatori na �enom poqetku,tj. formule Apf i Bpf su redom oblikaQ1x1...QlxlC i P1y1...PmymDza neke l,m > 0, gde je svaki Qi (1≤i≤ l) i Pj (1≤j≤ m) ili ∀ ili

∃ i formule C i D ne sadr�e kvantifikatore.Ako bar jedna od formula Apf i Bpf ima oblik (∗), onda pros-tim preimenova�em �enih promen	ivih mo�emo posti�i da se uformulama C i D ne jav	aju iste promen	ive. Ako obe formule
Apf i Bpf imaju oblik (∗∗) i neka slobodna promen	iva formule
D, na primer promen	iva y, je jedna od promen	ivih x1, ..., xl,promen	iva xk za neko k, 1 ≤ k ≤ l, onda je naxa formula Apf for-mula Q1x1...Qk−1xk−1QkyQk+1xk+1...QlxlC. Na osnovu va	ane fo-rmule alfabetsko prepisiva�e, potformula QkyQk+1xk+1...QlxlCformuleApf ekvivalentna je ovoj formuli: Qkz(Qk+1xk+1...QlxlC)yz ,gde je z promen	iva koja se ne jav	a u formuli Qk+1xk+1...QlxlC ijox tra�imo da je razliqita i od promen	ivih x1, ..., xk, y1, ..., ym.Na osnovu TEOREME 5, dobijamo da je Apf ekvivalentna formuli
Q1x1...Qk−1xk−1Qkz(Qk+1xk+1...QlxlC)yz koja je u preneksnoj nor-malnoj formi. Isto takvo preimenova�e qinimo ako bi neka slo-bodna promen	iva formule C bila jedna od promen	ivih y1, ..., ym.Zato mo�emo pretpostaviti da slobodne promen	ive formule Cnisu promen	ive y1, ..., ym niti su slobodne promen	ive formule Dpromen	ive x1, ..., xl. (Primetimo da to daje da su skupovi {x1, ..., xl}i {y1, ..., ym} disjunktni.) Dakle, za sve mogu�e oblike formula Apf



42 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKAi Bpf i �ihove potformule koja ne sadr�e kvantifikatore redomformule C i D mo�emo da pretpostavimo da su skupovi SP (C) i
SP (D) disjunktni. Sada koriste�i formule Apf i Bpf odredimotra�enu formulu F pf .
⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika A ∧B.Iz ekvivalentnosti formula A i Apf i formula B i Bpf , tj. iz

|= A ⇔ Apf i |= B ⇔ Bpf ,na osnovu delova (∧1) i (∧2) TEOREME 5 i dela (1) Zadatka 3, imamoekvivalentnost formula A ∧B i Apf ∧Bpf , odnosno va�i
|= (A ∧B) ⇔ (Apf ∧Bpf ).Ako su obe formule Apf i Bpf oblika (∗), onda je formula Apf ∧Bpfu preneksnoj normalnoj formi. Dakle, tra�ena formula F pf jeformula Apf ∧Bpf .Ako je bar jedna od formula Apf i Bpf oblika (∗∗), onda je Apf∧Bpf :

(Q1x1...QlxlC) ∧ (P1y1...PmymD)gde je l > 0 ili m > 0.Indukijom po broju kvantifikatora formule Apf ∧Bpf , po broju
l +m, koriste�i va	ane formule
∀x(A(x) ∧B) ⇔ (∀xA(x) ∧B) i ∃x(A(x) ∧B) ⇔ (∃xA(x) ∧B),gde x nije slobodna promen	iva formule B (redom va	ane formule(2) i (5) iz Zadatka 7) i va	ane formule
∀x(B ∧ A(x)) ⇔ (B ∧ ∀xA(x)) i ∃x(B ∧ A(x)) ⇔ (B ∧ ∃xA(x)),gde x nije slobodna promen	iva formule B (redom va	ane formule(3) i (6) iz Zadatka 7),pokaza�emo da je formula Apf ∧Bpf ekvivalentna formuli:

Q1x1...QlxlP1y1...Pmym(C ∧D),koja je u preneksnoj normalnoj formi.Ako je l+m = 1, onda je jedna od formula Apf i Bpf oblika (∗), tj.formula Apf ∧Bpf je oblika ili (Q1x1C)∧D ili C ∧ (P1y1D), gde
C i D nemaju kvantifikatore. Ako je oblika (Q1x1C) ∧D, onda naosnovu pomenutih va	anih formula iz Zadatka 7 (ili (2) ili (5),xto zavisi od toga da li je Q1 redom ∀ ili ∃) formula Apf ∧ Bpfje ekvivalentna formuli Q1x1(C ∧D). Ako je Apf ∧Bpf pak oblika
C ∧ (P1y1D), onda koriste�i va	ane formule iz Zadatka 7 (ili (3)ili (6)) dobijamo da je ekvivalentna formuli P1y1(C ∧D).Indukijska pretpostavka: formula (Q1x1...QlxlC)∧(P1y1...PmymD)sa l +m kvantifikatora ekvivalentna je formuli:

Q1x1...QlxlP1y1...Pmym(C ∧D).Posmatrajmo sada jednu formulu zadatog oblika koja ima jedankvantifikator vixe. Ona mo�e biti ili
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(Q1x1...Ql+1xl+1C) ∧ (P1y1...PmymD)ili
(Q1x1...QlxlC) ∧ (P1y1...Pm+1ym+1D).Ako je l > 0, onda na osnovu pomenutih va	anih formula iz Zadatka7 (ili (2) ili (5)), prva formula je ekvivalentna formuli

Q1x1((Q2x2...Ql+1xl+1C) ∧ (P1y1...PmymD)),a druga formuli
Q1x1((Q2x2...QlxlC) ∧ (P1y1...Pm+1ym+1D)).Ove formule su redom oblika Q1x1E1 i Q1x1E2 gde je formula

E1 formula (Q2x2...Ql+1xl+1C) ∧ (P1y1...PmymD), a formula E2 jeformula (Q2x2...QlxlC) ∧ (P1y1...Pm+1ym+1D). Formule E1 i E2imaju l + m kvantifikatora, pa su po indukijskoj pretpostaviekvivalentne redom formuli E3:
Q2x2...Ql+1xl+1P1y1...Pmym(C ∧D),odnosno formuli E4:
Q2x2...QlxlP1y1...Pm+1ym+1(C ∧D),koje su u preneksnoj normalnoj formi. Na osnovu delova (3) i(4) TEOREME 5, formule Q1x1E1 i Q1x1E2 su ekvivalentne redomformulama Q1x1E3 i Q1x1E4, formulama u preneksnoj normalnojformi.Dakle, po delu (1) Zadatka 3, formula Apf ∧ Bpf , tj. formula

(Q1x1...QlxlC) ∧ (P1y1...PmymD), ekvivalentna je jednoj formulikoja je u preneksnoj normalnoj formi, formuli:
Q1x1...QlxlP1y1...Pmym(C ∧D)i to je tra�ena formula F pf .U sluqaju da je l=0 dokaz bi bio gotovo isti samo bismo koristilipomenute va	ane formule (ili (3) ili (6)) iz Zadatka 7.

⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika A ∨B.Iz ekvivalentnosti formula A i Apf i formula B i Bpf , tj. iz
|= A ⇔ Apf i |= B ⇔ Bpf ,na osnovu delova (∨1) i (∨2) TEOREME 5 i dela (1) Zadatka 3, imamoekvivalentnost formula A ∨B i Apf ∨Bpf , znaqi va�i
|= (A ∨B) ⇔ (Apf ∨Bpf ).Koriste�i va	ane formule (2), (3), (5) i (6) iz Zadatka 8 postu-pamo analogno kao u sluqaju kada je formula F pf oblika A ∧ B,i dobijamo formulu u preneksnoj normalnoj formi, formulu F pf ,ekvivalentnu formuli A ∨B.

⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika ¬A.Iz ekvivalentnosti formula A i Apf , tj. iz
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|= A ⇔ Apf ,na osnovu dela (1) TEOREME 5, imamo ekvivalentnost formula ¬A i

¬Apf , tj. va�i
|= ¬A ⇔ ¬Apf .Ako je formula Apf oblika (∗), onda je formula ¬Apf u preneksnojnormalnoj formi. Dakle, tra�ena formula F pf je ¬Apf .Ako je formula Apf oblika (∗∗), tj. Apf je oblika Q1x1...QlxlC,

l > 0, onda je formula ¬Apf oblika
¬(Q1x1...QlxlC).Indukijom po broju kvantifikatora Qi, 1 ≤ i ≤ l, koriste�i DeMorganove zakone za kvantifikatore:

¬∀zE ⇔ ∃z¬E i ¬∃zE ⇔ ∀z¬E,pokaza�emo da je formula ¬(Q1x1...QlxlC) ekvivalentna formuli
Q1x1...Qlxl¬C koja je u preneksnoj normalnoj formi, gde je Qi (i uelom dokazu �e to biti) kvantifikator razliqit od Qi, 1 ≤ i ≤ l.Ako je l = 1, onda je formula ¬Apf oblika ¬Q1x1C. Na osnovu DeMorganovih zakona, ta formula je ekvivalentna formuli Q1x1¬C.Indukijska pretpostavka: formula oblika ¬(Q1x1...QlxlC) kojaima l kvantifikatora ekvivalentna je formuli u preneksnoj nor-malnoj formi, formuli Q1x1...Qlxl¬C. Posmatrajmo sada formulukoja ima jedan kvantifikator vixe, formulu ¬(Q1x1...Ql+1xl+1C).De Morganovi zakoni za kvantifikatore daju da je ta formulaekvivalentna formuli Q1x1¬(Q2x2...Ql+1xl+1C). Da	e, formula
¬(Q2x2...Ql+1xl+1C) ima l kvantifikatora, i po indukijskoj pret-postavi, ekvivalentna je formuli Q2x2...Ql+1xl+1¬C u preneksnojnormalnoj formi, formuli Cpf

1 . Onda je i formula Q1x1C
pf
1 upreneksnoj normalnoj formi i na osnovu delova (3) i (4) TEOREME5 va�i:

|= Q1x1¬(Q2x2...Ql+1xl+1C) ⇔ Q1x1C
pf
1Dakle, tra�ena formula F pf je Q1x1Q2x2...Ql+1xl+1¬C i za �uva�i:

|= F ⇔ Q1x1Q2x2...Ql+1xl+1¬C.
⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika ∀xA.Iz ekvivalentnosti formula A i Apf , tj. iz

|= A ⇔ Apf ,na osnovu dela (3) TEOREME 5, imamo ekvivalentnost formula ∀xAi ∀xApf , odnosno va�i
|= ∀xA ⇔ ∀xApf .Ako je formula Apf oblika (∗), onda je formula ∀xApf u preneksnojnormalnoj formi. Dakle, tra�ena formula F pf je ∀xApf .



1.3. DEFINICIJE 45Ako je formula Apf oblika (∗∗), tj. oblika Q1x1...QlxlC, l > 0, ondaje formula ∀xApf , tj. ∀xQ1x1...QlxlC, takoÆe u preneksnoj normal-noj formi. Dakle, dobili smo da za formulu F , koja je oblika ∀xA,i formulu ∀xQ1x1...QlxlC u preneksnoj normalnoj formi va�i:
|= F ⇔ ∀xQ1x1...QlxlC,te je formula ∀xQ1x1...QlxlC tra�ena formula F pf .

⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika ∃xA.Iz ekvivalentnosti formula A i Apf , tj. iz
|= A ⇔ Apf ,na osnovu dela (4) TEOREME 5, imamo ekvivalentnost formula ∃xAi ∃xApf , dakle va�i

|= ∃xA ⇔ ∃xApf .Analogno kao i u sluqaju kada je formula F oblika ∀xA zak	uqu-jemo da je formula ∃xApf tra�ena formula F pf .
♦1.3 DefiniijeNexto najosnovnije o postupku prav	e�a ispravnih (korektnih) definiijave� je napisano u [3℄ (prva glava). Sada �emo u okviru formalnog jezikapredikatske logike izlo�iti kako se ispravno definixu novi relaijski ioperaijski simboli i nove individualne konstante.Na poqetku ovog ode	ka istaknimo jezike predikatske logike koji imajurelaijski simbol jednakosti, =, i koje zovemo jezii sa jednakox�u. Va�noje re�i da se u svim modelima jednog jezika sa jednakox�u relaijski simboljednakosti = interpretira uobiqajnom jednakox�u nad elementima nosaqa tihmodela.Prvo predstavimo jox neke vrste kvantifikatora koji se definixu pomo�ukvantifikatora ∃ i ∀ i to samo u pojedinim jeziima.U jeziima sa jednakox�u mo�emo definisati kvantifikator ∃1x (ili

∃!x) koji qitamo: postoji taqno jedan x. Taj kvantifikator se definixe naslede�i naqin:
∃1xA(x) =def ∃x(A(x) ∧ ∀y(A(y) ⇒ x = y))U stvari mo�emo definisati kvantifikator ∃nx (postoji taqno n x-ova), zabilo koji prirodan broj n, n ≥ 1. Ako je n = 2 ta definiija (uz pretpostavkuda smo definisali veznik ¬) je:

∃2xA(x) =def ∃x1∃x2(A(x1) ∧ A(x2) ∧ ¬(x1 = x2) ∧ (∀y(A(y) ⇒ (y = x1 ∨ y = x2)))),a analogno se definixe kvantifikator ∃nx za n > 2.Da	e, u jeziima koji sadr�e neke relaijske simbole ρ du�ine 2 (naprimer ≤, < ili ∈ i koji se interpretiraju redom: ma�e ili jednako, ma�e,



46 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKAbiti element) mo�emo definisati ograniqene kvantifikatore ∀xρy i ∃xρyovako:
∀xρy A =def ∀x(xρy ⇒ A)

∃xρy A =def ∃x(xρy ∧ A).1. Definiija novog relaijskog simbolaPosmatrajmo jedan jezik J predikatske logike. Novi relaijski simbol
α du�ine n, za neki prirodan broj n, n ≥ 1, definixemo ovako:

α(x1, ..., xn) AKKO F (x1, ..., xn)gde je F (x1, ..., xn) jedna predikatska formula na jeziku J sa najvixe nslobodnih promen	ivih. Taj novi relaijski simbol α ne pripada jezi-ku J , ve� se ovom definiijom, kao novi relaijski simbol, dodaje tomjeziku.Primer 2 Za neki jezik J sa jednakox�u i sa operaijskimsimbolom ∗ du�ine 2, novi relaijski simbol α du�ine 2 uvodi-mo slede�om definiijom:
α(x, y) AKKO ∃z (x ∗ z = y)Ako uzmemo takvu interpretaiju Iı = ((S, IJ ), ı) da je S skupprirodnih brojeva N i operaijski simbol ∗ interpretiramooperaijom mno�e�e, onda se relaijski simbol α interpre-tira poznatom relaijom deli, |, na skupu prirodnih brojeva:
m | n AKKO ∃l (m · l = n)Primer 3 Ako jezik J ima relaijski simbol α du�ine 2,onda novi relaijski simbol β du�ine 3 uvodimo slede�omdefiniijom:

β(y, x, z) AKKO (α(y, x) ∧ α(x, z)) ∨ (α(z, x) ∧ α(x, y)).Za interpretaiju Iı = ((S, IJ ), ı), gde je S skup realnih broje-va R, a relaijski simbol α je interpretiran relaijom <,relaijski simbol β se interpretira relaijom izmeÆu, B, gde
B(y, x, z) qitamo x je izmeÆu y i z.

B(y, x, z) AKKO (y < x ∧ x < z) ∨ (z < x ∧ x < y).U narednom primeru vide�emo jednu nekorektnu definiiju novog relai-jskog simbola.Primer 4 Imamo jezik J sa jednakox�u i operaijskim sim-bolom • du�ine 2, pa definixemo novi relaijski simbol ρdu�ine 2 na slede�i naqin:
ρ(x, y) AKKO y = x • z.Grexku smo napravili jer smo relaiju ρ du�ine 2 definisaliformulom y = x • z koja ima tri slobodne promen	ive. Ako za



1.3. DEFINICIJE 47nosaq uzmemo skup prirodnih brojeva N i • interpretiramooperaijom +, onda za dva prirodna broja, na primer 4 i 7 nemo�emo da ka�emo da li su u relaiju ρ ili ne, jer ne znamovrednost za z. Imamo ρ(4, 7) AKKO 7 = 4+ z, pa za z = 3 imamoda je ρ(4, 7) taqno, a za svaki drugi prirodan broj razliqit od3 imamo da ρ(4, 7) nije taqno!2. Definiija novog operaijskog simbolaKao i pri definisa�u novog relaijskog simbola tako i pri definisa�unovog operaijskog simbola taj simbol ne sme da se pojav	uje u posmatra-nom jeziku J . Novi operaijski simbol f du�ine n se uvodi pomo�u nekogterma t jezika J sa n promen	ivih x1, ..., xn, n ≥ 1, slede�om definii-jom:
f(x1, ..., xn) =def t(x1, ..., xn).Sve definiije ovakvog oblika, slikovito reqeno, definiije u oblikujednakosti, su ekspliitne definiije operaijskog simbola.Dajemo primer jedne takve definiije operaijskog simbola.Primer 5 Imamo jezik J koji ima i konstante 4 i 2, a i ope-raijske simbole ∗ i / du�ine 2. Novi operaijski simbol ◦du�ine 2 uvodimo slede�om definiijom:

x ◦ y =def 4 ∗ ((x/2) ∗ y).U narednom primeru upozori�emo na mogu�e grexke pri uvoÆe�u novogoperaijskog simbola.Primer 6 Kao u sluqaju definisa�a novog relaijskog sim-bola koji smo predstavili u Primeru 4, mo�emo napraviti grex-ku oko du�ine novog operaijskog simbola. Na primer, ako,pomo�u operaijskih simbola+ i · du�ine 2, ho�emo da defini-xemo operaijski simbol ∗ ovako
x ∗ y =def y · x+ z,onda ta definiija nije dobra jer operaijski simbol du�ine2 definixemo pomo�u terma sa 3 promen	ive.Reimo da postoje operaijski simboli koje ne mo�emo definisati eksp-liitno, kao vrednost terma za neke date vrednosti �egovih promen	i-vih. Na primer, ma�i broj od dva prirodna broja definixemo ovako:

min(x, y) = z AKKO (x ≤ y ∧ z = x) ∨ (y ≤ x ∧ z = y).Imamo, naime impliitne definiije novih operaijskih simbola kojesu slede�eg oblika
f(x1, ..., xn) = y AKKO A(y, x1, ..., xn)



48 GLAVA 1. PREDIKATSKA LOGIKAgde je A(y, x1, ..., xn) neka predikatska formula, n ≥ 1, pri qemu je ovakvadefiniija ispravna ako i samo ako va�i:(1) za svaku n-torku x1, ..., xn postoji y tako da va�i A(y, x1, ..., xn) i(2) y je jedinstven, tj. ako je A(y1, x1, ..., xn) i A(y2, x1, ..., xn), onda je
y1 = y2.Ova dva uslova mogu se predstaviti jednom formulom. Dakle, ispravnaimpliitna definiija je oblika

f(x1, ..., xn) = y AKKO ∀x1...∀xn∃1yA(y, x1, ..., xn).Primer 7 Za neki jezik J sa jednakox�u i relaijskim sim-bolom β du�ine 2 definixemo novi operaijski simbol du�i-ne 2, simbol h:
h(x, y) = z AKKO ∀x∀y∃1z((β(x, y) ∧ z = x) ∨ (β(y, x) ∧ z = y))Ako uzmemo interpretaiju Iı = ((S, IJ ), ı) gde je S skup prirod-nih brojevaN i relaijski simbol β interpretiramo relaijom
≤, onda je operaija min, koju smo pomenuli, interpretaijaovog novog operaijskog simbola h.Na kraju ovog dela, pogledajmo jox jedanput definiiju operaijskogsimbola ◦ iz Primera 5 (uz pretpostavku da je jezik J iz tog primerajezik sa jednakox�u). Primetimo da tu definiiju, a i svaku druguekspliitnu definiiju, mo�emo zapisati i ovako

z = x ◦ y AKKO ∀x∀y∃1z(z = 4 ∗ ((x/2) ∗ y)).3. Definiija nove individualne konstanteKao i uvoÆe�e novog operaijskog simbola i nova individualna kon-stanta nekog jezika J mo�e se definisati ekpliitno i impliitno.Ekpliitna definiija nove individualne konstante c je oblika
c =def tgde je t neki term jezika J bez promen	ivih.Impliitno uvoÆe�e nove individualne konstante je definisa�e pomo�upredikatske formule sa taqno jednom slobodnom promen	ivom, formule

A(x), na slede�i naqin:
c = x AKKO ∃1xA(x).Naravno, ovakva definiija je ispravna ako i samo ako va�i ∃1xA(x),odnosno ako postoji jedinstven x za koji va�i A(x).



Glava 2
Teorije prvog redaU prvom delu ove glave predstavi�emo predikatsku logiku kao formalnuteoriju1 i to sa dva formalna sistema: formalnim sistemom prirodne de-dukije NK i hilbertovskim formalnim sistemom K. U okviru formalnihsistema predikatske logike zasnovane su teorije prvog reda (koje se jox zovui predikatske teorije), i �ihovu definiiju da�emo u drugom delu glave. Utom delu predstavi�emo i qetiri teorije prvog reda: teoriju qiste jednakosti,teoriju parijalnog ureÆe�a i teorije grupa i komutativnih grupa. Nekava�na svojstva teorija prvog reda dokaza�emo u tre�em delu glave. Osim toga,definisa�emo pojam modela jedne takve teorije i dokazati da svaka nepro-tivreqna teorija prvog reda ima model. U posled�em, qetvrtom, delu glave,dokaza�emo veoma znaqajno svojstvo predikatske logike, potpunost te logike.Naime, pokaza�emo da u predikatskoj logii za svaku formulu F va�i: F jeva	ana formula ako i samo ako je F teorema.2.1 Predikatska logika kao formalna teorijaKao xto je iskazna logika jedna formalna teorija (videti poglav	e 3.1 u[3℄) i predikatska logika jeste jedna formalna teorija. U ovom poglav	upredstavi�emo dva formalna sistema predikatske logike, sistem prirodnededukije NK i hilbertovski sistem K. Ti sistemi NK i K bi�e na nekinaqin proxire�a formalnih sistema iskazne logike iz [3℄, redom sistema1definiija formalne teorije u [3℄, ode	ak 3.1.49



50 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDA
N i L. Odmah reimo da postoji i veza izmeÆu teorema iskazne logike i teo-rema predikatske logike. Naime, za iskaznu formulu F (p1, ..., pn), proizvo	nepredikatske formule A1, ..., An (nad nekim jezikom J ) i predikatsku for-mulu F (A1, ..., An), koje su posmatrane u ode	ku 1.2.2, va�i: ako je formula
F (p1, ..., pn) teorema iskazne logike, onda je formula F (A1, ..., An) teoremapredikatske logike. (Dokaz ove osobine da�emo u 2.1.3, Zadatak 8).2.1.1 Pravila za kvantifikatore prirodne dedukijeU prirodnoj dedukiji za predikatsku logiku aksiomatsko pravilo, pravilaza logiqke veznike (za uvoÆe�e i eliminaiju) i Persovo pravilo (i pravilojakog svoÆe�a na protivreqnost, tj. RAA) su istog oblika kao u prirodnojdedukiji za iskaznu logiku (videti 3.2.1 u [3℄), samo su �ihove premise izak	uqi predikatske formule. Osim tih pravila, i za svaki kvantifika-tor (i ∀ i ∃) postoje pravilo uvoÆe�a i pravilo eliminaije tog kvantifika-tora. Zajedno, aksiomatsko pravilo, pravila za veznike i za kvantifikatore iPersovo pravilo (ili RAA), qine prirodnu dedukiju za predikatsku logiku.U ovom ode	ku, neformalno i preko primera, upozna�emo se sa prirodno-dedukijskim pravilima za kvantifikatore. Odmah reimo da kao xto suu prirodnoj dedukiji za iskaznu logiku dokazi bez neprertanih hipotezadavali teoreme2, isto to va�i i u predikatskoj logii: ako za neku predikat-sku formulu postoji prirodnodedukijski dokaz bez neprertanih hipoteza,onda je ona teorema te logike. Oqekujemo, pouqeni opet iskaznom logikom (ato �emo i dokazati u 2.4.1), da je svaka teorema predikatske logike istinita usvim interpretaijama, tj. da je va	ana formula. Na poqetku dajemo qetiridokaza u sistemu prirodne dedukije za predikatsku logiku u kojima se koristesamo pravila za logiqke veznike i pravilo RAA, a ona su nam poznata.Dokaz bez neprertanih hipoteza formule (A ⇒ ¬A) ⇒ ¬A:

��A
1 ��A ⇒ ¬A

2
��A

1

¬A
⇒E

⊥
¬E

¬A

(A ⇒ ¬A) ⇒ ¬A
2 ⇒U

1¬UDokaz bez neprertanih hipoteza formule (¬(¬A ⇒ ¬B)) ⇒ B:
��¬B

1

¬A ⇒ ¬B
⇒U

��¬(¬A ⇒ ¬B)
2

⊥
¬E

B

(¬(¬A ⇒ ¬B)) ⇒ B
2 ⇒U

1RAA2definiije dokaza i teoreme u formalnoj teoriji u [3℄, ode	ak 3.1.



2.1. PREDIKATSKA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 51Dokaz bez neprertanih hipoteza formule (¬(¬A ⇒ ¬B)) ⇒ ¬A:
��A

2
��¬A

1

⊥
¬E

¬B
⊥E

¬A ⇒ ¬B
1 ⇒U

��¬(¬A ⇒ ¬B)
3

⊥
¬E

¬A

(¬(¬A ⇒ ¬B)) ⇒ ¬A
3 ⇒U

2¬UA evo i jednog dokaza u kome ima neprertanih hipoteza, dokaz formule
¬∀xA(x) ∧ ¬B iz hipoteze ¬(∀xA(x) ∨B), nazovimo ga dokaz D′:

��∀xA(x)
1

∀xA(x) ∨ B
∨U1 ¬(∀xA(x) ∨ B)

⊥

¬∀xA(x)
1¬U

¬E

��B
2

∀xA(x) ∨B
∨U2 ¬(∀xA(x) ∨B)

⊥

¬B
2¬U

¬E

¬∀xA(x) ∧ ¬B
∧U1. Pravila za uvoÆe�e i eliminaiju kvantifikatora ∀U ovom neformalnom predstav	a�u prirodne dedukije za predikatskulogiku (isto kao i za iskaznu logiku), neki dokaz D formule A zapi-siva�emo na slede�i naqin:

D

A.Interesantno je da i dokazi iz ove k�ige mogu da poslu�e kao primerikoji ilustruju prirodnodedukijska pravila.Primer 1 Podsetimo se kako smo dokazivali da je neka for-mula F va	ana, odnosno kako smo dokazivali slede�e tvrÆe�e:,,za svaku interpretaiju Iı va�i Iı(F ) = 1\.Posmatrali smo jednu potpuno proizvo	nu interpretaiju Iı.Zatim smo, ne koriste�i nijednu �enu speifiqnu osobinu pokojoj se ona mo�da razlikuje od drugih interpretaija, dokaza-li da va�i Iı(F ) = 1. Nax kraj�i zak	uqak je bio: poxto zaproizvo	nu interpretaiju Iı va�i Iı(F ) = 1, onda za svakuinterpretaiju Iı va�i Iı(F ) = 1.Ovakvi dokazi kao iz naxeg Primera 1 su korektni jer u postupku rasuÆi-va�a i zak	uqiva�a nije korix�ena nijedna osobina interpretaije Iıkoju mo�da nema neka druga interpretaija Iı, na primer: da je za nekupotformulu A formule F vrednost Iı(A) jednaka 1, jer nekom drugominterpretaijom ta vrednost mo�e biti i 0; ili da je nosaq modela Iıneki poseban skup, na primer skup prirodnih brojeva sa svojim spei-fiqnim osobinama koje nema nosaq neke druge interpretaije; i sliqno.



52 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDADakle, potpuno proizvo	nu interpretaiju Iı, za koju smo pokazali daima �e	enu osobinu (osobinu: Iı(F ) = 1), smatrali samo jednim pred-stavnikom svih mogu�ih interpretaija i naxe zak	uqiva�e je bilo:kada smo pokazali da ta osobina va�i za proizvo	nog predstavnika svihinterpretaija, interpretaiju Iı, onda ta osobina mora da va�i za svakuinterpretaiju.TvrÆe�e iz naxeg Primera 1 je tvrÆe�e tipa ,,za svaki objekat x nekogskupa X va�i osobina O\, gde je x interpretaija Iı, a osobina O je
Iı(F ) = 1. Dokaz tog tvrÆe�a sastoji se od dva koraka. Prvi korak jedokaz osobine Iı(F )=1 za proizvo	nu interpretaiju Iı i taj dokaz is-pu�ava uslov da u �emu nismo koristili nijednu speijalnu osobinuproizvo	no izabranog predstavnika interpretaija, interpretaije Iı,ve� samo one osobine koje karakterixu pojam interpretaije. Drugi ko-rak je zak	uqiva�e: kada za proizvo	nu interpretaiju Iı va�i oso-bina Iı(F ) = 1, onda za svaku interpretaiju Iı va�i ta osobina. Timzak	uqiva�em je predstav	eno prirodnodedukijsko pravilo uvoÆe�akvantifikatora ∀.Pravilo uvoÆe�a kvantifikatora ∀Ako je

D

Adokaz A i promen	iva x nije slobodna promen	iva nijedneneprertane hipoteze dokaza D, onda je
D

A

∀xA
(∀U)dokaz ∀xA i on ima iste neprertane hipoteze kao dokaz D.Istaknimo da uslov o promen	ivoj x, koji je naveden u pravilu ∀U i kojimora biti zadovo	en da bi primena pravila bila ispravna, u stvari jesteuslov koji smo mi postavili za Iı u dokazu osobine iz Primera 1 da zasvaku Iı va�i Iı(F ) = 1. Naime, uslov da promen	iva x nije slobodna niu jednoj neprertanoj hipotezi dokaza D, onemogu�ava da na osnovu togaxto formula A va�i za neko odreÆeno x zak	uqimo da A va�i za svako

x. Dajemo jedan primer neispravne primene pravila ∀U :
��α(x)

1

∀xα(x)

α(x)⇒∀xα(x)
1 ⇒U

∀UU ovom primeru nemamo neprertanih hipoteza, pa, po onome xto smorekli na poqetku ode	ka, formula α(x)⇒∀xα(x) treba da bude teoremapredikatske logike, a i va	ana formula. Ako postavimo pita�e istini-tosti formule α(x)⇒∀xα(x) oqigledno je da ona nije uvek istinita. Evojednog kontramodela za tu formulu: interpretaija Iı=((S, IJ ), ı) gde je S



2.1. PREDIKATSKA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 53skup prirodnih brojevaN, αI je relaija biti paran i p-interpretaija
ı :V→N takva da je ı(x)=2. Imamo Iı(α(x))=1 i Iı(∀xα(x))=0, te dobija-mo Iı(α(x)⇒∀xα(x))=0. Stoga sum�amo i u to da je ta formula teorema,tj. da je to primer jednog prirodnodedukijskog dokaza. Gde je naprav-	ena grexka? U primeni pravila ∀U . Jer, x je slobodna promen	ivaneprertane hipoteze α(x), a mi smo uprkos tome primenili pravilo ∀Ui naravno napravili grexku.Sada je na redu pravilo eliminisa�a kvantifikatora ∀. Ovako rasuÆu-jemo: ako imamo dokazano tvrÆe�e ,,za svako x va�i osobina O\, onda jejasno da ta osobina va�i i za jedno konkretno x0. Bax takvo rasuÆiva�epredstav	eno je pravilom eliminisa�a kvantifikatora ∀.Pravilo eliminisa�a kvantifikatora ∀Ako je

D

∀xAdokaz ∀xA i t term slobodan za promen	ivu x u formuli A,onda je
D

∀xA

Ax
t

(∀E)dokaz Ax
t i on ima iste neprertane hipoteze kao dokaz D.Evo dokaza va	ane formule ∀xA(x)⇒Ax

t , gde je naravno term t slobodanza x u formuli A, u kome se koristi pravilo ∀E:
��∀xA(x)

1

Ax
t

∀E

∀xA(x) ⇒ Ax
t

1⇒UOvaj dokaz nema neprertanih hipoteza, i to kao xto smo ve� rekli,znaqi da je ta va	ana formula teorema predikatske logike.A evo jednog dokaza u kome se koriste oba pravila i ∀U i ∀E.
��∀x(A(x) ⇒ B(x))

2

Ax
c ⇒ Bx

c

∀E
��∀xA(x)

1

Ax
c

∀E

Bx
c

∀xB(x)
∀U

⇒E

∀xA(x) ⇒ ∀xB(x)

(∀x(A(x) ⇒ B(x))) ⇒ (∀xA(x) ⇒ ∀xB(x))
2 ⇒U

1⇒U2. Pravila za uvoÆe�e i eliminaiju kvantifikatora ∃Pre nego xto predstavimo pravilo za uvoÆe�e kvantifikatora ∃ pogledaj-mo slede�i primer.Primer 2 Kako �emo dokazati tvrÆe�e: ,,postoji eo broj kojije rexe�e jednaqine x + 2 = 0\. Smatra�emo da smo dokazali



54 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDAto tvrÆe�e ako naÆemo konkretan eo broj koji jeste rexe�ejednaqine x+ 2 =0. Reximo onda tu jednaqinu. Na osnovu oso-bina sabira�a elih brojeva i jednakosti imamo: x+2 = 0 akko
(x + 2) − 2 = 0 − 2 akko (x + 2) − 2 = −2 akko x + (2 − 2) = −2akko x+ 0 = −2 akko x = −2.Dokaz iz Primera 2 ilustruje zak	uqiva�e koje je predstav	eno u pravi-lu uvoÆe�a kvantifikatora ∃. Naime, pravilom za uvoÆe�e kvantifika-tora ∃ dato je jednostavno i oqigledno pravilno zak	uqiva�e: ako imamodokaz da neka osobina va�i za jedno konkretno x, onda je to dokaz i zasvojstvo: postoji x za koje va�i ta osobina.Pravilo uvoÆe�a kvantifikatora ∃Ako je

D

Ax
tdokaz Ax

t i term t je slobodan za promen	ivu x u formuli A,onda je
D

Ax
t

∃xA
(∃U)dokaz ∃xA, i �egove neprertane hipoteze su neprertane hi-poteze dokaza D.Dokaz u kome se pojav	uju pravila ∀E i ∃U :

��∀x(A(x) ⇒ B(x))
2

Ax
c ⇒ Bx

c

∀E
��∀xA(x)

1

Ax
c

∀E

Bx
c

⇒E

∃xB(x)
∃U

∀xA(x) ⇒ ∃xB(x)

(∀x(A(x) ⇒ B(x))) ⇒ (∀xA(x) ⇒ ∃xB(x))
2 ⇒U

1⇒UOstaje nam jox da predstavimo pravilo eliminisa�a kvantifikatora ∃.Mo�emo re�i da je to najslo�enije pravilo prirodne dedukije. Glavnahipoteza u rasuÆiva�u koje je dato tim pravilom je hipoteza o postoja�u
x sa nekom osobinom O, tj. glavna hipoteza je: ,,postoji x sa osobinom O\.U matematiqkoj praksi, ako u nekom dokazu imamo hipotezu ,,postoji xsa osobinom O\ odmah je zame�ujemo sa: ,,neka je (neka se zove, oznaqimosa) x0 to x koje ima osobinu O\. Da	e u nastavku tog dokaza, svako po-jav	iva�e x0 je u stvari mesto u tom dokazu na kome se koristi hipoteza:postoji x sa osobinom O. Koje su zamke ovakve zamene? Prvo, ni u jednojdrugoj hipotezi u delu dokaza pre mesta ove zamene ne sme da se jav	a
x0, jer bi to znaqilo da na mestu zamene nije uzeto potpuno novo, dotad udokazu nekorix�eno x0, koje ne zavisi od dela dokaza pre mesta zamene, i



2.1. PREDIKATSKA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 55koje je samo jedan predstavnik x-ova sa osobinom O. Drugo, ne sme da pos-toji mogu�nost da x0 bude zame�eno nekim drugim termom, na primer y2,jer bi to znaqilo i da je x0 vrednost terma y2 (tj. kvadratne funkije) zaneku odreÆenu vrednost y, a to je vixe no xto mi pretpostav	amo. Jer,mi pretpostav	amo samo postoja�e (i nixta drugo) nekog x (nazovimoga, ozaqimo ga sa x0) koji ima osobinu O. Evo i pravila eliminisa�akvantifikatora ∃.Pravilo eliminisa�a kvantifikatora ∃Ako su
D1

∃xA i D2

Cdokazi redom ∃xA i C i promen	iva x nije slobodna promen	i-va formule C niti i jedne neprertane hipoteze dokaza D2razliqite od A, onda je
D1

∃xA

��A
D2

C

C
(∃E)dokazC, i �egove neprertane hipoteze su neprertane hipotezedokaza D2, osim mo�da A i neprertane hipoteze dokaza D1.Napomenimo da je naxe x0 iz opisa pravila eliminaije ∃ promen	iva

x koju smo istakli u samom pravilu ∃E, a da su zamke zamene, o kojimasmo govorili u tom opisu, izbegnute uslovom koji je postav	en za tupromen	ivu x.Primer 3 Pogledajmo jox jedan prirodnodedukijski dokaz:
��∃x(A(x) ⇒ B(x))

3

��A(x) ⇒ B(x)
1

��∀xA(x)
2

A(x)
∀E

B(x)

∃xB(x)
∃U

⇒E

∃xB(x)
1∃E

∀xA(x) ⇒ ∃xB(x)

(∃x(A(x) ⇒ B(x))) ⇒ (∀xA(x) ⇒ ∃xB(x))
3⇒U

2⇒UProverimo primenu pravila ∃E. Formula A(x)⇒B(x) for-mula A iz pravila eliminaije kvantifikatora ∃ i kada pri-me�ujemo to pravilo osim �e neprertana hipoteza je i for-mula ∀xA(x). Imamo da x nije slobodna promen	iva formule
∀xA(x), niti zak	uqka tog pravila, formule ∃xB(x); samo jeslobodna promen	iva formule A(x)⇒B(x). Dakle, dobro smoprimenili pravilo ∃E.



56 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDAPrimer 4 Proverimo primenu pravila ∀U i ∃E u ovom dokazu:
��∃x∀yB(x, y)

2

��∀yB(x, y)
1

B(x, y)
∀E

∃xB(x, y)
∃U

∀y∃xB(x, y)
∀U

∀y∃xB(x, y)

∃x∀yB(x, y) ⇒ ∀y∃xB(x, y)
2⇒U

1∃EU naxoj primeni pravila ∀U promen	iva y ne sme da budeslobodna promen	iva neprertanih hipoteza tog dela dokaza,formule ∀yB(x, y). Znaqi, dobro smo primenili pravilo ∀U .Za pravilo ∃E imamo da je x slobodna promen	iva samo for-mule ∀yB(x, y), koja je formula A iz pravila eliminaije kvan-tifikatora ∃, a nije slobodna promen	iva drugih neprer-tanih hipoteza kada je ono prime�eno, (takvih u ovom dokazunema), niti zak	uqka tog pravila, formule ∀y∃xB(x, y). Dakle,dobro smo primenili pravilo ∃E.Na kraju ovog upoznava�a sa pravilima za kvantifikatore prirodnededukije dajemo jox nekoliko prirodnodedukijskih dokaza. Naime,pokaza�emo da znaqajne va	ane formule koje smo predstavili u ode	ku1.2.2 (Zadai 4-5 i Zadai 7-8) imaju dokaze bez neprertanih hipoteza,a to, kao xto smo ve� rekli, znaqi da su te formule teoreme predikat-ske logike.Primer 5 Poka�imo da va	ane formule(1) ∀x∀yA ⇔ ∀y∀xA(2) ∃x∃yA ⇔ ∃y∃xA(3) ∀xA ⇔ ∀yAx
y , gde je y promen	iva koja se ne jav	a u A(4) ∃xA ⇔ ∃yAx
y , gde je y promen	iva koja se ne jav	a u Aimaju dokaze bez neprertanih hipoteza.(1) Dokaz bez neprertanih hipoteza formule ∀x∀yA ⇔ ∀y∀xA:

��∀x∀yA
1

∀yA
∀E

A
∀E

∀xA
∀U

∀y∀xA

∀x∀yA ⇒ ∀y∀xA
1⇒U

∀U

��∀y∀xA
2

∀xA
∀E

A
∀E

∀yA
∀U

∀x∀yA

∀y∀xA ⇒ ∀x∀yA
2⇒U

∀U

∀x∀yA ⇔ ∀y∀xA
⇔U(2) Dokaz bez neprertanih hipoteza formule ∃x∃yA ⇔ ∃y∃xA:
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��∃x∃yA

3

��∃yA
2

��A
1

∃xA
∃U

∃y∃xA
∃U

∃y∃xA
1∃E

∃y∃xA

∃x∃yA ⇒ ∃y∃xA
3⇒U

2∃E
��∃y∃xA

6

��∃xA
5

��A
4

∃yA
∃U

∃x∃yA
∃U

∃x∃yA
4∃E

∃x∃yA

∃y∃xA ⇒ ∃x∃yA
6⇒U

5∃E

∃x∃yA ⇔ ∃y∃xA
⇔U(3) Dokaz bez neprertanih hipoteza formule ∀xA ⇔ ∀yAx

y , akose y ne jav	a u formuli A:
��∀xA

1

Ax
y

∀E

∀yAx
y

∀xA ⇒ ∀yAx
y

1⇒U

∀U

��∀yAx
y
2

(Ax
y)

y
x

∀E∗

∀xA

∀yAx
y ⇒ ∀xA

2⇒U

∀U

∀xA ⇔ ∀yAx
y

⇔Ugde je jasno da zak	uqak pravila ∀E∗, formula (Ax
y)

y
x, jeste samaformula A. Primetimo da je pravilo ∀U sa zak	uqkom ∀yAx

ydobro prime�eno, tj. da y nije slobodna promen	iva neprer-tane hipoteze kada je to pravilo prime�eno, formule ∀xA, jerse y ne jav	a u A, pa tako ni u toj hipotezi ∀xA.(4) Dokaz bez neprertanih hipoteza formule ∃xA ⇔ ∃yAx
y , akose y ne jav	a u formuli A:

��∃xA
2

��A
1

∃yAx
y

∃U∗

∃yAx
y

1∃E

∃xA ⇒ ∃yAx
y

2⇒U

��∃yAx
y

4

��A
x
y

3

∃xA
∃U

∃xA
3∃E

∃yAx
y ⇒ ∃xA

4⇒U

∃xA ⇔ ∃yAx
y

⇔Ugde premisa pravila ∃U∗, formula A, jeste u stvari formula
(Ax

y)
y
x. Jox, pravilo ∃E sa premisom ∃yAx

y i zak	uqkom ∃xA jedobro prime�eno jer se y ne jav	a u A.U Primerima 6-8 koji slede, sve formule qiji dokaz tra�imo su oblika
C⇔D. Zato je dovo	no da napravimo dokaze bez neprertanih hipotezaformula C⇒D i D⇒C, a zatim koriste�i ta dva dokaza i primenompravila (⇔U), kao u dokazima iz Primera 5, mo�emo napraviti dokazformule C⇔D.Primer 6 Napravi�emo dokaz bez neprertanih hipoteza for-mula ¬∃xA⇔∀x¬A i ¬∀xA⇔∃x¬A, De Morganove zakone zakvantifikatore, koji su, znamo to, va	ane formule.Za dokaz bez neprertanih hipoteza formule ¬∃xA⇔∀x¬A do-vo	no je da napravimo takve dokaze formule ∀x¬A⇒¬∃xA i



58 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDAformule ¬∃xA⇒∀x¬A. Evo dokaza bez neprertanih hipotezaza ∀x¬A ⇒ ¬∃xA, nazovimo ga dokaz D1:
��∃xA

2

��A
1

��∀x¬A
3

¬A
∀E

⊥
¬E

⊥
1∃E

¬∃xA

∀x¬A ⇒ ¬∃xA
3⇒U

2¬UI formula ¬∃xA⇒∀x¬A ima prirodnodedukijski dokaz bezneprertanih hipoteza, dokaz D2:
��A

1

∃xA
∃U

��¬∃xA
2

⊥

¬A
1¬U

¬E

∀x¬A

¬∃xA ⇒ ∀x¬A
2⇒U

∀UDokaz bez neprertanih hipoteza formule ¬∃xA⇔∀x¬A su D1i D2 sa primenom (⇔U) na �ihove posled�e formule.A sada poka�imo da i drugi De Morganov zakon za kvantifika-tore ¬∀xA ⇔ ∃x¬A ima dokaz bez neprertanih hipoteza. Evoprvo dokaza bez neprertanih hipoteza formule ∃x¬A ⇒ ¬∀xA,dokaza D3:
��∃x¬A

3

��∀xA
2

A
∀E

��¬A
1

⊥
¬E

⊥
1∃E

¬∀xA

∃x¬A ⇒ ¬∀xA
3⇒U

2¬UDokaz druge formule, formule ¬∀xA ⇒ ∃x¬A, dokaz D4:
��¬A

4

∃x¬A
∃U

��¬∃x¬A
5

⊥
¬E

A

∀xA
∀U

4RAA

��¬∀xA
6

⊥
¬E

∃x¬A

¬∀xA ⇒ ∃x¬A
6⇒U

5RAA



2.1. PREDIKATSKA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 59Od dokaza D3 i D4 korix�e�em pravila (⇔U) pravi se dokazbez neprertanih hipoteza formule ¬∀xA ⇔ ∃x¬A.Na kraju napravi�emo dokaz bez neprertanih hipoteza joxjedne poznate va	ane formule, formule ∃xA⇔¬∀x¬A. Prvopravimo dokaz bez neprertanih hipoteza za ∃xA⇒¬∀x¬A, na-zovimo ga D5:
��∃xA

3

��A
1

��∀x¬A
2

¬A
∀E

⊥
¬E

⊥
1∃E

¬∀x¬A

∃xA ⇒ ¬∀x¬A
3⇒U

2¬UA sada za ¬∀x¬A⇒∃xA napravimo dokaz bez neprertanih hi-poteza, dokaz D6:
��A

1

∃xA
∃U

��¬∃xA
2

⊥
¬E

¬A

∀x¬A
∀U

1¬U

��¬∀x¬A
3

⊥
¬E

∃xA

¬∀x¬A ⇒ ∃xA
3⇒U

2RAAI ovde, od dokaza D5 i D6 korix�e�em pravila (⇔ U) pravise dokaz bez neprertanih hipoteza formule ∃xA ⇔ ¬∀x¬A.Primer 7 Poka�imo da va	ane formule(1) ∀x(A(x) ∧B) ⇔ (∀xA(x) ∧B), x /∈ SP (B)(2) ∀x(B ∧ A(x)) ⇔ (B ∧ ∀xA(x)), x /∈ SP (B)(3) ∀x(A(x) ∧B(x)) ⇔ (∀xA(x) ∧ ∀xB(x))(4) ∀x(A(x) ∨B) ⇔ (∀xA(x) ∨B), x /∈ SP (B)(5) ∀x(B ∨ A(x)) ⇔ (B ∨ ∀xA(x)), x /∈ SP (B)imaju dokaze bez neprertanih hipoteza.(1) Dokaz formule ∀x(A(x)∧B)⇒(∀xA(x)∧B), ako je x /∈ SP (B),bez neprertanih hipoteza:
��∀x(A(x) ∧ B)

1

A(x) ∧ B
∀E

A(x)
∧E1

∀xA(x)
∀U

��∀x(A(x) ∧B)
1

A(x) ∧ B
∀E

B
∧E2

∀xA(x) ∧ B

∀x(A(x) ∧ B) ⇒ (∀xA(x) ∧ B)
1⇒U

∧U



60 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDADokaz formule (∀xA(x) ∧B) ⇒ ∀x(A(x) ∧B), ako je x /∈ SP (B),bez neprertanih hipoteza:
��∀xA(x) ∧ B

2

∀xA(x)
∧E1

A(x)
∀E

��∀xA(x) ∧ B
2

B
∧E2

A(x) ∧ B
∧U

∀x(A(x) ∧B)

(∀xA(x) ∧B) ⇒ ∀x(A(x) ∧B)
2⇒U

∀UPrimetimo da je prilikom primene pravila ∀U neprertanahipoteza bila formula ∀xA(x) ∧ B, no kako va�i x /∈ SP (B)pravilo je ispravno prime�eno.(2) Dokaz je analogan dokazu formule (1).(3) Dokaz je analogan dokazu formule (1).(4) Dokaz formule (∀xA(x)∨B)⇒∀x(A(x)∨B), ako je x /∈ SP (B),bez neprertanih hipoteza:
��∀xA(x) ∨ B

2

��∀xA(x)
1

A(x)
∀E

A(x) ∨ B
∨U1

∀x(A(x) ∨ B)
∀U

��B
1

A(x) ∨ B
∨U2

∀x(A(x) ∨ B)
∀U

∀x(A(x) ∨B)

(∀xA(x) ∨B) ⇒ ∀x(A(x) ∨ B)
2 ⇒U

1∨EUslov x /∈SP (B) je iskorix�en prilikom primene pravila ∀Usa zak	uqkom ∀x(A(x) ∨ B) kada je neprertana hipoteza bilaformula B.Za prav	e�e dokaza formule ∀x(A(x)∨B) ⇒ (∀xA(x)∨B) ko-ristimo slede�e dokaze: dokaz formule ¬∀xA(x)∧¬B iz hipote-ze ¬(∀xA(x) ∨ B), koji smo napravili na poqetku ovog ode	ka,dokaz D′, i dokaz D4 iz Primera 6, dokaz bez neprertanih hi-poteza formule ¬∀xA(x)⇒∃x¬A(x). Naime, od tih dokaza pra-vimo dokaz D′′:
D4

¬∀xA(x) ⇒ ∃x¬A(x)

¬(∀xA(x) ∨ B)

D′

¬∀xA(x) ∧ ¬B

¬∀xA(x)
∧E1

∃x¬A(x)
⇒Esa jednom neprertnom hipotezom ¬(∀xA(x)∨B) qija su dva jav-	a�a u dokazu D′, ovde zabele�ena jednim. Dokazi D′ i D′′ sudelovi ovog dokaza formule ∀x(A(x) ∨B) ⇒ (∀xA(x) ∨B):
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��¬(∀xA(x) ∨B)

5

D′′

∃x¬A(x)

��∀x(A(x)∨ B)
6

A(x) ∨ B
∀E

��A(x)
3

��¬A(x)
4

⊥
¬E

��B
3

��¬(∀xA(x) ∨ B)
5

D′

¬∀xA(x)∧ ¬B

¬B
∧E2

⊥
¬E

⊥
3 ∨E

⊥
4∃E

∀xA(x)∨ B

∀x(A(x)∨ B) ⇒ (∀xA(x)∨ B)
6⇒U

5RAAkoji nema neprertanih hipoteza.(5) Dokaz je analogan dokazu formule (4).Primer 8 Poka�imo da va	ane formule(1) ∃x(A(x) ∧B) ⇔ (∃xA(x) ∧B), x /∈ SP (B)(2) ∃x(B ∧ A(x)) ⇔ (B ∧ ∃xA(x)), x /∈ SP (B)(3) ∃x(A(x) ∨B) ⇔ (∃xA(x) ∨B), x /∈ SP (B)(4) ∃x(B ∨ A(x)) ⇔ (B ∨ ∃xA(x)), x /∈ SP (B)(5) ∃x(A(x) ∨B(x)) ⇔ (∃xA(x) ∨ ∃xB(x))imaju dokaze bez neprertanih hipoteza.(1) Dokaz formule ∃x(A(x) ∧B)⇒(∃xA(x) ∧B), x /∈ SP (B), bezneprertanih hipoteza:
��∃x(A(x) ∧ B)

2

��A(x) ∧ B
1

A(x)
∧E1

∃xA(x)
∃U

��A(x) ∧ B
1

B
∧E2

∃xA(x) ∧ B
∧U

∃xA(x) ∧ B

∃x(A(x) ∧ B) ⇒ (∃xA(x) ∧ B)
2⇒U

1∃EDokaz formule (∃xA(x)∧ B) ⇒ ∃x(A(x)∧ B), x /∈ SP (B), bezneprertanih hipoteza:
��∃xA(x) ∧ B

4

∃xA(x)
∧E1

��A(x)
3

��∃xA(x) ∧ B
4

B
∧E2

A(x) ∧ B
∧U

∃x(A(x) ∧B)
∃U

∃x(A(x) ∧ B)

(∃xA(x) ∧ B) ⇒ ∃x(A(x) ∧ B)
4⇒U

3∃EPrimetimo da je formula ∃xA(x) ∧ B zak	uqak pravila ∃E uprvom dokazu i neprertana hipoteza prilikom primene pra-



62 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDAvila ∃E u drugom dokazu, ali kako va�i x /∈SP (B) oba pravilasu ispravno prime�ena.(2) Dokaz je analogan dokazu formule (1).(3) Dokaz formule ∃x(A(x)∨B) ⇒ (∃xA(x)∨B), x /∈ SP (B), bezneprertanih hipoteza:
��∃x(A(x) ∨ B)

3

��A(x) ∨ B
2

��A(x)
1

∃xA(x)
∃U

∃xA(x) ∨ B
∨U1

��B
1

∃xA(x) ∨ B
∨U2

∃xA(x) ∨ B
1∨E

∃xA(x) ∨ B

∃x(A(x) ∨ B) ⇒ (∃xA(x) ∨ B)
3⇒U

2∃EDokaz formule (∃xA(x)∨B) ⇒ ∃x(A(x) ∨B), x /∈ SP (B), bezneprertanih hipoteza:
��∃xA(x) ∨ B

5

��∃xA(x)
4

��A(x)
3

A(x) ∨ B
∨U1

∃x(A(x) ∨B)
∃U

∃x(A(x) ∨ B)
3∃E

��B
4

A(x) ∨ B
∨U2

∃x(A(x) ∨B)
∃U

∃x(A(x) ∨B)

(∃xA(x) ∨B) ⇒ ∃x(A(x) ∨ B)
5⇒U

4 ∨E(4) Dokaz je analogan dokazu formule (3).(5) Dokaz je analogan dokazu formule (3).2.1.2 Prirodna dedukija, sistem NKU ovom ode	ku definisa�emo formalni sistem prirodne dedukije za predi-katsku logiku, sistem NK. Taj sistem, kao jedna formalna teorija, ima: skuposnovnih simbola S(NK), skup formula F(NK), skup aksioma A(NK) i skuppravila izvoÆe�a R(NK).Skup osnovnih simbola sistema NK, skup S(NK)Skup osnovnih simbola sistema NK, skup S(NK), qine logiqki deoalfabeta predikatske logike Jl, qiji skup pomo�nih simbola imajox i simbol ⊢, i neki jezik J .Formule sistema NK su predikatske formule definisane u ode	ku 1.1.1.Skup formula sistema NK, skup F(NK)Skup formula sistema NK, skup F(NK), qine sve formule togsistema NK.



2.1. PREDIKATSKA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 63Va�ne forme u sistemu NK, kao i u sistemu prirodne dedukije za iskaznulogiku N (videti ode	ak 3.2.2 u [3℄), su sekventi. Doduxe, u sekventima sis-tema NK pojav	uju se �egove formule, predikatske formule. (Reimo da �emokonaqne skupove predikatskih formula oznaqavati sa Γ, ∆, Λ,..., Γ1, ∆1, Λ1,...,
Γ′, ∆′, Λ′,...) Dakle, sekvent sistema NK je forma oblika Γ ⊢ A, gde je Γ jedankonaqan skup predikatskih formula nad nekim jezikom J (koji mo�e biti iprazan) i A je jedna predikatska formula nad tim jezikom. Za neki konaqanskup Γ, na primer {B,C,D}, pisa�emo B,C,D ⊢ A, a ako je Γ prazan skup,onda �emo pisati samo ⊢ A. I u sistemu NK ima�emo aksiomatske sekvente,koji su sheme oblika A ⊢ A, gde je A proizvo	na predikatska formula.Skup aksioma sistema NK, skup A(NK)Skup aksioma sistemaNK, skupA(NK), qine aksiomatski sekventi,sekventi oblika: A ⊢ Agde je A proizvo	na formula sistema NK.Qetvrti deo formalnog sistema NK je skup pravila izvoÆe�a tog sistema.Skup pravila izvoÆe�a sistema NK, skup R(NK)Pravila izvoÆe�a u sistemu NK, kao i u sistemu N , bi�e relaijenad sekventima. Skup pravila izvoÆe�a sistema NK, skup R(NK),je na neki naqin proxire�e skupa pravila izvoÆe�a sistema N ,skupa R(N ). Naime, u skupu R(NK) ima�emo pravila koja su istakao u R(N ), samo �e u sistemu NK ta pravila biti prime�ena nasekvente u kojima su predikatske formule. Ta pravila su: pravilaeliminaije i pravila uvoÆe�a za svaki od binarnih veznika ∧, ⇒i ∨; pravilo eliminaije za nularni veznik ⊥; i Persovo pravilo.Osim tih pravila u skupu R(NK) bi�e jox i pravilo eliminaijei pravilo uvoÆe�a za svaki od kvantifikatora ∀ i ∃. Evo pravila:pravila eliminaije pravila uvoÆe�a

(∧E1)
Γ ⊢ A ∧ B

Γ ⊢ A
(∧E2)

Γ ⊢ A ∧ B

Γ ⊢ B
(∧U)

Γ ⊢ A ∆ ⊢ B

Γ ∪∆ ⊢ A ∧ B

(⇒E)
Γ ⊢ A ⇒ B ∆ ⊢ A

Γ ∪∆ ⊢ B
(⇒U)

Γ1 ⊢ B

Γ ⊢ A ⇒ B

(∨E )
Γ ⊢ A ∨ B ∆1 ⊢ C Θ1 ⊢ C

Γ ∪∆ ∪Θ ⊢ C
(∨U1)

Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∨ B
(∨U2)

Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∨Bu pravilu (⇒U ) skup Γ je skup Γ1 ili skup Γ1 \ {A};u pravilu (∨E ) skup ∆ je skup ∆1 ili skup ∆1 \ {A}, a skup Θ jeskup Θ1 ili skup Θ1 \ {B};
(⊥E)

Γ ⊢ ⊥

Γ ⊢ A

(∀E)
Γ ⊢ ∀xA

Γ ⊢ Ax
t

(∀U )
Γ ⊢ A

Γ ⊢ ∀xA
uz uslov∗

(∃E)
Γ ⊢ ∃xA ∆1 ⊢ C

Γ ∪∆ ⊢ C
uz uslov∗∗ (∃U)

Γ ⊢ Ax
t

Γ ⊢ ∃xA



64 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDAu pravilu (∃E ) skup ∆ je skup ∆1 ili skup ∆1 \ {A};uslov∗ za pravilo (∀U ): x nije slobodna promen	iva nijedne for-mule iz skupa Γ, tj. za svaku formulu C iz skupa Γ va�i x /∈ SP (C);uslov∗∗ za pravilo (∃E ): x nije slobodna promen	iva nijedne for-mule iz skupa ∆1 \ {A} niti formule C, tj. za svaku D iz ∆1 \ {A}va�i x /∈ SP (D) i x /∈ SP (C).Persovo pravilo
(Pers)

Γ ∪ {A ⇒ B} ⊢ A

Γ ⊢ A.Dokaz u sistemu NK se definixe na isti naqin kao i u sistemu N . Jer,i u sistemu NK, kao i u sistemu N , dokaziva�emo sekvente, ali sekvente kojisu izgraÆeni od predikatskih formula.Definiija dokaza sekventa u sistemu NKU sistemu NK dokaz sekventa Γ ⊢ F je jedno konaqno drvo u qijemkorenu je bax taj sekvent Γ ⊢ F , na svakom listu je jedan aksiomat-ski sekvent, a svako grana�e je opravdano nekim pravilom izvoÆe�asistema NK. (Primetimo da je dokaz aksiomatskog sekventa drvosa jednim qvorom (koji je i koren i list) u kome je sam taj sekvent.)U sistemu NK sekvent Γ ⊢ F je dokaziv ako i samo ako postoji dokaz utom sistemu u qijem je korenu taj sekvent Γ ⊢ F . Dokaz D sekventa Γ ⊢ Fzapisiva�emo D

Γ ⊢ F
.Definiija teoreme sistema NKFormula F je teorema sistema NK ako je sekvent ⊢ F dokaziv usistemu NK.U narednom primeru dokaza�emo jednu teoremu sistema NK.Primer 9 U Primeru 6 iz ode	ka 2.1.1 dali smo dokaz bez neprer-tanih hipoteza va	ane formule ∃xA ⇔ ¬∀x¬A, pa znamo da je onateorema predikatske logike. To, na osnovu definiija⇔ i ¬, znaqida je (∃xA ⇒ ((∀x(A ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥)) ∧ (((∀x(A ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥) ⇒ ∃xA)teorema sistema NK. Sada �emo to pokazati i u sistemu NK, tj.da�emo dokaz sekventa ⊢ ∃xA⇒ ((∀x(A⇒⊥))⇒⊥) i dokaz sekventa

⊢ ((∀x(A ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥) ⇒ ∃xA, redom dokaze D1 i D2, a zatim pri-menom pravila ∧U na sekvente u korenu tih dokaza dobi�emo dokaznaxe formule. Dokaz D1:
∃xA ⊢ ∃xA

∀x(A ⇒ ⊥) ⊢ ∀x(A ⇒ ⊥)

∀x(A ⇒ ⊥) ⊢ A ⇒ ⊥
∀E

A ⊢ A

∀x(A ⇒ ⊥), A ⊢ ⊥
⇒E

∃xA,∀x(A ⇒ ⊥) ⊢ ⊥

∃xA ⊢ (∀x(A ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥
⇒U

⊢ ∃xA ⇒ ((∀x(A ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥)
⇒U

∃E



2.1. PREDIKATSKA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 65Dokaz D2:
(∀x(A ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥ ⊢ (∀x(A ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥

∃xA⇒⊥ ⊢ ∃xA⇒⊥

A ⊢ A

A ⊢ ∃xA
∃U

∃xA⇒⊥, A ⊢ ⊥
⇒E

∃xA⇒⊥ ⊢ A⇒⊥
⇒U

∃xA⇒⊥ ⊢ ∀x(A⇒⊥)
∀U

(∀x(A ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥,∃xA⇒⊥ ⊢ ⊥

(∀x(A ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥, ∃xA⇒⊥ ⊢ ∃xA

(∀x(A ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥ ⊢ ∃xA

⊢ ((∀x(A ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥) ⇒ ∃xA
⇒U

Pers

⊥E

⇒E

Koriste�i dokaze D1 i D2 pravimo slede�i dokaz u sistemu NK:
D1

⊢ ∃xA ⇒ ((∀x(A ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥)

D2

⊢ ((∀x(A ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥) ⇒ ∃xA

⊢ (∃xA ⇒ ((∀x(A ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥)) ∧ (((∀x(A ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥) ⇒ ∃xA)
∧Ui on je, na osnovu definiija veznika ⇔ i ¬, u sistemu NK dokazsekventa ⊢ ∃xA⇔¬∀x¬A. Dakle formula ∃xA ⇔ ¬∀x¬A jeste teo-rema sistema NK.A evo jox nekih dokaza u sistemu NK.Zadatak 1 Va	ana formula ∀xA(x) ⇒ Ax

t , gde je term t slobodanza promen	ivu x u formuli A, je teorema sistema NK. (Dokaz oveteoreme dat je i u ode	ku 2.1.1 posle predstav	a�a pravila (∀E).)
∀xA(x) ⊢ ∀xA(x)

∀xA(x) ⊢ Ax
t

∀E

⊢ ∀xA(x) ⇒ Ax
t

⇒UZadatak 2 Va	ana formula Ax
t ⇒ ∃xA(x), gde je term t slobodanza promen	ivu x u formuli A, je teorema sistema NK.

Ax
t ⊢ Ax

t

Ax
t ⊢ ∃xA(x)

∃U

⊢ Ax
t ⇒ ∃xA(x)

⇒UZadatak 3 Va	ana formula ∀x(B⇒A(x))⇒(B⇒∀xA(x)), x /∈SP (B),je teorema sistema NK.
∀x(B ⇒ A(x)) ⊢ ∀x(B ⇒ A(x))

∀x(B ⇒ A(x)) ⊢ B ⇒ A(x)
∀E

B ⊢ B

∀x(B ⇒ A(x)), B ⊢ A(x)
⇒E

∀x(B ⇒ A(x)), B ⊢ ∀xA(x)
∀U

∀x(B ⇒ A(x)) ⊢ B ⇒ ∀xA(x)

⊢ ∀x(B ⇒ A(x)) ⇒ (B ⇒ ∀xA(x))
⇒U

⇒U



66 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDAZadatak 4 Va	ana formula ∀x(A(x)⇒B)⇒(∃xA(x)⇒B), x /∈SP (B),je teorema sistema NK.
∃xA(x) ⊢ ∃xA(x)

∀x(A(x) ⇒ B) ⊢ ∀x(A(x) ⇒ B)

∀x(A(x) ⇒ B) ⊢ A(x) ⇒ B
∀E

A(x) ⊢ A(x)

A(x), ∀x(A(x) ⇒ B) ⊢ B
⇒E

∀x(A(x) ⇒ B), ∃xA(x) ⊢ B
∃E

∀x(A(x) ⇒ B) ⊢ ∃xA(x) ⇒ B

⊢ ∀x(A(x) ⇒ B) ⇒ (∃xA(x) ⇒ B)
⇒U

⇒UZadatak 5 Na poqetku ode	ka 2.1.1 dali smo dokaz bez neprer-tanih hipoteza formule (A⇒¬A)⇒¬A, pa znamo da je ona teoremapredikatske logike. To, na osnovu definiije veznika ¬, znaqi daje formula (A⇒(A⇒⊥))⇒(A⇒⊥) teorema. Evo dokaza u NK:
A ⇒ (A ⇒ ⊥) ⊢ A ⇒ (A ⇒ ⊥) A ⊢ A

A,A ⇒ (A ⇒ ⊥) ⊢ A ⇒ ⊥
⇒E

A ⊢ A

A,A ⇒ (A ⇒ ⊥) ⊢ ⊥
⇒E

A ⇒ (A ⇒ ⊥) ⊢ A ⇒ ⊥

⊢ (A ⇒ (A ⇒ ⊥)) ⇒ (A ⇒ ⊥)
⇒U

⇒UU TEOREMI 4 iz ode	ka 1.2.2, za proizvo	ne promen	ive x1, ..., xn i for-mulu F , pokazali smo da va�i: F je va	ana formula akko je ∀x1...∀xnF va-	ana formula. Ovde �emo, za proizvo	ne promen	ive x1,...,xn i formulu Fsistema NK dati dokaz ove osobine: formula F je teorema akko je formula
∀x1...∀xnF teorema. U dokazu TEOREME 4 iz ode	ka 1.2.2 koristili smo svo-jstvo za proizvo	ne x i F : F je va	ana formula akko je ∀xF va	ana formula(dokazano u LEMI 3, 1.2.2). Sada �emo pak, koristiti ovo svojstvo: F je teoremaakko je ∀xF teorema, qiji dokaz �emo dati u lemi koja sledi.LEMA 1Za proizvo	nu promen	ivu xformula F je teorema akko je formula ∀xF teorema.DOKAZAko je F teorema sistema NK, onda u NK postoji dokaz sekventa

⊢ F , neki dokaz D1

⊢ F
. Koriste�i dokaz D1 pravimo dokaz D1

⊢ F

⊢ ∀xF
∀U ,dokaz sekventa ⊢ ∀xF , te je formula ∀xF teorema sistema NK.Ako je, pak, ∀xF teorema sistema NK, onda u NK postoji dokazsekventa ⊢ ∀xF , neki dokaz D2

⊢ ∀xF
. Stoga imamo i dokaz D2

⊢ ∀xF

⊢ Fx
t

∀E,



2.1. PREDIKATSKA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 67za svaki term t slobodan za x u F , pa i za term x. Znaqi, sekvent
⊢ F ima dokaz, tj. formula F jeste teorema sistema NK.

♦Sada se, isto kao u dokazu TEOREME 4 iz ode	ka 1.2.2, indukijom po brojupromen	ivih x1,..., xn, gde se za dokaziva�e baze indukije koristi LEMA 1,dokazuje pomenuta osobina, data u narednoj teoremi.TEOREMA 1Za proizvo	ne promen	ive x1,..., xn i formulu F va�i:formula F je teorema ako i samo ako je formula ∀x1...∀xnF teorema.U ode	ku 1.2.2, kao poslediu TEOREME 4, dobili smo va�no svojstvo zaproizvo	nu formulu F i �eno zatvore�e (Zadatak 1): F je va	ana formulaakko je �eno zatvore�e va	ana formula. Ovde �e posledia TEOREME 1 bitiova osobina: formula F je teorema akko je �eno zatvore�e teorema.Zadatak 6 Neka je F proizvo	na predikatska formula, tada usistemu NK za formulu F va�i:formula F je teorema akko je �eno zatvore�e teorema.Kao u dokazu pomenute osobine iz Zadatka 1 u ode	ku 1.2.2, prvoimamo sluqaj kada je formula F reqenia. Tada je �eno zatvore�eista ta formula F , pa tra�ena osobina va�i. Zatim, posmatramoformulu F koja nije reqenia i sve �ene razliqite slobodne promen-	ive x1,..., xn za n≥1. Tada, odmah, na osnovu TEOREME 1, dobijamo:
F je teorema ako i samo ako je formula ∀x1...∀xnF teorema,tj. F je teorema ako i samo ako je �eno zatvore�e teorema.2.1.3 Hilbertovski sistem, sistem KU ovom ode	ku definisa�emo hilbertovski sistem za predikatsku logiku, sis-tem K.Skup osnovnih simbola sistema K, skup S(K)Skup osnovnih simbola sistema K qine logiqki deo alfabeta predikat-ske logike Jl i neki jezik J .Formule sistema K su predikatske formule definisane u ode	ku 1.1.1.Skup formula sistema K, skup F(K)Sve formule sistema K qine skup �egovih formula, skup F(K).



68 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDASkup aksioma sistema K, skup A(K)

(A1) A ⇒ (B ⇒ A)

(A2) (A ⇒ (B ⇒ C)) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C))

(A3) ((A ⇒ B) ⇒ A) ⇒ A

(A4) A ⇒ (B ⇒ (A ∧B))

(A5) (A ∧B) ⇒ A

(A6) (A ∧B) ⇒ B

(A7) A ⇒ (A ∨B)

(A8) B ⇒ (A ∨B)

(A9) (A ⇒ C) ⇒ ((B ⇒ C) ⇒ ((A ∨B) ⇒ C))

(A10) ⊥ ⇒ A

(A11) ∀xA(x) ⇒ Ax
t , gde je term t slobodan za x u formuli A

(A12) Ax
t ⇒ ∃xA(x), gde je term t slobodan za x u formuli A

(A13) ∀x(B ⇒ A(x)) ⇒ (B ⇒ ∀xA(x)), x /∈ SP (B)

(A14) ∀x(A(x) ⇒ B) ⇒ (∃xA(x) ⇒ B), x /∈ SP (B)gde su A, B i C proizvo	ne formule sistema K.Primetimo da navedene aksiome u stvari predstav	aju sheme aksiome.Skup pravila izvoÆe�a sistema K, skup R(K)Sistem K ima dva pravila izvoÆe�a, pravilo modus ponens:
A, A ⇒ B

B
MPi pravilo generalizacije:

A

∀xA
GenDokaz i teorema u sistemu K definixu se na uobiqajen naqin kao u proizvo	nojformalnoj teoriji T (videti poglav	e 3.1 u [3℄).Definiija dokaza (izvoÆe�a, dedukije) u sistemu K

⋄ Dokaz (izvoÆe�e, dedukija) u sistemu K je jedno konaqno drvo,na qijim listovima se nalaze aksiome, a svako grana�e tog drvetaje opravdano nekim pravilom izvoÆe�a, ili MP ili Gen, tako xtose u gor�im qvorovima tog grana�a nalaze premise pravila, a u�egovom do�em qvoru je zak	uqak tog pravila. (Primetimo da jedokaz aksiome drvo sa jednim qvorom (i koren i list) u kome je samata aksioma.)
⋄ Osim kao drvo dokaz u sistemu K se mo�e definisati i kao jedankonaqan niz formula (n ≥ 1)
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F1, ..., Fn,gde za svaku formulu Fi, 1 ≤ i ≤ n, va�iili Fi je aksiomaili Fi je zak	uqak pravila ili MP ili Gen, qije premise su nekeod formula iz niza F1, ..., Fn indeksa ma�eg od i.Ako imamo neki dokaz F1,...,Fn u sistemu K mo�emo ga predstaviti jednimkonaqnim drvetom u qijem korenu je formula Fn, na listovima su sve formuletog dokaza (tj. niza F1,...,Fn) koje su aksiome, a svako grana�e je opravdano:ili pravilom izvoÆe�a MP , tako xto se u do�em qvoru tog grana�a nalazizak	uqak pravila, neka formula Fi, a u gor�im qvorovima su premise togpravila, dve formule iz niza F1, ..., Fn indeksa ma�eg od i;ili pravilom izvoÆe�a Gen tako xto se u do�em qvoru tog grana�a nalazizak	uqak pravila, neka formula Fi, a u gor�em qvoru je premisa tog pravila,neka formula iz niza F1, ..., Fn indeksa ma�eg od i.Definiija teoreme sistema KFormula F je teorema sistema K, i to oznaqavamo sa ⊢K F iliprosto ⊢ F (gde je simbol ⊢ iz metajezika sistema K), ako postojibar jedan dokaz u sistemu K kome je bax formula F formula u�egovom korenu (kada je dokaz dat kao drvo) ili posled�a formula(kada je dokaz dat kao niz formula). Tada ka�emo da je taj dokazjedan dokaz teoreme F u sistemu K.Poka�imo sada jednu osobinu teorema sistema K, a to znaqi teorema predi-katske logike. Primetimo da ta osobina va�i i za teoreme iskazne logike.Zadatak 7 Ako su formule C ⇒D i D ⇒ E teoreme sistema K,onda je i formula C⇒E teorema sistema K.Poxto su C ⇒D i D ⇒ E teoreme sistema K, to, u tom sistemu,postoje �ihovi dokazi dati nizovima, redom dokaz C1,..., Ck za k≥1,gde je Ck formula C ⇒D, i dokaz E1,..., Em za m ≥ 1, gde je Emformula D⇒E. Koriste�i te dokaze pravimo niz: C1, ..., Ck, E1,..., Em i dodajemo slede�e formule:

F1: (D ⇒ E) ⇒ (C ⇒ (D ⇒ E)) (aksioma A1)
F2: C ⇒ (D ⇒ E) (prim. MP na Em i F1)
F3: (C ⇒ (D ⇒ E)) ⇒ ((C ⇒ D) ⇒ (C ⇒ E)) (aksioma A2)
F4: (C ⇒ D) ⇒ (C ⇒ E) (prim. MP na F2 i F3)
F5: C ⇒ E (prim. MP na Ck i F4)Ovaj niz formula C1, ..., Ck, E1, ..., Em, F1, ..., F5 jeste jedan dokaz usistemu K. Jer, sve formule tog niza su ili aksiome ili zak	uqipravila MP ili Gen (formule iz C1,...,Ck i E1,...,Em to jesu kaoformule koje qine dokaze teorema). Stoga, na osnovu definiijeteoreme, imamo da je posled�a formula tog niza, formula C⇒E,teorema sistema K.



70 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDAU formalnim teorijama imamo i dokaz iz skupa hipoteza Φ (videti poglav-	e 3.1 u [3℄). Naime, dokaz formule F iz skupa hipoteza Φ u sistemu K mo�e sedefinisati (i tako se najqex�e i definixe) ovako: jedan dokaz formule F naqijim listovima se osim aksioma sistema K mogu nalaziti i formule skupa Φ isvako grana�e je opravdano nekim pravilom izvoÆe�a sistema K. (Ako je dokazniz formula, onda te formule mogu biti aksiome, formule iz Φ i zak	uqipravila izvoÆe�a qije premise su formule ve� navedene u tom nizu.) A mo�ese definisati i drugaqije, postav	a�em ovog dodatnog uslova: ne mo�e sepraviti grana�e opravdano pravilom Gen qiji zak	uqak je formula oblika
∀xA, a x je slobodna promen	iva neke formule iz skupa Φ. To �e biti i naxadefiniija dokaza iz skupa hipoteza.Dakle, dokaz formule F iz skupa hipoteza Φ u sistemu K je jedno konaq-no drvo, na qijim listovima se nalaze aksiome ili formule iz skupa Φ, asvako grana�e tog drveta je opravdano nekim pravilom izvoÆe�a ili MP ili
Gen, tako xto se u gor�im qvorovima tog grana�a nalaze premise pravila,a u �egovom do�em qvoru je zak	uqak tog pravila, pri qemu za zak	uqaksvakog pravila Gen, neku formulu ∀xA, va�i da promen	iva x nije slobodnapromen	iva nijedne formule iz skupa Φ. Ako je dokaz dat nizom formula
F1, ..., Fn, onda je svaka formula Fi, 1 ≤ i ≤ n, ili aksioma, ili formula izskupa Φ ili je zak	uqak pravilaMP oblika Fl ⇒ Fk za neke formule Fl i Fk,
1 ≤ l, k ≤ i− 1, ili je zak	uqak pravila Gen oblika ∀xFl za neku formulu Fl,
1 ≤ l ≤ i− 1, i promen	ivu x koja nije slobodna promen	iva nijedne formuleiz skupa Φ. Formule skupa Φ zovemo hipotezama tog dokaza. Da postoji dokazformule F iz skupa hipoteza Φ u sistemu K oznaqavamo sa Φ ⊢K F (ili Φ ⊢ F )i ka�emo da je formula F posledia skupa formula Φ.U narednom zadatku pokaza�emo vezu izmeÆu teorema iskazne logike i teo-rema predikatske logike koju smo pomenuli u uvodu ove glave.Zadatak 8 Podsetimo se da smo u ode	ku 1.2.2 posmatrali iskaznuformulu F (p1, ..., pn), gde su p1, ..., pn sva �ena, meÆusobno razliqi-ta, iskazna slova i sa �om proizvo	ne, meÆusobno razliqite, predi-katske formule A1, ..., An nad nekim jezikom J . Pravili smo predi-katsku formulu F (A1, ..., An) tako xto smo u formuli F (p1, ..., pn)svako jav	a�e iskaznog slova pi zamenili formulom Ai, 1 ≤ i ≤ n.Poka�imo da za formule F (p1, ..., pn) i F (A1, ..., An) va�i osobina:ako je formula F (p1, ..., pn) teorema sistema iskazne logike L, ondaje formula F (A1, ..., An) teorema sistema predikatske logike K.Kako je F (p1, ..., pn) teorema sistema iskazne logike L, to u sistemu

L postoji dokaz formule F (p1, ..., pn), neki dokaz B1, ..., Bm, gde je
Bm formula F (p1, ..., pn). Kada u svakoj formuli Bj toga dokaza(1≤ j ≤m) sva jav	a�a iskaznog slova pi zamenimo predikatskomformulom Ai, za svako i (1≤ i≤n), dobijamo predikatsku formulu
Bj , i jox imamo da je formula Bm formula F (A1, ..., An). Pogledaj-mo sada niz predikatskih formula B1, ..., Bm. Za svaku formulu
Bj , 1 ≤ j ≤ m, iz tog niza va�i da je nastala od iskazne formule Bj



2.1. PREDIKATSKA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 71opisanom zamenom, a ta formula Bj , na osnovu definiije dokazau sistemu L, mo�e biti:(1) ili jedna aksioma sistema L, pa kako aksiomama L odgovarajuaksiome (A1)−(A10) sistema K, onda je i formula Bj aksioma K;(2) ili zak	uqak pravila MP qije su premise neke formule togniza Bk i Bl, k, l < j, i onda, poxto je MP pravilo izvoÆe�a i si-stema K, Bj jeste zak	uqak pravila MP qije premise su formule
Bk i Bl.Dakle, na osnovu definiije dokaza u sistemu K, niz formula
B1, ..., Bm je jedan dokaz formule Bm u tom sistemu. Formula Bmje F (A1, ..., An), te je F (A1, ..., An) teorema sistema K.Evo jox jedne veze hilbertovskog sistema iskazne logike sa hilbertovskimsistemom predikatske logike. Podsetimo se da u hilbertovskom sistemu iskaz-ne logike, sistemu L, va�i poznata teorema dedukije: za proizvo	ne formule

A i B, ako imamo dokaz formule A iz skupa hipoteza Φ ∪ {B}, onda postojidokaz formule B⇒A iz skupa hipoteza Φ (TEOREMA 2 (TEOREMA DEDUKCIJE)u ode	ku 3.2.3 u [3℄). Poka�imo sada da i u hilbertovskom sistemu predikat-ske logike, u sistemu K, va�i teorema dedukije.TEOREMA 2 (TEOREMA DEDUKCIJE)Za proizvo	an skup formula Φ, proizvo	ne formule A i B va�i:ako je Φ ∪ {B} ⊢ A, onda je Φ ⊢ B⇒A.DOKAZDokaz ove teoreme bi�e veoma sliqan dokazu TEOREME DEDUKCIJE zaiskaznu logiku (videti TEOREMU 2 (TEOREMU DEDUKCIJE) u ode	ku3.2.3 u [3℄). Dokaza�emo je indukijom po du�ini dokaza formule
A iz skupa hipoteza Φ ∪ {B} (kada je taj dokaz dat u obliku niza),gde du�inu dokaza definixemo kao broj formula u tom dokazu.Baza indukije: dokaz formule A iz skupa hipoteza Φ ∪ {B} jedu�ine 1. To znaqi da se taj dokaz sastoji samo iz jedne formule ito mora biti formula A.Ako je A iz skupa Φ ili ako je A aksioma sistema K, onda koriste�itaj dokaz koji qini formula A, i aksiomu A⇒(B⇒A) pravimo sle-de�i dokaz formule B⇒A iz skupa hipoteza Φ:
C1: A (ili hipoteza iz skupa Φ ili aksioma)
C2: A ⇒ (B ⇒ A) (aksioma (A1))
C3: B ⇒ A (zak	uqak MP iz C1 i C2)Ako je A formula B, onda je potrebno pokazati da postoji dokazformule B⇒B iz skupa hipoteza Φ. Imamo da je iskazna formula
p ⇒ p teorema sistema L iskazne logike (videti dokaz u Primeru9 ode	ka 3.2.3 u [3℄), pa je onda, na osnovu Zadatka 8, predikatskaformula B⇒B teorema sistema predikatske logike, sistema K, tj.postoji dokaz formule B⇒B. Jasno je (pokazuje se sliqno kao deo(1) TEOREME 1 iz ode	ka 3.2.3 u [3℄) da taj dokaz jeste i dokaz izskupa hipoteza Φ, tj. da u sistemu K va�i Φ ⊢ B ⇒ B.



72 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDAIndukijska pretpostavka: za proizvo	ne formule A i B i skupformula Φ va�i da, ako postoji dokaz formule A iz skupa hipoteza
Φ ∪ {B} du�ine ma�e od n, onda postoji dokaz formule B⇒A izskupa hipoteza Φ.Doka�imo da teorema va�i i za proizvo	ne formule A i B, skupformula Φ i dokaz A iz skupa hipoteza Φ ∪ {B} du�ine n: ako po-stoji dokaz formule A iz skupa hipoteza Φ ∪ {B} du�ine n, ondapostoji dokaz formule B⇒A iz skupa hipoteza Φ.Neka je C1,...,Cn jedan dokaz formule A iz skupa hipoteza Φ ∪ {B}du�ine n. Kako je to dokaz formule A, onda je formula Cn u stvari
A, tj. taj dokaz je niz: C1,...,A. Za formulu A, kao formulu koja sepojav	uje u tom dokazu, postoje slede�ih pet mogu�nosti:(1) A je aksioma;(2) A je neka hipoteza iz skupa Φ ∪ {B} koja nije B;(3) A je hipoteza B iz skupa Φ ∪ {B};(4) A je zak	uqak pravila MP , tj. postoje formule Ci i Cj togdokaza (i, j < n) takve da je Cj formula Ci ⇒ A;(5) A je zak	uqak pravila Gen, tj. A je formula ∀xCk za neku for-mulu Ck tog dokaza (1 ≤ k < n) i promen	ivu x koja nije slobodnapromen	iva nijedne formule iz skupa hipoteza Φ ∪ {B}.U sluqajevima (1), (2), (3) i (4) postupamo kao u iskaznoj logii,preiznije kao redom u sluqajevima (1), (2), (3) i (4) iz dokazaTEOREME DEDUKCIJE iskazne logike TEOREME 2 (TEOREME DEDUKCIJE)u ode	ku 3.2.3 u [3℄.U sluqaju (5) posmatramo deo C1,...,Ck dokaza C1,...,Cn. Taj niz fo-rmula je jedan dokaz formule Ck iz skupa hipoteza Φ∪{B}, kojije du�ine k, gde je k ma�e od n. Prime�ujemo indukijsku pret-postavku na formulu Ck i taj �en dokaz iz skupa hipoteza Φ∪{B}:postoji dokaz formule B⇒Ck iz skupa hipoteza Φ, neki dokaz D1,..., Dm, gde je Dm bax formula B ⇒ Ck. Ovom dokazu dodajemoslede�e formule:
Dm+1: ∀x(B⇒Ck)koja je zak	uqak pravila Gen sa premisom Dm, i ta primena Genispu�ava uslov dokaza iz skupa hipoteza jer x nije slobodna pro-men	iva nijedne formule iz skupa Φ;
Dm+2: ∀x(B⇒Ck) ⇒ (B⇒∀xCk),koja je aksioma A13 jer x nije slobodna promen	iva formule B;
Dm+3: B⇒∀xCkkoja je zak	uqak pravila MP sa premisama Dm+1 i Dm+2.Dakle, niz formulaD1,..., Dm+3 jeste jedan dokaz formuleB⇒∀xCkiz skupa hipoteza Φ. Kako je ∀xCk u stvari formula A, to je niz
D1,..., Dm+3 dokaz formule B⇒A iz skupa hipoteza Φ.

♦



2.1. PREDIKATSKA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 73U sluqaju (5) dokaza TEOREME 2 (TEOREME DEDUKCIJE) koristili smo karak-teristiku dokaza iz skupa hipoteza, uslov za primenu pravila Gen. Da jedokaz iz skupa hipoteza definisan bez tog uslova (kao, na primer, u [13℄),tada bismo u sistemu K imali slede�u osobinu dokaza iz skupa hipoteza, jaquverziju date TEOREME DEDUKCIJE:za proizvo	an skup formula Φ, i proizvo	ne formule A i B, ako postoji dokazformule A iz skupa hipoteza Φ ∪ {B} u kojem se ne koristi pravilo Gen zaslobodne promen	ive formule B, onda postoji i dokaz formule B⇒A iz skupahipoteza Φ;ili ovu verziju, koja se, kada je dokaz iz skupa hipoteza definisan bez uslovaza primenu pravila Gen, i zove TEOREMA DEDUKCIJE (videti [13℄):za proizvo	an skup formula Φ, proizvo	nu reqeniu B i proizvo	nu formulu
A va�i: ako postoji dokaz formule A iz skupa hipoteza Φ∪ {B}, onda postoji idokaz formule B⇒A iz skupa hipoteza Φ.2.1.4 Ekvivalentnost sistema NK i KU ode	ku 3.2.4 iz [3℄ dokazano je da su formalni sistemi iskazne logike,prirodnodedukijski sistem N i hilbertovski sistem L, ekvivalentni. Uovom ode	ku, koriste�i ideju tog dokaza (videti TEOREME 3 i TEOREME 4 izode	ka 3.2.4 u [3℄) dokaza�emo da su sistemi NK i K ekvivalentni, tj. pokaza-�emo da sve xto mo�emo dokazati u sistemu NK to mo�emo dokazati i u sis-temu K, i obrnuto. Ekvivalentnost tih sistema nam kazuje da su sistemi NK i
K dva ekvivalentna naqina zadava�a (predstav	a�a) predikatske logike kaoformalne teorije. Doka�imo prvo teoremu, koja je na neki naqin proxire�eTEOREME 3 iz ode	ka 3.2.4 u [3℄ na predikatsku logiku.TEOREMA 3Ako je sekvent Γ ⊢ A dokaziv u sistemu NK, onda u sistemu K postoji dokazformule A iz skupa hipoteza Γ.DOKAZTeoremu �emo dokazati indukijom po du�ini dokaza D sekventa

Γ ⊢A u sistemu NK, gde du�inu dokaza definixemo kao broj pravi-la izvoÆe�a u tom dokazu. Dogovorimo se da neki dokaz iz hipotezau sistemu K, dokazΛ ⊢ C, posmatramo kao konaqno drvo qiji je korenformula C, svaki list je hipoteza iz skupa Λ ili aksioma, i svakograna�e je opravdano ili pravilom izvoÆe�a modus ponensom, MP ,ili pravilom izvoÆe�a generelizacije, Gen (uz poxtova�e uslova zaslobodne promen	ive formula iz skupa hipoteza). To drvo �emografiqki predstav	ati ▽Λ

C
ili ▽Λ

|

C

.



74 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDABaza indukije, sekvent Γ ⊢ A je aksiomatski sekvent A ⊢ A. Usistemu K drvo dokaza formule A iz skupa hipoteza {A} je prostojedan qvor u kome formula A, koji je i list i koren tog drveta.Indukijska pretpostavka: teorema va�i za svaki dokaziv sekventsistema NK qiji dokaz ima du�inu ma�u od n.Poka�imo da teorema va�i za sekvent qiji dokaz je du�ine n.Posmatramo dokaz D sekventa Γ ⊢ A koji je du�ine n. Imamo vixesluqajeva u zavisnosti od posled�eg pravila tog dokaza, koje mo�ebiti pravilo za logiqke veznike ili kvantifikatore, ili Persovopravilo. U sluqajevima kada posled�e pravilo dokaza D jeste pra-vilo za neki logiqki veznik ili je Persovo pravilo, gradimo do-kaze u sistemu K potpuno isto kao u odgovaraju�im sluqajevima uiskaznom sistemu L (u dokazu TEOREME 3 iz ode	ka 3.2.4 u [3℄), samoxto dokaze ovde qine predikatske formule. Ostaje da razmotrimosluqajeve kada se dokaz u sistemu NK zavrxava pravilima uvoÆe�ai pravilima eliminaije za kvantifikatore.
⊳ Pretpostavimo da je posled�e pravilo izvoÆe�a dokaza sekventa
Γ ⊢ A pravilo uvoÆe�a ∀, pravilo ∀U :

Γ ⊢ B

Γ ⊢ ∀xB
∀Ugde x nije slobodna promen	iva nijedne formule iz skupa Γ, a naxsekvent Γ ⊢ A je oblika Γ ⊢ ∀xB. Treba pokazati da u sistemu Kpostoji dokaz formule ∀xB iz skupa hipoteza Γ. Na osnovu induk-ijske pretpostavke u sistemu K postoji dokaz formule B iz skupahipoteza Γ. Koriste�i taj dokaz u sistemu K pravimo drvo:
▽Γ

∀xB

BListovi ovog drveta su listovi drveta ▽Γ

|

B

na kojima su ili aksiomeili formule iz skupa Γ. Ostali qvorovi novog drveta su qvorovi(koji nisu listovi) drveta dokaza formule B iz skupa hipoteza Γ,drveta▽Γ

|

B

, i qvor u kojem je formula ∀xB. Prema uslovu za pravilo
∀U , x nije slobodna promen	iva nijedne formule iz Γ, tj. nijedneformule iz skupa hipoteza, pa posled�e pravilo Gen qiji je zak-	uqak formula ∀xB, jeste dobro prime�eno. Dakle, ovo novo drvojeste jedan dokaz formule ∀xB iz skupa hipoteza Γ u sistemu K.
⊳ Pretpostavimo da je posled�e pravilo izvoÆe�a dokaza sekventa
Γ ⊢ A pravilo eliminaije ∀, pravilo ∀E:
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Γ ⊢ ∀xB

Γ ⊢ Bx
t

∀Egde je term t slobodan za promen	ivu x u formuli B i sekvent Γ ⊢ Aje oblika Γ ⊢ Bx
t . Treba pokazati da u sistemu K postoji dokaz for-mule Bx

t iz skupa hipoteza Γ. Na osnovu indukijske pretpostavkeu sistemu K postoji dokaz formule ∀xB iz skupa hipoteza Γ: ▽Γ

|

∀xB

.Koriste�i taj dokaz u sistemu K pravimo drvo:
▽Γ

B
x
t

∀xB ⇒ B
x
t∀xBListovi ovog drveta su listovi drveta▽Γ

|

∀xB

(na kojima su ili aksiomeili formule iz skupa Γ) i list na kome je aksioma ∀xB ⇒ Bx
t .Ostali qvorovi novog drveta su qvorovi (koji nisu listovi) drvetadokaza formule ∀xB iz skupa hipoteza Γ, drveta▽Γ

|

∀xB

, i qvor u kojemje zak	uqak MP , formula Bx
t . Dakle, ovo novo drvo jeste jedan do-kaz formule Bx

t iz skupa hipoteza Γ u sistemu K.
⊳ Pretpostavimo da je posled�e pravilo izvoÆe�a dokaza sekventa
Γ ⊢ A pravilo uvoÆe�a ∃, pravilo ∃U :

Γ ⊢ Bx
t

Γ ⊢ ∃xB
∃Ugde je term t slobodan za promen	ivu x u formuli B i sekvent Γ ⊢ Aje oblika Γ ⊢ ∃xB. Treba pokazati da u sistemu K postoji dokazformule ∃xB iz skupa hipoteza Γ. Na osnovu indukijske pret-postavke u sistemu K postoji dokaz formule Bx

t iz skupa hipoteza
Γ. Koriste�i taj dokaz u sistemu K pravimo drvo:

▽Γ

∃xB

B
x
t ⇒ ∃xBB

x
tListovi ovog drveta su listovi drveta▽Γ

|

Bx
t

(na kojima su ili aksiomeili formule iz skupa Γ) i list na kome je aksioma Bx
t ⇒∃xB. Os-tali qvorovi novog drveta su qvorovi (koji nisu listovi) drveta



76 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDAdokaza formule Bx
t iz skupa hipoteza Γ, drveta ▽Γ

|

Bx
t

, i qvor u kojemje zak	uqak MP , formula ∃xB. Dakle, ovo novo drvo jeste jedandokaz formule ∃xB iz skupa hipoteza Γ u sistemu K.
⊳ Pretpostavimo da je posled�e pravilo izvoÆe�a dokaza sekventa
Γ ⊢ A pravilo eliminaije ∃, pravilo ∃E:

Λ ⊢ ∃xB(x) ∆1 ⊢ A

Λ ∪∆ ⊢ A
∃Egde x nije slobodna promen	iva nijedne formule iz ∆1 \ {B(x)}niti formule A, skup ∆ je ili ∆1 ili ∆1\{B(x)}, a nax sekvent

Γ ⊢ A je oblika Λ ∪∆ ⊢ A. Treba pokazati da u sistemu K postojidokaz formule A iz skupa hipoteza Λ ∪∆. Na osnovu indukijskepretpostavke u sistemu K postoji dokaz formule ∃xB(x) iz skupahipoteza Λ, dokaz ▽Λ

|

∃xB(x)

, i dokaz formule A iz skupa hipoteza ∆1.Primetimo da ako formula B(x) ne pripada skupu ∆1, onda va�i
∆1 = ∆1\{B(x)} i ∆ je u stvari ∆1; a ako B(x) pripada skupu ∆1,onda je ∆1 6= ∆1\{B(x)} i skup ∆ je ili ∆1 ili ∆1\{B(x)}. Dakleimamo dva sluqaja: ili ∆=∆1, ili ∆6=∆1, tj. ∆ = ∆1\{B(x)}.Ako je ∆=∆1, onda je dokaz formule A iz skupa hipoteza ∆1, kojiimamo, u stvari dokaz formule A iz skupa hipoteza ∆. Koriste�i�ega i dokaz formule ∃xB(x) iz skupa hipoteza Λ pravimo drvo:

A ⇒ (∃ xB(x) ⇒ A)A

▽∆

▽Λ

A

∃xB(x) ⇒ A∃xB(x)Listovi ovog drveta su listovi drveta ▽Λ

|

∃xB(x)

i drveta▽∆

|

A

(na koji-ma su ili aksiome ili formule iz skupa Λ ∪ ∆) i list na komeje aksioma (A1), aksioma A⇒ (∃xB(x)⇒A). Ostali qvorovi no-vog drveta su qvorovi (koji nisu listovi) drveta dokaza formule
∃xB(x) iz skupa hipoteza Λ i dokaza formule A iz skupa hipoteza
∆, drveta ▽Λ

|

∃xB(x)

i drveta▽∆

|

A

, i qvorovi u kojima su zak	uqi pravila
MP , formule ∃xB(x)⇒A i A. Znaqi da ovo novo drvo jeste jedandokaz formule A iz skupa hipoteza Λ ∪∆ u sistemu K.Ako je ∆6=∆1, tj. ∆ = ∆1\{B(x)}, onda je dokaz formule A iz skupahipoteza ∆1, koji imamo u sistemu K, u stvari dokaz formule A iz



2.1. PREDIKATSKA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 77skupa hipoteza ∆ ∪ {B(x)}. Stoga, na osnovu TEOREME DEDUKCIJE,dobijamo da postoji dokaz formule B(x)⇒A iz skupa hipoteza ∆.Koriste�i taj dokaz i dokaz formule ∃xB(x) iz skupa hipoteza Λ,pravimo drvo:
A14∀ x (B(x) ⇒ A)

B(x) ⇒ A

▽∆

▽Λ

A

∃ x B(x) ⇒ A∃ x B(x)gde je A14 formula ∀x(B(x)⇒A)⇒(∃xB(x)⇒A).Listovi ovog drveta su listovi drveta ▽Λ

|

∃xB(x)

i drveta ▽∆

|

B(x) ⇒ A

(na koji-ma su ili aksiome ili formule iz skupa Λ ∪∆) i list na kome jeformula ∀x(B(x)⇒A)⇒(∃xB(x)⇒A), koja je aksioma (A14), jer pouslovu za pravilo ∃E va�i x/∈SP (A). Ostali qvorovi novog drvetasu qvorovi (koji nisu listovi) drveta dokaza formule ∃xB(x) izskupa hipoteza Λ i dokaza formule B(x)⇒A iz skupa hipoteza ∆,qvorovi drveta ▽Λ

|

∃xB(x)

i drveta ▽∆

|

B(x) ⇒ A

, i qvorovi u kojima su zak	uqi
MP , formule ∃xB(x)⇒A i A i qvor u kome je zak	uqak pravi-la Gen, formula ∀x(B(x)⇒A). Ostaje samo da proverimo da lipravilo Gen sa premisom B(x)⇒A i zak	uqkom ∀x(B(x)⇒A) zado-vo	ava uslov definiije dokaza iz skupa hipoteza: x nije slobodnapromen	iva nijedne formule iz skupa hipoteza ∆. Iz uslova kojiva�i za pravilo ∃E imamo da x nije slobodna promen	iva nijedneformule iz skupa ∆1\{B(x)}, a to znaqi i nijedne formule iz skupa
∆, jer je ∆=∆1\{B(x)}. Stoga je posmatrano pravilo Gen ispravnoprime�eno. Dakle, ovo novo drvo jeste jedan dokaz formule A izskupa hipoteza Λ ∪∆ u sistemu K.

♦TEOREMA 4Formula F je teorema sistema NK ako i samo ako F je teorema sistema K.DOKAZPRVI DEO:Ako je formula F teorema sistema K, onda je F teorema sistema NK.DOKAZKao i u dokazu ekvivalentnosti sistema N i L (videti TEOREMU 4iz ode	ka 3.2.4 u [3℄) potrebno je u prvom koraku za svaku aksiomusistema K pokazati da je teorema sistemaNK. Dokazi da su aksiome
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(A1)− (A10) teoreme sistema NK potpuno su analogni dokazima dasu aksiome sistema L teoreme sistema N (Zadai 8-15 ode	ka 3.2.2.u [3℄). Ostaje da se ta osobina doka�e za preostale qetiri aksiomesistema K. To smo mi ve� uradili u Zadaima 1-4 ode	ka 2.1.2.Dakle, sve aksiome sistema K su teoreme sistema NK. Da	e, uslede�em koraku, koriste�i tu osobinu, poka�imo da i proizvo	nateorema sistema K jeste teorema sistema NK. Neka je formula Fjedna teorema sistema K. Tada u sistemu K postoji dokaz formule
F . Ako taj dokaz predstavimo kao drvo, onda je to konaqno drvou qijem korenu je formula F , na svakom listu tog drveta je jednaaksioma sistema K i svako grana�e je opravdano nekim pravilomizvoÆe�a iz K, tj. pravilom izvoÆe�a MP ili pravilom izvoÆe�a
Gen. Na tom drvetu napravimo slede�e izmene:(1) na svakom listu zateqenu aksiomu A zamenimo drvetom dokazasekventa ⊢ A iz sistema NK koji smo napravili ili u Zadaima 1-4iz 2.1.2, ili naprav	enim kao u Zadaima 8-15 ode	ka 3.2.2. iz [3℄samo sa predikatskim formulama;(2) u svakom qvoru zateqenu formulu D zamenimo sekventom oblika
⊢ D, pa i u korenu tog drveta formulu F zamenimo sekventom ⊢ F .Dobili smo novo drvo. Pitamo se da li je to drvo jedan dokaz u sis-temu NK? Prvo, svi listovi tog drveta su listovi dokaza sistema
NK kao iz Zadataka 8-15 ode	ka 3.2.2. u [3℄ ili Zadataka 1-4 iz 2.1.2,a to znaqi da su na �ima aksiomatski sekventi. Ostaje jox da prove-rimo qime su opravdana grana�a u tom drvetu. Ako je to grana�e udelu drveta koji se zavrxava sekventom ⊢ A, gde je A aksioma sis-tema K, onda je ono opravdano nekim pravilom izvoÆe�a sistema
NK. Ako je to grana�e u delu drveta koje je postojalo u drvetudokaza u sistemu K (i tamo bilo opravdano ili pravilom MP ilipravilom Gen), onda je u sistemu NK to grana�e opravdano redomili pravilom eliminaije veznika ⇒, pravilom ⇒E, ili pravi-lom uvoÆe�a kvantifikatora ∀, pravilom ∀U . (Napomenimo da jepravilo ∀U ispravno prime�eno jer u gor�em sekventu tog pravilasa leve strane ⊢ nema formula, pa je trivijalno zadovo	en uslovza (∀U), da promen	iva x nije slobodna promen	iva u formulamalevo od ⊢.) Dakle to jeste jedno drvo dokaza u sistemu NK u qijemje korenu sekvent ⊢ F . Stoga, zak	uqujemo da je sekvent ⊢ F dokazivu sistemu NK, a to znaqi da formula F jeste teorema sistema NK.DRUGI DEO:Ako je formula F teorema sistema NK, onda je F teorema sistema K.DOKAZKako je formula F teorema sistema NK, imamo da je sekvent ⊢ Fdokaziv u sistemu NK. Na osnovu TEOREME 3, u sistemu K postojidokaz formule F iz skupa hipoteza koji je prazan skup. To znaqida je formula F teorema sistema K.

♦



2.1. PREDIKATSKA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 79Dve predikatske formule A i B su sintaksno ekvivalentne ako je for-mula A⇔B teorema formalnog sistema predikatske logike, sistema NK (tj.sistema K). U narednoj teoremi pokaza�emo osobine sintaksno ekvivalentnihpredikatskih formula, koje su analogne osobinama semantiqki ekvivalentnihpredikatskih formula datih u TEOREMI 5 iz ode	ka 1.2.2.TEOREMA 5Neka su A i B predikatske formule nad nekim jezikom J .(1) Ako je ⊢ A ⇔ B, onda je ⊢ ¬A ⇔ ¬B.(2) Ako je ⊢ A ⇔ B, onda za proizvo	nu predikatsku formulu C nad J va�i:(∧1) ⊢ (C ∧A) ⇔ (C ∧B) i (∧2) ⊢ (A ∧C) ⇔ (B ∧ C);(∨1) ⊢ (C ∨A) ⇔ (C ∨B) i (∨2) ⊢ (A ∨C) ⇔ (B ∨ C);(⇒1) ⊢ (C ⇒ A) ⇔ (C ⇒ B) i (⇒2) ⊢ (A ⇒ C) ⇔ (B ⇒ C);(⇔1) ⊢ (C ⇔ A) ⇔ (C ⇔ B) i (⇔2) ⊢ (A ⇔ C) ⇔ (B ⇔ C).(3) Ako je ⊢ A ⇔ B, onda je ⊢ ∀xA ⇔ ∀xB.(4) Ako je ⊢ A ⇔ B, onda je ⊢ ∃xA ⇔ ∃xB.(5) Ako je ⊢ A ⇔ B i ⊢ B ⇔ C, onda je ⊢ A ⇔ C.DOKAZDokazi da su formule iz delova (1) i (2) teoreme predikatske logikesu potpuno analogni dokazima da su iskazne formule tog oblikateoreme iskazne logike (videti TEOREMU 9 iz ode	ka 3.2.5 iz [3℄).(3) Ovu osobinu �emo dokazati u sistemu NK. Znamo da je formula
A⇔B po definiiji formula (A⇒B) ∧ (B⇒A). Zato, kako je
A⇔B teorema u sistemu NK, onda u tom sistemu postoji dokaz teformule, tj. formule (A⇒B)∧(B⇒A), neki dokaz D. Iz tog dokazaprimenom pravila (∧E1) i (∧E2) dobijamo redom dokaze formula
A ⇒ B i B ⇒ A, dokaze D1 i D2. Koriste�i te dokaze, pravimoslede�i dokaz:

D1

⊢ A⇒B

∀xA ⊢ ∀xA

∀xA ⊢ A
∀E

∀xA ⊢ B
⇒E

∀xA ⊢ ∀xB
∀U

⊢ ∀xA⇒∀xB
⇒U

D2

⊢ B⇒A

∀xB ⊢ ∀xB

∀xB ⊢ B
∀E

∀xB ⊢ A
⇒E

∀xB ⊢ ∀xA
∀U

⊢ ∀xB⇒∀xA
⇒U

⊢ (∀xA⇒∀xB) ∧ (∀xB⇒∀xA)
∧UDakle, u NK postoji dokaz sekventa ⊢ (∀xA ⇒ ∀xB)∧(∀xB ⇒ ∀xA),tj. formula ∀xA ⇔ ∀xB je teorema tog sistema.(4) Dokaz ovog dela pravi se na sliqan naqin kao dokaz dela (3).(5) Dokaz ovog dela je potpuno analogan dokazu dela (7) TEOREME 7iz ode	ka 3.2.5 u [3℄.

♦U ode	ku 1.2.3 dokazali smo TEOREMU O PRENEKSNOJ NORMALNOJ FORMI(TEOREMU 6): za svaku formulu F postoji bar jedna formula u preneksnoj



80 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDAnormalnoj formi F pf koja je (semantiqki) ekvivalentna toj formuli F , tj.
|= F⇔F pf . Sada �emo dokazati osobinu da za svaku formulu F postoji barjedna formula u preneksnoj normalnoj formi F pf sa kojom je ta formula Fsintaksno ekvivalentna. Teoremu iz ode	ka 1.2.3 zva�emo i semantiqka verzijaTEOREME O PRENEKSNOJ NORMALNOJ FORMI, a teorema koja govori o sintaksnojekvivalentosti formula F i F pf je sintaksna verzija TEOREME O PRENEKSNOJNORMALNOJ FORMI. Dokaz te teoreme, koju �emo formulisati za sistem K, bi�eanalogan dokazu �ene semantiqke verzije iz ode	ka 1.2.3, tako xto se umestosvojstava: biti va	ana formula i semantiqka ekvivalentnost koriste redomsvojstva: biti teorema i sintaksna ekvivalentnost.TEOREMA 6U sistemu K za svaku formulu F postoji bar jedna formula F pf u preneksnojnormalnoj formi takva da je:

⊢ F ⇔ F pf .DOKAZPosmatrajmo proizvo	nu formulu F nad nekim jezikom J . Kao iu semantiqkoj verziji (TEOREMI O PRENEKSNOJ NORMALNOJ FORMI(TEOREMI 6 iz ode	ka 1.2.3)) smemo da pretpostavimo da se u for-muli F pojav	uju samo veznii ∧, ∨ i ¬. Dokazujemo teoremu in-dukijom po slo�enosti formule F , odnosno po broju n, koji je zbirbroja logiqkih veznika i broja kvantifikatora u formuli F .Baza indukije, n = 0. Formula F nema logiqkih veznika nitikvantifikatora, tj. F je neka elementarna formula. Dakle, tra-�ena formula F pf je sama formula F .Indukijska pretpostavka: teorema va�i za svaku formulu F kojaima ma�e od n logiqkih veznika i kvantifikatora, odnosno postojiformula F pf u preneksnoj normalnoj formi, takva da je:
⊢ F ⇔ F pf .Dokaz da teorema va�i za formulu sa n veznika i kvantifikatora.Posmatrajmo formulu F koja ima n logiqkih veznika i kvantifika-tora. Formula F mo�e imati jedan od slede�ih oblika:

A ∧B, A ∨B, ¬A, ∀xA ili ∃xA.Bez obzira koji od pet navedenih oblika ima formula F , �ene pot-formule A i B imaju bar jedan veznik ili kvantifikator ma�e odte formule F , pa za �ih va�i indukijska pretpostavka: postojeformule Apf i Bpf u preneksnoj normalnoj formi takve da je:
⊢ A ⇔ Apf i ⊢ B ⇔ Bpf .Poxto su formule Apf i Bpf u preneksnoj normalnoj formi, ondaje svaka od formula Apf i Bpf(∗) ili formula koja ne sadr�i kvantifikatore, tj. formule Apfi Bpf su redom formule C i D koje ne sadr�e kvantifikatore;(∗∗) ili formula u kojoj su svi kvantifikatori na �enom poqetku,tj. formule Apf i Bpf su redom oblikaQ1x1...QlxlC i P1y1...PmymD



2.1. PREDIKATSKA LOGIKA KAO FORMALNA TEORIJA 81za neke l,m > 0, gde je svaki Qi (1≤i≤ l) i Pj (1≤j≤ m) ili ∀ ili
∃ i formule C i D ne sadr�e kvantifikatore.Za bilo koji oblik Apf i Bpf dokazuje se, analogno kao u seman-tiqkoj verziji teoreme, da mo�emo da pretpostavimo da su skupovislobodnih promen	ivih formule C i slobodnih promen	ivih for-mule D disjunktni. U ovom dokazu koristi se argument da su, zasvaku formulu A u kojoj se ne jav	a y, formule ∀xA ⇔ ∀yAx

y i
∃xA⇔ ∃yAx

y teoreme (pokazano u Primeru 5 iz 2.1.1) i to umestoargumenta iz semantiqke verzije da su te formule va	ane. Sada zaformulu F odredimo tra�enu formulu F pf .
⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika A ∧B.Iz ekvivalentnosti formula A i Apf i formula B i Bpf , tj. iz

⊢ A ⇔ Apf i ⊢ B ⇔ Bpf ,na osnovu delova (∧1), (∧2) i (5) TEOREME 5, imamo sintaksnu ekvi-valentnost formula A ∧B i Apf ∧Bpf , odnosno va�i
⊢ (A ∧B) ⇔ (Apf ∧Bpf ).Ako su obe formule Apf i Bpf oblika (∗), onda je formula Apf ∧Bpfu preneksnoj normalnoj formi. Dakle, tra�ena formula F pf je fo-rmula Apf ∧Bpf .Ako je bar jedna od formula Apf i Bpf oblika (∗∗), onda je Apf∧Bpf :

(Q1x1...QlxlC) ∧ (P1y1...PmymD)gde je l > 0 ili m > 0.Indukijom po broju kvantifikatora u formuli Apf ∧ Bpf , broju
l+m, analogno kao u delu dokazu semantiqke verzije kada je formula
F oblika A ∧B, pokazujemo da je formula Apf ∧Bpf sintaksno ek-vivalentna formuli:

Q1x1...QlxlP1y1...Pmym(C ∧D),koja je u preneksnoj normalnoj formi.U tom dokazu koristi se sintaksna ekvivalentnost, a ne semantiqka.Naime, koristimo osobine da su formule
∀x(A(x) ∧B) ⇔ (∀xA(x) ∧B) i ∃x(A(x) ∧B) ⇔ (∃xA(x) ∧B)za x /∈ SF (B) i
∀x(B ∧ A(x)) ⇔ (B ∧ ∀xA(x)) i ∃x(B ∧ A(x)) ⇔ (B ∧ ∃xA(x)),za x /∈ SF (B)teoreme, xto je dokazano u Primerima 7 i 8 iz ode	ka 2.1.1 (umestoosobina da su te formule va	ane formule, koje su korix�ene usemantiqkoj verziji).
⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika A ∨B.Iz ekvivalentnosti formula A i Apf i formula B i Bpf , tj. iz



82 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDA
⊢ A ⇔ Apf i ⊢ B ⇔ Bpf ,na osnovu delova (∨1), (∨2) i (5) TEOREME 5, imamo sintaksnu ekvi-valentnost formula A ∨B i Apf ∨Bpf , znaqi va�i
⊢ (A ∨B) ⇔ (Apf ∨Bpf ).Koriste�i teoreme (4) i (5) iz Primera 7 i (3) i (4) iz Primera 8 izode	ka 2.1.1, postupamo analogno kao u sluqaju kada je formula F pfoblika A ∧ B, i dobijamo formulu u preneksnoj normalnoj formi,formulu F pf , sintaksno ekvivalentnu formuli A ∨B.

⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika ¬A.Iz ekvivalentnosti formula A i Apf , tj. iz
⊢ A ⇔ Apf ,na osnovu dela (1) TEOREME 5, imamo sintaksnu ekvivalentnost for-mula ¬A i ¬Apf , tj. va�i

⊢ ¬A ⇔ ¬Apf .Ako je formula Apf oblika (∗), onda je formula ¬Apf u preneksnojnormalnoj formi. Dakle, tra�ena formula F pf je ¬Apf .Ako je formula Apf oblika (∗∗), tj. Apf je oblika Q1x1...QlxlC,
l > 0, onda je formula ¬Apf oblika

¬(Q1x1...QlxlC).Indukijom po broju kvantifikatora formule ¬Apf , broju l mo�ese pokazati da je formula ¬Apf sintaksno ekvivalentna formuli:
Q1x1...Qlxl¬C,koja je u preneksnoj normalnoj formi, gde je Qi kvantifikator ra-zliqit od Qi, za sve 1 ≤ i ≤ l. Taj je dokaz analogan delu dokazasemantiqke verzije kada je formula F oblika ¬A, samo se umestoosobine da su De Morganovi zakoni za kvantifikatore

¬∀zE ⇔ ∃z¬E i ¬∃zE ⇔ ∀z¬Eva	ane formule, koristi osobina da su one teoreme (xto smo pokaza-li u Primeru 6 iz ode	ka 2.1.1).
⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika ∀xA.Iz ekvivalentnosti formula A i Apf , tj. iz

⊢ A ⇔ Apf ,na osnovu dela (3) TEOREME 5, imamo sintaksnu ekvivalentnost for-mula ∀xA i ∀xApf , odnosno va�i
⊢ ∀xA ⇔ ∀xApfi formula ∀xApf je u preneksnoj normalnoj formi, tj. formula

∀xApf je tra�ena formula F pf .
⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika ∃xA.Iz ekvivalentnosti formula A i Apf , tj. iz
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⊢ A ⇔ Apf ,na osnovu dela (4) TEOREME 5, imamo sintaksnu ekvivalentnost for-mula ∃xA i ∃xApf , dakle va�i

⊢ ∃xA ⇔ ∃xApf ,pa je formula ∃xApf tra�ena formula F pf .
♦2.2 Definiija i primeri teorija prvog reda2.2.1 Definiija teorija prvog redaVe� smo u uvodu ove glave rekli da su teorije prvog reda formalne teorije uokviru nekog formalnog sistema predikatske logike, sistema K ili NK, ilinekog tre�eg formalnog sistema te logike. U graÆe�u jedne teorije prvog reda

T polazimo od logiqkog dela alfabeta predikatske logike i nekog jezika J .�ene formule su predikatske formule nad tim jezikom. Aksiome i pravilaizvoÆe�a teorije T su sve aksiome i pravila izvoÆe�a (preiznije, sheme tihaksioma i pravila) izabranog formalnog sistema predikatske logike i mo�dajox neke speijalne aksiome i pravila izvoÆe�a. A evo i definiije teorijeprvog reda.Definiija teorije prvog redaTeorija prvog reda T je formalna teorija takva da
⋄ �eni simboli su simboli alfabeta predikatske logike, tj. sim-boli �egovog logiqkog dela Jl i nekog jezika J (qiji skup indi-vidualnih konstanti C i skup operaijskih simbola O mogu bitiprazni);
⋄ �ene formule su predikatske formule nad jezikom J ;
⋄ �ene aksiome su aksiome nekog formalnog sistema predikatskelogike nad jezikom J , i mo�da jox neke speijalne aksiome kojeqine skup AT ;
⋄ pravila izvoÆe�a su pravila izvoÆe�a istog formalnog sistemapredikatske logike, i mo�da jox i neka pravila izvoÆe�a koja qinekonaqan skup RT .Primetimo odmah da ako imamo neki jezik J , onda svaki formalni sistempredikatske logike nad J jeste jedna teorija prvog reda, qiji je skup spei-jalnih aksioma, skup AT , prazan, i koji osim svojih nema drugih pravilaizvoÆe�a (tj. skup RT je prazan). Dakle, naxi sistemi NK i K nad nekimjezikom J su teorije prvog reda. Jedan takav formalni sistem predikatske



84 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDAlogike nad nekim jezikom J zove se i predikatski raqun prvog reda. Ako sujox u jeziku J skup individualnih konstanti C i skup operaijskih simbola
O prazni, onda se koristi i naziv qist predikatski raqun prvog reda.Kada ho�emo da definixemo jednu formalnu teoriju prvog reda T nadnekim jezikom J , prvo biramo formalni sistem predikatske logike nad timjezikom u okviru koga �e biti ta teorija. U okviru sistema K definixemoformalnu teoriju prvog reda T nad jezikom J qiji je skup aksioma, skup
A(T ) = A(K) ∪AT , gde AT je skup speijalnih aksioma, a skup pravila izvo-Æe�a, skup R(T ), qine samo pravila izvoÆe�a sistema K: MP i Gen. Kadateoriju prvog reda zasnivamo u okviru sistema NK, onda su elementi skupa
AT aksiomatski sekventi koje dodajemo skupu A(NK) i dobijamo A(T ); a skuppravila izvoÆe�a, skup R(T ), je R(NK) ∪ RT , gde je RT konaqan skup novihpravila izvoÆe�a. Poxto se teorije prvog reda zasnivaju u okviru nekog sis-tema predikatske logike te teorije se jox zovu i predikatske teorije.Kako je svaka teorija prvog reda jedna formalna teorija, to su definiijedokaza (izvoÆe�a, dedukije), teoreme i dokaza formule iz skupa hipoteza zateorije prvog reda iste kao za svaku formalnu teoriju (videti 3.1 u [3℄). Tedefiniije smo ve� naveli za posebne teorije, sisteme NK i K. Ovde �emo ihpredstaviti za jednu teoriju prvog reda T u okviru sistema predikatske logike
NK. U toj teoriji prvog reda T dokaz sekventa Γ ⊢F je konaqno drvo u qijemkorenu je bax sekvent Γ ⊢ F , na svakom listu je jedan aksiomatski sekventte teorije T , a svako grana�e je opravdano nekim �enim pravilom izvoÆe�a.Kaza�emo da je sekvent Γ ⊢ F dokaziv u teoriji T ako i samo ako postoji dokazu toj teoriji u qijem je korenu taj sekvent Γ ⊢F . Formula F je teorema teorije
T ako je sekvent ⊢ F dokaziv u teoriji T , a posledia skupa hipoteza Γ akoje sekvent Γ ⊢ F dokaziv u teoriji T . Oznaka da je F teorema teorije T bi�euobiqajena: ⊢T F (ili samo ⊢ F ) i u ovoj oznai simbol ⊢ je iz metajezikateorije T .U narednim ode	ima ovog poglav	a predstavi�emo qetiri teorije prvogreda.2.2.2 Qista teorija jednakostiVa�na teorija prvog reda, qista teorija jednakosti, je predikatska logika sajednakox�u. Naime, formule te teorije se razlikuju od predikatskih formulanad jezikom J po tome xto one mogu imati i relaijski simbol =. Dakle,jezik te teorije je jezik sa jednakox�u J=, gde je J dati jezik nad kojim suprav	ene predikatske formule. Taj simbol se, rekli smo to (u poglav	u 1.3),uvek interpretira relaijom jednakost, koja je neophodna u matematii. Zatoje qista teorija jednakosti osnova mnogih matematiqkih teorija.Podsetimo se osobina relaije jednakosti. Ona je relaija ekvivalenije,tj. jednakost je refleksivna, simetriqna i tranzitivna. Zapiximo te osobineformulama nad jezikom J=:

(R) ∀x(x = x)
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(S) ∀x∀y(x = y ⇒ y = x)

(T ) ∀x∀y∀z((x = y ∧ y = z) ⇒ x = z)Osim ovih osobina iz naxe matematiqke prakse znamo da se jednakost dobrosla�e sa operaijama i relaijama. Naime, za proizvo	ne vrednosti x1, ..., xn,
y1, ..., yn i bilo koju operaiju f du�ine n i relaiju ρ du�ine n, gde je n bilokoji prirodan broj, ve�i od 0, va�i:

− ako je x1 = y1 i ... i xn = yn, onda je f(x1, ..., xn) = f(y1, ..., yn)i
− ako je x1 = y1 i ... i xn = yn, onda iz ρ(x1, ..., xn) sledi ρ(y1, ..., yn).Te osobine mo�emo predstaviti i formalno, formulama nad jezikom J=, zaprirodan broj n, n ≥ 1:

(En
f ) ∀x1...∀xn∀y1...∀yn((x1 = y1 ∧ ... ∧ xn = yn) ⇒ (f(x1, ..., xn) = f(y1, ..., yn)))i

(En
ρ ) ∀x1...∀xn∀y1...∀yn((x1 = y1 ∧ ... ∧ xn = yn) ⇒ (ρ(x1, ..., xn) ⇒ ρ(y1, ..., yn)))gde je f proizvo	an operaijski simbol, a ρ proizvo	an relaijski simboljezika J=, oba du�ine n. Mo�emo re�i da su ovo najva�nije osobine jednako-sti. Te osobine se prosto podrazumevaju za jednakost i oqekujemo da to buduaksiome koje govore o jednakosti.MeÆutim, pre nego xto preizno ka�emo koje su speijalne aksiome qisteteorije jednakosti moramo se odluqiti u okviru kog sistema predikatske logi-ke gradimo qistu teoriju jednakosti. Izaberimo, na primer, sistem prirodnededukije NK. Qistu teoriju jednakosti koja je zasnovana u okviru ovog sis-tema predikatske logike oznaqava�emo NK=. Skup aksiomatskih sekvenatateorije NK= qine samo aksiomatski sekventi sistema NK, ali su zato ele-menti skupa pravila izvoÆe�a te teorije, skupaR(NK=), sva pravila iz skupapravila izvoÆe�a sistema NK, skupa R(NK), i jox dva pravila, pravilouvoÆe�a i pravilo eliminaije za jednakost:

(= U) ⊢ t = t (= E)
Γ ⊢ t1 = t2 ∆ ⊢ Ax

t1

Γ ∪∆ ⊢ Ax
t2uz uslov da su termi t1 i t2 slobodni za x u AMo�da na prvi pogled izgleda da se ova pravila koja uvode i eliminixujednakost razlikuju od ve� navedenih dobro poznatih osobina jednakosti. Zatopoka�imo da u teoriji NK= za jednakost va�e osobine: refleksivnost, sime-triqnost i tranzitivnost.Zadatak 1 Doka�imo da su ve� navedene formule (R), (S) i (T )teoreme teorije NK=.Dokaz formule (R) ∀x(x = x).

⊢ x = x

⊢ ∀x(x = x)
∀UDokaz formule (S) ∀x∀y(x = y ⇒ y = x).
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x = y ⊢ x = y ⊢ (z = x)zx

x = y ⊢ (z = x)zy
=E

⊢ x = y ⇒ y = x
⇒U

⊢ ∀y(x = y ⇒ y = x)

⊢ ∀x∀y(x = y ⇒ y = x)
∀U

∀Ugde je ⊢ (z = x)zx pravilo (= U): ⊢ x = x.Dokaz formule (T ) ∀x∀y∀z((x = y ∧ y = z) ⇒ x = z).Prvo iz dokaza formule (S) izdvojimo �egov deo koji se zavrxavasekventom ⊢ x = y ⇒ y = x:
x = y ⊢ x = y ⊢ (z = x)zx

x = y ⊢ (z = x)zy
=E

⊢ x = y ⇒ y = x
⇒Uxto je dokaz formule x= y ⇒ y = x u teoriji NK=, dokaz D. Ko-riste�i dokaz D pravimo ovakav dokaz:

D

⊢ x= y ⇒ y= x

x= y ∧ y= z ⊢ x= y ∧ y= z

x= y ∧ y= z ⊢ x= y
∧E1

x= y ∧ y= z ⊢ y= x
⇒E

x = y ∧ y= z ⊢ x= y ∧ y= z

x= y ∧ y= z ⊢ y= z
∧E2

x= y ∧ y= z ⊢ x= z

⊢ (x= y ∧ y= z) ⇒ x= z
⇒U

⊢ ∀z((x= y ∧ y= z) ⇒ x= z)

⊢ ∀y∀z((x= y ∧ y= z) ⇒ x= z)
∀U

⊢ ∀x∀y∀z((x= y ∧ y= z) ⇒ x= z)
∀U

∀U

= E

Zadatak 2Pomenute formule (En
f ) i (En

ρ ) za svaki operaijski simbol f du�ine1 i svaki relaijski simbol ρ du�ine 1 su redom slede�e formule:
(E1

f ) ∀x1∀y1((x1 = y1) ⇒ (f(x1) = f(y1)))

(E1
ρ) ∀x1∀y1((x1 = y1) ⇒ (ρ(x1) ⇒ ρ(y1)))Doka�imo da su te formule teoreme teorije NK=.Dokaz za formulu (E1

f ).
x1 = y1 ⊢ x1 = y1 ⊢ (f(x1) = f(z))zx1

x1 = y1 ⊢ f(x1) = f(y1)
=E

⊢ x1 = y1 ⇒ (f(x1) = f(y1))
⇒U

⊢ ∀y1((x1 = y1) ⇒ (f(x1) = f(y1)))

⊢ ∀x1∀y1((x1 = y1) ⇒ (f(x1) = f(y1)))
∀U

∀U
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pravilo (= U): ⊢ f(x1) = f(x1).Dokaz za formulu (E1

ρ).
x1 = y1 ⊢ x1 = y1 ρ(x1) ⊢ ρ(x1)

x1 = y1, ρ(x1) ⊢ ρ(y1)
=E

x1 = y1 ⊢ ρ(x1) ⇒ ρ(y1)
⇒U

⊢ (x1 = y1) ⇒ (ρ(x1) ⇒ ρ(y1))

⊢ ∀y1((x1 = y1) ⇒ (ρ(x1) ⇒ ρ(y1)))
∀U

⊢ ∀x1∀y1((x1 = y1) ⇒ (ρ(x1) ⇒ ρ(y1)))
∀U

⇒UAnalogno se mo�e dokazati da su i formule (En
f ) i (En

ρ ), za svakiprirodan broj n ve�i od 1, teoreme teorije NK=.Primetimo da elementarne formule ρ(x1) i ρ(y1) iz formule (E1
ρ)jesu u stvari redom elementarne formule ρ(z)zx1

i ρ(z)zy1
. Ako u (E1

ρ)umesto elementarne formule ρ(z) stavimo proizvo	nu formulu Adobijamo formulu:
(E) ∀x1∀y1((x1 = y1) ⇒ (Az

x1
⇒ Az

y1
))gde su naravno x1 i y1 kao termi slobodni za promen	ivu z u A.Poka�imo da je i formula (E) teorema teorije NK=.

x1 = y1 ⊢ x1 = y1 Az
x1

⊢ Az
x1

x1 = y1, A
z
x1

⊢ Az
y1

=E

x1 = y1 ⊢ Az
x1

⇒ Az
y1

⇒U

⊢ (x1 = y1) ⇒ (Az
x1

⇒ Az
y1

)

⊢ ∀y1((x1 = y1) ⇒ (Az
x1

⇒ Az
y1

))

⊢ ∀x1∀y1((x1 = y1) ⇒ (Az
x1

⇒ Az
y1

))
∀U

∀U

⇒USada predstavimo i drugu mogu�nost definisa�a qiste teorije jednakosti.To je teorija prvog reda odreÆena jezikom J= i sistemom K predikatske logike,teorija K=. Aksiome teorije K=, koje se odnose na jednakost, su formule (R) i
(E). Xto se tiqe novih pravila izvoÆe�a, teorija K= nema dodatnih pravilaizvoÆe�a, osim pravila izvoÆe�a sistema K, pravila MP i Gen. Evo odmahdokaza jedne teoreme teorije K=.Zadatak 3 Poka�imo da je za x1 i y1, koji se ne jav	aju u formuli

B, i terme t i s, koji su slobodni za promen	ivu x u B, formula
(∀x1(∀y1((x1=y1)⇒(Bx

x1
⇒Bx

y1
))))⇒((t = s)⇒(Bx

t ⇒Bx
s ))teorema teorije K=.Imamo aksiomu (A11) teorije K=: ∀zA(z)⇒Az

t , gde je term t slobo-dan za promen	ivu z u formuli A.Ako je A formula ∀y1((x1=y1)⇒(Bx
x1
⇒Bx

y1
)), i term t slobodan zapromen	ivu x1 u toj formuli (time i za promen	ivu x u formuli

B, i jox znaqi i da y1 ne sme da se jav	a u t), onda imamo aksiomu
(A11) teorije K=, ∀x1A ⇒ Ax1

t , formulu F ′:
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∀x1(∀y1((x1=y1)⇒(Bx

x1
⇒Bx

y1
))) ⇒ (∀y1((x1=y1)⇒(Bx

x1
⇒Bx

y1
)))x1

t , tj.
∀x1(∀y1((x1=y1)⇒(Bx

x1
⇒Bx

y1
))) ⇒ (∀y1((t=y1)⇒(Bx

t ⇒Bx
y1
)))jer (Bx

x1
)x1

t jeste Bx
t i (Bx

y1
)x1

t je Bx
y1
(x1 se ne jav	a u B).Kada je A formula (t = y1) ⇒ (Bx

t ⇒ Bx
y1
) i term s slobodan zapromen	ivu y1 u toj formuli (time i za x u formuli B), ondaje aksioma (A11) teorije K= formula F ′′:

∀y1((t=y1)⇒(Bx
t ⇒Bx

y1
)) ⇒ ((t=y1)⇒(Bx

t ⇒Bx
y1
))y1

s , tj.
∀y1((t=y1)⇒(Bx

t ⇒Bx
y1
)) ⇒ ((t=s)⇒(Bx

t ⇒Bx
s ))jer (Bx

t )
y1

s jeste Bx
t (y1 se ne jav	a u t niti u B) i (Bx

y1
)y1

s jeste Bx
s .Primetimo da je aksioma F ′ oblika C⇒D,gde je C formula ∀x1(∀y1((x1=y1)⇒(Bx

x1
⇒Bx

y1
)))i D je formula ∀y1((t=y1)⇒(Bx

t ⇒Bx
y1
)),i aksioma F ′′ je oblika D⇒E, gde je E formula (t=s)⇒(Bx

t ⇒Bx
s ).Imamo dakle da su aksiome F ′ i F ′′ formule istog oblika kao teo-reme posmatrane u Zadatku 7 iz ode	ka 2.1.3, redom C⇒D i D⇒E.Zato F ′ i F ′′ zajedno sa odgovaraju�im formulama F1,...,F5 kao u tomZadatku 7 qine niz formula, koji je po definiiji, dokaz formule

C⇒E u teoriji K=. Stoga, dobijamo da je naxa formula C ⇒ E,tj. formula
(∀x1(∀y1((x1=y1)⇒(Bx

x1
⇒Bx

y1
))))⇒((t = s)⇒(Bx

t ⇒Bx
s )),gde se x1 i y1 ne jav	aju u formuli B i termi t i s su slobodni zapromen	ivu x u B, teorema teorije K=.Primetimo da formule kojim se opisuju simetriqnost i tranzitivnost jed-nakosti nisu uzete za aksiome teorije K=. Poxto znamo da te osobine va�eza jednakost, one moraju biti teoreme te teorije. Zaista, u teoriji K= moguse dokazati formule (S) i (T ), ali mi to ovde ne�emo uraditi. Mi �emo to,da su formule (S) i (T ) teoreme teorije K=, dobiti kao poslediu slede�ihsvojstava: (S) i (T ) su teoreme teorije NK= (xto smo pokazali u Zadatku 1),i teorije NK= i K= su ekvivalentne, xto �emo pokazati u narednom zadatku.Zadatak 4 Poka�imo da va�i:

F je teorema teorije NK= ako i samo ako F je teorema teorije K=.Podsetimo se da smo u ode	ku 2.1.4 pri dokaziva�u ekvivalentnostisistema K i NK dokazali slede�e osobine:(1) sve aksiome sistema K su teoreme sistema NK;(2) ako je sekvent Γ ⊢A dokaziv u NK, onda u K postoji dokaz for-mule A iz skupa hipoteza Γ.Da bismo dokazali jedan deo naxeg tvrÆe�a, deoako je F teorema teorije K=, onda je F teorema teorije NK=,prvo poka�imo da su sve aksiome K= teoreme teorije NK=. Kakoimamo osobinu (1), ostaje da doka�emo da su (R) i (E) teoreme



2.2. DEFINICIJA I PRIMERI TEORIJA PRVOG REDA 89teorije NK=. To smo ve� uradili u Zadatku 1 i Zadatku 2, pa zak-	uqujemo, da su sve aksiome teorije K= teoreme teorije NK=.Koriste�i to svojstvo, na potpuno isti naqin kao u prvom deludokaza TEOREME 4 iz ode	ka 2.1.4 pokazujemo da je i proizvo	nateorema teorije K= teorema i teorije NK=.Da	e, da bismo dokazali deoako je F teorema teorije NK=, onda je F teorema teorije K=prvo �emo pokazati ovu osobinu teorija NK= i K=:ako je sekvent Γ ⊢ A dokaziv u NK=, onda u K= postoji dokaz for-mule A iz skupa hipoteza Γ.Dokaz te osobine je potpuno isti kao dokaz TEOREME 3 (tj. osobine(2), koju smo naveli) iz ode	ka 2.1.4. Naime, posmatra�emo dokazsekventa Γ ⊢ A i indukijom po du�ini dokaza (tj. broju pravilaizvoÆe�a u dokazu) pokaza�emo da u K= postoji dokaz formule Aiz skupa hipoteza Γ. Baza indukije: dokaz sekventa Γ ⊢ A je samojedan sekvent, bax taj sekvent. To znaqi da je on: ili aksiomatskisekvent A⊢A, i on u teoriji K= daje dokaz sa jednim qvorom u komeje formula A; ili pravilo uvoÆe�a =, ⊢ t = t, koje u teoriji K=daje slede�i dokaz:
t = t

(∀ x (x = x)) ⇒ (x = x)xt∀ x (x = x)Indukijska pretpostavka: osobina va�i za svaki dokaziv sekventteorije NK= qiji dokaz ima du�inu ma�u od n. Zatim posmatramodokaz D sekventa Γ ⊢ A koji je du�ine n. Imamo vixe sluqajeva uzavisnosti od posled�eg pravila tog dokaza, koje mo�e biti: ilipravilo eliminaije ili uvoÆe�a za veznike ili za kvantifika-tore, ili Persovo pravilo, ili pravilo eliminaije jednakosti.Sluqajevi kada posled�e pravilo dokaza D nije pravilo elimi-naije jednakosti se rexavaju potpuno isto kao u dokazu pomenuteTEOREME 3 (iz 2.1.4). Ostaje jox sluqaj kada je posled�e pravilodokaza sekventa Γ ⊢ A pravilo eliminaije =, pravilo = E:
Λ ⊢ t = s ∆ ⊢ Bx

t

Λ ∪∆ ⊢ Bx
s

= Egde su termi t i s slobodni za promen	ivu x u B, a sekvent Γ ⊢ Aje oblika Λ ∪ ∆ ⊢ Bx
s . Treba pokazati da u K= postoji dokaz fo-rmule Bx

s iz skupa hipoteza Λ ∪ ∆. Gor�i sekventi pravila =E,sekventi Λ⊢ t=s i ∆⊢Bx
t , su dokazivi u teoriji NK= i jox va�ida �ihovi dokazi imaju ma�i broj pravila izvoÆe�a nego dokazsekventa Λ∪∆ ⊢ Bx

s . Stoga za �ih va�i indukijska pretpostavka,odnosno u teoriji K= postoji dokaz formule t=s iz skupa hipoteza
Λ i dokaz Bx

t iz skupa hipoteza ∆. Koriste�i te dokaze pravimodokaz Bx
s iz skupa hipoteza Λ ∪∆:
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(t = s) ⇒ (B(t) ⇒ B(s))

A11E

t = s

▽Λ

▽∆

Bx
s

Bx
t
⇒ Bx

sBx
tgde E jeste ∀x1∀y1((x1 = y1)⇒ (Bx

x1
⇒ Bx

y1
)) za x1 i y1 koji se nejav	aju u formuli B, a time su slobodni za x u B;

A11 je (∀x1(∀y1((x1 = y1)⇒(Bx
x1

⇒Bx
y1
))))⇒ ((t= s) ⇒ (Bx

t ⇒Bx
s )),gde se x1 i y1 ne jav	aju u formuli B i termi t i s su slobodni zapromen	ivu x u B; iu formuli koja je zak	uqak MP sa premisama E i A11 potformule

B(t) i B(s) su redom Bx
t i Bx

s .Formula E je aksioma teoriji K=, a A11 je teorema teorije K= izZadatka 3. U teoriji K= postoji drvo koje je dokaz teoreme A11 iu qijem korenu je ta formula, a na qijim listovima su samo ak-siome. Dakle, ako u naxem drvetu iznad teoreme A11 stavimo �endokaz dobi�emo novo drvo koje jeste jedan dokaz formule Bx
s iz skupahipoteza Λ ∪∆ u teoriji K=.Znaqi va�i osobina: ako je sekvent Γ ⊢ A dokaziv u NK=, onda u

K= postoji dokaz formule A iz skupa hipoteza Γ.Sada, ako je formula F teorema teorije NK= (tj. sekvent ⊢ Fje dokaziv u NK=), na osnovu te osobine imamo, da postoji dokazformule F iz skupa hipoteza koji je prazan skup, xto znaqi da jeformula F teorema teorije K=.Dakle, za teorije NK= i K= va�i:
F je teorema teorije NK= ako i samo ako F je teorema teorije K=,tj. teorije NK= i K= su ekvivalentne.2.2.3 Teorija parijalnog ureÆe�aPredstavimo jox jednu teoriju prvog reda, teoriju parijalnog ureÆe�a K≤.Jezik te teorije je J≤ = {=,≤}, gde je = relaijski simbol jednakosti i ≤relaijski simbol du�ine 2. Osim aksioma teorije K= teorija parijalnogureÆe�a K≤ ima i ove speijalne aksiome:
(A≤1) ∀x(x ≤ x)

(A≤3) ∀x1∀x2((x1 ≤ x2 ∧ x2 ≤ x1) ⇒ (x1 = x2))

(A≤3) ∀x1∀x2∀x3((x1 ≤ x2 ∧ x2 ≤ x3) ⇒ (x1 ≤ x3))Teorija K≤ nema drugih pravila izvoÆe�a, osim pravila izvoÆe�a sistema K,pravila MP i Gen.



2.3. OSOBINE I MODELI TEORIJA PRVOG REDA 912.2.4 Teorija grupaJezik teorije grupa G je jezik JG={=, ∗, e}, gde je = relaijski simbol jedna-kosti, ∗ operaijski simbol du�ine 2 i individualna konstanta je e. Osimaksioma teorije K= teorija grupa G ima ove speijalne aksiome:
(AG1) ∀x1∀x2∀x3((x1 ∗ x2) ∗ x3 = x1 ∗ (x2 ∗ x3))

(AG2) ∀x(x ∗ e = x)

(AG3) ∀x∃y(x ∗ y = e).Teorija grupa G, kao i teorije K= i K≤, nema drugih pravila izvoÆe�a, osimpravila izvoÆe�a sistema K, pravila MP i Gen.Teorija komutativnih grupa Gk, je na jeziku JG i �ene aksiome su ve�pomenute (AG1), (AG2) i (AG3) i ova aksioma:
(AG4) ∀x1∀x2(x1 ∗ x2 = x2 ∗ x1)2.3 Osobine i modeli teorija prvog reda2.3.1 Osobine teorija prvog redaU narednim zadaima pokaza�emo neke osobine teorija prvog reda koje �emokasnije koristiti.Zadatak 1 Svaka teorema jednog sistema predikatske logike, nadnekim jezikom J , jeste teorema i svake teorije prvog reda T nadtim jezikom.Posmatramo proizvo	nu teoriju prvog reda, teoriju T , u okvirusistema NK. Ako je F teorema sistema predikatske logike, sistema
NK, onda u sistemu NK postoji dokaz sekventa ⊢ F , neki dokaz
D. Na osnovu definiije dokaza u sistemu NK, dokaz D je jednokonaqno drvo u qijem korenu je bax taj sekvent ⊢F , na svakom li-stu tog drveta je jedan aksiomatski sekvent sistema NK, a svako�egovo grana�e je opravdano nekim pravilom izvoÆe�a sistemaNK.Prvo primetimo da sve formule dokaza D jesu formule i teorije
T . Da	e, svi aksiomatski sekventi sistema NK su aksiomatskisekventi i teorije T , i pravila izvoÆe�a sistema NK su pravilaizvoÆe�a i teorije T . Dakle, D jeste dokaz sekventa ⊢ F u teoriji
T . Stoga formula F jeste teorema teorije T .U ode	ku 2.2.4. aksiomama teorije grupa G dodata je aksioma (AG4) i dobi-jena je teorija komutativnih grupa Gk. To je primer kako se od jedne teorijeprvog reda T1 u okviru sistema K, dodaju�i �enom skupu aksioma neke noveaksiome koje qine skup Γ, pravi nova teorija, neka teorija T2. Za te teorije

T1 i T2, na osnovu definiija pojmova dokaza i teoreme, va�i da je svaka



92 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDAteorema teorije T1 teorema i teorije T2. Ako je formula A teorema teorije T2,tj. ⊢T2
A, onda u teoriji T1 postoji dokaz formule A iz skupa hipoteza Γ, tj.

Γ ⊢T1
A.Zadatak 2 Za svaku teoriju prvog reda T koja je zasnovana nasistemu predikatske logike K va�i: u teoriji T za proizvo	anskup formula Φ, neku reqeniu B i proizvo	nu formulu A va�i:ako je Φ ∪ {B} ⊢T A, onda je Φ ⊢T B ⇒ A.Ova osobina se dokazuje na isti naqin kao TEOREMA DEDUKCIJE usistemu predikatske logike K (TEOREMA 2 iz ode	ka 2.1.3).Zadatak 3 Pokaza�emo da za svaku teoriju prvog reda nad nekimjezikom J va�i: svaki skup qiji su elementi konaqni nizovi sim-bola skupa J ∪ Jl (tj. alfabeta predikatske logike) je prebrojiv.Kako je svaki term i svaka formula predikatske logike u stvarijedan konaqan niz simbola �enog alfabeta, to �e znaqiti da nave-dena osobina va�i za skup svih terama, skup svih formula, skupsvih reqenia nad nekim jezikom J , tj. da su svi ti skupovi pre-brojivi. Podsetimo se da za skup X ka�emo da je prebrojiv akopostoji jedna bijekija iz skupa prirodnih brojeva N u taj skup
X . Odnosno, kako smo to slikovito predstavili, ako sve elementeskupa X mo�emo poreÆati u jedan niz. Da bismo pokazali da seelementi posmatranog skupa, koga qine konaqni nizovi simbola al-fabeta predikatske logike J ∪ Jl, mogu poreÆati u niz defini-ximo prvo funkiju g koja �e svakom simbolu tog alfabeta do-deliti jedan prirodan broj. Ta funkija g bi�e 1-1, tj. funkijom
g razliqiti simboli alfabeta dobi�e razliqite prirodne brojeve.U ovom zadatku pretpostavimo da baza veznika u logiqkom delu al-fabeta, delu Jl, jeste skup {¬,⇒} i da imamo samo kvantifikator
∀, a da kvantifikator ∃ definixemo pomo�u ∀ (kao u ode	ku 1.2.2posle Zadatka 5). Evo definiije funkije g:pomo�ni simboli: g(() = 3, g()) = 5, g(, ) = 7;logiqki veznii: g(¬) = 9, g(⇒) = 11;kvantifikator: g(∀) = 13;promen	ive prebrojivog skupa V , oznaqimo sa x1, ..., xi, ..., pa imamo
g(xi) = 5 + 8i, i ∈ {1, 2, 3, ...};simbole individualnih konstanti prebrojivog skupa C, oznaqimosa c1, ..., ci, ..., i onda je g(ci) = 7 + 8i, i ∈ {1, 2, 3, ...};operaijske simbole prebrojivog skupa O, oznaqimo sa f1

1 , f
2
1 , ..., f

j
1 ,

..., f1
2 , f

2
2 , ..., f

j
2 , ..., f

1
i , f

2
i , ..., f

j
i , ..., gde gor�i indeksi govore o du�i-ni simbola, a do�i razlikuju razliqite simbole iste du�ine, ionda je g(f j

i ) = 9 + 8 · (2j · 3i), j, i ∈ {1, 2, 3, ...};



2.3. OSOBINE I MODELI TEORIJA PRVOG REDA 93relaijske simbole prebrojivog skupa P , oznaqimo sa ρ11, ρ
2
1, ..., ρ

j
1,

..., ρ12, ρ
2
2, ..., ρ

j
2, ..., ρ

1
i , ρ

2
i , ..., ρ

j
i , ..., gde gor�i indeksi govore o du�i-ni simbola, a do�i razlikuju razliqite simbole iste du�ine, ionda je g(ρji ) = 11 + 8 · (2j · 3i), j, i ∈ {1, 2, 3, ...}.Dakle, funkijom g je svaki simbol alfabeta predikatske logikedobio jedan prirodan broj. Lako se proverava da su razliqitim si-mbolima dode	eni razliqiti brojevi. (Osim toga svi ti brojevi suneparni.) Ostaje da bilo kojem konaqnom nizu simbola tog alfabetadodelimo jedan prirodan broj. Neka je s1, s2, ..., sm, m > 1, jedantakav niz simbola, tada se �emu dode	uje broj 2g(s1) ·3g(s2) · ... ·pg(sm)

m ,gde je 2, 3, ..., pm niz uzastopnih prostih brojeva, tj. pm je m-tiprost broj. Na ovaj naqin, definisana je funkija g kojom svakikonaqan niz simbola alfabeta J ∪ Jl dobija jedan prirodan broj.Funkija g jeste 1-1 funkija, jer je g 1-1 funkija i va�i da sesvaki prirodan broj n mo�e na jedinstven naqin predstaviti kaoproizvod stepena nekih prostih brojeva (tj. za svaki prirodan broj
n, n > 0, postoje jedinstveni prirodni brojevi j, k1, ..., kj ve�i odnule, i jedinstveni, meÆusobno razliqiti, prosti brojevi p1, ..., pj ,
p1 < ... < pj , takvi da je n = pk1

1 · ... · p
kj

j ). Dakle funkijom g serazliqiti elementi skupa, koga qine konaqni nizovi simbola togalfabeta, slikaju u razliqite prirodne brojeve. Stoga elementetog skupa mo�emo poreÆati u jedan niz ovako: prvi qlan tog nizabi�e onaj element qija je slika funkijom g najma�i broj; da	e re-Æamo elemente tog skupa, tako da se svaki slede�i qlan funkijom gslika u ve�i prirodan broj nego onaj pre �ega, tj. reÆamo elementetog skupa tako, da brojevi koji su slike tih brojeva funkijom gqine rastu�i niz prirodnih brojeva.Zadatak 4 Poka�imo da za svaku teoriju prvog reda T va�i:(1) ⊢T A i ⊢T B akko ⊢T A ∧B;(2) ako je ⊢T A ili ⊢T B, onda je ⊢T A ∨B;(3) ako je ⊢T A i ⊢T A ⇒ B, onda je ⊢T B;(4) ako je ⊢T A ⇔ B, onda va�i: ⊢T A akko ⊢T B;(5) ako je ⊢T A ⇒ B i ⊢T B ⇒ C, onda je ⊢T A ⇒ C;(6) ⊢T A akko ⊢T ∀xA;(7) ako je ∀x1...∀xnA zatvore�e A, onda je: ⊢T A akko ⊢T ∀x1...∀xnA.Sve ove osobine lakxe je dokazati ako teoriju T posmatramo uokviru sistema NK. Znamo da, po definiiji, formula C jesteteorema teorije T akko u T postoji dokaz sekventa ⊢ C.(1) Ako u T postoji dokaz D sekventa ⊢A∧B, onda koriste�i D, pra-vimo: D

⊢ A ∧B

⊢ A
∧E1 i D

⊢ A ∧B

⊢ B
∧E2. S druge strane, imamo D1

⊢ A

D2

⊢ B

⊢ A ∧B
∧Uako u teoriji T postoje dokazi D1 i D2 redom sekventa ⊢ A i ⊢ B.



94 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDA(2) Ako u teoriji T postoji dokazD sekventa ⊢A, onda koriste�i tajdokaz, pravimo slede�i dokaz: D

⊢ A

⊢ A ∨B
∨E1. Na potpuno isti naqiniz nekog dokaza D sekventa ⊢ B dobijamo dokaz sekventa ⊢ A ∨B.(3) Ako u teoriji T postoje dokazi D1 i D2 redom sekventa ⊢ A i

⊢ A ⇒ B, onda koriste�i te dokaze, pravimo slede�i dokaz:
D2

⊢ A ⇒ B

D1

⊢ A

⊢ B.
⇒E(4) Kako je A⇔B u stvari (A⇒B)∧ (B⇒A), to ⊢T A⇔B znaqi dau teoriji T postoji dokaz sekventa ⊢ (A⇒B) ∧ (B⇒A), neki dokaz

D. Ako je ⊢T A, onda u teoriji T postoji dokaz sekventa ⊢ A, nekidokaz D1. Koriste�i D i D1 pravimo slede�i dokaz:
D

⊢ (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)

⊢ A ⇒ B
∧E1

D1

⊢ A

⊢ B.
⇒EAko imamo ⊢T B, onda na potpuno isti naqin iz dokaza D i nekogdokaza sekventa ⊢ B dobijamo dokaz sekventa ⊢ A.(5) Ako u teoriji T postoje dokazi D1 i D2 redom sekventa ⊢ A⇒Bi ⊢ B⇒C, onda koriste�i te dokaze, pravimo slede�i dokaz:

D2

⊢ B ⇒ C

D1

⊢ A ⇒ B A ⊢ A

A ⊢ B
⇒E

A ⊢ C

⊢ A ⇒ C.
⇒U

⇒EPrimetimo da ako je T zasnovana u okviru sistema K, onda ovuosobinu mo�emo dokazati kao osobinu iz Zadatka 7 u ode	ku 2.1.3.(6) Ova osobina se dokazuje kao LEMA 1 iz ode	ka 2.1.2.(7) Ova osobina se dokazuje kao Zadatak 6 (tj. TEOREMA 1) iz ode	ka2.1.2.Podsetimo se va�nih svojstava koja mogu imati formalne teorije, a timei teorije prvog reda: odluqivost, neprotivreqnost i potpunost. Ako postojiefektivan postupak (proedura) pomo�u kojeg za svaku formulu teorije pr-vog reda T mo�emo utvrditi da li je ona teorema teorije T ili nije, ondaza teoriju prvog reda T ka�emo da je odluqiva. Teorija prvog reda T jeneprotivreqna ako postoji bar jedna formula te teorije koja nije teorema.U protivnom, teorija prvog reda T je protivreqna. Teorija prvog reda T jepotpuna ako za svaku reqeniu F te teorije va�i: F je teorema ili je ¬F teo-rema te teorije, tj. va�i ⊢T F ili ⊢T ¬F . Nada	e �emo qesto umesto teorijaprvog reda prosto govoriti, teorija.



2.3. OSOBINE I MODELI TEORIJA PRVOG REDA 95Zadatak 5 Poka�imo da za svaku teoriju T va�i:
T je protivreqna akko je formula A ∧ ¬A teorema te teorije T ,za neku formulu A teorije T .Neka je teorija T data u okviru sistema NK. Ako je T protivreqna,onda je svaka �ena formula teorema, pa i formula A ∧ ¬A za nekuformulu A. S druge strane, ako je, za neku formulu A, formula
A ∧ ¬A teorema teorije T , onda u toj teoriji postoji neki dokaz Dsekventa ⊢ A∧¬A, tj. sekventa ⊢ A∧(A ⇒ ⊥) . Koriste�i taj dokaz,u toj teoriji T pravimo slede�i dokaz:

A∧(A⇒⊥) ⊢ A ∧ (A⇒⊥)

A∧(A⇒⊥) ⊢ A⇒⊥
∧E2

A∧(A⇒⊥) ⊢ A∧(A⇒⊥)

A∧(A⇒⊥)⊢ A
∧E1

A∧(A⇒⊥)⊢⊥
⇒E

⊢(A∧(A⇒⊥)) ⇒⊥
⇒U

D

⊢ A∧(A⇒⊥)

⊢ ⊥
⇒E

⊢ F,
⊥Edokaz sekventa ⊢ F , gde je F proizvo	na formula. Zak	uqujemodakle, da su sve formule teoreme teorije T , tj. da je T protivreqna.TEOREMA 1Ako reqenia ¬F nije teorema neprotivreqne teorije T i teorija T ′ se dobija iz

T dodava�em nove aksiome F , onda je i teorija T ′ neprotivreqna.DOKAZNeka je teorija T u okviru sistema K. Pretpostavimo suprotno,da je teorija T ′ protivreqna. Na osnovu definiije protivreqneteorije, imamo da je svaka formula teorema te teorije. Dakle, ireqenia ¬F je teorema teorije T ′, tj. va�i ⊢T ′ ¬F . Kako smoteoriju T ′ pravili proxiruju�i skup aksioma teorije T reqeni-om F , dobijamo da je u teoriji T reqenia ¬F dokaziva iz skupahipoteza {F}, tj. {F} ⊢T ¬F . Odavde, na osnovu Zadatka 2, va�i
⊢T F ⇒¬F . U Zadatku 5 iz ode	ka 2.1.2 pokazali smo da je formula
(F ⇒ ¬F ) ⇒ ¬F teorema sistema NK, pa je time, po Zadatku 1, iteorema teorije T . Dakle, imamo ⊢T (F ⇒ ¬F ) ⇒ ¬F . Sada, uteoriji T , iz ⊢T F ⇒¬F i ⊢T (F ⇒¬F )⇒¬F na osnovu dela (3)Zadatka 4, dobijamo da je ⊢T ¬F , tj. da je ¬F teorema teorije T , xtoje suprotno naxoj polaznoj pretpostavi da ¬F nije teorema teorije
T . Dakle, zak	uqujemo da teorija T ′ ne mo�e biti protivreqna.

♦Definiximo sada pojam proxire�a neke formalne teorije prvog reda:ako imamo dve teorije prvog reda nad jezikom J , teorije T i T ′, i ako jesvaka teorema teorije T teorema i teorije T ′, onda ka�emo da je teorija T ′proxire�e teorije T .



96 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDATEOREMA 2Svaka neprotivreqna teorija prvog reda T ima neprotivreqno i potpuno proxire�e.DOKAZPosmatramo jednu neprotivreqnu teoriju T nad nekim jezikom J .Na osnovu Zadatka 3 imamo da je skup svih reqenia proizvo	neteorije, pa i teorije T , prebrojiv, tj. sve �ene reqenie mo�emoporeÆati u niz. Neka je niz svih reqenia teorije T niz F1,...,Fn,...Koriste�i teoriju T i �ene reqenie definixemo sada niz teorija
F0,...,Fn,... na slede�i naqin:(1) F0 je teorija T ;(2) ako imamo teoriju Fn, onda je Fn+1 bax Fn ako va�i ⊢Fn

¬Fn+1,inaqe Fn+1 se dobija iz Fn dodava�em Fn+1 kao nove aksiome.Indukijom po n poka�imo da su sve Fn, n ∈ N, neprotivreqne.Baza indukije: teorija F0 je teorija T koja je neprotivreqna.Indukijska pretpostavka: teorija Fn je neprotivreqna.Posmatrajmo sada teoriju Fn+1. Ako va�i ⊢Fn
¬Fn+1 onda je Fn+1teorija Fn i odmah imamo da je i Fn+1 neprotivreqna. Ako ne va�i

⊢Fn
¬Fn+1, onda je Fn+1 dobijena od teorije Fn dodava�em aksiome

Fn+1, pa na osnovu TEOREME 1, imamo da je Fn+1 neprotivreqna.Dakle, sve teorije F0,..., Fn,... su neprotivreqne.Sada posmatrajmo teoriju T ∗ nad istim jezikom J qije aksiomesu aksiome svih teorija F0,..., Fn,... Jasno je da T ∗ jeste jednoproxire�e teorije T (kao i teorija F0,..., Fn,...). Poka�imo da je
T ∗ neprotivreqna i potpuna. Ako bi teorija T ∗ bila protivreqna,na osnovu Zadatka 5, imali bismo da u �oj postoji dokaz formule
A∧¬A, za neku formulu A. Tada bi postojala jedna od teorija Fn(n∈N), teorija Fn0

, za neko n0 iz N, takva da sve aksiome teorije
T ∗ koje se pojav	uju u tom dokazu jesu aksiome te teorije Fn0

, tj.pomenuti dokaz formule A∧¬A bio bi dokaz te formule i u teoriji
Fn0

. Imali bismo dakle da je A∧¬A teorema teorije Fn0
, tj. daje teorija Fn0

protivreqna, xto je nemogu�e. Dakle, teorija T ∗mora biti neprotivreqna. Ostaje da poka�emo da je teorija T ∗ pot-puna. Neka je F proizvo	na reqenia nad jezikom J . Znamo da jesvaka reqenia nad jezikom J u stvari jedna reqenia iz niza svihreqenia nad J , niza F1, ..., Fn, .... Stoga postoji neki prirodanbroj l takav da je F bax reqenia Fl iz tog niza. Na osnovu togakako smo pravili teorije T ∗,F0, ...,Fn..., za reqeniu Fl imamo da:ili va�i ⊢Fl−1
¬Fl, pa kako je teorija T ∗ proxire�e teorije Fl−1,onda je ¬Fl teorema i T ∗; ili ne va�i ⊢Fl−1

¬Fl, te je Fl aksiomateorije Fl, a time aksioma i teorije T ∗. Zak	uqujemo da za svakureqeniu F va�i ili ⊢T ∗ ¬F ili ⊢T ∗ F , xto znaqi da je teorija
T ∗ potpuna. Dakle, teorija T ∗ je tra�eno potpuno i neprotivreqnoproxire�e polazne teorije T .

♦



2.3. OSOBINE I MODELI TEORIJA PRVOG REDA 97Ako za jezike J i J ′ va�i da su skup PJ relaijskih simbola, skup OJ ope-raijskih simbola i skup CJ individualnih konstanti jezika J podskupoviredom, skupa PJ ′ relaijskih simbola, skupa OJ ′ operaijskih simbola iskupa CJ ′ individualnih konstanti, onda je jezik J ′ jedno proxire�e jezika
J . Posebno pomenimo da je jezik J ′ proxire�e novim konstantama jezika J ,ako je J ′ dobijen samo proxire�em skupa individualnih konstanti jezika J ,skupa CJ , dodava�em konstanti c1, ..., cn, ..., tj. ako je CJ ′ = CJ ∪{c1, ..., cn, ...}, askupovi operaijskih i skupovi relaijskih simbola jezika J i J ′ su jednaki:
OJ ′ = OJ i PJ ′ = PJ . Za neku teoriju T nad jezikom J , svaka teorija T ′ qijije jezik J ′ proxire�e jezika J novim konstantama, naziva se dopuna teorije
T . Za svaku teoriju prvog reda T postoje �ene, da ka�emo, korisne dopunekoje �emo predstaviti u narednom primeru.Primer 1 Posmatrajmo jednu teoriju prvog reda T nad nekimjezikom J u okviru sistema K. Neka je J0 proxire�e novim kon-stantama c1, ..., cn, ... jezika J . Elemente skupa promen	ivih V , kojije prebrojiv skup, oznaqimo redom sa x1, ..., xn, .... Skup svih for-mula sa jednom slobodnom promen	ivom nad jezikom J0, dat je ovako:

∗1F 1(x1)
∗2F 2(x1)

∗4F 3(x1) . . . F i(x1) . . .
∗3F 1(x2)

∗5F 2(x2) F 3(x2) . . . F i(x2) . . .
∗6F 1(x3) F 2(x3) F 3(x3) . . . F i(x3) . . .

. . . . . . . .

. . . . . . . .

. . . . . . . .
F 1(xj) F 2(xj) F 3(xj) . . . F i(xj) . . .

. . . . . . . .

. . . . . . . .

. . . . . . . .gde dakle, svaka formula F i(xj) (i, j ∈ {1, 2, ...}) ima jednu slobodnupromen	ivu xj , a ∗1, ∗2, ∗3,... pokazujemo kako �emo da elemente tokskupa, koji je prema Zadatku 3 prebrojiv, poreÆamo u niz, te imamo
F 1(x1), F 2(x1), F 1(x2), F 3(x1), F 2(x2), F 1(x3),..., F l(x1), F l−1(x2),
F l−2(x3),..., F 3(xl−2), F 2(xl−1), F 1(xl),...za l ∈ {1, 2, , ...} i n-ti qlan tog niza �emo oznaqavati Fn(xin). Sada,koriste�i taj niz formula, od novih konstanti ci, i ∈ {1, 2, ...}, pra-vimo niz cj1 ,..., cjn ,..., na slede�i naqin:(1) cj1 je ona konstanta ci, i ∈ {1, 2, ...}, koja se ne jav	a u formuli
F1(xi1) i ima najma�i indeks od svih takvih ci;(2) cj2 je ona konstanta ci, i∈{1, 2, ...}, koja se ne jav	a u formulama
F1(xi1), F2(xi2 ), razlikuje se od cj1 i ima najma�i indeks od svihtakvih ci;...(n) cjn je ona konstanta ci, i∈{1, 2, ...}, koja se ne jav	a u formulama
F1(xi1),..., Fn(xin), razlikuje se od svih cj1 ,...,cjn−1

i ima najma�iindeks od svih takvih ci;...



98 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDAKoriste�i sve ovo xto smo napravili, definixemo teoriju TN iteorije Tn, n ∈ N.Teorija TN je dopuna teorije T nad jezikom J0, koja ima slede�eaksiome:
(AKn) ¬(∀xinFn(xin)) ⇒ ¬Fn(cjn),za n ∈ {1, 2, ...}, gde, naravno, za svako to n formula Fn(cjn) jeste
F

xin
ncjn . Reimo da �emo i nada	e, za formulu sa jednom slobod-nom promen	ivom Fn(xin), formule koje su od �e dobijene zamenompromen	ive xin termom t, formule F xin

nt , zapisivati i Fn(t). Teorija
T0 je dopuna teorija T nad jezikom J0 bez dodatnih novih aksioma.Dakle, T0 ima aksiome (A1) − (A14) iz ode	ka 2.1.3, gde su A, B i
C proizvo	ne formule nad jezikom J0.Teorija Tn, za svako n, n ∈ {1, 2, ...}, je dopuna teorije T takva dasu �ene aksiome (AK1),...,(AKn), ali ne i (AKm), za sve m > n.A sada doka�imo osobine teorija naprav	enih u Primeru 1. U narednimlemama posmatra�emo teorije u okviru sistema K predikatske logike.LEMA 1Za svaku neprotivreqnu teoriju T nad jezikom J , neki niz novih konstanti

c1, ..., cn, ... koje ne pripadaju J i za dopune teorije T nad J0 = J ∪{c1, ..., cn, ...}naprav	ene kao u Primeru 1, teorije Tn, n ∈ N, i teoriju TN, va�i:(1) sve teorije Tn, n ∈ N su neprotivreqne;(2) teorija TN je neprotivreqna.DOKAZ(1) Indukijom po n doka�imo da su sve Tn, n ∈ N neprotivreqne.Baza indukije, n=0. Ako bi T0 bila protivreqna, onda bi u �oj,za neku formulu A, postojao dokaz formule A ∧ ¬A, neki dokaz
B1, ..., Bm (m ≥ 1), gde je Bm formula A∧¬A. Na osnovu definiijedokaza, za svaku formulu Bi (1 ≤ i ≤ m) iz dokaza B1, ..., Bm imamo:ili Bi je aksioma teorije T0; ili Bi je zak	uqak jednog pravilaMPqije premise su neke formule Bj i Bl tog niza za j, l<i; ili Bi jezak	uqak jednog pravila Gen qija premisa je neka formula Bl togniza za l<i. Neka je x promen	iva koja se ne jav	a ni u jednoj for-muli tog dokaza. Ako se u �egovoj formuli Bi (1 ≤ i ≤ m) sve kon-stante iz niza c1, ..., cn, ... koje se u �oj jav	aju zamene promen	ivom
x dobija se formula Bi, i jox va�i da je Bm formula A ∧ ¬A tj.
A∧¬A. Poka�imo da je niz formula B1, ..., Bm jedan dokaz formule
A ∧ ¬A u teoriji T . Prvo, formule B1, ..., Bm, nastale opisanomzamenom, su formule nad jezikom J teorije T . Da	e, za svako i,
1 ≤ i ≤ m, ako je Bi aksioma teorije T0, onda je Bi aksioma teorije
T ; ako je Bi zak	uqak MP qije premise su Bj i Bl, onda je Bi za-k	uqak MP qije premise su Bj i Bl; ako je Bi zak	uqak Gen sapremisom Bl, onda je Bi zak	uqak Gen sa premisom Bl. Zaista, nizformula B1, ..., Bm jeste jedan dokaz formule A ∧ ¬A u teoriji T .



2.3. OSOBINE I MODELI TEORIJA PRVOG REDA 99Dakle, dobili smo da je teorija T protivreqna, xto je suprotnonaxoj pretpostavi. Stoga zak	uqujemo da teorija T0 mora bitineprotivreqna.Indukijska pretpostavka. Teorija Tn−1 je neprotivreqna.Posmatrajmo sada teoriju Tn i poka�imo da je i ona neprotivreqna.Pretpostavimo da je Tn protivreqna. To bi znaqilo da su sve �eneformule teoreme, pa je teorema i formula ¬An, gde je An aksioma:
¬(∀xinFn(xin))⇒¬Fn(cjn) tj. bilo bi ⊢Tn

¬An. Teoriju Tn smo na-pravili od teorije Tn−1 dodaju�i joj novu aksiomu An, zato bismoiz ⊢Tn
¬An dobili da va�i: {An}⊢Tn−1

¬An. Jox, na osnovu Zadatka2, iz {An}⊢Tn−1
¬An imamo:

⊢Tn−1
An ⇒ ¬An (1*)Na samom poqetku ode	ka 2.1.1, pokazali smo da je (A⇒¬A)⇒¬Ateorema predikatske logike, pa po Zadatku 1, ta formula je teoremai teorije T , a onda i teorije Tn−1. Zato ako je A formula An imamo:

⊢Tn−1
(An ⇒ ¬An) ⇒ ¬An (2*)Na osnovu dela (3) Zadatka 4, iz (1*) i (2*) dobijamo ⊢Tn−1

¬An, tj.
⊢Tn−1

¬(¬(∀xinFn(xin)) ⇒ ¬Fn(cjn)) (3*)U ode	ku 2.1.1 pokazali smo i da su i formule (¬(¬A⇒¬B))⇒¬Ai (¬(¬A ⇒ ¬B)) ⇒ B teoreme predikatske logike, pa tako (po Za-datku 1) i teorije T , tj. Tn−1. Ako je u tim teoremama A formula
∀xinFn(xin) i B formula Fn(cjn), onda imamo:
⊢Tn−1

(¬(¬(∀xinFn(xin )) ⇒ ¬Fn(cjn))) ⇒ ¬(∀xinFn(xin)) i
⊢Tn−1

(¬(¬(∀xinFn(xin )) ⇒ ¬Fn(cjn))) ⇒ Fn(cjn),odakle koriste�i (3*), na osnovu (3) Zadatka 4 (tj. primenom prav-ila MP ) iz ovih teorema i teoreme (3*) dobijamo:
⊢Tn−1

¬(∀xinFn(xin)) (4*)
⊢Tn−1

Fn(cjn)Sada �emo, koriste�i ⊢Tn−1
Fn(cjn), pokazati da je ∀xinFn(xin) te-orema teorije Tn−1, tj. da va�i ⊢Tn−1

∀xinFn(xin). Dakle, imamo
⊢Tn−1

Fn(cjn), pa u teoriji Tn−1 postoji dokaz formule Fn(cjn), ne-ki dokaz C1, ..., Cm, m ≥ 1, gde je Cm formula Fn(cjn). Neka je
xk promen	iva koja se ne pojav	uje u tom dokazu. Ako se konstan-ta cjn zameni sa xk u svim formulama Cl, 1 ≤ l ≤ m, onda dobi-jamo novi niz formula koji je u toj teoriji dokaz formule Fn(xk),tj. imamo ⊢Tn−1

Fn(xk). Ta teorema Fn(xk), na osnovu dela (6)Zadatka 4 (tj. primenom Gen) daje ⊢Tn−1
∀xkFn(xk). Imamo daje term xin slobodan za promen	ivu xk u Fn(xk), pa je formula

∀xkFn(xk) ⇒ Fn(xin) aksioma sistema K predikatske logike, pa i



100 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDAteorije Tn−1. Dokaz teoreme ∀xkFn(xk) u teoriji Tn−1 i aksioma
∀xkFn(xk)⇒ Fn(xin) qine dokaz formule Fn(xin) u toj teoriji, tj.dobijamo ⊢Tn−1

Fn(xin). Konaqno, iz tog dokaza, po delu (6) Zadatka4, dobijamo ⊢Tn−1
∀xinFn(xin). Kako imamo i teoremu (4*), to na os-novu dela (1) Zadatka 4 dobijamo ⊢Tn−1

¬(∀xinFn(xin))∧∀xinFn(xin).Zak	uqujemo dakle, na osnovu Zadatka 5, da je teorija Tn−1 pro-tivreqna, xto je suprotno indukijskoj pretpostavi. Zato, teorija
Tn mora biti neprotivreqna. Tako smo dobili da su sve teorije Tn,
n∈N, neprotivreqne.(2) Ako pretpostavimo da je teorija TN protivreqna, onda (na istinaqin kako smo dokazivali da je teorija T ∗ neprotivreqna u dokazuTEOREME 2) dobili bismo protivreqnost neke od teorija Tn, n ∈ N,xto je suprotno sa osobinom (1) da su sve te teorije neprotivreqne.Stoga zak	uqujemo da je teorija TN neprotivreqna.

♦LEMA 2Ako je teorija T neprotivreqna, onda postoji �ena dopuna T ′, koja je takoÆeneprotivreqna i za koju va�i: ako je A(x) formula sa samo jednom slobodnompromen	ivom, promen	ivom x, i ako je formula ¬∀xA(x) teorema teorije T ′,onda u toj teoriji T ′ postoji term t, takav da je formula ¬Ax
t teorema te teorije.DOKAZZa posmatranu neprotivreqnu teoriju T nad jezikom J uzmimo nekiniz novih konstanti c1, ..., cn, ... koje ne pripadaju J i napravimojezik J0 = J ∪ {c1, ..., cn, ...}. Zatim, na naqin opisan u Primeru 1napravimo teoriju TN nad J0, koja je dopuna posmatrane teorije T .Na osnovu dela (2) LEME 1, imamo da je teorija TN neprotivreqna.Poka�imo da teorija TN ima tra�enu osobinu. Naime, svaka for-mula A(x) koja ima samo jednu slobodnu promen	ivu, promen	ivu

x, je jedna od formula iz naxeg niza formula Fn(xin), n ∈ {1, 2, ...},naprav	enog u Primeru 1, tj. A(x) je Fl(xil) za neko l iz {1, 2, ...}.Dakle, ako za teoriju TN imamo da je ¬(∀xilFl(xil )) �ena teorema,onda u TN va�i:
⊢TN

¬(∀xilFl(xil )) i
⊢TN

¬(∀xilFl(xil )) ⇒ ¬Fl(cjl) kao �ena aksioma, aksioma (AKl),pa iz tih teorema, po delu (3) Zadatka 4 (tj. primenom pravila
MP ), dobijamo ⊢TN

¬Fl(cjl). Dakle, konstanta cjl je tra�eni term
t takav da je formula ¬Ax

t teorema te teorije TN.
♦



2.3. OSOBINE I MODELI TEORIJA PRVOG REDA 1012.3.2 Modeli teorija prvog redaU ode	ku 1.2.1 definisali smo pojam modela za jedan skup Γ predikatskihformula nad nekim jezikom J . Sada �emo taj pojam koristiti da bismo defi-nisali model za teoriju prvog reda. Naime, svaka teorija prvog reda nadnekim jezikom J odreÆena je svojim aksiomama. Zato �e model za teoriju Tbiti ona interpretaija Iı=(I, ı)= ((S, IJ ), ı) koja je model za skup formulasaqi�en od aksioma te teorije T . Dakle, model za teoriju T prvog reda nadnekim jezikom J je svaka interpretaija Iı=(I, ı)=((S, IJ ), ı) u kojoj su sveaksiome te teorije T istinite. Model Iı=(I, ı)=((S, IJ ), ı) za teoriju T prvogreda je prebrojiv model ako je nosaq modela jezika J , skup S, prebrojiv.U narednom primeru pokaza�emo kako da za svaku neprotivreqnu teoriju
T nad jezikom J napravimo jedan, da ka�emo, poseban model IT = (ST , IT )�enog jezika J . Model IT = (ST , IT ) je speifiqan po tome xto su elementi�egovog nosaqa, skupa ST , zatvoreni termi jedne dopune date teorije T , teorije
T0 naprav	ene kao u Primeru 1 iz 2.3.1.Primer 2 Posmatrajmo proizvo	nu neprotivreqnu teoriju T nadnekim jezikom J . Prvo definiximo jedno proxire�e jezika J no-vim individualnim konstantama c1, ..., cn, ..., jezik J0. (Podsetimose da to znaqi da jezii J i J0 imaju iste skupove relaijskihi operaijskih simbola.) Da	e, neka su teorije T0 i TN dopuneteorije T naprav	ene kao u Primeru 1 iz 2.3.1: T0 je teorija nadjezikom J0 qije aksiome su aksiome teorije T ; i TN je teorija nadjezikom J0 koja osim aksioma T ima i ove aksiome:

(AKn) ¬(∀xinFn(xin)) ⇒ ¬Fn(cjn), n ∈ {1, 2, ...}gde su, naravno, Fn(xin) formule iz niza formula sa jednom slobod-nom promen	ivom definisanog u Primeru 1 i individualne kon-stante cjn , n ∈ {1, 2, ...} su izabrane iz skupa {c1, ..., cn, ...} na naqinopisan u tom primeru. Na osnovu dela (2) LEME 1 iz ode	ka 2.3.1,imamo da je teorija TN neprotivreqna. Zato, na osnovu TEOREME 2 izistog ode	ka, teorija TN ima potpuno neprotivreqno proxire�e,teoriju T ∗
N
.Koriste�i teorije T0 , TN i T ∗

N
napravi�emo model IT = (ST , IT )jezika J0 (a time i J ). Nosaq tog modela, skup ST , je skup svihzatvorenih terama teorije T0, tj. skup svih terama teorije T0 kojine sadr�e promen	ive. Dakle, elementi nosaqa naxeg modela IT susve konstante jezika J0 i termi koji se grade pomo�u operaijskihsimbola jezika J0 (tj. J ) i zatvorenih terama teorije T0. Drugi deomodela IT , funkija IT , slika konstante, operaijske i relaijskesimbole jezika J0 u neke, redom, elemente skupa ST , operaije irelaije nad elementima tog skupa. Ta funkija IT definixe sena slede�i naqin:(1) za svaku individualnu konstantu c jezika J0 element IT (c) jeterm c iz skupa ST , tj. bax ta ista konstanta c;



102 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDA(2) za svaki operaijski simbol f jezika J0 du�ine n, IT (f) jeoperaija fI , fI : SnT →ST , koja je definisana ovako: za svaki ele-ment (t1, ..., tn) skupa SnT
fI(t1, ..., tn) =def f(t1, ..., tn),tj. za proizvo	ne elemente t1, ..., tn nosaqa ST (podsetimo se da suto zatvoreni termi teorije T0) rezultat operaije fI(t1, ..., tn) jeelement f(t1, ..., tn) iz ST , koji je u stvari zatvorni term teorije T0naprav	en od bax tog operaijskog simbola f iz jezika J0 i tihzatvorenih terama t1, ..., tn;(3) za svaki relaijski simbol ρ jezika J0 du�ine m, IT (ρ) jerelaija ρI du�ine m na skupu ST , ρI ⊆ SmT , definisana ovako:za svaki element (t1, ..., tm) skupa SmT

ρI(t1, ..., tm) = 1 akko po def. ⊢T ∗

N
ρ(t1, ..., tm).Na ovaj naqin smo, koriste�i datu neprotivreqnu teoriju T nadjezikom J i neke nove individualne konstante c1, ..., cn, ..., defini-sali jedan model jezika J0 = J ∪ {c1, ..., cn, ...} (a time i jezika J ),model IT = (ST , IT ).Istaknimo da se koriste�i bilo koju neprotivreqnu teoriju T nad nekimjezikom J , mo�e napraviti model tog jezika IT = (ST , IT ) iz Primera 2. Unarednoj teoremi, TEOREMI 3, pokaza�emo da za proizvo	nu neprotivreqnuteoriju T va�i: svaka interpretaija sa modelom IT = (ST , IT ), tj. svaka in-terpretaija IT ı = (IT , ı), je model teorije T , i to �en prebrojiv model. Pretoga poka�imo neke osobine jedne neprotivreqne teorije T i interpretaija

IT ı =(IT , ı).Zadatak 6 Neka je T proizvo	na neprotivreqna teorija nad nekimjezikom J . Jezik J0 je J ∪{c1, ..., cn, ...}, gde su c1, ..., cn, ... nove indi-vidualne konstante koje ne pripadaju J . Teorije T0 i TN su teorijenad jezikom J0 naprav	ene za teoriju T kao u Primeru 1. Teorija
T ∗
N
je potpuno neprotivreqno proxire�e teorije TN, koje postoji naosnovu TEOREME 2 iz 2.3.1. Posmatramo proizvo	nu interpretaiju

IT ı=(IT , ı)=((ST , IT ), ı), gde je (ST , IT ) model jezika J0 naprav	en,koriste�i teoriju T , kao u Primeru 2. Poka�imo da za proizvo	nureqeniu ∀xA teorije T0 va�i:(1) IT ı(∀xA) = 1 akko za sve t ∈ ST va�i IT ı(A
x
t ) = 1;(2) ⊢T ∗

N
∀xA akko za sve t ∈ ST va�i ⊢T ∗

N
Ax

t .(1) Ako je formula A reqenia, onda oqigledno va�i ova osobina.Pogledajmo zato sluqaj kada formula A nije reqenia. Tada, kakoje ∀xA reqenia, formula A ima samo jednu slobodnu promen	ivu.Znaqi, formula A je jedna od formula sa jednom slobodnom promen-	ivom iz niza koji je naprav	en kao u Primeru 1 iz ode	ka 2.3.1,formula Fl(xil ), za neko l iz {1, 2, ...} tj. ∀xA je formula ∀xilFl(xil).Na osnovu definiije vrednosti formule u interpretaiji imamo:
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IT ı(∀xA) = 1 akko za sve  : V → ST ,  ≃x ı va�i IT (A) = 1.To znaqi da za bilo koju p-interpretaiju ,  ≃x ı, tj. za bilo kojuvrednost (x) iz nosaqa ST imamo IT (A) = 1. U modelu IT nosaq
ST je skup zatvorenih terama na jeziku J0, pa je (x) uvek neki zat-voreni term na jeziku J0, tj. za sve  ≃x ı va�i: IT (A) = IT ı(A

x
(x)).Dakle,

IT ı(∀xA) = 1 akko za sve  : V → ST ,  ≃x ı va�i IT ı(A
x
(x)) = 1,a kako p-interpretaijama ,  ≃x ı, vrednost (x) mo�e biti bilokoji element iz ST , to imamo:

IT ı(∀xA) = 1 akko za sve t ∈ ST va�i IT ı(A
x
t ) = 1.(2) Ako je ⊢T ∗

N
∀xA, onda se pokazuje, kao u dokazu LEME 1 iz 2.1.2,da za sve terme slobodne za x u formuli A, pa time i za sve terme

t iz skupa ST , va�i: ⊢T ∗

N
Ax

t . Poka�imo jox da ako za sve t ∈ STjeste ⊢T ∗

N
Ax

t , onda mora da je ⊢T ∗

N
∀xA. Imamo dva sluqaja. Akoje formula A reqenia, onda je Ax
t prosto formula A i jasno jeda va�i ⊢T ∗

N
∀xA. Pogledajmo sada sluqaj kada formula A nijereqenia. Tada, kao i u delu (1) formula A je formula Fl(xil), zaneko l iz {1, 2, ...}, tj. reqenia ∀xA je reqenia ∀xilFl(xil ). Pret-postavimo da nije ⊢T ∗

N
∀xA, tj. nije ⊢T ∗

N
∀xilFl(xil). Tada, poxtoje teorija T ∗

N
potpuna, va�i ⊢T ∗

N
¬(∀xilFl(xil)). Jox imamo da je

¬(∀xilFl(xil))⇒¬Fl(cjl) aksioma teorije T ∗
N
, pa zato po delu (3) Za-datka 4 iz 2.3.1 dobijamo ⊢T ∗

N
¬Fl(cjl). A kako je T ∗

N
neprotivreqna,to onda nije ⊢T ∗

N
Fl(cjl), tj. nije ⊢T ∗

N
Ax

cjl
. Ali to je suprotno po-laznoj pretpostavi jer je konstanta cjl , kao jedan zatvoreni termna jeziku J0, element skupa ST . Dakle, mora biti ⊢T ∗

N
∀xA.TEOREMA 3Svaka neprotivreqna teorija prvog reda T ima prebrojiv model.DOKAZPosmatrajmo proizvo	nu neprotivreqnu teoriju prvog reda T naddatim jezikom J . Pravimo jedno proxire�e jezika J , jezik J0,

J0 = J ∪ {c1, ..., cn, ...}, gde su c1, ..., cn, ... nove individualne kon-stante, koje ne pripadaju J . Posmatramo proizvo	nu interpretai-ju IT ı=(IT , ı)=((ST , IT ), ı), gde je (ST , IT ) model jezika J0 naprav-	en, koriste�i teoriju T i odgovaraju�e teorije T0, TN i T ∗
N
, kao uPrimeru 2.Pokaza�emo da je interpretaija IT ı = (IT , ı) = ((ST , IT ), ı) jedanmodel za teoriju T . U stvari, to �emo dobiti kao poslediu slede�egsvojstva: za svaku reqeniu F teorije T0 va�iinterpretaija IT ı je model za F akko je F teorema teorije T ∗
N

(*)tj. ((ST , IT ), ı) |= F akko ⊢T ∗

N
F .Evo kako uz pomo� svojstva (*) dobijamo da je IT ı model za teoriju

T , tj. da je svaka aksioma teorije T istinita u IT ı.



104 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDAZa svaku aksiomu A teorije T va�i da je ona teorema te teorije,a tako i teorema teorije T0 (kao jedne dopune T ). Onda je, na os-novu dela (7) Zadatka 4 iz 2.3.1, i zatvore�e te aksiome A teoremateorije T0. Kako je T ∗
N
proxire�e teorije TN (a time i T0) imamoda je zatvore�e aksiome A teorema i teorije T ∗

N
. Sada koristimosvojstvo (*), koje nam daje da je zatvore�e aksiome A istinito uinterpretaiji IT ı. Na kraju, na osnovu Zadatka 1 iz 1.2.2, dobi-jamo da je onda i aksioma A istinita u interpretaiji IT ı. Znaqi,

IT ı = ((ST , IT ), ı) jeste model za naxu teoriju T . I jox, kako je skup
ST , kao jedan skup terama, prebrojiv (na osnovu Zadatka 3 iz 2.3.1),to je IT ı = ((ST , IT ), ı) jedan prebrojiv model za teoriju T .Ostaje nam jox da doka�emo navedeno svojstvo (*). Dokaz �e bitiindukijom po slo�enosti reqenie F , odnosno po broju n, koji jezbir broja logiqkih veznika i broja kvantifikatora u reqenii F .Baza indukije, n = 0. Reqenia F nema logiqkih veznika nitikvantifikatora. Formula F ne mo�e biti ⊥, pa je F neka ele-mentarna formula ρ(t1, ..., tm), za neki relaijski simbol ρ du�ine
m i neke terme bez promen	ivih t1, ..., tm. Na osnovu definiijeinterpretaije IT ı = (IT , ı) imamo:
IT ı(F ) = IT ı(ρ(t1, ..., tm)) = ρI(t1, ..., tm) = 1 akko ⊢T ∗

N
ρ(t1, ..., tm),tj. interpretaija IT ı je model za F akko je F teorema teorije T ∗

N
.Indukijska pretpostavka: osobina (*) va�i za svaku reqeniu Fkoja ima ma�e od n logiqkih veznika i kvantifikatora.Dokaz da (*) va�i za reqeniu F sa n veznika i kvantifikatora.Posmatrajmo reqeniu F koja ima n logiqkih veznika i kvantifika-tora. Reqenia F mo�e imati jedan od slede�ih oblika:

A ∧B, A ∨B, A ⇒ B, ∀xA ili ∃xA.Primetimo da ako F ima jedan od prva tri oblika, onda su i for-mule A i B reqenie; a ako je oblika ∀xA ili ∃xA, onda formula
A ima najvixe jednu slobodnu promen	ivu, promen	ivu x. No bezobzira koji od pet navedenih oblika ima formula F �ene potfor-mule A i B imaju bar jedan veznik ili kvantifikator ma�e od F ,pa ako su reqenie, za �ih va�i indukijska pretpostavka:interpretaija IT ı je model za A akko je A teorema teorije T ∗

Ni interpretaija IT ı je model za B akko je B teorema teorije T ∗
N
.

⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika A ∧B.Imamo slede�e:interpretaija IT ı je model za A ∧Bakko IT ı(A ∧B) = 1akko min(IT ı(A), IT ı(B)) = 1, def. vr. form. u int.akko IT ı(A) = 1 i IT ı(B) = 1



2.3. OSOBINE I MODELI TEORIJA PRVOG REDA 105akko IT ı je model za A i IT ı je model za Bakko ⊢T ∗

N
A i ⊢T ∗

N
B, induk. pret.akko ⊢T ∗

N
A ∧B, deo (1) Zadatka 4 iz 2.3.1.Dakle, interpretaija IT ı je model za A ∧B akko je ⊢T ∗

N
A ∧B.

⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika A ∨B.Imamo slede�e:interpretaija IT ı nije model za A ∨Bakko IT ı(A ∨B) = 0akko max(IT ı(A), IT ı(B)) = 0, def. vr. form. u int.akko IT ı(A) = 0 i IT ı(B) = 0akko IT ı nije model za A i IT ı nije model za Bakko nije ⊢T ∗

N
A i nije ⊢T ∗

N
B, induk. pret.akko ⊢T ∗

N
¬A i ⊢T ∗

N
¬B, jer je T ∗

N
potpunaakko ⊢T ∗

N
¬A ∧ ¬B, deo (1) Zadatka 4 iz 2.3.1akko ⊢T ∗

N
¬(A ∨B), deo (4) Zadatka 4 iz 2.3.1jer je ⊢T ∗

N
(¬A∧¬B) ⇔ (¬(A∨B))akko nije ⊢T ∗

N
A ∨B, jer je T ∗

N
neprotivreqna.Dakle, interpretaija IT ı je model za A ∨B akko je ⊢T ∗

N
A ∨B.

⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika A⇒B.Imamo slede�e:interpretaija IT ı nije model za A⇒Bakko IT ı(A⇒B) = 0akko IT ı(A) = 1 i IT ı(B) = 0, def. vr. form. u int.akko IT ı je model za A i IT ı nije model za Bakko ⊢T ∗

N
A i nije ⊢T ∗

N
B, induk. pret.akko ⊢T ∗

N
A i ⊢T ∗

N
¬B, jer je T ∗

N
potpunaakko ⊢T ∗

N
A ∧ ¬B, deo (1) Zadatka 4 iz 2.3.1akko ⊢T ∗

N
¬(A ⇒ B), deo (4) Zadatka 4 iz 2.3.1jer je ⊢T ∗

N
¬(A ⇒ B) ⇔ (A ∧ ¬B)akko nije ⊢T ∗

N
A ⇒ B, jer je T ∗

N
neprotivreqna.Dakle, interpretaija IT ı je model za A ⇒ B akko je ⊢T ∗

N
A ⇒ B.

⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika ∀xA.Imamo slede�e:interpretaija IT ı je model za ∀xA



106 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDAakko IT ı(∀xA) = 1akko za svaki term t ∈ ST : IT ı(A
x
t ) = 1, deo (1) Zadatka 6akko za svaki term t ∈ ST : ⊢T ∗

N
Ax

t , ind. pret. za reqen. Ax
takko ⊢T ∗

N
∀xA, deo (2) Zadatka 6.Dakle, interpretaija IT ı je model za ∀xA akko je ⊢T ∗

N
∀xA.

⊳ Pretpostavimo da je formula F oblika ∃xA.Prvo primetimo da za formule ∃xA i ¬∀x¬Ana osnovu Zadatka 5 iz 1.2.2 va�i:
∃xA≡ ¬∀x¬A, tj. IT ı(∃xA) = 1 akko IT ı(¬∀x¬A) = 1 (o1)a na osnovu Primera 6 iz 2.1.1, i Zadataka 1 i dela (4) Zadataka 4iz 2.3.1 va�i:
⊢T ∗

N
∃xA ⇔ ¬∀x¬A, tj. ⊢T ∗

N
∃xA akko ⊢T ∗

N
¬∀x¬A (o2).Zato imamo:interpretaija IT ı nije model za ∃xAakko IT ı(∃xA) = 0akko IT ı(¬∀x¬A) = 0, (o1)akko IT ı(∀x¬A) = 1, def. vr. form. u int.akko ⊢T ∗

N
∀x¬A, po sluq.: F je oblika ∀xAakko nije ⊢T ∗

N
¬∀x¬A, jer je T ∗

N
neprotivreqnaakko nije ⊢T ∗

N
∃xA, (o2).Dakle, interpretaija IT ı je model za ∃xA akko je ⊢T ∗

N
∃xA.

♦2.3.3 Jox neke osobine teorija prvog redaTEOREMA 4Teorija prvog reda je neprotivreqna ako i samo ako ta teorija ima model.DOKAZPosmatrajmo neku teoriju T u okviru sistemaK predikatske logike.Ako je teorija T neprotivreqna, onda, na osnovu TEOREME 3 iz ode-	ka 2.3.2, ta teorija ima model, model IT ı = (IT , ı) = ((ST , IT ), ı).Pretpostavimo sada da teorija T ima jedan model, neku interpre-taiju Iı = (I, ı). U toj interpretaiji Iı sve aksiome teorije T suistinite, pa za neku �enu aksiomu A imamo Iı(A)=1. Ako bi teorija
T bila protivreqna, onda bi proizvo	na formula, na primer ne-gaija aksiome A, formula ¬A, bila teorema te teorije. To biznaqilo da postoji dokaz formule ¬A u teoriji T u qijem korenu je



2.4. POTPUNOSTIDRUGE OSOBINEPREDIKATSKELOGIKE107formula ¬A. Formule na listovima tog dokaza su aksiome, koje suistinite u interpretaiji Iı. Sve ostale �egove formule dobijenesu poqev od tih aksioma, kao zak	uqi pravila izvoÆe�a MP ili
Gen, te su istinite u Iı, jer ta pravila quvaju istinitost (na os-novu TEOREME 2 (TEOREME MP ) i TEOREME 3 (TEOREME Gen) iz 1.2.2).Dakle, tada bi va�ilo i Iı(¬A)=1. Znaqi, va�ilo bi Iı(A)=1 i
Iı(¬A)=1, xto je, na osnovu definiije vrednosti formule u in-terpretaiji, nemogu�e. Zato teorija T mora biti neprotivreqna.

♦TEOREMA 5Ako teorija prvog reda T ima model, onda teorija T ima i prebrojiv model.DOKAZAko teorija T ima model, onda je, na osnovu TEOREME 4, ta teorija Tneprotivreqna. Dakle, na osnovu TEOREME 3 iz ode	ka 2.3.2, teorija
T , kao jedna neprotivreqna teorija, ima prebrojiv model.

♦2.4 Potpunost i druge osobine predikatske logike2.4.1 Potpunost predikatske logikeSetimo se da za najva�nije formule semantike iskazne logike, tautologije, iza teoreme te logike, va�i:iskazna formula F je teorema iskazne logike akko je F tautologija.U semantii predikatske logike glavnu ulogu imaju va	ane formule, pa sename�e pita�e da li za va	ane formule i teoreme predikatske logike va�iista veza? Odgovor je: da. U ovom ode	ku �emo to pokazati, tj. pokaza�emo:formula F je teorema predikatske logike ako i samo ako je F va	ana formulaodnosno, za svaku formulu F predikatske logike va�i:
⊢ F ako i samo ako |= F .Kao i u iskaznoj logii, osobinu:ako je ⊢ F , onda je |= Ftj. ako je formula F teorema predikatske logike, onda je F i va	ana formula,nazivamo va	anost, a osobinaako je |= F , onda je ⊢ Ftj. ako je formula F va	ana formula, onda je F i teorema predikatske logike,je potpunost, tj. potpunost u u�em smislu.Dokaz osobine va	anosti za predikatsku logiku je analogan dokazu te oso-bine za iskaznu logiku (videti TEOREMU 5 iz ode	ka 3.2.5 u [3℄).



108 GLAVA 2. TEORIJE PRVOG REDATEOREMA 1 (VA�ANOST)Ako je formula F teorema predikatske logike, onda je F i va	ana formula.DOKAZU ovom dokazu predikatsku logiku �emo predstaviti sistemom K.(1) Prvo je potrebno pokazati da su sve aksiome sistema K, aksiome
(A1)− (A14), va	ane formule. Iskoristi�emo Zadatak 3 iz ode	ka2.2.3 u [3℄ u kome je za deset iskaznih formula pokazano da su tau-tologije. Naime, svaka od aksioma (A1) − (A10) sistema K dobijase od jedne od tih formula na naqin opisan u naxem ode	ku 1.2.2,tj. zamenom iskaznih slova te formule nekim predikatskim for-mulama. Kako su te iskazne formule tautologije, to na osnovu TEO-REME 1 iz ode	ka 1.2.2 dobijamo da su aksiome (A1)− (A10)) sistema
K va	ane formule. Da	e, u ode	ku 1.2.2, Zadatku 6 i delovima (3)i (2) Zadatka 9, pokazali smo da su i aksiome (A11)− (A14) va	aneformule. Dakle, sve aksiome sistema K su va	ane formule.(2) U ode	ku 1.2.2 dokazali smo TEOREMU 2 (TEOREMU MP ), koja nampokazuje da pravilo MP quva svojstvo va	anosti, tj. da va�i: akosu A i A⇒ B va	ane formule, onda je i B va	ana formula; iTEOREMU 3 (TEOREMU Gen), koje nam pokazuje da pravilo Gen quvasvojstvo va	anosti, tj. da va�i: ako je A va	ana formula, onda jei ∀xA va	ana formula.Iz ovih rezultata sledi osobina va	anosti. Naime, ako je formula
F teorema predikatske logike, tj. sistema K, onda u tom sistemupostoji dokaz u obliku drveta na qijim listovima su aksiome sis-tema K, a u svim ostalim qvorovima su zak	uqi ili MP ili Gen.Iz (1) imamo da su na svim listovima tog drveta va	ane formule,a iz (2) da su i u svim ostalim qvorovima va	ane formule. Dakle,u svim qvorovima dokaza formule F su va	ane formule, pa i for-mula u �egovom korenu, formula F . Zak	uqujemo da svaka teoremapredikatske logike mora biti va	ana formula, tj. da va�i:ako je ⊢ F , onda je |= F .

♦Ostaje jox da doka�emo da va�i osobina potpunosti. Primetimo da jedovo	no tu osobinu dokazati za reqenie jer smo u Zadatku 1 iz 1.2.2 i Zadatku6 iz 2.1.2 pokazali redom da za predikatske formule va�e slede�e osobine:(1) formula F je va	ana akko je �eno zatvore�e va	ana formula;(2) formula F je teorema akko je �eno zatvore�e teorema.TEOREMA 2 (POTPUNOST)Ako je formula F va	ana, onda je formula F i teorema predikatske logike.DOKAZU dokazu osobine potpunosti predikatsku logiku �emo predstavitisistemom K. Na osnovu navedenih osobina (1) i (2) mo�emo da pos-matramo va	anu formulu F koja je reqenia. Potrebno je doka-zati da je reqenia F teorema predikatske logike. Pretpostavimo



2.4. POTPUNOSTIDRUGE OSOBINEPREDIKATSKELOGIKE109suprotno, da reqenia F nije teorema sistema K. Tada, ako dodamoformulu ¬F aksiomama sistema K, dobijamo teoriju K′ koja je, naosnovu TEOREME 1 iz ode	ka 2.3.1, neprotivreqna. Dakle, teorija
K′, na osnovu TEOREME 3 iz ode	ka 2.3.2, ima model, neku inter-pretaiju IK′ı=(IK′ , ı)= ((SK′ , IK′), ı). Kako je ¬F aksioma teorije
K′ ona je istinita u toj interpretaiji IK′ı, a s druge strane i re-qenia F , kao va	ana formula, je istinita u toj interpretaiji.Znaqi, dobili smo da su i ¬F i F istinite u interpretaiji IK′ı,xto je, po definiiji vrednosti formule u interpretaiji, nemo-gu�e. Zato zak	uqujemo, reqenia F mora biti teorema sistema K.

♦2.4.2 Neprotivreqnost predikatske logikeIskazna logika je neprotivreqna. Osobina da je svaka teorema iskazne logikei tautologija koristi se u dokazu neprotivreqnosti iskazne logike (videtiTEOREMU 15 iz ode	ka 3.2.6 u [3℄).I predikatska logika je neprotivreqna, a u dokaziva�u tog svojstva k	uqnaje osobina da je svaka teorema va	ana formula. Ekvivalentnost sistema NK i
K predikatske logike nam omogu�ava da osobinu neprotivreqnosti poka�emosamo za jedan od �ih, na primer sistem K.TEOREMA 3Sistem predikatske logike K su neprotivreqan.DOKAZAko bi sistem K bio protivreqan, onda bi proizvo	na formula Fi �ena negaija, formula ¬F , bile teoreme tog sistema, a time,na osnovu TEOREME 1, i va	ane formule, xto je, po definiijivrednosti formule u interpretaiji, nemogu�e. Zak	uqujemo da jesistem K neprotivreqan.

♦Iskazna logika ima jox jednu va�nu osobinu, ona je odluqiva (videtiTEOREMU 14 iz ode	ka 3.2.6 u [3℄). Naime, potpunost iskazne logike i pos-toja�e efektivnih postupaka odreÆiva�a da li je neka formula tautologija(na primer, metoda qix�e�a (videti ode	ak 2.2.3 u [3℄ )) daju efektivan postu-pak kojim za svaku iskaznu formulu mo�emo da utvrdimo da li je teorema ilinije. U predikatskoj logii pak, ne postoji efektivni postupak za odreÆi-va�e da li je neka predikatska formula va	ana formula. Ovde samo reimo,bez dokaza tog svojstva, da predikatska logika nije odluqiva.
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