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1 VYBoxg

Axcnomy msbopa yseo je Llepmeno' ma camom mouerky XX BeKa y TeopHjy CKyHOBa KOjy
je marpammo ca ®penkesom? (Takospana Llepmeno-Dpenrenosa (ZF) Teopuja ckynosa). [Ipoc-
THUM PeYnMa, OBa aKCHOMa KaxKe Jia, KAKBy roj dbaMuinjy (HempasHUX) CKYNOBa MMATH, W3
CBaKOT CKyla Te paMuimje MOKeMo m3abparu 1o jegan emement. Ha npsu morsen, oBakas
HCKa3 Jieyje MPUJInIHO HAWBHO. YTIPaBO 300T TOTa OH Ce MOTKPATa0 HEKHM MaTeMaTHudapuMa
ckopo cBe 110 Kpaja XIX Beka; oHU Cy 0JaKO W 0€3 pPasMuIllljbarhba MPEeTIIOCTaB/baIn 1 jé OH
TavyaH u y3 momMoh mera mobujaan BPJIO 3aXBajHe W KOpUCHe pe3yiaTaTe. Tek Kajga ce OTKpUIA
TeXKUHA U 3HAYA] ,,ajJara’ Koju je Mo cpelu, a uMajyhu y BUIY IITAa OH MAaTeMATHIIM JOHOCH,
HAMEeTHYJIa ce 1orpeda Jla ce OH eKCILIMIUTHO W3JBOjH M HAIJIACH, T€ J& Ce MaTeMaTudapu
3AIUTAjy /1a JIM je 3aUCTa TPUBHUjATHO PETIOCTABUTH OBAKBY TBP/IIbY. ¥ HEKUM CJIy4ajeBUMA,
Tj. 3a Heke (haMUInje CKYIIOBa, TBPAUTH OBAKO HEIITO MOTIYHO je onpasgano. [Ipe wero mro
JIaMO HEKOJIMKO MpUMepa, Mpelu3Hnje eMo OMucaT 1MTa 3HAYU u3a6pamu eleMeHT U3 HEeKOT
ckyna. To he nam omoryhutu yBobeme T3B. dynkuyuje usbopa.

Hedbununuja 1 Hexa je X O6unao koja venpasna damuiuja nenpasnur ckynosa. Pynruuja
uabopa 3a pamunujy X jecme ceaxa dywryuja f: X — |J X marsa da 3a ceaxo v € X sasrcu

f(z) € x.
Hapennmo cama mpuMepe Koje cMO HajaBUJIH.

IMpumep 1 Hexa je X pamunrujo wuju cy céu EAEMEHMU CUHAMOHU, MJj. CKYNosu obiuka
{a}. Tada je 3a damurujy X dpynruyuje usbopa jeduncmeeno odpehiena u ouuziedHa.

IIpumep 2 Hexa je X damuruja nexkur ckynosa obauxa {a,b}, 2de cy a,b € R. Tada je, na
npumep, GYHKYUIQ
f({a,b}) = min(a, b)

bynryuja usbopa 3a damurujy X.

ITpumep 3 Ilokaszahemo da ceakra KoHauHa HENPA3HA BAMUAUIA HENPASHUL CKYNOEG UM PYHK-
yugy usbopa. Jokaz hemo useecmu Mamemamuyukom uHOYKUUjoMm 1o 0pojy esemenama me
dpamunuge. Hajnpe, nexa je X jednourana damunuja, mj. X = {Y'} za nexo Y # @. Tada
je UX =Y, na je ceara gynryuja f: X — Y Pynryuja usbopa sa gamunujy X. 3aucma,
3a cearo v € X saocu f(x) € x, jep x € X <= x =Y. Ilpemnocmasumo cada da 3a cee
N-MOUAGHE GAMUAUIE HENPAZHUT CKYNOBA NOCMOJU PYyHKyuja uzbopa, 20e je n Hexu npupodan
6poj eehu 00 1. Heka je X damusruja 00 (n+ 1) nenpasnux ckynosa, X = {Y1,Ya, ..., Yoi1}.
Tada X moorcemo sanucamu y obauxy X = Z U{Y, 11}, ede je Z = {Y1,Ys,..., Y, }. Jacwo
je da je Z N{Y,i1} = 9, jep, y cynpommuom, damuauje X ne 6u buaa n-mousana. Karo je
|Z| = n, mo nocmoju dynryuja usbopa 3a gamuaujy Z. Oznawumo je ca g. Tada g : Z — |J Z,
aUZ =Y1U...UY,. Takxohe, g(Y1) € Y1,...,9(Y,) € Y,. Kaxo je Y,1 # &, usabepumo
npoussonar esemerm y € Yo i1, Adedunuwumo dynruugy f: X — JX ca

{ [V) = g¥) w0 Y ez,
f(Yoi1) =v.

Qynryuja [ je dobpo dedunucana, jep je Z N{Y,11} = &. Ouuenedno je da je f dynruyuja
usbopa 3a pamuiujy X.

'Ernst Zermelo (1871—1953), nemauku MaTeMaruyap.
2 Adolf Abraham Halevi Fraenkel (1891—1965), Hemauku matemarudap.



IIpumep 4 Hexa je X = P(N)\{@} cryn ceuzr nenpasnur nodckynosa ckyna npupodrus
bpojesa. Tada, xaxo je cxyn N dobpo ypeher®, nocmoju npupodna dynrwyuja usbopa f dama ca

£(S) = min(S)
3a cearxo S C N, S #£ &.

Bujgumo, naxie, na ce 3a Heke daMuiinje CKylnoBa Jiako Moxke Hahu dyHKImja n3dopa —
npakTudHo ce cama Hamehe. Mehyruwm, nocroje ciaydajeBu rie nocrojare (yHKIHje n3dopa
yornre nuje ouureauo. lllTaBuiie, Ha npuMep, HUKO J0 caja Huje ycreo jia edexktusno nahe
dbyukimjy usbopa 3a davuujy P(R)\{S} cBux Henmpasuux noackymosa ckymna R, a nocroje u
BpJ10 yOeI/bUBM apryMeHTH Jia ce TaKBa (pyHKIIMja HU He MOKe Hahm.

Popmasiio, akcuoMa u300pa r1acu OBaKO:

Akcuoma m3bopa. 3a ceaky HENPA3HY GAMUAUJY HENPA3HUT CKYNOSG NOCMOJU PYHKUUJQ
usbopa.

IHepmesto je 1904. rojube HAYMHKO BPJIO 3HAYajaH Kopak yBojiehn oBaj mcka3 Kao 1mocedHy
axcuomy ZF Teopuje, a Tex 1963. romume Koen® je mokasao fa je oBa akcmoMma He3aBHCHA, O
ocrarka ZF teopuje.

Akcroma n360pa je yMHOroMe oboraruia pasHe MaTeMaTHdKe THCIUIJINHE U 3aCJIy>KHA je 3a
MaTeMaTHKY KaKBY JIaHac IO3HajeMo U m3ydaBamo. Heke o meHHX JonpuHOCA IMpHKasahemo
y oBoM pajy. Mebhyrum, akcuoma u300pa MMa U HEKE HEIOBOJ/bHE OCOOMHE; Iipe CBera, OHa
IpeICTaB/ha IPUHIAI KOHCTPYHUCAha CKYIIOBa KOjU HEje efekmueat — OHA TapaHTyje 13 HeKH
ckyn (taunnje, byHKIMja 1360pa) MOCTOjU, aau He onucyjyhu ra Kao kosexyujy nexur objexama
Koju umajy odpeherno ceojcmeo. OcuM Tora, akCmoMa n360pa, NaKo 3BydaJa HHTYHTHBHO BPJIO
IPUXBAT/HFUBO, UCIIOCTABUIIO C€ JIA JIOBOJIHU J0 HEKHUX Pe3yJITaTa KOjH Cy CBE CAMO He HHTYUTUBHH
(ux hemo y OBOM pajly Takolje mpukazaTu). Ympaso 360r OBAKBHX OCOOMHA aKcHOMa u360pa
je m3a3majia HajBehe jUCKycuje, pacupaBe W Hecjarama Mehy maremarudapuma jOIl OJ] IeTor
EyxkymmpoBor nocry/ara.

33a mojam dobpoz ypeherva BumeTH omebax 3.
4Paul Joseph Cohen (1934—2007), amepuakn MaTemarndap u aooutauk OuUancose Measbe.



2 Pazamuurte dpopmyJianuje akcmoMme n3dopa

Hauun na xoju cMmo popmynucain akcuoMy u300pa y MpeTXo HOM IOIJIaB/bY CaMo je jeTaH
ox Moryhux u, peksio 6u ce, HajjeanoctaBuuju. Ha oBoM MecTy npukaszaheMo u HeKe Jpyre
HaYWHE 33 HeHo opMyIncame u jgokaszaheMo 1a cy cBe Te dpopmyaanuje Mehycodno expuba-
JIEHTHE.

ITpe Tora, HaBeaumo jgeUHHUIN]E HEKUX MMOjMOBA KOje heMo OB/e KOPUCTHUTH.

Heduunuuja 2 Hexa je A ckyn u S C P(A). Kaoswcemo da je S napmuyuja na A axo
sadosomasa caedehe ycaose:

1. ¢S,
2. Akox,y e Sux F#y, ondo xNy =4,
3. Us=A

Hedbununuja 3 Hexa je E peravuja exsusarenuyuje na cxyny A. Cxyn T C A 308emo
mpanceepsana exsusascryuje E axo je sa cearxo a € A ckyn [alg N'T jednousan (20e je
la|g E-xaaca eaemenma a).

Hedbununuja 4 Hexa je [ nexu undexcnu ckyn u X 6uno xoja dynkyuja wuju je domen cxyn
I. Hexa je X; osnaxa 3a X (i), 3a ceaxo i € 1. Ckyn

(Xiliel)=(Xi)ies

306eM0 uHdexkcupara gamuauja cKYnosa.

Hapennom TeopemoMm yBoamMo 1 octaje popMmysiangje akcuoMe n3bopa.
Teopema 1 Caedeha mephera cy exsusarenmma:

(1) (Axcuoma usbopa) 3a ceary nenpasny Gamusujy HENPASHUT CKYNOGA Nocmoju yrryuja
u3bopa.

(2) Csaka napmuyuja uma mpanceepsany.

(8) Axo je (X;|i € I) undexcupara damuruja HENPA3HUT cKynosa, oHda nocmoju Gyrrkyuja
I — JX[I] maxsa da f(i) € X; 3a cearo i € I.

Joxas.
(1) = (2):

Hexka je S npousBo/bHa napruiuja. Kako Baxku akcrnoMa u3bopa, moctoju (pynkmnuja uzdopa
3a S; ozmaummo je ca f. Tama je yopaso ran(f) Tpancsep3ana 3a S.

(2) = (3):

Heka je (X, |i € I) unaekcupana dbavninja Henpa3uux ckynosa. Heka je C; = {i} x X, 3a
cBako ¢ € [. JacHo je 1a je C; # @ 3a cBako . Taxobe, ako je ¢ # j, onga je ounrsenno C;NC; =
. Bakmyuyjemo na je ckyn S = {C;|i € I} jenna maprunuja. Kako mpermocraBbamo (2), To
S uma Tpanceep3asy. Hexka je f Tpancsepsana 3a S. Tanma je f ckyn ypehenux maposa, u 3a
cBako i € I nocroju jeauucrseno x tako ja (i,x) € f N C;. Mehyruwm, To ynpaso 3Ha4u ja je
f dynknuja va I u f(i) € X; 3a cBako i € I.

(3) = (1):



Heka je S mpousBosbHa Hempas3Ha damMuianja Hempas3HUX CKynoBa. 3a cBaku ckyn C' € S
nepurnmumo X = C. Ha taj maunn dbopmupaan cMo HHAECKCUPaHy (haMIINjy HEmpasHux
ckynoBa (X¢ |C € S). 36or npernocraske (3) nocroju dyukmuja f raksa na f(C) € X 3a

ceako C' € S, 1j. 3a crako C' € S Baxku f(C) € C. Jlakze, f je dynknuja uzbopa 3a dbamuinjy
S. n

[TpuMeTrMO 712 YCI0B (3) M3 MPETXOHe TeopeMe 3alpaBo 3HAYHA /A je JUPEKTaH TPOH3BOIL
MPOW3BOJ/LHO MHOTO HENMPA3HUX CKYIOBa HeNpa3aH CKYIIL.

5Buneru onepax 8.



3 ITopnHoBa jema

Y MHOIHM JIOKa3MMa y KOjJUMa ce IIPeTHOCTaB/ha aKCHoMa u300pa, yMeCTO caMe OBe aKCHOMe
KOPHCTH Ce HeKH OJI IheHUX eKBUBaJieHaTa. Fbux uMa Buiie, a y oBoMm ojie/bKy fie OUTH IIpUKa3aH
OHaj Haj3HAYAJHU]H, KOjU he ce 4ecTO TPUMEHUBATH V JABUM JTOKA3UMA.

Ped je o 1emu Koja je mobuia uMe no Maremarudapy Makcy Iopuy®, mosnaroj kao [lopuosa
JieMa, pem/ia ce decto Mozke nahu u nox nazusom Kyparoscku-IlopHoBa Jjiema, jep npBu Koju
jy je, 1922. rommme, mokazao (HaApaBHO, y3 MPETIOCTABKY akcuoMe u3bopa) OWO je TOJBCKH
MaTeMaTHdap u Jormuap Kyparoscku’, 10K je Llopn 0Bo TBpheme MOHOBO OTKPHO W HPUMEHHO
1935. romume.

[Ipe wero mro dopmyiumemo [HopHoBy JieMy, OCBPHUMO ce Ha HeKe 1OjMOBE Koje hemo
KOPHUCTATH.

Hedbununuja 5 Hexa je S npoussoman ckyn napuujesno ypehen pesayujom nopemxa <.

o Kaocemo da je ckyn L C S jedan aanay y S axo je L nomnyno ypehen peaayujom
nopemka <, mj. axo 3a ceaxa 06a esemenma a,b € L eaotcu usu a < b uau b < a.

e Ioprwe ozpanuuerve (majopanwma) wexoe ckyna A C S jecme 6uao koju esemenm
a € S maxas da je 3a céako xr € A ucnyrweno r <X a.

e Hexa je B C S. Kaoswcemo da je enemenm b € B najeehu eaemenm cxyna B y odnocy
Ha <X (K-Hajmaru esemenm ckyna B) axo s3a cearo © € B saowcu x X b.

e Heka je B C S. Kaoscemo da je enemenm b € B maxcumanaarn eaemenm cxyna B axo
jeb < x (b€ B) moeyhe camo sa x = b.

Qopwmynumumo cajia [Hopnosy Jemy.

Jlema 1 Axo ceaxu aanay, Yy napyujesno ypehenom ckyny uma 20ptoe ozpanuverve, onda maj
CKYN UMG MAKCUMANAGH, CAEMEHTT.

Kao mro je peueno, IlopHoBa jiema je ekBuBajieHTHa akcHOMHU u360opa. Y HacTaBky hemo
TO W JIOKA3aTH.

[Ipe cBera, yBerrhemo jejgan HOBHU ,,ajaT KOju hemMo y jeJHOM cMepy jJ0Ka3a KOPUCTUTH.

Hajupe, 3a mHekn ckynm A kKaxkemo 1a je mo6po ypebeH penanujom < ako cBaKH Helpa3aH
MOACKYT o1 A MMa HajMamu eleMeHT y oaHocy Ha <. Tama kaxemo u ma je (A, <) mobpo

ypebeme.

Hedbununuja 6 Hexa je ckyn S napuyujasto ypehen ca <. 3a aanay L ckyna S wasrcemo da
je dobap axo je L dobpo ypehen ca <.
Hexa je L aanay y S uwa € L. Cryn L|a] dedpunucan ca

Lial|={zeL|x<a}

306eM0 NoOYemHu Komad od L odpehben eaemenmonm a.

Osnarxom Lg obenesicasahemo cxyn ceux aanaua y S.

Hexa je f: L — S nexa dpynkuyuja. Kaorcemo da je aanay L dobap y odnocy wa [ axo
sasce caedehu ycrosu:

e L je dobap sranau,

6Max August Zorn (1906—1993), amepudku MaTeMaTHYap HEMAYKOT MOPEKJIA.
"Kazimierz Kuratowski (1896—1980).



e 3a ceaxo a € L saocu f(L[a]) = a.
Cazna hemo BuUeTH HeKe OCOOWHE TOjMOBA KOjeé CMO YBEJH.

Jlema 2 Hexka je (S, <) ypehewe, A, B aanyu y S u f: Lg — S. Axo cy aanuyu A u B dobpu
y odnocy Ha f u A # B, onda eascu mauro jedan 00 caedeha dea uckasa:

(1) Hocmoju a € A maxo da je B = Alal.
(2) IHocmoju b € B maxo da je A = B[b).
Jloxas. TlpernocraBumo fa Baxku u (1) u (2). Taza je
B = Ald) ¢ A= B[b| ¢ B,

jep ako 6u 6uno Afal = A, onya 6u 6mwio A = B, mIro 1mo mpeTnoctasiy He Baxku. J[o6uam ¢cmMo
B C B, mro je memoryhe. Jlakie, Baxu Tadno jeano ox (1) u (2).

Kaxko je A # B, upermocraBumo, Ha npumep, na je A\B # & (cnyuaj B\A # & panan ce
anasiorno). A\B je npasu moackyn ox A, ma, kako je janarn, A mobap, To A\B umMa HajMamu
eqemenT. O3HaunMo Ta ca a. b HAM je Jda JoKaxkeMmo ja je B = Alal.

Heka je © € Ala]. To 3nauu ga © € A u z < a. ZKemnmo ja jpokaxkemo na r € B.
[Tpernocrasumo ja v ¢ B. Tagma x € A\B u =z < a. Mebhyrum, to je nemoryhe, jep a je
wajmamwu y A\ B. 3akmydyjemMo ma Mopa outn x € B, unme cMo gokazann ga je Ala] C B.

[TpernocTaBuMO, CYIPOTHO OHOME TITO KeJIUMO Ja Jokaxkemo, na je Ala] € B. Tanma je
B\ Ala] nenpasan mogckyn ox B, na, kKako je B nobap, B\ A[a| uma Hajmamu enement b.

Ilpumerumo na je B[] C Ala]. 3aucra, neka je x € B[b]. Taga z € B u x < b. Onarre
crenu 1a x € Ala], jep y cynporaom 6u Baxkmino z € B\Ala| u < b, mTo ce Kocu ca
aueHUIOM J1a je b najmamu y B\ A[a|. Ako 6u 6uno B[b] = Ala], ouna, xako je f dynkuuja,
Baxmwio 6u f(B[b]) = f(A[a]), na, kako cy oBu sannu nobpu y ogunocy na f (jep cy A u B
n06pu y onHocy Ha f), cienu b = a. Melytum, oBo He Baxku, jep a € A\B, 1ok b € B. Jlaxie,
B[b] € Ala).

Ala]\B[b] je menpazaun mogckyn ox Ala] (a camum tum u ox A), na, kako je A mobap, To
ckyn Ala]\B[b] mma majmamn emement. Osmauumo ra ca c. Kako ¢ € Afa] u Ala] C B, 10
ce B.

Heka je © € Alc). Tazax € Aux < c. ¢ € Ala], na ¢ < a. Caza, u3 TpaH3UTHBHOCTH
pesamuje < cyenn r < a, na Kako ¢ € A, to x € Ala]. Hobumm cvo x € Ala] u z < ¢. Kaxko je
c najmamwn y Ala]\B[b], ro = € B[b]. Hokazamu cmo Alc] C B[b].

U3 ce Buc¢ Bb ciean na ¢ A b, na, kako je B sanai, Mopa 6utu b < c.

Caza hemo nokasarn na Baxku u B[b] C Alc]. Heka je x € B[b]. Tana x € B u x < b, na,
Kako je b < ¢, 360r TPAH3UTHUBHOCTH Baxku T < c. 3aruM, w3 x € B[b] nu B[b] C Ala] cnenn
x € Alal, na x € A. lobumm cvo x < cu x € A, ogakie cienn x € Alcl.

13 nperxoanor caenn Alc] = B[b]. Onarne je f(A[c]) = f(B[b]), tj. ¢ = b. Onmna, kako
c € Alal], 1o b € Ala], mro je y konTpajauknuju ca qubeHunom Ja b € B\Ala]. Bakspydyjemo
na muje Ala] € B, na, 36or Ala] C B, mopa 6utn Afa] = B. B

JIema 3 Hexa je (S, <) ypehewe u f : Ls — S. Axo je aanay A ckyna S dobap y odnocy Ha
fuaeA, onda 3a cearo x < a eadcu mauno jedno od caedeha dsa uckasza:

e rc A,

e 1 ne npunada HujedHoMm sanuy Koju je dobap y odnocy Ha f.



Jlokas. Heka je a € A mw x < a. IlpernocraBumo na x ¢ A, anu na x € B, rae je B nekn
ngaHat y S Koju je mobap y omuocy Ha f, a pasamunt ox A. Tama x € B\A, na je B\A # &.
I3 sreme 2 caeam na taga nocroju b € B tako na je A = Blb]. Onga, kako a € A, 10 a € B[b),
maa € Bua<b Uz <awnwa<>bcren x < b, na, kKako z € B, To x € B[], 1j. = € A.
Konrpanukiuja. W

Jlema 4 Hexa je (S,<) ypehewe u f : Lg — S. Hexa je D ckyn ceuzx aanaya y S koju cy
dobpu y odnocy wa f. Tada je |JD aanay dobap y odnocy wa f.

Jlokas. Hajupe tpeba na jgokaxkemo ja je |JD nanan. Heka cy x,y € |JD. To 3uaun na
nocroje A, B € D tako na x € A, y € B. Axo je A = B, ouna x,y € A, na, Kako je A janar,
TO Baxkn r < y win y < x. llpernocrasumo na A # B, u Heka je, Ha npumep, A\B # &
(anastorno 3a cayuaj B\A # &). Jlaauu A u B cy no6pu y ogHocy Ha f, na u3 jgeme 2 cieju
na nocroju a € A tako na je B = Ala]. Umamo © € Any € Ala] C A, na z,y € A, na Baxku
x xywmy < . Hakre, | JD jecte manar.

Tpeba jom ga mokaxkemo jga je jganar | JD nobap y oguocy wa f. Panm jennocraBHujer
3amnca yeenumo o3Haky D = |JD, n gokazkumo Hajupe Ja je D nobap jaHail.

Heka je X C D nenpa3san noackyin ox D. Tpeba na mokazxkemo ga X nMa HajMarmbu €/IEMEHT.
Nzabepumo a € X mpousBosbHO. AKO je a Gam HajMamu ejgeMeHT ox X, OHJA je TOTOBO.
[IpermoctaBumo na a uuje Hajmamu y X. Tazga mocrojm x € X Tako nma je x < a. U3
r€ X CDux<acaean x € Dal. Imamo z € X n z € Dla], ogakie 3ak/bydyjemo na je
ckyn D[a] N X uenpazam.

Uz a€ D =D crenu na a € A 3a neko A € D. Jlokazahiemo na je Ala] = Dlal.

Axko z € Alal, onna v € Awu z < a, na, 36or A C D (mrro caeau u3 A € D), umamo x € D
U x < a, mTo 3Haun Ja x € Dla).

Ja 6ucwmo okazaiu u OOpHYTY HHKIY3H]jy, npernoctaBumo ga x € Dla]. Tagaxz € D =D
u x < a. To 3uaum ja je x < @ U & NPUIAJIA HEKOM eJeMEeHTY cKyna D, Tj. HeKOM JIaHIly KOju
je mobap y ommocy Ha f. Kako a € A, To npema jemu 3 ciequ ja x € A. I x <aunxz € A
caenn ma x € Alal.

Hokazamu cmo na je Ala] = Dla]. Oxarne cienn Ala)N X = Dla]N X, nau3 Dja|NX # &
caequ Alal N X # @. Hakae, Ala] N X je menpaszan noxckyn o Alal, na, kako je A mobap
nanar, o Ala] N X nma wajmamn erement. Mehyrum, X Mopa nmaru HajMambu ejeMeHT Oarrt
y Ala], jep 3a cee v € X N Ala|” Baku z 3= a € X, ma TakBO T CBaKaKO He MOYKe OUTH HajMamhu
y X. Hakie, oBaj HajMamu ejqeMenT ckyna Ala] N X ympaso je HajmMamu eqeMeHT ckyma X .

Hexka je a € D npousBosban eiement. Tama a € A 3a neko A € D. Ha uctu HAUUH Kao y
IIPETXO/HOM JIeJly 3aKJbydyjemo ja je Ala] = Dla], na, kako je f dbynkuuja, f(Ala]) = f(D]a]),
a kako je A mobap y omnocy Ha f, o je f(Ala]) = a. dobumu cvo a = f(D|al), omakie caenn
na je D mobap y omurocy uHa f.

[TpumeTnHMO 12 HAM HPETXOJIHA JieMa rapaHTyje MocTojame Hajelier (y eMucay nHKIy3uje)
JaHA Koju je mobap y omHocy Ha f: 1o je | JD, jep cBaku jmamar Koju je mo6ap y omHocy Ha f
npunaga D, na je caapxkan y JD.

JlokakKuMo cajia jia y3 IpeTHOCTaBKy akcuoMe n3dopa Baxku llopHosa Jiema.

[IpermocTaBumo, cympoTHO TBphemy, na je (S, <) mapuujaano ypeljeme y KoMe CBaKH JaHAI
UMa TOPIbe OrPAHHYErhe, i S HEMa MaKCHMAJIAH €JIeMEeHT.

Hexka je L nupouspo/ban janam y S u Heka je [! IberoBo ropime orpannyieme. /lakie, 3a ¢Bako
x € L Baxxu x < I'. Enement I’ auje makcumasan y S, na nocroju [ € S tako mga je ' < [.
Chaemn na 3a cako x € L Baxu x < [. Haxkie, [ je crporo ropme orpanuderse 3a L. OBume
CMO JOKAa3aJIH JIa CBAaKH JIAHAIl y S MMa CTPOTO FOPHe OTPAHHYEIHE.



Heka je L npousBosban Janan y S, u Heka je Uy, = {l € S | | je ¢cTporo ropwme orpaHuderne
3a L}. U3z nperxoanor caean Uy # @. [ocmarpajmo damvumujy

.F:{UL|L€£S}.

F je Heupasuna amuiidja HENPA3HUX CKYIIOBa, 11a 3a by 1nocToju gpyHkiuja usdopa. Heka je
to f. Tama f: F — |JF u 3a ceako Uy € F Baxu f(U) € Up. Hebunummmo yHKImjy
g:Ls—|JF ca

9(L) = f(Ur).
Osa dyuknuja je 106po nedbunncana, jep ako je Ly = Lo, ouga je ounrseano Uy, = Up,, na je
F(UL) = F(Us,) (ep je f dymenmia), 1. g(Ly) = g(Ls).

Baxu na g(L) € Ur, ma je g(L) crporo ropme orpanndemne 3a L.

Heka je D majselim sanamn koju je mpobap y ommocy ua dyukmmjy g, u meka je g(D) = d.
Taga je d cTporo roprme orpanunderse 3a D, 1j. 3a cBako x € D Baxku x < d, ma d ¢ D (jep 6u
y cynporaoMm Baxxuio d < d). Heka je D' = DU {d}. Jacuo je ga je D’ mobap nanan. Heka je
a € D' npousBosban enement. Axo jea € D, ounaje D'la|={z €D |z <a}={reD|x =<
a} = Dla], na je g(D'[a]) = g(Dla]) = a (jep je D nobap y onnocy Ha g). Ako je, mak, a = d,
ouga je D'lal = D'[d] ={x € D' | « <d} = D, na je g(D'[a]) = g(D) = d = a. Hakme, D' je
nobap y ogHocy Ha g. Mehyrum, D' D D, a D je majsehin go6ap y onnocy Ha g. KoHTpagukimyja.

Jla 6ucmo jJoKa3aau u Jpyru cMep eKBuBajeHmuje, tj. Aa [{lopHosa jieMa mopjiadu aKCuOMY
n3b0pa, morpebaH HaAM je mojaM komnamubuine pamuiuje Gynkyujo v IUHEHATA 12 je YHUja
koMmaTubdbuiHe damuauje GyHKIUja Takohe PpyHKIH]A.

Heduunuuja 7 Kaowcemo da cy pynruuje f u g komnamubuare axo 3a ceaxo x € dom(f)N
dom(g) easrcu

f(z) = g(z)
Jlema 5 Qynxuyuje f u g cy xomnamubusne axo u camo axo je f U g dynryuja.
loxas.
=

[IpernocraBumo ma cy dbyukuuje [ n g xkommarubuane. Tpeba ma mokaxkemo na je f U g
dbyukmuja. Heka cy (x,y1), (z,y2) € fUg. Taga gonaze y 063up cienehu ciaydajebu:

) (z,y1), (x,y2) € f. Taga, momro je f dbynkuuja, Mmopa 6ut y; = ys.

1

2) (z,y1),(x,y2) € g. Taga, momro je g dbyukuumja, Mmopa 6uT y; = ys.

3) (z,y1) € f,(z,y2) € g. U3 (z,y1) € f cneqm z € dom(f) m y; = f(x). Ciuwmuno, u3s
(x,y2) € g cenm x € dom(g) u yo = g(x). Taga x € dom(f) N dom(g), na, kako cy f u
g KOMTIaTHONIHE, TMaMO

y1 = f(x) = g(z) = ya.
4) (z,y1) € f,(z,y2) € f. OBaj cayuaj je ananoran caydajy 3).

—:

Heka je f U g dyukmmja u meka je x € dom(f) N dom(g). Tpeba ma mokaxkemo ma je
f(@) = g(x).

U3z x € dom(f) caean ga mocroju y; tako aa (z,y;) € f. Camano, uz x € dom(g) caenn
Ja OCTOju Yo Tako aa (z,y2) € g. Tama (x,y1), (z,y2) € fUg, na, kako je fU g dyrnkuuja, To
je 11 = Yo, omakite caenu f(x) = g(x). Kako je x 6upano nmpoussossuo u3 dom(f) N dom(g),
caenn na cy f m g komnaruomitae pyuknuje. Wl



Hedbununuja 8 Hewxa je F cxyn dynkuuja. Kaosrcemo da je F komnamubuara gamuauja
dynryuja axo cy ceaxe dse pynxyuje y F xomnamubusre.

Teopema 2 Hexa je F womnamubuana gamunuje gynryuje. Tada je |JF Pyrnkuuja u sasrcu

dom(Uf) = | J{dom(f)| f € F}.

Jlokas. dokaxkumo, uajupe, na je |JF dyuknuja. M3abepuMo TPOU3BOJbHE eJIeMEHTe
(x,11), (z,y2) € |JF. Tama mocroje dyukmuje f u g uz F takse na (r,y1) € f,(z,y2) € g.
Camum tam, (z,v1), (z,92) € fUg. Kako je F komnarubuiana dbavuiuja GbyHKIuja, 10 Cy
dyukmuje f u g kKomnarubusine, ma je, npema jemn 2, f U g dyrknuja. 3aro mopa 1a BaxKwu
Y1 = Yo, MTO JOKA3yje 1a je | JF dynkumja.

Hpyru neo Teopeme pokazahiemMo HU30M cieelinx eKBUBAJIEHTHUX YHHEHUIIA.

T € dom(Uf)

— (z,y) € Ufza neko y
<~ (z,y) € fzanekof e F
<= 1z €dom(f)zanekof e F
= ze|J{dom(f)|feF} W

CaJta MO2KeMO JOKa3aTh U JIPYTH CMep IMOMEHYTe eKBUBaJICHIIH]e.

[IpernoctaBumo na Baxku [lopmosa snema. Heka je S mpomsBosbHa HempasHa dhaMmiInja
Helpa3HUX CKynoBa, u Heka je F damunuja ceux ¢pyuknuja f raksux jga je dom(f) C S u 3a
ceako X € dom(f) saxu f(X) € X. Ckyn F je ypehen penannjom nukiaysuje C. Heka je Fy
npou3Bo/bal Janall y F, u ueka je fo = |JFo. Ilpumernmo na je Fy kommatubuina dpamMmimja
dbyHKIIja — TO cJeJd U3 YUIbeHHIIE J1a 3a cBake jBe ¢yukmuje f,g € Fo Baxku unu f C g
win g C f. Tlpema teopemu 2, fy je dyukuuja u dom(fo) = (J{dom(f) | f € Fo}. Caenn ga
je dom(fy) C S. Takobe, ako je X € dom(fy) mpousso/ban ejgement, onga nocroju f € Fy
rako na X € dom(f), ma je fo(X) = f(X) € X. 3axsmyuyjemo na fo € F. Taxobe, fy je
ropme orpanudeme 3a Fo y F, jep fo = |JFo, ma 3a ceako f € Fy Baxu f C fo. OBume cMo
JIOKA3aJId Jla CBaKW JiaHal y JF uMa ropthe orpanuderse. IIpema opuoBoj jemu, (F,C) uMa
Makcumasian eqement f'. Jlokas je 3aBpiien yKogmko mokazkemo jaa je dom(f’) = S.

[IpernocraBumo na To we Baxku, 1j. na je dom(f') C S. Mzabepumo uweko X € S\dom(f’)
u Heka je © € X mpousBosban enement. Tana dyuknuja f” = fU{(X,z)} npunaga dbavuaujn
F, mrro je memoryhe, jep f” 2D f', a f’ je makcumanan esement davuanje F. 3ak/bydyjemMo mga
mopa 6utu dom(f’) = S. Ouna 3a ceako X € S Baxku f/(X) € X, ofakiie 3ak/bydyjemMo Ja je
f" dbyuknuja w3dopa 3a S.

3.1 Xayz3mopdoB NpuHIINIT MAKCUMAJIHOCTU

Hagemhemo u jeqan jennocrtaBan ekpuBajienT LlopHoBe jieMe, Koju he ce KOPUCTHTH YV jeTHOM
JIOKA3y y J1aJbeM TEKCTY.

JIema 6 (Xaysdopdos npunyun marcumannocmu) Cearu nenpasan napyujaino ypehen cryn
uma bap jedan makcumanan aanay. Ilpeyusnuge, axo je (S, <) npouseosno Henpasno napyu-
jaarno ypehere, onda ckyn Lg uma MAKCUMAAGH ENEMEHIT.
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[Ipermocrasumo ma Baxku Lloprosa gema. Heka je (.S, <) mpou3BoJ/bHO HETIPA3HO TAPIIH]ATHO
ypeheme. Ckyn cBux jganana Lg mapiujanano je ypehen y omnocy Ha wHKIy3ujy. Heka je L
nanan y Lg, 1j. (£, <) je nmuneapro ypeheme. Osznaunmo L = | JL. Heka cy a,b € L. Tana
nocroje L1, Ly € L tako na a € L1,b € Ly,. Kako je £ manamn, 1o je Ly C Lo wnn Lo C Ly.
[Ipernocrasumo, Ha npumep, Ly C Ly (ananorno 3a Ly C Ly). Taga a,b € Lo, na, kako je Lo
ganaimy S, o a < bumm b <X a.

Haxme, L je manam y S. Kako je 3a cBako L' € £ ucnymeno L' C L, To je L HeKu MaKCH-
MaJIaH JlaHal y 5.

Jokaxkumo cajia jia u3 Xay3aopdoBor npuHIuna MakcuMaanoctu ciaeau [opnosa nema.

Heka je (S, <) mapuujasno ypeliemse y KoMe je cBaKW JaHAIl OrpaHdYeH 0J03ro. Heka je
L wexn makcumasian (y ofHOCY Ha WHKJIY3Ujy) janany S, u | € S ropmwe orpanunuerme 3a L.
Tepaumo ja je | MakcuMaJjian eJeMeHT CKymna S.

ITpernocrasumo ga To ne Baxku. Tana nmocroju x € S Tako aa je | < z. Kaxko je x ynopeaus
ca cBUM ejeMeHTHMa u3 L (360r TpaHsuTMBHOCTH penanuje <), To je L U {x} manam y S.
Mebhyrum, LU {x} D L, a L je makcumasan jganan y S. Kourpagukuuja. laxie, [ Mmopa 6utu
MaKCHMAaJIaH eJIeMeHT o1 S.

11



AprymMeHTn y KOpuUCT akcumomMme usdopa

Y oBOM mnoryiaB/by mokazaheMo HeKe 01 JIONPUHOCA aKCHOMe H300pa Y pa3InduTUM rpaHamMa
MaTeMaTHUKe.

4 Axcuoma m3060pa y peastTHOj aHAJIN3U

Y peajiHoj aHaJIM3U aKcuoMa u3bopa mma OpojHe mpuMenHe. Y OBOM OJe/bKY NpuKazahemo
HEKe O] FhHUX.

4.1 Tauka HaroMmm/jaBama CKyIa

[IojaM Tavyke HaroMmIaBama HEKOT CKyNa MOXKe Ja ce yBeJe Ha JBa HauWHA.

Hedununuja 9 Kaoicemo da je a € R mauka nazomunasara cxkyna A C R akxo nocmoju nus
(Tp)nen eaemenama uz A maxag da je lim xz, = a.

n—oo
Hedbununuja 10 Kascemo da je a € R mauka nazomunrasarea ckyna A C R ako 3a csako
e > 0 nocmoju x € A maxo da je |v — a|] < e.

Mozxke ce pehn j1a je HHTYUTHUBHO jacHO Ja cy oBe JiBe jedununuje Mmeh)ycobHo eKBUBaJIEHTHE.
MehyTtum, To He O MOTJIO Ja ce JoKaxKe 06e3 akcuoMe u300pa.

[IpernocraBumo gecdununujy 9, u w3adepumo € > 0 npoussospuo. Tpeda j1a nahemo eement
x ckyna A 3a Koju Baxku |r — a] < e. [edununuja 9 rapaHrtyje HAM Ja [HOCTOJU HU3 T,
eqeMenara u3 A Koju Texxu Ka a. axie, mocToju mpupogaH Opoj ng TaKaB Ja 3a CBe N > 1y
BaXKH |z, — a| < e. Cnenujanno, |r,, —al <& u x,, € A, 1a MOKEMO Y36TH T = Ty, .

O6pnyTo, npernocraumo gedbununnjy 10. Tama 3a cBako n € N mocroju x € A tako ja
je |z —al < %, 10 ject exyn X, = {x € A ||z —a|] < £} jecre nenpazan, na je dbammmja
X ={X, | n € N} nenpasna dbavmninja Henmpasunx ckynosa. 3a wy moctoju (yHKIHja n3dopa,
Tj. W3 CBAKOI cKyma X, MOYKEeMO H3abpaTh HEKW eJIeMeHT &,. [laxie, moctoju Hu3 (T, )nen ¥

A raxaB ma 3a csako n € N Baxu |z, — a| < +. Kako je L myra mus, 1o z, — a (n — o0).

4.2 BajepmirpacoBa n KoinujeBa jgeduHnnja rpaHnviHe BPEIHOCTHU
dysknuje

Hedununuja 11 Hexa je f : A — R dynruyuja peanre npomensuee ua € R mawka nazomuna-
sara ckyna A (mj. y c6akoj okoaury mawke a nocmoju 6ECKORAUHO MHO20 EAEMEHAMNA CKYNG
A). Kasicemo da je b € R epanuuna epednocm (aumec) dpynruuje [ y mauku a axo 3a
ceary okoauny V (b) maure b nocmoju okoauna U(a) mawke a maxo da je f{U(a)] C V(b) (ede
je (O](a) 03HaKa 36 M36. Npobyweny okoauny mayke a, mj. 3a ckyn U(a)\{a}). Tada nuwemo

lim f(z) = 0.

T—a

12



Opa nedununuja npunmcyje ce Bajepmrpacy®, m 30Be ce jom gedHHHIEja ,,Ha je3HKY
okosmua“. Ciaenehe TBpheme q0Ka3yje eKBUBAICHIIN]Y OBe AebuHHIITje ca TeDUHAIII]OM JITMeca
dbyurxnmje xojy je xkopucrno Komu®, Takozsanom gedpuHHIIjOM ,,Ha je3UKy HA30B3 .

Teopema 3 ['panuuna epednocm dynruyuje peane npomenmuse f : A — R y mauwu a € R
jednaxa je b € R axo u camo axo 3a ceaku nus (r,) C A\{a} maxas da je lim x,, = a sascu
n—oo

g, flam) =B

Aoxas.

"

[Tpernocrasumo na je lim f(z) = b. Hexka je (x,) npousBosbaH HU3 3a KOju Baxku caejelie:
Tr—a

(1) x, € A\{a} 3a cBako n € N,

(2) lim z, = a.
n—oo

Tpeba na mokazxkeMo Ja je rpann<Ha Bpeanoct ausa (f(z,)) jeanaka b. Heka je V(b) mpoussosbha
okosmHa Tadke b. Tama, 36or mpernocraBke, nocroju okosuna U(a) Tadke a Takpa Ja je
FlU(a)] € V(b). Younmo ng € N raxso 1a 3a cBe n > ng Baxn z,, € U(a) (yeaos (2) nam
rapaHTyje na TakBo ng mocroju, a yciaos (1) Ham rapanTyje 1a je x, # a 3a cBako n € N).
Tana je f(z,) € V(b) 3a cBako n > ng, mro 3ua4n 1a je lim f(x,) = b.
— e
[IpernocraBuMoO CyHnpoTHO, Tj. Jla HUje ilg}b f(x) = b, a na BaxKu Jpyru Jeo y UCKa3y Teo-

peme. Tama mocrojn okonnna V(b) Tauke b Takpa j1a 3a cBaxy okoqnny U(a) Tauke a Baxn
flU(a)] € V(b). Ilpernocrasumo aa je a € R (3a a € {—o00,+00} Hoka3s je ciudan).

Younmo Hu3 (Ul(a) L-okonmna Tauke a. Kako flU1(a)] ¢ V(b) 3a cee n € N, 10 je

neN
{flU1(a)\V(b) | n € N} nenpasna dbamu/inja HenpasHux cKynosa, 11a 3a my 10cToju yHKiuja

u360pa, 1j. mocToju Hu3 exemenara y, € f[Us(a)]\V(b), n € N. Oryna 3a csaxo n € N noctoje
opurunan z, € Ui (a) taksu ga f(z,) ¢ V(b). Taga je lim z, = a, u ounriesno je 3a cpe
n n—00

n € N ucnymeno z, € A\{a}. Mehyrum, ne Baxxu lim f(x,) =b. Konrpajukuuja. H
n—oo

[Ipumerumo ja cMep ,,cjeBa HAJIECHO Y JIOKAa3y NMPETXOJHE TeopeMe BayKu HEe3aBUCHO O]l
aKcuoMe u360pa, ajau ca CYIpPOTHUM CMEpPOM TO HHje CJIydaj.

[Iperxojna TeopemMa J0Ka3yje jejHO BPJIO CJMYHO TBpherme, Koje e THYe HElPEKHIHOCTH
dyukmuje y tauku. Ilomcerumo ce aa 3a dyurmujy f : A — R xaxkemo ga je venpexudna y
Taukn a € A ako 3a cBaky okoqmHy V Tauke f(a) nocroju okosmHa U Taduke a Tako Ja je

flrev.

Teopema 4 Hexa je f : A — R ppynuruyuja peasre npomennuse u a € A mauka HG20MUNABAIHA
ckyna A. Qynkyuja f je menpexudna y mawku a axo u camo ako 3a ceaxy Hus (x,) C A za
koju je lim xz, = a 6asrcu lim f(x,) = f(a).

n—o0 n—o0

Zoxas. Tepheme ciiein HETIOCPETHO U3 TeopeMe 3 U YHIbeHuIle Ja je (pyHKnuja [ HelnpeKuHa
y TaUKd a ako u camo ako je lim f(z) = f(a). B
Tr—a

8Karl Weierstrass (1815—1897), nemauxku MaTeMaTHdap, 3a KOra ce Kaze 1 Ja je ,,0Tall, MOJepHe aHaju3e ",
% Augustin Louis Cauchy (1789—1857), dbpaHIyckn MaTeMaTHIap.
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5 IlocTojame Ga3ze BEKTOPCKOI HIpOCTOpa

YUnbeHATA 12 CBAKH BEKTOPCKH IPOCTOp KoHauHe nuMensuje’ nva 6a3y paxxu y ZF Teopujn
6e3 akcroMe u3bopa. MehyTum, Kaja je ped o Mpou3BOJFHOM BEKTOPCKOM IPOCTOPY, HOCTOjAHHE
merose Oase He OM MOIJIO 14 ce OKaxKe 0e3 0Be aKCHOME.

Jla bucMo JloKazajm Jjia, y3 MpeTiocTaB/babe aKCuoMe n300pa, CBAKU BEKTOPCKH HPOCTOP
nMa 6a3y, norpedHa cy HaAM HeKa noMohHa TBphema.

Jlema 7 (aema o npodyscery auneapro nezasuchur cucmema) Axo je V. eexmopcku npocmop

nad novem K u E = ey, ..., e,] 6uro xoju auneapro nezasucar cucmem eexmopa uz V', onda
je mo u cucmem F = [ey,... ey, 0] ako u camo axo 6eKmop v Huje AUHEAPHG KOMOUHGUUIQ
sexmopa u3 E.

Joxas.
=

Heka je F' = [eq,...,e,,v] auHeapHo He3aBucaH cucreM BekTopa u3 V. TlpermocraBumo

CYIIPOTHO, Tj. Ja v jecTe JuHeapHa KoMOuHaIuja BekTopa u3 F. To 3madu ja nocroje cKajgapu
ai,...,q, € K Tako 1a BaxKn
V=161 + ...+ Qupey,.

Tana je
are; + ...+ agpe, + (=1)v =0.

Kako cy BexkTopu eq, ..., e, n v JuHEAPHO He3aBUCHY, n3Melhy ocramor Mmopa OUTH KoeduiujenTt
y3 v jeJIHaK HYJIU, IITO HUje caydaj. Jlakie, v He MoxKe OUTH JuHeapHa KOMOMHAIIA]a BEKTOPA
u3 E

=
[IpermocTaBuMO 118 BEKTOD v HHUje JHHeapHa KoMOuHaruja pekropa u3 F. CamuMm TuM, ako

3a HEKe CKaJaape q,..., 0, U & BaXKH
are; + ...+ ape, +av =0,

Mopa outu o = 0, a TUMe U ey + ... + aye, = 0. Kako je cucrem F jimHeapHO He3aBHCaH, TO
je g = ... =, =0. Hakne, cucrem F = [ey,...,e,,v] je muneapuo nezapucan. W

Jlema 8 Axo cy A u B 6uno ¥oju CKYynou UAU CUCTIEMU 6EKMOPa U3 0amoz GeKMOpPCKo2
npocmopa V', u axo ca Q(A) u Q(B) o3nauumo wuzose suneapne omomade, onda uz A C B C

Q(A) caedu

oxas. Hajupe, xkako je 2(A) nornpocrop o V', 1o je Q(Q(A)) = Q(A). Barum, uz A C B
jacuo je ma Baxku Q(A) C Q(B). Baro, u3 A C B C Q(A) caenu Q(A) C Q(B) C Q(A), na
mopa outn 2(A) = Q(B). A

Teopema 5 Hexa je V sexmopcku npocmop 1ad nowem K. Tada je E jedna 6aza npocmopa
Vo axo u camo axo je E Heka MAKCUMAAHA AUHEAPHO HE3ABUCHA pamunruja sexmopa us V.

Jlokas.

—:
Hexka je FE 6a3a mpoctopa V, u Heka je F' C V mpousBosbHa mpaBa Hajbamuinja 6ase F,
tj. ' 2 E. Kako je E reneparpuca, cBaku oJ Bekropa u3 F'\ E jecre jiuneapHa komOuHanuja

1033, BeKTOPCKE IPOCTOP KazKeMo Ja je KomawHe Jumensuje ako nMa 6ap jeHy KOHAYHY TeHepaTPIHCY.
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npeoctaqux Bekropa u3 F. Ilpema jemm 7, To ympaso 3Haum ja damMuauja [ mMopa OuTH
nuHeapHo 3aBucHa. Jlakie, 6a3a F Hema mpaBux JIMHeAPHO HE3aBUCHUX Hajbavmuminja, Tj. K
jeé MakcuMaJIHa JIMHeapHO He3aBHuCHA (pamminja BekTopa us V.
=

Heka je E makcumaJsiHa JuHeapHO He3aBHCHA pamuminja BekTopa u3 V. IlpermocraBumo
na E mmje reneparpuca npoctopa V. Taga moctoju BeKTOp u y mpocTtopy V' Koju HHje JTUHe-
apHa KoMOWHAIHja BeKTopa n3 E,| ma, npema jemn 7, bamminja F = F U {u} jecte nuneapmo
HezaBucHa. Mehyrtum, [ D F,) a F je MakcuMmaJiHa JIMHeapHO He3aBHCHA damuanja. Kon-
rpaguknuja. /lakne, F je reneparpuca mpocropa V. B

Cata MO2KeMO JTOKa3aTH HajaB/bUBAHO TBpheme.
Teopema 6 Csaxu sekmopcku npocmop uma 6a3y.

Joxas. Heka je V Hekn Bekropcku mnpocrop Haj no/bem K. Ilocmarpajmo ckyn £ cBux
JUHeapHO He3aBHCHUX dammauja BekTopa npocropa V. Cxkyn & je (maprujasno) ypeben
peranujom wakaysuje C. Heka je & mpowussospan smanan y €. Tepanmo ga je | J& ropme
orpanmndese 3a & y £. Hokazahemo, Hajupe, aa je |J &y muneapro HezaBucHa bamuinja Bex-
topa u3 V. llpucerumo ce ja 3a nNpou3BO/bHY (paMUIK]y KarKeMo Jia je JUHeapHO He3aBHCHA

aKo je TO W cBaka TheHa Komauna nomdamunnja. Heka je G = [g1, ..., g,] mpousBopHa mOI-
dbavmnuja davmauje | J £y, n nmpernocraBuMo na 3a HeKe cKajgape aj, ..., q, € K Baxu
a1gr + ...+ ang, = 0. (1)

Kaxko g1, ..., 9, € &y, T0 nocToje dbamminje Gy, ..., G, € & rmakse 1a g1 € Gy,..., g, € G,.
&y je mamar, ma je jemna oj oBux paMuanja HAJACKYI CBUX ocTaanx. Ha mpumep, HEKa je TO
G, 1j. G1,...,G,_1 C G,. Onatne je g1, ..., 9, € G,. Pamunuja G,, je TUHEAPHO HE3aBUCHA,
na u3 penanyje (1) caemn oy = ... = o, = 0. Haxue, |J & je muneapro HezapucHa dbamuimja
BekTopa u3 V', ma | J & € £. Takobe, 3a cBako F' € & ounrnenno Baxku F' C | J &, ma je (J&
3aKCTa rOPe orpanudemne 3a &y .

Jlakse, cBaku janan y £ uma ropwme orpanunuerse. Ilpema jgemu 1, £ uma MakcumaJian
etement F. Haxkure, E je MakcuMaJIHa JIMHeapHO He3aBucHa damuiauja BekTopa u3 V. [Ipema
teopemu 5, E je jenna 6a3a npoctopa V. B
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6 Akcmoma m36opa y GYHKINOHAIHO] aHAJIN3U

Jejlan o1 KaMeHa TeMeJballa (pyHKIIMOHAIHE aHau3e IpejcTaB/ba dyBeHa XaH-bBanaxosa
TeopeMa O IPOIYKeby JuHeapHe (pyHknuonese. OBy TeopeMy IIPBU YT je I0Ka3a0 ayCTPHJCKU
maTemaTnuap Ensapa Xeau'! 1912. roamme, 70K cy je MaTeMaTHYapH IO KOjuUMa TeopeMa H
Hocu uMe'? jecerak rogmma KacHuje moHoso ,,0TKpuan“. OBa Teopema, Melyrnum, 6e3 akcrmome
n3bopa He OU BarKmJja.

[Ipe nero mro popmystumiemo Xan-banaxoBy TeopeMy u JoKaxKeMmo je, HarpaBuhemMo oCcBPT
Ha HeKe 1ojMoBe Koju he HaMm TpedarH.

Hedununnuja 12 Hexa je X sexmopcru npocmop nad novem K (20e K € {R,C}). Vroauko
nocmoju gynkuuje x — ||x||, x € X, maxea da 3a csaxo x,y € X u o € K sascu

(1) |lz]] = 0w [jz]] = 0 & = =0,
(2) llaz]| = |af [l]],
(3) |z +yll < el + [yll;

onda 3a npocmop X wascemo da je jedar HOPMUPAH BEKMOPCKU MPOCMOP, 0K YoueHy
dynwyugy || - || s06emo Hopmom npouseonnoz sexmopa x € X.

Axo je Z C X mpoun3Bo/baH HOTIPOCTOP HOPMHUPAHOT BEKTOPCKOr TpocTopa X, jacHO je ja
j€é W OH caM jeJJaH HOPMHPAH BEKTOPCKHU IIPOCTOP, Ca HOPMOM HacJjeheHoM ca mpocropa X.

Hedbunnnuja 13 Hexa cy X,Y wnopmupanu sexkmopcru npocmopu wad ucmum novem K.
Buno xoje npecaurasarwe A : X — 'Y 306emo onepamopom. IIpumom, onepamop A : X —Y
Koju uma 0cobuny 0a 3a b6uno koje eexmope x,y € X u ckanrape o, € K sasrcu

Alax + fy) = aA(z) + FA(Y)

306emo auneapHu onepamop. Cryn ceux auneaprux onepamopa npocmopa X y npocmop Y
osnauasamo ca L(X,Y).

Kaxo je A(0) = A(0+0) = A(0) + A(0), o je A(0) = 0 (raunmje, A(0x) = Oy).

Hedbunnnuja 14 Kaowcemo da je auneapru onepamop A € L(X,Y) oeparuuen yroaiuxo
nocmoju bap jedar 6poj M > 0 makas da 3a ceaxo x € X sascu

[|A()]] < M]lz|]. (2)
Yxoauro nujedan maxas 6poj M ne nocmoju, kascemo da je onepamop A Heo2paHUuMEH.

Hedbunnnuja 15 Hexa je A € L(X,Y) oepanuuen auneapru onepamop u M ckyn ceuz 6po-
jesa M € [0, +00) maxeuz da 3a ceaxo x € X eaorcu (2). Hopmy onepamopa A defuruiiemo
ca

I|A|| := infM.

(IIpumemumo da je M wenpasan ckyn u da je ozpanuuen 000300 — Ha npumep, opojem 0.
IIpema meopemu o ungumymy, inf M nocmoju.)
Yroauro je onepamop A weozpanuen, dePuHUULEMO 16€2068Y HOPMY Ca

|| A]] := 4o0.

UEduard Helly (1884—1943).
2Hans Hahn (1879—1934), aycrpujckn maremaruuap; Stefan Banach (1892—1945), nomsckn Maremaruyap.
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CraB 1 3a ceaxu oepanuuen auneapar onepamop A € L(X,Y), 2de je X mempusujanan
HOPMUPAH BEKMOPCKU NPOCMOP, 8AHCU JedHaKOCT,

1A]| = sup{||A@@)]] | ||=]| = 1}

{51

Joxas. Kaxko je A(0) = 0, o je 3a # = 0 ucnymena nejeqnakoct (2). Kako je X # {0},
To (2) Baxku 3a cBe r € X ako u camo ako Baxku 3a cse ¥ € X \{0}. 3aro je mejemqnakocr (2)
eKBUBAJICHTHA Ca

[|A(z)]| <M, zeX\{0},

||

= sup{ L o 201,

IA@)| _ ‘
Kana sextop x ommcyje ckyn X \{0}, Taga BeKTop ——

OJTaKJIe je, O9UTJIeTHO,

1

[|z]]

A(x)

]|

OIUCY]je JeIUHUUIHY chepy

H |
—{ee X | el =1)
npocTopa X. 3aT0 OYHIJIETHO BayKn

1A]] = sup{[|A(e)|| | [lel| = 1} =sup{[[A(2)[| | ||| =1}. =

Hedbunnnuja 16 Hexa je X nopmuparn eexmopcku npocmop nad nowem K. Ilpouseonno
auneapro npecauxasarve f: X — K z06emo auneapra pynruyuoneaa.
Cryn ceux suneaprux Gyrkyuoness na npocmopy X osuauasamo ca X*. Jakae,

X* = L(X,K).

Cryn ceur 02paHuMerus AUHEAPHUT Gyrryuonesa na npocmopy X osnauasamo ca X' u
306eM0 OYAAHUM NPOCMOPOM npocmopa X .
Hopma ¢pynruyuoneae [ € X' dedpunucana je ca

If]] = sup{|f(2)| | z € X, [|z]| = 1}.
(edunuyuja je xopexmua, 3602 npemzodnoz cmasa.)

Xan-bBanaxosa Teopema, cJ1000IHUM pPeUnMa, TBP/IN Ja Ce OTPAHNYeHa JIMHeapHa OYHKIIHO-
HEJIa ¢a BEKTOPCKOI MOTIIOPOCTOPaA MOZKe IIPOIYKUTH Ha I11eo mpocTop 6e3 yBehama Hopme. [Ipe
HEro MTO je GOPMATHO HCKAXKEMO, JOKAXKUMO jeJHO MoMOhHO TBpherbe, nHaYe MO3HATO U KAO
mana Xaw-Banazrosa meopema.

Jlema 9 Hexa je E npoussonan npasu nomnpocmop HOPMUPaHo2 6exmopckoe npocmopa X
nad novem R, u g oepanuuena auneapra dynryuonesa na nomnpocmopy E. Tada nocmoju
bap jedar nomnpocmop F npocmopa X maxas da E C F u oepanunena Auneapha GyrryutuoHess
f na npocmopy F xoja npodyosrcasa dynxyuoneay g (mj. f 1= g) u maxsa da je ||f||r = ||9]|&-
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Jlokas. Heka je o € X\FE npousBosban Gukcupan BeKTOp. JacHo je Ja je taga xo # 0.
Hedunumumo nornpoctop F' ca

F={e+Xrg|eec E, e R}.
Osnauuvo M = ||g||g. Taua 3a upoussosbhe Bekrope €1, ey € F Baxu

|g(e1) — gle2)| = |gler — e2)]
< Mller — €|
= M||er + xo — (e2 + o)
< Mller + o[ + Mlez + xol|-

Opnatne ciaean
gler) — glez) < Mller + xo|| + M|ea + xol],

TO jecTt
—M||ey + ol| — g(e2) < Mley + xol| — g(er).

Tama, ako yBejieMO O3HaKe

b = sup{ — Mlle +zoll — g(e) | e € B},
[ =inf{M||e + z|| — g(e) | e € E},

3aKk/byuyjemMo ja cy OpojeBu k u [ xomauHum m ja Baxku k < [. Vzabepumo u dpukcupajmo
npousBo/bal 6poj r 3a koju je k < r < [. Taxa 3a npousBo/baH BeKTOp € € E Baxu

—Mlle + xo|| = g(e) < r < Mlle + wol| — gle). (3)

Heka je x € F npousBospbHO. Tana je v = e+ Axp 3a Hero e € ' u A € R. lebuwrnmumo
dbyuknuoneny f wa F ca

F(2) = gle) + Ar.

Jlako ce Buau 1a je f JauHeapHO UpeciaumkaBame. Hamme, HeKa cy 1 = €1 + \To U £y =
e + Ao nmpom3Bo/bHU BeKTOpH mpocTopa F. Tana je, 3a mpousBosbHe (i, ap € R, ucnymeno

floazy + awzs) = f(ai(er + M) + aales + o))
= f((Oé1€1 + ages) + (a1 A1 + 042)\2)%)
glaner + ages) + (A1 + agdo)r
= aig(er) + azg(es) + ar(Mr) + az(Aar)
= ay(g(er) + Air) + az(g(ea) + Aar)
= aif(r1) + aaf(r2),

jep je g nuHeapHO, aie; + ases € B u ag A\ + as s € R,
BatuM, f ce mokaana ca g Ha E, jep akojex = e € E, ounaje A = 0, ma je f(e) = g(e)+0-r,
v, f(e) = gle).
Jaxne, f je nuneapHa (pyHKIHOHEA KOja mpoayzkapa pyHKIuoHeay g Ha F. Ocraje joru
Ja ce gokaxe fa je f orpanmuena Ha F'u ma je ||f||r = ||g||lg = M. Jda 6ucvo To mokasaim,
JIOBOJBHO je J1a JIOKayKeMo Ja je
| (@)] < M]||]]

3a cBe BekTope x € F\ E, Tj. 3a cBe BeKTOpe 00/IMKA T = € + A\xq, e je A # 0.
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: A .
VY HejesHakocTH (3) 3aMEHIMO BEKTOD € ca Xe. Tana, kopucrehu ja je % = sgn\, gobujamo

1 1 1 1
—MHXGHOH —g(xe) <T<MHXG+%H —g(xff)’

TO jecT

M
Al

[TomuozxkuMmo caza (4) ca |A|. dobujamo

1 M 1
le + Azol| = $g(e) <7 < WHHMoII—Xg(e) (4)

—M||e + Axg|| — sgn - g(e) < |A|r < Mlle + Axo|| — sgnA - g(e),

na je
—M|le 4+ Axo|| <sgnh-g(e) + |Ar A M|le+ Axo|| = sgn - g(e) + [A|r,

TO jecT
—M]le 4+ Azo|| < sgnA(g(e) + Ar) < Mlle + Azol|.

MehyTtum, Kaxo je x = e + Axg, IOCTEIIbE peJi eKBUBAJECHTAH je ca
—M|z|| < sgnA - f(z) < M||z[],

IITO je eKBUBAJEHTHO ca
[sgnA - f(z)| < M]lz[],

TO jecT

|f (@) < M|l],

YuMe CMO JOKa3aJl OHO HITO CMO 2KEJICJIH. |

Cana MozkeMo (bOpMyIHCATH U JIOKA3aTH caMy XaH-BaHaxoBy Teopemy.

Teopema 7 Hexa je E npouseonar npasu nomnpocmop HOPMUPGHO2 8EKMOPCcKo2 npocmopa X
Had nowvem R, u g oepanuvena suneapra pyrryuonesa va nomnpocmopy E. Tada nocmoju bap
jedna ozpanuvena auneapra gynrkuyuonena [ wa npocmopy X xoja npodyscasa GyHKUUOHEAY g

(mj. [ 6= g) umansa da je || f||x = |lg]|e-

Hanomena. Tlpumerumo j1a cMO y NMPETXOIHO] JIeMU A0Ka3a/Iu jla ce JuHeapHa (PyHKIMOHe A
MOKe TMPOJLYZKUTH €a IPOU3BOJEHOT MOTHPOCTOPA HA (IIOT)IPOCTOP KOJH je 3a jeIHY JTUMEH3H]Y
Behu. Omnga 6mcMO MOIVIM HA MCTU HAYMH Ja HACTABUMO H Ja IPOJIYKaBaMO (byHKIHOHETY
Ha IPOCTOP KOjH je 3a oIl jeJHy AUMEH3H]y Behw, mma 3a joIr jeaHy, u Tako masbe. Mehyrum,
He 3HAMO 3a KOJIMKO JIMMEH3Hja je 1eo upocrop X ,,yia/beH” 0j TOI CBOI' HOYETHO YOUEHOI
MOTIIPOCTOPA. 3aTo je 3a qoKka3 Xaun-banaxose Teopeme morpebHa HEMITO ,,MONHUja“ TEXHUKA.

Zokxas. Heka je E mnpousBo/baH NpaBH IOTHpOCTOp o X W ¢ Ha meMmy AeduHHCAHA
bYHKIIHOHEIa KOja 3a/I0BO/baBa, YCJIOBE TeOpeMe.

Ako je E = {0}, onjga je, rpuBujanno, g = 0, na je dynknuonesna f = 0 TpaxKeHo Hpo-
nyzkeme ca F Ha 1eo mpoctop X.

[TpernocrasuMo cajia ja je F nerpupujaian npasu noripoctop of X . Oznaunmo ca N ckyn
cBUX Moryhux mpojyzkema f (pyHKIHMOHe/e ¢ HA HEKH HPOU3BOJbAH MOTIPOCTOp F' mpocropa
X, F DO E, 3a koja Baxu ||f||r = ||g]|e- Tana je, naxne, f(zx) = g(x) 3a ceako x € E.

Ckyn N je neupasan, jep, rpusujaano, g € N. Jledunumumo penanujy < na N ca

fisfo <= FCFkK AN VzeF)fi(x)=fx).
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Hpyrum peunma, f; < fo ako m camo ako je fo mpoayxkeme dyrknuonene fi. Jlako ce Bumm
Ja je na osaj Haumu jedunucana jejna penaunuja noperka na N. Jaxne, (N, <) je jeano
Henpas3Ho napiujaano ypeheme. Ha oBom mecry ymorpebuhemo semy 13 (Xaysnopdos npu-
nun Makcumasnocrn). OHa HaMm rapaHTyje ga nocroju 6ap jeman makcumasan jganai C C N.

Yoaumo, gasbe, CKYII
F=|J{F|frec}.

(ITputom je F' mormpocrop Ha kome je dbyukmmonena f nedbunncana.) lokazahemo na je F
BEKTOPCKHU TOTHPOCTOP 01 X .

Hexka cy =,y € F. Tana moctoje morpoctopu Fy, Fy mpoctopa X TakBu ga x € Fi,y € Fb,
upu dyemy pyuknuonese fi, fo na muma gedunucane npunaaajy Jjganmy C. 300r Tora BaxKu
fi % fowmm fo < fi. TlpermocraBumo, Ha mpumep, na je fi < fo (3a apyru ciaydaj paiu
ce ananorHo). Tama je Fy C Fy, na x,y € Fy. Kako je Fy BEKTOPCKH TOTIPOCTOP, TO 3a
IpOU3BOJbHE cKajape «, 3 € R Baxkn

ax + By € Fy.

Mebyrum, F, C F, na az + Sy € 1? Taxae, F je nornpocrop ox X.
Hedunummmo mpeciukapame f @ F — R ca

f(z) = f(x)

3a f€Cux € F =dom(f). [Iposepumo ma mu je f KopekTHO jnedurucano. IlpernocraBumo
J1a BayKu

f($1) # f(x2) (5)
3a HEKe T1, Ty € F. Tana nmocroje mornpocropu Fi, Fy Taksu jga x1 € Fi,xy € Fy, npu uyemy
fi, f2 € C. Heka Baxku, na npumep, f1 < fo. Taga je F; C Fy, ogakie caeau ja xi, Ty € Fy.

Onma, o pebunnnuju f, Baxku f(z1) = fa(x1) u f(x2) = fa(xe), mTo ca pesanmjom (5) naje
fo(x1) # fo(xe), ma, 360r M06pe AeUHUCAHOCTH MPECTUKABAIBA fo, BAYKH

T 7é To.

Jakse, mpecInKaBambe f je KOpeKTHO jepuHuCAHO.

Iokazahemo 1a je f JinHeapHa (PYHKIMOHEIA Ha IOTIIPOCTOPY F. Haume, ako cy x,y € F,
onga mocroje nornpocropu Fy, Fy taksu na v € Fy,y € F,, upn yemy fi, fo € C. Ilper-
MoCTaBUMO, Ha mpuMep, 1a je fi < fo. Taga je F; C Fy, ma x,y € Fy, na, kako je Iy BekTOpCcKn
HOTIPOCTOP, BaxKu ax + Sy € F, 3a 6mwi1o koje o, € R. Tazga je

~

flax +By) = folaw + By)
= 04]i2(5’3)+5f2(3/)
= af(z) +Bf(y),

jep je fo mumeapno. Jlaxne, fje 3amncTa JuHeapHa (DYHKIIHOHEIA Ha, F.

Huje Temnko Bugern jia f npoaykasa dpyuknuonesnay g. Haume, npernocraBumo jga pyHKimo-
Hesa g ne npunaia ganny C. Tazxa, kako g € N, 1o je CU {g} nanangy N u CU {g9} 2 C.
MebyTum, 0BO je y KOHTpaIuKnuju ca dumenunoM ga je C maxcumanan jganar y N. [lakie,
Mopa Guti g € C. To 3maun 1a je £ C F, na je f(x) =g(z)3acse x € F.
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Hame, mokazxkxuMo 1a je ||f||F = ||g||5- Mo sedunummjn Gynxuuje f ounrmenno sau

1flz = sw{lf@)| feC aeF,|x|l=1}
= i}gg(sup{\f(fm |z € F, |zl =1})

= sup (||f]|r)
fec

—~ iglg(HgHE)

= |lglle-

Hajzan, nokazaym cmo j1a f € N. Ykomuko 6u 6mio F' = X , OHJIa OU yIIpaBo (PyHKIHOHE A
f OmIa jeTHO TparkeHo MPOAYKeme 3a ¢ Ha 1eo mpocTtop X.

[IpernocTaBuMO @ TO HE BaxKu, Tj. Ja je F npasu normnpocrop ox X. Ilpema jiemu 9,
noctoju normpocrop Fy npocropa X Takas ja je F C Fy € X, v mocToju HeKa OrpaHWYeHa
nuneapua dysKonea fo gedbunncama ra nornpocropy Fy raxsa aa saxu || fo||m = || f]] =
llgl|e n fo = f. Bakmyuyjemo na fo € N. ame, fo ¢ C, jep 6u y cynporaom 6mino Fy C F.
Younmo nanan C' =C U {fo}. C' je manan y N u ounrsnenno C' D C, mTo je y KOHTPaAUKIH]N
ca nmbeHunoM ga je C Mmakcumanan y N.

Haxkie, F' ue mowxe Gutn IpaBd NOTHPOCTOP o1 X, 1a je F=Xx.1

Hanomena. Tlocroju Bapujanta Xan-banaxoBe TeopeMe Koja ce OJIHOCH Ha KOMILIEKCHE BEK-
TOPCKe TMpOCcTope, Mmo3HaTa Kao meopema Cyromaunosa (HBeH I0Ka3 ce OCJIama Ha Teopemy

7).
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7 Axkcuoma m360pa y ajarebpu m TeOpuju CKyIioBa

[TocToju Buire TBphema y Be3n ca KapAHHATHOM MONH CKYIIOBa KOja Cy HHTYUTHBHO MOTIIYHO
OYEeKHBaHA U IPUPOIHA, & KOja, MehyTuMm, 6e3 akcruome u3dopa He OM MOTJIa ja Baxke. Y OBOM
0JIe/bKY MpHKasalieMo HeKa O IHX.

7.1 Ilocrojame wuHjekiuje u cypjekiiuje u3mel)y nmpoumsBo/bHA JBa
CKyIIa

VkogmKo 3a Heka jBa ckyna A w B mocroju 1-1 dyukmuja A y B, "HTYUTHBHO je jacHO
Ja je ckyn B ua Heku Hauwn ,,Behn (npenusnuje, ne maru) of ckyna A, 1j. 1a uma J0BOJHHO
eJleMeHaTa JIa CBU eJeMEeHTH cKyna A Mory ja ce pas3auduro npeciukajy. C apyre crpame,
YKOJIMKO 11ocToju Ha dyHkiuja B Ha A, oner ckyn B 3aMulibaMo Ha HEKH Ha4duH ,,Behum “ o
ckyma A, jep cy cu eqementn ckyna A , morohenu” npu Tom npecimukaBamwy. Jpyrum pednma,
UHTYUTUBHO je MOTIYHO MPUXBAT/HUBO Ja je mocrojame I-1 dyukmuje A y B eKBUBAJIEHTHO
nocrojamy Ha dyakimje B Ha A. Mehyrum, nako ouekuBaHa, 3a mpou3BoJbHE cKymoBe A u B
OBa eKBHUBaJIeHIIAja He OU Baxkuia 6e3 akcuome u3bopa.

Teopema 8 Hexa cy A u B wnenpaswu ckynosu. Ilocmoju unjexuuja A y B axo u camo axo
nocmoju cypjexuyuja B na A.

Jokxas. Cmep ,,caeBa HaJAECHO“ BaykyW HE3aBHCHO O aKCHOMe m300pa, ITa JTOKayKMMO TPBO
wera. lIpermocrasumo na je f : A — B 1-1 dyHknuja. Ako je f u Ha, JOKa3 je 3aBpIleH,
jep je omma f~! Tpazkema cypjekmmja. Ilpermoctasumo ga f mmje na. Taga je ran(f) C B.
Nzabepumo npousBosban eaement ag € A. Hebunumumo dyukuujy g : B — A ca

ao axo b ¢ ran(f),
g(b)—{ f—l(b), axo b€ ran(f).

[Ipumernumo ga je g 3aucta dynknmja, jep f je I-1, na je f~! dynkuuja. Jlako ce uau na je
g Ha.

Jla bucMo goKasa/in CyInpoTaH CMep, HOTPeOAH HaM je [ojaM jeaepa PpyHKUUJE U HEKE HeroBe
ocobume.

Heduunuuja 17 Hexa cy A u B cxynosu u f : A — B nexa ¢pynxyuja. Peaauyujy Ker(f)
dedhunucany na ckyny A ca

(a1,a2) € Ker(f) <= f(a1) = f(a2)
308emo jeaepo pynruuge f.

Jlako ce Bumm ga je osako nedunucano Ker(f) penanuja ekpupajennmje Ha ckymy A.
Konnuanuku ckyn ose penanuje, 1j. ckyn A/Ker(f), npeacrapmpa jeany napruiujy ckyna

A.

JlokaxkuMmo cama u cMmep ,,31ecHa HauaeBo“. Heka je g : B — A wna dyuknuja. Tama
je B/Ker(g) naprummja ckyna B, ma, upema jeay (2) reopeme 1, cienn ga B/Ker(g) uma
tpaucsep3asy 1. Tlocmarpajmo dyukmujy g [ T — A. Osa dyuxnuja je 1-1, jep cxkym T
CaJIPYKU TIO jeJIaH eJIEMEHT M3 CBaKe KJace eKBWBAJEeHIUje, a V KJIAacH ce Hajla3e CBU eJIeMEeHTH
Ynja je cauKa npu HYHKIUJH ¢ UCTa. 3aTO ce PA3JUIATH eJeMeHTH cKyma 1’ cankajy y pas3iiu-
qure eqeMente ckyna A. Mehyrum, oBa dyukmuja je u wa, jep je g Ha, Ma je CBAKM €JIEMEHT
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ckyna A ciuKa HeKor ejieMeHTa (MJIM HEKUX eJleMeHaTa) cKya B, OIHOCHO CJIMKa HeKor (mpe-
IU3HEje, TATHO jeqHor) emeMenta ckymna 1. lakme, dyukmuja g [r: T — A jecre bujexnmja,
na je mena unsepsua gyukmuja f = (g [7)7': A — T Takohe Gujexnuja, a kaxo je T C B, o
je f: A— B unjeknuja.

7.2 KapakTepusanuja 6€CKOHAaYHNX CKYIIOBa

PesynraT Koju cjlein IPHUIICYje ce HeMadKoM MaTemMaTudapy Jlemexunmy's.

Teopema 9 Cryn je beckonauar axo u camo axo je Yy OUJeKUUJU CG HEKUM CB8OJUM NPAEUM
noocKynom.

oxkas oBe Teopeme cieaulie n3 HEKOJIUKO MOMONHUX TBphemba.
Jlema 10 Hujedan npupodan 6poj Huje y OUjeuufy ca c80juM NPasum noocKynom.

Jloxasz. Jlokas BpHIIMO MaTeMaTHIOM HHIYKITHjOM IO 7.

Hexka je n = 0. Tazua, xako je 0 = &, TBpheme TpuBHjaJIHO BayKH, jep mMpa3aH CKyl HeMa
IPABUX MOJICKYTIOBA.

Jlaspe, mpeTmocTaBuMO J1a TBpheibe Baxku 3a HeKO n € N U JI0KaKUMO J1a BayKu 3a 1 + 1.

[TpernoctaBuMo cympoTtno, Tj. Ja mocroju oujeknuja f :n+1 — A rme je A C n+ 1.
Paznukyjemo jBa ciy4aja.

1. n¢ A. Tanga je A Cn. Heka je f(n) =k, tae je k < n. Tana je

f lain— A\{k}

Oujexiuja, mTo je y KOHTPATUKIN]H ca HHIYKTUBHOM Xunote3oM, jep A\{k} je, ounrmemno,
1IpaByU HOACKYIL O, 7.

2. n € A. MoxkeMo oner pa3uKOBATH JBa CJIyYaja.

(a) f(n) = n. Cana je, cmano cayqajy 1, f [,: n — A\{n} Gujekunja n3mehy n u
ILerOBOT NIPABOr MOJACKYIA, IMITO e KOCH Ca WHJIYKTHBHOM XHIIOTE30M.

(6) f(n) =k, 3a veko k < n. dedunummmo byukuujy g :n+1—>n+1 ca

[Tpumernmo ma je caga byuknuja (f o g) [, dbujeknuja uamehy n u A\{n}, o ject
0Baj caydaj cMo cBesin Ha 2.(a).

Hajzan, 3ak/pydyjeMo Jia mpeTiocTaBKa j1a IocToju bujekiuja uzmely n+1 1 HEKOT HeroBor
PABOI' MOJCKYIIa HE MOXKe OUTH TavyHa, Tj. ja TBpheme Baxku 3a n+ 1. W

N3 nperxojme Jjieme JIaKo CJIed HAPEIHO TBpheme.

Jlema 11 Hujedan konauar ckyn X nuje y Oujexuyuju ca ce0juMm npasum nodckynom.

13 Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831—1916).
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/loxas. Heka je X xonadaHn ckym. [IpermocTaBuMo cymmpoTHO, Tj. Ja MOCTOjJU MPABH MOJACKYII
A ckyma X u omjeknmja f : X — A. Ckyn X je KoHauaH, ma MOCTOjU TPUPOAAH OPOj n u
bujeknuja g : X — n. Heka je
X ={zo,x1,...,Tp_1}-

Younmo ckyn Y = {k | xx € A}. Ouursenno je na nocroju 6ujeknmja h : A — Y. Tana je
dbyukuuja h o f o g~ 6ujexnuja usmely n u Y. Mehyrum, uz A € X caequ Y C n, mTo
3HAYH Jla MO J00mu Oujekiujy udmely n u mwerosor mpasor nojckyna. IIpema jgemu 10, oBo
je memoryhe. W

[IpumermMo 18 ¢MO OBHME JOKAa3aJIH CMEp ,,37eCHa HaaeBo “ Teopeme 9. 3a apyru cmep je
HEOIXO/IHA aKkcuoma mn3dopa, u mera hemo jokasaru ciejgehum TBphemem.

Jlema 12 Axo je X beckonauwan ckyn, onda mocmoju bujexuuja usmehy X u Hexoz npasoez
nodckyna 0d X.

Joxas. IlpernocraBumo na je ckyn X Oeckonauan. [Ipema akcuomu mszbopa, mocroju
dbyukuja m36opa 3a damuanjy cBux (Henpasuux) moAckynosa ox X, Tj. moctoju dyHKIHja

F:PX)—=|JPX)=X

KOja CBAKOM HEIPAa3HOM MOJICKYIY o1 X T0/e/byje HeKH erop ejieMedT. ledunumumo GpyHKImjy
f:N—= X ca
(RGC) { f(O) = F(X)>
fn+1) = F(X\{f(0), f(1),.... f(n)}).
Oyuknuja f je, makie, jegan Hu3 y X, 1a MOXKEMO O3HATUTH
f(n) = Tn,
n € N. Ilocmarpajmo ckyn X’ ¢BHX BpeIHOCTH OBOI' HH3A,
X' ={x, | neN}L
Hedburummmo dyukuujy h: X — X\{zo} na caenehn naunn:

W) = b nrry ano je x = x, 3a nexon € N,
(z) = /
x, axo x ¢ X',

Jlako ce Buju Ja je opume nedbunucana jeana oujekunja usmely ckymosa X u X\{zy}. B
Hanomennmo ja yKOJIUKO OMCMO 3a TpeHyTakK 3a00paBu/in jiepUHUIN]Y KOHAYHUX 1 OECKO-
HAYHUX CKyNoBa U jiecpunucan O€CKOHaYaH CKYyI IO yIrjieJy Ha TeopeMy 9, a KOHAYaH CKYII
neduHICAIN KA0 OHAj KOji HHUje (y TAKBOM CMHUCIY) OeCKOHAYaH, ¥ MPUTOM He MPeTIOCTABUIN
aKcuoMy u3bopa, mobusiu 6GucMo BpJIo He3axBasHe pe3yiatare. Ha nmpumep, morao 6u 1a ce Hahe

Mozen ZF Teopuje y KoMe 6M KOHAYHA YHHja KOHAYHUX CKYIOBa Omjia O€CKOHAYaH CKYI, HJIH
y KOMe OM NapTUTUBHU CKYIl KOHAYHOI' CKyla 0o OecKOHa4vaH.

7.3 BepHniTajHoBa Teopema

Hedunnnuja 18 Hexa cy A u B cxynosu. Kaowcemo da je cxyn A maree uau jednaxe
mohu (kapdunaarnocmu) 0d ckyna B, u nuwemo

Al < B,

axo nocmoju 1-1 dynryuja A y B.
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Cras 2 Heka cy A, B u C exynosu. Tada sasicu caedehie:
(1) |A] < A],
(2) axo je |A| < |B| u |B| < |C|, onda je |A| < |C].

Jlokas. Heo (1) ounrnenno Baxku, jep miaeHtnuaka Gynkuuja idy : A — A jecre 1-1. Ilto
ce Tude jena (2), U 3a wera ce JIAKO BUJIU Jia Baxu, jep ako je f: A - B 1-1ug: B — C
1-1, onga je dynknuja go f: A — C Takobhe 1-1. R

Ykoauko oucmo < u3 nperxojine JeUHUIIA]e ITOCMATPAIA KA0 PeJIallijy Ha HEKOM CKYILY,
n3 nperxoaHOr TBphema ciaeaunao 6u ga je Ta pesaruja ped IeKCHBHA U TPAH3UTUBHA, FHEHY
AHTHCHMETPUIHOCT Jaje dyBeHa KamrTop-Beprmrajnosa Teopemalt, ma 6um ciaeamao ma je Ta
pelangja jeJiHa penanyja mopeTka. MoxKeMo ce 3alATaTH J1a JIKM je Taj MOpelaK JUHeapaH;
JIPYTUM pednMa, J1a JI ¢y OUJI0 KOoja JBa CKyma ,,yIOpeInBa M0 KapAuHaJHocTh . HTYUTUBHO,
o4deKyjemo Jia ojrosop Oyie norspaan. To, mehyrum, ne 6u Bazkuio 6e3 akcuome u3dopa.

Jpyrum pedynma, 3axBasbyjyhu akcnomu uzbopa Baxku cjiejieha reopeMa, Koja ce IpUITHCY]e
Beprmrajuy'®.

Teopema 10 3a csaxa dséa ckyna X u 'Y eaorcu | X| < |Y| uau |Y] < | X].

Jlokas. IlpermocraBumo ma we Baxu | X| < |Y|, 1j. ma me mocroju 1-1 dyukmmja X y Y.
[usb nam je ja jgokaxkemo nocrojame 1-1 dpyukiuje ¥V y X.
Youumo pamumjy

F=A{Zf|ZCY,f:Z— X je 1-1}.
Hedunummmo na F penanmjy < ca
(Z1, 1) < (Za, f2) = Z1CZ A falz=fr.

Jlako ce Mozke BHIETH [a je < pejanuja moperka Ha JF, Tj. na je (F, =) jeIHO mapIiujasHo

ypebeme.
Heka je £ = {(Z;, f;) | i € I} upousBospan jgana y F. O30aunmo

z=z, r=\t

el i€l

[Tpumernmo na je f dyuknuja, jep je £ nanan, na je {f; | i € I} xommarubunna davmimja
dyHKIH]a.

Hokazaliemo fa je (Z, f) ropmwe orpanudemse 3a Ly F.

Hajnpe, 3a cBako ¢ € [ Baxku Z; C Y, na jeu Z = UZ”' C Y. 3arum, JOKaKAMO Ja je
f:Z — X 1-1. Heka cy u,v € Z, u # v, UpOu3BOJbHH ezEéMeHTI/I. Tana nmocroje 4,57 € I Tako
Iau € Z;,v € Zj. L jenanan, naje umn Z; C Z; unn je Z; C Z;. Hexa je, na npumep, Z; C Z;
(3a apyru cayqaj anasoruo). Taga u,v € Z; = dom(f;), na je f(u) = f;(u) u f(v) = f;(v).
Oyuxrmja f; je 1-1, ma fj(u) # fij(v). Hakne, f(u) # f(v), onaxue crenn ma je f 1-1.

Hajzam, 3a mpoussosbHO ¢ € [ Baxku Z; C UZZ- = Z, 1. Z; € Z. Ha ocHOBY OBOTa U

icl
PETXOIHOT Baxku Ja je (Z, f) 3aucra ropwme orpanndere 3a Ly F.

“4Bunern, na mpumep, [3], crp. 66.
15Felix Bernstein (1878—1956), nemauku Maremarudap.
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Jlakse, cBaku JaHall y J uMa Topme orpaHndeme y F, ma, npema LloproBoj nemu, F uma
makcumanan eaement (W, h). Tama je W C Y u dbyukuuja h : W — X je 1-1. Yxoauko
oucmo gokazanu ja je W =Y, nokas3 6u 6uo 3aspiieH, jep Ou Taja yupapo gpyaknuja h omia
Tpaxkena uhjeknuja Y y X.

[Ipernocrasumo na je W C Y u uzabepumo mpoussosban eneMenT w € Y \W. VYkouko
ou dyuknuja h 6una +a, 3HaYUI0 OU Ja je oHa Oujekiuja, na OM U IbeHa WHBEep3HA (PYHKIHjA
h=!': X — W 6mna Gujexnumja, a Kako je dyHkumja ymanara i : W — Y, narta ca i(w) = w
3a w € W, 1-1 dyuxnumja, To je kommoszunumja i o h™ : X — Y rakohe 1-1 dpynkmuja, mTo je
y KOHTPAJIUKIIMjA Ca MOJa3HOM IIPETIIOCTaBKOM Jia He moctoju 1-1 dyukmuja X y Y. /lakie,
h nuje na. 3aro je ran(h) C X.

Nzabepumo npoussosban exement x € X \ran(h). Yeeaumo o3nake

W' =wu{w}, h=hU{(wz)}.
Huje Temko sugern xa (W', 1) € F, kao u ga je (W' k') = (W, h). Meljyrum, oBo ce xKocu ca

anbenunoM fa je (W, h) makcumanan y F.
Haxkute, cryuaj W C Y wuje moryh, na, kako je W C Y mopa 6utu W =Y.
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8 Akcmoma m360pa y TOIOJIOTUjU

3a 0m10 Koja JBa KOMIAKTHA TOIOJIONMIKA MPOCTOPA BaxKW /1a je W HBHUXOB TOIOJOIIKA
IPOW3BOJ, KOMIIAKTAH TOMOJONIKH MPOCTOP, W JOKA3 Te YUH-EeHUIE MOTIYHO je He3aBHCAH O]l
akcroMe mu3bopal'®. Jlame ce oBo TBpheme Jako IpOIMUpYje W Ha CIydaj KOHAYHO MHOIO
TOLOJIOMKKUX IIpocTopa. Mehyrum, kajia je ped o npou3Bo/bHOM O6POjy TOHOJIOIMIKUAX ITPOCTOPA,
aKo OMCMO ZKeJIeJ I UCTH, OYeKUBAHH PE3YJITAT, aKCuoMa n3bopa HeMUHOBHO MOpa ,,yhu y urpy “.
TakBo TBpheme mo3HATO je Kao TeopemMa THXoHOBaA, U y HheMy ce oryieja HajBehn JoTmpuHOC ak-
cruome u300pa y TOIIOJIOTH]jH.

ITpe cBera, ocBpHUMO ce Ha 110jMOBe Da3e, 1pe/1da3e 1 KOMIAKTHOCTH TOIOJIOMIKOL IPOCTOPA,
Kao W Ha T0jaM TOMOJIONTKOT MPOU3BOAA U MPOjeKITHje.

Heduunuuja 19 Hexa je (X, T) monosowru npocmop.

1) @amunrujy B C T s06emo 6aza monoaoezuje T (uiu 6a3a npocmopa X ) ako je ceaku
waak gamusuge T ynuja waarosa damuiruje B.

2) @amusrujy S C T s0semo npedbasa monoaozuje T (uru npedbasa npocmopa X )
axo je damunuja ceuxr xonauwnux npecexa damunuje S basza monoasozuje T .

Hedununnuja 20 Hexa je (X, T) monosowru npocmop. Pamusujy {U; |1 € I} xoja 3adoso-
MABA YCA0BE

(1) Mie U, eT,
(2) J{U;liel} =X
306EM0 0TNBOPEHU NOKPUBAY NPOCOps X .

Hedunnnuja 21 Kaowcemo da je monosowru npocmop (X, T) womnaxman axo ceaku 0omeo-
PEHU NOKPUBAY NPOcMops X UMaG KOHA¥AH TOMNOKPUBHY.

Hedbunnunja 22 Hexa cy (X, Tx) u (Y, Ty) monosowku npocmopu. Kascemo da je dynruyuja
f: X =Y nenpexudna axo je 3a cearo V € Ty ucnyweno f~HV] € Tx.

CraB 3 Heka cy X u Y monosowru npocmopu u pynkuyuje f : X — Y nenpexudna u Ha.
Axo je npocmop X womnaxman, onda je u npocmop Y KOMNAGKMAH.

lokas. TpernocraBumo fa je mpocrop X kommakrtan. Heka je V = {V;|i € I} npousBospan
OTBOpEH MoKpuBay npoctopa Y. Kako je f wenpeknano, o je {f~1[Vi]| ¢ € I'} orBopen noxpn-
Bad npocTopa X . 360T KOMIAKTHOCTH IpocTopa X, 0Baj MOKpPUBAY NMa KOHAYAH HOTIOKPHBAY

(Vi VA
Hakue,
fviu.. uf Vi) = X.

Y3MeMO JIi JUPEeKTHY CJIUKY IpH GYHKIHjE [ CKYIOBa ca 00e CTpaHe je THAKOCTH, V3 YHELeHHUILY
naa je f wa, modujamo
Viou...uVv, =Y.

JaxkJie, jjo0un cMo koHadan nmokpusa4 3a Y. W

6Bunern, na npumep, [8], cTp. 92.
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Hedbunnunja 23 Hexa je {X;|i € I} damusruja nenpasnuz ckynosa. Jupexmuu npou3eod
ose pamunuge je cryn
[[{xilien}

YUJU CY ENEMEHINU NPECAUKABAILA
vl — | fXilieT},
nPU YeMY BAHCU,
(Viel)z(i) € X;.
3a urcuparo j € I npecaurasarse
dedhunucaro ca

pi(z) = (j)

HA3UBAMO MPOJERUUIA HA KOOPIUHAMHU CKYN X;.
ITpumernmo ga je 3a cBako j € I dynkuuja p; Ha.

Hedbunnunuja 24 Hexa je {(X;, Tx,) |i € I} damuauja monosowkuz npocmopa. Tonoaowxu
npousdeod ose gamuruje je monosowru npocmop (X, T), 2de je X dupexman npouseod damu-
auje {X;|i €I},

X =][{x:lie1},

a T monoaoeuja 2enepucana npedba3om Kojy “wuHe cKynosu
{p;'U]|iel, UeTy,},
a xojy 306emo npedbasa Tuxrornosa.

Crenn HajaB/bHBaHa TeOPEMa, KOja je 100m/Ia HMe 0 PYCKOM MareMarndapy Tuxonosy!’.

Teopema 11 Hexa je {X;|i € I} damuauja monosowrur npocmopa. Tonosowku npocmop
X =[[{X:|i € I} je komnaxman axo u camo axo je 3a ceaxo i € I npocmop X; KOMNaKmMaH.

MaremMaTrdapu cy NpOHAILIH BUINE PA3/JIHIUTHX JT0Ka3a 3a TeopeMy THXOHOBA, OIHOCHO
JIOKA3UBAJIHM CYy HEKa Jpyra TBphema Koja OM CKpaTuaa J0Ka3 oBe Teopeme. JemaHo O TaKBUX
tBphema, a Koje KOpucTH akcnomy n3bopa'®, jecre T3B. ema Asexcanjiepa, Unju 10Ka3 CJIEIN.

Jlema 13 Hexa je (X,7T) monosowku npocmop. Yrxoauxo nocmoju npedbasa npocmopa X
maxea 06 c8aku NOKPUBay npocmopa X “AGHO8UMG Mme npedbase uma KOHA%aH NOMNOKPUBLY,
onda je npocmop X KOMNAKMaH.

Joxas. lokazahemo KoHTpano3uiujy oBor Tsphema, Tj. Ja ako mpocrop X HHje KOMIIaK-
TaH, OHJIA 33 CBAaKY HErOBYy Mpeada3y MOCTOJU MOKPHUBAY WIAHOBUMA Te Mpejada3e KOju Hema
KOHAYaH MOTHOKPUBAY.

IIpetnoctaBumo fga X HHje KOMTaKTaH. Tamga MOCTOju OTBOPEH MOKpHBAaY MpocTopa X KOjH
HeMa KOHAYaH HOTHOKpuBad. O3HAUMMO ca Yx KOJEKINjy CBUX TaKBUX mokpupada V. Tazaa je

17 Andrey Nikolayevich Tikhonov, (1906—1993).

18Teopema TuxoHOBa, y CBAKOM CIy€ajy, He MOMKe Ja BayKh 6e3 TpeTHocTaBibarba akcuoMe u300pa; JaK Hu
HEKa hEeHA Cj1adhja BapHUjaHTa, HIIP. aKO je haMUJInja TOMOJIONIKIX TPOCTOPa MpedpojuBa, He BaXKu y camoj ZF
Teopuju 6e3 akcrome m360pa.
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vx TMaprujagso ypeljen ckym y ogHocy Ha MHKJIy3Hjy. Youumo 6umio koju ganan {V;|i € I}y
vx. Hexa je

V= J{vilier}

Ouurnenno je U mokpuBau 3a X. Tepaumo aa U npumajga KoJaeknuju vy. Hamme, mpet-
IOCTABMMO Jia TO He Baxku. Taja nmocroju Konawan nokpusad {Vi,...,V,} nmokpusaga U, na
Vi €Viy,...,V, €V 3ameke nokpusaue V; ..., V; u3 nanuna {V;|i € I[}. Mebyrum, Taga je
HEKH O] OBHX IOKpHBada HajBehn y oJIHOCY HA MHKJIY3H]Y, Tj. HAJICKYII je cBUX ocTajmuX. Heka
je To, Ha npuMep, V;,. Taga ckynosu Vi, ..., V, npeiacras/bajy KoHadaH IOTIIOKpUBad oj Vi, ,
ITO je Y KOHTPAJIUKIINN ca TeTOBUM TPUTA amheM KOJEKIWjI Yy .

Haxne, U € vx. Taxobhe, jacuo je na je U HaJCKyIl CBAKOI OKpPUBa4Ya KOJEKIUje Yy, la
caenu ga je U ropwe orpannderse ganmna {V;|i € I}y vx.

IIpema IlopHOBOj JTeMu, KoJjeKimja vy HMa MakcuMasiaH eaeMent V. Jlakie, 3a 6uio Koje
UeT saxu U ¢V ako u camo ako {U} UV nMa KOHaYaH MOTHOKPHBAM.

Hexka je

U={UeT|U¢V}.

Tpusujaano, X € U, na je pamuauja U nenpasuna. /lokazahemo jja U uma cieneha csojerna:
(a) U1,U2€U = UiNU, GZ/{,
©) UeUNUCU eT = U €l.

[IIto ce Tuve cojcTBa (a), mpernocrasumo aa Uy, Uy € U. Tama Uy, Uy € T u nokpupayu
{U,} UV u {U,} UV umMajy konaune noTnokpusade, Tj. moctoje Viy, ..., Vip 1 Var, ..., Vo y V
TaKo Jia je

UuVpu...uVy,=X A UUuVyu...Uul,, =X.

Onpa je (UyNU2) U U Vi; = X, ma dammmuja {U; N U} U V mMa KOHAYAH MOTIOKPHBAY, 114
ij
UyNUy ¢V, onakae ciequ Uy NUy €U (jep Uy NU; € T). B
Crojetro (6) ce mako jgoxasyje. Hamve, ako mokpusay {U} UV uMa KOHAYaH TOTIOKPHBAY
UVi,...,Vy, ouma je U, Vy, ..., V, takohe nornokpusad, u 3ato U’ ¢ V, 1j. U’ € U.
Heka je S 6mio koja npeadasa npocropa X. Younmo dbaMuiujy

Us={V|V eV AV €S}

Jlokazkumo ja je Us mokpupad mpocropa X. Heka je € X mpoussBo/bal ejeMeHT. V je
nokpuBad 3a X, ma nocroju Vy € V tako 1a x € Vy. Meljyrum, S je npenbasa 3a X, ma cBu
KOHAYHW Mpecenu eneMeHara n3 S ymHe 06a3y 3a X, ma ce V[ MoOxKe NMpeJICTaBUTH Kao YHUja
HEKHUX ejeMeHaTa Te 0aze. 3aro u3 x € Vi caenm ga mocroje Si,...5, € S Tako jaa

reSinN...ns, CV.

Ako 6m 3a cBako i € {1,...,n} Baxmwio S; € U, ouga 6um u3 (a) crexmio S;1N...NS, € U.
Taga Sy,...,S, ¢ V, na 6u nocrojao KOHAYAH TTOKPUBAY

SiN...NS, VA, .. Vi,

e Vi, ..., Vi € V. Mehyruwm, kako je S1N...NS,, C Vj, To 6u, 360r ceojersa (6), {Vo, Vi,..., Vit
610 KOHAYAH MOTIOKPHBAY MOKpuBaya V, mto je Hemoryhe. 3aro ocToju nuexc i € {1,...,n}
Takab ga S; ¢ U, ma S; € V, mo ca S; € S maje S; € Us. Cama, nz v € S; € Us caemn
x € JUs. Haxae, nokazamu cmo X C | JUs. OO6pHyTa HHKIy3Hja je TpUBHUjaTHA, na je Us
3aKcTa MOKPHBAY 33 X.
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Kako je Us C V, To Us Hema KoHadaH moTnokpubad. /lakme, Us je moKpuBad IpocTopa
X eneMmeHTHMa Tmpenbasze S KOju HeMa KOHAUaH MOTIOKPHBAY, & S ¢MO OHMpad IPOU3BOJHHO.
Osume je TBpheme y mornynoctu gokaszano. W

Cajta MO2KeMO J0Ka3aTu TeopeMy THXOHOBA.

"
[Tpernocrasumo na je [[{X;|i € I} komnakran. Taga je 3a cBako j € I ckyn

X = | [T{x:li € 1.

peMa CTaBy 3, KOMIIAKTaH, jep je p; HEIPeKUJHO U Ha IIPeCTHKABAE.
<
[IpernocraBumMo j1a je 3a cBako ¢ € [ mpocrop X; kommaktan. Ja O6ucMo npuMeHUIH
NpPEeTXOIHy JeMmy, Tpeba na Haljemo mpenbasy mnpocropa [[{X;|i € I} uuju cBaku mokpuBav
nMa KOHa4daH nornokpunad. llocMarpajMo npousBo/baH MOKPUBAY YKMjU YJIQAHOBH IPUIIAJIA]Y
npegbaszn Tuxonona:
U= {p;'[Uinlli €I C I, ne H(®)}.

Jlokazahemo ja je 3a 6ap jejiaH UHJIEKC ¢ UCIYHEHO
U In € H@} = Xi.

Hanwme, mpermocTaBuMo 1a 0BO He BaxKu. Taja 3a cBako ¢ € [ OCTOjH x; TaKO Ja

2 ¢ | U |1 € H(D}.

MebhyTum, onga emement xo € [[{X; | € I}, (Vi € I) (i) = x;, He npunaga HEjeIHOM WIAHY
moKpwBada U, mTo Huje Moryhe.
Hexa je ig € [ Taj mHIeKC 3a KOjU BayKu

U Utom |1 € H(io)} = X,
IIpocrop X, je xommaxran, na nokpusad {Ug, . |1 € H(ip)} uMa KOHaYaH MOTHOKpHBAY
Utiom)s Utiomz)s - -+ » Utiomi)»

ma je
[Tixi1ie 1y = J{p o) 17 € {1, ... k}}.

Jakse, nokpusad Y mma KOHAYAH MOTHOKPUBAY, A, HpeMa JemMu AJekcanaepa, npocTop
[[{X:|i € I} je xommakram.
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AprymMeHTHn mpoTuB akcuome m3bopa

W mopes Tora 1ITo je akcumoma m30opa JIOHeIa MaTeMaTHId BPJO IMPUPOAHE W OYeKHNBaHe
pesy/arare, HACY CBe heHe Iocjeauie omie nobpogonie. Y HACTaBKY cjeje 030h/bHU apry-
MeHTH 300T KOJUX Cy ¢e HeKH MaTeMaTHYapd HPOTHUBUIN KOPUIINEHmY OBe aKCHOME.

9 IlepmesioB mpuHItUI H0Opor ypehema

3aHUMJBHBO je Ja ce TeK y KacHHjo] (ha3m paspujara ZEF Teopuje MOCTABUIO MUTAHE KOjU
ce CKynoBu mory Jjiobpo ypeautu. Ha nurame ja Jinm ce CBaAKU CKyIl MOKe JIOOPO ypejauTH,
Kantop!® je 1883. rommue 0AroBOPHO MOTBPIHO, apTyMeHTYjyhm TO Kao mememnu 3aKoH
muuLvera®®. Vlako je oBaj 0AroBop HauIao Ha Heonobpasame Mely meroBIM caBpeMeHHIMA,
Kanrtop je 6uo nmpuwaudno curypat ja je vy upaBy. Mebhyrum, gecerak roguHa KacHuje oH je
CAM TIOKYIIaBao Ja Habe /oKas ope TBpIme. Lomune 1904. mojasuo ce matemarndap Kenur?!
ca JI0Ka30M Jia TBpheme o Kome je ped uuje tauno. OH je, HauMe, MpeJ MaTeMaTHIapuMa u3
pa3HUX 3eMasba M3HEO J0Ka3 Jia He MOCToju pesaiuja ypehema koja 6u 106po ypeanaa ckym R.
MebhyTum, Ha (meroBy) kajgoct, yOp30 3aTHM YCTaHOBUJIO Ce Jia je oBaj joka3 6no dbaamdan.
Tuwme je muTame ocTago OTBOpeHO. Permeme je, Haj3aj, Hamao Llepmeso, mokazasmm ga ce
OJIrOBOP da MJIM He He MOKe JIaTH, Beh ce TBpheme 0 KoMe je ped MoxKe MM MPUXBATHTH Kao
rauno uin ojbanuru. Taunuje, [lepmesio je j0ka3ao jia je oBo TBpheme yipaBo eKBUBaAJIECHTHO
aKcuoMu u3bopa.

ITepmenos mpunummn go6por ypebhema (ILLY). 3a ceaxu ckyn X nocmoju dobpo ype-
herwe < na X.

Bpuo nako ce sugn ma IT/TY nosiaaun akcuomy n36opa (HpumMeTnmo 1a je npumep 4 yrnpaso
crenujasian ciydaj 3a 10). Hamwme, Heka je X mpom3sBosbHA HempasHa (aMuInja HelmpazHux
ckynoBa. Kako mpermnocraB/baMo Ja 3a CBaKH CKYI IOCTOju ypeleme Koje je Ha TOM CKyIy
n06po, moctoju u 3a ckyn | J X: Heka je To <. edunummmo byuxuujy f: X — [JX ca

f(z) je X-HAjMamN eneMeHT Of .

Ounrnenno je f dyakmuja u3bopa 3a damminjy X .

Joxkaxkumo cajga II/1Y mox npernocraBkoM akcuome uzdopa. Heka je X mpousBosban cKyi.
Hedunummumo dbamuaujy F ca

F = {(Y, )Y CX A < je dobpo ypeherve na Y}.

[Ipumerumo 1a je damuamja F HempasHa, jep ce CBAKHM jeJHOWIAH IMOACKYI o1 X MOKe,
OYMIJIETHO, J0OpPO ypeauTH. YouuMo Ha JF mapumjaano ypeheme medunucano Ha ciaegehu
Ha4YUH:

(Y1, <1) 5 (Y, <o) akwo Y1 C Yo u <o NY? =< u (Y, <4) je nowemmu womad 00 (Ya, <z).

Y Georg Cantor (1845—1918), Hemadxku MaTeMaTuHap.
20 fundamental law of thought, enr.
21 Julius Konig (1849—1913), Hemauku MareMaTuyap.
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Heka je C = {(V;,<;) | i € I} 6umno koju manan y F. O3maunmo

ve=J{¥ilier}, <={J{<iliel}.

Hokazxumo na (Y, <) npunaga davunuju F.

Hajnpe, nako ce Bujm ja je < juHeapHo ypeheme Ha Y: ako yi,y2 € Y, oHJa 1OCTOje
i,j € I tako ma yy € Y, yo € Yj; mehyrnm, (Y, <) m (Y), <) cy esreMeHTH JaHIA, Ia je jegan
caJpzKaH y apyroM, Ha mpumep, Y; C Y;; melyruMm, ypeljeme <; je mumeapno Ha Y; (jep je
n06po), ma ¢y y; U y; <,;-yIOpeauBn; Kako je <; C <, To ¢y y; U y; <-YIOPEIUBH, Ha je <
3amcTa JuneapHo ypebeme na Y.

Jlaxkse, mMa cMHUCIA IIPOBEpaBaT Ja Jiu je oBo ypeheme m00po. Heka je S C Y npoussosban
HelpasaH CKyl u a € S O6uI0 Koju ejeMeHT. AKO je a HajMarbu ejieMeHT y .S, I0Ka3 je 3aBpIieH.
[IpermiocTaBuMO, OHJA, /1a TTOCTOjU HAp jeJdaH eneMeHT y S KOJU je MaWmU O a, Tj. Ja je CKyI
S’ cBux eneMenara y S Koju ¢y Mamu of a HenpasaH. Kako a € S CY, To nocroju i € I Tako
na a € Y;. Hokazahemo ga je S’ C Y.

Heka je x € S’ npousBopro. Taga x € S ux < a. Ako x € Y;, noka3 je 3aBpIleH.
IIpernocraBumo, ouga, « ¢ Y;. U3 x € S ciaean ga mocroju j € I tako na x € Y;. Tanma
Y; € Y;, ma, kako ¢y (V;, <;) u (Y, <;) esemenrn sanna, mopa 6urn Y; CY;. Onga u a € Yj,
ma u3 ¢ < a creau v <; a. Kaxo je (Y}, <;) nogernn xomazn o (Y;, <;) u a € Y;, mopa 6urn
x € Y;, mro je kouTrpaguknuja. laxse, ckym S’ ¢cBuX ejiemMeHara cKyna S Mambux OJ] G jecre
jenan mozackyn ox Y;. Kako je <; mobpo ypebeme na Y;, o S’ uma majmamu enement. Ou je,
OYWTJIETHO, HAJMAHhN €IeMEHT CKyTa S.

Hakie, < je mo6po ypehemwe na Y, na (Y, <) € F. Jlako ce Buau ja je Y ropime OrpaHnIerhe
3a ganan Cy F. Mehyrnm, kako je C mpousBosbaH JaHal y J, 3aK/bydyjeMoO /1a CBAKH JAHAI Y
F uma ropme orpanndere. Kako Baxku akcuoma nzdopa, Baxku u [lopHoBa Jjiema, na dpamuiimja
F uma makcuMasan eqement. Heka je To (M, <). Axo je M = X, noka3 je 3aBpiieH, Tj. CKyI
X je mobpo ypeben ca <. IIpernocranmo, orma, M C X. Taga MoykeMo m3adpaTH eJleMeHT
x € X\M. Heka je M = M U{z}. Younwmo ypeheme <’ na M’ koje ce ciaxe ca < Ha M uy
koMme je x majsehin enement. Tana je (M, <') € F, 1j. nobumu cmo y F crporo Belin eslement
on M (y oxmocy Ha <), mTO ce Kocu ca Makcumasanonthy My F.

IHepmesoB ipunium goopor ypehema Moxkaa Hajbo/be MIIyCTpyje TEKUHY aKcuoMe u3dopa.
OH jacHo 1MoKa3yje OHYy HEKOHCTPYKTUBHOCT H HeeDeKTHUBHOCT KOjH KAPAKTEPHUIITY OBY aKCHOMY:
3a CBaKH CKyI nocmoju 106po ypeheme. llocToju, amm kako je ono jgaro? llpumepa panm,
MOKe JII Ce YCTAHOBHTHU KaKo O mM3rjIeato 100po ypeheme ckyna R? 300r oBakBUX mpuMepa
koHCTpyKTHBHCTH oibamyjy IIJLY, ogHocHo camy akcuomy u3bopa.
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10 IIpobGaem mepe

Y aHATU3M ce MOjaBUIa TPUPOIHA TOTPeba J1a ce mojaM /yKuHe MHTEPBAJa YOIIITH Ha HeKe
KOMILIHKOBaHUje MOJACKymoBe ckyma R. WMaeanno 6u 6uno nahu dyukuujy p: P(R) — [0, +o0]
ca caeJehuM CBOjCTBHMA:

(1) p(la,b]) =b—a3acseabeR, a<b,
(2) p(@) =0, u(R) = +0o0,

(3) Axo cy Ay, Ay, As ... MeljycobHO nucjyHKTHE TOACKYTOBH cKyna R, oHma je

u( ) An> =S aA).

(4) Akocyz € Ru A C R, nako oznaunmo A+x = {a+z | a € A}, onna je u(A+x) = p(A).
IIpumernmo ga u3 cojctasa (2) u (3) corenn ¢BOjCTBO

(5) Axo je A C B, onga je u(A) < pu(B).

Haume, ckyn B MoxKeMoO 3alicaTi Kao IpedpojuBy YHE]Y MehycoOHO TUCjyHKTHUX CKYIIOBA:
B=AU(B\A)UgUZU....
Cana, npumemyjyhu csojersa (2) u (3), nMamo
w(B) = pu(A)+ u(B\A)+0+0+...,

a kaxo je u(B\A) > 0, o je pu(B) = u(A).

Ha kamnoct, n3 akcuome usdopa ciaeiu jia (pyHKIHMja 4 Ca HABEJIEHUM CBOjCTBUMA HE IO-
croju. To hemo n nokazarn.??

Heka je A = [0,1]. Jdedununmmumo penamujy ~ Ha A Ha ciaenehu Haun:
r~y <— z—yeQ.

Jlako ce Bumm 1a je ~ penamnuja ekpuBajeHmuje: r —xr = 0 € Q; ako je v —y € Q, onga je
y—r=—(r—y)€eQ;akojex—yeQuy—2€Q,oumajer—z=(x—y)+(y—2) €Q.

Knaca emementa x € A jecre ckyn [z]. = {y € A| 2z ~ y}, ma je KOJIUIHUYKE CKyN
A/ ={[z]~ | z € A}. OBo je u jenna mapTuImja eKBUBAJECHIHjE ~, Ia, IpeMa TeopeMu 1,
mocToju TpaucBep3asa B komwanwakor ckyma A/ . Jdakie, ckyn B cap:Ku 00 TAYHO jeTHOT
IpeJICTABHUKA CBaKe KJace eKBUBAJIEHIIH]E.

Ako ¢y z,y € A, onga je x —y € [—1,1]. Ckyn QN [—1,1] je npebpojus, na ra MOKeMO
3aIucaT y o0JUKY

QNn[-1,1] ={r1,re,rs,...}.

[Ipumerumo 1a cy 3a m # n ckynosu B + r, u B + r, melycobno aucjyuxruu. Hamme,
aKo TO He OM BayKHJIO, OHJIa O 1IOCTOja0 HEKH eneMeHT x € (B + 1,) N (B + r,). Mebhyrum,

223a omaj moka3 3aciyKaH je WTaamjancku mMaremaTtmdap Burtamm (Giuseppe Vitali (1875—1932)), ok je
amepuuku maremarudap Cososej (Robert Solovay (1938)) nokazao na 6e3 akcuome u3bopa J0Ka3 He Ou 6uo
U3BOJJHUB.
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TO 3HAYHU JIa TocToje eneMeHTHu by, by € B TakBu na Baxku x = by + r,,, OXHOCHO & = by + 7,,.
Opmarie caeau jga je by + r,, = by + 1y, 1j. by — by = r,, — 1. Mehyrum, Kako je r, — r,, € Q,
TO by ~ by, ITO ca dumbeHUoOM j1a by, by € B naje by = by, onaknae u r,, = r,. Mehyrum, To He
MOZKe BayKUTH, jep CMO MPETIOCTABWIH Ja 1M 7 1.

(o]

Barum, jokaszaliemo ja U(B +7,) 2 A. Heka je z € A npoussosban enement. Tasa
n=1
nocroju b € B tako na b ~ x. Hakie, x — b € Q. Ilperusuuje, x — b € Q N [—1,1]. Hakre,
oo

nocroju n € N tako najex —b=r,, tj. t=b+1r, € B+ r,. Hobum cmo x € U(B—i—rn).

n=1
9

Taxole, TPUBHjAIHO, BazKI U(B +r,) C[-1,2]

n=1
Jlaxe, joKa3aam cMo

0,1] € [ J(B+r) C[-1,2].
n=1

U3 crojerra (5) dyuknmje pu caemun

(@

1(10,1]) < u( (B + m)) < w([-1,2]),

n=1
onakJe, npumemyjyhin cojero (1) u (3), mobujamo

o0

1<) u(B+r) <3,

n=1

OHOCHO, puMerbyjyhu cBojcTBo (4), mMamo
1<) uB)<3
n=1

JleBa HejemmakocT rapantyje ga je u(B) # 0, vj. pu(B) > 0. 3aro pen E p(B) nuseprupa, mma
n=1
JIECHA, HEje/(HAKOCT HE MOXKE JIa BAYKH.
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11 AaguTtuBHe dyHKIHje

Hedbununuja 25 Kaocemo da je pynxuuja f : R — R adumusena axo 3a cee x,y € R sasrcu

fle+y) = flz)+ fy).

Jlako ce mokazke Ja je cBaKa peasiHa aaIuTHBHA (DYHKIHja peasiHe mpoMenbube Q-1uneapHa,
Tj. obsmka f(r) = qr 3a mekm panmonasan 6poj q. Hamme, f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0),
onakJe caenn ga je f(0) = 0. 3arum, 3a © € R npoussossro umamo 0 = f(0) = f(x + (—x)) =
f(z) + f(—=z), onakne cieqn na je f(—z) = —f(x). Maremarnakom mHayKiujom mo n € N
JAKO ce mokazke na 3a cBako n € N Baxu f(nz) = nf(x). Cana, 36or nemapuocru byHKIuje
f, Baxku f(nz) =nf(r)3acsako n € Z. Hamwe, ueka je ¢ € Q. Moxkemo nzabparu n € N tako
Ja je ng € Z. Tana 3a cBe r € R Baxku

n-flgr) = f(n-qr) = f(ng-x) =n-qf(z),

omakie cienu f(qx) = qf(z), mTo je mw Tpebasmo TOKA3ATH.
Ykosuko crasumo f(1) =: a, umamo f(q) = f(q¢-1) =q- f(1) = q-a, 1j. 3a cBako q € Q
BazKH

fla) = aq.

Axo 6ucmo 3HaAJIK 13 je [ HempekwgHA, OHIa Ou n3 ummbeHure 1a je Q ceyma rycr y R coenmito
f(z) = ax 3a cBe x € R. Mehyrum, akcnoma u3bopa moBIavn MOCTOjarbe A IUTHBHAUX (DYHKITHja
3a Koje oBa jeguakoct He Baxku. (IIITaBuine, Takse dbyHKIHje cy 1aaeko OPOjHUje 0L OHUX KOje
3a/10BO/bABAjy OBY jeJHAKOCT, Tj. Koje cy R-nuueapre.) VY HacTaBKy HeMO OBY YHEbEHHILY W
JIOKA3aTH.

3a noderak, Kako je Q mormnosbe nmosba R, Mozxkemo R mocmarparun Kao BEKTOPCKH MPOCTOP
HaJ1 mosbeM Q. OBaj BeKTOPCKH IPOCTOp je GeCKOHAYHOMUMEH3HOHAIAH. 3aHCTa, aKo OU OBaj
IpocTop OMO KOHAYHOAMMEH3UOHAJIAH, OHAa O OH MMao 0ap jegHy KOHAYHY T'eHepaTpucy, Tj.
IOCTOjao O KOHAYaH MOACKYHI {z1,...,%,} C R TakaB ga 3a cBako € R mnocroje ckamapu
Q- -5 qn € Q TakBu Ja

T=qT1+ ...+ guZy.

Opasne caean ga je dyuknuja ¢ - Q" — R, nedounucana ca

@1y Gn) = Q21+ oo+ Gun,

cypjeknuja, 1j. |Q"| = |R|, mrro je memoryhe, jep je Q™ npebpojus, a R nenpeGpojus. lakie,
BeKTOpCcKH mpoctop R #Hax mobem Q He MoxKe OMTH KOHAUHE TUMEH3H]e.

Bujtesiu cmo j1a akcmoma m3bopa rapaHTyje mocTojame 6a3e 3a CBaKH BEKTOPCKH IIPOCTOP,
a 3aT0 M 0Baj BEKTOPCKH MpocTop mMa bap jeany b6aszy. Cpaky 6a3y mpocropa R mam Q 3oBemo
u XamesoBa 6aza. VI3 mperxomHor ciaeanm jga cBaka XamesaoBa 0a3a uma Oap Ng eneMeHaTa
(3anpaBo, oHa uma Tauno 2% = |R| enemenara, mro opje HelieMo JOKa3UBaTH, jep HHUje oI
CYNITUHCKE BayKHOCTH 33 HACTABAK TEKCTA).

Teopema 12 [locmoju adumusena gynruyuje f: R — R maxea da je f # f, 3a cee a € R, 20e
je fo : R =R, fo(z) = ax.

Joxas. Heka je ‘H XamesioBa 6aza. Mzabepumo m dukcupajmo T € H. edbunumummo
dyukmujy f: R — Q ca

) G, axoje r=qr1+...+qr;+...+q T, u T, =7,
flz) = 0, wunaue
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Jlako ce Buiu na je f mobpo medununcana (360r jeMHCTBEHOCTH pelpe3eHTAInje) U JIa je
aIUTUBHA. 3HAMO ma 6asza H caapzKm OECKOHAYHO MHOTO BEKTOPa, Kao U Ja HyJa-BeKTOp He
mozke Gurn y H. Jacuo je na je f(T) =1, u na 3a ceako T € H, T # T, saxku f(Z) = 0 (jep cy
BEKTODH T U T JIMTHEAPHO HE3ABHCHH).

[IpernocraBumo jga nocroju a € R Takso ma je f = f,. Tama je f(T) =1 = a -, u3 dera
caenn ga a # 0. C apyre crpane, 3a T € H, T # T, Baxu f(Z) = 0 = a- T, ma, KAKO T HE MOKE
ouTtu Hyaa-BekTop, Mopa outu a = 0. Kourpaguknuja. W

Axcnoma m3bopa, makie, MOXKe JOBECTH 10 OBaKBUX ,,HEINPHjaTHUX pe3yarara. ¥ HEKO]
JNTEPATYPH ce oBe aJuTHBHe (BbYHKIHUje Koje HUCY HeIpeKHIHe HasuBajy pyorcre?® dbynkmmje.
TaxBo uMe HHUCY H00MIE CJIYUAjHO; MOXKE ce JOKa3aTH Ja je rpaduK cBake pyzKHe (DYyHKIIHje
f:R — R cByna ryct y R?, xao n na py:xue dbynknuje nucy Jleber-meppuse.t

23 ugly, enr.
24 Buyern, unp, [2], crp. 119.
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12 Ilapaagokc banmaxa u Tapckor

Pezynrar o koMme hie y oBoMm oje/bKy OuTH pedn Moo 6u ce pehm ja mpejcrapiba Haju3-
Herahyjyhu pesysnrar Teopumjcke mMatemaruke. OH TBpAW Ja 3a OWJIO KOja JIBAa Or'paHUYEHA
noackyna A u B npocropa R? unja je yHyTpammocT HellpazHa Bazxku 1a ce cKyn A MozxKe pas-
JIOKUTH Ha KOHAYHO MHOI'O JIeJIOBA KOJU C€ 3aTHM MOIY IIperpynucaTi (KpyTHM MOMeDAmbIMa)
Tako jga ogopme TavHO CKym B.

Nneja o T3B. napadokcastum pa3sa2arbuma TOYeIa je Ha caMoM MovYeTKy XX Beka ca (op-
MaJIHEM yBoljemeM mojma Mepe on crpane JleGera?®. Burtasu je cBera HeKOIHKO TOJMHA HAKOH
TOra MPOHAIITA0 MOACKYT cKyma R koju uuje Jleber-mep/buB, U THME Ja0 IPBHU IIPUMED MTapa oK-
CaJIHOT pasiaramba. llocse Jjecerak rojuHa HeMadkKd MaTeMarndap Xaysaopd?® nokazao je
je/laH MPUJINYHO HEBEPOBATAH De3yJTaT y Be3W Ca HapaJOKCATHUM pasdiarameMm cdepe (Koju
fie y HacTaBKy OMTH MpHWKa3aH), MOKA3aBIMH THMe Ja HEMEDPJbUBH CKYIOBH He MOCTOje CaMO Y
R, Beh m y R3. Heayro makoH Tora HOJbCKH MaTeMaTHuapu Bamax m Tapckm?’ Hamobesasan
cy ce Ha Xay310pdoB napaJoKc U JOKa3aln Ja HapaJoKcalHo padjarame y R nmocroju u 3a
JIOIITY, & 3aTHM U JIa BaXKU JOII OILINTH]E, Tj. YIPaBO TBpheme HaBeJAEHO y JPYroj PeUeHUIH
OBOT OjleJbKa.

3a moka3 Hajnpe Xay3aopdoBor mapaokca, a 3aTuM 1 mapajgokca banaxa n Tapckor, buhe
HaM 1oTpebaH 1mojaMm caobodue epyne.

Hedbunnnmja 26 3a 2pyny (G, *) kasxcemo da je eaobodna arxo nocmoju ckyn X C G maxas
da ce ceaxu eaemenm ckyna G Mooce HANUCAMU Y 00AUKY *-NPOU3BOAA KOHAYHO MHO20 EAEME-
nama cxyna X u wurosux unsepsa. Cxyn X z0semo eenepuwyhu ckyn, a wezose enemenme
2enepamopuma 2pyne G.

3a HacraBak IHpude pazMoTpuhemo c1060/HY IPYIY ca JiBa FeHepaTopa U HeKa IbeHa CBOj-
CTBa.

Heka je §(x,y) caobogua rpyma ca omeparujoM HaaoBesuBama. Jlakie, © u y cy remepa-
Topu rpyue §(x,y), na exementu rpymne §(x,y) cy cBe Moryhe HHUCKe cacTaBibeHe oJ] cuMboJIa

z, x_lu Y, y_17 IIpu 9eMy BaxKHU

s lr=xxt =y ly=yy ! =1, (6)

rie je 1 npasna Hucka. [Ipurom, mpuMeTnMo Ja je cBaka HHCKA eKBHUBaJeHTHA (y OJHOCY Ha
pestanyje (6)) TavHO jeIHO] pedyko6aHO] HUCKY, Tj. HECKU Y KOjO] CY H30CTAB/HEHH CBHU TAPOBU
Koju ¢y jemnaku 1. 3aro, paju jeHOCTaBHOCTH, IpeTnoctasuhemo na ce rpyna §(z,y) cactoju
caMo U3 peIyKOBaHUX HUCKH.

Osuaunmo ca 2 (i) ckyn cBUX ejgeMenara rpyne §(z,y) Koju modumy cumb0I0OM i, rie je
i € {x,y,x7  y~'}. Jacno je na taga cxkynosu {1},20(x), W (z™1), W(y) u W(y~!) uune jenny
naprunujy on §(z,y), Tj. Aa Baxn

§(,y) = {1} UW() UW(2~") LW(y) UW(y ). (7)
Heka je z7'0(z) = {x v | v € W(x)}. Tokazahemo na je

7 10(x) = {1} UW(z) UW(y) UW(y ).

2> Henri Lebesgue (1875—1941), dbpaniycku Maremaruyap.
26Felix Hausdorff (1868—1942).
27 Alfred Tarski (1901—1983).
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C: Heka je v € 2 '20(z) npomssosban enement. Kako cBaku enement ckyna 20(z) noumme ca
T, OH He MO¥Ke mounmarn ca zz ' (jep ¢y y §(z,y) cBe HACKe pelyKOBaHe), A 3aTO U HE MOKe
nounmaru ca r~ . Jlakie, ckynosu 20(x 1) u x71(x) cy aucjyukrau, na us (7) caeau

z~'W(z) € {1} UW(x) UW(y) UW(y ). (8)

D: Heka je v € {1} U (z) UW(y) UW(y~') npoussoban enement. Taga wmm v € {1}, wiu
v € W(x), mm v € W(y), umu v € W(y~!). lpernocrasumo, na npumep, v € W(y) (3a ocrae
cJaydajeBe JIOKa3 je aHajoran). Taja v modmme ca y, ma rb nodume ca x, 1j. rv € W(x).
Oryna v =z~ 'zv € 27'190(z).
Hakue,
27 '(z) O {1} UW(z) UW(y) LWy ). (9)

U3 penamuja (8) n (9) ciaean TpaskeHa jeTHAKOCT.

Hobujenn pesyarar 3ajeano ca (7) naje mpokas cieneher tephema.
Cras 4 §(z,y) =2 'W()UW(z™') v Flz,y) =y ' Wy)UWy ') A

[TpumeTnMo Jia MO TIOLLIK O/ lleToYIaHe napruiuje rpyue §(x, y); JABa diana Te HapTUILLje
CMO ITPOMEHHIH TaKO IITO CMO jeHOM CJIeBa JOJaI T 1, a ApyroM ¥y~ !, o THMe cMo 1001 ABe
rpyne §(x,y). Bumehemo na ce Ha oBOM 3amazkamy TeMesbl J0Ka3 Xay3aopdoBor napaiokca,
a caMHM THUM H napajokca banaxa m Tapckor.

Cnenu jour jeHo 3amazkame Koje hie HaM OuTu moTpebHO.
CraB 5 Ckyn §(z,y) je npebpojus.

Joxas. Heka je dyotcuna nucke 6poj cumOos1a Koju Ty HHCKY dmHe. O3HAYNMO ca §, CKyI
cBux Hucku u3 §(z,y) Koje cy ayxuue n. Ouurieano je tana

F,y) = || 3n:

neN

Jacuo je 1a je 3a ceako n € N ckyu §, konauan. 3uauu, §(z,y) je upebpojusa yHUja KOHAUHUX
CKyToOBa, Jlakje, npebpojun ckyn. Hl

IIpe cBera, mokazahemo Beh momenyru Xays3mopdoB HapajioKCc, KOjU ce TUYe jeTUHUYIHE

cdepe.
Osnauumo ca S? jeaunmuny cdepy y R3, j.

S? ={(z,y,2) €R® | 2* +¢* + 22 = 1}.

Teopema 13 (Xaysdopgoe napadoxc) Ilocmoju npebpojus ckyn D C S* maxas da ce S*\D
Mooce nodeaumu Ha 5 denosa Koju ce, 3amum, Mo2y sapomupamu u damu dee konuje 00
S%\D.

Unrepecopahe nac, nakie, poraiuje jeauauune chepe S2. ITocmarpajmo rpyny SOs poTainu-
ja mpocTopa R? oko KoopaunaTHor MoveTKa. [lokymahemo fga nalemMo HeKy c1060/IHY TOATPYILY
OBe T'pyIie ca J(Ba TeHEePATOpa.

Hajupe, rpyny SOs; moxkemo noucroperutu ca rpynom SO(3,R) cBuX OpTOrOHAJHHX Ma-
TpuIla pena 3 umja je merepmuHanTta jeaHaka 1. [Tocmarpahemo npupomso mejcro rpyme SOs
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Ha ckyn S% p-p = p(p) je ciMka Tauke p mpu poranmju p, rae p € SOs, p € S?. KonkperHo,
aKo je p J1aTo CBOJOM MATPHIOM A, a Tauka p uMa KoopaumHatre (r,y, z), OHIA je

T

plp)=A-|y

Heka je ¢ € SO3 poranuja y MO3UTHBHOM CMepy OKO Z-OCe 3a yTao arccos%, a1 € SO
poTaluja y MO3UTUBHOM CMEpy OKO z-oce 3a uctu yrao. Jlokazahemo na ¢ um 1) renepurny
caoboany moarpymy rpyme SOs.

Jlako ce BHJM Ja cy MaTpulle poranuja ¢, 't u =1 (y ogHocy Ha cramgapamny 6asy

npocropa R?) mare ca

1 0 30 0

=10 5 FE =50 1 FI,
0 +22 1| 0 +2v2 1]
[ 3 FHE 0] 1 F2v2 0]

W= 22 L 0| =g *2v2 1 0
|0 0 1] .0 0 3]

CraB 6 §(p,v) je caobodna nodepyna 2pyne SOs.

Zloxas. Hajupe hemo mokazaTu Ja HUjeIHA POTAlMja KOja IMPeICTaB/ba HEKY KOMIIO3UIIH]Y
poranumja ©, o~ 1,971, a pasnmmunTa on 1, HEje mueHTHUKa poTammja. IHeka je p 6mro Koja
poraiuja Koja IpecTaB/ba KOMIO3UIHjy oBe derupu poraiuje. [Tocmarpajmo tauky (0, 1,0).
Hokazaliemo, Hajupe, na ako je p ayxuue n > 0, ouga je p(0,1,0) obiauka

@V, V) (10)

3a Heke 11es1e O6pojese a, b, c. /loka3z hemo u3BecTn MaTeMaTuIKOM WHIYKIIAJOM TIO 7.

Heka je n = 0. Tana je p poramuja ayzxune 0, tj. p = 1, na je p(0,1,0) = (0,1,0), mro
uMa TpakeHu obsuk. [IpermocraBuMo, 3aTuM, J1a je cBaka poTaluja p AyzKuHe k < n obJIHKa
+(av/2,b,cv/2 6poj b, c. Hexa j ' T
e (aV/2,b,cv/2) 3a neke nesie 6pojese a,b, c. Heka je p poramuja pyxune n. Taga p Moxemo
BHJIETH y jeJHOM of ciejeha 4 obimka:

/

wrls e W T,
rie je p' HeKa KOMIIO3HIH]a poTanuja o, o~ *, 1,9~ myxune n—1. Taga, Ha OCHOBY HHIyKTHUBHE

XUTIOTe3e, 3a HEKe Iiejie Opojere a, b, ¢ BaxKu

1
3n71

0'(0,1,0) = (aV2,b, cV/?2).

Taza je p(0,1,0) jeana ox ciaenehe 4 tauxe:

1 o [PV av/2
wioso=sfhminen) Lot [0 ][
0 22 cv2

_ Sin(ga\/é,b—zlc, (20 + V2),

39



(Lravase) - 1. P N
15(0,1,0) = - S(avV2,b,cV2)) =~ — | 0§ 22 b
33 0 _da 1 /3
31 (3av/2,b+ 4e, (—2b + ¢)V?2),
1 1 —2v2 0 av2
0 0 3 V2
Sln((a—Qb)\/_ da + b,3¢v/2),
11 1 22 0 av2
Y (0,1,0) =~ ( (a\/_bc:\/_)> S| V210 b
0 0 3 V2

= 3%((@ +20)V2, —4a + b, 3¢V/2).
[Ipumehyjemo sa je cBaka oj gobujene 4 Tauke TparkeHor objimka. Tume je JoKa3 MHIYK-
IIAjOM 3aBpIIEeH.
[Tpernocrasumo ma je p(0,1,0) = (0,1,0), 3a HEKY pOTaHI/ij p Koja HEje WIEHTHUIKA, A
Koja je kKommnosumuja n poramuja ¢, ¢ 1P, Y7L Taza je =(av2,b,¢v/2) = (0,1,0), onaxie
3aKJbydyjemo jaa mMopa outn a =c=0u b = 3". CHGLLI/IJ&.HHO kKakoje p# 1, T0jen > 1mn

b=c=0 (mod 3). (11)

a

MebhyTum, jlokazahemo j1a 0BO HE MOYXKe a BarKu.

3a mpousBosbHy poranujy p € §(¢, 1) neka je N(p) ypebena rtpojka (a,b,c), vae cy a,b,c
u3 (10) u a,b,c € Zs. lub Ham je ga gokazkemo fa je N(p) # (0,0,0) 3a 6uno kojy porammjy
p Koja HHje UJIeHTHIKA.

Kako je N(p) = (a,b,c), n3 IpeTXoAHOT padyHa JT00HMjaMO

N(ep) = (3a,b—4c,2b+¢) = (0,b—c,c—D),
N(¢~'p) = (3a,b+4c,—2b+c) = (0,b+c,b+c),
Np) = (a —2b,4a + b,3¢c) = (a+b,a+b,0),
N 'p) = (a+2b,—4a+b,3c) = (a — b,b — a,0).

Hame, N(9%) = N(p(p)) = (0,(b— ¢) — (c— b), (¢ = b) — (b—¢)) = (0, 2b — 26,2 — 25) =
(0,¢—b,b—c). 3arum, N(¢?p) = (0,(c—b)—(b—c),(b—c)— (c—b)) = (0,b—c¢,c—b), n Tako
nasbe. Bumumo na N(¢"p) vamsmennvno ysuma spegaoctu (0,¢ —b,b—c¢) u (0,0 — ¢,c — b).
Ha awmasmoran naumn wamasumo N (@ "p), N(¢¥"p) u N(¢p""p) 3a 6mio koje n € N u 3a mwux
yBuhamo caudny 3akonutocT. [lakiie,

0,b—c,c—b), n Henapuo

N(g"p) = { ( bb—c§7 nnapllflo;7
{ (0, b—|— c¢,b+c¢), n HemapHo,

—¢,—b—c¢), n uapuo;

{ (a+b,a+0,0), n HemapHo,
—a—b,—a —b,0), n mapHo;
{ (@ —b,b—a,0), n Henapwo,
b—a,a—"b,0), n mapHo.
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Heka je p 6u10 Koja HeMJIeHTHYKa poTalyja J00KjeHa Kao KOMIO3HIHU]a poTaluja ¢, o 1,1
u ¢!, IlpeTnocTaBuMO, HajIpe, /1a Ce p 3aBpllaBa CTEIICHOM O ¢, Tj. Ja je oOJuKa

S

n; € Z\{0},i € {1,2,3,...}. Tama je N(¢™) = N(¢™ -1) (1 je unentuuka poranuja), N(1) =
(0,1,0), ma je
N(e™) € {(0,1,2),(0,2,1),(0,1,1),(0,2,2)}.

Barum ce JlaKO IPOBEpH J1a je
N@™p™) € {(1,1,0),(2,2,0),(0,1,1),(0,2,2)}.
HaJibe,
N(e™ym™p™) € {(0,1,2),(0,2,1),(0,1,1),(0,2,2)},

ucro kKao N (™), u Tako game. [lakie, KoauKa rof ma je QyzxKuHa O p, cBakako Hehe BaxkuTh
N(p)=(0,0,0).

CamaHO, aKO Ce p 3aBpIIaBa CTEIEHOM O U, Tj. p = ... Y™™ umamo
2,1,0),(1,2,0)},
O» 17 1)7 (07 27 2>}’
2,1,0),(1,2,0)},

N(y™) €{(1,1,0),(2,2,0),(
N(90n2¢n1) S {(07 L, 2)7 (07 2, 1)7 (
N(p™yg™) € {(1,1,0),(2,2,0), (
)

u Tako gamwe. Jdakse, nukama mehe 6uru N(p) = (0,0,0).
Baksbyayjemo aa He Moxke 6utu p(0,1,0) = (0, 1,0) uu 32 jenHy poranujy Koja Huje Ty KuHe
0, Tj. koja Huje uaenTnIKa poranuja. W

Cana, neka rpyna §(p,v) mejeryje ma ckym S2. Op6ure mpu TOM JIejCTBY UHHE jeJHY
naprunmjy on S2. Heka je M, Tpancsepsana Te naprunmje. Tama je

S? = F(p, )Mo = {p(p) | p € F(p,¥), p € My} (12)

3aTuM, Kako je
S, v) = {1} LW () UW(p™") UW(y) UW(),
To ca (12) naje

S? = Mo U20(0) Mo U (¢~ 1) Mo U W (1) Mo U W (¢~ M. (13)

Meljyrum, oBe yHuje BHIle He MOpajy 6uru jaucjyakTHe. Ha mpumep, ako 6u 6umno (1,0,0) €
M., onga, kako je ¢(1,0,0) = (1,0,0), To (1,0,0) € WW(v)My, Tj. mpecek ckynosa My u
W (p) M 6u 6uo nenpaszaun. U youmre, ako je p hukcna rauka 6uio koje porauuje p € (@, 1),
ouna he p(p) nexarn y HeKa JBa CKyna Koja y4uecTByjy y paznaramy (13).

ITocToju BpJIO jesiHOCTABHO peliere OBOr TpobJsema: ykJjgoHuhemo ca cdepe CKyl CBUX
Tavaka Koje ¢y (bUKCHe NpPU HEKOj HeTpUBHjasIHO] poraimuju p € §(p, ). O3rHaunMo Taj cKym
ca D:

D={peS*| Fp e ) (p#1 A pp)=p)}

Kako cBaka HeTpuBHjaaHa poraruja (pukcupa 6aIr cBojy ocy M HHUIITA OCUM TOra, CKym D
CauMIbaBajy caMo Tauyke Koje npuiaiajy ocama poranuja rpyue §(p, ). Mehyrum, cBakoj o
OBHUX poTalja oJropapalie caMo JBe TakBe Tadke, a KAKO poTaIija nvMa mpedbpojuBo MHOTO (jep
je §(p, 1) mpebpojus ckyi), To je ckym D npebpojus.

ITocmarpajmo zpejcrso rpyne §(, ) caga ma ckyn S2\D. Jlokaxumo, Hajmpe, ja je TO
nejerso 1o6po nedbunucano, Tj. 1a 3a csako p € S?\D paxu p(p) € S*\D 3a cako p € F(p, ).
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Heka je p € S*\D u meka nocroju p € §(p, ) takso na p(p) ¢ S*\D. Tama p(p) € D,
ma MOCTOjU HeTpUBHjasIHa poTanuja o € §(p, 1) Taksa ma je o(p(p)) = p(p). Mehyrum, taga
je p~top(p) = p, u p~lop nuje wpentuuka poranuja, jep o HUje UICHTHUKA. 3aK/bydyjeMo Ja
p € D, T je y KOHTPAMKIUj1 ca peTnocTaBkoM aa p € S?\D.

Caza cKyI ¢cBEX opOHTa TIpH AejeTBY rpyne §(p, 1) ma ckyn S*\D npeacraBba jeJHy map-
tanmjy ckyna S?\D, ma Heka je M TpancBep3ajia Te NAPTUNHUje. YOUUMO JUPEKTHY CIUKY
ckyna M upu 6uio kojoj poraunuju p € F(p,):

pIM] = {p(p) | p € M}.

TepAUMO Ja Cy 3a CBake JBe pasamuuTe poranuje pi, p2 € §(p, 1) ckynosu pi[M] n ps[M]|
MehycoOHO TUCjyHKTHH.

Baucra, HeKa ¢y p1, p2 € F(p, ) upoussosbHu enementu. IIpernocraBumo pr[M]N pa[M] #
@. Tama nocroju Gap jenna tauka p € S*\D taksa ga p € p1[M] u p € po|M]. Onarne crenu
a mocToje Tauke py,py € M Takse ma je p = pi(p1) 1 p = pa(p2). Taza je pypa(pe) = p1, ma
ce TavKe p; M Po Hajaze y ucroj opouru. Mehyrum, Kako je p1,pa € M, Mopa outu p; = po,
jep ckym M caap:ku 1o TauHo jeqam emement cake opbure. Otyma je pylpa(p1) = p1, Ti. p1
je dbukcHa Tauka poranmje p; py. Kaxo py ¢ D, mopa 6utn py lps = 1, Tj. p1 = po. Hakie, 3a
pazamaute py u py je p1[M] N p[M] = .

Baxpabyjyhin oBoM pesysrary, anajorno ca (12) gobujamo maprunmjy ox S\ D:

S*\D = M U ()M LUW(o HM UW ()M LW (P M.
MebyruMm, cras 4 omoryhasa mam ga ckyn S?\D BHAMMO Ha jOIT JBa HAYHHA:

S'\D = ¢ 'W()M]UW(p "M,
SN\D = ¢ W(Y)M]UW(Y M.

Cajia, YKOJIUKO YBEIeMO O3HAKe

WLP = Qﬂ((p)M,
W<P_1 = Qﬂ(@_l)./\/h
Wy = WM,
Wem 1= WM,
MOZKEMO 3alluCaTN:
SA\D = MUW, UW,1 UW, UW,, (14)
SA\D = o'W, UW,1, (15)
SA\D = "Wy U W, (16)

akJe, ckyn S?\D ¢Mo IIOJEIMIN Ha 5 IeJ0Ba; ABa JIeJa CMO 3apOTUPAIH, H KAO Pe3y/ITaT
? 3 ?
cMo mobumm ase kKommje ckyna S?\D. Tume je Teopema 13 gokazana.

Uckopuctuhemo nobujenn pesyarar jga 6ucMo J00W/IM CANYAH Pe3yJTaT, aju OBOTa IyTa
fa 1e0j cpepu S2. IIpe cBera, pasMOTPUMO HeKe 0COOHHE JHCjYHKTHE YHEje Koje heMo y Hac-

TaBKy KOPDHUCTHUTH.

Heka cy I u J HeKM UHJIEKCHU CKYHOBHU.
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1) Ako je A= |_|.Ai u3a cBako i € [ je A; = |_| A;j, onna je

il jeJ

i€l, jed

2) Ako je A= I_lAi u p € SOz 6miI0 Koja poranuja, OHJIA je
icl

plAl = || oA

il

3) Axoje A= |_|Ai u B C S? 6m10 KOju CKyI, OHJA je
icl

ANB=| |(4NB).

el

Jabe, Tpeba Ha Hekn HauuH fa o S2\D gobhemo jo nenor S2. [Ipumep Koju cienu uyc-
tposalie y R? oHO 1mTO HaM je IuJb Jia ypajumo y R3.

Tpumep 5 Hexa je S' jedunuunu xpye y R? u £ unmepsan (0,1) na x-ocu. Hexa je, dawe,
P POMAYUIE Y NOSUMUBHOM CMEDPY O0KO KOOPIUHAMHO2 NOYEMEKD 36 % padujara. Kaxo je 6poj
2T upayuorasat, a 6poj % PAYUOHAAAH, KOAUKO 200 NYMA NPUMEHUAU DOMAUUJY p Ha ckyn £,
dobujenu cxyn ce nuxada wehe noxaonumu ca £, mj.

(VneN;n>1)p"[] #L.
Ledpunuwumo cryn
c=1|]r0
n=0

u nocmampajmo ckyn S UC. Ipumemumo da je osaj cxyn duciynxman ca cxynom p~ (], jep
uz p"[l) # € 3a ceaxo n € Nyn > 1, caedu p"'[l] # p~'[{] sa cee n € N,n > 1. 3amo, sascu

caedeha jednarxocm:
S'upCcl=S'ucup .

Jaxne, xpenyau cmo 00 cxyna STLUC. Cryn C cmo, 3amum, na ,,no200aH “ HANUH 34POMUPAAU
u Kao pesyamam doburu noasasnu ckyn STUC u jow jedan dodammu cxyn, mj. omeopeny dysic

p~td].

ITokymahemo jga uejy w3 HTpPeTXOAHOT NPUMepPa MCKOPUCTHMO 3a cjiaydaj cdepe. Y ToM
by, u3abepnMo Heky TpaBy f Koja CaJIpzKh KOODAMHATHHU T0YeTak, a He cede ckym D (To
je moryhe ypaauru, jep je D camo mpebpojus, a Tadaka Ha cdepu uMa HenpeGpPOjUBO MHOTO).
Heka je ¢y € SOz poranuja y mO3UTUBHOM cMepy OKo mpase { 3a yrao 6. ledpuwrumumo ckyn
T nHa cienehn Haumn:

T={0€c[0,2n) | (Ip € D)(In € N,n > 1) L,9(p) € D}.

Kako je ckyn D upebpojus, yryiosa 6 Koju 3a,10B0/baBajy ycjaos ckyna 1’ uma najsuiie npedpo-
juBo MHOTrO, 12 je ckyn 1" majsurre npebpojus. I[Ipema Tome, Kako je ckym [0, 27) Henpebpojus,
MozkeMo n3abparn Heku yrao 6y € [0,27) Takas na 0y ¢ T. O3HaunMO

o = 690.
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Tana je
d"DIND =0

3aceen € Nn>1. Onga je
o"™[D]No™[D] = @ (17)

3acee m,n € N, n>1um <n. Cana, ykonuko y (17) ymecro n ctaBuMo n — m, 106ujaMo
d"DjNo™[D]=o

daceem,neNn=>1lum<n.
Hedunumumo ckyn £ C S? na ciaegehn Hauu:

£:=||o"[D].

Cama ckyn S? MOXKEMO Pa3IoKuTH Kao

S? = (S2\E) LIE.

Kako je
olfl=0 [ |_| J"[D]]
=| | "]
= |_| o"[D]
_&\D,
TO je

SA\D = (S2\E) U (E\D)
— (SX\&) U al€].

ame, kaxo je, ounraeano, D C £, to je (S*\E) C (S*\D), na je
S*\& = (S*\D) N (S*\&).
Taxkobe,
&

o ol[€]]
o [E\D]
o7 1[(S2\D) N &].

Cana, ysumajyhu cBe y 063up, uMaMo
S? = (SN\EUE
= ((S*\D) N (S*\&)) U '[(S*\D) N &)
Osa pesanuja, 3ajeano ca (14), (15) u (16), gaje vam caeehe:

S = (MUW,UW, 1 UWy UWy-1) N (SP\E)) Wo™ (M UW, UW,1s UWy UW,y-1) N EJ(18)
S = ("W, UW,-1) N (SP\E)) Lo (e W, UW,-1) NE] (19)
S2 = (W™ Wy UWy1) N (SA\E)) Ua (W™ Wy UWy1) N EJ. (20)
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Jla 6m 6mJI0 jacHHje ImTa cMO OO, YBEJIUMO ciejehe o3HaKe:

M® = MN(S2\E)
W0 = W, N (S\E)
WO = W0 (SA\E)
W) = Wy (S2\E)
WO = Wy N (SA\E)

M = MNE
W; = W,NE¢&
qu = Ww—l N 5

WS’ = Wwﬂg
Wofl = W¢—1 ﬂg

Tama (18) moxkemo 3anmcaru Ha ciaenehn Hadum:
S = (MOUWILUWI  UW LWy ) Uo M UW LW, UW, LW, ]
= MU MTUW  Uo ' W UW) Lo VLT UW) Uo ' IW T UWS s Lo W), ]

Ja 6ucmo Morn 1a HamuieMo u paznarama (19) u (20) Ha jeAHOCTABHUjH HAYNH, YBEIHMO
HOBE O3HAKe:

SP\E] = W, N (S\E) N[S*\¢]
£l = W,n(SN\E)NylE]

W2 = Wine
wot .= Wgﬂcp
wio .— Wi, Ne[ST\E] = W,NnéEN ©[S*\&]
Wilo= W, Nyl€] = W,NENp[E]
WS,O = WS, NY[SP\E] = W, N (SP\E) NY[S*\E]
Wyl = Wy NyE = W, N (SA\E) Ny[E]

[

[

[
[

]
W = Winy[SAE] = W,NENYSHE]
Wyl = Wy ny[E] = Wy, NENYE]
Capa, ca HOBUM O3HaKaMma, (12) mocraje
82 = MO U IMTUWL UWS Lo W Lo W U, Lo W]
WP LW Uo ' WU W U)o W),
(18) mocraje
S = (¢ "W UW,-1) N (S*\E)) Lo (¢ ' W] LUW,-1) NE]

(7 VN (82\E) U (W, 1 (82\8)) ) U™ (7 VI NE) L (W, 1E))]
= (7 D NS U (Wi N (S2\E) ) U™ [0 W, N ple]] U (W 0 )]
= (@' WP LUWRTUWI ) Uo o VS LWL U, ]

='Wl TU e W L Wg,l Lol ' Wl uo e ' W, U afl[Wi,fl],

u, camano, (19) mocraje
SQ — @U_I[WSJO} L @Z)_I[Wq}f)] L WS,—1 L U_li/i_l[ng] L O_—l,éb—l[wqil] L O'_I[Wi)q]
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Jla 6ECMO MOTUIM JIa ycalvlackMO O3HaKe Y ¢Ba TPH pas/aramba cdepe S, yBe Mo joIr jerHe
HOBE O3HAaKe:

A = M° Ay = o MY
Ay = wY Ay = o'W
As = W As = o'W
Az = Wi As = o'W ]
Ay = W) A = o'W
A = Wg,l Aip = U_I[Wil]
Az = Wi A= o1 [W ]

Hajzan,

S2 :.AlUAQUA3UA4|_|.A5|_|./46|_|A7|_|./48|_]./49L|Al()|_|./411U.A12|_|.A13L|.A14,
S2 = (}971[./43] L gpfla[Azl] L 0'719071[./45] L 0'71@710'[./46] L .A7 L Ag, (21)
82 = ¢_1[Ag] L ?70_10'[./410] L O'_lﬂJ_l[.All] L U_1¢_1U[A12] L A13 L .A14.

OsuMe cMo J0Ka3an napagokc Bamaxa u Tapckor 3a cdepy S?, nckasan y caenehoj teo-
peMu.

Teopema 14 Cgpepa S? ce modice pasaostcumu na Komanwar 6poj 0ea06a Koju, 3aPOMUPANL,
dajy dse wonuje 00 S?. M

[Tapanokc banaxa u Tapckor Baxku e camo 3a cdepy, Beh u 3a jonry, Tj. cdepy ca cBojoM
YHYTPAaIImboM obsamhy.

Hauwme, nexa je B? jeaunuuna qonra y R3. Hieja je ga jJo0ujeHy KOHCTPYKIHjy ca S?
nperecemo Ha B3. YBeanmo ciaenehe oznake:

p3 1= §0_17 P4 = Sp_la'7 P5 = (7‘_1(’0_17 Pe — 0_190_107 pPr = 1, pPs = 1,

po=v"" po=v¢lo, pui=0 W pui=0c W lo, pzi=1, pui=1

Cama (21) mocraje
14 8 14
S? = |_|-Az‘ = |_|,0i[«4i} = UPZ[AZ]
i=1 i=3 i=9

[TpommpuBame Ha IEJIy JIONTY M3BPHIMNEMO TAKO HITO NPOIMUPUMO CBako A; Ka yHyTpa
npaBieM TojiylnpedHuka. 3a cBako i € {1,2,...,14} gedbunummumo ckymnose B; C B3 na
ciaenehyn HavynH:

B :={( Az, \y, \2) | (z,y,2) € A;, 0 <A< 1}

Ha oBaj naunn jgo6ujamo naprunumjy Jonte B3 6e3 KoopAnHATHOT HOYeTKA:
14 8 14
BN\{O} = | |Bi = | |m[B] = |nilBi. (22)
=1 =3 =9

MebhyTimM, rama Tpeba mapTuimja unTase jonte B3, ma Tpeba na Ha HEKW HAYMH YKJIOHMMO
oBy ,,cMeTiby . Tlocay:kuheMo ce CyNmTHHCKE UCTHM TPUKOM Kao TITO CMO KOPUCTHJIN 33 CKYII
D.

Nzabepumo HeKy Tadyky OJHUCKY KOOPAUHATHOM TOYETKY, HIIP. (%,0,0). Youammo TpaBy
KOja caJp:Ku OBy Tadky, a lapaJiejHa je y-ocu. Heka je 7 poranmja oko oBe mpase 3a 1
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pagujan. Ounrienno je 77(0) € B? 3a cBako n € N. Kako je 6poj 27 mpammonaian, To je
T(0) # (O) 3a cBe n € N,n > 1. 3aro M0oXKeMO T0Ka3aTn

7(0) # 7"(0)

3a cee m,n € Nyn > 1,m < n, TO je €EKBUBAJECHTHO Ca

{rO)}n{r"(0)} =2

zam,n € N,n>1m < n. Jedunumumo

Fi=| [{="(0)}

Tana je 7[F] = F\{O}. Onza, kaxo je
B’ = (B\F)UF
TO je

B*\{0} = (B°\F) U (F\{0})
= (B*\F) U r[F].

Ongna je
B* = ((B*\{0}) N (B\F) U7 '[(B\{O}) N 7],

To 3ajejiHo ca (22) naje
B3=<U5m B3\}"> |_|B NF
i=1

:(upu BS\f>> l_iugpi[smf 23)
<|_|pzz Bg\f)> 1:!:!/)@-[5

VYBe Mo o3HaKe

B) = AN (B\F)

B = ANF

3ai € {1,2}, kao u
B = Bin(B\F)Np; [B\F]
B = BN (B\F)Np;'[F]
B}° = BNFnNp;'[B\F]
B’ = BnFnp;'[F]

3a 1 € {3,4,...,14}. Cazna ce (23) cBoau Ha

14 14 14
=B ur'BuBlur B u| |BOU |_|13'01 N |_|T—1 1B;°] L |_|T—1 B}]
=3
_|_|/)1300|—||_|sz10|—||_|7' PzBOlUUT pZBH]
i= 3 1= 3 1= 3 Z—3

= |_| pil B L |_| pilB;°] U |_| T pilB U |_| T pilB; .
=9 =9 i=9 i=9
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OsuMe cMo 1001 TpazkeHo pasiarambe jgonte B3, Hapasno, B? ce nu 1o 4emy cymruHcKu
He pas3/iuKyje of 06mio Koje apyre jonte y R?; kopuerehn poramuje oko oca Koje He cajpike
KOOPJAMHATHU TOoYeTaK A00HjaMo pasjarame 3a 0mao kojy jonty. OBHMe je JoKa3aHa HapeIHa
TeopeMa.

Teopema 15 (Ilapadoxc Banaza u Tapckoe za aonmy) Buao xoja aonma B y npocmopy R3
MOJHCE CE PA3NOHCUMU HG KOHGUAH OPoj deaosa Koju, 3apomupany, dajy dse xonuje od B. M

Ocraje jom ma moMohy moOuWjeHOr pe3yaTaTta JOKaykKeMoO YONIITeHW mapajJokc banaxa u
Tapckor, mCKa3aH HA CAMOM MTOYETKY OBOT OJI€/bKA.

IIpe crera, ocum poranuja cajga he nam 6uTn norpedHe U TpaHcaalyje, ma Heka je Ms rpyma
CBUX pOTaIlija W TpaHcIanmja mpoctopa R3.

Hedbununuja 27 Hexa cy A u B nodckynosu 00 R3. Kaoicemo da cy cxkynosu A u B pas-
A0oHcuUB0 jednaru, u nuwemo A ~ B, axo nocmoje napmuyuje ckynosa A u B Ha jednak
bpoj desosa,

A=| |4, B=|]B;
i=1 i=1
U 30 C8AKO | € {1, . ,n} nocmoje npecaurasara g; € Ms makea da easrcu
gi[Ai] = B,.

I'py6o rosopehu, kazkemo ja cy ckynosu A u B pasjioxuBo jegHaku ako ce ckyn A mMoxke
HOJIEJIUTH HAa KOHAYaH Opoj Je0Ba Koje je Moryhe mperpynucaTu Tako Ja oHu ogopMe TadHo
ckyn B. Hapenmno TBpheme, 3aT0, IpeicTaB/ba JUPEKTHY MOCJEIUIY Teopeme 15.

IMocaenuna 1 Hexa je B C R3 aonma noaynpeunuka r. Tada nocmoju nodekyn By C B
maxas da je cxyn B\By pasaostcuso jednak ca ducjynkmmuom yrujom dee Aonme nosynpeuHuKa
r.

Joxas. Yavmvo By = BYU B UBIUT ! [Bi]. A
Cras 7 Peaayuja ~ je peravuja excusarenyuje na ckyny P(R3).

Joxas. 3a caku ckyn A C R3 paxxu A ~ A, jep MOKeMO y3eTH TPHBUjaIHY NAPTHIH]Y
A = A; u ugentuuko npeciaukaBame g = 1; Taga je g[A;] = A;. Hakie, penamnuja ~ je
pedJiekcuBHA.

n n
Heka je A ~ B, 3a meka gsa noackyna A, B C R3. Tana je A = |_|.Ai B = |_|Bi, u 3a
i=1 i=1
CBaKoO 1 € {1, o ,n} noctoju g; € M3 TakBO Jla BaxKu

g; [.AZ] = Bz

MebhytumMm, g; je bujeknuja, mna je
Ai = g7 [Bl]

3a CBakKo i, ogakse caenn B ~ A. [lakie, peranuja ~ je CHMeTpHYHA.
Jla 6ucmo pokazauu peduiekcuBrnoct, upernocrasumo A ~ B u B ~ C 3a Heke CKylLoBe

A, B,C CR3. Tana

AzlilAi’ B:|i|BZ~: |n_|B;, C= |n_|Cj
i=1 i=1 j=1 j=1
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u 3a cBako ¢ € {1,...

Heka je A;; =

Taxkne, {.Aij |ied{1,...

Taxkobe,

Hakne, A~C. R

,n}, j € {1,...,n'} mocroje mpeciuKaBama g;, g; € M3 TakBa Jla BaxKu

9:[Ai] = B;, ¢;[B;] =C;.

g [B:N Bﬂ Tana je

U%—UUM

zl]l

o085

i=1j=1
_.LJg—lzarwB
ZU%JW}
i=1
- |_|A¢
)
,n}t, g e{1,... ,n’}} je jenna naprunmja ox A.

|_|93'9z' [Aij] = Ug}gigfl [B; N B}]
.3

1]

:\

Il

9;(B:i N Bj]

<
I

—
<
Il

—_

:\

ﬂgmUB]

j=1 i=1
=]y @04
j=1
| q;18;]
j=1

:\

I
[
H

[y

Il
Qg

Cras 8 Axo je A ~ B, onda nocmoju bujexyuje o : A — B maxsa da 3a cearxo C C A sasrcu

CNQ[C]
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Aokas. N3 A ~ B cieqn A = |1|Ai, B = ['Bi u 3a cBako i € {1,...,n} nocroju
g; € M3 tako 1a je g; [AZ] = B;. /Z[aﬂ)e,i ;:;aKa TaqKaiz{yHa A Haa3u ce y TaUHO jeTHOM CKYIY
HApPTHUIH]e {Ai lie{1,... ,n}}, Tj.
(Vpe A)(Fii, € {1,...,n})pc A,
Jedunumumo ¢yaknujy o : A — B ca

a(p) == gi,(p)-

Dynknuja o je KOpeKTHO neduHICaHa, jep Cy 3a cBako i € {1,...,n} ckynosu g; [Al] s i [An]
Mehycobrno aucjynkthu. Kako je g; Oujekiuja 3a CBaKo i, TO je U v OUjeKIinja.
Hexka je C C A npoussospan ckyi. Tana je

C=Anc=||(4nc), (24)
i=1
na je

a[C] = |i| gi[AinC]. (25)

i=1

Hajsan, n3 (24) u (25) cieqn C ~ o[C]. W
CraB 9 Axoje ANB=ANB =2, uakoje A~ A uB~B, onda je AUB~ A UB.

Jokasz. U3 A~ A" u B~ B crenn

/

A:|i|Ai, A’:|i|A;, B= |n_|Bj, B = |n_|B;.
i=1 i=1 j=1 j=1

m 3a ceako i € {1,...,n}, j € {1,...,n'} nocroje mpecrmkasamwa g;,g; € My Taxsa jaa je
9i[Ai] = A} g;[B;] = B}. Tana je
AuB=| AUl |B;

i=1 j=1
AuB =| |Au| B =| |alA] U] |8
i=1 j=1 =1 j=1
Haxme, AUB~ A UB. R

Cana hemo Ha OCHOBY penalnuje ~ JTedUHUCATH jeIHY HOBY pealyjy HaJl MOICKYMOBUMA
o R3.

Hedunnmuja 28 Hexa cy A, B C R3. Jedunuwumo peravujy < na P(R?) ca
AxB < (@B CB)A~EB.
Omax heMo HaBecTH W HEKe OCODHMHE YBeIeHe peJiallnje.

CraB 10 Pesauyuja < C P(R?) x P(R3) uma caedehia ceojecmea:

20



1) <
2) <

je pedaercusna,

je MmpaH3umueHa,

3) Axo je AC B u B =<C, onda je A<C,

4) Axo je A B uB CC, onda je A< C
Zloxas.

)

3)

Heka je A C R? npoussosban ckym. 13 pedaexcuproctn penammje ~ caeqn A~ A C A,

na je A < A.

Heka je A C Bu B < C. Taza nocroju noackyn C' ckyna C rakas 1a je B ~ C'. Onarie

caean
n n
B=||B,c=|]c
i=1 i=1
u 3a cBako i € {1,...,n} mocroje mpecankaBama g; € Mj taksa 1a je g; [BZ] =C..

N3 ACB= |_|BZ- cJIein Jia OCTOje WHAeKCH My, ...,my € {1,...,n}, k < n, TaksBu na
=1
je ANB,,, # @ 3acse j € {l,...,k}. Cakn ckynm B; MOXKEMO 3aliCaTH Kao

ma je

[(B ANAYU (B, N A)]
= mj[ B \AJ U g, [ By VA

k
j € {1,...,k}. Hexka je C" = |_| B, N A]. Ounrnenno je C” C C, a kako je
) =1
|_| B ﬂA , 10 je A~ C". Nakne, A<C

Heka cy A, B,C C R? taxsn na A < Bu B < C. Tana nocroju B C B tako ga

A~B. (26)
N3 B CBuB~C,npema aeny 3), cieqn B’ < C. Hakie, nocroju C' C C Tako na

B ~C'. (27)

Cana u3 (26) u (27) u TpansutuBHOCTH penanuje ~ caean A ~ C'. Jlakne, peranuja <
je TpaH3UTHUBHA.

Heka je A < Bu B C C. Tana nocroju B’ C B tako aa
A~B. (28)

N3 B CC caenn B C C, miro ca (28) maje A< C. B
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Cajia cMo ,,IpUIIPEMUIA TepeH “ 3a JI0Ka3 VOoIIIllITeHe Bep3uje napaaokca banaxa u Tapckor.
On ce ofHOCH Ha OrpaHHYeHE TOACKYyIoBe o R? 4mja je yHyTpamImoCcT Hempas3Ha.

Ba ckyn A C R3 kazkemo jla nMa Helpa3Hy yHy TPaIbocT ako A cajip:ku (Kao cBoj oJCKy )
HEKY JIONTY MO3WTHBHOT MOJAynpedHnka. Kaxkemo ja je ckyn A orpanuden ako je cajprkaH y
HEKOj JIONTH KOHAYHOT MOJyIPEeTHIKA.

Cras 11 Heka cy A u B oepanuuenu nodexynosu 00 R® nenpasnux ynympawmwocmu. Tada je

A=XB.

Jokas. Nzabepumo snoure BA u By takse 1a je A C BA u Bg C B. 113a6epuMo 10BOJBHO
BeJINKH TIPUpPOaH 6poj n Takas na ce B4 moxke moxpuru ca n (He Hy?KHO JAMCJYHKTHHX ) KOIHja
onx Bg. Hexka je S aucjynkTHa yHuja Tux n konuja o1 Bg. Tamga MoxKeMo mMOMepUTH JeJI0Be
ckynma S Taxko ga onm npekpujy BA. Ysmmajyhn ogrosapajyhe momckymose o7 0BHX IeI0Ba
MOZKeMO THCjyHKTHO TpekpuTt BA, ma je BA < S.

JaJsbe, npema reopemu 15, MOKEMO y3aCTOIHO /14 JIYIJIMPAMO HEKH 1OJCKYyIl o) Bp Tako
na pobujemo 6mso Koju KoHauan 6poj konmja ox Bg. Cnenmjasno, MoxkeMo J100UTH 1 KOIHja
on B, na je S < Bg. Jlakie,

ACB'<S<BsCB,

ma, u3 gena 3) u 4) crasa 10, cremm A < B. A

Ckynosu A u B u3 HperxogHor ¢raBa ce HU 10 9eMy CYIITHHCKU HE Pa3/IuKyjy, Ha Kako
cmo 3akmpyunan A < B, morim ¢Mo ucro Tako ja 3akbydnmo B < A, akie, 3a 6uao xoja
nBa orpannmdena ckyna A, B C R? 4mje cy YHYTPaIIILOCTH HelIpasHe BayKn

AXB u B A
3aro jo0Ka3 3aBpiiasa ciejehe TBpheme.
Teopema 16 (Banaz-IlIpedep-Beprwmagjr) Heka je A< B u B < A. Tada je A ~ B.

Zoxas. Moxemo uzabparu A’ C AuBB' C Brakoga A~ B u A~ B. Hekacya: A — B
uf: A" — B oujekiyje unje nocrojame rapanryje cras 8. JledpuHumumMo cKynose {Cn}neN HA

ciaegehn Haunm:
Co=A\A,
(Fec) { C, = S aCy 4]

Ouurnesno je C, C A 3a cBako n € N, na je u
c=[Jc.cA
n=0
Kako je Co CCuCynNA =@, 1o je

AWzAﬂ@ﬂAﬂzﬂ\G&r
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Kako cy a u 8 bujexiuje, To je

BlAC] = B P\Uc]
\BLL:Jlﬁ falc ]
:B\a_[jcn 1]

n=1

=B\« DC”]

L n=0

_B\alc]

Crap 8 HaM cajga maje

A\C ~ B\«[C], (29)

Kao I

C ~ alC]. (30)
Hajzan, npumemyjyhiu cras 9 ua (29) u (30), nobujamo

(A\C) L C ~ (B\e[C]) LalC],
Tji. A~B. R

IMocaenuna 2 (Yonwmenu napadoxe Banaza u Taperoe) Buao xoja dea oepanusena nodckyna
00 R? wuje cy ynympawrsocmu nenpasne jecy pasarosicuco jednarxa. W

[Tapamgokec Banaxa u Tapckor jbyjICKOM yMy 3By4YM TPUJIHYHO arncypaHo. Mehyrum, nuko
He OM MOTao Jia OCIIOPH TAYHOCT HHEIOBOI JI0Ka3a, Ia jeJIMHO INpeocTaje Ja KPUTHKYje HeKe
IPEeTIOCTaBKe KOje ce y IToKasy Kopucre. Akcmoma m3bopa ce Ty cMaTpa KpHUBIEeM OpOj jeaaH,
¢ 003upom Ha TO Ja 0e3 me 0BaKBO TBpheme He Ou Omio moryhe. 3aro oBaj mapajiokc BaxKwu
3a jak aprymMeHT npoTuB akcuoMme uzbopa. Mehyrum, nuje akcuoma uzbopa jeauna y Kojy oBjie
Tpeba ,,yIrupaTu TpcToM “; BUJIEIN CMO IITa 3alPaBO JIEYKU Y OCHOBHU JOKa3a — TO je Imojam
cJ000/IHe Tpylle, a OHA caMa UMa ,,IapajioKcasana‘“ ¢cBOjcTBa.
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13 3akipydak

On caMor moveTKa OTKAKO je yBeleHa, akcmoMa m300pa MpOy3pOKOBaJa je pa3Ha OIpedHa
MUNIJbEHA U 10 JAaHAC BaYKW 33 HAJKOHTPOBEDP3HU]Y aKCHOMY yV MaTeMaTwuln. be3 me 6u MaTe-
MaTHKa OcTajia yckpalieHa 3a GpojHe Jiere U KOpHCHe pesyiarare (y OBOM pajy IPUKA3AHU CY
caMo HeKH O/ BuX, OHH Hajuo3naruju). Takobe, Heke HOBe MaTeMaTHYKe TEOpHUje POJIUIE Cy
ce Kao TOCJIeMIa OBe akCHoMe (Ha IpHMep, TeopHja BeJHKHX kapuHasna). Mehyrum, 36or
OHe FeHe ,JIpyre cTpaHe“, TOCTOjao je (a W jake mocToju) jefan 6poj MaTeMaTHdapa KOju
ce MPOTHBU HeHOM Kopuimhewy. Ty cmanajy, mpe cBera, KOHCTpYKTHBUCTH. OHE 010Mjajy
nocTojame OUJI0 KOT TTojMa KOju ce He MOKe ,,KoHcTpyucaTtu ‘. OHu 6u pekJin:

Dopmannu cucmem y kome je dopmyaa Ir G(x) dokasusa, asu Koju HE NPYAHCA HUKAKAS
MEMOO 30 HAAAICEILE MO2 T 0 KOME je Pew, Jecme CUCMEM Y KOME e23UCMENUUJAAHY KEaH-
mugduramop ne ucnyrasa ceojy npedsubeny yaoey.?s

Cwmatpanu cy, Takobe, fa je onacko TBPIAUTU MOCTOjarbe Hedera INTO HUKO He MOYKe 11a
omwuiire. Paces ce gpkao craBa Ja je Hajoo/be u3beraBaTu KOpHIINemnhe akCHoMe u300pa yIpasBo
300I BbEHUX, KAKO je OH peKao, sanaryjyhur nocaemuna. Jleder je, takohe, »KycTpo 0101jao
Jla TPUXBaTH akcmoMy u3bopa. 3aHUM/BUBO je, MehyTuMm, na je OH NPUINKOM JIOKA3UBAHA /1A
je npebpojuBa yHUja MEPJ/bUBUX MOJCKYIIOBA CKyIa R MepJ/bUB CKYIl KOPUCTHO OBY aKCHOMY, a
na Tora Huje Hu 6mo cectan. OH uak u Huje 6uo jeaunu: Xapau?® je npuMerno na je Boper®?,
KOjH je, WHaUe, TPUTOBAPA0 HA AKCHOMY HM300pa, KOPUCTHO aKCHOMY TPHJIMKOM JIOKA3WBaHa
JEeJTHOT CBOT' pe3y/Tara.

Hexku maremaruyuapu nucy O CUTypHU Ja JIM Jla IpuxBaTe akcuomy usdopa mwiu ne. Ha
npumep, Bal Jep Bapmer®! je y csom mpsom m3mamy kmure Modeprna aszebpa 1930. Tonmme
IpeCTaBUO HeKe 3aHNM/bUBE IPIMeEHe akcnoMe u3bopa. 3a Apyro usname 1937. ronune merose
KOJIeTe cy ycIesie jia Ta yoeqe 1a ofcTpanu akcnmomy. MehyTum, tajgammsu MaTeMaTuIapu KOjH
cy ce GaBwam anareOpoM OWJIM Cy THM YWHOM BPJIO HE33I0BOJHHU, jep je TUMe alcTPaKTHA
ajiredpa nocrajia IPpUJIKYHO OrpaHUYeHa, 11a je ayTop y Tpehem u3gpamy 1950. pemnino ja Bparu
aKcmoMy m300pa ca CBUM FHeHUM TOC/IeTHIIaMa.

Ianac je akcuoma m3bopa BehwHom npuxsaherna n yryiaBHOM ce cj10001HO Kopuctn. Hekn
MaTeMaTuJdapH, JOAyIle, KOPUCTe HeKe ociab/hbeHe Bep3mje akcrmoMe u300pa, MW YaK FheHY
Heranyjy, MmTo Takohe nMma cMucaa, jep je Koen 1963. rogmue mokazao j1a je Heraruja aKCuoMe
n300pa pelaTUBHO KOH3UCTEHTHA ca ocTaTKoM ZF Teopuje, mCTO KAO IITO je TO U caMa aKCHOMa
n3dopa.

[Tocrojane cy (a MOXK/Ja ¥ Jajbe MOCTOje) U3BECHe TeHJEHIje Ja aKCHOMY n300pa 3aMeHu
IbeHA ,,aJTePHATHBA " — T3B. aKCUOMA U36ECHOCMU?, YUjH KOPeHH IIPHIAJajy TeOPHUjd Urapa,
¢ 063UpOM Ha TO Jla aKcHOMa M300pa y OBOj TEOPHUjH MMa HEKe BPJIO ,,HE3TOJHE  TOCIeTHIE.
OBe jsiBe akcuome HEUCY KoMmmarubuine, Tj. MehycobHO ce uck/bydyjy. Mehyrum, axcuoma
MU3BECHOCTH C€ YMHU MOTOJIHOM 3aMEHOM, jep 3a/iprKaBa MHOre jg00pe ocobuHe akcuoMe n3dopa,
a MOTPaB/hba OHE HEKe IheHe Marbhe MoKe/bHe 0COOuHEe. JeIMHO je mpeocTaio 1a ce y MOTIyHOCTH
JIOKazKe JIa OBa HOBa aKCHOMa HHje Y KOHTPAIUKIHjU ca npBobuTrHoM ZF TeopujoMm, Ha dyeMy ce
U J1aJbe PaJIu.

Buno kako 6mi10, akcmoma m360pa je, W MOpe] CBOJUX HECABPIIEHOCTH, YIILIA Y TeMesbe
caBpeMeHe MaTeMaTHKe, 1 MaTeMaTHKa KaKBY JaHAC MO3HAjeMO U M3ydaBaMo 0e3 OBe aKCHOMe
CBaKaKo He Ou Omjia mucra.

28[2], crp. 6, IPEBOJL, Ca EHIJIECKOT MOj.

P Godfrey Harold ”G. H.” Hardy (1877—1947), enrsiecku MaTeMaTudap.
30Emil Borel (1871—1956), dbpaHiyckn MaTeMaTA9ap.

31Bartel Leendert van der Waerden (1903—1996), xomaHicKn MaTeMaTHyap.
32 Aziom of determinateness, enr.
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