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KRIVE U RAVNI I PROSTORU IZVEDENE OD KRIVIH U RAVNI

Uvod

U ovom radu prikazano je nekoliko nacina izvodenja novih krivih u ravni
i prostoru nastalih od poznatih ravanskih krivih. Koris¢éenjem nekih oso-
bina ravanskih krivih definisane su nove krive u ravni i prostoru i prikazane
njihove osobine. Vizuelizacija krivih koje prate rad je uradena u programu
Mathematica. Krive u ravni od kojih se izvode nove krive odgovaraju kri-
vama koje su u plavoj boji, dok su nove izvedene krive u crvenoj boji.

Rad se sastoji od cetiri poglavlja. U prvom poglavlju predstavljeni su
osnovni pojmovi diferencijalne geometrije krivih koji su od znacaja za rad.
U drugom poglavlju detaljnije je prikazana poznata ravanska kriva epiciklo-
ida. Izvedena je njena parametarska jednacina i ilustrovane su neke poznate
epicikloide. Ova kriva je od veceg znacaja za rad jer su upravo od epicikloida
izvedene nove krive u prostoru. Trece i cetvrto poglavlje je posveéeno krivama
u ravni i prostoru koje su izvedene od krivih u ravni. Specijalno, u tre¢em
poglavlju razmatrane su evolute, involute, paralelne krive i podnoznice. Sve
je to ilustrovano kroz razne primere poznatih ravanskih krivih. U cetvrtom
poglavlju su prikazani uslovi koje kriva treba da zadovolji da bi bila sferna
kriva i obrnuto, ako je kriva sferna koje osobine zadovoljavaju njena krivina
i torzija. Prikazane su i osobine krivih koje su konstantnog nagiba. Izvedene
su nove krive koje upravo leze na sferi i imaju konstantan nagib. Pokazano
je da se ovakve nove prostorne krive izvode od ravanskih epicikloida.

Zahvaljujem se svom mentoru dr Mirjani Dori¢ na velikoj pomoci tokom
pisanja ovog rada, savetima, razumevanju i podrsci. Takode, zahvaljujem se
¢lanovima komisije dr Miroslavi Anti¢ i dr Tijani Sukilovi¢ na sugestijama i
primedbama.
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1 Osnovni pojmovi diferencijalne geometrije
krivih

Definicija 1.1. Parametrizovana kriva u R", n > 1, je deo po deo diferenci-
jabilno preslikavanje «: (a,b) — R™ gde je (a, b) otvoren interval u R.

Kriva se definise kao preslikavanje, a ne skup tacaka. Direktnu sliku ovog
preslikavanja, tj. skup a((a, b)) zovemo tragom krive a.

Definicija 1.2. Neka je a: (a,b) — R", n > 1, kriva data sa «a(t) =
(o1 (1), ..., (t)). Vektor brzine krive a u tacki to je vektor o (to) =

(o4 (to), ..., al,(t9)). Brzina krive a u tacki ¢y je intezitet vektora brzine u
tacki tg, tj. ||a/(to)||. Brzina krive « je funkcija v(t) = ||/ (¢)]]-

Definicija 1.3. Za krivu a: (a,b) — R™, n > 1, kazemo da je regularna
kriva ako je diferencijabilna i o/(t) # 0 za sve t € (a,b).

U radu ¢emo se baviti samo regularnim krivama u prostorima R? i R3,
Fizicka interpretacija krive se moze predstaviti na sledec¢i nacin. Ako je sa ¢
oznaceno vreme, preslikavanje o opisuje kretanje neke cestice u prostoru R™
u zavisnosti od vremena t. Prema tome, a(t) je polozaj ¢estice u vremenu t,
a o/ (t) je vektor brzine kretanja cestice. Uslovom regularnosti je obezbedeno
da se Cestica stalno krece jer je brzina kretanja Cestice uvek razlicita od nule.
Geometrijski, o/(t) je tangentni vektor na krivu o u tacki a(t).

Definicija 1.4. Neka su a: (a,b) — R" i 8: (¢,d) — R™ dve regularne
parametrizovane krive. One su ekvivalentne ako postoji difeomorfizam

¢: (¢,d) — (a,b) tako da je f = a0 ¢.

Za [ iz Definicije 1.4 kazemo da je reparametrizacija krive a. Ukoliko
je ¢ > 0 kazemo da je 8 pozitivna reparametrizacija krive o, a negativna
reparametrizacija krive a ukoliko je ¢’ < 0.

Lema 1.1. Neka je B reparametrizacija krive o. Tada je
B'(u) = o ($(w))¢' (w), (1.1)
pri cemu je f = «ao @, ¢: (¢,d) = (a,b), c <u<d.

Definicija 1.5. Neka je a: (a,b) — R" regularna kriva. Duzina luka krive
« na segmentu [a, b] jednaka je

b
L) = [ o'l
2
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Duzina luka krive je geometrijsko svojstvo krive jer ne zavisi od parametri-
zacije.

Definicija 1.6. Funkcija duzine luka s, sa pocetkom u ¢ krive « : (a,b) — R”
je definisana sa

t
sult) = / o/ (w)]] d, (1.2)
za fiksirano ¢ <t < b.

Iz definicije se vidi da je s(a) = 01 s(b) = L(a). Funkcija duzine luka
krive a: (a,b) — R™ jedini¢ne brzine data je sa

so(l) = /at||o/(u)||du: /Ctdu —i—a

Teorema 1.1. Neka je a: (a,b) — R" regularna kriva. Tada postoji njena
reparametrzicija 3 ¢ija je brzina jedinicna.

Definicija 1.7. Krivu « ¢iji je vektor brzine u svakoj tacki jedini¢ni, tj.
l|&/(t)|| = 1 za sve t € (a,b) zovemo prirodno parametrizova kriva ili kriva
parametrizovana duzinom luka.

U fizickoj interpretaciji to znaci da je brzina kretanja cestice konstantna.
Parametar ¢ kod prirodno parametrizovanih krivih se najceSe oznacava sa
s. lako prirodna parametrizacija uvek postoji, najcesée nije moguce izra-
ziti prirodni parametar preko prvobitno zadatog koris¢enjem elementarnih
funkcija.

Definicija 1.8. Neka je a: (a,b) — R™ kriva. Vektorsko polje duz krive
« je preslikavanje V': (a,b) — R™ koje svakom t € (a,b) dodeljuje vektor

V(t) = (vi(t), ..., v(1)).

Lema 1.2. Ako je V wektorsko polje jedinicnog inteziteta duz krive
a: (a,b) = R", tada je V' -V = 0.

Dokaz. Kako je V vektorsko polje jedini¢nog inteziteta vazi jednakost
V(t)-V(t) = 1. Diferenciranjem ove jednakosti dobijamo 2 (V' (t) - V'(t)) =0
odakle sledi dokaz leme. |

Specijalno, za regularnu krivu definiSemo tangentno vektorsko polje duz
krive.
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Definicija 1.9. Tangentno vektorsko polje na regularnu krivu « : (a,b) —
R™ je polje vektora dato sa

Tangentno vektorsko polje T' je dobro definisano za regularnu krivu « jer
je ||/ (t)]| # 0 za svako t € (a,b). Intezitet tangentnog vektora 7'(¢) jednak

je [Tl :\ O/Egu‘

o/

1 , B
= fevgey N

Vektor brzine duz krive nije nula vektor ni u jednoj tacki pa u svakoj
tacki krive @ imamo tangentu. Za prirodno parametrizovane krive tangentni
vektor se poklapa sa vektorom brzine, tj. T'(s) = o/(s).

Dalje ¢emo pretpostaviti da je svaka kriva klase C* za neko k > 2 koje je
dovoljno veliko tako da svi izvodu budu definisani.

Definicija 1.10. Neka je a: (a,b) — R" regularna kriva klase C?. Vektor
ubrzanja krive u tacki tq je vektor o//(tg), tj. izvod vektora brzine u tacki ¢o.

Kod prirodno parametrizovanih krivih je 77(s) = o(s). Na osnovu Leme
1.2 imamo da je T7"-T = 0. Zaklju¢ujemo da su kod prirodno parametrizova-
nih krivih, vektor brzine i vektor ubrzanja u proizvoljnoj tacki sy ortogonalni.

U nastavku posmatramo krive u prostoru R3.

Definicija 1.11. Neka je a: (a,b) — R3 prirodno parametrizovana kriva.

Krivina krive « je
Kle](s) = [IT"(s)l| = [la" ()l

Krivina krive meri odstupanje krive od toga da kriva bude prava linija.
Prema tome je krivina prave konstantna i jednaka nuli. Posmatra¢emo samo
one krive ¢ija je krivina razli¢ita od nule, tj. one krive koje nisu deo prave.
Ukoliko je krivinz} razli¢ita od nule, tada imamo jedinstveno odreden jedini¢ni
vektor N(s) = ')
k(s)

Zbog toga vektor N (s) zovemo vektorom normale. Kako bismo u svakoj tacki
krive imali ortonormiranu bazu, uvodimo vektor B(s) = T'(s) x N(s). Prema
definiciji vektorskog proizvoda u R3 ovaj vektor je ortogonalan na vektore
T(s) i N(s) i ||B(s)|| = 1. Vektor B(s) nazivamo vektorom binormale.
Shodno tome, uvodimo sledece definicije.

. Na osnovu Leme 1.2 vektori T'(s) i N(s) su ortogonalni.
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Definicija 1.12. Neka je a: (a,b) — R? prirodno parametrizovana kriva i
kla(s) # 0 za Vs € (a,b).
Vektorsko polje glavnih normala krive « je

T'(s)

N =)

Vektorsko polje binormala krive a je
B(s) =T(s) x N(s).
Frene-Sereov! reper krive a je ortonormirani reper [T, N, BJ.

Prema Definiciji 1.12 vektor ubrzanja o (s) i vektor normale N (s) u tacki
s krive « su kolinearni sa koeficijentom kolinearnosti x[a](s), tj.
a"(s) = kla](s)N(s).

Definicija 1.13. Neka je a: (a,b) — R® prirodno parametrizovana kriva i
kla(s) # 0 za Vs € (a,b). Torzija krive «a je funkcija 7(s) = —B'(s) - N(s).

Torzija krive meri odstupanje krive od toga da kriva lezi u ravni. Torzija
ravanske krive je nula.

Teorema 1.2 (Frene-Sereove formule). Neka je a: (a,b) — R* prirodno
parametrizovana kriva i k[a](s) # 0 za Vs € (a,b). Tada je

T'(s) = k(s)N(s)
N'(s) = —k(s)T(s) +7(s)B(s)
B'(s) = —7(s)N(s)

za sve s € (a,b).

Definicija 1.14. Neka je a: (a,b) — R3 regularna kriva i neka je & : (c,d) —
R? prirodno parametrizovana kriva . Naime, a(t) = a(s(t)), pri ¢emu je
s(t) duzina luka. Akosu &, 71T, N, B redom krivina, torzija i Frene-Sereova
ortonormirana baza krive &, onda su krivina, torzija, tangentno vektorsko
polje, vektorsko polje normala i vektorsko polje binormala krive « dati sa
K(E) = R(s(t), 7(t) = F(s(8)), T(t) = T(s(t)), N(t) = N(s(t)) i B(t) =
B(s(t)).

!Jean Frederic Frenet (1816-1890), Joseph Alfred Serret (1819-1885) francuski mate-
maticari
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Teorema 1.3 (Uopstene Frene-Sereove formule). Neka je a: (a,b) — R3?
regularna kriva sa brzinom v(t) = ||/ (t)|| i k[a](t) # 0 za ¥Vt € (a,b). Tada

je

T'(t) = v(t)k(t)N(t)
N'(t) = —v(t)s(t)T(¢) +u(t)7(t)B(t)
B'(t) = —v(t)T(t)N(t)

za sve s € (a,b).

Lema 1.3. Neka je a: (a,b) — R? regularna kriva. Vektor brzine i vektor
ubrzanja krive o dati su formulama

Kako je prirodnu parametrizaciju kriva ¢esto nemoguce eksplicitino izra-
ziti, sledeca teorema prikazuje kako mozemo izracunati Frene-Sereov reper,
krivinu i torziju proizvoljne krive bez njene prirodne reparametrizacije.

Teorema 1.4. Neka je a: (a,b) — R? regularna kriva i kla](t) # 0 za
Vt € (a,b). Tada je:

o/ (1)
7O = 1

() x ()

B = Tty < o
T(t

N(t) = B(t) x T(t),
(t)

L0 x ol
D=

() = L0,
() x (D))

Dalje ¢emo se baviti ravanskim krivama i za diferencijalnu geometriju
ravanskih krivih od znacaja je linearno preslikavanje J: R? — R? definisano
kao:

J(p1,p2) = (—=p2, p1)-

T
Geometrijski, preslikavanje .J predstavlja rotaciju za ugao 5 U smeru supro-

tnom od kazaljke na satu. Preslikavanje J ima sledece osobine:

6
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J? = —1Id
Jp-Jg=p-q
Jp-p=20

za p,q € R?,
Neka je a : (a,b) — R? regularna ravanska kriva data sa a(t) = (z(t),y(t)).
Tada je oznakom Jo/ dato Jo/ = ( —y/(t),2/(t)).

a' (t)

Slika 1: Geometrijska interpretacija preslikavanja J

Za krive u ravni, osim Definicije 1.11, moguce je dati novu definiciju za
krivinu krive.

Definicija 1.15. Neka je a: (a,b) — R? regularna ravanska kriva. Tada je
krivina krive o data sa

ao'(t) - Jo/(t)

w0 = P

(1.3)

Ovako definisana krivina se naziva oznacena krivina kako bi se razlikovala
od krivine date Definicijom 1.11. Oznacena krivina moze biti i pozitivna i ne-
gativna. Motivacija za definisanje oznacene krivine ravanskih kriva je sledeca.

Neka je « kriva ¢iji je vektor brzine o/ u svakoj tacki jedini¢ni. Postoje dva
vektora koja su normalna na vektor brzine i paralelna sa vektorom ubrza-

T
nja. Te vektore dobijamo rotacijom vektora brzine za ugao 5 u pozitivnom
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i negativnom smeru. U zavisnosti od toga koji od ta dva vektora izabe-
remo za vektor normale, menja se i koeficijent kolinearnosti vektora normale
i vektora ubrzanja. Koeficijent kolinearnosti je upravo oznacena krivina. Za
vektor normale ¢emo izabrati vektor koji dobijamo rotacijom vektora brzine
za ugao g u smeru suprotnom od kazaljke na satu. Taj vektor normale
oznacavamo sa IN,.

Lema 1.4. Neka je a: (a,b) — R? regularna ravanska kriva data sa ot) =
(x(t), y(t)) Formula za krivinu ravanske krive je

K. [Ck] (t) _ $/<t)y”(t> — I”(t)y;(t) ) (14)
(2(0) + y2(0)’

Dokaz. Zamenom o/ (t) = (2'(t),y'(t)), () = (2"(t),y"(t)) i
Jao/(t) = (—y/(t),2'(t)) u formulu (1.3) za krivinu ravanske krive dobijamo

)
(="(t),y ()) (—y'®).2'(1) _ 2'()y"@) —2"()y'(t)
( _|_ y/2 )5 (:L.IQ (t) + y/2 (t)) 2

K[o](t) =

Lema 1.5. Neka je 8 prirodno parametrizovana ravanska kriva. Tada je

8" = w.[878. (L5)

Dokaz. Diferenciranjem jednakosti 4+ = 1 dobijamo 2 (8" - §’) = 0. Odatle
sledi da je 5" ortogonalno na 5’. Kako je i Jf' ortogonalno na ' sledi da su
vektori 5”7 i JG' kolinearni vektori. Krivina krive /5 iznosi x.[8] = " - JJ'
odakle se vidi da je upravo krivina koeficijent kolinearnosti vektora [” i
JB. [

Krivina je kao i duzina krive geometrijsko svojstvo krive, tj. ne zavisi od
parametrizacije krive. Medutim, za oznac¢enu krivinu ovo je samo delimicno
tacno. Znak oznacene krivine zavisi od parametrizacije krive.

Teorema 1.5. Neka je a: (a,b) — R? regularna ravanska kriva i 8: (c,d) —
R? reparametrizacija krive o, tj. 8 = aoh, gde je h: (c,d) — (a,b) difeomor-
fizam. Krivina ravanske krive je nezavisna od parametrizacije do na znak,
1.

k:[B](u) = (sign b (u))r.[o](h(u)), (1.6)
kad god je h'(u) # 0
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Dokaz. Vazi 8/ = (a’oh)l/ paje J§' = J(a'oh)W i " = (a’oh)h*+(a/oh)h".
Kada to zamenimo u formulu (1.3) dobijamo

(o 0 WA + (o 0 W)R") - J(a o h)R

Kz [5] =

(o o mP
- i (O//Oh)‘J(O/Oh): sign b/ (u)) K, [a] (h(u)).
(i) () = G ()

Krivinu ravanske krive sada mozemo ra¢unati na dva nac¢ina. Prvi nacin je
dat Definicijom 1.11 za specijalni slu¢aj n = 2. Drugi nacin je dat Definicijom
1.3. Veza izmedu ove dve krivine je data slede¢om lemom.

Lema 1.6. Neka je a: (a,b) — R? prirodno parametrizovana kriva. Tada je
rla] = [k.[a]].
Dokaz. Na osnovu Definicije 1.11 i Leme 1.5 imamo

kla] = [la”|| = [|r:[a] Jo'|| = |r:[a][ || /|| = [r:lal[ [|a]] = |x:[o]]
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2 Epicikloide

Od znacaja za rad su krive epicikloide. U ovom delu ¢emo reci nesto vise
o ovim krivama.

Neka su u ravni date dve kruznice kg = ko(O, a) i k; = k1(Oq,b). Kruznice
se dodiruju u jednoj tacki i kruznica k; se kotrlja po kruznici ky. Kruznicu &y
¢emo zvati pokretna kruznica. Kriva epicikloida (hipocikloida) je kriva ¢iji
je trag geometrijsko mesto tacaka koje opisuje proizvoljna tacka pokretne
kruznice. Ukoliko se kruznice kg i k; dodiruju spolja, kriva je epicikloida. U
suprotnom, ako se kruznice kg i k1 dodiruju iznutra, kriva je hipocikloida.
Dalje ¢e biti razmatrane samo epicikloide. Za poluprecnike krugova kg i &y
kod epicikloida vazi da je a > b. Poluprecnike a i b ¢emo zvati parametrima
epicikloide.

Pod jednim svodom epicikloide podrazumevamo deo krive koji opisSe tacka
sa pokretne kruznice prilikom jednog obrtaja pokretne kruznice k; oko kruznice
ko.

2.1 Parametarska jednacina epicikloide

U ovom delu je izvedena parametarska jednacina epicikloide.

Date su dve kruznice kg = ko(O,a) i ky = ki(Oq,b), pri ¢emu je a > b.
Kruznica kg je sa centrom u koordinatnom sistemu i dodiruje spolja kruznicu
k1 na osi Ox u tacki A. Tacka P(z,y) koja opisuje trag epicikloide i ¢ije ko-
ordinate zelimo da odredimo se nalazi na pokretnoj kruznici i pre pocetka
kotrljanja kruznice k; imala je pocetni polozaj u tacki A. Nakon kotrljanja
kruznice se dodiruju u tacki B.

Uvodimo oznake ZAOB =t i ZOOP = ZBO;P = 0. Centar kruznice
k1 ima koordinate ((a + b) cost, (a + b) sint). Kako kod ovog kretanja nema

klizanja kruzni lukovi AB i BP su jednaki. Iz formule za duzinu kruznog

~ atm -~ bo at
luka sledi AB = i BP = —. le j =00if=—.
uka sledi 1 1 180° Odatle je at = b0 i 0 2

Za polozaj tacke P potrebno je jos odrediti ugao koji prava O; P zaklapa sa
osom Ozx. Tacka N je tacka sa kruznice k; takva da je O;N paralelno sa
osom Oz, pri ¢emu su ZNO; P i ugao koji O P zaklapa sa osom Ox uglovi
iste veli¢ine kao uglovi sa paralelnim kracima. Tacka T je presek prave BO;
i kruznice k;.

Oo

10
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Slika 2: Parametarska jednacina epicikloide

Prema prethodnom vazi ZNO\T = ZAOB =ti ZBO{N = m — t.

Trazeni ugao je ZNOP = /BOP — ZBON =0 — (n—t)=0+1t—m.
. . at .
Na osnovu adicionih formula i § = — vazi

(a+0b)t .

cos( +t —7) =—cos(0 +1t) = —cos

sin(@ +t —m) = —sin(f + t) :—sin(

Konaé¢no, koordinate tacke P su

b)t
x:(a—i—b)cost—bcos((a—z ) )iy:(a+b)sint—bsin<

(azb)t).

Prema tome, parametarska jednacina epicikloide sa parametrima a i b je

epicycloid[a, b](t) = (z(t),y(t)) (2.1)

pri cemu je "
x(t) = (a + b) cost — beos (%) : (2.2)
y(t) = (a +b)sint — bsin <@) . (2.3)

11
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Epicikloida je zatvorena ako se tacka P nakon kotrljanja vrati u pocetni
polozaj. To ¢e se desiti u slucaju kada je odnos poluprecnika a i b raciona-
lan broj. Ako je odnos ceo broj epicikloida ¢e podsecati na cvet sa brojem
latica ¢iji je broj odnos poluprecika a i b. Ako je odnos poluprecnika iraci-
onalan broj, onda se epicikloida nikada nece zatvoriti i kotrljanjem tacke P

do beskonacnosti dobili bismo kruzni prsten.

2.2 Poznate epicikloide
Kardioida

Najpoznatija epicikloida je kardioida. Kod kardioide je poluprecnik po-
kretne kruznice jednak poluprec¢niku kruznice po kojoj se kotrlja, tj. a = b.
Tacka sa pokretne kruznice koja opisuje kardioidu zatvori krivu nakon jed-
nog obrtaja pokretne kruznice, pa je prema tome kardioida epicikloida sa
jednim svodom. Ime je dobila po srcanom obliku krive. Njena parametarska
jednacina je

epicycloid|a, al(t) = a (2cost — cos(2t), 2sint — sin(2t)) . (2.4)

Slika 3: Kardioida
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Slika 5: Ranunkloida
Slika 4: Nefroida

Nefroida

Slede¢a poznata epicikloida je nefroida. Kod nefroide je poluprec¢nik
kruznice po kojoj se kotrlja pokretna kruznica dva puta veci od polupreénika
pokretne kruznice, tj. a = 2b. Nefroida je epicikloida koja se zatvori nakon
dva obrtaja pokretne kruznice. Njena parametarska jednacina je

epicycloid[2b,b](t) = b (3 cost — cos(3t),3sint — sin(3t)) . (2.5)

Ranunkloida

Ranunkloida je epicikloida kod koje je poluprecnik kruznice po kojoj se
kotrlja pokretna kruznica pet puta vec¢i od poluprec¢nika pokretne kruznice, t;.
a = 5b. Izgled ove krive nas podseca na cvet sa 5 latica. Njena parametarska
jednacina je

epicycloid[5b, b](t) = b (6 cost — cos(6t), 6sint — sin(6t)) . (2.6)

U nastavku su ilistrovane epicikloide kod kojih je odnos polupre¢nika racio-
nalan broj, ali nije ceo.

epicycloid[3,2)(t) = (5 cost — 2 cos (gt) ,bsint — 2sin <gt)> . (2.7)

13
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Slika 6: epicycloid[3,2](t) Slika 7: epicycloid[7,2](t)

Epicikloida ¢iji je odnos poluprecnika % ima parametarsku jednacinu
. (2.8)

9cost — 7cos 9t ,9sint — 7sin —t)

epicycloid|7, 2](t)
Epicikloida ¢iji je odnos polupreénika iracionalan bi¢e kruzni prsten ako broj
obrtaja pokretne kruznice tezi beskona¢no. Jedna takva epicikloida je

t
(2.9)

epicycloidy/2,1](t) :< <\/§ + 1) cost — cos ((\/5 + 1> ) )
(x/§+ 1) sint — sin ((x/ﬁJr 1) t> )
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Slika 8: epicycloid}/2,1](t)
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3 Krive u ravni izvedene od krivih u ravni

U ovom poglavlju ¢emo prikazati ¢etiri nacina za izvodenje novih ravan-
skih krivih od date ravanske krive. Nove krive kojima ¢emo se baviti su
evolute, involute, paralelne krive i podnoznice.

3.1 Evolute

Definicija 3.1. Tacka p € R? se naziva centar krivine u tacki g krive

a : (a,b) — R? ako postoji kruznica ~ sa centrom p koja ima zajednicku
tangentu sa krivom « u tacki ¢ tako da su krivine isto orijentisanih krivih «
i v jednake u tacki q.

Prema Definiciji 3.1 krivina kruznice « jednaka je k.[a]. Kako je krivina
kruznice jednaka reciprocnoj vrednosti poluprecnika kruznice, to znaci da je
uvek x.[a] # 0. Dalje sledi da postoji prava [ koja sadrzi p i normalna je
na krivu « u tacki ¢, pri ¢emu rastojanje izmedu tacaka p i q iznosi PRI
K|
Centri krivine krive a kreiraju novu ravansku krivu koja se naziva evoluta
krive «v i ¢ije precizna definicija sledeca.

Definicija 3.2. Evoluta regularne ravanske krive « je kriva definisana sa

1 Jd(t)
evolute[a](t) = a(t) + : (3.1)
k=[] (@) [l @]
Kruznica sa centrom evolute[a|(ty) i polupreénikom ————— i kriva «

[:[a] (o)
imaju istu tangentu, normalu i krivinu u tacki a(ty). Ovu kruznicu zovemo

oskulatorna kruznica.

a’(t) - Ja(t)

, sledi da jednacinu evolute mozemo
eI

Kako vazi da je k,[a|(t) =

krace zapisati kao

_ l'@I*
evolute[a](t) = a(t) + WJ& (t). (3.2)

Lema 3.1. Definicija evolute krive a je nezavisna od parametrizacije krive
a, odnosno za bilo koji difeomorfizam h: (¢,d) — (a,b) vazi

evolute|a o h] = evolute[a] o h.

15
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Slika 9: Centar krivine i1 oskulatorna kruznica krive

Dokaz. Na osnovu Definicije 3.1 imamo

evolute[ac o h](t) = (a0 h)(t) +

pa iz formule (1.6) dalje sledi

evolute[ac o h](t) = (a0 h)(t) + 1 J(a’o h>it)h,it)|

(sign 7/(t)) - [a] (h(t)) [[(a” o h) ()R (£)]]
Kako je krivina krive proizvoljne parametrizacije data sa

n(t) = 1O X QWO a0 ) 5y sign b (2) sledi

o’ ()]’ la’ ()]’
o h(t) = (ao o’ (h <>>||3 J(o 0 h)(1)
evolutea o hl(t) = (o h)(t) + o’ (h(t)) - Ja/(h(t)) |la/(h(t))]|
— (a0 (@’ oM@ J(a oh)(t)
= (o O+ @ - (@ o @ [ o WD)

= @] 1 Ja() @) = (evolute|a| ©
‘( “’%[auwuawtm) h = (evolutela] o h)(f)

za sve t € (c,d) §to je trebalo pokazati.

Definicija 3.3. Neka je a: (a,b) — R? diferencijabilno preslikavanje. Tacke

u kojima je o/(t) = 0 zovemo singularne tacke.

Definicija 3.4. Tangenta i normala na krivu a: (a,b) — R? u proizvoljnoj
tacki a(t) krive a su prave koje prolaze kroz «a(t) sa pravcima o/(t) i Jo/(t)

redom.

16
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Sledeca teorema daje karakterizaciju evolute krive pomoc¢u tangenti, normala
i singularne tacke evolute.

Teorema 3.1. Neka je a: (a,b) — R? regularna prirodno parametrizovana
kriva. Tada:

(1) Evoluta krive a je jedinstvena kriva oblika v = o+ fJa' za neku funkciju
f za koju se tangenta na krivu v u svakoj tacki y(t) poklapa sa normalom na
krivu o u tacki o(t).

(2) Pretpostavimo da k.[a| nigde nije nula. Evoluta krive o ima singularne
tacke za one vrednosti t za koje je k.| (t) = 0.

Dokaz. Kako je a prirodno parametrizovana kriva, tj. ||a/(s)|| = 1 na osnovu
Definicije 3.1 sledi
Jo!
evolute[a] = a + .
K[
Diferenciranjem dobijemo
Jo'" - k. — k]l Jao Jo" ol - Jo!
evolute[a) = o'+ o+ rzla] = Ksfaf - Jal_ of laf - Ja . (3.3)
K. |a)? K.|a] K. |a)?
Na osnovu Leme 1.5 je Jo” = —k.[a]a’ pa formula (3.3) postaje
evolute[a] = — elof Jao! (3.4)
PR PR :

Sledi da se tangenta na evolute|a] u tacki evolute[a](s) poklapa sa normalom
na krivu a u tacki a(s) na osnovu Definicije 3.4.
Obratno, pretpostavimo v = o + fJa’. Na osnovu Leme 1.5 dobijamo

v = (1= fr:la])o’ + f'Ja.

Ako se tangenta na krivu 7 u svakoj tacki y(s) poklapa sa normalom na krivu

1
K. |a]

Drugi deo teoreme je direktna posledica formule (3.4). |

a u tacki a(s), onda je f = , pa je kriva 7 evoluta krive «.

17
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Primer 3.1. Dokazati da je evoluta elipse kriva astroida.

Resenge:
2 2

Neka je elipsa — + e 1 parametrizovana sa a(t) = (acost,bsint). Na
a

osnovu formule (3.2) imamo

(a%sin?t + b2 cos? t)(—bcost, —asint)

evolute[a](t) = (acost,bsint) + (—acost,—bsint) - (—bcost, —asint)

Dalje dobijemo:

a?sin?t + b? cos®t
abcos?t + absin® t

evolute[a](t) = (acost,bsint) + (—bcost, —asint)

b
= (acost,bsint) + (% sin®t + — cos t) (—bcost, —asint)
a

b? a?
= (a cos®t — — cos’t, - sin®t 4 bsin® t>
a

B ((a2 —b?)cos*t (b* — a?) sin3t>

a ’ b

Dobijena kriva je upravo astroida.

Slika 10: Evoluta elipse
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Primer 3.2. Dokazati da je semikubna parabola evoluta parabole.

Resenje:
Neka je parabola parametrizovana sa «(t) = (t2,¢) za t > 0. Na osnovu
formule (3.2) sledi:

1+ 4¢?

= (2 t)+1+4t2

1 + 4¢?
:(152,75)—1—( +2 ,—t—4t3)

1
== +3t2 —43).
(2—"_ , )

Dobijena kriva je semikubna parabola.

evolute[a](t) = (t*,t) + (—1,2t)

(—1,2¢)

Slika 11: Evoluta parabole
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opisuje proizvoljna tacka sa kruznice koja se kotrlja bez klizanja po pravoj.
Dokazati da je evoluta cikloide druga cikloida.

Resenge:
Parametrizacija cikloide je a(t) = (t —sint,1 — cost), t € R. Na osnovu
formule (3.2) sledi:

2(1 — cost)(—sint,1 — cost)

lut t) = (t —sint, 1 — t
evolute[a](t) = (t —sint, 1 — cost) + (sint,cost) - (—sint, 1 — cost)

2(1 — t
= (t —sint,1 —cost) + —— (1= cost) (—sint, 1 — cost)
—sin“t — cos?t + cost
2(1 — cost)

(t —sint, 1 — cost) + (—sint, 1 — cost)

—1+cost
= (t +sint,cost — 1).

Evoluta cikloide je opet cikloida, koja se od prvobitne moze dobiti translaci-
jom.

Slika 12: Evoluta cikloide
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U nastavku su dati primeri nekih kriva i njihovih evoluta bez izvodenja
parametarskih jednacina evoluta. Jednacine evoluta su izracunate pomocu
programa Mathematica.

Primer 3.4. Evoluta kardioide je tri puta manja kardioida.

Slika 13: Evoluta kardioide

Primer 3.5. Evoluta logaritamske spirale je logaritamska spirala.

Slika 14: Evoluta logaritamske spirale
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Primer 3.6. Evoluta Bernulijeve lemniskate je kriva c¢iji trag podseca na
trag hiperbole.

Slika 15: Evoluta lemniskate
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3.2 Involute

Involuta je geometrijski inverzna preslikavanju a — evolute|a] koje krivoj
pridruzuje njenu evolutu. Ovo svojstvo ¢e biti dokazano u Teoremi 3.2. Evo-
luta je vezana za involutu kao Sto je diferenciranje vezano sa neodredenim
integralom. Pronalazenje involute zavisi od proizvoljne konstante koja je
analogon integracionoj konstanti kod neodredenog integrala. Pokaza¢emo da
je evoluta involute krive ac ponovo kriva «, sto je analogon tome da je izvod
neodredenog integrala funkcije f ponovo funkcija f.

Definicija 3.5. Neka je 3: (a,b) — R? prirodno parametrizovana kriva i
neka je a < ¢ < b. Involuta krive [ sa pocetkom u tacki 5(s) je kriva data sa

involute[3, c](s) = B(s) + (¢ — s)3'(s). (3.5)

Lema 3.2. Neka je a: (a,b) — R? regularna kriva. Tada je involuta krive
a sa pocetkom u ¢ za a < ¢ < b data sa

involute[a, c](t) = a(t) + (s(c) — s(t)) T :E?H (3.6)

gde t — s(t) oznacava duZinu luka krive o merenu iz proizvoljne tacke.

Dokaz. Neka je B = a o s~! odgovarajuéa reparametrizacija krive duzinom
luka gde je s(t) = fj||o/(u)|]du i vazi §'(t) = ||d/(t)]|. Kako je « = o
s, dobijamo da je o/(t) = p'(s)s'(t) = p'(s)||¢/(t)||. Ako ovo uvrstimo u
Definiciju 3.5 dobijamo formulu (3.6) za involutu proizvoljne regularne krive.

[

Lema 3.3. Neka je a: (a,b) — R? regularna kriva i a < ¢ < b. Rastojanje od
tacke a(sg) do tacke a(c) mereno duz krive a jednako je rastojanju od tacke
involute[a, c|(sg) do a(sg) mereno duZ tangente na krivu « u tacki a(sp).

Dokaz. Bez gubitka opstosti mozemo pretpostaviti da je kriva a prirodno
parametrizovana kriva. Tada je na osnovu formule (3.5)

involutela, ¢|(s) — a(s) = (¢ — s)d/(s),

pa sledi
|linvolute|a, c|(s) — a(s)|| = |¢ — s|.

Desna strana |s — ¢| je rastojanje od tacke a(s) do tacke «a(c) mereno duz
krive «r, dok je leva strana rastojanje od involute[w, ¢|(s) do a(s) mereno duz
tangente na krivu a u tacki a(s). [
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Lema 3.3 se fizicki moze predstaviti na sledeé¢i nacin. Involuta regularne ra-
vanske krive a dobija se kao putanja zategnute zice odmotane sa krive a.
Ova osobina je ilustrovana na primeru involute kruznice.

Involuta kruznice je jedna od najpoznatijih involuta. Kruznica parametrizo-
vana sa a(t) = (acost,asint) ima slede¢u involutu:

involute[a, c|(t) = (acost,asint) + (¢ — t)(—asint, acost)
= a(cost — (¢ — t)sint,sint + (¢ — t) cost).

Dobijena kriva ima trag koji podse¢a na Arhimedovu spiralu. Involuta
kruznice se moze skicirati slede¢im postupkom. Podelimo kruznicu na 12 jed-
nakih kruznih lukova tackama A;, As, ..., Ajo. U tim tackama konstruisemo
tangente ti,ts, ..., %12 na kruznicu. Konstruisemo kruzni luk ogranic¢en tan-
gentama t1 1ty sa centrom u preseku ovih tangenata i koji prolazi kroz A;.
Konstruisemo sledeéi kruzni luk ogranicen tangentama ts i t3 sa centrom u
preseku ovih tangenata i koji se nadovezuje na prethodni kruzni luk. Postu-
pak ponovljamo i za ostale parove tangenti. Greska u ovakvom skiciranju se
moze smanjiti podelom kruznice na sto veéi broj jednakih kruznih lukova.

Slika 16: Skiciranje involute kruznice?

2Slika je preuzeta iz knjige Lockwood E.H., A book of curves
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Sledeca lema prikazuje vezu izmedu krivine pocetne krive i krivine njene
involute.

Lema 3.4. Neka je 3: (a,b) — R? prirodno parametrizovana kriva i neka je
v wnvoluta krive B sa pocetkom u ¢ za a < ¢ < b. Tada je krivina involute

data sa
sign(r-[B](s))
|s—c

Kk:[V](s) = (3.7)

Dokaz. Na osnovu Definicije 3.5 i Leme 1.5 imamo

V(s)=B'(s) = B'(s) + (c = 5)B"(s) = (¢ — s)r.[B](5) JB'(s), (3.8)

V() = —r:[B](s)JB'(s) + (¢ = 8)K:[B]'(s) B (s) + (c — s)r:[B](s)JB"(s),

7"(s) = (=w:[B](s) + (¢ = 8)w:[B]'(5)) T8 (5) — (¢ — 8) ([ B](5))*B'(5)- (3.9)
Iz prethodnog dobijamo:

7" (5) - IV (s) = —(c = s)k:[B]() (k=[] (s)+
+(e—9)r: (B (5)) TP (s) - B'(s )+(c—8)2(ﬁz[5]( ))’8'(s) - B(s).

Kako je 8'(s) - f'(s) = 1 i vektori J5'(s), B'(s) su normalni, sledi

Y'(s) - IV (5) = (¢ — 5)*(k:[B](5))*. (3.10)
Ako se (3.10) zameni u formulu (1.3) dobijamo
.7](s) = (¢ = s)(k:[0)(5)"  _ (sign(w:[B](s)))° _ sign(x:[5](s))
e = sP 2 [B)(s) [|78'(s)]I” e = 5| |s = ¢
Ovime je dokaz zavrsen. [ |

Teorema 3.2. Neka je 3: (a,b) — R? prirodno parametrizovana kriva i neka
je v involuta krive B sa pocetkom u ¢ za a < ¢ < b. Tada je B evoluta krive

Y.

Dokaz. Prema definiciji evoluta krive v je kriva ( data sa

L JY(s)
k=[] (s) I ()l

C(s) =(s) + (3.11)
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Zamenom formula (3.5), (3.7) i (3.8) u formulu (3.11) dobijamo
s — | —(c = s)k[B](5)8'(s)
sign(k.[B](s)) [e — s[r:[B](s)| |[TB'(s)]
! N c — s)sign(k s)) B (s
= ﬁ(S) + (C_ S)ﬁ (5> + Slgn(mz[ﬁ](s))( ( ) g ( z[ﬁ]( ))6( ))

= fB(s) + (c = s)B'(s) = (c = 5)B'(s) = B(s).
Prema prethodnom, i ( su ista preslikavanja i sledi da je § evoluta krive
. |

((s) = B(s) + (c = s)B'(s) +

Primer 3.7. Dokazati da je involuta lancanice kriva traktrisa.

Resenge:

Neka je lan¢anica parametrizovana sa «(t) = (¢,cosht), t € R. Ovako da-
tom parametrizacijom kriva «a nije prirodno parametrizovana kriva, pa prema
Lemi 3.2 prvo treba pronaéi funkciju duzine luka ¢ — s(t) krive a.

t t t
s(t) = / ||/ (w)]] du = / V14 sinh® udu = / cosh udu = sinh u|;, = sinh .
0 0 0

Dalje na osnovu Leme 3.2 za ¢ = (0 vazi:

| .. (1, —sinht)
Tut 0l(¢) = (¢ ht) —sinht-———-—
involute|a, 0](t) = (¢, cosht) — sin cosht
cosh? ¢ — sinh? ¢ 1
= |t — tanht, = | ¢ — tanht, '
cosht cosh?

Dobijena kriva je traktrisa.

Slika 17: Involuta lanc¢anice
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3.3 Paralelne krive

Definisa¢emo novu krivu v koja je fiksnom rastojanju r > 0 od date
krive «, kada r nije previse veliko. Motivacija za definisanje ovih krivih
je pronalazenje krivih koje su u odnosu koji nas podse¢a na koncentricne
krugove i paralelne prave. Neka su krive « i v definisane na intervalu (a, b) i
neka vazi:

YO —a)=r 1 (y(t)—al))-/(t)=0
za a <t<b.

Definicija 3.6. Paralelna kriva regularne ravanske krive a na rastojanju r
je ravanska kriva definisana sa

rJa/(t)
e/ ()

Lema 3.5. Neka je a: (a,b) — R? ravanska kriva i neka je h: (a,b) — (¢, d)
difeomorfizam. Tada je

parcurvela, r|(t) = a(t) (3.12)

parcurvela o h,r](u) = parcurve|a, rsign h'|(h(u)).

Dokaz. Na osnovu Definicije 3.6 vazi

parcurve[a o h,r)(u) = (o h)(u) +r J(aoh /(u)H

oo by ()
e T e ) ()
= (oo h) ) S i ()|

J(o! o )(u)h(u)
@] b))

= (aoh)(u)+r
Kako je h'(u) = |h/(u)|sign h'(u), sledi
J(a' o h)(u)sign b/ (u)

[|(e (h(w))]]

— (@0 h)(u) +rsign ' (u >%

|
jod (u)
T "

|
Dakle, vazi parcurve[a o h,r|(u) = parcurve[a, rsign h'|(h(u)).

parcurve[a o h,r](u) = (o h)(u) +r

= (a(u) + rsign ' (u)
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Lema 3.6. Neka je a reqularna ravanska kriva. Tada je kriva parcurve|a, r]
reqularna za one wvrednosti t za koje je 1 — rr,[a](t) # 0. Takode, njena
krivina je data sa:

__ r[d(®)
K. |parcurve|a, r]](t) = T o]

Dokaz. Uvodimo oznaku B(t) = parcurvela, r|(t). Mozemo pretpostaviti da
je kriva « prirodno parametrizovana. Tada je § = o + rJo’. Kriva § je
regularna za sve t za koje je 8’ # 0. Na osnovu Leme 1.5 sledi da je

B =d +rJd" =d +rJ)k.[ald = (1 —rk.[a])d.
Da bi bio ispunjen uslov regularnosti, neophodno je da je 1 — rx,[a](t) # 0.

Dalje je

1 /

= (1 —r&.[a])k.[a]Ja’ — ri.[a)d.

Za oznacenu krivinu krive 8 dobijamo

g"-Jp" (1 —rk.fa])k.[a]Ja’ —rk.[a]'a’)(1 - rmz[a])Ja"

- 3 - 3
16| 11— re[a] P [|e]]

k(]

Kako je Jo' - Ja/ = 1, a vektori o, Ja/ su normalni pa je o' - Jo/ = 0, sledi

da vazi
(1—rk.la])’k.lo] k.l

K. |B] =

11 —re[a]]3 |1 —rk.fo]]

U nastavku slede primeri krivih i njihovih paralelnih kriva za razlicite
vrednosti r koje moze biti i pozitivno i negativno. Krive su ilustrovane u
programu M athematica.
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Slika 18: Paralelne krive parabole za r > 0

v

Slika 19: Paralelne krive parabole za r < 0
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Slika 21: Paralelne krive elipse za r < 0

3.4 Podnoznice

Neka je o ravanska kriva i neka je tacka p € R%. Trag preseka normale
spustene iz fiksirane tacke p koju zovemo pedalna tacka, sa tangentom krive
a u tacki a(t) se naziva podnoznica krive @ u odnosu na tacku p. Ovako
definisan trag oznaci¢emo sa ((t). Sledi da je vektor S(t) — p projekcija
vektora a(t) — p u praveu vektora normale Jao/(t).
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Definicija 3.7. Podnoznica regularne krive a: (a,b) — R? u odnosu na
fiksiranu tacku p € R? je kriva data sa

pedal[a, p)(t) = p +

Slika 22: Definicija podnoznice

Lema 3.7. Definicija podnoznice krive o je mezavisna od parametrizacije
krive o, odnosno
pedal[a o h] = pedal[a] o h,

za bilo koji difeomorfizam h: (¢,d) — (a,b).

Dokaz. Na osnovu Definicije 3.7 sledi

((aoh)(t) —p) J(aoh)(t)
(o h)(®)][*

Dalje na osnovu definicije izvoda slozene funkcije i homogenosti skalarnog
proizvoda vazi sledece:

pedal[aco h,pl(t) = p+ J(aoh)(t).
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(@ o B)(t) — p) - J(a’ 0 HY(OR (D)
(@ o WORE
W0 b)) — ) - J(a’ o h)(D)
(@ o @I
_ (@oh))-p)- Gl oh)®),
=Pt @enr YoM

(a<t) - p) i ‘]a/(t) J()/(t)) oh

J(a o b)) (1)

pedal[aco h,p|(t) =p +

ot J(a' o h)(R)R(t)

Gl
= (pedallo, p] o h)(1),
za svako t € (¢,d). Ovime je dokaz zavrsen. |
2 2
Primer 3.8. Na¢i podnoznicu hiperbole — — = =1 ako je pedalna tacka
a a

koordinatni pocetak (0,0) i ako je pedalna tacka fokus hiperbole.

Resenge:
Neka je hiperbola parametrozovana sa a(t) = (asect,atant). Prema Defini-
ciji 3.7 za pedalnu tacku (0,0) vazi:

pedal|a, (0,0)](t) = (0,0)+
(2% atant) — (0,0)) - (=, “2ut) (_ a atant)

a?sin? t a? 247
st +Cos4t cos“t cost

_ (C(;lsﬁatant) ’ (_ﬁa%) (_ a atant)

a?(sin” t+1) cos?t’ cost
cos? t

2 2

2
a a“sin“t
_ cos3t + cosS t < a atant)

a?(sin® t+1) " cos2t’ cost
costt

B cos> t a atant
T osin?t+1 (_COSQt’ cost )
acost asintcost
(sin2t—|—1’_ sin?t + 1 ) '

Dobili smo da je podnoznica hiperbole lemniskata.
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2 2
Fokus hiperbole x_2 — y_2 = 1 je tacka F'(ay/2,0). Analognim rac¢unom koji je
a’>  a

prikazan za pedalnu tacku (0,0) dobi¢emo da je podnoznica u slucaju kada
je pedalna tacka fokus hiperbole kruznica polupreénika a sa centrom u tacki

(0,0).

Slika 23: Podnoznica hiperbole ¢ija je pedalna tacka koordinatni pocetak

Slika 24: Podnoznica hiperbole c¢ija je pedalna tacka fokus hiperbole
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Primer 3.9. Nadi podnoznicu jedini¢ne kruznice parametrizovane sa
a(t) = (cost,sint) u odnosu na pedalnu tacku (xg, yo).

Resengje:
Prema Definiciji 3.7 vazi:

pedal[aa ($Oa yO)](t) =
((cost,sint) — (xg,y0)) - (— cost, —sint)
1
y (cost — wg,sint — yg) - (— cost, —sint)
1
= (zo,%0) + (:L‘o cost + yosint — 1)(— cost, —sint)
= (
= (

= (zo,90) + (—cost, —sint)

To, Yo) + (—cost,—sint)

mo—xocos t —ypsintcost + cost, yy — yosin2t—xocostsint+sint)

Tosin®t — Yo sint cost + cost, Yo cos t—xocostsmt—f-smt)

Podnoznica kruznice je dakle upravo Paskalov puz. Specijalno, ako pedalna
tacka pripada kruznici, podnoznica kruznice je kardioida.

Ako je pedalna tacka centar date kruznice sledi da je podnoznica kruga isti
ta kruznica, tj. pedal|a, (0,0)](t) = (cost,sint).

Slika 25: Podnoznica kruznice ¢ija pedalna tacka ne pripada kruznici
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Slika 26: Podnoznica kruznice ¢ija je pedalna tacka na kruznici

Primer 3.10. Nadi podnoznicu parabole ako je pedalna tacka teme parabole
ili fokus parabole.

Resenge:
Neka je parabola parametrizovana sa «(t) = (t3,t), t > 0. Prema Definiciji
3.7 za proizvoljnu pedalnu tacku (xq,yo) vazi:

((t27t) — <x07y0>> ) (_172t>
1+ 4¢2
t2 + X9 — 2y0t
1 + 4¢2
2 + 29 — 2yt
= (20, %) + %
(4o — 1)t2 + 2yt 2t3 — 2ot + yo
( 1 + 4¢2 T 144 )

pedalla, (x0, %0)](t) = (0, y0) + (=1,2t)

= (0, %0) + (—1,2t)
(—1,20)

Dobili smo podnoznicu parabole ¢ija je pedalna tacka proizvoljna tacka.

Teme parabole je tacka (0,0) pa na osnovu prethodnog sledi:
t2 2t3

pedala, (0,0)](t) = <1 YTk 4t2) :

Dobijena podnoznica predstavlja krivu koja se zove Dioklesova cisoida.
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Fokus parabole je tacka F (i,O) pa na osnovu prethodnog sledi da je po-

N ' 1 2% — 3t
ananCa prava x = O’ tJ pedal a, 1_17 0 (t) = 07 1 + 4t2 .

U ostalim slucajevima podnoznica parabole je kriva strofoida. Specijalno,
ako je pedalna tacka (—%,O), tj. tacka preseka direktrise i x-ose, za po-
dnoznicu dobijamo desnu strofoidu

1 2t 2%+ 1
dal ——0)| () = 2 ).
peda {O‘( 4 )}() <1+4t2’1+4t2>

Na slici 3.4 crvenom bojom je naslikana Dioklesova cisoida, a zelenom stro-
foida.

Slika 27: Podnoznice parabole
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4 Krive u prostoru izvedene od krivih u ravni

Ovo poglavlje je posveéeno novim krivama u prostoru koje su izvedene
od krivih u ravni, konkretno od krivih epicikloida. Nove krive su krive c¢iji
trag lezi na sferi i koje imaju konstantan nagib.

4.1 Sferne krive

U ovom poglavlju ¢emo pokazati koje osobine je potrebno i dovoljno da
kriva zadovoljava da bi njen trag pripadao sferi i obrnuto, koje osobine kriva
zadovoljava ako trag krive ve¢ pripada sferi.

Teorema 4.1. Neka je 3: (a,b) — R? prirodno parametrizovana prostorna
kriva sa krivinom k @ torzijom 7. Pretpostavimo da [ lezi na sferi polu-
preénika ¢ > 0 sa centrom q € R®. Tada:

1. k>

)

Q-

2. k1T su u relaciji

1
3. Ako je k'(to) = 0 onda je T(tg) = 0 ili k(ty) = —;
c

!
y T K
'K T2 )’

5. Ako je K'(to) = K" (to) = 0 onda je 7(ty) = 0;

6. k= — ako 1 samo ako je B kruznica poluprecnika a koja je u preseku

sfere i neke ravni.
Dokaz. Pretpostavimo da trag krive [ lezi na sferi polupre¢nika ¢ > 0. Tada

je || — q]| = ¢. Diferenciranjem ove jednakosti i koriséenjem Frene-Sereovih
formula datih Teoremom 1.2 dobijamo

(B—q)-T=0. (4.2)
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Ako ponovimo diferenciranje dobijamo
1+(8—q)-T'=0.

Dalje je
" 1+ (f—¢q) - (kN)=0. (4.3)

Kako je |(8 — q) - (kN)| = 1, na osnovu Kogi-Svarcove nejednakosti dobijamo

L=1[(8—q) - (sN)| < £ [[8 = ql[/IN]| = re.

Konaé¢no 1 < ke ¢ime je prvi deo teoreme dokazan.
Diferenciranjem jednakosti (4.3) i kori¢enjem Frene-Sereovih formula dobije
se

0=T-(kN)+(8—q) (KN + k(—rT + 7B))
0= (3~ ) N+ #r(3—a)- B
0=—-%+x1(8—q)- B.

Odavde je /

T(B—q)-B= % (4.4)
Iz (4.3) direktno sledi

(B-q) N=— (15)

U Frene-Sereovoj bazi 7(/5 — ¢) mozemo zapisati

T(6—q)=(T(B—-q) - T)T+(7(—q) - N) N+ (7(6—q)- B)B. (4.6)

Na osnovu formula (4.2), (4.4) i (4.5), formula (4.6) dalje je
T K
—q)=—-——-N+ —=B. 4.
(B-g)= TN+ (47)

Normiranjem jednakosti (4.7) sledi
2 r\ 2
28— gl =72 = (1) + (%) .
K K

38



KRIVE U RAVNI I PROSTORU IZVEDENE OD KRIVIH U RAVNI

1 K\ 2
Konaéno sredivanjem izraza dobijamo 72 (62 — —2) = (—2> .
K K

Treci deo teoreme je direktna posledica drugog dela teoreme.

Iz7(f—q)-B= :—; diferenciranjem dobijamo
(%) =7(8=q)-B+7(T-B+(8—q)-(=7N)) = T;T(ﬁ—Q)-B—TQ(ﬁ—Q)-N-

Na osnovu formula (4.4) i (4.5) dalje je

Iil / Ii/T/ 7_2
— | = — 4.8
(Fd2> K21 + K (4.8)
/ ! / / / !
1 1
12 jednakosti ( ’2) = <—> (%) + = <%) i formule (4.8) dalje je
TK T K T \ Kk
K/ /_ 7"/-@’4_1 /<;’7"+7'2 _ T/H/+/€/T/+1T2_T
k2 )  T2k2 T \K2T k)  T2K2 T2k2 T K K

Ovime je ¢etvrti deo teoreme dokazan. Peti deo teoreme je direktna posle-
dica cetvrtog dela teoreme. Dokazacemo sada Sesti deo teoreme.

1
Ako vazi k = — jednakost (4.5) postaje (8 — q) - N = —a. Diferenciranjem i
a

primenom Frene-Sereovih formula dobijamo
T N+(B—-q) N=(B-q)-(kT'+7-B)=7(8-q)-B=0.

Razmotrimo jednakost 7(5 — ¢) - B = 0 u dva slucaja.
U prvom slucaju pretpostavimo da vazi 7 # 0. Dalje sledi (5 —¢q) - B =
0. Odatle diferenciranjem dobijamo —7(8 — ¢q) - N = 0. To znaci da je
(8 —q)- N =0, sto je kontradikcija sa formulom (4.5).
U drugom slucaju pretpostavimo da vazi 7 = 0. Iz pretpostavke direktno
sledi da je 8 ravanska kriva. Kako je § ujedno i sferna kriva, to znaéci da je

B kriva koja je u preseku sfere i neke ravni.
[
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Teorema 4.2. Neka je 3: (a,b) — R? prirodno parametrizovana prostorna
kriva sa krivinom k i torzijom T koje zadovoljavaju (4.1). Pretpostavimo da
su Kk, T i K razliciti od nule. Tada [ lezi na sferi poluprecnika ¢ sa centrom
q € R3.

Dokaz. Neka je kriva v data u terminima krive § parametrizacijom

B 1 K (t)
v(t) = B(t) + %N(t) - WB@)- (4.9)

Diferenciranjem (4.9) i koriséenjem Frene-Sereovih formula sledi da je

/ 1 / / /
V=T "Nt (—kT+7B) - () B+ () 7N
K2 K TK? TK?2

Odnosno to je,
T &\
- (Z))s w0

Ako jednakost (4.1) koju zadovoljavaju krivina i torzija zapisemo u drugacijem
/
obliku < ~

TK?2

2
) +— = ¢? i potom je diferenciramo, dobijamo slede¢e
K

K K\ KK
2 —2— =0.
(752> (752) K
K ¥\ K
(THQ) (TKQ) - K3 (4.11)

Iz jednakosti (4.10) i (4.11) dobijamo

K ;L T K K K /B— T K K B0
TK? 7= kTK2  TK? \ TK?  \kTKZ K3 e

!/

Odatle je

Kako je ( KJQ
TK

) 7' = 0 sledi da je k7" = 0. To znaci da je v/(t) = 0 za svako
t jer je pretpostavljeno da je k' # 0. Tada je () konstantno preslikavanje i
postoji ¢ € R? tako da je v(t) = q za svako t. Kona¢no dobijamo
1 K'(t)
t)—q=——=N(t) — ———=—=B(1). 4.12
(1) V0 - P (112
Normiranjem (4.12) i na osnovu formule (4.1) sledi ||3(¢) — q||> = ¢*. Ovime

je pokazano da [ lezi na sferi sa centrom ¢ i poluprec¢nikom c.
|
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4.2 Krive konstantnog nagiba

Kruzni heliks je prostorna kriva parametrizovana sa a(t) = (a cost,asint, bt),
a

a,b € R\{0}, t € [0,27). To je kriva konstantne krivine x = pEE i kon-
a

stantne torzije 7 = poa oL Prema tome, odnos torzije i krivine je konstantan
a

T b : : e . ,

i — = —. Zanima nas da li postoji jos krivih sa ovom osobinom. Pokaza¢emo

K _a
da ukoliko je odnos torzije i krivine konstantan, onda je ugao izmedu krive
i nekog fiksiranog vektora takode konstantan. To je motivacija za sledeéu
definiciju.
Definicija 4.1. Kriva v: (a,b) — R? je kriva konstantnog nagiba u odnosu
na jedini¢ni vektor u € R3 ako je ugao ¢ € (0,7) U (m,27), ugao izmedu
vektora u i jedini¢nog tangentnog vektora 7' krive v konstantan. Odnosno,
vazi

T -u=cos¢
i ctg ¢ zovemo nagibom krive ~.

Lema 4.1. Neka kriva «v: (a,b) — R3 ima konstantan nagib u odnosu na
neki jedinicni vektor u i neka je k # 0. Tada T ima konstantnu vrednost
+ ctg ¢. "

Dokaz. Bez gubitka opstosti mozemo pretpostaviti da je + prirodno pa-

rametrizovana kriva. Diferenciranjem jednakosti T - u = cos¢ dobijamo
(kN) - u = 0. Odatle sledi da je vektor u normalan na vektor normale krive

Y paje
u = T cos ¢ + Bsin ¢.

Kada diferenciramo ovu jednakost dobijemo

0 = N(kcos¢F Tsin ).
cos ¢
sin ¢
Lema 4.2. Neka je 3: (a,b) — R? prirodno parametrizovana ravanska kriva
i B(s) = (bi(s),b2(s)). Definisemo novu prostornu krivu 7y sa

v(s) = (b1(s),ba(s), s cosp),

gde je 1 konstantno. Tada je v konstantne brzine/1 + cos? ) i konstantnog
nagiba cosy u odnosu na vektor v = (0,0, 1).

Dalje sledi kcos ¢ F 7sin ¢ = 0. Odatle je T4 = +*ctgo. |
K
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Dokaz. Brzina krive « je ||| :\/b’12 + V% + cos? . Kako je ||f'|| = 1, sledi

da je [|7/|] =v/1 + cos? 1.

Prema Definiciji 4.1

'(t) - (0,0,1
cosqb:T-u:’y<> (/”): cosy :
|11l 1+ cos? 1)
2
. o, COSTY ., 1
Dalje Je cos Qb = m 1 SIn gb = m
cos? ¢ 1C052§)
Kako je ctg? ¢ = — s = +C(1)S = cos? 1, konac¢no dobijamo ctg ¢ = cos
S ¢ 1+cos? ¢
Sto je i trebalo dokazati. [

Lema 4.3. Neka jev: (a,b) — R3 prirodno parametrizovana prostorna kriva
konstantnog nagiba ctg ¢ u odnosu na vektor u € R3. Neka je 3 projekcija
krive v na ravan koja je normalna na vektor u tj,

Bls) = v(s) = (v(s) - w)u, (4.13)

za a < s < b. Tada B ima konstantnu brzinu |sin¢|. Krivina krive 7 i
oznacena krivina krive B su u sledecoj relaciji

k[y] = £k.[B] sin® ¢. (4.14)
Dokaz. Neka su Tp i T, jedini¢ni tangentni vektori krivih 81 v redom. Tada
/

je Ty = i T, = /. Dalje na osnovu formule (4.13) i ¢injenice da je 7y

g
18]

konstantnog nagiba ctg ¢ u odnosu na vektor u, vazi
18N T = B =T, — (T, -u)u =T, — (cos d)u.
Prema prethodnom je
T, = |81 Ts + (cos o)u. (4.15)
Iz formule (4.15) i ¢injenice da je y prirodno parametrizovana kriva, dobijamo
L= |T,|]* = ||B'|I* + cos® ¢.
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Odatle sledi ||5’|| = |sin ¢|, prema ¢emu je [ konstantne brzine |sin ¢|.
T/

Intezitet vektora N, je ||N,|| = —7‘ = allll = 1. Takode je
s kR

intezitet vektora J71p jednak ||JTp|| = ||Ts]| = 1.

Diferenciranjem formule (4.15) i primenom uopstenih Frene-Sereovih formula
dobijamo

KNy =T = |81 Ty = [|B'11|8']] 6[B]1Ns = £(sin” ¢)[B]JT5.  (4.16)

Sledi da su vektori N, i JTj kolinearni. Dalje normiranjem jednakosti (4.16)
dobijamo k[y] = % (sin? ¢)x.[f] ¢ime je dokaz zavrsen. |

Lema 4.4. Neka jev: (a,b) — R3 prirodno parametrizovana prostorna kriva

T
koja ima konstantan nagib ctg ¢ u odnosu na vektor u € R3, za 0 < ¢ < —.

2
Takode neka ~y lezi na sferi poluprecnika ¢ > 0.
1. Krivina 1 torzija krive v su date sledecim formulama
WDl = g (4.17)
2 — s2ctg? o’ '
6V = s (4.18)
T|v|(s = P )

2. Neka je B projekcija krive v na ravan koja je normalna na vektor u.
Tada je oznacena krivina krive 5 data sa

1
c2sin* ¢ — s?cos2 ¢’

k[P (s1)" = (4.19)

gde je s1 = ssin ¢ funkcija duzine luka krive 3.

3. Neka je poluprecnik sfere ¢ = a+2b i ugao ¢ dat sa cos¢p = ﬁ. Tada
a

je kriva B projekcija krive v na ravan normalnu na vektor u epicikloida
epicycloid[a,b|(t) ¢ija je parametrizacija data formulom (2.1).
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Dokaz. Kako je v sferna kriva, prema Lemi 4.1 za torziju krive v vazi 7 =
kctg . Kada vrednost torzije zamenimo u formulu (4.1) iz Teoreme 4.1

dobijemo
N
LA T 2_i —(22—1)t2¢
e =7c e = (Kk°c ctg” .

Sredivanjem izraza dobijemo

/‘f,l

———— = +4ctgo.
N 8o

Integraljenjem sledi

1
—VK2c? — 1 = *sctg .
K

2.2
—1

Sredivanjem izraza po x dobijamo ne — = s? ctg? ¢ pri éemu sledi trazena

K

1
2 —s2ctg?o’
Iz formule (4.17) i 7 = K ctg ¢ sledi formula (4.18)
1

2 _ ctg? ¢ w7 1

relacija k% =

= 62—82ctg2¢ - CQ_t;22¢ o CthQQb—S?'

Drugi deo leme je direktna posledica Leme 4.3 i formule (4.17) prvog dela

2
Leme 4.4. 1z Leme 4.3 imamo &, [3](s1)* = M%;). Prema formuli (4.17)
sin
1
. . c2—s?ctg? ¢ 1 1
to je dalje &, ? = ! = = :
ole dalie n-lBle) = 55T = GTo@ — g~ g

Ostalo je dokazati jos tre¢i deo leme. Kako prema iskazu leme ¢ dato sa

cos ¢ = sledi da je

a—+2b

a>  \  166%(a + b)?
?)

s 4 . — S —
sin® ¢ = (1 — cos® ¢)” = (1 (a+2b (a + 2b)*
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Oznacena krivina krive § data formulom (4.19) sada postaje

1 a + 2b)?
K. [B](s1) = op)2 166% (a+b)2 5 @ 16b2(2 + b)2)— s2a?’
(a+2b) (a+2)  S1(at20)2 !
Dalje je
1 160 (a+b)? sta?

kABl(s1) — (a+20)2  (a+20)2 (4.20)

Formulom (4.20) je data prirodna jednacina epicikloide. Kako je epicikloida

odredena ovom jednacinom do na izometriju, sledi da je kriva [ epicikloida
epicycloid[a, b] data parametrizacijom (2.1). [ |
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4.3 Nove sferne krive konstantnog nagiba

Sada ¢emo definisati neke nove krive koje imaju konstantan nagib i ¢iji
trag lezi na sferi. Nove krive ¢emo zvati sfernim heliksima sa parametrima a i
b. Za nove krive su od znacaja epicikloide o kojima je vise receno u poglavlju
2. Izvedena parametarska jednacina epicikloide je epicycloid|a, b](t) pri ¢emu
je

epicycloid[a, b](t) = (z(t),y(t)),

2(t) = (a + b) cost — beos (<a+bb>t) |

y(t) = (a+ b)sint — bsin <(a%f)t) .

Definicija 4.2. Neka je data epicikloida epicycloid[a,b](t) = (z(t),y(t)).
Sferni heliks sa parametrima a i b je kriva

za

sphericalheliz|a, b|(t) = (:L"(t), y(t), 2V ab + b? cos ;—z) : (4.21)

Lema 4.5. Prostorna kriva sphericalheliz|a,b] ¢ija je parametrizacija data
formulom (4.21) ima konstantan nagib u odnosu na vektor (0,0,1) i lezi na
sferi poluprecnika a + 2b sa centrom u koordinatnom pocetku.

Dokaz. Prema Definiciji 4.1 sferni heliks ima konstantan nagib u odnosu na
vektor u(0,0,1) ako je ugao ¢ izmedu vektora wu i jedinicnog tangentnog
(T - u)?

vektora T sfernog heliksa konstantan. Pokaza¢emo da je cos® ¢ = TalE

konstantan.

Tangentni vektor sfernog heliksa je

a+b)

T= (—(a+b)sint+(a+b)sin(<

avab+ b% . at)

t),(a+b)cost—(a+b)cos(

— ——— 81

b "9
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Odatle je

I =200+ 07 (1= (sintsin (520 costeos (521 ) ) 4

N a*(ab+ %) . ,at
b? 2b

Korisé¢enjem adicionih formula i funkcije polovine ugla, dalje se dobije
t 2(ab + b? t
IIT|1> = 2(a + b)? <1 — oS %) + % sin’ ;—b
t a*(ab+b? t
IT|1> = 2(a + b)?2sin® g—b + % sin? %

272 2 2
T2 = (4(a+b) b* + a*(ab + b°) SinQa_t

b? 2b
a’(ab+b?) 2 at a®(ab+b%)
Sledi da je cos® ¢ = b2 2b = 2 .
4(a+b)2b2+a2(ab+b2) \ . 2 at 4(a+b)?b*+a?(ab+b?))

= )sm a 0
a’(ab + b?)

(a+ b)20? + a?(ab + b%)

tle sledi da je sferni heliks kriva konstantnog nagiba u odnosu na vektor

(0,0, 1).

Kako je cos? ¢ = 1 , odnosno cos ¢ je konstantan, oda-

Deo leme prema kojoj ovako definisan sferni heliks lezi na sferi poluprecnika
a + 2b sa centrom u koordinatnom pocetku sledi direktno iz

2
22 () + (L) + (2\/ ab + b2 cos g—é) = (a + 2b)%.
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4.4 Primeri novih sfernih krivih konstantnog nagiba
koji su izvedeni od ravanskih epicikloida

Ovaj deo rada je posveéen primerima novih sfernih krivi konstantnog

nagiba koji su izvedeni od ravanskih epicikloida sa razli¢itim parametrima a

ib. Kao sto je prethodno napomenuto, ove krive ¢emo zvati sfernim heliksima
sa parametrima a i b.

Sferna kardioida

Sferna kardioida je sferni heliks sa parametrima a i b za koje vazi a = b.
Nastaje od ravanske epicikloide kardioide ¢ija je parametarska jednacina data
formulom (2.4). Parametarska jednacina je

sphericalheliz|a, a](t) = (:v(t), y(t), 2av/2 cos %) .

Slika 2&: Sferna kardioida

48



KRIVE U RAVNI I PROSTORU IZVEDENE OD KRIVIH U RAVNI

Sferna nefroida

Sferna nefroida je sferni heliks sa parametrima a i b za koje vazi a = 2b.
Nastaje od ravanske epicikloide nefroide ¢ija je parametarska jednacina data
formulom (2.5). Parametarska jednacina je

sphericalheliz[2b, b)(t) = (:U(t), y(t), 20v/3 cos t) :

Slika 29: Sferna nefroida
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Sferna ranunkloida

Sferna ranunkloida je sferni heliks sa parametrima a i b za koje vazi a = 5b.
Nastaje od ravanske epicikloide ranunkloide ¢ija je parametarska jednacina

data formulom (2.6). Parametarska jednacina je

t
sphericalheliz[5b,b](t) = <x(t), y(t), 20v/6 cos %> :
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Slika 30: Sferna ranunkloida
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Sferni heliksi kod kojih je odnos parametara a i b racionalan broj,
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Slika 32: sphericalhelix[7,2](t)
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Sferni heliksi kod kojih je odnos parametara a i b iracionalan broj

Slika 33: sphericalhelix[v/2,1](t)
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Zakljucak

U radu je predstavljeno nekoliko nacina izvodenja novih krivih u ravni i
prostoru nastalih od ravanskih krivih. Definisane su nove krive i prikazane
neke njihove osobine. Od novih ravanskih krivih razmatrane su specijalno
evolute, involute, paralelne krive i podnoznice. Od novih krivih u prostoru
izabrane su za razmatranje sferne krive konstantog nagiba koje su izvedene
od ravanskih epicikloida. Nove krive su ilustrovane kroz primere nekih po-
znatih ravanskih krivih u programu Mathematica. U radu je izvodenje novih
krivih ograni¢eno na nekoliko slucajeva. Dalja razmatranja novih sfernih kri-
vih koja nisu opisana u ovom radu se mogu prosiriti posmatranjem primera
krivih koje su izvedene od hipocikloida. Takode, moze se posmatrati jos
jedan nacin izvodenja novih sfernih krivih kao Sto je stereografska projek-
cija. Stereografskom projekcijom logaritamska spirala se preslikava u sfernu
loksodromu, pa bi bilo interesantno ispitati sta se desava u slucaju drugih
poznatih krivih.
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